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THTOC1

Thème 1 : cardinalité Le Frido 1 ne définit pas la notion de nombre cardinal; ça nous mènerait
trop loin. Au lieu de cela, nous allons nous contenter des notions d’équipotence, surpotence et
subpotence, et démontrer un certain nombre de résultats en utilisant sans retenue le lemme de
Zorn 1.23.

(1) Ensemble infini, définition 1.113.
(2) Ensemble dénombrable, définition 1.125.
(3) Cardinal d’un ensemble fini, définition 1.122.
(4) Définition d’équipotence, surpotence et subpotence, notations A ą B et A « B, définition

1.111.
(5) Toute partie d’un ensemble fini est finie, lemme 1.115.
(6) Si A est un ensemble fini ou dénombrable, alors il existe une surjection NÑ A, lemme 1.127.
(7) Si A est un ensemble infini et si f : AÑ B est une application injective, alors fpAq est infini,

proposition 1.120.
(8) Toute partie infinie de N est dénombrable, proposition 1.128
(9) Une bijection NÑ NˆN, proposition 1.131.

(10) Une décomposition de N en une infinité de parties équipotentes à N, corolaire 1.132.
(11) Si il existe une surjection NÑ A, alors A est fini ou dénombrable, lemme 1.133.
(12) Une union dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable, propo-

sition 1.134
(13) Tout ensemble infini contient une partie en bijection avec N, proposition 1.138.
(14) Toute partie d’un ensemble fini est finie, et toute partie d’un ensemble dénombrable est finie

ou dénombrable, proposition 1.139.
(15) Si A ľ B et B ľ A, alors A « B, théorème de Cantor-Schröder-Bernstein 1.142
(16) Le théorème de Cantor 1.145 dit qu’il n’existe pas de surjection d’un ensemble vers son

ensemble des parties. On en déduit qu’il n’existe pas d’ensemble contenant tous les ensembles
(corolaire 1.147).

(17) Si A est infini et si A ľ B, alors A « AYB par le lemme 1.149.
(18) Si S est un ensemble infini alors il existe une bijection φ : t0, 1u ˆ S Ñ S, proposition 1.150.
(19) Si A est infini, alors AˆN « A, proposition 1.152.
(20) Si A est infini et si B ă A, alors AzB « A, lemme 1.154.
(21) Si A est infini, alors A « AˆA, théorème 1.158.

Il y a aussi des résultats de cardinalité autour des extensions de corps.
(1) Si K est un corps infini, alors KrXs « K.
(2) Le théorème de Steinitz 6.134 affirme que tout corps admet une unique clôture algébrique.

La preuve utilise pas mal de cardinalité ainsi que le lemme de Zorn 1.23.
THTOC2

Thème 2 : morphismes et compagnie
(1) Un morphisme est un concept algébrique. Il s’agit d’une application (pas spécialement in-

versible) qui préserve la structure. Quand on parle de morphisme, il faut donc préciser la
structure. On dit «morphisme de groupe», «morphisme d’espace vectoriel», «morphisme
d’anneaux», etc.

(2) Morphisme de module, définition 1.323.

1. Ici je mets la référence [1]; pas parce qu’elle est utile ici, mais parce que je veux être sûr qu’elle soit numéro
1 de façon à être facilement reconnaissable. Elle indique les affirmations à propos desquelles la lectrice doit être
doublement attentive.
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(3) Morphisme de groupes, définition 1.37.
(4) Un isomorphisme d’espaces topologiques est une application continue, inversible, dont l’inverse

est continue, 7.38. On dit aussi un homéomorphisme.
(5) Un difféomorphisme est différentiable d’inverse différentiable, définition 11.251.
(6) Un Ck-difféomorphisme est une application Ck d’inverse Ck. Définition 11.251.
(7) Un morphisme de groupes de Lie est un morphisme de groupe C8. Nous ne demandons pas

que l’inverse ait une régularité particulière.
Le mot «homomorphisme» signifie exactement «morphisme», et, sauf incohérence de ma part, il
n’est pas utilisé dans le Frido.

THTOC3THEMEooNRZHooYuuHyt

Thème 3 : arithmétique modulo, théorème de Bézout
(1) Pour Z˚ c’est le théorème 1.229.
(2) Théorème de Bézout dans un anneau principal : corolaire 3.73.
(3) Théorème de Bézout dans un anneau de polynômes : théorème 6.47.
(4) En parlant des racines de l’unité et des générateurs du groupe unitaire dans le lemme 19.6.

Au passage nous y parlerons de solfège.
(5) La proposition 1.255 qui donne tout entier assez grand comme combinaisons de a et b à

coefficients positifs est utilisée en chaines de Markov, voir la définition 38.33 et ce qui suit.
(6) PGCD et PPCM sont dans la définition 1.182.
(7) Calcul effectif du PGCD puis des coefficients de Bézout : sous-sections 3.2.1.1 et 3.2.1.2.

THTOC4

Thème 4 : divisibilité
(1) Si a divise bc et si a est premier avec c, alors a divise b. Lemme de Gauss 3.12.
(2) Si a divise b et b divise a, alors a “ b, lemme 3.14.

THTOC5

Thème 5 : équations diophantiennes
(1) Équation ax` by “ c dans N, équation (3.58).
(2) Dans 3.2.6, nous résolvons ax` by “ c en utilisant Bézout (théorème 1.229).
(3) L’exemple 3.91 donne une application de la pure notion de modulo pour x2 “ 3y2 ` 8. Pas

de solutions.
(4) L’exemple 3.92 résout l’équation x2`2 “ y3 en parlant de l’extension Zri?2s et de stathme.
(5) Les propositions 3.96 et 3.98 parlent de triplets pythagoriciens.
(6) Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.99.
(7) La proposition 1.131 donne une bijection N ˆ N Ñ N en résolvant dans N (entre autres)

l’équation k “ y2 ` x pour k fixé.
THTOC6THEMEooVIQIooOcFAQS

Thème 6 : types d’anneaux
(1) Définition d’anneau : définition 1.41.
(2) La définition d’anneau principal est 1.221; pour un idéal principal, c’est 1.220.
(3) Z est intègre, lemme 1.245, principal et euclidien (proposition 1.248).
(4) ZrXs n’est pas principal (voir (5)).

ITEMooNQQMooSnuKvW

(5) SiA est un anneau intègre 2 qui n’est pas un corps, alorsArXs n’est pas principal, lemme 1.249.
(6) L’anneau des fonctions holomorphes sur un compact donné est principal, proposition 26.68.

2. Définition 1.193.
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(7) L’anneau Zri?3s n’est pas factoriel, exemple 3.69.
(8) L’anneau Zri?5s n’est ni factoriel ni principal, exemple 3.82.
(9) Tous les idéaux de Z{6Z sont principaux, mais Z{6Z n’est pas principal. Exemple 1.241.

anneau principal
— Définition 1.221.
— Il est intègre, définition 1.221.
— Il est noetherien, lemme 3.78.
— il est factoriel, théorème 3.80.

anneau euclidien
— Définition 1.244.
— Il est principal par 1.247

anneau intègre
— Définition 1.193.

anneau noetherien
— Définition 3.77.

anneau factoriel
— Définition 3.64.
— Il est intègre, définition 3.64.

corps
— Corps, définition 1.202.
— Il est un anneau intègre, lemme 1.194.
— Il est un anneau principal, proposition 3.81.
— Il est un anneau factoriel, proposition 3.81.

Dans un anneau intègre
— Un anneau fini intègre est un corps, proposition 3.62.
— A est intègre si et seulement si ArXs est intègre, théorème 3.104.
— Si un pgcd 3 est inversible, tous les pgcd sont inversibles, lemme 1.196.

Dans un anneau principal
— p est premier si et seulement si il est irréductible si et seulement si l’idéal pA est maximal,

proposition 1.227.
— Tous les idéaux sont principaux, définition 1.221.
— Si pgcdpa, bq “ 1, pgcdpa, cq “ 1, alors pgcdpa, bcq “ 1, lemme 3.75.

Dans un anneau factoriel
— Si p est irréductible et si p  ab, alors p divise a ou b, lemme 3.65.
— Tout élément irréductible est premier, proposition 3.66.
— Si p est irréductible, pA est un idéal premier, lemme 3.67.
— Si p est irréductible, A{pA est un anneau intègre, lemme 3.67 et proposition 1.224.
— P et Q sont primitifs si et seulement si PQ est primitif, lemme 3.119.
— Formule cpPQq “ cpP qcpQq. Lemme 3.119.
— L’anneau des polynômes PpAq “ ArXs est factoriel, théorème 6.35.

Dans un corps commutatif
— L’anneau KrXs est factoriel, proposition 6.36, euclidien et principal, lemme 3.110.

3. pgcd, définition 1.182.
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— Les seuls idéaux de K sont t0u et K, lemme 1.179.
— L’anneau PpKq est euclidien, lemme 3.110.

élément irréductible
— Définition 1.185

élément premier
— Définition 1.184
— Si A est intègre et unitaire, l’élément p est premier si et seulement si l’idéal pA est

premier, proposition 1.195.
éléments associés

— Définition 3.54.
Dans un anneau, un idéal est 1.178.

idéal premier
— Définition 1.222.
— Idéal premier si et seulement si A{I est anneau intègre, proposition 1.224.

idéal maximal
— Idéal maximal si et seulement si A{I est un corps, proposition 1.224.

idéal principal
— Définition 1.220.
— Dans un anneau unitaire intègre, p est irréductible si et seulement si il n’y a pas d’idéal

principal I tel que pA Ĺ I Ĺ A, proposition 1.195.
THTOC7

Thème 7 : sous-groupes
(1) Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
(2) Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.

THTOC8THEMEooQEEWooXDhvhv

Thème 8 : groupe symétrique
(1) Définition 1.267.
(2) La signature ϵ : Sn Ñ t´1, 1u est l’unique morphisme surjectif de Sn sur t´1, 1u, proposition

1.293(1).
(3) La table des caractères du groupe symétrique S4 est donné dans la section 16.5.
(4) Le groupe symétrique S4 est le groupe des symétries affines du tétraèdre régulier 4, proposi-

tion 18.195.
(5) Le groupe alterné A5 est l’unique groupe simple d’ordre 5 60, proposition 5.54.
(6) La proposition 5.44 donne la position du groupe alterné dans le groupe symétrique : An est

un sous-groupe caractéristique de Sn, et l’unique sous-groupe d’indice 2.
THTOC9THEMEooKZHBooRCULcr

Thème 9 : action de groupe
(1) Définition d’une action de groupe sur un ensemble : 1.360.
(2) Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.96.
(3) La formule de Burnside (théorème 2.40) parle du nombre d’orbites pour l’action d’un groupe

fini sur un ensemble fini.
(4) Des applications de la formule de Burnside : le jeu de la roulette et l’affaire du collier, 18.10.15.1

et 18.10.15.2.
(5) Le groupe symétrique Sn agit sur l’anneau KrT1, . . . , Tns, lemme 1.361.
4. Définition 12.144.
5. Ordre d’un groupe, définition 1.260.
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THTOC10

Thème 10 : classification de groupes
(1) Ordre d’un groupe, définition 1.260.
(2) Structure des groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
(3) Le groupe alterné est simple, théorème 5.50.
(4) Définition 5.6 d’un p-groupe.
(5) Théorème de Sylow 5.11.
(6) Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
(7) pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.32.
(8) Le groupe pZ{pZq˚ est cyclique, proposition 3.137.
(9) Le premier théorème d’isomorphisme 2.6 dit que si θ est un morphisme de groupes, alors

G{ kerpθq “ Imagepθq.
(10) Le deuxième théorème d’isomorphisme 2.7 dit que si N est normal dans G, alors NH{N “

H{pH XNq.
(11) Le troisième théorème d’isomorphisme 2.9 dit que, avec des hypothèses de normalité, pG{Mq{pN{Mq “

G{N .
À propos d’ordre dans un groupe.

(1) L’ordre d’un groupe est son cardinal. L’ordre d’un élément est le plus petit n tel que gn “ e,
définition 1.261.

(2) L’ordre d’un élément divise l’ordre du groupe, corolaire 2.14.
(3) Si H est normal dans G, alors |G{H| “ |G|{|G|, théorème de Lagrange 2.13.
(4) Si G est un groupe cyclique, pour tout diviseur p de |G|, le groupe G contient au moins un

élément d’ordre p. Théorème de Cauchy 3.26.
THTOC11THMooUDYMooCCXdbw

Thème 11 : fonction indicatrice d’Euler
(1) Définition de φ : N˚ Ñ N˚ dans 5.29.
(2) Propriétés genre φppqq “ φppqφpqq, corolaire 5.42.
(3) φpnq “ Cardp∆nq, proposition 19.12.
(4) n “ ř

dn φpdq, lemme 5.37.

(5) Le théorème de Euler-Fermat 5.33 donne aφpnq P r1sn dès que a et n sont premiers entre eux.
(6) Si A et B sont premiers entre eux, il existe p,m tels que Ap “ mB ` 1, proposition 5.33.

THTOC12

Thème 12 : produit semi-direct de groupes
(1) Définition 2.47.
(2) Le corolaire 2.49 donne un critère pour prouver qu’un produit NH est un produit semi-direct.
(3) L’exemple 18.177 donne le groupe des isométries du carré comme un produit semi-direct.
(4) Le théorème 5.25 classifie les groupes d’ordre pq (p, q premiers distincts) à grands coups de

produit semi-directs.
(5) Le théorème 18.79 donne les isométries de Rn par IsompRnq “ T pnq ˆρ Opnq où T pnq est le

groupe des translations.
(6) La proposition 18.81 donne une décomposition du groupe orthogonal Opnq “ SOpnq ˆρ C2

où C2 “ tId, Ru où R est de déterminant ´1.
(7) La proposition 8.63 donne AffpRnq “ T pnq ˆρ GLpn,Rq où AffpRnq est le groupe des appli-

cations affines bijectives de Rn.
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THTOC13

Thème 13 : théorie des représentations
(1) Définition 4.134.
(2) Table des caractères du groupe diédral, section 18.17.
(3) Table des caractères du groupe symétrique S4, section 16.5.

THTOC14

Thème 14 : espaces vectoriels
(1) Les notations LpV,W q, LpV,W q, GLpV,W q ainsi que les notions de morphismes et d’isomorphismes

d’espaces vectoriels normés sont dans la définition 11.257.
(2) Existence d’une base. Pour un espace vectoriel quelconque, proposition 4.23.
(3) Théorème de la base incomplète. Pour un espace vectoriel quelconque, théorème 4.24.

THTOC15

Thème 15 : rang
(1) Définition pour une application linéaire : 4.45, pour une matrice : 4.105. L’équivalence est

la proposition 4.109.
(2) Le théorème du rang, théorème 4.46
(3) Pour une applicaton linéaire entre deux espaces vectoriels de même dimension finie, il est

équivalent d’être injectif, surjectif ou bijectif, c’est le corolaire 4.48.
(4) Pour prouver que des matrices sont équivalentes et pour les mettre sous des formes canon-

iques, nous avons le lemme 4.111 et son corolaire 4.112.
(5) Tout hyperplan de Mpn,Kq coupe GLpn,Kq, corolaire 4.112. Cela utilise la forme canonique

sus-mentionnée.
(6) Le lien entre application duale et orthogonal de la proposition 9.192 utilise la notion de rang.
(7) Le lemme 9.300 parle de commutant et utilise la notion de rang. Ce lemme sert à prouver

diverses conditions équivalentes à être un endomorphisme cyclique dans le théorème 9.301.
THTOC16THEMEooOAJKooEvcCVn

Thème 16 : formes bilinéaires et quadratiques
(1) Les formes bilinéaires sont définies en 9.122.
(2) Forme quadratique, définition 9.123.
(3) Équivalence de forme quadratiques, définition 9.249. Deux formes quadratiques sont équiv-

alentes si et seulement si elles ont même signature, proposition 9.250.
(4) Une isométrie d’une forme bilinéaire est affine ou linéaire, théorème 9.155.
(5) Forme bilinéaire dégénérée, définition 9.127.
(6) Une forme bilinéaire est non-dégénérée si et seulement si sa matrice associée est inversible,

c’est la proposition 9.226.
(7) Une isométrie d’une forme bilinéaire est linéaire ou affine par le théorème 9.155.
(8) Toute forme quadratique admet des bases orthogonales, théorème 9.242 pour le cas général;

proposition 9.253 pour le cas de Rn, en se basant sur le théorème spectral.
(9) Base q-orthogonale pour une forme quadratique, théorème 9.242.

(10) Le concept de projection orthogonale est la définition 12.139 en dimension finie et la définition
25.7 dans le cas des espaces de Hilbert.

(11) Produit hermitien, définition 9.173. Opérateur hermitien (A: “ A), opérateur unitaire
(A:A “ 1), définition 9.176

matrice
(1) Matrice d’une forme quadratique, définition 9.146.
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(2) Théorème de Sylvester à propos de signature (définition 9.161) de forme quadratique
réelle : 9.248.

orthogonalité

(1) Il existe une base q-orhogonale, proposition 9.240 et théorème 9.242.

(2) Définition de l’orthogonal AK et du noyau kerpbq, définitions 9.129, 9.130.

(3) Diverses propriétés comme AK “ SpanpAqK et V XV K “ kerpbV q, propositions 9.131 et
9.132.

(4) En dimension finie, pV KqK “ V , lemme 9.135.

(5) Nous avons dimpV q ` dimpV Kq “ dimpEq, lemme 9.134.

(6) Pour une forme quadratique strictement définie positive ou négative, E “ F ‘ EK,
lemme 9.137.

THTOC17

Thème 17 : endomorphismes cycliques

(1) Définition 9.102.

(2) Groupe cyclique, définition 1.319.

(3) Son lien avec le commutant donné dans la proposition 9.298 et le théorème 9.301.

(4) Utilisation dans le théorème de Frobenius (invariants de similitude), théorème 9.289.

THTOC18THEMEooZYKFooQXhiPD

Thème 18 : extension de corps et polynômes

(1) Définition d’une extension de corps 6.59.

(2) Définition de polynôme minimal: 6.64.

(3) Pour l’extension du corps de base d’un espace vectoriel et les propriétés d’extension des
applications linéaires, voir la section 9.15.

(4) Extension de corps de base et similitude d’application linéaire (ou de matrices, c’est la même
chose), théorème 9.303.

(5) Extension de corps de base et cyclicité des applications linéaires, corolaire 9.302.

(6) À propos d’extensions de Q, le lemme 6.181.

(7) Corps de rupture : définition 6.113 existence par la proposition 6.119. Il n’y a pas unicité.

(8) Corps de décomposition : définition 6.140. Attention : le plus souvent nous parlons de corps
de décomposition d’un seul polynôme. Cette définition est un peu surfaite. Existence par
la proposition 6.141 qui le donne même comme extension par toutes les racines, et unicité à
isomorphisme près par le théorème 6.143, énoncé de façon plus simple (mais pas indépendante
!) en la proposition 6.144.

(9) Si K est algébrique clos et si α : KÑ L est une extension algébrique, alors αpKq “ L par le
lemme 6.79.

Un trio de résultats d’enfer est :

(1) Dans un anneau principal qui n’est pas un corps, un idéal est maximal si et seulement si il
est engendré par un irréductible 6 (proposition 1.237).

(2) Dans un anneau, un idéal I est maximal si et seulement si A{I est un corps (proposition 1.213)

(3) Si K est un corps, KrXs est principal (lemme 3.110).

6. Irréductibilité, y compris polynôme irréductible, définition 1.185.
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THTOC19

Thème 19 : polynômes
Définitions Soient un anneau A, un corps K, une extension L de K et un élément α P L.

(1) La définition la plus formelle est en tant que module produit ApNq, définition 1.352. Le
produit et l’évaluation sont définis en 1.355 et la formule pPQqpxq “ P pxqQpxq dans
1.356.

(2) Si A est commutatif, alors ArXs est également commutatif, lemme 1.357.
(3) En ce qui concerne la notation ArXs, elle ne devrait pas être utilisée, voir 1.19.2.

L’ensemble des polynômes sera noté PpAq et ceux de degré n (définition 1.354), PnpAq.
(4) ArXs, définition 1.352; l’anneau KrXs a même définition parce que c’est un cas partic-

ulier. L’évaluation d’un polynôme en un élément de l’anneau, P pαq est définie en 1.355.
(5) Liens entre Krαs, KrXs, Kpαq et KpXq lorsque α est transcendant, proposition 6.99.

Et la proposition 6.102 pour le cas où α est algébrique 7.
(6) Si A est un anneau et si α est un élément d’une extension de A (comme anneau),

nous écrivons Arαs pour le plus petit sous-anneau de B contenant A et α. C’est la
définition 3.102.

(7) KpXq, le corps des fractions de KrXs, définition 6.83. Si R “ P {Q dans KpXq,
l’évaluation est Rpαq “ P pαqQpαq´1, définition 6.84.

(8) KpαqL est le plus petit corps de L contenant K et α, définition 6.85.
(9) À propos de polynômes à plusieurs variables.

— Anneau de polynômes : ArX1, . . . , Xns est la définition 3.50.
— Corps engendré : Kpα1, . . . , αnq est la définition 6.137.
— Corps des fractions rationnelles : KpX1, . . . , Xnq est la définition 6.138.

contenu À propos de cpP q.
(1) Définition du contenu cpP q, 3.113.
(2) cpPQq “ cpP qcpQq, lemme de Gauss 19.46, et lemme 3.119 pour un anneau factoriel.
(3) Si cpP q “ 1, on dit que P est primitif au sens des pgcd, définition 3.115.
(4) Si a P A nous avons cpaP q “ acpP q par le lemme 1.197.
(5) Un polynôme primitif est la définition 3.115.

Dérivation Plusieurs propriétés du polynôme dérivé P 1.
(1) La définition 6.153 donne P 1 “ řn

k“1 kaiX
k´1.

(2) Règle de Leibniz, lemme 6.154.
(3) Caractérisation de P 1 “ 0 en fonction de la caractéristique de K, lemme 6.155.

Coefficients dans un anneau commutatif (1) Les polynômes à coefficients dans un anneau
commutatif sont à la section 3.7.

(2) Un anneau A est intègre si et seulement si ArXs est intègre; théorème 3.104.
Coefficients dans un corps Les polynômes à coefficients dans un corps sont à la section 6.3.

(1) Si K est un corps, KrXs est euclidien et principal, lemme 3.110.
(2) Nous parlons de l’idéal des polynômes annulateurs dans le théorème 6.43.
(3) Le théorème 6.43 dit que KrXs est un anneau principal et que tous ses idéaux sont

engendrés par un unique polynôme unitaire.
(4) Le polynôme minimal est irréductible, proposition 6.67.
(5) Quelques formules sur le pgcd, lemme 6.57.

7. Définition 6.71.



12

Polynôme primitif (1) Un polynôme est irréductible sur A si et seulement si il est irréductible
et primitif sur le corps des fractions, corolaire 3.134.

Polynôme d’endomorphisme C’est la section 9.7.
Racines et factorisation (1) Si A est un anneau, la proposition 3.123 factorise une racine.

(2) Si A est un anneau, la proposition 3.128 factorise une racine avec sa multiplicité.
(3) Si A est un anneau, le théorème 3.130 factorise plusieurs racines avec leurs multiplicités.
(4) Le théorème 3.130 nous indique que lorsqu’on a autant de racines (multiplicité comprise)

que le degré, alors nous avons toutes les racines.
(5) Si K est un corps et α une racine dans une extension, le polynôme minimal de α divise

tout polynôme annulateur par la proposition 6.100.
(6) Le théorème 6.110 annule un polynôme de degré n ayant n` 1 racines distinctes.
(7) La proposition 6.184 nous annule un polynôme à plusieurs variables lorsqu’il a trop de

racines.
(8) En analyse complexe, le principe des zéros isolés 17.140 annule en gros toute série entière

possédant un zéro non isolé.
(9) Polynômes irréductibles sur Fq.

THTOC20

Thème 20 : polynôme d’endomorphismes
(1) Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 9.298.
(2) Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
(3) Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
(4) Décomposition de Dunford, théorème 9.262.
(5) Algorithme des facteurs invariants 4.113.

THTOC21THEMEooULGFooPscFJC

Thème 21 : dualité Ne pas confondre dual algébrique et dual topologique d’un espace vectoriel.
(1) Définition du dual, 4.125.
(2) Le dual d’un espace de Banach est de Banach, proposition 7.260.
(3) Définition de la base duale 4.126.
(4) dimpEq “ dimpE˚q, lemme 4.126.
(5) Base préduale (existence, unicité) : proposition 4.130.
(6) Théorème de représentation de Riez 27.172 : Lp “ pLqq1, et en particulier L8 “ pL1q1.
(7) Il n’est pas vrai que pL8q1 “ L1, voir la proposition 27.218.
(8) Dans un espace de Banach 8, }x} “ max φPE1

}φ}“1
|φpxq|, proposition 27.160.

Dual topologique et algébrique Ils sont définis par 4.125. Le dual algébrique est l’ensemble
des formes linéaires, et le dual topologique ne considère que les formes linéaires continues (en
dimension infinie, les applications linéaires ne sont pas toutes continues).

Topologie Une topologie possible sur le dual d’un espace vectoriel topologique est celle ˚-faible
de la définition 7.346.
Nous comparons les topologies faibles et de la norme en la section 11.15.

Théorèmes de dualité Quelques théorèmes établissent des dualités entre des espaces courants.
(1) En dimension finie, x ÞÑ bpx, .q est isomorphisme E Ñ E˚ lorsque b est une forme

bilinéaire, proposition 9.133.
(2) Le théorème de représentation de Riesz 25.18 pour les espaces de Hilbert.
(3) La proposition 27.170 pour les espaces Lp

`r0, 1s˘ avec 1 ă p ă 2.
(4) Le théorème de représentation de Riesz 27.172 pour les espaces Lp en général.

Tous ces théorèmes donnent la dualité par l’application Φx “ xx, .y.
8. Espace de Banach, définition 7.258.
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THTOC22

Thème 22 : injections
(1) L’espace de Sobolev H1pIq s’injecte de façon compacte dans C0pĪq, proposition 31.6.
(2) L’espace de Sobolev H1pIq s’injecte de façon continue dans L2pIq, proposition 31.6.
(3) L’espace L2pΩq s’injecte continument dans D 1pΩq (les distributions), proposition 30.35.

THTOC23INTooVDSCooHXLLKp

Thème 23 : tribu, algèbre de parties, λ-systèmes et co. Il existe des centaines de notions
de mesures et de classes de parties.

(1) Le plus souvent lorsque nous parlons de mesure est que nous parlons de mesure positive,
définition 14.18 sur un espace mesuré avec une tribu, définition 14.1.

(2) Une mesure extérieure est la définition 14.10
(3) Une algèbre de partie : définition 14.13. Une mesure sur une algèbre de parties : défini-

tion 14.11. L’intérêt est que si on connait une mesure sur une algèbre de parties, elle se pro-
longe en une mesure sur la tribu engendrée par le théorème de prolongement de Hahn 14.77.

(4) Un λ-système : définition 14.30.
(5) Une mesure complexe : définition 14.234.

En théorie de l’intégration, si X est une partie de Rn, la convention est de considérer des
fonctions

f :
`
X,LebpXq˘Ñ `

R,BorpRq˘.
Voir les points 14.117 et 14.162 pour les conventions à ce propos.

À propos d’applications mesurables :
(1) Définition d’une application mesurable, définition 14.42.
(2) Une fonction continue est borélienne, théorème 14.53.
(3) Si les fn sont mesutables (au sens des boréliens), alors supn fn est mesurable, lemme 14.97.

À propos de tribu induite:
(1) Définition 14.8.
(2) Les boréliens induits sont bien les boréliens de la topologie induite : BorpY q “ BorpXqY ,

théorème 14.54.
Tribu engendrée.

(1) Tribu engendrée par des parties, définition 14.4.
THTOC24THEMEooKLVRooEqecQk

Thème 24 : théorie de la mesure
Mesure À propos de mesure.

(1) Tribu des boréliens, définition 14.47.
(2) Mesure positive, mesure finie et σ-finie, c’est la définition 14.18.
(3) Le produit de tribus est donné par la définition 14.124,
(4) Produit d’une mesure par une fonction, définition 14.207.
(5) le produit d’espaces mesurés est donné par la définition 14.242.
(6) Mesure de Lebesgue sur R, définition 14.139.
(7) Une partie de R non mesurable au sens de Lebesgue : l’exemple 14.153.
(8) Mesure de Lebesgue sur RN , définition 14.244.
(9) Mesure à densité, définition 14.207.

Théorèmes d’approximation Il est important de pouvoir approcher des fonctions continues
ou Lp par des fonctions étagées, sinon on ne parvient pas à faire tourner la machine de
l’intégration de Lebesgue.
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(1) Si pS,A, µq est un espace mesuré et si f : S Ñ r0,`8s est une fonction mesurable, le
théorème fondamental d’approximation 14.115 dit qu’il existe une suite croissante de
fonctions étagées qui converge vers f .

(2) Les fonctions simples sont denses dans Lp, proposition 27.48.
(3) Encadrement d’un borélien A par un fermé F et un ouvert V par le lemme 14.83 :

F Ă A Ă V avec µpV zF q ă ϵ.
(4) Approximation Lp de la fonction caractéristique d’un borélien par une fonction continue

par le théorème 14.237.
Produit (1) La tribu produit, définition 14.124.

(2) La mesure produit, définition 14.241.
THTOC25THEMEooUJVXooZdlmHj

Thème 25 : normes
Définitions (1) Espace vectoriel normé : définition 7.152.

(2) Produit scalaire, définition 9.165.
(3) Norme associée à un produit scalaire (cas réel), théorème 11.1.
(4) Norme associée à une forme sesquilinéaire (cas complexe), proposition 10.111.
(5) Produit scalaire sur Rn, définition 9.170. Norme sur Rn, définition 11.3.
(6) Forme hermitienne sur Cn, définition 9.180. Norme sur Cn, définition 10.112.
(7) La proposition 11.41 donne les normes }x}1, }x}2 et }x}8 sur Rn.
(8) Sur Rn, la proposition 17.109 dit que }x}p est une norme.

Topologie (1) Métrique associée à une norme dpx, yq “ }x´ y}, définition 7.157.
(2) La topologie d’un espace vectoriel normé est la topologie métrique du théorème 7.112.
(3) Les boules sont les boules métrique définies en (7.104).

Inégalités (1) En général pour les normes }.}p, il y a des inégalités dans 17.110 et 17.102.

(2) La proposition 17.115 donne l’inégalité }x}q ď n
1
q

´ 1
p }x}p dès que 0 ă q ă p.

Équivalence de norme (1) Définition de l’équivalence de norme 11.43.
(2) La proposition 11.44 sur l’équivalence des normes }.}2, }.}1 et }.}8 dans Rn.
(3) Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes par le

théorème 11.46.
Autres (1) Montrer que le problème a´ b est stable dans l’exemple 34.27.

(2) La proposition 12.111 donnant ρpAq ď }A} utilise l’équivalence de toutes les normes sur
un espace vectoriel de dimension finie (théorème 11.46.).

(3) La norme x ÞÑ }x} est une application continue, proposition 7.160.
Norme opérateur et d’algèbre voir le thème 40.

THTOC26

Thème 26 : inégalités Dans C nous avons |a` b| ď |a| ` |b| par la proposition 10.100(6).
Inégalité de Young Nous avons

ab ď ap

p
` bq

q
(-2.1)

par la proposition 27.30.
Inégalité de Jensen (1) Une version discrète pour f

`ř
i λixi

˘
, la proposition 17.106.

(2) Une version intégrale pour f
` ş
αdµ

˘
, la proposition 27.31.

(3) Une version pour l’espérance conditionnelle, la proposition 36.74.
Inégalité de Hölder Il en existe de nombreuses versions et variations.

(1) Hölder pour Lp: }fg}1 ď }f}p}g}q, proposition 27.33.
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(2) Hölder pour ℓp: }x}q ď n
1
q

´ 1
p }x}p, proposition 17.115.

(3) }x}8 ď }x}p ď n1{p}x}8, théorème 17.110
(4) }x}p ď n1{p}x}q, corolaire 17.111.

Inégalité de Minkowsky (1) Pour une forme quadratique 9 q sur Rn nous avons
a
qpx` yq ďa

qpxq `a
qpyq. Proposition 11.10.

(2) Si 1 ď p ă 8 et si f, g P LppΩ,A, µq alors }f ` g}p ď }f}p ` }g}p. Proposition 27.39.
(3) L’inégalité de Minkowsky sous forme intégrale s’écrit sous forme déballée

„ż

X

´ ż

Y
|fpx, yq|dνpyq

¯p
dµpxq

ȷ1{p
ď
ż

Y

´ ż

X
|fpx, yq|pdµpxq

¯1{p
dνpyq.

ou sous forme compacte
››››x ÞÑ

ż

Y
fpx, yqdνpyq

››››
p

ď
ż

Y
}fy}pdνpyq

C’est la proposition 27.41.
Transformée de Fourier Pour tout f P L1pRnq nous avons }f̂}8 ď }f}1, lemme 29.12.
Inégalité des normes Inégalité de normes : si f P Lp et g P L1, alors }f ˚ g}p ď }f}p}g}1,

proposition 27.61.
THTOC27THEMEooYRIWooDXZnhX

Thème 27 : constructions topologiques
topologie produit Si X et Y sont des espaces topologiques, nous pouvons construire une topolo-

gie sur X ˆ Y .
(1) La définition de la topologie produit est 7.15.
(2) Pour les espaces vectoriels normés, le produit est donné par la définition 7.219.
(3) L’équivalence entre la topologie de la norme produit et la topologie produit est le

lemme 7.219.
(4) Quand V et W sont des espaces métriques, la topologie considérée sur V ˆW est celle

de la définition 7.219. C’est à la fois la topologie de la norme produit et la topologie
produit.

(5) La convergence dans un espace vectoriel est si et seulement si il y a convergence com-
posante par composante, proposition 7.62.

(6) Dans le cas d’espaces normés, la topologie produit est la même que celle de la norme
produit, lemme 7.220.

topologie induite Si X est un espace topologique et si A est une partie de X, nous mettons une
topologie sur A.
(1) Le topologie induite, définition 7.25.
(2) Si X est un espace vectoriel normé, la topologie induite est celle de la norme restreinte

: lemme 7.117.
topologie quotient Si X est topologique et si „ est une relation d’équivalence, nous définissons

une topologie sur X{ „.
(1) La topologie quotient est définie en 7.46.
(2) Si X est vectoriel normé, la topologie sur X{ „ est aussi donnée par une norme quo-

tient de la définition 7.343. La proposition 7.345 donne l’équivalence entre la topologie
quotient et la norme quotient.

topologie rendant continues des applications Si nous avons une application f : X Ñ Y et si
Y est topologique, nous mettons une topologie sur X rendant f continue.
(1) Définition de la plus petite topologie rendant des applications continues, proposition

7.41.
9. Définition 9.123.
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THTOC28

Thème 28 : espaces métriques, normés
(1) Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance, définition 7.110.
(2) La distance entre un point et un ensemble est la définition 7.143.
(3) Le théorème-définition 7.112 donne la topologie sur un espace métrique en disant que les

boules ouvertes sont une base de la topologie (définition 7.2).
(4) La définition de la convergence d’une suite est la définition 7.13.
(5) Dans un espace vectoriel normé, une application est continue si et seulement si elle est bornée,

proposition 11.62.
(6) Un espace vectoriel topologique 10 qui possède en tout point une base dénombrable de topolo-

gie accepte une distance, théorème 7.270.
THTOC29THEMEooGVCCooHBrNNd

Thème 29 : limite et continuité
(1) Limite d’une fonction en un point : définition 7.105. Il n’y a pas unicité en général comme

le montre l’exemple 7.56 dans un espace non séparé.
(2) Définition de la continuité d’une fonction en un point et sur une partie de l’espace de départ

: définition 7.33.
(3) Caractérisation de la limite dans R, proposition 12.1.
(4) Unicité de la limite d’une suite dans un espace séparé : proposition 7.59. Unicité de la limite

d’une fonction, toujours dans le cas d’un espace séparé : proposition 7.108.
(5) La proposition 7.349 donne l’unicité de la limite dans le cas des espaces duaux pour la

topologie ˚-faible. La proposition 7.108 nous dira qu’il y a unicité dès que l’espace d’arrivée
est séparé.

(6) Continuité sur une partie si et seulement si continue en chaque point, c’est le théorème 7.199.
(7) Voir l’exemple 12.54 traité en détail pour la (non) continuité d’une fonction qui fait un saut

en un point.
(8) La fonction fpx, yq “ x` y est continue, lemme 10.29.

THTOC30THEMEooHINHooJaSYQW

Thème 30 : intégration À propos d’intégration.
Vocabulaire La différence entre une intégrale qui existe fonction intégrable est dans 14.182.
L’ordre dans lequel les choses sont faites — Nous commençons par considérer des fonc-

tions f : Ω Ñ r0,`8s dans la définition 14.163.
— Nous donnerons ensuite quelques propriétés restreintes aux fonctions à valeurs positives,

par exemple
(1) La convergence monotone 14.173,
(2) Lemme de Fatou 14.177.
(3) (presque) linéarité pour les fonctions positives, théorème 14.178.

— La définition pour les fonctions à valeurs dans R puis C est 14.181.
— Pour les fonctions à valeurs dans un espace vectoriel, c’est la définition 14.192.

primitive et intégrale (1) La définition 14.263 donne
şb
a f “

ş
sa,br f lorsque f est intégrable

sur sa, br.
(2) Lorsque f n’est pas intégrable sur sa, br nous pouvons poser limxÑb

şb
a f et dire que c’est

une intégrale impropre, définition 14.276.
Quelque résultats (1) Intégrale associée à une mesure, définition 14.163

(2) L’existence d’une primitive pour toute fonction continue est le théorème 12.421.

10. Définition 7.164.
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(3) La définition d’une primitive est la définition 12.196.
(4) Primitive et intégrale, proposition 14.264.
(5) Intégrale impropre, définition 14.276.

Intégrale et mesure (1) L’intégrale de la fonction 1 donne la mesure :
ş
B 1dµ “ µpBq, c’est le

lemme 14.170.
(2) Le théorème de Radon-Nikodym 14.230 donne une densité pour certaines mesures.
(3) Le produit d’une mesure par une fonction donnée par la définition 14.207 introduit aussi

une densité : pw·µqpAq “ ş
Awdµ.

Autre résultats (1) Si A,B Ă Ω sont des parties disjointes, alors
ş
AYB f “

ş
A f `

ş
B f , propo-

sition 14.189.
(2) La σ-additivité dénombrable,

ş
Ť

i Ai
fdµ “ ř8

i“0
ş
Ai
fdµ est dans les propositions 14.205

et 14.206.

THTOC31

Thème 31 : connexité

(1) Définition 7.66
(2) L’image d’un connexe par une fonction continue est connexe, lemme 7.212.
(3) Un espace topologique est connexe si et seulement si il vérifie les valeurs intermédiaires,

proposition 10.56.
(4) Dans un connexe, une partie ouverte et fermée est soit vide soit l’espace entier, proposition

7.70(4).
(5) Connexité par arcs, définition 10.63.
(6) Si U est connexe et si U Ă S Ă Ū , alors S est connexe, proposition 7.71.
(7) Une partie de R2 qui est connexe, mais pas connexe par arcs, proposition 21.56.
(8) Une partie de R est connexe si et seulement si elle est un intervalle, proposition 10.52.
(9) Le groupe SLpn,Kq est connexe par arcs, proposition 13.18.

(10) Le groupe GLpn,Cq est connexe par arcs, proposition 13.19.
(11) Le groupe GLpn,Rq a exactement deux composantes connexes par arcs, proposition 13.20.
(12) Le groupe Opn,Rq n’est pas connexe, lemme 13.15.
(13) Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes par arcs, lemme 13.16.
(14) Pour tout n ě 2, le groupe SOpnq est connexe, le groupe Opnq a deux composantes connexes,

proposition 13.4.
(15) Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.121.
(16) Dans un espace vectoriel normé, les connexes par arcs sont connexes par arcs C1, proposition

15.6.

THTOC32

Thème 32 : séparation

(1) Espace topologique normal, définition 21.108.
(2) Le dual d’un espace vectoriel normé sépare les points, corolaire 27.161.
(3) Les fermés et les compacts sont séparés dans un espace vectoriel topologique, proposition

7.263.
(4) Le théorème de Hahn-Banach 27.155 parle d’hyperplan qui sépare des parties convexes dis-

jointes (et autres hypothèses).
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THTOC33THEMEooQQBHooLcqoKB

Thème 33 : compacts
Propriétés générales Quelques propriétés de compacts.

(1) La définition d’un ensemble compact est la définition 7.76.
(2) Ne pas confondre le compactifié d’Alexandrov 7.101 avec la droite réelle achevée 12.24.
(3) Une partie est relativement compacte si sa fermeture est compacte, définition 7.99. Une

union finie de relativement compacts est relativement compacte, lemme 7.100.
(4) Si M est un compact de A ˆ B, alors M Ă K ˆ L où K est compact de A et L de B,

proposition 7.97.
(5) Un fermé dans un compact est compact, lemme 7.92
(6) Dans un espace Hausdorff 11, les compacts sont fermés, 7.92(2).
(7) Un espace est compact si et seulement si toute intersection finie de fermé est non vide,

théorème 7.104.
(8) Tout compact d’un espace topologique séparé est fermé, lemme 7.92(2).
(9) Dans un espace vectoriel réel de dimension finie, les compacts sont les fermés bornés

par le théorème 10.24.
(10) Le théorème de Borel-Lebesgue 10.19 dit qu’un intervalle 12 de R est compact si et

seulement si il est de la forme ra, bs.
(11) Théorème des fermés emboîtés dans le cas compact, corolaire 7.89. À ne pas confondre

avec celui dans le cas des espaces métrique, théorème 7.287.
(12) L’image d’un compact par une fonction continue est un compact, théorème 7.214.
(13) Si f : K Ñ X est une bijection continue, sa réciproque est continue, lemme 7.216.
(14) Suites dans un compact

(14a) Toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théorème 7.278.
(14b) Dans Rn, toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théorème

10.57. La démonstration de ce théorème est non seulement plus compliquée que le
cas général, mais utilise en plus le cas dans R; lequel cas n’est pas démontré de
façon directe dans le Frido.

(14c) Un espace métrique est compact si et seulement si toute suite contient une sous-suite
convergente. C’est le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.139. La démonstration de
ce théorème est indépendante.

(15) Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes, théorème 7.141.
(16) Une fonction continue sur un compact y est uniformément continue, théorème de Heine

12.78.
(17) Une bijection continue f : K Ñ X entre un compact et un séparé est un isomorphisme,

7.215.
Produits de compacts À propos de produits de compacts. C’est un compact dans tous les cas

métriques 13.
(1) Les produits d’espaces métriques compacts sont compacts. Il s’agit du théorème de

Tykhonov que nous verrons ce résultat dans les cas suivants.
— R, lemme 10.21.
— Produit fini d’espaces métriques compacts, théorème 7.302.
— Produit dénombrable d’espaces métriques compacts, théorème 7.304.

Composante connexe À propos de composantes connexes et de compacts.
(1) Si K est compact dans C, alors la partie CzK possède exactement une composante

connexe non bornée. Lemme 26.49.
11. Hausdorff, définition 7.57.
12. Définition 1.21.
13. Si vous connaissez des exemples non métriques de produits de compacts qui ne sont pas compacts, écrivez-moi.
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THTOC34THEooPUIIooLDPUuq

Thème 34 : densité
(1) Densité de Q dans R, proposition 10.16.

(2) Densité des polynômes dans
´
C0`r0, 1s˘, }.}8

¯
, théorème de Bernstein 36.170, ou une con-

séquence de Stone-Weierstrass 12.415.
(3) Densité des polynômes dans

`
C0pIq, }.}8

˘
lorsque I “ ra, bs, corolaire 36.171.

(4) Densité de DpRdq dans LppRdq pour 1 ď p ă 8, théorème 27.51.
(5) Densité de S pRdq dans l’espace de Sobolev HspRdq, proposition 31.15.
(6) Densité de DpRdq dans l’espace de Sobolev HspRdq, proposition 31.17.

Cela est utilisé pour le théorème de trace 31.19.
(7) Les applications étagées dans les applications mesurables (qui plus est avec limite croissante),

théorème fondamental d’approximation 27.54.
(8) Les fonctions continues à support compact dans L2pIq, théorème 27.55.
(9) Les polynômes trigonométriques sont denses dans LppS1q pour 1 ď p ă 8. Deux démon-

strations indépendantes par le théorème 28.8 et le théorème 27.82.
Les densités sont bien entendu utilisées pour prouver des formules sur un espace en sachant qu’elles
sont vraies sur une partie dense. Mais également pour étendre une application définie seulement
sur une partie dense. C’est par exemple ce qui est fait pour définir la trace γ0 sur les espaces de
Sobolev HspRdq en utilisant le théorème d’extension 17.131.

Comme presque tous les théorèmes importants, le théorème de Stone-Weierstrass possède de
nombreuses formulations à divers degrés de généralité.

— Le lemme 12.411 le donne pour la racine carré.
— Le théorème 12.417 donne la densité des polynômes dans les fonctions continues sur un

compact.
— Le théorème 12.414 est une généralisation qui donne la densité uniforme d’une sous-algèbre

de CpX,Rq dès que X sépare les points.
— Le théorème 12.415 donne le même résultat pour la densité dans CpX,Cq.
— Le lemme 28.1 est une version pour les polynômes trigonométriques.
— Le lemme 12.411 est un cas particulier du théorème 12.417, mais nous en donnons une

démonstration indépendante afin d’isoler la preuve de la généralisation 12.415. Une version
pour les polynômes trigonométriques sera donnée dans le lemme 28.1.

Le théorème de Stone-Weierstrass est utilisé, entre autres nombreuses choses, pour prouver la
densité des polynômes trigonométriques dans les fonctions continues sur S1, voir la proposition
27.99.

THTOC35THEMEooOXNQooERGEGL

Thème 35 : application réciproque
(1) Définition 7.206.
(2) Dans le cas des réels, des exemples sont donnés en 10.9.
(3) Continuité, théorème de la bijection 12.51.
(4) Continuité de la réciproque pour f : K Ñ X, lemme 7.216.
(5) Si f est strictement monotone sur un intervalle, son inverse est continue, théorème de la

bijection 12.51.
(6) Théorème de la bijection 12.51 (qui contient aussi de la continuité).
(7) Dérivabilité, proposition 12.175.
(8) Une application continue est injective si et seulement si elle est strictement monotone, lemme

12.48.
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THTOC36THEMEooYCBUooEnFdUg

Thème 36 : applications continues et bornées
(1) Application continue, définition 7.33.
(2) Une application linéaire non continue : exemple 11.63 de ek ÞÑ kek. Les dérivées partielles

sont calculées en (25.156).
(3) La dérivation sur les polynômes (exemple 11.64) donne un autre exemple d’application

linéaire non continue.
(4) Une application linéaire est bornée si et seulement si elle est continue, proposition 11.62.
(5) Une forme sesquilinéaire est bornée si et seulement si elle est continue, proposition 25.2.

THTOC37THMooOCXTooWenIJE

Thème 37 : suite de Cauchy, espace complet Nous parlons d’espaces topologiques complets.
À ne pas confondre avec un espace mesuré complet, définition 14.65.

(1) Corps complet : définition 1.367(5), espace métrique complet : définition 7.256.
(2) L’image d’une suite de Cauchy est de Cauchy. Si pxnq est de Cauchy, alors

`
fpxnq

˘
est de

Cauchy quand f est une isométrie, lemme 17.135.
(3) La définition 7.255 donne la notion de suite de Cauchy dans un espace métrique.
(4) La définition 7.253 donne la notion de suite de τ -Cauchy dans un espace vectoriel topologique.
(5) Deux espaces métriques (avec une distance) peuvent être isomorphes en tant qu’espaces

topologiques, mais ne pas avoir les mêmes suites de Cauchy, exemple 7.259.
(6) La proposition 7.261 donne l’équivalence entre les suites de Cauchy et les suites τ -Cauchy

dans le cas des espaces vectoriels topologiques normés.
(7) L’exemple 7.259 est un exemple pire que simplement une suite de Cauchy qui ne converge

pas. Le problème de convergence de cette suite n’est pas simplement que la limite n’est pas
dans l’espace; c’est que la suite de Cauchy donnée ne convergerait même pas dans R.

(8) Le théorème 17.139 est un théorème de complétion d’un espace métrique.
(9) Dans R, une suite est convergente si et seulement si elle est de Cauchy, théorème 7.275(2).

(10) Toute suite convergente dans un espace métrique est de Cauchy, proposition 7.262.
Quelques espaces qui sont complets sont listés ci-dessous. Attention : la complétude est bien

une propriété de la métrique; le même ensemble peut être complet pour une distance et pas pour
une autre. Souvent, cependant la distance à considérer est donnée par le contexte.

(1) Les réels R, théorème 7.275.
(2) Les complexes C, proposition 7.277.
(3) Un espace vectoriel normé sur un corps

complet est complet, proposition 7.281.
(4) La proposition 12.356 donne quelques

espaces complets. Soit X un espace
topologique métrique, pY, dq un espace
métrique complet. Alors les espaces
(4a)

`
C0
b pX,Y q, }.}8

˘

(4b)
`
C0

0 pX,Y q, }.}8
˘

(4c)
`
Ck0 pX,Y q, }.}8

˘

sont complets.
(5) Le lemme 12.357 dit que

`
C0pA,Bq, }.}8

˘

est complet dès que A est compact et B
est complet.

(6) L’espace DpKq est complet tant pour la
topologie des seminormes 14 que pour la
topologie métrique (qui sont les mêmes).
C’est la proposition 30.28.

(7) L’espace S pΩq est complet et métrisable
par la proposition 30.80.

(8) L’espace LppΩ,A, µq par le théorème
27.44.

La limite uniforme d’une suite de fonctions dérivables n’est pas spécialement dérivable. Même
si les fonctions sont de classe C8, la limite n’est pas spécialement mieux que continue. En effet, le
théorème de Stone-Weierstrass 12.417 nous dit que les polynômes (qui sont C8) sont denses dans
les fonctions continues sur un compact pour la norme uniforme. Vous ne pouvez donc pas espérer
que

`
CppX,Y q, }.}8

˘
soit complet en général.

14. Seminorme, définition 7.314, et la topologie des seminormes est la définition 7.330.
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THTOC38

Thème 38 : caractérisations séquentielles Diverses caractérisations séquentielles.
continuité Des résultats de continuité séquentielle.

(1) Fonction séquentiellement continue, définition 7.202. Dans un espace métrisable séparé,
la continuité séquentielle est équivalente à la continuité, proposition 7.248.

(2) Quand une topologie est donnée par un ensemble dénombrable de seminormes, il est
métrisable, proposition 7.338.

(3) La continuité implique la continuité séquentielle, proposition 7.204 et corolaire 7.132.
(4) Une version spéciale pour Rm est donnée par le théorème 12.217.

fermeture Fermeture séquentielle, proposition 7.245.
compacité Un espace topologique séquentiellement compact : toute suite possède une sous-suite

convergente, définition 7.85.
THTOC39THEMEooYEVLooWotqMY

Thème 39 : valeurs propres, définie positive
À propos de valeurs propres (1) Définition des valeurs propres d’une forme quadratique :

définition 9.251.
(2) Définition de valeur propre et vecteur propre pour un endomorphisme f : V Ñ V ,

définition 9.83.
À propos de choses définies positives (1) Une application bilinéaire est définie positive lorsque

gpu, uq ě 0 et gpu, uq “ 0 si et seulement si u “ 0 est la définition 9.124.
(2) Un opérateur ou une matrice est défini positif si toutes ses valeurs propres sont positives,

c’est la définition 9.227.
(3) Pour une matrice symétrique, définie positive si et seulement si xAx, xy ą 0 pour tout

x. C’est le lemme 9.231.
(4) Une application linéaire est définie positive si et seulement si sa matrice associée l’est.

C’est la proposition 9.232.
Remarque : nous ne définissons pas la notion de matrice définie positive dans le cas d’une
matrice non symétrique.

THTOC40THEMEooOJJFooWMSAtL

Thème 40 : norme matricielle, norme opérateur et rayon spectral Quelques définitions
(1) Définition de la norme opérateur : définition 11.51.
(2) Définition du rayon spectral 11.57.

La norme matricielle n’est rien d’autre que la norme opérateur de l’application linéaire donnée
par la matrice.

(1) Lien entre norme matricielle et rayon spectral, le théorème 12.117 assure que }A}2 “
a
ρpAtAq.

(2) Lien entre valeurs propres et norme opérateur : le lemme 12.118 pour les matrices symétriques
strictement définies positives donne }A}2 “ λmax.

(3) Pour une matrice diagonale, }D}2 “ maxt|λi|u, lemme 12.119.
(4) Pour toute norme algébrique nous avons ρpAq ď }A}, proposition 12.111.
(5) Dans le cadre du conditionnement de matrice. Voir en particulier la proposition 34.110 qui

utilise le théorème 12.117.
(6) Rayon spectral et convergence de méthode itérative, proposition 34.148.

Pour la norme opérateur nous avons les résultats suivants.
(1) La majoration }Au} ď }A}}u} est le lemme 11.59.
(2) Définition d’une algèbre : 1.340 et pour une norme d’algèbre : 11.56.
(3) La norme opérateur est une norme d’algèbre, lemme 11.61.
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(4) Pour des espaces vectoriels normés, être borné est équivalent à être continu : proposi-
tion 11.62.

(5) Le lemme à propos d’exponentielle de matrice 15.152 donne :

}etA} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
etRepλiq.

La norme opérateur est utilisée pour donner une norme sur les produits tensoriels, définition
11.220.

Une norme matricielle donne une topologie. Il y a donc également des liens entre rayon spectral
et convergence de série. Dans cette optique, pour les séries de matrices, voir le thème 41.

THTOC41THEMEooPQKDooTAVKFH

Thème 41 : série de matrices
(1) Rayon spectral et norme opérateur : thème 40.
(2) Exponentielle de matrices : thème 50.
(3) Série entière de matrices : section 15.13.
(4) Pour la série

ř
k A

k “ p1´Aq´1.
— Pour un espace de Banach : proposition 11.281.
— Pour les matrices nilpotentes : proposition 9.211.
— En lien avec le rayon spectral (si et seulement si ρpAq ă 1) dans la proposition 15.148.
— Le lemme 15.47 parle de la série entière

ř
nPN znk “ p1´ zkq´1.

Cette série est utilisée entre autres dans la proposition 34.168 pour prouver qu’une M-matrice
irréductible vérifie A´1 ą 0.

THTOC42DECooWTAIooNkZAFg

Thème 42 : décomposition de matrices
(1) Décomposition de Bruhat, théorème 13.39.
(2) Décomposition de Dunford, théorème 9.262.
(3) Décomposition polaire 13.32 des matrices symétriques et la proposition 17.61 pour la régu-

larité.
THTOC43

Thème 43 : systèmes d’équations linéaires
— Algorithme des facteurs invariants 4.113.
— La méthode du gradient à pas optimal permet de résoudre par itérations Ax “ b lorsque A

est symétrique strictement définie positive. Il s’agit de minimiser une fonction bien choisie.
Propositions 17.117 pour l’existence et 17.118 pour la méthode.

THTOC44

Thème 44 : réduction, diagonalisation Des résultats qui parlent diagonalisation
(1) Définition d’un endomorphisme diagonalisable : 9.212.
(2) Conditions équivalentes au fait d’être diagonalisable en termes de polynôme minimal, y

compris la décomposition en espaces propres : théorème 9.216.
(3) Diagonalisation simultanée 9.219, pseudo-diagonalisation simultanée 11.37.
(4) Diagonalisation d’exponentielle 15.130 utilisant la décomposition de Dunford.
(5) Décomposition polaire théorème 13.32. M “ SQ, S est symétrique, réelle, définie positive,

Q est orthogonale.
(6) Décomposition de Dunford 9.262. u “ s ` n où s est diagonalisable et n est nilpotent,

rs, ns “ 0.
(7) Réduction de Jordan (bloc-diagonale) 9.292.
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(8) L’algorithme des facteurs invariants 4.113 donne U “ PDQ avec P et Q inversibles, D
diagonale, sans hypothèse sur U . De plus les éléments de D forment une chaine d’éléments
qui se divisent l’un l’autre.

Le théorème spectral et ses variantes :
(1) Théorème spectral, matrice symétrique, théorème 9.224. Via le lemme de Schur complexe

12.97.
(2) Théorème spectral autoadjoint (c’est le même, mais vu sans matrices), théorème 11.6
(3) Théorème spectral hermitien, lemme 11.18.
(4) Théorème spectral, matrice normales, théorème 12.99.

Pour les résultats de décomposition dont une partie est diagonale, voir le thème 42 sur les décom-
positions. Réduction de quadriques :

(1) Réduction de Gauss, théorème 9.238.
Trigonalisation.

(1) Le lemme de Schur complexe 12.97 dit que toute matrice est unitairement équivalente à une
matrice triangulaire suppérieure.

THTOC45THMooUXJMooOroxbI

Thème 45 : déterminant
(1) Déterminant d’une matrice : définition 4.78.
(2) Déterminant d’un endomorphisme 9.12.
(3) Le lemme 11.5 donne la formule detpfq “ ř

σPSn
ϵpσqśn

i“1xeσpiq, fpeiqy.
(4) Principales propriétés algébriques du déterminant : la proposition 9.13.
(5) La formule detpABq “ detpAq detpBq est la proposition 9.246 pour des matrices et la propo-

sition 9.13(1) pour les applications linéaires.
(6) Déterminant et manipulations de lignes et colonnes, section 4.3.11 et les propositions qui

précèdent à partir du lemme 4.80 qui dit que detpAq “ detpAtq.
(7) Les n-formes alternées forment un espace de dimension 1, proposition 9.7.
(8) Déterminant d’une famille de vecteurs 9.8.
(9) Calcul d’un déterminant de taille 2ˆ 2 : équation (4.104).

(10) Interprétations géométriques
(10a) À propos d’orthogonalité, le déterminant est très lié au produit vectoriel en dimension 3.

Et il le généralise en dimension supérieure.
(10a.i) Liaison au produit vectoriel (orthogonalité) dans la proposition 11.34.
(10a.i) En particulier le lemme 11.35 nous dit comment un déterminant donne un vecteur

orthogonal à une famille donnée de vecteurs.
(10b) Déterminant et aires, volumes

(10b.ii) Déterminant et mesure de Lebesgue : théorème 14.282.
(10b.ii) Aire du parallélogramme : il y a la formule avec le produit vectoriel dans la propo-

sition 18.55, mais l’aire proprement dite, avec une intégrale est dans la proposition
20.25.

(10b.ii) Volume du parallélépipède avec le produit mixte et le déterminant 3ˆ 3, 18.56.
Tant que nous en sommes dans les interprétations géométriques, il faut lier déterminant, pro-
duit vectoriel, orthogonalité et mesure en notant que l’élément de volume lors de l’intégration
en dimension 3 est donné par (20.181) : dS “ }TuˆTv} qui est la norme du produit vectoriel
des vecteurs tangents au paramétrage.
Nous voyons dans l’équation (20.178) que l’élément de volume pour une partie de dimension
n dans Rm (à l’occasion d’y intégrer une fonction) est donné par un déterminant mettant en
jeu les vecteurs tangents du paramétrage.
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(11) Le déterminant de Vandermonde est à la proposition 9.15. Il est utilisé à divers endroits :

(11a) Pour prouver que u est nilpotente si et seulement si Trpupq “ 0 pour tout p (lemme
9.208)

(11b) Pour prouver qu’un endomorphisme possédant dimpEq valeurs propres distinctes est
cyclique (proposition 9.298).

THTOC46THEMooNMYKooVVeGTU

Thème 46 : espaces de fonctions En ce qui concerne les densités, voir le thème 34.

(1) C8pAq est l’ensemble des fonctions de classe C8 sur A. Les éléments de C8pAq peuvent
être à valeurs dans R ou dans C selon le contexte.

(2) DpAq est l’ensemble des fonctions de classe C8 dont le support est un compact dans A.

Pour les ensembles S pAq, DpAq et LppAq, les fonctions sont à valeurs dans C. La raison est que,
de toutes façons, le passage à la transformée de Fourier produit en général des fonctions à valeurs
dans C même si les fonctions de départ sont à valeurs dans R.

Topologie Les espaces de fonctions sont souvent munis de topologies définies par des semi-
normes 15.

(1) La topologie des seminormes est la définition 7.314.
(2) La définition 30.15 donne les topologies sur C8pΩq, DpKq et DpΩq.
(3) La topologie ˚-faible sur D 1pΩq est donnée par la définition 30.31.
(4) pK,mpfq “ ř

|µ|ďm }Bµf}K est une seminorme sur C8pΩq, proposition 30.10.

L’espace L2`r0, 2πs˘ C’est un espace très important, entre autres parce qu’il est de Hilbert et est
bien adapté à la transformée de Fourier.

(1) Un rappel de la construction en 27.84.
(2) Le produit scalaire 16 xf, gy est donné en (27.469) et la base trigonométrique est (27.470).
(3) La densité des polynômes trigonométriques dans LppS2q est le théorème 27.82 ou le

théorème 28.8, au choix.
(4) Une conséquence de cette densité est que le système trigonométrique est une base hilber-

tienne 17 de L2 par le lemme 27.125.

L’espace L2 est discuté en analyse fonctionnelle, dans la section 27.6 et les suivantes parce
que l’étude de L2 utilise entre autres l’inégalité de Hölder 27.33.
Le fait que L2 soit un espace de Hilbert est utilisé dans la preuve du théorème de représen-
tation de Riesz 27.170.

Si pΩ,A, µq est un espace mesuré, alors LppΩ,A, µq est un espace de Banach; c’est le théorème de
Riesz-Fischer 27.45.

THTOC47

Thème 47 : fonctions Lipschitz

(1) Définition : 12.313.
(2) La notion de Lipschitz est utilisée pour définir la stabilité d’un problème, définition 34.26.
(3) Toute fonction Lipschitz est uniformément continue, proposition 12.318.

15. Définition 7.314.
16. Produit scalaire, définition 9.165.
17. Définition 25.27.
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THTOC48

Thème 48 : suites et séries
Opérations sur les suites (1) Les limites xk ` yk Ñ x ` y et λxk Ñ λx sont la proposition

7.196.
(2) La limite xkyk Ñ xy est la proposition 10.27.

Suites La proposition 10.26 donne une caractérisation de limite de suite dans un espace vectoriel
normé.
(1) Les suites adjacentes, c’est la définition 10.39.
(2) Les séries alternées, théorème 11.127. Il s’agit de dire que

ř8
k“0p´1qkak converge quand

ak est décroissante et tend vers zéro.
(3) Le concept de suite adjacente sert à étudier la série de Taylor de lnpx`1q, voir le lemme

15.99 et ce qui l’entoure.
(4) La définition de la convergence absolue est la définition 11.81.
(5) Une suite réelle croissante et majorée converge, proposition 10.35.
(6) Toute suite dans un compact admet une sous-suite convergente, théorème 7.278.
(7) Pour tout réel, il existe une suite croissante de rationnels qui y converge, proposition

10.17.
Produit de Cauchy (1) Dans une algèbre normée, proposition 11.95,

(2) Dans C, théorème 15.32.
Calcul de suites (1) Somme : xn ` yn Ñ x` y est la proposition 10.28.
Série Les séries sont en général dans la section 11.7.

(1) Quelques séries usuelles en 11.9.3 : série harmonique, géométrique, de Riemann, et la
mythique arithmético-géométrique.

(1a) La série est associative :
ř
kpak ` bkq “

ř
k ak `

ř
k bk. C’est la proposition 11.91.

(1b) La série harmonique diverge :
ř
k

1
k “ 8, exemple 11.120.

(1c) La série géométrique :
řN
k“0 q

k “ 1´qN`1

1´q , proposition 11.122.

(1d) Une autre cool série :
řN
k“1

1
kpk`1q “ N

N`1 , lemme 11.126.
(2) Critère des séries alternées, théorème 11.127.
(3) Convergence d’une série implique convergence vers zéro du terme général, proposi-

tion 11.89.
(4) Dans une algèbre normée : př8

k“0 akqb “
ř8
k“0pakbq, proposition 11.94.

(5) Produit de Cauchy : théorème 15.32 et proposition 11.95.
Sommes infinies En ce qui concerne les sommes finies, la notation

řN
i“1 est définie en 1.84.

Pour permuter les termes d’une somme avec un élément du groupe symétrique, nous avons
la proposition 1.303.
Voici quelques résultats à propos de sommes infinies.
(1) Une somme indexée par un ensemble quelconque est la définition 11.99.
(2) La proposition 11.103 donne une caractérisation pour le sommes de réels positifs.
(3) La définition de la somme d’une infinité de termes est donnée par la définition 11.78.
(4) Une somme de termes positifs indexée par un ensemble indénombrable est toujours

infinie par le lemme 11.109.
(5) si la série converge, on peut regrouper ses termes sans modifier la convergence ni la

somme (associativité); pour les sommes infinies l’associativité et la commutativité dans
une série sont perdues. Néanmoins, il subsiste que

(5a) si la série converge absolument, on peut modifier l’ordre des termes sans modifier
la convergence ni la somme (commutativité, proposition 11.97).
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(6) Permuter une somme infinie avec une application linéaire : fpřiPI viq “
ř
iPI fpviq,

c’est la proposition 11.114.
Série entières (1) Rayon de convergence, définition 15.12.

(2) Convervence absolue à l’intérieur du rayon de convergence, lemme d’Abel 15.18.
(3) La fonction définie par la série entière z ÞÑ ř8

k“0 anz
n est holomorphe dans son disque

de convergence par la proposition 15.42.
(4) La série entière pour 1

1´zk , pour 1
ω´z et pour 1

pω´zqk sont dans le lemme 15.47.

THTOC49

Thème 49 : suite de fonctions
(1) Une limite uniforme de fonctions continues est continue, proposition 12.355.
(2) Sous certaines hypothèses, si fi Ñ f , alors f 1

i Ñ f 1, théorème 12.371.
(3) Si les fk sont continues et si la convergence

ř
k fk est uniforme, alors la somme est continue,

théorème 12.367.
THTOC50THEMEooKXSGooCsQNoY

Thème 50 : exponentielle Toutes les exponentielles sont définies par la série

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! ,

tant que la somme a un sens.
Réels Voici le plan que nous suivons dans le Frido :

— L’exponentielle est définie par sa série en 15.59.
— Nous démontrons qu’elle vérifie l’équation différentielle y1 “ y, yp0q “ 1 (théorème

15.75).
— Nous démontrons l’unicité de la solution à cette équation différentielle.
— Nous démontrons qu’elle est égale à x ÞÑ yp1qx. Cela donne la définition du nombre e

comme valant yp1q.
— Nous définissons le logarithme comme l’application réciproque de l’exponentielle (défi-

nition 15.81).
— Les fonctions trigonométriques (sinus et cosinus) sont définies par leurs séries. Il est

alors montré que eix “ cospxq ` i sinpxq (lemme 18.11).
Propriétés

— La formule a´x “ 1{ax est la proposition 12.395(3).
— exppxq “ ex, proposition 15.78.
— Nous avons l’encadrement 2.5 ă e ă 3, lemme 15.79.
— Le nombre e est irrationnel, proposition 15.80.

Complexes (1) La définition de exppa` ibq est la définition 15.59.
(2) Les principales propriétés, dont ez`w “ ezew, sont dans la proposition 18.9.
(3) Nous avons eix “ eiy si et seulement si il existe k P Z tel que y “ x ` 2kπ, corolaire

18.24.
(4) Le fait que eiθ donne tous les nombres complexes de norme 1 est la proposition 18.61(1).
(5) Le groupe des racines de l’unité est donné par l’équation (19.1).

Algèbre normée commutative Pour la définition c’est la proposition 15.59 et pour la régularité
C8 c’est la proposition 15.64.

Idem non commutatif Il y a une tentative de théorème 15.65, mais c’est principalement pour
les matrices qu’il y a des résultats.
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Matrices De nombreux résultats sont disponibles pour les exponentielles de matrices.
(1) esAetA “ eps`tqA, proposition 15.69.
(2) Si A est une matrice, alors petAq1puq “ AeuA, proposition 15.71.
(3) Les sections 11.14 et 15.5.3 parlent d’exponentielle de matrices.
(4) L’exponentielle donne lieu à une fonction de classe C8, proposition 15.149.
(5) Le lemme à propos d’exponentielle de matrice 15.152 donne :

}etA} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
etRepλiq.

(6) La proposition 15.130 : si A P Mpn,Rq a un polynôme caractéristique scindé, alors A
est diagonalisable si et seulement si eA est diagonalisable.

(7) La section 15.13.3 parle des fonctions exponentielle et logarithme pour les matrices.
Entre autres la dérivation et les séries.

(8) Pour résoudre des équations différentielles linéaires : sous-section 32.6.1.
(9) La proposition 15.129 dit que l’exponentielle est surjective sur GLpn,Cq.

(10) La proposition 11.284 : si u est un endomorphisme, alors exppuq est un polynôme en u.
(11) Calcul effectif : sous-section 15.13.4.
(12) Proposition 13.23 : si A PMpn,Cq alors eTrpAq “ detpeAq.
(13) Les séries entières de matrices sont traitées autour de la proposition 15.146.

Paramétrisation du cercle (1) La proposition 18.61 parle des propriétés de

φ : s0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit.
(-2.2)

THTOC51

Thème 51 : logarithme
(1) Le logarithme pour les réels strictement positifs ln : s0,8r Ñ R est donné en la défini-

tion 15.81; c’est l’application réciproque de exp.
(2) Les principales propriétés sont dans la proposition 15.84 : lnpxyq “ lnpxq ` lnpyq etc.
(3) Dérivée : ln1pxq “ 1

x , proposition 15.83.
(4) La proposition 15.100 donne la série

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk. (-2.3)

(5) L’exemple 20.149 donne l’encadrement 0.644 ď lnp2q ď 0.846.
(6) La proposition 15.129 dit que toute matrice complexe admet un logarithme. En particulier

une série explicite est donnée pour le logarithme d’un bloc de Jordan 18.
(7) Sur les complexes, le logarithme ln : C˚ Ñ C est la définition 26.29. Attention : ce n’est pas

la seule définition possible.
(8) La série harmonique diverge à vitesse logarithmique, et la série des inverses des nombres

premiers, c’est encore plus lent : théorème 15.118.
(9) Détermination du logarithme le long d’un chemin dans C, définition 26.45.

(10) Un logarithme continu d’une fonction, définition 26.44.
(11) Théorème de Borsuk 26.47 : il y a toujours un logarithme continu le long d’un chemin

homotope à une constante (et il y a même équivalence avec admettre une extension sur C˚).
(12) Si z P C, nous avons

ş 1
x`zdx “ lnpx` zq, proposition 26.42.

(13) La proposition 26.58 dit qu’une application f a un logarithme continu si et seulement si
Indpf ˝ γ, 0q “ 0.

18. Jordan, théorème 9.292.
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THTOC52THEMEooBSBLooWcaQnR

Thème 52 : fonction puissance Il y a beaucoup de choses à dire. . .

Définition Nous considérons, pour a ą 0, la fonction ga : R Ñ R donnée par gapxq “ ax. La
définition de cette fonction se fait en de nombreuses étapes.
(1) an pour n P N en la définition 1.200.
(2) an pour n P Z en la définition 12.375.
(3) a1{n pour n P Z en la définition 12.378.
(4) aq pour q P Q en la définition 12.378.
(5) n

?
x en la définition 12.380.

(6) La fonction ga est Cauchy-continue sur Q, c’est la proposition 12.392.
(7) ax pour a ą 0 et x P R en la définition 12.394.
(8) az pour a ą 0 et z P C en la définition 18.5.

Quelques propriétés (1) Pour tout q P Q, il y a un ?q dans R, proposition 1.457.
(2) Pour a ą 0 et x, y P R nous avons axay “ ax`y, proposition 12.395.
(3) Si a ą 0 et x, y P R nous avons paxqy “ payqx “ axy par la proposition 12.405.
(4) Si α ą 0, alors x ÞÑ xα est strictement croissante pour x ě 0, proposition 12.400.
(5) La formule a´x “ 1{ax est la proposition 12.395(3).
(6) La fonction puissance gapxq “ ax est continue, proposition 12.395.

Croissance (1) La fonction puissance fαpxq “ xα est strictement croissante pour les x ą 0,
proposition 12.400

(2) La fonction puissance gapxq “ ax est strictement croissante, proposition 12.395.
(3) limxÑ8 xα “ 8, proposition 12.406.

Continuité, Dérivation Comme toutes les choses sur la fonction puissance, les preuves sont
assez différentes selon que l’on parle de ax ou de xa.
(1) La fonction fαpxq “ xα est continue, proposition 12.404.
(2) La fonction ax est dérivable et sa dérivée vérifie g1

apxq “ gapxqg1
ap0q, proposition 12.422.

(3) La formule de dérivation pour x ÞÑ xq avec q P Q est la proposition 12.432.
(4) La dérivation de x ÞÑ xα avec α P R est la proposition 14.273. Si elle est tellement loin,

c’est parce qu’elle nécessite de permuter une limite de fonctions avec une dérivée.
(5) Pour la formule générale de dérivation de x ÞÑ ax demande de savoir les logarithmes

(proposition 15.93).
L’équation fonctionnelle L’exponentielle et plus généralement la fonction puissance gapxq “ ax

peut être introduite au moyen d’une équation fonctionnelle au lieu de l’équation différentielle
usuelle. Cette fameuse équation fonctionnelle est

fpx` yq “ fpxqfpyq (-2.4)

en la définition 12.424.
(1) L’équivalence entre l’équation fonctionnelle et l’équation différentielle est donnée par la

proposition 12.430.
(2) La fonction gapxq “ ax vérifie l’équation fonctionnelle gapx ` yq “ gapxqgapyq et les

conséquences. C’est la définition 12.424 et les choses qui suivent.
(3) L’équation fonctionnelle pour une fonction continue f : R Ñ S1 est traitée dans la

proposition 12.434.
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Une définition alternative de la fonction puissance serait de poser directement

ax “ ex lnpaq.

De là les propriétés se déduisent facilement. Dans cette approche, les choses se mettent dans l’ordre
suivant :

— Définir exppxq par sa série pour tout x.
— Démontrer que exppqq “ expp1qq pour tout rationnel q (première partie de la proposition

15.78).
— Définir e “ expp1q.
— Définir, pour x irrationnel, ax “ exppx lnpaqq.
— Prouver que ex “ exppxq pour tout x.

THTOC53THEMEooMKLBooLGFCdx

Thème 53 : sommation finie et infinie La définition du symbole
ř
iPI se fait en trois étapes

et deux demi, chacune se basant sur la précédente.
(1) Si pA,`q est un ensemble avec une loi de composition interne,

řn
i“0 ai est en 1.84.

(2) Si I est fini et si est à valeur dans un groupe commutatif,
ř
iPI fpiq est 1.302.

(3) Enfin si I est un ensemble quelconque, la définition 11.99 introduit la notion de famille
sommable dans un espace vectoriel normé.

(4) Si pakq est une suite dans un espace vectoriel normé, la somme
ř8
k“0 ak est avec les sommes

partielles dans la définition 11.78.
(5) La somme au sens de Cesàro est la somme des moyennes partielles, définition 11.128.

Notez que
ř8
k“0 ak n’est pas un cas particulier de

ř
kPN ak. Une différence de taille entre les deux

est que pour que
ř8
k“0 ak existe, il suffit que les ak puissent être sommés dans cet ordre. À l’inverse

pour que
ř
kPN ak existe, il faut que l’ordre de sommation puisse être arbitraire.

Si vous voulez sommer des séries encore moins convergentes, vous pouvez avoir envie d’utiliser
la supersomme[2], ou la η-régularisation[3].

THTOC54

Thème 54 : polynôme de Taylor
Énoncés Il existe de nombreux énoncés du théorème de Taylor, et en particulier beaucoup de

formules pour le reste.

(1) Énoncé : théorème 12.442.
(2) Une majoration du reste est dans le théorème 15.53
(3) De classe C2 sur Rn, proposition 12.449.
(4) Avec un reste donné par un point dans sx, ar, proposition 12.453.
(5) Avec reste intégral, théorème 20.146, et théorème 20.144 pour le cas simple RÑ R.
(6) Le polynôme de Taylor généralise à l’utilisation de toutes les dérivées disponibles le

résultat de développement limité donné par la proposition 11.243.
(7) Pour les fonctions holomorphes, il y a le théorème 26.76 qui donne une série de Taylor

sur un disque de convergence.

Utilisation Des polynômes de Taylor sont utilisés pour démontrer des théorèmes par-ci par-là.

(1) Il est utilisé pour justifier la méthode de Newton autour de l’équation (34.95).
(2) On utilise pas mal de Taylor dans les résultats liant extrémum et différentielle/hessienne.

Par exemple la proposition 17.74.
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Quelques développements Voici quelques développements limités à savoir. Ils sont calculables
en utilisant la formule de Taylor-Young (proposition 12.458).

ex “
nÿ

k“0

xk

k! ` x
nαpxq ordre n,proposition 15.95

cospxq “
pÿ

k“0

p´1qkx2k

p2kq! ` x2p`1αpxq ordre 2p` 1,proposition 18.75

sinpxq “
pÿ

k“0

p´1qkx2k`1

p2k ` 1q! ` x2p`2αpxq ordre 2p` 1,proposition 18.75

lnp1` xq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn ordre n,proposition 15.98

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk exact proposition 15.100

lnp2q “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
exact proposition 15.100

p1` xql “
lÿ

k“0

ˆ
l

k

˙
xk exact si l est entier.

p1` xql “ 1`
nÿ

k“1

lpl ´ 1q . . . pl ´ k ` 1q
k! xk ` xnαpxq ordre n.

Dans toutes ces formules, la fonction α : RÑ R vérifie limtÑ0 αptq “ 0.
Le développement limité en 0 d’une fonction paire ne contient que les puissances de x
d’exposant pair. Voir comme exemple le développement de la fonction cosinus.

THTOC55INTERNooXFNTooNNaOzP

Thème 55 : formule des accroissements finis Il en existe plusieurs formes :
(1) Une version adaptée aux espaces normés de dimension finie, avec hypothèse de différentia-

bilité, est le théorème 12.311. La formule }fpbq ´ fpaq}n ď supxPra,bs }dfx}LpRm,Rnq}b´ a}m.
(2) Une version pour les dérivées partielles est dans le lemme 12.235. Pour rappel, la définition

de la dérivation partielle est 11.231.
(3) La formule fpa` ϵeiq “ fpaq ` ϵpBifqpaq ` ϵαpϵq, proposition 12.236.
(4) L’existence de c P sa, br tel que

f 1pcq “ fpbq ´ fpaq
b´ a (-2.6)

est le théorème des accroissements finis proprement dit. C’est le théorème 12.190.
(5) Il existe un c entre a et b tel que

fpbq “ fpaq ` pb´ aqpBβfqpcq (-2.7)

où β “ b´ a est la proposition 12.234.
(6) La formule fpa`hq “ fpaq`hf 1paq`αphq pour une fonction RÑ R en le théorème 11.243.
(7) Une généralisation pour les intervalles non bornés : théorème 12.191.
(8) Espaces vectoriels normés, théorème 11.274

THTOC56

Thème 56 : dérivation
(1) Définition de la dérivée, définition 11.232.
(2) Dérivée de fonction composée, proposition 12.179 dans le cas réel.
(3) Dérivée partielle de fonction composée, théorème 12.298.
(4) La formule pf ˝ γq1paq “ p∇fq`γpaq˘· γ1paq, corolaire 12.299.
(5) fpλxq1 “ λf 1pxq, lemme 12.173.
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THTOC57

Thème 57 : différentielle
Généralités (1) La différentielle est définie en général pour des espaces vectoriels normés par la

proposition 11.230
(2) Différentielle d’une application linéaire, lemme 11.254.
(3) Nous parlons de différentielle en dimension finie et donnons une interprétation géométrique

en 12.22.1.
(4) La recherche d’extrémums d’une fonction sur Rn passe par la seconde différentielle,

proposition 17.74.
(5) Lien entre différentielle seconde (hessienne) et convexité en la proposition 17.101 et le

corolaire 17.102.
(6) La différentielle est liée aux dérivées partielles par les formules données au lemme 12.253

dfapuq “ BfBu paq “
d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“
mÿ

i“1
ui
Bf
Bxi paq “ ∇fpaq·u. (-2.8)

Je ne vous cache pas que cette suite d’égalités est une de mes préférées.
Différentielle et dérivées partielles À propos de fonctions de classe Ck, définition 11.247.

(1) Une fonction est de classe C1 si et seulement si ses dérivées partielles sont continues,
théorème 12.291.

(2) Une fonction est Cn si et seulement si ses dérivées partielles sont Cn´1, c’est le théorème
12.327.

(3) Différentiabilité en un seul point si les dérivées partielles sont continues en ce point :
proposition 12.289.

Fonctions composées À propos de la formule dpf ˝ gqa “ dgfpaq ˝ dfa, il y a deux théorèmes très
semblables.
(1) Le théorème 11.261 insiste sur des hypothèses locales.
(2) Le théorème 11.262 fait des hypothèses plus globales pour s’alléger l’esprit, mais fait

une récurrence pour dire que f ˝ g est de classe Cr si f et g le sont.
(3) Dans le cas d’espaces vectoriels normés de dimension finie, proposition 11.265.
(4) Composée avec une application linéaire, propositions 11.264 et 11.263.

Applications à valeurs dans les endomorphismes (1) A : U Ñ EndpV,W q est Cp si ses
composantes le sont, proposition 12.331.

(2) A : U Ñ EndpV,W q est Cp si s ÞÑ Apsqv est Cp pour tout v, proposition 12.331
THTOC58

Thème 58 : équations différentielles L’utilisation des théorèmes de point fixe pour l’existence
de solutions à des équations différentielles est fait dans le chapitre sur les points fixes.

(1) Le théorème de Schauder a pour conséquence le théorème de Cauchy-Arzela 20.31 pour les
équations différentielles.

(2) Le théorème de Schauder 20.30 permet de démontrer une version du théorème de Cauchy-
Lipschitz (théorème 17.43) sans la condition Lipschitz

(3) Le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43 est utilisé à plusieurs endroits :
— Pour calculer la transformée de Fourier de e´x2{2 dans le lemme 29.22.

(4) Théorème de stabilité de Lyapunov 32.43.
(5) Le système proie-prédateur de Lotka-Volterra 32.44
(6) Équation de Schrödinger, théorème 32.51.
(7) L’équation px´ x0qαu “ 0 pour u P D 1pRq, théorème 30.51.
(8) La proposition 32.46 donne un résultat sur y2`qy “ 0 à partir d’une hypothèse de croissance.
(9) Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.48.
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THTOC59

Thème 59 : convexité
Fonctions convexes L’essentiel des résultats sur les fonctions convexes sont dans la section 17.11.

On a surtout :
(1) Définition des fonctions convexes : 17.80 et 17.98 en dimension supérieure.
(2) En termes de différentielles, 17.99 pour la différentielle première et 17.102 pour la hessi-

enne.
(3) Une courbe paramétrée convexe est la définition 21.90.
(4) L’enveloppe convexe d’une courbe fermée simple et convexe : 21.92.
(5) Courbure et convexité d’une courbe paramétrée : section 21.13.4.
(6) Une courbe paramétrée convexe est localement le graphe d’une fonction convexe par le

lemme 21.91.
(7) La convexité est utilisée dans la méthode du gradient à pas optimal de la proposi-

tion 17.118.
(8) La fonction t ÞÑ tp est strictement convexe sur les positifs dans le lemme 17.91.
(9) Une inégalité sympa : ar ` br ď pa` bqr ď 2r´1par ` brq pour a, b ą 0 et r ą 1, lemme

27.134.
En termes de parties convexes, on a :

Parties convexes (1) Définition 7.149 d’une partie convexe d’un espace vectoriel.
(2) Une boule est convexe, proposition 8.28.
(3) Un polygone convexe est défini en 18.168, et les racines de l’unité forment un polygone

convexe par la proposition 18.169.
THTOC60

Thème 60 : espaces de Hilbert, base hilbertienne Beacoup de choses concerant les espaces
L2, et en particulier la base trigonométrique sont dans le thème 46.

(1) Toute partie orthonormale d’un espace de Hilbert est libre, proposition 25.24.
(2) Tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne, proposition 25.37.
(3) Unicité de la décomposition dans une base hilbertienne, proposition 25.38.

THTOC61

Thème 61 : analyse complexe, fonctions holomorphes
(1) Le lien entre différentielle et dérivée complexe est donné par les équations

dfz0pzq “ f 1pz0qz “ pBzfqpz0qz (-2.9)

par (12.823) et la proposition 26.4. Cela se résume par la formulation lapidaire f 1 “ Bzf .
(2) Série de Laurent fpzq “ ř

nPZ anzn, théorème 28.26.
THTOC62THEMEooJGEHooNzQkMT

Thème 62 : permuter des limites
Permuter des dérivées partielles Pour permuter les dérivées partielles, la clef est d’être Ck.

(1) Si une fonction est de classe C2, le théorème de Schwarz 12.340 dit que

BkBlf “ BlBkf. (-2.10)

(2) Pour une fonction de classe Cm, on peut permuter m dérivées partielles avec la propos-
tion 12.349.

Fonctions définies par une intégrale Les théorèmes sur les fonctions définies par une inté-
grale, section 17.4. Nous avons entre autres
(1) Bi

ş
B f “

ş
B Bif , avec B compact, proposition 17.28.
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(2) Si f est majorée par une fonction ne dépendant pas de x, nous avons le théorème 17.15
pour la continuité de x ÞÑ ş

Ω fpx, ωqdµpωq.
(3) Pour la fonction F pxq “ ş

Ω fpx, ωqdµpωq, nous avons la dérivation sous l’intégrale par
la formule de Leibniz

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq (-2.11)

démontrée en le théorème 17.19 ou 17.24.
Des variations avec des dérivées partielles et des différentielles sont dans 17.28 et dans
17.29.

(4) Si f : Cˆ Ω Ñ C est holomorphe (pour C), alors F est holomorphe et

F 1pzq “
ż

Ω

Bf
Bz pz, ωqdµpωq. (-2.12)

(5) Pour des dérivées partielles multiples, nous avons la formule

pBαF qpxq “
ż

Ω
pBαfωqpaqdµpωq (-2.13)

dans la proposition 17.21.
(6) Si l’intégrale est uniformément convergente, nous avons le théorème 17.16 qui donne la

continuité de F pxq “ ş
Ω fpx, ωqdµpωq.

(7) Pour dériver
ş
B gpt, zqdt avec B compact dans R et g : RˆCÑ C, il faut aller voir la

proposition 26.64.
(8) En ce qui concerne le x dans la borne, le théorème 14.264 lie primitive et intégrale en

montrant que F pxq “ şx
a fptqdt est une primitive de f (sous certaines conditions). Le

théorème fondamental de l’analyse 14.265 en est une conséquence.
(9) Si T est une distribution, alors nous avons

T
`
x ÞÑ pBαy ϕqpx, y0q

˘ “ Bαy
´
T
`
x ÞÑ ϕpx, yq˘

¯
y“y0

. (-2.14)

C’est la proposition 30.55.
Dérivée et intégrale (1) Dériver

ş
Ω fpx, ωqdω, théorème 17.24.

Limite et intégrale (1) Théorème de la convergence monotone, théorème 14.173.
(2)

ş ř
n fn “

ř
n

ş
fn dans le corolaire 14.176.

Fubini Le théorème de Fubini permet non seulement de permuter des intégrales, mais également
des sommes parce que ces dernières peuvent être vues comme des intégrales sur N muni
de la tribu des parties et de la mesure de comptage 19. Nous utilisons cette technique pour
permuter une somme et une intégrale dans l’équation (26.297).

L’utilisation de Fubini pour permuter des intégrales (sur deux variables différentes) ou deux
sommes est expliquée dans 14.300.
C’est par exemple utilisé pour permuter deux sommes dans le cadre des chaines de Markov
en 38.8.

— le théorème de Fubini-Tonelli 14.296 demande que la fonction soit mesurable et positive;
— le théorème de Fubini 14.299 demande que la fonction soit intégrable (mais pas spé-

cialement positive);
— le corolaire 14.298 demande l’intégrabilité de la valeur absolue des intégrales partielles

pour déduire que la fonction elle-même est intégrable.
Limite et dérivées, différentielle (1) Permuter limite et dérivée dans le casRÑ R, théorème

12.371.
19. Mesure de comptage, définition 14.257.
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(2) Permuter limite et dérivées partielles, théorème 12.374.
(3) Permuter limite et différentielle, théorème 15.9.

Quelques remarques sur les techniques de démonstration.
(1) Le résultat fondamental 12.371 est démontré sans recourir à des intégrales. Une preuve

alternative, plus courte, avec des intégrales est donnée en 14.272.
(2) Permuter limite et dérivée partielle, théorème 12.374.
(3) Permuter série et différentielle, théorème 15.9.

Somme et dérivée Permuter somme et différentielle, théorème 15.9.
Limite et mesure Une mesure n’est pas toujours une limite, mais la définition d’une mesure

positive sur un espace mesurable parle de permuter limite et mesure : définition 14.18(2).
THTOC63

Thème 63 : déduire la nullité d’une fonction depuis son intégrale Des résultats qui
disent que si

ş
f “ 0 c’est que f “ 0 dans un sens ou dans un autre.

(1) Il y a le lemme 14.194 qui dit ça.
(2) Un lemme du genre dans L2 existe aussi pour

ş
fφ “ 0 pour tout φ. C’est le lemme 27.67.

(3) Et encore un pour Lp dans la proposition 27.175.
(4) Si

ş
fχ “ 0 pour tout χ à support compact alors f “ 0 presque partout, proposition 30.1.

(5) En utilisant le théorème de représentation de Riesz, on peut prouver que
ş
Ω fχ “ 0 implique

f “ 0 pour tout f P Lp, proposition 27.175.
(6) La proposition 27.21 donne f “ 0 dans Lp lorsque

ş
fg “ 0 pour tout g P Lq.

(7) Une fonction h P C8
c pIq admet une primitive dans C8

c pIq si et seulement si
ş
I h “ 0.

Théorème 17.2.
Dans le même ordre d’idées, si f ą 0 et si µpXq ą 0 alors

ş
X f ą 0 par le lemme 14.196.

THTOC64

Thème 64 : inversion locale, fonction implicite
(1) Théorème d’inversion locale dans un Banach : théorème 17.51.
(2) Fonction implicite dans un Banach : théorème 17.52.
(3) Utilisé pour montrer que le flot d’une équation différentielle est un Cp-difféomorphisme local,

voir 32.36.
(4) Pour le théorème de Von Neumann 17.65.

THTOC65THEMEooWAYJooUSnmMh

Thème 65 : points fixes
(1) Il y a plusieurs théorèmes de points fixes.

Théorème de Picard 17.38 donne un point fixe comme limite d’itérés d’une fonction
Lipschitz. Il aura pour conséquence le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43, l’équation
de Fredholm, théorème 17.42 et le théorème d’inversion locale dans le cas des espaces
de Banach 17.51.

Théorème de Brouwer qui donne un point fixe pour une application d’une boule vers
elle-même. Nous allons donner plusieurs versions et preuves.

(1a) Dans Rn en version C8 via le théorème de Stokes, proposition 27.74.
(1b) Dans Rn en version continue, en s’appuyant sur le cas C8 et en faisant un passage

à la limite, théorème 27.75.
(1c) Dans R2 via l’homotopie, théorème 26.66. Oui, c’est très loin. Et c’est normal

parce que ça va utiliser la formule de l’indice qui est de l’analyse complexe 20.
20. On aime bien parce que ça ne demande pas Stokes, mais quand même hein, c’est pas gratos non plus.
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Théorème de Markov-Kakutani 20.33 qui donne un point fixe à une application continue
d’un convexe fermé borné dans lui-même.

Théorème de Schauder C’est une version valable en dimension infinie du théorème de
Brouwer. Théorème 20.30

(2) Pour les équations différentielles
(2a) Le théorème de Schauder a pour conséquence le théorème de Cauchy-Arzela 20.31 pour

les équations différentielles.
(2b) Le théorème de Schauder 20.30 permet de démontrer une version du théorème de

Cauchy-Lipschitz (théorème 17.43) sans la condition Lipschitz, mais alors sans unic-
ité de la solution. Notons que de ce point de vue nous sommes dans la même situation
que la différence entre le théorème de Brouwer et celui de Picard : hors hypothèse de
type «contraction», point d’unicité.

(3) En calcul numérique
— La convergence d’une méthode de point fixe est donnée par la proposition 34.48.
— La convergence quadratique de la méthode de Newton est donnée par le théorème 34.54.
— En calcul numérique, section 34.5
— Méthode de Newton comme méthode de point fixe, sous-section 34.6.2.

(4) D’autres utilisations de points fixes.
— Processus de Galton-Watson, théorème 38.59.
— Dans le théorème de Max-Milgram 25.61, le théorème de Picard est utilisé.

THTOC66

Thème 66 : changement de variables Il n’existe rien en mathémaitque qui s’appelle «change-
ment de variables». Il n’existe que des compositions de fonctions. Ce snobisme terminologique
étant, voici un certain nombre de résultats de changement de variables.

(1) Dans des intégrales, théorème 14.292.
(2) Dans des limites, le lemme 7.171 donne limxÑa fpxq “ limxÑb fpx` a´ bq si la limite existe.
(3) Dans une équation aux dérivées partielles, exemple 33.132.
(4) Limite de fonction composée limxÑapf ˝ gq, propositions 7.172 et 7.173.

THTOC67THEMEooLTCIooGDIPnF

Thème 67 : techniques de calcul Il y en a pour tous les gouts.

Primitives et intégrales Toute la section 18.2 donne des trucs et astuces pour trouver des prim-
itives et des intégrales.

Limite à deux variables Les exemples de limites à plusieurs variables font souvent intervenir
des coordonnées polaires (du théorème 18.227) ou autres fonctions trigonométriques. Ils sont
donc placés beaucoup plus bas que la théorie.

— Méthode du développement asymptotique, sous-section 18.14.2.
— Méthode des coordonnées polaires, sous-section 18.14.1.
— Utilisation du théorème de la fonction implicite, dans l’exemple 18.229.

THTOC68

Thème 68 : méthodes de calcul
(1) Théorème de Rothstein-Trager 20.94.
(2) Algorithme des facteurs invariants 4.113.
(3) Méthode de Newton, théorème 34.63
(4) Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.
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THTOC69

Thème 69 : méthode de Newton
(1) Nous parlons un petit peu de méthode de Newton en dimension 1 dans 34.6.
(2) La méthode de Newton fonctionne bien avec les fonctions convexes par la proposition 34.56.
(3) La méthode de Newton en dimension n est le théorème 34.63.
(4) Un intervalle de convergence autour de α s’obtient par majoration de |g1|, proposition 34.48.
(5) Un intervalle de convergence quadratique s’obtient par majoration de |g2|, théorème 34.54.
(6) En calcul numérique, section 34.6.
(7) Méthode de Newton pour calculer

?
A, exemple 34.57.

THTOC70

Thème 70 : prolongement d’applications
(1) Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théorème 17.132
(2) Lemme de Borel 15.164.
(3) Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.
(4) Le théorème de Tietze prolonge des fonction continues définies sur un fermé. Prolongement

continu dans le cas métrique, théorème 27.164. Dans le cas d’un espace normal, théorème
26.21.

THTOC71

Thème 71 : opérations sur les distributions
(1) Convolution d’une distribution par une fonction, définition par l’équation (30.227).
(2) Dérivation d’une distribution, proposition-définition 30.37.
(3) Produit d’une distribution par une fonction, définition 30.36.

THTOC72

Thème 72 : convolution
(1) Définition 27.56, et principales propriétés sur L1pRq dans le théorème 27.57.
(2) Inégalité de normes : si f P Lp et g P L1, alors }f ˚ g}p ď }f}p}g}1, proposition 27.61.
(3) φ P L1pRq et ψ P S pRq, alors φ ˚ ψ P S pRq, proposition 27.231.
(4) Les suites régularisantes : limnÑ8 ρn ˚ f “ f dans la proposition 29.18.
(5) Convolution d’une distribution par une fonction, définition par l’équation (30.227).
(6) Nous avons pf ˚ gq1 “ f ˚ g1, proposition 27.62.
(7) Si f P L1pRdq et g P C8pRdq, alors f ˚ g P C8, corolaire 27.63.
(8) Somme de variables aléatoires : fx`Y “ fX ˚ fY , proposition 36.30.

THTOC73THMooHWEBooTMInve

Thème 73 : séries de Fourier
— Le système trigonométrique est donné en la définition 27.77.
— Les coefficients de Fourier de cnpfq sont donnés par 27.79.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Inégalité isopérimétrique, théorème 28.23.
— Fonction continue et périodique dont la série de Fourier ne converge pas, proposition 28.21.
— Nous allons montrer la convergence de

ř
kPZ ckpfqeinx vers fpxq dans divers cas :

(1) Si f est continue et périodique, convergence au sens de Cesàro, théorème de Fejér 28.7.

(2) Convergence au sens L2
´
r0, 2πs

¯
dans le théorème 27.126.

(3) Si f est continue, périodique et si sa série de Fourier converge uniformément, théorème
28.15.
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(4) Si f est périodique et la série des coefficients converge absolument pour tout x, propo-
sition 28.16.

(5) Si f est périodique et de classe C1, théorème 28.17.
(6) Unicité des coefficients de Fourier, corolaire 28.18.

Il est cependant faux de croire que la continuité et la périodicité suffisent à obtenir une
convergence, comme le montre la proposition 28.21.

THTOC74

Thème 74 : transformée de Fourier
(1) Définition sur L1, définition 29.1.
(2) La transformée de Fourier d’une fonction L1pRdq est continue, proposition 29.11.
(3) L’espace de Schwartz 21 est stable par transformée de Fourier. L’application F : S pRdq Ñ

S pRdq est continue. Proposition 29.20
(4) L’application F : S pRdq Ñ S pRdq est une bijection. Formule d’inversion, proposition 29.26.

THTOC75

Thème 75 : gaussienne
(1) Le calcul de l’intégrale ż

R

e´x2
dx “ ?π

est fait de deux façons dans l’exemple 14.302. Dans les deux cas, le théorème de Fubini 14.299
est utilisé.

(2) Le lemme 29.22 calcule la transformée de Fourier de gϵpxq “ e´ϵ}x}2 qui donne ĝϵpξq “`
π
ϵ

˘d{2
e´}ξ}2{4ϵ.

(3) Le lemme 29.23 donne une suite régularisante à base de gaussienne.
(4) Elle est utilisée pour régulariser une intégrale dans la preuve de la formule d’inversion de

Fourier 29.26
THTOC76THEMEooJREIooKEdMOl

Thème 76 : lemme de transfert Il y a deux résultats qui portent ce nom. Le premier est
dans la théorie de Fourier, le résultat f̂ 1 “ iξf̂ .

(1) Lemme 29.19 sur S pRdq
(2) Lemme 31.10 pour L2.

L’autre lemme de transfert est en théorie des tribus, le résultat σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘ du

lemme 14.45. Celui-ci est d’ailleurs plutôt nommé «lemme de transport».
Il existe aussi un théorème de transfert 36.85 qui parle de variables aléatoires :

Epf ˝Xq “
ż

Ω
f
`
Xpωq˘dP pωq “

ż

Rd

fpxqdPXpxq (-2.15)

THTOC77

Thème 77 : invariants de similitude
(1) Théorème 9.289.
(2) Pour prouver que la similitude d’applications linéaires résiste à l’extension du corps de base,

théorème 9.303.
(3) Pour prouver que la dimension du commutant d’un endomorphisme de E est de dimension

au moins dimpEq, lemme 9.300.
(4) Nous verrons dans la remarque 9.290 à propos des invariants de similitude que toute matrice

est semblable 22 à la matrice bloc-diagonale constituées des matrices compagnon (défini-
tion 9.284) de la suite des polynômes minimaux.

21. Définition 27.219.
22. Définition 4.110.
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THTOC78THMooVUCLooCrdbxm

Thème 78 : isométries Il y a pRn, }.}q et pRn, dq.
Les isométries de }.} sont linéaires, tandis que les isométries de la distance contiennent aussi

les translations et les rotations de centre différent de l’origine.
Ne pas confondre une isométrie d’un espace affine avec une isométrie d’un espace euclidien 23.

Les isométries d’un espace euclidien préservent le produit scalaire et fixent donc l’origine (lemme 11.15).
Les isométries des espaces affines par contre conservent les distances (définition 8.64) et peuvent
donc déplacer l’origine de l’espace vectoriel sur lequel il est modelé; typiquement les translations
sont des isométries de l’espace affine mais pas de l’espace euclidien.

Parfois, lorsqu’on coupe les cheveux en quatre, il faut faire attention en parlant de Rn : soit on
en parle comme d’un espace métrique (muni de la distance), soit on en parle comme d’un espace
normé (muni de la norme ou du produit scalaire).

Général Quelques résultats généraux et en vrac à propos d’isométries.
(1) Définition d’une isométrie pour une forme bilinéaire, 9.153. Pour une forme quadratique

: définition 9.152.
(2) Définition du groupe orthogonal 9.41, et le spécial orthogonal SOpnq en la définition 9.44.

Le groupe SOp2q est le groupe des rotations, par corolaire 18.138.
(3) La rotation RApθq d’un angle θ autour du point A P R2 est donnée par la définition

18.127.
(4) La proposition 18.139 donne à toute rotation R0pθq une matrice de la forme connue.

C’est autour de cela que nous définissons les angles, définition 18.157.
(5) Le groupe orthogonal est le groupe des isométries de Rn, proposition 9.43.
(6) Les isométries de l’espace euclidien sont affines, 9.155.
(7) Les isométries de l’espace euclidien comme produit semi-direct : IsompRnq » T pnq ˆρ

Opnq, théorème 18.79.
(8) Isométries du cube, section 5.7.
(9) Nous parlons des isométries affines du tétraèdre régulier dans la proposition 18.195.

Groupe diédral Le groupe diédral est un peu central dans la théorie des isométries de pR2, dq
parce que beaucoup de sous-groupes finis des isométries de pR2, dq sont en fait isomorphes
au groupe diédral.
(1) Générateurs du groupe diédral, proposition 18.175.
(2) Un sous-groupe fini des isométries de pR2, dq contenant au moins une réflexion est

isomorphe au groupe diédral par le théorème 18.200.
(3) Le théorème 18.202 dit que le groupe des isométries propres d’une partie quelconque de

pR2, dq est soit cyclique soit isomorphe au groupe diédral.
Isométries et réflexions Dans un espace euclidien, toute isométrie peut être décomposée en

réflexions autour d’hyperplans. Voici quelques énoncés à ce propos.
(1) Définition d’une réflexion dans R2 18.121.
(2) La caractérisation en termes de projection orthogonale est le lemme 18.106; en termes

de médiatrice c’est le lemme 18.112.
(3) Définition d’un hyperplan 9.304.
(4) En dimension 2, une rotation est définie comme composée de deux réflexions en la

définition 18.118.
(5) En dimension 2, les réflexions ont un déterminant ´1 par le lemme 18.131.
(6) Les isométries du plan pR2, dq sont données dans le théorème 18.191, et sont au plus 3

réflexions par le théorème 18.189.

23. Définition 9.169.



39

(7) Décomposition des isométries de Rn en réflexions par le lemme 18.87.
(8) En particulier, les éléments de SOp3q sont des compositions de deux réflexions par le

corolaire 18.89.
(9) Une isométrie de Rn préserve l’orientation si et seulement si elle est la composition d’un

nombre pair de réflexions. C’est le théorème 18.95.
Sous-groupe fini (1) Les sous-groupes finis des isométries de pR2, dq sont cycliques, théorème

18.200.
(2) Les sous-groupes finis de SOp3q sont listés dans 18.224.
(3) Les sous-groupes finis de SOp2q sont cycliques, lemme 18.142.

THTOC79

Thème 79 : enveloppes
(1) L’ellipse de John-Loewner donne un ellipsoïde de volume minimum autour d’un compact

dans Rn, théorème 17.126.
(2) Le cercle circonscrit à une courbe donne un cercle de rayon minimal contenant une courbe

fermée simple, proposition 21.89.
(3) Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.
(4) Enveloppe convexe d’une courbe fermée plane comme intersection des demi-plans tangents,

proposition 21.95.
THTOC80

Thème 80 : intégration sur des variétés Définition d’une variété : 20.1.
orientation La notion d’orientation commence avec l’orientation des bases d’un espace vectoriel

et continue jusqu’à orienter des variétés à partir de ses cartes.
(1) Classe d’orientation sur les bases d’un espace vectoriel, définition 9.26.
(2) Orientation sur une surface, définition 20.57.
(3) Variété orientable, définition 20.16.

Intégrale Nous définissons d’abord l’intégrale sur une carte, et ensuite sur une variété. En ce
qui concerne les formes différentielles, nous n’intégrons que des n-formes sur des variétés de
dimension n.
(1) Intégrale d’une fonction sur une carte, définition 20.9.

théorème de Stokes, théorème de Green et compagnie Tous ces théorèmes sont des con-
séquences plus ou moins directes de celui de Stokes, et des généralisations du théorème
fondamental de l’analyse.
(1) Forme générale, théorème 20.68.
(2) Rotationnel et circulation, théorème 24.8.

Le théorème de Stokes peut être utilisé pour montrer le théorème de Brouwer, proposi-
tion 27.74.

THTOC81

Thème 81 : dénombrements
— Coloriage de roulette (18.10.15.1) et composition de colliers (18.10.15.2).
— Nombres de Bell, théorème 15.166.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples 24, théorème 26.99.
THTOC82

Thème 82 : caractérisation de distributions en probabilités
(1) La probabilité conjointe est la définition 36.19.
(2) La fonction de répartition est la définition 36.75.
(3) La fonction caractéristique est la définition 36.78.
24. Éléments simples, lemme 19.13.
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THTOC83

Thème 83 : théorème central limite
(1) Pour les processus de Poisson 25, théorème 40.13.

THTOC84

Thème 84 : indépendance d’événements et de variables aléatoires
(1) Événements indépendants, définition 36.6.
(2) Variables aléatoires indépendantes, définition 36.10.
(3) Espérance de variables aléatoires indépendantes : EpX1 ¨ ¨ ¨Xnq “ EpX1q . . . EpXnq, propo-

sition 36.24.
(4) Densité de variables aléatoires indépendantes : fXpx1, . . . , xnq “ fX1px1q . . . fXnpxnq, propo-

sition 36.21.
THTOC85

Thème 85 : probabilités et espérances conditionnelles Les deux définitions de base, sur
lesquelles se basent toutes les choses conditionnelles sont :

— L’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire sachant une tribu : EpX|Fq de la défini-
tion 36.51.

Les autres sont listées ci-dessous.
Probabilité conditionnelle .

Plusieurs probabilités conditionnelles.
— D’un événement en sachant un autre : la définition 36.43 donne

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq

Cela est la définition de base. L’autre est une définition dérivée.
— D’un événement vis-à-vis d’une variable aléatoire discrète. C’est par la définition 36.69

qui définit la variable aléatoire

P pA|Xqpωq “ P pA|X “ Xpωqq.
Dans le cas continu, c’est la définition 36.70 :

P pA|Xq “ P pA|σpXqq “ Ep1A|σpXqq.

— D’un événement par rapport à une tribu. C’est la variable aléatoire

P pA|Fq “ Ep1A|Fq.

Espérances conditionnelles Plusieurs espérances conditionnelles.
— D’une variable aléatoire par rapport à un événement, définition 36.63 :

EpX|Aq “ EpX1Aq
P pAq . (-2.16)

— d’une variable aléatoire par rapport à une tribu. La variable aléatoire EpX|Fq est la
variable aléatoire F-mesurable telle que

ż

B
EpX|Fq “

ż

B
X

pour tout X P F . Si X P L2pΩ,A, P q alors EpX|Fq “ projKpXq où K est le sous-
ensemble de L2pΩ,A, P q des fonctions F-mesurables (théorème 36.51). Cela au sens
des projections orthogonales.

25. Définition 40.9.
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— d’une variable aléatoire par rapport à une autre. La définition 36.53 est une variation
sur le même thème :

EpX|Y q “ EpX|σpY qq,
Notons que partout, si X est une variable aléatoire, la notation «sachant X» est un raccourci

pour dire «sachant la tribu engendrée par X».
Quelque formules.

(1) Pour l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire prenant seulement une quantité
dénombrable de valeurs : EpX|Aq “ ř8

k“0 ykP pX “ yk|Aq par le lemme 36.64.
(2) La probabilité conditionnelle se factorise par rapport à l’union disjointe par le lemme 36.47

: P
`Ť8

i“0Ai|B
˘ “ ř8

i“0 P pAi|Bq.
THTOC86

Thème 86 : chaine de Markov
(1) Construction d’une chaine de Markov dont la matrice de transition est donnée, lemme 38.42.
(2) Principales propriétés d’une chaine de Markov homogène, proposition 38.39.
(3) Si la chaine de Markov est irréductible, alors il y a unicité de l’état stationnaire, proposi-

tion 38.16. Mais attention : cela ne veut pas encore dire que la chaine converge effectivement
vers cet état.

(4) Si la chaine est irréductible et apériodique, alors il y a convergence en loi vers l’unique loi
invariante, théorème 38.37.

(5) État absorbant, définition 38.44.
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THTOC87

Thème 87 : manifolds
(1) Inverse function theorem: if the differential is bijective, the map is a local diffeomorphism,

proposition 49.121.
(2) There exist a unique v such that X “ d

dt rφαps0 ` tvqst“0, proposition 49.46 and lemma 49.47.
(3) By lemma 49.45, a vector v P TaM can be written as

vpfq “
nÿ

k“1
vkBkpf ˝ φqpsq. (-2.17)

(4) We can also write

Xx “
nÿ

i“1
XipxqBi (-2.18)

for Xi P CkpM,Rq by proposition 49.61.
(5) The tangent space TpM is a vector space of the same dimension as M , proposition 49.38.
(6) The vectors Bi are a basis of TpM , proposition 49.72.
(7) If X is a vector field, it can be written as

Xxpfq “
nÿ

k“1
vkpxqBkpf ˝ φq

`
φ´1pxq˘, (-2.19)

with vk P CkpM,Rq, lemma 49.62.
THTOC88

Thème 88 : Immersions and Embeddings En français, «embedding» est «plongement».
(1) Immersion, definition 49.89.
(2) Embedding, definition 49.105.
(3) Immersions are locally embeddings, theorem 49.106.

THTOC89

Thème 89 : Lie groups
(1) Topological group, definition 48.48.
(2) Lie group, definition 52.2.
(3) Lie subgroup, definition 52.25.
(4) Lie group structure on a closed subgroup of a Lie group, Cartan theomrem 53.62.

THTOC90

Thème 90 : GLpn,Cq
(1) GLpn,Cq is a Lie group, proposition 55.15

THTOC91

Thème 91 : SUpnq
(1) The part SUpnq is closed in GLpn,Cq, lemma 55.19.
(2) The analytic Lie group structure on SUpnq is given by proposition 55.26.
(3) The group SUp2q is compact, proposition 55.33.

THTOC92

Thème 92 : flow of a vector field
(1) Definition, existence, unicity, proposition 49.95.
(2) Complete vector field, definition 49.97.
(3) Specification to invariant vector fields, equations (53.64).
(4) On a Lie group, αXps` tq “ αXpsqαXptq, proposition 53.26.
(5) Φpt, gq “ gΦpt, eq, proposition 53.28.
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THTOC93

Thème 93 : exponential
(1) Definition 53.30.
(2) exp is continuous, proposition 53.32.
(3) exp is smooth, proposition 53.35.
(4) d exp “ Id (sort of), lemma 53.37.
(5) ϕpexppXqq “ exp

`
dϕepXq

˘
, lemma 53.38.

(6) The exponential is a smooth local diffeomorphism, proposition 53.47.
(7) The exponential is an analytic local diffeomorhism, theorem 53.48.
(8) The map exp: U Ñ V is an analytic diffeomorphism, theorem 53.48.
(9) exp

`
tpX ` Y q˘ “ expptXq expptY q expptαptqq and other like that, lemma 53.55.

(10) rX,Y s “ d
dt

”
exp

`?
tX

˘
exp

`?
tY

˘
exp

`´?tX˘
exp

`´?tY ˘
ı
t“0

, lemma 53.54.

-2.1 Conventions sur les matrices et changement de bases
SECooBTTTooZZABWA

-2.1.1 Matrices et applications linéaires
SUBSECooAFPDooOzXdGz

Le lien entre matrice et application linéaire est donné par la définition 4.67. L’application d’une
matrice à un vecteur est (4.84). Le lien le plus simple entre l’application linéaire et les éléments
de matrice est donné par la proposition 4.70. Voici les relations :

Tαi “ T peiqα (-2.20a)
T peiq “

ÿ

α

Tαifα (-2.20b)

T pxq “
ÿ

iα

Tαixifα (-2.20c)

T pxqα “
ÿ

i

Tαixi. (-2.20d)

De la même manière nous utiliserons (rarement) la notation suivante (définition 10.107) si
x P Rn et T PMpnˆ nq:

xT “
ÿ

ij

xiTijej . (-2.21)

À partir de là, il est possible de parler de vecteur propre à gauche lorsque xT “ λx.
Cela définit une application ψ : Mpnˆm,Kq Ñ LpE,F q qui a plein de propriétés.

(1) C’est une bijection, proposition 4.70(4).
(2) C’est un isomorphisme d’algèbre, proposition 4.73.
(3) C’est un isomorphisme d’espaces vectoriels, proposition 4.71.
(4) Isomorphisme d’algèbres et d’anneaux, proposition 4.73.
(5) Isomorphisme d’espaces topologiques, proposition 4.73.

Lorsque nous avons une base orthonormée 26 nous avons aussi les propositions 9.181 et 9.181
qui donnent des formules avec produit scalaire :

(1) Tαi “ eα ·T peiq
(2) x·Ay “ ř

klAklxkyl.
où le point est le produit scalaire usuel de Rn.

26. Définition 9.167.
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-2.1.2 Le changement de base

Soit un espace vectoriel V muni de deux bases peiqi“1,...,n et pfαqα“1,...,n. Le lemme 4.114 donne
le lien entre les vecteurs de base :

(1) fα “ ř
iQiαei

(2) ei “ ř
αQ

´1
αi fα

La proposition 4.115 donne un certain nombre de formules pour les coordonnées des vecteurs :
(1) yα “ ř

iQ
´1
αi xi

(2) xi “ ř
αQiαyα.

(3) xi “ pQyqi
(4) x “ Qy

La transformation de la matrice d’une application linéaire lors d’un changement de base est la
proposition 4.118. Soit une application linéaire T : V Ñ V de matrices A et B dans les bases teiu
et tfαu. Si les bases sont liées par fα “ ř

iQiαei, alors les matrices A et B sont liées par

B “ Q´1AQ. (-2.22)

En ce qui concerne la base duale, si e1
j “

ř
iAijei, alors

α1
j “

ÿ

j

A´1
jk αk, (-2.23)

proposition 4.131.

-2.1.3 Changement de base : matrice d’une forme bilinéaire

La proposition 9.149 fait le changement de matrice d’une forme bilinéaire lors d’un changement
de base. Si la matrice de q dans la base teiu est A et celle dans la base tfαu est B, alors

B “ QtAQ. (-2.24)

Pour comparaison avec la loi de transformation des matrices des applications linéaires, voir la
remarque 9.150.

Plus généralement, si ϕ est une application linéaire, la matrice de q ˝ ϕ est ϕtqϕ, proposition
9.148.

-2.2 Multiindice et liste d’indices
NORMooRRZCooMOKAzY

-2.1.
Je crois qu’il y a quelques incohérences de notations/dénominations dans le texte. En principe
quand on parle de Rn, un multiindice [4] est une vecteur d’entiers positifs à n composantes. Si
α “ p2, 1q alors nous avons la notation

Bαf “ B2

Bx1

B
Bx2

f (-2.25)

Cette notation pose problème lorsque, par exemple, B2
1B2f ‰ B1B2B1f .

Elle pose également problème lorsque l’on veut faire une récurrence sur l’ordre de dérivation
en ajoutant une seule dérivation à la fois.

C’est pourquoi nous introduisons le concept de liste d’indices. En parlant de Rn, une liste
d’indices est un vecteur arbitrairement long (mais fini) d’entiers dans t1, . . . , nu. Si, dans R7,
α “ p1, 3, 1, 5q, alors

Bαf “ B1B3B1B5f. (-2.26)
Si α est une liste d’indices de longueur p, une queue de α est une liste d’indices de longueur

0 ă k ď p de la forme pαp´k`1, αp´k`2, . . . , αpq.
Voir aussi la définition 3.47 pour α! et <++>
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-2.3 Anglicismes
SECooPBZVooCVInFT

Voici quelques anglicismes dont je ne me souviens jamais.
(1) Une σ-algèbre est une tribu, définition 14.1.
(2) Le «uniform boundedness principle» est le théorème de Banach-Steinhaus 11.138.
(3) Un anneau est ce qu’on appelle «ring» en anglais. Un corps est en anglais «field». De

plus le mot «field» comprend la commutativité. Donc certains utilisent le mot «corps»
pour dire «corps commutatif» et parlent alors d’anneau à division pour parler de corps non
commutatifs.
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connected part in topological space, 2852
connectés

indices d’une matrice, 2560, 2561
connection, 3332

Levi-Civita, 3315, 3589
on SOpR2q, 3595
on an hermitian module, 3990
on Connes’ calculus, 3994
on principal bundle, 3320
on symmetric spaces, 3515
on vector bundle, 3312

Connes differential form, 3970
connexe par arc, 810
connexité, 616

définition, 547
et intervalles, 804
fonction holomorphe, 1596
indice d’une courbe, 2105
le groupe GL`pn,Rq, 1221
par arc

fonction différentiable, 1124
points d’accumulation, 611
prolongement analytique, 1597
signature d’une forme quadratique, 1578
théorème de Runge, 2117
théorème des valeurs intermédiaires, 819
utilisation

Brouwer, 2114
consistance

estimateur, 2685
ordre, 2583

constructible
angle, 1792
point, 1788
réel, 1788

construction
des réels, 292

contenu, 368
continue

fonction entre espaces métriques, 609
fonction entre espaces topologiques, 539
forme différentielle, 1083

continuité
fonction définie par une intégrale, 1510
séquentielle, 581

continuous, 2855
functional calculus

selfadjoint in C˚-algebra, 3647
selfadjoint operators, 3388

functional on Banach space, 3384
spectrum, 3381

strongly, 3428
uniformly, 2852

contraction, 911, 1521, 3639
of a tensor, 3155

contragredient representation, 3359
contravariant

functor, 2845
convergence

commutative, 871
dans un espace vectoriel normé, 796
de martingales, 2751
en loi, 2629
en moyenne quadratique, 4811
en probabilité, 2628
in topological spaces, 2855
of a net, 2863
ordre, 2515
presque surement, 2628
quadratique, 2504
rapidité, 1447, 2326, 2327, 2514, 2658
strong in LpH q, 3376
suite

dans un corps, 280
suite dans Rm, 590
suite numérique, 796, 1503, 2301

Abel angulaire, 1844
uniforme, 1142

intégrale, 1508
théorème de Dini, 1145

convergence absolue, 867
convergence de suite, 534
convergence forte, 892
convergence normale, 867
convergence uniforme

série de fonctions, 867
convex, 3683

cone, 3052
subset, 3668

convexe
courbe plane, 1964
fonction sur Rn, 1560
norme, 4281

convexité
barycentre, 652
enveloppe de Opnq, 1229
fonction, 1550
inégalité de Jensen, 1565
locale, 577
méthode de Newton, 2510
utilisation, 1583

convolution, 2598, 2745, 4126
on coalgebra, 3179
on compact quantum groups, 3698
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over a bialgebra, 3169
product of distribution, 3407
semigroup, 3179
twisted, 4019, 4020

convolution sur S1, 2207
coordinate

local, 3422
coordonnées

cartésiennes
dans un espace affine, 657

curvilignes, 2040
cylindrique, 1731
dans un espace affine, 642
homogène, 2002
sphériques, 1732

coordonnées barycentrique, 658
coordonnées polaires, 1725
coproduct, 3167
corepresentation, 3697
corps, 232

complet, 280
de décomposition, 512
de rupture, 502

polynôme cyclotomique, 1759
des fractions, 277, 279
extension, 519, 528
fini, 1766, 1770, 1773

Wedderburn, 1762
formellement réel, 459
ordonné, 279
premier, 461

corps algébriquement clos, 488
corps valué, 310
cosinus, 1599

hyperbolique, 1449
cosphere, 3455, 3468
cotangent bundle, 2930
counit, 3167
countability axioms, 2851
courbe, 1917

efficacité, 2706
étude métrique, 2311
fermée, 1951
simple, 1951

courbe de Jordan, 1834
courbe de niveau, 1063, 1066
courbe simple, 1834
courbure, 1945

signée, 1952
totale, 1954

covariance, 2601
covariant

derivative, 3333

exterior , 3316
on associated bundle, 3323
on vector bundle, 3312

star product, 4057
covering

universal, 2864
covering map, 2864
critère

Abel, 1398
Abel pour intégrales, 1509
Cauchy

uniforme, 1143
de Cauchy, 302, 605
de la racine, 4452
Weierstrass, 1509

série de fonctions, 1148
critère du quotient, 881
critique

Galton-Watson, 2745
point, 1544
point d’un arc, 1932
région, 2705
valeur, 2706

cup product, 3188
current, 3403

1-form, 3618
curvature, 3314, 3335, 3993

(scalar) of a spectral triple, 4121
extrinsic, 4122
form, 3322
on Connes’ calculus, 3994
on principal bundle, 3322

cycle, 251, 3185, 3492
cyclic

module, 3148
representation, 3673
vector, 3673, 3792

cyclique
endomorphisme, 704
matrice, 704

cycloïde, 4295
coordonnées normales, 1937
longueur, 1931

d’Alembert operator, 4046
d’Alembert operator, 4046
décalage, 2491
decomposable

in an abstract root system, 3012
decomposition

Cartan, 3050
Iwasawa, 3052, 3140
Jordan, 2974
of operator, 3766
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polar in von Neumann algebra, 3725
root space, 3051

décomposition
Bruhat, 1230
canonique, 172
corps, 512
Dunford, 762

application, 1454
exponentielle de matrice, 1171

Jordan
et exponentielle de matrice, 1453

polaire, 1226
primaire, 760
sous-espaces caractéristiques, 760
spectrale, 760

décomposition de Hahn, 1336
décomposition de Jordan, 1338, 1339
décomposition décimale, 889
definition representation, 2966
deformation, 4053
degenerated representation of C˚-algebra, 3673
degré

application S1 Ñ S1, 1955
d’une représentation, 425
extension de corps, 485

degré d’un polynôme, 273
demi-plan, 1038
dénombrable, 207

à l’infini, 551
dénombrement, 1680

partitions de t1, . . . , nu, 1477
dense, 537

nulle part, 619
densité, 1593

d’une variable aléatoire, 2592
dans un espace de fonction

critère de Weyl, 2301
de Q dans R, 792

utilisation, 1557
de GLpn,Rq dans Mpn,Rq, 1221
de DpRnq dans L1pRnq, 2289
de C8

c pRdq dans LppRdq, 2179
de L2`r0, 1s˘ dans Lp

`r0, 1s˘, 2181
de S`pn,Rq dans S``pn,Rq, 1225
des fonctions étagées dans Lp, 2179
des polynômes

dans C0
c r0, 1s, 2673

matrices diagonalisables dansMpn,Cq, 1221
mesure, 1327
points extrémaux dans L, 1228
prolongement, 1589

densité conjointe, 2596
densité d’une mesure, 1327

density, 3308
déplacement, 1696
dérivabilité

fonction définie par une intégrale, 1512
lemme de Borel, 1475

dérivable
au sens complexe, 1120
fonction, 2407

dérivation
au sens des distribution

Sobolev, 2394
derivation

inner, 3129
of a distribution, 3400
of a Lie algebra, 2971, 3064
over a C˚-algebra, 3801

dérivé
groupe, 313

derived
Lie algebra, 2976
series, 2976

dérivée, 935
dans Sobolev H1pIq, 2391
distributionnelle, 2360
faible, 2346
fonction à valeurs dans E1, 638
partielle, 1077, 1199
seconde, 1045

dérivée directionnelle, 935, 936
dérivée faible, 2344
dérivée partielle, 935
déterminant, 666

Cauchy, 1506
d’un endomorphisme, 670
d’une famille de vecteurs, 667
de Cauchy, 675
et inversibilité, 670
forme linéaire alternée, 665
Gram, 674, 1506
interprétation géométrique, 1371
matrice, 401
résultant, 676, 1849
utilisation, 1583
Vandermonde, 672

détermination
logarithme, 2099

principale, 2099
détermination du logarithme, 2102
développable

en série entière, 1457
développement

asymptotique, 1198
limité
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en zéro, 1192
fonction holomorphe, 2081
premier ordre, 939

Taylor, 1897
diagonal operator, 3768
diagonale

dominante, 2565
fortement dominante, 2565
strictement dominante, 2565

diagonalisable, 739
et polynôme minimum scindé, 740
exponentielle, 1454

diagonalisation
cas complexe, 1015
cas réel, 744
endomorphisme autoadjoint, 834
simultanée, 741

diamètre, 1004
diédral, 1680
diffeomorphism, 3154
difféomorphisme, 942

de classe Ck, 1136
différence

centrée, 2571
divisée, 2528
progressive, 2571
régressive, 2571

différentiabilité, 1124
differentiable

manifold, 2898
map, 3154
vector, 4056

differential, 3430
form, 2930

vector-valued, 3296
operator, 3455

left invariant, 3456
differential form, 3283
différentielle, 934

de u ÞÑ u´1, 959
partielle, 958
totale, 1199

dilatation, 1214
dilatation (matrice), 413
dimension, 382

n-formes multilinéaires alternées, 666
définition, 382
function, 3165
of a free module, 3158
of a spectral triple, 3981

simple, 3981
spectrum, 3981

of a symplectic triple, 3548

of a von Neumann algebra, 3737
sous espace affine, 648
utilisation, 654

Dirac
distribution, 3400

dirac
matrices, 3571, 3573
operator, 3566, 3599

on pM, gq, a spin manifold, 3592
on R1,3, 3573
on R2, 3594, 3597
on functions, 3594

dirac type operator, 3461
direct

integral decomposition, 3764
limit, 2846
sum of Lie algebras, 3064
system, 2846

direct sum representation, 2967
directed set, 2863
Direction, 3921
direction, 936, 1940

sous-espace affine, 648
Dirichlet

algebra, 3804
completely, 3799
form, 3799
C˚, 3799

noyau, 2298
théorème, 2298
théorème (sur les nombres premiers), 1762

displacement group, 3506
disque de convergence, 1397
distance, 559

associée à une norme, 569
compatible, 599
entre deux mesures de probabilités, 2701
entre un ensemble et un point, 4722
invariante, 599
point et ensemble, 592, 4288

distance discrète, 591
distance on spectral triple, 3984
distance produit, 586
distingué

sous-groupe, 223
distribution, 2357, 3399

de Dirac, 2378
équation de Schrödinger, 2453
marginal, 4125
produit par une fonction, 2360
tempérée, 2377

distribution on a manifold, 2932
divergence, 1206, 3317
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diviseur
dans un anneau, 227
de zéro, 228
de zéro à droite, 228
polynôme, 367

diviseur de zéro, 228
divisible, 192
division

euclidienne, 234, 367
harmonique, 2019

Dixmier trace, 3468
domaine, 789

fondamental d’une action, 325
dominant weight, 3035
dominé

modèle statistique, 2684
dominée

convergence (Lebesgue), 1324
mesure, 1332

dominée par le dessus, 620
dominée par une seminorme, 620
double covering

of SOp2q, 3584
of SO0pp, qq, 3578
of SOpV q, 3581

drift
process, 4138

Drinfel’d twist, 4008
droite

dans la sphère de Riemann, 2007
projective, 1983

droite affine, 659, 1031
droite réelle achevée, 814
droite vectorielle, 1031
droites parallèles, 1031
droites perpendiculaires, 1031
dual

connection, 3994
d’un espace de Hilbert, 2059
de Mpn,Kq, 733
de LppΩq, 2264
de Lp, 2258
Hopf algebra, 3178
in strict monoidal categories, 2848
module, 3402
of a module, 3494, 3987
of a vector space, 2930
of Hopf algebra, 3173
pair of Hopf algebra, 3173
space, 3402
topological, 3402

dual algébrique, 422
dual module, 3585

dual topologique, 962, 2051
Dunford

décomposition, 762
dyadique, 1354

développement, 299
Dynkin

coefficient, 3035
diagram, 3035

of sop2l ` 1q, 3199
Dynkin diagram, 3018

ecart, 2854
ecart, 2854
écart-type, 2600
échantillon, 2678, 2680
effectif

empirique, 2710
effective

action, 3351
symmetric space, 3512

efficacité
courbe, 2706
d’une méthode itérative, 2523

eigenvalue, 3384
electromagnetism, 3615
élément

inversible
dans un anneau, 228

élément
de surface, 1829
de torsion, 330

élément de surface, 1806
élément maximal, 167
élément minimal, 167
élément premier, 227
élément régulier, 178
élément régulier à gauche, 178
élémentaire

polynôme symétrique, 526
elementary

normal symplectic algebra, 3556
representation, 3062
solvable

exact triple, 3550
solvable exact triple, 3548

ellipsoïde, 786
elliptic

boundary condition, 4124
pde, 3471

elliptic operator, 3455
elliptique

équation aux dérivées partielles, 2481
embedding, 2931
endomorphism
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of ΛW , 3570
of module, 3162

endomorphisme, 387
cyclique, 704
décomposition

polaire, 1226
diagonalisable, 785, 1223, 2449

Dunford, 762
diagonalisation, 744
nilpotent

Dunford, 762
préservant une forme quadratique, 1235
sous-espace stable, 762, 2449

endomorphisme direct, 680
endomorphisme préserve l’orientation, 680
energy

associated with a Lagrangian, 3368
in the representations of sop2, d´ 1q, 3265

energy-momentum, 4043
Engel theorem, 2981
engendré, 232

λ-système, 1246
corps, extension, 494
idéal dans un anneau, 232
sous-espace affine, 648
sous-groupe, 264

ensemble
archimédien, 185
de Cantor, 1304
différence symétrique, 170
infini, 201

ensemble connexe, 547
ensemble des mots, 2777
ensemble étoilé, 4781
ensemble fini, 201
ensemble ordonné, 167
ensemble quotient, 172
ensembles

disjoints, 165
entier, 197
entire function, 3797
entrelacement, 1488
enveloping algebra, 3156
enveloppe

convexe, 652
epimorphism, 3153
équation

différentielle
linéaire, 2410
ordinaire d’ordre 1, 2407
variables séparées, 2412

générale de degré n, 530
équation

aux variations, 2430
de Riccati, 2451
des classes, 325
des orbites, 325
différentielle

étude qualitative, 2449
Hill, 2448
homogène, 2451
système, 2449

diophantienne, 343, 362, 364
Fredholm, 1523
orbite-stabilisateur, 324

equation
Klein-Gordon, 3565
Schrödinger, 3565
Yang-Baxter, 3178

équation de droite, 1037
équation différentielle

linéaire du premier ordre, 2461
linéaire du premier ordre, homogène, 2461
linéaire du second ordre, 2464
linéaire du second ordre, homogène, 2464
premier ordre, 2456
second ordre, 2457
variables séparables, 2459

équation exponentielle, 1179
équation fonctionnelle, 1179
équation homogène associée, 2461
équi-intégrable, 2751
équicontinu, 618
équipotent, 200
équivalence

arcs paramétrés, 1933
chemin, 1926
classe de fonctions, 2152
de représentations, 1488
de suites, 798
homotopie, 2107
suite de composition, 319

equivalence
of categories, 2845
of Lévy process, 4126
of observer, 3602
of principal bundle, 3306
of representation of C˚-algebra , 3673
of spectral triple, 3981
of states, 3690
of vector bundle, 3271
representation of Clifford, 3585

équivalence de forme quadratiques, 756
équivalence de normes, 851
equivalence of orientation, 3341
equivalence of projectors, 3737
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equivalent
Murray-von Neumann, 3805

equivalent representations, 2966
equivariant, 3309, 3360, 3395

function, 3333
momentum map, 3361
vector field on principal bundle, 3306, 3366

ergodic, 3730
erreur, 2529, 2559

assignation, 2494
de consistance, 2582
discrétisation, 2583
quadratique, 2532
troncature, 2494

erreur relative, 2494
escalier, 1286
ESET, 3548
espace

L2

Sobolev, 2394
Lp, 2155
de Baire, 639
de Bergman, 2292
de fonctions
Lp, 2174
Sobolev H1, 2394

de Hilbert
espace de Sobolev H1, 2394

de probabilité, 2591
de Schwartz, 2287, 2377
de Sobolev, 2391, 2398
euclidien, 846
mesurable, 1237
mesuré, 1242

complété, 1261
métrique, 559

base de topologie, 563
projectif, 1983
propre, 697
séparé, 544
topologique

métrisable, 609
vectoriel, 267

dimension, 666
vectoriel topologique

métrisable, 594
espace de Banach, 596
espace de Sobolev, 2396
espace tangent, 1802
espace topologique, 531
espace topologique normal, 1972
espace vectoriel

topologique, 570

espace vectoriel normé, 568
espérance, 2596

conditionnelle, 2605, 2606
événement, 2607
variable aléatoire, 2611

essential subspace of a representation, 3670
estimateur, 2685

biais, 2686
consistant, 2685
de fonction de répartition, 2690
maximum de vraisemblance, 2688

estimateur convergeant, 2685
estimation

des grands écarts, 2658
étagée

fonction, 1286
état

apériodique, 2729
récurrent, 2722
récurrent positif, 2722
transitoire, 2722

Éther, 2784
étoile de Kleene, 2779
étranger

dans leur ensemble, 368
étrangers

polynômes, 368
Euclide

algorithme étendu, 332
lemme, 336

euclidien
anneau, 242
espace, 725

Euler
fonction, 4808
fonction β, 4810

euler-Poincaré characteristic, 3493
évaluation

polynôme plusieurs variables, 350
even spectral triple, 3981
Événement, 2789
événement, 2591
event horizon, 3859
exact

intervalle de confiance, 2694
exact sequence

short, 3077
exact triple, 3548, 3549
excès

intervalle de confiance, 2694
exhaustive (suite de compacts), 613
exponential from a Lie algebra, 3093
exponentielle, 1433
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convergence, 883
de matrice, 961, 1453, 1454, 1466

utilisation, 1542
existence, 1427
rapide, 1756
unicité, 1180

exposant, 438, 785
d’un groupe, 249

extension
corps de base, 764
de corps, 484, 528

algébrique, 497
finie, 1775
simple, 494
utilisation, 1793

isométrie, 1590
lemma, 4072
of group, 3075
of Heisenberg algebra, 4074
séparable, 522

extension algébrique, 488
extension algébriquement clos, 488
extension of Lie groups, 3077

split, 3077
exterior

covariant derivative, 3322
derivative, 3316
point, 3859

extrapolation, 2528
extreme point, 3683
extrémité

d’un intervalle, 804
extrémum, 1897

lié, 1548
local

relatif, 1548
extrémum local, 1543
extrémums, 1546

volume d’un ellipsoïde, 1583
extrinsic curvature, 4122

face
of a singular p-simplex, 3494

face
of a singular p-simplex, 3494

facteur
intégrant, 2452

factor, 3724
finite, 3752
of type II, 3740
of type I, 3740
of Type In, 3740
of type II1, 3729, 3740, 3752, 3753
of type II8, 3740

of type III, 3740
purely infinite, 3746
semifinite, 3746

factoriel
anneau, 352

factorisation
de polynôme, 373, 501

faisceau de droites, 2005
faithful

functional, 3749
functor, 2845
state, 3661

faithful representation, 2966
famille

sommable, 873
famille trigonométrique

sur S1, 2206
family

locally finite, 2853
Fatou, 1313
Fejér

noyau, 2298
fermé, 532, 687
fermeture séquentielle, 593
fermionic action, 3999
fibration, 4085
field

algebraic structure, 3153
of Hilbert space, 3764
strength, 3622, 3997

filtration, 2747
final projection, 3738
fine

subdivision, 1917
finite

factor, 3742
projection, 3742

finite dimensional
module over Hopf algebra, 3177

finite type module, 3156
first countable, 2851
fixateur, 322
flag, 2982
flat, 2943
flot, 2424, 2472
flow, 2925
flux

d’un champ de vecteur, 1833
flux d’un champ de vecteurs, 1831
fonction, 789

Γ d’Euler, 2137
à décroissance rapide, 2287
borélienne, 1255
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caractéristique, 1887
d’une variable aléatoire, 2623

continue
égales, 594

convexe, 1550, 1557
croissante, 790
de Dirichlet, 2304
de Möbius, 1784
de répartition, 2623
décroissante, 790
définie par une intégrale, 1472, 1510, 1516,

2143
Γ d’Euler, 2137
utilisation, 2645

en escalier intégrable, 1885
étagée, 2179
génératrice, 2624
holomorphe, 1120, 2143

théorème de Montel, 2291
image, 789
méromorphe

Γ d’Euler, 2137
monotone, 790
valeurs vectorielles, 1200

fonction continue en un point, 539
fonction dérivée, 935
fonction intégrable, 1317
fonction périodique, 1054
fonctionnelle

énergie, 2080
fonctionnelle de Minkowski, 621
fonctions équivalentes, 546
fondamental

domaine d’une action, 325
form core, 3381
form of degree k, 4001
formal

extension lemma, 4015
forme

bilinéaire, 711
non dégénérée, 712

différentielle, 1082
exacte, 1842
fermée, 1842

linéaire
différentielle, 1548

quadratique, 1578, 1580, 1897
groupe orthogonal, 1235

forme bilinéaire symétrique, 711
forme canonique

fonction simple, 1286
matrice de transition, 2739

forme linéaire, 422, 665

forme multilinéaire alternée, 665
forme quadratique, 711
formle multilinéaire antisymétrique, 665
formule

Bayes, 2603
Burnside, 326
d’expulsion (produit vectoriel), 844
de Cauchy, 2111
Hadamard, 1401
inversion Möbius, 1785
probabilité totales, 2602
sommatoire de Poisson, 2326
Taylor

utilisation, 2514
formule binomiale, 346
Formule de Leibniz, 2347
formule de Stirling, 1903
formule de Taylor

reste intégral, 1878
formule des classes, 324
Fourier, 2326

série
utilisation, 2311

transformée
groupe abélien fini, 1483

fourier transform, 3453
Fourier transform, 3401, 3423, 3425

twisted, 4018
fraction

rationnelle
intégration, 1849

fraction dyadique, 299, 1975
fraction rationnelle, 1875
fractions

rationnelles, 277
fractions (corps), 279
frame, 3304

bundle, 3325
on AdSl, 3960

moving, 3304
Fréchet

algebra, 3427
space, 3427

Fredholm
équation, 1523
module

associated with a K-cycle, 3980
even, 3977
odd, 3977

operator, 3976
free

action, 3497
family in a module, 3156
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part of a black hole, 3844
vector, 4038

Frenet
formules, 1947

fréquence
empirique, 2710, 2720

Fresnel
intégrale, 2141

Frobenius
morphisme, 272

frontière, 537, 561, 691
Fubini

théorème
dans Rn, 1388

full functor, 2845
functional, 3384
functional calculus

continuous, 3388
functor

contravariant, 2845
functor (covariant), 2845
fundamental

1-form, 3296
representation, 3712
sequence of subset, 2856
vector field, 3089, 3320, 3352, 3497, 3828,

3862
on R2, 4062

Future, 3889
future

directed vector, 3619, 3842, 3859
horizon, 3831
interior region, 3831

Gårding space, 3433
Gårding space, 3433
Galerkin approximation, 3484
Galton-Watson

sous-critique, 2745
sur-critique, 2745

gauge
invariance, 3616

of electromagnetism, 3616
potential, 3997

(universal connection), 3992
principal potential, 3332
transformation, 3333

local description, 3329
of principal bundle, 3311
of section of associated bundle, 3311

gauged
Dirac action, 4000
Dirac operator, 4000

Gauss

lemme
polynômes, 481

polynomial, 3710
somme de, 1768

Gaussian
part of a representation, 4139
Schürmann triple, 4138

Gelfand
theorem, 3643
topology, 3639
transform, 3639

générateur, 266
generating family of a module, 3156
generator

of infinitesimal rotations, 3146
génératrice

partie d’un module, 270
géométrie

avec des groupes, 1674, 2026
avec nombres complexes, 1674, 2026

géométrique
avec des nombres complexes, 2311

Gershgorin
disque, 2562

global symmetry, 3616
globally group type, 4083
GNS representation, 3798
graded differential, 3978
gradient, 937, 1090, 1098, 1111, 3317
Gram (déterminant), 674
Gram-Schmidt, 846
graphe, 790, 1047

de transition (chaine de Markov), 2720
fonction, 1063
fonction de deux variables, 1065

grassmann connection, 3991
Grönwall (lemme), 2407, 2408
grothendiek group, 3806
group

adjoint, 3128
homotopy, 2864
isotropy, 3354, 3371
Lorentz, 3610
Weyl, 3008

group ring, 3154
groupe, 173

GLpn,Rq, 1580
p-groupe, 431
action, 2026

utilisation, 1235
agissant sur un ensemble

diédral, 1673
alterné, 447
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circulaire, 2023
de Galois, 530
de permutation, 1745
de permutations, 1680

caractères de S4, 1496
de torsion, 330
dérivé, 313

de GLpn,Kq, 1219
de SLpn,Kq, 1219
du groupe alterné, 450
du groupe symétrique, 449

des isométries
espace métrique, 591

des symétries, 1692
diédral, 1673, 1680

générateurs (preuve), 1674
générateurs (utilisation), 1745

en géométrie, 1673
et géométrie, 666, 1680, 2026

isométries du cube, 456
fini, 433, 441, 1680, 1754, 1762, 1766

alterné, 449
diédral, 1673
Wedderburn, 1762

linéaire, 1230
décomposition polaire, 1226
enveloppe convexe de Ωpnq, 1229
hyperplan, 734
sous-groupes compacts, 1232

modulaire, 2026
orthogonal, 683

d’une forme quadratique, 1235
partie génératrice, 449, 1754, 2026
permutation, 666, 673, 1230, 1754

diédral, 1673
projectif, 1990
quotient, 317
simple, 224
spécial orthogonal, 684
symétrique, 250

action sur un triangle, 1485
groupe abélien, 173
groupe commutatif, 173
groupe cyclique, 266
groupe de pavage, 1696
groupe dérivé

de GLpn,Cq, 1213
groupe ordonné, 223
groupe résoluble, 321
groupe simple, 224
groupoid, 3368

Haar
measure, 3697

state, 3698
Haar

measure, 3697
state, 3698

Haar functional, 2868
Haar measure, 2868, 2888
Hadamard

conditions, 2482
formule, 1401

Hahn-Banach theorem, 3383, 3394
Hamiltonian

action, 3358, 3549
weak, 3358

field, 3358
Hardy-Littlewood (théorème), 1503
harmonic form, 3340
harmonique

fonction, 4380, 4491
hasse diagram, 2861
Hausdorff, 544
Hausdorff space, 2853
heat kernel, 3561
height of a representation, 3059
Heine (théorème), 1005
heisenberg

algebra, 3556
hermitian, 3376

metric, 3550
structure on a module, 3987
symmetric space, 3541

Hermitian
functional, 4127

hermitian conjugate, 3211
hermitian operator, 3212
hermitienne, 727
hessienne, 1137
hexagonal identities, 2849
highest weigh vector

for Uq slp2,Cq, 3717
highest weight, 3033

for group representation, 3032
in Uhg-modules, 3713
module, 3717

Hilbert
espace, 2053

Hilbert space, 3373, 3408
Hilbert-Schmidt

class operator, 3392
operator, 3378, 3379

Hochschild
coboundary, 3185
cohomology, 3187

Hodge operator, 2942
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hölder inequality, 3380
holomorphe, 1120, 2145

sur un compact, 1120
holonomic constraint, 3362
holonomy group, 3328
homeomorphism, 3154
homéomorphisme, 540
homogène

chaine de Markov, 2715
homogeneous

linear PDE, 3469
Riemannian metric, 3504
space, 3354, 3498, 3512, 3540, 3854

homographie, 1989, 2026
sur CY t8u, 2012

homology
group, 3492

homomorphism, 3153
of Lie group, 3075
of Poisson algebra, 3182
of principal bundle, 3302
of symmetric space, 3506

homotopie, 1834
homotopie à extrémité fixées, 1834
homotopy

of morphism of chain complexes, 3492
homotopy group, 2864
homset, 2845
Hopf algebra, 3169

˚-Hopf algebra, 3174
dual, 3178
quasitriangular, 3178
representation, 3177

Horizon, 3889
horizon, 3837
horizontal, 3320

lift, 3320, 3321
space, 3320

hull-kernel topology, 3673
hyperbolic

pde, 3471
hyperbolique

équation aux dérivées partielles, 2481
hyperplan, 781, 1639

de Mpn,Kq, 735
sépare

au sens strict, 2242
séparer

au sens large, 2242
hypothèse

alternative, 2705
composite, 2705
multiple, 2705

nulle, 2705
simple, 2705

idéal
bilatère, 225
dans un anneau, 225
principal

à droite, 236
à gauche, 236

idéal
bilatère, 225
dans un anneau, 225
principal

à droite, 236
à gauche, 236

idéal à droite, 225
ideal in Banach algebra, 3660
idéal maximal, 234
identifiable, 2684
identification vector, 3831
identité

parallélogramme, 4281
identité de polarisation, 716
identity

in monoidal category, 2847
image, 789
immersion, 2923, 2931
incompressible

champ de vecteur, 1208
increasing

net of projections, 3776
indécomposable

module, 270
indecomposable module, 3033
indépendance

affine, 656
algébrique, 530
événements, 2592

utilisation, 2671, 2754
projective, 1991
sous tribus, 2592
variables aléatoires, 2593

independent
with respect to a state, 4126

index, 3775, 3777
indicatrice d’Euler, 443
indice, 316

d’une courbe dans C, 2104
de rotation, 1956

indice d’inertie, 723
induced

Clifford module, 3585
distribution, 3402
representation, 3395
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topology, 2851
inductif, 169
induite

topologie, 688
tribu, 1239

inégalité
arithmético-géométrique, 1566
Bessel, 2062
Cauchy-Schwarz, 831, 2053
de Khintchine, 2655
de la moyenne, 1124
des pentes, 1551
Hölder, 2161

utilisation, 2600, 2673
isopérimétrique, 2311
Jensen, 1565

espérance conditionnelle, 2622
pour une somme, 1565
version intégrale, 2160

Kantorovitch, 1566
Markov, 2634
Minkowski, 2164
triangulaire, 559, 568

inférence statistique, 2677
infimum, 304
infinite

projection, 3742
infinitesimal

of order 1, 3467
infinitesimal operator, 3465
initial projection, 3738
injection, 166, 581
inner

automorphism, 2994, 3129, 3136, 3188, 4117
fluctuation of the metric, 4119

intégrable
fonction à valeurs vectorielles, 1320
fonction non en escalier, 1891
fonction positive, 1896

integrable distribution, 2933
integrable scalar, 3406
integral

curve, 2944
lower, 3405
on a spectral triple, 3984
upper, 3404

integral curve, 2925
integral manifold, 2933
integral of a differential form, 3344
intégrale

calcul, 2301
convergente, 1368, 1848
d’une fonction sur une carte, 1807

d’une fonction sur une variété, 2194
d’une forme différentielle, 1819
fonction en escalier, 1885
Fresnel, 2141
impropre, 1367, 1368
sur un chemin, 1817

intégrale d’une fonction, 1308
intégrale d’une forme différentielle, 1819
intégrale de Dirichlet, 1914
intégrale existe, 1316
intégrale sur une carte, 1803
intégration

fraction rationnelle, 1849
intéressante, 161
intérieur, 535

d’un ensemble, 686
point, 686

interior
product, 2940
region, 3859

internal
metric, 3814
space, 3814

interpolation, 2528
intervalle, 168, 789, 810

longueur, 1294
Intervalle, 2789
intervalle de confiance

asymptotique, 2698
invariance cyclique

trace, 396
invariant

de similitude, 772
form, 2975
function on a group, 4070
Lie subalgebra, 2984
vector subspace, 2965, 2974

invariant subspace, 2966
invariant vector field, 3079
invariante

mesure
pour une chaine de Markov, 2740

inverse
dans un groupe, 222
root, 3001, 3025

inverse généralisé, 2662
inversion, 1978

dans le groupe symétrique, 256
inversion dans CY t8u, 2010
involution, 742, 3174

automorphism, 3512
Cartan, 3050, 3508
on a K-algebra, 3174
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on algebra, 3382
on complex vector space, 3174
on Hopf algebra, 3174

involutive
automorphism, 3135, 3508, 3510, 3511
Lie algebra, 3547

involutive distribution, 2933
irrationalité?

2, 287
irreducible

abstract root system, 3010
algebraically, 3683
representation, 2965
topologically, 3683
vector space, 2974

irreducible representation, 2966
irréductible

chaine de Markov, 2718
dans un anneau, 227
module, 270
représentation, 1486

isobarycentre, 650
isométrie

de forme quadratique, 720
de l’espace euclidien R2, 1674
espace euclidien

isométries du cube, 456
groupe, 591

isométrie (forme bilinéaire), 721
isométrie d’espaces métriques, 591
isométrie positive, 1643
isometry

in Hilbert space, 3376
isomorphism

of abstract root system, 3011
of categories, 2845
of Lie groups, 3072
of modules, 3753
of principal bundle, 3302
of symplectic

symmetric spaces, 3549
triple, 3548

isomorphisme, 898
pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, 1766
d’anneaux, 224
de corps, 259
espace affine, 647
espace vectoriel normé, 944
espaces vectoriels, 387

isomorphisme d’espace topologique, 540
isospectral

manifold, 4121
isotrope

cône, 718
sous espace, 718
totalement, 718
vecteur, 718

isotropic
representation, 3504
subspace

completely, 3569
in R2, 3582

isotropy
group, 3351, 3354, 3371
Linear group, 3354

Iwasawa
coordinates, 3552
decomposition, 3052, 3140

of SLp2,Cq, 3205
of SOp1, nq, 3520
of SPp2,Rq, 3206
of SLp2,Rq, 3142

group, 3052, 3847
Iwasawa decomposition

of SOp2, 1q, 3517
of SOp2, nq, 3521

Jacobi, 3168
identity, 2971

Jacobi, 3168
identity, 2971

jacobien, 1111, 1205
Jacobson topology, 3673
Jordan

forme, 4847
réduction, 774

Jordan decomposition, 2974
in Hilbert space, 3394

Jordan-Hölder, 318
junk form, 3969, 3970

K-cycle, 3980
K-cycle, 3980
kähler

2-form, 3551
manifold, 3550

Kaplansky density theorem, 3768
kernel

for a WKB quantization, 4055
for extension pX, 0, 2q of Heisenberg, 4080

ket-bra operator, 3989
killing

form, 4060
vector field, 2944

Killing
form, 2975, 3036

bi-invariance, 3071
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KMS
condition, 3795
symmetric map, 3796

Kronecker
symbole, 382

Kronecker product, 3061

lacet, 1834
lacet, 1834
lacet de Jordan, 1834
ladder operators, 2990
Lagrange

multiplicateur, 1548
polynôme, 733
théorème, 317

Lagrange-Poisson structure, 3368
Lagrangian, 3368

subspace, 3357
vector field, 3368

lagrangien, 1548
langage, 2778

itéré, 2779
itéré strict, 2779
unité, 2778
vide, 2778

Laplace
transformée, 2624

laplace operator, 3317
Laplace operator, 3424
laplace type operator, 3461
Laplace-Beltrami operator, 3340, 3561
laplacien, 2047, 4323
layer, 3059
Lebesgue measure, 3404
left

bounded vector, 3753
ideal, 3660
invariant

kernel, 4055
support, 3738

left invariant
differential operator, 3456
function on a group, 2858
linear form on a Hopf algebra, 3177
operator, 3456
vector field, 3079, 3497

left invariant vector field, 3079
left translation, 3069, 3079
left-invariant vector field, 3080
Legendre

symbole, 1767
legendre mapping, 3368
Leibniz, 1049

applications entre espaces vectoriels normés,
957

Leibniz formula, 2930
lemme

Borel, 1475
d’Euclide, 336
de Borel-Cantelli, 2632
de Gauss

contenu de polynôme, 1775
pour des entiers, 336

de Morse, 1897
de Schreider, 319
de Slutsky, 2631
de transport, 1252
de Zorn, 169
des noyaux, 699
Fatou, 1313
Gauss

dans un anneau principal, 355
polynômes, 481

Grönwall, 2407, 2408
Hadamard, 1519
Schur complexe, 1014
Schur réel, 743

lemme de regroupement, 2595
length

in Weyl group, 3047
length of a root, 3030
lettres, 2777
levi subalgebra, 2986
Levi-Civita, 2042
Levi-Civita connection, 3327
Lévy

process, 4125, 4126
lexicographic ordering, 3031, 3041, 3044
libre

action, 328
partie, 377
partie d’un module, 270

librement engendré, 385
Lie

algebra
compact, 3132
derived, 2976
representation, 2965
solvable, 2977

algebroid, 3365
bialgebra, 3182
coalgebra, 3182
derivative

of a p-form, 2944
of a vector field, 2944

group, 3067
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of transformation, 3351
solvable, 2977

groupoid, 3371
theorem, 2977, 2983

Lie algebra, 2971
Lie algebra of a Lie group, 3080
Lie subgroup, 3074
lift

horizontal, 3321
lifting property

covering space, 2864
projective module, 3163

light
cone, 3857
ray, 3856

light-like, 3841
Ligne d’univers, 2784
liminal C˚-algebra , 3773
limite, 758

d’ensembles, 1245
d’une fonction, 558
de fonctions holomorphes, 2143
de suite

espace topologique, 534
inférieure, 801
inversion, 1477, 1503, 2143, 2155
permutation

utilisation, 2625
suite dans Rm, 590
suite numérique, 796
supérieure, 801
unicité, 559

limite à droite, 826, 987
limite à gauche, 826
limite de suite, 534
limite épointée, 975
limite inductive, 2348
limite inférieure, 801
limite pointée, 975
linéaire

application, 386
linéairement indépendant

module, 267
linear

PDE, 3469
linear map between modules, 3752
Liouville measure

for SLp2,Rq, 4069
Lipschitz, 1521, 3982

localement, 1126
lipschitz

function, 3985
Lipschitzienne, 1125

liste d’indices, 44
little group, 3613
local symmetry (physics), 3616
localement

intégrable, 1367
locally

bounded representation, 3428
group type, 4083
integrable, 3487
isomorphic

Lie groups, 3072
trivial

principal bundle, 3302
locally convex, 2856
log-concave, 1557
logarithme

complexe, 2095
dans C, 2092
de matrice, 1467
sur les réels positifs, 1429

logarithme d’une application, 2102
loi

χ2, 2656
binomiale

comportement asymptotique, 2658
conjointe, 2595
de Poisson, 2642
des grands nombres

forte, 2634
pour les chaines de Markov, 2742
processus de Poisson, 2771
utilisation, 2658, 2671

marginale, 2595
normale

vecteur gaussien, 2650
parente, 2677, 2678
parente d’un échantillon, 2680
réciprocité quadratique, 1770
sans mémoire, 2645
Student, 2656

loi d’une variable aléatoire, 2625
loi exponentielle, 2643
loi stationnaire, 2718
longueur

arc géométrique, 1934
d’un arc paramétré compact, 1918
d’un intervalle, 1294
d’une arrête, 1883
élément de, 1929

longueur d’arc, 1920
lorentz

algebra, 2988
Lorentz
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group, 3610, 4038
Lorentz group, 3245
Lotka-Volterra, 2442
lowest weight

in Uhg-module, 3713
lucky number, 3061

M-matrice, 2567
M-matrice, 2567
maigre, 1257
maigre (ensemble), 619
majorant, 167, 304

essentiel, 2157
manifold, 2898
marginal

distribution, 4125
Markov

inégalité, 2634, 2683
Markov property, 3784
Markovian, 3795

completely
map on a C˚-algebra, 3795
semigroup on L2pA, τq, 3800

quadratic functional, 3799
semigroup on L2pA, τq, 3800

martingale, 2747
bornée dans L2pΩq, 2748

mass hyperboloid, 4043
matrice, 395, 1230, 2026

compagnon, 770
creuse, 2537
cyclique, 704
d’une application linéaire, 398
de dilatation, 413
de permutation, 413
de similitude, 1121
de Sylvester, 675
de transvection, 412
dense, 2537
équivalence, 415

dans le groupe linéaire, 1235
hermitienne

racine carrée, 1223
jacobienne, 1098, 1110
normale, 1015
orthogonale, 411, 683
permutation

élémentaire, 2545
racine carrée, 1223
réductible, 2561
semblable, 1223
semblables, 1580
symétrique, 1580

réelle, 1578

trigonalisable, 1013
matrice d’une forme bilinéaire, 719
matrice de transition, 2716
matrice positive, 823
matrice primitive, 823
matrice stochastique, 2717
matrice-colonne, 395
matrice-ligne, 395
matrices

similitude, 415
matrices équivalentes, 735
matrices semblables, 735
matrix

element of a module, 3178
quantum group, 3696

maximal
norm, 3691
tensor product, 3691

maximale
partie orthonormale, 2063

maximum, 167, 184
global, 1543
local, 1543

maximum ideal, 3660
maximum local, 1543
Maxwell, 3615, 3619
measurable operator, 3468
measure, 3403

Lebesgue, 3404
positive, 3404
real, 3404

Mellin transform, 3561, 4124
méromorphe, 2129
mesurable

application, 1245
au sens de m˚, 1251
ensemble, 1243
fonction, 1252
Lebesgue, 1882

mesure
σ-finie, 1242
angle entre vecteurs, 1665
complexe, 1347
dans une carte, 1806
de Borel, 1276
de comptage, 1360, 1388
de Lebesgue, 1297
de Radon, 1276, 2124
extérieure, 1239
externe, 1882
finie, 1242
image, 1270
positive, 1242
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probabilité, 2591
produit, 1352
régulière, 1276

extérieure, 1276
intérieure, 1276

sur un ensemble de parties, 1239
mesure σ-finie, 1240
mesure à densité, 1327
mesure absolument continue, 1332
mesure finie, 1240
mesure signée, 1242
mesures mutuellement singulières, 1332
Méthode

de Newton, 2508
méthode

des chemins, 1075
Newton, 2514

cas convexe, 2510
métrisable

espace vectoriel topologique, 594
mid-point map, 3550
minimal

norm, 3691
projection, 3739

minimum, 184
ensemble ordonné, 167

minimum local, 1543
Minkowski

space, 3842, 4038
Minkowsky product, 3245
minorant, 167, 304
mixed

boundary condition, 3564
state, 3683

modèle
échantillonnage, 2678, 2680
paramétrique, 2678

modèle statistique, 2677
modulaire (groupe), 2026
modular

condition, 3792
conjugation, 3753, 3792
function, 4030
group of automorphisms, 3792
isometry, 3787
operator, 3792

modular function, 2873
module, 3033

à gauche, 266
de continuité, 964
dual, 3494
finite type, 3156
highest weight, 3149

indecomposable, 3033
indécomposable, 270
irréductible, 270
of coefficients, 3494
over Uhg

finite dimensional, 3711
over a C˚-algebra, 3801
over a von Neumann algebra, 3752
over Hopf algebra, 3177
projective, 3163
right, 3156
semisimple, 3033
simple, 270, 3033

module d’un nombre complexe, 820
module produit, 267
moment, 2597

d’une force, 4487
fonction génératrice, 2624

momentum map, 3358
dual, 3358

monodromy action, 2865
monogène, 266

extension de corps, 494
monoidal

category, 2847
monoïde, 467
monôme, 366
monomorphism, 3153
monotone par morceaux, 1290
monotonie, 2447
Morita equivalence, 3598
morphism

of balanced product, 3160
of chain complexes, 3491
of cochain complex, 3493
of groupoid, 3371
of right module, 3156
of short exact sequences, 3492

morphisme
d’algèbres, 271
d’anneaux, 174
de corps, 259
espace vectoriel normé, 944
Frobenius, 272

morphisme de groupes, 173
morphisme de modules, 266
morphisme de produits tensoriels, 898
mot, 2777

longueur d’un mot, 2777
mot vide, 2777
nombre d’occurrences, 2777

mot non vide, 2777
moving frame, 3304
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Moyal star product
on Rn, 4017
on general symplectic manifold, 4019

moyenne
de Cesàro, 885
empirique, 2600
empirique d’un échantillon, 2680
quadratique, 2600

multiindice, 44, 348
multiplicateur

de Lagrange, 1548
multiplication, 186
multiplicative, 3637
multiplicité

racine d’un polynôme, 371
racine de fpxq “ 0, 2507
valeur propre

algébrique, 1013
géométrique, 1013

multiplicity of a weight, 3058
musical isomorphism, 2943

nabla, 1106
nabla, 1106
natural topology, 3122, 3499
négatif, 296
négligeable

partie d’un espace mesuré, 1259
net, 2863
neutre

dans un groupe, 222
Newton

méthode, 2514
nilpotent, 228

Lie algebra, 2977
niveau de confiance, 2694
nombre

complexe
norme 1, 1762

de Fermat, 1793
dénormalisé, 2492
normal, 2670
normalisé, 2492
premier, 441, 467, 1447, 1754, 1762, 1766

dans leur ensemble, 245
théorème des deux carrés, 469

tours d’une courbe plane, 1954
nombre premier

décomposition, 336
polynôme cyclotomique, 1759

nombres complexes, 311
non dénombrable, 207
non-rotating massive BTZ black hole, 3831
noncommutative

integral, 3468
vector bundle, 3986

nondegenerate
hermitian structure, 3987
representation, 3670

norm
maximal, 3691

norm of an operator, 3382
normal

j-subalgebra, 3557
(almost) subgroup, 3788
arc paramétré, 1935
element of an involutive algebra, 3645
elementary j-algebra, 3557
endomorphisme, 1015
family of functions, 2863
functional, 3749
map between von Neumann algebras, 3776
neighbourhood, 3100, 3607
nombre, 2670
operator, 3381, 3454
sous-groupe, 223
space, 2853
subgroup, 2972, 3075

normal j-algebra, 3557
normal extérieur

vecteur, 1833
normale

loi réduite, 2649
principale, 1945

normalisateur, 223
normalizer, 2992
norme, 567, 4388

d’algèbre, 857
d’application linéaire, 855
d’une application linéaire, 855
euclidienne

dans Rm, 835
supremum, 849
sur Zri?5s, 358

normé
espace vectoriel, 569

norme maximum, 798
norme quotient, 636
norme suprémum, 1142
normes équivalentes, 851
noyau

application vers un groupe, 314
d’une forme bilinéaire, 718
Dirichlet, 2298
Fejér, 2298
vers un espace vectoriel, 388

noyau d’une forme bilinéaire, 713
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null
groupoid, 3370

null vector, 3267
nulle part dense, 619

observation, 2591
observation, 2591
observer, 4039
odd spectral triple, 3981
one point compactification, 2859
opérateur

défini positif, 745
opérateur hermitien, 727
opérateur unitaire, 727
opérateurs

compatibles, 2075
operator

d’Alembert, 4046
differential, 3455
Dirac, 3600
elliptic, 3455
Laplace-Beltrami, 3340
process, 4126
pseudo-differential, 3459
symbol, 3434

opposés
chemins, 1926

opposite algebra, 3153, 3172
orbit in a groupoid, 3371
orbite

d’un point sous une action, 322
orbite d’un élément sous une permutation, 250
order

of a distribution, 3399
of a pole, 2860

ordering
linear partial relation, 3052

ordre, 167
bon ordre, 168
d’un élément, 248
d’un polynôme, 371
d’une matrice carrée, 395
dans un corps, 279
de convergence d’un schéma, 2583
distribution, 2362
partiel, 167
sur un anneau factoriel, 354
total, 167

ordre d’un groupe, 247
orientable, 2943
orientable manifold, 2943
orientation, 679, 1808, 1827, 2942, 2943
orientation affine, 681
orientation on manifold, 3341

origine
abscisse curviligne, 1935
repère affine, 657

orthochronous, 3247
orthogonal, 725, 2058

coordonnées curviligne, 2040
famille de projecteurs, 270
matrice, 683
opérateur, 683
sous-espace, 424

orthogonal pour une forme bilinéaire, 713
orthonormé, 835

système, 2060
oscillation

d’une fonction, 1000
d’une fonction en un point, 1000

oscillatory integral, 3446
osculateur (cercle), 1950
outer

equivalent automorphism, 3791
outer automorphism, 4117
ouvert, 531, 687

Palatini action, 3815
Palatini action, 3815
parabolic

pde, 3471
parabolique

équation aux dérivées partielles, 2481
paracompact, 2853
parallèle

sous-espaces affines, 648
parallélogramme, 1811
paramétrage, 1926

normale, 1935
paramétrages

admissible, 1934
parametrix, 3459
parametrization, 2952
parity

of a representation, 3060
Parseval, 2068
partial

derivative, 3430
Fourier transform, 4067
isometry, 3376
order, 2861

partie
génératrice, 266, 377
régulière, 1192
totale, 2060

partie absolument convexe, 574
partie absorbante, 574
partie convexe, 567
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partie entière, 310
partie équilibrée, 574
partie fractionnaire, 310
partie inductive, 794
partie libre

module, 267
partie linéaire, 645
partie négative, 1333
partie nulle, 1334
partie positive, 1334
partie symétrique, 574
partition

dénombrable mesurable, 1282
of unity, 2862

subordinate, 2862
partition de l’unité, 2188
partition of unity, 2863, 3272
passage aux classes, 542
passive symbol, 4048
Past, 3889
past

horizon, 3831
interior region, 3831

pauli matrices, 2992, 3583
Pauli matrices, 3221
pavable, 1883
pavage du plan, 1696
pavé, 1882
Pearson

théorème, 2710
peigne de Dirac, 2384
pentagonal axiom, 2847
Perceval, 3401
période, 1054
permutation, 250

matrice, 413
permutation impaire, 256
permutation paire, 256
permuter

dérivée et intégrale
Rn, 1516
dans R, 1512
dans R avec les bornes, 1515

dérivée et limite, 1152
différentielle et intégrale
Rn, 1518

intégrale
et série, 1388

limite et intégrale
convergence dominée, 1324
convergence monotone, 1312
espace mesuré, 1510, 1511

série entière et dérivation, 1411

série entière et intégration, 1414
somme et intégrale, 1313, 1389

permuter limite et intégrale, 1510
Peter-Weyl theorem, 3764
petit théorème de Fermat, 463
pgcd

calcul effectif, 333
dans un anneau intègre, 227
polynômes, 483

phase
function, 3444
space, 4044

physical space, 3826
pivotale, 2696
plan

projectif, 1983
tangent, 1110, 1200

plan affine, 1031
plan médiateur, 1035
plan vectoriel, 1031
Plancherel, 2068, 3401
plancherel measure, 3774
plongement, 1590
Poincaré

group, 3610, 4038
orthochroneous, 4045

Poincaré (demi-plan), 2026
point

d’équilibre
stable, 2438

pondéré, 650
spectrum, 3381

point adhérent, 536
point critique

définition, 1898
point d’accumulation, 538
point d’équilibre, 2438
point extrémal dans un convexe, 1228
point fixe, 2745

attractif, 1520
Brouwer, 2192
Picard, 1521
Schauder, 1813

point intérieur, 535
point isolé, 539
Poisson

formule sommatoire, 2326
generator, 4139
processus, 2770

Poisson structure, 3357
on an algebra, 3181
and Moyal product, 4065
on algebroid, 3368
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on dual algebroid, 3367
on symplectic manifold, 3358

Poisson-Lie group, 3183
polaire

nombre complexes, 1629
polar

decomposition
in von Neumann algebra, 3725
operator on Hilbert space, 3389

polarization, 3693
good, 3536
identity, 3735

pole, 2860
at infinity, 2860
simple, 2860

pôle, 1715, 2127
polydisque, 2145
polygone, 1671
polygone convexe, 1672
polynôme

à plusieurs indéterminées, 678, 1773
alterné, 526
annulateur, 698, 702
caractéristique, 708, 1020
contenu, 368
cyclotomique, 1757

irréductibilité, 1759
propriétés, 1758

d’endomorphisme, 1223
décomposition de Dunford, 762

de Bernstein, 2672
irréductible

sur Fq, 1785
minimal, 490

d’un élément d’une extension, 486
ponctuel, 702

racines, 528
semi-symétrique, 526
symétrique, 526, 528, 673, 678, 1773

élémentaire, 526, 529
trigonométrique, 2195

polynôme de Lagrange, 733
polynôme de plusieurs variables, 350
polynôme de Taylor, 1185
polynôme dérivé, 517
polynôme irréductible, 227
polynôme primitif, 368
polynôme scindé, 477
polynôme séparable, 521
polynôme trigonométrique, 2206
polynômes, 273
portée

mesure, 1333

poset, 2861
positif, 296
positive

completely
map between C˚-algebra, 3678
map in a C˚-algebra, 3795
semigroup on L2pA, τq, 3800

conditionally, 4127
cone

standard, 3793
defined matrix, 2842
element

in a vector space, 3052
of a C˚-algebra, 3650

form on involutive algebra, 3669
map between C˚-algebra, 3664, 3795
measure, 3404
operator, 3384
orientation, 2943
sesquilinear form, 3380
vector, 3052
weight, 3058

positive root, 3001
potential, 3615

vector, 3997
potentiel, 1824, 1856
ppcm

dans un anneau intègre, 227
pre-C˚-module, 3987
pre-Hilbert, 3373
pre-inner product, 3662
prébase, 533
précision

simple, 2491, 2492
préhilbertien, 2053
premier

corps, 461
deux éléments d’un anneau principal, 245
deux polynômes entre eux, 368
idéal, 237

premier type
région solide, 1895

préserve l’orientation, 681, 1643
presque

nulle, 330
partout, 1245
surjective, 2247

primary constraints, 3364
primitif

élément d’un corps, 1766
élément d’une extension de corps, 494
racine, 1779
triplet pythagoricien, 363
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primitive, 1044, 1854
de fonction continue, 1177
et intégrale, 1369
fonction, 1062

primitive et intégrale, 1363
primitive spectrum, 3673
principal

anneau, 236
bundle, 3299
idéal, 236
symbol, 3455, 3459, 3460

principe
prolongement analytique, 1597
zéros isolés, 1596

Principe de correspondance, 2799
probabilité

conditionnelle, 2602
probability

measure, 3732
problem

Dirichlet boundary condition, 3472
Neumann boundary condition, 3472
stationary boundary condition, 3472
well posed, 3472

problème
aux limites d’évolution, 2482
aux limites stationnaires, 2481
bien posé, 2482
limite de Dirichlet, 2481
limite de Von Neumann, 2481

problème de Cauchy, 2457
process

operator, 4126
processus

adapté à une filtration, 2747
arrêté, 2752
croissant prévisible, 2752
Galton-Watson, 2743
Poisson, 2770
sans mémoire, 2645

processus de comptage, 2763
processus de Poisson, 2763
product

exterior, 2940
produit, 186

d’une mesure par une fonction, 1327
de convolution, 2183

et Fourier, 2323
de langages, 2778
de mots, 2777
distribution et fonction, 2360
espaces mesurés, 1353
mixte, 843, 845

scalaire
en général, 725
sur Mpn,Rq, 1027

semi-direct, 329
tensoriel

de représentations, 1495
vectoriel, 842

produit de Cauchy, 1405, 1407
produit extérieur, 916
produit hermitien, 727
produit intérieur, 927
produit pseudo-scalaire, 725
produit remarquable, 2119
produit scalaire sur Rn, 725
produit tensoriel, 898, 900
projecteur

dans un module, 270
projectif

complétion, 1986
droite, 1983, 1984
espace, 1983
groupe, 1990
hyperplan, 1984
plan, 1983
repère, 1991
sous-espace, 1983

projection
finite or infinite, 3742
in a C˚-algebra , 3652
in Hilbert space, 3376
initial and final, 3738
minimal, 3739
orthogonale, 2057

projection normale, 2222
projection orthogonale, 1648
projective

module, 3163
real space, 2929
representation, 3606

prolongement
analytique, 1597

utilisation, 2292
de fonctions, 1589

lemme de Borel, 1475
méromorphe de la fonction Γ, 2137
par continuité, 990, 991

dans H1pIq, 2394
par densité, 1589
théorème de Hahn, 1268

prolongement de fonctionnelle linéaire, 2245
propriété d’intersection finie, 558
propriété d’intersection non vide, 551
propriété des valeurs intermédiaires, 807
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propriété universelle, 898
pseudo-differential operator, 3459
pseudo-dimension, 2279
pseudo-Riemannian, 3619

norm, 3841
puissance

d’un langage, 2779
d’un mot, 2778
d’un point, 1977
d’un test, 2706
d’une inversion, 2010

pull back, 930
pull-back

of a k-form, 2943
of a vector field, 2944

pure state, 3683
purely infinite, 3746
push-forward

of a k-form, 2943
of a vector field, 2944

QED, 3616
QED, 3616
quadratic representation, 3506
quantization, 4053
quantized

algebra of regular functions, 3720
quantum

derivative, 3801
determinant, 3700
field theory, 3565
group

compact, 3695
matrix, 3696

minor, 3700
probability space, 4125
random variable, 4125
stochastic process, 4125
universal enveloping algebra, 3713

quasi
linear PDE, 3469

quasi-compact, 550
quasitriangular Hopf algebra, 3178
quaternion, 524, 3241

algebra, 3583
queue de liste d’indices, 44
quotient, 234, 367

dans une suite de composition, 318
de groupe, 317
de groupes, 440

quotient d’un chemin, 2268
quotient d’un espace vectoriel, 897
quotient topology, 2855

racine
carré

de matrice hermitienne, 1223
carré de matrice

hermitienne positive, 1223
d’un polynôme, 371
de l’unité, 785, 1674, 1759, 1762, 2026

primitive, 1751
utilisation, 1758

de polynôme, 501
multiple, 2507
primitive, 1779
simple, 2507

racine
carré

de matrice hermitienne, 1223
carré de matrice

hermitienne positive, 1223
d’un polynôme, 371
de l’unité, 785, 1674, 1759, 1762, 2026

primitive, 1751
utilisation, 1758

de polynôme, 501
multiple, 2507
primitive, 1779
simple, 2507

racine carrée, 819
racine de l’unité, 1749
racine multiple, 371
racine simple, 371
radical

of a Lie algebra, 2980
of a quadratic form, 2980

Radon-Nikodỳm theorem, 3730
raffinement, 1917

subdivision d’un pavé, 1884
rang, 390, 666, 755

classe d’équivalence, 415
diagonalisation, 744
différentielle, 1548
utilisation, 2059

rang d’une forme quadratique, 723
rang d’une matrice, 413
rank, 2936

of a complex Lie algebra, 2995
rank of a Lie algebra, 3028, 3050, 3056
rare, 1257
rationnels, 282
ray, 3601
rayon

de convergence, 1397
de courbure, 1945
de torsion, 1946
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spectral, 857, 1171
real

J-real quadratic functional, 3799
form

of a vector space, 3041
of complex vector space, 3133

structure
on a spectral triple, 3981, 3984

réciproque
dérivabilité, 1057

recouvrement, 550
rectangle

produit de tribus, 1291
rectifiable, 1918

arc géométrique, 1934
récurrent

état, 2722
nul, 2722
point d’un système dynamique, 1278
positif, 2722

reduced abstract root system, 3010
reduced K group, 3810
reducible

principal bundle, 3307
representation of Clifford, 3585

réduction
d’endomorphisme, 762
Jordan, 774

réduction de Frobenius, 772
reduction of a principal bundle, 3307
reductive

AdSn, 3847
homogeneous space, 3499

réel, 292
refinementj of W , 2895
réflexif, 2253
réflexion, 1684

dans R2, 1648
glissée, 1681
par rapport à un hyperplan, 1639

région
critique, 2705
de confiance exacte, 2696
de rejet, 2705

règle du produit nul, 228
regular, 2901, 2993, 3056, 3057

Lagrangian, 3368
left representation of a Hopf algebra, 3178
measure, 3405
quadratic form, 3799
representation, 4053

régularité
d’une mesure, 1276

extérieure de la mesure de Lebesgue, 1300
intérieure de la mesure de Lebesgue, 1303

régulier
arc, 1932
point d’un arc, 1932

régulier à droite, 227
régulière

surface, 1824
rejet

région dans une prise de décision, 2705
relation anormale, 2524
relation binaire, 167
relation d’équivalence, 172
relations

coefficient-racines, 529
de Chasles, 641, 1868

relativement compact, 555
relativistic invariance, 3620
relèvement, 1955
repère

affine, 657
cartésien

espace affine, 642
de Frenet, 1946
projectif, 1991

représentation, 425
de groupe fini

caractères de S4, 1496
fidèle, 425
groupe diédral, 1745
irréductible, 1486
produit tensoriel, 1495
régulière gauche, 1491
virgule fixe, 2491

representation
of UpAq, 3072
adjoint, 2972, 3070
fundamental, 3712
isotropic, 3504
linear continuous, 3408
nondegenerate, 3670
of Γpp, qq, 3575
of slp2,Cqq, 3145
of sup2q, 2990
of Uhg, 3711
of a C˚-algebra, 3672
of a Lie group on a Hilbert, 3430
of a symmetric space, 3540
of Clifford algebra, 3570, 3572, 3585
of Hopf algebra, 3177
of involutive algebra, 3669
of Lie algebra, 2965
of Lie group, 2965
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on Hilbert space, 3394
quadratic, 3506
regular

left on Hopf algebra, 3178
regular left, 3395, 4053
regular right, 3178
unitarisable, 2965
unitary, 2965, 3408
Wigner-Bargmann, 4045

Représentation
virgule flottante normalisée, 2491

representation of a Lie algebra, 2971
répulsif

point fixe, 1520
résidu

méthode itérative, 2559
residual spectrum, 3381
residue, 3468
résolvante, 2418
resolvent, 3384
reste, 234, 367

d’un développement limité, 1192
restricted root (real case), 3139
restriction d’une distribution, 2368
résultant, 675

utilisation, 678, 1849
ribbon category, 2850
Rieffel, 4019
Riemann

fonction, 1444, 4792
sphere, 2859

Riemannian symmetric pair, 3510
Riesz-Fisher theorem, 3374, 3408
right

bounded vector, 3753
invariant

vector field, 3079, 3497
support, 3738

right invariant
linear form on a Hopf algebra, 3177

right translation, 3079
right-invariant vector field, 3080
rigid

object in monoidal category, 2848
ring, 3153
risque

première espèce, 2706
quadratique, 2685
seconde espèce, 2706

root, 2996
abstract, 3010
inverse, 3025
reflexion, 3047

restricted, 3051
restricted (real case), 3139
simple, 3049
space, 2996

decomposition, 3051
in sop2, 1q, 3517

vectors, 3045
rotation

en dimension 2, 1652
on functions, 3146

rotation d’angle θ, 1656
rotation-homothétie, 2009
rupture

corps, 502

safe region, 3831
safe region, 3831
scalar

curvature of a spectral triple, 4121
representation, 3265

scale invariance, 3466
Schatten-von Neumann ideal, 3380
schéma

consistant, 2582
schéma discret convergent, 2583
schéma numérique, 2582
Schrödinger, 2453
schur

module, 3192
Schur (théorème), 1489
Schürmann triple, 4127
Schwartz functions, 3401
second countable, 2851
secondary constraint, 3365
section, 3332

de graphe, 1063
local description, 3329
of an associated bundle, 3309
of associated bundle, 3333
of field of Hilbert space, 3764
of principal bundle, 3305
of vector bundle, 3272
propriété des, 1348

segment
dans Rp, 804
dans un espace affine, 650

self polar cone, 3394
self-adjoint operator, 3376
semi direct product, 3078
semi-défini positif, 745
semi-direct product

of Lie algebras, 3065
of Lie groups, 3075, 3077

semi-linear
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PDE, 3469
semi-simple

endomorphisme, 705
semi-symétrique

polynôme, 526
semicontinuous

lower, 3404
upper, 3404

semifinite
factor, 3746
functional on von Neumann algebra, 3749

seminorm, 2854
seminorme, 620
seminorme quotient, 636
seminormes séparantes, 633
semisimple, 2974

endomorphism, 2975, 3033
Lie algebra, 2984
module, 3033

separability
axiom, 2851

séparable, 2060
élément d’une extension, 522
espace topologique, 544
extension de corps, 522
polynôme non constant, 521

separable, 2851, 2854
Hilbert space, 3374
topological space, 2852

separate, 2853
separating vector, 3792
separation, 3373
sépare

les points, 1173
séquentiellement fermé, 593
série

dans un espace vectoriel normé, 865
de Fourier, 2305, 2326

utilisation, 2311
de puissance, 1397
donnant p1´Aq´1, 959
entière, 1397, 1477, 2326

Abel angulaire, 1844
processus de Markov, 2745
utilisation, 2625

fonctions, 1503, 2326
génératrice d’une suite, 1457
géométrique, 882
nombres, 1503
numérique, 1447, 1477
Riemann, 883
Taylor, 1458

série convergente, 865

série de Laurent, 2315
série de Taylor, 1185
série divergente, 865
série entière

fonctions holomorphes, 2111
série harmonique, 882
series of weight, 3060
Serre-Swan theorem, 3986
sesquilinéaire, 727
sesquilinear, 3373

form, 3380
sharp, 2943
shift operator, 3464
short exact sequence, 3492
sign of an operator, 3389
signature, 256

forme quadratique, 723
similitude, 1121
simple

abstract root, 3031
dimension of a spectral triple, 3981
extension de corps, 494
fonction, 1286
Lie algebra, 2984
module, 270, 3033
root, 3001, 3007, 3049
system, 3031
weight, 3058

simplex
singular, 3494
standard, 3494

simplification property, 3806
simply transitive action, 3497
singular

n-cycles, 3494
p-chain, 3494
p-simplex, 3494
chain

complex, 3494
homology with coefficients in A, 3494
point in a black hole, 3859
submodule, 3267
value of an operator, 3378

Singular point, 3888
singularité, 2127
singularité effaçable, 2127
singularité isolée, 2127
singularity, 3859
sinus, 1599

hyperbolique, 1449
sinus cardinal, 1614, 1906
smooth

diffeomorphism, 3421



136 INDEX

in spectral triple, 3982
map, 3430
open in Rd, 3422
vector, 3429

smooth distribution, 2932
smoothing operator, 3459
Sobolev space, 3424
soldering form, 3318
solfège, 1750
solution

générale, 2456
particulière, 2456
weak, 3482

solvable
Lie algebra, 2977
Lie group, 2977

somme
inférieure, 1889
partielle, 865
supérieure, 1889

somme directe, 426
somme directe (de représentations), 1485
somme directe topologique, 571
somme partielles

Abel angulaire, 1844
sommet, 1970
Sophie Germain, 463
sous arc, 1917
sous-additivité

sur algèbre de parties, 1240
sous-anneau, 232
sous-corps premier, 461
sous-espace

affine engendré par une partie, 648
caractéristique, 759

sous-groupe
caractéristique, 223
distingué, 441

dans le groupe alterné, 449
engendré, 264
normal, 317, 440

sous-groupe distingué, 223
sous-martingale, 2747
sous-module, 270
sous-module engendré, 267
space-like, 3841
space-time, 3619, 4038
spacial

bundle, 4049
symmetry, 4039

spatial rotation, 3248
spectral

action principle, 4119, 4120

radius, 3384
theorem

compact operators, 3378
selfadjoint operators, 3387

triple, 3980
spectre

matrice hermitienne, 839
matrice symétrique réelle, 744

spectre d’un endomorphisme, 697
spectrum, 3384

continuous, 3381
point, 3381
primitive, 3673
pure point, 3384
residual, 3381

sphère, 562
de Riemann, 2006

sphere, 2929
spin

group
on R2, 3584
on R1,3, 3574

manifold, 3587
norm, 3574
of representation of sop3q, 2992
representation

of sop2l ` 1q, 3200
of SUp2q, 3244

structure, 3587, 3620
on R2, 3594

spinor, 3310
bundle, 3589
connection, 3590
field, 3589
gauged, 3999
representation, 3570

split
extension, 3065, 3075
real form, 3134

square integrable, 3798
square root of an operator, 3388
stabilisateur, 322
stabiliser of a flag, 2982
stabilité

d’un point d’équilibre, 2438
Lyapunov, 2438

stable, 2499
schéma numérique, 2585

stably isomorphic, 3808
standard

p-simplex, 3494
bialgebra structure, 3183
form
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of a von Neumann algebra, 3793
form of a von Neumann algebra, 3777

star product
differential, 4017
formal, 4017

state
equivalent, 3690
mixed, 3683
on non-unital C˚-algebra, 3666
on unital C˚-algebra, 3661
one particle, 3611
pure, 3683
vector, 3674

stathme
sur Zris, 466

stathme euclidien, 242
stationnaire

chaine de Markov, 2740
statistique, 2685
statistiques

descriptives, 2677
Stinespring theorem, 3678
strict

monoidal category, 2847
strictement

convexe
sur Rn, 1560

strictement convexe, 1550
string

of roots, 3006
strong topology, 3392
strongly continuous

action, 3428
representation, 3430

structure
complexe, 1952
equations, 3314
group, 3299
space, 3637

structure d’anneau canonique, 225
structure réelle, 427
Student, 2656, 2698
subdivision, 1884

associée à une fonction, 1885
d’un intervalle, 1917

submanifold, 2921
submersion, 2923
subordonnée

norme, 855
subpotent, 200
subrepresentation, 3430
suite, 330

arithmético-géométrique, 883

de Cauchy, 595
dans un corps, 280

de fonctions, 2155
théorème de Montel, 2291

de fonctions intégrables, 1510, 2143
de Jordan-Hölder, 318
définie par itération, 2514
équirépartie, 2301

critère de Weyl, 2301
exacte, 328
régularisante, 2328

suite de composition, 317
suite de variables aléatoires de Bernoulli, 2743
suites adjacentes, 800
support, 1885

d’une permutation, 250
distribution, 2362
famille d’éléments, 330

support of a distribution, 3402
supremum, 304

d’une suite d’ensembles, 1237
limit, 3390
norm, 2854

sur-martingale, 2747
surface paramétrée, 1824
surjection, 166, 581
surpotent, 200
sweedler notation, 3166
Sylow

p-Sylow, 432
Sylvester (matrice), 675
symbol

active, 4051
complete, 3455
Klein-Gordon

passive, 4048
of a pseudo-differential operator, 3459
of weight m, 4023
principal, 3455, 3470

symbole
de Legendre, 1767

symbole principal, 2471
symbolic vector, 4037
symétrique

polynôme, 526
symmetric

bimodule, 3801
derivation on a C˚-algebra, 3801
elements, 3512
Lie algebra, 3513
pair, 3510
product, 3515
sesquilinear form, 3380
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space, 3500, 3506, 3512, 3540, 3848
Lie group, 3511

symplectic space, 3549
symmetry, 3549

in an affine space, 3508
of a root, 3007
of quantum system, 3602, 4147

symplectic
complement, 3357
gradient, 3358
group, 3357
Lie algebra, 3357, 4114
manifold, 3357
on R, 3551
symmetric space, 3533
triple, 3534
vector space, 3357

symplectomorphism, 3358
système

fondamental, 2415
orthonormé, 2060
trigonométrique, 2061, 2195

système trigonométrique, 2217

tame spectral triple, 3995
tame spectral triple, 3995
tangent

bundle, 2915
space, 2915
vecteur unitaire, 1945

tangent space, 2902
tangente, 1617, 1940
Tangente hyperbolique, 2793
tangente hyperbolique, 1451
taubérien, 1502
taux d’accroissement, 1551
Taylor

série entière, 1457
tempered

distribution, 3402
function, 3442

temps d’arrêt, 2750
temps de première atteinte, 2721
temps de retour, 2721
tenseur, 905
tenseur alterné, 912
tenseur symétrique, 912
tensor algebra, 2936
tensor bundle, 3280
tensor field, 3280
tensor product

of C˚-algebra, 3691
of algebra representations, 3181
of group representations, 3061

of Lie algebra representations, 3061
of matrices, 3061
of modules, 3159, 3160
of modules over Hopf algebra, 3177
of vector spaces, 3154
of von Neumann algebras, 3742

terminée
martingale, 2751

test, 2705
bilatéral, 2706
unilatéral, 2706

tétraèdre régulier, 1037
theorem

Cartan-Dieudonné, 3576
Engel, 2981
Gelfand, 3643
Hodge decomposition, 3340
Lie, 2983
spectral

compact operators, 3378
Stinespring, 3678

théorème
accroissements finis, 955

dans R, 1058
forme générale, 1124

Ascoli, 2148
Banach-Steinhaus, 891

avec seminormes, 2148
base incomplète, 382
Beppo-Levi, 1312
Bézout

polynômes, 480
utilisation, 676

Bolzano-Weierstrass, 564
Borel-Cantelli, 2591
Borel-Lebesgue, 795
Brouwer, 2193

dimension 2, 2114
Carathéodory, 654
Cauchy

groupe, 340
Cauchy-Arzela, 1814
Cauchy-Lipschitz, 1524
Cayley-Hamilton, 710, 1222
central limite, 2636

processus de Poisson, 2772
Chevalley-Warning, 1773
chinois, 472

anneau principal, 242
Cochran, 2682
Cochrane, 2683
convergence

dominée de Lebesgue, 1324
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monotone, 1312
de Baire, 639
de Jordan, 2281
de représentation de Riesz, 2059
décomposition des noyaux

et exponentielle de matrice, 1470
des deux carrés, 469

version faible, 467
Dini, 1145
Dirichlet, 2298

forme faible, 1762
Doob, 2751
du rang, 391
élément primitif, 1775
élément primitif, 523, 1776
extension d’isométrie, 1590
Fejér, 2300
fonction implicite dans Rn, 1536
fonction implicite dans Banach, 1535
Fubini

dans Rn, 1388
espace mesuré, 1383
version compacte dans R2, 1858

Fubini-Tonelli, 1381
fuite des compacts, 2421
Gauss

polynômes, 481
Gauss-Wantzel, 1793
Glivenko-Cantelli, 2690
Hahn-Banach, 2239
Hardy-Littlewood, 1503
Heine, 1005
incidence, 1984
inversion locale, 1533

utilisation, 1548, 1897
isomorphisme

second, 314
troisième, 316

isomorphisme de Banach, 2147
Kronecker, 678
Lagrange, 317
Lie-Kolchin, 1017
Lotka-Volterra, 2442
Markov-Takutani, 1815
Montel, 2291
Pappus

affine, 1988
projectif, 1989

Pearson, 2710
petit de Fermat, 463
Picard, 1521
point fixe

Brouwer, 2114

projection
cas vectoriel, 2057
partie fermée convexe, 2055

prolongement de Hahn, 1268
prolongement de Riemann, 2128
Radon-Nikodym, 1340

complexe, 1347
Rolle, 1057
Rothstein-Trager, 1849
Runge, 2117
Schauder, 1813
Schur, 1489
spectral, 760

autoadjoint, 834
matrice symétrique, 744
matrices normales, 1015

stabilité de Lyapunov, 2438
Stone-Weierstrass, 1174, 1176, 1177
Sylvester, 755
taubérien, 1502
taubérien faible, 1846
transfert, 2626
Tykhonov, 615

dénombrable, 617
fini, 617

valeurs intermédiaires, 819
Von Neumann, 1542
Wedderburn, 1762
Weierstrass, 565

théorème de Baire, 619
théorème de Cartan-Dieudonné, 1641
théorème des extrémums liés, 1548
théorème fondamental du calcul intégral, 1363
time

orientable, 3619
orientation, 3619, 3859

on AdS2, 3825
time orientation, 3841
time-like, 3841
topological

conjugate, 3402
dual, 3402
group, 3081
group of transformations, 3351
Lie subgroup, 3107
subspace, 2851

topological embedding, 2931
topological group, 2857
topological manifold, 2891
topologie, 531, 688

˚-faible, 637, 2359
p-adique, 967
discrète, 533
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engendrée par une famille, 533
forte, 857
grossière, 533
métrique, 560
sur DpΩq , 2349
sur DpKq , 2349
sur C8pΩq , 2349
sur dual topologique, 637
usuelle sur Rn, 688

topologie des seminormes, 627
topologie faible, 2281
topologie induite, 537
topologie initiale, 540
topologie produit, 535
topologie quotient, 542
topology

hull-kernel, 3673
induced, 2851
Jacobson, 3673
natural on G{H, 3122
on submanifold, 2923
quotient, 2855, 3302
strong on LpH q, 3376
ultraweak, 3392
uniform on LpH q, 3376
weak on LpH q, 3376
with seminorms, 2854

topology on manifold, 2900
tore, 4345
torsion, 1946

d’un groupe, 330
free, connection, 3314
of a connection, 3314
of exterior derivative, 3318
submodule, 3759

total subset in a pre-Hilbert, 3373
totale, 2060
totalizing vector, 3682
trace, 2400, 3465

ϵ-trace, 3749
class operator, 3379, 3392, 3463
dual de Mpn,Kq, 733
endomorphisme, 737
in a balanced category, 2849
matrice, 737
of an operator, 3379, 3380, 3393, 3460, 3463
over C˚-algebra, 3692
over an algebra, 3153
over finite factor, 3752
produit scalaire sur Mpn,Rq, 1027
unicité pour la propriété de trace, 734
vector, 3375

tracial functional

on von Neumann algebra, 3749
transcendant, 487
transformation

Fourier, 2326
gaussienne, 2539
group (topological), 3351
Lie group, 3351

transformée
de Cauchy, 2124
de Fourier, 2321, 2623

continuité, 2324
groupe abélien fini, 1483

Fourier
distribution tempérée, 2380

Laplace, 2624, 2625
transient

état, 2722
transition

probabilité, 2715
transition function, 3269
transitive, 3497
transitoire

état, 2722
translation

in affine space, 4038
invariant function on a group, 2858
operator, 3417

transposé, 682
transposée, 730
transposition, 255
transvection, 1214
transvection (matrice), 412
transvection group, 3513
transversale, 325
tribu, 1237

borélienne, 1253
de Baire, 1257
de Lebesgue, 1297
induite, 1239
produit, 1291

tribu de Lebesgue sur S1, 1633
tribu engendrée, 1238
tribu engendrée par une application, 1238
trigonalisation

et polynôme caractéristique, 1014
simultanée, 1017

triple
elementary solvable, 3547
exact, 3547
symplectic, 3547

triplet
pythagoricien, 363

triplet naturel, 174
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trivial
principal bundle, 3302, 3307, 3308

twist, 4005
based on Upbq, 4007

twisted
convolution, 4019, 4020

twisting map, 4022
type

fini
en algèbre, 524
espace vectoriel, 380

type I factor, 3740
type II factor, 3740
type III factor, 3740

ultraweak topology, 3392
ultraweak topology, 3392
unconditional convergence, 3374
unicité

des mesures, 1248
uniform continuity, 2858
uniformément continue, 619
uniformément convexe, 2221
uniformisable topology, 2854
uniformly

continuous, 2852
unipotent, 228
unit

in a Banach algebra, 3383
unitaire

normale principale, 1945
unitarizable, 3176
unitary

endomorphism of module, 3162
group

of a module, 3991
of an algebra, 3996, 4001

induced representation, 3397
operator, 3376
representation, 2965, 3395, 3408
topological space, 2861

unitary operator, 3212
universal

R-matrix, 3178
algebra, 3965
compatible connection, 3991
connection, 3991
covering, 2864
deformation formula, 4008
enveloping algebra, 3071
problem, 2990
representation, 3676

upper limit, 2843
usinage, 2855

vacuum
of a GNS representation, 3671
vector, 3265

vacuum
of a GNS representation, 3671
vector, 3265

valeur
principale (distribution), 2378
propre, 697

valeur absolue, 310
p-adique, 967

valeur principale, 2093
valeur propre

d’une forme quadratique, 757
forme quadratique, 756

valeur singulière, 763
valuation

p-adique, 967
valuation d’un polynôme, 273
Vandermonde (déterminant), 672
vanishing cycle, 3188
variable

de décision, 2706
variable aléatoire, 2592

absolument continue, 2592
Bernoulli

marche aléatoire, 2730
utilisation, 2673

binomiale
utilisation, 2754

centrée, 2599
de Bernoulli

utilisation, 2754
de Rademacher, 2654

variance, 2600
empirique, 2600, 2681
empirique corrigée, 2681
vecteur gaussien, 2650

variation des constantes, 2411, 2416
variational

formulation, 3482
variété, 1548, 1799
variété

orientée, 1809
variété orientable, 1809
vecteur

cyclique, 704
gaussien, 2650
propre, 697
unitaire normal, 1945
unitaire tangent, 1940

vecteur propre à gauche, 823
vector
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form, 3670
potential, 4001
state, 3674

vector bundle, 3269
vector bundle isomorphism, 3269
vector field, 2914
vector-valued differential form, 3296
Verma module, 3147, 3150
vertical space, 3320
vielbein, 3599
Vitali (ensemble), 1304
vitesse d’un chemin, 1917
vitesse de convergence de suites, 1446
voisinage, 532, 688
volume

d’une région solide, 1895
element, 3585
form, 2943
région bornée dans R3, 1893

volume dans R3, 1810
volume form, 3342
von Neumann algebra, 3724
vraisemblance, 2688

weak integral, 3406
weak integral, 3406
weak topology, 3392
weight

dominant, 3035
for endomorphism, 3033
for representation, 3033
function, 4023
in Uq slp2,Cq, 3717
in a Dynkin diagram, 3018
space, 3033

weight of a vector, 3058
Weiner

constante, 2821
Weyl

group, 3007, 3008
product, 4019, 4070

Weyl group
abstract setting, 3010

width
of a representation, 3059

Wigner function, 4023
Wigner-Bargmann representation, 4045
WKB quantization, 4054
wodzicki residue, 3462
Wronskien, 2445

Yang-Baxter, 3700
Yang-Baxter, 3700
Yang-Baxter equation, 3178

Yang-Mills, 3998
field strength, 3335, 3618

Young
diagram, 3191

allowed, 3192
tableau, 3191

standard, 3191
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rE, f s vector bundle over X ˆ S1, page 3811
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Adpuqξ Adjoint representation of UpAq over H , page 4119
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KpXq , page 3809

L1 Topological dual of L, page 3402
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MpXq Set of Borel measures on X, page 3405

M0pXq Set of compact supported Borel measures, page 3405

Oppfq Active symbol of f , page 4051



146 LISTE DES NOTATIONS

RpGq Dual of C8pGq, page 3406

T pfq Generators of Gårding space, page 3433

Tf Distribution defined by a function, page 3400

UpAq Unitary group of the algebra A, page 3996

UpAq Universal enveloping algebra, page 3071

UpEq Space of unitary endomorphism of the module E , page 3162

Upn, θq Rotation operator on functions, page 3146

Uqb˘q Hopf subalgebra of Uqg, page 3714

Uqh Hopf subalgebra of Uqg, page 3714

V pAq A class of projectors defined in order to introduce K-theory., page 3805

V C Complexification of V , page 3133

V
GLpDq
λ The Schur module, representation of GLpDq, page 3192

vP̃ Velocity of observer P ·ω0, page 4040

W,W Totally isotropic subspace, page 3569

WR Restriction of a complex vector spaces to R, page 3133

X˚ Image of a tensor in the universal enveloping algebra, page 3071

xK Space orthogonal to x, page 3575

ZnpCq n-cycles of a chain complex, page 3492

rL : Ks degré d’une extension de corps, page 485

ppq idéal engendré par p, page 232

ad adjoint action on Hopf algebra, page 3175

LpE,F q Ensemble des applications linéaires de E dans F , page 386

CrGsq quantized algebra of regular functions, page 3720

Fp lorsque p est premier, page 461

Fpn corps fini à pn éléments, page 1764

KpAq corps contenant K et A, page 494

KrAs anneau contenant K et A, page 494

FracpAq Le corps des fractions de l’anneau A, page 279

FunpX,Y q les applications de X vers Y , page 225

SpEq Les opérateurs autoadjoints de E, page 727

∇f gradient de la fonction f , page 1098

πnpX, bq Homotopy group of X on the base point b, page 2864

projV projection de V ˆW sur V , page 588

respP,Qq résultant des polynômes P et Q, page 675

SpanpAq l’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de A, page 377
?
A racine d’une matrice hermitienne positive, page 1223

θαpP q la multiplicité de α par rapport à P , page 371



LISTE DES NOTATIONS 147

ArXs tous les polynômes de degré fini à coefficients dans A, page 276

AnrXs les polynômes à coefficients dans A et de degré inférieur à n, page 366

CpP q matrice compagnon, page 771

cπl,v matrix element of a module, page 3178

cVl,v matrix element of a module, page 3178

D  P D divise P , page 367

dfapuq Application de la différentielle de f sur le vecteur u, page 1085

EλpT q Espace propre de T , page 697

f pnq La n-ième dérivée de la fonction f , page 1187

matBpqq matrice de q dans la base B, page 1581

opxq fonction tendant rapidement vers zéro, page 1189

UpAq ensemble des inversibles, page 228

Uhg a Hopf algebra, page 3710

Un Le groupe des racines ne de l’unité, page 1749

Uqg quantum universal enveloping algebra, page 3713

Ensembles de matrices

S`pn,Rq matrices symétriques définies positives, page 745

S``pn,Rq matrices symétriques strictement définies positives, page 745

AutpEq automorphisme de l’espace vectoriel E, page 387

LpE,F q applications linéaires bornées (continues), page 944

EndpEq les endomorphismes de E, page 387

Opn,Rq le groupe des matrices orthogonales, page 684

ΩpEq formes quadratiques non dégénérées, page 1577

QpEq formes quadratiques réelles sur E, page 711

Q`pEq formes quadratiques positives, page 1577

Q``pEq formes quadratiques strictement définies positives, page 1577

Sp,qn pRq matrices symétriques réelles de signature pp, qq, page 1577

∆pAq structure space if the C˚-algebra A, page 3637

dimM pEq The dimension of E as module over M , page 3757

H1 “ L2pMq A completion of a von Neumann algebra, page 3754

H8 H1 b l2, page 3754

ď Ordering relation in C˚-algebra, page 3653

L2pA, τq Space associated to the trace τ in a C˚-algebra, page 3799

L8pA, τq von Neumann algebra associated to the trace τ on the C˚-algebra A, page 3799

M1b̄M2 tensor product of von Neumann algebras, page 3742

p ĺ q A partial ordering notion over the projections of a von Neumann algebra, page 3735

p „ q Equivalence of projectors, page 3737



148 LISTE DES NOTATIONS

βpsq Vecteur unitaire de la binormale, page 1945

γ „ g Équivalence d’arcs paramétrés, page 1933

νpsq Vecteur unitaire de la normale principale, page 1945

cpsq rayon de courbure, page 1945

tpsq Torsion, page 1946

AR The set of selfadjoint elements in A, page 3650

pθαqji Matrix associated with a connection, page 3312

rω ^ ηs Combination of the wedge product and the Lie bracket in the case of Lie algebra-valued
forms, page 3299

Ad Adjoint representation, page 2972

AdpP q Adjoint bundle of the principal bundle P , page 3312

∆ Laplace-Beltrami operator, page 3340

D Dirac operator, page 3592

γ : XpMq Ñ End ΓpSq A key ingredient for Dirac operator, page 3591
r∇ : XpMq ˆ ΓpSq Ñ ΓpSq Covariant derivative for the spinor connection, page 3590

EndApEq The algebra of ket-bras on the module A, page 3989

CpEq The space of compatible connections on the module E , page 3990

CCpEq space of universal compatible connections, page 3991

ΩpM,Eq the set of E-valued differential forms, page 3296

CpEq the space of compatible connections on the hermitian module E , page 3991

F p∇q Curvature of a connection, page 3994

B Space of bounded operators on a Banach space, page 3382
ş́
T The noncommutative integral, page 3468

∆f Laplace operator, page 3317

F Fourier transform, page 4067

∇f Gradient of the function f , page 3317

∇ ·X divergence of the vector field X, page 3317

KpH q The space of compact operators over the Hilbert space H , page 3463

L pH q Space of trace class operators over H , page 3393

L p A functional space around the Dixmier trace, page 3467

ΨnpMq Space of classical pseudo-differential operators on M , page 3460

ρpAq Resolvent of A, page 3384

σpAq Spectrum of A, page 3384

σnpT q The sum of the n first characteristic values of the operator T , page 3376

SpecpAq Spectrum of A, page 3384

TrP Trace of the operator P , page 3460

CnpG,Gq Space of functions from Gˆ ¨ ¨ ¨ ˆG into G b G, page 3184



LISTE DES NOTATIONS 149

Lx̊P Left translated differential operator, page 3456

l8 Space of complex-valued bounded sequences, page 3464

rpAq Spectral radius of A, page 3384

Géométrie

P pEq l’espace projectif de E, page 1983

AutpM,ω,∇q Automorphism group of an affine symplectic manifold, page 4054

Aut a Group of automorphisms of a, page 3128

Clp2q Clifford algebra of R2, page 3583

Clpp, qq Clifford algebra of R1,3, page 3566

Clpp, qq˘ Grading of Clifford algebra, page 3574

Γpp, qq Clifford group, page 3574

Intpaq Adjoint group of a, page 3128

LiepΓpp, qq`q Algèbre de Γpp, qq`, page 3581

Upb1qB2 The elements of Upb1q that are fixed by the action of B2., page 4010

Zphq the centralizer of h, page 2992

Ba The Lie algebra of Autpaq, page 3128

glpaq space of endomorphisms with usual bracket, page 3128

SOpp, qq Isometry group of Rp,q, page 3519

Spinpp, qq Spin group of R1,3, page 3574

spinpp, qq Lie algebra of the group Spinpp, qq, page 3581

SpinpV q The spin group, page 3580

SpincpV q A group related to Spin, page 3580

A�B A is a normal subgroup of B, page 3077

GLpaq The group of nonsingular endomorphisms of a, page 3128

W˘ The set of elements of the form pw,˘wq in W ‘W , page 3535

pα, βq inner product on the dual h˚., page 2998

px0 : . . . : xnq coordonnées homogènes dans un espace projectif, page 2002

ConvpAq enveloppe convexe, page 652

PGLpEq groupe projectif, page 1990

Bo orthogonal dans le dual, page 425

GrCs combinaisons d’éléments de G à coefficients dans C, page 1486

lpwq length in the Weyl group, page 3047

P1pCq sphère de Riemann, page 2006

tα a basis of h, page 2998

Chaînes de Markov

πpxq lié au temps de retour, page 2724

M 1 The commutant of M , page 3723



150 LISTE DES NOTATIONS

p_ q The smallest projection bigger than p and q, page 3735

p^ q The biggest projection smaller than p and q, page 3735

Probabilités et statistique

σpfq La tribu engendrée par une variable aléatoire ou une application, page 1238

a^ b minpa, bq, page 2750

KX matrice de covariance d’un vecteur gaussien, page 2650

mpAq Ensemble des fonctions A-mesurables, page 1255

Km Ideal in SUqpnq, page 4131

LpΛq Module of highest weight Λ on Uhg, page 3712

Théorie des groupes

pG{Hqg classes à gauche, page 323

rasp ensemble des a` kp, page 345

rG,Gs groupe dérivé, page 313

rg, hs commutateur dans un groupe, page 313

AffpRnq Le groupe des applications affines bijectives de Rn., page 663

grG groupe engendré, page 264
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Bz,Bz̄ dérivées partielles d’une fonction complexe, page 2081

projKpxq projection orthogonale de x sur y, page 2057

σpDq tribu engendrée par D, page 1238

DpΩq Les fonctions C8 à support compact sur Ω, page 2357

S 1pRdq espace des distributions tempérées, page 2377

A2pΩq espace de Bergman, page 2292

AK orthogonal d’une partie., page 2058

C8`
R,S 1pRdq˘ Fonctions à valeurs dans les distributions., page 2453

CcpIq fonctions continues à support compact dans I, page 2182

f „ g fonctions ayant des limites équivalentes, page 1074

H1pΩq espace de Sobolev sur Ω, page 2396

H1pIq espace de Sobolev, page 2391

HmpMq espace de Sobolev, page 2398

L1
locpΩq locally integrable functions on Ω, page 3487

L1
locpIq fonctions intégrables sur les compacts de I, page 2391

Lp espace de Lebesgue avec les classes, page 2154

Miφ La fonction x ÞÑ xiφpxq, page 2287

Snf somme partielle de série de Fourier, page 2220
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Introduction in English

This document is a compilation of many stuff I wrote during my mathematical live. There are
mainly three parts :

— Exercises for undergrad (in French).
— Theory for undergrad (in French, mainly devoted to l’agrégation)
— Theory I studied during my thesis (in English)
— Some research material (the BTZ part, in English)

Some parts of this text were written in 2003 wile others were written yesterday; don’t expect a
high quality everywhere. This document thus takes the point of view of the learner with some
consequences. As far as I can judge my own work:

(1) There are much more details in the proofs in this text that what you can find in other
textbooks.

(2) This is not a text in which you can get a deep understanding of what you are reading.
(3) There are (many) holes in the text.

There are still open questions in the sense that there are points I didn’t understand when
I wrote. I think that these points are clearly indicated with footnotes or special environment
“Problem and misunderstanding”. Let me know if you know some answers.

By the way, let me know any comment or suggestions.
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Première partie

Le Frido
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Chapitre 0

Introduction

0.1 Auteurs, contributeurs, sources et remerciements

Les remerciements, dans chaque catégorie, sont mis dans l’ordre chronologique approximatif.

0.1.1 Ceux qui ont travaillé sur le Frido

(1) Carlotta Donadello pour l’ensemble du cours de CTU de géométrie analytique 2010-2011.
Une grosse partie de « analyse réelle » vient de là.

(2) Les étudiants de géométrie analytique en CTU 2010-2011 ont détecté d’innombrables co-
quilles. Les étudiants du cours présentiel de géométrie analytique 2011-2012 ont signalé un
certain nombre d’incorrections dans les exercices et les corrigés. Les agrégatifs de Besançon
2011-2012 pour leurs plans et leurs développements.

(3) Lilian Besson pour m’avoir signalé un paquet de fautes, et quelques points pas clairs en
statistiques.

(4) Plouf qui m’a signalé une coquille dans le fil la-selection-scientifique-de-la-semaine-numero-
106.

(5) Benjamin de Block pour des coquilles et une mise au point sur les conventions à propos de
R` et pR`q˚.

(6) Olivier Garet pour avoir répondu à plein de questions de probabilités.
(7) François Gannaz pour de la relecture et une version plus claire de la preuve (et de l’énoncé)

de la proposition 19.8.
(8) Danarmk pour des réponses à des questions dans les commentaires (allongement pour éviter

un Overfull hbox) http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675589. Et aussi pour
une discussion à propos de la topologie sur DpΩq.

(9) Cédric Boutilier pour des réponses à des questions de probabilité statistique. https://
github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/16

(10) Remsirems pour des réponses à des questions d’analyse 1

(11) Bertrand Desmons pour plusieurs patchs rendant plus clairs de nombreux passages sur les
suites de Cauchy dans Q.

(12) Anthony Ollivier pour m’avoir fait remarquer qu’il n’est pas vrai que ArXs est euclidien
lorsque A est intègre (contre-exemple : A “ Z). Ça fait une faute de moins dans le Frido.

(13) ybailly pour avoir détecté un bon nombre de coquilles dans la partie sur les ensembles de
nombres.

(14) Éric Guirbal pour le remplacement de frenchb par french.

1. http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675813
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http://passeurdesciences.blog.lemonde.fr/2014/01/24/la-selection-scientifique-de-la-semaine-numero-106
http://passeurdesciences.blog.lemonde.fr/2014/01/24/la-selection-scientifique-de-la-semaine-numero-106
http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675589
 https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/87 
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/16
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/16
http://linuxfr.org/nodes/110155/comments/1675813
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(15) cdrcprds pour une réponse à une question d’algèbre, démonstration à l’appui à propos de
pgcd. Également pour sa relecture sans pitié de la partie sur la cardinalité (en particulier
A « AzB) et pour avoir pointé l’utilité du théorème de comparabilité cardinale.

(16) Antoine Bensalah pour avoir répondu à une question sur Lax-Milgram tout en même temps
que pointé une erreur dans la démonstration et fourni l’exemple 25.62 sur l’optimalité de
l’inégalité.

(17) Guillaume Deschamps pour ses remarques à propos du fait que le chapitre « constructions
des ensembles » est très ardu.

(18) Guillaume Barriere pour sa relecture attentive jusqu’aux corps.
(19) Samy Clementz pour avoir découvert une faute dans la définition de mesure positive sur un

espace mesurable.
(20) Sylvain Rousseau pour avoir clarifié une construction dans le théorème de Bower version C8.
(21) Maxmax pour des typos dans l’index thématique.
(22) Laurent Choulette pour une typo dans les propriétés du neutre d’un groupe.
(23) Pierre Lairez pour la démonstration du théorème d’inversion de limite et de dérivée 12.371

sans passer par les intégrales (et les lemmes correspondants à propos du module de conti-
nuité).

(24) Gregory Berhuy pour des réponses d’algèbres dans les catégories facile, moyen et difficile.
(25) Benoît Tran pour avoir signalé un paquet de typos dans la démonstration de l’ellipsoïde de

John-Loewner et ses dépendances.
(26) Provatiscus pour avoir signalé un paquet de choses pas claires, et surtout pour avoir trouvé

une faute dans la démonstration du fait qu’une fonction continue sur Q se prolonge en
une fonction continue sur R. Et pour cause : cet énoncé est faux. https://github.com/
LaurentClaessens/mazhe/issues/124

(27) William pour l’environnement example qui gère correctement le triangle.
(28) Colin Pitrat pour de nombreuses remarques, typos et relecture de théorèmes.
(29) Bruno Turgeon pour une très belle moisson de fautes de frappe (euphémisme pour dire « mon

ignorance crasse de l’orthographe »).
(30) Sacha Dhénin pour une belle quantité de fautes de frappes et pour avoir soulevé quelques

points pas clairs (par exemple la définition du sous-groupe engendré dans le cas de la partie
vide).

(31) Patrice Goyer pour m’avoir signalé quelques fautes et pas mal de points pas clairs dans les
polynômes et dans la théorie généraliste des ensembles. Et pour m’avoir fait remarquer (deux
fois) que mon script de déploiement ne marchait pas.

(32) Alain Vigne pour une quantité (presque) indénombrable de fautes d’orthographe et de mau-
vaises tournures de phrase dans les espaces vectoriels, la construction de nombres, la théorie
des groupes et les anneaux. Il m’a également pointé quelques fautes et points vraiment pas
clairs dans des démonstrations dont la correction a permis de bien améliorer la qualité du
texte.

(33) Quentin Guyot pour une quantité de typos proche du nombre de Graham dont beaucoup
me semblent impossible à détecter sans une lecture attentive ; (au moins) huit entrées dans
l’erratum lui sont dues (au sens où c’est lui qui les a trouvées, pas qu’il les a causées).

(34) Jean Abou Samra pour la démonstration de la connextité par arcs C1.
(35) jperon pour le classement de l’index en comptant les é comme des é. Voir [5].

0.1.2 Aide directe, mais pas volontairement sur le Frido

(1) Plein de monde pour diverses contributions à des énoncés d’exercices. Pierre Bieliavsky pour
les énoncés d’analyse numérique (MAT1151 à Louvain la Neuve 2009-2010). Jonathan Di

https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/52#issuecomment-333251728
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/124
https://github.com/LaurentClaessens/mazhe/issues/124
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Cosmo pour certaines corrections de MAT1151. François Lemeux, exercices sur les normes
de matrices et correction de coquilles. Martin Meyer et Mustapha Mokhtar-Kharroubi pour
certains exercices du cours Outils mathématiques (surtout ceux des DS et examens).

(2) Nicolas Richard et Ivik Swan pour les parties des exercices et rappels de calcul différentiel
et intégral (Université libre de Bruxelles, 2003-2004) qui leurs reviennent.

(3) Carlotta Donadello pour la partie géométrie analytique : topologie dans Rn, courbes, inté-
grales, limites. (Université de Franche-Comté 2010-2012)

(4) Le forum usenet de math, en particulier pour la construction des corps fini dans le fil « Vérifier
qu’un polynôme est primitif » initié le 20 décembre 2011.

(5) Mihai Bostan nous a donné ses notes manuscrites de son cours présentiel de géométrie ana-
lytique 2009-2010. (Presque) Toute la structure du cours de géométrie analytique lui est due
(qui est maintenant fondue un peu partout dans les chapitres d’analyse).

0.1.3 Des gens qui ont fait un travail qui m’a bien servi

(1) Arnaud Girand pour avoir mis ses développements bien faits en ligne. Une bonne vingtaine
de résultats un peu partout dans ces notes viennent de lui.

(2) Le site http://www.les-mathematiques.net m’a donné les preuves de nombreux résultats.
(3) Pierre Monmarché pour son document en ligne tout plein de développements, et des réponses

à des questions.
(4) Tous les contributeurs du Wikipédia francophone (et aussi un peu l’anglophone) doivent être

remerciés. J’en ai pompé des quantités astronomiques ; des articles utilisés sont cités à divers
endroits du texte, mais ce n’est absolument pas exhaustif.

(5) Les intervenants du fil « Antisymétrisation, alterné, déterminant et caractéristique » sur
les-mathematiques.net m’ont bien aidé pour la section sur les déterminants 9.1 (bien qu’ils
ne le savent pas).

(6) Xavier Mauquoy pour l’énoncé et la preuve du théorème 3.36.
(7) David Revoy pour les dessins de Pepper&Carrot de la couverture.

J’ai souvent donné entre parenthèses à côté des mots « théorème », « lemme » ou « proposition »
une ou plusieurs références vers les sources de la preuve que je donne. Ce sont parfois des liens vers
la bibliographie ; parfois aussi des liens hypertextes vers des sites, des blogs, etc. Tous ces gens ont
fait du bon boulot. Sans toute cette « communauté », l’internet serait mort 2.

0.2 Originalité

Ces notes ne sont pas originales par leur contenu : ce sont toutes des choses qu’on trouve
facilement sur internet ; je crois que la bibliographie est éloquente à ce sujet. Ce cours se distingue
des autres sur les points suivants.
La longueur J’ai décidé de ne pas me soucier de la taille du fichier. Il fera cinq mille pages s’il le

faut, mais il restera en un bloc. Étant donné qu’il n’existe qu’une seule mathématique, il ne
m’a pas semblé intéressant de produire une division artificielle entre l’analyse, la géométrie
ou l’algèbre. Tous les résultats d’une branche peuvent (et sont) être utilisés dans toutes les
autres branches.
Dans cette optique, je me suis évertué à ne créer que des références « vers le haut ». À moins
d’oubli de ma part 3, il n’y a aucun endroit du texte qui dépend d’un lemme démontré plus
bas. Le fait qu’un théorème B soit plus bas qu’un théorème A signifie qu’on peut démontrer
A sans savoir B.

2. Cette dernière phrase doit être comprise comme un appel à ne pas utiliser Moodle et autres iCampus pour
diffuser vos cours de math, ou en tout cas pas comme moyen exclusif.

3. Par exemple pour les théorèmes pour lesquels je n’ai pas lu ni a fortiori écrit de preuves.

http://www.les-mathematiques.net
http://www.les-mathematiques.net/phorum/read.php?2,302266
https://www.peppercarrot.com/fr/article285/episode-8-pepper-s-birthday-party
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La licence Ce document est publié sous une licence libre. Elle vous donne explicitement le droit
de copier, modifier et redistribuer.

Les mises à jour Ce document est régulièrement mis à jour. Des fautes d’orthographe sont corri-
gées (presque) chaque jour. Si vous me signalez une faute de mathématique, elle sera corrigée.

Transparence Je ne fais pas semblant que ces notes soient parfaites. Les points sur lesquels je ne
suis pas sûr, les preuves que j’ai inventées moi-même sont clairement indiqués pour inciter le
lecteur à redoubler de prudence. Une liste de questions à résoudre est inclue en la section 0.7.
Voir 0.3 pour plus de détails.

0.3 Les choses qui doivent vous faire tiquer
SECooWVHBooCaYoXP

Un cours de math doit toujours être lu attentivement, surtout si vous avez l’intention de
resservir à un jury le fruit de vos lectures. Dans ce livre, trois éléments doivent vous faire redoubler
de prudence.

La référence [1] D’abord les références à [1] indiquent qu’une bonne partie de ce qui suit est de
l’invention personnelle de l’auteur. Cela ne veut évidemment pas dire que c’est moi qui ai
découvert le résultat. Ça veut dire que je n’ai pas trouvé le résultat ou certaines parties de
la preuve.

Les notes en bas de page Certaines notes en bas de page sont écrites dans une fonte spéciale 4.
Elles indiquent des points sur lesquels je doute ou des étapes de calculs que je ne parviens
pas à reproduire en suivant mes sources. Lorsque vous voyez une telle note, redoublez de
prudence, allez voir la source, et écrivez-moi si vous pouvez résoudre le problème.

Les environnements dédiés Et enfin certains problèmes sont indiqués plus longuement dans
un environnement dédié en petits caractères comme ceci :

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 0.1
Les choses écrites comme ceci sont des questions ou des éléments sur lesquels j’ai un doute.
Lisez-les attentivement. Ces notes mentionnent des points que personnellement je n’oserais
pas affirmer plein d’aplomb à un jury d’agrégation.

0.4 Quelques choix qui peuvent provoquer des quiproquos
Comme tout cours de mathématique, ce cours fait des choix qui sont parfois discutables. Voici

quelques points sur lesquels les choix faits ici ne sont peut-être pas ceux fait par tout le monde.
Ce sont donc des points sur lesquels vous devez faire attention pour éviter les quiproquos lors par
exemple d’un oral dans un concours.

(1) Nous utilisons la définition « épointée » de limite d’une fonction en un point. Elle diffère
de celle donnée par le ministère de l’enseignement en France. Si votre but est de passer
un concours d’enseignement en France, vous devriez lire 12.2 ; dans tous les autres cas, la
définition prise ici est celle qu’il vous faut.

(2) Un compact est une partie d’un espace topologique pour lequel tout recouvrement par des
ouverts admet un sous-recouvrement fini. Le fait d’être séparable n’est pas inclus dans la
définition de compact. De nombreux textes français incluent la séparabilité dans la compacité.

(3) Le logarithme sur C est une application ln : C˚ Ñ C définie partout sauf en zéro. Elle n’est
donc pas continue sur la fameuse demi-droite. À ne pas confondre avec une détermination
du logarithme qui est par définition continue et donc non définie sur la demi-droite.
Cela est un choix très discutable. La raison de donner à la notation « ln » cette signification
est simplement de suivre l’usage de Sage. Pour Sage, lnp´1q existe et vaut iπ.
Voir les remarques 26.41.

4. Les notes comme celle-ci signifient qu’il y a certaines choses dont je ne suis pas sûr.
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(4) Le mot « corps » n’implique pas la commutativité bien que tous les corps du Frido soient
commutatifs, et nous n’utilisons pas la terminologie « anneau à division ». Voir la section -2.3
et la discussion 6.1.

0.5 Autres choix pas spécialement standards
Nous listons ici quelques choix qui n’induisent pas de différences ou d’incompatibilité avec les

autres cours, mais qui doivent être compris et justifiés.
(1) Nous n’utilisons pas les notations opxq ou autres OpN2q. D’abord parce que je n’ai jamais

très bien compris comment elles fonctionnent, et ensuite (surtout) parce que ces notations
induisent en erreur. Ce sont des notations qui cachent, sous des notations a peu près intuitive,
l’utilisation de théorèmes pas simples.
Écrire

fpxq “ P pxq ` opx2q, (0.1)
c’est un peu comme quand on écrit (horreur !)

F pxq “
ż
fpxqdx` C. (0.2)

Où est le x à droite ? Quel est le statut de C ?
Même chose pour la notation fpxq “ P pxq`opx2q. Le x de opx2q est-il le x qu’on a à gauche ?
Si gpxq “ Qpxq ` opx2q, est-ce le même o que celui de f ?

(2) Nous allons être plus calme avec la notation ArXs pour les polynômes sur l’anneau A, et
encore moins ArX1, . . . , Xns pour les polynômes de n variables. Au lieu de cela nous utilisons
PpAq et PnpAq.
Est-ce que vous diriez que ArXs “ ArY s ? Quelle est exactement la nature de X dans
P “ X2 ` 1 ou dans P pXq “ X2 ` 1 ? Si P P ArXs vaut P pXq “ X2 et si Q P ArY s vaut
QpY q “ Y 2, est-ce que vous oseriez écrire P “ Q ?

0.5.1 Mathématique intéressante
DEFooDABVooKdDyBw

Définition 0.2.
Une notion mathématique est intéressante si elle permet de répondre à une question que l’on
peut se poser sans connaitre la notion.

Exemple 0.3.
Étant donné un segment dans le plan, quels sont les triangles rectangles dont ce segment est
l’hypoténuse ?

Nous n’avons pas besoin de cercles pour poser cette question. Mais nous avons besoin de
connaissances sur les cercles pour y répondre. Donc l’étude des cercles est intéressante. △

Exemple 0.4.
Comment fonctionne la gravitation ?

Cette question peut être posée sans connaitre de calcul tensoriel, d’équations différentielles ou
d’intégrales. Et pourtant, tous ces concepts sont utiles pour y répondre. △

0.6 Sage est là pour vous aider
Il existe de nombreux logiciels de mathématique. Notre préféré est Sage pour une raison très

précise : Sage est (en simplifiant) un module pour python. Donc quand on travaille en Sage, on
dispose de tout Python. La syntaxe et la structure de Sage ne sont pas ad hoc pour faire des maths,
et ce qu’on apprend en Sage peut être recyclé pour faire n’importe quoi : navigateur web, script
de manipulation de texte, traitement d’image, réseau neuronaux, . . .

Sage est un logiciel disponible pour l’épreuve de modélisation de l’agrégation de mathématique ;
il y a donc de bonnes chances que vous en ayez l’usage.

http://www.sagemath.org
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0.6.1 Lancez-vous dans Sage

(1) Aller sur http://www.sagemath.org,
(2) créer un compte,
(3) créer des feuilles de calcul et s’amuser ! !

Il y a beaucoup de documentation sur le site officiel 5, et nous vous conseillons particulièrement
le livre [6].

Si vous comptez utiliser régulièrement ce logiciel, je vous recommande chaudement de l’installer
sur votre ordinateur.

0.6.2 Exemples de ce que Sage peut faire pour vous

Ce livre est émaillé de petits bouts de code en Sage montrant ses différentes fonctionnalités là
où nous en avons besoin 6. Voici une liste (non exhaustive) de ce que Sage peut faire pour vous.

(1) Calculer des limites de fonctions, exemples 43.1 et 43.2.
(2) Tracer des graphes de fonctions, exemple 43.2.
(3) Tracer des courbes en trois dimensions, voir exemple 12.205. Notez que pour cela vous devez

installer aussi le logiciel Jmol. Pour Ubuntu, c’est dans le paquet icedtea6-plugin.
(4) Calculer des dérivées partielles de fonctions à plusieurs variables, voir exemple 43.3.
(5) Résoudre des systèmes d’équations linéaires. Voir les exemples 43.4 et 43.5. Lire aussi la

documentation.
(6) Tout savoir d’une forme quadratique, voir exemple 43.6.
(7) Calculer la matrice hessienne de fonctions de deux variables, déterminer les points critiques,

déterminer le genre de la matrice hessienne aux points critiques et écrire les extrémums de la
fonctions (sous réserve d’être capable de résoudre certaines équations), voir les exemples 43.7
et 43.8.

(8) Indiquer une infinité de solutions à une équation en utilisant des paramètres. L’exemple 43.9
montre ça avec une équation algébrique. Un exemple concernant des fonctions trigonomé-
triques :

sage: solve(sin(x)/cos(x)==1,x,to_poly_solve=True)
[x == 1/4*pi + pi*z1]
sage: solve(sin(x)**2==cos(x)**2,x,to_poly_solve=True)
[sin(x) == cos(x), x == -1/4*pi + 2*pi*z86, x == 3/4*pi + 2*pi*z84]

Notez l’option to_poly_solve=true dans solve.
(9) Calculer des dérivées symboliquement, voir exemple 43.10.

(10) Calculer des approximations numériques comme dans l’exemple 43.11.
(11) Calculer dans un corps de polynômes modulo comme FprXs{P où P est un polynôme à

coefficients dans Fp. Voir l’exemple 19.62.
Sage peut en général faire tout ce que vous êtes capable de faire à l’entrée en master et

probablement bien plus, à la notable exception des limites à deux variables.

Remarque 0.5.
Sage peut toutefois vous induire en erreur si vous n’y prenez pas garde parce qu’il sait des choses
en mathématique que vous ne savez pas. Par conséquent il peut parfois vous donner des réponses
(mathématiquement exactes) auxquelles vous ne vous attendez pas. Voir par exemple 15.144 pour
le logarithme de nombres négatifs. Et aussi ceci :

5. http://www.sagemath.org
6. Soit un vrai besoin comme tracer un graphique en 3D, soit de la paresse comme calculer une grosse dérivée.

http://www.sagemath.org
http://lmgtfy.com/?q=sage+documentation
http://www.sagemath.org
http://mirror.switch.ch/mirror/sagemath/index.html
http://www.sagemath.org/doc/constructions/linear_algebra.html#solving-systems-of-linear-equations
http://www.sagemath.org/doc/constructions/linear_algebra.html#solving-systems-of-linear-equations
http://www.sagemath.org
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1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: limit (1/x,x=0)
7 Infinity
8 sage: limit (1/x**2,x=0)
9 + Infinity

tex/sage/sageSnip017.sage

Sage fait une différence entre Infinity et +Infinity et donne

lim
xÑ0

1
x
“ 8 (0.3)

ainsi que
lim
xÑ0

1
x2 “ `8. (0.4)

Voir aussi la compactification en un point d’Alexandroff 7.101.

0.7 Comment contribuer et aider ?
SecooCKWWooBFgnea

0.7.1 Des preuves qui manquent

Vous trouverez un peu partout des énoncés sans preuves. Certaines sont surement très faciles,
et d’autres probablement assez compliquées. N’hésitez pas à rédiger une preuve et me l’envoyer.

Vous pouvez m’envoyer vos preuves sous forme de « c’est bien fait dans tel cours », avec une
URL.

Ne me dites juste pas « c’est bien fait dans tel livre ». Je ne travaille pas à l’université, et je n’ai
pas accès à une bibliothèque universitaire ; je n’ai donc pas réellement accès à ces fameux « livres »
dont tout le monde parle.

0.7.2 Du texte qui manque

Vous remarquerez que de nombreuses pages du Frido sont des enchainements de théorèmes et
démonstrations sans articulations. Autrement dit, il manque ce qu’à l’agrégation on dirait à l’oral
quand on présente le plan. Si vous avez des idées de choses à ajouter ici où là, faites le moi savoir.

0.7.3 Des exemples qui manquent

Si vous connaissez de bons exemples, faites-le moi savoir.

0.7.4 Trucs de programmation et de LATEX

(1) Comment faire en sorte que les mots commençant par « é » soient avec les « e » dans l’index,
et non avant les « a » ? Il me faudrait un mécanisme plus automatique que faire machin@truc.
Une fonction en python qui prend en entrée le fichier bbl sous forme de string et qui ressort
sous forme de string le fichier bbl modifié me convient.

(2) Il y a des problèmes dans la table des matières. « Table des matières », « Index », et « Liste
des notations » ne pointent pas vers la bonne page.

(3) Écrire un script (en python ou autre) qui prend en argument deux numéros ou noms de
chapitres et qui retourne l’ensemble des lignes du premier qui contient des ref ou eqref
dont le label correspondant est dans le second.
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Attention : il faut tenir compte de input de façon récursive.
Bonus : calculer le hash sha1 de chaque ligne du résultat et ne pas l’afficher si il se trouve
dans la liste du fichier commons.py.

0.8 Les politiques éditoriales
Certaines parties de ce texte ne respectent pas les politiques éditoriales. Ce sont des erreurs de

jeunesse, et j’en suis le premier triste.

0.8.1 Licence libre

Je crois que c’est clair.

0.8.2 pdflatex

Tout est compilable avec pdfLATEX. Pas de pstricks, de psfrag ou de ps<quoiquecesoit>.

0.8.3 utf8

Je crois que c’est clair.

0.8.4 Notations

On essaie d’être cohérent dans les notations et les conventions. Pour la transformée de Fourier
par exemple, je crois que la définition du produit scalaire dans L2, des coefficients de Fourier, de
la transformation et de la transformation inverse sont cohérents. Cela demande, lorsqu’on suit un
livre qui ne suit pas les conventions utilisées ici, de convertir parfois massivement.

0.8.5 De la bibliographie

On évite d’écrire en haut de chapitre « les références pour ce chapitre sont . . . ». Il est mieux
d’écrire au niveau des théorèmes, entre parenthèses, les références.

Lorsqu’on écrit l’énoncé d’un théorème sans retranscrire la démonstration, il faut mettre une
référence vers un document en ligne qui en contient la preuve. Il est vraiment fastidieux de chercher
une preuve sur internet et de tomber sur des dizaines de documents qui donnent l’énoncé mais pas
la preuve.

0.8.6 Faire des références à tout

Lorsqu’un utilise le théorème des accroissements finis, il ne faut pas écrire « d’après le théorème
des accroissements finis, blablabla ». Il faut écrire un \ref explicite vers le résultat. Cela alourdit
un peu le texte, mais lorsqu’on joue avec un texte de plus de 2000 pages, il est parfois laborieux
de trouver le résultat qu’on cherche (surtout si il existe plusieurs versions d’un résultat et que l’on
veut faire référence à une version particulière).

0.8.7 Des listes de liens internes

Le début du Frido contient une espèce d’index thématique. Il serait bon de l’étoffer.

0.8.8 Pas de références vers le futur

Dans le Frido, aucune preuve ne peut faire une référence vers un résultat prouvé plus bas. On
n’utilise pas le théorème 10 dans la démonstration du théorème 7. Cela est une contrainte forte
sur le découpage en chapitres et sur l’ordre de présentation des matières.

Il est bien entendu accepté et même encouragé de mettre des notes du type « Nous verrons
plus loin un théorème qui . . . ». Tant que ce théorème n’est pas utilisé, ça va.



Chapitre 1

Construction des ensembles de
nombres

1.1 Quelques éléments sur les ensembles

1.1.1 Petit mot d’introduction

Le Frido n’est pas supposé être lu dans l’ordre de la première à la dernière page ; les matières
y sont présentées dans l’ordre logique mathématique, et non dans l’ordre logique pédagogique, et
encore moins par ordre de difficulté croissante.

1.1 (On saute la théorie des ensembles).
En mathématique, si on lit une démonstration et que l’on veut vraiment tout justifier, et justifier
toutes les étapes de tous les résultats utilisés, on tombe forcément un jour sur les axiomes.

Or l’axiomatique est un sujet particulièrement difficile. Nous n’allons donc pas « tout justifier »
jusque là. Nous n’allons même pas préciser quel système d’axiome est utilisé. En particulier nous
n’allons pas donner l’axiomatique des ensembles : nous allons supposer connus les ensembles et
leurs principales propriétés.

Bref. Nous supposons avoir une théorie des ensembles qui tient la route. En particulier nous
supposons connues les notions suivantes :

(1) ensemble vide,
(2) ensemble, appartenance, intersection, union,
(3) application entre deux ensembles, notation fpxq pour désigner l’image de x par f ,
(4) produit cartésien de plusieurs ensembles.

Ce sont toutes des choses dont la construction à partir des axiomes n’est en aucun cas évidente. En
particulier, des « définitions » comme « l’intersection de deux ensembles est l’ensemble contenant
exactement les éléments communs aux deux ensembles » ne sont pas correctes parce qu’elles passent
à côté de l’existence et de l’unicité d’un tel ensemble.

1.2 (On saute la grammaire).
Nous n’allons pas non plus formaliser la grammaire des expressions mathématiques 1. Nous sup-
posons que vous êtes capables de lire des expressions comme

x P Nñ ta ě xu est infini. (1.1)

Tout cela pour dire que le Frido ne traitera que de la partie facile de la mathématique.
DefEnsemblesDisjoints

Définition 1.3.
Deux ensembles A et B sont disjoints si leur intersection est vide 2 ; en d’autres termes, si il
n’existe aucun élément commun à A et B.

1. J’utilise ici des mots que je ne comprends pas, juste pour me donner l’air malin.
2. Remarquez que les mots « intersection » et « vide » sont de ceux que nous avons décidé de ne pas définir.

165
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1.4.
Remarquez par exemple que la première phrase de l’article de Wikipédia sur la construction de N
est « Partant de la théorie des ensembles, on identifie 0 à l’ensemble vide, puis on construit . . . ».
Il est bien précisé que l’on part d’une théorie des ensembles.

1.5.
La suite de ce chapitre sera essentiellement sans exemple parce qu’avant d’avoir construit les
ensembles de nombres, je ne sais pas très bien quels exemples on peut donner de quoi que ce soit.

1.1.2 Injection, surjection, bijection

Définition 1.6.
Soient deux ensembles E et F . Une application f : E Ñ F est

(1) surjective si pour tout y P F , il existe x P E tel que y “ fpxq ;
(2) injective si pour tout y P F , il existe au plus un x P E tel que y “ fpxq ;
(3) bijective si elle est à la fois injective et surjective.

La méthode la plus courante pour démontrer qu’une application f : E Ñ F est injective est
de considérer x, y P E tels que fpxq “ fpyq, et de prouver à partir de là que x “ y. Ou alors de
supposer x ‰ y et d’obtenir une contradiction.

La technique de la contradiction est évidemment la plus courante lorsque l’égalité fpxq “ gpxq
implique une équation faisant intervenir 1{px´ yq.

LEMooWBYSooFqyqQP

Lemme 1.7.
Soient deux ensembles A et B ainsi qu’une application f : AÑ B. Nous supposons qu’il existe une
application g : B Ñ A telle que f ˝ g “ IdB et g ˝ f “ IdA.

Alors f est une bijection.

Démonstration. En deux parties.
(1) Injection Supposons que fpaq “ fpbq. Alors en appliquant g des deux côtés, et en utilisant

le fait que g ˝ f “ IdA, nous trouvons a “ b.
(2) Surjection Soit x P B. Posons a “ gpxq. Alors, en utilisant le fait que f ˝ g “ IdB nous

avons
fpaq “ pf ˝ gqpxq “ x. (1.2)

Donc x est dans l’image de f et f est surjective.

PROPooBXVSooZXmwKC

Proposition 1.8 ([1]).
Si f : AÑ B est injective, et si X et Y sont des parties de A, alors fpX X Y q “ fpXq X fpY q.
Démonstration. En deux inclusions.

(1) Première inclusion Si ξ P fpXXY q, alors il existe s P XXY tel que ξ “ fpsq. Étant donné
que s P X, nous avons ξ “ fpsq P fpXq. Et comme s P Y nous avons aussi ξ “ fpsq P fpY q.
Au final ξ “ fpxq P fpXq X fpY q.

(2) Deuxième inclusion Si ξ P fpXq X fpY q, il existe x P X et y P Y tels que ξ “ fpxq et
ξ “ fpyq. Par injectivité de f , nous avons x “ y et donc ξ P fpX X Y q.

1.1.3 Ensemble ordonné
NORooLMBYooYjUoju

1.9.
L’axiome du choix que nous acceptons peut s’énoncer comme ceci[7] : Étant donné un ensemble
X d’ensembles non vides, il existe une fonction définie sur X, appelée fonction de choix, qui à
chacun d’entre eux associe un de ses éléments.
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DEFooRFVTooUUuFuE

Définition 1.10 ([8]).
Une relation binaire d’un ensemble E vers un ensemble F est une partie de E ˆ F .

Si G est une relation binaire entre E et F , nous notons xRGy et nous disons que x est en
relation avec y.

DefooFLYOooRaGYRk

Définition 1.11.
Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation binaire 3 (notée ď) sur E telle que pour
tous x, y, z P E,
réflexivité : x ď x

antisymétrie : x ď y et y ď x implique x “ y

transitivité : x ď y et y ď z implique x ď z.
Pour suivre les notations de la définition 1.10, la partie G de E ˆ E est une relation d’ordre

lorsque
(1) px, xq P G pour tout x P G,
(2) Si px, yq P G et py, xq P G, alors x “ y,
(3) Si px, yq P G et py, zq P G, alors px, zq P G.

Dans la suite nous n’allons plus écrire de relations binaires en détaillant l’ensemble sous-jacent.
Lorsque nous avons un ensemble E et une relation d’ordre ď sur E, nous disons que le couple

pE,ďq est un ensemble ordonné.
DEFooVGYQooUhUZGr

Définition 1.12.
Un ensemble ordonné est totalement ordonné si deux éléments sont toujours comparables : si
x, y P E alors nous avons soit x ď y soit y ď x. Si les éléments ne sont pas tous comparables, nous
disons que l’ordre est partiel.

DEFooBZNRooYRPGme

Définition 1.13 ([9]).
Soit un ensemble ordonné pE,ďq. Un élément M P E est un élément maximal de E si pour tout
x P E tel que M ď x, nous avons M ď xñ x “M .

Nous disons que m P E est un élément minimal si pour tout x P E, nous avons x ď m ñ
x “ m.

DEFooDNWRooTiMAzK

Définition 1.14.
Soit un ensemble ordonné pE,ďq et une partie A de E. Nous disons que m P A est un minimum
de A si pour tout x P A, l’élément m est comparable à x et m ď x.

Un élément p P E est un minorant de A si pour tout a P A, les éléments p et a sont comparables
et p ď a.

Les notions de maximum et de majorant sont définies de façon analogue.
LEMooPCRFooXRGrUr

Lemme 1.15.
Si E est un ensemble ordonné et si A est une partie finie totalement ordonnée de E, alors A
possède un unique minimum et un unique maximum.

NORMooVHIBooJAOsou

1.16.
Notons qu’il n’est pas demandé à un élément maximal 4 d’être comparable à tous les autres élé-
ments. Si pE,ďq n’est pas totalement ordonné, un élément maximal peut ne majorer qu’une partie
de E.

Un élément maximal est plus grand que tous les éléments avec lesquels il est comparable.
Dans un ensemble totalement ordonné, les notions d’élément maximal de E et de maximum 5

de E coïncident ; dans le cas d’un ordre partiel, ces notions sont distinctes.

3. Définition 1.10.
4. Définition 1.13
5. Définition 1.14.
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Il se peut que nous parlions d’un « maximum » ou « élément maximum » au lieu d’un « élément
maximal », en particulier en utilisant le lemme de Zorn. Si vous voyez de telles choses, n’hésitez
pas à me le dire.

Par exemple, quand on applique le lemme de Zorn pour démontrer l’existence d’une base dans
un espace vectoriel de dimension infinie, on obtient une famille libre qui est maximale, c’est-à-dire
qui est un élément maximal dans l’ensemble, ordonné par inclusion, des familles libres de l’espace
vectoriel. C’est un élément maximal, et non un maximum, car l’ensemble des familles libres d’un
espace vectoriel non réduit à t0u n’admet pas de maximum (pour l’inclusion). Voir 4.24 et 4.25.

Lorsqu’une partie possède un minimum, ce dernier est nommé le « plus petit élément » de la
partie. Attention : il n’en existe pas toujours. D’innombrables exemples pourront être vus lorsque
nous aurons construit Q et R. Typiquement les intervalles du type sa, br.
Exemple 1.17 ([1]).
Soit un ensemble E ainsi que a ‰ b dans E. Nous considérons les parties

A “ tP Ă E tel que a P P, b R P u (1.3a)
B “ tP Ă E tel que b P P, a R P u. (1.3b)

Et enfin nous considérons l’ensemble F “ A Y B, c’est-à-dire l’ensemble des parties de E qui
contiennent soit a soit b mais pas les deux. Nous ordonnons partiellement F par l’inclusion.

Dans pF,Ăq, l’élément Eztbu est un élément maximal, mais pas un majorant. △
DEFooLJEAooBLGsiS

Définition 1.18.
Un ensemble ordonné est bien ordonné si toute partie non vide possède un plus petit élément.

Autrement dit, l’ensemble ordonné E est bien ordonné si pour toute partie non vide A, il existe
x P A tel que x ď y pour tout y P A.

1.19.
Quelques remarques.

(1) L’inégalité stricte (définie par : x ă y si et seulement si x ď y et x ‰ y) n’est pas une relation
d’ordre parce qu’elle n’est pas réflexive.

(2) Nous verrons dans la remarque 1.425 que l’intervalle r´1, 1s dans R n’est pas bien ordonné.
(3) Un ensemble bien ordonné est forcément totalement ordonné parce que toutes les parties de

la forme tx, yu possèdent un minimum. Par conséquent x et y doivent être comparables :
x ď y ou y ď x.

Exemple 1.20.
Si E est un ensemble, l’inclusion est un ordre sur l’ensemble des parties de E, mais pas un ordre
total parce que si X,Y sont des parties de E, alors nous n’avons pas automatiquement soit X Ă Y
soit Y Ă X. △

La notion d’ordre permet d’introduire la notion d’intervalle.
DefEYAooMYYTz

Définition 1.21.
Soit un ensemble totalement ordonné pE,ďq. Un intervalle de E est une partie I telle que tout
élément compris entre deux éléments de I soit dans I. En language mathématique, la partie I de
E est un intervalle si

@a, b P I, pa ď x ď bq ñ x P I.

1.1.4 Lemme de Zorn

Nous admettons l’axiome du choix qui s’énonce de la façon suivante[10] :
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Pour tout ensemble X d’ensembles non vides, il existe une fonction définie sur X,
appelée fonction de choix, qui à chaque ensemble A appartenant à X associe un élément
de cet ensemble A.

DefGHDfyyz

Définition 1.22 (Ensemble inductif[11]).
Un ensemble est inductif si toute partie totalement ordonnée admet un majorant.

LemUEGjJBc

Lemme 1.23 (Lemme de Zorn[12]).
Tout ensemble ordonné inductif non vide admet au moins un élément maximal.

PROPooFOETooWYLOeq

Proposition 1.24 ([13]).
Soient un ensemble inductif pE,ďq et b P E. Il existe un élément maximal 6 m P E tel que b ď m.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Un ensemble Nous considérons

Eb “ tx P E tel que b ď xu. (1.4)

(2) Eb est inductif Soit une partie non vide totalement ordonnée A de Eb. Puisque E est
inductif, la partie A admet un majorant m P E.
Comme A est non vide, nous pouvons considérer x P A. Nous avons b ď x parce que
x P A Ă Eb. Mais comme m est un majorant de A, x ď m. Bref, nous avons les inégalités

b ď x ď m. (1.5)

Donc m P Eb. Nous avons prouvé que m est un majorant de A contenu dans Eb. Donc Eb est
inductif.

(3) Zorn Puisque pEb,ďq est inductif, le lemme de Zorn 1.23 nous indique que Eb a un élément
maximal. Nous le notons m.

(4) m est maximal dans E Supposons avoir un élément a P E tel que m ď a. Nous avons

b ď m ď a, (1.6)

et donc a P Eb. Mais m est maximal dans Eb, donc a “ m.

1.1.5 Complémentaire
AppComplement

Définition 1.25.
Soit E, un ensemble et A, une partie de E (c’est-à-dire un sous-ensemble de E). Le complémen-
taire de l’ensemble A, dans E, noté AA est l’ensemble des éléments de E qui ne font pas partie de
A :

AA “ EzA “ tx P E tel que x R Au. (1.7)

Nous allons aussi régulièrement noter le complémentaire de A par Ac.

1.1.6 Quelques relations ensemblistes
LEMooHRKAooRskzQL

Lemme 1.26 (Quelques relations ensemblistes).
Soient A,B,C Ă X. Nous avons

(1) XzpAXBq “ pXzAq Y pXzBq.
ITEMooQCGUooKnWfBo

(2) XzpAYBq “ pXzAq X pXzBq.
6. Définition 1.13.
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ITEMooXWKCooUASxlh

(3) AX pBzCq “ pAXBqzC.
LEMooHPUNooPmViwi

Lemme 1.27 ([14]).
Pour tout ensembles A, B, C nous avons

(1) AY pB X Cq “ pAYBq X pAY Cq
ITEMooSIDWooNrDjoU

(2) AX pB Y Cq “ pAXBq Y pAX Cq
LemPropsComplement

Lemme 1.28.
Quelques propriétés à propos des complémentaires. Si E est un ensemble et si A et B sont des
sous-ensembles de E, nous avons ITEMooWIYBooKMLVnZ

(1) AAA “ A, en d’autres termes, EzpEzAq “ A,
ItemLemPropComplementiii

(2) AzB “ AX AB.
ITEMooNHDUooWtURqQ

(3) pAzBqc “ Ac YB.
ITEMooTBWKooTChOmC

(4) AczBc “ BzA.

Démonstration. Plusieurs points.
(1) Pour (1)
(2) Pour (2)
(3) Pour (3) Il faut le faire en deux inclusions.

(3a) pAzBqc Ă Ac YB Supposons que x P pAzBqc. Si x P Ac, c’est bon. Supposons que x
n’est pas dans Ac, et montrons que x P B. Le fait que x ne soit pas dans Ac signifie
que x P A. Si x n’était pas dans B, alors x serait dans AzB, ce qui est contraire à
l’hypothèse. Donc x P B.

(3b) Ac YB Ă pAzBqc Supposons d’abord que x P Ac. Comme AzB Ă A, si x P Ac, alors
x P pAzBqc.
Si x P B, alors x n’est pas dans AzB et donc x est dans pAzBqc.

(4) Pour (4) Pour cette égalité, nous séparons 4 cas suivant que x est dans A ou B ou non.
Bref, nous écrivons la table de vérité :

A 1 1 0 0
B 1 0 1 0

AczBc 0 0 1 0
BzA 0 0 1 0

(1.8)

Les deux dernières lignes étant égales, nous avons l’égalité d’ensembles annoncée.

DefBMLooVjlSG

Définition 1.29 (différence symétrique).
Si A et B sont des ensembles, l’ensemble A∆B est la différence symétrique d’ensembles :

A∆B “ pAYBqzpAXBq. (1.9)

C’est l’ensemble des éléments étant soit dans A soit dans B mais pas dans les deux, ni dans
aucun des deux. La table de vérité de A∆B est intéressante :

A 1 1 0 0
B 1 0 1 0

A∆B 0 1 1 0
(1.10)EQooOJBOooKkKbYpEQooOJBOooKkKbYp

La deuxième colonne signifie que si x P A et x P Bc, alors x P A∆B.
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LemCUVoohKpWB

Lemme 1.30 ([15]).
Si A et B sont des parties d’un ensemble, nous avons

A∆B “ pAzBq Y pBzAq, (1.11)EQooMWTNooKXfFvUEQooMWTNooKXfFvU

et aussi ItemVUCooHAztC

(1) Ac∆Bc “ A∆B.
ItemVUCooHAztCii

(2) pA∆Bq∆B “ A.
ITEMooSPZXooPTgisP

(3) pA∆Bqc “ pAc XBcq Y pAXBq.
ITEMooSMXWooYcWsRC

(4) Associativité : A∆pB∆Cq “ pA∆Bq∆C.

Démonstration. Pour (1.11), il suffit de voir que la table de vérité de pAzBq Y pBzAq est la même
que (1.10).

Et pour le reste, c’est parti.

(1) Pour (1) Nous rappelons l’égalité XczY c “ Y zX du lemme 1.28(4). De là nous écrivons

Ac∆Bc “ pAcYBcqzpAcXBcq “ pAcXBcqczpAcYBcqc “ pAYBqzpAXBq “ A∆B. (1.12)

(2) Pour (2) Ici, il faut remarquer que pA∆Bq YB “ AYB et que pA∆Bq XB “ BzA, donc

pA∆Bq∆B “ pAYBqzpBzAq “ A. (1.13)

(3) Pour (3) Il s’agit d’utiliser le lemme 1.28(3) :

pA∆Bqc “
´
pAYBqzpAXBq

¯c
(1.14a)

“ pAYBqc Y pAXBq (1.14b)
“ pAc XBcq Y pAXBq. (1.14c)

(4) Pour l’associativité (4) Nous écrivons les tables de vérités selon que x est dans A, B, C
ou non. D’abord

A 1 1 1 1 0 0 0 0
B 1 1 0 0 1 1 0 0
C 1 0 1 0 1 0 1 0

B∆C 0 1 1 0 0 1 1 0
A∆pB∆Cq 1 0 0 1 0 1 1 0

(1.15)

La quatrième ligne s’écrit sur le modèle de (1.10) en regardant les deuxièmes et troisièmes
lignes. La dernière ligne se fait avec la première et la quatrième.
L’autre table de vérité se fait de la même manière :

A 1 1 1 1 0 0 0 0
B 1 1 0 0 1 1 0 0
C 1 0 1 0 1 0 1 0

A∆B 0 0 1 1 1 1 0 0
pA∆Bq∆C 1 0 0 1 0 1 1 0

(1.16)

Puisque les lignes pour A∆pB∆Cq et pour pA∆Bq∆C sont identiques, nous avons égalité.
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1.1.7 Relations d’équivalence
appEquivalenceDefHoJzMp

Définition 1.31.
Si E est un ensemble, une relation d’équivalence sur E est une relation binaire 7 „ qui est à la
fois
réflexive x „ x pour tout x P E,
symétrique x „ y si et seulement si y „ x ;
transitive si x „ y et y „ z, alors x „ z.

DEFooRHPSooHKBZXl

Définition 1.32.
Si E est un ensemble et si „ est une relation d’équivalence sur E, alors nous notons E{ „
l’ensemble quotient, c’est-à-dire l’ensemble des classes d’équivalence dans E. Un élément de
E{ „ est de la forme

ras “ tx P E tel que x „ au. (1.17)

Lemme 1.33.
Soit un ensemble E et une relation d’équivalence „. Pour a, b P E, nous avons ras “ rbs si et
seulement si a „ b.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Nous supposons que ras “ rbs. Par réflexivité, a „ a et nous avons a P ras “ rbs. Mais

a P rbs signifie a „ b, ce qu’il fallait.
(2) ð Nous supposons que a „ b, et nous démontrons que ras Ă rbs (pour l’inclusion inverse,

vous devriez vous en sortir tout seul). Si x P ras, alors x „ a. Mais a „ b. Donc x „ a „ b,
ce qui implique x „ b par transitivité. Or dire x „ b implique x P rbs.

EXooYDRVooHsANlC

Exemple 1.34.
Sur l’ensemble de tous les polygones du plan, la relation « a le même nombre de côtés » est une
relation d’équivalence. Plus précisément, si P et Q sont deux polygones, nous disons que P „ Q
si et seulement si P et Q ont le même nombre de côtés. C’est une relation d’équivalence :

— un polygone P a toujours le même nombre de côtés que lui-même : P „ P ;
— si P a le même nombre de côtés que Q (P „ Q), alors Q a le même nombre de côtés que P

(Q „ P ) ;
— si P a le même nombre de côtés que Q (P „ Q) et que Q a le même nombre de côtés que R

(Q „ R), alors P a le même nombre de côtés que R (P „ R).
△

Exemple 1.35.
Soit f une application entre deux ensembles E et F . Nous définissons une relation d’équivalence
sur E par

x „ y ô fpxq “ fpyq. (1.18)

Nous notons par π : E Ñ E{ „ la projection canonique. L’application

g : E{ „ Ñ F

rxs ÞÑ fpxq (1.19)

est bien définie et injective. Elle n’est pas surjective tant que f ne l’est pas. La décomposition
canonique de f est

f “ g ˝ π. (1.20)

△
7. Définition 1.10.
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1.2 Quelques structures algébriques
Nous collectons ici les définitions des principales structures algébriques.

DEFooBMUZooLAfbeM

Définition 1.36 (Groupe).
Un groupe est un ensemble G muni d’une opération interne · : GˆGÑ G telle que

(1) pour tous g, h, k P G, g· ph· kq “ pg·hq· k,
(2) il existe un élément e P G tel que e· g “ g· e “ g pour tout g P G,
(3) pour tout g P G, il existe un élément h P G tel que g·h “ h· g “ e.

Un groupe est commutatif ou abélien si g·h “ h· g pour tout g, h P G.

Notons que nous avons écrit g·h et non · pg, hq comme une notation purement fonctionnelle
nous l’aurait suggéré. Dans les exemples concrets, selon les cas, la loi de groupe appliquée à g et h
sera notée tantôt g`h, tantôt g·h ou, le plus souvent pour un groupe générique, simplement gh.

DEFooBEHTooMeCOTX

Définition 1.37 (morphisme, automorphisme).
Soient deux groupes G et H. Un morphisme entre G et H est une application α : G Ñ H telle
que pour tout g, h P G nous ayons αpghq “ αpgqαphq.

Comme d’habitude, un isomorphisme est un morphisme bijectif.
Un automorphisme de G est un isomorphisme de G vers G lui-même. L’ensemble des auto-

morphismes de G est noté AutpGq.
PROPooJHHPooIpciPA

Proposition 1.38.
Si α : GÑ H est un morphisme de groupes, alors αpGq est un sous-groupe de H.

LEMooKJMWooQeIwgF

Lemme 1.39.
Si G est un groupe, alors AutpGq est un groupe pour la composition.

Démonstration. Soient α et β des automorphismes de G. Alors nous prouvons que α ˝ β est un
automorphisme de G :

pα ˝ βqpghq “ α
`
βpgqβphq˘ “ α

`
βpgq˘α`βphq˘ “ pα ˝ βqpgqpα ˝ βqphq. (1.21)

LEMooDPISooRoAFmt

Lemme 1.40.
Si G et H sont des groupes isomorphes, alors les groupes AutpGq et AutpHq sont isomorphes.

Démonstration. Soit un isomorphisme f : G Ñ H. D’abord pour tout α P AutpGq, l’application
f ˝ α ˝ f´1 est un automorphisme de H. Cela est rapidement vérifié parce que f , α et f´1 sont
des bijections et des morphismes.

Nous pouvons donc considérer l’application

ψ : AutpGq Ñ AutpHq
α ÞÑ f ˝ α ˝ f´1.

(1.22)

(1) ψ est un morphisme Soient α, β P AutpGq. Vu que f est une bijection, nous pouvons
introduire f´1 ˝ f partout où ça nous plaît :

ψpαβq “ f ˝ α ˝ β ˝ f´1 “ f ˝ α ˝ f´1 ˝ f ˝ β ˝ f´1 “ ψpαq ˝ ψpβq. (1.23)

(2) ψ est injective Si αβ P AutpGq sont tels que ψpαq “ ψpβq, alors

f ˝ α ˝ f´1 “ f ˝ β ˝ f´1. (1.24)

Comme f est une bijection, cela implique que α “ β.
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(3) ψ est surjective Si α : H Ñ H est un automorphisme, alors σ “ ψpf´1 ˝ σ ˝ fq où il est
facile de vérifier que f´1 ˝ σ ˝ f P AutpGq.

DefHXJUooKoovob

Définition 1.41 (Anneau[16]).
Un anneau 8 est un triplet pA,`, · q avec les conditions

(1) pA,`q est un groupe 9 commutatif. Nous notons 0 le neutre.

(2) La multiplication est associative et nous notons 1 le neutre.
ITEMooGMNOooSTGiXw

(3) La multiplication est distributive par rapport à l’addition.

L’anneau pA,`, · q est commutatif si pour tout a, b P A nous avons a· b “ b· a.
DEFooSPHPooCwjzuz

Définition 1.42 (Morphisme d’anneaux[17]).
Si pA,`, · q et pB,`, · q sont des anneaux, un morphisme d’anneaux est une application
f : AÑ B telle que

(1) fpa` bq “ fpaq ` fpbq
(2) fpa· bq “ fpaq· fpbq
(3) fp1q “ 1.

Étant bien entendu que les significations de 1, ` et · sont différentes à gauche et à droite.

1.3 Les naturels
SECooPJSYooNYaIaqDEFooBJBOooWlblAx

Définition 1.43 ([18]).
Un triplet naturel est un triplet pN , o, sq où N est un ensemble, o est un élément de N et s est
une application s : N Ñ N satisfaisant les propriétés suivantes :

(1) s est injective,
ITEMooQAKJooGKdJsM

(2) spN q “ N ztou
ITEMooXPYEooFajywh

(3) Si A Ă N est tel que o P A et spAq Ă A, alors A “ N .

Le théorème suivant est typiquement de ceux qui vont demander de gratter la théorie axioma-
tique des ensembles avec une certaine précision 10.

THOooOXMHooXYgMqb

Théorème 1.44.
Il existe un 11 triplet naturel.

1.45 (Définition de N).
Pour la suite, nous considérons un triplet naturel pN , o, sq et nous notons N “ N . Donc la nature
de tous les objets que nous allons considérer à partir de maintenant dépend du choix de triplet
naturel que nous faisons à présent. Le théorème 1.82 nous assurera que peu de choses devraient
réellement dépendre de ce choix.

Nous notons 0 l’élément o et 1 l’élément sp0q. C’est tout ce dont nous avons besoin dans
l’immédiat.

8. Nous faisons le choix qu’un anneau admet toujours un neutre pour la multiplication. Certains ouvrages parlent
dans ce cas d’anneau unitaire.

9. Groupe, définition 1.36.
10. Ou alors il y a quelque chose qui m’échappe. Écrivez-moi si vous connaissez une construction « simple ».
11. Nous verrons plus tard que toute partie infinie d’un triplet naturel fournit un nouveau triplet naturel ; il en

existe donc plusieurs.
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1.3.1 Applications définies par récurrence
PROPooXTRCooKwrWkq

Proposition 1.46 (Récurrence[18]).
Soit un triplet naturel pN , o, sq et une application P : N Ñ t0, 1u vérifiant 12

(1) P poq “ 1,
(2) pour tout a P N , si P paq “ 1, alors P

`
spaq˘ “ 1.

Alors P pxq “ 1 pour tout x P N .

Démonstration. Nous posons

A “ tx P N tel que P pxq “ 1u. (1.25)

Cet ensemble vérifie la propriété 1.43(3). Donc A “ N .
THOooEJPYooZFVnez

Théorème 1.47 ([13, 19]).
Soient E un ensemble, g une application de E dans E et b un élément de E. Alors il existe une
unique application f : NÑ E telle que :

(1) fp0q “ b

(2) f
`
spnq˘ “ g

`
fpnq˘ pour tout n P Nzt0u.

Démonstration. Nous commençons par l’unicité. Soient f1 et f2 deux telles applications. Nous
posons

A “ tn P N tel que f1pnq “ f2pnqu. (1.26)

Nous avons 0 P A parce que f1p0q “ f2p0q “ b.
Supposons que f1pkq “ f2pkq. Alors nous avons

f1
`
spkq˘ “ g

`
f1pkq

˘ “ g
`
f2pkq

˘ “ f2
`
spkq˘. (1.27)

Nous en déduisons que spkq P A. Autrement dit spAq Ă A. La définition 1.43(3) nous indique alors
que A “ N, c’est-à-dire que f1 “ f2.

Nous montrons à présent l’existence en plusieurs étapes.
(1) L’ensemble est assez grand Nous considérons l’ensemble A des parties A Ă NˆE telles

que
(1a) p0, bq P A
(1b) pn, xq P Añ `

spnq, gpxq˘ P A.
L’ensemble A est non vide parce que Nˆ E P A.

(2) Le plus petit Nous posons
G “

č

APA
A, (1.28)

et nous prouvons que G P A. D’abord p0, bq P G parce que cet élément est dans chacun
des A P G. Ensuite si pn, xq P G, alors pour tout A P A nous avons pn, xq P A et donc`
spnq, gpxq˘ P A. Par conséquent

`
spnq, gpxq˘ P ŤAPAA “ G.

Pour n P N nous posons
Gn “ tx P E tel que pn, xq P Gu. (1.29)

Nous avons en particulier que b P G0 parce que p0, bq P G.

12. Les plus pointilleuses diront que 1 n’est pas encore défini. Bon j’avoue. Ce qui est important est que P prenne
ses valeurs dans un ensemble contenant deux éléments distincts. Si maintenant vous râlez parce que « deux » est
encore moins défini, prenez un ensemble quelconque A et dites que P prend ses valeurs dans tA,PpAqu. Mais êtes-vous
bien certaine que PpAq ‰ A ?
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(3) G contient un pn, xq pour tout n Nous prouvons que pour tout n P N, il existe x P E
tel que pn, xq P G. Nous faisons ça avec la proposition 1.46 en posant

P : NÑ t0, 1u

n ÞÑ
#

1 si Gn ‰ H
0 sinon.

(1.30)

Puisque p0, bq P G nous avons P p0q “ 1. Supposons que P pkq “ 1 et montrons que P
`
spkq˘ “

1. Comme P pkq “ 1, il existe x P E tel que pk, xq P G. De ce fait,
`
spkq, gpxq˘ P G, ce qui

donne Gspkq ‰ H et P
`
spkq˘ “ 1.

(4) Gn est un singleton Nous avons vu que Gn n’est jamais vide. Nous allons montrer que
Gn est un singleton pour tout n. Pour cela nous posons

P : NÑ t0, 1u

n ÞÑ
#

1 si Gn est un singleton
0 sinon.

(1.31)

Nous prouvons par récurrence que P pnq “ 1 pour tout n.
(4a) P p0q “ 1 Nous commençons par prouver que P p0q “ 1. Nous savons que p0, bq P G0.

Supposons a ‰ b tel que p0, aq P G0. Alors en posant G1 “ Gztp0, aqu nous avons G1 P A.
En effet p0, bq P G1 parce que p0, bq P G et p0, bq ‰ p0, aq. De plus si pn, xq P G1,
alors

`
spnq, gpxq˘ P G. Mais comme spnq ‰ 0 nous avons

`
spnq, gpxq˘ ‰ p0, aq et donc`

spnq, gpxq˘ P G1.
L’ensemble G1 serait un élément de A strictement inclus dans G. Impossible. Donc G0
est un singleton.

(4b) Récurrence Supposons que P pkq “ 1, c’est-à-dire que Gk est un singleton. Soit e
l’unique élément de Gk : pk, eq P G. Nous avons alors aussi que

`
spkq, gpeq˘ P G. Nous

devons prouver que si y P Gspkq, alors y “ gpeq.
Supposons donc y ‰ gpeq soit dans Gspkq. Nous posons

G1 “ Gzt`spkq, y˘u. (1.32)

Nous prouvons que G1 P A. D’abord p0, bq P G1 parce que spkq ‰ 0. Soit ensuite
pm, zq P G1. Si m “ k, alors z “ e (parce que par hypothèse Gk est un singleton) et
nous savons que

`
spmq, gpeq˘ P G1. Si par contre m ‰ k, comme s est injective, nous

avons aussi spmq ‰ spkq. Donc
`
spmq, gpzq˘ ‰ `

spkq, y˘ et
`
spmq, gpzq˘ P G1. Donc

G1 P A et est strictement plus petit que G. Contradiction.
Nous concluons que Gspkq est un singleton, c’est-à-dire que P

`
spkq˘ “ 1.

(4c) Conclusion Nous avons prouvé que Gn est un singleton pour tout n.
(5) Et enfin

Nous définissons fpnq comme étant l’unique élément de Gn. Puisque p0, bq P G nous avons
G0 “ tbu et donc gp0q “ b.
Par définition de f , nous avons

`
n, fpnq˘ P G. Parce que G P A nous avons alors

`
spnq, g`fpnq˘˘ P G. (1.33)

Autrement dit, Gspnq “ tg
`
fpnq˘u. Cela montre que

f
`
spnq˘ “ g

`
fpnq˘, (1.34)

et donc que f vérifie les propriétés demandées.
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NORMooLNXMooWIblPf

1.48 ([1]).
Le théorème 1.47 nous permet de définir une suite pxnqnPN par récurrence en posant par exemple

"
x1 “ b (1.35a)
xn`1 “ fpxnq. (1.35b)

Parfois nous pouvons avoir envie de définir une suite par récurrence de telle sorte que chaque
nouveau terme dépende de tous les précédents :

"
x1 “ b (1.36a)
xn`1 “ gpx1, . . . , xn´1q. (1.36b)

Pour ce faire, il faut un peu adapter.
Posons E1 “ EYpEˆEqYpEˆEˆEqY . . .. Nous supposons avoir une application g : E1 Ñ E1

qui ne prend ses valeurs que dans E : gpE1q Ă E. De plus nous considérons l’application

a : NÑ E1

n ÞÑ `
fp0q, . . . , fpnq˘. (1.37)

Le théorème 1.47 appliqué à g˝a nous donne l’existence et l’unicité d’une application f : NÑ E1
telle que

"
fp0q “ b (1.38a)
fpn` 1q “ g

`
fp0q, . . . , fpnq˘. (1.38b)

CORooVNHKooRkKtXf

Corolaire 1.49 ([13]).
Soient deux ensembles X,Y , une application α : X Ñ Y et une application β : Y Ñ Y . Alors il
existe une unique application H : X ˆNÑ Y telle que

(1) Hpx, 0q “ αpxq pour tout élément x P X ;
(2) Hpx, n` 1q “ βpHpx, nqq pour tout élément x P X et pour tout n P N.

Démonstration. Pour faire le lien avec les notations du théorème 1.47, nous notons E “ FunpX,Y q,
b “ α P E et

g : E Ñ E

s ÞÑ β ˝ s. (1.39)

Le théorème 1.47 donne alors l’existence d’une application f : NÑ E telle que
(1) fp0q “ b

(2) fpn` 1q “ g
`
fpnq˘.

Nous définissons alors
H : X ˆNÑ Y

px, nq ÞÑ fpnqx, (1.40)

et nous vérifions qu’elle satisfait aux exigences.
(1) D’abord nous avons

Hpx, 0q “ fp0qx “ bpxq “ αpxq. (1.41)

(2) Ensuite, pour x P X et n P N nous avons :

Hpx, n` 1q “ fpx` 1qx (1.42a)
“ g

`
fpnq˘x (1.42b)

“ g
`
fpnq˘x (1.42c)

“ `
β ˝ fpnq˘x (1.42d)

“ β
`
fpnqx˘ (1.42e)

“ β
`
Hpx, nq˘. (1.42f)

Et voilà.
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1.3.2 Addition sur les naturels
DEFooIJIEooZaAdSs

Définition 1.50 (élément régulier[20]).
Soit un ensemble E muni d’une opération ˚ : EˆE Ñ E. Un élément s P E est régulier à gauche
si pour tout x, y P E nous avons

s ˚ x “ s ˚ y ñ x “ y. (1.43)
L’élément s est régulier à droite si pour tout x, y P E nous avons

x ˚ s “ y ˚ sñ x “ y. (1.44)

Il est régulier si il est régulier à gauche et à droite.
PROPooVFOXooXmwpFh

Proposition-Définition 1.51 ([18, 1]).
Il existe une unique fonction f : NˆNÑ N vérifiant ITEMooILZSooNYIkYR

(1) fpa, 0q “ a pour tout a P N ITEMooZWHQooBAjZyE

(2) f
`
a, spbq˘ “ s

`
fpa, bq˘ pour tout a, b P N.

Pour a, b P N nous notons fpa, bq “ a` b.
LEMooMJMTooOtUuJT

Lemme 1.52 ([18]).
Pour tout a P N nous avons spaq “ a` 1.

Démonstration. Nous avons :

spaq “ spa` 0q (1.45a)SUBEQooMNBLooTOruhESUBEQooMNBLooTOruhE

“ a` sp0q (1.45b)SUBEQooAGUSooGijYGjSUBEQooAGUSooGijYGj

“ a` 1. (1.45c)SUBEQooUZQDooWtNBHOSUBEQooUZQDooWtNBHO

Justifications.
(1) Pour (1.45a) c’est dans la définition 1.51(1) de la somme.
(2) Pour (1.45b), c’est dans la définition 1.51(2) de la somme.
(3) Pour (1.45c). Le symbole « 1 » désigne l’élément sp0q dans N.

PROPooTLTSooGNMTmV

Proposition 1.53 ([18]).
En ce qui concerne la somme dans N. ITEMooIFFPooXfftfG

(1) La somme est associative et commutative. ITEMooSGRVooPAVFYK

(2) L’élément 0 est neutre. ITEMooNUTHooJWWzGv

(3) Tous les éléments de N sont réguliers 13 par rapport à l’addition.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Associative Nous devons prouver que pa` bq ` c “ a` pb` cq pour tout a, b, c P N. Pour

ce faire, nous fixons a, b P N et nous prouvons l’égalité demandée par récurrence sur c.
Pour c “ 0, nous avons pa`bq`c “ a`b et a`pb`cq “ a`b. Donc nous sommes d’accord 14.
Nous vérifions avec spcq :

pa` bq ` spcq “ s
`pa` bq ` c˘ (1.46a)

“ s
`
a` pb` cq˘ (1.46b)SUBEQooDDUBooAjuuZqSUBEQooDDUBooAjuuZq

“ a` spb` cq (1.46c)
“ a` `

b` spcq˘. (1.46d)

Justifications.
13. Élément régulier pour une opération, définition 1.50.
14. Notez que nous n’avons pas utilisé le fait que 0 était neutre des deux côtés – chose que nous n’avons pas encore

démontré. Nous avons seulement utilisé a` 0 “ a, qui est dans la définition de la somme.
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— Pour (1.46b). C’est l’hypothèse de récurrence. À ce stade, je vous conseille d’être capable
de rédiger complètement la récurrence et l’appel au théorème 1.47.

(2) Neutre La définition de l’addition contient déjà a` 0 “ a. Nous prouvons par récurrence
que 0` a “ a pour tout a P N.
Pour a “ 0, l’égalité demandé est correcte : 0`0 “ 0 parce que pour tout x dansN, 0`x “ x.
Pour spaq nous avons

0` spaq “ sp0` aq “ spaq. (1.47)

La dernière égalité est l’hypothèse de récurrence.
Nous posons

A “ ta P N tel que 0` a “ au. (1.48)

Nous avons prouvé que 0 P A et que spAq Ă A. Le théorème 1.47 nous assure alors que
A “ N.

(3) Commutativité Nous fixons a P N et nous prouvons par récurrence sur b que a`b “ b`a
pour tout b P N. Cela va être décomposé en plusieurs étapes.

(4) a` 0 “ 0` a Pour b “ 0 c’est correct, car b` 0 “ 0` b “ b parce que 0 est neutre.
(5) a` 1 “ 1` a Nous démontrons par récurrence sur a que a ` 1 “ 1 ` a. Avec a “ 0 c’est

déjà fait. Pour les autres,

spaq ` 1 “ pa` 1q ` 1 lemme 1.52 (1.49a)
“ p1` aq ` 1 hypothèse récurrence (1.49b)
“ 1` pa` 1q associativité (1.49c)
“ 1` spaq. (1.49d)

(6) a` b “ b` a Nous y voici. Nous fixons a et nous prouvons par récurrence que a`b “ b`a.
Pour b “ 0 c’est déjà fait. Pour les autres,

a` spbq “ a` pb` 1q (1.50a)
“ pa` bq ` 1 (1.50b)
“ pb` aq ` 1 hypothèse récurrence (1.50c)
“ b` pa` 1q (1.50d)
“ b` p1` aq commutativité avec 1 (1.50e)
“ pb` 1q ` a associativité (1.50f)
“ spbq ` a. (1.50g)

Récurrence terminée.
(7) Régularité Nous devons prouver que, pour tout a, x, y P N, si a` x “ a` y alors x “ y.

Nous allons procéder par récurrence en posant

A “ ta P N tel que @x, y P N, a` x “ a` y ñ x “ yu. (1.51)

Puisque 0`x “ x et 0`y “ y, nous avons 0 P A. Supposons à présent que a P A et montrons
que spaq P A. Soient x, y P N tels que a` x “ a` y. Nous avons :

spaq ` x “ spaq ` y (1.52a)
ñ spa` xq “ spa` yq (1.52b)SUBEQooNJHZooSIKPxNSUBEQooNJHZooSIKPxN

ñ a` x “ a` y (1.52c)SUBEQooWDJLooJhzIFeSUBEQooWDJLooJhzIFe

ñ x “ y (1.52d)SUBEQooTLYZooFsMaJDSUBEQooTLYZooFsMaJD

Justifications.
— Pour (1.52b). En utilisant la définition de l’addition et la commutativité, nous avons

spaq ` x “ spa` xq.
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— Pour (1.52c). Parce que s est injective ; c’est dans la définition 1.43 d’un triplet naturel.
— Pour (1.52d). Parce que a P A.

Nous avons prouvé que spAq Ă A, et donc que A “ N.

LEMooCOMSooEWrumL

Lemme 1.54.
Nous avons 0 ‰ 1.

Démonstration. Par définition 1 “ sp0q. Comme s est à valeurs dans Nzt0u, nous ne pouvons pas
avoir sp0q “ 0.

LEMooQBHFooCuCusQ

Lemme 1.55 ([1]).
Si a` b “ 0, alors a “ b “ 0.

Démonstration. Soient a, b P N tels que a`b “ 0, et supposons que b ‰ 0. Par la définition 1.43(2),
nous avons b “ spcq pour un certain c P N.

Dans ce cas nous avons a ` b “ a ` spcq “ spa ` cq ‰ 0 parce que l’image de s ne contient
pas 0. Hélas, par hypothèse nous avons a ` b “ 0. Nous avons obtenu une contradiction, et nous
déduisons que b “ 0.

Maintenant que nous savons que b “ 0, il reste 0 “ a` b “ a` 0 “ a.

1.3.3 Ordre sur les naturels
DEFooAXZSooTEMjlV

Définition 1.56 ([18]).
Pour a, b P N, nous notons a ď b si il existe x P N tel que a` x “ b.

Nous notons également a ă b si a ď b et a ‰ b.
LEMooWMYPooLTMyWb

Lemme 1.57.
Nous avons a ď spaq pour tout a P N.

Démonstration. Cela est une conséquence du lemme 1.52 : spaq “ a` 1.
PROPooVXBBooZcghrA

Proposition 1.58.
La relation ď est une relation d’ordre compatible avec l’addition.

Démonstration. Plusieurs choses à vérifier.
(1) Réflexive Nous avons a ď a parce que a` 0 “ a.
(2) Antisymétrique Soient a, b P N tels que a ď b et b ď a. Il existe x, y P N tels que

b “ a` x (1.53a)
a “ b` y. (1.53b)

En substituant la seconde équation dans la première, b “ pb` yq ` x que nous récrivons, en
utilisant l’associativité 15,

0` b “ b` px` yq. (1.54)

En utilisant la régularité, 0 “ x` y et donc x “ y “ 0 par le lemme 1.55. Cela donne alors
a “ b.

(3) Transitive Si a ď b et b ď c, nous avons n, p P N tels que b “ a` n et c “ b` p. Donc

c “ pa` nq ` p “ a` pn` pq, (1.55)

ce qui signifie que a ď c. Notez l’utilisation de l’associativité de la somme, démontrée en la
proposition 1.53(1).

15. Proposition 1.53(1).
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(4) Compatibilité Soient a, b, n P N tels que a ď b. Nous devons montrer que a` n ď b` n.
Puisque a ď b, il existe x P N tel que b “ a` x. Par conséquent,

b` n “ a` x` n “ pa` nq ` x, (1.56)

qui signifie bien que a` n ď b` n.

LEMooPVRQooXPMKTt

Lemme 1.59.
À propos d’ordre et de stricte inégalité.

ITEMooGWWFooYGPCZw

(1) Si x ď a et b ‰ 0, alors x ă a` b.
ITEMooRWGWooAfkrri

(2) Si x ď a, alors x ă spaq.
ITEMooWCOIooMWrCag

(3) Si x ă a, alors spxq ď a.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) Si x ď a, il existe d P N tel que x` d “ a. Nous avons alors aussi

x` d` b “ a` b, (1.57)

ce qui signifie que x ď a ` b. Mais si x était égal à a ` b, nous aurions d ` b “ 0, ce qui
impliquerait 16 d “ b “ 0, alors que l’hypothèse stipule que b ‰ 0. Donc x ‰ a` b.

(2) Pour (2) Il s’agit seulement d’utiliser le point (1) avec b “ 1 et le fait que spaq “ a` 1 par
le lemme 1.52.

(3) Pour (3) Par hypothèse, il existe b ‰ 0 tel que x` b “ a. Puisque b ‰ 0, il existe c P N tel
que b “ spcq et donc, tel que

x` spcq “ a. (1.58)

En utilisant le fait que spcq “ c` 1 ainsi que l’associativité et la commutativité de l’addition
(proposition 1.53(1)) nous avons

a “ x` spcq “ spxq ` c, (1.59)

ce qui prouve que spxq ď a.

LEMooCSIXooHeuWEd

Lemme 1.60.
L’élément 0 est l’unique plus petit élément de N.

Démonstration. Puisque 0 est neutre pour l’addition 17, nous avons a` 0 “ a pour tout a P N et
donc 0 ď a pour tout a. Cela veut dire que 0 est plus petit que tout élément de N.

En ce qui concerne l’unicité, soit z P N tel que z ď a pour tout a P N. Si z ‰ 0, il existe x P N
tel que z “ spxq. Nous avons donc z ě x en même temps que x ď z. Cela implique z “ x (parce
qu’une relation d’ordre est symétrique) et donc z “ z ` 1. En utilisant la régularité de z pour
l’addition nous en déduisons que 0 “ 1, ce qui est impossible par le lemme 1.54.

LEMooJRZKooOMhOkH

Lemme 1.61.
Si a ď b et b ď a, alors a “ b.

Démonstration. L’inégalité a ď b dit qu’il existe x P N tel que a ` x “ b. En mettant cela dans
l’inégalité b ď a nous trouvons a ` x ď a qui donne, via la proposition 1.58 : x ď 0. Nous en
déduisons que x “ 0 parce que zéro est l’unique minimum de N par le lemme 1.60.

16. Par le lemme 1.55.
17. Proposition 1.53(2).
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PROPooGCCRooFBYrlo

Proposition 1.62.
Le couple pN,ďq est totalement ordonné 18.

Démonstration. Soit a P N. Nous devons prouver que pour tout x P N nous avons x ď a ou a ď x
(non exclusifs). Nous posons

A “ tx P N tel que x ď au (1.60a)
B “ tx P N tel que a ď xu, (1.60b)

et nous prouvons que AYB “ N en montrant que 0 P AYB et que spAYBq Ă AYB.
Nous avons 0 P A Ă AYB par le lemme 1.60.
Pour étudier spAYBq, nous considérons x P AYB et nous subdivisons en deux cas selon que

x P A ou x P B.

(1) Si x P B Si x P B, alors a ď x ď spxq parce que x ď spxq par le lemme 1.57. Donc
spxq P B Ă AYB.

(2) Si x P A Si x P A, il y a deux possibilités : x “ a et x ‰ a. Si x “ a, alors a ď spxq et donc
spxq P A Ă AYB.
Si x ‰ a, alors le lemme 1.59(3) nous indique que spxq ď a et donc spxq P A Ă AYB.

Nous avons donc prouvé que spAYBq Ă AYB, et donc que AYB “ N.
PROPooMZOWooHmsXzI

Proposition 1.63 ([18, 1]).
L’ensemble ordonné pN,ďq vérifie les propriétés suivantes.

ITEMooJLAHooDKukfH

(1) L’élément 0 est l’unique minimum de N.
ITEMooYAJIooEFmOpB

(2) Toute partie non vide a un unique plus petit élément.
ITEMooSRGOooNYJJHY

(3) L’ensemble N n’a pas de plus grand élément.
ITEMooKIHZooDRTCdx

(4) Toute partie non vide majorée a un unique plus grand élément.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) C’est le lemme 1.60.
(2) Pour (2) Soit une partie A non vide dans N. Si 0 P A, nous avons fini.

(2a) L’ensemble B Nous supposons donc que A ne contient pas zéro et nous définissons

B “ tn P NzA tel que n ď a,@a P Au. (1.61)

(2b) Un élément particulier dans B L’ensemble B vérifie :
— 0 P B
— B ‰ N parce que A est non vide.

La contraposée de la condition (3) de la définition 1.43 d’un triplet naturel implique
que spBq Ć B. Autrement dit, il existe b P B tel que spbq R B.

(2c) Deux fonctions sur A Puisque b P B, nous avons une application c : A Ñ N telle
que b ` cpaq “ a. Nous avons cpaq ‰ 0 parce que cpaq “ 0 signifierait b “ a, ce qui est
impossible parce que a P A et b P B.
Comme pour tout a P A, l’élément cpaq est non nul, il existe une fonction d : A Ñ N

telle que cpaq “ dpaq ` 1.

18. Définition 1.12.



1.3. LES NATURELS 183

(2d) spbq P A Supposons que spbq R A. Alors il existe a P A tel que spbq ď a est faux.
Puisque l’ordre est total (proposition 1.62), nous avons

a ď spbq. (1.62)EQooYQSFooPSPJMtEQooYQSFooPSPJMt

Comme b P B nous avons aussi
b ď a. (1.63)EQooIPAWooDBSJEaEQooIPAWooDBSJEa

Et enfin nous avons
b ‰ a (1.64)EQooWFHRooGDSBFDEQooWFHRooGDSBFD

parce que a P A et b P B.
Les conditions (1.63) et (1.64) se résument en b ă a. Le lemme 1.59(3) nous indique
alors que spbq ď a. Cela mis à côté de (1.62) conclut que a “ spbq, et donc que spbq est
dans A. Contradiction. Nous en concluons que spbq P A.

(2e) spbq est un minimum de A En utilisant la commutativité et l’associativité de la
somme nous avons, pour tout a P A :

a “ b` cpaq “ b` `
dpaq ` 1

˘ “ pb` 1q ` dpaq “ spbq ` dpaq. (1.65)

Donc spbq ď a pour tout a P A. Mais comme spbq P A, l’élément spbq est bien un
minimum de A.

(2f) Unicité Si a et a1 sont des minimums de A, alors a ď a1 et a1 ď a. Nous en déduisons
que a “ a1.

(3) Pour (3) Si M P N majore tous les éléments de N, alors en particulier M ě spMq.
Mais le lemme 1.57 nous indique que M ď spMq. Nous avons donc spMq “ M , c’est-à-dire
M “ M ` 1. En utilisant la régularité de M 19, nous trouvons 0 “ 1, ce qui est impossible
par le lemme 1.54.

(4) Pour (4) Soit A une partie non vide et majorée de N.
(4a) L’ensemble B Nous posons

B “ tn P NzA tel que a ď n,@a P Au. (1.66)

(4b) B est non vide Soit un majorant M de A : pour tout a P A nous avons a ďM . Nous
avons spMq R A, parce que si spMq était dans A, ce serait un élément de A strictement
plus grand que tout a P A. Donc B est non vide parce qu’il contient spMq.

(5) Minimum Puisque B est non vide, il possède un plus petit élément que nous notons b.
Nous savons que b ‰ 0 parce que sinon A serait vide. Il existe donc c P N tel que b “ spcq.

(6) a ď c pour tout a P A Comme spcq P B nous avons a ă spcq pour tout a P A. Donc, par
le lemme 1.59(3) nous avons spaq ď spcq, c’est-à-dire a` 1 ď c` 1. Par régularité nous avons
a ď c.
Nous avons prouvé que a ď c pour tout a P A.

(7) c P A Si c n’est pas dans A, alors il est dans B et il contredit la minimalité de b. Donc c est
dans A.

(8) Conclusion L’élément c est dans A tout en étant plus petit que tout élément de A.
(9) Unicité Si x est un élément minium de A, alors nous avons x ď c parce que x est minimum

et c ď x parce que c est minimum, et donc x “ c.

LEMooKUWUooPLWelf

Lemme 1.64.
Toute partie finie non vide de N est majorée et minorée.

19. Dit plus simplement : en simplifiant par M .
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LEMooOEJOooOgaxzi

Lemme-Définition 1.65.
Si A est une partie de N, il existe un unique élément m P N tel que

"
m P A (1.67a)
m ď a@a P A. (1.67b)

Cet élément est noté minpAq et nommé minimum de A.
Si A est majoré, il existe un unique élément M P N tel que

"
M P A (1.68a)
M ě a@a P A. (1.68b)

Cet élément est noté maxpAq et nommé maximum de A.

Nous verrons dans le lemme 1.73 qu’une partie de N admet un maximum si et seulement si elle
est finie.

LEMooYMRJooYIAhBb

Lemme 1.66 ([1]).
Quelques affirmations sur l’ordre dans N. ITEMooTLOIooTWNtod

(1) Il n’existe pas de n P N tel que n ă 0. ITEMooPJKQooGfLCUM

(2) Si a, b P N vérifient a ą b, alors il n’existe pas de x dans N tel que a` x “ b.

Démonstration. En deux parties.
(1) Pour (1) Nous savons par la proposition 1.63(1) que 0 est l’unique minimum de N. Nous

avons donc forcément 0 ď n. Si n vérifie de plus n ď 0 alors nous avons n “ 0 par symétrie
de la relation d’ordre ď. Il n’est donc pas possible d’avoir n ‰ 0.

(2) Pour (2) Si b ď a il existe c P N tel que b ` c “ a. Et comme a ‰ b, c n’est pas nul et il
existe y P N tel que c “ spyq. Bref, nous avons

b` spyq “ a. (1.69)

Si de plus il existe x P N tel que a` x “ b nous aurions

a` x` spyq “ a. (1.70)

Comme a est régulier pour l’addition 20, nous avons

x` spyq “ 0, (1.71)

ce qui signifie, par le lemme 1.55 que x “ spyq “ 0. Puisque s prend ses valeurs dans Nzt0u,
cela est impossible.

DEFooKBUFooLvMHrf

Définition 1.67.
Soient a, b P N tels que a ď b. Nous notons par ta, . . . , bu l’ensemble

tx P N tel que a ď x ď bu. (1.72)
PROPooFYMJooWihvhk

Proposition 1.68.
Toute application NÑ N strictement croissante est injective.

Démonstration. Soit une application strictement croissante f : N Ñ N. Soient a, b P N tels que
fpaq “ fpbq. Puisque l’ordre est total 21, nous supposons que a ď b. Si a “ b nous avons terminé.
Nous supposons donc que a ‰ b, c’est-à-dire que a ă b. Par stricte croissance nous avons alors
fpaq ă fpbq qui signifie fpaq ď fpbq et fpaq ‰ fpbq. Contradiction. Il n’existe donc pas de a ‰ b
tels que fpaq “ fpbq. L’application f est donc injective.

20. Proposition 1.53(3).
21. Proposition 1.62.
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LEMooFKLPooPrmeUU

Lemme 1.69 ([1]).
Si S n’est pas majoré dans N, alors il existe une bijection NÑ S.

Démonstration. Nous considérons l’application suivante :

g : S Ñ S

n ÞÑ mintx P S tel que x ą nu. (1.73)

Cette application est bien définie parce que tout partie non vide de N a un plus petit élément 22.
Maintenant nous définissons f : NÑ S par

"
fp0q “ minpSq (1.74a)
fpn` 1q “ g

`
fpnq˘. (1.74b)

C’est le théorème 1.47 qui nous permet de le faire. Nous montrons que f est bijective.
(1) Injective Nous avons

fpn` 1q P tx P S tel que x ą fpnqu. (1.75)

Donc f est strictement croissante. Elle est donc injective.
(2) Surjective Soit a P S. Nous allons voir que a est dans l’image de f . Pour cela nous posons

A “ tx P N tel que fpxq ă au. (1.76)

Cet ensemble est majoré par a. En effet si x P A nous avons x ď fpxq ă a. La partie A de N
possède un maximum. Nous notons M “ maxpAq. Ce M a deux propriétés intéressantes.
(2a) D’abord Puisque M P A, nous avons fpMq ă a. Une autre façon de dire cela est de

dire que
a P tx P S tel que x ą fpMqu. (1.77)

Or fpM ` 1q “ mintx P S tel que x ą fpMqu. Donc fpM ` 1q ď a.
(2b) Ensuite Puisque M est le maximum de A, M`1 majore A, c’est-à-dire que fpM`1q ě

a.
(2c) Les deux ensemble Nous avons prouvé que fpM ` 1q ď a et fpM ` 1q ě a. Nous

en déduisons, par le lemme 1.61, que fpM ` 1q “ a.

NORMooQXASooMXqhjI

1.70.
Durant la preuve du lemme 1.69, nous n’avons pas été loin de prouver que

`
minpSq, S, g˘ (1.78)

est un triplet naturel.
Toute partie non bornée de N donne lieu à un triplet naturel.

DEFooAZAYooVjNzmy

Définition 1.71 ([1]).
Soit un ensemble muni d’une loi de composition interne pA,`q. Soit n P N et a P A. Nous
définissons nˆA par

" 0ˆ a “ 0 (1.79a)
pn` 1q ˆ a “ nˆ a` a. (1.79b)

DEFooLCWLooYrToFv

Définition 1.72.
Un ensemble totalement ordonné muni d’une loi de composition interne pA,`,ďq est archimédien
si pour tout x, y P A avec x ą 0, il existe n P N tel que nˆ x ě y (voir la définition 1.71).

LEMooGQUWooYJQfJB

Lemme 1.73.
Une partie de N admet un maximum si et seulement si elle est finie.

22. Proposition 1.63(2).
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1.3.4 Multiplication dans les naturels
PROPooBBQPooRgPOjf

Proposition-Définition 1.74.
Il existe une unique fonction f : NˆNÑ N telle que

ITEMooNTUUooDAUVsV

(1) fpa, 0q “ 0 pour tout a P N
ITEMooPPZZooQQabwn

(2) f
`
a, spbq˘ “ fpa, bq ` a pour tout a, b P N.

Cette fonction est la multiplication et nous notons fpa, bq “ a ˆ b, voire ab quand il n’y a pas
d’ambigüité. Le nombre aˆ b est nommé le produit de a par b.

Démonstration. En deux parties.
(1) Fonctions définies par récurrence Soit a P N. Par le théorème 1.47, il existe une unique

application fa : NÑ N telle que EQSooWVCTooNTVjKU

"
fap0q “ 0 (1.80a)
fa
`
spbq˘ “ fapbq ` a (1.80b)

(2) Existence Nous considérons, pour chaque a P N la fonction fa définie par les conditions
(1.80). En posant fpa, bq “ fapbq, nous avons une application qui vérifie toutes les conditions.

(3) Unicité Soient des applications f et g vérifiant les propriétés demandées. Soit a P N. Nous
pouvons définir fa : NÑ N et ga : NÑ N par fapnq “ fpa, bq et gapbq “ gpa, bq.
Les applications fa et ga vérifient toutes deux les conditions (1.80), et sont donc égales :
fa “ ga pour tout a. Donc f “ g.

1.75.
Nous supposons que le lecteur connait déjà la priorité des opérations. Il saura donc interpréter des
expressions comme a ˆ b ` c comme voulant dire pa ˆ bq ` c sans que nous ayons à ajouter des
parenthèses.

PROPooGHDOooFYRmon

Proposition 1.76 ([18, 1]).
La multiplication a les propriétés suivantes.

ITEMooHFWRooDCEpjj

(1) nˆ 1 “ n pour tout n P N.
ITEMooRSYMooSUrRsl

(2) 1ˆ n “ n pour tout n P N.
ITEMooWJPOooRUYjwQ

(3) La multiplication est commutative.
ITEMooNBYKooXnGRrf

(4) 0ˆ n “ 0 pour tout n P N
ITEMooLJQBooVpUxUv

(5) L’élément 1 est neutre pour la multiplication.
ITEMooDYLIooETIBEL

(6) La multiplication est distributive par rapport à l’addition.
ITEMooQBFSooWGDQYX

(7) La multiplication est associative.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Nous avons nˆ 1 “ nˆ sp0q “ pnˆ 0q ` n “ 0` n “ n. Donc nˆ 1 “ n.
(2) Pour (2) Nous le faisons par récurrence. Par définition c’est vrai pour n “ 0. En ce qui

concerne la récurrence, nous supposons que 1ˆn “ n, et nous prouvons que 1ˆspnq “ spnq :

1ˆ spnq “ p1ˆ nq ` 1 “ n` 1 “ spnq. (1.81)

(3) Pour (3) Soit a P N. Nous prouvons par récurrence sur b P N que a ˆ b “ b ˆ a. Pour
b “ 0 c’est bon. Pour la récurrence, nous supposons que aˆ b “ bˆ a et nous prouvons que



1.3. LES NATURELS 187

aˆ spbq “ spbq ˆ a :

aˆ spbq “ aˆ b` a (1.82a)
“ bˆ a` a récurrence (1.82b)
“ pbˆ aq ` p1ˆ aq par (2) (1.82c)
“ pb` 1q ˆ a distributivité (1.82d)
“ spbq ˆ a. (1.82e)

(4) Pour (4) C’est vrai pour n “ 0 par la définition 1.74(1). En ce qui concerne spnq, nous
avons

0ˆ spnq “ p0ˆ nq ` 0 “ 0. (1.83)

(5) Pour (5) C’est la combinaison de (1) et (2).
(6) Pour (6) Soient a, b P N. Nous prouvons par récurrence sur c P N que 23

pa` bq ˆ c “ aˆ c` bˆ c. (1.84)

Pour c “ 0, nous avons pa ` bq ˆ 0 “ 0 ainsi que a ˆ 0 “ b ˆ 0 “ 0 en vertu des points
précédents sur la multiplication par zéro. Pour la récurrence nous utilisons associativité et
commutativité de la somme :

pa` bq ˆ spcq “ pa` bq ˆ c` pa` bq (1.85a)
“ aˆ c` bˆ c` a` b (1.85b)
“ paˆ c` aq ` pbˆ c` bq (1.85c)
“ `

aˆ spcq˘` `
bˆ spcq˘. (1.85d)

(7) Pour (7) Soient a, b P N. Nous démontrons par récurrence sur c P N que pa ˆ bq ˆ c “
aˆ pbˆ cq. Pour c “ 0 l’égalité est triviale. Nous supposons que l’égalité est correcte pour c,
et nous la prouvons pour spcq :

paˆ bq ˆ spcq “ `paˆ bq ˆ c˘` aˆ b (1.86a)
“ `

aˆ pbˆ cq˘` aˆ b récurrence (1.86b)
“ `pbˆ cq ˆ a˘` bˆ a commutativité (1.86c)
“ pbˆ c` bq ˆ a distributivité (1.86d)
“ `

bˆ spcq˘ˆ a définition 1.74(2) (1.86e)
“ aˆ `

bˆ spcq˘ commutativité. (1.86f)

Lemme 1.77 ([1]).
La multiplication est compatible avec l’ordre :

a ď bñ aˆ n ď bˆ n (1.87)

pour tout n P N.

Démonstration. Par la définition 1.56 de l’ordre, si a ď b, il existe c P N tel que b “ a ` c. En
utilisant la distributivité 24, nous avons

bˆ n “ pa` cq ˆ n “ aˆ n` cˆ n. (1.88)

Nous en déduisons que aˆ n ď bˆ n parce que cˆ n P N.
23. Nous n’écrivons pas toutes les parenthèses parce que les règles de priorité des opérations sont supposées

connues. J’invite cependant le lecteur à remarquer qu’une formalisation de ces règles n’est probablement pas facile.
Pour que tout soit rigoureux, il faudrait un algorithme qui parcourt une suite de caractères et l’interprète en ajoutant
correctement les parenthèses.

24. Proposition 1.76(6).
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LEMooEHYEooLDudfn

Lemme 1.78.
Si aˆ b “ 0, alors a “ 0 ou b “ 0 (ou les deux).

Démonstration. Supposons que a ‰ 0. Alors il existe c P N tel que a “ spcq. Nous avons

0 “ aˆ b “ spcq ˆ b “ cˆ b` b. (1.89)

Le lemme 1.55 nous dit alors que cˆ b “ b “ 0.
LEMooGUXGooBcKJdS

Lemme 1.79 ([1]).
Si a ă b et si n ‰ 0, alors

aˆ n ă bˆ n. (1.90)

Démonstration. L’hypothèse a ď b implique qu’il existe c P N tel que a ` c “ b. De plus c ‰ 0
parce que a ‰ b. En utilisant la distributivité 25, nous avons

bˆ n “ pa` cq ˆ n “ paˆ nq ` pcˆ nq. (1.91)

Cela prouve que aˆ n ď bˆ n. Et comme c et n ne sont pas nuls, nous avons même 26 cˆ n ‰ 0
et donc aˆ n ă bˆ n.

Une version dans Z sera le lemme 1.107.
LEMooSFUKooBNAple

Lemme 1.80 ([1]).
Soient a ‰ 0 et b ą 1 dans N. Alors

ab ą a. (1.92)

Démonstration. Il s’agit d’une application du lemme 1.79 en partant de l’inégalité 1 ă b et en la
« multipliant » par a.

Proposition 1.81 ([1]).
Tous les naturels non nuls sont réguliers par rapport à la multiplication. Autrement dit, si a ‰ 0,
alors nous avons

aˆ x “ aˆ y ñ x “ y. (1.93)

Démonstration. Soit a ‰ 0 dans N. Nous supposons que aˆ x “ aˆ y. Puisque l’ordre sur N est
total (proposition 1.62), nous pouvons supposer que y ě x ; sinon il suffit de permuter les rôles de
x et y dans tout ce qui suit.

Il existe d P N tel que y “ x` d. En utilisant l’hypothèse aˆ y “ aˆ x et la distributivité 27,

aˆ x “ aˆ y “ aˆ px` dq “ paˆ xq ` paˆ dq. (1.94)

Puisque paˆ xq est régulier pour la somme 28 nous en déduisons que

0 “ aˆ d. (1.95)

Le lemme 1.78 dit alors que a “ 0 ou que d “ 0. Étant donné que a ‰ 0 par hypothèse, nous
déduisons que d “ 0, c’est-à-dire que x “ y.

25. Proposition 1.76(6).
26. Lemme 1.78.
27. Proposition 1.76(6).
28. Proposition 1.53(3).
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1.3.5 Presque unicité des triplets naturels

Il existe de nombreux triplets naturels ; l’existence d’un triplet naturel est un théorème de la
théorie des ensembles que nous avons accepté. Nous avons déjà à peu près montré que toute partie
non bornée de N donne lieu à un nouveau triplet naturel. Voir 1.70.

Nous voyons maintenant que tous les triplets naturels sont équivalents au moins pour l’ordre.
THOooFUXMooJuigHK

Théorème 1.82 ([1]).
Soient des triplets naturels pN1, o1, s1q et pN2, o2, s2q. Alors

(1) il existe une unique application f : N1 Ñ N2 telle que

(1a) fpo1q “ o2

(1b) f ˝ s1 “ s2 ˝ f .

(2) Une telle application est une bijection croissante.

Démonstration. En plusieurs points.

(1) Existence Nous voyons pN1, o1, s1q comme un triplet naturel, et N2 comme un simple
ensemble. Nous pouvons appliquer le théorème 1.47 à pN1, o1, s1q. L’élément o1 va jouer le
rôle de 0 alors que o2 va jouer le rôle de b. L’application g est s2. Bref, il existe une unique
application f : N1 Ñ N2 telle que

(1a) fpo1q “ o2

(1b) f
`
s1pnq

˘ “ s2
`
fpnq˘

pour tout n P N1.
(2) Unicité Le théorème 1.47 donne déjà l’unicité. Nous la faisons quand même, juste pour

vous faire plaisir. Soit g, une autre application vérifiant les mêmes conditions. Pour faire la
récurrence de façon très explicite, nous posons

P : N1 Ñ t0, 1u

x ÞÑ
#

1 si gpxq “ fpxq
0 sinon.

(1.96)

Notre but est de prouver que P pxq “ 1 pour tout x P N1, en utilisant la récurrence telle que
décrite dans la proposition 1.46.
Nous avons fpo1q “ o2 “ gpo1q. Donc P po1q “ 1. Nous supposons que, pour un certain
a P N1, nous ayons P paq “ 1, et nous prouvons que P

`
s1paq

˘ “ 1.
Nous avons gpaq “ fpaq, et nous prenons s2 des deux côtés, nous avons succéssivement

ps2 ˝ gqpaq “ ps2 ˝ fqpaq (1.97a)
pg ˝ s1qpaq “ pf ˝ s1qpaq (1.97b)
g
`
s1paq

˘ “ f
`
s1paq

˘
. (1.97c)

La dernière égalité signifie que P
`
s1paq

˘ “ 1. La proposition 1.46 implique que P pxq “ 1
pour tout x P N1.

(3) Bijection, définir l’inverse Nous allons trouver un inverse et le lemme 1.7 nous dit que
c’est suffisant. La partie « existence », en inversant les rôles de N1 et N2 nous donne une
application g : N2 Ñ N1 telle que

(3a) gpo2q “ o1

(3b) g ˝ s2 “ s1 ˝ g.

Nous allons prouver que g est un inverse de f .
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(4) f ˝ g “ Id Nous posons A “ tx P N2 tel que pf ˝ gqpxq “ xu. Nous avons

f
`
gpo2q

˘ “ fpo1q “ o2, (1.98)

et donc o2 P A.
Supposons que x P A. Alors

pf ˝ gq`s2pxq
˘ “ pf ˝ g ˝ s2loomoon

s1˝g
qpxq (1.99a)

“ pf ˝ s1loomoon
“s2˝f

˝gqpxq (1.99b)

“ ps2 ˝ f ˝ gqpxq (1.99c)
“ s2

`pf ˝ gqpxq˘ (1.99d)
“ s2pxq (1.99e)

Donc s2pxq P A. Nous en déduisons que A “ N2 par le point (3) de la définition 1.43 d’un
triplet naturel.

(5) g ˝ f “ Id J’imagine que c’est la même chose que dans l’autre sens (ci-dessus) 29.

PROPooCCVNooYUYcqG

Proposition 1.83.
L’ensemble structuré pN,`,ˆ,ďq est archimédien 30. En d’autres termes, pour tout a, b P Nzt0u,
il existe n P N tel que

b ă nˆ a. (1.100)

Démonstration. Soient a, b P N avec a ‰ 0.
Si a ą b, nous avons le résultat avec n “ 1.
Si a “ b, en prenant n “ sp1q nous avons le résultat. En effet sp1q ˆ a “ a` a. Puisque a ‰ 0,

nous avons a` a ě a et a` a ‰ a, donc sp1q ˆ a ą a.
La vraie vie est avec a ă b. Nous posons

X “ tx P N tel que 1 ď xˆ a ď bu (1.101)

et
B “ txˆ a tel que x P Xu. (1.102)

L’ensemble X est non vide parce que 1 P X. L’ensemble B est alors également non vide, et majoré
par b. La proposition 1.63(4) nous indique alors que B possède un plus grand élément que nous
allons noter x0 ˆ a (x0 P X).

Nous posons n “ spx0q, et nous avons

x0 ˆ a ă x0 ˆ a` a “ spx0q ˆ a “ nˆ a. (1.103)

Nous en déduisons que n ˆ a n’est pas dans B parce que x0 ˆ a est le plus grand élément de B.
Donc x0 n’est pas dans X ; nous n’avons donc pas les inégalités

1 ď nˆ a ď b. (1.104)

Laquelle des deux inégalités est fausse ? Puisque n “ spx0q ě 1 et que a ě 1, nous avons 1 ď nˆa.
Donc c’est la seconde inégalité qui est fausse. Nous avons donc nˆ a ą b.

29. Je n’ai pas fait les calculs ; écrivez-moi si ça pose un problème.
30. Définition 1.72.
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DEFooNEVNooJlmJOC

Proposition-Définition 1.84.
Soit A un ensemble muni d’une loi de composition interne 31 notée `. Si nous avons une application
α : NÑ A, alors il existe une unique application f : NÑ A telle que SUBEQSooKJOFooOOxDKH

"
fp0q “ αp0q (1.105a)
fpkq “ fpk ´ 1q ` αpkq. (1.105b)

La valeur de fpkq est notée
řk
i“0 αpiq.

Démonstration. Application du théorème 1.47.

1.85.
Les équations de définition (1.105) signifient que nous définissons la notation

řN
i“0 αpiq par récur-

rence par les conditions suivantes :
ITEMooIPDTooEhOxea

(1)
ř0
i“0 αpiq “ αp0q,

(2)
řk
i“0 αpiq “

řk´1
i“0 αpiq ` αpkq.

PROPooXXGHooLafGsI

Proposition 1.86 (La multiplication est une somme itérée[18]).
Pour tout a, b P N, nous avons

nÿ

i“1
a “ aˆ n. (1.106)

Démonstration. Nous le faisons par récurrence en partant de n “ 1. Avec n “ 1 nous avonsř1
i“1 a “ a, et aˆ 1 “ a. Donc c’est bon.

Pour la récurrence nous avons :

aˆ spnq “ aˆ n` a “
nÿ

i“1
a` a “

n`1ÿ

i“1
a “

spnqÿ

i“1
a. (1.107)

LEMooIETGooMyrilW

Lemme 1.87.
Soit a ą 1 dans N. Pour tout n ě 1 nous avons na ď an.

Démonstration. Par récurrence. Avec n “ 1 nous avons bien a ď a ; pas de problème. Supposons
que na ď an, et montrons le pas de récurrence. Nous avons :

pn` 1qa “ na` a (1.108a)
ď na` na parce que a ď na (1.108b)
“ 2na (1.108c)
ď 2an récurrence (1.108d)
ď aan parce que a ě 2 (1.108e)
“ an`1. (1.108f)

Proposition 1.88 ([18]).
Soit a ą 1. Alors

(1) l’application n ÞÑ an est strictement croissante ;
(2) l’ensemble tan tel que n P Nu n’est pas majoré.
31. Peut-être un anneau, mais comme nous avons l’intention, dans les propositions 1.86 et suivantes, de faire des

sommes vers pN,`q, plutôt un monoïde.
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Démonstration. Nous avons

an`1 “ an ˆ a (1.109a)
ą an ˆ 1 lemme 1.80 (1.109b)
“ an. (1.109c)

Cela prouve le premier point.
Pour le second point, soit m P N. Nous devons trouver N P N tel que aN ě m. Puisque N est

archimédien 32, nous pouvons considérer N tel que Na ą m. Le lemme 1.55 nous assure alors que

m ă Na ď aN . (1.110)

THOooKDJVooRIJRHP

Théorème 1.89 (division euclidienne [18]).
Pour tout a P N, pour tout b P Nzt0u, il existe un unique couple pq, rq P N2 tel que a “ bq` r avec
0 ď r ă b.

Si r “ 0, nous disons que a est divisible par b.

Démonstration. Existence puis unicité.
(1) Existence

Nous posons
A “ tbx tel que x P N, bx ď au. (1.111)

L’ensemble A contient 0 (avec x “ 0) et est majoré par a. Donc il possède un plus grand
élément que nous notons bq. Puisque bq P A, nous avons bq ď a et donc il existe r P N tel
que

bq ` r “ a. (1.112)EQooIUICooLenNBPEQooIUICooLenNBP

Il reste à montrer que r ă b. Supposons que r ě b. Il existerait alors un x tel que b` x “ r.
En mettant ça dans (1.112),

bq ` b` x “ a, (1.113)

c’est-à-dire bpq ` 1q ` x “ a, qui signifierait bpq ` 1q ď a, ce qui est faux parce que bq est le
plus grand élément de A.

(2) Unicité Supposons que nous ayons

a “ bq ` r “ bq1 ` r1 (1.114)

avec 0 ď r ă b et 0 ď r1 ă b. Il y a trois possibilités : q1 ă q, q1 “ q et q1 ą q.
(2a) Si q1 ă q Alors il existe x P N tel que q1 ` x “ q, et nous avons

bpq1 ` xq ` r “ bq1 ` bx` r, (1.115)

ce qui, après distribution et simplification, donne r1 “ bx`r. Puisque nous avons x ě 1,
il vient

r1 “ bx` r ě b` r ě b. (1.116)

Cela n’est pas possible parce que r1 ă b. Le cas q1 ă q n’est pas possible.
(2b) Si q1 “ q Nous avons alors immédiatement bq ` r “ bq ` r1 et donc r “ r1. Unicité.
(2c) Si q1 ą q En posant q ` x “ q1 nous trouvons la même impossibilité que dans le cas

q1 ă q.

32. Proposition 1.83.
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1.3.6 Écriture d’un naturel dans une base

1.90.
Nous avons déjà donné la notation 1 “ sp0q. Nous continuons avec 2 “ sp1q, 3 “ sp2q, 4 “ sp3q,
5 “ sp4q, 6 “ sp5q, 7 “ sp6q, 8 “ sp7q et 9 “ sp8q.

Nous allons maintenant voir comment écrire des nombres plus grands.

Si b ą 1 et N P N sont donnés, nous notons

Cb,N “
␣
u P t0, . . . , b´ 1uN`1 tel que uN ‰ 0

(
. (1.117)

où les ui sont numérotés à partir de 0 ; donc dire uN ‰ 0 revient à dire que le dernier est non nul,
et non l’avant dernier. Nous définissons 33

φb,N : Cb,N Ñ N

u ÞÑ
Nÿ

i“0
uib

i.
(1.118)EQooWWTUooHAnSEvEQooWWTUooHAnSEv

Cette application φb,N sera encore bien étudiée pour la partie décimale d’un réel. Voir la définition
11.343.

LEMooJUGKooGsbrhi

Lemme 1.91 ([18]).
Soient b ą 1, N ě 0 ainsi que u P Cb,N . Alors

bN ď φb,N puq ă bN`1. (1.119)EQooYHTLooNwqIIqEQooYHTLooNwqIIq

Démonstration. En séparant la somme nous avons

φb,N puq “ uNb
N `

N´1ÿ

i“0
uib

i. (1.120)

Puisque uN ě 1 nous avons bN ď uNb
N , et donc

bN ď uNb
N ď φb,N puq. (1.121)

Voilà qui prouve la première inégalité de (1.119).
Pour prouver que φb,N puq ă bN`1, nous faisons une récurrence sur N .

(1) Pour N “ 0 Nous devons prouver que φb,0puq ă b. Par définition φb,N puq “ u0b0. Puisque
u P t0, . . . , b´ 1uN`1, nous avons u0 ď b´ 1 ă b.

(2) Récurrence Nous supposons que pour tout u P Cb,N nous avons φb,N puq ă bN`1. Et nous
devons montrer que pour tout v P Cb,N`1 nous avons φb,N`1pvq ă bN`2.
Nous posons u “ pv0, . . . , vN q ; nous avons alors

φb,N`1pvq “ vN`1b
N`1 `

Nÿ

i“0
vib

i (1.122a)

“ vN`1b
N`1 ` φb,N puq (1.122b)

ă vN`1b
N`1 ` bN`1 récurrence (1.122c)

“ pvN`1 ` 1qbN`1 (1.122d)
ď bbN`1 parce que vN`1 ď b´ 1 (1.122e)
“ bN`2. (1.122f)

33. Le symbole de sommation est défini par 1.84.
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LEMooKDKJooSkhcJS

Lemme 1.92 ([1]).
Soient x P N ainsi que b ě 2. Nous posons

N “ maxtk P N tel que bk ď xu. (1.123)

Alors
(1) Si n ą N alors φb,npuq ą x pour tout u P Cb,n.
(2) Si n ă N alors φb,npuq ă x pour tout u P Cb,n.

Démonstration. En deux parties.
(1) Si n ą N Nous avons, par définition de Cb,n que un ‰ 0, de telle sorte que

φb,npuq ě unb
n ě bn ą x. (1.124)

La dernière inégalité est due au fait que n R tk P N tel que bk ď xu.
(2) Si n ă N Nous avons

x ě bN ą φb,npuq. (1.125)
Le seconde inégalité est une conséquence du lemme 1.91.

Théorème 1.93 ([18]).
Soit b ě 2. Si x P N, alors il existe un unique N P N et un unique u P Cb,N tels que

x “ φb,N puq. (1.126)

Démonstration. Nous commençons par x ă b. Dans ce cas, N “ 0 parce que si uk ‰ 0 avec k ‰ 0,
nous avons

Nÿ

i“0
uib

i ě ukb
k ě b ą x. (1.127)

Donc x “ x0b0 “ u0. Bref, dans le cas x ă b nous avons obligatoirement N “ 0 et u0 “ x.
Nous étudions à présent le cas x ě b que nous subdivisons en plusieurs étapes.

(1) N ě 1 Si N “ 0, alors φb,0puq “ u0 ă b ď x. Donc N ě 1.
Notons incidemment que nous pouvons parler de N ´ 1 à partir de maintenant.

(2) Unicité, préambule Le lemme 1.92 nous indique que si x “ φb,N puq pour un certain
N P N et un certain u P Cb,N , alors

N “ maxtk P N tel que bk ď xu. (1.128)

Nous posons

Xk “
Nÿ

i“k
uib

i´k, (1.129)

et nous allons montrer que le couple pXk`1, ukq est le résultat de la division euclidienne 34 de
Xk par b.
D’abord, uk ă b, donc ça a bien la tête d’un reste. Ensuite, pour le quotient,

bXk`1 ` uk “ b
Nÿ

i“k`1
uib

i´pk`1q ` uk (1.130a)

“
Nÿ

i“k`1
uib

i´k ` uk (1.130b)

“
Nÿ

i“k
uib

i´k (1.130c)

“ Xk. (1.130d)
34. Théorème 1.89.
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(3) Unicité En quoi cela fait-il avancer la choucroute ? Supposons que φb,N puq “ φb,M pvq.
Alors nous avons déjà prouvé que

M “ N “ maxtk P N tel que bk ď xu. (1.131)

Ensuite nous devons montrer que u “ v. Nous posons Xk “ řN
i“k uibi´k et Yk “ řN

i“k vibi´k.
Notez que

X0 “ Y0 “ x. (1.132)

Si Xk “ Yk, alors par unicité de la division euclidienne nous avons Xk`1 “ Yk`1 et uk “ vk.
Par récurrence nous avons Xk “ Yk et uk “ vk pour tout k.

(4) Existence Soit x P N. Nous posons y0 “ x et

yk “ byk`1 ` uk (1.133)

avec uk ă b. Vus l’unicité dans la division euclidienne et le théorème 35 1.47 permettant la
définition par récurrence, ces conditions définissent deux suites pukq et pykq dans N.
Montrons qu’il existe un N P N tel que yn “ 0 pour tout n ě N ` 1. Nous avons :

2yk`1 ď byk`1 parce que b ě 2 (1.134a)
ď yk pcq byk`1 ` uk “ yk. (1.134b)

Bref : 2yk`1 ď yk. Par récurrence 36 nous trouvons que

2kyk ď x (1.135)

parce que y0 “ x. Par le lemme 1.87, si k est assez grand,

2kyk ď 2kyk ď x. (1.136)

Puisque N est archimédien 37, nous pouvons considérer s P N tel que 2s ą x. À ce moment
nous avons

yn “ 0 (1.137)

pour tout n ě s. Nous posons

N “ maxtk tel que yk ‰ 0u. (1.138)

Prouvons par récurrence sur l que

yN´l “
Nÿ

i“N´l
uib

pi`lq´N . (1.139)EQooZBKQooFqcckrEQooZBKQooFqcckr

Notez que i` l ě N ´ l ` l “ N , donc pi` lq ´N a un sens.

(4a) Pour l “ 0 Avec l “ 0 nous avons
řN
i“N´l uibpi`lq´N “ uN . Il faut donc voir que

yN “ uN . Nous avons
yN “ byN`1 ` uN . (1.140)

En se rappelant que yN`1 “ 0, nous avons le résultat.

35. Nous ne citerons pas toujours ce théorème à chaque fois que nous définissons quelque chose par récurrence.
36. Faut-il citer la proposition 1.46 et donner explicitement la fonction P ?
37. Proposition 1.83.
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(4b) Pour l ` 1 Pour la récurrence nous avons le calcul suivant :

yN´l´1 “ byN´l ` uN´l´1 (1.141a)

“ b
Nÿ

i“N´l
uib

pi`lq´N ` uN´l´1 (1.141b)

“
Nÿ

i“N´l
uib

pi`lq´N`1 ` uN´l´1 (1.141c)

“
Nÿ

i“N´l´1
uib

pi`l`1q´N . (1.141d)

La récurrence est prouvée. L’égalité (1.139) est validée pour tout l.
En posant l “ N dans (1.139) nous trouvons

y0 “
Nÿ

i“0
uib

i. (1.142)

Mais la définition de la suite pykq contient y0 “ x. Donc nous avons prouvé que

x “
Nÿ

i“0
uib

i “ φb,N puq. (1.143)

Exemple 1.94.
Comment écrire le nombre b en base b ? Nous devons trouver un N et une suite puiq tels que

b “
Nÿ

i“0
uib

i. (1.144)

Il est facile de voir que le choix N “ 1 et u “ p0, 1q fonctionne bien : b “ 1 ˆ b1 ` 0. Nous avons
donc

b “ φb,1p1, 0q. (1.145)
Nous écrivons cela plus sobrement b “ 10. △

1.95.
À part des cas très exceptionnels, nous utilisons toujours la base b “ sp9q “ s9p0q. Nous nous
permettons donc d’écrire « 64 » le nombre φsp9q,2p6, 4q. Vous saviez que tout groupe simple d’ordre
φsp9q,2p6, 0q est isomorphe au groupe alterné Aφsp9q,0p5q ? C’est la proposition 5.54.

La proposition suivante dit que le nombre qui a le plus de chiffres est le plus grand.

Proposition 1.96 ([18]).
Si u P Cb,N et v P Cb,M avec M ą N alors φb,N puq ă φb,M pvq.
Démonstration. Le lemme 1.91 nous dit que

bN ď φb,N puq ă bN`1 (1.146)

et
bM ď φb,M pvq ă bM`1. (1.147)

Puisque M ą N nous avons bN`1 ď bM et donc

φb,N puq ă bN`1 ď bM ď φb,M pvq. (1.148)
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La proposition suivante dit que si deux nombres s’écrivent avec le même nombre de chiffres, le
plus grand est celui dont le premier chiffre différent est le plus grand. Autrement dit, les nombres
en écriture de position se classent par ordre lexicographique.

Proposition 1.97.
Soient u, v P Cb,N tels que ui “ vi pour i “ r ` 1, . . . , N . Si ur ą vr alors φb,N puq ą φb,N pvq.
Démonstration. En découpant les sommes nous avons

φb,N puq “
Nÿ

i“r`1
uib

i ` urbr `
r´1ÿ

i“0
uib

i (1.149)

et

φb,N pvq “
Nÿ

i“r`1
uib

i ` vrbr `
r´1ÿ

i“0
vib

i. (1.150)

Puisque br ą řr´1
i“0 uib

i (lemme 1.91), nous avons aussi

br `
r´1ÿ

i“0
uib

i ą
r´1ÿ

i“0
vib

i. (1.151)EQooTZPBooTeauhXEQooTZPBooTeauhX

Et le calcul final :

φb,N pvq ă
Nÿ

i“r`1
vib

i ` vrbr ` br `
r´1ÿ

i“0
uib

i pcq (1.151) (1.152a)

“
Nÿ

i“r`1
uib

i ` pvr ` 1qbr `
r´1ÿ

i“0
uib

i (1.152b)

ď
Nÿ

i“r`1
uib

i ` urbr `
r´1ÿ

i“0
uib

i pcq ur ě vr ` 1 (1.152c)

“
Nÿ

i“0
uib

i (1.152d)

“ φb,N puq. (1.152e)

Et voilà.

1.4 Les entiers
PROPooFIKUooVHlvTt

Proposition-Définition 1.98 ([18]).
Soient a, b, a1, b1 P N. Nous disons que pa, bq „ pa1, b1q si et seulement si

a` b1 “ b` a1 (1.153)

(1) „ est une relation d’équivalence sur N2.
ITEMooZQSHooSDfdvK

(2) Si pa, bq „ pa1, b1q et px, yq „ px1, y1q alors

pa` x, b` yq „ pa1 ` x1, b1 ` y1q. (1.154)

L’ensemble des entiers est
Z “ pNˆNq{ „, (1.155)

et nous notons a, b P Z la classe de pa, bq P NˆN.

Démonstration. En plusieurs points.
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(1) Symétrie C’est la commutativité de la somme dans N, proposition 1.53(1).
(2) Réflexive Immédiat.
(3) Transitive Nous supposons que pa, bq „ pu, vq et que pu, vq „ px, yq. Alors nous avons

a` v “ u` b (1.156a)
u` y “ v ` x. (1.156b)

En additionnant membre à membre,

a` v ` u` y “ u` b` v ` x. (1.157)

La commutativité nous permet de mettre u et v à droite dans chacun des deux membres.
Ensuite la proposition 1.53(3) nous permet de simplifier par u` v. Il reste a` y “ b` x, qui
signifie pa, bq „ px, yq.

(4) Pour (2) L’hypothèse donne les égalités

a` b1 “ b` a1 (1.158a)
x` y1 “ y ` x1 (1.158b)

En sommant, et en utilisant l’associativité,

pa` xq ` pb1 ` y1q “ pb` yq ` pa1 ` x1q. (1.159)

Cela signifie bien que pa` x, b` yq „ pa1 ` x1, b1 ` y1q.

Lemme 1.99.
Soient a, b P N. Nous avons pa, bq „ p0, 0q si et seulement si a “ b.

Démonstration. Dire que pa, bq „ p0, 0q est équivalent à dire que a ` 0 “ b ` 0, ou encore que
a “ b.

Proposition-Définition 1.100 ([18]).
Soient a, b, x, y P N. L’application

f : pa, bq ˆ px, yq Ñ Z`pa1, b1q, px1, y1q˘ ÞÑ pa1 ` x1, b1 ` y1q (1.160)

est constante.
Nous nommons sa valeur pa, bq ` px, yq.

Démonstration. Cela est une conséquence de la proposition 1.98(2).

Proposition 1.101.
La paire pZ,`q est un groupe commutatif.

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Neutre Le neutre est e “ p0, 0q. En effet,

pa, bq ` p0, 0q “ pa` 0, b` 0q “ pa, bq. (1.161)

De même e` pa, bq “ pa, bq par commutativité de la somme dans N.
(2) Inverse Il est facile de vérifier que pb, aq est l’inverse de pa, bq.
(3) Associativité Calcul direct en utilisant l’associativité dans N.



1.4. LES ENTIERS 199

Proposition 1.102.
L’application

ι : NÑ Z

n ÞÑ pn, 0q (1.162)

est un morphisme 38 injectif.

Démonstration. Le fait que ce soit un morphisme est le calcul

ιpa` bq “ pa` b, 0q “ pa, 0q ` pb, 0q “ ιpaq ` ιpbq. (1.163)

Pour l’injectivité, supposons que ιpaq “ ιpbq. Alors pa, 0q “ pb, 0q, c’est-à-dire a ` 0 “ b ` 0.
Donc a “ b.

1.4.1 Opposé
LEMooSABNooZZDIes

Lemme 1.103.
Tout élément de Z a un représentant de la forme pa, 0q ou p0, bq.
Démonstration. Soient a, b P N. Si b ď a, alors nous avons

pa, bq „ pa´ b, 0q (1.164)

où la différence est calculée dans N et a un sens parce que nous avons supposé b ď a. Si par contre
a ď b alors

pa, bq „ p0, b´ aq. (1.165)

Puisque l’ordre sur N est total 39, tous les cas sont couverts.

Lemme-Définition 1.104.
Soit z P Z. L’application 40

f : z Ñ Z

pa, bq ÞÑ pb, aq (1.166)

est constante.
Nous nommons ´z sa valeur.

Démonstration. Soient pa, bq et px, yq dans z. Nous avons successivement :
— pa, bq „ px, yq.
— a` y “ b` x.
— pb, aq „ py, xq
— pb, aq “ py, xq
— fpa, bq “ fpx, yq.

D’où la constance de f .

Lemme 1.105.
Nous avons ITEMooSQFGooQPgIMu

(1) Z “ ιpNq Y ´ιpNq
ITEMooHQUQooJeqULl

(2) ιpNq X ´ιpNq “ t0u.
38. Certes N n’est pas un groupe, donc le mot « morphisme » est un peu abusé, mais vous voyez ce que je veux

dire.
39. Proposition 1.62.
40. Pour rappel, z est une classe d’équivalence dans N ˆ N, c’est-à-dire une partie de N ˆ N. Ça a un sens de

prendre z comme ensemble sur lequel on définit une fonction.
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Démonstration. Nous avons

ιpNq “ tpn, 0q tel que n P Nu (1.167a)SUBEQooVJGVooCUxtvkSUBEQooVJGVooCUxtvk

´ιpNq “ tp0, nq tel que n P Nu. (1.167b)SUBEQooAPGRooOCkYRrSUBEQooAPGRooOCkYRr

Montrons à présent les deux points.
(1) Pour (1) Nous savons par le lemme 1.103 que tous les éléments de Z sont de la forme

(1.167a) ou (1.167b).
(2) Pour (2) Si z P ιpNq X ´ιpNq, il existe n,m P N tels que pn, 0q “ p0,mq, ce qui signifie

en particulier que pn, 0q „ p0,mq ou encore que n ` m “ 0. Le lemme 1.55 dit alors que
n “ m “ 0.
Nous avons donc z “ p0, 0q “ 0.

1.4.2 Ordre sur Z

Si z P Z, nous disons que z P N lorsque z P ιpNq. C’est un abus de notation qu’il est difficile
de ne pas faire.

PROPooMYYDooOABOdB

Proposition-Définition 1.106 (Relation d’ordre [18] ).
Nous disons que x ď y si et seulement si y ´ x P N.

L’ensemble pZ,ďq est totalement ordonné.

Une version dans R sera le lemme 1.418.
LEMooSVDDooWsyxNP

Lemme 1.107.
Soient a ą 0 et b ą 1 dans Z. Nous avons

ab ą a. (1.168)
LEMooMYEIooNFwNVI

Lemme 1.108.
Toute partie bornée de Z possède un plus grand élément.

PROPooYJBMooZrzkNX

Proposition 1.109.
Soit a, b P Z tels que a divise b. Alors |a| ď |b|.

LEMooJNXIooBmdOVi

Lemme 1.110.
L’ensemble Z est infini dénombrable.

1.5 Quelques résultats de cardinalité

1.5.1 Équipotence, surpotence, subpotence

Les notions d’équipotence, surpotence et de subpotence permettent de comparer les « tailles »
des ensembles sans avoir besoin de la théorie des ordinaux. Tout ceci ne sera pas très souvent utile
par la suite. Un exemple d’utilisation de ces notions est le théorème de Steinitz 6.134 qui démontre
l’existence de clôture algébrique pour tout corps.

DEFooXGXZooIgcBCg

Définition 1.111 ([21, 22]).
Soient deux ensembles A et B.

(1) Les ensembles A et B sont équipotents si il existe une bijection entre A et B. Nous notons
A « B.

(2) L’ensemble A est surpotent à B si il existe une surjection de A vers B. Nous notons A ľ B.
(3) L’ensemble A est subpotent à B si il existe une injection de A vers B. Nous notons A ĺ B.
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Nous disons également « strictement » surpotent quand il y a surpotence mais pas équipotence, et
de même pour la subpotence. Les symboles ą et ă sont alors utilisés.

PROPooWSXTooMQPcNG

Proposition 1.112 ([1, 13]).
L’ensemble A est subpotent à B si et seulement si B est surpotent à A.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Nous supposons que A est subpotent à B. Il existe une injection φ : A Ñ B. Nous

définissons f : B Ñ A par

fpxq “
#
φ´1pxq si x P φpAq
a sinon

(1.169)

où a est un élément quelconque de A. Cette application est bien définie parce que φ est
injective, de telle sorte que φ´1 est bien définie. Puisque φ est définie sur tout A, l’application
f est une surjection.

(2) ð Nous supposons que B est surpotent à A. Il existe donc une surjection φ : B Ñ A. Pour
chaque x P A nous considérons un élément bx P φ´1pxq, qui existe parce que φ est surjective.
Nous considérons ensuite l’application

f : AÑ B

x ÞÑ bx.
(1.170)

Nous prouvons que f est une injection. Supposons que x, y P A soient tels que fpxq “ fpyq.
Nous avons bx “ by. Donc

x “ φpbxq “ φpbyq “ y. (1.171)

Nous avons prouvé que x “ y, et donc que f est injective.

Vu que l’ensemble des ensembles n’existe pas 41, nous n’allons pas énoncer le fait que ces notions
donnent une relation d’ordre sur les ensembles ; il faudrait parler de classes et nous ne nous en
sortirions pas. Nous allons toutefois énoncer quelques résultats qui vont dans ce sens. Pour en
savoir plus, vous pouvez lire les différentes pages de Wikipédia sur les nombres cardinaux.

1.5.2 Un peu d’infinité
DefEOZLooUMCzZR

Définition 1.113 (ensemble Dedekind infini).
Un ensemble est infini si il peut être mis en bijection avec un de ses sous-ensembles propres
(c’est-à-dire différent de lui-même).

Un ensemble est fini si il n’est pas infini.

1.114.
Nous adoptons les notions d’ensembles finis et infinis au sens de Dedekind. De nombreuses sources
(dont wikipédia [23, 24]) définissent un ensemble fini comme étant un ensemble en bijection avec
une partie de N de la forme t0, . . . , Nu. Alors un ensemble est infini si il n’est pas fini.

Cependant, d’une part les deux définitions d’ensembles infinis ne sont pas équivalentes, mais
d’autre part, elles sont équivalentes si on accepte l’axiome du choix 42. Or le Frido accepte l’axiome
du choix sans vergogne et sous toutes ses formes. Nous démontrerons donc, en utilisant le lemme
de Zorn, qu’un ensemble A est fini (définition 1.113) si et seulement si il existe une bijection
t0, . . . , Nu Ñ A pour un certain N P N. Ce sera le théorème 1.122.

LEMooTUIRooEXjfDY

Lemme 1.115.
Toute partie d’un ensemble fini est finie.

41. Voir le corolaire 1.147.
42. Et même seulement l’axiome du choix dénombrable ; si vous voulez en savoir plus, lisez la page wikipédia [25].
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Démonstration. Nous allons prouver la contraposée : si un ensemble contient une partie infinie,
alors il est infini. Soit A Ă B où A est infini. Nous allons prouver que B est infini. En vertu de la
définition 1.113, il existe une partie A1 Ĺ A et une bijection σ : A1 Ñ A.

Nous considérons la partie B1 “ A1 Y pBzAq, qui est une partie stricte de B. Puisque A1 X
pBzAq “ H, nous pouvons définir

φ : B1 Ñ B

x ÞÑ
#
σpxq si x P A1

x si x P BzA.
(1.172)

Montrons que φ est une bijection.
(1) Surjectif Nous avons φpA1q “ A et φpBzAq “ BzA. Donc

φpB1q “ φpA1q Y φpBzAq “ AY pBzAq “ B. (1.173)

(2) Injectif Si φpxq “ φpyq, nous avons 4 possibilités suivant que x et y sont dans A1 ou BzA.
Si x, y P A1, alors φpxq “ φpyq implique σpxq “ σpyq et donc x “ y parce que σ est injective.
Si x P A1 et y P BzA alors φpxq “ σpxq P A et φpyq “ y P BzA. Ce cas n’est pas possible. Le
cas x P BzA et y P A1 n’est pas possible non plus.
Si x, y P BzA, alors φpxq “ φpyq implique immédiatement x “ y.

Nous avons une bijection entre B1 et B alors que B1 est un sous-ensemble strict de B. Donc B est
infini.

PROPooVOKDooOStPzU

Proposition 1.116 ([1, 13]).
Si A est fini et si ω R A, alors AY tωu est fini.

Démonstration. Supposons que AY tωu est infini. Il existe un sous-ensemble strict de AY tωu en
bijection avec AY tωu. Soient donc B Ĺ AY tωu et σ : B Ñ AY tωu une bijection.

Il y a deux possibilités : soit ω est dans B, soit non.
(1) ω R B Alors B Ă A, et il existe x P B tel que σpxq “ ω. Considérons B1 “ Bztxu ; cela est

une partie propre de A. Ensuite nous définissons

φ : Bztxu Ñ A

a ÞÑ σpaq. (1.174)

C’est injectif parce que σ est injective, et c’est surjectif parce que

φ
`
Bztxu˘ “ σpBqzσptωuq “ σpBqztωu “ pAY tωuqztωu “ A. (1.175)

Pour la dernière égalité nous avons utilisé le fait que ω n’est pas dans A.
(2) Si ω P B Plusieurs choses à dire.

(2a) σpωq ‰ ω

Si ω P B, nous commençons par prouver que σpωq ‰ ω. En effet si σpωq “ ω, alors nous
pouvons poser

σ1 : Bztωu Ñ A

x ÞÑ σpxq. (1.176)

Ce σ1 est une bijection entre A et la partie propre BztAu. Cela est impossible parce que
nous avons supposé que A est fini.

(2b) Definition de φ Puisque B est une partie propre de AYtωu, il existe x P AzB. Nous
considérons B1 “ `

Bztωu˘Y txu et nous définissons

φ : B1 Ñ A

b ÞÑ
#
σpbq si b ‰ x

σpωq si b “ x.

(1.177)

Nous montrons à présent que φ est une bijection.
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(2c) Injectif Soient u, v P B1 tels que φpuq “ φpvq. Il y a 4 possibilités suivant que u ou v
est égal à x.
— Si u “ v “ x on est bon.
— Si u “ x et v ‰ x. D’une part φpuq “ φpvq “ σpvq parce que v ‰ x. Mais d’autre

part φpuq “ φpxq “ σpωq. Donc σpvq “ σpωq et v “ ω par injectivité de σ. Or cela
est impossible parce que v P B1 alors que ω R B1. Ici nous utilisons le fait que ω ne
peut pas être égal à x parce que x P A alors que ω est hors de A.
Bref, ce cas est impossible.

— Si u ‰ x et v “ x, alors c’est le même cas que le précédent avec quelque adaptations.
— Si u ‰ x et v ‰ x, alors φpuq “ σpuq et φpvq “ σpvq, de telle sorte que σpuq “ σpvq

et donc u “ v par injectivité de σ.
(2d) Surjective Soit y P A. Vu que σ : B Ñ AY tωu est surjective, il existe b P B tel que

σpbq “ y. Notez que b ‰ x parce que x P AzB.
Si b ‰ ω alors b P Bztωu Ă B1. Nous pouvons calculer φpbq. Étant donné que b ‰ x,
nous avons φpbq “ σpbq “ y.
Si au contraire b “ ω, alors φpxq “ σpωq “ y. Dans les deux cas, y est dans l’image de
φ.

Dans tous les cas nous avons construit une bijection entre une partie propre B1 Ĺ A et A, ce qui
est absurde parce que A est un ensemble fini.

La proposition suivante est à peu près prise comme définition d’un ensemble fini dans [26] qui
donne également une preuve de l’équivalence avec notre définition.

PROPooBYKCooGDkfWy

Proposition 1.117.
L’ensemble N est infini 43.

Démonstration. Nous considérons la partie propre 44

A “ tn P N tel que n ě 1u. (1.178)

Ensuite nous posons
σ : NÑ A

x ÞÑ spxq. (1.179)

Le fait que σ prenne ses valeurs dans A est parce que s prend ses valeurs dans Nzt0u “ A.
(1) σ est injective Parce que s l’est.
(2) σ est surjective C’est dans la définition 1.43(2)

Nous avons donc une bijection entre N et un sous-ensemble strict.
LEMooYIWDooIQFSad

Lemme 1.118.
Soit N P N. La partie t0, . . . , Nu est finie 45.

Démonstration. Par récurrence sur N . Avec N “ 0, la partie t0u est finie parce que son seul
sous-ensemble propre est H qui n’est pas en bijection avec t0u.

Supposons que t0, . . . , Nu est fini. Alors t0, . . . , Nu Y tN ` 1u est fini par le lemme 1.116.
LEMooJDGOooHdyJnu

Lemme 1.119.
Si p ‰ q, alors il n’existe pas de bijection entre t0, . . . , pu et t0, . . . , qu.

43. Définition 1.113.
44. Le fait que ce soit une partie propre est dû au fait que 0 n’est pas dedans d’une part parce que le lemme 1.57

dit que 0 ď 1, et d’autre part parce que le lemme 1.55 donne 0 ‰ 1.
45. Pour rappel, la définition de t0, . . . , Nu est 1.67.
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Démonstration. Supposons pour fixer les idées que p ď q. Dans ce cas t0, . . . , pu est une partie
stricte de t0, . . . , qu. Vu que t0, . . . , qu est fini (lemme 1.118), il n’y a pas de bijection avec ses
parties strictes.

PROPooWKSIooHcfYPN

Proposition 1.120 ([1]).
Si A est infini et si σ : AÑ B est injective, alors B est infini.

Démonstration. Nous allons prouver que σpAq est une partie infinie de B. Puisque A est infini,
nous pouvons considérer une partie A1 Ĺ A et une bijection φA : A1 Ñ A. Nous définissons

φB : σpA1q Ñ σpAq
y ÞÑ σ

´
φA

`
σ´1pyq˘

¯
.

(1.180)

Cette définition a un sens parce que si y P σpA1q, alors il existe un unique x P A1 tel que σpxq “ y
parce que σ est injective. De là, φApxq P A et nous pouvons lui appliquer σ.

Nous montrons que φB est une bijection.
(1) Injective Supposons que φBpaq “ φBpbq, c’est-à-dire que

pσ ˝ φA ˝ σ´1qpaq “ pσ ˝ φA ˝ σ´1qpbq. (1.181)

Étant donné que σ et φA sont injectives, nous avons σ´1paq “ σ´1pbq. En appliquant σ des
deux côtés, nous trouvons a “ b.

(2) surjective Soit y P σpAq. En prenant x P pσ ˝ φ´1
A ˝ σ´1qpyq nous avons φBpxq “ y.

Donc B contient une partie infinie (σpAq). Le lemme 1.115 conclut que B est infini.
LEMooPGPVooZzlFvf

Lemme 1.121.
À propos d’applications entre ensembles finis.

ITEMooNCCUooBGrtdn

(1) Si σ : A Ñ B est une application quelconque et si A est fini, alors σpAq est une partie finie
de B. ITEMooKQMFooSzmXrd

(2) Si σ : AÑ B est surjective et si A est fini, alors B est fini.

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme de Zorn. Nous considérons l’ensemble

A “ tX Ă A tel que σ : X Ñ σpAq est injectiveu (1.182)

que nous ordonnons (partiellement) par l’inclusion.
(1) A est inductif Soit une partie totalement ordonnée F de A. Nous considérons Y “Ť

XPF X, et nous prouvons que Y est un majorant de F .
Pour cela nous commençons par prouver que Y P A. Soient a, b P Y tels que σpaq “ σpbq. Il
existe X1, X2 P F tels que a P X1 et b P X2. Supposons pour fixer les idées que X1 ď X2 (F
étant totalement ordonné nous avons toujours X1 ď X2 ou X2 ď X1). Puisque l’ordre est
l’inclusion, cela signifie que X1 Ă X2. Nous avons donc a, b P X2, alors que σ est injective
sur X2. Donc σpaq “ σpbq implique a “ b, et σ est injective sur Y . Nous avons donc prouvé
que Y P A.
Puisque pour tout X P F nous avons X Ă Y , nous avons X ď Y (dans A) pour tout X P F .
Bref, Y est un majorant de F dans A.
Toute partie totalement ordonnée de A est majorée. Cela signifie que A est inductif 46.

(2) Zorn L’ensemble A étant inductif et non vide (les singletons dans A sont dans A), il possède
un élément maximal 47 par le lemme de Zorn 1.23. Nous nommons A1 un élément maximal
dans A.

46. Plus précisément c’est l’ensemble ordonné pA,Ăq qui est inductif.
47. Définition 1.13 ; voir aussi 1.16.
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(3) Bijective L’application σ : A1 Ñ σpAq est injective parce que A1 P A. Nous devons prouver
qu’elle est surjective.
Supposons que y P σpAqzσpA1q. Alors il existe a P AzA1 tel que σpaq “ y. Dans ce cas, la
partie A1 Y tau est un majorant de A1 dans A, ce qui est impossible.
Donc σ : A1 Ñ σpAq est bijective.

(4) Conclusion L’ensemble A1 est fini en tant que partie de l’ensemble fini A (lemme 1.115).
L’application σ étant injective, la proposition 1.120 conclut que σpA1q est fini. Et comme
σpA1q n’est autre que σpAq nous avons fini.

La partie (1) est prouvée. La partie (2) est maintenant facile. La partie (1) dit que σpAq est une
partie finie de B, mais si σ est surjective, alors σpAq “ B.

PROPooJLGKooDCcnWi

Proposition-Définition 1.122 (Cardinal d’un ensemble fini[1]).
Soit un ensemble non vide I. ITEMooMNMTooEOIjdo

(1) L’ensemble I est fini 48 si et seulement si il existe une bijection entre I et t0, . . . , Nu pour
un certain N P N. ITEMooZJFUooSNUSIk

(2) Si I est fini, il existe un unique N P N tel que I soit en bijection avec t0, . . . , Nu.
Dans ce cas, le nombre N ` 1 est le cardinal de I, et est noté CardpIq. Pour l’ensemble vide,
nous définissons CardpHq “ 0.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (1)ð

Soit un ensemble A en bijection avec t0, . . . , Nu. Nous avons vu que t0, . . . , Nu est fini dans
le lemme 1.118. Le lemme 1.121(2) conclut que A est fini.

(2) (1)ñ Le vrai sport est de faire l’implication inverse. Nous supposons que A est un ensemble
fini, et nous allons prouver qu’il est en bijection avec t0, . . . , Nu pour un N bien choisi. Nous
allons utiliser le lemme de Zorn. Soit

A “ tpN,φq tel que φ : t0, . . . , Nu Ñ A est injectiveu. (1.183)

Nous mettons sur A la relation d’ordre donnée par pN1, φ1q ď pN2, φ2q lorsque
(2a) N1 ď N2

(2b) φ2 étend φ1, c’est-à-dire que φ2 “ φ1 sur t0, . . . , Nu.
(2a) A est inductif Soit une partie F totalement ordonnée de A. Nous considérons la

partie suivante de N :

S “ tn P N tel que Dφ tel que pn, φq P Fu. (1.184)

Si S est majoré, alors il a un maximum (proposition 1.63(4)). Si M est le maximum de
S, le pM,φq de F qui correspond à ce maximum est un majorant de F .
Supposons –pour l’absurde– que F n’est pas majoré dans A ; en particulier S n’est pas
majoré dans n. Pour chaque n P S, il existe une application φn telle que pn, φnq P F .
Cela nous permet de définir

ϕ : S Ñ A

n ÞÑ φnpnq. (1.185)

Montrons que ϕ est injective. Si ϕpmq “ ϕpnq, alors φmpmq “ φnpnq. Supposons pour
fixer les idées que n ď m. Vu que pn, φnq et pm,φmq sont dans F qui est ordonné, φm
prolonge φn ; en particulier φnpnq “ φmpnq. Mais comme φm est injective, m “ n.
Nous avons donc une injection ϕ : S Ñ A. Mais S est non borné et donc infini 49. La
proposition 1.120 conclut que A est infini, ce qui est contraire aux hypothèses.
Donc F a un majorant et A est inductif.

48. Ensemble fini, définition 1.113.
49. Le lemme 1.69 dit qu’il existe une bijection entre S et N. De là nous concluons que S est infini parce qu’un

ensemble en bijection avec un ensemble infini est infini par la proposition 1.120.
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(2b) Lemme de Zorn Le lemme de Zorn dit que A a un élément maximal.
(2c) Conclusion Soit pN,φq un élément maximal de A. Nous allons prouver que φ : t0, . . . , Nu Ñ

A est une bijection. Que φ soit injective est une conséquence du fait que pN,φq est dans
A.
Pour prouver que φ est surjective, nous supposons qu’elle ne l’est pas. Soit a P A qui
n’est pas dans l’image de φ. En posant

ϕ : t0, . . . , N ` 1u Ñ A

x ÞÑ
#
φpxq si x ‰ N ` 1
a si x “ N ` 1,

(1.186)

le couple pN ` 1, ϕq majore strictement pN,φq. Ce qui est une contradiction.

(3) (2) existence L’existence est ce que nous venons de montrer ci-dessus.
(4) (2) unicité Supposons que I soit en bijection avec t0, . . . ,Mu et avec t0, . . . , Nu. Il existe

donc une bijection entre t0, . . . ,Mu et t0, . . . , Nu. Par le lemme 1.119, cela implique que
M “ N .

Nous ne définissons pas ce qu’est le cardinal d’un ensemble infini ; c’est très compliqué et ça ne
nous servira pas.

LEMooRWUDooTgoRXH

Lemme 1.123.
Si A est une partie infinie de N, alors pour tout n, la partie Azt0, . . . , nu est non vide.

Démonstration. Si Azt0, . . . , nu était vide, cela signifierait que A est une partie de t0, . . . , nu. Or
nous savons que t0, . . . , nu est fini (lemme 1.118), et que toute partie d’un ensemble fini est finie
(lemme 1.115). Donc nous aurions que A est fini, ce qui est contraire à l’hypothèse.

LEMooVFPNooVmdUXY

Lemme 1.124 ([1]).
Union d’ensembles finis.

ITEMooBUCZooYLCuIe

(1) Si A et B sont des ensembles finis disjoints, alors AYB est fini et

CardpAYBq “ CardpAq ` CardpBq. (1.187)
ITEMooCCWOooYwgGBp

(2) Si A et B sont des ensembles finis, alors AYB est fini.
ITEMooYJSZooXQXkOX

(3) Si A est fini et si B Ă A alors

CardpAzBq “ CardpAq ´ CardpBq. (1.188)
ITEMooSWJCooEpBVkG

(4) Si A et B sont des ensembles quelconques, alors

CardpAYBq “ CardpAq ` CardpBq ´ CardpAXBq. (1.189)
ITEMooJDUUooVMvAOn

(5) Si les tAiui“1,...,n sont des ensembles deux à deux disjoints, alors

Card
` nď

i“1
Ai

˘ “
nÿ

i“1
CardpAiq. (1.190)

ITEMooNMFSooBvsNyq

(6) Si I ou J est infini, alors I Y J est infini.

Démonstration. Point par point.
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(1) Pour (1) Puisque A et B sont finis, la proposition 1.122 nous dit qu’il existe des naturels
N et M ainsi que des bijections φA : t0, . . . , Nu Ñ A et φB : t0, . . . ,Mu Ñ B. Maintenant
l’application

φ : t0, . . . ,M `N ` 1u Ñ AYB

n ÞÑ
#
φApnq si n ď N

φBpn´N ´ 1q si n ą N

(1.191)

est une bijection. Le fait que A et B soient disjoints est important pour l’injectivité. La
proposition 1.122 nous dit qu’alors AYB est fini. De plus, par définition le cardinal de AYB
est N `M .

(2) Pour (2) Nous ne supposons plus que A etB sont disjoints. Nous posons I “ A et J “ BzA.
Avec ça, I et J sont disjoints et finis (comme parties des ensembles finis, lemme 1.115), et
vérifient I Y J “ AYB. Le point (1) indique que I Y J est fini.

(3) Pour (3)
L’ensemble A peut être écrit sous la forme d’une union disjointe : A “ B Y pAzBq. Les
ensembles B et AzB étant disjoints, nous avons

CardpAq “ CardpBq ` CardpAzBq. (1.192)

(4) Pour (4) Nous utilisons quelques égalités d’ensembles pour ramener AYB à des cas déjà
traités :

AYB “ AY pBzAq “ AY `
BzpAXBq˘. (1.193)EQooSZDYooPBOdYvEQooSZDYooPBOdYv

Nous avons en particulier utilisé BzA “ BzpA X Bq. La chose intéressante dans (1.193) est
que l’union est disjointe et que AXB Ă B. Nous pouvons donc écrire

CardpAYBq “ CardpAq`Card
`
BzpAXBq˘ “ CardpAq`CardpBq´CardpAXBq. (1.194)

(5) Pour (5) Récurrence en utilisant le point (4).
(6) Pour (6) Toute partie d’un ensemble fini est finie (lemme 1.115). Donc si I Y J était fini,

I et J devraient l’être.

DefEnsembleDenombrable

Définition 1.125.
Un ensemble est dénombrable si il peut être mis en bijection avec N. Il est non dénombrable
si il est infini et ne peut pas être mis en bijection avec N.

Une chose vraiment amusante avec cette définition que l’on met en rapport avec la défini-
tion 1.113, c’est qu’un ensemble fini n’est ni dénombrable ni non dénombrable 50.

LEMooDTAEooIBdHyo

Lemme 1.126.
Si A est dénombrable et si il existe une surjection f : AÑ B, alors B est fini ou dénombrable.

LEMooSRZWooASgEfy

Lemme 1.127.
Si A est un ensemble fini ou dénombrable, alors il existe une surjection NÑ A.

1.5.3 Dénombrabilité et ensemble des naturels
PROPooOBKMooWEGCvM

Proposition 1.128 ([1, 13]).
Toute partie infinie de N est dénombrable.

Démonstration. Soit A, une partie infinie de N.

50. Beaucoup de sources disent qu’un ensemble est dénombrable lorsqu’il est en bijection avec une partie de N.
Cela laisse la porte ouverte aux ensembles finis. Par exemple Wikipédia[27].
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(1) Définition de σ Nous voulons construire une application σ : NÑ A telle que
#
σp0q “ minpAqSUBEQooEIEMooZcTOWT (1.195a)
σpk ` 1q “ min

´
Azσ`t0, . . . , ku˘

¯
SUBEQooWWOAooAEfrPx (1.195b)

Les lâches, par prudence, diront juste que c’est défini par récurrence et n’insisteront pas.
Nous, nous insistons.
Nous allons définir σpnq à l’aide du théorème 1.47. Pour cela nous posons E “ PpAq, b “ H
et

g : E Ñ E

Z ÞÑ
#
A si Z “ A

Z Y tminpAzZqu sinon.
(1.196)

Notons que la proposition 1.63(2) nous indique que toute partie non vide de N possède un
minimum ; la définition de g a donc un sens. Le théorème 1.47 donne alors une application
f : NÑ E telle que
(1a) fp0q “ b “ H
(1b) fpn` 1q “ g

`
fpnq˘ pour tout n ě 0.

Prouvons par récurrence que fpnq est un ensemble fini pour tout n. D’abord fp0q “ H.
Ensuite, si n ě 0 est tel que fpnq est fini, alors en particulier fpnq ‰ A et nous avons

fpn` 1q “ g
`
fpnq˘ “ fpnq Y tmin

`
Azfpnq˘u. (1.197)

Dans ce cas, fpn` 1q est également fini comme union de deux ensembles finis.
Nous posons

σpnq “ min
`
Azfpnq˘. (1.198)EQooGHQHooRnXDdoEQooGHQHooRnXDdo

Avec n “ 0, nous avons σp0q “ min
`
AzH˘ “ minpAq. La condition (1.195a) est donc déjà

satisfaite.
Nous devons encore prouver (1.195b). Pour tout n, la relation entre fpnq et σpnq est donnée
par

"
fp0q “ H (1.199a)
fpn` 1q “ fpnq Y σpnq. (1.199b)

Par récurrence nous avons alors

fpnq “
n´1ď

k“0
tσpkqu “ σ

`t0, . . . , n´ 1u˘ (1.200)EQooPXFEooYzhtBeEQooPXFEooYzhtBe

pour tout n ě 1. Nous avons alors la condition 1.195b en substituant (1.200) dans la définition
(1.198) écrite avec n` 1 :

σpn` 1q “ min
`
Azfpn` 1q˘ “ min

´
Azσ`t0, . . . , nu˘

¯
. (1.201)

(2) σ est strictement croissante Vu que Azσt0, . . . , ku Ă Azσt0, . . . , k ´ 1u, le minimum
est plus grand ou égal : σpk ` 1q ě σpkq. Mais σpk ` 1q est sélectionné dans l’ensemble
Azσt0, . . . , ku, qui ne contient justement pas σpkq. Donc σpk ` 1q ‰ σpkq.

(3) σ est définie sur N Il faut montrer que pour tout k, l’ensemble Azσt0, . . . , ku est non vide.
Si il l’était, cela signifierait que A Ă σt0, . . . , ku. Par le lemme 1.121(1), la partie σt0, . . . , ku
est finie dans N. Le lemme 1.115 dit alors qu’en tant que partie de σt0, . . . , ku, l’ensemble A
est fini. Mais comme les hypothèses disent que A est infini, nous avons une contradiction et
nous concluons que σ est bien définie sur tout N.

(4) σ est injective Une application N Ñ N strictement croissante est injective par la propo-
sition 1.68.
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(5) σ est surjective Soit a P A. Vu que σ est strictement croissante et que σp0q ě 0, nous
avons σpaq ě a. Si σpaq “ a nous avons terminé. Supposons σpaq ą a. Alors

min
`
Azσt0, . . . , au˘ ą a. (1.202)EQooNHTBooQexzwVEQooNHTBooQexzwV

Si σ
`t0, . . . , au˘ ne contenait pas a, alors Azσpt0, . . . , auq le contiendrait et nous n’aurions

pas l’inégalité (1.202). Donc a P σ`t0, . . . , au˘ et a est bien dans l’image de σ.

1.129.
La proposition 1.128 pourrait être prouvée plus facilement en acceptant le théorème de Cantor-
Schröder-Bernstein 1.142. Il existe une injection A Ñ N parce que A est une partie de N. Mais
puisque A est infini, il possède une partie dénombrable. Cela donne une surjection AÑ N et donc
une injection NÑ A. Le théorème de Cantor-Schröder-Bernstein conclut.

Cela dit, une telle preuve demanderait des outils plus complexes.

1.130.
La proposition suivante donne une bijection explicite entre N et N ˆ N. Elle n’a rien de trans-
cendante, mais je ne résiste pas à la donner ici parce qu’elle est utilisée dans l’article Un peu
de programmation transfinie de David Madore 51. Son utilité est de pouvoir créer un langage de
programmation pouvant traiter des paires d’entiers rien qu’en traitant des entiers.

PROPooLPKUooAlsYJg

Proposition 1.131 (Une bijection NˆNÑ N).
La fonction

f : NˆNÑ N

px, yq ÞÑ
#
y2 ` x si x ă y

x2 ` x` y si y ď x.

(1.203)

est une bijection.

Démonstration. Il s’agit de prouver qu’elle est injective et surjective. Dans la suite, tous les nombres
sont des entiers positifs.

(1) f est injective
Pour k P N donné, nous allons prouver que
(1a) l’équation fpx, yq “ k possède au maximum une solution avec x ă y,
(1b) l’équation fpx, yq “ k possède au maximum une solution avec y ď x,
(1c) si k “ y2 ` x avec x ă y alors il est impossible que k “ x12 ` x1 ` y1 avec y1 ď x1.
On y va.
(1a) Nous supposons y2`x “ t2`z avec x ă y et z ă t. Pour fixer les idées, nous supposons

t ą y et nous posons t “ y ` s (s ě 1). En substituant, et en isolant z,

z “ x´ 2sy ´ s2 (1.204a)
ă x´ 2sy (1.204b)
ă x´ 2sx (1.204c)
“ xp1´ 2sq (1.204d)
ă 0. (1.204e)

Impossible parce que z ě 0.
(1b) De même nous supposons x2 ` x ` y “ z2 ` z ` t avec y ď x et t ď z. Nous posons

z “ x` s, et nous déballons le même genre de calculs en isolant t.

51. Et comme j’aime beaucoup cet article, il me fallait une excuse pour le placer ici.
http://www.madore.org/~david/weblog/d.2017-08-18.2460.html.

http://www.madore.org/~david/weblog/d.2017-08-18.2460.html
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(1c) Enfin nous supposons y2 ` x “ z2 ` z ` t avec x ă y et t ď z. Les plus courageux
diviseront en trois cas : y ă z, y “ z et y ą z et feront les calculs. Par exemple, pour le
cas y ą z nous posons y “ z ` s et nous substituons :

py ` sq2 ` x “ z2 ` z ` t (1.205)

qui donne

x “ z ` t´ 2zs´ s2 ă 2z ´ 2zs´ s2 “ 2zp1´ sq ´ s2 ď ´s ă 0 (1.206)

parce que s ě 1, donc 1´ s ď 0.
(2) f est surjective

Nous devons prouver que tous les éléments de N sont dans l’image de N ˆ N par f . En
premier lieu, 0 “ fp0, 0q. C’est un bon début. Soit a P N non nul ; nous montrons que tous
les nombres de a2 à pa` 1q2 sont des images de f . D’abord a2 “ fp0, aq, ensuite les nombres

fp1, aq, fp2, aq, . . . , fpa´ 1, aq (1.207)

prennent les valeurs a2 ` 1, . . ., a2 ` a´ 1. Enfin nous avons fpa, 0q “ a2 ` a et les nombres
fpa, 1q, . . . , fpa, aq prennent les valeurs de a2 ` a` 1 à a2 ` 2a “ pa` 1q2 ´ 1.

Sachez que cette fonction s’étend aux ordinaux (mais là ce n’est plus pour rigoler).
CORooNRPIooZPSmqa

Corolaire 1.132.
Il existe des parties tNiuiPN telles que

Ť
iPNNi “ N et que chaque Ni soit en bijection avec N

Démonstration. Nous considérons la bijection f : NÑ NˆN donnée par (l’inverse de celle donnée)
par la proposition 1.131, et nous posons

Ni “ f´1pi,Nq. (1.208)

L’application
f : Ni Ñ tpi, kqukPN (1.209)

est une bijection. Or l’ensemble tpi, kqukPN est évidemment en bijection avec N. Par composition
nous avons le résultat.

LEMooDLWFooNAJbbq

Lemme 1.133 ([1]).
Si il existe une surjection NÑ A, alors A est fini ou dénombrable.

Démonstration. Pour chaque a P A, l’ensemble f´1paq est une partie de N.
(1) Une application La proposition 1.63(2) nous permet de poser

σ : AÑ N

a ÞÑ min
`
f´1paq˘. (1.210)

(2) σ est injective Supposons que σpaq “ σpbq. Nous appelons x ce nombre :

x “ min
`
f´1paq˘ “ min

`
f´1pbq˘. (1.211)

Nous avons x P f´1paq X f´1pbq, ce qui implique que fpxq “ a et que fpxq “ b ; donc a “ b.
Donc σ est une injection.

(3) A est infini Si A est fini, le lemme est prouvé. Donc à partir de maintenant nous supposons
que A est infini. Le but est de prouver qu’il est dénombrable, c’est-à-dire de construire une
bijection AÑ N.



1.5. QUELQUES RÉSULTATS DE CARDINALITÉ 211

(4) σpAq est dénombrable Puisque σ : AÑ N est injective et que A est infini, la proposition
1.120 dit que σpAq est infini dans N. La proposition 1.128 nous dit alors que σpAq est
dénombrable.
Soit une bijection φ : σpAq Ñ N.

(5) La candidate bijection Nous posons

f “ φ ˝ σ : AÑ N (1.212)

et nous allons prouver que c’est une bijection.
(6) Injective Puisque φ et σ sont injectives, l’égalité pφσqpaq “ pφσqpbq implique immédiate-

ment a “ b.
(7) Surjective Soit k P N. Puisque φ et σ sont des injections, nous pouvons poser a “

pσ´1φ´1qpkq. Il est alors immédiat que fpaq “ k.

PROPooENTPooSPpmhY

Proposition 1.134 ([1, 27]).
Une union dénombrable d’ensembles finis ou dénombrables est finie ou dénombrable.

Démonstration. Soient Ai des ensembles finis ou dénombrables. Nous posons A “ Ť
iPNAi, et nous

considérons les parties Ni du corolaire 1.132. Puisque Ai est dénombrable ou fini et que Ni est
dénombrable, il existe une surjection φi : Ni Ñ Ai.

Nous définissons s : NÑ N par n P Nspnq, et nous posons enfin

φ : NÑ A

n ÞÑ φspnqpnq.
(1.213)

Nous prouvons que φ est surjective.
Soit a P Ai. Il existe n P Ni tel que a “ φipnq. Mais comme n P Ni, nous avons spnq “ i. Donc

a “ φipnq “ φspnqpnq “ φpnq. (1.214)

Donc φ : NÑ A est surjective.
Le lemme 1.133 conclut que A est fini ou dénombrable.

LEMooKFBAooHxgOsg

Lemme 1.135 ([1]).
Si A est dénombrable, alors l’ensemble des parties finies de A est dénombrable.

LEMooRXSRooBUWOyb

Lemme 1.136 ([1]).
Si N est un ensemble dénombrable, alors il existe une bijection g : t1, 2u ˆN Ñ N .

Démonstration. D’abord nous définissons une bijection φ : t0, 1u ˆNÑ N par

φ : t0, 1u ˆNÑ N

pn, kq ÞÑ 2k ` n. (1.215)

Ensuite si f : NÑ N est une bijection, il suffit de poser gpn, kq “ f
`
φpn, kq˘.

PROPooDMZHooXouDrQ

Proposition 1.137 (Produit d’ensembles dénombrables[27]).
Deux résultats.

(1) Si N est un ensemble dénombrable, alors pour tout n P N, l’ensemble Nn est dénombrable.
ITEMooWNBGooZjoIjZ

(2) Si A et B sont dénombrables, alors AˆB est dénombrable.

Les ensembles dénombrables sont les plus petits ensembles infinis possibles, comme en témoigne
la proposition suivante.
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PROPooUIPAooCUEFme

Proposition 1.138.
Tout ensemble infini contient une partie en bijection avec N.

Démonstration. Soient un ensemble infini E0 et une partie propre E1 en bijection avec E0. Nous
notons φ : E0 Ñ E1 une bijection.

Soit x0 P E0zE1 (axiome du choix et tout ça). Nous définissons

ψ : NÑ tφkpx0qu
n ÞÑ φnpx0q

(1.216)

et nous allons prouver que c’est une bijection. Que ce soit surjectif est immédiat. Pour l’injectivité,
soit φkpx0q “ φlpx0q avec k ‰ l. Supposons pour fixer les notations que k ą l. Alors, vu que φ est
inversible nous pouvons écrire

x0 “ φk´lpx0q “ φ
`
φk´l´1px0q

˘
(1.217)

où il est entendu que φ0px0q “ x0. Cela signifie que x0 est dans l’image de φ, c’est-à-dire dans
E1, ce que nous avons exclu par choix de x0 dans E0zE1. Donc en réalité φkpx0q ‰ φlpx0q dès que
k ‰ l.

PropQEPoozLqOQ

Proposition 1.139.
Toute partie d’un ensemble fini est finie, et toute partie d’un ensemble dénombrable est finie ou
dénombrable.

Démonstration. Soient un ensemble E ainsi qu’une partie infinie A Ă E. Nous notons φ : AÑ A1
une bijection entre A et une partie propre A1 de A. Dans ce cas, l’application

ϕ : E Ñ pEzAq YA1

x ÞÑ
#
x si x P EzA
φpxq si x P A

(1.218)

est une bijection entre E et une partie propre de E. Donc E est infini.
Par contraposée nous déduisons que toute partie d’un ensemble fini est finie.
En ce qui concerne les parties d’ensembles dénombrables, soit une partie A d’un ensemble

dénombrable E. Nous avons une bijection tφ : E Ñ N. La restriction φ : A Ñ φpAq est une
bijection entre A est une partie de N.

— Si φpEq est infinie, elle est dénombrable (proposition 1.128). Dans ce cas A est en bijection
avec un ensemble dénombrable. Il est donc dénombrable.

— Si φpEq est fini, alors le lemme 1.121(2) nous dit que A est fini.

LEMooGTOTooFbpvzU

Lemme 1.140.
Soit un ensemble E non dénombrable ainsi qu’une application f : E Ñ F où F est un ensemble
quelconque. Si fpEq est dénombrable (ou fini), alors il existe y P fpEq tel que f´1pyq est indénom-
brable.

Démonstration. Nous avons
E “

ď

yPF
f´1pyq. (1.219)

Si tous les f´1pyq sont dénombrables, alors E est une union dénombrable (F est dénombrable)
d’ensembles dénombrables. Il serait donc dénombrable (proposition 1.134), ce qui est contraire à
l’hypothèse.
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1.5.4 Théorème de Cantor-Schröder-Bernstein
LEMooTNMHooBpdzab

Lemme 1.141 ([28]).
Soient un ensemble A et une partie B de A. Si il existe une injection f : AÑ B alors il existe une
bijection α : AÑ B.

Nous donnons deux preuves de ce lemme.

Première preuve de 1.141. Nous posons Y “ AzB et nous décomposons la preuve en étapes.
(1) Les fkpY q sont disjoints Vu que f prend ses valeurs dans B, nous avons fkpY q Ă B pour

tout k. Et vu que Y “ AzB, nous avons

fkpY q X Y “ H (1.220)EQooDNHJooFJBrDqEQooDNHJooFJBrDq

pour tout k. L’application f étant injective, elle vérifie fpC X Dq “ fpCq X fpDq. Nous
appliquons fm des deux côtés de (1.220) :

fk`mpY q X fmpY q “ H (1.221)

pour tout k,m P N.
(2) Une décomposition Nous posons

X “
ď

kPN
fkpY q “ Y Y

8ď

k“1
fkpY q. (1.222)

Vu que fpXq Ă B nous avons l’égalité

B “ fpXq Y `
BzfpXq˘. (1.223)

(3) AzX “ BzfpXq Supposons x P AzX. Vu que Y “ AzB est dans X, l’élément x n’est pas
dans AzB et donc est dans B parce qu’il est dans A. Mais x n’est pas dans X et en particulier
pas dans fpXq parce que fpXq Ă X. Donc x est dans BzfpXq.
Dans l’autre sens, nous supposons que x P BzfpXq. Vu que B Ă A nous avons x P A.
Comme x est hors de fpXq, il est hors des fkpY q pour k ě 1. Mais x P B, donc x est hors
de AzB “ f0pY q. Donc x est hors de fkpY q pour tout k ě 0. Donc x est hors de X.

(4) La bijection Nous considérons l’application

α : AÑ B

x ÞÑ
#
fpxq si x P X
x si x P AzX.

(1.224)

Nous démontrons dans les points suivants que α est bijective.
(5) Injective Nous supposons αpxq “ αpyq. Il y a 4 possibilités suivant que x et y soient dans

X ou AzX.
Si x, y P X alors fpxq “ fpyq et donc x “ y parce que f est injective.
Si x P X et y P AzX, alors fpxq “ y. Mais fpxq P fpXq et y P AzX “ BzfpXq. Donc
l’élément fpxq “ y est dans fpXq X `

BzfpXq˘ “ H. Il n’est donc pas possible d’avoir
αpxq “ αpyq avec x P X et y P AzX.
Si x P AzX et y P X, c’est la même chose.
Si x, y P AzX, alors x “ αpxq “ αpyq “ y.

(6) Surjective Soit y P B. Il y a deux possibilités : y P X et y P AzX. La première se divise
en deux : y P Y et y P Ť8

k“1 f
kpY q. On y va.

(6a) y P Y Ce cas n’est pas possible parce que y P B alors que Y “ AzB.
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(6b) y P fkpY q avec k ě 1 Nous avons

y P f`fk´1pY q˘ Ă fpXq Ă αpAq. (1.225)

(6c) y P AzX Alors y “ αpyq.

Deuxième preuve de 1.141[13]. Nous posons Y “ AzB et

M “ tM Ă A tel que Y Y fpMq ĂMu. (1.226)

Nous allons dire de nombreuses choses à propos de ce M.
(1) M est non vide Nous avons A P M parce que Y et fpAq sont dans A.
(2) Si M P M alors Y ĂM C’est dans la définition de M.
(3) Encore un ensemble Vu que M est non vide, nous pouvons poser

X “
č

MPM
M (1.227)

sans nous poser trop de questions. Cela étant fait, nous pouvons passer aux choses sérieuses.
(4) fpXq ĂM pour tout M P M Soit M P M. Nous avons

fpXq Ă fpMq (1.228a)SUBEQooRJKWooQFoLZpSUBEQooRJKWooQFoLZp

Ă Y Y fpMq (1.228b)
ĂM (1.228c)SUBEQooSAVZooPXYXqCSUBEQooSAVZooPXYXqC

Justifications.
— Pour (1.228a). Parce que X Ă M.
— Pour (1.228c). Parce que M P M.

(5) X P M Vu que Y Ă M pour tout M dans M, nous avons Y Ă Ş
MPMM “ X. Nous

devons prouver fpXq Ă X. Nous venons de prouver que fpXq ĂM pour tout M P M, donc

fpXq Ă
č

MPM
M “ X. (1.229)

L’ensemble X est le plus petit élément de M pour l’inclusion.
(6) Y Y fpXq Ă X Ça fait partie de X P M. Mais c’est bien de le dire explicitement parce que

nous allons l’utiliser quelques fois dans la suite.
(7) Y Y fpXq P M Vu que X P M, nous savons déjà que Y Y fpXq Ă X. En appliquant f des

deux côtés,
f
`
Y Y fpXq˘ Ă fpXq. (1.230)

En ajoutant Y des deux côtés,

Y Y f`Y Y fpXq˘ Ă Y Y fpXq, (1.231)

et donc Y Y fpXq P M.
(8) Y Y fpXq “ X Nous savons déjà que Y Y fpXq P M. Vu que X est le plus petit élément

de M, nous avons
X Ă Y Y fpXq. (1.232)

L’inclusion inverse étant déjà faite, nous avons l’égalité.
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(9) BzfpXq “ AzX Nous avons :

AzX “ Az`Y Y fpXq˘ (1.233a)
“ pAzY q X `

AzfpXq˘ (1.233b)SUBEQooBVZCooAEUJtTSUBEQooBVZCooAEUJtT

“ B X `
AzfpXq˘ (1.233c)SUBEQooUATVooPErmHTSUBEQooUATVooPErmHT

“ pB XAqzfpXq (1.233d)SUBEQooKWVWooOMLzrvSUBEQooKWVWooOMLzrv

“ BzfpXq. (1.233e)SUBEQooQTTSooIFSFKoSUBEQooQTTSooIFSFKo

Justifications :
— Pour (1.233b). Complémentaire de réunion, lemme 1.26(2).
— Pour (1.233c). Parce que AzY “ B du fait que Y “ AzB.
— Pour (1.233d). Lemme 1.26(3).
— Pour (1.233e). Parce que B Ă A.

(10) Notre bijection Nous voulons définir

α : AÑ B

x ÞÑ
#
fpxq si x P X
x si x P AzX.

(1.234)

Pour y parvenir, nous devons prouver que α prend effectivement ses valeurs dans B. Ensuite
nous prouverons que α est une bijection.

(11) α prend ses valeurs dans B Si x P X nous avons αpxq “ fpxq P B. Si au contraire
x P AzX nous avons

αpxq “ x P AzX “ BzfpXq Ă B. (1.235)
(12) α est injective Soient x, y P A tels que αpxq “ αpyq. Il y a quatre possibilités suivant que

x et y sont dans X ou dans AzX.
(12a) x P X, y P X Alors fpxq “ αpxq “ αpyq “ fpyq. Vu que f est injective, nous trouvons

que x “ y.
(12b) x P X, y P AzX Nous avons αpxq “ fpxq P fpXq et αpyq “ y P AzX “ BzfpXq. Il

n’est donc pas possible d’avoir αpxq “ αpyq dans ce cas.
(12c) x P AzX, y P X Idem.
(12d) x P AzX, y P AzX Dans ce cas nous avons αpxq “ x et αpyq “ y. Donc x “ y.

(13) α est surjective Soit b P B. Il y a deux possibilités : b P fpXq ou b R fpXq.
(13a) Si b P fpXq Soit x P X tel que fpxq “ b. Alors αpxq “ fpxq “ b.
(13b) Si b R fpXq Alors b P BzfpXq “ AzX, et donc αpbq “ b.

THOooRYZJooQcjlcl

Théorème 1.142 (Cantor-Schröder-Bernstein).
Soient deux ensembles A et B pour lesquels il existe des injections f : AÑ B et g : B Ñ A. Alors
il existe une bijection entre A et B.

Démonstration. La composée g ˝ f : A Ñ A est injective et prend ses valeurs dans g
`
fpAq˘ Ă

gpBq Ă A. Bref, l’application g ˝ f : A Ñ gpBq est injective. Le lemme 1.141 donne alors une
bijection φ : AÑ gpBq.

Nous montrons que g´1 ˝ φ : AÑ B est une bijection.
(1) Injective Nous supposons x, y P A tels que

g´1`φpxq˘ “ g´1`φpyq˘. (1.236)

Nous appliquons g des deux côtés : φpxq “ φpyq. Puisque φ est une bijection, cela entraîne
x “ y.

(2) Surjective Soit b P B. En posant a “ φ´1`gpbq˘ nous avons bien pg´1 ˝ φqpaq “ b.
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1.5.5 Comparabilité cardinale

Le théorème de comparabilité cardinale énonce que si A et B sont des ensemble, alors nous
avons toujours A ľ B ou A ĺ B (ou les deux ; dans ce cas A « B par Cantor-Schröder-Bernstein).

THOooCBSKooCmzfUf

Théorème 1.143 (Théorème de comparabilité cardinale[1, 29, 30]).
Entre deux ensembles, il existe forcément une injection de l’un dans l’autre.

Démonstration. Nous allons montrer que le graphe d’une injection de A dans B ou de B dans A
est donné par un élément maximal (au sens de l’inclusion) de l’ensemble (inductif) des graphes
d’injections d’une partie de A dans une partie de B.

Nous allons utiliser le lemme de Zorn 1.23 à l’ensemble 52

A “
!
pX,Y, φq tel que

$
’&
’%

X Ă A

Y Ă B

φ : X Ñ Y est injective.

)
(1.237)

que nous ordonnons par l’inclusion, c’est-à-dire par pX1, Y1, φ1q ă pX2, Y2, φ2q lorsque X1 Ă X2,
Y1 Ă Y2 et φ2|X1 “ φ1.

Nous passons rapidement sur le fait que cet ensemble est inductif, et nous considérons tout de
suite un élément maximal pX,Y, φq. Il y a deux possibilités : soit φpXq “ B, soit φpXq ‰ B.

(1) Si φpXq “ B Dans ce cas, φ : X Ñ B est une surjection. L’ensemble A est donc surpotent
à B. La proposition 1.112 conclut que B est subpotent à A.

(2) Si φpXq ‰ B Nous subdivisons en deux nouveaux cas : soit X “ A, soit X ‰ A.
(2a) Si X “ A Alors nous avons une injection φ : AÑ B, et c’est bon.
(2b) Si X ‰ A Nous sommes dans le cas X ‰ A et φpXq ‰ B. Soient a P AzX et b P

BzφpXq. Nous considérons l’application

ψ : X Y tau Ñ Y Y tbu

x ÞÑ
#
φpxq si x P X
b si x “ a.

(1.238)

C’est une application injective. Donc le triplet pX Y tau, Y Y tbu, ψq majore pX,Y, φq.
Nous avons une contradiction et ce cas n’est pas possible.

1.144.
Le théorème de comparabilité cardinale couplé au théorème de Cantor-Schröder-Bernstein nous
indique que pour tout ensembles A et B, nous avons soit A ĺ B, soit B ĺ A. Et si A ĺ B ĺ A,
alors A « B.

Nous ne sommes pas loin de dire que la relation ĺ donne un ordre total sur l’ensemble des
ensembles. C’est très beau sauf que l’ensemble des ensembles n’existe pas 53. Il faudrait parler de
classe des ensembles, mais ça nous mènerait trop loin. Toujours est-il que ces deux théorèmes
montrent qu’on n’est pas loin d’avoir un ordre sur les ensembles, et que cela est une des bases
possibles pour développer les nombres cardinaux.

1.5.6 Théorème de Cantor, ensemble des ensembles
THOooJPNFooWSxUhd

Théorème 1.145 (Cantor[31]).
Un ensemble est toujours strictement subpotent à son ensemble des parties.

52. Attention : dans le Frido, la notation f : A Ñ B, signifie que f est définie sur tout l’ensemble A, mais pas
qu’elle est surjective sur B.

53. Corolaire 1.147.



1.5. QUELQUES RÉSULTATS DE CARDINALITÉ 217

Démonstration. Soit un ensemble E et son ensemble des parties PpEq. Nous commençons par
prouver qu’il n’existe pas de surjection E Ñ PpEq. Soit en effet une application f : E Ñ PpEq.
Nous posons

D “ tx P E tel que x R fpxqu. (1.239)

Nous prouvons que D ne peut pas être dans l’image de f . Supposons que y P E soit tel que
fpyq “ D.

(1) Si y P D Alors par définition de D, nous avons y R fpyq “ D. Contradiction.
(2) Si y R D Alors y P fpyq “ D, contradiction.

Donc aucune surjection f : E Ñ PpEq n’existe. En particulier pas de bijections.
Par ailleurs, l’application g : PpEq Ñ E qui fait gptauq “ a (et n’importe quoi d’autre sur les

autres éléments de PpEq) est une surjection PpEq Ñ E.
Donc PpEq est toujours strictement surpotent à E.

1.146.
Le théorème de Cantor implique en particulier qu’il existe (au moins) une infinité dénombrable
d’ensembles infinis de cardinalité différentes (plus évidemment une infinité dénombrable d’en-
sembles finis de cardinalité différentes).

Pour tout ensemble A, il est donc possible de dire « soit E, un ensemble strictement surpotent
à A ».

CORooZMAOooPfJosM

Corolaire 1.147.
Il n’existe pas d’ensemble contenant tous les ensembles.

Démonstration. Si E était un tel ensemble, nous aurions PpEq Ă E parce que les éléments de
PpEq sont des ensembles. Or cela donnerait une surjection E Ñ PpEq alors que cela est impossible
par le théorème de Cantor 1.145.

1.5.7 Ajouter ou soustraire des cardinalités

Nous allons prouver une série de résultats que nous pourrions résumer en « ajouter ou retrancher
des parties de cardinalité plus petite ne change pas la cardinalité ».

LEMooUFCAooSyZtZj

Lemme 1.148 ([1]).
Si A est infini et B est fini, alors AYB « A.

Démonstration. Nous supposons que A et B sont disjoints 54. La proposition 1.122 nous permet
de considérer une bijection ψ : t1, . . . , nu Ñ B.

Puisque A est infini, la proposition 1.138 nous permet de considérer N Ă A et une bijection
φ : NÑ N .

Maintenant, il s’agit seulement d’insérer B dans A en le mettant « au début » de N et en
décalant les autres éléments. La bijection est

f : AYB Ñ A

x ÞÑ

$
’&
’%

x si x P AzN
φ
`
φ´1pxq ` n˘ si x P N

φ
`
ψ´1pxq˘ si x P B.

(1.240)

LEMooXMVDooIWLWis

Lemme 1.149.
Si A est infini et si A est surpotent à B, alors A « AYB.

54. Adaptez la démonstration au cas où l’intersection n’est pas vide.
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Démonstration. Il existe évidemment une injection A Ñ A Y B. Donc le théorème de Cantor-
Schröder-Bernstein 1.142 nous indique que trouver une injection AYB Ñ A suffira pour la peine.

Nous allons utiliser le lemme de Zorn 1.23 avec l’ensemble

A “
!
pX,φXq tel que

#
X Ă B

φX : AYX Ñ A est injective.

)
(1.241)

muni de l’ordre de l’inclusion : pX,φXq ă pY, φY q si X Ă Y et φY pxq “ φXpxq pour tout x P AYX.
(1) A est inductif Soit une famille F “ tpXi, φiquiPI complètement ordonnée indexée par

l’ensemble I. En posant X “ Ť
iPI Xi et φpxq “ φipxq dès que x P A YXi, l’élément pX,φq

majore F .
(2) Un maximum Le lemme de Zorn nous assure que A possède (au moins) un élément maxi-

mal. Soit un tel élément maximum pX,φq.
(3) X « B Ah oui, vous auriez aimé avoir X “ B. Mais non ; il n’y a pas de garantie. Nous

allons montrer que X « B, et ça suffira.
Vu que X Ă B, si X n’est pas équipotent à B, il est strictement inclus dans B. Nous pouvons
donc considérer

b P BzX (1.242a)
a P AzφpXq. (1.242b)

Nous considérons alors l’élément pY, ψq P A défini par

Y “ X Y tbu (1.243a)

ψpxq “
#
a si x “ b

φpxq sinon .
(1.243b)

Cet élément majore pX,φq.
Donc X « B.

(4) Résumé de la situation Nous avons A « AYX ainsi qu’une injection φ : AYX Ñ A et
une bijection ψ : B Ñ X.

(5) Conclusion si A est disjoint de B Si A et B sont disjoints, nous avons une bijection

l : AYB Ñ A

x ÞÑ
#
φpxq si x P A
φ
`
ψpxq˘ si x P B.

(1.244)

(6) Conclusion si A n’est pas disjoint de B Il suffit de poser C “ BzA et nous avons

AYB “ rAY pAXBqs Y C. (1.245)

Cette union est disjointe, AYpAXBq est surpotent à A et C est subpotent à B. La conclusion
est donc encore valable.

La proposition suivante sera utilisée en théorie de la mesure, dans l’exemple 14.70.
PropVCSooMzmIX

Proposition 1.150 ([32, 13]).
Si S est un ensemble infini alors il existe une bijection φ : t0, 1u ˆ S Ñ S.

Démonstration. Nous posons A “ t0u ˆ S et B “ t1u ˆ S. L’ensemble A est infini et surpotent à
B (pas strictement, mais quand même).

Donc A est idempotent à AYB par le lemme 1.149. Mais A est idempotent à S, donc

S « A « AYB “ t0, 1u ˆ S. (1.246)
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CORooJCSIooOeOICJ

Corolaire 1.151.
Si A est un ensemble infini, alors A possède deux sous-ensembles disjoints A1 et A2 qui sont tous
deux en bijection avec A.

Démonstration. La proposition 1.150 donne une bijection φ : t1, 2u ˆ A Ñ A. Il suffit de poser
A1 “ φp1, Aq et A2 “ φp2, Aq.

Maintenant que nous pouvons mettre dans A deux copies disjointes de A, il n’est pas très
étonnant que nous puissions en mettre une infinité dénombrable. C’est en substance ce que signifie
la proposition suivante.

PROPooFKBEooKXqujV

Proposition 1.152.
Si A est infini, alors AˆN « A.

Démonstration. La démonstration se base sur le fait qu’à l’intérieur de A, nous pouvons construire
autant de copies de A deux à deux disjointes que nous le voulons. La ke « copie » sera naturellement
l’image de k ˆA.

Voyons tout cela en détail.
(1) Ce que nous allons faire Nous allons construire, pour tout i ě 1 des parties Ai, Bi Ă A

telles que
— Ai XBi “ H,
— Ai, Bi Ă Bi´1,
— Ai « Bi « A,
— Ai XAj “ H si i ‰ j

(2) La construction Nous commençons à zéro en utilisant le corolaire 1.151 pour construire
des parties disjointes A0 et B0 de A telles que A0 « B0 « A.
Ensuite, puisque B0 « A, il existe A1 et B1 dans B0 tels que A1 X B1 “ H et A1 « B1 «
B0 « A. Cela est notre construction pour i “ 1.
Pour la récurrence, puisque Ai « Bi « A, nous considérons Ai`1 et Bi`1 dans Bi tels que
Ai`1XBi`1 “ H et Ai`1 « Bi`1 « Bi « A. C’est encore le corolaire 1.151 qui fait le travail.

(3) Les propriétés Nous avons Ai XAi`1 “ H parce que Ai XAi`1 Ă Ai XBi “ H.
Nous devons encore montrer que Ai X Aj “ H dès que i ‰ j. Supposons que j ą i. Nous
avons les inclusions

Aj Ă Bj´1 Ă Bj´2 Ă . . . Ă Bi. (1.247)
Donc Aj XAi Ă Bi XAi “ H.

(4) Une injection Nous pouvons à présent écrire une injection qui termine presque la preuve.
Pour cela nous considérons pour tout i, une bijection ψi : AÑ Ai. Ensuite nous posons

φ : AˆNÑ A

pa, kq ÞÑ ψkpaq.
(1.248)

Si φpa, kq “ φpb, lq, alors ψkpaq “ ψlpbq. L’élément ψkpaq est donc dans Ak X Al ; ce n’est
possible que si k “ l. Donc ψlpaq “ ψlpbq. Cette dernière égalité n’est possible que si a “ b
parce que ψl est une bijection.
Donc φ est une injection, et nous avons prouvé que AˆN ĺ A.

(5) La bijection Nous venons de prouver que A ˆ N ĺ A. La surpotence A ˆ N ľ A étant
évidente, le théorème de Cantor-Schröder-Bernstein 1.142 conclut que AˆN « A.

LEMooDHWSooFqhano

Lemme 1.153 ([1]).
Soit un ensemble A muni de deux sous-ensembles B et B1 équipotents et disjoints. Alors AzB est
équipotent à AzB1.
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Démonstration. Soit une bijection ψ : B1 Ñ B. L’application

φ : AzB Ñ AzB1

x ÞÑ
#
x si x R B1

ψpxq si x P B1.
(1.249)

est la bijection cherchée.
LEMooIVCBooHWQiZB

Lemme 1.154 ([33]).
Si A est un ensemble infini et si B ă A, alors A « AzB.

Démonstration. Nous pouvons écrire

A “ pAzBq YB. (1.250)

Le théorème de comparabilité cardinale 1.143 nous indique que soit AzB ĺ B, soit AzB ľ B.
Nous allons étudier les deux cas.

(1) Si AzB ľ B Dans ce cas, pAzBq Y B « AzB par le lemme 1.149. Alors, notre résultat est
prouvé parce que A “ pAzBq YB « AzB.

(2) Si AzB ĺ B Dans ce cas, le lemme 1.149 nous indique que A “ pAzBq Y B « B. Mais
A « B est exclu par l’hypothèse. Ce cas est donc impossible.

LEMooMRVQooUZSSyL

Lemme 1.155 ([1]).
Si A est infini et si B est une partie strictement subpotente de A, alors il existe U Ă A disjoint
de B et équipotent à B.

Démonstration. Le lemme 1.154 nous donne une bijection φ : A Ñ AzB. Il suffit alors de poser
U “ φpBq. Cette partie est disjointe de B parce que φ prend ses valeurs dans AzB.

Lemme 1.156 ([34]).
Soit un ensemble infini A ainsi qu’un sous-ensemble B Ă A. Nous supposons l’existence d’une
fonction surjective f : B Ñ B ˆB.

Alors B ĺ B ˆB ĺ B ĺ A.

Démonstration. La première est l’hypothèse sur f . La seconde est l’existence (évidente) d’une
surjection B ˆB Ñ B. La troisième est le fait que B soit inclus dans A.

LEMooPOEFooXaifhT

Lemme 1.157 ([34]).
Soit un ensemble infini A ainsi qu’un sous-ensemble strictement subpotent B Ă A. Nous supposons
l’existence d’une fonction surjective f : B Ñ B ˆB.

Alors f peut être étendue en une injection f : D Ñ D ˆD où D Ă A contient strictement B.

Démonstration. Par le lemme 1.155, nous considérons une partie U Ă A disjointe de B et équipo-
tente à B. Nous pouvons écrire le développement

pB Y Uq ˆ pB Y Uq “ pB ˆBq Y pB ˆ Uq Y pU ˆBq Y pU ˆ Uq. (1.251)

Nous savons que B est surpotent à U (il est même équipotent) ; donc le lemme 1.149 nous dit que
B Y U « B. De plus il existe une bijection B Ñ U , donc

U « B « B ˆB « B ˆ U « U ˆB « U ˆ U. (1.252)

Chacun des ensembles UˆB, BˆU et UˆU est équipotent à U . Leur union est donc équipotente 55

à U et nous avons une bijection

φ : U Ñ U ˆB Y pB ˆ Uq Y pU ˆ Uq. (1.253)

55. Lemme 1.149.
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Et enfin nous définissons
g : B Y U Ñ pB ˆ Uq ˆ pB Y Uq

x ÞÑ
#
fpxq si x P B
φpxq si x P U.

(1.254)

Cette définition est bonne parce que U et B sont disjoints, et g est injective.

Le théorème suivant est une généralisation de la proposition 1.150. Elle implique, entre autres
choses, qu’il existe une bijection entre R et RˆR. Pour le cas de NˆN « N, il y a la proposition
1.131 qui donne une bijection explicite et donc sans axiome du choix et sans lemme de Zorn.

THOooDGOVooRdURVi

Théorème 1.158.
Si A est infini, alors A « AˆA.

Démonstration. Une fois de plus, ce sera le lemme de Zorn qui va s’y coller. Soit l’ensemble

A “
!
pX,φq tel que

#
X Ă A

φ : X Ñ X ˆX est surjective.

)
(1.255)

Cet ensemble est non vide parce que A est infini ; il contient donc une partie dénombrable N , et
nous connaissons la surjection NÑ NˆN du lemme 1.131.

Nous ordonnons A par l’inclusion : pX,φq ď pY, ϕq lorsque X Ă Y et ϕ|X “ φ. La tambouille
usuelle montre que A est un ensemble inductif et le lemme de Zorn 1.23 donne l’existence d’un
élément maximal que nous notons pB,φq.

Puisque B est subpotent à A (parce qu’il est inclus), soit il est strictement subpotent, soit il
est équipotent. Nous commençons par montrer que B ne peut pas être strictement subpotent à A.

En effet, si nous avions une surjection B Ñ B ˆ B, alors que B est strictement subpotent à
A. Le lemme 1.157 nous dit alors que φ peut être étendue, ce qui contredirait la maximalité de
pB,φq.

Donc la partie B est équipotente à A : il existe une bijection g : AÑ B. Mais nous avons une
surjection B Ñ BˆB et donc aussi une injection BˆB Ñ B. Vu que nous avons par ailleurs une
injection B Ñ B ˆ B, le théorème de Cantor-Schröder-Bernstein 1.142 nous donne une bijection
ϕ : B ˆB Ñ B. Avec ça, l’application

f : AˆAÑ A

pa, bq ÞÑ ϕ
`
gpaq, gpbq˘ (1.256)

est une bijection. Donc les ensembles A et AˆA sont équipotents.
LEMooNKKDooUvSYPO

Lemme 1.159.
Si A est infini, et si pour tout i P N nous avons Ai « A, alors

ď

iPN
Ai « A. (1.257)

Démonstration. Pour chaque i P N nous avons une bijection φi : Ai Ñ A. Nous posons

φ : AˆNÑ
8ď

i“0
Ai

pa, iq ÞÑ φipaq.
(1.258)EQooCHJAooRpHypVEQooCHJAooRpHypV

Cette application est surjective mais peut-être pas injective parce que les Ai peuvent avoir des
intersections non vides. Nous avons alors le calcul

A « AˆN (1.259a)SUBEQooICFEooTLuFHZSUBEQooICFEooTLuFHZ

ľ

8ď

i“0
Ai (1.259b)SUBEQooRVPRooJJevkvSUBEQooRVPRooJJevkv

ľ A (1.259c)SUBEQooFJRGooJnervySUBEQooFJRGooJnervy

Justifications :
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— Pour (1.259a), c’est la proposition 1.152.
— Pour (1.259b), c’est la surjection (1.258).
— Pour (1.259c), c’est le fait que seulement A0 possède déjà une surjection vers A.

Donc
Ť
iAi est à la fois surpotent et subpotent à A. Il est donc équipotent par le théorème

1.142.

1.6 Groupes

1.6.1 Définition, unicité du neutre

La définition d’un groupe est la définition 1.36.
LEMooECDMooCkWxXf

Lemme-Définition 1.160 (Unicités).
Dans un groupe, l’inverse et le neutre sont uniques. Plus précisément, si G est un groupe nous
avons :

(1) il existe un unique élément e P G tel que eg “ ge “ g pour tout g P G,
ITEMooOIWTooYqmMPP

(2) pour tout g P G, il existe un unique élément h P G tel que gh “ hg “ e.
Le e ainsi défini est nommé neutre de G. Le h tel que gh “ hg “ e est nommé l’inverse de g et
est noté g´1.

Démonstration. Chaque point séparément.
(1) Supposons que e1 et e2 vérifient la propriété. Nous avons pour tout g P G : e1g “ ge1 “ g. En

particulier pour g “ e2 nous écrivons e1e2 “ e2e1 “ e2. Mais en partant dans l’autre sens :
e2g “ ge2 “ g avec g “ e1 nous avons e2e1 “ e1e2 “ e1. En égalant ces deux valeurs de e2e1
nous avons e1 “ e2.
Pour la suite de la preuve nous écrivons e l’unique neutre de G.

(2) Supposons que k1 et k2 soient deux inverses de g. On considère alors le produit k1gk2. Puisque
k1g “ e, on a k1gk2 “ ek2 “ k2 ; mais, comme gk2 “ e, on a aussi k1gk2 “ k1e “ k1. Le
produit est donc à la fois égal à k1 et à k2, et donc k1 “ k2.

LEMooWYLRooNOdZnp

Lemme 1.161.
Soient deux groupes G et H. Si α : GÑ H est un morphisme de groupes 56, alors

(1) αpeGq “ eH .
(2) αpg´1q “ αpgq´1.

LEMooBIBFooBHxFYC

Lemme 1.162.
Si G est un groupe et si h P G, alors les applications

Lh : GÑ G

g ÞÑ hg
(1.260)

et
Rh : GÑ G

g ÞÑ gh
(1.261)

sont des bijections.

Démonstration. D’abord si Lhpg1q “ Lhpg2q, alors hg1 “ hg2 et en multipliant à gauche par h´1

nous avons g1 “ g2 ; donc Lh est injective. Ensuite Lh est surjective parce que si g P G, alors
g “ Lhph´1gq.

Pour l’application Rh, la preuve est une simple adaptation.
56. Définition 1.37.
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1.6.2 Groupe ordonné
DEFooEUHFooYvhnLQ

Définition 1.163 ([35]).
Soient un groupe pG,`q, ainsi qu’une relation d’ordre ď sur G. Nous disons que la relation d’ordre
est compatible avec la structure de groupe si pour tout x, y, z P G, si x ď y alors x` z ď y` z et
z ` x ď z ` y. Dans ce cas, le triple pG,`,ďq est un groupe ordonné.

Si pG,ďq est totalement ordonné, nous disons que le groupe est totalement ordonné.

1.6.3 Classes de conjugaison
DEFooOLXPooWelsZV

Définition 1.164 (classe de conjugaison).
Soit un groupe G et un élément g P G. La classe de conjugaison de g est la partie

Cg “ tkgk´1 tel que k P Gu. (1.262)
LEMooQYBJooYwMwGM

Lemme 1.165.
Un groupe est commutatif si et seulement si ses classes de conjugaison sont des singletons.

Démonstration. Supposons que G soit commutatif. Alors

Cg “ tkgk´1 tel que k P Gu “ tgu. (1.263)

Donc les classes de conjugaison sont des singletons.
Dans l’autre sens, si les classes sont des singletons, on a kgk´1 “ g pour tous k, g P G. Cela

signifie immédiatement que G est commutatif.
defGroupeCentre

Définition 1.166 (centralisateur[36]).
Soient un groupe G, un sous-groupe H et un élément h P H. Le centralisateur de h dans G est
l’ensemble des éléments de G qui commutent avec h :

ZGphq “ tz P G tel que hz “ zhu. (1.264)

Le centralisateur de H dans G est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les
éléments de H :

ZGpHq “
č

hPH
ZGphq. (1.265)

Le centre d’un groupe G est l’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les autres :

ZG “ ZGpGq “ tz P G tel que gz “ zg,@g P Gu. (1.266)
DEFooZTSMooBislIy

Définition 1.167 (normalisateur[36]).
Soient un groupe G et un sous-groupe H. Le normalisateur de H dans G est

NGpHq “ tg P G tel que gH “ Hgu. (1.267)
DEFooNIIMooFkZgvX

Définition 1.168 (Sous-groupe normal).
Un sous-groupe N de G est normal ou distingué si pour tout g P G et pour tout n P N ,
gng´1 P N . Autrement dit lorsque gNg´1 Ă N .

Lorsque N est normal dans G il est parfois noté N �G.
DEFooUXXTooCCLmQe

Définition 1.169.
Un sous-groupe H de G est un sous-groupe caractéristique si αpHq Ă H pour tout automor-
phisme 57 α de G.

Lemme 1.170 ([37]).
Si H est un sous-groupe caractéristique de G, alors αpHq “ H pour tout automorphisme α de G.

57. Automorphisme de groupe, définition 1.37.
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Démonstration. Si α est un automorphisme de G, alors α´1 est encore un automorphisme de G.
En particulier α´1pHq Ă H.

Soit h P H. Nous devons prouver que h P αpHq. Pour cela :

h “ α
`
α´1phq˘ P α`α´1pHq˘ Ă αpHq. (1.268)

DefGroupeSimple

Définition 1.171 (Groupe simple).
Un groupe est dit simple si il est non trivial et si les seuls sous-groupes normaux qu’il admet sont
lui-même et le sous-groupe réduit à l’élément neutre.

1.7 Anneaux
DEFooKWKGooIOwGTA

Définition 1.172.
Un isomorphisme d’anneaux est un morphisme d’anneaux 58, bijectif.

La distributivité de la partie (3) de la définition 1.41 ne traite que de l’addition ; pas de la
soustraction. Voici une lemme qui dit que ça fonctionne quand même.

LEMooVPYUooRzexke

Lemme 1.173 ([13]).
Soient un anneau A ainsi que a, b, c P A. Alors

apb´ cq “ ab´ ac. (1.269)

Démonstration. Nous avons le calcul suivant :

apb´ cq ` ac “ a
`pb´ cq ` c˘ (1.270a)SUBEQooKCOWooFeOHUMSUBEQooKCOWooFeOHUM

“ ab. (1.270b)SUBEQooMLLOooNRmIYMSUBEQooMLLOooNRmIYM

Justifications :
— Pour 1.270a. Distributivité.
— Pour 1.270b. Parce que pb´ cq ` c “ b.

Nous avons donc apb´cq`ac “ ab et donc l’égalité demandée en ajoutant ´ac des deux côtés.
LEMooVUSMooWisQpD

Lemme 1.174.
Pour tout élément a d’un anneau nous avons a· 0 “ 0.

Démonstration. L’élément 0 est le neutre de l’addition. Il peut être écrit 1 ´ 1, et en utilisant la
distributivité sous la forme du lemme 1.173,

a· 0 “ a· p1´ 1q “ a´ a “ 0. (1.271)

Notons que la dernière égalité s’écrit en détail a´a “ a`p´aq qui donne le neutre de l’addition.
PROPooNCCGooXjVyVt

Proposition 1.175.
Dans un anneau 59 non nul, le neutre pour l’addition est distinct du neutre pour la multiplication.

Démonstration. Supposons par contraposée que dans un anneau A, nous ayons 1 “ 0. Alors, pour
tout a P A, on a a “ 1a “ 0a “ p1´ 1qa “ a´ a “ 0, a “ 0. Autrement dit a “ 0 pour tout a P A
et l’anneau est nul.

LEMooLTERooVKgqjn

Lemme 1.176 ([1]).
Un peu d’arithmétique. Soit un anneau A et un élément a P A.

58. Définition 1.42.
59. Définition 1.41.
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ITEMooUGHCooOPgoeR

(1) 1ˆ 1 “ 1.
ITEMooJMBSooVgvVwg

(2) p´1q ˆ a “ ´a.
ITEMooXJGMooKNLlHU

(3) ´p´aq “ a.
ITEMooYMRKooHVYYKU

(4) p´1q ˆ p´1q “ 1.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) La définition de 1 est que 1ˆ a “ a pour tout a. En particulier pour a “ 1 nous

avons le résultat.
(2) Pour (2) Nous avons

p´1q ˆ a` a “ aˆ `p´1q ` 1
˘ “ aˆ 0 “ 0. (1.272)

Nous avons utilisé le fait que la multiplication était distributive et que le zéro était absorbant
(lemme 1.174).

(3) Pour (3) Nous avons ´a`a “ 0 par définition de la notation ´a. Donc a est bien l’inverse
de ´a pour l’addition.

(4) Pour (4) En utilisant les points (2) et (3) nous avons

p´1q ˆ p´1q “ ´p´1q “ 1. (1.273)

Soit X un ensemble et un anneau pA,`,ˆq. Nous considérons FunpX,Aq l’ensemble des appli-
cations X Ñ A. Cet ensemble devient un anneau avec les définitions

pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq (1.274a)
pfgqpxq “ fpxqgpxq. (1.274b)

C’est la structure canonique d’anneau sur FunpX,Aq.
Définition 1.177.
Le centralisateur de x P A dans A est l’ensemble

ty P A tel que xy “ yxu, (1.275)

le centre de A est
ty P A tel que xy “ yx,@x P Au. (1.276)

DefooQULAooREUIU

Définition 1.178 (Idéal dans un anneau).
Un sous-ensemble I Ă A est un idéal à gauche si

(1) I est un sous-groupe pour l’addition,
(2) pour tout a P A, aI Ă I.

De même nous disons que I Ă A est une idéal à droite lorsque I est un sous-groupe pour l’addition
et Ia Ă I pour tout a P A.

Lorsqu’un ensemble est idéal à gauche et à droite, nous disons que c’est un idéal bilatère.
Lorsque nous parlons d’idéal sans précision, nous parlons d’idéal bilatère.

LEMooMAHXooXSowdn

Lemme 1.179.
Les seuls idéaux d’un corps sont t0u et le corps lui-même.

Démonstration. Soient un corpsK et un idéal I dans A. Si I “ t0u, c’est un idéal, pas de problèmes.
Si I ‰ t0u, alors 0 P I parce qu’un idéal doit contenir le neutre de l’addition.

Soit x ‰ 0 dans I. Alors pour tout a P K nous avons ax P I. En particulier avec a “ x´1 nous
voyons que 1 P I. De là, I “ K parce que si x P K, nous avons x “ x· 1 P xI Ă I.
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PROPooGXMRooTcUGbi

Proposition-Définition 1.180.
Soit A, un anneau, I un idéal bilatère 60 de A. Nous considérons la relation d’équivalence x „ y si
et seulement si x´ y P I. Sur le quotient 61

A{ „“ A{I, (1.277)

nous mettons les opérations
(1) rxs ` rys “ rx` ys
(2) rxsrys “ rxys.

Nous avons alors les résultats suivants : ITEMooEJPEooRKAqmS

(1) Les opérations sont bien définies,
ITEMooYBEGooTlHgNz

(2) l’ensemble A{I, muni de ces opérations, est un anneau. Le neutre pour l’addition est r0s,
l’inverse de ras est r´as que nous noterons ´ras.

ITEMooLNRLooMkoWXZ

(3) la surjection canonique π : AÑ A{I est un morphisme.
Cet anneau est appelé anneau quotient.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) Nous savons que, par définition,

x̄ “ tx` i tel que i P Iu. (1.278)

Calculons le produit de représentants génériques de x̄ et de ȳ :

px` i1qpy ` i2q “ xy ` xi2 ` yi1 ` i1i2. (1.279)

Puisque I est un idéal, nous avons xi2 ` yi1 ` i1i2 P I et donc bien

px` i1qpy ` i2q P xy. (1.280)

(2) Pour (2) Il s’agit de vérifier les conditions de la définition 1.41.
D’abord A{I est un groupe de neutre r0s. En effet, vu que pA,`q est un groupe commutatif
de neutre 0, nous avons
(2a) Neutre : ras ` r0s “ ra` 0s “ ras.
(2b) Associativité : ras`prbs`rcsq “ ras`rb`cs “ ra`b`cs “ ra`bs`rcs “ `ras`rbs˘`rcs.
(2c) Inversibilité : l’inverse de ras est r´as parce que ras ` r´as “ ra´ as “ r0s.
Nous pouvons noter ´ras l’élément r´as. Le groupe A{I est commutatif :

ras ` rbs “ ra` bs “ rb` as “ rbs ` ras. (1.281)

Donc pA{I,`q est un groupe commutatif de neutre r0s.
L’associativité de A donne l’associativité dans A{I :

`rasrbs˘rcs “ rabsrcs “ rabcs “ rasrbcs “ ras`rbsrcs˘. (1.282)

Et enfin pour la distributivité,

ras`rbs ` rcs˘ “ rasrb` cs “ rapb` cqs “ rab` acs “ rabs ` racs “ rasrbs ` rasrcs. (1.283)

Nous avons prouvé que A{I est un anneau de neutre r0s et d’unité r1s.
(3) Pour (3) Nous devons vérifier les trois conditions de la définition 1.42. Cela est immédiat

parce que πpxq “ rxs.

60. Définition 1.178.
61. Définition 1.32.
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1.7.1 Diviseurs
DiviseursAnneau

Définition 1.181 (Diviseurs dans un anneau).
Soient a, b P A. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur (à gauche) de b si il existe c P A
tel que ac “ b. On dit que c’est un diviseur de b à droite si ca “ b pour un certain c P A.

Un cas particulier est le cas des diviseurs de zéro. L’absence de tels diviseurs dans un anneau
est une propriété intéressante : on dit dans ce cas que l’anneau est intègre. Définition 1.193.

Un élément a P A est régulier à droite si ba “ 0 implique b “ 0. Il est régulier à gauche si
ab “ 0 implique b “ 0.

DefrYwbct

Définition 1.182.
Soient A un anneau commutatif et S Ă A. Nous disons que δ P A est un PGCD de S si

(1) δ divise 62 tous les éléments de S.
ITEMooVCKGooWDXZOj

(2) si d divise également tous les éléments de S, alors d divise δ.
Nous disons que µ P A est un PPCM de S si

(1) S  µ,
(2) si S  m, alors µ  m.

Si P et Q sont des polynômes, ce que nous notons pgcdpP,Qq est l’unique polynôme unitaire dans
pgcd

`tP,Qu˘. Voir 6.53.

Remarque 1.183.
Au sens de la définition 1.182, le pgcd n’est pas unique. Dans Z par exemple les nombres 4 et ´4
sont tous deux pgcd de t4, 16u.

Dans Z cependant, nous modifions implicitement la définition et nous n’acceptons que les
positifs, de telle sorte que l’unique pgcd soit effectivement le plus grand pour l’ordre usuel sur Z.

Pour l’unicité dans Z, voir 3.19.

1.7.2 Élément irréductible et premier
DEFooZCRQooWXRalw

Définition 1.184 ([38]).
Soit un anneau commutatif A. Un élément p P A est premier si il est

(1) non nul,
(2) non inversible,

ITEMooPMTTooCVHPIm

(3) si p divise un produit ab, alors il divise soit a soit b (ou les deux).
DeirredBDhQfA

Définition 1.185 (Élément irréductible[39]).
Un élément d’un anneau commutatif est irréductible si il n’est ni inversible, ni le produit de deux
éléments non inversibles.

1.186.
Nous allons voir dans la section 3.6 que le concept d’élément irréductible n’est vraiment utile que
dans le cas des anneaux intègres.

Exemple 1.187.
Un corps n’a pas d’élément irréductible parce qu’à part zéro, tous les éléments sont inversibles.
Mais 0 n’est pas irréductible parce qu’il peut être écrit comme produit d’éléments non inversibles :
0 “ 0 · 0. △

LEMooJBUJooScsiGc

Lemme 1.188 ([1]).
Si p est irréductible et si u est inversible, alors pu est irréductible.

62. Définition 1.181.
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Démonstration. D’abord pu n’est pas inversible parce que p ne l’est pas.
Ensuite supposons que pu “ ab. Vu que u est inversible, nous avons p “ apbu´1q. Comme p est

irréductible, soit a, soit bu´1 est inversible.
Si c’est a, c’est gagnée. Sinon, soit k un inverse de bu´1 : bu´1k “ 1. Nous voyons que u´1k

est un inverse de b. Donc b est inversible.
PROPooKDWQooTtScrN

Proposition 1.189.
Les éléments irréductibles de l’anneau Z sont les nombres premiers 63.

Démonstration. Les seuls inversibles de Z sont ˘1.
Si p est premier et p “ ab avec a, b P Z, alors nous avons soit a “ ˘1 soit b “ ˘1. Donc p n’est

pas le produit de deux éléments non inversibles.
Dans le sens inverse, supposons que p soit irréductible dans Z. D’abord p ne peut pas être ˘1

parce que ˘1 sont inversibles. Ensuite supposons que p “ ab. Vu que p est irréductible, nous avons
a “ ˘1 ou b “ ˘1. Autrement dit, dans p “ ab, soit a soit b est un inversible.

1.7.3 Anneau intègre
DEFooHRRYooTmbUTH

Définition 1.190 (Éléments nilpotents, unipotents).
On dit que a P A est nilpotent si il existe n P N tel que an “ 0. Il est dit unipotent si a´ 1 est
nilpotent, c’est-à-dire si pa´ 1qn “ 0 pour un certain n P N.

DEFooCIHVooAhpJxy

Définition 1.191 (Éléments inversibles).
Un élément a P A est dit inversible si il existe b P A tel que ab “ 1.

L’ensemble UpAq des éléments inversibles de A est un groupe pour la multiplication. Nous
notons A˚ “ Azt0u.

Conformément à la définition 1.181 de diviseur, nous posons la définition suivante pour les
diviseurs de zéro.

DEFooCIYLooFkhVOc

Définition 1.192 (diviseur de zéro[40]).
Un élément a ‰ 0 est un diviseur de zéro à gauche si il existe x ‰ 0 tel que ax “ 0. L’élément
a est un diviseur de zéro à droite si il existe y ‰ 0 tel que ya “ 0.

Nous disons que a est un diviseur de zéro si il est un diviseur de zéro à gauche ou à droite.
DEFooTAOPooWDPYmd

Proposition-Définition 1.193 (Anneau intègre[1]).
Soit A un anneau non réduit à t0u. Les assertions suivantes sont équivalentes :

ITEMooMXMKooXMYpkN

(1) A ne possède pas de diviseurs de zéro 64.
ITEMooLAJCooFwxXrV

(2) La règle du produit nul s’applique dans A : pour tous a, b P A, si ab “ 0, alors a “ 0 ou
b “ 0. ITEMooQNTFooSRrVPK

(3) On peut simplifier par un même élément non-nul, deux expressions produit dans A qui sont
égales : pour tous a, b, c P A avec a ‰ 0, si ab “ ac, alors b “ c.

Un anneau non réduit à t0u qui vérifie ces propriétés est dit intègre.

Démonstration. En trois implications.
(1) (1) implique (2)

Si ab “ 0 avec b ‰ 0 alors a est un diviseur de zéro. Vu que nous supposons que A n’a pas
de diviseurs de zéros, a est nul. De même, si a ‰ 0 b devrait être nul.

(2) (2) implique (3)
Si ab “ ac, alors apb´ cq “ 0 et l’hypothèse dit que soit a “ 0, soit b´ c “ 0. Donc si a ‰ 0,
alors b´ c “ 0.

63. Nombre premier, définition 1.184.
64. Définition 1.192.
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(3) (3) implique (1) Si A “ t0u, le point (3) n’est pas applicable.
Si a ‰ 0 et ax “ 0, alors nous avons aussi ax “ aˆ 0. Par propriété de simplification, x “ 0.
Donc a n’est pas un diviseur de zéro à gauche. Nous prouvons de la même façon qu’il n’y a
pas de diviseurs de zéro à droite.

LEMooIKNMooMfvQnu

Lemme 1.194.
Un corps est un anneau intègre 65.

Démonstration. Nous vérifions la définition 1.193, et nous nommons K le corps considéré.
(1) Pour (1) Soit a P K. Si ax “ 0 avec x ‰ 0 alors en multipliant par x´1 nous trouvons

a “ 0. Donc a n’est pas un diviseur de zéro non nul.
(2) Pour (2) Idem à ce que nous venons de faire. Si dans ab “ 0 l’un des deux est non nul, en

multipliant par son inverse, nous trouvons que l’autre est nul.
(3) Pour (3) Si ab “ ac avec a ‰ 0, alors il suffit de multiplier à gauche par a´1 (qui existe

parce que nous sommes dans un corps) pour obtenir b “ c.

Conséquence : dans un corps nous avons toujours la règle du produit nul, et l’élément nul n’est
jamais inversible.

PROPooZBTIooRhAhvg

Proposition 1.195 ([41]).
Soit un anneau unitaire et intègre A. Soit p P A. ITEMooJWRYooHndNpV

(1) p est premier si et seulement si l’idéal pA est premier.
ITEMooGHGCooRkJilg

(2) p est irréductible si et seulement si il n’existe pas d’idéal principal I tel que pA Ĺ I Ĺ A.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (1)ñ

Supposons que p est premier. Soient a, b P A tels que ab P pA. En particulier p  ab, et p
étant premier 66, nous avons soit p  a soit p  b. Supposons que p  a. Il existe k P A tel que
pk “ a, et donc

a “ pk P pA. (1.284)

De même si p  b nous avons b P pA.
(2) (1)ð

Nous supposons que l’idéal pA est premier, et nous prouvons que p est premier. Soient a, b P A
tels que p  ab. Il existe k P A tel que pk “ ab. Donc ab P pA. L’idéal pA étant premier, nus
avons soit a P pA soit b P pA. Donc soit a  a soit b  p.

(3) (2)ñ
Supposons que p est irréductible. Soit un idéal principal I vérifiant pA Ă I. Nous allons
montrer que soit I “ pA soit I “ A. Vu que I est principal, il existe a P A tel que I “ aA.
Nous avons pA Ă aA, et en particulier p P aA. Notons b P A un élément tel que ab “ p.
Vu que p est irréductible, il n’est pas le produit de deux non inversibles. Donc soit a soit b
est inversible.
Si a est inversible, alors I “ A.
Si b est inversible, alors a “ pb´1, de telle sorte que a P pA. De ce fait I “ pA.

(4) (2)ð
Enfin, nous supposons qu’il n’existe pas d’idéal principal I tel que pA Ĺ I Ĺ A, et nous
montrons que p est irréductible. Soient a, b P A tels que p “ ab.

65. Définition 1.193.
66. Définition 1.184.
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Nous avons p P aA et donc pA Ă aA. Donc soit aA “ pA soit aA “ A.
Si aA “ pA, alors il existe k P A tel que pk “ a. En multipliant l’égalité ab “ p par k
nous trouvons abk “ pk “ a. Vu que A est intègre, nous pouvons simplifier par a et trouver
bk “ 1, de telle sorte que b soit inversible.
Si aA “ A, alors a est inversible parce que 1 P A “ aA.

LEMooSFHMooQoKsPV

Lemme 1.196 ([1]).
Soient un anneau intègre A, et une partie S Ă A. Si un des pgcd de S est inversible 67, alors ils le
sont tous.

Démonstration. Pour rappel, les pgcd d’une partie de A sont définis dans 1.182. Soit un pgcd
inversible de S, ainsi qu’un autre pgcd que nous nommons δ1. Vu que δ1 divise tous les éléments
de S, il est divisé par δ : δ  δ1. Réciproquement, δ1  δ.

Soient x et y définis par δ “ xδ1 et δ1 “ yδ. Nous avons

δ “ xδ1 “ xyδ. (1.285)

Comme l’anneau A est intègre, nous pouvons simplifier par δ et voir xy “ 1, ce qui signifie que x
et y sont inversibles. Donc si δ est inversible, alors δ1 “ yδ est inversible.

LEMooMHZQooIcSNSf

Lemme 1.197 ([1, 42]).
Soient un anneau intègre, A, une partie S Ă A et un élément a P A. Nous avons 68

pgcdpaSq “ a pgcdpSq. (1.286)

Démonstration. Deux inclusions à prouver.
(1) pgcdpaSq Ă a pgcdpSq Soit un pgcd δ de aS. Nous devons trouver un δ1 P pgcdpSq tel que

δ “ aδ1. En termes de notations, nous notons S “ tsiuiPI . Pour chaque i nous avons δ  asi :
il existe xi P A tel que

δxi “ asi. (1.287)

Vu que a divise tous les éléments de aS, il divise n’importe quel pgcd de aS, et en particulier
a  δ : il existe δ1 P A tel que δ “ aδ1. Nous montrons que δ1 P pgcdpSq.
Nous savons que δxi “ asi. En remplaçant δ par aδ1, aδ1xi “ asi. Vu que nous sommes dans
un anneau intègre, nous pouvons simplifier par a (définition 1.193(3)) :

δ1xi “ si. (1.288)

Donc δ1 divise tous les éléments de S, et vérifie la première condition pour être un pgcd de S.
Pour la seconde condition, nous supposons que d divise tous les éléments de S. Nous avons
d  S, donc ad  aS. Et comme δ est un pgcd de aS, nous déduisons que ad divise δ. Il existe
y P A tel que

ady “ δ. (1.289)

Nous remplaçons δ par sa valeur aδ1 : ady “ aδ1. Encore une fois nous simplifions par a et
nous trouvons dy “ δ1, c’est-à-dire que δ divise δ1.

(2) apgcdpSq Ă pgcdpaSq
Soit un pgcd δ de S. Nous voulons que aδ P pgcdpaSq. Vu que δ P pgcdpSq nous avons
δxi “ si pour tout i, et donc aussi aδxi “ asi, de telle sorte que aδ divise tous les éléments
de aS.
Soit maintenant d P A divisant tous les éléments de aS. Nous devons prouver que d  aδ.

67. Définition 1.191.
68. Définition du pgcd : 1.182.
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(2a) Travail préliminaire
Nous considérons δ1 P pgcdpaSq. Vu que δ  s pour tout s P S, nous avons aussi aδ  as
pour tout s P S. Comme δ1 est un est un pgcd de aS, nous avons donc

aδ  δ1. (1.290)

Soit u P A tel que δ1 “ aδu.
En utilisant la première partie de la preuve, nous avons

δ1 P pgcdpaSq Ă apgcdpSq. (1.291)

Donc il existe δ1 P pgcdpSq tel que δ1 “ aδ1. En écrivant l’égalité δ1 “ aδu avec cette
valeur de δ1, nous trouvons

aδ1 “ aδu, (1.292)EQooVHSSooDdVUeWEQooVHSSooDdVUeW

et donc δ1 “ δu parce que A est intègre. Vu que δ1 P pgcdpSq, nous avons aussi
δu P pgcdpSq. En particulier δu divise tous les éléments de S, et donc divise δ qui
est un pgcd de S : δu  δ. En multipliant par a,

δ1 “ aδu  aδ. (1.293)

(2b) Résumé Nous avons considéré δ P pgcdpSq et nous sommes en train de prouver que
aδ P pgcdpaSq. Nous avons déjà prouvé que si δ1 P pgcdpaSq, alors nous avons δ1  aδ.
Nous posons y P A tel que δ1y “ aδ.

(2c) Et enfin Soit d divisant tous les éléments de aδ. Donc d  δ1 : il existe x P A tel que
dx “ δ1. En multipliant par y,

dxy “ δ1y “ aδ. (1.294)
Nous avons montré que d divise aδ, ce qu’il nous fallait.

LEMooZSUNooUmYmgt

Lemme 1.198 ([43]).
Soient un anneau intègre A et une partie S Ă A. Si δ P pgcdpSq, alors pgcdpS{δq ne contient que
des inversibles.

Démonstration. En utilisant le lemme 1.197, nous avons

pgcdpSq “ pgcd
`
δpS{δq˘ “ δ pgcdpS{δq. (1.295)

Soit d P pgcdpS{δq. Notre but est de montrer que d est inversible. D’abord

δd P δ pgcdpS{δq “ pgcdpSq. (1.296)

Donc δd divise tous les éléments de S. Étant donné que δ est un pgcd de S, la définition 1.182(2)
nous dit que δd divise δ. Il existe donc d1 P A tel que δdd1 “ δ, c’est à dire

δpdd1 ´ 1q “ 0. (1.297)

Étant donné que δ ‰ 0 et que A est intègre nous avons dd1 ´ 1 “ 0 (définition 1.193(2)), c’est à
dire dd1 “ 1. Cela montre que d1 est un inverse de d, et donc que d est inversible.

LEMooZKASooKstTuK

Lemme 1.199 ([1]).
Soit un anneau intègre A. Si δ P pgcdpSq et si u P A est inversible, alors δu P pgcdpSq.
Démonstration. Soit s P S. Si δx “ s, alors uδpu´1xq “ s. Donc uδ divise tous les éléments de S.
De plus si d  S, alors d  δ. Dans ce cas il existe y tel que dy “ δ. Nous avons alors aussi

dxu “ δu, (1.298)

de telle sorte que d divise δu.
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1.7.4 Fonction puissance

Voici une première définition de la fonction puissance. Il y en aura d’autres, de plus en plus
générales. Voir le thème 52.

DEFooGVSFooFVLtNo

Définition 1.200.
Si A est un anneau, si a P A et si n P N, nous définissons an par récurrence :

(1) a0 “ 1 (l’unité pour la multiplication dans A),
ITEMooOUIPooGjAgQb

(2) ak`1 “ a· ak.

Le lemme suivant dit que le point (2) de la définition 1.200 aurait pu être écrit ak · a au lieu
de a· ak.

LEMooWPARooYLZlzr

Lemme 1.201 ([1]).
Si A est un anneau, si a P A et si n P N, alors

an “ a· an´1 “ an´1 · a. (1.299)

Démonstration. Cela se prouve par récurrence. Pour n “ 1 c’est l’égalité a “ a0a qui est correcte
parce que par définition a0 “ 1.

Supposons que le résultat soit bon pour n et voyons ce que ça donne pour n` 1 :

an`1 “ aan Définition de an`1 (1.300a)
“ apan´1aq hypothèse de récurrence pour an (1.300b)
“ paan´1qa associativité (1.300c)
“ ana Définition de an. (1.300d)

1.8 Idéal dans un anneau

La définition d’un idéal dans un anneau est la définition 1.178.
DefTMNooKXHUd

Définition 1.202 ([44]).
Un corps est un anneau 69 pA,`,ˆq dans lequel tout élément non nul est inversible pour l’opération
ˆ (pour l’opération `, tous les éléments sont inversibles parce que pA,`q est un groupe).

1.203.
Dans le Frido, nous ne parlons que de corps commutatifs ; nous ne le répéterons pas toujours.

1.204.
Pour savoir ce qu’est un « ring » ou « field » en anglais, voir -2.3.

DefSKTooOTauAR

Définition 1.205 (Idéal engendré par un élément).
Si p est un élément d’un anneau A alors nous notons ppq l’idéal dans A engendré par p, c’est-à-
dire pA.

DefAJVTPxb

Définition 1.206.
Un sous-ensemble B Ă A d’un anneau est un sous anneau si

(1) 1 P B
(2) B est un sous-groupe pour l’addition
(3) B est stable pour la multiplication.
69. Définition 1.41.
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Remarque 1.207.
Un idéal n’est pas toujours un anneau parce que l’identité pourrait manquer. Un idéal qui contient
l’identité est l’anneau complet.

LEMooQAYSooCYJXkC

Lemme 1.208.
L’ensemble 2Z est un idéal 70 de Z. On peut aussi le noter p2q.

PROPooJALPooHFIObB

Proposition 1.209 (Premier théorème d’isomorphisme pour les anneaux).
Soient A et B des anneaux et un homomorphisme f : A Ñ B. Nous considérons l’injection ca-
nonique j : fpAq Ñ B et la surjection canonique ϕ : A Ñ A{ ker f . Alors il existe un unique
isomorphisme

f̃ : A{ ker f Ñ fpAq (1.301)

tel que f “ j ˝ f̃ ˝ ϕ.

A
f //

ϕ
��

B

A{ ker f
f̃

// fpAq Ă B

j

OO (1.302)

PropIJJIdsousphi

Proposition 1.210.
Soient I un idéal de A et la projection canonique

ϕ : AÑ A{I. (1.303)

C’est une bijection entre les idéaux de A contenant I et les idéaux de A{I.
Dit de façon imagée :

tidéaux de A contenant Iu » tidéaux de A{Iu. (1.304)EqKbrizuEqKbrizu

Démonstration. Si I Ă J et si J est un idéal de A, alors ϕpJq est un idéal dans A{I. En effet un
élément de ϕpJq est de la forme ϕpjq et un élément de A{I est de la forme ϕpiq. Leur produit vaut

ϕpiqϕpjq “ ϕpijq P ϕpJq. (1.305)

Soit maintenant K un idéal dans A{I et soit J “ ϕ´1pKq. Étant donné qu’un idéal doit contenir
0 (parce qu’un idéal est un groupe pour l’addition), r0s P K et par conséquent I Ă ϕ´1pKq.

AnnCorpsIdealPROPooUOCVooZGAVVk

Proposition 1.211 ([1]).
Si A est un anneau, nous avons les équivalences

ITEMooLAAVooXhTcMe

(1) A est un corps 71.
ITEMooDGZIooRopYGx

(2) A est non nul et ses seuls 72 idéaux à gauche sont t0u et A.
ITEMooLPWHooDJpTbR

(3) A est non nul et ses seuls idéaux à droite sont t0u et A.

Démonstration. Nous allons montrer que le point (1) est équivalent aux deux autres.
(1) (1) implique (2) Si I est un idéal à gauche différent de t0u, alors il contient un certain

a ‰ 0. Puisque A est un corps, il contient un inverse a´1, et comme I est un idéal, a´1I Ă I.
En particulier a´1a P I. Donc 1 P I et I “ A.

70. Idéal, définition 1.178.
71. Définition 1.202.
72. Je vous laisse vous poser de grandes questions sur le fait que le vide est un idéal ou non.
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(2) (2) implique (1) Supposons que les seuls idéaux de A soient t0u et A. Soit a P A. Si a
est non nul, alors aA est un idéal de a. Vu qu’il contient a ‰ 0, nous avons aA “ A (par
hypothèse, un idéal qui n’est pas t1u est A). En particulier, 1 P aA, c’est-à-dire qu’il existe
b P A tel que ab “ 1. L’élément a est donc inversible.

(3) (1) implique (3) Comme pour (1) implique (2).
(4) (3) implique (1) Comme pour (2) implique (1).

Notez que je n’ai pas vérifié les deux derniers points. Donc vous devriez le vérifier et m’écrire si il
y a un problème.

DEFIdealMax

Définition 1.212 ([45]).
Soit un anneau A. Un idéal I ‰ A est dit idéal maximal si il n’existe pas d’idéal J ‰ A contenant
strictement I.

PROPooSHHWooCyZPPw

Proposition 1.213 (Thème 18).
Un idéal I dans un anneau A est maximum si et seulement si A{I est un corps.

Démonstration. Soit un idéal maximum I Ă A. Alors les idéaux contenant I sont A et I. L’appli-
cation ϕ de la proposition 1.210 est une bijection, donc l’ensemble des idéaux de A{I ne contient
que deux éléments. Les seuls idéaux de A{I sont donc t0u et A{I ; donc A{I est un corps par la
proposition 1.211.

Dans l’autre sens, c’est la même chose : si A{I est un corps, il possède exactement deux idéaux,
donc A ne contient que deux idéaux contenant I. Donc I est un idéal maximum.

THOooFWYLooOofaPa

Théorème 1.214 (Théorème de Krull[46]).
Pour tout idéal propre I d’un anneau commutatif A, il existe au moins un idéal maximal de A
contenant I.

1.8.1 Division euclidienne
ThoDivisEuclide

Théorème-Définition 1.215 (Division euclidienne[47]).
Soient a P Z et b P N˚. Il existe un unique couple pq, rq P ZˆN, avec 0 ď r ă b, tel que

a “ bq ` r. (1.306)

L’opération pa, bq ÞÑ pq, rq ainsi définie est la division euclidienne. Le nombre q est le quotient
et r est le reste de la division de a par b.

Démonstration. Remarquons que r “ a´ bq, et donc, une fois l’existence et l’unicité de q établie,
celle de r suivra.

(1) Unicité Nous supposons avoir pq, rq P ZˆN tels que
" 0 ď r ă b (1.307a)
a “ qb` r. (1.307b)

Ce système implique que
0 ď a´ qb ă b. (1.308)

En ajoutant qb dans les trois membres de cette inégalité,

qb ď a ă pq ` 1qb. (1.309)

Cela implique que
q “ maxtk P Z tel que kb ď au. (1.310)

Donc q est unique et la relation a “ bq ` r implique que r est également unique.
Soit

E “ tq P Z|bq ď au.
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La partie E est non vide (parce qu’elle contient ´|a|) et admet un majorant : l’élément |a|.
Elle admet donc un maximum q par le lemme 1.108. Ce maximum vérifie

bq ď a ă bpq ` 1q. (1.311)

Cela donne 0 ď a´ bq ă b et le résultat, en posant r “ a´ qb.

Le lemme suivant est souvent pris pour la définition d’un nombre premier lorsqu’on parle de
N ou Z.

Lemme 1.216 ([48, 1]).
Dans N, un nombre est premier si et seulement si il admet exactement deux diviseurs entiers
distincts.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Soit un élément premier p P N. Il y a trois possibilités : p “ 0, p “ 1 et p ą 1.

Le nombre p “ 0 n’est pas premier parce qu’il est nul. Le nombre p “ 1 n’est pas premier
parce qu’il est inversible. Donc nous savons que si p est premier, alors p ą 1.
Un élément p ą 1 dans N a toujours au moins deux diviseurs distincts : 1 et p. Soit un
diviseur k de p. Il existe l P N tel que p “ kl. Vu que p est premier et divise le produit kl, il
divise k ou l. Disons que p divise k. De cette façon p divise k et k divise p.
Il existe donc n P N tel que k “ np. En y substituant p “ kl, on trouve k “ np “ nkl. En
simplifiant par k, il vient

1 “ nl, (1.312)

ce qui prouve que n “ l “ 1 et donc que k “ p et donc que p n’a pas d’autres diviseurs que
1 et p.

(2) ð Nous supposons que p P N ait exactement deux diviseurs entiers distincts. Nous vérifions
que p vérifie les trois conditions de la définition 1.184.

(2a) p ‰ 0 parce que 0 a nettement plus que deux diviseurs distincts.
(2b) p ‰ 1 parce que 1 a exactement un diviseur. Donc p n’est pas inversible dans N.
(2c) Soit p admettant exactement deux diviseurs distincts. Soit p divisant le produit ab1 pour

certains a et b1 dans N. Nous supposons que p ne divise pas a, et nous allons prouver
que p divise b1 en supposant d’abord que p ne divise pas b1.

(2c.iii) Un ensemble Pour cela nous posons

E “ tx P N tel que p  ax, p ffl xu. (1.313)

Nous posons b “ minpEq. Nous avons pour hypothèse que E est non vide ; en
particulier 0 ă b.

(2c.iii) b ă p On vérifie que si p` k P E alors k P E. Donc b ne peut pas être plus grand
que p. Vu que p lui-même n’est pas dans E, nous avons b ă p.

(2c.iii) Division euclidienne Nous effectuons la division euclidienne du théorème 1.215 :

p “ mb` r. (1.314)

En multipliant par a, ar “ ap´mab. Vu que ab est un multiple de p ap´mab est
un multiple de p. En particulier ar est divisible en p.

(2c.iii) La contradiction Nous avons donc r P E, alors que r ă b. Impossible.



236 CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES DE NOMBRES

PROPooWMNPooZdvOBt

Proposition 1.217 ([49]).
Dans un anneau intègre 73 tout élément premier est irréductible 74.

Démonstration. Soit p, un élément premier dans un anneau intègre A.
(1) p n’est pas inversible Cela fait partie de la définition d’un élément premier.
(2) p n’est pas un produit d’inversibles Soient a, b P A tels que p “ ab. Par le point (3) de

la définition 1.184, p divise soit a soit b. Supposons que p divise a. Alors il existe x P A tel
que a “ px. En remettant dans p “ ab nous avons :

p “ pxb. (1.315)EQooPYBGooLFHMJZEQooPYBGooLFHMJZ

Mais l’anneau est intègre et permet donc des simplifications par tout élément non nul. La
relation 1.315 donne donc

1 “ xb, (1.316)

ce qui signifie que b est inversible.
Un travail similaire montre que a est inversible si p divise b.

Exemple 1.218.
Si nous avons l’égalité 7 “ ab dans Z, alors soit a soit b vaut 1. Mettons a “ 1. Dans ce cas, b “ 7
et n’est donc pas inversible. △

Sur un anneau non intègre, la notion d’élément premier n’est pas aussi intéressante que sur un
anneau intègre. Par exemple la proposition 1.217 devient fausse.

EXooEIUEooCZCPMC

Exemple 1.219.
Soit l’anneau Z2. L’élément p1, 0q est premier mais pas irréductible.

(1) p1, 0q est premier L’élément p1, 0q est non nul ; ça c’est pas cher. Pour qu’il soit inversible,
il faudrait p1, 0qpx, yq “ p1, 1q. Entre autres, 0 ˆ y “ 1, ce qui est impossible. Donc il n’est
pas inversible.
Supposons que p1, 0q divise le produit pa, bqpc, dq “ pac, bdq. Alors il existe px, yq tel que
p1, 0qpx, yq “ pac, bdq. Cela signifie que x “ ac et 0 ˆ y “ bd. En particulier, soit b “ 0 soit
d “ 0. Si b “ 0, nous avons pa, bq “ pa, 0q et effectivement, p1, 0q le divise.

(2) p1, 0q n’est pas irréductible Nous avons p1, 0q “ p1, 0qp1, 0q. Donc l’élément p1, 0q est le
produit de deux éléments non inversibles.

△

1.9 Anneau principal et idéal premier
DEFooMZRKooBPLAWH

Définition 1.220.
Un idéal 75 I dans A est principal à gauche si il existe a P I tel que I “ Aa. Il est principal à
droite si il existe a P I tel que I “ aA. Nous disons qu’il est principal si il est principal à gauche
et à droite.

DEFooGWOZooXzUlhK

Définition 1.221.
Un anneau est principal si

(1) il est commutatif et intègre
(2) tous ses idéaux sont principaux 76.
73. Si pas intègre, voir l’exemple 1.219.
74. Toutes les définitions dans le thème 6.
75. Idéal, définition 1.178.
76. Définition 1.220.
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Souvent pour prouver qu’un anneau est principal, nous prouvons qu’il est euclidien (défini-
tion 1.244) et nous utilisons la proposition 1.247 qui dit qu’un anneau euclidien est principal.

Une manière de prouver qu’un anneau n’est pas principal est de prouver qu’il n’est pas factoriel,
théorème 3.80.

DEFooAQSZooVhvQWv

Définition 1.222.
Nous disons qu’un idéal I dans A est premier si I est strictement inclus dans A et si pour tout
a, b P A tels que ab P I nous avons a P I ou b P I.

LEMooYRPBooYxXXsi

Lemme 1.223.
L’idéal nul (réduit à t0u) est premier si et seulement si A est intègre.

Démonstration. En deux sens.
(1) Si t0u est premier Alors A ‰ t0u parce que I “ t0u est propre (définition d’idéal premier).

De plus, si ab “ 0, alors ab P I qui est un idéal premier. Donc soit a soit b est dans I,
c’est-à-dire que soit a soit b est nul. Donc A est intègre.

(2) Si A est intègre Alors A ‰ t0u et l’idéal I “ t0u est strictement inclus dans A. Si ab P I,
alors ab “ 0 et comme A est intègre, soit a soit b est nul, c’est-à-dire appartient à I.

PROPooRUQKooIfbnQX

Proposition 1.224 ([45]).
Soit un anneau commutatif 77 et un idéal I dans A.

ITEMooUGBTooOGrnWl

(1) I est un idéal premier 78 si et seulement si A{I est un anneau intègre.
ITEMooGLXSooUjINqR

(2) I est un idéal maximal 79 si et seulement si A{I est un corps.
ITEMooTFFQooOUajFw

(3) Tout idéal maximal propre est premier.

Démonstration. En plein d’étapes.
(1) (1), ñ Évacuons le cas trivial pour être sûr. Si I “ t0u alors A est intègre par le lemme

1.223. Donc A{I “ A{t0u “ A est intègre également.
Soient a, b P A tels que rasrbs “ r0s. Donc rabs “ r0s, c’est-à-dire ab P I. Puisque I est un
idéal premier nous avons a P I ou b P I, c’est-à-dire ras “ 0 ou rbs “ 0 ; nous en déduisons
que A{I est un anneau intègre.

(2) (1), ð
Soit ab P I. Alors rabs “ 0, ce qui signifie que rasrbs “ 0 donc que ras “ 0 ou que rbs “ 0
parce que A{I est intègre. Mais la condition ras “ 0 signifie a P I, et rbs “ 0 signifie b P I.
Nous avons donc prouvé que soit a soit b est dans I, c’est-à-dire que I est premier.

(3) (2), ñ
Nous devons montrer que tout élément non nul de A{I est inversible. Un élément non nul de
A{I est rxs avec x P AzI.
Nous considérons J “ Ax`I, qui est un idéal parce que pour tout a P A, aAx`aI P Ax`I.
Mais comme I est maximal, J “ I ou J “ A.
Si J “ I, nous aurions que pour tout a P A et pour tout i P I, ax` i P I. En particulier pour
a “ 1 et i “ 0 nous aurions x P I, ce qui est contraire à l’hypothèse faite sur x.
Donc J “ A. En particulier, 1 P J , c’est-à-dire qu’il existe a P A et i P I tels que ax` i “ 1.
En passant aux classes, raxs “ 1, c’est-à-dire rasrxs “ 1 qui signifie que ras est un inverse de
rxs dans A{I.
Nous avons prouvé que A{I est un corps.

77. Tous les anneaux du Frido sont commutatifs
78. Idéal premier, définition 1.222.
79. Idéal maximal, définition 1.212.
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(4) (2), ð Si x P AzI, il faut prouver que tout idéal contenant I et x est A.
Un idéal contenant I et x doit contenir l’idéal J “ Ax` I. Comme x R I, nous avons rxs ‰ 0
dans A{I. Donc rxs est inversible et il existe a P A tel que raxs “ r1s. C’est-à-dire que
ax´ 1 P I. Nous avons alors

1 “ ax` p1´ axqlooomooon
PI

. (1.317)

C’est-à-dire que 1 P Ax` I et donc Ax` I “ A.
Enfin nous prouvons que tout idéal maximal propre est premier.

Si I est maximal, A{I est un corps par le point (2), et vu que I est propre, le corps A{I n’est
pas réduit à t0u. Donc le lemme 1.194 dit que A{I est un anneau intègre. Le point (1) dit alors
que I est un idéal premier.

Remarque 1.225.
Puisqu’un corps peut être réduit à t0u, dans (2), l’idéal peut être A. Mais pas dans (3), parce
qu’un idéal premier est propre, ça fait partie de la définition 1.222.

PROPooHABIooBZZQMj

Proposition 1.226 ([50]).
Si A est un anneau commutatif intègre, alors un idéal I dans A est premier si et seulement si A{I
est intègre.

Démonstration. Supposons que I soit un idéal premier. Si ras, rbs P A{I sont tels que rasrbs “ 0,
alors rabs “ 0, ce qui signifie que ab P I. Mais alors, puisque I est premier, soit a soit b est dans I.
Cela signifie que soit ras soit rbs est nul dans A{I. Cela prouve que A{I est un anneau intègre.

Dans l’autre sens, nous supposons que A{I est intègre. Cela implique immédiatement que I ‰ A
parce que A{A n’est pas un anneau intègre (tout le monde est évidemment diviseur de zéro).

Soient donc a, b P A tels que ab P I. Alors rasrbs “ rabs “ 0 dans A{I, mais comme A{I est
intègre, cela implique que soit ras soit rbs est nul. Autrement dit, soit a soit b est dans I.

PROPooSGLNooBYKNyo

Proposition 1.227.
Dans un idéal principal, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) L’élément p est premier.
(2) L’élément p est irréductible.
(3) L’idéal pA est un idéal maximal.

1.10 Anneau intègre
SECAnneauxIntegres

1.10.1 Sous-groupes de pZ, `q
PropSsgpZestnZ

Proposition 1.228 (liste des sous groupes de Z).
À propos de sous-groupes de Z.

(1) Une partie H du groupe pZ,`q est un sous-groupe si et seulement si il existe n P N tel que
H “ nZ. ITEMooOWNZooUsYRok

(2) Si H est un sous-groupe de pZ,`q, il existe un unique n tel que H “ nZ.

Démonstration. Soit H ‰ t0u un sous-groupe de Z. L’ensemble H X N˚ contient un élément
minimum que nous notons n. Nous avons certainement nZ Ă H parce que H est un groupe (donc
n` n et ´n sont dans H dès que n est dans H). Nous devons prouver que H Ă nZ.

Si x P H, par le théorème de division euclidienne 1.215, il existe q P Z et r P N, uniques, tels
que x “ nq` r et 0 ď r ă n. Nous savons déjà que nq P H, donc r “ x´ nq P H. Le nombre r est
donc un élément de H strictement plus petit que n. Mais nous avions décidé que n serait le plus
petit élément de H XN˚. Par conséquent r “ 0 et x “ nq P nZ.

En ce qui concerne l’unicité, supposons que nZ “ mZ. Le nombre n divise m (parce que
m P mZ Ă nZ) et le nombre m divise n parce que n P mZ. Par conséquent n “ m.
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1.10.2 Théorème de Bézout
ThoBuNjam

Théorème 1.229 (Théorème de Bézout 80[51], thème 3).
Deux entiers non nuls a, b P Z˚ sont premiers entre eux si et seulement si il existe u, v P Z tels que

au` bv “ 1 (1.318)

Démonstration. Soit d “ pgcdpa, bq et des nombres u, v tels que au` bv “ 1. Le PGCD d divise à
la fois a et b, et donc divise au` bv. Nous en déduisons que d divise 1 et est par conséquent égal
à 1.

Nous supposons maintenant que pgcdpa, bq “ 1 et nous considérons l’ensemble

E “ tau` bv tel que u, v P Zu XN˚. (1.319)

C’est-à-dire l’ensemble des nombres strictement positifs pouvant s’écrire sous la forme au`bv. Cet
ensemble est non vide parce qu’il contient par exemple soit a soit ´a. Soit m le plus petit élément
de E et écrivons

m “ au1 ` bv1. (1.320)EqMBsfrPEqMBsfrP

Par le théorème de division euclidienne 81 (avec a et m), il existe des entiers uniques q et r tels que

a “ mq ` r (1.321)

avec 0 ď r ă m. En remplaçant m par sa valeur (1.320), a “ pau1 ` bv1qq ` r et

r “ ap1´ u1qq ´ bv1q, (1.322)

c’est-à-dire que r P Za`Zb en même temps que 0 ď r ă m. Si r était strictement positif, il serait
dans E. Mais cela est impossible par minimalité de m. Donc r “ 0 et a est divisible par m.

De la même façon nous prouvons que b est divisible par m. Puisque m divise à la fois a et b
nous avons m “ 1.

Une généralisation de Bézout 1.229 à plus de 2 variables.
PROPooWSMTooMdfqse

Proposition 1.230.
Si taiui“1,...,N sont des entiers tels que pgcdpa1, . . . , aN q “ 1, alors il existe des entiers tuiui“1,...,N
tels que ÿ

i

aiui “ 1. (1.323)

CorgEMtLj

Corolaire 1.231.
Soient p et q deux entiers premiers entre eux. Alors

pZ` qZ “ Z; (1.324)

en particulier, pour tout x P Z, il existe ux, vx entiers tels que uxp` vxq “ x.

Démonstration. Soit x P Z. Le théorème de Bézout nous donne k et l tels que kp` lq “ 1. Alors,
pxkqp` pxlqq “ x.

Notons que l’application pZ` qZ vers Z n’est évidemment pas injective : les ux et vx ne sont
pas uniques à x fixé, car si αp` βq “ x, alors pα` kqqp` pβ ´ kpqq “ x pour tout k P Z.

CORooLINXooBlUKPG

Corolaire 1.232.
Les quotients de Z sont Z{nZ.

80. Il y a une super application ici : https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/mauvais_
prix.pdf.

81. Théorème 1.215.

https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/mauvais_prix.pdf
https://perso.univ-rennes1.fr/matthieu.romagny/agreg/dvt/mauvais_prix.pdf
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Démonstration. Tous les idéaux de Z sont de la forme nZ. En effet en vertu de la proposition 1.228,
les seuls sous-groupes de Z (en tant que groupe additif) sont les nZ. Tous les idéaux sont donc
de cette forme. De plus les nZ sont effectivement tous des idéaux 82 : si a P nZ et si k P Z alors
ak P nZ.

PropZpintssiprempUzn

Proposition 1.233.
Soient n ě 2 un entier et ϕ : Z Ñ Z{nZ la surjection canonique. Nous noterons a “ ϕpaq. Alors
l’ensemble des inversibles de Z{nZ est donné par

UpZ{nZq “ ϕpPnq “ tx tel que 0 ď x ď n tel que pgcdpx, nq “ 1u. (1.325)

où Pn est l’ensemble Pn “ tx P t0, . . . , n´ 1u tel que pgcdpx, nq “ 1u.
De plus,

Card
`
UpZ{nZq˘ “ ϕpnq. (1.326)

Démonstration. Soit 0 ď x ď n tel que pgcdpx, nq “ 1. Il existe donc 83 u, v P Z tels que ux`vn “
1. En passant aux classes,

ux “ 1, (1.327)

donc u est l’inverse de x. Cela prouve que ϕpPnq Ă UpZ{nZq.
Nous prouvons maintenant l’inclusion inverse. Soient x et y inverses l’un de l’autre : xy “ 1. Il

existe donc q P Z tel que xy ´ qn “ 1, ce qui prouve 84 que pgcdpx, nq “ 1.
LEMooZSMEooUmSXWZ

Lemme 1.234.
Un corps 85 est un anneau intègre.

Démonstration. En effet, soient un corps K et deux éléments x, y P K tels que xy “ 0. Si y est
inversible, alors nous pouvons multiplier par y´1 pour trouver x “ 0. Cela prouve que K est un
anneau intègre.

Exemple 1.235.
L’anneau Z{6Z n’est pas intègre parce que 3 · 2 “ 0 alors que ni 3 ni 2 ne sont nuls. △

Nous verrons au théorème 3.104 que l’anneau A est intègre si et seulement si ArXs est intègre.
CorZnInternprem

Corolaire 1.236.
L’anneau Z{nZ est intègre si et seulement si n est premier.

Démonstration. Supposons que n soit premier. La proposition 1.233 donne les inversibles de Z{nZ
par

UpZ{nZq “ tx tel que 0 ď x ď n tel que pgcdpx, nq “ 1u. (1.328)

Mais comme n est premier, pgcdpx, nq “ 1 pour tout x, et donc tous les éléments de Z{nZ sont
inversibles. Donc Z{nZ est intègre.

Si n n’est pas premier, alors n “ pq avec 1 ă p ď q ă n. Alors

rpsnrqsn “ rpqsn “ r0sn. (1.329)

Donc lorsque n n’est pas premier, l’anneau Z{nZ possède des diviseurs de zéro et n’est alors pas
intègre.

PropomqcGe

Proposition 1.237 (Thème 18, [1]).
Soit A un anneau principal 86 qui n’est pas un corps. Pour un idéal propre I de A, les conditions
suivantes sont équivalentes :

82. Définition 1.178.
83. Théorème de Bézout 1.229
84. À nouveau avec le Théorème de Bézout.
85. Définition 1.202.
86. Définition 1.221.
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ITEMooNOVFooEHtcwE

(1) I est un idéal maximal 87 ;
ITEMooMQWVooNocVEU

(2) I est un idéal premier non nul 88 ;
ITEMooJBXGooEISNuW

(3) il existe p irréductible 89 dans A tel que I “ ppq.
Démonstration. En plusieurs implications.

(1) (1) implique (2) Par hypothèse, I est un idéal propre, de plus il n’est pas égal à t0u, parce
que lorsque A et t0u sont les seuls idéaux, nous avons un corps (proposition 1.211). Étant
donné que I est un idéal maximal, le quotient A{I est un corps par la proposition 1.213.
Soient maintenant, pour entrer dans le vif du sujet, des éléments a, b P A tels que ab P I. Dans
le corps A{I nous avons rabs “ 0, et par définition du produit dans le quotient, rasrbs “ 0.
Par intégrité de l’anneau A{I (un corps est un anneau intègre, lemme 1.234) nous avons soit
ras “ 0, soit rbs “ 0, soit les deux en même temps. Dans tous les cas, soit a soit b est dans I.

(2) (2) implique (3) Maintenant I est un idéal premier non réduit à t0u. Puisque A est un
anneau principal, il existe x P A tel que I “ pxq. Nous devons prouver que x peut être
choisi irréductible ; et nous allons faire plus : nous allons prouver que x ne peut être que
irréductible 90.
Supposons que x ne soit pas irréductible. Alors il existe a, b P A non inversibles tels que
x “ ab. Si a P pxq alors il existe k P A tel que a “ xk, et en particulier, a “ abk, c’est-à-dire
1 “ bk (parce que A est principal et donc intègre). Cela signifie que b est inversible alors que
nous avions dit qu’il ne l’était pas. Nous en déduisons que a n’est pas dans pxq. On montre
de manière similaire que b n’est pas dans pxq non plus.
Nous nous retrouvons donc avec a, b P A tel que ab P I sans que ni a ni b ne soient dans I.
Cela contredit le fait que I soit un idéal premier. En conclusion, x est irréductible.

(3) (3) implique (1) Nous avons I “ ppq avec p irréductible dans A. Supposons que J est un
idéal différent de A contenant I. Comme A est principal, il existe y P A tel que J “ pyq. En
particulier p P J , donc p “ ay pour un certain a P A. Mais p est irréductible, donc soit a
est inversible, soit y est inversible. Si y est inversible, alors J “ A, ce qui est exclu. Si a est
inversible, alors pyq “ ppq, et I “ J .

1.238.
Dans la proposition 1.237, l’hypothèse d’idéal propre est importante. En effet dans le cas I “ A,
nous avons évidemment que I est un idéal maximum. Mais A n’est d’abord pas un idéal premier
parce qu’un idéal premier doit être strictement inclus dans l’anneau. Et ensuite, A est en général
loin d’être garanti d’être égal à ppq pour un de ses éléments p.

PropoTMMXCx

Proposition 1.239.
Soit A un anneau principal, et soit p P A un élément irréductible. Alors

(1) ppq est un idéal maximum.
ITEMooKPJQooWuPZXS

(2) A{ppq est un corps.

Démonstration. Nous notons I “ ppq. Soit un idéal J contenant I. Comme A est principal, J est
monogène : J “ pqq. Mais comme p est dans I qui est dans J , il existe a P A tel que p “ qa.

Puisque p est irréductible, soit q, soit a est inversible. Si q est inversible, alors J “ A. Si a est
inversible, alors nous avons p “ qa, donc q “ pa´1, ce qui signifie que q P ppq et donc que J “ I.

Cela prouve que ppq est un idéal maximum.
Le fait que A{ppq soit un corps est maintenant la proposition 1.213.

87. Définition 1.212.
88. Définition 1.222.
89. Définition 1.185.
90. ça me semble un peu trop facile. Lisez attentivement, et écrivez-moi pour dire si vous êtes d’accord ou pas.
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Exemple 1.240.
L’anneau Z est principal parce qu’il est intègre et que ses seuls idéaux sont les nZ qui sont
principaux : nZ est engendré par n. △

EXooCJRPooYkWdyr

Exemple 1.241 (Les idéaux de Z{nZ).
Les idéaux de Z{nZ sont principaux, mais l’anneau Z{nZ n’est pas principal lorsque n n’est pas
premier. Nous allons voir ça.

(1) Les idéaux de Z{nZ sont principaux Soit un idéal S dans Z{nZ. Nous considérons la
projection canonique ϕ : ZÑ Z{nZ. La proposition 1.210 dit que S “ ϕpJq où J est un idéal
de Z contenant nZ. Mais le corolaire 1.232 nous dit qu’alors J “ mZ pour un certain m.
Pour que mZ contienne nZ, il faut que m divise n.
Bref, S “ ϕpmZq avec m  n. Nous montrons maintenant que S est engendré par rmsn.
D’abord, l’élément rmsn est bien dans ϕpmZq. Ensuite un élément de ϕpmZq est de la forme

rkmsn “ krmsn P prmsnq. (1.330)

Donc S Ă prmsnq. Et l’inclusion dans l’autre sens est tout aussi immédiate : un élément de
prmsnq est de la forme

krmsn “ rkmsn “ ϕpkmq P ϕpmZq. (1.331)

(2) Si n n’est pas premier, Z{nZ n’est pas principal Le fait est que lorsque n n’est pas
premier, Z{nZ n’est pas intègre (corolaire 1.236).

(3) Moralité Un anneau comme Z{6Z est un anneau dont tous les idéaux sont principaux,
mais qui n’est pas principal.

△

Exemple 1.242.
Nous verrons dans la proposition 26.68 que l’anneau des fonctions holomorphes sur un compact de
C est principal. △

ThofPXwiM

Théorème 1.243.
Si A est un anneau principal et si p et q sont premiers entre eux dans A, alors on a l’isomorphisme
d’anneaux

A{pqA » A{pAˆA{qA. (1.332)

1.11 Anneau euclidien
DefAXitWRL

Définition 1.244 (Wikipédia).
Soit A un anneau intègre 91. Un stathme euclidien sur A est une application α : Azt0u Ñ N tel
que ITEMooLVJAooLpjgEz

(1) @a, b P Azt0u, il existe q, r P A tel que

a “ qb` r (1.333)

et αprq ă αpbq.
(2) Pour tout a, b P Azt0u, αpbq ď αpabq.

Un anneau est euclidien si il accepte un stathme euclidien.

Le stathme est la fonction qui donne le « degré » à utiliser dans la division euclidienne. La
contrainte est que le degré du reste soit plus petit que le degré du dividende.

LEMooFUSTooDCcBDb

Lemme 1.245.
L’ensemble Z avec les opérations usuelles est un anneau intègre 92.

91. Défnition 1.193.
92. Anneau intègre, définition 1.193.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Anneau_euclidien
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ExwqlCwvV

Exemple 1.246.
Le stathme de N pour la division euclidienne usuelle est αpnq “ n. Si a, b P N nous écrivons

a “ qb` r (1.334)

où q est l’entier le plus proche inférieur à a{b (on veut que le reste soit positif) et r “ a´ qb. Nous
avons donc

r ´ b “ a´ bpq ` 1q ă a´ ba
b
“ 0, (1.335)

ce qui montre que r ă b. △

Cet exemple ne fonctionne pas avec Z au lieu de N parce que le stathme doit avoir des valeurs
dans N. Cela ne veut cependant pas dire qu’il n’existe pas de stathme sur Z ; cela veut seulement
dire que αpxq “ x ne fonctionne pas.

Propkllxnv

Proposition 1.247 ([52]).
Tout anneau euclidien 93 est principal 94.

Démonstration. Soit A un anneau euclidien et α un stathme sur A. Nous considérons un idéal I
non nul de A. Nous devons montrer que I est généré par un élément. En l’occurrence nous allons
montrer qu’un élément a P Izt0u qui minimise αpaq va générer 95 I.

Soit x P I. Par construction, il existe q, r P A tels que x “ aq ` r avec r “ 0 ou αprq ă αpaq.
Étant donné que x, a P I, r P I. Si r ‰ 0, alors r contredirait la minimalité de αpaq. Donc r “ 0 et
x “ aq, ce qui signifie que I est principal.

PROPooPJGLooQSrJTU

Proposition 1.248.
L’anneau Z est principal et euclidien.

Démonstration. Nous allons seulement montrer que αpxq “ |x| est un stathme euclidien. Ainsi Z
sera euclidien et donc principal par la proposition 1.247.

D’abord Z est intègre, c’est le lemme 1.245.
La condition αpbq ď αpabq est immédiate : |a| ď |ab| pour tout a, b P Z.
Soient maintenant a, b P Z. Nous définissons q0, r0 P N tels que

|a| “ q0|b| ` r0 (1.336)

avec r0 ă |b|. Cela existe parce que αpxq “ x est un stathme sur N par l’exemple 1.246.
(1) Si a ą 0 et b ą 0

Alors a “ q0b` r0 et le couple pq0, r0q vérifie les conditions de la définition 1.244(1).
(2) Si a ą 0 et b ă 0

Alors a “ ´q0b` r0, et le couple p´q0, r0q vérifie les conditions de la définition 1.244(1).
(3) Si a ă 0 et b ą 0 Alors a “ ´q0b ´ r0, et le couple p´q0,´r0q vérifie les conditions de la

définition 1.244(1) parce que

αp´r0q “ r0 ă |b| “ αpbq. (1.337)

(4) Si a ă 0 et b ă 0 Alors a “ q0b ´ r0, et le couple pq0,´r0q vérifie les conditions de la
définition 1.244(1).

Nous venons de voir que Z est principal ; le lemme suivant nous dit que ZrXs n’est lui, pas
principal.

93. Euclidien, définition 1.244.
94. Principal, définition 1.220
95. Un tel élément existe. . .
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LEMooDJSUooJWyxCL

Lemme 1.249 ([53]).
Si A est un anneau intègre 96 qui n’est pas un corps, alors ArXs n’est pas principal.

Démonstration. Soit un élément non nul a P A.
(1) Un idéal principal contenant a et X est A[X]

Soit pP q un idéal principal contenant a et X. Puisque a P pP q, il existe Q tel que a “ QP .
Donc P divise a dans ZrXs. L’égalité des degrés indique que P est un polynôme constant,
c’est-à-dire en réalité un élément de A. Soit P “ k P A.
Comme P divise X, nous avons aussi X “ kQ pour un certain Q P ZrXs. L’égalité des degrés
dit qu’il existe k1 P A tel que Q “ k1X et donc Q “ k1X “ k1kQ, ce qui implique que kk1 “ 1.
L’idéal engendré par k contient donc en particulier kk1 “ 1 et donc contient ArXs en entier :

1 “ k1k P k1pP q “ pP q. (1.338)

(2) Si pa,Xq “ ArXs alors a est inversible
Si pa,Xq “ ArXs, en particulier, 1 P pa,Xq, ce qui signifie qu’il existe des polynômes U, V P
ArXs tels que

1 “ UX ` V a. (1.339)
Nous évaluons cette égalité en 0 : comme pUXqp0q “ 0, nous avons 1 “ V p0qa, ce qui signifie
que V p0q est un inverse de A. Donc a est inversible.

(3) Si a n’est pas inversible alors pa,Xq n’est pas principal
Si pa,Xq était principal, alors nous aurions, par ce qui est dit plus haut, pa,Xq “ ArXs.
Mais cette dernière égalité impliquerait que a soit inversible.

En conclusion, si A n’est pas un corps, il possède un élément ni nul ni inversible. Dans ce cas,
l’idéal pa,Xq n’est pas principal dans ArXs et nous en déduisons que ArXs n’est pas un anneau
principal.

Nous verrons dans le lemme 3.110 que si K est un corps, alors KrXs est principal.

1.12 Le groupe et anneau des entiers
Certes pZ,`q est un groupe mais en ajoutant la multiplication, pZ,`,ˆq devient un anneau 97.

1.12.1 PGCD, PPCM et Bézout

Puisque Z est un anneau intègre, nous avons la définition 1.182 de pgcd et de ppcm.
PROPooAVRGooUfhjwF

Proposition 1.250 (PPCM et PGCD).
Soient p, q P Z˚.

(1) Le pgcd de p et q est le plus grand diviseur commun de p et q.
(2) Le ppcm de p et q est leur plus petit multiple commun.

Démonstration. Démontrons le premier point. Notons δ le pgcd de p et q. Si d est un diviseur
commun de p et q, alors d divise δ. Dans Z, d  δ implique d ď δ (proposition 1.109).

Lemme 1.251.
Soient p, q P Z˚. Les entiers ppcmpp, qq et pgcdpp, qq fournissent les isomorphismes de groupes
suivants :

pZX qZ “ ppcmpp, qqZ (1.340a)
pZ` qZ “ pgcdpp, qqZ. (1.340b)

96. Définition 1.193.
97. Définition 1.41.
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DEFooXSPFooPumQSy

Définition 1.252.
Nous disons que deux éléments d’un anneau principal 98 sont premiers entre eux si leurs divi-
seurs communs sont inversibles.

Vu que Z est un anneau principal (proposition 1.248), la définition 1.252 d’éléments premiers
entre eux s’applique.

LEMooLKLTooXUdsgB

Lemme 1.253.
Dans Z, les nombres p et q sont premiers entre eux si et seulement si pgcdpp, qq “ 1.

DefZHRXooNeWIcB

Définition 1.254.
Si nous avons un ensemble d’entiers ai, nous disons qu’ils sont premiers dans leur ensemble si
1 est le PGCD de tous les ai ensemble.

Les nombres 2, 4 et 7 ne sont pas premiers deux à deux (à cause de 2 et 4), mais ils sont
premiers dans leur ensemble parce qu’il n’y a pas de diviseurs communs plus grand que 1, au
triplet p2, 4, 7q.

La proposition suivante établit que si x est assez grand, alors il peut même être écrit comme
une combinaison de p et q à coefficients positifs. Elle sera utilisée pour démontrer que les états
apériodiques d’une chaine de Markov peuvent être atteints à tout moment (assez grand), voir la
définition 38.33 et ce qui suit.

PropLAbRSE

Proposition 1.255.
Soient a et b deux éléments de N premiers entre eux. Il existe N ą 0 tel que tout x ą N appartient
à aN` bN.

Démonstration. Soient a et b, premiers entre eux, et x P N. Disons tout de suite, pour éviter les
cas triviaux et pénibles, que x, a et b sont strictement positifs.

(1) Une décomposition pour x
On applique le théorème 1.215 de division euclidienne à x et a`b : il existe des entiers px, rx,
uniques, tels que

"
x “ ppx ´ 1qpa` bq ` rx (1.341a)
0 ď rx ă a` b. (1.341b)

En d’autres termes, pxpa` bq est le premier multiple de a` b supérieur ou égal à x. De plus,
px est strictement positif car x l’est. Il existe alors des entiers u et v tels que

ua` vb “ pxpa` bq ´ x (1.342)EQooXYSZooJqxPuiEQooXYSZooJqxPui

par le corolaire 1.231. Ainsi, x peut s’écrire

x “ ppx ´ uqa` ppx ´ vqb. (1.343)

(2) Des maximums
Il s’agit maintenant de savoir si nous pouvons être assuré d’avoir px ą u et px ą v dès que
x est assez grand. Pour cela, grâce au corolaire 1.231, nous considérons les nombres ui et vi
définis par

uia` vib “ i (1.344)

pour i “ 1, . . . , a` b. Nous posons u˚ “ maxtuiu, v˚ “ maxtviu, et p˚ “ maxtu˚, v˚u. Nous
posons alors N “ p˚pa` bq, et considérons x ą N .

98. Anneau principal, définition 1.221.
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(3) Nouvelle décomposition pour x
Nous voulons écrire

x “ ppx ´ ukqa` ppx ´ vkqb (1.345)EQooIKNWooBKItYzEQooIKNWooBKItYz

pour un certain k. Cela demande uka` vkb “ ua` vb “ pxpa` bq´x par l’équation (1.342).
Vu que pxpa` bq´x ą 0, les nombres uk et vk existent : il suffit de prendre k “ pxpa` bq´x.

(4) Conclusion
Avec tous ces choix, nous avons d’abord x ą p˚pa` bq et donc

x “ ppx ´ 1qpa` bq ` rx ą p˚pa` bq, (1.346)

ce qui donne
ppx ´ 1qpa` bq ą p˚pa` bq ´ rx ą pp˚ ´ 1qpa` bq. (1.347)

ou encore px ą p˚. Nous avons finalement

px ě p˚ ě u˚ ě uk (1.348)

et
px ě p˚ ě v˚ ě vk. (1.349)

De ce fait, la décomposition (1.345) est celle que nous voulions.

1.256.
Une méthode pour obtenir les entiers naturels u et v qui permettent la décomposition x “ au` bv
est d’abord de choisir u0 et v0 tels que au0 et bv0 soient les plus proches possibles de x{2, puis de
décomposer le nombre (relativement petit) x ´ au0 ´ bv0 en au1 ` bv1. Deux nombres u et v qui
fonctionnent sont alors u “ u0 ` u1 et v “ v0 ` v1.

Exemple 1.257.
Écrivons 1000 “ u· 7 ` v· 5 avec u, v P N. D’abord 72 · 7 “ 504 et 100 · 5 “ 500. Nous avons
donc

1004 “ 72 · 7` 100 · 5. (1.350)

Ensuite 4 “ 25´ 21 “ ´3 · 7` 5 · 5. Au final,

1000 “ 75 · 7` 95 · 5. (1.351)

△

1.13 Sous-groupe normal
propGroupeNormal

Proposition 1.258.
Soit N un sous-groupe de G. Les propriétés suivantes sont équivalentes : ITEMooDYEUooOuKEqQ

(1) N est normal 99 dans G.
ITEMooPYTEooZhvrUa

(2) N est une union de classes de conjugaison 100 de G,
ITEMooJWTLooBRmriQ

(3) gNg´1 Ď N pour tout g P G,
ITEMooVRZIooAorhRY

(4) gNg´1 “ N pour tout g P G,
ITEMooJGUOooYshOZa

(5) gN “ Ng pour tout g P G,
ITEMooMRYRooZifCCe

(6) Le normalisateur 101 de N est G : NGpNq “ G.
99. Définition 1.168.

100. Définition 1.164.
101. Définition 1.167.
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Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (1) implique (3) C’est la définition de sous-groupe normal.
(2) (3) implique (4) Soit g P G. Nous avons gNg´1 Ă N , mais aussi (en appliquant l’hypo-

thèse à g´1) g´1Ng Ă N . En combinant nous avons
N Ă gpg´1Ngqg´1 Ă gNg´1. (1.352)

Nous avons l’inclusion dans les deux sens. Donc l’égalité.
(3) (4) implique (5) Soit g P G. Un élément général de gN est de la forme gn avec n P N .

Nous devons trouver un n1 P N tel que gn “ n1g. En posant n1 “ gng´1 nous avons
n1 “ gng´1 P gNg´1 Ă N. (1.353)

Il est immédiat de prouver que gn “ n1g. Cela prouve que gN Ă Ng.
Le même raisonnement donne Ng Ă gN .

(4) (5) implique (3) Un élément de gNg´1 est a “ gng´1 avec n P N . Nous devons prouver
que a P N . Puisque gn P gN , par hypothèse il existe n1 tel que gn “ n1g. En remplaçant
dans la définition de a,

a “ gng´1 “ n1gg´1 “ n1 P N. (1.354)
(5) (5) implique (2) Pour chaque a P G nous notons Ca la classe de conjugaison de a dans

G :
Ca “ tgag´1 tel que g P Gu. (1.355)EQooJIEVooCAshfeEQooJIEVooCAshfe

Comme a P Ca (prendre g “ e dans (1.355).) nous avons forcément

N Ă
ď

nPN
Cn. (1.356)

Prouvons maintenant l’inclusion inverse. Nous avons déjà prouvé que (5) implique (3). Donc
si n P N , alors gng´1 P N . Nous avons alors

Cn “ tgng´1 tel que g P Gu Ă N. (1.357)
Donc il est vrai que N “ Ť

nPN Cn.
(6) (2) implique (1) Nous supposons que N Ă G est un sous-groupe de la forme

N “
ď

aPI
Ca (1.358)

où I est une partie de G. Nous devons montrer que pour tout g P G et pour tout n P N nous
avons gng´1 P N . Puisque n P N , il existe a P I tel que n P Ca et donc il existe k P G tel
que n “ kak´1. Nous avons donc

gng´1 “ gpkak´1qg´1 “ pgkqapgkq´1 P Ca Ă N. (1.359)

Le lecteur attentif aura remarqué l’utilisation de l’axiome du choix. La prudence l’incitera à
ne pas le faire remarquer au jury.

(7) (6) si et seulement si (5) C’est la définition du normalisateur.

Définition 1.259.
Soit g P G et n P Z. Nous définissons gn par

(1) g0 “ e et gn “ ggn´1 si n est positif.
(2) si n ă 0, nous posons gn “ pg´1q´n.

L’ordre d’un groupe et l’ordre d’un élément d’un groupe sont deux choses différentes.
DEFooKWBCooMlmpCP

Définition 1.260 (Ordre d’un groupe).
Soit un groupe G.

(1) Si G est un ensemble fini, l’ordre de G est son cardinal 102, et nous le notons |G|.
102. Définition 1.122.
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(2) Si l’ensemble G est infini, nous disons que |G| “ 8 et qu’il est d’ordre infini.
Oui : nous pourrions simplement toujours dire « cardinalité » et écrire CardpGq. Au lieu de ça,
dans le cas particulier des groupes, il y a une tradition de dire « ordre » et d’écrire |G|.

DEFooKSTVooOObpgC

Définition 1.261 (Ordre d’un élément).
L’ordre d’un élément g de G est le naturel

mintn P Nzt0u tel que gn “ eu, (1.360)

si il existe ; dans le cas contraire, nous disons que l’ordre de g est infini.

1.262.
Nous verrons que le corolaire 2.14 au théorème de Lagrange dira que l’ordre d’un élément divise
l’ordre du groupe.

LemHUkMxp

Lemme 1.263 ([54, 13]).
Soient un groupe G et deux sous-groupes normaux 103 H et K tels que H XK “ teu. Alors :

ITEMooDFVBooSnnlgR

(1) Tout élément de H commute avec tout élément de K.
ITEMooVVBGooZSJqjp

(2) HK est un sous-groupe de G.
IMTEooPCBZooQoZFOD

(3) L’application
φ : H ˆK Ñ HK

ph, kq ÞÑ hk
(1.361)

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Point par point.
(1) (1) Soient h P H et k P K. Nous voulons montrer que hk “ kh. Pour cela nous considérons

l’élément a “ hkh´1k´1. Comme H est normal dans G, nous avons

kh´1k´1 P H (1.362)

et donc a P H. De même K étant normal dans G, nous avons hkh´1 P K et donc a P K. Au
final a P H XK “ teu. Nous avons prouvé que

hkh´1k´1 “ e, (1.363)

et donc que hk “ kh.
(2) (2) Puisque H et K sont des sous-groupes, teu est dans les deux, de telle sorte que e P HK.

De plus si hi P H et ki P K, la commutativité du point (1) donne

ph1k1qph2k2q “ h1h2k1k2 P HK. (1.364)

Donc le produit de deux éléments de HK est dans HK.
(3) (3) En trois sous-parties.

(3a) Morphisme Soient hi P H et ki P K. En utilisant la commutativité du point (1) nous
avons

φ
`ph1, k1qph2, k2q

˘ “ φph1h2, k1k2q (1.365a)
“ ph1h2qpk1k2q (1.365b)
“ ph1k1qph2k2q (1.365c)
“ φph1, k1qφph2, k2q. (1.365d)

103. Sous-groupe normal, définition 1.168.
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(3b) Injectif Si φph1, k1q “ φph2, k2q nous avons successivement

h1k1 “ h2k2 (1.366a)
h1k1h

´1
2 “ k2 (1.366b)

h1k1h
´1
2 k´1

1 “ k2k
´1
1 (1.366c)

h1h
´1
2 “ k2k

´1
1 . (1.366d)

Le membre de gauche est un élément de H et le membre de droite un élément de K.
Comme H X K “ teu nous avons h1h

´1
2 “ e et k2k

´1
1 “ e, c’est-à-dire h1 “ h2 et

k1 “ k2.
(3c) Surjectif Un élément général de HK est hk avec h P H et k P K, c’est-à-dire φph, kq.

DefvtSAyb

Définition 1.264.
L’exposant du groupe G est le plus petit entier non nul n tel que gn “ e pour tout g P G. S’il
n’existe pas un tel n, nous disons que l’exposant du groupe est infini.

PROPooSWHHooOzqWkw

Proposition 1.265.
À propos d’exposant de groupe et de ppcm.

ITEMooFIPBooFOaPkU

(1) Si l’ensemble des ordres de tous les éléments d’un groupe est majoré, alors l’exposant du
groupe est le plus petit commun multiple des ordres des éléments du groupe.

ITEMooLIREooYEtcdL

(2) Pour un groupe fini, l’exposant est le ppcm des ordres des éléments du groupe.

Démonstration. En deux parties.

(1) Pour (1) Soit p le ppcm des ordres de tous les éléments du groupe. Si g est d’ordre a, il
existe k P N tel que p “ ak. Avec ça nous avons gp “ pgaqk “ ek “ e. Donc p a bien la
propriété gp “ e pour tout g P G.
Si q ă p, nous montrons que q ne peut pas avoir cette propriété. Il existe un élément g dont
l’ordre a ne divise pas q. Par la division euclidienne 1.215, nous avons des entiers u et v tels
que q “ ua` v avec v ă a. Nous avons alors

gq “ guagv “ gv ‰ e (1.367)

parce que v ă a et que a est le plus petit n tel que gn “ e.
(2) Pour (2) Même chose. Pour un groupe fini, le ppcm existe toujours.

<++>
Le théorème de Burnside 9.310 nous donnera un bon paquet d’exemples de groupes d’exposant

fini dans GLpn,Cq.
PropSRMJooIDPBoW

Proposition 1.266.
Soit un groupe G. Nous considérons un sous-groupe normal H de G ainsi qu’un morphisme ψ : GÑ
H. Alors

(1) ψpHq est normal dans ψpGq
(2) Si G{H est abélien alors ψpGq{ψpHq est abélien.

Démonstration. Soient h P H et g P G. Alors ψpgqψphqψpgq´1 “ ψpghg´1q P ψpHq. Donc ψpHq
est normal dans ψpGq.
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Pour la seconde partie nous notons r. . .s les classes par rapport à ψpHq et . . . celles par rapport
à H. Nous avons

rψpg1qsrψpg2qs “
“
ψpg1qψpg2q

‰
(1.368a)

“ “
ψpg1g2q

‰
(1.368b)

“ tψpg1g2qψphq tel que h P Hu (1.368c)
“ tψpg1g2hq tel que h P Hu (1.368d)

“ ψ
´
tg1g2h tel que h P Hu

¯
(1.368e)

“ ψ
`
g1g2

˘
(1.368f)

“ ψpg2g1q (1.368g)
“ refaire à l’envers (1.368h)
“ rψpg2qsrψpg1qs. (1.368i)

Par conséquent ψpGq{ψpHq est abélien.

1.13.1 Permutations, groupe symétrique

Nous donnons ici quelques éléments à propos du groupe symétrique. Beaucoup de choses sup-
plémentaires sont reportées à la section 5.6. Voir aussi le thème 8.

DEFooJNPIooMuzIXd

Définition 1.267.
Soit un ensemble E. Une permutation de l’ensemble E est une bijection E Ñ E. Le groupe
symétrique de E est le groupe des bijections E Ñ E ; il est noté SE.

Le groupe symétrique Sn est le groupe des permutations de l’ensemble t1, . . . , nu. C’est donc
l’ensemble des bijections t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu.

DEFooSupportPermutation

Définition 1.268.
Le support d’une permutation σ est l’ensemble constitué des éléments modifiés par σ :

suppσ “ ti P t1, . . . , nu tel que σpiq ‰ iu.
DEFooMVFKooMpXMQy

Définition 1.269 ([54]).
Soient une permutation σ P E ainsi que a P E. La σ-orbite de a est l’ensemble

Ωσpaq “ tσipaquiPN. (1.369)
LEMooSGWKooKFIDyT

Lemme 1.270 ([55]).
Le groupe symétrique Sn est un ensemble fini contenant n! éléments :

CardpSnq “ n!. (1.370)
LEMooUPBOooWbwMTx

Lemme 1.271 ([56]).
Deux résultats.

(1) Tout groupe est isomorphe à un sous-groupe d’un groupe symétrique.
(2) Tout groupe fini d’ordre n est isomorphe à un sous-groupe de Sn.

Démonstration. Soit, pour g P G donné, l’application

τg : GÑ G

x ÞÑ gx.
(1.371)

Commençons par prouver que cela est une bijection. D’une part, τgpxq “ y pour x “ g´1y (surjec-
tion) et, d’autre part, τgpxq “ τgpyq implique gx “ gy et donc x “ y (injection).
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Nous avons donc τg P SG. L’application

φ : GÑ SG

g ÞÑ τg
(1.372)

est un morphisme de groupe 104 :

φpghqx “ ghx “ φpgqphxq “ φpgq
´
φphqx

¯
“
´
φpgq ˝ φphq

¯
x. (1.373)

Elle est injective parce que si τg “ τh alors gx “ hx pour tout x. En particulier g “ h. Donc
φ : GÑ Imagepφq est un isomorphisme entre G et un sous-groupe de SG (proposition 1.38).

Un groupe fini de cardinal n est isomorphe à un sous-groupe de SG ; or SG est isomorphe à un
des Sn.

1.13.2 Décomposition en cycles

Définition 1.272 (cycle[54]).
Soit E un ensemble de cardinal 105 n. Soit un entier 1 ď k ď n. Un élément σ P SE est un k-cycle
si il ne possède qu’une seule orbite 106 non réduite à un élément et qu’elle est de cardinal k.

LEMooADNGooDZpdTb

Lemme 1.273 ([1]).
Soient un k-cycle σ et a P Ω. Alors

Ωσpaq “ ta, σpaq, . . . , σk´1paqu (1.374)

et σkpaq “ a.
En particulier, les éléments σqpaq avec q “ 0, . . . , k ´ 1 sont tous distincts.

Démonstration. Soit l le plus grand entier tel que les σipaq avec 0 ď i ď l soient tous distincts, et
notons A “ tσipaqui“0,...,l. Cet ensemble satisfait

— CardpAq “ l ` 1
— A Ă Ωσpaq, et donc CardpAq ď CardpΩσpaqq “ k par le lemme 1.124(3).

Que vaut σl`1paq ? Par maximalité de l, σl`1paq est un des σipaq avec i ď l. Par injectivité de σ,
nous avons donc forcément σl`1paq “ a.

Donc pour tout i ą l il existe j ď l tel que σipaq “ σjpaq (parce que σipaq “ σi´l´1paq). Nous
en déduisons que

Ωσpaq “ tσipaqu0ďiďl “ A. (1.375)

Le cardinal de Ωσpaq étant k par hypothèse nous avons k “ l ` 1, et donc l “ k ´ 1.
LEMooANVHooOQiTwY

Lemme 1.274.
Si σ est une cycle de longueur k, et si b P Ωσpaq, alors

Ωσpaq “ Ωσpbq “ tσipbqui“0,...,k´1. (1.376)

Démonstration. Comme b P Ωσpaq, il existe l ď k ´ 1 tel que b “ σlpaq. Pour tout i nous avons
σipaq “ σk´l`1pbq, et donc Ωσpaq Ă Ωσpbq.

Mais pour tout i nous avons aussi σipbq “ σl`1paq et donc Ωσpbq Ă Ωσpaq.
Nous avons donc montré que Ωσpaq “ Ωσpbq. La seconde égalité est le lemme 1.273 appliqué à

b.
LEMooMIHGooQfALbc

Lemme 1.275 ([1]).
Soient un ensemble fini E, une permutation σ P SE ainsi que a P E. Si b P Ωσpaq, alors Ωσpbq “
Ωσpaq.
104. Définition 1.37.
105. Définition 1.122.
106. Définition 1.269.
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Lemme 1.276 ([54]).
Tout k-cycle est d’ordre 107 k.

Démonstration. Soit le cycle ta, σpaq, . . . , σk´1paqu. Tous les σipaq avec i ď k ´ 1 sont distincts et
σkpaq “ a. Donc σk est l’identité, et l’ordre de σ est plus petit ou égal à k.

Si i ď k ´ 1, alors σipaq ‰ a parce que les éléments du cycle sont distincts. Donc σi ‰ Id pour
i ď k ´ 1. Nous en déduisons que l’ordre de σ est k.

LEMooQLSAooBrXDXw

Lemme 1.277 ([54, 57]).
Tout élément du groupe symétrique Sn peut être décomposé en un nombre fini de cycles de supports
disjoints.

Cette décomposition est unique à l’ordre près de l’écriture des cycles.
Plus précisément, si σ est une permutation, alors il existe un unique ensemble fini tωiuiPI de

cycles de supports disjoints tels que 108 σ “ś
iPI ωi.

Démonstration. Soit σ P SE . Si les éléments ta, σpaq, . . . σkpaqu sont distincts, alors soit σk`1paq
est distincts des autres, soit σk`1paq “ a. Il n’est en effet pas possible d’avoir σk`1paq “ σlpaq avec
l ă k parce que ça contredirait l’injectivité de σ.

Soit donc a P E. Nous considérons le cycle
`
a, σpaq, . . . , σkpaq˘ où k est maximum tel que tous

les éléments sont distincts.
Soit ce cycle contient tous les éléments de E, soit il existe un élément b hors de ce cycle. Dans

le second cas, nous considérons le cycle commençant par b.
Et ça continue. . .

LEMooWXXLooIzrwJT

Lemme 1.278 ([54]).
Deux cycles de support disjoint commutent.

LEMooVVPWooMkRjyR

Lemme 1.279 ([58]).
Tout cycle de longueur r est le produit de r ´ 1 transpositions.

Démonstration. Il suffit de vérifier que

pa1, . . . , arq “ pa1, arqpa1, ar´1q . . . pa1, a2q. (1.377)

LEMooGGLUooUSzuAx

Lemme 1.280 ([1]).
Soit une permutation σ P SE. Soit un cycle c et une permutation s de supports disjoints telles que
σ “ s ˝ c. Alors LEMooUHWTooFptoZU

(1) Si a P supppσq, alors pour tout q P N nous avons cqpaq “ σqpaq.
ITEMooHSDLooIAKYZA

(2) Si a P supppcq, alors
Ωσpaq “ Ωcpaq “ supppcq. (1.378)

(3) Si a P supppcq, alors

cpxq “
#
σpxq si x P Ωσpaq
x sinon.

(1.379)

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Si a P supppcq, alors cpaq “ σpaq Soit a P supppcq. Nous savons que cpaq ‰ a, et vu que c

est injective, nous devons aussi avoir c
`
cpaq˘ ‰ cpaq. Donc a et cpaq sont dans supppcq. Étant

donné que les supports de c et de s sont disjoints, nous déduisons que cpaq n’est pas dans le
support de s, et donc que

σpaq “ ps ˝ cqpaq “ s
`
cpaq˘ “ cpaq. (1.380)

107. Définition 1.261.
108. Ici I est un ensemble fini et vu que les supports sont disjoints, le produit est commutatif.
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(2) σqpaq “ cqpaq Juste une récurrence sur le point précédent : si b P supppaq, alors σpbq “
cpbq P supppaq.

(3) Si a P supppcq, alors Ωσpaq “ Ωcpaq Utilisant le point précédent, ainsi que la définition
1.269 d’une orbite,

Ωσpaq “ tσqpaqu “ tcqpaqu “ Ωcpaq. (1.381)

(4) supppcq Ă Ωcpaq Comme toujours, a est un élément de supppcq. Nous considérons b P supppcq
et nous montrons que b P Ωcpaq. Étant donné que b P supppcq, nous avons cpbq ‰ b, de telle
sorte que Ωcpbq contienne au moins deux éléments distincts.
Même chose pour a : l’ensemble Ωcpaq contient au moins a et cpaq. Vu que c est un cycle,
il n’existe qu’une seule orbite non triviale. Donc Ωcpaq “ Ωcpbq. En particulier b P Ωcpbq “
Ωcpaq.

(5) Ωcpaq Ă supppcq Soit b P Ωcpaq. Le lemme 1.274 nous permet de dire que Ωcpaq “ Ωcpbq.
Comme Ωcpbq contient au moins deux éléments (parce qu’il est égal à Ωcpaq et que a est dans
le support de c), nous savons que cpbq ‰ b et donc que b P supppcq.

(6) La formule pour cpxq Si x P Ωσqpaq, alors cpxq “ σpxq par le point (1). Si x n’est pas
dans Ωcpaq “ supppcq, alors x n’est pas dans le support de c et donc cpxq “ x.

Le lemme suivant permet d’extraire le cycle de σ associé à un élément de E.
LEMooFFTBooCZsaFu

Lemme 1.281 ([1]).
Soient un ensemble fini E ainsi que σ P SE, et a P E tel que σpaq ‰ a. Nous posons

c : E Ñ E

x ÞÑ
#
σpxq si x P Ωσpaq
x sinon

(1.382)

Alors
(1) Si b P Ωσpaq, nous avons Ωcpbq “ Ωσpaq.
(2) Si b R Ωσpaq, nous avons Ωcpbq “ tbu.
(3) c est un cycle.

Démonstration. Si b P Ωσpaq, alors σqpbq P Ωσpaq pour tout q P N, et donc

cqpbq “ σqpbq P Ωσpaq (1.383)

pour tout q. Donc nous avons

Ωcpbq “ tcqpbq tel que q P Nu “ tσqpbq tel que q P Nu “ Ωσpbq “ Ωσpaq. (1.384)

La dernière égalité est le lemme 1.275.
Si b R Ωσpaq, alors cpbq “ b et Ωcpbq “ tbu.
Nous avons prouvé que c a une seule orbite de taille plus grands ou égale à 2. Donc c est un

cycle.

Théorème 1.282 ([57]).
Soit un ensemble fini E de cardinal au moins deux. Soit une permutation σ P SE.

(1) Il existe des cycles c1, . . . , cm à support disjoints tels que σ “ c1 ˝ . . . ˝ cm.
(2) Cette décomposition est unique à l’ordre près.

Démonstration. Plusieurs points.
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(1) Existence Nous choisissons des éléments taiui“1,...,p tels que les Ωσpaiq forment une par-
tition de E en sous-ensembles disjoints. En posant lk “ mintr tel que σrpakq “ aku, nous
avons

Ωσpakq “ tσqpakquq“1,...,lk´1 (1.385)
et tous les σqpakq sont distincts pour q “ 1, . . . , lk ´ 1.
Posons

ck : E Ñ E

x ÞÑ
#
σpxq si x P Ωσpakq
x sinon.

(1.386)

Le lemme 1.280 dit que ck est un cycle. Vu que cpakq “ σpakq, le cycle c est un lk-cycle.
Nous montrons à présent que σ “ c1 ˝ . . . cp. Soit x P E. Il existe un k P t1, . . . , pu tel que

x P Ωσpakq “ Ωck
pakq “ Ωck

pxq, (1.387)

la dernière égalité est parce que x P Ωck
pakq. Nous en déduisons que ckpxq ‰ x. D’autre part

si l ‰ k, alors x n’est pas dans Ωσpalq, et donc clpxq “ x. Au final,

pc1 ˝ . . . cpqpxq “ ckpxq “ σpxq. (1.388)

(2) Unicité Nous supposons avoir σ “ c1 ˝ . . . ˝ cp “ γ1 ˝ γq où les ci et les γj sont deux
ensembles de cycles de supports disjoints. Nous avons

supppσq “
pď

i“1
supppciq “

qď

j“1
supppγjq. (1.389)

Montrons que si supppciqXsupppγjq ‰ H, alors supppciq “ supppγjq. En effet si a P supppciqX
supppγjq, alors

supppciq “ Ωcipaq “ Ωσpaq “ Ωγj paq “ supppγjq. (1.390)
Et comme les supppγjq sont disjoints, l’ensemble supppciq n’a d’intersection qu’avec un et un
seul des supppγjq. Cela définit donc une application

u : t1, . . . , pu Ñ t1, . . . , qu
i ÞÑ l’unique j tel que supppciq “ supppγjq. (1.391)

Autrement dit, l’application u permet d’écrire

supppciq “ supp
`
γupiq

˘
. (1.392)

L’application u est injective. En effet si upiq “ uplq, nous avons

supppciq “ supp
`
γupiq

˘
(1.393a)

supppclq “ supp
`
γuplq

˘
(1.393b)

upiq “ uplq. (1.393c)

Donc supppciq “ supppclq. Et comme les supports sont disjoints, i “ l.
L’application u est surjective. En effet, soit j P t1, . . . , qu. Soit a P supppγjq. Il existe un i tel
que a P supppciq. Nous avons alors a P supppγjq X supppciq, autrement dit upiq “ j.
Maintenant l’application u : t1, . . . , pu Ñ t1, . . . , qu est bijective. Nous en déduisons que
p “ q. Concluons en montrant que ci “ γupiq. Soit a P supppciq “ supp

`
γupiq

˘
.

Nous avons

cipxq “
#
σpxq si x P Ωσpaq
x sinon

(1.394)

et

γjpxq “
#
σpxq si x P Ωσpaq
x sinon,

(1.395)

et donc ci “ γj .
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LemmvZFWP

Lemme 1.283 ([59]).
Soit σ “ pi1, . . . , ikq P Sn, un cycle de longueur k et θ P Sn. Alors

θσθ´1 “ `
θpi1q, . . . , θpikq

˘
. (1.396)

Tous les cycles de longueur k sont conjugués entre eux.
PropEAHWXwe

Proposition 1.284 (Classes de conjugaison et structure en cycles[60]).
Une classe de conjugaison 109 dans Sn est formée des permutations ayant une décomposition en
cycles disjoints de même structure. Autrement dit, deux permutations σ et σ1 sont conjuguées si et
seulement si le nombre ki de cycles de longueur i dans σ est le même que le nombre k1

i de cycles
de longueur i dans σ1.

Démonstration. Soit σ “ c1 . . . cm la décomposition de σ en cycles ci de supports disjoints. Si τ
est une permutation, alors

σ1 “ τστ´1 “ pτc1τ
´1q . . . pτcmτ´1q, (1.397)

mais τciτ´1 est un cycle de même longueur que ci, puisque le lemme 1.283 nous dit que si σ “
pa1, . . . , akq, alors τcτ´1 “ `

τpa1q, . . . , τpakq
˘
. Notons encore que les cycles τciτ´1 restent à support

disjoints.
Donc tous les éléments de la classe de conjugaison de σ sont des permutations de même structure

que σ.
Réciproquement, si σ1 “ c1

1 . . . c
1
m est une décomposition de σ1 en cycles disjoints tels que la

longueur des ci est la même que la longueur des c1
i, alors il suffit de construire des permutations τi

telles que τiciτ´1
i “ c1

i, à travers le lemme 1.283. Comme les supports des ci et des c1
i sont disjoints,

la permutation τ1 . . . τm conjugue σ et σ1.
EXooQAXRooBsPURs

Exemple 1.285.
Voyons les classes de conjugaison de S3. Étant donné que ce groupe agit par définition sur un
ensemble à 3 éléments, aucun élément de S3 ne possède un cycle de plus de 3 éléments. Il y a donc
seulement des cycles de longueur deux ou trois (à part les triviaux). Aucun élément de S3 n’a une
décomposition en cycles disjoints contenant deux cycles de deux ou un cycle de deux et un de trois.

En résumé il y a trois classes de conjugaison dans S3. La première est celle contenant seulement
l’identité. La seconde est celle contenant les cycles de longueur deux et la troisième contient les
cycles de longueur 3.

Ce sont donc

C1 “ tIdu (1.398a)
C2 “ tp1, 2q, p1, 3q, p2, 3qu (1.398b)
C3 “ tp1, 2, 3q, p2, 1, 3qu. (1.398c)

△
DEFooXNAFooGTbTTJ

Définition 1.286 (transposition).
Une transposition est une permutation 110 qui échange deux éléments de E. Plus précisément,
une bijection σ : E Ñ E est une transposition si il existe a, b P E tels que

σpxq “

$
’&
’%

a si x “ b

b si x “ a

x sinon.
(1.399)

109. Définition 1.164.
110. Une permutation est une bijection, définition 1.267.
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ExVYZPzub

Exemple 1.287.
Les classes de conjugaison de S4. Nous savons que les classes de conjugaison dans S4 sont caracté-
risées par la structure des décompositions en cycles (proposition 1.284). Le groupe symétrique S4
possède donc les classes de conjugaison suivantes.

(1) Le cycle vide qui représente la classe constituée de l’identité seule.
(2) Les transpositions (de type pa, bq) qui sont au nombre de 6.
(3) Les 3-cycles. Pour savoir quel est leur nombre nous commençons par remarquer qu’il y a

4 façons de prendre 3 nombres parmi 4 et ensuite 2 façons de les arranger. Il y a donc 8
éléments dans cette classe de conjugaison.

(4) Les 4-cycles. Le premier est arbitraire (parce que c’est cyclique). Pour le second il y a 3
possibilités, et deux possibilités pour le troisième ; le quatrième est alors automatique. Cette
classe de conjugaison contient donc 6 éléments. ITEMooGCMYooKZgFHX

(5) Les doubles transpositions, du type pa, bqpc, dq. Dans ce cas, tous les nombres sont permutés,
et l’image de 1 détermine la double transposition. Il y a 3 images possibles, et donc 3 éléments
dans cette classe.

△
PropPWIJbu

Proposition 1.288.
Tout élément de Sn peut être écrit sous la forme d’un produit fini de transpositions.

Si E est un ensemble fini, tout élément de SE pour être écrit sous forme d’un produit fini de
transposition de E.

Démonstration. Un élément de Sn se décompose en un nombre fini de cycles par le lemme 1.277 et
chacun des cycles peut être décomposé en un nombre fini de transpositions par le lemme 1.279.

Cette décomposition n’est pas à confondre avec celle en cycles de support disjoints. Par exemple
p1, 2, 3q “ p1, 3qp1, 2q.

Le théorème suivant, qui donne la notion de parité d’une permutation, est la clef pour savoir
quelles positions du jeu de taquin sont possibles ou impossibles[61, 62].

PROPooKRHEooAxtmRv

Proposition-Définition 1.289 (parité d’une permutation).
À propos de décomposition ne permutations.

(1) Si une permutation peut être écrite sous forme d’un produit d’un nombre pair de transposi-
tions, alors toute décomposition en transpositions sera en quantité paire.

(2) Si une permutation peut être écrite sous forme d’un produit d’un nombre impair de transpo-
sitions, alors toute décomposition en transpositions sera en quantité impaire.

Une permutation qui se décompose en une quantité paire de transpositions est une permutation
paire (et impaire sinon).

DEFooNHXSooQzCPzD

Définition 1.290.
La signature est l’application

ϵ : SE Ñ t´1, 1u

σ ÞÑ
#

1 si σ est paire
´1 si σ est impaire.

(1.400)

LEMooWGRXooHWyzLC

Lemme 1.291.
Nous disons qu’un élément σ P Sn est une inversion pour les nombres i ă j si σpiq ą σpjq. Soit
Nσ le nombre d’inversions que σ P Sn possède (c’est le nombre de couples pi, jq avec i ă j tels que
σpiq ą σpjq). Nous avons

ϵpσq “ p´1qNσ (1.401)

http://www.toujourspret.com/techniques/expression/chants/C/cantique_des_etoiles.php
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où ϵ est la signature 111 dans Sn.
LemhxnkMf

Lemme 1.292 ([54]).
Un k-cycle est une permutation impaire si k est pair et paire si k est impair.

ProphIuJrC

Proposition 1.293 ([59]).
Soit Sn le groupe symétrique. ITEMooBQKUooFTkvSu

(1) L’application ϵ : Sn Ñ t1,´1u est l’unique homomorphisme surjectif de Sn sur t´1, 1u.
(2) Si s “ t1 ¨ ¨ ¨ tk est le produit de k transpositions, alors ϵpsq “ p´1qk.

Démonstration. Soit σ, θ P Sn. Afin de montrer que ϵpσθq “ ϵpσqϵpθq, nous divisons les couples
pi, jq tels que i ď j en 4 groupes suivant que θpiq ż θpjq et σ

`
θpiq˘ ż σ

`
θpjq˘. Nous notons N1,

N2, N3 et N4 le nombre de couples dans chacun des quatre groupes :
pi, jq σ

`
θpiq˘ ă σ

`
θpjq˘ σ

`
θpiq˘ ą σ

`
θpjq˘

θpiq ă θpjq N1 N2
θpiq ą θpjq N3 N4

Nous avons immédiatement Nθ “ N3 ` N4 et Nσθ “ N2 ` N4. Les éléments qui participent à
Nσ sont ceux où θpiq et θpjq sont dans l’ordre inverse de σ

`
θpiq˘ et σ

`
θpjq˘ (parce que θ est une

bijection). Donc Nσ “ N2 `N3. Par conséquent nous avons

ϵpσqϵpθq “ p´1qN2`N3p´1qN3`N4 “ p´1qN2`N4 “ p´1qNσθ “ ϵpσθq. (1.402)

Nous avons prouvé que ϵ est un homomorphisme. Pour montrer que ϵ est surjectif sur t´1, 1u nous
devons trouver un élément τ P Sn tel que ϵpτq “ ´1. Si τ est la transposition 1 Ø 2 alors le couple
p1, 2q est le seul à être inversé par τ et nous avons ϵpτq “ ´1.

Avant de montrer l’unicité, nous montrons que si σ “ t1 . . . tk alors ϵpσq “ p´1qk. Pour cela
il faut montrer que ϵpτq “ ´1 dès que τ est une transposition. Soit τij , la transposition pi, jq et
θ “ pi, i` 1, . . . , j ´ 1q alors le lemme 1.283 dit que

τij “ θτj´1,jθ
´1. (1.403)

La signature étant un homomorphisme,

ϵpτijq “ ϵpθqϵpτj´1,jqϵpθq´1 “ ϵpτj´1,jq “ ´1. (1.404)

Nous passons maintenant à la partie unicité de la proposition. Soit un homomorphisme surjectif
φ : Sn Ñ t´1, 1u et τ , une transposition telle que φpτq “ ´1 (qui existe parce que sinon φ ne
serait pas surjectif 112). Si τ 1 est une autre transposition, il existe σ P Sn tel que τ 1 “ στσ´1

(lemme 1.283). Dans ce cas, φpτ 1q “ φpτq “ ´1, et si σ “ pτ1 . . . τkq,
φpσq “ p´1qk “ ϵpσq. (1.405)

CORooZLUKooBOhUPG

Corolaire 1.294.
Si σ P Sn, alors

ϵpσq “ ϵpσ´1q. (1.406)

Démonstration. Comme énoncé par la proposition 1.293, ϵ est un homomorphisme, donc

ϵpσqϵpσ´1q “ ϵpσσ´1q “ ϵpIdq “ 1. (1.407)

Puisque ϵpσq et ϵpσ´1q ne peuvent valoir que ˘1, ils doivent être tous les deux égaux à 1 ou tous
les deux à ´1 pour que le produit soit 1.
111. Définition 1.290.
112. Nous utilisons ici le fait que tous les éléments de Sn sont des produits de transpositions, proposition 1.288.
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1.13.3 Permutation un peu ordonnées
LEMooEOTGooPslULz

Lemme 1.295 ([1]).
Deux énoncés. ITEMooQZDRooUYjcgX

(1) Soit π P Sk satisfaisant πp1q “ 1. Nous définissons τ P Sk´1 par τpiq “ πpi` 1q ´ 1.
Alors ϵpτq “ ϵpπq.

ITEMooBUGZooVCVhKz

(2) L’application
φ : tπ P Sk tel que πp1q “ 1u Ñ Sk´1

π ÞÑ
”
τpiq “ πpi` 1q ´ 1

ı (1.408)

est une bijection.

Démonstration. Nous nommons π1 la restriction de π à t2, . . . , ku. Cela est encore une bijection,
de telle sorte que π1 puisse être écrite sous forme d’un produit de n transpositions de t2, . . . , ku
(proposition 1.288) :

π “ σ1 ˝ . . . ˝ σn. (1.409)

Les σi étant des transpositions de t2, . . . , ku, elles sont des transpositions de t1, . . . , ku. Tout cela
pour dire que π peut être écrite comme produit de transpositions ne faisant pas intervenir 1.

Nous introduisons la bijection

ψ : t2, . . . , ku Ñ t1, . . . , k ´ 1u
i ÞÑ i´ 1.

(1.410)

En termes de ψ, la définition de τ s’écrit ψpπq “ ψ ˝ π ˝ ψ´1, et nous avons

τ “ ψ ˝ π ˝ ψ´1 (1.411a)
“ ψ ˝ σ1 ˝ . . . ˝ σn ˝ ψ´1 (1.411b)
“ ψ ˝ σ1 ˝ ψ´1 ˝ ψ ˝ σ2 ˝ . . . ˝ ψ ˝ σn ˝ ψ´1. (1.411c)

Bref, en notant σ1
i “ ψσiψ

´1 nous avons τ “ σ1
1 ˝ . . . ˝ σn.

Il suffit maintenant de remarquer que σ1
i est une transposition dans t1, . . . , k ´ 1u. On vérifie

pour cela que si σ “ pa, bq alors σ1 “ `
ψpaq, ψpbq˘. En effet, pour i “ 1, . . . , k ´ 1, il y a trois

possibilités : soit i “ ψpaq, soit i “ ψpbq soit i n’est ni l’un ni l’autre.
Si i “ ψpaq, alors σ1piq “ pψσψ´1q`ψpaq˘ “ ψσpaq “ ψpbq. Même vérification pour montrer

que σ1`ψpbq˘ “ ψpaq. Si i n’est ni ψpaq ni ψpbq, alors ψ´1piq n’est ni a ni b et dans ce cas

pψσψ´1qpiq “ ψσ
`
ψ´1piq˘ “ ψ

`
ψ´1piq˘ “ i. (1.412)

Donc la décomposition τ “ σ1
1 ˝ . . . ˝ σ1

n est une décomposition de τ en n transpositions.
Autrement dit le nombre de transpositions est le même pour τ que pour π.

En particulier les signatures de τ et de π sont les mêmes. Cela finit la preuve du point (1).
Prouvons le point (2).

(1) Injectif Supposons que φpπq “ φpσq. Alors pour tout i “ 1, . . . , k ´ 1 nous avons

πpi` 1q ´ 1 “ σpi` 1q ´ 1, (1.413)

c’est-à-dire πpjq “ σpjq pour tout j “ 2, . . . , k. Vu que πp1q “ σp1q nous avons bien π “ σ.
(2) Surjectif Soit τ P Sk´1. En posant

πpiq “
#

1 si i “ 1
τpi´ 1q ` 1 sinon,

(1.414)

nous avons bien τ “ φpπq.
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DEFooDFBEooFElghU

Définition 1.296 ([1, 63]).
Nous notons

Spk,lq “ tπ P Sk`l tel que πp1q ă . . . πpkq, πpk ` 1q ă . . . ă πpk ` lqu, (1.415)

et
Apk,lq “ tπ P Spk,lq tel que πp1q “ 1u. (1.416)

LEMooCKJAooBIAyVs

Lemme 1.297 ([1]).
Deux énoncés. ITEMooCNWMooIbnHnz

(1) Soit π P Apk,lq. En posant τpiq “ πpi` 1q ´ 1 nous avons τ P Spk´1,lq. ITEMooKNKRooWbLYrF

(2) L’application
φ : Apk,lq Ñ Spk´1,lq

π ÞÑ
”
τpiq “ πpi` 1q ´ 1

ı (1.417)

est une bijection.
(3) En ce qui concerne la signature, ϵ

`
φpπq˘ “ ϵpπq.

Démonstration. Pour prouver (1), soit d’abord 1 ď i ă j ď k ´ 1. Nous avons

τpiq “ πpi` 1q ´ 1 ă πpi` jq ´ 1 “ τpjq (1.418)

parce que i` 1 et j ` 1 sont entre 1 et k. Le même raisonnement tient pour k` 1 ď i ă j ď k` l.
Pour (2). Même preuve que la partie correspondante du lemme 1.295.

1.14 Corps
La définition d’un corps est 1.202.

1.14.1 Définitions, morphismes

La proposition suivante donne une caractérisation d’un corps, en disant un tout petit peu plus
que la définition 1.202.

Proposition 1.298.
L’anneau A est un corps si et seulement si UpAq “ A˚.

Démonstration. En deux parties.
(1) Sens direct Nous supposons que A est un corps. D’une part tous les éléments non nuls

sont inversibles, c’est-à-dire A˚ Ă UpAq.
Pour l’inclusion inverse, nous montrons qu’une élément inversible ne peut pas être nul. Cela
n’est autre que le lemme 1.174 couplé à la proposition 1.175 : a· 0 “ 0 ‰ 1 pour tout a.

(2) Sens inverse Si UpAq “ A˚, nous avons immédiatement que tous les éléments non nuls
sont inversibles et donc que A est un corps.

LEMooJNIBooAURhrt

Lemme 1.299.
Si K est un corps et si a P K vérifie a2 “ 1, alors a “ ˘1.

Définition 1.300 (Morphisme de corps).
Un corps étant un anneau sans plus de structure, un morphisme de corps n’est qu’un morphisme
des anneaux 113.
113. Définition 1.42.
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Le lemme suivant montre que définir un morphisme de corps comme étant simplement un
morphisme des anneaux est une bonne idée.

LEMooWBOPooZnsZgQ

Lemme 1.301.
Si φ : KÑ K1 est un morphisme de corps, alors

(1) pour tout a P K nous avons φpa´1q “ φpaq´1 ;
(2) le morphisme φ est injectif.

Démonstration. Vu que φp1q “ 1, nous avons aussi

1 “ φpaa´1q “ φpaqφpa´1q. (1.419)

Donc, par unicité de l’inverse 114, φpa´1q “ φpaq´1.
Pour l’injectivité nous supposons φpaq “ φpbq. Étant donné que K1 est un corps, nous pouvons

multiplier par φpbq´1 :
φpaqφpbq´1 “ 1. (1.420)

En utilisant le premier point nous avons 1 “ φpaqφpb´1q, puis le morphisme d’anneaux : 1 “
φpab´1q, et encore le morphisme d’anneaux nous permet de déduire ab´1 “ 1 et donc a “ b.

1.15 Symbole de sommation

1.15.1 Somme à valeurs dans un groupe commutatif

Si S est un ensemble fini, nous savons de la proposition 1.122 qu’il existe un unique N P N
pour lequel il existe une bijection φ : t0, . . . , Nu Ñ S. Cette bijection n’est à priori pas unique.

DEFooLNEXooYMQjRo

Lemme-Définition 1.302 ([1]).
Soient un groupe commutatif pG,`q ainsi qu’un ensemble fini I contenant n éléments. Soit une
application f : I Ñ G. Si σ1, σ2 : t1, . . . , nu Ñ I sont deux bijections, alors 115

nÿ

i“1
f
`
σ1piq

˘ “
nÿ

i“1
f
`
σ2piq

˘
. (1.421)

La valeur commune est notée ÿ

iPI
fpiq (1.422)

Démonstration. Nous commençons par considérer une transposition σ (qui permute k et l avec
k ă l). Nous avons

nÿ

i“1
fpiq “

k´1ÿ

i“1
fpiq ` fpkq `

l´1ÿ

i“k`1
fpiq ` fplq `

nÿ

i“l`1
fpiq (1.423a)

“
k´1ÿ

i“1
fpiq ` fplq `

l´1ÿ

i“k`1
fpiq ` fpkq `

nÿ

i“l`1
fpiq (1.423b)

“
nÿ

i“1
f
`
σpiq˘. (1.423c)

Pour cela nous avons utilisé le fait que G est commutatif pour permuter fplq P G et fpkq P G avecřl´1
i“k`1 fpiq P G.

114. Lemme 1.160 (2).
115. Pour rappel, le symbole

řn
i“1 est défini par 1.84.
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Une permutation quelconque est un produit de telles transpositions (proposition 1.288). Donc
pour toute permutation σ nous avons

nÿ

i“1
f
`
σpiq˘ “

nÿ

i“1
fpiq. (1.424)

La définition 1.302 donne lieu à un certain nombre de remarques.
(1) Elle donne la somme sur un ensemble fini. Un problème avec les ensembles infinis (outre

la convergence) est l’ordre de sommation. Si vous voulez sommer sur Z, dans quel ordre le
faire ?

(2) Pour aller plus loin, et sommer sur des ensembles infinis, rendez-vous dans le thème 53.
PROPooJBQVooNqWErk

Proposition 1.303.
Soient un groupe commutatif pG,`q, un ensemble fini I, une application f : I Ñ G et une bijection
σ : I Ñ I. Alors ÿ

iPI
fpiq “

ÿ

iPI
f
`
σpiq˘. (1.425)

Si nous avons une application L : S Ñ S, nous notons
ÿ

sPS
f
`
Lpsq˘ “

ÿ

sPS
pf ˝ Lqpsq. (1.426)

Cette façon d’écrire donne une interprétation pour la notation
ř
gPG fphgq qui arrive dans la

proposition 1.306. Il s’agit de considérer l’application Lh du lemme 1.162, de considérer 116

ÿ

gPG
fphgq “

ÿ

gPG
pf ˝ Lhqpgq (1.427)EQooQQBEooFDOBVGEQooQQBEooFDOBVG

et de faire tourner la définition 1.302. La même chose tient pour définir
ř
gPGpghq à l’aide de Rh.

LEMooGAMAooOAFhrc

Lemme 1.304 (Changement de variables dans une somme[1]).
Soient deux ensembles finis I, J ainsi qu’une bijection φ : I Ñ J . Soient un groupe abélien G et
une application f : I Ñ G. Alors

ÿ

iPI
fpiq “

ÿ

jPJ
f
`
φ´1pjq˘. (1.428)

LEMooNDBYooAGEkmw

Lemme 1.305.
Soit un ensemble A fini pouvant être écrit comme une union disjointe A “ Ťn

k“1Ak ; nous suppo-
sons que les Ai sont non vides. Soient un groupe commutatif pG,`q et une application f : AÑ G.
Alors

ÿ

aPA
fpaq “

nÿ

k“1

ÿ

aPAk

fpaq. (1.429)

Démonstration. Le lemme 1.115 nous indique que les parties Ak sont des ensembles finis. Nous
notons

(1) N0 “ 0, et Nk “ CardpAkq,
(2) Sk “ řk

i“1Nk.
(3) φk : t1, . . . , Nku Ñ Ak, une bijection (l’existence est dans la proposition 1.122).

116. Le fait que Lh soit une bijection n’a pas d’importance ici.
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Nous avons CardpAq “ Sn par le lemme 1.124(4). Nous définissons une belle bijection comme il
faut :

α : t1, . . . , Snu Ñ A

i ÞÑ φk`1pi´ Skq
(1.430)

pour i P sSk, Sk`1s.
(1) α est bien définie Puisque i ą Sk et i ď Sk`1 nous avons i´ Sk P t1, . . . , Nk`1u, et donc

φk`1 s’applique bien à i´ Sk.
(2) α est injective Supposons que αpiq “ αpjq. Si i P sSk, Sk`1s et j P sSl, Sl`1s, alors αpiq “

φk`1pi´ Skq P Ak`1 et αpjq “ φl`1pj ´ Slq P Al`1. Vu que les Ai sont disjoints, nous avons
k “ l, et donc

φk`1pi´ Skq “ φk`1pj ´ Skq. (1.431)
Étant donné que φk`1 est injective, nous avons i´ Sk “ j ´ Sk, ce qui montre que i “ j.

(3) α est surjective Soit a P A. Il existe k tel que a P Ak. Nous avons donc un s P t1, . . . , Nku
tel que a “ φkpsq. En posant i “ s` Sk, nous avons bien a “ αps` Skq parce que s` Sk P
sSk´1, Sks.

Vu que α est une bijection, nous avons l’égalité

ÿ

aPA
fpaq “

Snÿ

i“1
pf ˝ αqpiq. (1.432)

Nous avons encore besoin d’introduire une bijection. Nous posons

βk : sSk´1, Sks Ñ Ak

i ÞÑ φkpi´ Sk´1q.
(1.433)

C’est une bijection parce que φk en est une, et que i ÞÑ i´ Sk´1 est une bijection de sSk´1, Sks.
Nous pouvons maintenant terminer :

ÿ

aPA
fpaq “

Snÿ

i“1
pf ˝ αqpiq (1.434a)

“
nÿ

k“1

¨
˝

Skÿ

i“Sk´1´1
pf ˝ αqpiq

˛
‚ (1.434b)SUBEQooNVKWooZqBAauSUBEQooNVKWooZqBAau

“
nÿ

k“1

¨
˝ ÿ

iPsSk´1,Sks
f
`
φkpi´ Sk´1q

˘
˛
‚ (1.434c)

“
nÿ

k“1

¨
˝ ÿ

iPsSk´1,Sks
f
`
βkpiq

˘
˛
‚ (1.434d)

“
nÿ

i“1

˜ ÿ

aPAk

fpaq
¸
. (1.434e)

Justifications :
— Pour (1.434b). Associativité de la somme.

PROPooWJQQooFINSEc

Proposition 1.306 ([1]).
Soient un groupe fini G et une fonction f : GÑ A où A est un anneau commutatif. Alors

ÿ

gPG
fpgq “

ÿ

gPG
fpghq “

ÿ

gPG
fphgq (1.435)

pour tout h P G.
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Démonstration. Nous avons une bijection φ : t0, . . . , Nu Ñ G garantie par la proposition 1.122. Sa
définition est

ÿ

gPG
fpgq “

Nÿ

i“0
f
`
φpiq˘. (1.436)

Par ailleurs, le lemme 1.162 donne une bijection Lh : GÑ G et permet de considérer la composée

φ1 : t0, . . . , Nu Ñ G

φ1 “ Lh ˝ φ.
(1.437)

La proposition 1.302 nous permet d’utiliser la bijection φ1 au lieu de φ pour exprimer la sommeř
gPG. Ensuite un jeu de notation utilisant (1.427) donne

ÿ

gPG
fpgq “

Nÿ

i“0
f
`
φpiq˘ “

Nÿ

i“0
f
`
φ1piq˘ “

Nÿ

i“0
pf ˝ Lh ˝ φqpiq

“
Nÿ

i“0
pf ˝ Lhq

`
φpiq˘ “

ÿ

gPG
pf ˝ Lhqpgq “

ÿ

gPG
fphgq.

(1.438)

En ce qui concerne
ř
gPG fpghq, c’est la même chose, en utilisant Rh au lieu de Lh.

LEMooKSVWooIFsfwm

Lemme 1.307.
Soit un groupe totalement ordonné 117 pA,`,ďq. Soient deux suites paiq et pbiq dans G telles que
ai ď bi pour tout i. Alors pour tout n nous avons

nÿ

i“0
ai ď

nÿ

i“0
bi. (1.439)

Tout cela nous permet de définir une somme sympathique et bien connue.

Lemme 1.308.
Soit n P N. Nous avons

nÿ

k“0
k “ npn` 1q

2 . (1.440)

Démonstration. La preuve est pratiquement immédiate par récurrence. Nous allons donner une
preuve plus « constructive », qui formalise l’idée classique d’écrire la somme à l’endroit et à l’envers.

Nous notons S la somme
řn
k“0 k. Le lemme 1.302 dit que si les σi : t0, . . . , nu Ñ t0, . . . , nu sont

des bijections, alors
řn
k“0 f

`
σ1pkq

˘ “ řn
k“0 f

`
σ2pkq

˘
. Nous sommes intéressé au cas fpiq “ i.

En prenant σ1pkq “ k et σ2pkq “ n´ k, nous avons

S “
nÿ

k“0
k “

nÿ

k“0
pn´ kq. (1.441)

Donc

2S “
nÿ

k“0

`
k ` pn´ kq˘ “

nÿ

k“0
n “ n

nÿ

k“0
1 “ npn` 1q. (1.442)

En divisant par deux, nous obtenons le résultat annoncé.

117. Définition 1.163.
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1.16 Symbole de produit
NORMooDBOFooQCwbOY

1.309.
Si pG, · q est un groupe et si H Ă G, nous notons le produit des éléments de H par

ź

gPH
g “

ÿ

gPH
g (1.443)

où à droite, c’est la somme déjà définie. La différence entre
ś

et
ř

est que nous utilisons
ś

pour les groupes notés « multiplicativement » comme pG, · q alors que nous utilisons
ř

lorsque le
groupe est noté « additivement » comme pG,`q.

Dans le cas d’un anneau pA,`, · q, la distinction est importante pour savoir quelle opération
est sous-entendue.

La définition 1.84(1) signifie qu’une somme vide vaut zéro :
ř
xPH x “ 0. Vu que zéro est la

façon usuelle de noter le neutre pour une opération notée « ` », lorsque l’opération est notée ·
nous avons ź

xPH
x “ 1 (1.444)EQooCSDSooTxdfzOEQooCSDSooTxdfzO

parce que 1 est la façon usuelle de noter le neutre d’une opération notée « · ».
Notez que (1.444) n’est pas une nouvelle définition ou une nouvelle convention. C’est seule-

ment l’égalité
ř
xPHx x “ 0, avec des notations adaptées à un groupe dont l’opération est notée

multiplicativement.
PROPooQMUDooQQVRIe

Proposition 1.310.
Si E est un ensemble fini et si G est un groupe commutatif, alors pour toute fonction f : E Ñ G
et pour toute permutation 118 σ de E,

ź

iPE
fpiq “

ź

iPE
f
`
σpiq˘ (1.445)

Démonstration. C’est exactement la proposition 1.302, sauf qu’ici la loi de groupe est notée mul-
tiplicativement au lieu d’additivement.

1.16.1 Sous-groupe engendré
DefooRDRXooEhVxxu

Définition 1.311 (Sous-groupe engendré).
Soit A une partie du groupe G. Le sous-groupe engendré par A est l’intersection de tous les
sous-groupes de G contenant A. Nous notons ce groupe grGpAq.

Lorsque A est fini (disons A “ ta1, . . . , anu), on note aussi le sous-groupe engendré xa1, . . . , any.
1.312.
Un sous-groupe engendré n’est jamais vide parce qu’il contient toujours au moins le neutre (parce
que c’est un sous-groupe). Si G est un groupe, le sous-groupe grGpHq lui-même contient e 119.

1.313.
Dans de nombreux cas, le groupe « ambiant » G est entendu par le contexte et nous noterons grpAq
au lieu de grGpAq.

Si par exemple A est la matrice
ˆ

4 5
6 7

˙
, le groupe grpAq est à comprendre dans GLp2,Rq. Il

faudrait être fou pour avoir en tête un autre groupe que GLp2,Rq sans le préciser.
D’ailleurs, connaissez-vous un groupe contenant la matrice A et n’étant pas un sous-groupe de

GLp2,Cq ?

Lemme 1.314.
Si G est un groupe et A une partie de G, alors grpAq est un sous-groupe de G.

118. Une permutation est une bijection, définition 1.267.
119. Demandez-vous si il est possible que grpHq contienne d’autres éléments que e.
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Le sous-groupe engendré par A est le plus petit (pour l’inclusion) groupe de G contenant A.
Plus formellement, nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.315.
Tout sous-groupe de G contenant A contient grpAq.
Démonstration. Si H est un sous-groupe de G contenant A, alors grpAq est l’intersection de H
avec tous les autres sous-groupes de G contenant A. Il contient donc grpAq.

LemFUIZooBZTCiy

Lemme 1.316 ([64]).
Si A est une partie du groupe G, alors le sous-groupe grpAq engendré 120 par A est l’ensemble de
tous les produits finis d’éléments de A et de A´1 (l’identité est le produit à zéro éléments).

C’est-à-dire que tout élément de grpAq peut être écrit sous la forme 121

nź

i“1
gai
i (1.446)

où ai P Z et g : NÑ A n’est pas spécialement injective : il peut arriver que gi “ gj.

Démonstration. Puisqu’un produit vide est égal à l’identité 122, le lemme est vrai (un peu trivia-
lement) dans le cas où A “ H. À partir de maintenant, nous supposons que A est non vide.

Nous nommons grpAq le groupe engendré par A et H, l’ensemble

H “ tg1 . . . gn tel que gi P AYA´1u. (1.447)

Nous commençons par prouver que H est un groupe.
— Puisque A est non vide, nous considérons a P A. Dans ce cas, e “ aa´1 P H. Donc e P H.
— L’inverse de g1 . . . gn est g´1

n . . . g´1
1 qui est également dans H.

— Le produit de g1 . . . gn par h1 . . . hn, tous éléments de H, est également dans H 123.
Comme H est un groupe contenant A, nous avons grpAq Ă H parce que grpAq est une intersection
dont un des éléments est H.

Par ailleurs tout groupe contenant A doit contenir les inverses et les produits finis, donc H Ă
grpAq.

Au final, H “ grpAq, ce qu’il fallait.
LEMooCFTVooKvmyKN

Lemme 1.317.
Soit un groupe G et un sous-groupe H “ grph1, . . . , hnq. Si α P G, alors

αHα´1 “ grpαh1α
´1, . . . , αhnα

´1q. (1.448)

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence du lemme 1.316. Un élément de grpαh1α´1, . . . , αhnα´1q
est un produit d’éléments de G de la forme αhiα´1 ou pαhjα´1q´1 “ αh´1

j α´1. Or nous avons

αhiα
´1αhjα

´1 “ αhihjα
´1 P αHα´1. (1.449)

Donc
grpαh1α

´1, . . . , αhnα
´1q Ă αHα´1. (1.450)

L’inclusion dans l’autre sens est du même tonneau.

120. Définition 1.311.
121. Les ai négatifs correspondent aux inverses. Notons que si g P A, il n’y a pas de garanties que g´1 soit également

dans A.
122. Voir 1.309.
123. Et c’est ici qu’on se rend compte que la décomposition n’est probablement que rarement unique.
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DEFooWMFVooLDqVxR

Définition 1.318 (Partie génératrice, groupe monogène).
Soient un groupe G, et une partie A Ă G. Si grpAq “ G, alors nous disons que A est une partie
génératrice du groupe G.

Un groupe est monogène si il a une partie génératrice réduite à un seul élément.
DefHFJWooFxkzCF

Définition 1.319 (Groupe cyclique).
Un élément a P G est un générateur de G si tous les éléments de G s’écrivent sous la forme an
pour un certain n P Z. Un groupe fini et monogène est dit cyclique.

1.320.
La différence entre un groupe monogène et un groupe cyclique est qu’un groupe cyclique est fini.
Dans un groupe cyclique, à force d’itérer le générateur, nous finissons par tourner en rond – d’où
le nom.

Exemple 1.321.
Soit le groupe

`
Z{10Z,`˘. L’élément r2s10 n’est pas générateur parce que ses puissances 124 sont

grpr2s10q “ tr2s10, r4s10, r6s10, r8s10, r0s10u. (1.451)

Par contre l’élément r3s10 est générateur : ses puissances sont dans l’ordre

r3s10, r6s10, r9s10, r2s10, r5s10, r8s10, r1s10, r4s10, r7s10, r0s10. (1.452)

△

Un exemple presque identique, mais un peu masqué sera l’exemple 18.156.
LEMooTHBIooJPjBlp

Lemme 1.322 ([1]).
Si n “ dr, alors

(1) rZ{nZ est un groupe.
LEMooSAAXooMezYui

(2) Le groupe rZ{nZ est cyclique 125.
ITEMooGCGQooIfZULt

(3) CardprZ{nZq “ d “ n{r.

1.17 Module sur un anneau
DEFooHXITooBFvzrR

Définition 1.323 (module sur un anneau[65]).
Soit un anneau A. Un module à gauche sur A est la donnée d’un triplet pM,`, · q où

(1) ` est une loi de composition interne à M , c’est-à-dire ` : M ˆM ÑM ,
(2) · est une loi de composition externe, c’est-à-dire · : AˆM ÑM

telles que
(1) pM,`q est un groupe 126.
(2) a· px` yq “ a·x` a· y,
(3) pa` bq·x “ a·x` b·x,
(4) pabq·x “ a· pb·xq
(5) 1 ·x “ x.

pour tout a, b P A et x, y PM .
Si M et N sont des A-modules, un morphisme de M vers N est une application f : M Ñ N

qui
124. Attention aux notations ; en général on écrit la loi de groupe de façon multiplicative et on parle des puissances

d’un élément, mais ici on écrit la loi de groupe additivement, donc les « puissances » sont en réalité les multiples.
125. Définition 1.319.
126. Nous verrons dans la proposition 1.324 qu’il est forcément commutatif.
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(1) est un morphisme de groupes entre pM,`q et pN,`q
(2) vérifie fpa·xq “ a· fpxq pour tout a P A, x PM .

L’ensemble des morphismes entre M et N est noté HomApM,Nq. Si B est un sous-anneau de A,
nous parlons de HomBpM,Nq pour parler des morphismes de groupes qui ne vérifient fpa·xq “
a· fpxq que pour a P B.

PROPooGARGooDiMqtN

Proposition 1.324.
Si M est un module sur un anneau, alors pM,`q est un groupe commutatif.

Démonstration. Il suffit de calculer p1` 1q· px` yq de deux façons différentes :

p1` 1q· px` yq “ 1 · px` yq ` 1 · px` yq “ x` y ` x` y (1.453)

d’une part et
p1` 1q· px` yq “ p1` 1q·x` p1` 1q· y “ x` x` y ` y, (1.454)

d’autre part. En égalant les deux expressions, il vient

x` y ` x` y “ x` x` y ` y, (1.455)

qui se simplifie (nous sommes dans un groupe) en y ` x “ x` y.
DEFooKHWZooIfxdNc

Définition 1.325.
Un espace vectoriel est un module 127 sur un corps commutatif 128.

DEFooRUKVooLnXxdS

Définition 1.326 ([66]).
Soient un A-module M et un ensemble I. Une famille tmiuiPI est libre si les mi sont linéairement
indépendants, c’est-à-dire si pour tout choix d’une partie finie J dans I et d’éléments pajqjPJ
dans A, si nous avons ÿ

jPJ
ajmj “ 0, (1.456)

alors aj “ 0 pour tout j.
DEFooWBOBooJNyyBF

Définition 1.327 ([67]).
Soit S, une partie du A-module M . Le sous-module engendré par S est l’ensemble des éléments
de M qui sont des combinaisons linéaires finies d’éléments de S, c’est-à-dire de sommes de la
forme ÿ

tPT
att (1.457)

où T est fini dans S et at P A.

1.17.1 Module produit
DEFooLCJEooBvVmkV

Lemme-Définition 1.328 ([66]).
Soient un anneau A et un ensemble I. Le A-module produit AI est l’ensemble des applications
I Ñ A.

En termes de notations, nous écrivons ceci :

AI “ tpaiqiPI , ai P Au. (1.458)

L’ensemble AI devient un module par les définitions, pour x, y P AI et a P A :

ax “ paxiqiPI (1.459a)EQooPLBSooFuQXrjEQooPLBSooFuQXrj

x` y “ pxi ` yiqiPI . (1.459b)EQooODBMooQKLUgdEQooODBMooQKLUgd

En d’autres termes, AI “ FunpI, Aq.
127. Définition 1.323.
128. La condition de commutativité n’est pas indispensable, mais comme nous ne parlerons que de corps commu-

tatifs. . .
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Démonstration. Il faut vérifier toutes les conditions de la définition 1.323. En guise d’exemple,
nous vérifions la distributivité. Soient a P A et x, y P AI . Nous avons

“
a· px` yq‰

i
“ apx` yqi (1.459a) (1.460a)
“ apxi ` yiq (1.459b) (1.460b)
“ axi ` ayi distrib. dans A (1.460c)
“ pax` ayqi (1.459b). (1.460d)

Lemme 1.329.
Pour chaque i P I nous considérons l’élément ei P AI donné par

ei : I Ñ A

j ÞÑ
#

1 si j “ i

0 sinon.
(1.461)

La famille teiuiPI est libre 129 dans AI .

Démonstration. Soient J fini dans I ainsi que des éléments aj P A (j P J). Nous supposons que 130
ř
jPJ ajej “ 0. Calculons un peu :

ÿ

jPJ
ajej “

ÿ

jPJ
pajδjiqiPI “

˜ÿ

jPJ
ajδji

¸

iPI
. (1.462)

Pour que le tout soit nul dans AI , il faut que
ÿ

jPJ
ajδji (1.463)

soit nul pour tout i P I. Si nous fixons i P I, la somme sur j possède un seul terme non annulé par
δji, et c’est le terme j “ i. Nous avons donc ai “ 0.

DEFooBMEPooFsCHgb

Définition 1.330.
Nous notons ApIq le sous-module de AI engendré 131 par les ei.

Lemme 1.331 ([1]).
L’ensemble ApIq est l’ensemble des applications I Ñ A de support fini.

Démonstration. En deux sens.
(1) Si x P ApIq Pour rappel, la définition 1.328 nous dit que x est une application I Ñ A. Vu

que x est dans le sous-module engendré par les ei, il existe une partie finie J Ă I telle que

x “
ÿ

jPJ
xjej . (1.464)

Pour i P I nous avons

xpiq “
ÿ

jPJ
xjδij “

#
xi si i P J
0 sinon.

(1.465)

Donc le support de x est dans J qui est fini. Vu que toute partie d’un ensemble fini est fini
(lemme 1.115), le support de x est fini.

129. Définition 1.326.
130. Pour rappel, les sommes finies sont définies par 1.302.
131. Définition 1.327.
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(2) Si x est de support fini Supposons que le support de x : I Ñ A soit la partie finie J Ă I.
En notant xj “ xpjq pour tout j P J , nous avons

x “
ÿ

jPJ
xjej . (1.466)

THOooPDZCooJnHbOd

Théorème 1.332 (Propriété universelle de ApIq[66]).
Soient un anneau A ainsi qu’un A-module P . Pour ϕ P HomApApIq, P q, nous considérons

ϕ|I : I Ñ P

i ÞÑ ϕpeiq. (1.467)

(1) L’application
f : HomApApIq, P q Ñ FunpI, P q

ϕ ÞÑ ϕ|I
(1.468)

est une bijection.

(2) L’application inverse est g : FunpI, P q Ñ HomApApIq, P q donnée par

gpψq`
ÿ

jPJ
ajej

˘ “
ÿ

jPJ
ajψpjq (1.469)

pour tout J fini dans I et choix de aj P A.

Démonstration. Nous allons montrer que g
`
fpϕq˘ “ ϕ et que f

`
gpψq˘ “ ψ pour tout ϕ P

HomApApIq, P q et pour tout ψ P FunpI, P q.
Dans un premier sens nous avons :

g
`
fpϕq˘`

ÿ

j

ajej
˘ “

ÿ

j

ajfpϕqpjq (1.470a)

“
ÿ

j

ajϕpejq (1.470b)SUBALIGNooBWPLooHeIaQgSUBALIGNooBWPLooHeIaQg

“ ϕp
ÿ

j

ajejq. (1.470c)SUBALIGNooUOQPooCwLgZoSUBALIGNooUOQPooCwLgZo

Justifications :

— Pour (1.470b), nous avons utilisé le fait que fpϕqpiq “ ϕ|Ipiq “ ϕpeiq.
— Pour (1.470c), nous utilisons le fait que ϕ est un morphisme de modules.

Et pour l’autre sens,
f
`
gpψq˘piq “ gpψqpeiq “ ψpiq. (1.471)

Vérifions que cela est suffisant pour que f soit une bijection.

(1) Surjectif Soit ψ P FunpI, P q. Nous avons f
`
gpψq˘ “ ψ, ce qui prouve que ψ est dans

l’image de f .

(2) Injectif Supposons que fpϕ1q “ fpϕ2q. Alors en appliquant g des deux côtés, il vient
ϕ1 “ ϕ2.
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1.17.2 Sous-module

Soient M un A-module et x “ pxiqiPI une famille d’éléments de M paramétrée par l’ensemble
I. Nous considérons l’application

µx : ApIq ÑM

paiqiPI ÞÑ
ÿ

iPI
aixi.

(1.472)

Ici ApIq désigne l’ensemble de toutes les applications I Ñ A de support fini (définition 1.330).
DefBasePouyKj

Définition 1.333.
À l’instar des espaces vectoriels, les modules ont une notion de partie libre, génératrice et de bases :

(1) Si µx est surjective, nous disons que x est une partie génératrice.

(2) Si µx est injective, nous disons que la partie x est libre.

(3) Si µx est bijective, nous disons que la partie x est une base.

Définition 1.334.
Un sous-ensemble N Ă M est un sous-module si pN,`q est un sous-groupe de pM,`q et si
a·x P N pour tout x P N et pour tout a P A.

Exemple 1.335.
Un anneau A est lui-même un A-module et ses sous-modules sont les idéaux. △

Définition 1.336.
Soit M un module sur un anneau commutatif A. Un projecteur est une application linéaire
p : M ÑM telle que p2 “ p.

Une famille ppiqiPI sur M est orthogonale si pi ˝ pj “ 0 pour tout i ‰ j. La famille est
complète si

ř
iPI pi “ 1.

ThoProjModpAlsUR

Théorème 1.337.
Soient des sous-modules M1, . . . ,Mn du module M tels que M “M1 ‘ . . .‘Mn. Les applications
pi définies par

pipx1 ` . . .` xnq “ xi (1.473)

forment une famille orthogonale de projecteurs et p1 ` ¨ ¨ ¨ ` pn “ Id.
Inversement, si pp1, . . . , pnq est une famille orthogonale de projecteurs dans un module E tel

que
řn
i“1 pi “ Id, alors

M “
nà
i“1

pipMq. (1.474)

Définition 1.338.
Un module est simple ou irréductible si il n’a pas d’autres sous-modules que t0u et lui-même. Un
module est indécomposable si il ne peut pas être écrit comme somme directe de sous-modules.

Un module simple est a fortiori indécomposable. L’inverse n’est pas vrai comme le montre
l’exemple suivant.

Exemple 1.339.
Soit E “ CrXs{pX2q vu comme CrXs-module. C’est le CrXs-module des polynômes de la forme
aX ` b avec a, b P C. L’ensemble des polynômes de la forme aX est un sous-module. Le module
E n’est donc pas simple. Il est cependant indécomposable parce que taXu est le seul sous-module
non trivial. En effet si F est un sous-module de E contenant aX ` b avec b ‰ 0, alors F contient
XpaX ` bq “ bX et donc contient tout E . △

DefAEbnJqI
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Définition 1.340 (Algèbre[68]).
Si K est un corps commutatif 132, une K-algèbre A est un espace vectoriel 133 muni d’une opération
bilinéaire ˆ : AˆAÑ A, c’est-à-dire telle que pour tout x, y, z P A et pour tout α, β P K,

(1) px` yq ˆ z “ xˆ z ` y ˆ z
(2) xˆ py ` zq “ xˆ y ` xˆ z
(3) pαxq ˆ pβyq “ pαβqpxˆ yq.

Si A et B sont deux K-algèbres, une application f : AÑ B est un morphisme d’algèbres entre
A et B si pour tout x, y P A et pour tout α P K,

(1) fpxyq “ fpxqfpyq
(2) fpx` αyq “ fpxq ` αfpyq

où nous avons noté xy pour xˆ y.
LEMooVKLKooSAHmpZ

Lemme 1.341 ([1]).
Soient une algèbre A et une famille pXiqiPI de sous-algèbres de A (ici I est un ensemble quelconque).
Alors la partie X “ Ş

iPI Xi est une sous-algèbre de A.

Démonstration. Nous devons prouver que si x et y sont dans X et λ P K, alors xy, x ` y et λx
sont dans X. Pour tout i P I nous avons x, y P Xi et donc xy P Xi, x ` y P Xi et λx P Xi (parce
que Xi est une algèbre). Donc xy, x` y et λx sont dans Xi pour tout I, et donc dans X.

DefkAXaWY

Définition 1.342.
L’algèbre engendrée par X est l’intersection de toutes les sous-algèbres de A contenant X (qui
est une algèbre par le lemme 1.341).

1.18 Caractéristique d’un anneau
LEMDEFooVEWZooUrPaDw

Lemme-Définition 1.343.
Soit l’application

µ : ZÑ A

n ÞÑ n· 1A
(1.475)

où n· 1A signifie
řn
k“1 1A.

(1) C’est un morphisme d’anneaux.
(2) Le noyau est un sous-groupe de Z
(3) Il existe un unique p P Z tel que kerpµq “ pZ.

Ce p est la caractéristique de A.

Par exemple la caractéristique de Q est zéro parce qu’aucun multiple de l’unité n’est nul.
À propos de diagonalisation en caractéristique 2, voir l’exemple 9.220.

Lemme 1.344.
Si A est de caractéristique nulle, alors A est infini.

Démonstration. En effet, kerµ “ t0u implique que n1A ‰ m1A dès que n ‰ m et par conséquent
A contient Z1A, et est infini.

LemHmDaYH

Lemme 1.345.
Soit un anneau A de caractéristique p. ITEMooPKSEooPKChGM

(1) Si p ą 0, alors nous avons l’isomorphisme d’anneaux

Z1A » Z{pZ. (1.476)
132. Définition 1.202
133. Définition 1.325.
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ITEMooBTUIooYzOycc

(2) Si p “ 0, alors nous avons l’isomorphisme d’anneaux

Z1A » Z (1.477)

Démonstration. Pour (1), l’isomorphisme est donné par l’application n1A ÞÑ ϕpnq si ϕ est la
projection canonique ZÑ Z{pZ.

Pour (2), la preuve est encore à faire. Écrivez-moi.
PropGExaUK

Proposition 1.346.
La caractéristique d’un anneau fini divise son cardinal.

Démonstration. Si A est un anneau, le groupe Z agit sur A par

n· a “ a` n1A. (1.478)

Chaque orbite de cette action est de la forme

Oa “ ta` n1A tel que n “ 0, . . . , p´ 1u (1.479)

où p est la caractéristique de A. Les orbites ont p éléments et forment une partition de A, donc le
cardinal de A est un multiple de p.

LEMooJQIKooQgukqn

Lemme 1.347 ([69]).
Un anneau totalement ordonné est de caractéristique nulle.

Démonstration. Le morphisme µ : ZÑ A, n ÞÑ n1A est strictement croissant, en particulier µpxq ‰
µpyq dès que x ‰ y. Donc kerpµq “ t0u.

L’ensemble typique de caractéristique p est Fp “ Z{pZ.
PropFrobHAMkTY

Proposition 1.348.
Soit A un anneau commutatif unitaire de caractéristique p. L’application

FrobA : AÑ A

x ÞÑ xp
(1.480)

est un automorphisme d’anneau unitaire.

Nous le nommons le morphisme de Frobenius. Nous utiliserons aussi les itérés du morphisme
de Frobenius : Frobk : x ÞÑ xp

k .

Exemple 1.349.
Soit à factoriser Xp ´ 1 dans Fp. Grâce au morphisme de Frobenius, nous avons immédiatement

Xp ´ 1 “ pX ´ 1qp. (1.481)

△
LemCaractIntergernbrcartpre

Lemme 1.350.
La caractéristique 134 d’un anneau intègre est zéro ou un élément premier 135.

Démonstration. Si A est intègre, alors Z1A est a fortiori intègre. Notons p la caractéristique de
A. Si p “ 0, la preuve est finie ; supposons donc que p ‰ 0. Alors, l’anneau Z{pZ est isomorphe à
Z1A, et est donc intègre. Or, la proposition 1.236 dit que Z{pZ est intègre si et seulement si p est
premier, ce qui conclut la preuve.
134. Définition 1.343.
135. Définition 1.184.
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Exemple 1.351.
Il existe des corps dont la caractéristique n’est pas égale au cardinal (contrairement à ce que
laisserait penser l’exemple des Z{pZ). En effet les matrices n ˆ n inversibles sur F3 forment un
corps qui n’est pas de cardinal trois alors que la caractéristique est 3 :

ˆ
1

1

˙
`
ˆ

1
1

˙
`
ˆ

1
1

˙
“ 0. (1.482)

△

1.18.1 Caractéristique deux

Beaucoup de résultats demandent une caractéristique différente de deux. Qu’a donc de parti-
culier la caractéristique deux ?

Si K est un corps de caractéristique 2, alors l’égalité x “ ´x n’implique pas x “ 0, puisque
2x “ 0 est vérifiée pour tout x. Cela se répercute sur un certain nombre de résultats. Par exemple,
en caractéristique deux, une forme antisymétrique n’est pas toujours alternée : voir le lemme 9.6.

1.19 Polynômes

1.19.1 Polynômes d’une variable

Et voilà la définition que tout le monde attendait ; la définition des anneaux de polynômes.
Pour ne pas taper trop fort du premier coup, nous commençons par les polynômes d’une seule
variable 136.

L’ensemble des polynômes sur A sera simplement ApNq (notation 1.330). Puisque N est un
ensemble bien particulier possédant plein de structure, nous allons pouvoir installer sur ApNq une
structure non seulement de A-module (ça c’est déjà fait), mais en plus d’anneau, ainsi qu’une
évaluation.

DEFooFYZRooMikwEL

Définition 1.352.
L’ensemble des polynômes en une indéterminée sur l’anneau A est l’anneau

PpAq “ ApNq (1.483)

défini en 1.330.

1.353.
En ce qui concerne la notation ArXs, voir 1.19.2. Pour KpXq lorsque K est un corps, voir 6.83.

DefDegrePoly

Proposition-Définition 1.354 ([70]).
Soit P non nul dans PpAq. Nous notons an la valeur 137 de P en n P N : P “ panqnPN.

(1) L’ensemble tn P N tel que an ‰ 0u est fini dans N.
(2) Cet ensemble possède un minimum et un maximum.

Le degré de P est
degpP q “ maxtn P N tel que an ‰ 0u, (1.484)

et la valuation de P est
valpP q “ mintn tel que an ‰ 0u. (1.485)

Nous notons
PnpAq “ tP P PpAq tel que degpP q ď nu, (1.486)EQooAULWooDgogWTEQooAULWooDgogWT

136. Pour les polynômes à plusieurs variables, voir la définition 3.50.
137. Ici il y a une énorme subtilité de terminologie. Formellement, P est une application N Ñ A. Cela n’a rien à

voir avec le fait que P puisse être évalué sur A avec des formule du type P pxq “
ř

n anx
n. D’ailleurs nous n’avons

pas encore vu cette évaluation.
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Dans le cas du polynôme nul, l’ensemble tn P N tel que an ‰ 0u est vide, et les définitions ne
s’appliquent pas. Nous convenons que

valp0q “ `8 (1.487a)
degp0q “ ´8. (1.487b)

Démonstration. Le fait que P soit non nul implique que A “ tn P N tel que an ‰ 0u est non vide.
De plus cet ensemble est fini parce que P P ApNq. Toute partie finie non vide de N étant majorée
et minorée (lemme 1.64), le lemme 1.65 définit correctement le minimum et le maximum de A.

Vu que ApNq est engendré par les ei, tout polynôme sur A s’écrit P “ řn
i“1 aiei.

DEFooNXKUooLrGeuh

Définition 1.355.
Nous ajoutons deux structures à ApNq.
L’évaluation Si α P A et si P P ApNq, nous définissons P pαq par

P pαq “ p
nÿ

i“0
aieiqpαq “

nÿ

i“0
aiα

i, (1.488)EQooDJISooTEkMOwEQooDJISooTEkMOw

étant entendu que α0 “ 1 dans A.
Cette définition s’étend immédiatement au cas où B est un anneau qui étend A. Dans ce cas
nous pouvons définir P pbq pour tout P P ApNq et b P B avec la même formule (1.488).

Le produit C’est ici que la structure particulière de N est utilisée. Nous définissons le produit
AN ˆ ApNq Ñ ApNq de la façon suivante. Si pPkqkPN est la suite (presque partout nulle)
d’éléments de A qui définit P et si pQkqkPN est celle de Q, nous notons

pPQqn “
nÿ

k“0
PkQn´k, (1.489)EQooTNCSooKklisbEQooTNCSooKklisb

et donc PQ “ ř
ipPQqiei. Plus explicitement,

p
nÿ

i“0
aieiqp

mÿ

j“0
bjejq “

8ÿ

k“0

´ ÿ

pi,jqPN2

i`j“k

aibj

¯
ek. (1.490)EQooCIBUooAgpxjLEQooCIBUooAgpxjL

Notons qu’à droite, la somme sur k est une somme finie.
PROPooGDQCooHziCPH

Proposition 1.356.
Soit un anneau A. À propos de structure sur ApNq.

(1) Avec le produit, l’ensemble ApNq devient un anneau.
(2) L’application

g : ApNq Ñ A

P ÞÑ P pαq (1.491)

est un morphisme d’anneaux 138. En particulier, pPQqpαq “ P pαqQpαq.
Démonstration. En plusieurs points

(1) Anneau L’identité pour le produit dans ApNq est le polynôme donné par a0 “ 1 et ai “ 0
pour i ‰ 0. Cela se vérifie en utilisant directement la définition (1.490). La distributivité
aussi 139.

138. Définition 1.42.
139. Je n’ai pas fait les calculs, écrivez-moi pour me dire si ça va facilement.
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(2) Le morphisme Nous notons Pk les éléments de la suite définissant P et Qk ceux de Q.
Alors nous avons

pP `Qqpαq “
ÿ

k

pPk `Qkqαk “
ÿ

k

Pkα
k `

ÿ

k

Qkα
k “ P pαq `Qpαq. (1.492)

Vous aurez noté que la première égalité était la définition (1.459b). De même,

P pαqQpαq “ `ÿ

n

Pnα
n
˘`ÿ

k

Qkα
k
˘ “

ÿ

k

Qk
`ÿ

n

Pnα
n
˘
αk “

ÿ

k

ÿ

n

QkPnα
n`k (1.493a)

“
ÿ

m

` mÿ

l“0
PlQm´l

˘
αm “

ÿ

m

pPQqmαm “ pPQqpαq. (1.493b)

LEMooWVUXooQlaepO

Lemme 1.357.
Si A est commutatif, alors ApNq est commutatif.

Démonstration. Soient P,Q P ApNq ; pour rappel, le produit est donné par la définition 1.489.
L’application

φ : t0, . . . , nu Ñ t0, . . . , nu
k ÞÑ n´ k (1.494)

est une bijection. Voici maintenant le calcul :

pPQqn “
nÿ

k“0
PkQn´k (1.495a)

“
nÿ

k“0
PφpkqQn´φpkq (1.495b)SUBEQooISTNooLPvSIySUBEQooISTNooLPvSIy

“
nÿ

k“0
Pn´kQk (1.495c)

“
nÿ

k“0
QkPn´k (1.495d)SUBEQooCUMAooFjqqHWSUBEQooCUMAooFjqqHW

“ pQP qn. (1.495e)

Justifications
— Pour (1.495b). Lemme 1.302 et le fait que φ soit une bijection.
— Pour (1.495d). Commutativité de A.

1.19.2 La notation ArXs
SUBSECooLEKVooFBPSJz

Si A est un anneau, nous avons déjà défini les polynômes en une indéterminée sur A comme
étant le module ApNq qui est devenu un anneau par la proposition 1.356.

Le polynôme donné par la suite panqnPN est souvent notée
ÿ

k

akX
k. (1.496)

Par exemple avec a “ p4, 2, 8q nous avons a “ 8X2 ` 2X ` 4. Nous utiliserons souvent cette
notation, qui est très pratique parce qu’elle s’adapte bien aux règles de multiplication et d’addition,
en particulier la distributivité.

Il y a (au moins) deux façons de comprendre ce que signifie réellement «X » dans cette notation.
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1.19.2.1 Première façon (qui botte en touche)

La première est de dire qu’il n’a pas de significations, et que X2 est un simple abus de notations
pour écrire p0, 0, 1, 0, ¨ ¨ ¨ q. Avec cette façon de voir, nous notons l’anneau des polynômes sur A par
«ArXs » où le X n’a pas d’autres raisons d’être que d’avertir le lecteur que nous réservons la lettre
« X » pour utiliser la notation pratique des polynômes.

1.19.2.2 Seconde façon (la bonne)
SUBSUBSECooPNBYooWXEHrgNORMooHHIVooSfHlxv

1.358.
La seconde façon de voir le «X » est de nous rappeler que ApNq a une base en tant que module : les
ek dont nous avons parlé plus haut. Nous posons X “ e1, et nous prenons la convention X0 “ 1.
Alors nous avons ek “ Xk et nous notons ArXs l’anneau ApNq exprimé avec X.

Dans les deux cas, il n’est pas vraiment légitime d’écrire des égalités comme « P pXq “ X2 `
2X ´ 3 », et encore moins de dire « Le polynôme P , évalué en X vaut X2 ` 2X ´ 3 » : il est plus
correct d’écrire « P “ X2 ` 2X ´ 3 ».

Le lemme suivant montre que ces notations tombent vraiment à point. La véritable difficulté
de l’énoncé est de comprendre qu’il n’est pas trivial.

Nous avons vu dans la définition 1.355 que si B est un anneau qui étend A, et si P P ArXs,
alors nous avons une définition de P pbq pour tout b P B. Nous appliquons cela à B “ ArXs, qui
est un anneau qui étend A. Autrement dit, si P et Q sont des polynômes, ça a un sens d’écrire
P pQq et le résultat sera un élément de ArXs.

Dans le cas particulier Q “ X, nous avons une chouette formule.
LEMooGKWQooVOyeDX

Lemme 1.359.
Nous avons

P pXq “ P (1.497)
pour tout P P ArXs.
Démonstration. Si P “ pakqkPN alors par définition P pαq “ ř

k akα
k dès que α est dans un

anneau B qui étend A. Nous considérons le cas particulier B “ ArXs et α “ X, c’est-à-dire
Q “ p0, 1, 0, . . .q, l’élément P pXq de ArXs vaut

ÿ

k

akX
k, (1.498)EQooABULooFCEasfEQooABULooFCEasf

qui est exactement P lui-même.

Mais il faut bien comprendre que si P est le polynôme p´3, 2, 1, 0, . . .q, noté X2`2X´3, écrire
P pXq “ X2 ` 2X ´ 3 est une pirouette de notations que rien ne justifie par rapport à simplement
écrire P “ X2 ` 2X ´ 3.

1.19.3 Action du groupe symétrique
DefActionGroupe

Définition 1.360 (Thème 9).
Une action de groupe G sur un ensemble E est la donnée, pour chaque élément g P G, d’une
fonction ϕg : E Ñ E, de telle sorte que :

ϕepxq “ x, @x P E;
ϕghpxq “ ϕgpϕhpxqq, @g, h P G,@x P E.

On dit dans ce cas que G agit sur E.

Par souci de notations, nous notons PnpAq l’anneau des polynômes de n variables sur A. La
propriété universelle de PnpAq “ ApNnq du théorème 1.332 nous donne une application

g : Fun
`
Nn,PnpAq

˘Ñ HomA

`
PnpAq,PnpAq

˘
(1.499)
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Avec cela nous pouvons énoncer et démontrer le lemme qui donne l’action de Sn 140 sur PnpAq.
LEMooIRVQooHvoNBq

Lemme 1.361 ([71]).
Pour σ P Sn nous définissons

ϕσ : Nn Ñ PnpAq
m ÞÑ eσpmq.

(1.500)

Alors l’application
ρ : Sn Ñ HomA

`
PnpAq,PnpAq

˘

σ ÞÑ gpϕσq (1.501)

est une action 141.

Démonstration. Nous commençons par donner une expression à notre ρ. Un élément de PnpAq est
de la forme

ř
mPNn amem, et nous avons 142

ρpσq`
ÿ

mPNn

amem
˘ “

ÿ

m

amϕσpmq “
ÿ

m

ameσpmq. (1.502)

Nous avons tout de suite ρpIdq “ Id.
En ce qui concerne la composition, nous avons d’une part

ρpσ1σ2q
`ÿ

m

amem
˘ “ gpϕσ1σ2q

`ÿ

m

amem
˘ “

ÿ

m

ameσ1σ2pmq, (1.503)

et d’autre part,

ρpσ1qρpσ2q
`ÿ

m

amem
˘ “ ρpσ1q

`ÿ

m

ameσ2pmq
˘

(1.504a)

“ ρpσ1q
`ÿ

m

aσ´1
2 pmqem

˘
(1.504b)SUBEQooTSCYooCUWiRzSUBEQooTSCYooCUWiRz

“
ÿ

m

aσ´1
2 pmqeσ1pmq (1.504c)

“
ÿ

m

ameσ1σ2pmq (1.504d)SUBEQooQPGPooVvqJdTSUBEQooQPGPooVvqJdT

La proposition 1.303 est utilisée pour (1.504b) et pour (1.504d).

1.19.4 Corps des fractions
DEFooGJYXooOiJQvP

Définition 1.362 ([72]).
Soit un anneau commutatif et intègre 143 A. Nous posons E “ A ˆ Azt0u, et nous définissons les
deux opérations suivantes sur E : ITEMooWBWHooYsXFkO

(1) pa, bq ` pc, dq “ pad` cb, bdq ; ITEMooGOOIooCHqLRl

(2) pa, bqpc, dq “ pac, bdq.
Et aussi la relation d’équivalence pa, bq „ pc, dq si et seulement si ad “ bc.

Le corps des fractions de A est le quotient

FracpAq “ `
AˆAzt0u˘{ „ . (1.505)

Nous notons a{b la classe de pa, bq.
Lorsque A est un anneau de polynômes 144, alors les éléments de FracpAq sont des fractions

rationnelles.
140. Définition du groupe symétrique Sn en 1.267.
141. Définition 1.360.
142. La somme est définie par 1.302, et ça va être important. Ah oui, en réalité partout, les sommes sont finies

parce que les am (m P Nn) sont presque tous nuls. Il faudrait écrire sur la somme sur tm P N2 tel que am ‰ 0u,
mais vous vous imaginez la complication dans la notation.
143. Définition 1.193.
144. Définition 1.352.
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Le fait que A soit intègre est important pour être certain que bd ‰ 0 sous l’hypothèse que
b, d ‰ 0.

La proposition suivante montre encore que le corps des fractions est le plus petit corps que l’on
puisse imaginer à partir d’un anneau.

PROPooIJBEooDjsoHr

Proposition 1.363 ([13, 1]).
Soit un anneau commutatif A. Tout corps commutatif contenant un sous-anneau isomorphe 145 à
A contient un sous-corps isomorphe à FracpAq.
Démonstration. Soit un corpsK contenant un sous-anneau A1 isomorphe à A. Nous notons σ : A1 Ñ
A un isomorphisme d’anneaux entre A1 et A.

(1) Une partie bien choisie
Nous considérons la partie suivante de K :

S “ tab´1 tel que a, b P A1u. (1.506)

(2) S est un corps Deux éléments arbitraires de S sont ab´1 et xy´1. Nous devons prouver
plusieurs choses.
(2a) Neutres En prenant a “ b “ 1 nous avons ab´1 “ 1 P S. En prenant a “ 0 et b “ 1

nous avons ab´1 “ 0 P S.
(2b) Somme Il faut remarquer que ab´1 ` xy´1 “ pay ` xbqpbyq´1. En effet,

pay ` xbqpbyq´1 “ pay ` xbqy´1b´1 (1.507a)
“ ayy´1b´1 ` xby´1b´1 (1.507b)SUBEQooRGPSooXaBGyxSUBEQooRGPSooXaBGyx

“ ab´1 ` xy´1 (1.507c)SUBEQooOHJGooWrfPowSUBEQooOHJGooWrfPow

Justifications :
— Pour (1.507b). Distributivité.
— Pour (1.507c). Commutativité dans A.

(2c) Produit Il s’agit du même genre de calculs en utilisant les mêmes propriétés. Nous
avons

pab´1qpxy´1q “ paxqpbyq´1. (1.508)

(3) Ce qui va être notre isomorphisme
Ensuite nous montrons que l’application

φ : S Ñ FracpAq
ab´1 ÞÑ σpaq{σpbq (1.509)

est bien définie et est un isomorphisme de corps.
(4) Bien définie

Si ab´1 “ xy´1 alors ay “ xb. Puisque σ est un isomorphisme nous avons aussi σpaqσpyq “
σpxqσpbq et donc σpaq{σpbq “ σpxq{σpyq par définition des classes de FracpAq.

(5) Morphisme Deux éléments arbitraires de S sont ab´1 et xy´1. Calculons un peu :

φ
`pab´1qpxy´1q˘ “ φpaxy´1b´1q (1.510a)SUBEQooRONTooKVTRdZSUBEQooRONTooKVTRdZ

“ φ
`paxqpbyq´1˘ (1.510b)SUBEQooNOTAooZVJymCSUBEQooNOTAooZVJymC

“ σpaxq{σpbyq (1.510c)
“ `

σpaq{σpbq˘`σpxq{σpyq˘ (1.510d)SUBEQooVQUOooVyVjEUSUBEQooVQUOooVyVjEU

“ φpab´1qφpxy´1q. (1.510e)

Justifications :
145. Morphisme d’anneaux, définition 1.42.
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— Pour (1.510a). Commutativité dans A.
— Pour (1.510b). Associativité dans A.
— Pour (1.510d). Définition 1.362(2) de la multiplication de fractions.

(6) Surjectif
Tout élément de FracpAq est de la forme a1{b1 avec a1, b1 P A, et donc de la forme σpaq{σpbq
avec a, b P A1. Un tel élément est l’image par φ de ab´1 P S.

(7) Injectif
Si φpab´1q “ φpxy´1q alors σpaq{σpbq “ σpxq{σpyq, et par définition des classes nous avons
σpaqσpyq “ σpbqσpxq. De là nous avons σpayq “ σpbxq et donc ay “ bx (parce que σ est un
isomorphisme). Nous en déduisons que ab´1 “ xy´1.

1.364.
Soit un anneau A et son anneau des polynômes PpAq. Si α P A, nous avons la définition 1.355 qui
donne l’évaluation P pαq.

Si par contre P et Q sont des polynômes sur A, nous n’avons pas encore défini ce que serait
l’évaluation de la fraction rationnelle P {Q en α. Nous comblons à présent ce manque.

DEFooLBIWooCPCaSY

Définition 1.365 (Évaluation d’une fraction rationnelle).
Soit un corps K contenant l’anneau A. Si R “ P {Q P FracpAq et si α P K nous définissons 146

Rpαq “ pP {Qqpαq “ P pαqQ´1pαq. (1.511)

Dans cette formule, les polynômes, l’inverse et le produit sont calculés dans K et non dans A.
ThogbhWgo

Théorème-Définition 1.366.
Soit A un anneau commutatif intègre.

(1) Il existe un couple pK, ϵq où K est un corps commutatif et ϵ : A Ñ K est un morphisme
injectif d’anneaux tels que pour tout λ P K, il existe pa, bq P AˆA˚ tels que

λ “ ϵpaq`ϵpbq˘´1 (1.512)

(2) Si pK1, ϵ1q est un autre couple qui vérifie la propriété, les corps K et K1 sont isomorphes.
Le corps K associé à l’anneau A est le corps des fractions de A, et sera noté FracpAq.

(3) Nous posons
σ : AˆA˚ Ñ K

pa, bq ÞÑ ϵpaq`ϵpbq˘´1
.

(1.513)

Nous avons
σpxa, xbq “ σpa, bq (1.514)

pour tout a, b, x P A.

1.19.5 Corps totalement ordonné
DefKCGBooLRNdJf

Définition 1.367.
Ordre et choses reliées dans un corps. ITEMooOOOVooJWwIQr

(1) Un corps K est totalement ordonné si il existe une relation d’ordre total 147 tel que
ITEMooZISJooWNxnBj

(1a) x ď y implique x` z ď y ` z pour tout x, y, z P K
CONDooBYYDooElXgPO

(1b) x ě 0 et y ě 0 implique xy ě 0.
146. Les fractions rationnelles, définition 1.362.
147. Définition 1.12.
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ItemooWUGSooRSRvYC

(2) Si K est un corps totalement ordonné, nous y définissons la valeur absolue par

|x| “
#
x si x ě 0
´x si x ď 0.

(1.515)EQooNONAooHLSEROEQooNONAooHLSERO

ItemVXOZooTYpcYN

(3) La suite pxnq dans le corps totalement ordonné K est de Cauchy si pour tout ϵ P K`, il
existe N P N tel que si p, q ě N alors |xp ´ xq| ď ϵ.

ITEMooDERQooLmJwFR

(4) La suite pxnq dans le corps totalement ordonné K est convergente si il existe q P K tel que
pour tout ϵ P K`, il existe N tel que si k ě N alors |xk ´ q| ď ϵ.

ITEMooKZZYooDaidGU

(5) Un corps totalement ordonné est complet si toute suite de Cauchy y est convergente.
ITEMooMWASooEzhVyh

(6) Si a, ϵ P K avec ϵ ą 0 alors nous définissons la boule ouverte de centre a et de rayon ϵ par

Bpa, ϵq “ tx P K tel que |a´ x| ă ϵu, (1.516)

et la boule fermée par

Bpa, ϵq “ tx P K tel que |a´ x| ď ϵu. (1.517)

Lemme 1.368.
Une suite pxkq converge vers q si et seulement si pour tout ϵ ą 0, il existe N ą 0 tel que xk P Bpq, ϵq
pour tout k ě N .

Démonstration. Il s’agit de mettre côte à côte les points (4) et (6) de la définition 1.367.

1.369.
Ces boules prendront une nouvelle force avec le super-théorème 7.112.

Parmi ces définitions, celles de suite convergente, de Cauchy et de corps complet seront utili-
sées dans le cas de Q (et de R pour la complétude). Elles seront prouvées être équivalentes aux
définitions topologiques dans le cas particulier de R et Q lorsque la topologie métrique sera définie.
Dans cet état d’esprit nous n’allons pas démontrer tout de suite que R est un corps complet. Nous
allons directement démontrer que c’est un espace topologique complet.

LEMooXJTAooZauchx

Lemme 1.370 (Règle des signes[73]).
Soit un corps totalement ordonné K ainsi que x, y P K. Nous avons :

(1) Si x ď 0 et y ď 0 alors xy ě 0.
(2) Si x ď 0 et y ě 0 alors xy ď 0.
(3) Si x ě 0 et y ď 0 alors xy ď 0.

ITEMooRGYAooCUIfss

(4) 0 ď 1.
ITEMooMRNHooLglPKn

(5) Si x ě 0 alors x´1 ě 0.
LemooANTJooYxQZDw

Lemme 1.371 (Propriétés de la valeur absolue).
Soit K un corps totalement ordonné. Si x, y P K alors 148

ItemooNVDIooSuiSoB

(1) Si x ě 0 alors ´x ď 0.
ITEMooVNAZooSxmtuH

(2) Si x ď 0 alors ´x ě 0.
ITEMooSDNHooDnjScE

(3) |x| ě 0
ITEMooLQLTooTJTPVM

(4) |x| “ 0 si et seulement si x “ 0
ITEMooVJAEooOEatzY

(5) | ´ x| “ |x|.
148. La « valeur absolue » est définie en (1.367)(2).
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ItemooOMKNooRlanvk

(6) |x` y| ď |x| ` |y|. ITEMooEFMLooYVCuHD

(7) |xy| “ |x||y|
Démonstration. Point par point

(1) (1) Nous partons de x ě 0 et nous ajoutons ´x des deux côtés en profitant de la définition
d’un corps totalement ordonné : x´ x ě ´x et donc 0 ě ´x, c’est-à-dire ´x ď 0.

(2) (2) Nous partons de x ď 0 et nous ajoutons ´x des deux côtés.
(3) (3) Si x ě 0 alors c’est vrai. Sinon, x ď 0 et |x| “ ´x ě 0 par le point (1).
(4) (4) Si x “ 0 alors x “ ´x et |x| “ 0. Au contraire si x ‰ 0 alors ´x ‰ 0 et que x soit

positif ou négatif, nous aurons toujours ˘x ‰ 0.
(5) (5) Il faut décomposer en deux cas selon que x ě 0 et x ď 0. Supposons x ě 0. Alors d’une

part |x| “ x. D’autre part ´x ď 0 par le point (1), de telle sorte que

| ´ x| “ ´p´xq “ x. (1.518)

Nous avons donc |x| “ | ´ x| “ x.
Le même raisonnement tient avec x ď 0.

(6) (6) Nous supposons que x ď y et nous distinguons divers cas suivant la positivité de x et
y.
(6a) Si x, y ě 0. Dans ce cas, x` y ě y ě 0, donc |x` y| “ x` y “ |x| ` |y|.
(6b) Si x, y ď 0. Dans ce cas, x` y ď 0 et nous avons |x` y| “ ´x´ y “ |x| ` |y|.
(6c) Si x ď 0 et y ě 0. Nous subdivisons encore en deux cas suivant que x` y est positif ou

négatif. Si x` y ě 0, alors nous écrivons successivement

x ď 0 (1.519a)
x` y ď y ď y ` |x| “ |x| ` |y| (1.519b)

et donc |x` y| “ x` y ď |x| ` |y|.
Nous supposons à présent que x ď 0, y ě 0 et x ` y ď 0. Dans ce cas il suffit d’écrire
|x` y| “ |p´xq ` p´yq| pour retomber dans le cas précédent à inversion près de x et y.

(7) Pour (7) Il suffit de prendre les 4 cas suivant les signes de x et y, et d’utiliser les règles de
signes du lemme 1.370 dans la définition 1.515.

RemooJCAUooKkuglX

Remarque 1.372.
La partie (6) est très importante parce que c’est elle qui fera presque toutes les majorations dont
nous aurons besoin en analyse. En effet elle donne l’inégalité triangulaire de la façon suivante : si
x, y, z P K nous avons

|x´ y| “ |px´ zq ` pz ´ yq| ď |x´ z| ` |z ´ y|. (1.520)
LEMooQXDCooPEABBm

Lemme 1.373 (À propos de boules).
Soient un corps totalement ordonné K et des éléments x, y P K. Soit aussi ϵ ą 0 dans K. Nous
avons : ITEMooXJGVooSebiip

(1) y P Bpx, ϵq si et seulement si x´ ϵ ă y ă x` ϵ. ITEMooRUBBooRayiMs

(2) Si y P Bpx, ϵq alors y P Bpx, ϵ1q pour tout ϵ1 ą ϵ.

Démonstration. Pour rappel,

|x´ y| “
#
x´ y si x´ y ě 0
y ´ x si x´ y ď 0.

(1.521)

Nous pouvons maintenant démontrer nos assertions.
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(1) (1) En deux parties.
(1a) ñ Nous supposons que |x´ y| ă ϵ.

Si x´ y ě 0 alors l’hypothèse signifie x´ y ă ϵ, ce qui donne y ą x´ ϵ. Mais l’inégalité
x´ y ě 0 donne également x ě y et donc x` ϵ ě y ` ϵ ą y. Notez le jeu de l’inégalité
non stricte qui se change en inégalité stricte.
Si x´ y ď 0 nous pouvons faire le même raisonnement.

(1b) ð Des inégalités x´ ϵ ă y et y ă x` ϵ nous tirons x´ y ă ϵ et y ´ x ă ϵ. Donc quel
que soit le signe de x´ y nous avons toujours |x´ y| ă ϵ.

(2) (2)
C’est immédiat parce que

|x´ y| ď ϵ ă ϵ1. (1.522)

LEMooVZNCooRJatKK

Lemme 1.374.
Tout corps totalement ordonné est de caractéristique nulle.

1.20 Les rationnels

Note : pour l’existence et l’unicité de l’écriture q “ k{d, il faut voir le théorème 3.33.
Une construction très explicite est faite dans [18]. Ici nous allons prendre plus court :

Définition 1.375.
Le corps des fractions de Z (définition 1.362) est noté Q et ses éléments sont les rationnels.

PROPooUULNooKbwuEw

Proposition 1.376.
L’application

f : ZÑ Q

z ÞÑ z{1 (1.523)

est une injection.

Démonstration. Supposons que fpaq “ fpbq, c’est-à-dire que a{1 “ b{1. En vertu de la relation
d’équivalence donnée en 1.362, nous avons a1 “ b1, c’est-à-dire a “ b.

1.377.
À partir de maintenant, nous allons identifier la partie fpZq à Z. Nous nous autorisons donc à dire
que 4 P Q ou que ´7 P Q, et même que 0 P Q.

PROPooDHIAooZysvNs

Proposition 1.378.
L’ensemble des rationnels est infini dénombrable 149.

Démonstration. L’ensemble Z est infini 150 et la proposition 1.376 donne une injection f : ZÑ Q.
Donc fpZq est infini.

L’ensemble Q contient une partie infinie. Il est donc infini par le lemme 1.115.
L’application

g : Z2 Ñ Q

a, b ÞÑ a{b (1.524)

est surjective alors que Z2 est dénombrable. Le lemme 1.126 dit alors queQ est fini ou dénombrable.
Vu que nous avons déjà prouvé queQ était infini, nous déduisons queQ est infini dénombrable.
149. Ouais, je sais, dans les définitions prises ici, un ensemble dénombrable est toujours infini. Mais l’excès de

précision ne tue pas, loin s’en faut.
150. Lemme 1.110.
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LEMooBJRCooIZnaid

Lemme 1.379.
Soient a, b, x, y P Z. Nous avons ay “ xb dans Z si et seulement si nous avons ab´1 “ xy´1 dans
Q.

1.20.1 Relation d’ordre
DEFooZEXXooUtOhqB

Proposition-Définition 1.380.
Pour a, b, c, d P Z nous disons que

a

b
ě c

d
(1.525)

si et seulement si ad ě bc dans Z.
Avec cette définition, pQ,ěq est un ensemble totalement ordonné.

LEMooEBTIooGMoHsj

Lemme 1.381.
Tout rationnel est majoré par un naturel.

PROPooBTCCooVVvaeL

Proposition 1.382.
Si q ă 1 dans Q, alors qx ă x pour tout x P Q`.

PROPooMXGPooDUkOuv

Proposition 1.383.
Le corps Q est archimédien 151.

LEMooMUYAooDLgDcf

Lemme 1.384.
Si q P Q, alors il existe k P N tel que kq P Z.

1.20.2 Caractéristique
LEMooYCPUooNxEPhB

Lemme 1.385.
Le corps Q est de caractéristique 152 nulle.

1.21 Suite de Cauchy dans un corps totalement ordonné
LEMooLTBIooSZnvsQ

Lemme 1.386 ([69, 1]).
Tout corps commutatif de caractéristique nulle contient un sous-corps isomorphe à Q.

Démonstration. Soit un corps K de caractéristique nulle. Nous savons du lemme 1.343 que

µ : ZÑ K

n ÞÑ n1K
(1.526)

est un morphisme d’anneaux vérifiant kerpµq “ t0u. Nous posons Z “ µpZq. L’application µ : ZÑ
Z est un isomorphisme d’anneaux. Prouvons cela :

(1) Morphisme L’application µ est un morphisme par le lemme 1.343.
(2) Surjectif Par définition les éléments de Z sont dans l’image de Z.
(3) Injectif Si x, y P Z vérifient µpxq “ µpyq, alors µpx´yq “ 0 parce que µ est un morphisme.

Mais K est de caractéristique nulle, c’est-à-dire kerpµq “ t0u. Donc x´ y “ 0.
Le corps K contient donc un sous-anneau isomorphe à Z. Puisque Z et K sont commutatifs, la
proposition 1.363 s’applique et K contient un sous-corps isomorphe à FracpZq “ Q.

La proposition suivante donne des précisions à propos du lemme 1.386.

151. Définition 1.72.
152. Définition 1.343.
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PROPooKNROooFdgIeQ

Proposition 1.387 ([1]).
Soit un corps totalement ordonné K. Nous considérons l’application

µ : ZÑ K

n ÞÑ n· 1K
(1.527)

et ensuite
σ : QÑ K

a{b ÞÑ µpaqµpbq´1.
(1.528)

Alors
(1) L’application σ est bien définie.
(2) L’application σ est un morphisme de corps.
(3) Si q ď q1 dans Q, alors σpqq ď σpq1q.

Démonstration. En plusieurs morceaux.
(1) σ est bien définie Montrons que σ est bien définie. Pour cela nous considérons a, b, x, y P Z

tels que a{b “ x{y dans Q. Par définition des classes (définition 1.362 du corps des fractions),
nous avons ay “ bx dans Q. Vu que µ est un morphisme nous avons alors

µpaqµpyq “ µpbqµpxq (1.529)

et donc µpaqµpbq´1 “ µpxqµpyq´1, c’est-à-dire σpa{bq “ σpx{yq. L’application σ est donc bien
définie.

(2) Morphisme pour la somme
L’application µ est un morphisme d’anneaux, comme déjà dit depuis le lemme 1.343. Notons
aussi que, parce que K est commutatif,

µpqyq´1 “ µpqq´1µpyq´1. (1.530)

En utilisant la définition 1.362(1) de la somme nous avons

σpp{q ` x{yq “ σ
`ppy ` qxq{qy˘ (1.531a)

“ “
µppyq ` µpqxq‰µpqyq´1 (1.531b)

“ µppyqµpqyq´1 ` µpqxqµpqyq´1 (1.531c)
“ µppqµpqq´1 ` µpxqµpyq´1 (1.531d)
“ σpp{qq ` σpx{yq. (1.531e)

(3) Morphisme pour le produit Même genre de calculs que pour la somme.
(4) Croissante

Nous savons aussi par le lemme 1.370(4) que 1 ě 0. Puisque µ est un morphisme d’anneaux,

µpn` 1q “ µpnq ` µp1q “ µpnq ` 1 (1.532)

La définition 1.367(1a) dit alors que µpnq ě 0 pour tout n P N. Nous avons pour la même
raison que si m ě n dans N, alors µpmq ě µpnq dans K.
Soient maintenant p, q P N, et prouvons que σpp{qq ě 0. D’abord

σpp{qq “ µppqµpqq´1 (1.533)

où µppq ě 0 et µpqq ě 0. Ensuite le lemme 1.370(5) nous indique que µpqq´1 ě 0. Enfin la
condition 1.367(1b) nous permet de conclure que σpp{qq ě 0.
Finalement, si q1 ě q2 dans Q, alors q1 ´ q2 ě 0, et nous avons

σpq1q “ σpq2 ` q1 ´ q2q “ σpq2q ` σpq1 ´ q2q ě σpq2q (1.534)

par la condition 1.367(1a).
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NORMooJRRZooTwTVYG

1.388.
Si K est un corps totalement ordonné, la proposition 1.387 nous donne un morphisme de corps
σ : QÑ K qui respecte l’ordre. Pour q P Q et k P K nous notons

qk “ σpqqk. (1.535)EQooERFIooMpZVEsEQooERFIooMpZVEs

Nous pourrons donc écrire k
2 pour σp1{2qk.

Le lemme suivant explique que la notation (1.535) n’est pas complètement idiote.
LEMooWIONooGTKfcJ

Lemme 1.389.
Soit un corps commutatif totalement ordonné K. Soit k P K. Nous avons

k ` k “ 2k. (1.536)

Démonstration. Vu que σ : QÑ K est un morphisme, il vérifie σp1q “ 1, donc

k ` k “ σp1qk ` σp1qk (1.537a)
“ `

σp1q ` σp1q˘k (1.537b)
“ σp2qk (1.537c)
“ 2k. (1.537d)

PROPooTFVOooFoSHPg

Proposition 1.390.
Toute suite convergente dans un corps totalement ordonné est de Cauchy.

Démonstration. Soit un corps totalement ordonné K et une suite xn
KÝÑ x. Soit ϵ ą 0. Il est

important de se rendre compte que ϵ P K et que l’inégalité est au sens de l’ordre dans K ; en
particulier ce n’est pas ϵ P R ni ϵ P Q. D’ailleurs nous n’avons pas encore défini R.

Vu que pxnq converge vers x, il existe N P N tel que pour tout k ą N ,

|xk ´ x| ă ϵ. (1.538)

Soient p, q ą N . Alors en utilisant la majoration du lemme 1.371(6),

|xp ´ xq| “
ˇ̌pxp ´ xq ` px´ xqq

ˇ̌ ď |xp ´ x| ` |x´ xq| ď 2ϵ. (1.539)EQooMQYGooLpgEQOEQooMQYGooLpgEQO

En analyse en général, on s’arrête là et on dit que pxnq est de Cauchy parce qu’il n’y a pas vraiment
de différence entre réaliser une majoration avec ϵ ou avec 2ϵ. Détaillons toutefois comment ça se
passe dans le cas où ϵ est un élément d’un corps totalement ordonné.

Le 2ϵ arrivant à la fin de (1.539) est en réalité ϵ` ϵ “ σp2qϵ en vertu de ce qui est raconté en
1.388 et en vertu du lemme 1.389.

Considérons ϵ1 “ σp1{2qϵ, que nous pouvons noter ϵ1 “ ϵ{2. Vu que ϵ1 ą 0, il existe un N 1 tel
que pour tout p, q ą N 1 nous ayons

|xp ´ xq| ď 2ϵ1 “ σp2qσp1{2qϵ “ σp1qϵ “ ϵ. (1.540)

Ce dernier ϵ étant bien celui fixé au début de la preuve, nous en déduisons que pxnq est de
Cauchy.
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1.21.1 Suites de Cauchy dans les rationnels
PropFFDJooAapQlP

Proposition 1.391 ([18]).
Principales propriétés des suites de Cauchy dans Q. ItemRKCIooJguHdji

(1) Toute suite convergente est de Cauchy 153.
ItemRKCIooJguHdjii

(2) Toute suite de Cauchy est bornée.
ItemRKCIooJguHdjiii

(3) Si xn Ñ 0 et si pynq est bornée, alors xnyn Ñ 0
(4) Si pxnq et pynq sont de Cauchy alors pxn`ynq, pxn´ynq et pxnynq sont également de Cauchy.

ITEMooIAFSooAIUpAN

(5) Si il existe a, b P Q tels que xn Ñ a et yn Ñ b alors xn ` yn Ñ a ` b, xn ´ yn Ñ a ´ b et
xnyn Ñ ab. ItemRKCIooJguHdjvi

(6) Soit pxnq une suite de Cauchy qui ne converge pas vers zéro. Alors il existe n0 tel que la suite´
1
xn

¯
něn0

soit de Cauchy.

Démonstration. Point par point.
(1) C’est la proposition 1.390.
(2) Soit pxnq une suite de Cauchy dans Q. Avec ϵ “ 1 dans la définition, si q ą N , nous avons

|xq ´ xN | ď 1. (1.541)

Et donc pour tout q plus grand que N , xN ´ 1 ď xq ď xN ` 1, ou encore, pour tout n :

|xn| ď maxt|x1|, |x2|, . . . , |xN |, |xN ` 1|u. (1.542)

La suite est donc bornée.
(3) Soit ϵ ą 0. Les hypothèses disent qu’il existe un N tel que |xn| ď ϵ dès que n ě N . Et

il existe aussi M ě 0 tel que |yn| ď M pour tout n. Du coup, lorsque n ě N nous avons
|xnyn| ďMϵ.

(4) En ce qui concerne la somme,

|xp ` yp ´ xq ´ yq| ď |xp ´ xq| ` |yp ´ yq|. (1.543)EqDCNBooAzrrBiEqDCNBooAzrrBi

Soit N1 tel que si p, q ě N1 alors |xp´xq| ď ϵ et N2 de même pour la suite pynq. En prenant
N “ maxtN1, N2u, la somme (1.543) est plus petite que 2ϵ dès que p, q ě N .
Passons à la démonstration du fait que le produit de deux suites de Cauchy est de Cauchy.
Les suites pxnq et pynq sont bornées et quitte à prendre le maximum, nous disons qu’elles sont
toutes les deux bornées par le nombre M : pour tout n nous avons |xn| ď M et |yn| ď M .
Nous avons :

|xpyp ´ xqyq| ď |xpyp ´ xqyp| ` |xqyp ´ xqyq| ď |yp||xp ´ xq| ` |xq||yp ´ yq|. (1.544)

Puisque pxnq et pynq sont de Cauchy, si p et q sont assez grands, les deux différences sont
majorées par ϵ et nous avons

|xpyp ´ xqyq| ďMϵ`Mϵ “ 2Mϵ, (1.545)

ce qui prouve que pxnynq est de Cauchy.
(5) En ce qui concerne la somme, nous pouvons tout de suite calculer

|xn ` yn ´ pa` bq| ď |xn ´ a| ` |yn ´ b|. (1.546)

Il existe une valeur de n à partir de laquelle le premier terme est plus petit que ϵ et une à
partir de laquelle le second terme est plus petit que ϵ. En prenant le maximum des deux, la
somme est plus petite que 2ϵ.

153. Et non la réciproque, qui sera justement la grande innovation des nombres réels.
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En ce qui concerne le produit,

|xnyn ´ ab| ď |xnyn ´ ayn| ` |ayn ´ ab| ď |yn||xn ´ a| ` |a||yn ´ b|. (1.547)

Les suites |xn´ a| et |yn´ b| convergent vers zéro ; la suite pynq est bornée parce que conver-
gente (combinaison des points (1) et (2)) et a (la suite constante) est également bornée. Donc
par le point (3), nous avons

yn|xn ´ a| ` a|yn ´ b| Ñ 0. (1.548)

Au passage nous avons également utilisé la propriété de la somme que nous venons de dé-
montrer.

(6) Soit pxnq une suite de Cauchy dans Q ne convergeant pas vers zéro : il existe α ą 0 tel que
pour tout N P N, il existe n ě N tel que |xn| ą α. Mais notre suite est de Cauchy, donc il
existe n0 P N tel que si p, q ě n0 alors

|xp ´ xq| ď α

2 . (1.549)

En fixant N “ n0, on obtient un naturel n ě n0 tel que |xn| ě α. De plus, comme la suite est
de Cauchy, si p ą n nous avons aussi |xn ´ xp| ď α

2 . Cela implique |xp| ě α
2 et en particulier

xp ‰ 0.
Nous venons de prouver que la suite ne s’annule plus à partir de l’indice n, et même que
|xk| ě α{2 pour tout k ě n. La suite p1{xkqkěn est donc bien définie.
Soit ϵ ą 0. Soit n0 tel que |xp´ xq| ă ϵ pour tout p, q ą n0. Soit K plus grand que n0 et que
n. En prenant p, q ě K, nous avons |xp| ą α

2 et |xq| ą α
2 . Nous en déduisons que

ˇ̌
ˇ̌ 1
xp
´ 1
xq

ˇ̌
ˇ̌ ď |xq ´ xp||xpxq| ď 4

α2 |xq ´ xp| ď
4
α2 ϵ. (1.550)

Donc
´

1
xn

¯
est de Cauchy.

1.22 Insuffisance des rationnels
Nous allons voir qu’il n’existe pas de nombres rationnels x tels que x2 “ 2, mais que pourtant

il existe une infinité de suites de rationnels pxnq tels que x2
n Ñ 2.

LemJPIUooWFHaFM

Lemme 1.392.
Un entier x est pair si et seulement si l’entier x2 est pair.

Démonstration. Si x est un nombre pair, alors il existe un entier a tel que x “ 2a alors x2 “ 4a2

est pair.
Inversement, si x est impair alors il existe un entier a tel que x “ 2a ` 1 et alors x2 “

4a2 ` 4a` 1 “ 2p2a2 ` 2aq ` 1 est impair.

Le théorème 3.36 nous dira que tous les
?
n sont irrationnels dès que n n’est pas un carré

parfait. Voici déjà le résultat pour n “ 2. Le fait que
?

2 existe dans R sera la proposition 1.457.
PropooRJMSooPrdeJb

Proposition 1.393 (Irrationalité de
?

2).
Il n’existe pas de fractions d’entiers dont le carré soit égal à 2.

Démonstration. Nous supposons que la fraction d’entiers a{b est telle que a2{b2 “ 2, et nous allons
construire une suite d’entiers strictement décroissante et strictement positive, ce qui est impossible.

Grâce au lemme 1.392 nous avons successivement les affirmations suivantes :
— a2

b2 “ 2 avec a ‰ 0 et b ‰ 0.
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— a2 “ 2b2, donc a2 est pair.
— a est alors pair et a2 est divisible par 4. Soit a2 “ 4k.
— 4k{b2 “ 2, donc 4k “ 2b2, donc b2 “ 2k et b2 est pair.
— Nous déduisons que b est pair.

La fraction a{2
b{2 est alors une nouvelle fraction d’entiers dont le carré vaut 2. En procédant de la

même façon, en remplaçant a par a{2 et b par b{2, on obtient que la fraction d’entiers a{4
b{4 a la

même propriété.
En particulier, tous les nombres de la forme a{2n sont des entiers. Ils forment une suite stric-

tement décroissante d’entiers strictement positifs. Impossible, me diriez-vous ? Et vous auriez bien
raison : toute partie non vide de N admet un plus petit élément 154. Il n’y a donc pas de fractions
d’entiers dont le carré vaut 2.

LEMooOTVUooImvusn

Lemme 1.394 (Série géométrique).
Si q ‰ 1 dans Q et p P N nous avons

pÿ

k“0
qk “ 1´ qp`1

1´ q . (1.551)

Démonstration. En posant Sp “ 1` q ` q2 ` ¨ ¨ ¨ ` qp, nous avons Sp ´ qSp “ 1´ qp`1 et donc

Sp “
pÿ

k“0
qk “ 1´ qp`1

1´ q . (1.552)

Proposition 1.395.
La suite donnée par

xn “ 1` 1
1! ` ¨ ¨ ¨ `

1
n! (1.553)

est de Cauchy et ne converge pas dans Q.

Démonstration. Si p ą q ą 0 nous avons

xp ´ xq “
pÿ

k“q`1

1
k! (1.554a)

ď
pÿ

k“q`1

1
pq ` 1q!

1
pq ` 1qk´q´1 (1.554b)SUBEQooAXILooEAcpVBSUBEQooAXILooEAcpVB

ď 1
pq ` 1q! lim

pÑ8

pÿ

k“0

1
pq ` 1qk (1.554c)SUBEQooNDPTooDSEYEJSUBEQooNDPTooDSEYEJ

ď 1
pq ` 1q!

1
1´ 1

q`1
(1.554d)SUBEQooEMHJooSnCUiKSUBEQooEMHJooSnCUiK

ď 1
pq ` 1q!

q ` 1
q

(1.554e)

ď 1
q!q . (1.554f)

Justifications :
— Pour (1.554b), il s’agit de remplacer dans k! tous les facteurs plus grands que pq ` 1q par

q ` 1. Cela rend le dénominateur plus petit.
— Pour (1.554c), il y a une inégalité parce que la suite p ÞÑ řp

k“0 1{pq ` 1qk est une suite
strictement croissante.

154. Voir [18], et attention : ce n’est pas tout à fait évident.
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— Pour (1.554d), le lemme 1.394 donne la valeur de la somme finie. En ce qui concerne la limite,
nous avons demandé p ą q ą 0 et donc q ` 1 ą 1. Dans ce cas la limite fonctionne.

Cette inégalité une fois établie nous permet de prouver les assertions. La suite pxnq est de
Cauchy car, pour tout ϵ P Q s’écrivant ϵ “ a

b avec a, b P N, en prenant p, q ą b, nous avons

xp ´ xq ď 1
b!b ă

1
b
ă a

b
“ ϵ. (1.555)

Montrons par l’absurde que cette suite ne converge pas dans Q. Pour cela, nous supposons que
limnÑ8 xn “ a

b P Q. Pour tout p ą q nous avons établi

0 ă xp ´ xq ă 1
qq! . (1.556)

Prenons la limite pÑ8 ; par stricte croissance de la suite, les inégalités restent strictes :

0 ă a

b
´ xq ă 1

qq! . (1.557)EqQLCTooOgQOdhEqQLCTooOgQOdh

Si n ą b alors nous pouvons écrire
a

b
´ xn “ α

n! (1.558)

avec α P Z parce que le dénominateur commun entre a
b et xn est dans n!. En prenant donc q ą n

dans (1.557) nous pouvons écrire
0 ă α

q! ă
1
qq! , (1.559)

c’est-à-dire 0 ă α ă 1
q , ce qui est impossible pour α P Z.

LEMooDTXYooKwmlZh

Lemme 1.396.
Soit A ą 0 dans Q. Il existe un rationnel q ą 0 tel que q2 ă A.

Démonstration. Vu que Q est archimédien (proposition 1.383), il existe n P N tel que 1 ă nA.
Pour ce n, nous avons ˆ

1
n

˙2
ă 1
n
ă A. (1.560)

La proposition suivante donne une suite de rationnels qui convergerait dans R vers
?
A (non

encore défini à ce stade). Il est expliqué dans [74] que la suite peut être vue comme une forme
de méthode de Newton 34.54 ; voir l’exemple 34.57. Si vous aimez les dessins et les approches
géométriques, il y a une explication sur Wikipédia[75].

PROPooSTQXooHlIGVf

Proposition 1.397 ([74]).
Soient A ą 0 dans Q et x0 P Q. La suite pxkq définie par

xk`1 “ 1
2

ˆ
xk ` A

xk

˙
(1.561)EQooOUIVooUqWhXeEQooOUIVooUqWhXe

a les propriétés suivantes :
(1) La suite yk “ x2

k converge dans Q vers A.
(2) La suite pxkq est de Cauchy dans Q.
(3) La suite pxkq ne converge pas dans Q dans le cas de A “ 2.

Démonstration. En plusieurs points.
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(1) La suite sk En posant yk “ x2
k nous calculons que

yk`1 ´A “ pyk ´Aq
2

4yk
. (1.562)

Autrement dit, la suite sk “ yk ´A vérifie

sk`1 “ s2
k

4pA` skq . (1.563)

Quelle que soit la valeur de s0 “ x2
0 ´A, nous avons

s1 “ s2
0

4pA` s0q “
px2

0 ´Aq2
4pA` x2

0 ´Aq
“ px

2
0 ´Aq2
4x2

0
ą 0. (1.564)

Donc à partir de s1, tous les éléments sont positifs. Vu que A ą 0 nous avons aussi

sk`1 ă s2
k

4sk
“ sk

4 (1.565)

et donc sk ă s0{4k. Donc sk Ñ 0.
(2) La suite pykq Nous venons de prouver que si yk “ A` sk, alors sk Ñ 0. Autrement dit, la

suite yk converge vers A dans Q.
La suite pykq est donc de Cauchy par la proposition 1.391(1).

(3) La suite pxkq est de Cauchy Soit ϵ ą 0 dans Q. Puisque pykq est de Cauchy, il existe
n0 P N tel que

|x2
r ´ x2

s| ă ϵ (1.566)

pour tout r, s ě n0.
Soit par ailleurs q ‰ 0 dans Q tel que q2 ă A, assuré par le lemme 1.396. Quitte à augmenter
la valeur de n0, nous supposons que xr, xs ą q, et en particulier que xr`xs ‰ 0. Cela permet
d’écrire d’abord

x2
r ´ x2

s “ pxr ` xsqpxr ´ xsq (1.567)

et ensuite de prendre la valeur absolue et de diviser par |xr ` xs| :

|xr ´ xs| “ |x
2
r ´ x2

s|
|xr ` xs| ă

ϵ

2q . (1.568)

Donc pxkq est une suite de Cauchy.
(4) Pas de convergence pour A “ 2 Supposons que xk Ñ a P Q. Dans ce cas nous aurions

x2
k Ñ a2 “ A “ 2 (proposition 1.391(5)). Mais nous savons par la proposition 1.393 que
a2 “ 2 est impossible dans Q.

Notons que cette proposition ne présume en rien de l’existence ou de la non-existence dans Q
d’un élément qui pourrait décemment être nommé

?
A. Il se fait que le théorème 3.36 dira que

?
n

est soit entier, soit irrationnel.

1.398.
Un petit programme en python pour explorer la suite de la proposition 1.397.

1 # !/ usr / bin / p y t h o n 3
2

3 def rec(A,x):
4 r e t u r n ((x**2+A)/x)/2
5
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6 A = 3 # C o m p u t e s q u a r e root of 3
7 x = 1000 # I n i t i a l guess : 1000
8

9 for i in range (1 ,100):
10 print (i, x, x**2, x**2-A)
11 x = rec(A, x)

tex/frido/codeSnip_4.py

1.23 Les réels

Une construction des réels via les coupures de Dedekind est donnée dans [76].
NormooHRDZooRGGtCd

1.399.
La construction des réels va nécessiter un petit « bootstrap » au niveau de la topologie. En effet
la notion de suite de Cauchy est une notion topologique (définition 7.253) alors que la topologie
métrique (celle entre autres de Q) ne sera définie que par le théorème 7.112. Nous avons donc dû
définir en la définition 1.367 ex nihilo les notions de

— suite de Cauchy
— suite convergente
— complétude

Nous allons ensuite construire R comme ensemble de classes d’équivalence de suites de Cauchy
dans Q. Ce ne sera que plus tard, après avoir défini la notion d’espace métrique que nous allons
voir que sur R, ces trois notions coïncident avec celles topologiques 155. Et par conséquent que R
sera un espace métrique complet 156.

Dans cette optique, il est intéressant de lire ce que dit Wikipédia à propos des suites de Cauchy
dans l’article consacré à la construction des nombres réels[77].

1.23.1 L’ensemble

Soit E l’ensemble des suites de Cauchy 157 dans Q. Soit aussi l’ensemble E0 constituée des suites
qui convergent vers zéro 158.

En posant
x` y “ pxn ` ynq (1.569)

et
xy “ pxnynq, (1.570)

l’ensemble E devient un anneau 159 commutatif dont le neutre de l’addition est la suite constante
xn “ 0 et le neutre pour la multiplication est la suite constante xn “ 1.

PROPooNUQVooAAkicK

Proposition 1.400.
La partie E0 est un idéal 160 de l’anneau E.

Démonstration. Nous savons par la proposition 1.391(1) que les suites convergentes sont de Cau-
chy ; par conséquent E0 Ă E .

155. Proposition 7.261.
156. Théorème 1.439 pour la complétude en tant que corps et théorème 1.390 pour la complétude en tant que espace

métrique.
157. Définition 1.367(3)
158. Nous rappelons qu’à ce niveau nous n’avons pas encore prouvé que toutes les suites de Cauchy convergent.
159. Définition 1.41.
160. Définition 1.178.

http://fr.wikipedia.org/wiki/bootstrap
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L’ensemble structuré pE0,`q est un sous-groupe de E par les propriétés de la proposition 1.391
(il s’agit du fait que la somme de deux suites convergeant vers zéro est une suite convergente vers
zéro).

En ce qui concerne la propriété fondamentale des idéaux, si x P E0 et y P E nous devons prouver
que xy P E0. Puisque pE0, · q est commutatif, cela suffira pour être un idéal bilatère. Vu que y est
une suite de Cauchy, elle est bornée ; et étant donné que x Ñ 0 nous avons alors xy Ñ 0 (par la
proposition 1.391(3)).

DefooFKYKooOngSCB

Théorème-Définition 1.401 (L’anneau des réels[18]).
Sur l’ensemble quotient E{E0, les opérations

(1) ū` v̄ “ u` v
(2) ū· v̄ “ uv

sont bien définies et donnent à E{E0 une structure de corps commutatif appelé corps des réels et
noté R

Démonstration. Nous divisons la preuve en plusieurs parties.
(1) Les opérations sont bien définies La partie E0 est un idéal par la proposition 1.400. Le

quotient est donc bien défini et est un anneau par la proposition 1.180(2).
(2) Caractérisation des classes Soit q P Q et une suite x convergente vers q. Cette suite est

de Cauchy comme toute suite convergente. Montrons que

x̄ “ tsuites qui convergent vers qu. (1.571)

Si y P x̄ alors y “ x ` h avec h P E0, et comme hn Ñ 0, on a yn Ñ q. Réciproquement, si
yn Ñ q alors pour chaque n nous avons

yn “ xn ` pyn ´ xnq, (1.572)

mais yn ´ xn Ñ 0. Donc la suite y ´ x P E0 ce qui signifie que y P x̄.
(3) Neutre et unité Il est vite vérifié que 0̄, la classe de la suite constante égale à zéro est

neutre pour l’addition. De même, 1̄, est un neutre pour la multiplication.
(4) Corps Nous devons prouver que tout élément non nul est inversible. C’est-à-dire que si

x P E ne converge pas vers zéro 161 alors il existe y P E tel que xy P 1̄.
Nous savons par la proposition 1.391(6) que x étant une suite de Cauchy dans Q, il existe
n0 P N tel que

´
1
xn

¯
něn0

est une suite de Cauchy. Nous posons alors

yn “
#

0 si n ď n0
1
xn

si n ą n0.
(1.573)

Nous avons alors

pxyqn “
#

0 si n ď n0

1 si n ą n0
(1.574)

et donc xy P 1̄.

NORMooWBYNooBQaPPk

1.402 (Quelques notations entre Q et R).
Si k ÞÑ xk est une suite, nous notons pxkq avec des parenthèses la suite elle-même. Le k dans pxkq
est un indice muet, et dans les cas où il peut y avoir une ambiguïté, nous pouvons noter pxkqkPN.
Cette dernière notation est plus lourde, mais plus exacte.

161. x P E peut soit ne pas converger du tout, soit converger vers autre chose que zéro.
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Le mieux est d’écrire simplement x la suite, mais alors il faut être prudent et ne pas noter x la
limite. Nous éviterons donc d’écrire xk Ñ x.

Si pxkq est une suite de Cauchy dans Q, nous notons x̄ l’élément de R qui lui correspond. En
fait x̄ “ pxkq : x̄ est la suite-elle même, mais pour nous souvenir de l’origine nous allons adopter
cette notation.

D’autre part nous définissons
φ : QÑ R

q ÞÑ rk ÞÑ qs, (1.575)

c’est-à-dire que φpqq est la classe de la suite constante xk “ q.
PropooEPFCooMtDOfP

Proposition 1.403.
Soit l’application

φ : QÑ R

q ÞÑ q̄.
(1.576)

où par q̄ nous entendons la classe de la suite constante égale à q (qui est de Cauchy).
(1) C’est un homomorphisme de corps injectif.
(2) Imagepφq est un sous-corps de R
(3) φ : QÑ Imagepφq est un isomorphisme de corps.

Démonstration. Le fait que ce soit un homomorphisme est simplement
— φpq ` q1q “ q ` q1 “ q̄ ` q1

— φpqq1q “ qq1 “ qq1.
En ce qui concerne l’injectivité, si q est tel que φpqq “ 0̄ “ E0, c’est que

φpqq “ tsuites de Cauchy qui convergent vers zérou (1.577)

Mais nous savons aussi que 162

φpqq “ q̄ “ tsuites de Cauchy qui convergent vers qu (1.578)

Nous en déduisons que q “ 0.

Lorsque dans la suite nous parlerons d’un élément de Q comme étant un réel, nous aurons en
tête l’image de cet élément par φ.

LEMooYLQBooFistHs

Lemme 1.404.
Soient q, l P Q tels que q̄ “ l̄. Alors q “ l dans Q.

Démonstration. La suite constante xn “ q est un représentant de q̄, et la suite constante yn “ l
est représentant de l̄. Dire que l̄ “ q̄ signifie qu’il existe une suite z P E0 tel que

x “ y ` z. (1.579)

Pour tout n nous avons donc xn “ yn ` zn, ou encore

zn “ q ´ l (1.580)

pour tout n. Puisque z est une suite constante, elle ne peut appartenir à E0 que si elle est la suite
constante nulle, c’est-à-dire si q “ l.

162. Voir dans la démonstration du théorème 1.401.
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1.23.2 Relation d’ordre

Définition 1.405.
Nous définissons les parties E` et E´ de E par

(1) x P E` si et seulement si pour tout ϵ ą 0 (ϵ est dans Q), il existe Nϵ tel que n ą Nϵ implique
xn ą ´ϵ.

(2) x P E´ si et seulement si pour tout ϵ ą 0, il existe Nϵ tel que n ą Nϵ implique xn ă ϵ.
Nous notons aussi E`` “ E`zE0.

Dans le lemme suivant, le point (2) peut sembler perturbant. Il s’agit de dire que si x est la
classe de la suite constante 0, alors il est le neutre pour l’addition dans R.

LEMooJOYQooCDlhHW

Lemme 1.406 (À propos du zéro).
Nous avons ITEMooKRBYooZGhhch

(1) E` X E´ “ t0̄u.
ITEMooRCIZooHUIymE

(2) Si x “ 0̄ alors x “ 0.
LEMooSWYXooMKMLYI

Lemme 1.407.
Les parties E` et E´ partitionnent E de la façon suivante :

(1) E` X E´ “ E0 ITEMooZRVXooANHspZ

(2) E` Y E´ “ E

Démonstration. On prouve d’abord que E` X E´ Ă E0, l’inclusion inverse est évidente. Soit ϵ ą 0
et x P E` X E´. Il existe un N P N tel que xn ą ´ϵ et xn ă ϵ pour tout n ě N . Par conséquent,
|xn| ď ϵ pour tout n ě N et la suite x converge vers zéro, c’est-à-dire x P E0.

Pour prouver le second point, soit x P EzE´, et prouvons que x P E`. La condition x R E´
donne qu’il existe un α ą 0 (dans Q) tel que pour tout n, il existe p ą n avec xp ą α. Mais x est
une suite de Cauchy, donc nous avons un n0 tel que si n, p ě n0 alors |xn´xp| ď α

2 . En particulier,
si n ě n0, et si p ą n est tel que xp ą α, on obtient

xn ą α

2 ą 0 (1.581)

Par conséquent x P E` parce que x P E et les xn sont tous positifs à partir d’un certain rang.
LEMooXNWSooHbNcAV

Lemme 1.408 ([1]).
Si x P E``, alors il existe N tel que xn ą 0 pour tout n ą N .

Démonstration. La suite x ne tend pas vers zéro. Donc il existe δ ą 0 tel que pour tout N ą 0 il
existe n ą N vérifiant xn ą δ.

Mais la suite x est également de Cauchy. Écrivons cette condition pour δ{2. Il existe N2 ą 0
tel que p, q ą N2 implique |xp ´ xq| ă δ{2.

Nous fixons n ą N2 tel que xn ą δ. Alors pour tout p ą N2 nous avons aussi

|xp ´ xn| ă δ

2 . (1.582)

Cela implique que xp ą δ{2 ą 0 pour tout p ą N2.

La proposition suivante est une version plus précise du lemme 1.408.

Proposition 1.409 ([13]).
Soit x P E``. Il existe r P Q`zt0u et N P N tel que xn ě r pour tout n ě N .

Démonstration. Fixons ϵ P Q`zt0u, et procédons par l’absurde. Du coup nous savons trois choses
sur la suite pxnq.
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ITEMooTNZDooHKZdBe

(1) Hypothèse absurde : pour tout q P Q`zt0u et pour tout N P N, il existe p ě N vérifiant
xp ă q.

(2) Vu que x P E`` Ă E`, il existe P1 P N tel que xn ą ´ϵ pour tout n ě P1.
(3) La suite x est de Cauchy. Donc il existe P2 P N tel que si m,n ě P2, nous avons |xm´xn| ă

ϵ{2.
Nous considérons P ě maxtP1, P2u et nous prenons q “ ϵ{2, N “ P dans la propriété (1). Il existe
donc p ą P tel que xp ă ϵ{2.

Prenons aussi n ą p et écrivons les deux autres propriétés :
(1) xn ą ´ϵ parce que n ą p ą P ą P1.
(2) |xn ´ xp| ă ϵ{2 parce que n, p ą P ą P2.

Du coup nous avons
xn ă xp ` ϵ

2 ă ϵ, (1.583)

et donc ´ϵ ă xn ă ϵ.
Au final, nous avons prouvé que pour tout ϵ P Q`zt0u, il existe P tel que n ą P implique

|xn| ă ϵ. Cela signifie que
xn

QÝÑ 0, (1.584)

c’est-à-dire x P E0, ce qui est contraire à l’hypothèse.
LEMooRKSXooFsIohe

Lemme 1.410 ([18]).
Quelques propriétés du partitionnement. ITEMooRQVKooCnwWOY

(1) x P E´ si et seulement si p´xq P E`
ITEMooJUPOooOBubqA

(2) x P E` et y P E` implique x` y P E`
ITEMooDQLJooPViuVC

(3) x P E` et y P E` implique xy P E`

(4) Si x, y P E sont tels que x´ y P E0 alors soit x, y P E` soit x, y P E´.

Démonstration. Point par point.
(1) Définition de E` et E´.
(2) Pour n ě Nϵ{2 nous avons xn ą ´ϵ{2 et yn ą ´ϵ{2. Donc xn ` yn ą ´ϵ.
(3) Si x ou y est dans E0 alors xy P E0 et c’est bon. Si par contre x, y P E`` alors le lemme 1.408

nous indique que pour n suffisamment grand, xn ą 0 et yn ą 0. Et dans ce cas, pxyqn ą 0,
c’est-à-dire xy P E`.

(4) Supposons que x´ y P E0 avec x P E` et prouvons qu’alors y P E`. Soit donc ϵ ą 0 ; il existe
n1 tel que xn ą ´ ϵ

2 dès que n ě n1. Mais x´ y P E0, donc il existe n2 tel que |xn ´ yn| ă ϵ
2

dès que n ě n2. En prenant n plus grand que n1 et n2, nous avons en même temps
$
&
%
xn ą ´ ϵ2 (1.585a)

|xn ´ yn| ă ϵ

2 . (1.585b)

Cela implique que yn ą ´ϵ et donc que y P E`.
Nous pouvons de même prouver que si x P E´ alors y P E´.

DefooLMQIooTgzZXd

Définition 1.411 (Positivité dans R).
Vocabulaire et notations.

(1) Nous notons R “ E{E0.
(2) Nous notons R` “ Ē`.
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(3) Nous notons R´ “ Ē´.
(4) Un élément de R est positif si il est la classe d’une suite de Cauchy appartenant à E`.
(5) Un élément de R est négatif si il est la classe d’une suite de Cauchy appartenant à E´.
(6) Lorsque nous parlons de nombres réels, le symbole « 0 » signifie E0 ou plus précisément la

classe d’un élément de E0 modulo E0.
REMooOCXLooKQrDoq

1.412.
Avec les conventions de la définition 1.411, et en anticipant sur nos connaissances à propos des
réels,

(1) zéro est positif et négatif.
(2) L’intersection entre R` et R´ est le singleton t0u.
(3) L’ensemble des nombres strictement positifs est noté pR`q˚ ou R`zt0u.
(4) Le mot « positif » signifie « positif ou nul » ; le mot « négatif » signifie « négatif ou nul ». Ce

sont des conventions qui sont également celles de Wikipédia[78].
DEFooBXHJooOEYPRI

Définition 1.413 (Ordre sur R).
Si x, y P R nous notons x ď y si et seulement si y ´ x P E`.

PROPooYMJVooNAsXae

Proposition 1.414.
Le couple pR,ďq est un corps totalement ordonné 163

Démonstration. Il s’agit de vérifier, dans l’ordre, les définitions 1.11, 1.12 et 1.367(1). Pour la suite
nous considérons x, y, z P R et des suites de Cauchy a, b, c représentant x, y, z, c’est-à-dire telles
que x “ ā, y “ b̄ et z “ c̄.

(1) Réflexivité Pour savoir si x ě x, nous devons nous demander si x ´ x P E`. Nous avons
x´ x “ ā´ ā “ 0̄ “ 0.

(2) antisymétrie Nous supposons que x ě y et y ě x. Du côté des suites de Cauchy, cela
signifie que a ´ b P E` et b ´ a P E`. Le lemme 1.410(1) nous indique alors que a ´ b “
´pb´ aq P E´. Donc

a´ b P E` X E´ “ t0̄u. (1.586)
Donc le réel x ´ y est la classe de la suite constante 0. Le lemme 1.406(2) dit alors que
x´ y “ 0 ou encore que x “ y.

(3) transitivité Nous supposons que x ď y et y ď z. L’hypothèse x ď y signifie y´ x P Ē` ou
encore que b´ a P E`. Même chose pour y ď z qui signifie que c´ b P E`. Nous avons alors

c´ a “ c´ b` b´ a (1.587a)
“ pc´ bq ` pb´ aq (1.587b)
P E` ` E` (1.587c)
Ă E` (1.587d)

où nous avons utilisé le lemme 1.410(2). Puisque c´ a P E`, nous avons z ´ x “ c´ a ě 0.
(4) Ordre total Nous devons prouver que pour x, y P R nous avons toujours x ď y ou y ď x.

Supposons que nous n’ayons pas x ď y, c’est-à-dire b´ a R E`. Vu le lemme 1.407(2) nous
avons b´ a P E´, ce qui donne, par le lemme 1.410(1) que a´ b P E`, c’est-à-dire y ď x.

(5) Corps ordonné Enfin nous devons vérifier les deux conditions de la définition 1.367(1).
Pour la première condition, nous supposons x ď y, c’est-à-dire b´ a P E`. Nous avons donc

pb` cq ´ pa` cq “ b` x´ a´ c “ b´ a P E`, (1.588)

donc a` c ď b` c, c’est-à-dire x` z ď y ` z.
Pour la seconde condition, c’est le lemme 1.410(3).

163. Corps totalement ordonné, définition 1.367.
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Définition 1.415.
Puisque R est un corps totalement ordonné (proposition 1.414), si x P R, nous définissons |x|
conformément à 1.367(2).

LEMooTJAXooKEqPCG

Lemme 1.416.
L’application

φ : QÑ R

q ÞÑ q̄
(1.589)

dont nous avons déjà parlé dans la proposition 1.403 est strictement croissante.

Démonstration. Nous supposons q ă l dans Q. Nous devons montrer que q̄ ď l̄ dans R, c’est-à-dire
que q̄ ď l̄ et q̄ ‰ l̄.

Considérons la suite constante xn “ l ´ q P Q. Pour tout ϵ ą 0 dans Q nous avons

xn “ l ´ q ą 0 ą ´ϵ, (1.590)

et donc xn P E`. Donc l ´ q ě 0. Cela signifie q̄ ď l̄.
D’autre part le lemme 1.404 dit que q̄ “ l̄ uniquement si q “ l, ce qui est exclu parce que q ă l.

Donc q̄ ‰ l̄.
LEMooNHMTooEdtBnQ

Lemme 1.417.
Si a, b P R` satisfont a` b “ 0, alors a “ b “ 0.

Voici une version dans R du lemme 1.107.
LEMooKAXFooIPyzJC

Lemme 1.418.
Soient a ą 0 et b ą 1 dans R. Nous avons

ab ą a. (1.591)

Remarque 1.419.
Comme déjà mentionné plus haut, à chaque fois que nous parlerons d’un élément de Q comme
étant un élément de R, nous considérons la classe de la suite constante.

LemooYNOVooOwoRwD

Lemme 1.420.
Si x, y, z P R avec x ą 0 sont tels que z ą y{x alors zx ą y.

Démonstration. Nous savons que

z ´ y

x
P E`zt0u “ E``. (1.592)

Puisque x P E``, multiplier par x fait rester dans E`` :

zx´ xy
x
P E``. (1.593)

Un représentant de x yx est la suite n ÞÑ xn
yn

xn
“ yn. Donc x yx “ y. Cela signifie que zx´ y P E``

et donc que zx ą y.
LemooMWOUooVWgaEi

Lemme 1.421.
Pour tout a P R, il existe p P N tel que p ą a.

Démonstration. Nous allons donner deux preuves différentes de ce lemme.
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(1) Première façon
L’élément a de R admet un représentant panq qui est une suite de Cauchy dans Q. C’est
donc une suite bornée, c’est-à-dire qu’il existe m, q P N tels que |an| ď m{q pour tout n
(proposition 1.391(2)). Soit M un naturel strictement plus grand que m{q 164.
La suite de Cauchy pM ´ anqnPN est constituée de rationnels positifs et est donc dans E`.
La classe de M ´ a est donc un réel positif 165. Par définition de la relation d’ordre, M ě a.

(2) Seconde façon
La suite panq est majorée par m

q , donc on a dans Q et pour tout n :

an ď m

q
“M ď qM. (1.594)

L’application φ : QÑ R est croissante, donc

φ
`panq

˘ ď φpqMq. (1.595)

En corolaire, nous avons
LEMooMWOUooVWgbFi

Lemme 1.422.
Pour tout x P R, il existe q P Z tel que q ă x.

Démonstration. Utilisation du lemme précédent avec a “ ´x : on prend q “ ´p.
ThoooKJTTooCaxEny

Théorème 1.423 ([18]).
Le corps R est archimédien 166.

Démonstration. La proposition 1.414 dit queR est totalement ordonné. Soient x, y P R avec x ą 0 ;
posons a “ y

x . Le lemme 1.421 nous donne un p P N tel que p ą a. Nous concluons alors avec le
lemme 1.420 :

px ą ax “ y

x
x “ y. (1.596)

Le lemme suivant n’est pas loin de dire que Q est dense dans R, à part que nous n’avons pas
encore donné de topologie sur R.

LemooHLHTooTyCZYL

Lemme 1.424.
À propos de rationnels entre des réels. ITEMooGVTMooQsoTCi

(1) Si x, y P R sont tels que x ă y, alors il existe s P Q tel que x ă s ă y. ITEMooCVDSooAjimCL

(2) Si ϵ ą 0 dans R, il existe n P N tel que 1
n ă ϵ.

ITEMooASUXooImjqzK

(3) Si a P R vérifie |a| ă ϵ pour tout ϵ ą 0, alors a “ 0.

Démonstration. Nous avons par hypothèse que y ´ x ą 0 et donc le fait que R soit archimédien
(théorème 1.423) nous donne q P N tel que qpy ´ xq ą 1. Soit

E “ tn P Z tel que n

q
ď xu. (1.597)

Cet ensemble n’est pas vide à cause du lemme 1.422 ; de plus, comme |x|q ď n0 pour un certain
n0 (à cause du lemme 1.421), l’ensemble E est majoré par n0. Donc E possède un plus grand
élément 167 p qui vérifie

p

q
ď x ă p` 1

q
. (1.598)

164. Lemme 1.381.
165. Et nous allons d’ailleurs arrêter de toujours préciser « la classe de » lorsque ce n’est pas nécessaire.
166. Définition 1.72.
167. Lemme 1.108.
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De plus pp` 1q{q ă y parce que

p` 1
q

“ p

q
` 1
q
ď x` 1

q
ă x` y ´ x “ y (1.599)

où nous avons utilisé l’inégalité stricte y ´ x ą 1
q .

Nous avons donc
x ă p` 1

q
ă y, (1.600)

et le nombre pp` 1q{q convient comme s. Le point (1) est prouvé.
Pour le point (2), par le point (1) nous considérons s P Q tel que 0 ă s ă ϵ. Si s “ p{q avec

p, q P N nous avons
0 ă 1

q
ď p

q
ă ϵ. (1.601)

Pour (3), supposons a ‰ 0. Alors |a| ą 0. Par le point (1), il existe s P R tel que 0 ă m ă |a|,
ce qui est contraire à l’hypothèse.

REMooXOIOooHjwMvA

Remarque 1.425.
Le lemme 1.424 a également pour conséquence que des ensembles comme r´1, 1s ne sont pas bien
ordonnés (définition 1.12). En effet la partie s0, 1r ne possède pas de minimum parce que si x P s0, 1r
alors 0 ă x et il existe s P Q (a fortiori s P R) tel que 0 ă s ă x, c’est-à-dire que x n’est pas un
minimum de s0, 1r.

Tant que nous y sommes dans les encadrements de réels. . .

1.426.
Soit q0 P Q tel que 0 ď q0 ă 1. On définit alors d1 P t0, 1u comme valant 1 si 2q0 ě 1 et 0 sinon.
Puis on pose q1 “ 2q0 ´ d1.

Poursuivant de la sorte, on crée une suite pdnqně1 : c’est le développement dyadique de q0.
LEMooRSLIooVrZMxM

Lemme 1.427 ([1]).
Soit q, q1 deux rationnels tels que 0 ď q ă q1 ă 1. Il existe deux entiers naturels a et N tels que
q ă a

2N ă q1.

Démonstration. On crée les développements dyadiques de q et q1, que l’on note respectivement
pdnqně1 et pd1

nqně1. Notons
E “ tn P N tel que dn ‰ d1

nu. (1.602)

Comme q ‰ q1, les développements dyadiques sont différents 168, l’ensemble E est non-vide, et il
admet un plus petit élément N . Or, q ă q1, et donc nécessairement dN ă d1

N . On construit alors
a “ řN

i“1 di2i.
CorDensiteDyadiques

Corolaire 1.428.
Pour tous réels x, y tels que 0 ď x ă y ď 1, il existe un nombre de la forme d “ a{2n, avec n P N
et a P N, a ď 2n, tel que x ă d ă y.

La partie
D “ t a2b tel que a P Z, b P Nu (1.603)

est dense dans R.
Ce D est nommé l’ensemble des fractions dyadiques.

LEMooEGYLooCGrDrl

Lemme 1.429 ([1]).
Soient des réels a, b, x, y tels que

a ď x ď b (1.604)

168. À vérifier tout de même. . .
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et
a ď y ď b, (1.605)

alors |x´ y| ď |b´ a|.
LEMooTPLUooXiCZHJ

Lemme 1.430.
Soient deux réels a, b tels que

(1) a ě 0,
(2) b ě 0
(3) a` b “ 0.

Alors a “ 0 et b “ 0.
LEMooNLGSooSGdvAo

Lemme 1.431.
Si a P R, alors a2 ě 0 et a2 “ 0 si et seulement si a “ 0.

LEMooVXAXooNhxtSU

Lemme 1.432.
Soit un réel strictement positif a. Si b ą 1, alors ab ą a.

LEMooFQMVooDNaTDT

Lemme 1.433.
Soient a, b, x P R tels que a` x “ b` x. Alors a “ b.

PROPooVIDJooSzXPLP

Proposition 1.434.
Si a ą b dans R, alors

1
a
ă 1
b
. (1.606)

1.23.3 Complétude

Le théorème 17.139 donne une complétion de tout espace métrique en un espace complet. Il
serait tentant de l’utiliser ici pour définir R à partir de Q. Cette méthode ne fonctionne cependant
pas parce que la démonstration de 17.139 utilise le fait que R est complet.

LEMooXCVRooOSZYWv

Lemme 1.435.
Nous avons

|φpqq| “ φp|q|q (1.607)

pour tout q P Q.

Démonstration. Soit q P Q. Si q ě 0 alors nous avons d’une part |q| “ q dans Q, et d’autre part
φpqq ě 0 dans R. Donc au final

|φpqq| “ φpqq “ φp|q|q. (1.608)

Supposons au contraire que q ă 0. Alors |q| “ ´q dans Q, mais aussi φpqq ď 0. Donc

|φpqq| “ ´φpqq “ φp´qq “ φp|q|q. (1.609)

LemooRTGFooYVstwS

Lemme 1.436 ([18, 1]).
Toute suite de Cauchy dans Q converge dans R vers le réel qu’elle représente.

Plus précisément, en suivant les notations de 1.402, si pxkq est une suite de Cauchy dans Q,
alors

(1) φpxkq est une suite de Cauchy dans R.

(2) φpxkq RÝÑ x̄.
Ici x̄ est la classe de la suite x. C’est donc un élément de R.
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Démonstration. Soit pxnq une suite de Cauchy de Q, c’est-à-dire que xk P Q pour tout k et qu’elle
est de Cauchy. Elle représente un réel x̄ P R, et nous voulons prouver que pour la topologie de R
nous avons limnÑ8 φpxnq “ x̄.

(1) φpxkq est de Cauchy
Soit ϵ ą 0 dans R. Nous considérons ϵ1 P Q tel que 0 ă ϵ1 ă ϵ. Plus précisément tel que

0 ă φpϵ1q ă ϵ. (1.610)

Soit N ą 0 tel que |xp ´ xq| ă ϵ1 pour tout p, q ě N . Cela existe parce que pxkq est dans
Cauchy dans Q. Nous avons alors

|φpxpq ´ φpxqq| “ |φpxp ´ xqq| (1.611a)
“ φ

`|xp ´ xq|
˘

(1.611b)SUBEQooZPTIooYsiEqhSUBEQooZPTIooYsiEqh

ď φpϵ1q (1.611c)SUBEQooDOFUooUmCZppSUBEQooDOFUooUmCZpp

ď ϵ. (1.611d)

Justifications :
— Pour (1.611b). C’est le lemme 1.435.
— Pour (1.611c). L’application φ est croissante, lemme 1.416.

Donc la suite φpxkq est de Cauchy.

(2) φpxkq RÝÑ x̄ Nous devons prouver que pour tout ϵ P R, il existe N tel que n ą N implique
φpxnq P B

`
x̄, ϵ

˘
. Nous allons faire ça en deux parties. D’abord ϵ P Q et ensuite ϵ P R.

(2a) Avec ϵ P Q Soit ϵ P Q. Puisque x est une suite de Cauchy dans Q, il existe N tel que
si p, n ą N nous avons

xp ´ ϵ ă xn ă xp ` ϵ. (1.612)EQooJURNooOoSzDZEQooJURNooOoSzDZ

Ces inégalités sont dans Q. Nous fixons p et nous commençons par écrire plus en détail
la première inéquation :

xp ´ ϵ´ xn ă 0. (1.613)

Autrement dit, pour tout n nous avons

pxp ´ ϵqn ă xn. (1.614)

Pour rappel, la suite xp ´ ϵ est la suite constante dans Q. La suite

n ÞÑ xn ´ pxp ´ ϵqn (1.615)

est dans E`. Donc, en vertu de la définition 1.413 nous avons

x̄´ xp ´ ϵ ě 0. (1.616)

Nous pouvons aussi bien écrire

x̄ ě φpxpq ´ φpϵq. (1.617)

En prenant l’autre inégalité de (1.612) nous trouvons de la même manière que

x̄ ď φpxpq ` φpϵq. (1.618)

Ces deux inégalités ensemble montrent que

φpxpq P B
`
x̄, φpϵq˘. (1.619)
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(2b) Avec ϵ P R Nous considérons ϵ P R et ϵ1 P Q tel que φpϵ1q ă ϵ. Par le point précédent,
il existe N tel que p ą N implique

φpxpq P B
`
x̄, φpϵ1q˘. (1.620)

Étant donné que φpϵ1q ă ϵ nous avons

φpxpq P B
`
x̄, φpϵ1q˘ Ă B

`
x̄, ϵ

˘
. (1.621)

PROPooZSQYooWRKNGY

Proposition 1.437.
Soit une suite convergente xk

QÝÑ q. Alors

φpxkq RÝÑ φpqq (1.622)

où φ est la fonction qui à un rationnel fait correspondre la classe de la suite constante correspon-
dante 169.

Démonstration. Le fait d’avoir une convergence xk Ñ q dans Q implique que la suite pxkq est de
Cauchy, par la proposition 1.391(1).

Le lemme 1.436 nous indique que φpxkq est une suite dans R qui converge vers q̄, la classe de
la suite pxkq.

À prouver : φpxq “ q̄. Autrement dit, nous devons prouver que la classe de la suite constante
ak “ q et la classe de la suite x sont les mêmes.

La suite pxk ´ qq est de Cauchy dans Q et converge vers zéro par hypothèse. Donc les suites x
et pqq sont dans la même classe.

PROPooFGBOooHiZqbs

Proposition 1.438 ([1]).
Deux choses à propos de suites de rationnels convergeant vers un réel.

ITEMooMAVYooKFtqlx

(1) Soit un réel x. Il existe une suite de rationnels strictement croissante qui converge vers x.
ITEMooVOVYooFUbccG

(2) Si de plus x ą 0, alors la suite (toujours strictement croissante) peut être choisie parmi les
rationnels strictement positifs.

Démonstration. Le lemme 1.424 nous sera d’une grande aide. Soit x P R. Il existe q0 P Q tel
que x ´ 1 ă q0 ă x. Ensuite nous construisons la suite par récurrence : qk est choisi tel que
qk´1 ă qk ă x. Cela règle le point (1).

Pour (2). Il suffit de faire la même chose, en partant de 0 ă q0 ă x.
THOooUFVJooYJlieh

Théorème 1.439 (Complétude de R, critère de Cauchy[18]).
Nous avons :

(1) Le corps R est un corps complet (définition 1.367(5))
(2) Une suite dans R est convergente (définition 1.367(4)) si et seulement si elle est de Cauchy

(définition 1.367(3)).

Notez la grande similitude entre ce théorème et le théorème 7.275. Ils ne sont pas équivalents,
ne parlent pas exactement du même objet « R », ni des mêmes notions de suites de Cauchy et de
complétude.

Démonstration. Soit pxnq une suite de Cauchy dans R. Pour chaque n, il existe par le lemme 1.424
un yn P Q tel que

xn ´ 1
n
ă yn ă xn ` 1

n
. (1.623)

169. Voir les notations en 1.402.
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(1) pynq est une suite de Cauchy dans Q Nous prouvons que pynq est une suite de Cauchy
dans Q (définition 1.367(3)). Vu que pxnq est de Cauchy pour le corps R, si ϵ ą 0 dans R
est donné, il existe nϵ tel que si p, q ě nϵ, alors |xp ´ xq| ă ϵ.
Nous avons :

|yp ´ yq| ď |yp ´ xp| ` |xp ´ xq| ` |xq ´ yq| ă 1
p
` ϵ` 1

q
. (1.624)

En choisissant Nϵ ą maxtnϵ, 1
ϵ u (ce qui est possible par le lemme 1.421), et en prenant

p, q ą Nϵ, nous avons
|yp ´ yq| ď 3ϵ, (1.625)

ce qui prouve que pypq est une suite de Cauchy dans Q, pour la notion de suite de Cauchy
dans Q.

(2) Le réel représenté
Puisque pypq est de Cauchy dans Q, elle représente un réel que nous notons ȳ.

(3) Convergence de pxnq
Nous prouvons que xn RÝÑ ȳ.
Nous savons qu’une suite de Cauchy de rationnels converge dans R vers le réel qu’elle re-
présente, c’est-à-dire : yn RÝÑ ȳ où chaque yn P Q est vu comme la suite constante (cela
est le lemme 1.436). Autrement dit, pour ϵ ą 0, il existe un Nϵ P N tel que si p ą Nϵ alors
|ȳ ´ yp| ă ϵ. Pour un tel p nous avons

|ȳ ´ xp| ď |ȳ ´ yp| ` |yp ´ xp| ď ϵ` 1
p
. (1.626)

Donc dès que p est plus grand que maxtNϵ,
1
ϵ u, nous avons |ȳ ´ xp| ă 2ϵ, ce qui signifie que

la suite pxnq converge vers ȳ dans R.
Ceci achève de prouver que R est un corps complet.

En ce qui concerne l’équivalence entre les suites convergentes et de Cauchy, nous venons de
prouver que toute suite de Cauchy dans R est convergente. La réciproque est la proposition 1.390.

Nous avons terminé avec la construction des réels. Les propriétés topologiques arrivent en la
section 10.3. En particulier le théorème 7.275 pour la complétude de R en tant qu’espace métrique.

1.23.4 Intervalles

Nous avons déjà défini la notion d’intervalle pour un espace totalement ordonné en 1.21. Nous
posons quelques notations dans R.

DEFooAQBUooKLChOW

Définition 1.440.
Soient a ‰ b dans R. Nous définissons les parties suivantes de R :

(1) sa, br “ tx P R tel que a ă x ă bu
(2) ra, br “ tx P R tel que a ď x ă bu
(3) sa, bs “ tx P R tel que a ă x ď bu
(4) ra, bs “ tx P R tel que a ď x ď bu
(5) s´8, as “ tx P R tel que x ď au
(6) s´8, ar “ tx P R tel que x ă au
(7) sa,8r “ tx P R tel que x ą au
(8) ra,8r “ tx P R tel que x ě au.
(9) s´8,8r “ R.

La proposition 1.449 nous dira que tous les intervalles de R sont d’une de ces formes.
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1.23.5 Maximum, supremum et compagnie

Ce n’est un secret pour personne que R est un ensemble totalement ordonné 170 : il y a des
éléments plus grands que d’autres, et mieux : à chaque fois que je prends deux éléments différents
dans R, il y en a un des deux qui est plus grand que l’autre. Il n’y a pas d’ex æquo dans R.

La définition du maximum d’une partie est la définition 1.14.

Proposition 1.441.
Soient x1, . . . , xk P R. Alors nous avons

1
minpxiq “ max

ˆ
1
xi

˙
. (1.627)

Démonstration. En effet notons y “ minpxiq. Nous avons alors 1{xi ď 1{y pour tout i.

Définition 1.442.
Soit A, une partie de R.

(1) Un nombre M est un majorant de A si M est plus grand que tous les éléments de A : pour
tout x P A, M ě x.

(2) Un nombre m est un minorant de A si m est plus petit que tous les éléments de A : pour
tout x P A, m ď x.

Nous parlons de majorant ou de minorants stricts lorsque les inégalités sont strictes.

Nous insistons sur le fait que l’inégalité n’est pas stricte. Ainsi, 1 est un majorant de r0, 1s. Dès
qu’un ensemble a un majorant, il en a plein. Si s majore l’ensemble A, alors s` 1, s` 4, et s` 3

7
majorent également A.

Exemple 1.443.
Une petite galerie d’exemples de majorants.

— L’intervalle fermé r4, 8s admet entre autres 8 et 130 comme majorants,
— l’intervalle ouvert s4, 8r admet également 8 et 130 comme majorants,
— 7 n’est pas un majorant de r1, 5sYs8, 32s,
— 10{10 majore les notes qu’on peut obtenir à un devoir.
— l’intervalle r4,8r n’a pas de majorant.

△
DefSupeA

Proposition-Définition 1.444 (Least-upper-bound property[79]).
Soit A une partie majorée de R. Il existe un unique élément M P R tel que

(1) M ě x pour tout x P A,
(2) pour tout ε, le nombre M ´ ε n’est pas un majorant de A, c’est-à-dire qu’il existe un élément

x P A tel que x ąM ´ ε.
Cet élément est nommé supremum de A et est noté suppAq. De la même façon, l’infimum

de A, noté inf A est l’unique réel m P R vérifiant
(1) m ď x pour tout x P A,
(2) pour tout ϵ ą 0, le nombre m` ϵ n’est pas un minorant.

Par convention, si la partie n’est pas bornée vers le haut, nous dirons que son supremum n’existe
pas, ou bien qu’il est égal à `8, suivant les contextes. Pour votre culture générale, sachez toutefois
que 8 R R.

Démonstration. Nous faisons la preuve pour l’infimum.

170. Proposition 1.414.
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(1) Unicité
En ce qui concerne l’unicité, soient m1 et m2, deux infimums de A. Supposons m1 ą m2.
Alors il existe ϵ ą 0 tel que m2 ă m2`ϵ ă m1 (c’est le lemme 1.424). Cela prouve que m2`ϵ
est un minorant de A et donc que m2 n’est pas un infimum.

(2) Existence
Soit A, une partie de R. Nous allons trouver son infimum en suivant une méthode de di-
chotomie. Pour cela nous allons construire trois suites en même temps de la façon suivante.
D’abord nous choisissons un point x0 de A et un point x1 qui minore A (qui existe par
hypothèse) :

x0 est un élément de A,
x1 est un minorant de A,
a0 “ x0

b0 “ x1

b1 “ x1.

(1.628)

Ensuite, nous faisons la récurrence suivante :

xn`1 “ an ` bn
2 ,

an`1 “
#
an si xn`1 minore A
xn`1 sinon,

bn`1 “
#
xn`1 si xn`1 minore A
bn sinon.

(1.629)

Nous allons montrer que panq et pbnq sont des suites convergentes de même limite et que cette
limite est l’infimum de A.
Soit n P N ; il y a deux possibilités. Soit an “ an´1 et bn “ xn, soit an “ xn et bn “ bn´1.
Supposons que nous soyons dans le premier cas (le second se traite de façon similaire). Alors
nous avons

|an ´ bn| “ |an´1 ´ xn|
“
ˇ̌
ˇ̌an´1 ´ an´1 ` bn´1

2

ˇ̌
ˇ̌

“ 1
2 |an´1 ´ bn´1|,

(1.630)

ce qui prouve que |an´ bn| Ñ 0. Nous montrons maintenant que la suite panq est de Cauchy.
En effet nous avons

|an ´ an´1| “
#

0̌
ˇan´bn

2
ˇ̌ ď 1

2n. (1.631)

Il en est de même pour la suite pbnq. Ce sont deux suites de Cauchy (donc convergentes par
la proposition 1.390) qui convergent vers la même limite. Soit ℓ cette limite.
Le nombre ℓ minore A. En effet si a P A est plus petit que ℓ, les éléments bn tels que
|bn ´ ℓ| ă |a ´ ℓ| ne peuvent pas minorer A. D’autre part, pour tout ϵ, le nombre ℓ ` ϵ ne
peut pas minorer A. En effet, ℓ est la limite de la suite décroissante panq, donc il existe an
entre ℓ et ℓ` ϵ. Mais an ne minore pas A, donc ℓ` ϵ ne minore pas non plus A.
Nous avons prouvé que toute partie minorée de R possède un infimum.

La preuve que toute partie majorée possède un supremum se fait de la même façon.
LEMooSSVKooDPhSkq

Lemme 1.445.
Soit une partie A de R. Si M est un majorant de A, alors M ě suppAq.
Démonstration. Si M ă suppAq, alors en posant ϵ “ suppAq´M , le nombre suppAq´ ϵ est encore
un majorant de A, ce qui est impossible par définition d’un supremum.
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LEMooSSENooDDXNrp

Lemme 1.446.
Si A est une partie de R, alors

suppAq “ ´ infp´Aq. (1.632)
LEMooTRJZooSTuHWs

Lemme 1.447.
Soit une partie bornée A dans R. Si pxnq est une suite dans A convergente vers suppAq, alors il
existe une sous-suite croissante qui converge également vers suppAq.

1.23.5.1 Intervalles
LEMooRMUCooMKiTGr

Lemme 1.448 ([1]).
Soit une partie A de R. ITEMooIQECooFjJFKz

(1) Nous supposons que A admette un supremum qui n’est pas dans A. Si x est un élément de
A strictement plus petit que suppAq, alors il existe y P A tel que x ă y ă suppAq.

(2) Nous supposons que A admette un infimum qui n’est pas dans A. Si x est un élément de A
strictement plus grand que infpAq, alors il existe y P A tel que infpAq ă y ă x.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Par définition 1.444 d’un supremum, le nombre suppAq ´ ϵ n’est pas
un majorant de A. Autrement dit, il existe y P A tel que y ą suppAq ´ ϵ. Vu que suppAq est plus
grand que tous les éléments de A et qu’il n’est pas lui-même dans A, nous avons aussi suppAq ą y.
En mettant bout à bout :

x ă suppAq ´ ϵ ă y ă suppAq. (1.633)

PROPooHPMWooQJXCAS

Proposition 1.449 ([1]).
Tous les intervalles 171 de R sont d’une des formes listées dans la définition 1.440.

Démonstration. Il y a beaucoup de cas, et nous ne les feront pas tous 172.
(1) Si I est borné vers le haut et vers le bas Il y a 4 possibilités suivant que infpIq et

suppIq soient ou non dans I.
(2) Si infpIq P I et suppIq P I Nous prouvons que I “ rinfpIq, suppIqs.

(2a) Dans un sens Si x P I nous avons infpIq ď x ď suppIq parce que infpIq est un
minorant de toute élément de I alors que suppIq est un majorant de tout élément de I.
Donc x P rinfpIq, suppIqs.

(2b) Dans l’autre sens Soit infpIq ď x ď suppIq. Vu que I est un intervalle et que suppIq
et infpIq sont deux éléments de I, nous avons x P I.

(3) infpIq P I et suppIq R I Nous allons démontrer que I “ rinfpIq, suppIqr.
(3a) Dans un sens Soit x P I. Nous savons (par définition de l’infimum et du supremum)

que infpIq ď x ď suppxq. Mais nous sommes dans un cas où suppIq ‰ x parce que
suppIq n’est pas dans I. Donc

infpIq ď x ă suppIq, (1.634)

ce qui montre que I Ă rinfpIq, suppIqr.
(3b) Dans l’autre sens Soit x P rinfpIq, suppIqr. Nous utilisons le lemme 1.448(1) : il

existe y P I tel que infpIq ď x ă y ă suppIq. Vu que infpIq P I, que y P I et que I est
un intervalle, nous avons aussi x P I et donc I Ă rinfpIq, suppIqr.

(4) infpIq R I et suppIq P I C’est le même raisonnement, mais en utilisant l’autre partie du
lemme.

171. Définition 1.21.
172. Si vous avez un doute, écrivez-moi.
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(5) infpIq R I et suppIq R I Nous prouvons que I “ sinfpIq, suppIqr.
(5a) Dans un sens Nous avons

I Ă tx P R tel que infpIq ď x ď suppIqu. (1.635)

Mais comme infpIq et suppIq ne sont pas dans I, nous pouvons les enlever dans le
membre de droite :

I Ă tx P R tel que infpIq ă x ă suppIqu “ sinfpIq, suppIqr. (1.636)

(5b) Dans l’autre sens Si x P I, nous avons infpIq ă x ă suppIq. En utilisant les deux
parties du lemme, nous avons y1 et y2 dans I tels que

infpIq ă y1 ă x ă y2 ă suppIq. (1.637)

Vu que I est un intervalle, nous en déduisons que x P I.
(6) infpIq “ ´8, suppIq P I Nous prouvons que I “ s´8, suppIqs.

(6a) Dans un sens L’inclusion I Ă tx P R tel que x ď suppIqu est automatique : suppIq
majore tous les éléments de I.

(6b) Dans l’autre sens Soit x ď suppIq. Vu que I n’a pas d’infimum, il existe y P I tel
que y ă x ă suppIq. Comme I est un intervalle nous déduisons que x P I.

Je vous laisse voir les autres cas.

1.23.5.2 Quelques exemples

En matière de notations, le maximum de l’ensemble A est noté maxA, le supremum est noté
supA. Le minimum et l’infimum sont notés minA et inf A.

Exemple 1.450.
Exemples de différence entre majorant, supremum et maximum.

— Le nombre 10 est un supremum, majorant et maximum de l’intervalle fermé r0, 10s,
— Le nombre 10 est un majorant et un supremum, mais pas un maximum de l’intervalle ouvert
s0, 10r,

— Le nombre 136 est un majorant, mais ni un maximum ni un supremum de l’intervalle r0, 10s.
△

En utilisant les notations concises, ces différents cas s’écrivent ainsi :

10 “ maxr0, 10s “ supr0, 10s 10 “ supr0, 10r (1.638)

Exemple 1.451.
Si on dit qu’un pont s’effondre à partir d’une charge de 10 tonnes, alors 10 tonnes est un supremum
des charges que le pont peut supporter : si on met 9, 999999 tonnes dessus, il tient encore le coup,
mais si on ajoute un gramme, alors il s’effondre (on sort de l’ensemble des charges acceptables). △

Exemple 1.452.
Si on dit qu’un pont résiste jusqu’à 10 tonnes, alors 10 tonnes est un maximum de la charge
acceptable. Sur ce pont-ci, on peut ajouter le dernier gramme. Mais à partir de là, le moindre truc
qu’on ajoute, il s’effondre. △

LEMooWCUXooFqTwDK

Lemme 1.453.
À propos de bornes d’un intervalle dans R.

(1) La borne inférieure 173 d’un intervalle est son infimum,

173. Ici par « borne inférieure » nous entendons le a dans les intervalles du type sa, bs, ra, bs, etc.
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(2) la borne supérieure est le supremum.
(3) Si de plus l’intervalle est fermé, l’infimum est un minimum et le supremum est un maximum.

Démonstration. Soit I un des intervalles ra, bs, ra, br, sa, bs, sa, br. Nous allons montrer que dans
tous ces cas, a est l’infimum de I.

Nous allons prouver que dans tous ces cas, a “ şpIq en vérifiant les deux conditions de la
définition 1.444. D’abord par définition d’un intervalle, pour tout t P I nous avons t ě a. Première
condition vérifiée. Ensuite, nous prenons ϵ ą 0. Si a` ϵ ě b, alors n’importe quel élément de I est
plus petit que a` ϵ. Si a` ϵ ă b, alors nous avons

a ă a` ϵ ă b. (1.639)

Dans ce cas, le lemme 1.424 donne un réel t tel que a ă t ă a` ϵ ă b. Donc t P I et a` ϵ n’est pas
un minorant de I.

Exemple 1.454.
Quelques exemples dans les intervalles.

(1) A “ r1, 2s. Tous les nombres plus petits ou égaux à 1 sont minorants, 1 est infimum et
minimum. Le nombre 2 est un majorant, le maximum et le supremum.

(2) B “ s3, πr. Le nombre π est le supremum et est un majorant, mais n’est pas le maximum
(parce que π R B). L’ensemble B n’a pas de maximum. Bien entendu, ´1000 est un minorant.

Dans les deux cas, le nombre 53 est un majorant. △

Il existe évidemment de nombreux exemples plus vicieux.

Exemple 1.455.
Prenons E “ t 1

n tel que n P N0u, dont les premiers points sont indiqués sur la figure 1.1. Cet
ensemble est constitué des nombres 1, 1

2 , 1
3 , . . .Le plus grand d’entre eux est 1 parce que tous les

nombres de la forme 1
n avec n ě 1 sont plus petits ou égaux à 1. Le nombre 1 est donc maximum

de E.
L’ensemble E n’a par contre pas de minimum parce que tout élément de E s’écrit 1

n pour un
certain n et est plus grand que 1

n`1 qui est également dans E.
Prouvons que zéro est l’infimum de E. D’abord, tous les éléments de E sont strictement positifs,

donc zéro est certainement un minorant de E. Ensuite, nous savons que pour tout ε ą 0, il existe
un n tel que 1

n est plus petit que ε. L’ensemble E possède donc un élément plus petit que 0 ` ε,
et zéro est bien l’infimum. △

‚
1

‚
1{2

‚
1{3

‚
1{4

‚
1{5

‚
1{6

‚
1{7

‚
1{8

‚
1{9

‚
1{10

Figure 1.1: Les premiers points du type xn “ 1{n. LabelFigSuiteUnSurn

L’exemple suivant est une source classique d’erreurs en ce qui concerne l’infimum.

Exemple 1.456.
Les premiers points de l’ensemble F “ t p´1qn

n tel que n P N0u sont représentés à la figure 1.2. Bien
que (comme nous le verrons plus tard) la limite de la suite xn “ p´1qn{n soit zéro, il n’est pas
correct de dire que zéro est l’infimum de l’ensemble F . Le dessin, au contraire, montre bien que
´1 est le minium (aucun point est plus bas que ´1), tandis que le maximum est 1{2.
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Nous reviendrons avec cet exemple dans la suite. Pour l’instant, ayez bien en tête que zéro
n’est rien de spécial pour l’ensemble F en ce qui concerne les notions de maximum, minimum et
compagnie. △

‚
´1

‚
1{2

‚
´1{3

‚
1{4

‚
´1{5

‚
1{6

‚
´1{7

‚
1{8

‚
´1{9

‚
1{10

Figure 1.2: Les quelques premiers points du type p´1qn{n.LabelFigSuiteInverseAlterne

1.23.6 Racines
SUBSECooMBCNooEqjjTY

Dans cette section, nous définissons
?
x pour x P Q`. Vous notez que c’est fait de façon assez

algébrique 174, ou en tout cas, en restant proche des définitions. Des définitions plus technologiques
utilisant la continuité de x ÞÑ xn et qui prouvent que l’application est bijective sur un domaine
choisi avec prudence existent (voir la définition 12.378). Il est même expliqué dans [74] que la
méthode décrite ici permet de définir n

?
x pour tout n entier, et pas seulement pour n “ 2.

PROPooUHKFooVKmpte

Proposition 1.457.
Soit q P Q`. Il existe un unique r P R tel que r2 “ q.

Plus précisément, en termes des notations de 1.402, pour tout q P Q`, il existe un unique
r P R` tel que r2 “ φpqq.
Démonstration. En deux parties : d’abord l’existence et ensuite l’unicité.

(1) Existence Si q “ 0, c’est r “ 0. Nous supposons q ą 0. La suite pxkq de la proposition
1.397 a la propriété d’être de Cauchy dans Q. Donc il existe un réel r qui est la classe de
cette suite. Nous posons donc

r “ x̄. (1.640)

En ce qui concerne r2, nous avons, par définition du produit dans R,

r2 “ x̄2 “ px2
kq, (1.641)EQooPHLFooAZhebMEQooPHLFooAZhebM

c’est la classe de la suite de Cauchy donnée par les x2
k. Posons yk “ x2

k ; la relation (1.641)
s’écrit

r2 “ ȳ. (1.642)

La proposition 1.397 nous dit également que y est une suite de Cauchy et que

yk
QÝÑ q (1.643)

La proposition 1.437 donne alors ȳ “ q̄, et finalement

r2 “ q̄ “ φpqq. (1.644)

174. Discutable parce que des limites sont utilisées.
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Ici tout n’est pas encore terminé avec l’existence parce qu’il faut nous assurer que r ě 0. Ce
n’est pas très compliqué : si r ă 0, alors nous pouvons faire le choix ´r qui convient tout
aussi bien : p´rq2 “ r2.

(2) Unicité Supposons r1, r2 P R tels que r2
1 “ r2

2. La proposition 1.414 dit que R est totale-
ment ordonné ; disons pour fixer les idées que r1 ď r2. Cela signifie, par définition de l’ordre
sur R, que r2 ´ r1 ě 0. En posant s “ r2 ´ r1 nous avons r2 “ r1 ` s. Passons au carré ; la
distribution dans le calcul suivant provient du fait que R est un corps :

r2
2 “ pr1 ` sq2 “ r2

1 ` 2r1s` s2. (1.645)

Vu que r2
1 “ q “ r2

2, nous avons 2r1s` s2 “ 0 ou encore

sp2r1 ` sq “ 0. (1.646)

Puisque R est un corps, c’est un anneau intègre 175 et la règle du produit nul s’applique : soit
s “ 0, soit 2r2 ` s “ 0. Puisque r2 ą 0 et que s ě 0, nous avons 2r2 ` s ą 0 et donc s “ 0.
Nous en déduisons que r1 “ r2.

1.23.7 Corps valué
DEFooBWXXooAkBBRS

Définition 1.458 (Valeur absolue, corps valué[80, 81]).
Soit un corps K. Une valeur absolue sur K est une application |.| : KÑ R` telle que

(1) |x| “ 0 si et seulement si x “ 0,

(2) |x` y| ď |x| ` |y|
(3) |xy| ď |x||y|.

Un corps muni d’une valeur absolue est un corps valué.

Un corps valué sera un espace topologique métrique dans la définition 7.176. Dans le cas d’un
corps totalement ordonné, nous avons une valeur absolue donnée par 1.367(2) et les principales
propriétés dans le lemme 1.371.

1.23.8 Partie entière, partie fractionnaire
LEMooLEXTooGAQxGB

Lemme-Définition 1.459 ([82]).
Pour tout réel x, il existe un unique entier n vérifiant

n ď x ă n` 1. (1.647)

Dans ce cas nous avons x´ n P r0, 1r.
Le nombre n ainsi défini est la partie entière de x, et il sera noté intpxq. Le nombre x´ intpxq

est la partie fractionnaire de x que nous notons fracpxq.
Il est toutefois à noter que la partie fractionnaire de x n’est pas garantie d’être une fraction ;

cette dénomination est donc un peu trompeuse.
LEMooMMSAooFiRkQd

Lemme 1.460.
Si λ P R n’est pas un entier, alors intpλq ` 2 ą λ.

175. Lemme 1.194.
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1.24 Les complexes
La notion de module d’un nombre complexe |z| sera donnée beaucoup plus tard, dans le lemme

10.98. La raison est que le module demande la racine carrée.

Définition 1.461 (Nombres complexes[83]).
L’ensemble des nombres complexes C est l’ensemble R2 muni des opérations suivantes :

(1)
ˆC : CˆCÑ C`px, yq, px1, y1q˘ ÞÑ pxx1 ´ yy1, xy1 ` yx1q (1.648)EQooIJWOooZBiKEWEQooIJWOooZBiKEW

(2)
`C : CˆCÑ C`px, yq, px1, y1q˘ ÞÑ px` x1, y ` y1q (1.649)

(3)
· : RˆCÑ C`
λ, px, yq˘ ÞÑ pλx, λyq. (1.650)

Lemme 1.462.
Le triplet pC,`C,ˆCq est un anneau 176 commutatif dont le neutre pour l’addition est p0, 0q et le
neutre pour la multiplication est p1, 0q.
Démonstration. Ce ne sont que des calculs. Juste pour vous montrer, voici la première partie pour
l’associativité :

`pa, bqpx, yq˘ps, tq “ pax´ by, ay ` bxqps, tq (1.651a)
“ paxs´ bys´ ayt´ bxt, axt´ byt` ays` bxsq. (1.651b)

Nous avons utilisé la distributivité sur R, provenant du fait que R est un corps par le théorème
1.401.

Lemme 1.463.
L’anneau C est un corps.

Démonstration. Il suffit de trouver un inverse pour chaque élément non nul. Soit un élément non
nul pa, bq P C. En combinant les lemmes 1.430 et 1.431 nous savons que a2` b2 ą 0. En particulier,
cet élément est inversible dans R, et nous pouvons considérer l’élément suivant de C :

z “ ` a

a2 ` b2 ,´
b

a2 ` b2
˘
. (1.652)

Prouver que zpa, bq “ p1, 0q est maintenant juste un calcul.

Lemme 1.464.
L’application

φ : RÑ C

x ÞÑ px, 0q (1.653)

est un morphisme d’anneaux 177.

Démonstration. Simples calculs. Par exemple

φpxx1q “ pxx1, 0q “ px, 0qpx1, 0q “ φpxqφpx1q. (1.654)

176. Définition 1.41.
177. Définition 1.42.
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1.465.
Admirez . . .

— Un nombre complexe est un couple de réels.
— Un réel est une classe d’équivalence de suites de Cauchy de rationnels.
— Une suite de Cauchy de rationnels est une application NÑ Q vérifiant certaines propriétés.
— Un rationnel est une classe d’équivalences d’éléments de Z.
— Un élément de Z est une classe d’équivalence de couples de naturels.
— Un naturel sera . . .là c’est plus compliqué. Une construction vraiment rigoureuse des naturels

risque d’être en dehors du cadre du Frido.
Bref, les objets que nous manipulons sont d’une effroyable complexité.

1.466.
À partir de maintenant, lorsque nous parlons de R, nous parlons en réalité de φpRq Ă C.

Lemme 1.467.
Nous avons p0, 1q2 “ p´1, 0q. Nous notons i “ p0, 1q.
Démonstration. Calcul direct à partir de la définition 1.648.

La proposition suivante donne la forme cartésienne des nombres complexes. Pour la forme
trigonométrique, il faudra attendre la proposition 18.62.

PROPooKQHLooMFxNLe

Proposition 1.468 ([1]).
L’application

f : R2 Ñ C

pa, bq ÞÑ aφp1q ` bi (1.655)

est un isomorphisme de R-module 178.

Cette proposition permet d’écrire tout nombre complexe sous la forme a` bi pour des réels a
et b.

DEFooQDDVooRYDsAJ

Définition 1.469.
Si z “ a ` bi est un nombre complexe (avec a, b P R), son complexe conjugué est le nombre
a´ bi.

L’étude de la série géométrique est reportée à (beaucoup) plus tard, à la proposition 11.122.
Dans l’immédiat il nous est possible de calculer la somme partielle.

LEMooAFSCooWEVlvp

Lemme 1.470 (Somme partielle de la série géométrique).
Soit q P C. Nous avons

Nÿ

n“0
qn “ 1´ qN`1

1´ q . (1.656)

Démonstration. Posons SN “ 1` q ` . . .` qN . Nous avons évidemment SN ´ qSN “ 1´ qN`1 et
donc

SN “
Nÿ

n“0
qn “ 1´ qN`1

1´ q . (1.657)EqASYTiCKEqASYTiCK

178. Module, définition 1.323.



Chapitre 2

Théorie des groupes

Pour rappel, la notion de groupe est définie en 1.36.

2.1 Groupe dérivé
DEFooVHZAooUgmesE

Définition 2.1.
Si G est un groupe et si g, h P G, nous notons rg, hs “ ghg´1h´1 le commutateur de g et h.

L’élément neutre est toujours un commutateur : pour g “ h, rg, gs “ ggg´1g´1 “ e.
DEFooBNLPooShKYXa

Définition 2.2.
Le groupe dérivé de G est le sous-groupe noté DpGq ou rG,Gs engendré 1 par les commutateurs.

Autrement dit, DpGq est l’intersection de tous les sous-groupes de G contenant tous les com-
mutateurs. Le groupe DpGq contient toujours au moins le neutre parce que c’est un groupe.

En vertu du lemme 1.316, le groupe dérivé de G est l’ensemble des produits finis de commuta-
teurs. C’est-à-dire que si Sm est l’ensemble des produits de m commutateurs, alors

DpGq “
8ď

m“1
Sm. (2.1)

LemMMOCooDJJJhy

Lemme 2.3.
Le groupe dérivé est un sous-groupe caractéristique 2, et un sous-groupe normal 3.

Démonstration. Il est évident que si α P AutpGq alors

α
`rg, hs˘ “ “

αpgq, αphq‰, (2.2)

c’est-à-dire que DpGq est un sous-groupe caractéristique. En particulier si c est un commutateur,
alors xcx´1 en est encore un, ce qui montre que DpGq est normal dans G. Plus spécifiquement,

xpghg´1h´1qx´1 “ pxgx´1qpxhx´1qpxg´1x´1qpxh´1x´1q (2.3a)
“ pxgx´1qpxhx´1qpxgx´1q´1pxhx´1q´1. (2.3b)

PropAPRGooHBkELf

Proposition 2.4.
Le groupe quotient G{DpGq est abélien.

1. Définition 1.311.
2. Définition 1.169.
3. Définition 1.168.
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Démonstration. En ce qui concerne le fait que G{DpGq soit abélien, nous savons que pour tout
g, h P G nous avons h´1g´1hg P DpGq et donc

rgsrhs “ rghs “ rghh´1g´1hgs “ rhgs “ rhsrgs. (2.4)

Le groupe quotient G{DpGq est appelé l’abélianisé de G et est parfois noté Gab.
Si f : GÑ A est un morphisme entre le groupe G et un groupe abélien A, alors f

`
DpGq˘ “ t0u.

Du coup f passe au quotient de G par DpGq, et il existe une unique application f̄ : G{DpGq Ñ A
telle que f “ f̄ ˝ π où π : GÑ G{DpGq est la projection canonique.

2.2 Théorèmes d’isomorphismes
DEFooWBIYooGNRYOp

Définition 2.5.
Soient un groupe G, un ensemble X et une application f : X Ñ G. Le noyau de f est la partie

kerpfq “ tx P X tel que fpxq “ eu (2.5)

où e est l’élément neutre de G.

Si G est un groupe et si N est un sous-groupe normal, alors l’ensemble G{N a une structure
de groupe et la projection canonique π : GÑ G{N est un morphisme surjectif de noyau N .

ThoPremierthoisomo

Théorème 2.6 (Premier théorème d’isomorphisme).
Soit θ : GÑ H un morphisme de groupe. Alors

(1) kerpθq est normal dans G,
(2) Image θ est un sous-groupe de H

ItemWLCLdk

(3) nous avons un isomorphisme
G

kerpθq » Image θ (2.6)

Démonstration. Point par point.
(1) Le fait que kerpθq soit un sous-groupe de G est clair ; montrons qu’il est normal. Si g P G et

u P kerpθq, alors θpg´1ugq “ θpg´1qθpuqθpgq “ `
θpgq˘´1

θpgq “ 1H , et donc g´1ug P kerpθq.
(2) Il suffit de remarquer que si h “ θpgq et h1 “ θpg1q, alors h´1h1 “ θpg´1g1q.
(3) Si rgs représente la classe de g dans G{ kerpθq, l’isomorphisme est donné par φprgsq “ θpgq.

Ce premier théorème d’isomorphismes permet entre autres de prouver que SOp3q “ SUp2q{Z2,
voir la proposition 55.46.

THOooURXUooQJvkjx

Théorème 2.7 (Deuxième théorème d’isomorphisme).
Soient H et N deux sous-groupes de G et supposons que N soit normal 4. Alors

(1) NH “ HN est un sous-groupe.
(2) Le groupe N est normal dans NH.
(3) Le groupe N XH est normal dans H.

ItemjRPajc

(4) Nous avons l’isomorphisme
HN

N
» H

H XN . (2.7)

4. Si N n’est pas normal, il y aura la proposition 2.8.
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Démonstration. Point par point.
(1) Il est clair que 1G P NH. Soient nh et n1h1 deux éléments de NH ; alors en tenant compte

du fait que N est normal,
nhn1h1 “ nhn1h´1loomoon

PN
hh1 P NH. (2.8)

Cela prouve que NH est un groupe.
De la même façon, nous prouvons que HN est un groupe par

hnh1n1 “ hh1 h1´1nh1loomoon
PN

n1 P HN (2.9)

Nous devons encore prouver que HN “ NH. Pour cela, nh P HN , car nh “ hh´1nh, les
trois derniers facteurs formant un élément de N par normalité ; de même hn P NH, montrant
que NH “ HN . Enfin, comme pnhq´1 “ h´1n´1, les inverses de NH sont dans HN “ NH.

(2) N est normal dans G, a fortiori dans l’un de ses sous-groupes.
(3) Il suffit de voir que, si h P H et n P N XH, alors hnh´1 P N XH. Or, hnh´1 P H puisque

H est un sous-groupe ; et hnh´1 P N car N est un sous-groupe normal de G.
(4) Il faut d’abord remarquer que H et N étant des groupes et le produit NH étant un groupe,

nous avons NH “ HN . Soit le morphisme injectif

j : H Ñ HN

h ÞÑ h
(2.10)

et la surjection canonique
σ : HN Ñ HN{N (2.11)

Nous considérons ensuite l’application composée

f : H Ñ HN{N
h ÞÑ hN.

(2.12)

(4a) f est surjective L’application f est surjective parce que l’élément hnN P HN{N est
l’image de h, étant donné que hnN “ hN .

(4b) kerpfq “ H XN Si a P H XN , nous avons fpaq “ aN “ N , et donc H XN Ă kerpfq.
D’autre part, si h P H vérifie h P kerpfq, alors fphq “ hN “ N , ce qui est uniquement
possible lorsque h P N .

Le premier théorème d’isomorphisme 5 implique alors que H{ kerpfq » Image f , c’est-à-dire

H{N XH » HN{N. (2.13)

PROPooVBGMooPTlyLF

Proposition 2.8 (Deuxième théorème d’isomorphisme (suite)).
Soient N et H des sous-groupes de G. Si H normalise N , c’est-à-dire si hNh´1 P N pour tout
h P H, alors nous avons l’isomorphisme

HN

N
» H

H XN . (2.14)
ThoezgBep

Théorème 2.9 (Troisième théorème d’isomorphisme).
Soient N et M deux sous-groupes normaux de G avec M Ă N . Alors N{M est normal dans G{M
et

pG{Mq{pN{Mq » G{N. (2.15)
5. Théorème 2.6.
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Démonstration. Afin de montrer que N{M est normal dans G{M , nous considérons g P G, nM P
N{M et nous calculons

gnMg´1 “ gng´1 gMg´1loomoon
“M

“ gng´1loomoon
PN

M P N{M. (2.16)

Pour prouver l’isomorphisme nous considérons le morphisme

φ : G{M Ñ G{N
gM ÞÑ gN.

(2.17)

Ce morphisme est surjectif et son noyau est N{M , parce que φpgMq “ N uniquement si g P N .
Nous pouvons appliquer le premier théorème d’isomorphisme à φ en écrivant

pG{Mq{ kerpφq » Imageφ, (2.18)

c’est-à-dire
pG{Mq{pN{Mq » G{N. (2.19)

2.3 Indice d’un sous-groupe et ordre des éléments
LEMooFNVRooRCkjLc

Lemme 2.10.
Lorsque H est normal dans G, alors la définition

ras· rbs “ rabs (2.20)EQooEUESooSeUWHKEQooEUESooSeUWHK

définit une loi de groupe sur l’ensemble G{H.

Démonstration. Le neutre est res et l’associativité ne pose pas plus de problème que l’existence d’un
inverse. Le point à vérifier est que la formule (2.20) est une bonne définition : rahs· rbh1s “ rabs
pour tout h, h1 P H. Nous avons :

rahs· rbh1s “ rahbh1s “ rahbs. (2.21)

Pour montrer que c’est rabs, l’astuce est d’introduire bb´1 à côté du a :

rahbs “ rabb´1hbs “ rabs (2.22)

parce que b´1hb P H du fait que H soit normal dans G.
EXooFNIKooHxePSs

Exemple 2.11 ([84]).
Il ne faudrait pas croire que le groupe quotient G{H est forcément un sous-groupe de G. Par
exemple le quotient Z{2Z est l’ensemble t0, 1u muni de l’addition. En particulier 1` 1 “ 0, ce qui
est évidemment faux dans Z. Le groupe pZ,`q ne possède aucun élément d’ordre 2.

Il n’en est pas moins vrai que l’application

f : GÑ G{H
g ÞÑ rgs (2.23)

est un morphisme de groupes. △
DEFooMPIAooIeZNaR

Définition 2.12.
Si H est un sous-groupe d’un groupe fini, l’indice de H dans G est le nombre |G|{|H|, souvent
noté |G : H|.

Le théorème de Lagrange dira en particulier que l’indice est toujours un nombre entier. C’est
à ne pas confondre avec le degré d’une extension de corps (définition 6.61).
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ThoLagrange

Théorème 2.13 (Théorème de Lagrange).
Soit H un sous-groupe du groupe fini G. Alors ITEMooDPKSooNpOusd

(1) L’ordre de H divise l’ordre de G.
(2) Les trois nombres suivants sont égaux :

— le nombre de classes de H à gauche,
— le nombre de classes de H à droite,
— l’indice de H dans G.

En particulier si H est distingué dans G, nous avons

|G{H| “ |G|
|H| . (2.24)

Démonstration. Nous commençons par montrer que les classes de H ont toutes le même nombre
d’éléments que H. En effet pour chaque g P G nous avons la bijection

φ : H Ñ gH

h ÞÑ gh.
(2.25)

L’injectivité de φ est le fait que gh “ gh1 implique h “ h1. La surjectivité est par définition de la
classe.

Les classes à gauche formant une partition de G, le cardinal de G est le produit de la taille des
classes par le nombre de classes :

|G| “ |H|· nombre de classes. (2.26)

En particulier nous voyons que |H| divise |G|.
La dernière formule exprime simplement que G{H est par définition le nombre de classes de H

à gauche (ou à droite) dans G.
CorpZItFX

Corolaire 2.14.
L’ordre d’un élément 6 d’un groupe fini divise l’ordre du groupe. En particulier dans un groupe
d’ordre n tous les éléments vérifient gn “ e.

Démonstration. Soit G un groupe fini et considérons, à g P G fixé, le sous-groupe

H “ tgk tel que k P Nu. (2.27)

Par le théorème de Lagrange 2.13, l’ordre de H divise |G|, mais l’ordre de H est le plus petit k tel
que gk “ e, c’est-à-dire l’ordre de g.

D’autres résultats à propos d’ordres et d’indices de groupes finis dans la proposition 3.30 et le
lemme 3.32. En particulier le théorème de Cauchy 3.26 qui dit : si le groupe est cyclique et si p
divise l’ordre du groupe G, alors G contient au moins un élément d’ordre p.

2.4 Suite de composition
DefJWZSooNcntfK

Définition 2.15 (Suite de composition).
Soit un groupe G.

(1) Une suite de composition dans G est une suite finie de sous-groupes pGiqi“0,...,n telle que

teu “ Gn Ď Gn´1 Ď . . . Ď G1 Ď G0 “ G (2.28)

et telle que Gi`1 est normal 7 dans Gi.
6. Ordre d’un élément, définition 1.261.
7. Nous rappelons au cas où, que « normal » signifie « distingué ».
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(2) Les groupes Gi{Gi`1 sont les quotients de la suite de composition.
(3) Une suite de Jordan-Hölder est une suite de composition dont tous les quotients sont

simples.

L’objet de nos prochaines pérégrinations mathématiques est de montrer que tout groupe fini
admet une suite de Jordan-Hölder (théorème 2.21).

LemsKpXCG

Lemme 2.16 (du papillon ou de Zassenhaus[85]).
Soient G un groupe et des sous-groupes A et B. Soient A1 normal dans A et B1 normal dans B.
Alors

(1) A1pAXB1q est normal dans A1pAXBq
(2) pA1 XBqB1 est normal dans pAXBqB1

(3) Nous avons les isomorphismes de groupes

A1pAXBq
A1pAXB1q »

pAXBqB1

pA1 XBqB1 »
B1pAXBq
B1pA1 XBq . (2.29)

Démonstration. Nous n’allons pas démontrer chacun des points ; pour plus de détails, nous dirons
simplement que « la preuve est très similaire dans les autres cas ».

Commençons par montrer que A1pAXB1q est un groupe. Si a, b P A1 et x, y P AXB1,

axby “ xx´1axbx´1xy (2.30)

En utilisant la normalité, x´1ax P A1, donc xx´1axbx´1 P A1 et donc le tout est dans A1pAXB1q.
L’ensemble A1pAXB1q est également stable pour l’inverse parce que

x´1a´1 “ x´1a´1xlooomooon
PA1

x´1. (2.31)

Nous montrons maintenant que A1pA X B1q est normal dans A1pA X Bq. Soient a, b P A1,
x P AXB1 et f P AXB. Alors

pbfq´1paxqpbfq “ pbfq´1pa xbx´1loomoon
“cPA1

xfq (2.32a)

“ f´1b´1acxf (2.32b)
“ f´1b´1acf f´1xfloomoon

“yPAXB1

(2.32c)

“ f´1b´1acflooooomooooon
PA1

y (2.32d)

P A1pAXB1q. (2.32e)

Pour prouver l’isomorphisme

A1pAXBq
A1pAXB1q »

pAXBqB1

pA1 XBqB1 , (2.33)

nous allons utiliser le deuxième théorème d’isomorphisme (2.8) que nous appliquons à H “ AXB
et N “ A1pAXB1q. La vérification que H normalise N est usuelle. Nous commençons par écrire

A1pAXB1qpAXBq
A1pAXB1q » AXB

AXB XA1pAXB1q . (2.34)EqkphNsEEqkphNsE

Pour simplifier un peu cette expression nous prouvons d’abord que

pAXBq XA1pAXB1q “ pA1 XBqpAXB1q. (2.35)EqkhsyNhEqkhsyNh
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L’inclusion Ą est facile. Pour l’autre sens, étant donné que A1pAXB1q Ă A nous avons

AXB XA1pAXBq “ B XA1pAXBq. (2.36)EQooEEVIooHCbasFEQooEEVIooHCbasF

Un élément de B X A1pA X Bq est un élément de B qui s’écrit sous la forme s “ ax avec a P A1
et x P A X B. Nous avons alors a “ sx´1 avec s P B et x´1 P A X B. Par conséquent a P B et
donc a P A1 X B. Donc un élément de B X A1pA X Bq s’écrit sous la forme ax avec a P A1 X B et
x P AXB. Autrement dit

B XA1pAXBq Ă pA1 XBqpAXBq (2.37)

et nous avons
pAXBq XA1pAXBq “ B XA1pAXBq Ă pA1 XBqpAXB1q, (2.38)

et donc l’égalité (2.35). Toujours dans l’idée de simplifier (2.34) nous remarquons que AX B1 est
un sous-ensemble de AXB, donc A1pAXB1qpAXBq “ A1pAXBq. Il reste donc

A1pAXBq
A1pAXB1q “

AXB
pA1 XBqpAXB1q . (2.39)

Étant donné que les hypothèses sur A et B sont symétriques, le membre de droite peut aussi
s’écrire en inversant A et B. Nous en sommes à

B1pAXBq
B1pA1 XBq “

A1pAXBq
A1pAXB1q . (2.40)

Nous devons encore justifier B1pA X Bq “ pA X BqB1 et B1pA1 X Bq “ pA1 X BqB1. Vérifions la
première égalité, et laissons la seconde au lecteur. Si b P B1 et x P AXB, alors

bx “ x x´1bxloomoon
PB1

P pAXBqB1. (2.41)

PROPooUIXNooJdKuAs

Proposition 2.17.
Si G est un groupe fini et si pGiq est une suite de composition pour G, alors l’ordre de G est le
produit des ordres de ses quotients.

Démonstration. Étant donné que Gi`1 est toujours normal dans Gi, le théorème de Lagrange 2.13
s’applique et, à chaque pas de la suite de composition, nous avons :

ˇ̌
ˇ̌ Gi
Gi`1

ˇ̌
ˇ̌ “ |Gi|

|Gi`1| . (2.42)

Il suffit maintenant d’écrire |G| de façon télescopique :

|G| “
ź

0ďiďn´1

|Gi|
|Gi`1| (2.43)

DEFooSZZSooCrgDyo

Définition 2.18.
Nous disons que les deux suites de composition pGiq0ďiďr et pHjq0ďjďs sont équivalentes si r “ s
et si il existe une permutation σ P Sr´1 telle que

Gi
Gi`1

» Hσpiq
Hσpiq`1

. (2.44)

Proposition 2.19 (Schreider).
Deux suites de composition d’un même groupe admettent des raffinements équivalents.

https://abstrusegoose.com/395
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Démonstration. Soient les suites de composition

teu “ Gm Ď . . . Ď G1 Ď G0 “ G (2.45a)
teu “ Hn Ď . . . Ď H1 Ď H0 “ G (2.45b)

Nous raffinons la suite pGiq en ajoutant, entre Gi`1 et Gi, les sous-groupes

Gi`1 “ Gi`1pGi XHnq Ă Gi`1pGi XHn´1q Ď . . . Ď Gi`1pGi XH0q “ Gi, (2.46)

et de même pour pHjq. Le groupe Gi`1pGiXHkq est normal dans Gi`1pGiXHk´1q parce que Gi`1
étant normal dans Gi, et Hk dans Hk´1, le lemme 2.16 s’applique. Nous avons donc bien défini un
raffinement.

Nous devons maintenant prouver que les deux raffinements ainsi construits sont des suites de
composition équivalentes. D’abord elles ont la même longueur mn parce que chacun des m éléments
de la suite pGiq a été remplacé par n éléments et inversement, chacun des n éléments de la suite
pHjq a été remplacé par m éléments.

Par ailleurs, les quotients du raffinement de pGiq sont de la forme

Gi`1pGi XHkq
Gi`1pGi XHk`1q »

Hk`1pHk XGiq
Hk`1pHk XGi`1q (2.47)EqPAYTCBEqPAYTCB

en vertu du lemme du papillon (2.16). Le membre de droite de (2.47) est un des quotients du
raffinement de pHjq.

LemBSicRJ

Lemme 2.20 (Schreider strictement décroissant).
Soient Σ1 et Σ2, deux suites de composition strictement décroissantes du groupe G. Alors elles
admettent des raffinements équivalents strictement décroissants.

Démonstration. Par hypothèse, Σ1 et Σ2 n’ont pas de répétitions. Soient Σ2
1 et Σ2

2, des raffinements
équivalents donnés par le lemme de Schreider. Étant donné que ce sont des suites de composition
équivalentes, elles ont le même nombre de quotients réduits à teu, c’est-à-dire le même nombre de
répétitions.

Les suites Σ1
1 et Σ1

2 obtenues en retirant les répétitions de Σ2
1 et Σ2

2 sont des raffinements
équivalents de Σ1 et Σ2 et strictement décroissants.

ThoLgxWIC

Théorème 2.21 (Jordan-Hölder).
À propos de suites de Jordan-Hölder dans un groupe fini.

ITEMooRSDDooNHkFYO

(1) Tout groupe fini admet une suite de Jordan-Hölder.
ITEMooGBOCooBAgnyt

(2) Toutes les suites de Jordan-Hölder dans un groupe fini sont équivalentes.

Démonstration. En deux parties.

(1) Pour (1)

(2) Pour (2)
Par définition, une suite de Jordan-Hölder n’a pas de raffinement strictement décroissant (à
part elle-même) parce que Gi`1 est normal maximum dans Gi. Si Σ1 et Σ2 sont des suites de
Jordan-Hölder nous pouvons considérer les raffinements équivalents strictement décroissants
Σ1

1 et Σ1
2 du lemme de Schreider 2.20. Nous avons Σ1

1 „ Σ1
2, mais par ce que nous venons de

dire à propos de la maximalité, Σ1
1 “ Σ1 et Σ1

2 “ Σ2. D’où le résultat.
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2.5 Groupes résolubles
DefOSYNooTROIKs

Définition 2.22 (Groupe résoluble[86, 87]).
Le groupe G est résoluble si il existe une suite finie de sous-groupes Gi

teu “ G0 Ă G1 Ă . . . Ă Gn´1 Ă Gn “ G (2.48)

avec Gi normal dans Gi`1 et Gi`1{Gi abélien.

Il s’agit d’un groupe qui admet une suite de composition 8 dont les quotients sont abéliens.
LemOARMooYhYmbH

Lemme 2.23 ([88]).
Soit G un groupe et H un sous-groupe normal. Le groupe G{H est abélien si et seulement si 9

DpGq Ă H.

Démonstration. Les propositions suivantes sont équivalentes :
— Le groupe G{H est abélien
— pour tout x, y P G, rxsrys “ rysrxs
— rxsrysrx´1sry´1s “ res
— rxyx´1y´1s “ res
— rx, ys P H, voir la définition 2.1.
— DpGq Ă H.

PropRWYZooTarnmm

Proposition 2.24 ([88]).
Un groupe est résoluble si et seulement si sa suite dérivée termine sur teu.
Démonstration. Grâce au lemme 2.3 et à la proposition 2.4, si la suite dérivée termine sur teu alors
la suite dérivée est une suite qui répond aux conditions de la définition 2.22 de groupe résoluble.

Il faut donc encore montrer le sens direct. Nous supposons que G est un groupe résoluble et
nous étudions sa suite dérivée. Nous avons une suite

teu “ G0 Ă G1 Ă . . . Ă Gn´1 Ă Gn “ G (2.49)

avec Gi normal dans Gi`1 et Gi`1{Gi abélien. Nous allons prouver par récurrence que DipGq Ă
Gn´i.

Pour i “ 0 nous avons bien G Ă Gn.
Notre hypothèse de récurrence est :

DipGq Ă Gn´i. (2.50)EqEAQEooEaeIEoEqEAQEooEaeIEo

Vu que Gn´i{Gn´i´1 est abélien, le lemme 2.23 dit que

DpGn´iq Ă Gn´i´1. (2.51)EqEDJXooLOLQcrEqEDJXooLOLQcr

En dérivant (2.50) et en tenant compte de (2.51),

Di`1pGq Ă DpGn´iq Ă Gn´i´1. (2.52)

Nous avons donc bien DipGq Ă Gn´i pour tout i. En particulier pour i “ n, nous trouvons
DnpGq Ă G0 “ teu.

8. Voir définition 2.15.
9. Ici DpGq est le groupe dérivé de G, voir 2.2.
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PropBNEZooJMDFIB

Proposition 2.25.
Soient des groupes G et H. Nous supposons que G est résoluble 10 et nous considérons un morphisme
ψ : GÑ H. Alors ψpGq est résoluble.

Démonstration. Puisque G est résoluble, il existe une suite de sous-groupes Gi tels que

teu “ G0 Ă G1 Ă . . . Ă Gn´1 Ă Gn “ G (2.53)

avec Gi normal dans Gi`1 et Gi`1{Gi abélien. Nous posons ψpGqi “ ψpGiq et nous avons ψpGq0 “
ψ
`teu˘ “ teu ainsi que ψpGq0 “ ψpGq ; donc

teu “ ψpGq0 Ă ψpGq1 Ă . . . Ă ψpGqn´1 Ă ψpGqn “ ψpGq. (2.54)

La proposition 1.266 nous indique que ψpGqi est normal dans ψpGqi`1, et que ψpGqi`1{ψpGqi
est abélien.

2.6 Action de groupes
Le concept d’action d’un groupe est donné par la définition 1.360

Lemme 2.26.
Pour tout g P G,

(1) L’application ϕg : E Ñ E est injective,
(2) Pour l’inverse : pϕgq´1 “ ϕg´1.

Démonstration. Si x, y P E sont tels que ϕgpxq “ ϕgpyq alors en appliquant ϕg´1 aux deux membres
nous trouvons

pϕg´1ϕgqpxq “ pϕg´1ϕgqpyq, (2.55)

ce qui donne x “ y parce que ϕg´1ϕg “ ϕg´1g “ ϕe “ Id.
Les trois dernières égalités écrites disent que ϕg´1 est l’inverse 11 de ϕg.

Pour alléger les notations, on convient d’écrire g·x, voire plus simplement gx au lieu de ϕgpxq.
Le deuxième axiome d’action de groupe dit que la notation ghx ne souffre d’aucune ambiguïté.

DEFooMZXFooXbwGjj

Définition 2.27 (Orbite).
Si G agit sur un ensemble E, nous notons G·x l’orbite de x P E sous l’action de G :

G·x “ tgx tel que g P Gu.
DEFooMDYGooLrOERP

Définition 2.28 (Stabilisateur).
Si G est un groupe agissant sur l’ensemble E, et si x P E, nous notons Gx ou Stabpxq le stabili-
sateur de x :

Stabpxq “ Gx “ tg P G tel que g·x “ xu. (2.56)

Définition 2.29 (Fixateur).
Si G est un groupe agissant sur l’ensemble E, et si g P G, nous notons enfin Fixpgq le fixateur
de g :

Fixpgq “ tx P E tel que g·x “ xu. (2.57)
DefuyYJRh

Définition 2.30.
L’action de G sur E est fidèle si l’élément neutre est le seul élément de G à fixer tous les points
de E, c’est-à-dire si

pgx “ x @x P Eq ñ g “ e. (2.58)
10. Définition 2.22.
11. Si vous décidez de dire ça à un jury dans un concours, soyez prêts à préciser les domaines.
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Un exemple d’action fidèle tout à fait non trivial sera donné avec l’action du groupe modulaire
sur le plan de Poincaré dans le théorème 23.96.

Le groupe G agit toujours sur lui même à gauche et à droite. L’action à gauche est g·h “ gh ;
celle à droite est g·h “ hg´1.

DEFooCORTooEeOLPT

Définition 2.31.
L’action adjointe définie par g·h “ ghg´1 est une manière pour un groupe d’agir sur lui-même
par automorphismes. Cela est souvent noté Adpgqh “ ghg´1.

En effet pour tout g P G, l’application Adpgq : GÑ G est un automorphisme de G.
Si H est un sous-groupe de G, nous notons G{H le quotient de G par la relation g „ gh pour

tout h P H. Lorsque la distinction est importante, nous noterons pG{Hqg pour les classes à gauche
et pG{Hqd pour les classes à droite.

Nous avons une relation d’équivalence à gauche et une à droite. D’abord

x „g y ô xh “ y (2.59)

pour un certain h P H. Ensuite
x „d y ô hx “ y (2.60)

pour un certain h P H.
Le lemme suivant est une généralisation du théorème de Lagrange 2.13.

Lemme 2.32.
L’ensemble pG{Hqg est fini si et seulement si l’ensemble pG{Hqd est fini. Si il en est ainsi, alors
pG{Hqg et pG{Hqd ont même cardinal, qui vaut l’indice de H dans G.

Démonstration. L’application
f : pG{Hqg Ñ pG{Hqd

rxsg ÞÑ rx´1sd
(2.61)

est une bijection bien définie. En effet si x „g y, nous avons h P H tel que y´1h “ x´1, c’est-à-dire
que x´1 „d y´1 et f est bien définie. Le fait que f soit surjective est évident. Pour l’injectivité,
soient x, y P G tels que

fprxsgq “ fprysgq. (2.62)

Alors x´1 „d y´1, ce qui implique l’existence de h P H tel que hx´1 “ y´1, ou encore que xh´1 “ y,
ce qui signifie que x „g y.

Pour l’énoncé à propos de l’indice, nous procédons en plusieurs étapes simples.
(1) Les classes (les éléments de pG{Hqg) forment une partition de G.
(2) Toutes les classes ont le même nombre d’éléments par la bijection

f : rxsg Ñ rysg
xh ÞÑ yh.

(2.63)

(3) Le nombre d’éléments dans une classe est égal à |H| par la bijection

g : rxsg Ñ H

xh ÞÑ h.
(2.64)

Par conséquent
|G| “ |H|· nombre de classes “ |H|· Card

`pG{Hqg
˘
, (2.65)

et nous avons bien
Card

`pG{Hqg
˘ “ |G|

|H| “ |G : H|. (2.66)
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Propszymlr

Proposition 2.33 (Orbite-stabilisateur[59]).
Soient G un groupe agissant sur un ensemble E et x P E.

(1) Les ensembles G·x et G{Gx sont équipotents. ITEMooCWUGooCOFHYk

(2) L’orbite de x est finie si et seulement si Stabpxq est d’indice fini dans G. Dans ce cas nous
avons

CardpG·xq “ |G : Stabpxq|, (2.67)EqnLCHCEEqnLCHCE

et
|G| “ |Stabpxq||Ox|. (2.68)EqCewSXTEqCewSXT

La formule (2.67) est nommée formule des classes[89].

Démonstration. En deux points.
(1) Soit l’application

ψ : G·xÑ G{Gx
a·x ÞÑ ras. (2.69)

Cette application est bien définie parce que si a·x “ b·x, alors il existe h P Gx tel que
b “ ah, et par conséquent ras “ rbs. Cette application est une bijection et par conséquent
G·x est équipotent à G{Gx.

(2) Soit y P Ox et Ay “ tg P G tel que g·x “ yu. Nous avons

Ay “ sStabpxq. (2.70)

En effet, si a P Ay, alors a·x “ y et s´1a·x “ s´1 · y “ x. Par conséquent s´1a P Stabpxq.
Dans l’autre sens, supposons a P s Stabpxq. Soit g P Stabpxq tel que a “ sg. Alors nous avons
a·x “ sg·x “ s·x “ y. Donc a P Ay.
Nous venons de prouver que la partie Ay est une classe à gauche de Stabpxq, par conséquent
|Ay| “ |Stabpxq| pour tout y P Ox. Les Ay pour différents y sont disjoints et nous avons de
plus ď

yPOx

Ay “ G. (2.71)

Les ensembles Ay divisent donc G en |Ox| paquets de |Stabpxq| éléments. D’où la formule
(2.68).

CORooRRVHooTyCjZZ

Corolaire 2.34.
Soit Cg la classe de conjugaison d’un élément g du groupe fini G. Alors

CardpCgq “ |G : ZGpgq| (2.72)

où ZGpgq est le centralisateur de g dans G 12 de G.

Démonstration. C’est une application de la proposition 2.33 (formule (2.67)) dans le cas de l’action
adjointe de G sur lui-même.

En effet, si nous considérons l’action adjointe, l’orbite est la classe de conjugaison : Cg “ G· g.
Et le stabilisateur de g pour l’action adjointe n’est autre que le centralisateur de g :

Fixpgq “ th P G tel que h· g “ gu (2.73a)
“ th P G tel que hgh´1 “ gu (2.73b)
“ th P G tel que gh “ hgu (2.73c)
“ ZGpgq. (2.73d)

Donc la formule CardpG· gq “ |G : Gg| devient, dans le cas de l’action adjointe de G sur
lui-même : CardpCgq “ |G : ZGpgq|.

12. Définition 1.166.
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Lemme 2.35.
Soit G un groupe agissant sur l’ensemble E. On définit x „ x1 si et seulement si il existe g P G tel
que g·x “ x1. Alors

(1) la relation „ est une relation d’équivalence.
(2) la classe rxs est l’orbite Ox de x sous G.

CorARFVMP

Corolaire 2.36 (Équation des orbites).
Soient G un groupe agissant sur l’ensemble E et O1, . . . ,Ok la liste des orbites (distinctes). Alors

(1) E “ Ť
i Oi, l’union est disjointe,

(2) CardpEq “ ř
i CardpOiq.

DefcSuYxz

Définition 2.37.
Soit G un groupe agissant sur l’ensemble E. Un domaine fondamental ou une transversale
est une partie de E contenant un et un seul élément de chaque orbite.

Autrement dit, les images des éléments d’un domaine fondamental F forment une partition de
l’ensemble :

E “
ğ

gPG
gpF q (2.74)

où gpF q “ ϕgpF q “ tϕgpxq tel que x P F u. L’union est disjointe, c’est-à-dire que si g ‰ g1, alors
gpF q X g1pF q “ H.

PropUyLPdp

Proposition 2.38 (Équation des classes[90]).
Soit G, un groupe fini opérant sur un ensemble E. Si E2 est un ensemble contenant exactement
un élément de chaque orbite dans EzFixGpEq, alors

|G| “ |FixGpEq| `
ÿ

xPE2

|G|
|FixGpxq| . (2.75)EqobuzfKEqobuzfK

Si de plus G est un p-groupe, alors

|E| “ |FixGpEq| mod p. (2.76)EqbzLEVJEqbzLEVJ

Démonstration. Par le corolaire 2.36, nous avons |G| “ ř
xPE1 |Ox| où E1 est une transversale. En

séparant la somme entre les orbites à un élément et les autres,

|G| “ CardpFixGpEqq `
ÿ

xPE2

|G|
|FixGpxq| (2.77)EqeggkBsEqeggkBs

EqDgYbhmoù nous avons utilisé le fait que |G| “ |FixGpxq||Ox|.
Si G est un p-groupe alors si x P E2, FixGpxq est un sous-groupe propre de G et donc |FixGpxq|

est un diviseur propre de |G|. Du coup la fraction |G|{|FixGpxq| est une puissance non nulle de p
et l’équation (2.75) devient immédiatement (2.76).

Corolaire 2.39 (Équation des classes).
Soient G un groupe, et C1,. . ., Cl la liste de ses classes de conjugaison contenant plus d’un élément.
Alors

CardpGq “ Card
`
ZpGq˘`

ÿ

i

|G : Zgi | “ Card
`
ZpGq˘`

ÿ

i

CardpGq
Card

`
Fixpgiq

˘ (2.78)EqkgGmoqEqkgGmoq

si gi P Ci.
Démonstration. Étant donné que les classes de conjugaison sont disjointes, le cardinal de G est
bien la somme des cardinaux de ses classes. Les classes ne contenant qu’un seul élément sont celles
des éléments de ZpGq. En ce qui concerne les autres orbites, CardpCgiq “ |G : Zgi | par le théorème
orbite-stabilisateur (proposition 2.33).
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THOooEFDMooDfosOw

Théorème 2.40 (Formule de Burnside).
Si G est un groupe fini agissant sur l’ensemble fini E et si Ω est l’ensemble des orbites, alors

CardpΩq “ 1
|G|

ÿ

gPG
Card

`
Fixpgq˘. (2.79)EqTUsblvEqTUsblv

Démonstration. Nous considérons l’ensemble

A “ tpg, xq P Gˆ E tel que gx “ xu, (2.80)

et nous en calculons le cardinal de deux façons. D’abord

CardpAq “
ÿ

xPE
Cardtg P G tel que gx “ xu (2.81a)

“
ÿ

xPE
CardpFixpxqq (2.81b)

“
ÿ

ωPΩ

ÿ

xPω
CardpFixpxqq (2.81c)

“
ÿ

ωPΩ

|G|
Cardpωq (2.81d)EqyVtkyfEqyVtkyf

“ |G|. (2.81e)

Pour obtenir (2.81d) nous avons utilisé l’équation des classes (2.68). L’autre façon de calculer
CardpAq est de regrouper ainsi :

CardpAq “
ÿ

gPG
Cardtx P E tel que gx “ xu “

ÿ

gPG
CardpFixpgqq. (2.82)

En égalisant les deux expressions de CardpAq nous trouvons

|G|CardpΩq “
ÿ

gPG
CardpFixpgqq. (2.83)

PROPooMYKKooLetZWi

Proposition 2.41.
Soient G un groupe, et H, un sous-groupe du centre de G.

(1) H est normal dans G.
(2) Si G{H est monogène, alors G est abélien.

PROPooWPQTooECUPLK

Proposition 2.42 ([91]).
L’indice du centre d’un groupe n’est jamais un nombre premier.

LEMooZJGVooRYrujB

Lemme 2.43 ([92]).
Soient un groupe cyclique G et un sous groupe H.

ITEMooUNOEooZoElYL

(1) Il existe r, n P N tels que r  n et H » rZ{nZ.
ITEMooMUSSooBmNXEd

(2) CardpHq “ n{r
ITEMooVPEKooKdPibk

(3) H est cyclique.
En particulier, tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

Démonstration. En plusieurs parties.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Action_de_groupe_%28math%C3%A9matiques%29
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(1) Pour (1) Soit un générateur a de G. L’application

f : ZÑ G

k ÞÑ ak
(2.84)

est un morphisme de groupe surjectif.
La partie f´1pHq est un sous-groupe de Z. La proposition 1.228(2) dit qu’il existe r P N tel
que f´1pHq “ rZ. De même kerpfq est un sous-groupe de Z, de telle sorte qu’il existe n P N
tel que kerpfq “ nZ.
Nous avons

nZ “ kerpfq “ f´1peq Ă f´1pHq “ rZ. (2.85)

Étant donné que nZ Ă rZ, il existe d P N tel que n “ dr.
Nous considérons maintenant

g : rZÑ H

k ÞÑ ak,
(2.86)

qui est encore un morphisme de groupes. En utilisant le premier théorème d’isomorphismes
2.6(3), nous avons

rZ

kerpgq » Imagepgq. (2.87)

Mais kerpgq “ nZ et Imagepgq “ H. Donc nous avons bien H » rZ{nZ.
(2) Pour (2) En ce qui concerne le cardinal, vu que nous avons un isompshisme,

CardpHq “ CardprZ{nZq “ n{r (2.88)

par le lemme 1.322(3).
(3) Pour (3) Le fait que H soit cyclique est le lemme 1.322(2).

THOooRGSTooIWyhqt

Théorème 2.44 (Sous-groupe d’un groupe cyclique[92]).
Soit G un groupe cyclique 13 d’ordre n. Pour chaque d P N nous posons

Hd “ tx P G tel que xd “ eu. (2.89)

(1) Ces Hd sont des sous-groupes de G.
(2) CardpHdq “ d.

ITEMooMJCXooCIWSmK

(3) L’ensemble des sous-groupes de G est tHd tel que d  nu.
ITEMooIEGUooPQWEep

(4) Si g est un générateur de G, alors Hd peut être décrit des façons suivantes :

Hd “ tx P G tel que xd “ eu “ grpgn{dq. (2.90)

Démonstration. Point par point.
(1) Hd est un sous-groupe ITEMooYAMOooVtbCrSSi g, h P Hd, alors pghqd “ gdhd “ ee “ e. De plus pg´1qd “

pgdq´1 “ e´1 “ e.
(2) Tout sous-groupe est un Hd avec d  n ITEMooXEXFooIrFOTiSoit un sous-groupeH deG. Nous notons CardpHq “

d. Le lemme 2.43(3) nous indique que H est cyclique. Soit un générateur a P H ; son ordre
est le cardinal de H : ordpaq “ CardpHq “ d.
Tout élément de H vérifie xordpaq “ pakqordpaq “ paordpaqqk “ e. Donc H Ă Hd. En particulier
CardpHq ď CardpHdq.

13. Définition 1.319.
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Tout sous-groupe deG est cyclique. En particulierHd est cyclique, et nous pouvons considérer
un générateur : il existe a P Hd tel que ordpaq “ CardpHdq. Étant donné que a P Hd, il vérifie
ad “ e, et donc

ordpaq  d. (2.91)

Vu que ordpaq “ CardpHdq et que d “ CardpHq, nous avons CardpHdq  CardpHq et en
particulier CardpHdq ď CardpHq. Donc CardpHq “ CardpHdq et au final H “ Hd.
Nous avons prouvé au passage que CardpHdq “ d. Vu que le cardinal d’un sous-groupe divise
le cardinal du groupe 14, nous avons d  n.

(3) CardpHdq “ d C’est contenu dans ce que nous avons fait dans la partie (2).
(4) Si d  n alors Hd est un sous-groupe de G C’est un cas particulier de la partie (1).
(5) Note Le point (3) est prouvé. Cela ne contredit pas le fait que Hd soit un sous-groupe de G

pour tout d, et pas seulement pour les d qui divisent n. En effet si d ne divise pas n, il existe
d1 divisant n tel que Hd “ Hd1 . Pas besoin de chercher une preuve de ce fait : la preuve est
déjà faite. Il s’agit de dire que Hd est un sous-groupe de G pour tout d (partie (1)), et que
tous les sous-groupes de G sont de la forme Hd avec d  n.

(6) Pour (4) Soit un générateur g de G. Nous avons d’une part gn{d P Hd parce que pgn{dqd “
gn “ e. D’autre part, les éléments

gn{d, g2n{d, . . . , gpd´1qn{d, gn “ e (2.92)

sont distincts. En effet si gkn{d “ gln{d avec 0 ă l ă k ă d, alors gpk´lqn{d “ e. Comme
k ´ l ă d, nous avons pk ´ lqn{d ă n et donc gpk´lqn{d ‰ e parce que g est générateur.
Bref, les gkn{d avec k “ 1, . . . , d sont d éléments distincts, tous dans Hd dont le cardinal est
d. Donc

Hd “ tgkn{du1,...,d. (2.93)

DEFooQDHPooCfDEuL

Définition 2.45.
Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Nous disons que l’action est transitive si elle
possède une seule orbite. L’action est libre si g·x “ g1 ·x implique g “ g1.

2.7 Produit semi-direct de groupes

Définition 2.46.
Une suite exacte est une suite d’applications comme suit :

¨ ¨ ¨ fi // Ai
fi`1 // Ai`1

fi`2 // . . . (2.94)

où pour chaque i, les applications fi et fi`1 vérifient kerpfi`1q “ Imagepfiq. Lorsque les ensembles
Ai sont des groupes, alors nous demandons de plus que les fi soient des morphismes.

Très souvent nous sommes confrontés à des suites exactes de la forme

1 // A
f // G

g // B // 1 (2.95)

où G, A et B sont des groupes, 1 est l’identité. La première flèche est l’application t1u Ñ A qui
à 1 fait correspondre 1. La dernière est l’application B Ñ 1 qui à tous les éléments de B fait
correspondre 1. Le noyau de f étant l’image de la première flèche (c’est-à-dire t1u), l’application f
est injective. L’image de g étant le noyau de la dernière flèche (c’est-à-dire B en entier), l’application
g est surjective.

14. Théorème de Lagrange 2.13(1).
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DEFooKWEHooISNQzi

Définition 2.47.
Soient N et H deux groupes et un morphisme de groupes ϕ : H Ñ AutpNq. Le produit semi-
direct de N et H relativement à ϕ, noté N ˆϕ H est l’ensemble N ˆH muni de la loi (que l’on
vérifiera être de groupe)

pn, hq· pn1, h1q “ pnϕhpn1q, hh1q. (2.96)EqDRgbBIEqDRgbBI

Attention à l’ordre quelque peu contre-intuitif. Lorsque nous notons NˆϕH, c’est bien ϕ : H Ñ
AutpNq, c’est-à-dire H qui agit sur N et non le contraire.

Lorsque N et H sont des sous-groupes d’un même groupe, le plus souvent ϕ est l’action adjointe
définie en 2.31.

Le théorème suivant permet de reconnaitre un produit semi-direct lorsqu’on en voit un.
THOooZNYTooPhnIdE

Théorème 2.48 ([11]).
Soit une suite exacte de groupes

1 // N
i // G

s // H // 1 (2.97)

Si il existe un sous-groupe H̃ de G à partir duquel s est un isomorphisme, alors

G » ipNq ˆσ H̃ (2.98)

où σ est l’action adjointe 15 de H̃ sur ipNq.
Démonstration. Nous posons Ñ “ ipNq et nous allons subdiviser la preuve en petits pas.

(1) Ñ est normal dans G. En effet étant donné que la suite est exacte nous avons Ñ “ kerpsq.
Le noyau d’un morphisme est toujours un sous-groupe normal.

(2) Ñ X H̃ “ teu. L’application s étant un isomorphisme depuis H̃, il n’y a pas d’éléments de H̃
dans kerpsq autre que e. ItemzIaXGM

(3) G “ ÑH̃. Nous considérons g P G et h P H̃ tel que spgq “ sphq. L’existence d’un tel h est
assurée par le fait que s est surjective depuis H̃. Du coup nous avons e “ spgh´1q, c’est-à-dire
gh´1 P kerpsq “ Ñ . Nous avons donc bien la décomposition g “ pgh´1qh, et donc G “ ÑH̃.ItemUGFjle

(4) L’écriture g “ nh avec n P Ñ et h P H̃ est unique. Si nh “ n1h1, alors n “ n1h1h´1, ce qui
signifierait que h1h´1 P Ñ . Mais étant donné que H̃ X Ñ “ teu, nous obtenons h “ h1 et par
suite n “ n1. ItemUZlrKo

(5) L’application
ϕ : GÑ Ñ ˆ H̃
nh ÞÑ pn, hq (2.99)

est une bijection. C’est une conséquence des points (3) et (4).
(6) Si sur Ñ ˆ H̃ nous mettons le produit

pn, hq· pn1, h1q “ pnσhn1, hh1q (2.100)

où σ est l’action adjointe du groupe sur lui-même, c’est-à-dire σxpyq “ xyx´1, alors ϕ est un
isomorphisme. Si g, g1 P G s’écrivent (de façon unique par le point (5)) g “ nh et g1 “ n1h1
alors

ϕpnhn1h1q “ ϕpnhn1h´1loomoon
PÑ

hh1q (2.101a)

“ ϕ
`pnhn1h´1qphh1q˘ (2.101b)

“ pnhn1h´1, hh1q (2.101c)
“ pn, hq· pn1, h1q (2.101d)
“ ϕpnhqϕpn1h1q. (2.101e)

15. Le fait que H agisse sur ipNq fait partie du théorème.
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CoroGohOZ

Corolaire 2.49.
Soit G un groupe, et N,H des sous-groupes de G tels que

(1) H normalise N (c’est-à-dire que σhpnq “ hnh´1 P N pour tout h P H et n P N 16),
(2) H XN “ teu,
(3) HN “ G.

Alors l’application
ψ : N ˆσ H Ñ G

pn, hq ÞÑ nh
(2.102)

est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) ψ est un morphisme Simple calcul en utilisant la formule (2.96) du produit dans NˆσH :

ψ
`pn, hqpn1, h1q˘ “ ψ

`
nσhpn1q, hh1˘ (2.103a)

“ nhn1h´1hh1 (2.103b)
“ nhn1h1 (2.103c)
“ ψpn, hqψpn1, h1q. (2.103d)

(2) ψ est injective Supposons que ψpn, hq “ ψpn1, h1q. Alors nh “ n1h1 et

n “ n1h1h´1. (2.104)

En multipliant par pn1q´1 nous trouvons

h1h´1 “ pn1q´1n P N. (2.105)

Donc h1h´1 P H XN “ teu. Nous en déduisons que h “ h1 et donc que n “ n1.
(3) ψ est surjective Nous savons que HN “ G. Soit g P G. Il existe h P H et n P N tel que

g´1 “ h´1n´1. Avec ces éléments nous avons

g “ nh “ ψpn, hq. (2.106)

Dans les hypothèses, l’ordre entre N et H est important lorsqu’on dit que c’est N qui agit sur
H ; mais l’hypothèse NH “ G est équivalente à HN “ G (passer à l’inverse pour s’en assurer).

Insistons encore un peu sur la notation : dans N ˆσ H, c’est H qui agit sur N par σ.

2.8 Groupe de torsion
Soit G un groupe. Un élément g P G est un élément de torsion si il est d’ordre fini. La

torsion de G est l’ensemble de ses éléments de torsion. Nous disons qu’un groupe est un groupe
de torsion si tous ses éléments sont de torsion.

Exemple 2.50.
Le groupe additif Q{Z est un groupe de torsion parce que si rxs “ rp{qs, alors qrxs “ rps “ r0s. △

2.9 Famille presque nulle
Soit pG,`q un groupe abélien et F “ tgiuiPI une famille d’éléments de G indicés par un

ensemble I. Le support de F est l’ensemble ti P I tel que gi ‰ 0u. La famille est dite presque
nulle si le support est fini.

Nous disons que F est une suite si I “ N.
16. Ou encore que H agit sur N par automorphismes internes.



Chapitre 3

Anneaux

Attention aux conventions. Dans le Frido, un corps peut être réduit à t0u et un idéal premier
ne peut pas être t0u. Ces conventions ont une série de conséquences un peu partout, par exemple
dans la proposition 1.224 où nous parlons d’idéal maximum propre. Comparez par exemple avec
[45]. Soyez attentif.

En cas de doutes, nous suivons les conventions de Wikipédia.

3.1 Inversibles et nilpotents

Le concept d’anneau est la définition 1.41.
LEMooOYZEooLivKWI

Lemme 3.1.
Si a et b commutent, nous avons, pour tout r P N et r ą 0, la formule

ar`1 ´ br`1 “ pa´ bq
˜

rÿ

k“0
ar´kbk

¸
. (3.1)EqarpurmkbkEqarpurmkbk

Démonstration. Démontrons cela par récurrence. Le cas r “ 0 est évident. Pour un r donné, si
(3.1) est vraie, alors

ar`2 ´ br`2 “ ar`1a´ ar`1b` ar`1b´ br`1b

“ ar`1pa´ bq ` par`1 ´ br`1qb

“ ar`1pa´ bq ` pa´ bq
˜

rÿ

k“0
ar´kbk

¸
b

“ pa´ bq
˜
ar`1 `

˜
rÿ

k“0
ar´kbk

¸
b

¸

“ pa´ bq
˜
ar`1 `

rÿ

k“0
ar´kbk`1

¸

“ pa´ bq
˜
ar`1 `

r`1ÿ

k1“1
apr`1q´k1

bk
1

¸

“ pa´ bq
˜
r`1ÿ

k1“0
apr`1q´k1

bk
1

¸
.

Proposition 3.2.
Si a est un élément nilpotent de l’anneau A, alors 1´ a est inversible. Si a est nilpotent non nul,
alors il est diviseur de zéro.

331
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Démonstration. Soit n le minimum tel que an “ 0. En vertu de la formule (3.1) nous avons

1 “ 1´ an “ p1´ aqp1` a` ¨ ¨ ¨ ` an´1q “ p1` a` ¨ ¨ ¨ ` an´1qp1´ aq. (3.2)

La somme 1` a` ¨ ¨ ¨ ` an´1 est donc un inverse de p1´ aq.

3.2 PGCD, PPCM et éléments inversibles
La définition de pgcd et ppcm dans un anneau commutatif est la définition 1.182. Dans la

plus grande tradition, elle a été introduite sans motivation, et utilisée par-ci par-là. Nous revenons
maintenant dessus.

Commençons par donner une autre vision de la divisibilité dans les anneaux intègres.
PropDiviseurIdeaux

Proposition 3.3.
Dans un anneau intègre 1 A, on a l’équivalence suivante concernant deux éléments a, b P A :

a  bô pbq Ă paq. (3.3)

Donc la divisibilité devient en réalité une relation d’ordre dont nous pouvons chercher un
maximum et un minimum. Si S est une partie de A, nous notons a  S pour exprimer que a  x
pour tout x P S ; de la même façon, S  b signifie que x  b pour tout x P S.

Nous rappelons également la définition 1.42 de morphisme d’anneaux. Remarquons que si f
est un morphisme, nous avons fp0q “ 0 et fpxq´1 “ fpx´1q.
Lemme 3.4 ([93]).
Les éléments inversibles d’un anneau sont diviseurs de tous les éléments.

Démonstration. Soit k inversible d’inverse k1 : kk1 “ 1 ; soit aussi a P A. Alors a “ kpk1aq, ce qui
montre que k divise a.

Lemme 3.5 ([93]).
Dans un anneau, 1 est un pgcd de a et b si et seulement si les seuls diviseurs communs sont les
inversibles.

Démonstration. Supposons pour commencer que 1 est un pgcd de a et b. Un diviseur commun de
a et b doit donc diviser 1. Or un diviseur de 1 est forcément inversible.

Dans l’autre sens, les diviseurs communs de a et b sont tous inversibles et donc diviseurs de 1.
Donc 1 est un pgcd de a et b.

3.2.1 Calcul effectif du PGCD et théorème de Bézout
subSecIpmnhO

Soient a et b, deux entiers que nous allons prendre positifs. Nous allons voir maintenant l’al-
gorithme de Euclide étendu qui est capable, pour a et b donnés, de calculer le PGCD de a et b,
et un couple de Bézout pu, vq tel que ua ` vb “ pgcdpa, bq. Ce calcul est indispensable si on veut
implémenter RSA (19.2).

Cela se base sur le lemme suivant.
LemiVqita

Lemme 3.6.
Soient a, b P N et des nombres q et r tels que a “ qb` r. Alors pgcdpa, bq “ pgcdpr, bq.
Démonstration. Il suffit de voir que les diviseurs communs de a et b sont diviseurs de r et que les
diviseurs communs de r et b divisent a.

Si s divise a et b, alors dans l’équation

a

s
“ qb

s
` r

s

1. Définition 1.193.
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les termes a{s et qb{s sont entiers, donc r{s est aussi entier, et s divise r.
Inversement, si s divise r et b, alors il divise qb` r et donc a.

Remarque 3.7.
Ce lemme est surtout intéressant lorsque a “ qb` r est la division euclidienne de a par b : en effet,
dans ce cas r ă b, et le calcul du PGCD de deux nombres (a et b) est ramené à un calcul de PGCD
de deux nombres plus petits (b et r).

L’algorithme pour calculer pgcdpa, bq consiste à écrire des divisions euclidiennes successives de
la manière suivante :

a “ q2b` r2 r2 ă b (3.4a)
b “ q3r2 ` r3 r3 ă r2 (3.4b)
... (3.4c)

en remarquant que pgcdpa, bq “ pgcdpb, r2q “ pgcdpr2, r3q. Étant donné que les inégalités r2 ă b
et r3 ă r2 sont strictes, en continuant ainsi nous finissons sur zéro, c’est-à-dire qu’il existera un n
pour lequel rn`1 “ 0 ; et donc

rn´1 “ qn`1rn,

et à ce moment nous avons pgcdpa, bq “ pgcdprn´1, rnq “ rn.

3.2.1.1 Algorithme d’Euclide pour le PGCD
SUBSECooAEBLooFGJRkg

Écrivons l’algorithme[94] en détail (parce que Bézout, ça va être la même chose en cinq fois
plus compliqué). On pose

r0 “ a (3.5a)
r1 “ b (3.5b)

(ce qui explique que nous n’ayons pas utilisé r0 et r1 précédemment). Ensuite on écrit la division
euclidienne a “ q2b` r2, c’est-à-dire r0 “ q2r1 ` r2. Cela donne r2 et q2 en termes de r0 et r1 :

r2 “ r0 ´ q2r1. (3.6)

Ensuite, sachant r2 nous pouvons continuer :

r1 “ q3r2 ` r3 (3.7)

donne q3 et r3 “ r1 ´ q3r2. On continue avec r2 “ q4r3 ` r4. Tout cela pour poser la suite

r0 “ a

r1 “ b

rk “ qk`2rk`1 ` rk`2

(3.8)SUBEQooDYUEooYNQnIISUBEQooDYUEooYNQnII

où la troisième équation définit rk`2 et qk`2 en fonction de rk et rk`1, à l’aide du théorème de la
division euclidienne. La suite prkq ainsi construite est strictement décroissante et à chaque étape
le lemme 3.6 et le principe de l’algorithme d’Euclide nous donnent

" pgcdprk, rk`1q “ pgcdprk`1, rk`2q “ pgcdpa, bq (3.9a)
0 ď rk`1 ă rk. (3.9b)

La suite étant strictement décroissante, nous prenons rn, le dernier non nul : rn`1 “ 0. Dans ce
cas, en prenant k “ n´ 1 dans la la dernière équation (3.8) devient :

rn´1 “ qn`1rn (3.10)

avec pgcdpa, bq “ pgcdprn, rn´1q “ rn.
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Exemple 3.8.
Calculons le PGCD de 18 et 231. Pour cela nous écrivons les divisions euclidiennes en chaine :

231 “ 18 · 12` 15 (3.11a)
18 “ 1 · 15` 3 (3.11b)
15 “ 5 · 5` 0. (3.11c)

Donc le PGCD est 3 (le dernier reste non nul). △

3.2.1.2 Algorithme étendu : calcul effectif des coefficients de Bézout
SUBSECooRHSQooEuBWbd

La difficulté est de construire la suite qui donne des coefficients de Bézout. Elle va être construite
à l’envers. Nous supposons déjà connaitre la liste complète des rk jusqu’à rn “ pgcdpa, bq, ainsi
que la liste complète des divisions euclidiennes

rk “ qk`2rk`1 ` rk`2. (3.12)

Nous voulons trouver les couples puk, vkq de telle façon à avoir à chaque étape

rn “ ukrk ` vkrk´1. (3.13)

Notons que c’est à chaque fois rn que nous construisons. La première équation de type Bézout à
résoudre est

rn “ unrn ` vnrn´1, (3.14)

sachant que rn´1 “ qn`1rn. On pose vn “ 0 et un “ 1 et c’est bon. Pour la récurrence, supposons
les coefficients uk et vk connus, et déterminons les coefficients uk´1 et vk´1. Pour ce faire, nous
égalons les deux expressions pour rn :

rn “ ukrk ` vkrk´1 “ uk´1rk´1 ` vk´1rk´2; (3.15)

dans laquelle nous substituons rk´2 “ qkrk´1 ` rk :

ukrk ` vkrk´1 “ uk´1rk´1 ` vk´1pqkrk´1 ` rkq (3.16)
“ puk´1 ` qkvk´1qrk´1 ` vk´1rk (3.17)

et nous égalons les coefficients de rk et rk´1 pour obtenir
"
vk´1 “ uk (3.18a)
uk´1 “ vk ´ vk´1qk. (3.18b)

Dès que uk et vk ainsi que qk sont connus, on peut calculer uk´1 et vk´1.
La dernière équation, celle avec k “ 1, est

rn “ u1r1 ` v1r0, (3.19)

c’est-à-dire
pgcdpa, bq “ u1b` v1a. (3.20)EqNDMLooDvaiAcEqNDMLooDvaiAc

Nous avons ainsi trouvé des coefficients de Bézout pour a et b.

3.2.2 Générateurs

3.9.
Les éléments de Z{nZ ne sont pas des éléments de Z ; ce sont des parties de Z. Pour rappel :

rasn “ ta` kn tel que k P Zu. (3.21)
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Pour écrire les éléments de Z{nZ, nous pouvons écrire

trisnui“1,...,n (3.22)

ou
trisn tel que 1 ď i ď nu. (3.23)

Mais attention : l’ensemble
nď

i“1
risn (3.24)

est très différent. Ce dernier ensemble est Z.
PROPooEWREooUOSMsE

Proposition 3.10 ([95]).
Soit n ě 2.

(1) L’ensemble quotient Z{nZ contient n éléments
ITEMooHTRHooDWgXlk

(2) Nous avons Z{nZ “ trksnuk“0,...,n´1.

Démonstration. Nous montrons que

φ : t1, . . . , nu Ñ Z{nZ
k ÞÑ rksn (3.25)

est une bijection.

(1) Injective Supposons que φpkq “ φplq pour k, l P t1, . . . , nu. Il existe t P Z tel que l “ l`tn.
Si t ą 0, alors nous avons

l ` tn ě 1` n ą n, (3.26)

ce qui est impossible parce que k P t0, . . . , nu. Nous montrons de même que t ă 0 est
impossible. Nous en déduisons que t “ 0 et donc que k “ l.

(2) Surjective Soit l P Z. Nous allons montrer que rlsn est dans l’image de φ. Par la division
euclidienne 1.215, il existe q P Z et r ă n (dans N) tels que l “ qn ` r. Nous venons de
prouver que rlsn “ rrsn “ φprq.

Pour le point (2), c’est juste l’image de φ.
PROPooMTWGooEMbvDi

Proposition 3.11 ([95]).
Soit n ě 2 et m P Z. Nous avons équivalence entre ITEMooMCIJooItgSHc

(1) pgcdpn,mq “ 1,
ITEMooMNKCooPnpyye

(2) rmsn engendre le groupe pZ{nZ,`q
ITEMooBPWLooFLdJfr

(3) rmsn est inversible dans
`pZ{nZq˚, ·

˘
.

Démonstration. En trois parties.
(1) (1) implique (2)

Si pgcdpm,nq “ 1, le théorème de Bézout 1.229 donne des u, v P Z tels que um ` vn “ 1,
autrement dit urmsn “ r1sn. Si k est quelconque, nous avons

rksn “ ukrmsn, (3.27)

ce qui signifie que rksn est bien un multiple de rmsn qui est donc générateur.
(2) (2) implique (3)

Si rmsn engendre
`
Z{nZ,`˘, il existe en particulier un multiple de rmsn qui vaut r1sn : il

existe k P Z tel que krmsn “ r1sn.
Nous voyons que rksn est un inverse de rmsn dans

`pZ{nZq˚, ·
˘
.
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(3) (3) implique (1)
Nous supposons que rmsn est inversible dans

`pZ{nZq˚, ·
˘
. C’est à dire qu’il existe k P Z

tel que rksnrmsn “ r1sn. Cela signifie qu’il existe l P Z tel que

km “ 1` ln. (3.28)

Par le théorème de Bézout (pris dans l’autre sens), cela signifie que pgcdpm,nq “ 1.

3.2.3 Décomposition en facteurs premiers
LemPRuUrsD

Lemme 3.12 (Lemme de Gauss).
Soient a, b, c P Z tels que a divise bc. Si a est premier avec c, alors a divise b.

Démonstration. Puisque a est premier avec c, nous avons pgcdpa, cq “ 1 et le théorème de Bé-
zout 1.229 nous donne donc s, t P Z tels que sa ` tc “ 1. En multipliant par b, nous avons
sab ` tbc “ b. Mais les deux termes du membre de gauche sont multiples de a parce que a divise
bc. Par conséquent b est somme de deux multiples de a et donc est multiple de a.

LemAXINooOeuMJZ

Lemme 3.13 (Lemme d’Euclide[96]).
Soient a, b P Z. Si le nombre premier p divise le produit ab, alors p divise a ou b.

Démonstration. Comme p est premier, si il ne divise pas a c’est que pgcdpa, pq “ 1. Dans ce cas le
lemme de Gauss 3.12 implique que p divise b.

LEMooSRFMooHgEMwj

Lemme 3.14.
Soient a, b P N tels que a divise b et b divise a. Alors a “ b.

Le théorème fondamental de l’arithmétique permet de décomposer des nombres en facteurs
premiers.

ThoAJFJooAveRvY

Théorème 3.15 (Décomposition en facteurs premiers[97]).
Tout entier strictement positif peut être écrit comme un produit de nombres premiers d’une unique
façon, à l’ordre près des facteurs.

En d’autres termes, pour tout entier n ą 1, il existe une unique suite finie unique pp1, k1q,. . .ppr, krq
telle que :

(1) les pi sont des nombres premiers tels que, si i ă j, alors pi ă pj ;
(2) les ki sont des entiers naturels non nuls ;
(3) n “śr

i“1 p
ki
i .

Démonstration. Soit n un entier positif. Nous prouvons l’existence d’une décomposition en facteurs
premiers par récurrence. Le nombre n “ 1 est le produit d’une famille finie de nombres premiers :
la famille vide 2.

Supposons que tout entier strictement inférieur à un certain entier n ą 1 est produit de nombres
premiers. Deux possibilités apparaissent pour n : il est premier ou non. Si n est premier, et donc
produit d’un unique entier premier, à savoir lui-même, le résultat est vrai. Si n n’est pas premier,
il se décompose sous la forme kl avec k et l strictement inférieurs à n. Dans ce cas, l’hypothèse de
récurrence implique que les entiers k et l peuvent s’écrire comme produits de nombres premiers.
Leur produit aussi, ce qui fournit une décomposition de n en produit de nombres premiers. Par
application du principe de récurrence, tous les entiers naturels peuvent s’écrire comme produit de
nombres premiers.

2. Voir 1.309.
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Nous prouvons maintenant l’unicité. Prenons deux produits de nombres premiers qui sont
égaux. Prenons n’importe quel nombre premier p du premier produit. Il divise le premier produit,
et, de là, aussi le second. Par le lemme d’Euclide 3.13, p doit alors diviser au moins un facteur dans
le second produit. Mais les facteurs sont tous des nombres premiers eux-mêmes, donc p doit être
égal à un des facteurs du second produit. Nous pouvons donc simplifier par p les deux produits. En
continuant de cette manière, nous voyons que les facteurs premiers des deux produits coïncident
précisément.

LEMooDTQQooYoJABt

Lemme 3.16 ([1]).
Nous notons P l’ensemble des nombres premiers dans N. Soient des suites finies papqpPP et pbpqpPP .
Nous posons

a “
ź

pPP
pap et b “

ź

pPP
pbp . (3.29)

Alors a  b si et seulement si ap ď bp pour tout p.

Démonstration. Dire que a  b signifie qu’il existe s P N tel que as “ b ; le théorème 3.15 nous
permet de décomposer s en s “ś

pPP p
sp . Puisque le produit dans N est commutatif et associatif,

b “ as “
ź

pPP
psp`ap . (3.30)

Par unicité de la décomposition de b (toujours le théorème 3.15), nous en déduisons que bp “
sp ` ap ě ap.

Dans l’autre sens, l’hypothèse ap ď bp implique l’existence de sp ě 0 tels que bp “ ap ` sp. En
posant s “ś

pPP p
sp , nous avons

as “
ź

pPP
psp`ap “

ź

pPP
pbp “ b. (3.31)

Donc a  b.
LEMooGLZHooUcRNgu

Lemme 3.17.
Soient un nombre premier q ainsi que a P Z. Soit un entier n ě 1. Le nombre q divise a si et
seulement si il divise an.

Démonstration. Nous numérotons les nombres premiers pi pour que p1 soit q. La décomposition
en nombre premiers du théorème 3.15 nous dit que

a “ qa1
ź

i‰1
pai
i (3.32)

et
an “ qna1

ź

i‰1
pnai
i (3.33)

Nous avons équivalence entre les énoncés suivants :
— q divise a
— a1 ‰ 0
— na1 ‰ 0 (parce que n ‰ 0)
— q divise an.

CORooWBSQooQOEmaC

Corolaire 3.18.
Si n P N n’est pas une puissance d’un nombre premier, alors il existe a, b P N tels que pgcdpa, bq “ 1
et n “ ab.
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Démonstration. Si n n’est pas une puissance d’un nombre premier, alors le théorème 3.15 de
décomposition en nombres premiers dit que

n “
rź

i“1
pki
i (3.34)

avec au moins r “ 2, et les ki non nuls. En prenant a “ pk1
1 et b “ śr

i“2 p
ki
i nous avons bien

n “ ab. Montrons que a et b n’ont pas de diviseurs communs. Soit, par l’absurde, q un diviseur
premier commun à a et b.

Vu que q divise pk1
1 , le nombre q divise p1 par le lemme 3.17. Étant donné que q divise

śr
i“2 p

ki
i ,

il divise au moins un des facteurs (lemme d’Euclide 3.13). Disons que q divise pki
i . Dans ce cas q

divise pi.
Donc q divise pi et p1 et donc q “ 1 parce que pi et p1 sont des nombres premiers distincts.

LEMooBJVJooFyuFeN

Lemme 3.19 ([1]).
Dans N, le pgcd 3 et le ppcm sont uniques.

Démonstration. Supposons que δ1 et δ2 soient des pgcd de la partie S. Puisque δ1  S, nous avons
δ1  δ2 parce que δ2 est un pgcd. Le même raisonnement, inversant δ1 et δ2 montre que δ2  δ1.
Si papq sont les éléments de la décomposition de δ1 et pbpq ceux de δ2, alors le lemme 3.16 nous
indique que ap ď bp et bp ď ap, ce qui implique que ap “ bp.

La démonstration pour le ppcm s’effectue selon le même principe.
LEMooJIGRooARiIPC

Lemme 3.20.
Soit une partie S de N.

(1) Le pgcd de S est le plus grand élément de N divisant tous les éléments de S.
(2) Le ppcm de S est le plus petit élément de N que tous les éléments de S divisent.

LEMooEVIZooPAkQZW

Lemme 3.21 ([1]).
Soient a, b P Z et k P N tels que ab “ qk et pgcdpa, bq “ 1. Alors il existe α, β P Z tels que a “ αk

et b “ βk.

Démonstration. Nous décomposons a, b et q en facteurs premiers suivant le théorème 3.15 :

a “
ź

i

pai
i (3.35a)SUBEQooBJEQooDiWbYgSUBEQooBJEQooDiWbYg

b “
ź

i

pbi
i (3.35b)

q “
ź

i

pqi
i . (3.35c)

D’un part, en utilisant la commutativité et l’associativité du produit,

ab “
ź

i

pai`bi
i . (3.36)

D’autre part, puisque ab “ qk, nous avons

ab “ p
ź

i

pqi
i qk “

ź

i

pkqi
i . (3.37)

En vertu de l’unicité de la décomposition en facteurs premiers, pour chaque i nous avons

ai ` bi “ kqi. (3.38)

3. Le pgcd et ppcm sont définis dans 1.182.
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Comme a et b sont premiers entre eux, si ai ‰ 0 alors bi “ 0 et inversement. Prenons un i tel que
ai ‰ 0. Alors bi “ 0 et nous avons ai “ kqi. Idem pour les bi.

Donc tous les ai et les bi qui sont non nuls sont des multiples de k. Nous posons ai “ ksi et
nous reportons dans (3.35a) :

a “
ź

i

pksi
i “ p

ź

i

psi
i qk, (3.39)

de telle sorte que a soit une puissance ke. La même chose tient pour b.
PROPooNQBOooHWqTvs

Proposition 3.22.
Soient a, b P Zzt0u décomposés en a “ś

pPP p
ap et b “ś

pPP p
bp. En posant

mp “ mintap, bpu (3.40a)
Mp “ maxtap, bpu, (3.40b)

nous avons

pgcdpa, bq “
ź

pPP
pmp (3.41a)

ppcmpa, bq “
ź

pPP
pMp . (3.41b)

Pour rappel, la définition de pgcd et ppcm sont dans 1.182.

Démonstration. Nous commençons par le pgcd. Nous notons δ “ś
pPP p

mp et nous prouvons que
δ est un pgcd de ta, bu. Il y a deux propriétés à vérifier.

(1) δ divise a et b Puisque mp “ mintap, bpu, nous avons mp ď ap et mp ď bp. Le lemme 3.16
nous dit alors que δ  a et δ  b.

(2) Si s divise a et b De même, si s  a et s  b, nous avons sp ď ap et sp ď bp, ce qui montre
que sp ď mp et donc que s  δ.

Pour le ppcm, nous posons µ “ś
pPP p

Mp , et nous prouvons que µ est un ppcm de ta, bu.
(1) a et b divisent µ Pour tout p, nous avons Mp ě ap. Le lemme 3.16 implique que a  µ.

Idem pour b, donc tous les éléments de ta, bu divisent µ.
(2) Si a et b divisent r Supposons que a et b divisent un certain nombre r. Alors ap ď rp et

bp ď rp. Donc rp ě maxtap, bpu “Mp. Nous en déduisons que µ  r.
Puisque les pgcd et ppcm sont uniques (lemme 3.19), nous avons prouvé que δ et µ sont les

nombres recherchés.
CORooQIMHooUzLUJY

Corolaire 3.23.
Soit un nombre premier p. Un élément m P Z˚ vérifie pgcdpm, pnq ‰ 1 si et seulement si m “ qp
pour un certain q.

Démonstration. Nous considérons les décompositions en facteurs premiers m “ ś
sPP s

as et pn “ś
sPP s

bs . Par la partie unicité du théorème 3.15, nous savons que bs “ 0 pour s ‰ p et bp “ n.
Nous prenons ensuite l’expression du pgcd donné par la proposition 3.22 :

pgcdpm, pnq “
ź

sPP
smintas,bsu. (3.42)

Le minimum est toujours zéro lorsque s ‰ p, donc pgcdpm, pnq “ pmintas,nu.
Nous avons donc pgcdpm, pnq ‰ 1 si et seulement si ap ‰ 0. Mais ap ‰ 0 si et seulement si m

est un multiple de p.
LemheKdsa

Lemme 3.24.
Un entier n ě 1 se décompose de façon unique en produit de la forme n “ qm2 où q est un entier
sans facteurs carrés et m, un entier.



340 CHAPITRE 3. ANNEAUX

Démonstration. Pour n “ 1, c’est évident. Nous supposons n ě 2.
En ce qui concerne l’existence, nous décomposons n en facteurs premiers 4 et nous séparons les

puissances paires des puissances impaires :

n “
rź

i“1
p2αi
i

sź

j“1
q

2βj`1
j (3.43a)

“
˜

rź

i“1
p2αi
i

sź

j“1
q2βj

¸

looooooooooomooooooooooon
m2

sź

j“1
qj

loomoon
q

. (3.43b)

Nous passons à l’unicité. Supposons que n “ q1m2
1 “ q2m2

2 avec q1 et q2 sans facteurs carrés
(dans leur décomposition en facteurs premiers). Soit d “ pgcdpm1,m2q et k1, k2 définis par m1 “
dk1, m2 “ dk2. Par construction, pgcdpk1, k2q “ 1. Étant donné que

n “ q1d
2k2

1 “ q2d
2k2

2, (3.44)EqWPOttoEqWPOtto

nous avons q1k2
1 “ q2k2

2 et donc k2
1 divise q2k2

2. Mais k1 et k2 n’ont pas de facteurs premiers en
commun, donc k2

1 divise q2, ce qui n’est possible que si k1 “ 1 (parce que k2
1 n’a que des facteurs

premiers alors que q2 n’en a pas). Dans ce cas, d “ m1 et m1 divise m2. Si m2 “ lm1 alors
l’équation (3.44) se réduit à n “ q1m2

1 “ q2l2m2
1 et donc

q1 “ q2l
2, (3.45)

ce qui signifie l “ 1 et donc m1 “ m2.

Les nombres premiers ne sont pas si rares que ça dans N. Nous allons voir dans 15.118 que
la somme des inverses des nombres premiers diverge. Pour comparaison, la somme des inverses
des carrés converge par la proposition 11.123. Il y a donc, dans un certains sens, plus de nombres
premiers que de carrés ; dans un autre sens, il y en a autant : une infinité dénombrable.

3.2.4 Ordre d’un élément dans un groupe fini

Voir plus d’informations dans la partie 5.2 sur les groupes monogènes.
LEMooRFKQooWTdYcr

Lemme 3.25 ([1]).
Si g est un élément d’ordre s, et si gr “ e, alors s  r.

THOooSUWKooICbzqM

Théorème 3.26 (Théorème de Cauchy[98, 99]).
Soit G, un groupe cyclique d’ordre n. Si d divise n, alors G possède un unique sous-groupe d’ordre
d.

En particulier, G possède des éléments de tous les ordres divisant n.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Existence L’hypothèse est que G est un groupe cyclique. Donc nous pouvons considérer

une générateur g de G. Nous considérons Hd “ grpgn{dq, et nous prouvons que Hd est un
sous-groupe d’ordre d.
D’abord nous avons pgn{dqd “ gn “ e. Donc |Hd| ď d. Pour prouver que |Hd| ě d, nous
supposons par l’absurde qu’il existe k ă d tel que pgn{dqk “ e. Nous aurions alors gnk{d “ e
avec nk{d ă n, ce qui contredirait que g est générateur d’un groupe d’ordre n.

(2) Unicité Soit H, un sous-groupe de G d’ordre d. Nous allons prouver que H “ grpgn{dq. Vu
que H et Hd ont le même cardinal, il suffira de montrer que H Ă Hd pour avoir H “ Hd.

4. Théorème 3.15.



3.2. PGCD, PPCM ET ÉLÉMENTS INVERSIBLES 341

Vu que teu est l’unique sous-groupe d’ordre 1, nous supposons que d ą 1. Soit h ‰ e dans
H. Vu que g est générateur de G, il existe k P N˚ tel que gk “ h. Vu que H est d’ordre d,
nous avons hd “ e (corolaire 2.14). Donc

gkd “ e. (3.46)

Le lemme 3.25 dit alors que n  kd. Soit t P N˚ tel que nt “ kd ; nous pouvons écrire k “ tn{d
et récrire gk “ h avec cette valeur de k :

h “ gtn{d “ pgn{dqt P grpgn{dq. (3.47)

Vu que h a été pris arbitrairement dans H, nous en déduisons que H Ă grpgn{dq.

Le lemme suivant indique que sous hypothèse de commutativité, l’ordre d’un élément est une
notion multiplicative.

LemyETtdy

Lemme 3.27 ([100]).
Soit G un groupe et a, b P G tels que ab “ ba d’ordres respectivement r et s, deux nombres premiers
entre eux. Alors l’élément ab est d’ordre rs.

Démonstration. Étant donné que pabqrs “ arsbrs “ 1, l’ordre de ab divise rs. Et comme r et s sont
premiers entre eux, l’ordre de ab s’écrit sous la forme r1s1 avec r1  r et s1  s. Nous avons

ar1s1br1s1 “ pabqr1s1 “ 1, (3.48)

que nous élevons à la puissance r2 où r2 est défini en posant r “ r1r2 :

ars1brs1 “ 1. (3.49)

Et comme ars1 “ 1, nous concluons que brs1 “ 1. Donc s  rs1. Par le lemme de Gauss 3.12, nous
avons en fait s  s1. Puisqu’on a aussi s1  s, nous avons s “ s1.

Le même type d’argument donne r “ r1, et finalement l’ordre de ab est r1s1 “ rs.
LemSkIOOG

Lemme 3.28 ([59]).
Un sous-groupe d’indice 2 est un sous-groupe normal.

Démonstration. Si H est un tel sous-groupe d’un groupe G, alors G possède exactement deux
classes à gauche par rapport à H (théorème de Lagrange 2.13) et se partitionne donc en deux
parties : G “ H Y xH avec x R H. De même pour les classes à droite : G “ H YHx. Puisque la
classe à droite Hx n’est pas H, on a xH “ Hx, et H est normal dans G par la proposition 1.258.

PropubeiGX

Lemme 3.29 ([101]).
Soit H, un sous-groupe normal d’indice m de G. Alors pour tout a P G nous avons am P H.

Démonstration. Par définition de l’indice, le groupe G{H est d’ordre m. Donc si ras P G{H, nous
avons rasm “ res, ce qui signifie rams “ res, ou encore am P H.

PROPooVWVIooQzuAlA

Proposition 3.30 ([101]).
Soit un groupe fini G et H, un sous-groupe normal d’ordre n et d’indice m avec m et n premiers
entre eux. Alors H est l’unique sous-groupe de G à être d’ordre n.

Démonstration. Soit H 1 un sous-groupe d’ordre n. Si h P H 1 alors hn “ 1 et hm P H par le lemme
3.29. Étant donné que m et n sont premiers entre eux, par le théorème de Bézout 1.229, il existe
a, b P Z tels que

am` bn “ 1. (3.50)
Et donc, h “ h1 “ phmqaphnqb. En tenant compte du fait que hn “ 1 et hm P H, nous avons h P H.
Ce que nous venons de prouver est que H 1 Ă H et donc que H “ H 1 parce que |H 1| “ |H| “
|G|{m.
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3.31.
Notons que cette proposition ne dit pas qu’il existe un sous-groupe d’ordre n et d’indice m. Il dit
juste que si il y en a un et si il est normal, alors il n’y en a pas d’autre.

LemqAUBYn

Lemme 3.32.
L’ensemble des ordres d’un groupe commutatif est stable par PPCM 5.

Autrement dit, si x P G est d’ordre r et si y P G est d’ordre s, alors il existe un élément d’ordre
ppcmpr, sq.
Démonstration. Soit m “ ppcmpr, sq. Afin d’écrire m sous une forme pratique, nous considérons
les décompositions en facteurs premiers de r et s :

r “
kź

i“1
pαi
i (3.51a)

s “
kź

i“1
pβi
i (3.51b)

où tpiui“1,...,k est l’ensemble des nombres premiers arrivant dans les décompositions de r et de s.
Si nous posons

r1 “
kź

i“1
αiąβi

pαi
i (3.52a)

s1 “
kź

i“1
αiďβi

pβi
i , (3.52b)

alors ppcmpr, sq “ r1s1 et r1 et s1 sont premiers entre eux. L’élément xr{r1 est d’ordre r1 et l’élément
ys{s1 est d’ordre s1. Maintenant nous utilisons le fait que G soit commutatif et le lemme 3.27 pour
conclure que l’ordre de xr{r1

ys{s1 est r1s1 “ m.

3.2.5 Écriture des fractions
THOooWYQVooRBaAAM

Théorème 3.33 ([102]).
Tout élément de Q` s’écrit de façon unique comme quotient de deux entiers premiers entre eux.

Démonstration. En deux parties 6

(1) Unicité Supposons avoir a
b “ c

d avec pgcdpa, bq “ pgcdpc, dq “ 1. Nous avons

ad “ bc (3.53)

donc
(1a) a divise bc mais est premier avec b donc a divise c par le lemme de Gauss 3.12.
(1b) c divise ad mais est premier avec d donc c divise a par le lemme de Gauss 3.12.
En conclusion a divise c et c divise a, ergo 7 a “ c. L’égalité b “ d est alors immédiate.

(2) Existence Soit le quotient a
b . Nous avons

a

b
“ a{ pgcdpa, bq
b{pgcdpa, bq , (3.54)

qui est encore un quotient d’entiers parce que pgcdpa, bq divise aussi bien a que b. Il faut
montrer que les nombres a{ pgcdpa, bq et b{pgcdpa, bq sont premiers entre eux. Pour cela

5. Définition 1.182.
6. Définitions des pgcd et ppcm en 1.182.
7. Lemme 3.14.
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nous supposons que k est un diviseur commun. En particulier, les nombres a{k pgcdpa, bq et
b{k pgcdpa, bq sont des entiers, ce qui fait que k pgcdpa, bq est un diviseur commun de a et b.
Étant donné que pgcdpa, bq est le plus grand tel diviseur, nous devons avoir k pgcdpa, bq “
pgcdpa, bq c’est-à-dire que k “ 1. Donc les nombres a{pgcdpa, bq et b{pgcdpa, bq sont premiers
entre eux.

PROPooWBFJooWisSZX

Proposition 3.34 ([1]).
Soient l, l, d1, d2 P N tels que

k

d1
“ l

d2
(3.55)

avec pgcdpk, d1q “ 1.
Alors

(1) d1 ď d2

(2) d1 “ d2
pgcdpl,d2q .

PROPooRZDDooLJabov

Proposition 3.35.
Les entiers p et q sont premiers entre eux 8 si et seulement si p2 et q2 sont premiers entre eux.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Nous supposons que p2 et q2 ne sont pas premiers entre eux. Donc il existe δ divisant

p2 et q2. Si δ1 est un facteur premier de δ, alors δ1 divise δ et donc aussi p2 et q2. Le lemme
3.17 implique que δ divise p et q. Donc p et q ne sont pas premiers entre eux.

(2) ð Si p2 et q2 sont premiers entre eux, par le théorème de Bézout 1.229 il existe a, b P Z
tels que

ap2 ` bq2 “ 1 (3.56)

Dans ce cas, papqp ` pbqqq “ 1, ce qui montre (par encore Bézout, mais l’autre sens) que p
et q sont premiers entre eux.

Une des conséquences de ces résultats sera le fait que
?
n est irrationnelle dès que n n’est pas

un carré parfait, théorème 3.36.
Nous avons déjà vu dans la proposition 1.393 que

?
2 était irrationnel. En fait le théorème

suivant va nous montrer que le nombre
?
n est soit entier, soit irrationnel.

THOooYXJIooWcbnbm

Théorème 3.36.
Soit n P N. Le nombre

?
n est rationnel si et seulement si n est un carré parfait.

Démonstration. Supposons que
?
n soit rationnel. Le théorème 3.33 nous donne p, q P N premiers

entre eux tels que
?
n “ p{q. La proposition 3.35 nous enseigne de plus que p2 et q2 sont premiers

entre eux. Nous avons
p2 “ nq2. (3.57)

Le nombre q est alors un diviseur commun de q2 et de p. Donc q “ 1 et n “ p2 est un carré
parfait.

3.2.6 Équation diophantienne linéaire à deux inconnues
subsecZVKNooXNjPSf

Soient a, b et c des entiers naturels donnés. Nous considérons l’équation

ax` by “ c (3.58)EqTOVSooJbxlIqEqTOVSooJbxlIq

à résoudre[103] pour px, yq P N2.

8. Premiers entre eux, définition 1.252.
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Si a ou b est nul, c’est facile ; nous supposons donc que a et b sont tous deux non nuls. Nous
commençons par simplifier l’équation en cherchant les diviseurs communs. Soit d “ pgcdpa, bq et
notons a “ da1, b “ db1. Nous avons déjà l’équation

dpa1x` b1yq “ c, (3.59)

et donc si c n’est pas un multiple de d, il n’y a pas de solution 9. Si par contre c est un multiple de
d alors nous écrivons c “ c1d et l’équation devient

a1x` b1y “ c1 (3.60)

C’est maintenant que nous utilisons le théorème de Bézout 1.229 : puisque a1 et b1 sont premiers
entre eux, nous avons la relation a1u ` b1v “ 1 pour certains 10 nombres entiers u et v. Nous
récrivons notre équation sous la forme a1x` b1y “ c1pa1u` b1vq et rassemblons les termes :

a1px´ c1uq “ b1pc1v ´ yq. (3.61)

C’est-à-dire que si px, yq est une solution, alors a1 divise b1pc1v ´ yq. Mais comme a1 et b1 sont
premiers entre eux, le nombre a1 doit forcément 11 diviser c1v ´ y. Disons c1v ´ y “ ka1. Alors
a1px´ c1uq “ b1ka1 et donc

x “ b1k ` c1u. (3.62)

Nous trouvons alors une expression pour y en injectant ce résultat dans a1x`b1y “ c1 et en utilisant
le théorème de Bézout : a1c1u “ p1 ´ b1vqc1. Au final nous avons prouvé que toutes les solutions
sont de la forme EqYCQVooZzHuRq

"
x “ b1k ` c1u (3.63a)
y “ vc1 ´ a1k (3.63b)

avec k P Z. Si nous ne voulons réellement que les solutions dans N et non dans Z, il faut seulement
un peu restreindre les valeurs de k. Il en reste un nombre fini parce que l’équation pour x borne k
vers le bas tandis que celle pour y borne k vers le haut.

Par ailleurs, il est très vite vérifié que tous les couples px, yq de la forme (3.63) sont solutions.

Exemple 3.37.
Résoudre l’équation 2x` 6y “ 52.

Nous pouvons factoriser 2 dans le membre de gauche et simplifier alors toute l’équation par 2 :

x` 3y “ 26. (3.64)

Nous cherchons une relation de Bézout pour u`3v “ 1. Ce n’est heureusement pas très compliqué :
u “ ´5, v “ 2. Nous pouvons alors écrire

x` 3y “ 26ˆ p´5` 3ˆ 2q, (3.65)

et donc x` 5ˆ 26 “ ´3py ´ 26ˆ 2q, et en posant k “ y ´ 26ˆ 2 nous avons

x “ ´3k ´ 130. (3.66)

En injectant nous trouvons l’équation 3y ´ 3k ´ 130 “ 26 et donc

y “ 52` k. (3.67)

△
9. Exemple : 8x` 2y “ 9. Le membre de gauche est certainement un nombre pair et il n’y a donc pas de solution.

10. Nous avons décrit un algorithme pour les trouver en démontrant l’équation 3.20.
11. C’est Gauss 3.12 qui le dit, et vous savez que lorsque Gauss dit, c’est forcément vrai.
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3.2.7 Quotients

Nous écrivons a “ b mod p essentiellement si il existe k P Z tel que b` kp “ a. Plus générale-
ment nous notons rasp “ ta ` kp|k P Zu et l’écriture « a “ n mod p » peut tout autant signifier
a “ rbsp que a P rbsp. La différence entre les deux est subtile mais peut de temps en temps valoir
son pesant d’or.

Proposition 3.38.
Soit n P N. Le groupe pZ{nZ,`q est monogène. Si n ‰ 0, il est cyclique d’ordre n.

Démonstration. Nous considérons la surjection canonique µ : Z Ñ Z{nZ. Si a P Z, alors µpaq “
aµp1q. Par conséquent Z{nZ “ gr

`
µp1q˘ parce que tout groupe contenant µp1q contient tous les

multiples de µp1q, et par conséquent contient µpZq “ Z{nZ.
Soit x P Z{nZ et considérons x0, le plus petit naturel représentant x. Nous notons x “ rx0s.

Le théorème de la division euclidienne 1.215 donne l’existence de q et r avec 0 ď r ă n et q ě 0
tels que

x0 “ nq ` r. (3.68)
Nous avons rx0s “ rrs “ µprq parce que x0´r est un multiple de n. Nous avons donc rx0s P µpNn´1q.
Par conséquent

Z{nZ “ µpZq “ µpNn´1q. (3.69)
La restriction µ : Nn´1 Ñ Z{nZ est donc surjective. Montrons qu’elle est également injective. Si
µpx0q “ µpx1q, alors x1 “ x0 ` kn. Si nous supposons que x1 ą x0, alors k ą 0 et si x0 P Nn´1,
alors x1 ą n´ 1.

L’ordre de Z{nZ est donc le même que le cardinal de Nn´1, c’est-à-dire n. Le groupe Z{nZ est
donc fini, d’ordre n et monogène parce que Z{nZ “ grpµp1qq. Il est donc cyclique.

Lemme 3.39 ([104]).
Soit q P N avec q ě 2. Soient n, d P N tels que qd ´ 1  qn ´ 1. Alors d  n.

Démonstration. Par le théorème de division euclidienne 1.215, il existe a, b P Z tels que n “ ad` b
avec 0 ď b ă d. En remarquant que qd P r1sqd´1 nous avons

qn “ pqdqaqb P r1sqd´1q
b “ rqbsqd´1. (3.70)

Pour cela nous avons utilisé d’abord le fait que si a P rzsk, alors an P rznsk et ensuite le fait que
r1skx “ rxsk. D’autre part l’hypothèse qd ´ 1  qn ´ 1 implique

qn P r1sqd´1. (3.71)

Par conséquent le nombre qn est à la fois dans rqbsqd´1 et dans r1sqd´1. Cela implique que

r1sqd´1 “ rqbsqd´1, (3.72)

ou encore que qb P r1sqd´1 ou encore que qd ´ 1  qb ´ 1.
Étant donné que b ă d et que q ě 2, nous avons que qb ´ 1 ă qd ´ 1 ; donc pour que qd ´ 1

divise qb ´ 1, il faut que qb ´ 1 soit zéro, c’est-à-dire b “ 0.
Mais dire b “ 0 revient à dire que d  n, ce qu’il fallait démontrer.

3.3 Binôme de Newton et morphisme de Frobenius
DEFooHXNFooOBKgqD

Définition 3.40 (Coefficient binomial).
Soient des entiers n et k avec k ď n. Nous définissons coefficients binomiaux par

ˆ
n

k

˙
“ n!
k!pn´ kq! . (3.73)EQooJJYGooTvmSAtEQooJJYGooTvmSAt

Lorsque α est un multiindice, la factorielle α! et les coefficients binomiaux sont définis en 3.47.
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LEMooHWMNooIINsxu

Lemme 3.41.
Un formule pour les coefficients binomiaux :

ˆ
n

k

˙
`
ˆ

n

k ´ 1

˙
“
ˆ
n` 1
k

˙
(3.74)

Démonstration. Simple mise au même dénominateur :
n!

k!pn´ kq! `
n!

pk ´ 1q!pn´ k ` 1q! “
n!pn´ k ` 1q ` n!k
k!pn´ k ` 1q! “ n!pn` 1q

k!pn` 1´ kq! . (3.75)

LEMooUTDTooXAmvdF

Lemme 3.42 ([1]).
Nous considérons ces deux ensembles :

A “ tI “ pi1, . . . , ikq tel que 1 ď i1 ă . . . ă ik ď nu (3.76a)
C “ ␣

parties de cardinal k dans t1, . . . , nu(. (3.76b)

Il existe une bijection entre A et C.
Nous avons de plus 12

CardpAq “ CardpCq “
ˆ
n

k

˙
(3.77)EQooSPVNooHoPnOeEQooSPVNooHoPnOe

PropBinomFExOiL

Proposition 3.43 (Formule binomiale[105]).
Pour tout x, y P R et n P N, nous avons

px` yqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk (3.78)EqNewtonBEqNewtonB

où les coefficients binomiaux sont donnés dans le lemme 3.42.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. La vérification pour n “ 0 et n “ 1 se fait
aisément pour peu que l’on se rappelle que x0 “ 1 et que 0! “ 1, ce qui donne entre autres

`0
0
˘ “ 1.

Supposons que la formule (3.78) soit vraie pour n ě 1, et prouvons la pour n` 1. Nous avons EqBinTrav

px` yqn`1 “ px` yq·
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk (3.79a)SUBEQooBEUCooHSRtugSUBEQooBEUCooHSRtug

“
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´k`1yk `

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk`1 (3.79b)SUBEQooRURMooGVIbbLSUBEQooRURMooGVIbbL

“ xn`1 `
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´k`1yk `

n´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk`1 ` yn`1. (3.79c)

Notez le passage de (3.79a) à (3.79b) qui demande la commutativité de la multiplication. La formule
binomiale ne se généralise pas de façon directe à un anneau non commutatif.

La seconde grande somme peut être transformée en posant i “ k ` 1 :
n´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´kyk`1 “

nÿ

i“1

ˆ
n

i´ 1

˙
xn´pi´1qyi´1`1, (3.80)

dans lequel nous pouvons immédiatement renommer i par k. En remplaçant dans la dernière
expression de (3.79), nous trouvons

px` yqn`1 “ xn`1 ` yn`1 `
nÿ

k“1

„ˆ
n

k

˙
`
ˆ

n

k ´ 1

˙ȷ
xn´k`1yk. (3.81)

La thèse découle maintenant de la formule du lemme 3.41.
12. Pour le coefficient binomial, définition 3.40.



3.3. BINÔME DE NEWTON ET MORPHISME DE FROBENIUS 347

LEMooLPCXooYIzJsD

Lemme 3.44 ([1]).
Si n ě k nous avons

n!
k!pn´ kq! ď

nk´1

k! . (3.82)

Démonstration. Nous décomposons le produit définissant n! en les facteurs entre 1 et n´k et ceux
entre n´ k ` 1 et n :

n! “ pn´ kq!
nź

i“n´k`1
i ď nk´1pn´ kq!. (3.83)

Donc
n!

k!pn´ kq! ď
nk´1

k! . (3.84)

Tant que nous sommes à démontrer des égalités, en voici une.
LEMooLPOQooICJYdV

Lemme 3.45 ([106]).
Pour a, b P R et n P N nous avons

an ` p´1qn´1bn “ pa` bq
n´1ÿ

k“0
p´1qkan´1´kbk. (3.85)

Démonstration. C’est un simple calcul :

pa` bq
n´1ÿ

k“0
p´1qkan´1´kbk “

n´1ÿ

k“0
p´1qkan´kbk `

n´1ÿ

k“0
p´1qkan´k´1bk`1 (3.86a)

“ an `
n´1ÿ

k“1
p´1qkan´kbk `

n´2ÿ

k“0
p´1qkan´k´1bk`1 ` p´1qn´1bn (3.86b)SUBEQooUCIBooKsuEbhSUBEQooUCIBooKsuEbh

“ an ` p´1qn´1bn (3.86c)SUBEQooLTIHooZPMwVFSUBEQooLTIHooZPMwVF

Justifications.

— Pour (3.86b). Dans la première somme, nous avons séparé le terme k “ 0 et dans la seconde
nous avons séparé le terme k “ n´ 1

— Pour (3.86c). Dans la seconde somme, décaler les termes pour sommer de 1 à n ´ 1 et
remarquer que ce qu’on obtient annule la première somme.

Propqrrdem

Proposition 3.46.
Soit A un anneau commutatif de caractéristique première p. Alors σpxq “ xp est un automorphisme
de l’anneau A. Nous avons la formule

pa` bqp “ ap ` bp (3.87)

pour tout a, b P A.

Démonstration. Nous utilisons la formule du binôme de la proposition 3.43 et le fait que les coef-
ficients binomiaux non extrêmes sont divisibles par p et donc nuls.
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3.3.1 Théorème multinomial
DEFooCQPRooFeWeOS

Définition 3.47 (multiindices[107]).
Un multiindice pour Rn est un élément de Nn. Sa taille est définie par

|α| “
ÿ

i

αi. (3.88)

Nous disons que β ď α lorsque βi ď αi pour tout i.
Nous définissons sa factorielle par

α! “
nź

k“1
pαk!q “ α1!ˆ . . .ˆ αn!. (3.89)

En ce qui concerne les coefficients binomiaux, nous posons

ˆ
α

β

˙
“ α!
pα´ βq!β! “

nź

i“1

ˆ
αi
βi

˙
. (3.90)EQooKBURooKFBxntEQooKBURooKFBxnt

Si x P Rn et si α P Nn, nous notons

xα “
nź

i“1
xαi
i . (3.91)

THOooNHAUooQvuytn

Théorème 3.48 (Théorème multinomial[107]).
Soit x P Rn, et α P Nn. Nous avons

px1 ` . . .` xnqk “
ÿ

αPNn

|α|“k

k!
α!x

α. (3.92)

Démonstration. Le cas n “ 2 est la formule binomiale 3.43 :

px1 ` x2qk “
kÿ

l“0

ˆ
k

l

˙
xl1x

k´l
2 (3.93a)

“
kÿ

l“0

k!
l!pk ´ lq!x

l
1x
k´l
2 (3.93b)

“
ÿ

α1`α2“k

k!
α1!α2!x

α1
1 xα2

2 (3.93c)

“
ÿ

αPN2
|α|“k

k!
α!x

α. (3.93d)

Et maintenant, nous faisons une récurrence sur n, en tenant k fixé. Nous supposons que la formule
est démontrée pour tout n ď N , et nous allons avec N ` 1. Soit x “ px1, . . . , xN`1q, et posons
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y “ px1, . . . , xN q. Nous avons

px1 ` . . .` xN`1qk “
`px1 ` . . .` xN q ` xN`1

˘k (3.94a)

“
ÿ

i`j“k

k!
i!j!px1 ` . . .` xN qixjN`1 (3.94b)

“
ÿ

i`j“k

k!
i!j!

ÿ

αPNN

|α|“i

xjN`1
i!
α!y

α (3.94c)

“
kÿ

j“0

ÿ

αPNN

|α|“k´j

xN`1
k!
j!

1
α!y

α (3.94d)

“
ÿ

βPNN`1

|β|“k

k!
βN`1!α!x

βN`1
N`1 x

α1
1 . . . xαN

N cf. justif. (3.94e)SUBEQooTQFGooHyUhCiSUBEQooTQFGooHyUhCi

“
ÿ

βPNN`1

|β|“k

xβ
k!
β! . (3.94f)

Justification pour (3.94e). Les deux sommes ensemble font une somme sur tous β “ pα, jq P NN`1

avec |β| “ |α| ` j “ pk ´ jq ` j “ k.
LEMooBSYRooDboTor

Lemme 3.49 ([1]).
Soit une application f : Nn Ñ R. Nous avons

ÿ

αPNn

|α|“2

1
α!fpαq “

1
2
ÿ

k,l

fpek ` elq. (3.95)

Démonstration. Nous avons

tα P Nn tel que |α| “ 2u “ tek ` el tel que k, l “ 1, . . . , nu, (3.96)

mais nous ne pouvons pas sommer en faisant
ř
αPN2
|α|“2

“ ř
k,l parce que à droite, les termes pk, lq et

pl, kq sont identiques.
Au lieu de ça, remarquons que nous avons une bijection

φ : tpk, lq P t1, . . . , nu2 tel que k ď nu Ñ tek ` eluk,l“1,...,n

pk, lq ÞÑ ek ` el.
(3.97)

Prouvons que cette application est injective. Si φpk, lq “ φps, tq, alors ek ` el “ es` et. Le produit
scalaire avec ek donne

1` δkl “ δst ` δtk. (3.98)

(1) Si k ă l Alors 1 “ δsk ` δtk. Nous avons donc forcément k “ s ou k “ t, mais pas les deux
en même temps.

(1a) Si s “ k Dans ce csa t ‰ k, et nous avons ek ` el “ ek ` et, donc el “ et et donc l “ t.
Nous avons donc pk, lq “ ps, tq, ce qu’il fallait.

(1b) Si t “ k Alors el “ es et donc l “ s, ce qui donnerait pk, lq “ pl, kq, ce qui est impossible
parce que k ă l.

(2) Si k “ l Alors 2ek “ es`tt. Le produit scalaire avec ek donne 2 “ δsk`δtk et donc s “ t “ k.
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Nous pouvons donc sommer de la façon suivante :
ÿ

αPNn

|α|“2

1
α!fpαq “

ÿ

kďl

1
pek ` elq!fpek ` elq (3.99a)

“
ÿ

kăl
fpek ` elq `

ÿ

k

1
2fp2ekq (3.99b)

“ 1
2
ÿ

k‰l
fpek ` elq `

ÿ

k

1
2fp2ekq cf. justif. (3.99c)SUBEQooZERNooOeAAgbSUBEQooZERNooOeAAgb

“ 1
2
ÿ

k,l

fpek ` elq. (3.99d)

Justification pour (3.99c). Nous avons fpel` elq “ fpel` ekq. Donc
ř
kăl fpek ` elq “

ř
kąl fpek `

elq.

3.4 Polynômes de plusieurs variables
DEFooZNHOooCruuwI

Définition 3.50.
L’ensemble des polynôme de n variables sur l’anneau A est ApNnq, c’est-à-dire l’ensemble des
suites indexées par Nn et dont seulement une quantité finie de coefficients sont non nuls.

Le produit sur ArX1, . . . , Xns est défini par

pPQqpk1, . . . , knq “
ÿ

pl1,...,lnq,pm1,...,mnqPNnˆNn

li`mi“ki

Pl1,...,lnQm1,...,mn . (3.100)

3.51.
Dans ArX1, . . . , Xns, la multiplication n’est pas la multiplication de fonctions Nn Ñ K, parce que
le but est d’obtenir la multiplication usuelle au niveau des évaluations.

Définition 3.52.
Si P est un polynôme de n variables sur A, et si px1, . . . , xnq P An, l’évaluation de P sur
px1, . . . , xnq est

P px1, . . . , xnq “
ÿ

pk1,...,knqPNn

Pk1,...,knx
k1
1 . . . xkn

n . (3.101)

Notez que la somme, bien que sur Nn, est une somme finie.

3.53.
Comme dans le cas des polynômes d’une seule variable, les Xi dans la notation ArX1, . . . , Xns sont
à prendre à la légère. L’anneau des polynômes de n variables sur A aurait mieux fait d’être noté
par exemple par PnpAq.

Le fait est que nous avons les polynômes élémentaires définis par

X1pk1, . . . , knq “
#

1 si pk1, . . . , knq “ p1, 0 . . . , 0q
0 sinon.

(3.102)

et que l’anneau des polynômes peut être vu comme A (les polynômes constants) étendus par les
Xi.

Quoi qu’il en soit, les Xi dans la notation ArX1, . . . , Xns sont des indices muets. L’anneau
ArX1, . . . , Xns est exactement le même que ArT1, . . . , Tns.

3.4.1 Divisibilité et classes d’association
DivisibiliteAnneauxIntegresDefrXUixs

Définition 3.54.
On dit de deux éléments a, b P A qu’ils sont associés si il existe un inversible u P A tel que a “ ub.

La classe d’association d’un élément a P A est l’ensemble des éléments qui lui sont associés.
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LemRmVTRq

Lemme 3.55.
Si A est un anneau intègre et si a, b P A sont deux éléments vérifiant a  b et b  a, alors ils sont
associés, c’est-à-dire qu’il existe un inversible u P A tel que a “ ub.

Démonstration. Les hypothèses à propos de la divisibilité nous indiquent que a “ xb et b “ ya
pour certains x, y P A. Alors,

bp1´ yxq “ 0. (3.103)

Étant donné que A est intègre, cela montre que b “ 0 ou 1 ´ yx “ 0. Si b “ 0 nous avons
immédiatement a “ 0 et le lemme est prouvé. Si au contraire yx “ 1, c’est que y et x sont
inversibles et inverses l’un de l’autre.

LEMooJBOXooYkMRrz

Lemme 3.56.
Si A est un anneau et si a P A, la classe d’association de a est aUpAq où UpAq est l’ensemble des
éléments inversibles de A.

Exemple 3.57.
Dans Zris, les inversibles sont ˘1 et ˘i. Donc les éléments associés à z sont z, ´z, iz et ´iz.

Notons au passage que la notion de divisibilité dans Zris n’est pas immédiatement intuitive. En
effet bien que 7 ne soit pas divisible par 2 (ni dans Z ni dans Zris), le nombre 7` 6i est divisible
par 2` i dans Zris. En effet :

p2` iqp4` iq “ 7` 6i. (3.104)

△

Exemple 3.58.
Si K est un corps, l’élément XY de KrX,Y s n’est pas premier parce que XY  X2Y 2 alors que
XY ne divise ni X2 ni Y 2. △

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 3.59
Est-ce que quelqu’un connaît un anneau contenant Z dans lequel 7 est divisible en 2 ?

Peut-être Z étendu par tous les 1{2n ?

3.4.2 PGCD et PPCM

Pour le théorème de Bézout et autres opérations avec des modulo, voir le thème 3. Le pgcd et
le ppcm sont définis en 1.182.

LEMooGWKMooLEepxz

Lemme 3.60.
Soient A un anneau intègre et S Ă A. Si δ est un PGCD de S, alors l’ensemble des PGCD de S
est la classe d’association de δ.

De la même façon si µ est un PPCM de S, alors l’ensemble des PPCM de S est la classe
d’association de µ.

Démonstration. Soient δ un PGCD de S et u un inversible dans A. Si x P S nous avons δ  x et
donc x “ aδ. Par conséquent x “ au´1uδ et donc uδ divise x. De la même manière, si d divise x
pour tout x P S, alors d divise δ et donc δ “ ad et uδ “ aud, ce qui signifie que d divise uδ.

Dans l’autre sens nous devons prouver que si δ1 est un autre PGCD de S, alors il existe un
inversible u P A tel que δ1 “ uδ. Comme δ1 divise x pour tout x P S, nous avons δ1  δ, et
symétriquement nous trouvons δ  δ1. Par conséquent (lemme 3.55), il existe un inversible u tel
que δ “ uδ1.

Le même type de raisonnement tient pour le PPCM.

Si δ est un PGCD de S, nous dirons par abus de langage que δ est le PGCD de S, gardant en
tête qu’en réalité toute sa classe d’association est PGCD. Nous noterons aussi, toujours par abus
que δ “ pgcdpSq.
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Remarque 3.61.
La classe d’association d’un élément n’est pas toujours très grande. Les inversibles dans Z étant
seulement ˘1, nous pouvons obtenir l’unicité du PGCD et du PPCM en imposant qu’ils soient
positifs.

Pour les polynômes, nous obtenons l’unicité en demandant que le PGCD soit unitaire.
Dans les cas pratiques, il y a donc en réalité peu d’ambiguïté à parler du PGCD ou du PPCM

d’un ensemble.

3.4.3 Anneaux intègres et corps

Le fait d’être intègre pour un anneau n’assure pas le fait d’être un corps. Nous avons cependant
ce résultat pour les anneaux finis.

PropanfinintimpCorp

Proposition 3.62.
Un anneau fini intègre est un corps.

Démonstration. Soit A un tel anneau. Soit a ‰ 0. Les applications

la : x ÞÑ ax (3.105a)
ra : x ÞÑ xa (3.105b)

sont injectives. En tant que applications injectives entre ensembles finis, elles sont surjectives. Il
existe donc b et c tels que 1 “ ba “ ac. Nous trouvons que b et c sont égaux parce que 13

b “ bpacq “ pbaqc “ c. (3.106)

Par conséquent b est un inverse de a.
PropzhFgNJ

Proposition 3.63.
Soit n P N˚. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) n est premier.
(2) Z{nZ est un anneau intègre.
(3) Z{nZ est un corps.

Démonstration. L’équivalence entre les deux premiers points est le contenu du corolaire 1.236. Le
fait que Z{nZ soit un corps lorsque Z{nZ est intègre est la proposition 3.62. Le fait que Z{nZ soit
intègre lorsque Z{nZ est un corps est une propriété générale des corps : ce sont en particulier des
anneaux intègres (lemme 1.194).

3.5 Anneau factoriel
DEFooVCATooPJGWKq

Définition 3.64 (Anneau factoriel).
Un anneau commutatif A est factoriel si il vérifie les propriétés suivantes.

(1) L’anneau A est intègre 14.
(2) Si a P A est non nul et non inversible, alors il admet une décomposition en facteurs irréduc-

tibles : a “ p1 . . . pk où les pi sont irréductibles 15. ITEMooKVDBooTASwVO

(3) Si a “ q1 . . . qm est une autre décomposition de a en irréductibles, alors m “ k et il existe
une permutation 16 σ P Sk telle que pi et qσpiq soient associés 17.

13. Il faut être un peu souple avec les notations communément employées dans les ouvrages mathématiques, et
que nous reprenons telles quelles. Dans l’équation qui suit, bpacq est le produit de b par l’élément ac, et non quelque
chose comme le produit de b avec l’idéal pacq par exemple.

14. Anneau intègre, définition 1.193.
15. Élément irréductible, définition 1.185.
16. Définition 1.267.
17. Définition 3.54.



3.5. ANNEAU FACTORIEL 353

Un anneau factoriel permet de caractériser le pgcd et le ppcm de nombres.
LEMooLVKMooSLuzao

Lemme 3.65 ([108]).
Soit un anneau factoriel A et un élément irréductible p P A. Si p|xy, alors p divise x ou y ou les
deux.

Démonstration. Comme nous sommes dans un anneau factoriel, nous pouvons écrire q, x et y
comme produits d’irréductibles, et profiter de la plus ou moins unicité de ces décompositions (la
propriété 3.64(3)). Nous notons q “ q1 . . . qk, x “ x1 . . . xm et y “ y1 . . . yl. L’égalité pq “ xy
devient :

pq1 . . . qk “ x1 . . . xmy1 . . . yl. (3.107)
Il existe un des xj ou yj qui est associé à p. Fixons un i et disons que c’est xi (si c’est un des yj ,
adaptez) : il existe un inversible u tel que xi “ pu. Nous avons alors 18

x “ pux1 . . . xi´1xi`1 . . . xm. (3.108)

Donc p divise x et fin de l’histoire.
PROPooOQSXooYidPQv

Proposition 3.66 ([108]).
Dans un anneau factoriel, tout élément irréductible est premier 19.

Démonstration. Soit un anneau factoriel A et un élément irréductible p dans A. Nous devons
prouver qu’il est premier.

(1) p est non nul Si p “ 0, nous avons p “ 0 ˆ 0. Comme 0 n’est pas inversible (un anneau
factoriel est par définition intègre), p serait un produit de deux non inversibles.

(2) Non inversible L’élément p est non inversible parce que c’est dans la définition d’un
élément irréductible.

(3) Si p  xy Si p divise xy, alors il divise x ou y ; c’est le lemme 3.65.

LEMooGKOSooRKtfDJ

Lemme 3.67 ([1]).
Si A est un anneau factoriel, et si p est irréductible dans A, alors :

(1) L’idéal pA est premier.
(2) L’anneau A{pA est intègre.

Démonstration. En deux parties.
(1) pA est premier D’abord pA est strictement inclus dans A parce que p n’étant pas inver-

sible, l’élément 1 n’est pas dans pA.
Soient a, b P A tels que ab P pA. Cela signifie qu’il existe x P A tel que px “ ab, ou encore
que p divise ab. Le lemme 3.65 dit alors que p divise a ou b. Supposons pour fixer les idées
que p  a. Il existe y tel que a “ py P pA.

(2) L’anneau A{pA est intègre C’est la proposition 1.224.

PROPooOXQMooVEzlyG

Proposition 3.68.
Soit une famille tanu d’éléments de A qui se décomposent en irréductibles comme

ai “
ź

k

p
αk,i

k . (3.109)

Alors
pgcdtanu “

ź

k

p
minitαk,iu
k . (3.110)

De plus le PGCD est :
18. Le fait que A soit commutatif est utilisé partout.
19. Élément premier, définition 1.184.
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(1) Un multiple de tous les diviseurs communs des ai.
(2) Unique pour cette propriété à multiple près par un inversible 20.

De la même manière,
ppcmtanu “

ź

k

p
maxitαk,iu
k . (3.111)

Un anneau factoriel a une relation de préordre partiel donnée par a ă b si a divise b. En termes
d’idéaux, cela donne l’ordre inverse de celui de l’inclusion 21 : a ă b si et seulement si pbq Ă paq.

EXooCWJUooCDJqkr

Exemple 3.69.
L’anneau Zri?3s n’est pas factoriel parce que 4 a au moins deux décompositions distinctes en
irréductibles :

4 “ 2 · 2, (3.112)
et

4 “ p1` i?3qp1´ i?3q. (3.113)
△

Nous allons voir dans l’exemple 3.88 que Zri?2s est factoriel parce qu’il sera euclidien.

3.5.1 Autour du théorème de Bézout

Rappel de notations : si A est un anneau et si p P A, nous notons ppq l’idéal engendré par p,
c’est-à-dire pA. C’est la définition 1.205.

LEMooARNUooXqrJGa

Lemme 3.70 ([109]).
Soient un anneau principal 22 A ainsi que a, b P A.

(1) d est PGCD de ta, bu si et seulement si pdq “ paq ` pbq.
(2) m est PPCM de ta, bu si et seulement si pmq “ paq X pbq.

Théorème 3.71 ([110, 109]).
Soient un anneau principal et S Ă A non vide.

(1) d est un PGCD de S si et seulement si il génère l’idéal engendré par S.
(2) m est PPCM de S si et seulement si pmq “ Ş

sPSpsq.
Toute partie d’un anneau principal admet un PGCD et un PPCM 23.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 3.72
La preuve est à revoir.

Démonstration. Puisque l’anneau A est principal, tous ses idéaux sont principaux et donc engen-
drés par un seul élément. En particulier il existe δ, µ P A tels que

pδq “
ÿ

sPS
psq (3.114a)

pµq “
č

sPS
psq (3.114b)

(1) PGCD Montrons ce que δ est un PGCD de S. Pour tout x P S, nous avons pxq Ă pδq, et
donc δ  x. Par ailleurs si d  x pour tout x P S, nous avons pxq Ă pdq et donc

ÿ

xPS
pxq Ă pdq, (3.115)

20. Soyez prudent avec cette affirmation : je n’en n’ai pas de démonstrations sous la main et ne suis pas certain que ce
soit vrai.

21. Voir proposition 3.3.
22. Définition 1.221.
23. Ce n’est pas aussi trivial que ça parce qu’il faut encore qu’il existe des éléments vérifiant les formules données.
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puis pδq Ă pdq et finalement d  δ.
(2) PPCM Si x P S nous avons pµq Ă pxq et donc x  µ. D’autre part si x  m pour tout

x P S, alors pmq Ă pxq et donc pmq Ă pµq, finalement µ  m.

CorimHyXy

Corolaire 3.73 (Théorème de Bézout[110]).
Soit un anneau principal A. Deux éléments a, b P A sont premiers entre eux si et seulement si il
existe un couple pu, vq P A2 tel que

ua` vb “ 1. (3.116)

À la place de 1 on aurait pu écrire n’importe quel inversible.

Démonstration. Pour cette preuve, nous allons écrire pgcdpa, bq l’ensemble de PGCD de a et b,
c’est-à-dire la classe d’association d’un PGCD.

Si a et b sont premiers entre eux, alors

1 P pgcdpa, bq “
ÿ

x“a,b
pxq “ paq ` pbq. (3.117)

À l’inverse, si nous avons ua ` vb “ 1, alors 1 P paq ` pbq, mais puisque paq ` pbq est un idéal
principal, p1q “ paq ` pbq et donc 1 P pgcdpa, bq.

Le lemme de Gauss est une application immédiate du théorème de Bézout. Il y aura aussi un
lemme de Gauss à propos de polynômes (lemme 6.51), et une généralisation directe au théorème
de Gauss, théorème 6.50.

LemSdnZNX

Lemme 3.74 (Lemme de Gauss[111]).
Soit A un anneau principal et a, b, c P A tels que a divise bc. Si a est premier avec c, alors a divise
b.

Démonstration. Comme a est premier avec c, nous avons pgcdpa, cq “ 1 et Bézout (1.229) nous
donne donc s, t P A tels que sa` tc “ 1. En multipliant par b,

sab` tbc “ b. (3.118)

Mais les deux termes du membre de gauche sont multiples de a parce que a divise bc. Par conséquent
b est somme de deux multiples de a et donc est multiple de a.

LEMooQJGIooEtVnyj

Lemme 3.75 ([41]).
Soit un anneau principal A. Soient a, b, c P A tels que

(1) pgcdpa, bq “ 1
(2) pgcdpa, cq “ 1.

Alors pgcdpa, bcq “ 1.

Démonstration. Le théorème de Bézout 3.73 donne des éléments u, v, x, y P A tels que ua` vb “ 1
et xa` yc “ 1. En multipliant ces équations l’une avec l’autre,

pua` vbqpxa` ycq “ 1. (3.119)

En développant, nous trouvons

puax` uc` vbxqa` pvyqbc “ 1. (3.120)

Donc le théorème de Bézout (dans l’autre sens) nous indique que pgcdpa, bcq “ 1.
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3.5.2 Idéal premier
PROPooZICGooNmblhl

Proposition 3.76 ([112, 1], thème 6).
Soit un anneau principal A et un élément p ‰ 0 dans A. Nous avons équivalence de :ITEMooBTEAooWlFUTX

(1) ppq est un idéal premier, ITEMooKQRMooBNPDMX

(2) p est un élément premier, ITEMooZYYJooCWiBhL

(3) p est un élément irréductible, ITEMooHPAIooYoQzqD

(4) ppq est un idéal maximum propre 24.

Démonstration. En plusieurs implications.
(1) (1) implique (2) En plusieurs points.

— La condition p ‰ 0 est dans les hypothèses de la proposition.
— Si p était inversible, nous aurions ppq “ A et donc pas que ppq est un idéal premier.
— Soient a, b P A tels que p  ab. En particulier, pabq P ppq. Mais comme ppq est un idéal

premier, cela implique soit a P ppq soit b P ppq. Donc soit p divise a soit p divise b.
(2) (2) implique (3) Un anneau principal est intègre ; c’est dans la définition 1.221. Dans un

anneau intègre, tout élément premier est irréductible, c’est la proposition 1.217.
(3) (3) implique (4) Soit un idéal I contenant ppq. Puisque A est principal, I est engendré

par un seul élément ; soit I “ paq. Vu que p P I, l’élément a divise p. Mais comme p est un
élément premier, a  p implique a “ p ou a “ 1. Dans le premier cas, I “ paq “ ppq, et dans
le second cas, I “ paq “ p1q “ A. Donc ppq est bien un idéal maximum.
De plus l’idéal ppq est propre. En effet avoir ppq “ A dirait en particulier que 1 P ppq,
c’est-à-dire qu’il existe x P A tel que xp “ 1. Or p étant irréductible, il est non inversible.

(4) (4) implique (1) C’est la proposition 1.224(3).

Un exemple d’élément premier non irréductible est r4s6 dans l’anneau non principal Z{6Z. Voir
3.86 et le lemme 3.87.

3.5.3 Anneau noethérien
DEFooPWMHooCnrQuJ

Définition 3.77.
Un anneau est dit noethérien si toute suite croissante d’idéaux est stationnaire (à partir d’un
certain rang).

Montrer que tout anneau principal est noethérien est le premier pas pour montrer que tout
anneau principal est factoriel.

LEMooHQPVooTfkhRV

Lemme 3.78.
Tout anneau principal 25 est noethérien.

Démonstration. Soit pJnq une suite croissante d’idéaux et J la réunion. L’ensemble J est encore
un idéal parce que les Ji sont emboités. Étant donné que l’idéal est principal nous pouvons prendre
a P J tel que J “ paq. Il existe N tel que a P JN . Alors pour tout n ě N nous avons

J Ă JN Ă Jn Ă J. (3.121)

La première inclusion est le fait que J “ paq et a P JN . La seconde est la croissance des idéaux et la
troisième est le fait que J est une union. Par conséquent pour tout n ě N nous avons JN “ Jn “ J .
La suite est par conséquent stationnaire.

24. Ce « propre » n’est pas dans l’énoncé sur Wikipédia. Je ne comprends pas pourquoi, et j’ai posé la question sur la
page de discussion.
https://fr.wikipedia.org/wiki/Discussion:Idéal_premier

25. Définition 1.221.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Discussion:Id�al_premier
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Exemple 3.79.
Il y a moyen d’avoir un anneau noetherien non principal. C’est le cas de Z{6Z dont nous parlerons
dans 3.87. △

THOooANCAooBChmwp

Théorème 3.80 ([113, 41]).
Tout anneau principal est factoriel.

Démonstration. Soit un anneau principal A. Nous devons prouver les trois points de la définition
3.64. D’abord A est intègre parce que ça fait partie de la définition 1.221 d’un anneau principal.
Le gros morceau est l’existence et l’unicité d’une décomposition en irréductibles.

mini lemme

Nous prouvons que si a est ni nul ni inversible, il est divisible par un irréductible.
Soit a P A que nous supposons être ni nul ni inversible. L’idéal aA ne contient pas tout A parce

que a n’est pas inversible ; par le théorème de Krull 1.214 il existe un idéal maximal M contenant
aA. Tous les idéaux étant principaux dans A, l’idéal M est principal.

Par définition d’idéal principal, il existe p P A tel que M “ pA. Résumé :

a P aA ĹM “ pA. (3.122)

Comme l’idéal pA est maximal, la proposition 1.195 dit que p est irréductible. Et donc p  a avec
p est irréductible.

Existence

Nous définissons des suites panq et ppnq par récurrence. D’abord a0 “ a, et en suite, si an est
défini nous définissons an`1 et pn`1 de la façon suivante.

(1) Si an est inversible, nous nous arrêtons et la suite est finie.
(2) Si an n’est pas inversible, nous définissons an`1 et pn`1 par la relation donnée par le mini-

lemme :
an “ pn`1an`1 (3.123)

avec pn`1 irréductible.
Pour tout n assez petit pour que la suite ne soit pas finie, nous avons

a “ a0 “ p1a1 “ p1p2a2 “ . . . “ p1 . . . pnan (3.124)

où les pi sont irréductibles.
Nous montrons à présent que la suite des panq est finie. Considérons les idéaux In “ anA, et

montrons qu’ils sont croissants en montrant que an`1 n’est pas dans In.
En effet supposons que an`1 P In “ anA. Il existerait k P A tel que ank “ an`1, c’est-à-dire

pn`1an`1k “ an`1. Vu que l’anneau est intègre et que les ai sont non nums, nous simplifions par
an`1 : pn`1k “ 1. Cela n’est pas possible parce que pn`1 n’est pas inversible. Bref, nous avons uns
suite strictement croissante d’idéaux.

L’anneau A est principal et donc noetherien (lemme 3.78). Donc toute suite croissante d’idéaux
est stationnaire. Oh mais ça c’est pas possible si la suite des panq est infinie parce que nous venons
de prouver qu’elle est toujours strictement croissante.

Bon. Ben c’est que la suite des panq est finie. Il existe donc un N tel que aN est inversible.
Pour ce N nous avons

a “ a0 “ p1a1 “ p1p2a2 “ . . . “ p1 . . . pNaN . (3.125)

Il nous reste à prouver que pNaN est irréductible.
D’abord pNaN est non ivnersible parce que pN n’est pas inversible et aN est inversible. Ensuite

supposons que pNaN “ st avec s, t P A. Nous allons prouver qu’au moins s ou t est inversible.
Nous avons

pN “ spta´1
N q. (3.126)
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Vu que pN est irréductible, il n’est pas le produit de deux non-inversibles. Soit s est inversible
(alors on a gagné), soit ta´1

N est inversible, et alors t est inversible parce que a´1
N est inversible.

Unicité

Soient des irréductibles p1, . . . , pk, q1, . . . , qm tels que a “ p1 . . . pk “ q1 . . . qm. Nous utilisons
le lemme 3.75 : si p1 était premier avec tous chacun des qj , il serait premier avec le produit, ce qui
serait absurde parce que le produit est a et p1 divise a. Bref, il y a un des qj qui n’est pas premier
avec p1.

Nous considérons σ1 P S1 tel que p1 n’est pas premier avec qσ1p1q. Au passage, nous notons
q

p1q
k “ qσ1pkq. Soit un diviseur commun d non inversible entre p1 et qp1q

1 . Nous avons des éléments
u, v tels que

p1 “ du q
p1q
1 “ dv. (3.127)

Vu que p1 et qp1q
1 sont irréductibles, ils ne peuvent pas être produit de deux non inversibles. Donc

u et v sont inversibles. Nous pouvons écrire d “ q
p1q
1 v´1, et donc

p1 “ q
p1q
1 uv´1. (3.128)

Nous récrivons p1 . . . pk “ q1 . . . qm avec ces valeurs :

dup2 . . . pk “ dvq
p1q
2 . . . qp1q

m . (3.129)

Nous simplifions par d et nous avons

pup2qp3 . . . pk “ pvqp1q
2 qqp1q

3 . . . qp1q
m . (3.130)

Par récurrence nous construisons les σi et les qpiq
j .

PROPooPVFOooJvWRIh

Proposition 3.81.
Un corps est un anneau principal et un anneau factoriel.

Démonstration. Un anneau est principal quant :
— Commutatif
— intègre
— tous les idéaux sont principaux.

Un corps est toujours commutatif. Un corps est un anneau intègre par le lemme 1.194. Donc un
corps, les seuls idéaux sont t0u et K. Le premier est principal parce que 0A “ t0u. Et le second
est également principal parce que K “ 1K.

Donc un corps est un anneau principal.
Le fait qu’un corps soit un anneau factoriel est maintenant le théorème 3.80.

EXooYCTDooGXAjGC

Exemple 3.82 (Zri?5s n’est ni factoriel ni principal).
Puisque pi?5q2 “ ´5, les éléments de Zri?5s sont les éléments de C de la forme a ` bi

?
5 avec

a, b P Z. Nous définissons la norme sur Zri?5s par 26

N : Zri?5s Ñ N

z ÞÑ zz̄.
(3.131)

Le fait que ce soit à valeurs dans N est un simple calcul :

Npx` iy?5q “ px` iy?5qpx´ iy?5q “ x2 ` 5y2. (3.132)

De plus N est multiplicative : Npz1z2q “ Npz1qNpz2q.
26. C’est le carré de la norme usuelle, mais c’est l’usage dans le milieu.
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Nous pouvons maintenant déterminer les inversibles de Zri?5s. Si α est inversible, alors il
existe β tel que αβ “ 1. Au niveau de la norme,

NpαqNpβq “ 1, (3.133)

ce qui implique que Npαq “ 1. Or l’équation x2 ` 5y2 “ 1 dans N donne y “ 0, x “ ˘1.
Au final, les inversibles de Zri?5s sont ˘1.
L’anneau Zri?5s n’est alors pas factoriel (définition 3.64) parce que

2ˆ 3 “ p1` i?5qp1´ i?5q. (3.134)

Cela donne deux décompositions du nombre 6 en produit d’éléments non associés 27 (2 n’est associé
qu’à 2 et ´2) parce que les inversibles sont 1 et ´1.

Le fait que Zri?5s ne soit pas factoriel implique qu’il ne soit pas principal, théorème 3.80. △

3.6 Anneau Z{6Z
SECooSWGKooEeOZTO

Nous allons donner quelques propriétés de cet anneau, et en particulier voir que dans cet anneau
non intègre, la notion d’élément irréductible n’est pas très intéressante.

Voici pour commencer un calcul de la table de multiplication de A “ Z{6Z. Pour les multiples
de (par exemple) r4s6 nous écrivons

1ˆ r4s6 “ r46s (3.135)

et ensuite
2ˆ r4s6 “ r8s6 “ r2s6, (3.136)

puis
3ˆ r4s6 “ r2` 4s6 “ r6s6 “ r0s6, (3.137)

et caetera. Le résultat est :

ˆ r0s6 r1s6 r2s6 r3s6 r4s6 r5s6
r0s6 0 0 0 0 0 0
r1s6 0 1 2 3 4 5
r2s6 0 2 4 0 2 4
r3s6 0 3 0 3 0 3
r4s6 0 4 2 0 4 2
r5s6 0 5 4 3 2 1

(3.138)

Pour ne pas alourdir, nous n’avons pas écrit rxs6 partout au lieu de x.

3.83 (Inversibles).
Les éléments inversibles de Z{6Z sont ceux qui ont un r1s6 dans leur table de multiplication. Ce
sont donc

UpZ{6Zq “ ␣r1s6, r5s6
(
. (3.139)

3.84 (Diviseurs de zéro).
Les diviseurs de zéro sont ceux qui ont un r0s6 dans leur table de multiplication, c’est-à-dire

␣r2s6, r3s6, r4s6
(
. (3.140)

3.85 (Irréductibles).
Les irréductibles sont ceux qui ne sont ni inversibles ni produit de deux éléments non inversibles.
Les non inversibles sont : ␣r0s6, r2s6, r3s6, r4s6u. (3.141)

27. Définition 3.54.
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Ils sont candidats à être irréductibles. Les produits de ces éléments (on oublie les crochets) sont :

2ˆ 2 “ 4 (3.142a)
2ˆ 3 “ 0 (3.142b)
2ˆ 4 “ 2 (3.142c)
3ˆ 3 “ 3 (3.142d)
3ˆ 4 “ 0 (3.142e)
4ˆ 4 “ 4. (3.142f)

Donc r0s6, r2s6, r3s6 et r4s6 ne sont plus candidats à être irréductible. Bref, il ne reste aucun
candidats.

L’anneau Z{6Z n’a aucun élément irréductible.
NORMooAXOKooAQMXoB

3.86 (Éléments premiers).
Les éléments non nuls et non inversibles sont 2, 3 et 4.

(1) Pour 2 L’élément r2s6 divise 2, 4 et 0.
— Les pa, bq tels que ab “ 2 sont : p1, 2q, p2, 4q et p5, 4q. L’élément 2 divise donc toujours

a ou b.
— Les pa, bq tels que ab “ 4 sont : p1, 4q, p2, 5q et p4, 4q. L’élément 2 divise donc toujours

a ou b.
— Les pa, bq tels que ab “ 0 sont : p0, xq, p3, 2q et p4, 3q. L’élément 2 divise donc toujours

a ou b. En particulier, r2s6 divise r0s6 ; c’est important.
Donc r2s6 est un élément premier.

(2) Pour 3 L’élément r3s6 divise 3 et 0.
— Les pa, bq tels que ab “ 3 sont : p1, 3q et p3, 5q. L’élément 3 divise donc toujours a ou b.
— Les pa, bq tels que ab “ 0 sont : p0, xq, p3, 2q et p4, 3q. L’élément 3 divise donc toujours

a ou b.
Donc r3s6 est un élément premier. L’élément r4s6 divise 4, 2 et 0.

— Les pa, bq tels que ab “ 4 sont : p1, 4q, p2, 5q et p4, 4q. L’élément 4 divise donc toujours
a ou b.

— Les pa, bq tels que ab “ 2 sont : p1, 2q, p2, 4q et p5, 4q. L’élément 4 divise donc toujours
a ou b.

— Les pa, bq tels que ab “ 0 sont : p0, xq, p3, 2q et p4, 3q. L’élément 4 divise donc toujours
a ou b.

Donc r4s6 est un élément premier.
Au final, les éléments premiers dans Z{6Z sont

␣r2s6, r3s6, r4s6
(
. (3.143)

Vous noterez que Z{6Z a des éléments premiers non irréductibles. Cela est un contre-exemple
à la proposition 3.76 dans le cas d’un anneau non-intègre.

LEMooZSELooGOFEIz

Lemme 3.87 ([1]).
L’anneau Z{6Z est noetherien, mais ni intègre ni principal 28.

Démonstration. Comme c’est un anneau fini, toute suite croissante de quoi que ce soit devient
stationnaire ; donc Z{6Z est noetherien.

Puisque Z{6Z a des diviseurs de zéro, il n’est pas intègre. Et s’il n’est pas intègre, il n’est pas
factoriel non plus.

28. Toutes les définitions dans le thème 6.
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ExeDufyZI

Exemple 3.88.
Prouvons que Zri?2s est un anneau euclidien. Pour cela nous démontrons que

N : Zri?2s Ñ N

a` bi?2 ÞÑ a2 ` 2b2 (3.144)EqOZUIooZGmHWlEqOZUIooZGmHWl

est un stathme euclidien.
Soient z “ a ` bi

?
2, t “ a1 ` b1i

?
2. Nous cherchons q et r tels que la division euclidienne

s’écrive z “ qt` r. Soient α, β P Q tels que
z

t
“ α` βi?2. (3.145)

Nous désignons par α` ϵ1 et β` ϵ2 les entiers les plus proches de α et β. Nous avons |ϵ1|, |ϵ2| ď 1
2 .

Nous posons alors naturellement

q “ pα` ϵ1q ` pβ ` ϵ2qi
?

2 (3.146)

et nous calculons r “ z ´ qt :

2b1ϵ2 ´ a1ϵ1 ` i
?

2
`
ϵ1b

1 ´ a1ϵ2
˘
. (3.147)

Nous trouvons
Nprq “ a12ϵ21 ` 4b12ϵ22 ` 2a12ϵ21 ` 2b12ϵ22 ď

3
4a

12 ` 3
2b

12. (3.148)

D’autre part Nptq “ a12 ` 2b12, et nous avons donc bien Nprq ă Nptq.
En ce qui concerne la seconde propriété du stathme, un petit calcul montre que

Npztq “ pa2 ` 2b2qpa12 ` 2b12q, (3.149)

et tant que t ‰ 0 nous avons bien Npztq ą Npzq. △

Notons en particulier que Zri?2s est factoriel et principal.
ExluqIkE

Exemple 3.89 (Décomposition en facteurs irréductibles dans Zri?2s).
Les éléments inversibles de Zri?2s sont ˘1, donc deux éléments a et b sont associés (définition 3.54)
si et seulement si a “ ˘b.

De plus si p est irréductible 29, alors ´p est irréductible. Les éléments irréductibles de Zri?2s
arrivent donc par pairs d’éléments associés. Soit tpiu une sélection de un élément irréductible parmi
chaque paire. Tout élément x de Zri?2s peut alors être écrit x “ ˘pα1

1 . . . pαn
n . Cette écriture va

être pratique pour comparer des décompositions en facteurs irréductibles d’éléments. △

Le lemme suivant fait en pratique partie de l’exemple 3.92, mais nous l’isolons pour plus de
clarté 30.

LemTScCIv

Lemme 3.90.
Si a et b sont deux éléments premiers entre eux de Zri?2s, et si il existe y P Zri?2s tel que ab “ y3,
alors a et b sont des cubes (dans Zri?2s).
Démonstration. D’après l’exemple 3.89 nous pouvons écrire

y “ ˘pσ1
1 . . . pσn

n (3.150a)
a “ ˘pα1

1 . . . pαn
n (3.150b)

b “ ˘pβ1
1 . . . pβn

n (3.150c)

29. Définition 1.185
30. Merci à Marvoir pour m’avoir souligné le manque.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Utilisateur:Marvoir


362 CHAPITRE 3. ANNEAUX

où les pi sont les irréductibles de Zri?2s « modulo ˘1 » au sens où la liste des irréductibles est
tpiuYt´piu (union disjointe). Étant donné que a et b sont premiers entre eux, αi et βi ne peuvent
pas être non nuls en même temps alors que leur somme doit faire 3σi. Nous avons donc pour chaque
i soit αi “ 3σi soit βi “ 3σi (et bien entendu si σi “ 0 alors αi “ βi “ 0).

Étant donné que ˘1 sont également deux cubes, a et b sont bien des cubes.
Notons que nous avons utilisé de façon capitale le fait que Zri?2s était factoriel.

3.6.1 Équations diophantiennes
ExZPVFooPpdKJc

Exemple 3.91.
L’équation diophantienne

x2 “ 3y2 ` 8 (3.151)

n’a pas de solution. En effet si nous prenons l’équation modulo 3 nous obtenons

rx2s3 “ r3y2 ` 8s3 “ r8s3 “ r2s3. (3.152)

Or dans Z{3Z, aucun carré n’est égal à deux : 02 “ 0 ‰ 2, 12 “ 1 ‰ 2 et 22 “ 4 “ 1 ‰ 2. △
ExmuQisZU

Exemple 3.92.
Résolvons l’équation diophantienne

x2 ` 2 “ y3. (3.153)

Une première remarque est que x doit être impair. En effet si x “ 2k, nous devons avoir y3

pair. Mais un cube pair est divisible par 8. Donc y3 “ 8l pour un certain l. L’équation devient
4k2 ` 2 “ 8l, c’est-à-dire 2k2 ` 1 “ 4l. Le membre de gauche est impair tandis que celui de droite
est pair. Impossible.

Nous pouvons écrire l’équation sous la forme x2` 2 “ px` i?2qpx´ i?2q. Et nous considérons
Zri?2s muni de son stathme N donné par (3.144).

L’élément i
?

2 est irréductible parce que Npi?2q “ 2, et si nous avions i
?

2 “ pq, alors nous
aurions NppqNpqq “ 2, ce qui n’est possible que si Nppq ou Npqq vaut 1.

Nous prouvons maintenant que les éléments x ` i
?

2 et x ´ i
?

2 sont premiers entre eux.
Supposons que d soit un diviseur commun ; alors il divise aussi la somme et la différence. Donc d
divise à la fois 2x et 2i

?
2.

Étant donné que i
?

2 est irréductible et que 2i
?

2 “ p´i?2q3, les diviseurs de 2i
?

2 sont les
puissances de p´i?2q. Alors nous devrions avoir d “ pi?2qβ et donc

x “ pi?2qβq (3.154)

pour un certain q P Zri?2s. Dans ce cas nous avons Npxq “ 2βNpqq, mais nous avons déjà précisé
que x ne pouvait pas être pair, donc β “ 0 et nous avons d “ 1.

Comme les nombres x˘ i?2 sont premiers entre eux et que leur produit doit être un cube, ils
doivent être séparément des cubes (lemme 3.90). Nous devons donc résoudre séparément x˘i?2 “
y3.

Cherchons les x et y entiers tels que x ` i
?

2 “ y3. Si nous posons z “ a ` bi
?

2, il suffit de
calculer z3 :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’a,b’)
(a, b)
sage: z=a+I*sqrt(2)*b
sage: (z**3).expand()
3*I*sqrt(2)*a^2*b - 2*I*sqrt(2)*b^3 + a^3 - 6*a*b^2
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En identifiant cela à x` i?2 nous trouvons le système
"
x “ a3 ´ 6ab2 (3.155a)
1 “ 3a2b´ 2b3 (3.155b)

où, nous le rappelons, x, a et b sont des entiers. La seconde équation montre que b doit être
inversible : bp3a2 ´ 2b2q “ 1. Il y a donc les possibilités b “ ˘1. Pour b “ 1 l’équation devient
3a2 ´ 2 “ 1, c’est-à-dire a “ ˘1. Pour b “ ´1 l’équation devient 3a2 ´ 2 “ ´1, impossible. En
conclusion les possibilités sont

px, zq “ p´5, 1` i?2q (3.156a)
px, zq “ p5,´1` i?2q (3.156b)

(3.156c)

Le travail avec x´ i?2 donne les mêmes résultats.
Les deux solutions de l’équation x2 ` 2 “ y3 sont alors p5, 3q et p´5, 3q. △

3.6.2 Triplets pythagoriciens et équation de Fermat pour n “ 4
Définition 3.93.
Les solutions entières (positives) de l’équation x2`y2 “ z2 sont appelés triplets pythagoriciens.

Ils donnent toutes les possibilités de triangles rectangles dont les côtés ont des longueurs en-
tières.

Définition 3.94.
On dit qu’un triplet pythagoricien est primitif si les trois nombres sont premiers dans leur en-
semble 31.

Remarquons que c’est équivalent à montrer que les trois nombres sont premiers deux à deux :
en effet, si deux parmi x, y et z sont divisibles par un nombre, alors tous les trois sont divisibles
par ce nombre 32, donc les nombres x, y et z sont premiers deux à deux.

LemTripletsPythagoriciensPrimitifs

Lemme 3.95.
Dans un triplet pythagoricien primitif px, y, zq, on a toujours z impair et :

— soit x impair et y pair ;
— soit x pair et y impair.

Démonstration. Remarquons que le fait d’imposer que le triplet soit primitif, interdit aux nombres
x et y d’être pairs en même temps. En effet, si c’était le cas, alors x2 et y2 seraient aussi pairs,
donc leur somme z2 aussi, d’ou z serait pair et les trois nombres ne seraient pas premiers entre
eux.

Nous montrons à présent que les nombres x et y ne sont pas tous les deux impairs. Par l’absurde,
si x “ 2a ` 1, nous avons x2 “ 4a2 ` 4a ` 1 P r1s4 ; de la même manière, y2 P r1s4. On en déduit
alors que z2 “ x2 ` y2 P r2s4. Le nombre z2 est donc pair, donc z est pair : disons z “ 2c.
Alors, z2 “ 4c2 P r0s4. Comme les classes modulo 4 sont disjointes, nous aboutissons à une
contradiction.

PropXHMLooRnJKRi

Proposition 3.96 (Triplets pythagoriciens[114, 115]).
Un triplet px, y, zq P pN˚q3 est solution de x2`y2 “ z2 si et seulement si il existe d P N et u, v P N˚
premiers entre eux tels que subeqLVHFooVgWsFx

$
’&
’%

x “ dpu2 ´ v2q (3.157a)
y “ 2duv (3.157b)
z “ dpu2 ` v2q (3.157c)

31. Définition 1.254.
32. Parce que k et k2 ont les mêmes facteurs premiers.
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ou SUBEQSooRQKBooCBsqYA

$
’&
’%

x “ 2duv (3.158a)
y “ dpu2 ´ v2q (3.158b)
z “ dpu2 ` v2q (3.158c)

La différence entre les deux est seulement d’inverser les rôles de x et y.

Démonstration. Montrons d’abord que les formules proposées sont bien des solutions ; nous véri-
fions (3.157) :

x2 ` y2 “ d2pu2 ´ v2q2 ` 4d2u2v2 “ d2pu2 ` v2q2, (3.159)

qui correspond bien au z2 proposé.
Une vérification du même style fonctionne pour (3.158).
Nous allons maintenant prouver la réciproque : toute solution est d’une des deux formes propo-

sées. Déterminer les triplets primitifs suffira parce que si px, y, zq n’est pas une solution primitive,
alors en posant k “ pgcdpx, y, zq, le triplet

`
x
k ,

y
k ,

z
k

˘
est primitif. Connaissant les triplets primitifs,

nous obtenons tous les autres par simple multiplication.
Soit donc px, y, zq un triplet pythagoricien primitif. Sans perte de généralité 33, grâce au lemme

3.95, nous pouvons supposer x pair tandis que y et z seront impairs. Comme x2 “ pz ` yqpz ´ yq,
nous avons ´x

2

¯2 “ 1
4pz ` yqpz ´ yq. (3.160)

Puisque z et y sont premiers entre eux, les nombres z ` y et z ´ y sont également premiers entre
eux 34. Vu que pz` yqpz´ yq est divisible par 4, soit z` y soit pz´ yq est divisible par 4. Pour fixer
les idées nous supposons que c’est z ` y, et nous écrivons

´x
2

¯2 “
ˆ
z ` y

4

˙
pz ´ yq. (3.161)

Les facteurs premiers (qui arrivent au moins au carré) de px{2q sont chacun soit dans pz ` yq{4
soit dans pz ´ yq. Tout deux sont donc des carrés parfaits. Nous posons

z ` y
4 “ u2, z ´ y “ v2. (3.162)

Bien entendu u et v sont non nuls parce que nous avons exclu la possibilité de triplets dont un
élément serait nul. Avec tout cela nous avons px{2q2 “ u2v2 et donc x “ 2uv puis par somme et
différence :

$
’&
’%

x “ 2uv (3.163a)
y “ v2 ´ u2 (3.163b)
z “ u2 ` v2, (3.163c)

ce qu’il fallait.

Remarque 3.97.
Les solutions dans lesquelles x, y ou z sont nuls sont faciles à classer. La solution p1, 0, 1q n’est
pas dans les formes proposées. En effet elle ne peut pas être de la première forme : avoir y “ 0
demanderait qu’un nombre parmi d, u et v soit nul, ce qui est interdit. La solution p1, 0, 1q ne peut
pas non plus être de la seconde forme parce que x y est pair.

propFKKKooFYQcxE

Proposition 3.98 ([114]).
Les équations x4 ` y4 “ z2 et x2 ` y4 “ z4 n’ont pas de solution dans pN˚q3.

33. En échangeant les rôles de x et y ici, nous obtenons à la fin la seconde forme des solutions.
34. Si z ´ y “ kn et z ` y “ km, faisant la somme et la différence on voit que y et z sont divisibles par k.
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Démonstration. Si la première équation n’a pas de solution, alors la seconde n’en a pas non plus
parce que z4 est un carré. Nous nous concentrons donc sur l’équation x4`y4 “ z2 et nous supposons
qu’il existe au moins une solution dans pN˚q3. Nous en choisissons une px, y, zq avec z minimum
(les z dans différentes solutions étant dans N, il en existe forcément un minimum 35). Du coup,
les trois nombres x, y et z sont premiers dans leur ensemble parce qu’une division par leur pgcd
donnerait une nouvelle solution qui contredirait la minimalité de z.

Nous posons x4 “ x̄2 et y4 “ ȳ2. Ils vérifient l’équation x̄2` ȳ2 “ z2 et par la proposition 3.96,
il existe u, v P N˚ premiers entre eux tels que, sans perte de généralité 36, on ait

$
’&
’%

x̄ “ 2uv (3.164a)
ȳ “ u2 ´ v2eqnFKKKooFYQcxE1 (3.164b)
z “ u2 ` v2.

eqnFKKKooFYQcxE2 (3.164c)

Si u est pair, alors v est impair (et inversement) parce que pgcdpu, vq “ 1 Si u est pair, alors u “ 2a
et v “ 2b` 1, ce qui donne ȳ “ 4a2 ´ 4b2 ´ 4b´ 1 P r´1s4. Or nous avons déjà vu qu’un carré est
dans r0s4 ou dans r1s4. Il faut donc que u soit impair. Le lemme 3.95 implique alors que v soit
pair.

De l’équation 3.164b, nous en déduisons que v2 ` ȳ “ u2 ; de plus u2, v2 et ȳ sont premiers
dans leur ensemble : en effet, u et v sont premiers entre eux, et si l’un parmi u2 et v2 a un facteur
commun avec ȳ, alors l’autre doit l’avoir aussi (dans une égalité a ` b “ c, si deux des nombres
ont un diviseur commun, le troisième l’a aussi). Comme ȳ “ y2, le triplet pv, y, uq est un triplet
pythagoricien primitif. Nous appliquons de nouveau la proposition 3.96, en se souvenant que v est
pair : il existe donc deux nombres r et s premiers entre eux tels que eqnFKKKooFYQcxE3

$
’&
’%

v “ 2rs (3.165a)
y “ r2 ´ s2 (3.165b)
u “ r2 ` s2. (3.165c)

Avec cela, x̄ “ 2uv “ 4rspr2` s2q. Remarquons que les trois nombres r, s et r2` s2 sont premiers
entre eux dans leur ensemble ; or, comme x̄ est un carré ces nombres doivent séparément être des
carrés :

$
’&
’%

r “ α2 (3.166a)
s “ β2 (3.166b)
r2 ` s2 “ γ2. (3.166c)

En mettant les deux premiers dans la troisième équation, nous avons α4`β4 “ γ2. Donc pα2, β2, γq
est une solution. Nous allons montrer que γ ă z, ce qui terminera la preuve, puisque z était supposé
minimal. Nous avons :

z “ u2 ` v2 par 3.164c
“ r2 ` s2 ` 4r2s2 par 3.165
“ γ2 ` 4r2s2

ą γ2,

et a fortiori γ ă z.

3.7 Polynômes à coefficients dans un anneau commutatif
SECooVMABooVdhbPoLEMooXFMAooMBgIrN

Lemme 3.99.
Nous considérons un polynôme P P ArXs, et le quotient ArXs{pP q. Pour tout polynôme Q P ArXs
nous avons les égalités

QpX̄q “ QpXq “ Q̄. (3.167)
35. Voir quelque chose comme le lemme 1.139.
36. En inversant les rôles de x et y au besoin.
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Démonstration. Si Q “ ř
k akX

k, alors par la linéarité de la prise de classes,

Q̄ “
ÿ

k

akXk. (3.168)EQooXQRMooIPGFVMEQooXQRMooIPGFVM

Nous insistons sur le fait que cette égalité n’est rien d’autre que l’itération de la définition de la
somme dans l’espace quotient : x̄ ` ȳ “ x` y ainsi que du produit kx̄ “ kx (définition 1.180).
Toujours par définition du produit appliqué à l’élément X̄ nous avons pX̄q2 “ X2 ; par récurrence
Xk “ X̄k, et

Q̄ “
ÿ

k

akX̄
k “ QpX̄q. (3.169)

Le fait que Q̄ “ QpXq n’est rien d’autre que le fait que dans ArXs nous avons Q “ QpXq,
comme expliqué dans le lemme 1.359.

3.7.1 Monômes

3.100.
Les éléments de la forme λXk avec λ P A et k P N sont des monômes.

Nous allons aussi considérer

AnrXs “ tP P ArXs tel que degpP q ď nu. (3.170)

Cet ensemble est un sous-module libre.

3.7.2 Évaluation

Soit P P ArXs. À priori, P n’est qu’une suite dans A indexée par N.
Nous avons déjà défini son évaluation sur un élément α P A dans la définition 1.355 :

P pαq “
ÿ

k

akα
k. (3.171)

Cette somme est toujours finie.
NORMooQFTJooLBcPxl

3.101.
L’ensemble ArXs est une algèbre et donc un espace vectoriel. Il possède un unique élément nul
qui est celui dont tous les coefficients sont nuls ; cela est immédiat par la construction en tant que
suites presque nulles.

Il n’y a à priori pas équivalence entre le fait d’être un polynôme nul et le fait de s’évaluer à
zéro sur tous les éléments de A. Cela sera discuté dans le théorème 6.110 et l’exemple 19.34.

DEFooRFBFooKCXQsv

Définition 3.102.
Soient un anneau A et un anneau B qui contient A (comme sous-anneau). Pour α P B nous
définissons ArαsB comme étant l’intersection de tous les sous-anneaux de B contenant A.

Comme dit plus haut, nous nous permettons d’écrire Arαs sans préciser B lorsque ce dernier
sera clair dans le contexte.

PROPooPMNSooOkHOxJ

Proposition 3.103.
Soient un anneau A et un anneau B qui contient A (comme sous-anneau). Pour tout α P B nous
avons

Arαs “ tP pαq tel que P P ArXsu (3.172)

où encore une fois, P pαq est calculé dans B ; le contexte est clair là-dessus.
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Démonstration. Si A1 est un sous-anneau de B contenant A et α, alors A1 contient tous les P pαq
avec P P ArXs. Nous avons donc

tP pαq tel que P P ArXsu Ă Arαs. (3.173)

Par ailleurs, tP pαq tel que P P ArXsu est un sous-anneau de B contenant A et α. Donc Arαs y est
inclus.

3.7.3 Polynômes sur un anneau intègre
ThoBUEDrJ

Théorème 3.104.
L’anneau A est intègre si et seulement si ArXs est intègre.

Démonstration. Soient P et Q des éléments non nuls de ArXs. Puisque l’anneau A est intègre,
nous avons

degpPQq “ degpP q ` degpQq (3.174)
et le produit ne peut pas être nul. L’anneau ArXs est donc intègre.

Si ArXs est intègre, A est intègre parce qu’il peut être considéré comme sous-anneau de ArXs.

3.105.
Si A n’est pas intègre, soient α, β P A non nuls tels que αβ “ 0. Le produit des polynômes X ÞÑ αX
et X ÞÑ β est pαXq· pβq “ 0 ; le degré du produit n’est pas la somme des degrés.

Les personnes qui ont tout compris jusqu’ici remarqueront que la notation « X ÞÑ P pXq »
n’est pas correcte parce que du point de vue que nous adoptons ici, un polynôme n’est pas une
application.

Corolaire 3.106.
Si A est intègre, les inversibles de ArXs sont les éléments inversibles de A.

Démonstration. Pour que Q soit inversible, il faut un P tel que PQ “ 1. Mais l’anneau A étant
intègre, les degrés s’additionnent. Par conséquent ils doivent être de degré zéro et il faut que
P,Q P A. Donc Q est un inversible de A.

3.7.4 Division euclidienne

Le théorème suivant établit la division euclidienne dans ArXs du polynôme P par un poly-
nôme D.

ThodivEuclPsFexf

Théorème 3.107.
Soit D ‰ 0 dans ArXs de coefficient dominant inversible dans A. Pour tout P P ArXs, il existe
Q,R P ArXs tels que

P “ QD `R (3.175)
avec degpRq ă degpDq.

Les polynômes Q et R sont déterminés de façon univoque par cette condition.
DefMPZooMmMymG

Définition 3.108.
Le polynôme Q est le quotient et R est le reste de la division euclidienne de P par D. Si le reste
de la division de P par D est nul on dit que D divise P et on note D  P . Autrement dit D divise
P si il existe Q tel que P “ QD. 37

3.109.
Le théorème 3.107 nous incite à utiliser le degré comme stathme euclidien sur ArXs dès que A est
un anneau intègre. Or cela ne fonctionne pas en général, parce que très peu de polynômes ont à
priori un coefficient dominant inversible.

37. Ceci se rapproche tout naturellement des notions générales de divisibilité dans un anneau intègre, vues en
sous-section 3.4.1.



368 CHAPITRE 3. ANNEAUX

LEMooIDSKooQfkeKp

Lemme 3.110 (Thème 18).
Si K est un corps 38, alors l’anneau KrXs est euclidien et principal.

Démonstration. Puisque K est un corps, tous les éléments sont inversibles et le degré donne un
stathme par le théorème 3.107. L’anneau KrXs est donc euclidien et par conséquent principal
(proposition 1.247).

Dans le théorème 6.43 nous donnerons une preuve directe du fait que KrXs est principal en
montrant que tous ses idéaux sont principaux. Nous y démontrerons donc un peu moins pour un
peu plus cher, mais avec le plaisir de ne pas devoir passer par un stathme.

DefDSFooZVbNAX

Définition 3.111 ([116]).
Soit un anneau A. Deux polynômes P et Q dans ArXs sont dits étrangers entre eux si 1 est un
pgcd 39 de P et Q. Un ensemble de polynômes pPiqiPI est étranger dans leur ensemble si 1 est
un pgcd des Pi.

Les polynômes P et Q sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communs de P et Q
sont les inversibles.

Les notions de polynômes étrangers entre eux ou de polynômes premiers entre eux ne sont pas
identiques, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 3.112 ([1]).
Soient dans ZrXs les polynômes P pXq “ 2X ` 2 et QpXq “ 2X2 ` 2. Le nombre 2 est diviseur
commun et n’est pas un diviseur de 1. Donc 1 n’est pas un pgcd de P et Q. Ils ne sont pas étrangers.

Mais ils sont premiers entre eux parce qu’ils n’ont pas d’autres diviseurs communs que les
inversibles (1 et ´1). △

3.7.5 Polynôme primitif
DefContenuPolynome

Définition 3.113.
Un contenu du polynôme P “ ř

i aiX
i P KrXs est un pgcd de ses coefficients : cpP q “ pgcd

`taiu
˘
.

NORooQITDooKsTMKm

3.114.
Quand il y a unicité du pgcd d’un ensemble, on peut parler du contenu au singulier.

Le contenu d’un polynôme sera surtout utilisé juste pour savoir si il est inversible ou non. Dans
un anneau intègre, ça demande un peu d’abus de langage, mais comme le lemme 1.196 dit que
si un pcgd est inversible, ils le sont tous, au moins discuter de l’inversibilité du contenu dans un
anneau intègre a un sens et est bien défini.

DEFooDVOOooKaPZQC

Définition 3.115 (Polynôme primitif[117]).
Il existe deux notions de polynômes primitifs. Vu qu’il existe des anneaux unitaires qui sont des
corps finis 40, il faut faire attention au contexte.

ITEMooCNHAooVfIYEW

(1) Si A est un anneau unitaire, P est un polynôme primitif cpP q est inversible 41.
(2) Si K est un corps fini, un polynôme dans KrXs est primitif si il est le polynôme minimal

d’un générateur du groupe commutatif du corps.

3.116.
Pour rappel, il y a plusieurs façons de périphraser le fait que les coefficients soient premiers entre
eux. Nous pouvons dire . . .

38. Définition 1.202.
39. Définition 1.182.
40. Je pense à Z{nZ, mais faites attention, j’ai pas vérifié. Écrivez-moi pour me dire si c’est un bon exemple.
41. Pas mal d’auteurs disent que cpP q soit être égal à 1. Mais en général ces auteurs se rétractent bien vite en

disant que cpP q n’est définit qu’à inversible près. Voir aussi 3.114.
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(1) Le pgcd de ses coefficients est 1 parce que c’est la définition 1.252 pour avoir des nombres
premiers entre eux.

(2) Le contenu de ses coefficients est 1. Parce que le contenu est précisément le pgcd, défini-
tion 3.113.

La notion de polynôme primitif au sens du pgcd est particulière aux polynômes à coefficients
dans un anneau comme le montre le lemme suivant.

Lemme 3.117.
Si K est un corps, tout polynôme unitaire dans KrXs non nul est primitif au sens du pgcd.

Démonstration. Un polynôme unitaire a un 1 parmi ses coefficients, donc le pgcd est forcément
1.

Lemme 3.118 ([118]).
Soit un anneau factoriel 42 A. Soient des polynômes primitifs P1 et P2 dans ArXs. Soient a1, a2 P
A˚ tels que

a1P1 “ a2P2. (3.176)

Alors
(1) Les éléments a1 et a2 sont associés dans A.
(2) Les polynômes P1 et P2 sont associés dans ArXs.

Démonstration. Vu que les Pi sont primitifs, nous avons cpaiPiq “ uiai où ui est un inversible
(ui “ cpPiq). Les éléments u1a1 et u2a2 sont donc deux pgcd du même ensemble : les coefficients
de a1P1 (qui sont les mêmes que ceux de a2P2). Le lemme 3.60 entre en jeu pour dire que u1a1 et
u2a2 sont associés : il existe un inversible v tel que u1a1 “ vu2a2. Au final, a1 “ u´1

1 vu2a2 et nous
voyons que a1 et a2 sont associés.

Nous écrivons l’égalité a1P1 “ a2P2 avec la valeur trouvée de a1 : u´1
1 vu2a2P1 “ a2P2. On

voudrait simplifier par a2 (surtout que A est commutatif), mais comme a2 n’est pas spécialement
inversible, il faut le justifier. L’anneau A est intègre ; donc l’anneau ArXs l’est aussi (théorème
3.104). Et comme ArXs est intègre, on peut faire la simplification.

Au final nous avons u´1
1 vu2P1 “ P2, et comme u´1

1 vuy est inversible, P1 et P2 sont associés.
LEMooHJECooTeELgN

Lemme 3.119 (de Gauss[118]).
Soit un anneau factoriel A. Soient P,Q P ArXs.

ITEMooISPDooXdRywE

(1) Les polynômes P et Q sont primitifs si et seulement si le polynôme PQ est primitif.
ITEMooLWEEooLcDlfp

(2) Il existe un inversible u P A tel que cpPQq “ ucpP qcpQq.
Démonstration. En plusieurs parties.

(1) (1)ñ Nous supposons que P et Q sont primitifs. Et, par l’absurde, nous supposons que
PQ n’est pas primitif. Donc cpPQq n’est pas inversible dans A. Vu que A est factoriel,
tout élément non inversible est un produit d’irréductibles ; c’est le cas de cpPQq. Soit p un
irréductible entrant dans la décomposition de cppQq.
Le lemme 3.67 dit que l’anneau B “ A{pA est intègre 43.
Considérons la surjection canonique π : A Ñ B que nous prolongeons en un morphisme
d’anneaux

ϕ : ArXs Ñ BrXs
ÿ

i

aiX
i ÞÑ

ÿ

i

πpaiqXi. (3.177)

42. Définition 3.64. Je rappelle qu’un anneau factoriel est toujours commutatif.
43. Ici, ma source [118] précise que p est premier. C’est vrai par la proposition 3.66, mais ça me semble inutile.

Écrivez-moi pour me dire si le fait que p soit premier est important.
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Notons que p ne divise pas tous les coefficients de P . En effet, sinon cpP q serait un multiple
de p (proposition 3.68) et ne pourrait pas être inversible. Donc ϕpP q ‰ 0 dans BrXs. De
même nous savons que ϕpQq ‰ 0.
L’anneau B est intègre parce que A est intègre (proposition 3.104). Donc ϕpP qϕpAq ‰ 0, et
comme ϕ est un morphisme, ϕpPQq ‰ 0, ce qui signifie que p ne divise pas tous les coefficients
de PQ, ce qui est contraire à l’hypothèse de l’absurde.
Nous en déduisons que cpPQq n’est pas inversible, et donc que PQ est primitif.

(2) (1)ð
Nous supposons que PQ est primitif, et nous montrons que P et Q le sont. En factorisant un
pgcd des coefficients de P nous pouvons écrire P “ cpP qP1 avec P1 primitif (lemme 1.198).
Par la partie précédente nous savons que P1Q1 est primitif. Nous avons donc l’égalité

PQ “ cpP qcpQqP1Q1 (3.178)

où à la fois PQ et P1P2 sont primitifs. Vu que PQ est primitif, cpP qcpQqP1Q1 est primitif,
de telle sorte que 44

c
´
cpP qcpQqP1Q1

¯
“ cpP qcpQqcpP1Q1q (3.179)

est inversible. Vu que cpP1Q1q est également inversible, nous en déduisons que cpP qcpQq est
inversible. Si u P A vérifie cpP qcpQqu “ 1, alors cpQqu est un inverse de cpP q. De même
ucpP q est un inverse de cpQq. Bref, ils sont inversibles et les polynômes P et Q sont primitifs.

(3) Pour (2)
Soient P,Q P ArXs. Nous considérons les polynômes primitifs P1, Q1 et R1 définis par P “

cpP qP1, Q “ cpQqQ1 et PQ “ cpPQqR1. Nous avons

cpP qcpQqP1Q1 “ PQ “ cpPQqR1. (3.180)

En prenant le contenu des deux côtés nous avons

c
´
cpP qcpQqP1Q1

¯
“ c

´
cpPQqR1

¯
, (3.181)

et en tenant compte du lemme 1.197, cela devient

cpP qcpQqcpP1Q1q “ cpPQqcpR1q (3.182)

où les éléments cpP1Q1q et cpR1q sont inversibles. En posant u “ cpP1Q1q´1cpR1q, nous avons bien

cpP qcpQq “ ucpPQq. (3.183)

3.120.
Dans toute la démonstration, il y a une ambiguïté entre cpP q qui serait le pgcd des coefficients de
P , c’est-à-dire un ensemble et cpP q qui serait un représentant de cet ensemble.

Grâce au lemme 1.199, nous savons que si δ est un pgcd et si u est inversible, alors uδ est un
pgcd. Donc à partir de l’équation

cpP qcpQq “ ucpPQq, (3.184)

en fait nous savons qu’il existe des représentants de cpP q, cpQq et cpPQq tels que

cpP qcpQq “ cpPQq. (3.185)

44. Utilisation du lemme 1.197.
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3.7.6 Racines des polynômes

Définition 3.121 (Ordre d’un polynôme).
Soit P un polynôme irréductible 45 de degré n sur FprXs. L’ordre de P est

mintk tel que P  Xk ´ 1u. (3.186)

Définition 3.122.
Soient A un anneau et P P ArXs. On appelle racine un élément α P A tel que P pαq “ 0 ; c’est-
à-dire que, en remplaçant toutes les occurrences de X par α dans l’expression de P , on obtient
0.

PropHSQooASRbeA

Proposition 3.123.
Soient A un anneau et P un polynôme non nul dans ArXs. Si α P A est une racine de P alors
X ´ α divise P , et réciproquement.

Démonstration. Nous notons le polynôme µ “ X ´α par analogie avec le polynôme minimal dont
il sera question dans la très semblable proposition 6.100. Le sens réciproque est clair : si µ divise
P , alors α est racine de P .

Pour le sens direct, remarquons que si α est racine de P , alors P est de degré au moins égal à
1, et nous pouvons donc effectuer la division euclidienne 46 de P par µ : il existe des polynômes Q
et R tels que

P “ Qµ`R (3.187)PropHSQooASRbeA1PropHSQooASRbeA1

avec degpRq ă degpµq. Donc R est une constante, élément de A : appelons-le a. En évaluant (3.187)
en α, il vient

0 “ P pαq “ Qpαqµpαq ` a, (3.188)

et nous en déduisons que a “ 0, ce qui montre que P “ Qµ et que µ divise P .

DEFooTGZYooCYiKQa

Définition 3.124 (Racine simple et multiple d’un polynôme).
Soit A un anneau ainsi qu’un polynôme P P ArXs et α P A racine de P . La multiplicité de α par
rapport à P est l’entier h tel que P est divisible par pX ´ αqh mais pas divisible par pX ´ αqh`1.
Nous noterons θαpP q la multiplicité de α par rapport à P .

Si la multiplicité d’une racine est égale à 1, nous disons que c’est une racine simple. Sinon,
c’est une racine multiple.

3.125.
Pour une définition générale d’une racine simple de l’équation fpxq “ 0, voir la définition 34.50.
La proposition 3.123 nous indique que toute racine est de multiplicité au moins égale à 1.

LEMooZUUVooQgsdXs

Lemme 3.126.
Soient un anneau A ainsi que x, r P A. Nous avons

xn ´ rn “ px´ rq
n´1ÿ

k“0
xkrn´k´1. (3.189)

45. Définition 1.185.
46. Théorème 3.107.
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Démonstration. Nous effectuons la distribution, et nous calculons un peu :

px´ rq
n´1ÿ

k“0
xkrn´k “

n´1ÿ

k“0
xk`1rn´k´1 ´

n´1ÿ

k“0
xkrn´k (3.190a)

“
nÿ

k“1
xkrn´k ´

n´1ÿ

k“0
xkrn´k (3.190b)

“ ´rn `
n´1ÿ

k“1
pxkrn´k ´ xkrn´kq ` xn (3.190c)

“ xn ´ rn. (3.190d)

PROPooQCZSooVokxXQ

Proposition 3.127 ([119]).
Soient un anneau A, un polynôme P P ArXs de degré n, ainsi qu’une racine α P A de P . Alors il
existe un polynôme Q P ArXs de degré n´ 1 tel que P “ pX ´ αqQ.

Démonstration. D’après le lemme 3.126, pour chaque k, nous avons xk ´ rk “ px´ rqSkpxq où Sk
est un polynôme de degré k ´ 1 (ou moins).

Soit un polynôme P tel que P pαq “ 0. Nous pouvons écrire

P pxq “ P pxq ´ P pαq (3.191a)

“
nÿ

k“0
akx

k ´
nÿ

k“0
akα

k (3.191b)

“
nÿ

k“1
akpxk ´ αkq (3.191c)

“
nÿ

k“1
akpx´ αqSkpxq (3.191d)

“ px´ αq
nÿ

k“1
alSkpxq (3.191e)

“ px´ αqQpxq (3.191f)

où Q est le polynômde de degré n´ 1 donné par Q “ řn
k“1 akSk.

PropahQQpA

Proposition 3.128.
L’élément α P A est une racine de multiplicité 47 h du polynôme P si et seulement si il existe
Q P ArXs tel que P “ pX ´ αqhQ avec Qpαq ‰ 0.

Démonstration. Par définition de la multiplicité de α, le polynôme P est divisible par pX ´ αqh
mais pas par pX ´ αqh`1. Il existe donc un polynôme Q tel que

P “ pX ´ αqhQ. (3.192)

Si Qpαq était nul, la proposition 3.127 nous dirait que Q “ pX ´ αqS pour un cetain polynôme S.
Cela ferait P “ pX ´ αqh`1S, ce qui est contraire à l’hypothèse sur la multiplicité.

LemIeLhpc

Lemme 3.129.
Soient P et Q des polynômes non nuls de ArXs et α P A. Alors

(1) θαpP `Qq ď mintθαpP q, θαpQqu, et l’égalité a lieu si θαpP q ‰ θαpQq ;
ItemIeLhpciv

(2) θαpPQq ě θαpP q ` θαpQq, et l’égalité a lieu si A est intègre.
47. Multiplicité d’une racine, définition 3.124.
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Dans le théorème suivant, la partie importante en pratique est le point (2) parce qu’il dit que,
lorsque nous cherchons les racines d’un polynôme, nous pouvons nous arrêter lorsque nous en avons
trouvé autant que le degré, multiplicité comprise.

ThoSVZooMpNANi

Théorème 3.130.
Soit A un anneau intègre et P P ArXszt0u, un polynôme de degré n.

(1) Si α1, . . . , αp P A sont des racines deux à deux distinctes de multiplicités k1, . . . , kp, alors il
existe Q P ArXs, de degré n´řp

i“1 ki, tel que

P “ Q
pź

i“1
pX ´ αiqki (3.193)

et Qpαiq ‰ 0 pour tout i. ITEMooWGOBooGApPOo

(2) La somme des multiplicités des racines de P est au plus degpP q.

Démonstration. Si p “ 1, soit α une racine de multiplicité k de P . La définition de la multiplicité
d’une racine nous dit que P est divisible par pX ´ αqk mais pas par pX ´ αqk`1. Donc il existe
Q P ArXs tel que P “ QpX ´ αqk. Il reste à voir que Qpαq ‰ 0. Cela est une conséquence de la
proposition 3.123 : si Qpαq était nul, on pourrait lui factoriser pX ´ αq et donc avoir pX ´ αqk`1

qui se factorise dans P , ce qui n’est pas possible.
Nous supposons que p ě 2 et nous effectuons une récurrence sur p. Nous considérons donc les

p´1 premières racines α1, . . . , αp´1 et un polynômeR P ArXs tel queRpαiq ‰ 0 pour i “ 1, . . . , p´1
et

P “ pX ´ α1qk1 . . . pX ´ αp´1qkp´1looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon
S

R. (3.194)

Par hypothèse P pαpq “ SpαpqRpαpq “ 0. L’anneau A étant intègre, Spαpq ‰ 0 parce que αi ‰ αp
pour i ‰ p. Par conséquent, Rpαpq “ 0.

Nous devons encore vérifier que la multiplicité αp est kp par rapport à R. Pour cela nous
utilisons le point (2) du lemme 3.129 afin de dire que le degré de αp pour P “ SR est kp. Par
conséquent

R “ pX ´ αpqkpT (3.195)
avec T pαpq ‰ 0 et enfin

P “
pź

i“1
pX ´ αiqT. (3.196)

De plus T pαiq ‰ 0, sinon Rpαiq serait nul.
CORooUGJGooBofWLr

Corolaire 3.131.
Un polynôme de degré n sur un anneau intègre possède au maximum n racines distinctes.

Démonstration. Le théorème 3.130(2) dit que la somme des multiplicités des racines de P est au
maximum n. Mais la proposition 3.123 dit que toutes les racines ont une multiplicité au moins
égale à un. Donc il ne peut pas y en avoir plus de n.

Proposition 3.132 ([120, 121]).
Soit un anneau intègre et n ą 0. Les racines ne de l’unité forment un groupe cyclique dont l’ordre
divise n.

LEMooHDJIooPTpUCJ

Lemme 3.133.
Soit le polynôme P “ X2 ´ 1 sur l’anneau intègre 48 A. Si 1 ‰ ´1 49, alors les racines de P sont
˘1.

48. Définition 1.193.
49. À mon avis cette hypothèse n’est pas nécessaire. Et d’ailleurs j’ai un peu du mal à voir des exemples exotiques

d’anneaux intègres dans lesquels 1 “ ´1. Il y aurait r0, 1s modulo 2, certaines de ses parties, comme Z{2Z. Et quoi
d’autre ?
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Démonstration. Le fait que ˘1 sont racines est le lemme 1.176(1)(4). Puisque par hypothèse 1 ‰
´1, le corolaire 3.131 termine la preuve.

CORooZCSOooHQVAOV

Corolaire 3.134 (Conséquence du lemme de Gauss[122]).
Soient A un anneau factoriel et FracpAq son corps des fractions. Un polynôme non constant P P
ArXs est irréductible (sur A) si et seulement si il est irréductible et primitif au sens du pgcd 50 sur
FracpAqrXs.
Exemple 3.135.
Il ne faudrait pas croire qu’être irréductible dans un anneau A implique d’être irréductible dans le
corps des fractions. En effet soit A “ Zr?5s et P “ X2 ´X ´ 1. Nous savons que sa factorisation
est

P “
ˆ
X ´ 1`?5

2

˙ˆ
X ´ 1´?5

2

˙
. (3.197)

Si vous ne le saviez pas, faites juste le calcul pour vous en assurer.
Ce polynôme est irréductible sur Zr?5s mais pas irréductible sur Frac

`
Zr?5s˘. △

3.7.7 Quelques identités
LemISPooHIKJBU

Lemme 3.136 ([1, 123]).
Quelques identités de polynômes.

ItemLTBooAcyMtN

(1) Si n est impair, alors 1`X divise 1`Xn.
ItemLTBooAcyMtNii

(2) Pour tout n nous avons Xn ´ 1 “ pX ´ 1qp1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xn´1q.
ITEMooILIVooHtmWLm

(3) Xn ´ an “ pX ´ aqřn´1
i“0 a

iXn´1´i.

Démonstration. Plusieurs points.
(1) Pour (1) Nous allons utiliser le lemme 3.1 avec a “ 1, b “ ´X et r “ n´ 1. Notez que n

étant impair, r “ n´ 1 est encore positif. En ce qui concerne le membre de gauche de (3.1),
nous remarquons que p´Xqn “ p´1qnXn “ ´Xn. Nous avons donc :

1`Xn “ pa´ bq
n´1ÿ

k“0
an´1´kbk “ p1`Xqp¨ ¨ ¨ q. (3.198)

Cela prouve que 1`X divise 1`Xn.
(2) Pour (2) Posons P “ X ` . . .`Xn´1. Nous avons XP “ P ´X `Xn et donc

pX ´ 1qp1` P q “ X `XP ´ 1´ P “ X ` pP ´X `Xnq ´ 1´ P “ Xn ´ 1. (3.199)

(3) Pour (3) Déjà fait dans (3.1).

3.7.8 Générateurs pour le groupe multiplicatif
PROPooKSCRooPyInSv

Proposition 3.137 ([124]).
Si p est un nombre premier, tout sous-groupe de

`pZ{nZq˚, ·
˘

est cyclique 51.

Démonstration. Soit un sous-groupe H d’ordre |H| “ n de pZ{nZq˚. Nous prouvons par récurrence
sur n que H est cyclique.

(1) n “ 1 SiH est un sous-groupe d’ordre 1, alorsH “ tr1spu et c’est cyclique, pas de problèmes.

50. Définition 3.115.
51. Définition 1.319.



3.7. POLYNÔMES À COEFFICIENTS DANS UN ANNEAU COMMUTATIF 375

(2) Récurrence Nous supposons que tous les sous-groupes de
`pZ{nZq˚ d’ordre plus petit que

n sont cycliques, et nous prouvons que H est également cyclique.
Nous allons faire deux cas suivant que n est la puissance d’un nombre premier ou non.

(2a) Si n “ qk Nous supposons que n “ qk pour un certain nombre premier q. Nous sup-
posons aussi, par l’absurde que H n’est pas cyclique. Les éléments de H ont un ordre
qui divise qk (corolaire 2.14), mais pas d’ordre qk. Donc pour tout x dans H nous avons
xq

k´1 “ 1. En particulier le polynôme P “ XXq´1´1 a au moins qk racines dans Z{pZ :
les éléments de H.
Hélas le degré de P étant qk´1, il ne peut pas avoir plus de qk´1 racines distinctes par
3.130. Contradiction. Donc H est cylcique.

(2b) Cas général
Nous supposons que |H| n’est pas la puissance d’un nombre premier.

(2b.ii) Un morphisme Le corolaire 3.18 nous indique que n “ ab pour deux nombres
a, b tels que pgcdpa, bq “ 1. Nous considérons l’application

f : H Ñ H

x ÞÑ xa.
(3.200)

Étant donné que H est abélien, f est un morphisme de groupes. Tout élément x P H
vérifie fpxqb “ xab “ 1. Donc

Imagepfq Ă ty P H tel que yb “ 1u. (3.201)

(2b.ii) Ordre du noyau et de l’image Par le coup des racines distinctes de polynôme
Xb ´ 1, nous avons | Imagepfq| ď b. De même nous avons

kerpfq “ tx P H tel que xa “ 1u, (3.202)

et donc | kerpfq| ď a.
Le premier théorème d’isomorphisme 2.6 nous indique que

H

kerpfq » Imagepfq, (3.203)

et comme tout est abélien, tous les sous groupes sont normaux 52, et nous avons,
par le théorème de Lagrange 2.13 que

ab “ |H| “ | kerpfq|looomooon
ďa

| Imagepfq|looooomooooon
ďb

ď ab. (3.204)

Le premier membre est égal au dernier. Donc toutes les inégalités sont des égalités.
Nous avons donc | kerpfq| “ a et | Imagepfq| “ b.

(2b.ii) Hypothèse de récurrence C’est le moment d’utiliser l’hypothèse de récurrence :
les groupes kerpfq et Imagepfq sont cycliques. Soient des générateurs h et h1. Quel
est l’ordre de hh1 ? Le lemme 3.27 nous indique que hh1 est d’ordre ab “ n. Donc
hh1 est générateur de H qui est donc cyclique.

52. « distingué » et « normal » sont synonymes.
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Chapitre 4

Espaces vectoriels (début)

4.1 Parties libres, génératrices, bases et dimension
Nous avons déjà défini (dans 1.325) un espace vectoriel comme étant un module sur un corps

commutatif. En explicitant un peu, cela donne ceci[125].
Un espace vectoriel sur le corps K est un ensemble E muni de deux opérations :

— une loi de composition interne ` : E ˆ E Ñ E,
— une loi de composition externe · : Kˆ E Ñ E

telles que
(1) pE,`q soit un groupe abélien,
(2) pour tout u, v P E et pour tout k, k1 P K,

(2a) kpu` vq “ pkuq ` pkvq
(2b) pkk1qu “ kpk1uq
(2c) pk ` k1qu “ pkuq ` pk1uq
(2d) 1u “ u

où 1 est le neutre de K et où nous avons directement adopté la notation ku pour k·u.
Si u P E, nous notons ´u l’inverse de u dans le groupe pE,`q.

DEFooDLHWooAvfhgc

Définition 4.1 (Partie libre).
Si E est un espace vectoriel, une partie A de E est libre si pour tout choix d’un nombre fini
d’éléments tuiui“1,...,n de A, l’égalité

a1u1 ` ¨ ¨ ¨ ` anun “ 0 (4.1)

implique ai “ 0 pour tout i (ici les ai sont dans le corps de base).

Remarque 4.2.
Notons que le vecteur nul n’est dans aucune partie libre, ne fût-ce que parce que a0 “ 0 n’implique
pas a “ 0.

Si A est une partie de l’espace vectoriel E, nous notons SpanpAq l’ensemble des combinaisons
linéaires finies d’éléments de A. Les coefficients de ces combinaisons linéaires sont dans le corps de
base K.

Définition 4.3 (Partie génératrice).
Une partie B d’un espace vectoriel E est génératrice si SpanpBq “ E.

Remarque 4.4.
Ces définitions demandent des commentaires en dimension infinie 1.

1. Nous n’avons pas encore défini le concept de dimension, mais nous nous adressons au lecteur trop pressé.

377
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(1) Tout élément peut être écrit comme combinaison linéaire finie d’une partie génératrice. Cela
ne signifie pas que nous pouvons extraire une partie finie qui convient pour tous les éléments
à la fois. Lorsque l’espace est de dimension infinie, ceci est particulièrement important.

(2) La définition séparée de liberté dans le cas des parties infinies a son importance lorsqu’on
parle d’espaces vectoriels de dimension infinie (en dimension finie, aucune partie infinie n’est
libre) parce que cela fera une différence entre une base algébrique et une base hilbertienne
par exemple.

DEFooNGDSooEDAwTh

Définition 4.5 (Base).
Une base de l’espace vectoriel E est une partie à la fois génératrice et libre.

NORMooJGRNooAKtvWt

4.6.
Supposons que la partie tu1, u2, u2u soit une base d’un espace vectoriel E. Un ensemble étant
quelque chose de non ordonné, la partie tu3, u2, u1u est la même, et tu1, u1, u2, u2, u3, u4u est
encore la même.

Lorsque l’ordre dans lequel nous numérotons les vecteurs d’une base est important (par exemple
pour écrire explicitement la matrice d’une application linéaire), nous devrions écrire pu1, u2, u3q.
Nous pourrions définir le concept de base ordonnée en disant qu’une base ordonnée de E est une
application u : I Ñ E où I est un ensemble totalement ordonné et telle que upIq soit une base de
E.

À partir de là, il ne serait plus autorisé de dire « la matrice de f dans une base ». Il faudrait dire
« la matrice de f dans une base ordonnée ». Dans ce contexte, une matrice pour une application
linéaire d’un espace réel serait une application I ˆ I Ñ R.

Bref, tout ça pour dire qu’il y a clairement des incohérences de notations à ce niveau dans le
Frido. Il sera souvent écrit tu1, u2u au lieu de pu1, u2q ou, mieux, u : I Ñ R, et il sera souvent dit
« base » au lieu de « base ordonnée ».

Nous prouvons à présent que tout élément non nul d’un espace vectoriel possédant une base 2

se décompose de façon unique en combinaison linéaire finie d’éléments d’une base.
PROPooEIQIooXfWDDV

Proposition 4.7 ([1]).
Soient un espace vectoriel E sur K muni d’une base teiuiPI . Si v P E, alors il existe un unique
couple pJ, cq où

(1) J est une partie finie de I ;
(2) c : J Ñ K est une application
(3) v “ ř

jPJ cpjqej.
Les éléments cpiq seront notés vi et sont les composantes de v dans la base. Sous-entendu, on
prolonge c de J vers I par zéro sur IzJ .

Démonstration. Soit un espace vectoriel E et une base teiuiPI où I est un ensemble à priori
quelconque. Soit v P E. Puisque E “ SpanteiuiPI , il existe une partie finie J de I et des coefficients
tvjujPJ dans K tels que

v “
ÿ

jPJ
vjej . (4.2)

Cela donne l’existence.
En ce qui concerne l’unicité, soient J et K des parties finies de I et des coefficients tvjujPJ et

twkukPK tels que
v “

ÿ

jPJ
vjej “

ÿ

kPK
wkek. (4.3)EQooFKNEooICnVPPEQooFKNEooICnVPP

2. Nous n’avons pas démontré que tout espace vectoriel possède une base. Donc à notre niveau, il est possible
que ce théorème soit sans objet pour beaucoup d’espaces.
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Nous posons L “ J YK. Remarquez que les unions suivantes sont des unions disjointes :

L “ pJzKq Y pJ XKq Y pKzJq (4.4a)
J “ pJzKq Y pJ XKq (4.4b)
K “ pK X Jq Y pKzJq. (4.4c)

Écrivons 0 “ v ´ v en utilisant les expressions de v de (4.3) et en décomposant les sommes :

0 “
ÿ

jPJ
vjej ´

ÿ

kPK
wkek (4.5a)

“
ÿ

jPJzK
vjej `

ÿ

jPJXK
vjej ´

ÿ

kPKXJ
wkek ´

ÿ

kPKzJ
wkek (4.5b)

“
ÿ

jPJzK
vjej `

ÿ

jPJXK
pvj ´ wjqej ´

ÿ

kPKzJ
wkek. (4.5c)

Là-dessus, nous posons

αl “

$
’&
’%

vl si l P JzK
vl ´ wl si l P J XK
´wl si l P KzJ.

(4.6)

Nous avons alors ÿ

lPL
αlel “ 0. (4.7)EQooCTWRooZKvaupEQooCTWRooZKvaup

Vu que teiuiPI est libre, la partie telulPL est également libre. Donc l’équation (4.7) implique que
αl “ 0 pour tout l P L.

Nous devons prouver que

tj P J tel que vj ‰ 0u “ tk P K tel que wk ‰ 0u (4.8)

et que pour l dans cet ensemble, vl “ wl.
Soit j P J ; il y a deux possibilités : soit j P JzK, soit j P J X K. Dans le premier cas nous

avons déjà vu que αj “ vj “ 0. Dans le second cas, αj “ vj ´ wj “ 0, c’est-à-dire vj “ wj .
Donc j P J vérifiant vj ‰ 0 implique j P J XK et l’égalité des coefficients. Idem avec k P K

tel que wk ‰ 0 implique k P J XK.
LEMooDJSIooYcsvhO

Lemme 4.8 ([1]).
Soit un espace vectoriel admettant des bases. Un endomorphisme est une bijection si et seulement
si il change toute base en une base.

Démonstration. En deux parties. Soit un espace vectoriel E possédant des bases et un endomor-
phisme f : E Ñ E.

(1) Si f est bijective Soit une base tviuiPI ; nous devons voir que tfpviquiPI est une base.
(1a) Libre Si J est une partie finie de I et si les λj sont des scalaires tels que

ř
jPJ λjfpvjq “

0, alors
0 “

ÿ

jPJ
λjfpvjq “ f

` ÿ

jPJ
λjvj

˘
. (4.9)

Mais comme f est bijective, cela implique que
ř
jPJ λjvj “ 0. En retour, parce que tviu

est une base, cela implique que λj “ 0 pour tout j.
(1b) Générateur Soit x P E. Puisque f est bijective, il existe un unique y P E tel que

x “ fpyq. Comme tviuiPI est une base, il existe une partie finie J Ă I et des scalaires
tλjujPJ tels que

y “
ÿ

jPJ
λjvj . (4.10)
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Nous avons alors
x “ fpyq “

ÿ

jPJ
λjfpvjq, (4.11)

qui montre que tfpviquiPI est bien génératrice de E
(2) Si f change les bases en bases Soit un endomorphisme changeant toute base en une

base. Nous devons prouver qu’il est bijectif.
(2a) Injective Nous considérons une base tviuiPI . La partie tfpviquiPI est par hypothèse

également une base.
Soient x, y P E tels que fpxq “ fpyq. Il existe J et K finis dans I qui permettent de
décomposer x et y respectivement dans la base tfpviquiPI . Quitte à poser J 1 “ J YK,
nous supposons que J suffit 3. Il existe donc des scalaires tλjujPJ et tµjujPJ tels que
x “ ř

jPJ λjfpvjq et y “ ř
jPJ µjfpvjq.

La relation fpxq “ fpyq donne immédiatement, par la linéarité de f ,
ÿ

jPJ
pλj ´ µjqfpvjq “ 0. (4.12)

Du fait que tfpviquiPI soit une base, nous déduisons que λj ´ µj “ 0 pour tout j. Donc
x “ y, et f est injective.

(2b) Surjective Soit x P E. Puisque tfpviquiPI est une base, il existe des scalaires λj tels
que

x “
ÿ

jPJ
λjfpvjq “ f

` ÿ

jPJ
λjvj

˘
. (4.13)

Donc f est surjective.

LEMooRWQHooIxrQek

Lemme 4.9 ([1]).
Bases dans Rn. ITEMooKWULooCTmOqM

(1) Si v et w ne sont pas colinéaire dans R2, alors tv, wu est une base de R2.
(2) Toute partie libre de Rn contenant n élément est une base.

Définition 4.10.
Un espace vectoriel est de type fini si il contient une partie génératrice finie.

Nous verrons dans les résultats qui suivent que cette définition est en réalité inutile parce qu’un
espace vectoriel sera de type fini si et seulement si il est de dimension finie.

LemytHnlD

Lemme 4.11.
Si E a une famille génératrice de cardinal n, alors toute famille de n` 1 éléments est liée.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. Pour n “ 1, nous avons E “ Spanpeq et
donc si v1, v2 P E nous avons v1 “ λ1e, v2 “ λ2e pour certains éléments non nuls λ1, λ2 du corps
de base. Nous avons donc λ2v1 ´ λ1v2 “ 0. Cela prouve que tv1, v2u est liée.

Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour k ă n, c’est-à-dire que pour tout espace
vectoriel contenant une partie génératrice de cardinal k ă n, les parties de k ` 1 éléments sont
liées. Soit maintenant un espace vectoriel muni d’une partie génératrice G “ te1, . . . , enu de n
éléments, et montrons que toute partie V “ tv1, . . . , vn`1u contenant n` 1 éléments est liée. Dans
nos notations nous supposons que les ei sont des vecteurs distincts et les vi également. Nous les
supposons également tous non nuls. Étant donné que teiu est génératrice nous pouvons définir les
nombres λi,k par

vi “
nÿ

k“1
λi,kek (4.14)

3. Nous utilisons le fait que l’union de deux parties finies d’un ensemble est finie (lemme 1.124(2)).
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Puisque

vn`1 “
nÿ

k“1
λn`1,kek ‰ 0, (4.15)

quitte à changer la numérotation des ei, nous pouvons supposer que λn`1,n ‰ 0. Nous considérons
les vecteurs

wi “ λn`1,nvi ´ λi,nvn`1. (4.16)

En calculant un peu,

wi “ λn`1,n

nÿ

k“1
λi,kek ´ λi,n

nÿ

k“1
λn`1,kek (4.17a)

“
n´1ÿ

k“1

`
λn`1,nλi,k ´ λi,nλn`1,k

˘
ek (4.17b)

parce que les termes en en se sont simplifiés. Donc la famille tw1, . . . , wnu est une famille de n
vecteurs dans l’espace vectoriel Spante1, . . . , en´1u ; elle est donc liée par l’hypothèse de récurrence.
Il existe donc des nombres α1, . . . , αn P K non tous nuls, tels que

0 “
nÿ

i“1
αiwi “

nÿ

i“1
αiλn`1,nvi ´

nÿ

i“1
αiλi,nvn`1. (4.18)EqOQGGoUEqOQGGoU

Vu que λn`1,n ‰ 0 et que, parmi les αi, au moins un est non nul, nous avons au moins un des
produits αiλn`1,n qui est non nul. Par conséquent (4.18) est une combinaison linéaire nulle non
triviale des vecteurs de tv1, . . . , vn`1u. Cette partie est donc liée.

LemkUfzHl

Lemme 4.12.
Soient L une partie libre et G une partie génératrice d’un espace vectoriel E. Si l’ensemble des
parties libres L1 telles que L Ă L1 Ă G possède un élément maximum 4, alors cet élément est une
base.

Qu’entend-on par « maximale » ? La partie B candidate, doit être libre, contenir L, être conte-
nue dans G et de plus avoir la propriété que @x P GzB, la partie B Y txu est liée.

Démonstration. D’abord si G est une base, alors toutes les parties de G sont libres et le maximum
est B “ G. Dans ce cas le résultat est évident. Nous supposons donc que G est liée.

La partie B “ tb1, . . . , blu est libre parce qu’on l’a prise parmi les libres. Montrons que B est
génératrice. Soit x P GzB ; par hypothèse de maximalité, B Y txu est liée, c’est-à-dire qu’il existe
des nombres λi, λx non tous nuls tels que

lÿ

i“1
λibi ` λxx “ 0. (4.19)EqxfkevMEqxfkevM

Si λx “ 0 alors un de λi doit être non nul et l’équation (4.19) devient une combinaison linéaire
nulle non triviale des bi, ce qui est impossible parce que B est libre. Donc λx ‰ 0 et

x “ ´ 1
λx

lÿ

i“1
λibi. (4.20)

Donc tous les éléments de GzB sont des combinaisons linéaires des éléments de B, et par consé-
quent, G étant génératrice, tous les éléments de E sont combinaisons linéaires d’éléments de B.

ThonmnWKs

Théorème 4.13 (Théorème de la base incomplète).
Soit E un espace vectoriel de type fini sur le corps K.

4. Encore une fois, à part quelques cas triviaux, il n’est pas clair à ce point que ce maximum existe.
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ItemBazxTZ

(1) Si L est une partie libre et si G est une partie génératrice contenant L, alors il existe une
base B telle que L Ă B Ă G. ITEMooFVJXooGzzpOu

(2) Toute partie libre peut être étendue en une base. ITEMooFBUAooSSZxgx

(3) Toutes les bases sont finies et ont même cardinal. ITEMooJIJSooGuJMdt

(4) Si V est un sous-espace vectoriel de E, et si L est une base de V , alors il existe une base de
E qui contient L.

Démonstration. Point par point.
(1) Comme E est de type fini, il admet une partie génératrice G de cardinal fini n. Donc une

partie libre est de cardinal au plus n par le lemme 4.11. Soit L, une partie libre contenue
dans G (ça existe : par exemple L “ H). La partie B maximalement libre contenue dans G
et contenant L est une base par le lemme 4.12.

(2) Notons que puisque E lui-même est générateur, le point (1) implique que toute partie libre
peut être étendue en une base.

(3) Soient B et B1, deux bases. En particulier B est génératrice et B1 est libre, donc le lemme 4.11
indique que CardpB1q ď CardpBq. Par symétrie on a l’inégalité inverse. Donc CardpBq “
CardpB1q.

(4) La partie L étant une base de V , elle est en particulier libre dans E. Par le point (2), L peut
être étendue en une base.

REMooYGJEooEcZQKa

Remarque 4.14.
Le théorème de la base incomplète 4.13(2) est ce qui permet de construire une base d’un espace
vectoriel en « commençant par » une base d’un sous-espace. En effet si H est un sous-espace de E,
alors une base de H est une partie libre de E et donc, peut être étendue en une base de E.

DEFooWRLKooArTpgh

Définition 4.15.
La dimension d’un espace vectoriel de type fini est le cardinal 5 d’une 6 de ses bases.

Il existe une infinité de bases de Rm. On peut démontrer que le cardinal de toute base de Rm

est m, c’est-à-dire que toute base de Rm possède exactement m éléments.

Exemple 4.16.
La base de canonique de Rm est la partie te1, . . . , emu, où le vecteur ej est

ej “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
0
1
0
...
0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Ð j-ème .

La composante numéro j de ei est 1 si i “ j et 0 si i ‰ j. Cela s’écrit peiqj “ δi,j où δ est le
symbole de Kronecker défini par

δi,j “
#

1 si i “ j

0 si i ‰ j
(4.21)

Les éléments de la base canonique de Rm peuvent donc être écrits ei “ řm
k“1 δi,kek. △

5. Définition 1.122.
6. Le théorème de la base incomplète 4.13(3) montre que cette définition ne souffre d’aucune ambiguïté.
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Le théorème suivant est essentiellement une reformulation du théorème 4.13.
ThoMGQZooIgrXjy

Théorème 4.17.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et teiuiPI une partie génératrice de E.

ITEMooTZUDooFEgymQ

(1) Il existe J Ă I tel que teiuiPJ est une base. Autrement dit : de toute partie génératrice nous
pouvons extraire une base.

ITEMooCJQGooXwjsfm

(2) Soit tf1, . . . , flu une partie libre. Alors nous pouvons la compléter en utilisant des éléments
ei. C’est-à-dire qu’il existe J Ă I tel que tfku Y teiuiPJ soit une base.

PROPooVEVCooHkrldw

Proposition 4.18.
Si E est un espace vectoriel de dimension finie n, alors

ITEMooZNLDooBISkJyBS

(1) toute partie contenant n` 1 éléments est liée.
ITEMooSGGCooOUsuBs

(2) toute partie libre contenant n éléments est une base,
(3) toute partie génératrice contenant n éléments est une base.

Démonstration. Soit une partie M contenant n` 1 éléments. L’espace E possède une partie géné-
ratrice contenant n éléments (n’importe quelle base). Donc M est liée par le lemme 4.11.

Une partie libre contenant n éléments peut être étendue en une base ; si ladite extension est
non triviale (c’est-à-dire qu’on ajoute vraiment au moins un élément) une telle base contiendra
une partie de n` 1 éléments qui serait liée par le lemme 4.11.

Pour la dernière assertion, soit une partie génératrice tviuiPI où I contient n éléments. Par le
théorème 4.17(1) nous pouvons en extraire une base : il existe J Ă I tel que tvjujPJ soit une base.
Si l’inclusion J Ă I était stricte, alors la base tvjujPJ contiendrait moins de n éléments, ce qui
serait en contradiction avec le théorème 4.13(3).

DefCodimension

Définition 4.19.
Soit F un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel E. La codimension de F dans E est

codimEpF q “ dimpE{F q. (4.22)
LEMooGNDPooAhvIek

Lemme 4.20.
L’ensemble Qn est un Q-espace vectoriel de dimension n.

4.1.1 Et en dimension infinie

Dans ZFC, en dimension infinie, il existe aussi une base pour tout espace vectoriel ainsi qu’un
théorème de la base incomplète. Nous ne parlerons pas de ce qu’il se passe lorsque nous ne consi-
dérons que ZF 7.

LEMooSSRXooIyfgNz

Lemme 4.21 ([126]).
Soient un K-espace vectoriel E et un sous-espace vectoriel V de E. Soient encore deux sous-espaces
vectoriels W1 et W2 tels que

(1) V XW1 “ t0u ;
(2) V `W2 “ E.

Alors il existe un supplémentaire W de V tel que W1 ĂW ĂW2.

Juste une remarque : dans le Frido le symbole « Ă » ne signifie pas une inclusion stricte.

Démonstration. Nous utilisons le lemme de Zorn.

7. Si vous ne savez pas ce que signifient les sigles « ZF » et « ZFC » vous ne devriez pas être en train de lire ceci,
et encore moins penser à le resservir à un jury d’agrégation.
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(1) Un gros ensemble Soit

A “
!
S Ă E tel que

$
’&
’%

S est un sous-espace vectoriel de E
W1 Ă S ĂW2

S X V “ t0u

)
(4.23)

(2) Non vide Puisque W1 P A, cet ensemble n’est pas vide.
(3) Ordre L’ensemble A est partiellement ordonné pour l’inclusion.
(4) A est inductif Nous prouvons maintenant que A est inductif 8. Pour cela, soit une partie

A1 totalement ordonnée et U “ Ť
APA1 A.

Alors, la partie U est un sous-espace vectoriel de E. En effet si x, y P U , alors il existe
A1, A2 P A1 tels que x P A1 et y P A2. Comme A1 est totalement ordonné, l’un des ensembles
parmi A1 et A2 est inclus dans l’autre. Sans perdre de généralité, disons A1 Ă A2. Alors
les opérations s’effectuent dans A2 : nous avons x, y P A2, et donc λx P A2 Ă U ainsi que
x` y P A2 Ă U .
De plus, U contient W1, et est contenu dans W2. Ainsi, U P A et majore A1 pour l’inclusion.
En bref, A est bien inductif.

(5) Utilisation de Zorn Le lemme de Zorn 1.23 nous donne alors un élément maximal W de
A. Cet élément vérifie
(5a) W X V “ t0u,
(5b) W1 ĂW ĂW2,
(5c) pour tout W 1 P A, nous avons W 1 ĂW par maximalité de W .

(6) Supplémentaire Montrons que ce W est un supplémentaire de V . Soit x P E. Le but
est de trouver une décomposition de x en somme d’un élément de W et un de V . Comme
V `W2 “ E, nous avons v P V et w2 PW2 tels que

x “ v ` w2. (4.24)

Si w2 PW alors c’est fini. Sinon . . .
Soit X “ SpantW,w2u. Vu que X contient strictement W et que W est maximum dans A,
la partie X n’est pas un élément de A. Comme X est un sous-espace vectoriel de E tel que
W1 Ă X ĂW2, la seule possibilité pour que X ne soit pas dans A est que X XV ‰ t0u. Soit
donc y ‰ 0 dans X X V . Par définition de X,

y “ w1 ` λw2 (4.25)EqDecompo55:296EqDecompo55:296

pour w1 P W , w2 P W2 et λ P K. Nous avons λ ‰ 0, sinon nous aurions y P W X V et donc
y “ 0 puisque W est dans A. La décomposition (4.25) permet alors d’écrire w2 “ py´w1q{λ
et finalement

x “ v ` 1
λ
py ´ w1q “ v ` 1

λ
yloomoon

PV

´ 1
λ
w1

loomoon
PW

. (4.26)

La somme d’espaces vectoriels E “ V `W est donc établie.

Corolaire 4.22.
Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel possède un supplémentaire.

Démonstration. Soit un espace vectoriel E ainsi qu’un sous-espace vectoriel V . Si V “ E nous
sommes O.K. Sinon nous considérons v P EzV et nous posons W1 “ Kv et W2 “ E.

Vu que V et W1 sont des espaces vectoriels, nous avons V XW1 “ t0u, et puisque W2 “ E,
nous avons V `W2 “ E. Le lemme 4.21 nous donne alors un supplémentaire de V .

8. Définition 1.22.



4.1. PARTIES LIBRES, GÉNÉRATRICES, BASES ET DIMENSION 385

PROPooHDCEooMhDjPi

Proposition 4.23 (Base incomplète).
Tout espace vectoriel (non réduit à t0u) possède une base.

Démonstration. Soit A l’ensemble des familles libres de E. Il n’est pas vide parce que tvu en est
une dès que v est non nul dans E. Rapidement :

— l’ensemble A est ordonné pour l’inclusion,
— si A1 est une partie totalement ordonnée, l’union est un majorant,
— donc A est inductif,
— soit un maximum F de A.

La partie F est libre parce qu’elle est dans A. Elle est génératrice parce que si v n’est pas dans
SpanpF q alors la partie F Y tvu est encore libre, et majore strictement F pour l’inclusion, ce qui
n’est pas possible.

Donc F est une base de E.
THOooOQLQooHqEeDK

Théorème 4.24 (Base incomplète, dimension quelconque).
Soit une partie teiuiPI génératrice de l’espace vectoriel E (ici, I est un ensemble quelconque 9).
Soit I0 Ă I tel que teiuiPI0 soit libre.

Alors il existe I1 tel que I0 Ă I1 Ă I tel que teiuiPI1 soit une base de E.

Note : une telle partie I0 existe en prenant un singleton. Mais l’existence n’est pas le sujet ici.

Démonstration. Soit A l’ensemble des parties J de I telles que I0 Ă J Ă I et telles que teiuiPJ
soit libre.

Encore une fois, A est inductif pour l’ordre partiel donné par l’inclusion. Soit J un élément
maximum par le lemme de Zorn 1.23. Puisque J P A, la partie teiuiPJ est libre. Mais elle est
également génératrice parce que si ek n’est pas dedans, J ne serait pas maximum, étant majorée
par J Y tku.

Donc teiuiPJ engendre tous les ei avec i P I et donc, tous les éléments de E.
NORMooREVQooEFJWta

4.25 ([13]).
Une preuve alternative du théorème de la base incomplète serait de prouver que l’ensemble des
parties libres est inductif. De ce fait, la proposition 1.24 permet de dire que toute partie libre peut
être complétée en une base.

4.1.2 Espace librement engendré
DEFooCPNIooNxsYMY

Définition 4.26 ([127]).
Soient un ensemble S et un corps K. L’espace vectoriel librement engendré sur S, noté FKpSq
est l’ensemble des applications S Ñ K qui sont non-nulles en un nombre fini de points de S.

Autrement dit, σ : S Ñ K est dans FKpSq si tx P S tel que σpxq ‰ 0u est fini 10.

Le lemme suivant donne tout son sens à l’expression « librement » engendré. Il dit que FKpSq
possède une base indexée par S lui-même.

LEMooLOPAooUNQVku

Lemme 4.27.
L’ensemble des applications δs données par

δs : S Ñ K

t ÞÑ
#

1 si t “ s

0 sinon
(4.27)

9. Un cas d’utilisation intéressant est de poser I “ E et ei “ i. Pensez-y.
10. Parce que nous l’aimons bien, nous ne résistons pas à faire un renvoi vers la définition 1.113.
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avec s P S forment une base 11 de FKpSq.
Démonstration. Pour prouver que les δs sont générateurs, nous considérons g : S Ñ K non nul sur
la partie finie tsiuiPI de S. Alors nous avons

g “
ÿ

iPI
gpsiqδsi . (4.28)

Pour prouver que les δs forment une partie libre, nous supposons avoir λi P K tels que

g “
ÿ

iPI
λiδsi “ 0 (4.29)

Soit j P I. Nous avons
0 “ fpsjq “

ÿ

iPI
λi δsipsjqloomoon

“δi,j

“ λj . (4.30)

Donc les coefficients λi sont tous nuls, et nous avons prouvé que la partie est libre.

Il est parfois pratique d’écrire les éléments de FKpSq comme sommes « formelles » d’éléments
de S. Cela va encore lorsque S est un ensemble n’ayant aucune somme bien définie.

Mais attention : si S “ R, l’élément 4`7 de FRpRq n’est pas 11. L’élément 11 de FRpRq est un
élément complètement différent. Bref, il n’est pas judicieux d’écrire les éléments de FKpSq comme
des combinaisons linéaires d’éléments de S. Pour x P S il vaut mieux écrire explicitement δx que
x. La somme δx ` δy est parfaitement bien définie dans l’ensemble des applications de S vers K.

4.2 Applications linéaires

Le lien entre matrice et applications linéaires est la définition 4.67 et toutes les propriétés qui
s’en suivent.

4.2.1 Définition
DEFooULVAooXJuRmr

Définition 4.28.
Soient des espaces vectoriels E et F sur le corps K. Soit un sous-corps L de K. Une application
T : E Ñ F est dite L-linéaire si

— T px` yq “ T pxq ` T pyq pour tout x et y dans E,
— T pλxq “ λT pxq pour tout λ dans K et x dans E.

Nous noterons LLpE,F q l’espace des applications L-linéaires de E vers F .

Si vous avez bien suivi, les égalités dans la définition 4.28 sont des égalités dans F .

4.29.
Le plus souvent, si E est un espace vectoriel sur K, alors nous ne considérerons que les applications
K-linéaires. Autrement dit, nous écrirons le plus souvent simplement LpE,F q sans préciser le corps.

Il pourra pourtant arriver que, pour un espace vectoriel surC, nous considérions les applications
seulement R-linéaires. Ce sera le cas dans le lemme 27.148.

DefDQRooVGbzSm

Lemme-Définition 4.30.
L’ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F est noté LpE,F q et devient un espace
vectoriel sur K avec les définitions suivantes :

(1) pT1 ` T2qpxq “ T1pxq ` T2pxq,
(2) pλT qpxq “ λT pxq.
11. Définition 4.5.
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EXooMAWMooEaNWpl

Exemple 4.31.
Pour tout b dans R la fonction Tbpxq “ bx est une application linéaire de R dans R. En effet,

— Tbpx` yq “ bpx` yq “ bx` by “ Tbpxq ` Tbpyq,
— Tbpaxq “ bpaxq “ abx “ aTbpxq.

De la même façon on peut montrer que la fonction Tλ définie par Tλpxq “ λx est une application
linéaire de Rm dans Rm pour tout λ dans R et m dans N. △

ex_affine

Exemple 4.32.
Soit m P N. On fixe λ dans R et v dans Rm. L’application Uλ de Rm dans Rm définie par
Uλpxq “ λx` v n’est pas une application linéaire lorsque v ‰ 0, parce que si a est un réel différent
de 0 et 1, alors av ‰ v, d’où

Uλpaxq “ λpaxq ` v ‰ apλx` vq “ aUλpxq.

△
exampleT_A

Exemple 4.33.
Soit A une matrice fixée de Mpmˆ n,Rq. La fonction TA : Rm Ñ Rn définie par TApxq “ Ax est
une application linéaire. En effet,

— TApx` yq “ Apx` yq “ Ax`Ay “ TApxq ` TApyq,
— TApaxq “ Apaxq “ apAxq “ aTApxq.

△
LEMooLGEHooVEEoiU

Lemme 4.34.
Si une application linéaire est inversible, alors son inverse est linéaire.

Démonstration. Soient une application linéaire inversible f : E Ñ F , ainsi que x, y P E. Nous
avons

f
`
f´1pxq ` f´1pyq˘ “ f

`
f´1pxq˘` f`f´1pyq˘ “ x` y “ f

`
f´1px` yq˘. (4.31)

En prenant f´1 des deux côtés, nous trouvons

f´1pxq ` f´1pyq “ f´1px` yq. (4.32)

De même :
f
`
λf´1pxq˘ “ λf

`
f´1pxq˘ “ λx “ f

`
f´1pλxq˘, (4.33)

ce qui nous donne λf´1pxq “ f´1pλxq.
DEFooOAOGooKuJSup

Définition 4.35 (Quelques ensembles d’applications linéaires).
Soient E et F des espaces vectoriels.

— L’ensemble des applications linéaires de E vers F est noté LpE,F q, comme déjà dit en 4.30.
— Une application linéaire E Ñ E est un endomorphisme de E. L’ensemble des endomor-

phismes de E est noté EndpEq.
— Un endomorphisme bijectif est un automorphisme. L’ensemble des automorphismes de E

est noté AutpEq.
— Une application linéaire bijective E Ñ F est un isomorphisme d’espace vectoriel. L’en-

semble des isomorphismes de E Ñ F est noté 12 GLpE,F q. C’est un groupe par le lemme
4.34.

12. Le fait d’utiliser une notation similaire à celle des matrices inversibles n’est pas anodine : le lecteur en est sans
doute conscient.
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Remarque 4.36.
Les ensembles définis en 4.35 concernent la structure d’espace vectoriel seulement. Lorsque nous
verrons la notion d’espace vectoriel normé, nous demanderons de plus, la continuité, laquelle n’est
pas automatique en dimension infinie. Voir aussi les définitions 11.257.

Définition 4.37.
Si E est un espace vectoriel, si X est un espace vectoriel, et si f : X Ñ E est une application, le
noyau de f est le noyau de f lorsque E est vu comme un groupe pour l’addition 13, c’est-à-dire la
partie

kerpfq “ tx P X tel que fpxq “ 0u. (4.34)
PROPooRLLPooKYzsJp

Proposition 4.38.
Le noyau d’une application linéaire est un sous-espace vectoriel.

Démonstration. Soit une application linéaire f : E Ñ F . Si x, y P kerpfq et si λ P K alors

fpx` yq “ fpxq ` fpyq “ 0` 0 “ 0, (4.35)

donc x` y P kerpfq, et
fpλxq “ λfpxq “ 0, (4.36)

donc λx P kerpfq.
LEMooIQJMooJWRbub

Lemme 4.39 ([1]).
Soit une application linéaire f : V ÑW . Si b PW et si m P f´1pbq, alors

f´1pbq ´m “ kerpfq. (4.37)

Démonstration. Si x P f´1pbq ´m, il existe α P f´1pbq tel que x “ α´m. Alors

fpxq “ fpαq ´ fpmq “ b´ b “ 0. (4.38)

Pour l’inclusion dans l’autre sens, si z P kerpfq, alors z “ pz `mq ´m avec z `m P f´1pbq
parce que

fpz `mq “ fpzq ` fpmq “ 0` b “ b “ . (4.39)

Proposition 4.40.
Si E et F sont des espaces vectoriels de dimension n et si teiui“1,...,n et tfiui“1,...,n sont des bases
respectivement de E et F , alors il existe une unique application linéaire T : E Ñ F telle que
T peiq “ fi pour tout i.

Démonstration. En deux parties.
(1) Existence Soit v P E. Vu que teiu est une base, v se décompose de façon unique en

v “ ř
i viei. Alors la définition

T pvq “
ÿ

i

vifi (4.40)

est une bonne définition et satisfait aux exigences.
(2) Unicité Soient T et U satisfaisant aux exigences. Alors pour tout i nous avons T peiq “

Upeiq. Si v P E s’écrit de la forme v “ ř
i viei alors la linéarité impose T pvq “ ř

i viT peiq “ř
i viUpeiq “ Upvq. Donc T “ U .

13. Définition 2.5.
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LEMooJXFIooKDzRWR

Lemme 4.41 ([1]).
Soient des espaces vectoriels V et W de dimension finie. Soient des bases teiu de V et tfαu de W .
Nous posons

φiα : V ÑW

v ÞÑ vifα
(4.41)

où vi est défini par la décomposition (unique) v “ ř
i viei.

Alors :
(1) La partie tφiαu est une base de LpV,W q.

ITEMooPMLWooNbTyJI

(2) Au niveau des dimensions : dim
`
LpV,W q˘ “ dimpV q dimpW q.

Démonstration. Il faut prouver que tφiαu est libre et générateur.

(1) Générateur Soit une application linéaire b : V Ñ W . En décomposant bpvq dans la base
tfαu, nous définissons bα : V Ñ K par

bpvq “
ÿ

α

bαpvqfα. (4.42)

Nous posons bαi “ bαpeiq. Ainsi,

bpvq “
ÿ

α

vibαifα “
ÿ

αi

bαiφiαpvq. (4.43)

Donc b peut être écrit comme combinaison linéaire des φiα.
(2) Libre Supposons que

ř
iα aiαφiα “ 0 pour certains coefficients aiα P K. Nous avons, pour

tout v P V :
0 “

ÿ

iα

aiαφiαpvq “
ÿ

iα

aiαvifα, (4.44)

mais comme les fα forment une base, chaque terme de la somme sur α est nul :
ÿ

i

aiαvi “ 0. (4.45)

Et comme cela est valable pour tout v et donc, pour tout choix de vi, nous avons aiα “ 0
pour tout i et pour tout α.

La formule de dimension est simplement la cardinalité de la base trouvée ; c’est la définition 4.15.

4.2.2 Linéarité et bases

Proposition 4.42 ([128]).
Soient deux espaces vectoriels E et F . Une application linéaire 14 f : E Ñ F est injective si et
seulement si kerpfq “ t0u.
Démonstration. Nous supposons que f est injective. Si x P kerpfq, alors fpxq “ 0. Or f est linéaire,
donc fp0q “ 0. Nous avons donc fpxq “ fp0q et donc x “ 0 parce que f est injective.

Dans l’autre sens, soient x, y tels que fpxq “ fpyq. Par linéarité de f nous avons fpx´ yq “ 0,
et donc x´ y “ 0 parce que kerpfq “ t0u. Donc x “ y et f est injective.

PROPooZFKZooBGLSex

Proposition 4.43 ([128]).
Soit f P LpE,F q où E et F sont deux espaces vectoriels.

ITEMooPPMEooIaZqtm

(1) Si f est injective et si tviuiPI est libre, alors tfpviquiPI est libre.

14. Définition 4.28.
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ITEMooOZSPooQBrDGi

(2) Si f est surjective et si tviuiPI est génératrice, alors tfpviquiPI est génératrice.
ITEMooOIEYooIfdFnv

(3) Si f est une bijection, alors l’image d’une base par f est une base.

Démonstration. En trois parties.

(1) (1) Nous devons montrer que tfpvjqujPJ est libre pour tout J fini dans I. Soit donc une
partie finie J Ă I et des scalaires 15 tels que

ř
jPJ λjfpvjq “ 0. La linéarité de f donne 16

f
` ÿ

jPJ
λjvj

˘ “ 0. (4.46)

Par injectivité de f nous avons alors
ř
j λjvj “ 0. Comme les vj eux-même forment une

partie libre, nous avons λj “ 0 pour tout j P J .
(2) (2) Soit y P F . Puisque f est surjective, il existe x P E tel que fpxq “ y. Étant donné que

tviuiPI est générateur, il existe une partie finie J Ă I et des scalaires λj P K tels que

x “
ÿ

jPJ
λjvj . (4.47)

En appliquant f aux deux côtés, et en tenant compte de la linéarité de f ,

y “ fpxq “
ÿ

jPJ
λjfpvjq, (4.48)

ce qui prouve que y est une combinaison linéaire des fpvjq.
(3) (3) Une base est à la fois libre et génératrice et une bijection est à la fois injective et

surjective. Les deux premiers points permettent de conclure.

CORooXIPKooWThOsr

Corolaire 4.44 ([1]).
Si E et F sont des espaces vectoriels isomorphes de dimensions finies. Alors leurs dimensions sont
égales.

Démonstration. Puisque E et F sont isomorphes, il existe une bijection f : E Ñ F . Par la propo-
sition 4.43(3), l’image d’une base de E est une base de F . Donc les espaces E et F ont des bases
contenant le même nombre d’éléments.

4.2.3 Rang

La proposition 4.45 et le théorème 4.46 sont valables également en dimension infinie ; ce sera
une des rares incursions en dimension infinie de ce chapitre.

DefALUAooSPcmyK

Proposition-Définition 4.45.
L’image d’une application linéaire est un espace vectoriel. La dimension de cet espace est le rang
de ladite application linéaire.

Démonstration. Soit une application linéaire f : E Ñ F . Nous considérons v, w dans l’image de f
ainsi que λ dans le corps de base commun à E et F .

Soient v0 P E et w0 P E tels que v “ fpv0q et w “ fpw0q. Alors v ` w “ fpv0 ` w0q et
λv “ fpλv0q. Donc l’image est bien un espace vectoriel.

15. Des éléments du corps de base K.
16. Voir les propriétés de la définition 4.28.
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ThoGkkffA

Théorème 4.46 (Théorème du rang).
Soient E et F deux espaces vectoriels (de dimensions finies ou non) et soit f : E Ñ F une appli-
cation linéaire.

Si pusqsPS est une base de kerpfq et si
`
fpvtq

˘
tPT est une base de Imagepfq alors

pusqsPs Y pvtqtPT (4.49)

est une base de E.
En dimension finie, nous avons en plus la formule suivante :

rkpfq ` dimpker fq “ dimE, (4.50)EQooUEOQooLySRiEEQooUEOQooLySRiE

c’est-à-dire que le rang 17 de f est égal à la codimension 18 du noyau.

Démonstration. Nous devons montrer que

pusqsPS Y pvtqtPT (4.51)

est libre et générateur.
Soit x P E. Nous définissons les nombres xt par la décomposition de fpxq dans la base

`
fpvtq

˘
:

fpxq “
ÿ

tPT
xtfpvtq. (4.52)

Ensuite le vecteur x ´ř
t xtvt est dans le noyau de f , par conséquent nous le décomposons dans

la base pusq :
x´

ÿ

t

xtvt “
ÿ

sPS
xsus. (4.53)

Par conséquent
x “

ÿ

s

xsus `
ÿ

t

xtvt. (4.54)

En ce qui concerne la liberté nous écrivons
ÿ

t

xtvt `
ÿ

s

xsus “ 0. (4.55)

En appliquant f nous trouvons que ÿ

t

xtfpvtq “ 0 (4.56)

et donc que les xt doivent être nuls. Nous restons avec
ř
s xsus “ 0 qui à son tour implique que

xs “ 0.

Un exemple d’utilisation de ce théorème en dimension infinie sera donné dans le cadre du
théorème de Fréchet-Riesz, théorème 25.18. Il existe une généralisation du théorème du rang pour
les variétés différentiables en le théorème 49.120.

PROPooQCIXooHIyPPq

Proposition 4.47 ([129]).
Soit E, un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K. Soient V et W des sous-espaces
vectoriels de E. Alors

dimpV `W q “ dimpV q ` dimpW q ´ dimpV XW q. (4.57)

17. Définition 4.45.
18. Définition 4.19.
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Démonstration. Nous considérons l’application

φ : V ˆW Ñ E

px, yq ÞÑ x` y. (4.58)

C’est une application linéaire dont l’image est V `W . Nous avons donc, pour commencer

dimpV `W q “ dim
`

Imagepφq˘. (4.59)

Nous appliquons à présent le théorème du rang 4.46 à l’application φ :

dimpV `W q “ dim
`

Imagepφq˘ (4.60a)
“ dimpV ˆW q ´ dim

`
kerpφq˘ (4.60b)

“ dimpV q ` dimpW q ´ dim
`

kerpφq˘. (4.60c)

Nous devons maintenant étudier kerpφq. D’abord, pv, wq P VˆW appartient à kerpφq si et seulement
si v ` w “ 0. Nous avons donc

kerpφq “ tpx,´xq tel que x P V XW u. (4.61)

Nous montrons à partir de cela que dim
`

kerpφq˘ “ dimpV XW q en montrant que l’application

ψ : V XW Ñ kerpφq
x ÞÑ px,´xq (4.62)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. D’abord ψ est injective parce que si ψpxq “ ψpyq, alors
px,´xq “ py,´yq et donc x “ y. Ensuite, ψ est surjective parce qu’un élément générique de kerpφq
est px,´xq “ ψpxq avec x P V XW . L’application ψ étant un isomorphisme d’espaces vectoriels,
nous avons bien dim

`
kerpφq˘ “ dimpV XW q.

CORooCCXHooALmxKk

Corolaire 4.48.
Soient deux espaces vectoriels E et F de même dimension finie 19. Pour une application linéaire
f : E Ñ F , les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est injective ;
(2) f est surjective ;
(3) f est bijective.

Démonstration. Si f : E Ñ E est surjective, alors rkpfq “ dimpEq, ce qui donne, par le théorème
du rang 4.46, dim

`
kerpfq˘ “ 0, c’est-à-dire que f est injectif.

De la même façon, si f est injective, alors dim
`

kerpfq˘ “ 0, ce qui donne rkpfq “ dimpEq ou
encore que f est surjective.

Exemple 4.49.
Le corolaire 4.48 n’est pas correct en dimension infinie. Par exemple en prenant fpe1q “ fpe2q “ e1
et ensuite fpekq “ ek´1 pour tout k ě 2. Cette application est surjective mais pas injective. △

Une conséquence du théorème du rang est que les endomorphismes ont un inverse à gauche et
à droite égaux (lorsqu’ils existent). En résumé, ce que le corolaire 4.50 dit est que si AB “ 1, alors
BA “ 1.

CORooNFJLooJtzFwN

Corolaire 4.50.
Soit un endomorphisme f d’un espace vectoriel de dimension finie. Si f admet un inverse à gauche,
alors

(1) f est bijective,

19. Les deux mots sont importants : les dimensions doivent être égales et finies.
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(2) f admet également un inverse à droite,
(3) les inverses à gauche et à droite sont égaux.

Tout cela tient également en remplaçant « gauche » par « droite ».

Démonstration. Soit g, un inverse à gauche de f : gf “ Id. Cela implique que f est injective et
que g est surjective, et donc qu’elles sont toutes deux bijectives par le corolaire 4.48. Puisque f est
bijective, elle admet également un inverse à droite, soit h. Nous avons : gf “ Id et fh “ Id.

Alors gfh “ h parce que gf “ Id, mais également gfh “ g parce que fh “ Id. Donc g “
h. 20

C’est ce corolaire qui nous permet d’écrire f´1 sans plus de précisions dès que f est une
bijection.

Exemple 4.51 (Pas en dimension infinie).
Tout cela ne fonctionne pas en dimension infinie. Par exemple avec une base tekukPN nous pouvons
considérer l’opérateur

fpekq “ ek`1. (4.63)

Il est injectif, mais pas surjectif. Si on pose

gpekq “
#
ek´1 si k ě 1
0 si k “ 0

(4.64)

alors nous avons gf “ Id, mais pas fg “ Id parce que ce pfgqpe0q “ 0. △
LEMooRZDTooEuLTrO

Lemme 4.52.
Si E et F sont des espaces vectoriels et si f : E Ñ F est une application linéaire inversible, alors
son inverse est également linéaire.

Démonstration. Nous avons f´1px` yq “ f´1pxq ` f´1pyq. En effet,

f
`
f´1pxq ` f´1pyq˘ “ f

`
f´1pxq˘` f`f´1pyq˘ “ x` y. (4.65)

De la même façon,
f
`
λf´1pxq˘ “ λx, (4.66)

donc f´1pλxq “ λf´1pxq.
PROPooHLUYooNsDgbn

Proposition 4.53.
Soient un espace vectoriel E de dimension finie, un endomorphisme f : E Ñ E et une partie tviuiPI
tel que tfpviquiPI soit une base.

Alors tviuiPI est une base.

Démonstration. Soit x P E. Il existe une partie finie J Ă I et des scalaires λj tels que

x “
ÿ

j

λjfpvjq “ f
`ÿ

j

λjvj
˘
, (4.67)

ce qui prouve que f est surjective. Le corolaire 4.48 nous dit alors que f est une bijection. L’ap-
plication inverse est également linéaire par le lemme 4.52.

Une application linéaire bijective (comme f´1) transforme une base en une base par la propo-
sition 4.43. Donc

f´1`tfpviqu
˘

(4.68)

est une base.
20. C’est le même argument que celui employé pour la preuve du lemme 1.160 (2), à ceci près que nous devions

montrer l’existence de l’inverse à droite.
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PROPooADESooATJSrH

Proposition 4.54.
Soit un espace vectoriel E de dimension finie et deux applications linéaires f, g : E Ñ E telles que
g ˝ f “ Id. Alors f et g sont bijectives.

Démonstration. En plusieurs étapes
(1) f est injective Si fpxq “ fpyq, alors en appliquant g nous avons

g
`
fpxq˘ “ g

`
fpyq˘, (4.69)

ce qui donne x “ y.
(2) f est surjective C’est maintenant le corolaire 4.48.
(3) g est surjective Pour tout x P E nous avons g

`
fpxq˘ “ x. Donc l’image de fpEq par g est

E.
(4) g est injective C’est maintenant le corolaire 4.48.

LEMooDAACooElDsYb

Lemme 4.55 ([130]).
Soit une application linéaire f : E Ñ F . ITEMooEZEWooZGoqsZ

(1) L’application f est injective si et seulement si il existe g : F Ñ E telle que g ˝ f “ Id |E.
(2) L’application f est surjective si et seulement si il existe g : F Ñ E telle que f ˝ g “ Id |F .

Démonstration. Nous démontrons séparément les deux affirmations.
(1) Si f est injective, alors f : E Ñ Imagepfq est un isomorphisme. Si V est un supplémentaire de

Imagepfq dans F (c’est-à-dire F “ Imagepfq‘V ) alors nous pouvons poser gpx`vq “ f´1pxq
où x ` v est la décomposition (unique) d’un élément de F en x P Imagepfq et v P V . Avec
cela nous avons bien g ˝ f “ Id.
Réciproquement, si il existe g : F Ñ E telle que g ˝f “ Id alors f : E Ñ E doit être injective.
Parce que si fpxq “ 0 avec x ‰ 0 alors pg ˝ fqpxq “ 0 ‰ x.

(2) Si f est surjective nous pouvons choisir des éléments x1, . . . , xp dans E tels que tfpxiqu soit
une base de F . Ensuite nous définissons

g : F Ñ E
ÿ

k

akfpxkq ÞÑ
ÿ

k

akxk.
(4.70)

Cela donne f ˝ g “ Id |F parce que si v P F alors v “ ř
k vkfpxkq avec vk P K, et nous avons

pf ˝ gqpvq “
ÿ

k

vkpf ˝ gq pfpxkqq “ f

˜ÿ

k

vkxk

¸
“
ÿ

k

vkfpxkq “ v. (4.71)

Réciproquement, si il existe g : F Ñ E tel que f ˝ g “ Id alors f doit être surjective, parce
que

F “ Imagepf ˝ gq “ f
`

Imagepgq˘ Ă Imagepfq. (4.72)

4.3 Matrices
Les matrices et les applications linéaires sont deux choses différentes. Une application linéaire 21

est une application d’un espace vectoriel vers un autre, et une matrice est un simple tableau de
nombres sur lesquels nous définissons des opérations, de telle sorte à fournir une structure d’espace
vectoriel. Le lien entre ces opérations et les opérations correspondantes sur les applications linéaires
sera fait plus tard. Voir la définition 4.67 et ce qui s’en suit.

21. Définition 4.28.
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4.3.1 Définitions

Les notions topologiques sur les espaces de matrices sont pour plus tard, à commencer par la
définition 10.33.

Définition 4.56.
Soit un anneau A ainsi que des entiers m, n strictement positifs. L’ensemble Mpn ˆ m,Aq est
l’ensemble des applications

t1, . . . , nu ˆ t1, . . . ,mu Ñ A, (4.73)

et est appelé ensemble des matrices nˆm sur A.

Si A est une matrice, nous notons Ai,j au lieu de Api, jq l’image de pi, jq par l’application A.

Définition 4.57.
Quelques ensembles de matrices particuliers.

(1) Si n “ m, alors :
— nous disons que la matrice est carrée,
— nous notons Mpn,Aq pour Mpnˆ n,Aq,
— n est appelée ordre de la matrice.

(2) Si n “ 1, alors la matrice est appelée matrice-ligne.
(3) Si m “ 1, alors la matrice est appelée matrice-colonne.

4.58.
On note les isomorphismes naturels Mp1ˆm,Aq » Am et Mpnˆ 1,Aq » An.

LEMooYWTEooQyLxKv

Lemme-Définition 4.59.
Nous considérons les opérations suivantes sur Mpnˆm,Aq :
Somme pA`Bqi,j “ Ai,j `Bi,j,
Produit par un scalaire pλ·Aqi,j “ λAi,j pour tout A,B PMpnˆm,Aq et λ P A.
Alors

`
Mpnˆm,Aq,`, ·

˘
est un A-module 22.

LEMooMBZTooKdGvON

Lemme-Définition 4.60.
Avec la multiplication

Mpnˆ p,Aq ˆMppˆm,Aq ÑMpnˆm,Aq

pA,Bq ÞÑ pABqi,j “
pÿ

k“1
Ai,kBk,j ,

(4.74)

l’espace Mpn,Kq est une K-algèbre 23.

Démonstration. Il faut vérifier les trois formules de la définition 1.340.
(1) Distribution (1) Nous avons

`px` yq ˆ z˘
ij
“
ÿ

k

px` yqikzk “
ÿ

k

`
xikzkj ` yikzkj

˘ “ pxzqij ` pyzqij . (4.75)

(2) Distribution (2) Même calcul.
(3) Multiplication par un scalaire Encore le même genre de calculs, en partant de

`pαxq ˆ pβyq˘
ij
“
ÿ

k

pαxqikpβyqkj . (4.76)

22. Définition 1.323
23. Définition 1.340.
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Définition 4.61.
Pour un élément A PMpnˆm,Aq nous définissons encore
La transposée Ati,j “ Aj,i,
La trace TrpAq “ ř

iAi,i.

Remarque 4.62.
Quelques remarques directes sur les définitions.

(1) La motivation de cette définition pour le produit apparaîtra plus loin, mais le Frido n’étant
pas un livre d’introduction, j’imagine que le lecteur a déjà une idée.

(2) Nous verrons plus loin en 9.11.3 que la définition de transposée d’une application linéaire
n’est pas tout à fait évidente ; elle sera la définition 9.186.
Ici nous avons bien défini la transposée d’une matrice, pas d’une application linéaire.

Remarque 4.63.
Quelques remarques à propos de structures supplémentaires.

(1) Nous utiliserons (presque) tout le temps des matrices à coefficients dans un corps. Il est clair
que, si K est un corps (commutatif), alors Mpn ˆm,Kq a une structure d’espace vectoriel
sur K.

(2) Par ailleurs, sur les matrices carrées d’ordre n fixé, le produit de deux matrices est bien défini.
Ainsi, Mpn,Aq se voit conférer une structure d’anneau, dont le neutre pour la multiplication
est la matrice carrée 1n (notée aussi 1 lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté sur la taille), donnée
par

1i,j “
#

1 si i “ j

0 sinon.
(4.77)

Il est vite vu que si A est une matrice carrée d’ordre n, alors A1 “ 1A “ A.
LEMooUXDRooWZbMVN

Lemme 4.64 ([1]).
Si A, B et C sont des matrices, nous avons

(1) pABqt “ BtAt, ITEMooXDYQooAlnArd

(2) TrpABCq “ TrpCABq.
Démonstration. La première est un simple calcul :

pABqti,j “ pABqj,i “
ÿ

k

Aj,kBk,i “
ÿ

k

Atk,jB
t
i,k “ pBtAtqi,j . (4.78)

Pour la seconde :

TrpABCq “
ÿ

ikl

Ai,kBk,lCl,i “
ÿ

ikl

Cl,iAi,kBk,l “
ÿ

l

pCABql,l “ TrpCABq. (4.79)

4.65.
La seconde égalité est importante et est nommée invariance cyclique de la trace. Elle sert, entre
autres nombreuses choses, à prouver que la trace d’une matrice d’une application linéaire ne dépend
pas de la base choisie. Ce sera la proposition 9.204.

LEMooLXAHooPRyHaF

Lemme 4.66.
Soient des matrices A,B PMpn,Kq. Si pour tout x, y P Kn nous avons

ÿ

ij

Ai,jxiyj “
ÿ

ij

Bi,jxiyj (4.80)

alors A “ B.
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Démonstration. Il suffit de choisir xi “ δi,k et yj “ δj,l et d’effectuer les sommes ; par exemple
ÿ

ij

Ai,jδi,kyj “
ÿ

j

Ak,jyj . (4.81)

Après avoir effectué toutes les sommes, nous nous retrouvons avec Ak,l “ Bk,l, ce qui signifie
A “ B.

4.3.2 Identifier matrices et applications linéaires

Voir dans l’index thématique, -2.1.1.
Soient deux espaces vectoriels de dimension finie E,F sur le corps K. Nous considérons les

bases 24 teiu pour E et tfαu pour F .
DEFooJVOAooUgGKme

Définition 4.67.
Nous considérons l’application

ψ : Mpnˆm,Kq Ñ LpE,F q
A ÞÑ fA

(4.82)EQooVZQWooMyFFeOEQooVZQWooMyFFeO

où fA est définie par
fApxq “

ÿ

iα

Aα,ixifα (4.83)EQooBVGHooJhFbMsEQooBVGHooJhFbMs

si xi sont les coordonnées de x P E dans la base teiu.
4.68.
Nous allons prouver un certain nombre de résultats montrant que cette application a toutes les
propriétés imaginables permettant d’identifier les matrices aux applications linéaires : elle est un
isomorphisme pour toutes les structures que vous pouvez raisonnablement imaginer.

À cette application ψ il manque cependant une propriété importante : elle n’est pas cano-
nique. Elle dépend des bases choisies. Autrement dit : nous avons à priori autant d’applications ψ
différentes qu’il y a de choix de bases sur E et F 25.

Nous allons prouver maintenant quelques résultats montrant que les matrices et les applications
linéaires, dans le cas des espaces vectoriels Kn sont deux présentations de la même chose.

Le fait que ψ est continue sera la proposition 12.114.

4.69.
Lorsque A P Mpn,Kq est une matrice et x P Kn un vecteur, nous notons Ax l’élément de Kn

donné par
pAxqi “

ÿ

j

Ai,jxj . (4.84)EQooQFVTooMFfzolEQooQFVTooMFfzol

Autrement dit, Ax “ fApxq.
Cette convention et de nombreuses autres à propos de matrice sera rappelée dans -2.1.

PROPooGXDBooHfKRrv

Proposition-Définition 4.70.
Soient deux espaces vectoriels de dimension finie E,F sur le corps K. Nous considérons les bases
teiu pour E et tfαu pour F .

Nous considérons l’application

ψ : Mpnˆm,Kq Ñ LpE,F q
A ÞÑ fA

(4.85)

24. C’est le théorème 4.13 qui nous permet de considérer des bases. Et ce théorème ne fonctionne que parce que
nous avons supposé une dimension finie.

25. Bonne question. Est-ce qu’il y a moyen de construire deux choix de bases donnant la même application ψ ? Écrivez-
moi si vous savez la réponse.
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où fA est définie par
fApxq “

ÿ

iα

Aα,ixifα (4.86)EQooZKEKooNYjvhPEQooZKEKooNYjvhP

si xi sont les coordonnées de x P E dans la base teiu.
Alors ITEMooKZYYooZPTkpq

(1) Nous avons
fApeiqα “ Aα,i. (4.87)

ITEMooANXFooGIuxUR

(2) Nous avons
fApeiq “

ÿ

α

Aα,ifα. (4.88)EQooOKOJooYgteNPEQooOKOJooYgteNP

ITEMooXLLLooKfigfB

(3) Nous avons `
fApxq

˘
α
“
ÿ

i

Aα,ixi. (4.89)EQooAXRJooUwHbjBEQooAXRJooUwHbjB

ITEMooHSMLooRJZref

(4) L’application ψ est une bijection.
Si f est une application linéaire, alors la matrice ψ´1pfq est la matrice associée à f dans les
bases choisies.

Remarque : les bases ne sont supposées être canoniques en aucun sens du terme. Les dimensions
de E et F ne sont pas non plus supposées identiques.

Démonstration. En nous rappelant que pejqi “ δi,j nous avons

fApejq “
ÿ

iα

Aα,ipejqifα “
ÿ

α

Aα,jfα, (4.90)EQooWGZHooIBoygBEQooWGZHooIBoygB

donc fApeiqα “ Aα,i. Cela prouve la formule du point (1).
Le point (2) est une simple somme sur α de (1).
La formule du point (3) est simplement la composante fα de la définition 4.86.
Prouvons que ψ est injective. Si fA “ fB, nous avons en particulier fApeiqα “ fBpeiqα et donc

Aα,i “ Bα,i.
Prouvons que ψ est surjective. Pour cela nous considérons f P LpE,F q et nous posons Aα,i “

fpeiqα. Nous avons alors f “ fA parce que

fApxq “
ÿ

iα

Aα,ixifα “
ÿ

iα

fpeiqαxifα “
ÿ

α

fp
ÿ

i

xieiqαfα “
ÿ

α

fpxqαfα “ fpxq. (4.91)

La proposition suivante montre que le produit matriciel correspond à la composition d’appli-
cations linéaires, pourvu que l’on travaille avec les bases canoniques sur Kn.

PROPooIYVQooOiuRhX

Proposition 4.71 ([1]).
Soit un corps commutatif K. Nous considérons des espaces vectoriels E et F munis de bases
teiui“1,...,n et tfαuα“1,...,m.

L’application déjà définie 26

ψ : Mpmˆ n,Kq Ñ LpE,F q (4.92)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

26. Notez la position du n et du m. Sachez noter les bornes des sommes écrites dans la démonstration.
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Démonstration. Le fait que ψ soit une bijection est la proposition 4.70. Nous devons montrer que
c’est une application linéaire.

Pour λ P K nous avons le calcul

ψpλAqpekq “ fλApekq “
ÿ

αi

pλAqα,i pekqiloomoon
“δk,i

fα “ λ
ÿ

α

Aα,kfα “ λfApekq. (4.93)

Donc ψpλAq “ λψpAq.
Si A,B PMpn,Kq nous avons de la même façon, fA`B “ fA ` fB.

PROPooCSJNooEqcmFm

Proposition 4.72.
Soient des espaces vectoriels E, F et G de dimensions n, m et p munis de bases 27 teiu, tfiu et
tgiu. Nous considérons les applications

ψ : Mpmˆ n,Kq Ñ LpE,F q (4.94a)
ψ : Mppˆm,Kq Ñ LpF,Gq (4.94b)
ψ : Mppˆ n,Kq Ñ LpE,Gq. (4.94c)

Nous avons
ψpAq ˝ ψpBq “ ψpABq (4.95)

pour toutes matrices A PMppˆm,Kq et B PMpmˆ n,Kq.
Démonstration. Nous considérons les applications linéaires associées à A et B : fA : F Ñ G et
fB : E Ñ F et la composée fA ˝ fB : E Ñ G. Et puis c’est le calcul :

pfA ˝ fBqpekq “ fA
`ÿ

ij

Bi,jpekqjfi
˘

(4.96a)

“
ÿ

i

Bi,kfApfiq (4.96b)

“
ÿ

i

Bi,k
ÿ

rs

Ar,spfiqsgr (4.96c)

“
ÿ

ir

Bi,kAr,igr (4.96d)

“
ÿ

r

pABqr,kgr (4.96e)

“ fABpekq. (4.96f)

Donc fA ˝ fB “ fAB comme il se doit.

Nous pouvons particulariser au cas où E “ F “ G.
PROPooFMBFooEVCLKA

Proposition 4.73.
Si E est un espace vectoriel muni d’une base teiu, alors l’application

ψ : Mpn,Kq Ñ EndpEq (4.97)

est un isomorphisme d’algèbre 28 et d’anneaux 29.

Démonstration. Le fait que ψ soit un isomorphisme d’algèbre est juste la combinaison entre les
propositions 4.71 et 4.72.

27. Avec trois ensembles, nous renonçons à utiliser des alphabets différents pour numéroter les éléments des bases.
28. Définition 1.340.
29. Définition 1.42
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En ce qui concerne l’isomorphisme d’anneaux, il faut en plus identifier les neutres. Le neutre
pour la composition d’applications linéaires est l’application identité et le neutre pour la multipli-
cation de matrices est la matrice identité. Nous devons donc montrer que ψpδq “ fδ “ Id. Juste
un calcul :

fδpxq “
ÿ

ij

δi,jxjei “
ÿ

i

xiei “ x. (4.98)

Donc oui, fδ est l’identité.

Le fait que ψ est continue sera la proposition 12.114.
Voilà. Soyez bien conscient que l’application ψ dont nous avons beaucoup parlé est surtout

intéressante dans le cas des espaces de la forme Kn. Dans ce cas, nous avons une identification
canonique entre Mpn,Kq et EndpKnq qui est un isomorphisme d’anneaux et d’algèbres.

Nous verrons que ce ψ respecte encore les inverses 30 et les déterminants 31.

4.74.
Il convient de ne pas confondre matrice et application linéaire (bien que nous le ferons sans ver-
gogne). Une matrice est un bête tableau de nombres, tandis qu’une application linéaire est une
application entre deux espaces vectoriels vérifiant certaines propriétés.

Cependant si les espaces vectoriels E et F sont munis de bases, alors il y a une application

ψ : Mpmˆ n,Kq Ñ LpE,F q (4.99)

qui a toutes les propriétés imaginables 32.
Cette application dépend des bases choisies. Il n’y a donc pas de trucs comme « la matrice de

telle application linéaire » ou comme « voici une matrice, nous considérons l’application linéaire
associée ».

Cependant, sur des espaces comme Rn ou plus généralement surKn, nous avons une base cano-
nique et toute personne raisonnable utilise toujours la base canonique (sauf mention du contraire).
Dans ces cas il est sans danger de dire « la matrice associée à telle application linéaire » sans
préciser les bases.

Mais si un jour vous utilisez une base autre que la base canonique sur Rn, précisez-le et plutôt
deux fois qu’une 33.

4.75.
Tant que nous sommes à parler de matrice et d’applications linéaires, les plus acharnés anti-abus de
language 34 remarqueront qu’il n’est pas vrai que « étant donné une base, une application linéaire
a une matrice ».

En effet, une base est une partie libre et génératrice (définition 4.5). Or une partie d’un ensemble
n’est pas muni d’un ordre. Toutes les permutations de colonnes de la matrice sont encore possible
d’après l’ordre que l’on met sur les vecteurs de la base.

Encore une fois, la base canonique n’a pas de problème parce que les teiu deRn viennent avec un
ordre indiscutable. Plus généralement, très souvent, lorsqu’on construit une base, la construction
suggère un ordre.

4.3.3 Ensemble des applications linéaires
PROPooRIFBooGOvsfb

Proposition 4.76 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels de dimension finie V et W . Soit des bases teiuiPI de V et te1

jujPJ

30. Proposition 4.95.
31. Proposition 9.14.
32. Et elle en aura encore plus lorsque nous aurons vu les déterminants.
33. Au passage, non, les coordonnées polaires ne sont pas une base de R2. C’est un système de coordonnées, et ce

n’est pas la même chose.
34. Dont l’auteur de ces lignes fait partie.
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de W . Nous considérons les applications

fij : V ÑW
ÿ

k

xkek ÞÑ xie
1
j .

(4.100)EQooBMKQooCCypzPEQooBMKQooCCypzP

Nous avons :
(1) Ces applications sont linéaires.

ITEMooSEMLooXuxrpk

(2) Elles forment une base de LpV,W q.
(3) dimpV,W q “ dimpV q dimpW q.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.
PROPooPNQNooAZpojm

Proposition 4.77 ([1]).
Soient des bases teiu et te1

jqu des espaces vectoriels V et W . Soit une application linéaire A P
EndpV,W q. Alors

A “
ÿ

ij

Ajifij (4.101)

où les fij sont les éléments de bases définis en (4.100) et Aji sont les éléments de matrices définis
par la proposition 4.70.

Démonstration. Il s’agit d’un calcul. En appliquant à ek, nous avons
ÿ

ij

Ajifijpekq “
ÿ

ij

Ajiδike
1
j “

ÿ

j

Ajke
1
j . (4.102)

En comparant avec la formule de la proposition 4.70(1), nous avons le résultat.

4.3.4 Déterminant
DEFooYCKRooTrajdP

Définition 4.78.
Si A PMpn,Kq nous définissons le déterminant de A par la formule

detpAq “
ÿ

σPSn

p´1qσ
nź

i“1
Ai,σpiq (4.103)

où la somme est effectuée sur tous les éléments du groupe symétrique 35 Sn et où p´1qσ représente
la parité de la permutation σ.

En se souvenant que |Sn| “ n!, nous sommes frappés de stupeur devant le fait que le nombre
de termes dans la somme croît de façon factorielle (c’est plus qu’exponentiel, pour info) en la taille
de la matrice. Cette formule est donc sans espoir pour une matrice plus grande que 3ˆ 3 ou à la
rigueur 4ˆ 4 à la main. À l’ordinateur, il est possible de monter plus haut, mais pas tellement.

4.3.5 Déterminant en petite dimension

En dimension deux, le déterminant de la matrice
ˆ
a b
c d

˙
est le nombre

det
ˆ
a b
c d

˙
“

∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣ “ ad´ cb. (4.104)EQooQRGVooChwRMdEQooQRGVooChwRMd

Ce nombre détermine entre autres le nombre de solutions que va avoir le système d’équations
linéaires associé à la matrice.

35. Pour le groupe symétrique, c’est la définition 1.267, le fait que ce soit un groupe fini est le lemme 1.270, et
pour la somme sur un groupe fini c’est la définition 1.302.
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Pour une matrice 3ˆ 3, nous avons le même concept, mais un peu plus compliqué ; nous avons
la formule

det

¨
˝
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ “ a11

∣∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣∣´ a12

∣∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣∣` a13

∣∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣∣ . (4.105)

4.3.6 Manipulations de lignes et de colonnes

Nous voudrions savoir ce qu’il se passe avec le déterminant d’une matrice lorsque nous sub-
stituons à une ligne ou une colonne, une combinaison des autres lignes et colonnes. Lorsqu’une
matrice est donnée, nous notons Cj sa je colonne.

LEMooRSJTooQEoOtN

Lemme 4.79 ([1]).
Si A et B sont des matrices, alors

pABqt “ BtAt. (4.106)

Démonstration. Il suffit de calculer les éléments de matrice :

pABqti,j “ pABqj,i “
ÿ

k

Aj,kBk,i “
ÿ

k

Bt
i,kA

t
k,j “ pBtAtqi,j . (4.107)

LEMooCEQYooYAbctZ

Lemme 4.80 ([1, 131]).
Si A est une matrice, alors detpAq “ detpAtq.
Démonstration. Nous commençons par écrire la définition du déterminant :

detpAtq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
pAtqi,σpiq “

ÿ

σ

ϵpσq
ź

i

Aσpiq,i. (4.108)

Pour chaque σ séparément, en utilisant la proposition 1.310 pour ré-indexer le produit :
ź

i

Aσpiq,i “
ź

i

Ai,σ´1piq. (4.109)

Nous profitons du fait que l’application φ : Sn Ñ Sn donnée par φpσq “ σ´1 soit une permutation
de Sn pour appliquer la définition 1.302 et faire la somme sur σ´1 :

detpAtq “
ÿ

σ

ϵpσq
ź

i

Ai,σ´1piq “
ÿ

σ

ϵpσ´1q
ź

i

Ai,σpiq “ detpAq (4.110)

où nous avons utilisé le fait que ϵpσ´1q “ ϵpσq (corolaire 1.294).

Le fait que detpAq “ detpAtq permet, dans toutes les propositions du type « ce qui arrive au
déterminant si on change telle ligne ou colonne » de ne donner qu’une preuve pour la partie « ligne »
et déduire automatiquement le cas « colonne ». Le lemme suivant donne un exemple d’utilisation.

LEMooWMQWooGWFlmC

Lemme 4.81 ([1]).
Soit une matrice A. Nous considérons la matrice B obtenue à partir de A par la permutation de
lignes Lk Ø Ll ainsi que la matrice C obtenue à partir de At par la permutation de colonnes
Ck Ø Cl.

Alors Ct “ B.

Démonstration. Calculons les éléments de matrice de C :

Ci,j “

$
’&
’%

pAtqi,j si j ‰ k, j ‰ l

pAtqi,k si j “ l

pAtqi,l si j “ k

“

$
’&
’%

Aj,i si j ‰ k, j ‰ l

Ak,i si j “ l

Al,i si j “ k.

(4.111)
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Ensuite nous prouvons que Ct “ B en écrivant les éléments de Ct :

pCtqi,j “ Cj,i “

$
’&
’%

Ai,j si i ‰ k, i ‰ l

Ak,j si i “ l

Al,j si i “ k.

(4.112)

Cette dernière expression est la matrice A après permutation des lignes Lk Ø Ll, c’est-à-dire la
matrice B.

Pour la suite nous écrivons δ la matrice « identité », c’est-à-dire celle dont les entrées sont
précisément les δi,k. Nous écrivons également Ei,j la matrice contenant des zéros partout sauf en
pi, jq où elle a un 1, c’est-à-dire

pEi,jqk,l “ δi,kδj,l. (4.113)
PROPooFQRDooRPfuxk

Proposition 4.82 (Permuter des lignes ou des colonnes Lk Ø Ll[132, 1]).
Soient une matrice A PMpn,Kq, deux entiers k ‰ l inférieurs ou égaux à n.

ITEMooAIHWooHXzeys

(1) Si B est la matrice obtenue à partir de A en permutant deux lignes ou deux colonnes, alors

detpAq “ ´detpBq. (4.114)
ITEMooDNHWooOMgmxa

(2) Si B est la matrice obtenue à partir de A par la permutation de lignes Lk Ø Ll. Alors

B “ SA (4.115)

avec S “ δ ` Ek,l ` El,k ´ Ek,k ´ El,l.
Autrement dit : la matrice S est une matrice de permutations de lignes. ITEMooSHRQooQrqVdO

(3) La matrice S vérifie detpSq “ ´1
ITEMooQXSEooMWiKbL

(4) Nous avons
detpSAq “ detpSqdetpAq. (4.116)

Démonstration. Point par point
(1) (1) pour les colonnes

Soient k et l fixés, et considérons la permutation des colonnes Ck et Cl. Nous notons α la
permutation pk, lq dans Sn (groupe symétrique, définition 1.267). Nous avons

Bi,j “ Ai,αpjq, (4.117)

ou encore : Ai,j “ Bi,αpjq. Par définition,

detpAq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
Ai,σpiq (4.118)

C’est le moment d’utiliser la proposition 1.306 à propos de somme sur des groupes avec
G “ Sn, h “ α et

fpσq “ ϵpσq
ź

i

Ai,σpiq. (4.119)

Nous savons que ϵpαq “ ´1 et que ϵ est un morphisme par la proposition 1.293(1), donc

fpασq “ ϵpασq
ź

i

Ai,pασqpiq “ ´ϵpσq
ź

i

Bi,σpiq. (4.120)

Avec ça, nous concluons :

detpAq “
ÿ

σPSn

fpσq “
ÿ

σ

fpασq “ ´
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
Bi,σpiq “ ´detpBq. (4.121)
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(2) (1) pour les lignes Que se passe-t-il si nous permutons les lignes Lk et Ll ? Si nous notons
B1 la matrice obtenue à partir de A par la permutation de lignes Lk Ø Ll, et C celle obtenue
de At après permutation de colonnes Ck Ø Cl alors nous avons Ct “ B1. Le lemme 4.81 nous
dit que Ct “ B1. En utilisant le lemme 4.80 sur le déterminant de la transposée,

detpB1q “ detpCtq “ detpCq “ ´detpAtq “ ´detpAq. (4.122)

Voilà qui prouve le résultat pour les permutation de lignes.
(3) (2) Si k “ l, il n’y a pas de permutation, et il est vite vu que la matrice S est l’identité

parce qu’il y a quatre fois le terme Ek,k. Nous supposons donc que k ‰ l ; en particulier
δk,l “ 0.
Il s’agit surtout d’un beau calcul :

pSAqi,j “
ÿ

m

Si,mAm,j “ Ai,j `
ÿ

m

pδk,iδl,m ` δl,iδl,m ´ δk,iδk,m ´ δl,iδl,mqAm,j (4.123a)

“ Ai,j ` δk,iAl,j ` δl,iAk,j ´ δk,iAk,j ´ δl,iAl,j . (4.123b)

Si i ‰ j et i ‰ l, alors pSAqi,j “ Ai,j . Si i “ k, alors

pSAqk,j “ Ak,j `Al,j ´Ak,j “ Al,j , (4.124)

c’est-à-dire que la ke ligne de SA est la le ligne de A.
Avec i “ l nous obtenons la ke ligne de A.
Tout cela montre que SA est la matrice A dans laquelle les lignes k et l ont été échangées,
c’est-à-dire SA “ B.

(4) (3) En utilisant la définition du déterminant,

detpSq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
Si,σpiq (4.125a)

“
ÿ

σ

ϵpσq
ź

i

`
δi,σpiq ` δk,iδl,σpiq ` δl,iδk,σpiq ´ δk,iδk,σpiq ´ δl,iδl,σpiq

˘
. (4.125b)

Nous utilisons l’associativité et la commutativité du produit pour séparer les facteurs i “ k
et i “ l des autres :

detpSq “
ÿ

σ

ϵpσq
ź

i‰k
i‰l

δi,σpiqpδk,σpkq ` δl,σpkq ´ δk,σpkqqpδl,σplq ` δk,σplq ´ δl,σplqq. (4.126)

À cause des facteurs i ‰ k et i ‰ l, les σ pour lesquels le tout n’est pas nul doivent vérifier
δi,σpiq “ 1 pour tout i différent de k et l. Les deux seuls sont donc σ “ Id et la permutation
σ “ pk, lq. Pour σ “ Id, nous avons

ź

i‰k
i‰l

δi,ipδk,k ` δl,k ´ δk,kqpδl,l ` δk,l ´ δl,lq “ 0. (4.127)

Dernier espoir : σ “ pk, lq. Pour ce terme nous avons ϵpσq “ ´1 et
ź

i‰k
i‰l

δi,ipδk,l ` δl,l ´ δk,lqpδl,k ` δk,k ´ δl,kq “ 1. (4.128)

Au final dans detpSq, il n’y a que le terme σ “ pk, lq qui est non nul, et il vaut ´1. Donc

detpSq “ ´1. (4.129)

(5) (4) Il s’agit de mettre bout à bout les points déjà prouvés :

detpSAq “ ´ detpAq “ detpSqdetpAq. (4.130)
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CORooAZFCooSYINvBl

Corolaire 4.83 ([132]).
Soit une matrice A PMpn,Kq. Si deux lignes ou deux colonnes de A sont égales, alors detpAq “ 0.

Démonstration. Si deux colonnes sont égales, la matrice ne change pas lorsqu’on les permute, alors
que le déterminant change de signe. La seule possibilité est que detpAq “ ´detpAq, ce qui signifie
que detpAq “ 0.

Notons que si pour k ‰ l nous avons Ck “ λCl, alors nous avons aussi detpAq “ 0.
La réciproque n’est pas vraie : il existe des matrices dont le déterminant est nul et dont aucune

entrée n’est nulle. Par exemple ˆ
1 2
1 2

˙
. (4.131)

PROPooNGZJooHjtMyn

Proposition 4.84 ([132]).
Soient A P Mpn,Kq, et v P Kn. Si B est la matrice A avec la substitution Lj Ñ Lj ` v et C est
la matrice A avec la substitution Lj Ñ v, alors

detpBq “ detpAq ` detpCq. (4.132)

Démonstration. En utilisant l’associativité de la multiplication,

detpBq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
Bi,σpiq (4.133a)

“
ÿ

σ

ϵpσq`
ź

i‰j
Bi,σpiq

˘
Bj,σpjq (4.133b)

“
ÿ

σ

ϵpσq`
ź

i‰j
Ai,σpiq

˘pAj,σpjq ` vσpjqq (4.133c)

“
ÿ

σ

ϵpσq
ź

i

Ai,σpiq `
ÿ

σ

ϵpσq
ź

i‰j
Ci,σpiqvσpjq (4.133d)SUBEQooKATCooVIbEpvSUBEQooKATCooVIbEpv

“ detpAq `
ÿ

σ

ϵpσq
ź

i‰j
Ci,σpiqCj,σpjq (4.133e)SUBEQooCOTDooPPrEYJSUBEQooCOTDooPPrEYJ

“ detpAq ` detpCq. (4.133f)

Justifications :
— 4.133d parce que pour i ‰ j nous avons Ai,σpiq “ Ci,σpiq
— 4.133e parce que vσpjq “ Cj,σpjq.

PROPooPYNHooLbeVhj

Proposition 4.85 (Combinaison de lignes ou colonnes Lk Ñ Lk ` λLl[132]).
Soient une matrice A PMpn,Kq, deux entiers k ‰ l inférieurs ou égaux à n.

ITEMooJSRDooTggEyO

(1) Si B est la matrice obtenue à partir de A par la substitution Lk Ñ Lk`λLl ou Ck Ñ Ck`λCl,
alors

detpAq “ detpBq. (4.134)
ITEMooHKZWooVZDgnf

(2) Si B est la matrice A dans laquelle nous avons opéré la substitution Lk Ñ Lk ` λLl, alors

B “ UA (4.135)

avec U “ δ ` λEk,l, c’est-à-dire que U est une matrice de combinaison de lignes.
ITEMooPGYJooWTTghT

(3) La matrice U vérifie detpUq “ 1.
ITEMooBBEAooZJVGNV

(4) Nous avons
detpUAq “ detpUq detpAq. (4.136)
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Démonstration. Point par point.
(1) (1) Soit la matrice C obtenue à partir de A par Lk Ñ λLl. En considérant le vecteur

v “ λLl, nous sommes dans la situation de la proposition 4.84. Donc

detpBq “ detpAq ` detpCq. (4.137)

Mais dans la matrice C, nous avons Lk “ λLl, ce qui implique detpCq “ 0 par le corolaire
4.83. Donc detpAq “ detpBq comme il se devait.

(2) (2) Encore un calcul :

pUAqi,j “
ÿ

m

`
δi,m ` λpEk,lqi,m

˘
Am,j “ Ai,j ` λ

ÿ

m

δk,iδl,mAm,j “ Ai,j ` λδl,iAk,j . (4.138)

Cela donne, pour i “ k la ligne

pUAqk,j “ Ak,j ` λAl,j , (4.139)

ce qui correspond bien à Lk Ñ Lk ` λLl.
(3) (3) Nous calculons le déterminant de U “ δ`λEk,l avec k ‰ l. Nous avons dans un premier

temps :

detpUq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
pδi,σpiq ` λδk,iδl,σpiqq. (4.140)

Puisque nous avons toujours δk,iδl,i “ 0, le terme σ “ Id donne 1.
Pour les σ ‰ Id, le facteur λδk,iδl,σpiq ne s’annule pas, uniquement si i “ k et σpiq “ l. Donc
le seul terme non nul autre que σ “ Id peut provenir de σ “ pk, lq. Pour ce terme, nous
isolons les termes i “ l et i “ k :

pδk,σpkq ` λδk,kδk,σpkqqpδl,σplq ` λδk,lδk,σplqq. (4.141)

Le dernier facteur est nul.
(4) (4) En mettant bout à bout les résultats prouvés,

detpUAq “ detpAq “ detpUqdetpAq. (4.142)

PROPooXUFKooOaPnna

Proposition 4.86 (Multiplication par un scalaire d’une ligne ou colonne Lk Ñ λLk[132]).
Soient une matrice A P Mpn,Kq, un entier k ď n. Soit la matrice B obtenue à partir de A en
multipliant la ligne Lk par λ P K. ITEMooBKIGooCDQEDt

(1) detpBq “ λ detpAq
ITEMooWRRCooFXkRNW

(2) En considérant la matrice T “ δ ` pλ´ 1qEk,k, nous avons

B “ TA, (4.143)

c’est-à-dire que la matrice T est une matrice de multiplication de ligne par un scalaire.ITEMooOGGDooPVVRzk

(3) Nous avons detpT q “ λ.
ITEMooIFRVooWQYgkK

(4) Et aussi : detpTAq “ detpT q detpAq
Démonstration. Point par point.

(1) (1) La matrice B est donnée par les éléments

Bi,j “
#
Ai,j si i ‰ k

λAi,j si i “ k
(4.144)
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c’est-à-dire Bi,j “
`
1` pλ´ 1qδi,k

˘
Ai,j . Nous mettons cela dans la définition du déterminant

de B :
detpBq “

ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
Bi,σpiq “

ÿ

σ

ź

i

`
1` pλ´ 1qδσpiq,kAi,σpiq

˘
. (4.145)EQooGVMTooPntKewEQooGVMTooPntKew

L’associativité du produit dans K nous permet de séparer le produit de la façon suivante :
nź

i“1

`
1` pλ´ 1qδσpiq,k

˘
Ai,σpiq “

ź

i

`
1` pλ´ 1qδσpiq,k

˘ź

i

Ai,σpiq “ λ
ź

i

Ai,σpiq. (4.146)

En remettant dans (4.145), nous trouvons detpBq “ detpAq.
(2) (2) C’est un cas particulier de la proposition 4.85(2) en prenant k “ l et en adaptant le λ.
(3) (3) Nous calculons le déterminant de la matrice T “ δ ` pλ ´ 1qEk,k. La formule du

déterminant donne

detpT q “
ÿ

σ

ϵpσq
nź

i“1

`
δi,σpiq ` pλ´ 1qδk,iδk,σpiq

˘
. (4.147)

Si i ‰ σpiq, alors non seulement δi,σpiq “ 0, mais en plus δk,iδk,σpiq “ 0. Donc seul σ “ Id
reste dans la somme sur σ P Sn. Il reste donc

detpT q “
nź

i“1

`
1` pλ´ 1qδk,i

˘ “
˜ź

i‰k
1
¸
p1` pλ´ 1qq “ λ (4.148)

où nous avons utilisé encore l’associativité pour isoler le facteur i “ k.
(4) (4) Il faut mettre bout à bout les résultats déjà établis :

detpTAq “ λ detpAq “ detpT q detpAq. (4.149)

4.3.7 Réduction de Gauss
NORMooDXYZooEdnztA

4.87.
Nous avons vu les matrices d’opérations élémentaire sur les lignes :

— Permutation de lignes Lk Ø Ll : Spn; k, lq “ δ ` Ek,l ` El,k ´ Ek,k ´ El,l, proposition 4.82.
— Combinaisons de lignes Lk Ñ Lk ` λLl : Upn; k, l, λq “ δ ` λEk,l, proposition 4.85.
— Multiplication d’une ligne par un scalaire Lk Ñ λLk : T pn; k, λq “ δ`pλ´1qEk,k, proposition

4.86.
Il existe également des matrices pour faire les mêmes opérations, mais sur les colonnes. Ces

matrices doivent toutefois multiplier à droite et non à gauche. Par exemple il existe une matrice
Cpn, k, lq telle que ACpn, k, lq soit la matrice A, avec les colonnes k et l inversées.

Ces matrices seront dans la suite, notées G.
LEMooDXSZooVpbCRj

Lemme 4.88.
Si G est une matrice de manipulation de lignes, alors

detpGAq “ detpGqdetpAq (4.150)EQooLQTVooBYjVYlEQooLQTVooBYjVYl

pour toute matrice A.
Si H est une matrice de manipulation de colonnes, alors

detpAHq “ detpAq detpHq (4.151)

pour toute matrice A.
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PROPooJBTZooNLobpf

Proposition 4.89 (Réduction de Gauss[1]).
Soit une matrice A P Mpn,Kq de déterminant non nul : detpAq ‰ 0. Alors il existe des matrices
G1, . . . , GN toutes de type S, U ou T telles que

G1 . . . GNA “ δ. (4.152)

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n. D’abord pour n “ 1, la matrice A contient
un seul élément A1,1 qui est non nul par hypothèse. Nous pouvons multiplier sa ligne par 1{A1,1
pour obtenir le résultat. Plus précisément, nous avons l’égalité

T p1; 1, 1
A1,1

qA “ δ (4.153)

dans Mp1,Kq. Notons que K est un corps (donc A1,1 est inversible) commutatif, ce qui permet
d’écrire 1{A1,1 sans ambiguïté.

Supposons le résultat prouvé pour n, et voyons ce qu’il se passe pour n`1. Puisque detpAq ‰ 0,
aucune de ses colonnes n’est nulle (corolaire 4.83). Il existe donc un k tel que Ak,1 ‰ 0.

Par la proposition 4.82, la matrice

Bp1q “ Spn` 1; k, 1qA (4.154)

est une matrice telle que Bp1q
1,1 “ Ak,1 ‰ 0. Ensuite, par la proposition 4.86 la matrice

Bp2q “ T pn` 1; 1, 1
Ak,1

qBp1q (4.155)

vérifie Bp2q
1,1 “ 1.

Puisque la multiplication par la matrice Upn ` 1; k; l;λq réalise, par la proposition 4.85, la
substitution Lk Ñ Lk ` λLl, la matrice

Bp3q “
n`1ź

k“2
Upn` 1; k, 1,´Bp1q

k,1qBp1q (4.156)

a toute sa première colonne nulle à l’exception de Bp3q
1,1 “ 1.

Nous n’avons pas donné de nom ni démontré de théorèmes à propos de la substitution Ck Ñ
Ck ` λCl. En passant éventuellement par les transposées et en utilisant les lemmes 4.79 et 4.80
nous obtenons une matrice U 1pn` 1; k, l, λq ayant la propriété que la matrice

Bp4q “
n`1ź

k“2
U 1pn` 1; k, 1,´Bp3q

1,kqBp3q (4.157)

vérifie Bp4q
1,j “ B

p4q
j,1 “ 0 pour tout j sauf j “ 1. En d’autres termes, la matrice Bp4q est de la forme

Bp4q “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

¨
˝ A1

˛
‚

˛
‹‹‹‚ (4.158)

où A1 est une matrice de taille n.
Voyons quelques propriétés de A1. Nous savons que

Bp4q “
ź

i

GiA (4.159)
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où les Gi sont de type S, T ou U . Puisque detpSAq “ detpSqdetpAq (et idem pour T et U), nous
avons

detpBp4qq “
ź

i

detpGiqdetpAq, (4.160)

et comme aucun des detpGiq n’est nul, nous avons encore detpBp4qq ‰ 0, ce qui implique detpA1q ‰ 0.
La récurrence peut avoir lieu. Il existe des matrices G1

i telles que

G1
1 . . . G

1
MA

1 “ δ (4.161)

où les G1
i sont de taille n, ainsi que le δ. En remarquant que

Spn` 1; k, lq “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

Spn; k ´ 1, l ´ 1q

˛
‹‹‹‚, (4.162)

et pareillement pour les matrices T et U , nous voyons qu’en prenant

Gi “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

G1
i

˛
‹‹‹‚, (4.163)

nous avons

Mź

i“1
GiB

p3q “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

śM
i“1G

1
iA

1

˛
‹‹‹‚“ δn`1 (4.164)

où nous avons mis un indice sur le dernier δ pour être plus explicite.

4.3.8 Matrices inversibles
PROPooMLWRooRWfZXE

Proposition-Définition 4.90.
Soit une matrice A PMpn,Kq. Si les matrices B1 et B2 de Mpn,Kq vérifient

AB1 “ B1A “ δ (4.165)

et
AB2 “ B2A “ δ, (4.166)

alors B1 “ B2. Dans ce cas, nous disons que A est inversible et nous notons A´1 l’unique matrice
telle que AA´1 “ A´1A “ δ.

Démonstration. La preuve est réalisée dans le cas général par le lemme 1.160. Mais si vous en
voulez une preuve avec les notations d’ici, en voici une.

Nous avons AB1 “ AB2. En multipliant à gauche par B1, nous trouvons B1AB1 “ B1AB2. En
remplaçant B1A par δ des deux côtés, il reste B1 “ B2.

LEMooGZCTooQigDvC

Lemme 4.91 ([132]).
Si A PMpn,Kq, alors il existe au plus une matrice B PMpn,Kq telle que AB “ δ.

Démonstration. Soient des matrices B,C PMpn,Kq telles que AB “ AC “ δ. Nous allons montrer
que B “ C.

Pour cela nous considérons les applications linéaires fA, fB, fC P EndpKnq associées par la
proposition 4.70. Puisque AB “ δ, par la proposition 4.72, nous avons fA ˝ fB “ fAB “ Id. La
proposition 4.54 nous dit alors que fA et fB sont bijectives.



410 CHAPITRE 4. ESPACES VECTORIELS (DÉBUT)

En particulier, comme teiu est une base, son image par fB est une base par la proposition 4.43.
La proposition 4.53 dit alors que tfBpeiqu est une base. Nous décomposons fBpekq ´ fCpekq dans
cette base :

fBpekq ´ fCpekq “
ÿ

j

αjfBpejq (4.167)

où les αj dépendent à priori de k. Puisque fA ˝ pfB ´ fCq “ 0, nous avons

0 “ fA
`
fBpekq ´ fCpekq

˘ “
ÿ

j

pfA ˝ fBqpejq “
ÿ

j

αjej . (4.168)

Donc les αj sont tous nuls.
Nous en déduisons que fBpekq “ fCpekq, et donc fB “ fC . Cela implique que B “ C par la

proposition 4.70(4).
PROPooECIIooVMCIwz

Proposition 4.92 ([132]).
Si A,B PMpn,Kq vérifient AB “ δ, alors BA “ δ.

Démonstration. L’astuce est de poser C “ BA ´ δ ` B et de montrer que C “ B. Pour cela, un
rapide calcul commence par montrer que

AC “ ABA´A`AB “ AB “ δ. (4.169)

Donc C est également un inverse à droite de A. Le lemme 4.91 donne alors C “ B.
CORooBQLXooTeVfgb

Corolaire 4.93.
Soit A P Mpn,Kq. Si il existe B P Mpn,Kq tel que AB “ δ, alors A est inversible et son inverse
est B.

Démonstration. Il s’agit d’une paraphrase de la proposition 4.92 et de la définition 4.90.
LEMooZDNVooArIXzC

Lemme 4.94.
Si une matrice A n’est pas inversible, alors le produit AB n’est inversible pour aucune matrice B.

Démonstration. Soient une matrice non inversible A, ainsi qu’une matrice quelconque B. Suppo-
sons que AB soit inversible. Alors

ABpABq´1 “ δ. (4.170)

Donc la matrice BpABq´1 est un inverse de A. Contradiction.
PROPooNPMCooPmaCwu

Proposition 4.95.
Une matrice est inversible si et seulement si son application linéaire associée est inversible. Dans
ce cas, nous avons

f´1
A “ fA´1 . (4.171)

Démonstration. Dans le sens direct, si A est inversible nous avons AA´1 “ δ. Donc

fA ˝ fA´1 “ fAA´1 “ fδ “ Id (4.172)EQooQQOSooBKVqXhEQooQQOSooBKVqXh

où nous avons utilisé la proposition 4.72 pour la composition et la proposition 4.73 pour l’identité.
L’égalité (4.172) indique que fA est inversible et que son inverse est fA´1 .

Dans l’autre sens, l’application f´1
A existe. Soit B PMpn,Kq sa matrice. Alors nous avons

fδ “ Id “ fA ˝ fB “ fAB. (4.173)

Le fait que l’application ψ : AÑ fA soit une bijection 36 implique que AB “ δ, c’est-à-dire que A
est inversible et que B “ A´1.

36. Proposition 4.70(4).
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LEMooMCIDooYBHrbq

Lemme 4.96 ([1]).
Soient une matrice inversible A PMpn,Rq et r ă n. Il existe une permutation σ P Sn telle que la
matrice a PMpr,Rq donnée par

ai,j “ Ai,σpjq (4.174)

soit inversible.

4.3.9 Inversibilité et déterminant
PROPooAVIXooMtVCet

Proposition 4.97.
Une matrice au déterminant non nul est inversible.

Démonstration. Si A est une matrice telle que detpAq ‰ 0, alors la proposition 4.89 nous donne
des matrices G1, . . . , GN telles que

G1 . . . GNA “ δ. (4.175)

Donc la matrice G1 . . . GN est un inverse de A par le corolaire 4.93.

PROPooEOKBooKUROFg

Proposition 4.98.
Si une matrice A a une ligne ou une colonne de zéros, alors

(1) detpAq “ 0,

(2) A n’est pas inversible.

Démonstration. Par définition, nous avons

detpAq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
Ai,σpiq. (4.176)

Si la ke ligne est nulle, alors Ak,σpkq “ 0 pour tout σ. Donc tous les produits contiennent un facteur
nul. Donc detpAq “ 0.

Pour toute matrice B nous avons

pABqk,k “
ÿ

l

Ak,lBl,k. (4.177)

Si la ke ligne de A est nulle nous avons pABqk,k “ 0 et donc pas AB “ δ. Donc A n’est pas
inversible.

4.3.10 Quelques ensembles de matrices particuliers

Certains ensembles de matrices ont une importance particulière, que nous développerons plus
tard.

Définition 4.99 (Groupe linéaire de matrices).
On note GLpn,Aq l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans A, qui sont inver-
sibles. En d’autres termes, GLpn,Aq “ UpMpn,Aqq.

DefMatriceOrthogonale

Définition 4.100 (Groupe orthogonal de matrices).
On dit qu’une matrice A est orthogonale si son inverse est sa transposée, c’est-à-dire si A´1 “
At. On note Opn,Aq l’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans A, qui sont
orthogonales.



412 CHAPITRE 4. ESPACES VECTORIELS (DÉBUT)

4.3.11 Déterminant et combinaisons de lignes et colonnes
SUBSECooKMSVooBBHwkHPROPooUCZVooPkloQp

Proposition 4.101.
Soient des matrices A,B PMpn,Kq telles que detpAq ‰ 0 et detpBq ‰ 0. Alors

detpABq “ detpAqdetpBq. (4.178)

Démonstration. La proposition 4.89 nous donne des matrices de permutations de lignes et de
colonnes G1, . . . , GN et G1

1, . . . , G
1
N telles que 37 EQooDNZUooHBhcZj

G1 . . . GNA “ δ (4.179a)
G1

1 . . . G
1
NB “ δ. (4.179b)

Nous avons
pG1

1 . . . G
1
N q pG1 . . . GN qAlooooooomooooooon

“δ
B “ δ. (4.180)

En prenant le déterminant des deux côtés et en tenant compte de (4.150),

1 “ detpδq “ det
`
G1

1 . . . G
1
NG1 . . . GNAB

˘ “ detpG1
1 . . . G

1
N qdetpG1 . . . GN qdetpABq. (4.181)

Mais en même temps, les équations 4.179 donnent

detpG1 . . . GN q “ detpAq´1 (4.182a)
detpG1

1 . . . G
1
N q “ detpBq´1. (4.182b)

Cela pour dire que
1 “ detpAq´1 detpBq´1 detpABq, (4.183)

et donc ce qu’il nous fallait.
PROPooWVJFooTmqoec

Proposition 4.102.
Soient des matrices A,B PMpn,Kq telles que detpAq “ 0 et detpBq ‰ 0. Alors

detpABq “ detpBAq “ detpAqdetpBq “ 0. (4.184)

Démonstration. Il existe des matrices de manipulations de lignes et de colonnes G1, . . . , GN telles
que G1 . . . GNB “ δ. Donc

0 “ detpAq “ detpG1 . . . GNBAq “ detpG1 . . . GN q detpBAq. (4.185)

Donc detpBAq “ 0.

4.3.12 Transvections

Nous nommons Ei,j la matrice remplie de zéros sauf à la case i, j qui vaut 1. Autrement dit

pEi,jqk,l “ δi,kδj,l. (4.186)

Définition 4.103.
Une matrice de transvection est une matrice de la forme

Ti,jpλq “ Id`λEi,j (4.187)

avec i ‰ j.

37. Les plus acharnés préciseront que pour avoir le même N des deux côtés, il a fallu compléter avec des matrices
δ là où il y en avait le moins.
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Une matrice de dilatation est une matrice de la forme

Dipλq “ Id`pλ´ 1qEi,i. (4.188)

Ici le pλ ´ 1q sert à avoir λ et non 1 ` λ. C’est donc une matrice qui dilate d’un facteur λ la
direction i, tout en laissant le reste inchangé.

Si σ est une permutation (un élément du groupe symétrique Sn) alors la matrice de permu-
tation associée est la matrice d’entrées

pPσqi,j “ δi,σpjq. (4.189)
LemyrAXQs

Lemme 4.104.
La matrice Ti,jpλqA “ p1` λEi,jqA est la matrice A à qui on a effectué la substitution

Li Ñ Li ` λLj . (4.190)

La matrice ATi,jpλq est la substitution

Cj Ñ Cj ` λCi. (4.191)

La matrice APσ est la matrice A dans laquelle nous avons permuté les colonnes avec σ.
La matrice PσA est la matrice A dans laquelle nous avons permuté les lignes avec σ´1.

Démonstration. Calculons la composante k, l de la matrice Ei,jA :

pEi,jAqk,l “
ÿ

m

pEi,jqk,mAm,l (4.192a)

“
ÿ

m

δi,kδj,mAm,l (4.192b)

“ δi,kAj,l. (4.192c)

C’est donc la matrice pleine de zéros, sauf la ligne i qui est donnée par la ligne j de A. Donc
effectivement la matrice

A` λEi,jA (4.193)

est la matrice A à laquelle on a substitué la ligne i par la ligne i plus λ fois la ligne j.
En ce qui concerne l’autre assertion sur les transvections, le calcul est le même et nous obtenons

pAEi,jq “ Ak,iδj,l. (4.194)

Pour les matrices de permutation, nous avons

pAPσqk,l “ Ak,σplq (4.195)

et
pPσAqk,l “

ÿ

m

δk,σpmqAm,l “
ÿ

m

δσ´1pkq,mAm,l “ Aσ´1pkq,l. (4.196)

4.3.13 Mineur, rang

Pour la définition du rang d’une matrice, nous en donnons une qui est clairement inspirée de
l’application linéaire associée.

DEFooCSGXooFRzLRj

Définition 4.105 ([132]).
Le rang d’une matrice de Mpn,Kq est la dimension de la partie de Kn engendrée par ses colonnes.

Il est possible d’exprimer le rang d’une matrice de façon plus « intrinsèque » via le concept de
mineur.
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Définition 4.106 ([133]).
Les mineurs d’une matrice sont les déterminants de ses sous-matrices carrées.

Dans la suite nous désignerons souvent par le mot « mineur » la sous-matrice carrée elle-même
au lieu de son déterminant.

Lorsque A est une matrice, nous notons fA l’application linéaire associée à la matrice A par
l’application (4.82).

LEMVecsaRgFixe

Lemme 4.107.
Soit K un corps commutatif 38. Si A est une matrice carrée d’ordre n et de rang r à coefficients
dans K, alors il existe des vecteurs pxiqi“1,...,n formant une base de Kn tels que

fApxiq ‰ 0 (4.197)

pour i ď r et
fApxiq “ 0 (4.198)

pour i ą r.

Démonstration. Soit V le sous-espace de Kn engendré par les colonnes de A. Nous considérons la
base canonique teiu de Kn, ainsi que vi le vecteur créé par la ie colonne de A. Nous avons

vi “ fApeiq. (4.199)

Les vecteurs vi engendrent V , donc nous pouvons en extraire une base par le théorème 4.17(1).
Soit donc tvjuiPJ une base de V avec J Ă t1, . . . , nu.

La base de Kn que nous cherchons commence par les vecteurs tejujPJ . Ces vecteurs vérifient
fApejq “ vj ‰ 0 parce que des vecteurs d’une base ne sont jamais nuls.

Pour la suite de la base, nous pourrions penser au théorème de la base incomplète 39, mais les
vecteurs ainsi complétant la base ne sont pas garantis de s’annuler par fA. Voir l’exemple 4.108.

L’idée est d’utiliser le noyau de fA qui est un sous-espace vectoriel par la proposition 4.38. Soit
une base 40 tzku de kerpfq. Les vecteurs tejujPJ forment une base de ImagepfAq. Puisque les zi
forment une base de kerpfAq, le théorème du rang 4.46 dit alors que tejujPJ Ytzku est une base de
Kn.

Il y a r éléments dans J parce que l’espace engendré par les colonnes de A est de dimension
r par hypothèse. Donc il y a n ´ r éléments dans les tzku pour que le tout ait le bon nombre
d’éléments.

EXooRKVQooZOGDEf

Exemple 4.108.
Soit la matrice

A “
ˆ

1 1
2 2

˙
. (4.200)

Elle est de rang 1. En suivant l’idée de la démonstration, nous commençons la base de R2 par le
vecteur e1 qui vérifie

fApe1q “
ˆ

1
2

˙
. (4.201)

L’utilisation du théorème de la base incomplète ne permet pas de trouver un second vecteur de
base v tel que fApvq “ 0. En effet ce théorème donne juste l’existence d’une completion de la base,
mais pas de propriétés particulières de la base obtenue. Elle pourrait donner v “ e2 comme second
vecteur de base. Mais alors

fApvq “ fApe2q “
ˆ

1
2

˙
‰ 0. (4.202)

38. Comme toujours.
39. Théorème 4.13(2).
40. Cette base contient n´ r éléments, mais ce n’est pas très important pour la suite.
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Au contraire, le noyau de fA est donné par le sous-espace engendré par
ˆ

1
´1

˙
. Une base

convenable est donc te1, e1 ´ e2u. △
PROPooEGNBooIffJXc

Proposition 4.109.
Le rang d’une application linéaire 41 est égal au rang de sa matrice 42 dans n’importe quelle base.

4.3.14 Matrices équivalentes et semblables
DefBLELooTvlHoB

Définition 4.110.
Deux relations d’équivalence entre les matrices.

ItemPFXCooOUbSCt

(1) Deux matrices A et B sont équivalentes dans Mpn,Kq si il existe P,Q P GLpn,Kq telles
que A “ PBQ´1.

(2) Deux matrices sont semblables si il existe une matrice P P GLpn,Kq telle que A “ PBP´1.
LemZMxxnfM

Lemme 4.111.
Une matrice de rang 43 r dans Mpn,Kq est équivalente à la matrice par blocs

Jr “
ˆ
1r 0
0 0

˙
. (4.203)

Démonstration. Nous devons prouver que pour toute matrice A P Mpn,Kq de rang r, il existe
P,Q P GLpn,Kq telles que QAP “ Jr. Soit teiu la base canonique de Kn, puis tfiu une base telle
que Afi “ 0 dès que i ą r, qui existe par le lemme 4.107.

Nous considérons la matrice inversible P telle que Pei “ fi ; ses colonnes sont donc précisément
les fi, si bien que

APei “ Afi “
#

0 si i ą r

‰ 0 sinon.
(4.204)

La matrice AP se présente donc sous la forme

AP “
ˆ
M 0
˚ 0

˙
(4.205)

où M est une matrice rˆ r. Nous considérons maintenant une base tgiui“1,...,n dont les r premiers
éléments sont les r premières colonnes de AP et une matrice inversible Q telle que Qgi “ ei. Alors

QAPei “
#
ei si i ă r

0 sinon.
. (4.206)

Cela signifie que QAP est la matrice Jr.
CorGOUYooErfOIe

Corolaire 4.112 (Équivalence et rang).
Deux matrices sont équivalentes 44 si et seulement si elles sont de même rang.

Démonstration. D’abord il y a des implicites dans l’énoncé. Puisque nous voulons, soit par hypo-
thèse, soit par conclusion, que les matrices A et B soient équivalentes, nous supposons qu’elles ont
même dimension. Soient donc A et B deux matrices carrées d’ordre n.

Par le lemme 4.111, deux matrices de même rang r sont équivalentes à Jr. Elles sont donc
équivalentes entre elles.

41. Définition 4.45.
42. Définition 4.105.
43. Définition 4.105.
44. Définition 4.110(1).
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Inversement, supposons que A et B soient deux matrices équivalentes 45 : A “ PBQ´1 avec P
et Q inversibles. Alors

ImagepPBQ´1q “ tPBQ´1v tel que v P Knu (4.207a)
“ PB tQ´1v tel que v P Knuloooooooooooooomoooooooooooooon

“Kn

(4.207b)

“ P
`
BpKnq˘. (4.207c)

L’ensemble BpKnq est un sous-espace vectoriel de Kn. Comme le rang de P est maximum, la
dimension de P

`
BpKnq˘ est la même que celle de BpKnq. Par conséquent

dim
´

ImagepPBQ´1q
¯
“ dim

`
BpKnq˘ “ rkpBq. (4.208)

Le membre de gauche de cela n’est autre que rkpAq “ dim
`

ImagepPBQ´1q˘.

4.3.15 Algorithme des facteurs invariants
PropPDfCqee

Proposition 4.113 (Algorithme des facteurs invariants[104]).
Soit pA, δq un anneau euclidien muni de son stathme et U PMpnˆm,Aq. Alors il existe d1, . . . , ds P
A˚ et des matrices P P GLpm,Aq, Q P GLpn,Aq tels que nous ayons

U “ P

¨
˚̊
˚̋

d1
. . .

ds

0

0 0

˛
‹‹‹‚Q (4.209)

avec di  di`1 pour tout i.

Démonstration. Nous allons donner la preuve plus ou moins sous forme d’algorithme.
D’abord si U “ 0 c’est bon, on a la réponse. Sinon, nous prenons l’élément pi0, j0q dont le

stathme est le plus petit et nous l’amenons en p1, 1q par les permutations

C1 Ø Cj0

L1 Ø Li0
(4.210)

Ensuite nous traitons la première colonne jusqu’à amener des zéros partout en dessous de u1,1 de
la façon suivante : pour chaque ligne successivement nous calculons la division euclidienne

ui,1 “ qu1,1 ` ri, (4.211)

et nous faisons
Li Ñ Li ´ qL1, (4.212)

c’est-à-dire que nous enlevons le maximum possible et il reste seulement ri en ui1. Vu que le but est
de ne laisser que des zéros dans la première colonne, si le reste n’est pas zéro, nous ne sommes pas
contents 46. Dans ce cas nous permutons L1 Ø Li, ce qui aura pour effet de strictement diminuer
le stathme de u1,1 parce qu’on va mettre en u1,1 le nombre ri dont le stathme est strictement plus
petit que celui de u1,1.

En faisant ce jeu de division euclidienne puis échange, on diminue toujours le stathme de u1,1,
donc ça finit par s’arrêter, c’est-à-dire qu’à un certain moment, la division euclidienne de ui,1 par
u1,1 va donner un reste nul et nous serons contents.

45. Définition 4.110.
46. Si il est zéro, nous passons à la ligne suivante
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Une fois la première colonne ramenée à la forme

C1 “

¨
˚̊
˚̋

u1,1
0
...
0

˛
‹‹‹‚, (4.213)

nous faisons tout le même jeu avec la première ligne, en faisant maintenant des sommes divisions
et permutations de colonnes. Notons que ce faisant, nous ne changeons plus la première colonne.

En fin de compte, nous trouvons une matrice 47

U “

¨
˚̊
˚̋

u1,1 0 . . . 0
0
... A
0

˛
‹‹‹‚ (4.214)

Si l’élément u1,1 ne divise pas un des éléments de A, disons ai,j , alors nous opérons

C1 Ñ C1 ´ Cj . (4.215)

Cela nous détruit un peu la première colonne, mais ne change pas u1,1. Nous avons maintenant

U “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

u1,1 0 . . . 0
0
˚
ui,j A
˚
0

˛
‹‹‹‹‹‹‚

(4.216)

Et nous refaisons tout le jeu depuis le début. Cependant, lorsque nous allons nous attaquer à
la ligne i, u1,1 ne divisera pas ui,j , ce qui donnera lieu à une division euclidienne et un échange
L1 Ø Li. L’échange consistant à mettre ri à la place de u1,1 et réciproquement, diminuera encore
strictement le stathme. Encore une fois, nous allons travailler jusqu’à avoir la matrice sous la forme

U “

¨
˚̊
˚̋

u1,1 0 . . . 0
0
... A
0

˛
‹‹‹‚, (4.217)EqADcNVgIEqADcNVgI

sauf que cette fois, le stathme de u1,1 est strictement plus petit que la fois précédente. Si u1,1 ne
divise toujours pas tous les éléments de A, nous recommençons encore et encore. En fin de compte,
nous finissons par avoir une matrice de la forme (4.217) avec u1,1 qui divise tous les éléments de
A.

Une fois que cela est fait, il faut continuer en recommençant tout sur la matrice A. Nous avons
maintenant

U “
¨
˝
u1,1

u2,2
0

0 B

˛
‚. (4.218)

Sous cette forme nous avons u1,1  u2,2 et u1,1 divise tous les éléments de B. En effet u1,1 divisant
tous les éléments de A, il divise toutes les combinaisons de ces éléments. Or tout l’algorithme ne
consiste qu’à prendre des combinaisons d’éléments.

Nous finissons donc bien sur une matrice comme annoncée. De plus, n’ayant effectué que des
combinaisons de lignes, nous avons seulement multiplié par des matrices inversibles (lemme 4.104).

47. Nous nommons toujours par la même lettre U la matrice originale et la matrice modifiée, comme il est d’usage
en informatique.
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4.4 Changement de base
Soit un espace vectoriel E muni de deux bases peiqi“1,...,n et pfαqα“1,...,n. Les deux bases sont

liées entre elles par
fα “

ÿ

i

Qi,αei. (4.219)EQooFRQRooSMsQQBEQooFRQRooSMsQQB

Ici Q n’est pas une application linéaire E Ñ E : Q est seulement un tableau de nombres, donnant
les coordonnées des vecteurs fα dans la base de ei. Éventuellement Q peut être vu comme une
application linéaire Kn Ñ Kn.

Dans la suite nous nommerons Q´1 la matrice inverse de Q. Inverse au sens des bêtes ta-
bleaux de nombres, sans interprétation en tant qu’application linéaire. De même pour Qt qui est
la transposée de Q.

4.4.1 Changement de base : vecteurs de base
LEMooIHZGooOZoYZd

Lemme 4.114.
Soit un espace vectoriel E sur K ainsi que deux bases peiqi“1,...,n, pfαqα“1,...,n de E liées par
fα “ ř

iQi,αei. Alors
ei “

ÿ

α

Q´1
α,ifα. (4.220)EQooZQPAooAbKAdgEQooZQPAooAbKAdg

Démonstration. Nous multiplions l’égalité fα “ ř
iQi,αei par le nombre 48 Q´1

α,j P K et nous
sommons sur α : ÿ

α

Q´1
α,jfα “

ÿ

iα

pAi,αQ´1
α,jqei “ ej . (4.221)

4.4.2 Changement de base : coordonnées
PROPooNYYOooHqHryX

Proposition 4.115.
Soit un espace vectoriel E sur K. Soient deux bases peiqi“1,...,n et pfαqα“1,...,n liées par fα “ř
iQi,αei. Nous considérons un même vecteur dans les deux bases :

ř
i xiei “

ř
α yαfα. Alors
ITEMooIBAEooNaUnPD

(1) yα “ ř
iQ

´1
α,ixi ITEMooKPWTooMwdbPu

(2) xi “ ř
αQi,αyα.

Démonstration. Soit un vecteur x P E. Il peut être écrit dans les deux bases :

x “
ÿ

i

xiei “
ÿ

α

yαfα. (4.222)EQooGSJMooGQstMxEQooGSJMooGQstMx

En remplaçant ei par sa valeur (4.220) nous avons l’égalité
ÿ

iα

xiQ
´1
α,ifα “

ÿ

α

yαfα. (4.223)

Puisque les fα sont linéairement indépendants, l’égalité des sommes donne l’égalité de chacun des
termes :

yα “
ÿ

i

xiQ
´1
α,i. (4.224)

En identifiant x P E au vecteur dans Kn de ses coordonnées dans la base teiu nous pouvons écrire

yα “ pQ´1xqα, (4.225)

Le point (1) est prouvé.

48. Attention à la bonne interprétation de ce nombre : on fait bien référence à l’élément situé en pα, jq de la matrice
Q´1, et pas autre chose.
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En ce qui concerne le point (2), nous repartons encore de (4.222), mais nous y substituons la
définition des fα : ÿ

i

xiei “
ÿ

αi

yαQi,αei. (4.226)

Vous voulez des détails ? Allez, une étape de plus que le strict nécessaire : nous écrivons
ÿ

i

`
xi ´

ÿ

α

yαQi,α
˘
ei “ 0. (4.227)

Par linéaire indépendance des ei, nous avons annulation de tous les coefficients, c’est-à-dire

xi “
ÿ

α

Qi,αyα, (4.228)

comme annoncé.

4.116.
Attention à l’ordre des indices dans la dernière égalité : la matrice Q vient avec les indices dans
l’ordre i, α, tandis que la matrice Q´1 vient avec les indices dans l’ordre opposé : α, i. C’est pour
cela qu’il est intéressant de noter avec des lettres latines les indices se rapportant à la première
base, et avec des lettres grecques ceux se rapportant à la seconde base.

NORMooNWKZooPMwYTO

4.117.
Les formules de changement de coordonnées de la proposition 4.115 s’écrivent souvent de la façon
suivante : ITEMooLHQCooBRvSlp

(1) yα “ pQ´1xqα ITEMooNXUGooJIeoBf

(2) y “ Q´1x. ITEMooEFILooNENamW

(3) xi “ pQyqi ITEMooMOKHooFEJvIW

(4) x “ Qy

Ces égalités reposent sur un petit paquet d’abus de notations qu’il convient de bien comprendre.
Ici, x et y sont les éléments de Kn donnés par les composantes de x dans les bases teiu et tfαu,
et Q est vu comme une matrice, un opérateur linéaire sur Kn. Autrement dit, le choix des bases
permet d’identifier E avec Kn et la matrice Q avec l’application linéaire fQ de la proposition 4.70.

4.4.3 Changement de base : matrice d’une application linéaire
PROPooNZBEooWyCXTw

Proposition 4.118.
Soit une application linéaire t : E Ñ E de matrices A et B dans les bases teiu et tfαu. Si les bases
sont liées par

fα “
ÿ

i

Qi,αei, (4.229)

alors les matrices A et B sont liées par

B “ Q´1AQ. (4.230)

Démonstration. L’hypothèse sur le fait que A et B sont les matrices de t signifie que pour tout
x P E,

tpxq “
ÿ

ij

Aj,ixiej “
ÿ

αβ

Bα,βyβfα. (4.231)

En remplaçant ej par son expression (4.220) en termes des fα et xi par son expression xi “ pQyqi
(proposition 4.115), nous avons

pByqα “
ÿ

ijα

Aj,ipQyqiQ´1
α,jfα (4.232a)

“
ÿ

iα

pQ´1Aqα,ipQyqifα (4.232b)

“
ÿ

α

pQ´1AQyqαfα. (4.232c)
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Puisque les fα forment une base, nous en déduisons Q´1AQy “ By. Et comme y est un élément
quelconque de Kn, nous en déduisons l’égalité de matrices

B “ Q´1AQ. (4.233)ooWKTYooOJfclTooWKTYooOJfclT

Il s’agit bien d’une égalité de matrices ou, à la limite, d’applications linéaires sur Kn, et non
d’une égalité d’application linéaire sur E.

4.5 Espaces de polynômes
SecEspacePolynomes

Attention : les polynômes en-soi, font l’objet de la définition 1.352.
Pour chaque k ą 0 donné, nous définissons

Pk
R “ tp : RÑ R | p : x ÞÑ a0 ` a1x` a2x

2 ` ¨ ¨ ¨ ` akxk, ai P R, @i “ 0, . . . , ku. (4.234)

Il est facile de se convaincre que la somme de deux polynômes de degré inférieur ou égal à k est
encore un polynôme de degré inférieur ou égal à k. En outre il est clair que la multiplication par
un scalaire ne peut pas augmenter le degré d’un polynôme. L’ensemble Pk

R est donc un espace
vectoriel muni des opérations héritées de PR.

La base canonique de l’espace Pk
R est donnée par les monômes B “ tx ÞÑ xj | j “ 0, . . . , ku. Le

fait que cela soit une base est vraiment facile à démontrer, et est un exercice très utile si vous ne
l’avez pas encore vu dans un cours précédent.

Nous allons maintenant étudier trois applications linéaires de Pk
R vers d’autres espaces vecto-

riels.
L’isomorphisme canonique ϕ : Pk

R Ñ Rk`1 Nous définissons ϕ par les relations suivantes

ϕpxjq “ ej`1, @j P t0, . . . , ku.
Cela veut dire que pour tout p dans Pk

R, avec ppxq “ a0 ` a1x ` a2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` akx
k, l’image

de p par ϕ est

ϕppq “ ϕ

˜
kÿ

j“0
ajx

j

¸
“

kÿ

j“0
ajej`1.

Exemple 4.119.
Soit k “ 5 on a

ϕp´8´ 7x´ 4x2 ` 4x3 ` 2x5q “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

´8
´7
´4
4
0
2

˛
‹‹‹‹‹‹‚
. (4.235)

△

Cette application est clairement bijective et respecte les opérations d’espace vectoriel, donc
c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels. L’existence d’un isomorphisme entre Pk

R et Rk`1

est un cas particulier du théorème qui dit que pour chaque m dans N0 fixée, tous les espaces
vectoriels sur R de dimension m sont isomorphes à Rm. Vous connaissez peut être déjà ce
théorème depuis votre cours d’algèbre linéaire.

La dérivation d : Pk
R Ñ Pk´1

R L’application de dérivation d fait exactement ce qu’on attend d’elle

dpx0q “ dp1q “ 0, dpxjq “ jxj´1, @j P t1, . . . , ku.
Cette application n’est pas injective, parce que l’image de p ne dépend pas de la valeur de
a0, donc si deux polynômes sont les mêmes à une constante près ils auront la même image
par d.
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Exemple 4.120.
Soit k “ 3 on a

dp´8´ 12x` 4x3q “ ´12p1q ` 4p3x2q “ ´12` 12x2. (4.236)

Noter que dp´30´ 12x` 4x3q “ dp´8´ 12x` 4x3q. Cela confirme, comme mentionné plus
haut, que la dérivée n’est pas injective. △

L’intégration I : Pk
R Ñ Pk`1

R Nous pouvons définir une application qui est « à une constante
près » l’application réciproque de la dérivation. Cette application est définie sur les éléments
de base par

Ipxjq “ xj`1

j ` 1 . (4.237)

Bien entendu, la raison d’être et la motivation de cette définition apparaîtront lorsque nous
développerons une théorie générale de l’intégration.

Exemple 4.121.
Soit k “ 4 on a

Ip6` 2x` x2 ` x4q “ 6x` x2 ` x3

3 ` x5

5 . (4.238)

△

Remarque : étant donné que dans la définition de I nous avons décidé d’intégrer entre zéro
et x, tous les polynômes dans Pk`1

R qui sont l’image par I d’un polynôme de Pk
R ont a0 “ 0.

Cela veut dire que nous pouvons générer toute l’image de I en utilisant un sous-ensemble de
la base canonique de Pk`1

R , en particulier B1 “ tx ÞÑ xj | j “ 1, . . . , ku Ă B nous suffira. Cela
n’est guère surprenant, parce que l’image par une application linéaire d’un espace vectoriel
de dimension finie ne peut pas être un espace de dimension supérieure.

Les applications de dérivation et intégration correspondent évidemment à des applications
linéaires de PR dans lui-même.

L’espace de tous les polynômes étant de dimension infinie, il peut servir de contre-exemple assez
simple. Dans la sous-section 11.3.2, nous verrons que toutes les normes ne sont pas équivalentes
sur l’espace des polynômes.

4.6 Projection et orthogonalité
PropProjScal

Proposition 4.122.
Si nous écrivons projY l’opération de projection sur la droite qui sous-tend Y , alors nous avons

} projY X} “
X ·Y

}Y } . (4.239)

Démonstration. Les vecteurs X et Y sont des flèches dans l’espace. Nous pouvons choisir un
système d’axe orthogonal tel que les coordonnées de X et Y soient

X “
¨
˝
x
y
0

˛
‚, Y “

¨
˝
l
0
0

˛
‚ (4.240)

où l est la longueur du vecteur Y . Pour ce faire, il suffit de mettre le premier axe le long de Y , le
second dans le plan qui contient X et Y , et enfin le troisième axe dans le plan perpendiculaire aux
deux premiers.

Un simple calcul montre que X ·Y “ xl ` y· 0 ` 0 · 0 “ xl. Par ailleurs, nous avons
} projY X} “ x. Par conséquent,

} projY X} “
X ·Y

l
“ X ·Y

}Y } . (4.241)



422 CHAPITRE 4. ESPACES VECTORIELS (DÉBUT)

Corolaire 4.123.
Si la norme de Y est 1, alors le nombre X ·Y est la longueur de la projection de X sur Y .

Démonstration. Poser }Y } “ 1 dans la proposition 4.122.

4.7 Dualité
PropEJBZooTNFPRj

Proposition 4.124.
Si A est la matrice d’une application linéaire, alors le rang de cette application linéaire est égal au
rang de A, c’est-à-dire à la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant non nul contenue
dans A.

DefJPGSHpn

Définition 4.125.
Soit E un espace vectoriel sur K.

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E sur son corps de base K.
Le dual algébrique de E, noté E˚, est l’ensemble des formes linéaires sur E. Autrement dit :

E˚ “ LpE,Kq.
Nous verrons les formes multilinéaires en la définition 9.1.
Nous verrons plus tard qu’en dimension infinie, les applications linéaires ne sont pas toujours

continues. Nous définirons donc aussi un concept de dual topologique. Voir la proposition 11.62,
la remarque 11.65 et la définition 25.1.

DEFooTMSEooZFtsqa

Lemme-Définition 4.126.
Si E est un espace vectoriel et si tbiu est une base de E, alors nous définissons

bi̊ : E Ñ K

bj ÞÑ δij ,
(4.242)

et sa prolongation par linéarité. Ces éléments du dual E˚ forment une base appelée base duale.
En particulier nous avons

dimpEq “ dimpE˚q. (4.243)

Notons que si v P E est un vecteur, ça n’a aucun sens à priori de parler de v˚. Il s’agit bien de
définir toute la base tei̊ u à partir de toute la base teiu.

LEMooSVRIooFbxfue

Lemme 4.127 (Changement de base duale[1]).
Soient un espace vectoriel V de dimension finie, une base teiui“1,...,n et sa base duale tαiui“1,...,n.
Soit une bijection linéaire A : V Ñ V . Nous considérons tβiui“1,...,n la base duale de la base tAeiu.

Alors
βi “

ÿ

j

A´1
ij αj . (4.244)

Démonstration. Par définition d’une base duale, il faut βipAekq “ δik. Vu que tαiu est une base,
nous pouvons décomposer βi de la façon suivante : βi “ ř

j Bijαj . Il nous reste à prouver que
B “ A´1.

Pour cela nous calculons un peu :

δik “ βipAekq “
ÿ

j

BijαjpAekq “
ÿ

lj

BijAlk αjpelqloomoon
“δjl

“
ÿ

l

BilAlk “ pBAqik. (4.245)

Nous avons donc δik “ pBAqik, c’est-à-dire BA “ 1 ou encore B “ A´1.
LEMooQLWNooYUpGdo

Lemme 4.128 ([134]).
Soit un espace vectoriel E de dimension finie. ITEMooHHTLooNCjgfn

(1) Si α est une forme linéaire non nulle sur E, alors il existe x P E tel que αpxq “ 1.
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ITEMooBYAAooUWBKDk

(2) Si x ‰ 0 dans E, alors il existe une forme linéaire α sur E telle que αpxq “ 1.

Démonstration. En deux parties.
(1) Pour (1) Puisque α est non nulle, nous pouvons considérer v P E tel que αpvq ‰ 0. Alors

en posant x “ αpvq´1v, nous avons le résultat.
(2) Pour (2) Soit un vecteur non nul que nous écrivons sous la forme x “ řn

i“1 xiei (pour une
certaine base teiui“1,...,n de E). Supposons que xk ‰ 0. Alors la forme

α : E Ñ K

y ÞÑ yk{xk
(4.246)

fait l’affaire.

LEMooKTREooBrnWVz

Lemme 4.129.
Soit un espace vectoriel de dimension finie E sur le corps K. Si tα1, . . . , αnu est une base de E˚,
alors l’application

Φ: E Ñ Kn

x ÞÑ `
α1pxq, . . . , αnpxq

˘ (4.247)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. En deux parties.
(1) Φ est injective Soit z P kerpΦq. Nous avons αipzq “ 0 pour tout i. Si z ‰ 0, alors le lemme

4.128 dit qu’il existe β P E˚ tel que βpzq ‰ 0.
Décomposons un tel β dans la base de tαiu :

β “
nÿ

i“1
βiαi. (4.248)

Alors nous avons
0 ‰ βpzq “

nÿ

i“1
βi αipzqloomoon

“0

“ 0. (4.249)

Contradiction. Donc kerpΦq “ t0u et Φ est injective.
(2) Φ est surjective Les espaces vectoriels E, E˚ et Kn ont tout trois, une dimension n. Donc

Φ est une application linéaire injective entre deux espaces de même dimension. Elle est donc
surjective par le corolaire 4.48.

PROPooDBPGooPagbEB

Proposition-Définition 4.130 ([134]).
Soit un espace vectoriel E de dimension finie sur le corps K. Toute base du dual E˚ est duale
d’une unique base de E. Cette base est dite préduale.

Démonstration. Nous considérons une base F “ tα1, . . . , αnu de E˚. Nous devons prouver qu’il
existe une unique base de E dont la base duale est F .

(1) Existence Le lemme 4.129 nous indique que l’application

Φ: E Ñ Kn

x ÞÑ `
α1pxq, . . . , αnpxq

˘ (4.250)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Soit la base canonique de Kn : pϵ1, . . . , ϵnq. Puisque Φ est un isomorphisme,
`
Φ´1pϵiq

˘
i“1,...,n

est une base de E. Nous allons montrer qu’elle est préduale de pαiq. Nous posons ei “ Φ´1pϵiq
et nous calculons :

αipejq “ αi
`
Φ´1pϵjq

˘
(4.251a)

“ Φ
`
Φ´1pϵjq

˘
i

(4.251b)SUBEQooACVAooVNwzMqSUBEQooACVAooVNwzMq

“ pϵiqj (4.251c)
“ δi,j (4.251d)SUBEQooOYNHooSVOOyzSUBEQooOYNHooSVOOyz

Justifications :
— Pour 4.251b, nous remarquons que αipxq “ Φpxqi.
— Pour 4.251d, nous utilisons le fait que les ϵj forment la base canonique de Kn.

(2) Unicité Soit une base préduale peiq de pαiq. Nous avons, par définition, que αipejq “ δi,j .
Donc `

α1pejq, . . . , αnpejq
˘ “ ϵj . (4.252)

Nous appliquons Φ´1 à cette dernière équation pour obtenir ej “ Φ´1pϵjq. Donc les ej sont
déterminés de façon unique à partir des αi.

4.7.1 Changement de base duale
PROPooDOEYooDpUbnc

Proposition 4.131 ([1]).
Soient deux bases teiu et te1ju de l’espace vectoriel V . Nous notons tαiu et tα1

iu les bases duales.
Si e1

j “
ř
iAijei, alors

α1
j “

ÿ

k

A´1
jk αk. (4.253)

Démonstration. Nous posons α1
j “

ř
k Bkjαk et nous appliquons ça à e1

i. À gauche nous avons
α1
jpe1

iq “ δij , et à droite,
ÿ

k

Bkjαkpe1
iq “

ÿ

k

Bkjαk
`ÿ

l

Aliel
˘

(4.254a)

“
ÿ

kl

BkjAliδkl (4.254b)

“
ÿ

l

BljAli (4.254c)

“ pBtAqji. (4.254d)

Nous avons donc montré que BtA “ 1, ou encore que Bt “ A´1, ce qu’il fallait.

4.7.2 Orthogonal
DEFooEQSMooHVzbfz

Définition 4.132.
Soit E, un espace vectoriel, et F un sous-espace de E. L’orthogonal de F est la partie FK Ă E˚
donnée par

FK “ tα P E˚ tel que @x P F, αpxq “ 0u. (4.255)EqiiypleEqiiyple

Cette définition d’orthogonal via le dual n’est pas du pur snobisme. En effet, la définition
« usuelle » qui ne parle pas de dual,

FK “ ty P E tel que @x P F, y·x “ 0u, (4.256)
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demande la donnée d’un produit scalaire. Évidemment dans le cas de Rn muni du produit scalaire
usuel et de l’identification usuelle entre Rn et pRnq˚ via une base, les deux notions d’orthogonal
coïncident.

La définition 4.132, au contraire, est intrinsèque : elle ne dépend que de la structure d’espace
vectoriel.

Si B Ă E˚, on note Bo son orthogonal :

Bo “ tx P E tel que ωpxq “ 0,@ω P Bu. (4.257)

Notons qu’on le note Bo et non BK parce qu’on veut un peu s’abstraire du fait que pE˚q˚ “ E.
Du coup on impose que B soit dans un dual, et on prend une notation précise pour dire qu’on
remonte au pré-dual, et non qu’on va au dual du dual.

PropXrTDIi

Proposition 4.133.
Soient un espace vectoriel E et F , un sous-espace vectoriel de E. Nous avons

dimF ` dimFK “ dimE. (4.258)

Démonstration. Soit te1, . . . , epu une base de F que nous complétons en une base te1, . . . , enu de
E par le théorème 4.13. Soit te1̊ , . . . , en̊u la base duale. Alors nous prouvons que tep̊`1, . . . , en̊u est
une base de FK.

D’abord, ce sont des éléments de FK, parce que si i ď p et si k ě 1, nous avons ep̊`kpeiq “ 0 ;
donc oui, ep̊`k P FK.

Ensuite, en tant que partie d’une base de F ˚, c’est une partie libre. Il reste à montrer que c’est
générateur.

Enfin FK Ă Spantek̊, k P tp ` 1, . . . , nuu parce que si ω “ řn
k“1 ωkek̊, alors ωpeiq “ ωi, mais

nous savons que si ω P FK, alors ωpeiq “ 0 pour i ď p. Donc ω “ řn
k“p`1 ωkek̊.

La proposition 9.182 donnera une version plus terre à terre de la proposition 4.133 en disant que
si nous avons un produit scalaire, alors E “ F ‘FK où FK est cette fois défini comme l’orthogonal
pour le produit scalaire.

4.8 Représentation de groupe
DEFooXVMSooXDIfZV

Définition 4.134 (Représentation).
Soit un groupe G. Une représentation de G est un couple pE, ρq où E est un espace vectoriel et
ρ est une application ρ : GÑ GLpEq vérifiant

ρpgq ˝ ρphq “ ρpghq. (4.259)

pour tout g, h P G.

Définition 4.135.
Une représentation 49 ρ : GÑ GLpEq est fidèle si elle est injective

La dimension de E est le degré de la représentation pE, ρq.
Le fait que la représentation ρ : G Ñ GLpEq soit fidèle ne dit pas que chacun des ρpgq est

injectif.
PROPooHNQOooSzeEFG

Proposition 4.136.
Soit un corps K. Si G est un groupe dans Mpn,Kq (c’est-à-dire un groupe de matrices n ˆ n à
coefficients dans K), alors l’application

ρ : GÑ GLpKnq
A ÞÑ fA

(4.260)

où fA est l’application linéaire associée à A, est une représentation de G.
49. Définition 4.134.
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Démonstration. La représentation dont nous parons n’est autre que l’application ψ de la définition
4.67, dont nous connaissons beaucoup de propriétés. La proposition 4.73 dit, entre autres, que
ψpABq “ ψpAqψpBq, c’est-à-dire que ρpABq “ ρpAqρpBq, et donc que ρ est une représentation.

4.9 Somme directe d’espaces vectoriels

Si V et W sont des espaces vectoriels, ce que nous notons V ‘W n’est rien d’autre que l’espace
vectoriel de l’ensemble V ˆW .

DEFooJKAWooKkkkwm

Proposition-Définition 4.137 ([135, 136]).
Si V et W sont des espaces vectoriels sur le même corps K, alors les définitions

(1) pv1, w1q ` pv2, w2q “ pv1 ` v2, w1 ` w2q
(2) λpv, wq “ pλv, λwq

donnent une structure d’espace vectoriel sur V ˆW .
Cet espace sera noté V ‘W et est appelé somme directe de V et W .

DEFooIJDNooRUDUYF

Définition 4.138 (Sous-espaces en somme directe[137]).
Soient un espace vectoriel E sur K ainsi que des sous-espaces vectoriels tFiuiPI (I est un ensemble
fini ou infini). Nous disons que les Fi sont en somme directe si pour tout élément u P řiPI Fi,
il existe un unique ensemble tuiuiPI de vecteurs tel que

(1) u “ ř
iPI ui

(2) ui P Fi pour tout i,
(3) tj P I tel que uj ‰ 0u est fini.

Si l’espace vectoriel E est un espace vectoriel topologique, nous avons la définition 7.169 qui
donne des conditions de compatibilité entre les topologies.

LEMooHWRVooLedAmF

Lemme 4.139.
Soit un espace vectoriel E et deux sous-espaces F1, F2 en somme directe : E “ F1 ‘ F2. Alors
l’application

ψ : F1 ˆ F2 Ñ E

px, yq ÞÑ x` y (4.261)

est une bijection.

Démonstration. L’application est injective parce que si ψpx1, x2q “ ψpy1, y2q, alors x1 ` x2 “
y1` y2. Nommons u ce vecteur. Par unicité de l’ensemble tu1, u2u tel que u “ u1` u2, nous avons
automatiquement tx1, x2u “ ty1, y2u et donc x1 “ y1 et x2 “ y2.

En ce qui concerne la surjectivité, si u P E, il existe un ensemble tu1, u2u avec ui P Fi tel que
u “ u1 ` u2 “ ψpu1, u2q.

LEMooDQMQooInVVDY

Lemme 4.140 ([1, 137]).
Soient un espace vectoriel E ainsi que des sous-espaces vectoriels Fi. Nous avons équivalence entre
les assertions suivantes.

(1) Les Fi sont en somme directe 50.
(2) Si

ř
iPI ui “ 0 avec ui P Fi et si tj P I tel que uj ‰ 0u est fini, alors tous les ui sont nuls.

(3) Chaque espace Fk est en somme directe avec la somme des précédents, c’est-à-dire que pour
tout k, ˜

k´1ÿ

i“1
Fi

¸
X Fk “ t0u. (4.262)

50. Définition 4.138.
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ITEMooPLXGooCOQgen

(4) Pour tout k,

Fk X
˜ÿ

i‰k
Fi

¸
“ t0u. (4.263)

PROPooCASNooEqisqa

Proposition 4.141 ([138]).
Soient E un espace vectoriel de dimension finie, et deux sous-espaces F1 et F2 satisfaisant

(1) F1 X F2 “ t0u,
(2) dimpF1q ` dimpF2q ě dimpEq.

Alors E “ F1 ‘ F2.

Démonstration. Soient une base teiuiPI de F1 et tfαu de F2. Nous commençons par prouver que
la partie B “ teiu Y tfαu est libre.

Supposons en effet, avoir des coefficients ai et bα tels que
ÿ

i

aiei `
ÿ

α

bαfα “ 0. (4.264)

Cela implique que
ř
i aiei “ ´ř

α bαfα. Or
ř
i aiei P F1 et ´ř

α bαfα P F2. Donc les élémentsř
i aiei et

ř
α bαfα sont dans F1 X F2 “ t0u. Nous avons alors les égalités

ÿ

i

aiei “ 0 (4.265)

et ÿ

α

bαfα “ 0. (4.266)

La première implique ai “ 0 pour tout i et la seconde implique bα “ 0 pour tout α.
Donc B est une partie libre de E contenant dimpF1q ` dimpF2q ě dimpEq éléments. La pro-

position 4.18(1) nous indique alors qu’en réalité dimpF1q ` dimpF2q “ dimpEq. Comme B est une
partie libre contenant dimpEq éléments, c’est une base par la proposition 4.18(2).

4.9.1 Structure réelle
DEFooCIFSooVmcNtE

Proposition-Définition 4.142 ([139, 136, 1]).
Soit un espace vectoriel E sur C. Il existe une application σ : E Ñ E telle que

(1) σ2 “ IdE
(2) Pour tout α, β P R, fpαx` βyq “ ᾱσpxq ` β̄σpyq.

Une telle application est une structure réelle sur E.

Démonstration. La proposition 4.23 nous permet de considérer une base teiuiPI de E. Alors, nous
définissons

σ
`ÿ

iPI
λiei

˘ “
ÿ

iPI
λ̄iei. (4.267)

Notez que la somme est toujours finie.
PROPooPZHPooNdarzg

Proposition 4.143.
Soit un espace vectoriel E sur C et une structure réelle 51 σ sur E. Nous posons

ER “ tv P E tel que σpvq “ vu. (4.268)

Alors
(1) La partie ER est un espace vectoriel réel.

51. Définition 4.142.
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(2) Nous avons la décomposition en somme directe 52

E “ ER ‘ iER. (4.269)

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Espace vectoriel réel Si v, w P ER, alors

σpv ` wq “ σpvq ` σpwq “ v ` w, (4.270)

et si λ P R,
σpλxq “ λσpxq “ λx. (4.271)

Donc ER est un espace vectoriel réel.
(2) Première somme directe Nous définissons

E` “ tv P E tel que σpvq “ vu, (4.272a)
E´ “ tv P E tel que σpvq “ ´vu (4.272b)

Nous prouvons que
ψ : E` ˆ E´ Ñ E

pa, bq ÞÑ a` b (4.273)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Puisque ψ est linéaire, il suffit de prouver qu’elle est bijective.
(2a) Surjectif Si v P E, alors en posant v` “ 1

2
`
v ` σpvq˘, v´ “ 1

2
`
v ´ σpvq˘, nous avons

v “ v` ` v´, v` P E`, v´ P E´, (4.274)

et donc v “ ψpv`, v´q.
(2b) Injectif Supposons ψpa, bq “ ψpα, βq. Alors a ` b “ α ` β et donc a ´ α “ β ´ b.

Comme a ´ α P E` et β ´ b P E´, nous savons que a ´ α “ β ´ b P E` X E´. Étant
donné que E` X E´ “ t0u, nous avons a´ α “ β ´ b “ 0.

Nous avons donc la somme directe E “ E` ‘ E´.
(3) Conclusion Par définition, E` “ ER. Il nous reste à voir que E´ “ iE`. Nous prouvons

les inclusions dans les deux sens.
(3a) E´ Ă iE` Soit v P E´. Nous avons iv P E` ; en effet

σpivq “ īσpvq “ ´iσpvq “ iv. (4.275)

Donc iv P E` pour v P E´.
(3b) iE` Ă E´ Soit v P E`, et voyons que iv P E´. En effet,

σpivq “ ´iσpvq “ ´iv. (4.276)

4.144.
Lorsque nous avons une structure réelle σ sur un espace vectoriel complexe E, nous écrivons
E “ ER ‘ iER sans préciser dans la notation « ER » que cet ensemble dépend du choix de σ. En
particulier si F est un sous-espace vectoriel de E, nous utiliserons la notation FR relativement à
la même involution que celle utilisée pour E.

Lemme 4.145.
Soit un espace vectoriel complexe E muni d’une structure réelle σ. Si F est un sous-espace de E
alors FR “ ER X F .

52. Définition 4.137.
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Démonstration. Par définition,

FR “ tv P F tel que σpvq “ vu. (4.277)

(1) FR Ă F C’est dans la définition de FR (sous-ensemble de F ).
(2) FR Ă ER Si v P FR, alors σpvq “ v. Mais cette égalité est précisément celle qui permet

d’être dans ER.

Vous remarquerez que ce lemme ne fonctionne que parce que nous avons choisi la même struc-
ture réelle sur F que sur E.
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Chapitre 5

Classification de certains groupes

5.1 Théorèmes de Sylow
Lemme 5.1.
Soient H et K des sous-groupes finis de G. Alors

CardpHKq “ |H|· |K||H XK| . (5.1)

Attention : dans ce lemme, l’ensemble HK n’est pas spécialement un groupe. Ce serait le cas
si H normalisait K, c’est-à-dire si nous avions hkh´1 P K, @ph, kq P H ˆK.

ThoCauchyGpFini

Théorème 5.2 (Théorème de Cauchy[140]).
Soit G un groupe fini et p un nombre premier divisant |G|. Alors

(1) G contient un élément d’ordre p.
(2) Si G est un p-groupe, il existe un élément central d’ordre p dans G.

ThoIfdlEB

Lemme 5.3 (Théorème de Cayley).
Si G est un groupe d’ordre n alors il est isomorphe à un sous-groupe du groupe symétrique Sn.

Démonstration. L’action à gauche de G sur lui-même

φ : GÑ Sn

φpxqg ÞÑ xg
(5.2)

est une permutation des éléments de G. Cela donne un morphisme injectif parce que si φpxq “ φpyq
nous avons xg “ yg pour tout g et en particulier pour g “ e nous trouvons x “ y.

Pour rappel, lorsque p est premier, nous notons Fp “ Z{pZ.
LemaQxjcm

Lemme 5.4.
Soit p un diviseur premier de n. Alors il existe un morphisme injectif du groupe symétrique Sn
dans GLpn,Fpq.
Démonstration. Soit teiu la base canonique de Fnp . Par exemple e1 “

`r1sp, r0sp, . . . , r0sp
˘
. Nous

avons le morphisme injectif φ : Sn Ñ GLpn,Fpq donné par φpσqei “ eσpiq.
RemFzxxst

Remarque 5.5.
En mettant bout à bout les lemmes 5.3 et 5.4, nous trouvons que si p est un diviseur premier de
|G|, alors G peut être vu comme un sous-groupe de GLpn,Fpq.

DEFooPRCHooVZdwST

Définition 5.6.
Soit p un nombre premier. Un p-groupe est un groupe dont tous les éléments sont d’ordre pm pour
un certain m (dépendant de l’élément).

431
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Soit G un groupe fini et p, un diviseur premier de |G|. Un p-Sylow dans G est un p-sous-groupe
d’ordre pn où pn est la plus grande puissance de p divisant |G|.

Notons que si p est un nombre premier, alors tout groupe d’ordre pm est un p-groupe.

Lemme 5.7.
Soit G un groupe fini et P , Q des p-sous-groupes. Nous supposons que Q normalise P . Alors PQ
est un p-sous-groupe de G.

Si S est un p-Sylow, alors p ne divise pas le nombre |G : S| “ |G|{|S|.
Propvocmon

Proposition 5.8.
Soit le corps fini Fp “ Z{pZ (p premier). Soit T le sous-ensemble de GLnpFpq formé des matrices
triangulaires supérieures de rang 1 n et dont les éléments diagonaux sont 1. Alors T est un p-Sylow
de GLnpFpq.
Démonstration. Nous commençons par étudier le cardinal de GLnpFpq. Pour la première colonne,
la seule contrainte à vérifier est qu’elle ne soit pas nulle. Il y a donc pn ´ 1 possibilités. Pour la
seconde, il faut ne pas être multiple de la première. Il y a donc pn ´ p possibilités (parce qu’il
y a p multiples possibles de la premières colonne). Pour la k-ième colonne, il faut éviter toutes
les combinaisons linéaires des pk ´ 1q premières colonnes. Il y a pk´1 telles combinaisons et donc
pn ´ pk´1 possibilités pour la k-ième colonne. Nous avons donc

Card
`
GLpn,Fpq

˘ “ ppn ´ 1qppn ´ pq . . . ppn ´ pn´1q (5.3a)
“ p· p2 ¨ ¨ ¨ pn´1ppn ´ 1qppn´1 ´ 1q . . . pp´ 1q (5.3b)

“ p
npn´1q

2 m (5.3c)

où m est un entier qui ne divise pas p.
En ce qui concerne le cardinal de T , le calcul est plus simple : pour la première ligne nous

avons pn´1 choix (parce qu’il y a un 1 qui est imposé sur la diagonale), pour la seconde pn´2, etc.
En tout nous avons alors

|T | “ p
npn´1q

2 , (5.4)
et T est un p-Sylow de GLnpFpq.
Proposition 5.9.
Soit p un nombre premier. Un groupe fini G est un p-groupe si et seulement l’ordre de G est pn
pour un certain n.

Démonstration. Supposons que G est un p-groupe. Soit q un nombre premier divisant |G|. Par le
théorème de Cauchy (5.2), le groupe G contient un élément d’ordre q, soit g un tel élément. Étant
donné que G est un p-groupe, gpn “ gq “ e pour un certain n. Donc q “ pn et q “ p parce que q
est premier. Nous venons de prouver que p est le seul nombre premier qui divise |G|. L’ordre de G
est par conséquent une puissance de p.

Nous nous intéressons maintenant à l’implication inverse. Nous supposons que |G| “ pn pour
un certain entier n ě 0. Soit g P G ; nous notons r l’ordre de G. Le sous-groupe grpgq est d’ordre
r, donc r divise |G| (par le théorème 2.13 de Lagrange). Le nombre r est alors une puissance de
p.

LemwDYQMg

Lemme 5.10.
Soit G, un groupe fini de cardinal |G| “ n et p, un diviseur premier de n. Nous notons n “ pm · r
où p ne divise pas r. Soit H un sous-groupe de G et S, un p-Sylow de G. Alors il existe g P G tel
que

gSg´1 XH (5.5)
soit un p-Sylow de H.

1. Définition 4.45.
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Démonstration. Nous considérons l’ensemble G{S sur lequel H agit. Si a P G, le stabilisateur de
ras dans G{S est

Fix
`ras˘ “ th P H tel que rhas “ rasu (5.6a)

“ th P H tel que a´1ha P Su (5.6b)
“ aSa´1 XH. (5.6c)

Nous cherchons a P G tel que l’entier

CardpHq
Card

`
aSa´1 XH˘ (5.7)EqZpUbWxEqZpUbWx

soit premier avec p. En effet, dans ce cas le groupe Fixprasq est un p-Sylow de H parce que
|H : aSa´1 XH| ne divise pas p. La formule des orbites (équation (2.68)) nous dit que

|H|
|aSa´1 XH| “ Card

`
Oras

˘
. (5.8)

Supposons que toutes les orbites aient un cardinal divisible par p. Étant donné que G{S est une
réunion disjointe de ses orbites, nous aurions

p  CardpG{Sq “ |G||S| (5.9)

alors que S étant un p-Sylow, p ne peut pas diviser |G|{|S|. Toutes les orbites n’ont donc pas un
cardinal divisible par p, et il existe un a P G tel que (5.7) soit vérifiée.

ThoUkPDXf

Théorème 5.11 (Théorème de Sylow).
Soit G un groupe fini et p, un diviseur premier de |G|. Alors

ITEMooETYHooXlUMQZ

(1) G possède au moins un p-Sylow 2.
(2) Tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-Sylow.

ItemMzNRVf

(3) Les p-Sylow de G sont conjugués.
ItemkYbdzZ

(4) Si np est le nombre de p-Sylow de G, alors np divise |G| et np P r1sp.

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Nous savons de la remarque 5.5 que G est un sous-groupe de GLnpFpq et que ce dernier a

un p-Sylow par la proposition 5.8. Par conséquent G possède un p-Sylow par le lemme 5.10.
(2) Soit H un p-sous-groupe de G et S, un p-Sylow de G (qui existe par le point précédent). Par

le lemme 5.10 il existe a P G tel que aSa´1XH soit un p-Sylow de H. Mais H est un p-groupe
et un p-Sylow dans un p-groupe est automatiquement le groupe entier. Par conséquent,

H “ aSa´1 XH (5.10)

et H Ă aSa´1, ce qui signifie que H est inclus dans un p-Sylow.
(3) Soit H un p-Sylow. Nous venons de voir que si S est un p-Sylow quelconque, alors H est

inclus au p-Sylow aSa´1 pour un certain a P G. Donc H est un p-Sylow inclus dans le p-Sylow
aSa´1, donc H “ aSa´1.

(4) Le fait que np divise n vient du fait que tous les p-Sylow ont le même nombre d’éléments
(ils sont conjugués) et sont deux à deux disjoints. Donc ils forment une partition de G et
|G| “ np|S| si S est un p-Sylow quelconque.

2. Définition 5.6.
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Montrons maintenant que np est congru à un modulo p. Soit E l’ensemble des p-Sylow de G.
Le groupe G agit sur E par conjugaison. Soit S un p-Sylow et considérons l’ensemble

ES “ tT P E tel que s·T “ T,@s P Su. (5.11)

où l’action est celle par conjugaison. C’est l’ensemble des points fixes de E sous l’action de
S. L’ensemble E est la réunion des orbites sous S et chacune de ces orbites a un cardinal qui
divise |S| “ pm. Par conséquent |OT | vaut 1 lorsque T P ES et est un multiple de p sinon.
Nous avons donc

|E| ” |ES | mod p. (5.12)

Nous voulons obtenir |ES | “ 1. Évidemment S P ES parce que si s P S alors sSs´1 “ S.
Nous voudrions montrer que S est le seul élément de ES . Soit T P ES , c’est-à-dire que T est
un p-Sylow de G tel que

sTs´1 “ T (5.13)

pour tout s P S. Soit N le groupe engendré par S et T . Montrons que T est normal dans N .
Un élément g dans N s’écrit

g “ s1t1 ¨ ¨ ¨ srtr (5.14)

avec si P S et ti P T . Si t P T , en utilisant le fait que T est un groupe et le fait que S le
normalise, nous avons

gtg´1 “ s1t1 . . . srtrtt
´1
r s´1

r . . . t´1
1 s´1

1 P T. (5.15)

Donc T est un sous-groupe normal de N . Mais S et T sont conjugués dans N (parce que
ils sont des p-Sylow de N), donc il existe un élément a P N tel que aTa´1 “ S. Mais étant
donné que T est normal,

S “ aTa´1 “ T. (5.16)

Ceci achève la démonstration des théorèmes de Sylow.

Proposition 5.12.
Si S est un p-Sylow dans le groupe G alors pour tout g P G, l’ensemble gSg´1 est encore un
p-groupe.

Démonstration. Si les éléments de S sont d’ordre pn, alors nous avons

pgsg´1qq “ gsqg´1 “ e. (5.17)

Pour avoir gsqg´1 “ e, il faut et suffit que gsq “ g, alors sq “ e, c’est-à-dire q “ pn. Donc gSg´1

est encore un p-Sylow.
Lemcmbzum

Lemme 5.13 ([141]).
Soit G, un groupe fini et p, un nombre premier. Si H et K sont des groupes distincts d’ordre p,
alors H XK “ teu.
Démonstration. L’ensemble HXK est un sous-groupe de H. Par conséquent son ordre divise celui
de H qui est un nombre premier. Par conséquent soit |H XK| “ 1, soit |H XK| “ |H|. Dans le
second cas nous aurions H “ K, alors que nous avons supposé que H et K étaient distincts.

PropyfhTmf

Proposition 5.14 ([141]).
Soit G un groupe fini et n le nombre de sous-groupes d’ordre p dans G. Alors le nombre d’éléments
d’ordre p dans G vaut npp´ 1q.
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Démonstration. Si g est un élément d’ordre p dans G, le groupe H engendré par g est d’ordre p.
Réciproquement si H est un groupe d’ordre p, tous les éléments de Hzteu sont d’ordre p (parce
que l’ordre d’un élément divise l’ordre du groupe). Donc l’ensemble des éléments d’ordre p dans
G est la réunion des ensembles Hzteu où H parcourt les sous-groupes d’ordre p dans G. Chacun
de ces ensembles possède p ´ 1 éléments et le lemme 5.13 nous assure qu’ils sont disjoints. Par
conséquent nous avons npp´ 1q éléments d’ordre p dans G.

Corolaire 5.15.
Un groupe d’ordre premier est cyclique.

Démonstration. Soit p l’ordre de G. Le nombre de sous-groupes d’ordre p est n “ 1 (et c’est G
lui-même). La proposition 5.14 nous dit alors que le nombre d’éléments d’ordre p dans G est p´1.
Donc tout élément est générateur.

5.2 Groupe monogène
SECooXIHPooWVSjhT

Groupe monogène : définition 1.318 ; groupe cyclique : définition 1.319.
Le théorème suivant donne quelques informations à propos des groupes monogènes. Il impli-

quera dans le corolaire 5.41 qu’un groupe monogène d’ordre n possède φpnq générateurs où φ est
la fonction indicatrice d’Euler définie en 5.29.

THOooDOMZooOEYHAe

Théorème 5.16.
Un groupe monogène est abélien. Plus précisément,

(1) un groupe monogène infini est isomorphe à Z,
(2) un groupe monogène fini est isomorphe à Z{nZ pour un certain n.

Démonstration. Le groupe est abélien parce que g “ an, g1 “ an
1 implique gg1 “ qn`n1 “ g1g. Nous

considérons un générateur a de G (qui existe parce que G est monogène) et le morphisme surjectif

f : ZÑ G

p ÞÑ ap.
(5.18)

Si G est infini, alors f est injective parce que si an “ an
1 , alors an´n1 “ e, ce qui rendrait G cyclique

et par conséquent non infini. Nous concluons que si G est infini, alors f est une bijection et donc
un isomorphisme Z » G.

Si G est fini, alors f n’est pas injective et a un noyau ker f . Étant donné que ker f est un sous-
groupe de G, il existe un (unique) n tel que ker f “ nZ et le premier théorème d’isomorphisme
(théorème 2.6) nous indique que

Z{ ker f “ Z{nZ “ Image f “ G. (5.19)

Le lemme suivant donne une démonstration alternative, avec une construction plus explicite
de l’isomorphisme.

LemZhxMit

Lemme 5.17 ([1]).
À propos de groupes monogènes 3 et cycliques.

(1) Soit un groupe cyclique G de cardinal n dont g est un générateur. Alors il existe un isomor-
phisme

ϕ : GÑ pZ{nZ,`q (5.20)

tel que ϕpgq “ 1.

3. Définition 1.318.
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(2) Si G est un groupe monogène d’ordre infini et si g est un générateur, alors il existe un
isomorphisme

ϕ : GÑ pZ,`q (5.21)
tel que ϕpgq “ 1.

(3) Soient G et H deux groupes monogènes de même ordre. Soient g un générateur de G et h,
un générateur de H. Il existe un isomorphisme de G sur H qui envoie g sur h.

Démonstration. Commençons par enfoncer une porte ouverte : comme le groupe est monogène,
l’ordre du groupe est égal à l’ordre de son générateur. Nous séparons les cas selon que l’ordre soit
fini ou non.

(1) L’ordre de G est fini et vaut n Si k P Z, nous notons rksn la classe de k modulo n,
c’est-à-dire l’ensemble tk ` pn tel que p P Zu.
Nous construisons l’isomorphisme ϕ : GÑ Z{nZ de la façon suivante :

ϕpgmq “ rmsn. (5.22)

Cela est une bonne définition parce qu’une égalité du type gm “ gm
1 implique que m et m1

soient dans la même classe modulo n. Nous vérifions que cela est un isomorphisme entre G
et Z{nZ.

(1a) Morphisme Pour l’identité, si x “ e alors m “ 0 et ϕpeq “ r0sn. Et si x “ gk, y “ gl

alors ϕpxyq “ ϕpgk`lq “ rk ` lsn “ rksn ` rlsn “ ϕpxq ` ϕpyq.
(1b) Injectif Supposons ϕpgkq “ ϕpglq avec k ě l. Nous avons hk “ hl, donc hk´l “ e, ce

qui donne k ´ l P r0sn ou encore rksn “ rlsn. En particulier gk “ gl.
(1c) Surjectif La classe rksn est l’image de gk.

(2) L’ordre de G est infini
Si l’ordre de G est infini alors un élément x P G s’écrit de façon unique sous la forme x “ gm

avec m P Z. Dans ce cas nous définissons directement ϕpgmq “ m.
Le reste de la preuve est alors identique au cas d’ordre fini, mais sans les complications liées
au modulo.

La dernière assertion s’obtient des précédentes par composition d’isomorphismes.

5.3 Automorphismes du groupe Z{nZ

Notons que Z{nZ “ Fn est un groupe pour l’addition tandis que pZ{nZq˚ est un groupe pour
la multiplication. Il ne peut donc pas y avoir d’équivoque.

ThoozyeSn

Théorème 5.18 ([142]).
Pour chaque x P pZ{nZq˚ nous considérons l’application

σx : Z{nZÑ Z{nZ
y ÞÑ xy.

(5.23)

L’application
σ :

`pZ{nZq˚, ·
˘Ñ Aut

`
Z{nZ,`˘ (5.24)

ainsi définie est un isomorphisme de groupes.

L’énoncé de ce théorème s’écrit souvent rapidement par

AutpZ{nZq “ pZ{nZq˚, (5.25)

mais il faut bien garder à l’esprit qu’à gauche on considère le groupe additif et à droite celui
multiplicatif.
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Démonstration. Nous notons rxs la classe de x dans Z{nZ. Nous avons Z{nZ “ r1s. Soit f un
automorphisme de pZ{nZ,`q ; pour tout r P Z nous avons

fprrsq “ fprr1sq “ rfpr1sq “ rrsfpr1sq. (5.26)

En particulier, puisque f est surjective, il existe un r tel que fprrsq “ r1s. Pour un tel r nous avons
r1s “ rrsfpr1sq, c’est-à-dire que nous avons montré que fpr1sq est inversible dans

`pZ{nZq˚, ·
˘
.

Nous montrons à présent que 4

σ : AutppZ{nZ,`qq Ñ `pZ{nZq˚, ·
˘

f ÞÑ fpr1sq (5.27)

est un isomorphisme.
Nous commençons par la surjectivité. Soit ras P pZ{nZq˚. Les élément ras et r1s étant tous

deux des générateurs de pZ{nZ,`q, il existe un automorphisme de Z{nZ qui envoie r1s sur ras par
le lemme 5.17. Cela prouve la surjectivité de σ.

En ce qui concerne l’injectivité, considérons des automorphismes f1 et f2 de pZ{nZ,`q tels que
f1pr1sq “ f2pr1sq. Les automorphismes f1 et f2 prennent la même valeur sur un générateur et donc
sur tout le groupe. Donc f1 “ f2.

Enfin nous prouvons que σ est un morphisme, c’est-à-dire que σpf ˝gq “ σpfqσpgq. Nous avons

f
`
gpr1sq˘ “ f

`
gpr1sqr1s˘ “ gpr1sqfpr1sq “ σpfqσpgq. (5.28a)

Ce dernier résultat s’étend aux groupes cycliques.
PROPooBZOMooVOHoYf

Proposition 5.19.
Si G est un groupe cyclique 5 d’ordre n, alors

AutpGq “ `pZ{nZq˚, ·
˘
. (5.29)

Démonstration. Vu que G est cyclique, le lemme 5.17 nous dit que G est isomorphe à pZ{nZq,`.
Maintenant le théorème 5.18 nous indique que

Les égalités suivantes sont en réalité des isomorphismes de groupes :

AutpGq “ Aut
´
Z{nZ,`

¯
(5.30a)SUBEQooBNGBooFKRZUnSUBEQooBNGBooFKRZUn

“
´
pZ{nZq˚, ·

¯
(5.30b)SUBEQooZBMEooBSGPUBSUBEQooZBMEooBSGPUB

Jusitifications.
— Pour (5.30a). Le lemme 5.17 nous dit que G est isomorphe à pZ{nZ,`q, et le lemme 1.40 dit

que des groupes isomorphes ont des groupes d’isomorphismes isomorphes.
— Pour (5.30b). C’est le théorème 5.18.

CorwgmoTK

Corolaire 5.20.
Si p divise q ´ 1 alors AutpFqq possède un unique sous-groupe d’ordre p.

Démonstration. Si a est un générateur de Fq̊ alors le groupe

gr
´
a

q´1
p

¯
(5.31)EqAdGiilEqAdGiil

est un sous-groupe d’ordre p. En ce qui concerne l’unicité, soit S un sous-groupe d’ordre p. Il est
donc d’indice pq ´ 1q{p dans Fq̊ et le lemme 3.29 nous enseigne que le groupe donné en (5.31) est
contenu dans S. Il est donc égal à S parce qu’il a l’ordre de S. Le fait que S soit normal est dû au
fait que Fq̊ est abélien.

4. Le σ donné ici est l’inverse de celui donné dans l’énoncé. Cela ne change évidemment rien à la validité de
l’énoncé et de la preuve.

5. Définition 1.319.
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5.4 Groupes abéliens finis
Nous rappelons que l’exposant d’un groupe fini est le ppcm des ordres de ses éléments. Dans

le cas des groupes abéliens finis, l’exposant joue un rôle important du fait qu’il existe un élément
dont l’ordre est l’exposant. C’est le théorème suivant.

Théorème 5.21 (Exposant dans un groupe abélien fini).
Un groupe abélien fini contient un élément dont l’ordre est l’exposant du groupe.

Démonstration. Soit G un groupe abélien fini et x P G, un élément d’ordre maximum m. Nous
montrons par l’absurde que l’ordre de tous les éléments de G divise m. Soit donc y P G, un
élément dont l’ordre ne divise pas m ; nous notons q son ordre. Vu que q ne divise pas m, le
nombre q possède au moins un facteur premier plus de fois que m : soit p premier tel que la
décomposition de q contienne pβ et celle de m contienne pα avec β ą α. Autrement dit,

m “ pαm1 (5.32a)
q “ pβq1 (5.32b)

où m1 et q1 ne contiennent plus le facteur p. L’élément x étant d’ordre m, l’élément xpα est d’ordre
m1. De la même manière, l’élément yq1 est d’ordre pβ. Étant donné que pβ et m1 sont premiers
entre eux, l’élément xpα

yq
1 est d’ordre pαm1 ą m. D’où une contradiction avec le fait que x était

d’ordre maximal.
Par conséquent l’ordre de tous les éléments de G divise celui de x qui est alors le ppcm des

ordres de tous les éléments de G, c’est-à-dire l’exposant de G.
PropfPRVxi

Proposition 5.22.
Soit G un groupe abélien fini et x P G, un élément d’ordre maximum. Alors

(1) Il existe un morphisme φ : GÑ grpxq tel que φpxq “ x. ItemKRYwjU

(2) Il existe un sous-groupe K de G tel que G “ grpxq ‘K.

Démonstration. Nous notons a l’ordre de x qui est également l’exposant du groupe G.
Nous allons prouver la première partie par récurrence sur l’ordre du groupe. Si G “ grpxq,

alors c’est évident. Soit H un sous-groupe propre de G contenant x et tel que le problème soit déjà
résolu pour H : il existe un morphisme φ : H Ñ grpxq tel que φpxq “ x. Soit y P GzH, d’ordre b.
Nous allons trouver un morphisme φ̂ : grpH, yq Ñ grpxq telle que φ̂pxq “ x.

Pour cela nous commençons par construire les applications suivantes :

φ̃ : Z{bZˆH Ñ grpxq
pk̄, hq ÞÑ xklφphq (5.33)

où l est encore à déterminer, et
p : Z{bZˆH Ñ grpy,Hq

pk̄, hq ÞÑ ykh.
(5.34)

Pour que φ̃ soit bien définie, il faut que a divise bl. L’application p est bien définie parce que k̄ est
pris dans Z{bZ et que b est l’ordre de y.

Nous allons construire le morphisme φ̂ en considérant le diagramme

kerppq � � // Z{bZˆH
φ̃

��

p // grpy,Hq

φ̂xx
grpxq

(5.35)

que l’on voudra être commutatif. Puisque p est surjective, les théorèmes d’isomorphismes nous
disent que

grpy,Hq » Z{bZˆHker p . (5.36)



5.4. GROUPES ABÉLIENS FINIS 439

Si rk̄, hs est la classe de pk̄, hq modulo kerppq alors nous voudrions définir φ̂ par

φ̂
`rk̄, hs˘ “ φ̃pk̄, hq. (5.37)EqeesVxcEqeesVxc

Pour que cela soit bien défini, il faut que si pr̄, zq P ker p, alors,

φ̂
`rk̄r̄, hzs˘ “ φ̂

`rk̄, hs˘, (5.38)

c’est-à-dire que φ̃pr̄, zq “ e. Du coup la définition (5.37) n’est bonne que si et seulement si

kerppq Ă kerpφ̃q. (5.39)

Nous pouvons obtenir cela en choisissant bien l.
Déterminons d’abord le noyau de p. Pour cela nous considérons un nombre β divisant b tel

que grpyq X H “ grpyβq. Nous aurons ppk̄, hq “ e si et seulement si yh “ e. En particulier
h “ y´k P grpyq XH “ grpyβq. Si h “ pyβqm “ ymβ, alors k “ ´mβ et nous avons

kerppq “ tp´mβ, ymβq tel que m P Zu. (5.40)

En plus court : kerppq “ grpβ, y´βq. Nous devons donc fixer l de telle sorte que φ̃pβ, y´βq “ e.
Étant donné que φ prend ses valeurs dans grpxq, il existe un entier α tel que φpy´βq “ xα ; en
utilisant cet α, nous écrivons

φ̃pβ, y´βq “ xβlφpy´βq “ xβl`α. (5.41)

Par conséquent nous choisissons l “ ´α{β. Nous devons maintenant vérifier que ce choix est
légitime, c’est-à-dire que a divise bl et que α{β est un entier.

Étant donné que y est d’ordre b,

e “ φpybq “ φpy´βb{βq “ φpy´βqb{β “ xbβ{α. (5.42)

Par conséquent a divise bα
β “ ´bl.

Pour voir que l est entier, nous nous rappelons que a est l’exposant de G (parce que x est
d’ordre maximum) et que par conséquent b divise a. Mais a divise α b

β . Donc α{β est entier.
Nous passons maintenant à la seconde partie de la preuve. Nous considérons un morphisme

φ : GÑ grpxq tel que φpxq “ x. La première partie nous en assure l’existence. Nous montrons que

ψ : GÑ grpxq ‘ kerpφq
g ÞÑ `

φpgq, gφpgq´1˘ (5.43)

est un isomorphisme. D’abord gφpgq´1 est dans le noyau de φ parce que φpgq´1 étant dans grpxq,
et φ étant un morphisme,

φ
`
gφpgq´1˘ “ φpgqφpgq´1 “ e. (5.44)

L’application ψ est un morphisme parce que, en utilisant le fait que G est abélien,

ψpg1g2q “
`
φpg1g2q, g1g2φpg1g2q´1˘ (5.45a)

“ `
φpg1qφpg2q, g1φpg1q´1g2φpg2q´1˘ (5.45b)

“ ψpg1qψpg2q. (5.45c)

L’application ψ est injective parce que si ψpgq “ pe, eq alors φpgq “ e et gφpgq´1 “ e, ce qui
implique g “ e.

Enfin ψ est surjective parce qu’elle est injective et que les ensembles de départ et d’arrivée ont
même cardinal. En effet par le premier théorème d’isomorphisme (théorème 2.6) appliqué à φ nous
avons

|G| “ | grpxq|· | kerpφq|. (5.46)
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ThoRJWVJd

Théorème 5.23.
Si G est un groupe abélien fini non trivial, il exise un unique r ą 0 et une unique liste de naturels
pd1, . . . , drq tels que

(1) G » Z{d1Z‘ . . .‘ Z{drZ
(2) d1 ě 1
(3) di divise di`1 pour tout i “ 1, . . . , r ´ 1.

Démonstration. Soit x1 un élément d’ordre maximal dans G. Soit n1 son ordre et

H1 “ grpx1q “ Fn1 . (5.47)

D’après la proposition 5.22(2), il existe un supplémentaire K1 tel que G “ Fn1 ‘K1. Si K1 “ teu
on s’arrête et on garde G “ Fn1 . Sinon on continue de la sorte en prenant x2 d’ordre maximal
dans K1 etc.

Nous devons maintenant prouver l’unicité de cette décomposition. Supposons deux décompo-
sitions avec les nombres pd1, . . . , drq et ps1, . . . , sqq :

G “ Fd1 ‘ . . .‘Fdr “ Fs1 ‘ . . .‘Fsq . (5.48)

L’exposant de G est dr et sq. Donc dr “ sq. Les complémentaires étant égaux nous avons

Fd1 ‘ . . .‘Fdr´1 “ Fs1 ‘ . . .‘Fsq´1 . (5.49)

En continuant nous trouvons r “ q et di “ si.

5.5 Groupes d’ordre pq

Lemme 5.24.
Soit G un groupe d’ordre pq où p et q sont des nombres premiers distincts. Nous supposons que
p ă q.

(1) Le groupe G possède un unique q-Sylow.
(2) Cet unique q-Sylow est normal dans G.
(3) Il n’est ni teu ni G.
(4) Le groupe G n’est pas un groupe simple 6.

Démonstration. Soit nq le nombre de q-Sylow ; par le théorème de Sylow 5.11(1) le groupe G
possède des q-Sylow et par 5.11(4),

nq P r1sq. (5.50)

De plus le nombre nq divise |G| “ pq. Donc nq vaut p, q ou 1. Avoir nq “ p n’est pas possible
parce que nq P r1sq et p ă q. Avoir nq “ q n’est pas possible non plus, pour la même raison. Donc
nq “ 1. Notons H l’unique q-Sylow de G.

Le fait que H soit normal est une conséquence de 5.11(3) parce que le conjugué de H est encore
un q-Sylow alors que H est l’unique q-Sylow.

Vu que
1 ă p “ |H| ă pq “ |G|, (5.51)

le sous-groupe H n’est ni réduit à l’identité ni le groupe entier.
Par conséquent G n’est pas simple parce qu’il contient un sous-groupe normal non trivial.

Avant de lire le théorème suivant, n’oubliez pas de lire la définition d’un produit semi-direct 2.47.

6. Pas de sous-groupes normaux non triviaux, 1.171.
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ThoLnTMBy

Théorème 5.25 ([143]).
Soient deux nombres premiers distincts 7 p et q avec q ą p.

(1) Si p ne divise pas q ´ 1 alors tout groupe d’ordre pq est cyclique et plus précisément le seul
groupe (à isomorphisme près) d’ordre pq est Z{pqZ.

ITEMooFQXIooFLAiUD

(2) Si p  q ´ 1, alors il n’existe que deux groupes d’ordre pq :
— Le groupe abélien et cyclique Z{pqZ.
— Le produit semi-direct non abélien

G “ Z{qZˆφ Z{pZ (5.52)EqNuuTREEqNuuTRE

où φp1̄q est d’ordre p dans AutpZ{qZq.
(3) Si p et q sont premiers entre eux, le produit est direct 8.

Démonstration. Division de la preuve en plusieurs parties.
(1) Préliminaires avec Sylow

Soit un groupe G d’ordre pq. Soient H, un q-Sylow et K, un p-Sylow de G. Ils existent parce
que p et q sont des diviseurs premiers de |G| (théorème de Sylow 5.11). Si nq est le nombre
de q-Sylow dans G alors nq divise |G| et nq “ 1 mod q. Donc d’abord nq vaut 1, p ou q.
Ensuite nq “ q est exclu par la condition nq “ 1 mod q ; la possibilité nq “ p est également
impossible parce que p “ 1 mod q est impossible avec p ă q. Donc nq “ 1 et H est normal
dans G.
L’ensemble H XK est un sous-groupe à la fois de H et de K, ce qui entraine que (théorème
de Lagrange 2.13) |HXK| divise à la fois p et q. Nous en déduisons que |HXK| “ 1 et donc
que H XK “ teu.
Étant donné que H est normal, l’ensemble HK est un sous-groupe de G. De plus l’application

ψ : H ˆK Ñ HK

ph, kq ÞÑ hk
(5.53)

est un bijection. Nous ne devons vérifier seulement l’injectivité. Supposons que hk “ h1k1.
Alors e “ h´1h1k1k´1, et donc

h´1h1 “ pk1k´1q´1 P H XK “ teu. (5.54)

Par conséquent |pq| “ |H ˆK| “ |HK|, et HK “ G. Le corolaire 2.49 nous indique que

G “ H ˆφ K (5.55)EqGjQjFNEqGjQjFN

où φ est l’action adjointe. Nous devons maintenant identifier cette action. En d’autres termes,
nous savons que H “ Z{qZ et K “ Z{pZ et que φ : Z{pZÑ AutpZ{qZq est un morphisme.
Nous devons déterminer les possibilités pour φ.
Soit np le nombre de p-Sylow de G. Comme précédemment, np vaut 1, p ou q et la possibilité
np “ p est exclue. Donc np est 1 ou q.

(2) Si p ne divise pas q ´ 1
Si p ne divise pas q ´ 1 alors il n’est pas possible d’avoir np “ q parce que np P r1sp. Or dire
np “ q demanderait q P r1sp, c’est-à-dire q “ kp` 1, qui impliquerait que p divise q ´ 1.
La seule possibilité est que np “ 1. Dans ce cas, K est également normal dans G. Du coup
le produit semi-direct (5.55) est en réalité un produit direct (φ est triviale) et nous avons

G “ Z{qZˆ Z{pZ “ Z{pqZ. (5.56)
7. Le cas p “ q sera traité par la proposition 5.28.
8. Cette affirmation me semble très bizarre. Comment deux nombres premiers distincts pourraient ne pas être premiers

entre eux ? ? ?
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(3) Si p divise q ´ 1
Cette fois np “ 1 et np “ q sont tous deux possibles. Ce que nous savons est que φpZ{pZq
est un sous-groupe de AutpZ{qZq. Par le premier théorème d’isomorphisme 2.6, nous avons

|φpZ{pZq| “ |Z{pZ|| kerφ| , (5.57)

ce qui signifie que |φpZ{pZq| divise |Z{pZ| “ p. Par conséquent, |φpZ{pZq| est égal à 1 ou p.
Si c’est 1, alors l’action est triviale et le produit est direct.
Nous supposons que |φpZ{pZq| “ p. Le corolaire 5.20 nous indique que AutpZ{qZq possède
un unique sous-groupe d’ordre p que nous notons Γ ; c’est-à-dire que Γ “ Imagepφq. Vu que
φ : Z{pZ Ñ AutpZ{qZq est un morphisme, Γ est généré par φp1̄q qui est alors un élément
d’ordre p, comme annoncé.

(4) Unicité Nous nous attaquons maintenant à l’unicité. Soient φ et φ1 deux morphismes non
triviaux Z{pZÑ AutpZ{qZq. Étant donné que AutpZ{qZq ne possède qu’un seul sous-groupe
d’ordre p, nous savons que Imagepφq “ Imagepφ1q “ Γ. Nous pouvons donc parler de φ1´1 en
tant qu’application de Z{pZ dans Γ. Nous montrons que

f : Z{qZˆφ Z{pZÑ Z{qZˆφ1 Z{pZ
ph, kq ÞÑ ph, αpkqq (5.58)

où α “ φ1´1 ˝ φ est un isomorphisme de groupes. Le calcul est immédiat :

fph1, k1qfph2mk2q “
`
h1, αpk1q

˘ph2, αpk2qq (5.59a)
“ `

h1φ
1pαpk1qqh2mαpk1k2q

˘
(5.59b)

“ f
`
h1φpk1qh2, k1k2

˘
(5.59c)

“ f
`ph1, k1q, ph2, k2q

˘
. (5.59d)

Par conséquent Z{qZˆφ Z{pZ » Z{qZˆφ1 Z{pZ.

Note : il existe des nombres premiers p et q tels que q “ 1 mod p. Par exemple 7 “ 1 mod 3.
PROPooNSRYooEodtUl

Proposition 5.26 ([54]).
Soit G un groupe fini d’ordre pq où p et q sont deux nombres premiers distincts vérifiant

"
p ‰ 1 mod q (5.60a)
q ‰ 1 mod p. (5.60b)

Alors G est cyclique, abélien et
G » Z{pZˆ Z{qZ. (5.61)

Démonstration. Soient np et nq les nombres de p-Sylow et q-Sylow. Par le théorème de Sylow 5.11,
np divise pq et np “ 1 mod p. Le second point empêche np de diviser p. Par conséquent np divise
q et donc np vaut 1 ou q. La possibilité np “ q est exclue par l’hypothèse q ‰ 1 mod p. Donc
np “ 1, et de la même façon nous obtenons nq “ 1.

Soient S l’unique p-Sylow et T , l’unique q-Sylow. Pour les mêmes raisons que celles exposées
plus haut, ce sont deux sous-groupes normaux dans G. Étant donné que S est d’ordre pn pour un
certain n et que l’ordre de S doit diviser celui de G, nous avons |S| “ p. De la même façon, |T | “ q.
Par conséquent S est un groupe cyclique d’ordre p et nous considérons x, un de ses générateurs.
De la même façon soit y, un générateur de T .

Nous montrons maintenant que x et y commutent, puis que xy engendre G. Nous savons que
S X T est un sous-groupe à la fois de S et de T , de telle façon que |S X T | divise à la fois |S| “ p
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et |T | “ q. Nous avons donc |S X T | “ 1 et donc S X T se réduit au neutre. Par ailleurs, S et T
sont normaux, donc

pxyx´1qy´1 P T (5.62a)
xpyx´1y´1q P S, (5.62b)

donc xyx´1y´1 “ e, ce qui montre que xy “ yx.
Montrons que xy engendre G. Soit m ą 0 tel que pxyqm “ e. Pour ce m nous avons xm “ y´m

et y´m “ xm, ce qui signifie que xm et ym appartiennent à S X T et donc xm “ ym “ e. Les
nombres p et q divisent donc tous deux m ; par conséquent ppcmpp, qq “ pq divise m. Nous en
concluons que xy est d’ordre pq (il ne peut pas être plus) et qu’il est alors générateur.

Pour la suite nous allons d’abord prouver que G “ ST puis que G » S ˆ T . Nous savons déjà
que |S X T | “ 1, ce qui nous amène à dire que |ST | “ |S||T |. En effet si s, s1 P S et t, t1 P t et si
st “ s1t1, alors t “ s´1s1t1, ce qui voudrait dire que s´1s1 P T et donc que s´1s1 “ e. Au final nous
avons

|ST | “ |S||T | “ pq “ |G|. (5.63)

Par conséquent G “ ST . En nous rappelant que S X T “ teu et que S et T sont normaux, le
lemme 1.263 nous dit que G » S ˆ T . Le groupe S étant cyclique d’ordre p nous avons S “ Z{pZ
et pour T , nous avons la même chose : T “ Z{qZ. Nous concluons que

G » Z{pZˆ Z{qZ. (5.64)

ThoImkljy

Théorème 5.27 (Théorème de Burnside[90]).
Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

Démonstration. Soit G un p-groupe non trivial. Nous considérons l’action adjointe G sur lui-même.
Les points fixes de cette action sont les éléments du centre :

ZG “ tz P G tel que σxpzq “ z,@x P Gu “ FixGpGq. (5.65)

Nous utilisons l’équation aux classes (2.38) pour dire que |G| “ |ZG| mod p. Mais |ZG| n’est pas
vide parce qu’il contient l’identité. Donc |ZG| est au moins d’ordre p.

PropssttFK

Proposition 5.28.
Si p est un nombre premier, tout groupe d’ordre p ou p2 est abélien.

Rappel : un groupe d’ordre p ou p2 est automatiquement un p-groupe.

Démonstration. Si |G| “ p, alors le théorème de Cauchy 5.2 nous donne l’existence d’un élément
d’ordre p. Cet élément est alors automatiquement générateur, G est cyclique et donc abélien.

Si par contre G est d’ordre p2, alors les choses se compliquent (un peu). D’après le théorème
de Burnside 5.27, le centre Z n’est pas trivial ; il est alors d’ordre p ou p2. Supposons qu’il soit
d’ordre p et prenons x P GzZ. Alors le stabilisateur de x pour l’action adjointe contient au moins
Z et x, c’est-à-dire que |FixGpxq| ě p` 1. Étant donné que FixGpxq est un sous-groupe, son ordre
est automatiquement 1, p ou p2. En l’occurrence, il doit être p2 (parce que plus grand que p), et
donc x doit être central, ce qui est une contradiction.

5.5.1 Fonction indicatrice d’Euler
DEFooZRYMooZCozga

Définition 5.29.
La fonction indicatrice d’Euler est l’application

φ : N˚ Ñ N˚

n ÞÑ Card
´
tm P N˚ tel que 1 ď m ď n, pgcdpm,nq “ 1u

¯
.

(5.66)
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Note : voir le thème 11 pour des formules concernant l’indicatrice d’Euler.
LEMooVGDHooStUaKH

Lemme 5.30 ([144]).
L’élément rmsn est inversible dans le groupe

`pZ{nZq˚, ·
˘

si et seulement si pgcdpm,nq “ 1.

Démonstration. Dans les deux sens.
(1) ñ Si rmns est inversible, il existe u P Z tel que rusnrmsn “ r1sn. Cela donne rumsn “ r1sn

ou encore um P r1sn, c’est-à-dire um “ 1 ` vn. Le théorème de Bézout 1.229 conclut que
pgcdpm,nq “ 1.

(2) ð Si pgcdpm,nq “ 1, alors le théorème de Bézout 1.229 nous dit qu’il existe u, v P Z tels
que um` vn “ 1. Cela donne directement um “ 1´ vn P r1sn et donc rusn est un inverse de
rmsn dans le groupe multiplicatif Z{nZ.

LEMooCLYEooONhWKs

Lemme 5.31.
Nous avons

φpnq “ Card
`pZ{nZqˆ˘ (5.67)

où Aˆ est le groupe des inversibles (pour la multiplication) dans l’anneau A.

Démonstration. En utilisant le lemme 5.30,
`
Z{nZ˘ˆ “ trmsn tel que pgcdpm,nq “ 1u (5.68a)

“ trmsn tel que 1 ď m ď n,pgcdpm,nq “ 1u (5.68b)

Comme deux entiers différents entre 1 et n ne peuvent pas être dans la même classe modulo n, il
y a bijection entre le dernier ensemble et t1 ď m ď n tel que pgcdpm,nq “ 1u. Donc

φpnq “ Card
`trmsn tel que 1 ď m ď n,pgcdpm,nq “ 1u˘ “ Card

`pZ{nZqˆ˘. (5.69)

LEMooRGIYooRxgyCO

Lemme 5.32 ([145]).
Soit n, d P N tels que d  n. Nous notons q “ n{d et G “ tkrqsn tel que 0 ď k ď d ´ 1u. Alors,
pour r P Z nous avons drrsn “ r0sn si et seulement si rrsn P G.

Démonstration. Dans les deux sens.
(1) ñ Nous supposons que drrsn “ r0sn. Étant donné que n “ dq nous avons les implications

suivantes :
drrsn “ r0sn ñ d  dr ñ dq  dr ñ q  r. (5.70)

Nous avons donc r “ kq pour un certain k P Z. Par la division euclidienne 1.215, il existe
s, t P N tels que k “ sd` t avec t ă d. Avec ça, nous avons le calcul

rrsn “ krqsn “ sdrqsn ` trqsn “ srdqsnloomoon
“r0sn

`trqsn P G. (5.71)

(2) ð Si rrsn P G, il existe 0 ď k ď d´ 1 tel que rrsn “ krqsn. De ce fait,

drrsn “ dkrqsn “ krdqsn “ r0sn. (5.72)

Et voila.

La proposition suivante est un pas important dans l’algorithme de Shor permettant aux ordi-
nateurs quantiques de factoriser rapidement des grands nombres[146].
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THOooXMBSooXrrfOP

Théorème 5.33 (Euler-Fermat[147]).
Deux énoncés très similaires.

(1) Soient a, n premiers entre eux dans N. Alors Nous avons la formule

aφpnq P r1sn. (5.73)
ITEMooJHZBooXVKMlT

(2) Soient A,B P N premiers entre eux. Alors il existe p,m P N tels que

Ap “ mB ` 1. (5.74)

Démonstration. Vu que pgcdpa, nq “ 1, le théorème de Bézout 1.229 donne ua`vn “ 1, c’est-à-dire
urasn P r1sn. Autrement dit, rasn est inversible dans Z{nZ. De ce fait l’application

f : pZ{nZqˆ Ñ pZ{nZqˆ
x ÞÑ rasnx (5.75)

est une bijection.
Un produit peut être réindexé par une bijection 9. En posant P “ś

xPpZ{nZqˆ x, nous avons

P “
ź

xPpZ{nZqˆ

x (5.76a)

“
ź

xPpZ{nZqˆ

fpxq (5.76b)

“
ź

xPpZ{nZqˆ

rasnx (5.76c)

“
´ ź

xPpZ{nZqˆ

rasn
¯´ ź

xPpZ{nZqˆ

x
¯

(5.76d)

“ rasCard
`

pZ{nZqˆ
˘

n P (5.76e)

En simplifiant par P dans Z{nZ nous trouvons

rasCard
`

pZ{nZqˆ
˘

n “ r1sn. (5.77)

Et comme le lemme 5.31 donne Card
`pZ{nZqˆ˘ “ φpnq, nous avons trouvé rasφpnq

n “ r1sn. Autre-
ment dit,

aφpnq P r1sn. (5.78)

Le point (2) n’est qu’une reformulation. Vu que A et B sont premiers entre eux, nous venons
de voir que AφpBq P r1sB. Il existe donc m P Z tel que AφpBq “ 1`mB. Vu que A et B sont dans
N, le nombre m est contraint d’être positif, c’est-à-dire m P N.

LEMooKPKBooPbrHkI

Lemme 5.34 ([145]).
Soient d  n dans N˚. Nous considérons le groupe additif Gd “ tkrqsn tel que 0 ď k ď d´ 1u. Les
éléments d’ordre 10 d dans pZ{nZ,`q sont les générateurs de Gd.

Démonstration. Les générateurs de Gd sont d’ordre d parce que |Gd| “ d. Ça, c’était le sens facile.
Dans l’autre sens, si rrsn est d’ordre d, alors drrsn “ r0sn. D’après le lemme 5.32, cela prouve que
rrsn P Gd.

Comme le groupe engendré par rrsn est d’ordre d, il est tout Gd. Donc rrsn est générateur de
Gd.

9. Proposition 1.302. Pour rappel, le produit n’est rien d’autre qu’une somme pour un groupe dont la loi est
notée multiplicativement.

10. Ordre d’un élément, définition 1.261.
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LEMooQGGLooDkkmcF

Lemme 5.35 ([148]).
L’ensemble des générateurs de pZ{nZ,`q est pZ{nZqˆ.

Démonstration. Si rrsn est générateur de Z{nZ, il existe k tel que krrsn “ r1sn. Dans ce cas, rksn
est l’inverse de rrsn pour la multiplication. Donc rrsn P pZ{nZqˆ.

À l’inverse, si rrsn est inversible, alors il existe k tel que krrsn “ r1sn. Dans ce cas, rtsn “ ktrrsn,
ce qui montre que rrsn est générateur (pour l’addition).

LEMooRMWRooRSjGPL

Lemme 5.36 ([148]).
Si G est un groupe cyclique d’ordre n, alors G possède φpnq générateurs.

Démonstration. Vu que tous les groupes cycliques d’ordre n sont isomorphes à pZ{nZq,`, nous
nous contentons de prouver le résultat pour ce groupe. Le lemme 5.35 montre que pZ{nZ,`q
possède Card

`pZ{nZqˆ˘ générateurs.
Mais le lemme 5.31 assure que Card

`pZ{nZqˆ˘ “ φpnq.
PROPooYHUDooUROTiN

Proposition 5.37.
Nous avons la formule

n “
ÿ

dn
φpdq. (5.79)EqTPHqgJEqTPHqgJ

Démonstration. Nous notons Hd la partie de pZ{nZ,`q composée des éléments d’ordre d. Nous
avons vu dans le lemme 5.34 que Hd sont justement les générateurs de Gd – voir le lemme pour la
notation. Mais comme Gd est un groupe cyclique d’ordre d, il contient φpdq générateurs (lemme
5.36) : CardpHdq “ φpdq.

Vu que tous les éléments de Z{nZ ont un ordre qui divise n (corolaire 2.14), nous avons l’union
disjointe

Z{nZ “
ď

dn
Hd, (5.80)

et donc au niveau des cardinals,

n “ CardpZ{nZq “
ÿ

dn
CardpHdq “

ÿ

dn
φpdq. (5.81)

LEMooBEJOooDqTirj

Lemme 5.38.
Si p est un nombre premier, alors φppnq “ pn ´ pn´1.

Démonstration. Les éléments de t1, . . . , pnu qui ont un pgcd différent de 1 avec pn sont des nombres
qui s’écrivent sous la forme qp avec q ď pn´1 11. Il y a évidemment pn´1 tels nombres.

Par conséquent le cardinal de Ppn est φppnq “ pn ´ pn´1.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 5.39
Pn n’a pas été défini.

Définition proposée (et vue par après) : Pn “ tm P N tel que pgcdpm,nq “ 1u. À mettre donc
en lien avec ∆d.

5.5.2 Générateurs
PropZnmuphiGensn

Proposition 5.40.
Soit n P Nzt0u et le groupe (additif) Z{nZ. L’élément rxsn est un générateur de Z{nZ si et
seulement si x P Pn. En particulier Z{nZ est un groupe contenant φpnq générateurs.

11. Corolaire 3.23.
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Démonstration. Nous avons gr
`r1sn

˘ “ Z{nZ. L’élément rxsn sera générateur si et seulement si il
génère r1sn, c’est-à-dire si il existe u tel que urxsn “ r1sn. Cette dernière égalité étant une égalité
de classes dans Z{nZ, elle sera vraie si et seulement si il existe v tel que

ux` vn “ 1. (5.82)

Cela signifie entre autres que 12 xZ ` nZ “ Z, et aussi que pgcdpx, nq “ 1 par le théorème de
Bézout 1.229, et donc que x P Pn.

CORooMBLSooMHKmAq

Corolaire 5.41.
Un groupe monogène d’ordre n possède φpnq générateurs, où φ est la fonction indicatrice d’Euler
définie en 5.29.

Démonstration. Le théorème 5.16 nous dit qu’un groupe monogène d’ordre n est isomorphe à
Z{nZ. La proposition 5.40 nous indique que Z{nZ possède φpnq générateurs.

5.5.3 Fonction indicatrice d’Euler (propriétés)
subSecKGDFooAbETjsCorlvTmsf

Corolaire 5.42.
Deux propriétés.

(1) L’indicatrice d’Euler est multiplicative : si p est premier avec q, alors

φppqq “ φppqφpqq. (5.83)

(2) Si p est un nombre premier,
φppq “ pp´ 1q. (5.84)

Démonstration. Nous savons que si p et q sont premiers entre eux, alors le théorème 5.25 nous
donne l’isomorphisme de groupe

pZ{pqZ,`q » pZ{pZ,`q ˆ pZ{qZ,`q. (5.85)

Un élément px, yq est générateur du produit si et seulement si x est générateur de Z{pZ et y est
générateur de Z{qZ. Par la proposition 5.40, il y a φppqφpqq tels éléments. Par ailleurs le nombre
de générateurs de Z{pqZ est φppqq, d’où l’égalité.

Si p est premier, nous avons φppq “ p ´ 1 parce que tous les entiers de t1, . . . , p ´ 1u sont
premiers avec p.

5.6 Groupe symétrique, groupe alterné
SECooZFYQooFfopMa

La définition des permutations et du groupe symétrique sont 1.267. Voir aussi le thème 8.

5.6.1 Le groupe alterné
DEFooEIVIooFvVkHH

Définition 5.43.
Le groupe An des permutations paires 13 dans Sn est le groupe alterné.

PROPooCPXOooVxPAij

Proposition 5.44.
À propos du groupe alterné dans le groupe symétrique.

(1) Le groupe alterné An est un sous-groupe caractéristique 14 de Sn ITEMooWXXUooOWvFgE

(2) Le sous-groupe An est d’indice 2 dans Sn.

12. Corolaire 1.231
13. Définition 1.289.
14. Définition 1.169.
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ITEMooGGAHooRYgNqq

(3) Le sous-groupe An est l’unique sous-groupe d’indice 15 2 de Sn.

Démonstration. Soit α P AutpSnq. Étant donné que ϵ ˝ α est un homomorphisme surjectif sur
t´1, 1u, par unicité de cet homomorphisme, nous avons ϵ ˝ α “ ϵ, et donc αpAnq “ An. Par le
premier théorème d’isomorphisme 2.6, il existe un isomorphisme

f : Sn{ kerpϵq Ñ Imagepϵq. (5.86)

En égalant le nombre d’éléments nous avons |Sn : ker ϵ| “ |Sn : An| “ 2.
Nous prouvons maintenant l’unicité. Soit H un sous-groupe d’indice 2 dans Sn. Par le lemme

3.28, H est distingué et nous pouvons considérer le groupe Sn{H. Ce dernier ayant 2 éléments, il est
isomorphe à t´1, 1u. Soit θ l’isomorphisme. On note φ le morphisme canonique φ : Sn Ñ Sn{H :

Sn
φ // Sn{H θ // t´1, 1u. (5.87)EqSZBPTHEqSZBPTH

La composition θ˝φ est alors un homomorphisme surjectif de Sn sur t´1, 1u et nous avons θ˝φ “ ϵ
par la proposition 1.293. L’enchainement (5.87) nous montre que H “ kerpθ˝φq “ kerpϵq “ An.

PROPooPSZVooSmAgPA

Proposition 5.45 ([149]).
Le groupe symétrique Sn peut être écrit comme un produit semi-direct 16 du groupe alterné :

Sn “ An ˆφ Z{2Z (5.88)

où l’action de Z{2Z sur An est la conjugaison par σ “ p12q, c’est-à-dire ρp´1qτ “ στσ´1.

Démonstration. Nous avons la suite exacte

1 iÝÑ An
iÝÑ Sn

ϵÝÑ t˘1u ÝÑ 1 (5.89)

où les i représentent des inclusions et ϵ est la signature définie en 1.290. Grâce à cette suite et
au fait que la signature soit un isomorphisme à partir de la partie tId, σu (pour σ d’ordre 2, par
exemple σ “ p12q), le théorème 2.48 nous dit que

Sn » An ˆφ tId, σu (5.90)

où φ est l’action adjointe de tId, σu sur An.
PROPooZOWBooIMxxlj

Proposition 5.46.
Si β P Sn est une transposition, nous avons les égalités suivantes d’ensembles :

Sn “ An YAnβ “ An Y βAn. (5.91)

Démonstration. Les parties An et βAn ont le même nombre d’éléments. En effet, l’application

φ : An Ñ Anβ

σ ÞÑ σβ
(5.92)

est une bijection.
De plus ces deux ensembles sont disjoints à cause de la proposition 1.293. En effet si σ P An,

alors ϵpσq “ 1. Mais un élément deAnβ est de la forme σβ avec σ P An. Or ϵ est un homomorphisme,
donc ϵpσβq “ ϵpσqϵpβq “ ´1.

Enfin, la proposition 5.44(2) dit que An est d’indice deux dans Sn. Donc la partie

An YAnβ (5.93)

contient |Sn|{2` |Sn|{2 “ |Sn| éléments. C’est donc Sn.
15. Définition 2.12.
16. Définition 2.47.
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LemiApyfp

Lemme 5.47.
Le groupe dérivé du groupe symétrique est le groupe alterné : DpSnq “ An.

Démonstration. Tout élément de DpSnq s’écrit sous la forme ghg´1h´1. Quel que soit le nombre
de transpositions dans g et h, le nombre de transpositions dans rg, hs est pair.

PropsHlmvv

Proposition 5.48 ([150]).
Soit n ě 3. Les 3-cycles ci “ p1, 2, iq avec i “ 3, . . . , n engendrent le groupe alterné An.

Démonstration. Soit H, le groupe engendré par les ci. D’abord nous avons

ci “ p1, 2, iq “ p1, 2qp2, iq, (5.94)

de telle sorte que ϵpciq “ 1. Par conséquent nous avons H Ă An. Nous montrons par récurrence
que An Ă H.

Pour n “ 3 il suffit de vérifier que A3 “ tId, c3, c2
3u. Supposons avoir obtenu le résultat pour

An´1, et prouvons le pour An. Soit s P An.
Si spnq “ n, alors s se décompose de la même manière que sa restriction s1 à t1, . . . , n ´ 1u.

Par l’hypothèse de récurrence, cette restriction, appartenant à An´1, se décompose en produit des
c3, . . . , cn´1 et de leurs inverses.

Si spnq “ k alors nous considérons l’élément c2
ncks. Cet élément envoie n sur n et peut donc

être décomposé avec les ci (i “ 1, . . . , n´ 1) en vertu du point précédent.
PropiodtBG

Proposition 5.49.
Lorsque n ě 5, tous les 3-cycles de An sont conjugués. Autrement dit, la classe de conjugaison
d’un 3-cycle est l’ensemble des 3-cycles.

Démonstration. Soient les 3-cycles σ “ pi1, i2, i3q et φ “ pj1, j2, j3q. Nous considérons une bijection
α de t1, . . . , nu telle que αpisq “ js. Nous avons immédiatement que α P Sn et que ασα´1 “ φ.
Donc les 3-cycles sont conjugués dans Sn. Il reste à prouver qu’ils le sont dans An.

Si α est une permutation paire, la preuve est terminée. Si α est impaire, alors nous devons
un peu la modifier. Comme n ě 5, nous pouvons prendre s et t, des éléments distincts dans
t1, . . . , nuztj1, j2, j3u et poser τ “ pstq. Puisque la signature est un homomorphisme et que τ et α
sont impairs, l’élément τα est pair (lemme et proposition 1.292 et 1.288) et est donc dans An. Les
supports de τ et φ étant disjoints, ces derniers commutent et nous avons

pταqσpταq´1 “ τpασα´1qτ´1 “ τφτ´1 “ φ. (5.95)

Donc σ et φ sont conjugués par τα qui est dans An.
ThoURfSUXP

Théorème 5.50 ([54]).
Le groupe alterné An est simple 17 pour n ě 5.

Démonstration. Soit N , un sous-groupe normal de An non réduit à l’identité. Étant donné que
les 3-cycles engendrent An (proposition 5.48) et que tous les 3-cycles sont conjugués dans An
(proposition 5.49), il suffit de montrer que N contient un 3-cycle. En effet si N contient un 3-cycle,
le fait qu’il soit normal implique (par conjugaison) qu’il les contienne tous et donc qu’il contient
une partie génératrice de An.

Soit donc σ P N différent de l’identité. Nous prenons i dans le support de σ et j “ σpiq. Nous
choisissons ensuite k P t1, . . . , nuzti, j, σ´1piqu et m “ σpkq. Nous considérons la permutation
α “ pijkq. Étant donné que N est normal, l’élément

θ “ pα´1σαqσ´1 (5.96)

17. Pas de sous-groupes normaux non triviaux, définition 1.171.
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est dans N . De plus en utilisant le lemme 1.283 et le fait que α´1 “ pikjq nous avons

θ “ pikjqpjσpjqmq. (5.97)

Cela n’est pas spécialement un 3-cycle, mais nous allons en construire un. Nous allons déterminer
que θ est soit un 5-cycle, soit un 3-cycle , soit un 2ˆ 2-cycle suivant les valeurs de σpjq et m.

Souvenons-nous que nous avons :
— i ‰ j “ σpiq, puisque i est dans le support de σ ;
— k ‰ i et k ‰ j, par définition de k (rappelons aussi que k ‰ σ´1piq) ;
— m ‰ i, m ‰ j et m ‰ σpjq puisque m “ σpkq.

Il ne nous reste alors seulement les deux possibilités suivantes :
(1) soit m “ k, soit m ‰ k, d’une part ;
(2) soit σpjq “ i, soit σpjq “ k, soit σpjq n’est ni i, ni k, ni m, d’autre part.

Supposons dans un premier temps que m “ k ; alors

θ “ pikqpjσpjqq. (5.98)

C’est à priori un 2ˆ 2-cycle. Mais si de plus σpjq “ i, alors

θ “ pijkq (5.99)

qui est un 3-cycle ; et si σpjq “ k, alors
θ “ pikjq (5.100)

qui est un autre 3-cycle.
Supposons à présent que m ‰ k. Si σpjq n’est ni i, ni k, ni m, alors i, j, k, σpjq et m sont cinq

nombres différents, et
θ “ pi, j, σpjq,m, kq (5.101)

est un 5-cycle. Si σpjq “ i, alors
θ “ pikjqpjimq “ pimkq (5.102)

qui est un 3-cycle. Si σpjq “ k, alors

θ “ pikjqpjkmq “ pikmq (5.103)

qui est encore un 3-cycle.
Bref nous avons montré que θ est soit un 3-cycle, soit un 5-cycle, soit un 2 ˆ 2-cycle. Si θ est

un 3-cycle, la preuve est terminée.
Si θ “ pabqpcdq, alors on considère e P t1, . . . , nuzta, b, c, du et nous avons

pabeq´1θpabeqlooooooomooooooon
PN

θ´1 “ paebqpabqpcdqpabeqpanqpcdq “ pabeq P N. (5.104)

Si θ est le 5-cycle pabcdeq, alors l’élément suivant est dans N :

pabcq´1θpabcqθ´1 “ pacbqpabcdeqpabcqpaedcbq “ pacdq. (5.105)

Dans tous les cas nous avons trouvé un 3-cycle dans N et nous avons par conséquent N “ An,
ce qui fait que An ne contient pas de sous-groupes normaux non triviaux. Le groupe alterné An
est donc simple.

Nous en déduisons immédiatement que si n ě 5, le groupe dérivé de An est An parce que An
ne contient pas d’autres sous-groupes non triviaux.

LEMooICEHooGSSpkq

Lemme 5.51.
Le groupe alterné 18 A6 n’accepte pas de sous-groupes normaux d’ordre 60.

18. Définition 5.43.
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Démonstration. Soit G normal dans A6, et a, un élément d’ordre 5 dans G (qui existe parce que
5 divise 60). Soit aussi un élément b d’ordre 5 dans A6. Les groupes grpaq et grpbq sont deux
5-Sylow dans A6. En effet, 5 est un nombre premier, et est la plus grande puissance de 5 dans
la décomposition de 60 ; donc grpaq est un 5-Sylow dans G. D’autre part, l’ordre de A6 (qui est
1
2 · 6!) ne possède également que 5 à la puissance 1 dans sa décomposition.

En vertu du théorème de Sylow 5.11(3), les 5-Sylow grpaq et grpbq sont conjugués et il existe
τ P A6 tel que b “ τaτ´1. Mais G étant normal dans A6, l’élément τaτ´1 est encore dans G, de
telle sorte que b P G. Du coup G doit contenir tous les éléments d’ordre 5 de A6.

Les éléments d’ordre 5 de A6 doivent fixer un des points de t1, 2, 3, 4, 5, 6u puis permuter les
autres de façon à n’avoir qu’un seul cycle. Un cycle correspond à écrire les nombres 1, 2, 3, 4, 5 dans
un certain ordre. Ce faisant, le premier n’a pas d’importance parce qu’on considère la permutation
cyclique, par exemple p3, 5, 2, 1, 4q est la même chose que p5, 2, 1, 4, 3q. Le nombre de cycles sur
t1, 2, 3, 4, 5u est donc de 4!, et par conséquent le nombre d’éléments d’ordre 5 dans A6 est 6 · 4! “
144.

Le groupe G doit contenir au moins 144 éléments alors que par hypothèse il en contient 60 ;
contradiction.

Le théorème suivant montre que tout groupe peut être vu, en agissant sur lui-même, comme
une partie du groupe symétrique.

Théorème 5.52.
Un groupe G est isomorphe à un sous-groupe de son groupe symétrique SpGq.
Démonstration. Nous considérons φ, la translation à gauche :

φ : GÑ SpGq
g ÞÑ tg

(5.106)

où fgphq “ gh. Étant donné que

φpghq “ ghx “ gpthxq “ tg ˝ thpxq, (5.107)

l’application φ est un morphisme de groupes. Il est injectif parce que si gx “ hx pour tout x, en
particulier pour x “ e nous trouvons g “ h.

De la même manière, φpgqx “ φpgqy implique x “ y. Cela montre que l’image est bien dans le
groupe symétrique.

L’ensemble Imagepφq est donc un sous-groupe de SpGq, et φ est un isomorphisme vers ce
groupe.

LEMooMVUGooRiDaDz

Lemme 5.53.
Si n ě 3, alors

(1) Le centre de Sn est trivial.
(2) Le groupe Sn est non abélien.

Démonstration. Soit s P ZpSnq et trois éléments distincts a, b et c de t1, . . . , nu. Nous posons
τ “ pabq et nous avons sτ “ τs. En notant a1 “ spaq et b1 “ spbq nous avons

a1 “ spaq “ pτsτ´1qpaq “ pτsqpbq “ τpb1q (5.108a)
b1 “ spbq “ pτsτ´1qpbq “ pτsqpaq “ τpa1q. (5.108b)

Donc τ permute a1 et b1. Mais comme τ ne permute que a et b, en tant qu’ensembles, ta, bu “
tspaq, spbqu. Le même raisonnement sur tb, cu donne tb, cu “ tspbq, spcqu. Et puisque a, b et c sont
distincts,

tbu “ tb, cu X ta, bu “ tspbqu. (5.109)

Cela montre que spbq “ b, et donc que le centre de Sn est réduit à la permutation identité.
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En ce qui concerne le fait que Sn est non abélien, si nous avions st “ ts pour tout s, t P Sn
alors s “ tst´1 pour tout t. Alors s serait dans le centre de Sn. En bref, si Sn était abélien, son
centre serait Sn et non tIdu.

PROPooUBIWooTrfCat

Proposition 5.54 ([151, 141]).
Tout groupe simple 19 d’ordre 60 est isomorphe au groupe alterné A5.

Démonstration. Nous avons la décomposition en nombres premiers 60 “ 22 · 3 · 5. Déterminons
pour commencer le nombre n5 de 5-Sylow dans G. Le théorème de Sylow 5.11(4) nous renseigne
que n5 doit diviser 60 et doit être égal à 1 mod 5. Les deux seules possibilités sont n5 “ 1 et
n5 “ 6. Étant donné que tous les p-Sylow sont conjugués, si n5 “ 1 alors le 5-Sylow serait un
sous-groupe invariant à l’intérieur de G, ce qui est impossible vu que G est simple. Donc n5 “ 6.

Par le point (3) du théorème de Sylow, le groupe G agit transitivement sur l’ensemble des
5-Sylow par l’action adjointe :

g·S “ gSg´1. (5.110)

Cela donne donc un morphisme θ : GÑ S6. Le noyau de θ est un sous-groupe normal. En effet si
k P ker θ et si g P G nous avons

pgkg´1q·S “ gkg´1Ggk´1g´1 (5.111a)
“ gkTk´1g´1 (5.111b)
“ gTg´1 (5.111c)
“ S (5.111d)

où T est le Sylow T “ g´1Sg. Étant donné que k P ker θ nous avons utilisé kTk´1 “ aT . Au final
gkg´1 ·S “ S, ce qui prouve que gkg´1 P ker θ.

Étant donné que ker θ est normal dans G, soit il est réduit à teu soit il vaut G. La seconde
possibilité est exclue parce qu’elle reviendrait à dire que G agit trivialement, ce qui n’est pas correct
étant donné qu’il agit transitivement. Nous en déduisons que ker θ “ teu, que θ est injective et que
G est isomorphe à un sous-groupe de S6.

Par ailleurs le groupe dérivé de G est un sous-groupe normal (et non réduit à l’identité parce
que G est non commutatif). Donc DpGq “ G. Étant donné que G Ă S6, nous avons

G “ DpGq Ă DpS6q “ A6 (5.112)

parce que le groupe dérivé du groupe symétrique est le groupe alterné (lemme 5.47).
L’ensemble θ´1pA6q est distingué dans G. En effet si σ P A6 et si g P G nous avons

θ
`
gθ´1pσqg´1˘ “ θpgqσθpgq´1 P A6. (5.113)

Nous en déduisons que θ´1pA6q est soit G entier soit réduit à teu. Si θ´1pA6q “ teu, alors pour
tout g P G nous aurions g2 “ e parce que θpg2q P A6. L’ordre de G étant 60, il n’est pas possible
que tous ses éléments soient d’ordre 2. Nous en déduisons que θpGq Ă A6.

Nous nommons H “ θpGq et nous considérons l’ensemble X “ A6{H où les classes sont prises
à gauche, c’est-à-dire

rσs “ thσ tel que h P Hu. (5.114)

Évidemment A6 agit sur X de façon naturelle. Au niveau de la cardinalité,

CardpXq “ |A6|
|G| “

360
60 “ 6. (5.115)

Le groupe A6 agit sur X qui a 6 éléments. Nous avons donc une application φ : A6 Ñ A6. Encore
une fois, la simplicité de A6 montre que φpA6q “ A6.

19. Définition 1.171.
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Nous étudions maintenant φpHq agissant sur X. Un élément x P A6 fixe la classe de l’unité res
si et seulement si x P H et par conséquent φpHq est le fixateur de res dans X. À la renumérotation
près, nous pouvons identifier φpHq au sous-groupe de A6 agissant sur t1, . . . , 6u et fixant 6. Nous
avons alors φpHq “ S5 X A6 “ A5. Nous venons de prouver que φ fournit un isomorphisme entre
A5 et H. Étant donné que H était isomorphe à G, nous concluons que G est isomorphe à A6.

5.6.2 Sous-groupes normaux
NORMooQAZTooBQLqDn

5.55 ([152]).
Soit le groupe V4 engendré par les doubles transpositions de S4. Nous savons de l’exemple 1.287(5)
que ce groupe contient exactement 3 éléments non triviaux et l’identité. De plus, comme c’est une
classe de conjugaison, V4 est normal dans S4.

Lemme 5.56.
Les sous-groupes FixSnpaq (avec a P t1, . . . , nu) sont conjugués entre eux.

Démonstration. Soit σ P Fixpaq et s P Sn nous devons prouver que sσs´1 est le fixateur d’un
élément de t1, . . . , nu. Nous notons spaq “ b. Alors

psσs´1qpbq “ psσqpaq “ spaq “ b. (5.116)

Donc sFixpaqs´1 Ă Fixpbq.
Dans l’autre sens, si σ P Fixpbq alors s´1σs P Fixpaq. Mais σ “ sps´1σsqs´1, donc σ P

sFixpaqs´1.
PROPooOTJAooUbzGZm

Proposition 5.57 (Sous-groupes normaux de Sn [152]).
Les sous-groupes normaux de Sn ne sont pas légions.

(1) Pour n “ 4, les sous-groupes normaux de S4 sont tIdu, V4, A4 et S4.
(2) Pour n ‰ 4, les sous-groupes normaux de Sn sont tIdu, An et Sn.

Démonstration. Les cas n ď 2 sont un peu triviaux, donc nous faisons n ě 3. Soit H normal dans
Sn et s ‰ Id dans H ; par le lemme 5.53, s n’est pas dans le centre de Sn et il existe u P Sn
tel que us ‰ su. Comme u est un produit de transpositions (proposition 1.288), il existe une
transposition t telle que st ‰ ts. Le sous-groupe H est normal et puisque s P H nous avons aussi
ts´1t´1 P H. Mais en même temps, la combinaison sts´1 est le conjugué d’une transposition et
est donc également une transposition (classe de conjugaison de S4 dans 1.287). Nous en concluons
que sts´1t´1 est un produit de deux transpositions appartenant à H.

Nous venons de prouver que H contient au moins un produit de deux transpositions. Et ce
produit est différent de Id parce que sts´1t´1 “ Id impliquerait st “ ts.

Soient donc deux transpositions t1, t2 P H telles que t1t2 ‰ Id. Les supports de t1 et t2 ont soit
1 soit aucun élément communs.

(1) Premier cas
Supposons t1 “ pa, bq, t2 “ pb, cq avec a, b, c distincts dans t1, . . . , nu. Dans ce cas t1t2 “
pa, b, cq et H contient un cycle de longueur 3. Puisque H est normal et que les cycles de
longueur trois sont une classe de conjugaison (exemple 1.287) et que An est engendré par
ceux-ci (proposition 5.48), An Ă H. Mais An est d’indice deux dans Sn (proposition (2)(2)).
Quel nombre plus grand que n!{2 divise n! ? Seulement n lui-même. Donc H est soit An soit
Sn.

(2) Second cas
Le groupe H contient un élément de la forme pabqpcdq avec a, b, c, d distincts dans t1, . . . , nu.
(2a) Si n “ 3

Impossible parce que avec n “ 3 nous n’avons pas quatre éléments distincts.



454 CHAPITRE 5. CLASSIFICATION DE CERTAINS GROUPES

(2b) Si n “ 4
Le sous-groupe H de S4 contient un élément de V4 qui n’est pas l’identité. Par normalité
et classes de conjugaison, H contient V4. Nous devons maintenant prouver que si H n’est
pas V4 alors H est A4 ou S4. Nous avons les inclusions V4 Ă H Ă S4 et donc les inégalités

4 ď |H| ď 24. (5.117)

Donc le nombre |H| est un multiple de 4 qui divise 24. Les possibilités sont |H| “
4, 8, 12, 24. La possibilité |H| “ 4 donne H “ V4 ; si |H| “ 24 alors H “ S4 ; si |H| “ 12
alors H est d’indice 2 dans S4 et H “ An (proposition 5.44(3)). Quid de |H| “ 8 ?
D’après le corolaire 2.14 au théorème de Lagrange, l’ordre d’un élément divise l’ordre
du groupe. Soit x dans H mais pas dans V4. L’ordre de x peut être 1, 2, 4 ou 8. Ordre
1 serait x “ Id. Ordre 8, pas possible parce que S4 n’a pas d’éléments d’ordre 8.

(2b.ii) x d’ordre 2
Prenons la décomposition de x en cycles disjoints. Puisqu’on est dans S4, ces cycles
ne peuvent être que des transpositions. Soit il y en a un (alors H contient une
transposition et donc H “ S4), soit il y en a deux et alors x est dans V4.

(2b.ii) x d’ordre 4
L’élément x est alors un cycle de longueur 4, etH contient tous les cycles de longueur
4 ; par exemple, le produit pabcdqpbacdq “ padcq. Le sous-groupe H contient alors
A4 (parce qu’il contient tous les 3-cycles).

(2c) Si n ě 5
Soit un élément e 20 distinct de a, b, c et d. Par notre liste préférée des classes de conju-
gaison (exemple 1.287(5)), le 2-cycle pc, eqpa, bq est conjugué à pa, bqpc, dq et appartient
donc à H. Mais alors le produit suivant est également dans H :

pceqpabqpabqpcdq “ pceqpcdq “ pecdq. (5.118)

Donc H contient un 3-cycle, et par conséquent tous les 3-cycles. Encore une fois, cela
prouve que H est soit An soit Sn.

(2d) Pourquoi n “ 4 est spécial ?
Dans le premier cas, nous montrons tout de suite que H “ V4 n’est pas possible. Dans
le deuxième cas, nous montrons que, grâce à un élément différent de a, b, c et d, la
possibilité H “ V4 est exclue. La possibilité H “ V4 n’existe que pour n “ 4.

5.6.3 Indice
THOooXDRNooIyaGlv

Théorème 5.58.
Tout sous-groupe d’indice n dans Sn est isomorphe à Sn´1.

Démonstration. Pour n “ 1, il n’y a pas de sous-groupe. Pour n “ 2, un sous-groupe d’indice 2 ne
peut contenir que 1 élément, qui est donc l’identité. Ok pour que tIdu soit égal à S1 ?

Pour les autres, il y a un peu plus de travail.
(1) Pour n “ 3

Nous avons |S3| “ 6. Donc un sous-groupe d’indice 3 dans S3 contient exactement 2 éléments.
Il contient Id et un autre élément σ P S3 qui doit vérifier σ2 “ Id ou σ2 “ σ. Aucun élément
de S3 ne vérifie σ2 “ σ (à part l’identité). Donc σ2 “ Id, ce qui implique que σ est une
transposition. Donc

H “ tId, p12qu (5.119)

ou l’identité avec p23q, ou avec p13q. Dans tous les cas c’est isomorphe à S2.

20. e n’est pas l’élément neutre ici
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(2) Pour n “ 4
Nous avons |S4 : H| “ 4, donc |H| “ 6. Mais 6 “ 2 ˆ 3 et 2  3 ´ 1, donc le théorème 5.25
nous dit que H est soit cyclique 21 (et donc abélien), soit un produit semi-direct. Vu que
S4 n’a pas d’éléments d’ordre 6, aucun sous-groupe d’ordre 6 ne peut être cyclique. Nous
sommes donc dans le cas du produit semi-direct

H “ Z3 ˆφ Z2 (5.120)EQooSHWGooFMNRvfEQooSHWGooFMNRvf

où φ : Z2 Ñ AutpZ3q et φp1q est d’ordre 2 dans AutpZ3q. Il convient de nous attarder un peu
pour être sûr d’avoir bien compris tout ce qui se trouve dans l’identification (5.120). D’abord
un point de notations : ici nous considérons les groupes Zp “ Z{pZ munis de l’addition. Donc
1 n’est pas le neutre. Ensuite nous savons du théorème 5.18 que AutpZ{3Zq “ pZ{3Zq˚, et
que via cette identification, φp1q “ 2 P pZ{3Zq˚ au sens où φp1qx “ 2x. Nous avons alors
φp1q2x “ 4x “ x dans Z{3Z. Cela montre bien que φp1q est d’ordre 2.
Par rapport à la proposition 5.45, ici nous écrivons Z2 “

`t0, 1u,`˘ alors que là nous écrivons
Z2 “

`t´1, 1u, ·
˘
. Ce sont les mêmes groupes, mais il convient de remarquer que le 1 ici est

le ´1 là.
Nous savons par la proposition 5.45 que Sn “ An ˆφ Z2 ; en comparant avec (5.120) nous
voyons qu’il suffit de prouver que A3 “ Z{3Z pour avoir H “ S3.
Le groupe A3 possède |S3|{2 “ 3 éléments. Il est vite vu que A3 “ tId, p12qp31q, p12qp32qu :
ce sont trois éléments de signature paire dans S3 ; donc c’est S3. La correspondance Id ÞÑ 0,
p12qp13q ÞÑ 1, p13qp12q ÞÑ 2 donne un isomorphisme avec pZ3,`q.

(3) Pour n ě 5
Soit un sous-groupe H d’indice n dans Sn et l’action à gauche de Sn sur E “ Sn{H (qui
n’est à priori pas un groupe) donnée par g· rss “ rgss.
(3a) Morphisme φ : Sn Ñ SE

Le φ défini par l’action est un morphisme parce que

φpg1g2qrss “ rg1g2ss “ φpg1qrg2ss “ φpg1qφpg2qrss. (5.121)

Mais il faut également vérifier que pour chaque g P G, l’application φpgq : E Ñ E est
bien une permutation. Pour l’injectivité, si φpgqrs1s “ φpgqrs2s alors rgs1s “ rgs2s, donc
il existe h P H tel que gs1 “ gs2h, ce qui prouve que s1 “ s2h et donc que rs1s “ rs2s.
Pour la surjectivité, soit rts P Sn{H et résolvons φpgqrss “ rts par rapport à s. L’élément
s “ g´1t convient.

(3b) kerpφq est normal
Soit z P kerpφq, c’est-à-dire que φpzq “ IdE . Alors pour σ P Sn nous avons φpσzσ´1q “
φpσqφpzqφpσ´1q “ IdE .

(3c) kerpφq “ Ş
gPSn

gHg´1

Supposons que z P gHg´1 pour tout g, et calculons φpzqrss. D’abord par hypothèse il
existe h P H tel que z “ shs´1, donc

φpzqrss “ rzss “ rshs´1ss “ rshs “ rss, (5.122)

ce qui prouve que φpzq “ Id.
Dans l’autre sens, soit z P kerpφq. Donc φpzqrss “ rss. Il existe donc h P H tel que
zs “ sh, c’est-à-dire tel que z “ shs´1. La formule demandée est donc prouvée.

(3d) Questions d’ordre
Nous savons que |H| “ pn´ 1q! alors que |An| “ n!

2 . Donc |H| ă |An| avec une inégalité
stricte. En même temps nous avons | kerpφq| ď |H| parce que kerpφq est une intersection
dont un des termes est H lui-même. Nous avons alors les inégalités

| kerpφq| ď |H| “ pn´ 1q! ă |An|. (5.123)
21. Définition 1.319.
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Mais les seuls sous-groupes normaux de Sn sont An, Sn et tIdu (proposition 5.57). Donc
kerpφq “ Id et φ est une injection entre deux ensembles finis de même cardinalité. Cela
fait de φ une bijection et donc un isomorphisme de groupes

φ : Sn Ñ SE . (5.124)

Soit une fonction de numérotation ψ : E Ñ t1, . . . , nu. Avec cela nous définissons un
isomorphisme de groupes

ψ̃ : SE Ñ Sn

σ ÞÑ ψσψ´1.
(5.125)

(3e) Fixateur
Nous montrons à présent que pψ̃ ˝ φqpHq “ Fix

`
ψrIds˘ où le stabilisateur est pris dans

Sn. Pour la première inclusion, soit h P H. Nous avons pψ̃ ˝ φqphq “ ψ ˝ φphqψ´1, qui
nous appliquons à ψrIds :

pψ̃ ˝ φqphqψrIds “ ψ ˝ φphqrIds “ ψrhs “ ψrIds. (5.126)

Donc pψ̃ ˝ φqpHq Ă Fix
`
ψrIds˘.

Pour l’autre inclusion, soit σ P Sn tel que σψrIds “ ψrIds. Puisque σ P Sn nous avons
s P SE tel que σ “ ψ̃psq. Pour ce s nous avons donc

`
ψ̃psq ˝ ψ˘rIds “ ψrIds, (5.127)

d’où nous déduisons srIds “ rIds. Cela prouve que s stabilise rIds dans SE . Donc s “
φphq pour un certain h P H, et au final σ “ ψ̃

`
φphq˘.

(3f) Conclusion
L’application ψ̃ ˝φ : H Ñ Sn est une application dont l’image est le fixateur d’un point.
Plus précisément,

ψ̃ ˝ φ : H Ñ Fix
`
ψrIds˘ (5.128)

est un isomorphisme de groupe. Mais le stabilisateur d’un point dans Sn est Sn´1.

5.7 Isométries du cube
SecPVCmkxM

Les isométries du cube proviennent de [104].

A B

C
D

E
F

G
H

Nous considérons le cube centré en l’origine de R3 et
G, le groupe des isométries de R3 préservant ce cube. Nous
notons aussi G` le sous-groupe de G constitué des éléments
de déterminant positif. Nous notons

D “ tD1, . . . , D4u (5.129)

l’ensemble des grandes diagonales, c’est-à-dire les segments
rAGs, rECs, rFDs, et rBHs. Nous savons que G préserve
les longueurs et que ces segments sont les plus longs pos-
sibles à l’intérieur du cube. Donc G agit sur D parce qu’il
ne peut transformer une grande diagonale qu’en une autre grande diagonale. Nous avons donc un
morphisme de groupes

ρ : GÑ S4. (5.130)

Nous montrons que ce morphisme est surjectif en montrant qu’il contient les transpositions. Le
groupe G contient la symétrie axiale passant par le milieu M de rA,Es et le milieu N de rC,Gs. Il
est facile de voir que cette symétrie permute rAGs avec rECs. De plus elle laisse rFDs inchangée.
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En effet, aussi incroyable que cela paraisse en regardant le dessin, nous avons FD K MN , parce
qu’en termes de vecteurs directeurs,

ÝÝÑ
ON “

¨
˝

1
´1
0

˛
‚ ÝÝÑ

OF “
¨
˝

1
1
´1

˛
‚. (5.131)

Étudions à présent le noyau kerpρq. Si f P kerpρq n’est pas l’identité, alors fpDiq “ Di pour tout
i, mais au moins pour une des diagonales les sommets sont inversés. Quitte à renommer les sommets
du cube nous supposons que la diagonale rAGs est retournée : fpAq “ G et fpGq “ A. Regardons
où peut partir B sous l’effet de f . Étant donné que f préserve les diagonales, fpBq P tB,Cu, mais
étant donné que f est une isométrie, d

`
fpBq, fpGq˘ “ dpB,Gq, et nous concluons que fpBq “ H.

Donc la diagonale rBHs est retournée sous l’effet de f . En raisonnant de même, nous voyons que
f retourne toutes les diagonales. Donc les éléments non triviaux de kerpρq retournent toutes les
diagonales ; il n’y en a donc qu’un seul et c’est la symétrie centrale :

kerpρq “ tId, s0u. (5.132)

Le premier théorème d’isomorphisme 2.6 nous permet d’écrire le quotient de groupes :

G

tId, s0u » S4. (5.133)

Une classe d’équivalence modulo kerpρq dans G est donc toujours de la forme tf, f ˝s0u. Et comme
s0 est de déterminant ´1, une classe contient toujours exactement un élément de déterminant 1
et un de déterminant ´1.

D’autre part, kerpρq est normal dans G parce qu’en tant que matrice, s0 “ ´1, donc les
problèmes de commutativité ne se posent pas. L’application

φ : G

tId, s0u Ñ G`

rgs ÞÑ
#
g si detpgq ą 0
g ˝ s0 sinon

(5.134)

est un isomorphisme de groupes. Et enfin nous pouvons écrire

G` » S4. (5.135)

Nous allons maintenant utiliser le corolaire 2.49 pour montrer que G “ G` ˆσ kerpρq. Les
conditions sont remplies :

— kerpρq normalise G` parce que kerpρq ne contient que ˘1.
— kerpρq XG` “ tIdu.
— kerpρqG` “ G parce que les classes d’équivalence de G modulo kerpρq sont composées de
tf, f ˝ s0u.

Puisque G` » S4 et kerpρq » Z{2Z nous pouvons écrire de façon plus brillante que

G » S4 ˆσ Z{2Z. (5.136)

Mais étant donné que la conjugaison par s0 est triviale, le produit semi-direct est un produit direct :

G » S4 ˆ Z{2Z. (5.137)

Il est maintenant du meilleur gout de pouvoir identifier géométriquement ces éléments. Les éléments
de Z{2Z “ tId, s0u ne font pas de mystère. Dans S4 nous avons les classes de conjugaison des
éléments Id, p12q, p123q, p1234q et p12qp34q déterminées durant l’exemple 1.287.
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(1) L’élément p12q consiste à permuter deux diagonales et laisser les autres en place. Nous avons
déjà vu que c’était une symétrie axiale passant par les milieux de deux côtés opposés. Cela
fait 6 axes d’ordre 2.

(2) L’élément p123q fixe une des diagonales. C’est donc la symétrie axiale le long de la diagonale
fixée. Par exemple la symétrie d’axe pAGq fait bouger le point B de la façon suivante :

B Ñ D Ñ E Ñ B. (5.138)

C’est une rotation d’angle 2π
3 . En tout, nous avons donc 8 rotations d’ordre 3.

Notons à ce propos que la différence entre p234q et p243q est que la première réalise une
rotation d’angle 2π{3 tandis que la seconde, une rotation d’angle ´2π{3.

(3) L’élément p1234q ne maintient aucune des diagonales et est d’ordre 4. C’est donc la rotation
d’angle π{2 ou ´π{2 autour de l’axe passant par les milieux de deux faces opposées. Il y en
a 6 comme ça (3 paires de faces puis pour chaque il y a π{2 et ´π{2), et ça tombe bien 6 est
justement la taille de la classe de conjugaison de p1234q dans S4.

(4) L’élément p12qp34q est le carré de la précédente 22, c’est-à-dire les rotations d’angle π autour
des mêmes axes. Cela fait 3 éléments d’ordre 2.

22. En fait c’est p13qp24q, le carré de la précédente, mais c’est la même classe de conjugaison.



Chapitre 6

Corps

6.1 Généralités
NORMooGPWRooIKJqqw

6.1.
Nous trouvons parfois le terme anneau à division. Cela provient du fait que dans beaucoup de
cas on considère uniquement des corps commutatifs ; donc on voudrait une façon de parler d’un
anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles. Dans ce cadre on dit :

— Un anneau à division est un anneau dont tous les éléments non nuls sont inversibles,
— Un corps est un anneau à division commutatif.

Pour prendre un exemple de cette différence, le théorème de Wedderburn 19.29 est énoncé ici sous
les termes « Tout corps fini est commutatif ». Sous-entendu : la commutativité ne fait pas partie
de la définition d’un corps. Par contre dans [104] il est énoncé sous les termes « Tout anneau à
division fini est un corps ». Chez lui, un corps est toujours commutatif et un anneau à division est
ce que nous appelons ici un corps.

6.1.1 Corps ordonnés

Nous avons vu la définition de corps totalement ordonné en 1.367.

Définition 6.2 ([73]).
Un corps est formellement réel si ´1 n’est pas une somme de carrés.

Proposition 6.3.
Un corps totalement ordonné est formellement réel.

Démonstration. Soit un corps totalement ordonné pK,ďq et a P K alors a2 ě 0. En effet si a ě 0
alors a2 “ aˆ a ě 0 directement par la définition 1.367(1b). Si a ď 0 alors ´a ě 0 et

a2 “ p´aq2 ě 0. (6.1)

Comme ´1 ă 0, il ne peut donc pas être écrit comme un carré. A fortiori comme somme de
carrés.

6.1.2 Automorphismes de R et C
PROPooLLPMooIVanaO

Proposition 6.4 ([153, 1]).
L’identité est l’unique automorphisme du corps R.

Démonstration. Soit un automorphisme σ : RÑ R. Comme pour tout automorphisme,

σpaq “ σp1aq “ σp1qσpaq. (6.2)

Donc σp1q “ 1.

459
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(1) Identité sur les rationnels De plus

σpnq “ σp1` . . .` 1q “ σp1q ` . . .` σp1q “ n, (6.3)

et
σ

ˆ
1
n

˙
` . . .` σ

ˆ
1
n

˙
“ σ

ˆ
1
n
` . . .` 1

n

˙
“ σp1q “ 1. (6.4)

Donc σp1{nq “ 1{n.
Nous en déduisons que pour tout q P Q, σpqq “ q. Cela ne suffit pas pour déduire σpxq “ x
pour tout x P R parce que rien n’indique que σ soit continue.

(2) Positive sur les positifs
Si x ą 0 alors σpxq “ σp?xq2 ą 0.

(3) Croissance
Si x ą y alors x´ y ą 0 et σpx´ yq ą 0. Cela donne σpxq ą σpyq.

(4) Identité sur les réels
Soit un irrationnel x P R et une suite pqiq dans Q qui converge de façon croissante vers x.
Soit ϵ ą 0 dans Q. Il existe N tel que si i ą N alors qi ` ϵ ą x ; en appliquant σ à cette
inégalité et en se souvenant que σ est l’identité sur Q,

qi ` ϵ ą σpxq. (6.5)

Mais de plus, qi ă x donne σpqiq ă σpxq, c’est-à-dire qi ă σpxq. En regroupant ces deux
inégalités,

qi ă σpxq ă qi ` ϵ (6.6)EQooLZOUooPhUNTIEQooLZOUooPhUNTI

pour tout ϵ ą 0 dansQ et i ą N . Ce ϵ étant fixé nous pouvons prendre la limite des inégalités
(6.6) :

x ď σpxq ď x` ϵ. (6.7)

Cela étant valable pour tout ϵ ą 0 dans Q, nous avons bien x “ σpxq.

REMooGHEDooOYYUPk

Remarque 6.5.
Certains[153] pensent que l’énoncé de cette proposition, ne parlant que de corps R n’autorise pas
l’utilisation d’autre structure réelle que celle de corps. Du coup il faut reconstruire la notion d’ordre
à partir seulement du langage des corps. Par exemple en disant que a ą b si et seulement si il existe
k tel que a “ b` k2.

On peut s’en sortir en donnant l’énoncé suivant : « Si K est un corps isomorphe (en tant que
corps) à R alors son unique automorphisme est l’identité ». Cela se démontre immédiatement en
disant que si f est un automorphisme de K et si ϕ est un isomorphisme KÑ R alors ϕ ˝ f ˝ ϕ´1

est un automorphisme de R. Donc il est l’identité et f l’est également.
Attention cependant à prouver que ϕ´1 est un morphisme. En effet en posant ϕ´1pxq “ a et

ϕ´1pyq “ b nous avons
ϕ
`
ϕ´1pxq ` ϕ´1pyq˘ “ x` y (6.8)

parce que ϕ est un morphisme. D’autre part,

ϕ
`
ϕ´1pxq ` ϕ´1pyq˘ “ ϕpa` bq. (6.9)

Donc

ϕ´1px` yq “ ϕ´1`ϕpaq ` ϕpbq˘ “ ϕ´1`ϕpa` bq˘ “ a` b “ ϕ´1pxq ` ϕ´1pyq. (6.10)
PROPooEATMooIPPrRV

Proposition 6.6.
Un automorphisme du corps C qui fixe R est soit l’identité soit la conjugaison complexe 1.

1. Par « fixer R » nous entendons que σpRq “ R, pas spécialement que σpxq “ x pour tout x P R



6.1. GÉNÉRALITÉS 461

Démonstration. Soit un automorphisme σ vérifiant la condition de fixer R. Alors la restriction de
σ à R est un automorphisme de R et y est donc l’identité par la proposition 6.4.

En ce qui concerne les imaginaires purs,

´1 “ σp´1q “ σpiiq “ σpiq2. (6.11)

Donc σpiq est un élément de C vérifiant σpiq2 “ ´1. C’est-à-dire σpiq “ ˘i.
Si σpiq “ i alors σ “ Id. Si σpiq “ ´i alors σ est la conjugaison complexe.

6.1.3 Corps premier
subseccorpspremhBlYIvDEFooQSOFooIeSKpq

Définition 6.7.
Un corps est premier si il est son seul sous-corps. Le sous-corps premier d’un corps est l’in-
tersection de tous ses sous-corps.

LEMooPOGUooATyqcf

Lemme 6.8.
Le sous corps premier d’un corps est un corps.

Démonstration. Soit un corps K et son sous-corps premier P. Si x, y P P, alors pour tout sous-
corps L de K nous avons x, y P L et donc xy P L Ă P. Même type de vérification pour les autres
propriétés d’un corps.

Lemme 6.9.
Un corps premier est commutatif.

Démonstration. Le centre d’un corps est certainement un sous-corps. Par conséquent un corps
premier doit être contenu dans son propre centre, c’est-à-dire être commutatif.

DefXIHLooBAcqYH

Définition 6.10.
Soit p un nombre premier. Nous notons Fp “ Zp “ Z{pZ.

Nous verrons plus loin (section 19.4) comment nous pouvons définir Fpn lorsque p est premier,
ainsi que l’unicité d’un tel corps.

Nous avons par exemple
F2 “ Z{2Z “ t0, 1u (6.12)

avec la loi 2 “ 0.
Notons que Fp est un corps 2 possédant p éléments. L’ensemble Fp̊ est un groupe d’ordre p´1.

Lemme 6.11.
Les corps Q et Z{pZ (avec p premier) sont premiers.

Démonstration. Tout sous-corps de Q doit contenir 1, et par conséquent Z. Devant également
contenir tous les inverses, il contient Q.

Tout sous-corps de Fp doit contenir 1 et donc Fp en entier. Par ailleurs nous savons de la
proposition 3.63 que Fp est un corps lorsque p est premier.

LEMooCGIYooSwOmHG

Lemme 6.12.
Si k P Z, nous notons kK l’élément k· 1K “ řk

i“1 1K. L’application

s : ZÑ K

k ÞÑ kK
(6.13)

est un morphisme d’anneaux.
Si la caractéristique de K est 0, alors s est injective.

2. Quand p est premier, Z{pZ est un corps, proposition 3.63.
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PROPooXLLOooIAhEue

Proposition 6.13 (Sous-corps premier[154]).
Soit K, un corps 3 de caractéristique p.

(1) Si p ą 0 alors le sous-corps premier de K est isomorphe à Z.

(2) Si p “ 0 alors le sous-corps premier de K est isomorphe à Q.

Démonstration. Pour les besoins de notations, dans la suite si k P Z, nous notons kK l’élément
k· 1K “ řk

i“1 1K. Notons aussi P le sous-corps premier de K.
Étant donné que 1K est dans tout sous-corps, nous devons avoir Z1K Ď P. Nous avons donc

toujours
Z1K Ă P Ă K. (6.14)

Maintenant, le lemme 1.345 nous dit la nature de Z1K en tant qu’anneaux, et nous pouvons
séparer les cas en fonction de la caractéristique.

(1) Si p ą 0 Nous avons Z1K » Z{pZ par le lemme 1.345. L’ensemble Z{pZ étant un corps,
Z1K est un corps et c’est donc le corps premier de K.

(2) Si p “ 0 Si p “ 0, alors Z1 » Z en tant qu’anneaux. Dommage que Z ne soit pas un corps.
Soit n P Z1K et m P pZ1Kq˚. L’élément nm´1 P K est dans P parce que P est un corps.
Donc l’application

ψ : QÑ P

ab´1 ÞÑ aKb
´1
K

(6.15)

prend bien ses valeurs dans P et est un morphisme de corps.
La surjectivité de ψ est ce dont nous venons de parler. En ce qui concerne l’injectivité, si
ψpab´1q “ ψpxy´1q, alors aKb´1

K “ xKy
´1
K et la commutativité de K nous permet d’écrire

aKyK “ xKbK. (6.16)

Étant donné le lemme 6.12, nous déduisons que pay ´ xbqK “ 0. Et comme z ÞÑ zK est
injective, nous en déduisons que ay ´ xb “ 0 dans Z, et donc que ab´1 “ xy´1 dans Q par
le lemme 1.379.

PropqPPrgJ

Proposition 6.14.
Soit K un corps et P son sous-corps premier 4. Si σ P AutpKq alors σ|P “ Id, c’est-à-dire que
σpxq “ x pour tout x P P.

Démonstration. Soit P le sous-corps premier de K. La proposition 6.13 nous dit que P est soit
Z soit Q en fonction de la caractéristique de K. Nous allons faire le cas de caractéristique nulle,
c’est-à-dire P » Q.

Tout élément de P peut être écrit sous la forme kKl´1
K pour des k, l P Z. Nous calculons la

valeur de σ sur ces éléments. D’abord σ satisfait σp1Kq et préserve la somme, dont σpkKq “ kK
pour tout k P Z 5. Étant donné que σ préserve également l’inverse et le produit,

σpkKl´1
K q “ σpkKqσplKq´1 “ kKl

´1
K . (6.17)

Et voila.

3. Je rappelle que tous les corps du Frido sont commutatifs, sauf mention explicite du contraire.
4. Définition 6.7.
5. Dans le cas de caractéristique non nulle, P “ Z et vous pouvez vous arrêter ici.
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6.1.4 Petit théorème de Fermat
ThoOPQOiO

Théorème 6.15 (Petit théorème de Fermat).
Soit p un nombre premier.

(1) Si x P Z{pZ alors xp “ x.
(2) Si x P pZ{pZq˚, alors xp´1 “ 1.
(3) Si x P pZ{pZq˚ alors x´1 “ xp´2.

ITEMooRNIVooOIzqgc

(4) Si x est premier avec p, alors xp´1 P r1sp.

Démonstration. Étant donné que Z{pZ est un corps commutatif et que p est premier, la propo-
sition 3.46 nous indique que σpxq “ xp est un automorphisme. La proposition 6.14 nous indique
alors que

ap “ a. (6.18)

Si a est inversible alors ap´1 “ apa´1 “ 1.
Pour (4). Le nombre x n’est pas premier avec p uniquement lorsque x est multiple de p. Dans

ce cas c’est rasp “ 0 dans Z{pZ et donc ap´1 “ 0.

Exemple 6.16.
Soit K “ F29. Le nombre 29 étant premier, K est un corps. C’est le corps des entiers modulo 29.
Nous avons donc

´142 “ ´113 “ ´84 “ ´55 “ ´26 “ 3 “ 32 “ 61 “ 90 “ 119. (6.19)

Le petit théorème de Fermat nous permet aussi de calculer des exposants et des inverses. En effet,
puisque 1 “ x28 pour tout x P F2̊9, nous avons x´1 “ x27, et par suite, pour tout entier a,

x´a “ pxaq27 “ x27a. (6.20)

Le nombre 27a peut être grand par rapport à 29. Mais en réutilisant le fait que 1 “ x28, on obtient

x´a “ xr27as28 . (6.21)

Cette expression doit être comprise comme disant que pour tout k P r27as28 nous avons x´a “ xk.
Chose à retenir : dans les exposants nous calculons modulo 28. △

6.1.5 Nombres de Sophie Germain
DEFooCVFJooKCdVVD

Définition 6.17.
Un nombre premier p est de Sophie Germain si p ą 2 et si le nombre q “ 2p` 1 est également
premier.

Notons qu’il existe des nombres premiers de Sophie Germain. Par exemple p “ 3 donne q “
2 ˆ 3 ` 1 “ 7. Comme 7 est un nombre premier, le nombre 3 est de Sophie Germain. D’après
Wikipédia[155], l’existence d’une infinité de nombres premiers de Sophie Germain est encore une
question ouverte 6.

LEMooIYIKooGkoqRJ

Lemme 6.18 ([156, 157]).
Soit p, un nombre premier de Sophie Germain. Si m P Z n’est pas divisible par q, alors mp P r˘1sq
où q “ 2p` 1.

6. Si vous lisez ce paragraphe dans un futur où la question est tranchée, n’hésitez pas à m’écrire pour mettre à
jour.
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Démonstration. Le petit théorème de Fermat 6.15 nous dit que mq´1 P r1sq. Mais mq´1 “ m2p “
pmpq2. Donc

pmpq2 P r1sq. (6.22)
Puisque q est premier, l’anneau Z{qZ est intègre par le corolaire 1.236. Comme 1 ‰ ´1, la propo-
sition 3.133 s’applique et nous avons mp P r˘1sq.

THOooSZXWooVeHdrh

Théorème 6.19 ([156, 157, 158]).
Soit un nombre premier de Sophie Germain (définition 6.17). Il n’existe pas de solution px, y, zq
dans Z3 au système #

xp ` yp ` zp “ 0
rxyzsp ‰ 0.

(6.23)

Démonstration. Nous supposons que px, y, zq P Z3 est une solution telle que pgcdpx, y, zq “ 1.
(1) x, y et z sont premiers deux à deux Supposons que k soit un diviseur premier commun

à x et y. Alors il existe α, β P Z tels que x “ kα et y “ kβ. Du coup on aurait zp “
´kppαp` βpq. Donc k divise zp. Le lemme 3.17 nous indique qu’alors k divise z. Donc k “ 1
parce que k diviserait x, y et z.
Ce qui est vrai pour le couple px, yq est encore vrai pour px, zq et pour py, zq.

(2) Le fameux u Nous introduisons à présent une nouvelle variable intermédiaire qui va beau-
coup nous aider. En utilisant le lemme 3.45,

´xp “ yp ` zp “ py ` zq
p´1ÿ

k“0
ykp´zqp´1´k “ py ` zqu (6.24)

où nous avons posé u “ řp´1
k“0 y

kp´zqp´1´k.
(3) pgcdpu, y ` zq “ 1 Soit α un nombre premier qui divise u et y ` z.

D’abord α divise xp et donc x (lemme 3.17). Autrement dit : rxsα “ 0.
Ensuite, 0 “ rx` zsα, de telle sorte que

rysα “ ´rzsα (6.25)EQooPTICooBNDwpxEQooPTICooBNDwpx

Enfin, en prenant la classe de u modulo α, et en substituant (6.25) :

0 “ rusα “
“ p´1ÿ

k“0
ykp´zqp´1´k‰

α
(6.26a)

“
p´1ÿ

k“0
ryksαryp´1´ksα (6.26b)

“
p´1ÿ

k“0
rysp´1

α (6.26c)

“ prysp´1
α . (6.26d)

Nous avons donc prysp´1
α “ 0. Mais Z{αZ est un anneau intègre 7. Donc la règle du produit

nul s’applique 8 et nous avons deux possibilités : rpsα “ 0 ou rysp´1
α “ 0.

D’abord α divise déjà x. Or pgcdpx, yq “ 1. Donc α ne peut pas diviser y (à part si α “ 1
évidemment), et à fortiori pas yp´1 non plus. Nous en déduisons que rpsα “ 0. Puisque p est
premier, nous avons p “ α.
Mais nous avons déjà vu que α divisait x. Donc 0 “ rxsα “ rxsp. Cela n’est pas possible
parce que rxyzsp ‰ 0.
Nous avons donc prouvé que pgcdpu, y ` zq “ 1.

7. Corolaire 1.236.
8. Proposition 1.193.
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(4) Utilisation d’un lemme
Pour rappel, p est impair. Nous avons p´xqp “ py` zqu. Le lemme 3.21 nous dit qu’il existe
a, α P Z tels que #

y ` z “ ap

u “ αp.
(6.27)EQooKMPZooCShIITEQooKMPZooCShIIT

Ce que nous venons de faire pour y ` z peut être fait pour les autres couples. Donc il existe
a, b, c P Z tels que

y ` z “ ap (6.28a)
x` z “ bp (6.28b)
x` y “ cp. (6.28c)

(5) q divise un et un seul des x, y ou z Supposons que q ne divise ni x, ni y ni z. Alors le
lemme 6.18 dit que xp P r˘1sq, yp P r˘1sq et zp P r˘1sq. Donc les valeurs possibles pour
rxp ` yp ` zpsq sont r˘3sq et r˘1sq.
Mais nous avons supposé que xp ` yp ` zp “ 0 et que q ě 5 de telle sorte que r˘3sq ‰ 0.
Contradiction. Donc q divise au moins un des trois x, y ou z.
Nous avons déjà montré que x, y et z étaient deux à deux premiers entre eux. Donc q ne
peut diviser qu’un seul des trois.

(6) q divise x Jusqu’à présent x, y et z avaient des rôles symétriques. Maintenant nous sup-
posons que q divise x.

(7) rypsq “ r˘1sq Nous savons que cp “ x` y. En passant aux classes modulo q, nous avons

rcpsq “ rxsq ` rysq “ rysq (6.29)

parce que nous avons choisi que q divise x. Nous avons maintenant les implications suivantes :
q ne divise pas y.
ñ q ne divise pas cp parce que rysq “ rcpsq.
ñ q ne divise pas c par le lemme 3.17.
ñ cp P r˘1sq par le lemme 6.18.
ñ y P r˘1sq toujours parce que rysq “ rcpsq.

(8) rzpsq “ r˘1sq Parce que les rôles de y et z sont symétriques. Donc ce que nous avons fait
pour obtenir rypsq “ r˘1sq tient pour avoir rzpsq “ r˘1sq.

(9) q divise y ` z Nous avons dit que q divisait x. Il divise donc aussi 2x. Nous avons :

2x “ px` yq ` px` zq ´ py ` zq “ cp ` bp ´ ap. (6.30)

En passant au modulo q, à gauche nous avons r2xsq “ 0. Donc

rapsq “ rcpsq ` rbpsq (6.31a)
“ rysq ` rzsq (6.31b)
“ r˘1sq ` r˘1sq (6.31c)
P tr2sq, r´2sq, r0squ. (6.31d)

En tout état de cause, rapsq n’est pas r˘1sq. La contraposée du lemme 6.18 nous dit alors
que q divise ap “ y ` z.

(10) rysq “ r´zsq Il s’agit seulement du fait que q divise y ` z.
(11) rusq “ rpsq Par définition, u “ řp´1

k“0 y
kp´zqp´1´k. On passe au modulo q, en substituant

r´zsq par rysq :

rusq “
p´1ÿ

k“0
ryskq rysp´1´k

q “
p´1ÿ

k“0
rysp´1

q “ prysp´1
q “ rpsq (6.32)

La dernière égalité est le fait que rysq “ r˘1sq et que p´ 1 est pair.
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(12) La contradiction Vous vous souvenez de (6.27) qui disait que u “ αp pour un certain p ?
Nous avons les implications suivantes :
rαpsq “ rpsq ‰ 0 ñq ne divise pas αp.
ñq ne divise pas α.
ñ αp P r˘1sq .
ñ rpsq P r˘1sq.
La dernière ligne est clairement fausse parce que q ą p et p n’est certainement pas égal à 1
ou ´1.

Nous avons prouvé le théorème pour les triples px, y, zq sans facteur commun. Si k était un
diviseur commun de x, y et z, alors px{k, y{k, z{kq serait encore une solution, ce qui n’est pas le
cas.

6.2 Théorème des deux carrés
PropleGdaT

Proposition 6.20.
Soit p un nombre premier et P un élément de FprXs. L’anneau FprXs{pP q est intègre si et seule-
ment si P est irréductible dans FprXs.
Démonstration. Supposons que P soit réductible dans FprXs, c’est-à-dire qu’il existe Q,R P FprXs
tels que P “ QR. Dans ce cas, Q̄ est diviseur de zéro dans FprXs{pP q parce que Q̄R̄ “ 0.

Nous supposons maintenant que FprXs{pP q ne soit pas intègre : il existe des polynômes R,Q P
FprXs tels que Q̄R̄ “ 0. Dans ce cas le polynôme QR est le produit de P par un polynôme :
QR “ PA. Tous les facteurs irréductibles de A étant soit dans Q soit dans R, il est possible de
modifier un peu Q et R pour obtenir QR “ P , ce qui signifie que P n’est pas irréductible.

6.2.1 Un peu de structure dans Zris
LemSCAlICY

Lemme 6.21.
L’application

N : Zris Ñ N

a` bi ÞÑ a2 ` b2 (6.33)

est un stathme euclidien pour Zris.

Démonstration. Soient t, z P Zriszt0u dont le quotient s’écrit
z

t
“ x` iy (6.34)

dans C. Nous considérons q “ a` bi où a et b sont les entiers les plus proches de x et y. Si il y a
ex aequo, on prend au hasard 9. Alors nous avons

|z
t
´ q| ď |1` i|2 “

?
2

2 ă 1. (6.35)

On pose r “ z ´ qt qui est bien un élément de Zris. De plus

|r| “ |z ´ qt| “ |t||z
t
´ q| ă |t|, (6.36)

c’est-à-dire que |r|2 ă |t|2 et donc Nprq ă Nptq.
Étant donné que Zris est euclidien, il est principal (proposition 1.247).

LemBMEIiiV

Lemme 6.22.
Les éléments inversibles de Zris sont t˘1,˘iu.

9. Dans l’exemple 1.246, nous prenions toujours l’inférieur parce que le stathme tenait compte de la positivité.
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Démonstration. Déterminons les éléments inversibles de Zris. Si z P Zris˚, alors il existe z1 P Zris˚
tel que zz1 “ 1. Dans ce cas nous aurions

1 “ Npzz1q “ NpzqNpz1q, (6.37)

ce qui est uniquement possible avec Npzq “ Npz1q “ 1, c’est-à-dire z “ ˘1 ou z “ ˘i. Nous avons
donc

Zris˚ “ t˘1,˘iu. (6.38)

DEFooUCSHooJqGuVB

Définition 6.23 ([159]).
Un monoïde est un triplet pE, ˚, eq où E est un ensemble, e est un élément de E et ˚ : EˆE Ñ E
est une loi de composition telle que pour tout x, y P E,

(1) x ˚ py ˚ zq “ px ˚ yq ˚ z (associativité)
(2) e ˚ x “ x ˚ e “ x (e est un neutre).

Nous notons Σ “ ta2 ` b2 tel que a, b P Nu.
LemIBDPzMB

Lemme 6.24.
L’ensemble Σ “ ta2 ` b2 tel que a, b P Nu est un sous-monoïde 10 de N.

Démonstration. Il suffit de prouver que si m,n P Σ, alors le produit mn est également dans Σ. Soit
N , le stathme euclidien sur Zris (celui donné par le lemme 6.21). Vu que n P Σ, il existe z P Zris
tel que Npzq “ n. Idem pour m : il existe z1 P Zris tel que Npz1q “ m. Nous avons évidemment
zz1 P Zris, et

Npzz1q “ NpzqNpz1q “ nm. (6.39)

Donc nm est l’image de zz1 par N , ce qui prouve que nm P Σ.
ThospaAEI

Théorème 6.25 (Théorème des deux carrés, version faible).
Un nombre premier est somme de deux carrés si et seulement si p “ 2 ou p P r1s4.

Démonstration. Soit p un nombre premier dans Σ. Si a “ 2k, alors a2 “ 4k2 et a2 “ 0 mod 4. Si
au contraire a est impair, a “ 2k ` 1 et a2 “ 4k2 ` 1` 4k “ 1 mod 4. La même chose est valable
pour b. Par conséquent, a2 ` b2 est automatiquement r0s4, r1s4 ou r2s4. Évidemment les nombres
de la forme 0 mod 4 ne sont pas premiers ; parmi les 2 mod 4, seul p “ 2 est premier (et vaut
12 ` 12).

Nous avons démontré que les seuls premiers de la forme a2` b2 sont p “ 2 et les p “ 1 mod 4.
Il reste à faire le contraire : démontrer que si un nombre premier p vaut 1 mod 4, alors il est
premier. Nous considérons l’anneau

Zris “ ta` bi tel que a, b P Zu. (6.40)

puis l’application
N : Zris Ñ N

a` bi ÞÑ a2 ` b2.
(6.41)

Un peu de calcul dans C montre que pour tout z, z1 P Zris, Npzz1q “ NpzqNpz1q.
Nous savons que les éléments inversibles de Zris sont ˘1 et ˘i (lemme 6.22).
Le lemme 6.21 montre que Zris est un anneau euclidien parce que N est un stathme. L’anneau

Zris étant euclidien, il est principal (proposition 1.247).
Pour la suite, nous allons d’abord montrer que p P Σ si et seulement si p n’est pas irréductible

dans Zris, puis nous allons voir quels sont les irréductibles de Zris.
10. Définition 6.23.



468 CHAPITRE 6. CORPS

Soit p, un nombre premier dans Σ. Si p “ a2 ` b2, alors nous avons p “ pa` ibqpa´ biq, mais
étant donné que p est premier, nous avons a ‰ 0 et b ‰ 0. Du coup p n’est pas inversible dans
Zris, mais il peut être écrit comme le produit de deux non inversibles. Le nombre p est donc non
irréductible dans Zris.

Dans l’autre sens, nous supposons que p est un nombre premier non irréductible dans Zris.
Nous avons alors p “ zz1 avec ni z ni z1 dans t˘1,˘iu. En appliquant N nous avons

p2 “ Nppq “ NpzqNpz1q. (6.42)

Comme p est premier par hypothèse, c’est uniquement possible avec Npzq “ Npz1q “ p (avoir
Npzq “ 1 est impossible parce que cela signifirait que z est inversible). Si z “ a ` ib, alors
p “ Npzq “ a2 ` b2, et donc p P Σ.

Nous savons déjà que Zris est un anneau principal et n’est pas un corps ; la proposition 1.237
s’applique donc et p sera non irréductible si et seulement si l’idéal ppq est non premier. Le fait que
ppq soit un idéal non premier implique que le quotient Zris{ppq est non intègre (c’est la définition
d’un idéal premier). Nous cherchons donc les nombres premiers pour lesquels le quotient Zris{ppq
n’est pas intègre.

Nous commençons par écrire le quotient Zris{ppq sous d’autres formes. D’abord en remarquant
que si I et J sont deux idéaux, on a pA{Iq{J » pA{Jq{I. Par conséquent, en tenant compte du
fait que Zris “ ZrXs{pX2 ` 1q, nous avons

Zris{ppq “ pZrXs{ppqq{pX2 ` 1q “ FprXs{pX2 ` 1q. (6.43)

Nous avons donc équivalence des propositions suivantes :

p P Σ (6.44a)
FprXs{pX2 ` 1q n’est pas intègre (6.44b)

X2 ` 1 n’est pas irréductible dans Fp (6.44c)EqZkdrvhEqZkdrvh

X2 ` 1 admet une racine dans Fp (6.44d)
´1 P pFp̊q2 (6.44e)

Dy P Fp̊ tel que y2 “ ´1. (6.44f)

Le point (6.44c) vient de la proposition 6.20. Maintenant nous utilisons le fait que p soit un premier
impair (parce que le cas de p “ 2 est déjà complètement traité), donc pp´ 1q{2 P N et nous avons,
pour le y de la dernière ligne,

p´1qpp´1q{2 “ py2qpp´1q{2 “ yp´1 “ 1 (6.45)

parce que dans Fp nous avons ypp´1q “ 1 par le petit théorème de Fermat (théorème 6.15). Ainsi
p doit vérifier

1 “ p´1qpp´1q{2, (6.46)
c’est-à-dire p´1

2 “ 0 mod 2 ou encore p “ 1 mod 4.

Remarque 6.26.
Il n’est pas dit que les nombres dans r1s4 sont premiers (9 “ 8 ` 1 ne l’est pas par exemple). Le
théorème signifie que (à part 2), si un nombre premier est dans r1s4 alors il est somme de deux
carrés, et inversement, si un nombre premier est somme de deux carrés, il est dans r1s4.

Théorème 6.27 (Théorème des deux carrés[104]).
Soit n ě 2 un nombre dont nous notons

n “
ź

pPP
pvppnq (6.47)EqBMHTzCTEqBMHTzCT

où P est l’ensemble des nombres premiers. Alors n P Σ si et seulement si pour tout p P P X r3s4,
nous avons vppnq P r0s2 (c’est-à-dire vppnq est pair).
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Démonstration. (1) Condition suffisante.
Le produit (6.47) est évidemment un produit fini que nous pouvons alors regrouper en quatre
parties : P X r0s4, P X r1s4, P X r2s4 et P X r3s4.

— Il n’y a pas de nombres premiers dans r0s4.

— Les nombres premiers de r1s4 sont dans Σ. Le produit d’éléments de Σ étant dans Σ,
nous avons ź

pPPXr1s4

pvppnq P Σ. (6.48)

— Le seul nombre premier dans r2s4 est 2. C’est un élément de Σ.

— Le produit ź

pPPXr3s4

pvppnq (6.49)

est par hypothèse un produit de carrés (vppnq est pair), et est donc un carré.

Au final le produit
ś
pPP p

vppnq est un produit d’un carré par un élément de Σ, ce qui est
encore un élément de Σ.
Pour cette partie, nous avons utilisé et réutilisé le lemme 6.24.

(2) Condition nécessaire.
Soit p, un nombre premier. Nous voulons montrer que

tvppnq tel que n P Σu Ă r2s2. (6.50)

Pour montrer cela nous allons procéder par récurrence sur les ensembles

Ek “ tvppnq tel que n P Σu X t0, . . . , ku. (6.51)

Il est évident que les éléments de E0 sont pairs, puisqu’il n’y a que zéro, qui est pair.
Supposons que Ek Ă r0s2, et montrons que Ek`1 Ă r0s2. Soit un élément de Ek`1, c’est-à-dire
vppnq ď k` 1 avec n “ a2` b2. Si vppnq “ 0 alors l’affaire est réglée ; sinon c’est que p divise
n. Mais dans Zris nous avons

n “ a2 ` b2 “ pa` biqpa´ biq (6.52)

Comme Zris est principal, le lemme de Gauss 3.74 nous dit que si p divise n, alors il doit
diviser soit a` bi, soit a´ bi (et en fait, les deux). Nous avons alors p  a et p  b en même
temps. Et donc

p2  a2 ` b2 “ n. (6.53)

Posons a “ pa1 et b “ pb1 avec a1, b1 P N. Nous avons

n

p2 “
p2a12 ` p2b12

p2 “ a12 ` b12 P Σ. (6.54)

Mais par construction,

vp

ˆ
n

p2

˙
“ vppnq ´ 2 ă k. (6.55)

Donc vpp np2 q est pair et par conséquent, vppnq doit également être pair.
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6.2.2 Résultats chinois

Nous allons maintenant parler du système d’équations SUBEQooHVCTooGXvbAH

"
x “ a1 mod p (6.56a)
x “ a2 mod q (6.56b)

avec a1, a2 donnés dans Z et p, q des entiers premiers entre eux. Le lemme chinois nous donne la
liste des solutions ainsi qu’une manière de les construire. Le théorème chinois en sera une espèce
de corolaire qui établira l’isomorphisme d’anneaux Z{pqZ » Z{pZˆ Z{qZ. Voir [160].

Notons que le système (6.56), en suivant les notations usuelles du Frido s’écrit plutôt

x P ra1sp X ra2sq. (6.57)
LemCtUeGA

Lemme 6.28 (Lemme chinois [161]).
Soient n1, n2 deux entiers premiers entre eux 11. Soient a1, a2 P Z. ITEMooZVUSooGoplQW

(1) Il existe u1, u2 P Z tels que
u1n1 ` u2n2 “ 1. (6.58)EQooIJXOooNEfCBoEQooIJXOooNEfCBo

ITEMooFMFEooQHNLFc

(2) Nous posons
a “ a1u2n2 ` a2n1u1. (6.59)

Nous avons
ra1sn1 X ra2sn2 “ rasn1n2 . (6.60)

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Pour (1) Il suffit d’utiliser le théorème de Bézout 1.229
(2) Pour (2) première inclusion Soit x P rasn1n2 , et vérifions que x P ra1sn1 . Il existe k P Z

tel que
x “ a1u2n2 ` a2n1u1 ` kn1n2. (6.61)

En remplaçant u2n2 par 1´ u1n1, nous avons

x “ a1p1´ u1n1q ` a2n1u1 ` kn1n2 P ra1sn1 (6.62)

parce qu’il n’y a que le tout premier terme qui ne contient pas de facteur n1.
Le fait que x P ra2sn2 se vérifie de même 12.

(3) Pour (2) seconde inclusion Soit x P ra1sn1 Xra2sn2 . Il existe k P Z tel que x “ a1` kn2.
Donc

x´ a “ a1 ` kn1 ´ pa1u2n2 ` a2n1u1q (6.63a)
“ a1 ´ a1u2n2 ` k1n1 (6.63b)
“ a1 p1´ u2n2qlooooomooooon

“u1n1

`k1n1 (6.63c)

“ a1u1n1 ` k1n1, (6.63d)

ce qui signifie que n1 divise x´ a..
De même nous prouvons que n2 divise x´ a. Il existe k, l P Z tels que

x´ a “ kn1 “ ln2. (6.64)EQooFMWBooTpqpojEQooFMWBooTpqpoj

En particulier n1 divise ln2 alors que n1 et n2 sont premiers entre eux. Le lemme de Gauss
3.74 dit alors que n1 divise l. Il existe donc s P Z tel que l “ sn1. En remettant ce l dans
(6.64), nous trouvons

x´ a “ ln1 “ sn1n2, (6.65)

11. Définition 1.252.
12. Je dis ça au hasard ; je n’ai pas vérifié. Faites-moi signe si c’est bon.
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et donc x´ a est divisible en n1n2, c’est-à-dire

x P rasn1n2 , (6.66)

ce qu’il fallait prouver.

THOooQHYLooVMBAfe

Théorème 6.29 (Théorème chinois[162]).
Soient p, q deux naturels premiers entre eux. Si p, q ě 2 alors l’application

ϕ : Z{pqZÑ Z{pZˆ Z{qZ
rxspq ÞÑ

`rxsp, rxsq
˘ (6.67)

est un isomorphisme d’anneaux.

Démonstration. Nous devons prouver que l’application ϕ respecte la somme, le produit et qu’elle
est bijective. En ce qui concerne la somme,

ϕprqspq ` ryspqq “ ϕ
`px` yq mod pq

˘
(6.68a)

“ `rx` ysp, rx` ysq
˘

(6.68b)
“ `rxsp ` rysp, rxsq ` rysq

˘
(6.68c)

“ `rxsp, rxsq
˘` `rysp, rysq

˘
(6.68d)

“ ϕpxq ` ϕpyq. (6.68e)

En ce qui concerne le produit, c’est le même jeu : nous obtenons

ϕ
`rxyspq

˘ “ ϕprxspqsqϕpryspqq (6.69)

en utilisant le fait que rxysp “ rxsprysp.
Montrons maintenant que ϕ est surjective. Soient y1, y2 P Z et x P Z. Demander

ϕprxspqq “
`ry1sp, ry2sq

˘
(6.70)

revient à demander de résoudre le système
" rxsp “ ry1sp (6.71a)
rxsq “ ry2sq (6.71b)

pour l’inconnue x P Z. Le lemme chinois 6.28 nous assure qu’une solution existe.
En ce qui concerne l’injectivité, nous supposons que x et y soient deux entiers tels que

ϕprxspqq “ ϕpryspqq. (6.72)

Nous en déduisons le système
" rxsp “ rysp (6.73a)
rxsq “ rysq (6.73b)

c’est-à-dire qu’il existe des entiers k et l tels que x “ y ` kp et x “ y ` lq ou encore tels que

kp` lq “ 0. (6.74)

Étant donné que p et q sont premiers entre eux, le lemme de Gauss 3.12 implique que p divise l :
il existe l1 P Z tel que lp1 “ l. En injectant cela dans x “ y ` lq, nous trouvons x “ y ` l1pq. Donc
rxspq “ ryspq, ce qu’il fallait.

THOooVIGQooUhwBLS

Théorème 6.30 (Théorème chinois[1]).
Soit A un anneau commutatif. Soient n ě 2, des éléments x1, . . . , xn dans A et des idéaux I1, . . . , In
tels que Ii ` Ij “ A pour tout i ‰ j.

Alors il existe un x P A tel que x´ xi P Ii pour tout 1 ď i ď n.
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Démonstration. En plusieurs points.
(1) Définition de Jk

Pour k P t1, . . . , nu nous notons Jk le produit Jk “ś
l‰k Il.

(2) Si k ‰ i alors Jk Ă Ii Un élément de Jk est de la forme
ź

l‰k
aj “ ai

ź

l‰k
l‰i

al (6.75)EQooLVTXooIrdWbHEQooLVTXooIrdWbH

avec al P Il. Vu que ai est dans Ii qui est un idéal, tout le produit (6.75) est dans Ii.
(3) Ii ` Ji “ A En effet, soit k ‰ i. Nous avons Ji Ă Ik et donc

Ii ` Ji Ă Ii ` Ik “ A. (6.76)

(4) Des α et des β
Soit i P t1, . . . , nu. Puisque Ii`Ji “ A, nous pouvons donc prendre αi P Ii et βi P Ji tels que

αi ` βi “ 1. (6.77)

(5) Et enfin Nous posons x “ řn
i“1 βixi. Pour chaque k nous avons

x´ xk “
nÿ

i“1
βixi ´ xk (6.78a)

“
ÿ

i‰k
βixi ` pβk ´ 1qxk (6.78b)

“
ÿ

i‰k
βixi ´ αkxk. (6.78c)

Les deux termes sont dans Ik. En effet, d’une part βi P Ji Ă Ik et Ik est un idéal, donc
βixi P Ik, et d’autre part αk P Ik, donc αkxk P Ik.
Un idéal étant stable par somme, la somme du tout est dans Ik.

Remarque 6.31.
Ce théorème chinois est bien une généralisation du lemme chinois 6.28. En effet, l’élément x dont
il est question est solution du problème x “ xi mod Ii. L’hypothèse Ii` Ij “ A n’est pas nouvelle
non plus étant donné que si p et q sont des entiers premiers entre eux nous avons pZ ` qZ “ Z
par le corolaire 1.231.

6.3 Polynômes à coefficients dans un corps
SECooFYOGooQHitgE

Nous supposons que K est un corps commutatif, et nous étudions l’anneau KrXs, défini
en 1.352.

LEMooKSTIooSTxAll

Lemme 6.32 ([118]).
Soit un anneau factoriel A, ainsi que son corps des fraction 13 K. Si P P KrXs est de degré ě 1,
nous pouvons écrire P “ qP1 où

(1) q P Kˆ

(2) P1 P ArXs est primitif 14.

13. Définition 1.362.
14. Définition 3.115(1).
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Démonstration. Nous considérons le polynôme P “ řn
j“0

aj

sj
Xj avec n ě 1, aj P A, sj P A˚ et

an ‰ 0. Si s P ppcmptsjuj“1,...,nq, nous avons

P “ 1
s

nÿ

j“1
a1
jX

j (6.79)

avec a1
j P A.

Si d P pgcdpta1
juq, nous pouvons écrire a1

j “ dbj où les bj P A sont premiers entre eux. Avec
tout ça,

P “ d

s

ÿ

j

bjX
j . (6.80)

Maintenant en posant q “ d{s et P1 “ ř
j bjX

j nous avons ce qu’il faut parce que d{s P Kˆ et P1
est primitif.

LEMooGTPJooPWkffg

Lemme 6.33 ([41]).
Soit un polynôme primitif P P ArXs sur l’anneau factoriel A. Nous notons K le corps des fractions
de A Soient Q,R P KrXs tels que P “ QR. Il existe q, r P K tels que

P “ pqQqprRq (6.81)

avec qQ, rR dans ArXs.
Démonstration. En utilisant le lemme 6.32, nous considérons qQ “ Q1 et rR “ R1 avec Q1 et R1
primitifs dans ArXs. Avec ces éléments nous avons

R1Q1 “ rqPQ “ qrP. (6.82)EQooMGXYooIAFBgyEQooMGXYooIAFBgy

À priori q et p sont dans K. Nous allons prouver que qr “ 1 . . .pas tout à fait. Nous allons prouver
que qr est inversible. Ensuite il faudra choisir les q et r un peu autrement.

(1) qr P A Posons P “ ř
i aiX

i ainsi que qr “ s{t avec s, t P A. Nous supposons que s{t est
une fraction irréductible. L’équation (6.82) nous dit que le polynôme qrP est R1Q1 et donc
à coefficients dans A. Pour chaque i, il existe donc bi P A tel que

sai
t
“ bi, (6.83)

ou encore sai “ tbi. Donc nous avons t  sai pour tout i. Vu que la fraction pgcdpt, sq “ 1, le
lemme de Gauss 3.74 nous indique que t divise ai. Donc si δ P pgcdptaiui“1,...,nq, alors t  δ.
Vu que P est primitif, δ est inversible, et donc t l’est aussi. Nous avons alors le calcul

s

t
“ st´1

tt´1 “ st´1 P A. (6.84)

Nous avons prouvé que qr P A.
(2) qr est inversible

Comme qr est dans A nous pouvons l’utiliser dans le lemme 1.197. Nous savons que cpP q est
inversible, disons cpP q “ u. Nous avons donc, en utilisant le lemme 3.119,

qru “ qr cpP q “ u cpqrP q “ u cpQ1R1q “ uv cpQ1qcpR1q P Aˆ (6.85)

pour un certain inversible v P Aˆ. Donc qru est inversible et comme u est inversible, qr est
inversible.

(3) Conclusion
Nous avions P “ QR, et nous avions posé qQ “ Q1, rR “ R1. Maintenant, en posant
u “ pqrq´1 nous avons

puqQqprRq “ uqrQR “ P. (6.86)
En même temps, uqQ “ uQ1 P ArXs et rR “ R1 P ArXs. Donc les polynômes qui satisfont
la demande sont uqQ et rR.
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THOooJESZooNqScLF

Théorème 6.34 ([41]).
Soient un anneau factoriel A et son corps des fractions K. Les irréductibles 15 dans ArXs sont :

(1) les polynômes de degré zéro dont l’unique coefficient est un élément irréductible de A (poly-
nômes constants),

ITEMooVKOOooDeGYYz

(2) les polynômes de ArXs qui sont de degré ě 1, primitifs dans ArXs et irréductibles dans KrXs.
Démonstration. Un polynôme est soit de degré zéro soit de degré ě 1.

(1) Degré zéro, ñ
Soit un polynôme irréductible 16 P P P0pAq.
Si nous notons a P A l’unique coefficient de P , nous devons prouver que a est irréductible
dans A.

(1a) a n’est pas inversible Si a était inversible dans A, alors nous pourrions considérer
le polynôme Q P P0pAq dont le coefficient est a´1. Nous aurions alors PQ “ U où
U P PpAq est le polynôme dont le coefficient est 1 P A.
Ce U étant le neutre pour la multiplication dans PpAq, le polynôme P est inversible, ce
qui est contraire à l’hypothèse.

(1b) a n’est pas produit de deux non inversibles Même jeu : si a “ xy avec x et y
non inversibles, alors en prenant les polynômes correspondants, P est produit de deux
non inversibles, le polynôme P serait produit de deux non inversibles, et donc pas
irréductible dans PpAq.

(2) Degré zéro, ð
Si a est irréductible dans A, le polynôme P de coefficient a est irréductible dans PpAq. Même
principe de preuve que le point précédent.

(3) Degré n ě 1, ñ
Soit P P PnpAq irréductible dans PpAq. Nous devons démontrer que P est dans le cas
(2). Nous écrivons P “ cpP qP1 avec P1 primitif. Vu que P n’est pas produit de deux non
inversibles et que P1 n’est pas inversible, le polynôme cpP q P P0pAq est inversible 17, et donc
cpP q est inversible dans A. Cela démontre déjà que P est primitif.
Pour voir que P est irréductible dans PpKq, nous supposons avoir une égalité P “ QR avec
Q,R P PpKq. Par le lemme 6.33, il existe q, r P K tels que

P “ pqQqprRq (6.87)

avec qQ, rR P PpAq. Vu que P est irréductible dans PpAq, soit qQ soit rR doit être inversible
dans PpAq. Supposons que ce soit qQ. Nous avons donc qQ P Aˆ (qui serait mieux écrit
qQ P P0pAˆq), et donc Q P PpKqˆ.
En résumé nous avons prouvé que si P “ QR (dans PpKq), alors soit Q soit R était dans
PpKqˆ.

(4) Degré n ě 1, ð
Nous supposons que P P PnpAq vérifie la condition (2), et nous montrons qu’il est irréductible
dans PpAq. Les polynômes non constants ne sont jamais inversibles, donc pour cette partie-là
de la définition d’irréductibilité on est bon.

15. Définition 1.185.
16. Cette notation P de (1.486) devrait être utilisée plus souvent ; dans le meilleur des mondes, on n’utiliserait

jamais ArXs.
17. On note de la même manière le polynôme constant cpP q et l’élément cpP q dans A, parce qu’on a beau détester

les abus de notations, il y a des limites.
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Supposons que P “ QR avec Q,R P PpAq Ă PpKq. Comme P est irréductible dans PpKq,
un des deux Q ou R est inversible dans PpKq. Disons que Q le soit. Donc Q P PpKqˆ, et
nous notons q P Kˆ l’unique coefficient de Q. Nous avons donc

P “ qR. (6.88)EQooQUMSooFGIGxEEQooQUMSooFGIGxE

Comme, dès le début, on avait dit Q P PpAq, nous avons en réalité q P A. Nous pouvons donc
prendre le contenu de (6.88) en appliquant le lemme 1.197 : cpP q “ q cpRq. Nous savons que
cpP q est inversible dans A ; nous multiplions par cpP q´1 :

1 “ qcpRqcpP q´1. (6.89)

Nous voyons que cpRqcpP q´1 est un inverse de q dans A. Donc P est irréductible dans PpAq.

THOooVZUBooNSvcBr

Théorème 6.35 ([41]).
Si A est un anneau factoriel, l’anneau des polynômes PpAq est factoriel.

Démonstration. Si P P PpAq, nous devons prouver l’existence et l’unicité d’un décomposition de
P en irréductibles.

Existence

Nous y allons par récurrence sur le degré de P .
(1) Si degpP q “ 0 L’unique coefficient de P est un élément de A, et se décompose en irréduc-

tibles parce que A est factoriel.
(2) Si degpP q “ n` 1 Nous supposons que l’existence est prouvée pour tout k ď n. Nous

écrivons P “ cpP qP p0q
1 avec P primitif dans PpAq. Il y a deux possibilités : soit cpP q est

inversible, soit non. Si cpP q est inversible, alors P est primitif et nous posons P1 “ P et
c1 “ 1. Si cpP q n’est pas inversible, alors nous posons c1 “ cpP q et P1 “ P

p0q
1 . Dans les deux

cas nous avons
P “ c1P1 (6.90)

où P1 est primitif et c1 est soit 1 soit non inversible. Si c1 “ 1, il n’y a rien à faire avec
lui. Sinon, il est non inversible et non nul dans A qui est factoriel. Nous avons donc une
décomposition en irréductibles c1 “ p1 . . . pk. Dans le cas c1 “ 1, nous avons p1 “ 1 et c’est
tout.
En ce qui concerne P1, il y a deux possibilités : soit il est irréductible dans PpKq soit pas. Si
il est irréductible dans PpKq alors il est à fortiori irréductible dans PpAq et

P “ p1 . . . pkP1 (6.91)

est une décomposition de P en irréductibles dans PpAq.
Et si P1 n’est pas irréductible ? C’est qu’il existe deux non inversibles Q,R P PpKq tels que
P “ QR. Le lemme 6.33 permet d’écrire alors

P1 “ QR “ Q1R1 (6.92)

avec Q1, R1 P PpAq. Notons que ni P1 ni R1 ne sont des constantes : les constantes sont
inversibles dans PpKq. Et comme la construction du lemme montre que degpQ1q “ degpQq
et degpR1q “ degpRq, les polynômes Q1 et R1 sont non constants dans PpAq. Nous avons
donc degpQ1q ă n` 1 et degpR1q ă n` 1.
L’hypothèse de récurrence fonctionne pour les polynômes Q1 et R1 dans PpAq. Nous avons
donc des polynômes irréductibles S1, . . . Sl tels que

P1 “ Q1R1 “ S1 . . . Sl. (6.93)
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Au final, nous avons la décomposition 18

P “ p1 . . . pkS1 . . . Sl. (6.94)

Unicité

Soient P “ p1 . . . pkS1 . . . Sm “ q1 . . . qlT1 . . . Tn deux décompositions de P en irréductibles de
A. Les pi et les qi sont les polynômes de degré zéro (donc dans A) et les Si, Tj sont ceux de degré
strictement positifs.

(1) Pour les pi et qj
Comme les polynômes Si et Tj sont irréductibles leurs contenus sont inversibles, et en utilisant
les lemmes 3.119 et 1.197, l’égalité

cpp1 . . . pkS1 . . . Smq “ cpq1 . . . qlT1 . . . Tnq (6.95)

devient
p1 . . . pkcpS1 . . . Smq “ q1 . . . qlcpT1 . . . Tnq. (6.96)

Il existe donc un inversible u P A tel que p1 . . . pk “ uq1 . . . ql. L’élément puq1q est irréductible
(lemme 1.188) et donc

p1 . . . pk “ puq1qq2 . . . ql (6.97)

sont deux décompositions en irréductibles du même élément dans A. Donc, parce que A est
factoriel, nous avons k “ l et il existe une permutation σ qui fait que pi est associé à qσpiq.

(2) Pour les polynômes
Nous avons S1 . . . Sm “ T1 . . . Tm. Le polynôme S1 divise le produit T1 . . . Tm. Comme S1 est
irréductible dans PpAq, il est irréductible dans PpKq par le théorème 6.34.
L’anneau PpKq est euclidien par 3.110 et donc principal par 1.247. Or dans un anneau
principal, les irréductibles sont premiers par 1.227. Tout ça pour dire que S1 est premier
dans PpKq. Donc, comme il divise un produit, il doit diviser un des facteurs. Disons que
S1  Ti dans PpKq.
Il existe R P PpKq tel que S1R “ Ti. Comme S1 est non inversible (irréductible), et Ti est
irréductible, R doit être inversible dans PpKq. Il existe q P Kˆ tel que Ti “ qS1.
Comme Ti et S1 sont irréductibles, ils sont primitifs dans PpAq (théorème 6.34). Supposons
que q s’écrive sous forme irréductible q “ s{t avec s, t P A. On note Ti “ ř

j ajX
j et

S1 “ ř
j bjX

j . Pour tout i nous avons

sbj
t
“ aj , (6.98)

ou encore sbj “ taj . Donc t divise sbj pour tout j. Mais comme t est premier avec s, l’élément
t divise bj pour tout j. Il divise dont le pgcd des aj qui est inversible parce que Ti est primitif.
Bref, t est inversible dans A. Nous avons donc

q “ s

t
“ st´1

tt´1 “ st´1 P A. (6.99)

Nous avons donc Ti “ qS1 avec q P A. Comme Ti et S1 sont irréductibles dans PpAq, l’élément
q est inversible dans A.
Nous avons fini de montrer que S1 était associé à un des Ti. L’égalité

S1 . . . Sm “ T1 . . . Tn (6.100)

peut être alors récrite
S1 . . . Sm “ qT1 . . . Ti´1S1Ti`1 . . . Tn (6.101)

18. Ici [118] utilise le théorème 6.34. Certes, il présente sa récurrence de façon un peu différente, mais j’espère n’avoir
pas loupé une étape. Soyez prudente et écrivez-moi si vous voyez une erreur.
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Comme A est factoriel, il est intègre, et donc PpAq est intègre (théorème 3.104). Nous pouvons
donc simplifier par S1 et il reste

S2 . . . Sm “ uT1 . . . Ti´1Ti`1 . . . Tn. (6.102)

Par récurrence, nous avons que chacun des Si est associé à un des Tj .

PropqGZXvr

Proposition 6.36 ([118, 163]).
Si K est un corps commutatif, alors l’anneau des polynômes PpKq est est factoriel 19.

Démonstration. Un corps est un anneau factoriel (proposition 3.81), donc le théorème 6.35 conclut
que l’anneau des polynômes sur un corps est factoriel.

6.3.1 Irréductibilité

Pour rappel, un élément irréductible dans un anneau est la définition 1.185 : non inversible et
pas les produit de deux non inversibles.

LEMooTMSUooCWoVHG

Lemme 6.37.
Soit un corps K. Les éléments inversibles dans KrXs sont les polynômes constants non nuls.

Exemple 6.38.
Si un polynôme P P ZrXs n’a que des racines complexes, ça ne l’empêche pas d’être réductible
sur Z. La réductibilité ne signifie pas qu’on peut mettre des racines en évidence. Par exemple le
polynôme P “ X4 ` 3X2 ` 2 est réductible sur Z en

P “ pX2 ` 1qpX2 ` 2q, (6.103)

mais n’a pas de racines dans Z. Si on veut réduire plus, il faut sortir de Z.
△

DefCPLSooQaHJKQ

Définition 6.39 (Polynôme scindé).
Nous disons que P P KrXs est scindé sur K si il est produit dans KrXs de polynômes de degré 1.

Note : les constantes ne sont donc pas des polynômes scindés.

Proposition 6.40 (Critère d’Eisenstein).
Soit le polynôme P “ řn

k“0 anX
n dans ZrXs. Nous supposons avoir un nombre premier p tel que

(1) p divise tous les a0, . . . , an´1,
(2) p ne divise pas an,
(3) p2 ne divise pas a0.

Alors P est irréductible dans QrXs.
Si de plus P est primitif au sens du pgcd (définition 3.115) alors P est irréductible dans ZrXs.

Démonstration. Nous considérons P̄ le polynôme réduit modulo p, c’est-à-dire P̄ P FprXs. Étant
donné que par hypothèse tous les coefficients sont multiples de p sauf an, nous avons P̄ “ cXn.
Supposons par l’absurde que P “ QR avec Q,R P QrXs. Alors le lemme de Gauss (3.74) impose
P,Q P ZrXs.

Nous avons aussi, au niveau des réductions modulo p que Q̄R̄ “ P̄ . Or P̄ est un monôme, donc
Q̄ et R̄ doivent également l’être. Donc Q̄ “ dXk et R̄ “ eXn´k et en particulier Q̄p0q “ R̄p0q “ 0,
c’est-à-dire que Qp0q et Rp0q sont divisibles par p. Cela impliquerait que a0 “ Qp0qRp0q soit
divisible par p2, ce qui est exclu par les hypothèses. Donc P est irréductible.

Supposons de surcroît que P soit primitif au sens du pgcd. Il est donc irréductible et primitif
sur QrXs et le corolaire 3.134 nous dit alors que P est irréductible sur ZrXs.

19. Définition 3.64.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Crit%C3%A8re_d'Eisenstein
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Exemple 6.41.
Soit le polynôme P “ 3X4 ` 15X2 ` 10. Pour appliquer le critère d’Eisenstein il nous faut un
nombre premier p divisant 15 et 10, mais pas 3, et dont le carré ne divise pas 10. On aura vite vu
que p “ 5 fait l’affaire. Le polynôme P est donc irréductible sur QrXs. △

6.3.2 Idéaux

Soit P P KrXs un polynôme. Nous notons pP q l’idéal engendré par P :

pP q “ tPR tel que R P KrXsu. (6.104)EqDefxMkDtWEqDefxMkDtW

Lemme 6.42.
Nous avons

(1) pP q Ă pQq si et seulement si Q divise P ,
(2) pP q “ pQq si et seulement si P et Q sont multiples (non nuls) l’un de l’autre.

Démonstration. Si pP q Ă pQq, en particulier P P pQq et il existe R P KrXs tel que P “ QR, ce
qui signifie que Q divise P .

Si les idéaux de P et de Q sont identiques, l’un divise l’autre et l’autre divise l’un. Ils sont donc
multiples l’un de l’autre.

ThoCCHkoU

Théorème 6.43.
Soit K un corps commutatif.

ITEMooLZWMooDRsRwW

(1) L’anneau KrXs est euclidien et principal.
(2) Si I est un idéal dans KrXs et si P P I est de degré minimal, alors pP q “ I.

ITEMooASHKooZqkiCH

(3) De plus si I ‰ t0u, il existe un unique polynôme unitaire µ tel que I “ pµq.
Démonstration. Le point (1) a déjà été démontré dans le lemme 3.110 via le fait que KrXs est
euclidien. Nous allons cependant donner ici une preuve directe que tous les idéaux de KrXs sont
principaux. Si I “ t0u, le résultat est évident. Nous supposons donc I non nul. Soit P de degré
minimum parmi les éléments de I. Évidemment pP q Ă I. Nous allons démontrer qu’en réalité
pP q “ I.

Soit P 1 P I. Par le théorème 3.107 de la division euclidienne 20, il existe Q et R dans KrXs tels
que P 1 “ PQ`R avec degpRq ă degpP q. Étant donné que R “ P 1 ´ PQ nous avons R P I et par
conséquent R “ 0 parce que P a été choisi de degré minimum dans I. Nous avons donc P 1 “ PQ
et I Ă pP q.

L’existence d’un polynôme unitaire qui génère I est obtenu en choisissant µ “ P {an où an est
le coefficient du terme de plus haut degré. L’unicité d’un tel polynôme est obtenu par le fait que si
µ et µ1 génèrent le même idéal, alors ils sont multiples l’un de l’autre, or puisqu’ils sont unitaires,
ils sont égaux.

Nous voyons que n’importe quel polynôme de degré minimum dans un idéal génère l’idéal.
Une importante conséquence du théorème 6.43 que nous verrons plus bas est que tout polynôme
annulateur d’un endomorphisme est divisé par le polynôme minimal (proposition 9.99).

CorsLGiEN

Corolaire 6.44.
Si K est un corps et si P est un polynôme irréductible, alors l’ensemble L “ KrXs{pP q est un
corps. De plus L est un espace vectoriel de dimension degpP q.
Démonstration. En effet KrXs est un anneau principal par le théorème 6.43, par conséquent la
proposition 1.239(2) déduit que KrXs{pP q est un corps.

20. Ici K est un corps et donc l’hypothèse d’inversibilité est automatiquement vérifiée.
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Une base de L est donnée par les projections de 1, X,X2, . . . , Xn´1. En effet ces éléments
forment une famille libre parce que si

řn´1
k“0 akX̄

n “ 0 alors un représentant de cette classe doit
être de la forme SP dans KrXs, c’est-à-dire

n´1ÿ

k“0
akX

k “ SP, (6.105)

ce qui n’est possible que si S “ 0 et ak “ 0. D’autre part c’est un système générateur. En effet si
P “ Xn `Q avec degpQq “ n´ 1 alors

X̄n`l “ X̄nX̄ l “ pP̄ ´ Q̄qX̄ l “ Q̄X̄ l. (6.106)

Nous avons donc exprimé X̄n`l comme une somme de termes de degré n ` l ´ 1. Par récurrence
nous pouvons exprimer tout X̄n`l comme combinaison d’éléments de degré plus petit que n.

6.45.
Ce corolaire prendra une nouvelle jeunesse lorsque nous parlerons de polynômes d’endomorphismes,
en particulier la proposition 9.109 va donner des précisions.

LEMooGRIMooPxCXAZ

Lemme 6.46 ([164]).
Soit un isomorphisme de corps τ : KÑ K1. Alors

(1) L’application étendue
τ : KrXs Ñ K1rXs
ÿ

i

aiX
i ÞÑ

ÿ

i

τpaiqXi (6.107)

est un isomorphisme d’anneaux ;
(2) pour tout P P KrXs, le passage au quotient

ϕτ : KrXs{pP q Ñ K1rXs{`τpP q˘

Q̄ ÞÑ τpQq (6.108)

est un isomorphisme d’anneaux (et d’abord est bien définie).

Démonstration. Nous n’allons pas faire explicitement toutes les vérifications, mais tout de même
les principales. Montrons que τ respecte le produit entre KrXs et K1rXs. Nous rappelons que ce
produit est défini par la formule (1.489). En notant Pi les coefficients de P et Qi ceux de Q et en
remarquant que la définition de τ est essentiellement que τpP qi “ τpPiq, nous avons :

τpPQq “ τ
´ÿ

k

` kÿ

l“0
PlQk´l

˘
Xk

¯
(6.109a)

“
ÿ

k

Xk
kÿ

l“0
τpPlQk´lq (6.109b)

“
ÿ

k

Xk
kÿ

l“0
τpPlqτpQk´lq (6.109c)

“
ÿ

k

Xk
kÿ

l“0
τpP qlτpQqk´l (6.109d)

“
ÿ

i

`
τpP qiXi

˘ÿ

j

`
τpQqjXj

˘
(6.109e)

“ τpP qτpQq. (6.109f)

Passons à l’isomorphisme d’anneaux donné par ϕτ .
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(1) Bien définie
Si Q̄1 “ Q̄2 alors Q2 “ Q1 `RP pour un certain R P KrXs. Dans ce cas,

ϕτ pQ2q “ τpQ2q “ τpQ1q ` τpRP q (6.110a)
“ τpQ1q ` τpRqτpP q (6.110b)
“ τpQ1q. (6.110c)

L’application ϕτ est donc bien définie.
(2) Injection

Si ϕτ pQ̄1q “ ϕτ pQ̄2q alors τpQ1q “ τpQ2q, ce qui signifie que

τpQ1q “ τpQ2q `R τpP q (6.111)

pour un certain R P K1rXs. Puisque τ : KrXs Ñ K1rXs est un isomorphisme, nous pouvons
y appliquer τ´1 pour trouver :

Q1 “ Q2 ` τ´1pRqP, (6.112)

ce qui signifie que Q̄1 “ Q̄2.
(3) Surjection

Un élément de K1rXs{`τpP q˘ est de la forme Q̄ avec Q P K1rXs. C’est l’image par ϕτ de
l’élément τ´1pQq P KrXs{pP q.

(4) Morphisme
Nous vous laissons vérifier que l’application ϕτ est un morphisme d’anneaux.

6.3.3 Identité de Bézout
ThoBezoutOuGmLB

Théorème 6.47 (Bézout).
Les polynômes P1, . . . , Pn dans KrXs sont étrangers entre eux si et seulement si il existe des
polynômes Q1, . . . , Qn P KrXs tels que

P1Q1 ` ¨ ¨ ¨ ` PnQn “ 1. (6.113)

Deux polynômes P et Q ne sont donc pas premiers entre eux si il existe des polynômes x et y
tels que l’identité de Bézout soit vérifiée :

xP ` yQ “ 0; (6.114)EqkbbzAiEqkbbzAi

cette dernière pourra être écrite en termes de la matrice de Sylvester, voir sous-section 9.2.7.
LemuALZHn

Lemme 6.48.
Soient pPiqi“1,...,n P KrXs des polynômes étrangers deux à deux. Alors les polynômes

Qi “
ź

j‰i
Pj (6.115)

sont étrangers entre eux 21.
LemzwkYdn

Lemme 6.49 ([165]).
Soit K un corps commutatif et A Ă K un sous anneau de K. Alors ArXs, vu comme idéal de
KrXs, est un idéal premier.

En d’autres termes, si ϕ P KrXs, et si il existe Q P KrXs unitaire tel que ϕQ P ArXs, alors
ϕ P ArXs.

21. Et non seulement deux à deux.
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6.3.4 Lemme et théorème de Gauss
ThoLLgIsig

Théorème 6.50 (Théorème de Gauss).
Soient P,Q,R P KrXs tels que P soit premier avec Q et divise QR. Alors P divise R.

Démonstration. Étant donné que P est premier avec Q, le théorème de Bézout 22 nous donne
U, V P KrXs tels que PU ` QV “ 1. De plus il existe un polynôme S tel que PS “ QR. En
multipliant l’identité de Bézout par R, nous obtenons

R “ PUR`QV R “ PUR` V PS “ P pUR` V Sq, (6.116)

ce qui signifie que P divise R.

Le lemme suivant est une généralisation du lemme de Gauss dans Z (lemme 3.74).
LemEfdkZw

Lemme 6.51 (Lemme de Gauss[114]).
Soient les polynômes unitaires P,Q P QrXs. Si PQ P ZrXs, alors P et Q sont tous deux dans
ZrXs.
Démonstration. Soit a ą 0 le plus petit entier tel que aP P ZrXs (c’est le PPCM des dénomina-
teurs) et de la même façon b ą 0 le plus petit entier tel que bQ P ZrXs. On pose P1 “ aP et
Q1 “ bQ.

Si ab “ 1, alors a “ b “ 1 et nous avons tout de suite P,Q P ZrXs. Nous supposons donc
ab ą 1 et nous considérons p, un diviseur premier de ab. Ensuite nous considérons la projection

πp : ZrXs Ñ pZ{pZqrXs. (6.117)

Par définition abPQ “ P1Q1 P ZrXs ; en prenant la projection,

πppP1qπppQ1q “ πppP1Q1q “ πP pabqπppPQq “ 0 (6.118)

parce que πppabq “ 0. Étant donné que pZ{pZqrXs est intègre (théorème 3.104), nous avons soit
πppP1q “ 0 soit πppQ1q “ 0. Supposons pour fixer les idées que πppP1q “ 0. Alors P1 “ pP2 pour
un certain P2 P ZrXs. Par ailleurs P est unitaire et P1 “ aP , donc le coefficient de plus haut degré
de P1 est a, et nous concluons que p divise a.

Mettons a “ pa1. Dans ce cas, pa1P “ P1 “ pP2, et donc a1P “ P2 P ZrXs. Cela contredit la
minimalité de a.

6.3.5 Polynômes sur un corps et pgcd

Nous savons qu’un corps est un anneau intègre (lemme 1.194). De plus l’ensemble des polynômes
sur un anneau intègre est lui-même un anneau intègre (théorème 3.104). Donc la notion de pgcd à
utiliser dans le cas de KrXs est celle de la définition 1.182.

LEMooXISOooNAMeVX

Lemme 6.52 (Unicité du pgcd à inversibles près).
Soit un corps commutatif K et S Ă KrXs.

(1) Si δ1 et δ2 sont des pgcd 23 de S, alors δ1 “ kδ2 avec k P K.
ITEMooARLJooOQvBcw

(2) Il existe un unique polynôme unitaire dans pgcdpSq.
Démonstration. Nous savons que δ1 est un pgcd de S, mais que δ2 divise S. Donc δ2  δ1. De la
même manière, δ1  δ2. Il existe donc A,B P KrXs tels que δ1 “ Aδ2 et δ2 “ Bδ1. En substituant,

δ1 “ ABδ1. (6.119)

22. théorème 6.47.
23. Définition 1.182.
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Mais KrXs possède la propriété de simplification par la proposition 1.193(3). Donc AB “ 1. Cela
signifie entre autres que A et B sont des inversibles de KrXs.

Or les seuls inversibles dans KrXs sont les éléments de K ; si vous en doutez, pensez que le
degré de AB est supérieur ou égal à celui de A.

En ce qui concerne l’existence et l’unicité d’un polynôme unitaire dans pgcdpSq. Existence :
si P “ řn

k“0 akX
k P pgcdpSq, alors le polynôme P {an est unitaire et également dans pgcdpSq.

Unicité : supposons que P est unitaire dans pgcdpSq et que Q est dans pgcdpSq. Il existe k P K tel
que Q “ kP . Vu que P est unitaire, Q ne l’est pas.

NORMooUJDJooWfijxT

6.53.
En général, lorsque nous dirons « le » pgcd d’un ensemble de polynômes, nous parlerons du pgcd
unitaire, qui existe et est bien défini par le lemme 6.52. En particulier, si P et Q sont des polynômes,
nous notons pgcdpP,Qq l’unique polynôme unitaire parmi les PGCD de P et Q.

LEMooIAGMooHUQtUs

Lemme 6.54 ([166]).
Soit un corps commutatif K, deux polynômes quelconques A,B P KrXs et un polynôme unitaire
G.

Nous avons G “ pgcdpA,Bq si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(1) Il existe U, V P KrXs tels que AU `BV “ G,
(2) G divise A et B.

Démonstration. Une implication dans chaque sens.

(1) ñ
Si G est le pgcd de A et B, il est clair que G|A et G|B. Il reste donc à montrer l’existence des
polynômes U et V vérifiant AU `BV “ G. Puisque G divise A et B, il existe des polynômes
A1, B1 tels que A “ GA1 et B “ GB1.
Nous montrons que les polynômes A1 et B1 sont premiers entre eux. S’ils ont un diviseur
commun D, alors GD est un diviseur commun à A et B. Or, G est le pgcd de A et B donc
GD|G ; D ne peut être qu’un polynôme constant (c’est-à-dire un élément de K). Mais comme
G est unitaire, le coefficient du terme de plus haut degré de GD doit être 1. Donc D “ 1.
L’élément 1 est l’unique diviseur commun de A1 et B1 ; donc A1 et B1 sont bien premiers
entre eux.
D’après le théorème de Bézout 6.47, il existe donc U et V tels que A1U ` B1V “ 1. En
multipliant par G, nous obtenons l’égalité voulue : AU `BV “ G.

(2) ð
Si G vérifie les deux conditions, montrons que G est le pgcd de A et B. Nous savons déjà
(par hypothèse) que G divise A et B, il reste à montrer que tous les diviseurs commun à A
et B divisent aussi G. Soit donc D un diviseur commun à A et B : il existe A1 et B1 tels que
A “ DA1 et B “ DB1. Nous savons que G “ AU `BV donc G “ DpA1U `B1V q, et D|G.
Par définition, G est bien le pgcd de A et B.

Notons qu’en supprimant la condition d’unitarité de G, le résultat tient presque : il suffit de
remplacer partout « le pgcd » par « un pgcd ».

LEMooVFBUooLoaOGr

Lemme 6.55 ([167]).
Soit un corps K. Soient des polynôme P et Q dans KrXs. Si S est un diviseur commun de P et
Q, alors

ITEMooZTCCooPBqzNE

(1) S divise pgcdpP,Qq
ITEMooIIINooUZVtAb

(2) degpSq ď deg
`

pgcdpP,Qq˘.
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Démonstration. Il faut bien relire la définition 1.182 du pgcd ; en particulier le point (2) dit exac-
tement notre point (1).

Étant donné que S divise pgcdpP,Qq nous avons automatiquement que le degré de S est plus
petit que celui de pgcdpP,Qq.

LEMooGNAMooXRpgBn

Lemme 6.56 ([166]).
Soient deux polynômes A,B premiers entre eux. Si le polynôme P est divisible par A et par B
alors P est divisible par AB.

Démonstration. Comme A  P , il existe Q1 P KrXs tel que P “ AQ1. Mais B divise P “ AQ1
alors que B est premier avec A ; donc d’après le théorème de Gauss 6.50 : B|Q1.

Il existe donc Q2 P KrXs tel que Q1 “ BQ2. On a donc P “ ABQ2 : P est bien divisible par
AB.

LemUELTuwK

Lemme 6.57 ([166]).
Quelques propriétés du PGCD 24 dans les polynômes. Soient des polynômes P,Q,R P KrXs.

ITEMooBPOZooYeFGjl

(1) Nous avons l’égalité 25

pgcdpP, PQ`Rq “ pgcdpP,Rq. (6.120)
ITEMooUVGRooNSGDZn

(2) Si Q et R sont premiers entre eux,

pgcdpP,QRq “ pgcdpP,QqpgcdpP,Rq (6.121)
ITEMooYXAHooXibkgV

(3) Si P et Q sont premiers entre eux,

pgcdpP,QRq “ pgcdpP,Rq (6.122)

Démonstration. Dans la suite si A et B sont des polynômes, nous dirons « les diviseurs de tA,Bu »
pour parler des diviseurs communs de A et B.

(1) (1)
Nous montrons que tP, PQ`Ru a les mêmes diviseurs que tP,Ru.
D’une part, si A  tP, PQ`Ru, alors il existe des polynômes B1 et B2 tels que P “ AB1 et
PQ`R “ AB2. Donc

R “ AB2 ´ PQ “ AB2 ´AB1Q “ ApB2 ´B1Qq, (6.123)

et nous concluons que A divise R.
D’autre part, si A  tP,Ru alors il existe des polynômes B1 et B2 tels que P “ AB1 et
R “ AB2. Donc

PQ`R “ AB1Q`AB2 “ ApB1Q`B2q, (6.124)

et A divise PQ`R.
Conclusion : les paires tP, PQ`Ru et tP,Ru ont même ensemble de diviseurs, et donc même
pgcd.

(2) (2)
Nous avons trois polynômes P,Q,R et nous savons que Q et R sont premiers entre eux. Nous
notons : G1 “ pgcdpP,Qq et G2 “ pgcdpP,Rq. Il faut montrer que G1G2 est le pgcd de P et
QR ; pour cela nous allons utiliser le lemme 6.54.

24. Définition 1.182.
25. Notez l’analogie avec le lemme 3.6.
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(2a) DU, V tels que G1G2 “ PU `QRV
Puisque G1 “ pgcdpP,Qq, il existe U1 et V1 tels que G1 “ PU1`QV1 (lemme 6.54). On
a de même : G2 “ PU2 `RV2. En prenant le produit :

G1G2 “ pPU1`QV1qpPU2`RV2q “ P pPU1U2`RU1V2`QV1V2q`QRpV1V2q. (6.125)

Donc c’est bon pour ce point.
(2b) G1 et G2 sont premiers entre eux

Si D est un diviseur commun à G1 et G2, alors D divise Q et R qui sont premiers entre
eux ; D ne peut être qu’un polynôme constant. Tous les diviseurs communs de G1 et
G2 sont dans K. Mais le pgcd est par définition un diviseur commun unitaire, donc
pgcdpG1, G2q “ 1. Cela signifie que G1 et G2 sont premiers entre eux (définition 1.252).

(2c) G1G2  QR En effet : G1|Q et G2|R donc G1G2|QR.
(2d) G1G2  P Le polynôme P est divisible par G1 et par G2, et de plus G1 et G2 sont

premiers entre eux. Donc le lemme 6.56 conclut que P est divisible par G1G2.

(3) (3)
Supposons d’abord que A P KrXs divise P et QR. Le théorème de Bézout 6.47 assure
l’existence de polynômes U et V tels que PU`QV “ 1. Ensuite l’hypothèse de division nous
donne des polynômes B1 et B2 tels que P “ AB1 et QR “ AB2. Nous avons :

1 “ PU `QV “ AB1U `QV. (6.126)

Cela prouve que A est premier avec Q grâce encore à Bézout, mais dans l’autre sens. Donc
A est premier avec Q et A  QR. Donc A|R par le théorème de Gauss 6.50.
Dans l’autre sens, si A|R alors on a évidemment : A|QR.
Les diviseurs de tP,QRu sont exactement les diviseurs de tP,Ru. En conséquence, nous
concluons que les paires tP,QRu et tP,Ru ont le même pgcd.

6.4 Extension de corps
SECooLQVJooTGeqiRLemobATFP

Lemme 6.58.
Soit L un corps 26 fini et K un sous-corps de L. Alors il existe s P N tel que

CardpLq “ CardpKqs. (6.127)EqUgqlJQEqUgqlJQ

Démonstration. Le corps L est un K-espace vectoriel de dimension finie. Si s est la dimension alors
nous avons la formule (6.127) parce que chaque élément de L est un s-uple d’éléments de K.

DEFooFLJJooGJYDOe

Définition 6.59 ([168]).
Soit K un corps commutatif. Une extension de K est un couple pL, jq où L est un corps et
j : KÑ L est un morphisme de corps.

Nous identifions le plus souvent K avec jpKq Ă L, mais il faut savoir que le corps L étendant K
n’est pas toujours un sur-corps de K. En particulier, l’ensemble L peut ne pas être une extension
de l’ensemble K.

LemooOLIIooXzdppM

Lemme-Définition 6.60.
Si pL, iq est une extension de K, alors L devient un espace vectoriel sur K si nous posons

λ·x “ ipλqx (6.128)

pour tout λ P K et x P L. La multiplication du membre de droite est celle du corps L.
26. Définition 1.202.
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DefUYiyieu

Définition 6.61.
Le degré de L est la dimension de cet espace vectoriel. Il est noté rL : Ks ; notons qu’il peut être
infini.

Exemple 6.62.
L’ensemble C est une extension de R et son degré est rC : Rs “ 2. △

PROPooEGSJooBSocTfPropGWazMpY

Proposition 6.63 (Composition des degrés[169]).
Si L2 est une extension de L1 qui est elle-même une extension de K, alors L2 est une extension
de K et on a :

rL2 : Ks “ rL2 : L1srL1 : Ks. (6.129)EQooOLLQooFdYtnhEQooOLLQooFdYtnh

Dans ce cas, si tviuiPI est une K-base de L1 et si twαuαPA est une L1-base de L2 alors tviwαu iPI
αPA

est une K-base de L2.

Notons que la formule (6.129) n’est pas très instructive dans le cas des extensions non finies.
La seconde partie, sur les bases, est en réalité nettement plus intéressante.

Démonstration. Soit a P L2. Puisque les wα forment une L1-base de L2, il existe des aα P L1 tels
que

a “
ÿ

α

aαwα. (6.130)

Mais les vi forment une K-base de L1, donc chacun des aα peut être décomposé comme aα “ř
i aαiviwα. Donc :

a “
ÿ

αi

aαiviwα, (6.131)

qui donne une décomposition de a en éléments de tviwαu à coefficients dans K. La partie proposée
est donc génératrice.

Pour prouver qu’elle est également libre, nous supposons avoir des éléments aαi P K tels que
ÿ

αi

aαiviwα “ 0. (6.132)

En récrivant sous la forme ÿ

α

´ÿ

i

aαivi

¯
wα “ 0, (6.133)

nous reconnaissons une combinaison linéaire nulle des wα à coefficients dans L1. Les coefficients
sont donc nuls :

ř
i aαivi “ 0. C’est une combinaison linéaire nulle des vi à coefficients dans K.

Comme les vi forment une base, les coefficients sont nuls : aαi “ 0.

6.4.1 Extension et polynôme minimal
DefCVMooFGSAgL

Lemme-Définition 6.64 (Polynôme minimal).
Soit L une extension de K et a P L. Nous considérons la partie

Ia “ tP P KrXs tel que P paq “ 0u (6.134)

que nous supposons non réduite à t0u 27
ITEMooUNLCooIfYZry

(1) La partie Ia est un idéal dans KrXs,
ITEMooDCDRooPDnnbu

(2) la partie Ia est un idéal principal dans KrXs,
ITEMooXFYQooTuMzIu

(3) l’idéal Ia possède un unique générateur unitaire.

27. La non trivialité de Ia est une vraie hypothèse. En effet si nous prenons K “ Q et l’extension L “ R, alors il
suffit de prendre un réel a non algébrique sur Q pour que Ia soit réduit au seul polynôme identiquement nul.
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Cet unique générateur unitaire est le polynôme minimal de a sur K.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) Soit P P Ia : P paq “ 0. Si Q P KrXs alors la proposition 1.356 nous indique que

pPQqpaq “ P paqQpaq “ 0. (6.135)

Donc PQ P Ia. Comme de plus Ia est clairement vectoriel, Ia est un idéal.
Notez que nous avons utilisé la règle du produit nul justifiée par le fait que K soit un corps 28

et donc soumis au point (3) de la proposition 1.193.
(2) Pour (2) Nous savons par le théorème 6.43 que KrXs est un anneau principal. En parti-

culier, tous ses idéaux sont principaux, c’est dans la définition 1.221 d’un anneau principal.
(3) Pour (3) Le théorème 6.43(3) nous informe alors que Ia possède un unique générateur

unitaire.

Si nous avons un corps et un élément dans une extension du corps, il n’est pas autorisé de dire
« soit le polynôme minimal de cet élément dans le premier corps » parce qu’il n’existe peut-être
pas de polynôme annulateur.

6.65.
Dans le cas des opérateurs sur un espace de dimension finie (par exemple les matrices), il existe
toujours un polynôme minimal, comme nous le verrons dans le lemme 9.94.

Exemple 6.66.
Le polynôme minimal dépend du corps sur lequel on le considère. Par exemple le nombre imaginaire
pur i accepte X ´ i comme polynôme minimal sur C et X2 ` 1 sur QrXs. △

PropRARooKavaIT

Proposition 6.67 ([1]).
Soit L une extension de K et a P L dont le polynôme minimal sur K est µa P KrXs. AlorsItemDOQooYpLvXri

(1) le polynôme µa est irréductible 29 sur K ;
(2) Le polynôme µa est premier 30 avec tout polynôme de KrXs non annulateur de a.

Démonstration. Une chose à la fois.
(1) D’abord le polynôme µa n’est pas inversible parce que seuls les éléments de K (ceux de degré

zéro) peuvent être inversibles 31. Mais ces polynômes sont constants et ne peuvent donc pas
être des polynômes annulateurs de quoi que ce soit.
Ensuite, supposons la décomposition µa “ PQ avec P,Q P KrXs. En évaluant cette égalité
en a nous avons

0 “ P paqQpaq. (6.136)
Puisque nous sommes sur un corps, nous avons la règle du produit nul 32 et nous déduisons
que soit P paq soit Qpaq est nul, ou les deux. Pour fixer les idées, nous supposons P paq “ 0.
Dans ce cas, P fait partie de l’idéal annulateur de a, lequel idéal est engendré par µa. Donc
il existe S P KrXs tel que P “ Sµa. En récrivant µa “ PQ avec cela nous avons :

µa “ SµaQ (6.137)

ou encore : SQ “ 1, ce qui signifie que S et Q sont dans K et inversibles.
Nous concluons que µa ne peut pas être écrit sous forme de produit de deux non inversibles.

28. Si vous connaissez un contre-exemple à cette proposition dans le cas où K serait remplacé par un anneau, écrivez-
moi.

29. Définition 1.185.
30. Définition 3.111.
31. Et d’ailleurs, le sont, mais ce n’est pas important ici.
32. Parce qu’un corps est un anneau intègre par le lemme 1.194 et qu’un anneau intègre est justement un anneau

sur lequel nous avons la règle du produit nul, voir la définition 1.193.
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(2) Soit Q un polynôme non annulateur de a. Soit aussi un diviseur commun P de Q et µa dans
KrXs. Nous devons prouver que P est un inversible, c’est-à-dire un élément de K (le fait que
P ne soit pas le polynôme nul est évident). Nous avons µa “ PR1 et Q “ PR2 pour certains
polynômes R1, R2 P KrXs. Puisque µa est irréductible par (1), il n’est pas produit de deux
non inversibles. En d’autres termes, soit P soit R1 est inversible. Si P n’est pas inversible,
alors R1 est inversible ; disons R1 “ k P K. Alors

0 “ µapaq “ P paqk, (6.138)

donc P paq “ 0. Mais alors
Qpaq “ P paqR2paq “ 0, (6.139)

ce qui est contraire à l’hypothèse selon laquelle Q n’était pas annulateur de a.
Nous retenons donc que P est inversible, ce qu’il fallait montrer.

Définition 6.68.
Deux éléments α et β dans L sont dit conjugués s’ils ont même polynôme minimal. Par exemple
i et ´i sont conjugués dans C vu comme extension de Q.

6.4.2 Extensions algébriques et éléments transcendants

6.4.2.1 Éléments algébriques et transcendants

6.69.
Mise en garde pour les gens qui aiment avoir des notations précises. Dans les lemmes 6.71 et 6.73
ainsi que dans la définition 6.75 il faut garder en tête qu’une extension L de K est une application
ι : KÑ L. Il n’est pas spécialement vrai que K est un sous-sensemble de L.

Pour être rigoureux, beaucoup d’énoncés devraient contenir plus d’applications ι un peu par-
tout.

DEFooBBYGooWoOloR

Définition 6.70.
L’ensemble ArXs devient un K-espace vectoriel avec la définition

pλP qk “ λPk. (6.140)

Voici une définition d’un élément algébrique sur un corps. Une caractérisation plus « pratique »
sera donnée dans le lemme 6.73.

LEMooLVPLooEkWYDN

Lemme-Définition 6.71 (Élément algébrique et transcendant[170]).
Soit une extension L de K et α P L. Nous considérons l’application

φ : KrXs Ñ L

P ÞÑ P pαq. (6.141)

Alors
(1) L’application φ est un morphisme d’anneaux 33.
(2) L’application φ est un morphisme de K-espace vectoriel.

Si φ est injective, nous disons que α est transcendant. Sinon, nous disons qu’il est algébrique.

Démonstration. Le fait que φ soit un morphisme d’anneaux est le lemme 1.356 déjà prouvé.
Pour le morphisme de K-espace vectoriel, il faut seulement ajouter le calcul

φpλP q “ pλP qpαq “ λP pαq “ λφpP q. (6.142)

33. Définition 1.42.
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Notons la justification suivante qui n’est pas tout à fait triviale :

pλP qpαq “
ÿ

k

pλP qkαk “
ÿ

k

λPkα
k “ λP pαq (6.143)

qui utilise la définition 6.70.

Exemple 6.72.
L’injectivité de φ n’est pas automatique. Prenons par exemple L “ Qr?2s dans R. Les polynômes
dans QrXs ont des degrés arbitrairement élevés en X, tandis que les éléments de L n’ont pas de
degré très élevés en

?
2 parce que

?
2
?

2 “ 2. L’ensemble Qr?2s ne contient donc que des éléments
de la forme a` b?2 avec a, b P Q.

Si par contre x0 P R n’est racine d’aucun polynôme (cela existe parce que R n’est pas dénom-
brable), alors Qrx0s contient tous les

řN
k“0 akx

k
0 avec N arbitrairement grand. Et tous ces nombres

sont différents. △

Le lemme suivant donne une caractérisation d’élément algébrique moins abstraite que la défi-
nition 6.71.

LEMooTZSSooZmwYji

Lemme 6.73.
Soit K, un corps et L, une extension de K. Un élément α P L est algébrique sur K si et seulement
si existe un polynôme non nul P P KrXs tel que P pαq “ 0.

Démonstration. Nous considérons l’application φ de la définition 6.71. Si φ n’est pas injective,
c’est qu’il existe un polynôme P dans KrXs tel que φpP q “ 0. Dans ce cas, P pαq “ 0.

À l’inverse si il existe P non nul dans KrXs tel que P pαq “ 0, alors φpP q “ 0 et φ n’est pas
injective.

DEFooYZOYooAesmnP

Définition 6.74.
Un corps K est algébriquement clos si tout polynôme non constant à coefficients dans K contient
au moins une racine dans K.

Nous verrons dans le théorème de d’Alembert 12.87 que C est un corps algébriquement clos.
DEFooREUHooLVwRuw

Définition 6.75 (Extension algébrique, clôture algébrique).
Soient un corps K et une extension α : KÑ L.

(1) L’extension L est une extension algébrique de K si tous ses éléments sont algébriques 34

sur K, c’est-à-dire sont racines de polynômes à coefficients dans αpKq, voir le lemme 6.73.
ITEMooEIWVooVjJRoR

(2) L’extension L est algébriquement close si le corps L est algébriquement clos (définition
6.74).

(3) L’extension L est une clôture algébrique du corps K si elle est une extension algébrique
qui est algébriquement close.

6.76.
Donc une extension est algébrique si elle contient seulement des racines de polynômes ; elle est close
si elle contient au moins une racine de chaque polynôme. L’extension est une clôture algébrique si
elle est les deux en même temps.

Exemple 6.77.
Le corps R n’est pas une extension algébrique deQ. En effet il existe seulement une infinité dénom-
brable de polynômes dans QrXs et donc une infinité dénombrable de racines de tels polynômes.
Toute extension algébrique de Q est donc dénombrable. Voir aussi la proposition 6.130. △

LEMooEYRSooUREeDl

Lemme 6.78.
Un corps est algébriquement clos si et seulement si tous ses polynômes sont scindés 35.

34. Définition 6.71.
35. Définition 6.39
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Démonstration. Si tout polynôme est scindé, tout polynôme possède des racines ; c’est l’autre sens
qui est plus consistant.

Soit un corps algébriquement clos K. Nous allons effectuer une récurrence sur le degré des
polynômes. Si P est un polynôme de degré 1, alors il est scindé.

Nous supposons que tous les polynômes de degré n ´ 1 sont scindés. Soit un polynôme P de
degré n. Le corps étant algébriquement clos, le polynôme P a une racine que nous notons an P K. La
proposition 3.127 nous explique qu’il existe un polynôme Q de degré n´1 tel que P “ pX´anqQ.

Par hypothèse de récurrence, le polynôme Q est scindé : il existe taiui“1,...,n´1 dans K tels que
Q “śn´1

i“1 pX ´ aiq. Au final,

P “ pX ´ anqQ “
nź

k“1
pX ´ akq (6.144)

et P est scindé.
LEMooYVHKooWhewKp

Lemme 6.79.
Soient un corps K et un polynôme P P KrXs. Nous supposons que P est scindé :

P “
nź

k“1
pX ´ akq. (6.145)

Si α est une racine de P , alors α est l’un des ak.

Démonstration. Dire que α est une racine de P revient à dire que

nź

k“1
pα´ akq “ 0 (6.146)EQooXHSCooVdMivaEQooXHSCooVdMiva

Un corps est toujours un anneau intègre (lemme 1.194), c’est-à-dire que la règle du produit nul est
utilisable. Dans notre cas, le produit nul (6.146) nous indique que α´ ak “ 0 pour (au moins) un
des k. Donc effectivement α est l’un des ak.

Lemme 6.80.
Soient un corps algébriquement clos K ainsi qu’une extension algébrique α : KÑ L. Alors αpKq “
L.

Démonstration. Nous allons montrer que tous les éléments de L sont dans l’image de α. Soit
donc l P L. Puisque l’extension α : K Ñ L est une extension algébrique, il existe un polynôme
P P αpKqrXs tel que P plq “ 0.

Étant donné que α est injective, il est possible de considérer le polynôme Q “ α´1pP q, c’est-à-
dire que, si P “ ř

k akX
k, nous posons Q “ ř

k α
´1pakqXk.

Le corps K étant algébriquement clos, le polynôme Q est scindé (proposition 6.78) :

Q “
nź

k“1
pX ´ bkq (6.147)

avec bk P K. Nous avons alors aussi la factorisation

P “
nź

k“1
pX ´ αpbkqq (6.148)

dans LrXs. Nous avons vu que l était une racine de P . Donc l est un des αpbkq (lemme 6.79). Cela
prouve que l P αpKq.



490 CHAPITRE 6. CORPS

6.4.3 Extension algébrique et polynôme minimal
PROPooALFJooDjmIcb

Proposition 6.81 ([93]).
Soit une extension algébrique 36 L du corps K.

(1) Pour tout a P L, il existe un polynôme P P KrXs tel que P paq “ 0.
ITEMooEFNFooKYqXDk

(2) Le polynôme minimal de a dans KrXs est l’unique polynôme unitaire irréductible annulant
a.

Démonstration. Le premier point est seulement la définition 6.75 d’une extension algébrique.
L’idéal annulateur Ia “ tP P KrXs tel que P paq “ 0u n’est pas réduit à t0u parce que L est

une extension algébrique. L’existence du polynôme minimal est le lemme 6.64 et le fait qu’il soit
irréductible est la proposition 6.67(1).

Ce qui nous intéresse ici est l’unicité. Soit µ1 P KrXs, un polynôme annulateur de a irréductible
et unitaire. Puisque µ1 P Ia et que par définition, Ia “ pµq, il existe P P KrXs tel que µ1 “ Pµ.
Comme µ n’est pas inversible et que µ1 est irréductible, P doit être inversible : µ1 “ kµ pour un
certain k P K.

Puisque µ et µ1 sont unitaires, k “ 1. Donc µ1 “ µ.
LEMooHKTMooKEoOuK

Lemme 6.82.
Soient un corps K, une extension L de K et α P L, un élément algébrique 37 sur K. Si µ est le
polynôme minimal de α sur K alors

φ : Krαs Ñ KrXs{pµq
Qpαq ÞÑ Q̄

(6.149)

avec Q P KrXs est un isomorphisme de corps et de K-espaces vectoriels.

Démonstration. D’abord, α est algébrique, donc l’idéal annulateur Iα n’est pas réduit à t0u, et
l’existence d’un polynôme minimal est assurée par le lemme 6.64.

Ensuite, le fait que KrXs{pµq soit un corps est le corolaire 6.44. Nous montrons à présent que
φ est un isomorphisme (d’anneaux) ; cela suffit pour en déduire que Krαs est également un corps.

Ces préliminaires étant dits, nous commençons.
(1) Bien définie Nous devons prouver que φ est bien définie, c’est-à-dire que tout élément de

Krαs peut être écrit sous la forme Qpαq pour un Q P KrXs, et que si Q1pαq “ Q2pαq alors
Q̄1 “ Q̄2.
Le fait que tous les éléments de Krαs peuvent être écrits sous la forme Qpαq est la proposi-
tion 3.103. Supposons que Q1pαq “ Q2pαq. Alors nous définissons R P KrXs par Q1 “ Q2`R,
et en évaluant cette égalité en α nous avons

Q1pαq “ Q2pαq `Rpαq, (6.150)

autrement dit Rpαq “ 0. Donc R est dans l’idéal annulateur de α et est donc dans pµq,
c’est-à-dire que dans le quotient KrXs{pµq nous avons R̄ “ 0 et donc Q̄1 “ Q̄2.

(2) Surjective
Tout élément de KrXs{pµq est de la forme Q̄ pour un Q P KrXs. Or ces éléments sont ceux
de l’ensemble d’arrivée de φ.

(3) Injective
Si Q̄1 “ Q̄2, alors Q1 “ Q2 `R avec R dans l’idéal engendré par µ, c’est-à-dire entre autres
Rpαq “ 0. Donc Q1pαq “ Q2pαq.

Nous devons encore montrer que nous avons là un morphisme de K-espaces vectoriels.

36. Définition 6.75.
37. Définition 6.71.
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(1) Si k P K alors φ
`
kQpαq˘ “ kQ. Mais par définition de la structure d’espace vectoriel sur

KrXs{pµq, kQ “ kQ̄ (vérifier que cette définition de la multiplication par un scalaire sur
KrXs{pµq est correcte).

(2) Nous avons aussi φ
`
Q1pαq `Q2pαq

˘ “ φ
`pQ1 `Q2qpαq

˘ “ Q1 `Q2 “ Q̄1 ` Q̄2.

6.4.4 Extensions et polynômes

Nous savons déjà depuis la définition 1.352 ce qu’est ArXs pour tout anneau A et donc, à
fortiori, pour un corps.

DEFooQPZIooQYiNVh

Définition 6.83.
Soit un corps commutatif 38. Nous notons KpXq le corps des fractions 39 de KrXs.

DEFooZHBZooKlNfGZ

Lemme-Définition 6.84.
Si R P KpXq, avec R “ P {Q et si L est une extension 40 de K contenant l’élément α, alors nous
définissons

Rpαq “ P pαqQpαq´1. (6.151)
Cela est une bonne définition au sens où elle ne dépend pas du choix du représentant pP,Qq pris
dans la classe P {Q.

Démonstration. Supposons R “ P1{Q1 “ P2{Q2. Par définition des classes (définition 1.362) nous
avons

P1Q2 “ Q1P2. (6.152)EQooKHVNooABuHaOEQooKHVNooABuHaO

Puisque l’évaluation est un morphisme KrXs Ñ K 41 nous pouvons évaluer l’équation (6.152) en
α :

P1pαqQ2pαq “ Q1pαqP2pαq. (6.153)EQooJAIGooRADgiDEQooJAIGooRADgiD

Cette dernière est une égalité dans le corpsK. Nous pouvons donc la multiplier parQ2pαq´1Q1pαq´1

(et utiliser toutes les hypothèses de commutativité des anneaux et corps) pour obtenir

P1pαqQ1pαq´1 “ P2pαqQ2pαq´1, (6.154)

c’est-à-dire
pP1{Q1qpαq “ pP2{Q2qpαq. (6.155)

DEFooVSKGooMyeGel

Proposition-Définition 6.85 ([1]).
Soient un corps K, une extension pL, jLq de K et un élément α P L. Nous définissons KpαqL
comme étant l’intersection de tous les sous-corps de L contenant jLpKq et α.

Alors
(1) KpαqL est un sous-corps de L,
(2) KpαqL est une extension 42 de K.

Démonstration. Nous commençons par prouver que KpαqL est bien un corps. Si a, b P KpαqL alors
il suffit de calculer ab, a ` b et a´1 dans n’importe quel sous-corps de L contenant K et α ; nous
avons une garantie que a, b, ab, a` b et a´1 sont dans tous les tels sous-corps.

Pour prouver que KpαqL est bien une extension, nous devons trouver un morphisme de corps
j : K Ñ KpαqL. On constate que prendre j “ jL fonctionne parce que par définition, KpαqL est
une partie de L contenant l’image de jL.

38. Sauf mention du contraire, tous les corps du Frido sont commutatifs.
39. Définition 1.362.
40. Définition 6.59.
41. Lemme 1.356. Certes ce lemme ne parle que d’anneaux, mais à y bien penser, dans le passage de (6.152) à

(6.153), nous ne considérons que les structures d’anneaux sur KrXs et K.
42. Définition 6.59.
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LEMooHZLCooPLHkLS

Lemme 6.86.
Soit n tel que

?
n ne soit pas un rationnel. Si α P ta` b?nua,bPQ, alors il existe un unique choix

px, yq P Q2 tel que
α “ x` y?n. (6.156)

Démonstration. L’existence est dans la définition de α. Il s’agit de voir l’unicité. Supposons x `
y
?
n “ a` b?n avec x, y, a, b P Q. Si b ‰ y nous pouvons écrire

?
n “ x´ a

b´ y . (6.157)

Comme
?
n n’est pas un rationnel, une telle écriture est impossible. Donc b “ y. Nous avons alors

x` y?n “ a` y?n et du coup aussi x “ a.

Exemple 6.87.
Nous avons

Qp?2qR “ ta` b
?

2ua,bPQ (6.158)

où à droite nous calculons les sommes et les produits dans R. Le tout est un sous-ensemble de R
qui se révèle être un corps contenant Q et

?
2.

En particulier, dans Qp?2qR nous avons
?

2
?

2 “ 2. △
LEMooKVPZooPqPrce

Lemme 6.88.
Les corps Qp?2qR et Qp?3qR ne sont pas isomorphes.

Démonstration. Supposons l’existence d’un morphisme de corps 43

ψ : Qp?2qR Ñ Qp?3qR. (6.159)

Nous notons « 1 » à la fois le neutre de la multiplication dans Qp?2qR et Qp?3qR (qui s’avèrent
être les mêmes en tant qu’élément de R, mais ça n’a pas d’importance ici).

Soit α P Qp?2qR tel que α2 ´ 2 “ 0. Alors nous avons aussi

ψpαq2 ´ 2 “ ψpα2q ´ ψp2q “ ψpα2 ´ 2q “ ψp0q “ 0. (6.160)

Donc ψpαq est un élément de Qp?3qR qui est une racine de X2 ´ 1.
Or un tel élément n’existe pas dans Qp?3qR parce que nous savons que dans R entier, il n’y

a que deux racines : ˘?2, et aucune des deux n’est dans Qp?3qR.
EXooJRSUooYhAZkR

Exemple 6.89.
Est-ce que KpαqL dépend réellement de L ? Si L2 est une extension de L alors nous avons évidem-
ment 44 KpαqL2 “ KpαqL.

Nous commençons par construire un corps K un peu idiot qui, comme ensemble, est comme
Qp?2qR, c’est-à-dire la partie

ta` b?2ua,bPQ, (6.161)

de R.
Mais cette fois nous définissons la multiplication suivante :

pa` b?2qpc` d?2q “ ac` 3bd` pad` bcq?2. (6.162)

C’est un corps parce que tout élément non nul est inversible. En effet, l’équation

pa` b?2qpx` y?2q “ 1 (6.163)EQooIZLEooLPOBcCEQooIZLEooLPOBcC

43. Définition 1.42. Oui, c’est un bête morphisme d’anneaux. Il n’y a pas plus de structure dans un corps que dans
un anneau.

44. Vérifiez-le tout de même.
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donne ˆ
a 3b
b a

˙ˆ
x
y

˙
“
ˆ

1
0

˙
. (6.164)

Ce système a une unique solution si et seulement si det
ˆ
a 3b
b a

˙
“ 0. Cela survient si et seulement

si
a2 ´ 3b2 “ 0. (6.165)

Les solutions de cette équation dans R sont a “ ˘?3|b|. Dès que a ou b est non nul, cela ne peut
pas satisfaire a, b P Q. Donc le déterminant est toujours non nul et il existe x, y P Q tels que
(6.163) soit satisfaite.

Tout cela nous a donné un corps K dont Q est un sous-corps et qui contient l’élément
?

2 de
R. Il n’est cependant pas un sous-corps de R.

Ce corps est isomorphe à Qp?3qR. En effet, nous montrons que

ψ : KÑ Qp?3qR
a` b?2 ÞÑ a` b?3

(6.166)

est un isomorphisme de corps. Pour le produit, nous avons

ψ
`pa` b?2qpc` d?2q˘ “ ψ

`
ac` 3bd` pad` bcq?2

˘
(6.167a)SUBEQooQSZBooHZDTKoSUBEQooQSZBooHZDTKo

“ ac` 3bd` pad` bcq?3 (6.167b)SUBEQooPEKHooNPcIjESUBEQooPEKHooNPcIjE

“ pa` b?3qpc` d?3q (6.167c)SUBEQooIGBZooMwrmFeSUBEQooIGBZooMwrmFe

“ ψpa` b?2qψpc` d?2q. (6.167d)

Remarques :
— L’application ψ est bien définie grâce au lemme 6.86 couplé au théorème 3.36 appliqué à

n “ 2 et n “ 3.
— Dans le membre de gauche de (6.167a), b

?
2 est un produit dans R (d’où l’importance du

lemme 6.86 qui permet de re-séparer les éléments de R partie rationnelle et partie multiple
de
?

2), et le produit entre pa` b?2q et pc` d?2q est un produit dans K.
— Dans (6.167b) et (6.167c), tous les produits sont dans R.
En comparant avec le lemme 6.88, nous avons alors

Qp?2qK “ Qp
?

3qR ‰ Qp
?

2qR (6.168)

△

6.90.
Nous allons encore enfoncer le clou sur le fait que KpαqL dépend de L.

Le fait est que si on y pense, l’objet
?

2 n’a aucun rapport avec Q. En effet les objets de Q
sont des classes d’équivalence de couples d’éléments de Z, alors que l’élément

?
2 est une classe

d’équivalence de suites de Cauchy dans Q.
Lorsque nous écrivons Qp?2q, nous associons des objets de nature complètement différentes,

et il n’y a aucune raison à priori de définir la multiplication entre eux d’une façon plutôt qu’une
autre.

Plus généralement, dans ZF (nous faisons semblant de suivre ZF tout en sachant que nous ne
savons pas ce que c’est réellement 45), tout est ensemble. Peut-on dire ce que serait QpIq si I est
un ensemble quelconque ? Attention : en écrivant QpIq, nous entendons un corps dont I est un
élément, pas un corps qui contiendrait comme éléments tous les éléments de I.

Si I est juste un ensemble, quelle définition donner de I2 ? Il y a plein de choix et rien ne se
dégage clairement comme étant pertinent. Si par contre, en guise de I nous considérons l’ensemble

45. En lisant quelques pages de Wikipédia, vous pourrez briller en société, mais ne tentez pas le coup à l’agrégation.
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?
2 (oui, c’est un ensemble : un ensemble de suites de Cauchy dans Q), alors tout de suite nous

nous disons que la bonne façon de faire est
?

22 “ 2. Ce réflexe est juste conditionné par le fait
que nous connaissons déjà par ailleurs le corps R. Rien de plus.

Donc oui, KpαqL dépend de L, mais dans les cas particuliers où K est un sous-corps de C, il
y a une égalité implicite L “ C. Cela étant dit, il n’y a plus d’ambiguïté en écrivant Qp?2q.

EXooKLRBooUswzpV

Exemple 6.91.
Soit K “ Q et L “ Qp?2,

?
3q. Afin de montrer que L “ Qpαq avec α “ ?2 ` ?3 nous devons

montrer que
?

2 et
?

3 sont des polynômes en α. △
DefZCYIbve

Définition 6.92.
Soit une extension 46 de corps j : KÑ L. Soit A Ă L.

ITEMooJEGUooMsDBhF

(1) Nous notons KpAqL le plus petit sous-corps de L contenant jpKq et A. C’est l’intersection
de tous les sous-corps de L contenant A et jpKq.

(2) Nous notons KrAsL le plus petit sous-anneau de L contenant jpKq et A. C’est l’intersection
de tous les sous-anneaux de L contenant A et jpKq.

Nous disons que l’extension L de K est monogène ou simple si il existe θ P L tel que
L “ Kpθq. Un tel élément θ est dit élément primitif de L. Il n’est pas nécessairement unique.

Le plus souvent, l’indice L dans KpAqL et KrAsL est omis parce que le contexte est clair 47,
et nous avons même très souvent K Ă L en tant qu’ensembles. Dans ce cas, l’application j est
l’identité et elle sera omise.

Remarque 6.93.
Les ensemblesKpAq etKrAs sont aussi appelés respectivement corps engendré et anneau engendré
par A. Cependant il faut bien remarquer que ce sont les parties de L engendrées par A. Il n’est
pas question à priori de parler de corps engendré par A sans dire dans quel corps plus grand nous
nous plaçons.

Exemple 6.94.
Nous savons que R est une extension de Q. Si a P R alors Qpaq est le plus petit corps contenant
Q et a. △

Exemple 6.95.
Nous avons déjà vu à l’occasion de la définition 1.352 que ArXs est l’anneau de tous les polynômes
de degré fini en X. Cela rentre dans le cadre de la définition 6.92 parce qu’un anneau contenant
X doit contenir tous les Xn.

Notons que même si K est un corps, KrXs reste un anneau parce qu’un éventuel inverse de
X n’est pas dedans 48. Par contre, KpXq est un corps parce qu’il contient également les fractions
rationnelles. △

ExLQhLhJ

Exemple 6.96.
Si nous prenons F5 et que nous l’étendons par i, nous obtenons le corps K “ F5piq. Nous savons
que tous les éléments a P F5 sont racines de X5´X. Mais étant donné que i5 “ i, nous avons aussi
x5 “ x pour tout x P F5piq. Pour le prouver, utiliser le morphisme de Frobenius. Le polynôme
X5 ´X est donc le polynôme nul dans K.

Ceci est un cas très particulier parce que nous avons étendu Fp par un élément α tel que
αp “ α. En général sur Fppαq, le polynôme Xp ´X n’est pas identiquement nul, et possède donc
au maximum p racines. Pour x P Fppαq, nous avons xp “ x si et seulement si x P Fp. △

46. Définition 6.59.
47. Et je me demande si il est possible de trouver un cas tordu où KpAqL ‰ KpAqM. Par exemple lorsque A est dans

L et M, mais que L n’est pas inclus dans M, ni M dans L.
48. Lorsqu’on multiplie, les degrés montent toujours.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Extension_simple
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Dans l’énoncé suivant, la notation RpαqL signifie que l’évaluation de R sur α se fait en calculant
dans le sur-corps L de K. Cette proposition semble indiquer que Kpαq est donné en termes de
KpXq, lequel est défini de façon très intrinsèque sans faire appel implicitement à un sur-corps de
K.

PROPooYSFNooFGbbCi

Proposition 6.97 ([1]).
Soit une extension L du corps K et α P L. Alors nous avons les isomorphismes de corps suivants :

(1) KpαqL “ Frac
`
KrαsL

˘
,

ITEMooATPTooVXKdlK

(2) KpαqL “ tRpαqL tel que R P KpXqu.
Démonstration. Le corps Kpαq est un sous-corps de L contenant Krαs comme sous-anneau. La
proposition 1.363 nous dit alors que l’application suivante est un morphisme injectif de corps :

ϵ : Frac
`
Krαs˘Ñ Kpαq
P {Q ÞÑ PQ´1.

(6.169)

Pour rappel, la notation P {Q est bien une notation pour la classe d’équivalence du couple pP,Qq
pour la relation définie en 1.362.

Par ailleurs, la partie ϵ
´

Frac
`
Krαs˘

¯
de L et est un corps contenant K et α. Donc ce corps

fait partie des corps sur lesquels on prend l’intersection pour définir Kpαq 49. Cela prouve que

Kpαq Ă ϵ
´

Frac
`
Krαs˘

¯
. (6.170)

L’application ϵ est donc surjective sur Kpαq. Comme elle était déjà injective, elle est bijective.
Pour la seconde partie, veuillez lire la définition 1.365 de l’évaluation d’une fraction rationnelle

sur un élément de l’anneau. Si R “ P {Q P KpXq et si α P L, nous avons

Rpαq “ P pαqQpαq´1. (6.171)

Tout sous-corps de L contenant K et α doit contenir en particulier tP pαq tel que P P KrXsu, les
inverses tP pαq´1 tel que P P KrXs, P pαq ‰ 0u et les produits de ceux-ci. Donc tout sous-corps de
L contenant K et α contient tRpαq tel que R P KpXqu.

Nous avons donc
tRpαq tel que R P KpXqu Ă Kpαq. (6.172)

Mais puisque Kpαq est lui-même un sous-corps de L contenant K et α, il est contenu dans
tRpαq tel que R P KpXqu. D’où l’égalité.

Pourquoi cela ne contredit pas l’exemple 6.89 ? Lorsque nous écrivons

Kpαq “ tRpαq tel que R P KpXqu, (6.173)

certes KpXq est défini sans faire appel à un corps contenant K. Mais l’évaluation Rpαq, oui. Pour
calculer Rpαq, il faut écrire R “ P {Q et calculer P pαqQpαq´1. Tous les calculs de cette dernière
expression doivent se faire dans un sur-corps de K. Il suffit que le sur-corps en question soit un
monceau de mauvaise foi comme celui de l’exemple 6.89, et en réalité Kpαq peut ne pas être ce
que l’on croit.

Le corolaire suivant montre que les choses s’arrangent.

Corolaire 6.98.
Soient un corps K, une extension L1 de K, un élément α P L1 et une extension L2 de L1. Alors

KpαqL1 “ KpαqL2 . (6.174)
49. Pour rappel, la définition 6.92(1) donne Kpαq comme une intersection.
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Démonstration. La proposition 6.97 nous dit que

KpαqL1 “ tRpαqL1 tel que R P KpXqu (6.175a)
KpαqL2 “ tRpαqL2 tel que R P KpXqu. (6.175b)

Mais lorsque R P KpXq, le calcul de Rpαq est exactement le même dans L1 et dans L2 parce que
L2 est un sur-corps de L1 et que les calculs effectifs de Rpαq “ P pαqQpαq´1 ne font intervenir que
des quantités de K et des puissances de α.

Ce que ce corolaire nous dit est que si le contexte fixe une extension de K, nous pouvons faire
tous les calculs dans cette extension, même si il y a des piles d’extensions à côté.

Typiquement, à chaque fois que nous considérons des sous-corps de C, les extensions se feront
dans C : pour tout α P C, les corps Qpαq, Rpαq se calculent dans C.

PROPooSYQWooFbfQtm

Proposition 6.99.
Soit un corps K, une extension L et un élément α P L. Nous considérons l’application

φ : KrXs Ñ L

P ÞÑ P pαq. (6.176)

ITEMooUZDQooOasiRQ

(1) Si α est transcendant, alors Krαs “ KrXs (isomorphisme d’anneaux).
(2) Si α est transcendant, alors KpαqL “ KpXq (isomorphisme de corps),
(3) Si α est algébrique, alors kerpφq est un idéal possédant un unique générateur unitaire, lequel

est le polynôme minimal 50 de α sur K.

Démonstration. Point par point.
(1) Nous savons que Krαs “ tQpαq tel que Q P KrXsu (c’est la proposition 3.103). Donc φ est

surjective surKrαs, et est donc bijective. Elle est un isomorphisme 51 parce que le lemme 6.71
dit déjà que c’est un morphisme.

(2) Nous supposons encore que α est transcendant et nous considérons l’application

ψ : KpXq Ñ Kpαq
P ÞÑ Rpαq. (6.177)

Note : cette application n’est pas φ. En effet φ n’est définie que sur KrXs ; le corps des
fractions KpXq est nettement plus grand (classes d’équivalence de couples).
Le fait que cette application soit surjective est la proposition 6.97(2). Pour l’injectivité nous
supposons que ψpRq “ 0, c’est-à-dire que Rpαq “ 0. Nous considérons un représentant pP,Qq
de R ; c’est-à-dire R “ P {Q. L’égalité Rpαq “ 0 signifie P pαqQpαq´1 “ 0 (égalité dans L).
Puisque L est un corps, c’est un anneau intègre et nous avons la règle du produit nul ; soit
P pαq “ 0, soit Qpαq´1 “ 0. La seconde possibilité est impossible parce que zéro n’est pas
inversible. Donc P pαq “ 0. Donc φpP q “ 0 et φ étant injective, P “ 0.
Lorsque P “ 0, la classe P {Q est nulle dans KpXq “ Frac

`
KrXs˘.

(3) C’est le lemme-définition 6.64.

PropXULooPCusvE

Proposition 6.100.
Soit un corps K et une extension L. Soit P P KrXs et a P L, une racine de P . Alors le polynôme
minimal d’une racine divise 52 tout polynôme annulateur.

Autrement dit, l’idéal engendré par le polynôme minimal est l’idéal des polynômes annulateurs.
50. Définition 6.64.
51. Les amateurs d’écriture inclusive ne seront, je l’espère, pas choqué par « elle est un isomorphisme » ; c’est une

tournure que je propose ici sur le modèle de l’immonde « elle est un ministre » ou, à peine moins grave, « il est une
sommité ».

52. Définition 3.108.
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Démonstration. Nous considérons l’idéal

I “ tQ P KrXs tel que Qpaq “ 0u. (6.178)

Le fait que cela soit un idéal est simplement dû à la définition du produit : pPQqpaq “ P paqQpaq.
Par le théorème 6.43, le polynôme minimal µa de a est dans I et, qui plus est, le génère : I “ pµaq.
Par conséquent tout polynôme annulateur de a est divisé par µa.

6.4.4.1 Extension algébrique, degré

Proposition 6.101.
Toute extension finie est algébrique.

Démonstration. Soient un corps K, une extension L de degré 53 n de K et a P L. Nous devons
montrer qu’il existe un polynôme annulateur de a à coefficients dans K.

Soit la partie S “ t1, a, a2, . . . , anu de L. Si cette partie contient des éléments non distincts,
alors c’est plié. En effet, si ak “ al, alors le polynôme Xk´l est un polynôme annulateur de a.

Nous supposons donc que S contienne exactement n`1 éléments distincts. Le lemme 4.11 nous
assure que S est une partie liée : il existe des éléments ki P K tels que

řn
i“0 kia

i “ 0.
Donc le polynôme

ř
i aiX

i est un polynôme annulateur de a.
PropURZooVtwNXE

Proposition 6.102 (Propriétés d’extensions algébriques[1]).
Soit K un corps commutatif 54 et a un élément algébrique 55 sur K, de polynôme minimal µa de
degré n. Alors

ItemJCMooDgEHajmi

(1) En considérant l’application d’évaluation

φa : KrXs Ñ L

Q ÞÑ Qpaq, (6.179)

nous avons Kras “ Imagepφaq. ItemJCMooDgEHajiv

(2) Une base de Kras comme espace vectoriel sur K est donnée par t1, a, a2, . . . , an´1u.
ItemJCMooDgEHajiii

(3) Le degré de l’extension Kras est égal au degré du polynôme minimal :
“
Kras : K

‰ “ n. (6.180)

(4) L’anneau Kras est l’ensemble des polynômes en a de degré jusqu’à n ´ 1 à coefficient dans
K. ItemJCMooDgEHaji

(5) Kpaq “ Kras.
ItemJCMooDgEHajii

(6) Il existe un isomorphisme d’anneaux φ : Kras Ñ KrXs{pµaq tel que φpkq “ k̄ pour tout
k P K. Kras » KrXs{pµaq (isomorphisme d’anneau).

L’intérêt de (6) est qu’il permet de caractériser Kras sans avoir recours à un sur-corps de K. Le
point (3) indique que le degré d’une extension algébrique est égal au degré du polynôme minimal.

Démonstration. (1) Nous avons Kras Ă Imagepφaq parce que Imagepφaq est lui-même un sous-
anneau de L contenant K et a. Pour rappel, Kras est l’intersection de tous les tels sous-
anneaux.
L’inclusion inverse est le fait que si Q P KrXs alors Qpaq P Kras parce que Kras est un
anneau et contient donc tous les an.

53. Définition 6.61.
54. Juste en passant nous rappelons que tous les corps considérés ici sont commutatifs
55. Définition 6.71.
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(2) La partie t1, a, a2, . . . , an´1u est libre parce qu’une combinaison linéaire de ces éléments est
un polynôme de degré au plus n ´ 1 en a. Un tel polynôme ne peut pas être nul parce que
nous avons mis comme hypothèse que le polynôme minimal de a est de degré n.
Rappelons qu’en vertu de la définition 6.64, le polynôme minimal µa est unitaire ; donc
deg

`
µapXq ´ Xn

˘ ď n ´ 1. Par conséquent en posant SpXq “ Xn ´ µapXq, nous avons
degpSq ď n´ 1 et Spaq “ an.
En vertu du point (1), un élément de Kras s’écrit Qpaq pour un certain Q P KrXs. Supposons
que Q soit de degré p ą n´ 1 ; alors nous le décomposons en une partie contenant les termes
de degré jusqu’à n´ 1 et une partie contenant les autres :

QpXq “ Q1pXq `XnQ2pXq (6.181)

où degpQ1q ď n´ 1 et degpQ2q “ p´ n. Nous évaluons cette égalité en a :

Qpaq “ Q1paq ` SpaqQ2paq. (6.182)

Donc Qpaq est l’image de a par le polynôme Q1`SQ2 qui est de degré p´1. Par récurrence,
Qpaq est l’image de a par un polynôme de degré n´ 1.
Notons que l’idée est très simple : il s’agit de remplacer récursivement tous les an par Spaq.

(3) Conséquence immédiate de (2).
(4) Conséquence immédiate de (2).
(5) Un élément général non nul de Kras est de la forme Qpaq avec Q P KrXs ; il s’agit de

lui trouver un inverse. Pour cela nous remarquons que les polynômes µapXq et Qpxq sont
premiers entre eux, sinon µa ne serait pas un polynôme minimal (voir la proposition 6.67).
Donc le théorème de Bézout 6.47 affirme l’existence d’éléments U, V P KrXs tels que

Uµa ` V Q “ 1 (6.183)

dans KrXs. Nous évaluons cette égalité en a en tenant compte de µapaq “ 0 dans Kras :

Upaqµapaq ` V paqQpaq “ 1 (6.184)

dans Kras. Par conséquent V paqQpaq “ 1, ce qui signifie que V paq est l’inverse de Qpaq.
(6) Nous considérons l’application

ψ : KrXs{pµaq Ñ Kras
R̄ ÞÑ Rpaq (6.185)

et nous montrons qu’elle convient. Pour cela, nous nous souvenons que la proposition 6.100
nous enseigne que pµaq, l’idéal engendré par µa, est égal à l’idéal des polynômes annula-
teurs de a dans KrXs. Le polynôme µa divise tous les éléments de cet idéal ; voir aussi la
définition 1.205 de l’idéal pµaq. Cela étant mis au point, nous passons à la preuve.
(6a) ψ est bien définie

Si R̄ “ S̄ alors R “ S ` Q avec Q P pµaq, et par conséquent Rpaq “ Spaq ` Qpaq avec
Qpaq “ 0.

(6b) Surjective
Nous savons que Kras “ Imagepφaq. Si x P Kras alors il existe Q P KrXs tel que
x “ Qpaq. Dans ce cas nous avons aussi x “ ψpQ̄q.

(6c) Injective
Si ψpR̄q “ 0 alors Rpaq “ 0, mais comme mentionné plus haut, µa engendre l’idéal des
polynômes annulateurs de a. Donc R P pµaq et nous avons R̄ “ 0 dans KrXs{pµaq.
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Exemple 6.103.
Un fait connu est que 1?

2 “
?

2
2 . Donc l’inverse de

?
2 s’exprime bien comme un polynôme en

?
2

à coefficients dans Q, ce qui confirme le point (5) de la proposition 6.102. Du point de vue de
Bézout, µ?

2pXq “ X2 ´ 2, et nous cherchons des polynômes U et V tels que

UpX2 ´ 2q ` V X “ 1. (6.186)

cette égalité est réalisée par U “ ´1
2 et V “ 1

2X. Et effectivement V p?2q est bien l’inverse de
?

2 :

V pap2qq “ 1
2
?

2. (6.187)

△
PROPooNGJWooYSpwVn

Proposition 6.104 ([170]).
Soient un corps K, une extension L de K et un élément α de L. Il y a équivalence entre les trois
points suivants : ITEMooYTEBooUuEfBz

(1) α est algébrique sur K,
ITEMooWMQTooLnepQl

(2) Krαs “ Kpαq,
ITEMooAQIUooMVZojp

(3) Krαs est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si ces affirmation sont vraies, alors rKpαq : Ks est le degré du polynôme minimal de α sur K.

Démonstration. Démonstration décomposée en plusieurs implications.
(1) (1) implique (2)

Soit α algébrique sur K. Nous considérons le polynôme minimal de α sur K (définition 6.64).
Nous savons par le lemme 6.82 (qui fonctionne parce que α est algébrique) que Krαs “
KrXs{pµq en tant qu’anneaux.
Mais KrXs est un anneau principal et µ en est un élément irréductible. Donc la proposi-
tion 1.237 dit que pµq est un idéal maximum ; la proposition 1.239 avance encore un peu en
disant que KrXs{pµq est un corps.
Donc KrXs{pµq est un corps isomorphe à Krαs en tant qu’anneaux. En conséquence de quoi
Krαs est un corps.
Le corps Krαs est un sous-corps de L contenant K et α ; par définition nous avons donc
Kpαq Ă Krαs.
Mais d’autre part, Krαs est contenu dans tout sous-corps de L contenant K et α, donc il est
inclus dans l’intersection de tout ces corps, donc Krαs Ă Kpαq.
Nous avons donc l’égalité Krαs “ Kpαq.

(2) (2) implique (1)
Nous montrons que non-(1) implique non-(2). Nous disons donc que α est transcendant sur
K ; cela implique par la proposition 6.99(1) que Krαs “ KrXs en tant qu’anneaux. Donc
Krαs n’est pas un corps parce que KrXs ne l’est pas.
N’étant pas un corps, Krαs ne peut pas être égal à Kpαq qui, lui, est un corps.

(3) (1) implique (3)
L’élément α est maintenant algébrique et nous considérons son polynôme minimal µ. Nous
savons par le lemme 6.82 que Krαs “ KrXs{pµq en tant qu’espaces vectoriels. Or KrXs{pµq
est de dimension finie degpµq. Donc Krαs est également de dimension finie.

(4) (3) implique (1)
Nous démontrons la contraposée. En supposant que α est transcendant nous avons Krαs “
KrXs par la proposition 6.99. Or KrXs n’est pas de dimension finie sur K, donc Krαs non
plus.
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LEMooIPAXooCNGMQT

Lemme 6.105 ([171]).
Soit L un corps commutatif et pKiqiPI une famille de sous-corps de L. Alors

Ť
iPI Ki est un sous-

corps de L.

Lemme 6.106.
Soit P P KrXs un polynôme unitaire irréductible de degré n. Il existe une extension L de K et
a P L telle que L “ Kpaq et P est le polynôme minimal de a dans L.

Démonstration. Nous prenons L “ KrXs{pP q où pP q est l’idéal dans KrXs généré par P . C’est
un corps par le corolaire 6.44. Nous identifions K avec ϕpKq où

ϕ : KrXs Ñ L (6.188)

est la projection canonique. Nous considérons également a “ ϕpXq.
Nous avons alors P paq “ 0 dans L. En effet P paq “ P

`
ϕpXq˘ est à voir comme l’application du

polynôme P au polynôme X, le résultat étant encore un élément de L. En l’occurrence le résultat
est P qui vaut 0 dans L.

Le polynôme P étant unitaire et irréductible, il est minimum dans L.
Nous devons encore montrer que L “ Kpaq. Le fait que Kpaq Ă L est une tautologie parce

qu’on calcule Kpaq dans L. Pour l’inclusion inverse soit QpXq “ ř
iQiX

i dans KrXs. Dans L nous
avons évidemment Q “ ř

iQia
i.

PropyMTEbH

Proposition 6.107 ([93]).
Soit K, un corps et P P KrXs un polynôme. Soient a et b, deux racines de P dans (éventuellement)
une extension L deK. Si µa et µb sont les polynômes minimaux de a et b (dansKrXs) et si µa ‰ µb,
alors µaµb divise P dans KrXs.
Démonstration. Nous considérons les idéaux

Ia “ tQ P KrXs tel que Qpaq “ 0u; (6.189a)
Ib “ tQ P KrXs tel que Qpbq “ 0u. (6.189b)

Même si Qpaq et Qpbq sont calculés dans L, Ia, Ib sont des idéaux de KrXs. Le polynôme µa est
par définition le générateur unitaire de Ia, et comme a est une racine de P , nous avons P P Ia et
il existe un polynôme Q P KrXs tel que

P “ µaQ. (6.190)EqvTPoSqEqvTPoSq

Montrons que µapbq ‰ 0. Pour cela, nous supposons que µapbq “ 0, c’est-à-dire que µa P Ib.
Il existe alors R P KrXs tel que µa “ µbR. Mais par la proposition 6.67, le polynôme µa est
irréductible, donc soit µb, soit R, est inversible. Comme les inversibles sont les éléments de K
(polynômes de degré zéro), µb n’est pas inversible (sinon il serait constant et ne pourait pas être
annulateur de b). Donc R est inversible. Disons R “ k.

Donc µa “ kµb. Mais puisque µa et µb sont unitaires, nous avons obligatoirement k “ 1. Cela
donnerait µa “ µb, ce qui est contraire aux hypothèses. Nous en déduisons que µapbq ‰ 0.

Étant donné que µapbq ‰ 0, l’évaluation de (6.190) en b montre que Qpbq “ 0, de telle sorte que
Q P Ib et il existe un polynôme S tel que Q “ µbS, c’est-à-dire tel que P “ µaµbS, ce qui signifie
que µaµb divise P .

Exemple 6.108.
Soit P “ pX2 ` 1qpX2 ` 2q dans RrXs. Dans C nous avons les racines a “ i et b “ ?2i dont les
polynômes minimaux sont µa “ X2 ` 1 et µb “ X2 ` 2. Nous avons effectivement µaµb divise P
dans RrXs.

Si par contre nous considérions les racines a “ i et b “ ´i, nous aurions µa “ µb “ X2 ` 1,
tandis que le polynôme µ2

a ne divise pas P . △
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6.4.5 Racines de polynômes
CorDIYooEtmztc

Corolaire 6.109 (Factorisation d’une racine).
Soit P P KrXs, un polynôme de degré n et α P K tel que P pαq “ 0. Alors il existe un polynôme Q
de degré n´ 1 tel que P pxq “ pX ´ αqQ.

Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier de la proposition 6.100 : si α P K alors son polynôme
minimal dans K est X ´α ; donc X ´α divise P . Il existe un polynôme Q tel que P “ pX ´αqQ.
Le degré est alors immédiat.

Avant de lire l’énoncé suivant, allez relire la définition 3.101 pour savoir ce qu’est un polynôme
nul.

ThoLXTooNaUAKR

Théorème 6.110 (Polynôme qui a tellement de racines qu’il s’annule).
Soit K un corps et P P KrXs un polynôme de degré n possédant n ` 1 racines distinctes α1,. . .,
αn`1, alors P “ 0.

Démonstration. Si P est de degré 1, il s’écrit P “ aX` b ; si il a comme racines α et β, nous avons
le système

"
aα` b “ 0 (6.191a)
aβ ` b “ 0. (6.191b)

La différence entre les deux donne apα ´ βq “ 0. Puisque α ‰ β, la règle du produit nul
(lemme 1.194) nous donne a “ 0. Maintenant que a “ 0, l’annulation de b est alors immédiate.

Nous faisons maintenant la récurrence en supposant le théorème vrai pour le degré n et en
considérant un polynôme P de degré n` 1 possédant n` 2 racines distinctes. Puisque P pα1q “ 0,
le corolaire 6.109 nous donne un polynôme Q de degré n tel que

P “ pX ´ α1qQ. (6.192)EqQGSooNdTWfzEqQGSooNdTWfz

Étant donne que pour tout i ‰ 1 nous avons αi ‰ α1,

0 “ P pαiq “ pαi ´ α1qloooomoooon
‰0

Qpαiq, (6.193)

et la règle du produit nul donne Qpαiq “ 0. Par conséquent le polynôme Q est de degré n et
possède n` 1 racines distinctes ; tous ses coefficients sont alors nuls par hypothèse de récurrence.
Tous les coefficients du produit (6.192) sont alors également nuls.

ExGRHooBNpjSP

Exemple 6.111.
Un polynôme à plusieurs variables peut s’annuler en une infinité de points sans être nul. Par
exemple le polynôme X2` Y 2´ 1 P RrX,Y s s’annule sur tout un cercle de R2 mais n’est pas nul,
loin s’en faut.

Nous verrons dans la proposition 6.184 une condition pour qu’un polynôme à plusieurs variables
s’annule du fait qu’il ait « trop » de racines. △

Remarque 6.112.
L’intérêt du théorème 6.110 est que si l’on prouve qu’un polynôme s’annule sur un corps infini,
alors il s’annulera sur n’importe quel autre corps. Nous aurons un exemple d’utilisation de cela
dans le théorème de Cayley-Hamilton 13.25.
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6.4.6 Corps de rupture
DEFooVALTooDJJmJv

Définition 6.113.
Soit P P KrXs un polynôme irréductible. Une extension L de K est un corps de rupture pour
P si il existe a P L tel que P paq “ 0 et L “ Kpaq.

NORMALooTPOIooVZAfUo

6.114.
Nous insistons sur le fait que nous ne définissons le concept de corps de rupture que pour un
polynôme irréductible à coefficients dans un corps. Les deux points sont importants : irréductible
et à coefficient dans un corps.

Nous discuterons brièvement le pourquoi de cela dans la section 6.4.11.
ExemGVxJUC

Exemple 6.115.
Soit K “ Q et P “ X2´ 2. On pose a “ ?2 et L “ Qp?2q Ă R. De cette façon P est scindé dans
L :

P “ pX ´?2qpX `?2q. (6.194)

Le corps Qp?2q est donc un corps de rupture pour P . △

Exemple 6.116.
Dans l’exemple 6.115, nous avions un corps de rupture dans lequel le polynôme P était scindé. Il
n’en est pas toujours ainsi. Prenons

P “ X3 ´ 2 (6.195)

et a “ 3?2. Nous avons, certes, P paq “ 0 dans Qp 3?2q, mais P n’est pas scindé parce qu’il y a deux
racines complexes. △

Exemple 6.117.
Nous considérons le corps Z{pZ où p est un nombre premier. Si s P Z{pZ n’est pas un carré, alors
le polynôme P “ X2 ` s est irréductible et un corps de rupture de P sur Z{pZ est donné par
pZ{pZqrXs{pX2 ` sq, c’est-à-dire l’ensemble des polynômes de degré 1 en

?
s. Le cardinal en est

p2. △

Comme nous allons abondamment parler du quotient KrXs{pP q, nous nous permettons un
petit lemme.

LEMooWYYFooXYacdF

Lemme 6.118.
Soit un corps K et P P KrXs non constant. Alors KrXs{pP q est un corps si et seulement si P est
irréductible.

Démonstration. Nous utilisons le trio d’enfer dont il est question dans le thème 18. D’abord KrXs
est un anneau principal par le lemme 3.110. Donc KrXs{pP q sera un corps si et seulement si pP q
est un idéal maximum (proposition 1.213), et cela sera le cas si et seulement si pP q est engendré
par un polynôme irréductible (proposition 1.237).

Il ne nous reste qu’à montrer que pP q est engendré par un irréductible si et seulement si P est
irréductible. Il y a un sens dans lequel c’est évident.

Soit un irréductible µ tel que pP q “ pµq. En particulier µ P pP q, c’est-à-dire qu’il existe Q
tel que µ “ PQ. Puisque µ est irréductible, soit P , soit Q, est inversible. Si P est inversible,
c’est-à-dire constant, c’est ce que nous avons exclu par hypothèse. Si par contre Q est inversible,
alors P “ kµ pour un certain k P K, ce qui montre que P est irréductible autant que µ.

PROPooUBIIooGZQyeE

Proposition 6.119 (Existence d’un corps de rupture).
Soit un corps K et un polynôme irréductible non constant P . Alors

(1) Le corps L “ KrXs{pP q est un corps de rupture pour P .
(2) L’élément X̄ de L est une racine de P .
(3) L “ KpX̄qL
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Démonstration. Commençons par nous convaincre que KrXs{pP q est une extension de K (défini-
tion 6.59). Le fait que ce soit un corps est le lemme 6.118. Le morphisme j : K Ñ KrXs{pP q est
simplement k ÞÑ k̄ où à droite, k̄ voit k dans KrXs comme étant le polynôme constant. Notez qu’il
est automatiquement injectif (lemme 1.301).

Il faut maintenant voir que KrXs{pP q “ Kpαq pour un certain α P KrXs{pP q. Grâce à notre
compréhension des notations acquise dans 1.19.2.2, nous savons que X P KrXs et qu’il est donc
parfaitement légitime de poser α “ X̄ dans KrXs{pP q. Il s’agit simplement de l’ensemble X̄ “
tX `QP tel que Q P KrXsu où X est une notation pour la suite p0, 1, 0, 0, . . .q.

Bref, nous notons α “ X̄ et nous démontrons que P pαq “ 0 et que KrXs{pP q “ Kpαq (isomor-
phisme de corps).

(1) P pX̄q “ 0
C’est le moment de nous souvenir comment la notation des X fonctionne, et en particulier la
pirouette autour de (1.498). D’abord la définition du produit sur KrXs{pP q est P̄ Q̄ “ PQ ;
en particulier si P “ ř

k akX
k, alors P pX̄q “ ř

k akX̄
k “ ř

k akX
k, et

P pX̄q “ P pXq “ P̄ “ 0. (6.196)

(2) L’égalité
Nous montrons à présent que KpX̄qL “ L. C’est-à-dire que L est bien engendrée par K et
un seul élément. D’abord, L “ KrXs{pP q contient bien évidemment K et X̄. Ensuite nous
devons prouver que tout sous-corps de L contenant K et X̄ est en réalité L entier.
Soit Q P KrXs, et montrons que Q̄ est dans tout sous-corps de L contenant K et X̄.
Par le lemme 3.99 nous avons Q̄ “ QpX̄q. Et si un corps contient K et X̄, il doit contenir
tous les polynômes en X̄ à coefficients dans K. Donc un tel corps doit contenir QpX̄q et donc
Q̄.

Exemple 6.120.
Soit le polynôme P “ X2 ` 1 P ZrXs. Dans le quotient ZrXs{pP q nous avons X̄2 ` 1 “ 0 et donc
X̄2 “ ´1. C’est-à-dire que ZrXs{pP q contient un élément dont le carré est ´1. Avouez que c’est
bien ce à quoi nous nous attendions.

Notons que ´X̄ est également une racine de P dans ZrXs{pP q.
En calculant dans les polynômes à coefficients dans ZpX̄q nous avons :

pX ` X̄qpX ´ X̄q “ X2 ´ X̄2 “ X2 ` 1, (6.197)

c’est-à-dire que P est bien factorisé, et que nous avons retrouvé la multiplication x2 ` 1 “ px `
iqpx´ iq. △

6.121.
Il n’y a évidemment pas unicité d’un corps de rupture pour un polynôme donné. Une raison est
qu’un polynôme peut accepter plusieurs racines complètement indépendantes. Le corps étendu
par l’une ou l’autre racine donne deux corps de rupture différents. Par exemple dans QrXs, le
polynôme

P “ X4 ´X2 ´ 2 (6.198)

a pour racines (dans C) les nombres
?

2 et i. Donc on a deux corps de rupture complètement
différents : Qp?2q et Qpiq.
6.122.
La proposition suivante donne une unicité du corps de rupture dans le cas d’un polynôme irréduc-
tible. Et nous comprenons pourquoi : un polynôme irréductible n’a fondamentalement qu’une seule
racine « indépendante ». Par exemple X2 ´ 2 a pour racines ˘?2. Autre exemple, le polynôme
X2`6X`13 a pour racines, dans C, les nombres complexes conjugués z “ ´3`2i et z̄ “ ´3´2i.
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PROPooVJACooNDmlfb

Proposition 6.123 ([164]).
Soient un corps K et un polynôme irréductible P P KrXs. Alors toute extension L contenant une
racine α de P admet un unique morphisme de corps

ψ : KrXs{pP q Ñ L (6.199)

tel que ψpX̄q “ α.
Dans un tel cas,

(1) l’image de ψ est KpαqL , ITEMooHRFHooWLIdWU

(2) si L “ KpαqL alors ψ est un isomorphisme.

Démonstration. L’idéal annulateur de α parmi les polynômes de KrXs n’est pas réduit à t0u parce
qu’il contient P . Le lemme 6.64 s’applique donc et nous avons µ, le polynôme minimal de α dans
KrXs. Il divise P qui est irréductible, donc

P “ λµ (6.200)

pour un certain λ P K.
Nous posons

ψ : KrXs{pP q Ñ L

Q̄ ÞÑ Qpαq. (6.201)

(1) Bien définie Si Q̄1 “ Q̄2 alors il existe un R P KrXs tel que Q1 “ Q2 ` RP . Mais alors
ψpQ̄1q “ Q1pαq “ Q2pαq `RpαqP pαq “ Q2pαq.

(2) Injective
Si ψpQ̄1q “ ψpQ̄2q alors Q1 ´ Q2 “ R pour un certain R P KrXs vérifiant Rpαq “ 0. Nous
avons alors un polynôme S tel que R “ Sµ “ λ´1SP . Donc R̄ “ 0 et donc Q̄1 “ Q̄2.

(3) Morphisme
Laissé comme exercice ; la paresse de l’auteur de ces lignes attend vos contributions.

(4) La condition
Le morphisme ψ respecte de plus la condition

ψpX̄q “ Xpαq “ α. (6.202)

En ce qui concerne l’unicité, fixer ψpX̄q est suffisant pour fixer un morphisme. En effet si
ψpX̄q “ α, alors

ψpQ̄q “ ψ
´ÿ

k

akX̄
k
¯
“
ÿ

k

akψpX̄qk “
ÿ

k

akα
k. (6.203)

Pour le second point de l’énoncé, il faut remarquer que α est algébrique et non transcendant.
Donc en utilisant les propositions 3.103 et 6.102(5) nous trouvons

Imagepψq “ tQpαq tel que Q P KrXsu “ Krαs “ Kpαq. (6.204)

Et finalement pour le dernier point, un morphisme de corps est toujours injectif. Si il est
également surjectif, il sera bijectif.

6.4.7 Pile d’extensions
LEMooTURZooXnjmjT

Lemme 6.124 ([1]).
Soient un corps K, des extensions L1,. . ., Ln et des éléments αi P Li tels que

L1 “ Kpα1qL1 (6.205)EQooOCQSooFMkzTcEQooOCQSooFMkzTc

et
Lk “ Lk´1pαkqLk

. (6.206)
Alors

Ln “ Kpα1, . . . , αnqLn . (6.207)



6.4. EXTENSION DE CORPS 505

Démonstration. Nous démontrons par récurrence sur n. Le cas n “ 1 est simplement l’hypothèse
(6.205).

Supposons donc que le lemme soit correct pour n, et étudions le cas n ` 1. Nous avons, par
définition et par hypothèse de récurrence :

Ln`1 “ Lnpαn`1qLn`1 “
´
Kpα1, . . . , αnqLn

¯
pαn`1qLn`1 . (6.208)

Notre tâche sera donc de montrer que
´
Kpα1, . . . , αnqLn

¯
pαn`1q “ Kpα1, . . . , αn`1q (6.209)EQooIHMGooTlPcsdEQooIHMGooTlPcsd

où nous n’écrivons plus les indices Ln`1 partout.
Le membre de gauche est un sous-corps de Ln`1 contenant à la fois K et tous les αi, si bien

que
Kpα1, . . . , αn`1q Ă

`
Kpα1, . . . , αnqLn

˘pαn`1qLn`1 . (6.210)EQooLLRHooHOjLfkEQooLLRHooHOjLfk

Il faut donc prouver l’inclusion inverse ; c’est-à-dire montrer que tout élément x du corps`
Kpα1, . . . , αnqLn

˘pαn`1q est forcément dans tout sous-corps de Ln`1 contenant K et les αi. Un
tel élément x est, par la proposition 6.97(2), de la forme rpαn`1q avec r P Kpα1, . . . , αnqpXq,
c’est-à-dire

P pαn`1qQpαn`1q´1 (6.211)
avec P,Q P Kpα1, . . . , αnqrXs.

Prouvons d’abord que si P P Kpα1, . . . , αnqrXs, alors P pαn`1q est dans tout sous-corps de
Ln`1 contenant K et les αi. Nous pouvons écrire P “ ř

i aiX
i avec ai P Kpα1, . . . , αnq, et donc

P pαn`1q “
ÿ

i

aiα
i
n`1. (6.212)

Tout corps contenant K et les α1,. . ., αn contient les ai. Par produit, tout corps contenant K,
α1,. . ., αn`1 contient les termes aiαin`1, et donc P pαn`1q par somme.

De la même façon, si un corps contient K et les αi, (i “ 1, . . . , n`1), alors il contient Qpαn`1q.
Comme c’est un corps, il contient aussi son inverse Qpαn`1q´1, et il contient aussi le produit

rpαn`1q “ P pαn`1qQpαn`1q´1. (6.213)

On vient ainsi de montrer que tout élément x P `
Kpα1, . . . , αnqLn

˘pαn`1q était dans tout
sous-corps de Ln`1 qui contient K et les αi, (i “ 1, . . . , n` 1) ; en d’autres termes :

`
Kpα1, . . . , αnqLn

˘pαn`1qLn`1 Ă Kpα1, . . . , αn`1q. (6.214)EQooUFSMooJozpqLEQooUFSMooJozpqL

Les inclusions (6.210) et (6.214) prouvent l’égalité d’ensembles (6.209) que nous voulions montrer.

6.4.8 Clôture algébrique

Le concept de clôture algébrique a été défini dans 6.75. Voici un lemme qui dit qu’une clôture
algébrique est en quelque sorte une extension algébrique maximale.

LEMooQSCGooMyCktA

Lemme 6.125 ([1]).
Soient un corps K et une extension algébrique F de K. Nous supposons que pour toute extension
algébrique de L nous avons L “ F

Alors F est algébriquement clos 56.

Démonstration. Soit un polynôme P P KrXs. Nous voudrions prouver que P a des racines dans
F. Pour cela, nous voyons P comme un polynôme sur FrXs et, grace à la proposition 6.119 nous
considérons un corps de rupture L pour P . Puisque L est une extension de F, nous avons L “ F.
Donc F contient des racines de P .

56. Définition 6.75(2).
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6.126.
Nous avons défini le concept d’extension algébrique en 6.75. Nous allons en construire un petit
exemple très piéton.

Souvenez vous que la proposition 1.457 nous donne l’existence et l’unicité d’un réel
?

2 stric-
tement positif dont le carré est 2. Ce réel est irrationnel par la proposition 1.393.

Proposition 6.127 ([172]).
Soit L “ ta` b?2ua,bPQ.

(1) C’est un sous-corps de R.
ITEMooUSOAooZoBhla

(2) Tout sous-corps de R contenant Q et
?

2 contient L.

Démonstration. Nous devons d’abord prouver que L est un corps en vérifiant d’une part que c’est
un anneau (définition 1.41) et d’autre part le fait que tous les éléments non nuls sont inversibles.

— La partie L de R est stable pour l’addition : dès que a, b, a1, b1 P Q,

pa` b?2q ` pa1 ` b1?2q “ pa` a1q ` pb` b1q?2 P L. (6.215)

— Les neutres 0 et 1 sont dans L.
— Si α P L, alors ´α P L :

´pa` b?2q “ ´a´ b?2. (6.216)

— La partie L est stable pour le produit parce que

pa` b?2qpa1 ` b1?2q “ paa1 ` 2bb1q ` pab1 ` ba1q?2. (6.217)

— L’inverse d’un élément de L est dans L. C’est le seul point pas tout à fait évident. D’abord,
l’ensemble R est un corps par le théorème 1.401. Donc pour tout a, b P R, le nombre

1
a` b?2

(6.218)

existe dans R.
D’abord a´b?2 n’est pas nul, parce que si il l’était, nous aurions

?
2 “ a{b P Q alors que

?
2

n’est pas rationnel par la proposition 1.393. Nous pouvons donc faire le coup de multiplier
le numérateur et le dénominateur par le binôme conjugué :

1
a` b?2

“ a´ b?2
pa` b?2qpa´ b?2q “

a

a2 ´ 2b2 ´
b

a2 ´ 2b2
?

2. (6.219)

Cela est un rationnel. Donc le éléments non nuls de L ont un inverse qui appartient également
à L.

Nous passons à la preuve du point (2). Si L1 est un corps qui contient Q et
?

2, il doit contenir
b
?

2 pour tout b P Q et donc aussi tous les a` b?2 avec a, b P Q. Par conséquent, L1 doit contenir
au moins tout L.

Proposition 6.128.
Soit L “ ta` b?2ua,bPQ.

ITEMooOMDMooLNhlyh

(1) C’est un espace vectoriel de dimension 2 sur Q.
ITEMooWGGDooSbsesf

(2) Si α P L, alors il existe un polynôme P P LrXs de degré 2 ou moins tel que P pαq “ 0.
ITEMooPNNYooPtKYwQ

(3) Le corps L est une extension algébrique de Q.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (1) Pour la dimension, notez que t1,?2u est une partie libre et génératrice de L.
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(2) (2)
Soit α P L. La partie t1, α, α2u est de cardinal 1, 2 ou 3. Si c’est 1 ou 2, c’est que 1 “ α ou
1 “ α2 ou α “ α2. Si par exemple 1 “ α alors avec P “ X ´ 1 nous avons P pαq “ 0.
Si au contraire t1, α, α2u est de cardinal 3, alors c’est une partie liée par la proposition 4.7.
Il existe donc des rationnels a, b, c tels que a ` bα ` cα2 “ 0, c’est-à-dire P pαq “ 0 avec
P “ cX2 ` bX ` a.

(3) (3) Nous venons de voir que tous les éléments de L sont des racines de polynômes de QrXs.

LEMooHWPHooZeWqns

Lemme 6.129.
Si K est un corps infini, alors KrXs est équipotent 57 à K.

Démonstration. Notons provisoirement KnrXs l’ensemble des polynômes de degré n. Nous avons
une surjection

φ : Kn`1 Ñ KnrXs

pk0, . . . , knq ÞÑ
nÿ

i“0
kiX

i.
(6.220)EQooFGZVooKIMKRAEQooFGZVooKIMKRA

Par récurrence sur le théorème 58 1.158, nous avons Kn`1 « K. La surjection (6.220) dit alors que

KnrXs ĺ Kn`1 « K. (6.221)

Mais puisqu’il y a une surjection K Ñ KnrXs, nous avons aussi KnrXs ľ K. Le théorème 1.142
dit alors que KnrXs « K.

Le lemme 1.159 nous permet alors de conclure que

KrXs “
8ď

n“0
KnrXs « K. (6.222)

PROPooVPQFooScWvkS

Proposition 6.130 ([1]).
Soit un corps K. Une extension algébrique de K est

(1) au plus dénombrable si K est fini,
(2) équipotente à K si K est infini.

Démonstration. En deux parties.
(1) Si K est fini Un polynôme non nul possède toujours au maximum un nombre fini de

racines (éventuellement zéro) par la proposition 6.110. Par ailleurs, chaque degré de polynôme
ayant seulement un nombre fini de possibilités, l’ensemble KrXs est au plus dénombrable
(proposition 1.134).
Pour P P KrXs nous avons une surjection de N vers l’ensemble des racines de P . Nous la
notons φP : N Ñ L, en posant par exemple φP pnq “ 1 si P n’a pas de racines. Enfin nous
posons

φ : KrXs ˆNÑ L

pP, nq ÞÑ φP pnq. (6.223)

C’est la fonction qui à un polynôme P et un nombre n fait correspondre la ne racine de P .
Comme L est une extension algébrique, φ est surjective.
En termes de cardinalité, queKrXs soit fini ou dénombrable, dans les deux cas,KrXsˆN est
dénombrable (proposition 1.131). Il existe donc une surjection d’un ensemble dénombrable
vers L. Le lemme 1.133 conclut que L est fini ou dénombrable.

57. Définition 1.111.
58. J’ai quand même du mal à croire qu’il faille vraiment le lemme de Zorn pour prouver que KrXs est équipotent à

K. Si vous connaissez un moyen plus direct, écrivez-moi.
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(2) Si K est infini Nous procédons de la même manière, mais nous devons faire appel à des
résultats plus technologiques pour maitriser la cardinalité. Nous considérons à nouveau l’ap-
plication

φ : KrXs ˆNÑ L

pP, nq ÞÑ φP pnq. (6.224)

Cette application est encore surjective : L ĺ KrXs ˆ N. Le lemme 6.129 nous assure que
KrXs « K parce que K est infini. Ensuite la proposition 1.152 nous dit que KrXs ˆ N «
KrXs. Donc

K « KrXs « KrXs ˆN ľ F. (6.225)

Mais F est une extension de K. Donc il existe une injection KÑ F, c’est-à-dire K ĺ F.
Ayant K ĺ F ĺ K, le théorème 1.142 implique que K « F.

Lemme 6.131 ([1]).
Soient des corps K et L ainsi qu’un morphisme de corps ρ : K Ñ L. Si P P KrXs a une racine
dans K, alors le polynôme ρpP q a une racine dans L.

Démonstration. Nous notons P “ ř
k PkX

k. Si a P K est une racine de P , alors
ř
k Pka

k “ 0.
Nous appliquons ρ à cette égalité :

ř
k ρpPkqρpaqk “ 0, c’est-à-dire ρpP q`ρpaq˘ “ 0. Donc ρpaq P L

est une racine de ρpP q.
LEMooIIKYooHMNqYn

Lemme 6.132 ([173]).
Nous considérons un triplet pK,L,Fq où

(1) K, L et F sont des corps
(2) il existe a P L algébrique sur K tel que L “ Kpaq et un morphisme de corps α : KÑ L.
(3) F est une extension algébriquement close de K : il existe un morphisme β : KÑ F.

Alors il existe un morphisme de corps σ : LÑ F tel que σ|αpKq “ β.

Note : en pratique, les corps L et F sont le plus souvent des sur-corps de K, de telle sorte
que les applications α et β sont l’identité. En particulier, la conclusion de ce lemme s’écrit le plus
souvent σ|K “ Id. Il faut juste savoir que le Frido est un névrosé des notations précises.

Démonstration. Comme L est monogène, si µa P KrXs est le polynôme minimal de a P L, alors
les points (5) et (6) de la proposition 6.102 disent que L » Kras » KrXs{pµaq. Pour référence
ultérieure, nous considérons un isomorphisme

φ : LÑ KrXs{pµaq. (6.226)

Les coefficients de µa sont dans K, donc nous pouvons voir µa P FrXs. Plus précisément, si
µa “ ř

k akX
k, nous définissons

µ1
a “

ÿ

k

βpakqXk P FrXs. (6.227)

Comme F est algébriquement clos, le polynôme µ1
a possède une racine (au moins) b P F : µ1

apbq “ 0.
Nous posons

σ1 : KrXs{pµaq Ñ F
ÿ

k

skXk ÞÑ
ÿ

k

βpskqbk. (6.228)

(1) σ1 est bien définie Si P “ ř
k skX

k et µa “ ř
k akX

k (ak, sk P K), alors

σ1pP ` µaq “ σ1`ÿ

k

pak ` skqXk
˘ “

ÿ

k

βpakqbk `
ÿ

k

skb
k “ µ1

apbq ` σ1pP q “ σ1pP q. (6.229)
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(2) σ1 est un morphisme de corps À justifier.
(3) φ

`
αpkq˘ “ k̄ Quand nous parlons de k̄, nous parlons de la classe du polynôme de degré zéro

donné par k P K.
(4) La réponse Nous posons

σ “ σ1 ˝ φ. (6.230)

Pour tout k P K,
pσ1φαqpkq “ σ1pk̄q “ βpkq, (6.231)

c’est ce qu’il fallait.

LEMooUULTooYcytat

Lemme 6.133 ([173]).
Soit un corps K muni de deux extensions α : KÑ L et β : KÑ F. Nous supposons que

(1) L est algébrique sur K ;
(2) F est algébriquement clos.

Alors il existe un morphisme de corps σ : LÑ F tel que σ ˝ α “ β.

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme de Zorn 1.23 sur l’ensemble

A “
!
pM, φq tel que

$
’’’’&
’’’’%

M est un sous-corps de L
αpKq ĂM
φ : MÑ F est une extension de corps
φ ˝ α “ β

)
. (6.232)

Nous ordonnons (partiellement) cet ensemble en disant que pM1, φ1q ă pM2, φ2q si M1 Ă M2 et
φ2|M1 “ φ1. Il se fait que A est un ensemble inductif et que nous pouvons donc lui appliquer le
lemme de Zorn.

Soit un élément maximal pM, φq. Nous allons montrer que M “ L.
Soit l P L. Puisque L est une extension algébrique de K, il existe un polynôme P à coefficients

dans αpKq tel que P plq “ 0. Mais comme αpKq Ă M, ce polynôme est également à coefficients
dans M. Donc l est un élément algébrique sur M.

Nous pouvons donc considérer le triplet
`
M,Mplq,F˘ qui vérifie les hypothèses du lemme 6.132.

Il existe donc un morphisme de corps σ : Mplq Ñ F tel que σ|M “ φ.
Nous avons

σ ˝ α “ σ|σpKq ˝ α “ σ|M ˝ α “ φ ˝ α “ β. (6.233)

Donc l’élément
`
Mplq, σ˘ majore pM, φq dans A.

Par maximalité, nous déduisons que M “ L. Donc le morphisme φ : L Ñ F vérifie φ ˝ α “ β,
ce qu’il nous fallait.

THOooEDQKooLEGlDv

Théorème 6.134 (Steinitz[174, 175]).
À propos de clôture algébrique.

(1) Tout corps possède une clôture algébrique 59.
(2) Si α1 : K Ñ F1 et α2 : K Ñ F2 sont deux clôtures algébriques du même corps K, alors il

existe un isomorphisme de corps φ : F1 Ñ F2 tel que φ ˝ α1 “ α2.

Démonstration. Nous commençons par l’existence, en plusieurs points.
(1) Un ensemble Nous considérons un ensemble Ω qui contient K, qui est strictement sur-

potent 60 à K et qui est infini non dénombrable si K est fini. Par exemple PpKq YK si K
est infini et RYK si K est fini (voir le théorème de Cantor 1.145).

59. Définition 6.75.
60. Définition 1.111.
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(2) L’ensemble pour Zorn Nous considérons l’ensemble des extensions algébriques de K
contenues dans Ω, c’est-à-dire

A “
!
pL,`L,ˆLq tel que

#
K Ă L Ă Ω
pL,`L,ˆLq est une extension algébrique de pK,`,ˆq.

)

(6.234)
Nous ordonnons A par l’inclusion : nous disons que

pL1,`1,ˆ1q ă pL2,`2,ˆ2q (6.235)

lorsque pL2,`2,ˆ2q est un sur-corps de pL1,`1,ˆ1q (en particulier L1 Ă L2).
(3) A est inductif Soit une partie F “ tpLi,`i,ˆiquiPI de A que nous supposons être totale-

ment ordonnée. Nous allons lui trouver un majorant dans A. Nous posons L “ Ť
iPI Li, et si

a P Li, b P Lj , alors nous définissons
"
a`L b “ a`k b (6.236a)
aˆL b “ aˆk b (6.236b)

où k P I est sélectionné de telle façon à avoir pLi,`i,ˆiq ă pLk,`k,ˆkq et pLj ,`j ,ˆjq ă
pLk,`k,ˆkq. Comme tous les corps Li sont des sous-corps les uns des autres, c’est une bonne
définition.

(4) Lemme de Zorn Nous utilisons le lemme de Zorn 1.23. Nous notons pF,`,ˆq un élément
maximal de A. Puisque K en est un sous-corps, il n’y a pas d’ambiguïté de noter ` et ˆ ses
opérations.

(5) Stratégie pour la suite Nous allons montrer que si E est une extension algébrique de F,
alors E “ F (le but est d’utiliser le lemme 6.125).

(6) Un peu de cardinalité D’abord, comme F est algébrique sur K, l’ensemble F est équi-
potent à K si K est infini, et au plus dénombrable, si K est fini ; c’est la proposition 6.130.
En bref :

— Si K est infini, K « F « E ă Ω.
— Si K est fini, K ĺ F ĺ E ă Ω où E est au maximum dénombrable et Ω est indénom-

brable.
Dans tous les cas, Ω est strictement surpotent à F, et le lemme 1.154 permet de dire

EzF ĺ E ă Ω « ΩzF. (6.237)

(7) Quelques injections Il existe donc une injection φ : EzFÑ ΩzF. Nous posons

f : EÑ Ω

x ÞÑ
#
x si x P F
φpxq si x R F.

(6.238)

Nous montrons que f est injective. Soient x, y P E tels que fpxq “ fpyq. Si x, y P F, alors
x “ fpxq “ fpyq “ y. Si x P F et y R F, alors x “ φpyq alors que x P F et φpyq P ΩzF ; ce
cas est impossible. Enfin si x et y sont hors de F, alors fpxq “ φpxq et fpyq “ φpyq ; donc
φpxq “ φpyq et x “ y par injectivité de φ.
Nous avons donc bien une injection f : EÑ Ω.

(8) La maximalité
Nous pouvons mettre sur fpEq Ă Ω la structure de corps venant de E. Comme fpFq “ F, le
corps fpEq est une extension algébrique de F. Par maximalité, fpEq “ F.
Mais si x P EzF, alors fpxq P ΩzF. Donc en réalité nous avons aussi E Ă F.
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(9) Conclusion En conclusion E “ F et le lemme 6.125 termine en disant que F est une
clôture algébrique de K.

Nous passons à la partie « unicité » de la clôture algébrique. Étant donné que F1 est une extension
algébrique de K et que F2 est algébriquement clos, le lemme 6.133 nous donne un morphisme de
corps σ : F1 Ñ F2 tel que σ ˝ α1 “ α2.

Nous sommes donc dans la situation où σ : F1 Ñ F2 est une extension de corps où F1 est
algébriquement clos et F2 est algébrique. Le lemme 6.79 conclut que σpF1q “ F2, c’est-à-dire que
σ est surjectif. En tant que morphisme de corps, σ était déjà injective ; elle est donc bijective.

Donc σ : F1 Ñ F2 est un isomorphisme de corps vérifiant σ ˝ α1 “ α2.

6.135.
Bien que C soit une extension algébriquement close de Q, l’ensemble C n’est pas une clôture
algébrique de Q. C’est ce que nous montrons maintenant.

LEMooRDIZooRjWNMa

Lemme 6.136.
Le corps C n’est pas une clôture algébrique 61 de Q.

Démonstration. Nous montrons qu’il existe des éléments de C qui ne sont pas des racines de
polynômes à coefficients rationnels. L’ensemble Q est dénombrable par la proposition 1.378. L’en-
semble des polynômes de degré n à coefficients dansQ est en bijection avec les n-uples de rationnels,
c’est-à-dire avec Qn qui est également dénombrable par la proposition 1.137. Enfin l’ensemble des
polynômes à coefficients sur Q est l’union des polynômes de degré fixés, donc dénombrable par la
proposition 1.134.

Jusqu’ici nous avons prouvé que l’ensemble des polynômes à coefficients rationnels était dé-
nombrable. Or chaque polynôme possède une quantité finie de racines par le corolaire 3.131. Donc
la partie de C constituée des nombres qui sont des racines de polynômes à coefficients dans Q
est dénombrable. Mais C n’est pas dénombrable, donc possède des éléments qui ne sont pas des
racines de polynômes.

6.4.9 Polynômes à plusieurs variables

Nous avons déjà vu ArX,Y s lorsque A est un anneau en la définition 3.50.
DEFooRHRKooPqLNOp

Définition 6.137.
Soit un corps K. Le corps KpX1, . . . , Xnq est le corps des fractions de l’anneau KrX1, . . . , Xns.

DEFooOCPHooXneutp

Définition 6.138.
Soient un corps K et une extension L de K contenant les éléments α1,. . ., αn de L. Nous défi-
nissons Kpα1, . . . , αnq comme étant l’intersection de tous les sous-corps de L contenant K et les
αi.

La proposition suivante est analogue à 6.97(2).
LEMooQEJHooAmSNxU

Lemme 6.139 ([1]).
Soient un corps K, une extension L et des éléments α1, . . . , αn dans L. Alors

Kpα1, . . . , αnq “ trpα1, . . . , αnq tel que r P KpX1, . . . , Xnqu. (6.239)

Démonstration. Ce que nous avons à droite est un corps : par exemple pour l’inverse, si r “
P {Q alors rpα1, . . . , αnq “ P pα1, . . . , αnqQpα1, . . . , αnq´1. Cet élément a un inverse en la fraction
pQ{P qpα1, . . . , αnq.

Donc à droite nous avons un sous-corps de L contenant K ainsi que les αi. Donc

Kpα1, . . . , αnq Ă
␣
rpα1, . . . , αnq tel que r P KpX1, . . . , Xnq

(
. (6.240)

61. Clôture algébrique, définition 6.75.
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D’autre part, tout corps contenant K et les αi doit contenir tous les P pα1, . . . , αnq (P P
KrX1, . . . , Xns), leurs inverses ainsi que leurs produits ; bref doit contenir tous les rpα1, . . . , αnq
avec r P KrX1, . . . , Xns.

6.4.10 Corps de décomposition
DEFooEKGZooSkvbum

Définition 6.140.
Soit K un corps commutatif et F “ pPiqiPI une famille d’éléments non constants de KrXs. Un
corps de décomposition de F est une extension L de K telle que

(1) les Pi sont scindés sur L,
(2) L “ KpRq où R “ Ť

iPItx P L tel que Pipxq “ 0u.
C’est-à-dire que L étend K par toutes les racines de tous les polynômes de F .

PROPooDPOYooFHcqkU

Proposition 6.141 ([176]).
Tout polynôme admet un corps de décomposition. Plus précisément, soit un corps K et un polynôme
P P KrXs de degré n. Il existe un corps de décomposition D de la forme D “ Kpα1, . . . , αnq où
les αi sont des racines de P dans D.

Notons que rien dans l’énoncé ne prétend que les αi soient tous distincts, ni même que certains
(voire tous) ne seraient pas dans K.

Démonstration. Soient un corps K et un polynôme P P KrXs. Si le degré de P est 0 ou 1, alors K
est un corps de décomposition pour P . Pour le reste nous faisons une récurrence sur le degré de P .

Il y a deux possibilités, soit il existe α P K tel que P pαq “ 0, soit non.
(1) Si racine dans K Alors le corolaire 6.109 nous permet de factoriser X ´ α :

P “ pX ´ αqQ (6.241)

avec degpQq “ degpP q ´ 1. Dans ce cas, K est un corps de rupture de P .
(2) Si pas de racines dans K

Nous prenons alors un corps de rupture L “ Kpαq avec P pαq “ 0 (c’est la proposition 6.119
qui donne l’existence d’un corps de rupture). Dans L1 nous avons

P “ pX ´ αqQ (6.242)

avec Q P L1rXs et degpQq “ degpP q ´ 1.
(3) Dans les deux cas

Dans les deux cas, par hypothèse de récurrence nous avons un corps de décomposition pour
Q qui se présente sous la forme

L “ Kpα1, . . . , αn´1q. (6.243)

De plus, L est une extension de L1 parce que c’est une extension du corps sur lequel est Q.
Pour terminer la preuve nous prouvons que

D “ Kpα1, . . . , αn´1, αq (6.244)

est un corps de décomposition de P . Vu que D contient Kpαq (comme cas particulier du lemme
6.139), dansD nous avons l’égalité P “ pX´αqQ. Et vu queD contient égalementKpα1, . . . , αn´1q,
toujours dans D nous avons aussi

Q “ pX ´ α1q . . . pX ´ αn´1q. (6.245)

Donc nous avons dans D l’égalité

P “ pX ´ αqpX ´ α1q . . . pX ´ αn´1q. (6.246)



6.4. EXTENSION DE CORPS 513

LEMooJNGWooTXdGre

Lemme 6.142 ([1]).
Soit un polynôme P P KrXs, et un corps L dans lequel P est scindé. Si P “ P1 . . . Pr est la
décomposition de P en irréductibles dans K, alors chacun des Pi est scindé dans L.

Démonstration. Juste pour le mentionner, le fait que P ait une décomposition en irréductibles est
le fait que KrXs soit factoriel, c’est-à-dire la proposition 6.36.

Le polynôme P est scindé dans L, c’est-à-dire que, en notant n le degré de P ,

P “
nź

i“1
pX ´ λiq (6.247)EQooNFXSooUkWeQuEQooNFXSooUkWeQu

avec λi P L.
Soit L1, une extension de L dans laquelle P1 est scindé. Ensuite, L2 une extension de L1 dans

laquelle P2 est scindé et ainsi de suite. Nous avons construit Lr, une extension de L dans laquelle
tous les Pi sont scindés ainsi que P lui-même. Dans ce corps nous avons l’égalité

P “
nź

k“1
pX ´ µkq (6.248)EQooBEFUooBnqSUSEQooBEFUooBnqSUS

où les µk sont des éléments des diverses extensions Li, et sont les racines des Pi. En tout cas, tous
sont dans Lr.

Les deux décompositions (6.247) et (6.248) sont des décompositions dans LrrXs du polynôme
P . Vu que ce dernier est factoriel, en réalité les deux décompositions sont identiques (se souvenir
de la définition 3.64), et nous avons µk P L pour tout k. Toutes les extensions Li sont en réalité
triviales, et nous avons Lr “ L.

Bref, tout cela pour dire que les Pi ont toutes leurs racines dans L.
THOooQVKWooZAAYxK

Théorème 6.143 ([164]).
Soient :

(1) un isomorphisme de corps τ : KÑ K1 ;
(2) un polynôme non constant P P KrXs de degré n ;
(3) un corps de décomposition L de P sur K ;
(4) un corps de décomposition L1 de τpP q sur K1 ;

Alors τ se prolonge en un isomorphisme σ : LÑ L1.

Démonstration. Soit m le nombre de racines de P dans LzK. Nous faisons une récurrence sur m.
Si m “ 0 alors K est un corps de rupture de P ; nous avons

P “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λnq (6.249)

avec λi P K. Dans ce cas nous avons aussi

τpP q “ `
X ´ τpλ1q

˘
. . .

`
X ´ τpλnq

˘
(6.250)

avec τpλiq P K1. Nous avons donc L1 “ K1 et prendre σ “ τ fonctionne.
Nous supposons à présent que m ą 0. Plus précisément nous considérons un polynôme possé-

dant exactement m racines dans LzK. Soit

P “ P1 . . . Pr (6.251)

sa décomposition en irréductibles dans KrXs (notons que r ď n parce que chacun des facteurs est
de degré au moins 1). Au moins un des Pi est de degré plus grand ou égal à 2. Nous savons de la
proposition 6.36 que KrXs est un anneau factoriel. Le lemme 6.142 nous assure que les polynômes
Pi sont également scindés dans L. Et l’unicité de la décomposition fait en sorte que les racines des
Pi sont celles de P .
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Soit α P L, une racine de P1. Vu que P1 est irréductible sur K, l’application suivante est un
isomorphisme de corps par le lemme 6.82 :

ψ : KrXs{pP1q Ñ Krαs
Q̄ ÞÑ Qpαq. (6.252)

Notons que le lemme parle du quotient par le polynôme minimal, mais ici nous avons un irréduc-
tible. Un polynôme annulateur irréductible est multiple du polynôme minimal, et l’idéal engendré
est le même.

Nous avons aussi la décomposition

τpP q “ τpP1q . . . τpPrq, (6.253)

et chacun des τpPiq a ses racines dans L1. Soit β, une racine de τpP1q dans L1. Alors nous avons
l’isomorphisme

ψ1 : K1rXs{`τpP1q
˘Ñ K1rβs. (6.254)

De plus, par le lemme 6.46, nous savons que τ passe aux classes :

ϕτ : KrXs{pP1q Ñ K1rXs{`τpP1q
˘

(6.255)

est un isomorphisme d’anneaux. Et enfin, dernier résultat externe à invoquer, la proposition 6.102
nous assure queKrαs “ Kpαq etK1rβs “ K1pβq. Posons pour l’occasionK1 “ Kpαq etK1

1 “ K1pβq.
Nous avons l’enchainement suivant d’isomorphismes de corps 62 :

τ1 “ ψ1 ˝ ϕτ ˝ ψ´1 : K1 Ñ KrXs{pP1q Ñ K1rXs{`τpP1q
˘Ñ K1

1. (6.256)

Cet isomorphisme τ1 : K1 Ñ K1
1 prolonge τ . Si vous aimez les diagrammes, en voici un sur lequel

les i représentent des inclusions et où τ et τ1 sont des isomorphismes

K
i //

τ

��

K1

τ1
��

i // L

K1
i
// K1

1
i // L1

(6.257)

Le corps L est un corps de décomposition de P sur K1, et le nombre de racines de P dans LzK1
est strictement plus petit que m parce qu’il y en a exactement m dans LzK et que K1 en a au
moins une de plus que K. Même raisonnement pour K1, K1

1 et L1.
Résumons la situation :

— τ1 : K1 Ñ K1
1 est un isomorphisme de corps ;

— P P K1rXs est un polynôme non constant ;
— L est un corps de décomposition de P sur K1 ;
— L1 est un corps de décomposition de P sur K1

1 ;
— le nombre de racines de P dans LzK1 est strictement inférieur à m.

Donc, par hypothèse de récurrence sur m, il existe un isomorphisme σ : L Ñ L1 qui prolonge τ1.
Vu que τ1 prolonge τ , nous avons également σ qui prolonge τ .

L’énoncé le plus compact pour l’unicité du corps de décomposition (à isomorphisme près) est
le suivant :

PropTMkfyM

Proposition 6.144.
Soit K un corps et P P KrXs. Soient L et F deux corps de décomposition de P . Alors il existe un
isomorphisme f : LÑ F tel que f |K “ Id.

62. En réalité il est plus exact de dire « isomorphisme d’anneaux », parce que la structure de corps n’est en réalité
aucune nouvelle structure par rapport à l’anneau.
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Démonstration. C’est un cas particulier du théorème 6.143, où nous considérons K “ K1 muni de
l’isomorphisme identité.

Cependant le passage par l’énoncé plus compliqué 6.143 est nécessaire pour les besoins de la
récurrence.

6.145.
À propos de terminologie. Lorsque nous disons « un corps de décomposition » nous référons à la
définition 6.140 et il n’y a pas vraiment unicité. Si nous disons « le corps de décomposition » nous
référons en général à celui construit dans la proposition 6.141 qui n’est en réalité même pas très
explicite.

Quoi qu’il en soit, nous nous permettons de dire « le » corps de décomposition lorsque nous
parlons de propriétés invariantes par isomorphisme.

6.146.
La construction du corps de décomposition d’un polynôme fonctionne en prenant successivement
le corps de rupture des facteurs irréductibles. Nous insistons sur le fait que cette opération se fait
sur chaque facteur irréductible séparément.

L’exemple suivant montre dans quel ordre se passent les choses.

Exemple 6.147.
Soit le polynôme P “ X4 ´ 5X2 ` 6. Sa factorisation en irréductibles est :

P “ pX2 ´ 2qpX2 ´ 3q. (6.258)

Ce polynôme n’est pas irréductible sur Q et il ne s’agit donc pas de prendre brutalement un corps
de rupture pour P . Il s’agit de poser P “ P1P2 avec

P1 “ X2 ´ 2 (6.259a)
P2 “ X2 ´ 3, (6.259b)

de remarquer que P1 et P2 sont irréductibles sur Q et de chercher des corps de rupture pour eux.
On commence par P1. Nous avons le corps de rupture L1 “ Qp

?
2q et la factorisation

P1 “ pX `
?

2qpX ´?2q. (6.260)

Ensuite nous considérons P2 dans L1rXs. Ce P2 est encore irréductible. Nous lui cherchons un
corps de rupture, et c’est L2 “ L1p

?
3q dans lequel nous avons

P2 “ pX ´
?

3qpX `?3q. (6.261)

Nous savons (par le lemme 6.124) que

L2 “ L1p
?

3q “ `
Qp?2q˘p?3q “ Qp?2,

?
3q. (6.262)

Nous pouvons donc écrire en toute confiance, dans Qp?2,
?

3q la factorisation

P “ pX `?2qpX ´?2qpX `?3qpX ´?3q. (6.263)

Et nous notons que si nous avions commencé par P2 au lieu de P1, nous aurions eu le même
résultat final. △

CORooELAUooPQGLkR

Corolaire 6.148 ([1]).
Le corps de décomposition d’un polynôme est une extension finie.

Démonstration. Soient un corps K, un polynôme P P KrXs et un corps de décomposition D de
P de la forme D “ Kpα1, . . . , αnq où les αi sont les racines de P dans D. Cela existe par la
proposition 6.141.
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Vu que le lemme 6.124 donne

Kpα1, . . . , αnq “
`
Kpα1, . . . , αn´1q

˘pαnq, (6.264)

le corps D se construit comme une pile d’extensions finies. Les degrés se composant par le
lemme 6.63, au final ce corps de décomposition est une extension finie.

Soit maintenant un corps de décomposition quelconque L. La proposition 6.144 donne un
isomorphisme de corps 63 f : LÑ D tel que f soit l’identité sur K.

Si tviuiPI est une base deD comme espace vectoriel surK, êtes-vous prêts à parier que tfpviquiPI
est une base de L comme espace vectoriel sur K 64 ?

6.4.11 Non irréductible ou pas corps ?
SUBSECooEDMJooTXBfOu

Nous avons déjà mentionné que nous ne définissons le corps de rupture d’un polynôme que
dans le cas de polynôme irréductible à coefficients dans un corps.

D’abord si P n’est pas irréductible, la question de chercher un corps de rupture n’a pas beaucoup
de sens.

Si A est un anneau intègre et si P est un polynôme irréductible sur A, nous pouvons considérer
le corps des fractions de A, dire P P FracpAqrXs et continuer. Étendre la définition de corps de
rupture de cette façon aux polynômes à coefficients dans un anneau intègre n’est pas une grande
révolution.

Au lieu de cela, nous pouvons nous demander dans quel cas nous aurions que ArXs{pP q est
directement un corps.

Exemple 6.149.
Soit le polynôme constant P “ 2 dans ZrXs. Il y est irréductible parce qu’il ne peut pas être écrit
comme produit de deux non inversibles. Ce polynôme a deux propriétés ennuyeuses :

— Il n’est plus irréductible sur Q,
— Il n’existe aucun corps contenant une racine de P tout en contenant Z comme sous-anneau.

△

6.4.12 Clôture algébrique
THOooQFWWooMWXEhT

Théorème 6.150.
Tout corps K possède une clôture algébrique 65 Ω. De plus si L est une extension de K, alors L
est K-isomorphe à un sous corps de Ω.

Les deux parties de ce théorème utilisent l’axiome du choix.
Notons en particulier que si Ω1 est une autre clôture algébrique de K, alors Ω et Ω1 sont des

sous corps l’un de l’autre et sont donc K-isomorphes.

Lemme 6.151.
Les polynômes P,Q P KrXs ne sont pas premiers entre eux si et seulement s’ils ont une racine
commune dans la clôture algébrique Ω de K.

Démonstration. Soit A un polynôme non inversible divisant P et Q. Par définition de Ω, ce poly-
nôme A a une racine dans Ω qui est alors une racine commune à P et Q dans Ω.

Pour le sens inverse, si α est une racine commune de P et Q, alors le polynôme X ´ α divise
P et Q et donc P et Q ne sont pas premiers entre eux.

ExfUqQXQ

63. Un isomorphisme de corps est juste un isomorphisme d’anneaux.
64. Personnellement, je n’ai pas vérifié. Vérifiez vous-même et écrivez-moi pour dire si c’est bon ou non.
65. Définition 6.75.
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Exemple 6.152.
Soit p un nombre premier. Montrons que le polynôme

QpXq “ Xp ´X ` 1 (6.265)

est irréductible dans Fp.
Nous supposons qu’il n’est pas irréductible, c’est-à-dire que

QpXq “ RpXqSpXq (6.266)

avec R et S, des polynômes de degrés ě 1 dans FprXs
Soit F̄p une clôture algébrique 66 de Fp et α P F̄p tel que Rpαq “ 0. Pour tout a P Fp, nous

avons

Qpα` aq “ pα` aqp ´ pα` aq ` 1 (6.267a)
“ αp ` ap ´ α´ a` 1 (6.267b)
“ αp ´ α` 1 (6.267c)
“ Qpαq (6.267d)
“ 0 (6.267e)

où nous avons utilisé le fait que ap “ a et que α était une racine de Q. Ce que nous venons de
prouver est que l’ensemble des racines de Q dans F̄p est donné par tα` a tel que a P Fpu.

Les polynômes R et S sont donc formés de produits de termes X ´ pα` aq avec a P Fp. L’un
des deux –disons R pour fixer les idées– doit bien en avoir plus que 1. Nous avons alors

RpXq “
kź

i“1

`
X ´ pα` aiq

˘
(6.268)

où les ai sont les éléments de Fp. En développant un peu,

RpXq “ Xk ´
kÿ

i“1
pα` aiqXk´1 ` termes de degré plus bas en X. (6.269)

Le coefficient devant Xk´1 n’est autre que kα`ř
i ai. Étant donné que k ‰ 0 et que R P FprXs,

nous devons avoir α P Fp. Par conséquent nous avons αp “ α et une contradiction :

Qpαq “ αp ´ α` 1 “ 1 ‰ 0. (6.270)

Le polynôme Xp ´X ` 1 est donc irréductible sur Fp. △

6.4.13 Dérivée de polynômes
DEFooICHTooAggARW

Définition 6.153 ([177]).
Soit un anneau A ainsi que ai P A. Pour le polynôme P “ řn

k“0 akX
k, nous définissons le

polynôme dérivé

P 1 “
nÿ

k“1
kakX

k´1. (6.271)

LEMooEFQQooTzDanH

Lemme 6.154 (Règle de Leibniz[177]).
Soit un anneau A. Nous considérons l’application dérivée 67

D : ArXs Ñ ArXs
P ÞÑ P 1.

(6.272)

66. Définition 6.75. Pour l’existence c’est le théorème 6.150.
67. Définition 6.153.
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(1) L’application D est A-linéaire.
(2) Elle vérifie pPQq1 “ PQ1 ` P 1Q.

LEMooFNFYooAfIPRT

Lemme 6.155 ([177]).
Soit un corps K. Nous considérons l’application de dérivation 68 D : KrXs Ñ KrXs.

(1) Si K est de caractéristique nulle, alors kerpDq “ K.
(2) Si K est de caractéristique p ‰ 0, alors kerpDq “ KrXps.

Ici, KrXps est un gros abus de notations pour dire

KrXps “ tQpXpq tel que Q P KrXsu. (6.273)

6.4.14 Extensions séparables

Notons que dans ce qui va suivre nous allons parler de KrXs, l’ensemble des polynômes sur un
corps. Cela ne s’applique donc pas à ZrXs par exemple.

Une des choses intéressantes avec les extensions séparables c’est qu’elles vérifient le théorème
de l’élément primitif 6.170.

LEMooGUUJooDSrQFU

Lemme 6.156 ([177]).
Soit un corps K. Soient P P KrXs et a P K. Nous avons équivalence entre :

ITEMooHMMMooWKzSLA

(1) a est une racine multiple 69 de P .
ITEMooZXCTooPctrMm

(2) pX ´ aq  P et pX ´ aq  P 1.
ITEMooBMSSooNOYfKn

(3) P paq “ P 1paq “ 0

Démonstration. Soit n la multiplicité de la racine a de P . Éventuellement n “ 0 si a n’est en
réalité pas une racine. Nous avons

P “ pX ´ aqnQ (6.274)EQooRGYSooSkATRvEQooRGYSooSkATRv

avec Qpaq ‰ 0.
En ce qui concerne la dérivée, si n “ 0 nous avons P 1 “ Q1, et si n ě 1 nous avons

P 1 “ npX ´ aqn´1Q` pX ´ aqnQ1. (6.275)EQooQLINooPKUENlEQooQLINooPKUENl

Nous faisons maintenant la preuve.
(1) (1) implique (2) Nous supposons que a est une racine multiple, c’est-à-dire n ě 2. Les

relations (6.274) et (6.275) nous montrent que pX ´ aq divise aussi bien P que P 1.
(2) (2) implique (3) Celle-ci est facile. Les hypothèses sont qu’il existe des polynômes A et

B tels que P “ pX ´ aqA et P 1 “ pX ´ aqB. Nous avons alors bien P paq “ P 1paq “ 0.
(3) (3) implique (1) Nous avons P “ pX ´ aqnQ avec Qpaq ‰ 0. Par hypothèse P paq “ 0.

Donc n ě 1. Nous pouvons alors utiliser la formule (6.275) pour la dérivée :

P 1 “ npX ´ aqn´1Qpaq ` pX ´ aqnQ1. (6.276)

Nous avons donc P 1paq “ n0n´1Qpaq avec Qpaq ‰ 0. Par hypothèse P 1paq “ 0 et donc
n´ 1 ě 0, ce qui signifie n ě 2 et donc que a est une racine multiple de P .

Proposition 6.157.
Soit P irréductible dans KrXs ayant des racines distinctes dans le corps de décomposition L. Si
L1 est un autre corps de décomposition pour P , alors P a aussi ses racines distinctes dans L1.

68. Voir lemme 6.154.
69. Racine multiple, définition 3.124.
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Démonstration. L’ingrédient est la proposition 6.144 qui donne l’unicité du corps de décomposition
à K-isomorphisme près. Soit donc ψ : L Ñ L1 un isomorphisme laissant invariant les éléments de
K. D’une part, étant donné que P est à coefficients dans K, nous avons ψpP q “ P . D’autre part
dans L le polynôme P s’écrit

P “ apX ´ α1q . . . pX ´ αnq (6.277)

avec a P K et αi P L. Nous avons donc

P “ ψpP q “ apX ´ ψpα1qq . . . pX ´ ψpαnqq. (6.278)

Donc les racines de P dans L1 sont les éléments ψpαiq qui sont distincts.

Exemple 6.158.
Un polynôme peut être séparable sur un corps, mais non séparable sur un autre. Soit L “ FppT q
et K “ FppT pq. Nous considérons le polynôme

P “ Xp ´ T p (6.279)

dans KrXs. Par le morphisme de Frobenius nous avons

P “ pX ´ T qp (6.280)

dans LrXs. Le polynôme P est irréductible sur KrXs parce que ses diviseurs sont de la forme
pX ´ T qk qui contiennent T k qui n’est pas dans K (sauf si k “ n ou k “ 0).

Ce polynôme n’est pas séparable sur K parce que dans le corps de décomposition L, la racine
T est multiple. Notons bien le raisonnement : P étant irréductible, pour savoir si il est séparable,
on le regarde dans un corps de décomposition.

Par contre si nous regardons P dans LrXs alors P n’est plus irréductible parce que ses facteurs
irréductibles sont pX ´ T q. N’étant pas irréductible, nous regardons les racines de ses facteurs
irréductibles. Or chacun des facteurs irréductibles étant X ´ T , les racines sont simples. △

Exemple 6.159.
Le polynôme X3´1 est séparable sur Q parce que ses facteurs irréductibles dans QrXs sont X´1
et X2 `X ` 1, et ces deux polynômes ont des racines simples (dans Qpiq). △

Exemple 6.160.
Le polynôme pX2 ` 1q2 est séparable dans QrXs. En effet, il a pour facteurs irréductibles le
polynôme X2 ` 1 (en deux exemplaires), et ce polynôme a pour racines ˘i dans l’extension Qpiq,
racines qui sont simples pour ce polynôme. △

PropolyeZff

Proposition 6.161 ([178]).
Soit P P KrXs un polynôme non constant. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

ItemdqPFUi

(1) Il existe une extension de K dans laquelle P a une racine multiple.
ItemdqPFUib

(2) P a une racine multiple dans tout corps de décomposition .
ItemdqPFUii

(3) P et P 1 ont une racine commune dans une extension de K.
ItemdqPFUiii

(4) le degré de pgcdpP, P 1q est ě 1.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (1)ñ(2) Soit a, une racine multiple de P dans une extension L de K, et E, un corps de

décomposition de P . Alors nous voulons prouver que P ait une racine multiple dans E.
Nous pouvons voir P P LrXs, et construire un corps de décomposition E1 qui est une exten-
sion de L. Vu que E et E1 sont deux corps de décomposition de P nous avons un isomorphisme
ψ : E1 Ñ E. Si a P E est une racine multiple de P , alors ψpaq est une racine multiple de P
dans E1 parce que

P
`
ψpaq˘ “ ψ

`
P paq˘. (6.281)
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(2) (2)ñ(3) Soit L un corps de décomposition de P sur K et a P L, une racine multiple de P .
On a alors P “ pX ´ aq2Q avec Q P LrXs. En dérivant,

P 1 “ 2pX ´ aqQ` pX ´ aq2Q1, (6.282)

et donc a est également une racine de P 1.
(3) (3)ñ(4) Soit D un pgcd de P et P 1. D’après le théorème de Bézout il existe A,B P KrXs

tels que
AP `BP 1 “ D. (6.283)

Si a est une racine commune de P et P 1 dans une extension L, alors c’est aussi une racine
de D et donc degpDq ě 1.

(4) (4)ñ(1) Si le degré de D est plus grand ou égal à 1, alors nous considérons une racine a
de D dans L (une extension de K). Étant donné que D divise P et P 1, l’élément a est une
racine commune de P et P 1. Nous montrons maintenant que a est alors une racine multiple
de P . Vu que P paq “ 0 nous avons

P “ pX ´ aqQ, (6.284)

et P 1 “ Q` pX ´ aqQ1. Mais alors P 1paq “ Qpaq et donc Qpaq “ 0 et donc a est une racine
double de P . Par conséquent a est une racine multiple de P dans K.

Notons que si P est irréductible, cette proposition donne des conditions pour que P ne soit pas
séparable.

LEMooVWBPooQITlUL

Lemme 6.162 ([167]).
Soient un corps K ainsi qu’un polynôme irréductible non nul P P KrXs. Soit un polynôme Q P
KrXs. Alors P divise Q si et seulement si pgcdpP,Qq ‰ 1.

Démonstration. Nous notons D “ pgcdpP,Qq. C’est un polynôme qui divise P . De plus P est
irréductible, donc non inversible. Vu que P est non nul, nous avons degpP q ě 1.

(1) ñ Nous supposons que P divise Q. Alors P est un diviseur commun de P et Q. Le lemme
6.55 (qui n’est en fait qu’une répétition de la définition du pgcd) nous dit alors que P divise
pgcdpP,Qq. Nous avons donc

0 ă degpP q ď deg
`

pgcdpP,Qq˘. (6.285)

Donc le polynôme pgcdpP,Qq est un polynôme non constant et n’est en particulier pas 1.
(2) ð Le polynôme D est un diviseur commun de P et Q. En particulier P “ SD pour un

certain polynôme S. Étant donné que P est irréductible, soit S soit D (ou les deux) est
inversible. Par hypothèse D ‰ 1, et comme D est unitaire, nous savons que D n’est pas un
inversible. Bref, S est un inversible, c’est-à-dire que S “ k P K. Nous notons que

P “ kD. (6.286)EQooQESZooDHgkWmEQooQESZooDHgkWm

Le polynôme D divise également Q. Il existe T P KrXs tel que Q “ TD. En remplaçant D
par sa valeur déduite de (6.286) nous avons

Q “ TD “ k´1TP, (6.287)

ce qui signifie que P divise Q.

Nous rappelons à la très aimable lectrice que pgcdpP,Qq est l’unique polynôme unitaire parmi
les PGCD de P et Q. La définition des PGCD est 1.182 et l’unicité de l’unitaire est dans le lemme
6.52(2).
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PROPooPRGQooOkEmag

Proposition-Définition 6.163 ([177, 179]).
Soient un corps K, un polynôme non constant P P KrXs ainsi qu’une extension algébriquement
close Ω et un corps de décomposition 70 M pour P . Alors les propriétés suivantes sont équiva-
lentes 71 : ITEMooVMJLooUdZLQR

(1) pgcdpP, P 1q “ 1.
(2) P et P 1 n’ont de racines communes dans aucune extension de K.
(3) P et P 1 n’ont pas de racines communes dans M.
(4) P et P 1 n’ont pas de racines communes dans Ω. ITEMooARPLooBoUrxX

(5) P n’a de racines multiples dans aucune extension de K.
(6) P n’a que des racines simples dans M.
(7) P n’a que des racines simples dans Ω.
(8) Il existe une extension L de K ainsi que β, αi P L tels que

P “ β
nź

i“1
pX ´ αiq (6.288)

où les αi sont distincts.
(9) Il existe β, αi PM tels que P “ β

śn
i“1pX ´ αiq où les αi sont distincts.

(10) Il existe β, αi P Ω tels que P “ β
śn
i“1pX ´ αiq où les αi sont distincts.

Un polynôme irréductible qui vérifie ces conditions est dit séparable.
Si P est un polynôme non constant dont la décomposition en irréductibles est P “ P1 . . . Pr,

nous disons qu’il est séparable si tous les Pi le sont.
PROPooMOZFooDGemBJ

Proposition 6.164 ([177, 179]).
Soit un corps K et un polynôme irréductible non nul P P KrXs. Les conditions suivantes sont
équivalentes : ITEMooDOTTooTZGhSq

(1) P est séparable 72
ITEMooRTDCooJGEtum

(2) P 1 ‰ 0 ITEMooZOMZooDPrNaC

(3) Il existe une extension L de K dans laquelle P a une racine simple.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (3) implique (2) Soient une extension L de K ainsi qu’une racine simple a P L. Nous

utilisons la proposition 3.128 : il existe un polynôme Q P LrXs tel que P “ pX ´ aqQpXq
avec L ‰ 0.
Nous utilisons la règle de Leibniz (lemme 6.154) : P 1 “ pX ´ aq1QpXq ` pX ´ aqQ1pXq “
QpXq ` pX ´ aqQ1pXq. En évaluant en a,

P 1paq “ Qpaq ‰ 0. (6.289)

(2) (2) implique pgcdpP, P 1q “ 1 Notons D “ pgcdpP, P 1q. Vu que D divise P , il existe un
polynôme Q tel que P “ QD. Le polynôme P étant irréductible, soit Q soit D est inversible.
Supposons que Q est inversible. Alors P “ kD avec k P K. En particulier degpP q “ degpDq.
Mais comme D est un diviseur de P 1, nous avons

degpDq ď degpP 1q ă degpP q. (6.290)

Nous avons une contradiction.
Nous en déduisons que dans l’égalité P “ DQ, c’est D qui est inversible. Donc D P K. Vu
que D est unitaire 73, nous avons D “ 1.

70. Tout polynôme admet un corps de décomposition, proposition 6.141.
71. Pour lee polynôme dérivé P 1, définition 6.153.
72. Polynôme séparable, définition 6.163.
73. Le pgcd de deux polynômes est l’unitaire parmi tous les pgcd, voir 6.53.
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(3) (2) implique (1) Nous avons déjà vu que dans le cas (2) nous avons pgcdpP, P 1q “ 1. La
proposition-définition 6.163(1) nous indique qu’alors P est séparable.

(4) (1) implique (3) La proposition 6.141 nous permet de considérer un corps de décomposi-
tion de P . Dans ce corps, P admet des racines (autant que son degré, mais c’est une autre
histoire), et ces racines sont simples par la définition 6.163(5).

CorUjfJSE

Corolaire 6.165.
Si K est de caractéristique nulle, alors tout polynôme de KrXs est séparable.

Démonstration. Il suffit de montrer que les irréductibles sont séparables. Soit P un polynôme
irréductible et unitaire de degré d. Le terme de plus haut degré de P 1 est alors dXd´1 qui est
non nul parce que d ‰ 0 en caractéristique nulle. Donc P 1 ‰ 0 et donc P est séparable par la
proposition 6.161.

DEFooKTVHooTydOTM

Définition 6.166.
Soit L une extension algébrique de K.

ITEMooOFYPooLYkIPr

(1) On dit que l’élément a P L est séparable sur K si son polynôme minimal dans KrXs est
séparable sur K (définition 6.163).

(2) L’extension L est séparable si tous ses éléments sont séparables.

PropUmxJVw

Proposition 6.167.
Soit K un corps. Les conditions suivantes sont équivalentes :

ITEMooUSKRooDmsGmw

(1) toutes les extensions algébriques de K sont séparables ;
ITEMooJGWLooKInxSG

(2) tout polynôme irréductible de KrXs est séparable.
En particulier les extensions algébriques des corps de caractéristique nulle sont toutes séparables.

Démonstration. En plusieurs parties.

(1) (1) implique (2)
Soit un polynôme irréductible P de KrXs, et un corps de décomposition L de P . Cela est
une extension algébrique par le corolaire 6.148. Elle est donc séparable par hypothèse.
Voilà une première chose de dite.
Maintenant, nous voudrions montrer que P est un polynôme séparable. Dans L nous avons

P “
nź

i“1
pX ´ aiq, (6.291)

et tout le défi est de prouver que les ai sont tous distincts.
Soient deux racines a, b P L de P . Nous considérons les polynômes minimaux µa et µb dans
KrXs. Ces deux polynômes divisent P parce que P est à la fois dans l’idéal annulateur de a
et de b. Mais comme P est irréductible, il existe ka, kn P K tels que P “ kaµa et P “ kbµb.
Donc les polynômes µa, µb et P sont multiples les uns des autres. Vu que µa et µn sont
unitaires, µa “ µb.
Nous avons :

P “ kµ “
nź

i“1
pX ´ aiq. (6.292)

Or le polynôme µ est irréductible par la proposition 6.67(1), et l’extension L est séparable,
donc µ n’a que des racines simples, Donc tous les ai sont distincts.
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(2) (2) implique (1)
Soit une extension algébrique L de K. Soit a P L. Nous devons prouver que le polynôme
minimal de a dans K est séparable, c’est-à-dire qu’il n’a que des racines simples.
Le polynôme minimal µa P KrXs de a est irréductible et donc séparable. Donc L est sépa-
rable.

La dernière phrase est une conséquence du corolaire 6.165.
CORooNZZMooIoBYXY

Corolaire 6.168.
Toute les extensions algébriques de Q sont séparables.

Démonstration. Le corps Q est de caractéristique nulle (définition 1.343). Le corolaire 6.165 dit
alors que tout polynôme sur Q est séparable. La proposition 6.167 conclut en disant que toutes les
extensions algébriques de Q sont séparables.

ThobkwCMm

Théorème 6.169 ([100]).
Soit K un corps (pas spécialement fini). Tout sous-groupe fini de K˚ est cyclique.

Démonstration. Soit G un sous-groupe fini de K˚ et ω son exposant (qui est le PPCM des ordres
des éléments de G). Étant donné que |G| est divisé par tous les ordres, il est divisé par le PPCM
des ordres. Bref, nous avons

xω “ 1 (6.293)

pour tout x P G. Mais ce polynôme possède au plus ω racines dans K. Du coup |G| ď ω. Et
comme on avait déjà vu que ω  |G|, on a ω “ |G|. Il suffit plus que trouver un élément d’ordre
effectivement ω. Cela est fait par le lemme 3.32.

ThoORxgBC

Théorème 6.170 (Théorème de l’élément primitif[100]).
Toute extension de corps séparable finie admet un élément primitif 74.

Autrement dit, soient des éléments algébriques α1, . . . , αn séparables 75 sur K, et soit l’extension
engendrée L “ Kpα1, . . . , αnq. Alors L admet un élément primitif, c’est-à-dire un élément θ tel
que L “ Kpθq.

Démonstration. Si le corps K est fini, alors L est également fini. Donc L˚ est cyclique par le
théorème 6.169. Si θ est un générateur de L˚, alors L “ Kpθq.

Passons au cas où K est infini. Il suffit d’examiner le cas n “ 2 ; en effet pour n “ 1 c’est trivial
et si n ą 2, alors

Kpα1, . . . , αnq “ Kpα1, . . . , αn´1qpαnq, (6.294)

et donc si Kpα1, . . . , αn´1q “ Kpθq, nous avons

Kpα1, . . . , αnq “ Kpθ, αnq (6.295)

et nous sommes réduit au cas n “ 2 par récurrence.
Soit donc L “ Kpα, βq ; soit P le polynôme minimal de α sur K et Q celui de β. Nous nommons

E, un corps de décomposition de PQ. Nous avons L Ă E. Vu que P et Q sont polynômes minimaux
d’éléments qui sont par hypothèse séparables, les polynômes P et Q sont séparables. Donc dans E
les racines de P sont distinctes parce que P est irréductible (et idem pour Q). Soient les racines

α1 “ α, α2, . . . , αr (6.296)

de P dans E et les racines
β1 “ β, β2, . . . , βs (6.297)

de Q dans E. Ici r et s sont les degrés de P et Q.

74. Définition 6.92.
75. Définition 6.166(1).
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Si s “ 1 alors Q “ X ´β et donc β P K (parce que Q P KrXs). Du coup nous avons L “ Kpαq
et le théorème est démontré. Nous supposons donc maintenant que s ě 2.

Pour chaque pi, jq P J1, rKˆ J2, sK, l’équation αi ` xβk “ α1 ` xβ1 pour x P K a au plus 76 une
solution donnée le cas échéant par

x “ pαi ´ α1qpβ1 ´ βkq´1 (6.298)EqWzUFHeEqWzUFHe

Notons que cela est de toutes façons dans L et qu’étant donné que β1 ‰ βk, cette solution a un
sens (ici on utilise l’hypothèse de séparabilité). Étant donné que K est infini nous pouvons donc
trouver un c P K qui ne résout aucune des équations (6.298) :

αi ` cβk ‰ α1 ` cβ1. (6.299)EQooIIMVooSmvrjPEQooIIMVooSmvrjP

Nous posons θ “ α1 ` cβ1 et nous prétendons que L “ Kpθq.
Pour cela, commençons par montrer que β1 P Kpθq. On considère, dans KpθqrT s, les polynômes

QpT q et SpT q “ P pθ ´ cT q, et on nomme R le PGCD de ces deux polynômes. Alors, une racine
de R doit être une racine de Q, et est donc un des βi. Or, d’une part, le choix de θ fait que β1 est
une racine de R parce que

Spβ1q “ P pθ ´ cβ1q “ P pα1 ` cβ1 ´ cβ1q “ P pα1q “ 0. (6.300)

D’autre part, si k ě 2, alors

Spβkq “ P pα1 ` cβ1 ´ cβkq “ P
`
α1 ` cpβ1 ´ βkq

˘ ‰ 0 (6.301)

parce que α1 ` cpβ1 ´ βkq ne vaut ni α1 (le second terme est non-nul), ni un autre αi (à cause de
(6.299)).

Il s’ensuit que Q et S n’ont qu’une racine commune β1 “ β, qui est donc l’unique racine de R.
Ainsi,

R “ X ´ β P KpθqrT s, (6.302)

et donc β P Kpθq.
Dès lors α “ α1 “ θ ´ cβ est alors immédiatement dans Kpθq ; puisque les deux éléments α et

β sont dans Kpθq, nous avons obtenu L “ Kpα, βq “ Kpθq.

Exemple 6.171.
Le théorème de l’élément primitif 6.170 ne tient pas pour les corps non commutatifs. Considérons
par exemple le corps K des quaternions et le groupe à 8 éléments G “ t˘1,˘i,˘j,˘ku. Ce dernier
groupe n’est pas cyclique alors qu’il est un groupe fini dans K˚. △

Exemple 6.172.
Il est aussi possible pour un groupe fini d’avoir ωpGq “ |G| sans pour autant que G soit cyclique.
Par exemple pour G “ S3, nous avons |S3| “ 6 alors que les éléments de S3 sont soit d’ordre 2 soit
d’ordre 3 et ωpGq “ ppcmp2, 3q “ 6. Pourtant S3 n’est pas cyclique. △

6.5 Idéal maximum

6.5.1 Idéal maximum
DefWHDdTrC

Définition 6.173.
Une K-algèbre est de type fini si elle est le quotient de KrX1, . . . , Xns par un idéal (pour un
certain n).

76. La solution (6.298) peut être dans L et non dans K. L’équation peut donc très bien ne pas avoir de solutions
x P K.
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ThonoZyKa

Théorème 6.174 ([180]).
Soit K un corps et B, une K-algèbre de type fini. Si B est un corps, alors c’est une extension
algébrique finie de K.

ThowgZYqx

Théorème 6.175 ([180]).
Si K est un corps algébriquement clos, les idéaux maximaux 77 de KrX1, . . . , Xns sont de la forme

pX1 ´ a1, . . . , Xn ´ anq (6.303)

où les ai sont des éléments de K.

Démonstration. Nous commençons par montrer que

J “ pX1 ´ a1, . . . , Xn ´ anq (6.304)

est un idéal maximum. Pour cela nous considérons le morphisme surjectif d’anneaux

ϕ : KrX1, . . . , Xns Ñ K

P ÞÑ P pa1, . . . , anq. (6.305)

Soit P P kerpϕq ; nous écrivons la division euclidienne de P par X ´ a1 puis celle du reste par
X ´ a2 et ainsi de suite :

P “ pX ´ a1qQ1 ` ¨ ¨ ¨ ` pXn ´ anqQn `R (6.306)EqDAkijHEqDAkijH

où R doit être une constante parce que le premier reste est de degré zéro en X1, le second est de
degré zéro en X1 et X2, etc. Afin d’identifier cette constante, nous appliquons l’égalité (6.306) à
pa1, . . . , anq et en nous rappelant que P P kerpϕq nous obtenons

0 “ P pa1, . . . , anq “ R, (6.307)

donc R “ 0 et P “ pX1 ´ a1qQ1 ` ¨ ¨ ¨ ` pXn ´ anqQn, c’est-à-dire P P J . Nous avons donc
kerpϕq Ă J . Par ailleurs J Ă kerpϕq est évident, donc J “ kerpϕq.

Vu que J est le noyau de l’application KrX1, . . . , Xns Ñ K, nous avons

KrX1, . . . , Xns
J

“ K. (6.308)

Donc J est un idéal maximal parce que tout polynôme n’étant pas dans J doit avoir un terme
indépendant non nul et donc être dans K vis à vis du quotient KrX1, . . . , Xns{J .

Nous montrons maintenant l’implication inverse. Nous supposons que I est un idéal maximum
et nous montrons qu’il doit être égal à J (pour un certain choix de a1, . . . , an).

Le quotient
KrX1, . . . , Xns

I
(6.309)

est une K-algèbre de type fini (définition 6.173). De plus c’est un corps par la proposition 1.213.
C’est donc une extension algébrique finie deK par le théorème 6.174. MaisK étant algébriquement
clos, il est sa propre et unique extension algébrique ; nous en déduisons que

KrX1, . . . , Xns
I

“ K. (6.310)

Donc pour tout 1 ď i ď n, il existe ai P K tel que Xi´ai P I, sinon le monôme Xi ne se projetterait
pas sur un élément dans K dans le quotient. Cela prouve que J est contenu dans I ; par maximalité
nous avons donc I “ J .

77. Définition 1.212.
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Corolaire 6.176.
Soit K un corps algébriquement clos et I, un idéal de KrX1, . . . , Xns. Si nous notons

V pIq “ tx P Kn tel que P px1, . . . , xnq “ 0,@P P Iu (6.311)

l’ensemble des racines communes à tous les éléments de I, on a V pIq “ H si et seulement si
I “ KrX1, . . . , Xns.
Démonstration. Si I “ KrX1, . . . , Xns en particulier 1 P I et nous avons évidemment V pIq “ H.
Le sens difficile est l’autre sens.

Supposons que I ‰ KrX1, . . . , Xns et que K est un idéal maximum contenant I (ça existe
par le théorème de Krull 1.214). Nous savons déjà par le théorème 6.175 que K est de la forme
K “ pX1 ´ a1, . . . , Xn ´ anq. Un élément de I est dans K, donc si P P I nous avons

P pa1, . . . , anq “ 0, (6.312)

c’est-à-dire que pa1, . . . , anq P V pIq et donc que V pIq ‰ H.

6.6 Polynômes symétriques et alternés

6.6.1 Polynômes symétriques, alternés ou semi-symétriques

Nous rappelons que le groupe symétrique Sn agit sur l’anneau des polynômes de n variables
sur l’anneau A par le lemme 1.361.

Définition 6.177.
Un polynôme Q en n indéterminées est

(1) symétrique si Q “ σ·Q pour tout σ P Sn ;
(2) alterné si σ·Q “ ϵpσqQ pour tout σ P Sn ;
(3) semi-symétrique si σ·Q “ Q pour tout σ P An

Le polynôme T1 ` T2 est symétrique ; le polynôme T1 ` T 2
2 ne l’est pas.

6.6.2 Polynôme symétrique élémentaire
DEFooTREUooZKoXeg

Définition 6.178.
Le k-ième polynôme symétrique élémentaire à n inconnues est le polynôme

σkpT1, . . . , Tnq “
ÿ

sPFk

kź

i“1
Tspiq (6.313)

où Fk est l’ensemble des fonctions strictement croissantes t1, 2, . . . , ku Ñ t1, 2, . . . , nu.
Une autre façon de décrire ces polynômes élémentaires est

σk “
ÿ

1ďi1ă...ăikďn
Xi1 . . . Xik . (6.314)

Par exemple

σ1pT1, . . . , Tnq “ T1 ` T2 ` ¨ ¨ ¨ ` Tn (6.315a)
σ2pT1, . . . , Tnq “ T1T2 ` ¨ ¨ ¨ ` T1Tn ` T2T3 ` ¨ ¨ ¨ ` T2Tn ` ¨ ¨ ¨ ` Tn´1Tn (6.315b)
σnpT1, . . . , Tnq “ T1 . . . Tn. (6.315c)

En particulier, σ2px, y, zq “ xy ` yz ` xz.
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TholReBiw

Théorème 6.179 ([181]).
Si Q est un polynôme symétrique en T1, . . . , Tn, alors il existe un et un seul polynôme P en n
indéterminées tel que

QpT1, . . . , Tnq “ P
`
σ1pT1, . . . , Tnq, . . . , σnpT1, . . . , Tnq

˘
. (6.316)

Exemple 6.180.
Nous voulons décomposer P px, y, zq “ x3 ` y3 ` z3 en polynômes symétriques élémentaires, c’est-
à-dire en

$
’&
’%

σ1 “ x` y ` z (6.317a)
σ2 “ xy ` xz ` yz (6.317b)
σ3 “ xyz. (6.317c)

Étant donné que P est de degré 3, les seules combinaisons des σi qui peuvent intervenir sont
σ3

1, σ1σ2 et σ3. Étant donné que dans P le coefficient de x3 est un, il est obligatoire d’avoir un
coefficient 1 devant σ3

1. Nous le calculons :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y,z’)
(x, y, z)
sage: P=x**3+y**3+z**3
sage: S1=x+y+z
sage: S2=x*y+x*z+y*z
sage: S3=x*y*z
sage: (S1**3).expand()
x^3 + 3*x^2*y + 3*x^2*z + 3*x*y^2 + 6*x*y*z + 3*x*z^2 + y^3

+ 3*y^2*z + 3*y*z^2 + z^3
sage: (S1**3-P).expand()
3*x^2*y + 3*x^2*z + 3*x*y^2 + 6*x*y*z + 3*x*z^2 + 3*y^2*z + 3*y*z^2
x^3 + 3*x^2*y + 3*x^2*z + 3*x*y^2 + 6*x*y*z + 3*x*z^2

+ y^3 + 3*y^2*z + 3*y*z^2 + z^3

Dans la différence σ3
1 ´ P nous voyons que le terme en xyz est 6xyz ; par conséquent nous savons

que le coefficient de σ3 sera ´6. Il nous reste :

sage: (S1**3+6*S3-P).expand()
3*x^2*y + 3*x^2*z + 3*x*y^2 + 12*x*y*z + 3*x*z^2 + 3*y^2*z + 3*y*z^2

que nous identifions facilement avec 3σ1σ2. Nous avons donc

P “ σ3
1 ´ 3σ1σ2 ` 3σ3. (6.318)

△
LemSoXCQH

Lemme 6.181 ([114]).
Soit K une extension de degré δ de Q et P P KrT1, . . . , Tms. Alors il existe P̄ P QrT1, . . . , Tms tel
que

(1) deg P̄ “ δ degpP q
(2) pour tout pz1, . . . , zmq P Cm tel que P pz1, . . . , zmq “ 0, on a P̄ pz1, . . . , zmq “ 0.
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Démonstration. En vertu de la proposition 6.167 et du corolaire 6.168, K est une extension sé-
parable de Q, et donc vérifie le théorème de l’élément primitif (6.170). Il existe θ P K tel que
K “ Qpθq. Soit Pθ P QrXs le polynôme minimal de θ. L’extension K étant de degré δ, et θ étant
un générateur, une base de K comme espace vectoriel sur Q est

t1, θ, . . . , θδ´1u. (6.319)

Mais par ailleurs la proposition 6.102(2) nous indique qu’une base de Qpθq sur Q est donnée par

t1, θ, . . . , θn´1u (6.320)

où n est le degré de Pθ. Donc Pθ est de degré δ. Nous nommons θ1, . . . , θδ les racines de Pθ dans un
corps de décomposition. Ici nous notons θ “ θ1 et nous ne prétendons pas que θk P K. Notons que
ces θi sont toutes des racines simples de Pθ, sinon nous aurions un facteur irréductible pX ´ θkq2,
et Pθ ne serait pas irréductible sur Q.

Soit σk le morphisme canonique

σk : Qpθq Ñ Qpθkqÿ

i

qiθ
i ÞÑ

ÿ

i

qiθ
i
k

(6.321)

Nous avons σ1 : KÑ K qui est l’identité.
Notons N le degré du polynôme P P KrT1, . . . , Tms dont il est question dans l’énoncé. Nous le

décomposons alors en

P “
Nÿ

l“0

mÿ

i“1
cilT

l
i (6.322)

avec cil P K. Nous voyons ci,. comme un élément de Km et donc nous écrivons 78

P “
Nÿ

l“0

mÿ

i“1
clpθqiT li (6.323)

où cl P QrXsm. Nous pouvons choisir degpclq ă δ parce que les puissances plus grandes de θ ne
génèrent rien de nouveau.

Nous posons aussi
P σk “

ÿ

l,i

clpθkqiT li P QpθkqrT1, . . . , Tms, (6.324)

et P̄ “ PP σ2 . . . P σk . Le coefficient de T li dans P̄ est

c̄lpθ1, . . . , θδqi “
ÿ

l1`¨¨¨`lδ“l
cl1pθ1qi . . . clδpθδqi. (6.325)

Ce dernier est un polynôme en les θk à coefficients dans Q. Qui plus est, c’est un polynôme
symétrique. En effet un terme contenant θakθbl provenant de clipθkqclj pθlq a un terme correspondant
θbkθ

a
l provenant de clj pθkqclipθlq.
C’est donc le moment d’utiliser le théorème 6.179 à propos des polynômes symétriques élémen-

taires qui nous dit que les coefficients de P̄ sont en réalité des polynômes en ceux de Pθ qui sont
dans Q. Donc P̄ P QrT1, . . . , Tms. Par ailleurs nous avons que

degpP̄ q “ δ degpP q (6.326)

parce que P̄ est le produit de δ « copies » de P . De plus P “ P σ1 divise P̄ donc on a bien que si
P pzq “ 0 alors P̄ pzq “ 0. Le polynôme P̄ est celui que nous cherchions.

78. Il me semble qu’il manque la somme sur i dans [114].
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6.6.3 Relations coefficients racines
ThoOQRgjpl

Théorème 6.182 (Relations coeffitients-racines).
Soit le polynôme P “ anX

n ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 et ri ses n racines. Alors nous avons pour chaque
1 ď k ď n la relation

σkpr1, . . . , rnq “ p´1qk an´k
an

(6.327)

où σk est le kepolynôme symétrique défini en 6.178.

ExHIfHhBr

Exemple 6.183.
Soit le polynôme

P pxq “ x3 ` 2x2 ` 3x` 4 (6.328)

et ses racines que nous nommons a, b, c. Nous voudrions calculer a2 ` b2 ` c2. D’abord nous
décomposons Qpa, b, cq “ a2 ` b2 ` c2 en polynômes symétriques élémentaires : Qpa, b, cq “
σ1pa, b, cq2 ´ 2σ2pa, b, cq.

Mais les relations coefficients-racines 79 nous donnent σ1pa, b, cq “ ´2 et σ2pa, b, cq “ 3, donc

a2 ` b2 ` c2 “ p´2q2 ´ 2 · 3 “ ´2. (6.329)

Cela nous assure déjà qu’au moins une des solutions n’est pas réelle.
Nous pouvons en avoir une vérification directe en calculant explicitement les racines (ce qui est

possible pour le degré 3) :

1 sage: P(x)=x **3+2* x **2+3* x+4
2 sage: S=solve( P(x)==0,x )
3 sage: sols =[ s.rhs () for s in S ]
4 sage: Q=[ s**2 for s in sols ]
5 sage: s= sum (Q)
6 sage: s. simplify_full ()
7 -2

tex/frido/VAYVmNRpolynomeSym.py

Notez qu’il faut un peu chipoter pour isoler les solutions depuis la réponse de la fonction
solve. △

En suivant le même cheminement que dans l’exemple, si P est un polynôme de degré n et si ri
sont ses racines, il est facile de calculer Qpr1, . . . , rnq pour n’importe quel polynôme symétrique Q

PropTETooGuBYQf

Proposition 6.184 (Annulation de fonctions polynomiales[182]).
Soit K un corps et P un polynôme à n indéterminées. Nous supposons que P s’annule sur un
ensemble de la forme A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn avec CardpAjq ą degXj

pP q pour tout j. Alors P “ 0.
De plus si P “ 0 alors tous ses coefficients sont nuls 80.

Démonstration. Nous prouvons le résultat par récurrence sur le nombre n d’indéterminées. Si
n “ 1, cela est le théorème 6.110. Nous classons les monômes du polynôme P par ordre de
puissance de Xn et nous le factorisons :

P “
mÿ

i“1
PiX

i
n (6.330)

79. Théorème 6.182
80. L’intérêt de cela est qu’un polynôme de ZrX1, . . . , Xns peut s’évaluer sur un élément de n’importe quel corps ;

il restera le polynôme nul.
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avec Pi P KrX1, . . . , Xn´1s. Soit pa1, . . . , an´1q P A1 ˆ . . .ˆAn´1 et posons

QpT q “ P pa1, . . . , an´1, T q “
mÿ

i“1
Pipa1, . . . , an´1qT i. (6.331)

Le polynôme Q s’annule sur An avec degpQq “ degXn
pP q ă CardpAnq et le théorème 6.110 nous

donne Q “ 0. Or les coefficients des différentes puissances de T dans QpT q sont les Pipa1, . . . , an´1q ;
ils sont donc nuls.

Nous avons montré que le polynôme Pi s’annule pour tout élément de A1 ˆ . . . ˆ An´1, mais
nous avons

degXj
pPiq ď degXj

P ă CardpAjq, (6.332)

donc l’hypothèse de récurrence donne Pi “ 0. Par suite, P “ 0 également.

6.7 Minuscule morceau sur la théorie de Galois
Vous trouverez des détails et des preuves à propos de la théorie de Galois dans [183, 100].

Définition 6.185.
Soit K, un corps.

Le groupe de Galois d’une extension L de K est le groupe des automorphismes de L laissant
K invariant.

Le groupe de Galois d’un polynôme sur K est le groupe de Galois de son corps de décomposition
sur K.

Définition 6.186.
Des éléments b1, . . . , bn d’une extension de K sont algébriquement indépendants si ils ne sa-
tisfont à aucune relation du type ÿ

αi1...inb
i1
1 . . . b

in
n “ 0 (6.333)

avec αi1...in P K.

Nous disons que l’équation

xn ` an´1x
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x` a0 “ 0 (6.334)

est l’équation générale de degré n si les coefficients ai sont algébriquement indépendants sur K.
THOooDTCXooTIOSZe

Théorème 6.187.
Le groupe de Galois d’un polynôme de degré n est isomorphe au groupe symétrique Sn.

CORooBRKTooBWldRC

Corolaire 6.188 ([184]).
L’équation générale de degré n est résoluble par radicaux si et seulement si n ď 5.



Chapitre 7

Topologie générale

7.1 Éléments généraux de topologie

7.1.1 Définitions et propriétés de base
DefTopologieGene

Définition 7.1 ([185]).
Soient X, un ensemble et T , une partie de l’ensemble de ses parties qui vérifie les propriétés
suivantes.

(1) Les ensembles H et X sont dans T ,
(2) Une union quelconque 1 d’éléments de T est dans T .
(3) Une intersection finie d’éléments de T est dans T .

Un tel choix T de sous-ensembles de X est une topologie sur X, et les éléments de T sont appelés
des ouverts. On dit aussi que pX, T q (voire simplement X lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté) est un
espace topologique.

Deux espaces topologiques sont isomorphes quand il existe une bijection continue d’inverse
continue. Nous verrons ça en la définition 7.38.

7.1.2 Base de topologie
DEFooLEHPooIlNmpi

Proposition-Définition 7.2 (Base de topologie[186, 187]).
Soit un espace topologique pX, T q. Soit une partie B de T . Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes : ITEMooCTPEooRCaxvx

(1) Tout élément de T est une réunion d’éléments de B.
ITEMooWOVWooRozYmM

(2) Pour tout x P X et pour tout ouvert O contenant x, il existe B P B tel que

x P B Ă O. (7.1)

Une partie B de T qui vérifie ces propriétés est une base de topologie pour X.

Démonstration. En deux parties.
(1) (1) implique (2) Soient x P X et O un ouvert contenant x. Étant donné que O est une

réunion d’éléments de B, il y a au moins un B P B contenant x. Ce B vérifie x P B Ă O.
(2) (2) implique (1) Soit O un ouvert de X ; pour chaque x P O nous considérons un ouvert

Bpxq P B tel que x P Bpxq Ă O. Nous avons alors O “ Ť
xPO Bpxq.

1. Par « quelconque » nous entendons vraiment quelconque : c’est-à-dire indicée par un ensemble qui peut autant
être N que R qu’un ensemble encore considérablement plus grand.

531
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7.1.3 Fermés
DEFFermeooNSAAooHxZbAo

Définition 7.3.
Si X est un espace topologique, un sous-ensemble F de X est dit fermé si son complémentaire,
XzF , est ouvert.

DEFVoisinageooGHZCooLRcpXY

Définition 7.4.
Si a P X, on dit que V Ă X est un voisinage de a si il existe un ouvert O P T tel que a P O et
O Ă V .

DEFooBWZIooXotZLA

Définition 7.5 (Base de voisinage[188]).
Soient un espace topologique X ainsi que a P X. Un ensemble tUiuiPI de voisinages de a est une
base de voisinages de a si pour tout voisinage V de a, il existe k P I tel que Uk Ă V .

LemQYUJwPC

Lemme 7.6.
Union et intersection de fermés. ITEMooBHIGooMvkUtX

(1) Une intersection quelconque de fermés est fermée.
ItemKJYVooMBmMbG

(2) Une union finie de fermés est fermée.

Démonstration. Soit tFiuiPI un ensemble de fermés ; nous avons
˜č

iPI
Fi

¸c

“
ď

iPI
F ci . (7.2)

Le membre de droite est une union d’ouverts, c’est donc un ouvert ; donc l’intersection qui apparaît
dans le membre de gauche est le complémentaire d’un ouvert : c’est donc un fermé.

De la même manière, le complémentaire d’une union finie de fermés est une intersection finie
de complémentaires de fermés, et est donc ouvert 2.

LEMooSFMZooBguLdf

Lemme 7.7.
Ouverts et fermés. ITEMooFPGVooUZHzkA

(1) Si F est fermé et si O est ouvert, alors F zO est fermé.
ITEMooULNTooKQyrJb

(2) Si F est fermé dans l’ouvert O, alors OzF est ouvert.

Démonstration. Nous savons par le lemme 1.28 que pF zOqc “ F cYO. Vu que F c et O sont ouverts,
l’union est ouverte. Le complémentaire de F zO étant ouvert, il est fermé.

Pour le second point, nous considérons le complémentaire. Si nous nommons X l’espace topo-
logique, nous avons

XzpOzF q “ pXzOq Y F. (7.3)

Étant une union de fermés, cela est fermé (lemme 7.6). Donc OzF est ouvert.

Dans un espace topologique, nous avons une caractérisation très importante des ouverts.
ThoPartieOUvpartouv

Théorème 7.8.
Une partie d’un espace topologique est ouverte si et seulement si elle contient un ouvert autour de
chacun de ses éléments.

Démonstration. Soit X un espace topologique et A Ă X. Le sens direct est évident : A lui-même
est un ouvert autour de x P A, qui est inclus dans X.

Pour le sens inverse, nous supposons que A contienne un ouvert autour de chacun de ses points.
Pour chaque x P A, choisissons Ox Ă A un ouvert autour de x. Alors,

A “
ď

xPA
Ox (7.4)EqAUniondesOxEqAUniondesOx

2. Un bon exercice est d’écrire ces unions et intersections, pour se convaincre que ça fonctionne.
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en effet, d’une part, A Ă Ť
xPA Ox parce que chaque élément x de A est dans le Ox correspondant,

par construction ; et d’autre part,
Ť
xPA Ox Ă A parce que chacun des Ox est inclus dans A.

Ainsi, A est égal à une union d’ouverts, cela prouve que A est un ouvert.

Le lemme 7.225 est une version particulière de celui-ci, pour l’espace topologique R. Une autre
application typique est la proposition 7.2 et le théorème 7.199.

7.1.4 Quelques exemples

7.1.4.1 Une première vague
DefTopologieGrossiere

Exemple 7.9.
Soit un ensemble quelconque X. L’ensemble de parties T “ tH, Xu est une topologie sur X.

La topologie ainsi définie sur X est appelée topologie grossière. △
DefTopologieDiscrete

Exemple 7.10.
Pour un ensemble X quelconque, on considère l’ensemble T constitué de toutes les parties de
X. Avec cet ensemble, on confère à nouveau une structure d’espace topologique à X ; toutes les
parties sont des ouverts, et aussi des fermés. La topologie ainsi posée sur X est appelée topologie
discrète. △

EXooLAOSooJtjJnu

Exemple 7.11 (Toutes les topologies d’un ensemble à 3 éléments).
On pose X “ t1, 2, 3u. Alors on peut munir X de 29 topologies différentes[189] ; saurez-vous les
retrouver toutes ? △

7.1.4.2 Topologie engendrée
DefTopologieEngendree

Proposition-Définition 7.12 (Topologie engendrée, prébase[190]).
Soient un ensemble X, et T0 un ensemble de parties de X. Nous définissons τpT0q comme étant
l’union quelconque d’intersections finies d’éléments de T0.

Plus précisément, nous faisons les constructions suivantes :
(1) Nous notons tOiuiPI les éléments de T0 indexés par l’ensemble I.
(2) Soit BpT0q l’ensemble des intersections finies d’éléments de T0 :

BpT0q “
␣č

jPJ
Oj

(
J fini dans I (7.5)

où nous convenons que
Ş
jPH Oj “ X 3.

(3) Soit A un ensemble qui indexe BpT0q :

BpT0q “ tBαuαPA. (7.6)

(4) Nous posons
τpT0q “

␣ ď

αPS
Bα

(
SĂA. (7.7)

Alors : ITEMooTCGTooJwfpel

(1) τpT0q est une topologie sur X.
ITEMooBJVVooEVRgdq

(2) Toute topologie sur X contenant T0 contient τpT0q.
La topologie τpT0q est appelée la topologie engendrée par T0. La partie T0 est appelée prébase
de la topologie τpT0q.
Démonstration. Pour (1), nous devons montrer les différents points de la définition 7.1 d’une
topologie.

3. Bref, nous mettons X dans BpT0q.
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(1) L’ensemble vide est dans τpT0q parce que H “ Ť
αPH Bα. L’ensemble X est également dans

τpT0q parce que X P BpT0q.
(2) Soient tDlulPL des éléments de τpT0q indexés par un ensemble L. Pour chaque l nous avons

un ensemble S Ă A tel que Dl “ Ť
αPSl

Bα. En posant S “ Ť
lPL Sl nous avons

ď

lPL
Dl “

ď

αPS
Bα P τpT0q. (7.8)

Donc τpT0q est stable par union quelconque.
(3) Soient D1 et D2 des éléments de τpT0q. Nous posons Di “ Ť

αPSi
Bα. Alors nous avons

ď

αPS1

Bα X
ď

βPS2

Bβ “
ď

α,βPS1ˆS2

pBα XBβq. (7.9)EQooUCJOooCbKVpwEQooUCJOooCbKVpw

Mais Bα et Bβ sont dans BpT0q. Donc BαXBβ P BpT0q. Donc (7.9) est une union d’éléments
de BpT0q.

Au final nous avons prouvé que τpT0q est une topologie sur X.
Nous démontrons à présent le point (2). Soit une topologie µ sur X contenant τpT0q. Puisque µ

est une topologie, les intersections finies d’éléments de µ sont dans µ, donc, en suivant les notations
de 7.12, BpT0q Ă µ.

Comme toutes les unions d’éléments de µ sont dans µ, l’inclusion de BpT0q dans µ implique
celle de τpT0q.

Dès que nous avons une topologie, nous avons une notion de convergence de suite.
DefXSnbhZX

Définition 7.13 (Convergence de suite).
Une suite pxnq d’éléments de X converge vers un élément x de X si pour tout ouvert O contenant
x , il existe un K P N tel que k ě K implique xk P O.

Nous disons alors que x est une limite de pxkq.
La proposition suivante montre que vérifier la convergence d’une suite sur une prébase suffit

pour vérifier la convergence.
PROPooJTJBooNtczsO

Proposition 7.14.
Soit T0 un ensemble de parties de l’ensemble X. Soient une suite pxnq dans X ainsi que x P X.
Nous supposons que la suite pxnq satisfait la propriété suivante : pour tout A P T0 tel que x P A,
il existe K P N tel que k ě K implique xk P A.

Alors nous avons la convergence de suite 4

xn

`
X,τpT0q

˘
ÝÑ x. (7.10)

Démonstration. Nous considérons la topologie τpT0q sur X. Soit un ouvert O contenant x. Nous
le décomposons en suivant (à l’envers) la construction de la définition 7.12 :

O “
ď

αPS
Bα (7.11)

avec Bα P BpT0q. Donc pour chaque α, il existe un ensemble fini Jα tel que

Bα “
č

jPJα

Aj (7.12)

avec Aj P T0. Puisque x P O, nous avons un α0 tel que x P Bα0 . Donc x P Aj pour tous les j P Jα0 .
Pour chaque j P Jα0 , il existe Kj P N tel que k ě Kj implique xk P Aj . Comme Jα0 est un

ensemble fini, nous pouvons poser K “ maxjPJα0
Kj .

Maintenant, si k ě K, nous avons xk P Aj pour tout j, et donc xk P Bα0 . Par conséquent,
xk P O.

4. Définition 7.13.
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7.1.5 Topologie produit
DefIINHooAAjTdY

Proposition-Définition 7.15 (Produit d’espaces topologiques, thème 27).
Soient tpXi, τiqui“1,...,n des espaces topologiques. Nous posons

X “
nź

i“1
Xi (7.13)

et
T “ tO Ă X tel que @x P U, DUi P τi tel que x P U1 ˆ . . .ˆ Un Ă Ou. (7.14)EQooVECGooKLUkTyEQooVECGooKLUkTy

Alors pX, T q est un espace topologique.
Cette topologie est la topologie produit.

Dans le cas d’espaces normés, nous verrons dans le lemme 7.220 que la topologie produit est
la même que celle obtenue par la norme produit.

Proposition 7.16 (Convergence composante par composante).
Soient des espaces topologiques Xi (i “ 1, . . . , n) et une suite pap1q

k , . . . , a
pnq
k q dans X1 ˆ . . .ˆXn.

Nous avons la convergence

pap1q
k , . . . , a

pnq
k q X1ˆ...ˆXnÝÑ pap1q, . . . , apnqq (7.15)

si et seulement si apiq
k Ñ apiq pour chaque i.

Démonstration. En deux parties.
(1) Sens direct Soient des ouverts Oi autour de apiq dans Xi. Puisque O1 ˆ . . . ˆ On est un

ouvert autour de pap1q, . . . , apnqq, il existe K P N tel que si k ě K nous avons pap1q
k , . . . , a

pnq
k q P

O1 ˆ . . .ˆOn. Pour ce K nous avons séparément apiq
k P Oi pour chaque i.

(2) Sens inverse Une prébase de la topologie sur X1ˆ . . .ˆXn est donnée par les O1ˆ . . .ˆOn

où Oi est un ouvert de Xi. Voir la définition 7.15 de la topologie produit et la définition 7.12
de ce qu’est une prébase.
La proposition 7.14 nous permet de ne vérifier la convergence de pap1q

k , . . . , a
pnq
k q que sur la

prébase. Soit donc O “ O1 ˆ . . . ˆ On avec pap1q, . . . , apnqq P O. Puisque papiq
k qkPN Ñ apiq,

pour chaque i, il existe Ki P N tel que si k ě Ki alors apiq
k P Oi.

En posant K “ maxipKiq, nous avons pap1q
k , . . . , a

pnq
k q P O1 ˆ . . .On pour tout k ě K.

La proposition 7.14 permet de conclure.

7.1.6 Adhérence, fermeture, intérieur, point d’accumulation et point isolé
DEFooSVWMooLpAVZRInt

Définition 7.17.
Soient un espace topologique X et une partie A de X.

(1) Un point x P X est intérieur à A si il existe un ouvert O tel quex P O Ă A.
(2) L’intérieur de A, notée IntpAq, est l’union de tous les ouverts de X contenus dans A.

Lemme 7.18.
Quelques propriétés en vrac. ITEMooHLIMooJEacKt

(1) L’intérieur de A est l’ensemble de tous les points intérieurs de A.
ITEMooYTXSooMyiBpMgzK

(2) Pour tout A Ă X, l’ensemble IntpAq est un ouvert.
ITEMooYYFDooHgsRfV

(3) On a IntpAq Ă A
ITEMooTDXFooFdyLeO

(4) Nous avons IntpAq “ A si et seulement si A est un ouvert.
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Démonstration. En plusieurs morceaux.
(1) (1) Si a P IntpAq, alors a est dans un ouvert contenu dans A, et donc a est un point intérieur

àA. Dans l’autre sens, si a est un point intérieur àA, alors il existe un ouvert O Ă A contenant
a. Puisque O est un ouvert dans A, nous avons O Ă IntpAq, et en particulier a P IntpAq.

(2) (2) L’ensemble IntpAq est une union d’ouverts.
(3) (3) L’ensemble IntpAq est une union d’ensembles contenus dans A.
(4) (4) Supposons que IntpAq “ A. Puisque IntpAq est ouvert (point (3)), A est ouvert aussi.

Dans l’autre sens, nous supposons que A est ouvert. Puisque A est un ouvert contenu dans
A, nous avons A Ă IntpAq. Mais comme IntpAq Ă A, nous avons l’égalité.

7.1.6.1 Adhérence et fermeture

7.19.
Les mots « adhérence » et « fermeture » sont synonymes. Dans le Frido, nous allons utiliser les
notations AdhpAq et Ā de façon opportuniste. La notation z̄ définissant le complexe conjugué de
z, si A est une partie de C, il est plus sûr d’écrire AdhpAq pour la fermeture, plutôt que Ā.

Au contraire, pour éviter une quantité excessive de parenthèses, nous écrirons Bpa, rq pour la
boule fermée.

DEFooSVWMooLpAVZR

Définition 7.20.
Soient un espace topologique X et une partie A de X. Un point x P X est adhérent à A si tout
ouvert de X contenant x a une intersection non vide avec A. L’ensemble des points d’adhérence
de A est noté AdhpAq ou Ā.

LEMooILNCooOFZaTe

Lemme 7.21.
À propos d’adhérence.

(1) L’adhérence de A est l’intersection de tous les fermés de X contenant A.
(2) Nous avons l’égalité

IntpAqc “ AdhpAcq. (7.16)

Démonstration. Commençons par prouver la dernière égalité d’ensembles. On a les équivalences
entre les affirmations suivantes, pour tout x P X :

— x n’est pas dans IntpAq ;
— il n’y a aucun ouvert contenant x et inclus dans A ;
— tout ouvert contenant x a une intersection non-vide avec Ac ;
— x est dans AdhpAcq.

Nous allons à présent montrer l’égalité d’ensembles IntpAqc “ AdhpAcq en prouvant la double
inclusion.

(1) Si IntpAqc Ă AdhpAcq Soit x P IntpAqc. Nous devons prouver que x P AdhpAcq. Soit un
ouvert O contenant x. Vu que x n’est pas dans l’intérieur de A, l’ouvert O est pas inclus
dans A, et donc O XAc est non vide.
Nous avons montré que tout ouvert contenant x intersecte Ac. Autrement dit : x P AdhpAcq.

(2) AdhpAcq Ă IntpAqc
Soit x P AdhpAcq. Tout ouvert contenant x intersecte Ac, et ne peut donc pas être inclus
dans A. Si aucun ouvert contenant x n’est inclus dans A, alors x n’est pas dans IntpAq.

RemAdhFerme

Remarque 7.22.
Comme corolaire du lemme 7.21, et grâce aux remarques faites pour les intérieurs, on obtient que
pour A Ă X :
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(1) l’ensemble Ā est fermé : c’est en effet le complémentaire d’un ouvert, précisément l’intérieur
de Ac ;

(2) A est fermé si et seulement si Ā “ A : en effet, A est fermé si et seulement si Ac est ouvert, si
et seulement si l’intérieur de Ac est Ac lui-même ; or, l’intérieur de Ac est le complémentaire
de Ā par le lemme 7.21, si bien que A est fermé si et seulement si pĀqc “ Ac, ou encore. . . ce
qu’on affirmait au début.

DefEnsembleDense

Définition 7.23.
Soit X un espace topologique. Un sous-ensemble A de X est dense dans X si Ā “ X.

7.1.6.2 Frontière

Définition 7.24.
Soit X un espace topologique, et A Ă X. La frontière de A, notée BA, est l’ensemble des points
adhérents de A qui ne sont pas intérieurs à A. Ainsi,

BA “ AdhpAqz IntpAq. (7.17)

7.1.6.3 Topologie induite
DefVLrgWDB

Proposition-Définition 7.25 (Topologie induite[191]).
Soit un espace topologique pX, τXq, et soit Y Ă X. Nous définissons

τY “ tY XO tel que O P τXu. (7.18)

L’ensemble τY est une topologie sur Y .
Elle est la topologie induite.

Démonstration. Il s’agit de vérifier les conditions de la définition 7.1.
(1) Y P τY Parce que Y “ X X Y et que X est un ouvert de X.
(2) H P τY Parce que H “ Y XH et que H est un ouvert de X.
(3) Union quelconque Soient des ouverts Ai de X. Nous avons

ď

iPI
Y XAi “ Y X `ď

iPI
Ai

˘
. (7.19)EQooJUYHooIugQXGEQooJUYHooIugQXG

Comme les Ai sont des ouverts de X, leur union est encore un ouvert de X. Donc (7.19) est
encore dans τY .

(4) Intersection finie Nous avons

č

iPI
Y XAi “ Y X

˜č

iPI
Ai

¸
. (7.20)

LemBWSUooCCGvax

Lemme 7.26 ([1]).
Soit pX, τXq un espace topologique et S Ă X, un fermé de X sur lequel nous considérons la topologie
induite τS. Si F est un fermé de pS, τSq alors F est fermé de pX, τXq.
Démonstration. Nous savons que F Ă S et que le complémentaire de F dans S est un ouvert
de pS, τSq : il existe un ouvert Ω P τX tel que SzF “ S X Ω. Si maintenant nous considérons le
complémentaire de F dans X nous avons

F c “ pSzF q Y pXzSq “ pS X Ωq Y Sc “ pS X Ωq Y pSc X Ωq Y Sc “ ΩY Sc. (7.21)

Puisque Ω et Sc sont des ouverts de X, l’union est un ouvert. Donc F c P τX et F est un fermé de
X.
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LemkUYkQt

Lemme 7.27.
Si B Ă A alors la fermeture de B pour la topologie de A (induite de X) que nous noterons B̃ est

B̃ “ B̄ XA (7.22)

où B̄ est la fermeture de B pour la topologie de X.

Démonstration. Si a P B̄ X A, un ouvert de A autour de a est un ensemble de la forme O X A où
O est un ouvert de X. Comme a P B̄, l’ensemble O intersecte B et donc pO XAq XB ‰ H. Donc
a est bien dans l’adhérence 5 de B au sens de la topologie de A.

Pour l’inclusion inverse, soit a P B̃, montrons que a P B̄ X A. Par définition a P A, parce que
B̃ est une fermeture dans l’espace topologique A. Il faut donc seulement montrer que a P B̄. Soit
donc O un ouvert de X contenant a ; par hypothèse OXA intersecte B (parce que tout ouvert de
A contenant a intersecte B). Donc O intersecte B. Cela signifie que tout ouvert (de X) contenant
a intersecte B, ou encore que a P B̄.

Si A est un ouvert de X, on pourrait croire que la topologie induite n’a rien de spécial. Il
est vrai que B sera ouvert dans A si et seulement si il est ouvert dans X, mais certaines choses
surprenantes se produisent tout de même.

LEMooIGQCooOrroHT

Lemme 7.28.
La partie Q dans R est d’intérieur vide, et sa fermeture est R.

ExloeyoR

Exemple 7.29.
Prenons X “ R et A “ s0, 1r. Si B “ s1

2 , 1r, alors la fermeture de B dans A sera B̃ “ r1
2 , 1r et non

r1
2 , 1s comme on l’aurait dans R. △

Prendre la topologie induite de R vers un fermé de R donne des boules un peu spéciales comme
le montre l’exemple suivant.

ExKYZwYxn

Exemple 7.30.
Quid de la boule ouverte Bp1, ϵq dans le fermé r0, 1s ? Par définition c’est

Bp1, ϵq “ tx P r0, 1s tel que |x´ 1| ă ϵu “ s1´ ϵ, 1s. (7.23)

Oui, c’est ouvert dans r0, 1s. C’est d’ailleurs un des ouverts de la topologie induite de R sur r0, 1s.
Donc pour la topologie de r0, 1s, toutes les boules ouvertes Bpx, δq avec x P r0, 1s sont incluses

dans r0, 1s. Bref, vous pouvez écrire

Bp12 , 10q Ă r0, 1s, (7.24)

mais vous avez intérêt à être très clair sur la topologie sous-entendue. △

7.1.6.4 Points d’accumulation et isolés
DEFooGHUUooZKTJRi

Définition 7.31.
Soient un espace topologique X et une partie A de X. Un point s P X est un point d’accumula-
tion de A si tout ouvert de X contenant s contient au moins un élément de Aztsu.

Quelle est la différence entre un point d’accumulation et un point d’adhérence ? La différence
est que tous les points de A sont des points d’adhérence de A, parce que tout voisinage de a P A
contient au moins a lui-même, alors que certains points de A peuvent ne pas être des points
d’accumulation de A. Voir l’exemple 7.230.

Notons qu’un point d’accumulation de A dans X n’est pas spécialement dans A.

5. Définition 7.20.
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DEFooXIOWooWUKJhN

Définition 7.32.
Soient un espace topologique X et une partie A de X. Un point s P A est un point isolé de A si
il existe un voisinage ouvert O de s dans X tel que AXO “ tsu.

7.1.7 Applications continues

La définition suivante est la définition de la continuité dans tous les cas.
DefOLNtrxB

Définition 7.33 (Application continue[192]).
Deux définitions : ITEMooXARPooNzsWLr

(1) Soient une application f : X Ñ Y entre les espaces topologiques X et Y et un point a P X.
Nous disons que f est continue en a si pour tout ouvert W contenant fpaq, il existe un
voisinage V de a dans X tel que fpV q ĂW . ITEMooEHGWooDdITRV

(2) Une fonction f : X Ñ Y est continue sur X si pour tout ouvert O de Y , l’ensemble

f´1pOq “ tx P X tel que fpxq P Ou (7.25)defFminus1ofasetdefFminus1ofaset

est ouvert dans X.
PROPooOVKEooCkJmmO

Proposition 7.34 ([1]).
Une application f : X Ñ Y entre deux espaces topologiques est continue sur X si et seulement si
elle est continue en chacun des points de X.

Démonstration. Dans les deux sens.
(1) ñ Nous supposons que f : X Ñ Y est continue. Soit a P X. Si W est un ouvert contenant

fpaq, alors V “ f´1pW q est un ouvert contenant a et vérifiant fpV q ĂW .
(2) ð Nous supposons que f : X Ñ Y est continue en chaque point de X. Soit un ouvert O de

Y . Pour a P f´1pOq, la partie O est un ouvert contenant fpaq. Donc il existe un ouvert Va
contenant a et tel que fpVaq Ă O.
Nous posons à présent V “ Ť

aPf´1pOq Va. C’est un ouvert comme union d’ouverts. Ensuite
nous avons V “ f´1pOq. En effet d’une part nous avons fpVaq Ă O, donc Va Ă f´1pOq pour
tout a P X. Donc V Ă f´1pOq.
D’autre part, pour chaque a P f´1pOq nous avons a P Va, et donc f´1pOq Ă V .

LEMooYTLSooKhetml

Lemme 7.35.
Soient deux espaces topologiques X et Y et une application f : X Ñ Y . Soit une base de topologie
tAiuiPI de Y . Si f´1pAiq est ouvert dans X pour tout i P I alors f est continue.

Exemple 7.36 ([1]).
Un truc bien avec la définition 7.33(1) est que la continuité de f en un point est définie pour tout
point du domaine ; pas seulement les points d’accumulation. Soit par exemple une fonction simple

f : tau Ñ R

a ÞÑ 4.
(7.26)

Si W est un ouvert de R contenant 4, nous avons l’ouvert V “ tau tel que fpV q ĂW . Donc f est
continue au point 4.

Mais f est également continue sur t4u en tant qu’espace topologique. En effet, si W est un
ouvert de R, l’ensemble f´1pW q est soit H soit tau. Dans les deux cas c’est un ouvert. △

LEMooATLRooEKnlro

Lemme 7.37.
Une application f : X Ñ Y est continue si et seulement si pour tout fermés F de Y , la partie
f´1pF q est fermée dans X.
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Démonstration. Supposons que f est continue. Si F est fermé dans Y , alors F c est ouvert et donc
f´1pF cq “ f´1pF qc est ouvert. Donc f´1pF q est fermé.

Dans l’autre sens, si O est ouvert dans Y , alors f´1pOqc “ f´1pOcq est fermé, de telle sorte
que f´1pOq est ouvert. L’application f est alors continue.

7.1.7.1 Isomorphismes
DEFooYPGQooMAObTO

Définition 7.38 (Isomorphisme d’espaces topologiques).
Un isomorphisme d’espaces topologiques est une application bijective continue 6 entre deux es-
paces topologiques dont la réciproque est continue. On dit également homéomorphisme.

Un isomorphisme d’un espace avec lui-même est un automorphisme.
LEMooMJSHooOszteq

Lemme 7.39 ([1]).
Si f : X Ñ Y est un homéomorphisme 7 et si F est fermé dans X, alors fpF q est fermé dans Y .

Démonstration. Le complémentaire F c est ouverte. Vu que f´1 est continue, la partie fpF cq est
ouverte. Comme f est une bijection, nous avons fpF cq “ fpF qc. D’où le fait que fpF qc est ouvert,
et donc que fpF q est fermé.

LEMooNMPGooRlgppQ

Lemme 7.40.
Soient un homéomorphisme φ : X Ñ Y ainsi qu’une partie S Ă X. Alors

φpS̄q “ φpSq. (7.27)

Démonstration. Nous prouvons que φpSq Ă φpS̄q ; pour l’inclusion inverse, la lectrice fera elle-
même.

Soit x P φpSq. Nous allons prouver que x P φpS̄q, c’est à dire que φ´1pxq P S̄. Pour cela
nous considérons un ouvert O autour de φ´1pxq. La partie φpOq est un ouvert contenant x. Donc
φpOq X φpSq ‰ H, et donc O X S ‰ H, ce qui prouve que φ´1pxq P S̄.

7.2 Topologie rendant continue
PROPooGOEVooZBAOQh

Proposition-Définition 7.41 (Topologie initiale[193]).
Soient un ensemble X, des espaces topologiques pYi, τiqiPI , et des applications φi : X Ñ Yi. Nous
notons

Λ “ tpi, ωiq tel que i P I, ωi P τiu. (7.28)

Pour chaque Γ fini dans Λ, nous posons

ΦΓ “
č

pi,ωiqPΓ
φ´1
i pωiq. (7.29)

Enfin nous posons
τI “

ď

Γ fini dans Λ
ΦΓ. (7.30)

Nous avons :
(1) τI est une topologie sur X.
(2) Toutes les applications φi sont continues 8 pour cette topologie.
(3) La topologie τI est la plus faible topologie sur X pour laquelle toutes les φi sont continues.

La topologie ainsi définie est souvent référée comme la plus petite topologie qui rend les appli-
cations φi continues. Elle est aussi appelée topologie initiale des φi.

6. Application continue, définition 7.33.
7. Définition 7.38.
8. Application continue, définition 7.33.
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La topologie quotient d’un espace topologique par une relation d’équivalence est définie comme
la plus petite topologie rendant continue la projection. Voir la définition 7.46.

LEMooVRGFooNgbwKu

Lemme 7.42 ([193, 194]).
Soient des espaces topologiques tpYi, τiquiPI , et X, un ensemble. Pour chaque i nous considérons
une base de topologie Bi de τi. Nous considérons des applications φi : X Ñ Yi.

L’ensemble

B “
#

nč

j“1
φ´1
αj
pUjq tel que n P N, α1, . . . , αn P I, Uk P Bk

+
(7.31)

est une base de la topologie initiale 9 des φi.
PROPooOPJCooAIUXCW

Proposition 7.43 ([1]).
Soient un espace topologique pY, τY q et une application f : X Ñ Y . Soient x0 P X et y0 “ fpy0q. Si
tBiuiPI est une base de voisinages de y0, alors tf´1pBiquiPI est une base de voisinages de x0 pour
la topologie initiale 10 de f .

Démonstration. Soit un ouvert O autour de x0 pour la topologie initiale de f . En adaptant le
lemme 7.42 au cas d’une seule application,

B “ tf´1pUq tel que U P τY u (7.32)

est une base de topologie sur X. Donc O est une union de la forme 11

O “
ď

αPA
f´1pUαq (7.33)

avec Uα P τY . Soit α P A tel que x0 P f´1pUαq. Nous avons y0 “ fpx0q P Uα. Vu que Uα est un
ouvert contenant y0, et vu que tBiuiPI est une base de voisinages de y0, nous avons un i P I tel
que

y0 P Bi Ă Uα. (7.34)
Donc nous avons aussi

f´1pBiq Ă f´1pUαq Ă O. (7.35)
Donc tout voisinage de x0 contient un élément de tf´1pBiquiPI . Cela prouve que ce dernier est

une base des voisinages de x0.
LEMooADPLooYylNsj

Lemme 7.44 ([193]).
Soient des espaces topologiques tpYi, τiquiPI , et X, un ensemble. Nous considérons des applications
φi : X Ñ Yi ainsi que τ , la topologie minimale sur X telle que les applications φi soient continues.

Soit une suite pxnq dans X. Nous avons xn τÝÑ x si et seulement si φipxnq τiÝÑ φipxq pour tout
i P I.

Démonstration. Dans le sens direct, c’est seulement le fait que les φi sont continues.
Dans le sens réciproque, nous supposons que φipxnq τiÝÑ φipxq pour tout i et nous devons

prouver que xn τÝÑ x.
Soit un voisinage U de x. Vue la base de topologie donnée dans le lemme 7.42, il existe un J

fini dans I ainsi que des ouverts tVjujPJ tels que

x PW “
č

jPJ
φ´1
j pVjq Ă U (7.36)

Par hypothèse, φipxnq Ñ φipxq. Mais Vj est un ouvert qui contient φjpxq. Donc il existe Nj P N
tel que φjpxnq P Vj pour tout n ě Nj . En posant 12 N “ maxtNjujPJ , nous avons que φjpxnq P Vj
pour tout n ě N et pour tout j P J .

Dans ce cas nous avons aussi xn PW Ă U . La convergence est prouvée.
9. Proposition 7.41.

10. Définition 7.41.
11. Définition 7.2(1).
12. Notez l’utilisation du lemme 1.73 pour justifier que le maximum existe.



542 CHAPITRE 7. TOPOLOGIE GÉNÉRALE

Proposition 7.45 ([193]).
Soient des espaces topologiques pYi, τiq, un ensemble X, et des applications φi : X Ñ Yi. Nous
considérons sur X la plus petite topologie rendant continues 13 les φi.

Soit un espace topologique Z. Une application ψ : Z Ñ pX, τIq est continue si et seulement si
les applications φi ˝ ψ : Z Ñ Yi sont continues pour tout i P I.

Démonstration. Le sens direct est une simple composée de fonctions continues. Pour l’autre sens,
nous supposons que les ϕi ˝ψ sont continues, nous considérons U P τI et nous devons montrer que
ψ´1pUq est un ouvert de Z.

En posant
Λ “ tpi, ωq tel que i P I, ω P τiu, (7.37)

il existe un Γ fini dans Λ tel que
U “

č

pi,ωqPΓ
φ´1
i pωq. (7.38)

Nous avons donc
ψ´1pUq “

č

pi,ωiqPΓ
pψ ˝ φ´1

i qpωiq. (7.39)

Vu que ψ ˝ φ´1 est continue, chacun des pψ ˝ φ´1
i qpωq est ouvert. Donc ψ´1pUq est ouvert comme

intersection finie d’ouverts.

7.2.1 Topologie quotient
DEFooHWSYooZZLXQU

Définition 7.46 ([195]).
Soit un espace topologique X ainsi qu’une relation d’équivalence „ sur X. La topologie quotient
sur l’ensemble X{ „ est la plus petite topologie qui rend continue 14 la projection canonique p : X Ñ
X{ „.

PROPooDRPLooONCwYs

Proposition 7.47.
Soit un espace topologique X muni d’une relation d’équivalence „. Une partie O P X{ „ est
ouverte 15 si et seulement si p´1pOq est ouverte dans X.

PROPooYKLBooQuqnfA

Proposition 7.48 ([195]).
Soient des espaces topologiques X et Y ainsi qu’une relation d’équivalence „ sur X. Soit la pro-
jection canonique p : X Ñ X{ „. Une application f : X{ „Ñ Y est continue si et seulement si
l’application composée f ˝ p : X Ñ Y est continue.

DEFooBXGJooOBQaNw

Définition 7.49 (Passage d’une application aux classes).
Soient deux ensembles X et E ainsi qu’une relation d’équivalence „ sur X. Nous disons qu’une
application f : X Ñ E passe aux classes si f est constante sur chaque classe d’équivalence de
X. Dans ce cas nous considérons l’application quotient

f̃ : X{ „ Ñ E

rxs ÞÑ fpxq. (7.40)

LEMooKTINooKDjNeX

Lemme 7.50 ([196]).
Soient deux espaces topologiques X et Y . Soit une relation d’équivalence „ sur X. Nous considérons
une application continue 16 f : X Ñ Y capable de descendre aux classes 17. Alors l’application
quotient f̃ : X{ „Ñ Y est continue.

13. Proposition 7.41.
14. Définition 7.41.
15. La topologie est définie en 7.46.
16. Définition 7.33.
17. Voir la définition 7.49.
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Démonstration. Nous considérons la projection canonique p : X Ñ X{ „. Soit un ouvert O dans
Y . La partie f̃´1pOq sera ouverte si p´1`f̃´1pOq˘ est ouverte (proposition 7.47). Nous avons

p´1`f̃´1pOq˘ “ pf̃ ˝ pq´1pOq. (7.41)

Mais f̃ ˝ p “ f parce que pf̃ ˝ pqpxq “ f̃prxsq “ fpxq. Donc

p´1`f̃´1pOq˘ “ pf̃ ˝ pq´1pOq “ f´1pOq (7.42)

qui est ouvert parce que f est continue.

Lemme 7.51 ([196]).
Soient deux espaces topologiques X et Y ainsi qu’une relation d’équivalence „ sur X. Nous consi-
dérons une application continue g : X{ „Ñ Y . Alors

(1) L’application g ˝ p est continue.
(2) Si nous posons f “ g ˝ p, alors f descend aux classes et f̃ “ g.

Démonstration. La projection p est toujours continue par définition de la topologie quotient. Donc
g ˝ p est continue par composition d’applications continues.

Voyons que f descend aux classes. Si x „ y, alors ppxq “ ppyq et donc fpxq “ fpyq. En ce qui
concerne l’application f̃ , nous avons

f̃
`rxs˘ “ pg ˝ pqpxq “ g

`rxs˘, (7.43)

donc f̃ “ g et le lemme est démontré.

7.3 Suites et convergence

7.52.
À propos de notations. La pire notation possible pour une suite est panqn. Mais que vient faire le
second indice n ? Il peut être raisonnable d’écrire panqnPI lorsqu’on veut dire dans quel ensemble
se déplace n. Si nous parlons de suite, il faut une sérieuse raison de prendre autre chose que N
comme ensemble d’indices.

Une suite étant une fonction, de la même façon qu’on ne devrait pas dire « la fonction fpxq »,
mais « la fonction f » ou « la fonction x ÞÑ fpxq », nous devrions simplement écrire a pour désigner
la suite dont les éléments sont an.

Par conséquent, il est parfaitement légal, et même conseillé, d’écrire « a ` b » pour la somme
des suites a et b. Et il est tout aussi légal d’écrire « lim a » au lieu de limnÑ8 an.

Le hic est que nous écrivons souvent x la limite de la suite n ÞÑ xn. Dans ce cas, nous sommes
évidemment obligé d’écrire l’indice n pour parler de la suite.

Tout cela pour dire qu’il faut être souple avec les notations.

7.3.1 Convergence dans un fermé
PROPooBBNSooCjrtRb

Proposition 7.53 ([1]).
Une suite contenue dans un fermé ne peut converger 18 que vers un élément de ce fermé.

Démonstration. Soient un espace topologique X et un fermé F dans X. Nous supposons que la
suite pxkq soit contenue dans F . Nous allons prouver qu’aucun élément de F c ne peut être limite.

Soit a P F c. Puisque le complémentaire de F est un ouvert, et d’après le théorème 7.8, il existe
un ouvert Oa contenant a, et contenu dans F c. Le voisinage Oa de a ne contient donc aucun
élément de la suite pxkq, qui ne peut donc pas converger vers a.

18. Définition 7.13.
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CorLimAbarA

Corolaire 7.54.
Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Toute suite d’éléments de A qui converge,
admet pour limite un élément de AdhpAq.
Démonstration. Une fois la suite pxnq fixée, il suffit de remarquer que tous les xn sont dans AdhpAq,
et puis d’appliquer la proposition 7.53.

LemPESaiVw

Lemme 7.55.
Soit A Ă X muni de la topologie induite de X et pxnq une suite dans A. Si pxnq converge vers un
élément x dans A, alors elle converge aussi vers x dans X.

Démonstration. Soit O un ouvert autour de x dans X. Alors A X O est un ouvert autour de x
dans A et il existe N P N tel que si n ě N , alors xn P AXO Ă O.

7.3.2 Pour des limites uniques : séparabilité

Notons que l’on a parlé d’une limite de suite jusqu’à présent : en effet, si il existe deux éléments
distincts x et y tels que tout ouvert contenant x contient y, alors la définition 7.13 dit que toute
suite convergeant vers y converge aussi vers x. . .

EXooSHKAooZQEVLB

Exemple 7.56.
Oui, il y a moyen de converger vers plusieurs points distincts si l’espace n’est pas super cool. Nous
pouvons par exemple [197] considérer la droite réelle munie de sa topologie usuelle et y ajouter
un point 01 (qui clone le réel 0) dont les voisinages sont les voisinages de 0 dans lesquels nous
remplaçons 0 par 01. Dans cet espace, la suite p1{nq converge à la fois vers 0 et 01.

En fait, on « voit » le problème : on ne peut pas distinguer d’un point de vue topologique le 0
et le 01. △

Nous posons la définition suivante, qui nous permettra de donner une assez grande classe
d’espaces topologiques dans lesquels nous avons unicité de la limite 19.

DefYFmfjjm

Définition 7.57 (Espace topologique Hausdorff).
Si deux points distincts admettent toujours deux voisinages disjoints 20, nous disons que l’espace
est séparé ou de Hausdorff.

Attention, cette notion est à ne pas confondre avec :
DefUADooqilFK

Définition 7.58 (Espace topologique séparable).
Un espace topologique est séparable si il possède une partie dénombrable 21 dense 22.

PropUniciteLimitePourSuites

Proposition 7.59.
Dans un espace topologique séparé, si une suite converge, alors sa limite est unique.

Démonstration. Supposons que la suite pxkq converge vers deux éléments distincts x et y. L’espace
étant séparé, il existe deux ouverts Ox et Oy, disjoints, contenant respectivement x et y. La suite
convergeant à la fois vers x et y, il existe kx et ky, tels que, si k ě maxtkx, kyu, l’élément xk
est (à la fois) dans Ox et Oy. Cela est en contradiction avec le fait que ces deux ensembles sont
disjoints.

7.60.
Donc, on pourra parler, avec des espaces séparés, de « la limite d’une suite ». On notera xn Ñ a,
ou limnÑ8 xn “ a, pour signifier que la suite pxnq converge vers a.

19. Voir la proposition 7.108.
20. Définition 1.3.
21. Définition 1.125.
22. Définition 7.23.
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LEMooMDTNooThlHJl

Lemme 7.61 ([1]).
Soit a ‰ 0 dans un espace vectoriel topologique 23 Hausdorff 24. Il existe un voisinage V de 0 tel
que a R V̄ .

Démonstration. Étant donné que l’espace topologique est Hausdorff, nous pouvons considérer des
voisinages V de 0 et W de a tels que V XW “ H.

Dans ce cas nous avons a R V̄ (voir la définition 7.20 de la fermeture de V ).
PROPooNRRIooCPesgO

Proposition 7.62 ([1]).
La convergence de suite pour la topologie de l’espace produit 25 est équivalente à la convergence des
suites « composante par composante ».

Démonstration. En deux parties
(1) Sens direct Pour simplifier les notations, nous allons considérer le produit de deux espaces.

Soit donc pxk, ykq XˆYÝÑ px, yq et des ouverts O1 dans X autour de x et O2 autour de y dans
Y .
La partie O1 ˆ O2 est ouverte dans X ˆ Y . Donc il existe K tel que k ě K implique
pxk, ykq P O1 ˆO2.
Nous avons prouvé que pour tout ouvert O1 autour de x il existe K tel que k ě K implique
xk P O1. Donc xk XÝÑ x. Idem pour y.

(2) Dans l’autre sens Nous considérons l’espace produit 26 X “ śn
i“1Xi. Nous supposons

pour chaque i, avoir une suite convergente pxiqk XiÝÑ xi.
Nous allons prouver que

`px1qk, . . . , pxnqk
˘ XÝÑ px1, . . . , xnq. (7.44)

Soit un ouvert O de X autour de px1, . . . , xnq. Nous considérons des ouverts Ui de Xi tels
que xi P Ui et U1 ˆ . . . Un Ă O.
Vu que pxiqk XiÝÑ xi, il existe Ki P N tel que k ą Ki implique pxiqk P Ui. Si k ě maxitKiu,
alors pxiqk P Ui pour tout i et nous avons

`px1qk, . . . , pxnqk
˘ P U1 ˆ . . .ˆ Un Ă O. (7.45)

LEMooSJKMooKSiEGq

Lemme 7.63 ([1]).
Soit un espace topologique X. Soient dans X une suite pxnq et un élément x tels que toute sous-suite
de pxnq contient une sous-suite convergente vers x. Alors xn Ñ x.

Démonstration. Supposons que pxnq ne converge pas vers x. Il existe alors un ouvert O autour de
x tel que pour tout N ą 0, il existe n ě N tel que xn n’est pas dans O.

Cela nous permet de construire une sous-suite de pxnq composée d’éléments hors de O. Aucune
sous-suite de cette sous-suite ne peut converger vers x.

7.3.3 Fonctions équivalentes
DEFooWDSAooKXZsZY

Proposition-Définition 7.64 ([198]).
Soit un espace topologique X et D Ă X. Soient encore des fonctions f, g : D Ñ C et un point
a P AdhpDq 27.

23. Définition 7.164.
24. Définition 7.57
25. Définition 7.15.
26. Pour les notations, ça va être le sport : pxiqk désigne une suite dans Xi, mais xi désigne la limite de cette suite.
27. Adhérence ou fermeture, c’est la même chose. Voir la définition 7.20 et le lemme 7.21.



546 CHAPITRE 7. TOPOLOGIE GÉNÉRALE

Nous définissons sur FunpD,Cq la relation f „ g lorsque qu’il existe un voisinage V de a dans
X et une fonction α : V Ñ R telles que

(1) limxÑa αpxq “ 0,
(2) pour tout x P pV XDqztau,

fpxq “ `
1` αpxq˘gpxq. (7.46)EQooQXKYooSDPpNqEQooQXKYooSDPpNq

Cette relation est une relation d’équivalence.
Lorsque f „ g, nous disons que f et g sont équivalentes en a.

Démonstration. Nous devons prouver les trois conditions de la définition 1.31 de relation d’équi-
valence.

(1) Réflexive Il suffit de poser αpxq “ 0.
(2) Symétrique Si f „ g, il existe une fonction α vérifiant ce qu’il faut telle que

fpxq “ `
1` αpxq˘gpxq. (7.47)

Comme limxÑa αpxq “ 0, il y a un voisinage de a sur lequel |αpxq| ă 1 ; il n’y a donc pas de
problème de dénominateur en écrivant

gpxq “ 1
1` αpxqfpxq. (7.48)

Nous posons alors βpxq “ ´αpxq{`1` αpxq˘. Cela vérifie

gpxq “ `
1` βpxq˘fpxq. (7.49)

Et
lim
xÑa

βpxq “ 0 (7.50)

parce que limxÑa

`
1` αpxq˘ “ 1 et limxÑa´αpxq “ 0.

(3) Transitive Soit f „ g et g „ h. Sur un voisinage V de a nous avons

fpxq “ `
1` αpxq˘gpxq, (7.51)

sur un voisinage W de a nous avons

gpxq “ `
1` βpxq˘hpxq. (7.52)

Sur le voisinage V XW nous avons

fpxq “ `
1` βpxq ` αpxq ` pαβqpxq˘hpxq. (7.53)

Donc la fonction γpxq “ βpxq ` αpxq ` pαβqpxq fait l’affaire.

Notons que la notion d’équivalence de fonctions, de même que la notion de limite, ne dépend
pas des valeurs exactes atteintes par les fonctions au point.

Lemme 7.65.
Si f et g sont équivalentes en a, et si g ne s’annule pas sur un voisinage de a, alors pour tout
ϵ ą 0, il existe r tel que

fpxq
gpxq P Bp1, ϵq (7.54)

pour tout x P Bpa, rq.
Démonstration. Nous considérons un voisinage V de a sur lequel en même temps :

— la fonction α de la définition d’équivalence est définie,
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— |αpxq| ă ϵ pour tout x P V ,
— gpxq ‰ 0, pour tout x P V .

Ensuite nous considérons r ą 0 tel que Bpa, rq Ă V . En divisant la condition (7.46) par gpxq nous
trouvons

fpxq
gpxq “ 1` αpxq. (7.55)

Donc
|fpxq
gpxq ´ 1| “ |αpxq| ď ϵ, (7.56)

ce qu’il fallait prouver.

7.4 Connexité
L’idée de la connexité, c’est de s’assurer qu’un ensemble est « d’un seul tenant ».

DefIRKNooJJlmiD

Définition 7.66.
Lorsque X est un espace topologique, nous disons qu’un sous-ensemble A est non connexe quand
on peut trouver des ouverts O1 et O2 disjoints tels que

A “ pAXO1q Y pAXO2q, (7.57)EqDefnnConEqDefnnCon

et tels que AXO1 ‰ H, et AXO2 ‰ H. Si un sous-ensemble n’est pas non-connexe, alors on dit
qu’il est connexe.

Une autre façon d’exprimer la condition (7.57) est de dire que A n’est pas connexe quand il est
contenu dans la réunion de deux ouverts disjoints qui intersectent tous les deux A.

LEMooKXHQooAyVQsT

Lemme 7.67 ([1]).
Si C est un connexe de l’espace topologique X, alors C muni de la topologie induite de X est
connexe.

PROPooBCFXooRlMvch

Proposition 7.68 ([199]).
Soit un espace topologique X. Soient pCiqiPI des connexes de X tels que

Ť
iPI Ci ‰ H. Alors

Ť
iPI Ci

est connexe.

Démonstration. Nous notons C “ Ť
iPI Ci. Soient des ouverts disjoints A et B recouvrant C. Nous

devons démontrer que soit AX C soit B X C est vide.
Nous notons Ai “ Ci X A et Bi “ Ci X B. Les parties Ai et Bi recouvrent Ci et nous avons

Ai YBi “ Ci. Le lemme 7.67 nous dit que Ci est connexe pour la topologie induite de X ; or dans
cette topologie, les parties Ai et Bi sont ouvertes. Nous en déduisons que soit Ai soit Bi est vide.
Mais lequel ?

Par hypothèse,
Ť
iPI Ci est non vide. Soit x un élément de cette intersection. Soit x P A et alors

x P Ai pour tout i ; soit x P B et alors x P Bi pour tout i.
Dans le premier cas, x P Ai pour tout i, de telle sorte que Bi “ H pour tout i. Nous avons

alors
H “

ď

iPI
Bi “

ď

iPI
pCi XBq “ B X C. (7.58)

Dans le second cas nous obtenons de même que AX C “ H.
DEFooFHXNooJGUPPn

Proposition-Définition 7.69 ([200]).
Soient un espace topologique X et un point x P X. ITEMooBZAQooNwuzaS

(1) La réunion de toutes les parties connexes de X contenant x est connexe.
(2) Cette réunion est la plus grande (au sens de la relation d’inclusion) de toutes les parties

connexes de X contenant x.
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La réunion de toutes les parties connexes de X contenant x est nommée composante connexe
de x dans X.

Démonstration. La réunion de toutes les parties connexes contenant x est connexe par la proposi-
tion 7.68.

Nous notons C la réunion de toutes les parties connexes contenant x. Si D est un connexe
contenant x, alors D Ă C parce que C est une union de tous les connexes, y compris D.

PropHSjJcIr

Proposition 7.70 ([1]).
Soit X un espace topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes. ITEMooXHIKooGqrgTs

(1) L’espace X est connexe.
ITEMooRTNPooADKVnw

(2) Si X “ O1 YO2 avec O1 et O2 des ouverts disjoints, alors soit O1 “ H soit O2 “ H.
ITEMooOEZYooFBNaOZ

(3) Si X “ F1 Y F2 avec F1 et F2 fermés disjoints dans X, alors F1 “ H ou F2 “ H.
ITEMooNIPZooIDPmEf

(4) Si A Ă X avec A ouvert et fermé en même temps, alors A “ H ou A “ X.

Démonstration. En quatre parties.
(1) (1) implique (2) Par rapport à la définition 7.66, nous prenons la partie X de l’espace X.

Supposons que O1 et O2 sont tout deux non vides. Dans ce cas nous avons

X “ O1 YO2 “ pO1 XXq Y pO2 XXq, (7.59)

ce qui prouverait que X est non connexe. Contradiction. Un des Oi est vide.
(2) (2) implique (3) Soit une union disjointe de fermés X “ F1 Y F2. Puisque l’union est

disjointe, nous avons F1 “ XzF2 et F2 “ XzF1, ce qui fait que F1 et F2 sont également
ouverts. Nous en déduisons que X “ F1 Y F2 est une union disjointe d’ouverts. L’hypothèse
indique que F1 “ H ou F2 “ H.

(3) (3) implique (4) Soit A une partie ouverte et fermée de X. Nous supposons que A est
ouvert et fermé, donc XzA est également ouvert et fermé : c’est la définition 7.3 d’un fermé.
Nous avons évidemment l’union X “ AY pXzAq qui est une union disjointe de fermés. Par
hypothèse nous avons soit A “ H soit XzA “ H.

(4) (4) implique (1) Supposons que X ne soit pas connexe. Il existe donc des ouverts disjoints
O1 et O2 tels que X “ O1YO2. Étant donné que O1 “ XzO2, la partie O1 est fermée comme
complémentaire d’ouvert. Donc O1 est fermé et ouvert (et O2 aussi d’ailleurs). Par hypothèse
nous concluons que O1 est soit X soit H.

Nous verrons plus tard (proposition 7.210) une autre caractérisation de la connexité basée sur
la continuité des fonctions X Ñ Z.

PROPooSCKNooRbewdv

Proposition 7.71 ([1]).
Soient un espace topologique X ainsi que S Ă X. Si U Ă X est connexe 28 et si U Ă S Ă Ū , alors
S est connexe.

Démonstration. Supposons que S ne soit pas connexe. Il existe des ouverts disjoints A et B tels
que S Ă AYB et SXA ‰ H, SXB ‰ H. Nous prouvons que ces ouverts fonctionnent aussi pour
prouver que U est non connexe (donc on aura une contradiction).

D’abord A et B recouvrent U parce que U Ă S Ă A Y B. Ensuite prouvons que U X A ‰ H.
Soit x P S X A. Vu que x P S Ă Ū , tout voisinage de x intersecte U (c’est la définition 7.20 de
l’adhérence). De plus x P A et A est ouvert. Soit donc un voisinage V de x contenu dans A. Nous
avons V Ă A et V X U ‰ H. Donc AX U ‰ H.

Le même raisonnement tient pour B.
28. Définition 7.66.
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PropIWIDzzH

Proposition 7.72.
Stabilité de la connexité par union.

ITEMooLVSSooTGstBz

(1) Une union quelconque de connexes ayant une intersection non vide est connexe.
(2) Pour tout n P N, n ą 0, si A1, . . . , An sont des connexes de X avec Ai X Ai`1 ‰ H, alors

l’union
Ťn
i“1Ai est connexe.

Démonstration. Point par point.
(1) Soient tCiuiPI un ensemble de connexes et un point p dans l’intersection : p P Ş

iPI Ci.
Supposons que l’union ne soit pas connexe. Alors nous considérons A et B, deux ouverts
disjoints recouvrant tous les Ci et ayant chacun une intersection non vide avec l’union.
Supposons pour fixer les idées que p P A et prenons x P B XŤ

iPI Ci. Il existe un j P I tel
que x P Cj . Avec tout cela nous avons
(1a) Cj Ă AYB parce que AYB recouvre tous les Ci,
(1b) Cj XA ‰ H parce que p est dans l’intersection,
(1c) Cj XB ‰ H parce que x est dans cette intersection.
Cela contredit le fait que Cj soit connexe.

(2) Pour la seconde partie nous procédons de proche en proche 29. D’abord A1 YA2 est connexe
par la première partie, ensuite pA1 Y A2q Y A3 est connexe parce que les connexes A1 Y A2
et A3 ont un point d’intersection par hypothèse, et ainsi de suite.

PROPooCZJGooRlyEOV

Proposition 7.73 ([201]).
Soit un espace topologique X. Nous avons équivalence entre les points suivants :

(1) X est localement convexe.
(2) Pour tout ouvert U de X, les composantes connexes de U sont des ouverts de X.
(3) Les ouverts connexes forment une base des ouverts de E.

LEMooWGOCooHSoCzb

Lemme 7.74 ([202]).
Soit un espace topologique localement connexe X. Soient un fermé F de X, et D, une composante
connexe de XzF . Alors la frontière de D est dans F :

BD Ă F. (7.60)

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) BD est fermé Par définition, BD “ D̄zD. Utilisant 1.28(3) nous écrivons

XzBD “ pXzD̄q XD. (7.61)

Vu que D̄ est fermé, XzD̄ est ouvert. De plus D est ouvert par la proposition 7.73. Donc
XzBD est ouvert.

(2) Par l’absurde Supposons qu’il existe p P BDzF . Vu que F est fermé, il existe r ą 0 tel
que Bpp, rq X F “ H. Étant donné que p P BD, tout voisinage de p contient un point de D :
il existe x P Bpp, rq XD.
Donc Bpp, rq et D sont des ouverts connexes qui ont une intersection non vide. La proposition
7.72 nous indique que D YBpp, rq est un ouvert connexe strictement plus grand que D.
Cela contredit la maximalité de D en tant que composante connexe.

29. Parce qu’on a la flemme de rédiger correctement une récurrence.
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7.5 Compacité
La compacité est le thème 33.

7.5.1 Définition et notions connexes

Soit E, un sous-ensemble de R. Nous pouvons considérer les ouverts suivants :

Ox “ Bpx, 1q (7.62)

pour chaque x P E. Évidemment,
E Ď

ď

xPE
Ox. (7.63)

Cette union contient en général de nombreuses redondances. Si par exemple E “ r´10, 10s, l’élé-
ment 3 P E est contenu dans O3.5, O2.7 et bien d’autres. Pire : même si on enlève par exemple O2
de la liste des ouverts, l’union de ce qui reste continue à être tout E. La question est : est-ce qu’on
peut en enlever suffisamment pour qu’il n’en reste qu’un nombre fini ?

Définition 7.75.
Soit E, un sous-ensemble de R. Une collection d’ouverts Oi est un recouvrement de E si E ĎŤ
i Oi.

DefJJVsEqs

Définition 7.76.
Une partie A d’un espace topologique est compacte si elle vérifie la propriété de Borel-Lebesgue :
pour tout recouvrement de A par des ouverts (c’est-à-dire une collection d’ouverts dont la réunion
contient A) on peut extraire un recouvrement fini.

Remarque 7.77.
Certaines sources (dont wikipédia) disent que pour être compact il faut aussi être séparé 30. Pour ces
sources, un espace qui ne vérifie que la propriété de Borel-Lebesgue est alors dit quasi-compact.

7.78.
La définition 7.76 en cache deux. En effet, si la partie A est l’espace topologique lui-même, cela
définit un espace topologique compact. Un espace topologique est compact en soi lorsque de tout
recouvrement par des ouverts, nous pouvons extraire un sous-recouvrement fini. Dans ce cas, si X
est l’espace et si tAiuiPI est le recouvrement, nous avons X “ Ť

iPI Ai et non une simple inclusion
X Ă Ť

iPI Ai.
LEMooNNHYooITNbyz

Lemme 7.79.
Si a, b P R, alors la partie ra, bs est compacte 31 dans R.

LEMooVYTRooKTIYdn

Lemme 7.80.
Si K est une partie compacte de l’espace topologique X, alors K est un espace topologique compact
pour la topologie induite 32 de X.

Démonstration. Nous notons τ la topologie de X et τK la topologie induite de X vers K, c’est-à-
dire

τK “ tO XK tel que O P τu. (7.64)

Soient des ouverts Ai P τK (i P I où I est un ensemble quelconque) tels que
Ť
iAi “ K. Pour

chaque i P I, il existe un Oi P τ tel que Ai “ K XOi. Nous avons

K “
ď

iPI
pK XOiq Ă

ď

iPI
Oi. (7.65)

30. Définition 7.57.
31. Définition 7.76.
32. Définition 7.25.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Compacit%C3%A9_%28math%C3%A9matiques%29
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Donc les Oi forment un recouvrement de K par des ouverts de X. Puisque K est une partie
compacte de X, il existe un sous-ensemble fini J de I tel que

K Ă
ď

jPJ
Oj . (7.66)

Nous avons donc aussi
K Ă

ď

jPJ
K XOj “

ď

jPJ
Aj . (7.67)

Nous avons prouvé que tAjujPJ est un recouvrement fini de K par des ouverts de K. Donc K est
un espace topologique compact.

PROPooOXKSooEDzCRZ

Proposition 7.81 ([203]).
Soit K compact dans C. Si O est une composante connexe 33 de CzK, alors BO Ă K.

Démonstration. Supposons que BO n’est pas inclus dans K, et considérons w P BOzK. Nous posons
A “ O Y twu. Vu que w P BO, nous avons w P Ō. Donc

O Ă A Ă Ō. (7.68)

La proposition 7.71 fait que A est connexe parce que O est connexe. Donc A est un connexe
de CzK contenant strictement O. Impossible parce que O est une composante connexe de CzK.
Contradiction.

Nous en déduisons que BO Ă K.

7.5.2 Espace localement compact
DefEIBYooAWoESf

Définition 7.82.
Un espace topologique est localement compact si tout élément possède un voisinage compact.

LEMooAXESooYvyesg

Lemme 7.83.
Si X est un espace topologique localement compact et si K est compact dans X, il existe un ouvert
V tel que K Ă V et V̄ est compact.

LEMooKYMKooPxZjWN

Lemme 7.84.
Soient un espace localement compact X, un compact K et un ouvert O tel que K Ă O. Il existe
un ouvert relativement compact V tel que

K Ă V Ă V̄ Ă O. (7.69)

7.5.3 Autres compacité
DEFooTVDOooZbwOFK

Définition 7.85 (Séquentiellement compact).
Nous disons qu’un espace topologique est séquentiellement compact si toute suite admet une
sous-suite convergente.

DefFCGBooLpnSAK

Définition 7.86.
Un espace topologique est dénombrable à l’infini si il est réunion dénombrable de compacts.

Définition 7.87.
Une famille A de parties de X a la propriété d’intersection finie non vide si tout sous-
ensemble fini de A a une intersection non vide.

PropXKUMiCj

Proposition 7.88.
Soient X un espace topologique et K Ă X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

33. Définition 7.69.
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ItemXYmGHFai

(1) K est compact.
ItemXYmGHFaii

(2) Si tFiuiPI est une famille de fermés telle que
Ş
iPI FiXK “ H, alors il existe une partie finie

non vide A de I tel que
Ş
iPA Fi XK “ H.

ItemXYmGHFaiii

(3) Si tFiuiPI est une famille de fermés telle que pour tout choix de A fini dans I,
Ş
iPA FiXK ‰

H, alors l’intersection complète est non vide :
Ş
iPI Fi XK ‰ H.

ItemXYmGHFaiv

(4) Toute famille de fermés de X, à laquelle K est joint, et qui a la propriété d’intersection finie
non vide, a une intersection non vide.

Démonstration. Les propriétés (3) et (2) sont équivalentes par contraposition. De plus le point (4)
est une simple 34 reformulation en français de la propriété (3).

Prouvons (1) ñ (2). Soit tFiuiPI une famille de fermés tels que K
Ş
iPI Fi “ H. Les com-

plémentaires Oi de Fi dans X recouvrent K et donc on peut en extraire un sous-recouvrement
fini :

K Ă
ď

iPA
Oi (7.70)

pour un certain sous-ensemble fini A de I. Pour ce même choix A, nous avons alors aussi
č

iPA
Fi XK “ H. (7.71)

L’implication (2) ñ (1) est la même histoire de passage aux complémentaires.

Le théorème 7.287 est en général celui qu’on nomme « théorème des fermés emboîtés », mais
le corolaire suivant en mériterait également le nom.

CORooQABLooMPSUBf

Corolaire 7.89 ([1]).
Soient un espace topologique compact X et une suite pFiqiPN de fermés emboîtés 35 dans X telle
que č

iPN
Fi “ H. (7.72)

Alors il existe j0 P N tel que Fi “ H pour tout i ě j0.

Démonstration. La proposition 7.88 nous dit qu’il existe une partie finie non vide J de N telle queŤ
jPJ Fj “ H. Si j0 “ minpJq, alors Fj Ă Fj0 pour tout j P J et nous avons

H “
č

jPJ
Fj “ Fj0 . (7.73)

Dès que Fj0 “ H, tous les suivants sont également vides.

7.5.4 Quelques propriétés
LemOWVooZKndbI

Lemme 7.90.
Une partie K d’un espace topologique est compacte si et seulement si de tout recouvrement par des
ouverts d’une base de topologie nous pouvons extraire un sous-recouvrement fini.

Remarquons que la partie qui est réellement à prouver est que, si « ça marche » pour des
ouverts d’une base de topologie, alors « ça marche » pour tous types d’ouverts.

34. Enfin, simple. . . il faut remarquer que dans la formulation de (4), les intersections peuvent ne pas faire intervenir
K, mais, au final, on s’en moque.

35. C’est-à-dire que Fi`1 Ă Fi.
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Démonstration. Soit K une partie d’un espace topologique et tOiuiPI un recouvrement de K par
des ouverts. Chacun des Oi est une union d’éléments de la base de topologie par la proposition 7.2 :
disons Oi “ Ť

jPJi
Api,jq. Soit J “ tj “ pi, jiq|i P I, ji P Jiu ; alors nous obtenons

Ť
jPJ Aj “

Ť
iPI Oi.

Par hypothèse nous pouvons extraire un ensemble fini J0 Ă J tel que K Ă Ť
jPJ0

Aj . Par
construction chacun des Aj est inclus dans (au moins) un des Oi. Le choix d’un élément de I pour
chacun des éléments de J0 donne une partie finie I0 de I telle que K Ă Ť

jPJ0
Aj Ă Ť

iPI0
Oi.

Exemple 7.91 (Un compact non fermé).
En général, un compact n’est pas toujours fermé. Si nous prenons par exemple un ensemble X de
plus de deux points muni de la topologie grossière tH, Xu. Toutes les parties de cet espace sont
compactes, mais les seuls fermés sont tH, Xu. Toutes les autres parties sont alors compactes et
non fermées. △

LemnAeACf

Lemme 7.92 (Compacts et fermés[204]).
À propos de parties fermées dans un compact.

ITEMooNKAKooQoNddr

(1) Une partie fermée d’un compact est compacte.
ITEMooAZWVooLyPDeY

(2) Tout compact d’un espace topologique séparé est fermé.

Démonstration. En deux parties.
(1) Pour (1) Soient F fermé dans un compact K et tOiuiPI un recouvrement de F par des

ouverts. Puisque F est fermé, F c est ouvert et tOiuiPI Y tKzF u est un recouvrement de K
par des ouverts. Si nous en extrayons un sous-recouvrement fini, c’est un recouvrement de
F , et en supprimant éventuellement l’ouvert KzF , ça reste un sous-recouvrement fini de F
tout en étant extrait de tOiuiPI .

(2) Pour (2) Soient X un espace séparé et K compact dans X. Nous considérons y P Kc et,
par hypothèse de séparation, pour chaque x P K nous considérons un voisinage ouvert Vx de
x et un voisinage ouvert 36 Wx de y tels que Vx XWx “ H. Bien entendu les Vx forment un
recouvrement de K par des ouverts dont nous pouvons extraire un sous-recouvrement fini :
soit S fini dans K tel que

K Ă
ď

xPS
Vx. (7.74)

L’ensemble W “ Ş
xPSWx est une intersection finie d’ouverts autour de y et est donc un

ouvert autour de y.
Montrons que W XK “ H. Soit a P K ; par définition de S, il existe s P S tel que a P Vs.
Par conséquent, a n’est pas dans Ws et donc pas non plus dans W .
L’ouvert W prouve que y est dans l’intérieur du complémentaire de K, et comme y est
arbitraire, nous concluons que le complémentaire de K est ouvert (théorème 7.8), en d’autres
termes, que K est fermé.

CORooSSFFooNkNmlS

Corolaire 7.93.
Dans un espace séparé, une intersection d’un compact avec un fermé est compacte.

Démonstration. Soient un compact K et un fermé F . Par 7.92(2), K est fermé. La partie K X F
est donc fermée en tant qu’intersection de fermés (lemme 7.6(1)).

La partie K X F est un fermé dans le compact K. Le lemme 7.92(1) dit alors que K X F est
compact.

LEMooFJZDooSxYWVW

Lemme 7.94 ([1]).
Toute union finie de compacts est compacte.

36. Oui, la notation du voisinage peut surprendre, mais elle est quand même pratique pour ce qu’on veut en faire.
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Démonstration. Soient pKiqi“1,...,n des compacts dans X. Si tOsuiPS est un recouvrement deŤ
iPI Ki par des ouverts, à fortiori, ce sera un recouvrement de chacun des Ki. Pour chaque i,

il existera donc une partie finie Si de S telle que tOsusPSi recouvre Ki.
L’union finie de parties finies Si est une partie finie de S, et nous avons

ď

i

Ki Ă
ď

sPŤi Si

Os. (7.75)

PROPooQWHSooXeJOkT

Proposition 7.95 ([205]).
Dans un espace séparé, toute intersection de compacts est compacte.

Démonstration. Soit un espace topologie séparé X et des compacts tKiuiPI dans X (I est un
ensemble quelconque). Chacun des Ki est fermé par le lemme 7.92(2). Donc l’intersection

K “
č

iPI
Ki (7.76)

est un fermé de X par le lemme 7.6(1). Soit i dans I. Nous avons K Ă Ki. Donc K est un fermé
dans le compact Ki ; il est donc compact par le lemme 7.92.

Exemple 7.96 (Intersection de compacts non compacte[205]).
Un exemple d’intersection de compacts qui n’est pas compacte. Vu la proposition 7.95, il va falloir
chercher un espace non séparé. Soit X “ NYtx1, x2u où x1 et x2 sont deux éléments distincts hors
de N. Nous définissons une topologie sur X en disant que les ouverts sont les parties suivantes :

— les parties de N,
— la partie NY tx1u,
— la partie NY tx2u,
— la partie NY tx1, x2u.

Nous considérons les parties K1 “ NY tx1u et K2 “ NY tx2u.
(1) Ki est compact Soit tOiuiPI un recouvrement de K1 par des ouverts de X. Alors il existe

i0 P I tel que x1 P Oi0 . Vue la liste des ouverts, Oi0 est soit NYtx1u soit NYtx1, x2u. Dans
les deux cas, tOi0u est un sous-recouvrement fini de K1.

(2) K1 XK2 “ N C’est immédiat parce que x1 et x2 sont distincts.
(3) N n’est pas compact Il peut être recouvert par les ouverts ttiuuiPN dont on ne peut pas

extraire de sous-recouvrements finis.
△

PropGBZUooRKaOxy

Proposition 7.97.
Si V est une partie de l’espace topologique X muni de la topologie induite 37 τV de celle de X, et
si K est un compact de pV, τV q alors K est un compact de pX, τXq.
Démonstration. Soient tOαuαPA des ouverts de X recouvrant K. Alors les ensembles V X Oα

recouvrent également K, mais sont des ouverts de V . Donc il en existe un sous-recouvrement fini.
Soient donc tV X OiuiPI recouvrant K avec I un sous-ensemble fini de A. Les ensembles tOiuiPI
recouvrent encore K et sont des ouverts de X.

Proposition 7.98 ([1]).
Soient des espaces topologiques X et Y . Nous considérons des ouverts A de X et B de Y . Soit un
compact M dans AˆB 38. Il existe des compacts K et L dans A et B tels que M Ă K ˆ L.

37. Définition 7.25.
38. Topologie produit, définition 7.15
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Démonstration. Nous considérons les « projections » de M sur A et B :

K “ ta P A tel que Db P B tel que pa, bq PMu, (7.77)

et
L “ tb P B tel que Da P A tel que pa, bq PMu. (7.78)

Nous avons M Ă KˆL ; il reste à montrer que K et L sont des compacts de leurs espaces respectifs.
Soit un recouvrement tUiuiPI de K par des ouverts de X et tVjujPJ de L par des ouverts de Y .
Alors

tUi ˆ Vju iPI
jPJ

(7.79)

est un recouvrement de M par des ouverts de X ˆ Y . Puisque M est un compact de X ˆ Y , nous
pouvons en extraire un sous-recouvrement fini, c’est-à-dire I0 fini dans I et J0 fini dans J tels que

tUi ˆ Vju iPI0
jPJ0

(7.80)

soit encore un recouvrement de K ˆL. Nous prouvons à présent que tUiuiPI0 est un recouvrement
de K, ce qui montrera que K est un compact.

Soit a P K. Il existe b P B tel que pa, bq P M . Donc il existe i0 P I0 et j0 P J0 tels que
pa, bq P Ui0 ˆ Vj0 . En particulier a P Ui.

Le même raisonnement montre que tVjujPJ0 est un recouvrement de L.

7.5.5 Espace relativement compact
DEFooBODRooEFhzeT

Définition 7.99 (Partie relativement compacte).
Une partie d’un espace topologique est relativement compact si sa fermeture est compacte.

LEMooJXGUooXDGIXG

Lemme 7.100 (Union finie de relativement compacts[1]).
Dans un espace séparé 39, une union finie de parties relativement compactes 40 est relativement
compacte.

Démonstration. Soit des paries relativement compactes Ai. Notre objectif est de prouver queŤn
i“1Ai est compact. La partie

Ťn
i“1 Āi est compacte comme union finie de compacts (lemme

7.94) ; elle est donc fermée par le lemme 7.92(2) :

nď

i“1
Āi “

nď

i“1
Āi. (7.81)

Nous avons donc
nď

i“1
Ai Ă

nď

i“1
Āi “

nď

i“1
Āi. (7.82)

Autrement dit, la partie
Ťn
i“1Ai est un fermé dans un compact. Elle est donc compacte par le

lemme 7.92(1).

7.5.6 Compactifié d’Alexandrov
PROPooHNOZooPSzKIN

Proposition-Définition 7.101 ([206]).
Soit un espace topologique séparé localement compact 41 X. Nous considérons un élément ω R X et
l’ensemble X̂ “ X Y tωu. Nous nommons « ouverts de X̂ » les parties suivantes :

— les ouverts de X,

39. Séparé et Hausdorff sont synonymes, définition 7.57.
40. Définition 7.99.
41. Définition 7.82.
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— les parties de la forme AY tωu avec XzA compact dans X.
Alors X̂ est un espace topologique compact (cela justifie le nom « ouvert » donné aux parties sus-
définies).

Démonstration. La première chose à faire est de prouver que X̂ est bien un espace topologique
(définition 7.1). Nous notons τ la topologie sur X et τ̂ l’ensemble des « ouverts » de X̂. Le but est
de prouver que τ̂ est une topologie.

(1) L’espace lui-même X̂ P τ̂ parce que X̂ “ X Y tωu et que XzX “ H est compact.
(2) Le vide H P τ Ă τ̂ .
(3) Union quelconque SoientAi (i P I) des éléments de τ̂ . Nous posons I1 “ ti P I tel que Ai Ă

Xu et I2 “ IzI1. Nous avons
ď

iPI
Ai “

` ď

iPI1

Ai
˘Y ` ď

iPI2

Ai
˘ “ B Y ` ď

iPI2

Bi Y tωu
˘

(7.83)

où B et les Bi sont des ouverts de X tels que XzBi est compact dans X. Nous récrivons ça
sous la forme ď

iPI
Ai “ B Y ` ď

iPI2

Bi
˘Y tωu. (7.84)

La question est de savoir si
Xz

´
B Y ` ď

iPI2

Bi
˘¯

(7.85)

est compact dans X. Un peu de réécriture :

Xz
´
B Y ` ď

iPI2

Bi
˘¯ “ pXzBq XXz`

ď

iPI2

Bi
˘ “ pXzBq X ` č

iPI2

pXzBiq
˘
. (7.86)

La partie XzB est fermée dans X parce que B est ouverte. La proposition 7.95 dit qu’une
intersection de compacts est compacte (parce que X est séparé). Nous sommes donc en
présence de l’intersection entre un compact et un fermé.
Tout compact d’un espace séparé est fermé 42. Donc nous sommes en présence de l’intersection
de deux fermés. Donc pXzBqX`Ş

iPI2
pXzBiq

˘
est fermé. Mais c’est contenu dans le compactŞ

iPI2
pXzBiq. Fermé dans un compact, donc compact (lemme 7.92).

(4) Intersection finie Nous considérons les « ouverts » pAiqi“1,...,n de X̂. Si ce sont tous des
ouverts de X, l’intersection est un ouvert de X et on est bon.
Supposons que tous les Ai soient de la forme Ai “ Bi Y tωu avec XzBi compact. Alors

nč

i“1
pBi Y tωuq “

˜
nč

i“1
Bi

¸
Y tωu (7.87)

Mais le lemme 1.26 (appliqué un nombre fini de fois) donne

Xz
˜

nč

i“1
Bi

¸
“

nď

i“1
pXzBiq (7.88)

qui est compact en tant qu’union finie de compacts 43.
Enfin, nous supposons que les Ai sont un mélange des deux types, nous les séparons entre
ceux qui sont directement des ouverts de X et les autres :

Ai “
#
Bi si i ď q

Ci Y tωu si q ă i ď n
(7.89)

42. Lemme 7.92(2).
43. Lemme 7.94.



7.5. COMPACITÉ 557

où Bi sont ouverts et Ci sont des parties de X telles que XzCi est compacte.
Nous avons

nč

i“1
Ai “

˜
qč

i“1
Bi

¸
X
˜

nč

i“q`1
pCi Y tωuq

¸
(7.90a)

“ B X
˜

nč

i“q`1
Ci

¸
. (7.90b)

Justifications.
— Nous avons posé B est l’intersection des Bi.
— Vu que ω n’est pas dans B, nous pouvons l’oublier dans les Ci Y tωu.

C’est le moment d’étudier E “ Şn
i“q`1Ci. Nous avons

XzE “ Xz
˜

nč

i“q`1
Ci

¸
“

nď

i“q`1
pXzCiq. (7.91)

Vu que XzCi est compact, il est fermé 44. La partie XzE est donc fermée comme union finie
de fermés 45. Et donc E est ouvert. Et finalement

nč

i“1
Ai “ B X E (7.92)

est un ouvert de X comme intersection d’ouverts. C’est donc aussi un ouvert de X̂.
Nous avons fini de prouver que pX̂, τ̂q est un espace topologique. Nous montrons à présent que X̂
est compact.

Soit tAiuiPI un recouvrement de X̂ par des ouverts. Pour au moins un i0 P I nous avons ω P Ai0 .
Nous posons Ai0 “ B Y tωu avec XzB compact dans X.

Les ouverts tAiuiPI forment un recouvrement de XzB par des ouverts. Nous pouvons en extraire
un sous-recouvrement fini :

XzB Ă
ď

iPI1

Ai. (7.93)

Nous avons alors
X̂ Ă

ď

iPI1Yti0u
Ai. (7.94)EQooJQFMooKPXLkhEQooJQFMooKPXLkh

Et voilà que X̂ est recouvert par un nombre fini des Ai. Notez que (7.94) est une égalité, mais
nous n’en avons pas besoin.

7.102.
Oh bien entendu, les plus férus de questions embarrassantes demanderont, si X est l’espace consi-
déré, où prendre ce ω ? Quel « objet » existe en-dehors de X ? Qui m’assure que X n’est pas
tellement grand que tout est dedans ? Le fait est qu’il n’existe pas d’ensemble contenant tous les
ensembles (c’est le corolaire 1.147). Nous pouvons donc toujours trouver un ensemble ω qui n’est
pas dans X.

En ce qui concerne R auquel nous pouvons attacher deux infinis (`8 et ´8), ce sera la
définition 12.24.

Pour C, nous donnerons une caractérisation de la limite en 8 dans le lemme 12.82.

44. Par le lemme 7.92(2) et le fait que nous considérons un espace séparé.
45. Par le lemme 7.6(2).
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7.5.7 Propriété d’intersection finie
DEFooCESGooZkACqs

Définition 7.103 (Propriété d’intersection finie[207]).
Soit un ensemble X. Une famille non vide A de parties de X a la propriété d’intersection finie
si toutes intersection finie d’éléments de A est non vide.

THOooCQSQooDuasqo

Théorème 7.104 ([207]).
Un espace est compact si et seulement si toute famille de parties fermées ayant la propriété d’in-
tersection finie 46 a une intersection non vide.

7.6 Limite de fonction
DefYNVoWBx

Définition 7.105 (Limite d’une fonction, thème 29[208]).
Soient des espaces topologiques X et Y ainsi que Ω Ă X et a P AdhpΩq. Soit une application
f : Ω Ñ Y . Nous disons que l’élément ℓ de Y est une limite de f en a lorsque pour tout ouvert V
contenant ℓ, il existe un voisinage ouvert U de a tel que

f
´`
U X Ω

˘ztau
¯
Ă V. (7.95)EQooXLJJooZDcOtUEQooXLJJooZDcOtU

Si un tel élément est unique 47, alors nous disons que cet élément est la limite de f et nous notons

lim
xÑa

fpxq “ ℓ. (7.96)

7.106.
Il aurait été tout aussi bien de définir la limite d’une fonction f : X Ñ Y définie sur tout X, puis
de considérer Ω avec la topologie induite depuis X.

Dans ce cas, nous aurions écrit (7.95) sous la forme

f
´
Uztau

¯
Ă V (7.97)

en disant que U est un voisinage de a, et en laissant la lectrice deviner que ici, « voisinage » signifie
« voisinage au sens de la topologie induite ». Vu que nous considérons la fonction f uniquement
définie sur Ω, c’est la seule interprétation possible, et il n’y aurait pas au d’ambigüité[209]. Mais
bon. . .si ça va sans dire, ça va encore mieux en le disant.

Remarque 7.107.
Nous ne saurions trop insister sur le fait que la valeur de f en a n’intervient pas dans la définition
de la limite de f en a. Il n’est même pas nécessaire que f soit définie en a pour que l’on puisse
parler de limite de f en a. Par exemple nous avons

lim
xÑ1

x2 ´ 1
x´ 1 “ 2, (7.98)

alors que la fonction n’est pas définie en x “ 1.
Plus généralement, un peu par principe, toutes les fois que la notion de limite apporte une

information, le point où l’on prend la limite est spécial. Sinon on ne calculerait pas la limite,
mais on regarderait directement la valeur de la fonction. Cela est typiquement le cas lorsque nous
aborderons les dérivées. En effet, regardons (en faisant semblant d’anticiper) la définition (11.232).
Dans la formule

f 1paq “ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a , (7.99)

la fonction sur laquelle nous prenons la limite n’est jamais définie en x “ a.
46. Définition 7.103.
47. Rappelons que ce n’est pas toujours le cas, mais que ça l’est si l’espace topologique est séparé – définition 7.57.
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PropFObayrf

Proposition 7.108 (Unicité de la limite pour un espace séparé).
Soient X un espace topologique, A une partie de X et Y un espace topologique séparé 48. Nous
considérons une fonction f : AÑ Y . Si a P AdhpAq, alors f admet au plus une limite en a.

Démonstration. Soient y et y1 des limites de f en a, ainsi que des voisinages V et V 1 de y et y1.
Nous prenons également les voisinages W et W 1 correspondants :

"
fpW XAq Ă V (7.100a)
fpW 1 XAq Ă V 1. (7.100b)

Quitte à prendre des sous-ensembles nous pouvons supposer que W et W 1 sont ouverts. Il s’ensuit
alors que :

— l’ensemble W XW 1 est un ouvert contenant a et intersecte donc A ;
— l’ensemble pW XW 1q XA est donc non vide ;
— et donc, fpW XW 1 XAq est, lui aussi, non vide.

Mais
fpW XW 1 XAq Ă fpW XAq Ă V, (7.101)

et
fpW XW 1 XAq Ă fpW 1 XAq Ă V 1, (7.102)

d’où V et V 1 ont une intersection. Puisque ces ensembles sont arbitraires, nous avons prouvé que
tout voisinage de y et tout voisinage de y1 ont une intersection non vide ; étant donné que Y est
séparé, nous devons avoir y “ y1.

Proposition 7.109.
À propos de séparation.

(1) Tout espace métrique est séparé.
(2) Si une suite dans un espace métrique possède une limite, alors elle est unique.

Démonstration. Si deux éléments x et y sont distincts, alors en posant r “ dpx, yq{3 ą 0, les boules
Bpx, rq et Bpy, rq sont disjointes.

En ce qui concerne les limites, ce sont les propositions 7.59 et 7.108.

7.7 Topologie, distances et normes
Certains ensembles ont plus de structures qu’une topologie. Nous fixons quelques bases main-

tenant, et nous détaillerons certains résultats plus tard.

7.7.1 Distance et topologie métrique
DefMVNVFsX

Définition 7.110.
Si E est un ensemble, une distance sur E est une application d : E ˆ E Ñ R telle que pour tout
x, y P E,

(1) dpx, yq ě 0
(2) dpx, yq “ 0 si et seulement si x “ y,
(3) dpx, yq “ dpy, xq
(4) dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq.

La dernière condition est l’inégalité triangulaire.
Un couple pE, dq formé d’un ensemble et d’une distance est un espace métrique.

48. Définition 7.57.
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Le lemme suivant est similaire à la proposition 7.153.
LEMooXCXHooVtrkvl

Lemme 7.111.
Si pE, dq est un espace métrique et si x, y, z P E, nous avons

|dpx, zq ´ dpy, zq| ď dpx, yq. (7.103)

La définition-théorème suivante donne une topologie sur les espaces métriques en partant des
boules.

ThoORdLYUu

Théorème-Définition 7.112 (Topologie métrique).
Soit pE, dq un espace métrique. Nous définissons les boules ouvertes par

Bpa, rq “ tx P E tel que dpa, xq ă ru. (7.104)EQooYCWSooIhibvdEQooYCWSooIhibvd

pour tout a P E et r ą 0. Alors en posant

T “ ␣
O Ă E tel que @a P O, Dr ą 0 tel que Bpa, rq Ă O

(
(7.105)EqGDVVooDZfwSfEqGDVVooDZfwSf

nous définissons une topologie sur E.
Cette topologie sur E est la topologie métrique de pE, dq. En présence d’une distance, sauf

mention explicite du contraire, c’est toujours cette topologie-là que nous utiliserons.

Démonstration. D’abord H P T parce que tout élément de l’ensemble vide . . .heu . . .enfin parce
que, d’accord hein 49. Ensuite si les tAiuiPI sont des éléments de T et si x P ŤiPI Ai alors il existe
k P I tel que x P Ak. Par hypothèse il existe une boule Bpx, rq Ă Ak Ă Ť

iPI Ai.
Enfin si les tAiuiPt1,...,nu sont des éléments de T alors pour tout i il existe ri ą 0 tel que

Bpx, riq Ă Ai. En prenant r “ mintriui“1,...,n nous avons Bpx, rq Ă Şn
i“1Ai.

PROPooZXTXooEMLgMn

Proposition 7.113.
La topologie sur un espace métrique 50 est la topologie engendrée 51 par ses boules ouvertes.

NORMooJBMXooLHfAJK

7.114.
Si vous avez un peu de temps, vous pouvez vérifier que si K est un corps totalement ordonné, alors
avec toutes les définitions de 1.367, en posant dpx, yq “ |x´ y| nous avons une distance sur K.

De plus, les boules définies en 1.367 sont alors les mêmes que celles définies en (7.104), ce qui
donne à tout corps totalement ordonné une structure d’espace topologique.

PROPooUXDJooCrWBbd

Proposition 7.115 ([1]).
Soient un espace métrique pE, dq, ainsi qu’une suite convergente an dÝÑ ℓ. Il existe r ą 0 tel que
pour tout n nous ayons dpℓ, anq ă r.

Démonstration. Soit r1 ą 0 et N P N tel que n ě N implique dpℓ, anq ă r1. Ensuite nous posons
r2 “ maxtdpℓ, anqun“0,...,N .

Pour tout n nous avons dpan, ℓq ď r1 ` r2.
PROPooNOHQooTqBQLk

Proposition 7.116 ([1]).
Soient un espace topologique X, un espace topologique normé 52 Y . Soit une application continue
f : X Ñ Y . Pour tout x P X, il existe un voisinage ouvert de x sur lequel f est bornée.

Démonstration. Soit δ ą 0. Nous considérons dans Y la boule B
`
fpxq, δ˘. Par continuité de f , la

partie f´1
´
B
`
fpxq, δ˘

¯
est ouverte dans X. Si y est dans cette partie, alors

fpyq P B`fpxq, δ˘. (7.106)

L’application f y est donc bornée.
49. Pour qui ne serait pas d’accord, ajoutez H dans la définition des ouverts et puis c’est tout.
50. Définition 7.112.
51. Définition 7.12
52. Topologie en 7.112.
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7.7.2 Topologie métrique et induite
LEMooKDMYooMIcFRI

Lemme 7.117.
Soit un espace vectoriel normé

`
V, }.}˘ muni d’un sous-espace vectoriel M . La topologie induite de

M depuis V est la même que la topologie métrique
`
M, }.}˘.

7.7.3 Intérieur, adhérence et frontière

7.118.
Choses déjà faites :

— Intérieur, définition 7.17.
— Adhérence, qui est la même chose que fermeture, définition 7.20, et précisé par le lemme 7.21.
Dans le cas de Rn dans lequel les boules forment une base de la topologie nous pouvons encore

préciser de la façon suivante :

x P AdhA defðñ @ϵ ą 0, Bpx, ϵq XA ‰ H (7.107)

Proposition 7.119.
Pour A Ă Rn, nous avons

IntA Ď A Ď AdhA
DEFooACVLooRwehTl

Définition 7.120.
La frontière ou le bord de A est défini par BA “ AdhAz IntA.

LEMooMPZWooGrqYIX

Lemme 7.121.
Une partie A d’un espace topologique est ouverte si A “ IntA, et fermée si A “ AdhA.

LEMooEUYEooYcUfKr

Lemme 7.122 (Caractérisation équivalente de la frontière).
Soient X un espace topologique et S Ă X. Un point x P X est dans BS si et seulement si tout
voisinage de x contient un point de S et un point de Sc.

Démonstration. Supposons que tout voisinage de x contienne un point de S et un point de Sc.
Alors x P AdhpSq (définition 7.20), mais pas dans l’intérieur de S parce que x ne possède pas de
voisinage contenu dans S. Donc x P BS.

À l’inverse, si x P BS alors x est dans l’adhérence de S et tout voisinage de x contient un point
de S. Mais x n’est pas dans l’intérieur de S et tout voisinage de x contient un point qui n’est pas
dans S, aka un point de Sc.

Corolaire 7.123.
Un ensemble et son complémentaire ont même frontière.

Démonstration. Conséquence du lemme 7.122. Les points de BpScq sont caractérisés par le fait que
tout voisinage contient un point de Sc et un point de pScqc “ S.

Exemple 7.124.
Soit X “ r0, 1s muni de la topologie de la distance |x´ y| (définition 7.112). Les points 0 et 1 ne
sont pas dans la frontière de X. En effet une boule ouverte autour de 1 est un ensemble de la forme

Bp1, rq “ tx P X tel que |x´ 1| ă ru “ s1´ r, 1s (7.108)

où nous avons supposé r ă 1.
Les points 0 et 1 sont par contre sur la frontière de r0, 1s lorsque cet ensemble est vu comme

partie de l’espace métrique R. △
LEMooLKWEooItGnkP

Lemme 7.125 (Passage de douane[210, 211]).
Dans un espace topologique, toute partie connexe qui rencontre à la fois une partie A et son com-
plémentaire rencontre nécessairement la frontière de A.
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Démonstration. Nommons γ la partie connexe qui intersecte A et Ac. Les ouverts IntpAq et XzĀ
ne peuvent pas recouvrir γ parce que ce sont deux ouverts disjoints alors que γ est connexe (voir
la définition 7.66 de la connexité). Donc γ doit contenir des points qui sont dans Ā mais pas dans
IntpAq. C’est-à-dire des points de BA.

On vérifiera que les notations et les dénominations sont cohérentes en prouvant la proposition
suivante.

Proposition 7.126.
Pour ϵ ą 0,

(1) l’adhérence de Bpx, ϵq est B̄px, ϵq,
(2) l’intérieur de B̄px, ϵq est Bpx, ϵq,
(3) la boule ouverte Bpx, ϵq est un ouvert,
(4) la boule fermée B̄px, ϵq est un fermé.

Nous avons également les liens suivants entre intérieur, adhérence, ouvert, fermé et passage au
complémentaire (noté c) :

Proposition 7.127.
Si A Ă Rn et Ac “ RnzA, nous avons

(1) pIntAqc “ AdhpAcq et pAdhAqc “ IntpAcq,
(2) A est ouvert si et seulement si Ac est fermé,
(3) IntA est le plus grand ouvert contenu dans A,
(4) AdhA est le plus petit fermé contenant A,

ExBFLooUNyvbw

Exemple 7.128.
Il n’est en général pas vrai que AXB “ Ā X B̄. Par exemple si A “ r0, 1r et B “ s1, 2s. Dans ce
cas, AXB “ H alors que ĀX B̄ “ t1u. △

7.7.4 Boules ouvertes, fermées, sphères
DEFooPDSJooFcUqKH

Définition 7.129.
Soit un espace métrique pE, dq.

(1) Nous nommons boule fermée la fermeture de la boule ouverte, c’est-à-dire les parties de la
forme Bpa, rq.

(2) La sphère de centre a P E et de rayon r P R` est la frontière 53 de la boule : Spa, rq “
BBpa, rq.

7.130.
Les différences entre boules ouverts, fermées et sphères sont très importantes. D’abord, les boules
sont pleines tandis que la sphère est creuse. En comparant à une pomme, la boule ouverte serait
la pomme « sans la peau », la boule fermée serait « avec la peau » tandis que la sphère serait
seulement la peau.

LEMooDYYYooHZitMZ

Lemme 7.131.
Quelques liens entre les boules et les sphères.

(1) La sphère est donnée par Spa, rq “ tx P V tel que dpx, aq “ ru.
(2) La fermeture de la boule est Bpa, rq “ tx P V tel que dpx, aq ă ru ;
(3) Nous avons Bpa, rq “ Bpa, rq Y Spa, rq.
53. Frontière, définition 7.120.
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7.7.5 Continuité séquentielle
PropFnContParSuite

Corolaire 7.132 (Caractérisation séquentielle de la continuité en un point[1]).
Une application entre deux espaces topologiques continue en un point y est séquentiellement conti-
nue.

Démonstration. Soit une application f : X Ñ Y entre les espaces topologiques X et Y . Nous
supposons que f est continue en a P X. Soit une suite convergente xk XÝÑ a. Nous devons prouver
que fpxkq Ñ fpaq.

Soit un voisinage V de fpaq dans Y . Le fait que f soit continue en a signifie 54 que fpaq est
une limite de f en a, c’est-à-dire 55 qu’il existe un voisinage W de a tel que fpW ztauq Ă V .

Puisque xk Ñ a, il existe N tel que xk P W pour tout k ě N . Pour ces valeurs de k, nous
avons fpxkq P V .

Nous avons prouvé que pour tout voisinage V de fpaq dans Y , il existe N tel que fpxkq P V
dès que k ě N . Cela signifie exactement que fpxkq Ñ fpaq.

7.7.5.1 Les boules, une base de topologie
PropNBSooraAFr

Proposition 7.133.
Un espace métrique séparable 56 accepte une base de topologie 57 dénombrable.

Soit A dense et dénombrable dans l’espace métrique séparable pE, dq. Si taiuiPN est une énu-
mération de A et triuiPN une énumération de Q, alors

B “ tBpai, rjqui,jPN (7.109)

est une base de la topologie 58 de E.

Démonstration. Soient x P E et V un voisinage de x. Ce dernier contient une boule Bpx, rq et
quitte à prendre r un peu plus petit nous supposons que r P Q (existence d’un tel rationnel par le
lemme 1.424).

Soit a P A avec }a ´ x} ă r
3 (existe par densité de A dans E) ; nous avons Bpa, 2r

3 q Ă Bpx, rq
parce que si y P Bpa, 2r

3 q alors

}y ´ x} ď }y ´ a} ` }a´ x} ă 2
3r `

1
3r “ r. (7.110)

La seconde inégalité est stricte parce que les boules sont ouvertes. Le tout montre que y P Bpx, rq.
Par ailleurs x P Bpa, 2

3rq et nous avons trouvé un élément de B contenant x tout en étant inclus
dans V . Cela prouve que B est bien une base de la topologie de E.

RemIPVLooHUXyeW

Remarque 7.134.
Il est vite vu que les cubes ouverts forment aussi une base de la topologie de Rn. Cela est à mettre
en rapport avec le fait que toutes les normes sont équivalentes sur Rn (proposition 11.46).

Voir aussi le corolaire 14.284 qui donnera tout ouvert comme union de pavés presque disjoints.
DefEnsembleBorne

Définition 7.135.
Soit pX, dq un espace métrique. Un sous-ensemble A Ă X est borné si il existe une boule de X
contenant A.

PROPooJIOAooWqzKMu

Proposition 7.136.
Toute réunion finie d’ensembles bornés est un ensemble borné. Toute partie d’un ensemble borné
est un ensemble borné.

54. C’est la définition 7.33 de la continuité en un point.
55. Définition 7.105 d’une limite.
56. Qui possède une partie dense dénombrable, définition 7.58.
57. Base de topologie, définition 7.2.
58. Définition 7.2.
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7.7.6 Continuité et compacité

Un résultat important dans la théorie des fonctions sur les espaces vectoriels normés est qu’une
fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes. Ce résultat sera énormément
utilisé pour trouver des maximums et minimums de fonctions. Le théorème exact est le suivant.

LemQFXOWyx

Lemme 7.137 (de Lebesgue[212]).
Soit pX, dq un espace métrique tel que toute suite ait une sous-suite convergente à l’intérieur de
l’espace. Si tViu est un recouvrement par des ouverts de X, alors il existe ϵ tel que pour tout x P X,
nous ayons Bpx, ϵq Ă Vi pour un certain i.

Démonstration. Par l’absurde, nous supposons que pour tout n, il existe un xn P X tel que la boule
Bpxn, 1

nq n’est contenue dans aucun des Vi. De ces xn, nous extrayons une sous-suite convergente
(que nous nommons encore pxnq) et nous posons xn Ñ x. Pour n assez grand ( 1

n ă ϵ) nous avons
xn P Bpx, ϵq, donc tous les xn suivants sont dans le Vi qui contient x.

LemMGQqgDG

Lemme 7.138 ([212]).
Soit pX, dq un espace métrique tel que toute suite possède une sous-suite convergente. Pour tout
ϵ ą 0, il existe un ensemble fini txiuiPI tel que les boules Bpxi, ϵq recouvrent X.

Démonstration. Soit par l’absurde un ϵ ą 0 contredisant le lemme. Il n’existe pas de parties finies
de X autour des points desquels les boules de taille ϵ recouvrent X.

Nous construisons par récurrence une suite ne possédant pas de sous-suite convergente. Le
premier terme, x0 est pris arbitrairement dans X. Ensuite si nous avons déjà N termes de la suite,
nous savons que les boules de rayon ϵ centrées sur les points txiui“1,...,N ne recouvrent pas X. Donc
nous prenons xN`1 hors de l’union de ces boules.

Ainsi nous avons une suite pxnq dont tous les termes sont à distance plus grande que ϵ les uns
des autres. Une telle suite ne peut pas contenir de sous-suite convergente. Contradiction.

ThoBWFTXAZNH

Théorème 7.139 (Bolzano-Weierstrass[212], thème 33).
Un espace métrique est compact si et seulement si toute suite admet une sous-suite qui converge à
l’intérieur de l’espace.

Démonstration. Soient X un espace métrique compact et pxnq une suite dans X. Nous considérons
la suite de fermés emboîtés

Xn “ txk tel que k ą nu. (7.111)

Ce sont des fermés ayant la propriété d’intersection finie non vide, et donc la proposition 7.88 nous
dit qu’ils ont une intersection non vide. Un élément de cette intersection est automatiquement un
point d’accumulation de la suite 59.

Nous passons à l’autre sens. Nous supposons que toute suite dans X contient une sous-suite
convergente, et nous considérons tViuiPI , un recouvrement deX par des ouverts. Par le lemme 7.137,
nous considérons un ϵ tel que pour tout x, il existe un i P I avec Bpx, ϵq Ă Vi. Par le lemme 7.138,
nous considérons un ensemble fini tyiuiPA tel que les boules Bpyi, ϵq recouvrent X.

Par construction, chacune de ces boules Bpyi, ϵq est contenue dans un des ouverts Vi. Nous
sélectionnons donc parmi les Vi le nombre fini qu’il faut pour recouvrir les Bpyi, ϵq et donc pour
recouvrir X.

ExEFYooTILPDk

Exemple 7.140 (Non compacité de la boule unité en dimension infinie).
Le théorème de Bolzano-Weierstrass permet de voir tout de suite que la boule unité n’est pas
compacte dans un espace vectoriel de dimension infinie : la suite des vecteurs de base ne possède
pas de sous-suite convergente. △

Le théorème de Bolzano–Weierstrass 7.139 a l’importante conséquence suivante.

59. Définition 7.31.
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ThoWeirstrassRn

Théorème 7.141 (Weierstrass).
Une fonction continue à valeurs réelles définie sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. Soient K un compact et f : K Ñ R une fonction continue. Nous désignons par A
l’ensemble des valeurs prises par f sur K :

A “ fpKq “ tfpxq tel que x P Ku. (7.112)

Nous considérons le supremum M “ supA “ supxPK fpxq avec la convention suivante : si A n’est
pas borné supérieurement, nous posons M “ 8 (voir définition 1.444).

Nous allons maintenant construire une suite pxnq de deux façons différentes selon que M “ 8
ou non.

(1) Si M “ 8, nous choisissons, pour chaque n P N, un xn P K tel que fpxnq ą n. C’est
certainement possible parce que si A n’est pas borné, nous pouvons y trouver des nombres
aussi grands que nous voulons.

(2) Si M ‰ 8, nous savons que pour tout ε, il existe un y P A tel que y ą M ´ ε. Pour chaque
n, nous choisissons donc xn P K tel que fpxnq ąM ´ 1

n .
Quel que soit le cas dans lequel nous sommes, la suite pxnq est une suite dans K qui est compact,
et donc nous pouvons en extraire une sous-suite convergente à l’intérieur de K par le théorème de
Bolzano-Weierstrass 7.139. Afin d’alléger la notation, nous allons noter pxnq la sous-suite conver-
gente. Nous avons donc

xn Ñ x P K. (7.113)

Par la proposition 7.132, nous savons que f prend en x la valeur

fpxq “ lim
nÑ8 fpxnq. (7.114)

Donc fpxq ă 8. Évidemment, si nous avions été dans le cas où M “ 8, la suite xn aurait été
choisie pour avoir fpxnq ą n et donc il n’aurait pas été possible d’avoir limnÑ8 fpxnq ă 8. Nous
en concluons que M ă 8, et donc que f est bornée sur K.

Afin de prouver que f atteint sa borne, c’est-à-dire que M P A, nous considérons les inégalités

M ´ 1
n
ă fpxnq ďM. (7.115)

En passant à la limite nÑ8, ces inégalités deviennent

M ď fpxq ďM, (7.116)

et donc fpxq “M , ce qui prouve que f atteint sa borne M au point x P K.
LEMooQLVAooICaPvR

Lemme 7.142 ([1]).
Soient des compacts A,B et une fonction continue f : AˆB Ñ R. Alors

sup
px,yqPAˆB

|fpx, yq| “ sup
xPA

`
sup
yPB

|fpx, yq|˘. (7.117)

Démonstration. Pour chaque x P A, la fonction fx : B Ñ R donnée par fxpyq “ |fpx, yq| est
continue et atteint donc sa borne 60 en yM pxq. Notons que cela ne définit pas de façon univoque
yM pxq parce que fx peut atteindre son maximum en plusieurs points. L’important est que pour
tout x, le nombre |f`x, yM pxq

˘| ne dépend pas du choix de yM pxq parmi les y qui réalisent le
maximum.

60. Théorème 7.141.
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Notons px0, y0q un point de AˆB sur lequel |f | réalise son maximum 61 :

sup
px,yqPAˆB

|fpx, yq| “ |fpx0, y0q|. (7.118)EQooDDXDooVsnlKGEQooDDXDooVsnlKG

Nous avons d’une part

sup
xPA

`
sup
yPB

|fpx, yq|˘ “ sup
xPA

|f`x, yM pxq
˘| ď |fpx0, y0q| (7.119)

Et d’autre part, quelques calculs avec justifications en-dessous : SUBEQooPYJPooBJyEgN

sup
xPA

`
sup
yPB

|fpx, yq|˘ ď sup
xPA

sup
yPB

|fpx0, y0q| (7.120a)SUBEQooAKPOooPdkvMJSUBEQooAKPOooPdkvMJ

“ |fpx0, y0q| (7.120b)
ď |f`x0, yM px0q

˘| (7.120c)SUBEQooDYVPooUgOpfDSUBEQooDYVPooUgOpfD

ď sup
xPA

|f`x, yM pxq
˘| (7.120d)SUBEQooVOFAooNtzSptSUBEQooVOFAooNtzSpt

ď sup
xPA

`
sup
yPB

|fpx, yq|˘. (7.120e)

Justifications.
— Pour (7.120a). Le point px0, y0q est un maximum de |f |.
— Pour (7.120c). yM est définie pour maximiser, en fonction de x, la quantité |fpx, yM pxqq|.
— Pour (7.120d). Au lieu de conserver la valeur x0 fixé, nous prenons le maximum sur tous les

x possibles.
Vu que les premiers et derniers termes des inégalités (7.120) sont égaux, toutes les inégalités sont
en réalité des égalités. En particulier, en reprenant (7.118),

sup
px,yqPAˆB

|fpx, yq| “ |fpx0, y0q| “ sup
xPA

`
sup
yPB

|fpx, yq|˘. (7.121)

7.7.7 Distance à un ensemble
DEFooGNNUooFUZINs

Définition 7.143.
Si A est une partie de l’espace métrique pX, dq, et si b P X, nous définissons

dpb, Aq “ inf
yPA dpb, yq. (7.122)

LEMooAIARooQADaxM

Lemme 7.144 ([1]).
Si A est fermé dans pX, dq, et si b P X vérifie dpb, Aq “ 0, alors b P A.

Démonstration. Puisque A est fermé, le complémentaire Ac est ouvert (c’est la définition 7.3).
Supposons que b P Ac. Alors il existe r ą 0 tel que Bpb, rq Ă Ac. Si a P A nous avons alors
dpb, Aq ě dpb, aq ě r ą 0. Cela contredit l’hypothèse dpb, Aq “ 0.

Nous en déduisons que b n’est pas dans Ac et qu’il est donc dans A.

Exemple 7.145 (Pas avec un ouvert).
En prenant l’ouvert A “ s0, 1r dans R nous avons dp0, Aq “ 0, alors que 0 n’est pas dans A. △

LEMooJNRTooZyKiFC

Lemme 7.146 ([1]).
Soient un espace métrique pX, dq ainsi qu’une partie A Ă X. Soit r ą 0. La partie

O “ tx P X tel que dpx,Aq ă ru (7.123)

est ouverte.
61. Encore une fois, ce point n’est pas déterminé de façon unique par cette propriété.
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Démonstration. Soit y P O ; nous avons dpy,Aq ă r. Autrement dit,

inf
aPA dpy, aq ă r (7.124)

et donc il existe a P A tel que dpy, aq ă r. Soit δ “ dpy, aq ă r. Nous montrons à présent que
Bpy, r ´ δq est dans O. En effet si z P Bpy, r ´ δq, alors

dpz, aq ď dpz, yq ` dpy, aq ă r ´ δ ` δ “ r. (7.125)

LEMooEQIZooLpsbOe

Lemme 7.147 ([1]).
Soit un fermé F de l’espace métrique pX, dq. Si a P X vérifie dpa, F q “ 0, alors a P F .

Démonstration. Supposons que dpa, F q “ 0, c’est-à-dire que infxPF dpa, xq “ 0. Il existe donc une
suite pxkq dans F telle que dpa, xkq Ñ 0.

Cela signifie que xk
pX,dqÝÑ a. La proposition 7.53 nous dit alors que a P F .

LEMooCFGTooIfdcfk

Lemme 7.148 ([1]).
Si A est une partie de pX, dq, alors la fonction

f : Ω Ñ r0,8r
x ÞÑ dpx,Aq (7.126)

est continue.

7.7.8 Convexité
DEFooQQEOooAFKbcQ

Définition 7.149 (Partie convexe).
Une partie A d’un espace vectoriel est convexe si pour tout a, b P A et pour tout t P r0, 1s, le point
ta` p1´ tqb est dans A.

Autrement dit, une partie est convexe lorsqu’elle contient tous les segments joignant ses points.
PROPooJOCEooUKhkqQ

Proposition 7.150 ([213]).
Toute intersection de convexes est convexe.

Démonstration. Soit un espace vectoriel E ainsi que des parties convexes tCiuiPI indexées par un
ensemble quelconque I. Nous prouvons que C “ Ş

iPI Ci est convexe.
Soient x, y P C, ainsi que i P I. Nous avons x, y P Ci et donc ttx` p1´ tqyutPr0,1s Ă Ci. Vu que

cela est vrai pour tout i, nous avons

ttx` p1´ tqyutPr0,1s Ă
č

iPI
Ci, (7.127)

et donc le résultat attendu.
LEMooEFCCooOuStrb

Lemme 7.151.
L’intérieur d’un convexe est convexe.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

7.7.9 Norme
DefNorme

Définition 7.152 ([214], thème 25).
Soit E un espace vectoriel (pas spécialement de dimension finie) sur le corps K (“ R ou C). Une
norme sur E est une application N : E Ñ r0,8r telle que

(1) Npxq ě 0
(2) Npxq “ 0 si et seulement si x “ 0 ;
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ItemDefNormeii

(3) Npλxq “ |λ|Npxq ItemDefNormeiii

(4) Npx` yq ď Npxq `Npyq
pour tout x, y P E et pour tout λ P K.

La propriété (4) est appelée inégalité triangulaire.
Un espace vectoriel muni d’une norme est un espace vectoriel normé.

En prenant λ “ ´1 dans la propriété (3), nous trouvons immédiatement que Np´xq “ Npxq.
PropNmNNm

Proposition 7.153.
Toute norme N sur l’espace vectoriel E vérifie l’inégalité

ˇ̌
Npxq ´Npyqˇ̌ ď Npx´ yq (7.128)

pour tout x, y P E.

Démonstration. Nous avons, en utilisant le point (4) de la définition 7.152,

Npxq “ Npx´ y ` yq ď Npx´ yq `Npyq, (7.129a)subEqNNNxxyyyasubEqNNNxxyyya

Npyq “ Npy ´ x` xq ď Npy ´ xq `Npxq. (7.129b)subEqNNNxxyyybsubEqNNNxxyyyb

Supposons d’abord que Npxq ě Npyq. Dans ce cas, en utilisant (7.129a),
ˇ̌
Npxq ´Npyqˇ̌ “ Npxq ´Npyq ď Npx´ yq `Npyq ´Npyq “ Npx´ yq. (7.130)

Si par contre Npxq ď Npyq, alors nous utilisons (7.129b) et nous trouvons
ˇ̌
Npxq ´Npyqˇ̌ “ Npyq ´Npxq ď Npy ´ xq `Npxq ´Npxq “ Npy ´ xq “ Npx´ yq. (7.131)

Dans les deux cas, nous avons retrouvé l’inégalité annoncée.

Cette proposition signifie aussi que

´Npx´ yq ď Npxq ´Npyq ď Npx´ yq. (7.132)EqNleqNNleqNvqlqbsEqNleqNNleqNvqlqbs

Le lemme suivant dit que nous pouvons remplacer l’inégalité triangulaire par la convexité de
la boule unité dans la définition de norme.

LEMooAVIJooFhdXXr

Lemme 7.154 ([215]).
Soit une application N : E Ñ r0,8r telle que

(1) Npxq ě 0 pour tout x P E,
(2) Npxq “ 0 si et seulement si x “ 0,
(3) Npλxq “ |λ|Npxq.

Alors N est une norme si et seulement si la partie

B “ tx P E tel que Npxq ď 1u (7.133)

est convexe 62.

Démonstration. Dans les deux sens.
(1) ñ Nous supposons que N est une norme et nous prouvons que la boule B est convexe.

Soient x, y P B et λ P r0, 1s. Nous avons

N
`
λx` p1´ λqy˘ ď Npλxq `N`p1´ λqy˘ (7.134a)

“ λNpxq ` p1´ λqNpyq (7.134b)
ď λ` p1´ λq (7.134c)
“ 1. (7.134d)

Nous avons utilisé diverses propriétés de la norme, ainsi que la majoration Npxq, Npyq ď 1.
62. Définition 7.149.
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(2) ð Nous supposons que B est convexe, et nous prouvons que N vérifie l’inégalité triangulaire.
Soient x, y P E que nous choisissons tous deux non nuls (sinon c’est trop facile). Nous posons

z “ x` y
Npxq `Npyq (7.135)EQooCIMBooFeOtWgEQooCIMBooFeOtWg

et la subtilité sera d’écrire z de telle sorte à être une somme de deux éléments de B. L’astuce
est de poser

λ “ Npxq
Npxq `Npyq . (7.136)

Une simple vérification montre qu’alors

z “ λ
x

Npxq ` p1´ λq
y

Npyq . (7.137)

Nous avons évidemment x{Npxq P B (et de même avec y). Puisque B est convexe, nous avons
z P B. Exprimons le fait que z P B à partir de la définition (7.135) :

Npx` yq
Npxq `Npyq ď 1. (7.138)

Cela signifie exactement Npx` yq ď Npxq `Npyq.

7.155.
Afin de suivre une notation proche de celle de la valeur absolue, à partir de maintenant, la norme
d’un vecteur v sera notée }v} au lieu de Npvq. La proposition 7.153 s’énoncera donc

ˇ̌}x} ´ }y}ˇ̌ ď }x´ y}. (7.139)

Un espace vectoriel E muni d’une norme est, on l’a déjà dit, un espace vectoriel normé ; on le
notera pE, }.}q pour distinguer la norme fixée.

Une autre inégalité utile de temps en temps.
CORooDFBGooAqVRfS

Corolaire 7.156.
Si a et b sont dans un espace vectoriel normé, alors

ˇ̌}a´ b} ´ }b}ˇ̌ ď }a}. (7.140)

Démonstration. Il s’agit seulement de la proposition 7.153 avec x “ a´ b et y “ b.
LEMooWGBJooYTDYIK

Lemme-Définition 7.157 (Distance induite par une norme).
Soit un espace vectoriel normé pE, }.}q. Nous posons

dpx, yq “ }x´ y}. (7.141)EQooZYJRooAHnsIGEQooZYJRooAHnsIG

Alors ITEMooLITDooPeReOk

(1) d est invariante par translations : dpa, bq “ dpa` u, b` uq
(2) d est une distance 63 sur E.

C’est la distance induite par la norme.

Démonstration. Le fait que la formule (7.141) soit invariante par translations est immédiat. En ce
qui concerne le fait que ce soit une distance, le seul point délicat à vérifier est l’inégalité triangulaire.
Mais, pour tous x, y, z P E, on a

dpx, yq “ }x´ y} “ }x´ z ` z ´ y} ď }x´ z} ` }z ´ y} “ dpx, zq ` dpz, yq. (7.142)

63. Définition 7.110.
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DEFooPMVFooPSYVNQ

Définition 7.158.
La topologie associée à une norme est celle associée à la distance donnée en 7.157 par le théorème
7.112.

CORooMWCUooKyoyZV

Corolaire 7.159.
Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel topologique : en d’autres mots, l’addition et la
multiplication par un élément du corps sont continues.

PROPooYMCUooERvDpk

Proposition 7.160.
La norme est une application continue sur un espace vectoriel normé.

Plus précisément, si pE, }.}q est un espace vectoriel normé, alors l’application

f : E Ñ R

x ÞÑ }x} (7.143)

est continue.
PROPooQUAZooGXskwF

Proposition 7.161.
La norme sur un espace vectoriel normé est une fonction de classe C8.

LEMooGCJEooOAynZW

Lemme 7.162 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé E ainsi qu’une partie libre taiu dans E. Si nous avons }ři λiai} ă
M , alors nous avons

|λi|}ai} ăM (7.144)

pour chaque i.
LEMooSCIIooRyRrHA

Lemme 7.163.
Soient un espace vectoriel normé pV, }.}q ainsi qu’une isométrie f : V Ñ V . Si A est une partie de
V telle que fpAq Ă A, alors

Ā “ fpĀq. (7.145)

Nous étudierons plus en détail les espaces vectoriels topologiques à partir de la définition 7.164.

7.8 Espaces vectoriels topologiques
DefEVTopologique

Définition 7.164.
Un espace vectoriel V sur le corps valué 64 K muni d’une topologie est un espace vectoriel
topologique si

(1) la somme de deux vecteurs est une application continue V ˆ V Ñ V ; et
(2) la multiplication par un scalaire est une application continue Kˆ V Ñ V .

Ici, sur V ˆ V et sur Kˆ V nous avons la topologie produit.
Dans toute la suite, nous supposons que K est un corps avec une topologie métrique.

On le redit quand même : le corps 65 lui-même doit avoir sa topologie. Dans la grande majorité
des cas, ce corps est R ou C muni de la topologie usuelle.

Mine de rien, le fait que les deux opérations usuelles soient continues a de belles conséquences
sur la topologie de l’espace. . .

PROPooDXLFooFghbWk

Proposition 7.165 ([216]).
Soit un espace vectoriel topologique V . Pour x P V et λ P K, λ ‰ 0 fixés, les fonctions Tx et Mλ

64. Définition 1.458.
65. Définition 1.202
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définies par :

Tx :V Ñ V et Mλ :V Ñ V (7.146)
y ÞÑ x` y y ÞÑ λy (7.147)

sont des automorphismes 66 de l’espace topologique V .

Démonstration. Ce sont des bijections continues, dont les inverses sont respectivement T´x et
M1{λ.

PROPooJYLVooPpLWFX

Proposition 7.166.
Soit un espace vectoriel topologique X. Si O est un ouvert dans X, alors pour tout x P X et pour
tout λ P K, les parties O ` x et λO sont des ouverts.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.
LEMooEZIYooBBxdJj

Lemme 7.167 ([1]).
Soit un espace vectoriel topologique V sur le corps K. Si O est un ouvert autour de 0 dans V et si
λ ‰ 0 P K, il existe un ouvert U autour de 0 tel que λU Ă O.

Démonstration. La réponse est U “ λ´1O. En effet par définition d’un espace vectoriel topologique,
la fonction donnée par fpxq “ λx est continue ; donc U “ f´1pOq est un ouvert. De plus λU “
O.

7.8.1 Base de topologie

Toute base de voisinage de 0 se transporte en tout point de l’espace vectoriel topologique.
PropInvarianceTopologie

Corolaire 7.168 (Invariance de la topologie[216]).
Soit un espace vectoriel topologique pX, τq. Si B0 est une base de topologie en 0, alors B0 ` a est
une base de topologie en a.

Démonstration. Soit un ouvert U contenant a. Alors U ´ a est un ouvert contenant 0 (proposition
7.166). Il existe donc B P B0 tel que 0 P B Ă U ´ a. Nous avons alors a P B ` a Ă U .

7.8.1.1 Somme directe topologique
PropKZDqTR

Proposition-Définition 7.169 ([217, 218, 1]).
Soit V un espace vectoriel topologique et une décomposition en somme directe 67 V “ V1‘V2. Alors
les trois conditions suivantes sont équivalentes.

ITEMooMUELooWdJQeW

(1) La bijection
ψ : V1 ˆ V2 Ñ V

px1, x2q ÞÑ x1 ` x2
(7.148)

est un homéomorphisme 68.
ITEMooDKOYooUpEfOR

(2) Les parties V1 et V2 sont fermées dans V et la projection s : V2 Ñ V {V1 est un homéomor-
phisme.

ITEMooFSSMooCQzTIc

(3) Les parties V1 et V2 sont fermées dans V et la projection π2 : V Ñ V2 est continue.
Lorsqu’une décomposition en somme directe vérifie ces conditions, nous disons que la décomposition
est topologique.

66. Définition 7.38.
67. Définition 4.138.
68. C’est à dire isomorphisme d’espaces vectoriels : bijection continue de réciproque continue. En ce qui concerne

la topologie sur V1 ˆ V2, elle est donné par la définition 7.15.
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Démonstration. Avant de commencer, nous rappelons les topologies.
— Sur V1 et V2 nous avons la topologie induite, définition 7.25.
— La topologie produit sur V1 ˆ V2 est la définition 7.15.
— La topologie quotient sur V {V1 est la définition 7.46.
Voici quelques points qui ne dépendent pas des hypothèses (1), (2) ou (3).

(1) La projection p : V Ñ V {V1 est continue La projection est toujours continue pour la
topologie quotient ; c’est la définition même, voir 7.46.

(2) ψ est une bijection continue Le fait que ψ soit continue fait partie de la définition 7.164
d’un espace vectoriel topologique. Pour que ce soit une bijection, c’est le lemme 4.139.

(3) s est injective Soient v, w P V2 tels que spvq “ spwq. Alors tv ` x1ux1PV1 “ tw ` y1uy1PV1 .
En particulier v P tw`y1uy1PV1 . Il existe donc y1 P V1 tel que v “ w`y1. Donc v´w P V1. Mais
comme V2 est un espace vectoriel, nous avons aussi v ´w P V2. Donc v ´w P V1 X V2 “ t0u.

(4) s est surjective Soit x P V . Nous devons trouver v P V2 tel que spvq “ rxs. Nous savons
qu’il existe x1 P V1 et x2 P V2 tels que x “ x1 ` x2. Nous avons alors rxs “ spx2q.

(5) s est continue Soit un ouvert O de V {V1. La partie p´1pOq est ouverte dans V (proposition
7.47), et donc

s´1pOq “ p´1pOq X V2 (7.149)

est ouvert dans V2 parce que la topologie sur V2 est celle induite 69 de la topologie de V .
Et maintenant on prouve les équivalences.

(1) Si (1) alors V1 est fermé La partie V1 ˆ t0u est fermée dans V1 ˆ V2. Vu que ψ´1 est
continue, nous en déduisons que ψ

`
V1 ˆ t0u

˘
est fermée dans V par le lemme 7.39. Mais

comme ψ
`
V1 ˆ t0u

˘ “ V1, nous avons que V1 est fermé dans V .
(2) (1) ñ (3) Nous supposons que ψ : V1ˆV2 Ñ V est un homéomorphisme. Nous considérons

l’application
σ : V1 ˆ V2 Ñ V1 ˆ V2

px, yq ÞÑ p0, yq. (7.150)

Cette application est continue et permet d’écrire π2 sous la forme π2 “ ψ ˝ σ. En tant que
composée d’applications continues, l’application π2 est continue.

(3) (3) ñ (2) L’application π : V Ñ V2 est constante sur les classes (modulo V1). Donc elle
descend aux classes 70 en l’application

π̃ : V {V1 Ñ V2

rxs ÞÑ πpxq. (7.151)

Cette application est continue parce que π l’est et parce que le lemme 7.50 le dit. Le point
à remarquer est que s´1 “ π̃ parce que pour tout x P V2 nous avons

s
´
π̃
`rxs˘

¯
“ s

`
πpxq˘ “ spxq “ rxs (7.152)

parce que πpxq “ x du fait que x P V2. Vu que π̃ est continue, l’application s´1 est également
continue.

(4) (2) ñ (1) Nous pouvons écrire la projection π2 : V Ñ V2 comme composée π2 “ s´1 ˝ p.
En effet pour v1 P V1 et v2 P V2 nous avons ps´1 ˝ pqpv1` v2q “ s´1`rv2s

˘ “ v2 “ π2pv1` v2q.
Nous savon que p est continue (construction de la topologie et tout ça), et que s´1 est
également continue par hypothèse. Donc π2 est continue. Étant donné que π1 ` π2 “ Id et
que l’identité est continue, nous déduisons que π1 est également continue.

69. Topologie induite, définition 7.25.
70. Voir la définition 7.49.
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7.170 ([219]).
Si V est normé, il existe une façon plus directe (mais pas spécialement plus simple) de prouver
l’implication (1) ñ (2), et en particulier la continuité de s´1. Voyez 11.67.

Si V est de Banach, la continuité de s´1 peut venir du théorème d’isomorphisme de Banach
27.1 parce que s est une bijection continue entre espaces de Banach. Attention toutefois à vérifier
que V {V1 est de Banach 71.

7.8.1.2 Limite dans un espace vectoriel topologique
LEMooAHIGooJhpPvo

Lemme 7.171 (Changement de variables).
Soient un espace vectoriel topologique 72 X ainsi qu’un espace séparé Y et une application f : X Ñ
Y . Nous supposons que limxÑa fpxq “ ℓ. Alors limxÑb fpx` a´ bq existe et vaut ℓ.

Démonstration. Soit un voisinage V de ℓ dans Y . Il existe un voisinage U de a tel que fpUq Ă V .
Nous posons U 1 “ U ´ a` b. C’est un voisinage de b. En posant gpxq “ fpx` a´ bq nous avons

gpU 1q “ fpU ´ a` b` a´ bq “ fpUq Ă V. (7.153)

Donc limxÑb gpxq “ ℓ. C’est cette égalité qui signifie limxÑb fpx` a´ bq.
PROPooFGWXooFjvTYj

Proposition 7.172 (Limite de fonction composée[220]).
Soient des fonctions f, g : RÑ R telles que

lim
yÑl

fpyq “ z (7.154a)

lim
xÑa

gpxq “ l. (7.154b)

Nous supposons qu’il existe un intervalle ouvert I contenant l tel que gpxq ‰ l sur Iztau.
Alors

lim
xÑa

pf ˝ gqpxq “ lim
yÑl

fpyq “ z. (7.155)
PROPooKNVHooXlQyVA

Proposition 7.173 (Limite de fonction composée[220]).
Soient des fonctions f, g : RÑ R telles que

lim
yÑl

fpyq “ z (7.156a)

lim
xÑa

gpxq “ l. (7.156b)

Nous supposons que f est continue en l.
Alors

lim
xÑa

pf ˝ gqpxq “ lim
yÑl

fpyq “ z. (7.157)
PROPooBEHTooBrLWuh

Proposition 7.174.
Toute application linéaire entre espaces vectoriels topologiques de dimension finie est continue.

7.8.2 Corps topologique
DEFooWKLOooPdsxQl

Définition 7.175 (Anneau topologique[221]).
Un anneau topologique est un anneau 73 muni d’une topologie dans laquelle l’addition et la
multiplication sont continues 74.

71. Je ne l’ai pas fait, et au doigt mouillé je dirais que ça m’étonnerais que ce soit vrai pour tout choix de sous-espace
vectoriel V1. À vos risques et périls. Écrivez-moi si vous avez une idée.

72. Définition 7.164.
73. Définition 1.41.
74. Définition 7.33(2).
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PROPooAWAKooKRmbGT

Proposition-Définition 7.176.
Si pK, |.|q est un corps valué 75, alors l’application

d : KˆKÑ R`

px, yq ÞÑ |x´ y| (7.158)

est une distance 76.
Un corps valué muni de sa topologie métrique 77 est un corps topologique 78.

LEMooCHDTooZsgXEK

Lemme 7.177.
Les corps R et C sont des corps valués. Leur topologie métrique (en tant que corps valués) est leur
topologie usuelle.

7.8.3 Voisinage symétrique et équilibré
DEFooKBMAooAhYQAm

Définition 7.178 (Partie symétrique[216]).
Une partie U d’un espace vectoriel topologique est symétrique si x P U implique ´x P U .

DEFooPNRIooEFAlii

Définition 7.179 (Partie équilibrée[216]).
Une partie U d’un espace vectoriel topologique V est équilibrée si pour tout |α| ď 1 dans K,
αU Ă U .

DEFooMNZJooSIAVGZ

Définition 7.180 (Partie absorbante[222]).
Soit un espace vectoriel X. Une partie U est absorbante si pour tout x P X, il existe ρx ą 0 tel
que λx P U pour tout |λ| ď ρx.

DEFooYSWJooPkcrJe

Définition 7.181 (Partie absolument convexe).
Une partie est absolument convexe si elle est convexe et équilibrée.

LEMooXKOTooLWDXhp

Lemme 7.182.
Si A est équilibré ou absorbant, alors 0 P A.

Démonstration. En deux parties.
(1) Si A est équilibré Pour tout |α| ă 1, nous avons αA Ă A. En particulier pour α “ 0 nous

voyons que 0 P A.
(2) Si A est absorbant Si x P X, alors il existe ρ tel que λx P A pour tout |λ| ă ρ. En

particulier avec λ “ 0 nous avons encore 0 P A.

LEMooEEKYooVCnBMq

Lemme 7.183 ([223]).
Dans un espace vectoriel topologique sur K “ R ou C, tout ouvert contenant 0 est absorbant 79.

Démonstration. Soient un ouvert U contenant 0 et x0 P X. Nous considérons l’application

m : KˆX Ñ X

pt, xq ÞÑ tx
(7.159)

qui est continue par définition 7.164. La partie m´1pUq Ă KˆX est un ouvert contenant p0, x0q.
Par définition 7.15 de la topologie produit, il existe un r ą 0 et un ouvert B de X contenant x0
tels que

p0, x0q P Bp0, rq ˆB Ă m´1pUq. (7.160)

75. Définition 1.458
76. Distance, définition 7.110.
77. Définition 7.112.
78. Définition 7.175.
79. Définition 7.180.
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Si λ ă r, alors nous avons

λx0 “ mpλ, x0q P m
`
Bp0, rq, B˘ Ă U. (7.161)

LEMooKBRIooUAAPXV

Lemme 7.184.
Si A est équilibré et si ξ ‰ 0 (dans R ou C), alors

ξA “ |ξ|A (7.162)

Démonstration. Vu que le corps K est R ou C, il existe s P K tel que |s| “ 1 et ξ “ s|ξ| (prendre
s “ ξ{|ξ|). Vu que |s| “ 1 et que A est équilibré, sA Ă A et donc ξA “ s|ξ|A Ă |ξ|A.

Pour l’inclusion dans l’autre sens, nous savons que |s´1| “ 1 et donc que |ξ|A “ s´1ξA Ă
ξA.

LEMooYSWXooNqAcOQ

Lemme 7.185 ([216, 1]).
Soit un espace vectoriel topologique.

ITEMooSWWQooTreWIE

(1) Soit un ouvert A autour de 0 dans l’espace vectoriel topologique V . Il existe δ ą 0 dans le
corps K et un voisinage ouvert W de 0 tel que λW Ă A pour tout |λ| ă δ.

ITEMooXZNHooGVplpu

(2) Tout voisinage de 0 contient un ouvert équilibré.
ITEMooRLVSooGihcLc

(3) Tout voisinage de 0 contient un ouvert équilibré et symétrique.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) Nous savons que 0 · 0 “ 0 et que l’application

f : Kˆ V Ñ V

λ, x ÞÑ λx
(7.163)

est continue. La partie f´1pAq contient p0, 0q. Il existe donc un voisinage ouvert S de 0 dans
K et un voisinage ouvert W de 0 dans V tel que S ˆW Ă f´1pAq.
PuisqueK est un corps dont la topologie est métrique 80, il existe une boule S1 “ Bp0, δq Ă S.
Donc nous avons fpS1 ˆW q Ă A et pour tout |λ| ă δ, λW Ă A.

(2) Pour (2) Soit un voisinage ouvert O de 0 dans V . Par le point (1), nous considérons un
voisinage W de 0 et un δ ą 0 tel que λW Ă O pour tout |λ| ă δ.
Nous posons

U “ tλw ă tel que |λ| ă δ, w PW u. (7.164)

Nous avons U Ă O par définition de W . De plus U est équilibré parce que si |µ| ă 1, et si
x P U , il existe |λ| ă δ et w P W tels que x “ λw. Alors µx “ µλw. Nous avons |µλ| ă δ et
donc µλw P U .

(3) Pour (3) Nous considérons U équilibré comme dans (2). Ensuite nous posons U 1 “ U X
p´Uq. La partie U 1 est symétrique, elle est ouverte (intersection d’ouverts). Et elle est équi-
librée parce que si x P U 1 et |λ| ă 1 alors :

— x P U et U est équilibré, donc λx P U .
— x P ´U et U est équilibré, donc il existe y P U tel que x “ ´y. Pour ce y nous avons

λy P U et donc λx “ ´λy P ´U . Donc λx P ´U .
— Au final, λx P U X p´Uq “ U 1 et U 1 est équilibré.

80. Le corps K est un corps valué, et donc métrique par la définition 7.176.
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LEMooQEFRooHAxOys

Lemme 7.186 ([224]).
Soit un espace vectoriel topologique V ainsi qu’un voisinage ouvert O de 0 dans V . Il existe des
voisinages ouverts U1 et U2 de 0 dans V tels que

U1 ` U2 Ă O. (7.165)

Démonstration. Par définition d’un espace vectoriel topologique, l’application

f : V ˆ V Ñ V

x, y ÞÑ x` y (7.166)

est continue. Donc la partie f´1pOq est un ouvert de V ˆ V (c’est la définition 7.33(2) de la
continuité). La définition 7.15 de la topologie produit, appliquée au point p0, 0q P V ˆ V implique
qu’il existe des voisinages U1 et U2 de 0 dans V tels que

U1 ˆ U2 Ă f´1pOq. (7.167)

Donc fpU1 ˆ U2q Ă O et en particulier U1 ` U2 Ă O.
PROPSommeTopologique

Proposition 7.187 ([216, 1]).
Soit V un espace vectoriel topologique, et O un voisinage ouvert de 0. Il existe un voisinage ouvert
U de 0 tel que

(1) U est symétrique 81,
(2) U est équilibré 82

(3) U vérifie U ` U Ă O.
(4) U vérifie U ` U ` U ` U Ă O.

Démonstration. En plusieurs petits pas.
(1) Le point de départ Le lemme 7.186 donne des voisinages ouverts U1 et U2 de 0 dans V

tels que U1 ` U2 Ă O.
(2) Symétrique En posant U 1 “ U1XU2X p´U1q X p´U2q, on a un sous-ensemble symétrique

de U1 et U2 qui vérifie U 1 `U 1 Ă U1 `U2 Ă O. De plus U 1 est encore un voisinage ouvert de
0 dans V .

(3) équilibré C’est le moment d’utiliser le lemme 7.185. La partie U 1 contient un voisinage
ouvert U2 de 0 qui est symétrique et équilibré. Ce U2 vérifie encore U2 ` U2 Ă O.

(4) En 4 parties Maintenant nous ré-appliquons tout ce que nous venons de faire à U2 pour
obtenir un voisinage symétrique et équilibré de 0 tel que U ` U Ă U 1. Nous avons alors
U ` U ` U ` U Ă O.
Notons que ce U vérifie à fortiori U ` U Ă O.

LEMooKLOKooEfKhgN

Lemme 7.188 ([222, 225]).
Soit une partie B d’un espace vectoriel topologique.

(1) Si B est équilibré, alors la fermeture B̄ est équilibrée.
ITEMooLZZEooAqoQVO

(2) Si B est équilibré et si 0 P IntpBq, alors IntpBq est équilibré.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

81. Définition 7.178.
82. Définition 7.179.
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7.8.4 Limite de suites
PROPooTJQPooMHtOAv

Proposition 7.189 ([1]).
Soit une suite pxkq dans l’espace vectoriel topologique X. L’élément x est une limite de pxkq si et
seulement si 0 est une limite de px´ xkq.
Démonstration. En deux parties.

(1) ñ Supposons que x est une limite de pxkq. Soit un ouvert O autour de 0. La partie O ` x
est un ouvert autour de x (proposition 7.189). Donc il existe N tel que si n ě N , alors
xn P O ` x. Pour ces valeurs de n nous avons xn ´ x P O.

(2) ð Soit un ouvert O autour de x. La partie O´ x est un ouvert autour de 0. À partir de là
la preuve fonctionne comme dans l’autre sens.

PROPooQIQSooHbNkIy

Proposition 7.190 ([1]).
Soient deux suites pxkq et pykq dans l’espace vectoriel topologique X. Si x est une limite 83 de pxkq
et si y est une limite de pykq, alors x` y est une limite de pxk ` ykq.
Démonstration. En deux parties

(1) Le cas x “ y “ 0 Nous commençons avec x “ y “ 0. Soit un ouvert A autour de 0. La
proposition 7.187 nous permet de considérer un voisinage U de 0 tel que U Ă A et U`U Ă A.
Vu que 0 est une limite de pxkq, il existe N tel que xn P U pour tout b ě N . Quitte à prendre
le maximum, nous supposons aussi que yn P U pour n ě N . Avec ça, xn ` yn P U ` U Ă A.
Cela montre que 0 est une limite de pxk ` ykq.

(2) Le cas général Nous supposons que x est une limite de pxkq et que y est une limite de
pykq. La proposition 7.189 nous dit que 0 est une limite de x´ xk et de y ´ yk. La première
partie dit alors que 0 est une limite de

k ÞÑ x´ xk ` y ´ yk “ xk ` yk ´ px` yq. (7.168)

La proposition 7.189, prise dans l’autre sens nous dit alors que x ` y est une limite de
k ÞÑ xk ` yk.

7.8.5 Espace topologique localement convexe
DefPJokvAa

Définition 7.191 ([222]).
Un espace topologique est localement convexe il admet une base de voisinages de l’origine dont
les éléments sont des parties convexes.

PROPooOAXHooOGhRbu

Proposition 7.192 ([222]).
Un espace vectoriel topologie localement convexe a une base de voisinage constituée d’éléments qui
sont :

(1) ouverts
(2) absorbants
(3) convexes
(4) équilibrés

Démonstration. Soit un voisinage N de 0 dans l’espace vectoriel topologique X. Vu que X est
localement convexe, il existe un voisinage convexe W de 0 contenu dans N . Par le lemme 7.185,
W contient un ouvert équilibré U . Nous considérons enfin l’enveloppe convexe S “ ConvpUq de U ,
et nous montrons que l’intérieur IntpSq vérifie tout ce qu’il faut.

83. Limite de suite, définition 7.13.
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ouvert Parce que c’est un intérieur.
convexe L’intérieur d’un convexe est convexe par le lemme 7.151.
absorbant Tout ouvert contenant 0 est absorbant par le lemme 7.183
contient 0 La partie U contient 0 parce qu’elle est équilibrée et le lemme 7.182. Vu que U est

ouvert, il contient un voisinage de tout ses points. Donc 0 est dans l’intérieur de U . Il est
donc également dans l’intérieur de son enveloppe convexe.

équilibré Par le lemme (2) parce que c’est un ouvert contenant 0.
contenu dans N Nous avons les inclusions U Ă W Ă N . Étant donné que W est convexe, nous

avons aussi ConvpUq ĂW , et donc

IntpSq Ă S “ ConvpUq ĂW Ă N. (7.169)

THOooPTLOooJLaHGE

Théorème 7.193 ([222]).
Soit un espace vectoriel topologique localement convexe 84. Il existe une base de voisinages B de 0
tels que :

(1) les éléments sont absorbants et absolument convexes 85.
(2) pour tout A,B P B, il existe W P B tel que W Ă AXB,
(3) pour tout A P B, et pour tout ρ ą 0, il existe W P B tel que W Ă ρA.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

Voici une réciproque du théorème 7.193.
THOooKNXGooEebnxI

Théorème 7.194 ([222]).
Soit en espace vectoriel X et une collection B de parties de X vérifiant

(1) les éléments sont absorbants et absolument convexes.
(2) pour tout A,B P B, il existe W P B tel que W Ă AXB,
(3) pour tout A P B, et pour tout ρ ą 0, il existe W P B tel que W Ă ρA.

Alors il existe une unique topologie τ sur X telle que
(1) τ est compatible avec la structure vectorielle de X,
(2) pX, τq est localement convexe
(3) la collection B est une base de voisinages de 0

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

7.8.6 Limite de suites

Si pxnq est une suite dans un espace vectoriel topologique, rien ne garantit qu’elle ait une limite,
ni qu’elle soit unique. Donc lorsque nous écrivons

xn
VÝÑ x, (7.170)

nous sous-entendons seulement que x est une limite.
De même, dans la proposition 7.196, nous montrerons que xn ` yn

VÝÑ x ` y et λxn VÝÑ λx.
Cela signifie que si x et y sont des limites de pxnq et pynq, alors x` y est une limite de pxn ` ynq
et que λx est une limite de pλxnq.

Si V est un espace vectoriel topologique dans lequel il n’y a pas unicité de la limite 86, nous ne
pouvons pas exactement dire que le processus de limite est une opération linéaire sur l’ensemble
des suites convergentes.

84. Définition 7.191.
85. Absolument convexe : convexe et équilibrée.
86. La proposition 7.59 dit qu’il y a unicité de la limite dans les espaces topologiques séparés.
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LEMooJDJVooHUKdSe

Lemme 7.195.
Soient un espace vectoriel topologique V ainsi qu’une suite pxnq dans V . Nous avons

xn
VÝÑ x (7.171)

si et seulement si
xn ´ x VÝÑ 0. (7.172)

Dans la proposition 7.196, nous considérons un espace vectoriel topologique. Il n’y a pas de
produit. Pour la convergence

xkyk
xyÝÑ, (7.173)

voir la proposition 10.27.
PROPooZRCBooKiJhDg

Proposition 7.196 ([1]).
Soit V , un espace vectoriel topologique. Soient deux suites convergentes xn VÝÑ x et yn VÝÑ y ainsi
que λ P K. Alors ITEMooSHPAooQyEkgT

(1)
xn ` yn VÝÑ x` y. (7.174)

ITEMooYHHYooYATzWE

(2)
λxn

VÝÑ λx. (7.175)

Démonstration. En deux parties.
(1) (1) Nous allons montrer que xn ` yn ´ px` yq VÝÑ 0 ; ce sera suffisant par le lemme 7.195.

Soit un ouvert O autour de 0. Soient des ouverts U1 et U2 autour de 0 tels que U1 `U2 Ă O
(lemme 7.186).
Vues les convergences de pxnq et de pynq, il existe un N tel que n ě N implique xn ´ x P U1
et yn ´ y P U2. Dans ce cas, xn ` yn ´ px` yq P U1 ` U2 Ă O.
Donc pour n ě N nous avons bien xn´yn´px`yq P O, ce qui signifie que xn`yn VÝÑ x`y.

(2) (2) En plusieurs étapes.

(2a) xn ´ x VÝÑ 0 C’est le lemme 7.195.

(2b) λxn ´ λx VÝÑ 0 Soit un ouvert O autour de 0. Par le lemme 7.167, il existe un ouvert
U autour de 0 tel que λU Ă O. Comme xn´x VÝÑ 0, il existe N tel que n ě N implique
xn ´ x P U .
Pour ces N et n nous avons aussi λpxn ´ xq P λU Ă O. Nous avons donc démontré que
λxn ´ λx VÝÑ 0.

(2c) Conclusion Encore le lemme 7.195 nous permet de déduire que λxn VÝÑ λx.

7.9 Applications continues

7.9.1 Continuité

La définition de la continuité d’une fonction est donnée en 7.33.

7.197.
Lorsque nous écrivons f : X Ñ Y , nous entendons que f est définie sur tout X, mais pas qu’elle soit
surjective sur Y . En particulier, pour que f soit continue en a, il faut que a soit dans le domaine
de définition de f .

Dans le cas de fonctions RÑ R, l’espace X sera la partie de R sur laquelle f sera définie, et
la topologie sera la topologie induite de R.
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PROPooOXBCooIzLaPe

Proposition 7.198 ([226]).
Soient deux espaces topologiques X et Y . Une application f : X Ñ Y est continue 87 si et seulement
si pour tout x P X et pour tout voisinage 88 V de fpxq, la partie f´1pV q est un voisinage de x
dans X.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Soient x P X et un voisinage V de fpxq dans Y . Il existe alors un ouvert O de Y tel que

fpxq P O Ă V .
La partie f´1pOq vérifie :

— f´1pOq est un ouvert de X parce que f est continue.
— x P f´1pOq
— f´1pOq Ă f´1pV q.

Donc f´1pV q contient un ouvert contenant x. Donc f´1pV q est un voisinage de x dans X.
(2) ð Soit un ouvert O de Y . Nous devons prouver que f´1pOq est un ouvert de X. Pour cela

nous prouvons que f´1pOq contient un ouvert autour de chacun de ses éléments et utilisons
le théorème 7.8.
Soit donc x P f´1pOq. La partie O est un voisinage de fpxq. Donc f´1pOq est un voisinage
de x. Il existe donc un ouvert V de X tel que

x P V Ă f´1pOq. (7.176)

Nous en déduisons que f´1pOq contient bien un ouvert autour de chacun de ses points.

La proposition 7.286 donnera des détails sur ce qu’il se passe lorsque l’espace est métrique.
ThoESCaraB

Théorème 7.199.
Une fonction f : X Ñ Y est une fonction continue si et seulement si elle est continue en chacun
des points de X.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Nous supposons que f est une fonction continue. Soient a P X et W un voisinage de

fpaq. Nous considérons O, un voisinage ouvert de fpaq contenu dans W ; l’ensemble f´1pOq
est alors un ouvert contenant a, et l’image de f´1pOq par f est bien entendu contenue dans
W .

(2) ð Soit O un ouvert de Y . Pour prouver que f´1pOq est un ouvert de X, nous allons
considérer un élément a P f´1pOq et montrer qu’il existe un voisinage ouvert de a contenu
dans f´1pOq ; le théorème 7.8 nous assurera alors que f´1pOq est ouvert.
L’ensemble O est un voisinage ouvert de fpaq parce que a a été choisi dans f´1pOq. Donc
la continuité de f en a nous assure qu’il existe un voisinage W de a tel que fpW q Ă O.
En prenant un ouvert contenant a à l’intérieur de W nous avons un voisinage ouvert de a
contenu dans f´1pOq.

Remarque 7.200.
À cause de l’éventuelle non unicité de la limite, deux fonctions continues et égales sur un sous-
ensemble dense ne sont pas spécialement égales. Ce sera vrai sur les espaces métriques et plus
généralement pour les espaces séparés. Voir l’exemple 7.56 et la proposition 7.108.

87. Définition 7.33.
88. Définition 7.4
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LEMooCQQWooVSAWiy

Lemme 7.201 ([1]).
Soient une fonction f : X Ñ Y , et un point d’accumulation a P X 89. La fonction f est continue
en a si et seulement si fpaq est une limite de f en a.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Nous supposons que f est continue en a P X. Soit un ouvert V de Y contenant fpaq.

Par continuité de f au point 90 a, il existe un voisinage U de a tel que fpUq Ă V . À fortiori,
f
`
Uza˘ ĂW comme le demande la définition de la limite.

(2) ð Nous supposons que fpaq est une limite de fpxq lorsque x tend vers a. Si W est un
ouvert de Y contenant fpaq, il existe un voisinage V de a dans X tel que f

`
V za˘ ĂW . Mais

puisque fpaq PW , nous avons fpV q ĂW .

7.9.1.1 Continuité séquentielle
DefENioICV

Définition 7.202.
Si X et Y sont deux espaces topologiques, une fonction f : X Ñ R est séquentiellement continue
en un point a si pour toute suite convergente xn Ñ a dans X nous avons fpxnq Ñ fpaq dans Y .

7.203.
Nous allons maintenant voir deux résultats disant que si une fonction est continue, alors elle peut
être permutée avec une limite de suite. Dans le cas des espaces métriques, la proposition 7.248
montrera la réciproque : si pour toute suite xn Ñ a, nous avons limnÑ8 fpxnq “ y, alors f a une
limite en a qui vaut y.

fContEstSeqCont

Proposition 7.204 (Permuter limite et fonction continue[1]).
Soient deux espaces topologiques X et Y ainsi qu’une fonction f : X Ñ Y . Soit a P X et ℓ P Y . Si

lim
xÑa

fpxq “ ℓ, (7.177)

alors, pour toute suite pxkq telle que xk Ñ a, on a

lim fpxkq “ ℓ. (7.178)

Démonstration. Nous considérons une suite pxkq qui converge vers a dans X. Soient V un voisinage
de ℓ et W un voisinage de a tels que fpW q Ă V (définition 7.105 de la continuité en un point). Par
la convergence xk Ñ a, il existe N tel que pour tout k ě N , xk P W , et donc tel que fpxkq P V ,
ce qui donne la continuité séquentielle de f .

7.9.1.2 Application réciproque
DEFooBFCQooPyKvRK

Définition 7.205 (injection, surjection, bijection).
Soient des ensembles A et B ainsi qu’une application f : AÑ B.

(1) La fonction f est injective si fpx1q “ fpx2q, implique x1 “ x2.
(2) La fonction f est surjective si tous les éléments de B sont atteints, c’est-à-dire si pour tout

y P B il existe x P A tel que fpxq “ y.
(3) La fonction f est une bijection entre A et B si elle est injective et surjective, c’est-à-dire

si pour tout y P B il existe un unique x P A tel que fpxq “ y.
89. Un point d’accumulation de X n’est pas spécialement dans X, si X est un sous-espace d’un autre. Par exemple

0 est un point d’accumulation de s0, 1r dans R. Ici nous supposons que a P X, sinon il n’y a de toute façon pas de
continuité en a.

90. Continuité en un point, définition 7.33(1).
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La surjection et l’injection sont des propriétés bien différentes qu’il convient de prouver sépa-
rément. De plus une même « formule » peut définir une application injective, surjective, bijective
ou non selon le domaine sur laquelle nous la considérons.

DEFooTRGYooRxORpY

Définition 7.206.
Soit f : AÑ B une bijection. L’application réciproque de f est la fonction

f´1 : B Ñ A

y ÞÑ le x P A tel que fpxq “ y.
(7.179)

Plus généralement si f : X Ñ Y est une application quelconque et si S Ă Y nous notons

f´1pSq “ tx P X tel que fpxq P Su, (7.180)

et dans le cas où S est réduit à un unique élément y, nous notons f´1pyq au lieu de f´1`tyu˘. Si
de plus f´1pSq est un singleton x, nous noterons f´1pSq “ x et non f´1pSq “ txu.

Les plus acharnées parmi les lectrices se rendront compte de la différence ontologique fonda-
mentale entre x et txu.

7.9.2 Continuité et topologie induite
PROPooNPLBooPfmmym

Proposition 7.207 ([1]).
Soit une fonction f : X Ñ Y , continue sur l’ouvert A de X au sens où elle est continue en chaque
point de A. Alors la fonction restriction f̃ : AÑ Y est également continue pour la topologie sur A,
induite 91 de X.

Démonstration. Soit a P A, et montrons que f̃ est continue en a, c’est-à-dire que f̃paq “ fpaq soit
une limite de f̃ en a. Soit un voisinage V de f̃paq dans Y . Par la continuité de f , nous avons un
ouvert W de X tel que

f
`
W ztau˘ Ă V. (7.181)

La partie W XA est un voisinage de a pour la topologie de A, et vérifie

f
`
W XAztau˘ Ă V. (7.182)

donc fpaq est une limite de f̃ pour xÑ a. La fonction f̃ : AÑ Y est continue en chaque point de
A.

Au niveau de la notion de continuité, il n’y a pas trop de changements en passant de R à Q
muni de la topologie induite.

EXooHWIIooYYbfGE

Exemple 7.208.
Que signifie d’être continue pour une fonction f : Q Ñ R ? D’après le théorème 7.199, il s’agit
d’être continue en chaque point de Q. Il s’agit donc, par la définition 7.33 que pour tout q P Q, le
nombre fpqq soit une limite de f pour xÑ q.

L’espace d’arrivée étant R, un voisinage de fpqq est pris comme une boule de taille ϵ. La
continuité de f exige qu’il y ait un voisinage W de q dans Q tel que pour tout q1 P W (différent
de q), |fpqq ´ fpq1q| ă ϵ.

Qu’est-ce qu’un ouvert dans Q ? D’après la définition 7.25 de la topologie induite, ce sont les
ensembles Q X O avec O ouvert dans R. Tout cela pour dire que pour tout ϵ ą 0, il doit exister
δ ą 0 tel que pour tout q1 P Q tel que 0 ă |q ´ q1| ă δ, nous ayons |fpqq ´ fpq1q| ă ϵ.

Bref, c’est exactement le mécanisme usuel de la continuité sur R, sauf qu’il ne faut considérer
que les rationnels. △

91. Définition 7.25.
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LEMooHAODooYSPmvH

Lemme 7.209 (Application partielle[1]).
Soient trois espaces topologiques X1, X2 et Y . Nous considérons une fonction continue f : X1 ˆ
X2 Ñ Y ainsi que x1 P X1. Alors l’application

g : X2 Ñ Y

x2 ÞÑ fpx1, x2q (7.183)

est continue.

Démonstration. Soit un ouvert O de Y ; par hypothèse sur f , la partie f´1pOq est ouverte dans
X1 ˆX2. Notre but est de prouver que g´1pOq est un ouvert de X2. Nous avons :

g´1pOq “ tx2 P X2 tel que px1, x2q P f´1pOqu. (7.184)

Nous considérons x2 P g´1pOq et nous prouvons qu’il existe dans X2 un voisinage de x2 entièrement
contenu dans g´1pOq.

Étant donné que px1, x2q est dans f´1pOq qui est ouvert, la définition 7.15 de la topologie sur
X1 ˆX2 nous donne des ouverts A1 dans X1 et A2 dans X2 tels que

px1, x2q P A1 ˆA2 Ă f´1pOq. (7.185)

Nous montrons à présent que A2 Ă g´1pOq. Soit y2 P A2. Par construction px1, y2q P A1ˆA2 Ă
f´1pOq, donc

gpy2q “ fpx1, y2q P O. (7.186)

Cela termine la démonstration.

7.9.3 Continuité et connexité
PropConnexiteViaFonction

Proposition 7.210.
Un espace topologique X est connexe si et seulement si toute application continue 92 X Ñ Z est
constante.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Soit une fonction continue f : X Ñ Z. Supposons qu’elle ne soit pas constante. Nous

allons en déduire que X n’est pas connexe. En effet supposons que fpaq “ u et fpbq “ v avec
u ‰ v. Nous posons

A “ f´1puq
B “ XzA. (7.187)

La partie A est ouverte parce que tuu est ouvert dans Z. La partie B est également ouverte
parce que c’est une union d’ouverts : B “ Ť

n‰u f´1pnq. La parie A contient a, et B contient
b.
Voila. Ce sont deux parties ouvertes non vides, disjointes qui recouvrent X. Donc X n’est
pas connexe.

(2) ð Encore par l’absurde nous supposons que X n’est pas connexe. Soient deux ouverts A
et B qui font ce qu’il faut. Alors en définissant

f : X Ñ Z

x ÞÑ
#

0 si x P A
1 si x P B,

(7.188)

nous avons une fonction continue non constante sur X à valeurs dans Z.
92. La topologie sur Z est celle de l’ensemble des parties. C’est également la topologie induite de R, mais ça n’a

aucune importance pour l’instant.
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NORMooSCAWooPFnrVj

7.211.
Pour mettre les idées au clair, dire qu’une partie A n’est pas connexe 93 signifie qu’il existe des
ouverts O1 et O2 vérifiant

ITEMooRACDooKLaVXP

(1) Oi XA ‰ H ITEMooNCQVooNjAYCT

(2) O1 XO2 “ H ITEMooPIHJooNJYpQo

(3) A Ă O1 YO2.
LemConncontconn

Lemme 7.212.
L’image d’un connexe par une application continue est connexe.

Démonstration. Soit une application continue f : X Ñ Y entre deux espaces topologiques.
Nous allons prouver la contraposée. Soit A une partie de Y telle que fpAq ne soit pas connexe.

Nous allons prouver que A elle-même n’est pas connexe. Vu que fpAq n’est pas connexe, il existe
des ouverts disjoints O1 et O2 recouvrant fpAq et intersecant tous deux A. Nous prouvons que A
n’est pas connexe en considérant les parties A1 “ f´1pO1q et A2 “ f´1pO2q, et en vérifiant les
propriétés de 7.211.

(1) Ai est ouvert Les parties Ai sont ouvertes parce qu’elles sont images inverses d’ouverts
par une fonction continue (définition 7.33(2)).

(2) Pour (1) Nous devons prouver que AiXA ‰ H, c’est-à-dire qu’il existe un x P f´1pOiqXA.
Nous commençons par considérer y P OiX fpAq. Nous avons d’une part f´1pyq Ă f´1pOiq “
Ai. D’autre part, vu que y P fpAq, nous avons f´1pyq X A ‰ H. Nous prenons donc x P
f´1pyq XA.
Ce x vérifie x P f´1pyq XA Ă Ai XA.

(3) Pour (2) Si x P f´1pO1q X f´1pO2q, alors fpxq P O1 X O2, ce qui contredirait le fait que
O1 et O2 sont disjoints. Il n’y a donc pas d’éléments dans l’intersection de f´1pO1q et de
f´1pO2q.

(4) Pour (3) Si f´1pO1q et f´1pO2q ne recouvrent pas A, il existe un x dans A qui n’est dans
aucun des deux. Dans ce cas, fpxq est dans fpAq, mais n’est ni dans O1, ni dans O2, ce qui
contredirait le fait que ces deux derniers recouvrent fpAq.

Nous déduisons que A n’est pas connexe. Et donc le lemme.

Une application de ce lemme sera le théorème des valeurs intermédiaires 10.91.

Exemple 7.213.
Les espaces topologiques R et R2 ne sont pas homéomorphes. △

Démonstration. Supposons par l’absurde que f : RÑ R2 soit un homéomorphisme. Nous posons
E “ f

`
Rzt0u˘ et z0 “ fp0q. Puisque f est bijective nous avons

E “ R2ztz0u, (7.189)

qui est connexe.
Comme E est connexe et que f´1 est continue, le lemme 7.212 nous dit que f´1pEq est connexe.

Mais par définition, f´1pEq “ Rzt0u qui n’est pas connexe.

93. Connexe, définition 7.66.
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7.9.4 Continuité et compacité
ThoImCompCotComp

Théorème 7.214.
L’image d’un compact 94 par une fonction continue est un compact.

Dans le cadre des espaces vectoriels normés, ce théorème est démontré en la proposition 7.282.

Démonstration. Soit K Ă X, un ensemble compact, et étudions fpKq ; en particulier, nous consi-
dérons Ω, un recouvrement de fpKq par des ouverts. Nous avons

fpKq Ď
ď

OPΩ
O. (7.190)

Par construction, nous avons aussi
K Ď

ď

OPΩ
f´1pOq, (7.191)

en effet, si x P K, alors fpxq est dans un des ouverts de Ω, disons fpxq P O, et évidemment,
x P f´1pOq. Les f´1pOq recouvrent le compact K, et donc on peut en choisir un sous-recouvrement
fini, c’est-à-dire un choix de tf´1pO1q, . . . , f´1pOnqu tels que

K Ď
nď

i“1
f´1pOiq. (7.192)

Dans ce cas, nous avons

fpKq Ď
nď

i“1
Oi, (7.193)

ce qui prouve la compacité de fpKq.

7.9.5 Continuité de la réciproque sur un compact
LEMooNEEVooSeHYzx

Lemme 7.215.
Soit un espace compact K et un espace topologique séparé X. Si f : K Ñ X est une bijection
continue, alors f est un isomorphisme d’espaces topologiques.

LEMooPLGTooATIGov

Lemme 7.216 ([227]).
Soit une application continue et bijective f : K Ñ X où K est compact et X est métrique. Alors
la réciproque f´1 : X Ñ K est continue.

Démonstration. Nous allons montrer que si F est fermé dans K, alors pf´1q´1pF q est fermé dans
X. Le lemme 7.37 conclura. Si F est fermé dans K, alors F est compact (lemma 7.92(1)). Le
théorème 7.214 dit que l’image d’un compact par une application continue est compacte. Donc
fpF q est compact dans X. Mais comme X est métrique, tout compact est fermé (lemme 7.92(2)).
Bref, fpF q est fermé.

LEMooKSDKooDbKKeB

Lemme 7.217 ([1]).
Soit un espace vectoriel normé V ainsi qu’une application continue f : ra, bs Ñ V . Nous supposons
que f : ra, br Ñ V est injective.

Alors en posant S “ f
`ra, br˘, l’application réciproque

f´1 : S Ñ ra, br (7.194)

est continue.

94. Définition 7.76.
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Démonstration. Pour tout x P ra, bs nous notons Vx “ f
`ra, xs˘.

Par hypothèse d’injectivité, l’existence de f´1 sur Vb est assurée. En ce qui concerne sa conti-
nuité, pour chaque x P sa, br, l’application f : ra, xs Ñ Vx vérifie le lemme 7.216. Donc l’application
réciproque f´1 : Vx Ñ ra, xs est continue.

Le théorème 7.199 dit alors que l’application f´1 est donc continue en chaque point de Vx
pour tout a ă x ă b. Elle est donc continue en chaque point de f

`ra, br˘ parce que chacun de ces
point est dans un Vx. Le théorème 7.199 (dans l’autre sens) montre alors que ´1 : S Ñ ra, br est
continue.

7.10 Produit fini d’espaces vectoriels normés
sec_prod

Dans cette section nous parlons de produits finis d’espaces. Cela ne signifie pas que chacun des
espaces soient séparément de dimension finie.

7.10.1 Distance et norme produit
DefZTHxrHA

Proposition-Définition 7.218 (Distance produit).
Si pE1, d1q,. . ., pEn, dnq sont des espaces métriques alors la formule

dpx, yq “ max
i“1,...,n

dipxi, yiq (7.195)

définit une distance sur le produit cartésien E “ E1 ˆ . . .ˆ En. Elle est la distance produit.

La définition de la norme sur un produit d’espaces vectoriels normés découle immédiatement
de la définition de la distance 7.218 :

DefFAJgTCE

Lemme-Définition 7.219 ([228]).
Soient V et W deux espaces vectoriels sur K. Si pv1, w1q et pv2, w2q sont des éléments de V ˆW et
si λ est un élément de K, alors les opérations suivantes donnent une structure d’espace vectoriel
au produit V ˆW :

— pv1, w1q ` pv2, w2q “ pv1 ` v2, w1 ` w2q
— λpv1, w1q “ pλv1, λw1q.

Démonstration. Il faut seulement faire les vérifications d’usage.
LEMooFQMSooLmdIvD

Lemme-Définition 7.220.
Soient deux espaces vectoriels normés V et W .

(1) L’opération
}pv, wq}V ˆW “ maxt}v}V , }w}W u. (7.196)EqNormeVxWmaxEqNormeVxWmax

est une norme 95 sur V ˆW .
(2) La topologie de cette norme 96 est la même que la topologie produit 97 sur V ˆW .

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Norme On doit vérifier les trois conditions de la définition 7.152.

— Soit pv, wq dans V ˆW tel que }pv, wq}V ˆW “ maxt}v}V , }w}W u “ 0. Alors }v}V “ 0
et }w}W “ 0, donc v “ 0V et w “ 0W . Cela implique pv, wq “ p0v, 0wq “ 0V ˆW .

— Pour tout a dans R et pv, wq dans V ˆW , la norme }apv, wq}V ˆW se calcule de la façon
suivante :

}apv, wq}V ˆW “ maxt}av}V , }aw}W u “ |a|maxt}v}V , }w}W u “ |a|}pv, wq}V ˆW .
(7.197)

95. Définition 7.152.
96. Topologie associée à une norme : c’est la topologie associée à la distance correspondante, définition 7.158.
97. Topologie produit, définition 7.15.
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— Soient pv1, w1q et pv2, w2q dans V ˆW .

}pv1, w1q ` pv2, w2q}V ˆW “ maxt}v1 ` v2}V , }w1 ` w2}W u
ď maxt}v1}V ` }v2}V , }w1}W ` }w2}W u
ď maxt}v1}V , }w1}W u `maxt}v2}V , }w2}W u
“ }pv1, w1q}V ˆW ` }pv2, w2q}V ˆW .

(7.198)

(2) Équivalence
Dans cette preuve, nous considérons la « topologie de V ˆW » comme étant la topologie
produit et « la topologie métrique de V ˆW » la topologie de la norme produit.

(2a) Dans un sens La définition 7.15 de la topologie produit dit qu’une prébase de V ˆW
est donnée par

␣
Bpv, rq ˆBpw, sq tel que v P V ;w PW ; r, s ą 0

(
. (7.199)

Nous prouvons maintenant que la partie S “ Bpv0, rqˆBpw0, sq est un ouvert de l’espace`
V ˆW, }.}V ˆW

˘
. Pour cela nous prouvons que tout élément de S contient un voisinage

métrique contenu dans S.
Soit pv1, w1q P S. Nous posons

d
`pv1, w1q, pv0, w0q

˘ “ δ ă maxtr, su. (7.200)

Nous considérons ϵ ą 0 et nous montrons que si ϵ est assez petit, B
`pv1, w1q, ϵ

˘ Ă S.
Pour cela nous considérons pv, wq P B`pv1, w1q, ϵ

˘
et nous calculons un tout petit peu :

d
`pv, wq, pv0, w0q

˘ ď d
`pv, wq, pv1, w1q

˘` d`pv1, w1q, pv0, w0q
˘

(7.201a)
ă ϵ` δ. (7.201b)

Si ϵ est assez petit, le tout reste plus petit que maxtr, su.
Donc S est bien un ouvert métrique par le théorème 7.8. Vu que la topologie métrique
contient une prébase de la topologie produit, tout ouvert de la topologie produit est un
ouvert de la topologie métrique.

(2b) Dans l’autre sens Soient un ouvert métrique O ainsi que pv0, w0q P O ; il existe r ą 0
tel que

B
`pv0, w0q, r

˘ Ă O. (7.202)

Nous affirmons que Bpv0, rqˆBpw0, rq est contenu dans O, de telle sorte que O soit un
ouvert de la topologie produit. Pour pv1, w1q P Bpv0, rq ˆBpw0, rq nous avons

d
`pv1, w1q, pv0, w0q

˘ “ maxt}v1 ´ v0}, }w1 ´ w0}u ă r (7.203)

parce que v1 P Bpv0, rq et w1 P Bpw0, rq.
Donc tout élément de O admet un voisinage « produit » contenu dans O ; donc O est
ouvert pour le topologie produit.

7.221.
En particulier, pour la topologie de la norme maximum, la convergence d’une suite implique la
convergence « composante par composante » par la proposition 7.62.

On remarque tout de suite que la norme }.}8 sur R2 est la norme de l’espace produit RˆR.
En outre cette définition nous permet de trouver plusieurs nouvelles normes dans les espaces Rp.
Par exemple, si nous écrivons R4 comme R2 ˆR2 on peut munir R4 de la norme produit

}px1, x2, x3, x4q}8,2 “ maxt}px1, x2q}8, }px3, x4q}2u.
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Les applications de projection de l’espace produit V ˆW vers les espaces «facteurs», V W sont
notées projV et projW et sont définies par

projV : V ˆW Ñ V

pv, wq ÞÑ v
(7.204)

et
projW : V ˆW ÑW

pv, wq ÞÑ w.
(7.205)

Les inégalités suivantes sont évidentes

} projV pv, wq}V ď }pv, wq}V ˆW
} projW pv, wq}W ď }pv, wq}V ˆW .

(7.206)

La topologie de l’espace produit est induite par les topologies des espaces «facteurs». La construc-
tion est faite en deux passages : d’abord nous disons que une partie AˆB de V ˆW est ouverte si
A et B sont des parties ouvertes de V et de W respectivement. Ensuite nous définissons que une
partie quelconque de V ˆW est ouverte si elle est une intersection finie ou une réunion de parties
ouvertes de V ˆW de la forme AˆB.

Ce choix de topologie donne deux propriétés utiles de l’espace produit
(1) Les projections sont des applications ouvertes. Cela veut dire que l’image par projV

(respectivement projW ) de toute partie ouverte de V ˆ W est une partie ouverte de V
(respectivement W ).

(2) Pour toute partie A de V et B de W , nous avons IntpAˆBq “ IntAˆ IntB.PgovlABeqbAbB

Une propriété moins facile à prouver est que pour toute partie A de V et B de W nous avons
AˆB “ Āˆ B̄. Voir le lemme 11.68.

Ce que nous avons dit jusqu’ici est valable pour tout produit d’un nombre fini d’espaces vec-
toriels normés. En particulier, pour tout m ą 0 l’espace Rm peut être considéré comme le produit
de m copies de R.

Exemple 7.222.
Si V et W sont deux espaces vectoriels, nous pouvons considérer le produit E “ V ˆ W . Les
projections projV et projW , définies dans la section 7.10, sont des applications linéaires.

En effet, la projection projV : V ˆW Ñ V est donnée par projV pv, wq “ v. Alors,

projV
`pv, wq ` pv1, w1q˘ “ projV

`pv ` v1q, pw ` w1q˘

“ v ` v1

“ projV pv, wq ` projV pv1, w1q,
(7.207)

et
projV

`
λpv, wq˘ “ projV

`pλv, λwq˘ “ λv “ λ projV pv, wq. (7.208)

Nous laissons à la lectrice le soin d’adapter ces calculs pour montrer que projW est également une
projection 98. △

PropDXR_KbaLC

Proposition 7.223.
Si O est un voisinage de pa, bq dans V ˆW alors O contient un ouvert de la forme Bpa, rqˆBpb, rq.
Démonstration. Puisque O est un voisinage, il contient un ouvert et donc une boule

B
`pa, bq, r˘ “ tpv, wq P V ˆW tel que maxt}v ´ a}, }w ´ b}u ă ru. (7.209)

Évidemment l’ensemble Bpa, rq ˆBpb, rq est dedans.
98. Écrivez-moi si ça pose un problème.
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7.11 Topologie réelle en dimension n

Nous considérons sur R la topologie donnée par la valeur absolue, et sur Rn celle de la topologie
produit ou du maximum, qui sont identiques par le lemme 7.220.

En particulier, nous n’avons pas encore la norme donnée par }x} “ ař
i x

2
i , parce qu’elle

demande la racine carré, définie en 10.95.

7.11.1 Ouverts et fermés

La proposition suivante est évidemment à mettre en rapport avec le théorème 7.8.
PROPooEQYJooBbPiAj

Proposition 7.224.
Une partie A de Rn est ouverte si et seulement si pour tout a P A il existe r ą 0 tel que Bpa, rq Ă A.

Démonstration. C’est la définition 7.105 de la topologie métrique.
LemMESSExh

Lemme 7.225.
Pour tout x P Rn et tout r ą 0 la boule 99 Bpx, rq est ouverte.

Démonstration. Afin de prouver que la boule est ouverte, nous prenons un point p P Bpx, rq, et
nous allons montrer qu’il existe une boule autour de p qui est contenue dans Bpx, rq.

Étant donné que p P Bpx, rq, nous avons dpp, xq ă r. Prouvons que la boule B
`
p, r´dpp, xq˘ est

contenue dans Bpx, rq. Pour cela, nous prenons p1 P B`p, r´ dpp, xq˘, et nous essayons de prouver
que p1 P Bpx, rq. En effet, en utilisant l’inégalité triangulaire,

dpx, p1q ď dpx, pq ` dpp, p1q ď dpx, pq ` r ´ dpp, xq “ r. (7.210)

7.11.2 Point d’accumulation, point isolé

Les définitions de point d’accumulation et de point isolé sont 7.31 et 7.32. Nous voyons main-
tenant ce que ces définitions donnent dans le cas de l’espace topologique R.

Lemme 7.226.
Soit D Ă R. Un point a P D est isolé dans D si et seulement si il existe ε ą 0 tel que

ra´ ε, a` εs XD “ tau. (7.211)

Autrement dit, il existe un intervalle autour de a dans lequel a est le seul élément de D.

Lemme 7.227.
Un point a P R est un point d’accumulation de D si pour tout ε ą 0,

´
ra´ ε, a` εsztau

¯
XD ‰ H. (7.212)

Autrement dit, quel que soit l’intervalle autour de a que l’on considère, le point a n’est pas tout
seul dans D.

Exemple 7.228.
Prenons D “ r0, 1rYs2, 3s. Cet ensemble n’a pas de point isolé, et l’ensemble de ses points d’accu-
mulation est r0, 1s Y r2, 3s.

Notez que les points 1 et 2 sont des points d’accumulation de D qui ne font pas partie de D. Il
est possible d’être un point d’accumulation de D sans être dans D, mais pour être un point isolé
dans D, il faut être dans D. △

99. Définition 7.112.
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Exemple 7.229.
Soit D “ t 1

nunPN. Tous les points de cet ensemble sont des points isolés (vérifier !). Aucun point
de D n’est point d’accumulation. Cependant 0 est un point d’accumulation. △

EXooWOYQooJolaTV

Exemple 7.230.
Soit D “ s1, 2r Y t12u. Le point 12 est adhérence, mais pas d’accumulation parce que le voisinage
s9, 14r n’intersectionne pas Dzt12u. △

7.11.3 Limite de suite

Définition 7.231 (Limite d’une suite dans Rm).
Une suite de points pxnq dans Rm est dite convergente si il existe un élément ℓ P Rm tel que

@ε ą 0, DN P N tel que @n ě N, }xn ´ ℓ} ă ε. (7.213)EqCondLimSuiteEqCondLimSuite

Dans ce cas, nous disons que ℓ est la limite de la suite pxnq et nous écrivons lim xn “ ℓ ou plus
simplement xn Ñ ℓ.

Remarque 7.232.
Nous n’écrivons pas « limnÑ8 xn » parce que, lorsqu’on parle de suites, la limite est toujours
lorsque n tend vers l’infini. Il n’y a aucun intérêt à chercher par exemple limnÑ4 xn parce que cela
vaudrait x4 et rien d’autre.

Ceci est une différence importante avec les limites de fonctions.

Lemme 7.233 (Unicité de la limite).
Il ne peut pas y avoir deux nombres différents qui satisfont à la condition (7.213). En d’autres
termes, si ℓ et ℓ1 sont deux limites de la suite pxnq, alors ℓ “ ℓ1.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous considérons N tel que

}xn ´ ℓ} ă ε (7.214)

pour tout n ě N , et N 1 ą 0 tel que
}xn ´ ℓ1} ă ϵ (7.215)

pour tout n ą N 1. Maintenant, nous prenons n plus grand que N et N 1 de telle façon que les deux
équations pour xn soient vérifiées en même temps. Alors

}ℓ´ ℓ1} “ }ℓ´ xn ` xn ´ ℓ1} ď }ℓ´ xn} ` }xn ´ ℓ1} ă 2ε. (7.216)

Cela prouve que }ℓ´ ℓ1} “ 0.

Le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.139 dit que dans le cas métrique, la compacité séquen-
tielle est équivalente à la compacité.

7.12 Topologie et distance
LemDUJXooWsnmpL

Lemme 7.234.
Soient pX1, d1q et pX2, d2q des espaces métriques séparables. Alors X1ˆX2 admet une base dénom-
brable de topologie constituée de produits de boules de X1 par des boules de X2. Plus précisément
si Ai est dénombrable et dense dans Xi alors l’ensemble des produits

␣
Bpy1, r1q ˆBpy2, r2q

(
yiPAi

riPQ`

(7.217)

est une base de topologie pour X1 ˆX2.
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Démonstration. Soit O un ouvert de X1 ˆ X2 et px1, x2q P O. Par définition de la topologie
produit 100, il existe r1, r2 P Q` tels que Bpx1, r1q ˆBpx2, r2q Ă O. Les parties Ai étant denses, il
existe yi P Bpxi, ri{2q XAi. Avec ces choix nous avons xi P Bpyi, ri

2 q. Nous avons donc

px1, x2q P Bpy1,
r1
2 q ˆBpy2,

r2
2 q. (7.218)

Il est facile de voir que Bpyi, ri{2q Ă Bpxi, riq. En effet si zi P Bpyi, ri{2q alors

dipzi, xiq ď dpzi, yiq ` dpyi, xiq ď ri
2 `

ri
2 “ ri. (7.219)

Au final,
px1, x2q P Bpy1,

r1
2 q ˆBpy2,

r2
2 q Ă O. (7.220)

Définition 7.235.
Si pX, dXq et pY, dY q sont des espaces métriques, une isométrie est une application bijective
f : X Ñ Y telle que pour tout x, y P X nous ayons

dY
`
fpxq, fpyq˘ “ dXpx, yq. (7.221)EQooVUOXooKJntMNEQooVUOXooKJntMN

Remarque 7.236.
Une application vérifiant (7.221) est automatiquement injective. En pratique, il ne faut donc vérifier
que la surjectivité.

Exemple 7.237 (Manque de surjectivité).
Si X “ r0,8r et fpxq “ x` 1 alors f vérifie (7.221) pour la distance dpx, yq “ |x´ y|, mais n’est
pas surjective. △

Proposition-Définition 7.238 (Groupe des isométries).
Si pX, dq est un espace métrique,

(1) l’ensemble des isométries de X, noté IsompXq est un groupe pour la composition.
(2) Ce groupe agit fidèlement 101 sur X.

PropLYMgVMJ

Proposition 7.239.
Une isométrie entre deux espaces métriques est continue.

Démonstration. Soient f : X Ñ Y une application isométrique et O un ouvert de Y . Soit a P
f´1pOq ; si dpa, bq ă r, alors d

`
fpaq, fpbq˘ ă r et donc b P f´1`Bpfpaq, rq˘. Donc autour de chaque

point de f´1pOq nous pouvons trouver une boule ouverte contenue dans f´1pOq, ce qui prouve
que f´1pOq est ouvert.

Exemple 7.240.
Si X est un ensemble, nous pouvons écrire la distance discrète :

dpx, yq “
#

0 si x “ y

1 si x ‰ y.
(7.222)

La topologie résultante est la topologie discrète, côtoyée dans l’exemple 7.10 102.
Pour cette métrique, le groupe des isométries est le groupe symétrique de X, c’est-à-dire le

groupe de toutes les bijections de X sur lui-même. △
100. Définition 7.15.
101. Si vous ne savez pas ce que c’est, alors vous avez zappé la définition 2.30.
102. Vérifiez-le tout de même !
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7.12.0.1 Distance point-ensemble

Définition 7.241.
Si A est une partie de l’espace métrique pX, dq et si x P X, nous disons que la distance entre A
et x est le nombre

dpx,Aq “ inf
aPA dpx, aq. (7.223)EqdefDistaAEqdefDistaA

A

‚
p ‚

‚

‚x

Figure 7.1: La distance entre x et A est donnée par la distance entre x et p. Les distances entre
x et les autres points de A sont plus grandes que dpx, pq. LabelFigDistanceEnsemble

7.12.1 Suites et espaces métriques
PROPooJYOOooZWocoq

Proposition 7.242 (Caractérisation séquentielle de la limite[1]).
Soient deux espaces métriques X et Y ainsi qu’une fonction f : X Ñ Y . Soit a P X et ℓ P Y . On a

lim
xÑa

fpxq “ ℓ, (7.224)EqLimooJYOOooZWocoqGEqLimooJYOOooZWocoqG

si et seulement si, pour toute suite pxkq telle que xk Ñ a, on a

lim fpxkq “ ℓ. (7.225)EqLimooJYOOooZWocoqSEqLimooJYOOooZWocoqS

Par ailleurs, l’une des deux limites existe si et seulement si l’autre existe.

Démonstration. Le sens direct est la proposition 7.204. Pour la réciproque, nous passons par la
contraposée. C’est-à-dire que nous supposons que ℓ n’est pas une limite de f pour xÑ a. Il existe
un ϵ tel que pour tout δ, il existe un x vérifiant dXpx; aq ă δ et dY pfpxq; ℓq ą ϵ.

Nous construisons à présent une suite de la manière suivante. Pour δ “ 1
n nous considérons

xn tel que dXpxn; aq ă δ et dY pfpxnq; ℓq ą ϵ. Cette suite converge vers a, mais la suite fpxnq ne
converge manifestement pas vers ℓ : elle ne rentre jamais dans la boule Bpℓ, ϵq.

Une fonction continue est séquentiellement continue. Dans les espaces métriques la proposition
suivante montre que la réciproque est également vraie et la continuité est équivalente à la continuité
séquentielle. Cela n’est cependant pas vrai pour n’importe quel espace topologique.

PROPooBHRBooJMZYSg

Corolaire 7.243 (Caractérisation séquentielle de la continuité en un point[1]).
Si X et Y sont des espaces métriques, alors une fonction f : X Ñ Y est continue en un point si
et seulement si elle est séquentiellement continue en ce point.

Démonstration. Paraphrasons la preuve précédente. Nous supposons que X et Y sont métriques.
Si f n’est pas continue en a, il existe ϵ ą 0 tel que pour tout δ ą 0, il existe x tel que }x´ a} ď δ
et }fpxq ´ fpaq} ą ϵ. Nous considérons un tel ϵ et pour chaque n ě 1 P N nous considérons un xn
correspondant à δ “ 1

n . Cela nous donne une suite xn Ñ a dans X mais }fpxnq ´ fpaq} reste plus
grand que ϵ. Cela montre que f n’est pas non plus séquentiellement continue.
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Définition 7.244 (Fermeture séquentielle[229]).
Une partie F d’un espace topologique X est dit séquentiellement fermé si la convergence d’une
suite pxnq de F vers x implique que x appartient à F .

Les espaces métriques ont une propriété importante que la fermeture séquentielle est équivalente
à la fermeture.

PropLFBXIjt

Proposition 7.245 (Caractérisation séquentielle d’un fermé).
Soient X un espace métrique et F Ă X. L’ensemble F est fermé si et seulement si toute suite
contenue dans F et convergeant dans X converge vers un élément de F .

Démonstration. Une suite contenue dans un fermé ne peut converger que vers un élément de ce
fermé : c’était la proposition 7.53. Le point le plus important est donc l’autre sens : si toute suite
d’éléments de F converge dans F alors F est fermé.

Par contraposée, supposons que XzF ne soit pas ouvert. Alors il existe x P XzF pour lequel
tout voisinage intersecte F . En prenant xk P Bpx, 1

k q, nous construisons une suite contenue dans
F , convergeant vers x qui n’est pas dans F .

Le lemme suivant est précisément la version « espace métrique » du corolaire 7.54 ; mais,
donnons-en une preuve tout de même.

LemLimAbarA

Lemme 7.246.
Soit X un espace métrique, et soit pxnq une suite convergente contenue dans un ensemble A Ă X.
Alors la limite xn appartient à Ā.

Démonstration. Supposons que nous ayons une partie A de X, et une suite pxnq dont la limite ℓ se
trouve hors de Ā. Dans ce cas, il existe un r ą 0 tel que 103 Bpℓ, rq XA “ H. Si tous les éléments
xn de la suite sont dans A, il n’y en a donc aucun tel que dpxn, ℓq ă r. Cela contredit la notion de
convergence xn Ñ ℓ.

CorAdhEstLim

Corolaire 7.247.
Soit X un espace métrique, A Ă X et a P Ā. Alors il existe une suite d’éléments dans A qui
converge vers a.

Démonstration. Si a P A, alors nous pouvons prendre la suite constante xn “ a. Si a n’est pas
dans A, alors a est dans BA, et pour tout n, il existe un point de A dans la boule Bpa, 1

nq. Si nous
nommons xn ce point, la suite ainsi construite est une suite contenue dans A et qui converge vers
a (ce dernier point est laissé à la sagacité de la lectrice.).

En termes savants, ce corolaire signifie que la fermeture Ā est composé de A plus de toutes les
limites de toutes les suites contenues dans A.

PropXIAQSXr

Proposition 7.248 (Caractérisation séquentielle de la continuité[1]).
Soient X et Y deux espaces topologiques séparés. Nous supposons que X est métrisable. Une
application f : X Ñ Y est continue sur X si et seulement si elle est séquentiellement continue sur
X.

Démonstration. Le sens direct est déjà prouvé dans la proposition 7.204. Nous nous concentrons
donc sur la réciproque.

Soit O un ouvert de Y ; nous allons voir que le complémentaire de f´1pOq est fermé dans X.
Pour cela nous considérons une suite convergente xk XÝÑ x avec xk P Xzf´1pOq pour tout k. Nous
allons montrer que x P Xzf´1pOq et la caractérisation séquentielle 104 de la fermeture conclura
que Xzf´1pOq est fermé.

103. Une autre manière de dire la même chose : si ℓ R Ā, alors dpℓ, Aq ą 0.
104. Proposition 7.245, valable parce que la topologie de X provient d’une métrique.
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Pour tout k, nous avons fpxkq P XzO, et fpxkq YÝÑ fpxq parce que f est séquentiellement
continue. Vu que fpxkq est une suite dans le fermé Y zO, la limite est également dans Y zO. Nous
en déduisons que fpxq P Y zO, de telle sorte que x P Xzf´1pOq.

PropCJGIooZNpnGF

Proposition 7.249.
Si X et Y sont deux espaces métriques et f, g : X Ñ Y sont deux fonctions continues égales sur
une partie dense de X alors f “ g.

Démonstration. Les fonctions f et g sont séquentiellement continues (proposition 7.132, ou pro-
position 7.243). Soient A un ensemble dense dans X sur lequel f et g sont égales, et x R A. Vu
que A est dense, il existe une suite an dans A telle que an Ñ x. La séquentielle continuité de f et
g donnent

fpanq Ñ fpxq (7.226a)
gpanq Ñ gpxq, (7.226b)

mais pour tout n, fpanq “ gpanq. Par unicité de la limite 105 dans Y , fpxq “ gpxq.

7.12.2 Espace métrisable
DEFooGLTUooJjaSmI

Définition 7.250 (Espace vectoriel topologique métrisable[230]).
Un espace topologique est métrisable si il existe une distance compatible avec la topologie.

PROPooXWBTooCvGLOj

Proposition 7.251 ([231]).
Soit un espace topologique métrisable X.

ITEMooOXVRooBsKwuq

(1) Tout fermé de X est une intersection dénombrable d’ouverts.
(2) Tout ouvert de X est une union dénombrable de fermés.

Démonstration. Soit une métrique d compatible avec la topologie de X et un fermé A. Nous posons

Vn “ tx P X tel que dpx,Aq ă 1
n
u. (7.227)

Et juste pour faire simple nous notons V0 “ X.
(1) Les parties Vn sont ouvertes Soit x P Vn. Trouvons un voisinage de x contenu dans Vn

afin de pouvoir encore invoquer le théorème 7.8. D’abord, vu que x P Vn, il existe a P A tel
que dpx, aq ă 1

n (ici les inégalités strictes sont importantes).
Soient ϵ ą 0 que nous fixerons plus bas, et y P Bpx, ϵq. L’inégalité triangulaire donne

dpy, aq ď dpy, xq ` dpx, aq ă ϵ` 1
n
. (7.228)

Nous pouvons donc choisir ϵ de telle sorte que dpy, aq ă 1{n. Avec ce ϵ, nous avons, pour
tout y P Bpx, ϵq :

dpy,Aq ď dpy, aq ă 1
n

(7.229)

et donc y P Vn.
(2) A est l’intersection des Vn Nous avons évidemment A Ă Vn pour tout n. Et d’autre part,

si a P ŞnPN Vn alors dpa,Aq ă 1
n pour tout n. Cela implique dpa,Aq “ 0, et donc a P A par

le lemme 7.144.

105. Proposition 7.108.
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Ceci démontre le point (1).
En ce qui concerne la seconde partie, nous appliquons la première partie au complémentaire.

Si O est ouvert, Oc est fermé et
Oc “

č

nPN
Vn, (7.230)

ce qui donne immédiatement
O “

ď

nPN
V c
n (7.231)

où les V c
n sont fermés.

CORooTWFYooCNMieM

Corolaire 7.252.
Si X est un espace topologique métrisable, alors X accepte une base dénombrable de topologie
autour de chaque point.

Démonstration. Il s’agit seulement de remarquer que les singletons sont fermés et d’appliquer la
proposition 7.251.

7.13 Suites de Cauchy, métrique et espaces complets

7.13.1 Généralités
DefZSnlbPc

Définition 7.253 (Suite de τ -Cauchy, espace vectoriel topologique[232, 216]).
Soit E un espace vectoriel topologique. Une suite pxkq dans E est une suite τ-Cauchy si pour
tout voisinage U de 0 il existe N P N tel que xk ´ xl P U pour tout k, l ě N .

DEFooVQDBooNxprFU

Définition 7.254 (Espace τ -complet).
Nous disons qu’une partie A d’un espace vectoriel topologique est τ-complet si toute suite τ -
Cauchy d’éléments de A converge 106 vers un élément de A.

DEFooXOYSooSPTRTn

Définition 7.255 (Suite de Cauchy, espace métrique).
Une suite pakq dans un espace métrique pV, dq est de Cauchy si pour tout ϵ ą 0 dans R, il existe
N tel que si n,m ě N alors dpan, amq ă ϵ.

Notons qu’ici, même si l’espace V n’a rien à voir avec R, nous prenons ϵ dans R et la distance
à valeurs dans R. Cela semble une évidence, mais il faut se rendre compte que R commence à
prendre une place centrale dans nos constructions. Ce n’était pas le cas du temps où nous parlions
de suites de Cauchy et de complétude dans des corps totalement ordonnés (définitions 1.367). Dans
ce contexte, le ϵ était pris dans le corps lui-même.

DEFooHBAVooKmqerL

Définition 7.256 (Métrique complète).
Soit pE, dq un espace métrique. Nous disons que la métrique d est complète si toute suite de
Cauchy dans pE, dq converge dans E.

7.257.
Ces définitions méritent quelques remarques.

(1) Dans le cas des espaces vectoriels topologiques, nous définissons les notions de suite τ -Cauchy
et d’espace topologique τ -complet. Nous ajoutons le préfixe τ pour indiquer que ce sont des
notions topologiques.

(2) Dans le cas des espaces métriques, nous définissons la notion de métrique complète. C’est
bien la métrique qui est complète, et non l’espace. En effet nous allons voir dans l’exemple
7.259 que le même espace topologique peut accepter plusieurs distances différentes (donnant
la même topologie) donnant lieu à des suites de Cauchy différentes.

106. Définition 7.13.
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(3) Si un espace vectoriel a une topologie issue d’une distance, rien ne dit que ses suites τ -Cauchy
et ses suites de Cauchy sont les mêmes. Ce sont deux notions à priori séparées. Si V est un
espace vectoriel topologique que l’on peut munir de deux distances d1, d2 donnant toutes
deux la topologie, dire que V est τ -complet, dire que d1 est complète et dire que d2 est
complète sont trois choses différentes. Même si les trois topologies sont identiques.

(4) Nous allons bien entendu voir que dans de larges gammes d’exemples, les notions de suite de
Cauchy et τ -Cauchy coincident.

DefVKuyYpQ

Définition 7.258 (espace de Banach, algèbre de Banach[233]).
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet 107 pour la topologie de la norme.

Une algèbre de Banach est une algèbre commutative et associative qui est un espace vectoriel
normé complet.

EXooNMNVooXyJSDm

Exemple 7.259 (La complétude n’est pas une propriété topologique[234]).
Le fait pour un espace d’être complet n’est pas une propriété topologique, mais une propriété mé-
trique. Plus exactement, il existe des espaces topologiques isomorphes, mais dont l’un est complet
et l’autre non.

Nous considérons la distance suivante sur N :

d1px, yq “
ˇ̌
ˇ1
x
´ 1
y

ˇ̌
ˇ. (7.232)

Pour vérifier que cette formule définit bien une distance (définition 7.110), le seul point non im-
médiat est l’inégalité triangulaire :

d1px, yq “
ˇ̌
ˇ1
x
´ 1
y

ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ1
x
´ 1
z

ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇ1
z
´ 1
y

ˇ̌
ˇ “ d1px, zq ` d1pz, yq. (7.233)

Au niveau de la topologie induite par cette distance, c’est la topologie discrète. En effet, soit
x P N et ϵ ą 0 ; nous voulons déterminer la boule Bpx, ϵq en résolvant l’équation

ˇ̌
ˇ1
x
´ 1
y

ˇ̌
ˇ ă ϵ (7.234)

pour y P N. Nous trouvons que 1
y ą 1

x ´ ϵ et 1
y ă 1

x ` ϵ, soit
$
’’&
’’%

y ą 1
1
x ` ϵ

(7.235a)

y ă 1
1
x ´ ϵ

. (7.235b)

Si ϵ est assez petit, la seule solution entière est y “ x. Les ouverts sont donc toutes les parties
parce que tous les singletons sont ouverts.

L’espace topologique associé à pN, d1q est donc la topologie discrète 108.
Si nous considérons par contre la distance usuelle surN, à savoir dpx, yq “ |x´y|, nous obtenons

encore la topologie discrète. Nous avons donc un isomorphisme d’espaces topologiques

pN, dq » pN, d1q. (7.236)

Nous pouvons même donner un isomorphisme explicite : fpnq “ n.
La suite pxnq “ n est une suite de Cauchy dans pN, d1q parce que si ϵ ą 0 est donné, il suffit de

prendre N assez grand pour avoir 1
N ă ϵ (possible par le lemme 1.424) nous avons, pour n,m ą N :

ˇ̌
ˇ 1
n
´ 1
m

ˇ̌
ˇ ă 1

n
ă 1
N
ă ϵ. (7.237)

107. Définition 7.256.
108. Celle dont toutes les parties sont des ouverts.
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Or cette suite ne converge pas. Soit en effet un candidat limite k. Calculons

d1pxn, kq “
ˇ̌
ˇ 1
n
´ 1
k

ˇ̌
ˇÑ 1

k
‰ 0. (7.238)

L’espace pN, d1q n’est pas complet.
Notons que cette suite n’est pas de Cauchy dans pN, dq.
En résumé :

(1) Les espaces topologiques pN, dq et pN, d1q sont isomorphes.
(2) Ils ont les mêmes notions de suites convergentes : une suite convergente pour l’un est conver-

gente pour l’autre.
(3) Ils n’ont pas les mêmes notions de suites de Cauchy.
(4) Dans pN, d1q, il existe des suites de Cauchy qui ne convergent pas (pas complet).
(5) L’espace pN, dq est complet, mais pN, d1q n’est pas complet.
(6) Le fait pour un espace topologique métrique d’être complet n’est pas intrinsèque à sa topo-

logie : la complétude est une propriété de la distance. La complétude est une propriété de la
métrique, et non de la topologie qui s’en suit.

△
PROPooOVGGooNffWJW

Proposition 7.260 ([235]).
Le dual 109 d’un espace de Banach 110 est de Banach.

7.13.2 Espace topologique métrique

Dans les espaces vectoriels topologiques métriques, il n’y a pas d’ambiguïté.
PropooUEEOooLeIImr

Proposition 7.261 (Caractérisations avec la distance d).
Soit pE, dq un espace vectoriel topologique métrique. ItemooROYMooAQCXnj

(1) Une suite pxnq dans E est convergente 111 vers x si et seulement si pour tout ϵ P R il existe
Nϵ tel que pour tout n ě Nϵ nous avons dpxn, xq ď ϵ.

(2) Une suite pxnq dans E est de Cauchy 112 si pour tout ϵ P R, il existe un Nϵ tel que si p, q ě Nϵ,
nous avons dpxp, xqq ď ϵ.

Démonstration. En ce qui concerne la convergence :
(1) Sens direct

Nous supposons que xk Ñ x dans E. Soit ϵ ą 0 ; vu que Bpx, ϵq est un ouvert contenant x,
il existe un Nϵ ą 0 tel que k ą Nϵ implique xk P Bpx, ϵq. Cela signifie dpx, xkq ď ϵ.

(2) Réciproque
Nous supposons que pour tout ϵ ą 0, il existe Nϵ ą 0 tel que si k ą Nϵ alors xk P Bpx, ϵq. Soit
un ouvert O autour de x. Nous sommes dans un espace métrique ; ergo la topologie est donné
par le théorème 7.112 et en particulier la liste des ouverts est donnée par (7.105). Il existe
donc une boule Bpx, ϵq incluse à O. Pour tout k ą Nϵ nous avons alors xk P Bpx, ϵq Ă O.

En ce qui concerne les suites de Cauchy :
(1) Sens direct Si pxnq est une suite de Cauchy et si ϵ ą 0 est donné, alors Bp0, ϵq est un

voisinage de 0 et il existe Nϵ tel que si p, q ě Nϵ alors xp´ xq P Bp0, ϵq. Posons u “ xp´ xq ;
en utilisant l’invariance par translation (lemme 7.157(1)) nous avons

dpu, 0q “ dpxp ´ xq, 0q “ dpxp, xqq. (7.239)

Par conséquent dpxp, xqq ď ϵ.

109. Définition 4.125.
110. Définition 7.258.
111. Définition 7.13.
112. Définition 7.253.
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(2) Réciproque Soit O un voisinage de 0. Il existe ϵ tel que Bp0, ϵq Ă O. Par hypothèse il existe
Nϵ tel que dpxp, xqq ď ϵ dès que p, q ě Nϵ. En utilisant encore l’invariance par translation
nous avons

dpxp, xqq “ dpxp ´ xq, 0q, (7.240)

et comme cela est plus petit que ϵ, nous avons xp ´ xq P Bp0, ϵq Ă O.

PROPooZZNWooHghltd

Proposition 7.262 ([236]).
Toute suite convergente dans un espace métrique est de Cauchy.

Démonstration. Nous utilisons les caractérisations de la proposition 7.261 des suites convergentes
et de Cauchy.

Soit un espace métrique pX, dq et xn Ñ ℓ une suite convergente. Si ϵ ą 0, la proposition 7.261(1),
dit qu’il existe N tel que pour tout n ą N nous ayons dpxn, ℓq ă ϵ. Par conséquent si n,m ą N
alors

dpxn, xmq ď dpxm, ℓq ` dpl, xmq ď 2ϵ. (7.241)

Cela prouve que pxnq est une suite de Cauchy.

7.13.3 Compacts, fermés
PROPooRMAOooZIgXwy

Proposition 7.263 (Séparation [216, 237]).
Soit V , un espace vectoriel topologique. Soient des parties K et F de V telles que :

(1) K est compact,
(2) F est fermé,
(3) K X F “ H.

Alors il existe un voisinage U de 0 tel que

pK ` Uq X pF ` Uq “ H. (7.242)

Autrement dit, la topologie d’un espace vectoriel topologique sépare les fermés des compacts.

Démonstration. Soit un élément x P K. La partie F c est un ouvert qui contient x ; donc F c ´ x
est un voisinage ouvert de 0.

(1) Quelque chose sans intersection avec F Par la proposition 7.187, il existe un ouvert
symétrique Ux autour de 0 tel que

Ux ` Ux ` Ux ` Ux Ă F c ´ x. (7.243)

En enlevant un des éléments de la somme, nous gardons la même inclusion :

Ux ` Ux ` Ux Ă F c ´ x. (7.244)

Et en passant le x de l’autre côté :

x` Ux ` Ux ` Ux Ă F c. (7.245)

Cela pour dire que nous avons, pour chaque x P K un voisinage ouvert Ux de 0 tel que

px` Ux ` Ux ` Uxq X F “ H. (7.246)EQooPXUVooVvUEoNEQooPXUVooVvUEoN

(2) px` Ux ` Uxq X pUx ` F q “ H Supposons z P px` Ux ` Uxq X pUx ` F q, et déduisons une
contradiction. En particulier z P Ux ` F et donc il existe u P Ux, f P F tel que z “ v ` f .
Nous avons alors (nous utilisons le fait que Ux soit symétrique)

f “ z ´ v P z ` Ux (7.247)
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Mais z est aussi dans x` Ux ` Ux. Donc

f P z ` Ux Ă x` Ux ` Ux ` Ux. (7.248)

Cela prouve que x`Ux`Ux`UxXF ‰ H, en contradiction avec (7.246). Nous en concluons
que

px` Ux ` Uxq X pUx ` F q “ H. (7.249)EQooNLCRooWTEoyeEQooNLCRooWTEoye

(3) Un sous-recouvrement fini Fini de rigoler. Si nous avons un compact dans les hypo-
thèses, il fallait que ça arrive. Pour chaque x P K nous avons un voisinage ouvert Ux de 0
et donc un voisinage ouvert x ` Ux de x. Du coup tUx ` xuxPK forme un recouvrement de
K par des ouverts. Et hop, sous-recouvrement fini (c’est la définition 7.76 d’un compact) :
nous avons txiui“1,...,n tels que

K Ă
nď

i“1
pxi ` Uxiq. (7.250)

Nous posons U “ Şn
i“1 Uxi . Même si c’est évident, remarquez que U est un ouvert autour de

0 et que U est plus petit que chacun des Uxi . Récrivons (7.249) pour chacun des xi :

px` Uxi ` Uxiq X pF ` Uxiq “ H. (7.251)EQooGEAGooENElCGEQooGEAGooENElCG

Lorsqu’on enlève des éléments dans une intersection vide, l’intersection reste vide. Donc en
remplaçant des Uxi par des U dans (7.251), nous conservons une intersection vide :

px` Uxi ` Uq X pF ` Uq “ H. (7.252)

(4) Conclusion Aucun ensemble de la forme x ` Uxi ` U n’intersecte F ` U . L’union ne
l’intersecte pas non plus :

nď

i“1
px` Uxiq ` U X pF ` Uq “ H. (7.253)

Et donc
pK ` Uq X pF ` Uq “ H, (7.254)

comme nous le voulions.

DEFooGTOZooRcvGHg

Définition 7.264.
Une distance d sur un espace vectoriel topologique V est dite compatible avec la topologie si la
topologie induite 113 de d est celle de V .

DEFooEUXVooEBYhNU

Définition 7.265.
Une distance d sur un espace vectoriel V est dite invariante si pour tout x, y, a P V nous avons

dpx` a, y ` aq “ dpx, yq. (7.255)

Notons que lorsque nous parlons d’une distance compatible avec un espace vectoriel topologique,
nous parlons de compatibilité avec la topologie, pas avec la structure vectorielle.

LEMooZNBAooOhEwJd

Lemme 7.266 ([1]).
Soit un espace vectoriel muni d’une distance invariante. Alors

Bpa, rq ` x “ Bpa` x, rq. (7.256)
113. Définition 7.112.
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Démonstration. Un élément de Bpa, rq`x est de la forme y`x avec dpa, yq ă r. Nous avons alors
dpy ` x, a` xq “ dpy, aq ă r, de telle sorte que y ` x P Bpa` x, rq.

Dans le sens inverse, si y P V vérifie dpa ` x, yq ă r, alors je prétend que y ´ x P Bpa, rq. En
effet dpy ´ x, aq “ dpy ´ x` x, a` xq “ dpy, a` xq ă r.

<++>
Une version plus complète du lemme suivant sera dans la proposition 11.132 et ce qui suit.

LEMooIQBXooUEtdoy

Lemme 7.267.
Nous introduisons l’ensemble D2 des suites finies dans t0, 1u 114.

L’application
φ : D2 Ñ r0, 1r

x ÞÑ
lpxqÿ

i“1

xi
2i .

(7.257)

où lpxq est la longueur de la suite finie x est injective.

Démonstration. Le lemme 1.470 donne la somme partielle de la série géométrique. Dans notre cas,
q “ 1{2. Si x P Dn, alors en majorant chacun des ci par 1,

x ď
nÿ

i“1

ˆ
1
2

˙i
“ 1´ p1{2qn`1

1{2 ´ 1 “ 1´ p1{2qn`1 ă 1. (7.258)

Donc c’est bon pour dire que φ prend ses valeurs dans r0, 1r.
Il reste à voir l’injectivité. Nous supposons que φpxq “ φpyq. Quitte à alonger x ou y par des

zéros, nous supposons qu’elles ont même longueur N . Enfin nous définissons n0 le plus petit indice
pour lequel xi ‰ yi. Nous avons :

0 “ 1
2n0

`
Nÿ

i“n0`1

xi ´ yi
2i . (7.259)EQooEUKNooVoJfFCEQooEUKNooVoJfFC

Le deuxième terme est majoré de la façon suivante :

|
Nÿ

i“n0`1

xi ´ yi
2i | ď

Nÿ

i“n0`1

|xi ´ yi|
2i (7.260a)

ď
Nÿ

i“n0`1

1
2i (7.260b)

“
Nÿ

i“1

ˆ
1
2

˙i
´

n0ÿ

i“1

ˆ
1
2

˙i
(7.260c)

“ 1´ p1{2qN`1

1{2 ´ 1´ p1{2qn0`1

1{2 (7.260d)

“ 1
2n0

´ 1
2N (7.260e)

ă 1
2n0

. (7.260f)

L’égalité (7.259) n’est donc pas possible. Nous déduisons que n0 n’existe en fait pas et que x “ y.
D’où l’injectivité de φ.

Toujours avec l’application φ du lemme 7.267 nous avons ceci.

114. C’est en gros ce qui se fera dans 11.130 pour les développements de nombres dans une base donnée, sauf qu’ici
nous n’avons pas besoin de subtilités sur les queues de suites.
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LEMooVDPWooWLQzbF

Lemme 7.268.
Soient r, s P φpD2q tels que r ` s ă 1. Alors r ` s P φpD2q.

LEMooQYILooMimKHS

Lemme 7.269.
Soient r, s P φpD2q tels que r ` s ă 1. Nous posons u “ φ´1prq, v “ φ´1psq et w “ φ´1pr ` sq. Si
k est le plus petit entier tel que wk ‰ uk ` vk, alors uk “ vk “ 0 et wk “ 1.

THOooAGBXooZnvQLK

Théorème 7.270 (Espace topologique métrisable[216, 1]).
Si V est un espace vectoriel topologique. Nous supposons :

(1) Tout point admet une base dénombrable de topologie 115.
(2) Le singleton t0u est fermé 116.

Alors il existe une distance d sur V telle que
(1) d est compatible avec la topologie de V ,
(2) d est invariante par translation.

Démonstration. Vu que V admet une base dénombrable de topologie, nous en considérons une
autour de 0 dans V : tAiuiPN.

(1) Nouvelle base de topologie Nous construisons une nouvelle base de topologie tUiuiPN
autour de 0 de la façon suivante. La proposition 7.187 donne un ouvert symétrique équilibré
dans A0. Nous le nommons U0 :

U0 Ă A0. (7.261)
Pour les suivants, Uk`1 est un ouvert symétrique équilibré dans Uk XAk vérifiant

Uk`1 ` Uk`1 ` Uk`1 ` Uk`1 Ă Ak X Uk. (7.262)EQooECMVooLllLhuEQooECMVooLllLhu

Le fait est que Ak X Uk est un ouvert autour de 0 ; donc la proposition 7.187 permet de
construire un ouvert symétrique et équilibré Uk`1 autour de 0 ayant la propriété demandée.

(2) C’est bien une base Notons d’abord que Uk Ă Ak. Si O est un ouvert autour de 0, il
existe k tel que Ak Ă O : c’est la définition 7.2 d’une base de topologie. Nous avons donc
Uk Ă Ak Ă O, et les tUku forment une base dénombrable de la topologie autour de 0.

(3) Quelques inclusions Notons au passage quelques inclusions. Pour tout n P N nous avons

Un`1 ` Un`1 ` Un`1 ` Un`1 Ă Un. (7.263)EqBaseTopoMetriquePf1EqBaseTopoMetriquePf1

À fortiori nous avons
Un`1 Ă Un (7.264)EQooARBRooOiAVhHEQooARBRooOiAVhH

et pour tout n, k P N, nous obtenons alors

Un`1 ` Un`2 ` ¨ ¨ ¨ ` Un`pk´1q ` Un`k Ă Un`1 ` Un`1 Ă Un. (7.265)EqBaseTopoMetriquePf2EqBaseTopoMetriquePf2

(4) L’ensemble D Nous considérons l’ensemble D2 et l’application φ du lemme 7.267. Nous
notons D “ φpD2q Ă r0, 1r. L’application φ : D2 Ñ D est injective, et nous pouvons donc
parler de φ´1prq pour tout r P D.

(5) La fonction ϕ

Nous définissons maintenant une fonction à valeurs dans la topologie τV de V :

ϕ : D Y r1,`8r Ñ τV

r ÞÑ
#
V si r ě 1;ř
i φ

´1prqiUi si r P D.
(7.266)

115. Définition 7.2.
116. Attention : dans [216], cela fait partie de la définition d’un espace vectoriel topologique et n’est donc pas listé

dans les hypothèses de ce théorème.
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La dernière somme est toujours une somme finie et est un ouvert parce que la multiplication
par un scalaire et l’addition sont des ouverts.
Notez aussi que plus r est petit, plus ce sont les grands i qui tendront à avoir φ´1prq ‰ 0. En
effet, pour r “ 1{8, nous avons φ´1p1{8q “ p0, 0, 0, 1q, et plus généralement pour r ă 1{2N ,
les N premiers termes de φ´1prq seront nuls.
Quelques remarques sur cette fonction.
(5a) Une égalité facile Si je ne me trompe pas d’un off-by-one, nous avons

ϕp1{2N q “ UN . (7.267)

(5b) 0 P ϕprq pour tout r En effet, ϕprq n’est jamais vide, c’est toujours un voisinage de
0.

(5c) ϕprq ` ϕpsq Ă ϕpr ` sq Si r ` s ě 1, c’est clair. Sinon, nous posons u “ φ´1prq, v “
φ´1psq et w “ φ´1pr ` sq. Dans la suite, nous prolongeons u et v pour qu’elles aient le
même nombre d’éléments que nous notons N .
Deux cas se produisent : soit wi “ ui ` vi pour tout i soit non.

(5c.iii) Premier cas Si wi “ ui ` vi pour tout i, alors en particulier les ui et vi ne
peuvent pas être 1 en même temps et nous pouvons séparer clairement les termes
de la somme :

ϕpr ` sq “
ÿ

i

wiUi “
ÿ

i

uiUi `
ÿ

i

viUi “ ϕprq ` ϕpsq; (7.268)

(5c.iii) Second cas Sinon, posons k le plus petit entier tel que wk ‰ uk ` vk. Alors le
lemme 7.269 dit que uk “ vk “ 0 et wk “ 1. Nous avons d’abord

ϕprq “
k´1ÿ

i“1
uiUi `

nÿ

i“k`1
uiUi Ă

k´1ÿ

i“1
uiUi ` Uk`1 ` Uk`1 (7.269)

où nous avons utilisé (7.264) pour tous les derniers termes. De même nous avons :

ϕpsq “
k´1ÿ

i“1
viUi `

nÿ

i“k`1
viUi Ă

k´1ÿ

i“1
viUi ` Uk`1 ` Uk`1. (7.270)

En combinant, et en utilisant (7.263),

ϕprq ` ϕpsq “
k´1ÿ

i“1
uiUi `

k´1ÿ

i“1
viUi ` Uk`1 ` Uk`1 ` Uk`1 ` Uk`1looooooooooooooooomooooooooooooooooon

ĂUk

(7.271a)

Ă
k´1ÿ

i“1
wiUi ` Uk (7.271b)

“
kÿ

i“1
wiUi (7.271c)SUBEQooZKWWooERHgtaSUBEQooZKWWooERHgta

Ă ϕpr ` sq. (7.271d)

Pour (7.271c) nous avons utilisé le fait que wk “ 1. Au final nous avons bien
ϕprq ` ϕpsq Ă ϕpr ` sq.

(5d) ϕ est croissante Dans notre contexte « croissante » signifie que si r ă s alors ϕprq Ă
ϕpsq. Il suffit d’écrire

ϕprq Ă ϕprq ` ϕps´ rq Ă ϕpsq. (7.272)

 https://fr.wikipedia.org/wiki/Erreur_off-by-one 
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(6) Définition de la distance (enfin !) Nous définissons l’application

f : V Ñ R

x ÞÑ inftr tel que x P ϕprqu, (7.273)

et ensuite ce qui va être notre distance :

dpx, yq “ fpy ´ xq. (7.274)EqDefDistanceCompatibleEqDefDistanceCompatible

Notons que cet infimum est un réel, et qu’il n’est pas spécialement dans φpD2q. Nous devons
prouver que ce d est une distance invariante par translation et compatible avec la topologie.

(7) d est invariante par translation Il s’agit seulement d’écrire dpx` a, y` aq et de remar-
quer que py ` aq ´ px` aq “ y ´ x.

dpx, xq “ 0 Oui, car 0 est dans ϕprq, pour tout r, puisque les Ui sont des voisinages de 0.
(8) dpx, yq “ 0 implique x “ y Nous montrons que fpxq ‰ 0 dès que x ‰ 0. Rappellez-vous

que nous avons posé l’hypothèse que t0u est un fermé dans V . Vu que txu est un compact 117,
la proposition 7.263 nous indique qu’il existe un voisinage A de 0 qui ne contient pas x.
Vu que les tUkukPN forment une base de la topologie autour de 0, il existe un n0 tel que
x R Un0 . Et comme Uk`1 Ă Uk nous avons

x R Uk (7.275)

pour tout k ě n0. Nous savons aussi que ϕ est croissante et que ϕp1{2N q “ UN . Donc pour
tout ϵ ă 1

2k , nous avons
ϕpϵq Ă Uk (7.276)

et donc x R ϕpϵq. Donc
fpxq ě 1

2k ą 0 (7.277)

la dernière inégalité est stricte et c’est important.
En ce qui concerne la distance, si dpx, yq “ 0, alors fpy ´ xq “ 0. Cela signifie que y ´ x “ 0
et donc que x “ y. Ok.

(9) dpx, yq “ dpy, xq Oui, car tous les voisinages considérés sont symétriques. Donc x´ y P ϕprq
si et seulement si y ´ x P ϕprq.

(10) dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq Nous supposons que x, y et z sont trois points distincts, de telle
sorte que les trois distances soient strictement positives.
Soit ϵ ą 0. Par définition des distances comme infimums, et grâce au corolaire 1.428, il existe
r et s dans φpD2q tels que :

dpx, yq ă r ă dpx, yq ` ϵ

2 et dpy, zq ă s ă dpy, zq ` ϵ

2 . (7.278)

En sommant :
dpx, yq ` dpy, zq ă r ` s ă dpx, yq ` dpy, zq ` ϵ. (7.279)

Vu que ϕ est croissante, on a y ´ x P ϕprq et z ´ y P ϕpsq ; donc

z ´ x “ py ´ xq ` pz ´ yq P ϕprq ` ϕpsq Ă ϕpr ` sq (7.280)

Ainsi, pour tout ϵ ą 0, on a

dpx, zq ď r ` s ă dpx, yq ` dpy, zq ` ϵ. (7.281)

(11) Compatibilité avec la topologie Nous devons montrer que les d-ouverts sont les mêmes
que les ouverts de la topologie de V . Nous allons utiliser la proposition 7.2.

117. Les singletons sont toujours des compacts dans les espaces topologiques.
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(11a) Les ouverts sont des d-ouverts Soit un ouvert O contenant x P V . Alors O´x est
un ouvert contenant 0, et il existe un n tel que

Un Ă O ´ x. (7.282)

Nous avons alors
Bp0, 1

2n q Ă Un Ă O ´ x. (7.283)

Nous utilisant le lemme 7.266 pour additionner x dans toutes les inclusions :

Bpx, 1
2n q “ Bp0, 1

2n q ` x Ă O. (7.284)

Les boules forment donc une base de la topologie de V . Donc tous les ouverts de V sont
des unions de boules et sont donc des d-ouverts.

(11b) Les d-ouverts sont des ouverts
Considérons une boule Bp0, rq. Il existe un n tel que Bp0, 1{2nq Ă Bp0, rq et donc tel
que

Un Ă Bp0, rq. (7.285)

En procédant par translations et tout ça, on en déduit que les tUn`xunPN,xPV forment
une base de la d-topologie. Donc les d-ouverts sont des ouverts.

7.13.4 Équivalence entre Cauchy et τ´Cauchy
LEMooIAHSooFkXjvr

Lemme 7.271.
Soit un espace vectoriel topologique 118 V et une distance d : V ˆ V Ñ R` compatible 119 avec la
topologie de V . Si d est invariante 120, alors les suites de Cauchy pour d et les suites τ -Cauchy
sont les mêmes.

Démonstration. Nous avons deux implications à prouver.
(1) Cauchy pour d implique τ-Cauchy Soit pxnq, une suite de Cauchy dans V pour d, et un

voisinage U de 0. Vu que d est compatible avec la topologie de V , il existe une boule ouverte
Bp0, ϵq incluse à U . Soit N ą 0 tel que m,n ą N implique dpxn, xmq ă ϵ. Par invariance de
la métrique, nous avons aussi

dp0, xm ´ xnq ă ϵ, (7.286)

c’est-à-dire xm ´ xn P Bp0, ϵq Ă U . La suite pxnq est donc τ -Cauchy.
(2) τ-Cauchy implique Cauchy pour d Soit pxnq, une suite τ -Cauchy dans V et ϵ ą 0. Vu

que Bp0, ϵq est un voisinage de 0 dans V , il existe N tel que m,n ą N implique xn ´ xm P
Bp0, ϵq. Cela signifie que dp0, xn ´ xmq ă ϵ et toujours par invariance, que dpxn, xmq ă ϵ.

Tout ceci nous mène à donner une large classe d’espaces vectoriels topologiques sur lesquelles
les notions de suites de Cauchy pour une distance et τ -Cauchy coïncident.

THOooGQZSooAmQolf

Théorème-Définition 7.272.
Soit V un espace vectoriel topologique métrisable 121, alors il admet une métrique d compatible avec
la topologie telle que une suite dans V est de Cauchy pour d si et seulement si elle est τ -Cauchy.

Une suite de Cauchy dans un espace vectoriel métrique pE, dq est une suite τ -Cauchy ou de
Cauchy pour d.
118. Définition 7.164.
119. Définition 7.264.
120. Définition 7.265.
121. Voir la proposition 7.270 pour une condition suffisante.
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Démonstration. Soit d une métrique sur V satisfaisant au théorème 7.270. Vu qu’elle est invariante
par translation, les suites d-Cauchy sont exactement les suites τ -Cauchy par le lemme 7.271.

REMooUFQYooUVCCjs

Remarque 7.273.
Même si V est métrisable, si on choisit la métrique n’importe comment, on ne peut rien espérer.

7.274.
Sur les espaces vectoriels topologiques métrisables, nous pouvons donc parler de suite de Cauchy
sans préciser si nous parlons de τ -Cauchy ou de d-Cauchy, parce que nous sous-entendons avoir
choisi une métrique non seulement compatible avec la topologie, mais également invariante par
translation.

Il reste cependant à traiter le cas d’un espace vectoriel topologique non métrisable. Dans ce
cas, il n’y a pas de métrique, et la question de l’équivalence des définitions ne se pose pas.

Le théorème suivant donne la complétude de R et le critère de Cauchy pour les définitions
métriques et topologiques usuelles. Lorsqu’on dit que R est complet, le plus souvent nous parlons
de ce théorème, et non de 1.439 qui en est un lemme indispensable mais qui parle de notions
différentes, bien que très liées.

THOooNULFooYUqQYo

Théorème 7.275 (Complétude de R, critère de Cauchy[18]).
Nous avons :

(1) L’espace métrique pR, dq est complet (définition 7.256).
ITEMooUUFCooIVtGgz

(2) Une suite dans R est convergente (définition 7.13) si et seulement si elle est de Cauchy
(définition 7.272).

Démonstration. Tout ce théorème se base sur le fait que la définition de suite de Cauchy dans
pR, dq et de suite convergente dans pR, dq coïncident avec les définitions correspondantes dans R
vu comme simple corps ordonné (définitions 1.367).

Donc si pxnq est de Cauchy dans pR, dq, elle est de Cauchy dans le corps ordonné pR,ďq. Donc
le théorème 1.439 nous dit que pxnq est convergente dans pR,ďq. Et donc convergente dans pR, dq.

Toutes les autres affirmations se prouvent de la même manière.

Si vous n’êtes pas sûr ou si vous ne voulez pas étudier les notations de convergence et de suites
de Cauchy dans les corps, vous pouvez simplement recopier la démonstration du théorème 1.439
en remplaçant partout Q par R, et aussi en remplaçant les |x´ y| par dpx, yq.
7.276.
Nous pouvons également mettre une structure d’espace métrique sur C en posant

dpz, z1q “ |z ´ z1|. (7.287)
PROPooOIQKooPtyXgm

Proposition 7.277.
L’espace métrique pC, dq est complet.

Démonstration. Commençons par nous rendre compte que pour tout z P C nous avons |Repzq| ď
|z|. C’est bon ? Vous vous en êtes rendu compte ? Ok. Continuons.

Soit une suite de Cauchy pzkq dans C et ϵ ą 0. Si nous posons xj “ Repzjq, nous avons

|xk ´ xl| “ |Repzk ´ zlq| ď |zk ´ zl|. (7.288)

Vu que pzkq est de Cauchy, il existe un N tel que si k, l ě N ,

|xk ´ xl| ď |zk ´ zl| ď ϵ. (7.289)

Donc la suite des parties réelles converge par la complétude de pR, dq du théorème 7.275. Notez
que le d ici n’est pas tout à fait le même, et que la démonstration fonctionne parce que la distance
prise sur R est la restriction à R de la distance prise sur C. Notons x la limite de pxkq.
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De la même manière la suite des parties imaginaires yk “ Impzkq converge vers un réel que
nous notons y. Avec tout cela, la suite zk converge dans C vers x ` iy. En effet pour ϵ donné et
pour un k suffisament grand,

|zk ´ px` iyq| “
ˇ̌
Repzkq ´ x` ipImpzkq ´ yq

ˇ̌ ď |xk ´ x| ` |yk ´ y| ď ϵ. (7.290)

7.14 Norme, espace vectoriel normé
SECooWKJNooKOqpsx

La valeur absolue est essentielle pour introduire les notions de limite et de continuité pour
les fonctions d’une variable. Par exemple nous verrons dans la proposition 10.82 que la fonction
f : RÑ R est continue en a si et seulement si pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que

|x´ a| ď δ ñ |fpxq ´ fpaq| ď ε. (7.291)

La quantité |x ´ a| donne la « distance » entre x et a ; la définition de la continuité signifie que
pour tout ε, il existe un δ tel que si a et x sont au plus à la distance δ l’un de l’autre, alors fpxq
et fpaq ne seront éloignés au plus d’une distance ε.

La valeur absolue, dans R, nous sert donc à mesurer des distances entre les nombres. Les
principales propriétés de la valeur absolue sont :

(1) |x| “ 0 implique x “ 0,
(2) |λx| “ |λ||x|,
(3) |x` y| ď |x| ` |y|

pour tout x, y P R et λ P R.
Afin de donner une notion de limite pour les fonctions de plusieurs variables, nous devons

trouver un moyen de définir les notions de « taille » d’un vecteur et de distance entre deux points
de Rn, avec n ą 1. La notion de « taille » doit satisfaire propriétés analogues à celles de la valeur
absolue.

La première notion de « taille » pour un vecteur de R2 que nous vient à l’esprit est la longueur
du segment entre l’origine et l’extrémité libre du vecteur. Cela peut être calculée à l’aide du
théorème de Pythagore :

taille de pa, bq “
a
a2 ` b2. (7.292)

Nous pouvons introduire une notion de distance entre les éléments de R2 de façon similaire :

d
`pax, ayq, pbx, byq

˘ “
b
pax ´ bxq2 ` pay ´ byq2. (7.293)

Cette définition a l’air raisonnable ; est-elle mathématiquement correcte ? Peut-elle jouer le rôle de
la valeur absolue dans R2 ? Est-elle la seule définition possibles de « taille » et distance en R2 ?

Nous voulons formaliser les notions de « taille » et de distance dans Rn, et plus généralement
dans un espace vectoriel V de dimension finie. Pour cela nous nous inspirons des propriétés de la
valeur absolue.

7.14.0.1 Critère de Cauchy
THOooRDYOooJHLfGq

Théorème 7.278 (Bolzano-Weierstrass, thème 33).
Toute suite contenue dans un compact admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Nous faisons la preuve par l’absurde en supposant que pxkq n’admette pas de
sous-suite convergente. Soit a P K ; aucune sous-suite de pxkq ne converge vers a. En particulier,
il existe un voisinage ouvert Oa de a et une partie finie Ia de N tel que xk P Oa seulement pour
k P Ia.
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Les ouverts Oa recouvrent K ; nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini (c’est la
définition 7.76 de la compactié). Nous avons donc des points a1, . . . , an tels que

K Ă
nď

i“1
Oai (7.294)

et tels que pour chaque Oai , nous avons xk P Oai seulement pour k P Iai . Bien entendu, toute la
suite est dans K et donc dans l’union.

En conclusion, nous avons N “ Ťn
i“1 Iai , ce qui prouve que N est un ensemble fini. Contradic-

tion avec la proposition 1.117 qui dit que N est infini.
CORooBTIPooUYWucb

Corolaire 7.279 ([1]).
Une suite dans un compact dont toutes les sous-suites convergentes convergent vers la même limite
est convergente.

Démonstration. Soient un espace topologique X, un compact K et une suite pxkq dans K. Nous
supposons que toutes les sous-suites convergentes de pxkq convergent vers a P X. Nous devons
montrer que xk XÝÑ a.

Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe un voisinage V de a tel que pour tout N P N,
il existe k tel que xk R V . Cela produit une sous-suite hors de V . Cette sous-suite est encore dans
K et possède donc une sous(-sous)-suite convergente (théorème 7.278). Par hypothèse, cette sous-
sous-suite doit converger vers a, ce qui est impossible.

Contradiction et le corolaire est prouvé.

Lemme 7.280.
Une suite de Cauchy 122 dans un espace vectoriel normé admettant une sous-suite convergente est
elle-même convergente vers la même limite.

Démonstration. Soit panq une suite de Cauchy dans un espace vectoriel normé E et ℓ la limite
d’une sous-suite de panq. Soit ϵ ą 0 et N P N tel que }am´ ap} ă ϵ dès que m, p ě N . Nous allons
montrer que si k ą N alors }ak´ℓ} ă 2ϵ. Pour cela nous considérons un n ą N tel que }an´ℓ} ď ϵ
et nous calculons

}ak ´ ℓ} ď }ak ´ an} ` }an ´ ℓ} ď 2ϵ. (7.295)

Dans le cas des espaces de dimension finie, le fait d’être complet est automatique, comme le
montre la proposition suivante.

PROPooGJDTooXOoYfw

Proposition 7.281.
Soit

`
E, }.}˘ un espace vectoriel normé de dimension finie sur un corps K qui est complet 123. Alors

E est complet 124.

Pour rappel, la complétude de l’espace métrique R est la proposition 1.390.

Démonstration. Nous considérons une suite de Cauchy pfnq dans E et si teαu est une base or-
thonormée de E nous définissons les coefficients fn “ ř

α anαeα. La somme sur α est finie par
hypothèse sur la dimension de E.

Nous avons
}fn ´ fm} “ }

ÿ

α

panα ´ amαqeα} “
ÿ

α

|anα ´ amα|2. (7.296)

122. Définition 7.255.
123. La définition est 1.367, mais si vous n’avez pas envie de vous embarquer trop loin, dites juste « toutes les suites

de Cauchy convergent ». Typiquement c’est R ou C.
124. Définition 7.256.
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Soit ϵ ą 0. Il existe N tel que si m,n ą N alors }fn ´ fm} ă ϵ. Avec ces conditions sur N , n et m
nous avons ÿ

α

|anα ´ amα|2 ă ϵ. (7.297)

Pour chaque α nous avons donc |anα ´ amα| ă ?ϵ.
Autrement dit, pour chaque α, la suite panαqnPN est de Cauchy dans K et converge donc dans

K. Soit aα la limite et définissons f “ ř
α aαeα. Nous avons alors

}fn ´ f} “ }
ÿ

α

panα ´ aαqeα}, (7.298)

dont la limite n Ñ 8 est bien zéro. Donc la suite pfnq converge vers f P E. L’espace E est alors
complet.

PropContinueCompactBorne

Proposition 7.282.
Soient V et W deux espaces vectoriels normés. Soient K une partie compacte de V et f : K ÑW
une fonction continue. Alors l’image fpKq est compacte dans W .

Ce résultat est démontré dans un cadre plus général par le théorème 7.214.

Démonstration. Nous allons prouver que fpKq est fermée et bornée.
(1) fpKq est fermé Nous allons prouver que si pynq est une suite convergente contenue dans

fpKq, alors la limite est également contenue dans fpKq. Dans ce cas, nous aurons que l’adhé-
rence de fpKq est contenue dans fpKq et donc que fpKq est fermé. Pour chaque n P N, le
vecteur yn appartient à fpKq et donc il existe un xn P K tel que fpxnq “ yn. La suite pxnq
ainsi construite est une suite dans le fermé K et possède donc une sous-suite convergente (pro-
position 7.278). Notons px1

nq cette sous-suite convergente, et a sa limite : limpx1
nq “ a P K.

Le fait que la limite soit dans K provient du fait que K est fermé.
Nous pouvons considérer la suite fpx1

nq dans W . Cela est une sous-suite de la suite pynq, et
nous avons lim fpx1

nq “ fpaq parce que f est continue. Par conséquent nous avons

fpaq “ lim fpx1
nq “ lim yn. (7.299)

Cela prouve que la limite de pynq est dans fpKq et par conséquent que fpKq est fermé.
(2) fpKq est borné Si fpKq n’est pas borné, nous pouvons trouver une suite pxnq dans K telle

que
}fpxnq}W ą n (7.300)EqfxnWgeqnEqfxnWgeqn

Mais par ailleurs, l’ensemble K étant compact (et donc fermé), nous avons une sous-suite
px1
nq qui converge dans K. Disons limpx1

nq “ a P K.
Par la continuité de f nous avons alors fpaq “ lim fpx1

nq, et donc

}fpaq}W “ lim }fpx1
nq}W . (7.301)

La suite fpx1
nq est alors une suite bornée, ce qui n’est pas possible au vu de la condition

(7.300) imposée à la suite de départ pxnq.

CorFnContinueCompactBorne

Corolaire 7.283.
Si f : K Ñ R est une application continue où K est une partie compacte d’un espace vectoriel
normé, alors fpKq est borné.

Démonstration. En effet, la proposition 7.282 montre que fpKq est compact et donc borné.
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7.15 Espaces métriques

7.15.1 Espaces métrisables

Définition 7.284.
Un espace topologique est métrisable si il est homéomorphe à un espace métrique.

PROPooKNVUooMbLZoy

Proposition 7.285.
Une fonction séquentiellement continue sur un espace métrisable et à valeurs dans un espace mé-
trique est continue.

Démonstration. Soient E un espace métrique et ϕ : X Ñ pE, dq un homéomorphisme. Nous sup-
posons que f : X Ñ Y est séquentiellement continue. Nous considérons l’application f̃ “ f ˝ ϕ´1,
c’est-à-dire

f̃ : E Ñ Y

a ÞÑ f
`
ϕ´1paq˘. (7.302)

L’application ϕ´1 est continue et donc séquentiellement continue. De plus f̃ est séquentiellement
continue. En effet si ak EÝÑ a, alors

f̃pakq “ f
`
ϕ´1pakq

˘
, (7.303)

mais ϕ´1 est séquentiellement continue, donc ϕ´1pakq XÝÑ ϕ´1paq, ce qui signifie que ϕ´1pakq est
une suite convergente dans X et donc

lim
kÑ8 f̃pakq “ lim

kÑ8 f
`
ϕ´1pakq

˘ “ f
`
ϕ´1paq˘ “ f̃paq. (7.304)

L’application f̃ est donc séquentiellement continue. Mais étant donné que f̃ est définie sur un
espace métrique (E) et à valeurs dans un métrique, elle est continue par la proposition 7.248.
L’application f “ f̃ ˝ ϕ est donc continue en tant que composée d’applications continues.

7.15.2 Fonctions continues

La propriété suivante donne des caractérisations importantes de la continuité dans le cas des
espaces métriques.

PropQZRNpMn

Proposition 7.286 (Continuité, ouverts et voisinages et limite[238]).
Soient f : E Ñ F une application entre espaces métriques et a P E. Alors nous avons équivalence
entre les choses suivantes : ItemCBUoRWJi

(1) f est continue en a,
ItemCBUoRWJii

(2) Pour tout voisinage ouvert W de fpaq, il existe un voisinage ouvert V de a tel que fpV q ĂW .
ItemCBUoRWJiii

(3) Pour toute boule W 1 “ B
`
fpaq, ϵ˘, il existe une boule V 1 “ Bpa, δq telle que fpV q ĂW 1.

ItemCBUoRWJiv

(4) @ϵ ą 0, Dδ ą 0 tel que f
`
Bpa, δq˘ Ă B

`
fpaq, ϵ˘.

ItemYNQpikrii

(5) limxÑa fpxq “ fpaq où la limite est donnée par la définition 7.105,
ItemYNQpikriii

(6) Pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que }x´ a} ă δ implique }fpxq ´ fpaq} ă ϵ.

La proposition 7.336 nous montrera que ces équivalences tiennent encore lorsque l’espace a une
topologie de seminormes.

Démonstration. L’équivalence (1) ô (2) est la définition 7.33. L’équivalence (3) ô (4) est une
simple paraphrase.
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Montrons (2) ñ (3). Si W 1 “ B
`
fpaq, δ˘, nous avons un voisinage V de a tel que fpV q Ă W 1.

L’ensemble V contenant une boule autour de chacun de ses points 125, il en contient un autour de
a : V 1 “ Bpa, δq Ă V . A fortiori nous avons fpV 1q ĂW .

Montrons (3) ñ (2). Si W est un ouvert autour de fpaq, il contient une boule autour de fpaq :
B
`
fpaq, ϵ˘ ĂW . Il existe donc une boule V 1 “ Bpa, δq telle que fpV 1q Ă B

`
fpaq, ϵ˘ ĂW .

L’équivalence (1) ô (5) est la définition 7.33 de la continuité en un point couplée à l’unicité
de la limite due à la proposition 7.108 parce qu’un espace métrique est séparé.

Prouvons (5) ñ (6). Soient ϵ ą 0 et V “ B
`
fpaq, ϵ˘. Étant donné que fpaq est une limite de f

pour xÑ a, il existe un voisinage W de a tel que fpW q Ă V . Soit δ ą 0 tel que Bpa, δq ĂW ; alors
si }x´a} ă δ nous avons x P Bpx, δq ĂW et donc fpxq P B`fpaq, ϵ˘, c’est-à-dire }fpaq´fpxq} ă ϵ.

Enfin l’implication (2) ñ (5) est une réécriture de la définition de la limite en un point.

Voici un théorème qui parle de fermés emboîtés dans un espace métrique. Le corolaire 7.89
parle du cas XiAi “ H dans un compact.

ThoCQAcZxX

Théorème 7.287 (Théorème [239]).
Soit pE, dq un espace métrique. Il est complet si et seulement si toute suite décroissante de fermés
non vides dont le diamètre tend vers zéro a une intersection qui se réduit à un seul point.

Démonstration. En deux parties.
(1) Condition suffisante

Soit tFnunPN une telle suite de fermés emboités. Si nous choisissons des points xn P Fn, nous
obtenons une suite pxnq de Cauchy et qui est par conséquent convergente vu que l’espace est
par hypothèse complet. De plus, pour chaque N ě n, la queue de suite pxnqněN est contenue
dans FN et donc converge vers un élément de FN (parce que ce dernier est fermé). Donc la
limite de pxnq est dans

Ş
nPN Fn.

De plus cette intersection a diamètre nul parce que le diamètre de
Ş
nPN Fn est majoré par

tous les diamètres des Fn, lesquels sont arbitrairement petits par hypothèse. Donc l’intersec-
tion est réduite a un point.

(2) Condition nécessaire
Soit pxnq un suite de Cauchy. Nous considérons les ensembles

Fn “ txi tel que i ě nu. (7.305)

Le fait que la suite soit de Cauchy implique que diampFnq Ñ 0. Par hypothèse, nous avons
alors č

nPN
Fn “ tau. (7.306)

Pour s’assurer que a est bien la limite de pxnq, il suffit de remarquer que

dpxn, aq ď diamFn Ñ 0. (7.307)

PropGULUooNzqZKj

Proposition 7.288.
Soient pX, dq un espace topologique métrique et F un fermé de X. Nous avons dpx, F q “ 0 si et
seulement si x P F .

Démonstration. Si x P F alors dpx, F q “ 0 parce que dpx, xq fait partie de l’ensemble sur lequel
nous prenons l’infimum.

Si réciproquement dpx, F q “ 0, cela signifie que pour tout ϵ, il existe xϵ P F tel que dpxϵ, xq ď ϵ.
En prenant ϵ “ 1{k nous construisons une suite pxkq d’éléments dans F vérifiant dpxk, xq “ 1

k .
Cela signifie que limkÑ8 xk “ x par la proposition 7.261(1).

125. Cela est le théorème-définition 7.112 des ouverts dans un espace métrique, à ne pas confondre avec le théo-
rème 7.8.
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Par la caractérisation séquentielle des fermés (un fermé contient les limites de toutes ses suites,
proposition 7.245), la suite pxkq étant dans F , la limite est dans F . Donc x P F .

LemooynkH

Lemme 7.289.
Soit An une suite décroissante de fermés dans un espace métrique 126 compact K. Alors

C “
č

nPN
An (7.308)

est non vide.

Démonstration. Soit pxnq une suite dans K telle que xn P An. La suite étant contenue dans A1,
et A1 étant compact (lemme 7.92), elle possède une sous-suite pyn “ xσ1pnqq convergente dont la
limite est dans A1 par le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.139. Une queue de la suite yn est dans
A2 et nous considérons donc une sous-suite convergente dans A2 donnée par

zn “ yσ2pnq “ xσ1σ2pnq. (7.309)

En continuant ainsi nous construisons une suite convergente dans Ak. Nous considérons enfin la
suite

yn “ xσ1...σnpnq. (7.310)

Pour tout k, une queue de cette suite est une sous-suite de xσ1...σkpnq et par conséquent cette suite
converge dans Ak. La limite de cette suite est donc dans l’intersection demandée.

Remarque 7.290.
Cette propriété est fausse pour les ouverts. Par exemple

č

ną1
s0, 1

n
r “ H. (7.311)

LemKIcAbic

Lemme 7.291.
Si K est un compact dans un espace métrique et F un fermé disjoint de K, alors dpK,F q ą 0.

Démonstration. La fonction
K Ñ R

x ÞÑ dpx, F q (7.312)

est une fonction continue sur K, et donc atteint son minimum par le théorème de Weierstrass 7.141.
Soit x0 P K un point de K qui réalise ce minimum. Si dpx0, F q “ 0, alors on aurait une suite pxnq
dans F qui convergerait vers x0, mais F étant fermé cela signifierait que x0 serait dans F , ce qui
contredirait l’hypothèse que F et K sont disjoints.

PropLHWACDU

Proposition 7.292.
Soient pX, dq un espace métrique compact et punq une suite de X telle que

lim
nÑ8 dpun, un`1q “ 0. (7.313)

Alors l’ensemble des points d’accumulation 127 de punq est connexe.

Démonstration. Nous notons Γ l’ensemble des points d’accumulation de la suite.

126. L’hypothèse métrique provient de l’utilisation de Bolzano-Weierstrass, lequel est vrai pour les espaces séquen-
tiellement compacts, dont les espaces métriques.
127. Définition 7.31.
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(1) Γ est compact Nous notons Ap “ tun tel que n ě pu et nous avons

Γ “
č

pPN
Ap (7.314)

parce que si x P Γ, alors pour tout n, il existe m ą n tel que xm P Bpx, ϵq, et donc tel que
x P Bpxm, ϵq. Donc pour tout ϵ et pour tout p, l’intersection Bpx, ϵq XAp est non vide.
En tant qu’intersection de fermés, Γ est fermé (lemme 7.6). En tant que fermé dans un
compact, Γ est compact (lemme 7.92).

(2) Recouvrement par deux compacts
Supposons que Γ ne soit 128 pas connexe. Nous pouvons alors considérer S et O, deux ouverts
disjoints recouvrant Γ et intersectant tous deux Γ. Nous posons alors

A “ S X Γ (7.315a)
B “ O X Γ, (7.315b)

et nous avons évidemment Γ “ A Y B. Montrons que A est fermé (B le sera aussi par le
même raisonnement). Soit une suite d’éléments de S X Γ convergent dans X. Alors la limite
est dans Γ̄ “ Γ et donc elle est donc O ou S, mais elle est certainement dans S̄. Cependant
S̄ n’intersecte pas O. En effet si x P S̄ X O, alors tout voisinage de x intersecterait S, mais
il y a des voisinages de x étant inclus dans O parce que O est ouvert ; cela donnerait une
intersection entre O et S, ce qui est impossible. Donc la limite n’est pas dans O et donc elle
est dans S. Au final la limite est dans S X Γ, ce qui prouve son caractère fermé.
Comme d’habitude, ΓX S est compact parce que fermé dans un compact 129.

(3) Décomposition en trois morceaux
Vu que A et B sont des compacts disjoints, nous avons dpA,Bq “ α ą 0 pour un certain α
par le lemme 7.291. Nous notons

A1 “ tx P X tel que dpx,Aq ă α

3 u (7.316a)

B1 “ tx P X tel que dpx,Bq ă α

3 u (7.316b)

Nous avons A1 “ Ť
xPABpx, α3 q et donc en tant qu’union d’ouverts, A1 est ouvert (définition

de la topologie). Même chose pour B1.
Enfin nous notons

K “ XzpA1 YB1q (7.317)

qui est fermé en tant que complémentaire d’ouvert, et donc compact. Étant donné que A Ă A1
et B Ă B1, nous avons K X Γ “ H.
L’idée est maintenant de montrer que K contient un point d’accumulation de punq.

(4) Sous-suites de punq
L’hypothèse sur la suite punq nous indique qu’il existe un N0 tel que @n ě N0,

dpun, un`1q ă α

3 . (7.318)EqIHioHjWEqIHioHjW

Soient N ą N0 et x0 P A. Étant donné que x0 est point d’accumulation de la suite, il existe
n1 ą N tel que dpx0, un1q ă α

3 . Même chose dans B : nous prenons y0 P B et un naturel
n2 ą n1 tel que dpy0, un2q ă α

3 . Nous avons un1 P A1 et un2 P B1.
Soit n0 le plus petit naturel supérieur à n1 tel que un0 R A1. Cela existe parce que un2 P B1
et B1 X A1 “ H, mais n0 n’est pas n2 lui-même parce que dpA1, B1q ě α

3 alors que nous
considérons n0, n1, n2 ą N0 et donc pour tous les i entre n1 et n2 (compris), dpui, ui`1q ă α

3 .

128. est-ce qu’il faut vraiment un subjonctif ici ?
129. Lemme 7.92.
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Notons qu’ici le strict dans la condition (7.318) est important. Nous avons donc N0 ă n1 ă
n0 ă n2.
Nous allons maintenant montrer que un0 est dans K. C’est fait pour : il est loin en même
temps de A1 et de B1. En utilisant l’inégalité triangulaire à l’envers, nous avons

dpun0 , Bq ě dpun0´1, Bq ´ dpun0´1, un0q
ě dpA,Bq ´ dpun0´1, Aq ´ dpun0´1, un0q
ě α´ α

3 ´
α

3
“ α

3 .

(7.319)

Pour la dernière inégalité nous avons utilisé le fait que un0´1 n’est pas dans A1. Bref, nous
avons montré que un0 n’est pas dans B1 (dans la définition de ce dernier nous avons bien une
inégalité stricte). Vu que par définition un0 n’est pas non plus dans A1, nous avons un0 P K.
Nous avons montré jusqu’à présent que pour tout N ě N0, il existe un n0 ě N tel que
un0 P K. Cela nous construit donc une sous-suite pvnq de punq contenue dans K. En tant
que suite dans le compact K, la suite pvnq admet un point d’accumulation dans K. Ce
point est également point d’accumulation de la suite punq complète, ce qui donne un point
d’accumulation de punq dans K et donc une contradiction.

Nous concluons que Γ est connexe.

Encore une petite conséquence sans ambition du théorème de Bolzano-Weierstrass.
PropHNylIAW

Proposition 7.293.
Si pxnq est une suite dans un compact telle que toute sous-suite convergente ait le même point x
comme limite. Alors la suite entière converge vers x.

Démonstration. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe un ϵ tel que pour tout N ą 0,
il existe n ą N avec dpxn, xq ą ϵ. Cela nous donne une sous-suite de pxnq composée d’éléments
tous à une distance de x supérieure à ϵ. Nous la nommons pynq ; c’est une suite dans un compact
qui admet donc une sous-suite convergente (et une telle sous-suite est une sous-suite de pxnq) dont
la limite devrait être x, mais c’est impossible par construction.

LemGDeZlOo

Lemme-Définition 7.294 ([240]).
Soit Ω un ouvert dans un espace métrique E. Il existe une suite pKnq de compacts tels que

(1) Kn Ă Ω
(2)

Ť8
n“0Kn “ Ω

(3) Kn Ă IntpKn`1q.
Une telle suite de compacts vérifie alors

(1) Il existe δn tel que pour tout z P Kn, Bpz, δnq Ă Kn`1.
ITEMooBPYPooEMhSmY

(2) Tout compact de Ω est inclus dans IntpKnq pour un certain n.
Une telle suite de compacts est une suite exhaustive de compacts pour Ω.

Démonstration. Nous considérons les ensembles

Vn “ tz P E tel que |z|u Y
ď

aRΩ
Bpa, 1

n
q, (7.320)

et nous définissons Kn “ V c
n . Vérifions que ces ensembles vérifient tout ce qu’il faut.

(1) Kn Ă Ω Si a R Ω alors a est dans tous les Vn et donc dans aucun des Kn ; nous avons donc
bien Kn Ă Ω.
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(2)
Ť8
n“0Kn “ Ω Nous avons déjà prouvé que

Ť8
n“0Kn Ă Ω. Pour avoir l’inclusion dans l’autre

sens, soit z P Ω. Nous prenons n1 ą |z| puis n2 tel que Bpz, 1
n2
q Ă Ω. Alors z P Kn avec

n ą maxpn1, n2q. Pour ce choix de n, nous avons z P Kn. Cela prouve que Ω Ă Ť8
n“0Kn.

(3) Kn Ă IntpKn`1q Soit z P Kn. L’élément z vérifie dpz,Ωcq ě 1
n . Du coup si nous prenons δ

tel que
1

n` 1 ă δ ă 1
n

(7.321)

alors Bpz, δq Ă Kn`1.
(4) Les Kn sont compacts Enfin, les Kn sont tous compacts. En effet ils sont bornés parce

que Kn Ă Bp0, nq et ensuite Kn est fermé en tant que complémentaire d’un ouvert (Vn est
ouvert en tant qu’union d’ouverts).

Nous passons maintenant aux propriétés, qui sont indépendantes de la façon dont nous avons
construit les Kn vérifiant les conditions.

(1) Nous pouvons considérer la fonction Kn Ñ R donnée par z ÞÑ dpz,Kc
n`1q. Vu que Kn Ă

IntpKn`1q, c’est une fonction (continue sur le compact Kn) prenant des valeurs strictement
positives. Elle a donc un minimum strictement positif. Si δn est plus petit que ce minimum
nous avons Bpz, δnq Ă Kn`1 pour tout z P Kn.

(2) D’abord nous avons Ω “ Ť8
n“0 IntpKnq. En effet nous avons

Ω “
8ď

n“0
Kn Ă

8ď

n“0
IntpKn`1q Ă

8ď

n“0
IntpKnq. (7.322)

L’inclusion dans l’autre sens est facile.
Soit K compact dans Ω. Vu que Ω est l’union des IntpKnq, nous avons

K Ă
8ď

n“0
IntpKnq. (7.323)

Cela donne à K un recouvrement par des ouverts dont nous pouvons extraire un sous-
recouvrement fini par compacité. Les Kn étant croissants, du recouvrement fini, il suffit de
prendre le plus grand (disons Km) et nous avons K Ă IntpKmq.

Notons qu’avec la suite de Kn telle que construite, le dernier point est réglé en prenant
1

n` 1 ă δn ă 1
n
. (7.324)

LEMooWRIXooSBHavt

Lemme 7.295 ([241]).
Soient un compact K Ă Rd ainsi que des ouverts tΩiui“1,...,n tels que K Ă Ťn

i“1 Ωi.
Il existe des compacts tKiui“1,...,n tels que

— Ki Ă Ωi,
— K Ă Ťn

i“1Ki.

Démonstration. Soit x P K. Vu que les Ωi recouvrent K, il existe un kpxq P t1, . . . , nu tel que
x P Ωkpxq. De plus, vu que Ωkpxq est ouvert, il existe un voisinage de x contenu dans Ωkpxq (théorème
7.8). Autrement dit, il existe rpxq ą 0 tel que

B
`
x, rpxq˘ Ă Ωkpxq. (7.325)

Vu que l’ensemble tB`x, rpxq˘uxPk est un recouvrement de K par des ouverts, nous pouvons en
extraire un sous-recouvrent fini 130. Soient donc x1, . . . , xm P K tels que

K Ă
mď

i“1
B
`
xi, rpxiq

˘
. (7.326)EQooETROooCMlJsxEQooETROooCMlJsx

130. C’est la définition 7.76 d’un compact.
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Pour chaque j “ 1, . . . , n, nous posons

Aj “
␣
l P t1, . . . ,mu tel que kpxlq “ j

(
. (7.327)

Et enfin nous définisssons, pour j “ 1, . . . , n les parties

Kj “
ď

lPAj

B
`
xl, rpxlq

˘
(7.328)

et il nous reste à prouver que ces ensembles répondent bien à la question.
(1)

Ťn
j“1Aj “ t1, . . . ,mu est une union disjointe Un élément l de Ai X Aj devrait vérifier

i “ kpxlq “ j. Si s P t1, . . . ,mu, alors s P Akpxsq. Donc oui, l’union des Aj est tout t1, . . . ,mu.
(2) Kj Ă Ωj Nous avons

Kj “
ď

lPAj

B
`
xl, rpxlq

˘ Ă
ď

lPAj

Ωkpxlq “
ď

lPAj

Ωj “ Ωj . (7.329)

(3) K Ă Ťn
i“1Ki. Par (7.326), et vu que t1, . . . ,mu “ Ťn

j“1Aj ,

K Ă
mď

i“1
B
`
xi, rpxiq

˘
(7.330a)

“
nď

j“1

ď

lPAj

B
`
xl, rpxlq

˘
(7.330b)

“
nď

j“1

ď

lPAj

B
`
xl, rpxlq

˘

looooooooomooooooooon
Kj

(7.330c)

“
nď

j“1
Kj . (7.330d)

ThoFWXsQOZ

Théorème 7.296 (Tykhonov).
Un produit quelconque d’espaces métriques non vides est compact si et seulement si chacun de ses
facteurs est compact.

Nous n’allons donner la preuve que dans le cas d’un produit fini dans le théorème 7.302.

7.15.3 Ensembles enchainés

Soit pX, dq un espace métrique.

Définition 7.297.
Une ϵ-chaine joignant les points a et b de X est une suite finie pu0, . . . , unq dans X telle que
u0 “ a, un “ b et pour tout 0 ď i ď n´ 1 nous avons dpun, un`1q ď ϵ.

Une partie A de X est bien enchainée si pour tout ϵ ą 0 et pour tout a, b P A, il existe une
ϵ-chaine joignant a et b dans A.

Lemme 7.298.
Les rationnels dans R sont bien enchainés.

Démonstration. Soient p et q des rationnels avec p ă q, ainsi que ϵ ą 0. Le lemme 1.424 nous
permet de considérer un rationnel δ vérifiant 0 ă δ ă ϵ. Et nous définissons les rationnels

rk “ p` kδ. (7.331)
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Vu que Q est archimédien 131, il existe K tel que rK ą q. D’autre part, r0 “ p ă q. Donc il
existe N “ maxtk P N tel que rk ă qu.

Nous considérons la chaine pr0, . . . , rN , qq. Elle débute à r0 “ p et termine à q ; pas de problèmes
avec ça. À part pour le dernier pas, nous avons

|rn ´ rn´1| “ δ ă ϵ, (7.332)

donc c’est bien une ϵ-chaine. Il reste à voir |q ´ rN |. Nous avons rN ď q ď rN`1, et donc

0 ď q ´ rN ď rN`1 ´ rN “ δ ď ϵ. (7.333)

Donc ok aussi pour ce dernier pas.
PROPooBUNOooIvfugn

Proposition 7.299 ([242, 1]).
Un espace métrique connexe 132 est bien enchainé.

Démonstration. Soit un espace métrique X et ϵ ą 0. La relation x „ y si et seulement si x et y
peuvent être reliés par une ϵ-chaine est une relation d’équivalence.

Soit x P X. Nous prouvons que la classe rxs est ouverte. En effet soit y P rxs, si z P Bpy, ϵq nous
avons z P rys, et donc z P rxs. Nous en déduisons que Bpy, ϵq Ă rxs, et donc que rxs est ouvert par
le théorème 7.8.

Donc les classes sont des ouverts.
Supposons que X n’est pas bien enchainé. Alors il existe ϵ pour lequel X possède plus qu’une

classe d’équivalence. Soit trxksukPI l’ensemble des classes d’équivalences.
Nous considérons un i0 P I quelconque, et nous définissons les ouverts A “ rxi0s et

B “
ď

kPIzti0u
rxks. (7.334)

Ce sont deux ouverts disjoints qui recouvrent X qui n’est donc pas connexe.
PROPooXHTWooZibddZ

Proposition 7.300.
La fermeture d’un ensemble bien enchainé dans un espace métrique compact pX, dq est connexe.

Démonstration. Soit A Ă X un ensemble bien enchainé, et soient a, b P Ā. Nous construisons
une suite pukq dans A de la façon suivante. Pour chaque n ą 0 nous prenons a1 P Bpa, 1

nq X A

et b1 P Bpb, 1
nq X A. Ensuite nous considérons une 1

n -chaine tvpnq
i uiPIn dans A entre a1 et b1. Ici

l’ensemble In est fini. La suite pukq est simplement construite en mettant bout à bout les éléments
v

pnq
i .

La suite ainsi construite est une suite dans A admettant a et b comme points d’accumulation
(les autres points d’accumulation sont également dans Ā) et telle que limkÑ8 dpuk, uk`1q “ 0.
Par conséquent la proposition 7.292 nous dit que l’ensemble des points d’accumulation de pukq est
connexe dans X. Nous le notons Ca,b.

Si nous fixons a P Ā, alors nous avons
ď

xPĀ
Ca,x “ Ā. (7.335)

Vu que le membre de gauche est une union de connexes, c’est un connexe par la proposition 7.72.
CORooSIKCooTncoQm

Corolaire 7.301.
Un espace métrique compact est connexe si et seulement si il est bien enchainé.

Démonstration. Dans le sens direct, c’est la proposition 7.299. Dans l’autre sens, si X est compact,
alors X est fermé par le lemme 7.92(2). Et vu qu’il est fermé et bien enchainé, la proposition 7.300
implique qu’il est connexe.
131. Proposition 1.383.
132. Définition 7.66.



7.15. ESPACES MÉTRIQUES 617

7.15.4 Produit fini d’espaces métriques

Pour rappel, la distance sur un espace produit est donnée par la définition 7.218.
THOIYmxXuu

Théorème 7.302 ([1]).
Un produit fini d’espaces métriques non vides est compact si et seulement si chacun de ses facteurs
est compact.

Démonstration. Soient K1,. . ., Kn des compacts et K “ K1 ˆ . . . ˆ Kn le produit muni de sa
métrique usuelle de la définition (7.218) (attention : chacun des Ki peut être de dimension infinie) :

dpα, βq “ maxtdipαi, βiqu (7.336)

où di est la distance sur Ki. Si pαnq est une suite dans K alors la suite pαnq1 est une suite dans le
compact K1 dont nous pouvons extraire une sous-suite convergente (Bolzano-Weierstrass 7.139).
De la sous-suite de α correspondante nous extrayons la sous-suite pour la seconde composante,
etc.

En fin de compte nous avons une sous-suite (que nous nommons α également) donc chacune
des composantes est convergente. Notez que nous utilisons ici de façon cruciale le fait que nous
ayons qu’un nombre fini de facteurs.

Autrement dit, pour chaque i “ 1, . . . , n, l’application p ÞÑ pαpqi est une suite dans Ki, et cette
suite converge vers ℓi.

Soit ϵ ą 0 pour chaque i “ 1, . . . , n, il existe Ni ą 0 tel que si p ą Ni alors

di
`pαpqi, ℓi

˘ ď ϵ. (7.337)

En prenant N “ maxkNk et n ą N nous avons

d
`
αn, pℓ1, . . . , ℓnq

˘ ď ϵ. (7.338)

Par conséquent de la suite pαq nous avons extrait une sous-suite convergente et la partie « réci-
proque » de Bolzano-Weierstrass nous assure alors que K est compact.

À l’inverse si un des facteurs n’est pas compact (mettons K1) alors nous prenons un recouvre-
ment tOiuiPI de K1 par des ouverts duquel il est impossible d’extraire un sous-recouvrement fini.
Ensuite nous posons

Pi “ Oi ˆK2 ˆ . . .ˆKn, (7.339)
qui est un recouvrement de K par des ouverts (de K) d’où aucun sous-recouvrement fini ne peut
être extrait.

Pour la culture générale, il y a bien entendu moyen de faire des produits dénombrables et pire
d’espaces métriques.

Définition 7.303 ([243]).
Soient pEn, dnq des espaces métriques. Sur l’ensemble produit E “ ś8

i“1Ei nous définissons la
métrique

dpx, yq “
8ÿ

k“1

1
2k d

1
kpxi, yiq (7.340)

où d1
i “ minpdi, 1q.

On peut montrer que ce d est bien une distance et que pE, dq devient un espace métrique.
ThoKKBooNaZgoO

Théorème 7.304 (Tykhonov dénombrable[243]).
Un produit dénombrable d’espaces métriques non vides est compact si et seulement si chacun de
ses facteurs est compact.

Note : ce résultat est encore valable pour un produit quelconque, c’est le théorème de Tykho-
nov 7.296.
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7.15.5 Équicontinuité
DEFooDHQDooFfIvsX

Définition 7.305 ([1, 244, 245]).
Soient un espace topologique X et un espace vectoriel topologique Y . Une famille H d’applications
X Ñ Y est équicontinue en a P X si pour tout voisinage V de 0 dans Y , il existe un voisinage
U de a dans X tel que

hpUq Ă hpaq ` V (7.341)

pour tout h P H.
Nous disons que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point.

LEMooMIHJooUhvPgM

Lemme 7.306 ([1]).
Soient un espace métrique X, un espace vectoriel normé Y ainsi qu’une famille H d’isométries
linéaires X Ñ Y . Alors H est équicontinue.

Démonstration. Nous suivons la définition 7.305 de l’équicontinuité. Soient a P X et un voisinage
V de 0 dans Y . Nous considérons r ą 0 tel que Bp0, rq Ă V , et nous posons U “ Bpa, rq.

Si x P U et h P H, nous avons

}hpxq ´ hpaq} “ }hpx´ aq} “ dpx, aq ă r, (7.342)

de telle sorte que hpxq P hpaq `Bp0, rq.
Donc H est équicontinue en a. Vu que a est arbitraire, H est équicontinue en tout point et

donc équicontinue sur X.
LEMooKEMRooYyqsBl

Lemme 7.307 ([245]).
Soit une famille de fonctions fi : X Ñ E indexée par un ensemble I où X est un espace topologique
et E un espace métrique. Cette famille est équicontinue 133 en x P X si pour tout ϵ ą 0, il existe
un voisinage V de x tel que

}fipxq ´ fipyq} ă ϵ (7.343)

pour tout i dès que y P V .

La proposition suivante permet de montrer que certaines fonctions définies par une limite sont
continues. Ce sera par exemple le cas de la fonction puissance, proposition 12.404.

PROPooICNNooAMjcut

Proposition 7.308 ([1, 245]).
Soit une suite équicontinue pfiq de fonctions qui converge simplement vers f , alors f est continue.

Démonstration. Soit une suite équicontinue fi : X Ñ E convergeant simplement vers f . Soit a P X.
Nous prouvons que f est continue en a. Pour cela nous considérons ϵ ą 0 et, conformément à
l’hypothèse équicontinuité un voisinage V de a tel que |fipaq ´ fipxq| ă ϵ pour tout x P V .

Nous avons la majoration

|fpxq ´ fpaq| ď |fpxq ´ fipxq| ` |fipxq ´ fipaq| ` |fipaq ´ fpaq|. (7.344a)

Plusieurs majorations.
— Vu que fi Ñ f , il existe N1 tel que |fpxq ´ fipxq| ă ϵ pour tout i ą N1.
— De plus, par définition de V , nous avons aussi |fipxq ´ fipaq| ď ϵ.
— Vu que fi Ñ f , il existe N2 tel que |fipaq ´ fpaq| ă ϵ pour tout i ą N2.

Donc en prenant x P V et i ą maxtN1, N2u nous avons

|fpxq ´ fpaq| ď 3ϵ. (7.345)

133. Définition 7.305.
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 7.309
Je n’ai pas du tout vérifié si le lemme 7.310 est correct. Sinon, il faudra trouver autre chose dans
la preuve de la proposition 21.89.

LEMooSXWKooAmqeic

Lemme 7.310 ([1]).
Si A est une partie fermée de R3, alors projR`pAq est fermé dans R.

7.15.6 Continuité uniforme
DEFooYIPXooQTscbG

Définition 7.311 ([246]).
Soient deux espaces métriques pE, dq et pE1, d1q. Une application f : E Ñ E1 est uniformément
continue si pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que dpx, yq ď δ implique d1`fpxq, fpyq˘ ď ϵ.

Dans l’uniforme continuité, le α qui fait fonctionner ϵ doit le faire fonctionner pour tous les
x, y P E. C’est la différence avec la continuité simple dans laquelle nous pouvons choisir, pour un
même ϵ, un δ différent en chaque point.

Nous parlons plus d’uniforme continuité dans la section 12.7.

7.16 Ensembles nulle part denses

Nous allons nous limiter au cas de R, mais je crois que ça se généralise sans trop de peine aux
espaces métriques, voire plus. Voir aussi la section 7.19 sur les espaces de Baire.

Définition 7.312.
Un ensemble est dit nulle part dense si il n’est dense dans aucun intervalle.

Un ensemble dans R est de première catégorie ou maigre si il est une union dénombrable
d’ensembles nulle part dense (c’est-à-dire d’ensembles denses sur aucun intervalle).

ThoQGalIO

Théorème 7.313 (Baire[247]).
Une réunion dénombrable d’ensembles nulle part denses est d’intérieur vide.

Démonstration. Soient a P S et ϵ ą 0. Nous allons trouver un élément dans Bpa, ϵq qui n’est pas
dans S. Nous commençons par choisir x1 P Bpa, ϵq et r1 ă ϵ

2 tel que

Bpx1, r1q XA1 “ H. (7.346)

Ensuite nous choisissons x2 P Bpx1, r1q et r2 ă ϵ{4 tel que Bpx2, r2q Ă Bpx1, r1q et Bpx2, r2qXA2 “
H. Notons que Bpx2, r2q XA1 “ H aussi, par construction.

Par récurrence nous construisons une suite d’éléments xn et de rayons rn ă ϵ{2n tels que
(1) Bpxn, rnq XAj “ H pour tout j ď n,
(2) Bpxn, rnq Ă Bpxn´1, rn´1q.

Cette suite étant de Cauchy (parce que contenue dans des intervalles emboîtés de rayon décroissant
vers zéro), elle converge 134 donc vers un point qui en particulier appartient à Bpa, ϵq. Mais la limite
n’est dans aucun des An et donc pas dans S.

7.17 Seminormes

Les principaux espaces topologiques construit avec des seminormes seront les espaces de fonc-
tions de la définition 30.15. Nous verrons également la topologie ˚-faible sur D 1pΩq en la défini-
tion 30.31.

134. Par la proposition 1.390
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7.17.1 Seminorme
DefPNXlwmi

Définition 7.314.
Si E est un espace vectoriel sur le corps K “ R,C, une seminorme sur E est une application
p : E Ñ R telle que ItemSHnimhDii

(1) ppλxq “ |λ|ppxq
ItemSHnimhDiii

(2) ppx` yq ď ppxq ` ppyq
pour tout x, y P E et pour tout λ P K.

Remarque 7.315.
Deux remarques.

(1) La seule différence avec une norme est qu’une seminorme peut s’annuler en des éléments
non-nuls de l’espace.

(2) Une seminorme prend ses valeurs dans R. En particulier pour que p soit une seminorme, il
faut que ppxq ă 8 pour tout x.

LEMooHTOAooGmRGZL

Lemme 7.316 ([248, 222]).
Soit une seminorme 135 p. Nous avons ITEMooFRCRooZBWTxH

(1) pp0q “ 0,
ITEMooHVWHooAVZsTf

(2) |ppxq ´ ppyq| ď ppx´ yq.
ITEMooXCHBooDoBvpL

(3) ppxq ě 0 pour tout x P X.
ITEMooQIGMooVNDakF

(4) kerppq est un sous-espace vectoriel.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) Pour la première affirmation, il suffit de poser λ “ 0 dans l’inégalité de définition

ppλxq “ |λ|ppxq.
(2) Pour (2) Nous avons d’une part ppx` hq ď ppxq ` pphq et d’autre part ppxq ď ppx` hq `

pp´hq “ ppx` hq ` pphq. En isolant ppx` hq ´ ppxq dans chacune ce des deux inégalités,

´pphq ď ppx` hq ´ ppxq ď pphq (7.347)

ou encore
|ppx` hq ´ ppxq| ď pphq (7.348)

qui donne le résultat demandé en posant h “ y ´ x.
(3) Pour (3) Soit x P X. Nous appliquons le point (2) avec y “ 0, en nous souvenant que

pp0q “ 0 : |ppxq ´ pp0q| ď ppx´ 0q, c’est à dire 0 ď |ppxq| ď ppxq.
(4) Pour (4) Soient x, y P kerppq ainsi que α, β P K. En utilisant les points précédents,

0 ď ppαx` βyq ď |α|ppxq ` |β|ppyq “ 0. (7.349)

Vu que les inégalités commencent par 0 et finissent par zéro, ce sont toutes les égalités, et en
particulier ppαx` βyq “ 0.

DEFooNFOAooRAUuOk

Définition 7.317 ([249]).
Soit un espace vectoriel complexe X. Une application f : X Ñ C est dominée par la seminorme
p si pour tout x dans X nous avons |fpxq| ď ppxq.

Si M est un sous-espace vectoriel de X, nous disons qu’une application f : M Ñ R est dominée
par le dessus par la seminorme p si fpmq ď ppmq pour tout m PM .
135. Définition 7.314.
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LEMooKTSKooIteFGq

Lemme 7.318 ([249]).
Une application linéaire est dominée par une seminorme si et seulement si sa partie réelle est
dominée par le dessus 136.

Démonstration. Soit une application linéaire f : X Ñ C. Nous la décomposons en parties réelles
et imaginaires par

fpxq “ upxq ` ivpxq (7.350)

où u et v sont des application à valeurs réelles.
(1) ñ Nous supposons que |fpxq| ď ppxq pour tout x P X. Nous avons les majorations

upxq ď |upxq| ď |fpxq| ď ppxq. (7.351)

(2) ð Nous supposons que upxq ď ppxq, et nous devons prouver que |fpxq| ď ppxq. Nous notons
z “ fpxq. Si z “ 0 nous avons évidemment |z| ď ppxq. Nous supposons que z ‰ 0. Nous
avons 137

fp |z|
z
xq “ |z|

z
fpxq “ |z|. (7.352)

En particulier fp |z|
z xq est réel et est donc donné par u :

fp |z|
z
xq “ up |z|

z
xq. (7.353)

Nous avons alors le calcul

r “ fp |z|
z
xq “ up |z|

z
xq ď pp |z|

z
xq “ ˇ̌ |z|

z

ˇ̌
ppxq “ ppxq. (7.354)

7.17.2 Fonctionnelle de Minkowski
DEFooJQXHooGDaJtW

Définition 7.319 ([222]).
Soient un espace vectoriel X et une seminorme p sur X. Nous posons

Ůp “ tx P X tel que ppxq ă 1u (7.355a)
Up “ tx P X tel que ppxq ď 1u. (7.355b)

Notez qu’il n’y a aucune raison particulière de croie que Up serait la fermeture de Ůp parce que
pour l’instant nous n’avons aucune topologie sur X.

DEFooYQYBooRkAfjG

Définition 7.320 (Fonctionnelle de Minkowski[222]).
Soient un espace vectoriel X ainsi qu’une partie A Ă X. La fonctionnelle de Minkowski de A
est l’application

pA : X Ñ R

x ÞÑ inftλ ą 0 tel que x P λAu. (7.356)

Nous posons aussi pApxq “ 8 si l’ensemble est vide.
LEMooEIWEooPgoskd

Lemme 7.321 ([222]).
Soient un espace vectoriel X sur le corps K (R ou C) ainsi qu’une partie A Ă X qui est non vide,
absorbante 138 et absolument convexe 139. Alors
136. Définition 7.317.
137. Notez que si on écrit z en coordonnées polaires z “ reiθ, le nombre z{|z| est eiθ. Passez par les polaires pour

simplifier les notations si cela vous chante, mais remarquez que le théorème 18.62 n’arrive que dans longtemps.
138. Définition 7.180.
139. Définition 7.181.
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(1) La fonctionnelle de Minkowski pA est une seminorme.
(2) Nous avons 140

ŮpA Ă A Ă UpA . (7.357)

Note : le lemme 7.322 donnera la même inclusion en mieux parce qu’il n’y aura pas besoin de
l’absolue convexité.

Démonstration. En plusieurs parties.

C’est une seminorme.

(1) pApxq ă 8 pour tout x Nous avons supposé que A est absorbant. Soit x P X. Il existe
ρ ą 0 tel que λx P A pour tout |λ| ă ρ. En particulier ρx P A, et donc x P 1

ρA. L’ensemble
tλ ą 0 tel que x P λAu est donc non vide parce qu’il contient 1{ρ. Nous en déduisons que
pApxq ď 1{ρ ă 8.

(2) pAp0q “ 0 Le lemme 7.182 nous dit que 0 P A, de telle sorte que 0 P λA pour tout λ ą 0.
Donc

pAp0q “ inftλ ą 0 tel que 0 P λAu “ 0. (7.358)

(3) Condition pour ξx P λA SPITEMooGDCDooMBDsPBSoit x P X. Nous prouvons que ξx P λA si et seulement si
x P λ

|ξ|A. En utilisant le lemme 7.184, nous avons

λA “ λ

|ξ| |ξ|A “
λ

|ξ|ξA. (7.359)

Donc ξx P λA si et seulement si ξx P λ
|ξ|ξA si et seulement si x P λ

|ξ|A.
(4) pApξxq “ |ξ|pApxq Soient x P X et ξ P K avec ξ ‰ 0. Nous avons

pApξxq “ inftλ ą 0 tel que ξx P λAu (7.360a)

“ inftλ ą 0 tel que x P λ

|ξ|Au par (3) (7.360b)

“ inft|ξ| λ|ξ| ą 0 tel que xß λ|x|Au (7.360c)

“ |ξ| inft λ|ξ| ą 0 tel que x P λ

|ξ|Au (7.360d)

“ |ξ| inftµ ą 0 tel que x P µAu cf. justif. (7.360e)SUBEQooIHJHooWkXRtASUBEQooIHJHooWkXRtA

“ |ξ|pApxq. (7.360f)

Pour (7.360e). Si λ prend toutes les valeurs strictement positives, alors λ{|ξ| aussi.
(5) pApx` yq ď pApxq ` pApyq Soit ϵ ą 0. Nous notons SApxq “ tλ ą 0 tel que x P λAu.

Vu que pApxq et pApyq sont définis comme des infimums, il existe λ, µ ą 0 tels que

λ ď pApxq ` ϵ (7.361a)
µ ď pApyq ` ϵ (7.361b)

avec x P λA et y P µA.
Vu que A est convexe, et vu que

λ

λ` µ `
µ

λ` µ “ 1, (7.362)

pour tout z, z1 P A nous avons

λ

λ` µz `
µ

λ` µz
1 P A, (7.363)

140. Avec les notations de 7.319.
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ou encore : λz`µz1 P pλ`µqA. En particulier pour z et z1 choisis tels que λz “ x et µz1 “ y
nous avons x` y P pλ` µqA. Nous avons alors

pApx` yq “ inftδ ą 0 tel que x` y P δAu ď λ` µ ď pApxq ` pApyq ` 2ϵ. (7.364)

Étant donné que ϵ est arbitraire, nous avons prouvé que pApx` yq ď pApxq ` pApyq.
(6) pA est une seminorme Nous avons prouvé toutes les conditions de la définition 7.314.

ŮpA Ă A Ă UpA

(1) Première inclusion Soit x P ŮpA , c’est à dire pApxq ă 1, ou encore

inftλ ą 0 tel que x P λAu ă 1. (7.365)

Donc il existe λ P r0, 1r tel que x P λA. Vu que A est équilibré (ça fait partie d’être absolument
convexe) et que λ ă 1, nous avons λA Ă A. Bref,

x P λA Ă A. (7.366)

Cela prouver que x P A.
(2) Seconde inclusion Soit x P A. Nous avons 1 P tλ ą 0 tel que x P λAu, et donc

pApxq “ inftλ ą 0 tel que x P λAu ď 1, (7.367)

ce qui signifie que x P UpA .

LEMooFUXVooJumScW

Lemme 7.322 ([250]).
Soit un espace vectoriel topologique X ainsi qu’une partie convexe et absorbante A. Alors

tx P X tel que pApxq ă 1u Ă A Ă tx P X tel que pApxq ď 1u. (7.368)

Démonstration. Nous prouvons les deux inclusions séparément.
(1) Première inclusion Soit x P X vérifiant pApxq ă 1. Nous avons

inftλ ą 0 tel que x P λAu ă 1. (7.369)

Soit λ P s0, 1r tel que x P λA. En particulier x{λ P A. Étant donné que A est convexe et que
0 P A (toute partie absorbante contient 0), le segment joignant 0 à x{λ est contenu dans A.
En particulier, nous avons

x “ λ

ˆ
1
λ
x

˙
` p1´ λq0 P A (7.370)

(2) Seconde inclusion Soit x P A. Nous avons évidemment

1 P tλ ą 0 tel que x P λAu. (7.371)

Donc pApxq “ inftλ ą 0 tel que x P λAu ď 1.

LEMooFWCIooVwGutp

Lemme 7.323 ([222]).
Soit une seminorme q sur l’espace vectoriel X. Alors

(1) Ůq est absorbant.
(2) Ůq est absolument convexe.
(3) q “ pŮq

.

Démonstration. En plusieurs points.
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(1) Ůq est absorbant Soit x P X. Nous devons montrer l’existence de ρx ą 0 tel que pour
tout |λ| ă ρx, nous ayons λx P Ůq.
Si qpxq “ 0, alors qpλxq “ |λ|qpxq “ 0 ă 1 et donc n’importe quel ρx ą 0 fait l’affaire.
Si qpxq ą 0, alors il suffit de prendre ρx P s0, 1{qpxqr. En effet si |λ| ă ρx, nous avons

qpλxq “ |λ|qpxq ď 1
qpxqqpxq “ 1, (7.372)

et donc λx P Ůq.
(2) Ůq est équilibré Soient |α| ď 1, et x P Ůq. Nous avons

qpαxq “ |α|qpxq ď qpxq ă 1. (7.373)

Donc αx P Ůq.
(3) Ůq est convexe Soient x, y P Ůq ainsi que t P r0, 1s. Nous avons

q
`
tx` p1´ tqy˘ ď qptxq ` q`p1´ tqy˘ (7.374a)

“ |t|qpxq ` |1´ t|qpyq (7.374b)
ď |t| ` |1´ t| (7.374c)
“ t` p1´ tq (7.374d)
“ 1. (7.374e)

Donc tx` p1´ tqy P Ůq.
(4) q “ pŮq

Soit x P X. Nous avons

pŮq
pxq “ inftλ ą 0 tel que x P λŮqu “ inftλ ą 0 tel que qpxq ă λu “ qpxq. (7.375)

LEMooQSAJooCgPNnD

Lemme 7.324 ([251]).
Soit un espace vectoriel X, ainsi qu’une seminorme p sur X. Nous posons 141

Bpp0, 1q “ tx P X tel que ppxq ă 1u
B̄pp0, 1q “ tx P X tel que ppxq ď 1u. (7.376)

Alors pour tout ϵ ą 0 nous avons

ϵBpp0, 1q “ tx P X tel que ppxq ă ϵu
ϵB̄pp0, 1q “ tx P X tel que ppxq ď ϵu. (7.377)

PROPooDDURooJHfHLw

Proposition 7.325 ([251, 252]).
Soit un espace vectoriel topologique X, ainsi qu’une seminorme p. Les faits suivants sont équiva-
lents. ITEMooCAOXooGNBeSB

(1) p est continue.
ITEMooWWUSooEPkoWU

(2) p est continue en 0.
ITEMooPKFLooTRlKwo

(3) Bpp0, 1q est un voisinage de 0.
ITEMooRTFZooUXUVnA

(4) B̄pp0, 1q est un voisinage de 0.

Démonstration. Nous prouvons les implications dans l’ordre cyclique (1) ñ (3) ñ (4) ñ (2) ñ
(1). Courage, c’est parti.

141. Nous ne supposons pas de compatibilité particulière entre la topologie de X et p. Donc à priori B̄pp0, 1q n’est
pas la fermeture de Bpp0, 1q. Si ça avait été le cas, nous aurions écrit Bpp0, 1q.



7.18. TOPOLOGIE DES SEMINORMES 625

(1) (1) ñ (3) Nous avons

Bpp0, 1q “ tx P X tel que ppxq ă 1u “ p´1`s´8, 1r˘. (7.378)

Vu que p est continue et que s´8, 1r est ouvert, la partie Bpp0, 1q est un ouvert contenant 0.
(2) (3) ñ (4) La partie B̄pp0, 1q contient Bpp0, 1q qui est un ouvert contenant 0.
(3) (4) ñ (2) Nous vérifions la condition de la définition 7.33(1). D’abord pp0q “ 0. Nous

considérons donc un ouvert W de R contenant 0, et nous allons chercher un voisinage V de
0 dans X tel que ppV q ĂW .
Soit r ą 0 tel que Bp0, rq Ă W . Par hypothèse B̄pp0, 1q est un voisinage de 0. Comme la
topologie de X est vectorielle, la partie ϵB̄pp0, 1q est également un voisinage de 0 pour tout
ϵ ą 0. Montrons que

p
´r

2B̄pp0, 1q
¯
Ă Bp0, rq ĂW. (7.379)

Soit x P r
2B̄pp0, 1q. Nous avons ppxq ď r{2 par le lemme 7.324, et donc ppxq P Bp0, rq ĂW .

Bref, en posant V “ r
2B̄pp0, 1q, nous avons bien ppV q ĂW .

(4) (2) ñ (1) Nous supposons que p est continue en 0 P X et nous devons prouver qu’elle est
continue en a P X. Soient x P X, et r ą 0. Pour prouver la continuité de p en x (définition
7.33(1)), nous devons prouver l’existence d’un voisinage V de x tel que fpV q Ă B

`
ppxq, r˘.

Pour ϵ ą 0 nous posons
Uϵ “ p´1`Bp0, ϵq˘. (7.380)

Cette partie est ouverte parce que p est continue en 0 et que pp0q “ 0. Nous allons prouver
que si ϵ est assez petit, alors ppx` Eϵq Ă B

`
ppxq, r˘.

Soit z P Uϵ. Nous avons

|ppxq ´ ppx` zq| ď p
`
x´ px` yq˘ lem.7.316 (7.381a)

“ pp´zq (7.381b)
“ ppzq (7.381c)
Ă Bp0, ϵq. (7.381d)

Donc ppx`zq P B`ppxq, ϵ˘ et nous avons montré que ppx`Uϵq Ă B
`
ppxq, ϵ˘. Donc en prenant

ϵ ď r, c’est bon.

7.18 Topologie des seminormes

Soit ppiqiPI une famille de seminormes sur E. Il existe plusieurs façons de construire une topo-
logie sur E à partir des seminormes.

7.18.1 Topologie initiale des seminormes

La première topologie qui nous tombe sous la main est celle de la topologie initiale 142 des pi.
PROPooVUYTooJXkRYW

Proposition 7.326 ([1, 253]).
Soient un espace vectoriel X et une seminorme p : X Ñ R. Soit x0 P X. En posant

Bϵ “ tx P X tel que |ppxq ´ ppx0q| ă ϵu, (7.382)

l’ensemble B “ tBϵuϵą0 est une base de voisinages de x0 pour la topologie initiale de p.

142. La topologie minimale rendant les pi continue, définition 7.41.
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Démonstration. Nous nommons τ la topologie initiale de p sur X. Posons y0 “ ppx0q. Une base de
voisinages de y0 (dans R) est tBpy0, ϵquϵą0. Donc la proposition 7.43 dit qu’une base de voisinages
de x0 dans X est donnée par

tp´1
´
B
`
ppx0q, ϵ

˘¯uϵą0. (7.383)

Or nous avons

p´1
´
B
`
ppx0q, ϵ

˘¯ “ tx P X tel que ppxq P B`ppx0q, ϵ
˘u (7.384a)

“ tx P X tel que |ppxq ´ ppx0q| ă ϵu. (7.384b)

La topologie initiale des seminormes n’est pas une bonne idée, parce qu’elle ne donne en général
pas lieu à une structure d’espace vectoriel topologique 143.

Exemple 7.327 ([253]).
Nous considérons R avec la seminorme

p : RÑ R

x ÞÑ |x|. (7.385)

Nous considérons sur R la topologie initiale de cette seminorme. En vertu de la proposition 7.326,
une base de topologie en x0 P R est donnée par les parties

Bϵpx0q “ tx P R tel que
ˇ̌|x| ´ |x0|

ˇ̌ ă ϵu. (7.386)

Considérons la suite constante xk “ 1. Le nombre 1 est évidemment une limite de pxkq. Mais
en y regardant bien, le nombre ´1 est également une limite. En effet une base de voisinages autour
de ´1 est donnée par

Bϵp´1q “ tx P R tel que
ˇ̌|x| ´ 1

ˇ̌ ă ϵu. (7.387)
Et donc 1 P Bϵp´1q pour tout ϵ.

Si R muni de cette topologie était un espace vectoriel topologique, la proposition 7.166 dirait
que ´1` 1 “ 0 serait une limite de pxk ` xkq. La suite pxk ` xkq est la suite constante égale à 2.
Or un voisinage typique autour de 0 est

Bϵp0q “ tx P R1|x| ă ϵu. (7.388)

Autant dire que la suite pxk ` xkq “ 2 n’y rentre pas souvent. △

7.18.2 Topologie avec des boules
DEFooROXMooCpmTwa

Définition 7.328.
Soit un espace vectoriel E sur lequel nous avons des seminormes tpiuiPI . Pour chaque i P I nous
posons

Bipx, rq “ ty P E tel que pipy ´ xq ă ru. (7.389)
Si J est une partie finie de I, nous considérons les parties

BJpx, rq “ ty P E tel que pjpy ´ xq ă r @j P Ju. (7.390)
LEMooCNRNooWCejjZ

Lemme 7.329.
Soit un espace vectoriel E sur lequel nous avons des seminormes tpiuiPI . Pour chaque a P E, nous
considérons la translation

ta : E Ñ E

x ÞÑ x` a. (7.391)

Pour toute partie finie J Ă I nous avons

ta
`
BJpx, rq

˘ “ BJpx` a, rq (7.392)
143. Espace vectoriel topologique, définition 7.164.
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Démonstration. D’une part si y P BJpx`a, rq, nous avons pjpy´x´aq ă r pour tout j P J . Dans
ce cas, y ´ a P Bjpx, rq, et nous avons donc bien y “ tapy ´ aq P ta

`
BJpx, rq

˘
.

Pour l’inclusion dans l’autre sens, c’est le même raisonnement.
DEFooZTKAooWYUyDa

Proposition-Définition 7.330 (Topologie et seminormes[254, 255, 222]).
Soient des seminormes tpiuiPI sur l’espace vectoriel E. Nous posons 144

τB “ tO Ă E tel que @x P O, DJ, r tel que BJpx, rq Ă Ou Y tHu. (7.393)EQooNHMNooGJSeOrEQooNHMNooGJSeOr

Dans cette formule, les J sont des parties finies de I.
Pour chaque i P I et x P E nous posons

pi,x : E Ñ R

y ÞÑ pipy ´ xq. (7.394)

Alors ITEMooQPVRooKyOBPi

(1) Les parties τB forment une topologie sur E. ITEMooQIYWooAmPCdI

(2) Les applications pi : E Ñ R sont continues pour pE, τBq. ITEMooYGNWooYhBzSa

(3) Les applications pi,x : E Ñ R sont continues pour τB.
ITEMooMUUZooBKBhsH

(4) Si τ est une topologie sur E dans laquelle tous les pi,x sont continus, alors τB Ă τ .
ITEMooEGVFooNqDkdN

(5) L’espace topologique pE, τBq est un espace vectoriel topologique localement convexe 145.
Cette topologie est la topologie des seminormes sur E.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) Vérifier les trois conditions de la définition 7.1. D’abord E et H sont dans τB.

Ensuite si tOsusPT sont des éléments de τB, nous considérons x P ŤsPT Os, et nous montrons
que x est contenu dans une boule contenue dans

Ť
sPT Os. Nous considérons s P T tel que

x P Os. Vu que Os P τB, il existe J, r tels que

x P BJpx, rq Ă Os Ă
ď

sPT
Os. (7.395)

Enfin pour l’intersection finie, l’intersection BJpx, rqXBJ 1px, r1q contient la boule BJYJ 1px, δq
avec δ “ mintr, r1u.

(2) Pour (2) Pour montrer que pi est continue, nous montrons que l’image inverse d’un ouvert
est ouverte. Soit a P R ainsi que r ą 0. Nous considérons l’ouvert Bpa, rq et nous montrons
que p´1

i

`
Bpa, rq˘ P τB. Soit x P p´1

i

`
Bpa, rq˘. Nous allons montrer que si δ est assez petit,

alors Bipx, δq Ă p´1
i

`
Bpa, rq˘.

Soit y P Bipx, δq. Par définition nous avons pipy ´ xq ă δ, et par le lemme 7.316,

|pipyq ´ pipxq| ď pipx´ yq ă δ. (7.396)

D’autre part, vu que x P p´1
i

`
Bpa, rq˘, nous avons |pipxq ´ a| ă r. Nous considérons s ą 0

tel que |pipxq ´ a| ă r ´ s. Avec tout ça,

|pipyq ´ a| ď |pipyq ´ pipxq| ` |pipxq ´ a| (7.397a)
ă δ ` r ´ s (7.397b)
ă r (7.397c)

dès que nous choisissons δ ă s.
Nous avons donc montré que pipyq P Bpa, rq, et donc que pi

`
x, δ

˘ Ă Bpa, rq. Donc pi est
continue.

144. Nous ajoutons explicitement l’ensemble vide parce que nous n’avons pas envie de vérifier des propriétés du
genre @x P H, blah blah. . .Mais bon. En principe c’est pas obligatoire parce que l’ensemble vide est obtenu avec
r “ 0.
145. Définition 7.191.
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(3) Les translations sont continues Nous considérons les translations ta : E Ñ E données
par tapxq “ x`a. Soit un ouvert O dans E. Nous prouvons que t´1

a pOq “ t´apOq est ouvert.
Pour cela nous considérons un élément x P t´apOq et nous prouvons qu’il existe une boule
autour de x contenue dans t´apOq. Soit y P O tel que x “ y ´ a ; vu que O est ouvert, il
existe r, J tels que BJpy, rq Ă O. Nous avons alors

t´a
`
BJpy, rq

˘ Ă t´apOq, (7.398)

et donc
BJpy ´ a, rq “ t´a

`
BJpy, rq

˘ Ă t´apOq. (7.399)

(4) Pour (3) Nous avons pi,x “ pi ˝ t´x. Nous avons déjà prouvé que pi et t´x sont continues.
(5) Pour (4) Soit une topologie τ telle que toutes les applications pi,a sont continues. Nous

avons

Bipa, rq “ ty P E tel que pipy ´ aq ă ru “ ty P E tel que pi,apyq ă ru “ p´1
i,a

`
Bp0, rq˘.

(7.400)
Étant donné que Bp0, rq est ouverte et que pi,a est continue, la partie p´1

i,a

`
Bp0, rq˘ est ouverte.

Donc τ contient toutes les boules de la forme Bipa, rq.
Vu que τ est une topologie, elle contient toutes les intersections finies d’ouvert. En particulier
si J est une partie finie de I, τ doit contenir toutes les boules de la forme BJpa, rq.

(6) Pour (5) Le point (5), ce sont les points suivants.
(7) L’addition est continue Nous prouvons que l’application

a : E ˆ E Ñ E

px, yq ÞÑ x` y (7.401)

est continue pour la topologie τB. Soit O P τB ; nous devons prouver que la partie

a´1pOq “ tpx, yq P E ˆ E tel que x` y P Ou (7.402)

est ouvert dans E ˆ E (topologie produit). Soit px0, y0q P a´1pOq. Vu que x0 ` y0 P O, il
existe un r et un i P I tels que Bipx0 ` y0, rq Ă O.
Nous prouvons que si ϵ est assez petit,

Bipx0, ϵq ˆBipy0, ϵq Ă a´1
´
Bipx0, y0, rq

¯
Ă a´1pOq. (7.403)

Nous avons

pi
`px` yq ´ px0 ` y0q

˘ “ pi
`px´ x0q ` py ´ y0q

˘
(7.404a)

ď pipx´ x0q ` pipy ´ y0q def. 7.314(2) (7.404b)
ď 2ϵ. (7.404c)

En prenant ϵ ă r{2 nous avons donc apx, yq P Bi
`
x0 ` y0, r

˘ Ă O.
(8) La multiplication est continue Nous considérons la multiplication

m : Kˆ E Ñ E

pλ, xq ÞÑ λx,
(7.405)

et nous montrons que c’est une application continue. Soit un ouvert O Ă E, nous considérons
pλ0, x0q P m´1pOq, et nous allons prouver que K ˆ E contient un ouvert contenant pλ0, x0q
et contenu dans m´1pOq.
Il existe r ą 0 et i P I tels que Bipλ0x0, rq Ă O. Nous allons trouver une valeur de ϵ ą 0 telle
que l’ouvert Bpλ0, ϵq ˆBipx0, ϵq vérifie

pλ0, x0q P Bpλ0, ϵq ˆBipx0, ϵq Ă m´1`Bipλ0x0, rq
˘ Ă m´1pOq. (7.406)
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Soit pλ, xq P Bpλ0, ϵq ˆBipx0, ϵq. Nous avons |λ| ă |λ0| ` ϵ et le calcul suivant :

pipλx´ λ0x0q “ pipλx´ λx0 ` λx0 ´ λ0x0q (7.407a)
“ pi

`
λpx´ x0q ` pλ´ λ0qx0

˘
(7.407b)

ď |λ|pipx´ x0q ` |λ´ λ0|pipx0q (7.407c)
ď `|λ0| ` ϵ

˘
pipx´ x0qloooomoooon

ăϵ
` |λ´ λ0|looomooon

ăϵ
pipx0q (7.407d)

ă ϵ
`|λ0| ` ϵ

˘` ϵpipx0q (7.407e)
“ ϵ2 ` ϵ`|λ0| ` pipx0q

˘
. (7.407f)

Il n’y a pas de problèmes pour trouver un ϵ ą 0 pour que le tout soit plus petit que r.
(9) Espace vectoriel topologique Nous avons prouvé que pE, τBq était un espace vectoriel

topologique.
(10) Localement convexe en 0 Nous montrons que Bip0, rq est convexe. Soient x, y P Bip0, rq

ainsi que t P r0, 1s. Nous avons

pi
`
tx` p1´ tqy˘ ď |t|pipxq ` |1´ t|pipyq (7.408a)

ď tr ` p1´ tqr (7.408b)
“ r. (7.408c)

Donc tx` p1´ tqy P Bip0, rq.
(11) Localement convexe Soit a P E, et montrons que Bipa, rq est convexe. Si ta est la trans-

lation de vecteur a nous avons Bipa, rq “ ta
`
Bip0, rq

˘
. Soient x, y P Bipa, rq. Nous avons

x´ a, y ´ a P Bip0, rq, et vu que la boule Bip0, rq est convexe,

tpx´ aq ` p1´ tqpy ´ aq P Bip0, rq. (7.409)

Un tout petit peu de calcul :

tpx´ aq ` p1´ tqpy ´ aq “ tx` p1´ tqy ´ ta´ p1´ tqa (7.410a)
“ tx` p1´ tqy ´ a. (7.410b)

Cela prouve que tx ` p1 ´ tqy ´ a P Bip0, rq, et donc que tx ` p1 ´ tqy P Bipa, rq, ce qu’iol
fallait.

PROPooNAFAooShzixo

Proposition 7.331 ([222, 1]).
Soit un espace vectoriel X ainsi qu’un ensemble de seminormes tpiuiPI . Il existe une unique topo-
logie τ sur X telle que

(1) pX, τq est un espace vectoriel topologique localement convexe.
(2) Une base de topologie de τ en 0 est donnée par

B0 “ tBJp0, ϵq tel que J est fini dans I, ϵ ą 0u. (7.411)

Cette topologie est la topologie τB donnée en (7.393).

Démonstration. En ce qui concerne l’existence, la topologie τB donnée dans la proposition 7.330
fait l’affaire. Nous démontrons l’unicité. Soit une topologie τ sur X vérifiant les conditions. Nous
allons prouver que τ “ τB.

En deux inclusions.
(1) τB Ă τ La topologie τB a une base formée de parties de la forme BJpx, rq. Nous montrons

que ces parties sont dans τ . En utilisant le lemme 7.329 et la proposition 7.166, nous avons

BJpx, rq “ BJp0, rq ` x Ă B0 ` x Ă τ. (7.412)

Vu que τ contient une base de la topologie τB, nous avons τB Ă τ .
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(2) τ Ă τB Les BJp0, rq qui forment une base de topologie de τ en 0 sont des éléments de τB.
Les BJpx, rq “ BJp0, rq ` x forment une base de topologie de τ en x, et font aussi partie de
τB.

PropQPzGKVk

Proposition 7.332.
Soit un ensemble E muni de la topologie des seminormes tpiuiPI . Une suite pxnq dans E converge
vers x si et seulement si pour tout i P I,

pipx´ xnq Ñ 0. (7.413)

Démonstration. Si la suite pxnq converge 146 vers x, alors pour tout ouvert O autour de x, il existe
un N tel que si n ě N , alors xn P O. En particulier pour tout j et pour tout ϵ ą 0, il doit exister
un n ě Nj tel que xn P Bjpx, ϵq.

Voyons l’implication inverse. Soit ϵ ą 0. Pour tout i P I, il existe un Ni tel que n ě Ni implique
pipx ´ xnq ď ϵ. Si O est un ouvert, il doit contenir une boule du type BJpx, rq pour un certain
ensemble fini J Ă I.

En prenant N “ maxtNj tel que j P Ju, nous avons pjpx ´ xnq ď ϵ pour tout j et donc
xn P BJpx, rq.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 7.333
Je n’ai pas vérifié si la proposition 7.334 est correcte. D’ailleurs je même pas trouvé l’énoncé ; et
j’avoue n’avoir pas trop cherché.

La preuve serait sans doute similaire à ce qu’on a pour le lemme 7.220.
PROPooNWFZooEFZbNW

Proposition 7.334 ([1]).
Soient des espaces vectoriels munis de seminormes

`
E, tpiuiPI

˘
et

`
F, tqjujPJ

˘
. Nous posons

rij : E ˆ F Ñ R

px, yq ÞÑ max
␣
pipxq, qjpyq

(
.

(7.414)EQooTFVXooORZrFVEQooTFVXooORZrFV

Alors :
(1) Les rij sont des seminormes.
(2) La topologie induite sur E ˆ F par ces seminormes est la topologie produit.

PROPooGXGQooLRTwvH

Proposition 7.335 ([256, 1]).
Un espace vectoriel muni de seminormes sur un corps valué est un espace vectoriel topologique 147.

Démonstration. Soit un espace vectoriel E muni des seminormes tpiuiPI . Sa topologie est donnée
par la définition 7.330. Sur le corps K, nous avons la topologie métrique 7.176.

(1) Somme
Nous commençons par prouver que

f : E ˆ E Ñ E

px, yq ÞÑ x` y (7.415)

est continue. Soit un ouvert O de E ; nous allons prouver que f´1pOq est ouvert en prouvant
qu’il contient une boule ouverte autour de chacun de ses points (théorème 7.8). Notez que
f´1pOq Ă E ˆ E ; la topologie sur cet ensemble est celle est seminormes rij données en
(7.414). Nous allons en particulier utiliser la seminorme qi “ rii donnée par

qi : E ˆ E Ñ R

px, yq ÞÑ max
␣
pipxq, pipyq

(
.

(7.416)EQooPDRPooZMDeoYEQooPDRPooZMDeoY

146. Définition 7.13.
147. Définition 7.164.
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Soit pa, bq P f´1pOq. Vu que a ` b P O et que O est ouvert, la partie O contient une boule
ouverte autour de a` b (définition 7.330). Soit i P I et r ą 0 tels que

Bipa` b, rq Ă O. (7.417)

Nous allons prouver qu’il existe un s ą 0 tel que Bi
`pa, bq, s˘ Ă f´1pOq, et plus précisément

que
f
´
Bi

`pa, bq, s˘
¯
Ă Bipa` b, rq. (7.418)

À gauche, Bi est la boule dans E ˆ E pour la seminorme (7.416). Soit px, yq P Bi
`pa, bq, s˘,

c’est-à-dire
qi
`pa, bq ´ px, yq˘ ď s. (7.419)EQooKACCooWVoZAuEQooKACCooWVoZAu

Pour savoir si fpx, yq P Bipa` b, rq, nous posons x “ a` h et y “ b` k et nous calculons

pi
`
fpx, yq ´ pa` bq˘ “ pipx` y ´ a´ bq (7.420a)

“ piph` kq (7.420b)
ď piphq ` pipkq (7.420c)
ď 2 maxtpiphq, pipkqu (7.420d)
“ 2qiph, kq (7.420e)
ď 2s par (7.419). (7.420f)

En posant s “ r{2, nous avons bien fpx, yq P O, et donc f´1pOq est un ouvert ; f est alors
continue.

(2) Produit Nous nommons K le corps de l’espace vectoriel E. Nous devons voir que l’appli-
cation

f : Kˆ E Ñ E

pλ, xq ÞÑ λx
(7.421)

est continue.
La topologie sur K est sa topologie métrique, c’est-à-dire la topologie de son unique semi-
norme λ ÞÑ |λ|. La topologie sur Kˆ E est donc celle des seminormes

qi : Kˆ E Ñ R

pλ, xq ÞÑ maxt|λ|, pipxqu. (7.422)EQooFSBEooWDsHotEQooFSBEooWDsHot

Nous pouvons donc reprendre le même cheminement que celui que nous avons pris pour la
somme. Soit un ouvert O dans E ; nous considérons pλ, aq P f´1pOq. Vu que fpλ, aq P O, et
que O est ouvert pour la topologie des tpiuiPI , il existe i P I et r ą 0 tel que Bi

`
fpλ, aq, r˘ Ă

O.
Nous allons prouver qu’il existe s ą 0 tel que

f
´
Bi

`pλ, aq, s˘
¯
Ă Bipλa, rq. (7.423)

Ici encore, à gauche Bi est la boule pour la seminorme qi donnée en (7.422). Soit pµ, xq P
Bi

`pλ, aq, s˘, c’est-à-dire

qi
`pµ, xq ´ pλ, aq˘ “ maxt|λ´ µ|, pipa´ xqu ă s. (7.424)

En particulier nous avons les deux inégalités
" |λ´ µ| ă s, (7.425a)
pipa´ xq ă s. (7.425b)
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Nous avons le calcul suivant : SUBEQSooHWMSooBJsRgy

pi
`
fpµ, xq, λa˘ “ pipµx´ λaq (7.426a)

“ pipµx´ λx` λx´ λaq (7.426b)
ď pi

`pµ´ λqx˘` |λ|pipx´ aq (7.426c)
“ |µ´ λ|pipxq ` |λ|pipx´ aq (7.426d)
ď spipxq ` |λ|s. (7.426e)

C’est le moment de chercher une majoration pour pipxq :

pipxq “ pi
`
a` px´ aq˘ ď pipaq ` pipx´ aq ď pipaq ` s. (7.427)

Nous pouvons continuer la majoration (7.426) tout en ne nous posant pas de questions sur
le sens de l’inégalité parce que nous cherchons s ą 0 :

pi
`
fpµ, xq, λa˘ ď spipxq ` |λ|s (7.428a)

ď s
`
pipaq ` s

˘` |λ|s (7.428b)
“ s2 ` `|λ| ` pipaq

˘
s. (7.428c)

Nous devons prouver l’existence d’un s ą 0 tel que s2 ` `|λ| ` pipaq
˘
s ă r ; autrement dit

nous devons résoudre l’inéquation

s2 ` `|λ| ` pipaq
˘
s´ r ă 0. (7.429)

Nous sommes en présence d’un polynôme du second degré en s qui vaut ´r ă 0 en s “ 0. Par
continuité, il existe un voisinage de s “ 0 dans R sur lequel le polynôme reste strictement
négatif. Il suffit de prendre un s positif dans ce voisinage.

La proposition suivante est pratiquement une copie de la proposition 7.286.
PropNGjQnqF

Proposition 7.336.
Soit f : RÑ pE, piqiPI une application. Nous avons équivalence entre

ItemHNxGMpCi

(1) la fonction f est continue en t0 P R,
ItemHNxGMpCii

(2) si W est un voisinage ouvert de fpt0q il existe un voisinage ouvert V de t0 (dans R) tel que
fpV q ĂW ,

ItemHNxGMpCiii

(3) pour tout i P I et ϵ ą 0 il existe δ ą 0 tel que

f
`
Bpt0, δq

˘ Ă Bi
`
fpt0q, ϵ

˘
. (7.430)

Démonstration. L’équivalence (1) ô (2) est la définition 7.33.
Prouvons (2) ñ (3). Soient i P I et ϵ ą 0. Considérons la boule Bi

`
fpt0q, ϵ

˘
, qui est un ouvert

de E contenant fpt0q. Il existe donc un ouvert V autour de t0 tel que fpV q Ă Bi
`
fpt0q, ϵ

˘
. En

particulier V contient une boule Bpt0, δq et nous avons

f
`
Bpt0, δq

˘ Ă fpV q Ă Bi
`
fpt0q, ϵ

˘
. (7.431)

Prouvons (3) ñ (2). Soit W un ouvert autour de fpt0q. Il existe un i P I et ϵ ą 0 tel que
Bi

`
fpt0q, ϵ

˘ ĂW . Nous avons alors un δ ą 0 tel que

f
`
Bpt0, δq

˘ Ă Bi
`
fpt0q, ϵ

˘ ĂW. (7.432)
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Lorsqu’on a un espace E muni d’une quantité dénombrable de seminormes tpkukPI nous défi-
nissons l’écart 148

dpx, yq “ sup
kě1

min
␣1
k
, pkpx´ yq

(
. (7.433)EqAAghiUREqAAghiUR

Notons que cet écart est invariant par translation au sens où pour tout x, y, h dans E nous avons

dpx` h, y ` hq “ sup
kě1

min
␣1
k
, pkpx´ yq

( “ dpx, yq. (7.434)

7.18.3 Seminorme et métrisable

Définition 7.337 ([222]).
Soit un espace vectoriel topologique X. Une famille tpiuiPI de seminormes est séparante si pour
tout x P Xzt0u, il existe i P I tel que pipxq ‰ 0.

PROPooMJEQooHtIyeX

Proposition 7.338.
Si X est un espace topologique dont la topologie est donnée par une famille dénombrable et séparante
de seminormes 149, alors il est métrisable 150.

Démonstration. Nous utilisons le théorème 7.270. Nous considérons les seminormes tpiuiPI où I
est dénombrable.

(1) Base dénombrable Vu que I est dénombrable, l’ensemble des parties finies de I est dé-
nombrable 151. Pour a P X, l’ensemble des boules de la forme BJpa, 1{nq avec n P N et J fini
dans I est donc dénombrable et forme une base de topologie en a.

(2) Singleton fermé Prouvons que t0u est fermé. Pour cela nous prouvons que le complémen-
taire est ouvert. Soit a ‰ 0. Vu que tpiuiPI est séparante, il existe i P I tel que pipaq ‰ 0.
L’application pi est continue par 7.330(2). Donc pour tout ϵ ą 0, la partie p´1

i

´
B
`
pipaq, ϵ

˘¯

est un ouvert contenant a.
En prenant 0 ă ϵ ă pipaq et en tenant compte du fait que pip0q “ 0,

|pip0q ´ pipaq| “ |pipaq| ą ϵ, (7.435)

et donc pip0q R B
`
pipaq, ϵ

˘
ou encore

0 R p´1
i

´
B
`
pipaq, ϵ

˘¯
. (7.436)

Bref, l’ouvert p´1
i

´
B
`
pipaq, ϵ

˘¯
contient a mais pas 0.

7.18.4 Boules et topologie
PropLOwUvCO

Proposition 7.339 ([248]).
La topologie donnée par les boules

Bkpa, rq “ tx P E tel que @ k ď 1
r
, pkpx´ aq ă ru (7.437)EqGHfYIlQEqGHfYIlQ

est la même que celle « usuelle » donnée par les seminormes. En disant « la même » nous entendons
le fait que les ouverts sont les mêmes : A est ouvert pour une des deux topologies si et seulement
si il est ouvert pour l’autre.
148. Dans le cas de E “ DpKq, la première seminorme est numérotée à zéro, donc il faudra poser dpφ1, φ2q avec
pk´1 au lieu de pk.
149. Topologie des seminormes, proposition 7.330.
150. Métrisable, définition 7.250.
151. Lemme 1.135.
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Démonstration. Pour cette démonstration nous allons préfixer par d les notions topologiques issues
des boules (7.437) et par P celle des seminormes : P -continue, d-ouvert, etc.

D’abord nous avons
Bpa, rq “

č

kď 1
k

Bkpa, rq. (7.438)EqRIURpQoEqRIURpQo

Si O est un d-ouvert, il contient une d-boule autour de chacun de ses points. Or d’après la formule
(7.438), une d-boule est une intersection finie de P -ouverts et donc est un P -ouvert par définition.
Donc O contient un P -ouvert autour de tous ses points et est donc P -ouvert.

Inversement nous supposons que O est un P -ouvert. Commençons par prouver que les semi-
normes pk sont d-continues. En effet soient k P N, ϵ ď 1

k et x, y P E tels que dpx, yq ď ϵ ; nous
avons

|pkpyq ´ pkpxq| ď pkpx´ yq (7.439a)

“ mint1
k
, pkpx´ yqu (7.439b)

ď dpx, yq (7.439c)
ď ϵ. (7.439d)

Montrons à présent que O est d-ouverte. Si a P O, il existe k et r tels que Bkpa, rq Ă O. Soit
x P Bkpa, rq. Montrons que si ϵ est suffisamment petit, la d-boule Bpx, ϵq est inclue à Bkpa, rq.
Pour cela prenons y P Bpx, ϵq ; nous avons

ˇ̌
pkpa´ xq ´ pkpa´ yq

ˇ̌ ď dpx, yq ď ϵ. (7.440)

Par conséquent le nombre pkpa´ yq est dans l’intervalle

pkpa´ xq ˘ ϵ (7.441)

et il suffit de prendre ϵ ă r´pkpa´xq
2 .

THOooTKWYooYYiBNa

Théorème 7.340 ([257]).
Soit une famille de seminormes tpiuiPI sur E. Pour une seminorme q sur E, les conditions sui-
vantes sont équivalentes.

ITEMooHKNYooARXiXs

(1) L’application q : E Ñ R est continue.
ITEMooBBNCooGwHrUI

(2) Il existe une partie finie J de I et un nombre M P R tels que

qpxq ďM max
jPJ pjpxq (7.442)

pour tout x P E.
ITEMooWXSWooVfvSUy

(3) L’application q est bornée dans un voisinage de 0.

Démonstration. En trois parties.
(1) (1) ñ (3)

C’est la proposition 7.116.
(2) (3) ñ (2)

Soit un voisinage V de 0 sur lequel q est borné par µ. Ce voisinage contient une boule centrée
en 0. Par la définition 7.330, nous avons une partie finie J Ă I et r ą 0 tels que q est bornée
par µ sur BJp0, rq.
Soit x P E. Nous posons

t P s0,min
jPJ

r

pjpxqr. (7.443)
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Pour l P J nous avons alors

plptxq “ tplpxq (7.444a)

ă min
jPJ

r

pjpxqplpxq (7.444b)

ă r

plpxqplpxq (7.444c)

“ r. (7.444d)

Donc tx P BJp0, rq. En ce qui concerne q nous avons alors tqpxq “ qptxq ă µ et donc

qpxq ă µ

t
. (7.445)

En utilisant la proposition 1.434,

qpxq ă µ
1
t

(7.446a)

“ µ
1

minjPJ r
pjpxq

(7.446b)

“ µmax
jPJ

pjpxq
r

(7.446c)

“ µ

r
max
jPJ pjpxq. (7.446d)

En posant M “ µ{r nous avons

qpxq ďM max
jPJ pjpxq, (7.447)

comme demandé.
(3) (2) ñ (1)

Nous avons une partie finie J Ă I et M P R tels que qpxq ďM maxjPJ pjpxq pour tout x P E.
Soit x P E. Nous prouvons que q est continue en x. Pour tout y nous avons

|qpyq ´ qpxq| ď qpx´ yq ďM max
jPJ pjpx´ yq. (7.448)

Soit ϵ ą 0. Si nous prenons y P BJpx, ϵq, alors nous avons

|qpyq ´ qpxq| ďMϵ. (7.449)

Cela prouve que q est continue en x, et donc continue sur E par la proposition 7.34.

CORooSLUCooRaZyYK

Corolaire 7.341 ([257]).
Soient une famille de seminormes P sur E, ainsi qu’une famille Q de seminormes sur F . Une
application linéaire f : E Ñ F est continue si et seulement si q ˝ f est une seminorme continue
sur E pour tout q P Q.

CORooGMVHooNgYOaY

Corolaire 7.342 ([257]).
Soient des seminormes P “ tpiuiPI sur E. Soit une application linéaire f : E Ñ K. Elle est
continue si et seulement si il existe une partie finie J Ă I et M P R tels que

|fpxq| ăM max
jPJ pjpxq (7.450)

pour tout x P E.
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7.18.4.1 Norme induite sur la topologie quotient
PROPooDUAVooEfrEGI

Proposition-Définition 7.343 (Norme quotient[258]).
Soient un espace vectoriel topologique normé E, et un sous-espace M . Pour α P E{M nous posons

}α}E{M “ dpα,Mq (7.451)

où dpα,Mq est la distance entre la partie α et la partie M .
Nous avons : ITEMooQOZXooZiZdTn

(1) La formule }α} “ infuPα }u}E.
ITEMooFEOGooTTDgCj

(2) L’opération }.} est une seminorme 152 sur l’espace vectoriel E{M .
ITEMooWCCSooMeqQHL

(3) C’est une norme si et seulement si M est fermé.
Nous parlons de (semi)norme quotient.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) La définition de }α} est }α} “ dpα,Mq “ inf uPα

vPM
}u´ v}. Mais

tu´ v tel que u P α, v PMu “ α, (7.452)

donc
dpα,Mq “ inf

uPα }u}. (7.453)

(2) Pour (2) Nous devons vérifier les propriétés de la définition 7.314. D’abord en tant que
distance, nous avons }α} ě 0 pour tout α.
Si λ P R nous avons aussi

}λα} “ inf
uPλα }u} “ inf

uPα }λu} “ |λ| inf
uPα }u} “ |λ|}α}. (7.454)

Enfin si α, β P E{M , nous avons

inf
uPα`β }u} ď inf

uPα
vPβ
}u` v} ď inf

uPα
vPβ

`}u} ` }v}˘ “ inf
uPα }u} ` inf

vPβ }v} “ }α} ` }b}. (7.455)

(3) Pour (3) en supposant que M est fermé Nous supposons que M est fermé et nous
montrons que }.} est une norme. Nous supposons donc que dpα,Mq “ 0 et nous prouvons
que α “ 0. Soit x P E tel que α “ rxs. Nous avons donc

α “ tx´ v tel que v PMu (7.456)

Notez qu’on a écrit ´v et non `v. De toutes façons M est vectoriel ; ça ne change rien et ça
tombera mieux plus bas.
Nous avons donc

0 “ }α} “ dpα,Mq “ inf
uPα }u} “ inf

vPM }x´ v}. (7.457)

Il existe donc une suite pvnq dans M telle que }x´ vn} Ñ 0. La suite est donc convergente :
vn Ñ x. Comme M est fermé, la proposition 7.245 nous indique que la limite doit être dans
M . Autrement dit : x PM . Par définition des classes nous avons alors α “ rxs “ 0.

(4) Pour (3) en supposant que }.} est une norme
Supposons queM n’est pas fermé. Il ne contient donc pas son adhérence. Soit a P AdhpMqzM .
Vu que M est vectoriel, nous supposons que a ‰ 0.
Étant donné que a est dans l’adhérence de M nous avons dpa,Mq “ 0 et donc }ras} “ 0.

152. Définition 7.314.
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¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 7.344
Je ne suis pas certain de la proposition 7.345. Peut-être qu’il faut ajouter l’hypothèse que M est
fermé.

PROPooKLXSooSOUZkc

Proposition 7.345.
Soient un espace vectoriel topologique normé E, et un sous-espace M . La topologie quotient 153 sur
E{M est la même que celle de la seminorme induite 154.

7.18.5 Espace dual

Nous parlerons plus en détail d’espace dual d’un espace normé en la section 11.15.
DefHUelCDD

Lemme-Définition 7.346.
Soient F un espace métrique et E un espace topologique vectoriel. Pour chaque v P E, l’application

pv : LpE,F q Ñ R

T ÞÑ }T pvq}F (7.458)

est une seminorme.
La topologie ˚-faible sur LpE,F q est la topologie des ces seminormes.

7.347.
C’est une famille de seminormes indicées par les éléments de E. Si E est un espace métrique, c’est
cette topologie qui sera considérée sur son dual topologique E1 des applications continues E Ñ R.

La topologie ainsi définie est, dans l’idée, celle qui sera choisie pour les espaces de distributions,
voir la définition 30.31.

La proposition suivante indique qu’elle est un peu la topologie de la convergence ponctuelle.
PROPooQWOOooUBhBiG

Proposition 7.348.
Soient E un espace muni de la topologie des seminormes tpiuiPI et F un espace métrique. Soient une
suite pTnq dans LpE,F q et T P LpE,F q. Nous avons Tn Ý̊Ñ T si et seulement si Tnpvq FÝÑ T pvq
pour tout v P E.

Démonstration. Nous avons équivalence entre les lignes suivantes :

Tn Ý̊Ñ T (7.459a)
pvpTn ´ T q Ñ 0@v P E proposition 7.332 (7.459b)

}Tnpvq ´ T pvq}F Ñ 0@v P E (7.459c)

Tnpvq EÝÑ T pvq. (7.459d)

7.18.6 Espace CkpR, E 1q

Nous revenons à nos histoires de limites de la définition 7.13.
PropRBCiHbz

Proposition 7.349 (Unicité de la limite dans un dual topologique).
Soient E un espace métrique et E1 son dual topologique muni de sa topologie de la définition 7.346.
Il y a unicité de l’élément de E1 vers lequel une fonction u : RÑ E1 peut converger.

Démonstration. Soit T un élément vers lequel ut converge lorsque t Ñ t0. Soient ϵ ą 0 et x P E.
La boule BxpT, ϵq de E1 subordonnée à la norme px et centrée en T est un ouvert de E1. Étant

153. Topologie quotient, définition 7.46.
154. Voir la définition 7.343.
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donné que u converge vers T il existe δ ą 0 tel que ut P BxpT, ϵq dès que |t´ t0| ď δ. Nous avons
donc, pour tout x P E, la limite (dans R) :

lim
tÑt0

utpxq “ T pxq. (7.460)

Cela prouve que la convergence de u vers T implique l’existence pour tout x de la limite de utpxq
dans R. Si T 1 est un autre élément vers lequel ut converge, nous avons par le même raisonnement
que

lim
tÑt0

utpxq “ T 1pxq. (7.461)

Par unicité de la limite dans R nous devons alors avoir T pxq “ T 1pxq pour tout x, c’est-à-dire
T “ T 1.

PropVKSNflB

Proposition 7.350.
Soit u : RÑ E1 une fonction continue. Alors

ItemLSJjfZdi

(1) pour tout x P E la fonction t ÞÑ utpxq est continue,
ItemLSJjfZdii

(2) pour tout x P E nous avons la limite dans R

lim
tÑt0

utpxq “ ut0pxq, (7.462)EqWKdFPVOEqWKdFPVO

ItemLSJjfZdiii

(3) nous avons la limite dans E1
lim
tÑt0

ut “ ut0 . (7.463)

Démonstration. Soient x P E et ϵ ą 0. Par la proposition 7.336 la continuité de u donne un δ ą 0
tel que

uBpt0,δq Ă Bxput0 , ϵq. (7.464)

C’est-à-dire que si |t´ t0| ď δ nous avons
ˇ̌
ut0pxq ´ utpxq

ˇ̌ ă ϵ, (7.465)

ce qui signifie bien que la fonction t ÞÑ utpxq est continue en tant que fonction RÑ R. Cela est le
point (1). Le théorème de limite et continuité dans R nous donne immédiatement la limite (7.462).

Nous passons à la preuve du point (3). Soit O un ouvert de E1 contenant ut0 . Il existe donc un
i P I et ϵ ą 0 tel que Biput0 , ϵq Ă O. Étant donné que u est continue, il existe δ ą 0 tel que

uBpt0,δq Ă Biput0 , ϵq Ă O. (7.466)

Cela signifie bien que
|t´ t0| ď δ ñ ut P O, (7.467)

c’est-à-dire que nous avons la limite limtÑt0 ut “ ut0 dans E1. Pour dire cela nous avons utilisé la
définition 7.105 de la limite et le résultat d’unicité 7.349.

DefDZsypWu

Définition 7.351.
Si nous avons une application u : RÑ E1 nous considérons sa dérivée donnée par la limite

u1
t0 “ lim

tÑt0

ut ´ ut0
t´ t0 . (7.468)

Cela est un nouvel élément de E1 (pour peu que la limite existe). La fonction u1 : R Ñ E1 ainsi
définie peut être continue ou non. Cela nous permet de définir les espaces CkpR, E1q et C8pR, E1q.

Une des principales utilisations que nous ferons de ces espaces seront les espaces de fonctions
à valeurs dans les distributions tempérées dont nous parlerons dans la section 30.4.
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7.19 Espaces de Baire
SecBDlaUrzDEFooYEMNooLSXLYa

Définition 7.352.
Un espace de Baire est un espace topologique dans lequel toute intersection dénombrable d’ouverts
denses est dense.

LEMooTOJDooQDtWUC

Lemme 7.353 ([259]).
Un espace topologique est de Baire si et seulement si toute union dénombrable de fermés d’intérieur
vides est d’intérieur vide.

ThoBBIljNM

Théorème 7.354 (Théorème de Baire[259]).
Les espaces suivants sont de Baire :

(1) les espaces topologiques localement compacts,
(2) les espaces métriques complets (donc ceux de Banach en particulier),
(3) tout ouvert d’un espace de Baire.

Démonstration. (1) Espaces topologiques localement compacts
(2) Espaces métriques complets Soit pE, dq un espace métrique complet. Soient V un ouvert

quelconque de E et Un une suite d’ouverts denses. Le but est de prouver que l’ensembleŞ
nPN Un intersecte V . Vu que V est ouvert dans un espace métrique, il contient une boule

ouverte et donc une boule fermée B0 de rayon strictement positif. L’ensemble U1 est dense
et intersecte donc un ouvert contenu dans B0. L’intersection est un ouvert qui contient alors
une boule fermée B1 de rayon strictement positif. Continuant ainsi nous construisons une
suite de fermés emboités Bn telle que

č

nPN
Un X V (7.469)

contient l’intersection des Bn. Par le théorème 7.287 des fermés emboîtés (que nous utilisons
parce que E est métrique et complet), cette intersection est non vide.

(3) Ouvert d’un espace de Baire

Parmi les applications du théorème de Baire, nous avons
— Le théorème de Banach-Steinhaus 11.139.
— Le théorème de l’application ouverte 11.148.
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Chapitre 8

Espaces affines

8.1 Vecteurs agissant sur un espace

Définition 8.1.
Soit E, un espace vectoriel. Un espace affine modelé sur E est un ensemble E sur lequel le
groupe pE,`q agit à droite transitivement et librement 1.

Étant donné que E est un groupe commutatif, l’action peut être vue indifféremment à gauche
ou à droite. Si M P E et si x P E nous notons M ` x au lieu de x·M le résultat de l’action de x
sur M .

NORMooZANAooQdXqlh

8.2.
Lorsque nous écrivons « M ` x », le symbole plus n’est pas une loi de composition interne de E ,
mais une action.

DEFooWAYTooMLbqEE

Proposition-Définition 8.3.
Soient N,M P E. Il existe un unique x P E tel que M ` x “ N .

Nous noterons ÝÝÑMN ce vecteur.

Démonstration. La transitivité de l’action assure l’existence et la liberté assure l’unicité.
LEMooFZCRooQxzObv

Lemme 8.4.
Pour tout élément A nous avons A` 0 “ A.

Démonstration. Soit B P E . Nous avons :

B ` 0 “ B ` p0` 0q “ pB ` 0q ` 0 (8.1)

parce que le ` dénote une action.
En appliquant cette égalité à l’élément B “ A´ 0 nous trouvons l’égalité demandée.

PROPooCOZCooCghwaR

Proposition 8.5.
Soit un espace affine E modelé sur l’espace vectoriel E. Soient A,B,C P E. Nous avons les égalités
suivantes dans E : ITEMooSDMIooUQiKeW

(1) ÝÝÑAB `ÝÝÑBC “ ÝÑAC (relations de Chasles),
ITEMooWZAVooGfGBwd

(2) ÝÑAA “ 0,
ITEMooLDVXooFZMbsQ

(3) ÝÝÑBA “ ´ÝÝÑAB.

Démonstration. Point par point.

1. Définition 2.45.

641
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(1) Pour (1) Nous avons, par définition 8.3 les égalités
$
’&
’%

C “ A`ÝÑAC (8.2a)
B “ A`ÝÝÑAB (8.2b)
C “ B `ÝÝÑBC (8.2c)

En substituant les deux premières dans la troisième, nous trouvons A`ÝÝÑAB`ÝÝÑBC “ A`ÝÑAC.
Par liberté de l’action, nous pouvons « simplifier » par A et trouver la relation de Chasles.

(2) Pour (2) Nous avons A`ÝÑAA “ A, mais aussi A` 0 “ A. Par unicité nous avons ÝÑAA “ 0.
(3) Pour (3) Nous avons B `ÝÝÑBA “ A et A`ÝÝÑAB “ B. En mettant bout à bout,

B `ÝÝÑBA`ÝÝÑAB “ B. (8.3)

Donc ÝÝÑBA`ÝÝÑAB “ 0.

NORMooXAJLooIupekj

8.6.
Si E est un espace vectoriel, le groupe pE,`q agit sur E par l’action typxq “ y` x. Utilisant cette
action nous construisons l’espace affine canonique de E. En particulier nous notons EnpKq
l’espace affine canonique de Kn vu comme espace vectoriel sur K.

— En tant qu’ensembles, EnpKq “ Kn.
— Sur cet espace en particulier, si M,N P EnpKq, nous avons ÝÝÑMN “ N ´M où à droite, la

différence est la différence vectorielle dans Kn.
Ces deux points se généralisent immédiatement à un espace vectoriel E au lieu de Kn.

8.2 Repères cartésiens affines
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et E un espace affine construit sur E.

DEFooQELZooEXvxgw

Définition 8.7.
Un multiplet pA, e1, . . . , enq où A est un point de E et teiu est une base de E est un repère
cartésien de E.

Nous disons que teiu est la base associée au repère.

Proposition 8.8.
Si E est un espace affine modelé sur l’espace vectoriel E de dimension n sur le corps K, et si`
A, teiui“1,...,n

˘
est un repère cartésien, alors

ϕ : Kn Ñ E
px1, . . . , xnq ÞÑ A`

ÿ

i

xiei.
(8.4)

est une bijection.
Ces nombres xi sont les coordonnées du point A`ř

i xiei dans le repère pA, eiq.
Démonstration. L’application ϕ est surjective parce que l’action de E sur E est transitive et injec-
tive parce que l’action est libre.

8.3 Classification affine des coniques
Soit une conique fpx, yq “ 0 avec

fpx, yq “ ax2 ` 2bxy ` cy2 ` 2dx` 2ey ` f (8.5)

dans le repère R “ pA, eiq.
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LEMooXZURooSVySRT

Lemme 8.9.
La signature de la quadratique

qpx, yq “ ax2 ` 2bxy ` cy2 (8.6)
ne dépend pas de la base choisie et un changement de variables

"
x̃ “ αx` βy (8.7a)
ỹ “ γx` δy (8.7b)

peut nous amener dans trois cas :

qpx, yq “

$
’&
’%

x̃2 ` ỹ2 genre ellipse
x̃2 ´ ỹ2 genre hyperbole
x̃2 genre parabole.

(8.8)

Dans le troisième cas, la matrice de q est de rang 1.

Nous cherchons maintenant à savoir si un point I “ px0, y0q est un centre de symétrie de
fpx, yq “ 0. Pour cela nous choisissons le repère centré en I, c’est-à-dire que nous posons

"
x “ x0 ` x̃ (8.9a)
y “ y0 ` ỹ. (8.9b)

Un peu de calcul montre qu’alors la conique s’écrit

fpx0, y0q ` qpx̃, ỹq ` p2ax0 ` 2by0 ` 2dqx̃` p2bx0 ` 2cy0 ` 2eqỹ “ 0. (8.10)
LEMooMVIDooVEUJsp

Lemme 8.10.
Le point I sera un centre de symétrique si les termes linéaires en x̃ et ỹ s’annulent, c’est-à-dire si SyskhiOvW

"
ax0 ` by0 ` d “ 0 (8.11a)
bx0 ` cy0 ` e “ 0. (8.11b)

Nous supposons que pd, eq ‰ p0, 0q, sinon la conique de départ serait déjà centrée. Le détermi-
nant du système (8.11) est

δ “ ac´ b2. (8.12)
Si ce dernier est différent de zéro, le système possède une unique solution et la conique aura alors
un unique centre de symétrie.

Si le déterminant du système est nul, il y a soit aucun centre de symétrie, soit une infinité.
Dans le premier cas nous sommes en présence d’une parabole, et dans le second cas de deux droites
parallèles.

Exemple 8.11.
Soit

fpx, yq “ x2 ` 2xy ´ y2 ´ 6x` 2y ´ 1 “ 0 (8.13)EqOgsEczEqOgsEcz

donnée dans le repère affine R “ pA, teiuq. Nous commençons par étudier la signature de qpx, yq “
x2 ` 2xy ´ y2 dont la matrice symétrique est

Q “
ˆ

1 1
1 ´1

˙
. (8.14)

Son polynôme caractéristique est λ2 ´ 2 dont les racines sont ˘?2. La signature est donc p1, 1q et
nous sommes en présence d’une conique de genre hyperbole. Nous cherchons le centre en suivant
le lemme 8.10. Nous posons x “ x̃` x0, y “ ỹ ` y0, et nous cherchons à résoudre le système

"
x0 ` y0 ´ 3 “ 0 (8.15a)
x0 ´ y0 ` 1 “ 0. (8.15b)
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L’unique solution est px0, y0q “ p1, 2q. Nous considérons le repère centré en px0, y0q, c’est-à-dire le
repère

R1 “ pI, teiuq (8.16)
avec I “ A` x0e1 ` y0e2 où A est l’origine du repère dans lequel l’équation (8.13) était donnée.

Par construction dans ce repère nous avons la conique
fpx0, y0q ` qpx̃, ỹq “ 0, (8.17)

c’est-à-dire
x̃2 ` 2x̃ỹ ´ ỹ2 ´ 2 “ 0. (8.18)

Maintenant, nous avons une quadrique centrée que nous voulons mettre sous une forme plus ca-
nonique : ˆ

1?
2
px̃` ỹq

˙2
´ ỹ2 ´ 1 “ 0. (8.19)

Nous posons donc $
&
%
X “ 1?

2
px̃` ỹq (8.20a)

Y “ ỹ, (8.20b)
pour trouver l’hyperbole

X2 ´ Y 2 ´ 1 “ 0. (8.21)
Cherchons le changement de base correspondant. Pour trouver les coordonnées de e1

1 dans la
base pe1, e2q nous cherchons pour quelles valeurs de x, y nous avons e1

1 “ xe1 ` ye2. Le point e1
1

étant caractérisé par X “ 1, Y “ 0 nous avons à résoudre$
&
%

1?
2
px` yq “ 1 (8.22a)

y “ 0, (8.22b)
ce qui donne x “ ?2 et y “ 0. Donc

e1
1 “

?
2e1. (8.23)

Pour trouver e1
2, c’est le même raisonnement en posant X “ 0 et Y “ 1. Le résultat est :

e1
2 “ ´e1 ` e2. (8.24)

Résumons : EqfiVwym

#
e1

1 “
?

2e1 (8.25a)
e1

2 “ ´e1 ` e2. (8.25b)
Il y a un dicton qui dit que les vecteurs de base se transforment avec la matrice inverse des

coefficients. Prenons la matrice M donnée par
ˆ
X
Y

˙
“
ˆ

1{?2 1{?2
0 1

˙ˆ
x̃
ỹ

˙
“M

ˆ
x̃
ỹ

˙
(8.26)

Calculons la matrice inverse.

1 sage: M= matrix ([ [1/ sqrt (2) , 1/ sqrt (2) ] ,[0 ,1] ])
2 sage: M
3 [1/2* sqrt (2) 1/2* sqrt (2)]
4 [ 0 1]
5 sage: M. inverse ()
6 [sqrt (2) -1]
7 [ 0 1]

tex/sage/sageSnip023.sage

Nous voyons que les colonnes de la matrice M´1 donnent les coordonnées des vecteurs e1
1 et e1

2.
△
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8.4 Applications affines
Voici la définition d’une application affine entre deux espaces affines. La définition 9.158 donnera

le définition d’une application affine entre espaces vectoriels.
DEFooUAWZooXcMKve

Définition 8.12.
Soient E et E 1 deux espaces affines sur les espaces vectoriels E et E1 (sur le même corps K).
Une application f : E Ñ E 1 est dite affine si pour tout M P E, il existe une application linéaire 2

uM : E Ñ E1 telle que
fpM ` xq “ fpMq ` uM pxq (8.27)EqMqIoWXEqMqIoWX

pour tout x P E.

La définition suivante permet de décomposer une application affine en une partie linéaire et une
translation. À partir de là, la proposition 8.62 nous donnera une structure de groupe sur AffpRnq.

LEMooYJCDooOGAHkF

Lemme-Définition 8.13 (partie linéaire d’une application affine[1]).
Soient E et E 1 deux espaces affines sur les espaces vectoriels E et E1 (sur le même corps K). Nous
considérons une application affine f : E Ñ E 1.

Il existe une unique application linéaire u : E Ñ E1 telle que

fpM ` xq “ fpMq ` upxq (8.28)

pour tout x P E et pour tout M P E.
Cette application linéaire est appelée partie linéaire de f . Pour varier les notations, nous

noterons souvent f “ α ˝ τv pour une application linéaire α et la translation τv de vecteur v.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(1) Unicité Supposons que u1 et u2 vérifient la propriété, alors pour tout x P E et tout M P E

nous avons fpM ` xq “ fpMq ` u1pxq et fpM ` xq “ fpMq ` u2pxq. Cela suffit à nous
convaincre que u1 “ u2.

(2) uM “ uN Avant de prouver l’existence, nous considérons M,N P E et les applications
linéaires uM et uN vérifiant l’équation (8.27) pour M et N respectivement. Prouvons que
uM “ uN .
Posons

fpM ` xq “ fpMq ` uM pxq (8.29a)
fpN ` yq “ fpNq ` uN pyq. (8.29b)

Définissons a P E par N “M ` a ; nous avons d’une part

fpN ` yq “ fpM ` y ` aq “ fpMq ` uM py ` aq, (8.30)

et d’autre part

fpN ` yq “ fpM ` aq ` uN pyq “ fpMq ` uM paq ` uN pyq. (8.31)

Par conséquent uM py ` aq “ uM paq ` uN pyq. Par linéarité uN “ uM .
(3) Existence Soit M P E . Nous affirmons que uM fait l’affaire. En effet, soient N P E et x P E.

Puisque uM “ uN nous avons

fpN ` xq “ fpNq ` uN pxq “ fpNq ` uM pxq. (8.32)

Donc effectivement uM peut être utilisé en tout point de E .

Ce lemme est important car il permet de démontrer qu’une application est affine en prouvant
la linéarité des uM séparément sans devoir prouver qu’elles sont égales.

2. Définition 4.28.
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8.4.1 Autres propriétés
LEMooXXTPooKYFGGM

Lemme 8.14 ([1]).
Soient M P E et A,B P E deux points donnés par A “ M ` xa, B “ M ` xb. Soit encore une
application affine f sur E. Alors

ÝÝÝÝÝÝÑ
fpAqfpBq “ uf pxb ´ xaq. (8.33)

Démonstration. En appliquant f à A “M ` xa et B “M ` xb,
fpAq “ fpMq ` uf pxaq (8.34a)
fpBq “ fpMq ` uf pxbq. (8.34b)

Donc fpBq “ fpAq ´ uf pxaq ` uf pxbq ou encore

fpBq “ fpAq ` uf pxb ´ xaq. (8.35)

Remarque 8.15.
La condition (8.27) pour tout M P E est équivalente à demander

f ˝ tx “ tupxq ˝ f (8.36)

pour tout x P E.
PROPooALXYooHoMdqQ

Proposition 8.16 ([1]).
Soit une application affine f : E Ñ E 1. ITEMooSKCYooHyRZYN

(1) Il existe une unique application linéaire uf telle que fpM ` xq “ fpMq ` uf pxq pour tout
M P E et tout x P E.

(2) L’application uf est injective si et seulement si f est injective.
(3) L’application uf est surjective si et seulement si f est surjective.

Démonstration. En plein de parties.
(1) Pour (1)

La partie (1) est le lemme 8.13.
(2) Si uf est injective Soient M,N P E tels que fpMq “ fpNq. Nous avons

fpMq “ fpNq “ f
`
M ` pN ´Mq˘ “ fpMq ` uf pN ´Mq, (8.37)

donc uf pN ´Mq “ 0. Vu que uf est injective, nous déduisons que N ´M “ 0.
(3) Si f est injective Soient x, y P E tels que uf pxq “ uf pyq. Soit M quelconque dans E ;

nous avons
fpM ` xq “ fpMq ` uf pxq “ fpMq ` uf pyq “ fpM ` yq. (8.38)

L’injectivité de f nous indique alors que M`x “M`y et donc que x “ y parce que l’action
de E sur E est libre.

(4) Si uf est surjective Soit M P E . Nous allons trouver un élément de E dont l’image par f
est M . Soient N P E et x P E tels que uf pxq “M ´ fpNq.
Alors nous avons fpN ` xq “ fpNq ` uf pxq “M .

(5) Si f est surjective Soit a P E. Nous voulons x P E tel que uf pxq “ a. Soit M P E. Vu
que f est surjective, il existe N P E tel que fpNq “ fpMq ` a.
Posons x “ N ´M . Nous avons d’une part

fpM ` xq “ fpMq ` uf pxq (8.39)

et d’autre part
fpM ` xq “ f

`
M ` pN ´Mq˘ “ fpNq “ fpMq ` a. (8.40)

En égalisant nous trouvons uf pxq “ a.
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Proposition 8.17.
Soient des espaces affines E et E 1 de même dimension. Une application affine f : E Ñ E 1 est
injective si et seulement si elle est surjective.

Démonstration. Nous allons utiliser les équivalences de la proposition 8.16, ainsi que le corolaire
4.48 pour la partie linéaire. Nous avons les équivalences :

f est injective ô uf est injective ô uf est surjective ô f est surjective. (8.41)

EXooAGINooYmvPML

Exemple 8.18.
L’espace Rn est très particulier parce qu’il agit sur lui-même ; il est donc un espace affine à lui
tout seul : E “ E “ Rn.

Dans le cas de Rn, en posant M “ 0 dans la condition (8.27), si f est une application affine il
existe une application linéaire α et un vecteur v tel que f “ τv ˝ α.

Notons que ça n’a pas de sens de poser M “ 0, et la décomposition f “ τv ˝ α n’a aucun sens
en général. En particulier, nous ne pouvons pas appliquer une application linéaire à un élément
d’un espace affine général. △

PROPooOUNEooQUZetW

Proposition 8.19.
Si f : E Ñ E 1 et g : E 1 Ñ E2 sont des applications affines, alors g ˝ f : E Ñ E2 est affine et
ug˝f “ ug ˝ uf .

Démonstration. Si M P E et x P E nous avons

pg ˝ fqpM ` xq “ g
`
fpMq ` uf pxq

˘

“ g
`
fpMq˘` ug

`
uf pxq

˘

“ pg ˝ fqpMq ` pug ˝ uf qpxq.
(8.42)

THOooBAPDooEUtBgF

Théorème 8.20.
Soient E et E 1 deux espaces affines de dimensions finies p et q sur K. Soient les repères cartésiens
R “ pO, teiuq et R1 “ pO1, te1

iuq. Une application f : E Ñ E 1 est affine si et seulement si il existe
une matrice a PMp,qpKq et b P Kq tels que 3

fpxq “ b` ax. (8.43)EqCmNHjsEqCmNHjs

8.5 Isomorphismes

Définition 8.21.
Un isomorphisme entre les espaces affines E et E 1 est une application affine f : E Ñ E 1 inversible
dont l’inverse est affine.

PropxtFeDE

Proposition 8.22.
Une application affine bijective est un isomorphisme. Si f est un isomorphisme d’espaces affines,
alors uf´1 “ puf q´1.

Proposition 8.23.
Un espace affine de dimension finie n sur un corps K est isomorphe à l’espace affine canonique
EnpKq.

3. L’équation (8.43) est écrite en utilisant un abus de notation entre le vecteur x P Kp et le point de E qui est
représenté par x dans le repère pA, teiuq.



648 CHAPITRE 8. ESPACES AFFINES

Démonstration. Si nous considérons le repère R “ pA, teiuq de l’espace affine E alors l’application

φ : Kn Ñ E
px1, . . . , xnq ÞÑ A`

ÿ

i

xiei
(8.44)

est un isomorphisme.

8.6 Sous espaces affines
DEFooJSUHooJjtpwz

Définition 8.24.
Soit E un espace affine sur l’espace vectoriel E. Un sous-espace affine de E est une orbite de
l’action d’un sous-espace vectoriel de E.

Si F est un sous-ensemble de E , il sera un sous-espace affine de E si et seulement si l’ensemble

F “ tAB tel que A,B P Fu (8.45)

est un sous-espace vectoriel de E. Dans ce cas nous disons que F est la direction de F . Si A P F ,
alors l’orbite de A sous F est F . La dimension de F est la dimension de sa direction.

Si F et G sont des sous-espaces affines de E de directions F et G, nous disons que F est
parallèle à G si F Ă G.

Proposition 8.25.
Soit F un sous-espace affine de dimension k dans l’espace affine E de dimension n. Alors il existe
une application affine f : E Ñ Kn´k telle que F “ f´1p0q.
Démonstration. Soient F la direction de F et A P F . Nous considérons une base teiu adaptée à F
au sens te1, . . . , eku est une base de F . Nous considérons maintenant le repère cartésien pA, teiuq
et nous construisons l’application affine

f : E Ñ Kn´k

A`
nÿ

i“1
xiei ÞÑ

¨
˚̋
xk`1

...
xn

˛
‹‚.

(8.46)

Par construction nous avons fpMq “ 0 si et seulement si M P F .
PropomhBwi

Proposition 8.26 ([59]).
Soit σ une partie de l’espace affine E.

(1) L’intersection de tous les sous-espaces affines contenant σ est un sous-espace affine, noté F .
(2) Si A P σ, alors la direction de F est le sous-espace vectoriel

F “ SpantÝÝÑAM tel que M P σu. (8.47)EqnRAUfgEqnRAUfg

Le sous-espace affine donné par la proposition 8.26 est le sous-espace affine engendré par la
partie σ, et il est noté eaepσq.

PROPooAKJBooMkmsiV

Proposition 8.27.
Soit E un espace affine de dimension n sur K, soit f : E Ñ Kr une fonction affine. Pour tout
a “ pa1, . . . , arq P Kr, l’ensemble f´1paq est un sous-espace affine 4 de dimension dim kerpuf q.

4. Définition 8.24.
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Démonstration. Nous considérons le repère pA, teiuq de E . Étant donné que f est affine nous avons

f
`
A`

ÿ

i

xiei
˘ “ fpAq ` uf

`ÿ

i

xiei
˘
. (8.48)

Nous avons donc f
`
A`ř

i xiei
˘ “ a lorsque

uf p
ÿ

i

xieiq “ a´ fpAq. (8.49)

En utilisant le lemme 4.39, nous avons donc

f´1paq “ A` puf q´1`a´ fpAq˘ “ A`m` kerpuf q (8.50)

où m est n’importe que élément de u´1
f

`
a´ fpAq˘.

PROPooUQLUooDQfYLT

Proposition 8.28.
Soit un espace vectoriel normé 5 pV, }.}q. Pour tout a P V et r ą 0, la boule Bpa, rq est convexe 6.
La boule fermée Bpa, rq également.

Démonstration. En deux parties.
(1) La boule centrée en zéro Soient x, y P Bp0, rq et λ P s0, 1r. Alors

}λx` p1´ λqy} ď |λ|}x} ` |1´ λ|}y} ă p|λ| ` |1´ λ|qr ď r (8.51)

où nous avons utilisé le fait que |λ| “ λ et |1´ λ| “ 1´ λ.
Cela prouve que λx` p1´ λqy P Bp0, rq. Notez l’inégalité stricte due au fait que }x} ă r et
}y} ă r. Dans le cas de la boule fermée, nous avons une inégalité large.

(2) La boule centrée autre part
Soient x, y P Bpa, rq. Alors x´ a et y ´ a sont dans Bp0, rq, de telle sorte que

λpx´ aq ` p1´ λqpy ´ aq P Bp0, rq (8.52)

par la première partie. En développant et simplifiant,

λx` p1´ λqy ´ a P Bp0, rq, (8.53)

ce qui signifie que λx` p1´ λqy P Bpa, rq.
PropPoNpPz

Proposition 8.29.
Soit A un ensemble convexe 7 dans un espace vectoriel et v1, . . . , vn des éléments de A. Alors toute
combinaison

a1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` anvn (8.54)
telle que a1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 1 et ai P r0, 1s appartient à A.

Démonstration. Nous prouvons la proposition pour n “ 3. Nous devons trouver des nombres
t1, t2 P r0, 1s tels que

t2
`
t1v1 ` p1´ t1qv2

˘` p1´ t2qv3 “ av1 ` bv2 ` cv3. (8.55)

La réponse est immédiatement donnée par

t2a “ 1´ c (8.56a)
t1 “ a{t2. (8.56b)

Étant donné que c P r0, 1s nous avons t2 P r0, 1s. En ce qui concerne t1 nous avons

t1 “ a

t2
ď 1´ c

1´ c “ 1. (8.57)

5. Définition 7.152.
6. Définition 7.149.
7. Définition 7.149.
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8.7 Barycentre
Soit E un espace affine sur le K-espace vectoriel E. Un couple pA, λq avec A P E et λ P K est

un point pondéré.
LemtEwnSH

Lemme-Définition 8.30 ([260]).
Soit une famille de points pondérés tpAi, λiqui“1...r. Si

ř
i λi ‰ 0, alors il existe un unique G P E

tel que
rÿ

i“1
λi
ÝÝÑ
GAi “ 0. (8.58)

Le point G donné par le lemme 8.30 est le barycentre des points pondérés pAi, λiq.
Notons que l’on peut toujours supposer que

ř
i λi “ 1 parce que le barycentre ne change pas

lorsque tous les λi sont multipliés par un même nombre.
DefIMZooLFdIUB

Définition 8.31 (Combinaison convexe).
Des nombres positifs ou nuls λ1,. . ., λn vérifiant

ř
i λi “ 1 forment une combinaison convexe.

Le théorème suivant donne quelques caractérisations équivalentes du barycentre.
ThoIJVzxr

Théorème 8.32 ([260]).
Soient tpAi, λiqui“1,...,r une famille de points pondérés. Les conditions suivantes sur le point G P E
sont équivalentes.

(1) Le point G est le barycentre de la famille.
(2) Pour tout α P R˚,

ř
ipαλiqÝÝÑGAi “ 0.

(3) Il existe A P E tel que
`ř

i λi
˘ÝÑ
AG “ ř

i λi
ÝÝÑ
AAi. ItemEgOQBX

(4) Pour tout B P E, nous avons
`ř

i λi
˘ÝÝÑ
BG “ ř

i λi
ÝÝÑ
BAi.

Définition 8.33.
Si A,B P E, le segment rABs est l’ensemble des barycentres de A et B pondérés par des poids
positifs (ouvert ou fermé suivant que l’on accepte que l’un ou l’autre des poids soit nul).

Lorsque tous les λi sont égaux, nous parlons d’isobarycentre. Autrement dit, l’isobarycentre
des points Ai est le barycentre des points pondérés pAi, 1q.

8.7.1 Sous-espaces affines

Proposition 8.34.
Une partie F de E est un sous-espace affine si et seulement si elle est stable par barycentrisation.

Démonstration. Soit F un sous-espace affine de direction F et A1, . . . , An des points de F . Nous
devons voir que le barycentre des points Ai pondérés de n’importe quelles masses appartient à F .
Pour ce faire nous faisons appel à la caractérisation (4) du théorème 8.32 : pour tout B P F ,

ÝÝÑ
BG “

ÿ

i

λi
ÝÝÑ
BAi. (8.59)

Puisque B et Ai sont dans F , nous avons ÝÝÑBAi P F et donc ÝÝÑBG P F . Mais comme B P F , le point
G est à son tour dans F .

Réciproquement, nous supposons que F est stable par barycentrisme. Nous voudrions montrer
que l’ensemble

F “ tÝÝÑAB tel que A,B P Fu (8.60)EqCmyWGiEqCmyWGi

est un sous-espace vectoriel. Soit A P F . Nous commençons par prouver que les vecteurs de la
forme ÝÝÑAX (X P F) forment un espace vectoriel. Considérons ÝÝÑAX `ÝÑAY qui est un élément de E ;
il existe donc V P E tel que ÝÝÑ

AV “ ÝÝÑAX `ÝÑAY . (8.61)
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Par les relations de Chasles, ÝÝÑ
AV “ ÝÝÑAV `ÝÝÑV X `ÝÝÑAV `ÝÝÑV Y , (8.62)

donc
0 “ ÝÝÑV X ´ÝÝÑV A`ÝÝÑV Y , (8.63)

ce qui prouve que V est un barycentre de X,A, Y , et donc que V P F . De la même manière si
W P E est défini par ÝÝÑAW “ µ

ÝÝÑ
AX, alors

ÝÝÑ
AW “ µ

ÝÝÑ
AX “ µpÝÝÑAW `ÝÝÑWXq, (8.64)

ce qui signifie que
p1´ µqÝÝÑAW ` µÝÝÑXW “ 0 (8.65)

et que W est un barycentre.
Afin de montrer que (8.60) est bien un espace vectoriel, nous devons considérer A,B,X, Y P F

et prouver que ÝÝÑAX `ÝÝÑBY P F . Nous avons
ÝÝÑ
AX `ÝÝÑBY “ ÝÝÑAX `ÝÝÑBA`ÝÑAY (8.66a)

“ ÝÝÑAV `ÝÝÑBA V est celui donné plus haut (8.66b)
“ ÝÝÑAV ´ÝÝÑAB (8.66c)
“ ÝÝÑAV `ÝÝÑAW W est donné par µ “ ´1. (8.66d)

“ ÝÝÑAV 1. (8.66e)

PropBVbCOS

Proposition 8.35 ([260]).
Soient A0, . . . , Ar des points de E. L’ensemble des barycentres de ces points (avec des masses de
somme 1) est le sous-espace affine engendré par les Ai que nous nommons F .

Démonstration. Soit G le barycentre associé aux poids λi. Nous avons

G “ A0 `ÝÝÑA0G “ A0 `
rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (8.67)

Notons que les vecteurs ÝÝÝÑA0Ai sont dans la direction du sous-espace affine engendré par les Ai par
(8.47). Donc G est bien dans F .

Inversement si X est dans F , on a

X “ A0 `
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai (8.68)

parce que
ř
i λi
ÝÝÝÑ
A0Ai est un élément général de la direction de F . Donc

ÝÝÑ
A0X “

ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai, (8.69)

et en utilisant la relation de Chasles sur chacun des ÝÝÝÑA0Ai,
ÝÝÑ
A0X “

ÿ

i

λi
`ÝÝÑ
A0X `ÝÝÑXAi

˘
. (8.70)

De là nous concluons que `
1´

ÿ

i

λi
˘ÝÝÑ
A0X `

ÿ

i

λi
ÝÝÑ
AiX “ 0, (8.71)

ce qui signifie précisément que X est un barycentre des Ai.
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Proposition 8.36.
Soient r ` 1 point A0, . . . , Ar dans E. Le sous-espace affine engendré par les Ai est au plus de
dimension r.

Démonstration. La direction de l’espace engendré AfftAiu est l’espace

SpantÝÝÝÑA0Aii“1,...,ru (8.72)

qui est engendré par r vecteurs et donc est au plus de dimension r.

En deux mots, la proposition suivante signifie que le barycentre des barycentres est le bary-
centre.

PropSFvjFZb

Proposition 8.37 (Associativité des barycentres[261]).
Soit une partition J0, . . . , Jr de I “ t0, 1, . . . , nu. Soient des points a0, . . . , an P E et λ0, . . . , λn
des nombres tels que

ř
i λi ‰ 0. Nous supposons que µk “ ř

iPJk
λi ‰ 0 pour tout k, et enfin nous

nommons bk le barycentre de la famille tpai, λiq, i P Jku.
Alors le barycentre de la famille tpbk, µkquk“1,...,r est le barycentre de la famille tpai, λiquiPI .

Démonstration. Nous nommons b le barycentre des bk pondérés par les µk, donc par définition

0 “
rÿ

k“0
µk
ÝÑ
bbk (8.73a)

“
ÿ

k

ÿ

iPJk

λi
ÝÑ
bbk (8.73b)

“
rÿ

k“0

ÿ

iPJk

λipÝÑbai `ÝÝÑaibkq (8.73c)

“
rÿ

k“0

ÿ

iPJk

λi
ÝÑ
bai `

rÿ

k“0

ÿ

iPJk

λi
ÝÝÑ
aibk

loooomoooon
“0

(8.73d)

“
ÿ

iPI
λi
ÝÑ
bai. (8.73e)

Donc b est bien barycentre des ai avec les poids λi.

8.7.2 Enveloppe convexe
DefNLYYooXUHFUY

Définition 8.38.
Soit A une partie d’un espace vectoriel E. L’enveloppe convexe de A, notée ConvpAq est l’inter-
section de tous les convexes contenant A.

L’enveloppe convexe est un convexe. En effet soit C un convexe contenant A et x, y P ConvpAq ;
alors x et y sont dans C et par conséquent le segment rx, ys est inclus dans C. Ce segment étant
inclus dans tout convexe contenant A, il est inclus dans ConvpAq.

PropSVvAQzi

Proposition 8.39 ([262]).
Soit C un convexe dans l’espace affine E et une famille de points pondérés tpai, λiqui“1,...,r dont
tous les poids sont positifs (et non tous nuls). Alors le barycentre est aussi dans C.

En d’autre termes, un convexe est stable par barycentrage à poids positifs 8.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence. D’abord pour r “ 2. Le barycentre des points
pondérés pa1, λ1q, pa2, λ2q est le point b tel que

λ1
ÝÑ
ba1 ` λ2

ÝÑ
ba2 “ 0. (8.74)EqFWEErRXEqFWEErRX

8. Sauf si on prend tous les poids nuls ; mais contre ce genre d’idées, on ne peut rien faire.
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Par définition, ce qui est noté ÝÑab n’est rien d’autre que b´ a ; en déballant (8.74), nous trouvons

λ1pa1 ´ bq ` λ2pa2 ´ bq “ 0 (8.75)

et donc
b “ λ1

λ1 ` λ2
a1 ` λ2

λ1 ` λ2
a2, (8.76)

qui est bien un point du segment ra1, a2s parce que c’est une combinaison à coefficients positifs de
somme 1.

Nous passons maintenant à la vraie récurrence avec un ensemble de points pondérés

Ar “ tpa1, λ1q, . . . , par, λrqu (8.77)

de masse totale non nulle ; et en vous laissant deviner ce que va désigner Ar´1. Si une des masses
est nulle (disons λr), alors le barycentre de Ar est le même que celui de Ar´1 et l’hypothèse de
récurrence nous enseigne que ledit barycentre est dans C. Nous supposons donc que λi ‰ 0 pour
tout i. Dans ce cas le théorème d’associativité des barycentres 8.37 dit que le barycentre de Ar est
le barycentre entre le barycentre de Ar´1 et par, λrq, qui sont deux points de C par hypothèse de
récurrence.

Si E est un espace vectoriel et si xi P E et λi P R, alors le barycentre des couples pxi, λiq est
le point g tel que

ř
i λi
ÝÑgxi, c’est-à-dire

ř
i λipxi ´ gq “ 0 ou encore
ÿ

i

λixi “
ÿ

i

λig. (8.78)

Donc, quitte à diviser tous les λi par la somme, nous pouvons supposer que la somme des poids
est 1. C’est pourquoi lorsque nous parlerons de barycentre dans un espace vectoriel sans contexte
affine, nous allons toujours supposer

ř
i λi “ 1 et avoir le barycentre

g “
ÿ

i

λixi. (8.79)

PropYHMTmZX

Proposition 8.40.
Soit E, un espace vectoriel et A Ă E. L’enveloppe convexe ConvpAq est l’ensemble des barycentres
de familles finies de points affublés de masses positives.

Démonstration. Nous notons B l’ensemble des dits barycentres. Par la proposition 8.39, ces bary-
centres sont dans l’enveloppe convexe et donc B Ă ConvpAq. A contrario, si nous prouvons que B
était convexe, alors nous aurions ConvpAq Ă B parce que l’enveloppe convexe est l’intersection des
convexes contenant A.

Soient a, b P B, c’est-à-dire que l’on a a0, . . . , an et b0, . . . , bm dans A ainsi que les nombres
strictement positifs λ0, . . . , λn et µ0, . . . , µm tels que

a “
ÿ

i

λiai

nÿ

i“1
λi “ 1 (8.80a)

b “
ÿ

j

µjbj

nÿ

j“1
µj “ 1 (8.80b)

Un point du segment ra, bs est de la forme p “ ta` p1´ tqb avec t P r0, 1s. En développant,

p “
nÿ

i“0
ptλiqai `

mÿ

j“0
p1´ tqµjbj . (8.81)

C’est le barycentre de la famille tpai, λiq, pbj , µjqu, parce que la somme des coefficients vaut bien
1 : ÿ

i

ptλiq `
ÿ

j

p1´ tqµj “ t` p1´ tq “ 1. (8.82)
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ThoJLDjXLe

Théorème 8.41 (Carathéodory[104]).
Dans un espace affine de dimension n, l’enveloppe convexe 9 de A est l’ensemble des barycentres à
coefficients positifs ou nuls de familles de n` 1 points.

Démonstration. Soit x P ConvpAq ; on sait par la proposition 8.40 que x est barycentre de points
de A avec des coefficients positifs :

x “
pÿ

k“1
λkxk (8.83)EqWJDwOTHEqWJDwOTH

avec
ř
k λk “ 1. Nous supposons que p ą n ` 1 (sinon le théorème est réglé), et nous allons faire

une récurrence à l’envers en montrant qu’on peut aussi écrire x sous forme d’un barycentre de
strictement moins de p points.

Étant donné que p´1 ą n, la famille tx` i´x1ui“2,...,p est liée et il existe donc α1, . . . , αp P R
tels que

řp
i“2 αipxi ´ x1q “ 0, c’est-à-dire telle que

pÿ

i“2
αixi “

pÿ

i“2
αix1. (8.84)

Nous posons α1 “ ´řp
i“2 α1. Remarquons qu’alors

řp
i“1 αixi “ 0 parce que

pÿ

i“1
αixi “ α1x1 `

pÿ

i“2
αixi “ α1x1 `

pÿ

i“2
αix1 “

pÿ

i“1
αix1 “ 0. (8.85)

Par conséquent ça ne coûte rien de récrire (8.83) sous la forme

x “
pÿ

i“1
pλi ` tαiqxi. (8.86)

Les αi ne sont pas tous nuls, mais leur somme est nulle, donc il y en a au moins un négatif. Nous
notons

τ “ mint´λi
αi

tel que αi ă 0u, (8.87)

et J l’ensemble de i pour lesquels ce minimum est atteint. Nous considérons aussi les nombres
µi “ λi ` ταi. Plusieurs remarques.

(1) Si j P J , alors µj “ 0
(2) Si αi ą 0 alors µi ě 0, mais si αi ă 0 alors

λi ` ταi ě λi ` p´λi
αi
qαi “ 0 (8.88)

donc µi ě 0 quand même.
(3)

řp
i“1 µi “ 1, toujours parce que

řp
i“1 αi “ 0.

Avec tout ça, nous avons
ÿ

iRJ
µixi “

pÿ

i“1
µixi “ x. (8.89)

Et voilà, nous avons écrit x comme un barycentre à coefficients positifs de moins de p éléments
parce que J n’est pas vide.

CorOFrXzIf

Corolaire 8.42.
Dans un espace affine de dimension finie, l’enveloppe convexe d’un compact est compacte.

9. Définition 8.38.
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Démonstration. Soit A une partie compacte de l’espace vectoriel E, et ConvpAq son enveloppe
convexe. Nous allons montrer que toute suite dans ConvpAq admet une sous-suite convergente en
écrivant un point de ConvpAq comme le théorème de Carathéodory 8.41 nous le suggère. Pour cela
nous considérons le simplexe

Λ “
#
λ P Rn`1 tel que

n`1ÿ

k“1
λk “ 1 et λk ě 0@k

+
. (8.90)

Montrons en passant que Λ est compact. Si λk P Λ est une suite, alors chacun des λk est un
pn` 1q-uple de nombres dans r0, 1s :

k ÞÑ pλkqi (8.91)

est une suite qui possède une sous-suite convergente. En passant n` 1 fois à une sous-suite, nous
tombons sur une suite convergente vers λ P Λ, grâce à la convergence composante par composante.
De plus pour chaque k nous avons

řn`1
i“1 pλkqi “ 1, et en passant à la limite, la somme étant une

application continue,
ř
i λi “ 1.

Considérons l’application
f : ΛˆAn`1 Ñ ConvpAq

pλ, xq ÞÑ
n`1ÿ

k“1
λkxk.

(8.92)

C’est une application continue parce qu’elle est bilinéaire en dimension finie ; son image est contenue
dans ConvpAq par la proposition 8.39, et elle est surjective par le théorème de Carathéodory 8.41.
Bref, ConvpAq “ fpΛ ˆ An`1q est donc l’image d’un compact par une application continue ; elle
est donc compacte par le théorème 7.214.

Notons que sans le théorème de Carathéodory, peut être que le nombre de points utiles pour
décomposer les différents ak n’était pas borné ; dans ce cas nous aurions du prendre une infinité
de sous-suites et rien n’aurait été sûr.

8.7.3 Applications affines et barycentre
PROPooGSPZooRnVgiU

Proposition 8.43 ([263]).
Une application f : E Ñ E 1 entre deux espaces affines est affine si et seulement si pour tout système
tpAi, λiqui“1,...,k de barycentre G et de poids total non nul, le point fpGq est barycentre du système
t`fpAiq, λi

˘u.
Démonstration. En deux parties.

(1) Si f est affine
Par définition d’un barycentre, ÿ

i

λi
ÝÝÑ
GAi “ 0. (8.93)

Nous considérons un point arbitraire O P E et nous écrivons Ai “ O ` xi, G “ O ` xg.
Ensuite nous utilisons le lemme 8.14 pour le calcul suivant :

ÿ

i

λi
ÝÝÝÝÝÝÝÑ
fpGqfpAiq “

ÿ

i

λiuf pxi ´ xgq (8.94a)

“ uf
`ÿ

i

λipxi ´ xgq
˘

(8.94b)

“ uf
`ÿ

i

λi
ÝÝÑ
GAi

˘
(8.94c)

“ uf p0q “ 0. (8.94d)

Donc fpGq est bien le barycentre du nouveau système.



656 CHAPITRE 8. ESPACES AFFINES

(2) Si f conserve les barycentres
Nous définissons u par fpO ` xq “ fpOq ` upxq. À priori, ce u dépend de O et n’est pas
linéaire.
(2a) u est linéaire

Soient M,N P E et les éléments xm, xn P E tels que ÝÝÑOM “ xm et ÝÝÑON “ xn. Nous
définissons enfin P par ÝÝÑ

OP “ α
ÝÝÑ
OM ` βÝÝÑON, (8.95)

et P “ O` xp. En décomposant ÝÝÑMO et ÝÝÑNO par les relations de Chasles de la proposi-
tion 8.5(1) nous avons

pα` β ´ 1qÝÝÑPO ´ αÝÝÑPM ´ βÝÝÑPN “ 0 (8.96)

et donc P est barycentre du système
␣pO,α` β ´ 1q, pM,αq, pN, βqu. (8.97)

Le point fpP q sera barycentre du système
!`
fpOq, α` β ´ 1

˘
,
`
fpMq, α˘, `fpNq, β˘u. (8.98)

Cela signifie que

pα` β ´ 1qÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpOq ´ αÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpMq ´ βÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpNq “ 0. (8.99)

En y substituant ÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpOq “ up´xpq, ÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpMq “ upxm´xpq et ÝÝÝÝÝÝÝÑfpP qfpNq “ upxn´
xpq ainsi que xp “ αxm ` βxb nous trouvons

upαxm ` βxnq “ αupxmq ` βupxnq. (8.100)

Donc u est linéaire.
(2b) u ne dépend pas du point O

Il n’est pas besoin de démontrer cela parce que la définition 8.12 ne le demande pas.
Note : c’est le lemme 8.13 qui dit que c’est par ailleurs vrai.

8.8 Repères, coordonnées cartésiennes et barycentriques
Définition 8.44.
On dit que les points A0, . . . , Ar P E sont affinement indépendants si le sous-espace affine
engendré est de dimension r.

PropGAneHg

Proposition 8.45 ([260]).
Pour r ` 1 points A0, . . . , Ar dans E, les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Les Ai sont affinement indépendants.
(2) Pour tout i “ 0, . . . , r, le point Ai n’est pas dans AfftA0, . . . , Ai´1, Ai`1, . . . , Aru. ItemrAzkIl

(3) Les points A0, . . . , Ar´1 sont affinement indépendants et Ar R AfftA0, . . . , Ar´1u.
(4) Il existe i tel que les vecteurs ÝÝÝÑAkAi (k ‰ i) sont linéairement indépendants.

ItemFBfcuq

(5) Pour tout i P t1, . . . , ru, les vecteurs ÝÝÝÑAkAi (k ‰ i) sont linéairement indépendants.

Notons à propos de la condition (3) que l’existence d’un i pour lequel Ai n’est pas dans
AfftA0, . . . , Ai´1, Ai`1, . . . , Aru n’implique pas l’indépendance des r ` 1 points. En effet dans R2

nous considérons les 4 points A0 “ p0, 0q, A1 “ p1, 0q, A2 “ p2, 0q et A3 “ p0, 1q. Évidemment le
point A3 n’est pas dans l’espace engendré par les trois autres ; il n’empêche que ces points ne sont
pas affinement indépendants parce que la direction est de dimension 2 au lieu de 3.



8.8. REPÈRES, COORDONNÉES CARTÉSIENNES ET BARYCENTRIQUES 657

DefguuwEO

Définition 8.46.
Soit E un espace affine de dimension n et F un sous-espace affine de dimension k. Un repère
affine de F est la donnée de k ` 1 points affinement indépendants de F .

Si tA0, . . . , Anu est un repère affine, le point A0 est l’origine. C’est un choix complètement
arbitraire ; et c’est bien cet arbitraire qui nous amènera à considérer les coordonnées barycentriques
au lieu des coordonnées cartésiennes.

Soit M P E ; par définition nous avons

M “ A0 `ÝÝÝÑA0M. (8.101)

Mais nous savons que les vecteurs ÝÝÝÑA0Ai forment une base de E, nous avons donc des nombres λi
tels que

ÝÝÝÑ
A0M “

nÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (8.102)

Les nombres λi ainsi construits sont les coordonnées cartésiennes du point M dans le repère
tA0, . . . , Anu d’origine A0.

À partir de ces coordonnées, le point M P E se retrouve par la formule

M “ A0 `
nÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (8.103)

PROPooIXVBooPpKsDE

Proposition 8.47 ([1]).
La paire

`
O, te1, . . . , enu

˘
est un repère cartésien de E si et seulement si tO,O ` e1, . . . , O ` enu

est un repère affine.

Démonstration. En deux parties.
(1) Sens direct Vue la proposition 8.45, il suffit de prouver que les vecteurs ÝÝÝÝÝÝÝÑOpO ` eiq sont

linéairement indépendants. MaisÝÝÝÝÝÝÝÑOpO ` eiq “ ei, donc oui, ils sont linéairement indépendants.
(2) Sens inverse Il s’agit d’utiliser la même proposition 8.45 qui est encore applicable parce

que c’est une équivalence.

8.48.
Soient pA, eiq et pA1, e1

iq deux repères cartésiens pour l’espace affine E . Soit psijq la matrice de
changement de base entre teiu et te1

iu dans E. Nous voudrions trouver les xi en termes des x1
i.

Pour cela nous considérons un point M dans E et nous l’écrivons dans les deux bases. Cela
fournit l’égalité

A`
ÿ

i

xiei “ A1 `
ÿ

i

x1
ie

1
i. (8.104)EqcYfuMgEqcYfuMg

Nous considérons les coordonnées paiq de A1 dans le repère pA, eiq, c’est-à-dire

A1 “ A`
ÿ

i

aiei. (8.105)EqZNwPHEEqZNwPHE

En substituant e1
i “

ř
k sjkek et (8.105) dans (8.104) nous trouvons

ÿ

k

xkek “
ÿ

k

akek `
ÿ

jk

sjkx
1
jek, (8.106)

et par conséquent
xk “ ak `

ÿ

j

sjkx
1
j . (8.107)

Les coordonnées barycentriques sont données par la proposition suivante.
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PROPooTIRXooLAipRa

Proposition 8.49 ([260]).
Soient A0, . . . , Ar des points affinement indépendants dans E et F “ AfftA0, . . . , Aru. Tout point
M P F s’écrit de façon unique comme barycentre 10 des Ai affectés de poids λi tels que

řr
i“0 λi “ 1.

Démonstration. Nous avons vu plus haut (définition 8.46) que l’affine indépendance des points Ai
assurait que pA0, . . . , Arq était un repère de F .

En ce qui concerne l’existence de l’écriture de M comme barycentre, nous savons que les sous-
espace affines sont exactement les ensembles de barycentres (proposition 8.35), c’est-à-dire que si
on a des points dans un sous-espace affine, alors les barycentres de ces points est encore dans le
sous-espace affine.

L’unicité est comme suit. Si M est barycentre des Ai avec poids λi, nous écrivons la caractéri-
sation (4) du théorème 8.32 avec B “ A0 :

ÝÝÝÑ
A0M “

rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai (8.108)

où la somme à droite s’étend à priori de 0 à r, mais comme ÝÝÝÑA0A0 “ 0, nous l’avons limitée à 1. Si
M s’écrit comme barycentre de deux façons différentes, nous aurions

ÝÝÝÑ
A0M “

rÿ

i“1
λi
ÝÝÝÑ
A0Ai “

rÿ

i“1
µi
ÝÝÝÑ
A0Ai (8.109)

avec
ř
i λi “

ř
i µi “ 1. Étant donné que les points A0, . . . , Ar forment un repère, les vecteurs ÝÝÝÑA0Ai

sont linéairement indépendants (point (5) de la proposition 8.45) et donc λi “ µi pour i “ 1, . . . , r.
La condition de somme des poids égale à 1 impose alors immédiatement λ0 “ µ0.

DEFooTXPPooQdacbO

Définition 8.50.
Soit un espace affine E de dimension n. Soient des points affinement indépendants A1, . . . , An.
Pour M P E, la proposition 8.49 indique qu’il existe un unique choix de λi tel que

$
’’&
’’%

ÿ

i

λi “ 1 (8.110a)
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
MAi “ 0. (8.110b)

Ces λi sont les coordonnées barycentriques de M dans le repère tAiui“1,...,n.
NORMooOGHBooMjmouu

8.51.
Soit R2 et les points non alignés A, B, C. Les coordonnées barycentriques pα, β, γq dans ce système
correspondent à l’unique X P R2 tel que

α
ÝÝÑ
XA` βÝÝÑXB ` γÝÝÑXC “ 0. (8.111)

Exemple 8.52.
Soient les points A “ p3, 1q, B “ p´1, 2q et C “ p0,´1q dans R2. Nous allons montrer qu’il forment
un repère affine de R2. L’espace engendré par ces trois points est l’espace des

A` αÝÝÑAB ` βÝÑAC, (8.112)

et la direction correspondante est l’espace vectoriel donné par αÝÝÑAB ` β
ÝÑ
AC qui est de dimension

deux. Donc l’espace affine engendré par A, B et C est de dimension 2. △
10. Définition 8.30.
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Exemple 8.53.
Dans le repère pA,B,Cq, quel est le point de coordonnées barycentriques p1

6 ,
1
3 ,

1
2q ? D’abord nous

vérifions que
1
6 `

1
3 `

1
2 “ 1. (8.113)

Ensuite nous cherchons X P R2 tel que

1
6
ÝÝÑ
AX ` 1

3
ÝÝÑ
BX ` 1

2
ÝÝÑ
CX “ 0, (8.114)

c’est-à-dire
1
6

ˆ
x´ 3
y ´ 1

˙
` 1

3

ˆ
x` 1
y ´ 2

˙
` 1

2

ˆ
x

y ` 1

˙
“ 0. (8.115)

Nous trouvons immédiatement x “ 1{6 et y “ 1{3. Le point cherché est donc le point
ˆ

1{6
1{3

˙
. △

LEMooDUMVooFtfFOe

Lemme 8.54 ([1]).
Une application affine f : E Ñ E qui préserve les points d’une base affine de E est l’identité.

Démonstration. Une base affine de E consiste en n`1 points tA0, . . . , Anu affinement indépendants.
Nous utilisons la proposition 8.47 pour dire que

`
A0, tÝÝÝÑA0Aiui“1,...,n

˘
est un repère cartésien.

En utilisant la formule du lemme 8.13,

fpAiq “ fpA0 `ÝÝÝÑA0Aiq “ fpA0q ` upÝÝÝÑA0Aiq. (8.116)

Donc Ai “ A0 ` upÝÝÝÑA0Aiq, ce qui signifie que

upÝÝÝÑA0Aiq “ ÝÝÝÑA0Ai (8.117)EQooAJYWooBTucppEQooAJYWooBTucpp

Par ailleurs, tout point M 11 de E peut être écrit sous la forme

M “ A0 `
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai. (8.118)

En appliquant f , et en utilisant (8.117),

fpMq “ fpA0q `
ÿ

i

λiupÝÝÝÑA0Aiq “ A0 `
ÿ

i

λi
ÝÝÝÑ
A0Ai “M. (8.119)

Donc tout point de E est fixé par f , ce qui signifie que f est l’identité.

8.8.1 Équation de droite
DEFooCYDPooEdRbyl

Proposition-Définition 8.55.
Soit E un espace affine de dimension trois muni d’un repère barycentrique 12 pA1, A2, A3q. Nous
notons Dpa, b, cq l’ensemble des éléments de E dont les coordonnées barycentriques (normalisées)
px, y, zq vérifient ax` by ` cz “ 0, c’est-à-dire l’ensemble des M P E tels que

"
x` y ` z “ 1 (8.120a)
x
ÝÝÝÑ
MA1 ` yÝÝÝÑMA2 ` zÝÝÝÑMA3 “ 0. (8.120b)

Alors l’ensemble Dpa, b, cq est un sous-espace de dimension 1 de E.
Nous nommons droite affine une telle partie de E.

Idée de preuve : ne pas oublier la condition x` y` z “ 1 parce que la somme des coordonnées
barycentriques doit valoir 1.

11. Même les points qui ne s’appellent pas « M » en fait.
12. Définition 8.50.
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Exemple 8.56.
La droite Dp1, 1, 1q n’existe pas parce que ce serait x ` y ` z “ 0, qui est incompatible avec
x` y ` z “ 1. △

Les droites Dpa, b, cq et Dpa1, b1, c1q s’intersectent selon les solutions du système

$
’&
’%

x` y ` z “ 1 (8.121a)
ax` by ` cz “ 0 (8.121b)
a1x` b1y ` c1z “ 0 (8.121c)

Donc deux droites affines ont un unique point d’intersection si et seulement si

d “
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a1 b1 c1

∣∣∣∣∣∣∣ ‰ 0. (8.122)

Elles seront parallèles ou confondues si et seulement si d “ 0.

8.8.2 Associativité, coordonnées barycentriques dans un triangle

Lemme 8.57 ([264]).
Soient trois points non alignés A, B, C ainsi que des nombres α, β, γ tels que α ` β ‰ 0 et
α` β ` γ ‰ 0.

Soit H le barycentre du système tpA,αq, pB, βqu et G le barycentre de tpA,αq, pB, βq, pC, γqu.
Alors G est barycentre de tpH,α` βq, pC, γqu.

Démonstration. Vues les définitions de H et G nous avons

α
ÝÝÑ
HA` βÝÝÑHB “ 0 (8.123a)

α
ÝÑ
GA` βÝÝÑGB ` γÝÝÑGC “ 0. (8.123b)

En utilisant les relations de Chasles nous introduisons H dans la seconde relation :

αpÝÝÑGH `ÝÝÑHAq ` βpÝÝÑGH `ÝÝÑHBq ` γÝÝÑGC “ 0 (8.124a)
pα` βqÝÝÑGH ` αÝÝÑHA` βÝÝÑHBlooooooomooooooon

“0

`γÝÝÑGC “ 0 (8.124b)

pα` βqÝÝÑGH ` γÝÝÑGC “ 0. (8.124c)

Les coordonnées barycentriques dans un triangle (et plus généralement en fait) permettent de
faire des projections.

PROPooBCUVooWKttiH

Proposition 8.58.
Soient trois points non alignés A, B, C ainsi qu’un point N de coordonnées barycentriques pα, β, γq
dans le système pA,B,Cq. Si P est l’intersection pANq X pBCq alors les coordonnées de P sont
p0, β, γq.
Démonstration. Un dessin de la situation :
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‚A ‚
B

‚C

‚
N

‚
P

Dire que les coordonnées de N sont pα, β, γq signifie que

α
ÝÝÑ
NA` βÝÝÑNB ` γÝÝÑNC “ 0. (8.125)

Nous voudrions montrer que le point P est bien le point de coordonnées p0, β, γq. Soit donc le point
P tel que

β
ÝÝÑ
PB ` γÝÝÑPC “ 0 (8.126)EQooYLGDooWqKKOMEQooYLGDooWqKKOM

et montrons que ce point est l’intersection pBCq X pNAq.
D’abord la relation (8.126) nous dit immédiatement que P est sur la droite pBCq. Ensuite, en

utilisant les relations de Chasles pour introduire N :

βpÝÝÑPN `ÝÝÑNBq ` γpÝÝÑPN `ÝÝÑNCq “ 0. (8.127)

Nous remplaçons βÝÝÑNB ` γÝÝÑNC par ´αÝÝÑNA pour obtenir :

pβ ` γqÝÝÑPN ´ αÝÝÑNA “ 0. (8.128)

Cela montre que les vecteurs ÝÝÑPN et ÝÝÑNA sont colinéaires, et donc que P , N et A sont alignés.

8.9 Applications affines sur Rn

Soit v P Rn ; nous notons τv : Rn Ñ Rn la translation donnée par τvpxq “ x` v. Le groupe de
toutes les translations de Rn est noté T pnq et est isomorphe au groupe abélien pRn,`q.

Nous avons déjà discuté de la structure d’un espace vectoriel (en particulier Rn) comme espace
affine en 8.6.

LEMooZZAIooOMiayy

Lemme 8.59.
Décomposition d’une application affine. ITEMooSJBFooYHURto

(1) Une application f : E Ñ E est affine si et seulement si il existe v P E et une application
linéaire α sur E telle que f “ τv ˝ α. ITEMooPYEOooKIesYm

(2) Dans ce cas, le choix de pv, αq est unique.
ITEMooHIAUooRxfTqx

(3) Si f est bijective, alors α est bijective.

Démonstration. Nous supposons d’abord que f est affine. Alors il existe une application linéaire
uf sur E telle que

fpM ` xq “ fpMq ` uf pxq “ pτfpMq ˝ uf qpxq (8.129)

pour tout x et M . De plus l’application uf ne dépend ni de M ni de x (c’est la proposition 8.16(1)).
En posant M “ 0 nous avons :

fpxq “ pτfp0q ˝ uf qpxq. (8.130)

Dans l’autre sens nous supposons avoir v P E et α linéaire sur E telles que

fpMq “ pτv ˝ αqpMq. (8.131)
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Notons qu’il y a un abus de notation entre α qui est linéaire sur l’espace vectoriel E et l’application
α qui est une application sur l’espace affine E. Cet abus est légitime parce que les deux espaces
sont identiques en tant qu’ensembles. Ce qui est vraiment abuser par contre, c’est de se poser ce
genre de questions.

Nous avons :

fpM ` xq “ τv
`
αpM ` xq˘ “ αpM ` xq ` v “ αpMq ` v ` αpxq

“ pτv ˝ αqpMq ` αpxq “ fpMq ` αpxq. (8.132)

Donc la fonction f vérifie la définition 8.12. La partie (1) est prouvée.
Pour prouver l’unicité de la partie (2), nous supposons que τv ˝ α “ τw ˝ α. En appliquant

cela à 0 nous trouvons v “ w. Nous avons donc τv ˝ α “ τv ˝ β. Comme τv est inversible, nous en
déduisons α “ β.

Enfin le point (3) est relativement évident du fait que τv, elle, est surement bijective.
CORooATCNooUwEPNI

Corolaire 8.60.
Une application affine qui conserve l’origine est linéaire.

Démonstration. Conserver l’origine demande de poser v “ 0 dans l’expression du lemme 8.59.
PROPooYRCJooIcmUVI

Proposition 8.61.
Soit une application affine f : Rn Ñ Rn. L’ensemble des points fixes

Fixpfq “ tx P Rn tel que fpxq “ xu (8.133)

est soit vide soit un sous-espace affine de Rn.

Démonstration. Soit f “ τv ˝ α ; nous avons x P Fixpfq si et seulement si

x “ τv
`
αpxq˘ “ αpxq ` v, (8.134)

autrement dit, en considérant l’application linéaire β “ Id´α, si et seulement si βpxq “ v. Nous
écrivons Fixpfq “ β´1pvq. Supposons que cet ensemble soit non vide et considérons x0 P β´1pvq.
Nous avons

β´1pvq “ tx P Rn tel que βpxq “ βpx0qu (8.135a)
“ tx tel que βpx´ x0q “ 0u (8.135b)
“ tx tel que x´ x0 P kerpβqu (8.135c)
“ kerpβq ` x0 (8.135d)
“ τx0

`
kerpβq˘. (8.135e)

Mais comme kerpβq est un sous-espace vectoriel, β´1pvq est le translaté d’un sous-espace vectoriel,
c’est-à-dire un sous-espace affine.

8.9.1 Structure de groupe pour les applications affines
PROPooBPKKooJRAMeT

Proposition-Définition 8.62 ([1]).
L’ensemble des applications affines bijectives de Rn forment un groupe pour la composition. Les
lois de groupe sont données par les formules suivantes :

(1) Le neutre est l’identité.
ITEMooGUFRooMuhXds

(2) Le produit est donné par
pτv ˝ αqpτw ˝ βq “ ταpwq`v ˝ αβ. (8.136)EQooMIFSooKIvPnWEQooMIFSooKIvPnW

ITEMooYOMSooRUDSdm

(3) L’inverse est donné par
pτv ˝ αq´1 “ τ´α´1pvq ˝ α´1. (8.137)
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Ce groupe est noté AffpRnq.
Démonstration. Pour l’identité, oui, composer par l’identité est neutre.

Le fait que la formule (8.136) soit vraie est un simple calcul :
pτv ˝ αq ˝ pτw ˝ βqpxq “ pαβqpxq ` αpwq ` v “

`
ταpwq`v ˝ αβ

˘
x. (8.138)

Le fait que la formule (8.136) donne bien un produit pour tous les éléments de AffpRnq est le
lemme 8.59.

En ce qui concerne l’inverse, c’est un calcul :
pτ´α´1pvqα´1qpτvαqpxq “ pτ´α´1pvqα´1q`αpxq ` v˘ (8.139a)

“ τ´α´1pvq
`
x` α´1pvq˘ (8.139b)

“ x. (8.139c)

Si f : Rn Ñ Rn est une application affine, la proposition 8.59 affirme qu’il existe une application
linéaire u telle que

fpx` yq “ fpxq ` upyq. (8.140)
En écrivant cela pour x “ 0,

fpyq “ fp0q ` upyq, (8.141)
ou encore f “ τfp0q ˝ u.

PROPooTPFZooKtFxhg

Proposition 8.63.
L’ensemble AffpRnq est isomorphe au produit semi-direct 13

AffpRnq » T pnq ˆAd GLpn,Rq (8.142)
où Ad est l’action adjointe, c’est-à-dire

Ad : GLpn,Rq Ñ Aut
`
T pnq˘

α ÞÑ `
τv ÞÑ α ˝ τv ˝ α´1˘.

(8.143)

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Égalité d’ensembles Il faut que AffpRnq soit en bijection avec T pnq ˆ GLpn,Rq. En

effet si f P AffpRnq, la décomposition f “ τv ˝ α est unique. D’abord en appliquant à 0,
fp0q “ τv

`
αpvq˘ “ v. Donc v est fixé par la valeur de fp0q. Ensuite α “ f ˝ τ´1

v , donc α fixé.
(2) L’action adjointe fonctionne Il faut vérifier que α ˝ τv ˝ α´1 est bien dans T pnq. Pour

cela, en agissant sur x P Rn nous trouvons
ατvα

´1pxq “ α
`
α´1pxq ` v˘ “ x` αpvq “ ταpvqpxq. (8.144)

Le fait que Adpαq soit un automorphisme est toujours correct.
(3) Morphisme Nous montrons que

ψ : T pnq ˆGLpn,Rq Ñ AffpRnq
pτv, αq ÞÑ τv ˝ α (8.145)

est un isomorphisme de groupes. D’abord la loi de groupe sur AffpRnq est donnée par
pτv ˝ αq ˝ pτw ˝ βq “ τv`αpwq ˝ pα ˝ βq. (8.146)

Ensuite la loi de groupe du produit semi-direct est donnée par
pτv, αq· pτw, βq “

`
τv Adpαqτw, αβ

˘ “ `
τvταpwq, αβ

˘ “ `
ταpwq`v, αβ

˘
. (8.147)

Nous avons donc bien
ψ
`pτv, βq· pτw, βq

˘ “ ψpτv, βq ˝ ψpτw, βq. (8.148)

13. Définition 2.47.
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8.10 Isométries
DEFooZGKBooGgjkgs

Définition 8.64 (Isométrie d’espace affine).
Si E est un espace affine muni d’une distance d, une isométrie de E est une application f : E Ñ E
préservant d, c’est-à-dire telle que

dpx, yq “ d
`
fpxq, fpyq˘. (8.149)

Notons que toutes les applications affines ne sont pas des isométries : par exemple les homo-
théties.

PROPooHSOGooBbFTYt

Proposition 8.65.
Si E est modelé sur un espace euclidien pE, }.}q alors la formule

dpA,Bq “ }ÝÝÑAB} (8.150)

définit une distance 14 sur E.

Démonstration. Étant donné la proposition 8.3, la formule a un sens parce qu’à A et B donnés
dans E , il est associé un unique vecteur ÝÝÑAB P E.

Pour vérifier que d est une distance, nous vérifions les points de la définition 7.110 et nous
utilisons les propriétés correspondantes dans la définition 7.152 d’une norme.

(1) dpA,Bq “ }ÝÝÑAB} ě 0.
(2) Si dpA,Bq “ 0, alors }ÝÝÑAB} “ 0, ce qui implique que ÝÝÑAB “ 0. Nous avons donc

B “ A`ÝÝÑAB proposition 8.3 (8.151a)
“ A` 0 (8.151b)
“ A lemme 8.4. (8.151c)

(3) En utilisant la proposition 8.5(3),

dpA,Bq “ }ÝÝÑAB} “ } ´ ÝÝÑBA} “ }ÝÝÑBA} “ dpB,Aq (8.152)

(4) En utilisant les relation de Chasles 8.5(1) ainsi que l’inégalité triangulaire 7.152(4)

dpA,Bq “ }ÝÝÑAB} “ }ÝÑAC `ÝÝÑCB} ď }ÝÑAC} ` }ÝÝÑCB} “ dpA,Cq ` dpC,Bq. (8.153)

Nous parlons d’isométries affines ou linéaires dans le thème 78.

14. Définition 7.110.



Chapitre 9

Espaces vectoriels (encore)

9.1 Déterminants
SecGYzHWs

9.2 Applications multilinéaires
DefFRHooKnPCT

Définition 9.1 (Application multilinéaire).
Soient des espaces vectoriels V1, . . . , Vk ainsi qu’un espace vectoriel W . Une application T : V k Ñ
W est dite k-linéaire ou k-multilinéaire si pour tout pv1, . . . , vkq P V1ˆ . . .ˆVk les applications

Ti : Vi ÑW

x ÞÑ T pv1, . . . , vi´1, x, vi`1, . . . , vkq
(9.1)

sont linéaires.
En particulier lorsque k “ 2, nous parlons d’applications bilinéaires.
Nous notons LpV1, . . . , Vk;W q ou LkpV1, . . . , Vk;W q l’ensemble des applications k-linéaires de

V1 ˆ . . .ˆ Vk vers W . Lorsque tout les Vi sont identiques nous notons LkpV,W q.
DEFooYWOBooUGJojy

Définition 9.2.
Soit E, un K-espace vectoriel. Une application multilinéaire alternée sur E est une application
k-linéaire f : Ek Ñ K telle que fpv1, . . . , vkq “ 0 dès que vi “ vj pour certains i ‰ j.

Une application multilinéaire alternée est une forme linéaire.
DEFooZFCKooGIoYrE

Définition 9.3.
Soit E, un K-espace vectoriel. Une forme multilinéaire f : Ek Ñ K est antisymétrique si

fpx1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xkq “ ´fpx1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xkq (9.2)

pour tout couple pi, jq.
9.4.
Il serait une erreur 1 de noter LpV ˆ V,Rq l’ensemble de applications bilinéaires sur V . En effet,
LpV ˆ V,Rq est l’ensemble des applications linéaires V ˆ V Ñ R.

Si S P LpV ˆ V,Rq, il n’y a pas de formules particulières pour Spu, λvq. Par contre si T P
L2pV,W q, alors

T pu, λvq “ λT pu, vq. (9.3)

Nous avons par contre
T pλu, λvq “ λ2T pu, vq (9.4)

alors que
Spλu, λvq “ S

`
λpu, vq˘ “ λSpu, vq. (9.5)

Certains[265] notent bkV ˚ l’espace des formes k-linéaires sur V , voir la proposition 11.170.
1. Mais je crois que c’est fait à plusieurs endroits dans le Frido. Faire attention.

665



666 CHAPITRE 9. ESPACES VECTORIELS (ENCORE)

Exemple 9.5.
Soit une application linéaire A : Rn Ñ Rm. L’application de RmˆRn dans R associée à A définie
par

TA : Rn ˆRm Ñ R

x, y ÞÑ x·Ay
(9.6)

est une forme bilinéaire.
Elle est aussi donnée par la formule

TApx, yq “ x·Ay “
ÿ

i,j

Aijxiyj . (9.7)

△

9.2.1 Formes multilinéaires alternées
LemHiHNey

Lemme 9.6 ([266]).
Une forme k-linéaire alternée est antisymétrique 2. Si K est de caractéristique différente de 2, alors
une forme antisymétrique est alternée 3.

Démonstration. Soit f une forme alternée ; quitte à fixer toutes les autres variables, nous pouvons
travailler avec une 2-forme et simplement montrer que fpx, yq “ ´fpy, xq. Pour ce faire nous
écrivons

0 “ fpx` y, x` yq “ fpx, xq ` fpx, yq ` fpy, xq ` fpy, yq “ fpx, yq ` fpy, xq. (9.8)

Pour la réciproque, si f est antisymétrique, alors fpx, xq “ ´fpx, xq. Cela montre que fpx, xq “
0 lorsque K est de caractéristique différente de deux.

ProprbjihK

Proposition 9.7 ([267]).
Soit E, un K-espace vectoriel de dimension n, où la caractéristique de K n’est pas deux. L’espace
des n-formes multilinéaires alternées sur E est de K-dimension 1.

Démonstration. Soient teiu, une base de E, une n-forme linéaire alternée f : E Ñ K ainsi que des
vecteurs pv1, . . . , vnq de E. Nous pouvons les écrire dans la base

vj “
nÿ

i“1
αijei (9.9)

et alors exprimer f par

fpv1, . . . , vnq “ f
` nÿ

i1“1
α1i1ei1 , . . . ,

nÿ

in“1
αninein

˘
(9.10a)

“
ÿ

i1,...,in

α1i1 . . . αninfpei1 , . . . , einq. (9.10b)

Étant donné que f est alternée, les seuls termes de la somme sont ceux dont les ik sont tous
différents, c’est-à-dire ceux où ti1, . . . , inu “ t1, . . . , nu. Il y a donc un terme par élément du
groupe des permutations Sn et

fpv1, . . . , vnq “
ÿ

σPSn

ασp1q1 . . . ασpnqnfpeσp1q, . . . , eσpnqq. (9.11)

En utilisant encore une fois le fait que la forme f soit alternée, f “ fpe1, . . . , enqΠ où

Πpv1, . . . , vnq “
ÿ

σPSn

ϵpσqασp1q1 . . . ασpnqn. (9.12)

2. Antisymétrique, définition 9.3.
3. Définition 9.2.
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Pour rappel, la donnée des vi est dans les nombres αij .
L’espace des n-formes alternées est donc au plus de dimension 1. Pour montrer qu’il est exac-

tement de dimension 1, il faut et suffit de prouver que Π est alternée. Par le lemme 9.6, il suffit de
prouver que cette forme est antisymétrique 4.

Soient donc v1, . . . , vn tels que vi “ vj . En posant τ “ p1iq et τ 1 “ p2jq et en sommant sur σττ 1
au lieu de σ, nous pouvons supposer que i “ 1 et j “ 2. Montrons que Πpv, v, v3, . . . , vnq “ 0 en
tenant compte que αi1 “ αi2 :

Πpv, v, v3, . . . , vnq “
ÿ

σPSn

ϵpσqασp1q1ασp2q2ασp3q3 . . . ασpnqn (9.13a)

“
ÿ

σPSn

ϵpστqαστp1q1αστp2q2αστp3q3 . . . αστpnqn où τ “ p12q (9.13b)

“ ´
ÿ

σPSn

ϵpσqασp1q1ασp2q2ασp3q3 . . . ασpnqn (9.13c)

“ ´Πpv, v, v3, . . . , vnq. (9.13d)

9.2.2 Déterminant d’une famille de vecteurs

Nous considérons un corps K et l’espace vectoriel E de dimension n sur K.
DEFooODDFooSNahPb

Définition 9.8 (Déterminant d’une famille de vecteurs[11]).
Le déterminant de la famille de vecteurs pv1, . . . , vnq dans la base B “ tb1, . . . , bnu est l’élément
de K

detpb1,...,bnqpv1, . . . , vnq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
b˚
σpiqpviq (9.14)EQooOJEXooXUpwfZEQooOJEXooXUpwfZ

où
— la somme porte sur le groupe symétrique,
— le nombre ϵpσq est la signature 5 de la permutation σ,
— les éléments tbi̊ u sont la base duale 6 de tbiu.

9.9.
La base teiu est la base canonique de Kn, et l’élément ek̊ est la forme linéaire définie par

ek̊ : Kn Ñ K
ÿ

i

xiei ÞÑ xk.
(9.15)

Il n’est pas sous-entendu que Kn ait un produit scalaire. Il n’est donc pas autorisé de dire que
teiu est une base orthonormée et que ek̊pxq “ xek, xy. Ce genre d’égalités sont vraies dans le cas
K “ R, mais n’ont pas de sens en général.

Le lemme 11.5 va un peu parler du cas où Kn est muni d’une base orthonormée.
LemJMWCooELZuho

Lemme 9.10 ([11]).
Les propriétés du déterminant. Soit B une base de E. ITEMooAHOHooDZgtSB

(1) L’application detB : En Ñ K est n-linéaire.
ITEMooTXXBooBmDtzd

(2) L’application detB : En Ñ K est n-linéaire est antisymétrique et alternée 7.
ITEMooNFJTooTqGoPr

(3) Pour toute base, detBpBq “ 1.

4. C’est ici que joue l’hypothèse sur la caractéristique de K.
5. Définition 1.290.
6. Définition 4.126.
7. Alternée, définition 9.2. En caractéristique 2, alternée n’est pas équivalent à symétrique.
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ITEMooALRQooDvBzDQ

(4) Le déterminant ne change pas si on remplace un vecteur par une combinaison linéaire des
autres :

detBpv1, . . . , vnq “ detB
`
v1 `

nÿ

s“2
asvs, v2, . . . , vn

˘
. (9.16)

ITEMooQTTRooMbzqyW

(5) Si on permute les vecteurs,

detBpv1, . . . , vnq “ ϵpσq detBpvσp1q, . . . , vσpnqq. (9.17)
ITEMooIPIDooTrerVF

(6) Si B1 est une autre base :
detB “ detBpB1q detB1 (9.18)EqAWICooBLTTOYEqAWICooBLTTOY

ITEMooXKTAooXynFTE

(7) Nous avons aussi la formule detBpB1q detB1pBq “ 1.
ItemDWFLooDUePAf

(8) Les vecteurs tv1, . . . , vnu forment une base si et seulement si detBpv1, . . . , vnq ‰ 0.

Démonstration. Point par point.
(1) (1) En posant v1 “ x1 ` λx2 nous avons

detBpx1 ` λx2, v2, . . . , vnq “
ÿ

σ

ϵpσq
nź

i“1
e˚
σpiqpviq (9.19a)

“
ÿ

σ

ϵpσq
´
e˚
σp1qpx1 ` λx2q

¯ nź

i“2
e˚
σpiqpviq. (9.19b)

À partir de là, la linéarité de e˚
σp1q montre que detB est linéaire en son premier argument.

Pour les autres arguments, le même calcul tient.
(2) (2)

Nous prouvons à présent que det est alternée. Si votre corps est de caractéristique différente
de deux, vous pouvez lire la proposition 9.11.
Supposons vk “ vl, et considérons la permutation β “ pk, lq. Nous savons par la proposition
5.46 que Sn “ AnYAnβ. Cela nous permet de décomposer la somme sur Sn en deux parties :

ÿ

σPSn

p´1qσ
ź

i

ϵ˚
σpiqpviq “

ÿ

σPAn

p´1qσ
ź

i

ϵ˚
σpiqpviq `

ÿ

σPAn

p´1qσβ
ź

i

ϵ˚
pσβqpiqpviq. (9.20)EQooWFHQooTrTTWlEQooWFHQooTrTTWl

D’abord p´1qσ “ 1 et p´1qσβ “ ´1. Ensuite, pour un σ P An donné, nous avons
ź

i

ϵ˚
pσβqpiqpviq “ ϵ˚

pσβqpkqpvkqϵ˚
pσβqplqpvlq

ź

i‰k

i‰l

ϵ˚
pσβqpiqpviq (9.21a)

“ ϵ˚
σplqpvkqϵ˚

σpkqpvlq
ź

i‰k
i‰l

ϵ˚
σpiqpviq (9.21b)

“ ϵ˚
σplqpvlqϵ˚

σpkqpvkq
ź

i‰k
i‰l

ϵ˚
σpiqpviq (9.21c)

“
ź

i

ϵ˚
σpiqpviq. (9.21d)

Donc les deux termes de la somme (9.20) ne diffèrent que par un signe. Elle est donc nulle,
et la forme déterminant est alternée.
La fonction det est antisymétrique parce que alternée, voir le lemme 9.6.
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(3) (3) Nous avons

detBpBq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
e˚
σpiqpeiqlooomooon
“δσpiq,i

. (9.22)

Si σ n’est pas l’identité, le produit contient forcément un facteur nul. Il ne reste de la somme
que σ “ Id et le résultat est 1.

(4) (4) Vu que detB est linéaire en tous ses arguments,

detB
`
v1 `

nÿ

s“2
asvs, v2, . . . , vn

˘ “ detBpv1, . . . , vnq `
nÿ

s“2
as detBpvs, v2, . . . , vnq. (9.23)

Chacun des termes de la somme est nul parce qu’il y a répétition de vs parmi les arguments
alors que la forme est alternée.

(5) (5) Nous devons calculer detBpvσp1q, . . . , vσpnqq, et pour y voir plus clair nous posons wi “
vσpiq. Alors :

detBpvσp1q, . . . , vσpnqq “
ÿ

σ1

ϵpσ1q
nź

i“1
e˚
σ1piqpwiq (9.24a)

“
ÿ

σ1

ϵpσ1q
nź

i“1
e˚
σ1piqpvσpiqq (9.24b)

“
ÿ

σ1

ϵpσ1q
nź

i“1
e˚
σ´1σ1piqpviq (9.24c)

“
ÿ

σ1

ϵpσσ1q
nź

i“1
e˚
σ1piqpviq (9.24d)

“ ϵpσqdetBpv1, . . . , vnq. (9.24e)

Justifications : nous avons d’abord modifié l’ordre des éléments du produit et ensuite l’ordre
des éléments de la somme. Nous avons ensuite utilisé le fait que ϵ : Sn Ñ t0, 1u était un
morphisme de groupe (proposition 1.293).

(6) (6) Étant donné que l’espace des formes multilinéaires alternées est de dimension 1, il existe
un λ P K tel que detB “ λ detB1 . Appliquons cela à B1 :

detBpB1q “ λ detB1pB1q, (9.25)

donc λ “ detBpB1q.
(7) (7) Il suffit d’appliquer l’égalité précédente à B en nous souvenant que detBpBq “ 1.
(8) (8) Si B1 “ tv1, . . . , vnu est une base alors detBpB1q ‰ 0, sinon il n’est pas possible d’avoir

detBpB1q detB1pBq “ 1.
À l’inverse, si B1 n’est pas une base, c’est que tv1, . . . , vnu est liée par la proposition 4.18.
Il y a donc moyen de remplacer un des vecteurs par une combinaison linéaire des autres. Le
déterminant s’annule alors.

PROPooXNLDooGGkHpd

Proposition 9.11.
Si la caractéristique du corps de base n’est pas deux, le déterminant est antisymétrique et alterné.

Démonstration. Si la caractéristique du corps de base n’est pas deux, une forme antisymétrique
est alternée (lemme 9.6).

Pour prouver que le déterminant est antisymétrique, remarquez que permuter vk et vl revient
à calculer le nombre detBpvσklp1q, . . . , vσklpnqq au lieu de detBpv1, . . . , vnq. Cela revient à changer la
somme

ř
σ en

ř
σ˝σkl

. Cela multiplie ϵpσq par ´1 parce qu’on ajoute une permutation.
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Donc le déterminant est antisymétrique. Nous en déduisons qu’il est alterné parce que, en
permutant trivialement v1 et v1, nous obtenons detBpv1, v1q “ ´ detBpv1, v1q. Si le corps est de
caractéristique différente de deux, cela implique que detBpv1, v1q “ 0.

D’après la proposition 9.7, il existe une unique forme n-linéaire alternée égale à 1 sur B, et
c’est detB : En Ñ K.

9.2.3 Déterminant d’un endomorphisme

L’interprétation géométrique du déterminant en termes d’aires et de volumes est donnée après
le théorème 14.282.

LEMooQTRVooAKzucdDefCOZEooGhRfxA

Lemme-Définition 9.12.
Si f : E Ñ E est un endomorphisme, et si les parties B et B1 sont deux bases, alors 8

detB
`
fpBq˘ “ detB1

`
fpB1q˘. (9.26)

Ce nombre, indépendant de la base choisie est nommé le déterminant de f et est noté detpfq.
Démonstration. L’application

φ : En Ñ K

v1, . . . , vn ÞÑ detB
`
fpv1q, . . . , fpvnq

˘ (9.27)

est n-linéaire et alternée ; il existe donc λ P K tel que φ “ λ detB. En appliquant cela à B :

detB
`
fpBq˘ “ λ detBpBq “ λ. (9.28)

Nous avons donc déjà prouvé que λ “ detB
`
fpBq˘, c’est-à-dire

detB
`
fpvq˘ “ detB

`
fpBq˘ detBpvq. (9.29)

Nous allons maintenant introduire B1 là où il y a du v en utilisant les formules (9.18) :

detB
`
fpvq˘ “ detBpB1q detB1

`
fpvq˘ (9.30a)

detBpvq “ detBpB1q detB1pvq. (9.30b)

Nous obtenons
detB1

`
fpvq˘ “ detB

`
fpBq˘ detB1pvq. (9.31)

Et on applique cela à v “ B1 :

detB1

`
fpB1q˘ “ detB

`
fpBq˘ detB1pB1qloooomoooon

“1

. (9.32)

PropYQNMooZjlYlA

Proposition 9.13.
Principales propriétés géométriques du déterminant d’un endomorphisme. ItemUPLNooYZMRJy

(1) Si f et g sont des endomorphismes, alors detpf ˝ gq “ detpfqdetpgq.
ITEMooNZNLooODdXeH

(2) L’endomorphisme f est un automorphisme 9 si et seulement si detpfq ‰ 0.
ITEMooZMVXooLGjvCy

(3) Si detpfq ‰ 0 alors detpf´1q “ detpfq´1.
ItemooPJVYooYSwqaE

(4) L’application det : GLpEq Ñ Kzt0u est un morphisme de groupe.

Démonstration. Point par point.

8. Définition de detBpB1
q, 9.8.

9. Endomorphisme inversible, définition 4.35.
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(1) Nous considérons l’application
φ : En Ñ K

v ÞÑ detB
`
fpvq˘. (9.33)

Comme d’habitude nous avons φpvq “ λ detBpvq. En appliquant à B et en nous souvenant
que detBpBq “ 1 nous avons detB

`
fpBq˘ “ λ. Autrement dit :

λ “ detpfq. (9.34)

Calculons à présent φ
`
gpBq˘ : d’une part,

φ
`
gpBq˘ “ detB

`pf ˝ gqpBq˘ (9.35)

et d’autre part,
φ
`
gpBq˘ “ λ detB

`
gpBq˘ “ λ detpgq (9.36)

En égalisant et en reprenant la la valeur déjà trouvée de λ,

det
`pf ˝ gqpBq˘ “ detpfqdetpgq, (9.37)

ce qu’il fallait.
(2) Supposons que f soit un automorphisme. Alors si B est une base, fpBq est une base. Par

conséquent detpfq “ detB
`
fpBq˘ ‰ 0 parce que fpBq est une base (lemme 9.10(8)).

Réciproquement, supposons que detpfq ‰ 0. Alors si B est une base quelconque nous avons
detB

`
fpBq˘ ‰ 0, ce qui est uniquement possible lorsque fpBq est une base. L’application f

transforme donc toute base en une base et est alors un automorphisme d’espace vectoriel.
(3) Vu que le déterminant de l’identité est 1 et que f est inversible, 1 “ detpf ˝ f´1q “

detpfq detpf´1q.

PROPooFKDXooKMSolt

Proposition 9.14.
Soient deux espaces vectoriels E et F de dimension finies n et m sur le corps K munis de bases
teiu et tfαu. À une matrice A PMpmˆ n,Kq nous associons l’application linéaire 10

fApxq “
ÿ

iα

Aαixifα. (9.38)

Alors, en ce qui concerne les déterminants 11, nous avons
(1) detpfAq “ detpAq
(2) detpfABq “ detpfAqdetpfBq

Démonstration. Nous devons étudier la formule

detpfAq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
e˚
σpiq

`
fApeiq

˘
. (9.39)

En premier lieu nous avons

fApeiq “
ÿ

jk

Ajkpeiqkej “
ÿ

j

Ajiej . (9.40)

Nous avons alors
e˚
σpiq

`
fApeiq

˘ “
ÿ

j

Aji e
˚
σpiqpejqlooomooon
δjσpiq

“ Aσpiqi. (9.41)

10. Dont nous avons déjà beaucoup parlé entre autres dans la proposition 4.72.
11. Définition 9.12 pour les applications linéaires et 4.78 pour les matrices.
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Au final,

detpfAq “
ÿ

σ

ϵpσq
nź

i“1
Aσpiqi “ detpAtq “ detpAq (9.42)

où la dernière égalité est autorisée par le lemme 4.80.
Cela prouve la formule detpfAq “ detpAq.
En ce qui concerne la seconde formule, il s’agit de se souvenir de la proposition 4.72 qui donne

fAB “ fA ˝ fB, et ensuite de la proposition 9.13(1) qui donne detpfA ˝ fBq “ detpfAq detpfBq.

9.2.4 Déterminant de Vandermonde
PropnuUvtj

Proposition 9.15 ([114]).
Le déterminant de Vandermonde est le polynôme en n variables donné par

V pT1, . . . , Tnq “ det

¨
˚̊
˚̋

1 1 . . . 1
T1 T2 . . . Tn
... . . . . . . ...

Tn´1
1 Tn´1

2 . . . Tn´1
n

˛
‹‹‹‚“

ź

1ďiăjďn
pTj ´ Tiq. (9.43)

Notez que l’inégalité du milieu est stricte (sinon d’ailleurs l’expression serait nulle).

Démonstration. Nous considérons le polynôme

fpXq “ V pT1, . . . , Tn´1, Xq P
`
KrT1, . . . , Tn´1s

˘rXs. (9.44)

C’est un polynôme de degré au plus n´ 1 en X et il s’annule aux points T1, . . . , Tn´1. Par consé-
quent 12 nous pouvons factoriser les X ´ Ti, c’est-à-dire qu’il existe α P KrT1, . . . , Tn´1s tel que

f “ α
n´1ź

i“1
pX ´ Tiq. (9.45)EqeVxRwOEqeVxRwO

Nous trouvons α en écrivant fp0q. D’une part la formule (9.45) nous donne

fp0q “ αp´1qn´1T1 . . . Tn´1. (9.46)EqblwWMjEqblwWMj

D’autre part la définition donne

fp0q “ det

¨
˚̊
˚̋

1 ¨ ¨ ¨ 1 1
T1 Tn´1 0
...

...
...

Tn´1
1 ¨ ¨ ¨ Tn´1

n´1 0

˛
‹‹‹‚ (9.47a)

“ p´1qn´1 det

¨
˚̋

T1 . . . Tn´1
... . . . ...

Tn´1
1 . . . Tn´1

n´1

˛
‹‚ (9.47b)

“ p´1qn´1T1 . . . Tn´1 det

¨
˚̋

1 ¨ ¨ ¨ 1
... . . . ...

Tn´1
1 ¨ ¨ ¨ Tn´1

n´1

˛
‹‚ (9.47c)

“ p´1qn´1T1 . . . Tn´1V pT1, . . . , Tn´1q (9.47d)

En égalisant avec (9.46), nous trouvons α “ V pT1, . . . , Tn´1q, et donc

f “ V pT1, . . . , Tn´1q
ź

jďn´1
pX ´ Tjq (9.48)

12. Proposition 3.123.
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Enfin, une récurrence montre que

V pT1, . . . , Tnq “ fpTnq (9.49a)
“ V pT1, . . . , Tn´1q

ź

jďn´1
pTn ´ Tjq (9.49b)

“
ź

kďn

ź

jďk´1
pTk ´ Tjq (9.49c)

“
ź

1ďjăkďn
pTi ´ Tjq. (9.49d)

Exemple 9.16.
Le déterminant de Vandermonde (proposition 9.15) est alterné, semi-symétrique et non symétrique.
Le fait qu’il soit alterné est le fait qu’il soit un déterminant. Étant donné qu’il est alterné, il est
semi-symétrique parce que sur An, nous avons ϵ “ 1. Étant donné qu’il est alterné, il change de
signe sous l’action des éléments impairs de Sn et n’est donc pas symétrique. △

PropUDqXax

Proposition 9.17.
Un polynôme semi-symétrique f P KrT1, . . . , Tns se décompose de façon unique en

f “ P ` V Q (9.50)

où P et Q sont deux polynômes symétriques.

Démonstration. Nous commençons par prouver l’unicité en montrant que si f “ P ` V Q avec P
et Q symétrique, alors P et Q sont donnés par des formules explicites en termes de f .

Si σ1 et σ2 sont deux permutations impaires de t1, . . . , nu, alors σ1 · f “ σ2 · f parce que
l’élément σ´1

2 σ1 est pair (proposition 1.293), de telle sorte que σ´1
2 σ1 · f “ f . Nous posons donc

g “ τ · f où τ est une permutation impaire quelconque – par exemple une transposition.
Vu que V est alternée et que τ est une transposition nous avons

g “ τ · f “ P ´ V Q. (9.51)

Donc f ` g “ 2P et f ´ g “ 2V Q. Cela donne P et Q en termes de f et g, et donc l’unicité.
Attention : cela ne donne pas un moyen de prouver l’existence parce que rien ne prouve pour

l’instant que f ´ g peut effectivement être écrit sous la forme V Q, c’est-à-dire que f ´ g soit
divisible par V . C’est cela que nous allons nous atteler à démontrer maintenant.

Nous commençons par prouver que f ` g est symétrique et f ´ g alterné. Si σ est une trans-
position,

σ· pf ` gq “ σ· f ` στ · f “ g ` f (9.52)

parce que στ est pair. De la même façon,

σ· pf ´ gq “ g ´ f “ ϵpσqpf ´ gq. (9.53)

Dans les deux cas nous concluons en utilisant le fait que toute permutation est un produit de
transpositions (proposition 1.288) et que ϵ est un homomorphisme.

Soient maintenant deux entiers h ă k dans t1, . . . , nu et l’anneau
`
KrT1, . . . , T̂k, . . . , Tns

˘rTks. (9.54)

Cet anneau contient le polynôme Tk´Th où Tk est la variable et Th est un coefficient. Nous faisons
la division euclidienne de f ´ g par Tk ´ Th parce que nous avons dans l’idée de faire arriver le
déterminant de Vandermonde et donc le produit de toutes les différences Tk ´ Th :

f ´ g “ pTk ´ Thqq ` r (9.55)EqSHdgrGEqSHdgrG
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où degTk
r ă 1, c’est-à-dire que r ne dépends pas de Tk. Nous revoyons maintenant l’égalité (9.55)

dansKrT1, . . . , Tns et nous y appliquons la transposition τkh. Nous savons que τkhpf´gq “ ´pf´gq
et τkhpTk ´ Thq “ ´pTk ´ Thq, et donc

´pf ´ gq “ ´pTk ´ Thqτkh · q ` τkh · r (9.56)EqVOhjKBEqVOhjKB

où τkh · r ne dépend pas de Th. Nous appliquons à (9.56) l’application

tα : KrT1, . . . , Tns Ñ KrT1, . . . , T̂k, . . . , Tns
αpPT1, . . . , T̂k, . . . , Tnq “ P pT1, . . . , Th, . . . , Tnq.

(9.57)

Cette application vérifie α
`
τkh · r

˘ “ αprq et nous avons

´αpf ´ gq “ αprq. (9.58)

Puis en appliquant α à la relation f ´ g “ pTk ´ Thqq ` r, nous trouvons

αpf ´ gq “ αprq, (9.59)

et par conséquent αprq “ 0. Ici nous utilisons l’hypothèse de caractéristique différente de deux.
Dire que αprq “ 0, c’est dire que r est divisible par Tk ´ Th, mais r étant de degré zéro en Tk,
nous avons r “ 0. Par conséquent Tk ´ Th divise f ´ g pour tout h ă k, et nous pouvons définir
un polynôme Q par

f ´ g “ 2Q
ź

hăk

ź

kďn
pTk ´ Thq “ 2QpT1, . . . , TnqV pT1, . . . , Tnq, (9.60)EqrnbgdAEqrnbgdA

où nous avons utilisé la formule du déterminant de Vandermonde de la proposition 9.15.
Étant donné que f ` g est un polynôme symétrique, nous allons aussi poser f ` g “ 2P avec

P symétrique.
Montrons à présent que Q est un polynôme symétrique. Soit σ P Sn ; vu que nous savons déjà

que f ´ g est alternée, nous avons

σ· pf ´ gq “ ϵpσqpf ´ gq “ ϵpσq2QV, (9.61)EqpSPEyqEqpSPEyq

Mais en appliquant σ à l’équation (9.60),

σ· pf ´ gq “ 2pσ·V qpT1, . . . , , Tnqpσ·QqpT1, . . . , Tnq (9.62a)
“ 2ϵpσqV pT1, . . . , Tnqpσ·QqpT1, . . . , Tnq. (9.62b)

Nous égalisons cela avec (9.61) et nous souvenant que l’anneau KrT1, . . . , Tns est intègre par le
théorème 3.104. Ensuite nous simplifions par 2ϵpσqV pour obtenir

Q “ σ·Q, (9.63)

c’est-à-dire que Q est symétrique.
Au final nous avons f ` q “ 2P et f ´g “ 2V Q avec P et Q symétriques. En faisant la somme,

f “ P ` V Q. (9.64)

9.2.5 Déterminant de Gram

Si x1, . . . , xr sont des vecteurs d’un espace vectoriel, alors le déterminant de Gram est le
déterminant

Gpx1, . . . , xrq “ det
`xxi, xjy

˘
. (9.65)

Notons que la matrice est une matrice symétrique.
PropMsZhIK

Proposition 9.18.
Si F est un sous-espace vectoriel de base tx1, . . . , xnu et si x est un vecteur, alors le déterminant
de Gram est un moyen de calculer la distance entre x et F par

dpx, F q2 “ Gpx, x1, . . . , xnq
Gpx1, . . . , xnq . (9.66)
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9.2.6 Déterminant de Cauchy

Soient des nombres ai et bi (i “ 1, . . . , n) tels que ai ` bj ‰ 0 pour tout couple pi, jq. Le
déterminant de Cauchy est

Dn “ det
ˆ

1
ai ` bj

˙
. (9.67)

ProptoDYKA

Proposition 9.19 ([268]).
Le déterminant de Cauchy est donné par la formule

Dn “
ś
iăjpaj ´ aiq

ś
iăjpbj ´ biqś

ijpai ` bjq
. (9.68)

9.2.7 Matrice de Sylvester
subsecSQBJfrDEFooHGZDooXIvTaP

Définition 9.20 (Matrice de Sylvester, résultant[269]).
Soient P et Q deux polynômes non nuls, de degrés respectifs n et m :

P pxq “ p0 ` p1x` ¨ ¨ ¨ ` pnxn (9.69a)
Qpxq “ q0 ` q1x` ¨ ¨ ¨ ` qmxm. (9.69b)

La matrice de Sylvester associée à P et Q est la matrice carrée m` nˆm` n définie ainsi :
(1) la première ligne est formée des coefficients de P , suivis de 0 :

`
pn pn´1 ¨ ¨ ¨ p1 p0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˘
; (9.70)

(2) la seconde ligne s’obtient à partir de la première par permutation circulaire vers la droite ;
(3) les pm´ 2q lignes suivantes s’obtiennent en répétant la même opération ;
(4) la ligne pm` 1q est formée des coefficients de Q, suivis de 0 :

`
qm qm´1 ¨ ¨ ¨ q1 q0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˘
; (9.71)

(5) les pn´ 1q lignes suivantes sont formées par des permutations circulaires.
Le déterminant de la matrice de Sylvester associée à P et Q est appelé le résultant de P et Q et
noté respP,Qq.

Ainsi dans le cas n “ 4 et m “ 3, la matrice obtenue est

Sp,q “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

p4 p3 p2 p1 p0 0 0
0 p4 p3 p2 p1 p0 0
0 0 p4 p3 p2 p1 p0
q3 q2 q1 q0 0 0 0
0 q3 q2 q1 q0 0 0
0 0 q3 q2 q1 q0 0
0 0 0 q3 q2 q1 q0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (9.72)EqPEgtleEqPEgtle

Attention : si P est de degré n et Q de degré m, il y a m lignes pour P et n pour Q dans le
déterminant du résultant (et non le contraire).

LemBFrhgnA

Lemme 9.21 ([270]).
Si P et Q sont deux polynômes de degrés n et m à coefficients dans l’anneau A, alors pour tout
λ P A,

respλP,Qq “ λm respP,Qq (9.73a)
respP, λQq “ λn respP,Qq. (9.73b)
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Démonstration. Cela est simplement un comptage du nombre de lignes. Il y a m lignes contenant
les coefficients de P ; donc prendre λP revient à multiplier m lignes dans un déterminant et donc
le multiplier par λm.

L’équation de Bézout (6.114) peut être traitée avec une matrice de Sylvester. Soient P et Q,
deux polynômes donnés et à résoudre l’équation

xP ` yQ “ 0 (9.74)EqSsyXOoEqSsyXOo

par rapport aux polynômes inconnus x et y dont les degrés sont degpxq ă degpQq et degpyq ă
degpP q. Si nous notons x̃ et ỹ la liste des coefficients de x et y (dans l’ordre décroissant de degré),
nous pouvons récrire l’équation (9.74) sous la forme

StPQ

ˆ
x̃
ỹ

˙
“ 0. (9.75)

Pour s’en convaincre, écrivons pour les polynômes de l’exemple (9.72) :
¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

p4 0 0 q3 0 0 0
p3 p4 0 q2 q3 0 0
p2 p3 p4 q1 q2 q3 0
p1 p2 p3 q0 q1 q2 q3
p0 p1 p2 0 q0 q1 q2
0 p0 p1 0 0 q0 q1
0 0 p0 0 0 0 q0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

x2
x1
x0
y3
y2
y1
y0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

x2p4 ` y3q3
p3x2 ` p4x1 ` q2y3 ` q3y2

...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

(9.76)

Nous voyons que sur la ligne numéro k (en partant du bas et en numérotant de à partir de zéro)
nous avons les produits pixj et qiyj avec i ` j “ k. La colonne de droite représente donc bien les
coefficients du polynôme xP ` yQ.

PropAPxzcUl

Proposition 9.22.
Le résultant de deux polynômes est non nul si et seulement si les deux polynômes sont premiers
entre eux.

Un polynôme P a une racine double en a si et seulement si P et P 1 ont a comme racine
commune, ce qui revient à dire que P et P 1 ne sont pas premiers entre eux.

Une application importante de ces résultats sera le théorème de Rothstein-Trager 20.94 sur
l’intégration de fractions rationnelles.

Exemple 9.23.
Si nous prenons P “ aX2 ` bX ` c et P 1 “ 2aX ` b alors la taille de la matrice de Sylvester sera
2` 1 “ 3 et

SP,P 1 “
¨
˝
a b c
2a b 0
0 2a b

˛
‚. (9.77)

Le résultant est alors
respP, P 1q “ ´apb2 ´ 4acq. (9.78)

Donc un polynôme du second degré a une racine double si et seulement si b2 ´ 4ac “ 0. Cela est
un résultat connu depuis longtemps mais qui fait toujours plaisir à revoir. △

La matrice de Sylvester permet aussi de récrire l’équation de Bézout pour les polynômes ; voir
le théorème 6.47 et la discussion qui s’ensuit.

Une proposition importante du résultant est qu’il peut s’exprimer à l’aide des racines des
polynômes.
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PropNDBOGNx

Proposition 9.24.
Si

P pXq “ ap

pź

i“1
pX ´ αiq (9.79a)

QpXq “ bq

qź

j“1
pX ´ βiq (9.79b)

alors nous avons les expressions suivantes pour le résultant :

respP,Qq “ aqpb
p
q

pź

i“1

qź

j“1
pβj ´ αiq “ bpq

qź

j“1
P pβjq “ p´1qpqaqp

pź

i“1
Qpαiq. (9.80)EqCFUumjxEqCFUumjx

Démonstration. Si P et Q ne sont pas premiers entre eux, d’une part la proposition 9.22 nous dit
que respP,Qq “ 0 et d’autre part, P et Q ont un facteur irréductible en commun, ce qui signifie
que nous devons avoir un des X ´ αi égal à un des X ´ βj . Autrement dit, nous avons αi “ βj
pour un couple pi, jq. Par conséquent tous les membres de l’équation (9.80) sont nuls.

Nous supposons donc que P et Q sont premiers entre eux. Nous commençons par supposer que
les polynômes P et Q sont unitaires, c’est-à-dire que ap “ bq “ 1. Nous considérons alors l’anneau

A “ Zrα1, . . . , αp, β1, . . . , βqs. (9.81)

Dans cet anneau, l’élément βj ´ αi est irréductible (tout comme X ´ Y est irréductible dans
ZrX,Y s). Le résultant R “ respP,Qq est un élément de A parce que tous leurs coefficients peuvent
être exprimés à l’aide des αi et des βj . Dans A, l’élément βj´αi divise R. En effet lorsque βj “ αi,
le déterminant définissant le résultant est nul, ce qui signifie que βj´αi est un facteur irréductible
de R.

Par conséquent il existe un polynôme T P A tel que

R “ T pα1, . . . , βqq
pź

i“1

rź

j“1
pβj ´ αiq. (9.82)

Comptons les degrés. Pour donner une idée de ce calcul de degré, voici comment se présente, au
niveau des dimensions, le déterminant :

oo p`1 // oo q´1 //

ap ap´1 a0 0 0 OO

q

��0 0 ap a1 a0

oo
p`q

//

(9.83)EqJCaATOHEqJCaATOH

si les ai sont les coefficients de P . Mais chacun des ai est de degré 1 en les αi, donc le déterminant
dans son ensemble est de degré q en les αi, parce que R contient q lignes telles que (9.83). Le même
raisonnement montre que R est de degré p en les βj . Par ailleurs le polynôme

śp
i“1

śr
j“1pβj ´αiq

est de degré p en les βj et q en les αi. Nous en déduisons que T doit être un polynôme ne dépendant
pas de αi ou de βj .

Nous pouvons donc calculer la valeur de T en choisissant un cas particulier. Avec P pXq “ Xp

et QpXq “ Xq ` 1, il est vite vu que RpP,Qq “ 1 et donc que T “ 1.
Si les polynômes P et Q ne sont pas unitaires, le lemme 9.21 nous permet de conclure.
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9.2.8 Théorème de Kronecker

Nous considérons Kn l’ensemble des polynômes de ZrXs
(1) unitaires de degré n,
(2) dont les racines dans C sont de modules plus petits ou égaux à 1,
(3) et qui ne sont pas divisés par X.

Un tel polynôme s’écrit sous la forme

P “ Xn `
n´1ÿ

k“0
akX

k. (9.84)

ThoOWMNAVp

Théorème 9.25 (Kronecker[104]).
Les racines des éléments de Kn sont des racines de l’unité.

Démonstration. Vu que C est algébriquement clos nous pouvons considérer les racines α1, . . . , αn
de P dans C. Nous les considérons avec leurs multiplicités.

Soit R “ Xn `řn´1
k“0 bkX

k un élément de Kn dont nous notons β1, . . . , βn les racines dans C.
Les relations coefficients-racines stipulent que

bk “
ÿ

1ďi1ă...ăin´kďn

n´kź

j“1
βij . (9.85)

En prenant le module et en se souvenant que |βl| ď 1 pour tout l, nous trouvons que

|bk| ď
ˆ

n

n´ k
˙
. (9.86)

Mais comme bk P Z, nous avons

bk P
␣´

ˆ
n

n´ k
˙
,´

ˆ
n

n´ k
˙
` 1, . . . , 0, . . . ,

ˆ
n

n´ k
˙(

(9.87)

qui est de cardinal 2
`
n

n´k
˘` 1. Nous avons donc

CardpKnq ď
n´1ź

k“0

`
1`

ˆ
n

n´ k
˙˘ ă 8. (9.88)

La conclusion jusqu’ici est que Kn est un ensemble fini.
Pour chaque k P N˚ nous considérons les polynômes

Pk “
nź

i“1
pX ´ αki q (9.89a)

Qk “ Xk ´ Y P ZrX,Y s, (9.89b)

et puis nous considérons le résultant Rk “ resXpP,Qkq P ZrY s :

Rk “ resXpP,Qkq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0
0 1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0
... . . . . . . . . . . . .
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0 0 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 0 1 an´1 ¨ ¨ ¨ a0

1 0 . . . 0 ´Y 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 ´Y 0 . . . 0

. . . . . . . . .
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´Y 0
0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´Y

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(9.90)
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Cela est un polynôme en Y dont le terme de plus haut degré est p´1qnY n. Les petites formules de
la proposition 9.24 nous permettent d’exprimer RkpY q en termes des racines de P :

RkpY q “
nź

i“1
Qkpαiq “

nź

i“1
pαki ´ Y q “ p´1qn

nź

i“1
pY ´ αki q “ p´1qnPkpY q. (9.91)

Vu que P P Kn nous savons que les αi ne sont pas tous nuls ; donc Pk P Kn. Cependant nous
avons vu que Kn est un ensemble fini ; donc parmi les Pk, il y a des doublons (et pas un peu) 13.
Nous regardons même l’ensemble des P2n dans lequel nous pouvons en trouver deux les mêmes.
Soit l ą k tels que P2k “ P2l . Si α est racine de P2k , alors il est de la forme α “ β2k pour une
certaine racines β de P . Par conséquent

α2l{2k “ α2l´k (9.92)EqBEgJtzmEqBEgJtzm

est racine de P2l . Notons que dans cette expression il n’y a pas de problèmes de définition d’exposant
fractionnaire dans C parce que l ą k. Vu que (9.92) est racine de P2l , il est aussi racine de P2k .
Donc `

α2l´k˘2l´k “ α22pl´kq (9.93)

est racine de P2l et donc de P2k . Au final nous savons que tous les nombres de la forme α2npl´kq

sont racines de P2k . Mais comme P2k a un nombre fini de racines, nous pouvons en trouver deux
égales. Si nous avons

α2npl´kq “ α2mpl´kq (9.94)

pour certains entiers m ą n, alors
α2npl´kq´2mpl´kq “ 1, (9.95)

ce qui prouve que α est une racine de l’unité. Nous avons donc prouvé que toutes les racines de
P2k sont des racines de l’unité et donc que les racines de P sont racines de l’unité.

9.3 Orientation

9.3.1 Cas vectoriel
DEFooNVRHooEBHUSu

Proposition-Définition 9.26 ([271]).
Soient deux bases B et B1 d’un espace vectoriel réel E. Nous définissons la relation B „ B1 si et
seulement si detBpB1q ą 0 14.

Cela est une relation d’équivalence 15 sur l’ensemble des bases de E, et les classes sont les
orientations de E.

Démonstration. Tout est dans le lemme 9.10. D’abord quand B et B1 sont des bases, detBpB1q ‰ 0
ensuite, nous passons en revue les points qu’il faut pour être une relation d’équivalence.

(1) B „ B parce que detBpBq “ 1 ą 0.
(2) Vu que detBpB1q “ 1

detB1 pBq , les deux sont positifs en même temps ou pas du tout.

(3) Si B „ B1 et B1 „ B2, alors en utilisant la formule

detBpB2q “ detBpB1q detB1pB2q, (9.96)

nous voyons que detBpB2q ą 0.

13. Ici dans [104], il déduit qu’on a un k tel que Pk “ P1 “ P . Moi je vois pourquoi on a un k et un l tels que
Pk “ Pl, mais pourquoi on peut en trouver un spécialement égal au premier ? Une réponse à cette question permettrait
de solidement réduire la lourdeur de la suite de la preuve.

14. Définition 9.8.
15. Définition 1.31.
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Lemme 9.27.
Soit un espace vectoriel réel E. L’ensemble des bases de E possède exactement deux orientations 16

Démonstration. Nous considérons une base B “ pe1, . . . , enq 17 à partir de laquelle nous définissons
une autre base : B1 “ p´e1, e2, . . . , enq. Nous allons prouver que ces deux bases ne sont pas
équivalentes, et que toute base de E est équivalente soit à B soit à B1.

(1) Au moins deux classes Le fait que detBpB1q “ ´1 vient du fait que detBpBq “ 1 et que
l’application detB est n-linéaire ; en multipliant par ´1 le premier argument, la valeur du
déterminant est multipliée par ´1.
Donc les bases B et B1 ne sont pas équivalentes et il existe au moins deux classes.

(2) Au plus deux classes Nous montrons à présent que toute base est équivalente soit à B
soit à B1. Supposons que B2 ne soit pas équivalente à B, c’est-à-dire que detBpB2q ă 0. Nous
utilisons encore la formule (9.18),

detBpB2qlooomooon
ă0

“ detBpB1qlooomooon
ă0

detB1pB2q, (9.97)

et nous déduisons que detB1pB2q ą 0.

9.28.
Vu qu’il n’y a que deux classes d’équivalence parmi les bases, nous pouvons utiliser le vocable
« avoir la même orientation que » ou « avoir l’orientation contraire de ». Ce n’est pas ambigu.

Proposition 9.29 ([271]).
Si B est une base de l’espace vectoriel E de dimension n, et si τ est une transposition 18 de Sn,
alors la base τpBq est de sens contraire.

Démonstration. Le lemme 9.10(2) dit que detB est une forme anti-symétrique ; donc

detBpB1q “ ´detB
`
τpBq1˘. (9.98)

Si l’un est positif, l’autre est négatif. Elles ont donc des orientations contraires.

Corolaire 9.30.
Si B est une base de l’espace vectoriel E de dimension n, et si σ P Sn, la base σpBq a même
orientation que B si et seulement si σ P An.

Démonstration. Notons c1 la classe d’orientation de B et c2 l’autre classe. La permutation σ se
décompose en produit de transpositions dont la parité est fixée (proposition 1.289). Posons σ “
τk . . . τ1.

En posant B0 “ B et Bl`1 “ τl`1pBlq, pour tout l, la base Bl est d’orientation contraire à celle
de la base Bl´1. Une base sur deux a l’orientation de B et l’autre sur deux a l’orientation contraire.

Donc σpBq a la même orientation que B si et seulement si k est pair. Mais σ P An si et seulement
si k est pair. C’est bon.

PROPooNBAXooKNUrnk

Proposition-Définition 9.31 ([271]).
Soit un espace vectoriel réel, et un endomorphisme f de E. Deux définitions.

ITEMooOAXFooLIPHlW

(1) L’endomorphisme f est direct si sont déterminant est strictement positif.
ITEMooNKYCooXTgKJA

(2) L’endomorphisme préserve l’orientation si il transforme toute base de E en une base de
même orientation.

16. Définition 9.26.
17. Nous notons pe1, e2q et non te1, e2u parce que l’ordre est important.
18. Définition 1.286.
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Un endomorphisme est direct si et seulement si il préserve l’orientation.

Démonstration. En deux sens.
(1) Direct implique préserve l’orientation Soit une base B de E et un endomorphisme

direct u. D’abord, u est inversible du fait que son déterminant est non nul par la proposition
9.13(2). Donc u transforme une base en une base par le lemme 4.8.
La définition 9.12 du déterminant de u est que

detpuq “ detB
`
upBq˘ ą 0. (9.99)

Donc B et upBq ont même orientation.
(2) Préserve l’orientation implique direct Le fait que u préserve l’orientation signifie en

particulier qu’il transforme une base en une base et qu’il est inversible par le lemme 4.8.
Donc si B est une base, upBq est encore une base et nous avons, parce que B et upBq ont
même orientation,

0 ă detB
`
upBq˘ “ detpuq. (9.100)

9.3.2 Cas affine
DEFooOTFPooIVkHFP

Définition 9.32.
Soit un espace affine E modelé sur E. Les repères cartésiens 19 pO,Bq et pO1,B1q ont même orien-
tation si les bases B et B1 ont même orientation.

Les classes d’équivalence (il y en a deux) sont les orientations de E.
Une application affine f : E Ñ E préserve l’orientation si sa partie linéaire 20 préserve

l’orientation.

9.4 Hermitien, orthogonal, adjoint
NORMooWGEJooCtGtqZ

9.33.
Une des choses à retenir de la définition de l’opérateur adjoint est que la notion de A˚ dépend du
produit scalaire considéré.

Il se fait que le plus souvent, sur Rn, nous considérons le produit scalaire usuel et la base
canonique. De ce fait, les notions d’opérateur adjoint et d’opérateur transposés se confondent avec
la notion de matrice transposée. Ce sont pourtant, en général, trois notions distinctes.

DEFooROVNooFlTbSK

Proposition-Définition 9.34 (Définition de la transposée[1]).
Soient deux espaces vectoriels euclidiens ou hermitiens E et F et une application linéaire A : E Ñ
F . ITEMooRUZWooSZgGnf

(1) Il existe une unique application linéaire B : F Ñ E telle que

xAx, yyF “ xx,ByyE (9.101)EQooHWYKooFzAGgBEQooHWYKooFzAGgB

pour tout x P E et y P F . ITEMooXXEUooPtfPKY

(2) Si teiu est une base orthonormée de E et tfαu est une base orthonormée de F , alors la
matrice de A et B pour ces bases sont liées par

Biα “ Aαi. (9.102)EQooUSNVooQtRNGLEQooUSNVooQtRNGL

L’application B ainsi définie set nommée adjoint de A et sera notée B “ A˚.
19. Définition 8.7.
20. Définition 8.13.
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Démonstration. Pour l’unicité, nous écrivons la condition avec x “ ej pour obtenir :

xAej , yy “ xej , Byy “ pByqj (9.103)

c’est-à-dire que les coefficients Bpyqj de Bpyq dans la base canonique sont fixés par la condition.
Pour l’existence, il suffit de vérifier que poser

Bpyq “
ÿ

j

xAej , yyej (9.104)

fonctionne. Pour cela il faut utiliser la bilinéarité du produit scalaire et le fait que xx, ejy “ xj .
Nous avons :

xx,Bpyqy “ xx,
ÿ

j

xApejq, yyejy (9.105a)

“
ÿ

j

xApejq, yyxx, ejy (9.105b)

“
ÿ

j

xApxjejq, yy (9.105c)

“ xApxq, yy. (9.105d)

En ce qui concerne la matrice de l’application B ainsi définie, nous écrivons la condition (9.101)
avec y “ e1

α et x “ ei, de telle sorte que

Apxq “ Apeiq “
ÿ

β

Aβie
1
β (9.106)

et
Bpyq “ Bpe1

αq “
ÿ

j

Bjαej . (9.107)

Alors nous avons : ÿ

β

Aβixe1
β, e

1
αy “

ÿ

j

Bjαxei, ejy, (9.108)

donc
Aαi “ Biα. (9.109)

9.35.
À cause de l’expression (9.102) pour la matrice de A˚, cette application est souvent appelé trans-
posé de A et noté At. Nous allons cependant voir plus tard (définition9.186) que la transposée
de A est une application At : F ˚ Ñ E˚. Il nous arrivera cependant d’écrire des égalités comme
xAx, yy “ xx,Atyy.

PROPooSHZMooGwdfBd

Proposition 9.36.
En ce qui concerne le déterminant,

detpA˚q “ detpAq˚ (9.110)

où l’étoile à droite dénote la conjugaison complexe dans C.

Démonstration. Écrivons l’expression explicite (9.14) du déterminant. Le tout avec la base cano-
nique :

detpAq “ detpe1,...,enqpAe1, . . . , Aenq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
e˚
σpiqpAeiq. (9.111)

Mais nous pouvons développer :

e˚
σpiqpAeiq “ xeσpiq, Aeiy “ xA˚eσpiq, eiy “ xei, A˚eσpiqy˚ “ ei̊ pA˚eσpiqq˚. (9.112)
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Notez que dans la dernière expression, les trois ˚ ont trois significations différentes. Par conséquent,

detpAq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
ei̊ pA˚eσpiqq˚. (9.113)

Mais ei̊ pA˚eσpiqq “ e˚
σpjqpA˚ejq pour j “ σpiq, donc le produit ne change pas si on déplace le σ :

detpAq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
e˚
σpiqpA˚eiq˚ “ detpA˚q˚. (9.114)

Nous avons donc detpAq “ detpA˚q˚, c’est-à-dire detpAq˚ “ detpA˚q. Pour information, la dernière
étoile est la conjugaison complexe.

PROPooVPSYooRuoEFi

Proposition 9.37 ([1]).
Si A : E2 Ñ E3 et B : E1 Ñ E2 sont des applications linéaires, alors

pABq˚ “ B˚A˚ (9.115)

où la « multiplication » est la composition.

Démonstration. L’existence de pABq˚, de A˚ et de B˚ ne donne pas lieu à débat parce que la
proposition 9.34 ne souffre pas de discussions. La propriété que pABq˚ est unique a avoir est que

xABx, yy “ xx, pABq˚yy (9.116)

pour tout x P E1 et y P E3. Or l’application B˚A˚ possède également cette propriété parce que

xx,B˚A˚yy “ xBx,A˚yy “ xABx, yy. (9.117)

La partie unicité de la proposition 9.34 nous impose donc d’accepter que les applications pABq˚
et B˚A˚ sont en réalité les mêmes 21.

9.38.
Un grand moment d’utilisation de la notion d’adjoint pour un opérateur non carré sera la définition
d’une intégrale sur une variété ; en particulier dans la proposition 20.9.

Lemme 9.39.
Si E est un espace euclidien, un endomorphisme f : E Ñ E est autoadjoint si et seulement si pour
tout x, y P E nous avons xx, fpyqy “ xfpxq, yy.
Démonstration. Dans le sens direct, nous avons

xfpxq, yy “ xx, f˚pyqy “ xx, fpyqy. (9.118)

La première égalité est la définition de f˚ et la seconde est l’hypothèse f “ f˚.
Dans l’autre sens, l’hypothèse est que l’endomorphisme f vérifie xx, fpyqy “ xfpxq, yy. Mais

la proposition 9.34(1) spécifie que f˚ est l’unique endomorphisme à satisfaire cette égalité. Donc
f “ f˚.

9.4.1 Opérateur orthogonal, matrice orthogonale
DEFooYKCSooURQDoS

Définition 9.40.
Un opérateur est orthogonal lorsque A˚ “ A´1 où A˚ est l’adjoint de A définit en 9.34.

DEFooUHANooLVBVID

Définition 9.41.
Une matrice U est orthogonale si U t “ U´1. Le groupe orthogonal noté Opnq est l’ensemble
des matrices orthogonales nˆ n.

21. Et ce même si vous croyez les avoir déjà vu ensemble dans la même pièce.
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LEMooSSALooSBFzJb

Lemme 9.42.
Soit un opérateur A : Rn Ñ Rn muni du produit scalaire usuel. Il est orthogonal si et seulement si
sa matrice dans la base canonique est orthogonale 22.

Démonstration. Soit la base canonique teiui“1,...,n de Rn. Nous avons

xAA˚ei, ejy “ xei, ejy “ δij , (9.119)

donc
`pAA˚qei

˘
j
“ δij , ou encore pAA˚qij “ δij , ce qui signifie que la matrice AA˚ est l’identité.

PropKBCXooOuEZcS

Proposition 9.43 (Thème 78).
À propos de matrices orthogonales.

ITEMooHSTAooIbVrwa

(1) L’ensemble des matrices réelles orthogonales forme un groupe noté Opn,Rq.
(2) Si A est une matrice orthogonale, alors detpAq “ ˘1.

ITEMooOWMBooHUatNb

(3) Le groupe Opnq est le groupe des isométries linéaires 23 de Rn.

Démonstration. Commençons par prouver que Opn,Rq est un groupe. La matrice 1 est orthogo-
nale. De plus si A et B sont orthogonale, la matrice produit AB est orthogonale :

pABqpABqt “ ABBtAt “ A1At “ 1. (9.120)

Nous avons donc bien un groupe.
En ce qui concerne le déterminant, AAt “ 1 donne detpAq detpAtq “ 1, mais la proposition 9.36

dit que detpAq “ detpAtq, donc detpAq2 “ 1. D’où le fait que detpAq “ ˘1.
D’autre part si A est une isométrie de Rn alors pour tout x, y P Rn nous avons xAx,Ayy “

xx, yy. En particulier,
xAtAx, yy “ xx, yy (9.121)

pour tout x, y P Rn. En prenant y “ ei nous trouvons

pAtAxqi “ xi, (9.122)

ce qui signifie que pour tout x, AtAx “ x, ou encore que AtA est l’identité.
Réciproquement si AtA est l’identité nous avons

xx, yy “ xAtAx, yy “ xAx,Ayy, (9.123)

ce qui prouve que A est une isométrie.

En ce qui concerne les valeurs propres des matrices de Opnq ainsi que leurs formes canoniques
(avec des fonctions trigonométriques) pour Op3q et SOp3q, ce sera pour la proposition 18.220 et ce
qui s’ensuit.

DEFooJLNQooBKTYUy

Définition 9.44.
Le sous-groupe des matrices orthogonales de déterminant 1 est le groupe spécial orthogonal noté
SOpnq.

22. Définition 9.41.
23. Au sens où, parmi les applications linéaires, les isométries sont les éléments de Opnq. À part ça, il y a aussi les

translations, mais c’est une autre histoire qui vous sera contée une autre fois.
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9.5 Topologie

9.5.1 Boules et sphères

Un espace vectoriel normé (définition 7.152) vient avec sa topologie métrique (théorème 7.112).
Sphères et boules fermées viennent dans la définition 7.129.

Définition 9.45.
Une partie A de V est dite bornée si il existe un réel R tel que A Ă Bp0V , Rq.

Une partie est donc bornée si elle est contenue dans une boule de rayon fini.

Exemple 9.46.
Dans R, les boules sont les intervalles ouverts et fermés tandis que la sphère est donnée par les
points extrêmes des intervalles :

Bpa, rq “ sa´ r, a` rr,
B̄pa, rq “ ra´ r, a` bs,
Spa, rq “ ta´ r, a` ru.

(9.124)

△

Exemple 9.47.
Si nous considérons R2, la situation est plus riche parce que nous avons plus de normes. Essayons
de voir les sphères de centre p0, 0q P R2 et de rayon r pour les normes }.}1, }.}2 et }.}8.

Pour la norme }.}1, la sphère de rayon r est donnée par l’équation

|x| ` |y| “ r. (9.125)

Pour la norme }.}2, l’équation de la sphère de rayon r est
a
x2 ` y2 “ r, (9.126)

et pour la norme supremum, la sphère de rayon r a pour équation

maxt|x|, |y|u “ r. (9.127)

Elles sont dessinées sur la figure 9.1

´1 1
´1

1

LabelFigLesSpheresssLabelSubFigLesSpheres0

(a) La sphère unité pour la
norme }.}1

´1 1
´1

1

LabelFigLesSpheresssLabelSubFigLesSpheres1

(b) La sphère unité pour la
norme }.}2

´1 1
´1

1

LabelFigLesSpheresssLabelSubFigLesSpheres2

(c) La sphère unité pour la
norme }.}8

Figure 9.1: Les sphères de rayon 1 pour les trois normes classiques. LabelFigLesSpheres

△
PropBoitPtLoin

Proposition 9.48.
Soient V un espace vectoriel normé, a dans V et x tel que dpa, xq “ r, c’est-à-dire x P Spa, rq.
Dans ce cas, toute boule centrée en x contient un point P tel que dpP, aq ą r et un point Q tel que
dpQ, aq ă r.

Démonstration. Soit une boule de rayon δ autour de x. Le but est de trouver un point P tel que
dpP, aq ą r et dpP, xq ă δ. Pour cela, nous prenons P sur la même droite que x (en partant de a),
mais juste « un peu plus loin », comme sur la figure suivante :
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‚a

‚x
‚
P

Plus précisément, nous considérons le point

P “ x` v

N
(9.128)

où v “ x´ a et N est suffisamment grand pour que dpx, P q soit plus petit que δ. Cela est toujours
possible parce que

dpP, xq “ }P ´ x} “ }v}
N

(9.129)

peut être rendu aussi petit que l’on veut par un choix approprié de N . Montrons maintenant que
dpa, P q ą dpa, xq :

dpa, P q “ }a´ x´ v

N
}

“ }a´ x` a

N
´ x

N
}

“ }`1` 1
N

˘pa´ xq}
ą }a´ x} “ dpa, xq.

(9.130)

Nous laissons en exercice le soin de trouver un point Q tel que dpQ, aq ă r et dpQ, xq ă δ.

9.5.2 Ouverts, fermés, intérieur et adhérence

Définition 9.49.
Soit pV, }.}q un espace vectoriel normé et A, une partie de V . Un point a est dit intérieur à A si
il existe une boule ouverte centrée en a et contenue dans A.

On appelle l’intérieur de A l’ensemble des points qui sont intérieurs à A. Nous notons IntpAq
l’intérieur de A.

Notons que IntpAq Ă A parce que si a P IntpAq, nous avons Bpa, rq Ă A pour un certain r et
en particulier a P A.

Exemple 9.50.
Trouver l’intérieur d’un intervalle dans R consiste à « ouvrir là où c’est fermé ».

(1) Int
`r0, 1r˘ “ s0, 1r.

Prouvons d’abord que s0, 1r Ă Intpr0, 1rq. Si a P s0, 1r, alors a est strictement supérieur à
0 et strictement inférieur à 1. Dans ce cas, la boule de centre a et de rayon minta,1´au

2 est
contenue dans s0, 1r (voir figure 9.2). Cela prouve que a est dans l’intérieur de r0, 1r.

‚
a

‚
0

‚
1

a 1´ a

Figure 9.2: Trouver le rayon d’une boule autour de a. Une boule qui serait centrée en a avec un
rayon strictement plus petit à la fois de a et de 1 ´ a est entièrement contenue dans le segment
s0, 1r. LabelFigIntervalleUn

Prouvons maintenant que Int
`r0, 1r˘ Ă s0, 1r. Vu que l’intérieur d’un ensemble est inclus dans

l’ensemble, nous savons déjà que Int
`r0, 1r˘ Ă r0, 1r. Nous devons donc seulement montrer

que 0 n’est pas dans l’intérieur de r0, 1r. C’est le cas parce que toute boule du type Bp0, rq
contient le point ´r{2 qui n’est pas dans r0, 1r.
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(2) Int
´
r0,8r

¯
“ s0,8r.

(3) Int
`s2, 3r˘ “ s2, 3r.

△
ExempleIntBoules

Exemple 9.51.
Les intérieurs des boules et sphères sont importantes à savoir.

(1) Int
`
Bpa, rq˘ “ Bpa, rq. Si x P Bpa, rq, nous avons dpa, xq ă r. Alors la boule B

`
x, r´dpx, aq˘

est incluse à Bpa, rq, et donc x est dans l’intérieur de Bpa, rq. Conseil : faire un dessin.
(2) Int

`
B̄pa, rq˘ “ Bpa, rq. Par le point précédent, la boule Bpa, rq est certainement dans l’in-

térieur de la boule fermée. Il reste à montrer que les points de B̄pa, rq qui ne sont pas dans
Bpa, rq ne sont pas dans l’intérieur. Ces points sont ceux dont la distance à a est égale à r.
Le résultat découle alors de la proposition 9.48.

(3) Int
`
Spa, rq˘ “ H. Si x P Spa, rq, toute boule centrée en a contient des points qui ne sont pas

à distance r de a.
Notez que la sphère est un exemple d’ensemble non vide mais d’intérieur vide.

△

Définition 9.52.
Une partie A de l’espace vectoriel normé pV, }.}q est dite ouverte si chacun de ses points est
intérieur. La partie A est donc ouverte si A Ă IntpAq. Par convention, nous disons que l’ensemble
vide H est ouvert.

Une partie est dite fermée si son complémentaire est ouvert. La partie A est donc fermée si
V zA est ouverte.

Remarque : un ensemble A est ouvert si et seulement si IntpAq “ A.

Définition 9.53.
Une partie A de l’espace vectoriel normé V est dite compacte si elle est fermée et bornée.

Nous verrons tout au long de ce cours que les ensembles compacts, et les fonctions définies sur
ces ensembles ont de nombreuses propriétés agréables.

ExempleFermeIntevrR

Exemple 9.54.
En ce qui concerne les intervalles de R,

— s1, 2r est ouvert ;
— r3, 4s est fermé ;
— r5, 6r n’est ni ouvert ni fermé ;

Les intervalles fermés de R sont toujours compacts. △
PropTopologieAx

Proposition 9.55.
Soit V un espace vectoriel normé.

(1) L’ensemble V lui-même et le vide sont à la fois fermés et ouverts.
(2) Toute union d’ouverts est ouverte.
(3) Toute intersection finie d’ouverts est ouverte. ItemPropTopologieAxiv

(4) Le vide et V sont les seules parties de V à être à la fois fermées et ouvertes.

Démonstration. L’ingrédient principal de cette démonstration est que si a est un point d’un ouvert
O, alors il existe une boule autour de a contenue dans O parce que a doit être dans l’intérieur de
O.

(1) Nous avons déjà dit que, par définition, l’ensemble vide est ouvert. Cela implique que V
lui-même est fermé (parce que son complémentaire est le vide). De plus, V est ouvert parce
que toutes les boules sont inclues à V . Le vide est alors fermé (parce que son complémentaire
est V ).
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(2) Soit une famille pOiqiPI d’ouverts 24, et l’union

O “
ď

iPI
Oi. (9.131)

Soit maintenant a P O. Nous devons prouver qu’il existe une boule centrée en a entièrement
contenue dans O. Étant donné que a P O, il existe i P I tel que a P Oi (c’est-à-dire que
a est au moins dans un des Oi). Par hypothèse l’ensemble Oi est ouvert et donc tous ses
points (en particulier a) sont intérieurs ; il existe donc une boule Bpa, rq centrée en a telle
que Bpa, rq Ă Oi Ă O.

(3) Soit une famille finie d’ouverts pOkqkPt1,...,nu, et a P O où

O “
nč

k“1
Ok. (9.132)

Vu que a appartient à chaque ouvert Ok, nous pouvons trouver, pour chacun de ces ouverts,
une boule Bpa, rkq contenue dans Ok. Chacun des rk est strictement positif, et nous n’en
avons qu’un nombre fini, donc le nombre r “ mintr1, . . . , rnu est strictement positif. La
boule Bpa, rq est inclue dans toutes les autres (parce que Bpa, rq Ă Bpa, r1q lorsque r ď r1),
par conséquent

Bpa, rq Ă
nč

k“1
Bpa, rkq Ă

nč

k“1
Ok “ O, (9.133)

c’est-à-dire que la boule de rayon r est une boule centrée en a contenue dans O, ce qui fait
que a est intérieur à O.

(4) Nous acceptons ce point sans démonstration.

La proposition dit que toute intersection finie d’ouvert est ouverte. Il est faux de croire que
cela se généralise aux intersections infinies, comme le montre l’exemple suivant :

8č

i“1
s´ 1
n
,

1
n
r “ t0u. (9.134)

Chacun des ensembles s´ 1
n ,

1
n r est ouvert, mais le singleton t0u est fermé (pourquoi ?).

Nous reportons à la proposition 1.444 la preuve du fait que tout ensemble borné de R possède
un infimum et un supremum.

Définition 9.56.
L’ensemble des ouverts de V est la topologie de V . La topologie dont nous parlons ici est dite
induite par la norme }.} de V (parce que cette norme définit la notion de boule et qu’à son tour la
notion de boule définit la notion d’ouverts). Un voisinage de a dans V est un ensemble contenant
un ouvert contenant a.

Il existe de nombreuses topologies sur un espace vectoriel donné, mais certaines sont plus
fameuses que d’autres. Dans le cas de V “ Rn, la topologie usuelle est celle induite par la
norme euclidienne. Lorsque nous parlons de boules, de fermés, de voisinages ou d’autres notions
topologiques (y compris de convergence, voir plus bas) dans Rn, nous sous-entendons toujours la
topologie de la norme euclidienne.

Exemple 9.57.
Les ensembles suivants sont des voisinages de 3 dans R :

— s1, 5r ;
24. L’ensemble I avec lequel nous « numérotons » les ouverts Oi est quelconque, c’est-à-dire qu’il peut être N, R,

Rn ou n’importe quel autre ensemble, fini ou infini.
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— r0, 10s ;
— R.

Les ensembles suivants ne sont pas des voisinages de 3 dans R :
— s1, 3r ;
— s1, 3s ;
— r0, 5rzt3u.

△

Proposition 9.58.
Dans un espace vectoriel normé,

(1) toute intersection de fermés est fermée ;
(2) toute union finie de fermés est fermée.

Encore une fois, l’hypothèse de finitude de l’intersection est indispensable comme le montre
l’exemple suivant :

8ď

n“1
r´1` 1

n
, 1´ 1

n
s “ s´1, 1r. (9.135)

Chacun des intervalles dont on prend l’union est fermé tandis que l’union est ouverte.
LEMooHPQTooHKdoiL

Lemme 9.59.
Soit A, une partie de l’espace vectoriel normé V . Un point a P V est adhérent 25 à A dans V si et
seulement si pour tout ε ą 0,

Bpa, εq XA ‰ H. (9.136)

Un point peut être adhérent à A sans faire partie de A, et nous avons toujours A Ă AdhpAq.
EXooICLBooJzQFNY

Exemple 9.60.
La terminologie « fermeture » de A pour désigner Ā provient de deux origines.

(1) L’ensemble Ā est le plus petit fermé contenant A. Cela signifie que si B est un fermé qui
contient A, alors Ā Ă B. Cela est fondamentalement le sens de la définition 7.20.

(2) Pour les intervalles dans R, trouver Ā revient à fermer les extrémités qui sont ouvertes,
comme on en a parlé dans l’exemple 9.54.

△

Exemple 9.61.
Dans R, l’infimum et le supremum d’un ensemble sont des points adhérents. En effet si M est le
supremum de A Ă R, pour tout ε, il existe un a P A tel que a ą M ´ ε, tandis que M ą a. Cela
fait que a P BpM, εq, et en particulier que pour tout rayon ε, nous avons BpM, εq XA ‰ H.

Le même raisonnement montre que l’infimum est également dans l’adhérence de A. △
ParlerEncoredeF

Exemple 9.62.
Il ne faut pas conclure de l’exemple précédent qu’un point limite ou adhérent est automatiquement
un minimum ou un maximum. En effet, si nous regardons l’ensemble formé par les points de la
suite xn “ p´1qn{n, le nombre zéro est un point adhérent et une limite, mais pas un infimum ni
un maximum. △

Lemme 9.63.
Si B est une partie fermée de V , alors B “ B̄.

Démonstration. Supposons qu’il existe a P B̄ tel que a R B. Alors il n’y a pas d’ouverts autour de
a qui soit contenu dans AB. Cela prouve que AB n’est pas ouvert, et par conséquent que B n’est

25. Définition 7.20.
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pas fermé. Cela est une contradiction qui montre que tout point de B̄ doit appartenir à B lorsque
B est fermé.

Exemple 9.64.
Au niveau des intervalles dans R, prendre l’adhérence consiste à « fermer là où c’est ouvert ».
Attention cependant à ne pas fermer l’intervalle en l’infini.

(1) r0, 2r “ r0, 2s.
(2) s3,8r “ r3,8r.

Si au lieu de travailler dans R, vous travaillez dans une extension comme le compactifié d’Alexan-
drov R̂ (définition 7.101) ou dans la droite réelle achevée (définition 12.24), vous devez un peu
réfléchir avant de décider si il faut fermer les intervalles en ˘8 ou en ω. Bref, ne faites rien
mécaniquement et posez vous des questions de topologie quand vous cherchez des fermetures. △

PROPooEURXooHHpkhd

Proposition 9.65.
Soit V un espace vectoriel normé et a P V . Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) a P Ā ;
(2) il existe une suite d’éléments xn dans A qui converge vers a ;
(3) dpa,Aq “ 0.

Notez que dans cette proposition, nous ne supposons pas que a soit dans A.
PropComleIntBar

Proposition 9.66.
Pour toute partie A d’un espace vectoriel normé nous avons

(1) V zĀ “ IntpV zAq,
(2) V z IntpAq “ V zA.

En utilisant les notations du complémentaire (1.1.5), les deux points de la proposition se ré-
crivent

(1) AĀ “ IntpAAq,
ItemLemPropComplementiv

(2) A IntpAq “ AA.

Démonstration. Nous avons a P V zĀ si et seulement si a R Ā. Or ne pas être dans Ā signifie qu’il
existe un rayon ε tel que la boule Bpa, εq n’intersecte pas A. Le fait que la boule Bpa, εq n’intersecte
pas A est équivalent à dire que Bpa, εq Ă V zA. Or cela est exactement la définition du fait que a
est à l’intérieur de V zA. Nous avons donc montré que a P V zĀ si et seulement si a P IntpV zAq.
Cela prouve la première affirmation.

Pour prouver la seconde affirmation, nous appliquons la première au complémentaire de A :
ApAAq “ IntpAAAq. En prenant le complémentaire des deux membres nous trouvons successivement

AApAAq “ A IntpAAAq,
AA “ A IntpAq, (9.137)

ce qu’il fallait démontrer.

Attention à ne pas confondre AĀ et AA. Ces deux ensembles ne sont pas égaux. En effet, en
tant que complément d’un fermé, l’ensemble AĀ est certainement ouvert, tandis que, en tant que
fermeture, l’ensemble AA est fermé. Pouvez-vous trouver des exemples d’ensembles A tels que
AĀ “ AA ?

PROPooRAZUooVMxPic

Proposition 9.67.
Soient A et B deux parties de l’espace vectoriel normé V .

(1) Pour les inclusions, si A Ă B, alors IntpAq Ă IntpBq et Ā Ă B̄.
(2) Pour les unions, AYB “ AYB et AXB Ă ĀX B̄.
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(3) Pour les intersections, IntpAq X IntpBq “ IntpAXBq et IntpAq Y IntpBq Ă IntpAYBq.
Démonstration. (1) Si a est dans l’intérieur de A, il existe une boule autour de a contenue dans

A. Cette boule est alors contenue dans B et donc est une boule autour de a contenue dans
B, ce qui fait que a est dans l’intérieur de B. Si maintenant a est dans l’adhérence de A,
toute boule centrée en a contient un élément de A et donc un élément de B, ce qui prouve
que a est dans l’adhérence de B.

(2) Nous avons A Ă A Y B et donc, en utilisant le premier point, Ā Ă AYB. De la même
manière, B̄ Ă AYB. En prenant l’union, ĀY B̄ Ă AYB.
Réciproquement, soit a P AYB et montrons que a P ĀY B̄. Supposons par l’absurde que a
ne soit ni dans Ā ni dans B̄. Il existe donc des rayons ε1 et ε2 tels que

Bpa, ε1q XA “ H,
Bpa, ε2q XB “ H. (9.138)

En prenant r “ mintε1, ε2u, la boule Bpa, rq est inclue aux deux boules citées et donc
n’intersecte ni A ni B. Donc a R AYB, d’où la contradiction.

(3) Si nous appliquons le second point à AA et AB, nous trouvons

AAY AB “ AAY AB. (9.139)

En utilisant les propriétés du lemme 1.28, le membre de gauche devient

AAY AB “ ApAXBq “ A IntpAXBq, (9.140)Eq2707CACBCABEq2707CACBCAB

tandis que le membre de droite devient

AAY AB “ A IntpAq Y A IntpAq “ A
´

IntpAq X IntpBq
¯
. (9.141)Eq2707cAcBACAACBEq2707cAcBACAACB

En égalisant le membre de droite de (9.140) avec celui de (9.141) et en passant au complé-
mentaire nous trouvons

IntpAXBq “ IntpAq X IntpBq, (9.142)

comme annoncé.
La dernière affirmation provient du fait que IntpAq Ă IntpAYBq et de la propriété équivalente
pour B.

Remarque 9.68.
Nous avons prouvé que AXB Ă ĀX B̄. Il arrive que l’inclusion soit stricte, comme dans l’exemple
suivant. Si nous prenons A “ r0, 1s et B “ s1, 2s, nous avons AXB “ H et donc AXB “ H. Par
contre nous avons ĀX B̄ “ t1u.
Définition 9.69.
La frontière d’un sous-ensemble A de l’espace vectoriel normé V est l’ensemble des points a P V
tels que

Bpa, rq XA ‰ H,
Bpa, rq X AA ‰ H, (9.143)

pour tout rayon r. En d’autres termes, toute boule autour de a contient des points de A et des
points de AA. La frontière de A se note BA.

PropDescFrpbsmI

Proposition 9.70.
La frontière d’une partie A d’un espace vectoriel normé V s’exprime sous la forme

BA “ Āz IntpAq. (9.144)
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Démonstration. Le fait pour un point a de V d’appartenir à Ā signifie que toute boule centrée en
a intersecte A. De la même façon, le fait de ne pas appartenir à IntpAq signifie que toute boule
centrée en a intersecte AA.

La description de la frontière donnée par la proposition 9.70 est celle qu’en pratique nous
utilisons le plus souvent. Dans certains textes, elle est prise comme définition de la frontière.

Lemme 9.71.
La frontière de A peut également s’exprimer des façons suivantes :

BA “ ĀX A IntpAq “ ĀX AA, (9.145)

Démonstration. En partant de BA “ Āz IntpAq, la première égalité est une application de la
propriété (2) du lemme 1.28. La seconde égalité est alors la proposition 9.66.

Exemple 9.72.
Dans R, la frontière d’un intervalle est la paire constituée des points extrêmes. En effet

Bra, br“ ra, brz Int
`ra, br˘ “ ra, bszsa, br “ ta, bu. (9.146)

Toujours dans R nous avons

BR “ R̄z IntpRq “ RzR “ H, (9.147)

et
BQ “ Q̄z IntpQq “ RzH “ R. (9.148)

△

Exemple 9.73.
Dans Rn, nous avons

BBpa, rq “ BB̄pa, rq “ Spa, rq. (9.149)

Cela est un boulot pour la proposition 9.48. Si x P Spa, rq alors tout boule autour de x contient
des points à distance strictement plus grande et plus petite que dpa, xq, c’est-à-dire des points dans
Bpa, rq et hors de Bpa, rq. Cela prouve que les points de Spa, rq font partie de BBpa, rq, c’est-à-dire
que Spa, rq Ă BBpa, rq ; et idem pour B̄pa, rq.

Pour prouver l’inclusion inverse, soit x P BBpa, rq. Vu que toute boule autour de x contient
des points intérieurs à Bpa, rq, pour tout ϵ ą 0, dpa, xq ´ ϵ ă r, c’est-à-dire que dpa, xq ď r. De la
même manière toute boule autour de x contient des points hors de Bpa, rq signifie que pour tout
ϵ, dpa, xq ` ϵ ą r ou encore que dpa, xq ě r. Nous avons donc dpa, xq “ r. △

Remarque 9.74.
Il serait toutefois faux de croire que BA “ BĀ pour toute partie A de Rn. En effet si A “ Rzt0u
nous avons BA “ t0u et Ā “ R, donc BĀ “ H.

9.5.3 Point isolé, point d’accumulation
LEMooOMVNooVBlQMD

Lemme 9.75.
Soit un espace vectoriel normé V ainsi qu’une partie D de V .

(1) Un point a P D est dit isolé 26 dans D relativement à V si il existe un ε ą 0 tel que

Bpa, εq XD “ tau. (9.150)

(2) Un point a P V point d’accumulation 27 de D si pour tout ε ą 0,
´
Bpa, εqztau

¯
XD ‰ H. (9.151)
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‚ P

‚Q

‚
S

Figure 9.3: L’ensemble décrit par l’équation (9.152). Le point P est un point isolé de D, tandis
que les points S et Q sont des points d’accumulation. LabelFigAccumulationIsole

Exemple 9.76.
Considérons la partie suivante de R2 :

D “ tpx, yq tel que x2 ` y2 ă 1u Y tp1, 1qu. (9.152)Eq2807BouleIsoEq2807BouleIso

Comme on peut le voir sur la figure 9.3, le point P “ p1, 1q est un point isolé de D parce qu’on
peut tracer une boule autour de P sans inclure d’autres points de D que P lui-même. Le point
Q “ p´1, 0q est un point d’accumulation de D parce que toute boule autour de Q contient des
points de D.

Le point S, étant un point intérieur, est un point d’accumulation : toute boule autour de S
intersecte D.

Notez cependant que le point Q lui-même n’est pas dans D parce que l’inégalité qui définit D
est stricte. △

Remarque 9.77.
À propos de la position des points d’accumulation et des points isolés.

(1) Les points intérieurs sont tous des points d’accumulation.
(2) Les points isolés ne sont jamais intérieurs.
(3) Certains points d’accumulation ne font pas partie de l’ensemble. Par exemple le point 1 est

un point d’accumulation de E “ s0, 1r.
(4) Les points de la frontière sont soit d’accumulation soit isolés.

Exemple 9.78.
Tous les points de R sont des points d’accumulation de Q parce que dans toute boule autour d’un
réel, on peut trouver un nombre rationnel. △

Remarque 9.79.
L’ensemble des points d’accumulation d’un ensemble n’est pas exactement son adhérence. En effet,
un point isolé dans A est dans l’adhérence de A, mais n’est pas un point d’accumulation de A.

9.5.4 Des exemples
ItemExoEVN3i

Exemple 9.80.
Nous considérons l’ensemble.

A1 “ tpx, yq P R2 | x2 ´ 5x` 6 ă y ď 2u. (9.153)

Si un point px, yq P R2 est tel que x2´ 5x` 6 ă y, alors dans une boule centrée en px, yq (de rayon
r1), l’inégalité reste vraie (parce que la fonction x2 ´ 5x` 6´ y est une fonction continue). De la
même manière, si nous avons y ă 2 en px, yq, alors nous avons encore l’inégalité dans une boule de
rayon r2. En prenant r “ mintr1, r2u, les deux inégalités restent vraies dans la boule de rayon r.

Donc les points px, yq tels que x2 ´ 5x` 6 ă y ă 2 sont dans l’intérieur de A1.
Pour les mêmes raisons, autour d’un point px, yq tel que x2´ 5x` 6 ą y, nous pouvons trouver

une boule dans laquelle l’inégalité reste stricte. Ces points ne sont donc pas dans l’adhérence de

26. Définition 7.32.
27. Définition 7.31.
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A1. Un point qui vérifie x2 ´ 5x` 6 “ y “ 2 est par contre dans l’adhérence parce que dans toute
boule, on pourra trouver un x tel que x2 ´ 5x` 6 ă y, et un y. L’adhérence est donc donnée par
les inéquations

Ā1 ” x2 ´ 5x` 6 ď y ď 2. (9.154)

La frontière est donnée par les points de l’adhérence qui ne sont pas dans l’intérieur de A1.
Attention : ne pas dire que la frontière est alors donnée simplement en remplaçant les inégalités
par des égalités : BA1 ” x2 ´ 5x` 6 “ y “ 2. Quel est cet ensemble ?

Trouver la frontière demande un peu plus de travail. Le point marqué sur la figure 9.4 est sur
la frontière parce que toute boule intersecte l’intérieur et l’extérieur. Cela est dû au fait que, sur
ce point, nous ayons x2 ´ 5x` 6 “ y en même temps que y ă 2. Donc si on prend une boule assez
petite, on conserve y ă 2, mais on obtient des points tels que x2 ´ 5x` 6 ă y.

En voyant le dessin, la chose à faire pour écrire la frontière est de trouver les deux points
d’intersection entre la parabole et la droite horizontale. Ces points sont les points px, yq qui satisfont
au système

"
x2 ´ 5x` 6 “ y (9.155a)
y “ 2. (9.155b)

En substituant la seconde équation dans la première, il vient x2´ 5x` 6 “ 2, ce qui nous donne à
résoudre le polynôme du second degré x2 ´ 5x` 4 “ 0. Les éventuelles solutions entières sont les
diviseurs de 4. Par chance 28, on voit que x “ 1 et x “ 4 sont des solutions. Le théorème 3.130 nous
assure qu’il n’y a pas d’autres racines. Les deux points d’intersection sont les points P “ p1, 2q et
Q “ p4, 2q. Les points de la frontière de A1 sont donc donnés par

BA1 “ tpx, yq P R2 tels que x2 ´ 5x` 6 “ y et 1 ď x ď 4u
Y tpx, yq P R2 tels que y “ 2 et 1 ď x ď 4u. (9.156)

‚

1 2 3 4 5

1

2

3

4

Figure 9.4: En hachuré : l’intérieur ; en trait plein : la frontière. L’adhérence est l’union des deux.
Exemple9.80. LabelFigAdhIntFr

Notez que les points de la parabole qui sont sur la frontière ne font pas partie de l’ensemble
A1 lui-même, tandis que ceux de la frontière qui sont sur la droite horizontale en font partie sauf
p4, 2q et p1, 2q.

L’intérieur de A1 n’étant pas égal à A1, cet ensemble n’est pas ouvert ; de la même manière,
vu que Ā1 ‰ A1, l’ensemble n’est pas fermé. L’ensemble A1 est par contre borné parce qu’il est
contenu par exemple dans la boule de centre p0, 0q et de rayon 5. Les points d’accumulation de A1
sont les points de sa fermeture. △

ItemExoEVN3ii

Exemple 9.81.
Nous étudions

A2 “ tpx, yq P R2 | x` 1 ă y ă 2xu. (9.157)

28. Sinon, il aurait fallu utiliser la proposition 10.115.



9.5. TOPOLOGIE 695

Pour les mêmes raisons que dans l’exemple 9.80 l’intérieur est donné par

IntpA2q ” x` 1 ă y ă 2x; (9.158)

L’adhérence est donnée par
A2 ” x` 1 ď y ď 2x, (9.159)

Pour la frontière, les deux droites dont il est question dans la définition de A2 (les droites y “ x`1
et y “ 2x) se coupent en x “ 1 (refaire soi-même le dessin de la figure 9.5). Lorsque x ă 1, les
conditions x` 1 ă y et y ă 2x sont incompatibles : aucun point de A2 n’est dans la partie x ă 1
du plan. Lorsque x ą 1, alors les points situés entre les deux droites font partie de A2. La frontière
est donc donnée par ces deux droites pour x ě 1.

Étant donné que IntpA2q “ A2, cet ensemble est ouvert (et donc pas fermé par la proposition
9.55(4)). Il n’est par contre pas borné parce qu’il contient des point px, yq avec des x arbitrairement
grands. △

‚

´1 1 2 3
´1

1

2

3

4

5

6

Figure 9.5: Notez que le point d’angle fait partie de la frontière, mais pas de l’ensemble. Exemple
9.81. LabelFigAdhIntFrDeux

Proposition 9.82 ([272]).
Tout partie de R sans point d’accumulation est dénombrable.

Démonstration. Soit une partie S de R ne contenant pas de points d’accumulation. Pour chaque
s P S, il existe un ϵs ą 0 tel que

Bps, ϵsq X S “ tsu. (9.160)

Rien ne garantit cependant que Bps, ϵsq X Bpt, ϵtq “ H, alors que nous en aurons besoin pour la
suite.

Le nombre
inft|s´ v| tel que v P Sztsuu (9.161)

est au moins égal à ϵs et est don strictement positif. Nous posons

rs “ inf
␣|s´ v| tel que v P Sztsu(

4 , (9.162)

et
Is “ Bps, rsq. (9.163)
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Nous avons maintenant Is X It “ H. Soit en effet u P Is X It. Alors

|s´ t| ď |s´ u| ` |u´ t| (9.164a)
ď rs ` tt (9.164b)
ď 2rs (9.164c)

où nous avons supposé rs ě rt. Si ce n’est pas le cas, changer s et t dans ce qui suit ; les deux point
ont des rôles symétrique. Nous avons donc

|s´ t| ď 2rs “ inf
␣|s´ v| tel que v P Sztsu(

2 ď |s´ t|2 . (9.165)

Donc |s´ t| “ 0 et s “ t.
Cela pour dire que Is ne possède d’intersection avec It que si s “ t.
Nous définissons alors une application

φ : S Ñ Q

s ÞÑ qs
(9.166)

où qs est un choix de rationnel dans Is. C’est le lemme 1.424 qui nous permet de choisir un tel
rationnel.

La construction des intervalles Is garantit que φ est une injection. Le fait qu’il existe une
injection de Q vers S et le fait que Q est dénombrable impliquent que S est au plus dénombrable.

9.6 Valeur propre et vecteur propre

9.6.1 Généralités

Nous savons qu’une application linéaire A : R3 Ñ R3 est complètement définie par la donnée
de son action sur les trois vecteurs de base, c’est-à-dire par la donnée de

Ae1, Ae2 et Ae3. (9.167)

La matrice d’une application A se forme en mettant simplement les vecteurs Ae1, Ae2 et Ae3 en
colonne. Donc la matrice

A “
¨
˝

3 0 0
0 0 1
0 1 0

˛
‚ (9.168)EqExempleALinEqExempleALin

signifie que l’application linéaire A envoie le vecteur e1 sur

¨
˝

3
0
0

˛
‚, le vecteur e2 sur

¨
˝

0
0
1

˛
‚ et le

vecteur e3 sur

¨
˝

0
1
0

˛
‚. Pour savoir comment A agit sur n’importe quel vecteur, on applique la règle

de produit vecteurˆmatrice :
¨
˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
x` 2y ` 3z
4x` 5y ` 6z
7x` 8y ` 9z

˛
‚. (9.169)

Une chose intéressante est de savoir quelles sont les directions invariantes de la transformation

linéaire. Par exemple, on peut lire sur la matrice (9.168) que la direction

¨
˝

1
0
0

˛
‚est invariante : elle

est simplement multipliée par 3. Dans cette direction, la transformation est juste une dilatation.



9.6. VALEUR PROPRE ET VECTEUR PROPRE 697

Afin de savoir si v est un vecteur d’une direction conservée, il faut voir si il existe un nombre λ tel
que Av “ λv, c’est-à-dire voir si v est simplement dilaté.

L’équation Av “ λv se récrit pA´ λ1qv “ 0, c’est-à-dire qu’il faut résoudre l’équation

pA´ λ1q
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

0
0
0

˛
‚. (9.170)

Nous savons qu’une telle équation ne peut avoir de solutions que si detpA´ λ1q “ 0. La première
étape est donc de trouver les λ qui vérifient cette condition.

9.6.2 Dans le vif du sujet
DefooMMKZooVcskCc

Définition 9.83.
Soit un K-espace vectoriel E et un endomorphisme T : E Ñ E. Un vecteur propre de T est un
vecteur v ‰ 0 tel que T pvq “ λv pour un certain λ P K. Dans ce cas, λ est la valeur propre de v.

L’espace propre de T pour la valeur λ 29 est l’ensemble des vecteurs propres de T pour la
valeur propre λ, et le vecteur nul.

Définition 9.84.
L’ensemble des valeurs propres de l’endomorphisme T est son spectre et est noté SpecpT q.
Remarque 9.85.
Le nombre zéro peut être une valeur propre ; c’est le vecteur zéro qui ne peut pas être vecteur
propre. La matrice nulle est une matrice diagonalisable.

LEMooWHWUooFFXlzT

Lemme 9.86 ([273]).
Le spectre d’une matrice est égal au spectre de sa transposée : SpecpT q “ SpecpT tq.
Démonstration. Nous savons que T est inversible si et seulement si T t l’est parce que si TS “ 1
alors StT t “ 1. Nous avons équivalence entre les énoncés suivants :

— λ est une valeur propre de T
— il existe v tel que pT ´ λ1qv “ 0
— T ´ λ1 n’est pas inversible
— pT t ´ λ1q n’est pas inversible
— il existe w tel que T tw “ λw.
— λ est valeur propre de T t.

LemjcztYH

Lemme 9.87.
Soient un espace vectoriel E, un endomorphisme T P EndpEq, ainsi que ses sous-espaces propres
tEλuλPSpecpT q. Toute somme finie de la forme

Eλ1 ` . . .` Eλp (9.171)

est directe 30.

Démonstration. Nous utilisons le lemme 4.140. Soient vi P Eλi
un choix de vecteurs tels que

pÿ

i“1
vi “ 0. (9.172)EQooROAXooFpgxxFEQooROAXooFpgxxF

29. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que c’est bien un sous-espace vectoriel de E.
30. Définition 4.138.
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Soit un entier j0 entre 1 et p. Nous allons montrer que vj0 “ 0. Pour cela nous remarquons d’abord
que, pour tout i ‰ j0, ź

k‰j0
pλi ´ λkq “ 0. (9.173)EQooGVPYooXRPEVUEQooGVPYooXRPEVU

Nous appliquons l’opérateur
ś
k‰j0pT ´ λk1q à l’égalité (9.172) :

0 “
pÿ

i“1

ź

k‰j0
pT ´ λkqvi (9.174a)

“
pÿ

i“1

ź

k‰j0
pλi ´ λkqvi (9.174b)SUBEQooHHGJooTvCcDbSUBEQooHHGJooTvCcDb

“
ź

k‰j0
pλj0 ´ λkqvj0 . (9.174c)SUBEQooSHQYooNLVoVZSUBEQooSHQYooNLVoVZ

Justifications.
— Pour (9.174b). Pour chaque k et i nous avons pT ´ λkqvi “ Tvi ´ λkvi “ λivi ´ λkvi parce

que vi est un vecteur propre de T pour la valeur propre λi.
— Pour (9.174c). Dans la somme, seul le terme i “ j0 est non nul, à cause de (9.173).

Donc vj0 “ 0 parce que le produit
ś
k‰j0pλj0 ´ λkq, lui, est non nul.

9.7 Polynômes d’endomorphismes
SECooUEQVooLBrRiE

Soit A un anneau commutatif et K, un corps commutatif. L’injection canonique AÑ ArXs se
prolonge en une injection

MpAq ÑM
`
ArXs˘. (9.175)

9.7.1 Polynômes d’endomorphismes

Soit u P EndpEq où E est un K-espace vectoriel. Nous considérons l’application

φu : KrXs Ñ EndpEq
P ÞÑ P puq. (9.176)EqOVKooeMJuvEqOVKooeMJuv

L’image de φu est un sous-espace vectoriel. En effet si A “ φupP q et B “ φupQq, alors A ` B “
φupP `Qq et λA “ pλP qpuq. En particulier c’est un espace fermé.

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et P , un polynôme. Nous disons que P
est un polynôme annulateur de u si P puq “ 0 en tant qu’endomorphisme de E.

LemQWvhYb

Lemme 9.88.
Si P et Q sont des polynômes dans KrXs et si u est un endomorphisme d’un K-espace vectoriel
E, nous avons

pPQqpuq “ P puq ˝Qpuq. (9.177)

Démonstration. Si P “ ř
i aiX

i et Q “ ř
j bjX

j , alors le coefficient de Xk dans PQ est
ÿ

l

albk´l. (9.178)EqCoefGPyVcvEqCoefGPyVcv

Par conséquent pPQqpuq contient
ř
l albk´luk. Par ailleurs P puq ˝Qpuq est donné par

ÿ

i

aiu
i

˜ÿ

j

bju
j

¸
pxq “

ÿ

ij

aibju
i`jpxq. (9.179)

Le coefficient du terme en uk est bien le même que celui donné par (9.178).
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ThoDecompNoyayzzMWod

Théorème 9.89 (Décomposition des noyaux ou lemme des noyaux[274]).
Soit u un endomorphisme du K-espace 31 vectoriel E. Soit P P KrXs un polynôme tel que P puq “
0. Nous supposons que P s’écrive comme le produit P “ P1 . . . Pn de polynômes deux à deux
étrangers 32. Alors

(1)
E “ kerP1puq ‘ . . .‘ kerPnpuq. (9.180)

(2) En posant Qi “ś
j‰i Pj, il existe des polynômes Ri tels que R1Q1 ` . . .`RnQn “ 1

ITEMooMOBPooPVXuXj

(3) Les projecteurs sur ker
`
Pjpuq

˘
sont donnés par

projkerpPipiqq “ pRiQiqpuq. (9.181)

Démonstration. Dans ce qui suit, nous allons beaucoup utiliser le fait que KrXs soit commutatif
(lemme 1.357). Nous posons

Qi “
ź

j‰i
Pj . (9.182)

(1) Utilisation de Bézout
Par le lemme 6.48 ces polynômes sont étrangers entre eux et le théorème de Bézout (théo-
rème 6.47) donne l’existence de polynômes Ri tels que

R1Q1 ` ¨ ¨ ¨ `RnQn “ 1. (9.183)EQooMMCVooRzlXpAEQooMMCVooRzlXpA

(2) Une première somme, pas directe Si nous appliquons cette égalité à u et ensuite à
x P E nous trouvons

nÿ

i“1
pRiQiqpuqpxq “ x, (9.184)EqqVcpUyEqqVcpUy

et en particulier si nous posons Ei “ Image
`
RiQipuq

˘
nous avons

E “
nÿ

i“1
Ei. (9.185)

Cette dernière somme n’est éventuellement pas une somme directe.
(3) QiQj est multiple de P Si i ‰ j, en utilisant la commutativité de KrXs,

QiQj “
˜ź

k‰i
Pk

¸˜ź

l‰j
Pl

¸
“
´ź

k‰i
k‰j

Pk

¯
Pj

˜ź

l‰j
Pl

¸
“

ź

k‰i
k‰j

Pk
ź

k

Pl “ SijP, (9.186)

où Sij est un polynôme. Nous voyons que QiQj est multiple de P .
(4) Une somme directe Toujours avec i ‰ j, en utilisant le lemme 9.88,

pRiQiqpuq ˝ pRjQjqpuq “
`
RiQiRjQj

˘puq “ `
RiRj QiQjloomoon

“SijP

˘puq “ pRiRjSijqpuq ˝ P puq “ 0

(9.187)
Nous pouvons voir E comme un K-module et appliquer le théorème 1.337. Les opérateurs
RiQipuq ont l’identité comme somme et sont orthogonaux, et nous avons donc la décompo-
sition en somme directe :

E “
nà
i“1

RiQipuqE. (9.188)EQooJPQLooOZepwZEQooJPQLooOZepwZ

31. Le corps K est commutatif comme tous les corps dans le Frido.
32. Définition 3.111.
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(5) RiQipuqE Ă kerPipuq Attention : utilisation massive du lemme 9.88. Un élément deRiQipuqE
est de la forme pRiQiqpuqx avec x P E. Nous appliquons l’endomorphisme Pipuq à cet élément,
et nous vérifions que nous obtenons zéro :

Pipuq
`pRiQiqpuqx

˘ “ pPiRiQiqpuqx (9.189a)
“ pRi PiQiloomoon

“P
qpuqx (9.189b)

“ pRiP qpuqx (9.189c)
“ `

Ripuq ˝ P puqloomoon
“0

˘
x (9.189d)

“ 0. (9.189e)

Par conséquent ImagepRiQipuqq Ă kerPipuq.
(6) Et la somme qu’il nous fallait Le fait que la somme (9.188) soit directe n’est en fait pas

crucial. En effet, vu que chacun des termes est inclus dans kerPipuq, nous avons la somme
(pas directe à priori)

E “
nÿ

i“1
RiQipuqE Ă

nÿ

i“1
kerPipuq. (9.190)

Mais cette fois, nous prouvons qu’elle est directe en utilisant la caractérisation du lemme
4.140(4). Supposons que, pour un certain k,

x P kerPkpuq X
` ÿ

j‰k
kerPjpuq

˘
. (9.191)

Nous allons montrer que x “ 0.
(6a) Qipuqx “ 0 si i ‰ k Si i ‰ k, nous avons

Qipuqx “
´ź

j‰i
j‰k

Pj

¯
Pkpuqx “ 0 (9.192)

parce que x P kerPkpuq.
(6b) Qkpuqx “ 0 Nous savons qu’il existe zl P kerPlpuq tel que x “ ř

l‰k zl. Nous avons
alors

Qkpuqx “
´ź

j‰k
Pj

¯ÿ

l‰k
zl “

ÿ

l‰k

´ź

j‰k
Pjpuq

¯
zl “ 0 (9.193)

parce que parmi les Pjpuq (j ‰ k), il y a Plpuq qui annule zl.
(6c) Et finalement Nous avons prouvé que Qipuqx “ 0 pour tout i. La formule de Bézout

(9.183) donne alors ÿ

i

Ri Ă Qipuqx“0 “ x (9.194)

et donc x “ 0.
(7) Les projecteurs

9.90.
Ce résultat est utilisé pour prouver que toute représentation est décomposable en représentations
irréductibles, proposition 16.10 ainsi que pour le théorème 9.216 qui dit que si le polynôme minimal
d’un endomorphisme est scindé à racine simple alors il est diagonalisable.
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CorKiSCkC

Corolaire 9.91.
Soit E, un K-espace vectoriel de dimension finie et f , un endomorphisme semi-simple dont la
décomposition du polynôme minimal µf en facteurs irréductibles sur KrXs est µf “Mα1

1 ¨ ¨ ¨Mαr
r .

Si F est un sous-espace stable par f , alors

F “
rà
i“1

kerMαi
i pfq X F (9.195)

Démonstration. Nous posons Ei “ kerMαi
i pfq et Fi “ Ei X F . Les polynômes Mαi

i sont deux à
deux étrangers et µf pfq “ 0, donc le lemme des noyaux (9.89) s’applique et

E “ E1 ‘ . . .‘ Er. (9.196)

Nous pouvons décomposer x P F en termes de cette somme :

x “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xr (9.197)EqbBbrdiEqbBbrdi

avec xi P Ei. Toujours selon le lemme des noyaux, les projections sur les espaces Ei sont des
polynômes en f . Par conséquent F est stable sous toutes ces projections proji : E Ñ Ei, et en
appliquant proji à (9.197), projipxq “ xi. Puisque x P F , le membre de gauche est encore dans F
et xi P Ei X F . Nous avons donc

F Ă
rà
i“1

Fi. (9.198)

L’inclusion inverse est immédiate parce que Fi Ă F pour chaque i.
LemVISooHxMdbr

Lemme 9.92.
Si x est un vecteur propre de valeur propre λ pour l’endomorphisme u et si P est un polynôme,
alors x est vecteur propre de P puq pour la valeur propre P pλq.
Démonstration. C’est un simple calcul de P puqx en ayant noté 33 P pXq “ řn

k“0 ckX
n :

P puqx “
nÿ

k“0
cku

kpxq “
nÿ

k“0
ckλ

kx “ P pλqx. (9.199)

9.7.2 Polynôme minimal et minimal ponctuel

Nous avons déjà vu la définition de polynôme minimal en 6.64. Le lemme suivant permet de
parler de polynôme minimal d’endomorphisme.

LEMooEYPSooLCoPlY

Lemme 9.93 ([1]).
Si E est un K-espace vectoriel, l’ensemble EndpEq des endomorphismes de E est une extension
du corps K.

LEMooQJQGooRcAxmJ

Lemme 9.94.
Soit un endomorphisme f : E Ñ E d’un K-espace vectoriel de dimension finie. Il existe un unique
polynôme annulateur unitaire de degré minimum 34.

Tout endomorphisme de K-espace vectoriel de dimension finie possède un polynôme minimal 35.

33. En complète violation de ce qu’on disait dans 1.358.
34. Degré minimum au sens où il existe peut-être d’autres polynômes annulateurs, mais ils seront de degré plus

élevé.
35. Définition 6.64.
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Démonstration. Pour l’unicité, soient P et Q deux polynômes annulateurs de f de même degré
minimum N et ayant tous deux 1 comme coefficient de xN . Alors P ´Q est de degré N ´1 tout en
étant encore annulateur. Vu que nous avions dit que N était le degré minimum, le seul polynôme
annulateur de degré N ´ 1 est le polynôme nul. Donc P ´Q “ 0.

Pour l’existence, les endomorphismes Id, f , f2, . . .ne peuvent pas être tous linéairement indé-
pendants parce que la dimension de EndpEq est finie. Il existe donc un nombre N et des coefficients
ak tels que

řN
k“0 akf

k “ 0. Le polynôme P pXq “ řN
k“0 akX

k est donc annulateur de f .
Une autre façon de le dire est que l’application linéaire φ : KrXs Ñ EndpEq donnée par φpP q “

P pfq est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension infinie vers un espace vectoriel de
dimension finie. Il ne peut donc pas être injectif et possède donc un noyau non réduit à zéro.

L’existence d’un polynôme minimal est maintenant seulement dû au fait que, avec les notations
de la définition 6.64, l’idéal If n’est pas réduit à t0u.
Remarque 9.95.
La preuve donnée ci-dessus montre que degpµq ď dimpEq2. Comme conséquence du théorème de
Cayley-Hamilton 9.118 nous verrons qu’en réalité le degré du polynôme minimal est majoré par la
dimension de l’espace.

PROPooZCUSooLUUrxi

Proposition 9.96 (Exemple en dimension infinie[1]).
L’endomorphisme de dérivation sur l’espace des fonctions dérivables RÑ R n’a pas de polynôme
minimal.

Dans la suite, l’endomorphisme f du K-espace vectoriel E de dimension n est fixé. Pour x P E
nous notons

Ex “ tP pfqx tel que P P KrXsu. (9.200)EqooOAYDooEpZELoEqooOAYDooEpZELo

Nous considérons le morphisme d’algèbres

φ : KrXs Ñ EndpEq
P ÞÑ P pfq (9.201)

et si x P E est donné nous considérons le morphisme de K-espaces vectoriels

φx : KrXs Ñ E

P ÞÑ P pfqx. (9.202)

Les noyaux de ces applications sont des idéaux, entre autres par le lemme 9.88. Ils ont donc un
unique générateur unitaire (chacun) par le théorème 6.43. En termes de vocabulaire, l’ensemble

kerpφq “ tP P KrXs tel que P pfq “ 0u (9.203)

est l’idéal annulateur de f et un polynôme P tel que P pfq “ 0 est un polynôme annulateur de
f .

DEFooUICRooBGYhqQ

Proposition-Définition 9.97.
La partie kerpφxq est un idéal de KrXs qui possède un unique générateur unitaire.

Le générateur unitaire de kerpφxq est le polynôme minimal ponctuel de f en x. Il sera noté
µf,x ou µx lorsque la dépendance en f est claire dans le contexte.

Nous notons µ le générateur unitaire du noyau de φ et µx celui de φx. Puisque µ P kerpφxq
pour tout x nous avons µx  µ pour tout x.

ExooDTUJooIMqSKn

Exemple 9.98 (Pas en dimension infinie).
En dimension infinie, il n’y a pas toujours de polynôme annulateur. Si E est un espace vectoriel
de dimension infinie ayant une base dénombrable teiuiPN alors l’opérateur donné par fpeiq “ ei`1
n’a pas de polynôme annulateur. Même pas ponctuel en quel que point que ce soit.

De même l’opérateur donné par gpe1q “ 0 et gpeiq “ ei´1 si i ‰ 1 n’a pas de polynôme
annulateur, mais il a un polynôme annulateur ponctuel évident en x “ e1. L’exemple 15.90 donnera
un habillage à peine subtil à cet exemple. △
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PropAnnncEcCxj

Proposition 9.99.
Si P est un polynôme tel que P pfq “ 0, alors le polynôme minimal µf divise P . Autrement dit, le
polynôme minimal engendre l’idéal des polynômes annulateurs.

Démonstration. L’ensemble kerpφq “ tQ P KrXs tel que Qpfq “ 0u est un idéal par le lemme 9.88.
Le polynôme minimal de f est un élément de degré plus bas dans I et par conséquent I “ pµf q
par le théorème 6.43. Nous concluons que µf divise tous les éléments de I.

La proposition suivante permet de caractériser le polynôme minimal.
PROPooVUJPooMzxzjE

Proposition 9.100 ([130]).
Soit une application linéaire f sur un K-espace vectoriel. Il existe un unique polynôme unitaire 36

P P KrXs tel que
(1) P pfq “ 0 ;
(2) l’application

φ : KrXspP q Ñ EndpEq
Q̄ ÞÑ Qpfq

(9.204)EQooIBMDooVTaEhfEQooIBMDooVTaEhf

est injective.

Démonstration. En ce qui concerne l’existence, il existe le polynôme minimal de f qui satisfait les
conditions. Pour l’unicité nous y travaillons maintenant.

Supposons que l’application (9.204) soit injective. Alors pour tout Q P KrXs tel que Qpfq “ 0
nous avons Q̄ “ 0, c’est-à-dire Q “ PR pour un certain R P KrXs. Autrement dit : P est un
générateur unitaire de l’idéal annulateur de f . Le théorème 6.43(3) nous dit alors que P “ µ parce
que µ est également générateur unitaire.

LemSYsJJj

Lemme 9.101 ([275]).
Soit f : E Ñ E un endomorphisme de l’espace vectoriel E. Il existe un élément x P E tel que
µf,x “ µf .

Démonstration. Soit une décomposition en irréductibles du polynôme minimal µ “ Pα1
1 . . . Pαr

r .
Nous notons Ei “ ker

`
Pαi
i pfq

˘
. Les polynômes Pi sont étrangers deux à deux (un diviseur commun

aurait a fortiori été un diviseur et aurait contredit l’irréductibilité). Le lemme des noyaux 9.89 nous
donne la somme directe

E “
rà
i“1

ker
`
Pαi
i pfq

˘
. (9.205)

Si xi P Ei alors µxi est une puissance de Pi. En effet µxi  µ et est donc un produit des puissances
des Pj . Or si pQPjqpfqxi “ 0 alors pPjQqpfqxi “ 0, ce qui donne Qpfqxi P Ej X Ei “ t0u si j ‰ i.
Donc µxi n’est pas de la forme QPj pour j ‰ i. Nous en déduisons que µxi est une puissance de
Pi dès que xi P Ei. Nous choisissons xi P Ei tel que µxi “ Pαi

i .
Nous posons enfin a “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xr ; par définition du polynôme annulateur µa, nous avons

0 “ µapfqa “ µapfqx1 ` ¨ ¨ ¨ ` µapfqxr. (9.206)EqooVIGGooSfuvwBEqooVIGGooSfuvwB

Mais µapfqxi P Ei, et la somme des Ei est directe, donc l’annulation de la somme (9.206) implique
l’annulation de chacun des termes : µapfqxi “ 0 pour tout i. Cela prouve que µxi  µa. Mais comme
les µxi sont premiers deux à deux (parce que ce sont les Pαi

i ), nous concluons que le produit divise
encore µa :

rź

i“1
µxi  µa, (9.207)

c’est-à-dire µ  µa. Comme nous avons aussi µa  µ, nous déduisons µa “ µ.
36. À mon avis, « unitaire » manque dans [130].



704 CHAPITRE 9. ESPACES VECTORIELS (ENCORE)

DEFooFEIFooNSGhQE

Définition 9.102 (Matrices, endomorphismes et vecteurs cycliques).
Une matrice est cyclique si elle est semblable à une matrice compagnon. Un endomorphisme
f : E Ñ E est cyclique si il existe un vecteur x P E tel que tfkpxquk“0,...,n´1 est une base de E.
Un vecteur ayant cette propriété est un vecteur cyclique pour f .

LemAGZNNa

Lemme 9.103.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme cyclique 37 f de E. Soit un
vecteur cyclique v de f , alors le polynôme minimal de f est égal au polynôme minimal de f au
point v : µf “ µf,v.

Démonstration. Montrons que µf,v est un polynôme annulateur de f , ce qui prouvera que µf divise
µf,v par la proposition 9.99. Étant donné que v est cyclique, tout élément de E s’écrit sous la forme
x “ Qpfqv. Prenons un polynôme P annulateur de f en v : P pfqv “ 0. Nous montrons que P est
alors un polynôme annulateur de f . En effet, nous avons

P pfqx “ `
P pfq ˝Qpfq˘v “ `

Qpfq ˝ P pfq˘v “ 0 (9.208)

où nous avons utilisé le lemme 9.88.
LEMooOWDAooWPbPda

Lemme 9.104 ([275]).
Soit a P E un vecteur cyclique pour f , tel que µa “ µ. Alors Ea est un sous-espace stable par f
pour lequel il existe un supplémentaire stable.

Démonstration. Soit l “ degpµq “ degpµaq. L’espace Ea étant engendré par les fkpaq nous savons
que e1 “ a, e2 “ fpaq,. . ., el “ f l´1paq forment une base de Ea. Nous pouvons la compléter en une
base te1, . . . , enu de E. Et nous posons 38

G “ tx P E tel que el̊
`
fkpxq˘ “ 0,@k ě 0u (9.209a)

“
č

kě0
kertel̊ ˝ fku (9.209b)

“
l´1č

k“0
kerpel̊ ˝ fkq. (9.209c)

La dernière égalité est due au fait que l soit le degré de µ. Du coup f l est une combinaison linéaire
des f i avec i ď l ´ 1.

Nous avons fpGq Ă G et de plus EaXG “ t0u parce qu’un élément de Ea est une combinaison
linéaire d’éléments de la forme f jpaq (j ď l). Après application de f l´j , ces éléments obtiennent
une composante f lpaq “ el. De plus G est un sous-espace vectoriel du fait que el̊ ˝ f i est une
application linéaire.

Montrons enfin que dimpGq “ n ´ l. Pour cela nous remarquons que G est une intersection
d’hyperplans, et nous montrons que les équations définissant ces hyperplans sont linéairement
indépendantes. Soit donc

l´1ÿ

j“0
λj
`
el̊ ˝ f j

˘ “ 0 (9.210)EqooOHESooRtBUfcEqooOHESooRtBUfc

et montrons que λj “ 0 pour tout j est l’unique solution. Soit x P E et appliquons l’opération
(9.210) au vecteur f ipxq ; le résultat est zéro :

0 “
l´1ÿ

j“0
λjpel̊ ˝ f i ˝ f jq “ pel̊ ˝ f iqP puq (9.211)

37. Voir la définition 9.102.
38. ici, comme presque partout, e˚

l est le dual de el, c’est-à-dire l’application linéaire sur E donnée par e˚
l peiq “ δli,

voir la définition 4.126.
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où nous avons posé P pXq “ řl´1
j“0 λjX

j . Appliquons cela à a : pour tout i nous avons

pel̊ ˝ f iq
`
P pfqa˘ “ 0. (9.212)

Mais par définition de Ea, l’élément P pfqa est dans Ea. Nous en déduisons que

P pfqa P GX Ea “ t0u, (9.213)

c’est-à-dire que P est un polynôme annulateur de a. Mais P est de degré l´1 alors que le polynôme
minimal de a est de degré l. Par conséquent P “ 0 et λj “ 0 pour tout j.

DEFooBOHVooSOopJN

Définition 9.105.
L’endomorphisme f d’un espace vectoriel est semi-simple si tout sous-espace stable par f possède
un supplémentaire stable.

LemrFINYT

Lemme 9.106.
Si le polynôme minimal d’un endomorphisme est irréductible, alors cet endomorphisme est semi-
simple 39.

Démonstration. Soit f , un endomorphisme dont le polynôme minimal est irréductible et F , un
sous-espace stable par f . Nous devons en trouver un supplémentaire stable. Si F “ E, il n’y a pas
de problème. Sinon nous considérons u1 P EzF et

Eu1 “ tP pfqu1 tel que P P KrXsu, (9.214)

qui est un espace stable par f .
Montrons que Eu1 X F “ t0u. Pour cela nous étudions l’idéal

Iu1 “ tP P KrXs tel que P pfqu1 “ 0u. (9.215)

C’est un idéal non réduit à t0u parce que le polynôme minimal de f par exemple est dans Iu1 . Soit
Pu1 un générateur unitaire de Iu1 . Étant donné que µf P Iu1 , nous avons Pu1 divise µf et donc,
Pu1 “ µf , parce que µf est irréductible par hypothèse.

Soit y P Eu1 X F . Par définition il existe P P KrXs tel que y “ P pfqu1 et si y ‰ 0, cela
signifie que P R Iu1 , c’est-à-dire que Pu1 ne divise pas P . Étant donné que Pu1 est irréductible cela
implique que Pu1 et P sont premiers entre eux (ils n’ont pas d’autre pgcd que 1).

Nous utilisons maintenant des coefficient de Bézout (théorème 6.47) A,B P KrXs tels que

AP `BPu1 “ 1. (9.216)

Nous appliquons cette égalité à f et puis à u1 :

u1 “ Apfq ˝ P pfqu1loomoon
“y

`Bpfq ˝ Pu1pfqu1loooomoooon
“0

“ Apfqy. (9.217)

Mais y P F , donc Apfqy P F . Nous aurions donc u1 P F , ce qui est impossible par choix. Nous
savons maintenant que l’espace Eu1 ‘F est stable sous f . Si cet espace est E alors nous arrêtons.
Sinon nous reprenons le raisonnement avec Eu1‘F en guise de F et en prenant u2 P EzpEu1‘F q.
Étant donné que E est de dimension finie, ce procédé s’arrête à un certain moment et nous aurons

E “ F ‘ Eu1 ‘ . . .‘ Euk
(9.218)

où chacun des Eui sont stables.
ThoFgsxCE

Théorème 9.107.
Un endomorphisme est semi-simple si et seulement si son polynôme minimal est produit de poly-
nômes irréductibles distincts deux à deux.

39. Définition 9.105.
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Démonstration. Supposons que f soit semi-simple et que son polynôme minimal soit donné par
µf “Mα1

1 . . .Mαr
r où les Mi sont des polynômes irréductibles deux à deux distincts. Nous devons

montrer que αi “ 1 pour tout i. Soit i tel que αi ě 1 et N P KrXs tel que µf “ M2N où l’on a
noté M “Mi. Nous étudions l’espace

F “ kerMpfq (9.219)

qui est stable par f , et qui possède donc un supplémentaire S également stable par f . Nous allons
montrer que MN est un polynôme annulateur de f .

D’abord nous prenons x P S. Étant donné que F est le noyau de Mpfq,

Mpfq`MNpfqx˘ “ µf pfqx “ 0, (9.220)

ce qui signifie que MNpfqx P F . Mais puisque S est stable par f nous avons aussi MNpfqx P S.
Finalement MNpfqx P F X S “ t0u. Autrement dit, MNpfq s’annule sur S.

Prenons maintenant y P F . Nous avons

MNpfq “ Npfq`Mpfqy˘ “ 0 (9.221)

parce que y P F “ kerMpfq.
Nous avons prouvé que MNpfq s’annule partout et donc que MNpfq est un polynôme annu-

lateur de f , ce qui contredit la minimalité de µf “M2N .
Nous passons au sens inverse. Soit mf “ M1 . . .Mr une décomposition du polynôme minimal

de l’endomorphisme f en irréductibles distincts deux à deux. Soit F un sous-espace vectoriel stable
par f . Nous notons

Ei “ kerpMipfqq (9.222)

et fi “ f |Ei . Par le lemme 9.91 nous avons

F “
rà
i“1
pF X Eiq. (9.223)

Les espaces Ei sont stables par f et étant donné que Mi est irréductible, il est le polynôme minimal
de fi. En effet,Mi est annulateur de fi, ce qui montre que le polynôme minimal de fi diviseMi. Mais
Mi étant irréductible, Mi est le polynôme minimal. Étant donné que µfi

“ Mi, l’endomorphisme
fi est semi-simple par le lemme 9.106.

L’espace F XEi étant stable par l’endomorphisme semi-simple fi, il possède un supplémentaire
stable que nous notons Si :

Ei “ Si ‘ pF X Eiq. (9.224)

Étant donné que sur chaque Si nous avons f |Si “ fi, l’espace S “ S1 ‘ . . . ‘ Sr est stable par f .
Par conséquent, nous avons

E “ E1 ‘ . . .‘ Er (9.225a)
“ `

S1 ‘ pF X E1q
˘‘ . . .‘ `

Sr ‘ pF X Erq
˘

(9.225b)

“ ` rà
i“1

Si
˘‘ ` rà

i“1
F X Ei

˘
(9.225c)

“ S ‘ F, (9.225d)

ce qui montre que F a bien un supplémentaire stable par f et donc que f est semi-simple.

Exemple 9.108 (L’espace engendré par 1, A, A2,. . .).
Soit A une matrice, et

E “ SpantAk tel que k P Nu. (9.226)

Nous montrons que dimpEq est le degré du polynôme minimal de A.
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D’abord l’idéal annulateur de A est engendré par le polynôme minimal 40 que nous notons
µ “ řp

k“0 akX
k. La partie t1, . . . , Ap´1u est libre parce qu’une combinaison linéaire nulle de ces

éléments serait un polynôme annulateur en A de degré plus petit que p. Donc dimpEq ě p.
La partie t1, A, . . . , Apu est liée à cause du polynôme minimal. Isoler Ap dans µpAq “ 0 donne

un polynôme f de degré p´ 1 tel que Ap “ fpAq.
Nous allons montrer à présent que la famille t1, A, . . . , Ap´1u est génératrice (alors dimpEq ď p).

Soit un entier q ě p et de division euclidienne 41 np` r “ q avec r ă p. Nous avons Aq “ AnpAr.
D’une part

Anp “ pApqn “ fpAqn (9.227)

est de degré npp´ 1q. Par conséquent

Aq “ fpAqnAr (9.228)

qui est de degré npp´1q` r “ q´n. Autrement dit il existe un polynôme g1 de degré q´n tel que
Aq “ g1pAq. Si q´n ą p´ 1 alors nous pouvons recommencer et obtenir un polynôme g2 de degré
strictement inférieur à celui de g1 tel que Aq “ g2pAq. Au bout du compte, il existe un polynôme
g de degré au maximum p ´ 1 tel que Aq “ gpAq. Cela prouve que la partie t1, A, . . . , Ap´1u est
génératrice de E.

La dimension de E est donc p, le degré du polynôme minimal. △
PropooCFZDooROVlaA

Proposition 9.109.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Nous avons l’isomorphisme
d’espace vectoriel

Krf s » KrXspµf q (9.229)

La dimension en est degpµf q.
Démonstration. Notons avant de commencer que pµq est l’idéal engendré par µ. Les classes dont
il est question dans le quotient KrXs{pµq sont

P̄ “ tP ` SµuSPKrXs. (9.230)

Nous allons montrer que l’application suivante fournit l’isomorphisme :

ψ : KrXspµq Ñ Krf s
P̄ ÞÑ P pfq.

(9.231)

(1) ψ est bien définie Si Q P P̄ alors Q “ P ` Sµ pour un certain S P KrXs. Du coup nous
avons

ψpQ̄q “ P pfq ` pSµqpfq. (9.232)

Mais µpfq “ 0 donc le deuxième terme est nul. Donc ψpP̄ q est bien défini.
(2) Injectif Si ψpP̄ q “ 0 nous avons P pfq “ 0, ce qui signifie que P “ Sµ pour un polynôme

S. Par conséquent P P pµq et donc P̄ “ 0.
(3) Surjectif Soit P P KrXs. L’élément P pfq de Krf s est dans l’image de ψ parce que c’est

ψpP̄ q.
En ce qui concerne la dimension, le corolaire 6.44 en parle déjà : une base est donnée par les
projections de 1, X, . . . ,Xdegpµf q´1.

40. Proposition 9.99.
41. Théorème 1.215.
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9.7.3 Polynôme caractéristique
DefOWQooXbybYD

Définition 9.110.
Soit un anneau commutatif A. Si u P Mpn,Aq, nous définissons le polynôme caractéristique
de u :

χupXq “ detpu´X1nq. (9.233)EqkxbdfuEqkxbdfu

Nous définissons de même le polynôme caractéristique d’un endomorphisme u : E Ñ E.

Remarque 9.111.
Quelques remarques à propos du signe 42.

— Certains auteurs définissent le polynôme caractéristique par detpX´uq au lieu de detpu´Xq.
— Wikipédia francophone[276] prend la définition detpX ´uq (donc opposée de la notre). Allez

lire la page de discussion.
— Sur les wikipédias en d’autres langues, ça varie.
— Un avantage de detpu´Xq est que detpuq “ χup0q.
— Un avantage de detpX ´ uq est qu’il est unitaire.

LemooWCZMooZqyaHd

Lemme 9.112.
Le polynôme caractéristique χu est unitaire en dimension paire et a pour degré la dimension de
l’espace vectoriel E.

ThoNhbrUL

Théorème 9.113.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et un endomorphisme u P EndpEq. Alors

(1) Le polynôme caractéristique divise pµuqn dans KrXs.
(2) Les polynômes caractéristiques et minimaux ont mêmes facteurs irréductibles dans KrXs.
(3) Les polynômes caractéristiques et minimaux ont mêmes racines dans KrXs.
(4) Le polynôme caractéristique est scindé si et seulement si le polynôme minimal est scindé.

ThoWDGooQUGSTL

Théorème 9.114.
Soit u P EndpEq et λ P K. Les conditions suivantes sont équivalentes ItemeXHXhHi

(1) λ P Specpuq ItemeXHXhHii

(2) χupλq “ 0 ItemeXHXhHiii

(3) µupλq “ 0.

Démonstration. (1) ô (2). Dire que λ est dans le spectre de u signifie que l’opérateur u´λ1 n’est
pas inversible, ce qui est équivalent à dire que detpu ´ λ1q est nul par la proposition 9.13(1) ou
encore que λ est une racine du polynôme caractéristique de u.

(2) ô (3). C’est une application directe du théorème 9.113 qui précise que le polynôme carac-
téristique a les mêmes racines dans K que le polynôme minimal.

ExICOJcFp

Exemple 9.115.
Sur R2, nous considérons la matrice A “

ˆ
1 0
1 1

˙
qui a pour polynôme caractéristique 43 le poly-

nôme χA “ pX ´ 1q2. Le nombre λ “ 1 est une racine double de ce polynôme, et pourtant il n’y a
qu’une seule dimension d’espace propre :

ˆ
1 0
1 1

˙ˆ
x
y

˙
“
ˆ
x
y

˙
(9.234)

entraine x “ 0.
Ici la multiplicité algébrique est différente de la multiplicité géométrique. △

42. Attention : je crois qu’il y a des incohérences dans le Frido à propos de ce choix
43. Définition 9.110.
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La proposition suivante donne une utilisation amusante de la notion de polynôme caractéris-
tique 44.

PROPooKJWOooOjSFaA

Proposition 9.116 ([277]).
Soit un espace vectoriel E de dimension finie pour lequel il existe un endomorphisme f : E Ñ E
tel que pf ˝ fqpxq “ ´x pour tout x P E. Alors la dimension de E est paire.

Démonstration. Cherchons les valeurs propres de f en résolvant l’équation fpxq “ λx. Nous ap-
pliquons f à cette égalité :

´x “ λfpxq “ λ2x. (9.235)

Donc λ ne peut pas être réel. Nous avons montré que f n’a pas de valeur propre réelle. Or le
polynôme caractéristique de f est de degré égal à la dimension. Si la dimension est impaire, le
polynôme caractéristique est de degré impair, et possède donc une racine réelle. Autrement dit,
l’absence de racines réelles au polynôme caractéristique indique une dimension paire.

Une autre preuve possible est d’utiliser le déterminant : si la dimension de E est n nous avons :

detpf2q “ detp´ Idq “ p´1qn. (9.236)

Donc p´1qn est positif, ce qui montre que n est pair.
PropNrZGhT

Proposition 9.117 ([278]).
Soit f , un endomorphisme de E et x P E. Alors

(1) L’espace Ef,x est stable par f .
ItemfzKOCo

(2) L’espace Ef,x est de dimension

pf,x “ dimEf,x “ degpµf,xq (9.237)

où µf,x est le générateur unitaire de If,x.
ItemKHNExH

(3) Le polynôme caractéristique de f |Ef,x
est µf,x.

ItemHMviZw

(4) Nous avons
χf |Ef,x

pfqx “ µf,xpfqx “ 0. (9.238)

Démonstration. Le fait que Ef,x soit stable par f est classique. Le point (4) est une application
du point (3). Les deux gros morceaux sont donc les points (2) et (3).

Étant donné que µf,x est de degré minimal dans If,x, l’ensemble

B “ tfkpxq tel que 0 ď k ď pf,x ´ 1u (9.239)

est libre. En effet une combinaison nulle des vecteurs de B donnerait un polynôme en f de degré
inférieur à pf,x annulant x. Nous écrivons

µf,xpXq “ Xpf,x ´
pf,x´1ÿ

i“0
aiX

i. (9.240)

Étant donné que µf,xpfqx “ 0 et que la somme du membre de droite est dans SpanpBq, nous
avons fpf,xpxq P SpanpBq. Nous prouvons par récurrence que fpf,x`kpxq P SpanpBq. En effet en
appliquant fk à l’égalité

0 “ fpf,xpxq ´
pf,x´1ÿ

i“0
aif

ipxq (9.241)

44. Définition 9.110.
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nous trouvons

fpf,x`kpxq “
pf,x´1ÿ

i“0
aif

i`kpxq, (9.242)

alors que par hypothèse de récurrence le membre de droite est dans SpanpBq. L’ensemble B est
alors générateur de Ef,x et donc une base d’icelui. Nous avons donc bien dimpEf,xq “ pf,x.

Nous montrons maintenant que µf,x est annulateur de f au point x. Nous savons que

µf,xpfqx “ 0. (9.243)

En y appliquant fk et en profitant de la commutativité des polynômes sur les endomorphismes
(proposition 9.88), nous avons

0 “ fk
`
µf,xpfqx

˘ “ µf,xpfqfkpxq, (9.244)

de telle sorte que µf,xpfq est nul sur B et donc est nul sur Ef,x. Autrement dit,

µf,x
`
f |Ef,x

˘ “ 0. (9.245)

Montrons que µf,x est même minimal pour f |Ef,x
.

Supposons avoir Q, un polynôme non nul de degré pf,x ´ 1 annulant f |Ef,x
. En particulier

Qpfqx “ 0. Cela signifie que B est un système lié, alors que nous avons montré que c’était un
système libre. Contradiction. Nous concluons que µf,x est le polynôme minimal de f |Ef,x

.

Cette histoire de densité permet de donner une démonstration alternative du théorème de
Cayley-Hamilton.

ThoCalYWLbJQ

Théorème 9.118 (Cayley-Hamlilton).
Le polynôme caractéristique est un polynôme annulateur.

Une démonstration plus simple via la densité des diagonalisables est donnée en théorème 13.25.

Démonstration. Nous devons prouver que χf pfqx “ 0 pour tout x P E. Pour cela nous nous fixons
un x P E, nous considérons l’espace Ef,x et χf,x, le polynôme caractéristique de f |Ef,x

. Étant
donné que Ef,x est stable par f , le polynôme caractéristique de f |Ef,x

divise χf , c’est-à-dire qu’il
existe un polynôme Qx tel que

χf “ Qxχf,x, (9.246)
et donc aussi

χf pfqx “ Qxpfq
`
χf,xpfqx

˘ “ 0 (9.247)
parce que la proposition 9.117 nous indique que χf,x est un polynôme annulateur de f |Ef,x

.

Corolaire 9.119.
Le degré du polynôme minimal est majoré par la dimension de l’espace.

Démonstration. Le polynôme minimal divise le polynôme caractéristique parce qu’il engendre
l’idéal des polynômes annulateurs par la proposition 9.99. Or le degré du polynôme caractéris-
tique est la dimension de l’espace par le lemme 9.112.

Exemple 9.120 (Calcul de l’inverse d’un endomorphisme).
Le théorème de Cayley-Hamilton donne un moyen de calculer l’inverse d’un endomorphisme inver-
sible pourvu que l’on connaisse son polynôme caractéristique. En effet, supposons que

χf pXq “
nÿ

k“0
akX

k. (9.248)

Nous aurons alors
0 “ χf pfq “

nÿ

k“0
akf

k. (9.249)
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Nous appliquons f´1 à cette dernière égalité en sachant que f´1p0q “ 0 :

0 “ a0f
´1 `

nÿ

k“1
akf

k´1, (9.250)

et donc
f´1 “ ´ 1

detpfq
nÿ

k“1
akf

k´1 (9.251)

où nous avons utilisé le fait que a0 “ χf p0q “ detpfq. △
PropooBYZCooBmYLSc

Proposition 9.121.
Si pX ´ zql (l ě 1) est la plus grande puissance de pX ´ zq dans le polynôme caractéristique d’un
endomorphisme f alors

1 ď dimpEzq ď l. (9.252)
C’est-à-dire que nous avons au moins un vecteur propre pour chaque racine du polynôme caracté-
ristique.

Démonstration. Si pX ´ zq divise χf alors en posant χf “ pX ´ zqP pXq nous avons

detpf ´X1q “ pX ´ zqP pXq, (9.253)

ce qui, évalué en X “ z, donne detpf ´ z1q “ 0. L’annulation du déterminant étant équivalente
à l’existence d’un noyau non trivial, nous avons v ‰ 0 dans E tel que pf ´ z1qv “ 0. Cela
donne fpvq “ zv et montre que v est vecteur propre de f pour la valeur propre z. Et aussi que
dimpEzq ě 1.

Si dimpEzq “ k alors le théorème de la base incomplète 4.13 nous permet d’écrire une base de
E dont les k premiers vecteurs forment une base de Ez. Dans cette base, la matrice de f est de la
forme ¨

˚̊
˚̋

z ˚
. . . ...

z ˚
˚

˛
‹‹‹‚ (9.254)

où les étoiles représentent des blocs à priori non nuls. En tout cas, sous cette forme, il est visible
que pX ´ zqk divise χf .

9.8 Formes bilinéaires et quadratiques
Plus à propos de formes bilinéaires dans le thème 16.

DEFooEEQGooNiPjHz

Définition 9.122 ([279]).
Soient trois espaces vectoriels E,F et V sur le même corps commutatif K. Une application b : Eˆ
F Ñ V est bilinéaire si elle est séparément linéaire en ses deux variables, c’est-à-dire si

(1) bpu1 ` u2, vq “ bpu1, vq ` bpu2, vq,
(2) bpu, v1 ` v2q “ bpu, v1q ` bpu, v2q
(3) bpλu, vq “ bpu, λvq “ λbpu, vq

pour tout u, u1, u2 P E, v, v1, v2 P F et pour tout λ P K.
(1) Dans le cas E “ F et V “ K, nous parlons de forme bilinéaire sur E.
(2) Nous parlons de forme bilinéaire symétrique si de plus bpu, vq “ bpv, uq.

DefBSIoouvuKR

Définition 9.123 ([280]).
Soit un espace vectoriel E et F un corps de caractéristique différente de 2. Une forme quadratique
sur E est une application q : E Ñ F pour laquelle il existe une forme bilinéaire symétrique b : E ˆ
E Ñ F satisfaisant qpxq “ bpx, xq pour tout x P E.

L’ensemble des formes quadratiques réelles sur E est noté QpEq.
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La topologie sur QpEq sera la topologie métrique donnée dans le lemme 9.138.
DEFooJIAQooZkBtTy

Définition 9.124 (Application bilinéaire définie positive, thème 39).
Si b est une application bilinéaire 45 sur un espace vectoriel E nous disons qu’elle est

(1) définie positive si bpx, xq ě 0 pour tout x P E et bpx, xq “ 0 si et seulement si x “ 0.
(2) semi-définie positive si bpx, xq ě 0 pour tout x P E. Nous dirons aussi parfois qu’elle est

simplement « positive ».

9.125.
Une application bilinéaire E ˆE Ñ K n’est pas une application linéaire ; la distinction est impor-
tante. La linéarité est

bpλu, λvq “ b
`
λpu, vq˘ “ λbpu, vq (9.255)

et la bilinéarité est
bpλu, vq “ bpu, λvq “ λbpu, vq. (9.256)

En réalité la seule forme qui soit à la fois linéaire et bilinéaire est la forme identiquement nulle :
la condition

bpλu, λvq “ λ2bpu, vq “ λbpu, vq (9.257)

pour tout λ P K implique bpu, vq “ 0.
EXooKFBOooJjXZwu

Exemple 9.126 ([281]).
L’application

b : Mpn,Kq ˆMpn,Kq Ñ K

pA,Bq ÞÑ TrpABq (9.258)

est une forme bilinéaire symétrique.
La vérification est un calcul :

TrpBAq “
ÿ

i

pBAqii “
ÿ

ik

BikAki “
ÿ

ik

AkiBik “
ÿ

k

pABqkk “ TrpABq. (9.259)

△

9.8.1 Dégénérescence d’une forme bilinéaire

Soit b, une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur l’espace vectoriel E de dimension n
sur K où K est un corps de caractéristique différente de 2. Nous notons q la forme quadratique
associée.

DEFooNUBFooLfCqaK

Définition 9.127.
Une forme bilinéaire est non dégénérée si bpx, zq “ 0 pour tout z implique x “ 0.

LemyKJpVP

Lemme 9.128.
Soit b une forme bilinéaire non dégénérée. Si x et y sont tels que bpx, zq “ bpy, zq pour tout z, alors
x “ y.

Démonstration. C’est immédiat du fait de la linéarité en le premier argument et de la non-
dégénérescence : si bpx, zq ´ bpy, zq “ 0 alors

bpx´ y, zq “ 0 (9.260)

pour tout z, ce qui implique x´ y “ 0.

45. Définition 9.122.
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9.8.2 Orthogonal pour une forme bilinéaire
DEFooENZGooXMWfUy

Définition 9.129.
Soit un espace vectoriel E et une forme bilinéaire symétrique b. Si A Ă E nous notons

AK “ tz P E tel que bpz, xq “ 0@x P Au. (9.261)

C’est l’orthogonal de A par rapport à la forme b.
DEFooQQBQooKJdwxO

Définition 9.130.
Soit un espace vectoriel E et une forme bilinéaire symétrique b. Le noyau est la partie

kerpbq “ tz P E tel que bpz, xq “ 0@x P Eu. (9.262)
PROPooWPKRooUAnVzd

Proposition 9.131 ([282]).
Soit un espace vectoriel E sur le corps K. Soit une forme bilinéaire symétrique b sur E. Si A et
B sont des parties de E nous avons : ITEMooCGEIooKpSNXS

(1) AK est un sous-espace vectoriel.
ITEMooRRAOooTaVYgm

(2) Si A Ă B alors BK Ă AK.
ITEMooBKXFooEpObWC

(3) AK “ SpanpAqK.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1)

Soient x, y P AK, a P A et λ P K. Nous avons alors

bpx` λy, aq “ bpx, aq ` λbpy, aq “ 0 (9.263)

(2) Pour (2)
Soient x P BK et a P A. Nous avons bpx, aq “ 0 parce que a P A Ă B et x P BK.

(3) Pour (3) Deux inclusions à prouver.

(3a) Première inclusion Nous avonsA Ă SpanpAq, donc le point (2) montre que SpanpAqK Ă
AK.

(3b) Deuxième inclusion Soit x P AK et y P SpanpAq. Nous avons y “ ř
i λiai pour

certains ai P A et λi P K. Alors

bpx, yq “
ÿ

i

λibpx, aiq “ 0. (9.264)

PROPooSACFooQTsiJL

Proposition 9.132 ([282]).
Soit un espace vectoriel E sur le corps K. Soit une forme bilinéaire symétrique b sur E. Si V est
un sous-espace de E, alors : ITEMooYHJUooQnbKQc

(1) Si bV : V ˆ V Ñ K est la restriction de b, alors V X V K “ kerpbV q 46.
ITEMooUZZFooDbuddF

(2) pV `W qK “ V K XWK.
ITEMooSZAGooLgkzYw

(3) V Ă pV KqK.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1)

En deux parties.

46. Définition du noyau de b, définition 9.130.
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(1a) V X V K Ă kerpbV q Soit x P V XV K. Si v P V , nous avons bpx, vq “ 0 parce que x P V K.
(1b) kerpbV q Ă V X V K Soit x P kerpbV q. Nous avons x P V parce que x P kerpbV q Ă V .

Pour montrer que x P V K nous considérons y P V et nous remarquons que bpx, yq “ 0
parce que x P V K.

(2) Pour (2) En deux parties.

(2a) pV `W qK Ă V K XWK Soit x P pV `W qK. Si v P V , alors v P V `W , donc fpx, vq “ 0.
Cela prouve que x P V K. Nous prouvons que x PWK de même.

(2b) V K XWK Ă pV `W qK Un élément de V `W est de la forme v ` w avec v P V et
w PW . Nous avons

bpx, v ` wq “ bpx, vq ` bpx,wq “ 0. (9.265)

(3) Pour (3) Si x P V , alors bpx, zq “ 0 pour tout V K.

PROPooMAZZooRZZoHj

Proposition 9.133.
Soit une forme bilinéaire non dégénérée b sur l’espace vectoriel E de dimension finie. L’application

φb : E Ñ E˚

x ÞÑ bpx, .q (9.266)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Linéaire

Le fait que φb soit linéaire est une conséquence de la bilinéarité de b.
(2) Injectif Si φbpvq “ φbpwq, alors pour tout x P E nous avons φbpvqx “ φbpwqx, c’est-à-dire

bpv ´ w, xq “ 0. (9.267)

Vu que b est non dégénérée, cela implique v ´ w “ 0.
(3) Isomorphisme Nous savons que dimpEq “ dimpE˚q par le lemme 4.126. Une application

linéaire injective entre espaces de même dimension est toujours une bijection par le corolaire
4.48.

LEMooRXMMooAvvOjF

Lemme 9.134 ([283]).
Soit une forme bilinéaire non dégénérée b sur l’espace vectoriel E de dimension finie. Soit un
sous-espace vectoriel V . Nous avons

dimpEq “ dimpV q ` dimpV Kq. (9.268)EQooLFJBooNNIHgPEQooLFJBooNNIHgP

Démonstration. Nous considérons les applications

φb : E Ñ E˚

x ÞÑ bpx, .q. (9.269)

et l’application de restriction
r : E˚ Ñ V ˚

α ÞÑ α|F (9.270)

(1) Théorème du rang Nous appliquons le théorème du rang 4.50 à l’application r :

rkprq ` dim
`

kerprqq “ dimpEq. (9.271)EQooSABBooUdWyZLEQooSABBooUdWyZL
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(2) rkprq “ dimpV q
Étant donné que r est surjective, rkprq “ dimpV ˚q “ dimpV q. La seconde égalité est l’égalité
des dimensions du lemme 4.126.

(3) φbpV Kq Ă kerprq Soit x P V K. Pour tout v P V nous avons

r
`
φbpxqqv “ φbpxqv “ bpx, vq “ 0. (9.272)

Donc φbpxq P kerprq.
(4) φb : V K Ñ kerprq est surjective Soit α P kerprq. Vu que φb est une bijection, il existe x P E

tel que α “ φbpxq, c’est-à-dire α “ bpx, · q. Nous avons αpyq “ 0 pour tout y P V , c’est à
dire bpx, yq “ 0 pour tout y P V , ce qui signifie que x P V K. Donc α P φbpV Kq.

(5) dimpV Kq “ dim
`

kerprq˘ L’application φb étant globalement injective, elle est une bijection
entre V K et kerprq. Donc ces deux ont la même dimension.

(6) Conclusion Nous pouvons reprendre l’équation (9.271) et y mettre nos découvertes :
rkprq “ dimpV q et dim

`
kerprq˘ “ dimpV Kq. Cela donne la formule demandée

dimpV q ` dimpV Kq “ dimpEq. (9.273)

LEMooYYGLooYIDmoa

Lemme 9.135.
Si V est un sous-espace de E de dimension finie, alors

pV KqK “ V. (9.274)

Démonstration. Nous avons déjà vu dans la proposition 9.132 que V Ă pV KqK.
Nous écrivons maintenant la formule (9.268) pour V , et pour V K (qui est un sous-espace

vectoriel par la proposition 9.131(1)) :

dimpV q ` dimpV Kq “ dimpEq (9.275a)

dimpV Kq ` dim
´
pV KqK

¯
“ dimpEq. (9.275b)

En soustrayant ces deux équations membre à membres, nous trouvons dimpV q “ dim
´
pV KqK

¯
.

Vu que V s’injecte (par l’identité) dans pV KqK et qu’ils ont la même dimension, ils sont égaux.

9.8.3 Formes quadratiques
LEMooOQIDooPSOeXL

Lemme 9.136 ([284]).
Soit une forme quadratique Q sur E. Si F est un sous-espace de E, alors

dimpF q ` dimpFKq ě n (9.276)

où FK est l’orthogonal par rapport à Q.

Démonstration. Nous posons p “ dimpF q. Nous considérons une base tfiui“1,...,n de E telle que
tfiui“1,...,p est une base de F 47. Nous posons

ϕ : E Ñ F

x ÞÑ
pÿ

i“1
Bpx, fiqfi

(9.277)

47. Théorème de la base incomplète, 4.24.
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où B est la forme bilinéaire associée à Q. Ce ϕ est une application linéaire à qui nous appliquons
le théorème du rang (4.50) :

dimpEq “ rkpϕq ` dim
`

kerpϕq˘. (9.278)EQooCLWLooCFxVDqEQooCLWLooCFxVDq

Mais vu que l’image de ϕ est dans F , nous avons rkpϕq ď dimpF q. De plus, kerpϕq “ FK. Donc
(9.278) devient

dimpEq ď dimpF q ` dimpFKq. (9.279)

LEMooUOZOooYvEcji

Lemme 9.137 ([284]).
Soit un espace vectoriel E de dimension finie et un sous-espace F sur lequel la forme quadratique
Q est strictement définie positive ou négative. Alors

E “ F ‘ FK. (9.280)

Démonstration. D’abord nous montrons que F X FK “ t0u. Si v ‰ 0 est dans F , alors Qpvq ą 0,
et donc v n’est pas dans FK. Donc F X FK Ă t0u. L’inclusion inverse est immédiate.

Nous avons vu dans le lemme 9.136 que

dimpEq ď dimpF q ` dimpFKq. (9.281)

Vu que F et FK n’ont pas d’intersection autre que t0u, nous avons

dimpEq ě dimpF ‘ FKq “ dimpF q ` dimpFKq ě dimpEq. (9.282)

Toutes ces inégalités sont donc des égalités et dimpEq “ dimpF q ` dimpFKq.
LEMooWRCIooWkMpoF

Lemme 9.138.
La topologie considérée sur QpEq 48 est celle de la norme L’application

N : QpEq Ñ R

q ÞÑ sup
}x}E“1

|qpxq|, (9.283)EqZYBooZysmVhEqZYBooZysmVh

est une norme.
L’application

N : Spn,Rq Ñ R

A ÞÑ sup
}x}E“1

|x·Ax| (9.284)EQooJETQooIjxRWuEQooJETQooIjxRWu

est une norme. À droite, nous trouvons le produit scalaire usuel sur Rn et la valeur absolue usuelle
sur R.

Ces normes sont celles que nous considérons pour la topologie sur QpEq et Spn,Rq.
PROPooZLXVooOsXCcB

Proposition 9.139.
Soit une forme bilinéaire b et la forme quadratique associée q. Alors nous avons l’identité de
polarisation :

bpx, yq “ 1
2
`
qpxq ` qpyq ´ qpx´ yq˘. (9.285)EqMrbsopEqMrbsop

Démonstration. Il suffit de substituer dans le membre de droite qpxq “ bpx, xq et d’utiliser la
bilinéarité :

qpxq ` qpyq ´ qpx´ yq “ bpx, xq ` bpy, yq ´ bpx´ y, x´ yq (9.286a)
“ bpx, xq ` bpy, yq ´ bpx, xq ` bpx, yq ` bpy, xq ´ bpy, yq (9.286b)
“ 2bpx, yq (9.286c)

où nous avons utilisé le fait que b est symétrique : bpx, yq “ bpy, xq.
48. QpEq sont les formes quadratiques réelles sur E, définition 9.123.
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PropFSXooRUMzdb

Proposition 9.140 (Matrice associée à une forme bilinéaire).
Soit teiu une base de E. L’application

ϕ : QpEq Ñ Spn,Rq
q ÞÑ `

bpei, ejq
˘
i,j

(9.287)

où b est forme bilinéaire associée à q est une bijection linéaire et continue 49.

Démonstration. Si ϕpqq “ ϕpq1q ; alors

qpxq “
ÿ

i,j

ϕpqqijxixj “
ÿ

i,j

ϕpq1qijxixj “ q1pxq. (9.288)

Donc q “ q1. L’application ϕ est donc injective
De plus elle est surjective parce que si B P Spn,Rq alors la forme quadratique

qpxq “
ÿ

i,j

Bijxixj (9.289)

a évidemment B comme matrice associée. L’application ϕ est donc surjective.
Notre application ϕ est de plus linéaire parce que l’association d’une forme quadratique à la

forme bilinéaire associée est linéaire.
En ce qui concerne la continuité, nous la prouvons en zéro en considérant une suite convergente

qn
QpEqÝÑ 0. C’est-à-dire que

sup
}x}“1

|qnpxq| Ñ 0. (9.290)

Nous rappelons l’identité de polarisation 50 :

bnpx, yq “ 1
2
`
qnpx´ yq ´ qnpxq ´ qnpyq

˘
. (9.291)

En ce qui concerne deux des trois termes, il n’y a pas de problèmes :

ˇ̌
ϕpqnqij

ˇ̌ “ ˇ̌
bnpei, ejq

ˇ̌ ď 1
2
ˇ̌
qnpei ´ ejq

ˇ̌` 1
2
ˇ̌
qnpeiq

ˇ̌` 1
2
ˇ̌
qnpejq

ˇ̌
. (9.292)

Si n est assez grand, nous avons tout de suite

ˇ̌
ϕpqnqij

ˇ̌ ď 1
2
ˇ̌
qnpei ´ ejq

ˇ̌` ϵ. (9.293)

Nous définissons eij et αij de telle sorte que ei ´ ej “ αijeij avec }eij} “ 1. Si α “ maxtαij , 1u
alors nous avons

qnpei ´ ejq “ α2
ijqnpeijq ď α2qnpeijq. (9.294)

Il suffit maintenant de prendre n assez grand pour avoir sup}x}“1 |qnpxq| ď ϵ
α2 pour avoir

ˇ̌
ϕpqnqij

ˇ̌ ď ϵ

2 `
ϵ

α2 . (9.295)

49. Pour les topologies des normes données dans le lemme 9.138.
50. Proposition 9.139.
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9.8.4 Isotropie
DefVKMnUEM

Définition 9.141 (Isotropie[285]).
Quelques définitions.

(1) Un vecteur est isotrope pour b si il est perpendiculaire à lui-même. En d’autres termes, x
est isotrope si et seulement si bpx, xq “ 0.

(2) Un sous-espace W Ă E est isotrope si W XWK ‰ t0u.
(3) Un sous-espace W Ă E est totalement isotrope si pour tout x, y PW , nous avons bpx, yq “

0.
Le cône isotrope de b est l’ensemble de ses vecteurs isotropes :

Cpbq “ tx P E tel que bpx, xq “ 0u. (9.296)

Nous introduisons quelques notations. D’abord pour y P E nous notons

Φy : E Ñ R

x ÞÑ bpx, yq (9.297)

et ensuite
Φ: E Ñ E˚

y ÞÑ Φy.
(9.298)

DEFooHKQVooPuWZiP

Définition 9.142.
Le fait pour une forme bilinéaire b d’être dégénérée signifie que l’application Φ n’est pas injective.
Le noyau de la forme bilinéaire est celui de Φ, c’est-à-dire

kerpbq “ tz P E tel que bpz, yq “ 0@y P Eu. (9.299)

Autrement dit, kerpbq “ EK où le perpendiculaire est pris par rapport à b.

Notons tout de même que nous utilisons la notation Kmême si b est dégénérée et éventuellement
pas positive ; c’est-à-dire même si la formule px, yq ÞÑ bpx, yq ne fournit pas un produit scalaire.

LEMooOTVGooRAOyaD

Lemme 9.143.
Si E est de dimension finie, et si V est un sous-espace non isotrope 51 de E, alors V K est également
non-isotrope.

Démonstration. En dimension finie, le lemme 9.135 nous indique que pV KqK “ V . Si V K était
isotrope nous aurions V KXpV KqK ‰ H. Cela donne alors immédiatement V KXV ‰ H, qui serait
que V est isotrope.

9.9 Formes bilinéaires et quadratiques
Plus à propos de formes bilinéaires dans le thème 16.

LEMooLKNTooSfLSHt

Lemme 9.144.
Si q est une forme quadratique, il existe une unique forme bilinéaire b telle que qpxq “ bpx, xq.
Démonstration. L’existence n’est pas en cause : c’est la définition d’une forme quadratique. Pour
l’unicité, étant donné une forme quadratique, la forme bilinéaire b doit forcément vérifier l’identité
de polarisation de la proposition 9.139. Elle est donc déterminée par q.

Notons la division par 2 qui est le pourquoi de la demande de la caractéristique différente de 2
pour F dans la définition de forme quadratique.

51. Définition 9.141.
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DEFooGECOooCCGVXG

Définition 9.145.
Soit une forme quadratique q sur E. Nous disons que v, w P E sont q-orthogonaux si bpv, wq “ 0
où b est la forme bilinéaire associée à q par le lemme 9.144.

9.9.1 Matrice associée à une forme bilinéaire
DEFooAOGPooXWXUcN

Définition 9.146.
Soit une forme bilinéaire 52 b : E ˆE Ñ K et une base quelconque tfαu de E. Nous définissons les
nombres

Bαβ “ bpfα, fβq, (9.300)EQooCUGFooRlKUtuEQooCUGFooRlKUtu

qui forment une matrice symétrique dans Mpn,Kq. Cette matrice est la matrice associée à la
forme bilinéaire b.

La matrice d’une forme quadratique est celle associée à sa forme bilinéaire associée.
LEMooDCIOooTlVZMR

Lemme 9.147.
Soit une forme bilinéaire b : E ˆ E Ñ K et une base quelconque tfαu de E. Nous notons B la
matrice de b (definition 9.146) et q la forme quadratique associée.

Alors nous avons
bpx, yq “

ÿ

αβ

Bαβxαyβ. (9.301)EQooQFMWooVKVLMxEQooQFMWooVKVLMx

et
bpx, yq “ x·By. (9.302)

où le point est le produit scalaire usuel (composante par composante).

Démonstration. Si x “ ř
α xαfα et y “ ř

β yβfβ :
En utilisant la convention (4.89) et les choses autour (voir aussi -2.1),

bpx, yq “
ÿ

α

xα
ÿ

β

Bαβyβ “
ÿ

α

xαpByqα “ x·By. (9.303)

9.9.2 Changement de base : matrice d’une forme bilinéaire
PROPooOKTGooOYukoB

Proposition 9.148 ([1]).
Soient une forme quadratique q sur Rn et une application linéaire ϕ : Rn Ñ Rn. La matrice de
q ˝ ϕ est

ϕtqϕ (9.304)

où l’on a noté q la matrice de q et ϕ celle de ϕ.

Démonstration. C’est un calcul direct de pq ˝ ϕqpxq :

q
`
ϕpxq˘ “

ÿ

ij

qijϕpxqiϕpxqj (9.305a)

“
ÿ

ij

ÿ

k

ÿ

l

qijϕik
xkϕjlxl prop. 4.70 (9.305b)

“
ÿ

kl

´ÿ

ij

ϕikqijϕjl

¯
xkxl “

ÿ

kl

pϕtqϕqklxlxl. (9.305c)

Et voila.
52. Définition 9.122.
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PROPooLBIOooUpzxXA

Proposition 9.149 (Voir la section -2.1).
Soit une forme bilinéaire 53 b : V ˆ V Ñ K dont la matrice 54 dans la base teiu est A et celle dans
la base tfαu est B. Nous supposons que les bases sont liées par fα “ ř

iQiαei. Alors

B “ QtAQ. (9.306)EQooZUVTooKjqnJjEQooZUVTooKjqnJj

Démonstration. Soit x, x1 P V de coordonnées pxiq et px1
iq dans la base teiu et pyαq, py1

αq dans la
base tfαu. Par définition de la matrice associée à une forme bilinéaire,

bpx, x1q “
ÿ

ij

Aijxix
1
j “

ÿ

αβ

Bαβyαy
1
β. (9.307)

En remplaçant les xi et x1
i par leurs valeurs en fonction de yα et y1

β données par la proposition
4.115, nous trouvons

bpx, x1q “
ÿ

ijαβ

AijQiαyαQjβy
1
β (9.308a)

“
ÿ

αβ

pQtAQqαβyαy1
β (9.308b)

où Qt désigne la transposée de la matrice Q : Qtij “ Qji. Vu que les nombres yα et y1
β sont arbitraires

nous déduisons 55 que B “ QtAQ.
REMooNEJLooSqgeih

Remarque 9.150.
Notons que cette « loi de transformation » n’est pas la même que celle pour une application
linéaire 56. Ici nous avons Qt alors que pour les applications linéaires nous avions Q´1.

Pour cette raison, tant que nous travaillons avec des bases orthonormées, c’est-à-dire tant que Q
est orthogonale 57, nous pouvons confondre une application linéaire avec une application bilinéaire
en passant par la matrice. Mais cette identification n’est pas du tout canonique : elle repose sur le
fait que les bases soient orthonormées.

Il en découle que la réduction des endomorphismes et la réduction des formes bilinéaires ne
sont pas tout à fait les mêmes théories. Par exemple la pseudo-diagonalisation simultanée (coro-
laire 11.37) est un résultat de réduction de forme bilinéaire et non d’endomorphismes.

9.9.3 Isométrie, forme quadratique et bilinéaire

Exemple 9.151.
La forme quadratique qpxq “ x2

1 ` x2
2 donne la norme euclidienne. La forme bilinéaire associée est

bpx, yq “ x1y1 ` x2y2, qui est le produit scalaire usuel. △

Il ne faudrait pas déduire trop vite que la formule }x}2 “ qpxq donne une norme dès que q est
non dégénérée. En effet q peut ne pas être définie positive. La forme qpxq “ x2

1 ´ x2
2 prend des

valeurs positives et négatives. A fortiori dpx, yq “ qpx´ yq ne donne pas toujours une distance.
DEFooECTUooRxBhHf

Définition 9.152.
Une isométrie pour la forme quadratique q est une application bijective f : V Ñ V telle que

qpx´ yq “ q
`
fpxq ´ fpyq˘. (9.309)

Dans les cas où q donne une distance, alors c’est une isométrie au sens usuel.
53. Définition 9.122
54. Définition 9.300.
55. Lemme 4.66.
56. Proposition 4.118.
57. Définition 4.100.
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DEFooIQURooMeQuqX

Définition 9.153 (Thème 78).
Soit un espace vectoriel E muni d’une forme bilinéaire b. Une isométrie pour b est une bijection
f : E Ñ E telle que

b
`
fpxq, fpyq˘ “ bpx, yq (9.310)

pour tout x, y P E.
LemewGJmM

Lemme 9.154.
Soient q une forme quadratique et b la forme bilinéaire associée par le lemme 9.144. Une application
f : E Ñ E telle que fp0q “ 0 est une isométrie pour b si et seulement si elle est une isométrie
pour q.

Démonstration. Pour une application bijective f : E Ñ E telle que fp0q “ 0, nous devons prouver
l’équivalence des propriétés suivantes :

(1) b
`
fpxq, fpyq˘ “ bpx, yq pour tout x, y P E ;

(2) q
`
fpxq ´ fpyq˘ “ qpx´ yq pour tout x, y P E.

Dans le sens direct, en posant x “ y nous trouvons tout de suite qpfpxqq “ qpxq ; ensuite en
utilisant la distributivité de b,

q
`
fpxq ´ fpyq˘ “ b

`
fpxq ´ fpyq, fpxq ´ fpyq˘ (9.311a)

“ q
`
fpxq˘´ 2b

`
fpxq, fpyq˘` q`fpyq˘ (9.311b)

“ qpxq ` qpyq ´ 2bpx, yq (9.311c)
“ qpx´ yq. (9.311d)

Dans l’autre sens, nous commençons par remarquer que l’hypothèse fp0q “ 0 donne qpxq “
q
`
fpxq˘. Ensuite nous utilisons l’identité de polarisation (9.285) :

b
`
fpxq, fpyq˘ “ 1

2
“
q
`
fpxq˘` q`fpyq˘´ q`fpx´ yq˘‰ (9.312a)

“ 1
2
“
qpxq ` qpyq ´ qpx´ yq‰ (9.312b)

“ bpx, yq. (9.312c)

9.9.4 Isométries

Voici un théorème pas toujours bien énoncé dans les cours de physique qui font de la relati-
vité. Au moment de « prouver » les transformations de Lorentz 58, beaucoup oublient de justifier
pourquoi elles devraient être linéaires.

ThoDsFErq

Théorème 9.155 ([286]).
Une isométrie 59 d’une forme bilinéaire non dégénérée est linéaire.

Démonstration. Soient une forme bilinéaire non-dégénérée b sur l’espace vectoriel E ainsi qu’une
isométrie f pour icelle. Soit z P E ; étant donné que f est bijective nous pouvons considérer
l’élément f´1pzq P E et calculer

b
`
fpx` yq, z˘ “ b

`
fpx` yq, fpf´1pzqq˘ (9.313a)

“ bpx` y, f´1pzqq (9.313b)
“ bpx, f´1pzqq ` bpy, f´1pzqq (9.313c)
“ bpfpxq, zq ` bpfpyq, zq (9.313d)
“ b

`
fpxq ` fpyq, z˘, (9.313e)

58. Théorème 18.199.
59. Définition 9.153.
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donc fpx` yq “ fpxq ` fpyq par le lemme 9.128.
De la même façon on trouve b

`
fpλxq, z˘ “ b

`
λfpxq, z˘ qui prouve que fpλxq “ λfpxq et donc

que f est linéaire.

Exemple 9.156.
Une isométrie peut ne pas être linéaire quand la forme bilinéaire est dégénérée. Par exemple pour
la forme bilinéaire sur R2 donnée par

b
`pa, bq, px, yq˘ “ ax, (9.314)

nous pouvons faire

fpx, yq “
ˆ

x
λpx, yq

˙
(9.315)

où λ est n’importe quoi. △

Remarque 9.157.
Des preuves alternatives.

(1) En utilisant un peut plus d’indices et un peu plus de mots comme « tenseurs », peut être
trouvée dans [287]. Le fait que la preuve donnée soit tensorielle me fait penser que le résultat
peut encore être généralisé.

(2) Et encore une autre preuve, utilisant des techniques de groupes de Lie sera la proposi-
tion 53.71.

DEFooVTXWooVXfUnc

Définition 9.158.
Soient deux espaces vectoriels E et V . Une application f : E Ñ V est affine si il existe une
application linéaire u : E Ñ V et un élément α P V tel que

fpxq “ upxq ` α (9.316)

pour tout x P E.

Théorème 9.159.
Soit un espace vectoriel E muni d’une forme quadratique q. Soit une isométrie f : E Ñ E pour q.
Alors

(1) si fp0q “ 0, alors f est linéaire ;
(2) si fp0q ‰ 0 alors f est affine 60.

Démonstration. Nous considérons la forme bilinéaire associée b. Si fp0q “ 0, nous savons par le
lemme 9.154 que b

`
fpxq, fpyq˘ “ bpx, yq. La proposition 9.155 nous dit alors que f est linéaire.

Si fp0q ‰ 0, alors nous posons gpxq “ fpxq ´ fp0q qui vérifie gp0q “ 0 et

q
`
gpxq ´ gpyq˘ “ q

`
fpxq ´ fp0q ´ fpyq ` fp0q˘ “ qpx´ yq. (9.317)

Nous pouvons donc appliquer le premier point à g, déduire que g est linéaire et donc que f est
affine. C’est la caractérisation du lemme 8.59 des fonctions affines.

Nous pouvons maintenant particulariser tout cela au cas de Rn muni du produit scalaire usuel
et de la norme associée pour voir quel résultat nous avons à peine prouvé.

Nous notons ici T pnq le groupe des translations sur Rn. Un élément de T pnq est une translation
τv donnée par un vecteur v et agissant sur Rn par

τv : Rn Ñ Rn

x ÞÑ x` v. (9.318)

Ce groupe est isomorphe au groupe abélien pRn,`q, et nous allons souvent identifier τv à v.
Vous savez par culture générale que les isométries de Rn pour le produit scalaire usuel sont les

matrices orthogonales. En voici une petite généralisation (pensez à η “ 1 dans le cas du produit
scalaire usuel).

60. Définition 9.158.
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PROPooSYQMooEnZFdp

Proposition 9.160.
Soit une forme bilinéaire b sur Rn de matrice symétrique η. Si A est la matrice d’une application
linéaire Rn Ñ Rn telle que

bpAx,Ayq “ bpx, yq (9.319)

pour tout x, y P Rn, alors
AtηA “ η. (9.320)

Démonstration. En suivant la formule générale (9.301),

bpAx,Ayq “
ÿ

ij

ηijpAxqipAyqj “
ÿ

ijkl

ηijAikAjlxkyl. (9.321)

En imposant que ce soit égal à
ř
kl ηklxkyl pour tout x, y nous avons la contrainte

ÿ

ij

ηijAikAjl “ ηkl (9.322)

qui signifie exactement AtηA “ η.

9.10 Signature, théorème de Sylvester
DEFooWDCLooDkRYLK

Définition 9.161 (Signature[288]).
Soit une forme quadratique 61 Q sur un espace vectoriel E de dimension finie n. L’indice d’inertie
de Q est le nombre

q “ maxtdimpF q tel que Qpvq ă 0@v P F zt0uu. (9.323)

Nous définissons aussi

p “ maxtdimpGq tel que Qpvq ą 0@v P Gzt0uu. (9.324)

Le couple pp, qq est la signature de Q.
DEFooVITQooQaMaTF

Définition 9.162 (Rang d’une forme quadratique).
Si Q : E Ñ K est une forme quadratique, nous considérons l’application

fQ : E Ñ E˚

x ÞÑ “
y ÞÑ Bpx, yq‰. (9.325)

Le rang de Q est le rang de l’application linéaire fQ.
PROPooLRZQooSfprff

Proposition 9.163.
Le rang d’une forme quadratique est le rang de sa matrice dans n’importe quelle base.

Démonstration. Nous considérons une forme quadratique Q sur l’espace vectoriel E. Sa trace est,
par définition, la trace de l’application linéaire fQ de la définition 9.162. Or cette dernière trace
ne dépend pas des bases choisies sur E et E˚. Nous la calculons donc maintenant.

Soit une base teiu de E ainsi que sa base duale tei̊ u de E˚. Si v “ ř
k vkek P E, alors

fQpeiqv “
ÿ

k

vkBpei, ekq “
ÿ

k

Qikvk (9.326)

où nous avons noté B la forme bilinéaire associée à Q et utilisé la définition 9.146 de la matrice
associée à la forme quadratique Q. Nous avons donc fQpeiq “ ř

kQikek̊ ou encore

fQpeiqk “ Qik, (9.327)

61. Définition 9.123.
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ce qui signifie, par (1) que la matrice associée à fQ est la matrice Qt.
Le rang de fQ est donc celui de Qt, qui est le même que celui de la matrice Q (ici, nous

avons noté Q la matrice de la forme quadratique Q). Le rang de fQ est celui de sa matrice par la
proposition 4.109.

LEMooISHCooVDJEKo

Lemme 9.164 ([288]).
Soient une forme quadratique Q ainsi que deux bases Q-orthogonales te1, . . . , enu et te1

1, . . . , e
1
nu.

Nous posons

r “ Cardtei tel que Qpeiq ą 0u (9.328a)
r1 “ Cardtei tel que Qpe1

iq ą 0u (9.328b)
s “ Cardtei tel que Qpeiq ă 0u (9.328c)
s1 “ Cardtei tel que Qpe1

iq ă 0u (9.328d)

Alors r “ r1 et s “ s1.

Démonstration. Nous posons

I “ ti tel que Qpeiq ě 0u (9.329a)
J “ tj tel que Qpe1

jq ď 0u (9.329b)

Nous commençons par prouver que teiuiPI Y te1
jujPJ est libre. Supposons pour cela que

ÿ

iPI
xiei `

ÿ

jPJ
yje

1
j “ 0, (9.330)

et posons z “ ř
iPI xiei. Nous avons

Qpzq “
ÿ

iPI
x2
iQpeiq ě 0. (9.331)EQooWGKAooElpETdEQooWGKAooElpETd

Mais nous avons aussi z “ ´ř
jPJ yje1

j , donc

Qpzq “
ÿ

jPJ
y2
jQpe1

jq ď 0. (9.332)EQooJYOCooZPXmTfEQooJYOCooZPXmTf

Donc Qpzq “ 0. Vu (9.331), et le fait que Qpeiq ą 0, avoir Qpzq “ 0 impose xi “ 0 pour tout i. La
relation (9.332) nous donne aussi immédiatement que les yj sont nuls. Donc la partie teiuiPIYte1

jujPJ
est libre.

Le lemme 4.11 nous indique qu’une partie libre est toujours de cardinal plus petit ou égal à la
dimension de l’espace 62. Tout ça pour dire que

CardpIqlooomooon
“r

`CardpJqlooomooon
“n´r1

ď n, (9.333)

et donc r ď r1.
Le même raisonnement, en partant de I “ ti tel que Qpeiq ď 0u et de J “ tj tel que Qpe1

jq ą
0u, prouve que r1 ď r.

La preuve de s “ s1 est du même tonneau.

Pour l’équivalence de formes quadratiques, voir la définition 9.249 et la proposition 9.250.

62. Ici nous utilisons l’hypothèse que V est de dimension finie.
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9.11 Produit scalaire, produit hermitien
DefVJIeTFj

Définition 9.165.
Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel est une forme bilinéaire 63 symétrique strictement
définie positive 64.

La définition suivante est utile pour ceux qui veulent faire de la relativité 65.
DEFooLPBGooXLxubc

Définition 9.166.
Un produit pseudo-scalaire sur un espace vectoriel réel est une forme bilinéaire et symétrique.

DEFooZBWTooIqXwRp

Définition 9.167.
Nous dirons que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire 66 est nul. Nous
écrivons que u K v lorsque xu, vy “ 0.

Si teiui“1,...,n est une base de E, nous disons qu’elle est orthonormée si

xei, ejy “ δij . (9.334)
LEMooLPUFooVCvnwW

Lemme 9.168.
Un produit scalaire est toujours non dégénéré 67.

Vu que nous allons voir un pâté d’espaces avec des produits scalaires, nous leur donnons un
nom.

DefLZMcvfj

Définition 9.169.
Un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit
scalaire (définition 9.165).

Avouez que c’est drôle qu’un espace vectoriel est euclidien lorsqu’il possède une multiplication
alors qu’un anneau est euclidien lorsqu’il possède une division (voir la définition 1.244). C’est pas
très profond, mais si ça peut vous servir de moyen mnémotechnique. . .

PROPooSKVRooDGVCYj

Proposition-Définition 9.170 (Produit scalaire dans Rn, thème 25).
Si x, y P Rn, nous définissons

x· y “
nÿ

i“1
xiyi “ x1y1 ` x2y2 ` ¨ ¨ ¨ ` xnyn. (9.335)EQooFITHooEXDCGdEQooFITHooEXDCGd

Cela est un produit scalaire.
Ce produit scalaire est le produit scalaire qui sera toujours considéré. C’est de lui qui découle

toujours la norme, et la topologie de Rn. Il sera aussi souvent noté xx, yy.
Démonstration. Il faut que bpx, yq “ ř

i xiyi soit bilinéaire, symétrique, strictement définie positive.
Ce sont toutes des vérifications immédiates. Par exemple pour la symétrique, nous avons

ř
i xiyi “ř

i yixi.

Calculons par exemple le produit scalaire de deux vecteurs de la base canonique : xei, ejy. En
utilisant la formule de définition et le fait que peiqk “ δik, nous avons

xei, ejy “
mÿ

k“1
δikδjk. (9.336)

63. Définition 9.122.
64. Définition 9.124.
65. Voir le théorème 18.199 qui établit les transformations de Lorentz.
66. Définition 9.165.
67. Définition 9.127.
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Nous pouvons effectuer la somme sur k en remarquant qu’à cause du δik, seul le terme avec k “ i
n’est pas nul. Effectuer la somme revient donc à remplacer tous les k par des i :

xei, ejy “ δiiδji “ δji. (9.337)

Une des propriétés intéressantes du produit scalaire est qu’il permet de décomposer un vecteur
dans une base, comme nous le montre la proposition suivante.

PropScalCompDec

Proposition 9.171.
Si nous notons vi les composantes du vecteur v, c’est-à-dire si v “ řm

i“1 viei, alors nous avons
vj “ xv, ejy.
Démonstration.

v· ej “
mÿ

i“1
xviei, ejy “

mÿ

i“1
vixei, ejy “

mÿ

i“1
viδij (9.338)EqvejscalcompEqvejscalcomp

En effectuant la somme sur i dans le membre de droite de l’équation (9.338), tous les termes sont
nuls sauf celui où i “ j ; il reste donc

v· ej “ vj . (9.339)

Le produit scalaire ne dépend en réalité pas de la base orthogonale choisie.
LEMooZMCWooDfbrIq

Lemme 9.172.
Si teiu est la base canonique, et si tfiu est une autre base orthonormale 68, alors si u et v sont
deux vecteurs de Rm, nous avons ÿ

i

uivj “
ÿ

i

u1
iv

1
j (9.340)

où ui sont les composantes de u dans la base teiu et u1
i sont celles dans la base tfiu.

Démonstration. La preuve demande un peu d’algèbre linéaire. Étant donné que tfiu est une base
orthonormale, il existe une matrice A orthogonale (AAt “ 1) telle que u1

i “
ř
j Aijuj et idem pour

v. Nous avons alors
ÿ

i

u1
iv

1
j “

ÿ

i

˜ÿ

j

Aijuj

¸˜ÿ

k

Aikvk

¸

“
ÿ

ijk

AijAikujvk

“
ÿ

jk

ÿ

i

pAtqjiAik
loooooomoooooon

“δjk

ujvk

“
ÿ

jk

δjkujvk

“
ÿ

k

ukvk.

(9.341)

Cette proposition nous permet de réellement parler du produit scalaire entre deux vecteurs de
façon intrinsèque sans nous soucier de la base dans laquelle nous exprimons les vecteurs.

68. Définition 9.167.
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9.11.1 Hermitien, unitaire, etc.
DefMZQxmQ

Définition 9.173 ([289]).
Soit E est un espace vectoriel sur C. Une application x., .y : E ˆ E Ñ C est sesquilinéaire à
droite si pour tout x, y P E et pour tout λ P C,

(1) xλx, yy “ λxx, yy “ xx, λ̄yy,
(2) xx` y, zy “ xx, zy ` xy, zy,
(3) xx, y ` zy “ xx, yy ` xx, zy.

Définitions supplémentaires :
— La forme x., .y est hermitienne si de plus

xx, yy “ xy, xy. (9.342)

— Un produit hermitien est une forme hermitienne strictement définie positive, c’est-à-dire
telle que xx, xy ě 0 pour tout x P E et xx, xy “ 0 si et seulement si x “ 0.

PROPooRPRRooRYEMCB

Proposition-Définition 9.174.
Soit un espace hermitien pE, x., .yq. Soit un opérateur linéaire A P EndpEq. Il existe un unique
opérateur B P EndpEq tel que

xAx, yy “ xx,Byy (9.343)

pour tout x, y P E.
L’opérateur B ainsi défini est noté A: et est nommé hermitien conjugué de A.

LEMooBOXMooSDyCfm

Lemme 9.175.
Au niveau des matrices, nous avons

A:
ij “ Aj̊i (9.344)

où z˚ est le conjugué complexe.
DEFooKEBHooWwCKRK

Définition 9.176.
Quelque définitions.

(1) Un opérateur A est hermitien si A: “ A.
(2) Un opérateur A est unitaire si A: “ A´1.

Note : le conjugué hermitien est parfois noté A˚ au lieu de A:.

9.177.
Le mot « hermitien » est réservé aux opérateurs sur des espaces hermitiens, c’est-à-dire des espaces
vectoriels sur C. Le mot « autoadjoint » par contre est plutôt utilisé dans le cadre d’opérateurs
sur les espaces réels. En conséquence de quoi, ces deux mots sont synonymes, mais il est préférable
d’utiliser « hermitien » lorsque l’espace vectoriel est sur C et « autoadjoint » lorsqu’il est sur R.

L’ensemble des opérateurs autoadjoints de E est noté SpEq. Cette notation provient du fait que
dans Rn muni du produit scalaire usuel, les opérateurs autoadjoints sont les matrices symétriques.

Remarque 9.178.
Le fait d’être hermitien n’implique en rien le fait d’être inversible.

9.179.
Les normes associées aux produits scalaires font intervenir une racine carré, et donc devront être
données plus tard. Voir le thème 25.

PROPooMWUCooMbJuaJ

Proposition 9.180 ([1]).
Nous considérons Cn vu comme espace vectoriel de dimension n sur C.
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(1) La formule, pour x, y P Cn,

xx, yy “
nÿ

k“1
xkȳk (9.345)EqFormSesqQrjyPHEqFormSesqQrjyPH

définit une forme sesquilinéaire sur Cn.
(2) L’ensemble Cn devient un espace vectoriel hermitien.

9.11.2 Éléments de matrice
PROPooZKWXooWmEzoA

Proposition 9.181.
Soit une application linéaire A : Rn Ñ Rn. Nous considérons le produit scalaire usuel 69 sur Rn.
Alors :

(1) Les éléments de matrice de A sont donnés par Aij “ ei ·Aej.
(2) Nous avons la formule x·Ay “ ř

klAklxkyl.

Démonstration. Pour Aej nous utilisons la formule 4.88 avec des notations plus décontractées :
Aej “ ř

k Akjek. Ensuite nous faisons un calcul avec la formule (9.335) :

ei ·Aej “ ei ·
ÿ

k

Akjek “
ÿ

k

Akjδi,k “ Aij . (9.346)

La seconde formule à prouver est du même tonneau, en utilisant cette fois la formule (4.89) :

x·Ay “
ÿ

k

xkpAyqk “
ÿ

kl

xkAklyl “
ÿ

kl

Aklxkyl. (9.347)

La proposition suivante est une version plus « pragmatique » de la proposition 4.133.
PROPooNITTooCYcrrT

Proposition 9.182 ([138]).
Soient un espace euclidien 70 de dimension finie V ainsi qu’un sous-espace M . Nous posons

MK “ tx P V tel que x· y “ 0@y PMu. (9.348)

Alors M ‘MK “ V .

Démonstration. D’abord si x P M XMK, alors x·x “ 0 et donc x “ 0. Donc nous avons déjà
M XMK “ t0u. Nous considérons une base tb1, . . . , bku de M , et nous définissons l’application
linéaire

f : V Ñ Rk

x ÞÑ px· b1, . . . , x· bkq.
(9.349)

Nous avons que MK “ kerpfq. Le théorème du rang 4.46 nous indique que

dimpV q “ dim
`

kerpfq˘` dim
`

Imagepfq˘ ď dimpMKq ` k “ dimpMKq ` dimpMq. (9.350)

Une justification : vu que f prend ses valeurs dans Rk, la dimension de son image est majorée par
k.

Nous en déduisons que
dimpMq ` dimpMKq ě dimpV q, (9.351)

et la proposition 4.141 nous permet de conclure que M ‘MK “ V .

69. Définition 9.170.
70. Qui possède un produit scalaire, définition 9.169.
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9.11.3 Transposée : pas d’approche naïve
SUBSECooGPXVooEYwIiJ

Il est légitime, si t : E Ñ E est une application linéaire, de dire que sa transposée soit l’ap-
plication linéaire tt : E Ñ E dont la matrice est la matrice transposée de celle de t. Lorsque nous
travaillons sur Rn muni de la base canonique, cela ne pose pas de problème et nous pouvons écrire
des égalités du type xx,Ayy “ xAtx, yy.

PROPooNARVooEuhweD

Proposition 9.183 (Matrice transposée et produit scalaire).
Soit une matrice réelle A. En utilisant l’application linéaire associée 71 fA : Rn Ñ Rn, nous avons

x· fApyq “ fAtpxq· y. (9.352)

Cette formule est souvent écrite x·Ay “ Atx· y ou xx,Ayy “ xAtx, yy.
Démonstration. Il s’agit d’un calcul utilisant la formule (4.83) et le produit scalaire (9.335) :

x· fApyq “
ÿ

i

xi
`
fApyq

˘
i
“
ÿ

i

xi
ÿ

j

Aijyj “
ÿ

ij

Atjixiyj “
ÿ

j

fAtpxqjyj “ fAtpxq· y. (9.353)

Hélas nous allons voir que cette façon de définir une transposée est mauvaise.
Soit une application linéaire t : E Ñ E de matrice A dans la base teiui“1,...,n et de matrice B

dans la base tfαuα“1,...,n. Nous notons Q la matrice de passage d’une base à l’autre :

ei “
ÿ

α

Q´1
αi fα. (9.354)

Nous nommons t1 l’application linéaire associée à At dans la base teiu et t2 l’application linéaire
associée à la matrice Bt dans la base tfαu. Définir la transposée d’une application linéaire comme
étant l’application linéaire associée à la transposée de sa matrice ne sera une bonne définition que
si t1 “ t2.

La première chose facile à voir est

t1peiqj “
ÿ

k

pAtqjkpeiqk “ Atji “ Aij . (9.355)EQooAMHPooUQEkJoEQooAMHPooUQEkJo

Pour calculer t2peiqj , c’est un peu plus laborieux :

t2peiq “
ÿ

α

Q´1
αi t2pfαq “

ÿ

βγα

Q´1
αi B

t
γβ pfαqβloomoon

δαβ

fγ “
ÿ

βγ

Q´1
βi B

t
γβfγ (9.356a)

“
ÿ

jγ

pBtQ´1qγiQjγej (9.356b)

“
ÿ

j

pQBtQ´1qjiej . (9.356c)

Donc t2peiqj “ pQBtQ´1qji. En tenant compte du fait que B “ Q´1AQ nous avons

t2peiqj “ pQQtAtpQ´1qtQ´1qji. (9.357)

Ceci est égal à l’expression (9.355) lorsque Qt “ Q´1. Nous voyons que confondre transposée d’une
application linéaire avec transposée de la matrice associée n’est valable que si nous sommes certain
de ne considérer que des changements de base par des matrices orthogonales.

C’est la situation typique dans laquelle nous nous trouvons lorsque nous considérons des appli-
cations linéaires surRn muni de la base canonique, et que nous n’avons aucune intention de changer
de base, et encore moins de chercher une base non orthonormale. Cette situation est clairement la
situation la plus courante.

71. Définition 4.67. Ici nous considérons la base canonique sur Rn
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Exemple 9.184 ([93]).
Soit la base canonique te1, e2u de R2. Nous considérons l’application linéaire t : R2 Ñ R2 définie
par

tpe1q “ e1 (9.358a)
tpe2q “ 0. (9.358b)

La matrice de t dans cette base est
A “

ˆ
1 0
0 0

˙
. (9.359)

Elle est symétrique : elle vérifie At “ A. Si nous comptions sur la transposée de matrice pour
définir la transposée de t, nous aurions tt “ t.

Soit maintenant la base f1 “ e1, f2 “ e1 ` e2. Nous avons tpf1q “ f1 et

tpf2q “ tpe1q ` tpe2q “ e1 “ f1. (9.360)

Donc la matrice de t dans cette base est

B “
ˆ

1 1
0 0

˙
. (9.361)

Et là, nous avons Bt ‰ B. Donc en comptant sur cette base pour définir la transposée de t nous
aurions tt ‰ t. △

NooMZVRooExWVKJ

9.185.
Autrement dit, la façon « usuelle » de voir la transposée d’une application linéaire, ne fonctionne
dans les livres pour enfants uniquement parce qu’on y considère toujours Rn muni de la base
canonique ou de bases orthonormées.

Notons que nous avons tout de même les notions d’opérateur adjoint et autoadjoint pour parler
d’application orthogonale sans passer par la transposée, voir 9.40.

9.11.4 Transposée : la bonne approche
DefooZLPAooKTITdd

Définition 9.186.
Si f : E Ñ F est une application linéaire entre deux espaces vectoriels, la transposée est l’appli-
cation f t : F ˚ Ñ E˚ donnée par

f tpωqpxq “ ω
`
fpxq˘. (9.362)

pour tout ω P F ˚ et x P E.
PROPooFAVAooDevBrT

Proposition 9.187 (transposée et conjuguée[1]).
Soit une application linéaire A : Rn Ñ Rn ainsi que l’isomorphisme canonique ϕ : Rn Ñ pRnq˚.
Nous avons

A: “ ϕ ˝At ˝ ϕ (9.363)
où At est l’opérateur transposé, défini en 9.186, et A: est l’hermitien conjugué défini en 9.174.

NORMooFUZYooWeXjp

9.188.
Étant données les propositions 9.187, le fait que l’isomorphisme soit canonique, que la matrice de
l’hermitien conjugué est la matrice transposée (dans le cas réel, par le lemme 9.175), nous écrirons
souvent At pour A:, et donc nous écrirons des égalités comme

x·Ay “ Atx· y (9.364)

alors qu’il faudrait écrire
x·Ay “ A:x· y (9.365)

Notons également que cette remarque est une raison pour laquelle je préfère noter At au lieu
de tA.
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LEMooEMNNooPquZMg

Lemme 9.189.
Soit E muni de la base teiu et F muni de la base tgiu et une application f : E Ñ F . Si A est la
matrice de f dans ces bases, alors At est la matrice de f t dans les bases tei̊ u et tgi̊ u de E˚ et F ˚.

Autrement dit, en utilisant l’application ψ : MÑ LpF ˚, E˚q de la proposition 4.70,

ψpAtq “ f t. (9.366)

Démonstration. Attention aux indices, ça va chauffer 72.
Nous allons montrer que f t “ ψpAtq sur la base tgi̊ u, et pour cela nous appliquons f tpgi̊ q à

x P E :

f tpgi̊ qx “ gi̊
`
fpxq˘ Définition 9.186 (9.367a)

“ gi̊
`ÿ

k

xkfpekq
˘

(9.367b)

“ gi̊
`ÿ

kl

xkAlkgl
˘

eq. (4.88) (9.367c)

“
ÿ

kl

xkAlk gi̊ pglqloomoon
“δi,l

(9.367d)

“
ÿ

k

xkAik (9.367e)

“
ÿ

k

pAtqkixk (9.367f)

“
ÿ

k

pAtqkiek̊pxq. (9.367g)

Voila. Donc nous avons
f tpgi̊ q “

ÿ

k

pAtqkiek̊ “ ψpAtqgi̊ . (9.368)

9.190.
Intuitivement, les rangs de f et de f t sont égaux parce que le rang est donné par la plus grande
matrice carrée de déterminant non nul.

Nous donnons maintenant une vraie preuve de ce résultat.
LemSEpTcW

Lemme 9.191 ([290]).
Si f : E Ñ F est une application linéaire, alors

rkpfq “ rkpf tq. (9.369)

Démonstration. Soient n “ dimpEq et r “ dimpF q. Nous posons dim kerpfq “ p et donc rkpfq “
n´ p. Soit te1, . . . , epu une base de kerpfq que l’on complète en une base te1, . . . , enu de E. Nous
considérons maintenant les vecteurs

gi “ fpep`iq (9.370)

pour i “ 1, . . . , n ´ p. C’est-à-dire que les gi sont les images des vecteurs qui ne sont pas dans le
noyau de f . Prouvons qu’ils forment une famille libre. Si

n´pÿ

k“1
akfpep`kq “ 0, (9.371)

72. Et merci à Alain Vigne pour m’avoir fait remarquer qu’il fallait mettre de l’ordre dans les indices.
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alors f
`ř

k akep`k
˘ “ 0, c’est-à-dire

ř
k akep`k P kerpfq. Comme une base de kerpfq est te1, . . . , epu,

il existe des bl tels que
ř
k akep`k “ řp

l“1 blel. Autrement dit,

ÿ

k

akep`k ´
pÿ

l“1
blel “ 0, (9.372)

qui est une combinaison linéaire nulle des ei. Donc ak “ bl “ 0 pour tout k et l. Tout ça pour dire
que les tgiui“1,...,n´p est libre.

Étant donné que les vecteurs g1, . . . , gn´p sont libres, nous pouvons les compléter en une base
de F :

tg1, . . . , gn´ploooooomoooooon
images

, gn´p`1, . . . , grlooooooomooooooon
complétion

u. (9.373)

Nous prouvons maintenant que rkpf tq ě n´p en montrant que les formes tgi̊ ui“1,...,n´p forment
une partie libre (et donc l’espace image de f t est au moins de dimension n ´ p). Pour cela nous
prouvons que f tpgi̊ q “ ei̊`p. En effet

f tpgi̊ qpekq “ gi̊ pfpekqq, (9.374)

Si k “ 1, . . . , p, alors fpekq “ 0 et donc gi̊ pfpekqq “ 0 ; si k “ p` l alors

f tpgi̊ qpekq “ gi̊ pfpek`lqq “ gi̊ pglq “ δi,l “ δi,k´p “ δk,i`p. (9.375)

Donc f tpgi̊ q “ ei̊`p. Cela prouve que les formes f tpgi̊ q sont libres et donc que

rkpf tq ě n´ p “ rkpfq. (9.376)

En appliquant le même raisonnement à f t au lieu de f , nous trouvons

rk
`pf tqt˘ ě rkpf tq (9.377)

et donc, sachant que pf tqt “ f , nous obtenons rkpfq “ rkpf tq.
PropWOPIooBHFDdP

Proposition 9.192 ([291]).
Si f est une application linéaire entre les espaces vectoriels E et F , alors nous avons

Imagepf tq “ kerpfqK. (9.378)

Démonstration. Soient donc l’application f : E Ñ F et sa transposée f t : F ˚ Ñ E˚. Nous com-
mençons par prouver que Imagepf tq Ă pker fqK. Pour cela nous prenons ω P Imagepf tq, c’est-à-dire
ω “ α ˝ f pour un certain élément α P F ˚. Si z P kerpfq, alors ωpzq “ pα ˝ fqpzq “ 0, c’est-à-dire
que ω P pker fqK.

Pour prouver qu’il y a égalité, nous n’allons pas démontrer l’inclusion inverse, mais plutôt
prouver que les dimensions sont égales. Après, on sait que si A Ă B et si dimA “ dimB, alors
A “ B. Nous avons

dim
`

Imagepf tq˘ “ rkpf tq (9.379a)
“ rkpfq lemme 9.191 (9.379b)
“ dimpEq ´ dim kerpfq théorème 4.46 (9.379c)
“ dim

`pker fqK˘ proposition 4.133. (9.379d)

Lemme 9.193 ([130]).
Soit K un corps, E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et une application linéaire
f : E Ñ F . L’application f est injective si et seulement si sa transposée 73 f t est surjective.

73. Définition 9.186.
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Démonstration. Supposons que f soit injective. Alors par le lemme 4.55, il existe g : F Ñ E tel
que g ˝ f “ Id |E . Nous avons alors aussi pg ˝ fqt “ Id |E˚ , mais pg ˝ fqt “ f t ˝ gt, donc f t est
surjective.

Inversement, nous supposons que f t : F ˚ Ñ E˚ est surjective. Alors en nous souvenant que E
et F sont de dimension finie et en faisant jouer les identifications pf tqt “ f et pE˚q˚ “ E nous
savons qu’il existe s : E˚ Ñ F ˚ tel que f t ˝ s “ Id |E˚ . En passant à la transposée,

st ˝ f “ Id |E , (9.380)

qui implique que f est injective.

9.11.5 Polynômes de Lagrange

Lemme-Définition 9.194.
Soit E “ PnpRq l’ensemble des polynômes à coefficients réels de degré au plus n. Soient n`1 réels
distincts a0, . . . , an. Nous considérons les formes linéaires associées fi P PnpRq˚,

fipP q “ P paiq. (9.381)

La partie tf1, . . . , fnu est une base de PnpRq˚.
Les polynômes de Lagrange aux points paiq sont les polynômes de la base préduale de la base

tfiu.
Démonstration. Nous prouvons que l’orthogonal est réduit au singleton nul :

Spantf0, . . . , fnuK “ t0u. (9.382)

La proposition 4.133 conclura. Si P P SpantfiuK, alors fipP q “ 0 pour tout i, ce qui fait que
P paiq “ 0 pour tout i “ 0, . . . , n. Un polynôme de degré au plus n qui s’annule en n` 1 points est
automatiquement le polynôme nul.

Proposition 9.195.
Les polynômes de Lagrange aux points paiqi“1,...,n sont donnés par

Pi “
ź

k‰i

X ´ ak
ai ´ ak . (9.383)

Démonstration. Il suffit de vérifier que fjpPiq “ δi,j . Nous avons

fjpPiq “ Pipajq “
ź

k‰i

aj ´ ak
ai ´ ak . (9.384)

Si j ‰ i alors un des termes est nul. Si au contraire i “ j, tous les termes valent 1.

9.11.6 Dual de Mpn,Kq
PropHOjJpCa

Proposition 9.196 ([104]).
Soit K, un corps. Les formes linéaires sur Mpn,Kq sont les applications de la forme

fA : Mpn,Kq Ñ K

M ÞÑ TrpAMq. (9.385)

Démonstration. Nous considérons l’application

f : Mpn,Kq ÑMpn,Kq˚
A ÞÑ fA

(9.386)
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et nous voulons prouver que c’est une bijection. Étant donné que nous sommes en dimension finie,
nous avons égalité des dimensions de Mpn,Kq et pMpn,Kqq˚, et il suffit de prouver que f est
injective. Soit donc A telle que fA “ 0. Nous l’appliquons à la matrice pEijqkl “ δikδjl :

0 “ fApEijq “
ÿ

k

pAEijqkk “
ÿ

kl

AklpEijqlk “
ÿ

kl

Aklδilδjk “ Aji. (9.387)

Donc A “ 0.

Corolaire 9.197 ([104]).
Soient un corps K ainsi qu’une application ϕ PMpn,Kq˚ telle que pour tout M,N PMpn,Kq on
ait

ϕpMNq “ ϕpNMq. (9.388)

Alors il existe λ P K tel que ϕ “ λTr.

Démonstration. La proposition 9.196 nous donne une matrice A P Mpn,Kq telle que ϕ “ fA.
L’hypothèse nous dit que fApMNq “ fApNMq, c’est-à-dire

TrpAMNq “ TrpANMq (9.389)

pour toutes matrices M,N PMpn,Kq. L’invariance cyclique de la trace 74 appliqué au membre de
droite nous donne TrpAMNq “ TrpMANq, ce qui signifie que

Tr
`pAM ´MAqN˘ “ 0 (9.390)

ou encore que fAM´MA “ 0, et ce, pour toute matrice M . La fonction f étant injective nous en
déduisons que la matrice A doit satisfaire

AM “MA (9.391)

pour tout M P Mpn,Kq. En particulier, en prenant pour M les fameuses matrices Eij et en
calculant un peu,

Aliδj,m “ δi,lAjm (9.392)

pour tout i, j, l,m. Cela implique que All “ Amm pour tout l et m et que Ajm “ 0 dès que j ‰ m.
Il existe donc λ P K tel que A “ λ1. En fin de compte,

ϕpXq “ fλ1pXq “ λTrpXq. (9.393)

CorICUOooPsZQrg

Corolaire 9.198 ([104]).
Soit K un corps. Tout hyperplan de Mpn,Kq coupe GLpn,Kq.

Démonstration. Soit H un hyperplan de Mpn,Kq. Il existe une forme linéaire ϕ sur Mpn,Kq telle
que H “ kerpϕq. Encore une fois la proposition 9.196 nous donne A P Mpn,Kq telle que ϕ “ fA ;
nous notons r le rang de A. Par le lemme 4.111 nous avons A “ PJrQ avec P,Q P GLpn,Kq et

Jr “
ˆ
1r 0
0 0

˙
. (9.394)

Pour tout M PMpn,Kq nous avons

ϕpMq “ TrpAMq “ TrpPJrQMq “ TrpJrQMP q, (9.395)

74. Lemme 4.64.
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la dernière égalité découlant de l’invariance cyclique de la trace 75. Ce que nous cherchons est
M P GLpn,Kq telle que ϕpMq “ 0. Nous commençons par trouver N P GLpn,Kq telle que
TrpJrNq “ 0. Celle-là est facile : c’est

N “
ˆ

0 1
1n´1 0

˙
. (9.396)

Les éléments diagonaux de JrN sont tous nuls. Par conséquent en posant M “ Q´1NP´1 nous
avons notre matrice inversible dans le noyau de ϕ.

9.12 Diagonalisation et trigonalisation

Ici encore K est un corps commutatif.

9.12.1 Matrices semblables
DefCQNFooSDhDpB

Proposition-Définition 9.199 (matrices semblables[1]).
Nous définissons, sur l’ensemble Mpn,Kq des matrices n ˆ n à coefficients dans K, la relation
A „ B si et seulement si il existe une matrice P P GLpn,Kq telle que B “ P´1AP .

Cette relation est une relation d’équivalence.
Deux matrices équivalentes en ce sens sont dites semblables.

PROPooXGXTooQNAAxw

Proposition-Définition 9.200 (Matrices équivalentes).
Nous définissons, sur l’ensemble Mpn,Kq des matrices n ˆ n à coefficients dans K, la relation
A „ B si et seulement si il existe des matrice inversibles P et Q telles que A “ PBQ´1.

Cette relation est une relation d’équivalence.
Deux telles matrice sont dite équivalentes.

PROPooIXFSooZsFWHm

Proposition-Définition 9.201.
Soit un espace vectoriel E. Nous définissons sur EndpEq la relation u „ v si et seulement si il
existe une application inversible A : E Ñ E telle que v “ A´1 ˝ u ˝A.

Cette relation est une relation d’équivalence.
Deux endomorphismes équivalents en ce sens sont dits semblables.

PROPooBGJBooXlDYEv

Proposition 9.202.
Deux applications linéaires sont semblables si et seulement si leurs matrices sont semblables dans
toute base.

LEMooKUHJooDfNKeg

Lemme 9.203.
Le polynôme caractéristique 76 est un invariant sous les similitudes.

Démonstration. En effet si P est une matrice inversible,

χP´1AP “ detpP´1AP ´ λX1q (9.397a)
“ det

`
P pP´1AP ´ λX1qP´1˘ (9.397b)

“ detpA´ λX1q (9.397c)
“ χA. (9.397d)

75. Lemme 4.64.
76. Définition 9.110.
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La permutation de lignes ou de colonnes ne sont pas des similitudes, comme le montrent les
exemples suivants :

A “
ˆ

1 2
3 4

˙
B “

ˆ
2 1
4 3

˙
. (9.398)

Nous avons χA “ X2´5X´2 tandis que χB “ X2´5X`2 alors que le polynôme caractéristique
est un invariant de similitude.

9.12.2 Trace de matrices semblables
PROPooRMYQooWkEpJJ

Proposition 9.204 ([1]).
Invariance de la trace par similarité.

(1) Soit une application linéaire f . Si la matrice de f dans une base est A et est B dans une
autre base, alors

TrpAq “ TrpBq. (9.399)

(2) Deux opérateurs semblables 77 ont même trace.

Démonstration. Les matrices A et B sont liées par la proposition 4.118 : B “ Q´1AQ où Q est la
matrice qui lie les vecteurs des deux bases. L’invariance cyclique de la trace donnée en le lemme
4.64 implique que

TrpBq “ TrpQ´1AQq “ TrpQQ´1Aq “ TrpAq. (9.400)

LEMooXXEYooKHyQjb

Lemme 9.205.
Soit une matrice A. Nous avons

TrpA:Aq “
ÿ

ij

|Aij |2. (9.401)

Démonstration. Utilisant la proposition 9.175 pour les éléments de la matrice A:, nous avons

TrpA:Aq “
ÿ

k

pA:Aqkk “
ÿ

kl

Al̊kAlk “
ÿ

kl

|Alk|2. (9.402)

LEMooQXFQooLGPcIt

Lemme 9.206 ([292]).
Si les matrice A et B sont unitairement semblables 78, alors

ÿ

ij

|Aij |2 “
ÿ

ij

|Bij |2. (9.403)

Démonstration. Soit une matrice unitaire U telle que B “ UAU :. Nous savons par le proposition
9.204 que des matrice semblables ont même trace. Or B:B est unitairement semblable à A:A parce
que

B:B “ UA:U :UAU : “ UA:AU :. (9.404)

Donc TrpA:Aq “ TrpB:Bq. Le lemme 9.205 conclut.

77. Opérateurs semblables, définition 9.199
78. Définition 9.199.
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9.12.3 Endomorphismes nilpotents

La trace d’une matrice A PMpn,Kq est la somme de ses éléments diagonaux :

TrpAq “
nÿ

i“1
Aii. (9.405)

Une propriété importante est son invariance cyclique.
LemhbZTay

Lemme 9.207.
Quelques propriétés de la trace.

(1) Si A et B sont des matrices carrées, alors TrpABq “ TrpBAq.
(2) La trace est un invariant de similitude.

Démonstration. C’est un simple calcul :

TrpABq “
ÿ

ik

AikBki “
ÿ

ik

AkiBik “
ÿ

ik

BikAki “
ÿ

i

pBAqii “ TrpBAq (9.406)

où nous avons simplement renommé les indices iØ k.
En particulier, la trace est un invariant de similitude parce que TrpABA´1q “ TrpA´1ABq “

TrpBq par l’invariance cyclique démontrée en 4.64(2).

La trace étant un invariant de similitude, nous pouvons donc définir la trace comme étant la
trace de sa matrice dans une base quelconque. Si la matrice est diagonalisable, alors la trace est
la somme des valeurs propres.

LemzgNOjY

Lemme 9.208 ([114]).
L’endomorphisme u P EndpCnq est nilpotent si et seulement si Trpupq “ 0 pour tout p.

Démonstration. Supposons que u est nilpotent. Alors ses valeurs propres sont toutes nulles et celles
de up le sont également. La trace étant la somme des valeurs propres, nous avons alors tout de
suite Trpupq “ 0.

Supposons maintenant que Trpupq “ 0 pour tout p. Le polynôme caractéristique (9.233) est

χu “ p´1qnXαpX ´ λ1qα1 . . . pX ´ λrqαr . (9.407)EqfnCqWqEqfnCqWq

où les λi (i “ 1, . . . , r) sont les valeurs propres non nulles distinctes de u.
Il est vite vu que le coefficient de Xn´1 dans χu est ´Trpuq parce que le coefficient de Xn´1

se calcule en prenant tous les X sauf une fois ´λi. D’autre part le polynôme caractéristique de up
est le même que celui de u, en remplaçant λi par λpi ; cela est dû au fait que si v est vecteur propre
de valeur propre λ, alors upv “ λpv.

Par l’équation (9.407), nous voyons que le coefficient du terme Xn´1 dans le polynôme carac-
téristique est

0 “ Trpupq “ α1λ
p
1 ` ¨ ¨ ¨ ` αrλpr . (9.408)eqSoDSKHeqSoDSKH

Donc les nombres pα1, . . . , αrq sont une solution non triviale 79 du système EqDpvTnu

$
’&
’%

λ1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` λrXr “ 0 (9.409a)
... (9.409b)

λr1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` λrrXr “ 0. (9.409c)
Ce sont les équations (9.408) écrites pour p “ 1, . . . , r. Le déterminant de ce système est

λ1 . . . λr det

¨
˚̊
˚̋

1 . . . 1
λ1 . . . λr
...

...
λr´1

1 . . . λr´1
r

˛
‹‹‹‚‰ 0, (9.410)

79. Si α1 “ . . . “ αr “ 0, alors les valeurs propres sont toutes nulles et la matrice est en réalité nulle dès le départ.
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qui est un déterminant de Vandermonde (proposition 9.15) valant

0 “ λ1 . . . λr
ź

1ďiďjďr
pλi ´ λjq. (9.411)

Étant donné que les λi sont distincts et non nuls, nous avons une contradiction et nous devons
conclure que pα1, . . . , αrq était une solution triviale du système (9.409).

PropMWWJooVIXdJp

Proposition 9.209 ([293]).
Soit un K-espace vectoriel E. Un endomorphisme u P EndpEq est nilpotent si et seulement si il
existe une base de E dans laquelle la matrice de u est strictement triangulaire supérieure.

Démonstration. (1) ñ Nous faisons la démonstration par récurrence sur la dimension de E.
Lorsque n “ 1 nous avons u “ paq avec a P K. Puisque ak “ 0 pour un certain k nous avons
a “ 0 parce qu’un corps est toujours un anneau intègre 80.
Lorsque dimpEq “ n nous savons que u a un noyau non réduit au vecteur nul (parce qu’il
est nilpotent). Soit donc un vecteur non nul x P kerpuq et une base

tx, e2, . . . , enu (9.412)

donnée par le théorème de la base incomplète 4.13. La matrice de u dans cette base s’écrit
¨
˚̊
˝

0 ˚ ˚ ˚
0
0
0

¨
˝ A

˛
‚

˛
‹‹‚. (9.413)

Un tout petit peu de calcul de produit de matrice montre que la matrice de uk est de la
forme ¨

˚̊
˝

0 ˚ ˚ ˚
0
0
0

¨
˝ Ak

˛
‚

˛
‹‹‚. (9.414)

Étant donné que l’endomorphisme u est nilpotent, la matrice A l’est aussi. L’hypothèse de
récurrence dit alors que A est strictement triangulaire supérieure (ou en tout cas peut le
devenir par un changement de base adéquat).

(2) ð Soit une base te1, . . . , enu dans laquelle la matrice de u est strictement triangulaire
supérieure.
Alors upe1q “ 0 et plus généralement, upekq P Spante1, . . . , ek´1u. Voyez par récurrence que
ulpekq P Spante1, . . . , ek´lu. Donc ulpekq “ 0 dès que l ě k.

LEMooKPWKooOacXju

Lemme 9.210 ([1]).
Si N P Mpn,Cq est une matrice nilpotente d’ordre de nilpotence r, alors tNkuk“0,...,r´1 est libre
dans Mpn,Cq.

PROPooWTFWooXHlmhp

Proposition 9.211 (Thème 41).
Soit E un espace de Banach (espace vectoriel normé complet 81). Si A P LpE,Eq est nilpotente,
alors p1´Aq est inversible et son inverse est donné par

p1´Aq´1 “
8ÿ

k“0
Ak, (9.415)

où l’infini peut évidemment être remplacé par l’ordre de nilpotence de A.
80. Lemme 1.194.
81. Définition 7.258.
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Démonstration. En ce qui concerne la convergence de la somme, elle ne fait pas de doute parce
que A étant nilpotente, la somme contient seulement une quantité finie de termes non nuls.

Montrons à présent que la somme est l’inverse de 1´A en multipliant terme à terme :
nÿ

k“0
Akp1´Aq “

nÿ

k“0
pAk ´Ak`1q “ 1´An`1. (9.416)

Par conséquent

}1´
nÿ

k“0
Akp1´Aq} “ }An`1} Ñ 0. (9.417)

La dernière limite est en réalité une égalité pour n assez grand.

9.12.4 Endomorphismes diagonalisables
DefCNJqsmo

Définition 9.212.
Une matrice est diagonalisable si elle est semblable 82 à une matrice diagonale.

Une application linéaire est diagonalisable si elle est semblable 83 à une application linéaire
diagonale.

Autrement dit, A est diagonalisable si il existe un opérateur diagonal D et un opérateur inver-
sible P tels que PAP´1 “ D.

La proposition 9.202 nous assure que la notion de diagonalisabilité pour les matrices et pour
les applications sont les mêmes.

PROPooDEETooSOMiGO

Proposition 9.213.
Si A est un opérateur diagonalisable dont les valeurs propres sont λi, alors il existe un opérateur
inversible Q tel que

A “ Q´1DQ (9.418)
où D est l’opérateur diagonal contenant les λi sur sa diagonale.

Lemme 9.214.
Une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale n’est diagonalisable que si elle est
diagonale (c’est-à-dire si c’est la matrice unité).

Démonstration. Si A est une matrice triangulaire supérieure de taille n telle que Aii “ 1, alors
detpA ´ λ1q “ p1 ´ λqn, ce qui signifie que SpecpAq “ t1u. Pour la diagonaliser, il faudrait une
matrice P P GLpn,Kq telle que 1 “ P´1AP , ce qui est uniquement possible si A “ 1.

LemgnaEOk

Lemme 9.215.
Soit F un sous-espace stable par u. Soit une décomposition du polynôme minimal

µu “ Pn1
1 . . . Pnr

r (9.419)

où les Pi sont des polynômes irréductibles unitaires distincts. Si nous posons Ei “ kerPni
i , alors

F “ pF X E1q ‘ . . .‘ pF X Erq. (9.420)
ThoDigLEQEXR

Théorème 9.216.
Soit E, un espace vectoriel de dimension n sur le corps commutatif K et u P EndpEq. Les propriétés
suivantes sont équivalentes. ItemThoDigLEQEXRiv

(1) L’endomorphisme u est diagonalisable.
ItemThoDigLEQEXRi

(2) Il existe un polynôme P P KrXs non constant, scindé sur K, dont toutes les racines sont
simples, tel que P puq “ 0.

82. Définition 9.199.
83. Définition 9.201.
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ItemThoDigLEQEXRii

(3) Le polynôme minimal µu est scindé sur K et toutes ses racines sont simples 84.
ItemThoDigLEQEXRiii

(4) Tout sous-espace de E possède un supplémentaire stable par u.
ITEMooZNJFooEiqDYp

(5) Dans une base adaptée, la matrice de u est diagonale et les éléments diagonaux sont ses
valeurs propres.

Démonstration. Plein d’implications à prouver.
(1) (2) implique (3) Étant donné que P puq “ 0, il est dans l’idéal des polynômes annulateurs

de u, et le polynôme minimal µu le divise parce que l’idéal des polynômes annulateurs est
généré par µu par le théorème 6.43.

(2) (3) implique (1) Étant donné que le polynôme minimal est scindé à racines simples, il
s’écrit sous forme de produits de monômes tous distincts, c’est-à-dire

µupXq “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λrq (9.422)

où les λi sont des éléments distincts de K. Étant donné que µupuq “ 0, le théorème de
décomposition des noyaux (théorème 9.89) nous enseigne que

E “ kerpu´ λ1q ‘ . . .‘ kerpu´ λrq. (9.423)

Mais kerpu´ λiq est l’espace propre Eλi
puq. Donc u est diagonalisable.

(3) (1) implique (4) Soit te1, . . . , enu une base qui diagonalise u, soit F un sous-espace de E
et tf1, . . . , fru une base de F . Par le théorème 4.17(2), nous pouvons compléter la base de F
par des éléments de la base teiu. Le complément ainsi construit est stable par u.

(4) (4) implique (1) En dimension un, tout endomorphisme est diagonalisable, nous suppo-
sons donc que dimE “ n ě 2. Nous procédons par récurrence sur le nombre de vecteurs
propres connus de u. Supposons avoir déjà trouvé p vecteurs propres e1, . . . , ep de u. Consi-
dérons H, un hyperplan qui contient les vecteurs e1, . . . , ep. Soit F un supplémentaire de H
stable par u ; par construction dimF “ 1 et si ep`1 P F , il doit être vecteur propre de u.

(5) (1) implique (2) Nous supposons maintenant que u est diagonalisable. Soient λ1, . . . , λr
les valeurs propres deux à deux distinctes, et considérons le polynôme

P pxq “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λrq. (9.424)

Alors P puq “ 0. En effet si ei est un vecteur propre pour la valeur propre λi,

P puqei “
ź

j‰i
pu´ λjq ˝ pu´ λiqei “ 0 (9.425)

par le lemme 9.88. Par conséquent P puq s’annule sur la base teiu.
(6) (5) implique (2) Si la matrice A est diagonale alors le polynôme P “śn

i“1pX ´Aiiq est
annulateur de A. En effet,

P pAqek “
nź

i“1
pA´Aiiqx “

nź

i“1

`
upekq ´Aiiek

˘ “
nź

i“1

`
Akkek ´Aiiek

˘ “ 0 (9.426)

parce que le facteur i “ k est nul.

84. Le polynôme caractéristique, lui, n’a pas spécialement ses racines simples ; il peut encore être de la forme

χupXq “

rź

i“1
pX ´ λiq

αi , (9.421)

mais alors dimpEλi q “ αi.
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(7) (3) implique (5) le polynôme minimal de u s’écrit

µ “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λrq, (9.427)

et les espaces Ei du lemme 9.215 sont les espaces propres Ei “ kerpu´λiq. Nous avons donc
une somme directe

E “ E1 ‘ . . .‘ Er. (9.428)

Dans chacun des espaces propres, u a une matrice diagonale avec la valeur propre correspon-
dante sur la diagonale. Une base de E constituée d’une base de chacun des espaces propres
est donc une base comme nous en cherchons.

CorQeVqsS

Corolaire 9.217.
Si u est diagonalisable et si F est un sous-espace stable par u, alors

F “à
λ

Eλpuq X F (9.429)

où Eλpuq est l’espace propre de u pour la valeur propre λ. En particulier la restriction de u à F ,
u|F est diagonalisable.

Démonstration. Par le théorème 9.216, le polynôme µu est scindé et ne possède que des racines
simples. Notons le

µupXq “ pX ´ λ1q . . . pX ´ λrq. (9.430)

Les espaces Ei du lemme 9.215 sont maintenant les espaces propres.
En ce qui concerne la diagonalisabilité de u|F , notons que nous avons une base de F composée

de vecteurs dans les espaces Eλpuq. Cette base de F est une base de vecteurs propres de u.

Lemme 9.218.
Soient E un K-espace vectoriel et u P EndpEq. Si Card

`
Specpuq˘ “ dimpEq alors u est diagona-

lisable.

Démonstration. Soient λ1, . . . , λn les valeurs propres distinctes de u. Nous savons que les espaces
propres correspondants sont en somme directe (lemme 9.87). Par conséquent SpantEλi

puqu est de
dimension n “ dimpEq et u est diagonalisable.

Voici un résultat de diagonalisation simultanée. Nous donnerons un résultat de trigonalisation
simultanée dans le lemme 12.102.

PropGqhAMei

Proposition 9.219 (Diagonalisation simultanée).
Soit puiqiPI une famille d’endomorphismes qui commutent deux à deux.

ItemGqhAMei

(1) Si i, j P I alors tout sous-espace propre de ui est stable par uj. Autrement dit uj
`
Eλpuiq

˘ Ă
Eλpuiq.

(2) Si les ui sont diagonalisables, alors ils le sont simultanément.

Démonstration. Supposons que ui et uj commutent et soit x un vecteur propre de ui : uipxq “ λx.
Nous montrons que ujpxq P Eλpuiq. Nous avons

ui
`
ujpxq

˘ “ uj
`
uipxq

˘ “ λujpxq. (9.431)

Par conséquent ujpxq est vecteur propre de ui de valeur propre λ.
Montrons maintenant l’affirmation à propos des endomorphismes simultanément diagonali-

sables. Si dimE “ 1, le résultat est évident. Nous supposons également qu’aucun des ui n’est
multiple de l’identité. Nous effectuons une récurrence sur la dimension.
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Soit u0 un des ui et considérons ses valeurs propres deux à deux distinctes λ1, . . . , λr. Pour
chaque k nous avons

Eλk
pu0q ‰ E, (9.432)

sinon u0 serait un multiple de l’identité. Par contre le fait que u0 soit diagonalisable permet de
décomposer E en espaces propres de u0 :

E “à
k

Eλk
pu0q. (9.433)

Ce que nous allons faire est de simultanément diagonaliser les puiqiPI sur chacun des Eλk
séparé-

ment. Par le point (1), nous avons ui : Eλk
pu0q Ñ Eλk

pu0q, et nous pouvons considérer la famille
d’opérateurs ´

ui|Eλk
pu0q

¯
iPI
. (9.434)

Ce sont tous des opérateurs qui commutent et qui agissent sur un espace de dimension plus petite.
Par hypothèse de récurrence nous avons une base de Eλk

pu0q qui diagonalise tous les ui.
ExewINgYo

Exemple 9.220.
Soit un espace vectoriel sur un corps K. Un opérateur involutif est un opérateur différent de
l’identité dont le carré est l’identité. Typiquement une symétrie orthogonale dans R3. Le polynôme
caractéristique d’une involution est X2 ´ 1 “ pX ` 1qpX ´ 1q.

Tant que 1 ‰ ´1, X2´1 est donc scindé à racines simples et les involutions sont diagonalisables
(9.216). Cependant si le corps est de caractéristique 2, alors X2´1 “ pX`1q2 et l’involution n’est
plus diagonalisable.

Par exemple si le corps est de caractéristique 2, nous avons

A “
ˆ

1 1
0 1

˙
(9.435a)

A2 “
ˆ

1 2
0 1

˙
“
ˆ

1 0
0 1

˙
. (9.435b)

Cette matrice A représente donc une involution, mais n’est pas diagonalisable. △

9.12.5 Diagonalisation : cas complexe, pas toujours

Il n’est pas vrai qu’une matrice de Mpn,Cq soit toujours diagonalisable. En effet le théo-
rème 9.216(3) dit qu’une matrice est diagonalisable si et seulement si son polynôme minimal est
scindé à racines simples. Certes sur C le polynôme minimal sera scindé, mais il ne sera pas spé-
cialement à racines simples.

Exemple 9.221.
La matrice

A “
ˆ

0 1
0 0

˙
(9.436)

a pour polynôme caractéristique χApXq “ X2. C’est également son polynôme minimal, qui n’est
pas à racine simple.

Il est par ailleurs facile de voir que le seul espace propre de A est Spantp1, 0qu (ici le span est
sur C). Donc l’espace C2 ne possède pas de base de vecteurs propres de A. △

Ce qui est vrai, c’est que le polynôme caractéristique a des racines, et que ces racines cor-
respondent à des vecteurs propres. Mais il n’y a pas toujours autant de vecteurs propres que la
multiplicité des racines.

9.222.
Lorsque la diagonalisation n’est pas possible, il est souvent possible de trigonaliser. Les matrices
triangulaires ne sont pas aussi faciles à manipuler que les matrices diagonales, mais c’est toujours
ça de pris.

Nous étudierons ça plus tard, en 12.10.1 parce que ça va nécéssiter le théorème de d’Alembert.
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9.12.6 Diagonalisation : cas réel
LemSchureRelnrqfiy

Lemme 9.223 (Lemme de Schur réel).
Soit A PMpn,Rq. Il existe une matrice orthogonale Q telle que Q´1AQ soit de la forme

Q´1AQ “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

λ1 ˚ ˚ ˚ ˚
0 . . . . . . . . . ...
0 0 λr ˚ ˚
0 0 0

ˆ
a1 b1
c1 d1

˙
˚

0 0 0 0
ˆ
as bs
cs ds

˙

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (9.437)EqMtrTSqRTAEqMtrTSqRTA

Le déterminant de A est le produit des déterminants des blocs diagonaux et les valeurs propres de
A sont les λ1, . . . , λr et celles de ces blocs.

Démonstration. Si la matrice A a des valeurs propres réelles, nous procédons comme dans le cas
complexe. Cela nous fournit le partie véritablement triangulaire avec les valeurs propres λ1, . . . , λr
sur la diagonale. Supposons donc que A n’a pas de valeurs propres réelles. Soit donc α ` iβ une
valeur propre (β ‰ 0) et u` iv un vecteur propre correspondant où u et v sont des vecteurs réels.
Nous avons

Au` iAv “ Apu` ivq “ pα` iβqpu` ivq “ αu´ βv ` ipαv ` βuq, (9.438)

et en égalisant les parties réelles et imaginaires,

Au “ αu´ βv (9.439a)
Av “ αv ` βu. (9.439b)

Sur ces relations nous voyons que ni u ni v ne sont nuls. De plus u et v sont linéairement indépen-
dants (sur R), en effet si v “ λu nous aurions Au “ αu´βλu “ pα´βλqu, ce qui serait une valeur
propre réelle alors que nous avions supposé avoir déjà épuisé toutes les valeurs propres réelles.

Étant donné que u et v sont deux vecteurs réels non nuls et linéairement indépendants, nous
pouvons trouver une base orthonormée tq1, q2u de Spantu, vu. Nous pouvons étendre ces deux
vecteurs en une base orthonormée tq1, q2, q3, . . . , qnu de Rn. Nous considérons à présent la matrice
orthogonale dont les colonnes sont formées de ces vecteurs : Q “ rq1 q2 . . . qns.

L’espace Spante1, e2u est stable par Q´1AQ, en effet nous avons

Q´1AQe1 “ Q´1Aq1 “ Q´1paq1 ` bq2q “ ae1 ` be2. (9.440)

La matrice Q´1AQ est donc de la forme

Q´1AQ “
¨
˝
ˆ

· ·
· ·

˙
C1

0 A1

˛
‚ (9.441)

où C1 est une matrice réelle 2ˆ pn´ 1q quelconque et A1 est une matrice réelle pn´ 2q ˆ pn´ 2q.
Nous pouvons appliquer une récurrence sur la dimension pour poursuivre.

Notons que si A n’a pas de valeurs propres réelles, elle est automatiquement d’ordre pair parce
que les valeurs propres complexes viennent par couple complexes conjugués.

En ce qui concerne les valeurs propres, il est facile de voir en regardant (9.437) que les va-
leurs propres sont celles des blocs diagonaux. Étant donné que Q´1AQ et A ont même polynôme
caractéristique, ce sont les valeurs propres de A.

ThoeTMXla

Théorème 9.224 (Théorème spectral, matrice symétrique[104]).
Une matrice symétrique réelle,
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ITEMooJWHLooSfhNSW

(1) a un spectre contenu dans R
ITEMooMWWRooXxGONW

(2) est diagonalisable par une matrice orthogonale.
Si M est une matrice symétrique réelle alors Rn possède une base orthonormée de vecteurs propres
de M .

Démonstration. Soit A une matrice réelle symétrique. Elle agit sur l’espace Cn par la définition
4.67, et en particulier la formule 4.84. Nous munissons de plus Cn de la forme sesquilinéaire définie
en la proposition 9.180.

Si λ est une valeur propre complexe pour le vecteur propre complexe v, alors d’une part
xAv, vy “ λxv, vy et d’autre part xAv, vy “ xv,Avy “ λ̄xv, vy. Par conséquent λ “ λ̄, et λ est réelle.

Le lemme de Schur réel 9.223 donne une matrice orthogonale Q qui trigonalise A. Les valeurs
propres étant toutes réelles, la matrice Q´1AQ est même triangulaire (il n’y a pas de blocs dans
la forme (9.437)). Prouvons que Q´1AQ est symétrique :

pQ´1AQqt “ QtAtpQ´1qt “ Q´1AtQ “ Q´1AQ (9.442)

où nous avons utilisé le fait queQ était orthogonale (Q´1 “ Qt) et que A était symétrique (At “ A).
Une matrice triangulaire supérieure symétrique est obligatoirement une matrice diagonale.

En ce qui concerne la base de vecteurs propres, soit teiui“1,...,n la base canonique de Rn et
Q une matrice orthogonale telle que A “ QtDQ avec D diagonale. Nous posons fi “ Qtei et en
tenant compte du fait que Qt “ Q´1 nous avons Afi “ QtDQQtei “ Qtλiei “ λifi. Donc les fi
sont des vecteurs propres de A. De plus ils sont orthonormés parce qu’en utilisant la proposition
9.183,

xfi, fjy “ xQtei, Qtejy “ xei, QtQejy “ xei, ejy “ δij . (9.443)

Le théorème spectral pour les opérateurs autoadjoints sera traité plus bas parce qu’il a besoin
de notions sur les formes bilinéaires, théorème 11.6.

RemGKDZfxu

Remarque 9.225.
Une matrice symétrique est diagonalisable par une matrice orthogonale. Nous pouvons en réalité
nous arranger pour diagonaliser par une matrice de SOpnq. Plus généralement si A est une matrice
diagonalisable par une matrice P P GL`pn,Rq alors elle est diagonalisable par une matrice de
GL´pn,Rq en changeant le signe de la première ligne de P . Et inversement.

En effet, si nous avons P tDP “ A, alors en notant ˚ les quantités qui ne dépendent pas de a,
b ou c,

¨
˝
a ˚ ˚
b ˚ ˚
c ˚ ˚

˛
‚
¨
˝
λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3 0

˛
‚
¨
˝
a b c
˚ ˚ ˚
˚ ˚ ˚

˛
‚“

¨
˝
a ˚ ˚
b ˚ ˚
c ˚ ˚

˛
‚
¨
˝
λ1a λ1b λ1c
˚ ˚ ˚
˚ ˚ ˚

˛
‚

“
¨
˝
λ1a2 ` ˚ λ1ab` ˚ λ1ac` ˚
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

˛
‚.

(9.444)

Nous voyons donc que si nous changeons les signes de a, b et c en même temps, le résultat ne
change pas.

PROPooQHHPooSqpgcb

Proposition 9.226.
Une forme bilinéaire est non-dénénérée 85 si et seulement si sa matrice associée est inversible.

85. Définition 9.127.
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Démonstration. Nous savons que la matrice associée est symétrique et qu’elle peut donc être
diagonalisée (théorème 9.224). En nous plaçant dans une base de diagonalisation, nous devons
prouver que la forme est non-dégénérée si et seulement si les éléments diagonaux de la matrice
sont tous non nuls.

Écrivons bpx, zq en choisissant pour z le vecteur de base ek de composantes pekqj “ δkj :

bpx, ekq “
ÿ

ij

xipekqj “
ÿ

i

bikxi “ bkkxk. (9.445)

Si b est dégénérée et si x est un vecteur non nul (disons que la composante xi est non nulle) de
E tel que bpx, zq “ 0 pour tout z P E, alors bii “ 0, ce qui montre que la matrice de b n’est pas
inversible.

Réciproquement si la matrice de b est inversible, alors tous les bkk sont différents de zéro, et le
seul vecteur x tel que bkkxk “ 0 pour tout k est le vecteur nul.

9.12.7 Matrice définie positive
DefAWAooCMPuVM

Définition 9.227 (Matrice définie positive, opérateur défini positif).
Un opérateur sur un espace vectoriel sur C ou R est défini positif si toutes ses valeurs propres
sont réelles et strictement positives. Il est semi-défini positif si ses valeurs propres sont réelles
positives ou nulles.

Mêmes définitions pour une matrice.

Afin d’éviter l’une ou l’autre confusion, nous disons souvent strictement défini positif pour
positif.

NORMooAJLHooQhwpvr

9.228.
Quelques ensembles de matrices symétriques.

(1) Spn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques réelles nˆ n.
(2) S`pn,Rq l’ensemble des matrices réelles symétriques nˆ n définies positives.
(3) S``pn,Rq le sous-ensemble de S`pn,Rq des matrices strictement définies positives.

Remarque 9.229.
Nous ne définissons pas la notion de matrice définie positive pour une matrice non symétrique.

PropcnJyXZ

Proposition 9.230.
Soit M , une matrice symétrique. Nous avons ITEMooTJVQooYmRkas

(1) detpMq ą 0 et TrpMq ą 0 implique M définie positive 86,
(2) detpMq ą 0 et TrpMq ă 0 implique M définie négative,

ItemluuFPN

(3) detpMq ă 0 implique ni semi-définie positive, ni définie négative
(4) detpMq “ 0 implique M semi-définie positive ou semi-définie négative.

Lorsqu’un énoncé parle d’une matrice symétrique, le premier réflexe est de la diagonaliser :
considérer une matrice orthogonale Q telle que QtMQ “ D avec D diagonale. Et les valeurs
propres sur la diagonale : Dkk “ λk. Les matrices symétriques définies positives ont cependant des
propriétés même en dehors de leur base de diagonalisation.

Pour rappel, xx, yy est le produit scalaire dans Rn défini par la proposition 9.170.
LemWZFSooYvksjw

Lemme 9.231.
Soit une matrice symétrique M . ITEMooSKRAooOgHbGA

(1) Elle est strictement définie positive si et seulement si xx,Mxy ą 0 pour tout x non nul dans
Rn.

86. Définition 9.227.
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ITEMooMOZYooWcrewZ

(2) Elle est semi-définie positive si et seulement si xx,Mxy ě 0 pour tout x non nul dans Rn.
ITEMooRRMFooHSOHxZ

(3) Si elle est seulement définie positive, alors xx,Mxy ě λ}x}2 dès que λ ě 0 minore toutes les
valeurs propres.

Démonstration. Démonstration en trois parties.
(1) (1) Soit teiui“1,...,n une base orthonormée de vecteurs propres de M dont l’existence est

assurée par le théorème spectral 9.224. Nous nommons xi les coordonnées de x dans cette
base. Alors,

xx,Mxy “
ÿ

i,j

xixei, xjMejy “
ÿ

i,j

xixjxei, λjejy “
ÿ

ij

xixjλjδij “
ÿ

i

λix
2
i (9.446)

où les λi sont les valeurs propres de M . Le produitxx,Mxy est strictement positif pour tout
x si et seulement si tous les λi sont strictement positifs.

(2) (2) Nous avons encore
xx,Mxy “

ÿ

i

λix
2
i (9.447)

qui est plus grand ou égal à zéro si et seulement si tous les λi sont plus grands ou égaux à
zéro.

(3) (3)
Soit une matrice orthogonale T diagonalisant M , c’est-à-dire telle que T tMT “ D avec D
diagonale. Nous allons vérifier que si λ ď mintλiu, alors

xTx,MTxy ě λ}Tx}2 (9.448)EQooOSFEooCoPuuGEQooOSFEooCoPuuG

pour tout x. Si nous considérons la base de diagonalisation teku pour les valeurs propres λk,
nous avons le calcul SUBEQSooHBIYooSpkYAl

xTx,MTxy “ xx, T tMTxy (9.449a)
“ xx,Dxy (9.449b)
“
ÿ

k

xx, xkDeky (9.449c)

“
ÿ

k

λkxk xx, ekyloomoon
“xk

(9.449d)

ě
ÿ

k

λ|xk|2 en posantλ “ mintλiu (9.449e)

Nous avons donc
xTx,MTxy ě

ÿ

k

λ|xk|2 “ λ}x}2 “ λ}Tx}2. (9.450)

Au dernier passage nous avons utilisé le fait que T est une isométrie (proposition 9.43).
L’inéquation (9.448) est démontrée.
Comme T est une bijection 87, cela implique le résultat pour tout x.

Les personnes qui aiment les vecteurs lignes et colonnes écriront des inégalités comme

xtMx ě xtx. (9.451)

Tout à l’autre bout du spectre des personnes névrosées des notations, on trouvera des inégalités
comme

Mpxb xq ě x·x. (9.452)

87. Une matrice orthogonale a un déterminant qui vaut ˘1.
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Le penchant personnel de l’auteur de ces lignes est la notation avec le produit tensoriel. Si vous
aimez ça, vous pouvez lire la section 11.12.15 et en particulier ce qui suit (11.644).

La notation adoptée ici avec le produit scalaire xx,Mxy, qui peut aussi être écrite x·Mx est
entre les deux. Elle a l’avantage de n’être pas technologique comme le produit tensoriel (si vous y
mettez les pieds, vous devez savoir ce que vous faites), tout en évitant de se casser la tête à savoir
qui est un vecteur ligne ou un vecteur colonne.

PROPooUAAFooEGVDRCPROPooNQSXooVMFAtU

Proposition 9.232.
Une application bilinéaire est définie positive 88 si et seulement si sa matrice symétrique associée 89

l’est.

Démonstration. La définition 9.124 dit que b est strictement définie positive lorsque bpx, xq ě 0 et
bpx, xq “ 0 si et seulement si x “ 0.

D’autre part, le lemme 9.231 dit que la matrice B est strictement définie positive lorsque
x·Bx ě 0 et x·Bx “ 0 si et seulement si x “ 0.

Le lien entre les deux est que le lemme 9.147 nous enseigne que pour tout x et y,

bpx, yq “ x·By (9.453)

où B est la matrice de b.
PROPooCIEUooODqfwm

Proposition 9.233.
Soit une forme quadratique q : E Ñ K et sa matrice 90 pqijq PMpn,Kq. Nous avons

qpxq “
nÿ

i“1

nÿ

j“1
qijxixj “

nÿ

i“1
qiix

2
i ` 2

ÿ

1ďiăjďn
qijxixj . (9.454)EQooAJTUooBSAhKvEQooAJTUooBSAhKv

Démonstration. La première égalité est seulement l’expression de la matrice de q. Pour la seconde,
on découpe la somme sur j en trois parties : j ă i, j “ i et j ą i :

qpxq “
ÿ

i

ÿ

jăi
qijxixj `

ÿ

i

qiix
2
i `

ÿ

i

ÿ

jąi
qijxixj . (9.455)EQooMKMDooGKqbJiEQooMKMDooGKqbJi

Nous pouvons utiliser le lemme 1.304 en posant A “ tpi, jq tel que j ă iu, B “ tpi, jq tel que j ą
iu, et en considérant la bijection

φ : AÑ b

pi, jq ÞÑ pj, iq. (9.456)

Nous avons alors ÿ

pi,jqPA
qijxixj “

ÿ

pi,jqPB
qjixjxi “

ÿ

pi,jqPB
qijxixj . (9.457)

La première égalité est le lemme et la seconde est la symétrie de q. Bref, dans (9.455), le premier
et le dernier termes sont égaux.

9.234.
De nombreux auteurs préfèrent écrire des choses comme xtBy ou xBty ou xByt et se poser de
longues questions sur qui est un « vecteur colonne » et qui est un « vecteur ligne », et si la matrice
B soit être transposée ou non. Toutes ces notations servent( ?) à cacher un bête produit scalaire.

9.235.
Notons que la matrice associée à une forme bilinéaire (ou quadratique associée) est uniquement
valable pour une base donnée. Si nous changeons de base, la matrice change. Cependant lorsque
nous travaillons sur Rn, la base canonique est tellement canonique que nous allons nous permettre
de parler de « la » matrice associée à une forme bilinéaire.

88. Définition 9.124.
89. Par la proposition 9.140.
90. Matrice associée à une forme quadratique, définition 9.146.
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Corolaire 9.236.
Une matrice symétrique strictement définie positive est inversible.

Démonstration. Si Ax “ 0 alors xAx, xy “ 0. Mais dans le cas d’une matrice strictement définie
positive, cela implique x “ 0 par le lemme 9.231.

Lemme 9.237.
Pour une base quelconque, les éléments diagonaux d’une matrice symétrique semi-définie posi-
tive sont positifs. Si la matrice est strictement définie positive, alors les éléments diagonaux sont
strictement positifs.

Démonstration. Il s’agit d’une application du lemme 9.231. Si A est définie positive et que teiu est
une base, alors

Aii “ xAei, eiy ě λ}ei}2 “ λ ě 0. (9.458)

Si A est strictement définie positive, alors λ peut être choisi strictement positif.

9.12.8 Réduction de Gauss
THOooOMMFooKxqICS

Théorème 9.238 (Réduction de Gauss[294, 295]).
Soit une forme quadratique non nulle q sur l’espace vectoriel E sur le corps K. Il existe une base
tliui“1,...,n de E˚ et des coefficients αi P K tels que

qpxq “
nÿ

i“1
αilipxq2. (9.459)

Démonstration. Notre point de départ sont les formules (9.454) pour la forme quadratique. Nous
allons faire la preuve par récurrence sur la dimension de l’espace. Si n “ 1, alors nous avons
seulement

qpxq “ αx2 (9.460)

et donc le théorème est fait avec lpxq “ x.
Nous supposons que le théorème est prouvé pour tout espace de dimension n. Une forme

quadratique pour un espace de dimension n` 1 s’écrit

qpxq “
n`1ÿ

i“1
miix

2
i ` 2

ÿ

1ďiăjďn`1
mijxixj . (9.461)

Vu que q est non nulle, un des mij est non nul. Nous allons diviser en plusieurs cas.

— m11 ‰ 0

— mkk ‰ 0 avec k ‰ 1

— m12 ‰ 0 et mii “ 0 pour tout i.

— mkl ‰ 0 avec pk, lq ‰ p1, 2q et mii “ 0 pour tout i.

Ces cas ne sont pas exclusifs, mais ils couvrent toutes les possibilités.
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(1) Si m11 ‰ 0 Nous écrivons q sous la forme

qpxq “ m11x
2
1 `

n`1ÿ

i“2
miix

2
i ` 2

nÿ

i“1

` n`1ÿ

j“i`1
mijxixj

˘
(9.462a)

“ m11x
2
1 `

n`1ÿ

i“2
miix

2
i ` 2

n`1ÿ

j“2
m1jx1xj ` 2

nÿ

i“2

n`1ÿ

j“i`1
pmijxixjq (9.462b)

“ m11x
2
1 ` 2x1

n`1ÿ

j“2
m1jxk `Rpx2, . . . , xn`1q (9.462c)

“ m11

˜
x2

1 ` 2x1

n`1ÿ

j“2

m1j
m11

xj

¸
`Rpx2, . . . , xn`1q (9.462d)

“ m11
`
x2

1 ` 2x1fpx2, . . . , xn`1q
˘`Rpx2, . . . , xn`1q (9.462e)

“ m11
`
x1 ` fpx2, . . . , xn`1q

˘2 ´m11fpx2, . . . , xn`1q2 `Rpx2, . . . , xn`1q (9.462f)

où
— R est une forme quadratique de n´ 1 variables ;
— nous avons noté fpx2, . . . , xn`1q “ řn`1

j“2
m1j

m11
xj .

Maintenant, toute la partie ´fpx2, . . . , xn`1q2`Rpx2, . . . , xn`1q est une forme quadratique de
n variables. Par hypothèse de récurrence, il existe des coefficients αi et des formes linéairement
indépendantes sur Kn l1ipx2, . . . , xn`1q telles que

´fpx2, . . . , xn`1q2 `Rpx2, . . . , xn`1q “
n`1ÿ

i“2
αil

1
ipx2, . . . , xn`1q2. (9.463)

En posant ensuite ljpx1, . . . , xn`1q “ l1jpx2, . . . , xn`1q, ainsi que l1px1, . . . , xn`1q “ x1 `
fpx2, . . . , xn`1q, nous avons

qpxq “ m11l1pxq2 `
n`1ÿ

j“2
αjljpxq2. (9.464)

(2) Si mkk ‰ 0 avec k ‰ 1
Nous nommons k le plus petit entier pour lequel mkk ‰ 0, et nous supposons que k ‰ 1,
parce que nous avons déjà couvert ce cas. Dans ce cas, nous avons

qpxq “ mkkx
2
k `

n`1ÿ

j“k`1
mjjx

2
j ` 2

nÿ

i“1

` n`1ÿ

j“i`1
mijxixj

˘
, (9.465)

et tout tourne comme dans le premier cas.
(3) mii “ 0 pour tout i et m12 ‰ 0 Nous écrivons q en séparant les termes m1k :

qpxq “ 2
ÿ

1ďiăjďn`1
mijxixj (9.466a)

“ 2m12x1x2 ` 2
ÿ

2ďjďn`1
m1jx1xj ` 2

ÿ

2ďiăjďn`1
mijxixj (9.466b)

“ 2m12x1x2 ` 2x1
ÿ

2ďjďn`1
m1jxj ` 2

ÿ

3ďjďn`1
m2jx2xj ` 2

ÿ

3ďiăjďn`1
mijxixj (9.466c)

“ 2m12x1x2 ` x1fpx2, . . . , xn`1q ` x2gpx3, . . . , xn`1q ` T px3, . . . , xn`1q (9.466d)SUBEQooLBXBooXoLyuwSUBEQooLBXBooXoLyuw

où f et g sont linéaires et T est multilinéaire.
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À ce moment, nous tentons de factoriser toute la partie concernant x1 et x2. L’idée est
d’utiliser ceci :

px1 ` gqpx2 ` fq “ x1x2 ` x1f ` x2g ` fg, (9.467)

mais en mettant les bons coefficients pour reproduire ce que nous avons dans (9.466d) :

p2m12 ` 2gqpx2 ` f

m12
q ´ 2fg

m12
“ 2m12x1x2 ` 2x1f ` 2x2g. (9.468)

Cela pour dire que
qpxq “ 2pm12x1 ` gqpx2 ` f

m12
q ´ 2fg

m12
` T (9.469)

où ´2fg{m12` T est une forme quadratique de x3, . . . , xn`1, c’est-à-dire de n´ 1 variables.
L’hypothèse de récurrence nous donne des formes linéaires pliqi“3,...,n`1 telles que

2fg
m12

` T “
n`1ÿ

i“3
αilipxq2. (9.470)

Nous pouvons donc déjà écrire

qpxq “ 2l11pxql12pxq `
n`1ÿ

i“3
αilipxq2 (9.471)

où
— Les forme li avec i ě 3 ne dépendent pas de x1 et x2, et sont donc indépendantes de l1

et l2.
— La forme l11 ne dépend pas de x2,
— La forme l12 ne dépend pas de x1.

Ce sont donc n ` 1 formes linéaires indépendantes. Le seul problème résiduel est que les
formes l11 et l12 arrivent en produit l’une de l’autre. Nous en définissons donc deux de plus :

l1pxq “ 1
2pl

1
1 ` l12q

l2pxq “ 1
2pl

1
1 ´ l12q,

(9.472)

qui sont linéairement indépendantes l’une de l’autre et indépendantes des li (i ě 3). Au final,

qpxq “ l1pxq2 ` l2pxq2 `
n`1ÿ

i“3
αilipxq2. (9.473)

(4) Si mii “ 0 et m12 “ 0 et mkl ‰ 0 avec k ă l Nous considérons la permutation

σ : t1, . . . , n` 1u Ñ t1, . . . , n` 1u

i ÞÑ

$
’’’’’’&
’’’’’’%

1 si i “ k

2 si i “ l

k si i “ 1
l si i “ 2
i sinon,

(9.474)

c’est-à-dire que σ permute 1 et k ainsi que 2 et l. Ensuite nous posons

s : Rn`1 Ñ Rn`1

ei ÞÑ eσpiq.
(9.475)
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Nous allons un peu considérer q ˝ s, pour changer :

pq ˝ sqpxq “
ÿ

i,j

mijspxqispxqj “
ÿ

ij

xσpiqxσpjq. (9.476)EQooLVAWooAirEzPEQooLVAWooAirEzP

parce que spxqi “ xσpiq.
Utilisons un petit abus de notation pour considérer

σ : t1, . . . , n` 1u ˆ t1, . . . , n` 1u Ñ t1, . . . , n` 1u ˆ t1, . . . , n` 1u
pi, jq ÞÑ `

σpiq, σpjq˘. (9.477)

Cela est une bijection ; nous pouvons utiliser le lemme 1.302 pour permuter les termes dans
(9.476) :

pq ˝ sqpxq “
ÿ

ij

mσpiqσpjqxσσpiqxσσpjq (9.478a)

“
ÿ

ij

aijxixj (9.478b)EQooPCTCooFnMWatEQooPCTCooFnMWat

où nous avons posé aij “ mσpiqσpjq et utilisé le fait que σ “ σ´1. Le point intéressant de
l’histoire est que dans (9.478b), a12 “ mkl ‰ 0. La forme q ˝ s est donc dans le cas déjà traité
et il existe des formes linéaires l1i telles que

pq ˝ sqpxq “
n`1ÿ

i“1
αil

1
ipxq2. (9.479)

En évaluant cela en spxq, et en tenant compte de s “ s´1, nous trouvons

qpxq “
ÿ

i

αipli ˝ sqpxq2, (9.480)

de telle sorte que li “ l1i ˝ s soit la réponse à notre théorème.

9.12.9 Orthogonalité pour une forme bilinéaire
PROPooYXMMooYIuGRd

Proposition 9.239 ([295]).
Soient un espace vectoriel pE,Kq et une forme quadratique 91 q. Une base de E est q-orthogonale 92

si et seulement si la matrice de q dans cette base est diagonale.

Démonstration. La matrice de q est donnée par Qij “ bpei, ejq. Donc oui, cette matrice est diago-
nale si et seulement si les ei sont orthogonaux.

PROPooRERSooFHwWtB

Proposition 9.240 ([1]).
Si b est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, et si q est la forme quadratique associée,
alors il existe une base q-orthogonale.

Les vecteurs de cette base ne sont pas isotropes 93

Démonstration. Nous considérons une base teiu de E. Vu que b est symétrique, elle est donnée
par une matrice symétrique selon la formule bpx, yq “ ř

kl Sklxkyl. Le théorème 9.224 permet de
diagonaliser S par une matrice orthogonale : il existe une matrice diagonale D et une matrice
orthogonale A telles que S “ AtDA.

91. Définition 9.123.
92. Définition 9.145.
93. Définition 9.141.
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Nous posons alors si “ Aei, et nous vérifions que c’est bon. Nous avons :

bpsi, sjq “
ÿ

kl

Sklpsiqkpsjql (9.481a)

“
ÿ

kl

SklpAeiqkpAejql (9.481b)

“
ÿ

kl

SklAkiAlj (9.481c)

“
ÿ

kl

pAtqikSklAlj (9.481d)

“ Dij . (9.481e)

Vu que b n’est pas dégénérée, les éléments diagonaux de D ne sont pas nuls. Donc les vecteurs si
vérifient bpsi, siq ‰ 0.

PROPooZYISooQZNgeo

Proposition 9.241.
Soit une forme quadratique q. Si une base peiq de E est q-orthogonale, alors B “ tei tel que qpeiq “
0u est une base de kerpqq.
Démonstration. Nous considérons un vecteur de base ej , et nous montrons que qpejq “ 0 si et
seulement si ej P kerpqq. Nous savons par la proposition 9.239 que la matrice de q dans la base peiq
est diagonale et que les éléments diagonaux sont les qpeiq. Soit K “ ti tel que qpeiq “ 0u.

(1) SpanteiuiPK Ă kerpqq Si x “ ř
iPK xiei, alors

qpxq “ bpx, xq “
ÿ

i,jPK
|xi|2bpei, ejq “

ÿ

i,jPK
|xi|2δijqpeiq “ 0 (9.482)

parce que qpeiq “ 0 dès que i P K.
(2) kerpqq Ă SpanteiuiPK Soit x P kerpqq et écrivons-le sous la forme x “ řn

i“1 xiei. Nous avons

0 “ qpxq “
ÿ

i

|xi|2qpeiq. (9.483)

Mais |xi|2 ě 0 et qpeiq ě 0, donc si qpeiq ‰ 0, alors xi “ 0. Donc les seules composantes non
nulles de x sont celles sur lesquelles q s’annule. En d’autres termes x “ ř

i xiei P SpanteiuiPK .

THOooIDMPooIMwkqB

Théorème 9.242 ([295, 1]).
Toute forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension finie admet une base formée de
vecteurs 2 à 2 orthogonaux (pour la forme considérée).

Démonstration. Nous considérons la base tliu de E˚ donnée par la réduction de Gauss (théorème
9.238). La forme quadratique q s’écrit

qpxq “
nÿ

i“1
αilipxq2. (9.484)

La base préduale 94 teiu de tliu répond aux conditions. Pour le vérifier, nous considérons la forme
bilinéaire associée à q par l’identité de polarisation 9.139 :

bpei, ejq “ 1
2
`
qpeiq ` qpejq ´ qpei ´ ejq

˘
. (9.485)

Vu que lkpeiq “ δki, nous avons

qpeiq “
nÿ

k“1
αklkpeiq2 “ αi. (9.486)

94. Définition, existence, unicité dans la proposition 4.130.
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En utilisant la linéarité,

qpei ´ ejq “
ÿ

k

αklkpei ´ ejq2 (9.487a)

“
ÿ

k

αkpδki ´ δkjq2 (9.487b)

“
ÿ

k

αkpδki ` δkj ´ 2δkiδkjq (9.487c)

“ αi ` αj ´ 2δijαi. (9.487d)

Donc
bpei, ejq “ δijαi. (9.488)

Les vecteurs teiu sont donc bien deux à deux q-orthogonaux.

Notons qu’en l’absence de notion de racine carrée sur K, il n’est pas possible de considérer ?αi
et donc de base q-orthonormée.

PROPooPMYCooAAtHsB

Proposition 9.243 ([1]).
Si A PMpn,Kq est telle que detpAq “ 0, alors il existe des matrices de manipulation de lignes et
de colonnes 95 G1, . . . , Gp et H1, . . . ,Hq telles que G1 . . . GN AH1 . . . Hq ait une colonne de zéros.

Démonstration. Si la matrice A n’a pas de colonnes de zéros, il existe un i tel que Ai1 ‰ 0. Nous
utilisons une matrice de permutation de ligne 1 et i :

`
Spn, i, 1qA˘11 ‰ 0. (9.489)

Nous notons s ce nombre. Alors en multipliant la première ligne par 1{s nous avons un 1 dans la
première case : `

T pn, 1, 1{sqSpn, i, 1qA˘11 “ 1. (9.490)

Pour la suite nous n’allons plus être aussi explicite.
Maintenant, en faisant des combinaisons entre la première colonne et les autres, nous pouvons

annuler toutes les autre entrées 11i. Tout ça pour dire qu’il existe des matrices G1, . . . , Gp1 et
H1, . . . ,Hq1 telles que

G1 . . . Gp1AH1 . . . Hq1 “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0
...
0

Ap1q

˛
‹‹‹‚. (9.491)

Si Ap1q ne possède pas de colonnes de zéros, nous pouvons continuer.
Si nous parvenons à faire n pas de la sorte, alors nous aurions

G1 . . . GpAH1 . . . Hq “ δ, (9.492)

et donc, par le lemme 4.88, nous aurions detpG1 . . . Gpq detpAq detpH1 . . . Hqq “ 1, ce qui est impos-
sible lorsque detpAq “ 0. Nous en concluons que le processus doit s’arrêter et qu’une des matrices
Apkq doit avoir une colonne de zéros 96.

PROPooVUDJooLWjmSI

Proposition 9.244.
Une matrice dont le déterminant est nul n’est pas inversible.

95. Les opérations élémentaires sur les lignes sont résumées en 4.87.
96. En réalité, le processus tel que nous l’avons décrit ne s’arrête que lorsque la première colonne est remplie de

zéros.



754 CHAPITRE 9. ESPACES VECTORIELS (ENCORE)

Démonstration. Par la proposition 9.243, il existe des matrices de manipulation de lignes et de
colonnes G1, . . . , Gp telles que la matrice G1 . . . GpAH1 . . . Hq ait une colonne de zéros. De là, la
proposition 4.98 implique que la matrice

G1 . . . GpAH1 . . . Hq (9.493)EQooQGXBooXxFOtbEQooQGXBooXxFOtb

n’est pas inversible. Vu les déterminants des matrices Gi, la proposition 4.97 implique que G1 . . . Gp
et H1 . . . Hq sont inversibles. Si A était inversible, tout le produit serait inversible, ce qui est
faux.

THOooSNXWooSRjleb

Théorème 9.245.
Une matrice sur un corps commutatif est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

Démonstration. Dans un sens c’est la proposition 4.97 et dans l’autre sens c’est la proposition
9.244.

PROPooHQNPooIfPEDH

Proposition 9.246.
Soient des matrices A et B sur un corps commutatif. Alors

detpABq “ detpAqdetpBq. (9.494)

Démonstration. Les propositions 4.101 et 4.102 ont déjà fait une grosse partie du travail. Il ne
reste que le cas où detpAq “ detpBq “ 0.

Dans ce cas, les matrices A et B ne sont pas inversibles (proposition 9.245). Le produit AB
n’est alors pas inversible non plus 97. La proposition 9.245, utilisée dans le sens inverse, nous dit
alors que detpABq “ 0.

Au final dans le cas detpAq “ detpBq “ 0 nous avons 0 “ detpABq “ detpAqdetpBq “ 0.

Faisons maintenant le cas général des manipulations de lignes et colonnes.
PROPooSLLGooSZjQrv

Proposition 9.247.
Soit une matrice carrée A PMpn,Kq. La matrice B obtenue par la substitution simultanée

Cj Ñ
ÿ

k

akjCk (9.495)

a pour déterminant
detpBq “ detpaq detpAq. (9.496)

Démonstration. L’élément Bij de la matrice B est une combinaison linéaire de tous les éléments
de sa ligne :

Bij “
ÿ

k

akjAik “ pAaqij . (9.497)

Donc B “ Aa. La proposition 9.246 nous dit alors que detpBq “ detpaq detpAq.
ThoQFVsBCk

Théorème 9.248 (de Sylvester[288]).
Soit Q une forme quadratique réelle de signature 98 pp, qq sur Rn (n ě p ` q). Alors pour toute
base Q-orthogonale teiu de Rp`q nous avons les propriétés suivantes.

ITEMooCFQHooRWfmpT

(1) Les nombres p et q sont donnée par

p “ Cardti tel que Qpeiq ą 0u (9.498a)SUBEQooONWLooNsgmQYSUBEQooONWLooNsgmQY

q “ Cardti tel que Qpeiq ă 0u. (9.498b)SUBEQooFKXMooOVwvKRSUBEQooFKXMooOVwvKR

97. Citez le lemme 4.94 si vous voulez justifier ça.
98. Définition 9.161.
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ITEMooWLPVooSTOOjL

(2) Si A est la matrice de Q dans une base, alors il existe une matrice inversible P telle que

P tAP “
¨
˝
´1q

1p
0n´p´q

˛
‚. (9.499)

ITEMooGOHCooPrNQwm

(3) Le rang de Q est p` q.

Démonstration. Soit F un sous-espace de dimension maximale q sur lequel Q est définie négative.
Le fait que la dimension de F soit q est la définition 9.161 de la signature. Nous notons FK sont
Q-orthogonal, c’est-à-dire que

FK “ tv P E tel que Bpv, xq “ 0@x P F u. (9.500)

Le lemme 9.137 nous assure que E “ F ‘ FK.
Le théorème 9.242 sur l’existence de bases Q-orthogonales nous permet de considérer une base

Q-orthogonale de F et une de FK. En réunissant les deux, nous avons une base de E. Nous la
notons tf1, . . . , fnu avec

— La partie tf1, . . . , fqu est une base de F ,
— La partie tfq`1, . . . , fnu est une base de FK,
— Remarquez cependant qu’il n’est pas dit que n “ q ` p.

Notons que pour i ą q, nous avons Qpfiq ě 0, sinon la maximalité de F serait contredite par
Spantf1, . . . , fq, fiu.

Cela prouve que
Cardti tel que Qpfiq ą 0u “ p. (9.501)

Le lemme 9.164 nous dit alors que

Cardti tel que Qpeiq ą 0u “ Cardti tel que Qpfiq ą 0u “ p. (9.502)

C’est l’égalité (9.498b). L’égalité (9.498a) se prouve de la même façon, en prenant F maximal pour
la propriété que Q y est strictement définie positive.

Le point (1) est prouvé.
Dans une base Q-orthogonale, la matrice de Q est diagonale, et contient sur la diagonale les

valeurs de Qpeiq. Parmi celles-ci, on en a p strictement positives et q strictement négatives. Les
n ´ p ´ q autres sont nulles. Vu que Q est à valeur réelle, nous avons une notion de racine carré,
et nous pouvons considérer ei{

a|Qpeiq| au lieu de ei. De cette façon, Qpeiq est normalisé. Avec ça,
la matrice de Q est

D “
¨
˝
1p

´1q
0

˛
‚. (9.503)EQooLQNRooCsgKVFEQooLQNRooCsgKVF

Nous venons de prouver qu’il existe une base teiu dans laquelle la matrice de Q est (9.503). Si A
est la matrice de Q dans une base quelconque tfiu et si P est la matrice de changement de base
fj “ ř

i Pijei, la proposition 9.149 donne D “ P tAP .
Le point (2) est prouvé.
Pour (3), la proposition 9.163 nous permet de calculer le rang de Q par le rang de sa matrice

dans n’importe quelle base. Nous choisissons la base qui donne la matrice (9.503). Le rang est alors
bien p` q.
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9.12.10 Équivalence de formes quadratiques
DEFooOLWYooMwhMJp

Définition 9.249 (Équivalence de forme quadratique[280]).
Deux formes quadratiques q et q1 sont équivalentes si il existe une application linéaire inversible
ϕ telle que q1 “ q ˝ ϕ.

PROPooBWXMooLsgyKm

Proposition 9.250 ([288]).
Deux formes quadratiques sont équivalentes 99 si et seulement si elles ont même signature.

Démonstration. En deux parties, et en utilisant tout le temps le théorème de Sylvester 9.248.
Dans la suite nous allons toujours noter de la même façon les formes quadratiques, les applications
linéaires et leurs matrices correspondantes.

(1) ñ Soient deux formes quadratiques équivalentes q et q1. Nous avons une application linéaire
ϕ telle que q1 “ q ˝ ϕ. Soit une matrice inversible P telle que

P tAP “
¨
˝
´1q1

1p1

0

˛
‚. (9.504)EQooTCIRooFtWiTzEQooTCIRooFtWiTz

où pp1, q1q est la signature de q1. Par équivalence et par le changement de base de la proposition
9.148, nous avons q1 “ ϕtqϕ, et donc

P tq1P “ pϕP qtqpϕP q. (9.505)

Dans la base des pϕ ˝ P qei, la matrice de q est (9.504). Donc le point 9.248(1) du théorème
de Sylvester montre que la signature de q est également pp1, q1q.

(2) ñ Nous supposons que q et q1 ont la même signature. Il existe donc des matrices inversibles
P et Q telles que P tq1P et QtqQ aient la même forme (celle de la matrice (9.504)). Autrement
dit,

q1 ˝ P “ q ˝Q, (9.506)

d’où nous déduisons que q1 “ q ˝ Q ˝ P´1 parce que P est inversible. Comme l’application
Q ˝ P´1 est inversible, les formes quadratiques q et q1 sont équivalentes.

9.12.11 Diagonalisation
DEFooGVGGooWQEIET

Lemme-Définition 9.251.
Soit une forme quadratique 100 q sur l’espace vectoriel V sur K. Soit A la matrice de q dans la base
teiu et B sa matrice dans la base tfαu. Nous supposons que le changement de base est orthogonal.

Alors les valeurs propres de A et B sont les mêmes.
Ces valeurs sont les valeurs propres de q.

Démonstration. Nous nous rappelons de la définition 9.146 de la matrice associée à q, et à la
proposition 9.149 qui parle de changement de base : B “ QtAQ où Q est orthogonale.

Soit un vecteur propre v de A, de valeur propre λ. Alors nous prouvons que Qtv est un vecteur
propre pour B, de même valeur propre λ. En effet,

BQtv “ QtAQQtv “ QtAv “ λQtv (9.507)

où nous avons utilisé QQt “ 1 et Av “ λv.

99. Définition 9.249.
100. Définition 9.123.
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PropFWYooQXfcVY

Proposition 9.252.
Dans la base de diagonalisation de sa matrice associée, une forme quadratique a la forme

qpxq “
ÿ

i

λix
2
i (9.508)

où les λi sont les valeurs propres de la matrice associée à q.

Démonstration. Soit q une forme quadratique et b la forme bilinéaire associée. Si tfiu est une base
de diagonalisation 101 de la matrice de b alors dans cette base nous avons

qpxq “ bpx, xq “
ÿ

ij

xixjbpfi, fjq “
ÿ

i

λix
2
i (9.509)

où les λi sont les valeurs propres de la matrice de b.

Notons que si nous choisissons une autre base de diagonalisation, les λi ne changement pas (à
part l’ordre éventuellement).

Cela justifie la définition pour dire que nous nous permettrons de parler des valeurs propres
d’une forme quadratique comme étant les valeurs propres de la matrice associée.

Le théorème 9.242 a déjà donné une base orthogonale pour toute forme quadratique sur un
espace vectoriel pE,Kq de dimension finie. Dans le cas de Rn, nous pouvons en donner une preuve
basée sur le théorème spectral, c’est la proposition 9.253.

PROPooUKRUooGRIDHt

Proposition 9.253.
Soit une forme bilinéaire symétrique b sur un Rn. Il existe une matrice orthogonale Q telle que

(1) D “ QtbQ est diagonale
(2) Dpx, yq “ bpQx,Qyq pour tout x, y P Rn.

Il existe une base pfiqi“1,...,n qui est b-orthogonale.
Dans cet énoncé, nous mélangeons sans vergogne les formes et les matrices, en supposant qu’une

base soit fixée 102. Par exemple
Dpx, yq “

ÿ

ij

Dijxiyj . (9.510)

Démonstration. Pour la matrice diagonale, c’est le théorème spectral 9.224(2) qui joue parce que
la matrice d’une forme bilinéaire symétrique est symétrique (c’est vu de la définition (9.300)).

Pour le reste c’est un calcul :

Dpx, yq “
ÿ

ijkl

QtikbklQljxiyj (9.511a)

“
ÿ

ijkl

bklpQkixiqpQljyjq (9.511b)

“
ÿ

kl

bklpQxqkpQyql (9.511c)

“ bpQx,Qyq. (9.511d)

Nous avons utilisé le produit matrice fois vecteur donné par (4.84).
En ce qui concerne l’existence d’une base b-orthogonale, vu que D est diagonale, nous avons,

pour i ‰ j que Dpei, ejq “ 0. Donc en posant fi “ Qei, nous trouvons

0 “ Dpei, ejq “ bpQei, Qejq “ bpfi, fjq. (9.512)

La base pQeiqi“1,...,n est donc b-orthogonale.
101. Qui existe parce que la matrice est symétrique, théorème 9.224.
102. Autrement dit, si vous avez en tête d’utiliser cette proposition pour Rn c’est bon ; mais sinon vous devez choisir

une base et considérer toutes les matrices dans cette base.
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9.13 Fonctions
Sect_fonctions

Soient pE, }.}Eq et pF, }.}F q deux espaces vectoriels normés, et une fonction f de E dans F .
Il est maintenant facile de définir les notions de limites et de continuité pour de telles fonctions
en copiant les définitions données pour les fonctions de R dans R et en changeant simplement les
valeurs absolues par les normes sur E et F .

La proposition suivante explicite la définition 7.105 dans le cas où la topologie est donnée par
des boules.

PropHOCWooSzrMjl

Proposition 9.254 (Caractérisation de la limite).
Soient des espaces vectoriels normés. Soit f : E Ñ F une fonction de domaine Dompfq Ă E et
soit a un point d’accumulation de Dompfq.

(1) Si F est séparé 103 et si f admet une limite en a, alors cette limite est unique.
ITEMooSHKNooStKGKH

(2) La fonction f admet une limite en a P E si et seulement si il existe un élément ℓ P F tel que
pour tout ε ą 0, il existe un δ ą 0 tel que pour tout x P D “ Dompfq,

0 ă }x´ a}E ă δ ñ }fpxq ´ ℓ}F ă ε. (9.513)EqDefLimzxmasubVEqDefLimzxmasubV

Si la limite existe et est unique, nous écrivons limxÑa fpxq “ ℓ et nous disons que ℓ est la limite
de f lorsque x tend vers a.

Démonstration. L’unicité est la proposition 7.108.

(1) ñ La définition 7.105 nous assure de l’existence d’un élément ℓ tel que pour tout voisinage
S de ℓ, il existe un ouvert U autour de a tel que f

`
U XDztau˘ Ă S.

Soit ϵ ą 0. Nous posons S “ Bpℓ, ϵq. Il existe un voisinage U de a tel que f
`
U XDztau˘ Ă

Bpℓ, ϵq. Puisque U est un voisinage de a, il contient une boule centrée en a (c’est dans la
définition 7.112 de la topologie métrique). Soit donc δ ą 0 tel que Bpa, δq Ă U .
Un élément de D qui est dans Bp0, δqztau est un élément de D qui vérifie 0 ă }x ´ a} ă δ.
Nous avons donc, pour x P D que

0 ă }x´ a} ă δ ñ }fpxq ´ ℓ} ă ϵ. (9.514)

(2) ð C’est le même raisonnement.

Remarque 9.255.
Le fait que nous limitions la formule (9.513) aux x dans le domaine de f n’est pas anodin. Consi-
dérons la fonction fpxq “ ?x2 ´ 4, de domaine |x| ě 2. Nous avons

lim
xÑ2

a
x2 ´ 4 “ 0. (9.515)

Nous ne pouvons pas dire que cette limite n’existe pas en justifiant que la limite à gauche n’existe
pas. Les points x ă 2 sont hors du domaine de f et ne comptent dons pas dans l’appréciation de
l’existence de la limite.

Vous verrez plus tard que ceci provient de la topologie induite de R sur l’ensemble r2,8r.

9.14 Sous espaces caractéristiques

Lorsqu’un opérateur n’est pas diagonalisable, les valeurs propres jouent quand même un rôle
important.

103. C’est le cas en dimension finie et en particulier pour Rn. En dimension infinie, il faut être très prudent.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Topologie_induite
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DefFBNIooCGbIix

Définition 9.256.
Soient E un K-espace vectoriel et f P EndpEq. Pour λ P K nous définissons

Fλpfq “ tv P E tel que pf ´ λ1qnv “ 0, n P Nu (9.516)

et nous appelons cet ensemble un sous-espace caractéristique de f .

L’espace Fλpfq est l’ensemble de nilpotence de l’opérateur f ´ λ1 et
LemBLPooHMAoyJ

Lemme 9.257.
L’ensemble Fλpfq est non vide si et seulement si λ est une valeur propre de f . L’espace Fλpfq est
invariant sous f .

Démonstration. Si Fλpfq est non vide, nous considérons v P Fλpfq et n le plus petit entier non
nul tel que pf ´ λqnv “ 0. Alors pf ´ λqn´1v est un vecteur propre de f pour la valeur propre λ.
Réciproquement, si v est un vecteur propre de f pour la valeur propre λ, alors v P Fλpfq.

En ce qui concerne l’invariance, remarquons que f commute avec f ´λ1. Si x P Fλpfq il existe
n tel que pf ´ λ1qnx “ 0. Nous avons aussi

pf ´ λ1qnfpxq “ f
`pf ´ λ1qnx˘ “ 0, (9.517)

par conséquent fpxq P Fλpfq.
Contrairement à ce que l’on pourrait croire, il n’est pas vrai que toute matrice à coefficient

réel est diagonalisable, même pas sur C. La raison est qu’une telle matrice peut très bien avoir des
valeurs propres multiples.

ExBRXUooIlUnSx

Exemple 9.258.
Le théorème 9.216 nous donne une façon simple de trouver des matrices non diagonalisables sur
C : il suffit que le polynôme minimal ne soit pas scindé à racines simples. Par exemple

A “
ˆ

1 1
0 1

˙
, (9.518)

dont le polynôme caractéristique est χA “ p1 ´ Xq2. Ce polynôme n’a manifestement pas des
racines simples. Nous pouvons faire le calcul explicite pour montrer que A n’est pas diagonalisable.
D’abord l’unique valeur propre de A est 1 et nous pouvons sans peine résoudre

ˆ
1 1
0 1

˙ˆ
x
y

˙
“
ˆ
x
y

˙
(9.519)

qui revient au système
"
x` y “ x (9.520a)
y “ y. (9.520b)

La première équation donne directement y “ 0. Le seul espace propre est de dimension 1 et est

engendré par
ˆ

1
0

˙
. △

Nous donnons maintenant un exemple un peu plus avancé de matrice réelle non diagonalisable,
qui montre la multiplicité algébrique et géométrique d’une racine d’un polynôme caractéristique.

RemBOGooCLMwyb

Remarque 9.259.
Considérons l’endomorphisme f P EndpC3q donné par la matrice

¨
˝
a α β
0 a γ
0 0 b

˛
‚ (9.521)
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avec a ‰ b, a ‰ 0, b ‰ 0, α ‰ 0, β et γ sont des nombres complexes quelconques. Son polynôme
caractéristique est

χf pXq “ pa´Xq2pb´Xq, (9.522)

et les valeurs propres sont donc a et b. Nous trouvons les vecteurs propres pour la valeur a en
résolvant ¨

˝
a α β
0 a γ
0 0 b

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
ax
ay
az

˛
‚. (9.523)

La troisième équation est bz “ az qui oblige z “ 0 parce que a ‰ b et 0 ‰ a. La première est
ax` αy “ ax qui implique y “ 0 parce que α ‰ 0. Enfin la première équation se réduit à ax “ ax
qui ne donne pas de contraintes sur x. En résumé : l’espace propre Eapfq est réduit à une seule
dimension générée par p1, 0, 0q.

De la même façon l’espace propre correspondant à la valeur propre b est donné par le système
¨
˝
a α β

a γ
b

˛
‚
¨
˝
w
y
z

˛
‚“

¨
˝
bx
by
bz

˛
‚ (9.524)

La seconde équation donne ay ` γz “ by, et donc

y “ γ

b´ az. (9.525)

La première équation est ax` αy ` βz “ bx qui donne

x “ 1
b´ apαy ` βzq. (9.526)

En y remettant la valeur déjà trouvée de y, nous trouvons que l’espace propre pour la valeur propre
b est engendré par le vecteur ¨

˚̋
1
b´a

´
β ` αγ

b´a
¯

γ
b´a
1

˛
‹‚. (9.527)

Vu que nous savons que a et b sont les seules valeurs propres et que nous venons de voir que
leurs espaces propres sont de dimension 1, il n’y a donc pas trois vecteurs propres linéairement
indépendants, et l’opérateur f n’est pas diagonalisable.

Par contre nous pouvons voir que pf ´ a1q2e2 “ 0. En effet :

pf ´ a1q2
¨
˝

0
1
0

˛
‚“

¨
˝

0 α β
0 0 γ
0 0 b´ a

˛
‚
¨
˝
α
0
0

˛
‚“

¨
˝

0
0
0

˛
‚, (9.528)

de telle sorte que le vecteur p0, 1, 0q est également dans l’espace caractéristique Fapfq.
Dans cet exemple, la multiplicité algébrique de la racine a du polynôme caractéristique vaut 2

tandis que sa multiplicité géométrique vaut seulement 1.

9.14.1 Théorèmes de décomposition
ThoSpectraluRMLok

Théorème 9.260 (Théorème spectral, décomposition primaire).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps algébriquement clos K et f P EndpEq.
Alors

E “ Fλ1pfq ‘ . . .‘ Fλk
pfq (9.529)EqCTFHooBSGhYKEqCTFHooBSGhYK

où la somme est sur les espaces caractéristiques engendrés par les valeurs propres distinctes de f .
Les projecteurs sur les espaces caractéristiques forment un système complet et orthogonal.
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Démonstration. Soit P le polynôme caractéristique de f et une décomposition

P “ pf ´ λ1qα1 . . . pf ´ λrqαr (9.530)

en facteurs irréductibles. Par le théorème des noyaux (9.89) nous avons

E “ kerpf ´ λ1qα1 ‘ . . .‘ kerpf ´ λrqαr . (9.531)EqDeFVSaYvEqDeFVSaYv

Les projecteurs sont des polynômes en f et forment un système orthogonal. Il nous reste à prouver
que kerpf ´ λiqαi “ Fλi

pfq. L’inclusion

kerpf ´ λiqαi Ă Fλi
pfq (9.532)EqzmNxPiEqzmNxPi

est évidente. Nous devons montrer l’inclusion inverse.
(1) Fλi

pfq X Fλj
pfq “ 0

Soit v P Fλi
pfqXFλj

pfq. Le fait que v P Fλi
pfq implique qu’il existe n P N tel que pf´λiqnv ‰

0 et pf´λiqn`1v “ 0 (éventuellement n “ 0 si v est un vecteur propre). Posons v1 “ pf´λiqnv.
Étant donné que pf ´ λiq commute avec pf ´ λjq, ce v1 est encore dans Fλj

pfq. En effet, si
k est tel que pf ´ λjqkv “ 0, alors

pf ´ λjqkv1 “ pf ´ λjqkpf ´ λiqnv “ pf ´ λiqnpf ´ λjqkv “ 0. (9.533)

Il existe donc m P N tel que pf´λjqmv1 ‰ 0 et pf´λjqm`1v1 “ 0. En posant w “ pf´λjqmv1,
nous avons

#
pf ´ λiqw “ pf ´ λjqmpf ´ λiqn`1v “ 0 (9.534a)
pf ´ λjqw “ pf ´ λjqm`1v1 “ 0. (9.534b)

Ce w serait donc un vecteur propre simultané pour les valeurs propres λi et λj . Vu que les
espaces propres sont linéairement indépendants, les seules possibilités sont i “ j ou w “ 0.

(2) Questions de dimension Étant donné que espaces Fλi
sont en somme directe, la somme

de leurs dimensions est au maximum la dimension de E :
ÿ

i

dimFλi
pfq ď dimE. (9.535)

En tenant compte de l’inclusion (9.532) nous avons même

dimE “
ÿ

i

dim kerpf ´ λiqαi ď
ÿ

i

dimFλi
pfq ď dimE. (9.536)

Vu qu’il y a dimpEq des deux côtés des inégalités, toutes les inégalités sont des égalités et
nous avons ÿ

i

dim kerpf ´ λiqαi “
ÿ

i

dimFλi
pfq. (9.537)EQooQPLMooDXAgZiEQooQPLMooDXAgZi

L’inclusion (9.532) nous dit qu’il y a une inégalité terme à terme dans les sommes de (9.537).
Vu qu’il y a égalité des sommes, il y a en réalité égalité de chacun des termes : dim kerpf ´
λiqαi “ dimFλi

pfq et l’égalité des deux espaces de (9.532) :

kerpf ´ λiqαi “ Fλi
pfq. (9.538)

PROBooJRDAooEKxPbJ

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 9.261
Dans le cas où le corps n’est pas algébriquement clos, il paraît qu’il faut remplacer « diagonalisable »
par « semi-simple ».

Si vous connaissez un énoncé précis et une démonstration, écrivez-moi.
Il y a peut-être une réponse dans [296].
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Si l’espace vectoriel est sur un corps algébriquement clos, alors les endomorphismes semi-
simples 104 sont les endomorphismes diagonaux.

ThoRURcpW

Théorème 9.262 (Décomposition de Dunford).
Soit E un espace vectoriel sur le corps algébriquement clos 105 K et u P EndpEq un endomorphisme
de E.

(1) L’endomorphisme u se décompose de façon unique sous la forme

u “ s` n (9.539)

où s est diagonalisable, n est nilpotent et rs, ns “ 0 106.
(2) Les endomorphismes s et n sont des polynômes en u et commutent avec u.

ItemThoRURcpWiii

(3) Si notons tλiu les valeurs propres distinctes de u, et Fλi
puq les espaces caractéristiques cor-

respondants, alors les parties s et n sont données par

s “
ÿ

i

λipi (9.540a)

n “
ÿ

i

ps´ λi1qpi (9.540b)

pi : E Ñ Fλi
puq est la projection de E sur Fλi

puq.

Démonstration. Le théorème spectral 9.260 nous indique que

E “à
i

Fλi
pfq. (9.541)

Nous considérons l’endomorphisme s de E qui consiste à dilater d’un facteur λi l’espace caracté-
ristique Fλi

pfq :
s “

ÿ

i

λipi (9.542)

où pi : E Ñ Fλi
puq est la projection de E sur Fλi

puq.
Nous allons prouver que rs, f s “ 0 et n “ f ´ s est nilpotent. Cela impliquera que rs, ns “ 0.
Si x P Fλpfq, alors nous avons sfpxq “ λfpxq parce que fpxq P Fλpfq tandis que fspxq “

fpλxq “ λfpxq. Par conséquent f commute avec s.
Pour montrer que f ´ s est nilpotent, nous en considérons la restriction

f ´ s : Fλpfq Ñ Fλpfq. (9.543)

Cet opérateur est égal à f ´ λ1 et est par conséquent nilpotent.
Prouvons à présent l’unicité. Soit u “ s1 ` n1 une autre décomposition qui satisfait aux condi-

tions : s1 est diagonalisable, n1 est nilpotent et rn1, s1s “ 0. Commençons par prouver que s1 et n1
commutent avec u. En multipliant u “ s1 ` n1 par s1 nous avons

s1u “ s12 ` s1n1 “ s12 ` n1s1 “ ps1 ` n1qs1 “ us1, (9.544)

par conséquent ru, s1s “ 0. Nous faisons la même chose avec n1 pour trouver ru, n1s “ 0. Notons que
pour obtenir ce résultat nous avons utilisé le fait que n1 et s1 commutent, mais pas leur propriétés
de nilpotence et de diagonalisibilité.

Si s1 ` n1 “ s ` n est une autre décomposition, s1 et n1 commutent avec u, et par conséquent
avec tous les polynômes en u. Ils commutent en particulier avec n et s. Les endomorphismes s

104. Définition 9.105.
105. Je crois quo’n peut remplacer l’ypothèse de corps alébriquement clos par une hypothèse de polynôme caractéristique

scindé. Écrivez-moi si vous avez une idée à ce propos.
106. Lorsque a et b sont des opérateurs, la notation ra, bs signifie le commutateur entre a et b, c’est-à-dire a˝b´b˝a.

Dire que ra, bs “ 0 signifie que ab “ ba.
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et s1 sont alors deux endomorphismes diagonalisables qui commutent. Par la proposition 9.219,
ils sont simultanément diagonalisables. Dans la base de diagonalisation simultanée, la matrice de
l’opérateur s1 ´ s “ n ´ n1 est donc diagonale. Mais n ´ n1 est également nilpotent, en effet si A
et B sont deux opérateurs nilpotents,

pA`Bqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
AkBn´k. (9.545)

Si n est assez grand, au moins un parmi Ak ou Bn´k est nul.
Nous savons que n ´ n1 est diagonal et nilpotent. Le seul opérateur diagonal à être nilpotent

est l’opérateur nul 107. Nous en déduisons que n “ n1. Nous avons alors immédiatement aussi
s “ s1.

9.263.
Le théorème 12.410 montrera que Anx Ñ 0 pour tout x si et seulement si ρpAq ă 1, mais ça
demande un résultat de vitesse comparée entre l’exponentielle et la puissance.

Une application de la décomposition de Jordan est l’existence d’un logarithme pour les ma-
trices. La proposition suivante va d’une certaine manière donner un logarithme pour les matrices
inversibles complexes. Dans le cas des matrices réelles m telles que }m ´ 1} ă 1, nous donnerons
au lemme 15.150 une formule pour le logarithme sous forme d’une série ; ce logarithme sera réel.

9.14.2 Valeurs singulières
DEFooZSCYooQnBzix

Définition 9.264.
Soit M une matrice mˆ n sur K (K est R ou C). Un nombre réel σ est une valeur singulière
de M si il existe des vecteurs unitaires u P Km, v P Kn tels que

Mv “ σu (9.546a)
M˚u “ σv. (9.546b)

THOooSCOLooSKlVvd

Théorème 9.265 (Décomposition en valeurs singulières).
Soit M PMpmˆ n,Kq où K “ R,C. Alors M se décompose en

M “ ADB (9.547)

où il existe deux matrices unitaires A P Upmˆmq, B P Upnˆnq et une matrice (pseudo)diagonale
D PMpmˆ nq tels que

(1) A P Upmˆmq, B P Upnˆ nq sont deux matrices unitaires,
(2) D est (pseudo)diagonale,
(3) les éléments diagonaux de D sont les valeurs singulières de M ,
(4) le nombre d’éléments non nuls sur la diagonale de D est le rang 108 de M .

Corolaire 9.266.
Soit M PMpn,Cq. Il existe un isomorphisme f : Cn Ñ Cn tel que fM soit autoadjoint.

Démonstration. Si M “ ADB est la décomposition de M en valeurs singulières, alors nous pouvons
prendre f “ B

t
A´1 qui est une matrice inversible. Pour la vérification que ce f répond bien à la

question, ne pas oublier que D est réelle, même si M ne l’est pas.

107. Parce qu’une puissance d’un opérateur diagonal est diagonal.
108. Définition 4.45.
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9.15 Extension du corps de base
SECooAUOWooNdYTZf

Nous avons discuté dans la section 6.4 de ce qui arrive au corps lorsqu’on l’étend. Dans cette
section nous allons étudier ce qui arrive aux applications linéaires entre deux K-espaces vectoriels
lorsque nous étendons le corps K en un corps L.

Soient K un corps (commutatif) et une extension L de K. Soient E et F , des K-espaces
vectoriels de dimension finie, et entrons dans le vif du sujet 109.

9.15.1 Extension des applications linéaires

Définition 9.267 ([297]).
L’espace vectoriel obtenu par extension du corps de base de E est l’espace vectoriel

EL “ LbK E. (9.548)

Ce dernier est le quotient LbK E “ pLˆ Eq{ „ par la relation d’équivalence

pλ, vq „ `
aλ,

1
a
v
˘

(9.549)

pour tout a P Kzt0u. Nous noterons rλ, vs ou λ b v ou encore λ bK v la classe de pλ, vq pour la
relation d’équivalence „ :

rλ, vs “ tpµ,wq P Lˆ E tel que pµ,wq „ pλ, vqu. (9.550)

Un élément de EL est de la forme
ř
krλk, vks avec λk P L et vk P E. Si f : E Ñ F est une

applications linéaire, nous définissons

fL : EL Ñ FL

rλ, vs ÞÑ rλ, fpvqs. (9.551)EQooYGVHooHYbMHXEQooYGVHooHYbMHX

Remarque 9.268.
Si deux vecteurs de EL sont linéairement indépendants pour K, ils ne le sont pas spécialement
pour L. Par exemple si C est vu comme R-espace vectoriel, alors t1, iu est une partie libre. Mais
dans C, vu comme C-espace vectoriel, la partie t1, iu n’est pas libre.

LEMooJIGTooMqiJSN

Lemme 9.269.
Soient trois K-espaces vectoriels E, F et G ainsi que deux applications linéaires f : E Ñ F et
g : GÑ E. Si L est une extension de K, alors

fL ˝ gL “ pf ˝ gqL. (9.552)

Démonstration. Il suffit de composer la définition (9.551) :

pfL ˝ gLq
`rλ, vs˘ “ fL

`rλ, gpvqs˘ (9.553a)
“ rλ, pf ˝ gqpvqs (9.553b)
“ pf ˝ gqL

`rλ, vs˘. (9.553c)

Nous définissons aussi l’injection canonique

τ : E Ñ EL

v ÞÑ r1, vs. (9.554)

PropooWECLooHPzIHw

Proposition 9.270 ([130]).
Injectivité et surjectivité respectées.
109. Le sujet étant le corps étendu.



9.15. EXTENSION DU CORPS DE BASE 765

(1) L’application fL est injective si et seulement si f est injective.
(2) L’application fL est surjective si et seulement si f est surjective.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Si fL est injective Supposons pour commencer que fL soit injective. Le diagramme

E
f //

τ

��

F

τ
��

EL
fL
// FL

(9.555)

est un diagramme commutatif. En effet

pτ ˝ fqpvq “ r1, fpvqs (9.556)

tandis que
pfL ˝ τqpvq “ fLr1, vs “ r1, fpvqs. (9.557)

Donc si fpvq “ 0 avec v ‰ 0 nous aurions pτ ˝ fqpvq “ 0 et donc aussi pfL ˝ τqpvq “ 0, alors
que τpvq ‰ 0 dans EL.

(2) Si f est injecive
Nous supposons que f est injective et que fLpλbvq “ fLpµbwq. Cela signifie que λbfpvq “
µb fpwq, ou encore qu’il existe a ‰ 0 dans K tel que

$
&
%
µ “ aλ (9.558a)

fpwq “ 1
a
fpvq. (9.558b)

Par linéarité de f , fpvq “ fpawq et par injectivité de f , nous déduisons que v “ aw. Enfin
nous avons l’injectivité de fL parce que

µb w “ aλb v

a
“ λb v. (9.559)

PROPooMHARooUycAts

Proposition 9.271 ([1, 298]).
Soit teiui“1,...,p une base de E. Alors t1b eiui est une base de EL “ LbK E.

Démonstration. L’espace vectoriel E peut être écrit comme somme directe E “À
iKei. Si λ P L

et k P K nous avons
λb kei “ λ

k
b ei “ λ

k
p1b eiq. (9.560)

Cela pour introduire l’application

ψ : LbK E Ñ
à
i

Lp1b eiq
ÿ

k

λk b vk ÞÑ ‘i
ÿ

k

pλkvikqp1b eiq
(9.561)

où vk “ ř
i vikei avec vik P K, qui représente un isomorphisme de L-espaces vectoriels. La surjec-

tivité est facile. En ce qui concerne l’injectivité, si
ÿ

i

ÿ

k

pλkvikqp1b eiq “ 0 (9.562)

alors les quantités suivantes sont nulles également :
ÿ

i

ÿ

k

pλkvikqp1b eiq “
ÿ

ik

pλk b vikeiq “
ÿ

k

pλk b
ÿ

i

vikeiq “
ÿ

k

pλk b vkq. (9.563)

La dernière est l’argument de ψ. Le fait qu’il soit nul implique que ψ est injective.
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Remarque 9.272.
Nous n’avons pas dû prouver que chacun des λk b vk était nul. Et encore heureux, parce que cela
pouvait très bien être faux, puisqu’il y a plusieurs façons de noter un élément de EL sous la forme
de tels termes.

CORooTQGHooIKhNtr

Corolaire 9.273.
La L-dimension de EL est égale à la K-dimension de E.

9.15.2 Projections

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 9.274
Nous allons définir proj : LpEL, FLq Ñ LpE,F q en faisant appel à des bases et en prouvant que les
quantités définies ne dépendent pas des bases choisies. Il y a surement une façon plus « intrinsèque »
de faire.

Nous savons que L est un K-espace vectoriel dans lequel nous pouvons voir K comme un
sous-espace (lemme 6.60). Dans cette optique nous choisissons dans L un supplémentaire de K,
c’est-à-dire un sous-espace vectoriel de L tel que

L “ K‘ V. (9.564)

Nous avons alors naturellement une projection proj : LÑ K.
Soit teiu une base de E et teau une de F . Nous noterons également ei et ea les éléments τpeiq

et τpeaq correspondants. Grâce à la proposition 9.271, ce sont des bases de EL et FL. Si la fonction
f : EL Ñ FL s’écrit dans ces bases comme

fpeiq “
ÿ

a

faiea (9.565)

alors nous définissons projpfq par

pproj fqei “
ÿ

a

projpfaiqea. (9.566)EQooSAFRooJnfkLOEQooSAFRooJnfkLO

PROPooOEHTooHyjuZQ

Proposition 9.275 ([1]).
L’application proj définie en (9.566) est indépendante du choix des bases.

Démonstration. Notons que dans ce qui suit, les sommes sur a ou b et celles sur i ou j ne vont
pas jusqu’au même indice (dimensions de E et F ). De plus nous manipulons deux quantités qui
se notent proj. La première est la projection proj : L Ñ K qui ne dépend que d’un choix de
supplémentaire et que nous supposons fixée ici. D’autre part il y a proj : EL Ñ E qui dépend à
priori des bases choisies.

Nous choisissons de nouvelles bases qui sont liées aux anciennes bases par
$
’’&
’’%

e1
b “

ÿ

a

Babea (9.567a)

e1
j “

ÿ

i

Ajiei. (9.567b)

Les matrices A et B sont dans GLpKq. Nous allons écrire l’opérateur proj1 qui correspond à ces
bases et montrer que pour toute application linéaire f : EL Ñ FL nous avons projpfq “ proj1pfq.
Nous avons :

fpe1
jq “

ÿ

i

Ajifpeiq (9.568a)

“
ÿ

a

ÿ

b

ÿ

i

AjifaipB´1qbae1b (9.568b)

“
ÿ

b

´ÿ

ai

AjifaipB´1qba
¯
e1b, (9.568c)
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ce qui donne
pproj1 fqe1

j “
ÿ

b

´
proj

`
AjifaipB´1qba

˘¯
e1
b. (9.569)EQooUQNBooMWHRbDEQooUQNBooMWHRbD

Nous calculons maintenant pproj1 fqej en substituant ej “ ř
lpA´1qlje1

l et en utilisant (9.569), la
linéarité de proj1 et la K-linéarité de proj : LÑ K :

pproj1 fq
´ÿ

l

pA´1qlje1
l

¯
“
ÿ

l

pA´1qlj
ÿ

b

ÿ

ai

proj
`
AlifaipB´1qba

˘
eb (9.570a)

“
ÿ

a

projpfajqea (9.570b)

“ pproj fqej . (9.570c)

Donc proj “ proj1.

Note au passage : il y a un abus systématique de notation entre ei P E et τpeiq “ 1b ei P EL.
REMooBEXGooLgpHzg

Remarque 9.276 ([1]).
L’opération proj : LpEL, FLq Ñ LpE,F q ne dépend pas des bases choisies un peu partout. Mais
elle dépend de l’application proj : L Ñ K déjà construite. Et celle-là dépend du choix d’un sup-
plémentaire V qui fournit L “ K‘ V .

Si projpλq “ 0 pour un de ces choix, cela n’implique nullement que λ “ 0. Penser à i P C si la
projection proj : CÑ R est l’application px` iyq ÞÑ x parallèle à l’axe des imaginaires.

Par contre si projpλq “ 0 pour tout choix de V , alors nous avons bien λ “ 0. Dans la suite
nous « fixons » un choix de V générique, et lorsque nous rencontrerons l’égalité projpλq “ 0 nous
en déduirons λ “ 0.

PROPooPWDKooFNFWRI

Proposition 9.277.
Si f : E Ñ F et si fLpejq “ ř

apfLqajea et si fpejq “ ř
a fajea alors

(1) proj fL “ f ,
ITEMooNMPYooXosGhI

(2) pfLqaj “ faj P K.

Démonstration. Nous avons

fLpeiq “
ÿ

a

faip1b eaq “
ÿ

a

faiτpeaq, (9.571)

donc
pproj fLqei “

ÿ

a

projpfaiqea “
ÿ

a

faiea “ fpeiq. (9.572)

Cela prouve que proj fL “ f .
Par ailleurs,

fLpτpeiqq “ fLp1b eiq “ 1b fpeiq “ τ
`
fpeiq

˘ “
ÿ

a

faiτpeaq (9.573)EQooIOTFooNAdkitEQooIOTFooNAdkit

alors que par définition,
fLpτpeiqq “

ÿ

a

pfLqaiτpeaq. (9.574)EQooMYSCooPFWATGEQooMYSCooPFWATG

Les éléments τpeaq formant une base 110, la comparaison de (9.573) avec (9.574) donne pfLqai “
fai P K.

LEMooWZGSooONEnjZ

Lemme 9.278.
Soient des espaces vectoriels E, F et G ainsi que des applications linéaires

(1) f : E Ñ F ,

110. Encore la proposition 9.271.
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(2) h̃ : GL Ñ EL.

Alors nous avons
projpfL ˝ h̃q “ projpfLq ˝ projph̃q. (9.575)

De même 111 si f : E Ñ F et h̃ : FL Ñ GL, alors

projph̃ ˝ fLq “ projph̃q ˝ projpfLq. (9.576)

Démonstration. Nous considérons une base teiu de E, une base teau de F , et une base teαu de G.
Pour écrire projpfL ˝ h̃q à partir de la définition (9.566) nous commençons par écrire

pfL ˝ h̃qeα “
ÿ

a

pfL ˝ h̃qaαea “
ÿ

ai

pfLqaiph̃qiαea “
ÿ

a

´ÿ

i

faiph̃qiα
¯
ea (9.577)

où nous avons utilisé le fait que pfLqai “ fai. Donc, en utilisant la K-linéarité de proj,

projpfL ˝ h̃qeα “
ÿ

a

ÿ

i

proj
´
faiph̃qiα

¯
ea “

ÿ

a

ÿ

i

fai proj
´
ph̃qiα

¯
ea. (9.578)EQooZGCGooQsCBQHEQooZGCGooQsCBQH

D’autre part,
projpfLq ˝ projph̃qeα “ projpfLq

ÿ

i

proj
´
ph̃qiα

¯
ei

“
ÿ

i

proj
´
ph̃qiα

¯ÿ

a

faiea

“
ÿ

ai

proj
´
ph̃qiα

¯
faiea,

(9.579)

et c’est égal à (9.578).

Remarque 9.279.
Nous n’avons en général pas projpxyq “ projpxq projpyq pour tout x, y P L. Par exemple siK “ R
et L “ C avec la projection canonique,

projpi· iq “ projp´1q “ ´1 (9.580)

alors que projpiq “ 0.
PROPooHJJCooTXlzdH

Proposition 9.280.
Soient troisK-espaces vectoriels E, F et G. Nous considérons deux applications linéaires f : E Ñ F
et g : E Ñ G.

Il existe une application linéaire h : F Ñ G telle que g “ h ˝ f si et seulement si il existe une
application linéaire h̃ : FL Ñ GL telle que gL “ h̃ ˝ fL.

Démonstration. Dans le sens direct, il suffit de poser h̃ “ hL et d’invoquer le lemme 9.269.
Dans le sens inverse, si nous avons h̃ : FL Ñ GL tel que gL “ h̃ ˝ fL alors en appliquant proj

des deux côtés et en utilisant le lemme 9.278,

projpgLq “ projph̃q ˝ projpfLq (9.581)

c’est-à-dire
g “ projph̃q ˝ f, (9.582)

c’est-à-dire que l’application projph̃q : F Ñ G est la réponse à la proposition.

111. Je n’ai pas vérifié cette deuxième partie. Soyez prudent.
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9.15.3 Rang, polynôme minimal, polynôme caractéristique
PROPooJFQDooZSsxMf

Proposition 9.281 (Stabilité du rang par extension des scalaires[130]).
Si f : E Ñ F est linéaire alors nous avons

rkpfq “ rkpfLq. (9.583)

où à droite nous considérons le rang de l’application L-linéaire fL : EL Ñ FL.

Démonstration. Il existe un supplémentaire V tel que E “ kerpfq ‘V avec dimpV q “ rkpfq. Nous
pouvons factoriser f en

f “ f2 ˝ f1 (9.584)

avec f1 : E Ñ V est la projection parallèle à kerpfq et est surjective (vers V ) parce que dimpV q “
rkpfq “ dim

`
Imagepfq˘. De plus f2 : V Ñ F est injective parce que si v P V est tel que f2pvq “ 0

alors on aurait
fpvq “ pf2 ˝ f1qpvq “ f2pvq “ 0. (9.585)

Cela donne v P kerpfq X V “ t0u. Par la proposition 9.270, les applications pf1qL et pf2qL sont
respectivement surjective et injective.

L’application pf2qL : VL Ñ FL est forcément surjective sur son image, donc

pf2qL : VL Ñ ImagepfLq (9.586)

est un isomorphisme de L-espaces vectoriels. Nous avons alors les égalités

dimLpVLq “ dimL
`

ImagepfLq
˘ “ rkpfLq. (9.587)EQooWLOIooKlYWTLEQooWLOIooKlYWTL

Mais aussi, par les définitions posées plus haut,

dimpV q “ rkpfq “ dim
`

Imagepfq˘. (9.588)EQooEVCGooAGjmoUEQooEVCGooAGjmoU

Mais le corolaire 9.273 nous dit que dimLpVLq “ dimKpV q. Donc il y a égalité des deux lignes
(9.587) et (9.588), ce qui donne rkpfq “ rkpfLq.

PROPooZAZFooUFdCUv

Proposition 9.282.
Nous avons

(1) detpfq “ detpfLq
(2) χf “ χfL.

Démonstration. Dès que l’on a des bases nous avons pfLqai “ fai par la proposition 9.277(2). Le
nombre detpfq P K est un polynôme en les fai. Entendons nous : il existe un polynôme indépendant
de f et de K et de L donnant le déterminant de n’importe quelle matrice. Donc detpfq “ detpfLq.

Même chose pour le polynôme caractéristique (définition 9.110) : les coefficients de ce polynôme
sont des polynômes en les fai qui sont indépendants de L, de K et de f .

Notons que χfL est un polynôme à coefficients dans K.

La situation est très différente avec le polynôme minimal 112. Autant il existe une « recette »
pour créer le polynôme caractéristique, il n’en n’existe pas pour le polynôme minimal (ou en tout
cas, il ne suffit pas d’appliquer des polynômes en les coefficients de la matrice). La proposition
suivante montre que le polynôme minimal est conservé par extension de corps, mais que pour le
savoir, il faut travailler plus.

PROPooXVZMooXcJrsJ

Proposition 9.283 ([130, 1]).
Soit L une extension du corps K et une application linéaire f : E Ñ F entre deux K-espaces
vectoriels. Alors µf “ µfL.
112. Définition 6.64.
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Démonstration. Nous allons montrer que l’application

g̃ : LrXspµq Ñ EndpELq
rP s ÞÑ P pfLq

(9.589)

est bien définie et injective. La proposition 9.100 nous dira alors que µ est le polynôme minimal
de fL.

Pour prouver que l’application g̃ est bien définie, nous commençons par prouver que P pfLq “
P pfqL :

P pfLqλb v “
ÿ

k

akf
k
Lλb v (9.590a)

“ λb
ÿ

k

akf
kpvq (9.590b)

“ λb P pfqv (9.590c)
“ P pfqLλb v. (9.590d)

Par conséquent µpfLq “ 0 et l’application est bien définie.
Sur LrXs{pµq nous considérons la base t1, rXs, . . . , rXdegpµq´1su, et sur EndpELq nous considé-

rons une base qui commence 113 par tfkLuk“0,...,degpµq´1. Montrons tout de même que cette partie
est libre (sinon le théorème de la base incomplète ne s’applique pas) : si

ř
k λkf

k
L “ 0 alors

ÿ

k

proj
`
λkf

k
L

˘ “ 0. (9.591)EQooSFHVooLxqUElEQooSFHVooLxqUEl

Pour détailler ce que cela implique, nous calculons ceci :

pλfLqpτpeiqq “ λfLpτpeiqq “
ÿ

a

λfaiea, (9.592)

par conséquent projpλfLqei “ ř
a projpλfaiqea, et comme proj est K-linéaire et que fai P K,

projpλfLqei “ projpλq
ÿ

a

faiea “ projpλq projpfLqei “ projpλqfpeiq. (9.593)

Appliquer la projection proj à l’équation (9.591) donne alors
ř
k projpλqkfk “ 0. Mais comme les

fk sont linéairement indépendants sur K nous avons pour tout k : projpλkq “ 0 (égalité dans K).
En nous souvenant de la remarque 9.276 nous en déduisons λk “ 0 dans L.

Dans les choix de bases effectués, l’application g̃ a la forme

g̃ “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
1

1
˚ ˚ ˚
˚ ˚ ˚
˚ ˚ ˚

˛
‹‹‹‹‹‹‚
, (9.594)

qui est injective.
Puisque g̃ est injective, µ est le polynôme minimal de fL et donc µ “ µL.

9.16 Frobenius et Jordan

9.16.1 Matrice compagnon
DEFooOSVAooGevsda

Définition 9.284.
Soit le polynôme P “ Xn ´ an´1Xn´1 ´ . . .´ a1X ´ a0 dans KrXs. La matrice compagnon de

113. Théorème de la base incomplète 4.13(2).
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P est la matrice donnée par

CpP q “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 ¨ ¨ ¨ 0 a0
1 0 ¨ ¨ ¨ 0 a1
0 1 ¨ ¨ ¨ 0 a2
... . . . . . . ...

...
0 ¨ ¨ ¨ 0 1 an´1

˛
‹‹‹‹‹‚

(9.595)

si n ě 2 et par pa0q si n “ 1.
Une matrice est dite compagnon si elle a cette forme.

PROPooNDCLooYMGHmX

Proposition 9.285.
Si f est l’endomorphisme associé à la matrice CpP q nous avons

fpeiq “
#
ei`1 si 1 ď i ă n

pa0, . . . , an´1q si i “ n.
(9.596)

De plus l’endomorphisme f vérifie P pfqe1 “ 0.
LemkVNisk

Lemme 9.286 ([299]).
Un polynôme sur un corps commutatif est le polynôme caractéristique de sa matrice compagnon.
En d’autres termes nous avons χCpP q “ P .

Démonstration. Nous notons f l’endomorphisme associé à CpP q. La propriété P pfqe1 “ 0 nous
indique que le polynôme minimal ponctuel de f en e1 divise P . L’ensemble des puissances de f
appliquées à e1,

`
fkpe1q

˘
k“1,...,n´1 est libre, donc le polynôme minimal ponctuel en e1 est de degré

n au minimum. En reprenant les notations du théorème 6.43, nous avons Ie1 “ pP q parce que P
est de degré minimum dans Ie1 et χf P Ie1 .

Donc P divise χf et est de degré égal à celui de χf . Étant donné qu’ils sont tous deux unitaires,
ils sont égaux.

RemmQjZOA

Remarque 9.287.
Les matrices compagnons ne sont pas les seules dont le polynôme caractéristique est égal au
polynôme minimal. En fait les matrices dont le polynôme caractéristique est égal au polynôme
minimal sont denses dans l’ensemble des matrices. En effet une matrice dont le polynôme minimal
n’est pas égal au polynôme caractéristique a un polynôme caractéristique avec une racine double.
Il est possible, en modifiant arbitrairement peu la matrice, de séparer la racine double en deux
racines distinctes.

9.16.2 Réduction de Frobenius
LEMooKUQDooKFeIYq

Lemme 9.288.
Soit un endomorphisme f : E Ñ E sur l’espace vectoriel de dimension finie n. Nous notons µ et
χ les polynômes minimal et caractéristique. Si f est cyclique, alors µ “ χ.

Le théorème 9.301 donnera une version plus complète de ce lemme.

Démonstration. Soit v un vecteur cyclique de f , c’est-à-dire que tfkpvquk“0,...,n´1 est libre. Donc
si P est un polynôme de degré jusqu’à n ´ 1 nous ne pouvons pas avoir P pfq “ 0 parce que,
appliqué à v, ce serait une combinaisons nulle non triviale des fkpvq. Donc le polynôme minimal
est au minimum de degré n. Mais le polynôme caractéristique est annulateur de degré n (Cayley-
Hamilton 9.118), donc il est le polynôme minimal.

THOooDOWUooOzxzxm

Théorème 9.289 (Réduction de Frobenius [300, 301, 302]).
Soit E, un K-espace vectoriel, et f P EndpEq. Alors il existe une suite de sous-espaces E1, . . . , Er
stables par f tels que
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ItemmpwjnSs

(1) E “Àr
i“1Ei ;

(2) pour chaque Ei, l’endomorphisme restreint fi “ f |Ei est cyclique ;
(3) si µi est le polynôme minimal de fi alors µi`1 divise µi ;

Une telle décomposition vérifie automatiquement µ1 “ µf et µ1 ¨ ¨ ¨µr “ χf , et la suite pµiqi“1,...,r
ne dépend que de f , et non du choix de la décomposition du point (1).

Les polynômes µi sont les invariants de similitude de l’endomorphisme f .

Démonstration. Nous commençons par montrer que si une telle décomposition existe, alors subEqzcGouz

χf “
rź

i“1
µi (9.597a)EqTaxsvbEqTaxsvb

µf “ µ1 (9.597b)

où χf est le polynôme caractéristique de f et µf est le polynôme minimal. D’abord le polynôme
caractéristique de f devra être égal au produit des polynômes caractéristiques des f |Ei , mais ces
derniers endomorphismes étant cycliques 114, leurs polynômes caractéristiques sont égaux à leurs
polynômes minimaux (lemme 9.288). Cela prouve l’égalité (9.597a). Ensuite tous les µi doivent
diviser le polynôme minimal, donc ppcmpµ1, . . . , µrq divise µf . Cependant le polynôme minimal
doit contenir une et une seule fois chacun des facteurs irréductibles du polynôme caractéristique,
et chacun de ces facteurs sont dans les polynômes µi. Par conséquent ppcmpµ1, . . . , µrq “ µf . Mais
par ailleurs µ1 “ ppcmpµ1, . . . , µrq parce qu’on a supposé µi`1  µi, donc µ1 “ µf .

Soit d, le degré du polynôme minimal de f et y P E tel que µf “ µf,y (voir lemme 9.101). Le
plus petit espace stable sous f contenant y est

Ey “ Spanty, fpyq, . . . , fd´1pyqu. (9.598)

Nous notons ei “ f i´1pyq. Notons que les vecteurs donnés forment bien une base de Ey parce que
si les ei n’était pas linéairement indépendants, alors nous aurions des ak tels que

ř
k akek “ 0 et

avec lesquels `ÿ

k

akX
k
˘pfqy “ 0, (9.599)

ce qui contredirait la minimalité de µf,y.
La difficulté du théorème est de trouver un complément de Ey qui soit également stable sous f .

Nous commençons par étendre 115 te1, . . . , edu en une base te1, . . . , enu de E. Ensuite nous allons
montrer que

E “ Ey ‘ F (9.600)

avec
F “ tx P E tel que ed̊

`
fkpxq˘ “ 0,@k P Nu. (9.601)

qui fait appel aux définitions d’espace dual (définition 4.125) et de base duale (définition 4.126).
Par construction, F est invariant sous f . Montrons pour commencer que Ey X F “ t0u. Un

élément de Ey s’écrit
z “ a1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` akek (9.602)

avec k ď d. Étant donné que f décale les vecteurs de base, nous avons ed̊
`
fd´kpzq˘ “ ak. Du coup

z P F si et seulement si a1 “ . . . “ ad “ 0, c’est-à-dire que Ey X F “ t0u.
Nous montrons maintenant que dimF “ n´ d. Pour cela nous considérons l’application

T : Krf s Ñ E˚

g ÞÑ ed̊ ˝ g.
(9.603)

114. Définition 9.102.
115. Pour autant que j’aie compris, cette extension manque dans [300]. Corrigez-moi si je me trompe.
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Cette application est injective. En effet un élément général de Krf s est

g “ a1 Id`a2f ` ¨ ¨ ¨ ` apfp´1 (9.604)

avec p ď d. Si T pgq “ 0, alors nous avons en particulier

0 “ T pgqed´p`1 “ ed̊pa1ed´p`1 ` a2ed´p`2 ` ¨ ¨ ¨ ` apedq “ ap. (9.605)

Donc ap “ 0 et en appliquant maintenant T pgq à ed´p nous obtenons ap´1 “ 0. Au final nous
trouvons que g “ 0 et donc que T est injective.

Étant donné que dimKrf s “ d et que T est injective, dim ImagepT q “ d. Étudions l’orthogo-
nal 116 de l’image de T :

pImagepT qqK “ tx P E tel que T pgqx “ 0,@g P Krf su (9.606a)
“ tx P E tel que ed̊

`
gpxq˘ “ 0,@g P Krf su (9.606b)

“ F. (9.606c)

Par conséquent FK “ ImagepT q. Puisque dim ImagepT q “ d, nous avons donc dimF “ n´ d et il
est établi que E “ Ey ‘ F .

Nous avons donc trouvé F , stable par f et tel que E “ Ey ‘ F . Nous devons maintenant nous
assurer que cette décomposition tombe bien pour les polynômes minimaux. Si P1 est le polynôme
minimal de f |Ey , alors par le lemme 9.103 nous avons P1 “ µf,y “ µf parce que f |Ey est cyclique
sur Ey. Mettons P2, le polynôme minimal de f |F . Étant attendu que F est stable par f , le polynôme
P2 divise P1. En recommençant la construction sur F , nous construisons un nouvel espace F 1 stable
sous F et vérifiant µf |F 1

“ P2, etc.
Nous passons maintenant à la partie unicité du théorème. Soient deux suites F1, . . . , Fr et

G1, . . . , Gs de sous-espaces stables par f et vérifiant
(1) E “Àr

i“1 Fi,
(2) f |Fi est cyclique,
(3) µf |Fi`1

divise µf |Fi
,

et, mutatis mutandis, les mêmes conditions pour la famille tGiu. Nous posons Pi “ µf |Fi
et Qi “

µf |Gi
. Nous allons montrer par récurrence que Pi “ Qi et dimFi “ dimGi. Il ne sera cependant

pas garanti que Fi “ Gi. D’abord, P1 “ Q1 parce qu’ils sont tous deux égaux à µf par les relations
(9.597). Nous supposons que Pi “ Qi pour 1 ď i ď j ´ 1 et nous tentons de montrer que Pj “ Qj .

Nous avons
Pjpfq “ Pjpfq|F1 ‘ . . .‘ Pjpfq|Fj´1 . (9.607)EqMrCtZOEqMrCtZO

En effet étant donné que Pj`k divise Pj , il existe un polynôme A tel que Pj “ APj`k, et donc
tel que 117 Pjpfq “ Apfq ˝ Pj`kpfq, mais Pj`kpfqFj`k “ 0, donc PjpfqFj`k “ 0. Les espaces Gi
n’ayant à priori aucun rapport avec les polynômes Pi, nous écrivons

Pjpfq “ Pjpfq|G1 ‘ . . .‘ Pjpfq|Gj´1 ‘ Pjpfq|Gj ‘ . . .‘ Pjpfq|Gs . (9.608)EqJreLiOEqJreLiO

Pour 1 ď i ď j´ 1, nous avons supposé Pi “ Qi. Étant donné que la matrice de f |Fi est semblable
à CPi et celle de f |Gi est semblable à CQi , la matrice de f |Fi est semblable à la matrice de f |Gi .
En particulier,

dimPjpfqFi “ dimPjpfqGi. (9.609)
En prenant les dimensions des images dans les égalités (9.607) et (9.608), nous trouvons que

Pjpfq|Gj “ . . . “ Pjpfq|Gs “ 0. (9.610)

Par conséquent Pj est annulateur de f |Gj , et il divise donc Qj , qui est générateur de l’idéal des
polynômes annulateurs de f |Gj . La situation étant symétrique entre P et Q, nous montrons de
même que Qj divise Pj et donc que Pj “ Qj .

Ceci achève la démonstration du théorème de réduction de Frobenius.

116. Définition 4.132.
117. En vertu du lemme 9.88.
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REMooPVLEooYDRXQI

Remarque 9.290.
Sous forme matricielle, ce théorème dit que toute matrice est semblable à une matrice de la forme
bloc-diagonale

f “

¨
˚̋
Cµ1

. . .
Cµr

˛
‹‚ (9.611)

où les Cµi sont des matrices compagnons (définition 9.284).
En particulier, et ceci est très important, deux applications sont semblables si et seulement si

elles ont même suite d’invariants de similitude.

Remarque 9.291.
Si nous travaillons sur R, la réduite de Frobenius restera une matrice réelle, même si les va-
leurs propres sont complexes. En effet le procédé de Frobenius ne regarde absolument pas les
valeurs propres, mais seulement les facteurs irréductibles du polynôme caractéristique. La réduite
de Frobenius ne tente pas de résoudre ces polynômes, mais se contente d’en utiliser les matrices
compagnon.

La situation sera différente dans le cas de la forme normale de Jordan.

9.16.3 Forme normale de Jordan

Il existe une preuve directe de la réduction de Jordan ne nécessitant pas la réduction de
Frobenius[303]. Cette dernière passe par les espaces caractéristiques 118 et est à mon avis plus
compliquée que la démonstration de Frobenius elle-même. Nous allons donc nous contenter de
donner la réduction de Jordan comme un cas particulier de réduction de Frobenius.

ThoGGMYooPzMVpe

Théorème 9.292 (Réduction de Jordan).
Soit E un espace vectoriel sur K, et f P EndpEq un endomorphisme dont le polynôme caracté-
ristique χf est scindé 119. Il existe une base de E dans laquelle la matrice de f s’écrit sous la
forme

M “

¨
˚̋
Jn1pλ1q 0

0 . . .
Jnk
pλkq

˛
‹‚ (9.612)

où les λi sont les valeurs propres de f (avec éventuelles répétitions) et Jnipλq représente le bloc
ni ˆ ni

Jnipλq “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

λ 1 0
λ 1 0

0 λ
. . . 1

λ

˛
‹‹‹‹‹‚
. (9.613)

En d’autres termes, Jnipλqii “ λ et Jnpλqi´1,i “ 1.

Démonstration. Nous commençons par le cas où f est nilpotente ; nous notons M sa matrice. Dans
ce cas la seule valeur propre est zéro et le polynôme caractéristique est Xm pour un certain m.
Nous savons par le lemme 9.286 que (la matrice de) f est semblable à sa matrice compagnon. En

118. Aussi appelés « espaces propres généralisés ».
119. C’est à cause de cette hypothèse que K “ R n’est pas le bon exemple de contexte de travail.
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l’occurrence pour f nous avons

CXm “

¨
˚̊
˚̊
˝

0 0
1 . . . ...

. . . . . . ...
1 0

˛
‹‹‹‹‚
. (9.614)

Ensuite le changement de base (qui est une similitude) pe1, e2, . . . , enq ÞÑ pen, . . . , e2, e1q montre
que CXm est semblable à un bloc de Jordan Jmp0q.

Supposons à présent que f ne soit pas nilpotente. Par l’hypothèse de polynôme caractéristique
scindé, nous supposons que f a m valeurs propres distinctes et que son polynôme caractéristique
est

χf “ pX ´ λ1ql1 . . . pX ´ λmqlm . (9.615)
Le lemme des noyaux (théorème 9.89) nous enseigne que

E “
mà
i“1

kerpf ´ λi1qlilooooooomooooooon
Fi

. (9.616)

La restriction de f ´ λi1 à Fi est par construction un endomorphisme nilpotent, et donc peut
s’écrire comme un bloc de Jordan avec des zéros sur la diagonale. En utilisant la décomposition

f |Fi “ pf ´ λi1q|Fi ` λi1Fi , (9.617)

nous voyons que f |Fi s’écrit comme un bloc de Jordan avec λi sur la diagonale.

Remarque 9.293.
Nous pouvons calculer la forme normale de Jordan pour une matrice complexe ou réelle, mais
dans les deux cas nous devons nous attendre à obtenir une matrice complexe parce que les valeurs
propres d’une matrice réelle peuvent être complexes. Cependant nous demandons que le polynôme
caractéristique de f soit scindé sur K. En pratique, la décomposition de Jordan n’est garantie que
sur les corps algébriquement clos, c’est-à-dire sur C.

La suite des invariants de similitude sur laquelle repose la réduction de Frobenius, elle, est
disponible sur tout corps, y compris R.

9.17 Commutant et endomorphismes cycliques

9.17.1 Endomorphisme cyclique
LemSGmdnE

Lemme 9.294.
Si A est la matrice de l’endomorphisme f alors nous avons équivalence des propriétés suivantes :

(1) La matrice A est cyclique.
(2) L’endomorphisme f est cyclique.

Si f est un endomorphisme de l’espace vectoriel E et si x P E, nous notons

Ef,x “ Spantfkpxq tel que k P Nu. (9.618)
DEFooIDMMooHIpUmT

Définition 9.295 (Commutant Cpfq de f).
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et un endomorphisme f : E Ñ E. Le
commutant de f est l’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f :

Cpfq “ tg P LpE,Eq tel que g ˝ f “ f ˝ gu. (9.619)

Il n’est pas très compliqué de vérifier que Cpfq est un sous-espace vectoriel de LpE,Eq.
Notons l’inclusion évidente Krf s Ă Cpfq. L’inclusion inverse va un peu nous occuper durant

les prochaines pages.
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9.17.2 Commutant : cas diagonalisable
PROPooRHHEooIRGmtl

Proposition 9.296 ([304]).
Si f est diagonalisable, alors

dim
`
Cpfq˘ “

ÿ

λPSpecpfq
dimpEλq2. (9.620)EQooOTFLooPUKAosEQooOTFLooPUKAos

où les Eλ sont les espaces propres de f .

Démonstration. D’abord, soit g P Cpfq alors Eλ est stable par g. En effet si v P Eλ alors f
`
gpvq˘ “

g
`
fpvq˘ “ gpλvq “ λgpvq, ce qui montre que gpvq est un vecteur propre de f pour la valeur propre

λ, et donc que gpvq P Eλ.
Nous considérons ensuite l’application

ψ : Cpfq Ñ EndpE1q ˆ . . .ˆ EndpErq
g ÞÑ g|E1 ˆ . . .ˆ g|Er

(9.621)

qui est bien définie parce que g se restreint aux espaces propres de f . Nous allons noter ψpgqλ la
restriction de g à Eλ.

(1) ψ est injective
Supposons que g, h P Cpfq tels que ψpgq “ ψphq. Puisque f est diagonalisable nous pouvons
décomposer x P E en ses composantes sur les espaces propres 120 :

x “
ÿ

λPSpecpfq
xλ (9.622)

avec xλ P Eλ. Nous avons alors

gpxq “
ÿ

λ

gpxλq “
ÿ

λ

ψpgqλpxλq. (9.623)

Par hypothèse nous avons ψpgqλ “ ψphqλ, et donc aussi

gpxq “
ÿ

λ

ψpgqλpxλq “
ÿ

λ

ψphqλpxλq “
ÿ

λ

hpxλq “ hpxq. (9.624)

Cela prouve g “ h et donc que ψ est injective.
(2) ψ est surjective Si nous avons pour chaque λ P Specpfq un endomorphisme gλ de Eλ alors

en posant
gpxq “

ÿ

λPSpecpfq
gλpxλq (9.625)

nous avons bien
ψpgq “ `

gλ1 , . . . , gλr

˘
. (9.626)

Nous pouvons donc conclure en écrivant

dim
`
Cpfq˘ “

ÿ

λPSpecpfq
dim

`
EndpEλq

˘ “
ÿ

λPSpecpfq
dimpEλq2. (9.627)

REMooUGFQooVzCOvV

Remarque 9.297.
Nous avons alors immédiatement

dim
`
Cpfq˘ ě dimpEq (9.628)

lorsque f est diagonalisable.

120. Théorème 9.216(5).
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En suivant la notation (9.200), un endomorphisme est cyclique lorsqu’il existe x P E tel que
Ex “ E.

PropooQALUooTluDif

Proposition 9.298 ([304]).
Si f est un endomorphisme diagonalisable d’un espace vectoriel E de dimension n. Nous avons
équivalence des points suivants. ITEMooSOYYooZVibjrii

(1) Le polynôme minimal est égal au polynôme caractéristique : µf “ χf ITEMooSOYYooZVibjrvi

(2) L’endomorphisme f est cyclique.
ITEMooSOYYooZVibjrv

(3) Cpfq “ Krf s 121.
ITEMooSOYYooZVibjriv

(4) dim
`
Cpfq˘ “ n

ITEMooSOYYooZVibjriii

(5) L’endomorphisme f possède n valeurs propres distinctes.
ITEMooSOYYooZVibjri

(6) dim
`
Krf s˘ “ n

Démonstration. Le point important de cette proposition réside dans les équivalences (1)-(3). Les
autres sont des résultats intermédiaires. En particulier, dans le cas diagonalisable, nous allons voir
que le point (5) est essentiellement une reformulation de (1).

(1) (4) implique (5) Par la formule (9.620), les espaces propres de f ont tous une dimension
de 1. Par conséquent f possède n valeurs propres distinctes.

(2) (5) implique (6) Le théorème 9.216 nous dit que le polynôme minimal est scindé à racines
simples. Puisque f possède n valeurs propres distinctes, µ est de degré n. Par l’isomorphisme
Krf s “ KrXs{pµq de la proposition 9.109 nous avons dim

`
Krf s˘ “ degpµq “ n par la

proposition 6.44.
(3) (6) implique (1) Par l’isomorphisme Krf s “ KrXs{pµq de la proposition 9.109 et la pro-

position 6.44 nous avons n “ dim
`
Krf s˘ “ degpµq. Comme χ est un polynôme annulateur

(Caley-Hamilton 9.118), il est divisé par µ. Maintenant µ et χ sont des polynômes unitaires
de degré n et µ divise χ. Ils sont donc égaux.

(4) (1) implique (2) Le fait que f soit diagonalisable permet d’utiliser le théorème 9.216 pour
dire que µ est scindé à racines simples. L’égalisation avec χ nous permet de dire que f possède
n valeurs propres distinctes. Soient te1, . . . , enu une base de diagonalisation, et prouvons que
le vecteur v “ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` en est cyclique. Nous avons

fkpvq “
nÿ

i“1
λki ei. (9.629)

Pour prouver que cette famille (avec k “ 0, . . . , n ´ 1) est libre 122 nous en prenons une
combinaison linéaire nulle et nous prouvons que les coefficients sont tous nuls. Soit donc

0 “
n´1ÿ

l“0
alf

lpvq “
n´1ÿ

l“0
al

nÿ

i“1
λliei “

nÿ

i“1

´ n´1ÿ

l“0
alλ

l
i

¯
ei. (9.630)

Par hypothèse, la double somme est nulle, et nous avons pour tout i :

n´1ÿ

l“0
alλ

l
i “ 0. (9.631)

En posant la matrice Aij “ λji , cela revient à étudier le système
ř
j Aijaj “ 0. Ce système

n’a des solutions non nulles que si detpAq “ 0 ; sinon il possède une unique solution qui est

121. Rappel : Cpfq est le commutant de f , définition 9.295.
122. Ce sera alors une base parce que n vecteurs libres dans un espace de dimension n est toujours une base,

proposition 4.18.
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aj “ 0 pour tout j. Nous devons donc calculer le déterminant

det

¨
˚̋

1 λ1 λ2
1 ¨ ¨ ¨ λn´1

1
...

...
...

...
1 λn λ2

n ¨ ¨ ¨ λn´1
n

˛
‹‚. (9.632)

Il s’agit du déterminant de Vandermonde déjà étudié par la proposition 9.15. Nous avons
detpAq “ ś

1ďiăjďnpλj ´ λiq. Ce déterminant est bien non nul parce que toutes les valeurs
propres sont distinctes.

(5) (2) implique (3) Soit v un vecteur cyclique 123 de f . Si g est un endomorphisme, nous
définissons des coefficients pakpgqqk“0,...,n´1 par

gpvq “
n´1ÿ

k“0
akpgqfkpvq. (9.633)

C’est une bonne définition parce que tfkpvqu est une base.
Nous définissons alors l’application

ψ : Cpfq Ñ Krf s

g ÞÑ
n´1ÿ

k“0
akpgqfk.

(9.634)

C’est une application injective parce que si ψpgq “ 0 alors gpvq “ 0 et pour tout k nous avons
g
`
fkpvq˘ “ fk

`
gpvq˘ “ 0. L’endomorphisme g s’annulant sur une base, il est nul.

L’application ψ est surjective. En effet si un polynôme P “ řn´1
k“0 akf

k est donné, il suffit de
poser

gpxq “
ÿ

k

akf
kpxq (9.635)

pour avoir ψpgq “ P .

(6) (3) implique (4) Si n1, . . . , nr sont les dimensions des différents espaces propres de f ,
nous avons les inégalités

dim
`
Krf s˘ “ degpµq ď n “ n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nr ď n2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` n2
r “ dim

`
Cpfq˘. (9.636)

Par hypothèse d’égalité entre le premier et le dernier terme de cette suite d’inégalités, toutes
les inégalités sont des égalités et en particulier dim

`
Cpfq˘ “ n.

Nous avons fini de prouver toutes les équivalences demandées.

Exemple 9.299.
Pour mieux comprendre pourquoi le fait d’avoir n valeurs propres distinctes est équivalent à être
cyclique, notons que si deux valeurs propres sont identiques, alors un morceau de la matrice

de f serait par exemple
ˆ

2 0
0 2

˙
, et dans ce cas n’importe quelle combinaison aei ` bej reste

proportionnelle à elle-même après application de f . Si nous avons des valeurs propres différentes

par contre, nous avons par exemple dans R2 la matrice
ˆ

1 0
0 2

˙
qui donne fpe1 ` e2q “ e1 ` 2e2.

La partie te1 ` e2, e1 ` 2e2u est une base. △

123. Définition 9.295.
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9.17.3 Commutant : cas général

Nous considérons encore un espace vectoriel E de dimension finie n et un endomorphisme
f : E Ñ E. Nous notons µ son polynôme minimal et µx le polynôme minimal ponctuel en x.

LEMooDFFDooJTQkRu

Lemme 9.300 ([305, 300, 130]).
Nous avons

dim
`
Cpfq˘ ě dimpEq (9.637)

Démonstration. Si f est donnée, l’espace Cpfq est l’espace des solutions de fg “ gf . Supposons
avoir choisi une base de E et notons A la matrice de f et X celle de g. L’équation est AX´XA “ 0.

(1) Si A est trigonalisable Nous supposons avoir choisi la base de telle sorte que A soit
triangulaire supérieure, et nous allons nous contenter de chercher les solutions X qui sont
également triangulaires supérieure. Si il y en a déjà plus que n, a fortiori le résultat sera vrai.
Le produit de deux matrices triangulaires supérieures étant une matrice triangulaire supé-
rieure, l’équation AX ´XA contient, pour les coefficients de X, npn` 1q{2 équations. Mais
il se fait que les termes diagonaux ne sont pas de vraies équations parce que

pAX ´XAqkk “
ÿ

i

`
AkiXik ´XkiAik

˘ “
ÿ

kďiďk
pAkiXik ´XkiAikq “ 0. (9.638)

Nous avons donc au maximum
npn` 1q

2 ´ n (9.639)

équations linéairement indépendantes pour un minimum de npn ` 1q{2 inconnues. L’espace
des solutions est donc de dimension au minimum n.
Cela a l’air d’être une majoration assez large, mais il existe des cas d’égalité.

(2) Si A n’est pas trigonalisable
La preuve que nous donnons ici est valable même pour les endomorphismes trigonalisables.
Nous considérons le résultat de Frobenius 9.289. Nous avons donc la structure suivante :

— une décomposition en somme directe E “ E1 ‘ . . .‘ Er,
— les espaces Ei sont fixés par f ,
— les endomorphismes fi “ f |Ei sont cycliques
— le polynôme minimal de fi est µi et

śr
i“1 µi “ χf .

Les endomorphismes fki commutent évidemment avec fj , et la partie tfki uk“0,...,degpµiq´1 est
libre. Libre en tout cas en tant que partie de EndpEiq. Mais en prolongeant par 0 sur E, ça
reste libre en tant que partie de EndpEq.
Bien entendu les fkj et les fki (i ‰ j) sont linéairement indépendants dans EndpEq parce qu’ils
n’agissent pas sur les mêmes vecteurs. Donc les endomorphismes fki

i avec ki “ 0, . . . ,degpµiq´
1 forment une partie libre de EndpEq composée d’endomorphismes qui commutent avec f . Il
y en a en tout

rÿ

i“1
degpµiq “ degpχf q “ n. (9.640)

Par conséquent dim
`
Cpfq˘ ě dimpEq.

THOooGLMSooYewNxW

Théorème 9.301 ([275]).
Soit un endomorphisme f : E Ñ E sur l’espace vectoriel de dimension finie n. Nous notons µ et
χ les polynômes minimal et caractéristique. Nous avons équivalence entre les points suivants :ITEMooLRXIooLWaYqJi

(1) µ “ χ,
ITEMooLRXIooLWaYqJii

(2) f est cyclique,
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ITEMooLRXIooLWaYqJiii

(3) Cpfq “ Krf s.
Démonstration. Plusieurs implications. Notons que (2) implique (1) a déjà été démontré par le
lemme 9.288.

(1) (1) implique (2) Conformément à ce que nous permet le lemme 9.101 nous choisissons 124

a P E de telle sorte à avoir µa “ µ. De plus pour x P E nous considérons l’application

φx : KrXs Ñ E

P ÞÑ P pfqx. (9.641)

Nous avons φapP q “ P pfqa. Étant donné que Ea est engendré par les fkpaq nous avons
φa

`
KrXs˘ “ Ea. De plus l’application φa passe aux classes pour pµaq. Pour rappel, un

élément de KrXs{pµaq est de la forme

rP s “ tP `QµauQPKrXs. (9.642)

Nous considérons donc l’application quotient

ψ : KrXspµaq Ñ Ea

rP s ÞÑ φapP q,
(9.643)

et nous prouvons que c’est un isomorphisme d’espace vectoriel.
(1a) Linéaire Parce que pλP `Qqpfq “ pλP qpfq `Qpfq.
(1b) Injectif Si ψprP sq “ 0, alors φapP q “ 0, c’est-à-dire que P P kerpφaq. Mais, par

définition 9.97 du polynôme minimal ponctuel, µa est générateur de kerpφaq ; donc il
existe Q P KrXs tel que P “ Qµa. Par conséquent rP s “ 0, ce que nous voulions.

(1c) Surjectif Si x P Ea alors il existe des coefficients xk P K tels que x “ řdegpµaq´1
k“0 xkf

kpaq,
c’est-à-dire x “ P pfqa “ φapP q “ ψprP sq.

Mais par hypothèse et par choix de a nous avons µa “ µ “ χ, donc en fait Ea “ KrXs{pχq.
Nous savons aussi que degpχq “ dimpEq et que dim

`
KrXs{P ˘ “ degpP q par la proposi-

tion 9.109. Au final nous avons dimpEaq “ degpχq “ dimpEq. Et par conséquent Ea “ E.
Cela prouve que a est un vecteur cyclique pour f .

(2) (2) implique (3) Soit g P Cpfq ; nous devons prouver que g est un polynôme de f . Par
hypothèse nous avons un vecteur cyclique que nous notons v. Nous avons un polynôme P
(dépendant de g) tel que gpvq “ P pfqv. Nous allons voir que g “ P pfq. Soient y P E et Q
un polynôme tels que y “ Qpfqv ; en notant que g commute avec P pfq nous avons

gpyq “ g
`
Qpfqv˘ “ Qpfq`gpvq˘ “ Qpfq`P pfqv˘ “ P pfqQpfqv “ P pfqy. (9.644)

Donc g “ P pfq.
(3) (3) implique (1)

Nous avons les inégalités :

n ď dim
`
Cpfq˘ “ dim

`
Krf s˘ “ degpµq ď degpχq “ n. (9.645)

La première inégalité est le lemme 9.300. Ensuite, toutes les inégalités se trouvent être des
égalités. En particulier degpµq “ n, ce qui signifie que µ “ χ parce que µ est un polynôme
diviseur de χ, de même degré que χ et unitaire tout comme χ.

124. Dans toute la suite, nous devrions écrire µf et µf,a mais nous omettons d’indiquer explicitement la dépendance
en f .
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CORooAKQEooSliXPp

Corolaire 9.302 ([130]).
En suivant les notations sur les extensions de corps de base de la section 9.15, l’endomorphisme
f : E Ñ F est cyclique si et seulement si l’endomorphisme fL : EL Ñ FL est cyclique.

Démonstration. Nous savons par le théorème 9.301 qu’un endomorphisme est cyclique si et seule-
ment si son polynôme minimal est égal à son polynôme caractéristique. Or par les propositions 9.282
et 9.283, nous savons que ces polynômes sont identiques pour f et pour fL.

THOooHUFBooReKZWG

Théorème 9.303 (Similitude et extension de corps[130]).
Les applications linéaires f, g : E Ñ E sont semblables si et seulement si fL et gL le sont.

Démonstration. En ce qui concerne le sens direct, si il existe m P GLpEq tel que f “ mgm´1 alors
il suffit d’appliquer le lemme 9.278 pour avoir fL “ mLgLm

´1
L .

Nous considérons les invariants de similitude de f du théorème 9.289. Il existe une unique
suite de polynômes unitaires µi (i “ 1, . . . , s) tels que µi`1  µi et pour laquelle nous avons une
décomposition E “ E1‘ . . .‘Es pour laquelle f |Ei : E Ñ Ei est cyclique et de polynôme minimal
µi.

Nous avons aussi EL “ pE1qL‘. . .‘pEsqL et les pEiqL sont stables sous fL qui y sera également
cyclique (corolaire 9.302). De plus le polynôme minimal de fL|pEiqL est également µi.

Autrement dit, la suite µi est également la suite des invariants de similitude de fL. La re-
marque 9.290 nous permet de conclure que f et g sont semblables si et seulement si fL et gL le
sont.

9.18 Hyperplans et formes linéaires
DEFooEWDTooQbUQws

Définition 9.304.
Si E est un espace vectoriel de dimension n, un hyperplan de E est un sous-espace vectoriel de
dimension n´ 1.

PROPooVYJUooAWDQrZ

Proposition 9.305 ([306]).
À propos d’hyperplans et de formes linéaires sur un espace vectoriel E sur le corps K.

(1) Si φ est une forme linéaire non nulle, alors kerpφq est un hyperplan.
(2) Si H est un hyperplan de E, il existe une forme linéaire dont H est le noyau :

H “ kerpφq. (9.646)

Démonstration. En deux parties.
(1) Soit un supplémentaire A de H. Nous considérons la restriction φA : A Ñ K. Vu que les

éléments non nuls de A sont hors de H, nous avons φpxq ‰ 0 dès que x est non nul dans A.
Cela implique que φA est surjective.
D’autre part, φA est également injective : si φApxq “ φApyq, alors φApx ´ yq “ 0, ce qui
signifie que x´ y “ 0 ou encore que x “ y.
Donc φA est un isomorphisme de K-espaces vectoriels ; nous en déduisons par le corolaire
4.44 que A est de dimension 1 sur K, parce que K est de dimension 1.

(2) Nous utilisons le théorème de la base incomplète 4.13(4) pour considérer une base teiui“1,...,n
de E telle que Spante1, . . . , en´1u “ H. Nous pouvons alors considérer la forme linéaire
définie par

φpeiq “
#

0 si i “ 1, . . . , n´ 1
1 si i “ n.

(9.647)

Cette forme vérifie kerpφq “ H.
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Proposition 9.306 ([129]).
Soit un espace vectoriel E de dimension finie n ě 2. Soit un sous-espace vectoriel V de E de
dimension s. Alors V est une intersection de n´ s hyperplans de E.

Démonstration. Nous considérons une base de V que nous complétons 125 en une base de E : si
x “ řn

i“1 xiei, nous avons x P V si et seulement si xs`1 “ . . . “ xn “ 0. Nous considérons les
formes linéaires

φi : E Ñ R

x ÞÑ xi,
(9.648)

et nous considérons les parties Hi “ kerpφiq qui sont de hyperplans par la proposition 9.305. Les
Hi avec s` 1 ď i ď n sont une famille de n´ s hyperplans qui vérifient

V “
nč

i“s`1
kerpφiq (9.649)

parce que x P kerpφiq si et seulement si xi “ 0.
Donc V peut être écrit comme intersection de n´ s hyperplans de E.

PROPooRCLNooJpIMMl

Proposition 9.307 ([129]).
Soit un K-espace vectoriel E de dimension finie n ě 2. Si Hi sont des hyperplans de E, alors

dim
´ mč

i“1
Hi

¯
ě n´m. (9.650)

Démonstration. N’oubliez pas de prouver que
Şm
i“1Hi est un espace vectoriel. À part ça, nous

faisons une petite récurrence.
(1) Pour m “ 2 Nous savons déjà par la proposition 4.47 que

dimpH1 `H2q “ dimpH1q ` dimpH2q ´ dimpH1 XH2q. (9.651)

De plus dimpH1 `H2q ď n. En remplaçant, par les valeurs,

dimpH1 XH2q “ dimpH1q ` dimpH2q ´ dimpH1 `H2q (9.652a)
“ n´ 1` n´ 1´ dimpH1 `H2q (9.652b)
ě 2n´ 2´ n (9.652c)
“ n´ 2. (9.652d)

Donc dimpH1 XH2q ě n´ 2.
(2) La récurrence Nous calculons dimpH1X . . .XHmXHm`1q en commençant encore par la

proposition 4.47 :

dimpH1 X . . .XHm XHm`1q “ dimpH1 X . . .XHmqloooooooooooomoooooooooooon
ďn´m

` dimpHm`1q (9.653a)

´ dim
`pH1 X . . . Hmq `Hm`1

˘
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

ďn
(9.653b)

ě n´m` pn´ 1q ´ n (9.653c)
“ n´m´ 1. (9.653d)

C’est bon pour la récurrence.

125. Théorème de la base incomplète, 4.13(4).
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9.18.1 Trouver la matrice d’une symétrie donnée
SubSecMtrSym

Les notions de déterminants, produit scalaire et vectoriels 126 donnent une bonne intuition
géométrique des matrices. Nous pouvons alors chercher les matrices de quelques symétries dans
R2 ou R3.

9.18.1.1 Symétrie par rapport à un plan

Comment trouver par exemple la matrice A qui donne la symétrie autour du plan z “ 0 ? La
définition d’une telle symétrie est que les vecteurs du plan z “ 0 ne bougent pas, tandis que les
vecteurs perpendiculaires changent de signe. Ces informations vont permettre de trouver comment
A agit sur une base de R3. En effet :

(1) Le vecteur

¨
˝

1
0
0

˛
‚est dans le plan z “ 0, donc il ne bouge pas,

(2) le vecteur

¨
˝

0
1
0

˛
‚est également dans le plan, donc il ne bouge pas non plus,

(3) et le vecteur

¨
˝

0
0
1

˛
‚est perpendiculaire au plan z “ 0, donc il va changer de signe.

Cela nous donne directement les valeurs de A sur la base canonique et nous permet d’écrire

A “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 ´1

˛
‚. (9.654)

Pour écrire cela, nous avons juste mis en colonne les images des vecteurs de base. Les deux premiers
n’ont pas changé et le troisième a changé.

Et si maintenant on donne un plan moins facile que z “ 0 ? Le principe reste le même : il faudra
trouver deux vecteurs qui sont dans le plan (et dire qu’ils ne bougent pas), et puis un vecteur qui
est perpendiculaire au plan 127, et dire qu’il change de signe.

Voyons ce qu’il en est pour le plan x “ ´z. Il faut trouver deux vecteurs linéairement indépen-
dants dans ce plan. Prenons par exemple

f1 “
¨
˝

0
1
0

˛
‚, f2 “

¨
˝

1
0
´1

˛
‚. (9.655)EqffudEEqffudE

Nous avons
Af1 “ f1

Af2 “ f2.
(9.656)

Afin de trouver un vecteur perpendiculaire au plan, calculons le produit vectoriel :

f3 “ f1 ˆ f2 “
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
0 1 0
1 0 ´1

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´e1 ´ e3 “
¨
˝
´1
0
´1

˛
‚. (9.657)

Nous avons
Af3 “ ´f3. (9.658)

Afin de trouver la matrice A, il faut trouver Ae1, Ae2 et Ae3. Pour ce faire, il faut d’abord écrire
te1, e2, e3u en fonction de tf1, f2, f3u. La première des équations (9.655) dit que

f1 “ e2. (9.659)

126. Définitions 9.12, 9.165 et 11.25.
127. Pour le trouver, penser au produit vectoriel.
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Ensuite, nous avons
f2 “ e1 ´ e3

f3 “ ´e1 ´ e3.
(9.660)

La somme de ces deux équations donne ´2e3 “ f2 ` f3, c’est-à-dire

e3 “ ´f2 ` f3
2 (9.661)

Et enfin, nous avons
e1 “ f2 ´ f3

2 . (9.662)

Maintenant nous pouvons calculer les images de e1, e2 et e3 en faisant

Ae1 “ Af2 ´Af3
2 “ 1

2

¨
˝

0
0
´2

˛
‚“

¨
˝

0
0
´1

˛
‚,

Ae2 “ Af1 “ f1 “
¨
˝

0
1
0

˛
‚,

Ae3 “ ´f2 ´ f3
2 “ ´1

2

¨
˝

2
0
0

˛
‚“

¨
˝
´1
0
0

˛
‚.

(9.663)

La matrice A s’écrit maintenant en mettant les trois images trouvées en colonnes :

A “
¨
˝

0 0 ´1
0 1 0
´1 0 0

˛
‚. (9.664)

9.18.1.2 Symétrie par rapport à une droite

Le principe est exactement le même : il faut trouver trois vecteurs f1, f2 et f3 sur lesquels on
connaît l’action de la symétrie. Ensuite il faudra exprimer e1, e2 et e3 en termes de f1, f2 et f3.

Le seul problème est de trouver les trois vecteurs fi. Le premier est tout trouvé : c’est n’importe
quel vecteur sur la droite. Pour les deux autres, il faut un peu ruser parce qu’il faut impérativement
qu’ils soient perpendiculaire à la droite. Pour trouver f2, on peut écrire

f2 “
¨
˝

1
0
x

˛
‚, (9.665)

et puis fixer le x pour que le produit scalaire de f2 avec f1 soit nul. Si il n’y a pas moyen (genre

si f1 a sa troisième composante nulle), essayer avec

¨
˝
x
1
0

˛
‚. Une fois que f2 est trouvé (il y a des

milliards de choix possibles), trouver f3 est super facile : prendre le produit vectoriel entre f1 et
f2.

9.18.1.3 En résumé

La marche à suivre est
(1) Trouver trois vecteurs f1, f2 et f3 sur lesquels on connaît l’action de la symétrie. Typique-

ment : des vecteurs qui sont sur l’axe ou le plan de symétrie, et puis des perpendiculaires.
Pour la perpendiculaire, penser au produit scalaire et au produit vectoriel.

(2) Exprimer la base canonique e1, e2 et e3 en termes de f1, f2, f3.
(3) Trouver Ae1, Ae2 et Ae3 en utilisant leur expression en termes des fi, et le fait que l’on

connaisse l’action de A sur les fi.
(4) La matrice s’obtient en mettant les images des ei en colonnes.
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9.19 Théorème de Burnside
LemwXXzIt

Lemme 9.308.
Soit P , un polynôme sur K. Une racine de P est une racine simple si et seulement si elle n’est
pas racine de P 1.

ThoBurnsideoPuCtS

Théorème 9.309.
Toute représentation 128 d’un groupe abélien d’exposant fini sur Cn a une image finie.

Démonstration. Étant donné que G est d’exposant fini, il existe α P N˚ tel que gα “ e pour tout
g P G. Le polynôme P pXq “ Xα ´ 1 est scindé à racines simples. En effet tout polynôme sur C
est scindé. Le fait qu’il soit à racines simples provient du lemme 9.308 parce que si aα “ 1, alors
il n’est pas possible d’avoir αaα´1 “ 0.

Par ailleurs P pgq “ 0. Le fait que nous ayons un polynôme annulateur de g scindé à racines
simples implique que g est diagonalisable (théorème 9.216). Le fait que G soit abélien montre
qu’il existe une base de Cn dans laquelle tous les éléments de G sont diagonaux. Nous devons par
conséquent montrer qu’il existe un nombre fini de matrices de la forme

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚. (9.666)

Nous savons que λαi “ 1 parce que gα “ 1, par conséquent chacun des λi est une racine de l’unité
dont il n’existe qu’un nombre fini.

ThooJLTit

Théorème 9.310 (Burnside[114, 307]).
Un sous-groupe de GLpn,Cq est fini si et seulement si il est d’exposant 129 fini.

Démonstration. Soit G un sous-groupe de GLpn,Cq. Si G est fini, l’ordre de ses éléments divise |G|
(corolaire 2.14 au théorème de Lagrange) et l’exposant est le PPCM qui est donc fini également.
Le théorème est déjà démontré dans un sens.

Dans l’autre sens, nous notons e ă 8 l’exposant de G, et nous allons prouver que l’ensemble G
est fini. Nous commençons par remarquer que tous les éléments de G sont des racines du polynôme
Xe ´ 1, et ensuite nous nous lançons dans le travail.

(1) Générateurs
Le groupe G est une partie de Mpn,Cq dont nous considérons l’algèbre engendrée 130 G. Soit
C1, . . . , Cr une famille génératrice de G constituée d’éléments de G et la fonction

τ : GÑ Cr

A ÞÑ `
TrpAC1q, . . . ,TrpACrq

˘
.

(9.667)

(2) τ est injective Soient A,B P G tels que τpAq “ τpBq. Si Ci est un générateur de G, nous
avons TrpACiq “ TrpBCiq et par la linéarité de la trace, nous avons

TrpAMq “ TrpBMq (9.668)EqnCYmKWEqnCYmKW

pour tout M P G. Notons par ailleurs

N “ AB´1 ´ 1, (9.669)

qui est diagonalisable parce que AB´1 P G et donc est annulé par le polynôme Xe´1 qui est
scindé à racines simples. Du coup AB´1 est diagonalisable ; posons PAB´1P´1 “ D, alors
P
`
AB´1 ´ 1˘P´1 “ D ´ 1 qui est encore diagonale. Donc N est diagonalisable.

128. Définition 4.134.
129. Définition 1.264.
130. Définition 1.342.
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Par ailleurs nous avons

Tr
`pAB´1qp˘ “ Tr

`
AB´1pAB´1qp´1˘ (9.670a)

“ Tr
`
BB´1pAB´1qp´1˘ (9.668) (9.670b)

“ Tr
`pAB´1qp´1˘. (9.670c)

En continuant nous obtenons

Tr
`pAB´1qp˘ “ Trp1q “ n. (9.671)

D’autre part,

Nk “ pAB´1 ´ 1qk “
kÿ

p“0

ˆ
p

k

˙
p´1qk´ppAB´1qp (9.672)

En prenant la trace, et en tenant compte du fait que Tr
`pAB´1qp˘ “ n,

TrpNkq “
kÿ

p“0

ˆ
p

k

˙
p´1qk´pn “ np1´ 1qk “ 0. (9.673)

Donc la trace de Nk est nulle et le lemme 9.208 nous enseigne que N est alors nilpotente.
Étant donné qu’elle est aussi diagonalisable, elle est nulle. Nous en concluons que AB´1 “ 1
et donc que A “ B. La fonction τ est donc injective.

(3) Nombre fini de valeurs
Les éléments de G sont annulés par Xe ´ 1 qui est un polynôme scindé à racines simples.
Dons le polynôme minimal d’un élément de G est (a fortiori) scindé à racines simples et le
théorème 9.216 nous assure alors que ces éléments sont diagonalisables. Du coup les valeurs
propres des matrices de G sont des racines eièmes de l’unité. Par conséquent les traces des
éléments de G ne peuvent prendre qu’un nombre fini de valeurs : toutes les sommes de n
racines eièmes de l’unité. Mais vu que les Ci sont dans G, nous avons

Imagepτq “ tTrpAq tel que A P Gur, (9.674)

qui est un ensemble fini. Par conséquent G est fini parce que τ est injective.

9.20 Ellipsoïde
LemYVWoohcjIX

Lemme 9.311.
Toute matrice peut être décomposée de façon unique en une partie symétrique et une partie anti-
symétrique. Cette décomposition est donnée par

S “ M `M t

2 , A “ M ´M t

2
(9.675)subEqHIQooyhiWMsubEqHIQooyhiWM

Démonstration. L’existence est une vérification immédiate de S ` A “ M en utilisant (9.675).
Pour l’unicité, si S ` A “ S1 ` A1 alors S ´ S1 “ A ´ A1. Mais S ´ S1 est symétrique et A ´ A1
est antisymétrique ; l’égalité implique l’annulation des deux membres, c’est-à-dire S “ S1 et A “
A1.

DefOEPooqfXsE

Définition 9.312.
Un ellipsoïde dans Rn centré en v est le lieu des points x vérifiant l’équation

xx´ v,Mpx´ vqy “ 1 (9.676)EqSNWooXfbTHEqSNWooXfbTH

où M est une matrice symétrique strictement définie positive 131.
Lorsque nous parlons d’ellipsoïde plein, il suffit de changer l’égalité en une inégalité.

131. Définition 9.227.
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Remarque 9.313.
Le fait que M soit symétrique n’est pas tout à fait obligatoire ; la chose important est que toutes les
valeurs propres soient strictement positives. En effet si M a toutes ses valeurs propres strictement
positives, nous nommons S la partie symétrique de M et A la partie antisymétrique (lemme 9.311).
Alors pour tout x P Rn nous avons

xtAx “ xx,Axy “ xAtx, xy “ ´xAx, xy “ ´xx,Axy, (9.677)

donc xtAx “ 0. L’équation xtMx “ 1 est donc équivalente à xtSx “ 1 (elles ont les mêmes
solutions).

De plus S reste strictement définie positive parce que pour tout x P Rn nous avons

0 ă xtMx “ xtSx. (9.678)
PropWDRooQdJiIr

Proposition 9.314.
Si E est un ellipsoïde centrée à l’origine, il existe une base de Rn dans laquelle son équation est :

nÿ

i“1

x2
i

a2
i

“ 1. (9.679)

Démonstration. Nous avons une matrice symétrique strictement définie positive S telle que l’équa-
tion soit xx, Sxy “ 1. Le théorème spectral 9.224 nous fournit une base orthonormale teiu dans
laquelle Sei “ λiei avec λi ą 0. En substituant dans l’équation xx, Sxy “ 1 nous trouvons l’équa-
tion ÿ

i

λix
2
i “ 1. (9.680)

En posant ai “ 1?
λi

, nous trouvons le résultat. Cette définition des ai est toujours possible parce
que λi ą 0.

CorKGJooOmcBzh

Corolaire 9.315.
Un ellipsoïde plein centré en l’origine admet une équation de la forme qpxq ď 1 où q est une forme
quadratique strictement définie positive.

Pour rappel de notation, l’ensemble des formes quadratiques strictement définies positives sur
l’espace vectoriel E est noté Q``pEq.

Démonstration. Soit teiu une base de Rn telle que l’ellipsoïde E ait pour équation

nÿ

i“1

x2
i

a2
i

ď 1. (9.681)

Nous considérons la forme quadratique

q : Rn Ñ R

x ÞÑ
nÿ

i“1

xx, eiy2
a2
i

.
(9.682)

Nous avons évidemment E “ tx P Rn tel que qpxq ď 1u. De plus la forme q est strictement
définie positive parce que dès que x ‰ 0, au moins un des produits scalaires xx, eiy est non nul et
qpxq ą 0.
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9.21 Système d’équations linéaires : méthode de Gauss
Pour résoudre un système d’équations linéaires, on procède comme suit :

(1) Écrire le système sous forme matricielle.

p.ex.
#

2x` 3y “ 5
x` 2y “ 4

ô
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙

(2) Se ramener à une matrice avec un maximum de 0 dans la partie de gauche en utilisant les
transformations admissibles :
(2a) Remplacer une ligne par elle-même + un multiple d’une autre ;

p.ex.
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙
L1´2.L2 ÞÑL1

1ùñ
ˆ

0 ´1 ´3
1 2 4

˙

(2b) Remplacer une ligne par un multiple d’elle-même ;

p.ex.
ˆ

0 ´1 ´3
1 2 4

˙ ´L1 ÞÑL1
1ùñ
ˆ

0 1 3
1 2 4

˙

(2c) Permuter des lignes.

p.ex.
ˆ

0 1 3
1 0 ´2

˙
L1 ÞÑL1

2 et L2 ÞÑL1
1ùñ
ˆ

1 0 ´2
0 1 3

˙

(3) Retransformer la matrice obtenue en système d’équations.

p.ex.
ˆ

1 0 ´2
0 1 3

˙
ô

#
x “ ´2
y “ 3

Remarque 9.316. — Si on obtient une ligne de zéros, on peut l’enlever :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 0

˛
‚ô

ˆ
3 4 ´2 2
4 ´1 3 0

˙

— Si on obtient une ligne de zéros suivie d’un nombre non-nul, le système d’équations n’a pas
de solution :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 7

˛
‚ô

$
’&
’%

¨ ¨ ¨
¨ ¨ ¨
0x` 0y ` 0z “ 7

ñ Impossible

— Si on a moins d’équations que d’inconnues, alors il y a une infinité de solutions qui dépendent
d’un ou plusieurs paramètres :

p.ex.
ˆ

1 0 ´2 2
0 1 3 0

˙
ô

#
x´ 2z “ 2
y ` 3z “ 0

ô

$
’&
’%

x “ 2` 2λ
y “ ´3λ
z “ λ



Chapitre 10

Analyse réelle : topologie et
continuité

10.1 Intervalles
DEFooKRRYooZlwiEo

Définition 10.1 (Intervalle).
Une partie I de R est un intervalle si pour tout a, b P I nous avons t P I dès que a ď t ď b.

PROPooJJRZooACUmWN

Proposition 10.2.
À propos d’intervalles.

Un intervalle 1 est ouvert si il est de la forme sa, br avec éventuellement a “ ´8 ou b “ `8.
Un intervalle est fermé si il est de la forme ra, bs ou s´8, bs ou ra,`8r avec a, b P R.

Remarque 10.3.
L’ensemble R ne contient pas `8 et ´8. L’intervalle r´8, 5s par exemple, n’est pas une partie
de R.

Exemple 10.4. (1) Les ensembles s3, 7r et s´8, πr sont des intervalles ouverts.
(2) Les ensembles r10, 15s et r´1,`8r sont des intervalles fermés.
(3) L’ensemble s´4,´2r Y s2, 9r n’est pas un intervalle (il y a un « trou » entre ´2 et 2).
(4) L’ensemble R lui-même est un intervalle ; par convention, il est à la fois ouvert et fermé.

Un intervalle peut n’être ni ouvert ni fermé ; par exemple s4, 8s. Cet intervalle est « ouvert en
4 et fermé en 8 » . △

Définition 10.5 (Fonction, domaine, image, graphe).
Soient X et Y deux ensembles. Une fonction f définie sur X et à valeurs dans Y est une partie
de X ˆ Y telle que pour tout x P X, il existe un unique y P Y tel que px, yq P f .

10.6.
Notons qu’il n’est pas demandé que pour tout y, il existe x tel que px, yq P f . Autrement dit, la
notation « f : X Ñ Y » ne suppose pas que f est surjective sur Y . Mais elle doit être définie sur
tout X.

Nous écrivons y “ fpxq pour dire px, yq P f .

— La partie de X qui contient tous les x sur lesquels f peut opérer est dite domaine de f . Le
domaine de f est indiqué par Domaine f .

— L’élément de y P Y associé par f à un élément x P Domaine f (c’est-à-dire fpxq “ y) est
appellé image de x par f . L’image de la fonction f est la partie de Y qui contient les images
de tous les éléments de Domaine f . L’image de f est indiquée par ℑf .

1. Définition 10.1.

789
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— Le graphe de f est l’ensemble de tous les couples px, fpxqq pour x P Domaine f . Le graphe
de f est une partie de l’ensemble noté X ˆY et il est indiqué par Graph f . Dans ce chapitre
X “ R et Y “ R, donc le graphe de f est contenu dans le plan cartésien.

Définition 10.7 (Fonction croissante, décroissante et monotone).
Soit f : RÑ R une fonction définie sur un intervalle I Ă R.

(1) La fonction f est croissante sur I si pour tout x ă y dans I nous avons fpxq ď fpyq. Elle
est strictement croissante si fpxq ă fpyq dès que x ă y.

(2) La fonction f est décroissante sur I si pour tout x ă y dans I nous avons fpxq ě fpyq.
Elle est strictement décroissante si fpxq ą fpyq dès que x ă y.

(3) La fonction f est dite monotone sur I si elle est, soit croissante, soit décroissante, sur I.

Exemple 10.8.
La fonction x ÞÑ x2 est décroissante sur l’intervalle s´8, 0s et croissante sur l’intervalle r0,8r. Elle
n’est par contre ni croissante ni décroissante sur l’intervalle r´4, 3s. △

10.2 Application réciproque

10.2.1 Définitions

Les définitions d’injection, surjection, bijection et d’application réciproque sont les défini-
tions 7.205 et 7.206.

EXooCWYHooLEciVj

Exemple 10.9. (1) La fonction x ÞÑ x2 n’est pas une bijection de R vers R parce qu’il n’existe
aucun x tel que x2 “ ´1.

(2) Nous verrons un peu plus tard (12.377) que la fonction

f : r0,`8r Ñ r0,`8r
x ÞÑ x2 (10.1)

est une bijection. Notez que c’est la même fonction que celle de l’exemple précédent. Seul
l’intervalle sur lequel nous nous plaçons a changé.

(3) La fonction
f : RÑ r0,8r

x ÞÑ x2 (10.2)

n’est pas une bijection parce qu’il existe plusieurs x pour lesquels fpxq “ 4.
En conclusion : il est très important de préciser les domaines des fonctions considérées. △

Remarque 10.10.
Dire que la fonction f : I Ñ J est bijective, c’est dire que l’équation fpxq “ y d’inconnue x peut
être résolue de façon univoque pour tout y P J .

LEMooSDMMooYYDDLs

Lemme 10.11.
Toute fonction strictement monotone sur un intervalle I est injective.

Exemple 10.12.
Trouvons la fonction réciproque de la fonction affine f : RÑ R, x ÞÑ 3x´ 2. Si y P R, le nombre
f´1pyq est la valeur de x pour laquelle fpxq “ y. Il s’agit donc de résoudre

3x´ 2 “ y (10.3)

par rapport à x. La solution est x “ y`2
3 et donc nous écrivons

f´1pyq “ y ` 2
3 . (10.4)

△
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10.2.2 Graphe de la fonction réciproque

Par définition le graphe de la fonction f est l’ensemble des points de la forme px, yq vérifiant
y “ fpxq. Afin de déterminer le graphe de la bijection réciproque nous pouvons faire le raisonnement
suivant.

Le point px0, y0q est sur le graphe de f
ô

La relation fpx0q “ y0 est vérifiée
ô

La relation x0 “ f´1py0q est vérifiée
ô

Le point py0, x0q est sur le graphe de f´1.

À retenir 10.13
Dans un repère orthonormal, le graphe de la bijection réciproque est obtenu à partir du graphe
de f en effectuant une symétrie par rapport à la droite d’équation y “ x.

Le dessin suivant montre le cas de la courbe de la fonction carré comparé à celle de la racine
carrée.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

10.3 Topologie sur l’ensemble des réels
SECooGKHYooMwHQaD

Nous allons à présent donner la topologie sur R et ainsi résoudre les questions laissées en
suspens lors de la construction des réels, voir 1.399.

Afin de pouvoir étudier la topologie des espaces métriques, il faut connaître quelques propriétés
des réels, parce que nous allons étudier la fonction « distance » qui est une fonction continue à
valeurs dans les réels.

La valeur absolue de la définition 1.367(2) permet de définir une norme sur R.
LEMooBNAPooBTtXnX

Lemme 10.14.
L’application

x ÞÑ |x| (10.5)

est une norme 2 sur R.

Démonstration. Grâce au lemme 1.371 et à la remarque 1.372, on a, pour tous x, y, λ P R :
(1) |x| “ 0 implique x “ 0,

2. Définition 7.152.
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(2) |λx| “ |λ||x|,
(3) |x` y| ď |x| ` |y|,

et donc, les conditions de la définition 7.152 sont immédiatement vérifiées.
DEFooNYGIooVGHSIA

Définition 10.15 (Topologie sur R et sur Q).
Le lemme 10.14 donne une norme sur R et Q à partir de la valeur absolue. La définition 7.112
donne alors une structure d’espace topologique. Hors cas rarissimes qui seront signalés, nous uti-
liserons toujours cette topologie sur R et sur Q.

PropooUHNZooOUYIkn

Proposition 10.16.
Les rationnels sont denses dans les réels 3.

Démonstration. Soient x P R et ϵ P R`. Nous devons prouver l’existence d’un rationnel dans
Bpx, ϵq. Le lemme 1.424 dit qu’il existe un rationnel dans sx´ϵ{2, x`ϵ{2r et donc dans Bpx, ϵq.

PropSLCUooUFgiSR

Proposition 10.17 ([1]).
Quel que soit le réel x, il existe une suite croissante de rationnels convergente vers x.

Démonstration. Soient x P R et δ P R ; comme x´ δ et x sont des réels, le lemme 1.424 donne un
élément qδ P Q tel que

x´ δ ă qδ ă x. (10.6)

Il suffit alors de pêcher parmi ces qδ pour trouver une suite croissante, et on montrera que cette
suite converge vers x.

Soit x0 un rationnel plus petit que x. Nous posons δ0 “ x´ x0 et ensuite :
"
δi “ x´ xi (10.7a)
xi`1 “ qδi{2 P Q. (10.7b)

Ainsi nous avons pour tout i les inégalités

xi “ x´ δi ă x´ δi
2 ă xi`1 ă x. (10.8)

La suite pxiq est donc une suite de rationnels, croissante et toujours plus petite que x. Mais nous
avons à chaque étape δi`1 ă δi

2 , ce qui implique que la suite des δi converge vers 0. Soit ϵ ą 0. Il
existe k0 tel que pour tout k ą k0, δk ă ϵ. Pour un tel k, nous avons alors

xk`1 P Bpx, δk2 q Ă Bpx, ϵq. (10.9)

Tous les xk, pour k ą k0 ` 1, sont tels que |x´ xk| ă ϵ : la suite des xk converge donc vers x.

10.3.1 Compacité pour les réels
PROPooBFSAooKSugMj

Proposition 10.18.
Les parties compactes 4 de R sont fermées et bornées.

Démonstration. Prouvons d’abord qu’un ensemble compact est borné. Pour cela, supposons que
K est un compact non borné vers le haut 5.

Nous posons A0 “ s´8, 1r et An “ sn´ 1, n` 1r. Ces ouverts recouvrent R et donc K. Hélas
tout choix d’un nombre fini des An est borné, et ne recouvre donc pas K. Les tAiui“0,..., forment
un recouvrement de K par des ouverts dont on ne peut pas extraire un sous-recouvrement fini.

Cela prouve que K doit être borné.

3. Pour les topologies usuelles données en la définition 10.15.
4. Définition 7.76.
5. Nous laissons à titre d’exercice le cas où K est borné par le haut et pas par le bas.
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Pour prouver que K est fermé, nous allons prouver que le complémentaire est ouvert. Et pour
cela, nous allons prouver que si le complémentaire n’est pas ouvert, alors nous pouvons construire
un recouvrement de K dont on ne peut pas extraire de sous-recouvrement fini.

Si RzK n’est pas ouvert, il possède un point, disons x, tel que tout voisinage de x intersecte
K. Soit Bpx, ϵ1q, un de ces voisinages, et prenons k1 P K X Bpx, ϵ1q. Ensuite, nous prenons ϵ2
tel que k1 ne soit pas dans Bpx, ϵ2q, et nous choisissons k2 P K X Bpx, ϵ2q. De cette manière,
nous construisons une suite de ki P K tous différents et de plus en plus proches de x. Prenons
un recouvrement quelconque par des ouverts de la partie de K qui n’est pas dans Bpx, ϵ1q. Les
nombres ki ne sont pas dans ce recouvrement.

Nous ajoutons à ce recouvrement les ensembles O “ski, ki`1r. Le tout forme un recouvrement
(infini) par des ouverts dont il n’y a pas moyen de tirer un sous-recouvrement fini, pour exactement
la même raison que la première fois.

ThoBOrelLebesgue

Théorème 10.19 (Borel-Lebesgue).
Un intervalle de R est compact si et seulement si il est de la forme ra, bs.
Démonstration. Tous les intervalles de R sont listés dans la proposition 1.449. Un compact est
fermé et borné (proposition 10.18). Donc les intervalles dont une borne est ˘8 ne sont pas com-
pacts. Parmi les intervalles sa, br, sa, bs, ra, br et ra, bs, seul le dernier est fermé. Nous avons prouvé
que si un intervalle est compact, alors il est de la forme ra, bs.

Nous prouvons à présent l’implication inverse : tous les intervalles de la forme ra, bs sont com-
pacts.

Soit Ω, un recouvrement du segment ra, bs par des ouverts, c’est-à-dire que

ra, bs Ď
ď

OPΩ
O. (10.10)

Nous notons par M le sous-ensemble de ra, bs des points m tels que l’intervalle ra,ms peut être
recouvert par un sous-ensemble fini de Ω. C’est-à-dire que M est le sous-ensemble de ra, bs sur
lequel le théorème est vrai. Le but est maintenant de prouver que M “ ra, bs.
M est non vide En effet, a P M parce qu’il existe un ouvert O P Ω tel que a P O. Donc O tout

seul recouvre l’intervalle ra, as.
M est un intervalle Soient m1, m2 P M . Le but est de montrer que si m1 P rm1,m2s, alors

m1 P M . Il y a un sous-recouvrement fini de l’intervalle ra,m2s (par définition de m2 P M).
Ce sous-recouvrement fini recouvre évidemment aussi ra,m1s parce que ra,m1s Ď ra,m2s,
donc m1 PM .

M est un ensemble ouvert Soit m P M . Le but est de prouver qu’il y a un ouvert autour de
m qui est contenu dans M . Admettons que Ω1 soit un sous-recouvrement fini qui contienne
l’intervalle ra,ms. Dans ce cas, on a un ouvert O P Ω1 tel que m P O. Tous les points de O
sont dans M , puisqu’ils sont tous recouverts par Ω1. Donc O est un voisinage de m contenu
dans M .

M est un ensemble fermé M est un intervalle qui commence en a, en contenant a, et qui finit
on ne sait pas encore où. Il est donc soit de la forme ra,ms, soit de la forme ra,mr. Nous
allons montrer que M est de la première forme en démontrant que M contient son supremum
s. Ce supremum est un élément de ra, bs, et donc il est contenu dans un des ouverts de Ω.
Disons s P Os. Soit c, un élément de Os strictement plus petit que s ; étant donné que s est
supremum de M , cet élément c est dans M , et donc on a un sous-recouvrement fini Ω1 qui
recouvre ra, cs. Maintenant, le sous-recouvrement constitué de Ω1 et de Os est fini et recouvre
ra, ss.

Nous pouvons maintenant conclure : le seul intervalle non vide de ra, bs qui soit à la fois ouvert et
fermé est ra, bs lui-même (proposition 7.70), ce qui prouve que M “ ra, bs, et donc que ra, bs est
compact 6.

6. Si vous n’aimez pas le coup du fermé et ouvert, le lemme 10.20 donne une autre preuve.
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LemOACGWxV

Lemme 10.20 ([308]).
Si a ă b P R alors le segment ra, bs est compact 7.

Démonstration. Soit tOiuiPI un recouvrement de ra, bs par des ouverts. Nous posons

M “ tx P ra, bs tel que ra, xs admet un sous-recouvrement fini extrait de tOiuiPIu. (10.11)

Notre but est de prouver que b PM .
(1) a est dans M Le point a est naturellement dans un des Oi. L’intervalle ra, as est donc

recouvert par un seul des Oi.
(2) M est un intervalle Soient m PM et m1 P ra,mr. Le sous-recouvrement fini qui recouvre

ra,ms recouvre a fortiori ra,m1s.
(3) Les trois possibilités restantes À ce niveau de la preuve, il reste trois possibilités pour

M soit il est de la forme ra, cs ou ra, cr avec c ă b, soit il est de la forme ra, bs. Nous allons
maintenant éliminer les deux premiers cas.

(4) Ce que M n’est pas D’abord M n’est pas de la forme ra, cr avec c ă b. Par l’absurde,
commençons par considérer Oi0 un ouvert du recouvrement qui contient c ; choisissons m P
Oi0 tel que m ă c. Alors m P M , et, si nous joignons Oi0 à un recouvrement fini de ra,ms
alors nous avons un recouvrement fini de ra, cs. On en déduit c PM .
Ensuite M n’est pas de la forme ra, cs avec c ă b. En effet si on a un recouvrement fini de
ra, cs par des ouverts, alors un de ces ouverts contient c et donc contient des éléments de
ra, bs plus grands que c.

Nous déduisons que M “ ra, bs et qu’il est possible d’extraire un sous-recouvrement fini recouvrant
ra, bs.

LemCKBooXkwkte

Lemme 10.21 ([1]).
Si K1 et K2 sont des compacts dans R alors K1 ˆK2 est compact dans R2.

Démonstration. Soit tOiuiPI un recouvrement de K1 ˆK2 par des ouverts ; grâce au lemme 7.90
nous pouvons supposer que ce sont des carrés. Pour chaque x P K1, l’ensemble txuˆK2 est compact
et donc recouvert par un nombre fini des Oi. Soit Rx un ensemble fini des Oi recouvrant txuˆK2.

Comme Rx est une collection finie de carrés, nous pouvons considérer mx, le minimum des
rayons. L’ensemble K1 est recouvert par les boules Bpx,mxq et il existe donc une collection finie
de txiuiPA tels que Bpxi,mxiq recouvre K1.

Alors tRxiuiPA recouvre K1 ˆK2 parce que Rxi recouvre l’ensemble Bpxi,mxiq ˆ tK2u.
DEFooCNCJooWgCCrF

Définition 10.22 (Partie inductive[309, 310]).
Soient a ă b dans R. Une partie S de ra, bs est inductive si

(1) a P S,
(2) Si a ď x ă b et si x P S alors il existe y ą x tel que rx, ys Ă S.
(3) Si a ă x ď b et si ra, xr Ă S, alors x P S.

PROPooQVQKooIjWBrk

Proposition 10.23 ([309]).
L’unique partie inductive 8 de ra, bs est ra, bs lui-même.

Démonstration. Le fait que ra, bs soit inductif dans ra, bs est immédiat. Nous prouvons que c’est
la seule. Soit S inductif dans ra, bs. Nous posons S1 “ ra, bszS. Si S1 est non vide, nous pouvons
considérer le nombre infpS1q.

7. Définition 7.76
8. Définition 10.22.
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(1) Nous avonsinfpS1q ą a D’abord nous savons que infpS1q ě a parce que S1 est une partie
de ra, bs. De plus, vu que a P S il existe y ą a tel que ra, ys Ă S. Donc S1 Ă sy, bs, de telle
sorte que infpS1q ě y ą a.

(2) Si infpS1q P S Si infpS1q “ b alors S “ ra, bs et la preuve est faite. Supposons infpS1q ă b.
Le nombre infpS1q vérifie a ă infpS1q ă b et infpS1q P S. Il existe donc y ą infpS1q tel que
rinfpS1q, ys Ă S. Nous avons alors ra, ys Ă S et donc infpS1q ą y. Contradiction.

(3) Si infpS1q P S1 Dans ce cas ra, infpS1qr Ă S, et vu que S est inductif, infpS1q P S, contradic-
tion.

Toutes les possibilités (à part S1 “ H) portant à des contradictions, nous déduisons que S1 “ H
et donc que S “ ra, bs.

10.3.2 Conséquence : les fermés bornés sont compacts
ThoXTEooxFmdI

Théorème 10.24 (Théorème de Borel-Lebesgue).
Une partie d’un espace vectoriel normé réel de dimension finie est compacte si et seulement si elle
est fermée et bornée.

Démonstration. Sens direct.
(1) Compact implique borné En effet si K est non borné dans E alors K contient une suite

pxnq avec }xn} ą n. Les boules Bipxi, 1
3q sont disjointes. On pose O0 “ AŤiBpxi, 1

5q, qui est
ouvert comme complément d’un fermé. Pour i ě 1 nous posons Oi “ Bpxi, 1

4q. Nous avons

K Ă
ď

iPN
Oi (10.12)

mais puisque xi est uniquement dans Oi, nous ne pouvons pas extraire de sous-recouvrement
fini.

(2) Compact implique fermé C’est le lemme 7.92(2).
Sens réciproque.

(1) Un intervalle fermé et borné est compact dans R C’est le lemme 10.20.
(2) Un produit de segments est compact Le produit de deux compacts de R est un com-

pact dans R2 par le lemme 10.21.
(3) Un fermé et borné est compact Soit K fermé et borné. Puisque K est borné, il est

contenu dans un produit de segments. L’ensemble K est donc compact parce que fermé dans
un compact, lemme 7.92.

Exemple 10.25 (Compacité de la boule unité).
La boule unité fermée Bp0, 1q d’un espace vectoriel normé de dimension finie est compacte parce
que fermée et bornée. En dimension infinie, cela n’est plus le cas. Certes la boule unité est encore
fermée et bornée, mais elle n’est plus compacte. En effet nous allons donner un recouvrement par
des ouverts duquel il ne sera pas possible d’extraire un sous-recouvrement fini.

Autour de chacune des extrémités des vecteurs de base, nous considérons la boule Ai “ Bpei, 1
3q.

Ensuite nous considérons aussi l’ouvert

Bp0, 1qz
ď

i

Bpei, 1
4q. (10.13)

Le tout recouvre Bp0, 1q mais toutes les premières boules sont nécessaires. △

Le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.278 nous permettra de prouver plus simplement la non
compacité en dimension infinie. Voir l’exemple 7.140.
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10.3.3 Suites et limites dans les réels

10.3.3.1 Limites, convergence
PROPooOSXCooJWXkWH

Proposition 10.26.
Une suite pxnq dans un espace vectoriel normé E est convergente 9 si et seulement si il existe un
élément ℓ P E tel que

@ε ą 0, DN P N tel que n ě N ñ }xn ´ ℓ} ă ε. (10.14)EQooJRAMooEphgemEQooJRAMooEphgem

Dans ce cas, ℓ est la limite de la suite pxnq.

Démonstration. En deux parties.
(1) Sens direct Si xn Ñ ℓ et si ϵ ą 0 il existe Nϵ tel que pour tout n ě N nous avons

xn P Bpℓ, ϵq (parce que cette boule est un ouvert contenant ℓ). Considérant la définition
d’une boule, cette condition s’écrit bien }xn ´ ℓ} ă ϵ.

(2) Sens inverse Dans l’autre sens, soit O un ouvert contenant ℓ. Par définition de la topologie,
il existe ϵ ą 0 tel que Bpℓ, ϵq Ă O. La condition (10.14) nous assure qu’il existe Nϵ tel que
pour tout n ě Nϵ nous ayons

xn P Bpℓ, ϵq Ă O, (10.15)

ce qui assure que la suite pxnq converge vers ℓ pour la topologie métrique de E.

Une façon équivalente d’exprimer le critère (10.14) est de dire que pour tout ϵ positif, il existe
un rang N P R tel que l’intervalle rℓ´ ϵ, ℓ` ϵs contient tous les termes xn au-delà de N .

Il est à noter que le rang N dont il est question dans la définition de suite convergente dépend
de ϵ.

10.3.4 Opérations sur les limites
PROPooIQOAooJPMoDD

Proposition 10.27 ([1]).
Soient des suites à valeurs réelles paiq et pbjq. Si elles sont convergentes, alors la suite ab est
convergente et `

lim
i
ai
˘`

lim
j
bj
˘ “ lim

i
paibiq. (10.16)

Démonstration. Nous nommons a et b les limites des suites paiq et pbjq. Soit ϵ ą 0 ainsi que i P N.
Nous avons la majoration

|aibi ´ ab| ď |aibi ´ aib| ` |aib´ ab| (10.17a)
ď |ai||bi ´ b| ` |b||ai ´ a|. (10.17b)

Comme la suite paiq est convergente, elle est bornée 10. Nous pouvons donc majorer |ai| par R ą 0
qui ne dépend pas de i. Soit η ą 0 tel que pR ` bqη ă ϵ. Alors en prenant i assez grand pour que
|bi ´ b| ă η et |ai ´ a| ă η, nous avons bien

|aibi ´ ab| ď pR` bqη ă ϵ. (10.18)

PROPooICZMooGfLdPc

Proposition 10.28.
Soient des suites pxnq et pynq dans un espace vectoriel normé E. Si xn EÝÑ x et yn EÝÑ y, alors

xn ` yn EÝÑ x` y. (10.19)
9. Définition 7.13.

10. Par 7.115. Attention : soyez capable d’adapter au cas présent.
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Démonstration. Soit ϵ ą 0. Nous considérons N tel que si n ě N , alors }xn´x} ď ϵ et }yn´y} ď ϵ.
En utilisant l’inégalité 7.152(4),

}xy ` yn ´ px` yq} ď }xn ´ x} ` }yn ´ y} ď 2ϵ. (10.20)

Donc la suite pxn ` ynq converge vers x` y.
LEMooGKIPooWgpFTB

Lemme 10.29.
La fonction

f : RˆRÑ R

px, yq ÞÑ x` y (10.21)

est continue.

Démonstration. Pour rappel, la topologie considérée sur Rn est celle de la définition 7.219. En
vertu de la proposition 7.248, il est suffisant de prouver la continuité séquentielle. Soit donc une
suite convergente

pxn, ynq RˆRÝÑ px, yq. (10.22)

Nous devons prouver que
fpxn, ynq RÝÑ fpx, yq. (10.23)

La proposition 7.62 nous permet de déduire la convergence composante par composante : xn RÝÑ x

et yn RÝÑ x. En permutant somme et limite (proposition 10.28) nous avons le calcul

fpxn, ynq “ xn ` yn RÝÑ x` y “ fpx, yq. (10.24)

D’où la convergence demandée.

10.3.5 Exemples
LEMooNDSKooMsexOq

Lemme 10.30.
Quelques suites usuelles.

(1) La suite xn “ 1
n converge vers 0.

(2) La suite xn “ p´1qn ne converge pas.

10.3.6 Limites infinies

Deux limites pour voir comment ça fonctionne.
LEMooWCRSooWXVvcc

Lemme 10.31.
Si r ą 1 nous avons :

(1) limnÑ8 rn “ 8.
(2) limnÑ8 rn

n “ 8.

Démonstration. Puisque r ą 1 nous pouvons écrire r “ 1 ` δ avec δ ą 0. La formule du binôme
de Newton (3.78) nous donne

p1` δqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
δk ą

ˆ
n

1

˙
δ “ nδ. (10.25)

La proposition 1.423 (R est archimédien) nous indique que nδ est arbitrairement grand lorsque n
est grand, quelle que soit δ ą 0. Cela finit la preuve de la première limite.

Pour la seconde, nous posons an “ rn

n . Nous avons

an`1
an

“ n

n` 1r. (10.26)
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Comme n
n`1 Ñ 1, la suite n

n`1r tend vers r ą 1, et en particulier pour tout δ ą 0 tel que r ą 1` δ,
il existe N P N tel que, pour tout n ą N ,

n

n` 1r ą 1` δ. (10.27)

Soit maintenant k P N. En utilisant un produit télescopique,

aN`k “ aN
aN`1
aN

aN`2
aN`1

¨ ¨ ¨ aN`k
aN`k´1

ą aN p1` δqk´1. (10.28)

Or p1` δqk´1 tend vers 8 lorsque k Ñ 8 par le premier point. Donc nous avons limnÑ8 rn{n “
8.

DEFooEWRTooKgShmT

Définition 10.32.
Nous disons que deux suites punq et pvnq sont équivalentes si il existe une application α : NÑ R

telle que
(1) pour tout n à partir d’un certain rang, un “ vnαpnq
(2) αpnq Ñ 1.

10.3.7 Topologie et matrices
DEFooCQHDooYpUAhG

Lemme-Définition 10.33 (Topologie sur les matrices).
Si K est un corps valué 11, alors l’opération

}.}M : Mpnˆm,Kq Ñ R`

M ÞÑ max
kl
}Mkl}K. (10.29)

est une norme 12.
Cette norme est appelée norme maximum et nous considérons sur Mpnˆm,Kq la topologie

associée à cette norme 13
PROPooOEETooPhqWuf

Proposition 10.34.
La multiplication matricielle

m : Mpn, sq ˆMps, lq ÑMpn, lq
pA,Bq ÞÑ AB

(10.30)

est une opération continue 14.

Démonstration. D’après la proposition 7.218, nous pouvons tout faire avec la métrique produit.
Supposons que pAk, Bkq Mpn,sqˆMps,lqÝÑ Mpn, lq, et montrons que }mpAk, Bkq´mpA,Bq} Ñ 0. Notre
hypothèse nous dit que

}pAk ´A,Bk ´Bq} Ñ 0, (10.31)

c’est à dire (métrique produit)

max
␣}Ak ´A}, }Bk ´B}

(Ñ 0, (10.32)

et donc Ak Ñ A et Bk Ñ B séparément. La définition 10.33 nous dit alors que pour tout pijq nous
avons

pAkqij Ñ Aij

pBkqij Ñ Bij .
(10.33)

11. Définition 1.458.
12. Définition 7.152.
13. Définition 7.158.
14. Topologies de la norme 10.33.
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Nous avons SUBEQSooHPHLooXdtxYY

´
mpAk, Bkq ´mpA,Bq

¯
ij
“ pAkBkqij ´ pABqij (10.34a)

“
ÿ

l

´
pAkqilpBkqlj ´AilBlj

¯
. (10.34b)

Soit ϵ ą 0. Par la proposition 10.27, pour chaque triple pi, j, lq, il existe un uijk P N tel que si
k ě uijl nous avons

|pAkqilpBkqlj ´AilBlj | ă ϵ. (10.35)

Nous pouvons reprendre (10.34) avec un tel k. Nous avons :

}pAknBkq ´ pA,Bq} ă
ÿ

l

ϵ ă sϵ. (10.36)

10.3.8 Suites croissantes et bornées

Une suite est dite contenue dans un ensemble A si xn P A pour tout n. Une suite est bornée
supérieurement si il existe un M tel que xn ďM pour tout n. De la même manière, la suite est
bornée inférieurement si il existe un m tel que xn ě m pour tout n.

Le lemme suivant est souvent utilisé pour prouver qu’une suite est convergente. Une version
pour les fonctions f : RÑ R sera la proposition 12.36.

LemSuiteCrBorncv

Lemme 10.35 ([1]).
Une suite croissante et bornée supérieurement converge. Une suite décroissante bornée inférieure-
ment est convergente.

Démonstration. Supposons que pxnq soit une suite croissante non convergente. En particulier, par
le théorème 7.275, cette suite n’est pas de Cauchy et il existe ϵ ą 0 tel que pour tout N P N, il
existe p ą N vérifiant

|xp ´ xN | ą ϵ. (10.37)

Vu que p ą N , et vu que la suite est croissante, nous pouvons récrire cette condition sous la forme
xp ě xN ` ϵ.

Nous définissons ainsi une application p : NÑ N telle que

xppNq ą xN ` ϵ. (10.38)

Une telle application n’est pas du tout unique, mais nous en considérons une telle.
Il est vite vu par récurrence que

xpkp0q ě x0 ` kϵ. (10.39)

La suite n ÞÑ xpnp0q est donc une sous-suite qui tend vers l’infini. Or cela n’est pas possible
parce que la suite pxnq est bornée. Donc contradiction, donc pxnq est convergente.

Une erreur courante est de croire que la borne est la limite : le lemme n’affirme pas ça. Par
contre il est vrai que la borne donne . . .hum . . .une borne inférieure (ou supérieure) pour la limite.

PropCvRpComposante

Proposition 10.36.
Une suite pxnq dans Rm est convergente dans Rm si et seulement si les suites de chaque composante
sont convergentes dans R. Dans ce cas nous avons

lim xn “
´

limpxnq1, limpxnq2, . . . , limpxnqm
¯

(10.40)

où pxnqk dénote la k-ième composante de pxnq.
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Exemple 10.37.
La suite xn “

` 1
n , 1 ´ 1

n

˘
converge vers p0, 1q dans R2. En effet, en utilisant la proposition 10.36,

nous devons calculer séparément les limites

lim 1
n
“ 0

lim
`
1´ 1

n

˘ “ 1.
(10.41)

△

Exemple 10.38.
Étant donné que la suite p´1qn n’est pas convergente, la suite xn “

`p´1qn, 1
n

˘
n’est pas convergente

dans R2. △

10.3.9 Suites adjacentes
DEFooDMZLooDtNPmu

Définition 10.39 ([311]).
Les suites panq et pbnq sont adjacentes si l’une est croissante, l’autre décroissante et si an´bn Ñ 0.

THOooZJWLooAtGMxD

Théorème 10.40 (Théorème des suites adjacentes).
Nous considérons des suites adjacentes panq et pbnq avec panq croissante et pbnq décroissante. Alors

(1) bn ě an pour tout n,
(2) an ď bq pour tout n et q. C’est-à-dire que toute la suite a est plus petite que toute la suite b.
(3) les suites a et b sont convergentes,
(4) les suites a et b convergent vers la même limite, notée ℓ,
(5) nous avons an ď ℓ ď bn pour tout n.

Démonstration. La suite n ÞÑ bn ´ an est décroissante parce que bn ´ an ě bn`1 ´ an`1. Comme
en plus ba ´ an Ñ 0 nous avons

bn ´ an ě 0 (10.42)

pour tout n P N. De plus an ď b0 pour tout n parce que si aN ą b0 alors, b étant décroissante,
aN ą b0 ě bN qui est contraire à ce que nous venons de prouver. La suite a étant croissante et
majorée, elle est convergente 15 ; notons ℓ sa limite.

La suite b peut maintenant être écrite par

bn “ pbn ´ anq ` an (10.43)

qui est une somme de deux suites convergentes. Elle est donc convergente et sa limite est la somme
des limites 16, donc

lim
nÑ8 bn “ lim

nÑ8pbn ´ anq ` lim
nÑ8 an “ 0` ℓ “ ℓ. (10.44)

Voilà. Donc les suites a et b convergent et ont la même limite.
Pour tout n, q P N nous avons l’inégalité an ď bq. En prenant la limite nÑ8 nous trouvons

ℓ ď bq (10.45)

pour tout q. Et de la même façon, bn ě aq donne ℓ ě aq. L’un avec l’autre donne

aq ď ℓ ď bq (10.46)

pour tout q P N.
15. Proposition 10.35.
16. Proposition 10.28.
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PROPooXOOCooGMqJNe

Proposition 10.41 ([312]).
Soit une suite panq dans R. Nous supposons que les suites extraites pa2nq et pa2n`1q convergent
vers la même limite notée ℓ.

Alors an Ñ ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Il existe N1 tel que |a2n ´ ℓ| ď ϵ dès que n ě N1. Il existe également
N2 dès que |a2n`1 ´ ℓ| ď ϵ dès que n ě N2.

Nous posons N “ maxt2N1, 2N2 ` 2u et nous avons, pour tout n ě N :

|an ´ ℓ| ď ϵ, (10.47)

c’est-à-dire que aÑ ℓ.

10.3.10 Limite supérieure et inférieure
ooMVZAooVVCOnP

Lemme-Définition 10.42.
Soit panq une suite dans R̄. Les limites suivantes existent dans R̄

lim sup
nÑ8

an “ lim
nÑ8

`
sup
kěn

ak
˘

(10.48)

et
lim inf
nÑ8 an “ lim

nÑ8
`

inf
kěn ak

˘
. (10.49)

Elles sont nommées limite supérieure et limite inférieure de la suite panq.

Démonstration. Pour la limite supérieure, l’ensemble des k ě n est de plus en plus petit lorsque
n grandit. Donc les ensembles An “ tak tel que k ě nu sont emboîtés et la suite n Ñ supAn est
une suite décroissante. Elle a donc une limite dans R̄.

ooEEQJooRMFzVR

10.43.
En ce qui concerne les suites d’ensembles, utiles en théorie des probabilités, nous définissons de
même. Si les An sont des parties d’un ensemble Ω, nous définissons la limite supérieure et la
limite inférieure de la suite An par

lim sup
nÑ8

An “
č

ně1

ď

kěn
Ak (10.50)

et
lim inf
nÑ8 An “

ď

ně1

č

kěn
Ak (10.51)

Nous avons

lim supAn “ tω P Ω tel que ω P An pour une infinité de nu. (10.52)
ooAQTEooYDBovS

Lemme 10.44.
Nous avons les formules pratiques suivantes :

lim sup an “ inf
ně1

`
sup
kěn

ak
˘

(10.53a)

lim inf an “ sup
ně1

`
inf
kěn ak

˘
. (10.53b)

Démonstration. La suite n ÞÑ supkěn ak est une suite décroissante, donc la limite est l’infimum.
Même argument pour l’autre.
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ooIQIKooXWwAmM

Lemme 10.45.
La suite panq dans R converge si et seulement si

lim sup an “ lim inf an. (10.54)

Dans ce cas, lim an “ lim sup an “ lim inf an.

Démonstration. Nous commençons par supposer que lim sup an “ lim inf an “ l, et nous prouvons
que lim an existe et vaut l. Soit ϵ ą 0. Il existe N tel que si n ě N nous avons

ˇ̌
sup
kěn

ak ´ l
ˇ̌ ă ϵ (10.55)

et ˇ̌
inf
kěn ak ´ l

ˇ̌ ă ϵ. (10.56)

Si i ě N , alors 17 ai ď supkěN pakq ď ℓ`ϵ, et ai ě infkěN pakq ě ℓ´ϵ. Cela signifie que an P Bpl, ϵq,
c’est-à-dire ak Ñ l par la proposition 10.26.

Dans l’autre sens, nous supposons que limn an “ l et nous prouvons que la limite supérieure
est égale à l 18. Soit ϵ ą 0 et Nϵ tel que |an ´ l| ă ϵ pour tout n ě Nϵ. Si n ě Nϵ nous avons

ˇ̌
sup
kěn

ak ´ l
ˇ̌ ď ϵ (10.57)

et donc la limite de supkěn ak lorsque nÑ8 est bien l.
LEMooHGJVooCbgOEK

Lemme 10.46.
Soit une suite paiq dans R. Notons L “ lim supipaiq. Pour tout ϵ ą 0, l’ensemble

Sϵ “ tn P N tel que an ě L` ϵu (10.58)

est fini.

Démonstration. Nous y allons par récurrence. Juste pour le sport, nous allons au passage montrer
en détail comment on utilise le théorème 1.47.

Supposons que Sϵ est infini. Alors pour tout n, la partie Sϵzt0, . . . , nu est non vide (lemme
1.123) et nous pouvons considérer l’application

g : Sϵ Ñ Sϵ

n ÞÑ min
`
Sϵzt0, . . . , nu

˘
.

(10.59)

Nous prenons b ą 1 dans Sϵ et considérons la fonction f : NÑ Sϵ donnée par le théorème 1.47.
L’application f est strictement croissante parce que fpn` 1q “ g

`
fpnq˘ P Nzt0, . . . , fpnqu. En

particulier fpnq ą n parce que nous avons décidé de commencer avec fp0q “ b ą 1.
Nous sommes maintenant armés pour contredire la définition 10.42 de la limite supérieure. Soit

n P N. Vu que fpnq P Sϵ nous avons
afpnq ě L` ϵ, (10.60)

et donc supkěn ak ě afpnq ě L` ϵ parce que fpnq ě n.
Nous avons prouvé que supkěn ak ě L` ϵ pour tout n, donc

lim
nÑ8

`
sup
kěn

ak
˘ ě L` ϵ ą L. (10.61)

Voila. Donc si Sϵ est infini, lim supi ai ě L` ϵ ą L.
17. Voir le lemme 1.373(1).
18. Je vous laisse faire la démonstration correspondante pour la limite inférieure. Contactez-moi si ça pose un

problème.
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LEMooMTRDooBMxFmn

Lemme 10.47.
Si panq est une suite réelle,

lim sup
nÑ8

panq “ ´ lim inf
nÑ8 p´anq. (10.62)

Démonstration. En utilisant le lemme 1.446, nous avons

lim suppanq “ lim
nÑ8

´
sup
kěn
pakq

¯
“ lim

nÑ8
´
´ inf
kěnp´akq

¯
“ ´ lim infp´anq. (10.63)

10.3.11 Ouverts, voisinage, topologie

Lorsque x P E, nous rappelons qu’un voisinage 19 de x est n’importe quel sous-ensemble de E
qui contient une boule ouverte centrée en x. La proposition 7.8 nous dit qu’un ensemble est ouvert
si il contient un voisinage de chacun de ses points. Au passage, rappelons que l’ensemble vide est
ouvert.

Pour rappel, la proposition 7.113 dit que l’ensemble des boules ouvertes d’un espace métrique
génère la topologie de l’espace.

Nous rappelons qu’une partie A d’un espace métrique est dite bornée 20 si il existe une boule 21

qui contient A.
Mais revenons à R. . .

LemSupOuvPas

Lemme 10.48.
Une partie ouverte de R ne contient pas son supremum.

Démonstration. Soit O, un ensemble ouvert et s, son supremum. Si s était dans O, on aurait un
voisinage B “ Bps, rq de s contenu dans O. Le point s ` r{2 est alors à la fois dans O et plus
grand que s, ce qui contredit le fait que s soit un supremum de O.

Par le même genre de raisonnement, on montre que l’union et l’intersection de deux ouverts,
sont encore des ouverts.

Remarque 10.49.
L’intersection d’une infinité d’ouverts n’est pas spécialement un ouvert comme le montrent les
parties tOkukPN˚ donnés par

Ok “s1, 2` 1
k
r. (10.64)

Tous les ensembles Ok contiennent le point 2 qui est donc dans l’intersection. Mais nous allons
montrer que pour tout ϵ ą 0, il existe n tel que 2 ` ϵ R On. Il suffit de prendre n tel que 1

n ă ϵ
(lemme 1.424(2)).

PROPooANIOooIJHelX

Proposition 10.50.
Quelles que soient les parties A et B de R, nous avons

suppAXBq ď supA ď suppAYBq. (10.65)

Démonstration. En deux parties.
(1) suppAXBq ď suppAq Soit s “ suppAq. En particulier, s est un majorant de A. Si x P AXB,

alors x P A et s ě x. Donc s est également un majorant de AX B. Le lemme 1.445 conclut
que s ě suppAXBq.

19. Définition 7.4.
20. Définition 7.135.
21. À titre d’exercice, convainquez-vous que l’on peut dire boule ouverte ou fermée au choix sans changer la

définition.
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(2) suppAq ď suppAYBq Soit s “ suppAYBq. Par définition, s est un majorant de AYB. A
fortiori, s est un majorant de A et donc est plus grand ou égal à suppAq.

10.3.12 Intervalles et connexité

Nous allons déterminer tous les sous-ensembles connexes 22 de R. Pour cela nous relisons
d’abord la notion d’intervalle donnée en 1.21 ainsi que la proposition 1.449 qui liste tous les
intervalles de R. La partie I Ă R est un intervalle si pour tout a, b P I, tout nombre entre a et
b est également dans I. Cette définition englobe tous les exemples connus d’intervalles ouverts,
fermés avec ou sans infini : ra, bs, ra, br, s ´ 8, as, . . .L’ensemble R lui-même est un intervalle.

Si I est un intervalle, les nombres infpIq et suppIq 23 sont les extrémités de I.
DefLISOooDHLQrl

Définition 10.51.
Étant donnés deux points a et b dans Rp on appelle segment d’extrémités a et b, et on note ra, bs,
l’image de r0, 1s par l’application s : r0, 1s Ñ Rp, sptq “ p1´ tqa` tb. On pose sa, br“ s ps0, 1rq, et
sa, bs “ s ps0, 1sq.

Il faut observer que le segment ra, bs est une courbe orientée : certes en tant que ensembles,
ra, bs “ rb, as, mais si nous regardons la fonction de t correspondante à rb, as, nous voyons qu’elle
va dans le sens inverse de celle qui correspond à ra, bs. Nous approfondirons ces questions lorsque
nous parlerons d’arcs paramétrés autour de la section 21.7.

Le segment rb, as est l’image de l’application r : r0, 1s Ñ Rp donnée par rptq “ p1´ tqb` ta.
PropInterssiConn

Proposition 10.52.
Une partie de R est connexe si et seulement si c’est un intervalle 24.

Démonstration. La preuve est en deux parties. D’abord nous démontrons que si un sous-ensemble
de R est connexe, alors c’est un intervalle ; et ensuite nous démontrons que tout intervalle est
connexe.

Afin de prouver qu’un ensemble connexe est toujours un intervalle, nous allons prouver que si
un ensemble n’est pas un intervalle, alors il n’est pas connexe. Prenons A, une partie de R qui
n’est pas un intervalle. Il existe donc a, b P A et un x0 entre a et b qui n’est pas dans A. Comme le
but est de prouver que A n’est pas connexe, il faut couper A en deux ouverts disjoints. L’élément
x0 qui n’est pas dans A est le bon candidat pour effectuer cette coupure. Prenons M , un majorant
de A et m, un minorant de A, et définissons

O1 “sm,x0r
O2 “sx0,M r.

Si A n’a pas de minorant, nous remplaçons la définition de O1 par s ´ 8, x0r, et si A n’a pas
de majorant, nous remplaçons la définition de O2 par sx0,8r. Dans tous les cas, ce sont deux
ensembles ouverts dont l’union recouvre tout A. En effet, O1YO2 contient tous les nombres entre
un minorant de A et un majorant sauf x0, mais on sait que x0 n’est pas dans A. Cela prouve que
A n’est pas connexe.

Jusqu’à présent nous avons prouvé que si un ensemble n’est pas un intervalle, alors il ne peut
pas être connexe. Pour remettre les choses à l’endroit, prenons un ensemble connexe, et demandons-
nous si il peut être autre chose qu’un intervalle ? La réponse est non parce que si il était autre
chose, il ne serait pas connexe.

Prouvons à présent que tout intervalle est connexe. Pour cela, nous refaisons le coup de la
contraposée. Nous allons donc prendre une partie A de R, supposer qu’elle n’est pas connexe et

22. Définition 7.66.
23. Qui existent par la proposition 1.444, quitte à poser ˘8 comme infimum et supremum lorsque I n’est pas

borné.
24. Définition 1.21.



10.3. TOPOLOGIE SUR L’ENSEMBLE DES RÉELS 805

prouver qu’elle n’est alors pas un intervalle. Nous avons deux ouverts disjoints O1 et O2 tels que
A Ă O1 YO2. Notons A1 “ A XO1 et A2 “ A XO2 ; et prenons a P A1 et b P A2. Pour fixer les
idées, on suppose que a ă b. Maintenant, le jeu est de montrer qu’il existe un point x0 entre a et
b qui ne soit pas dans A (cela montrerait que A n’est pas un intervalle). Nous allons prouver que
c’est le cas du point

x0 “ suptx P O1 tel que x ă bu.
Étant donné que l’ensemble A “ tx P O1 tel que x ă bu est ouvert 25, le point x0 n’est pas dans
l’ensemble par le lemme 10.48. Nous avons donc

— soit x0 n’est pas dans O1,
— soit x0 ď b,
— soit les deux en même temps.

Nous allons montrer qu’un tel x0 ne peut pas être dans A. D’abord, remarquons que sup A ď sup O1
parce que A est une intersection de O avec quelque chose. Ensuite, il n’est pas possible que x0 soit
dans O2 parce que tout élément de O2 possède un voisinage contenu dans O2. Un point de O2 est
donc toujours strictement plus grand que le supremum de O1.

Maintenant, en remarquant que si x0 ď b, alors x0 “ b sinon b serait un majorant de A plus
petit que x0, ce qui n’est pas possible puisque x0 est le supremum de A et donc le plus petit
majorant. Oui mais si x0 “ b, c’est que x0 P O2, ce qu’on vient de montrer être impossible. Nous
voilà déjà débarrassés des deuxièmes et troisièmes possibilités.

Si la première possibilité est vraie, alors x0 n’est pas dans A parce qu’on a aussi prouvé que
x0 R O2. Or n’être ni dans O1 ni dans O2 implique de ne pas être dans A. Ce point x0 “ sup A est
donc hors de A.

Oui, mais comme a P A, on a obligatoirement x0 ě a. Mais par construction, on a aussi x0 ď b
(ici, l’inégalité est même stricte, mais ce n’est pas important). Donc

a ď x0 ď b

avec a, b P A, et x0 R A. Cela finit de prouver que A n’est pas un intervalle.

Le lemme suivant dit que si on recouvre un intervalle avec des ouverts, alors on peut ordonner
ces ouverts de telle sorte qu’ils s’enchainent bien : on peut sauter de l’un à l’autre en passant par
les intersections. C’est donc un lemme qui permet de passer du local au global.

LEMooNMGWooTfQDeO

Lemme 10.53.
Soient un intervalle I de R ainsi qu’un recouvrement tOiui“1,...,n de I par des ouverts connexes
tels que OiX I ‰ H pour tout i 26. Alors il existe une bijection ψ : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu telle que

(1)
mď

i“1
Oψpiq (10.66)

est connexe pour tout m.
(2)

Oψpmq X
m´1ď

i“1
Oψpiq ‰ H. (10.67)

Démonstration. Nous allons construire ψ par récurrence ; plus précisément nous allons construire
des applications ψk : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , nu telle que

(1) ψk est injective.
(2) Si i ď k alors ψkpiq “ ψipiq.
25. C’est l’intersection entre l’ouvert O1 et l’ouvert tx tel que x ă bu.
26. Il est cependant possible que les Oi ne soient pas inclus dans I.
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(3) La partie
mď

i“1
Oψkpiq (10.68)EQooAMAGooDHHvGREQooAMAGooDHHvGR

est connexe pour tout m ď k.
(4) Nous avons

Oψkpmq X
m´1ď

i“1
Oψkpiq ‰ H (10.69)EQooOOZUooKVlDPiEQooOOZUooKVlDPi

pour tout m ď k.
Nous commençons en douceur par

ψ1 : t1u Ñ t1, . . . , nu
1 ÞÑ 1.

(10.70)

Ai-je besoin de vous prouver que c’est injectif ?
Nous supposons que les applications ψi sont correctement définies pour i ď k, et nous construi-

sons ψk`1. Nous posons

A “ ψk
`t1, . . . , ku˘ (10.71a)

B “ t1, . . . , nuzA (10.71b)

P “
kď

i“1
Oψkpiq (10.71c)

Q “
nď

i“k`1
Oψkpiq (10.71d)

En tant qu’unions d’ouverts, les parties P et Q sont ouvertes dans R. Elles recouvrent l’intervalle
I qui est connexe par la proposition 10.52. De plus P X I ‰ H et QX I ‰ H ; donc, par définition
de la connexité nous avons P XQ ‰ H.

Il existe donc i0 P B tel que P XOi0 ‰ H. Nous posons

ψk`1 : t1, . . . , k ` 1u Ñ t1, . . . , nu

i ÞÑ
#
ψkpiq si i ‰ k ` 1
i0 si i “ k ` 1.

(10.72)

Vérifions que ce ψk`1 vérifie les conditions.
(1) ψk`1 est injective. Soient i, j tels que ψk`1piq “ ψk`1pjq. Si i “ k ` 1 et j ‰ k ` 1 alors

ψk`1piq “ i0 P B, alors que ψk`1pjq “ ψkpjq P A. Donc le cas i “ k ` 1, j ‰ k ` 1 n’est pas
possible.
Si i, j ‰ k ` 1, alors ψk`1piq “ ψkpiq et ψk`1pjq “ ψkpjq. L’injectivité de ψk implique que
i “ j.

(2) Si i ď k, nous avons ψk`1piq “ ψkpiq “ ψipiq en utilisant la récurrence.
(3) Nous séparons les cas m “ k`1 et m ‰ k`1. Si m ‰ k`1 alors tous les ψk`1 dans (10.68) 27

sont des ψk et la récurrence fonctionne. Si m “ k ` 1 alors

k`1ď

i“1
Oψk`1piq “

kď

i“1
Oψkpiq YOψk`1pk`1q “ P YOi0 . (10.73)

Le nombre i0 a été choisi pour avoir Oi0 X P ‰ H. Comme Oi0 et P sont des connexes, la
proposition 7.72(1) implique que P YOi0 est connexe.

27. Nous sommes en train de parler de cette équation avec k ` 1 au lieu de k, parce que nous sommes dans un
processus de récurrence. Il est donc normal de dire qu’il y a des ψk`1 dans cette équation.
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(4) Encore une fois, si m ‰ k ` 1, tous les ψk`1 de (10.69) deviennent des ψk et la récurrence
fonctionne. Avec m “ k ` 1 nous avons

Oψk`1pk`1q X
kď

i“1
Oψk`1piq “ Oi0 X P. (10.74)

Cette intersection est non vide, par choix du i0.
Quand tous les ψk (k “ 1, . . . , n) sont construits, en posant ψ “ ψn nous avons le résultat annoncé.

ThoMKKooAbHaro

Théorème 10.54 (Théorème des bornes atteintes).
Une fonction à valeurs réelles continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

C’est-à-dire qu’il existe x0 P K tel que fpx0q “ inftfpxq tel que x P Ku ainsi que x1 tel que
fpx1q “ suptfpxq tel que x P Ku.

Démonstration. Soient un espace topologique compact K et une fonction continue f : K Ñ R.
Alors le théorème 7.214 indique que fpKq est compact. Par conséquent fpKq est un fermé borné
de R par le théorème de Borel-Lebesgue 10.24. Puisque fpKq est borné, la fonction f est bornée.

De plus fpKq étant fermé, son infimum est un minimum et son supremum est un maximum :
il existe x P K tel que fpxq “ sup fpKq et il existe y P K tel que fpyq “ inf fpKq.

DEFooIVFZooLLlahl

Définition 10.55 (propriété de valeurs intermédiaires[313]).
Un espace topologique X a la propriété de valeurs intermédiaires si pour toute fonctions
continue f : X Ñ R, si pour tout a, b P X, nous avons rr1, r2s Ă fpXq.

PROPooGURQooAwKNUJ

Proposition 10.56 ([313]).
Un espace topologique a la propriété des valeurs intermédiaires si et seulement si il est connexe.

Démonstration. Les deux sens.
(1) ñ Soit un espace topologique X que nous supposons ne pas être connexe. Nous considérons

des ouverts A et B tels que AYB “ X et AXB “ H. Ensuite nous prenons la fonction

f : X Ñ R

x ÞÑ
#

1 si x P A
´1 si x P B.

(10.75)

Cette fonction ne vérifie manifestement pas la propriété des valeurs intermédiaires. Et pour-
tant elle est continue. En effet si O est un ouvert de R, alors f´1pOq peut valoir H, A, B
ou X suivant que 1 ou ´1 sont ou non dans O. Or toutes ces parties sont ouvertes. Donc
f´1pOq est ouvert.

(2) ð Nous supposons maintenant que X est connexe, nous considérons une fonction continue
f : X Ñ R, et nous montrons qu’elle vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. Le lemme
7.212 dit que fpXq est un connexe de R. La proposition 10.52 dit alors que fpXq est un
intervalle de R.

10.3.13 Théorème de Bolzano-Weierstrass

Le théorème suivant est essentiellement inutile pour les raisons suivantes :
— Il est un cas particulier du théorème 7.139 qui donne pour tout espace métrique, l’équivalence

entre la compacité et la compacité séquentielle.
— Il est un cas particulier du théorème 7.278 qui le donne pour tous les espaces compacts.
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Bref, nous ne le laissons que pour le lecteur qui n’aurait pas en tête d’autres définitions de « com-
pact » à part « fermé borné ».

ThoBolzanoWeierstrassRn

Théorème 10.57 (Théorème de Bolzano-Weierstrass).
Toute suite contenue dans un compact de Rm admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Nous rappelons qu’une partie compacte de Rm est fermée et bornée par le théo-
rème de Borel-Lebesgue 10.24.

Soit pxnq une suite contenue dans une partie bornée de Rm. Considérons panq, la suite réelle
des premières composantes des éléments de pxnq : pour chaque n P N, le nombre an est la première
composante de xn. Étant donné que la suite pxnq est bornée, il existe un M tel que }xn} ăM . La
croissance de la fonction racine carrée donne

|an| ď }xn} ďM. (10.76)

La suite panq est donc une suite réelle bornée et donc contient une sous-suite convergente par le
théorème correspondant dansR : 7.139. Soit aI1 une sous-suite convergente de an. Nous considérons
maintenant xI1 , c’est-à-dire la suite de départ dont on a enlevé tous les éléments qu’il faut pour
qu’elle converge en ce qui concerne la première composante.

Si nous considérons la suite bI1 des secondes composantes de xI1 , nous en extrayons, de la
même façon que précédemment, une sous-suite convergente, c’est-à-dire que nous avons un I2 Ă I1
tel que bI2 est convergent. Notons que aI2 est une sous-suite de la (sous) suite convergente xI1 , et
donc aI2 est encore convergente.

En continuant ainsi, nous construisons une sous-sous-sous-suite xI3 telle que la suite des troi-
sièmes composantes est convergente. Lorsque nous avons effectué cette procédure m fois, la suite
xIm est une suite dont toutes les composantes convergent, et donc est une suite convergente par la
proposition 10.36.

Le tableau suivant donne un petit schéma de la façon dont nous procédons. Les ‚ sont les
éléments de la suite que nous gardons, et les ˆ sont ceux que nous « jetons ».

xN ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ . . .
xI1 ˆ ‚ ‚ ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ‚ ‚ . . .
xI2 ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ˆ ˆ ‚ ‚ ˆ . . .
...
xIm ˆ ˆ ˆ ˆ ‚ ˆ ˆ ˆ ‚ ˆ . . .

(10.77)

La première ligne, xN, est la suite de départ.
CorFHbMqGGyi

Corolaire 10.58.
Si une suite est croissante et bornée alors elle est convergente.

Démonstration. Nous nommons pxnq la suite et nous prenons un majorant M . Toute la suite est
alors contenue dans le compact rx0,M s, ce qui donne une sous-suite pxαpnqq convergente par le
théorème de Bolzano-Weierstrass 7.278. Si ℓ est la limite de cette sous-suite alors nous avons
ℓ ě xn pour tout n.

Pour tout ϵ ą 0 il existe K tel que si n ą K alors |ℓ ´ xαpnq| ă ϵ. Comme ℓ majore la suite
nous avons même

xαpnq ` ϵ ą ℓ. (10.78)

Puisque la suite est croissante pour tout m ą αpKq nous avons xm ` ϵ ą ℓ, ce qui signifie
|xm ´ ℓ| ă ϵ.

Nous aurons une version pour les fonctions croissantes et bornées en la proposition 12.56.
La proposition suivante dit que la notion d’ensemble non dénombrable ne prend pas réellement

de force entre R et Rn : il n’y a pas moyen de caser R dans Rn de façon à ce qu’il y tienne à son
aise.
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Proposition 10.59.
Une partie non dénombrable de Rn possède un point d’accumulation 28.

Démonstration. Soit une partie A Ă Rn sans point d’accumulation. Nous allons prouver que A est
dénombrable.

Soient les compacts Kn “ Bp0, nq. La partie A XKn est finie ; sinon elle aurait une partie en
bijection avec N (proposition 1.138) et donc une suite. Or une suite dans un compact possède un
point d’accumulation par le théorème 7.278.

Donc tous les A X Kn sont finis. Puisque A “ Ť
nA X Kn, l’ensemble A est une réunion

dénombrable d’ensembles finis. Il est donc dénombrable.

10.3.14 Recouvrement par des intervalles ouverts

Soit un ensemble E et un ensemble A de parties de E. Soit A P A. Nous aimerions savoir quels
sont les éléments de A qui sont atteignables en partant de A et en ne « sautant » que d’intersection
en intersection.

Nous notons A “ tBiuiPI où I est un ensemble d’indices (un ensemble quelconque).

s1pAq “ ti P I tel que Bi XA ‰ Hu (10.79a)
σ1pAq “

ď

BPs1pAq
B. (10.79b)

Et ensuite :

sk`1pAq “ ti P I tel que Bi X σkpAq ‰ Hu (10.80a)
σk`1pAq “

ď

BPsk`1pAq
B (10.80b)

LEMooJHMTooXwxSAa

Lemme 10.60.
Soient un intervalle A de R et A “ tIiui“1,...,N un recouvrement de A par des intervalles ouverts.
Si I1 XA ‰ H alors

(1) σN “ σN`1

(2) A Ă σN pI1q.
Démonstration. Si σk`1 “ σk, alors tous les σk`l sont identiques. De plus si σk`1 ‰ σk, alors
σk`1 contient au moins un élément de plus que σk. Donc Cardpσkq ě k et en particulier N ď
CardpσN q ď N . Cela prouve le premier point.

L’ensemble σN pI1q est une union d’ouverts et est donc un ouvert. Quitte à renuméroter, nous
écrivons

σN pI1q “ I1 Y . . .Y In. (10.81)
L’ensemble

τ “
Nď

k“n`1
Ik (10.82)

est ouvert et est disjoint de σN pI1q parce que si Il (l ě n ` 1) intersectait σN pI1q, nous aurions
l P sN`1 ou encore Il Ă σN`1zσN .

Donc τ et σN sont deux ouverts disjoints qui recouvrent A. Puisque A est un intervalle, il
est connexe 29. Donc, soit A Ă τ , soit A Ă σN . Comme I1 X A ‰ H nous sommes dans le cas
A Ă σN .

LEMooGHPTooKgFvGb

Lemme 10.61.
Soit x P R. Si A “ tIsusPS est un ensemble d’intervalles contenant x, alors I “ Ť

sPS Is est un
intervalle 30.

28. Définition 7.31.
29. Définition 7.66 et proposition 10.52.
30. Définition 1.21.
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Démonstration. Soient a, b P I (nous supposons a ă b). Nous devons prouver que ra, bs Ă I. Pour
cela nous considérons y P ra, bs ; il y a deux possibilités : soit y ă x soit y ą x (si y “ x alors
y P Is).

Si y ă x, alors a ď y ă x et donc y “P I. Si y ą x, alors x ă y ď b et y P I.
PROPooTXMBooZaSKFF

Proposition 10.62 ([314, 315]).
Un ouvert de R peut s’écrire comme union au plus dénombrable d’intervalles ouverts disjoints.

Plus précisément, si O est un ouvert de R, il existe un ensemble F “ tIsusPS où
(1) Chaque Is est un intervalle ouvert contenu dans O,
(2) Pour s, t P S, si Is ‰ It, alors Is X It “ H.
(3) S est dénombrable,

Démonstration. Pour x P O, nous définissons Jx comme étant l’union de tous les intervalles ouverts
contenus dans O et contenant x. Les Jx ne sont pas vides parce qu’ils contiennent toujours une
boule centrée en x 31.

En tant qu’union d’intervalles, Jx est un intervalle par le lemme 10.61. De plus, Jx est ouvert
parce que toute union d’ouverts est ouverte 32.

Nous notons A l’ensemble des intervalles ouverts contenus dans O, et

Ax “ tI P A tel que x P Iu. (10.83)

(1) Si y P Jx, alors Jx “ Jy Puisque y P Jx, nous pouvons considérer J “ AxXAy. Nous avons

Jy “
ď

IPAy

I Ă
ď

IPAy

pI Y Jqloomoon
PAx

Ă
ď

IPAx

I “ Jx. (10.84)

L’inclusion dans l’autre sens s’obtient en écrivant la même équation en échangeant x et y.
(2) Les Jx sont disjoints Nous prouvons à présent que pour x, y P O, nous avons Jx “ Jy ou

Jx X Jy “ H. En effet si a P Jx X Jy, alors Ja “ Jx et Ja “ Jy. Donc Jx “ Jy.
(3) Dénombrable C’est le moment d’écrire F “ tJxuxPO. Comme tout intervalle contient au

moins un rationnel (proposition 10.16), nous avons aussi

F “ tJxuxPO “ tJquqPQXO. (10.85)

Cet ensemble F vérifie les conditions demandées.

10.4 Connexité par arcs
DEFooOXVCooBizpgK

Définition 10.63.
Une partie A d’un espace topologique est connexe par arcs si pour tout a, b P A, il existe une
application continue γ : r0, 1s Ñ A telle que γp0q “ a et γp1q “ b.

10.64.
Un exemple d’ensemble connexe mais pas connexe par arcs est donné par la proposition 21.56.
L’idée de cet exemple est de construire un ensemble en deux parties reliées par un chemin de
longueur infinie.

Un espoir fou nous prend alors de croire que nous pouvons produire un exemple plus simple
avec R Y t`8u parce que, dans cet ensemble, 1 et `8 sont reliés par un chemin de longueur
infinie. La proposition 12.57 nous montrera que non.

31. C’est la définition 7.105 de la topologie métrique.
32. C’est dans la définition 7.1 d’une topologie.
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LEMooQPYMooRKVSrv

Lemme 10.65.
Une partie connexe par arcs est connexe.

Beaucoup d’espaces connexe sont connexes par arcs. La proposition suivante couvre entre autres
le cas de tout ouvert connexe d’un espace vectoriel normé comme l’espace euclidien.

PROPooYFDBooHbBjzF

Proposition 10.66 ([316]).
Tout espace connexe et localement connexe par arcs est connexe par arcs.

LEMooTVQMooFxrFaT

Lemme 10.67.
Soient deux espaces topologiques E et F , et f : E Ñ F un homéomorphisme 33. E est connexe par
arcs 34 si et seulement si F l’est.

10.68.
Voici une idée de la preuve.

On montre en réalité que l’image d’un connexe par arcs par une application continue est un
connexe par arcs, ce qui implique chaque sens de l’équivalence de l’énoncé.

Soient p et q des points de F . Il existe un chemin reliant un antécédent de p et un antécédent
de q (dans E). L’image de ce chemin est un chemin reliant p et q (dans F ) puisque composé
d’applications continues.

LEMooQFQFooDlxkw

Lemme 10.69.
Une sphère de Rn est connexe par arcs si n ą 1

10.70.
Une idée de la preuve.

On voit qu’un cercle est connexe par arcs car on a un paramétrage en sinus et cosinus. Pour
une sphère S de centre a en dimension n ą 2, on se donne p et q sur S et on définit P le plan
affine passant par a, p et q. Alors P X S est un cercle, donc on peut relier p à q par un chemin
dans cette intersection.

Pour voir sur une formule que P X S est un cercle, on peut écrire x´ a “ λpa´ pq ` µpa´ qq
l’équation (en x) du plan P , et |x´ a|2 “ R2 l’équation (en x) de la sphère. En injectant, on obtient
une équation du second degré en λ, µ qui se révèle être l’équation d’un cercle à une transformation
affine près.

LEMooDYNSooOmJbYq

Lemme 10.71.
Un ouvert connexe par arcs dans Rn (n ě 2) reste connexe par arcs même si on lui enlève un
point.

10.72.
Une idée de la preuve.

En effet, soit U un tel ouvert connexe par arcs, et p un point de U . Soient x et y sur Uztpu.
Il existe un chemin γ de x à y. Si le chemin ne passe pas par p, c’est gagné. Si il passe par p,
on choisit une boule B fermée (de rayon non-nul) centrée en p qui ne contient ni x ni y. On note
E “ γ´1pBq Ă r0; 1s c’est un ensemble compact (fermé, par continuité de γ, et borné) dont on
regarde le maximum t̄ et le minimum t.

Il reste enfin à définir un chemin entre p et q par morceaux
(1) Les points p et γptq sont reliés par γ,
(2) Par connexité par arcs, il existe un chemin sur la sphère qui relie γptq à γpt̄q,
(3) et enfin γpt̄q et q sont reliés via γ ;

ce qui achève la construction d’un chemin continu entre p et q.

33. Définition 7.38.
34. Définition 10.63
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Pour conclure l’exercice, par l’absurde, on prend un voisinage connexe et ouvert V de 0 dans le
cône, homéomorphe à un ouvert connexe U de R2. Or V zt0u n’est pas connexe par arcs, alors que
l’ouvert dont on retire un point reste connexe par arcs. C’est impossible, donc l’homéomorphisme
n’existe pas, et le cône n’est pas une variété de dimension 2.

10.4.1 Des exemples

Exemple 10.73.
Nous étudions l’exemple suivant :

A1 “ tpx, yq P R2 | 2y2 ` 4y ` 2 ă x ď
a

4´ y2, y P r´1.5, 0.5ru. (10.86)

On commence par tracer la parabole x “ 2y2`4y`2, la circonférence x2`y2 “ 4 et les droites
y “ ´1.5 et y “ 1{2. On voit tout de suite que l’aire délimitée par les quatre courbes est donnée par
l’union de deux parties. Dans la première

a
4´ y2 ď x ď 2y2 ` 4y ` 2, y P r0, 0.5s et dans l’autre

2y2 ` 4y ` 2 ď x ď a
4´ y2, y P r´1.5, 0s. L’ensemble A1 est contenu dans la deuxième, 10.1.

L’intérieur de A1 est donné par IntpA1q “ tpx, yq P R2 | 2y2`4y`2 ă x ăa
4´ y2, y Ps´1.5, 0ru,

et sa frontière est l’union de 3 morceaux de courbe ℓ1, ℓ2, ℓ3 :

ℓ1 “ tpx, yq |x “ 2y2 ` 4y ` 2, y P r´1.5, 0su
ℓ2 “ tpx, yq |x “

a
4´ y2, y P r´1.5, 0su

ℓ3 “ tpx, yq |x P r0.5,
a

7{4s y “ ´1.5u.
(10.87)

´1 1 2 3 4 5

´2

´1

1

Figure 10.1: LabelFigLAfWmaN

△
EXooEJWBooDjBfKV

Exemple 10.74.
Nous étudions

A3 “ NˆQ “ tpx, yq P R2 | x P N, y P Qu. (10.88)

L’ensemble A3 n’est pas ouvert, ni fermé, ni borné dans la topologie de R2. Le lemme 7.28 dit que
Q a un intérieur vide et sa fermeture est R. L’ensemble N, par contre est fermé et non borné. On
peut remarquer que tous les points de N sont points isolés. La fermeture de A3 est alors NˆR et
son intérieur est vide. On peut dessiner la fermeture de cet ensemble comme une famille de droites
verticales x “ n, pour tout n dans N. △

Exemple 10.75.
Nous étudions l’ensemble

A3 “ tpt, 2tq P R2 | t P r0, 1s u. (10.89)

L’ensemble A3 est un petit segment de droite. Son intérieur est vide parce que toute boule
centrée en un point de la droite intersecte l’extérieur de la droite. Son adhérence et sa frontière
sont A3 lui-même parce que nous considérons les valeurs de t dans r0, 1s qui est un intervalle fermé.
Si l’intervalle avait été ouvert, l’adhérence et la frontière auraient été trouvés en fermant :

tpt, 2tq tels que t P r0, 1r u “ tpt, 2tq tels que t P r0, 1su (10.90)
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Étant donné que son adhérence est égal à lui-même, cet ensemble est fermé (et donc pas ouvert).
Il est également borné parce qu’il est contenu dans une boule de rayon 3. △

Exemple 10.76.
Nous étudions l’ensemble

A4 “ QˆQ “ tpx, yq P R2 | x P Q, y P Qu. (10.91)

Dans R nous savons que Q̄ “ R, IntpQq “ H et BQ “ R parce que toute boule centrée en un
rationnel contient un irrationnel, et inversement, toute boule centrée en un irrationnel contient un
rationnel. Dans R2 nous avons le même phénomène parce dans la boule B

`pp, qq, r˘ avec pp, qq P
Q ˆQ, se trouvent en particulier les points de la forme pp, xq avec x P Bpq, rq Ă R. Évidement,
certains de ces x ne sont pas dans Q et par conséquent, la boule B

`pp, qq, r˘ contient les points
pp, xq R QˆQ.

De la même manière, si px, yq est un point de R2, dans toute boule centrée en px, yq, il y aura
un élément de Q2.

Par conséquent, IntpQˆQq “ H, QˆQ “ RˆR et BpQˆQq “ R2.
Il n’est ni ouvert ni fermé (parce qu’il n’est égal ni à son intérieur ni à sa fermeture). Il n’est

pas borné non plus parce qu’il existe des nombres rationnels arbitrairement grands. △

Exemple 10.77.
Nous étudions l’ensemble

A5 “ tpx, yq P R2 | x Ps0, 1r, sin 1
x
ă y ă 3u. (10.92)

La fonction x ÞÑ sinp 1
xq est une des fonctions dont le graphe doit être connu. La figure 10.2

montre la situation. Comme d’habitude, il est fortement recommandé de refaire le dessin soi-même.

‚

´1 1 2
´1

1

2

3

Figure 10.2: Les points qui sont sur l’axe vertical entre 0 et 3 sont sur la frontière, mais pas dans
l’ensemble A5. LabelFigAdhIntFrTrois

L’ensemble A5 est ouvert parce que les conditions x P s0, 1r et sin 1
x ă y ă 3 sont des conditions

« ouvertes » au sens où si un point les vérifient, alors on peut trouver une boule dans lequel ces
conditions restent vérifiées. Cela prouve que IntpA5q “ A5.

La fermeture de A5 contient en outre les points tels que sin 1
x “ y entre x “ 0 et x “ 1 (les

bornes étant incluses) ainsi que les points des trois segments de droites suivants :

tp0, yq tels que y P r´1, 3su
tpx, 3q tels que x P r0, 1su

tp1, yq tels que y P rsinp1q, 3su.
(10.93)

La frontière est composée de ces trois segments et du graphe de la fonction sin 1
x entre 0 et 1.

L’ensemble A5 est borné parce qu’il est contenu par exemple dans la boule centrée en p0, 0q et
de rayon 10. Il est ouvert et donc pas fermé. △
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ItemexoEspVectoNorme0003iv

Exemple 10.78.
Nous étudions l’ensemble

A6 “
ď

nPN0

tp 1
n
, yq | y P r0, 1s u. (10.94)

L’ensemble A6 est une union infinie de segments de droites verticaux, voir figure 10.3

‚

1

1

Figure 10.3: Le segment sur l’axe vertical entre y “ 0 et y “ 1 fait partie de l’adhérence et de la
frontière, mais pas de l’ensemble A6 lui-même. LabelFigAdhIntFrSix

L’intérieur est vide parce qu’autour de tout réel de la forme 1
n , il y a un réel qui n’est pas de

cette forme. En ce qui concerne la frontière et l’adhérence, il s’agit de l’union de tous ces segments
plus le segment en x “ 0.

En effet, la boule de rayon r autour du point p0, yq contient le point p 1
n , yq avec n assez grand

pour que 1
n ă r. △

10.4.2 Quelques mots à propos de la droite réelle achevée

Définition 10.79.
La droite réelle achevée est l’ensemble R Y t˘8u où ˘8 sont deux nouveaux éléments. Nous
la notons R pour des raisons que nous verrons à peine plus bas.

Cette définition ne servirait à rien si nous n’y mettions pas une topologie pour positionner les
éléments ˘8 par rapport à ceux qui existaient déjà dans R.

Définition 10.80 (Topologie sur R̄).
La topologie sur R̄ est celle sur R à laquelle nous ajoutons les voisinages de ˘8 de la façon
suivante. Une partie V de R̄ est un voisinage de `8 si il existe m ą 0 tel que sm,`8s Ă V .

Le lemme suivant justifie la notation R pour la droite réelle achevée 35.
LEMooPZXHooEEXsTC

Lemme 10.81.
L’adhérence 36 de R dans R est R.

Démonstration. Il suffit de prouver que `8 et ´8 sont dans l’adhérence de R. Nous le faisons
pour `8. Ce n’est pas très compliqué : si A est un ouvert contenant `8, il contient une partie
de la forme sa,`8s, et donc contient des éléments de R.

Pour la suite nous utilisons la notation (pratique en probabilité)

tf ă au “ tx P S tel que fpxq ă au. (10.95)

35. Notez que l’espace métrique R est déjà complet. Il ne s’agit donc pas d’une completion.
36. Définition 7.20.
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10.5 Continuité

La définition de fonction continue est la définition 7.33.

(1) Dans le cas d’une fonction f : R Ñ R, la définition de la continuité devient la proposition
10.82.

(2) Une application continue vers un espace normé est localement bornée, proposition 7.116.
PROPooVNGEooPwbxXP

Proposition 10.82.
Soient A Ă R et a P A. La fonction f : A Ñ R est continue 37 en a si et seulement si pour tout
ϵ ą 0, il existe un δ ą 0 tel que si x P Bpa, δq XA alors |fpxq ´ fpaq| ď ϵ.

Démonstration. En deux parties.
(1) Si f est continue Soit ϵ ą 0. L’ouvert W “ B

`
fpaq, ϵ˘ contient fpaq. La définition de la

continuité en a dit qu’il existe un ouvert V de A contenant a et tel que fpV q Ă B
`
fpaq, ϵ˘.

Vu que V est un ouvert de A 38, il contient une partie de la forme Bpa, δqXA pour un certain
δ ą 0. Pour ce δ, nous avons bien que fpxq P B`fpaq, ϵ˘ dès que x P Bpa, σq XA.

(2) Si f dans l’autre sens Soit un ouvert W de R contenant fpaq. Nous avons un ϵ ą 0 tel
que B

`
fpaq, ϵ˘ ĂW . Il existe donc un δ ą 0 tel que

f
`
Bpa, δq XA˘ Ă B

`
fpaq, ϵ˘ ĂW. (10.96)

La partie Bpa, δq XA est un voisinage de a dans A.

Nous allons maintenant étudier quelques conséquences de la continuité sur R.

(1) D’abord on voit que la continuité n’a été définie qu’en un point. On peut dire que la fonction
f est continue en tel point donné, mais nous n’avons pas dit ce qu’est une fonction continue
dans son ensemble.

(2) Le théorème 7.199 nous précise que si I est un intervalle de R, la fonction f est continue sur
I si et seulement si elle est continue en chaque point de I.

(3) Comme la définition de f continue en a fait intervenir fpxq pour tous les x pas trop loin
de a, il faut au moins déjà que f soit définie sur ces x. En d’autres termes, dire que f est
continue en a demande que f existe sur un intervalle autour de a.
Ceci couplé à la définition précédente laisse penser qu’il est surtout intéressant d’étudier les
fonctions qui sont continues sur un intervalle.

(4) L’intuition qu’une fonction continue doit pouvoir être tracée sans lever la main correspond
aux fonctions continues sur des intervalles. Au moins sur l’intervalle où elle est continue, elle
devrait être traçable en un coup. Cette intuition est complètement fausse (comme pratique-
ment toutes les intuitions), comme le montre l’exemple 10.83.

EXooJBGSooBOGSse

Exemple 10.83.
Il est très possible d’être continue en un seul point. Par exemple la fonction

fpxq “ xp1´ 1Qpxqq (10.97)

où 1Q est la fonction indicatrice de Q dans R. △
PROPooUBUAooNIxjfg

Proposition 10.84.
Si f : RÑ R est continue au point a P R et si fpaq ‰ 0, alors il existe un voisinage de a sur lequel
f ne s’annule pas.

37. Définition 7.33(1).
38. Topologie induite et tout ça.
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Démonstration. Si f s’annulait sur tout voisinage de a (mais pas en a lui-même), nous aurions,
pour tout n un réel

xn P B
`
a,

1
n

˘ztau (10.98)

tel que fpxnq “ 0. Cela donnerait une suite xn Ñ a avec fpxnq Ñ 0, ce qui contredit la continuité
de f en a en vertu de la proposition 7.243 sur la continuité séquentielle en un point.

Notons que ce résultat se généralise : si f est continue et pas égale à r en a, alors il existe un
voisinage de a sur lequel elle ne prend pas la valeur r.

10.5.1 Opération sur la continuité

Nous allons démontrer maintenant une série de petits résultats qui permettent de simplifier la
démonstration de la continuité de fonctions.

Théorème 10.85.
Si la fonction f est continue au point a, alors la fonction λf est également continue en a.

Démonstration. Commençons par exprimer la continuité de f en a. Soit ϵ1 ą 0. Il existe δ1 ą 0
tel que

p|x´ a| ď δ1q ñ |fpxq ´ fpaq| ď ϵ1.

En travaillant avec λf au lieu de f ,

p|x´ a| ď δ1q ñ |pλfqpxq ´ pλfqpaq| ď |λ|ϵ1. (10.99)

Passons à la continuité de λf . Soit ϵ ą 0. Nous posons ϵ1 “ ϵ{|λ| et nous considérons le δ1
correspondant :

p|x´ a| ď δ1q ñ |pλfqpxq ´ pλfqpaq| ď |λ|ϵ1 “ ϵ.

Ce δ1 est celui que l’on cherchait.

Théorème 10.86.
Si f et g sont deux fonctions continues en a, alors la fonction f ` g est également continue en a.

Démonstration. La continuité des fonctions f et g au point a fait en sorte que pour tout choix de
ϵ1 et ϵ2, il existe δ1 et δ2 tels que

p|x´ a| ď δ1q ñ |fpxq ´ fpaq| ď ϵ1.

et
p|x´ a| ď δ2q ñ |gpxq ´ gpaq| ď ϵ2.

La quantité que nous souhaitons analyser est |fpxq` gpxq´fpaq´ gpaq|. Tout le jeu de la démons-
tration de la continuité est de triturer cette expression pour en tirer quelque chose en termes de ϵ1
et ϵ2. Si nous supposons avoir pris |x´ a| plus petit en même temps que δ1 et que δ2, nous avons

|fpxq ` gpxq ´ fpaq ´ gpaq| ď |fpxq ´ gpxq| ` |gpxq ´ gpaq| ď ϵ1 ` ϵ2
en utilisant la formule générale |a ` b| ď |a| ` |b|. Maintenant, si on choisit ϵ1 et ϵ2 tels que
ϵ1 ` ϵ2 ă ϵ, et les δ1, δ2 correspondants, on a

|fpxq ` gpxq ´ fpaq ´ gpaq| ď ϵ,

pourvu que |x ´ a| soit plus petit que δ1 et δ2. Le bon δ à prendre est donc le minimum de δ1 et
δ2 qui eux-mêmes sont donnés par un choix de ϵ1 et ϵ2 tels que ϵ1 ` ϵ2 ď ϵ.

Pour résumer ces deux théorèmes, on dit que si f et g sont continues en a, alors la fonction
αf ` βg est également continue en a pour tout α, β P R.
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PROPooVNKVooJvxarf

Proposition 10.87.
Soient des parties Ωf et Ωg dans R. Soient f : Ωf Ñ R ainsi que g : Ωg Ñ R telles que

(1) g est continue en a et vaut gpaq “ ℓ.
(2) f est continue en ℓ et vaut fpℓq “ b.
(3) gpΩgq Ă Ωf .

Alors f ˝ g est continue en a.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. La continuité de f dit que il existe η ą 0 tel que

y P Bpℓ, ηq X Ωf ñ |fpyq ´ fpℓq| ă ϵ. (10.100)

La continuité de g donne δ ą 0 tel que

x P Bpa, δq X Ωg ñ |gpxq ´ gpaq| ă η. (10.101)

Si x P Bpa, δq X Ωg, alors gpxq P Bpℓ, ηq X Ωf . Donc

|pf ˝ gqpxq ´ fpℓq| ă ϵ. (10.102)

Mais fpℓq “ pf ˝ gqpaq. Tout cela est la continuité de f ˝ g en a.

Parmi les propriétés immédiates de la continuité d’une fonction, nous avons ceci qui est souvent
bien utile.

CorNNPYooMbaYZg

Corolaire 10.88.
Si la fonction f est continue en a et si fpaq ą 0, alors f est positive sur un intervalle autour de a.

Démonstration. Prenons ϵ ă fpaq et voyons 39 ce que la continuité de f en a nous offre : il existe
un δ tel que

p|x´ a| ď δq ñ |fpxq ´ fpaq| ď ϵ ă fpaq.
Nous en retenons que sur un intervalle (de largeur δ), nous avons |fpxq ´ fpaq| ď fpaq. Par
hypothèse, fpaq ą 0, donc si fpxq ă 0, alors la différence fpxq´fpaq donne un nombre encore plus
négatif que ´fpaq, c’est-à-dire que |fpxq ´ fpaq| ą fpaq, ce qui est contraire à ce que nous venons
de démontrer. D’où la conclusion que fpxq ą 0.

10.5.2 La fonction la moins continue du monde

Parmi les exemples un peu sales de fonctions non continues, il y a celle-ci :

χQpxq “
#

1 si x P Q
0 sinon.

Par exemple, χQp0q “ 1, et 40 χQpπq “ χQp
?

2q “ 0. Bien que χQp0q “ 1, il n’existe aucun
voisinage de 1 sur lequel la fonction reste proche de 1, parce que tout voisinage va contenir au
moins un irrationnel. À chaque millimètre, cette fonction fait une infinité de bonds !

Cette fonction n’est donc continue nulle part.
À partir de là, nous pouvons construire la fonction suivante qui n’est continue qu’en un point :

fpxq “ xχQpxq “
#
x si x P Q
0 sinon.

39. ici, nous insistons sur le fait que nous prenons ϵ strictement plus petit que fpaq.
40. Pour prouver que

?
2 n’est pas rationnel, c’est pas trop compliqué, mais pour prouver que π ne l’est pas non

plus, il faudra encore manger de la soupe.
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Cette fonction est continue en zéro. En effet, prenons δ ą 0 ; il nous faut un ϵ tel que |x| ď ϵ
implique fpxq ď δ parce que fp0q “ 0. Bon ben prendre simplement ϵ “ δ nous contente. Cette
fonction est donc très facilement continue en zéro.

Et pourtant, dès que l’on s’écarte un tant soit peu de zéro, elle fait des bons une infinité de
fois par millionième de millimètre ! Cette fonction est donc la plus discontinue du monde en tous
les points, sauf un (zéro), où c’est une fonction continue !

10.5.3 Approche topologique

Nous avons vu que sur tout ensemble métrique, nous pouvons définir ce qu’est un ouvert : c’est
un ensemble qui contient une boule ouverte autour de chacun de ses points. Quand on est dans un
ensemble ouvert, on peut toujours un peu se déplacer sans sortir de l’ensemble.

Le théorème suivant est une très importante caractérisation des fonctions continues (de R dans
R) en termes de topologie, c’est-à-dire en termes d’ouverts.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 10.89
Le théorème suivant n’a aucun sens parce que c’est pratiquement la définition de la continuité
d’une fonction, définition 7.33. Peut-être que ce qu’on a en tête est la proposition 7.34 qui donne
l’équivalence entre application continue et continu en chaque point.

ThoContInvOuvert

Théorème 10.90.
Si I est un intervalle ouvert contenu dans dom f , alors f est continue sur I si et seulement si pour
tout ouvert O dans R, l’image inverse f |´1

I pOq est ouvert.

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons transformer le critère de continuité en termes
de boules ouvertes, et ensuite, nous passerons à la démonstration proprement dite. Le critère de
continuité de f au point x dit que

@δ ą 0, D ϵ ą 0 tel que
`|x´ a| ă ϵ

˘ñ |fpxq ´ fpaq| ă δ. (10.103)EqDEfCOntAnEqDEfCOntAn

Cette condition peut être exprimée sous la forme suivante :

@δ ą 0, Dϵ tel que a P Bpx, ϵq ñ fpaq P B`fpxq, δ˘,

ou encore
@δ ą 0, Dϵ tel que f

`
Bpx, ϵq˘ Ă B

`
fpxq, δ˘. (10.104)EqRedefContBoulesEqRedefContBoules

Jusque ici, nous n’avons fait que du jeu de notations. Nous avons exprimé en termes de topologie
des inégalités analytiques. La condition (10.104) est le plus souvent utilisée comme définition de la
continuité d’une fonction en x, lorsque le contexte ne demande pas de définitions plus générales.
Si tel est le choix, il faut pouvoir retrouver (10.103) à partir de (10.104).

Passons maintenant à la démonstration proprement dite du théorème.
D’abord, supposons que f est continue sur I, et prenons O, un ouvert quelconque. Le but

est de prouver que f |´1
I pOq est ouvert. Pour cela, nous prenons un point x0 P f |´1

I pOq et nous
allons trouver un ouvert autour de ce point, contenu dans f |´1

I pOq. Nous écrivons y0 “ fpx0q.
Évidemment, y0 P O, donc on a une boule autour de y0 qui est contenue dans O, soit donc δ ą 0
tel que

Bpy0, δq Ă O.

Par hypothèse, f est continue en x0, et nous pouvons donc y appliquer le critère (10.104). Il existe
donc ϵ ą 0 tel que

f
`
Bpx0, ϵq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘ Ă O.

Cela prouve que Bpx0, ϵq Ă f |´1
I pOq.

Dans l’autre sens, maintenant. Nous prenons x0 P I et nous voulons prouver que f est continue
en x0, c’est-à-dire que pour tout δ, nous cherchons un ϵ tel que f

`
Bpx0, ϵq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘
. Oui,
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mais B
`
fpx0q, δ

˘
est ouverte, donc par hypothèse, f |´1

I

´
B
`
fpx0q, δ

˘¯
est ouvert, inclus dans I et

contient x0. Donc il existe un ϵ tel que

Bpx0, ϵq Ă f |´1
I

´
B
`
fpx0q, δ

˘¯
,

et donc tel que
f
`
Bpx0, ϵq

˘ Ă B
`
fpx0q, δ

˘
,

ce qu’il fallait prouver.
ThoValInter

Théorème 10.91 (Théorème des valeurs intermédiaires).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs, et supposons que fpaq ă fpbq. Alors pour tout y tel que
fpaq ď y ď fpbq, il existe un x P ra, bs tel que fpxq “ y.

Démonstration. Nous savons que ra, bs est connexe parce que c’est un intervalle (proposition 10.52).
Donc f

`ra, bs˘ est connexe (lemme 7.212) et donc est un intervalle (à nouveau la proposition 10.52).
Étant donné que f

`ra, bs˘ est un intervalle, il contient toutes les valeurs intermédiaires entre n’im-
porte quels deux de ses éléments. En particulier toutes les valeurs intermédiaires entre fpaq et
fpbq.

NORMooTQWWooQVPWIJ

10.92.
Une façon classique d’utiliser le théorème des valeurs intermédiaires 10.91. Si f : r0,8r Ñ r0,8r
est continue et vérifie fp0q “ 0 et limxÑ8 fpxq “ 8, alors f est surjective.

En effet si y P r0,8r, alors il existe a P r0,8r tel que fpaq ą y. Donc il existe x P r0, as tel que
fpxq “ y.

CorImInterInter

Corolaire 10.93.
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Démonstration. Soient I un intervalle, α ă β P fpIq et γ P sα, βr. Nous considérons a, b P I tels
que α “ fpaq et β “ fpbq. Par le théorème des valeurs intermédiaires 10.91, il existe t P sa, br tel
que fptq “ γ. Par conséquent γ P fpIq.

10.5.4 Limite sur des chemins
PROPooREUUooUNDFRi

Proposition 10.94.
Soit une application f : X Ñ Y entre espaces topologiques. Nous supposons que limxÑa fpxq “ b.
Alors pour toute application continue γ : RÑ X telle que γp0q “ a, nous avons

lim
tÑ0
pf ˝ γqptq “ b. (10.105)

10.5.5 Racine carrée
DEFooGQTYooORuvQb

Corolaire-Définition 10.95 (Existence de la racine carrée).
Si x ě 0 dans R alors il existe un unique réel y ě 0 tel que y2 “ x. Ce nombre est noté

?
x et est

nommé racine carrée de x.

Démonstration. La fonction f : t ÞÑ t2 est continue et strictement croissante. Nous avons fp0q “ 0
et 41 fpx ` 1q ą x. Donc le théorème des valeurs intermédiaires 10.91 nous assure qu’il existe un
unique y P r0, x` 1s tel que fpyq “ x.

LEMooWSVNooKsymDy

Lemme 10.96.
Quelques formules.

(1) ?xy “ ?x?y si x, y ě 0.

41. Faites deux cas suivant x ě 1 ou non si vous le voulez, moi je prends x` 1.
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ITEMooEPHBooCEeJOD

(2)
?
λ2x “ |λ|?x si x ě 0.

LEMooSBOAooOOIotR

Lemme 10.97.
La fonction racine carrée est strictement croissante.

Démonstration. Supposons que x ă y. Si
?
x ą ?y, alors la croissance de la fonction carré donne

x ą y qui est contraire à l’hypothèse.

10.5.6 Module sur les nombres complexes
LEMooVHDAooJyoakR

Lemme-Définition 10.98.
Si z P C, alors zz̄ est un réel positif.

Nous définissons le module sur C par 42

|z| “ ?zz̄. (10.106)

Démonstration. Prouvons que zz̄ est un réel positif. En effet si z “ a` bi alors

zz̄ “ pa` biqpa´ biq “ a2 ´ abi` abi` b2 “ a2 ` b2 ě 0. (10.107)

LEMooJRLWooScVrkG

Lemme 10.99.
Si z P C nous avons

z ` z̄ “ 2 Repzq. (10.108)EQooQDGTooBejPUEEQooQDGTooBejPUE

Démonstration. Soit z “ a` bi avec a, b P R. Nous avons

z ` z̄ “ a` bi` a´ bi “ 2a “ 2 Repzq. (10.109)

PROPooUMVGooIrhZZg

Proposition 10.100.
Pour tout nombres complexes z “ a` bi et z1, nous avons ITEMooYBJVooGXiDSd

(1) zz̄ “ a2 ` b2 ;
ITEMooCGLSooKHbzkn

(2) ¯̄z “ z ;
ITEMooDKWDooUjEuZA

(3) |z| “ |z̄| ;
ITEMooFXKYooUOXbwH

(4) |zz1| “ |z| |z1| ;
ITEMooUJHPooUFdvqB

(5) |z ` z1| “a|z|2 ` |z1|2 ` 2 Repzz̄1q.
ITEMooDVMDooFDmOur

(6) |z1 ` z2| ď |z1| ` |z2| ITEMooHBIEooEhzlwI

(7) |z1 ` z2| “ |z1| ` |z2| si et seulement si z1z̄2 P R`.
ITEMooMCAAooTuUxLV

(8) Nous avons |Repzq| ď |z| et nous avons l’égalité si et seulement si z P R.

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Pour (1) Calcul direct :

zz̄ “ pa` biqpa´ biq “ a2 ´ abi` abi` b2 “ a2 ` b2. (10.110)

(2) Pour (2) On a :
¯̄z “ pa´ biq “ a` bi. (10.111)

42. Définition de la racine carrée : 10.95.
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(3) Pour (3) Même calcul que pour (1).
(4) Pour (4) Puisque les deux membres de l’égalité à prouver sont positifs, il est suffisant de

prouver l’égalité des carrés (lemme 10.97). Nous avons

zz1 “ pa` biqpa1 ` b1iq “ aa1 ´ bb1 ` ipab1 ` ba1q, (10.112)

donc

|zz1|2 “ paa1 ´ bb1q2 ` pab1 ` ba1q2 (10.113a)
“ paa1q2 ` pbb1q2 ´ 2aa1bb1 ` pab1q2 ` pba1q2 ` 2ab1ba1 (10.113b)
“ a2pa12 ` b12q ` b2pb12 ` a12q (10.113c)
“ pa2 ` b2qpa12 ` b12q. (10.113d)

D’autre part, `|z||z1|˘2 “ |z|2|z1|2 “ pa2 ` b2qpa12 ` b12q. (10.114)EQooRSGGooGfWTrSEQooRSGGooGfWTrS

(5) Pour (5) En utilisant la formule (10.108) pour z1z̄, nous avons :

|z ` z1|2 “ pz ` z1qpz̄ ` z̄1q “ zz̄ ` zz̄1 ` z1z̄ ` z1z̄1 “ |z|2 ` |z1|2 ` 2 Repzz̄1q. (10.115)

(6) Pour (8) En plusieurs points.
(6a) L’inégalité Par croissance de la fonction racine carrée nous avons, en posant z “

a` bi :
|Repzq| “ |a| “a|a|2 ďa|a|2 ` |b|2 “ |z|. (10.116)EQooBFANooKcSsWiEQooBFANooKcSsWi

(6b) Égalité dans un sens Si |Repzq| “ |z|, alors toutes les inégalités dans (10.116) sont
des égalités. En particulier a|a|2 “a|a|2 ` |b|2. (10.117)
Par stricte croissance de la fonction racine carré, nous déduisons que |b|2 “ 0 et donc
que b “ 0.

(6c) Égalité dans l’autre sens Si z P R, alors Repzq “ z, et nous avons l’égalité.
(7) Pour (6) Nous posons z1 “ a1 ` b1i et z2 “ a2 ` b2i. Ensuite nous calculons, en utilisant

(10.114) :
`|z1| ` |z2|

˘2 “ |z1|2 ` |z2|2 ` 2|z1||z2| “ a2
1 ` b2

1 ` a2
2 ` b2

2 ` 2
b
pa2

1 ` b2
1qpa2

2 ` b2
2q. (10.118)

et

|z1 ` z2|2 “ |pa1 ` a2q2 ` ipb1 ` b2q|2 (10.119a)
“ pa1 ` a2q2 ` pb1 ` b2q2 (10.119b)
“ a2

1 ` a2
2 ` 2a1a2 ` b2

1 ` b2
2 ` 2b1b2. (10.119c)

En faisant la différence,
`|z1| ` |z2|

˘2 ´ |z1 ` z2|2 “ 2
b
pa2

1 ` b2
1qpa2

2 ` b2
2q ´ 2pa1a2 ` b1b2q. (10.120)

Pour prouver que cette différence est positive, nous comparons les carrés des deux termes :

A “ pa2
1 ` b2

1qpa2
2 ` b2

2q (10.121a)
B “ pa1a2 ` b1b2q2. (10.121b)

Nous avons :
A “ a2

1a
2
2 ` a2

1b
2
2 ` b2

1a
2
2 ` b2

1b
2
2 (10.122)

et
B “ a2

1a
2
2 ` b2

1b
2
2 ` 2a1a2b1b2. (10.123)

Et un petit calcul montre enfin que

A´B “ a2
1b

2
2 ` b2

1a
2
2 ´ 2a1a2b1b2 “ pa1b2 ´ b1a2q2 ě 0. (10.124)
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LEMooNIXZooDxfpNM

Lemme 10.101.
Soient des réels strictement positifs aij et des complexes zi P C tels que pour tout j “ 1, . . . , n nous
ayons

nÿ

i“1
aij |zi| “ |

ÿ

i

aijzi|. (10.125)

Alors les zi sont colinéaires au sens où il existe des nombres réels positifs si et un z0 P C tels que
zi “ siz0.

LEMooXJBJooFDmhnV

Lemme 10.102.
Si deux nombres complexes a, b P C vérifient ab̄ P R, alors nous sommes dans un des deux cas
suivants :

— b “ 0
— il existe λ P R tel que a “ λb.

De façon équivalente, il existe α, β P R non tous deux nuls tels que αa` βb “ 0.

Démonstration. Nous écrivons a “ a1 ` ia2 et b “ b1 ` ib2 avec ai, bi P R. Nous supposons b ‰ 0.
Nous effectuons la multiplication ab̄ “ pa1 ` ia2qpb1 ´ ib2q et nous annulons la partie imaginaire :

a2b1 ´ a1b2 “ 0. (10.126)

Si b1 “ 0 alors a1b2 “ 0 avec b2 ‰ 0, ce qui implique a1 “ 0. Donc a “ ia2, b “ ib2. Résultat
obtenu.

Si b1 ‰ 0 alors
a2 “ a1b2

b1
, (10.127)

et nous avons alors
a “ a1

b1
b. (10.128)

Mission accomplie.
Nous prouvons à présent la formulation équivalente. Si b “ 0 il suffit de prendre α “ 0. Si

a “ λb il faut prendre α “ β{λ.
Dans l’autre sens, si α ‰ 0 alors a “ ´pβ{αqb et si α “ 0 alors β ‰ 0 et il reste b “ 0.

PROPooZJAXooYwSSvo

Proposition 10.103.
La paire pC, |.|q est un espace vectoriel normé 43.

Démonstration. Nous devons prouver les différents points de la définition 7.152.
(1) |z| ě 0 parce que la racine carrée prend ses valeurs dans R`.
(2) Si |z| “ 0, alors, en notant z “ a` bi nous avons a2 ` b2 “ 0. Cela implique a “ b “ 0 (vous

pouvez soit invoquer le lemme 1.417, soit ne rien dire et faire comme si c’était évident).
(3) Si λ P R, alors pλzqpλzq “ λ2zz̄ et nous avons

|λz| “
?
λ2zz̄ “ |λ|?zz̄ “ |λ||z|. (10.129)

(4) L’inégalité |x` y| ď |x| ` |y| est la proposition 10.100(7).

PROPooXLARooYSDCsF

Proposition 10.104.
Si z1 et z2 sont des nombres complexes, alors

|z1z2| “ |z1||z2|. (10.130)

Nous avons aussi, pour tout n P N,
|zn| “ |z|n. (10.131)EQooATTQooRpJeCoEQooATTQooRpJeCo

43. Définition d’une norme : 7.152.
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Démonstration. D’abord pa` biqpc` diq “ ac´ db` pad` bcqi, de telle sorte que

|pa` biqpc` diq|2 “ pac´ bdq2 ` pad` bcq2. (10.132)

Mais en calculant d’autre part |a` bi|2|c` di|2, nous tombons sur la même valeur.
Une simple récurrence permet de conclure que |zn| “ |z|n.

Voilà. Vous êtes déjà content d’apprendre que l’on peut démontrer |zn| “ |z|n sans faire appel
à la forme trigonométrique des nombres complexes.

LEMooONLNooXLNbtB

Lemme 10.105.
Pour tout z P C nous avons zz̄ “ z̄z “ |z|2.

10.5.7 Théorème de Perron-Frobenius

Définition 10.106.
Pour une matrice carrée T , nous notons T ě 0 si Tij ě 0 pour tout i et j. Dans ce cas nous disons
que T est positive.

Une matrice carré positive est primitive si il existe un entier k ą 0 tel que T k ą 0.
DEFooRFQCooQrLPVw

Définition 10.107.
Si T est une matrice nˆ n et si x P Rn, nous notons

xT “
ÿ

ij

xiTijej . (10.133)

Et nous disons que x P Rn est un vecteur propre à gauche pour la valeur propre à gauche λ P C
si xT “ λx.

THOooRSPJooMCFeeP

Théorème 10.108 (Perron-Frobenius[317]).
Soit une matrice positive et primitive T . Il existe une valeur propre ρ telle que

(1) ρ ą 0,
(2) La matrice T a des vecteurs propres strictement positifs à gauche et à droite pour la valeur

propre ρ.
(3) Pour toute valeur propre λ ‰ ρ nous avons ρ ą |λ|
(4) Les espaces propres à gauche et à droite de T pour la valeur propre ρ sont de dimension 1.

Démonstration. Nous divisons la preuve en trois parties. La première va tout démontrer pour les
vecteurs propres à gauche, la seconde fera la même chose pour les vecteurs propre à droite, et la
troisième fera la synthèse.

– À gauche –

Soit D “ tx P Rn tel que x ‰ 0, x ě 0u. Nous considérons l’application

r : D Ñ R

x ÞÑ min
j

pxT qj
xj

(10.134)

où la fraction vaut 8 si xj “ 0.
(1) r est majorée supérieurement Pour chaque j (y compris ceux pour qui xj “ 0) nous

avons l’inégalité suivante dans R :

xjrpxq ď pxT qj . (10.135)

En multipliant par ej et en faisant la somme, rpxqx ď xT . Nous posons u “ ř
i ei et nous

prenons le produit scalaire :

rpxqx·u ď xT ·u “ x·Tu. (10.136)EQooBRRSooUtIPXcEQooBRRSooUtIPXc
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En posant K “ maxj
ř
i Tij nous avons Tu ď Ku parce que

pTuqk “
ÿ

l

Tkl ulloomoon
“1

“
ÿ

l

Tkl ď K “ pKuqk. (10.137)

Pour tout x P D nous avons rpxq ď K. Nous utilisons ça pour continuer (10.136) :

rpxqx·u ď xT ·u “ x·Tu ď Kx·u. (10.138)

Vu que x ě 0 et u ě 0, nous avons x·u ě 0 nous nous pouvons simplifier : rpxq ď K pour
tout x P D.

(2) Une minoration Nous savons que T est une matrice positive et même primitive, de telle
sorte que T n’ait aucune colonne nulle. Donc

rpuq “ min
j

ř
i uiTij
uj

“ min
j

ÿ

i

Tij ą 0. (10.139)

Nous avons donc
rpuq ą 0. (10.140)

(3) Définition de ρ Nous posons
ρ “ sup

xPD
rpxq. (10.141)

Vu que que nous avons déjà prouvé nous avons 0 ă ρ ď K.
Notons que si λ P R, nous avons rpxq “ rpλxq, de telle sorte que

ρ “ sup
xPD}x}ď1

rpxq. (10.142)

(4) Un compact En posant
D1 “ `

D XBp0, 1q˘zBp0, ϵq (10.143)

avec ϵ ă 1, nous avons rpD1q “ rpDq parce que rpxq “ rpλxq. La partie D1 est évidemment
bornée.
Vu que D et Bp0, 1q sont fermés, l’intersection est fermée (lemme 7.6(1)). La différence entre
un fermé et un ouvert est fermée (lemme 7.7). Donc D1 est fermé. Le théorème de Borel-
Lebesgue 10.24 nous dit alors que D1 est compact.

(5) r est continue Sur D1, chacune des applications x ÞÑ pxT qj{xj est continue. Donc le
minimum est continu et r : D1 Ñ R est une application continue sur un compact.

(6) v et ρ Le théorème de Weierstrass 7.141 nous indique que r est bornée et atteint ses bornes
sur D1. Il existe v P D1 tel que rpvq ě rpxq pour tout x P D1. Vu que par définition

ρ “ sup
xPD}x}ď1

rpxq “ sup
xPD1

rpxq, (10.144)

nous avons en fait rpvq “ ρ.
(7) Un mini sous-résultat SPITEMooBKGPooQDQWdKNous démontrons un sous-résultat qui sera utilisé quelques fois

dans la suite. Si x P Rn vérifie x ě 0 et pxT qj ě ρxj pour tout j, alors
(7a) xT “ ρx, c’est-à-dire que x est un vecteur propre à gauche de T .
(7b) x ą 0.
Par hypothèse du théorème, il existe k ą 0 tel que T k ą 0. Nous posons y “ xT k. Alors, si
xT ´ ρx ‰ 0 nous avons

yT ´ ρy “ pxT ´ ρxqT k ą 0. (10.145)
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La dernière inégalité est parce que xT ´ ρx ě 0 et T k ą 0. En développant, cette inégalité
signifie que pour tout j, ÿ

i

yiTij ą ρyj , (10.146)

ou encore que ρ ă
ř

i yiTij

yj
pour tout j. En particulier pour le j qui réalise le minimum,

ρ ă rpyq, ce qui contredit ma maximalité de ρ. Nous en déduisons que xT ´ ρx “ 0.
À partir de là, nous déduisons que x ą 0. En effet, en appliquant k fois l’égalité xT “ ρx,
nous avons xT k “ ρkx. Comme x ě 0 et T k ą 0, nous avons xT k ą 0. Vu que ρ ‰ 0 nous en
déduisons que x ą 0.

(8) v et ρ, suite Nous avons rpvq “ ρ. En particulier pour tout j nous avons ρvj ď ř
i viTij .

Et comme v P D1 nous avons aussi v ě 0. En vertu de notre sous-résultat, nous déduisons
que v est un vecteur propre à gauche de T : vT “ ρv, et que v ą 0.
Cela prouve que T a un vecteur propre à gauche strictement positif.

(9) Le plus grand Nous prouvons que pour toute valeur propre λ P C, nous avons ρ ą |λ|.
Soit une valeur propre λ P C. Vu que le spectre « à gauche » et le spectre « à droite » sont
identiques 44, T possède un vecteur propre à gauche : xT “ λx. Pour chaque j nous avons

ÿ

i

xiTij “ λxj , (10.147)

et en passant au module, |λxj | ď |xi|Tij . En posant y “ ř
i |xi|ei nous avons y ě 0 et

|λ|yj ď
ÿ

i

yiTij , (10.148)

et donc
|λ| ď

ÿ

i

yiTij
yj

(10.149)

En passant au minimum sur j, cela donne |λ| ď rpyq ď ρ.
Nous avons montré que |λ| ď ρ. Nous prouvons à présent que |λ| ‰ ρ en supposant que
|λ| “ ρ. Toujours en posant yi “ |xi|, nous avons

ρyj ď
ÿ

i

yiTij “ pyT qj . (10.150)

Le sous-résultat (7) nous indique qu’alors y est un vecteur propre à gauche de T pour la
valeur propre ρ : yT “ ρu. En itérant et en déballant, pour chaque j nous avons

ÿ

i

|xi|T kij “ ρk|xj |. (10.151)EQooNELKooQtqfZNEQooNELKooQtqfZN

En faisant de même à partir de xT k “ λkx, nous trouvons

|
ÿ

i

xiT
k
ij | “ |λ|k|xj |. (10.152)EQooHGOFooPwsHAbEQooHGOFooPwsHAb

Vu que |λ| “ ρ, nous pouvons égaliser les membres de droite de (10.151) et (10.152) :
ÿ

i

|xi|T kij “ |
ÿ

i

xiT
k
ij |. (10.153)

Le lemme 10.101 nous indique que les xi sont colinéaires (dans C), c’est-à-dire qu’il existe
des réels si ě 0 et z0 P C tels que xi “ siz0 pour tout i.
En utilisant ce fait dans l’équation xT “ λx, nous trouvons

ř
i xiTij “ λxj et

ÿ

i

siTij “ λsj . (10.154)EQooUHDZooUDoEyjEQooUHDZooUDoEyj

Cela prouve que λ est réel et positif parce que l’équation (10.154) est valable pour tout j
et qu’il y en a bien un pour lequel sj ‰ 0. Le nombre réel positif λ vérifiant |λ| “ ρ, nous
déduisons que λ “ ρ.

44. Lemme 9.86.
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(10) Espace propre de dimension 1 Nous avons déjà la vecteur propre v : vT “ ρv. Consi-
dérons un second vecteur propre à gauche y ‰ 0 : yT “ ρy. Supposons que y et v ne sont
pas colinéaires et voyons les fonctions

ηi : RÑ R

c ÞÑ pv ´ cyqi. (10.155)

Pour tout i nous avons ηip0q “ vi ą 0. Supposons pour fixer les idées qu’au moins un des yi
est positif. Alors pour chaque i, il existe un ci ą 0 tel que vi ´ cyi “ 0. Nous prenons pour
valeur de c le plus petit de ceux-là. Nous avons donc

η “ v ´ cy ě 0, (10.156)

alors qu’au moins une des composantes de η est nulle. Et en plus ηT “ ρη. Notre sous-résultat
préféré nous dit qu’alors η ą 0. Ah tiens, ça c’est une contradiction. Nous en déduisons que
v et y sont colinéaires dans Rn.

Nous avons terminé de prouver tout ce que nous devions faire « à gauche ».

À droite

En reprenant exactement les mêmes étapes 45, nous prouvons qu’il existe une valeur propre à droite
ρ1 telle que

(1) ρ1 ą 0
(2) ρ1 a des vecteurs propres strictement positifs à droite.
(3) ρ1 ą |λ| pour toute valeur propre λ ‰ ρ1.
(4) L’espace propre à droite pour la valeur propre ρ1 est de dimension 1.

Conclusion

Les nombres réels strictement positifs ρ et ρ1 sont des valeurs propres. Si ρ ‰ ρ1, alors les propriétés
de ρ disent que ρ ą ρ1. De même les propriétés de ρ1 disent que ρ1 ą ρ. Bref ρ “ ρ1.

Le nombre ρ vérifie toutes les propriétés du théorème.

10.5.8 Limite à gauche et à droite
DEFooIBBQooFEwyMc

Définition 10.109 ([1]).
Soient un espace topologique X et une application γ : I Ñ X où I est un voisinage ouvert de a P R.

L’élément b P E est une limite à gauche de γ quand t Ñ a lorsque b est une limite de la
restriction de γ à s´8, ar. Dans ce cas nous parlons de limite lorsque t tend vers a´.

L’élément b P E est une limite à droite de γ quand t Ñ a lorsque b est une limite de la
restriction de γ à sa,8r. Dans ce cas nous parlons de limite lorsque t tend vers a`.

Lorsqu’il y a unicité de la limite, nous notons les limites à gauche et à droite par

lim
tÑa´

γptq et lim
tÑa`

γptq (10.157)
PROPooGUNLooSQrJKg

Proposition 10.110 ([1]).
Soient un espace topologique X et une application γ : I Ñ X où I est un voisinage ouvert de a P R.
L’élément b P E est une limite à gauche 46 et à droite de γ quand t Ñ a si et seulement si il est
une limite.

Dans le cas où la limite est unique 47, nous pouvons dire que
$
&
%

lim
tÑa`

γptq “ b (10.158a)

lim
tÑa´

γptq “ b (10.158b)

45. Je n’ai pas vérifié ; écrivez-moi si cela pose problème.
46. Définition 10.109.
47. Par exemple lorsque X est séparé, voir la proposition 7.108.
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si et seulement si 48

lim
tÑa

γptq “ b. (10.159)

Démonstration. Nous nommons I` “ IXsa,8r et I´ “ IXs´8, ar. Nous supposons que γ admet
b comme limite à gauche et à droite. Soit un voisinage U de b dans X. La limite à gauche donne
l’existence de δ1 ą 0 tel que

γ
`
Bpa, δ1q X I´˘ Ă U, (10.160)EQooEGOHooHauKRXEQooEGOHooHauKRX

et la limite à droite donne un δ2 ą 0 tel que

γ
`
Bpa, δ2q X I`˘ Ă U. (10.161)EQooXTMBooYBGxciEQooXTMBooYBGxci

Notez que nous avons choisi δ1 et δ2 de telle sorte à ce que Bpa, δ1q et Bpa, δ2q soient contenus
dans I.

Nous considérons δ ă mintδ1, δ2u, et nous prenons x P Bpa, δqztau. Il y a deux possibilités :
x ą a et x ă a. Si x ą a, alors nous avons x P Bpa, δq X I` Ă Bpa, δ1q X I`, de telle sorte que
γpxq P U par (10.161). Si x ă a, alors nous avons également γpxq P U , en utilisant (10.160).

10.6 Norme à partir d’un produit scalaire
PROPooJLWSooNicxQV

Proposition 10.111 ([1]).
Soit un espace vectoriel complexe E muni d’une forme sesquilinéaire x., .y telle que la forme qua-
dratique réelle x ÞÑ xx, xy soit définite positive. La formule 49

}x} “axx, xy (10.162)EQooZIXRooMGcsXYEQooZIXRooMGcsXY

est une norme sur E.
DEFooGUXNooXwCsrq

Définition 10.112.
Dans le cas de Cn, nous considérons toujours la norme associée à la forme (9.345) par la propo-
sition 10.111, c’est-à-dire, pour rappel :

xx, yy “
nÿ

k“1
xkyk, (10.163)

et
}x} “axx, xy (10.164)

pour tout x P Cn.

10.6.1 Continuité de la racine carrée, invitation à la topologie induite

Pourquoi nous intéresser particulièrement à la fonction racine carrée ? Parce qu’elle a une sale
condition d’existence : son domaine de définition n’est pas ouvert. Or dans tous les théorèmes de
continuité d’approche topologique que nous avons vus, nous avons donné des conditions pour tout
ouvert. Nous nous attendons donc à avoir des difficultés avec la continuité de

?
x en zéro.

Prenons I, n’importe quel intervalle ouvert dans R`, et voyons que la fonction 50

f : R` Ñ R`

x ÞÑ ?
x

(10.165)

est continue sur I. Remarquons déjà que si I est un ouvert dans R`, il ne peut pas contenir zéro.
Avant de nous lancer dans notre propos, nous prouvons un lemme qui fera tout le travail 51.

48. Cet énoncé doit être un tout petit peu modifié si vous utilisez la limite pointée au lieu de la limite épointée.
49. Pour la racine carrée, définition 10.95.
50. La racine carrée est définie en 10.95.
51. C’est toujours ingrat d’être un lemme : on fait tout le travail et c’est toujours le théorème qui est nommé.
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Lemme 10.113.
Soit O, un ouvert dans R`. Alors O2 “ tx2 tel que x P Ou est également ouvert.

Démonstration. Un élément de O2 s’écrit sous la forme x2 pour un certain x P O. Le but est de
trouver un ouvert autour de x2 qui soit contenu dans O2. Étant donné que O est ouvert, on a une
boule centrée en x contenue dans O. Nous appelons δ le rayon de cette boule :

Bpx, δq Ă O.

Étant donné que cet ensemble est connexe, nous savons par le lemme 7.212 que Bpx, δq2 est
également connexe (parce que la fonction x ÞÑ x2 est continue). Son plus grand élément est
px` δq2 “ x2 ` δ2 ` 2xδ ą x2 ` δ2, et son plus petit élément est px´ δq2 “ x2 ` δ2 ´ 2xδ.

Ce qui serait pas mal, c’est que ces deux bornes entourent x2 ; de cette façon elles définiraient
un ouvert autour de x2 qui soit dans O2. Hélas, c’est pas gagné que x2 ` δ2 ´ 2xδ soit plus petit
que x2.

Heureusement, en fait c’est vrai, parce que d’une part, comme O Ă R`, on a x ą 0, et d’autre
part, pour que O soit positif, il faut que δ ă x. Donc on a évidemment δ ă 2x, et donc

x2 ` δ2 ´ 2xδ “ x2 ` δ pδ ´ 2xqlooomooon
ă0

ă x2.

Et nous en avons fini : l’ensemble

Bpx, δq2 “sx2 ` δ2 ´ 2xδ, x2 ` δ2 ` 2xδrĂ O2

est un intervalle qui contient x2, et donc qui contient une boule ouverte centrée en x2.

Maintenant nous pouvons nous attaquer à la continuité de la racine carrée sur tout ouvert
positif en utilisant le théorème 10.90.

Proposition 10.114.
L’application

f : r0,8r Ñ R

x ÞÑ ?
x

(10.166)

est continue.

Démonstration. Soit un ouvert O de R. Il existe un r ą 0 tel que Bpy, rq Ă O. Nous allons
restreindre plus fortement r plus tard. Soit x P f´1pOq ; nous allons prouver que Bpx, ϵqXr0,8r Ă
f´1pOq pour un ϵ assez petit. Le théorème 7.8 dira alors que f´1pOq est ouvert.

Nous notons y “ fpxq. Par croissance de la fonction racine carrée, nous avons

f
´
Bpx, ϵq

¯
“ s?x´ ϵ,?x` ϵr. (10.167)

Pour avoir f
´
Bpx, ϵq

¯
Ă O, nous devons avoir

" ?
x´ ϵ ą y ´ r (10.168a)?
x` ϵ ă y ` r. (10.168b)

La première condition donne x ´ ϵ ą py ´ rq2. En développant le carré et en tenant compte de
y2 “ x nous demandons

ϵ ă 2ry ´ r2. (10.169)

Nos choix sont donc de demander 0 ă r ă 2y, et ensuite 0 ă ϵ ă 2ry´ r2. Le premier est fait pour
avoir 2ry ´ r2 ą 0.
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10.6.2 Second degré

Nous résolvons à présent le polynôme du second degré.
PROPooEZIKooKjJroH

Proposition 10.115 ([318]).
Soit la fonction

f : RÑ R

x ÞÑ ax2 ` bx` c (10.170)

avec a ‰ 0. Nous notons ∆ “ b2 ´ 4ac.
ITEMooMKUSooWwNTba

(1) Nous avons la formule

fpxq “ a
`
x` b

2a
˘2 ` c´ b2

4a. (10.171)EQooFKPOooAbIhCxEQooFKPOooAbIhCx

ITEMooHQTBooZuaPAs

(2) Si a ą 0, alors f a un minimum global en xm “ ´b{2a.
ITEMooQMXVooWsqiXz

(3) Si a ă 0, alors f a un maximum global en xM “ ´b{2a.
ITEMooMAMHooNWZVQI

(4) Si ∆ ă 0 alors f ne possède pas de racine réelle.
ITEMooKUUJooTsIHhI

(5) Si ∆ “ 0, alors f possède une unique racine x0 “ ´b{2a.
ITEMooQZGFooEGhMkX

(6) Si ∆ ą 0 alors f possède exactement deux racines distinctes données par

x1 “ ´b`
?

∆
2a x2 “ ´b´

?
∆

2a . (10.172)EQooGHDPooVkqINrEQooGHDPooVkqINr

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) C’est un calcul immédiat.

(2) Pour (2) Nous partons de la formule du point (1). Puisque c´ b2

4a est constant, minimiser
f revient à minimiser x ÞÑ `

x ` b
2a
˘2. Comme cette dernière fonction est toujours positive,

elle a un minimum global là où elle est nulle, c’est-à-dire en xm “ ´b{2a.
(3) Pour (3) Idem que pour (2).

Pour la suite nous effectuons quelques manipulations à partir de (10.171). Nous avons fpxq “ 0
lorsque

px` b

2aq
2 “ b2 ´ 4ac

4a2 . (10.173)EQooRHNGooVsKRNtEQooRHNGooVsKRNt

(1) Pour (4) À gauche de (10.173) nous avons un nombre toujours positif ou nul. À droite,
4a2 ą 0. Donc si b2 ´ 4ac ă 0, l’égalité est impossible et il n’y a pas de x vérifiant fpxq “ 0.

(2) Pour (5) Si b2 ´ 4ac “ 0, alors la condition (10.173) devient
ˆ
x` b

2a

˙2
“ 0, (10.174)

et donc x “ ´b{2a est l’unique solution.
(3) Pour (6) Si b2´4ac ą 0, nous pouvons prendre la racine carré 52 des deux côtés de (10.173),

et la condition devient

x` b

2a “ ˘
c
b2 ´ 4ac

4a2 , (10.175)

ce qui donne

x “ ´b˘
?
b2 ´ 4ac

2a . (10.176)

Ce sont là les deux seuls candidats pour vérifier fpxq “ 0.

52. Définition 10.95.
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Un calcul direct montre que

f

˜
´b`?b2 ´ 4ac

2a

¸
“ 0 (10.177)

et que

f

˜
´b´?b2 ´ 4ac

2a

¸
“ 0. (10.178)

Donc ce sont bien des racines de f et ce sont les seules. Notez aussi qu’elles sont distinctes
parce que ∆ ‰ 0.



Chapitre 11

Espaces vectoriels normés

Plusieurs notions sur les espaces vectoriels normés (dont la définition 7.152) ont déjà été abor-
dées dans la section 7.14. Voir aussi le thème 25.

11.0.1 Norme, produit scalaire et Cauchy-Schwarz (cas réel)

Dans la suite, le produit scalaire de x et y pourra être noté indifféremment par x· y, xx, yy ou
bpx, yq lorsque une forme bilinéaire est donnée.

Nous rappelons au passage que les espaces vectoriels réels sont susceptibles de recevoir un
produit scalaire, alors que les espaces vectoriels complexes sont susceptibles de recevoir un produit
hermitien. Bien que de nombreux résultats soient identiques ou très similaires, ces deux notions
sont à ne pas confondre.

Nous commençons par prouver qu’un produit scalaire étant donné, nous pouvons définir une
norme par la formule }x}2 “ xx, xy. Pour cela nous aurons besoin de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

ThoAYfEHG

Théorème 11.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas réel).
Soit un espace vectoriel réel E muni d’un produit scalaire 1 px, yq ÞÑ x· y. Nous posons 2

}x} “ ?x·x. (11.1)

Alors :
(1) Il y a l’inégalité

|x· y| ď }x}}y}. (11.2)EQooZDSHooWPcryGEQooZDSHooWPcryG

pour tout x, y P E.
(2) Il y a égalité |x· y| “ }x}}y}. si et seulement si x et y sont multiples l’un de l’autre.
(3) L’opération }.} est une norme 3.
(4) Cette norme vérifie l’identité du parallélogramme :

}x´ y}2 ` }x` y}2 “ 2}x}2 ` 2}y}2. (11.3)EqYCLtWfJEqYCLtWfJ

Démonstration. Étant donné que les deux membres de l’inéquation sont positifs, nous allons tra-
vailler en passant au carré afin d’éviter les racines carrés dans le second membre.

Nous considérons l’application
P : RÑ R`

t ÞÑ }x` ty}, (11.4)

1. Produit scalaire, définition 9.165.
2. Attention à la notation : pour l’instant nous ne savons pas que c’est une norme ; c’est justement un des points

de ce théorème. Par ailleurs, la racine carrée est définie par 10.95.
3. Définition 7.152.
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et nous calculons un peu :

0 ď }x` ty}2 (11.5a)
“ px` tyq· px` tyq (11.5b)
“ x·x` x· ty ` ty·x` t2y· y (11.5c)
“ }y}2t2 ` 2px· yqt` }x}2. (11.5d)

Nous avons utilisé la bilinéarité (pour sortir les t) et la symétrique du produit scalaire.
Nous voyons que P est un polynôme du second degré en t à valeurs dans r0,8r. Par la pro-

position 10.115 nous en déduisons que le fameux b2 ´ 4ac doit être négatif ou nul. Nous avons
donc

∆ “ 4px· yq2 ´ 4}x}2}y}2 ď 0, (11.6)

ce qui donne immédiatement
px· yq2 ď }x}2}y}2. (11.7)

En ce qui concerne le cas d’égalité, si nous avons x· y “ }x}}y}, alors le discriminant ∆
ci-dessus est nul et le polynôme P admet une racine double t0. Pour cette valeur nous avons

P pt0q “ |x` t0y| “ 0, (11.8)

ce qui implique x` t0y “ 0 et donc que x et y sont liés.
(1) C’est une norme Nous allons nous contenter de prouver l’inégalité triangulaire. Si x, y P

E, nous avons

}x` y} “a}x}2 ` }y}2 ` 2x· y (11.9a)
ďa}x}2 ` }y}2 ` 2|x· y| (11.9b)SUBEQooRISGooRUqBzjSUBEQooRISGooRUqBzj

ďa}x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} (11.9c)SUBEQooPQPYooBRRRzKSUBEQooPQPYooBRRRzK

“
b`}x} ` }y}˘2 (11.9d)

“ }x} ` }y}. (11.9e)

Justifications.
— Pour (11.9b). La fonction racine carrée est croissante, lemme 10.97.
— Pour (11.9c). Inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1.

(2) Inégalité du parallélogramme Cette assertion est seulement un calcul :

}x´ y}2 ` }x` y}2 “ px´ yq· px´ yq ` px` yq· px` yq
“ x·x´ x· y ´ y·x` y· y

` x·x` x· y ` y·x` y· y

“ 2x·x` 2y· y

“ 2}x}2 ` 2}y}2.

(11.10)

Toute norme dérivant d’un produit scalaire vérifie l’identité du parallélogramme. Ce résultat
sert souvent à prouver que des normes ne dérivent pas d’un produit scalaire. C’est le cas de la
norme Npx, yq “ |x| ` |y| du lemme 11.12 ainsi que du théorème de Weinersmith 27.46.

PROPooVSVMooZrqxdc

Proposition 11.2.
La norme euclidienne 4 a les propriétés suivantes :

4. Un espace euclidien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, définition 9.169. Ici nous considérons
la norme associée par le théorème 11.1.
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(1) Pour tout vecteur x et réel λ,
}λx} “ |λ|}x}. (11.11)

(2) Pour tout vecteurs x et y,
}x` y} ď }x} ` }y} (11.12)

Démonstration. Un produit scalaire est en particulier une forme bilinéaire, et vérifie les conditions
de la définition 9.122.

Pour le premier point nous avons

}λx} “apλxq· pλxq “
?
λ2x·x “ |λ|}x}. (11.13)

Nous avons utilisé la formule du lemme 10.96(2).
Pour le second point, nous avons les inégalités suivantes :

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2x· y (11.14a)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2|x· y| (11.14b)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} “ `}x} ` }y}˘2 (11.14c)

Nous avons utilisé d’abord la majoration |x| ě x qui est évidente pour tout nombre x ; et ensuite
l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1.

DEFooJAGXooMgaUsR

Définition 11.3 (Norme sur Rn).
Sauf mention du contraire, nous considérons toujours sur Rn la norme (et donc la topologie)
associée au produit scalaire de la proposition 9.170 par le théorème 11.1, c’est à dire

}x} “
d

nÿ

i“1
x2
i . (11.15)

PropHIWjdMX

Proposition 11.4 ([319]).
Soit b une forme bilinéaire et symétrique. Alors

(1) kerpbq Ă Cpbq (cône d’isotropie, définition 9.141)
(2) si b est positive alors kerpbq “ Cpbq.

Démonstration. En deux parties.
(1) Si z P kerpbq alors pour tout y P E nous avons bpz, yq “ 0. En particulier pour y “ z nous

avons bpz, zq “ 0 et donc z P Cpbq.
(2) Soit b positive et x P Cpbq. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz (proposition 11.1) nous avons

|bpx, yq| ďa
bpx, xqbpy, yq “ 0. (11.16)

Donc pour tout y nous avons bpx, yq “ 0.

LEMooEZFIooXyYybe

Lemme 11.5.
Soit un espace vectoriel euclidien 5 E. Si teiui“1,...,n est une base orthonormée de E et si f : E Ñ E
est un endomorphisme, alors

detpfq “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
xeσpiq, fpeiqy. (11.17)EQooQAZLooZutFUzEQooQAZLooZutFUz

5. C’est-à-dire qu’il possède un produit scalaire, voir la définition 9.169.
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Démonstration. Nous utilisons la définition 9.12 du déterminant d’un endomorphisme detpfq “
detB

`
fpBq˘ en prenant la liste des vecteurs teiu comme B. En l’occurrence, le ie vecteur de la

famille fpBq est fpeiq.
Puisque la base est orthonormée, nous avons ek̊pvq “ xek, vy et donc aussi

e˚
σpiqpviq “ xe˚

σpiq, fpeiqy. (11.18)

Et si vous avez tout suivi, vous aurez remarqué que les produits scalaires impliqués dans la
formule (11.17) sont les éléments de la matrice de f dans la base teiu parce que xei, fpejqy est la
composante i de l’image de ej par f . Si la matrice est composée en mettant en colonne les images
des vecteurs de base, le compte est bon.

11.1 Théorème spectral autoadjoint
ThoRSBahHH

Théorème 11.6 (Théorème spectral autoadjoint).
Un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien

(1) est diagonalisable dans une base orthonormée,
(2) a son spectre réel.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur la dimension de E, et nous commençons par
n “ 1 6. Soit donc f : E Ñ E avec xfpxq, yy “ xx, fpyqy. Étant donné que f est également linéaire,
il existe λ P R tel que fpxq “ λx pour tout x P E. Tous les vecteurs de E sont donc vecteurs
propres de f .

Passons à la récurrence. Nous considérons dimpEq “ n ` 1 et f P SpEq. Nous considérons la
forme bilinéaire symétrique Φf et la forme quadratique associée ϕf . Pour rappel,

Φf px, yq “ xx, fpyqy (11.19a)
ϕf pxq “ Φf px, xq. (11.19b)

Et nous allons laisser tomber les indices f pour noter simplement Φ et ϕ. Étant donné que Bp0, 1q
est compacte et que ϕ est continue, il existe x0 P Bp0, 1q tel que

λ “ ϕpx0q “ sup
xPBp0,1q

ϕpxq. (11.20)

Notons aussi que }x0} “ 1 : le maximum est pris sur le bord. Nous posons

g “ λ Id´f (11.21)

ainsi que
Φ1px, yq “ xx, gpyqy. (11.22)

C’est une forme bilinéaire et symétrique parce que

Φ1py, xq “ xy, gpxqy “ xgpyq, xy “ xx, gpyqy “ Φ1px, yq (11.23)

où nous avons utilisé le fait que g était autoadjoint et la symétrie du produit scalaire. De plus Φ1
est semi-définie positive parce que

Φ1px, xq “ xx, λx´ fpxqy “ λ}x}2 ´ ϕpxq. (11.24)

6. Dans [104], l’auteur commence avec n “ 0 mais moi je n’en ai pas le courage..

http://en.wikipedia.org/wiki/Vacuous_truth
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Puisque λ est le maximum, nous avons tout de suite Φ1pxq ě 0 tant que }x} “ 1. Et si x n’est
pas de norme 1, c’est le même prix parce qu’on se ramène à }x} “ 1 en multipliant par un nombre
positif. Attention cependant :

Φ1px0, x0q “ λ}x0}2 ´ ϕpx0q “ 0. (11.25)

Donc Φ1 a un noyau contenant x0 par la proposition 11.4. Nous en déduisons que Imagepgq ‰ E
en effet, x0 P ImagepgqK, mais nous avons la proposition 4.133 sur les dimensions :

dimE “ dimpImagepgqq ` dimpImagepgqKq. (11.26)

Comme ImagepgqK est un espace vectoriel non réduit à t0u, la dimension de Imagepgq ne peut pas
être celle de E. L’endomorphisme g n’étant pas surjectif, il ne peut pas être injectif non plus parce
que nous sommes en dimension finie ; il existe donc e1 P E tel que gpe1q “ 0 et tant qu’à faire nous
choisissons }e1} “ 1 (ici la norme est bien celle de l’espace euclidien considéré). Par définition,

fpe1q “ λe1, (11.27)

c’est-à-dire que λ P Specpfq. Et ϕ étant une forme quadratique réelle nous avons λ P R.
Nous posons à présent H “ Spante1uK. C’est un sous-espace stable par f parce que si x P H

alors
xe1, fpxqy “ xfpe1q, xy “ λxe1, xy “ 0. (11.28)

Nous pouvons donc considérer la restriction de f à H : fH : H Ñ H. Cet endomorphisme est
bilinéaire et symétrique sur l’espace H de dimension inférieure à celle de E, donc la récurrence
nous donne une base orthonormée

te2, . . . , enu (11.29)

de vecteurs propres de fH . De plus les valeurs propres sont réelles, toujours par récurrence. Donc

Specpfq “ tλu Y SpecpfHq Ă R. (11.30)

Notons pour être complet que si i ě 2 alors

xe1, eiy “ 0 (11.31)

parce que le vecteur ei est par construction choisi dans l’espace H “ eK
1 . Nous avons donc bien

une base orthonormée de E construite sur des vecteurs propres de f .
CorSMHpoVK

Corolaire 11.7.
Soit E un espace vectoriel ainsi que des formes bilinéaires ϕ et ψ sur E. Si ψ est définie positive,
alors il existe une base ψ-orthonormale dans laquelle ϕ est diagonale.

Démonstration. Il suffit de considérer l’espace euclidien E muni du produit scalaire xx, yy “
ψpx, yq. Ensuite nous diagonalisons la matrice (symétrique) de ϕ pour ce produit scalaire à l’aide
du théorème 11.6.

DefNormeEucleApp

Définition 11.8.
La norme euclidienne d’un élément de Rm est définie par }u} “ ?u·u 7.

Cette définition est motivée par le fait que le produit scalaire u·u donne exactement la norme
usuelle donnée par le théorème de Pythagore :

u·u “
mÿ

i“1
uiui “

mÿ

i“1
u2
i “ u2

1 ` u2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

m. (11.32)

Le fait que ei · ej “ δij signifie que la base canonique est orthonormée, c’est-à-dire que les
vecteurs de la base canonique sont orthogonaux deux à deux et qu’ils ont tout 1 comme norme.

7. La racine carrée est définie en 10.95.
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LemSclNormeXi

Lemme 11.9.
Pour tout u P Rm, il existe un ξ P Rm tel que }u} “ ξ·u et }ξ} “ 1.

Démonstration. Vérifions que le vecteur ξ “ u{}u} ait les propriétés requises. D’abord }ξ} “ 1
parce que u·u “ }u}2. Ensuite

ξ·u “ u·u

}u} “ }u}
2

}u} “ }u}. (11.33)

11.1.1 Inégalité de Minkowski

Ce qui est couramment nommé « inégalité de Minkowski » est la proposition 27.39 dans les
espaces Lp. Nous allons en donner ici un cas très particulier.

PropACHooLtsMUL

Proposition 11.10.
Si q est une forme quadratique 8 sur Rn et si x, y P Rn alors

a
qpx` yq ďa

qpxq `a
qpyq. (11.34)

Démonstration. La proposition 9.252 nous permet de « diagonaliser » la forme quadratique q.
Quitte à ne plus avoir une base orthonormale, nous pouvons renormaliser les vecteurs de base pour
avoir

qpxq “
ÿ

i

x2
i . (11.35)

Le résultat n’est donc rien d’autre que l’inégalité triangulaire pour la norme euclidienne usuelle,
laquelle est démontrée dans le théorème 11.1.

11.11.
Un produit scalaire fournit donc toujours une norme et donc une topologie. Il ne faudrait cependant
pas croire que toute norme dérive d’un produit scalaire, même pas en dimension finie. Et ce, malgré
l’équivalence de toutes les normes du théorème 11.46 dont vous avez déjà peut-être entendu parler.

L’intérêt du lemme suivant sera apparent en 11.48.
LEMooRWJYooOIJkZc

Lemme 11.12.
Sur R2, l’application Npx, yq “ |x| ` |y| est une norme 9 qui ne dérive pas d’un produit scalaire 10.

Démonstration. Nous commençons par montrer que N est une norme. Il faut vérifier les trois
conditions de la définition 7.152.

(1) Il faut utiliser le lemme 1.371(1) dans les deux sens. Si px, yq “ p0, 0q, alors évidemment
Npx, yq “ 0. Dans l’autre sens, si Npx, yq “ 0 nous avons

0 “ |x| ` |y| ě |x|. (11.36)

Donc |x| ď 0, mais comme |x| ě 0, nous avons |x| “ 0 et donc x “ 0. Le même raisonnement
tient pour y.

(2) En tenant compte du fait que |λx| “ |λ||x|, nous avons

N
`
λpx, yq˘ “ Npλx, λyq “ |λ||x| ` |λ||y| “ |λ|p|x| ` |y|q “ |λ|Npx, yq. (11.37)

8. Définition 9.123.
9. Définition 7.152.

10. La norme d’un produit scalaire est le théorème 11.1.
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(3) Nous avons le calcul

N
`px, yq ` pa, bq˘ “ Npx` a, y ` bq (11.38a)

“ |x` a| ` |y ` b| (11.38b)
ď |x| ` |a| ` |y| ` |b| “ Npx, yq `Npa, bq (11.38c)SUBEQooIXKWooTNQFnuSUBEQooIXKWooTNQFnu

Justification : pour (11.38c) nous avons utilisé |a` b| ď |a| ` |b|, du lemme 1.371.
Pour voir qu’elle ne dérive pas d’un produit scalaire, nous montrons qu’elle ne vérifie pas l’identité
du parallélogramme du théorème 11.1.

Voici un petit bout de code qui nous permet de ne pas faire de recherches à la main :

1 # Dans un cas réel , vous avez n e t t e m e n t i n t é r ê t à
2 # créer une c l a s s e ’ V e c t e u r ’ qui i m p l é m e n t e somme , d i f f é r e n c e
3 # et norme .
4 def N(v):
5 r e t u r n abs ( v[0] )+ abs (v[1])
6

7 def parall (v,w):
8 # La d i f f é r e n c e v - w
9 d=( v[0]-w[0],v[1]-w[1] )

10 # La somme v + w
11 s=( v[0]+w[0],v[1]+w[1] )
12

13 r e t u r n N(d)**2+N(s)**2 -2*N(v)**2 -2*N(w)**2

tex/sage/sageSnip018.sage

Il est vite vu qu’avec v “ p´1, 1q et w “ p1, 1q, l’identité du parallélogramme n’est pas vérifiée.

LemLPOHUme

Lemme 11.13 ([104]).
Soit V un espace vectoriel muni d’un produit scalaire 11 et de la norme associée. Si x, y P V satisfont
à }x` y} “ }x} ` }y}, alors il existe λ ě 0 tel que x “ λy.

Démonstration. Quitte à raisonner avec x{}x} et y{}y}, nous supposons que }x} “ }y} “ 1. Dans
ce cas l’hypothèse signifie que }x`y}2 “ 4. D’autre part en écrivant la norme en termes de produit
scalaire,

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2xx, yy, (11.39)

ce qui nous mène à affirmer que xx, yy “ 1 “ }x}}y}. Nous sommes donc dans le cas d’égalité
de l’inégalité de Cauchy-Schwarz 12, ce qui nous donne un λ tel que x “ λy. Étant donné que
}x} “ }y} “ 1 nous avons obligatoirement λ “ ˘1, mais si λ “ ´1 alors xx, yy “ ´1, ce qui est
le contraire de ce qu’on a prétendu plus haut. Par souci de cohérence, nous allons donc croire que
λ “ 1.

PropVectsOrthLibres

Proposition 11.14 ([320]).
si v1, ¨ ¨ ¨ , vk sont des vecteurs non nuls, orthogonaux deux à deux, alors ces vecteurs forment une
famille libre.

Démonstration. Soit une combinaison linéaire nulle des vi :
řk
i“1 λivi “ 0. Nous multiplions sca-

lairement par vk :
0 “

ÿ

i

λivk · vi “
ÿ

i

λiδki}vi}2 “ λk}vk}2. (11.40)

Donc λk “ 0.
11. Définition 9.165.
12. Théorème 11.1.



838 CHAPITRE 11. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

LEMooYXJZooWKRFRu

Lemme 11.15.
Une isométrie d’un espace euclidien fixe l’origine.

Démonstration. Soit une isométrie f d’un espace euclidien : fpxq· fpyq “ x· y pour tout x, y P E.
En particulier pour x “ 0 nous avons

fp0q· fpyq “ 0 (11.41)

pour tout y. Parce que f est une bijection, nous avons fp0q·x “ 0 pour tout x. Comme le produit
scalaire est non dégénéré 13 cela implique que fp0q “ 0.

11.1.2 Cauchy-Schwarz etc. cas complexe
THOooSUCBooFnpkaF

Théorème 11.16 (Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas complexe[321]).
Soit un espace vectoriel complexe muni d’un produit hermitien x., .y. Alors pour tous vecteurs x, y
nous avons

|xx, yy| ď }x}}y} (11.42)

où nous avons posé }x} “axx, xy.
Démonstration. Si xx, yy “ 0, le résultat est évident. Nous nous concentrons donc sur le cas où
xx, yy ‰ 0. Nous posons

θ “ xx, yy
|xx, yy| . (11.43)

C’est un élément de C de norme 1. Nous avons

x1
θ
x, yy “ |xx, yy|xx, yy xx, yy “ |xx, yy| ě 0 (11.44)

où le symbole « ě » signifie « est réel et positif ». Nous posons x1 “ 1
θx et nous considérons t P R.

Remarquons que }x1}2 “ }x}2 :

}x1}2 “ xx1, x1y “ 1
θθ̄
xx, xy “ }x}2 (11.45)

parce que |θ| “ 1.
En utilisant le fait que xa, by ` xb, ay “ Repxa, byq nous avons :

0 ď }x1 ` ty}2 “ }x1}2 ` txx1, yy ` txy, x1y ` t2}y}2 (11.46a)
“ }y}2t2 ` 2 Repxx1, yyqt` }x1}2. (11.46b)

C’est un polynôme de degré 2 en t qui n’est jamais strictement négatif. Autrement dit, il a au
maximum une seule racine, ce qui signifie que son discriminant est négatif ou nul :

Repxx1, yyq2 ´ }y}2}x1}2 ď 0. (11.47)

Mais nous avons choisi x1 de telle sorte que xx1, yy “ |xx, yy| P R et }x1}2 “ }x}2 ; nous avons donc

|xx, yy|2 ď }x}2}y}2, (11.48)

comme il se devait.
PROPooSSYJooHAXAnC

Proposition 11.17 (Identité du parallélogramme[322]).
Soit un espace vectoriel complexe E muni d’un produit hermitien x., .y. Nous posons }x} “axx, xy.
Nous avons

(1) }.} est une norme.

13. Lemme 9.168.
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(2) Elle vérifie l’identité du parallélogramme :

}x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2}x}2 ` 2}y}2 (11.49)

pour tout x, y P E.

Démonstration. En ce qui concerne le fait que }.} soit une norme, tout est essentiellement dans la
définition 9.173 d’un produit hermitien. Voyons tout de même l’inégalité triangulaire. Nous avons :

}x` y}2 “ xx` y, x` yy (11.50a)
“ }x}2 ` }y}2 ` xx, yy ` xy, xy (11.50b)
“ }x}2 ` }y}2 ` 2ℜ

`xx, yy˘ (11.50c)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2|ℜ`xx, yy˘| (11.50d)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2|xx, yy| (11.50e)
ď }x}2 ` }y}2 ` 2}x}}y} (11.50f)SUBEQooQGQBooMRJcUcSUBEQooQGQBooMRJcUc

“ `}x} ` }y}˘2
. (11.50g)

Pour (11.50f) nous avons utilisé Cauchy-Schwarz 11.16.

11.1.3 Diagonalisation : cas complexe, ce qu’on a
LEMooVCEOooIXnTpp

Lemme 11.18 (Théorème spectral hermitien).
Nous considérons un espace vectoriel complexe hermitien. Pour un opérateur hermitien 14,

(1) le spectre est réel,
(2) deux vecteurs propres pour des valeurs propres distinctes sont orthogonaux 15.

Démonstration. Soit v un vecteur de valeur propre λ. Nous avons d’une part

xAv, vy “ λxv, vy “ λ}v}2, (11.51)

et d’autre part, en utilisant le fait que A est hermitien,

xAv, vy “ xv,A˚vy “ xv,Avy “ λ̄}v}2, (11.52)

par conséquent λ “ λ̄ parce que v ‰ 0.
Soient λi et vi (i “ 1, 2) deux valeurs propres de A avec leurs vecteurs propres correspondants.

Alors d’une part
xAv1, v2y “ λ1xv1, v2y, (11.53)

et d’autre part
xAv1, v2y “ xv1, Av2y “ λ2xv1, v2y. (11.54)

Nous avons utilisé le fait que λ2 était réel. Par conséquent, soit λ1 “ λ2, soit xv1, v2y “ 0.
REMooMLBCooTuKFmz

Remarque 11.19.
Un opérateur de la forme A˚A est évidemment hermitien. De plus ses valeurs propres sont toutes
positives parce que si A˚Av “ λv alors

0 ď xAv,Avy “ xA˚Av, vy “ λxv, vy. (11.55)

Donc λ ě 0.
14. Définition 9.176.
15. Pour la forme (9.345).
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11.1.4 Projection et orthogonalité

La définition du produit scalaire dans Rn est 9.170 et le lien avec la matrice d’une application
linéaire est la proposition 9.181.

Remarque 11.20.
Outre l’orthogonalité, le produit scalaire permet de connaître l’angle entre deux vecteurs à tra-
vers la définition 18.52. D’autres interprétations géométriques du déterminant sont listées dans le
thème 45.

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer, pour deux vecteurs quelconques u et v, la
projection orthogonale de u sur v. Ce sera le vecteur ū parallèle à v tel que u´ ū est orthogonal à
v. Nous avons donc

ū “ λv (11.56)

et
pu´ λvq· v “ 0. (11.57)

La seconde équation donne u· v ´ λv· v “ 0, ce qui fournit λ en fonction de u et v :

λ “ u· v

}v}2 . (11.58)

Nous avons par conséquent
ū “ u· v

}v}2 v. (11.59)

Armés de cette interprétation graphique du produit scalaire, nous comprenons pourquoi nous
disons que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit scalaire est nul.

Nous pouvons maintenant savoir quel est le coefficient directeur d’une droite orthogonale à une
droite donnée. En effet, supposons que la première droite soit parallèle au vecteur X et la seconde
au vecteur Y . Les droites seront perpendiculaires si X ·Y “ 0, c’est-à-dire si

ˆ
x1
y1

˙
·

ˆ
y1
y2

˙
“ 0. (11.60)

Cette équation se développe en
x1y1 “ ´x2y2. (11.61)EqxuyukljscaEqxuyukljsca

Le coefficient directeur de la première droite est x2
x1

. Isolons cette quantité dans l’équation (11.61) :

x2
x1
“ ´y1

y2
. (11.62)

Donc le coefficient directeur de la première est l’inverse et l’opposé du coefficient directeur de la
seconde.

Exemple 11.21.
Soit la droite d ” y “ 2x ` 3. Le coefficient directeur de cette droite est 2. Donc le coefficient
directeur d’une droite perpendiculaires doit être ´1

2 . △

Preuve alternative. La preuve peut également être donnée en ne faisant pas référence au produit
scalaire. Il suffit d’écrire toutes les quantités en termes des coordonnées de X et Y . Si nous posons

X “
¨
˝
x1
x2
x2

˛
‚, Y “

¨
˝
y1
y2
y3

˛
‚, (11.63)

l’inégalité à prouver devient

px1y1 ` x2y2 ` x3y3q2 ď px2
1 ` x2

2 ` x2
3qpy2

1 ` y2
2 ` y2

3q. (11.64)
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Nous considérons la fonction

φptq “ px1 ` ty1q2 ` px2 ` ty2q2 ` px3 ` ty3q2 (11.65)

En tant que norme, cette fonction est évidemment positive pour tout t. En regroupant les termes
de chaque puissance de t, nous avons

φptq “ py2
1 ` y2

2 ` y2
3qt2 ` 2px1y1 ` x2y2 ` x3y3qt` px2

1 ` x2
2 ` x2

3q. (11.66)

C’est un polynôme du second degré en t. Par conséquent le discriminant doit être négatif 16. Nous
avons donc

4px1y1 ` x2y2 ` x3y3q2 ´ px2
1 ` x2

2 ` x2
3qpy2

1 ` y2
2 ` y2

3q ď 0. (11.67)
La thèse en découle aussitôt.

11.1.5 Théorème de Pythagore
THOooHXHWooCpcDan

Théorème 11.22 (Pythagore[1]).
Soient un espace euclidien 17 E ainsi que trois points a, b, c P E formant un triangle rectangle en
a, c’est-à-dire tel que

pb´ aq· pa´ cq “ 0 (11.68)EQooRAWAooBxlBcZEQooRAWAooBxlBcZ

Alors
}b´ c}2 “ }b´ a}2 ` }a´ c}2. (11.69)

Démonstration. D’abord pour développons l’hypothèse (11.68) :

b· a´ b· c´ }a}2 ` a· c “ 0, (11.70)

et nous isolons un bout qui va nous servir plus tard :

b· a` a· c “ b· c` }a}2. (11.71)EQooWPWZooLjlVJkEQooWPWZooLjlVJk

Maintenant nous calculons un peu :

}b´ a}2 ` }a´ c}2 “ }b}2 ´ 2b· a` }a}2 ` }a}2 ´ 2a· c` }c}2 (11.72a)
“ 2}a}2 ` }b}2 ` }c}2 ´ 2pb· c` }a}2q (11.72b)SUBEQooHCWXooQHpGTOSUBEQooHCWXooQHpGTO

“ }b}2 ` }c}2 ´ 2b· c (11.72c)
“ }b´ c}2. (11.72d)

Pour (11.72b), nous avons substitué (11.71).

11.23.
Je profite de l’occasion pour montrer mon scepticisme quant aux preuves de Pythagore basées sur
différents pliages et découpages des carrés construits sur les côtés du triangle.

Si, comme ici, nous considérons la géométrie dans R2 muni de son produit scalaire, alors le
théorème 11.22 est le théorème de Pythagore et il n’est pas loin d’être la définition de la distance
entre deux points. Ce serait exactement la définition pour le triangle A “ p0, 0q, B “ pa, 0q,
C “ pa, bq.

Pour autant que je le sache, la géométrie dans « le plan » (celle du collège) ne définit pas
« longueur » et « aire ». Donc bon . . .Il y a peut-être un moyen de s’en sortir, mais je ne le connais
pas.

Bref, soit on se met d’accord sur les définition (et dans ce cas je serais étonné qu’il existe une
démonstration de Pythagore très différente de ce qu’on a ici), soit il faudrait se calmer avec les
soi-disant preuves du théorème de Pythagore.

LEMooKDGRooMmJqnn

Lemme 11.24.
Soit un carré de côté c. Alors deux points du carré sont au maximum éloignés d’une distance égale
à c
?

2.
16. Proposition 10.115.
17. Définition 9.169.



842 CHAPITRE 11. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

11.1.6 Produit vectoriel
DEFooTNTNooRjhuJZ

Définition 11.25.
Soient u et v, deux vecteurs de R3. Le produit vectoriel de u et v est le vecteur uˆ v défini par

uˆ v “ det

¨
˝
e1 e2 e3
u1 u2 u3
v1 v2 v3

˛
‚ (11.73)EQooCUJRooFuFPaZEQooCUJRooFuFPaZ

où les vecteurs e1, e2 et e3 sont les vecteurs de la base canonique de R3.
LEMooYKNPooGVMuse

Lemme 11.26.
Le produit vectoriel uˆ v est également exprimé par EQSooOWGZooNYruoy

uˆ v “ pu2v3 ´ u3v2qe1 ` pu3v1 ´ u1v3qe2 ` pu1v2 ´ u2v1qe3 (11.74a)SEBEQooVROKooRpUOIrSEBEQooVROKooRpUOIr

“
ÿ

i,j,k

ϵijkviwjek (11.74b)

où ϵijk est défini par ϵxyz “ 1 et ensuite ϵijk est 1 ou ´1 suivant que la permutation des x, y et
z est paire ou impaire. C’est-à-dire que ϵijk est la signature de la permutation qui amène p1, 2, 3q
sur pi, j, kq.
Démonstration. Il s’agit seulement de développer explicitement le déterminant (11.73).

NORMooARQCooCAapiy

11.27.
Admettons que a ˆ b “ v. En calculant le même produit vectoriel dans la base fi “ ´ei, les
composantes de a et b changent de signe et la formule (11.74) dit que le produit vectoriel ne
change pas. On serait tenté d’écrire, dans la base tfiu

p´aq ˆ p´bq “ v, (11.75)

tout en pleurant parce que dans la base des fi, le vecteur v devient ´v.
Il y a des personnes que cela tracasse tellement qu’on entend parler de « le produit vectoriel

est un pseudo-vecteur sous SOp2q ». Les physiciens en théorie quantique des champs sont terribles
sur ce sujet 18.

Il suffit d’être clair. Le produit vectoriel n’est défini que sur R3, et est défini par sa formule
dans la base canonique, point barre. Si vous avez des vecteurs a et b dont vous connaissez les
composantes dans une autre base, vous devez calculer les composantes dans la base canonique,
utiliser la formule pour trouver les composantes de a ˆ b dans la base canonique. Ensuite, si ça
vous chante, vous pouvez calculer à nouveau les composantes de aˆ b dans une autre base.

Tout cela pour dire que le produit vectoriel n’est pas une opération très généralisable. Il est
possible, pour sembler plus intrinsèque, de tenter cette définition : le produit vectoriel aˆ b est le
vecteur perpendiculaire à a et b, de longueur égale à l’aire du parallélogramme construit sur a et
b.

Cette « définition » a plusieurs inconvénients.
— Elle demande quand même un produit scalaire et des aires ; bref, elle demande une structure

métrique,
— Elle ne donne pas le sens. En effet, dans R3, il y a deux vecteurs de longueur donnée per-

pendiculaires à a et b. Il faut donc préciser le sens. Cela revient à donner une orientation et
donc, fondamentalement, à choisir une base.

Bref, on retiendra que le produit vectoriel est une opération accrochée à R3 et à sa base
canonique.

18. D’autant plus que, au lieu d’écrire un produit scalaire a· b, il écrivent aib
i en disant que bi est un covecteur.

Avec toutes les complications que ça implique sur les « lois de transformation » d’un covecteur sous tel ou tel groupe.
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Lemme-Définition 11.28.
Nous avons l’égalité suivante pour tout u, v, w P R3 :

puˆ vq·w “ det

¨
˝
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

˛
‚. (11.76)EQooKJYUooSQgfXUEQooKJYUooSQgfXU

Le résultat est nommé le produit mixte de trois vecteurs de R3.

11.29.
Nous avons donné un nom à la combinaison puˆ vq·w. J’imagine que vous voyez pourquoi nous
ne considérons pas la combinaison pu· vq ˆ w.

Le lemme suivant donne un moyen compliqué et peu pratique de calculer la valeur absolue
du produit mixte. La formule (11.77) ne sera utilisée que pour faire le lien entre un jacobien et
un élément de volume en dimension trois lorsque nous verrons les intégrales sur des variétés. Voir
l’équation (20.38).

LEMooSMWNooCmEZeY

Lemme 11.30 ([1]).
Le produit mixte peut également être exprimé par

|puˆ vq·w|2 “ det

¨
˝
}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚. (11.77)EQooWZUQooYydphWEQooWZUQooYydphW

Démonstration. Si nous notons

a “
¨
˝
u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

˛
‚, (11.78)

il faut simplement remarquer que
¨
˝
}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ aat. (11.79)

Donc au niveau des déterminants, en utilisant les propositions 9.246 et le lemme 4.80 nous avons

det

¨
˝
}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ detpaatq “ detpaqdetpatq “ detpaq2. (11.80)

Et maintenant, par définition, detpaq “ puˆ wq·w. Donc le résultat annoncé.
PropScalMixtLin

Proposition 11.31.
Les applications produit scalaire, vectoriel et mixte sont multilinéaires. Spécifiquement, nous avons
les propriétés suivantes.

(1) Les applications produit scalaire et vectoriel sont bilinéaires. C’est-à-dire que pour tout vec-
teurs a, b, c et pour tout nombre α et β nous avons

aˆ pαb` βcq “ αpaˆ bq ` βpaˆ cq
pαa` βbq ˆ c “ αpaˆ cq ` βpbˆ cq. (11.81)

(2) Le produit mixte est trilinéaire.
(3) Le produit vectoriel est antisymétrique, c’est-à-dire uˆ v “ ´v ˆ u.
(4) Nous avons uˆ v “ 0 si et seulement si u et v sont colinéaires, c’est-à-dire si et seulement

si l’équation αu` βv “ 0 a une solution différente de la solution triviale pα, βq “ p0, 0q.
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PROPooMXAIooJureOD

Proposition 11.32 (Identité de Lagrange[323]).
Si x, y P Rn, alors

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

ÿ

iăj
pxiyj ´ xjyiq2. (11.82)

Et si n “ 3 alors
}xˆ y}2 “ }x}2}y}2 ´ px· yq2. (11.83)

Démonstration. C’est un calcul. D’abord nous avons

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

i

x2
i

ÿ

j

y2
j ´

`ÿ

k

xkyk
˘2 “

ÿ

ij

x2
i y

2
j ´

ÿ

kl

xkykxlyl. (11.84)

Ensuite nous coupons les sommes de la façon suivante
ÿ

ij

“
ÿ

j

ÿ

iăj
`
ÿ

j

pi “ jq `
ÿ

j

ÿ

iąj
(11.85)

pour obtenir

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

ÿ

iăj
x2
i y

2
j `

ÿ

j

x2
jy

2
j `

ÿ

j

ÿ

iąj
x2
i y

2
j

´
ÿ

l

ÿ

kăl
xkykxlyl ´

ÿ

k

x2
ky

2
k ´

ÿ

l

ÿ

kąl
xkykxlyl.

(11.86)

Il y a deux termes qui se simplifient. Notez que si Akl est symétrique en kl nous avons
ÿ

l

ÿ

kăl
Akl “

ÿ

k

ÿ

lăk
Alk “

ÿ

k

ÿ

lăk
Akl. (11.87)

La première égalité était seulement un renommage des indices. Le coup des indices symétriques
est justement ce qu’il se passe dans les deux termes enxkykxlyl, donc nous les regroupons :

}x}2}y}2 ´ px· yq2 “
ÿ

j

`ÿ

iăj
x2
ix

2
j `

ÿ

iąj
x2
i y

2
j ´ 2

ÿ

iąj
xiyixjyj

˘
(11.88a)

“
ÿ

j

ÿ

iăj
px2
i y

2
j ` x2

jy
2
i ´ 2xiyixjyjq (11.88b)

“
ÿ

j

ÿ

iăj
pxiyj ´ xjyiq2. (11.88c)

Voilà qui prouve la première formule. Pour la seconde, il faut seulement poser n “ 3 et écrire les
sommes explicitement.

— Pour j “ 1, la somme sur i est
ř
iă1, c’est-à-dire aucun termes.

— Pour j “ 2, il y a seulement i “ 1, donc le terme px1y2 ´ x2y1q2.
— Pour j “ 3, il y a les termes i “ 1 et i “ 2, donc les termes px1y3 ´ x3y1q2 ` px2y3 ´ x3y2q2.

Ces trois termes collectés sont justement les composants (au carré) de xˆy données dans la formule
(11.74a).

Les trois vecteurs de base ex, ey et ey ont des produits vectoriels faciles à retenir :

ex ˆ ey “ ez

ey ˆ ez “ ex

ez ˆ ex “ ey

(11.89)

Les deux formules suivantes, qui mêlent le produit scalaire et le produit vectoriel, sont souvent
utiles en analyse vectorielle :

puˆ vq·w “ u· pv ˆ wq
puˆ vq ˆ w “ ´pv·wqu` pu·wqv (11.90)EqFormExpluxxxEqFormExpluxxx

pour tout vecteurs u, v et w dans R3. Nous les admettons sans démonstration. La seconde formule
est parfois appelée formule d’expulsion.
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Exemple 11.33.
Calculons le produit vectoriel v ˆ w avec

v “
¨
˝

3
´1
1

˛
‚ w “

¨
˝

1
2
´1

˛
‚. (11.91)

Les vecteurs s’écrivent sous la forme v “ 3ex ´ ey ` ez et w “ ex ` 2ey ´ ez. Le produit vectoriel
s’écrit

p3ex ´ ey ` ezq ˆ pex ` 2ey ´ ezq “ 6ex ˆ ey ´ 3ex ˆ ez
´ ey ˆ ex ` ey ˆ ez
` ez ˆ ex ` 2ez ˆ ey

“ 6ez ` 3ey ` ez ` ex ` ey ´ 2ex
“ ´ex ` 4ey ` 7ez.

(11.92)

△

11.1.7 Produit mixte

Si a, b et c sont trois vecteurs, leur produit mixte est le nombre a· pb ˆ cq. En écrivant le
produit vectoriel sous forme de somme de trois déterminants 2ˆ 2, nous avons

a· pbˆ cq

“ pa1ex ` a2ey ` a3ezq·
˜∣∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣∣ ex ´
∣∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣∣ ey `
∣∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣∣
¸

“ a1

∣∣∣∣∣b2 b3
c2 c3

∣∣∣∣∣´ a2

∣∣∣∣∣b1 b3
c1 c3

∣∣∣∣∣` a3

∣∣∣∣∣b1 b2
c1 c2

∣∣∣∣∣
“

∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ .
(11.93)

Le produit mixte s’écrit donc sous forme d’un déterminant. Nous retenons cette formule :

a· pbˆ cq “
∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣ . (11.94)EqProduitMixteDetEqProduitMixteDet

Un grand intérêt du produit vectoriel est qu’il fournit un vecteur qui est simultanément per-
pendiculaire aux deux vecteurs donnés.

PROPooTUVKooOQXKKl

Proposition 11.34.
Le produit vectoriel 19 aˆ b est un vecteur orthogonal à a et b.

Démonstration. Vérifions que a K pa ˆ bq. Pour cela, nous calculons a· pa ˆ bq, c’est-à-dire le
produit mixte

a· paˆ bq “
∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣ “ 0. (11.95)

L’annulation de ce déterminant est due au fait que deux de ses lignes sont égales.

Ces résultats admettent une intéressante généralisation.
LEMooFRWKooVloCSM

Lemme 11.35.
Soit X P Rn ainsi que v1, . . . , vn´1 P Rn. Alors

19. Définition 11.25.
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(1) Nous avons

detpX, v1, . . . , vn´1q “ X · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚ (11.96)EQooMQNPooRHHBjzEQooMQNPooRHHBjz

(2) Le vecteur

det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚ (11.97)

est orthogonal à tous les vi.

Démonstration. Puisque les deux côtés de (11.96) vus comme fonctions de X, sont des applications
linéaires de Rn dans R, il suffit de vérifier l’égalité sur une base.

Nous posons τi : Rn Ñ Rn´1,

τipvqk “
#
vk si k ă i

vk`1 si k ě i.
(11.98)

et nous avons d’une part

ek · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚“ det

¨
˚̋

τkv1
...

τkvn´1

˛
‹‚ (11.99)

et d’autre part,

detpek, v1, . . . , vn´1q “ det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
1 v1 ¨ ¨ ¨ vn´1
...
0

˛
‹‹‹‹‹‹‚
“ detpτkv1, . . . , τkvn´1q. (11.100)

La première assertion est démontrée.
En ce qui concerne la seconde, il suffit d’appliquer la première et se souvenir qu’un déterminant

est nul lorsque deux lignes sont égales 20. En effet :

vk · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
v1
...

vn´1

˛
‹‹‹‚“ detpvk, v1, . . . , vnq “ 0. (11.101)

11.1.8 Procédé de Gram-Schmidt
PropUMtEqkb

Proposition 11.36 (Procédé de Gram-Schmidt).
Un espace euclidien possède une base orthonormée.

20. Corolaire 4.83.
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Démonstration. Soit E un espace euclidien et tv1, . . . , vnu, une base quelconque de E. Nous posons
d’abord

f1 “ v1, e1 “ f1
}f1} . (11.102)

Ensuite
f2 “ v2 ´ xv2, e1ye1, e2 “ f2

}f2} . (11.103)

Notons que te1, e2u est une base de Spantv1, v2u. De plus elle est orthogonale :

xe1, f2y “ xe1, v2y ´ xv2, e1y xe1, e1yloomoon
“1

“ 0. (11.104)

Le fait que }e1} “ }e2} “ 1 est par construction. Nous avons donc donné une base orthonormée de
Spantv1, v2u.

Nous continuons par récurrence en posant

fk “ vk ´
k´1ÿ

i“1
xvk, eiyei, ek “ fk

}fk} . (11.105)

Pour tout j ă k nous avons

xej , fky “ xej , vky ´
k´1ÿ

i“1
xvk, eiy xei, ejyloomoon

“δij

“ 0 (11.106)

Cet algorithme de Gram-Schmidt nous donne non seulement l’existence de bases orthonormée
pour tout espace euclidien, mais aussi le moyen d’en construire à partir de n’importe quelle base.

11.1.9 Pseudo-réduction simultanée
CorNHKnLVA

Corolaire 11.37 (Pseudo-réduction simultanée[324]).
Soient A,B P Spn,Rq avec A définie positive 21. Alors il existe Q P GLpn,Rq telle que QtBQ soit
diagonale et QtAQ “ 1.

Démonstration. Nous allons noter x· y le produit scalaire usuel de Rn et teiui“1,...,n sa base
canonique.

Comme A est définie positive, l’expression xx, yy “ x·Ay donne un produit scalaire sur Rn.
Nous avons donc deux produits scalaires sur Rn, et nous allons travailler avec les deux.

La proposition 11.36 appliquée à l’espace euclidien pRn, x., .yq dit qu’il existe une base de Rn

orthonormée pfiqi“1,...,n pour ce produit scalaire. Nous considérons l’application linéaire P définie
par

Pei “ fi. (11.107)

Nous démontrons à présent que P tAP “ 1. Pour cela, nous calculons

δij “ xfi, fjy (11.108a)SUBEQooGZDJooVMuWNnSUBEQooGZDJooVMuWNn

“ fi ·Afj (11.108b)
“ Pei ·APej (11.108c)
“ ei ·P tAPej (11.108d)SUBEQooQNVUooNbyIzMSUBEQooQNVUooNbyIzM

“ pP tAP qij . (11.108e)SUBEQooITBKooCEmqxxSUBEQooITBKooCEmqxx

Justifications :
21. Définition 9.227.
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— Pour (11.108a), la base pfjq est orthonormée pour le produit scalaire x., .y.
— Pour (11.108d), la proposition 9.183 sur la transposée.
— Pour (11.108e), la formule du produit scalaire usuel pour avoir les éléments de matrice,

proposition 9.181.
La matrice P tBP est une matrice symétrique, donc le théorème spectral 9.224 nous donne une
matrice R P Opn,Rq telle que RtP tBPR soit diagonale. En posant maintenant Q “ PR nous
avons la matrice cherchée.

REMooDDUEooJXZIfE

Remarque 11.38.
Plusieurs remarques

(1) Nous n’avons pas prouvé l’existence d’une matrice P telle que P´1BP et P´1AP soient
diagonales. Au contraire, nous avons QtBQ et QtAQ qui sont diagonales. Tant que Q n’est
pas orthogonale, ce n’est pas la même chose.
Autrement dit, nous n’avons pas ici une vraie diagonalisation, parce que les matrices A et B
ne sont pas semblables à des matrices diagonales. Voir les définitions 9.212 (diagonalisable)
et 9.199 (semblable).
C’est pour cela que nous parlons de pseudo-diagonalisation.

(2) Dans le même ordre d’idée, la démonstration de la pseudo-diagonalisation simultanée parle
clairement de formes bilinéaires, et non d’endomorphismes. Or en comparant les lois de
transformations (4.233) et (9.306), nous voyons bien que la réduction en passant par QtAQ
est bien une réduction de forme bilinéaire et non une réduction d’endomorphismes.

(3) Nous avons prouvé la pseudo-réduction simultanée comme corolaire du théorème de diago-
nalisation des matrices symétriques 9.224. Il aurait aussi pu être vu comme un corolaire du
théorème spectral 11.6 sur les opérateurs autoadjoints via son corolaire 11.7.

11.2 Approximations
Le lemme suivant est surtout intéressant en dimension infinie.

Lemme 11.39.
Soit un espace vectoriel normé V et un sous-espace vectoriel dense A. Soit v P V ; il existe une
suite pvnq dans A telle que vn VÝÑ v et }vn} ď }v} pour tout n.

Démonstration. Puisque A est dense, il existe une suite an dans A telle que an Ñ v. Ensuite il
suffit de poser

vn “ n

n` 1
}v}
}an}an. (11.109)

Par construction nous avons toujours

}vn} “ n

n` 1}v} ď }v}. (11.110)

Et de plus, la norme étant continue 22,

lim
nÑ8 vn “ lim

nÑ8
n

n` 1 lim
nÑ8

}v}
}an} lim

nÑ8 an “ v. (11.111)

Le fait que vn soit dans A est dû au fait que A soit vectoriel.
PROPooVEMGooYKhMFy

Proposition 11.40.
Soit un espace vectoriel normé V et un sous-espace vectoriel dense A. Soit v P V . Nous avons

supt|v· a| tel que a P A et }a} ď λu “ λ}v}. (11.112)
22. Où dans le calcul suivant utilisons-nous la continuité de la norme ? Posez vous la question.
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Démonstration. D’abord pour tout a P A vérifiant }a} ď λ l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1
donne

|v· a| ď }v}}a} ď λ}v}. (11.113)

Donc le supremum dont on parle est majoré par λ}v}.
Il nous faut l’inégalité dans l’autre sens. Par densité nous pouvons choisir une suite vn P A tel

que vn Ñ v. Ensuite nous posons

an “ λ

}vn}vn. (11.114)

Nous avons }an} “ λ pour tout n et

|v· an| “ λ

}vn} |v· vn|, (11.115)

et en passant à la limite,

lim
nÑ8 |v· an| “ λ

}v}}v· v} “ λ}v}. (11.116)

Donc l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum contient une suite convergente vers λ}v}. Le
supremum est donc au moins aussi grand que cela.

11.2.1 Quelques exemples de normes sur Rn

Il est possible de définir de nombreuses normes sur Rn. Citons-en quelques-unes parmi les
normes }.}p. Le cas général p ě 1 sera fait dans 17.109.

PROPooCLZRooIRxCnZ

Proposition-Définition 11.41 ([325, 215]).
Les formules suivantes définissent des normes 23 sur Rn.

ITEMooQBLGooPQKSev

(1) }x}1 “ řn
i“1 |xi|, ITEMooXQUFooLHrITI

(2) }x}2 “
ařn

i“1 x
2
i , ITEMooSOVDooTuhEik

(3) }x}8 “ maxi |xi|.
La norme }.}8 est nommée norme supremum.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Déjà fait dans le lemme 11.12.
(2) Pour (2) Le cas p “ 2 provient de l’inégalité

apa` bq2 ď
?
a2 `

?
b2, (11.117)

laquelle se démontre en passant au carré :

pa` bq2 “ a2 ` b2 ` 2ab ď a2 ` b2 ` 2|ab| “ `?
a2 `

?
b2
˘2
. (11.118)EQooRYNYooTzZpPzEQooRYNYooTzZpPz

(3) Pour (3) Pour l’inégalité triangulaire, nous faisons

}x` y}8 “ max
i
|xi ` yi| ď max

i

`|xi| ` |yi|
˘ ď max

i
|xi| `max

i
|yi| “ }x}8 ` }y}8. (11.119)

Les autres points de la définition 7.152 sont faciles quand on se rappelle que x “ 0 si et
seulement si xi “ 0 pour tout i.

23. Définition 7.152.
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Parmi ces normes, celles qui seront le plus souvent utilisées sont les normes }.}1 et }.}2 qui,
pour des raisons que nous verrons beaucoup plus tard 24 sont souvent notées }.}Lp :

}x}L1 “
nÿ

i“1
|xi|,

}x}L2 “
´ nÿ

i“1
|xi|2

¯1{2
.

(11.120)

‚
pAx, Ayq

‚ pBx, Byq

‚ C

1 2 3

1

2

3

4

Figure 11.1: La norme euclidienne induit la distance euclidienne. D’où son nom. Le point C est
construit aux coordonnées pAx, Byq. LabelFigDistanceEuclide

Soient A “ pAx, Ayq et B “ pBx, Byq deux éléments de R2. La distance 25 euclidienne entre A
et B est donnée par }A´ B}2. En effet, sur la figure 11.1, la distance entre les points A et B est
donnée par

|AB|2 “ |AC|2 ` |CB|2 “ |Ax ´Bx|2 ` |Ay ´By|2, (11.121)

par conséquent,
|AB| “

b
|Ax ´Bx|2 ` |Ay ´By|2 “ }A´B}2. (11.122)

Remarque 11.42.
Si A, B et C sont trois points dans le plan R2, alors l’inégalité triangulaire |AB| ď |AC| ` |CB|
est précisément la propriété (4) de la norme (définition 7.152). En effet l’inégalité triangulaire
s’exprime de la façon suivante en termes de la norme }.}2 :

}A´B}2 ď }A´ C}2 ` }C ´B}2. (11.123)EqNDeuxAmBNNddEqNDeuxAmBNNdd

En notant u “ A´C et v “ C´B, l’équation (11.123) devient exactement la propriété de définition
de la norme :

}u` v}2 ď }u}2 ` }v}2. (11.124)

Ceci explique pourquoi cette propriété des normes est appelée « inégalité triangulaire ».

11.3 Équivalence des normes
normes_equiv

Au premier coup d’œil, les notions dont nous parlons dans ce chapitre ont l’air très générales.
Nous prenons en effet n’importe quel espace vectoriel V de dimension finie, et nous le munissons
de n’importe quelle norme. Rien que dans Rm nous allons en définir une infinité par l’équation
(17.439)). À partir de ces données, nous définissons les boules, la topologie, l’adhérence, etc.

24. La proposition 27.16, par exemple.
25. Ne pas confondre « distance » et « norme ».
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11.3.1 En dimension finie

Dans Rn, les normes }.}L1 , }.}L2 et }.}8 ne sont pas égales. Cependant elles ne sont pas
complètement indépendantes au sens où l’on sent bien que si un vecteur sera grand pour une
norme, il sera également grand pour les autres normes ; les normes « vont dans le même sens ».
Cette notion est précisée par le concept de norme équivalente.

DefEquivNormLEMooHAITooWdtLAN

Proposition-Définition 11.43 ([326]).
Soient deux normes N1 et N2 sur l’espace vectoriel E de dimension finie. Nous disons que N1 „ N2
si et seulement si il existe des réels strictement positifs k1, k2 tels que

k1N1pxq ď N2pxq ď k2N1pxq. (11.125)

La relation „ est une relation d’équivalence 26 sur l’ensemble des normes de E.
Si N1 „ N2 nous disons que les normes N1 et N2 sur Rm sont équivalentes.

Démonstration. Vu que tous les nombres sont strictement positifs, nous pouvons multiplier et
diviser sans changer le sens des inégalités. Gardant cela en tête, nous faisons les trois vérifications.

(1) réflexive Nous avons N1 „ N1 avec k1 “ k2 “ 1.
(2) Symétrique Supposons avoir k1, k2 tels que k1N1pxq ď N2pxq ď k2N1pxq. Alors nous avons

aussi
1
k2
N2pxq ď N1pxq ď 1

k1
N2pxq. (11.126)

(3) Transitive Supposons N1 „ N2 et N2 „ N3. Nous avons donc des nombres k1, k2, l1 et l2
tels que

k1N1pxq ď N2pxq
N2pxq ď k2N1pxq

l1N2pxq ď N3pxq
N3pxq ď l2N2pxq.

(11.127)

En combinant,
k1l1N1pxq ď l1N2pxq ď N3pxq ď l2N2pxq ď l2k2N1pxq. (11.128)

En particulier, k1l1N1pxq ď N3pxq ď l2k2N1pxq.
PropLJEJooMOWPNi

Proposition 11.44.
Pour Rn, nous avons les équivalences de normes }.}L1 „ }.}L2, }.}L1 „ }.}8 et }.}L2 „ }.}8. Plus
précisément nous avons les inégalités 27

ItemABSGooQODmLNi

(1) }x}2 ď }x}1 ď ?n}x}2 ItemABSGooQODmLNii

(2) }x}8 ď }x}1 ď n}x}8 ItemABSGooQODmLNiii

(3) }x}8 ď }x}2 ď ?n}x}8
Démonstration. En mettant au carré la première inégalité nous voyons que nous devons vérifier
l’inégalité

|x1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|2 ď
`|x1| ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|

˘2 (11.129)

qui est vraie parce que le membre de droite est égal au carré de chaque terme plus les double
produits. La seconde inégalité provient de l’inégalité de Cauchy-Schwarz (théorème 11.1) sur les
vecteurs

v “

¨
˚̋

1{n
...

1{n

˛
‹‚, w “

¨
˚̋
|x1|

...
|xn|

˛
‹‚. (11.130)

26. Définition 1.31.
27. Les racines carrés sont définies en 10.95.
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Nous trouvons
1
n

ÿ

i

|xi| ď
c
n· 1

n2

dÿ

i

|xi|2, (11.131)

et par conséquent ÿ

i

|xi| ď
?
n}x}2. (11.132)

La première inégalité de (3) se démontre en remarquant que si a et b sont positifs, a ď ?a2 ` b.
En appliquant cela à a “ maxi |xi|, nous avons

max
i
|xi| ď

a|x1|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |xn|2 (11.133)

parce que maxi |xi| est évidemment un des termes de la somme. Pour la seconde inégalité de (3),
nous avons dÿ

k

|xk|2 ď
˜ÿ

k

max
i
|xi|2

¸1{2

“ ?n}x}8. (11.134)

Pour obtenir cette inégalité, nous avons remplacé tous les termes |xk| par le maximum.

Pour les autres normes }.}p, il y a des inégalités dans 17.110 et 17.102 ; voir aussi le thème 25.
Une dernière avant l’équivalence de toutes les normes.

Proposition-Définition 11.45.
Les topologies suivantes sont égales sur Rn. ITEMooWACPooFBAWhx

(1) La topologie produit Rˆ . . .ˆR des espaces topologiques pR, |.|q,
ITEMooJPJHooGTuLen

(2) La topologie de la norme
}px1, . . . , xnq}8 “ max

i
t|xi|u, (11.135)

ITEMooEBYQooXiOOtb

(3) La topologie de la norme

}px1, . . . , xnq}2 “
d

nÿ

i“1
x2
i . (11.136)

Elle est la topologie que nous allons toujours considérer sur Rn (sauf mention très explicite du
contraire).

Démonstration. Les topologies (1) et (2) sont identiques par le lemme 7.220. Les topologies (2) et
(3) sont identiques par la proposition 11.44.

En réalité, toutes les normes }.}Lp et }.}8 sont équivalentes et, plus généralement, en dimension
finie, toutes les normes sont équivalentes.

ThoNormesEquiv

Théorème 11.46 ([327, 328]).
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration. Soit un espace vectoriel V de dimension finie. Nous allons montrer que toutes les
normes sont équivalentes à la norme }.}8. Soit donc une norme N sur V .

(1) Inégalité dans un sens Vu que V est de dimension finie, il accepte une base te1, . . . , enu.
En posant D “ řn

i“1Npeiq, nous avons

Npxq “ Np
ÿ

i

xieiq ď
ÿ

i

|xi|Npeiq ď n}x}8D. (11.137)

Nous avons donc l’inégalité 28

Npxq ď nD}x}8. (11.138)
28. Dans 11.46, le n n’apparaît pas dans la majoration. C’est lui ou moi qui fait une erreur ? Pourquoi ?
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(2) Dans l’autre sens La proposition 7.153 donne
ˇ̌
Npxq ´Npyqˇ̌ ď Npx´ yq ď Dn}x´ y}8. (11.139)

Donc l’application N : pV, }.}8q Ñ R est continue. Vu que la sphère

S “ tx P V tel que }x}8 “ 1u (11.140)

est compacte 29, la fonction continue N y prend un minimum 30. Il existe donc m ą 0 tel que
m ď Npxq pour tout x P S.
Soit x P V . Nous avons x{}x}8 P S, de telle sorte que

m ď Np x

}x}î q “
1

}x}8Npxq, (11.141)

ou encore Npxq ě m}x}8.
(3) Conclusion Pour tout x P V nous avons les inégalités

m}x}8 ď Npxq ď nD}x}8. (11.142)

Donc toutes les normes sont équivalentes à la norme }.}8.
Comme l’équivalence de norme est transitive, toutes les normes sont équivalentes.

CORooBRDYooLmGJDE

Corolaire 11.47.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et }.}1, }.}2 deux normes sur V . Alors l’identité
i : V Ñ V est un isomorphisme d’espace topologique pV, }.}1q Ñ pV, }.}2q.

De plus les ouverts sont les mêmes : une partie de V est ouverte dans pV, }.}1q si et seulement
si elle est ouverte dans pV, }.}2q.
Démonstration. Le théorème 11.46 nous dit qu’il existe des nombres α, β ą 0 tels que

α}x}1 ď }x}2 ď β}x}1 (11.143)

pour tout x P V . Soit un 2-ouvert O. Nous prouvons que i´1pOq “ O est un 1-ouvert. Pour
cela, soit a P O. Vu que O est un 2-ouvert, il existe r ą 0 tel que B2pa, rq Ă O. Prouvons que
B1pa, r{βq Ă B2pa, rq. En effet si y P B1pa, r{βq, alors

}y ´ a}2 ď β}y ´ a}1 ď r. (11.144)

Nous avons donc
B1pa, r{βq Ă B2pa, rq Ă O “ i´1pOq. (11.145)

Donc i´1pOq contient un 1-ouvert autour de chacun de ses points. Il est donc 1-ouvert.
Pour prouver que i´1 est continue, c’est la même chose.

NORMooNKBCooKziIjx

11.48.
Le lemme 11.12 donnera une norme sur R2 qui ne dérive pas d’un produit scalaire. Vu que toutes
les normes sur R2 produisent la même topologie (c’est le corolaire 11.47), il y a parfaitement moyen
pour deux espaces vectoriels topologiques d’être isomorphes alors que l’un a une norme dérivant
d’un produit scalaire et l’autre non.

29. La partie S est fermée et bornée de pV, }.}8q, voir le théorème 10.24.
30. Théorème de Weierstrass 7.141.
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11.49.
Le théorème d’équivalence de norme sera utilisé pour montrer que l’ensemble des formes qua-
dratiques non dégénérées de signature pp, qq est ouvert dans l’ensemble des formes quadratiques,
proposition 17.121. Plus généralement il est utilisé à chaque fois que l’on fait de la topologie sur
les espaces de matrices en identifiant Mpn,Rq à Rn2 , pour se rassurer en se disant que ce qu’on
fait ne dépend pas de la norme choisie.

Voir aussi ce qu’on en fait en 12.288 pour démontrer la différentiabilité à partir des dérivées
partielles.

PROPooNTCFooEcwZwt

Proposition 11.50 ([1]).
Soit un espace vectoriel V de dimension finie sur C. Pour une base B “ teiu de V nous définissons

}
ÿ

k

vkek}B “
dÿ

k

|vk|2. (11.146)EQooEGXVooLASQICEQooEGXVooLASQIC

(1) La formule (11.146) définit une norme sur V .
(2) Si B et B1 sont des bases de V , alors les topologies induites par le norme }.}B et }.}B1 sont

égales.

Démonstration. Nous commençons par fixer une base B “ teiui“1,...,n de V . Cette base nous
permet de définir

φ : V Ñ Cn

ÿ

k

vkek ÞÑ pv1, . . . , vnq. (11.147)

Cette application linéaire permet d’écrire

}v}V “ }φpvq}Cn . (11.148)

À partir de là, la vérification des propriétés de la définition 7.152 est immédiate. Par exemple :

}v ` w} “ }φpv ` wq} “ }φpvq ` φpwq} ď }φpvq} ` }φpwq} “ }v} ` }w}. (11.149)

En ce qui concerne la seconde assertion, c’est le théorème 11.46.

11.3.2 Contre-exemple en dimension infinie
SubSecPOlynomesCE

Lorsque nous considérons des espaces vectoriels de dimension infinie, les choses ne sont plus
aussi simples. Nous voyons ici sur l’exemple de l’espace des polynômes que le théorème 11.46 n’est
plus valable si on enlève l’hypothèse de dimension finie.

On considère l’ensemble des fonctions polynomiales à coefficients réels sur l’intervalle r0, 1s.

PRpr0, 1sq “ tp : r0, 1s Ñ R | p : x ÞÑ a0 ` a1x` a2x
2 ` . . . , ai P R, @i P Nu. (11.150)

Cet ensemble, muni des opérations usuelles de somme entre polynômes et multiplications par les
scalaires, est un espace vectoriel.

Sur PpRq on définit les normes suivantes

}p}8 “ sup
xPr0,1s

tppxqu,

}p}1 “
ż 1

0
|ppxq| dx,

}p}2 “
ˆż 1

0
|ppxq|2 dx

˙1{2
.

(11.151)
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Les inégalités suivantes sont immédiates

}p}1 “
ż 1

0
|ppxq| dx ď }p}8,

}p}2 “
ˆż 1

0
|ppxq|2 dx

˙1{2
ď }p}8,

(11.152)

mais la norme }· }8 n’est équivalente ni à }· }1, ni à }· }2. Soit pkpxq “ xk. Alors

}pk}8 “ 1,

}pk}1 “
ż 1

0
xk dx “ 1

k ` 1 ,

}pk}2 “
ˆż 1

0
x2k dx

˙1{2
“
c

1
2k ` 1 .

(11.153)

Pour k Ñ 8 les normes }pk}1, }pk}2 tendent vers zéro, alors que la norme }pk}8 est constante,
donc les normes ne sont pas équivalentes parce que il n’existe pas un nombre positif m tel que

m}pk}8 ď }pk}1,
m}pk}8 ď }pk}2,

(11.154)

uniformément pour tout k dans N.

11.4 Norme opérateur
La proposition suivante donne une norme (au sens de la définition 7.152) sur LpV,W q dès que

V et W sont des espaces vectoriels normés.
DefNFYUooBZCPTr

Proposition-Définition 11.51 (Norme opérateur[329], thème 40).
Soient des espaces vectoriels normés pV, }.}V q et pW, }.}W q. Soient une application linéaire T : V Ñ
W , et le nombre

}T }L “ sup
xPV
x‰0

}T pxq}W
}x}V . (11.155)

ITEMooGIPIooUvVBIv

(1) Si V est de dimension finie, alors }T }L ă 8.
(2) L’application T ÞÑ }T }L est une norme sur l’espace vectoriel des applications linéaires V Ñ

W . ITEMooUQPRooYQGZzu

(3) Nous avons la formule

}T }L “ sup
xPV

}T pxq}W
}x}V “ sup

}x}V “1
}T pxq}W (11.156)EqFZPooIoecGHEqFZPooIoecGH

Le nombre }T }L est la norme opérateur de T . Nous disons que cette norme est subordonnée
aux normes choisies sur V et W .

Démonstration. Si V est de dimension finie alors l’ensemble t}x} “ 1u est compact par le théorème
de Borel-Lebesgue 10.24. Alors la fonction

x ÞÑ }T pxq}
}x} (11.157)

est une fonction continue sur un compact. Le corolaire 7.283 nous dit alors qu’elle est bornée. Le
supremum est donc un nombre réel fini.

Nous vérifions que l’application }.} de LpV,W q dansR ainsi définie est effectivement une norme.
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(1) }T }L “ 0 signifie que }T pxq} “ 0 pour tout x dans V . Comme }· }W est une norme nous
concluons que T pxq “ 0 pour tout x dans V , donc T est l’application nulle.

(2) Pour tout λ P R et tout T dans LpV,W q nous avons

}λT }L “ sup
xPV
x‰0

}pλT qpxq}W
}x}V “ sup |λ|}T pxq}W}x} “ |λ|}T }L. (11.158)

(3) Pour tous T1 et T2 dans LpV,W q nous avons

}T1 ` T2}L “ sup
xPV
x‰0

}T1pxq ` T2pxq}
}x} (11.159a)

ď sup }T1pxq ` T2pxq}
}x} (11.159b)

“ sup
ˆ}T1pxq}

}x} ` }T2pxq}
}x}

˙
(11.159c)

“ď sup }T1pxq}
}x} ` sup }T2pxq}

}x} (11.159d)

“ }T1} ` }T2}. (11.159e)

Enfin nous prouvons la formule alternative (11.156). Nous allons montrer que les ensembles sur
lesquels ont prend le supremum sont en réalité les mêmes :

"}Ax}
}x}

*

x‰0loooooomoooooon
A

“ t}Ax} tel que }x} “ 1uloooooooooooooomoooooooooooooon
B

. (11.160)

Attention : ce sont des sous-ensembles de réels ; pas de sous-ensembles de MpRq ou des sous-
ensembles de Rn.

Pour la première inclusion, prenons un élément de A, et prouvons qu’il est dans B. C’est-à-dire
que nous prenons x P V et nous considérons le nombre }Ax}{}x}. Le vecteur y “ x{}x} est un
vecteur de norme 1, donc la norme de Ay est un élément de B, mais

}Ay} “ }Ax}}x} . (11.161)

Nous avons donc A Ă B.
L’inclusion B Ă A est immédiate.

LEMooHGCKooBzfAtg

Lemme 11.52.
Si A est une matrice bloc-diagonale formée des sous-matrices pAiq, alors Ak (k P Z) est une
matrice bloc-diagonale formée des sous-matrices pAiqk.

PROPooJUYCooHnlFef

Proposition 11.53 ([1]).
Si A est une matrice bloc-diagonale, alors la norme de A majore la norme de chacun de ses blocs.

En d’autres termes, il y a autant de normes opérateur sur LpE,F q qu’il y a de paires de choix
de normes sur E et F . En particulier, cela donne lieu à toutes les normes }A}p qui correspondent
aux normes }.}p sur Rn.

EXooXPXAooYyBwMX

Exemple 11.54.
Voyons la norme opérateur subordonnée à la norme }x}8 “ maxi |xi| sur Cn. Par définition (et
surtout par la propriété 11.51(3)),

}A}8 “ sup
}x}8“1

}Ax}8. (11.162)



11.4. NORME OPÉRATEUR 857

Vu que pAxqi “ ř
k Aikxk, lorsque }x}8 ď 1 nous avons |pAxqi| ď ř

k |Aik|. Donc nous avons
toujours

}A}8 ď max
i

ÿ

k

|Aik|. (11.163)EQooPLCIooVghasDEQooPLCIooVghasD

△

Définition 11.55.
La topologie forte sur l’espace des opérateurs est la topologie de la norme opérateur.

Lorsque nous considérons un espace vectoriel d’applications linéaires, nous considérons tou-
jours 31 dessus la topologie liée à cette norme.

11.4.1 Norme d’algèbre
DefJWRWQue

Définition 11.56 (Norme d’algèbre[329]).
Si A est une algèbre 32, une norme d’algèbre sur A est une norme telle que pour toute x, y P A,

}xy} ď }x}}y}. (11.164)

La norme opérateur est une norme d’algèbre, comme nous le verrons dans le lemme 11.61.
Un des intérêts d’utiliser une norme d’algèbre est que l’on a l’inégalité }xk} ď }x}k. Cela sera

particulièrement utile lors de l’étude des séries entières, voir par exemple 15.13.
DEFooEAUKooSsjqaL

Définition 11.57 ([330]).
Le rayon spectral d’une matrice carrée A, noté ρpAq, est défini de la manière suivante :

ρpAq “ max
i
|λi| (11.165)EQooNVNOooNjJhSSEQooNVNOooNjJhSS

où les λi sont les valeurs propres de A.

11.58.
Quelques remarques sur la définition du rayon spectral.

— Même si A est une matrice réelle, les valeurs propres sont dans C. Donc dans (11.165), |λi|
est le module dans C de λi.

— Puisque les valeurs propres de A sont les racines de son polynôme caractéristique (théo-
rème 9.114), il y en a un nombre fini et le maximum est bien défini.

— La définition s’applique uniquement pour les espaces de dimension finie.
LEMooIBLEooLJczmu

Lemme 11.59.
Soient des espaces vectoriels normés E et F , sur les corps R ou C. Pour tout A P LpE,F q, et
pour tout u P E nous avons la majoration

}Au} ď }A}}u} (11.166)

où la norme sur A est la norme opérateur subordonnée à la norme sur u.

Démonstration. Si u P E alors, étant donné que le supremum d’un ensemble est plus grand ou égal
à chacun des éléments qui le compose,

}A} “ sup
xPE

}Ax}
}x} ě }Au}}u} , (11.167)

donc le résultat annoncé : }Au} ď }A}}u}.
31. Sauf lorsque les événements nous forceront à trahir.
32. Définition 1.340.
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Le lemme suivant est valable en dimension infinie. Nous en toucherons un mot dans l’exemple
11.66.

LEMooWFNXooLyTyyX

Lemme 11.60.
Soient des espaces vectoriels normés E et F . Soit x P E. Alors l’application d’évaluation

evx : LpE,F q Ñ F

f ÞÑ fpxq (11.168)

est continue.

Démonstration. Si x “ 0, alors par linéarité de f nous avons ev0pfq “ 0 pour tout f . Donc d’accord
pour la continuité.

Soit une suite convergente fk
LpE,F qÝÑ f . Nous voulons prouver que evxpfkq FÝÑ evxpfq, c’est-à-

dire que
lim
kÑ8 }fkpxq ´ fpxq} “ 0. (11.169)

Par hypothèse si k est grand, alors }fk ´ f}LpE,F q ď ϵ, c’est-à-dire que 33

sup
yPE

}fkpyq ´ fpyq}
}y} ď ϵ. (11.170)

En particulier pour notre x nous avons

}fkpxq ´ fpxq}
}x} ď ϵ, (11.171)

c’est-à-dire }fkpxq´ fpxq} ď }x}ϵ. Vu que }x} est une simple constante et que ϵ est arbitraire, cela
implique fkpxq Ñ fpxq.

11.5 Application linéaire continue et bornée
LEMooFITMooBBBWGI

Lemme 11.61 (La norme opérateur est une norme d’algèbre[1]).
Soient des espaces vectoriels normés E, F et G. Soient des opérateurs linéaires bornés B : E Ñ F ,
A : F Ñ G. Alors

}AB} ď }A}}B}. (11.172)

C’est-à-dire que la norme opérateur est une norme d’algèbre 34.

Démonstration. Nous avons les (in)égalités suivantes :

}AB} “ sup
xPE

}ABx}G
}x}E (11.173a)

“ sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}x}

}Bx}F
}Bx}F (11.173b)

“ sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}Bx}

}Bx}
}x} (11.173c)

ď sup
xPE
Bx‰0

}ABx}
}Bx}

loooooomoooooon
ď}A}

sup
yPE
By‰0

}Bx}
}y}

looooomooooon
“}B}

(11.173d)

ď }A}}B}. (11.173e)

33. Définition 11.51 de la norme sur LpE,F q.
34. Définition 11.56.
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La dernière inégalité provient que dans sup xPE
Bx‰0

}ABx}{}x}, le supremum est pris sur un ensemble
plus petit que celui sur lequel porte la définition de la norme de A : seulement l’image de B au
lieu de tout l’espace de départ de A.

PROPooQZYVooYJVlBd

Proposition 11.62 (Bornée si et seulement si continue[331]).
Soient E et F des espaces vectoriels normés. Une application linéaire E Ñ F est bornée si et
seulement si elle est continue.

Démonstration. Nous commençons par supposer que A est bornée. Par le lemme 11.61, pour tout
x, y P E, nous avons

}Apxq ´Apyq} “ }Apx´ yq} ď }A}}x´ y}. (11.174)

En particulier si xn EÝÑ x alors

0 ď }Apxnq ´Apxq} ď }A}}xn ´ x} Ñ 0 (11.175)

et A est continue en vertu de la caractérisation séquentielle de la continuité, proposition 7.132.
Nous supposons maintenant que }A} n’est pas borné : l’ensemble t}Apxq} tel que }x} “ 1u

contient des valeurs arbitrairement grandes. Alors pour tout k ě 1 il existe xk P Bp0, 1q tel que
}Apxkq} ą k. La suite xk{k tend vers zéro parce que }xk} “ 1, mais }Apxkq} ě 1 pour tout k. Cela
montre que A n’est pas continue.

Nous avons vu dans la proposition 11.62 que pour une application linéaire, être bornée est
équivalent à être continue. Nous allons maintenant voir un certain nombre d’exemples illustrant
ce fait.

ExHKsIelG

Exemple 11.63 (Une application linéaire non continue).
Soit V l’espace vectoriel normé des suites finies de réels muni de la norme usuelle }c} “ař8

i“0 |ci|2
où la somme est finie. Nous nommons tekukPN la base usuelle de cet espace, et nous considérons
l’opérateur f : V Ñ V donnée par fpekq “ kek. C’est évidemment linéaire, mais ce n’est pas continu
en zéro. En effet la suite uk “ ek{k converge vers 0 alors que fpukq “ ek ne converge pas. △

Cet exemple aurait pu également être donnée dans un espace de Hilbert, mais il aurait fallu
parler de domaine.

EXooDMVJooAJywMU

Exemple 11.64 (Une autre application linéaire non continue[332]).
En dimension infinie, une application linéaire n’est pas toujours continue. Soit E l’espace des
polynômes à coefficients réels sur r0, 1s muni de la norme uniforme. L’application de dérivation
φ : E Ñ E, φpP q “ P 1 n’est pas continue.

Pour la voir nous considérons la suite Pn “ 1
nX

n. D’une part nous avons Pn Ñ 0 dans E
parce que Pnpxq “ xn

n avec x P r0, 1s. Mais en même temps nous avons φpPnq “ Xn´1 et donc
}φpPnq} “ 1.

Nous n’avons donc pas limnÑ8 φpPnq “ φplimnÑ8 Pnq et l’application φ n’est pas continue en
0. Elle n’est donc continue nulle part par linéarité.

Nous avons utilisé le critère séquentiel de la continuité, voir la définition 7.202 et la proposi-
tion 7.132. △

RemOAXNooSMTDuN

Remarque 11.65.
Cette proposition permet de retrouver l’exemple 11.63 plus simplement. Si tekukPN est une base
d’un espace vectoriel normé formée de vecteurs de norme 1, alors l’opérateur linéaire donné par
upekq “ kek n’est pas borné et donc pas continu.

C’est également ce résultat qui montre que le produit scalaire est continu sur un espace de
Hilbert par exemple.

EXooTQPEooRRdddt
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Exemple 11.66.
Nous avons vu dans le lemme 11.60 que pour un x P E donné, l’application

evx : LpE,F q Ñ F

f ÞÑ fpxq (11.176)

est continue. Puisque evx est linéaire, la proposition 11.62 nous indique que evx est bornée.
Vérifions-le directement. Le calcul n’est pas très compliqué :

}evx} “ sup
}f}“1

}evxpfq} “ sup
}f}“1

}fpxq} ď sup
}f}“1

}x}}f} “ }x} (11.177)

où nous avons utilisé le lemme 11.59 en passant. Donc la norme de evx est majorée par }x}.
Elle est même égale à }x}. En effet, pour chaque f P LpE,F q tel que }f} “ 1, nous avons

}evx} ě }evxpfq} “ }fpxq}. (11.178)

En prenant f “ Id nous trouvons }evx} ě }x}. △

11.5.0.1 Mini bonus
NORMooUDZOooKxAPit

11.67 ([219]).
Vous vous souvenez de la définition 7.169 d’une somme directe topologique ? Si V est normé, il
existe une façon plus directe (mais pas spécialement plus simple) de prouver l’implication (1) ñ
(2), et en particulier la continuité de s´1. Rappelons que dans le cas normé, nous avons plusieurs
façons équivalentes de décrire les topologies 35.

— Sur V1 et V2 nous avons la topologie induite, définition 7.25, qui est la même que celle de la
restriction de la norme de V (lemme 7.117).

— La topologie sur V1 ˆ V2 est la définition 7.15. C’est la même que celle de la norme produit
par le lemme 7.220.

— La topologie sur V {V1 est la topologie quotient 7.46. La proposition 7.345 dit que la norme
induite donne la même topologie.

L’espace V1ˆV2 est muni de sa norme produit de la définition 7.220 : }pv1, v2q} “ maxt}v1}, }v2}u.
Par hypothèse ψ´1 : V1 ‘ V2 Ñ V1 ˆ V2 est linéaire et continue. La proposition 11.62 nous indique
qu’elle est alors bornée. Il existe donc un nombre C P R` tel que

}ψ´1pv1 ` v2q} “ maxt}v1}, }v2}u ď C}v1 ` v2}. (11.179)

Nous allons montrer que s´1 est séquentiellement continue 36 en partant d’une suite αn
V {V1ÝÑ 0.

En vertu de la proposition 7.345, nous avons dpαn, V1q RÝÑ 0.
Chacun des αn contient un unique élément xn de V1, qui est donné par s´1 : xn “ s´1pαnq.

Nous avons
}αn} “ inf

uPαn
}u} “ inf

vPV1
}xn ` v}. (11.180)

Vu que }αn} est donné par un infimum, nous pouvons, pour chaque n, choisir v P V1 de telle sorte
que xn ` vn ne soit pas trop loin d’être l’infimum :

ˇ̌}xn ` vn} ´ }αn}
ˇ̌ ď 1

n
. (11.181)

Un tel choix nous donne une suite pvnq dans V1 telle que
ˇ̌}xn ` vn} ´ }αn}

ˇ̌Ñ 0. (11.182)

Vu que }αn} Ñ 0, cela implique }xn ` vn} Ñ 0.
En remettant tout ensemble,

}xn} ď maxt}xn}, }vn}u ď C}xn ` vn} Ñ 0. (11.183)

Donc s´1pαnq “ xn Ñ 0, et s´1 est séquentiellement continue.
35. Voir le thème 27.
36. Définition 7.202. La continuité séquentielle est équivalente à la continuité par la proposition 7.248.
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11.5.1 Suites

Nous allons maintenant parler de suites dans V ˆ W . Nous noterons pvn, wnq la suite dans
V ˆ W dont l’élément numéro n est le couple pvn, wnq avec vn P V et wn P W . La notion de
convergence de suite découle de la définition de la norme via la proposition 10.26. Il se fait que
dans le cas des produits d’espaces, la convergence d’une suite est équivalente à la convergence des
composantes. Plus précisément, nous avons le lemme suivant.

LemCvVxWcvVW

Lemme 11.68.
La suite pvn, wnq converge vers pv, wq dans V ˆW si et seulement les suites pvnq et pwnq convergent
séparément vers v et w respectivement dans V et W .

Démonstration. Pour le sens direct, nous devons étudier le comportement de la norme de pvn, wnq´
pv, wq lorsque n devient grand. En vertu de la définition de la norme dans V ˆW nous avons

›››pvn, wnq ´ pv, wq
›››
V ˆW

“ max
␣}vn ´ v}V , }wn ´ w}W

(
. (11.184)

Soit ε ą 0. Par définition de la convergence de la suite pvn, wnq, il existe un N P N tel que n ą N
implique

max
␣}vn ´ v}V , }wn ´ w}W

( ă ε, (11.185)
et donc en particulier les deux inéquations

}vn ´ v} ă ε (11.186a)
}wn ´ w} ă ε. (11.186b)

De la première, il ressort que pvnq Ñ v, et de la seconde que pwnq Ñ w.
Pour le sens inverse, nous avons pour tout ε un N1 tel que }vn ´ v}V ď ε pour tout n ą N1 et

un N2 tel que }wn ´w}W ď ε pour tout n ą N2. Si nous posons N “ maxtN1, N2u nous avons les
deux inégalités simultanément, et donc

max
␣}vn ´ v}V , }wn ´ w}W

( ă ε, (11.187)

ce qui signifie que la suite pvn, wnq converge vers pv, wq dans V ˆW .
PROPooKDGOooDjWQct

Proposition 11.69 ([1]).
Soit un espace V muni d’un produit scalaire à valeurs dans K (si K “ C nous supposons le produit
hermitien, mais ce n’est pas très important ici). Alors l’application

a : V ˆ V Ñ K

px, yq ÞÑ xx, yy (11.188)

est continue.

Démonstration. Nous ne disons pas que l’espace V ˆ V est muni d’un produit scalaire. Mais en
tout cas c’est un espace métrique, et K l’est aussi. Donc a est une application entre deux espaces
métriques et elle sera continue si et seulement si elle est séquentiellement continue (propositions
7.132 et 7.243).

Soit donc une suite convergente dans V ˆ V , c’est-à-dire pxk, ykq V ˆVÝÑ px, yq. Nous devons
démontrer que xxk, yky RÝÑ xx, yy. Les majorations usuelles donnent

ˇ̌xxk, yky ´ xx, yy
ˇ̌ ď ˇ̌xxk, yky ´ xx, yky

ˇ̌` ˇ̌xx, yky ´ xx, yy
ˇ̌

(11.189a)
“ ˇ̌xxk ´ x, yky

ˇ̌` ˇ̌xx, yk ´ yy
ˇ̌
. (11.189b)

Nous savons du lemme 11.68 que les suites pxkq et pykq sont séparément convergentes : xk VÝÑ x

et yk VÝÑ y. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.2 nous trouvons
ˇ̌xxk ´ x, yky

ˇ̌ ď }xk ´ x}}yk}. (11.190)

Nous avons }xk ´ x} Ñ 0 et }yk} Ñ }y}, et par la règle du produit de limites dans R nous avons
que

ˇ̌xxk ´ x, yky
ˇ̌Ñ 0.
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RemTopoProdPasRm

Remarque 11.70.
Il faut remarquer que la norme (7.196) est une norme par défaut. C’est la norme qu’on met quand
on ne sait pas quoi mettre. Or il y a au moins un cas d’espace produit dans lequel on sait très bien
quelle norme prendre : les espaces Rm. La norme qu’on met sur R2 est

}px, yq} “
a
x2 ` y2, (11.191)

et non la norme « par défaut » de R2 “ RˆR qui serait

}px, yq} “ maxt|x|, |y|u. (11.192)

Les théorèmes que nous avons donc démontré à propos de V ˆW ne sont donc pas immédiatement
applicables au cas de R2.

Cette remarque est valable pour tous les espaces Rm. À moins de mention contraire explicite,
nous ne considérons jamais la norme par défaut (7.196) sur un espace Rm.

Étant donné la remarque 11.70, nous ne savons pas comment calculer par exemple la fermeture
du produit d’intervalle s0, 1, rˆr4, 5r. Il se fait que, dans Rm, les fermetures de produits sont quand
même les produits de fermetures.

PropovlAxBbarAbraB

Proposition 11.71.
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soient A Ă V et B ĂW . Alors

AˆB “ Āˆ B̄ (11.193)

pour la norme produit 37 sur V ˆW .

Démonstration. Nous commençons par prouver que AˆB Ă Āˆ B̄. Soit donc px, yq P AˆB. La
proposition 7.245 nous assure de l’existence d’une suite dans A ˆ B convergent vers px, yq. Nous
considérons donc une suite pxn, ynq dans AˆB telle que

pxn, ynq V ˆWÝÑ px, yq. (11.194)

Soit ϵ ą 0. Si n est assez grand nous avons

}pxn, ynq ´ px, yq} ď ϵ. (11.195)

Mais
}pxn, ynq ´ px, yq} “ }pxn ´ x, yn ´ yq} “ max

`}xn ´ x}V , }yn ´ y}W
˘
. (11.196)

Donc pour ce n nous avons }xn ´ x} ď ϵ et }yn ´ y} ď ϵ. Nous en déduisons que xn VÝÑ x et
yn

WÝÑ y. Donc x P Ā et y P B̄.
Dans l’autre sens maintenant. Soit px, yq P Ā ˆ B̄. Nous considérons deux suites pxnq dans A

et pynq dans B telles que xn VÝÑ x et yn WÝÑ y. Soit n suffisamment grand pour que }xn ´ x} ď ϵ
et }yn ´ y} ď ϵ. Nous avons alors

}pxn, ynq ´ px, yq} “ maxt}xn ´ x}, }yn ´ y}u ď ϵ. (11.197)

exoEspVectoNorme0002

Proposition 11.72.
Soit A “ tpx, yq P R2 | x ą 0, y ą 0u.

(1) La partie A est ouverte dans R2.
(2) L’adhérence de A est donnée par

Ā “ AY tpx, 0q tels que x ě 0u Y tp0, yq tels que y ě 0u. (11.198)
37. Définition 7.220.
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(3) La frontière de A est donnée par

BA “ tpx, 0q tels que x ě 0u Y tp0, yq tels que y ě 0u. (11.199)

Démonstration. Point par point.
(1) Prenons px, yq P A, et tâchons de trouver une boule autour de px, yq qui soit contenue dans

A. Par définition, x ą 0 et y ą 0. Donc si nous prenons r “ mintx, yu{2, la boule B
`px, yq, r˘

est encore contenue dans A.
Notez que l’ensemble des boules du type Opx,yq “ B

`px, yq, mintx,yu
2

˘
est un recouvrement de

A par des ouverts.
(2) L’adhérence est constituée des points qui « touchent » presque l’ensemble. Intuitivement,

nous devinons que l’adhérence de A va être l’ensemble des points px, yq tels que x ě 0 et
y ě 0. D’abord, un point pa, bq avec a ă 0 n’est pas dans Ā parce qu’il existe une boule
autour de pa, bq telle que x ă 0 pour tout px, yq dans la boule (même chose pour les points
avec y ă 0).
Ensuite, prouvons que les points de la forme p0, yq et px, 0q avec x, y ě 0 sont dans Ā. Pour
cela, rien de tel qu’une suite. La suite p 1

n , yq avec y ě 0 est contenue dans A, et sa limite est
clairement le point p0, yq. Nous en concluons que p0, yq est un point de Ā.
De la même façon, la suite px, 1

nq montre que le point px, 0q est dans Ā. Donc

Ā “ AY tpx, 0q tels que x ě 0u Y tp0, yq tels que y ě 0u. (11.200)

En particulier, le point p0, 0q est dans Ā.
(3) En ce qui concerne la frontière, nous utilisons la caractérisation BA “ Āz IntpAq. Étant donné

que A est ouvert, IntpAq “ A. Les points qui sont dans Ā et pas dans A sont les points avec
x “ 0 ou y “ 0. Donc

BA “ tpx, 0q tels que x ě 0u Y tp0, yq tels que y ě 0u. (11.201)

L’adhérence peut aussi être trouvée en utilisant la proposition 11.71. Nous avons A “ s0,8rˆ
s0,8r, et par conséquent, la fermeture de A est la produit des fermetures :

Ā “ r0,8rˆr0,8r. (11.202)

Nous insistons sur le fait que la fermeture de s0,8r n’est pas r0,8s. Ce dernier ensemble n’est pas
une partie de R.

11.5.2 Continuité du produit de matrices
SUBSECooOAWAooFcyUfI

Nous avons introduit des normes sur Mpn,Kq, entre autres la norme opérateur de la défi-
nition 11.51. Qui dit norme dit topologie. Il advient alors la question évidente : est-ce que des
opérations aussi élémentaires que le produit de matrices sont continues pour ces topologies ?

Une façon simple de répondre à cela est d’introduire sur Mpn,Kq une nouvelle norme très
simple : celle de Kn. C’est la topologie par composante. Pour cette topologie, il est simple de
voir que le produit matriciel est continu parce que les éléments de AB sont des polynômes en les
éléments de A B. Ensuite il suffit d’invoquer l’équivalence de toutes les normes (théorème 11.46).

Voyons comment montrer cela de façon plus directe (bien que le raisonnement précédent soit
une démonstration qui devrait déjà avoir convaincu les plus sceptiques). La preuve suivante va
donc s’amuser à bien préciser les topologies et caractérisations utilisées.

LEMooRGNRooPovBQw

Lemme 11.73.
Si }.} est une norme algébrique sur Mpn,Kq (K est R ou C) alors l’application

p : Mpn,Kq ˆMpn,Kq ÑMpn,Kq
pA,Bq ÞÑ AB

(11.203)

est continue.
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Démonstration. L’espace Mpn,Kq ˆMpn,Kq est métrique (définition 7.219), donc la caractéri-
sation séquentielle de la continuité (proposition 7.248) s’applique. Nous considérons donc une
suite pAk, Bkq dans Mpn,Kq ˆ Mpn,Kq convergente vers pA,Bq, et nous allons prouver que
ppAk, Bkq Ñ ppA,Bq.

Nous savons que la topologie sur Mpn,Kq ˆMpn,Kq est la topologie produit (lemme 7.219)
et que celle-ci donne la convergence composante par composante dès que nous avons convergence
d’une suite ; c’est la proposition 7.62. Nous avons donc Ak

Mpn,KqÝÑ A et Bk
Mpn,KqÝÑ B.

Voilà pour le contexte. Maintenant, la preuve de la continuité. Nous effectuons les majorations
suivantes :

}ppAk, BKq ´AB} ď }ppAk, Bkq ´ ppAk, Bq} ` }ppAk, Bq ´AB} (11.204a)
“ }AkBk ´AkB} ` }AkB ´AB} (11.204b)
“ }AkpBk ´Bq} ` }pAk ´AqB} (11.204c)
ď }Ak}loomoon

Ñ}A}
}Bk ´B}loooomoooon

Ñ0

`}Ak ´A}loooomoooon
Ñ0

}B}. (11.204d)

11.6 Applications multilinéaires
Voir la définition 9.2 des applications multilinéaires.

DefKPBYeyG

Lemme-Définition 11.74.
Pour T P LkpE1, . . . , Ek, F q nous posons

}T } “ sup
}vi}“1

}T pv1, . . . , vkq}W . (11.205)

Cela définit une norme.
PropUADlSMg

Proposition 11.75.
Soient des espaces vectoriels normés Ei et F . Une application n-linéaire 38

T : E1 ˆ . . .ˆ En Ñ F (11.206)

est est continue si et seulement si il existe un réel L ě 0 tel que

}T px1, . . . , xnq}F ď L}x1}E1 ¨ ¨ ¨ }xn}En , @xi P Ei. (11.207)limitatezzalimitatezza

Démonstration. Pour simplifier l’exposition nous nous limitons au cas n “ 2 et nous notons
T px, yq “ x ˚ y

Supposons que l’inégalité (11.207) soit satisfaite.

}x ˚ y ´ x0 ˚ y0} “ }px´ x0q ˚ y ´ x0 ˚ py ´ y0q}
ď }px´ x0q ˚ y} ` }x0 ˚ py ´ y0q}
ď L}x´ x0}}y} ` L}x0}}y ´ y0}.

(11.208)LimImplContLimImplCont

Si xÑ x0 et y Ñ y0 on voit que T est continue en passant à la limite aux deux côtés de l’inégalité
(11.208).

Soit T continue en p0, 0q. Évidemment 39 0 ˚ 0 “ 0, donc il existe δ ą 0 tel que si x P BE1p0, δq
et y P BE2p0, δq alors }x ˚ y} ď 1. En particulier si px, yq P BE1ˆE2p0, δq nous sommes dans ce cas.
Soient maintenant x P E1zt0u et y P E2zt0u

x ˚ y “
ˆ}x}

δ

δx

}x}
˙
˚
ˆ}y}
δ

δy

}y}
˙
“ }x}}y}

δ2

ˆ
δx

}x}
˙
˚
ˆ
δy

}y}
˙
. (11.209)

38. Définition 9.1.
39. Dans la formule suivante, les trois zéros sont les zéros de trois espaces différents.
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On remarque que δx{}x}m est dans la boule de rayon δ centrée en 0m et que δy{}y}n est dans la
boule de rayon δ centrée en 0n. On conclut

x ˚ y ď }x}m}y}n
δ2 .

Il faut prendre L “ 1{δ2.
PROPooOPCVooEWeWha

Proposition 11.76.
Si T est une application 2-linéaire, nous avons

}T pu, vq} ď }T }}u}}v}. (11.210)EqYLnbRbCEqYLnbRbC

Et nous notons que cette norme est uniquement définie pour les applications linéaires continues.
Ce n’est pas très grave parce qu’alors nous définissons }T } “ 8 si T n’est pas continue. Cela pour
retrouver le principe selon lequel on est continue si et seulement si on est borné.

isom_isom

Proposition 11.77.
On définit les fonctions

ωg : LpRm ˆRn,Rpq Ñ LpRm,LpRn,Rpqq,
ωd : LpRm ˆRn,Rpq Ñ LpRn,LpRm,Rpqq, (11.211)

par
ωgpT qpxq “ T px, · q, @x P Rm,

et
ωdpT qpyq “ T p· , yq, @y P Rn.

Les fonctions ωg et ωd sont des isomorphismes qui préservent les normes.

11.7 Séries
SECooYCQBooSZNXhd

La notion de somme sur un ensemble infini est donnée en 11.99, voir aussi le thème 53 pour
plus de notions de sommes finies et infinies.

DefGFHAaOL

Définition 11.78.
Soit pakq une suite dans un espace vectoriel normé pV, }.}q. La suite des sommes partielles
associée est la suite pskq définie par

sk “
kÿ

i“0
ai (11.212)

La série associée est la limite des sommes partielles
8ÿ

k“0
ak “ lim

nÑ8

nÿ

k“0
ak (11.213)

si elle existe.
Si une telle limite existe nous disons que

ř8
k“0 ak converge dans V . Si la limite de la suite

des sommes partielles n’existe pas nous disons que la série diverge.

Remarque 11.79.
Si la limite de la suite des sommes partielles n’existe pas dans V , alors elle peut parfois exister dans
des extensions de V . Par exemple une série de rationnels convergeant vers

?
2 dans R ne converge

pas dans Q. Autre exemple : avec une bonne topologie sur R̄, une série peut ne pas converger dans
R mais converger vers ˘8 dans R̄.

Dans le cas des espaces de fonctions, nous avons une norme importante : la norme uniforme
définie par }f}8 “ suptfpxqu où le supremum est pris sur l’ensemble de définition de f .
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LEMooHUZEooSyPipb

Lemme 11.80.
Soit une suite pakq dans un espace métrique complet 40 dont la série converge.

ITEMooPFSQooDhKFGL

(1) Pour tout N nous avons
8ÿ

k“0
ak “

Nÿ

k“0
ak `

8ÿ

k“N`1
ak. (11.214)

ITEMooQNHMooUPjupB

(2) La suite des queues de série converge vers 0, c’est-à-dire que

lim
NÑ8

8ÿ

k“N
ak “ 0. (11.215)

Démonstration. Voici un petit calcul :

lim
nÑ8

nÿ

k“0
ak “ lim

nÑ8
` Nÿ

k“0
ak `

nÿ

k“N`1
ak
˘

(11.216a)SUBEQooZRSHooSjismKSUBEQooZRSHooSjismK

“ lim
nÑ8

Nÿ

k“0
ak ` lim

nÑ8

nÿ

k“N`1
ak (11.216b)SUBEQooTLVKooQfYXamSUBEQooTLVKooQfYXam

“
Nÿ

k“0
ak `

8ÿ

k“N`1
ak. (11.216c)

Justifications :
— Pour (11.216a). Pour chaque n, la somme est finie et nous pouvons la décomposer. Si vous

voulez vraiment couper les cheveux en quatre, vous devez fixer un ϵ, et un n de telle sorte à
avoir n ą N , parce que N est fixé dans l’énoncé du lemme.

— Pour (11.216b). Nous sommes dans un cas limnÑ8pun ` vnq où punq est constante et où
pun ` vnq converge. Nous pouvons donc permuter limite et somme 41.

Voilà que (1) est prouvé.
Nous écrivons sn “ řn

k“0 ak ; l’hypothèse est que la suite psnq est une suite convergente dans
un espace métrique. Elle est donc de Cauchy par la proposition 7.262.

Soit ϵ ą 0. Il existe N P N tel que pour tout p, q ą N , nous ayons }sp ´ sq} ď ϵ. Soit p ą N .
Pour tout n ě 0 nous avons

ϵ ą }sp`n ´ sp`1} “ }
p`nÿ

k“p
ak}. (11.217)

En prenant la limite nÑ8 nous avons

}
8ÿ

k“p
ak} ď ϵ. (11.218)

Nous avons donc démontré qu’il existe N tel que si p ą N , alors }ř8
k“p ak} ď ϵ. Cela signifie

exactement que limnÑ8
ř8
k“n ak “ 0.

11.7.1 Les trois types de convergence

Trois notions de convergence à ne pas confondre :
(1) La convergence absolue,
(2) la convergence normale. C’est la même que la convergence absolue, mais dans le cas particulier

d’un espace de fonctions muni de la norme uniforme.

40. Définition 7.256.
41. Pour rappel, la proposition 10.28 demande la convergence des deux suites pour fonctionner.
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(3) la convergence uniforme.
Voici les définitions.

DefVFUIXwU

Définition 11.81 (Convergence absolue).
Nous disons que la série

ř8
n“0 an dans l’espace vectoriel normé V converge absolument si la

série
ř8
n“0 }an} converge dans R.

DefVBrJUxo

Définition 11.82 (Convergence normale).
Une série de fonctions

ř
nPN un converge normalement si la série de nombres

ř
n }un}8 converge.

C’est-à-dire si la série converge absolument pour la norme }f}8.
DEFooPABSooPMXMOV

Définition 11.83 (Convergence uniforme).
La somme

ř
n fn converge uniformément vers la fonction F si la suite des sommes partielles

converge uniformément, c’est-à-dire si

lim
NÑ8 }

Nÿ

n“1
fn ´ F }8 “ 0. (11.219)EqLNCJooVCTiIwEqLNCJooVCTiIw

LEMooJZTBooIopLok

Lemme 11.84.
Soient un espace topologique X, un espace vectoriel normé, et une suite de fonctions fn : X Ñ V .
Si la série

ř
n fn converge normalement, alors elle converge uniformément.

PropAKCusNM

Proposition 11.85.
Une série absolument convergente dans un espace de Banach 42 y converge au sens usuel.

Démonstration. Soit pakq une suite dans un espace vectoriel normé complet dont la série converge
absolument. Nous allons montrer que la suite des sommes partielles est de Cauchy. Cela suffira à
montrer sa convergence par hypothèse de complétude.

Nous avons

}sp ´ sl} “ }
pÿ

k“l`1
ak} ď

pÿ

k“l`1
}ak} “ s̄p ´ s̄l (11.220)

où s̄n “ řn
k“0 }ak} est la suite des sommes partielles de la série des normes (qui converge). Vu que

la suite ps̄nq converge dans R, elle y est de Cauchy par la proposition 1.390. Donc il existe un N
tel que p, l ą N implique

}sp ´ sl} “ s̄p ´ s̄l ď ϵ. (11.221)

Cela signifie que psnq est une suite de Cauchy et donc convergente.

Exemple 11.86 (Si l’espace n’est pas complet[1]).
Dans un espace qui n’est pas complet, il est possible de construire un série qui converge absolument
sans converger au sens usuel.

Nous allons trouver dans Q une série qui converge simplement vers
?

2 (et donc ne converge
pas dans Q) mais absolument vers 4.

La base est que si A,B P Q avec A ă B il est possible de résoudre
"
r1 ` r2 “ A (11.222a)
|r1| ` |r2| “ B (11.222b)

pour r1, r2 P Q. Ce n’est pas très compliqué : la solution est r1 “ pA`Bq{2 et r2 “ pA´Bq{2.
Nous considérons l’espace Q qui n’est pas complet dans R. Soit une série pakq dans Q qui

converge vers
?

2 (convergence dans R) nous nommons pskq la suite des ses sommes partielles. Soit
aussi la suite pbkq qui converge vers 4 (zéro serait encore plus facile mais bon, juste pour faire un
peu de généralité).

42. Un espace vectoriel normé complet. Typiquement R.
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Nous supposons que ak ă bk pour tout k et que les deux suites sont constituées de rationnels
positifs. Nous nommons pskq et ps1

kq les sommes partielles. En particulier sn ă s1
n et ce sont des

suites croissantes.
Nous savons comment trouver r1, r2 P Q tels que r1`r2 “ s1 et |r1|`|r2| “ s1

1. Par récurrence,
si nous savons r1, . . . , rk tels que

"
r1 ` . . .` rk “ sn (11.223a)
|r1| ` . . .` |rk| “ s1

n (11.223b)

(avec, soit dit en passant k “ 2n), alors nous pouvons trouver des rationnels rk`1, rk`2 tels que
"
r1 ` . . .` rk ` rk`1 ` rk`2 “ sn`1 (11.224a)
|r1| ` . . .` |rk| ` |rk`1| ` |rk`2| “ s1

n`1, (11.224b)

en effet il s’agit de résoudre
"
rk`1 ` rk`2 “ sn`1 ´ r1 ´ . . .´ rk “ sn`1 ´ sn ą 0 (11.225a)
|rk`1| ` |rk`2| “ s1

n`1 ´ |r1| ´ . . .´ |rk| “ s1
n`1 ´ s1

n ą 0. (11.225b)

Cela se résout comme ci-dessus. Au final nous pouvons construire une suite prkq dans Q telle que

2nÿ

k“0
rk “ sn (11.226)

et
2nÿ

k“0
|rk| “ s1

n. (11.227)

△

Remarque 11.87.
Nous savons que sur les espaces vectoriels de dimension finie toutes les normes sont équivalentes
(théorème 11.43). La notion de convergence de série ne dépend alors pas du choix de la norme.
Il n’en est pas de même sur les espaces de dimension infinie. Une série peut converger pour une
norme mais pas pour une autre.

Lorsque nous verrons la convergence de séries, nous verrons que la convergence normale est la
convergence absolue pour la norme uniforme.

LemCAIPooPMNbXg

Lemme 11.88.
Si E et F sont des espaces de Banach 43, l’espace LpE,F q est également de Banach.

Démonstration. Soit punq une suite de Cauchy dans LpE,F q ; si x P E il existe N tel que si
l,m ą N alors }ul ´ um} ă ϵ, c’est-à-dire que pour tout }x} “ 1 on a }ulpxq ´ unpxq} ă ϵ. Cela
signifie que unpxq est une suite de Cauchy dans l’espace complet F . Cette suite converge et nous
pouvons définir l’application u : E Ñ F par

upxq “ lim
nÑ8unpxq. (11.228)

Il suffit maintenant de prouver que u est linéaire, ce qui est une conséquence directe de la linéarité
de la limite :

upαx` βyq “ lim
nÑ8

`
αunpxq ` βunpyq

˘
. (11.229)

PROPooYDFUooTGnYQg

Proposition 11.89.
Si une série converge dans un espace complet, la norme de son terme général converge vers 0.

43. Je crois qu’il ne faut pas que E soit complet.
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Démonstration. Soit une suite panq dont la série converge vers s. Soit ϵ ą 0. La suite des sommes
partielles psnq est de Cauchy et converge vers s : sn Ñ s. En particulier il existe un N tel que si
n ą N , nous avons }sn ´ sn´1} ă ϵ. Pour de telles valeurs de n nous avons :

}an} “ }sn ´ sn´1} ď ϵ. (11.230)

Cela prouve que an Ñ 0.

Dans le même ordre d’idée nous avons la convergence des queues de suites.
LEMooFUCOooCOqLRj

Lemme 11.90 ([1]).
Soit une suite a : NÑ V où V est un espace vectoriel normé. Si

ř8
k“0 ak converge, alors

lim
nÑ8

8ÿ

k“n
ak “ 0. (11.231)

Démonstration. Ne nous en voulez pas si on décale l’énoncé de 1 : nous allons prouver queř8
k“n`1 ak Ñ 0. Nous nommons psnq la suite des sommes partielles de a : sn “ řn

k“0 ak. Soit
n fixé dans N ; pour tout N ą n nous avons

Nÿ

k“0
ak “ sn `

Nÿ

k“n`1
ak (11.232)

En prenant la limite N Ñ8 nous trouvons
8ÿ

k“0
ak “ sn ` lim

NÑ8

Nÿ

k“n`1
ak “ sn `

8ÿ

k“n`1
ak. (11.233)

Cela étant valable pour tout n, nous prenons la limite nÑ8. Par définition sn Ñ ř8
k“0 ak ; pour

le reste 8ÿ

k“0
ak “

8ÿ

k“0
ak ` lim

nÑ8

8ÿ

k“n`1
ak. (11.234)

La dernière somme est donc nulle et nous avons prouvé le lemme.
PROPooUEBWooUQBQvP

Proposition 11.91.
Si la série converge alors la somme est associative :

ř
kpak ` bkq “

ř
k ak `

ř
k bk.

Démonstration. Supposons que
ř
k ak et

ř
k bk convergent tous deux. Alors nous avons pour tout

N :
Nÿ

k“0
pak ` bkq “

Nÿ

k“0
ak `

Nÿ

k“0
bk. (11.235)

Mais si deux limites existent alors la somme commute avec la limite. C’est le cas pour la limite
N Ñ8, donc

lim
NÑ8

Nÿ

k“1
pak ` bkq “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0
ak ` lim

NÑ8

Nÿ

k“0
bk “

8ÿ

k“0
ak `

8ÿ

k“0
bk. (11.236)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 11.92
Je n’ai pas vérifié la proposition suivante. Écrivez-moi pour m’envoyer une preuve, ou pour me
dire qu’elle n’est pas correcte. En tout cas ne la prenez pas comme vraie trop facilement.

PROPooQCOBooAMnljj

Proposition 11.93.
Si an ě 0 et bn ě 0 alors

8ÿ

n“0
an `

8ÿ

n“0
bn “

8ÿ

n“0
pan ` bnq. (11.237)
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11.7.2 Séries dans une algèbre normée

Nous allons parler d’exponentielle de matrice. Avant cela, quelques propriétés qui sont valables
sur des algèbres normées. Le principal exemple que nous avons en tête est A “Mpn,Cq.

PROPooMZZQooEhQsgQ

Proposition 11.94 (Distributivité de la somme infinie[1]).
Soit une algèbre normée A. Soient une suite d’éléments Ak P A et un élément B. Nous supposons
que la somme

ř8
k“0Ak converge. Alors

B
ÿ

k

Ak “
ÿ

k

pBAkq. (11.238)

Démonstration. Soit N P N. Nous avons :

}
Nÿ

k“0
BAk ´B

8ÿ

k“0
Ak} “ }B

8ÿ

k“N`1
Ak} (11.239a)SUBEQooDTNAooWpXOKPSUBEQooDTNAooWpXOKP

ď }B}}
8ÿ

k“N`1
Ak} (11.239b)SUBEQooJPSJooAqXtOJSUBEQooJPSJooAqXtOJ

Justifications :

— Pour (11.239a). Linéarité du produit matriciel.

— Pour (11.239b). La norme est une norme d’algèbre 44.

À droite, la limite N Ñ 8 donne zéro car }B} est un simple nombre, et }ř8
k“N`1Ak} est une

queue de suite convergente par hypothèse.
Nous avons donc bien convergence

lim
NÑ8

Nÿ

k“0
BAk “ B

8ÿ

k“0
Ak. (11.240)

PROPooFMEXooCNjdhS

Proposition 11.95 (Produit de Cauchy dans une algèbre normée[1]).
Soient une algèbre normée A, un élément A P A, ainsi que des séries convergentes

ř8
k“0 akA

k etř8
l“0 blA

l. Alors

˜ÿ

k

akA
k

¸˜ÿ

l

blA
l

¸
“

8ÿ

n“0

` nÿ

m“0
ambn´m

˘
An. (11.241)

44. Définition 11.56. Pour rappel, la norme opérateur en est une par le lemme 11.61.
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Démonstration. Un calcul :
˜ÿ

k

akA
k

¸˜ÿ

l

blA
l

¸
“
ÿ

k

`ÿ

l

blA
l
˘
akA

k (11.242a)SUBEQooFAECooWFCaNWSUBEQooFAECooWFCaNW

“
ÿ

k

`ÿ

l

blakA
l`k˘ (11.242b)SUBEQooDZTHooMwmKxJSUBEQooDZTHooMwmKxJ

“ lim
KÑ8

Kÿ

k“0

`
lim
LÑ8

Lÿ

l“0
blakA

k`l˘ (11.242c)

“ lim
KÑ8 lim

LÑ8

Kÿ

k“0

Lÿ

l“0
blakA

k`l (11.242d)SUBEQooISSHooJsyMTvSUBEQooISSHooJsyMTv

“ lim
KÑ8 lim

LÑ8

K`Lÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAn (11.242e)SUBEQooAWUQooZCHIXHSUBEQooAWUQooZCHIXH

“ lim
KÑ8

8ÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAm (11.242f)SUBEQooUVOBooSPGjrASUBEQooUVOBooSPGjrA

“
8ÿ

n“0

nÿ

m“0
ambn´mAm (11.242g)SUBEQooCGRGooGIDCYvSUBEQooCGRGooGIDCYv

Justifications :
— Pour (11.242a), la proposition 11.94 nous permet d’entrer l’élément

ř
l blA

l P A dans la
somme sur k.

— Pour (11.242b), c’est la même chose.
— Pour (11.242d), la somme sur k étant finie (pour chaque K), elle commute avec la limite sur

L.
— Pour (11.242e), c’est une manipulation de sommes finies. On regroupe les termes selon les

puissances de A.
— Pour (11.242f), c’est effectuer la limite sur L pour K fixé.
— Pour (11.242g), l’expression dans la limite sur K ne dépend pas de K. Donc nous pouvons

simplement supprimer la limite.

11.8 Sommes de familles infinies
SECooHHDXooUgLhHR

11.8.1 Convergence commutative
DEFooORAGooZslkyS

Définition 11.96.
Soit xk une suite dans un espace vectoriel normé E. Nous disons que la suite converge commu-
tativement vers x P E si limnÑ8 }xn ´ x} “ 0 et si pour toute bijection τ : N Ñ N nous avons
aussi

lim
nÑ8 }xτpnq ´ x} “ 0. (11.243)

La notion de convergence commutative est surtout intéressante pour les séries. La somme
8ÿ

k“0
xk (11.244)

converge commutativement vers x si limNÑ8 }x´řN
k“0 xk} “ 0 et si pour toute bijection τ : NÑ N

nous avons

lim
NÑ8 }x´

Nÿ

k“0
xτpkq} “ 0. (11.245)
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PopriXWvIY

Proposition 11.97.
Soit paiqiPN une suite absolument convergente 45 dans C. Alors elle converge commutativement.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Nous posons
ř8
i“0 ai “ a et nous considérons N tel que

|
Nÿ

i“0
ai ´ a| ă ϵ. (11.246)

Étant donné que la série des |ai| converge, il existe N1 tel que pour tout p, q ą N1 nous ayonsřq
i“p |ai| ă ϵ. Nous considérons maintenant une bijection τ : N Ñ N. Prouvons que la sérieř8
i“0 |aτpiq| converge. Nous choisissons M de telle sorte que pour tout n ą M , τpnq ą N1. Si

sk est la somme partielle de la suite paτpiqqiPN et si M ă p ă q nous avons

|sq ´ sp| “ |
qÿ

i“p
aτpiq| ď

qÿ

i“p
|aτpiq| ă ϵ. (11.247)

Cela montre que pskq est une suite de Cauchy. Elle est alors convergente et nous en déduisons que
la série

8ÿ

i“0
aτpiq (11.248)

converge. Nous devons montrer à présent qu’elle converge vers la même limite que la somme
« usuelle » limNÑ8

řN
i“0 ai.

Soit n ą maxtM,Nu. Alors

nÿ

k“0
aτpkq ´

nÿ

k“0
ak “

Mÿ

k“0
aτpkq ´

Nÿ

k“0
ak `

nÿ

M`1
aτpkq

loooomoooon
ăϵ

´
nÿ

k“N`1
ak

loooomoooon
ăϵ

. (11.249)

Par construction les deux derniers termes sont plus petits que ϵ parce que M et N sont les
constantes de Cauchy pour les séries

ř
aτpiq et

ř
ai. Afin de traiter les deux premiers termes,

quitte à redéfinir M , nous supposons que t1, . . . , Nu Ă τt1, . . . ,Mu ; par conséquent tous les ai
avec i ă N sont atteints par les aτpiq avec i ă M . Dans ce cas, les termes qui restent dans la
différence

ÿ

k“0
aτpkq ´

Nÿ

k“0
ak (11.250)

sont des ak avec k ą N . Cette différence est donc en valeur absolue plus petite que ϵ, et nous avons
en fin de compte que ˇ̌

ˇ̌
ˇ
nÿ

k“0
aτpkq ´

nÿ

k“0
ak

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă ϵ. (11.251)

PropyFJXpr

Proposition 11.98 ([333]).
Soit

ř8
k“0 ak une série réelle qui converge mais qui ne converge pas absolument. Alors pour tout

b P R, il existe une bijection τ : NÑ N telle que
ř8
i“0 aτpiq “ b.

Pour une revue des définitions de sommes dans le cas de t0, . . . , nu, des ensembles finis quel-
conques, voir le thème 53. Maintenant nous donnons la définition pour une somme sur un ensemble
infini.

45. Définition 11.81.



11.8. SOMMES DE FAMILLES INFINIES 873

DefIkoheE

Définition 11.99.
Si tviuiPI est une famille de vecteurs dans un espace vectoriel normé indexée par un ensemble
quelconque I. Nous disons que cette famille est sommable de somme v si pour tout ϵ ą 0, il existe
un J0 fini dans I tel que pour tout ensemble fini K tel que J0 Ă K nous avons 46

}
ÿ

jPK
vj ´ v} ă ϵ. (11.252)

Si tel est le cas, nous notons 47 ÿ

iPI
vi “ v. (11.253)

Dans cette définition, il faut comprendre que J0 est l’ensemble minimum de termes qu’il faut
prendre pour être ϵ-proche de v. Ensuite, K est là pour dire qu’en prenant plus de termes, on ne
s’éloignera pas tellement.

LEMooHFNXooFHfwzf

Lemme 11.100.
Soit une famille sommable pviqiPI dans un espace vectoriel normé sur C. Pour tout λ P C, la
famille pλviqiPI est sommable et ÿ

iPI
λvi “ λ

ÿ

iPI
vi. (11.254)

LEMooSBYEooNXzqJU

Lemme 11.101.
Soit une famille sommable paiqiPI . Si J Ă I, alors la famille pajqjPJ est sommable

LEMooAYFUooLMBBDn

Lemme 11.102.
Soit une famille sommable paiqiPI de réels positifs. Si J Ă I, alors la famille pajqjPJ est sommable
et ÿ

jPJ
aj ď

ÿ

iPI
ai. (11.255)

Dans le cas de familles de nombres réels positifs, nous avons une caractérisation plus commode.
PROPooOYNRooQFpBly

Proposition 11.103 (Somme de réels positifs[1]).
Soit paiqiPI une famille de nombres réels positifs indexés par un ensemble quelconque I.

ITEMooAYKKooVxXp

(1) La famille paiqiPI est sommable 48 si et seulement si

sup
J fini dans I

ÿ

jPJ
aj ă 8. (11.256)

ITEMooSDCYooNsbHez

(2) Si la famille est sommable, alors
ÿ

iPI
ai “ sup

J fini dans I

ÿ

jPJ
aj . (11.257)

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1), ñ Soit v comme dans la définition. Soit ϵ ą 0. Nous considérons une partie finie

J0 Ă I comme il faut. Vu que tous les termes sont positifs,

sup
J fini dans I

ÿ

jPJ
aj “ sup

J fini dans I
J0ĂJ

ÿ

jPJ
aj . (11.258)

46. La somme sur la partie finie K est la définition 1.302.
47. Attention que pour définir ça, il faut prouver l’unicité ; je n’ai pas vérifié. Écrivez-moi si vous avez une preuve.
48. Définition 11.99.
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Pour chaque J fini contenant J0 dans I nous avons }řjPJ aj ´ v} ď ϵ et donc

}
ÿ

jPJ
aj} ď }v} ` ϵ. (11.259)

Donc le supremum sur les J est majoré par }v} ` ϵ.
Vu que cela est valable pour tout ϵ, c’est aussi majoré par }v} lui-même, mais ce n’est pas
utile pour notre propos.

(2) Pour (1), ð Nous supposons maintenant que supJ fini dans I
ř
jPJ aj ă 8. Soit v ă 8 ce

supremum. Il existe un J0 fini dans I tel que

}
ÿ

jPJ0

aj ´ v} ď ϵ. (11.260)

Étant donné que tous les termes sont positifs, nous pouvons même dire que
ÿ

jPJ0

aj P rv ´ ϵ, vs. (11.261)

Pour tout K contenant J0 nous avons la même majoration et donc

v ´ ϵ ď
ÿ

jPJ0

aj ď
ÿ

kPK
ak ď v. (11.262)

(3) Pour (2) Nous nommons v “ supJ fini dans I
ř
jPJ aj . Soit ϵ ą 0 ; il existe J0 fini dans I tel

que
v ´ ϵ ď

ÿ

jPJ0

aj ď v. (11.263)

Pour tout K fini contenant J0 nous avons aussi
ř
jPJ0

aj ď ř
kPK ak et donc

ÿ

kPK
ak P rv ´ ϵ, vs. (11.264)

Au final nous avons bien prouvé que

}
ÿ

kPK
ak ´ v} ď ϵ. (11.265)EQooTWURooBsVfOSEQooTWURooBsVfOS

Vu que pour tout ϵ, il existe un K qui réalise (11.265), la définition 11.99 nous dit queř
iPI ai “ v.

LEMooGXPGooZTJPoN

Lemme 11.104 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé V ainsi qu’une suite sommable pakqkPN dans V . Alors

ÿ

kPN
ak “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0
ak. (11.266)EQooXQWBooLympdNEQooXQWBooLympdN

La somme à gauche est celle de la définition 11.99 et celle de droite est donnée par la définition
1.84.

Démonstration. Par hypthèse, le membre de gauche existe, et nous le nommons v. Soit ϵ ą 0. Il
existe J0 fini dans N tel que pour tout K fini dans N tel que J0 Ă K, nous avons

}
ÿ

kPK
ak ´ v} ă ϵ. (11.267)
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Ici, la somme est celle de la définition 1.302. Nous nommons m0 “ maxpJ0q ; pour tout m ą m0
nous avons

J0 Ă t0, . . . ,m0u Ă t0, . . . ,mu (11.268)
et donc

}
ÿ

kPt0,...,mu
ak ´ v} ă ϵ. (11.269)

La bijection à prendre dans la définition (1.302) pour faire la somme sur t0, . . . ,mu peut être
l’identité, de telle sorte que

ř
kPt0,...,mu ak “

řm
k“0 ak.

Nous notons si la somme partielle si “ ři
k“0 ak. Ce que nous avons prouvé jusqu’ici est que

pour tout ϵ, il existe m0 tel que si m ě m0, alors }si ´ v} ď ϵ. Cela signifie exactement que
limmÑ8

řm
k“0 ak “ v, c’est à dire que le membre de droite de (11.266) vaut v, ce qu’il fallait.

Exemple 11.105.
La suite ai “ p´1qi n’est pas sommable parce que quel que soit J0 fini dansN, nous pouvons trouver
J fini contenant J0 tel que

ř
jPJp´1qj ą 10. Pour cela il suffit d’ajouter à J0 suffisamment de termes

pairs. De la même façon en ajoutant des termes impairs, on peut obtenir
ř
jPJ 1p´1qi ă ´10. △

Exemple 11.106.
De temps en temps, la somme peut sortir d’un espace. Si nous considérons l’espace des polynômes
r0, 1s Ñ R muni de la norme uniforme, la somme de l’ensemble

t1,´1,˘x
n

n! unPN (11.270)

est zéro.
Par contre la somme de l’ensemble t1, xn

n! unPN est l’exponentielle qui n’est pas un polynôme. △
PROPooJLQAooAEbIvZ

Proposition 11.107 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé V , deux ensembles disjoints A et B ainsi que v : AYB Ñ V . Siř
kPA vk et

ř
kPB vk sont sommables 49, alors pvkqkPAYB est sommable et

ÿ

kPAYB
vk “

ÿ

kPA
vk `

ÿ

kPB
vk. (11.271)

Démonstration. Nous nommons
s “

ÿ

kPA
vk

t “
ÿ

kPB
vk,

(11.272)

et nous prouvons que s ` t vérifie la propriété qu’il faut (définition 11.99) pour être
ř
kPAYB vk.

Soit ϵ ą 0. Il existe I0 fini dans A tel que }řkPI vk´s} ă ϵ dès que I0 Ă I Ă A. Il existe également
J0 fini dans B tel que }řkPJ vk ´ t} ă ϵ dès que J0 Ă J Ă B.

Nous posons S0 “ I0 Y J0. Si S est fini dans A Y B et vérifie S0 Ă S Ă A Y B, nous notons
Sa “ S XA et Sb “ S XB. Étant donné que I0 Ă Sa et J0 Ă Sb, nous avons

}
ÿ

kPS
vk ´ ps` tq} “ }

ÿ

kPSa

vk `
ÿ

kPSb

vk ´ ps` tq} cf. justif. (11.273a)SUBEQooPZSMooRNVSOtSUBEQooPZSMooRNVSOt

ď }
ÿ

kPSa

vk ´ s} ` }
ÿ

kPSb

vk ´ t} (11.273b)

ď 2ϵ. (11.273c)

Justifications.
— Pour 11.273a. Vu que les sommes sont finies et que Sa et Sb sont disjoints d’union S, nous

pouvons couper la somme en utilisant le lemme 1.305.

49. Définition 11.99.
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11.8.2 Somme non dénombrables

Nous allons voir que les sommes non dénombrables ne sont pas intéressantes : si le nombre
de valeurs non nulles parmi les pxiqiPI est non dénombrable, alors la somme est infinie. La bonne
généralisation de somme infinie dans le cas non dénombrable est l’intégrale qui viendra seulement
avec la définition 14.163 et la mesure de Lebesgue 14.139.

LEMooYJCVooHajEbg

Lemme 11.108.
Si A est non dénombrable dans R, alors il existe δ ą 0 tel que AX t|x| ě δu est non dénombrable.

Démonstration. Nous y allons par l’absurde, et nous supposons que A ne contient pas zéro (sinon
il faut ajouter zéro aux An ci-dessous, et ça alourdit les notations). Nous supposons donc que les
parties

An “ AX t|x| ě 1
n
u (11.274)

sont dénombrables. Mais

A Ă
8ď

n“1
An. (11.275)

Une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable 50. Vu qu’un ensemble non
dénombrable ne peut être inclus dans un ensemble dénombrable 51, nous avons une contradiction.

LEMooQIMGooOUpZjk

Lemme 11.109.
Soit un ensemble I et une « suite » pxiqiPI avec xi ě 0 pour tout i. Si l’ensemble

F “ ti P I tel que xi ą 0u (11.276)

est non dénombrable, alors ÿ

iPI
xi “ 8. (11.277)

Démonstration. Nous considérons l’ensemble des valeurs non nulles atteintes par x :

V “ txi tel que i P F u. (11.278)

Il y a deux possibilités : soit V est dénombrable (ou fini), soit il est non dénombrable.

(1) V est fini ou dénombrable Dans ce cas, l’application x : F Ñ r0,8r est une applica-
tion d’un ensemble indénombrable vers un ensemble dénombrable. Le lemme 1.140 nous
indique qu’il existe y P R tel que x´1pyq est indénombrable et en particulier infini. La sommeř
iPx´1pyq xi est une somme indénombrable de termes tous égaux et strictement positifs. Elle

est infinie.

(2) V est indénombrable La partie V de R est non dénombrable ; elle est donc sujette au
lemme 11.108 : il existe δ ą 0 tel que W “ V X tx ě δu est indénombrable. Vu que xi ě δ
pour tout i dans x´1pW q nous avons

ÿ

iPx´1pW q
xi “ 8. (11.279)

50. Proposition 1.134.
51. Proposition 1.139.
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11.8.3 Sommes dénombrables

La proposition suivante nous enseigne que les sommes infinies se comportent normalement au
moins en ce qui concerne les majorations termes à termes.

PropMpBStL

Proposition 11.110 ([1]).
Soit I un ensemble dénombrable. ITEMooZSDSooFUqXDO

(1) Soient paiqiPI et pbiqiPI , deux familles de réels positifs telles que ai ď bi et telles que pbiq est
sommable 52. Alors paiq est sommable.

ITEMooREEYooOtklRb

(2) Si paiqiPI est une famille de réels telle que p|ai|q est sommable, alors paiq est sommable.
ITEMooFIGGooWADdLs

(3) Si pziqiPI est une famille de complexes telle que p|zi|q est sommable, alors pziq est sommable.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) Nous pouvons utiliser la caractérisation 11.103 ; dans un premier temps nous

avons ÿ

iPI
bi “ sup

J fini dans I
bi ă 8. (11.280)

Pour chaque J fini dans I, le lemme 1.307 nous assure que
ÿ

jPJ
aj ď

ÿ

jPJ
bj (11.281)

Donc le supremum existe et est plus petit pour pajq que pour pbjq. En utilisant à nouveau
la caractérisation de la proposition 11.103(1) (mais dans l’autre sens), nous concluons que
paiqiPI est sommable.

(2) Pour (2) Nous posons I` “ ti P I tel que ai ě 0u et I´ “ ti P I tel que ai ă 0u.
Vu que p|ai|qiPI est sommable, la famille paiqiPI` est sommable par le lemme 11.101. La
famille paiqiPI´ est également sommable par le même lemme appliqué à p´aiqiPI´ qui est
sommable par le lemme 11.100. Nous posons

S` “
ÿ

iPI`

ai (11.282a)

S´ “
ÿ

iPI´

ai, (11.282b)

et nous allons prouver que paiqiPI est sommable de somme S` ` S´. Soit ϵ ą 0. Nous
choisissons J`

0 et J´
0 tels que J`

0 Ă I`, J´
0 Ă I´ et

}
ÿ

kPK`

ak ´ S`} ď ϵ (11.283a)

}
ÿ

kPK´

ak ´ S´} ď ϵ (11.283b)

pour tout K` et K´ vérifiant J`
0 Ă K` Ă I` et J´

0 Ă K´ Ă I´.
Nous posons J0 “ J`

0 Y J´
0 (qui est une union disjointe). Pour tout K fini dans I contenant

J0, nous avons

}
ÿ

kPK
ak ´ pS` ` S´q} “ }

ÿ

kPKXI`

ak `
ÿ

kPKXI´

ak ´ S` ´ S´} (11.284a)

ď }
ÿ

kPKXI`

ak ´ S`} ` }
ÿ

kPKXI´

ak ´ S´} (11.284b)

ď 2ϵ (11.284c)

parce que J`
0 Ă K X I` et J´

0 Ă K X I´.

52. Définition 11.99.
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(3) Pour (3) Similaire à (2), mais en coupant en 4 morceaux au lieu de 2 : les parties réelles
et imaginaires en plus des parties positives et négatives.

EXooULLXooTDFYqf

Exemple 11.111.
Au sens de la définition 11.99 la famille

p´1qn
n

(11.285)

n’est pas sommable. En effet la somme des termes pairs est 8 alors que la somme des termes
impairs est ´8. Quel que soit J0 Ă N, nous pouvons concocter, en ajoutant des termes pairs, un
J avec J0 Ă J tel que

ř
jPJp´1qj{j soit arbitrairement grand. En ajoutant des termes négatifs,

nous pouvons également rendre
ř
jPJp´1qj{j arbitrairement petit. △

PropVQCooYiWTs

Proposition 11.112.
Si paijq est une famille de nombres positifs indexés par NˆN alors

ÿ

pi,jqPN2

aij “
8ÿ

i“1

´ 8ÿ

j“1
aij

¯
. (11.286)

Démonstration. Nous allons utiliser la proposition 11.103 pour traiter la somme de gauche. Nous
considérons Jm,n “ t0, . . . ,mu ˆ t0, . . . , nu et nous avons pour tout m et n :

ÿ

pi,jqPN2

aij ě
ÿ

pi,jqPJm,n

aij “
mÿ

i“0

´ nÿ

j“0
aij

¯
. (11.287)

Si nous fixons m et que nous prenons la limite n Ñ 8 (qui commute avec la somme finie sur i)
nous trouvons

ÿ

pi,jqPN2

aij ě
mÿ

i“0

´ 8ÿ

j“0
aij

¯
. (11.288)

Cette inégalité étant valable pour tout m, elle est encore valable à la limite mÑ8 et donc

ÿ

pi,jqPN2

aij ě
8ÿ

i“0

´ 8ÿ

j“0
aij

¯
. (11.289)

Pour l’inégalité inverse, il faut remarquer que si J est fini dans N2, il est forcément contenu
dans Jm,n pour m et n assez grands. Alors

ÿ

pi,jqPJ
aij ď

ÿ

pi,jqPJm,n

aij “
mÿ

i“0

nÿ

j“0
aij ď

8ÿ

i“0

´ 8ÿ

j“0
aij

¯
. (11.290)

Cette inégalité étant valable pour tout ensemble fini J Ă N2, elle reste valable pour le supremum.

La définition générale de la somme 11.99 est compatible avec la définition usuelle dans les cas
où cette dernière s’applique.

PropoWHdjw

Proposition 11.113 (commutative sommabilité).
Soit I un ensemble dénombrable et une bijection τ : NÑ I. Soit paiqiPI une famille dans un espace
vectoriel normé. Si

ř
iPI ai existe, alors il est donné par

ÿ

iPI
ai “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0
aτpkq. (11.291)
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Démonstration. Nous posons a “ ř
iPI ai. Soit ϵ ą 0 et J0 comme dans la définition. Nous choisis-

sons
N ą max

jPJ0
tτ´1pjqu. (11.292)

En tant que sommes sur des ensembles finis, nous avons l’égalité

Nÿ

k“0
aτpkq “

ÿ

jPJ
aj (11.293)

où J est un sous-ensemble de I contenant J0. Soit J fini dans I tel que J0 Ă J . Nous avons alors

}
Nÿ

k“0
aτpkq ´ a} “ }

ÿ

jPJ
aj ´ a} ă ϵ. (11.294)

Nous avons prouvé que pour tout ϵ, il existe N tel que n ą N implique }řn
k“0 aτpkq ´ a} ă ϵ.

La réciproque n’est pas vraie. Même en supposant que limNÑ8
řN
n“0 an existe, il n’est pas

forcé que
ř
nPN an existe. Cela est une conséquence de l’exemple 11.111.

PROPooWLEDooJogXpQ

Proposition 11.114 ([1]).
Soit un espace vectoriel normé E et une famille sommable 53 tviuiPI d’éléments de E. Soit f : E Ñ
C une application sur laquelle nous supposons

(1) f est linéaire et continue ;
(2) la partie tfpviqiPIu est sommable.

Alors nous pouvons permuter la somme et f :

f
`ÿ

iPI
vi
˘ “

ÿ

iPI
fpviq. (11.295)EQooONHXooKqIEbYEQooONHXooKqIEbY

Démonstration. Soit ϵ ą 0 ; vu que les familles tviuiPI et tfpviquiPI sont sommables, nous pouvons
considérer les parties finies J1 et J2 de I telles que

›› ÿ

jPJ1

vj ´
ÿ

iPI
vi
›› ď ϵ (11.296)

et ›› ÿ

jPJ2

fpvjq ´
ÿ

iPI
fpviq

›› ď ϵ (11.297)

Ensuite nous posons J “ J1 Y J2. Avec cela nous calculons un peu avec les majorations usuelles :

}fp
ÿ

iPI
viq ´

ÿ

iPI
fpviq} ď }fp

ÿ

iPI
viq ´ fp

ÿ

jPJ
vjq} ` }fp

ÿ

jPJ
vjq ´

ÿ

iPI
fpviq}. (11.298)

Le second terme est majoré par ϵ, tandis que le premier, en utilisant la linéarité de f possède la
majoration

}fp
ÿ

iPI
viq ´ fp

ÿ

jPJ
vjq} “ }fp

ÿ

iPI
vi ´

ÿ

jPJ
vjq} ď }f}}

ÿ

iPI
vi ´

ÿ

jPJ
vj} ď ϵ}f}. (11.299)

Donc pour tout ϵ ą 0 nous avons

}fp
ÿ

iPI
viq ´

ÿ

iPI
fpviq} ď ϵp1` }f}q. (11.300)

D’où l’égalité (11.295).
53. Définition 11.99.
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11.9 Série réelle
secseries

La notion de série formalise le concept de somme infinie 54. L’absence de certaines propriétés
de ces objets (problèmes de commutativité et même d’associativité) incite à la prudence et montre
à quel point une définition précise est importante.

11.9.1 Critères de convergence absolue

Étant donné le terme général d’une série, il est souvent –dans les cas qui nous intéressent–
difficile de déterminer la somme de la série. L’exemple de la série géométrique est particulier 55,
puisqu’on connaît une formule pour chaque somme partielle, mais pour l’exemple des séries de
Riemann il n’y a aucune formule simple pour un α général. D’où l’intérêt d’avoir des critères de
convergence ne nécessitant aucune connaissance de l’éventuelle limite de la série.

LemgHWyfG

Lemme 11.115 (Critère de comparaison).
Soient

ř
i ai et

ř
j bj deux séries à termes positifs vérifiant

0 ď ai ď bi

alors
(1) si

ř
i ai diverge, alors

ř
j bj diverge,

(2) si
ř
j bj converge, alors

ř
i ai converge (absolument).

PROPooEEACooOYmtxd

Proposition 11.116 (Critère d’équivalence[327]).
Soient

ř
i ai et

ř
j bj deux séries à termes positifs. Supposons l’existence de la limite (éventuelle-

ment infinie) suivante
lim
iÑ8

ai
bi
“ α (11.301)

avec α P RY t`8u. Alors
(1) si α ‰ 0 et α ‰ 8, alors

ÿ

i

ai converge ðñ
ÿ

j

bj converge, (11.302)

(2) si α “ 0 et
ř
j bj converge, alors

ř
i ai converge (absolument),

(3) si α “ `8 et
ř
j bj diverge, alors

ř
i ai diverge.

Démonstration. (1) Le fait que la suite an{bn converge vers α signifie que tant sa limite supérieure
que sa limite inférieure convergent vers α. En particulier la suite an

bn
est bornée vers le haut

et vers le bas. À partir d’un certain rang N , il existe M tel que
an
bn
ăM (11.303)

et il existe m tel que
an
bn
ą m. (11.304)

Nous avons donc an ă Mbn et an ą mbn. La série de panq converge donc si et seulement si
la série de pbnq converge.

(2) Si α “ 0, cela signifie que pour tout ϵ, il existe un rang tel que an
bn
ă ϵ, et donc tel que

an ă ϵbk. La série de paiq converge donc dès que la série de pbiq converge.
(3) Pour tout M , il existe un rang dans la suite à partir duquel on a ai

bi
ąM , et donc ak ąMbk.

Si la série de pbkq diverge, la série de pakq doit également diverger.

54. La caractérisation qui nous intéresse est celle de la proposition 11.103.
55. Voir la proposition 11.122.
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PropOXKUooQmAaJX

Proposition 11.117 (Critère du quotient[334]).
Soit

ř
i ai une série. Supposons l’existence de la limite (éventuellement infinie) suivante

lim
iÑ8

ˇ̌
ˇ̌ai`1
ai

ˇ̌
ˇ̌ “ L (11.305)

avec L P RY t`8u. Alors
(1) si L ă 1, la série converge absolument,
(2) si L ą 1, la série diverge,
(3) si L “ 1 le critère échoue : il existe des exemples de convergence et des exemples de divergence.

Démonstration. (1) Soit b tel que L ă b ă 1. À partir d’un certain rang K, on a
ˇ̌
ˇai`1
ai

ˇ̌
ˇ ă b. En

particulier,
|aK`1| ă b|aK |, (11.306)

et pour aK`2 nous avons
|aK`2| ă b|aK`1| ă b2|aK |. (11.307)

Au final,
|aK`n| ă bn|aK |. (11.308)

Étant donné que la série
ř
něK bn converge (parce que b ă 1), la queue de suite

ř
iěK ai

converge, et par conséquent la suite au complet converge.
(2) Si L ą 1, on a

|aK | ă |aK`1| ă |aK`2| ă . . . (11.309)

Il est donc impossible que la suite paiq converge vers zéro. La série ne peut donc pas converger.
(3) Par exemple la suite harmonique an “ 1

n vérifie L “ 1, mais la série ne converge pas. Par
contre, la suite an “ 1

n2 vérifie aussi le critère avec L “ 1 tandis que la série
ř
n

1
n2 converge.

Proposition 11.118 (Critère de la racine[327]).
Soit

ř
i ai une série, et considérons

lim sup
iÑ8

i
a|ai| “ L

avec L P RY t`8u. Alors
(1) si L ă 1, la série converge absolument,
(2) si L ą 1, la série diverge,
(3) si L “ 1 le critère échoue.

Démonstration. (1) Si L ă 1, il existe un r P s0, 1r tel que |an|1{n ă r pour les grands n. Dans
ce cas, |an| ă rn, et la série converge absolument parce que la série

ř
n r

n converge du fait
que r ă 1.

(2) Si L ą 1, il existe un r ą 1 tel que |an|1{n ą r ą 1. Cela fait que |an| prend des valeurs plus
grandes que n pour une infinité de termes. Le terme général an ne peut donc pas être une
suite convergente. Par conséquent la suite diverge au sens où elle ne converge pas.

11.9.2 Critères de convergence simple

Les critères de comparaison, d’équivalence, du quotient et de la racine sont des critères de
convergence absolue. Pour conclure à une convergence simple qui n’est pas une convergence absolue,
le critère d’Abel sera notre outil principal.
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11.9.2.1 Critère d’Abel

Proposition 11.119 (Critère d’Abel).
Soit la série

ř
i cizi avec

(1) pciq est une suite réelle décroissante qui tend vers zéro,
(2) pziq est une suite dans C dont la suite des sommes partielles est bornée dans C, c’est-à-dire

qu’il existe un M ą 0 tel que pour tout n,
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

i“1
zi

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ďM. (11.310)

Alors la série
ř
i cizi est convergente.

Remarquons que ce critère ne donne pas de convergence absolue.

11.9.3 Quelques séries usuelles
SUBSECooDTYHooZjXXJfPROPooBAIWooKxMLvh

Proposition 11.120 (Série harmonique).
La série harmonique converge vers l’infini 56 :

8ÿ

k“1

1
k
“ `8. (11.311)

Démonstration. Considérons la sommes partielles Hn “ řn
k“1

1
k . Considérons la différence

H2n ´Hn “
2nÿ

k“n`1

1
k
. (11.312)

Cette somme contient n` 1 termes, tous plus grands que 1
2n , donc

H2n ´Hn ą nˆ 1
2n “

1
2 . (11.313)

Nous prouvons donc par récurrence que H2n ě n
2 . D’abord pour n “ 1 nous avons

H2 “ 1` 1
2 . (11.314)

Ensuite la récurrence :
H2n ą H2n´1 ` 1

2 ě
n´ 1

2 ` 1
2 “

n

2 . (11.315)

11.121.
À quel point la série harmonique diverge-t-elle lentement ? Allez regarder
https://www.youtube.com/watch?v=_AtkIpi6KP0.

PROPooWOWQooWbzukS

Proposition-Définition 11.122 (Série géométrique).
La série géométrique de raison q P C est

8ÿ

i“0
qi. (11.316)EqZQTGooIWEFxLEqZQTGooIWEFxL

ITEMooAFAMooGuXqBm

(1) Elle converge si et seulement si |q| ă 1.

56. Vous pouvez aussi dire qu’elle diverge, mais si on met la bonne topologie sur R, la convergence vers `8 est
plus précise que la non-convergence.

https://www.youtube.com/watch?v=_AtkIpi6KP0
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ITEMooBJHBooBMEmiG

(2) Si |q| ă 1 alors
8ÿ

n“0
qn “ 1

1´ q . (11.317)EqRGkBhrXEqRGkBhrX

(3) Quand la série géométrique converge, la convergence est absolue.
ITEMooVZHKooNGpDkx

(4) Si la somme commence en n “ 1 au lieu de n “ 0 alors
8ÿ

n“1
qn “ q

1´ q . (11.318)EqPZOWooMdSRvYEqPZOWooMdSRvY

Démonstration. La somme partielle est déjà donnée dans le lemme 1.470 :

SN “
Nÿ

n“0
qn “ 1´ qN`1

1´ q . (11.319)

En vertu de (10.131), la limite limNÑ8 SN existe si et seulement si |q| ď 1 et dans ce cas nous
avons le résultat parce que qN`1 Ñ 0.

Pour le dernier point, il s’agit seulement du calcul
8ÿ

n“1
qn “ 1

1´ q ´ 1 “ q

1´ q . (11.320)

Un cas particulier de la formule (1.657) est le calcul de
řN
j“1 q

´j bien utile lorsque l’on joue
avec des nombres binaires (voir l’exemple 34.12). Nous avons

Nÿ

j“1
q´j “

Nÿ

j“0
q´j ´ 1 “ 1´ q´N

q ´ 1 . (11.321)EQooFMBAooEJkHWTEQooFMBAooEJkHWT

La série de Riemann est très liée aux intégrales impropres de la proposition 14.279.
PROPooFPVZooGnsqrsEXooCTYNooCjYQvJ

Proposition 11.123 (Série de Riemann).
Pour α P R, la série de Riemann

8ÿ

k“1

1
kα

(11.322)EqSerRiemEqSerRiem

converge (absolument, puisque réelle et positive) si et seulement si α ą 1, et diverge sinon.
ExIJMHooOEUKfj

Lemme 11.124 (Série exponentielle).
La série

expptq “
8ÿ

k“0

tk

k! . (11.323)

converge pour tout t P R.
Elle est nommée . Pour tout savoir de l’exponentielle et de ses variations, voir le thème 50.

Démonstration. Si ak “ tk{k! alors ak`1
ak

“ t
k dont la limite k Ñ 8 est zéro (quel que soit t).

En vertu du critère du quotient 11.117 la série exponentielle converge (absolument) pour tout
t P R.

LEMooCVIQooUtuzgE

Lemme 11.125 (Série arithmético-géométrique[335]).
Une suite arithmético-géométrique est une suite vérifiant pour tout n la relation

un`1 “ aun ` b (11.324)

avec a et b non nuls. Nous nommons u0 le premier terme.
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(1) Si la suite possède une limite, alors elle est donnée par

l “ b

1´ a. (11.325)EQooMZSSooOWpZUpEQooMZSSooOWpZUp

(2) Pour tout n nous avons la formule

un “ anpu0 ´ lq ` l. (11.326)

Démonstration. Si la suite possède une limite, cette dernière doit résoudre l “ al` b, et donc être
égale à (11.325).

Il n’est pas très compliqué de trouver le terme général de la suite en fonction de a et de b. Il
suffit de considérer la suite vn “ un ´ l, et de remarquer que cette suite est géométrique :

vn`1 “ avn. (11.327)

Par conséquent vn “ anv0, ce qui donne pour la suite punq la formule

un “ anpu0 ´ lq ` l. (11.328)

LEMooKDHPooPlFTIT

Lemme 11.126 ([336]).
Nous avons :

Nÿ

k“1

1
kpk ` 1q “

N

N ` 1 . (11.329)

et 8ÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ 1. (11.330)

Démonstration. Nous posons

fpnq “
nÿ

k“1

1
kpk ` 1q (11.331a)

gpnq “ n

n` 1 (11.331b)

et nous montrons par récurrence que fpnq “ gpnq. Pour n “ 1 nous avons fp1q “ gp1q “ 1
2 .

Nous supposons que fpnq “ gpnq et nous prouvons que fpn` 1q “ gpn` 1q. Facile :

fpn` 1q “ fpnq ` 1
pn` 1qpn` 2q (11.332a)

“ n

n` 1 `
1

pn` 1qpn` 2q (11.332b)

“ npn` 2q ` 1
pn` 1qpn` 2q (11.332c)

“ n2 ` 2n` 1
pn` 1qpn` 2q (11.332d)

“ pn` 1q2
pn` 1qpn` 2q (11.332e)

“ n` 1
n` 2 (11.332f)

“ gpn` 1q. (11.332g)

En ce qui concerne la seconde formule, par définition 57

8ÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ lim

nÑ8

nÿ

k“1

1
kpk ` 1q “ lim

nÑ8
n

n` 1 “ 1. (11.333)

57. Définition d’une série, 11.78.
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11.9.4 Séries alternées
THOooOHANooHYfkII

Théorème 11.127 (Critère des séries alternées[312]).
Soit panqnPN est une suite positive décroissante à limite nulle. Nous notons Sn la somme partielle
de la série alternée : Sn “ řn

k“0p´1qkak. Alors
(1) les sous-suites pS2nq et pS2n`1q sont adjacentes 58.
(2) La série

ř
np´1qnan converge.

ITEMooWEPWooXhLMYL

(3) Si nous considérons le reste

Rn “
8ÿ

k“n`1
p´1qkak, (11.334)

nous avons

sgnpRnq “ p´1qn`1 (11.335a)
|Rn| ď an`1. (11.335b)

Démonstration. En termes de notations, nous allons écrire pSnq la suite des sommes partielles
de

ř8
k“0p´1qkak. Nous notons pS2nq la suite des termes pairs de cette suite. C’est donc la suite

n ÞÑ S2n. Nous divisons en plusieurs morceaux.
(1) S2n est croissante Nous avons simplement

S2n`2 ´ S2n “ a2n`2 ´ a2n`1 ď 0. (11.336)

(2) pS2n`1q est décroissante Même calcul.
(3) Les suites pS2nq et S2n`1 sont adjacentes Nous avons simplement

S2n`1 ´ S2n “ a2n`1 Ñ 0. (11.337)

Nous concluons par le théorème des suites adjacentes 10.40 que les sous-suites des termes
pairs et impairs sont convergentes et convergent vers la même limite.

C’est le moment d’utiliser la proposition 10.41 qui convaincra la lectrice que pSnq converge vers la
même limite, que nous notons S. Le théorème des suites adjacentes nous dit encore que

S2n`1 ď S ď S2n (11.338)

et donc que R2n “ S ´ S2n ď 0. Cela donne la majoration

|R2n| “ |S ´ S2n| “ S2n ´ S ď S2n ´ S2n`1 “ a2n`1. (11.339)

Nous faisons le même genre de majorations pour R2n`1.

11.9.5 Moyenne de Cesàro

La moyenne de Cesàro est le premier pas dans la direction des supersommes[2] qui permettent
de sommer des choses de moins en moins convergentes, jusqu’à sommer la fameuse série 1 ` 2 `
3` 4` . . . “ ´1{12.

DEFooLVRLooTeowkn

Définition 11.128.
Si a : NÑ V est une suite dans l’espace vectoriel V , alors sa moyenne de Cesàro est la limite
(si elle existe) de la suite

σnpaq “ 1
n

nÿ

k“1
ak. (11.340)

En un mot, c’est la limite des moyennes partielles.
58. Définition 10.39.
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LemyGjMqM

Lemme 11.129.
Si la suite panq converge vers la limite ℓ alors la suite admet une moyenne de Cesàro qui vaudra ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0 et N P N tel que |an ´ ℓ| ă ϵ pour tout n ą N . En remarquant que

1
n

nÿ

k“1
ak ´ ℓ “ 1

n

nÿ

k“1
pak ´ ℓq, (11.341)

nous avons

| 1
n

nÿ

k“1
ak ´ ℓ| ď | 1

n

Nÿ

k“1
|ak ´ ℓ|| `

ˇ̌ 1
n

nÿ

k“N`1
|ak ´ ℓ|loomoon

ďϵ

ˇ̌
(11.342a)

ď ϵ` n´N ´ 1
n

ϵ (11.342b)

ď 2ϵ. (11.342c)

Dans ce calcul nous avons redéfini N de telle sorte que le premier terme soit inférieur à ϵ.

11.9.6 Écriture décimale d’un réel

Nous avons déjà vu la fonction (1.118) qui permet d’écrire des naturels dans une base b ě 2
donnée. Nous allons maintenant construire une fonction du même type, pour la partie décimale
d’un réel.

NORMALooTZWYooPMgOIm

11.130.
Soit b ě 2 un entier qui sera la base dans laquelle nous allons écrire les nombres. Nous considérons
l’ensemble Db des suites dans t0, 1, . . . , b´ 1u qui n’ont pas une queue de suite uniquement formée
de b ´ 1. Autrement dit une suite pcnq est dans Db lorsque pour tout N , il existe k ą N tel que
ck ‰ b´ 1. Associé à cet ensemble nous considérons la fonction

φb : Db Ñ r0, 1r

c ÞÑ
8ÿ

n“1

cn
bn
.

(11.343)EqXXXooOTsCKEqXXXooOTsCK

Lemme 11.131.
La fonction φb est bien définie au sens où elle converge et prend ses valeurs dans r0, 1r.
Démonstration. Tout se base sur la somme de la série géométrique (11.317) sous la forme

8ÿ

k“0

1
bk
“ b

b´ 1 . (11.344)EqWZGooXJgwlEqWZGooXJgwl

La somme (11.343) est donc majorée par
ř
n
b´1
bn qui converge.

Pour prouver que l’image de φb est bien r0, 1r, nous savons qu’au moins un des cn (en fait une
infinité) est plus petit que b´ 1, donc nous avons la majoration stricte 59

φbpcq ă
8ÿ

n“1

b´ 1
bn

“ pb´ 1q
˜ 8ÿ

n“1

1
bn
´ 1

¸
“ 1 (11.345)

59. Notez que la somme (11.343) commence à un tandis que la série géométrique (11.344) commence à zéro.
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Le fait d’introduire l’ensemble D au lieu de l’ensemble de toutes les suites est justifié par
la proposition suivante. Elle explique pourquoi un nombre possède au maximum deux écritures
décimales distinctes et que ces deux sont obligatoirement de la forme, par exemple en base 10 :

0.34599999999 . . . “ 0.34600000 . . . (11.346)

mais qu’un nombre commençant par 0.347 ne peut pas être égal. C’est pour cela que dans la
définition de Db nous avons exclu les suites qui terminent par tout des b´ 1.

La proposition suivante complète ce qui est déjà dit dans le lemme 7.267.
PropSAOoofRlQR

Proposition 11.132.
Soit la fonction

φ : t0, . . . , b´ 1uN Ñ r0, 1r

x ÞÑ
8ÿ

n“1

xn
bn
.

(11.347)

Si φpxq “ φpyq et si n0 est le plus petit entier tel que xn0 ‰ yn0 alors soit

xn0 ´ yn0 “ 1 (11.348)

et xn “ 0, yn “ b´ 1 pour tout n ą n0, soit le contraire : yn0 ´ xn0 “ 1 avec yn “ 0 et xn “ b´ 1
pour tout n ą n0.

Démonstration. Nous nous basons sur la formule (facilement dérivable depuis (11.344)) suivante :
8ÿ

k“n0`1

1
bk
“ 1
bn0`1

b

b´ 1 . (11.349)

Nous avons

0 “ φpxq ´ φpyq “ xn0 ´ yn0

bn0
`

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

ě xn0 ´ yn0

bn0
´

8ÿ

n“n0`1

b´ 1
bn

“ xn0 ´ yn0 ´ 1
bn0

.

(11.350)
Le dernier terme étant manifestement positif 60, il est nul et nous avons xn0 ´ yn0 “ 1.

Nous avons donc maintenant

0 “ φpxq ´ φpyq “ 1
bn0

`
8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

. (11.351)EqHWQoottPnbEqHWQoottPnb

Nous majorons la dernière somme de la façon suivante, en supposant que |xn ´ yn| ‰ b ´ 1 pour
un certain n ą n0 :

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

8ÿ

n“n0`1

|xn ´ yn|
bn

ă
8ÿ

n“n0`1

b´ 1
bn

“ 1
bn0

. (11.352)

Étant donné cette inégalité stricte, l’équation (11.351) ne peut pas être correcte (valoir zéro). Nous
avons donc |xn ´ bn| “ b´ 1 pour tout n ą n0. Donc pour chaque n ą n0 nous avons soit xn “ 0
et yn “ b´ 1, soit an “ b´ 1 et bn “ 0. Pour conclure il faut encore prouver que le choix doit être
le même pour tout n.

Nous nous mettons dans le cas xn0 ´ yn0 “ 1 ; dans ce cas nous avons bien l’égalité (11.351)
sans petites nuances de signes. Nous écrivons

8ÿ

n“n0`1

xn ´ yn
bn

“ pb´ 1q
8ÿ

n“n0`1

p´1qsn

bn
(11.353)

60. C’est ici qu’intervient la subdivision entre le cas xn0 ´ yn0 “ 1 ou le contraire. En effet si « ce dernier terme
était manifestement négatif », il aurait fallu majorer avec de 1 ´ b au lieu de 1 ´ b.
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où sn est pair ou impair suivant que xn “ 0, yn “ b ´ 1 ou le contraire. Si un des p´1qsn est pas
´1 alors nous avons l’inégalité stricte

pb´ 1q
8ÿ

n“n0`1

p´1qsn

bn
ą pb´ 1q

8ÿ

n“n0`1

´1
bn
“ ´ 1

bn0
. (11.354)

Dans ce cas il est impossible d’avoir φpxq ´ φpyq “ 0. Nous en concluons que p´1qsn est toujours
´1, c’est-à-dire xn ´ yn “ 1´ b, ce qui laisse comme seule possibilité xn “ 0 et yn “ b´ 1.

ThoRXBootpUpd

Théorème 11.133.
L’application φb : Db Ñ r0, 1r est bijective.

Démonstration. En ce qui concerne l’injection, nous savons de la proposition 11.132 que si φbpxq “
φbpyq pour x, y P t0, . . . , b´ 1uN, alors soit x soit y a une queue de suite composée uniquement de
b´ 1, ce qui est exclu dans Db. Nous en déduisons que φb est bien injective en prenant Db comme
ensemble départ.

La partie lourde est la surjectivité. Nous prenons x P r0, 1r et nous allons construire par
récurrence une suite a P Db telle que φbpaq “ x. Si il existe a1 P t0, . . . , b ´ 1u tel que x “ a1{b
alors nous prenons la suite pa1, 0, . . . , q et nous avons évidemment φpaq “ x. Sinon il existe a1 P
t0, . . . , b´ 1u tel que

a1
b
ă x ă a1 ` 1

b
(11.355)

parce que les autres possibilités pour x sont dans l’ensemble r0, 1rztkb uk“0,...,b´1 que nous subdivi-
sons en

s0, 1
b
r Y s1

b
,
2
b
r Y . . .Y sb´ 1

b
, 1r. (11.356)

Pour la récurrence nous supposons avoir trouvé a1, . . . , an tels que
nÿ

k“1

ak
bk
ă x ă

n´1ÿ

k“1

ak
bk
` an ` 1

bn
. (11.357)

Encore une fois si il existe an`1 P t0, . . . , b´ 1u tel que
řn`1
k“1

ak

bk “ x alors nous prenons ce an`1 et
nous complétons la suite avec des zéros pour avoir φpaq “ x. Sinon , pour simplifier les notations
nous notons x1 “ x´řn

k“1
ak

bk et nous avons

0 ă x1 ă an ` 1
bn

. (11.358)

Le nombre x1 est forcément dans un des intervalles

s s

bn`1 ,
s` 1
bn`1 r (11.359)

avec s P t0, . . . , b´ 1u. Nous prenons le s correspondant à x1 comme an`1. Dans ce cas nous avons

n`1ÿ

k“1

ak
bk
ă x ă

n`1ÿ

k“1

ak
bk
` 1
bn`1 . (11.360)

Note : les deux inégalités sont strictes. La première parce que si il y avait égalité, nous nous serions
déjà arrêté en complétant avec des zéros. La seconde parce que

8ÿ

k“n`2

ak
bk
ď

8ÿ

k“n`2

b´ 1
bk

“ 1
bn`1 (11.361)

où l’égalité n’est possible que si ak “ b´ 1 pour tout k ě n` 2. Dans ce cas nous aurions eu

x “
nÿ

k“1

ak
bk
` an`1 ` 1

bn`1 (11.362)
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et nous aurions choisi le nombre an`1 autrement et complété la suite par des zéros à partir de là.
Notons que cela prouve au passage que la suite que nous sommes en train de construire est bien
dans Db parce qu’elle ne contiendra pas de queue de suite composée de b´ 1.

Ceci termine la construction par récurrence de la suite a P Db. Par construction nous avons
pour tout N ě 1,

Nÿ

k“1

ak
bk
ď x ď

Nÿ

k“1

ak
bk
` 1
bN`1 , (11.363)

autrement dit : φbpa1, . . . , aN q P Bpx, 1
bN`1 q. Nous avons donc bien convergence

lim
NÑ8φbpa1, . . . , aN q “ x (11.364)

et l’application φb est surjective.

L’application φ´1
b : r0, 1rÑ Db est la décomposition décimale en base b des nombres de

r0, 1r.
Tout cela nous permet de montrer entre autres que R n’est pas dénombrable. Vu qu’il y a une

bijection entre r0, 1r et Db, il suffit de prouver que Db est non dénombrable. De plus il suffit de
démontrer que Db est non dénombrable pour un entier b ě 2 donné.

PropNNHooYTVFw

Proposition 11.134 ([337]).
Il n’existe pas de surjection NÑ Db. Autrement dit Db est non dénombrable.

Démonstration. Nous prenons b ‰ 2 pour des raisons qui seront claires plus tard. Soit f : NÑ Db.
Pour i P N nous notons

fpnq “ pcpnq
i qiě1, (11.365)

et nous définissons la suite

ck “
#

0 si cpkq
k ‰ 0

1 si cpkq
k “ 0.

(11.366)

C’est une suite dans Db parce que b ‰ 2 et que la suite ne contient que des 0 et des 1. Mais nous
n’avons fpnq “ c pour aucun n P N parce que nous avons cn ‰ fpnqn.

Si b “ 2 alors nous savons que D2 „ r0, 1r„ D3. Donc D2 „ D3 et D2 ne peut pas plus être
mis en bijection avec N que D3.

Remarque 11.135.
Le cas de la base b “ 2 doit être fait à part parce que rien n’empêche d’avoir une queue de 1. Il y
a alors toutefois moyen de se débrouiller en construisant la suite c de façon plus subtile. Si b “ 2
et n P N alors fpnq est une suite de 0 et 1 contenant une infinité de 0 (parce qu’il n’y a pas de
queue de suite ne contenant que des 1). Nous construisons alors c de la façon suivante : d’abord
nous recopions fp0q jusqu’à son deuxième zéro que nous changeons en 1 ; nommons n0 le rang de
ce deuxième zéro. Ensuite nous recopions les éléments de fp1q à partir du rang n0 ` 1 jusqu’au
second zéro que nous changeons en 1, etc.

Le fait de prendre le deuxième zéro nous garantit que la suite c n’aura pas de queue de suite
ne contenant que des 1.

Notons que cette construction s’adapte à tout b ; il suffit de prendre le second terme qui n’est
pas b´ 1 et le remplacer par b´ 1.

Corolaire 11.136.
L’ensemble r0, 1r n’est pas dénombrable.

Démonstration. L’ensemble r0, 1r est en bijection avec Db que nous venons de prouver n’être pas
dénombrable.
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11.9.7 Théorème de Banach-Steinhaus
LEMooPIPLooMppGSO

Lemme 11.137 ([338]).
Soient des espaces vectoriels normés X et Y ainsi qu’une application linéaire bornée T : X Ñ Y .
Pour tout a P X et pour tout r ą 0 nous avons

sup
xPBpa,rq

}Tx} ě r}T } (11.367)

Démonstration. Nous commençons avec a “ 0. En utilisant la définition 11.51 de la norme opéra-
teur,

}T } “ sup
xPX

}Tx}
}x} “ sup

xPBp0,rq
}Tx}
}x} ď

1
r

sup
xPBp0,rq

}Tx}. (11.368)

Donc
sup

xPBp0,rq
}Tx} ě r}T }. (11.369)

Il y a maintenant une astuce. Nous considérons un maximum :

maxt}T pa` xq, }T pa´ xq}u ě 1
2
`}T pa` xq} ` }T pa´ xq}˘ (11.370a)SUBEQooPJPMooDkqRHsSUBEQooPJPMooDkqRHs

ě 1
2
`}T pa` xq ´ T pa` xq}˘ (11.370b)SUBEQooEZUUooVlKtfnSUBEQooEZUUooVlKtfn

“ 1
2}T p2xq} (11.370c)

“ }Tx}. (11.370d)

Justifications :
— Pour (11.370a), la moyenne est plus petite que le maximum.
— Pour (11.370b), inégalité triangulaire : }α´ β} ď }α} ` }β}.

Si maintenant y P Bpa, rq, nous avons y “ a` x pour un certain x P Bp0, rq, donc

sup
yPBpa,rq

}Ty} “ sup
xPBp0,rq

}T pa` xq} (11.371a)

“ sup
xPBp0,rq

maxt}T pa` xq}, }T pa´ xq}u (11.371b)SUBEQooACJSooTHCAWsSUBEQooACJSooTHCAWs

ě sup
xPBp0,rq

}Tx} (11.371c)

ě r}T }. (11.371d)

Pour (11.371b), l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum n’est pas modifié fondamentale-
ment si nous regroupons les éléments deux à deux en prenant le maximum : les éléments exclus
sont majorés.

Une version avec des seminormes sera le théorème 27.5.
THOooJHVNooIDDxyT

Théorème 11.138 (Théorème de Banach-Steinhaus[338]).
Soient un espace de Banach 61 X et un espace vectoriel normé Y . Soit une famille F d’opérateurs
linéaire bornés. Si pour tout x P X,

sup
TPF

}Tx} ă 8, (11.372)

alors
sup
TPF

}T } ă 8. (11.373)

61. Définition 7.258.
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Démonstration. Nous supposons que supTPF }T } “ 8, de telle sorte que nous pouvons choisir
une suite pTnq dans F telle que }Tn} Ñ 8. Cette suite peut diverger arbitrairement vite, et nous
fixerons exactement cela plus tard.

Soit par ailleurs une suite αn ą 0 d’éléments petits et tels que αn Ñ 0. Nous supposons queř8
n“0 αn ă 8.

Si a P X, le lemme 11.137 dit que

sup
xPBpa,αnq

}Tnx} ě }Tn}αn. (11.374)

En posant x0 “ 0, nous construisons une suite pxnq par récurrence en imposant
(1) xn P Bpxn´1, αnq
(2) }Tnxn} ě }Tn}αn.

En utilisant une série télescopique et l’inégalité triangulaire }xk ´ xk`1} ď αn à chaque étage,

}xp ´ xq} ď
qÿ

k“p
αk ď

8ÿ

k“p
αk. (11.375)

Mais puisque la somme des αn converge, la suite des queues de somme converge vers zéro 62 :
limpÑ8

ř8
k“p αn “ 0. Cela implique que pxnq est une suite de Cauchy 63. Vu que X est de Banach,

la suite pxnq a une limite dans X. Soit x cette limite.
Nous avons βn “ }xn ´ x} Ñ 0. Il y aurait moyen de calculer βn en fonction de αn (surtout si

nous avions donné une forme explicite à αn), mais c’est sans importance ici. L’important est que
c’est une suite qui tend vers zéro.

Nous avons
x P Bpxn, βnq, (11.376)

et donc il existe an P Bp0, βnq tel que x “ xn ` an. Avec cela, pour chaque n nous avons :

}Tnx} “ }Tnpxn ` anq} (11.377a)
ě }Tnxn} ´ }Tnan} (11.377b)
ě }Tnxn} ´ }Tn}βn (11.377c)SUBEQooPLVQooChVCLUSUBEQooPLVQooChVCLU

ě }Tn}αn ´ }Tn}βn “ }Tn}pαn ´ βnq. (11.377d)

Pour 11.377c, nous avons utilisé }Tnan} ď }Tn}βn. En résumé,

}Tnx} ě }Tn}pαn ´ βnq. (11.378)

Il suffit de choisir }Tn} suffisamment rapidement croissant pour que 64

}Tn}pαn ´ βnq Ñ 8, (11.379)

et nous avons }Tnx} Ñ 8, qui est contraire aux hypothèses.
ThoPFBMHBN

Théorème 11.139 (Théorème de Banach-Steinhaus[104, 339]).
Soit E un espace de Banach 65 et F un espace vectoriel normé. Nous considérons une partie
H Ă LcpE,F q (espace des applications linéaires continues). Alors H est uniformément borné
si et seulement si il est simplement borné.

62. Lemme 11.80(2).
63. Proposition 7.262.
64. Le point important ici est que αn (et donc βn) est choisi sans référence à }Tn}.
65. Définition 7.258.
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Démonstration. Si H est uniformément borné, il est borné ; pas besoin de rester longtemps sur ce
sens de l’équivalence. Supposons donc que H soit borné. Pour chaque k P N˚ nous considérons
l’ensemble

Ωk “ tx P E tel que sup
fPH

}fpxq} ą ku. (11.380)

(1) Les Ωk sont ouverts Soit x0 P Ωk ; nous avons alors une fonction f P H telle que }fpx0q} ą
k, et par continuité de f il existe ρ ą 0 tel que }fpxq} ą k pour tout x P Bpx0, ρq. Par
conséquent Bpx0, ρq Ă Ωk et Ωk est ouvert par le théorème 7.8.

(2) Les Ωk ne sont pas tous denses dans E Nous supposons que les ensembles Ωk soient
tous dense dans E. Le théorème de Baire 7.354 nous indique que E est un espace de Baire
(parce que de Banach) et donc que č

kPN
Ωk “ E. (11.381)

En particulier l’intersection des Ωk n’est pas vide. Soit x0 P ŞkPNΩk. Nous avons alors

sup
fPH

}fpxq} “ 8, (11.382)

ce qui est contraire à l’hypothèse. Donc les ouverts Ωk ne sont pas tous denses dans E.
(3) La majoration Il existe k ě 0 tel que Ωk ne soit pas dense dans E, et nous voulons prouver

que t}f} tel que f P Hu est un ensemble borné. Soit donc k ě 0 tel que Ωk ne soit pas dense
dans E ; il existe un x0 P E et ρ ą 0 tels que

Bpx0, ρq X Ωk “ H. (11.383)

Si x P Bpx0, ρq alors x n’est pas dans Ωk et donc

sup
fPH

}fpxq} ď k. (11.384)

Afin d’évaluer }f} nous devons savoir ce qu’il se passe avec les vecteurs sur une boule autour
de 0. Pour tout x P Bp0, ρq et pour tout f P H, la linéarité de f donne

}fpxq} “ }fpx` x0q ´ fpx0q} ď }fpx` x0q ` fpx0q} ď 2k. (11.385)

Par continuité nous avons alors }fpxq} ď 2k pour tout x P Bp0, ρq. Si maintenant x P F
vérifie }x} “ 1 nous avons

}fpxq} “ 1
ρ
}fpρxq} ď 2k

ρ
, (11.386)

et donc }f} ď 2k
ρ , ce qui montre que 2k{ρ est un majorant de l’ensemble t}f} tel que f P Hu.

Une application du théorème de Banach-Steinhaus est l’existence de fonctions continues et
périodiques dont la série de Fourier ne converge pas. Ce sera l’objet de la proposition 28.21.

11.9.8 Convergence forte

Lorsque nous avons une suite d’opérateurs linéaires, nous pouvons considérer la convergence
d’une suite pour la norme opérateur : Ak Ñ A lorsque }Ak ´A} Ñ 0.

DEFooNREQooElLvec

Définition 11.140 ([340]).
Soient un espace vectoriel E et un espace vectoriel normé V . Nous disons que la suite d’opérateur
Tk : E Ñ V converge fortement vers l’opérateur T si pour tout x P E nous avons

}Tkx´ Tx} Ñ 0. (11.387)
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Cette notion s’appelle forte par opposition à la convergence faible dont nous ne parlerons pas.
Elle est cependant moins forte que la convergence en norme dont nous avons déjà parlé.

PROPooRFBLooUjSirP

Proposition 11.141.
Soient des espaces vectoriels normés E et F et une suite d’opérateurs Tk : E Ñ F convergeant vers
T 66. Alors cette suite converge également fortement.

Démonstration. Soit x P E que nous supposons non nul. Soit λ P C tel que x “ λy avec }y} “ 1.
Nous avons

}Tkx´ Tx} “ |λ|}Tky ´ Ty} ď |λ| sup
}z}“1

}Tkz ´ Tz} “ |λ|}Tk ´ T } Ñ 0. (11.388)

La dernière étape est la convergence en norme Tk Ñ T .
PROPooESZVooJNCidk

Proposition 11.142.
Soient E et F , des espaces vectoriels normés de dimension finie. Soit une suite pAnq d’applications
linéaires E Ñ F . Si elle converge fortement vers A, alors elle converge en norme vers A.

Démonstration. En plusieurs coups.
(1) Si une sous-suite converge Commençons par montrer que si pBnq est une sous-suite de

pAnq qui converge vers B, alors B “ A. Autrement dit, A est le seul candidat limite pour
An.
Soit }x} “ 1. Nous avons

}Bnx´Bx} ď }Bn ´B}}x} “ }Bn ´B}, (11.389)

mais pour la sous-suite pBnq nous avons supposé }Bn ´ B} Ñ 0. Donc }Bnx ´ Bx} Ñ 0,
ce qui signifie que Bnx Ñ Bx. Mais par hypothèse, Bnx Ñ Ax. Par unicité de la limite,
Bx “ Ax pour tout x de norme 1. Pour les autres x, c’est la linéarité qui conclut.

(2) Utilisation de deux gros résultats Par l’hypothèse de convergence, pour chaque x nous
avons supn }Anx} ă 8. Le théorème de Banach-Steinhaus 11.138 nous indique alors que
l’ensemble F “ tAnunPN est borné. Il existe donc M ą 0 tel que }An} ăM pour tout n.
Nous utilisons à présent l’hypothèse de dimension finie en disant que l’espace des applications
linéaires E Ñ F est de dimension finie, de telle sorte que ses boules fermées soient compactes.
Donc la suite pAnq est contenue dans un compact.

(3) Les sous-suite convergentes La suite pAnq est contenue dans un compact. Toutes ses
sous-suites sont dans ce compact et possèdent donc une sous-suite convergente (théorème
7.139). Toutes ces sous-sous-suites convergent nécessairement vers A par ce que nous avons
dit dans la première étape de la preuve. Le lemme 7.63 nous dit alors que An Ñ A.

11.10 Application ouverte

Définition 11.143 (application ouverte).
Soient deux espaces topologiques X et Y . Une application f : X Ñ Y est ouverte si l’image de
tout ouvert de X par f est un ouvert de Y .

Nous disons que f est ouverte en a P X si l’image de tout ouvert contenant a est ouverte.
PROPooXGEGooHoMsne

Proposition 11.144.
Une application bijective est ouverte si et seulement si son inverse est continue.

66. Sans précisions, ce sera toujours la convergence en norme.
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Démonstration. Ce n’est seulement que la définition, mais pour le sport nous démontrons le sens
direct.

Soit donc une application f : X Ñ Y bijective et ouverte entre les espaces topologiques X et
Y . Prouvons que f´1 : Y Ñ X est continue. Pour cela nous considérons un ouvert O dans X, et
nous prouvons que pf´1q´1pOq est ouvert dans Y . Par définition de l’inverse, pf´1q´1pOq “ fpOq
et vu que f est ouverte, fpOq est ouvert.

LEMooHHIPooEpGfCg

Lemme 11.145.
Une application f : X Ñ Y est ouverte si et seulement si pour tout x P X et pour tout voisinage
U de x, la partie fpUq est un voisinage de fpxq.
Démonstration. La preuve suit celle de la proposition 7.198. Le sens direct est un à fortiori.

Dans l’autre sens. Soit un ouvert O de X. Pour prouver que fpOq est ouvert, nous considérons
y P fpOq, ainsi que x P O tel que fpxq “ y. Vu que O est un voisinage de x, la partie fpOq est un
voisinage de y “ fpxq.

Il existe donc un ouvert V de Y tel que y “ fpxq P V Ă fpOq. Donc la partie fpOq contient
un ouvert autour de chacun de ses points, et elle est ouverte par le théorème 7.8.

Lemme 11.146 ([341]).
Une application linéaire entre espaces vectoriels topologiques est ouverte si et seulement si elle est
ouverte en 0.

Démonstration. Le sens direct est un à fortiori.
Soit un ouvert O et a P O. La partie O ´ a est ouverte et contient 0. Donc fpO ´ aq est un

ouvert parce que f est ouverte en 0. Nous en déduisons, par linéarité, que fpOq ´ fpaq est ouvert
et donc que fpOq est ouverte.

Lemme 11.147 ([341]).
Soient des espaces vectoriels normés E et F . Une application linéaire ouverte f : E Ñ F est
surjective.

Démonstration. Soit un ouvert Bp0, rq dans E. Puisque f est ouverte, la partie f
`
Bp0, rq˘ est

ouverte dans F , et contient donc une boule BF p0, r1q pour un certain r1 ą 0.
Soit v P F . Nous considérons

v1 “ r1 v

2}v} . (11.390)

Nous avons }v1} “ r1{2, et donc v1 P BF p0, r1q. Il existe donc x P E (et même dans BEp0, rq) tel
que fpxq “ v1. Nous avons alors

f
`2}v}
r1 x

˘ “ v, (11.391)

ce qui prouve que v est dans l’image de f , et donc que f est surjective.
THOooATZKooXHWCRD

Théorème 11.148 (théorème de l’application ouverte[341, 342, 343]).
Soient des espaces de Banach 67 E et F . Si l’application f : E Ñ F est linéaire, surjective et
continue, alors elle est ouverte.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(1) Une union de fermés Soit y P F . Comme f est surjective, il existe x P E tel que y “ fpxq.

Soit n P N tel que x P Bp0, nq. Nous avons alors

y P f`Bp0, nq˘ Ă f
`
Bp0, nq˘ (11.392)

En notant
Fn “ f

`
BEp0, nq

˘
, (11.393)

67. Espace de Banach : vectoriel, normé, complet. Définition 7.258.
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nous avons
F “

8ď

n“0
Fn. (11.394)

(2) Théorème de Baire Le théorème 7.354 nous indique que F est un espace de Baire. Le
lemme 7.353 nous dit alors qu’il existe un n tel que Fn soit d’intérieur non vide. Mettons FN
d’intérieur non vide.

(3) Boule unité Puisque FN est d’intérieur non vide, il existe y P FN et η ą 0 tels que
BF py, ηq Ă FN . Nous avons aussi

BF p0, ηq “ BF py, ηq ´ y, (11.395)

et comme y P FN nous avons BF p0, ηq Ă FN ´ FN , et vu qu’en plus ´FN “ FN , nous avons

BF p0, ηq Ă 2FN “ f
`
BEp0, 2Nq

˘
. (11.396)

Nous avons ensuite

BF p0, 1q “ 1
η
BF p0, ηq Ă 1

η
f
`
BEp0, 2Nq

˘ “ f
`
BEp0, 2N{ηq

˘
. (11.397)

Ceci pour dire qu’il existe un M P R tel que

BF p0, 1q Ă f
`
BEp0,Mq

˘
. (11.398)

Nous avons de même que
BF

`
0, 1

2n
˘ Ă f

`
BEp0,M{2nq

˘
. (11.399)EQooCMSPooYtzAuCEQooCMSPooYtzAuC

Nous voudrions maintenant avoir la même inclusion sans la fermeture.
(4) Une suite par récurrence Soit z P BF p0, 1q. Nous allons définir par récurrence une suite

pxnq dans E telle que SUBEQSooLJEMooOaFncH

$
’&
’%

xn P BE
`
0, M

2n´1
˘

(11.400a)

}z ´ fpx1 ` . . .` xnq} ă 1
2n . (11.400b)

(4a) Le premier élément Puisque z P BF p0, 1q Ă f
`
BEp0,Mq

˘
, nous avons

Bpz, 1
2q X f

`
BEp0,Mq

˘ ‰ H. (11.401)

Nous pouvons donc considérer x1 P BEp0,Mq tel que fpx1q P Bpz, 1
2q.

Ce x1 vérifie les conditions (11.400).
(4b) La récurrence En utilisant l’hypothèse de récurrence et (11.399),

z ´ fpx1 ` . . .` xnq P BF
`
0, 1

2n
˘ Ă f

`
BEp0,M{2nq

˘
, (11.402)

de telle sorte que

BF
`
z ´ fpx1, . . . , xnq, 1

2n`1
˘X f`BEp0,M{2nq

˘ ‰ H. (11.403)

Nous pouvons donc considérer xn`1 P BEp0,M{2nq tel que

fpxn`1q P BF
`
z ´ fpx1 ` . . .` xnq, 1

2n`1
˘
. (11.404)

Donc
z ´ fpx1 ` . . .` xnq ´ fpxn`1q P BF

`
0, 1

2n`1
˘
. (11.405)

Nous avons donc bien
}z ´ fpx1 ` . . .` xn`1q} ă 1

2n`1 . (11.406)
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(5) Convergence Nous avons, pour tout n, }xn} ă M
2n´1 . Donc la série

8ÿ

n“1
}xn} ď

8ÿ

n“1

M

2n´1 (11.407)

converge. Autrement dit, la série des xn converge absolument 68. Puisque E est un espace de
Banach, la proposition 11.85 nous dit que

ř8
n“1 xn converge dans E. Nous posons

x “
8ÿ

n“1
xn. (11.408)

En utilisant la série géométrique de la proposition 11.122(2), nous trouvons

}x} ď
8ÿ

k“1
}xk} ďM

8ÿ

k“1

1
2k`1 “M

8ÿ

k“0

1
2k “ 2M. (11.409)

(6) Passage à la limite Nous avons x P BEp0, 2Mq, et

lim
nÑ8 }z ´ fpx1 ` . . .` xnq} “ 0. (11.410)

Puisque les applications }.}, t ÞÑ z ´ t et f sont continues 69, nous pouvons rentrer la limite
de partout et écrire

}z ´ fpxq} “ 0, (11.411)

ce qui signifie que z “ fpxq. Comme z est un élément arbitraire de BF p0, 1q nous avons
prouvé que

BF p0, 1q Ă f
`
BEp0, 2Mq

˘
. (11.412)

Nous avons donc aussi que pour tout r ą 0, il existe r1 tel que

BF
`
0, r

˘ Ă f
`
BEp0, r1q˘. (11.413)

En l’occurrence, r1 “ r{2M .

(7) Passage aux voisinages Nous montrons que l’image de tout voisinage de x P E contient
un voisinage de fpxq dans F . Soit x P E ainsi qu’un voisinage V de x. Il existe r ą 0 tel que
Bpx, rq Ă V . Vu que f est linéaire,

f
`
Bpx, rq˘ “ fpxq ` f`Bp0, rq˘, (11.414)

et il existe un r1 tel que BF p0, r1q Ă f
`
BEp0, rq

˘
. Cela pour dire que

fpxq `BF p0, r1q Ă f
`
Bpx, rq˘ Ă fpV q. (11.415)

Vu que fpxq `BF p0, r1q est un ouvert autour de fpxq, nous avons prouvé que fpV q contient
un ouvert autour de fpxq, c’est-à-dire que fpV q est un voisinage de fpxq.

(8) Conclusion Le lemme 11.145 conclut que f est ouverte.

68. Définition 11.81.
69. Oui, la continuité de f est une hypothèse en plus de sa linéarité parce que nous n’avons pas d’hypothèses sur

la dimension de E et F .
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11.11 Produit tensoriel d’espaces vectoriels
Si vous êtes pressés, vous pouvez aller lire la définition 11.157 de produit tensoriel d’espaces

vectoriels. Mais si vous étiez vraiment pressés, vous ne seriez pas en train de lire des choses sur le
produit tensoriel (il vous suffit de croire que x b y n’est finalement que la concatenation de x et
y).

PROPooYONEooWvwPZT

Proposition-Définition 11.149.
Soient un espace vectoriel V et un sous-espace N . Le quotient de V par N , noté V {N est l’en-
semble des classes d’équivalence 70 pour la relation x „ y si et seulement si x´ y P N .

Les définitions
(1) rvs ` rws “ rv ` ws
(2) λrvs “ rλvs

ont un sens et définissent une structure d’espace vectoriel sur V {N .
En ce qui concerne la topologie, ce sera la définition 7.46.

Démonstration. Un élément général de la classe rvs est de la forme v ` n avec n P N . Le calcul
suivant montre que la somme fonctionne :

rv ` n1s ` rw ` n2s “ rv ` w ` n1 ` n2s “ rv ` ws (11.416)
parce que n1 ` n2 P N . De même,

λrv ` ns “ rλv ` λns “ rλvs (11.417)
toujours parce que λn P N .

Notons que nous avons utilisé de façon on ne peut plus cruciale le fait que N soit un sous-espace
vectoriel.

Proposition 11.150.
Si teiu est une base de V et si N est un sous-espace de V , alors treisu est une partie génératrice
de V {N .

Démonstration. Si x “ ř
k xkek, alors rxs “ ř

k xkreks, donc oui.

11.12 Produit tensoriel
Nous allons faire les choses suivantes :

— Définir ce qu’est un produit tensoriel de V et W , définition 11.152.
— Prouver que tous les produits tensoriels sont isomorphes, définition 11.153 et proposition

11.154.
— Construire un produit tensoriel relativement abstrait à base d’espace librement engendré par

V ˆW , définition 11.157 et proposition 11.159.
— Construire un produit tensoriel assez concret en tant qu’espace de formes bilinéaires sur

V ˆW , proposition 11.179.

11.151.
Dans le Frido, la notation V bW pourra désigner (au moins) trois choses différentes.

— Un produit tensoriel quelconque, c’est-à-dire un espace quelconque vérifiant les conditions de
la définition 11.152.

— L’espace FKpV ˆW q{N défini en 11.157.
— L’espace L2pV ˆW,Kq des formes bilinéaires.

Dans tous les cas l’espace T qui veut prétendre être le produit tensoriel V bW doit venir avec
une application h. Lorsque pT, hq est un produit tensoriel de V et W , nous notons vbw l’élément
hpv, zq P T .

70. Définition 1.32.
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11.12.1 Définition générale
DEFooXKKQooAvWRNp

Définition 11.152 ([344]).
Soient deux espaces vectoriels V et W . Un produit tensoriel de V et W est un couple pT, hq où
T est un espace vectoriel et h : V ˆW Ñ T est une application

(1) bilinéaire 71
ITEMooJCNYooGvjjtL

(2) telle que pour tout espace vectoriel Z et toute application bilinéaire f : V ˆW Ñ Z, il existe
une unique application linéaire f̃ : T Ñ Z telle que f “ f̃ ˝ h.

La propriété (2) est appelée propriété universelle du produit tensoriel.
L’élément hpv, wq est souvent noté v b w.

DEFooPLHTooRiHjlE

Définition 11.153.
Un morphisme entre pT, hq et pT 1, h1q est une application linéaire ψ : T Ñ T 1 telle que h1 “ ψ ˝h.

Nous parlons d’isomorphisme si ψ a un inverse qui est également un morphisme.
PROPooROPHooQXqNzZ

Proposition 11.154 ([344]).
Si V et W sont des espaces vectoriels, tous les produits tensoriels entre V et W sont isomorphes
entre eux au sens de la définition 11.153.

Plus précisément, si pT, hq et pT 1, h1q sont deux produits tensoriels de V et W , alors

(1) il existe une unique application linéaire g : T Ñ T 1 telle que h1 “ g ˝ h,
(2) cette application g est inversible.

En particulier, l’application g est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Soient deux produits tensoriels pT, hq et pT 1, h1q.
(1) Existence

L’application h1 : V ‘W Ñ T 1 est bilinéaire, et pT, hq est un produit tensoriel. Donc il existe
g : T Ñ T 1 tel que h1 “ g ˝ h. De même, il existe une application g1 : T 1 Ñ T telle que
h “ g1 ˝ h.

(2) Unicité
En ce qui concerne l’unicité, vu que h : V ‘W Ñ T est surjective, la relation h1 “ g ˝ h
prescrit les valeurs de g sur tous les éléments de T .

(3) Inversible
Ces deux applications g et g1 vérifient h1 “ gg1h et h “ g1gh, et de plus h : V ‘W Ñ T
est surjective. Soient t P T et x P V ‘ W tel que t “ hpxq. Nous avons hpxq “ g1ghpxq.
C’est-à-dire t “ pg1 ˝gqptq. De même dans l’autre sens, il existe x1 P V ‘W tel que t “ h1px1q.
En appliquant l’égalité h1 “ gg1h1 à x1, nous trouvons t “ pg ˝ g1qptq.
Tout cela pour dire que g1 “ g´1. Cette application g est donc un isomorphisme de produits
tensoriels entre pT, hq et pT 1, h1q.

Au final, l’application g : T Ñ T 1 étant linéaire et inversible, elle est un isomorphisme d’espaces
vectoriels.

Proposition 11.155 ([345]).
Soient deux espaces vectoriels V et W sur le corps K ainsi que u, a P V et v, b PW tous non nuls.
Si

ub v “ ab b, (11.418)

alors il existe λ et µ tels que a “ λu et b “ µv.

71. Définition 9.122.
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Démonstration. Pour toute applications linéaires f : V Ñ K et g : W Ñ K nous posons
f ˚ g : V ˆW Ñ K

pv, wq ÞÑ fpvqgpwq. (11.419)

Cette application f ˚ g étant bilinéaire, il existe une application sfg : V b W Ñ K telle que
sfg ˝ h “ f ˚ g.

Nous considérons maintenant des bases teiu de V et te1
ju de W , et nous considérons l’application

linéaire fi : V Ñ K donnant la iecomposante dans la base teiu ; autrement dit

fipekq “ δik. (11.420)

De même nous considérons l’application gj : W Ñ K. Comme dit plus haut, l’application fi ˚
gj : V ˆW Ñ K se relève en une application sij : V bW Ñ K vérifiant

sijpub vq “ pfi ˚ gjqpu, vq “ fipuqgjpvq. (11.421)

Par hypothèse, sijpub vq “ sijpab bq, donc

fipuqgjpvq “ fipaqgjpbq. (11.422)EQooBEXAooDMSFnGEQooBEXAooDMSFnG

Étant donné que u ‰ 0, il existe i0 tel que fi0puq ‰ 0. De même nous considérons j0 tel que
gj0pvq ‰ 0. Dans l’égalité

fi0puqgj0pvq “ fi0paqgj0pbq, (11.423)
le membre de gauche est non nul. Donc les deux facteurs du membre de droite sont non nuls. Donc
en posant

µ “ fi0paq
fi0puq

, (11.424)

nous définissons bien un élément non nul µ P K.
En repartant de (11.422) avec i “ i0 nous trouvons

gipvq “ µgjpbq (11.425)

pour tout i. Donc v “ µb, ce qu’il fallait démontrer. Un raisonnement similaire montre que u “ λa
pour un certain λ non nul dans K.

PROPooMMOPooEkqkpk

Proposition 11.156.
Tous les espaces vectoriels sont sur le corps K. Si h : V ˆW Ñ T est un produit tensoriel et si
f : T Ñ Z est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors

f ˝ h : V ˆW Ñ Z (11.426)

est un produit tensoriel.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) f ˝ h est bilinéaire Soient v1, v2 P V et w PW ainsi que λ P K. Nous avons

pf ˝ hqpλv1 ` v2, wq “ fpλv1 b w ` v2 b wq h est bilin. (11.427a)
“ λfpv1 b wq ` fpv2 b wq f est lin. (11.427b)
“ λpf ˝ hqpv1, wq ` pf ˝ hqpv2, wq, (11.427c)

ce qui montre que f ˝ h est linéaire en sa première variable. La vérification de la linéarité en
la seconde variable est le même type de vérification.

(2) Propriété universelle Soient un espace vectoriel Y et une application bilinéaire b : V ˆ
W Ñ Y . Nous devons trouver une application linéaire b1 : Z Ñ Y telle que b1 ˝ pf ˝ hq “ b.
Vu que pT, hq est un produit tensoriel, il existe une application bilinéaire b̃ : T Ñ Y telle que
b̃ ˝ h “ b. Vu que f est linéaire et inversible, l’application b1 “ b̃ ˝ f´1 est linéaire et fait
l’affaire :

b1 ˝ f ˝ h “ b̃ ˝ f´1 ˝ f ˝ h “ b̃ ˝ h “ b. (11.428)
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11.12.2 Constructions du produit tensoriel

Tout cela est fort bien : nous avons unicité à isomorphisme près du produit tensoriel d’espaces
vectoriels. Mais nous n’avons pas encore de certitudes à propos de l’existence d’un couple pT, hq
vérifiant les propriétés demandées pour être un produit tensoriel.

Nous allons maintenant construire un produit tensoriel.

11.12.3 Construction abstraite

C’est le moment pour vous de relire la définition 4.26 d’espace vectoriel librement engendré, et
surtout le lemme 4.27 qui en donne une base.

DEFooKTVDooSPzAhH

Définition 11.157 ([344]).
Soient deux espaces vectoriels V et W sur le corps commutatif 72 K. Dans FKpV ˆW q 73 nous
considérons les sous-espaces suivants :

A1 “ tδpv1,wq ` δpv2,wq ´ δpv1`v2,wq tel que v1, v2 P V,w PW u (11.429a)
A2 “ tδpv,w1q ` δpv,w2q ´ δpv,w1`w2q tel que v P V,w1, w2 PW u (11.429b)SUBEQooSHBJooJLPVbKSUBEQooSHBJooJLPVbK

A3 “ tλδv,w ´ δpλv,wq tel que v P V,w PW,λ P Ku (11.429c)
A4 “ tλδv,w ´ δpv,λwq tel que v P V,w PW,λ P Ku. (11.429d)

Nous considérons alors N “ SpanpA1, A2, A3, A4q et le quotient

V bKW “ FKpV ˆW q{N. (11.430)

Ce dernier espace vectoriel est le produit tensoriel de V par W .
REMooSLEGooWEiutz

Remarque 11.158.
Quelques remarques.

(1) Les éléments de V bW ne s’écrivent pas tous sous la forme v b w. Certains ont vraiment
besoin d’être écrits avec des sommes. En cela, la situation de V bW est réellement différente
de celle de V ˆW . Dans ce dernier, tous les éléments sont des couples.

(2) La classe de l’élément δpv,wq P F pV ˆW q sera d’habitude noté v b w.
(3) Pour insister sur la notion de classe, nous allons aussi noter rxs la classe de x P F pV ˆW q.

ITEMooPVWHooMkgQoT

(4) L’arithmétique dans V bW est relativement simple. En ajoutant et soustrayant le même
élément de A3 nous avons par exemple

pλvq b w “ pλvq b w ` λpv b wq ´ pλvq b w. (11.431)

Nous obtenons de cette façon

λpv b wq “ pλvq b w “ v b pλwq, (11.432)

que nous noterons λv b w sans plus de précision.
PROPooIWZDooRRZNCf

Proposition 11.159 ([344]).
L’espace vectoriel V ˆW muni de

h : V ‘W Ñ V bW
pv, wq ÞÑ v b w (11.433)

est un produit tensoriel entre V et W .
72. À part mention du contraire, tous les corps du Frido sont commutatifs.
73. Espace vectoriel librement engendré, voir la définition 4.27 et le lemme 4.27.



11.12. PRODUIT TENSORIEL 901

Démonstration. Nous devons prouver les conditions de la définition 11.152.
(1) h est bilinéaire

Ce sont des calculs tels que faits dans la remarque 11.158(4) qui font le travail.
(2) h est surjective

Un élément de V bW est la classe d’un élément de F pV ˆW q, c’est-à-dire de la forme
“ÿ

iα

δpvi,wαq
‰ “

ÿ

iα

vi b wα. (11.434)

Cet élément est dans l’image de h comme le montre le calcul suivant 74 :

h
`ÿ

iα

pvi, wαq
˘ “

ÿ

iα

hpvi, wαq “
ÿ

iα

vi b wα. (11.435)

(3) Propriété universelle
Soient un espace vectoriel U et une application linéaire f : V ‘W Ñ U . Nous devons trouver
une application linéaire g : V bW Ñ U telle que f “ g ˝ h. Pour cela nous commençons par
considérer l’application

g : F pV ˆW q Ñ U

δpv,wq ÞÑ fpv, wq (11.436)

définie sur tout F pV ˆW q par linéarité sans encombres parce que les δv,w forment une base
par le lemme 4.27.
Nous démontrons que gpNq “ 0 pour avoir le droit de passer g aux classes et le considérer
comme application partant de V bW au lieu de F pV ˆW q. Prenons par exemple

g
`
δpv1,wq ` δpv2,wq ´ δpv1`v2,wq

˘ “ gpδpv1,wqq ` gpδpv2,wqq ´ gpδv1`v2,wq (11.437a)
“ fpv1, wq ` fpv2, wq ´ fpv1 ` v2, wq (11.437b)
“ 0 (11.437c)

par la bilinéarité de f . Cela montre que gpA1q “ 0. Nous montrons de même que gpA2q “
gpA3q “ gpA4q “ 0, et enfin toujours par linéarité que gpNq “ 0. Pour rappel, les éléments
de N sont les combinaisons linéaires finies d’éléments de A1, A2, A3 et A4.
Par passage aux classes, nous avons une application (que nous notons également g)

g : F pV ˆW q{N Ñ U (11.438)

vérifiant gpv b wq “ fpv, wq. Mais comme hpv, wq “ v b w, nous avons g ˝ h : V ‘W Ñ U
vérifiant g ˝ h “ f .

L’espace vectoriel V bW est donc un produit tensoriel.

11.160.
Vu que V bW est un produit tensoriel de V et W , et vu qu’il y a unicité par la proposition 11.154,
nous avons bien le droit de dire que V bW est le produit tensoriel. Cela justifie le titre.

11.161.
Les prochains lemmes et propositions vont nous dire que l’application

φ : V ˚ bW Ñ LpV,W q
αb w ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (11.439)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels lorsque V est de dimension finie. Vu que nous aimons les
énoncés très explicites, ça va être découpé en plusieurs morceaux, l’énoncé va devenir un peu long ;
mais c’est pour la bonne cause.

74. Faites bien la distinction entre δv,w, pv, wq et vbw. Sachez dans quel ensemble se trouvent chacun de ces trois
objets.
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LEMooOJEBooQruWEp

Lemme 11.162.
Soient deux espaces vectoriels V et W dont W est de dimension finie. Alors l’application définie
par

φ : F pV ˚ ˆW q Ñ LpV,W q
δpα,wq ÞÑ

`
v ÞÑ αpvqw˘ (11.440)

sur la base « canonique » de F pV ˚ ˆW q passe aux classes.

Démonstration. Avec les notations de la définition 11.157 nous devons prouver que φpNq “ 0.
Nous montrons que φpA4q “ 0, et nous vous laissons faire les autres. Pour λ P K, α P V ˚ et w PW
en utilisant la linéarité de φ nous avons :

φ
`
λδpα,wq ´ δpα,λwq

˘
v “ λφpδpα,wqqpvq ´ φpδpα,λwqqpvq (11.441a)
“ λαpvqw ´ αpvqpλwq (11.441b)
“ 0 (11.441c)

parce que αpvqpλwq “ λαpvqw du fait que K est commutatif. La commutativité de K est ce qui
permet de permuter le produit λαpvq.

Nous laissons à la lectrice le soin de prouver que φpA1q “ φpA2q “ φpA3q “ 0.
LEMooUQZHooWjIGsy

Lemme 11.163.
Si W est de dimension finie, alors LpV,W q muni de

h : V ˚ ‘W Ñ LpV,W q
pα,wq ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (11.442)

est un produit tensoriel 75 de V ˚ par W .

Démonstration. Nous devons prouver que
— h est bilinéaire,
— h est surjective
— pour tout espace vectoriel U , et pour toute application bilinéaire f : V ˚ ‘W Ñ U , il existe

une application linéaire g : LpV,W q Ñ U tel que f “ g ˝ h.
(1) Bilinéaire Le fait que h soit bilinéaire est une simple vérification.
(2) Surjective L’espace W étant de dimension finie, nous pouvons en considérer une base

tziuiPI . Soit α P LpV,W q. Si v P V , l’élément αpvq peut être décomposé dans la base tziu, ce
qui définit des applications linéaires αi : V Ñ K par

αpvq “
ÿ

iPI
αipvqzi. (11.443)

Notons que αi P V ˚. En comparant avec la définition de h, nous voyons que

αpvq “
ÿ

i

hpαi, ziqpvq, (11.444)

c’est-à-dire α “ ř
i hpαi, wiq “ h

`ř
ipαi, ziq

˘
. Nous avons donc bien α P hpV ˚ ‘W q.

(3) Propriété universelle
Soient un espace vectoriel U et une application bilinéaire f : V ˚‘W Ñ U . Pour α P LpV,W q
nous définissons gpαq comme suit. D’abord nous écrivons α sous la forme

αpvq “
ÿ

i

αipvqzi, (11.445)

75. Définition 11.152.
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et nous posons
gpαq “

ÿ

i

fpαi, ziq. (11.446)

Avec cette définition, en posant w “ ř
iwizi, nous avons

pg ˝ hqpα,wq “ g
`
v ÞÑ αpvqw˘ (11.447a)

“ g
`
v ÞÑ

ÿ

i

αpvqwizi
˘

(11.447b)

“
ÿ

i

fpwiα, ziq (11.447c)

“
ÿ

i

fpα,wiziq (11.447d)

“ fpα,
ÿ

i

wiziq (11.447e)

“ fpα,wq. (11.447f)

Cela prouve que g ˝ h “ f .

PROPooKJTCooVTXWAQ

Proposition 11.164 ([346]).
Soient deux espaces vectoriels V et W dont V est de dimension finie. Alors l’application

φ : V ˚ bW Ñ LpV,W q
αb w ÞÑ `

v ÞÑ αpvqw˘ (11.448)

est bien définie 76 et est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. Le lemme 11.163 donne une structure de produit tensoriel de V ˚ par W sur
LpV,W q. Rappelons les structures :

h : V ˚ ‘W Ñ V ˚ bW
pα,wq ÞÑ αb w (11.449)

et
h1 : V ˚ ‘W Ñ LpV,W q

pα,wq ÞÑ “
v ÞÑ αpvqw‰. (11.450)

La proposition 11.154 a déjà fait tout le boulot. La seule chose à faire est de vérifier qu’il existe
une application φ : V ˚ bW Ñ LpV,W q vérifiant simultanément les deux conditions suivantes :

ITEMooVNNSooNIXRoG

(1) φpαb wq “ “
v ÞÑ αpvqw‰

(2) h1 “ φ ˝ h.
La seconde condition assure que φ sera un isomorphisme d’espaces vectoriels.

L’existence de φ vérifiant la condition (1) est un effet du lemme 11.162 qui donne une fonction
sur F pV ˚ ˆW q dont le φ qui nous concerne est un quotient. Il reste à voir que cette application
vérifie h1 “ φ ˝ h.

En nous rappelant que α b w “ rδpα,wqs et en écrivant φ à la fois l’application et son passage
au quotient,

pφ ˝ hqpα,wq “ φpαb wq “ φ
`rδpα,wqs

˘ “ φpδpα,wqq. (11.451)
En appliquant à v P V nous avons :

pφ ˝ hqpα,wqv “ φpδpα,wqqv “ αpvqw “ h1pα,wqv. (11.452)

Et voilà. Nous avons φ ˝ h “ h1.
76. Au sens où il existe une fonction φ définie sur tout V ˚

bW qui se réduit à cela pour les éléments de la forme
αb w.
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Une conséquence de la proposition 11.164 est que

dimpV bW q “ dimpV q dimpW q (11.453)

via le lemme 4.41(2).

11.12.4 Bases
LEMooXFIMooDkTSrq

Lemme 11.165 ([1]).
Si τ : V1 Ñ V2 est un isomorphisme d’espaces vectoriels, alors il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels φ : V1 bW Ñ V2 bW tel que φpv b wq “ τpvq b w 77.

Démonstration. L’application

φ0 : F pV1 ˆW q Ñ F pV2 ˆW q
δpv,wq ÞÑ δ`

τpvq,w
˘ (11.454)

est un isomorphisme.
Cette application passe aux classes, mais pas au sens où x P rys impliquerait φ0pxq “ φ0pyq ;

au sens où si x P rys, alors φ0pxq P rφ0pyqs. Par exemple

φ0
`
λδpv,wq ´ δpv,λwq

˘ “ λδ`
τpvq,w

˘ ´ δ`
τpvq,λw

˘ P r0s. (11.455)

Nous vous laissons le soin de vérifier les égalités correspondantes pour les autres parties de N .
Le passage au classes de φ0 signifie que l’on considère l’application

φ : V1 bW Ñ V2 bW
rxs ÞÑ rφ0pxqs (11.456)

où vous aurez noté que la prise de classe à gauche n’est pas la même que celle à droite.
Il faut prouver que ce φ est un isomorphisme. En ce qui concerne la linéarité,

φ
`rxs ` rys˘ “ φ

`rx` ys˘ (11.457a)
“ rφ0px` yqs (11.457b)
“ rφ0pxq ` φ0pyqs (11.457c)
“ rφ0pxqs ` rφ0pyqs (11.457d)
“ φprxsq ` φprysq. (11.457e)

Je vous laisse le reste de la linéarité. Et en ce qui concerne le fait que ce soit une bijection,
allez-y.

PROPooTHDPooWgjUwk

Proposition 11.166 ([346]).
Soient des espaces vectoriels de dimension finie V et W . Soient une base teiu de V et une base
tfαu de W .

Alors : ITEMooQCILooUncdGl

(1) La partie tei b fαu est une base de V bW .
ITEMooGCRHooJjAYPr

(2) Au niveau des dimensions, dimpV bW q “ dimpV q dimpW q.
Démonstration. Vu que V est de dimension finie, nous avons un isomorphisme d’espaces vectoriels
V ˚ “ V , et même un isomorphisme d’espaces vectoriels

τ : V Ñ pV ˚q˚
τpvqµ “ µpvq. (11.458)

77. La proposition 11.166 dira que cette condition fixe complètement φ, mais c’est une autre histoire qui vous sera
contée une autre fois.
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Recopions l’isomorphisme de la proposition 11.164 en utilisant V ˚ au lieu de V :

ψ0 : pV ˚q˚ bW Ñ LpV ˚,W q
τpvq b w ÞÑ `

µ ÞÑ τpvqpµqw “ µpvqw˘. (11.459)

En écrivant cela, nous avons tenu compte du fait que tout élément de pV ˚q˚ peut être écrit de
façon univoque sous la forme τpvq pour un certain v P V .

Vu que τ est un isomorphisme, l’application suivante est encore un isomorphisme 78 :

ψ : V bW Ñ LpV ˚,W q
v b w ÞÑ `

µ ÞÑ µpvqw˘. (11.460)EQooAEFRooPfmAnjEQooAEFRooPfmAnj

Nous avançons. Vu que nous avons un isomorphisme, nous pouvons faire passer des bases. Le
lemme 4.41 nous donne une base de LpV ˚,W q en les éléments βiα : V ˚ ÑW définies par

βijpµq “ µpeiqfα. (11.461)

Donc tψ´1pβiαqu est une base de V bW .
Pour a “ ř

i aiei̊ (base duale, définition 4.126) nous avons :

ψpei b fαqa “ apeiqfα “ βiαpaq. (11.462)

Cela prouve que ψ´1pβiαq “ ei b fα, et donc que ces ei b fα est une base de V bW .
La formule concernant les dimensions est simplement la définition 4.15 de la dimension : le

nombre d’éléments dans une base.
LEMooYJIQooRCkHMq

Lemme 11.167.
Dans le produit tensoriel RbR, nous avons

(1) xb 1 “ 1b x “ xp1b 1q pour tout x P R.
(2) Si x ě 0 nous avons aussi xb 1 “ ?xb?x.

LEMooKPWNooNjkAru

Lemme 11.168.
Le produit tensoriel est associatif.

Plus précisément, si U, V,W sont des espaces vectoriels, nous avons des isomorphismes d’es-
paces vectoriels

U b pV bW q “ pU b V q bW. (11.463)

Dans la suite, nous écrirons U b V bW sans plus de précisions et même bkV pour le produit de
k copies de V .

Définition 11.169.
Un k-tenseur sur V est un élément de bkV ˚.

PROPooIODGooYajpiy

Proposition 11.170.
Il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels bkV ˚ Ñ LkpV,Rq.
Exemple 11.171.
Pour k “ 2, l’isomorphisme de la proposition 11.170 est

ψ : LpV, V ˚q Ñ L2pV,Rq
ψpαqpu, vq “ αpuqv. (11.464)

Il faut se rappeler que le proposition 11.164 donne déjà un isomorphisme entre V ˚bV ˚ et LpV, V ˚q.
△

78. Lemme 11.165.
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11.12.5 Construction par les formes multilinéaires
LEMooCXPRooGfJMMV

Lemme 11.172.
Soient des espaces vectoriels de dimension finie V , W et Z. Soient une application bilinéaire
f : V ˆW Ñ Z ainsi que des bases teiu de V et tdju de W .

Il existe des éléments fij dans Z tels que

fpv, wq “
ÿ

ij

viwjfij (11.465)

pour tout v P V et w PW .

11.173.
Ce que nous allons noter hpT, Sq est souvent noté T bS, parce que la proposition 11.179 montrera
qu’il s’agit bien d’un produit tensoriel. Cependant nous avons besoin de pas mal de propriétés de
h avant de pouvoir l’affirmer.

DEFooUUMYooOUCzWk

Proposition-Définition 11.174.
Si T P LkpV,Rq et S P LlpV,Rq, nous définissons

hpT, Sq : V k`l Ñ R

pv1, . . . , vk`lq ÞÑ T pv1, . . . , vkqSpvk`1, . . . , vk`lq.
(11.466)

(1) L’application hpT, Sq est multilinéaire 79 : hpT, Sq P Lk`lpV,Rq.
(2) L’application h est associative : h

`
hpT, Sq, R˘ “ h

`
T, hpS,Rq˘.

(3) L’application h : LkpV,Rq ˆ LlpV,Rq Ñ Lk`lpV,Rq est bilinéaire.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) multilinéaire Nous fixons des vi P V , nous considérons hpT, Sqi et nous calculons (en

supposant i ď k, sinon on adapte)

hpT, Sqipvqa “ hpT, Sqpv1, . . . , v, . . . , vk`lq (11.467a)
“ T pv1, . . . , v, . . . , vkqSpvk`1, . . . , vk`lq (11.467b)
“ TipvqSp. . .q. (11.467c)

Vu que Ti est linéaire, nous en déduisons que hpT, Sqi est linéaire et donc que hpT, Sq est
multilinéaire.

Associativité Facile de vérifier que

h
`
hpT, Sq, R˘pv1, . . . , vk`l`mq “ T pv1, . . . , vkqSpvk`1, . . . , vk`lqRpvk`l`1, . . . , vk`l`mq.

(11.468)
Bilinéaire En utilisant directement la définition, on vérifie que hpT, λSq “ λhpT, Sq et hpT, S1 ` S2q “

hpT, S1q ` hpT, S2q.

11.175 (Quelques notations).
Si Vi sont des espaces vectoriels, si vi P Vi, et si ξi P Vi̊ , nous notons

hpξ1, . . . , ξnqpv1, . . . , vnq “
nź

i“1
ξipviq. (11.469)

Si I est un multiindice (I “ pi1, . . . , inq), et si v est quelque chose qui peut avoir des indices,
alors nous écrivons vI “ pvi1 , . . . , vinq.

Nous écrivons en particulier δIJ “śn
k“1 δikjk .

79. Application multilinéaire, définition 9.1.
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LEMooPUNAooUnQTpJ

Lemme 11.176 (égalité sur une base[1]).
Soient des espaces vectoriels pViqi“1,...,N de dimensions ni. Soient deux formes N -linéaires S, T : V1ˆ
. . .ˆ VN Ñ R. Si pour tout multiindice I nous avons SpeIq “ T peIq, alors S “ T .

Si les ξi sont des formes linéaires, nous notons ξI la forme multilinéaire hpξ1, . . . , ξnq.
Démonstration. Nous considérons les bases tepkq

i ui“1,...,ni de Vk. Un élément générique de V1ˆ. . . VN
est de la forme ´ n1ÿ

j1

x
p1q
j1 e

p1q
j1 , . . . ,

nNÿ

jN “1
x

pNq
jN

e
pNq
jN

¯
. (11.470)

Nous appliquons S à cela en tenant compte de la multilinéarité :

S
´ n1ÿ

j1

x
p1q
j1 e

p1q
j1 , . . . ,

nNÿ

jN “1
x

pNq
jN

e
pNq
jN

¯
“

n1ÿ

j1“1
. . .

nNÿ

jN “1

Nź

i“1
x

piq
ji
Spep1q

j1 , . . . , e
pNq
jN
q (11.471a)

“
ÿ

J

Nź

i“1
x

piq
ji
SpeJq. (11.471b)

Le même calcul avec T donne la même chose, compte tenu de l’hypothèse SpeJq “ T peJq.
THOooTAGKooDscwFG

Théorème 11.177 ([265]).
Soient des espaces vectoriels pViqi“1,...,N de dimensions ni. Nous notons, pour chaque i une base
tepiq
j uj“1,...,ni de Vi. Nous notons tαpiq

j u les bases duales.
Alors tαIuI est une base de LN pV1 ˆ . . . VN ,Rq.

Démonstration. Nous commençons par prouver que tαIu est libre. Supposons que
ř
I aIαI “ 0.

En l’appliquant à eJ , nous avons

0 “
ÿ

I

aIαIpeJq “
ÿ

I

aIδIJ “ aJ . (11.472)

Cela prouve que tous les aI sont nuls, et donc que la partie est libre.
Pour prouver que la partie est génératrice nous considérons T P LN pV1 ˆ . . .ˆ VN ,Rq et nous

posons TI “ T peIq pour tout multiindice I. En posant S “ ř
I TIαI , nous

SpeJq “
ÿ

I

TIαIpeJq “
ÿ

I

TIδIJ “ TJ . (11.473)

Donc SpeJq “ T peJq. Le lemme 11.176 conclu.
LEMooPBLRooJePqlk

Lemme 11.178.
Soient deux espaces vectoriels de dimension finie V et W . Nous notons tαiu une base de V ˚ et
tβju une base de W ˚. Pour chaque ξ P V ˚ et σ PW ˚ nous considérons l’application bilinéaire

hpξ, σq : V ˆW Ñ R

pv, wq ÞÑ ξpvqσpwq. (11.474)

La partie thpαi, βjqu forment une base de l’espace des applications bilinéaires sur V ˆW .
PROPooIFVBooGiMskq

Proposition 11.179 ([1, 347]).
Nous considérons l’application h : V ˚ ˆW ˚ Ñ L2pV ˆW,Rq donnée par

hpξ, σqpv, wq “ ξpvqσpwq. (11.475)

Le couple
`
L2pV ˆW,Rq, h

˘
est un produit tensoriel de V ˚ et W ˚.
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Démonstration. Nous devons prouver que l’application h satisfait à la propriété universelle 11.152(2).
Nous considérons une base tαiu de V ˚ et tβju de W ˚. Si f : V ˚ˆW ˚ Ñ Z est bilinéaire, le lemme
11.172 nous dit que f est déterminée par les éléments fij “ fpαi, βjq.

(1) Existence Nous posons
f̃ : L2pV ˆW,Rq Ñ Z

ÿ

ij

aijhpαi, βjq ÞÑ
ÿ

ij

aijfij .
(11.476)

Notez deux choses.
(1a) C’est une bonne définition parce que les hpαi, βjq forment une base de L2pV ˆW,Rq

(lemme 11.178).
(1b) L’application f̃ est linéaire.
Nous devons prouver que f̃ ˝ h “ f . Soient ξ “ ř

i ξiαi et σ “ ř
j σjβj . Par bilinéarité nous

avons
hpξ, σq “

ÿ

ij

ξiσjhpαi, βjq. (11.477)

Nous avons donc

pf̃ ˝ hqpξ, σq “
ÿ

ij

ξiσjfij “
ÿ

ij

ξiσjpαi, βjq “ fpξ, σq, (11.478)

et donc bien f̃ ˝ h “ f .
(2) Unicité Nous savons que les éléments hpαi, βjq forment une base de L2pV ˆ W,Rq. Si

f̃ : L2pV ˆW,Rq Ñ Z est une application linéaire vérifiant f̃ ˝ h “ f , alors nous avons

f̃
`
hpαi, βjq

˘ “ pf̃ ˝ hqpαi, βjq “ fpαi, βjq “ fij . (11.479)

Donc l’application f̃ est entièrement déterminée sur une base par les éléments fij P Z.

11.180.
Lorsque V et W sont des espaces vectoriels, si rien n’est précisé, le produit tensoriel

V bW (11.480)

sera celui de la proposition 11.179, et lorsque ξ1 P V ˚ et ξ2 PW ˚ nous notons

ξ1 b ξ2 (11.481)

l’élément hpξ1, ξ2q.
Ce serait mieux de garder la notation V bW pour un produit tensoriel abstrait (définition

11.152), mais bon . . .Nous n’allons pas non plus nous tuer sur les notations.

11.12.6 Décomposabilité
DEFooTSSVooUGybzL

Définition 11.181 ([265]).
Une application T P LkpV,Rq est décomposable si il existe des formes ξ1, . . . , ξk P V ˚ telles que

T pv1, . . . , vkq “
kź

i“1
ξipviq (11.482)

autrement dit T “ hpξ1, . . . , ξkq, ou encore T “ ξ1 b . . .b ξk.
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LEMooLEIBooROVcim

Lemme 11.182 ([265, 1]).
Une forme 2-multilinéaire T “ ř

ij aijhpαi, αjq est décomposable 80 si et seulement si la matrice a
est de rang 1.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Soient f1, f2 P V ˚ tels que T pv1, v2q “ f1pv1qf2pv2q pour tout v1, v2 P V . Nous appliquons

T à pe1q, e2 :

T pek, elq “
ÿ

ij

aijpαi b αjqpek, elq “
ÿ

ij

aijαipeiqαjpelq “ akl, (11.483)

mais aussi
T pek, elq “ f1pekqf2pelq. (11.484)

Donc akl “ f1pekqf2pelq. Notons A la matrice (et l’application linéaire) formée par ces
nombres. Nous avons :

Apeiq “
ÿ

k

akiek “
ÿ

k

f1pekqf2peiqek “ f2peiq
ÿ

k

f1pekqek. (11.485)

En notons v le vecteur
ř
k f1pekqek, nous avons

ApRnq “ Spanpvq. (11.486)

Cela montre que la dimension de l’image de A est 1, et donc que A est de rang 1.
(2) ð Nous supposons que a est de rang 1, et nous posons

T : V 2 Ñ R

pv, wq ÞÑ
ÿ

kl

aklvkwl.
(11.487)

Vu que rkpaq “ 1, il existe u P V tel que apRnq “ Spanpuq. En particulier pour chaque i, il
existe λi tel que apeiq “ λiu. Donc

apvq “
ÿ

i

viapeiq “
ÿ

i

viλiu “ pv·λqu, (11.488)

et
akl “ apekql “ λkul. (11.489)

Avec tout ça,
T pv, wq “

ÿ

kl

aklvkwl “ pλ· vqpu·wq. (11.490)

Donc nous avons T “ f1 b f2 avec

f1 : Rn Ñ R

x ÞÑ λ·x
(11.491)

et f2pxq “ u·x.

11.183.
Il est dit dans [265] que l’étude de la décomposabilité devient très compliquée à partir des 3-
tenseurs, et que c’est lié à l’intrication quantique. Personnellement je ne suis pas sûr de ce que ça
veut dire, mais si ça vous parle, c’est sans doute intéressant.

80. Définition 11.181.
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11.12.7 Produit tensoriel d’applications linéaires
PROPooKNNJooLSqzlD

Proposition 11.184 ([348, 349]).
Soit une application bilinéaire f : V ˆW Ñ Z avec dimpZq “ dimpV qdimpW q ă 8. Nous suppo-
sons que Z est engendré par l’image de f :

Z “ Span
`

Imagepfq˘. (11.492)

Alors f est un produit tensoriel de V et W .

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Un autre produit tensoriel Nous considérons un produit tensoriel h : V ˆW Ñ T (exis-

tence : proposition 11.159). Étant donné que f est bilinéaire, il existe une application linéaire
f̃ : T Ñ Z telle que f “ f̃ ˝ h.

V ˆW
f
��

h // T

f̃{{
Z

(11.493)

(2) f̃ est surjective Nous prouvons que f̃ est surjective. Soit z P Z. Étant donné que Z est
engendré par fpV ˆW q, il existe aij P R, vi P V et wj PW tels que z “ ř

ij aijfpvi, wjq. En
utilisant la linéarité de f̃ et le fait que f “ f̃ ˝ h nous avons :

z “
ÿ

ij

aijfpvi, wjq (11.494a)

“
ÿ

ij

aijpf̃ ˝ hqpvi, wjq (11.494b)

“
ÿ

ij

aij f̃pvi b wjq (11.494c)

“ f̃
`ÿ

ij

aijvi b wj
˘
. (11.494d)

Nous voyons donc que z est dans l’image de f̃ , et donc que f̃ est surjective.
(3) Questions de dimensions L’espace vectoriel T est de dimension dimpV q dimpW q (pro-

position 11.166(2)). Vu que Z est également, par hypothèse, de dimension dimpV q dimpW q,
nous avons une application linéaire surjective entre espaces de même dimensions. Elle est
donc une bijection par le corolaire 4.48.

(4) Conclusion La proposition 11.156 dit que f̃ ˝ h “ f est un produit tensoriel.

PROPooLFHFooRmTAjY

Proposition 11.185 ([348, 1]).
Soient des espaces vectoriels de dimension finie V1, V2,W1 et W2. L’application

s : LpV1,W1q ˆ LpV2,W2q Ñ LpV1 b V2,W1 bW2q
spA,Bqpei b ejq “ Aei bBej (11.495)

est un produit tensoriel.
C’est toujours cette structure que nous considérons lorsque nous parlerons du produit tensoriel

d’applications linéaires.

Démonstration. Notre objectif est d’utiliser la proposition 11.184, c’est à dire de montrer que
l’image de s engendre LpV1 b V2,W1 b W2q. Nous considérons des bases pour tous les espaces
vectoriels en présence : teiu pour V1, te1

ju pour V2, tϵku pour W1 et tϵ1
lu pour W2.
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La proposition 11.166(1) dit que teib e1
ju est une base de V1b V2 et que tϵk b ϵ1

lu est une base
de W1 bW2, de sorte qu’une base de LpV1 b V2,W1 bW2q est donnée par les applications 81

fij,kl : V1 b V2 ÑW1 bW2ÿ

st

astes b e1
t ÞÑ aijϵk b ϵ1

l.
(11.496)

Notre objectif est de montrer que ces applications sont dans l’image de s. Pour cela nous considérons
les applications A : V1 Ñ W1 donnée par Apesq “ δsiϵk et B : V2 Ñ W2 donnée par Bpe1

tq “ δtjϵ
1
l.

Nous avons alors

spA,Bq`
ÿ

st

astes b e1
t

˘ “
ÿ

st

astApesq bBpe1
tq (11.497a)

“
ÿ

st

δsiϵk b δtjϵ1
l (11.497b)

“ aijϵk b ϵ1
l. (11.497c)

Cela prouve que spA,Bq “ fij,kl.
Donc l’image de s engendre LpV1 b V2,W2 bW2q et la proposition 11.184 conclut que s est un

produit tensoriel pour LpV1,W1q et LpV2,W2q.

11.12.8 Contraction
DEFooMQDHooBsyVpr

Définition 11.186.
Un pl, kq-tenseur sur V est une application k ` l-multilinéaire sur pV ˚ql ˆ V k.

DEFooIOJMooFtSTtK

Proposition-Définition 11.187 ([1]).
Soit un pl, kq-tenseur 82 T sur V . Soient une base teiu, et sa base duale tαiu. Nous considérons
une bijection linéaire A : V Ñ V , la base tAeiu et la duale tβiu.

Nous considérons l’application d’insertion ι : V n Ñ V n`1 donnée par

ιkpvqpv1, . . . , vnq “ pv1, . . . , vk´1, v, vk, . . . , vnq. (11.498)

Alors : ITEMooSROIooGtTXCL

(1) Pour tout r ď l, pour tout s ď k, pour tout ξi P V ˚ et vj P V nous avons
ÿ

i

T pιrpαiqpξ1, . . . , ξl´1q, ιspeiqpv1, . . . , vk´1qq “
ÿ

i

T pιrpβiqpξ1, . . . , ξl´1q, ιspAeiqpv1, . . . , vk´1qq.
(11.499)

ITEMooPWLBooOYrluK

(2) En posant

Crs : pV ˚ql´1 ˆ V k´1 Ñ R

pξ1, . . . , ξl´1, v1, . . . , vk´1q ÞÑ
ÿ

i

T pιrpαiqpξ1, . . . , ξl´1q, ιspeiqpv1, . . . , vk´1qq, (11.500)

l’application Crs pT q est un pl ´ 1, k ´ 1q-tenseur.
Ce Crs pT q est la pr, sq-contraction de T .

Démonstration. Le point (2) est facile parce que c’est juste la multilinéarité. Nous faisons le point
(2). Nous partons du lemme 4.127 qui dit que βi “ ř

j A
´1
ij αj . Remarquez que

T
`
ιrpσqpξ1, . . . , ξl´1q, . . .

˘
(11.501)

81. Proposition 4.76(2).
82. Définition 11.186.
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est linéaire en σ. Cela nous permet de sortir plein de sommes de T dans le calcul suivant :
ÿ

i

T
´
ιrpβiqpξ1, . . . , ξl´1q, ιspAeiqpv1, . . . , vk´1q

¯
(11.502a)

“
ÿ

i

T
´
ιrp

ÿ

j

A´1
ij αjqpξ1, . . . , ξl´1q, ιsp

ÿ

l

Alielqpv1, . . . , vk´1q
¯

(11.502b)

“
ÿ

ijl

A´1
ij AliT

`
ιrpαjqp. . .q, ιspelqp. . .q

˘
(11.502c)

“
ÿ

i

T
`
ιrpαiqp. . .q, ιspelqp. . .q

˘
(11.502d)

Proposition 11.188 ([265]).
Soient v, w P V ainsi que β, γ, σ P V ˚. Nous avons

C1
2 pv b w b w b β b γ b σq “ γpvqw b β b σ. (11.503)

Démonstration. Nous choisissons une base teiu de V et sa base duale tαiu. Ensuite allons appliquer
C1

2 pvbwbβbγbσq à pξ, v1, v2q avec ξ P V ˚, v1, v2 P V . Remarquons d’abord que si nous adoptons
la décomposition v “ ř

k vkek et γ “ ř
l γlαl, nous avons αipvq “ vi et γpeiq “ γi. Voici le calcul :

C1
1 pv b w b β b γ b σqpξ, v1, v2q “

ÿ

i

pv b w b β b γ b σqpαi, ξ, v1, ei, v2q (11.504a)

“
ÿ

i

αipvqξpwqβpv1qγpeiqσpv2q (11.504b)

“
ÿ

i

viγiξpwqβpv1qσpv2q (11.504c)

“ γpvqpw ˆ β b σqpξ, v1, v2q. (11.504d)

Pour la dernière ligne,
ř
i viγi “ γpvq parce que

γpvq “
ÿ

kl

γlαlpvkekq “
ÿ

kl

γlvkδlk “
ÿ

k

γkvk. (11.505)

11.12.9 Tenseurs symétriques et alternés

Si T est une application k-multilinéaire sur V , et si σ : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , ku est une permu-
tation, nous notons T σ l’application k-multilinéaire donnée par

T σ : V k Ñ R

pv1, . . . , vkq ÞÑ T pvσp1q, . . . , vσpkqq.
(11.506)

Définition 11.189 ([265]).
Un k-tenseur 83 T sur V est symétrique si pour toute permutation σ : t1, . . . , ku Ñ t1, . . . , ku,
nous avons

T pv1, . . . , vkq “ T pvσp1q, . . . , vσpkqq, (11.507)

c’est-à-dire T σ “ T .

Définition 11.190 ([265]).
Un k-tenseur T est alterné si T σ “ p´1qσT . L’espace vectoriel des k-tenseurs alternés est noté
ΛkV ˚. Nous notons aussi Λ0V ˚ “ R.

83. C’est à dire une application k-multilinéaire T : V k
Ñ R.
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LEMooJEZYooMmrtgu

Lemme 11.191.
Si T est un k-tenseur, et si σ et π sont des permutations, alors

(1) L’application T ÞÑ T σ est linéaire en T .

(2) pT πqσ “ T π˝σ.

(3) p´1qπp´1qσ “ p´1qπ˝σ.
LEMooZMTPooKnqSuz

Lemme 11.192.
Si V est un espace vectoriel réel de dimension n, et si B est une base de V , alors le déterminant 84

detB : V n Ñ R est un n-tenseur alterné.
DEFooHAKAooIfbsEy

Définition 11.193.
Si T est un k-tenseur, nous définissons

AltpT q “ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π (11.508)

où la somme porte sur le groupe symétrique 85.
LEMooWYCAooKoFpRu

Lemme 11.194 ([265]).
L’application Alt : LkpV q Ñ ΛkV ˚ est une projection linéaire, c’est-à-dire

ITEMooLADTooNfbVlO

(1) Alt
`
LkpV q

˘ Ă ΛkV ˚
ITEMooQPJKooTvriBv

(2) Alt |ΛkV ˚ “ Id.
ITEMooYOXTooTmzziO

(3) L’application Alt est linéaire

Démonstration. Pour (1), nous prouvons que
`

AltpT q˘σ “ p´1qσ AltpT q. Pour cela nous utilisons
les formules du lemme 11.191. Nous avons

AltpT qσ “
˜

1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π
¸σ

(11.509a)

“ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π˝σ (11.509b)

“ p´1qσ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qσp´1qπT π˝σ (11.509c)

“ p´1qσ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπ˝σT π˝σ (11.509d)

“ p´1qσ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π (11.509e)SUBEQooTWZPooNpAjjdSUBEQooTWZPooNpAjjd

“ p´1qσ AltpT q. (11.509f)

Pour (11.509e), nous avons utilisé le fait que π ÞÑ π ˝ σ est une bijection de Sk et la proposition
1.303.

Pour le point (2), nous considérons un tenseur alterné T . Il vérifie donc T π “ p´1qπT . Nous

84. Définition 9.8.
85. Groupe symétrique, définition 1.267.
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avons alors le calcul suivant :

AltpT q “ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπT π (11.510a)

“ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπp´1qπT (11.510b)

“ 1
k!

ÿ

πPSk

T (11.510c)

“ T (11.510d)

parce que Sk contient exactement k! éléments par le lemme 1.270.
Pour le point (3), il s’agit de la linéarité de T ÞÑ T π donnée par le lemme 11.191.

LEMooIMYIooZIxYRp

Lemme 11.195 ([1]).
Si T P LkpV q et S P LlpV q, nous avons

AltpT b Sq “ p´1qkl AltpS b T q. (11.511)

Démonstration. Nous introduisons la permutation σ P Sk`l qui permute t1, . . . , ku avec tk `
1, . . . , k ` lu ; par exemple pour k “ 3 et l “ 1, ce serait 12345 Ñ 45123.

Nous avons

pT b Sqpv1, . . . , vk, u1, . . . , ulq “ T pv1, . . . , vkqSpu1, . . . , ulq (11.512a)
“ pS b T q`σpv1, . . . , vk, u1, . . . , ulq

˘
. (11.512b)

Donc T b S “ pS b T q ˝ σ.
Passons au calcul de AltpT b Sq. Nous avons

AltpT b Sq “ 1
k!

ÿ

πPSk`l

p´1qπpT b Sq ˝ π (11.513a)

“ 1
k!

ÿ

πPSk`l

p´1qπpS b T q ˝ σ ˝ π (11.513b)

“ 1
k!

ÿ

sPSk`l

p´1qσ´1˝spS b T q ˝ s (11.513c)SUBEQooLJCJooLboUjvSUBEQooLJCJooLboUjv

“ 1
k!p´1qkl

ÿ

s

p´1qspS b T q ˝ s (11.513d)SUBEQooJLNGooEEnzciSUBEQooJLNGooEEnzci

“ p´1qkl AltpS b T q. (11.513e)

Justifications :

— Pour (11.513c), nous avons changé de variables dans la somme : s “ σ ˝ π.
— Pour (11.513d), nous avons utilisé le fait que p´1qσ “ p´1qkl parce que qu’il faut kl trans-

positions pour réaliser σ.

LEMooERYDooAifUdG

Lemme 11.196 ([1]).
Soient T P ΛkV ˚ et S P ΛlV ˚. Nous avons

ÿ

πPSk`l

p´1qπpT σ b Sqπ “ p´1qσ
ÿ

πPSk`k

p´1qπpT b Sqπ. (11.514)
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Démonstration. Dans un premier temps, nous fixons un π, nous oublions le p´1qπ, et nous ne
faisons pas la somme. Nous appliquons à pv1, . . . , vk`lq P V k`l :

pT σ b Sqπpv1, . . . , vk`lq “ pT σ b Sqpvπp1q, . . . , vπpk`lqq (11.515a)
“ T σpvπp1q,...,vπpkq

qSpvπpk`1q,...,vπpk`lq
q (11.515b)

“ T
`
vπpσp1qq, . . . , vπpσpkqq

˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
. (11.515c)

Arrêtez vous un moment pour vous assurer d’avoir bien compris pourquoi ce qui arrive dans T
sont bien des vπpσpiqq et non des vσpπpiqq. Une fois que c’est fait, nous définissons σ1 P Sk`l par

σ1pxq “
#
σpxq si 1 ď x ď k

x si k ` 1 ď x ď k ` l. (11.516)EQooGWUUooNiLifYEQooGWUUooNiLifY

Avec ça nous pouvons continuer le calcul :

pT σ b Sqπpv1, . . . , vk`lqT
`
vpπ˝σ1qp1q, . . . , vpπ˝σ1pkqq

˘
S
`
vpπ˝σ1qpk`1q, . . . , vpπ˝σ1pk`lqq

˘
(11.517a)

“ pT b Sqπ˝σ1pv1, . . . , vk`lq. (11.517b)
(11.517c)

En résumé, jusqu’ici nous avons prouvé que

pT σ b Sqπ “ pT b Sqπ˝σ1 (11.518)

où σ1 est donné en fonction de σ par la formule (11.516).
Nous faisons maintenant le calcul avec la somme et tout (en notant ϵ la signature) :

ÿ

π

ϵpπqpT σ b Sqπ “
ÿ

π

ϵpπqpT b Sqπ˝σ1 (11.519a)

“ ϵpσ1q
ÿ

π

ϵpσ1qϵpπqpT b Sqπ˝σ1 (11.519b)

“ ϵpσ1q
ÿ

π

ϵpπ ˝ σ1qpT b Sqπ˝σ1 (11.519c)

“ ϵpσ1q
ÿ

π

ϵpπqpT b Sqπ. (11.519d)

La dernière ligne est la proposition 1.303 et le fait que π ÞÑ π ˝ σ1 est une bijection de Sk`l.
LEMooKINCooHUEtaT

Lemme 11.197 ([1]).
Soient T P ΛkV ˚, S P ΛlV ˚ et R P ΛmV ˚. Nous avons 86

Alt
`

AltpT b Sq bR˘ “ AltpT b S bRq “ Alt
`
T bAltpS bRq˘. (11.520)

Démonstration. Nous prouvons la première égalité 87. Nous avons :

Alt
`

AltpT b Sq bR˘ “ 1
pk ` l `mq!

ÿ

πPSk`l`m

p´1qπ`AltpT b Sq bR˘π (11.521a)

“ 1
pk ` l ` lq!

ÿ

πPSk`l`m

p´1qπ
´ 1
pk ` lq!

ÿ

σPSk`k

p´1qσpT b Sqσ bR
¯π

(11.521b)

“ 1
pk ` l `mq!

1
pk ` lq!

ÿ

σPSk`l

p´1qσ
ÿ

πPSk`l`m

p´1qπ`pT b Sqσ bR˘π.

(11.521c)

86. Nous avons le droit d’écrire T b S bR parce que le produit tensoriel est associatif, lemme 11.168.
87. Je vous conseille d’essayer de prouver la seconde ; je ne l’ai pas vérifiée.
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C’est le moment d’utiliser le lemme 11.196. Nous continuons :

Alt
`

AltpT b Sq bR˘ “ 1
pk ` l ` lq!

1
pk ` lq!

ÿ

σPSk`l

p´1qσp´1qπ`pT b Sq bR˘π (11.522a)

“ 1
pk ` l `mq!

1
pk ` lq!

ÿ

σPSk`l

ÿ

π

`pT b Sq bR˘π. (11.522b)

Notez que ce qui est dans la somme sur σ ne dépend pas de σ. Nous avons donc |Sk`l| “ pk ` kq!
termes identiques, et nous continuons

Alt
`

AltpT b Sq bR˘ “ 1
pk ` l `mq!

ÿ

πPSk`l`m

pT b S bRqπ (11.523a)

“ AltpT b S bRq. (11.523b)

Et voilà.
DEFooCTSPooZRIufr

Définition 11.198 (Produit extérieur).
Pour T P ΛkV ˚ et S P ΛlV ˚ nous définissons

T ^ S “ pk ` lq!
k!l! AltpT b Sq. (11.524)

Cette opération est le produit extérieur.
LEMooKEOWooNDXqgr

Lemme 11.199 ([265]).
Propriétés du produit extérieur. ITEMooELVSooHlORJy

(1) L’opération ^ est une application ^ : ΛkV ˚ ˆ ΛlV ˚ Ñ Λk`lV ˚.
ITEMooRUBEooKVHFSz

(2) L’application ^ : ΛkV ˚ ˆ ΛlV ˚ Ñ Λk`lV ˚ est linéaire en ses deux arguments.
ITEMooTCWPooIJYaRE

(3) Nous avons T ^ S “ p´1qklS ^ T .
ITEMooKFPZooFenmCT

(4) Le produit extérieur est associatif : pT ^ Sq ^R “ T ^ pS ^Rq.
Démonstration. En plusieurs parties.

(1) Pour (1) Nous savons que T b S P Lk`lpV q. Le lemme 11.194 conclut.
(2) Pour (2) C’est la bilinéarité du produit tensoriel b et celle de l’antisymétrisation Alt

donnée dans le lemme 11.194(3).
Notez que la bilinéarité du produit tensoriel b remonte à la définition d’un produit tensoriel
pT, hq 11.152 qui demande à h d’être bilinéaire. La proposition 11.174 prouve que le produit
T bS entre applications multilinéaires donne bien un produit tensoriel. Bref. Tout cela pour
nous rappeler que ce que nous notons T b S pourrait tout aussi bien se noter hpT, Sq.

(3) Pour (3) Conséquence du lemme 11.195.
(4) Pour (4) Soient T P ΛkV ˚, S P ΛlV ˚ et R P ΛmV ˚. En déballant les définitions,

pT ^ Sq ^R “ pk ` l `mq!pk ` lq!m! Alt
`pT ^ Sq bR˘ (11.525a)

“ pk ` l `mq!pk ` lq!m! Alt
ˆpk ` lq!

k!l! AltpT ˆ Sq bR
˙

(11.525b)

“ pk ` l `mq!
k!l!m! Alt

`
AltpT b Sq bR˘ (11.525c)

“ pk ` l `mq!
k!l!m! Alt

`
T b pS bRq˘ lem. 11.197 (11.525d)

“ T ^ pS ^Rq. (11.525e)
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LEMooZJJLooFGuguy

Lemme 11.200 ([1]).
Si ξi PŹni V ˚, alors nous avons 88

ξ1 ^ . . .^ ξk “ p
řk
i“1 niq!śk
i“1pni!q

Altpξ1 b . . . ξkq. (11.526)

Démonstration. Nous y allons par récurrence. Pour k “ 1, l’égalité à prouver se réduit à

ξ1 “ Altpξ1q, (11.527)

qui est vraie par le lemme 11.194(2).
Pour la récurrence nous faisons ceci :

pξ1 ^ . . .^ ξkq ^ ξk`1 “ p
řk
i“1 niq!śk
i“1pni!q

Altpξ1 b . . . ξkq ^ ξk`1 (11.528a)

“ p
řk
i“1 niq!śk
i“1pni!q

přk`1
i“1 niq!

přk
i“1 niq!nk`1!

Altpξ1 b . . .b ξk`1q (11.528b)

“ p
řk
i“1 niq!śk
i“1pni!q

Altpξ1 b . . . ξkq. (11.528c)

PROPooRRSZooJXOApq

Proposition 11.201 ([265]).
Soient ξ1, . . . , ξk P V ˚ et v1, . . . , vk P V . Nous avons

pξ1 ^ . . .^ ξkqpv1, . . . , vkq “ det
`
ξipvjq

˘
. (11.529)

Démonstration. Nous pouvons utiliser le lemme 11.200 dans lequel ni “ 1 pour tout i : pξ1^ . . .^
ξkq “ k! Altpξ1 b . . .b ξkq. Cela donne le calcul suivant :

pξ1 ^ . . .^ ξkqpv1, . . . , vkq “ k! Altpξ1 b . . .b ξkqpv1, . . . , vkq (11.530a)

“ k! 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπpξ1 b . . .b ξkqπpv1, . . . , vkq (11.530b)

“
ÿ

πPSk

p´1qπ
nź

i“1
ξipvπpiqq (11.530c)

“ det
`
ξipvjq

˘
def. 4.78. (11.530d)

Et voila.
CORooDQSNooZtMuOJ

Corolaire 11.202.
Soient une 1-forme α, une k-forme ω ainsi que des vecteurs tviui“1,...,k`1. Alors nous avons

pα^ ωqpv1, . . . , vk`1q “ 1
k!

ÿ

πPSk`1

p´1qπpαb ωqpvπp1q, . . . , vπpk`1qq (11.531a)SUBEQooTNYNooAeuhHJSUBEQooTNYNooAeuhHJ

“ 1
k!

ÿ

πPSk`1

p´1qπαpvπp1qqωpvπp2q, . . . , vπpk`1qq. (11.531b)SUBEQooSNOTooZzxesMSUBEQooSNOTooZzxesM

88. L’alterné est donné dans la définition 11.193.
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Démonstration. Il s’agit simplement de déballer les définitions 11.198 et 11.193 :

pα^ ωqpv1, . . . , vk`1q “ pk ` 1q!
k! Altpαb ωqpv1, . . . , vk`1q (11.532a)

“ pk ` 1q!
k!

1
pk ` 1q!

ÿ

πPSk`1

p´1qπpαb ωqπpv1, . . . , vk`1q (11.532b)

“ 1
k!

ÿ

πPSk`1

p´1qπpαb ωqpvπp1q, . . . , vπpk`1qq (11.532c)

“ 1
k!

ÿ

πPSk`1

p´1qπαpvπp1qqωpvπp2q, . . . , vπpk`1qq. (11.532d)

11.12.10 Décomposition
PROPooUGLOooTULnDK

Proposition 11.203 ([265]).
Si tαiui“1,...,n est une base de V ˚, alors

tαi1 ^ . . .^ αik tel que 1 ď i1 ă . . . ă ik ď nu (11.533)

est une base de
Źk V ˚.

Nous avons

dimp
kľ
V ˚q “

ˆ
n

k

˙
. (11.534)

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Partie libre Nous notons teiui“1,...,n la base (pré-)duale de V . Pour I “ pi1, . . . , ikq avec

i1 ă . . . ă ik, nous notons ΩI “ αi1 ^ . . .^αik . Soit J “ pj1, . . . , jkq avec j1 ă . . . ă jk. Nous
avons

ΩIpeIq “ pαi1 ^ . . .^ αikqpej1 , . . . , ejkq (11.535a)
“ Altpαi1 b . . .b αikqpej1 , . . . , ejkq lem. 11.200 (11.535b)

“ k! 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπαi1peπpj1qq . . . αikpeπpjkqq (11.535c)

“
ÿ

π

p´1qπδIπpJq. (11.535d)

Vu que les indices I et J sont ordonnées, si π ‰ Id, nous aurons forcément un des πpjlq ‰ il.
Donc la somme sur π se réduit au terme π “ Id :

ΩIpeJq “ δIJ . (11.536)EQooFTUIooDDgxLKEQooFTUIooDDgxLK

Cela prouve que les ΩI sont linéairement indépendants.
(2) Partie génératrice

Nous devons encore prouver qu’ils sont générateurs de
Źk V ˚.

Soit T PŹk V ˚ ; en particulier nous avons T P LkpV,Rq, et le théorème 11.177 nous permet
d’écrire T “ ř

I TIhpeIq où la somme porte sur les I “ pi1, . . . , ikq avec 1 ď ij ď n pour tout
j, et hpeIq “ ei1 b . . .b eik .
En utilisant encore le lemme 11.200, nous avons

ΩI “ k! Alt
`
hpeIq

˘
, (11.537)

et donc
T “ AltpT q “

ÿ

I

TI Alt
`
hpeIq

˘ “
ÿ

I

TI
1
k!ΩI . (11.538)
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Il est temps de noter que si I et I 1 sont les mêmes indices, mais ordonnés différemment,
ΩI “ ˘ΩI 1 . Si I est un multiindice, nous notons rpIq le multiindice contenant les mêmes
indices que I, mais ordonné. Ensuite nous notons

spIq “
#

1 si ΩrpIq “ ΩI

´1 si ΩrpIq “ ´ΩI .
(11.539)

Avec ça nous avons toujours ΩI “ spIqΩrpIq, et donc

T “ 1
k!

ÿ

I

TIspIqΩrpIq. (11.540)

Donc T est bien une combinaison linéaire des ΩrpIq.
(3) Cardinal Nous posons

A “ tI tel que 1 ď i1 ă . . . ă ik ď nu (11.541a)
B “ tΩI tel que I P Au (11.541b)
C “ ␣

parties de cardinal k dans t1, . . . , nu(. (11.541c)

Nous devons prouver que CardpBq “ `
n
k

˘
. Le lemme 3.42 donne déjà CardpCq “ CardpAq “`

n
k

˘
. Nous prouvons à présent que

ψ : AÑ B

I ÞÑ ΩI
(11.542)

est une bijection. Cette application est surjective par définition de B. En ce qui concerne
l’injectivité, si ΩI “ ΩJ , alors pour tout multiindice L nous avons ΩIpeLq “ ΩJpeLq. En
vertu de (11.536), cela donne δIL “ δJL pour tout multiindice L. En prenant en particulier
L “ I, nous trouvons 1 “ δIJ et donc I “ J .

11.204.
Si I “ pi1, . . . , ikq est un multiindice et si a “ pa1, . . . , anq, alors nous notons

a^I “ ai1 ^ . . .^ aik (11.543)

dans tous les cas où la formule a un sens.
PROPooSDVXooLvwPbg

Proposition 11.205.
Soit k P N. Nous notons

Ck “ tpi1, . . . , ikq P Nk tel que 1 ď i1 ă . . . ă ik ď nu. (11.544)

Si teiui“1,...,n est une base de V , alors tout élément de
Źk V peut être écrit sous la forme

ω “
ÿ

iPCk

ωIe^I (11.545)

avec ωI P R.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.
PROPooDXTOooKYDOiI

Proposition 11.206.
Soit un ouvert U dans Rn. Si l’application

ω : U Ñ
kľ
pRnq˚ (11.546)

est de classe Ck, alors il existe des applications ωI P CkpUq telles que

ωpsq “
ÿ

IPCk

ωIpsqe˚̂
I . (11.547)

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.
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11.12.11 Règle de Leibniz pour le produit extérieur

Dans la suite nous allons intensément étudier la partie

Spk,lq “ tπ P Sk`l tel que πp1q ă . . . ă πpkq, πpk ` 1q ă . . . ă πpk ` lqu. (11.548)

Nous commençons avec k “ 1. Dans ce cas, le lemme 11.207 donnera la forme générale d’un
élément de Sp1,lq. En ce qui concerne l’intuition, si τp1q “ m, toutes les autres valeurs de τ sont
fixées à cause de la croissance de j ÞÑ τpjq. Nous avons forcément que, lorsque j va de 2 à l` 1, le
nombre τpjq prend dans l’ordre toutes les valeurs entre 1 et l ` 1, en sautant m.

Autrement dit, un élément de Sp1,lq doit prendre cette forme :

j 1 2 3 4 5
τpjq 3 1 2 4 5. (11.549)

La première colonne est séparée parce qu’elle joue un rôle spécial : les nombres sont ordonnés de
chacun des deux côtés. À droite, nous avons simplement l’énumération 1, 2, 3, 4, 5 en sautant 3.

En ce qui concerne la signature, pour tout remettre en ordre, il suffit de bouger le 3 vers sa
place. Pour cela il faut 2 transpositions.

LEMooDBIEooYcjlDP

Lemme 11.207 ([1, 350]).
À propos de Sp1,lq.

(1) L’application ϕ : t1, . . . , l ` 1u Ñ Sp1,lq donnée par

ϕpmqj “

$
’&
’%

m si j “ 1
j ´ 1 si j ď m

j si j ą m

(11.550)EQooRALSooPWvZPdEQooRALSooPWvZPd

est une bijection.
ITEMooRIHAooItlkCh

(2) En ce qui concerne la signature, nous avons ϵ
`
ϕpmq˘ “ p´1qm´1.

ITEMooCOPZooLiUPWE

(3) Pour l’inverse de ϕ nous avons τ “ ϕ
`
τp1q˘ pour tout τ P Sp1,lq. ITEMooHMNFooENphGK

(4) Pour tout τ P Sp1,lq nous avons
ϵpτq “ ´p´1qτp1q (11.551)

Démonstration. Le fait que ϕ prenne effectivement ses valeurs dans Sp1,lq est une simple vérification
de la croissance.

(1) Injective Si ϕpmq “ ϕpnq, alors en particulier m “ ϕpmq1 “ ϕpnq1 “ n et donc m “ n.
(2) Surjective Soit τ P Sp1,lq. Nous posons m “ τp1q et nous prouvons que τ “ ϕpmq.

Par croissance, si k ě 2, nous avons τpkq ď k. En effet nous avons τpl`1q ě τpkq`pl`1´kq.
Au cas où nous aurions τpkq ą k, nous aurions τpl` 1q ě τpkq ` l´ 1´ k ą l` 1, ce qui est
impossible.
D’autre part, pour tout k ě 2 nous avons

τpkq “ min
´
t1, . . . , l ` 1uzτt1, . . . , k ´ 1u

¯
. (11.552)EQooZLUJooGgoFqxEQooZLUJooGgoFqx

Cela étant dit, commençons doucement en supposant m1 “ 1. Dans ce cas l’équation (11.552)
donne tout de suite τp2q “ 2. Une récurrence montre qu’alors τpkq “ k pour tout k. Autre-
ment dit, si τp1q “ 1, nous avons τ “ Id. Simple vérification que php1q “ Id aussi.
Passons au cas général τp1q “ m ą 1. Nous avons

τp2q “ min
´
t1, . . . , l ` 1uztmu

¯
“ 1 (11.553)
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parce que m ‰ 1. Nous faisons une récurrence en supposant τpjq “ j ´ 1 pour un certain
j ă m. Nous prouvons que τpj ` 1q “ j. Pour cela,

τpj ` 1q “ min
´
t1, . . . , l ` 1uzt1, . . . , j ´ 1,mu

¯
. (11.554)

Étant donné que j ă m, nous avons j ´ 1 ă m et donc le nombre j est encore dans la
différence dont nous prenons le minimum. Donc τpj ` 1q “ j. Cela prouve que τpjq “ ϕpmqj
pour tout j ă m.
En ce qui concerne τpmq, nous avons

τpmq “ min
´
t1, . . . , l ` 1uzt1, . . . ,m´ 2,mu

¯
“ m´ 1. (11.555)

De même nous voyons que τpm ` 1q “ m ` 1. De là, la croissance en tenant compte de
τpkq ď k fait le reste.

(3) Pour (2) Nous montrons que

m´1ź

i“1
pm, iq ˝ ϕpmq “ Id . (11.556)

(3a) Pour j “ 1 Nous avons
m´1ź

i“1
pm, iqϕpmq1 “

m´1ź

i“1
pm, iqm (11.557a)

“
m´1ź

i“2
pm, iq ˝ pm, 1qm (11.557b)

“
m´1ź

i“2
pm, iq1 (11.557c)

“ 1 (11.557d)

(3b) Si j ď m´ 1 Dans ce cas nous avonns ϕpmqj “ j ´ 1. Nous avons alors le calcul
m´1ź

i“1
pm, iqϕpmqj “

m´1ź

i“1
pm, iqpj ´ 1q “

m´1ź

i“j
pm, iq ˝ pm, j ´ 1qpj ´ 1q (11.558a)

“
m´1ź

i“j
pm, iqm “

m´1ź

i“j`1
pm, iqpm, jqm “

m´1ź

i“j`1
pm, iqj “ j. (11.558b)

(3c) Pour j “ m Même type de calculs :
m´1ź

i“1
pm, iqϕpmqm “ pm,m´ 1qpm´ 1q “ m. (11.559)

(3d) Pour j ą m Nous avons
m´1ź

i“1
pm, iqϕpmqj “

m´1ź

i“1
pm, iqj “ j (11.560)

parce que j ą m, de telle sorte qu’il n’est atteint par aucune des transpositions.
Nous avons donc prouvé que

śm´1
i“1 pm, iq ˝ ϕpmq “ Id. Vu que ϵ est un morphisme 89 et que

ϵpIdq “ 1, nous déduisons que

ϵ
`
ϕpmq˘ “ ϵ

´m´1ź

i“1
pm, iq

¯
“ p´1qm´1. (11.561)

89. Proposition 1.293.
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(4) Pour (3) Soit τ P Sp1,lq. Vu que ϕ est une bijection, il existe un unique m P t1, . . . , l`1u tel
que τ “ ϕpmq. En appliquant cette égalité à 1 nous avons τp1q “ ϕpmq1. Mais la définition
(11.550) de ϕ donne ϕpmq1 “ m. Nous avons donc prouvé que

τp1q “ ϕpmq1 “ m, (11.562)

c’est-à-dire m “ τp1q et donc τ “ ϕ
`
τp1q˘.

(5) Pour (4) Soit τ P Sp1,lq. En utilisant les points (3) et (2), nous avons

ϵpτq “ ϵ
´
ϕ
`
τp1q˘

¯
“ p´1qτp1q´1 “ ´p´1qτp1q. (11.563)

LEMooFHCHooQgrwHD

Lemme 11.208 ([1]).
L’application

φ : Bp1,lq Ñ Sp1,l´1q
π ÞÑ ϕ

`
πp1q ´ 1

˘ (11.564)

est une bijection et vérifie
ϵ
`
φpπq˘ “ ´ϵpπq. (11.565)

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Surjectif Lorsque π parcours Bp1,lq, la valeur de πp1q parcours les valeurs de 2 à l ` 1, et

donc πp1q ´ 1 va de 1 à l. Le lemme 11.207 dit que ϕ
`t1, . . . , lu˘ “ S1,l´1.

(2) Injectif Si φpπq “ φpσq, alors par injectivité de ϕ (le ϕ de Sp1,l´1q) nous avons πp1q “ σp1q.
Or nous avons Bp1,lq Ă Sp1,lq. L’injectivié du ϕ de Sp1,lq dir que si πp1q “ σp1q, alors π “ σ.

(3) Signature Il s’agit d’abord le lemme 11.207(2). Soit π P Bp1,lq. En posant m “ πp1q ´ 1
nous avons

ϵ
`
φpπq˘ “ ϵ

´
ϕ
`
πp1q ´ 1

˘¯ “ p´1qm´1 “ p´1qπp1q. (11.566)

Ensuite le lemme 11.207(4) nous donne ϵpπq “ ´p´1qπp1q.

11.209.
Si I est une partie de t1, . . . , nu, nous notons OpIq l’élément de Nk donné par l’ordonnement des
éléments de I. Si E est un ensemble, nous notons PkpEq l’ensemble des parties de cardinal k de E.

LEMooKGETooKhomPn

Lemme 11.210 ([1]).
Nous notons E “ t1, . . . , k ` lu.

(1) L’application ϕ : PkpEq Ñ Spk,lq donnée par

ϕpIqp1, . . . , l ` kq “ `
OpIq,OpEzIq˘ (11.567)

est une bijection.
(2) Pour τ P Spk,lq nous avons

ϵpτq “ p´1q
řk

n“1

`
τpnq´n

˘
. (11.568)EQooPWREooEeHcBvEQooPWREooEeHcBv

Démonstration. Le fait que ϕpIq soit dans Spk,lq est visible dans la définition : les k premiers
éléments de

`
ϕpIq1, . . . , ϕpIqpk ` lq˘ et les l suivants sont ordonnés.

(1) Injective Soient I, J P PkpEq tels que ϕpIq “ ϕpJq. En particulier pour j “ 1, . . . , k nous
avonsϕpIqj “ ϕpJqj, et donc OpIqj “ OpJqj . Cela prouve que OpIq “ OpJq et donc que
I “ J .
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(2) Surjective Soit τ P Spk,lq. Nous notons I “ τt1, . . . , ku, et nous prouvons que τ “ ϕpIq.
Vu que τ P Spk,lq, le vecteur

`
τp1q, . . . , τpkq˘. Étant donné que τ est une bijection de E, nous

avons aussi
τtk ` 1, . . . , k ` lu “ EzI, (11.569)

et comme
`
τpk ` 1q, . . . , τpk ` lq˘ est ordonné, il est égal à OpEzIq.

Nous devons déterminer combien de transpositions sont nécessaires pour transformer
`
τp1q, . . . , τpk`

lq˘ en p1, . . . , k ` lq. Étant donné que τ P Spk,lq, le plus grand parmi
`
τp1q, . . . , τpkq˘ est τpkq, il il

faut τpkq ´ kq permutations pour l’amener en k. Ce sont les transpositions

τpkqź

j“k`1

`
τpkq, τpjq˘. (11.570)

Il faut ensuite τpk ´ 1q ´ pk ´ 1q transpositions pour ramener τpk ´ 1q en position k ´ 1, etc.
Il faut donc bien composer τ avec

řk
n“1

`
τpnq ´ n˘ transpositions pour obtenir l’identité.

LEMooEHTLooUSBBKL

Lemme 11.211 ([1]).
Bijection entre Bpk,lq et Spk,l´1q.

(1) L’application
φ : Bpk,lq Ñ Spk,l´1q

π ÞÑ ϕ
`
πt1, . . . , ku ´ 1

˘ (11.571)

est une bijection.
(2) Pour tout π P Bpk,lq, nous avons

ϵ
`
φpπq˘ “ p´1qkϵpπq. (11.572)

Démonstration. D’abord notons que φ est bien définie. En vu que πpk` 1q “ 1, aucun élément de
πt1, . . . , ku n’est égal à 1. Et comme πpjq ď k ` l, les éléments de πt1, . . . , ku ´ 1 sont entre 1 et
k`l´1. L’ensemble πt1, . . . , ku´1 est donc un argument valable pour l’application ϕ : Pkt1, . . . , k`
l ´ 1u Ñ Spk,l´1q.

(1) φ est injective Soient π, σ P Bpk,lq tels que φpπq “ φpσq. Nous notons Iπ “ πt1, . . . , ku et
Iσ “ σt1, . . . , ku. Pour tout j “ 1, . . . , k nous avons

φpπqj “ OpIπ ´ 1qj “ OpIπqj ´ 1, (11.573)

et similairement pour σ. Nous en déduisons que OpIπq “ OpIσq, et donc que Iπ “ Iσ.
Vu que π “ ϕpIπq, nous en déduisons que π “ σ.

(2) Surjectif Soit τ P Spk,l´1q. Nous posons Iτ “ τt1, . . . , ku, et nous considérons l’élément
π P Bpk,lq donné par

πpjq “

$
’&
’%

τpjq ` 1 si j ď k

1 si j “ k ` 1
O
`
EzpIτ Y t1uq

˘
j

si j ą k ` 1.
(11.574)

La dernière ligne signifie « pour les autres, vous prenez ce qui reste, dans l’ordre ». Nous
montrons à présent que τ “ φpπq. Nous avons

φpπq “ ϕ
`
πt1, . . . , ku ´ 1

˘ “ ϕ
`
τt1, . . . , ku˘. (11.575)

Cela prouve que φpπq “ ϕpIτ q “ τ .
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En ce qui concerne la signature, il s’agit de manipuler la formule (11.568). Vu que Bpk,lq Ă Spk,lq,
elle peut être utilisée tant pour π que pour τpπq. Pour π nous avons 90

|π| “
kÿ

n“1

`
τpnq ´ n˘. (11.576)

En ce qui concerne φpπq nous avons

|φpπq| “
kÿ

n“1

`
φpπqn´ n˘ “

kÿ

n“1

`
πpnq ´ 1´ n˘ “

kÿ

n“1

`
πpnq ´ n˘´

kÿ

n“1
1 “ |π| ´ k. (11.577)

LEMooRKWHooBNxZBL

Lemme 11.212 ([1]).
Soient des vecteurs v1, . . . , vk`l. Si π P Sk`l, si T P LkpV q et si σ P Sk, alors nous avons

T σpvπp1q, . . . , vπpkqq “ T
`
vπσp1q, . . . , vπσpkq

˘
. (11.578)EQooQJXHooTfvclDEQooQJXHooTfvclD

Démonstration. Poser wj “ vπpjq. Nous avons

T σpvπp1q, vπpkqq “ T σpw1, . . . , wkq “ T pwσp1q, . . . , wσpkqq “ T pvπσp1q, . . . , vπσpkqq. (11.579)

LEMooTGNUooZnxkrc

Lemme 11.213 ([63, 1]).
Soient des tenseurs alternés T P ΛkV ˚ et S P ΛlV ˚. Alors nous avons

pT ^ Sqpv1, . . . , vk`lq “
ÿ

πPSpk,lq

ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq
˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
(11.580a)

“
ÿ

πPSpk,lq

pT b Sqπpv1, . . . , vk`lq. (11.580b)SUBEQooUDLIooWwGFoeSUBEQooUDLIooWwGFoe

où
Spk,lq “ tπ P Sk`l tel que πp1q ă . . . ă πpkq, πpk ` 1q ă . . . ă πpk ` lqu, (11.581)

et ϵpπq est la signature 91 de π, c’est-à-dire ce que nous notons souvent p´1qπ.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Une relation d’équivalence Nous considérons la relation d’équivalence suivante sur Sk`l.

Nous posons π1 „ π2 si tπ1p1q, . . . , π1pkqu “ tπ2p1q, . . . , π2pkqu. Pour π0 P Sk`l nous notons

Apπ0q “ tπ P Sk`l tel que tπp1q, . . . , πpkqu “ tπ0p1q, . . . , π0pkquu (11.582)

la classe d’équivalence de π0.
(2) Permutations partielles

Lorsque π „ π0 nous notons σpπ,π0q la permutation qui permet de « remettre dans l’ordre π0
les éléments mélangés par π ». Plus précisément :

σpπ,π0q : t1, . . . , k ` lu Ñ t1, . . . , k ` lu

i ÞÑ
#
pπ0 ˝ π´1qpiq si i P π`t1, . . . , ku˘

i sinon.
(11.583)EQooMKNVooNbbNwkEQooMKNVooNbbNwk

90. Nous notons |π| le nombre de transpositions avec lequel il faut composer π pour obtenir l’identité. C’est à dire
ϵpπq “ p´1q

|π|. Sinon l’expression est trop lourde.
91. Signature, définition 1.290.
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Notez que σpπ,π0q est une bijection de t1, . . . , k` lu, c’est-à-dire que σpπ,π0q P Sk`l. De même
nous considérons τ pπ,π0q donné par

τ pπ,π0q : t1, . . . , k ` lu Ñ t1, . . . , k ` lu

i ÞÑ
#
pπ0 ˝ π´1qpiq si i P π`tk ` 1, . . . , k ` lu˘

i sinon.
(11.584)

Ces deux permutations vérifient

π0 “ τ pπ,π0q ˝ σpπ,π0q ˝ π. (11.585)EQooOAUVooFnRQqjEQooOAUVooFnRQqj

En effet, si i “ 1, . . . , k, nous avons σpπ,π0qπpiq “ π0piq et donc

τ pπ,π0qσpπ,π0qπpiq “ π0piq (11.586)

parce que π0piq R π
`tk ` 1, . . . , k ` lu˘. Même raisonnement pour prouver (11.585) pour les

i “ k ` 1, . . . , k ` l.
(3) Apπ0q » Sk ˆ Sl Soit π0 P Sk`l. Nous notons P “ π0

`t1, . . . , ku˘ et Q “ π0
`tk ` 1, . . . , k `

lu˘. Nous montrons que
ψ : Apπ0q Ñ SP ˆ SQ

π ÞÑ `
σpπ,π0q|P , τ pπ,π0q|Q

˘ (11.587)

est une bijection.

(3a) Injective Soient π1, π2 P Apπ0q. Nous supposons que σpπ1,π0q|P “ σpπ2,π0q|P . Vu que
σpπ1,π0q|Q et σpπ2,π0q|Q sont l’identité, nous avons en réalité σpπ1,π0q “ σpπ2,π0q. Le même
raisonnement est valable pour τ pπ1,π0q “ τ pπ2,π0q.
En utilisant (11.585) pour π1 et pour π2, nous écrivons

τ pπ1,π0q ˝ σpπ1,π0q ˝ π1 “ π0, (11.588)

et
τ pπ2,π0q ˝ σpπ2,π0q ˝ π2 “ π0, (11.589)

et donc π1 “ π2. L’injectivité est prouvée.
(3b) Surjective Soient σ1 P SP et τ 1 P SQ. Nous les prolongeons par l’identité pour créer

σ, τ P Sk`l. Nous posons
π1 “ σ´1 ˝ τ´1 ˝ π0. (11.590)

Nous voulons prouver que ψpπ1q “ pσ, τq, mais d’abord nous devons rapidement vérifier
que π1 „ π0. Pour i “ 1, . . . , k nous avons

pσ´1 ˝ τ´1 ˝ π0qpiq “ σ´1`π0piq
˘ P π0t1, . . . , ku. (11.591)

Même raisonnement pour i “ k ` 1, . . . , k ` l, et nous déduisons que π1 „ π0.
En utilisant la définition 11.583, pour i P π0t1, . . . , ku nous avons

σpπ1,π0qpiq “ pπ0π
´1
1 qpiq (11.592a)

“ pπ0π
´1
0 τσqpiq (11.592b)

“ pτσqpiq (11.592c)
“ σpiq. (11.592d)

Pour la dernière ligne, nous savons que σ P SP et donc que σpiq P P , ce qui permet de
dire que τ

`
σpiq˘ “ σpiq.

Nous avons donc une bijection Apπ0q Ñ SP ˆ SQ. Vu que P contient k élément et que Q en
contient l, nous avons aussi une bijection Apπ0q Ñ Sk ˆ Sl.
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(4) Cardinal de Apπ0q Par ce que nous venons de dire, nous pouvons écrire

Cardpπ0q “ k!l!, (11.593)

et je vous prie de remarquer que cela ne dépend pas de π0. Toutes les classes d’équivalence
ont même cardinal.

(5) Développer le produit extérieur Développons le produit extérieur. Nous avons

pT ^ Sq “ 1
k!l!

ÿ

πPSl`k

ϵpπqpT b Sqπ “ 1
k!l!

ÿ

APSk`l{„

ÿ

πPA
ϵpπqpT b Sqπ. (11.594)EQooEQNJooDYrITiEQooEQNJooDYrITi

Nous sélectionnons π0 P Sk`l et nous regardons plus en détail la somme sur Apπ0q. Nous
allons montrer que tous les éléments de la somme

ÿ

πPApπ0q
ϵpπqpT b Sqπ (11.595)

sont égaux, et qu’il y a k!l! tels éléments.
(6) Un élément de la somme Soient π0 P Sk`l et π P Apπ0q. Nous utilisons encore (11.585) :

π0 “ τ pπ,π0q ˝ σpπ,π0q ˝ π. Nous allons provisoirement arrêter d’écrire les exposant ; nous
écrivons σ pour σpπ,π0q. Donc

pT b Sqπ0pv1, . . . , vk`lq “ T
`
vτσπp1q, . . . , vτσπpkq

˘
S
`
vτσπpk`1q, . . . , vτσπpk`lq

˘
(11.596a)

“ T
`
vσπp1q, . . . , vσπpkq

˘
S
`
vτπpk`1q, . . . , vτπpk`lq

˘
. (11.596b)SUBEQooLEWCooTmElAnSUBEQooLEWCooTmElAn

Pour le premier facteur i “ 1, . . . , k, nous avons pτσπqpiq “ pσπqpiq. Nous introduisons
σ1 “ π´1 ˝ σ ˝ π|t1,...,ku. Avec tout ce que nous avons fait, σ1 P Sk, et il est donc légitime de
regarder ce que fait T σ1 . Notez qu’il n’est pas légitime de regarder T σ ; bref. Nous avons, par
la formule (11.578) :

T σ
1pvπp1q, . . . , vπpkqq “ T

`
vπσ1p1q, . . . , vπσ1pkq

˘ “ T
`
vσπp1q, vσπpkq

˘
. (11.597)

Cela nous permet de réexprimer le premier facteur de (11.596b). Pour le second nous faisons
le même genre de choses en introduisant τ 1 : SUBEQSooEMHQooDgCgkp

pT b Sqπ0pv1, . . . , vk`lq “ T σ
1pvπp1q,...,vπpkq

qSτ 1`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
(11.598a)

“ ϵpσ1qϵpτ 1qT `vπp1q, . . . , vπpkq
˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
(11.598b)

“ ϵpσ1qϵpτ 1qpT b Sqπpv1, . . . , vk`lq. (11.598c)

(7) Signature Vu que σ est l’identité sur πtk ` 1, . . . , k ` lu, et vu que σ1 “ π´1 ˝ σ ˝ π, nous
avons

ϵpσ1q “ ϵpπ´1σπq “ ϵpσq (11.599)

parce que ϵ est un morphisme.
Comme toujours, nous avons ϵpτ 1q “ ϵpτq pour la même raison.
Nous avons π0 “ τ ˝ σ ˝ π, et donc

ϵpπ0q “ ϵpτqϵpσqϵpπq, (11.600)

et en repartant de (11.598),

ϵpπ0qpT b Sqπ0 “ ϵpπ0qϵpσqϵpτqpT b Sqπ “ ϵpπqpT b Sqπ. (11.601a)

(8) Résumé Jusqu’à présent nous avons prouvé que pour tout π P Apπ0q,
ϵpπqpT b Sqπ “ ϵpπ0qpT b Sqπ0 . (11.602)
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(9) Utilisation des classes Nous repartons de (11.594). Pour chaque classe A P Sk`l{ „,
nous choisissons un représentant πA P A. Pour tout π P A nous avons ϵpπqpT b Sqπ “
ϵpπAqpT b SqπA . Nous avons alors

pT ^ Sq “ 1
k!l!

ÿ

APSk`l{„

ÿ

πPA
ϵpπqpT b Sqπ (11.603a)

“ 1
k!l!

ÿ

APSk`l{„

ÿ

πPA
ϵpπAqpT b SqπA (11.603b)

“ 1
k!l!

ÿ

APSk`l{„
k!l!ϵpπAqpT b SqπA (11.603c)

“
ÿ

APSk`l{„
ϵpπAqpT b SqπA . (11.603d)

(10) Conclusion Chaque classe A P Sk`l{ „ contient un unique élément de Spk,lq. Il suffit de
prendre celui-là comme choix de πA. Et nous avons finalement

T ^ S “
ÿ

πPSpk,lq

ϵpπqpT b Sqπ, (11.604)

comme annoncé.

11.12.12 Produit intérieur

Pour la définition de iXpωq lorsque ω est une forme différentielle, voir la définition 56.30.
DEFooFWIHooJiTnwM

Définition 11.214.
Si v P V et si T PŹk V ˚, nous définissons le produit intérieur iv :

Źk V ˚ ÑŹk´1 V ˚ par

pivT qpX1, . . . , Xk´1q “ T pv,X1, . . . , Xk´1q. (11.605)
PROPooETGJooMjxAFp

Proposition 11.215 ([1]).
Soit ω PŹk V ˚. L’application

f : V Ñ
k´1ľ

V ˚

v ÞÑ ivpωq
(11.606)

est linéaire.

Démonstration. Soit λ P R. Nous avons

iλvpωqpv1, . . . , vk´1q “ ωpλv, v1, . . . , vk´1q (11.607a)
“ λωpv, v1, . . . , vk´1q (11.607b)
“ λivpωqpv1, . . . , vk´1q. (11.607c)

Le même genre de vérifications montre que

iv`wpωqpv1, . . . , vk´1q “ ivpωqpv1, . . . , vk´1q ` iwpωqpv1, . . . , vk´1q. (11.608)

Le lemme suivant donne les coordonnées de ivpωq en fonction de celles de ω.
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LEMooOBUVooBHpDZX

Lemme 11.216 ([1]).
Soient v P Rn et ω PŹkpRnq˚. Nous supposons que

ω “
ÿ

I“pi1,...,ikq
ωIeb̊I (11.609)

et
ivpωq “

ÿ

J“pj1,...,jk1 q
ω1
Jeb̊J . (11.610)

Alors
ω1
J “

nÿ

i“1
ωiJvi. (11.611)

Démonstration. Soient des vecteurs v2, . . . , vk. En ce qui concerne la somme sur J , nous notons le
multiindice J “ pj2, . . . , jkq au lieu de J “ pj1, . . . , jk´1q pour que ce soit plus simple plus bas :

ω1pv2, . . . , vkq “
ÿ

J“pj2,...,jkq
ω1
Jeb̊Jpv2, . . . , vkq “

ÿ

J“pj2,...,jkq
ω1
Jpv2qj1 . . . pvkqjk´1 . (11.612)EQooOCFOooUQqclBEQooOCFOooUQqclB

et SUBEQSooKJHQooGrKPwB

ivpωqpv2, . . . , vkq “ ωpv, v2, . . . , vkq (11.613a)
“
ÿ

I

ωIeb̊Ipv, v2, . . . , vkq (11.613b)

“
ÿ

I

vi1pv2qi2 . . . pvkqik (11.613c)

“
nÿ

i“1

ÿ

J“pj2,...,jkq
ωiJvipv2qj2 . . . pvkqjk cf. justif. (11.613d)SUBEQooRYSHooDoXrHQSUBEQooRYSHooDoXrHQ

“
ÿ

J

`ÿ

i

ωiJvi
˘pv2qj2 . . . pvkqjk´1 cf. justif (11.613e)SUBEQooLBXNooNMZggOSUBEQooLBXNooNMZggO

Justifications.
— Pour (11.613d). Nous décomposons la somme sur I “ pi1, . . . , ikq en une somme sur le

premier élément (que nous nommons i) et une somme sur les autres (que nous nommons
J “ pj2, . . . , jkq). Dans la notation ωiJ , le iJ signifie le multiindice pi, j2, . . . , jkq.

— Pour (11.613e). Permuter les sommes.
Vu que ivpωq “ ω1, en comparant (11.612) avec (11.613), nous trouvons

ω1
J “

ÿ

i

ωiJvi (11.614)

comme il le fallait.
PROPooYCRXooSOsqCb

Proposition 11.217 (Règle de Leibniz pour le produit extérieur[63, 1]).
Soient T P ΛkV ˚ et S P ΛlV ˚. Pour tout v P V nous avons

ivpT ^ Sq “ pivT q ^ S ` p´1qkT ^ pivSq. (11.615)EQooGMHPooBjTtlyEQooGMHPooBjTtly

Démonstration. Pour des soucis de lisibilité nous notons v1 pour v et nous calculons en utilisant
l’expression du lemme 11.213 pour le produit extérieur :

iv1pT ^ Sqpv2, . . . , vk`lq “
ÿ

πPSpk,lq

ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq
˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
. (11.616)EQooVYOYooUBeppQEQooVYOYooUBeppQ
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Vu que les éléments de π P Spk,lq ordonnent séparément tπp1q, . . . , πpkqu et tπpk`1q, . . . , πpk` lqu,
la valeur de π´1p1q est soit 1 soit k ` 1. Nous définissons donc deux parties :

Apk,lq “ tπ P Spk,lq tel que πp1q “ 1u (11.617a)
Bpk,lq “ tπ P Spk,lq tel que πpk ` 1q “ 1u. (11.617b)

Ces parties ont déjà été introduites et étudiées dans la définition 1.296 et le lemme 1.297. Nous
poursuivons (11.616) :

iv1pT ^ Sqpv2, . . . , vk`lq “
ÿ

πPA
ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq

˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘

`
ÿ

πPB
ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq

˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘ (11.618)EQooHZYQooHxoAYBEQooHZYQooHxoAYB

(1) Première somme, sur Ak,l Nous nous concentrons maintenant sur la première somme,
c’est-à-dire les termes avec πp1q “ 1.

ÿ

πPA
ϵpπqT pvπp1q, . . . , vπpkqqSpvπpk`1q, . . . , vπpk`lqq

“
ÿ

πPA
ϵpπqpiv1T qpvπp2q, . . . , vπpkqqS

`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
.

(11.619)

C’est le moment de profiter des lemmes 1.296 et 1.304 pour changer la somme. Nous notons

fpπq “ ϵpπqpiv1T qpvπp2q,...,vπpkq
qS`vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
, (11.620)

et nous considérons la bijection φ : Apk,lq Ñ Spk´1,lq. Nous avons aussi φ´1pτqi “ τpi´1q`1.
Et donc, en posant wj “ vj`1 pour y voir plus clair :

f
`
φ´1pτq˘ “ ϵ

`
φ´1pτq˘piv1T q

`
vτp1q`1, . . . , vτpk´1q`1

˘
S
`
vτpkq`1, . . . , vτpk`l´1q`1

˘
(11.621a)

“ ϵpτqpiv1T q
`
wτp1q, . . . , wτpk´1q

˘
S
`
wτpkq, . . . , wτpk`l´1q

˘
(11.621b)

“ `
iv1T b S

˘`
wτp1q, . . . , wτpk`l´1q

˘
(11.621c)

“ `
iv1T b S

˘τ pw1, . . . , wk`l´1q (11.621d)
“ `

iv1T b S
˘τ pv2, . . . , vk`lq (11.621e)

En remettant dans la somme et en utilisant le lemme 1.304, SUBEQSooSDMCooHmPCZr

ÿ

πPA
fpπq “

ÿ

τPSpk´1,lq

f
`
φ´1pτq˘ (11.622a)

“
ÿ

τPSpk´1,lq

`
iv1T b S

˘τ pv2, . . . , vl`lq (11.622b)

“ piv1T ^ Sqpv2, . . . , vk`lq (11.622c)

Cela est déjà le premier terme de (11.615).
(2) Seconde somme, sur Bpk,lq Nous étudions maintenant la somme sur Bpk,lq dans (11.618).

Nous posons encore

fpπq “ ϵpπqT `vπp1q, . . . , vπpkq
˘
S
`
vπpk`1q, . . . , vπpk`lq

˘
. (11.623)

Nous utilisons la bijection φ : Bpk,lq Ñ Spk,l´1q du lemme 11.211
ÿ

πPBpk,lq

fpπq “
ÿ

τPSpk,l´1q

f
`
φ´1pτq˘. (11.624)

Nous avons d’abord ϵ
`
φ´1pτq˘ “ p´1qkϵpτq. Ensuite, pour j “ 1, . . . , k nous avons φ´1pτqj “

τpjq ` 1. Donc
T
`
vφ´1pτq1, . . . , vφ´1pτqk

˘ “ T
`
vτp1q`1, . . . , vτpkq`1

˘
. (11.625)EQooRVUBooGsYfNEEQooRVUBooGsYfNE
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Ça, c’était la partie pas très subtile. Nous devons maintenant voir la partie avec S, c’est-à-dire
déterminer en termes de τ les valeurs de

`
φ´1pτqpk ` 1q, . . . , φ´1pτqpk ` lq˘.

Pour la suite, soyez attentifs à la distinction entre des égalités d’ensembles du type ta, bu “
tc, du qui signifie que a est c ou d et que b est l’autre et les égalités de vecteurs du type
pa, bq “ pc, dq qui signifie a “ c et b “ d.
Vu que φ´1pτq est une bijection, nous avons φ´1pτqt1, . . . , k ` lu “ t1, . . . , k ` lu. Et nous
avons déjà vu que

φ´1pτqp1, . . . , kq “ `
τp1q ` 1, . . . , τpkq ` 1

˘
. (11.626)

Mais par ailleurs, vu que τ prend ses valeurs dans t1, . . . , k ` l ´ 1u, nous avons

t1, . . . , k ` 1u “ t1, τp1q ` 1, . . . , τpk ` l ´ 1q ` 1u. (11.627)

Nous avons donc

φ´1pτqtk ` 1, . . . , k ` lu “ t1, τpk ` 1q ` 1, . . . , τpk ` l ´ 1q ` 1u, (11.628)

et comme les valeurs de τ sont ordonnées, nous avons même l’égalité de vecteurs

φ´1pτqpk ` 1, . . . , k ` lq “ `
1, τpk ` 1q ` 1, . . . , τpk ` l ´ 1q ` 1

˘
. (11.629)

En utilisant cela,

S
`
vφ´1pτqpk`1q, . . . , vφ´1pτqpk`lq

˘ “ S
`
v1, vτpk`1q`1, . . . , vτpk`l´1q`1

˘
(11.630a)

“ piv1Sq
`
wτpk`1q, . . . , wτpk`l´1q

˘
(11.630b)

où nous avons posé wj “ vj`1.
En écrivant aussi (11.625) en termes de w, nous avons

f
`
φ´1pτq˘ “ p´1qkϵpτqT `wτp1q, . . . , wτpkq

˘piv1Sq
`
wτpk`1q, . . . , wτpk`l´1q

˘
(11.631a)

“ p´1qkϵpτqpT b iv1Sq
`
wτp1q, . . . , wτpk`l´1q

˘
(11.631b)

“ p´1qkϵpτqpT b iv1Sqτ pw1, . . . , wk`l´1q (11.631c)
“ p´1qkϵpτqpT b iv1Sqτ pv2, . . . , vk`lq. (11.631d)

Et au final, en utilisant l’expression (11.580b) du produit extérieur, EQooOCIZooXZrqiQ

ÿ

πPBpk,lq

fpπq “ p´1qk
ÿ

τPSpk,l´1q

ϵpτqpT b iv1Sqτ pv2, . . . , vk`lq (11.632a)

“ p´1qkpT ^ iv1Sqpv2, . . . , vk`lq. (11.632b)

(3) Conclusion Les deux termes de (11.618) sont (11.622) et (11.632). Nous avons donc fina-
lement

iv1pT ^Sqpv2, . . . , vk`lq “ piv1T ^Sqpv2, . . . , vk`lq` p´1qkpT ^ iv1Sqpv2, . . . , vk`lq, (11.633)

comme demandé.

11.12.13 Pull back

Définition 11.218.
Si f : W Ñ V est linéaire, nous définissons le pull back f˚ :

Źk V ˚ ÑŹkW ˚ par

pf˚ ˚ T qpw1, . . . , wkq “ T
`
fpw1q, . . . , fpwkq

˘
. (11.634)
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Proposition 11.219 ([63]).
Pour toute application linéaire f : W Ñ V nous avons

f˚pT ^ Sq “ pf˚T q ^ pf˚Sq. (11.635)

Démonstration. Soient T PŹk V ˚ et S PŹl V ˚. En déballant les définitions, nous avons

f˚pT ^ Sqpv1, . . . , vkq “ pT ^ Sq
`
fpv1q, . . . , fpvk`kq

˘
(11.636a)

“ pk ` kq!
k!l!

1
k!

ÿ

πPSk`k

p´1qπpT b Sqπ`fpv1q, . . . , fpvk ` lq
˘

(11.636b)

“ pk ` kq!
k!l!

1
k! (11.636c)

ÿ

πPSk`k

p´1qπT `fpvπp1qq, . . . , fpvπpkqq
˘
S
`
fpvπpk`1qq, . . . , fpvπpk`lqq

˘

“ pk ` kq!
k!l!

1
k!

ÿ

πPSk`k

pf˚T qpvπp1q, . . . , vπpkqqpf˚Sqpvπpk`1q, . . . , vπpk`lqq

(11.636d)

“ pk ` kq!
k!l!

1
k!

ÿ

πPSk`k

pf˚T q b pf˚Sqpvπp1q, . . . , vπpk`lqq (11.636e)

“ pf˚T q ^ pf˚Sqpv1, . . . , vk`lq. (11.636f)
(11.636g)

11.12.14 Norme

Nous considérons des espaces vectoriels V et W de dimension finie. L’application (11.460)
donne un isomorphisme d’espaces vectoriels

ψ : V bW Ñ LpV ˚,W q
v b w ÞÑ `

α ÞÑ αpvqw˘. (11.637)

Et ça, c’est très bien, parce que nous connaissons une norme sur LpV ˚,W q : la norme opérateur
11.51.

DEFooEXXNooMgIpSV

Définition 11.220 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés de dimension finie V et W . Sur V bW nous définissons,
pour t P V bW

}t} “ }ψptq}LpV ˚,W q. (11.638)
LEMooQPXHooJWfpmk

Lemme 11.221 ([1]).
La norme sur V bW vérifie

}v b w} “ }v}}w} (11.639)
pour tout v P V et w PW .

Démonstration. C’est un simple( ?) calcul :

}v b w} “ }ψpv b wq} “ }α ÞÑ αpvqw} “ sup
}α}“1

}αpvqw} “ sup
}α}“1

|αpvq|}w}. (11.640)

Étant donné que V est de dimension finie, sup}α}“1 |αpvq| “ }v} 92. Nous avons donc

}v b w} “ }v}}w}. (11.641)

92. Cela est une des raisons pour lesquelles nous sommes en dimension finie : je ne sais pas si cette égalité est vraie en
dimension inifinie.
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Le lemme suivant montre que RbR n’est pas du tout RˆR “ R2. Au contraire, RbR est
isomorphe à R.

LEMooVONEooQpPgcn

Lemme 11.222 ([1]).
L’application

φ : RbRÑ R

1b 1 ÞÑ 1
(11.642)

prolongée par linéarité est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. D’abord une base de R est t1u ; donc une base de R b R est t1 b 1u par la
proposition 11.166. Donc l’application proposée se prolonge par linéarité à tout RbR.

Le fait que φ soit une bijection provient du fait que φ transforme une base en une base ; si vous
n’y croyez pas, la vérification de l’injectivité et de la surjectivité est facile.

Pour que φ soit isométrique, nous faisons le calcul

}φpxb yq} “ }xyp1b 1q} “ |xy|}1b 1} “ |xy| “ }xb y}. (11.643)

Nous avons utilisé la propriété 7.152(3) d’une norme ainsi que le lemme 11.221 pour la norme sur
RbR.

11.12.15 Applications bilinéaires, matrices et produit tensoriel
SECooUKRYooZjagcX

Soit E, un espace vectoriel de dimension finie. Si α et β sont deux formes linéaires sur un
espace vectoriel E, nous définissons αb β comme étant la 2-forme donnée par

pαb βqpu, vq “ αpuqβpvq. (11.644)EQooUNRYooKBrXyKEQooUNRYooKBrXyK

Si a et b sont des vecteurs de E, ils sont vus comme des formes sur E via le produit scalaire et
nous avons

pab bqpu, vq “ pa·uqpb· vq. (11.645)

Cette dernière équation nous incite à pousser un peu plus loin la définition de abb et de simplement
voir cela comme la matrice de composantes

pab bqij “ aibj . (11.646)

Cette façon d’écrire a l’avantage de ne pas demander de se souvenir qui est un vecteur ligne, qui
est un vecteur colonne et où il faut mettre la transposée. Évidemment pab bq est soit abt soit atb
suivant que a et b soient ligne ou colonne.

11.12.16 Application d’opérateurs
LemMyKPzY

Lemme 11.223.
Soient x, y P E et A,B deux opérateurs linéaires sur E vus comme matrices. Alors

pAxbByq “ Apxb yqBt. (11.647)EqXdxvSuEqXdxvSu

Démonstration. Calculons la composante ij de la matrice pAxbByq. Nous avons

pAxbByqij “ pAxqipByqj (11.648a)
“
ÿ

kl

AikxkBjlyl (11.648b)

“ Aikpxb yqklBjl (11.648c)
“ `

Apxb yqBt
˘
ij
. (11.648d)
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Le fait que les applications linéaires soient continues 93 est valable dans une assez large gamme
d’espaces vectoriels[351]. Nous voyons ici dans le cas des espaces vectoriels normés de dimension
finies.

PROPooADPDooOtukQP

Proposition 11.224.
Soient des espaces vectoriels normés E et F . Si f : E Ñ F est une application linéaire et si E est
de dimension finie, alors f est continue.

Démonstration. La proposition 11.51(1) nous dit que }f} ă 8, c’est-à-dire que f est borné. Donc
la proposition 11.62 conclut.

LemWWXVSae

Lemme 11.225.
Soit F un espace de Banach et deux suites Ak Ñ A et Bk Ñ B dans LpF, F q. Alors Ak˝Bk Ñ A˝B
dans LpF, F q, c’est-à-dire

lim
kÑ8pAkBkq “

ˆ
lim
kÑ8Ak

˙ˆ
lim
kÑ8Bk

˙
. (11.649)

Démonstration. Il suffit d’écrire

}AkBk ´AB} ď }AkBk ´AkB} ` }AkB ´AB}. (11.650)

Le premier terme tend vers zéro pour k Ñ8 parce que

}AkBk ´AkB} “ }AkpBk ´Bq} (11.651a)
ď }Ak}}Bk ´B} Ñ }A}· 0 (11.651b)
“ 0 (11.651c)

où nous avons utilisé la propriété fondamentale de la norme opérateur : la proposition 11.62. Le
second terme tend également vers zéro pour la même raison.

11.12.17 Convergence en norme et par composante

En dimension infinie, la convergence en norme et la convergence composante par composante
ne s’impliquent ni dans un sens ni dans l’autre.

L’exemple suivant devrait être formalisé dans l’espace ℓ2 des suites de carré sommable, mais
vous voyez l’idée.

Exemple 11.226.
Nous considérons l’ensemble des suites réelle munie de la norme }x} “ař8

k“0 |xk|2. Dedans nous
considérons les vecteurs de base ei donnés par

peiqn “ δin. (11.652)

Ensuite nous considérons la base

fi “ e1 ` 1
2i ei. (11.653)

La suite xn “ fn ´ f1, dans cette base a toujours ´1 comme première composante 94. Et pourtant
elle converge en norme vers 0. △

93. Proposition 11.62.
94. N’essayez pas de faire un dessin : ça ne fonctionne qu’en dimension infinie.
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11.13 Calcul différentiel dans un espace vectoriel normé

11.13.1 Limite de fonctions

La limite de fonctions est la définition 7.105.
LEMooTFLVooMMNmQr

Lemme 11.227.
Soient deux espaces vectoriels normés V et E sur le corps K. Si f : V Ñ E est constante, fpxq “ u
pour tout x P V , alors pour tout a P V , nous avons la limite limxÑa fpxq “ u.

PROPooBHHCooPbRggh

Proposition 11.228.
Soient deux espaces vectoriels normés V et E. Soient deux fonctions f, g : V Ñ E. Nous supposons
que limxÑa fpxq “ α et limxÑa gpxq “ β. Alors

ITEMooDPBHooKRccPZ

(1) Si λ P K, alors limxÑa

`
fpxq ` λ˘ “ α` µ.

ITEMooDKJPooMynOcG

(2) La fonction f ` g a une limite xÑ a qui vaut limxÑapf ` gqpxq “ α` β,
(3) La fonction fg a une limite en a, qui vaut limxÑapfgqpxq “ αβ,

LEMooYJGLooVBaglB

Lemme 11.229.
Soient un espace vectoriel normé E ainsi qu’une fonction f : R Ñ E telle que limtÑ0 fptq “ v.
Alors pour tout λ P R nous avons

lim
tÑ0

fpλtq “ v. (11.654)

Démonstration. Petite clarification pour commencer : E est normé et donc séparé. La proposition
7.108 nous dit que la limite est unique ; nous voilà rassurés sur ce point. Ensuite nous utilisons la
définition 7.105 de la limite.

Nous posons gptq “ fpλtq. Soit un ouvert V autour de v dans E. Par l’hypothèse de limite
pour f , il existe un voisinage U de 0 dans R tel que f

`
Uzt0u˘ Ă V .

En posant U 1 “ U{λ, nous avons bien g
`
U 1zt0u˘ Ă V . En effet si t P U 1zt0u, il existe x P Uzt0u

tel que t “ x{λ et donc gptq “ gpx{λq “ fpxq P V .

11.13.2 Définition de la différentielle

Quelques motivations pour la notion de différentielle sont données dans 12.22.1.
DefDifferentiellePta

Proposition-Définition 11.230 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés 95 E et F ainsi qu’une fonction f : U Ñ F où U est un
ouvert de E. Si il existe une application linéaire T P LpE,F q satisfaisant

lim
hÑ0
hPE

fpa` hq ´ fpaq ´ T phq
}h}E “ 0, (11.655)EqCritereDefDiffEqCritereDefDiff

alors il en existe une seule.
Dans ce cas nous disons que f est différentiable au point a et l’application T ainsi définie

est appelée différentielle de f au point a, et nous la notons dfa.

Démonstration. Soient deux applications linéaires T1, T2 satisfaisant la condition (11.655). Nous
avons

}T1phq ´ T2phq}F
}h}E ď }T1phq ´ fpa` hq ` fpaq}

}h} ` }fpa` hq ´ fpaq ´ T2phq}
}h} Ñ 0. (11.656)

Nous avons donc
lim
hÑ0

}pT1 ´ T2qphq}F
}h}E “ 0. (11.657)

95. Définition 7.152.
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Soit ϵ ą 0. Ce que signifie la limite est qu’il existe un r ą 0 tel que pour tout u P BEp0, rq, nous
ayons

}pT1 ´ T2qpuq}F
}u}E ă ϵ. (11.658)

Soit v P E. Nous considérons λ P R tel que λv P Bp0, rq, par exemple λ ă r{}v}. Nous avons

ϵ ą }pT1 ´ T2qpλvq}F
}λv}E “ }pT1 ´ T2qpvq}

}v} . (11.659)

Cela donne
}pT1 ´ T2qpvq} ă }v}ϵ. (11.660)

Nous avons donc }pT1 ´ T2qpvq} “ 0, soit T1pvq “ T2pvq.
L’application différentielle

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ dfa

(11.661)

est également très importante.

11.13.3 Dérivée directionnelle
DEFooCATTooTPLtpR

Définition 11.231 (Dérivée directionnelle).
Soient des espaces vectoriels normés V et E. Soient une application f : V Ñ E et u P V . La
dérivée directionnelle de f en a P V dans la direction u est l’élément de E défini par

pBufqpaq “ lim
ϵÑ0

fpa` ϵuq ´ fpaq
ϵ

(11.662)

pourvu que la limite existe.
Soient f une application de U Ă Rm dans R et u un vecteur de Rm. La fonction f est

dérivable sur U suivant le vecteur u, si f est dérivable suivant le vecteur u en tout point de
U .

DEFooOYFZooFWmcAB

Définition 11.232 (Dérivée).
Soit une application f : RÑ V où V est un espace vectoriel normé. La dérivée de f en a P R est
le nombre

f 1paq “ pB1fqpaq (11.663)

où B1 est la dérivée directionnelle définie en 11.231.
Dans le cas où la limite définissant f 1paq existe, nous disons que la fonction f est dérivable en

a. La fonction dérivée de f est
f 1 : A1 Ñ R

a ÞÑ f 1paq (11.664)

définie sur l’ensemble noté A1 des points a où f est dérivable.

11.233.
En ce qui concerne les notations, si une base teiu de V est donnée, nous notons Bif la dérivée de
f dans la direction de ei. La fonction Bif est la dérivée partielle de f . Dans le cas de V “ Rn,
cela est souvent noté Bf

Bxi paq “
d

dt

”
fpa` teiq

ı
t“0

. (11.665)

11.234.
Même si une fonction est dérivable en un point dans toutes les directions, on n’est pas sûr qu’elle
soit continue en ce point. La dérivabilité directionnelle n’est donc pas une notion suffisante pour
assurer la continuité. C’est pourquoi on introduit le concept de différentiabilité.
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Remarque 11.235.
De nombreuses sources parlent de dérivée dans la direction du vecteur v en définissant (avec
une certaine raison) une direction dans Rm comme étant un vecteur de norme 1.

Ces personnes ne définissent alors Buf que pour }u} “ 1. Pourquoi ? Le but de la dérivée
directionnelle dans la direction u est de savoir à quelle vitesse la fonction monte lorsque l’on se
déplace en suivant la direction u. Cette information n’aura un caractère « objectif » que si l’on
avance à une vitesse donnée. En effet, si on se déplace deux fois plus vite, la fonction montera deux
fois plus vite. Par convention, on demande alors d’avancer à vitesse 1.

Ici, pour être plus souple en termes de notations et de manipulations, nous définissons Buf
pour tout u (non nul). Nous devons cependant garder en tête que le nombre pBvfqpaq ne peut pas
être interprété comme étant une « vitesse de croissance de f en a » de façon trop sérieuse.

Cas particulier où n “ 2 :

a “ pa1, a2q, u “ pu1, u2q et

Bf
Bu pa1, a2q “ lim

tÑ0

fpa1 ` tu1, a2 ` tu2q ´ fpa1, a2q
t

(11.666)

Un cas particulier des dérivées directionnelles est la dérivée partielle. Si nous considérons la
base canonique ei de Rn, nous notons

Bf
Bxi “

Bf
Bei . (11.667)

Dans le cas d’une fonction à deux variables, nous avons donc les deux dérivées partielles

Bf
Bx paq et Bf

By paq (11.668)

qui correspondent aux dérivées directionnelles dans les directions des axes. Ces deux nombres
représentent de combien la fonction f monte lorsqu’on part de a en se déplaçant dans le sens des
axes X et Y .

LEMooVOTHooPJcrWH

Lemme 11.236.
Nous notons K le corps R ou C. Soient deux espaces vectoriels E et F sur K. Soient une appli-
cation f : E Ñ F ainsi que a, u P E tels que Bf

Bupaq existe.
Alors pour tout λ P K, pBλufqpaq existe et

Bf
Bpλuqpaq “ λ

Bf
Bu paq. (11.669)

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme 11.229. D’abord nous avons, pour tout t, λ et a :

fpa` tλuq ´ fpaq
t

“ λ
fpa` tλuq ´ fpaq

λt
. (11.670)EQooRDUEooScpIZaEQooRDUEooScpIZa

En posant gptq “ fpa`tuq´fpaq
t (t est une variable dans R), l’hypothèse est que limtÑ0 gptq existe et

vaut Bf
Bupaq. Le lemme 11.229 indique que limtÑ0 gpλtq existe aussi et vaut la même chose. Donc

lim
tÑ0

fpa` λtuq ´ fpaq
λt

“ BfBu paq. (11.671)

En prenant la limite dans (11.670), nous avons le résultat.

Exemple 11.237.
Considérons la fonction fpx, yq “ 2xy2. Lorsque nous calculons Bxfpx, yq, nous faisons comme si
y était constant. Nous avons donc Bxfpx, yq “ 2y2. Par contre lors du calcul de Byfpx, yq, nous
prenons x comme une constante. La dérivée de y2 par rapport à y est évidemment 2y, et par
conséquent, Byfpx, yq “ 4xy. △
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Pour les fonctions d’une seule variable, la dérivabilité en un point a implique la continuité en
a. Cela n’est pas vrai pour les fonctions de plusieurs variables : il existe des fonctions f qui sont
dérivables suivant tout vecteur au point a sans pour autant être continue en a.

Exemple 11.238.
Considérons la fonction f : R2 Ñ R

fpx, yq “
$
&
%

x2y

x4 ` y2 si px, yq ‰ p0, 0q,
0 sinon.

(11.672)

Pour voir que f n’est pas continue en p0, 0q il suffit de calculer la limite de f restreinte à la parabole
y “ x2

lim
xÑ0

fpx, x2q “ 1
2 ‰ 0.

Pourtant la fonction f est dérivable en p0, 0q dans toutes les directions. En effet, soit v “ pv1, v2q.
Si v2 ‰ 0, alors

Bvfpaq “ lim
tÑ0
t‰0

t3v2
1v2

t5v4
1 ` t3v2

2
“ v2

1
v2
, (11.673)EQooXOCWooVbCjRdEQooXOCWooVbCjRd

tandis que si v2 “ 0, alors la valeur de fptv1, 0q est 0 pour tout t et v1, donc la dérivée partielle de
f par rapport à x en l’origine existe et est nulle. △

Exemple 11.239.
Pour une fonction réelle à variable réelle, la dérivabilité entraine la continuité. Il n’en va pas de
même pour les fonctions à plusieurs variables, comme le montre l’exemple suivant :

fpx, yq “
$
&
%

0 si x “ 0
y

x

a
x2 ` y2 sinon.

(11.674)

Nous avons tout de suite Bf
By p0, 0q “ 0. (11.675)

De plus si ux ‰ 0 nous avons
Bf
Bu p0, 0q “

uy
ux
}u}. (11.676)

Donc toutes les dérivées directionnelles de f en p0, 0q existent alors que la fonction n’y est mani-
festement pas continue. En effet sous forme polaire,

fpr, θq “ r sinpθq
cospθq , (11.677)

et quelle que soit la valeur de r, en prenant θ suffisamment proche de π{2, la fraction peut être
arbitrairement grande.

Nous verrons par la proposition 12.250 que la différentiabilité d’une fonction implique sa conti-
nuité. △

DEFooWZGTooKCWBJn

Définition 11.240 (gradient).
Soit une application f : V Ñ E entre deux espaces vectoriels normés. Soient a P V et une base
finie teiui“1,...,n de V . Nous définissons le gradient de f en a comme étant le vecteur

p∇fqpaq “

¨
˚̋
pBifqpaq

...
pBnfqpaq.

˛
‹‚ (11.678)
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PROPooYCLBooOLoDnM

Proposition 11.241.
Soit une application f : V Ñ E entre deux espaces vectoriels normés. Soient u P V , a P V ainsi
qu’une base finie teiuI de V . Nous supposons que pBufpaqq et pBifqpaq existent pour tout i P I.
Alors

pBufqpaq “
ÿ

iPI
uipBifqpaq “ u· p∇fqpaq. (11.679)

PROPooZOFLooBmcZqN

Proposition 11.242.
Soit une application f : V Ñ E différentiable en a P V . Alors toutes les dérivées directionnelles
pBufqpaq existent et

pdfaqpuq “
ÿ

i

pBufqpaq. (11.680)

Démonstration. L’hypothèse de différentiabilité de f en a dit que

lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq
h

“ 0. (11.681)

Soit u P V . Nous utilisons la proposition 10.94 avec le chemin

γ : s´1, 1r Ñ V

t ÞÑ tu.
(11.682)

Cela donne :
lim
tÑ0

fpa` tuq ´ fpaq ´ dfaptuq
|t| “ 0. (11.683)

nous pouvons dire que la limite t Ñ 0 existant, les limites à gauche et à droite existent et sont
toutes deux égales à zéro 96. À partir de

lim
tÑ0`

fpa` tuq ´ fpaq ´ dfaptuq
|t| “ 0, (11.684)

en utilisant la linéarité dfaptuq “ tdfapuq, nous déduisons que

lim
tÑ0`

fpa` tuq ´ fpaq
t

“ dfapuq. (11.685)

De même à partir de la limite à gauche nous déduisons

lim
tÑ0´

fpa` tuq ´ fpaq
t

“ dfapuq. (11.686)

Et maintenant on utilise la proposition 10.110 pour dire que les limites à gauche et à droite existant
et étant égales, la limite existe et est égale :

lim
tÑ0

fpa` tuq ´ fpaq
t

“ dfapuq. (11.687)

Cela signifie bien que pBufqpaq “ dfapuq.

11.13.4 Théorème des accroissements finis

Si une fonction est dérivable en a alors elle peut être approximée « au premier ordre » par une
formule simple qui sera généralisée pour des dérivées d’ordre supérieurs avec les séries de Taylor,
théorème 12.442. Pour trouver des versions avec des dérivations partielles, voir le thème 55.

96. Cela n’est même pas un résultat en plus. C’est la proposition 10.94, avec le chemin γ pris sur r´1, 0r et sur
s0, 1s séparément. Sinon, vous pouvez invoquer la proposition 10.110
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PropUTenzfQ

Proposition 11.243 (Développement limité au premier ordre).
Soit un espace vectoriel normé E sur le corps K (R ou C). Si f : R Ñ E est une fonction
dérivable 97, alors il existe une fonction α : RÑ E telle que EQooHBDHooPrVjJD

$
&
%
fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (11.688a)

lim
hÑ0

αphq
h

“ 0. (11.688b)

Il existe aussi une fonction β : RÑ E telle que EQooPWIZooVuhjmt

#
fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` hβphqSUBEQooMJTJooOpBfqv (11.689a)
lim
hÑ0

βphq “ 0. (11.689b)

Démonstration. La fonction f étant dérivable en a nous avons l’existence de la limite suivante :

f 1paq “ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq
h

. (11.690)

Nous définissons β : RÑ E par

βphq “ fpa` hq ´ fpaq
h

´ f 1paq. (11.691)

La proposition 11.228(1) donne directement limhÑ0 βphq “ 0. En multipliant par h (qui est différent
de 0), et en isolant fpa ` hq, nous avons la formule (11.689a). En nommant αphq “ hβphq nous
trouvons la fonction α de la formule (11.688) :

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (11.692)

avec
lim
hÑ0

αphq
h

“ lim
hÑ0

βphq “ 0. (11.693)

Proposition 11.244.
Soient deux espaces vectoriels normés V et E. Soit une application f : V Ñ E dérivable dans le
sens de h en a P V . Alors nous avons une application β : RÑ E telle que

#
fpa` thq “ fpaq ` tpBhfqpaq ` βptq (11.694a)
lim
tÑ0

βptq “ 0. (11.694b)

Démonstration. Nous posons
φ : RÑ E

t ÞÑ fpa` thq. (11.695)

et nous lui appliquons les accroissements finis de la proposition 11.243 : φptq “ φp0q`tφ1p0q`tβptq.
En ce qui concerne φ1p0q nous avons :

φ1p0q “ lim
ϵÑ0

φpϵq ´ φp0q
ϵ

(11.696a)

“ lim
ϵÑ0

fpa` ϵhq ´ fpaq
ϵ

(11.696b)

“ pBhfqpaq (11.696c)

par la définition 11.231.
97. Définition 11.232.
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val_medio_1

Théorème 11.245 (Accroissements finis pour les dérivées suivant un vecteur).
Soit U un ouvert dans Rm et soit f : U Ñ Rn une fonction. Soient a et b deux points distincts
dans U , tels que le segment 98 ra, bs soit contenu dans U . Soit u le vecteur

u “ b´ a
}b´ a}m .

Si Bufpxq existe pour tout x dans ra, bs on a

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}Bufpxq}n}b´ a}m.

Démonstration. Nous considérons la fonction gptq “ f
`p1´ tqa` tb˘. Elle décrit la droite entre a

et b parce que gp0q “ a et gp1q “ b. En ce qui concerne la dérivée,

g1ptq “ lim
hÑ0

gpt` hq ´ gptq
h

“ lim
hÑ0

f
`p1´ t´ hqa` pt` hqb˘´ f`p1´ tqa` tb˘

h

“ lim
hÑ0

f
`
a` pt` hqpb´ aq˘´ f`a` tpb´ aq˘

h

“ BfBu
`
a` tpb´ aq˘}b´ a}.

(11.697)

Le dernier facteur }b ´ a} apparaît pour la normalisation du vecteur u. En effet dans la limite, il
apparaît hpb´ aq, ce qui donnerait la dérivée le long de b´ a, tandis que u vaut pb´ aq{}b´ a}.

Par le théorème des accroissements finis pour g, il existe t0 P s0, 1r tel que

gp1q “ gp0q ` g1pt0qp1´ 0q. (11.698)

Donc
}gp1q ´ gp0q} ď sup

t0
}g1pt0q} “ sup

t0Ps0,1r

››››
Bf
Bu pa` t0pb´ aqq

›››› }b´ a}. (11.699)

Mais lorsque t0 parcourt s0, 1r, le point a` t0pb´aq parcourt le segment sa, br, d’où le résultat.

11.13.5 Différentielle d’ordre 2
PROPooBODMooJHyzup

Proposition 11.246 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés V et E. Soit une application f : V Ñ E deux fois différen-
tiable et dont les différentielles partielles secondes existent 99. Alors nous avons la formule

pd2fqapvqw “
ÿ

ij

pB2
ijfqpaqviwj . (11.700)

Démonstration. Rappel à propos des espaces concernés :

f : V Ñ E (11.701a)
df : V Ñ LpV,Eq (11.701b)
d2f : V Ñ L

`
V,LpV,Eq˘. (11.701c)

En ce qui concerne la différentielle première nous avons

df : V Ñ LpV,Eq
a ÞÑ

ÿ

i

pBifqpaqei̊ .. (11.702)

98. Définition 10.51.
99. Ces deux hypothèses sont redondantes, mais nous n’avons pas envie de nous prendre la tête avec ça ici.
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11.13.6 Quelques mots à propos des différentielles d’ordre supérieur

Soient deux espaces vectoriels normés V et W ainsi qu’une application f : V Ñ W . La diffé-
rentielle est une application df : V Ñ LpV,W q. Pour être clair, la différentielle seconde consiste
à différentier dfx par rapport à x. C’est-à-dire que la différentielle seconde est une application
dpdfq : V Ñ L

`
V,LpV,W q˘.

Et c’est là que commencent les problèmes. Les différentielles successives font intervenir des
emboîtements de plus en plus profonds d’espaces comme d3f : V Ñ L

´
V,L

`
V,LpV,W q˘

¯
.

Nous introduisons quelques notations pour traiter ces espaces.
DefPNjMGqy

Définition 11.247 ([352, 1]).
Soient deux espaces vectoriels normés V et W ainsi qu’une application f : V Ñ W . Nous disons
que f est

— de classe C0 si elle est continue,
— de classe C1 si l’application différentielle df : V Ñ LpV,W q est continue,
— de classe Ck si sa différentielle est de classe Ck´1.
— de classe C8 si elle est de classe Ck pour tout k.

Lorsque nous demandons que la différentielle de f soit continue, nous entendons bien la conti-
nuité de df : V Ñ LpV,W q, c’est-à-dire la continuité de dfx par rapport à x. SurLpV,Eq, nous
considérons la topologie de la norme opérateur 11.51.

Le lien entre classe Ck et dérivées partielles d’ordre k sera le théorème 12.327.
DEFooJYOPooBzditG

Définition 11.248.
Soient des espaces vectoriels normés V et E. Nous définissons les espaces emboîtés par récurrence :

"
E0 “ E (11.703a)
Ek`1 “ LpV,Ekq. (11.703b)

Définition 11.249.
Si teiu est une base d’un espace vectoriel V , nous allons noter

ωi : V Ñ R

x ÞÑ xi.
(11.704)

Ce ωi est ce qu’on appelle souvent ei̊ . Plus généralement, si I est le multiindice pi1, . . . , ilq nous
notons ωI P LlpV,Rq par

ωI : V l Ñ R

pxp1q, . . . , xplqq ÞÑ x
p1q
i1 . . . x

plq
il
.

(11.705)

Ce seront nos formes multilinéaires de base.

Afin de garder des notations très explicites, nous ne pouvons pas écrire des formules comme

dfa “
ÿ

i

Bf
Bxi paqωi

parce que si f prend ses valeurs dans LpV,Rq, lorsqu’on écrit dfapvq, il n’y a aucune raison à priori
de vouloir que v soit pris par ωi au lieu de Bifpaq.

Nous introduisons donc un produit fait exprès pour dire que « c’est celui de droite qui prend ».
DEFooLULCooYjBEaZ

Définition 11.250 ([1]).
Si W est un espace vectoriel, nous définissons le produit ˆn par

ˆ1 : W ˆ LpV,Rq Ñ LpV,W q
pw ˆ1 αqpvq “ αpvqw (11.706)
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et par 100

ˆn : W ˆRn ÑWn

pw ˆn αqpvq “ w ˆn´1 αpvq (11.707)

Cette notation sera utilisée dans la proposition 12.289 pour écrire correctement dfa. Pour
l’instant nous n’en avons pas besoin.

DefAQIQooYqZdya

Définition 11.251 (difféomorphisme).
Soient U et V , deux ouverts d’un espace vectoriel normé. Une application f de U dans V est un
difféomorphisme si elle est bijective, différentiable 101 et dont l’inverse f´1 : V Ñ U est aussi
différentiable.

Un Ck-difféomorphisme est un difféomorphisme qui est Ck et dont l’inverse est Ck.

11.252.
Truc marrant : un C1-difféomorphisme n’est pas seulement un difféomorphisme qui est C1. L’inverse
doit également être C1. Comment nommer un difféomorphisme qui est par ailleurs un application
de classe C1 ? Je ne sais pas.

RemATQVooDnZBbs

Remarque 11.253.
L’application norme étant continue, le critère du théorème 7.141 est en réalité assez général. Par
exemple à partir d’une application différentiable 102 f : X Ñ Y nous pouvons considérer la fonction
réelle

a ÞÑ }dfa} (11.708)

où la norme est la norme opérateur 103. Si f est de classe C1 alors cette application est continue
et donc bornée sur un compact K de X.

11.13.7 Différentielle d’applications linéaires
LEMooZSNMooCfjzOB

Lemme 11.254 (Différentielle d’une application linéaire).
Soient deux espaces vectoriels normés E et F . Soit une application linéaire f : E Ñ F .

(1) Si f : E Ñ F est linéaire, alors sa différentielle est

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ f.

(11.709)

(2) Si f : E Ñ F est linéaire, toutes les différentielles d’ordre supérieures sont nulles.
(3) Toute application linéaire est de classe C8.
(4) Toute application affine est de classe C8.

Démonstration. Pour rappel, toujours bon à avoir en tête : df : E Ñ LpE,F q. Soit a P E ; nous
avons

lim
hÑ0

}fpa` hq ´ fpaq ´ fphq}F
}h}E “ 0 (11.710)

parce que le numérateur est nul pour tout h. Donc h ÞÑ fphq est la différentielle de f au point a
parce que elle vérifie la condition (11.230).

Nous avons prouvé que la différentielle de f est l’application constante

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ f

(11.711)

100. Définition 11.248 pour les espaces En et Rn.
101. Différentiables, définition 11.230.
102. Définition 11.230.
103. Définition 11.51.
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En ce qui concerne la différentielle seconde, nous prouvons que dpdfqa “ 0 pour tout a P E. En
effet,

lim
hÑ0

}dfa`h ´ dfa}LpE,F q
}h}E “ 0 (11.712)

parce que le numérateur vaut f ´ f “ 0.
Maintenant il n’est pas compliqué de faire une récurrence : si f est de classe Ck et si dkpfq “ 0,

alors dkpfq est de classe C1 et dkf “ 0.
LEMooAJDLooIPcmIV

Lemme 11.255.
Soient a ă b dans R. L’application

f : ra, bs Ñ r0, 1s
x ÞÑ x´ a

b´ a
(11.713)EQooIINJooAlSqKFEQooIINJooAlSqKF

est un C8-difféomorphisme 104.

Démonstration. En plusieurs parties.

(1) Valeurs dans r0, 1s ITEMooLRECooOSEqJLNous devons prouver que pour tout x P ra, bs, nous avons fpxq P r0, 1s.
D’une part si x P ra, bs, alors x´ a ě 0 et donc px´ aq{pb´ aq ě 0.
Dans l’autre sens, si px ´ aq{pb ´ aq ą 1, alors x ´ a ą b ´ a et donc x ą b. Donc fpxq ą 1
n’arrive jamais pour x P ra, bs.

(2) Injectif Si fpxq “ fptq, alors en simplifiant par b ´ a ‰ 0, nous trouvons x ´ a “ t ´ a
et donc x “ t (ne citez le lemme 1.433 que si vous êtes capables de le prouver, sinon faites
comme si c’était évident et il ne vous arrivera rien).

(3) Surjectif Il est vite vérifié que

f´1ptq “ tpb´ aq ` a, (11.714)EQooPSAWooNEJFihEQooPSAWooNEJFih

et en procédant de même qu’au point (1), nous voyons que pour tout t P r0, 1s, f´1ptq P ra, bs.
(4) De classe C8 C’est le lemme 11.254 qui fait le travail parce que (11.713) est affine.
(5) Inverse de classe C8 Encore le lemme 11.254 parce que (11.714) est affine.

11.13.8 Accroissements finis
LEMooYQZZooVybqjK

Lemme 11.256.
Soit une fonction f : E Ñ V (espaces vectoriels normés) différentiable en a P E. Alors il existe
une fonction α : E Ñ V telle que

$
&
%

lim
hÑ0

αphq
}h} “ 0 (11.715a)

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` αphq. (11.715b)

Démonstration. Il s’agit seulement de poser

αphq “ fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq. (11.716)

Le fait que αphq{}h} Ñ 0 est alors la définition de la différentiabilité de f .

104. Définition 11.247.
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11.13.9 Notations pour les applications linéaires
DEFooTLQUooJvknvi

Définition 11.257 ([353]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés.

(1) Si E et F sont deux espaces vectoriels (pas spécialement normés) nous notons LpE,F q l’en-
semble des applications linéaires de E vers F .

(2) Un morphisme d’espaces vectoriels normés est une application linéaire E Ñ F continue
pour la topologie de la norme opérateur.
L’ensemble des applications linéaires bornées 105 entre E et F est noté LpE,F q.

(3) Un isomorphisme est un morphisme continu inversible dont l’inverse est continu. Nous
notons GLpE,F q l’ensemble des isomorphismes entre E et F .

11.13.10 (non ?) Différentiabilité des applications linéaires
LemooXXUGooUqCjmp

Lemme 11.258.
Soit une application linéaire f .

(1) Si f est continue, alors elle est différentiable et dfapuq “ fpuq pour tout a et u.
(2) Si f n’est pas continue, alors elle n’est pas différentiable.

Démonstration. La linéarité de f donne :

fpa` hq ´ fpaq ´ fphq “ 0, (11.717)

et donc prendre T “ f dans la définition 11.230 fait fonctionner la limite. De plus T est alors
continue par hypothèse ; elle est donc bien la différentielle de f .

Supposons que f ne soit pas continue, prenons une application linéaire continue T , et calculons
fpa` hq ´ fpaq ´ T phq

}h} “ pf ´ T qphq}h} “ pf ´ T qpehq (11.718)EQooFLYMooEKTeOCEQooFLYMooEKTeOC

où eh est le vecteur unitaire dans la direction de h. Vu que f n’est pas continue et que T l’est,
l’application f ´ T n’est pas continue. Elle n’est pas pas bornée par la proposition 11.62. Il existe
alors un vecteur h tel que }pf ´ T qpehq} ą 1 (et même plus grand que ce qu’on veut).

Donc la limite de (11.718) pour hÑ 0 ne peut pas être nulle.
LemLLvgPQW

Lemme 11.259.
Une application linéaire continue est de classe C8.

Démonstration. Soit a P E. Étant donné que f est linéaire et continue, elle est différentiable et

df : E Ñ LpE,F q
a ÞÑ f

(11.719)

est une fonction constante et en particulier continue ; nous avons donc f P C1. Pour la différentielle
seconde nous avons dpdfqa “ 0 parce que dfpa` hq ´ dfpaq “ f ´ f “ 0. Toutes les différentielles
suivantes sont nulles.

11.13.11 Dérivation en chaine et formule de Leibniz
PropOYtgIua

Proposition 11.260.
Soient fi : U Ñ Fi, des fonctions de classe Cr où U est ouvert dans l’espace vectoriel normé E et
les Fi sont des espaces vectoriels normés. Alors l’application

f “ f1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ fn : U Ñ F1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Fn
x ÞÑ `

f1pxq, . . . , fnpxq
˘ (11.720)

105. Nous avons vu dans la proposition 11.62 que la continuité était équivalente à être bornée pour la norme
opérateur de la définition 11.51.
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est de classe Cr et
drf “ drf1 ˆ . . . drfn. (11.721)

Démonstration. Soit x P U et h P E. La différentiabilité des fonctions fi donne

fipx` hq “ fipxq ` pdfiqxphq ` αiphq (11.722)

avec limhÑ0 αiphq{}h} “ 0. Par conséquent

fpx` hq “ `
. . . , fipxq ` pdfiqxphq ` αiphq, . . .

˘
(11.723a)

“ `
. . . , fipxq, . . .

˘` `
. . . , pdfiqxphq, . . .

˘` `
. . . , αiphq, . . .

˘
. (11.723b)

Mais la définition 7.219 de la norme dans un espace produit donne

lim
hÑ0

}`α1phq, . . . , αnphq
˘}

}h} “ 0, (11.724)

ce qui nous permet de noter αphq “ `
α1phq, . . . , αnphq

˘
et avoir limhÑ0 αphq{}h} “ 0. Avec tout ça

nous avons bien
fpx` hq “ fpxq ` `pdf1qxphq, . . . , pdfnqxphq

˘` αphq, (11.725)
ce qui signifie que f est différentiable et

dfx “
`
df1, . . . , dfn

˘
. (11.726)

THOooIHPIooIUyPaf

Théorème 11.261.
Soient des espaces vectoriels normés E, V et W . Nous considérons deux fonctions f : E Ñ V et
g : V ÑW . Nous supposons que :

(1) f est différentiable en a P E
(2) g est différentiable en fpaq P V
(3) dfa est de norme finie 106.

Alors g ˝ f : E ÑW est différentiable en a et

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaq
`
dfapuq

˘
, (11.727)

ou encore
dpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa. (11.728)

Démonstration. En utilisant le lemme 11.256 pour les fonctions f et g, nous avons

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` αphq (11.729)EQooXNWZooJSPjRSEQooXNWZooJSPjRS

et
g
`
fpaq ` k˘ “ g

`
fpaq˘` dgfpaqpkq ` βpkq. (11.730)EQooIQZZooWPyMbEEQooIQZZooWPyMbE

L’application dgfpaq˝dfa est une application linéaire, et est notre candidat différentielle. En suivant
la définition 11.230, nous allons calculer

lim
hÑ0

pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq ´ pdgfpaq ˝ dfaqphq
}h} . (11.731)

Si cette limite existe et vaut zéro, alors nous aurons prouvé que le candidat différentielle est correct.
Pour cela, nous emboîtons les formules (11.729) et (11.730) l’une dans l’autre pour avoir :

pg ˝ fqpa` hq “ g
`
fpaq ` dfaphq ` αphq

˘
(11.732a)

“ g
`
fpaq˘` dgfpaq

`
dfaphq ` αphq

˘` β`dfaphq ` αphq
˘
. (11.732b)

106. Je ne suis pas totalement certain que cette hypothèse soit nécessaire, mais en tout cas, elle est utilisée.
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Vu que dgfpaq est linéaire, le deuxième terme peut être coupé en deux et après recombinaisons,

pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq ´ pdgfpaq ˝ dfaqphq “ dgfpaq
`
αphq˘` β`dfaphq ` αphq

˘
. (11.733)

Étant donné que dgfpaq est linéaire,

dgfpaq
`
αphq˘

}h} “ dgfpaq
ˆ
αphq
}h}

˙
Ñ 0. (11.734)

Il nous reste à voir que

lim
hÑ0

β
`
dfaphq ` αphq

˘

}h} (11.735)EQooUQNUooFgNyJpEQooUQNUooFgNyJp

existe au vaut zéro. Vu que dfa est linéaire, il existe M ą 0 tel que 107 }dfaphq} ď M}h}. D’autre
part, vu que αphq{}h} Ñ 0, nous avons }αphq} ď }h} pour tout h suffisamment petit.

Donc si h est assez petit, nous avons

}dfaphq ` αphq} ď pM ` 1q}h}. (11.736)EQooEQJBooSmacrDEQooEQJBooSmacrD

Soit ϵ ą 0. Soit δ ą 0 tel que }h} ď δ implique βphq{}h} ď ϵ et (11.736) en même temps. Soit r tel
que pM ` 1qr ă δ ; et notons que r ă δ. Nous considérons alors h P Bp0, rq et nous calculons :

β
`
dfaphq ` αphq

˘

}h} “ β
`
dfaphq ` αphq

˘

}dfaphq ` αphq}
}dfaphq ` αphq}

}h} ď pM ` 1qϵ. (11.737)

La limite (11.735) existe donc et vaut zéro.

11.13.12 Composition
ThoAGXGuEt

Théorème 11.262 (Différentielle de fonctions composées[354]).
Soient E, F et G des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et V ouvert dans F . Soient des
applications de classe Cr (r ě 1)

f : U Ñ V (11.738a)
g : V Ñ G. (11.738b)

Nous supposons que dfx et dgfpxq sont de norme finie.
Alors l’application g ˝ f : U Ñ G est de classe Cr et

dpg ˝ fqx “ dgfpxq ˝ dfx. (11.739)EqHFmezmrEqHFmezmr

Démonstration. Nous nous fixons x P U . La fonction f est différentiable en x P U et g en fpxq,
donc nous pouvons écrire

fpx` hq “ fpxq ` dfxphq ` αphq (11.740)

et
g
`
fpxq ` u˘ “ g

`
fpxq˘` dgfpxqpuq ` βpuq (11.741)

où la fonction α a la propriété que
lim
hÑ0

}αphq}
}h} “ 0; (11.742)

et la même chose pour β. La fonction composée en x` h s’écrit donc

pg ˝ fqpx` hq “ g
`
fpxq ` dfxphq ` αphq

˘ “ g
`
fpxq˘` dgfpxq

`
dfxphq ` αphq

˘` β`dfxphq ` αphq
˘
.

(11.743)EqCXcfhfHEqCXcfhfH

107. Ce M est par exemple la norme opérateur de dfa, comme nous l’assure le lemme 11.59. C’est pour ce passage-ci
que nous avons supposé que dfa était de norme finie.
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Nous montrons que tous les « petits » termes de cette formule peuvent être groupés. D’abord si h
est proche de 0, nous avons 108

}dfxphq ` αphq}
}h} ď }dfx}}h}}h} ` }αphq}}h} . (11.744)

Si h est petit, le second terme est arbitrairement petit, donc en prenant n’importe que M ą }dfx}
nous avons }dfxphq ` αphq}

}h} ďM. (11.745)

Par ailleurs, nous avons

}β`dfxphq ` αphq
˘}

}h} “ }β
`
dfxphq ` αphq

˘}
}dfxphq ` αphq}

}dfxphq ` αphq}
}h} ďM

}β`dfxphq ` αphq
˘}

}dfxphq ` αphq} . (11.746)

Vu que la fraction est du type βpfphqq
fphq avec limhÑ0 fphq “ 0, la fraction tend vers zéro lorsque

hÑ 0. En posant
γ1phq “ β

`
dfxphq ` αphq

˘
(11.747)

nous avons limhÑ0 γ1phq{}h} “ 0.
L’autre candidat à être un petit terme dans (11.743) est traité en utilisant le lemme 11.61 :

}dgfpxq
`
αphq˘} ď }dgfpxq}}αphq}. (11.748)

Donc
}dgfpxq

`
αphq˘}

}h} ď }dgfpxq}}αphq}}h} , (11.749)

ce qui nous permet de poser
γ2phq “ dgfpxq

`
αphq˘ (11.750)

avec γ2 qui a la même propriété que γ1. Avec tout cela, en posant γ “ γ1 ` γ2 nous récrivons

pg ˝ fqpx` hq “ g
`
fpxq˘` dgfpxq

`
dfxphq

˘` γphq (11.751)

avec limhÑ0
γphq
}h} “ 0. Tout cela pour dire que

lim
hÑ0

pg ˝ fqpx` hq ´ pg ˝ fqpxq ´ `
dgfpxq ˝ dfx

˘phq
}h} “ 0, (11.752)

ce qui signifie que
dpg ˝ fqx “ dgfpxq ˝ dfx. (11.753)

Nous avons donc montré que si f et g sont différentiables, alors g ˝ f est différentiable avec
différentielle donnée par (11.739).

Nous passons à la régularité. Nous supposons maintenant que f et g sont de classe Cr et nous
considérons l’application

φ : LpF,Gq ˆ LpE,F q Ñ LpE,Gq
pA,Bq ÞÑ A ˝B. (11.754)

Montrons que l’application φ est continue en montrant qu’elle est bornée 109. Pour cela nous écri-
vons la norme opérateur

}φ} “ sup
}pA,Bq}“1

}φpA,Bq} “ sup
}pA,Bq}“1

}A ˝B} ď sup
}pA,Bq}“1

}A}}B} ď 1. (11.755)

108. Ici nous utilisons l’hypothèse de norme finie pour la différentielle.
109. Proposition 11.62.
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Justifications : d’une part la norme opérateur est une norme algébrique 110, et d’autre part la
définition 7.219 de la norme sur un espace produit pour la dernière majoration. L’application φ
est donc continue et donc C8 par le lemme 11.259. Nous considérons également l’application

ψ : U Ñ LpF,Gq ˆ LpE,F q
x ÞÑ `

dgfpxq, dfx
˘
.

(11.756)

Vu que f et g sont C1, l’application ψ est continue. Ces deux applications φ et ψ sont choisies
pour avoir

pφ ˝ ψqpxq “ φ
`
dgfpxq, dfx

˘ “ dgfpxq ˝ dfx, (11.757)
c’est-à-dire φ ˝ ψ “ dpg ˝ fq. Les applications φ et ψ étant continues, l’application dpg ˝ fq est
continue, ce qui prouve que g ˝ f est C1.

Si f et g sont Cr alors dg P Cr´1 et dg˝f P Cr´1 où il ne faut pas se tromper : dg : F Ñ LpF,Gq
et f : U Ñ F ; la composée est dg ˝ f : x ÞÑ dgfpxq P LpF,Gq.

Pour la récurrence nous supposons que f, g P Cr´1 implique g ˝f P Cr´1 pour un certain r ě 2
(parce que nous venons de prouver cela avec r “ 1 et r “ 2). Soient f, g P Cr et montrons que
g ˝ f P Cr. Par la proposition 11.260 nous avons

ψ “ dg ˝ f ˆ df P Cr´1, (11.758)

et donc dpg ˝ fq “ φ ˝ ψ P Cr´1, ce qui signifie que g ˝ f P Cr.
PROPooRCZOooSgvpSE

Proposition 11.263 ([1]).
Soit une application f : E Ñ V de classe Cp. Soit une application linéaire φ : V ÑW . Alors φ ˝ f
est de classe Cp.

Démonstration. Toute la preuve est un grand jeu de cohérence des espaces en présence, alors soyez
attentifs et capable de dire précisément à quel espace appartient chacun de objets entrant en jeu.

Nous posons V0 “ V et Vk`1 “ LpE, Vkq. Idem pour les espaces Wk. Ensuite nous posons

φ1 : LpE, V q Ñ LpE,W q
α ÞÑ φ ˝ α. (11.759)

et
φk : LpE, Vk´1q Ñ LpE,Wk´1q

α ÞÑ φk´1 ˝ α.
(11.760)

Notez la cohérence : si a P E, αpaq P Vk´1 “ LpE, Vk´2q, et donc

pφk´1 ˝ αqpaq “ φk´1
`
αpaq˘. (11.761)

À droite nous avons φk´1
`
αpaq˘ P LpE,Wk´2q “ Vk´1.

De plus, φ est linéaire ; ça se prouve par récurrence en partant de φ1 et en se basant sur le fait
que φ est linéaire.

C’est parti pour une récurrence.
(1) Énoncé Nous allons prouver par récurrence que

dkpφ ˝ fq “ φk ˝ dkf. (11.762)

pour tout k ď p.
(2) Initialisation

D’abord, f est de classe Cp, donc différentiable et φ est linéaire donc différentiable. Donc
la composée est différentiable et le théorème 11.261 nous donne la différentiabilité de φ ˝ f
ainsi que la formule

dpφ ˝ fqapuq “ dφfpaq
`
dfapuq

˘ “ pφ ˝ dfaqpuq “ φ1pdfaqpuq. (11.763)

110. Lemme 11.61.
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Donc dpφ ˝ fqa “ φ1pdfaq, ce qui signifie

dpφ ˝ fq “ φ1 ˝ df. (11.764)

C’est bon pour k “ 1.
(3) Le pas de récurrence

Vu que f est de classe Cp, dkf est encore différentiable. Vu que φk est encore linéaire, nous
pouvons encore utiliser la règle de différentiation de fonctions composées sur l’application
φk ˝ dkf . Nous avons :

dk`1pφ ˝ fqapuq “ d
`
dkpφ ˝ fq˘

a
puq “ dpφk ˝ dkfqapuq. (11.765)

C’est le moment d’utiliser la formule de différentiation en chaine :

dk`1pφ ˝ fqapuq “
`pdφkqdkfa

˝ dk`1fa
˘puq. (11.766)

Mais φk étant linéaire, pdφkqdkfa
“ φk, donc

dk`1pφ ˝ fqapuq “ pφk ˝ dk`1faqpuq. (11.767)

Donc, en oubliant l’application au vecteur u,

dk`1pφ ˝ fqa “ φk ˝ dk`1fa “ φk`1
`
dk`1fa

˘ “ pφk`1 ˝ dk`1fqpaq. (11.768)

Nous avons donc bien
dk`1pφ ˝ fq “ φk`1 ˝ dk`1f. (11.769)

PROPooGJGVooWnbeAe

Proposition 11.264 ([1]).
Soient des espaces vectoriels E, V et W de dimension finie, et une fonction f : E Ñ V de classe
Cp. Si φ : V ÑW est linéaire, alors

φ ˝ f : E ÑW (11.770)
est de classe Cp.

Démonstration. En utilisant le théorème de différentiation de fonctions composées 11.261,

dpφ ˝ fqapuq “ dφfpaqdfapuq, (11.771)

et donc, parce que φ est linéaire,
dpφ ˝ fqa “ φ ˝ dfa. (11.772)

Nous pouvons exprimer cela de façon un peu différente en posant φ1 : LpE, V q Ñ LpE,W q,
φ1pαqpaq “ pφ ˝ αqpaq. (11.773)

Cela nous permet d’écrire φ ˝ dfa “ pφ1 ˝ dfqpaq et donc

dpφ ˝ fq “ φ1 ˝ df (11.774)EQooUJPWooTzgSJxEQooUJPWooTzgSJx

où φ1 est encore une application linéaire. Une récurrence semble possible. Nous posons V0 “ V et
W0 “W puis

Vk`1 “ LpE, Vkq (11.775a)
Wk`1 “ LpE,Wkq (11.775b)

et
φk : LpE, Vk´1q Ñ LpE,Wk´1q

g ÞÑ φk´1 ˝ g.
(11.776)

Avec tout cela, nous prétendons que dkpφ ˝ fq “ φk ˝ dkf avec φk linéaire.
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(1) φk est linéaire Soient α1, α2 P LpE, Vk´1q, ainsi que λ, µ P K. Nous avons, en utilisant la
linéarité de φk´1 :

φkpλα1 ` µα2qpaq “ φk´1
`pλα1 ` µα2qpaq

˘
(11.777a)

“ φk´1
`
λα1paq

˘` µφk´1
`
α2paq

˘
(11.777b)

“ λφkpα1qa` µφkpα2qa. (11.777c)

Donc φk est linéaire pour tout k.
(2) La relation La relation

dkpφ ˝ fq “ φk ˝ dkf (11.778)
se démontre par récurrence, chaque pas étant justifié de la même manière que (11.774).

PROPooLRRMooRzrTNE

Proposition 11.265 (Composition).
Soient trois espaces vectoriels normés E, V,W de dimension finie. Si les applications f : E Ñ V
et g : V ÑW sont de classe Cp, alors la composée g ˝ f : E ÑW est de classe Cp.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

11.13.13 Inverse
LemooTJSZooWkuSzv

Lemme 11.266.
Si f : U Ñ V est un difféomorphisme 111 alors pour tout a P U , l’application dfa est inversible et

pdfaq´1 “ pdf´1qfpaq. (11.779)

Démonstration. Il suffit d’apercevoir qu’en vertu de la règle de différentiation en chaine (11.739),

pdfaqpdf´1qfpaq “ dpf ˝ f´1qfpaq “ Id . (11.780)

PROPooNONAooCyAtce

Proposition 11.267.
Soient des ouverts A de Rp et B de Rm. Si il existe un difféomorphisme f : AÑ B, alors p “ m.

Démonstration. Vu que f est un difféomorphisme, le lemme 11.266 fait son travail : l’application
linéaire dfa : Rp Ñ Rm est inversible d’inverse df´1

fpaq : Rm Ñ Rp.
Or une application linéaire ne peut pas être bijective entre espaces de dimensions différentes

(finies). Donc p “ m.

11.13.14 Différentiation de produit

Si nous avons deux application f : E Ñ V et g : E Ñ W , alors nous voudrions considérer la
fonction

f b g : E Ñ V bW
a ÞÑ fpaq b gpaq. (11.781)

Le problème avec cette notation est que très souvent, les applications f et g sont des éléments
d’espaces vectoriels. Si par exemple f P LpE, V q et g P LpE,W q, nous avons f b g P LpE, V q b
LpE,W q. Dans le Frido nous ne nous permettons pas de dire calmement que LpE, V qbLpE,W q “
LpE, V bW q. Et je ne vous dit même pas à quel point il n’est pas évident, si f P C8pE, V q et
g P C8pE,W q que nous aurions f b g P C8pE, V q b C8pE,W q “ C8pE, V bW q.

Tout cela pour dire que nous n’allons pas nous lancer dans des abus de notations. Non. Au
lieu de cela, nous introduisons une notation. Pour rappel, dans tout le Frido, FunpA,Bq désigne
l’ensemble de toutes les application de A vers B sans suppositions de régularité. Pour les puristes,
nous précisions que si f P FunpA,Bq, nous supposons que f est définie sur tout A. hum . . .sauf
mention du contraire.
111. Définition 11.251
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DEFooMVNDooFWFtRn

Définition 11.268.
Si f P FunpE, V q et g P FunpE,W q, alors nous définissons

fb̃g : E Ñ V bW
a ÞÑ fpaq b gpaq. (11.782)

PROPooCRVXooEGxdZl

Proposition 11.269.
Soient des applications continues f : E Ñ V et g : E Ñ W entre espaces vectoriels de dimension
finies. Alors la fonction fb̃g : E Ñ V bW est continue.

Démonstration. Soient a P E ainsi qu’une suite xk Ñ a dans E. Nous voulons prouver que
fb̃gpxkq V bWÝÑ fpaq b gpaq. Nous avons :

}fpxkqbgpxkq´fpaqbgpaq} ď }fpxkqbgpxkq´fpxkqbgpaq}`}fpxkqbgpaq´fpaqbgpaq}. (11.783)EQooSNXUooXrYOeYEQooSNXUooXrYOeY

Ensuite en utilisant la classe d’équivalence (11.429b),

fpxkq b gpxkq ´ fpxkq b gpaq “ fpxkq b
`
gpxkq ´ gpaq

˘
, (11.784)

et en ce qui concerne les normes,

}fpxkq b gpxkq ´ fpxkq b gpaq} “ }fpxkq}}
`
gpxkq ´ gpaq

˘}. (11.785)

Mais par hypothèse, fpxkq Ñ fpaq et gpxkq Ñ gpaq. Donc le tout tend vers zéro lorsque k Ñ8.
Le même raisonnement fonctionne avec le second terme de (11.783).

Lorsque nous parlons de différentielle de produit de fonctions, nous voulons étudier la différen-
tiabilité de fb̃g sous l’hypothèse de différentiabilité de f et g. Et aussi, si f et g sont de classe Cp,
est-ce que fb̃g est également de classe Cp ?

Nous voudrions avoir une formule du type

dpfb̃gq “ dfb̃g ` fb̃dg, (11.786)

mais ça ne colle pas au niveau des espaces. En effet, en évaluant cela en a P E, nous avons à
gauche dpfb̃gqa P LpE, V b W q, tandis qu’à droite nous avons dfa b gpaq P LpE, V q b W et
fpaq b dga P V b LpE,W q.

Nous pourrions bien entendu dire que V bLpE,W q est isomorphe à LpE, V bW q et hop voilà,
on n’en parle plus. Ce serait passer sur deux points importants. D’abord est-ce que V b LpE,W q
est vraiment isomorphe à LpE, V bW q ? Et ensuite, l’isomorphisme implique une utilisation du
théorème 11.261 qui est tout sauf une trivialité.

Bref, fidèle au principe fridesque de ne pas cacher des difficultés techniques sous des abus de
notations, nous allons écrire les choses explicitement.

Lemme 11.270.
Si E, V et W sont de dimension finie, les applications

ψ : LpE, V q bW Ñ LpE, V bW q
f b w ÞÑ

´
u ÞÑ fpuq b w

¯ (11.787)EQooVWXRooCesUqHEQooVWXRooCesUqH

et
φ : V b LpE,W q Ñ LpE, V bW q

v b g ÞÑ `
a ÞÑ v b gpaq˘. (11.788)

sont des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Dans le meilleur des mondes, ces applications devraient être affublés d’indices V et W .
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Démonstration. Nous donnons des détails à propos de ψ. Pour φ c’est la même chose.
(1) Linéaire La formule (11.787) définit ψ en particulier sur une base de LpE, V q bW par

la proposition 11.166(1). Ce que signifie réellement la formule (11.787) est que ψ est ainsi
définie sur la base et est prolongée par continuité.

(2) Injective Si pour un f et un w fixé nous avons ψpf b wq “ 0, alors il y a deux cas : soit
w “ 0 soit w ‰ 0. Dans le premier cas, f b w “ 0, et dans le second cas, nous remarquons
que

0 “ ψpf b wqpaq “ fpaq b w (11.789)
pour tout a P E. Cela implique fpaq “ 0 pour tout a et donc f “ 0, ce qui signifie que
f b w “ 0.

(3) Bijective En utilisant la proposition 11.166 et le lemme 4.41(2), nous avons égalité des
dimensions entre LpE, V q bW et LpE, V bW q.
Une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de même dimension (finie) est
une bijection.

PROPooZOAFooRMeBgI

Proposition 11.271.
Soient des espaces vectoriels normés de dimension finie. Soient f : E Ñ V et g : E Ñ W des
fonctions de classe C1. Alors fb̃g : E Ñ V bW est de classe C1 nous avons les formules

dpfb̃gqapuq “ dfapuq b gpaq ` fpaq b dgapuq (11.790)EQooSUSCooBhZXFCEQooSUSCooBhZXFC

ainsi que
dpfb̃gq “ ψ ˝ pdfb̃gq ` φ ˝ pfb̃dgq. (11.791)EQooOCEEooUrsIDdEQooOCEEooUrsIDd

Démonstration. Nous commençons par prouver que fb̃g est différentiable en injectant le candidat
(11.790) dans la définition. Au numérateur nous avons :

pfb̃gqpa` hq ´ pfb̃gqpaq ´ dfaphq b gpaq ´ fpaq b dgaphq. (11.792)EQooOMXSooYsAiKhEQooOMXSooYsAiKh

Le lemme 11.256 assure qu’il existe une fonction α : E Ñ V telle que limhÑ0 αphq{}h} “ 0 et
fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` αphq. Même chose pour g. Nous avons donc

pfb̃gqpa` hq “ fpa` hq b gpa` hq “ `
fpaq ` dfaphq ` αphq

˘b `
gpaq ` dgaphq ` βphq

˘
(11.793)

qui se développe en 9 termes. En effectuant les différences dans (11.792), nous nous retrouvons
avec un numérateur qui vaut

fpaqbβphq`dfaphqbdgaphq`dfaphqbβphq`αphqbgpaq`αphqbdgaphq`αphqbβphq. (11.794)

Nous pouvons prouver terme à terme qu’en divisant par }h} nous avons une limite qui vaut zéro.
Par exemple,

lim
hÑ0

fpaq b βphq
}h} (11.795)

se calcule en prenant la norme du numérateur et en utilisant le lemme 11.221 :

}fpaq b βphq}
}h} “ }fpaq}}βphq}}h} Ñ 0. (11.796)

Tous les termes contenant αphq ou βphq se traitent de la même manière. Le dernier terme à traiter
est

lim
hÑ0

dfaphq b dgaphq
}h} . (11.797)

En prenant la norme du numérateur, en utilisant encore le lemme 11.221 et en utilisant le lemme
11.59, nous avons

}dfaphq b dgaphq} “ }dfaphq}}dgaphq} ď }dfa}}dga}}h}2, (11.798)
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donc
lim
hÑ0

dfaphq b dgaphq
}h} “ 0. (11.799)

Notons que l’utilisation du lemme 11.59 requière que dfa soit continue, ce qui n’est pas évident
en dimension infinie : une application linéaire n’est pas spécialement continue. C’est donc ici que
nous utilisons le fait que E, V et W sont de dimension finie 112.

Ceci prouve que fb̃g est différentiable et nous donne la formule (11.790) pour appliquer sa
différentielle à un élément de E. La formule (11.791) est un corolaire : elle se vérifie en l’appliquant
à a puis à u.

Pour terminer nous devons prouver que dpfb̃gq est continue. Vu que f et g sont de classe C1,
les applications f , g, df et dg sont continues. Les applications ψ et φ sont également continues
parce que linéaires sur des espaces de dimension finie. La proposition 11.269 appliquée à df et g
montre que dfb̃g est continue. La composition avec ψ qui est linéaire conserve la continuité.

Donc le membre de droite de (11.791) est continu et fb̃g a une différentielle continue. Elle est
donc de classe C1.

Il est temps de démontrer le truc difficile, à savoir que si f et g sont de classe Cp, alors fb̃g
est également de classe Cp.

PROPooAWZFooMlhoCN

Proposition 11.272.
Nous appelons Pk la propriété suivante :

Pour tout espaces vectoriels normés E, V , W de dimension finies et pour toutes appli-
cations f : E Ñ V et g : E ÑW de classe Ck, la fonction fb̃g est de classe Ck.

ITEMooDQRYooAEdxrW

(1) La propriété Pk est vraie pour tout k.
ITEMooUUIFooGDyTMM

(2) Si f : E Ñ V et g : E ÑW sont de classe Cp, alors fb̃g : E Ñ V bW est de classe Cp.

Démonstration. Il est compliqué de prouver le point (2) directement par récurrence pour des f , g,
E, V et W fixés. La raison de cette difficulté est que les espaces en jeu dans les différentielles de
f et g aux différents ordres sont tous différents. Il faut donc, pour chaque ordre de différentielle,
repartir sur de tout nouveaux espaces vectoriels. C’est pour cela que nous incluons « pour tout
espaces vectoriels » dans la propriété de récurrence.

Bref, une fois que (1) sera démontrée, le point (2) sera immédiat.

(1) Pour k “ 0 Pour k “ 0. Nous supposons que f et g sont de classe C0, c’est-à-dire continues.
La proposition 11.269 montre alors que fb̃g est continue, c’est-à-dire de classe C0.

(2) Pour k “ 1 Bien que ce ne soit pas tout à fait nécessaire, nous prouvons que P1 est égale-
ment vraie avant de passer à la récurrence. Si f et g sont de classe C1, alors la proposition
11.271 s’applique : fb̃g est de classe C1.

(3) Pour k ` 1 Nous faisons la récurrence en supposant que Pk est vraie, et en prouvant que
Pk`1 est vraie. Nous considérons des applications f : E Ñ V et g : E Ñ W de classe Ck`1.
La proposition 11.271 dit que fb̃g est de classe C1 et que

dpfb̃gq “ ψ ˝ pdfb̃gq ` φ ˝ pfb̃dgq. (11.800)

À droite, df et g sont de classe Ck parce que f et g sont de classe Ck`1. Donc dfb̃g est de
classe Ck par l’hypothèse de récurrence appliquée aux espaces LpE, V q et W . La proposition
11.263 nous assure alors que ψ ˝ pdfb̃gq est de classe Ck également.
Nous avons prouvé que dpfb̃gq est de classe Ck, donc fb̃g est de classe Ck`1. Cela nous fait
la récurrence.

112. Il y a surement moyen de paufiner, et d’affaiblir cette hypothèse, mais je ne me lance pas là-dedans.
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11.13.15 Formule des accroissements finis
PropDQLhSoy

Proposition 11.273.
Soient a ă b dans R et deux fonctions

f : ra, bs Ñ E (11.801a)
g : ra, bs Ñ R (11.801b)

continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br. Si pour tout t P sa, br nous avons }f 1ptq} ď g1ptq alors

}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq. (11.802)

Démonstration. Soit ϵ ą 0 et la fonction

φϵ : ra, bs Ñ R

t ÞÑ }fptq ´ fpaq} ´ gptq ´ ϵt. (11.803)

Cela est une fonction continue réelle à variable réelle. En particulier pour tout u P sa, br la fonction
φϵ est continue sur le compact ru, bs et donc y atteint son minimum en un certain point c P ru, bs ;
c’est le bon vieux théorème de Weierstrass 7.141. Nous commençons par montrer que pour tout u,
ledit minimum ne peut être que b. Pour cela nous allons montrer que si t P ru, br, alors φϵpsq ă φϵptq
pour un certain s ą t. Par continuité si s est proche de t nous avons

››››
fpsq ´ fptq

s´ t
››››´

ϵ

2 ă }f
1ptq} ă g1ptq ` ϵ

2 “
gpsq ´ gptq
s´ t ` ϵ

2 . (11.804)

Ces inégalités proviennent de la limite

lim
sÑt

fpsq ´ fptq
s´ t “ f 1ptq, (11.805)

donc si s et t sont proches, ››››
fpsq ´ fptq

s´ t ´ f 1ptq
›››› (11.806)

est petit. Si s ą t nous pouvons oublier des valeurs absolues et transformer l’inégalité en

}fpsq ´ fptq} ă gpsq ´ gptq ` ϵps´ tq. (11.807)

Utilisant cela et l’inégalité triangulaire,

φϵpsq ď }fpsq ´ fptq} ` }fptq ´ fpaq} ´ gpsq ´ ϵs (11.808a)
ď gpsq ´ gptq ` ϵs´ ϵt` }fptq ´ fpaq} ´ gpsq ´ ϵs (11.808b)
“ φϵptq. (11.808c)

Donc nous avons bien φϵpsq ă φϵptq avec l’inégalité stricte. Par conséquent pour tout u P sa, br
nous avons φϵpbq ă φϵpuq et en prenant la limite uÑ a nous avons

φϵpbq ď φϵpaq. (11.809)

Cette inégalité donne immédiatement

}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq ` ϵpb´ aq (11.810)

pour tout ϵ ą 0 et donc
}fpbq ´ fpaq} ď gpbq ´ gpaq. (11.811)
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ThoNAKKght

Théorème 11.274 (Théorème des accroissements finis).
Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et une application différentiable
f : U Ñ F . Pour tout segment ra, bs Ă U nous avons

}fpbq ´ fpaq} ď
˜

sup
xPra,bs

}dfx}
¸
}b´ a}. (11.812)

Démonstration. Nous prenons les applications

k : r0, 1s Ñ E

t ÞÑ f
`p1´ tqa` tb˘ (11.813)

et
g : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ t sup
xPra,bs

}dfx}}b´ a}. (11.814)

Pour tout t nous avons g1ptq “ M}b ´ a} où il n’est besoin de dire ce qu’est M . D’un autre côté
nous avons aussi

k1ptq “ lim
ϵÑ0

f
`p1´ t´ ϵqa` pt` ϵqb˘´ f`p1´ tqa` tb˘

ϵ

“ d

dϵ

”
f
`p1´ tqa` tb` ϵpb´ aq˘

ı
ϵ“0

“ dfp1´tqa`tbpb´ aq

(11.815)

où nous avons utilisé l’hypothèse de différentiabilité de f sur ra, bs et donc en p1´ tqa` tb. Nous
avons donc

}k1ptq} ď }b´ a}}dfp1´tqa`tb} ďM}b´ a} “ g1ptq (11.816)

La proposition 11.273 est donc utilisable et

}kp1q ´ kp0q} ď gp1q ´ gp0q, (11.817)

c’est-à-dire
}fpbq ´ fpaq} ďM}b´ a} (11.818)

comme il se doit.
ProFSjmBAt

Proposition 11.275.
Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et une application f : U Ñ F .
Soient a, b P U tels que ra, bs Ă U . Nous posons u “ pb ´ aq{}b ´ a} et nous supposons que pour
tout x P ra, bs, la dérivée directionnelle

Bf
Bu pxq “

d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

(11.819)

existe. Nous supposons de plus que Bf
Bupxq est continue en x “ a. Alors

}fpbq ´ fpaq} ď
˜

sup
xPra,bs

}BfBu pxq}
¸
}b´ a}. (11.820)

Démonstration. Nous posons évidemment

M “ sup
xPra,bs

}BfBu pxq} (11.821)
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et nous considérons les fonctions
kptq “ f

`p1´ tqa` tb˘ (11.822)

et
gptq “ tM}b´ a}. (11.823)

Pour alléger les notations nous posons x “ p1´ tqa` tb et nous calculons avec un petit changement
de variables dans la limite :

k1ptq “ d

dϵ

”
f
`
x` ϵpb´ aq˘

ı
ϵ“0

“ }b´ a} d
dϵ

”
f
`
x` ϵ

}b´ a}pb´ aq
˘ı
ϵ“0

“ }b´ a}BfBu pxq, (11.824)

et donc encore une fois nous avons
}k1ptq} ď g1ptq, (11.825)

ce qui donne
}kp1q ´ kp0q} “ gp1q ´ gp0q, (11.826)

c’est-à-dire

}fpbq ´ fpaq} ď sup
xPra,bs

}BfBu pxq}}b´ a}. (11.827)

ThoOYwdeVt

Théorème 11.276.
Soient E, V deux espaces vectoriels normés, une application f : E Ñ V , un point a P E tel que
pour tout u P E, la dérivée

d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

(11.828)

existe pour tout x P Bpa, rq et est continue (par rapport à x) en x “ a. Nous supposons de plus
que

Bf
Bu paq “ 0 (11.829)

pour tout u P E. Alors f est différentiable en a et

dfa “ 0 (11.830)

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Pourvu que }h} soit assez petit pour que a ` h P Bpa, rq, la proposi-
tion 11.275 nous donne

}fpa` hq ´ fpaq} ď sup
xPra,a`hs

}BfBu pxq}|h| (11.831)

où u “ h{}h}. Par continuité de Bufpxq en x “ a et par le fait que cela vaut 0 en x “ a, il existe
un δ ą 0 tel que si }h} ă δ alors

}BfBu pa` hq} ď ϵ. (11.832)

Pour de tels h nous avons
}fpa` hq ´ fpaq} ď ϵ}h}, (11.833)

ce qui prouve que l’application linéaire T puq “ 0 convient parfaitement pour faire fonctionner la
définition 11.230.



11.13. CALCUL DIFFÉRENTIEL DANS UN ESPACE VECTORIEL NORMÉ 957

11.13.16 Applications multilinéaires

Nous avons déjà parlé d’applications multilinéaires dans la définition 9.1.
LemFRdNDCd

Lemme 11.277 (Leibniz pour les formes bilinéaires[354]).
Si B : E ˆ F Ñ G est bilinéaire et continue, elle est C8 et

dBpx,yqpu, vq “ Bpx, vq `Bpu, yq. (11.834)EqXYJgDBtEqXYJgDBt

Démonstration. D’abord le membre de droite de (11.834) est une application linéaire et continue,
donc c’est un bon candidat à être différentielle. Nous allons prouver que ça l’est, ce qui prouvera la
différentiabilité de B. Avec ce candidat, le numérateur de la définition (11.230) s’écrit dans notre
cas

B
`px, yq ` pu, vq˘´Bpx, yq ´Bpx, vq ´Bpu, yq “ Bpu, vq. (11.835)

Il reste à voir que
lim

pu,vqÑp0,0q
Bpu, vq
}pu, vq} “ 0 (11.836)

Par l’équation (11.210) nous avons
}Bpu, vq}
}pu, vq} ď }B}}u}}v}}u} “ }B}}v} (11.837)

parce que }pu, vq} ě }u}. À partir de là il est maintenant clair que

lim
pu,vqÑp0,0q

}Bpu, vq}
}pu, vq} “ 0, (11.838)

ce qu’il fallait.

Proposition 11.278 (Règle de Leibniz[354]).
Soient E,F1, F2 des espaces vectoriels normés, U ouvert dans E et des applications de classe Cr
(r ě 1)

f1 : U Ñ F1 (11.839a)
f2 : U Ñ F2 (11.839b)

(11.839c)

et B P LpF1 ˆ F2, Gq. Alors l’application
φ : U Ñ G

x ÞÑ B
`
f1pxq, f2pxq

˘ (11.840)

est de classe Cr et
dφxpuq “ φ

`pdf1qxpuq, f2pxq
˘` φ`f1pxq, pdf2qxpuq

˘
. (11.841)EqMNGBXWcEqMNGBXWc

Démonstration. Par hypothèse B est continue (c’est la définition de l’espace L), et donc C8 par
le lemme 11.277. Par ailleurs la fonction f1ˆ f2 est de classe Cr parce que f1 et f2 le sont et parce
que la proposition 11.260 le dit. L’application composée B ˝ pf1ˆ f2q est donc également de classe
Cr par le théorème 11.262.

Il ne nous reste donc qu’à prouver la formule 11.841. En utilisant la différentielle du produit
cartésien 113 nous avons

f
`
B ˝ pf1 ˆ f2q

˘
x
phq “ dBpf1ˆf2qpxq

`pdf1qxphq, pdf2qxphq
˘
. (11.842)

Nous développons cela en utilisant le lemme 11.277 :

d
`
B ˝ pf1 ˆ f2q

˘
x
phq “ dB`

f1pxq,f2pxq
˘`pdf1qxphq, pdf2qxphq

˘
(11.843a)

“ B
`
f1pxq, pdf2qxphq

˘`B`pdf1qxphq, f2pxq
˘
, (11.843b)

comme souhaité.
113. Proposition 11.260.
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11.13.17 Différentielle partielle
VJM_CtSKT

Définition 11.279 (Différentielle partielle).
Soient E, F et G des espaces vectoriels normés et une fonction f : E ˆ F Ñ G. Nous définissons
sa différentielle partielle sur l’espace E par

d1fpx0,y0q : E Ñ G

u ÞÑ d

dt

”
fpx0 ` tu, y0q

ı
t“0

.
(11.844)

La différentielle d2 se définit de la même façon.
PropLDN_nHWDF

Proposition 11.280 ([354]).
Soient E1, E2 et F des espaces vectoriels normés, soit un ouvert U Ă E1 ˆ E2 et une fonction
f : U Ñ F . ItemRDD_oPmXVi

(1) Si f est différentiable alors les différentielles partielles existent et

d1fpx0,y0qpuq “ dfpx0,y0qpu, 0q (11.845a)
d2fpx0,y0qpvq “ dfpx0,y0qp0, vq (11.845b)

où u P E1 et v P E2.
(2) Si f est différentiable alors

dfpx0,y0qpu, vq “ d1fpx0,y0qpuq ` d2fpx0,y0qpvq. (11.846)

Démonstration. Nous posons α “ px0, y0q P U et

jp1q
α : E1 Ñ E1 ˆ E2

x ÞÑ px, y0q.
(11.847)

C’est une fonction de classe C8 et

pdjp1q
α qx0puq “

d

dt

”
jp1q
α px0 ` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
px0 ` tu, y0q

ı
t“0

“ pu, 0q. (11.848)

D’autre part

pd1fqαpuq “ d

dt

”
fpx0 ` tu, y0q

ı
t“0

(11.849a)

“ d

dt

”
pf ˝ jp1q

α qpx0 ` tuq
ı
t“0

(11.849b)

“ `
dpf ˝ jp1q

α q
˘
x0
puq. (11.849c)

À ce moment nous utilisons la règle des différentielles composées 11.262 pour dire que

pd1fqαpuq “ df
j

p1q
α px0q ˝ pdjp1q

α qx0puq “ dfαpu, 0q. (11.850)

Voilà qui prouve déjà le point (1).
Pour la suite nous considérons les fonctions

P1px, yq “ x, J1puq “ pu, 0q,
P2px, yq “ y, J2pvq “ p0, vq (11.851)

et nous avons l’égalité évidente
J1 ˝ P1 ` J2 ˝ P2 “ 1 (11.852)

sur E1 ˆ E2. En appliquant dfα à cette dernière égalité, en appliquant à pu, vq et en utilisant la
linéarité de dfα nous trouvons

dfαpu, vq “ dfα
`pJ1 ˝ P1qpu, vq

˘` dfα
`pJ2 ˝ P2qpu, vq

˘
(11.853a)

“ dfαpu, 0q ` dfαp0, vq (11.853b)
“ pd1fqαpuq ` pd2fqαpvq (11.853c)

où nous avons utilisé le point (1) pour la dernière égalité.
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11.13.18 L’inverse, sa différentielle

Si E est un espace de Banach, nous sommes intéressés à l’espace GLpEq des endomorphismes
inversibles de E sur E. Cet ensemble est métrique par la formule usuelle

}T } “ sup
}x}“1

}T pxq}E . (11.854)

PropQAjqUNp

Proposition 11.281 (Thème 41).
Soit E un espace de Banach (espace vectoriel normé complet). Si A est un endomorphisme de E
satisfaisant }A} ă 1 pour la norme opérateur, alors p1´Aq est inversible et son inverse est donné
par

p1´Aq´1 “
8ÿ

k“0
Ak. (11.855)

Démonstration. Étant donné que la norme opérateur est une norme algébrique (lemme 11.61),
nous avons }Ak} ď }A}k. Par conséquent la série }Ak} est majorée par la série géométrique qui
converge 114. Par conséquent

ř
k A

k est une série absolument convergente et donc convergente par
la proposition 11.85 et le fait que LpEq est complet (proposition 11.88).

Montrons à présent que la somme est l’inverse de 1´ A en utilisant le produit terme à terme
autorisé par la proposition 11.94 :

nÿ

k“0
Akp1´Aq “

nÿ

k“0
pAk ´Ak`1q “ 1´An`1. (11.856)

Par conséquent

}1´
nÿ

k“0
Akp1´Aq} “ }An`1} ď }A}n`1 Ñ 0. (11.857)

ThoCINVBTJ

Théorème 11.282 (Inverse dans GLpEq[355, 354]).
Soient E et F des espaces vectoriels normés.

(1) L’ensemble GLpEq est ouvert dans EndpEq.
(2) L’application inverse

i : GLpE,F q Ñ GLpF,Eq
u ÞÑ u´1 (11.858)

est de classe C8 et
diu0phq “ ´u´1

0 ˝ h ˝ u´1
0 (11.859)

pour tout h P EndpEq

Démonstration. Nous supposons que GLpE,F q n’est pas vide, sinon ce n’est pas du jeu.
(1) Cas de dimension finie

Si la dimension de E et F est finie, elles doivent être égales, sinon il n’y a pas de fonctions
inversibles E Ñ F . L’ensemble GLpE,F q est donc naturellement GLpn,Rq. Un élément de
Mpn,Rq est dans GLpn,Rq si et seulement si son déterminant est non nul. Le déterminant
étant une fonction continue (polynomiale) en les entrées de la matrice, l’ensemble GLpn,Rq
est ouvert dans Mpn,Rq.
Même idée pour la régularité de la fonction i : GLpn,Rq Ñ GLpn,Rq, X ÞÑ X´1. Les entrées
de X´1 sont les cofacteurs de X divisé par detpXq, et donc des polynômes en les entrées de
X divisés par un polynôme qui ne s’annule pas sur GLpn,Rq, et donc sur un ouvert autour
de X et de X´1. Bref, tout est C8.
Le reste de la preuve parle de la dimension infinie.

114. Proposition 11.122.
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(2) Ouvert autour de l’identité
Nous commençons par prouver que Bp1, 1q Ă GLpEq. Pour cela il suffit de remarquer que si
}u} ă 1 alors le lemme 11.281 nous donne un inverse de p1`uq en la personne de

ř8
k“0p´uqk.

(3) Ouvert en général
Soit maintenant u0 P GLpEq. Si }u} ă 1

}u´1
0 } alors }u´1

0 u} ă 1, ce qui signifie que

1` u´1
0 u (11.860)

est inversible. Mais u0 ` u “ u0p1` u´1
0 uq, donc u0 ` u P GLpEq ce qui signifie que

B

ˆ
u0,

1
}u´1

0 }
˙
Ă GLpEq. (11.861)

(4) Différentielle en l’identité
Nous commençons par prouver que di1puq “ ´u. Pour cela nous posons

αphq “
8ÿ

k“2
p´1qkhk (11.862)

et nous calculons

di1puq “ d

dt

”
ip1` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
1´ tu` αptuq

ı
t“0

. (11.863)

Il suffit de prouver que d
dt

”
αptuq

ı
t“0

“ 0 pour conclure que di1puq “ ´u. Pour cela, nous
remarquons que αp0q “ 0 et donc que

d

dt

”
αptuq

ı
t“0

“ lim
tÑ0

αptuq ´ αp0q
t

(11.864a)

“ lim
tÑ0

8ÿ

k“2
p´1qk ptuq

k

t
(11.864b)

“ ´ lim
tÑ0

u
8ÿ

k“1
p´1qktkuk. (11.864c)

La norme de ce qui est dans la limite est majorée par

}u}
8ÿ

k“1
}tu}k “ }u}

ˆ
1

1´ }tu} ´ 1
˙
, (11.865)

et cela tend vers zéro lorsque tÑ 8. Nous avons utilisé la somme 11.317 de la série géomé-
trique. Nous avons bien prouvé que di1puq “ ´u.

(5) Différentielle en général Soit maintenant u0 P GLpEq et h P EndpEq tel que u0 ` h P
GLpEq ; par le premier point, il suffit de prendre }h} suffisamment petit. Vu que u0 ` h “
u0p1` u´1

0 hq nous avons
pu0 ` hq´1 “ p1` u´1

0 hq´1u´1
0 . (11.866)

Nous pouvons donc calculer

pu0 ` hq´1 “ `
1´ u´1

0 h` αpu´1
0 hq˘u´1

0 “ u´1
0 ´ u´1

0 hu´1
0 ` αpu´1

0 hqu´1
0 , (11.867)

et ensuite

diu0phq “
d

dt

”
ipu0 ` thq

ı
t“0

“ d

dt

”
u´1

0 ´ tu´1
0 hu´1

0 ` αptu´1
0 hqu´1

0

ı
t“0

, (11.868)

mais nous avons déjà vu que
d

dt

”
αpthq

ı
t“0

“ 0, (11.869)

donc
diu0phq “ ´u´1

0 hu´1
0 (11.870)

Cela donne la différentielle de l’application inverse.
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(6) Continuité de l’inverse
L’application i est continue parce que différentiable.

(7) L’inverse est C8

Nous allons écrire la fonction inverse comme une composée. Soient les applications

B : LpF,Eq ˆ LpF,Eq Ñ L
`
LpE,F q, LpF,Eq˘

Bpψ1, ψ2qpAq “ ´ψ1 ˝A ˝ ψ2
(11.871)

et
∆: LpF,Eq Ñ LpF,Eq ˆ LpF,Eq

φ ÞÑ pφ,φq (11.872)

Nous avons alors
di “ B ˝∆ ˝ i. (11.873)

L’application ∆ est de classe C8. Nous devons voir que B l’est aussi. Pour le voir nous
commençons par prouver qu’elle est bornée :

}B} “ sup
}ψ1},}ψ2}“1

}Bpψ1, ψ2q}L`LpE,F q,LpF,Eq
˘

“ sup
}ψ1},}ψ2}“1

sup
}A}“1

}ψ1 ˝A ˝ ψ2}LpF,Eq

ď sup
}ψ1},}ψ2}“1

sup
}A}“1

}ψ1}}A}}ψ2}

ď 1.

(11.874)

Donc B est bien bornée et par conséquent continue. Une application bilinéaire continue est
C8 par le lemme 11.277. La décomposition di “ B ˝∆ ˝ i nous donne donc que i P C8 dès
que i est continue, ce que nous avions déjà montré.

11.14 Exponentielle de matrice
secAOnIwQMPropPEDSooAvSXmY

Proposition 11.283.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et A P EndpV q. La série

exppAq “ 1`A` A2

2! `
A3

3! ` . . . “
8ÿ

k“0

Ak

k! . (11.875)

converge normalement 115 dans
`

EndpV q, }.}op
˘
. L’exponentielle de la matrice A est cette ma-

trice.

Démonstration. Vu que la norme opérateur est une norme d’algèbre par le lemme 11.61, nous
avons pour tout k la majoration }Ak} ď }A}k. Nous avons donc

8ÿ

k“0

}Ak}
k! ď

ÿ

k

}A}k
k! . (11.876)

La dernière somme converge en vertu de la convergence de la série exponentielle donnée en le
lemme 11.124.

Étant donné que c’est une limite, il y a une question de convergence et donc de topologie. C’est
pour cela que nous ne pouvions pas introduire l’exponentielle de matrice avant d’avoir introduit la
norme des matrices. La convergence de la série pour toute matrice sera prouvée au passage dans
la proposition 11.284.

La fonction exponentielle x ÞÑ ex n’est pas un polynôme en x, mais nous avons le résultat
marrant suivant.
115. Convergence normale, définition 11.82.
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PropFMqsIE

Proposition 11.284.
Si u est un endomorphisme, alors exppuq est un polynôme en u 116.

Démonstration. Nous considérons l’application

φu : KrXs Ñ EndpEq
P ÞÑ P puq (11.877)

Étant donné que l’image de φu est un fermé dans EndpEq, il suffit de montrer que la série
8ÿ

k“0

φupXqk
k! (11.878)

converge dans EndpEq pour qu’elle converge dans Imagepφuq. Pour ce faire nous nous rappelons
de la norme opérateur 117 et de la propriété fondamentale }Ak} ď }A}k. En notant A “ φupXq,

›››››
mÿ

k“n

Ak

k!

››››› ď
mÿ

k“n

}Ak}
k! ď

mÿ

k“n

}A}k
k! , (11.879)

ce qui est une morceau du développement de e}A}. La limite nÑ8 est donc zéro par la convergence
de l’exponentielle réelle. La suite des sommes partielles de eA est donc de Cauchy. La série converge
donc parce que nous sommes dans un espace vectoriel réel de dimension finie (EndpEq).
11.285.
Pourquoi exppuq est-il un polynôme d’endomorphisme alors que exp n’est pas un polynôme ?
Lorsque nous disons que la fonction x ÞÑ exppxq n’est pas un polynôme, nous sommes en train de
localiser la fonction exp à l’intérieur de l’espace de toutes les fonctions RÑ R, c’est-à-dire à l’inté-
rieur d’un espace de dimension infinie. Au contraire lorsqu’on parle de exppuq et qu’on le compare
aux endomorphismes P puq, nous sommes en train de repérer exppuq à l’intérieur de l’espace des
matrices qui est de dimension finie. Il n’est donc pas étonnant que l’on parvienne moins à faire la
distinction.

Si par contre nous considérons exp en tant qu’application exp: EndpEq Ñ EndpEq, ce n’est
pas un polynôme.

Si u et v sont des endomorphismes, nous aurons des polynômes P et Q tels que eu “ P puq
et ev “ Qpvq ; mais nous n’aurons en général évidemment pas P “ Q. En cela, exp n’est pas un
polynôme.

11.15 Espace dual
SECooKOJNooQVawFY

Définition 11.286.
Soit un espace vectoriel normé pV, }.}q sur le corps C ou R (que nous nommons K). Son dual
topologique, noté V 1 est l’ensemble des applications linéaires continues V Ñ K.

11.15.1 Topologies

Il est possible de mettre sur V 1 (au moins) deux topologies distinctes. La première est la
topologie de la norme opérateur ; rien de nouveau pour elle. La seconde est la topologie ˚-faible
dont nous avons déjà un peu parlé dans la définition 7.346.

En termes de notations, nous allons noter les seminormes de la topologie faible par

pxpφq “ |φpxq| (11.880)

pour x P V et φ P V 1. À droite, les barres dénotent soit la valeur absolue (si K “ R), soit le
module (si K “ C).
116. Nan, mais j’te jure : exp n’est pas un polynôme, mais exppuq est un polynôme de u.
117. Définition 11.51.



11.15. ESPACE DUAL 963

LEMooFMAUooQBIeTh

Lemme 11.287.
Soit φ P V 1 et x P V . Alors

pxpφq ď }x}}φ}. (11.881)

Si φ0 P V 1, si r ą 0 et si x P V nous avons aussi :

Bpφ0, rq Ă Bxpφ0, }x}rq. (11.882)

Démonstration. En posant x1 “ x{}x}, le vecteur x1 est de norme 1 et nous avons

pxpφq “ |φpxq| “ }x}|φpx1q| ď }x}}φ}. (11.883)

En ce qui concerne la seconde affirmation, si φ P Bpφ0, rq alors en notant x1 “ x{}x} nous
avons :

pxpφ0 ´ φq “ |φ0pxq ´ φpxq| “ |pφ0 ´ φqpxq| ď }x}}φ0 ´ φ} ď r}x}. (11.884)

Donc φ P Bx
`
φ0, r}x}

˘
.

PROPooMINIooGCWsPR

Proposition 11.288.
Si une suitepφkq dans V 1 vérifie

φk
}.}ÝÑ φ (11.885)

alors elle vérifie aussi
φk Ý̊Ñ φ. (11.886)

Démonstration. Soit une suite pφkq dans V 1, convergente vers φ pour la topologie de la norme.
Soit x P V , et x1 “ x{}x}. Nous avons

pxpφk ´ φq “ }x}|φkpx1q ´ φpxq| ď }x}}φk ´ φ} Ñ 0. (11.887)

LEMooEAVEooAFveHn

Lemme 11.289.
La translation dans V 1 est une opération continue pour la topologie de la norme opérateur et pour
celle de la topologie ˚.
Démonstration. Soit une suite φk tendant vers 0 ; nous devons prouver que τσpφkq Ñ τσp0q “ σ.
Et ce, pour chacune des deux topologies.

(1) Norme opérateur

L’hypothèse φk
}.}ÝÑ 0 signifie que }φk} Ñ 0, c’est-à-dire que

sup
}v}“1

|φkpvq| Ñ 0. (11.888)

Nous avons alors

}τσpφkq ´ σ} “ sup
}v}“1

|τσpφkqv ´ σpvq| “ sup
}v}“1

|φkpvq| Ñ 0. (11.889)

Donc d’accord pour τσpφq Ñ σ.
(2) Topologie ˚

Nous supposons maintenant que φk Ý̊Ñ 0. Pour tout v P V nous avons

pv
`
τσpφkq ´ σ

˘ “ ˇ̌
τσpφkqv ´ σpvq

ˇ̌ “ |φkpvq| “ pvpφkq. (11.890)

Mais par hypothèse, pvpφkq Ñ 0.
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Pour la suite, nous allons préfixer par N les concepts liés à la topologie de V 1 associée à la
norme opérateur et par ˚, les concepts de la topologie ˚.

PROPooFGXAooFRWweD

Proposition 11.290.
Soit un espace vectoriel normé V . Un ˚-ouvert est toujours un N -ouvert.

Démonstration. Soit un ˚-ouvert O de V 1. Il existe donc x P V et r ą 0 tels que Bxpφ, rq Ă O.
Nous avons alors, en utilisant le lemme 11.287,

Bpφ, r}x}q Ă Bxpφ, rq Ă O. (11.891)

Donc O est un N -ouvert.

Corolaire 11.291.
Soit un espace topologique X. Si f : pV 1, ˚q Ñ X est continue, alors f : pV 1, }.}q Ñ X est continue.

Démonstration. Soit un ouvert O de X. Vu que f est ˚-continue, la partie f´1pOq est un ˚-ouvert
de V 1. Il est onc un N -ouvert de V 1 par la proposition 11.290.

11.15.2 Module de continuité
DEFooYARJooYyzMMP

Définition 11.292.
Soient deux espaces topologiques normés X et Y , ainsi qu’une application f : X Ñ Y . Le module
de continuité de f est la fonction

ωf : R` Ñ R` Y t8u
h ÞÑ sup

x,yPX
dX px,yqăh

dY
`
fpxq, fpyq˘. (11.892)

Écrite de façon plus compacte,

ωf phq “ sup
|x´y|ăh

}fpxq ´ fpyq}. (11.893)EQooKWUVooSORHXNEQooKWUVooSORHXN

Nous définissons aussi ωf phq “ 0 pour h ď 0 parce que le lemme 11.294 fera grand cas de la
continuité en zéro du module de continuité.

Notons que le module de continuité est une fonction croissante.
LemLUbgYeo

Lemme 11.293.
Soit f P C0`r0, 1s,C˘ et ω son module de continuité. Si λ et h sont strictement positifs avec
λh P r0, 1s alors

ωpλhq ď pλ` 1qωphq. (11.894)

Démonstration. La fonction ω est croissante, et pour h, k ą 0 nous avons ωph` kq ď ωphq `ωpkq.
Par récurrence pour tout k P N nous avons

ωpkhq ď kωphq. (11.895)

En écrivant cela pour k “ rλs, nous avons

ωpλhq ď ωpkhq ď kωphq ď pλ` 1qωphq. (11.896)
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LemeERapq

Lemme 11.294.
Une fonction f : X Ñ Y est uniformément continue 118 si et seulement si son module de continuité
vérifie

lim
hÑ0

ωf phq “ 0. (11.897)

Autrement dit, si et seulement si sont module de continuité est continu en zéro. 119.

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est uniformément continue. Soit ϵ ą 0. Par
uniforme continuité, il existe δ ą 0 tel que d

`
fpxq, fpyq˘ ď ϵ dès que dpx, yq ď δ. Si h P Bp0, δq,

alors
ωf phq ď ωf pδq “ sup

x,yPX
dpx,yqďδ

d
`
fpxq, fpyq˘ ď ϵ. (11.898)

Cela prouve que limhÑ0 ωf phq “ 0.
Dans l’autre sens, si ϵ ą 0 est fixé, il suffit de prendre δ tel que ωf phq ď ϵ pour tout h ď δ pour

faire fonctionner la définition de l’uniforme continuité.
LEMooKPPSooPIncvn

Lemme 11.295 ([356]).
Soient des espaces métriques E et E1 et une suite de fonctions pfiqiě0 qui converge uniformément
vers f . Alors pour chaque δ ą 0 nous avons

lim sup
iÑ8

ωfi
pδq ď ωf pδq. (11.899)

Démonstration. Soient δ ą 0 ainsi que x, y P E tels que dpx, yq ď δ. Pour chaque i nous avons

|fipxq ´ fipyq| ď |fipxq ´ fpxq| ` |fpxq ´ fpyq| ` |fpyq ´ fipyq| (11.900a)
ď |fpxq ´ fpyq| ` 2}fi ´ f}8 (11.900b)
ď ωf pδq ` 2}fi ´ f}8. (11.900c)

Nous prenons le supremum de cela sur tx, y P E tel que }x´ y} ď δu pour obtenir :

ωfi
pδq ď ωf pδq ` 2}fi ´ f}8. (11.901)

La tentation est grande à ce point de prendre la limite des deux côtés pour iÑ8. Cependant, rien
ne nous permet de dire que la suite i ÞÑ ωfi

pδq ait une limite. Nous pouvons cependant prendre la
limite supérieure 120 et obtenir

lim sup
iÑ8

ωfi
pδq ď ωf pδq. (11.902)

11.16 Mini introduction aux nombres p-adiques

11.16.1 La flèche d’Achille
s:un

C’est un grand classique que je donne ici juste comme introduction pour montrer que des séries
infinies peuvent donner des nombres finis de manière tout à fait intuitive.

Achille tire une flèche vers un arbre situé à 10 m de lui. Disons que la flèche avance à une
vitesse constante de 1 m{s. Il est clair que la flèche mettra 10 s pour toucher l’arbre. En 5 s, elle
aura parcouru la moitié de son chemin. On le note :

temps “ 5s` . . .
118. Définition 7.311.
119. Dans ce lemme, nous avons deux espaces métriques, mais nous allons noter d la distance des deux côtés.
120. Définition 10.42.
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Reste 5 m à faire. En 2.5 s, elle aura fait la moitié de ce chemin, soit 2.5m “ 10
4 m. On le note :

temps “ 10
2 s`

10
4 s`

Reste 2.5m à faire. La moitié de ce trajet, soit 10
8 m, est parcouru en 10

8 s ; on le note encore, mais
c’est la dernière fois !

temps “ 10
2 s`

10
4 s`

10
8 s`

En continuant ainsi à regarder la flèche qui parcourt des demi-trajets puis des moitiés de demi-
trajets et encore des moitiés de moitiés de demi-trajets, et en sachant que le temps total est 10s,
on trouve :

10
ˆ

1
2 `

1
4 `

1
8 `

1
16 ` . . .

˙
“ 10.

On doit donc croire que la somme jusqu’à l’infini des inverses des puissances de deux vaut 1 :

8ÿ

n“1

1
2n “ 1.

Cela peut être démontré à la loyale.

11.16.2 La tortue et Achille

Maintenant qu’on est convaincu que des sommes infinies peuvent représenter des nombres tout
à fait normaux, passons à un truc plus marrant.

Achille, qui marche peinard à 10 m{h, part avec 1m d’avance sur une tortue qui avance à 1 m{h.
Le temps que la tortue arrive au point de départ d’Achille, Achille aura parcouru 10m, et le temps
que la tortue mettra pour arriver à ce point, eh bien, Achille ne sera déjà plus là : il sera à 100m.
Si la tortue tient bon pendant un temps infini, et si l’on est confiant en le genre de raisonnements
faits à la section 11.16.1, elle rattrapera Achille dans

1m` 10m` 100m` 1000m` . . .

Autant dire que ça ne risque pas d’arriver. Et pourtant, mettons en équations :
"
xAchileptq “ 1` 10t (11.903a)
xtortueptq “ t. (11.903b)

La tortue rejoint Achille au temps t tel que xAchilleptq “ xtortueptq. Un mini calcul donne t “ ´1{9.
Physiquement, c’est une situation logique. Peut-on en déduire une égalité mathématique du style
de

1` 10` 100` 1000` . . . “ ´1
9 ???

Là où les choses deviennent jolies, c’est quand on cherche à voir ce que peut bien être la valeur
d’un hypothétique x “ 1` 10` 100` 1000` . . .. En effet, logiquement on devrait avoir

x

10 “
1
10 ` 1` 10` 100` . . .

“ 1
10 ` x.

Reste à résoudre l’équation du premier degré : x
10 “ x` 1

10 . Ai-je besoin de donner la solution ?
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11.16.3 Dans les nombres p-adiques, c’est vrai

Nous nous proposons d’apprendre sur les nombres p-adiques juste ce qu’il faut pour montrer
que l’égalité

8ÿ

k“0
10k “ ´1

9 (11.904)

est vraie dans les nombres 5-adiques. Tout ce qu’il faut est sur wikipedia.
Soit a P N et p, un nombre premier. La valuation p-adique de a est l’exposant de p dans la

décomposition de a en nombres premiers. On la note vppaq. Pour un rationnel on définit

vp

´a
b

¯
“ vppaq ´ vppbq (11.905)

La valeur absolue p-adique de r P Q est

|r|p “ p´vpprq. (11.906)

Nous posons |0|p “ 0. De là nous considérons la distance

dppx, yq “ |x´ y|p. (11.907)
LEMooQNHZooXlHdUc

Lemme 11.296.
L’espace pQ, dpq est un espace métrique 121.

Nous considérons maintenant p “ 5. Étant donné que a “ 5 · 2 nous avons v5p10q “ 1 et

v5

ˆ
1
9

˙
“ v5p1q ´ v5p9q “ 0. (11.908)

Nous avons
Nÿ

k“0
10k ` 1

9 “
10N`1

9 (11.909)

mais
vp

ˆ
10N`1

9

˙
“ v5p10N`1q ´ v5p9q “ N ` 1. (11.910)

Par conséquent

d5
` Nÿ

k“0
10k,´1

9
˘ “ |10N`1

9 |p “ p´pN`1q. (11.911)

En passant à la limite,

lim
NÑ8 d5

` Nÿ

k“0
10k,´1

9
˘ “ 0, (11.912)

ce qui signifie que 122
8ÿ

k“0
10k “ ´1

9 . (11.913)

121. Définition 7.110
122. Voir la définition 11.78 de la convergence d’une série dans un espace métrique.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_p-adique


968 CHAPITRE 11. ESPACES VECTORIELS NORMÉS



Chapitre 12

Analyse réelle : limites et dérivation

12.1 Limite de fonctions

12.1.1 Définition

La définition générale de la limite est 7.105. Dans le cas de fonctions RÑ R, elle peut s’écrire
de façon plus efficace. La proposition suivante montre comment fonctionne la limite pour une
fonction définie sur tout R.

PropAJQQooQQClfp

Proposition 12.1 (Caractérisation de la limite).
Soit une fonction f : R Ñ R définie sur R et a P R. La fonction f admet la limite ℓ pour x Ñ a
si et seulement si il existe un réel ℓ tel que pour tout ϵ ą 0, il existe un δ ą 0 tel que

0 ă |x´ a| ă δ ñ |fpxq ´ ℓ| ă ϵ. (12.1)EqDefLimiteFonctionEqDefLimiteFonction

Démonstration. Il s’agit de montrer l’équivalence avec la définition 7.105. Nous allons faire un
usage intensif de la proposition 7.113.

(1) Sens direct Soient ϵ ą 0 et V “ Bpℓ, ϵq. Alors il existe un voisinage W de a dans R tel
que

f
`
W ztau˘ Ă V. (12.2)

Soit δ tel que Bpa, δq ĂW . Nous avons encore

f
`
Bpa, δqztau˘ Ă V. (12.3)

Soit maintenant x P R tel que 0 ă |x ´ a| ă δ. Cela signifie x P Bpa, δqztau. Pour un tel x
nous avons donc fpxq P Bpℓ, ϵq, c’est-à-dire |fpxq ´ ℓ| ă ϵ.

(2) Dans l’autre sens Soient un voisinage V de ℓ et ϵ ą 0 tel que Bpℓ, ϵq Ă V . Nous considé-
rons δ tel que |fpxq ´ ℓ| ă ϵ pour tout x satisfaisant 0 ă |x´ a| ă δ.
Avec tout cela nous posons W “ Bpx, δq, et nous avons

f
`
W ztau˘ Ă Bpℓ, ϵq Ă V. (12.4)

Si aucun nombre ℓ ne vérifie la condition de la définition, alors on dit que la fonction n’admet
pas de limite en a. Lorsque f possède la limite ℓ en a, nous notons

lim
xÑa

fpxq “ ℓ. (12.5)

La proposition suivante a déjà été démontrée dans la proposition 7.108. Nous en donnons ici
une démonstration adaptée au cas RÑ R.

Proposition 12.2.
Soit une fonction f : D Ñ R. Si a est un point d’accumulation de D et si il existe une limite de f
en a, alors il en existe une seule.

969
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Démonstration. Nous prouvons qu’il ne peut pas exister deux nombres ℓ ‰ ℓ1 vérifiant tous les
deux la condition (12.1).

Soient ℓ et ℓ1 deux limites de f au point a. Par définition, pour tout ϵ nous avons des nombres
δ et δ1 tels que

|x´ a| ă δ ñ ˇ̌
fpxq ´ ℓˇ̌ ă ϵ

|x´ a| ă δ1 ñ ˇ̌
fpxq ´ ℓ1 ˇ̌ ă ϵ

(12.6)EqsContf2307RightEqsContf2307Right

Pour fixer les idées, supposons que δ ă δ1 (le cas δ ě δ1 se traite de la même manière).
Étant donné que a est un point d’accumulation du domaine D de f , il existe un x P D tel que

|x ´ a| ă δ. Évidemment, nous avons aussi |x ´ a| ă δ1. Les conditions (12.6) signifient alors que
ce x vérifie en même temps

|fpxq ´ ℓ| ă ϵ, (12.7)

et
|fpxq ´ ℓ1| ă ϵ. (12.8)

Afin de prouver que ℓ “ ℓ1, nous allons maintenant calculer |ℓ ´ ℓ1| et montrer que cette distance
est plus petite que tout nombre. Nous avons (voir remarque 12.3)

|ℓ´ ℓ1| “ |ℓ´ fpxq ` fpxq ´ ℓ1| ď |ℓ´ fpxq| ` |fpxq ´ ℓ1| ă ϵ` ϵ. (12.9)EqInesq2307ellelleprEqInesq2307ellellepr

En résumé, pour tout ϵ ą 0 nous avons

|ℓ´ ℓ1| ă 2ϵ, (12.10)

et donc |ℓ´ ℓ1| “ 0, ce qui signifie que ℓ “ ℓ1.
RemTechniqueIneqs

Remarque 12.3.
Les inégalités (12.9) utilisent deux techniques très classiques en analyse qu’il convient d’avoir bien
compris. La première est de faire

|A´B| “ |A´ C ` C ´B|. (12.11)

Il s’agit d’ajouter ´C ` C dans la norme. Évidemment, cela ne change rien.
La seconde technique est l’inégalité

|A`B| ď |A| ` |B|. (12.12)

Exemple 12.4.
Considérons la fonction fpxq “ 2x, et calculons la limite limxÑ3 fpxq. Vu que fp3q “ 6, nous nous
attendons à avoir ℓ “ 6. C’est ce que nous allons prouver maintenant. Pour chaque ϵ ą 0 nous
devons trouver un δ ą 0 tel que |x ´ 3| ă δ implique |fpxq ´ 6| ă ϵ. En remplaçant fpxq par sa
valeur en fonction de x et avec quelques manipulations nous trouvons :

|fpxq ´ 6| ă ϵ

|2x´ 6| ă ϵ

2|x´ 3| ă ϵ

|x´ 3| ă ϵ

2

(12.13)

Donc dès que |x´ 3| ă ϵ
2 , nous avons |fpxq ´ 6| ă ϵ. Nous posons donc δ “ ϵ

2 .
Plus généralement, nous avons limxÑa fpxq “ 2a, et cela se prouve en étudiant |fpxq ´ 2a|

exactement de la même manière. △
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12.1.2 Quelques règles de calcul
LEMooSPXNooPSufAn

Lemme 12.5 ([1]).
Soit une fonction f : R Ñ R telle que limϵÑ0 fpϵq “ 0. Soit a P R tel que |a| ď fpϵq pour tout ϵ.
Alors a “ 0.

Démonstration. Soit ϵ1 ą 0. Il existe δ ą 0 tel que |fpϵq| ă ϵ1 pour tout |ϵ| ă δ. Dès que ϵ ă δ,
nous avons

0 ď |a| ď fpϵq ď |fpϵq| ă ϵ1. (12.14)
Donc a “ 0 par le lemme 1.424(3).

Les opérations simples passent à la limite, sauf la division pour laquelle il faut faire attention
au dénominateur. La proposition suivante est en grande partie un cas particulier de la proposition
11.228.

PropOpsSimplesLimites

Proposition 12.6.
Soient deux fonctions f, g : R Ñ R. Nous supposons que limxÑa fpxq “ α et limxÑa gpxq “ β.
Alors ITEMooOJUWooQpqqnQ

(1) La fonction f ` g a une limite xÑ a qui vaut limxÑapf ` gqpxq “ α` β, ITEMooNGWTooSDlEkp

(2) Pour tout λ P R, la fonction λf a une limite en a qui vaut limxÑapλfqpxq “ λα.
(3) La fonction fg a une limite en a, qui vaut limxÑapfgqpxq “ αβ,
(4) si il existe un voisinage de a sur lequel g ne s’annule pas, et si β ‰ 0, alors la fonction f{g

a une limite en a qui vaut limxÑa
fpxq
gpxq “ α

β .

Démonstration. En plusieurs points.
(1) La somme Soit ϵ ą 0. Soient δ1 ą 0 et δ2 ą 0 tels que

0 ă |x´ a| ă δ1 ñ |fpxq ´ α| ă ϵ (12.15a)
0 ă |x´ a| ă δ2 ñ |gpxq ´ β| ă ϵ. (12.15b)

En prenant δ ď mintδ1, δ2u, si 0 ă |x´ a| ď δ alors

|fpxq ` gpxq ´ α´ β| ď |fpxq ´ α| ` |gpxq ´ β| ď 2ϵ. (12.16)

Cela étant valable pour tout ϵ, nous avons |fpxq ` gpxq ´ α´ β| “ 0 par le lemme 1.424(3).
(2) Produit par un scalaire

Soit ϵ ą 0. Nous devons trouver un δ tel que pour tout x dans ra´ δ, a` δs, on ait |pλfqpxq´
λα| ď ϵ. Cette dernière inégalité est équivalente à |λ||fpxq´α| ď ϵ. Nous devons donc trouver
un δ tel que

|fpxq ´ α| ď ϵ

|λ| . (12.17)

soit vraie pour tout x dans ra´ δ, a` δs. Mais l’hypothèse limxÑa fpxq “ α (prise avec ϵ{|λ|
en guise de ϵ) dit précisément qu’il existe un δ tel que pour tout x dans ra´ δ, a` δs on ait
cette inégalité.

(3) Le produit Nous prenons ϵ, δ1 et δ2 dans les mêmes conditions que pour la somme. Nous
majorons comme ceci :

|fpxqgpxq ´ αβ| ď |fpxqgpxq ´ αgpxq| ` |αgpxq ´ αβ| (12.18a)
“ |gpxq||fpxq ´ α| ` |α||gpxq ´ β| (12.18b)
ď ϵ

`|gpxq| ` |α|˘ (12.18c)
ď ϵ

`|β| ` ϵ` |α|˘. (12.18d)

La dernière ligne majore |gpxq| ď |β| ` ϵ.
Vu que limϵÑ0 ϵ

`|β| ` ϵ ` |α|˘ “ 0, le lemme 12.5 dit que fpxqgpxq ´ αβ “ 0, ce que nous
voulions.
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(4) Le quotient Soit ϵ ą 0. Nous considérons δ ą 0 tel que nous ayons simultanément |fpxq´
α| ă ϵ, |gpxq ´ β| ă ϵ et gpxq ‰ 0 pour tout x P Bpa, δq. Nous avons alors le calcul

|fpxq
gpxq ´

α

β
| ď |fpxq

gpxq ´
α

gpxq | ` |
α

gpxq ´
α

β
| (12.19a)

ď | 1
gpxq ||fpxq ´ α| ` |α||

1
gpxq ´

1
β
| (12.19b)SUBEQooOHFHooWZrwcASUBEQooOHFHooWZrwcA

Nous avons la majoration
1

|gpxq| ď
1

|β| ´ ϵ , (12.20)

et comme β ‰ 0, nous pouvons supposer que ϵ est assez petit pour que le dénominateur ne
s’annule pas. En ce qui concerne le second terme de (12.19b),

1
gpxq ´

1
β
“ β ´ gpxq

gpxqβ . (12.21)

Ici aussi nous pouvons majorer 1{gpxq. Le numérateur se majore par ϵ. En remettant tout ça
dans (12.19b), nous avons une majoration qui tend vers zéro lorsque ϵÑ 0.

PROPooVLBWooVttvFK

Proposition 12.7.
La limite est linéaire : pour toutes fonctions f et g admettant une limite en a et pour tout réels λ
et µ.

lim
xÑa

pλf ` µgqpxq “ λ lim
xÑa

fpxq ` µ lim
xÑa

gpxq. (12.22)

Démonstration. Tout est dans la proposition 12.6.

Le résultat suivant est pratique pour le calcul des limites.
PropChmVarLim

Proposition 12.8.
Quand la limite existe, nous avons

lim
xÑa

fpxq “ lim
ϵÑ0

fpa` ϵq,

ce qui correspond à un « changement de variables » dans la limite.

Démonstration. Si A “ limxÑa fpxq, par définition,

@ϵ1 ą 0, Dδ tel que |x´ a| ď δ ñ |fpxq ´A| ď ϵ1. (12.23)EqCondFaplusespLimEqCondFaplusespLim

La seule subtilité de la démonstration est de remarquer que si |x´ a| ď δ, alors x peut être écrit
sous la forme x “ a` ϵ pour un certain |ϵ| ď δ. En remplaçant x par a` ϵ dans la condition 12.23,
nous trouvons

@ϵ1 ą 0, Dδ tel que |ϵ| ď δ ñ |fpa` ϵq ´A| ď ϵ1, (12.24)

ce qui signifie exactement que limϵÑ0 fpa` ϵq “ A.

Il y a une petite différence de point de vue entre limxÑa fpxq et limϵÑ0 fpa`ϵq. Dans le premier
cas, on considère fpxq, et on regarde ce qu’il se passe quand x se rapproche de a, tandis que dans
le second, on considère fpaq, et on regarde ce qu’il se passe quand on s’éloigne un tout petit peu
de a. Dans un cas, on s’approche très près de a, et dans l’autre on s’en éloigne un tout petit peu.
Le contenu de la proposition 12.8 est de dire que ces deux points de vue sont équivalents.

PROPooOUPNooTrClHw

Proposition 12.9 ([327]).
Soient des fonctions f, g : RÑ R telles que limxÑa fpxq “ ℓ et limxÑa gpxq “ ℓ1 ‰ 0. Alors

lim
xÑa

fpxq
gpxq “

ℓ

ℓ1 . (12.25)
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Démonstration. Nous avons :
ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

ℓ

ℓ1

ˇ̌
ˇ̌ “ |ℓ

1fpxq ´ gpxqℓ|
|gpxqℓ1| . (12.26)

Soit s, un minorant de |gpxq| sur un voisinage de a ; puisque la limite en a est ℓ1 ‰ 0, nous
pouvons prendre par exemple s “ |ℓ1|{2 : |gpxq| ą |ℓ1|{2 sur Bpa, δq dès que δ est assez petit. Nous
considérons x P Bpa, δq. Avec cela nous avons :

ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

ℓ

ℓ1

ˇ̌
ˇ̌ “ |ℓ

1fpxq ´ gpxqℓ|
|gpxqℓ1| (12.27a)

ď 2
|ℓ1|

ˆ |ℓ1fpxq ´ gpxqℓ|
|ℓ1|

˙
(12.27b)

ď 2
|ℓ1|2

`|ℓ1fpxq ´ ℓℓ1| ` |ℓℓ1 ´ gpxqℓ|˘ (12.27c)

“ 2
|ℓ1|2

`|ℓ1||fpxq ´ ℓ| ` |ℓ||ℓ1 ´ gpxq|˘. (12.27d)

Nous avons utilisé la règle du produit de valeurs absolues du lemme 1.371(7).
Soient ϵ ą 0 et δ tel que |fpxq ´ ℓ| ă ϵ et |gpxq ´ ℓ1| ă ϵ pour tout x P Bpa, δq. Avec cela nous

avons ˇ̌
ˇ̌fpxq
gpxq ´

ℓ

ℓ1

ˇ̌
ˇ̌ ď 2

|ℓ1|2`|ℓ1| ` |ℓ|˘ϵ. (12.28)

D’où la limite attendue.
LemLimMajorableVois

Lemme 12.10.
Si limxÑa fpxq “ b avec a, b P R, alors il existe un δ ą 0 et un M ą 0 tels que

p|x´ a| ď δq ñ |fpxq| ďM.

Ce que signifie ce lemme, c’est que quand la fonction f admet une limite finie en un point,
alors il est possible de majorer la fonction sur un intervalle autour du point.

Démonstration. Cela va être démontré par l’absurde. Supposons qu’il n’existe pas de δ ni de M
qui vérifient la condition. Dans ce cas, pour tout δ et pour tout M , il existe un x tel que |x´a| ď δ
et |fpxq| ąM . Ceci est valable pour tout M , donc, prenons par exemple, b` 1000. Ainsi

@δ ą 0, Dx tel que |x´ a| ď δ et |fpxq| ą b` 1000. (12.29)

Cela signifie qu’aucun δ ne peut convenir dans la définition de limxÑa fpxq “ b, ce qui contredit
les hypothèses.

Dans le même ordre d’idée, on peut prouver que si la limite de la fonction en un point est
positive, alors elle est positive autour de ce point. Plus précisément, nous avons la proposition
suivante.

PropoLimPosFPos

Proposition 12.11.
Si f est une fonction telle que limxÑa fpxq ą 0, alors il existe un voisinage de a sur lequel f est
positive.

Démonstration. Supposons que limxÑa fpxq “ y0. Par la définition de la limite, nous avons pour
tout x dans un voisinage autour de a, |fpxq ´ a| ă ϵ. Ceci est valable pour tout ϵ, pourvu que le
voisinage soit assez petit. Si nous choisissons un voisinage pour lequel |fpxq ´ a| ă y0

2 , alors, sur
ce voisinage, f est positive.



974 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

Tholimfgabab

Théorème 12.12.
Si

lim
xÑa

fpxq “ b1 et lim
xÑa

gpxq “ b2, (12.30)

alors
lim
xÑa

pfgqpxq “ b1b2. (12.31)

Démonstration. Soit ϵ ą 0, et tentons de trouver un δ tel que |fpxqgpxq ´ b1b2| ď ϵ dès que
|x´ a| ď δ. Nous avons

|fpxqgpxq ´ b1b2| “ |fpxqgpxq ´ b1b2 ` fpxqb2 ´ fpxqb2|
“ ˇ̌

fpxq`gpxq ´ b2
˘` b2

`
fpxq ´ b1

˘ˇ̌

ď ˇ̌
fpxq`gpxq ´ b2

˘ˇ̌` ˇ̌
b2
`
fpxq ´ b1

˘ˇ̌

“ |fpxq||gpxq ´ b2| ` |b2||fpxq ´ b1|.
(12.32)EqfgbunbdeuxMinEqfgbunbdeuxMin

Maintenant, nous savons par le lemme 12.10 que pour un certain δ1, la quantité |fpxq| peut être
majorée par un certain M dès que |x´a| ď δ1. Prenons donc un tel δ1, et supposons que |x´a| ď δ1.
Nous savons aussi que pour n’importe quel choix de ϵ2 et ϵ3, il existe des nombres δ2 et δ3 tels que
|fpxq ´ b1| ď ϵ2 et |gpxq ´ b1| ď ϵ3 dès que |x ´ a| ď δ2 et |x ´ a| ď δ3. Dans ces conditions, la
dernière expression (12.32) se réduit à

|fpxqgpxq ´ b1b2| ďMϵ2 ` |b2|ϵ3. (12.33)

Pour terminer la preuve, il suffit de choisir ϵ2 et ϵ3 tels que Mϵ2 ` |b2|ϵ3 ď ϵ, et puis prendre
δ “ mintδ1, δ2, δ3u.

Remettons les choses dans l’ordre. On se donne un ϵ au départ. La première chose est de trouver
un δ1 qui permette de majorer |fpxq| par M selon le lemme 12.10, et puis, choisissons ϵ2 et ϵ3 tels
que Mϵ2 ` |b2|ϵ3 ď ϵ. Ensuite, nous prenons, en vertu des hypothèses de limites pour f et g, les
nombres δ2 et δ3 tels que |fpxq ´ b1| ď ϵ2 et |gpxq ´ b2| ď ϵ3 dès que |x´ a| ď δ2 et |x´ a| ď δ3.

Si avec tout ça on prend δ “ mintδ1, δ2, δ3u, alors la majoration et les deux inégalités sont
valables en même temps, et au final

|fpxqgpxq ´ b1b2| ďMϵ2 ` |b2|ϵ3 ď ϵ,

ce qu’il fallait prouver.

À l’aide de ces petits résultats, nous pouvons déjà calculer pas mal de limites. Nous pouvons
déjà par exemple, calculer les limites de tous les polynômes en tous les nombres réels. En effet,
nous connaissons la limite de la fonction fpxq “ x. La fonction x ÞÑ x2 n’est rien d’autre que le
produit de f par elle-même. Donc

lim
xÑa

x2 “ `
lim
xÑa

x
˘

·
`

lim
xÑa

x
˘ “ a2.

De la même façon, nous trouvons facilement que

lim
xÑa

xn “ an. (12.34)
LEMooLSJZooDauTkc

Lemme 12.13.
Soit t P R. Nous avons

lim
xÑ8

1
x

intpxtq “ t (12.35)

où int est la fonction partie entière définie en 1.459.
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Démonstration. En vertu du lemme 1.459, nous avons y “ intpyq ` fracpyq avec fracpyq P r0, 1r.
Nous avons donc

1
x

intpxtq “ 1
x

`
xt´ fracpxtq˘ (12.36a)

“ xt

x
` fracpxtq

x
(12.36b)

“ t` fracpxtq
x

. (12.36c)

Puisque fracpxtq P r0, 1r, nous avons

lim
xÑ8

fracpxtq
x

“ 0. (12.37)

D’où la limite demandée.

12.2 Limites pointées et épointées
SECooNJSGooGSAtdV

La limite d’une fonction en un point a déjà été définie en 7.105. Nous introduisons maintenant
une notion très ressemblante.

DEFooBAPHooUtIaRS

Définition 12.14 (limite pointée[357]).
Soient X et Y deux espaces topologiques, A une partie de X, f une application de A dans Y , a un
point de X adhérent à A et ℓ un point de Y . On dit que ℓ est une limite pointée de f au point a
si pour tout voisinage V de ℓ, il existe un voisinage W de a tel que pour tout point x de W X A,
l’image fpxq appartient à V .

Quelques notations et vocabulaire.
(1) Nous allons limiter notre discussion au cas des fonctions RÑ R.
(2) La limite de la définition 7.105 sera provisoirement nommée limite épointée, pour ne pas

causer de confusion.
(3) Pour bien distinguer la limite pointée de la limite épointée, nous allons noter LP xÑafpxq

pour la limite pointée et LExÑafpxq pour la limite épointée.
(4) Nous allons utiliser la caractérisation 10.82 de la continuité de f en un point.
(5) Nous allons utiliser la caractérisation 12.1 de la limite épointée.

LEMooWAZLooDPvemu

Lemme 12.15.
Si une fonction f : RÑ R vérifie LP xÑafpxq “ ℓ, alors elle vérifie LExÑafpxq “ ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. L’existence de la limite pointée dit qu’il existe δ ą 0 tel que |x´a| ă δ
implique |fpxq´ ℓ| ă ϵ. À fortiori, si 0 ă |x´a| ă δ nous avons aussi |fpxq´ ℓ| ă ϵ. Donc la limite
épointée, par la caractérisation 12.1.

La réciproque n’est pas vraie, comme le montre le lemme suivant.
LEMooOSNGooJpiXbK

Lemme 12.16 ([358]).
Soit la fonction

f : RÑ R

x ÞÑ
#

0 si x ‰ 0
1 si x “ 0.

(12.38)

Nous avons ITEMooNRNCooFhbZwB

(1) LExÑ0fpxq “ 0.
ITEMooUSWMooMNPMCT

(2) La limite pointée de f en 0 n’existe pas.
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Démonstration. En deux parties.
(1) Pour (1) Pour tout x P Bp0, δqzt0u nous avons fpxq “ 0. Donc la limite épointée suit.
(2) Pour (2) Soit δ ą 0. Le lemme 1.424 nous assure qu’il existe x P s´δ, 0r. Ce x est dans

Bp0, δq et vérifie fpxq “ 0. Nous avons aussi x “ 0 dans la même boule. Donc f
`
Bp0, δq˘

contient au moins les nombres 1 et 0.
Il n’existe donc pas de ℓ tel que tout f

`
Bp0, δq˘ soit dans Bpℓ, ϵq.

LEMooTPNEooRurTJJ

Lemme 12.17.
Soit une fonction f : Rztau Ñ R. Alors la limite pointée de f en a existe si et seulement si la
limite épointée existe. Dans ce cas, elles sont égales.

Démonstration. En trois parties. Nous notons Ω “ Rztau le domaine de f .
(1) Si la limite pointée existe, alors l’épointée existe Soit ϵ ą 0. L’existence de la limite

pointée dit qu’il existe δ ą 0 tel que f
`
Bpa, δq X Ω

˘ Ă Bpℓ, ϵq. Comme Bpa, δq X Ω “
Bpa, δqztau, nous avons la condition épointée.

(2) Si la limite épointée existe, alors la pointée existe Du même tonneau.
(3) Égalité Le jeu des boules du premier point prouve l’égalité au passage.

Que faut-il donc ajouter à la limite épointé pour obtenir une limite pointée ? Réponse dans le
lemme suivant.

Lemme 12.18.
Soit une fonction f : RÑ R. Nous avons

LP xÑafpxq “ ℓ (12.39)

si et seulement si les deux conditions suivantes sont réunies :
(1) LExÑafpxq “ ℓ

(2) Soit f n’existe pas en a, soit f est continue en a.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ L’existence d’une limite pointée implique celle de la limite épointée, et l’égalité entre

les deux. Donc LExÑafpxq “ ℓ. Supposons que f existe en a. Soit ϵ ą 0. L’existence d’une
limite pointée signifie qu’il existe δ ą 0 tel que |x´ a| ă δ implique |fpxq ´ ℓ| ă ϵ.
En particulier avec x “ a nous avons |fpaq ´ ℓ| ă ϵ pour tout ϵ. Donc fpaq “ ℓ.

(2) ð Nous supposons que LExÑafpxq “ ℓ. Si f n’existe pas en a, alors les limites pointée et
épointée coïncident 1. Si par contre f existe en a et fpaq “ ℓ, alors nous travaillons.
Soit ϵ ą 0. Il existe δ ą 0 tel que x P Bpa, δqztau implique |fpxq ´ ℓ| ă ϵ. Mais si x “ a nous
avons |fpxq ´ ℓ| “ 0 ă ϵ. Au final nous avons |fpxq ´ ℓ| ă ϵ pour tout x P Bpa, δq. Donc
LP xÑafpxq “ ℓ.

LEMooNEGOooCllIMN

Lemme 12.19 (limite et continuité).
Supposons que LExÑafpxq “ ℓ et que f est continue en a. Alors fpaq “ ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. L’hypothèse sur la limite dit qu’il existe δ1 ą 0 tel que 0 ă |x´a| ă δ1
implique |fpxq ´ ℓ| ă ϵ.

L’hypothèse de continuité, avec la caractérisation 10.82, dit qu’il existe δ2 ą 0 tel que |x´a| ă δ2
implique |fpxq ´ fpaq| ă ϵ.

1. Lemme 12.17.



12.2. LIMITES POINTÉES ET ÉPOINTÉES 977

Nous considérons un δ ą 0 plus petit que δ1 et que δ2. Soit aussi un x satisfaisant 0 ă |x´a| ă δ.
Nous avons

|fpaq ´ ℓ| ď |fpaq ´ fpxq| ` |fpxq ´ ℓ| ď 2ϵ. (12.40)

Puisque cela est valide pour tout x, nous déduisons que fpaq “ ℓ.

12.2.1 Théorèmes de composition de limites

La proposition suivante formalise le fait que la limite pointée soit stable par composition.
THOooOYXDooKDPkuW

Théorème 12.20.
Soient des fonctions g : RÑ R et f : Ω Ñ R avec Ω Ă R telles que

(1) LP xÑagpxq “ ℓ

(2) LP yÑℓfpyq “ b.
(3) gpRq Ă Ω

Alors
LP xÑapf ˝ gqpxq “ b. (12.41)

Démonstration. Soit ϵ ą 0. L’hypothèse de limite pour f donne η ą 0 tel que

|y ´ ℓ| ă η ñ |fpyq ´ b| ă ϵ. (12.42)EQooLWGIooLqKThyEQooLWGIooLqKThy

Soit δ ą 0 tel que |x´ a| ă δ implique |gpxq ´ ℓ| ă η.
Avec tout ça, si |x ´ a| ă δ nous avons |gpxq ´ ℓ| ă η et en appliquant l’implication (12.42) à

y “ gpxq nous trouvons |f`gpxq˘´ b| ă ϵ.

Le théorème suivant, qui traite de la composition de limites pointées, montre que la limite
épointée ne passe pas gratuitement à la composition.

THOooNPBQooEMOYpd

Théorème 12.21.
Soient des fonctions g : RÑ R et f : Ω Ñ R avec Ω Ă R telles que

(1) LExÑagpxq “ ℓ

(2) LEyÑℓfpyq “ b.
(3) gpRq Ă Ω

ITEMooUNJAooCDOKcO

(4) Soit ℓ R Ω, soit f est continue en ℓ.
Alors

LExÑapf ˝ gqpxq “ b. (12.43)EQooTHTVooCvrFdNEQooTHTVooCvrFdN

Démonstration. Nous notons Ω le domaine de f . Ce sera R ou Rztℓu selon le cas traité dans (4).
Soit ϵ ą 0. L’hypothèse de limite épointée pour f nous dit qu’il existe η ą 0 tel que

y P ΩXBpℓ, ηqztℓu (12.44)

implique |fpyq ´ b| ă ϵ.
L’hypothèse de limite épointée pour g, appliquée à ce η dit qu’il existe δ ą 0 tel que 0 ă

|x´ a| ă δ implique |gpxq ´ ℓ| ă η.

(1) Si f n’existe pas en ℓ Supposons avoir 0 ă |x´ a| ă η. Alors nous avons |gpxq ´ ℓ| ă δ.
Notons qu’il est impossible d’avoir gpxq “ ℓ parce que nous avons supposé gpRq Ă Ω et que
ℓ n’est pas dans Ω.
Nous avons quand même 0 ă |gpxq ´ ℓ| ă δ. La condition de limite pour f appliquée à
y “ gpxq donne alors |f`gpxq˘´ b| ă ϵ, ce qui signifie la limite épointée (12.43).
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(2) Si f est continue en ℓ Le lemme 12.19 dit qu’alors fpℓq “ b. L’hypothèse de limite époin-
tée sur f dit que

0 ă |y ´ ℓ| ă η ñ |fpyq ´ b| ă ϵ. (12.45)

Mais puisque fpℓq “ b, nous avons en réalité

|y ´ ℓ| ă η ñ |fpyq ´ b| ă ϵ. (12.46)EQooHAHHooRiAABtEQooHAHHooRiAABt

Supposons donc que 0 ă |x´ a| ă δ. Alors |gpxq ´ ℓ| ă η. En appliquant (12.46) à y “ gpxq
nous trouvons

|fpyq ´ b| ă ϵ. (12.47)

NORMooSLAJooLfDreV

12.22.
Les deux théorèmes sont incomplets. En effet, le théorème « pointé » 12.20 ne traite pas le cas où
seules des limite épointées existent. Il est donc moins général que le théorème « épointé » 12.21. En
contrepartie, le théorème « épointé » ne parvient pas à conclure à l’existence d’une limite pointée
dans le cas où elle existe. Sa conclusion est donc moins forte.

Nous devons donc nous atteler à écrire un théorème qui traite tous les cas en obtenant la
conclusion la plus forte possible dans chaque cas. Nous allons supposer que

"
LExÑagpxq “ ℓ (12.48a)
LEyÑℓfpyq “ b. (12.48b)

Ensuite, les différents cas seront divisés selon quatre critères :
(1) g existe en a ou pas.
(2) f existe en ℓ ou pas.
(3) g est continue ou pas en a.
(4) f est continue ou pas en ℓ.

Cela fait 24 “ 16 combinaisons. Heureusement certaines sont impossibles : si une fonction n’existe
pas en un point, elle ne peut pas y être continue.

Nous avons donc 9 cas résumés dans le théorème suivant.

gpaq 1 1 1 1 1 1 0 0 0
fpℓq 1 1 1 1 0 0 1 1 0
g P C0 1 1 0 0 1 0 0 0 0
f P C0 1 0 1 0 0 0 1 0 0

(12.49)

THOooHXGIooBclAHA

Théorème 12.23 ([1]).
Soient des fonctions f et g telles que

"
LExÑagpxq “ ℓ (12.50a)
LEyÑℓfpyq “ b. (12.50b)

ITEMooDXBLooVfhSWg

(1) Si f est continue en ℓ et si g est continue en a, alors f ˝ g est continue en a.
ITEMooIXBQooMDknwN

(2) Nous supposons :

(2a) g définie en a

(2b) f définie en ℓ

(2c) g continue en a

(2d) f non continue en ℓ.

Alors nous ne disons rien. ITEMooHTIEooMKDrqx

(3) Nous supposons :
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(3a) g définie en a

(3b) f définie en ℓ

(3c) g non continue en a

(3d) f continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.
ITEMooVQMDooEtHfwC

(4) Nous supposons :

(4a) g définie en a

(4b) f définie en ℓ

(4c) g non continue en a

(4d) f non continue en ℓ.

Alors nous ne disons rien. ITEMooANFQooWVrfTd

(5) Nous supposons :

(5a) g définie en a

(5b) f non définie en ℓ

(5c) g continue en a

(5d) f non continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.
ITEMooDJBHooSlqpOO

(6) Nous supposons :

(6a) g définie en a

(6b) f non définie en ℓ

(6c) g non continue en a

(6d) f non continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.
ITEMooUFJHooRzLglZ

(7) Nous supposons :

(7a) g non définie en a

(7b) f définie en ℓ

(7c) g non continue en a

(7d) f continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.
ITEMooOAAVooSjoYOv

(8) Nous supposons :

(8a) g non définie en a

(8b) f définie en ℓ

(8c) g non continue en a

(8d) f non continue en ℓ.

Alors nous ne disons rien. ITEMooPVZKooBXJARI

(9) Nous supposons :

(9a) g non définie en a

(9b) f non définie en ℓ

(9c) g non continue en a

(9d) f non continue en ℓ.

Alors LExÑapf ˝ gqpxq “ b.

Démonstration. Cas par cas.
(1) Cas (1) C’est le théorème 10.87 de composition de la continuité.
(2) Cas (2) l’exemple du lemme 12.16.
(3) Cas (3) Théorème 12.21.
(4) Cas (4) Le contre-exemple dans ce cas est g “ 10 et f “ 10.
(5) Cas (5) Théorème 12.21.
(6) Cas (6) Théorème 12.21.
(7) Cas (7) Théorème 12.21.
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(8) Cas (8) Contre-exemple, un peu artificiel, avec gpxq “ 10pxq
x . C’est une fonction qui vaut

0 partout sauf en 0 où elle n’existe pas. Ensuite pour f , nous prenons l’indicatrice de t0u :
f “ 10. Pour tout x ‰ 0 nous avons

pf ˝ gqpxq “ 10

ˆ
10pxq
x

˙
“ 10p0q “ 1. (12.51)

Donc LExÑ0pf ˝ gqpxq “ 1.
Mais nous avons pourtant

"
LExÑ0gpxq “ 0 (12.52a)
LEyÑ0fpxq “ 0. (12.52b)

(9) Cas (9) Théorème 12.21.

12.2.2 Discussion pointée Vs épointée

Résumé :
(1) Dans l’éducation nationale et dans les programmes en France, c’est la limite pointée qui est

donnée.
(2) Dans le Frido ce sera la limite épointée. Autrement dit, nous réserverons la notation lim et

le mot « limite » pour la limite épointée.
(3) De toutes façons, ça ne change pratiquement rien nulle part. Vous pourriez terminer l’agré-

gation sans vous en rendre compte. Vous pouvez sauter toute la discussion et reprendre une
vie normale.

Le débat pour savoir quelle est la « meilleure » notion a déjà fait couler de nombreux octets[359,
360, 358, 361, 362].

12.2.2.1 La limite pointée est plus simple au départ

Il est vrai que la limite pointée est plus simple de premier abord.

12.2.2.2 Le théorème de composition

Le théorème de composition des limites pointées 12.20 est plus propre que le théorème de
composition épointé 12.21. Intuitivement, on voudrait que la limite d’une fonction composée soit
la composée des limites. Et ça c’est vrai pour la limite pointée, pas pour l’épointée.

12.2.2.3 Limite d’une fonction discontinue mais qui existe

Que pensez-vous que la limite en l’infini de la fonction suivante « devrait » être ?

f : r0,8s Ñ R

x ÞÑ
#
x2 si x ‰ 8
0 si x “ 8

(12.53)

Là, tant que x s’approche de 8 sans l’atteindre, il n’y a vraiment que de la croissance à perte de
vue ; jusqu’à l’horizon et au-delà.

On pourrait faire la même remarque avec la fonction indicatrice de t0u. Qu’est-ce que la limite
en zéro « devrait » être ?

12.2.2.4 Point d’étape

Aucune des deux limites ne donne le résultat « attendu » dans les deux cas. Toutes deux font
une chose bien, et une chose pas bien.
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12.2.2.5 Limite d’une fonction discontinue mais qui existe

Prenons la fonction indicatrice de t0u :

f : RÑ R

x ÞÑ
#

1 si x “ 0
0 sinon.

(12.54)

En utilisant la limite pointée, on peut exprimer deux choses :
— la limite pointée en zéro n’existe pas
— la fonction n’est pas continue en zéro.
En utilisant la limite épointée, on peut exprimer deux choses :

— la limite épointée en zéro existe et vaut zéro.
— la fonction n’est pas continue en zéro.
La première paire d’informations est compatible avec la fonction 1{x. Autrement dit, la valeur

« inattendue » que prend f en zéro casse tout ce qu’on aurait pu dire sur un voisinage de zéro.
La seconde paire d’informations donne au moins une idée de ce qu’il se passe autour de zéro.

On peut en déduire, par exemple, que f est intégrable sur un voisinage de zéro parce qu’elle y est
bornée et que la valeur en un point ne fait rien à l’intégrabilité 2.

12.2.2.6 L’enseignement du cas précédent

La limite épointée donne une information sur ce qu’il se passe « autour » du point sans rien dire
de ce qu’il se passe « sur » le point. Si nécessaire, la continuité complète l’information en précisant
ce qu’il se passe « sur » le point.

Certaines questions n’ont pas besoin de savoir ce qu’il se passe en un seul point.
La limite épointée « refuse » de dire ce qu’il se passe autour du point parce qu’il y a un problème

juste sur ledit point. Un seul point se comporte mal et tout le voisinage passe sous le radar.

12.2.2.7 La limite épointée est plus riche

La classe des fonction admettant une limite pointée est plus grande que celle admettant une
limite épointée (lemme 12.15). L’utilisation de la limite épointée permet de décrire quelques cas
supplémentaires par rapport à ce que l’on peut faire seulement avec la limite pointée.

Pour être plus précis, comme je le disait précédemment, en 12.22, aucune des deux notions
n’est satisfaisante seule :

— mettez de la limite pointée dans les hypothèses, vous aurez un théorème moins général ;
— mettez de la limite pointée dans la thèse, vous aurez un résultat plus fort.
Le vrai intérêt de la limite épointée est que en combinaison avec la notion de continuité permet

d’être plus général et plus précis que ce qu’on peut obtenir avec la limite pointée. Dit autrement,
le couple (limite épointée, continuité) est plus fort que le couple (limite pointée, continuité).

D’un certain point de vue, oui, la limite pointée est plus simple, mais elle est plus simple parce
qu’elle donne moins d’informations.

12.2.2.8 Retour sur le théorème de composition

Le vrai théorème de composition est le théorème 12.23. Lui, il passe en revue tous les cas
possibles et donne le plus de conclusions possibles dans chaque cas.

Ce théorème s’exprime de façon à peu près convenable à l’aide de limite épointée et de conti-
nuité. J’attends de voir le même avec une limite pointée et la continuité.

2. Peut-être qu’il faut ajouter que f est mesurable ? Mais peut-être que l’existence de la limite implique la mesurabilité ?
Dites-moi ce que vous en pensez.
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Je suis très ouvert à la discussion si c’est pour avoir quelque chose de plus simple produisant
les mêmes résultats. Je ne suis par contre pas très ouvert pour avoir quelque chose de plus simple,
mais donnant moins de résultats. C’est toujours facile d’avoir des résultats plus courts, plus simples
et plus intuitifs quand on se contente de moins.

12.2.2.9 En français

La limite épointée rend l’idée de « s’approcher sans atteindre ». En français l’expression « être
à la limite de tel résultat » signifie le plus souvent être très proche du résultat, mais ne pas y être.

12.2.2.10 La question est pédagogique

Tant qu’on ne m’a pas montré comment on exprime le théorème de composition 12.23 avec des
limites pointées, je resterai sur cette idée : la limite pointée est plus simple, mais elle dit moins.

Cela n’est cependant pas spécialement bloquant. Après tout, ça dépend de ce qu’on veut. D’un
point de vue pédagogique, la limite pointée introduit autant de ϵ et de δ qu’on le veut, et permet
d’introduire tous les concepts utiles en analyse.

La question est de savoir à quel point on est prêt à se compliquer la vie pour avoir des théorèmes
un micro-cheveu plus complets. Le choix du Frido est de recevoir la difficulté avec résignation et
de l’endurer avec courage, pour le plaisir d’avoir des théorèmes qui donnent un peu plus d’infor-
mation 3.

12.2.2.11 En fait ça ne change presque rien

Certains craignent qu’utiliser la limite pointée demande d’ajuster beaucoup de résultats un peu
partout[363]. Voici la liste des résultats du Frido qui doivent être modifiés pour être exprimés à
l’aide de limite pointée.

— Le fameux théorème de composition 12.21,
— La limite à gauche et à droite implique la limite, proposition 10.110.
— Le lemme 12.213.
Le fait est que l’on ne calcule presque jamais de limites en une valeur où la fonction existe. Si

on calcule une limite, c’est précisément parce qu’on regarde un point où la fonction n’existe pas.
Exemples :

— Quand on calcule une dérivée, on calcule

lim
ϵÑ0

fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

. (12.55)

Cette fonction de ϵ n’existe pas lorsque ϵ “ 0. Donc les limites pointées et épointées sont
identiques.

— De même, l’étude du sinus cardinal fpxq “ sinpxq{x (lemme 20.208) est une fonction dont
ça ne viendrait à l’idée de personne de calculer la limite pour x Ñ 4. Et ça tombe bien : la
seule limite que ça donne envie de calculer est

lim
xÑ0

sinpxq
x

. (12.56)

Et encore une fois, la fonction dans le limite n’existe pas au point limite.
— Beaucoup de conditions d’intégrabilité demandent des limites à l’infini. Là encore, ce sont

des limites vers des points où la fonction n’existe pas. Franchement, qui va vouloir définir

f : r0,8s Ñ R

x ÞÑ
#
x2 si x ‰ 8
0 si x “ 8

(12.57)

3. C’est une de mes citation préférées. Comme nous sommes entre adultes, je vous donne la référence : [363]. Si
vous n’avez pas 18 ans, on peut vraiment se demander si le Frido est vraiment une lecture de votre âge.
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sans rigoler ? OK. Pour cette fonction, il y a une différence entre la limite pointée et épointée.
Mais franchement, c’est bien la limite épointée qui donne le résultat « intuitif ».

12.2.2.12 Si vous avez quand même envie de discuter

Essayez de garder votre salive pour des sujets importants.
— L’intégrale de Kurzweil-Henstock[364] contre Lebesgue. Là au moins, il y a des choses non

triviales à dire, et des vrais résultats mathématiques à la clef.
— L’utilisation de τ au lieu de π.

12.2.2.13 En très résumé

Si vous ne voulez pas lire toute ma prose, voici ce dont vous devez être conscient :
(1) La limite épointée est celle utilisée partout sauf en France.
(2) La limite épointée est un peu plus compliquée que la limite pointée, mais elle permet de

prouver plus de choses. En témoigne le théorème « complet » de composition 12.23 que je
doute être facile à exprimer à l’aide des limites pointées et de la continuité 4.

(3) La limite pointée « cache » l’information sur tout le voisinage de a si la fonction se comporte
mal juste en a.

Une fois que vous êtes conscients de ces quelque points, vous faites comme vous voulez ; ça n’a
pratiquement aucune importance. La seule position indéfendable est celle de prendre la limite
pointée et de ne pas prévenir la lectrice que les sources autres que françaises donnent une définition
différente.

12.3 Limites en l’infini
Non, sur R nous n’allons pas ajouter 8 avec la topologie d’Alexandrov de la définition 7.101.

Nous n’allons pas considérer R̂ “ RY t8u.
DEFooRUyiBSUooALDDOa

Définition 12.24 (Droite réelle achevée[366]).
Nous considérons l’ensemble

R̄ “ RY t`8,´8u (12.58)
où `8 et ´8 ne sont pas des éléments de R.

Nous mettons sur R̄ la relation d’ordre en prenant celle de R à laquelle nous ajoutons les règles
(1) ´8 ă x pour tout x P RY t`8u
(2) `8 ą x pour tout x P RY t´8u.

Nous mettons une topologie sur R̄ en donnant la base 5 suivante :
— sa, br,
— sa,`8s,
— r´8, br

pour tous réels a et b.

12.25.
La notation «8 » peut désigner l’unique élément ajouté dans du compactifié d’Alexandrov 6 aussi
bien que l’élément infini positif dans la droite réelle achevée. Si vous faites attention au contexte 7,
ça ne devrait pas poser de problèmes.

Certaines autrices réservent « 8 » pour Alexandrov et écrivent toujours « `8 » et « ´8 »
pour la droite réelle achevée.

4. Il y a bien entendu moyen. Voir par exemple [365]. Sans ironie, je trouve ce théorème fascinant.
5. Base de topologie, définition 7.2.
6. Le compactifié d’Alexandrov R̂, définition 7.101.
7. Vous devez toujours avoir parfaitement clairement en tête la topologie que vous manipulez.



984 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

Lemme 12.26 ([1]).
La topologie sur R induite de celle sur R̄ est la topologie usuelle.

Démonstration. Nous notons τR la topologie de R, τR̄ celle de R̄ et τi celle induite de R̄ sur R.
Nous devons prouver que τi “ τR.

(1) τi Ă τR Un élément de τi est de la forme O “ RXA où A est un élément de τR̄. Vu que A
est un ouvert de R̄, il est une réunion d’éléments de la base de topologie 8 ; donc A “ Ť

iPI Ai
où les Ai sont des trois types listés dans la définition 12.24.
(1a) Si Ai “ sa, br alors RXA “ sa, br est un ouvert de R.
(1b) Si Ai “ sa,`8s, alors RXAi “ sa,`8r est un ouvert de R.
(1c) Si Ai “ r´8, br, même chose.
Donc RXA “ Ť

iPIpRXAiq est une union d’ouverts de R.
(2) τR Ă τi Comme les sa, br forment une base de topologie de R, l’ensemble τi contient une

base de topologie de R et donc contient tout τR.

Proposition 12.27 ([1]).
Soit une suite pxkq dans R̄ “ R Y t˘8u. Nous avons xk R̄ÝÑ `8 si et seulement si pour tout
M ą 0 il existe un N ą 0 tel que n ě N implique xn ąM .

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Pour tout voisinage A de `8, il existe un N tel que n ě N implique xn P A. Soit donc le

voisinage sM,`8s, et le N correspondant. Nous avons alors, pour tout n ě N , xn P sM,`8s
et donc xn ěM .

(2) ð Soit un ouvert A contenant `8. Nous avons A “ Ť
iPI Ai où les Ai sont des trois

types listés dans la définition 12.24. Comme `8 P A, pour au moins un des i, nous avons
Ai “ sa,`8r.
Prenons N tel que n ě N implique xn ą a. Alors pour n ě N nous avons xn P A.

LEMooUBFAooEmquQQ

Lemme 12.28 ([1]).
Soient x ą 1 dans R et n ě 1 dans N. Alors xn ě x.

Démonstration. Pour n “ 1, nous avons xn “ x donc d’accord. Supposons que xn ě x pour un
certain n P N, et prouvons que xn`1 ě x.

Calcul avec justifications en-dessous :

xn`1 “ xxn (12.59a)
ě xx (12.59b)SUBEQooBBJYooIYaErsSUBEQooBBJYooIYaErs

ě x. (12.59c)SUBEQooCEJWooMUMchESUBEQooCEJWooMUMchE

Justifications :
— Pour (12.59b) hypothèse de récurrence.
— Pour (12.59c), lemme 1.418.

LEMooFCIXooJuHFqk

Lemme 12.29.
Nous considérons l’espace topologique de la droite réelle achevée 9 R̄. Si n ě 1 nous avons

lim
xÑ`8x

n “ `8 (12.60)EQooRRFEooLYcuRPEQooRRFEooLYcuRP

8. C’est la proposition 7.2 qui dit ça.
9. Définition 12.24.



12.3. LIMITES EN L’INFINI 985

et
lim

xÑ`8
1
xn
“ 0. (12.61)

Démonstration. Si V est un voisinage de `8, alors nous devons montrer qu’il existe un voisinage
W de `8 tel que xn P V pour tout x PW .

Un ouvert est une union d’éléments de la base de topologie 10. Nous voyons que V contient au
moins une partie de la forme sR,`8s. Nous supposons que R ą 1.

Si x ą R ą 1, alors nous avons xn ě x (lemme 12.28) et donc

xn ě x ą R, (12.62)

ce qui signifie x P V .
En prenant W “ sR,`8s, nous avons bien Wn Ă V . Cela prouve (12.60).
En ce qui concerne la seconde limite, la démonstration est du même type. Remarquez seulement

que vous n’avez pas formellement le droit d’utiliser la proposition 12.9 en invoquant 1
`8 “ 0.

12.3.1 Limite en des nombres

Nous posons la définition suivante.
DefInfNombre

Définition 12.30.
Lorsque a P R, on dit que la fonction f tend vers l’infini quand x tend vers a si

@M P R, Dδ tel que p|x´ a| ď δq ñ fpxq ěM quand x P dom f.

Cela signifie que l’on demande que dès que x est assez proche de a (c’est-à-dire dès que |x´a| ď
δ), alors fpxq est plus grand que M , et que l’on peut trouver un δ qui fait ça pour n’importe quel
M . Une autre façon de le dire est que pour toute hauteur M , on peut trouver un intervalle de
largeur δ autour de a 11 tel que sur cet intervalle, la fonction f est toujours plus grande que M .

Montrons sur un dessin pourquoi je disais que la fonction xÑ 1{x n’est pas de ce type.
Le problème est qu’il n’existe par exemple aucun intervalle autour de 0 sur lequel f serait

toujours plus grande que 10. En effet n’importe quel intervalle autour de 0 contient au moins un
nombre négatif. Or quand x est négatif, f n’est certainement pas plus grande que 10. Nous y
reviendrons.

Pour l’instant, montrons que la fonction fpxq “ 1{x2 est une fonction qui vérifie la défini-
tion 12.30. Avant de prendre n’importe quel M , prenons par exemple 100. Nous avons besoin
d’un intervalle autour de zéro sur lequel f est toujours plus grande que 100. C’est vite vu que
fp0.1q “ fp´0.1q “ 100, donc l’intervalle r´ 1

10 ,
1
10 s convient. Partout dans cet intervalle, f est plus

grande que 100. Partout ? Ben non : en x “ 0, la fonction n’est même pas définie, donc c’est un
peu dur de dire qu’elle est plus grande que 100. C’est pour cela que nous avons ajouté la condition
« quand x P dom f » dans la définition de la limite.

Prenons maintenant un M P R arbitraire, et trouvons un intervalle autour de 0 sur lequel f est
toujours plus grande que M . La réponse est évidemment l’intervalle de largeur 1{?M , c’est-à-dire

„
´ 1?

M
,

1?
M

ȷ
.

12.3.2 Limites quand tout va bien

D’abord définissons ce qu’on entend par la limite d’une fonction en un point quand il n’y a
aucun infini en jeu.

10. C’est la définition 7.2.
11. C’est-à-dire un intervalle de la forme ra´ δ, a` δs.
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DefLimPointSansInfini

Définition 12.31.
On dit que la fonction f tend vers b quand x tend vers a si

@ϵ ą 0, Dδ tel que p|x´ a| ď δq ñ |fpxq ´ b| ď ϵ quand x P dom f.

Dans ce cas, nous notons
lim
xÑa

fpxq “ b. (12.63)

Commençons par un exemple très simple : prouvons que limxÑ0 x “ 0. C’est donc a “ b “ 0
dans la définition. Prenons ϵ ą 0, et trouvons un intervalle autour de zéro tel que partout dans
l’intervalle, x ď ϵ. Bon ben c’est clair que δ “ ϵ fonctionne.

Plus compliqué maintenant, mais toujours sans surprises.

Proposition 12.32.

lim
xÑ0

x2 “ 0.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. On veut un intervalle de largeur δ autour de zéro tel que x2 soit plus
petit que ϵ sur cet intervalle. Cette fois-ci, le δ qui fonctionne est δ “ ?ϵ. En effet un élément de
l’intervalle r´δ, δs est un r de valeur absolue plus petite ou égale à δ :

|r| ď δ “ ?ϵ.
En prenant le carré de cette inégalité on a :

r2 ď ϵ,

ce qu’il fallait prouver.

Calculer et prouver des valeurs de limites, mêmes très simples, devient vite de l’arrachage de
cheveux à essayer de trouver le bon δ en fonction de ϵ si on n’a pas quelques théorèmes généraux.
Heureusement nous en avons déjà quelques uns : 12.7, 12.6, et 12.9.

PROPooWXBAooAEweSF

Proposition 12.33 ([1]).
Soit f : R2 Ñ R une application continue dont la variable y varie dans un compact I de R. Alors
la fonction

d : RÑ R

x ÞÑ sup
yPI

fpx, yq (12.64)

est continue.

Démonstration. Soit x0 fixé. Prouvons que d est continue en x0. Nous notons y0 la valeur de y qui
réalise le maximum (par le théorème 10.54 et le fait que les fonctions projection soient continues,
lemme 7.209). Soit aussi ϵ ą 0 tellement fixé que même avec un tournevis hydraulique, il ne
bougerait pas. Nous considérons δ tel que si }px, yq ´ px0, y0q} ď δ alors }fpx, yq ´ fpx0, y0q} ă ϵ.

Si |x ´ x0| ă δ alors pour y assez proche de y0 nous avons }px, yq ´ px0, y0q} ď δ, et donc
}fpx, yq ´ fpx0, y0q} ď ϵ. Cela montre qu’il existe δ tel que |x´ x0| ď δ implique dpxq ě dpx0q ´ ϵ.

Nous devons encore trouver un δ tel que si |x´ x0| ď δ alors dpxq ď dpx0q ` ϵ. Supposons que
non. Alors pour tout δ il existe un x tel que |x´ x0| ď δ et dpxq ą dpx0q ` ϵ. Cela nous donne une
suite xi Ñ x0.

Pour chaque xi nous notons yi la valeur de y qui réalise le supremum correspondant. La suite
pyiq étant contenue dans un compact nous supposons prendre une sous-suite de pxiq telle que la
suite pyiq converge. Nous nommons a la limite (et non y0 parce que nous ne savons pas si yi Ñ y0).
Pour chaque i nous avons

fpxi, yiq ą sup
yPI

fpx0, yq ` ϵ. (12.65)
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En prenant la limite et en utilisant la continuité de f ,

fpx0, aq ą sup
yPI

fpx0, yq ` ϵ, (12.66)

ce qui est impossible.

12.3.3 Limites de fonctions

Tentons de comprendre ce que signifie qu’un nombre ℓ ne soit pas la limite de f lorsque xÑ a.
Il s’agit d’inverser la condition de la proposition 9.254(2). Le nombre ℓ n’est pas une limite de f
pour xÑ a lorsque

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx tel que 0 ă }x´ a} ă δ et }fpxq ´ ℓ} ą ε, (12.67)EqCaractNonLimEqCaractNonLim

c’est-à-dire qu’il existe un certain seuil ε tel qu’on a beau s’approcher aussi proche qu’on veut de
a (distance δ), on trouvera toujours un x tel que fpxq n’est pas ε-proche de ℓ.

Lemme 12.34 (Unicité de la limite).
Si ℓ et ℓ1 sont deux limites de fpxq lorsque x tend vers a, alors ℓ “ ℓ1.

Démonstration. Soit ε ą 0. Nous considérons δ tel que }fpxq´ℓ} ă ε pour tout x tel que }x´a} ă δ.
De la même manière, nous prenons δ1 tel que }x´ a} ă δ1 implique }fpxq ´ ℓ1} ă ε. Pour les x tels
que }x´ a} est plus petit que δ et δ1 en même temps, nous avons

}ℓ´ ℓ1} “ }ℓ´ fpxq ` fpxq ´ ℓ1} ď }ℓ´ fpxq} ` }fpxq ´ ℓ1} ă 2ε, (12.68)

et donc }ℓ´ ℓ1} “ 0 parce que c’est plus petit que 2ε pour tout ε.
PROPooKPOXooEHIXJs

Proposition 12.35 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé pV, }.}q et a P V . Soient encore un voisinage A de a et deux
fonctions f, g : Aztau Ñ R qui admettent une limite en a.

Si fpxq ď gpxq pour tout x P Aztau alors

lim
xÑa

fpxq ď lim
xÑa

gpxq. (12.69)
PROPooGQHKooWgykjW

Proposition 12.36.
Si f : RÑ RY t˘8u est continue et croissante, alors il existe ℓ P RY t˘8u tel que

lim
xÑ8 fpxq “ ℓ. (12.70)

12.3.4 Limite à gauche et à droite

Si a est à l’intérieur du domaine de f , nous savons ce que signifie limxÑa fpxq. Nous donnons
également une définition des limites à gauche et à droite.

Définition 12.37.
Soient D Ă R et une fonction f : D Ñ R. Si a P AdhpDq nous définissons la limite à droite de
f en a par

lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑa

f̃pxq (12.71)EQooQKHLooMoSXVeEQooQKHLooMoSXVe

où f̃ est la fonction f restreinte à DX tx tel que x ą au. La limite (12.71) est souvent écrite sous
la forme condensée

lim
xÑa
xąa

fpxq. (12.72)

Pour la limite à gauche c’est un peu la même chose :

lim
xÑa´

fpxq “ lim
xÑa
xăa

fpxq. (12.73)
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LEMooXJMFooCkzoVi

Lemme 12.38.
Soient D Ă R et une fonction f : D Ñ R. Si a P AdhpDq nous avons limxÑa` fpxq “ ℓ si et
seulement si pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que x P sa, a` δr XD implique fpxq P Bpℓ, ϵq.
Démonstration. Nous avons les équivalences entre les propriétés suivantes, en utilisant la définition
7.105 de la limite :

(1) limxÑa` fpxq “ ℓ

(2) limxÑa f̃pxq “ ℓ

(3) Pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que si x P Bpa, δq XD X tx ą au alors fpxq P Bpℓ, ϵq
(4) Pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que si x P sa, a` δr XD alors fpxq P Bpℓ, ϵq

La proposition suivante est un cas particulier de la proposition 10.110
PROPooGDDJooDCmydE

Proposition 12.39 ([367]).
Soit une fonction f : D Ñ R où D est une partie de R. Si a P AdhpDq alors la limite limxÑa fpxq
existe si et seulement si les limites à gauche et à droite existent et sont égales. Dans ce cas nous
avons égalité :

lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑa´

fpxq. (12.74)

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Nous disons que limxÑa fpxq “ ℓ. Si V est un voisinage de ℓ, il existe un voisinage U de

a tel que f
`
U XDztau˘ Ă V . En particulier il existe un δ ą 0 tel que si x P sa, a ` δr XD,

alors |fpxq ´ ℓ| ă ϵ. Cela est la limite à droite (lemme 12.38).
(2) ð Soit ϵ ą 0. Par la limite à droite, il existe δ1 ą 0 tel que f

`sa, a ` δ1r X D
˘ Ă Bpℓ, ϵq.

Par la limite à gauche, il existe δ2 tel que f
`sa´ δ2, ar XD

˘ Ă Bpℓ, ϵq
En prenant δ “ mintδ1, δ2u nous avons bien f

`
Bpa, δqXDztau˘ Ă Bpℓ, ϵq comme le demande

la définition de la limite.

12.40.
Quelques remarques à propos de la proposition 12.39.

(1) Cette proposition ne se généralise pas aux dimensions supérieures. Dans R2 par exemple, il
ne faudrait pas croire que si les limites suivant toutes les directions existent alors la limite
existe.

(2) Cette proposition est souvent utilisée pour calculer des limites dans lesquelles interviennent
des valeurs absolues. Par exemple, durant la démonstration de la proposition 12.346.

12.4 Limite en compactifié d’Alexandrov

Nous considérons l’espace topologique localement compact R, et son compactifié d’Alexandrov
défini en 7.101. Nous avons donc un point supplémentaire noté 8. Ce point n’est ni du côté des
grands nombres positifs, ni du côté des grands nombres négatifs. Il n’est ni `8 ni ´8.

Proposition 12.41.
Dans cet espace topologique R̂ “ RY t8u,

lim
xÑ0

1
x
“ 8. (12.75)
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Démonstration. Soit un voisinage V de8 dans R̂. Il s’écrit V “ KcYt8u pour un certain compact
de R. Le théorème 10.24 nous assure que K est borné. Donc il existe R ą 0 tel que K Ă Bp0, Rq.
Pour x P Bp0, 1{Rq nous avons ˇ̌

ˇ̌1
x

ˇ̌
ˇ̌ ą R, (12.76)

et donc 1{x P Kc. Donc aussi 1
x P V .

De la même façon, dans CY t8u nous avons

lim
zÑ0

1
z
“ 8. (12.77)

12.42.
Je vous laisse deviner la topologie à considérer sur R̄ “ RYt`8,´8u. Dans cet espace topologique
la limite limxÑ0

1
x n’existe pas.

12.4.1 Prolongement par continuité

12.4.1.1 Discussion avec mon ordinateur

Voici un extrait de ce que peut donner Sage. Nous lui donnons la fonction

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 . (12.78)EqyEHTBZEqyEHTBZ

Cette fonction est inventée exprès pour que le dénominateur s’annule en ´4. En fait 3x2`10x´8 “
px` 4qp3x´ 2q, et la fraction peut se simplifier en

fpxq “ 1
3x´ 2 . (12.79)

Et avec cela nous écririons fp´4q “ ´ 1
14 . Voyons comment cela passe dans Sage.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 5.2, Release Date: 2012-07-25 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=(x+4)/(3*x**2+10*x-8)
sage: f(-4)
---------------------------------------------------------------------------
ValueError Traceback (most recent call last)
ValueError: power::eval(): division by zero

Il produit donc une erreur de division par zéro. Cela n’est pas étonnant. Pourtant si on lui demande,
il est capable de simplifier. En effet :
sage: f.simplify_full()
x |--> 1/(3*x - 2)
sage: f.simplify_full()(-4)
-1/14

Nous considérons la question suivante : étant donné une fonction f définie sur Iztx0u, est-il
possible de définir f en x0 de telle façon à ce qu’elle soit continue ?

Exemple 12.43.
La fonction

f : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x

(12.80)

n’est pas définie pour x “ 0 et il n’y a pas moyen de définir fp0q de telle sorte que f soit continue
parce que limxÑ0

1
x n’existe pas. △
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12.4.1.2 Limite et prolongement

Reprenons l’exemple de la fonction (12.78) que mon ordinateur refusait de calculer en zéro :

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 “

x` 4
px` 4qp3x´ 2q . (12.81)

Cette fonction a une condition d’existence en x “ ´4. Et pourtant, tant que x ‰ ´4, cela a un
sens de simplifier les px` 4q et d’écrire

fpxq “ 1
3x´ 2 .

Étant donné que pour toute valeur de x différente de ´4, la fonction f s’exprime de cette façon,
nous avons

lim
xÑ´4

fpxq “ lim
xÑ´4

ˆ
1

3x´ 2

˙
.

Oui, mais la fonction 12 gpxq “ 1{p3x´2q est continue en ´4 et donc sa limite vaut sa valeur. Nous
en déduisons que

lim
xÑ´4

fpxq “ ´ 1
14 .

Que dire maintenant de la fonction ainsi définie ?

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ ´4
´1{14 si x “ ´4.

(12.82)

Cette fonction est continue en ´4 parce qu’elle y est égale à sa limite. Les étapes suivies pour
obtenir ce résultat sont :

— Repérer un point où la fonction n’existe pas,

— calculer la limite de la fonction en ce point, et en particulier vérifier que cette limite existe,
ce qui n’est pas toujours le cas,

— définir une nouvelle fonction qui vaut partout la même chose que la fonction originale, sauf
au point considéré où l’on met la valeur de la limite.

C’est ce qu’on appelle prolonger la fonction par continuité parce que la fonction résultante
est continue. La prolongation de f par continuité est donc en général définie par

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ y

limyÑx fpyq si x “ y
(12.83)

Dans le cas que nous regardions,

fpxq “ x` 4
3x2 ` 10x´ 8 ,

le prolongement par continuité est donné par

f̃ “ 1
3x´ 2 . (12.84)

Remarquons que cette fonction n’est toujours pas définie en x “ 2{3.

12. Cette fonction g n’est pas f parce que g a en plus l’avantage d’être définie en ´4.
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12.4.2 Prolongement par continuité

Proposition-Définition 12.44 (Prolongement par continuité).
Soit f : Iztx0u Ñ R telle que limxÑx0 fpxq “ ℓ P R. La fonction

f̃ : I Ñ R

f̃pxq “
#
fpxq si x ‰ x0

ℓ si x “ x0

(12.85)

est une fonction continue sur I et est appelée le prolongement par continuité de f en x0.

Vous noterez que dans cet énoncé nous demandons ℓ P R. Les cas ℓ “ ˘8 sont donc exclus.

12.45.
Le lemme 12.61 donnera un autre gros morceau de prolongement par continuité. Là, ce ne sera pas
juste une valeur qui manquera, mais carrément la majorité des valeurs ; mais par contre, ce ne sera
pas vraiment de la prolongation par continuité, mais de la prolongation par Cauchy-continuité.

Exemple 12.46.
La fonction

f : Rzt´3, 2u Ñ R

x ÞÑ x2 ` 2x´ 3
px` 3qpx´ 2q

(12.86)

admet pour limite limxÑ´3 fpxq “ 4
5 . Son prolongement par continuité en x “ ´3 est donné par

f̃pxq “ x´ 1
x´ 2 . (12.87)

Notons que les fonctions f et f̃ ne sont pas identiques : l’une est définie pour x “ ´3 et l’autre
pas. Lorsqu’on fait le calcul

x2 ` 2x´ 3
px` 3qpx´ 2q “

px´ 1qpx` 3q
px` 3qpx´ 2q “

x´ 1
x´ 2 , (12.88)

la simplification n’est pas du tout un acte anodin. Le dernier signe « “ » est discutable parce que
les deux dernières expressions ne sont pas égales pour tout x ; elles ne sont égales « que » pour les
x pour lesquels les deux expressions existent. △

Les fonctions trigonométriques donneront quelques exemples intéressants de prolongements par
continuité. Voir l’exemple 18.240. Et une avec la fonction logarithme dans l’exemple 15.112.

12.4.3 Théorème de la bijection

À propos de la continuité de l’application réciproque dans divers cas, voir le thème 35.
LEMooYUOOooByoQdr

Lemme 12.47 ([1]).
Si I est un intervalle de R, et si x P AdhpIq, alors x est dans une des trois situations suivantes 13 :

(1) x P IntpIq
(2) x “ infpIq
(3) x “ suppIq

Démonstration. Soit a P AdhpIq. Nous supposons que a n’est pas dans l’intérieur de I, et nous
prouvons que nous sommes dans un des deux autres cas. Soit ϵ ą 0.

13. Définitions de suprémum et d’infimum 1.444.
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(1) a` ϵ n’est pas un minorant Vu que a est dans l’adhérence de I, pour tout n, il existe
xn dans Bpa, 1{nq X I. En choisissant n assez grand, nous avons

xn ă a` 1
n
ă a` ϵ, (12.89)

de telle sorte que a` ϵ ne soit pas un minorant de I.
(2) a´ ϵ n’est pas un majorant De même nous avons xn ą a´ 1

n ą a´ ϵ.
(3) a ě x ou a ď x pour tout x P I Nous devons encore prouver que soit a ě x pour tout

x P I, soit que a ď x pour tout x P I. Supposons que ce ne soit pas le cas. Il existe x´, x` P I
tels que

x´ ă a ă x`. (12.90)

Vu que I est un intervalle nous avons rx´, x`s Ă I. Alors en prenant r ă px` ´ x´q{2 nous
avons

Bpa, rq Ă sx´, x`r Ă I, (12.91)

ce qui signifierait que a est dans l’intérieur de I.

LEMooBDGGooSOdOXb

Lemme 12.48 ([368]).
Soient un intervalle I et une application continue f : I Ñ R. Elle est injective si et seulement si
elle est strictement monotone.

Démonstration. En deux parties.
(1) Si f est injective Nous prouvons que f est strictement monotone par l’absurde en sup-

posant qu’elle ne l’est pas. Si f n’est pas strictement monotone sur I, il existe x1, x2, x3 et
x4 dans I tels que

x1 ă x1 x3 ă x4

fpx1q ď fpx2q fpx3q ě fpx4q. (12.92)

Vu que I est un intervalle, tous les points entrex1, x2, x3 et x4 sont dans I. Nous pouvons
donc définir

g : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ f
`
tx1 ` p1´ tqx2

˘´ f`tx2 ` p1´ tqx4
˘
.

(12.93)

Nous avons
gp0q “ fpx3q ´ fpx4q ě 0
gp1q “ fpx1q ´ fpx2q ď 0.

(12.94)

Le théorème des valeurs intermédiaires 10.91 nous indique qu’il existe t0 P r0, 1s tel que
gpt0q “ 0. Nous posons alors u “ t0x1` p1´ t0qx3 et v “ t0x2` p1´ t0qx4, de telle sorte que

0 “ gpt0q “ fpuq ´ fpvq. (12.95)

Mais u ‰ v parce que x1 ă x2 et x3 ă x4. Nous avons contredit l’injectivité de f .
(2) Si f est strictement monotone Supposons que f soit strictement croissante. Nous de-

vons prouver que f est injective. Pour cela supposons que fpuq “ fpvq avec u, v P I. Nous
avons alors

"
fpuq ď fpvq (12.96a)
fpuq ě fpvq. (12.96b)

Par stricte monotonie nous en déduisons que u ď v et que u ě v, autrement dit, que u “ v.
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PropOARooUuCaYT

Proposition 12.49 ([369, 1]).
Une surjection monotone d’une partie X de R vers un intervalle est continue 14. Nous sommes
dans une des trois situations du lemme 12.47.

Démonstration. Soit une application monotone g : X Ñ I où I est un intervalle. Nous supposons
dans un premier temps que g est croissante. Soit un ouvert V dans I. Nous allons montrer que
g´1pV q est ouvert dans X.

Pour cela nous considérons x P g´1pV q et nous posons y “ gpxq. Nous allons prouver qu’il
existe un voisinage U de x vérifiant gpUq Ă V .

Le nombre y est dans un des trois cas du lemme 12.47.
(1) y est à l’intérieur de I Il existe r ą 0 tel que Bpy, rq Ă V . Nous posons alors 0 ă α ă r,

et choisissons x´ P g´1py´αq et x` P g´1py`αq. Vu que g est surjective sur I, ces nombres
existent dans X. Par croissance de g, nous avons

x´ ă x ă x`. (12.97)

Enfin nous considérons la partie U “ sx´, x`r XX. Ce U est un ouvert contenant x.
Avec tout ça nous avons gpUq Ă V .

(2) Si y “ suppIq Il existe r tel que sy ´ r, ys Ă V . Nous considérons x´ P g´1py ´ rq, et nous
posons U “ sx´,8r XX. Avec cela nous avons

gpUq Ă sy ´ ϵ, ys Ă V. (12.98)

(3) Si y “ infpIq Dans ce cas nous avons un r tel que ry, y ` rr Ă V . Nous considérons x` P
g´1py ` rq et l’ouvert s´8, x`r XX. Nous avons encore gpUq Ă V .

Nous devons encore prouver le cas où g est décroissante. Dans ce cas la fonction hpxq “ ´gpxq
est croissante et surjective sur l’intervalle ´I. Elle est donc continue. Si h est continue, alors g est
continue.

Proposition 12.50.
Soient f : I Ñ J une bijection et f´1 : J Ñ I sa réciproque. Alors pour tout x0 P I nous avons

f´1`fpx0q
˘ “ x0 (12.99)EqHQRooNmLYbFEqHQRooNmLYbF

et pour tout y0 P J nous avons
f
`
f´1py0q

˘ “ y0. (12.100)EqIYTooQPvZDrEqIYTooQPvZDr

Démonstration. Nous prouvons la relation (12.99) et nous laissons (12.100) comme exercice au
lecteur.

Soit x0 P I. Posons y0 “ fpx0q. La définition de l’application réciproque est que pour y P J ,
f´1pyq est l’unique élément x de I tel que fpxq “ y. Donc f´1py0q est l’unique élément de I dont
l’image est y0. C’est donc x0 et nous avons f´1py0q “ x0, c’est-à-dire

f´1`fpx0q
˘ “ x0. (12.101)

ThoKBRooQKXThd

Théorème 12.51 (Théorème de la bijection).
Soit I un intervalle et f une fonction continue et strictement monotone de I dans R. Nous avons
alors :

(1) fpIq est un intervalle de R ;
ITEMooMAWXooZXmVwA

(2) La fonction f : I Ñ fpIq est bijective

14. Pour les topologies induites de X et de I. Dans le cas de I, si il est ouvert, c’est la topologie usuelle.
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(3) La fonction f´1 : fpIq Ñ I est strictement monotone de même sens que f ;
ItemEJZooKuFoeFiv

(4) La fonction f : I Ñ fpIq est un homéomorphisme, c’est-à-dire que f´1 : fpIq Ñ I est conti-
nue.

Démonstration. Prouvons les choses point par point.

(1) Supposons pour fixer les idées que f est monotone croissante 15.
Soient a ă b dans fpIq. Par définition il existe x1, x2 P I tels que a “ fpx1q et b “ fpx2q.
La fonction f est continue sur l’intervalle rx1, x2s et vérifie fpx1q ă fpx2q. Donc le théorème
des valeurs intermédiaires 10.91 nous dit que pour tout t dans rfpx2q, fpx2qs, il existe un
x0 P rx1, x2s tel que fpx0q “ t. Cela montre que toutes les valeurs intermédiaires entre a et
b sont atteintes par f et donc que fpIq est un intervalle.

(2) Nous prouvons maintenant que f est bijective en prouvant séparément qu’elle est surjective
et injective.

(2a) f est surjective Une fonction est toujours surjective depuis un intervalle I vers l’en-
semble Image f .

(2b) f est injective Soit x ‰ y dans I ; pour fixer les idées nous supposons que x ă y. La
stricte monotonie de f implique que fpxq ă fpyq ou que fpxq ą fpyq. Dans tous les cas
fpxq ‰ fpyq.

La fonction f est donc bijective.

(3) Comme d’accoutumée nous supposons que f est croissante. Soient y1 ă y2 dans fpIq ; nous
devons prouver que f´1py1q ď f´1py2q. Pour cela nous considérons les nombres x1, x2 P I
tels que fpx1q “ y1 et fpx2q “ y2. Nous allons en prouver la contraposée en supposant que
f´1py1q ą f´1py2q. En appliquant f (qui est croissante) à cette dernière inégalité il vient

f
`
f´1py1q

˘ ě f
`
f´1py2q

˘
, (12.102)

ce qui signifie
y1 ě y2 (12.103)

par l’équation (12.100).

(4) La fonction f´1 : fpIq Ñ I est une fonction monotone et surjective, donc continue par la
proposition 12.49.

Exemple 12.52.
La fonction

f : r2, 3s Ñ r4, 9s
x ÞÑ x2 (12.104)

est une bijection. Sa réciproque est la fonction

f´1 : r4, 9s Ñ r2, 3s
x ÞÑ ?

x.
(12.105)

△

15. Traitez en tant qu’exercice le cas où f est décroissante.
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12.5 Limite et continuité
SecLimiteFontion

Voir les remarques dans l’index thématique 29 pour comprendre la place et la portée de ce qui
va venir à propos de limite et de continuité.

ThoLimCont

Théorème 12.53 (Limite et continuité).
La fonction f est continue au point a si et seulement si limxÑa fpxq “ fpaq.
Démonstration. Nous commençons par supposer que f est continue en a, et nous prouvons que
limxÑa fpxq “ fpaq. Soit ϵ ą 0 ; ce qu’il nous faut c’est un δ tel que |x ´ a| ď δ implique
|fpxq´ fpaq| ď ϵ. La caractérisation 10.82 de la continuité donne l’existence d’un δ comme il nous
faut.

Dans l’autre sens, c’est-à-dire prouver que f est continue au point a sous l’hypothèse que
limxÑa fpxq “ fpaq, la preuve se fait de la même façon.

Nous en déduisons que si nous voulons gagner quelque chose à parler de limites, il faut prendre
des fonctions non continues. En effet, si une fonction est continue en un point, la limite ne donne
aucune nouvelle information que la valeur de la fonction elle-même en ce point.

Prenons une fonction qui fait un saut. Pour se fixer les idées, prenons celle-ci :

fpxq “
#

2x si x Ps ´8, 2r
x{2 si x P r2,`8r (12.106)EqnCtOELEqnCtOEL

Essayons de trouver la limite de cette fonction lorsque x tend vers 2. Étant donné que f n’est pas
continue en 2, nous savons déjà que limxÑ2 fpxq ‰ fp2q. Donc ce n’est pas 1. Cette limite ne peut
pas valoir 4 non plus parce qu’en prenant n’importe quel ϵ, la valeur de fp2 ` ϵq est très proche
de 2, et donc, ne peut pas s’approcher de 4. En fait, on peut facilement vérifier que aucun nombre
ne vérifie la condition de limite pour f en 2. Nous disons que la limite n’existe pas.

Il ne faudrait pas en déduire trop vite que si une fonction n’est pas continue en a, alors la limite
x Ñ a n’existe pas. Ce que dit le théorème 12.53 est que si une fonction n’est pas continue en a,
alors sa limite (si elle existe) ne vaut pas fpaq.

EXooKREUooLeuIlv

Exemple 12.54 (Un exemple de continuité ; Thème 29).
Soit la fonction

fpxq “
#
x si x ‰ 0
4 si x “ 0.

(12.107)EQooSYSWooSGsUfREQooSYSWooSGsUfR

Cette fonction n’est pas continue en x “ 0, et pourtant la limite existe : limxÑ0 fpxq “ 0. Etudions
cela en détail, pour nous assurer de ce qu’il se passe.

Considérons l’ouvert s3, 5r. L’image réciproque de cet ouvert par f est la partie s3, 5r Y t0u qui
n’est pas ouvert. Donc la fonction f n’est pas continue comme fonction RÑ R.

Considérons pour comprendre la restriction f : r´1, 1s Ñ R. L’image inverse de s3, 5r par cette
fonction est t0u qui n’est pas un ouvert.

Plus généralement tant qu’on considère des restrictions de f sur des parties contenant un
voisinage de 0, la fonction ne peut pas être continue 16.

Voyons ce qu’il en est de la continuité ponctuelle de f en x “ 0. La définition 7.33 est celle de
la continuité en un point ; elle dit que f sera continue en 0 si fp0q “ 4 est une limite de f . Nous
voilà parti vers la définition 7.105.

Soit le voisinage V “ s3, 5r de fp0q. Quel que soit le voisinage W de 0 dans R, il existe un
ϵ ą 0 tel que W Ă Bp0, ϵq. Nous avons alors

f
`
W zt0u˘ Ă f

`
Bp0, ϵqzt0u˘. (12.108)

Mais le nombre ϵ{2 fait partie de f
`
Bp0, ϵqzt0u˘ et n’est pas dans V . Donc fp0q n’est pas une

limite de f en zéro. Cette fonction n’est donc pas continue en zéro. △
16. Les plus acharnés se demanderont ce qu’il se passe pour la restriction de f à la partie t0u munie de la topologie

induite de R.
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Exemple 12.55 (Même exemple, limite).
Nous avons vu que, pour la fonction (12.107), le nombre 4 n’est pas une limite de f en zéro. Nous
montrons à présent que 0 est une limite (et même la seule par la proposition 7.108 que nous ne
rappellerons plus à chaque fois) de f .

Montrons que 0 est une limite de f en zéro, c’est-à-dire que limxÑ0 fpxq “ 0.
Nous suivons la définition 7.105. Soit un voisinage V de 0 dansR. Il existe δ tel que Bp0, δq Ă V .

En posant ϵ “ δ et en définissant W “ Bp0, ϵq nous avons

f
`
Bp0, ϵqzt0u˘ “ Bp0, ϵqzt0u Ă Bp0, δq Ă V. (12.109)

Donc 0 est une limite de f en zéro. △

Nous avons déjà vu par le corolaire 10.58 qu’une suite croissante et bornée était convergente.
Il en va de même pour les fonctions.

PropMTmBYeU

Proposition 12.56 ([1]).
Si la fonction réelle f : I “ ra, brÑ R est croissante et bornée, alors la limite

lim
xÑb

fpxq (12.110)

existe et est finie.

Démonstration. Commençons par prouver que si pxnq est une suite dans I convergeant vers b, alors
fpxnq est une suite convergente. Dans un second temps, nous allons prouver que si pxnq et px1

nq
sont deux suites qui convergent vers b, alors les suites convergentes fpxnq et fpx1

nq convergent vers
la même limite. Alors le critère séquentiel de la limite d’une fonction conclura (proposition 7.242).

Nous pouvons extraire de xn une sous-suite croissante pxαpnqq. Alors la suite f
`
xαpnq

˘
est une

suite croissante et majorée, donc convergente par le corolaire 10.58 17. Nommons ℓ la limite et
montrons qu’elle est aussi limite de f sur la suite originale.

Pour tout ϵ ą 0, il existe K tel que si n ą K alors
ˇ̌
f
`
xαpnq

˘´ ℓˇ̌ ă ϵ. Soit K 1 tel que pour tout
n ą K 1 nous ayons xn ą xαpKq. Cela est possible parce que la suite est bornée par b et converge
vers b : il suffit de prendre K 1 de telle sorte que |xn ´ b| ď |xαpnq ´ b|. Si n ą K 1 alors xn ą xαpKq
et

fpxnq ě fpxαpnqq ě ℓ´ ϵ; (12.111)
en résumé si n ą K alors |fpxnq ´ ℓ| ă ϵ. Cela prouve que fpxnq Ñ ℓ.

Soit maintenant une autre suite px1
nq qui converge également vers b. Comme nous venons de

le voir la suite fpx1
nq est convergente et nous nommons ℓ1 la limite. Si nous considérons px2

nq la
suite « alternée » (x1, x1

1, x2, x1
2, ¨ ¨ ¨) alors nous avons encore une suite qui converge vers b et donc

fpx2
nq Ñ ℓ1.
Mais étant donné que fpxnq et fpx1

nq sont des sous-suites, elles doivent converger vers la même
valeur. Donc ℓ “ ℓ1 “ ℓ2.

PROPooLOQVooULDhZz

Proposition 12.57 ([1]).
L’ensemble R Y t8u muni de la topologie de la compactification en un point 18 est connexe par
arcs.

Démonstration. Nous allons montrer que le chemin

γ : r0, 1s Ñ r0,8s

x ÞÑ
#

1
x si x ‰ 0
8 si x “ 0

(12.112)

est continu au sens de la définition 7.33(2) (qui est le seul sens possible au mot « continu »).

17. En gros nous sommes en train de dire que toute la théorie des fonctions convexes est un vulgaire corolaire de
Bolzano-Weierstrass.

18. Définition 7.101.
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Soit un ouvert O dans RYt8u. Si cet ouvert ne contient pas 8, alors γ´1pOq est ouvert dans
R parce que la fonction x ÞÑ 1{x est continue 19.

Si 8 P O, alors O “ t8u Y O1 où O1 est un ouvert de R ayant la propriété que RzO1 est
compact.

Nous avons γ´1pOq “ t0u Y γ´1pO1q. Et aussi que γ´1pO1q est un ouvert de R contenu dans
r0, 1s.

Puisque le complémentaire de O1 est compact, il existe a P R tel que sa,8r Ă O1. Donc
O1 “ sa,8r YO2 où O2 est un ouvert.

Nous avons :

γ´1pOq “ tγ´1p8qu Y γ´1`sa,8r˘Y γ´1pO2q (12.113a)

“ t0u Y s0, 1
a
r Y γ´1pO2q (12.113b)

“ r0, 1
a
r Y γ´1pO2q. (12.113c)

Vous noterez le point essentiel où la topologie de la compactification agit : comme t0u n’est pas
un ouvert de r0, 1s, nous devons nous assurer que la partie γ´1pO1q vienne se coller à t0u pour
compléter en un ouvert.

L’ensemble γ´1pO2q est un ouvert de R contenu dans r0, 1s. Nous avons donc

γ´1pOq “
´
s´1, 1

a
r Y γ´1pO2q

¯
X r0, 1s. (12.114)

Cela est un ouvert de r0, 1s par définition de la topologie induite 20.

12.5.1 Prolongement des rationnels vers les réels

Si f : QÑ R est une fonction continue pour la topologie induite, est-ce qu’on peut la prolonger
en une fonction continue sur R ? La réponse est hélas non.

EXooWZNCooQkKdtJ

Exemple 12.58 ([370]).
Puisque

?
2 est irrationnel 21, ceci définit bien une fonction sur Q :

f : QÑ R

q ÞÑ
#

0 si q ă ?2
1 si q ą ?2.

(12.115)

C’est une fonction continue sur Q. En effet, soient q P Q et ϵ ą 0. Nous prenons δ ą 0 tel que
?

2
ne soit pas dans Bpq, δq. Alors si p P BQpq, δq nous avons fpqq “ fppq et donc

|fppq ´ fpqq| ă ϵ. (12.116)

Il n’est cependant pas possible de la prolonger en une fonction continue sur R. △

Pour qu’une fonction sur Q puisse être prolongée en une fonction continue sur R, il faut
un peu plus que la continuité. Il faut la Cauchy-continuité, que nous définissons pas plus tard
qu’immédiatement.

DEFooXXOGooXblyKP

Définition 12.59 ([370]).
Soient X et Y deux espaces métriques. Une application f : X Ñ Y est dite Cauchy-continue si
pour toute suite de Cauchy pxnq dans X, la suite

`
fpxnq

˘
est de Cauchy dans Y .

19. Voir par exemple la proposition 12.6.
20. Définition 7.25.
21. Proposition 1.393. Le fait que

?
2 existe dans R est la proposition 1.457.
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PROPooPUNFooFMytOY

Proposition 12.60 ([371]).
Soient X et Y des espaces métriques 22. Nous supposons que Y est complet 23. Nous considérons
A Ă X et une application Cauchy-continue f : AÑ Y .

Alors :
(1) Il existe un unique prolongement continu g : ĀÑ Y de f .

ITEMooDEZGooUAvwvF

(2) Ce prolongement est lui-même Cauchy-continu.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Une suite

Soit x P Ā. Nous considérons une suite panq dans A telle que an XÝÑ x. Alors panq est de
Cauchy 24 et donc

`
fpanq

˘
est de Cauchy dans Y . Vu que Y est complet,

`
fpanq

˘
est une

suite convergente.
(2) Indépendance

Montrons que si pbnq est une autre suite dans A convergeant vers x, alors limn fpanq “
limn fpbnq. Pour cela nous considérons la suitepa0, b0, a1, b1, . . . , q. Cela est une suite qui
converge vers x. Elle est donc de Cauchy et son image par f est encore de Cauchy. Toutes
les sous-suites de la suite image sont dont convergentes vers la même limite. En prenant les
sous-suites paires et impaires, nous avons limn fpanq “ limn fpbnq.

(3) Définition de g Nous pouvons donc définir

g : ĀÑ Y

x ÞÑ lim
n
fpanq (12.117)

où panq est une quelconque suite dans A convergeant vers x.
(4) g est séquentiellement continue Soit une suite pxnq dans Ā. Nous devons prouver que

gpxnq YÝÑ gpxq.
Nous pouvons choisir an P A tel que dpan, xnq ă 1{n. Si nous considérons une suite de Cauchy
dans A convergeant vers xn, et que nous prenons an assez loin dans cette suite, alors nous
pouvons même choisir an tel que d

`
fpanq, gpxnq

˘ ă 1{n. Nous choisissons panq de telle sorte
à vérifier les deux en même temps.
Nous avons

dpan, xq ď dpan, xnq ` dpxn, xq Ñ 0. (12.118)

Donc panq est de Cauchy et par définition de g, nous avons

gpxq “ lim
nÑ8 fpanq. (12.119)EQooWQYNooKIOAjcEQooWQYNooKIOAjc

À partir de là nous avons la majoration

d
`
gpxnq, gpxq

˘ ď d
`
gpxnq, fpanq

˘` d`fpanq, gpxq
˘
. (12.120)

Le premier terme tend vers zéro par choix de la suite panq et le second tend vers zéro par
(12.119).

(5) g est continue La proposition 7.248 donne l’équivalence entre la continuité et la continuité
séquentielle.

(6) Unicité Soient g1 et g2, deux prolongations continues de f sur Ā. Si an Ñ x dans A, alors
nous avons, par continuité de g1 et g2 : g1panq Ñ g1pxq et g2panq Ñ g2pxq.
Mais g1panq “ g2panq “ fpanq ; donc les limites sont égales.

22. Il a une distance, définition 7.110.
23. Définition 7.256.
24. Proposition 7.262.
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(7) g est Cauchy continue

En terme de prolongement continu, nous avons ce lemme qui demande à une fonction d’être
Cauchy-continue. Vous pouvez comparer avec le principe de prolongement analytique 17.142 qui
donne un énoncé similaire pour un prolongement analytique.

LEMooUAFBooAwiXxj

Lemme 12.61 ([1, 372, 371]).
Soit une fonction Cauchy-continue 25 f : QÑ R.

(1) La limite limqÑx fpqq existe pour tout x P R.
(2) Il existe un unique prolongement continu f̃ : RÑ R.
(3) Ce prolongement est donné par

f̃pxq “
#
fpxq si x P Q
limqÑx fpqq sinon

(12.121)

Démonstration. C’est tout dans la proposition 12.60 en sachant que
— Q est dense dans R, proposition 10.16.
— R est complet, théorème 7.275.

PROPooXWHYooFiVYfi

Proposition 12.62.
Soient des fonctions continues f, g : R Ñ R. Si f et g sont égales sur Q, alors elles sont égales
sur R.

Démonstration. Nous pouvons utiliser les propriétés fondamentales des réels et de la continuité.
Soit x P R ; nous voulons montrer que fpxq “ gpxq. En prenant par exemple le lemme 1.436, il
existe une suite qi de rationnels telle que qi RÝÑ x.

Par ailleurs, f et g sont continues sur R et donc en chaque point de R (théorème 7.199). Par
la caractérisation séquentielle 7.132 de la continuité, nous avons

fpxq “ lim
iÑ8 fpqiq “ lim

iÑ8 gpqiq “ gpxq. (12.122)

PROPooTNIAooNAJDzL

Proposition 12.63 ([1]).
Soit une fonction strictement croissante f : QÑ R. Alors la prolongation continue f̃ : RÑ R est
également strictement croissante.

Démonstration. Soient x, y P R avec x ă y. Notons d “ y ´ x. Nous considérons des suites de
rationnels xk Ñ x et yl Ñ y telles que pour tout k, xk P Bpx, d{3q et yk P Bpy, d{3q. En particulier,
xk ă yl pour tout k et l.

Soient des rationnels q et q1 tels que pour tout k,

xk ă q ă q1 ă yk. (12.123)

Pour trouver de tels rationnels, il suffit de les chercher dans sx` d
3 , y ´ d

3 r. Cet intervalle étant de
longueur d{3, il contient des rationnels.

Vue la croissance de f sur Q, nous avons, pour tout k :

fpxkq ă fpqq ă fpq1q ă fpykq, (12.124)

et à la limite :
f̃pxq ď fpqq ă fpq1q ď f̃pyq. (12.125)

Notez que les inégalités strictes se changent en inégalités larges au passage à la limite. D’où l’utilité
de prendre deux rationnels entre xk et yk pour maintenir une inégalité stricte entre f̃pxq et f̃pyq.

25. Définition 12.59 ; nous en avons discuté dans l’exemple 12.58.
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12.6 Espace des fonctions continues
Définition 12.64.
Soit I, un intervalle de R. L’oscillation sur I est le nombre

ωf pIq “ sup
xPI

fpxq ´ inf
xPI fpxq. (12.126)

Pour chaque x fixé, la fonction
x ÞÑ ωf

`
Bpx, δq˘ (12.127)

est une fonction positive, croissante et a donc une limite (pour δ Ñ 0). Nous notons ωf pxq cette
limite qui est l’oscillation de f en ce point. Une propriété immédiate est que f est continue en
x0 si et seulement si ωf px0q “ 0.

LemuaPbtQ

Lemme 12.65.
L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction f : RÑ R est une réunion dénombrable de
fermés.

Démonstration. Soit D l’ensemble des points de discontinuité de f . Nous avons

D “
8ď

n“1
tx tel que ωf pxq ě 1

n
u. (12.128)

Il nous suffit donc de montrer que pour tout ϵ, l’ensemble

tx tel que ωf pxq ă ϵu (12.129)

est ouvert. Soit en effet x0 dans cet ensemble. Il existe δ tel que ωf
`
Bpx0, δq

˘ ă ϵ. Si x P Bpx0, δq,
alors si on choisit δ1 tel que Bpx, δ1q Ă Bpx0, δq, nous avons ωf

`
Bpx, δ1q˘ ă ϵ, ce qui justifie que

ωf pxq ă ϵ et donc que x est également dans l’ensemble considéré.

Théorème 12.66.
L’ensemble des points de discontinuité d’une limite simple de fonctions continues est de première
catégorie.

Démonstration. Soit pfnq une suite de fonctions qui converge simplement vers f . Nous devons
écrire l’ensemble des points de discontinuité de f comme une union dénombrable d’ensembles tels
que sur tout intervalle I, aucun de ces ensembles n’est dense. Nous savons déjà par le lemme 12.65
que l’ensemble des points de discontinuité de f est donné par

D “
8ď

n“1
tx tel que ωf pxq ě 1

n
u. (12.130)

Nous essayons donc de prouver que pour tout ϵ, l’ensemble

F “ tx tel que ωf pxq ě ϵu (12.131)

est nulle part dense. Soit

En “
č

i,jąn
tx tel que |fipxq ´ fjpxq| ă ϵu. (12.132)

Nous montrons que cet ensemble est fermé en étudiant le complémentaire. Soit x R En ; alors il
existe un couple pi, jq tel que

|fipxq ´ fjpxq| ą ϵ. (12.133)

Par continuité, cette inégalité reste valide dans un voisinage de x. Donc il existe un voisinage de x
contenu dans AEn et En est donc fermé.
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De plus nous avons En Ă En`1 et
Ť
nEn “ R. Ce dernier point est dû au fait que pour tout x,

il existe N tel que i, j ą N implique |fipxq ´ fjpxq| ď ϵ. Cela est l’expression du fait que la suite`
fnpxq

˘
nPN est de Cauchy.

Soit I, un intervalle fermé de R. Nous voulons trouver un intervalle J Ă I sur lequel f est
continue. Nous écrivons I sous la forme

I “
8ď

n“1
pEn X Iq. (12.134)

Tous les ensembles Jn “ En X I ne peuvent être nulle part dense en même temps (à cause du
théorème de Baire 7.313). Il existe donc un n tel que Jn contienne un ouvert J . Le but est de
montrer que f est continue sur J . Pour ce faire, nous n’allons pas simplement majorer |fpxq´fpx0q|
par ϵ lorsque |x ´ x0| est petit. Nous allons majorer l’oscillation de f sur Bpx0, δq lorsque δ est
petit. Pour cela nous prenons x0 et x dans J et nous écrivons

|fpxq ´ fpx0q| ď |fpxq ´ fnpxq| ` |fnpxq ´ fnpx0q|. (12.135)

À ce niveau nous rappelons que n est fixé par le choix de J , dans lequel ϵ est déjà inclus. Nous
choisissons évidemment |x ´ x0| ď δ de telle sorte que le second terme soit plus petit que ϵ en
vertu de la continuité de fn. Pour le premier terme, pour tout i, j ě n nous avons

|fipxq ´ fjpxq| ă ϵ. (12.136)

Si nous posons j “ n et iÑ8, en tenant compte du fait que fi Ñ f simplement,

|fpxq ´ fnpxq| ď ϵ. (12.137)

Nous avons donc obtenu |fpxq´fnpx0q| ď 2ϵ. Cela signifie que dans un voisinage de rayon δ autour
de x0, les valeurs extrêmes prises par fpxq sont fnpx0q˘4ϵ. Nous avons donc prouvé que pour tout
ϵ, il existe δ tel que

ωf
`rx0 ´ δ, x0 ` δs

˘ ď 4ϵ. (12.138)

De là nous concluons que
lim
δÑ0

ωf
`rx0 ´ δ, x0 ` δs

˘ “ 0, (12.139)

ce qui signifie que f est continue en x0.

Exemple 12.67.
Une fonction discontinue sur Q et continue ailleurs. La fonction

fpxq “
#

0 si x R Q
1
q si x “ p{q (12.140)

où par « x “ p{q » nous entendons que p{q est la fraction irréductible 26.
Cette fonction est discontinue sur Q parce que si q P Q alors fpqq ‰ 0 alors que dans tous

voisinage de q il existe un irrationnel sur qui la fonction vaudra zéro.
Montrons que f est continue sur les irrationnels. Si x0 R Q alors fpx0q “ 0. Mais si on prend un

voisinage suffisamment petit de x0, nous pouvons nous arranger pour que tous les rationnels aient
un dénominateur arbitrairement grand. En effet si nous nous fixons un premier rayon r0 ą 0 alors
il existe un nombre fini de fractions de la forme 1, k

2 , k
3 ,. . ., k

N dans Bpx0, r0q. Il suffit maintenant
de choisir 0 ă r ď r0 tel que ces fractions soient toutes hors de Bpx0, rq. Dans cette boule nous
avons f ă 1

N . Du coup f est continue en x0. △

Définition 12.68 (Point périodique[373]).
Soit f : I Ñ I une application d’un ensemble I dans lui-même. Si x P I vérifie fnpxq “ x et
fkpxq ‰ x pour k “ 1, . . . , n´ 1 alors on dit que x est un point n-périodique.

26. Proposition 3.33.



1002 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

LemAONBooGZBuYt

Lemme 12.69.
Soit I un segment 27 de R et une fonction continue f : I Ñ I. Si K est un segment fermé avec
K Ă fpIq alors il existe un segment fermé L Ă I tel que K “ fpLq.
Démonstration. Mentionnons immédiatement que f est continue sur I qui est compact 28. Par
conséquent tous les nombres dont nous allons parler sont finis parce que f est bornée par le
théorème 10.54.

Soit K “ rα, βs. Si α “ β alors le segment L “ tau convient. Nous supposons donc que α ‰ β
et nous considérons a, b P I tels que α “ fpaq et β “ fpbq. Puisque a ‰ b nous supposons a ă b (le
cas a ą b se traite de façon similaire).

Nous posons
A “ tx P ra, bs tel que fpxq “ αu. (12.141)

C’est un ensemble borné par a et b. De plus il est fermé ; ce dernier point n’est pas tout à fait
évident parce que f n’est pas définie sur R, mais sur I, qui est fermé. Le corolaire 10.88 n’est donc
pas immédiatement utilisable. Prouvons donc que Z “ tx P R tel que fpxq “ αu est fermé. Si x0
est hors de Z alors, soit x0 est dans I, soit il est hors de I. Dans ce second cas, le complémentaire de
I étant ouvert, on a un voisinage de x0 hors de I, et par conséquent hors de Z. Si au contraire x0 P I
alors il y a (encore) deux cas : soit x0 P IntpIq, soit x0 est sur le bord de I. Dans le premier cas, le
théorème des valeurs intermédiaires 29 fonctionne. Pour le second cas, nous supposons x0 “ maxpIq
(le cas x0 “ minpIq est similaire). Le théorème des valeurs intermédiaires dit que sur rx0 ´ ϵ, x0s,
f ‰ α et en même temps, sur sx0, x0` ϵs, nous sommes en dehors du domaine. Au final tfpxq “ αu
est fermé et A est alors fermé en tant que intersection de deux fermés.

L’ensemble A étant non vide (a P A), il possède donc un maximum que nous nommons u :

u “ maxpAq. (12.142)

Nous posons aussi
B “ tx P ru, bs tel que fpxq “ βu (12.143)

qui est encore fermé, borné et non vide. Nous pouvons donc définir

v “ minpBq. (12.144)

Nous prouvons maintenant que f
`ru, vs˘ “ rα, βs. D’abord f

`ru, vs˘ est un intervalle compact 30

contenant fpuq “ α et fpvq “ β. Par conséquent rα, βs Ă f
`ru, vs˘. Pour l’inclusion inverse

supposons t P ru, vs tel que fptq ą β. Vu que fpaq “ α et α ă β, par le théorème des valeurs
intermédiaires, il existe t0 P ra, ts tel que fpt0q “ β. Cela donne t0 ă v et donc contredit la
minimalité de v dans B. Nous en déduisons que f

`ru, vs˘ ne contient aucun élément plus grand
que β. Même jeu pour montrer que l’intervalle ne contient aucun élément plus petit que α.

En définitive, le segment L “ ru, vs satisfait toutes les exigences.

Lorsque I2 Ă fpI1q nous notons I1 Ñ I2 ou, si une ambiguïté est à craindre, I1
fÝÑ I2. Cette

flèche se lit « recouvre ».
LemSSPXooMkwzjb

Lemme 12.70 ([374, 373]).
Soient les segments I0, . . . , In´1 tels que nous ayons le cycle

I0 Ñ I1 Ñ . . .Ñ In´1 Ñ I0. (12.145)

Alors fn admet un point fixe x0 P I0 tel que fkpx0q P Ik pour tout k “ 0, . . . , n´ 1.

Démonstration. Nous prouvons les cas n “ 1 et n “ 2 séparément.

27. définition 10.51. Un segment est un intervalle fermé borné.
28. Par le lemme 10.20.
29. Théorème 10.91.
30. Corolaire 10.93 et théorème 7.214.
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(1) n “ 1 Nous avons I0 Ñ I0, c’est-à-dire que I0 Ă fpI0q. Si I0 “ ra, bs alors nous posons
a “ fpαq et b “ fpβq pour certains α, β P I0. Nous posons ensuite gpxq “ fpxq ´ x.
Dans un premier temps, gpαq “ a ´ α ď 0 parce que a “ minpI0q et α P I0. Pour la même
raison, gpβq “ b´ β ě 0. Le théorème des valeurs intermédiaires donne alors t0 P rα, βs Ă I0
tel que gpt0q “ 0. Nous avons donc fpt0q “ t0.

(2) n “ 2 Nous avons I0 Ñ I1 Ñ I0. Puisque I1 Ă fpI0q, le lemme 12.69 donne un segment
J1 Ă I0 tel que fpJ1q “ I1. Mézalors

J1 Ă I0 Ă fpI1q “ f2pJ1q. (12.146)

Nous avons donc J1
f2ÝÑ J1 et par le cas n “ 1 traité plus haut, la fonction f2 a un point

fixe x0 dans J1. De plus
fpx0q P fpJ1q “ I1, (12.147)

le point x0 est donc bien celui que nous cherchions.
(3) Cas général Nous avons

I0 Ñ I1 Ñ . . .Ñ In´1 Ñ I0. (12.148)

Puisque I1 Ă fpI0q, il existe J1 Ă I0 tel que fpJ1q “ I1. Mais

I2 Ă fpI1q “ f2pJ1q, (12.149)

donc il existe J2 Ă J1 tel que I2 “ f2pJ2q. En procédant ainsi aussi longtemps qu’il le faut,
nous construisons les ensembles J1, . . . , Jn´1 tels que

Jn´1 Ă Jn´2 Ă . . . Ă J1 Ă J0 (12.150)

tels que Ik “ fkpJkq pour tout k “ 1, . . . , n ´ 1. La dernière de ces inclusions est In´1 “
fn´1pJn´1q, mais In´1 Ñ I0, c’est-à-dire que

I0 Ă fpIn´1q “ fnpJn´1q, (12.151)

et il existe Jn Ă Jn´1 tel que I0 Ă fnpJnq. Mais comme Jn Ă J0 nous avons en particulier
Jn Ă fnpJnq.
Cela donne un point fixe x0 P Jn pour fn. Par construction, nous avons Jn Ă Jn´1 Ă . . . Ă
J1 Ă J0 et donc x0 P Jk pour tout k. En particulier

fkpx0q P fkpJkq “ Ik (12.152)

pour tout k.

Théorème 12.71 (Théorème de Sarkowski[374, 373]).
Soit I, un segment de R et une application continue f : I Ñ I. Si f admet un point 3-périodique,
alors f admet des points n-périodiques pour tout n ě 1.

Démonstration. Soit a P I un point 3-périodique pour f et notons b “ fpaq, c “ fpbq. Les points
b et c sont également des points 3-périodiques. Quitte à renommer, nous pouvons supposer que a
est le plus petit des trois. Il reste deux possibilités : a ă b ă c et a ă c ă b. Nous traitons d’abord
le premier cas.

Supposons a ă b ă c. Nous posons I0 “ ra, bs et I1 “ rb, cs. Nous avons immédiatement
I1 Ă fpI0q et comme fpbq “ c et fpcq “ a, fpI1q recouvre ra, cs et donc recouvre en même temps
I1 et I2. Nous avons donc I0 Ñ I1, I1 Ñ I0 et I1 Ñ I1.

(1) Un point 1-périodique Nous avons I1 Ñ I1 qui prouve que f a un point fixe dans I1.
C’est le cas n “ 1 du lemme 12.70. Voilà un point 1-périodique.
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(2) Un point 2-périodique Nous avons I0 Ñ I1 Ñ I0. Par conséquent, le lemme 12.70 dit que
f2 a un point fixe x0 P I0 tel que fpx0q P I1. Montrons que fpx0q ‰ x0. Pour avoir x0 “ fpx0q,
il faudrait x0 P I0XI1 “ tbu. Mais b est un point 3-périodique, donc ne vérifiant certainement
pas f2pbq “ b. Nous en déduisons que fpx0q ‰ x0 et donc que x0 est 2-périodique.

(3) Un point 3-périodique On en a par hypothèse.
(4) Un point n-périodique pour n ě 4 Nous avons le cyle

I0 Ñ I1 Ñ I1 Ñ . . .Ñ I1looooooooooomooooooooooon
n-1fois

Ñ I0. (12.153)

Le lemme donne alors un point fixe x P I0 pour fn tel que fkpxq P I1 pour k “ 1, . . . , n´ 1.
Est-ce possible que x “ b ? Non parce que f2pbq “ a P I0 alors que f2pxq P I1. Mais
I0 X I1 “ tbu.
Par conséquent la relation fkpxq P I1 exclut d’avoir fkpxq “ x, et le point x est bien n-
périodique.

Passons au cas a ă c ă b. Alors nous posons I0 “ ra, cs et I1 “ rc, bs. Encore une fois fpI0q
contient a et b, donc I0 Ñ I0 et I0 Ñ I1. Mais en même temps fpI1q contient a et c, donc I1 Ñ I0.

Nous pouvons donc refaire comme dans le premier cas, en inversant les rôles de I0 et I1. En
particulier nous pouvons considérer le cycle

I1 Ñ I0 Ñ I0 Ñ . . .Ñ I0 Ñ I1. (12.154)

12.7 Uniforme continuité
SECooZSZMooBYSDFOSecUnifContinue

L’uniforme continuité est la définition 7.311.

Définition 12.72.
Une partie A Ă Rm est dite bornée si il existe un M ą 0 tel que A Ă Bp0,Mq. Le diamètre de
la partie A est le nombre

DiampAq “ sup
x,yPA

}x´ y} P r0,8s. (12.155)

Lorsque A est bornée, il existe un M tel que }x} ďM pour tout x P A.
LEMooFABOooZYFjhv

Lemme 12.73.
Si A est une partie non vide de Rm, alors DiampAq “ DiampĀq.
Exemple 12.74.
Prenons la fonction fpxq “ 1

x , et demandons nous pour quel δ nous sommes sûr d’avoir

|fpa` δq ´ fpaq| “
ˇ̌
ˇ̌ 1
a` δ ´

1
a

ˇ̌
ˇ̌ ă ε. (12.156)

Pour simplifier, nous supposons que a ą 0. Nous calculons

1
a
´ 1
a` δ ă ε

δ

apa` δq ă ε

δ ă εa2 ` εaδ
δp1´ εaq ă εa2

δ ă εa2

1´ εa.

(12.157)
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Notons que, à ε fixé, plus a est petit, plus il faut choisir δ petit. La fonction x ÞÑ 1
x n’est donc pas

uniformément continue. Cela correspond au fait que, proche de zéro, la fonction monte très vite.
Une fonction uniformément continue sera une fonction qui ne montera jamais très vite. △

PROPooVOUTooOtiGLG

Proposition 12.75.
Quelques propriétés des fonctions uniformément continues.

(1) Toute application uniformément continue est continue ;
(2) la composée de deux fonctions uniformément continues est uniformément continue ;

Nous verrons qu’une application lipschitzienne est uniformément continue (proposition 12.318).
Une fonction peut être uniformément continue sur un domaine et pas sur un autre. Le théorème

suivant donne une importante indication à ce sujet.
ThoHeineContinueCompact

Théorème 12.76 (Heine).
Soit K un compact de Rn. Une fonction continue f : Rn Ñ Rm est uniformément continue sur K.

Démonstration. Nous allons prouver ce théorème par l’absurde. Nous commençons par écrire la
condition qui exprime que f n’est pas uniformément continue sur le compact K :

Dε ą 0 tel que @δ ą 0, Dx, y P K tels que }x´ y} ă δ et
ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ą ε. (12.158)

En particulier (en prenant δ “ 1
n pour tout n), pour chaque n nous pouvons trouver xn et yn dans

K qui vérifient simultanément les deux conditions suivantes :
$
&
%
}xn ´ yn} ă 1

n
(12.159a)

ˇ̌
fpxnq ´ fpynq

ˇ̌ ą ε.
EqCond3107fxfyepsppt (12.159b)

Nous insistons que c’est le même ε pour chaque n. L’ensemble K étant compact, l’ensemble KˆK
est compact (théorème 7.302) et nous pouvons trouver une sous-suite convergente du couple pxn, ynq
dans K ˆK. Quitte à passer à ces sous-suites, nous supposons que pxn, ynq converge dans K ˆK
et en particulier, que les suites pxnq et pynq sont convergentes. Étant donné que pour chaque n
elles vérifient }xn ´ yn} ă 1

n , les limites sont égales :

lim xn “ lim yn “ x. (12.160)

L’ensemble K étant fermé, la limite x est dans K. Par continuité de f , nous avons finalement

lim fpxnq “ lim fpynq “ fpxq, (12.161)

mais alors
lim
nÑ8

ˇ̌
fpxnq ´ fpynq

ˇ̌ “ 0, (12.162)

ce qui est en contradiction avec le choix (12.159b).
Tout ceci prouve que fpKq est bornée supérieurement et que f atteint son supremum (qui

est donc un maximum). Le fait que fpKq soit bornée inférieurement se prouve en considérant la
fonction ´f au lieu de f .

Remarque 12.77.
Nous pouvons ne pas utiliser le fait que le produit de compacts est compact.

Pour choisir les sous-suites pxnq et pynq, il suffit de prendre une sous-suite convergente de pxnq
et d’invoquer le fait que }xn ´ yn} ď 1

n . Les suites pxnq et pynq étant adjacentes 31, la convergence
de pxnq implique la convergence de pynq vers la même limite.

Il est donc un peu superflu de parler de la convergence du couple pxn, ynq.
31. Définition 10.39.
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PROPooBWUFooYhMlDp

Proposition 12.78 (Heine[375]).
Toute application continue d’un espace métrique compact dans un espace métrique quelconque est
uniformément continue 32.

Démonstration. Soient un espace métrique compact X et un espace métrique quelconque E. Nous
considérons une application continue f : X Ñ E.

(1) Un ensemble Soit ϵ ą 0. Nous considérons l’ensemble

K “ tpx, yq P X ˆX tel que d
`
fpxq, fpyq˘ ě ϵu. (12.163)

(2) Il est compact L’espace X étant compact, XˆX est également compact par le théorème
7.302. Les fonctions f et d étant continues, l’application

φ : X ˆX Ñ R`

px, yq ÞÑ d
`
fpxq, fpyq˘ (12.164)

est continue, de telle sorte que la partie φ ě ϵ est fermée. Un fermé dans un compact est
compact par le lemme 7.92.

(3) Une borne atteinte Nous considérons l’application distance d : K Ñ R`. C’est une appli-
cation continue sur le compact K ; donc elle atteint ses bornes (théorème des bornes atteintes,
10.54). Elle a un minimum que nous notons δ.
Comme px, xq R K, nous avons dpx, yq ą 0 pour tout px, yq P K. Et donc δ ą 0.

(4) Conclusion Si x, y P X sont tels que dpx, yq ă δ, alors px, yq R K. De ce fait nous avons

d
`
fpxq, fpyq˘ ă ϵ. (12.165)

D’où l’uniforme continuité de f sur X.

LEMooIVAKooUiEENr

Lemme 12.79 ([1]).
Soit une fonction continue f : ra, bs ˆ rc, ds Ñ R. Pour chaque x P ra, bs nous définissons

fx : rc, ds Ñ R

y ÞÑ fpx, yq. (12.166)

Alors l’application
g : ra, bs Ñ R

x ÞÑ }fx}8 (12.167)

est continue.

Démonstration. Soit α P ra, bs, et prouvons la continuité de g en α.
(1) Le décor Nous considérons l’espace vectoriel normé

`
C0pra, bsq, }.}8

˘
des fonctions conti-

nues sur ra, bs muni de la norme uniforme. Prouvons que si xk
ra,bsÝÑ α, alors fxk

unifÝÑ fα.
(2) Module de continuité Pour cela nous avons le calcul suivant, avec justifications juste

en-dessous :

}fxk
´ fα}8 “ sup

yPrc,ds
}fpxk, yq ´ fpα, yq} (12.168a)

ď sup
yPrc,ds

ˇ̌
ωf

`}pxk, yq ´ pα, yq}
˘ˇ̌

(12.168b)SUBEQooCOJQooWlvHUaSUBEQooCOJQooWlvHUa

“ sup
yPrc,ds

|ωf p|xk ´ α|q| (12.168c)SUBEQooGLYMooEZKRKmSUBEQooGLYMooEZKRKm

“ ωf p|xk ´ α|q. (12.168d)

Justifications.
32. Uniforme continuité, définition 7.311.
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— Pour (12.168b). Utilisation du module de continuité, définition 11.292.
— Pour (12.168c). La norme dans R2 de pxk, yq ´ pα, yq.

(3) Uniforme continuité La fonction f est continue sur le compact ra, bsˆrc, ds. Elle est donc
uniformément continue par le théorème de Heine 12.78, et donc son module de continuité
vérifie limhÑ0 ωf phq “ 0 par 11.294.
Nous avons donc

}fxk
´ fα}8 ď ωf p|xk ´ α|q RÝÑ 0. (12.169)

Nous avons donc prouvé que si xk RÝÑ α, alors fxk

}.}8ÝÑ fα.
(4) Conclusion La norme étant une application continue, nous en déduisons que si xk Ñ α,

alors }fxk
}8 Ñ }fα}8.

Ceci est la continuité séquentielle de la fonction g, et donc la continuité tout court.

12.8 Fonctions sur un compact
Par le théorème des valeurs intermédiaires 10.91, l’image d’un intervalle par une fonction conti-

nue est un intervalle, et nous avons l’importante propriété suivante des fonctions continues sur un
compact.

Le théorème suivant est un cas particulier du théorème 10.54.

Théorème 12.80.
Si f est une fonction continue sur l’intervalle compact ra, bs. Alors f est bornée sur ra, bs et elle
atteint ses bornes.

Démonstration. Étant donné que ra, bs est un intervalle compact, son image est également un inter-
valle compact, et donc est de la forme rm,M s. Ceci découle du théorème 7.214 et le corolaire 10.93.
Le maximum de f sur ra, bs est la borne M qui est bien dans l’image (parce que rm,M s est fermé).
Idem pour le minimum m.

12.9 Polynômes, théorème de d’Alembert
L’algèbre des polynômes sur un anneau est définie en 1.352. Si P P ArXs et si α P A nous

avons également défini l’évaluation de P en α ; c’est la définition 1.355. Dans le cadre de l’analyse,
lorsque nous considérons des polynômes, nous allons complètement confondre le polynôme avec la
fonction qu’il définit.

12.9.1 Polynômes sur les réels
PROPooJKYJooFqbQMr

Proposition 12.81.
Tout polynôme à coefficients réels de degré impair possède une racine réelle.

Démonstration. Nous mettons le plus haut degré en facteur :

P pxq “
nÿ

k“0
akx

k “ xn
nÿ

k“0

ak
xn´k . (12.170)

Le terme en k “ n vaut anxn tandis que les autres sont de la forme (à un coefficient près) 1
xl pour

un l ě 1. Lorsque xÑ8, chacun de ces termes s’annule (lemme 12.29). Nous avons donc

lim
xÑ8P pxq “ 8, (12.171)

et de même, n étant impair, limxÑ´8 P pxq “ ´8. Le théorème des valeurs intermédiaires 10.91
nous donne alors l’existence d’un réel sur lequel P s’annule.
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12.9.2 Polynômes sur les complexes

Nous allons parler de comportement asymptotique de polynômes définis sur C. La topologie
que nous considérons est celle de la compactification en un point, décrite en 7.101.

Le lemme suivant donne une caractérisation de la limite en l’infini dans le compactifié Ĉ. Dans
beaucoup de cas, cette caractérisation est prise comme la définition de la limite. Hélas, dans le
Frido nous sommes des extrémistes et nous ne parvenons pas à dire le mot « limite » si il n’y a pas
une topologie.

LEMooERABooQjLBzW

Lemme 12.82 ([1]).
Nous considérons la compactification en un point d’Alexandrov 33. Soit une fonction f : C Ñ C.
Nous avons limzÑ8 fpzq “ 8 si et seulement si pour tout M ą 0, il existe R ą 0 tel que |z| ą R
implique |fpzq| ąM .

Démonstration. Souvenons-nous que, en général 34, nous avons

lim
xÑa

fpxq “ b (12.172)

si pour tout voisinage V de b, il existe un voisinage W de a tel que z PW ztau implique fpzq P V .
Précisons encore un point de notation. Si K est une partie de C, nous notons Kc son complé-

mentaire dans C, pas dans Ĉ.
Ceci étant dit, nous passons à la preuve.

(1) Sens direct Nous supposons que limzÑ8 fpzq “ 8. Soit M ą 0 ; nous considérons le
voisinage V “ Bp0,Mqc Y t8u. Par définition de la limite, il existe un voisinage W de 8 tel
que z PW ñ fpzq P V zt8u “ Bp0,Mqc. Ce voisinage est de la forme Kc Y t8u. Puisque K
est compact, il est borné, et il existe R ą 0 tel que K Ă Bp0, Rq.
Avec tout cela nous avons la chaine suivante d’implications :

|z| ą Rñ z P Kc ñ z PW ñ fpzq P V zt8u “ Bp0,Mqc ñ |fpzq| ąM. (12.173)

C’est bien la propriété que nous voulions.
(2) Sens réciproque Soit un voisinage V de 8. Nous avons V “ KcYt8u où K est compact

dans C. Il existe M ą 0 tel que K Ă Bp0,Mq.
Par hypothèse, il existe R tel que |z| ą R ñ |fpzq| ą M . Soit W “ Bp0, Rqc Y t8u. Nous
avons la chaine

z PW ñ |z| ą Rñ |fpzq| ąM ñ fpzq P Kc ñ fpzq P V. (12.174)

PROPooPWVWooGuftxZ

Proposition 12.83 ([1]).
Soit le polynôme

P : CÑ C

z ÞÑ
nÿ

i“0
aiz

i (12.175)

où nous sous-entendons que an ‰ 0. La fonction z ÞÑ |P pzq| est équivalente 35 en l’infini à la
fonction

w : CÑ R`

z ÞÑ |anzn|. (12.176)

33. Définition 7.101.
34. Définition 7.105.
35. Définition 7.64.
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Démonstration. Nous voudrions prouver qu’il existe une fonction α : CÑ R telle que EQooGXWZooDJZNzE

$
’&
’%
|
nÿ

i“0
aiz

i| “ `
1` αpzq˘|anzn|. (12.177a)

lim
zÑ8αpzq “ 0. (12.177b)

Nous trouvons un candidat pour être une telle fonction en isolant simplement αpzq de cette égalité.
Nous trouvons

αpzq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

i“0

ai
an
zi´n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ´ 1. (12.178)

Elle vérifie immédiatement (12.177). Le point qui fait intervenir la topologie de Ĉ est de vérifier
que limzÑ8 αpzq “ 0. Le terme i “ n de la somme vaut 1. Il suffit donc de montrer que pour i ‰ n
nous avons

lim
zÑ8

1
zn´i “ 0. (12.179)

Soit ϵ ą 0. Nous devons prouver qu’il existe un voisinage V de 8 dans Ĉ tel que
ˇ̌
ˇ̌ 1
zn´i ´ 0

ˇ̌
ˇ̌ ď ϵ (12.180)

pour tout z P V .
En utilisant la proposition 10.104 nous avons déjà

ˇ̌
ˇ̌ 1
zn´i

ˇ̌
ˇ̌ “ 1

|zn´i| “
1

|z|n´i . (12.181)

Soit R ą 0 tel que 1
R ă ϵ. Nous considérons le voisinage t|z| ą Ru Y t8u de 8. Dans ce voisinage,

nous avons
1

|z|n´i ď
1
|z| ď

1
R
ă ϵ. (12.182)

Et voilà.

Le lemme suivant parle de polynôme sur C. Vous pouvez l’adapter à R̂ et R̄.
LEMooYZVGooXZvBAc

Lemme 12.84.
Si P : CÑ C est un polynôme, alors |P | atteint une borne inférieure globale.

Démonstration. Nous savons, par l’équivalence de fonctions prouvée dans la proposition 12.83
que limzÑ8 P pzq “ 8. Soit a ą 0 dans R. Par le lemme 12.82 il existe un R ą a tel que
|z| ą Rñ |fpzq| ą |fpaq|.

La fonction |P | est continue sur le compact Bp0, Rq. Soit z0 le point de minimum 36 de |P | sur
Bp0, Rq.

Nous devons prouver que z0 donne même un minimum global. Comme a P Bp0, Rq nous avons

|P pz0q| ď |P paq|. (12.183)

Si z P Bp0, Rqc, nous avons
|P pzq| ą |P paq| ě |P pz0q|. (12.184)

Donc ce z0 est un minimum sur Bp0, Rq et sur Bp0, Rqc. Bref, un minimum global.
LEMooTTOYooXaukuH

Lemme 12.85.
Soit le polynôme

P : CÑ C

z ÞÑ
nÿ

i“0
aiz

i.
(12.185)

À part si a0 “ a1 “ 0, la fonction P est équivalente à a0 ` a1z en z “ 0.
36. Théorème de Weierstrass 7.141.
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Note : si a0 “ a1 “ 0, alors évidemment P devrait être équivalente à 0, ce qui est évidemment
faux : la fonction identiquement nulle tend vers zéro plus vite que n’importe quoi.

Démonstration. En posant gpzq “ a0 ` a1z, nous devons trouver une fonction α telle que

P pzq “ `
1` αpzq˘gpzq. (12.186)EQooZFJBooVAYVBvEQooZFJBooVAYVBv

Si a0 ‰ 0, il existe un voisinage épointé de z “ 0 sur lequel la fonction

αpzq “ z2 řn
i“2 aiz

i´2

a0 ` a1z
(12.187)EQooVCOVooAKWJxFEQooVCOVooAKWJxF

existe. Il n’y a aucun problème à ce que αpzq Ñ 0 pour z Ñ 0 37, et un simple calcul 38 donne
(12.187).

Si par contre a0 “ 0, nous faisons le calcul intermédiaire suivant :

αpzqgpzq “ P pzq ´ gpzq “ z2
nÿ

i“2
aiz

i´2, (12.188)

et donc, en isolant αpzq et en simplifiant par z, nous voyons que la fonction α définie par

αpzq “ z

a1

nÿ

i“2
aiz

i´2 (12.189)

convient.
PROPooLBBLooQwEiHr

Proposition 12.86 ([376, 1]).
Soient a, b P R. ITEMooSPSWooKLtqzZ

(1) L’équation z2 “ a` bi a une solution dans C.
ITEMooQOJDooWjfGXv

(2) Pour tout l, l’équation z2l “ a` bi a une solution dans C.
Nous ne disons pas que ces solutions sont uniques 39.

Démonstration. Pour prouver (1), l’équation z2 “ a` bi a pour solution ˘ξ où 40

ξ “
c

1
2a`

1
2
a
a2 ` b2 ` i sgnpbq

c
´1

2a`
1
2
a
a2 ` b2. (12.190)

Nous n’avons en fait pas besoin de montrer que ˘ξ sont toutes deux des solutions, ni que ce sont
les seules. Un calcul direct montre que ξ2 “ a` bi et nous sommes contents.

Pour (2), nous faisons une récurrence sur l. Nous savons que

z2k`1 “ pz2kq2. (12.191)

Soit ξ P C tel que ξ2k “ a` bi ; un tel ξ existe par hypothèse de récurrence. Alors si z est tel que
z2 “ ξ, nous avons

z2k`1 “ a` bi. (12.192)

Le théorème de d’Alembert possède de nombreuses démonstrations. En voici une qui à ma
connaissance est celle demandant le moins d’analyse ; une démonstration à base de théorie de
Galois peut être trouvée dans [100, 377]. Si vous lisez ces lignes pour savoir qu’un polynôme de
degré n possède au maximum n racines, ce n’est pas ici qu’il faut regarder, mais le corolaire 3.131.

37. En remarquant toutefois que c’est une limite à deux dimensions. Sachez la définir.
38. En fait, la formule (12.187) est obtenue en isolant αpzq dans (12.186).
39. Comme vous en conviendrez en pensant à z2

“ 1 qui a déjà les solutions 1 et ´1.
40. Si vous vous demandez où sont définies les racines carrés, c’est 10.95.
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THOooIRJYooBiHRyW

Théorème 12.87 (d’Alembert[376]).
Le corps C est algébriquement clos : tout polynôme non constant à coefficients complexes admet
au moins une racine complexe 41.

Démonstration. Nous effectuons une preuve tout à la fois par l’absurde et par récurrence en sup-
posant que le polynôme

f : CÑ C

z ÞÑ zn ` a1z
n´1 ` . . .` an

(12.193)

n’a pas de racine dans C, et que n soit le plus petit entier pour lequel un tel polynôme existe.
Nous notons

n “ 2km (12.194)

où m est impair.
Le lemme 12.84 donne un point z0 qui réalise le minimum global de |f | sur C. Nous posons

gpzq “ fpz0 ` zq et nous définissons ses coefficients Ai par

gpzq “
nÿ

i“0
Aiz

i. (12.195)

Nous avons An “ 1 et |A0| “ |fpz0q|. Soit Ar le premier à être non nul parmi les A1, A2, . . ..
(1) Si r ă n Par hypothèse de récurrence, il existe ξ P C tel que ξr “ ´A1{Ar. Nous avons

gptξq “ A0 ` ´Art
rA0

Ar
` tr`1

nÿ

i“r`1
Aiξ

iti´r´1. (12.196)

En notant P ptq le dernier polynôme, nous pouvons écrire cela sous forme compacte :

gptξq “ A0 ´ trA0 ` tr`1P ptq. (12.197)

Puisque

lim
tÑ0

tr`1P ptq
tr|A0| “ lim

tÑ0
tP ptq “ 0, (12.198)

il existe t0 ą 0 tel que
|tr`1

0 P pt0q| ă |A0t
r
0|. (12.199)

Nous choisissons de plus t0 ă 1, de telle sorte que 1´ tr ą 0. Avec cela nous avons

|gptξq| ď |A0|p1´ trq ` |tr`1P ptq| “ |A0| ´tr|A0| ` |tr`1P ptq|loooooooooooomoooooooooooon
ă0

ă |A0|. (12.200)

Or |A0| était un minimum global de |g|. Contradiction.
(2) Si r “ n

Dans ce cas,
gpzq “ fpz0 ` zq “ A0 ` zn, (12.201)

et nous rappelons que n “ 2km où m est impair. Nous allons trouver une contradiction dans
les quatre cas RepA0q ą 0, RepA0q ă 0, ImpA0q ą 0 et ImpA0q ă 0. Bien entendu ces cas se
recouvrent largement, mais en toute généralité, nous avons besoin des quatre.
(2a) Si RepA0q ą 0 La proposition 12.86 nous permet de considérer v P C tel que v2k “ ´1.

Nous avons alors

gptvq “ A0 ` ptvqn “ A0 ` tnpv2kqm “ A0 ` tnp´1qm “ A0 ´ tn (12.202)

41. C’est la définition 6.74 d’être algébriquement clos.
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parce que m est impair. Nous avons Im
`
gptvq˘ “ ImpA0q. Si t est assez petit pour que

tn ă |RepA0q| nous avons aussi |Re
`
gptvq˘| ă |RepA0q|. Donc

|gptvq|2 “ |Re
`
gptvq˘|2 ` | Im `

gptvq˘|2 ă |RepA0q|2 ` | ImpA0q|2 “ |A0|2. (12.203)

Donc |gptvq| ă |A0|. Contradiction.
(2b) Si RepA0q ă 0 Nous prenons v “ 1, et même histoire.
(2c) Si ImpA0q ă 0 Nous prenons w P C tel que

w2k “ ip´1q 1
2 pm´1q. (12.204)

Là, il y a un peu d’arrachage de cheveux pour bien voir les cas. La difficulté est que les
puissances de i alternent entre 1, ´1, i et ´i. Puisque m est impair, nous avons un l tel
que m “ 2l ` 1. Nous subdivisons les cas l pair et l impair.

(2c.iii) Si l est pair Alors d’une part 1
2pm´ 1q “ l est pair et donc

p´1q 1
2 pm´1q “ 1. (12.205)

Et d’autre part, i2l`1 “ p´1qli “ i. En tout,

imp´1q 1
2 pm´1q “ i. (12.206)

(2c.iii) Si l est impair Alors 1
2pm ´ 1q “ l et p´1q 1

2 pm´1q “ ´1. Mais en même temps,
i2l`1 “ ´i, ce qui donne encore une fois

imp´1q 1
2 pm´1q “ i. (12.207)

Bref, que l soit pair ou impair, nous avons imp´1q 1
2 pm´1q “ i.

Nous avons donc Re
`
gptwq˘ “ RepA0q et Im

`
gptwq˘ ă ImpA0q. Encore contradiction.

(3) Si ImpA0q ą 0 Même chose que ce que nous venons de faire, mais avec

w2k “ ´ip´1q 1
2 pm´1q. (12.208)

CORooKKNWooWEQukb

Corolaire 12.88 ([1]).
Tout polynôme de degré 3 à coefficients réels possède au moins une racine réelle.

Démonstration. Soient les racines λ1, λ2 et λ3 du polynôme en question. Toutes trois sont dans
C. Supposons que λ1 ne soit pas réelle. Alors λ2 ou λ3 doit être égale à λ̄1. Disons λ2. Nous avons
donc les racines λ1, λ̄1 et λ3. Le polynôme se factorise alors en

apX ´ λ1qpX ´ λ̄1qpX ´ λ3q. (12.209)EQooELMMooNbpBggEQooELMMooNbpBgg

Le coefficient a doit être réel parce qu’il est le coefficient du terme en X3 (réel par hypothèse). Si
λ3 n’est pas réel, alors ce polynôme ne peut pas avoir des coefficients réels. Entre autres parce que
le terme indépendant est a|λ1|2λ3, qui est réel si et seulement si λ3 est réel 42.

Tant que vous y êtes, vous pouvez voir que le polynôme (12.209) est à coefficients réels si et
seulement si a P R et λ3 P R.

EXooIPLOooSNfiWg

Exemple 12.89.
Toute application linéaire R3 Ñ R3 a un vecteur propre. En effet si R : R3 Ñ R3 est linéaire, son
polynôme caractéristique χR est de degré 3. Le corolaire 12.88 indique qu’un tel polynôme possède
au moins une racine réelle. Une telle racine est une valeur propre de R par le théorème 9.114. △

42. Notez l’utilisation du lemme 10.105.
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DEFooVFTYooJyDePn

Définition 12.90.
Si λ P K est une racine de χu, l’ordre de l’annulation est la multiplicité algébrique de la valeur
propre λ de u. À ne pas confondre avec la multiplicité géométrique qui sera la dimension de
l’espace propre.

LEMooPJKEooQwuWMb

Lemme 12.91.
Si α P C n’est pas réel, alors les polynômes X ´ α et X ´ ᾱ sont premiers entre eux dans CrXs.
Démonstration. Un polynôme diviseur commun de X ´ α et X ´ ᾱ doit être de la forme aX ` b
parce qu’un diviseur ne peut pas être de degré plus haut. Si nous voulons que le diviseur commun
soit non inversible, il faut a ‰ 0.

Dire que aX ` b divise X ´α signifie qu’il existe s P C tel que paX ` bqs “ X ´α. Cela donne
s “ 1{a et b “ ´α{s. En substituant la première dans la seconde, nous trouvons b “ ´αa.

En recommençant avec X ´ ᾱ, nous trouvons également la relation b “ ´ᾱa. En égalisant,

´αa “ ´ᾱa. (12.210)

En simplifiant, α “ ᾱ. Cela contredit l’hypothèse que α n’est pas réel.
PROPooUMDQooVmfDYU

Proposition 12.92.
Un polynôme irréductible à coefficients réels est, soit de degré un, soit de degré 2 avec un discri-
minant négatif.

Démonstration. Soit un polynôme P à coefficients réels de degré plus grand que 1. Alors le théorème
de d’Alembert-Gauss (théorème 12.87) implique l’existence d’une racine α P C. Si α est un réel,
P est réductible. Si α n’est pas réel, alors son conjugué complexe ᾱ est également une racine. Par
conséquent les polynômes pX ´ αq et pX ´ ᾱq divisent P dans CrXs..

Ces deux polynômes sont premiers entre eux par le lemme 12.91. Par conséquent le produit

X2 ´ pα` ᾱqX ` αᾱ (12.211)

divise également P . Ce dernier est un polynôme à coefficients réels de degré 2. Donc tout polynôme
de degré 3 ou plus est réductible.

PROPooLXGSooXmVcVG

Proposition 12.93.
Si E est un espace vectoriel sur C, tout endomorphisme possède au moins une valeur propre.

Démonstration. Soit un endomorphisme u sur E. Le théorème 9.114 dit que λ P C est une valeur
propre si et seulement si λ est une racine du polynôme caractéristique χu. Or ce polynôme possède
au moins une racine dans C par le théorème de d’Alembert 12.87.

12.10 Trigonalisation

12.10.1 Trigonalisation : généralités
SUBSECooMCOGooEoQCsz

Définition 12.94 ([378]).
Une matrice dans Mpn,Kq est trigonalisable lorsqu’elle est semblable 43 à une matrice triangu-
laire supérieure.

PropKNVFooQflQsJ

Proposition 12.95 (Trigonalisation et polynôme caractéristique scindé).
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K. Les points suivants sont équiva-
lents. ItemZKDMooOrTHkwi

(1) L’endomorphisme u est trigonalisable (auquel cas les valeurs propres sont sur la diagonale).

43. Définition 9.199.
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ItemZKDMooOrTHkwii

(2) Le polynôme caractéristique de u est scindé 44.

Démonstration. En deux parties.
(1) (2)ñ(1) Nous avons par hypothèse

χupXq “
rź

i“1
pX ´ λiqαi (12.212)

où les λi sont les valeurs propres de u. Le théorème de Cayley-Hamilton 9.118 dit que χupuq “
0, ce qui permet d’utiliser le théorème de décomposition des noyaux 9.89 :

E “ kerpX ´ λ1qα1 ‘ . . .‘ kerpX ´ λrqαr . (12.213)

Les espaces Fλi
puq “ kerpu ´ λiqαi sont les espaces caractéristiques de u, ce qui fait que

u´λi1 est nilpotent sur Fλi
puq. L’endomorphisme u´λi1 est donc strictement trigonalisable

supérieur sur son bloc 45. Cela signifie que u est triangulaire supérieure avec les valeurs propres
sur la diagonale.

(2) (1)ñ(2)
C’est immédiat parce que le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des élé-
ments de sa diagonale.

Remarque 12.96.
La méthode des pivots de Gauss 46 certes permet de trigonaliser n’importe quelle matrice, mais
elle ne correspond pas à un changement de base. Autrement dit, les pivots de Gauss ne sont pas
des similitudes.

C’est là qu’il faut bien avoir en tête la différence entre équivalence et similarité 47. Lorsqu’on
parle de changement de base, de matrice trigonalisable ou diagonalisable, nous parlons de similarité
et non d’équivalence.

12.10.2 Trigonalisation : cas complexe

La proposition 12.95 dit déjà que tous les endomorphismes sont trigonalisables sur C. Nous
allons aller plus loin et montrer que la trigonalisation peut être effectuée à l’aide d’une matrice
unitaire.

Une démonstration alternative passant par le polynôme caractéristique sera présentée dans la
remarque 12.105 utilisant la proposition 12.95.

LemSchurComplHAftTq

Lemme 12.97 (Lemme de Schur complexe, trigonalisation[379]).
Si A PMpn,Cq, il existe une matrice unitaire 48 U telle que UAU´1 soit triangulaire supérieure 49.
La diagonale de la matrice triangulaire contient alors les valeurs propres de A.

Démonstration. Étant donné que C est algébriquement clos 50, nous pouvons toujours considérer
un vecteur propre v1 de A, de valeur propre λ1. Nous pouvons utiliser un procédé de Gram-Schmidt

44. Définition 6.39.
45. Proposition 9.209.
46. Le lemme 4.111.
47. Définition 4.110.
48. Définition 9.176.
49. « triangulaire supérieure » ne signifie pas « strictement triangulaire supérieure ». Ici, il est possible que la

diagonale soit non nulle ; non seulement possible, mais même très probable en pratique.
50. Algébriquement clos, définition 6.74. Le fait que C le soit est le théorème de d’Alembert 12.87.
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pour construire une base orthonormée tv1, u2, . . . , unu de Cn, et la matrice (unitaire)

Q “
¨
˝
Ò Ò Ò
v1 u2 ¨ ¨ ¨ un
Ó Ó Ó

˛
‚. (12.214)

Nous avons Q´1AQe1 “ Q´1Av1 “ λQ´1v “ λ1e1, par conséquent la matrice Q´1AQ est de la
forme

Q´1AQ “
ˆ
λ1 ˚
0 A1

˙
(12.215)

où ˚ représente une ligne quelconque et A1 est une matrice de Mpn ´ 1,Cq. Nous pouvons donc
répéter le processus sur A1 et obtenir une matrice triangulaire supérieure (nous utilisons le fait
qu’un produit de matrices orthogonales est une matrice orthogonale 51).

DefWQNooKEeJzv

Définition 12.98.
Un endomorphisme est normal si il commute avec son conjugué hermitien 52.

Les opérateurs normaux comprennent évidemment les opérateurs hermitiens, mais également
les anti-hermitiens, et ça c’est bien parce que c’est le cas de l’algèbre associée à SUp2q.

ThogammwA

Théorème 12.99 (Théorème spectral pour les matrices normales[303, 380, 381]).
Soit A P Mpn,Cq une matrice de valeurs propres λ1, . . . , λn (non spécialement distinctes). Alors
les conditions suivantes sont équivalentes : ItemJZhFPSi

(1) A est normale 53, ItemJZhFPSii

(2) A se diagonalise par une matrice unitaire, ITEMooIIQTooQORrXP

(3)
řn
i,j“1 |Aij |2 “

řn
j“1 |λj |2,

ITEMooJRKSooNfsQJb

(4) il existe une base orthonormale de vecteurs propres de A.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (1) ñ (2) Soit Q la matrice unitaire donnée par la décomposition de Schur (lemme 12.97) :

A “ QTQ´1. Étant donné que A est normale nous avons

QTT ˚Q´1 “ QT ˚TQ´1, (12.216)

ce qui montre que T est également normale. Or une matrice triangulaire supérieure normale
est diagonale. En effet nous avons Tij “ 0 lorsque i ą j et

pTT ˚qii “ pT ˚T qii “
nÿ

k“1
|Tki|2 “

nÿ

k“1
|Tik|2. (12.217)

Écrivons cela pour i “ 1 en tenant compte de |Tk1|2 “ 0 pour k “ 2, . . . , n,

|T11|2 “ |T11|2 ` |T12|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |T1n|2, (12.218)

ce qui implique que T11 est le seul non nul parmi les T1k. En continuant de la sorte avec
i “ 2, . . . , n nous trouvons que T est diagonale.

(2) (2) ñ (1) Si A se diagonalise par une matrice unitaire, UAU˚ “ D, nous avons

DD˚ “ UAA˚U˚ (12.219)

et
D˚D “ UA˚AU˚, (12.220)

qui ce prouve que A est normale.
51. Proposition 9.43(1).
52. Définition 9.174.
53. Définition 12.98.
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(3) (2) ñ (3) Il existe une matrice unitaire U et une diagonale D telles que D “ U :AU . La
proposition 9.213 nous dit que la diagonale de D contient les valeurs propres de A, c’est-à-dire
Dkl “ δklλk.
Nous avons D: “ U :A:U , et donc

D:D “ U :A:UU :AU “ U :A:AU, (12.221)

c’est-à-dire que D:D est semblable à A:A. La proposition 9.204 implique que leurs traces
sont donc égales. Petit calcul en utilisant le lemme 9.175 (A:

ij “ Aj̊i) :

TrpA:Aq “
ÿ

k

pA:Aqkk “
ÿ

kl

Al̊kAlk “
ÿ

kl

|Alk|2. (12.222)EQooAGPLooYXVqGyEQooAGPLooYXVqGy

Deuxième calcul :

TrpD:Dq “
ÿ

kl

D:
klDlk “

ÿ

kl

δlkλk̊δlkλk “
ÿ

k

|λk|2. (12.223)EQooTUWNooIigwmxEQooTUWNooIigwmx

Nous avons le résultat en égalisant (12.223) avec (12.222).
(4) (3) ñ (2) Le lemme de Schur complexe 12.97 nous indique qu’il existe une matrice unitaire

U et une matrice triangulaire supérieure T telles que T “ UAU : et telle que Tii “ λi. Le
lemme 9.206 nous indique que

ř
ij |Tij |2 “

ř
ij |Aij |2. Donc

ÿ

ij

|Aij |2 “
ÿ

ij

|Tij |2 “
ÿ

j

|λj |2 `
ÿ

jąi
|Tij |2. (12.224)

Mais l’hypothèse nous dit que
ř
ij |Aij |2 “

ř
j |λj |2. Nous en déduisons que

ř
jąi |Tij |2 “ 0,

et donc que T est diagonale.
(5) (2)ñ (4) Soit une base teiu de Cn. Soit A “ UDU :. Il suffit de poser fi “ Uei pour avoir

Afi “ UDU :Uei “ UDei “ λiUei “ λifi. (12.225)

Donc fi est un vecteur propre de A. Le fait que tfiu soit une base de Cn est dû au fait que
U est inversible.

(6) (4) ñ (2) Soit la base canonique teiu de Cn. Si tfiu est une base de vecteurs propres
normalisés de A, alors il existe une matrice unitaire U telle que fi “ Uei. Alors la matrice
UAU : est diagonale.

Tant que nous en sommes à parler de spectre de matrices hermitiennes. . .Soit une matrice
inversible A P GLpn,Cq. La matrice A˚A est hermitienne 54 et le théorème 11.18 nous assure que
ses valeurs propres sont réelles. Par la remarque 11.19, ses valeurs propres sont même positives.

LEMooHUGEooVYhZdZ

Lemme 12.100 ([382]).
Si A est une matrice carrée et inversible,

SpecpA˚Aq “ SpecpAA˚q (12.226)

Démonstration. Nous allons montrer l’égalité des polynômes caractéristiques. D’abord une simple
multiplication montre que

pA˚A´ λ1qA´1 “ A´1pAA˚ ´ λ1q. (12.227)
Nous prenons le déterminant de cette égalité en utilisant les propriétés 9.13(1) et (3) :

detpA˚A´ λ1q detpA´1q “ detpA´1q detpAA˚ ´ λ1q. (12.228)

En simplifiant par detpA´1q (qui est non nul parce que A est inversible) nous obtenons l’égalité
des polynômes caractéristiques et donc l’égalité des spectres.

54. Définition 9.176.
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En particulier les matrices hermitiennes, anti-hermitiennes et unitaires sont trigonalisables par
une matrice unitaire, qui peut être choisie de déterminant 1.

LEMooRCFGooPPXiKi

Lemme 12.101.
Soient A PMpn,Cq et une matrice unitaire U telle que A “ UTU´1 où T est triangulaire.

(1) En ce qui concerne les polynômes caractéristiques, χA “ χT .
(2) Pour les spectres, SpecpAq “ SpecpT q.
(3) Les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de T .

Démonstration. Puisque U commute évidemment avec 1, nous avons

χApλq “ detpA´ λ1q “ detpUTU´1 ´ λ1q “ det
`
UpT ´ λ1qU´1˘. (12.229)

À ce niveau nous utilisons le fait que le déterminant soit multiplicatif 9.13 pour conclure :

χApλq “ det
`
UpT ´ λ1qU´1˘ “ detpUq detpT ´ λ1qdetpU´1q “ detpT ´ λ1q “ χT pλq. (12.230)

Pour les spectres, l’égalité des polynômes caractéristiques implique l’égalité des spectres parce
que les valeurs propres sont les racines du polynôme caractéristique par le théorème 9.114.

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les valeurs sur la diagonale.
LemSLGPooIghEPI

Lemme 12.102 (Trigonalisation simultanée).
Une famille de matrices de GLpn,Cq commutant deux à deux est simultanément trigonalisable.

Démonstration. Commençons par enfoncer une porte ouverte par la proposition 12.95 : toutes les
matrices de GLpn,Cq sont trigonalisables parce que tous les polynômes sont scindés.

Nous effectuons la démonstration par récurrence sur la dimension. Si n “ 1 alors toutes les
matrices sont triangulaires et nous ne nous posons pas de questions. Nous supposons donc n ą 1.

Soit la famille pAiqiPI dans GLpn,Cq et A0 un de ses éléments. Nous nommons λ1, . . . , λr les
valeurs propres distinctes de A0. Le théorème de décomposition primaire 9.260 nous donne la
somme directe d’espaces caractéristiques 55

E “ Fλ1pA0q ‘ . . .‘ FλrpA0q. (12.231)

Nous pouvons supposer que cette somme n’est pas réduite à un seul terme. En effet si tel était
le cas, A0 serait un multiple de l’identité parce que A0 n’aurait qu’une seule valeur propre et les
sommes dans la décomposition de Dunford 9.262(3) se réduisent à un seul terme (et pi “ Id). En
particulier les dimensions des espaces FλpA0q sont strictement plus petites que n.

Puisque tous les Ai commutent avec A0, les espaces FλpA0q sont stables par les Ai et nous
pouvons trigonaliser les Ai simultanément sur chacun des FλpA0q en utilisant l’hypothèse de ré-
currence.

ThoUWQBooCvutTO

Théorème 12.103 (Lie-Kolchin[374, 383]).
Tout sous-groupe connexe et résoluble 56 de GLpn,Cq est conjugué à un groupe de matrices trian-
gulaires.

Démonstration. Soit G un sous-groupe connexe et résoluble de GLpn,Cq. Nous faisons une récur-
rence sur n.

55. Définition 9.256.
56. Définition 2.22.
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(1) Si sous-espace non trivial stable par G Nous commençons par voir ce qu’il se passe si
il existe un sous-espace vectoriel non trivial V de Cn stabilisé par G. Pour cela nous consi-
dérons une base de Cn dont les premiers éléments forment une base de V (base incomplète,
théorème 4.13). Les éléments de G s’écrivent, dans cette base,

ˆ
g1 ˚
0 g2

˙
. (12.232)EqGOKTooEaGACGEqGOKTooEaGACG

Les matrices g1 et g2 sont carrées. Nous considérons alors l’application ψ définie par

ψ : GÑ GLpV q
g ÞÑ g1.

(12.233)

Cela est un morphisme de groupes parce que
ˆ
g1 ˚
0 g2

˙ˆ
h1 ˚
0 h2

˙
“
ˆ
g1h1 ˚

0 g2h2

˙
, (12.234)

de telle sorte que ψpghq “ ψpgqψphq.
Le groupe ψpGq est connexe et résoluble. En effet ψpGq est connexe en tant qu’image d’un
connexe par une application continue (lemme 7.212). Et il est résoluble en tant qu’image
d’un groupe résoluble par un morphisme par la proposition 2.25.
Nous avons prouvé que ψpGq est un sous-groupe résoluble et connexe de GLpV q. Vu que V
est de dimension strictement plus petite que Cn, nous utilisons l’hypothèse de récurrence
et nous déduisons que ψpGq est conjugué à un groupe de matrices triangulaire, c’est-à-dire
qu’il existe une base de V dans laquelle toutes les matrices g1 (avec g P G) sont triangulaires
supérieures.
On fait de même avec l’application g ÞÑ g2, ce qui donne une base du supplémentaire de V
dans laquelle les matrices g2 sont triangulaires supérieures.
En couplant ces deux bases, nous obtenons une base de Cn dans laquelle toutes les matrices
(12.232) (c’est-à-dire toutes les matrices de G) sont triangulaires supérieures.

(2) Sinon Nous supposons à présent que Cn n’a pas de sous-espaces non triviaux stables sous
G. Nous posons m “ mintk tel que DkpGq “ teuu, qui existe parce que G et résoluble et que
sa suite dérivée termine sur e (proposition 2.24).

(3) Si m “ 1 Si m “ 1 alors G est abélien et il existe une base de G dans laquelle toutes les
matrices de G sont triangulaires (lemme 12.102). Le premier vecteur d’une telle base serait
stable par G, mais comme nous avons supposé qu’il n’y avait pas de sous-espaces non triviaux
stabilisés par G, ce vecteur tout seul forme un sous-espace trivial, c’est-à-dire que n “ 1.
Dans ce cas, le théorème est démontré.

(4) Si m ą 1 Nous devons maintenant traiter le cas où m ą 1. Nous posons H “ Dm´1pGq ;
cela est un sous-groupe normal et abélien de G. Encore une fois le résultat de trigonalisation
simultanée 12.102 donne une base dans laquelle tous les éléments de H sont triangulaires.
En particulier le premier élément de cette base est un vecteur propre commun à toutes les
matrices de H.
Soit V le sous-espace engendré par tous les vecteurs propres communs de H. Nous venons de
voir que V n’est pas vide. Nous allons montrer que V est stable par G. Soient h P H, v P V
et g P G :

h
`
gpvq˘ “ g g´1hgloomoon

PH
pvq “ gpλvq “ λgpvq (12.235)EqPMOBooVLIhrJEqPMOBooVLIhrJ

parce que v est vecteur propre de g´1hg. Ce que le calcul (12.235) montre est que gpvq est
vecteur propre de h pour la valeur propre λ. Donc gpvq P V et V est stabilisé par G. Mais
comme il n’existe pas d’espaces non triviaux stabilisés par G, nous en déduisons que V “ Cn.
Donc tous les vecteurs de Cn sont vecteurs propres communs de H. Autrement dit on a une
base de diagonalisation simultanée de H.
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(5) H est dans le centre de G

Montrons à présent que H est dans le centre de G, c’est-à-dire que pour tout g P G et h P H
il faut ghg´1 “ h. D’abord ghg´1 est une matrice diagonale (parce qu’elle est dans H) ayant
les mêmes valeurs propres que h. En effet si λ est valeur propre de ghg´1 pour le vecteur
propre v, alors

pghg´1qpvq “ λv (12.236a)
h
`
g´1v

˘ “ λ
`
g´1v

˘
, (12.236b)

c’est-à-dire que λ est également valeur propre de h, pour le vecteur propre g´1v. Mais comme
h a un nombre fini de valeurs propres, il n’y a qu’un nombre fini de matrices diagonales ayant
les mêmes valeurs propres que h. L’ensemble AdpGqh est donc un ensemble fini. D’autre part,
l’application g ÞÑ g´1hg est continue, et G est connexe, donc l’ensemble AdpGqh est connexe.
Un ensemble fini et connexe dans GLpn,Cq est nécessairement réduit à un seul point. Cela
prouve que ghg´1 “ h pour tout g P G et h P H.

(6) Espaces propres stables pour tout G
Soit h P H et W un espace propre de h (ça existe non vide, parce que H est triangularisé,
voir plus haut). Alors nous allons prouver que W est stable pour tous les éléments de G. En
effet si w PW avec hpwq “ λw alors en permutant g et h,

hgpwq “ gphwq “ λgpwq, (12.237)

donc gpwq est aussi vecteur propre de h pour la valeurs propre λ, c’est-à-dire que gpwq P
W . Comme nous supposons que Cn n’a pas d’espaces invariants non triviaux, nous devons
conclure que W “ Cn, c’est-à-dire que H est composé d’homothéties. C’est-à-dire que pour
tout h P H nous avons h “ λh1.

(7) Contradiction sur la minimalité de m

Les éléments d’un groupe dérivé sont de déterminant 1 parce que detpg1g2g
´1
1 g´1

2 q “ 1. Par
conséquent pour tout h, le nombre λh est une racine nede l’unité. Vu qu’il n’y a qu’une
quantité finie de racines ne de l’unité, le groupe H est fini et connexe et donc une fois de
plus, réduit à un élément, c’est-à-dire H “ teu. Cela contredit la minimalité de m et donc
produit une contradiction. Nous devons donc avoir m “ 1.

(8) Conclusion Nous avons vu que si Cn avait un sous-espace non trivial fixé par G alors le
théorème était démontré. Par ailleurs si Cn n’a pas un tel sous-espace, soit m “ 1 (et alors
le théorème est également prouvé), soit m ą 1 et alors on a une contradiction.
Bref, le théorème est prouvé sous peine de contradiction.

Remarque 12.104.
Le lemme mentionne le fait que les valeurs propres de A sont les éléments diagonaux de T . Mais
attention : ceci ne dit rien au niveau des multiplicités géométriques. Un nombre peut être cinq fois
sur la diagonale de T alors que l’espace propre correspondant pour A n’est que de dimension 1.
Exemple : la matrice

A “
ˆ

1 1
0 1

˙
(12.238)

a deux 1 sur la diagonale. Le nombre 1 est bien une valeur propre de A, mais le système

A

ˆ
x
y

˙
“
ˆ
x
y

˙
(12.239)

donne y “ 0 et donc un espace propre de dimension seulement 1.
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RemXFZTooXkGzQg

Remarque 12.105.
Si K est algébriquement clos (comme C par exemple), alors tous les polynômes sont scindés et
toutes les matrices sont trigonalisables 57. Un exemple un peu simple de cela est la matrice

u “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
. (12.240)

Le polynôme caractéristique est χupXq “ X2 ` 1 et les valeurs propres sont ˘i. Il est vite vu que
dans la base

t
ˆ
i
1

˙
,

ˆ
1
i

˙
u (12.241)

de C2, la matrice u se note
ˆ
i 0
0 ´i

˙
.

RemREOSooGEDJWX

Remarque 12.106.
Cela nous donne une autre façon de prouver qu’une matrice nilpotente de Mpn,Cq ou Mpn,Rq est
trigonalisable[384]. D’abord dans Mpn,Cq, toutes les matrices sont trigonalisables 58, et les valeurs
propres arrivent sur la diagonale. Mais comme les valeurs propres d’une matrice nilpotente valent
zéro, elle est triangulaire stricte. Par ailleurs, son polynôme caractéristique est alors Xn.

Ensuite si u PMpn,Rq nous pouvons voir u comme une matrice dans Mpn,Cq et y calculer son
polynôme caractéristique qui sera tout de même Xn. Ce polynôme étant scindé, la proposition 12.95
nous assure que u est trigonalisable. Une fois de plus, les valeurs propres étant sur la diagonale,
elle est triangulaire supérieure stricte.

CorUNZooAZULXT

Corolaire 12.107.
Le polynôme caractéristique 59 sur C d’une matrice s’écrit sous la forme

χApXq “
rź

i“1
pX ´ λiqmi (12.242)

où les λi sont les valeurs propres distinctes de A et mi sont les multiplicités correspondantes.

Démonstration. Le lemme 12.97 nous donne l’existence d’une base de trigonalisation ; dans cette
base les valeurs propres de A sont sur la diagonale et nous avons

χApXq “ detpA´X1q “ det

¨
˚̋
X ´ λ1 ˚ ˚

0 . . . ˚
0 0 X ´ λr

˛
‹‚, (12.243)

qui vaut bien le produit annoncé.
CORooTPDHooXazTuZ

Corolaire 12.108.
Si A PMpn,Cq et k P N alors

SpecpAkq “ tλk tel que λ P SpecpAqu. (12.244)

Démonstration. Par le lemme 12.97 nous avons une matrice unitaire U et une triangulaire T telles
que A “ UTU´1. En passant à la puissance k nous avons aussi

Ak “ UT kU´1. (12.245)

Donc le spectre de Ak est celui de T k (lemme 12.101 et le fait qu’une puissance d’une matrice
triangulaire est encore triangulaire). Or les éléments diagonaux de T k sont les puissances ke des
éléments diagonaux de T , qui sont les valeurs propres de A.

57. La proposition 12.95 montre cela, et le lemme de Schur complexe 12.97 va un peu plus loin, et précise que la
trigonalisation peut être obtenue par une matrice unitaire.

58. Parce que le polynôme caractéristique est scindé, voir la proposition 12.95.
59. Définition 9.110.
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Pour le cas complexe, c’est le lemme 11.18 et le théorème 12.99.

12.11 Matrices, spectre et norme
Le lien entre la norme opérateur d’une matrice et son spectre sera entre autres utilisé pour

étudier le conditionnement de problèmes numériques. Voir la définition 34.107 et par exemple son
lien avec la résolution numérique de systèmes linéaires dans la proposition 34.112.

PROPooKLFKooSVnDzr

Proposition 12.109 ([330]).
Soit une matrice A P Mpn,Cq de rayon spectral ρpAq. Soit une norme }.} sur Cn et la norme
opérateur correspondante. Alors

ρpAq ď }Ak}1{k (12.246)

pour tout k P N.

Démonstration. Soit v P Cn et λ P C un couple vecteur-valeur propre. Nous avons }Av} “ |λ|}v}
et aussi

|λ|k}v} “ }λkv} “ }Akv} ď }Ak}}v}. (12.247)

La dernière inégalité est due au fait que nous avons choisi sur Mpn,Cq la norme subordonnée à
celle choisie sur Cn, via le lemme 11.59. Nous simplifions par }v} et obtenons |λ| ď }Ak}1{k. Étant
donné que ρpAq est la maximum de tous les λ possibles, la majoration passe au maximum :

ρpAq ď }Ak}1{k. (12.248)

PROPooJGNFooEwtNmJ

Proposition 12.110.
Soient deux espaces vectoriels normés E et V . Soient des applications continues f, g : E Ñ EndpV q.
Alors l’application

ψ : E Ñ EndpV q
x ÞÑ fpxq ˝ gpxq (12.249)

est continue.

Démonstration. Soit une suite xk EÝÑ x. Nous devons montrer que ψpxkq EndpV qÝÑ ψpxq. Pour cela
nous utilisons le lemme 11.61 qui indique que la norme opérateur est une norme d’algèbre. Nous
avons :

}ψpxkq ´ ψpxq} “ }fpxkq ˝ gpxkq ´ fpxq ˝ gpxq} (12.250a)
ď }fpxkq ˝ gpxkq ´ fpxkq ˝ gpxq} ` }fpxkq ˝ gpxq ´ fpxq ˝ gpxq} (12.250b)
“ }fpxkq ˝

`
gpxkq ´ gpxq

˘} ` }`fpxkq ´ fpxq
˘ ˝ gpxq} (12.250c)

ď }fpxkq}}gpxkq ´ gpxq} ` }fpxkq ´ fpxq}}gpxq}. (12.250d)

Pour k Ñ 8 nous avons }fpxkq} Ñ }fpxq}, }fpxkq ´ fpxq} Ñ 0 (parce que f est continue) et
similaire avec g. Donc le tout tend vers zéro.

12.11.1 Rayon spectral

La chose impressionnante dans la proposition suivante est que ρpAq est défini indépendamment
du choix de la norme sur Mpn,Kq ou sur K. Lorsque nous écrivons }A}, nous disons implicitement
qu’une norme a été choisie sur K, et que nous avons pris la norme subordonnée sur Mpn,Kq.

PROPooWZJBooTPLSZp

Proposition 12.111 ([385]).
Soit A une matrice de Mpn,Rq ou Mpn,Cq. Alors

ρpAq ď }A}. (12.251)
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Démonstration. Nous devons séparer les cas, suivant que le corps de base soit R ou C.
(1) Pour A PMpn,Cq Soit λ une valeur propre de A telle que |λ| soit la plus grande. Nous

avons donc ρpAq “ |λ|. Soit un vecteur propre u P Cn pour la valeur propre λ. En prenant
la norme sur l’égalité Au “ λu, et en utilisant le lemme 11.59,

|λ|}u} “ }Au} ď }A}}u}. (12.252)

Donc |λ| ď }A} et ρpAq ď }A}.
(2) Pour A PMpn,Rq

L’endroit qui coince dans le raisonnement effectué pour Mpn,Cq est que, certes A PMpn,Rq
possède une plus grande valeur propre en module et qu’un vecteur propre lui est associé.
Mais ce vecteur propre est, à priori, dans Cn, et non dans Rn. Nous pouvons donc écrire
Au “ λu, mais pas }Au} “ |λ|}u} parce que nous ne savons pas quelle norme prendre sur
Cn.
Il n’est pas certain que nous ayons une norme sur Cn qui se réduit sur Rn à celle choisie
implicitement dans l’énoncé. Nous allons donc ruser un peu.
Soit une norme N sur Cn 60. Nous nommons également N la norme subordonnée surMpn,Cq
et la norme restreinte sur Mpn,Rq. Vu que N est une norme sur Mpn,Rq et que ce dernier
est de dimension finie, le théorème 11.46 nous indique que N est équivalente à }.}. Il existe
donc C ą 0 tel que

NpBq ď C}B} (12.253)EQooBNWMooNgnMxCEQooBNWMooNgnMxC

pour tout B PMpn,Rq. Nous avons maintenant

ρpAqm ď NpAmq ď C}Am} ď C}A}m. (12.254)

Justifications
— Par la proposition 12.109.
— Parce que Am PMpn,Rq et la relation (12.253).
— Par itération du lemme 11.61.

Nous avons donc ρpAq ď C1{m}A} pour tout m P N. En prenant mÑ8 et en tenant compte
de C1{m Ñ 1 nous trouvons ρpAq ď }A}.

LEMooGBLJooCPvxNl

Lemme 12.112 ([385]).
Soit A PMpn,Kq avec K “ R ou C. Soit ϵ ą 0. Il existe une norme algébrique sur Mpn,Kq telle
que

NpAq ď ρpAq ` ϵ. (12.255)

Démonstration. Soit par le lemme 12.97 une matrice inversible U telle que T “ UAU´1 soit
triangulaire supérieure, avec les valeurs propres sur la diagonale. Notons que même si A PMpn,Rq,
les matrices U et T sont, à priori, complexes.

Soit s P R ainsi que les matrices

Ds “ diagp1, s´1, s´2, . . . , s1´nq (12.256)

et Ts “ DsTD
´1
s . Nous fixerons un choix de s plus tard.

La norme que nous considérons est :

NpBq “ }pDsUqBpDsUq´1}8 (12.257)

où }.}8 est la norme sur Mpn,Kq subordonnée à la norme }.}8 sur Kn dont nous avons déjà parlé
dans l’exemple 11.54. Cela est bien une norme parce que

60. Il y en a plein, par exemple celle du produit scalaire xx, yy “
ř

k xkȳk.
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— Nous avons }B}8 “ 0 si et seulement si B “ 0, et comme pDsUq est inversible, nous avons
pDsUqBpDsUq´1 “ 0 si et seulement si B “ 0.

— NpλBq “ |λ|NpBq.
— Pour l’inégalité triangulaire :

NpB ` Cq “ }pDsUqBpDsUq´1 ` pDsUqCpDsUq´1}8 (12.258a)
ď }pDsUqBpDsUq´1}8 ` }pDsUqCpDsUq´1}8 (12.258b)
“ NpBq `NpCq. (12.258c)

En ce qui concerne la matrice A elle-même, nous avons

NpAq “ }pDsUqApDsUq´1}8 “ }Ts}8. (12.259)

C’est le moment de se demander comment se présente la matrice Ts. En tenant compte du fait que
pDsqik “ δiks

1´i nous avons

pTsqij “
ÿ

kl

pDsqikTklpD´1
s qlj “ Tijs

j´i. (12.260)

La matrice T est encore triangulaire supérieure avec les valeurs propres de A sur la diagonale. Les
éléments au-dessus de la diagonale sont tous multipliés par au moins s. Il est donc possible de
choisir s suffisamment petit pour avoir 61

nÿ

j“i`1
|pTsqij | ă ϵ (12.261)EQooSIEIooTWAXQDEQooSIEIooTWAXQD

Avec ce choix, la formule 11.163 donne

NpTsq ď max
i

ÿ

k

|pTsqik| ď ϵ` ρpAq. (12.262)

En effet le ϵ vient de la somme sur toute la ligne sauf la diagonale (c’est-à-dire la partie k ‰ i) et du
choix (12.261) pour s. Le ρpAq provient du dernier terme de la somme (le terme sur la diagonale)
qui est une valeur propre de A, donc majorable par ρpAq.

Nous devons encore prouver que N est une norme algébrique. Pour cela nous allons montrer
qu’elle est subordonnée à la norme

n : Kn Ñ R`

v ÞÑ }pUDsqv}8. (12.263)

Cela sera suffisant pour avoir une norme algébrique par le lemme 11.61. La norme n surKn produit
la norme suivante sur Mpn,Kq :

npBq “ sup
v‰0

npBq
npvq “ sup

v‰0

}pUDsqBv}8
}UDsv}8 . (12.264)

Puisque UDs est inversible, nous pouvons effectuer le changement de variables v ÞÑ pUDsq´1v
pour écrire

npBq “ sup
v‰0

}pUDsqBpUDsq´1v}8
}pUDsqpUDsq´1v}8 “ sup

v‰0

}pUDsqBpUDsq´1v}8
}v}8 “ }pUDsqBpUDsq´1}8 “ NpBq.

(12.265)

PROPooYPLGooWKLbPA

Proposition 12.113.
Si A PMpn,Rq alors ρpAqm “ ρpAmq pour tout m P N.

61. Il me semble qu’il manque un module dans [385].
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Démonstration. La matrice A peut être vue dans Mpn,Cq et nous pouvons lui appliquer le coro-
laire 12.108 :

SpecpAkq “ tλk tel que λ P SpecpAqu. (12.266)EQooJJIYooDBacjnEQooJJIYooDBacjn

À noter qu’il n’y a pas de magie : le spectre de la matrice réelle A est déjà défini en voyant A
comme matrice complexe. Le spectre dont il est question dans (12.266) est bien celui dont on parle
dans la définition du rayon spectral.

Nous avons ensuite :

ρpAkq “ maxt|λ| tel que λ P SpecpAkqu (12.267a)
“ maxt|λk| tel que λ P SpecpAqu (12.267b)
“ maxt|λ|k tel que λ P SpecpAqu (12.267c)
“ ρpAqk. (12.267d)

PROPooXEQLooHvzVVm

Proposition 12.114.
Soient des espaces vectoriels normés V de dimension n et W de dimension m sur K (corps normé).
Nous considérons une base tesus“1,...,n de V et tfαuα“1,...,m de W .

Alors l’application
ψ : Mpnˆm,Kq Ñ LpV,W q

ψpAqv “
ÿ

sα

Asαvsfα
(12.268)

est un isomorphisme d’espaces topologiques.
Pour rappel, la topologie sur Mpn,Kq est donnée par la définition 10.33.

Démonstration. Nous savons déjà que ψ est une bijection. De plus, elle est linéaire et donc continue
par la proposition 11.224. En ce qui concerne son inverse, c’est également une application linéaire
(lemme 4.34) ; elle est alors également continue.

PROPooDRHMooYzXbkl

Proposition 12.115.
Soit un espace vectoriel normé V de dimension finie. Soit une suite d’opérateurs Tn P EndpV q. Si
teiu est une base de V et si Tnpeiq VÝÑ ei pour tout i, alors Tn

EndpV qÝÑ Id.

Démonstration. Nous utilisons l’application ψ : Mpn,Kq Ñ EndpV q définie en 4.67. Elle nous
permet d’écrire

Tnpxq “
ÿ

kl

ψ´1pTiqklxlek, (12.269)

que nous allons particulariser à x “ ej . Nous avons

ej “ lim
nÑ8Tnpejq (12.270a)

“ lim
nÑ8

ÿ

kl

ψ´1pTnqklδjlek (12.270b)

“
ÿ

k

`
lim
nÑ8ψ

´1pTnqkj
˘
ek (12.270c)

En identifiant les coefficients de ej , on trouve

lim
nÑ8ψ

´1pTnqkj “ δkj . (12.271)

Pour chaque k et l, à gauche nous avons une limite dans K. Vue la topologie sur Mpn,Kq 62, nous
pouvons écrire cela comme une limite dans Mpn,Kq :

lim
nÑ8ψ

´1pTnq “ 1. (12.272)

62. Toutes les normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équivalentes (théorème 11.46). Sur Mpn,Kq,
nous avons convenu dans la définition 10.33 de considérer la norme maximum.
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Nous savons que ψ´1 est continue (proposition 12.114) de telle sorte que nous pouvons la commuter
avec la limite :

1 “ lim
nÑ8ψ

´1pTnq “ ψ´1` lim
nÑ8Tn

˘
. (12.273)

Appliquant maintenant ψ des deux côtés, ψp1q “ Id et

Id “ lim
nÑ8Tn. (12.274)

Le point important de la définition 11.257 est la continuité. En dimension infinie, la continuité
n’est par exemple pas équivalente à l’inversibilité (penser à ek ÞÑ kek).

Si V est un espace vectoriel normé, nous avons déjà défini son dual topologique V 1 comme
étant l’ensemble des applications linéaires continues V Ñ C ou V Ñ R selon le corps de base de
V . C’est la définition 4.125.

Proposition 12.116.
Soient un espace vectoriel normé V et un élément v P V vérifiant }v} “ 1. Il existe une forme
φ P V 1 telle que }φ} “ 1 et φpvq “ 1.

Démonstration. Nous allons utiliser le théorème de la base incomplète 4.24. Pour cela nous consi-
dérons I “ V et la partie clairement génératrice G “ tei “ iuiPI (si vous avez bien suivi, G “ V en
fait ; rien de bien profond). Nous considérons ensuite I0 “ tvu. Le théorème de la base incomplète
nous donne l’existence de I1 tel que I0 Ă II Ă I et tel que B “ teiuiPI1 est une base.

Tout cela pour dire que B “ teiuiPI1 est une base contenant v. Nous allons aussi éventuellement
redéfinir la norme de ei pour avoir }ei} “ 1. Cette renormalisation n’affecte pas le fait que v P B.

Nous passons maintenant à la définition de φ : V Ñ K. Pour x P V nous commençons par
écrire

x “
ÿ

jPJ
xjej (12.275)

et nous posons

φpxq “
#
xv si v P J
0 sinon.

(12.276)

Cette définition a un sens par la partie unicité de la proposition 4.7 de décomposition d’un élément
dans une base.

Nous devons calculer la norme de φ. Par la proposition 11.51(3) nous avons

}φ} “ sup
}x}“1

|φpxq|. (12.277)EQooEFLLooOWPSevEQooEFLLooOWPSev

Avec x “ v nous avons φpxq “ 1 et donc }φ} ě 1.
Nous devons encore montrer que }φ} ď 1. Un élément x P V s’écrit toujours sous la forme

x “
ÿ

iPJ
xjej (12.278)

pour un certain J fini dans I1 et pour certains xj P K. Pour un tel x nous avons φpxq “ xv. Si
|φpxq| ě 1, alors |xv| ě 1, mais alors

}x} ď
ÿ

jPJ
|xj |}ej} “

ÿ

jPJ
|xj | ě |xv| ą 1, (12.279)

ce qui fait que ce x ne participe pas au supremum (12.277).
Notons que φ est continue (et donc bien dans V 1) parce qu’elle est bornée (proposition 11.62).
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12.11.2 Normes de matrices et d’applications linéaires
THOooNDQSooOUWQrK

Théorème 12.117 (Norme matricielle et rayon spectral[386]).
La norme 2 d’une matrice est liée au rayon spectral de la façon suivante :

}A}2 “
a
ρpAtAq (12.280)

ou plus généralement par }A}2 “
a
ρpA˚Aq.

LEMooNESTooVvUEOv

Lemme 12.118.
Soit une matrice A PMpn,Rq qui est symétrique, strictement définie positive. Soient λmin et λmax
les plus petites et plus grandes valeurs propres. Alors

}A}2 “ λmax et }A´1}2 “ 1
λmin

. (12.281a)

Démonstration. Soient les vecteurs v1, . . . , vn formant une base orthonormée de vecteurs propres 63

de A. Nous notons vmax celui de λmax. Nous avons :

}A}2 ě }Avmax} “ |λmax|}vmax} “ |λmax| “ λmax. (12.282)

Voilà l’inégalité dans un sens. Montrons l’inégalité dans l’autre sens. Soit x “ ř
i xivi avec }x}2 “ 1.

Alors

}Ax} “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

i

xiλivi

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

dÿ

i

x2
iλ

2
i ď λmax

dÿ

i

x2
i “ λmax. (12.283)

En ce qui concerne l’affirmation pour la norme de A´1, il suffit de remarquer que ses valeurs
propres sont les inverses des valeurs propres de A.

LEMooCSBVooZzqxqg

Lemme 12.119 ([1, 387]).
Soit une matrice diagonale D P Mpn,Cq dont nous notons λi P C les éléments diagonaux. Alors
la norme opérateur 64 de D est donnée par

}D}2 “ max
i
t|λi|u. (12.284)

Démonstration. En plusieurs points.

(1) Le compact Puisque la partie tx P Cn tel que }x}2 “ 1u est compacte, nous pouvons uti-
liser un maximum au lieu d’un supremum dans la définition de la norme opérateur (théorème
de Weierstrass 7.141.).

(2) Notations pour Cn Pour se mettre d’accord sur les notations, si x P Cn, alors x “ ř
i xiei

où e1 P Cn est le vecteur p1, 0, . . . , 0q. C’est un vecteur de base de Cn comme espace vectoriel
sur C. Et d’ailleurs teiui“1,...,n est une base orthonormée de Cn.

(3) Norme dans Cn Lorsque A est un opérateur sur Cn, nous avons

}Ax}2 “
˜ÿ

i

|pAxqi|2
¸1{2

“
¨
˝ÿ

i

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

j

Aijxj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2
˛
‚

1{2

. (12.285)

Nous avons utilisé les conventions (4.89).

63. Possible par le théorème spectral 9.224.
64. Norme opérateur, définition 11.51. La notation }D}2 signifie la norme opérateur de D : Cn

Ñ Cn où l’on a
mis la norme euclidienne sur Cn, c’est-à-dire la norme de la définition 10.112.
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(4) Le calcul Si c’est bon pour vous, je me lance dans le calcul :

}D}2 “ max
}x}2“1

}Dx}2 (12.286a)

“ max
}x}2“1

˜
nÿ

i“1
λixi

¸
(12.286b)

ď max
}x}2“1

max
i
|λi|

˜
nÿ

i“1
x2
i

¸1{2

loooooomoooooon
“}x}2

“ max
i
|λi|. (12.286c)

L’inégalité }D}2 ď maxi |λi| est prouvée. Nous démontrons à présent l’inégalité dans l’autre sens.
Appliquons D au vecteur de base ei : Dei “ λiei. Donc

}D}2 ě }Dei}2 “ |λiei| “ |λi|. (12.287)

Cela étant valable pour tout i, nous avons }D}2 ě maxi |λi|.
PropMAQoKAg

Proposition 12.120.
La fonction

f : Mpn,Rq ˆMpn,Rq Ñ R

pX,Y q ÞÑ TrpXtY q (12.288)

est un produit scalaire sur Mpn,Rq.

Démonstration. Il faut vérifier la définition 9.165.
— La bilinéarité est la linéarité de la trace.
— La symétrie de f est le fait que TrpAtq “ TrpAq.
— L’application f est définie positive parce que si X P Mpn,Rq, alors XtX est symétrique

définie positive, donc diagonalisable avec des nombres positifs sur la diagonale. La trace étant
un invariant de similitude, nous avons fpX,Xq “ TrpXtXq ě 0. De plus si TrpXtXq “ 0,
alors XtX “ 0 (pour la même raison de diagonalisation). Mais alors }Xu} “ 0 pour tout
u P E, ce qui signifie que X “ 0.

EXooHDCWooHragNA

Exemple 12.121.
Soient m “ n, un point λ dans R et Tλ l’application linéaire définie par Tλpxq “ λx. La norme de
Tλ est alors

}Tλ}L “ sup
}x}Rm ď1

}λx}Rn “ |λ|.

Notez que Tλ n’est rien d’autre que l’homothétie de rapport λ dans Rm. △
EXooVXENooZbtBNi

Exemple 12.122.
Toutes les isométries de Rn ont norme 1. En effet si T est une isométrie, }Tx} “ }x}. En ce qui
concerne la norme de T nous avons alors

}T } “ sup
xPRn

}T pxq}
}x} “ sup

xPRn

}x}
}x} “ 1. (12.289)

△
LEMooNWQWooBrpXgn

Lemme 12.123.
Soit b P Rm. Nous considérons l’application

Tb : Rm Ñ R

x ÞÑ b·x.
(12.290)



1028 CHAPITRE 12. ANALYSE RÉELLE : LIMITES ET DÉRIVATION

(1) L’application Tb est linéaire.
(2) Sa norme est }Tb}L “ }b}Rm.

Démonstration. La norme de Tb satisfait les inégalités suivantes

}Tb}L “ sup
}x}Rm ď1

|b·x| ď sup
}x}Rm ď1

}b}Rm}x}Rm ď }b}Rm ,

}Tb}L “ sup
}x}Rm ď1

}b·x}Rn ě
ˇ̌
ˇ̌b· b

}b|
ˇ̌
ˇ̌ “ }b}

2

}b} “ }b}Rn ,

donc }Tb}L “ }b}Rn .

Proposition 12.124.
Une application linéaire de Rm dans Rn est continue.

Démonstration. Soit x un point dans Rm. Nous devons vérifier l’égalité

lim
hÑ0m

T px` hq “ T pxq. (12.291)

Cela revient à prouver que limhÑ0m T phq “ 0, parce que T px ` hq “ T pxq ` T phq. Nous pouvons
toujours majorer }T phq}n par }T }LpRm,Rnq}h}Rm (lemme 11.59). Quand h s’approche de 0m sa
norme }h}m tend vers 0, ce que nous permet de conclure parce que nous savons que de toutes
façons, }T }L est fini.

Note : dans un espace de dimension infinie, la linéarité ne suffit pas pour avoir la continuité :
il faut de plus être borné (ce que sont toutes les applications linéaires Rm Ñ Rn). Voir la propo-
sition 11.62.

PROPooHXJAooGaDtme

Proposition 12.125 ([1]).
Soit A P GLpn,Cq. La suite 65 pAkqkPZ est bornée 66 si et seulement si A est diagonalisable 67 et
SpecpAq Ă S1.

Démonstration. Nous commençons par supposer que A est diagonalisable et que SpecpAq Ă S1.
Nous nommons λi ses valeurs propres. Par hypothèse λi P S1. Nous avons donc |λi| “ 1 et, par la
proposition 10.100(4), nous avons |λi|k “ 1.

La proposition 9.213 permet de considérer une matrice inversible Q telle que A “ Q´1DQ où
D est la matrice diagonale Dii “ λi. Nous avons donc aussi

Ak “ Q´1DkQ. (12.292)

La matrice Dk est diagonale et Dk
ii “ λki .

(1) Pour k ě 0 La norme matricielle étant une norme d’algèbre 68,

}Ak}2 “ }Q´1DkQ}2 ď }Q´1}2}Dk}2}Q}2. (12.293)

En ce qui concerne la norme }D}2, nous avons le lemme 12.119 qui nous annonce que }D}2 “
maxit|λi|u “ 1. Dans notre cas, nous avons donc }D}2 “ 1 et

}Ak}2 ď }Q´1}2}Q}2. (12.294)

Autrement dit, la suite pAkqkPN est majorée en norme par le nombre }Q´1}2}Q}2.

65. Oui, c’est avec k P Z. Vu que A est dans GL, elle est inversible, donc pas de soucis à considérer A´1.
66. Nous considérons sur GLpn,Cq la norme opérateur dérivant de la norme hermitienne sur Cn donnée par la

formule (10.162).
67. Définition 9.212.
68. Lemme 11.61.
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(2) Pour k ď 0 Alors il suffit de poser B “ A´1. La matrice B est autant diagonalisable que
A et le même raisonnement s’applique : il existe une matrice inversible P telle que

}Bk}2 ď }P´1}2}P }2. (12.295)

(3) Pour tous les k La suite pAkqkPZ est donc majorée par le maximum entre }P´1}2}P } et
}Q´1}2}Q}.

Dans l’autre sens, maintenant.

Puisque nous travaillons sur C, le polynôme caractéristique de A est scindé et la réduction de
Jordan 69 s’applique. Nous considérons une matrice inversible Q telle que A “ Q´1MQ avec

M “

¨
˚̋
λ11`N1

. . .
λs1`Ns

˛
‹‚, (12.296)

où les Ni sont nilpotents. Notez qu’ici les « 1 » sont de différentes tailles.

(1) Juste un bloc Nous considérons un bloc de Jordan λ1`N . Nous supposons que la suite
pλ1`Nqk est bornée, et nous allons montrer que |λ| “ 1 et N “ 0.
Nous nommons s la borne, et r le plus petit entier tel que N r “ 0. En utilisant la formule
du binôme 70, pour k ą r nous avons

pλ1`Nqk “
r´1ÿ

l“0

ˆ
k

l

˙
λk´lN l ă s. (12.297)

Le lemme 9.210 indique que la partie tNku est libre. En utilisant le lemme 7.162, nous en
déduisons que ˇ̌

ˇ̌
ˆ
k

l

˙
λk´lN l

ˇ̌
ˇ̌ ă s (12.298)EQooZWGCooGEsobYEQooZWGCooGEsobY

pour tout k ą r et pour tout l ď k.
En particulier, pour tout k nous pouvons considérer le terme l “ 0. Cela donne

|λ|k ă s (12.299)

qui implique |λ| ď 1.
Nous avons donc deux possibilités : |λ| ă 1 et |λ| “ 1. Supposons |λ| “ 1, et considérons
l’inéquation (12.298) avec l “ 1 : }kλk´1N} ă s. Cela implique que

k}N} ă s (12.300)

pour tout k. Cela n’est possible que si }N} “ 0 parce que R est archimédien (théorème
1.423). Nous restons donc avec les deux possibilités

— |λ| ă 1
— |λ| “ 1 et N “ 0.

Nous nous tournons maintenant sur la contrainte que pλ1 ` Nqk doive rester borné pour
k ă 0. Nous avons

λ1`N “ λp1` λ´1Nq, (12.301)

69. Théorème 9.292.
70. Proposition 3.43.
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et nous pouvons appliquer la proposition 9.211 à l’opérateur nilpotent ´λ´1N pour avoir

`
1´ p´λ´1Nq˘´1 “

8ÿ

l“0
p´λq´lN l (12.302a)

“ 1`
8ÿ

l“1
p´λq´lN l (12.302b)

“ 1`
r´1ÿ

l“1
p´λq´lN l. (12.302c)

Ceci pour dire que pλ1 ` Nq´1 “ λ´1p1 ` λ´1N 1q pour une autre matrice nilpotente 71

N 1 “ řr´1
l“1 p´λq´lN l. Le travail déjà fait, appliqué à λ´1 et N 1, nous donne deux possibilités :

— |λ´1| ă 1
— |λ´1| “ 1 et N 1 “ 0.

La possibilité |λ´1| ă 1 est exclue parce qu’elle impliquerait |λ| ą 1 qui avait déjà été exclu.
Il ne reste donc que la possibilité |λ| “ 1 et N “ N 1 “ 0.

(2) Pour la matrice M Nous supposons que tMku est borné : }Mk} ď s pour tout s. En
utilisant le lemme 11.52 et la proposition 11.53, pour tout n et pour tout i nous avons :

}p1` λiNiqk} ă s. (12.303)

Nous appliquons ce que nous venons de montrer pour les blocs et nous obtenons |λi| “ 1 et
Ni “ 0.

(3) La matrice A Nous pouvons enfin parler de la matrice A “ Q´1MQ. Nous avons Ak “
Q´1MkQ, et donc aussi

Mk “ QAkQ´1. (12.304)

En ce qui concerne la norme, si la suite pAkq est bornée par le réel s, alors

}Mk} “ }QAkQ´1} ď }Q}}Q´1}}Ak} ď s}Q}}Q´1}. (12.305)

Donc la suite pMkq est bornée et nous pouvons appliquer à Mk ce que nous avons fait sur
M . Nous avons donc

A “ Q´1MQ “ Q´1

¨
˚̋
λ1

. . .
λs

˛
‹‚Q (12.306)

avec |λi| “ 1. Nous avons prouvé que A est diagonalisable et que SpecpAq Ă S1.

12.12 Géométrie dans l’espace

12.126.
Les notions de droites, plans et parallélisme sont des notions vectorielles qui auraient pu être
traitées beaucoup plus haut. La chose qui rend la géométrie un peu piquante est la notion de
perpendicularité. Cette notion demande un produit scalaire et fait intervenir ici et là des polynômes
du second degré. Travailler avec le second degré demande la connaissance des racines carrés 72 et
donc d’un peu de topologie réelle et de continuité. La résolution dans R du polynôme du second
degré est la proposition 10.115.

71. Notez que la somme part de l “ 1, sinon ce serait raté pour la nilpotence de N 1.
72. Définition 10.95.
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12.12.1 Droites dans l’espace

La notion d’application affine entre espaces vectoriels est la définition 9.158.
Une application affine n’est pas linéaire, mais presque au sens où des increments égaux dans le

paramètre donne des increments égaux dans la valeur.
LEMooEQEAooQaFCMW

Lemme 12.127.
Si f est affine alors pour tout a, b, v P V nous avons

fpa` vq ´ fpaq “ fpb` vq ´ fpbq. (12.307)

Démonstration. Simple calcul :

fpa` vq ´ fpaq “ upa` vq ` α´ upaq ´ α “ upaq ` upvq ´ upaq “ upvq. (12.308)

Le même calcul partant de fpb` vq donnera évidement aussi upvq.
DEFooTQIFooKcloeY

Définition 12.128.
Soit un espace vectoriel E.

(1) Une droite vectorielle dans E est un sous-espace vectoriel de dimension 1.
(2) Une droite affine est une partie de E de la forme a` V où a P E et V est un sous-espace

vectoriel de dimension 1 de E.
(3) Un plan vectoriel est un sous-espace vectoriel de dimension 2.
(4) Une partie P est un plan affine si il existe un v P E tel que P ´ v soit un plan vectoriel.

Le plus souvent, nous parlerons de « droite » et « plan » sans préciser « vectoriel » ou « affine ».
Dans ces cas, le plus souvent, ce sera « affine ».

Définition 12.129 (Perpendiculaires et parallèles).
Deux notions importantes.

(1) Nous disons que les droites a` V et b`W sont parallèles lorsque V “W .
(2) Nous disons que les droites a ` V et b `W sont perpendiculaires si pour tout v P V et

w PW nous avons v·w “ 0.
Vous noterez que le parallélisme est une notion vectorielle alors que la perpendicularité dépend du
produit scalaire ; c’est une notion comme qui dirait « métrique ».

PROPooADJNooMyXUxG

Proposition 12.130.
Les propriétés usuelles.

(1) Deux droites parallèles ayant une intersection sont confondues.
(2) Le parallélisme est une relation d’équivalence sur l’ensemble des droites de E.
(3) Si la droite d1 est parallèle à la droite d2, alors une droite est perpendiculaire à d1 si et

seulement si elle est perpendiculaire à d2.
LEMooRLFQooJADark

Lemme 12.131.
Deux droites perpendiculaires ont un unique point d’intersection.

PROPooPWNWooYuyrOc

Proposition 12.132.
Soient une droite d et un point p.

(1) Il existe une unique droite parallèle à d contenant p.
(2) Il existe une unique droite perpendiculaire à d contenant p.

LEMooQQFFooEZYeck

Lemme 12.133.
Si D est une droite et si a, b P D, alors D ´ a “ D ´ b et D ´ a est une droite vectorielle.
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Démonstration. Vu que D est une droite, il existe v P V tel que D ´ v soit une droite vectorielle
que nous notons L. Nous allons montrer que D ´ a “ D ´ v. Comme a est arbitraire, cela suffit.

(1) D ´ a Ă D ´ v Un élément de D´ a est de la forme x´ a avec x P D. Nous écrivons x´ a
sous la forme y ´ v et nous espérons que y P D. Allons-y : d’abord nous isolons y dans
x´ a “ y ´ v :

y “ x´ a` v “ px´ vq ´ pa´ vq ` v. (12.309a)

Puisque x´v et a´v sont des éléments de L, la somme est dans L et donc y “ l`v pour un
certain élément de l P L. Nous avons donc prouvé que y P D et donc que x´a “ y´v P D´v.

(2) D ´ v Ă D ´ a Nous notons x ´ v un élément générique de D ´ v (x P D). En posant
y ´ a “ x´ v, nous trouvons

y “ x´ v ` a “ x´ vloomoon
PL

`pa´ vqloomoon
PL

`v (12.310)

Donc y P D et x´ v “ y ´ a P D ´ a.

PROPooNTHVooWWyafJ

Proposition 12.134.
L’image d’une droite par une application affine 73 est une droite.

LEMooRWASooOfwjdw

Lemme 12.135.
Soit un espace vectoriel V sur le corps K.

ITEMooYQCIooOrhRwj

(1) Si L est une droite vectorielle, alors pour tout a ‰ 0 dans L, nous avons L “ Imagepfq où f
est l’application linéaire donnée par

f : KÑ V

λ ÞÑ λa.
(12.311)

ITEMooZIGMooGruFMP

(2) Si D est une droite, alors pour tout a ‰ b sur D nous avons D “ Imagepfq où f est
l’application affine donnée par

f : KÑ V

λ ÞÑ a` λpb´ aq. (12.312)

ITEMooOKJZooIHYDIk

(3) Une partie D Ă V est une droite (affine) si et seulement si il existe a, v P V tels que

D “ ta` λvuλPK. (12.313)

Démonstration. En deux parties.
(1) Pour (1) Comme L est un sous-espace de dimension 1, il possède une base contenant un

unique élément, disons tbu. En particulier a “ µb pour un certain µ P K. Si x P L nous avons
x “ λxb pour un certain λx, et donc

x “ λx
µ
a. (12.314)

Donc x “ fpλx{µq. Cela prouve que L Ă Imagepfq.
L’inclusion inverse est simplement le fait que λa P L dès que a P L parce que L est vectoriel.

(2) Pour (2) Le lemme 12.133 nous indique qu’il existe une droite vectorielle L telle que
D ´ x “ L pour tout x P D.

73. Définition 9.158.
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(2a) D Ă Imagepgq Nous nommons f : K Ñ V l’application linéaire qui donne L. Puisque
b´ a P L nous avons

fpλq “ λpb´ aq, (12.315)

et tout élément de L est de la forme fpλq. Nous avons aussi D “ L`a ; donc un élément
de D est de la forme fpλq ` a et donc de la forme λpb´ aq ` a “ gpλq.

(2b) Imagepgq Ă D Un élément de Imagepgq est de la forme a` λpb´ aq avec λ P K. Mais
b´ a P L, donc λpb´ aq P L et

gpλq “ a` λpb´ aq P a` L “ D. (12.316)

PROPooRSKLooVrxrFz

Proposition 12.136.
Si a et b sont deux points distincts de Rn, alors il existe une unique droite contenant a et b.

PROPooTFTJooJejuBU

Proposition 12.137.
Soient deux droites d1 et d2 dans Rn. Alors nous sommes dans une des trois situations suivantes :

(1) d1 X d2 “ H.
(2) Cardpd1 X d2q “ 1
(3) d1 “ d2.

Exemple 12.138.
Les exemples les plus courants d’applications affines sont les droites et les plans ne passant pas
par l’origine.
Les droites Une droite dans R2 (ou R3) qui ne passe pas par l’origine est l’image d’une fonction

de la forme sptq “ ut` v, avec t P R, et u et v dans R2 ou R3 selon le cas.
En choisissant des coordonnées adéquates, les droites peuvent être aussi vues comme graphes
de fonctions affines. Dans le cas de R2, on retrouve la fonction de l’exemple 4.32, pour
n “ m “ 1.

Les plans De la même façon nous savons que tout plan qui ne passe pas par l’origine dans R3 est
le graphe d’une application affine, P px, yq “ pa, bqT · px, yqT`pc, dqT , lorsque les coordonnées
sont bien choisies.

△

12.12.2 Projection orthogonale

Le théorème suivant n’est pas indispensablissime parce qu’il est le même que le théorème de la
projection sur les espaces de Hilbert 74. Cependant la partie existence est plus simple en se limitant
au cas de dimension finie.

ThoWKwosrH

Théorème-Définition 12.139 (Théorème de la projection).
Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie, x P E, et C un sous-ensemble
fermé convexe de E.

(1) Les deux conditions suivantes sur y P E sont équivalentes :
zzETsfYCSItemi

(1a) }x´ y} “ inft}x´ z} tel que z P Cu,
zzETsfYCSItemii

(1b) pour tout z P C, Rexx´ y, z ´ yy ď 0.
(2) Il existe un unique y P E, noté y “ projCpxq vérifiant ces conditions.

Démonstration. Nous commençons par prouver l’existence et l’unicité d’un élément dans C véri-
fiant la première condition. Ensuite nous verrons l’équivalence.

74. Théorème 25.7
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(1) Existence
Soit z0 P C et r “ }x´ z0}. La boule fermée Bpx, rq est compacte 75 et intersecte C. Vu que
C est fermé, l’ensemble C 1 “ C X Bpx, rq est compact. Tous les points qui minimisent la
distance entre x et C sont dans C 1 ; la fonction

C 1 Ñ R

z ÞÑ dpx, zq (12.317)

est continue sur un compact et donc a un minimum qu’elle atteint 76. Un point P réalisant
ce minimum prouve l’existence d’un point vérifiant la première condition.

(2) Unicité Soient y1 et y2, deux éléments de C minimisant la distance avec x, et soit d ce
minimum. Nous avons par l’identité du parallélogramme (11.3) que

}y1 ´ y2}2 “ ´4
››››
y1 ` y2 ´ x

2

››››
2
` 2}y1 ´ x}2 ` 2}y2 ´ x}2 ď ´4d` 2d` 2d “ 0. (12.318)

Par conséquent y1 “ y2.
(3) (1a)ñ (1b) Soit z P C et t P s0, 1r ; nous notons P “ projC x. Vu que y et P sont dans C

et que C est convexe 77, le point z “ ty ` p1´ tqP est également dans C, et par conséquent,

}x´ P }2 ď }x´ tz ´ p1´ tqP }2 “ }px´ P q ´ tpz ´ P q}2. (12.319)

Nous sommes dans un cas }a}2 ď |a´ b|2, qui implique 2 Rexa, by ď }b}2. Dans notre cas,

2 Rexx´ P, tpz ´ P qy ď t2}z ´ P }2. (12.320)

En divisant par t et en faisant tÑ 0 nous trouvons l’inégalité demandée 78 :

2 Rexx´ P, z ´ P y ď 0. (12.321)

(4) (1b)ñ (1a)
Soit un point P P C vérifiant

Rexx´ P, z ´ P y ď 0 (12.322)

pour tout z P C. Alors en notant a “ x´ P et b “ P ´ z,
}x´ z}2 “ }x´ P ` P ´ z}2 “ }a` b}2

“ }a}2 ` }b}2 ` 2 Rexa, by
“ }a}2 ` }b}2 ´ 2 Rexx´ P, z ´ P y
ě }b}2,

(12.323)

ce qu’il fallait.

PROPooHGGIooIssaTA

Proposition 12.140.
Soient une droite d dans R3 ainsi qu’un point p. La projection 79 projdppq est le point d’intersec-
tion 80 entre d et la perpendiculaire à d passant par p.

75. C’est ceci qui ne marche plus en dimension infinie.
76. Théorème 10.54.
77. Définition 7.149.
78. Ici nous utilisons la proposition 12.35, et c’est une des choses qui font que cette partie sur la « géométrie

élémentaire » demande en réalité d’être placée après déjà une partie de l’analyse réelle.
79. Définition 12.139.
80. Lemme 12.131.
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Démonstration. Nous considérons la droite d “ ta ` λvuλPR et un point p P R3. Nous notons
xpλq “ a ` λv le point courant dans d. Conformément à la définition 12.139 de la projection
orthogonale, nous allons minimiser la distance }p´ xpλq} par rapport à λ.

Puisque }p´ xpλq} est toujours positif, nous pouvons chercher à minimiser le carré :

}p´ xpλq}2 “ }p}2 ´ 2p· a´ 2λp· v ` }a}2 ` |λ|2}v}2 ` 2λa· v. (12.324)

Quitte à minimiser ça par rapport à λ, nous pouvons oublier les termes ne contenant pas λ. Nous
posons donc

fpλq “ }v}2λ2 ` 2pa´ pq· vλ (12.325)

Comme le coefficient de λ2 est positif, la proposition 10.115 nous dit que cette fonction aura
un minimum (et non un maximum). La valeur λ0 pour laquelle f est minimal se découvre grâce à
10.115(2) :

λ0 “ ´2pa´ pq· v

2}v}2 . (12.326)

Cela est la valeur de λ pour laquelle

projdppq “ xpλ0q; (12.327)

nous avons donc
xpλ0q “ a´ pa´ pq· v

}v}2 v. (12.328)

Nous devons voir maintenant que
`
p´ xpλ0q

˘
· v “ 0. Il suffit d’un peu déballer :

`
p´ xpλ0q

˘
· v “ p· v ´ a· v ` pa´ pq· v

}v}2 }v}2 “ p· v ´ a· v ` pa´ pq· v “ 0. (12.329)

LEMooGUVMooPXtXnV

Lemme 12.141.
Soit v1 P R3. Il existe des vecteurs v2 et v3 tels que les vi sont deux à deux perpendiculaires.

Démonstration. Nous considérons w ‰ v dans R3 et nous profitons de la proposition 11.34 pour
poser v2 “ v1 ˆ w. Enfin nous définissons v3 “ v1 ˆ v2.

LEMooGXGCooDfgbqG

Lemme 12.142.
Soient trois éléments v1, v2, v3 P R3 deux à deux perpendiculaires. Si x K v1, alors x P Spantv2, v3u.
Démonstration. Il faut se rappeler de la proposition 11.14 qui fait de tv1, v2, v3u une partie libre.
Elle est donc une base par la proposition 4.18(2).

Soit x K v1. Nous le décomposons dans la base tv1, v2, v3u : x “ λ1v1`λ2v2`λ3v3. En prenant
le produit scalaire par v1, et en tenant compte du fait que v1 · v2 “ v2 · v3 “ 0 nous trouvons
0 “ v1 ·x “ λ1}v1}2. Donc λ1 “ 0 et x P Spantv2, v3u.

12.12.3 Plan médiateur
PROPooSNUDooTxovMz

Proposition 12.143 (plan médiateur[1]).
Soient un espace euclidien V ainsi que deux points distincts a, b P V . Si m “ pa` bq{2, nous avons

tx P V tel que x´m K b´ au “ tx P V tel que }x´ a} “ }x´ b}u. (12.330)

Dans le cas de V “ R3, alors cet ensemble est un plan 81.
Ce plan est le plan médiateur du segment ra, bs.

81. Définition 12.128.
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Démonstration. Nous notons

M “ tx P V tel que x´m K b´ au, (12.331a)
N “ tx P V tel que }x´ a} “ }x´ b}u. (12.331b)

(1) M Ă N Soit x PM . Nous avons px´mq· pb´ aq “ 0, et nous pouvons utiliser Pythagore
11.22 dans les triangles xbm et xma : SUBEQSooVEPCooKnyPoq

}x´ a}2 “ }x´m}2 ` }a´m}2 (12.332a)
}x´ b}2 “ }x´m}2 ` }m´ b}2. (12.332b)

Vu que m est le milieu, nous avons a´m “ m´b et donc }a´m} “ }m´b}. Nous voyons donc
que les membres de droites des deux équations (12.332) sont égaux. Donc }x´a}2 “ }x´b}2.
Comme une norme est toujours positive, les carrés peuvent être simplifiés : }x´a} “ }x´ b}.
Donc x P N .

(2) N ĂM Soit x P N . Nous posons h “ projpabqpxq, la projection de x sur la droite pabq. La
proposition 12.140 nous dit que h est l’unique point de pabq tel que x´ h K b´ a.
Le théorème de Pythagore 11.22 dans le triangle ahx donne

}x´ a}2 “ }a´ h}2 ` }x´ h}2 (12.333)

et dans le triangle bhx il donne :

}b´ x}2 “ }b´ h}2 ` }h´ x}2. (12.334)

Par hypothèse nous avons }x´ a}2 “ }x´ b}2 et donc

}a´ h} “ }b´ h}. (12.335)

Nous cherchons à présent quel(s) point(s) h de la droite pabq vérifie(nt) cette condition, et
nous espérons que ce sera pa` bq{2.
Nous cherchons h sous la forme h “ a`λpb´aq. D’une part nous avons }a´h}2 “ }λpb´aq}2 “
λ2}b´ a}2, et d’autre part

}b´ h}2 “ }b´ a´ λpb´ aq}2 “ |1´ λ|2}b´ a}2 (12.336)

Nous en déduisons que |λ| “ |1´ λ|. Cela laisse deux possibilités : la première est λ “ 1´ λ
qui donne λ “ 1{2 et la seconde est λ “ ´p1´ λq qui est impossible. Donc λ “ 1{2 et

h “ a` b´ a
2 “ a` b

2 . (12.337)

Donc en posant m “ pa` bq{2 nous avons bien b´ a K x´m.
(3) C’est un plan Nous nous mettons maintenant dans le cas où V est l’espace R3 muni de

sa norme usuelle. Posons f1 “ b´ a et considérons deux vecteurs f2, f3 tels que les fi soient
deux à deux perpendiculaires (lemme 12.141).
Nous allons prouver que M “ Spantf2, f3u `m.

(3a) Une inclusion Si x P Spanpf2, f3q `m, alors x “ αf2 ` βf3 `m et nous avons bien
x´m K b´ a.

(3b) L’autre inclusion Soit x P M . Donc x ´m K b ´ a. Le lemme 12.142 nous indique
alors que x´m P Spantf2, f3u, ce qu’il fallait.
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12.12.4 Tétraèdre
DEFooMUUMooFVxKyb

Définition 12.144 ([1]).
Un tétraèdre régulier est un ensemble de 4 points A, B, C et D de R3 deux à deux équidistants.

Nous allons nommer taiu les segments entre les points, tdiu les droites sur ces segments, et
tsiu les sommets.

Lemme 12.145.
Un tétraèdre régulier existe.

Démonstration. Prenez un triangle équilatéral ABC dans le plan p., ., 0q, et prenez ensuite un point
D à la verticale du centre, placé à la bonne hauteur pour que les longueurs }AD}, }BD} et }CD}
soient égales à }AB}.

LEMooNWELooZeSEMN

Lemme 12.146.
Si T est un tétraèdre régulier, nous avons di X T “ ai.

LEMooUSKVooQJiBuz

Lemme 12.147.
Les droites tdiui“1,...,6 ne sont pas confondues ni parallèles.

Démonstration. Si trois points A, B, C sont alignés, il n’est pas possible d’avoir }AB} “ }AC} “
}BC}. Donc il n’y a pas deux droites parmi les tdiu qui sont confondues.

Supposons que deux des droites AB et CD sont parallèles. En particulier, les points A, B, C
et D sont dans un même plan : le plan A ` SpantB ´ A,C ´ Au. Il n’est pas possible d’avoir 4
points dans un plan, tous équidistants deux à deux.

Dans la suite, quand nous parlerons du « tétraèdre », nous parlerons de ses six points et six
segments les joignant. L’ensemble T Ă R3 ne contient pas les surfaces et les volumes.

LEMooJCMKooOjMqtw

Lemme 12.148.
Soit un tétraèdre régulier T . Un point de R3 est un sommet si et seulement si il est l’intersection
de deux des droites tdiu différentes.

Démonstration. En deux parties.
(1) Sens direct

Par définition les sommets sont les points A, B, C, D ; et les droites di sont les droites pABq,
pACq, pADq, pBCq, pDBq et pCDq. Donc oui, les sommets sont à des intersections de ces
droites.

(2) Sens inverse Soit un point X P R3 à l’intersection entre deux des di. Nous avons déjà vu
dans le lemme 12.147 que ces droites ne sont ni parallèles ni confondues. Donc elles ont au
plus un point d’intersection. Voyons les couples possibles de droites.
On a une série de possibilités comme pABqXpACq. Dans ce cas, l’intersection entre ces deux
droits est A qui est un des sommets. Ensuite nous avons une série de possibilités comme
pABq X pCDq. Ces deux droites n’ont pas d’intersection parce que si elles en avaient, les
points A, B, C et D seraient dans le même plan, ce qui est impossible. Donc deux droites di
ont soit, pas d’intersection, soit, une intersection qui est un sommet.

12.13 Géométrie dans le plan
LEMooYIHXooEwmlPo

Lemme 12.149 (Équation de droite).
Si D est une droite 82 dans R2, alors D est d’une des deux formes suivantes :

82. Définition 12.128, mais c’est surtout la caractérisation du lemme 12.135(3) que nous devons avoir en tête.
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— Soit il existe α P R tel que

D “ tpx, yq P R2 tel que x “ αu, (12.338)

— soit il existe α, β P R tels que

D “ tpx, yq P R2 tel que y “ αx` βu. (12.339)

Le premier cas correspond aux droites verticales.

Démonstration. Nous prenons une droite D et une application affine f donnée par (12.135)(3). Il
y a deux possibilités : soit b´ a est un multiple de e2, sois pas.

(1) Si b´ a “ µe2 Alors fpλq “ a` λµe2. Nous avons alors

D “ ta` λe2uλPR (12.340a)
“ tλe2 ` a1e1u cf. justif. (12.340b)SUBEQooEKMNooQgkSeCSUBEQooEKMNooQgkSeC

“ tpa1, λquλPR (12.340c)
“ tpx, yq P R2 tel que x “ a1u. (12.340d)

Justifications.
— Pour 12.340b. Parce que a2e2 ` λe2 prend toutes les valeurs de la forme λe2.

(2) Sinon Nous avons

fpλq “
ˆ
a1 ` λpb´ aq1
a2 ` λpb´ aq2

˙
(12.341)

En posant α “ pb´ aq2{pb´ aq1 et β “ ´αa1 ` a2, nous avons bien

fpλq2 “ αfpλq1 ` β. (12.342)

PROPooOFKXooARiQZK

Proposition 12.150.
Si D est une droite dans R2, il existe une application affine 83 f : R2 Ñ R telle que

D “ tx P R2 tel que fpxq “ 0u. (12.343)

Nous disons qu’une telle application affine est une application associée à D.

Si f est une application affine quelle que fpxq “ 0 donne la droite D, alors pour tout réel non
nul λ, l’application affine λf donnent également D. Il n’y a donc pas d’unicité.

Définition 12.151.
Soit une application affine f : R2 Ñ R. Nous appelons demi-plans associés à f les parties

H`
f “ tx P R2 tel que fpxq ą 0u (12.344)

et
H´
f “ tx P R2 tel que fpxq ă 0u. (12.345)

LEMooEZEDooSDbrkq

Lemme 12.152 ([1]).
Les demi-plans sont convexes 84.

83. Définition 9.158.
84. Définition 7.149.
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Démonstration. Soit une applications affine f : R2 Ñ R ainsi que a, b P R2 tels que fpaq ą 0 et
fpbq ą 0. Vu que f est affine, il existe une application linéaire l : R2 Ñ R ainsi que α P R tels que
fpxq “ lpxq ` α pour tout x.

Nous considérons
γ : RÑ R2

t ÞÑ a` tpb´ aq. (12.346)

Nous devons prouver que pf ˝ γqptq ą 0 pour tout t P r0, 1s.
Nous avons pf ˝ γqp0q ą 0 et pf ˝ γqp1q ą 0. Nous avons d’abord

pf ˝ γqptq “ l
`
a` tpb´ aq˘` α (12.347a)

“ lpaq ` flpbq ´ tlpaq ` α (12.347b)
“ p1´ tqlpaq ` tlpbq ` tα` p1´ tqα (12.347c)
“ p1´ tqfpaq ` tfpbq. (12.347d)SUBEQooXZIPooMoJCRmSUBEQooXZIPooMoJCRm

Les nombres fpaq et fpbq sont strictement positifs. Les nombres p1´ tq et t sont positifs, mais ne
s’annulent pas en même temps. Donc dans (12.347d), au moins un des deux termes est strictement
positifs tandis que l’autre est positif ou nul. Bref, pf ˝ γqptq ą 0.

Cela prouve que le demi-plan fpxq ą 0 est convexe. Le même raisonnement tient pour le
demi-plan fpxq ă 0.

LEMooXLNZooFyqPxG

Lemme 12.153 ([1]).
Si f, g : R2 Ñ R sont affines et si kerpfq “ kerpgq, alors

tH`
f , H

´
f u “ tHg̀ , Hǵ u. (12.348)

Démonstration. Il existe un a P R2 tel que fpaq ą 0. En effet fpxq “ lpxq ` α où l : R2 Ñ R est
linéaire et α P R. Il suffit de prendre x tel que lpxq ă ´α. Soit a P R2 tel que fpaq ą 0. Il y a
deux possibilités : gpaq ą 0 ou gpaq ă 0 parce que gpaq “ 0 n’est pas possible du fait que f et g
s’annulent aux mêmes points..

(1) Si gpaq ą 0 Nous allons prouver qu’alors H`
f “ Hg̀ et H´

f “ Hǵ . Soit b P H`
f . Nous

savons que H`
f est convexe (lemme 12.152), de telle sorte que f

`ra, bs˘ ą 0. En particulier f
ne s’annule pas sur le segment ra, bs, et g non plus. Autrement dit, la fonction

s : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ g
`p1´ tqa` tb˘ (12.349)

ne s’annule pas. Vu que sp0q “ gpaq ą 0, le théorème des valeurs intermédiaires 85 nous
indique que gpbq “ sp1q ą 0. Donc b P Hg̀ .
Nous avons prouvé que H`

f Ă Hg̀ . En inversant les rôles de f et g nous prouvons que
Hg̀ Ă H`

f .
(2) Si gpaq ă 0 Il se prouve de même que H`

f “ Hǵ et H´
f “ Hg̀ .

PROPooSIANooTOKlBI

Proposition 12.154.
Si f : R2 Ñ R est une application affine non constante, alors kerpfq est une droite 86.

Démonstration. Posons fpxq “ lpxq ` α où l : R2 Ñ R est linéaire et α P R.
Commençons avec α “ 0. Considérons a P kerpfq et prouvons que kerpfq “ tλauλPR. D’abord

fpλaq “ lpλaq “ λlpaq “ 0. Donc tλauλPR Ă kerpfq. D’autre part si fpxq “ 0 alors que x n’est pas
de la forme λa. Dans ce cas, tx, au forment une base de R2 et nous concluons que kerpfq “ R2, ce
qui est contraire à l’hypothèse comme quoi f ‰ 0.

Nous ne supposons plus que α “ 0. Soit a P R2 tel que lpaq “ ´α. Nous allons prouver que
kerpfq “ a` kerplq.

85. Théorème 10.91.
86. La caractérisation 12.135(3) est plus pratique que la définition.
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(1) a` kerplq Ă kerpfq Soit z P kerplq. Nous avons fpa` zq “ lpaq` lpzq`α “ ´α` 0`α “ 0.
Donc a` z P kerpfq.

(2) kerpfq Ă a` kerplq . Soit b P kerpfq. Nous prouvons que b ´ a P kerplq. Nous avons 0 “
fpbq “ lpbq ` α et donc lpbq “ ´α. Donc

lpb´ aq “ lpbq ´ lpaq “ ´α` α “ 0. (12.350)

parce que lpaq “ ´α.
La conclusion est que kerpfq “ a` kerplq. La première partie ayant déjà montré que kerplq est une
droite, nous avons fini.

LEMooTOUOooJbpLVB

Lemme 12.155 ([1, 162]).
Soit une fonction affine f : R2 Ñ R. Soient a, b P R2 tels que fpaq, fpbq ‰ 0.

ITEMooXLCFooQiDCrR

(1) L’intersection ra, bs X kerpfq contient 0 ou 1 point.
ITEMooMORGooTzNefp

(2) Si ra, bs X kerpfq “ H alors fpaq et fpbq ont même signe.
ITEMooDWIQooXnoMJT

(3) Si ra, bs X kerpfq ‰ H alors fpaq et fpbq sont de signe opposés.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Nous savons que kerpfq est une droite (proposition 12.154). Vu que fpaq ‰ 0,

l’unique droite passant par a et b (proposition 12.136) n’est pas la droite kerpfq. Donc
parmi les trois possibilités de la proposition 12.136, nous sommes forcément dans le cas
où l’intersection est vide ou réduite à un unique point.

(2) Pour (2) Nous supposons que kerpfq X ra, bs “ H. Considérons la fonction

s : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ f
`p1´ tqa` tb˘. (12.351)

La fonction s est continue et ne s’annule pas parce que les points p1´ tqa` tb sont ceux de
ra, bs. Si sp0q et sp1q étaient de signe différents, le théorème des valeurs intermédiaires 10.91
donnerait un t0 P s0, 1r tel que spt0q “ 0. Donc sp0q et sp1q ont le même signe.

(3) Pour (3) Nous prouvons la contraposée. Supposons que fpaq et fpbq aient le même signe
(strict), et disons que fpaq, fpbq ą 0 pour fixer les idées. Cela signifie que a et b sont dans le
demi-plan H`

f . Par convexité de ce dernier (lemme 12.152), nous avons fpxq ą 0 pour tout
x P ra, bs.

LEMooBWFSooBkIcOg

Lemme 12.156 ([1]).
Soient une application affine f . Soient a P kerpfq et v P R2 tels que 87 kerpfq “ ta` λvuλPR. Soit
un vecteur non nul w P R2 non parallèle à v. ITEMooYDYPooRzupcO

(1) tv, wu est une base de R2.
ITEMooHKVWooLAEMTm

(2) Nous considérons l’application
p : R2 Ñ R

λv ` µw ÞÑ µ.
(12.352)

Alors l’application
g : R2 Ñ R

x ÞÑ ppx´ aq (12.353)

est affine. ITEMooGRZGooMFQPjM

(3) Les demi-plans de f et de g sont les mêmes.
87. Si on en croit la proposition 12.154, ça existe parce que le noyau d’une application affine est une droite.
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Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Les vecteurs v et w ne sont pas colinéaire et forment donc une base par le lemme

4.9(1).
(2) Pour (2) L’application p est linéaire. Nous avons

gpxq “ ppx´ aq “ ppxq ´ ppaq. (12.354)

L’application g est donc bien affine.
(3) Pour (3) Les applications f et g sont affines. Si x P kerpgq, alors ppx´ aq “ 0, c’est-à-dire

que x´ a “ λv et donc x “ λv ` a P kerpfq. Donc kerpgq Ă kerpfq. De même nous trouvons
que kerpfq Ă kerpgq.
Deux applications affines ayant le même noyau ont les mêmes demi-plans par le lemme 12.153.

LEMooURPNooYRsuaI

Lemme 12.157 ([1]).
Soit une application affine f ainsi qu’une application continue g : R2 Ñ R telles que kerpfq “
kerpgq. Supposons l’existence de a, b P R2 tels que gpaq ą 0 et gpbq ă 0.

Alors les demi-plans de f sont les parties tx tel que gpxq ą 0u et tx tel que gpxq ă 0u.
PROPooTPHKooXnpJaV

Proposition 12.158 ([1]).
Soit une droite d dans R2 et une chemin dérivable γ : R Ñ R2. Nous supposons que γpt0q P d et
que γ1pt0q est non nul et non parallèle à d.

Alors il existe δ tel que pour tout ϵ ă δ, γpt0 ` ϵq est dans un demi-plan de d et γpt0 ´ ϵq est
dans l’autre demi-plan de d.

Démonstration. Posons a “ γpt0q. Nous considérons un vecteur b1 P R2 tel que d “ ta` λb1uλPR,
ainsi que b2 tel que tb1, b2u soit une base de R2.

Tout élément de R2 peut être écrit de façon unique sous la forme

x “ a` x1b1 ` x2b2. (12.355)

Cela nous donne des fonctions continues σi : RÑ R telles que

γptq “ a` σ1ptqb1 ` σ2ptqb2, (12.356)

et que
γ1ptq “ σ1

1ptqb1 ` σ1
2ptqb2. (12.357)

Vu que γ1pt0q n’est pas parallèle à la droite d, nous avons σ1
2pt0q ‰ 0. De plus γpt0q “ a, de telle

sorte que σ1pt0q “ σ2pt0q “ 0.
Que dites-vous ? La fonction dérivable σ2 : RÑ R vaut zéro en t0 et sa dérivée y est non nulle ?

Supposons pour fixer les idées que σ1
2pt0q ą 0. Il existe donc un ϵ ą 0 tel que σ2 est strictement

positive sur rt0 ´ ϵ, t0r et strictement négative sur st0, t0 ` ϵs.
En vertu du lemme 12.156, les points de γ tels que σ2 ą 0 sont dans un demi-plan de d et les

points de γ avec σ2 ă 0 sont dans l’autre demi-plan.
THOooFMMLooLmAnAd

Théorème 12.159 (Théorème de Thalès[388]).
Soient trois points A, B, C non alignés dans R2. Soient D P pABq et E P pACq. Nous supposons
que pDEq est parallèle à BC.

Alors
(1)

}D ´A}
}B ´A} “

}E ´A}
}C ´A} “

}E ´D}
}C ´B} (12.358)

(2) Il existe une homothétie ϕ : R2 Ñ R2 centrée en A telle que ϕpBq “ D et ϕpCq “ E.
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THOooGFTWooACQLFJ

Théorème 12.160 (Théorème de Thalès dans le cercle[389]).
Soient des points O, A, B, C dans R2 tels que

(1) }A´O} “ }B ´O} “ }C ´O}.
(2) A, O et B sont alignés.

Alors le triangle ABC est rectangle en C.

12.14 Dérivée : exemples introductifs

12.14.1 La vitesse

Lorsqu’un mobile se déplace à une vitesse variable, nous obtenons la vitesse instantanée en
calculant une vitesse moyenne sur des intervalles de plus en plus petits. Si le mobile a un mouvement
donné par xptq, la vitesse moyenne entre t “ 2 et t “ 5 sera

vmoyp2 Ñ 5q “ xp5q ´ xp2q
5´ 2 .

Plus généralement, la vitesse moyenne entre 2 et 2`∆t est donnée par

vmoyp2 Ñ 2`∆tq “ xp2`∆tq ´ xp2q
∆t .

Cela est une fonction de ∆t. Oui, mais rappellons qu’on a dans l’idée de calculer une vitesse
instantanée, c’est-à-dire de voir ce que vaut la vitesse moyenne sur un intervalle très très très très
petit. La notion de limite semble toute indiquée pour décrire mathématiquement l’idée physique de
vitesse instantanée.

Nous allons dire que la vitesse instantanée d’un mobile est la limite quand ∆t tend vers zéro
de sa vitesse moyenne sur l’intervalle de temps ∆t, ou en formule :

vpt0q “ lim
∆tÑ0

xpt0q ´ xpt0 `∆tq
∆t . (12.359)EqvinstlimiteEqvinstlimite

12.14.2 La tangente à une courbe

Passons maintenant à tout autre chose, mais toujours dans l’utilisation de la notion de limite
pour résoudre des problèmes intéressants. Comment trouver l’équation de la tangente à la courbe
y “ fpxq au point px0, fpx0qq ?

Essayons de trouver la tangente au point P donné de la courbe donnée à la figure 12.1.

‚P

Figure 12.1: Comment trouver la tangente à la courbe au point P ?LabelFigTangenteQuestion

La tangente est la droite qui touche la courbe en un seul point sans la traverser. Afin de la
construire, nous allons dessiner des droites qui touchent la courbe en P et un autre point Q, et
nous allons voir ce qu’il se passe quand Q est très proche de P . Cela donnera une droite qui,
certes, touchera la courbe en deux points, mais en deux points tellement proches que c’est comme
si c’étaient les mêmes. On sent que la notion de limite va encore intervenir.
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‚P

‚
a

‚fpaq

‚
Q

‚
x

‚fpxq

x´ a

fpxq ´ fpaq

Figure 12.2: Traçons d’abord une corde entre le point P et un point Q un peu plus loin.LabelFigTangenteDetail

Nous avons placé le point, sur la figure 12.2, le point P en a et le point Q un peu plus loin, en
x. En d’autres termes leurs coordonnées sont

P “ `
a, fpaq˘ Q “ `

x, fpxq˘. (12.360)

En regardant par exemple la figure 12.2, le coefficient directeur de la droite qui passe par ces deux
points est donné par

fpxq ´ fpaq
x´ a , (12.361)

et bang ! Encore le même rapport que celui qu’on avait trouvé à l’équation (12.359) en parlant
de vitesses. En regardant la figure 12.3, on constate réellement qu’en faisant tendre x vers a, on
obtient la tangente.

‚
Q0‚P

LabelFigLesSubFiguresssLabelSubFigLesSubFigures0

(a) Pas très bon . . .

‚
Q1‚P

LabelFigLesSubFiguresssLabelSubFigLesSubFigures1

(b) . . .de mieux en mieux . . .

‚
Q2‚P

LabelFigLesSubFiguresssLabelSubFigLesSubFigures2

(c) . . .de mieux en mieux . . .

‚
Q3‚P

LabelFigLesSubFiguresssLabelSubFigLesSubFigures3

(d) . . .presque parfait

Figure 12.3: Recherche de la tangente par approximations successives.LabelFigLesSubFigures
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12.14.3 L’aire en dessous d’une courbe
SubSecAirePrimInto

Encore un exemple. Nous voudrions bien pouvoir calculer l’aire en dessous d’une courbe. Nous
notons Sf pxq l’aire en dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x, c’est-à-dire l’aire bleue de la
figure 12.4.

‚
fpxq

‚
x

‚
x`∆x

Figure 12.4: L’aire en dessous d’une courbe. Le rectangle rouge d’aire fpxq∆x approxime l’aug-
mentation de l’aire lorsqu’on passe de x à x`∆x. LabelFigNOCGooYRHLCn

Si la fonction f est continue et que ∆x est assez petit, la fonction ne varie pas beaucoup entre x
et x`∆x. L’augmentation de surface entre x et x`∆x peut donc être approximée par le rectangle
de surface fpxq∆x. Ce que nous avons donc, c’est que quand ∆x est très petit,

Sf px`∆xq ´ Sf pxq “ fpxq∆x, (12.362)

c’est-à-dire
fpxq “ lim

∆xÑ0

Sf px`∆xq ´ Sf pxq
∆x . (12.363)

Donc, la fonction f est la dérivée de la fonction qui représente l’aire en dessous de f . Calculer des
surfaces revient donc au travail inverse de calculer des dérivées.

Nous avons déjà vu que calculer la dérivée d’une fonction n’est pas très compliqué. Aussi
étonnant que cela puisse paraitre, il se fait que le processus inverse est très compliqué : il est en
général extrêmement difficile (et même souvent impossible) de trouver une fonction dont la dérivée
est une fonction donnée.

Une fonction dont la dérivée est la fonction f s’appelle une primitive de f , et la fonction qui
donne l’aire en dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x est notée

Sf pxq “
ż x

0
fptqdt. (12.364)

Nous pouvons nous demander si, pour une fonction f donnée, il existe une ou plusieurs primitives,
c’est-à-dire si il existe une ou plusieurs fonctions F telles que F 1 “ f . La réponse viendra par le
corolaire 12.197.

12.15 Dérivation de fonctions réelles
seccontetderiv

Exemple 12.161.
Montrons que la fonction f : RÑ R : x ÞÑ x est continue et dérivable 88. Exceptionnellement (bien
qu’on sache que la dérivabilité implique la continuité), montrons ces deux assertions séparément.
Continuité Pour prouver la continuité au point a P R nous devons montrer que

lim
xÑa

x “ a (12.365)

c’est-à-dire
@ϵ ą 0, Dδ ą 0 : @x P R |x´ a| ă δ ñ |x´ a| ă ϵ (12.366)

ce qui est clair en prenant δ “ ϵ.
88. Définition 11.232.
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Dérivabilité Soit a P R. Calculons la limite du quotient différentiel

lim
xÑa
x‰a

x´ a
x´ a “ lim

xÑa
x‰a

1 “ 1 (12.367)

ce qui prouve que f est dérivable et que sa dérivée vaut 1 en tout point a de R.

On a donc montré que la fonction x ÞÑ x est continue, dérivable, et que sa dérivée vaut 1 en
tout point a de son domaine.

△
PropSFyxOWF

Proposition 12.162.
Une fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Démonstration. Soit I un intervalle sur lequel la fonction f est dérivable, et soit x0 P I. Nous
allons prouver la continuité de f en x0. Le fait que la limite

f 1px0q “ lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q
h

(12.368)

existe implique a fortiori que
lim
hÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q “ 0. (12.369)

Cela signifie la continuité de f en vertu du critère 12.53.
THOooFFOZooCYGets

Théorème 12.163.
Toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Démonstration. Soient f : RÑ R et a P R. Nous supposons que f n’est pas continue en a et nous
allons en déduire qu’elle n’est pas non plus dérivable en a. Pour cela nous considérons le lien entre
limite et continuité donné dans le théorème 12.53. Nier que f est continue en a revient à dire qu’il
existe un voisinage V de fpaq tel que

@r ą 0, Dϵ ă r tel que fpa` ϵq R V. (12.370)

Si B
`
fpaq, R˘ Ă V 89, et si r “ 1{n, nous construisons une suite ϵn Ñ 0 telle que

|fpa` ϵnq ´ fpaq| ą R. (12.371)

Avec cela nous avons
|fpa` ϵnq ´ fpaq|

ϵn
ą R

ϵn
Ñ8. (12.372)

Donc la fonction f ne peut pas être dérivable en a.

Remarque 12.164.
La réciproque du théorème précédent n’est pas vraie : il existe bien des fonctions qui sont continues
en un point x0, mais qui ne sont pas dérivables en x0. La fonction valeur absolue, x ÞÑ |x|, par
exemple est continue sur tout R mais elle n’est pas dérivable en 0.

Si f est une fonction dérivable, il peut arriver que la fonction dérivée f 1 soit elle-même dérivable.
Dans ce cas nous notons f2 ou f p2q la dérivée de la fonction f 1. Cette fonction f2 est la dérivée
seconde de f . Elle peut encore être dérivable ; dans ce cas nous notons f p3q sa dérivée, et ainsi de
suite. Nous définissons f pnq “ pf pn´1qq1 la dérivée ne de f . Nous posons évidemment f p0q “ f .

89. Existence par la définition de la topologie métrique 7.112.
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12.15.1 Exemples

Exemple 12.165.
Commençons par la fonction fpxq “ x. Dans ce cas nous avons

fpxq ´ fpaq
x´ a “ x´ a

x´ a “ 1. (12.373)

La dérivée est donc 1. △

Proposition 12.166.
La dérivé de la fonction x ÞÑ x vaut 1, en notations compactes : pxq1 “ 1.

Démonstration. D’après la définition de la dérivée, si fpxq “ x, nous avons

fpxq “ lim
ϵÑ0

px` ϵq ´ x
ϵ

“ lim
ϵÑ0

ϵ

ϵ
“ 1, (12.374)

et c’est déjà fini.

12.15.1.1 La fonction carré

Prenons ensuite fpxq “ x2. En utilisant le produit remarquable px2´a2q “ px´aqpx`aq nous
trouvons

fpxq ´ fpaq
x´ a “ x` a. (12.375)

Lorsque xÑ a, cela devient 2a. Nous avons par conséquent

f 1pxq “ 2x. (12.376)
LemDeccCarr

Lemme 12.167.
Si fpxq “ x2, alors f 1pxq “ 2x.

Démonstration. Utilisons la définition, et remplaçons f par sa valeur :

f 1pxq “ lim
ϵÑ0

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

(12.377a)

“ lim
ϵÑ0

px` ϵq2 ´ x2

ϵ
(12.377b)

“ lim
ϵÑ0

x2 ` 2xϵ` ϵ2 ´ x2

ϵ
(12.377c)

“ lim
ϵÑ0

ϵp2x` ϵq
ϵ

(12.377d)

“ lim
ϵÑ0
p2x` ϵq (12.377e)

“ 2x, (12.377f)

ce qu’il fallait prouver.

12.15.1.2 La fonction racine carré

Considérons maintenant la fonction fpxq “ ?x. Nous avons

fpxq ´ fpaq
x´ a “

?
x´?a
x´ a

“ p
?
x´?aqp?x`?aq
px´ aqp?x`?aq

“ 1?
x`?a.

(12.378)
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Lorsque xÑ a, nous obtenons
f 1paq “ 1

2
?
a
. (12.379)

Notons que la dérivée de fpxq “ ?
x n’existe pas en x “ 0. En effet elle serait donnée par le

quotient

f 1p0q “ lim
xÑ0

?
x´?0
x

“ lim
xÑ0

?
x

x
“ lim

xÑ0

1?
x
. (12.380)

Mais si x devient très petit, la dernière fraction tend vers l’infini.

12.15.2 Interprétation géométrique de la dérivée : tangente

Considérons le graphe de la fonction f sur I, c’est-à-dire l’ensemble
␣`
x, fpxq˘ tel que x P I(. (12.381)

Le nombre
fpxq ´ fpaq

x´ a (12.382)

est la pente de la droite qui joint les points
`
x, fpxq˘ et

`
a, fpaq˘, voir la figure 12.5.

‚

‚
a

‚fpaq

‚

‚
x

‚fpxq

x´ a

fpxq ´ fpaq

Figure 12.5: Le coefficient directeur de la corde entre a et x.LabelFigGWOYooRxHKSm

Étant donné que f 1paq est le coefficient directeur de la tangente au point
`
a, fpaq˘, l’équation

de la tangente est
y ´ fpaq “ f 1paqpx´ aq. (12.383)EqTgfaenEqTgfaen

12.15.3 Interprétation géométrique de la dérivée : approximation affine

Le fait que la fonction f soit dérivable au point a P I signifie que

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a “ ℓ (12.384)

pour un certain nombre ℓ. Cela peut être réécrit sous la forme

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a ´ ℓ “ 0, (12.385)
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ou encore
lim
xÑa

fpxq ´ fpaq ´ ℓpx´ aq
x´ a “ 0. (12.386)

Introduisons la fonction
αptq “ fpa` tq ´ fpaq ´ tℓ

t
. (12.387)

Cette fonction est faite exprès pour que

αpx´ aq “ fpxq ´ fpaq ´ ℓpx´ aq
x´ a ; (12.388)EqIntermsaxaamaEqIntermsaxaama

par conséquent limxÑa αpx´ aq “ 0. Nous récrivons l’équation (12.388) sous la forme

fpxq ´ fpaq ´ ℓpx´ aq “ px´ aqαpx´ aq. (12.389)EqCodeDerviffxamEqCodeDerviffxam

Le second membre tend vers zéro lorsque x tend vers a avec une « vitesse au carré » : c’est le
produit de deux facteurs tous deux tendant vers zéro. Si x n’est pas très loin de a, il n’est donc
pas une mauvaise approximation de dire

fpxq ´ fpaq ´ ℓpx´ aq » 0, (12.390)

c’est-à-dire
fpxq » fpaq ` f 1paqpx´ aq. (12.391)EqfxsimesfaEqfxsimesfa

Nous avons retrouvé l’équation (12.383). La manipulation que nous venons de faire revient donc à
dire que la fonction f , au voisinage de a, est bien approximée par sa tangente.

L’équation (12.391) peut être aussi écrite sous la forme

fpx`∆xq » fpxq ` f 1pxq∆x (12.392)EqfxdxSimeqfxfpxEqfxdxSimeqfxfpx

qui est une approximation d’autant meilleure que ∆x est petit.

12.16 Règles de calcul
D’abord une dérivée facile, qui sera utile pour démontrer la formule de dérivation d’un quotient.

Lemme 12.168.
Nous avons : ˆ

1
x

˙1
“ ´ 1

x2 . (12.393)

Démonstration. En posant fpxq “ 1{x, nous avons le calcul

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

“
1
x`ϵ ´ 1

x

ϵ
“ x´ px` ϵq

ϵxpx` ϵq “ ´1
xpx` ϵq . (12.394)

Nous trouvons le résultat en passant à la limite et en tenant compte de la proposition 12.9 sur la
limite d’un quotient.

PROPooOUZOooEcYKxn

Proposition 12.169 ([390, 391, 392]).
Nous avons les règles suivantes. ITEMooTFNPooYngHnD

(1) Si f, g : RÑ R sont dérivables en a P R, alors f ` g est dérivable en a et

pf ` gq1paq “ f 1paq ` g1paq. (12.395)
ITEMooIPLRooOZXqMg

(2) Si f : RÑ R est dérivable en a P R et si λ P R, alors pλfq est dérivable en a et

pλfq1paq “ λf 1paq. (12.396)
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ITEMooMQERooBCqnvS

(3) Si f, g : RÑ R sont dérivables en a P R, alors fg est dérivable en a et

pfgq1paq “ f 1paqgpaq ` fpaqg1paq. (12.397)

Cette formule est appelée règle de Leibniz 90. ITEMooLYZCooVUPTyh

(4) Soient deux intervalles I, J dans R. Soient des fonctions f : I Ñ J et g : J Ñ R. Soit encore
a P I. Si f est dérivable en a et si g est dérivable en fpaq, alors g ˝ f est dérivable en a et

pg ˝ fq1paq “ g1`fpaq˘f 1paq. (12.398)
ITEMooMUNQooLiKffz

(5) Soient f, g : I Ñ R des fonctions sur un intervalle ouvert I. Soit a P I ; supposons que
gpaq ‰ 0. Alors la fonction f

g est dérivable en a et
ˆ
f

g

˙1
paq “ f 1paqgpaq ´ fpaqg1paq

gpaq2 . (12.399)

En particulier, la dérivation est une opération linéaire sur l’espace des fonctions infiniment déri-
vables.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Soit ϵ ą 0. Nous avons

pf ` gqpa` ϵq ´ pf ` gqpaq
ϵ

“ fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

` gpa` ϵq ´ gpaq
ϵ

. (12.400)

Par hypothèse, les deux termes de droite ont une limite lorsque ϵ Ñ 0. Donc le membre de
gauche a une limite qui vaut la somme des deux limites 91, c’est-à-dire f 1paq ` g1paq.

(2) Pour (2) Écrivons la définition de la dérivée avec pλfq au lieu de f , et calculons un petit
peu :

pλfq1pxq “ lim
ϵÑ0

pλfqpx` ϵq ´ pλfqpxq
ϵ

(12.401a)

“ lim
ϵÑ0

λ
`
fpx` ϵq˘´ λfpxq

ϵ
(12.401b)

“ lim
ϵÑ0

λ
fpx` ϵq ´ fpxq

ϵ
(12.401c)

“ λ lim
ϵÑ0

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

(12.401d)

“ λf 1pxq. (12.401e)

(3) Pour (3), règle de Leibniz La définition de la dérivée dit que

pfgq1pxq “ lim
ϵÑ0

fpx` ϵqgpx` ϵq ´ fpxqgpxq
ϵ

. (12.402)EqfgrimeepsfgxEqfgrimeepsfgx

La subtilité est d’ajouter au numérateur la quantité ´fpxqgpx` ϵq ` fpxqgpx` ϵq, ce qui est
permis parce que cette quantité est nulle 92. Le numérateur de (12.402) devient donc

fpx` ϵqgpx` ϵq ´ fpxqgpx` ϵq ` fpxqgpx` ϵq ´ fpxqgpxq
“ gpx` ϵq`fpx` ϵq ´ fpxq˘` fpxq`gpx` ϵq ´ gpxq˘, (12.403)

90. Pour des formes plus générales, voir la proposition 30.11 et le lemme 30.12.
91. Limite de sommes, proposition 12.6(1).
92. Nous avons déjà fait le coup d’ajouter et enlever la même chose durant la démonstration du théorème 12.12.

C’est une technique assez courante en analyse.
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où nous avons effectué deux mises en évidence. Étant donné que nous avons deux termes,
nous pouvons couper la limite en deux :

pfgq1pxq “ lim
ϵÑ0

gpx` ϵqfpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

` lim
ϵÑ0

fpxqgpx` ϵq ´ gpxq
ϵ

“ lim
ϵÑ0

gpx` ϵq lim
ϵÑ0

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

` fpxq lim
ϵÑ0

gpx` ϵq ´ gpxq
ϵ

,

(12.404)

où nous avons utilisé le théorème 12.12 pour scinder la première limite en deux, ainsi que la
proposition 12.6(2) pour sortir le fpxq de la limite dans le second terme. Maintenant, dans
le premier terme, nous avons évidemment 93 limϵÑ0 gpx ` ϵq “ gpxq. Les limites qui restent
sont les définitions classiques des dérivées de f et g au point x :

pfgq1pxq “ gpxqf 1pxq ` fpxqg1pxq, (12.405)

ce qu’il fallait démontrer.
(4) Pour (4) Nous posons b “ fpaq et nous considérons la fonction suivante :

u : J Ñ R

y ÞÑ upyq “
$
&
%

gpyq ´ gpbq
y ´ b si y ‰ b

g1pbq si y “ b.

(12.406)

Vu que g est dérivable en b, la seconde ligne existe et u est continue en y “ b “ fpaq. C’est
la définition de la dérivée.
Mais f est continue en a, donc u ˝ f est également continue en a, et nous avons

lim
xÑa

pu ˝ fqpxq “ u
`
fpaq˘ “ upbq “ g1pbq. (12.407)

En réécrivant la définition de u en fpxq, l’expression suivante est une fonction continue de
x :

u
`
fpxq˘ “

$
’&
’%

g
`
fpxq˘´ gpbq
fpxq ´ b si fpxq ‰ b

g1pbq si y “ b.

(12.408)

Si fpxq ‰ b nous avons :

g
`
fpxq˘´ gpbq “ u

`
fpxq˘`fpxq ´ b˘. (12.409)EQooKHQZooJdbmlTEQooKHQZooJdbmlT

Si par contre fpxq “ b, en réalité, l’égalité (12.409) est encore valable parce qu’elle se résume
à 0 “ 0. Nous divisons par x´ a et nous avons l’égalité

g
`
fpxq˘´ g`fpaq˘

x´ a “ u
`
fpxq˘fpxq ´ fpaq

x´ a (12.410)

qui est valable sur Iztau.
Il ne s’agit pas maintenant de prendre la limite x Ñ a des deux côtés, parce que la limite
du membre de gauche est précisément ce que ce théorème s’efforce de prouver exister. Nous
montrons que la limite du membre de gauche existe en montrant que celle de droite existe.
D’une part, u ˝ f est continue et

lim
xÑa

u
`
fpxq˘ “ u

`
fpaq˘ “ upbq “ g1pbq. (12.411)

D’autre part, f est dérivable en a, donc

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a “ f 1paq. (12.412)

93. Pas tout à fait évidemment : selon le théorème 12.53, limite et continuité, il faut que g soit continue.
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Tout cela pour dire qu’à droite, la limite existe et vaut g1pbqf 1paq. Donc nous avons l’existence
de la limite que nous définissons pg ˝ fq1paq, et la valeur

lim
xÑa

g
`
fpxq˘´ g`fpaq˘

x´ a “ g1`fpaq˘f 1paq. (12.413)

Le résultat est prouvé.
(5) Pour (5) Nous considérons la fonction

i : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x
.

(12.414)

La fonction g est dérivable en a, la fonction i est dérivable en gpaq. Donc par le théorème de
dérivation des fonctions composées 94, la fonction i ˝ g est dérivable en a et

pi ˝ gq1paq “ i1
`
gpaq˘g1paq “ ´ g

1paq
gpaq2 . (12.415)

Pour le quotient, nous utilisons la formule de la dérivée du produit sur f
g pxq “ fpxq 1

gpxq pour
dire que f{g est dérivable en a et

ˆ
f

g

˙1
paq “ f 1paq 1

gpaq ` fpaq
ˆ

1
g

˙1
paq “ f 1paq

gpaq ´
fpaqg1paq
gpaq2 “ f 1paqgpaq ´ fpaqg1paq

gpaq2 ,

(12.416)
ce qu’il fallait démontrer.

Remarque 12.170.
Nous ne pouvons pas dire que la dérivée est une opération linéaire sur l’espace des fonctions déri-
vables. Certes la proposition 12.169 implique entre autres que l’ensemble des fonctions dérivables
est un espace vectoriel. Mais la dérivée d’une fonction dérivable n’est pas spécialement dérivable.

Remarque 12.171.
La formule p1{uq1 “ ´u1{u2 ne peut pas être vue comme un cas particulier de puαq1 “ αuα´1

(proposition 12.432) parce que cette formule est utilisée dans la démonstration de la formule
générale.

Pour les fonctions à valeurs dans Rn, nous posons la définition suivante.
DEFooNEPUooWOMpyu

Définition 12.172.
Soit une fonction f : R Ñ Rn dont les composantes fi : R Ñ R sont dérivables. Nous définissons
la fonction f 1 par

f 1pxq “
ÿ

i

f 1
ipxqei, (12.417)

c’est-à-dire une dérivation composante par composante.

Cette définition est celle pour une fonction R Ñ Rn, et elle est facile. Très différente est la
situation d’une fonction Rn Ñ R dans laquelle il faudra introduire la notion de différentielle 95.

LEMooXHVBooHYjXdq

Lemme 12.173.
Soit une fonction dérivable f : RÑ R. Nous posons

g : RÑ R

t ÞÑ fpa` λtq (12.418)

où a P R. Alors g est dérivable et g1p0q “ λf 1paq.
94. Proposition 12.169(4).
95. Ce sera pour la définition 11.230.
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Démonstration. Nous devons prouver que la limite

lim
ϵÑ0

gpϵq ´ gp0q
ϵ

(12.419)

existe et vaut λf 1paq. Nous y allons avec les accroissements finis 11.243 :

gpϵq ´ gp0q “ fpa` λϵq ´ fpaq “ fpaq ` λϵf 1paq ´ fpaq “ λϵf 1paq. (12.420)

Le quotient différentiel devient donc

gpϵq ´ gp0q
ϵ

“ λϵf 1paq
ϵ

“ λf 1paq. (12.421)

Il n’y a donc pas de problème à passer à la limite et nous avons g1p0q “ f 1paq.
Par rapport à la dérivation, les produits scalaire et vectoriel vérifient une règle de Leibniz.

PROPooFKKHooQZGXhE

Proposition 12.174.
Soit I un intervalle de R. Si u et v sont dans C1pI,R3q, alors

d

dt

`
uptq· vptq˘ “ `

u1ptq· vptq˘` `
uptq· v1ptq˘

d

dt

`
uptq ˆ vptq˘ “ `

u1ptq ˆ vptq˘` `
uptq ˆ v1ptq˘.

(12.422)EqFormLeibProdscalVectEqFormLeibProdscalVect

Démonstration. Nous considérons des fonctions dérivables f, g : R Ñ R3, et nous posons φptq “
fptq· gptq. En ce qui concerne la dérivée de la fonction f · g : R Ñ R, nous devons étudier la
limite

lim
ϵÑ0

φpt` ϵq ´ φptq
ϵ

“ lim
ϵÑ0

fpt` ϵq· gpt` ϵq ´ fptq· gptq
ϵ

. (12.423)EQooGRFKooNHceiWEQooGRFKooNHceiW

La fonction f étant dérivable, la proposition 11.243 nous donne une fonction α : RÑ R3 telle que

fpt` ϵq “ fptq ` ϵf 1ptq ` ϵαpϵq (12.424)

et limϵÑ0 αpϵq “ 0. En substituant cela dans le numérateur de (12.423) nous calculons un peu : SUBEQSooMNAZooQjGGpg

fpt` ϵq· gpt` ϵq ´ fptq· gptq “ `
fptq ` ϵf 1ptq ` ϵαpϵq˘·

`
gptq ` ϵg1ptq ` ϵβpϵq˘ (12.425a)

´ fptq· gptq (12.425b)
“ ϵfptq· g1ptq ` ϵfptq·βpϵq (12.425c)
` ϵf 1ptq· gptq ` ϵ2f 1ptq· g1ptq ` ϵ2f 1ptq·βpϵq (12.425d)
` ϵαpϵq· gptq ` αpϵqϵ2 · g1ptq ` ϵ2αpϵq·βpϵq. (12.425e)

En divisant cela par ϵ et en prenant la limite ϵÑ 0, il nous reste

fptq· g1ptq ` f 1ptq· gptq. (12.426)

12.16.1 Dérivée de la réciproque
PropMRBooXnnDLq

Proposition 12.175 ([393]).
Soit f : I Ñ J une fonction bijective, continue et dérivable 96. Soient x0 P I et y0 “ fpx0q. Si
f 1px0q ‰ 0 alors la fonction réciproque f´1 est dérivable en y0 et sa dérivée est donnée par

pf´1q1py0q “ 1
f 1px0q . (12.427)EQooXGJEooSRaQBeEQooXGJEooSRaQBe

96. Définition 11.232.
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Démonstration. Pour rappel, une fonction dérivable est toujours continue (proposition 12.162).
Prouvons que f´1 est dérivable au point b “ fpaq P J . Étant donné que f est dérivable en a,

nous avons
f 1paq “ lim

xÑa

fpxq ´ fpaq
x´ a . (12.428)EqJEWooSjQrfkEqJEWooSjQrfk

Par ailleurs, étant donnée la continuité de f´1 donnée par la proposition 12.51(4), nous avons

lim
ϵÑ0

f´1pb` ϵq “ f´1pbq “ a. (12.429)

Nous pouvons donc remplacer dans (12.428) tous les x par f´1pb ` ϵq et prendre la limite ϵ Ñ 0
au lieu de xÑ a :

f 1paq “ lim
ϵÑ0

f
`
f´1pb` ϵq˘´ fpaq
f´1pb` ϵq ´ a

“ lim
ϵÑ0

b` ϵ´ fpaq
f´1pb` ϵq ´ f´1pbq

“ lim
ϵÑ0

ϵ

f´1pb` ϵq ´ f´1pbq
“ 1

limϵÑ0
f´1pb`ϵq´f´1pbq

ϵ

“ 1
pf´1q1pbq .

(12.430)

Nous avons utilisé le fait que fpaq “ b et a “ f´1pbq.
EXooGKPNooZtmJen

Exemple 12.176 (difféomorphisme entre R et un ouvert borné).
Nous cherchons à construire une application dérivable et d’inverse dérivable entre R (en entier) et
un ouvert borné de R. Il serait tentant de prendre l’application arc tangente

arctan : RÑ
ı
´π2 ,

π

2

”

x ÞÑ arctanpxq
, (12.431)

mais elle ne sera définie que dans le théorème 18.38.
Nous posons

fpxq “
#

2` 1
x´2 si x ď 1

1
x si x ą 1.

(12.432)EQooOSPIooNWZBCaEQooOSPIooNWZBCa

Cette fonction est continue en x “ 1 : il suffit de calculer les deux valeurs. En ce qui concerne la
dérivabilité en x “ 1, nous devons étudier

lim
ϵÑ0

fp1` ϵq ´ fp1q
ϵ

. (12.433)

La limite à gauche est égale à la dérivée de x ÞÑ 2` 1
x´2 en x “ 1 et la limite à droite est égale à

la dérivée de x ÞÑ 1{x en x “ 1. Dans les deux cas nous trouvons ´1.

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

1

2

Nous voyons vite que cette fonction est strictement décroissante ; et un calcul de limite nous
dit qu’il s’agit d’une bijection dérivable

f : RÑ s0, 2r. (12.434)
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La proposition 12.175 s’applique et la bijection réciproque est également dérivable (donc continue
aussi). △

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 12.177
Si vous connaissez un autre exemple, plus simple, de difféomorphisme f : RÑ sa, br, faites-le moi
savoir. Ne pas utiliser d’exponentielle (vous pensiez à bricoler quelque chose à partir de la primitive
de x ÞÑ e´x2 ?) ni de fonctions trigonométriques.

Exemple 12.178.
Nous aimerions donner le logarithme comme exemple, mais l’exponentielle ne sera définie que
dans longtemps, à partir des séries entières. Allez voir l’exemple 15.91 pour le logarithme comme
réciproque de l’exponentielle. △

12.16.2 Dérivée de fonction composée
PROPooDONLooWthqRR

Proposition 12.179 ([394]).
Soient des intervalles I et J dans R ainsi que des fonctions f : I Ñ R et g : J Ñ R tels que
gpJq Ă I. Soit a P J . Nous supposons que f est dérivable en gpaq et g est dérivable en a.

Alors f ˝ g est dérivable en a et

pf ˝ gq1paq “ f 1`gpaq˘g1paq. (12.435)

Démonstration. Nous considérons la formule des accroissements finis sous la forme (11.689). Pour
la fonction g, nous écrivons

gpa` ϵq “ gpaq ` ϵg1paq ` ϵαpϵq (12.436)

avec αpϵq Ñ 0. Et de même pour f
`
gpaq˘ :

f
`
gpa` ϵq˘ “ f

`
gpaq ` ϵg1paq ` ϵαpϵq˘ (12.437a)

“ f
`
gpaq˘` `

ϵg1paq ` ϵαpϵq˘f 1`gpaq˘` ϵβ`ϵg1paq ` ϵαpϵq˘ (12.437b)

avec βpϵq Ñ 0. Nous avons donc, pour ϵ assez petit pour que tout reste dans I et J 97, que

pf ˝ gqpa` ϵq ´ pf ˝ gqpaq
ϵ

“ `
g1paq ` αpϵq˘f 1`gpaq˘` β`ϵg1paq ` ϵαpϵq˘. (12.438)

En ce qui concerne la limite ϵÑ 0, nous avons entre autres,

lim
ϵÑ0

β
`
ϵg1paq ` ϵαpϵq˘ “ 0, (12.439)

et donc bien pf ˝ gq1paq “ g1paqf 1`gpaq˘.

12.16.3 Dérivée de fonction périodique
DEFooHUZAooYyBmwe

Définition 12.180.
Une fonction f : RÑ R est périodique si il existe T ą 0 P R tel que

fpx` T q “ fpxq (12.440)

pour tout x P R. Un tel T est une période de f . Nous disons que T est la période de f si il est le
minimum vérifiant la propriété.

LEMooOGFGooCnTDjO

Lemme 12.181 ([1]).
Si f est une fonction périodique de période T , alors toutes les périodes sont de la forme kT avec
k P N˚.

97. Et c’est là qu’on utilise la continuité de f et g garantie par la proposition 12.162.
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Démonstration. Considérons une période t. Nous avons t ą T par hypothèse. Si t n’est pas un
multiple de T , la division euclidienne 1.215 permet d’écrire t “ kT ` l avec l ă T . Nous avons
alors, pour tout x P R :

fpxq “ fpx` tq “ fpx` kT ` lq “ fpx` lq. (12.441)

Donc l est une période de f . Cela n’est pas possible parce que T est la plus petite.
LEMooHWQYooXcNLts

Lemme 12.182.
Si f : R Ñ R est périodique et si T est une période de f , alors f 1 est périodique et T en est une
période.

Démonstration. Soit a P R. Par hypothèse f est dérivable en a et les limites qui suivent existent :

f 1pa` T q “ lim
ϵÑ0

fpa` T ` ϵq ´ fpa` T q
ϵ

“ lim
ϵÑ0

fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

“ f 1paq. (12.442)

Nous avons utilisé la condition de périodicité en a et en a` ϵ.

12.17 Dérivation et croissance
Supposons une fonction dont la dérivée est positive. Étant donné que la courbe est « collée »

à ses tangentes, tant que les tangentes montent, la fonction monte. Or, une tangente qui monte
correspond à une dérivée positive, parce que la dérivée est le coefficient directeur de la tangente.

Ce résultat très intuitif peut être prouvé rigoureusement. C’est la tache à laquelle nous allons
nous atteler maintenant.

PropGFkZMwD

Proposition 12.183.
Si f et f 1 sont des fonctions continues sur l’intervalle ra, bs et si f 1 est strictement positive sur
ra, bs, alors f est strictement croissante sur ra, bs.

De la même manière, si f 1 est strictement négative sur ra, bs, alors f est strictement décrois-
sante sur ra, bs.
Démonstration. Nous n’allons prouver que la première partie. La seconde partie se prouve en
considérant ´f et en invoquant alors la première 98. Prenons x1 et x2 dans ra, bs tels que x1 ă x2.
Par hypothèse, pour tout x dans rx1, x2s, nous avons

f 1pxq “ lim
ϵÑ0

fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

ą 0. (12.443)

Maintenant, la proposition 12.11 dit que quand une limite est positive, alors la fonction dans la
limite est positive sur un voisinage. En appliquant cette proposition à la fonction

rpϵq “ fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

, (12.444)

dont la limite en zéro est positive, nous trouvons que rpϵq ą 0 pour tout ϵ pas trop éloigné de zéro.
En particulier, il existe un δ ą 0 tel que ϵ ă δ implique rpϵq ą 0 ; pour un tel ϵ, nous avons donc

rpϵq “ fpx` ϵq ´ fpxq
ϵ

ą 0. (12.445)

Étant donné que ϵ ą 0, nous avons que fpx ` ϵq ´ fpxq ą 0, c’est-à-dire que f est strictement
croissante entre x et x` ϵ.

Jusqu’ici, nous avons prouvé que la fonction f était strictement croissante dans un voisinage
autour de chaque point de ra, bs. Cela n’est cependant pas encore tout à fait suffisant pour conclure.
Ce que nous voudrions faire, c’est de prendre un voisinage sa,m1r autour de a sur lequel f est

98. Méditer cela.
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croissante. Donc, fpm1q ą fpaq. Ensuite, on prend un voisinage sm1,m2r de m1 sur lequel f est
croissante. De ce fait, fpm2q ą fpm1q ą fpaq. Et ainsi de suite, nous voulons construire des m3,
m4,. . ., jusqu’à arriver en b. Hélas, rien ne dit que ce processus va fonctionner. Il faut trouver une
subtilité. Le problème est que les voisinages sur lesquels la fonction est croissante sont peut-être
de plus en plus petits, de telle sorte à ce qu’il faille une infinité d’étapes avant d’arriver à bon port
(en b).

Heureusement, nous pouvons drastiquement réduire le nombre d’étapes en nous souvenant du
théorème de Borel-Lebesgue 10.19. Nous notons par Ox, un ouvert autour de x tel que f soit
strictement croissante sur Ox. Un tel voisinage existe. Cela fait une infinité d’ouverts tels que

ra, bs Ď
ď

xPra,bs
Ox. (12.446)

Ce que le théorème dit, c’est qu’on peut en choisir un nombre fini qui recouvre encore ra, bs. Soient
tOx1 , . . . ,Oxnu, les heureux élus, que nous supposons pris dans l’ordre : x1 ă x2 ă . . . ă xn. Nous
avons

ra, bs Ď
nď

i“1
Oi. (12.447)

Quitte à les rajouter à la collection, nous supposons que x1 “ a et que xn “ b. Maintenant nous
allons choisir encore un sous-ensemble de cette collection d’ouverts. On pose A1 “ Ox1 . Nous
savons que A1 intersecte au moins un des autres Oxi . Cette affirmation vient du fait que ra, bs est
connexe (proposition 10.52), et que si Ox1 n’intersectait personne, alors

Ox1 et
nď

i“2
Oxi (12.448)

forment une partition de ra, bs en deux ouverts disjoints, ce qui n’est pas possible parce que ra, bs
est connexe. Nous nommons A2, un des ouverts Oxi qui intersecte A1. Disons que c’est Ok. Notons
que A1 Y A2 est un intervalle sur lequel f est strictement croissante. En effet, si y12 est dans
l’intersection, fpaq ă fpy12q parce que f est strictement croissante sur A1, et pour tout x ą y12
dans A2, fpxq ą fpy12q parce que f est strictement croissante dans A2.

Maintenant, nous éliminons de la liste des Oxi tous ceux qui sont inclus dans A1YA2. Dans ce
qu’il reste, il y en a automatiquement un qui intersecte A1YA2, pour la même raison de connexité
que celle invoquée plus haut. Nous appelons cet ouvert A3, et pour la même raison qu’avant, f est
strictement croissante sur A1 YA2 YA3.

En recommençant suffisamment de fois, nous finissons par devoir prendre un des Oxi qui
contient b, parce qu’au moins un des Oxi contient b. À ce moment, nous avons fini la démons-
tration.

PROPooKZPZooWjIsWg

Proposition 12.184 (Dérivée et croissance).
Soit un intervalle I Ă R. Une fonction dérivable f : I Ñ R est

(1) Si f 1 ą 0 sur I, alors f est strictement croissante sur I.
(2) Si f 1 ě 0 sur I, alors f est croissante sur I.
(3) Si f 1 ă 0 sur I, alors f est strictement décroissante sur I.
(4) Si f 1 ď 0 sur I, alors f est décroissante sur I.

PROPooSGTBooFxUuXK

Proposition 12.185 ([395]).
Soient des intervalles I et J dans R. Soit f : I Ñ J une fonction dérivable et strictement monotone.
Si f 1 ne s’annule pas sur I alors ITEMooFXHYooRNHYPI

(1) la fonction f est injective de I vers J , ITEMooWPPIooDUAYsH

(2) la fonction f´1 est dérivable sur J , ITEMooTVMLooQgjLEB

(3) et nous avons la formule
pf´1q1 “ 1

f 1 ˝ f´1 . (12.449)EQooELIHooDxUFxHEQooELIHooDxUFxH
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Démonstration. Nous supposons que f est strictement croissante sur I. Les adaptations à faire en
cas de fonction strictement décroissante sont laissées au lecteur. En plusieurs points.

(1) Pour (1) Une fonction strictement croissante est injective.

(2) Pour (2) Vu que f 1 ne s’annule pas, la la proposition 12.175 dit que f´1 est dérivable.
(3) Pour (3) Formule 12.427.

12.186.
Très souvent on préfère retenir la formule

pf´1q1py0q “ 1
f 1 ppf´1qpy0qq (12.450)EqWWAooBRFNsvEqWWAooBRFNsv

Elle est très simple à retrouver : il suffit d’écrire

f´1`fpxq˘ “ x (12.451)

puis de dériver les deux côtés par rapport à x en utilisant la règle de dérivation des fonctions
composées de la proposition 12.179 :

pf´1q1`fpxq˘f 1pxq “ 1. (12.452)

12.17.1 Théorèmes de Rolle et des accroissements finis
ThoRolle

Théorème 12.187 (Théorème de Rolle[396, 397]).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br. Si fpaq “ fpbq, alors il existe un
point c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.

Démonstration. Étant donné que ra, bs est un intervalle compact, l’image de ra, bs par f est un
intervalle compact, soit rm,M s (théorème 7.214). Si m “ M , alors le théorème est évident : c’est
que la fonction est constante, et la dérivée est par conséquent nulle. Supposons que M ą fpaq (il
se peut que M “ fpaq, mais alors si f n’est pas constante, il faut avoir m ă fpaq et le reste de la
preuve peut être adaptée).

Comme M est dans l’image de ra, bs par f , il existe c Psa, br tel que fpcq “ M . Considérons
maintenant la fonction

τpxq “ fpc` xq ´ fpcq
x

. (12.453)

Par définition, limxÑ0 τpxq “ f 1pcq. Par hypothèse, si u ă c,

τpu´ cq “ fpuq ´ fpcq
u´ c ą 0 (12.454)

parce que u´ c ă 0 et fpuq ´ fpcq ă 0. Par conséquent, limxÑ0 τpxq ě 0. Nous avons aussi, pour
v ą c,

τpv ´ cq “ fpvq ´ fpcq
v ´ c ă 0 (12.455)

parce que v´c ą 0 et fpvq´fpcq ă 0. Par conséquent, limxÑ0 τpxq ď 0. Mettant les deux ensemble,
nous avons f 1pcq “ limxÑ0 τpxq “ 0, et c est le point que nous cherchions.

Voici une généralisation du théorème de Rolle, dans le cas où nous n’aurions pas deux points
sur lesquels la fonction est identique, mais deux points en lesquels la limite de la fonction est
identique. Typiquement, lorsque les points en question sont ˘8.
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THOooXDTBooFeSZoK

Théorème 12.188 (Généralisation du théorème de Rolle[396]).
Soient ´8 ď a ă b ď `8. Soit une fonction dérivable f : sa, br Ñ R telle que

lim
xÑa

fpxq “ lim
xÑb

fpxq “ ℓ (12.456)

avec ℓ P R̄. Alors il existe x P sa, br tel que f 1pxq “ 0.

Démonstration. Soit un difféomorphisme 99 strictement croissant φ : R Ñ sα, βr. Pour cela vous
pouvez bricoler à partir de l’exemple 12.176. Mais n’utilisez pas la fonction arc tangente, parce
qu’elle n’est définie qu’au théorème 18.38.

Nous posons ã “ φpaq, b̃ “ φpbq et

g “ φ ˝ f ˝ φ´1 : sã, b̃r Ñ sα, βr. (12.457)

Cela est une fonction dérivable et continue sur rã, b̃s en posant gpãq “ gpb̃q “ φpℓq.
Donc il existe c̃ P sã, b̃r tel que g1pc̃q “ 0. En posant c “ φ´1pc̃q nous avons c P sa, br et, en

utilisant de nombreuses fois la règle de dérivation des fonctions composées 12.169(4),

f 1pcq “ f 1`φ´1pc̃q˘ (12.458a)

“ pφ´1q1
´
pg ˝ φq`φ´1pc̃q˘

¯
pg ˝ φq1`φ´1pc̃q˘ (12.458b)

“ pφ´1q1`gpc̃q˘ g1pc̃qloomoon
“0

φ1`φ´1pc̃q˘ (12.458c)

“ 0. (12.458d)

Une autre généralisation du théorème de Rolle, avec des dérivées d’ordre supérieur :
PROPooCPCAooJjOZNy

Proposition 12.189 ([398]).
Soit un intervalle ouvert I Ă R contenant a, b (a ‰ b). Soit une fonction f P Cn`1pI,Rq. Si
fpaq “ fpbq et si f pjqpaq “ 0 pour j “ 1, . . . , n, alors il existe c P sa, br tel que f pn`1qpcq “ 0.

Démonstration. Le théorème de Rolle 12.187 nous dit qu’il existe c1 P sa, br tel que f 1pc1q “ 0.
Mais alors f 1paq “ f 1pc1q “ 0, et le théorème de Rolle appliqué à f 1 donne c2 P sa, c1r tel que
f2pc2q “ 0. Continuant ainsi n fois, il existe c P sa, br tel que f pn`1qpcq “ 0.

Le théorème suivant est le théorème des accroissements finis. Une version avec des dérivées
partielles sera la proposition 12.234.

ThoAccFinis

Théorème 12.190 (Accroissements finis).
Soit f , une fonction continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br.

ITEMooFZONooXJqLyX

(1) Il existe au moins un réel c Psa, br tel que

f 1pcq “ fpbq ´ fpaq
b´ a (12.459)

Autrement dit, la tangente en c est parallèle à la corde entre a et b.
ITEMooXRQKooDBFpdQ

(2) Nous avons la majoration
ˇ̌
ˇ̌fpbq ´ fpaq

b´ a
ˇ̌
ˇ̌ ď sup

xPsa,br
|f 1pxq||b´ a|. (12.460)

99. Définition 11.251.
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Démonstration. Considérons la fonction

τpxq “ fpxq ´
´fpbq ´ fpaq

b´ a x` fpaq ´ afpbq ´ fpaq
b´ a

¯
, (12.461)

c’est-à-dire la fonction qui donne la distance entre f et le segment de droite qui lie pa, fpaqq à
pb, fpbqq. Par construction, τpaq ´ τpbq “ 0, donc le théorème de Rolle s’applique à τ pour laquelle
il existe donc un c Psa, br tel que τ 1pcq “ 0.

En utilisant les règles de dérivation, nous trouvons que la dérivée de τ vaut

τ 1pxq “ f 1pxq ´ fpbq ´ fpaq
b´ a , (12.462)

donc dire que τ 1pcq “ 0 revient à dire que fpbq ´ fpaq “ pb´ aqf 1pcq, ce qu’il fallait démontrer.
La majoration est une conséquence immédiate, parce que le supremum de |f 1pxq| est forcément

plus grand que |f 1pcq|.

Une généralisation pour une fonction sur un intervalle sa, br où a et b peuvent être infinis.
THOooRIIBooOjkzMa

Théorème 12.191 (Généralisation des accroissements finis).
Soient ´8 ď a ă b ď `8 et f, g des fonctions continues sur ra, bs et dérivables sur sa, br.

Si a “ ´8 :
— Nous demandons la continuité sur s´8, bs et la dérivabilité sur s´8, br.
— Nous notons fpaq la limite limxÑ´8 fpxq, et nous supposons qu’elle est finie.

Mêmes conventions si b “ `8.
Alors il existe c P sa, br tel que

`
fpbq ´ fpaq˘g1pcq “ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq. (12.463)

Démonstration. Nous posons

hptq “ `
gpbq ´ gpaq˘fptq ´ `

fpbq ´ fpaq˘gptq. (12.464)

Nous avons limtÑa hptq “ limtÑb hptq, de telle sorte que le théorème de Rolle généralisé 12.188
s’applique et il existe c P sa, br tel que h1pcq “ 0. Pour ce c nous avons

0 “ h1pcq “ `
fpbq ´ fpaq˘g1pcq ´ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq, (12.465)

et donc `
fpbq ´ fpaq˘g1pcq “ `

gpbq ´ gpaq˘f 1pcq. (12.466)

12.17.2 Règle de l’Hospital
PROPooBZHTooHmyGsy

Proposition 12.192 (Règle de l’Hospital pour 0
0 [399]).

Soient des fonctions f, g dérivables sur sa, br et dont la limite en a est nulle. Si g1 ne s’annule pas
sur sa, br et si

lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ℓ (12.467)

alors
lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ ℓ. (12.468)EQooJHWYooLGdbPHEQooJHWYooLGdbPH

Ici ℓ P R̄, et les hypothèses garantissent l’existence de la limite (12.468).
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Démonstration. Soit x P sa, br. Les fonctions f et g sont dérivables sur sa, xr et continues sur ra, xs,
de telle sorte que le théorème 12.191 s’applique et nous avons cx P sa, xr tel que

`
fpxq ´ fpaq˘g1pcxq “

`
gpxq ´ gpaq˘f 1pcxq. (12.469)EQooMALUooNagavhEQooMALUooNagavh

Nous nous souvenons de ce que signifient les notations dans le théorème : les notations fpaq, fpxq,
gpaq et gpxq désignent en réalité les limites. Donc dans (12.469), nous avons fpaq “ gpaq “ 0.

D’autre part nous avons gpxq ‰ gpaq, sinon le théorème de Rolle 12.188 annulerait g1 quelque
part dans sa, xr. Nous pouvons donc réécrire (12.469) sous la forme

fpxq
gpxq “

f 1pcxq
g1pcxq . (12.470)EQooUCLVooFgAfwCEQooUCLVooFgAfwC

Mais limxÑa` cx “ a parce que cx P sa, xr. Donc la limite du membre de droite de (12.470) lorsque
xÑ a` existe et vaut ℓ. La même limite à gauche doit alors exister et valoir la même valeur.

PROPooTJVCooMeUhIy

Proposition 12.193 (L’Hospital pur 8
8).

Soient f et g deux fonctions
(1) dérivables sur sa, br,
(2) dont les limites en a sont toutes deux 8,
(3) g1 ‰ 0 sur sa, br.
(4)

lim
xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ℓ P R̄. (12.471)EQooVFYCooMjOGtIEQooVFYCooMjOGtI

Alors
lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ ℓ. (12.472)

Cette dernière égalité signifie « la limite existe et vaut ℓ ».

Démonstration. Soit un intervalle sx, yr strictement inclus dans sa, br avec x, y P R. Par le théorème
des accroissements finis généralisés 12.191 il existe c P sx, yr tel que

fpxq ´ fpyq
gpxq ´ gpyq “

f 1pcq
g1pcq . (12.473)

Notons que le dénominateur à gauche n’est pas nul à cause du théorème de Rolle et de l’hypothèse
que g1 ne s’annule pas sur rx, ys. Nous isolons fpxq :

fpxq “ f 1pcq
g1pcq

´
gpxq ´ gpyq

¯
` fpyq. (12.474)EQooDFXNooJhdUcaEQooDFXNooJhdUca

Avant de diviser par gpxq nous devons prendre quelques précautions. Soit V , un voisinage de ℓ 100.
Vu la limite (12.471), il existe y P sa, br tel que

f 1ptq
g1ptq P V (12.475)

pour tout t P sa, yr. Nous utilisons ici avec subtilité le fait que ces intervalles sont une base de
la topologie autour de 8. Maintenant fpyq et gpyq sont fixés et sont des nombres réels. Vu que
limxÑa gpxq “ 8 nous pouvons choisir r ă y tel que nous ayons simultanément

(1) gpxq ‰ 0 sur sa, rr,
100. Vous savez ce que signifie un « voisinage de 8 » ? Allez voir la définition 12.24.
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(2) ˇ̌
ˇ̌gpyq
gpxq

ˇ̌
ˇ̌ ď ϵ (12.476)

et ˇ̌
ˇ̌fpyq
gpxq

ˇ̌
ˇ̌ ď ϵ (12.477)

pour tout x P sa, rr.
Nous sommes maintenant armés de y et r satisfaisant tout cela et nous pouvons traiter avec la
formule (12.474) en ne la considérant que pour x P sa, rr. Soit x P sa, rr ; il existe cx P sa, xr tel que

fpxq
gpxq “

f 1pcxq
g1pcxq

ˆ
1´ gpyq

gpxq
˙
` fpyq
gpxq . (12.478)EQooNEZQooYGJmFWEQooNEZQooYGJmFW

Nous avons :
(1) limxÑa` cx “ a,
(2)

lim
xÑa`

f 1pcxq
g1pcxq “ lim

xÑa`

f 1pxq
g1pxq “ ℓ, (12.479)

(3)

lim
xÑa`

ˆ
1´ gpyq

gpxq
˙
“ 1, (12.480)

(4) limxÑa`
fpyq
gpxq “ 0.

Donc chaque partie du membre de droite de (12.478) a une limite bien déterminée pour x Ñ a`.
Les règles de calcul s’appliquent et nous avons

lim
xÑa`

fpxq
gpxq “ ℓˆ 1` 0 “ ℓ. (12.481)

12.17.3 Dérivée et primitive
CORooEOERooYprteX

Corolaire 12.194.
Soit f une fonction dérivable sur ra, bs telle que f 1pxq “ 0 pour tout x P ra, bs. Alors f est constante
sur ra, bs.
Démonstration. Si f n’était pas constante sur ra, bs, il existerait un x1 Psa, br tel que fpaq ‰ fpx1q,
et dans ce cas, il existerait, par le théorème des accroissements finis 12.190, un c Psa, x1r tel que

f 1pcq “ fpx1q ´ fpaq
x1 ´ a ‰ 0, (12.482)

ce qui contredirait les hypothèses.
CorNErEgcQ

Corolaire 12.195.
Soient f et g, deux fonctions dérivables sur ra, bs telles que

f 1pxq “ g1pxq (12.483)

pour tout x P ra, bs. Alors il existe un réel C tel que fpxq “ gpxq ` C pour tout x P ra, bs.
Démonstration. Considérons la fonction hpxq “ fpxq ´ gpxq, dont la dérivée est, par hypothèse,
nulle. L’annulation de la dérivée entraine par le corolaire 12.195 que h est constante. Si hpxq “ C,
alors fpxq “ gpxq ` C, ce qu’il fallait prouver.
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DefXVMVooWhsfuI

Définition 12.196.
Soient I un intervalle ouvert de R et une fonction f : I Ñ R. La fonction F : I Ñ R est une
primitive de f si F est dérivable sur I et si F 1pxq “ fpxq pour tout x dans I.

Exprimé en termes des primitives, le corolaire 12.195 signifie que
CorZeroCst

Corolaire 12.197.
Si F et G sont deux primitives de la même fonction f sur un intervalle, alors il existe une constante
C pour laquelle F pxq “ Gpxq ` C.

Cela signifie qu’il n’y a, en réalité, pas des milliards de primitives différentes à une fonction. Il
y en a essentiellement une seule, et puis les autres, ce sont juste les mêmes, mais décalées d’une
constante.

Remarque 12.198.
L’hypothèse de se limiter à un intervalle est importante parce que si on considère la fonction sur
deux intervalles disjoints, nous pouvons choisir la constante indépendamment dans l’un et dans
l’autre. Par exemple la fonction

F pxq “
#

lnpxq ` 1 si x ą 0
lnpxq ´ 7 si x ă 0

(12.484)

est une primitive de 1
x sur l’ensemble Rzt0u.

Certains ne s’en privent pas. Le logiciel Sage par exemple fait ceci :

sage: f(x)=1/x
sage: F=f.integrate(x)
sage: A=F(x)-F(-x)
sage: A.full_simplify()
I*pi

En réalité lorsque x ą 0, Sage définit lnp´xq “ lnpxq ` iπ. Cela a une certaine logique parce que
lnp´1q “ iπ (du fait que eiπ “ ´1), mais si on ne le sait pas, ça peut étonner.

12.199.
Il existe plusieurs primitives à une fonction donnée. En physique, la constante arbitraire est souvent
fixée par une condition initiale, comme nous le verrons dans la section 42.1.

12.18 Fonctions de plusieurs variables
La physique, et les sciences en général, regorgent de fonctions à plusieurs variables.

Accélération centripète 101 Si une masse m tourne sur un cercle, elle subira une accélération
dirigée vers l’intérieur égale à

F pv, rq “ mv2

r
(12.485)

où r est le rayon du cercle et v est la vitesse.
Pression dans un gaz Si on a n moles de gaz dans un volume V a une température T , alors la

pression sera donnée par la fonction de trois variables

p “ nRT

V
(12.486)

où R est la constante des gaz parfaits.

101. Appelez la « centrifuge » si vous voulez ; ça ne me fait ni chaud ni froid.

https://www.sagemath.org
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En mathématique, on peut inventer de nombreuses fonctions de plusieurs variables. La fonction

fpx, yq “ x2 ` xy cospx2 ` y3q (12.487)

est définie sur R2. La fonction

fpx, y, zq “ x` y ´ 2z
1´ x2 ´ y2 ´ z2 (12.488)

est définie sur R3 moins la sphère unité tx2 ` y2 ` z2 “ 1u.
Consacrons nous à l’étude des fonctions de plusieurs variables, en donnant tout d’abord quelques

indications sur comment «dessiner» une telle fonction. Vous connaissez déjà la définition de graphe
pour une fonction f d’une seule variable à valeurs dans R : c’est l’ensemble des points du plan de
la forme px, fpxqq. Vous voyez que cet ensemble n’est pas vraiment un gros morceau de R2 parce
que son intérieur est vide : il y a une seule valeur de f qui correspond au point x, donc une boule
de R2 centrée en px, fpxqq de n’importe quel rayon contient toujours des points qui ne font pas
partie du graphe de f .

Nous voulons donner une définition assez générale pour le graphe d’une fonction.

Définition 12.200.
Soit f une fonction de Rm dans Rn. Le graphe de f est la partie de Rm ˆRn de la forme

Graph f “ tpx, yq P Rm ˆRn | y “ fpxqu. (12.489)

Cette définition se spécialise de la façon suivante dans les cas communs. Soit f une fonction de
Rm dans R. Le graphe de f est la partie de Rm ˆR donné par

Graph f “ tpx, yq P Rm ˆR | y “ fpxqu. (12.490)

Et pour les fonctions R2 Ñ R :

Graph f “ tpx, y, zq P R3 tel que z “ fpx, yqu. (12.491)

C’est cette définition qu’il faut garder à l’esprit lorsqu’on travaille sur des dessins en trois dimen-
sions.

Si f est une fonction de deux variables indépendantes x et y à valeurs dans R, alors un point
dans le graphe de f est un point px, y, zq P R3 tel que

z “ fpx, yq, (12.492)

ou encore, un point de la forme `
x, y, fpx, yq˘. (12.493)

Nous avons parfois besoin de donner des représentations graphiques d’une fonction. Nous pou-
vons, par exemple, penser à la fonction qui associe à un point de la Terre, son altitude. Lorsqu’on
part pour une promenade en montagne on a envie de connaitre le graphe de cette fonction qui
correspond en fait à la surface de la montagne. Bien sûr, nous ne voulons pas amener avec nous
un modèle en 3D de la montagne, donc il nous faut une méthode efficace pour projeter le graphe
de f sur le plan x-y tout en gardant les informations fondamentales. Pour cela nous avons besoin
de deux définitions (à ne pas confondre !)

Définition 12.201.
Soit f une fonction de R2 dans R et soit c dans R. La z-section de Graph f à la hauteur c est
donnée par

Szc “ tpx, y, cq P R3 | fpx, yq “ cu.
def_niveau

Définition 12.202.
Soit f une fonction de Rn dans R et soit c dans R. La courbe de niveau de f à la hauteur c est
l’ensemble

Nc “ tpx1, . . . , xnq P Rn | fpx1, . . . , xnq “ cu. (12.494)
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On peut représenter la fonction f d’une façon très précise en traçant quelques-unes de ses
courbes de niveau. Dans la suite, on pourra considérer aussi les x-sections et les y-sections du
graphe d’une fonction de deux variables. La x-section de Graph f à la hauteur a est

Sxa “ tpa, y, zq P R3 | fpa, yq “ zu.
Comme vous avez peut être déjà compris, Sxa est le graphe de la fonction de y qu’on obtient de f
en fixant x “ a. Cette fonction est appelée x-section de f pour x “ a.

Certaines surfaces dans R3 sont le graphe d’une fonction.

Exemple 12.203.
Quelques graphes importants.
Un plan non vertical Tout plan dans R3 peut être décrit par une équation de la forme

apx´ x0q ` bpy ´ y0q ` cpz ´ z0q “ r,

où, px0, y0, z0q est vecteur dans R3, et a, b, c et r sont des nombres réels. Si c ‰ 0 alors le
plan n’est pas vertical et on peut dire qu’il est le graphe de la fonction

P px, yq “ r ` cz0 ´ apx´ x0q ´ bpy ´ y0q
c

,

quitte à choisir des nouvelles constantes s, t, q,

P px, yq “ sx` ty ` q.
Un paraboloïde elliptique Pour tous α et β dans R les graphes des fonctions

PE1px, yq “ x2

α2 `
y2

β2

ou de la fonction
PE2px, yq “ ´x

2

α2 ´
y2

β2

sont des paraboloïdes elliptiques. Le premier est contenu dans le demi-espace z ě 0, l’autre
dans z ď 0. Le nom de cette surface vient de la forme de ses sections. En fait toutes sections
Szc sont des ellipses, alors que les sections Sxa et Syb sont des paraboles.

Un paraboloïde hyperbolique (selle) Pour tous α et β dans R les graphes des fonctions

PH1px, yq “ x2

α2 ´
y2

β2

ou de la fonction
PH2px, yq “ ´x

2

α2 `
y2

β2

sont des paraboloïdes hyperboliques. Remarquez que les sections Szc de ce graphe sont des
hyperboles, alors que les sections Sxa et Syb sont des paraboles.

Une demi-sphère La fonction S`px, yq “ a
R2 ´ x2 ´ y2 a pour graphe la demi-sphère supé-

rieure centrée en l’origine et de rayon R. Le dernier de ces exemples nous signale une chose
très importante : une sphère entière n’est pas le graphe d’une fonction de x et y. Par contre,
une demi-sphère est bien le graphe de la fonction fpx, yq “a

1´ x2 ´ y2.
L’équation que nous utilisons pour décrire une sphère de rayon R centrée en l’origine est

x2 ` y2 ` z2 “ R2

Donc, à chaque point px, yq dans le disque x2 ` y2 ď R2 (notez que ce disque est contenu
dans la section Sz0), on peut associer deux valeurs de z : z1 “

a
R2 ´ x2 ´ y2 et z2 “

´aR2 ´ x2 ´ y2. Par définition, une fonction n’associe qu’une seule valeur à chaque point
de son domaine, d’où l’impossibilité de décrire cette sphère comme le graphe d’une fonction
de x et y.
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△

Considérons la fonction Sp : R3 Ñ R qui associe à px, y, zq la valeur x2 ` y2 ` z2. La sphère
de rayon R centrée en l’origine est l’ensemble de niveau NR2 de Sp. L’ensemble de niveau N0 de
Sp est l’origine, et tous les ensembles de niveau de hauteur négative sont vides. La même chose
est vraie pour les ellipsoïdes centrées en l’origine avec les axes x, y et z comme axes principaux et
comme longueurs de demi-axes a, b et c. Voici la fonction dont il sont les ensembles de niveau

Elpx, y, zq “ x2

a2 `
y2

b2 `
z2

c2 .

Exemple 12.204.
Des ensembles de niveau importants.

Tout graphe Le graphe de toute fonction f de R2 dans R peut être considéré comme l’ensemble
de niveau zéro de la fonction F px, y, zq “ z ´ fpx, yq.

Hyperboloïdes Les hyperboloïdes, comme les ellipsoïdes, sont une famille d’ensemble de niveau.
En particulier, nous considérons des hyperboloïdes dont l’axe de symétrie est l’axe des z et
qui sont symétriques par rapport un plan x-y. Une fois que les paramètres a, b et c sont fixés
la fonction que nous intéresse est

Hyppx, y, zq “ x2

a2 `
y2

b2 ´
z2

c2 .

Les ensembles de niveau Nd pour d ą 0 sont connexes, on les appelle hyperboloïdes à une
feuille. L’ensemble de niveau N0 est un cône (elliptique), les deux moitiés du cône se touchent
en l’origine. Enfin, les ensembles de niveau Nd pour d ă 0 ne sont pas connexes et pour cette
raison on les appelle hyperboloïdes à deux feuilles.

△

12.18.1 Graphes de fonctions à plusieurs variables

Le graphe d’une fonction de deux variables f : D Ă R2 Ñ R est l’ensemble
!`
x, y, fpx, yq˘ tel que px, yq P D

)
Ă R3. (12.495)

Ce graphe est une surface dans R3.
ExempleTroisDxxyy

Exemple 12.205.
Tracer le graphe de la fonction

px, yq ÞÑ x2 ` y2. (12.496)

Le plus simple est de demander à Sage de nous fournir une représentation 3D

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x**2+y**2
sage: plot3d(f,(x,-3,3),(y,-3,3))

Voici ce que cela donne 102 : (à regarder avec des lunettes bleues et rouges) :

102. En vrai, ce que Sage donne est un objet qu’on peut même faire bouger.
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À part que l’ordinateur l’a dit, est-ce qu’on peut comprendre pourquoi le graphe de la fonction
x2 ` y2 ressemble à un bol ? En coordonnées cylindriques, le graphe s’écrit

z “ r2. (12.497)

Donc il apparaît que plus on s’éloigne du point p0, 0q dans le plan XY , plus le graphe va monter.
Et il monte à quelle vitesse ? Il monte à la vitesse r2. Il s’agit donc de dessiner la fonction z “ r2

dans le plan et de la « faire tourner ». △

12.18.2 Courbes de niveau

Une technique utile pour se faire une idée de la forme d’une fonction en trois dimensions est
de tracer les courbes de niveau. La courbe de niveau de hauteur h est la courbe dans le plan
donnée par l’équation

fpx, yq “ h. (12.498)

Exemple 12.206.
Dessinons par exemple les courbes de niveau de la fonction

fpx, yq “ x` y ` 2. (12.499)

La courbe de niveau h est donnée par l’équation x` y ` 2 “ h, c’est-à-dire

ypxq “ ´x` h´ 2. (12.500)

Par conséquent la courbe de niveau de hauteur 0 est y “ ´x´2, celle de hauteur 5 est y “ ´x`3,
etc.

Nous pouvons également nous aider de Sage pour ce faire :
----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x+y+2
sage: var(’h’)
h
sage: niveau(h,x)=solve(f(x,y)==h,y)[0].rhs()
sage: g1(x)=niveau(1,x)
sage: g1
x |--> -x - 1
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Ici la fonction g1 est la courbe de niveau 1.
Si on veut faire tracer une courbe de niveau, Sage peut le faire :

sage: implicit_plot(f(x,y)==1,(x,-3,3),(y,-4,4))

Cela tracera la courbe de niveau h “ 1 dans la partie du plan x P r´3, 3s et y P r´4, 4, s.
△

Il est bien entendu possible de créer automatiquement 50 courbes de niveau et de demander
de les tracer toutes sur le même graphe.

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 var( ’x , y ’)
7 f=x**2+y**2
8 G= Graphics ()
9 a=3

10 for i in range (0 ,5):
11 G=G+ implicit_plot (f==i,(x,-a,a) ,(y,-a,a))
12 show(G)

tex/frido/courbeNiveau.py

Le résultat est :

Notez que les courbes sont censées être des cercles : les axes X et Y n’ont pas la même échelle.

Exemple 12.207.
Un exemple plus riche en enseignements est celui de la fonction

fpx, yq “ x2 ´ y2. (12.501)

La courbe de niveau h est donnée par l’équation x2 ´ y2 “ h.
Commençons par h “ 0. Dans ce cas nous avons px ` yqpx ´ yq “ 0 et par conséquent les

courbes de niveau de hauteur zéro sont les deux droites x` y “ 0 et x´ y “ 0.
Voyons ensuite la courbe de niveau h “ 1. Cela est l’équation x2 ´ y2 “ 1, c’est-à-dire

ypxq “ ˘
a
x2 ´ 1. (12.502)

C’est une fonction qui n’est définie que pour |x| ě 1. Avec x “ 1 nous avons y “ 1. Ensuite, lorsque
x grandit, y grandit également, mais la courbe ne peut pas croiser la courbe de niveau h “ 0. Donc,
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Figure 12.6: La courbe de niveau h “ 1 de x2 ´ y2. Notez qu’elle est en deux morceaux.LabelFigCQIXooBEDnfK
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Figure 12.7: La courbe de niveau x2 ´ y2 “ ´1. LabelFigKGQXooZFNVnW

suivant les notations de la figure 12.6, la courbe de niveau « part » de P et doit monter sans croiser
les diagonales.

En ce qui concerne la courbe de niveau h “ ´1, elle correspond à la courbe y “ ˘?1` x2

qui est définie pour tous les x P R. Le même raisonnement que précédemment nous amène à la
figure 12.7. △

Une autre façon de voir les courbes de niveau est de dire que la courbe de niveau de hauteur
h est la projection dans le plan XY de la section du graphe de f par le plan z “ h.

On peut également définir le graphe de fonctions de trois (ou plus) variables. Le graphe de la
fonction f : D Ă R3 Ñ R est l’ensemble

␣`
x, y, z, fpx, y, zq˘ tel que px, y, zq P D( Ă R4. (12.503)

De tels graphes ne peuvent pas être représentés sur une feuille de papier. Il est toutefois possible
de définir les ensembles de niveaux :

Eh “
␣px, y, zq P D tel que fpx, y, zq “ h

(
. (12.504)

Ce sont des surfaces dans R3 que l’on peut dessiner.



12.18. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 1069

Exemple 12.208.
Les surfaces de niveau de la fonction fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2 sont des sphères. Il n’y a pas de
surfaces de niveau pour les « hauteurs » négatives. △

Exemple 12.209.
Considérons la fonction fpx, y, zq “ x2`y2´z2. En coordonnées cylindriques, cette fonction s’écrit

fpr, θ, zq “ r2 ´ z2. (12.505)

La surface de niveau 0 est donnée par l’équation r “ |z|. Cela fait un cercle à chaque hauteur, dont
le rayon grandit linéairement avec la hauteur ; le tout est donc un cône. C’est d’ailleurs le cône
obtenu par rotation de la courbe de niveau h “ 0 que nous avions obtenu pour la fonction x2´ y2.

En ce qui concerne les ensembles de niveau positifs, ils sont donnés par

z “ ˘
a
x2 ` y2 ´ h. (12.506)

Notez qu’ils ne sont pas définis pour r ě h. Cela pose un petit problème quand on veut le tracer
à l’ordinateur :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=sqrt(x**2+y**2-3)
sage: F=plot3d(f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5))
sage: G=plot3d(-f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5))
sage: F+G

Le résultat est 103 :

On voit qu’il y a un grand trou au centre correspondant aux z proches de zéro. Or d’après l’équation,
il n’en est rien : en z “ 0 il y a bel et bien tout un cercle. Afin d’obtenir une meilleur image, il
faut demander de tracer avec un maillage plus fin :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |

103. Encore une fois : ça donne mieux à l’écran, et vous pouvez le faire bouger ; je vous encourage à le faire !
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----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=sqrt(x**2+y**2-3)
sage: F=plot3d(f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5),plot_points=300)
sage: G=plot3d(-f(x,y),(x,-5,5),(y,-5,5),plot_points=300)
sage: F+G

Le temps de calcul est un peu plus long, mais le résultat est meilleur :

△

12.19 Limites à plusieurs variables
SecLimVarsPlus

Prenons une fonction f : Rn Ñ R. Nous disons que

lim
xÑx0

fpxq “ l P R (12.507)

lorsque @ϵ ą 0, Dδ tel que }x´ x0} ď δ implique |fpxq ´ l| ď ϵ.
Remarquez qu’ici, x P Rn, et sachez distinguer }.}, la norme dans Rn de |.| qui est la valeur

absolue dans R. Une autre façon d’exprimer cette définition est que l’ensemble des valeurs atteintes
par f dans une boule de rayon δ autour de x0 n’est pas très loin de l. Nous définissons donc

Eδ “ tfpxq tel que x P Bpx0, δqu. (12.508)

Notez que si f n’est pas définie en x0, il n’y a pas de valeurs correspondantes au centre de la boule
dans Eδ. Ceci est évidemment la situation générique lorsqu’il y a une indétermination à lever dans
le calcul de la limite. Nous avons alors

lim
xÑx0

fpxq “ l (12.509)

lorsque @ϵ ą 0, Dδ tel que
supt|v ´ l| tel que v P Eδu ď ϵ. (12.510)EqvmoinsrapplimdeuxEqvmoinsrapplimdeux

Une façon classique de montrer qu’une limite n’existe pas, est de prouver que, pour tout δ, l’en-
semble Eδ contient deux valeurs constantes. Si par exemple 0 P Eδ et 1 P Eδ pour tout δ, alors
aucune valeur de l (même pas l “ ˘8) ne peut satisfaire à la condition (12.510) pour toute valeur
de ϵ.

Nous laissons à la sagacité de l’étudiant le soin d’adapter tout ceci pour le cas limxÑx0 fpxq “
˘8.

La proposition suivante semble évidente, mais nous sera tellement utile qu’il est préférable de
l’expliciter :
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PROPooPOAQooPmxEtb

Proposition 12.210.
Soient f : D Ñ R une fonction de domaine D, a P AdhpDq et un voisinage V de a. Nous supposons
que V XD s’écrive comme une intersection finie :

V XD “
kč

i“1
Ai

telle que a P AdhAi pour tout i ď k. Alors, la limite

lim
xÑa

fpxq (12.511)EQooEXELooHccCGwEQooEXELooHccCGw

existe et vaut b P R si et seulement si chacune des limites

lim
xÑa
xPAi

fpxq (12.512)

existe et vaut b.

Démonstration. On sait déjà que si la limite de f : D Ñ R existe, alors toute restriction à Ai
admet la même limite 104. Il suffit donc de prouver la réciproque.

Fixons provisoirement un entier i entre 1 et k ainsi que ϵ ą 0. Vu que limxÑa
xPAi

fpxq “ b, il existe
δi ą 0 tel que si x P Ai et si 0 ă |x´ a| ă δi, alors

|fpxq ´ fpaq| ă ϵ. (12.513)EQooUCAIooRpUgnEEQooUCAIooRpUgnE

Quitte à prendre δi un peu plus petit, nous supposons que V Ă Bpa, δiq.
Nous posons δ “ mintδiui“1,...,k, et nous considérons x P D tel que 0 ă |x´ a| ă δ. Nous avons

alors
(1) x P V XD,
(2) il existe i tel que x P Ai.

Ce x est donc un élément de Ai vérifiant 0 ă |x´a| ă δ ď δi. Il vérifie donc (12.513) : |fpxq´fpaq| ă
ϵ.

Cela prouve la limite (12.511).

Exemple 12.211. (1) Pour qu’une fonction f : R Ñ R admette une limite en a P R, il faut et
il suffit qu’elle y admette une limite à droite et une limite à gauche qui soient égales.
Cela est une application de la proposition 12.210 avec R “ s´8, ar Y sa,8r.

(2) Une suite pxkq admet une limite si et seulement si les sous-suites px2kq et px2k`1q convergent
vers la même limite. Ceci n’est pas une application directe de la proposition, mais la teneur
est la même.

△

Lemme 12.212 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels E et F . Soit une fonction f : RÑ F telle que limtÑ0 fptq “ y P F .
Nous posons

φ : E Ñ F

h ÞÑ fp}h}q. (12.514)

Alors φ admet une limite pour hÑ 0 et elle est donnée par

lim
hÑ0

φphq “ lim
tÑ0

fptq. (12.515)

104. C’est une conséquence de la caractérisation séquentielle de la continuité 7.204.
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Démonstration. Soit ϵ ą 0. Il existe δ tel que si t ă δ alors }fptq ´ y}F ă ϵ. Si }h} ă δ nous avons

}φphq ´ y} “ }fp}h}q ´ y} ă ϵ. (12.516)

Donc c’est bon.

Voici, dans le même ordre d’idée, un autre résultat qui permet de réduire le nombre de variables
dans une limite lorsque la fonction ne dépend pas de certaines variables.

LEMooYLIHooFBQyzC

Lemme 12.213 ([1]).
Soit une fonction g : RÑ R vérifiant

lim
tÑa

gptq “ ℓ. (12.517)

Alors pour tout b P R, la fonction
f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ gpxq (12.518)

vérifie
lim

px,yqÑpa,bq
x‰a

fpx, yq “ ℓ. (12.519)

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Par hypothèse sur la limite de g en a, il existe δ ą 0 tel que 0 ă
|t´ a| ă δ implique |gptq ´ ℓ| ă ϵ.

Attention : passage subtil 105. Si 0 ă }px, yq ´ pa, bq} ă δ, alors nous avons évidemment aussi
|x´ a| ă δ, mais pas spécialement 0 ă |x´ a| ă δ comme le requis pour utiliser la limite de g.

Dans le calcul de la limite restreinte à x ‰ a, les points qui interviennent sont les valeurs de
px, yq dans B

`pa, bq, δ˘ztx “ au. Or pour celles-là nous avons bien 0 ă |x´a| ă δ. Le calcul suivant
fonctionne donc :

|fpx, yq ´ ℓ| “ |gpxq ´ ℓ| ă ϵ. (12.520)

EXooHSYNooBZhDbE

Exemple 12.214.
Pourquoi prendre la limite px, yq Ñ pa, bq avec x ‰ a dans l’énoncé du lemme 12.213 ? Imaginons
la fonction

gpxq “
#

0 si x ‰ 0
1 si x “ 0.

(12.521)

Dans ce cas, le graphe de la fonction fpx, yq “ gpxq est tout plat sauf la ligne x “ 0 qui est en
hauteur. Nous avons donc fp0, tq “ 1 pour tout t et donc nous n’avons pas limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0 :
tout voisinage de p0, 0q contient des points px, yq tels que fpx, yq “ 1 et des points px, yq tels que
fpx, yq “ 0. △

12.215.
Il existe de nombreuses façons de calculer des limites à plusieurs variables. Plus nous connaîtrons
de mathématiques, plus nous aurons de techniques à notre disposition. Nous allons tout de suite
voir quelques méthodes. Voir le thème 67 pour plus de techniques et d’exemples.

12.19.1 Caractérisation de la limite par les suites
ExFNExempleMethodeTrigigi

Exemple 12.216.
Considérons la fonction

fpx, yq “ xy

x2 ` y2 , (12.522)

105. Je rejette déjà en bloc et d’un revers de main toute tentative de dire « la limite épointée, c’est mieux ». Voir
aussi l’exemple 12.214.
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et remarquons que, quelle que soit la valeur de y, cette fonction est nulle lorsque x “ 0. De la
même manière, nous voyons que si x “ y, alors la fonction vaut 106 1

2 .
Il est impossible que la fonction ait une limite en p0, 0q parce qu’on ne peut pas trouver un ℓ

dont on s’approche à la fois en suivant la ligne x “ 0 et la ligne x “ y.
Deux autres chemins avec encore deux autres valeurs sont dessinés sur la figure 12.8.
Cet exemple pourra être formalisé en utilisant le théorème 12.217. Voir l’exemple 12.218. △

ThoLimSuite

Théorème 12.217 (Caractérisation de la limite par les suites).
Une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn admet une limite ℓ en un point d’accumulation a de D si
et seulement si pour toute suite pxnq dans Dztau convergente vers a, la suite

`
fpxnq

˘
dans Rn

converge vers ℓ.

Démonstration. Supposons d’abord que la fonction ait une limite ℓ lorsque xÑ a, et considérons
une suite pxnq dans Dztau convergente vers a. Nous devons montrer que la suite yn “ fpxnq
converge vers ℓ, c’est-à-dire que si nous choisissons ε ą 0 nous devons montrer qu’il existe un N
tel que n ą N implique }yn ´ ℓ} “ }fpxnq ´ ℓ} ă ε.

Nous avons deux hypothèses. La première est la convergence de la fonction et la seconde est la
convergence de la suite pxnq. L’hypothèse de convergence de la fonction nous dit que (le ε a déjà
été choisi dans le paragraphe précédent)

Dδ tel que 0 ă }x´ a} ă δ ñ }fpxq ´ ℓ} ă ε. (12.523)

Une fois choisi ce δ qui « va avec » le ε qui a été choisi précédemment, la définition de la convergence
de la suite nous enseigne que

DN tel que n ą N ñ }xn ´ a} ă δ. (12.524)

Récapitulons ce que nous avons fait. Nous avons choisi un ε, et puis nous avons construit un
N . Lorsque n ą N , nous avons }xn ´ a} ă δ. Mais alors, par construction de ce δ, nous avons
}fpxnq ´ ℓ} ă ε. Au final, n ą N implique bien }yn ´ ℓ} ă ε, ce qu’il nous fallait.

Nous supposons maintenant que la fonction f ne converge pas vers ℓ, et nous allons construire
une suite d’éléments xn qui converge vers a sans que pynq “ pfpxnqq ne converge vers ℓ. La fonction
f vérifie la condition (12.67). Nous prenons donc un ε tel que @δ, il existe un x qui vérifie en même
temps les deux conditions

" 0 ă }x´ a} ă δ (12.525a)
}fpxq ´ ℓ} ą ε. (12.525b)

Un tel x existe pour tout choix de δ. Choisissons un n arbitraire et δ “ 1
n . Nous nommons xn le x

correspondant à ce choix de n. La suite pxnq ainsi construite converge vers a parce que

}xn ´ a} ă δn “ 1
n
, (12.526)

donc dès que n est grand, }xn´ a} est petit. Mais la suite yn “ fpxnq ne converge pas vers ℓ parce
que

}fpxnq ´ ℓ} ą ε (12.527)
pour tout n. La suite yn ne s’approche donc jamais à moins d’une distance ε de ℓ.

EXooNBTYooFyKRTB

Exemple 12.218.
Reprenons l’exemple 12.216. Considérons les deux suites xn “ p0, 1

nq et yn “ p 1
n ,

1
nq. Ce sont deux

suites dans R2 qui tendent vers p0, 0q. Si la fonction f convergeait vers ℓ, alors nous aurions au
moins Eq3007Lixxyyell

lim fpxnq “ ℓ (12.528a)
lim fpynq “ ℓ, (12.528b)

mais nous savons que pour tout n, fpxnq “ fp0, 1
nq “ 0 et fpynq “ fp 1

n ,
1
nq “ 1

2 . Il n’y a donc aucun
nombre ℓ qui vérifie les deux équations (12.528) parce que lim fpxnq “ 0 et lim fpynq “ 1

2 . △
106. En fait ce que nous sommes en train de faire est de poser θ “ π{2 et θ “ π{4 dans (18.821).
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12.19.2 Règle de l’étau

Une première façon de calculer la limite d’une fonction est de la « coincer » entre deux fonctions
dont nous connaissons la limite.

ThoRegleEtau

Théorème 12.219 (Règle de l’étau[400]).
Soit O, un ouvert de Rm contenant le point a. Soient f , g et h, trois fonctions définies sur Oztau.
Supposons que

(1)
gpxq ď fpxq ď hpxq. (12.529)

pour tout x P Oztau
(2)

lim
xÑa

gpxq “ lim
xÑa

hpxq “ ℓ. (12.530)

Alors la limite limxÑa fpxq existe et vaut ℓ.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Nous devons trouver un voisinage V de a tel que |fpxq ´ ℓ| ă ϵ pour
tout x P V ztau. Étant donné que limxÑa gpxq “ limxÑa hpxq “ ℓ, il existe un voisinage ouvert V
de a tel que 107

|gpxq ´ ℓ| ă ϵ (12.531a)
|hpxq ´ ℓ| ă ϵ. (12.531b)

pour tout x P V ztau. Pour tout x ‰ a dans V , nous avons

ℓ´ ϵ ď gpxq ď fpxq ď hpxq ď ℓ` ϵ. (12.532)

Donc |fpxq ´ ℓ| ă ϵ, comme nous l’avions annoncé.

Cette méthode est très pratique lorsqu’on a des fonctions trigonométriques qui se factorisent
parce qu’elles sont toujours majorables par 1 ; voir l’exemple 18.73.

Exemple 12.220.
Prouver la continuité en p0, 0q de la fonction

fpx, yq “
$
&
%

x|y|?
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.
(12.533)

Considérons une suite pxn, ynq P R2 qui tend vers p0, 0q. Étant donné que |y|?
x2`y2 ă 1 pour tout x

et y, nous avons

0 ď |fpxn, ynq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
xn|yn|a
x2
n ` y2

n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď |xn| Ñ 0. (12.534)

Donc nous avons
lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yq “ 0 “ fp0, 0q, (12.535)

ce qui prouve que la fonction est continue en p0, 0q par la proposition 7.132. Nous avons utilisé la
règle de l’étau (théorème 12.219). △

12.221.
Nous notons f „ g pour xÑ a lorsque limxÑa

fpxq
gpxq “ 1.

Cela signifie que f et g tendent vers la même limite, à la même vitesse.
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y “ ´x

y “ x{2

Figure 12.8: Sur toute la droite y “ ´x, la fonction vaut ´1{2, tandis que sur toute la droite
y “ x{2, elle vaut 2

5 . Il est donc impossible que la fonction ait une limite en p0, 0q, parce que dans
toute boule autour de zéro, il y aura toujours un point de chacune de ces deux droites.LabelFigMethodeChemin

12.19.3 Méthode des chemins

Lorsque la limite n’existe pas, il y a une façon en général assez simple de le savoir, c’est la
méthode des chemins.

C’est la proposition suivante qui va faire une grosse partie du travail.
PROPooSAFIooWvmSiT

Proposition 12.222 ([1]).
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’adhérence de D. Alors nous avons

lim
xÑa

fpxq “ ℓ (12.536)

si et seulement si pour toute fonction γ : RÑ Rm telle que limtÑ0 γptq “ a, nous avons

lim
tÑ0
pf ˝ γqptq “ ℓ. (12.537)

Démonstration. En deux parties.
(1) Sens direct Soit une fonction γ : R Ñ Rm telles que limtÑ0 γptq “ a. Par le théorème

12.217, il suffit de montrer que pf ˝ γqptnq Ñ ℓ pour toute suite tn Ñ 0 dans R.
Nous savons que la suite n ÞÑ γptnq est une suite qui converge vers a. Mais l’hypothèse
limxÑa fpxq “ ℓ implique que pour toute suite xn Ñ a nous avons fpxnq Ñ ℓ. Cela est en
particulier vrai pour la suite n ÞÑ γptnq. Donc :

lim
nÑ8 f

`
γptnq

˘ “ ℓ, (12.538)

ce qu’il fallait prouver.
(2) Réciproque Pour les mêmes raisons de caractérisation séquentielle que précédemment, il

faut prouver que limnÑ8 fpxnq “ ℓ pour tout suite xn Ñ a.

(2a) Un chemin Soit la fonction γ : RÑ Rm affine par morceaux et telle que

γ

ˆ
1
n

˙
“ xn. (12.539)

Nous prolongeons γ par γptq “ a pour t ď 0.
(2b) γptq Ñ a Nous montrons que limtÑ0 γptq “ a. Soient ϵ ą 0 et N tel que xn P Bpa, ϵq

pour tout n ě N . Si t ă 1
N alors t P r 1

k`1 ,
1
k s pour un certain k ą N . Donc

γptq P rγp 1
k ` 1q, γp

1
k
qs (12.540)

107. Si vous ne voyez pas comment avoir les deux conditions en même temps, prenez V1 pour g et V2 pour h, et
considérez V “ V1 X V2 qui sera encore un ouvert.
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et donc γptq P rxk`1, xks parce que γ est formé de ces segments de droites. Mais comme
Bpa, ϵq est convexe 108, nous avons

γptq P rxk`1, xks Ă Bpa, ϵq. (12.541)

Nous avons donc bien limtÑ0 γptq “ a.
(2c) Conclusion L’hypothèse nous donne alors limtÑ0pf ˝ γqptq “ ℓ. En particulier le

critère de la caractérisation séquentielle de la limite dit que

lim
nÑ8 f

`
γp 1
n
q˘ “ ℓ, (12.542)

ce qui signifie limnÑ8 fpxnq “ ℓ.

CorMethodeChemin

Corolaire 12.223.
Soient f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’accumulation de D. Si nous avons deux fonctions
γ1, γ2 : RÑ Rm telles que

lim
tÑ0

γ1ptq “ lim
tÑ0

γ2ptq “ a (12.543)

tandis que
lim
tÑ0
pf ˝ γ1qptq ‰ lim

tÑ0
pf ˝ γ2qptq, (12.544)

ou bien que l’une des deux limites n’existe pas, alors la limite de fpxq lorsque xÑ a n’existe pas.
CorMethodeChemoinNegatif

Corolaire 12.224.
Soient f : D Ă Rm Ñ Rn et a un point d’accumulation de D. Si il existe une fonction γ : RÑ Rm

avec γp0q “ a telle que la limite limtÑ0pf ˝ γqptq n’existe pas, alors la limite limxÑa fpxq n’existe
pas.

En ce qui concerne le calcul de limites, la méthode des chemins peut être utilisé de trois façons :
(1) Dès que l’on trouve une fonction γ : RÑ Rm telle que limtÑ0pf ˝γqptq “ ℓ, alors nous savons

que si la limite limxÑa fpxq existe, alors cette limite vaut ℓ.
(2) Dès que l’on a trouvé deux fonctions γi qui tendent vers a, mais dont les limites de limtÑ0pf ˝

γiqptq sont différentes, alors la limite limxÑa fpxq n’existe pas.
(3) Dès qu’on trouve une chemin le long duquel il n’y a pas de limite, alors la limite n’existe pas

(corolaire 12.224).
La méthode des chemins ne permet donc pas de calculer une limite quand elle existe. Elle permet
uniquement de la « deviner », ou bien de prouver que la limite n’existe pas.

Exemple 12.225.
Soit à calculer

lim
px,yqÑp0,0q

x´ y
x` y . (12.545)Eq3007ExempleLimicheEq3007ExempleLimiche

Si nous prenons le chemin γ1ptq “ pt, tq, nous avons bien limtÑ0 γ1ptq “ p0, 0q, et nous avons

lim
tÑ0
pf ˝ γ1qptq “ lim

tÑ0

t´ t
t` t “ 0. (12.546)

Donc si la limite (12.545) existait, elle vaudrait obligatoirement 0. Mais si nous considérons γ2ptq “
p0, tq, nous avons

pf ˝ γ2qptq “ ´t
t
“ ´1, (12.547)

donc si la limite existe, elle doit obligatoirement valoir ´1. Ne pouvant être égale à 0 et à ´1 en
même temps, la limite (12.545) n’existe pas. △
108. C’est la proposition 8.28.
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12.20 Dérivée directionnelle
Nous sommes capables de dériver une fonction de deux variables fpx, yq par rapport à x et par

rapport à y. C’est-à-dire que nous sommes capables de donner la variation de la fonction lorsqu’on
bouge le long des axes horizontal et vertical. Il est évidemment souhaitable de parler de la variation
de la fonction lorsqu’on se déplace le long d’autre droites.

Soit donc u “
ˆ
u1
u2

˙
un vecteur unitaire (c’est-à-dire u2

1 ` u2
2 “ 1), et considérons la fonction

de une variable
φ : RÑ R

t ÞÑ fpa` tu1, b` tu2q. (12.548)

La fonction φ n’est rien d’autre que la fonction f vue le long de la droite de direction donnée par
le vecteur u. Nous pouvons aussi l’écrire φptq “ fpp` tuq.

Soit f : R2 Ñ R une fonction de deux variables et soit pa, bq P R2. La façon la plus naturelle
de définir une dérivée à deux variables est de considérer les dérivées partielles définies par

Bf
Bx pa, bq “ lim

xÑa

fpx, bq ´ fpa, bq
x´ a

Bf
By pa, bq “ lim

yÑb

fpa, yq ´ fpa, bq
y ´ b .

(12.549)

Ces nombres représentent la façon dont le nombre fpx, yq varie lorsque soit seul x varie soit seul y
varie. Les dérivées partielles se calculent de la même façon que les dérivées normales. Pour calculer
Bxf , on fait « comme si » y était une constante, et pour calculer Byf , on fait comme si x était une
constante.

12.20.1 Dérivée partielle et directionnelles

Lorsque f est différentiable, la dérivée directionnelle est donnée par
Bf
Bu ppq “ ∇fppq·u. (12.550)EqDerDirnablauEqDerDirnablau

LEMooASGNooCWqAmN

Lemme 12.226.
Les projections canonniques sont des applications différentiables.

LEMooGYJUooOudNLH

Lemme 12.227.
Toute fonction polynômiale à n variables est différentiable comme application de Rn vers R.

LEMooUMRXooDUQHpK

Lemme 12.228.
Toute fonction rationnelle, du type fpxq “ P pxq

Qpxq où P et Q sont des polynômes, est différentiable
en tout point a tel que Qpaq ‰ 0.

LEMooTPDSooGbxfhP

Lemme 12.229.
Pour une fonction d’une variable f : D Ă R Ñ R, le caractère différentiable et le caractère
dérivable coïncident. De plus, on a

dfapuq “ f 1paqu. (12.551)
deriveepartielles

12.230.
En pratique, ayant une formule pour la fonction f , nous la dérivons par rapport à la variable xi
en utilisant les règles usuelle de dérivation en considérant que les autres (xj avec j ‰ i) sont des
constantes.

Exemple 12.231.
Pour fpx, yq “ xy ` x2, les dérivées partielles s’écrivent

Bf
Bx “ y ` 2x et Bf

By “ x
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△

12.20.2 Gradient : direction de plus grande pente

Étant donné que u est de norme 1, l’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

ˇ̌
∇fpa, bq·

ˆ
u1
u2

˙ ˇ̌ ď }∇fpa, bq}. (12.552)

Donc
´}∇fppq} ď ∇fppq·u ď }∇fppq}. (12.553)

La norme de la dérivée directionnelle (qui est la valeur absolue du nombre au centre) est donc
« coincée » entre ´}∇fppq} et }∇fppq}. Prenons par exemple

u “ ∇fppq
}∇fppq} . (12.554)

Dans ce cas, nous avons exactement

∇fppq·u “ }∇fppq}, (12.555)

qui est la valeur maximale que la dérivée directionnelle peut prendre.
La direction du gradient est donc la direction suivant laquelle la dérivée directionnelle est la

plus grande. Pour la même raison, la dérivée directionnelle est la plus petite dans le sens opposé
au gradient.

En termes bien clairs : lorsqu’on veut aller le plus vite possible au ski, on prend la direction
du gradient de la piste de ski. C’est dans cette direction que ça descend le plus vite. Dans quelle
direction vont les débutants ? Ils vont perpendiculairement à la pente (ce qui ennuie tout le monde,
mais c’est un autre problème). Les débutants vont donc dans la direction perpendiculaire au
gradient. Prenons donc u K ∇fppq et calculons la dérivée directionnelle de f dans la direction u
en utilisant la formule 12.550 : Bf

Bu ppq “ ∇fppq·u “ 0 (12.556)

parce que nous avons choisi u K ∇fppq. Nous voyons donc que les débutants en ski ont eu la bonne
intuition que la direction dans laquelle la piste ne descend pas, c’est la direction perpendiculaire
au gradient.

C’est aussi pour cela que l’on a tendance à faire du zig-zag à vélo lorsqu’on monte une pente très
forte et qu’on est fatigué. C’est toujours pour cela que les routes de montagne font de longs lacets.
La montée est moins rude en suivant une direction proche d’être perpendiculaire au gradient !

Théorème 12.232.
Le gradient des fonctions suit à peu près les mêmes règles que les dérivées. Soient f et g deux
fonctions différentiables. Nous avons entre autres

(1) ∇pf ` gq “ ∇f `∇g ;
(2) ∇pfgqpa, bq “ gpa, bq∇fpa, bq ` fpa, bq∇gpa, bq ;
(3) Dès que gpa, bq ‰ 0, nous avons

∇f

g
“ gpa, bq∇fpa, bq ´ fpa, bq∇gpa, bq

gpa, bq2 . (12.557)

12.20.3 Gradient : orthogonal au plan tangent

Vu que le gradient d’une fonction est la direction de plus grande pente et que le plan tangent
est le plan de plus petite pente, quoi de plus naturel que de penser que le gradient est orthogonal
au plan tangent ?
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Lemme 12.233.
Soit ϕ : Rn Ñ R une fonction de classe C1 et la partie

Γ “ tx P Rn tel que ϕpxq “ Cu (12.558)

pour une certaine constante C.
Soit x0 P Γ. Le gradient de ϕ en x0 est orthogonal au plan tangent à Γ en x0.

Démonstration. Un vecteur tangent à Γ en x0 est de la forme γ1p0q où γ : RÑ Γ vérifie γp0q “ x0.
Puisque ϕ est constante sur Γ nous avons

d

ds

”
ϕ
`
γpsq˘

ı
s“0

“ 0, (12.559)

ce qui donne
ÿ

i

Bϕ
Bxi

`
γp0q˘γ1

ip0q “ 0, (12.560)

ce qui signifie exactement xp∇ϕqpx0q, γ1p0qy “ 0. Le vecteur p∇ϕqpx0q est donc perpendiculaire à
tout vecteur tangent de Γ en x0.

12.20.4 Mise en bouche en dimension 2

Nous savons déjà comment dériver les fonctions composées de R dans R. C’est la proposition
12.179. Si nous avons deux fonctions f : R Ñ R et u : R Ñ R, nous formons la composée φ “
f ˝ u : RÑ R dont la dérivée vaut

φ1paq “ f 1`upaq˘u1paq. (12.561)

Considérons maintenant le cas un peu plus compliqué des fonctions f : RÑ R et u : R2 Ñ R,
et de la composée

φ : R2 Ñ R

φpx, yq “ f
`
upx, yq˘. (12.562)

Afin de calculer la dérivée partielle de φ par rapport à x, nous admettons que pour tout a, b et t,
il existe c P ra, a` ts tel que

upa` t, bq “ upa, bq ` tBuBxpc, bq. (12.563)

Cela est une généralisation immédiate du théorème 12.190. Nous devons calculer

Bφ
Bx pa, bq “ lim

tÑ0

φpa` t, bq ´ φpa, bq
t

“ lim
tÑ0

f
`
upa` t, bq˘´ f`upa, bq˘

t
. (12.564)EqPremPasDiffxvpEqPremPasDiffxvp

Étant donné l’hypothèse que nous avons faite sur u, nous avons

f
`
upa` t, bq˘ “ f

`
upa, bq ` tBuBxpc, bq

˘
. (12.565)

En utilisant le théorème des accroissements finis pour f , nous avons un point d entre upa, bq et
upa, bq ` tBu

Bxpc, bq tel que

f
`
upa, bq ` tBuBxpc, bq

˘ “ f
`
upa, bq˘` tBuBxpc, bqf

1pdq. (12.566)

Le numérateur de (12.564) devient donc

t
Bu
Bxpc, bqf

1pdq. (12.567)
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Certes les points c et d sont inconnus, mais nous savons que c est entre a et a ` t ainsi que d se
situe entre upa, bq et upa, bq ` tBu

Bxpc, bq. Lorsque nous prenons la limite t Ñ 0, nous avons donc
limtÑ0 c “ a et limtÑ0 d “ upa, bq. Nous avons alors

lim
tÑ0

tBu
Bxpc, bqf 1pdq

t
“ BuBxpa, bqf

1`upa, bq˘. (12.568)

La formule que nous avons obtenue (de façon pas très rigoureuse) est

B
Bxf

`
upx, yq˘ “ BuBxpx, yqf

1`upx, yq˘. (12.569)

Prenons maintenant un cas un peu plus compliqué où nous voudrions connaître les dérivées
partielles de la fonction φ donnée par

φpx, y, zq “ f
`
upx, yq, vpx, y, zq˘ (12.570)

où f : R2 Ñ R, u : R2 Ñ R et v : R3 Ñ R.
Commençons par la dérivée partielle par rapport à z. Étant donné que φ ne dépend de z que

via la seconde entrée de f , il est normal que seule la dérivée partielle de f par rapport à sa seconde
entrée arrive dans la formule :

Bφ
Bz px, y, zq “

Bf
Bv

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BvBz px, y, zq. (12.571)

La dérivée partielle par rapport à y demande de tenir compte en même temps de la façon dont f
varie avec sa première entrée et la façon dont elle varie avec sa seconde entrée ; cela nous fait deux
termes :

Bφ
By px, y, zq “

Bf
Bu

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BuBy px, yq `

Bf
Bv

`
upx, yq, vpx, y, zq˘BvBy px, y, zq. (12.572)

Cette formule a une interprétation simple. Lançons un caillou du sommet d’une falaise. Son
mouvement est une chute libre avec une vitesse initiale horizontale :

$
&
%
xptq “ v0t (12.573a)

yptq “ h0 ´ gt2

2 (12.573b)

où v0 est la vitesse initiale horizontale et h0 est la hauteur de la falaise. Si nous sommes intéressés
à la distance entre le caillou et le bas de la falaise (point p0, 0q), le théorème de Pythagore nous
dit que

dptq “a
x2ptq ` y2ptq. (12.574)

Pour trouver la variation de la distance par rapport au temps il faut savoir de combien la distance
varie lorsque x varie et multiplier par la variation de x par rapport à t, et puis faire la même chose
avec y.

12.20.5 Accroissements finis et dérivées partielles
PROPooCAWBooINcNxj

Proposition 12.234 (Accroissements finis).
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soit une application f : V Ñ W . Soient des points
a, b P V tels que f est continue sur le segment ra, bs et partiellement dérivable dans la direction
b´ a sur sa, bs. Alors il existe c P sa, br tel que

fpbq “ fpaq ` pBβfqpcq (12.575)

où c P ra, bs et β “ b´ a.
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Démonstration. Nous considérons la fonction

φ : r0, 1s ÑW

t ÞÑ f
`
a` tpb´ aq˘. (12.576)

Par le théorème des accroissements finis 12.190, il existe s P r0, 1s tel que 109

φp1q “ φp0q ` φ1psqp1´ 0q. (12.577)

Autrement dit,
fpbq “ fpaq ` pBβfq

`
a` spb´ aq˘. (12.578)

Nous avons le résultat en posant c “ a` spb´ aq.
LEMooNMTAooLgMkgH

Lemme 12.235 (Accroissements finis[1]).
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soit une fonction f : V Ñ W qui est différentiable
sur un voisinage O de a P V . Soient v P V et ϵ ą 0 tels que a` ϵv reste dans O.

Nous considérons une base de V pour donner un sens aux dérivées partielles Bkf . Alors il existe
une fonction α : V ÑW telle que

fpa` ϵvq “ fpaq `
nÿ

k“1
ϵvkpBkfq

`
a`

nÿ

i“k`1
ϵviei

˘` ϵαpϵq (12.579)

où la somme sur i est nulle dans le cas k “ n.

Démonstration. Nous commençons par nous attaquer à la dérivation par rapport à la première
variable. La définition 11.231 de la dérivation partielle nous invite à poser

φptq “ f
`
a`

nÿ

k“2
ϵvkek ` tv1e1

˘
. (12.580)

Nous avons :
φ1p0q “ v1pB1fq

`
a`

nÿ

k“2
ϵvkek

˘
. (12.581)

Nous appliquons les accroissements finis 11.243 à la fonction φ en t “ 0. Nous avons une fonction
α : RÑW telle que limtÑ0 α1ptq “ 0 et

φptq “ φp0q ` tφ1p0q ` tα1ptq. (12.582)

Nous écrivons cette égalité pour t “ ϵ, tout en rappelant que φpϵq “ fpa` ϵvq :

fpa` ϵvq “ φpϵq “ f
`
a`

nÿ

k“2
ϵvkek

˘` ϵv1pB1fq
`
a`

nÿ

k“2
ϵvkek

˘` ϵα1pϵq. (12.583)

Pour la suite, il suffit de recommencer en écrivant
řn
k“2 ϵvkek “ ϵv2e2 ` řn

k“3 ϵvkek dans le
second terme.

Voici une version un peu moins technologique.
PROPooYYSMooUDxtlB

Proposition 12.236.
Soit une fonction f : V Ñ R où V est un espace vectoriel métrique. Soit a P V tel que pBifqpaq
existe. Alors il existe une fonction β : RÑ R tel que

fpa` ϵeiq “ fpaq ` ϵpBifqpaq ` ϵβpϵq (12.584)

et limϵÑ0 βpϵq “ 0.
109. Les a et b dans l’énoncé de 12.190 sont les valeurs s “ 0 et s “ 1 ici. Rien à voir avec les a et b d’ici qui sont

des éléments de V .
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Démonstration. Nous posons
φ : RÑ R

t ÞÑ fpa` teiq. (12.585)

Par hypothèse (et définition 11.231 de la dérivée partielle), la fonction φ est dérivable et

φ1p0q “ pBifqpaq. (12.586)

Nous appliquons le théorème des accroissements finis 11.243 sur la fonction φ :

φptq “ φp0q ` tφ1p0q ` tβptq (12.587)EQooGSLNooJcrLIbEQooGSLNooJcrLIb

pour une certaine fonction β : R Ñ R qui vérifie limtÑ0 βptq “ 0. En remplaçant φ par sa valeur
en termes de f dans (12.587),

fpa` teiq “ fpaq ` tpBifqpaq ` tβptq. (12.588)

12.21 Formes différentielles
SecFormDiffRappel

Nous parlerons de formes différentielles exactes et fermées dans la section 20.81.

12.21.1 Décomposition dans la base duale
DEFooMGXSooWioKie

Définition 12.237.
Soit U , un ouvert dans Rn. Une 1-forme différentielle ω sur U est une application

ω : U Ñ pRnq˚
x ÞÑ ωx.

(12.589)

Une k-forme différentielle est une application

ω : U Ñ LkpRn,Rq (12.590)

telle que ωx est alternée pour tout x.
Étant donné que LkpRn,Rq est un espace vectoriel normé (définition 11.74), nous savons ce

qu’est une forme différentielle continue ou de classe Ck.
REMooSKKSooDZFMAr

Remarque 12.238.
L’ensemble des 1-formes différentielles devient un espace vectoriel avec les définitions

pλωqxpvq “ λωxpvq
pω ` µqxpvq “ ωxpvq ` µxpvq. (12.591)

Nous connaissons la base de pRnq˚ définie en 4.126. Nous allons noter ces formes par dxi :

e1̊ “ dx1 : v ÞÑ v1
...

en̊ “ dxn : v ÞÑ vn

(12.592)EQooITHKooDzigPYEQooITHKooDzigPY

Toute forme différentielle s’écrit
ωx “

nÿ

i“0
aipxqdxi (12.593)

où a1, . . . , an sont les composantes de ω dans la base usuelle, et sont des fonctions à valeurs réelles.
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LEMooNSFKooLOKGGy

Lemme 12.239.
Une 1-forme différentielle est continue si les fonctions ai sont continues. La forme sera Ck quand
les ai seront Ck.

Pour un vecteur v “ pv1, . . . , vnq on a donc par définition de dxi

ωxpvq “
nÿ

i“0
aipxqvi. (12.594)

Ces fonctions ai peuvent être trouvées en appliquant ω aux éléments de la base canonique de Rn :

ajpxq “ ωxpejq (12.595)

parce que ωxpejq “ ř
i aipxqdxipeiq “

ř
i aipxqδij “ ajpxq.

12.21.2 L’isomorphisme musical

Si G est un champ de vecteurs sur Rn, et si x P Rn, nous pouvons définir

G5
x : Rn Ñ R

v ÞÑ xGpxq, vy (12.596)EqDefBemolEqDefBemol

Pour chaque x, l’application G5
x est une forme sur Rn, c’est-à-dire une application linéaire de

Rn vers R. Nous écrivons que
G5
x P

`
Rn

˘˚
. (12.597)

Nous pouvons ainsi déterminer le développement de G5 dans la base des dxi en faisant le calcul

G5
xpeiq “ xGpxq, eiy “ Gipxq, (12.598)

donc les composantes de G5 dans la base dxi sont exactement les composantes de G dans la base
ei :

G5
x “ G1pxqdx1 ` ¨ ¨ ¨ `Gnpxqdxn. (12.599)

La construction inverse existe également. Si ω est une 1-forme différentielle, nous pouvons
définir le champ de vecteurs ω7 par la formule (implicite)

ωxpvq “ xω7pxq, vy (12.600)

pour tout v P Rn. Par définition, pω7q5 “ ω.

Lemme 12.240.
En composantes nous avons :

ω7pxq “ `
a1pxq, . . . , anpxq

˘
. (12.601)

Si G est un champ de vecteurs, alors pG5q7 “ G.

12.22 Différentielle

Nous avons déjà donné une définition abstraite de la différentielle dans la définition 11.230.
Nous en voyons maintenant quelques motivations dans le cas de fonctions sur R2 ou Rn.
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12.22.1 Exemples introductifs
SEBSECooLPRQooJRQCFL

La notion de dérivée est associée à la recherche de la droite tangente à une courbe. Reprenons
rapidement le cheminement. La dérivée de f : RÑ R au point a est un nombre f 1paq, qui définit
donc une application linéaire dont le coefficient angulaire est f 1paq, et que nous notons dfa :

dfa : RÑ R

u ÞÑ f 1paqu. (12.602)

La droite donnée par l’équation
ypa` uq “ f 1paqu (12.603)

est parallèle à la tangente en a. Pour trouver la tangente, il suffit de la décaler de la hauteur qu’il
faut. L’équation de la droite tangente au graphe de f au point

`
a, fpaq˘ devient

ypxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq “ fpaq ` dfapx´ aq. (12.604)EqDiffRapTgDerEqDiffRapTgDer

Nous nous proposons de généraliser cette formule au cas de la recherche du plan tangent à une
surface.

Exemple 12.241.
Considérons fpx, yq “ x2y ` y2ex. Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “ 2xy ` y2ex

Bf
By “ x2 ` 2yex.

(12.605)

△

Cet exemple était l’exemple facile où tout se passe bien.

Exemple 12.242.
Les choses sont moins simples lorsqu’on considère la fonction suivante :

fpx, yq “
#

xy
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q. (12.606)

On voit que pour tout x et tout y, nous avons fpx, 0q “ fp0, yq “ 0. Donc cette fonction est nulle
sur les axes horizontaux et verticaux. Nous avons en particulier

Bf
Bx p0, 0q “ 0
Bf
By p0, 0q “ 0.

(12.607)

Donc ces dérivées partielles existent.
Il n’est par contre pas question de dire que cette fonction « va bien » autour du point p0, 0q.

En effet si nous regardons sa valeur sur la droite diagonale y “ x, nous avons

fpx, xq “ x2

2x2 “
1
2 . (12.608)

Par conséquent si nous suivons la fonction le long de la droite y “ x, la hauteur vaut 1
2 en

permanence, sauf juste en p0, 0q où la fonction fait un grand plongeon !

sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=(x*y)/(x**2+y**2)
sage: plot3d(f,(x,-2,2),y(-2,2))
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D’ailleurs elle fait un plongeon le long de toutes les droites (sauf verticale et horizontale). En
effet si nous regardons la fonction le long de la droite y “ mx, nous avons

fpx,mxq “ mx2

x2 `m2x2 “
m

1`m2 . (12.609)

La fonction est donc constante sur chacune de ces droites. Il n’est donc pas question de dire que
cette fonction est « dérivable » en p0, 0q, vu qu’elle fait des grands sauts dans presque toutes les
directions. △

Nous devons donc trouver mieux que les dérivées partielles pour étudier le comportement des
fonctions un peu problématiques.

12.22.2 Différentielle

Nous nous souvenons de l’équation (12.389) qui nous dit que pour une fonction d’une variable
la dérivabilité signifiait qu’il existait un nombre ℓ et une fonction α tels que

fpxq “ fpaq ` ℓpx´ aq ` px´ aqαpx´ aq (12.610)

et limtÑ0 αptq “ 0.
En nous inspirant de cela, nous comprenons peut-être un peu le pourquoi de la définition 11.230.

12.243.
L’objet dfa est en soi une application dfa : Rm Ñ Rn. Nous notons dfapuq la valeur de dfa sur le
vecteur u P Rm. En particulier, l’application df est une forme différentielle au sens de la défini-
tion 12.237.

12.244.
Les propositions 12.254 et 12.257 vont montrer qu’en étudiant bien les dérivées partielles, nous
pouvons conclure à la différentiabilité d’une fonction. Attention cependant, nous verrons dans
l’exemple 12.263 que l’existence des dérivées directionnelles partielles ne permettait pas de conclure
à la différentiabilité.

12.22.3 Matrice de la différentielle

La différentielle est une application linéaire. Elle possède donc une matrice lorsque des bases
sont fixées.

PROPooBMROooThgLuU

Proposition 12.245.
Soient une application différentiable f : Rm Ñ Rn et a P Rm. Dans les bases canoniques de Rm et
Rn, la matrice de dfa est

pdfaqij “ Bfi
Bxj paq. (12.611)

Démonstration. Le lien entre matrice et application linéaire est vu dans la proposition 4.70. Dans
le cas des bases canoniques de Rm et Rn nous savons qu’extraire une composante revient à prendre
le produit scalaire. Nous avons donc

pdfaqij “
`
dfapejq

˘
i
“ dfapejq· ei. (12.612)

La linéarité de la dérivation donne alors

pdfaqij “ dfapejq· ei “ d

dt

”
fpa` tejq

ı
t“0

· ei “ d

dt

”
fipa` tejq

ı
t“0

“ Bfi
Bxj paq. (12.613)
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LEMooDDUZooLwXkRp

Lemme 12.246 ([1]).
Soit une fonction g : RÑ R de classe C8. Nous posons

f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ gpxq. (12.614)

Alors f est de classe C8 sur R2.

Démonstration. Le problème lorsqu’il faut démontrer qu’une fonction est de classe C8, c’est que
dkf sera une application de R2 vers un espace qui est un terrible emboîtement de LpR2, . . .q.
Pour traiter cette difficulté, nous considérons les espaces suivants : V0 “ R et par récurrence
Vk`1 “ LpR2, Vkq.

Et nous considérons également les éléments

α1 : R2 Ñ R

pu, vq ÞÑ u
(12.615)

et plus généralement αk P Vk donné par

αk : R2 Ñ Vk´1

pu, vq ÞÑ uαk´1.
(12.616)

Notons que dans l’expression uαk´1, il s’agit d’un produit entre un scalaire u P R et un vecteur
αk`1 P Vk´1.

Nous prouvons maintenant par récurrence que dkfpa,bq “ gpkqpaqαk, en utilisant directement la
définition.

(1) Initialisation
Pour k “ 1, nous calculons

|fpa` h1, b` h2q ´ fpa, bq ´ g1paqα1phq|
}h} “ |gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|

}h} (12.617)

Notre but est de calculer la limite de cela lorsque h R2ÝÑ 0 avec h ‰ 0. L’hypothèse sur la
dérivabilité de g nous indique que si 0 ă |t| ă δ, alors

|gpa` tq ´ gpaq ´ tg1paq|
|t| ă ϵ. (12.618)EQooQLWNooLRKhUvEQooQLWNooLRKhUv

Nous considérons donc la boule épointée de R2 de rayon δ : B “ B
`p0, 0q, δ˘ztp0, 0qu, et nous

considérons h P B. Deux cas sont à distinguer : h1 “ 0 et h1 ‰ 0.
Si h1 “ 0, alors

|gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|
}h} “ 0. (12.619)

Sinon nous avons 0 ă h1 ď }h} ă δ et donc

|gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|
}h} ď |gpa` h1q ´ gpaq ´ g1paqh1|

|h1| ă ϵ (12.620)

par la relation (12.618). Nous avons donc bien

lim
hÑ0

|fpa` h1, b` h2q ´ fpa, bq ´ g1paqα1phq|
}h} “ 0. (12.621)
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(2) Récurrence
Nous supposons que dkfa,b “ gpkqpaqαk, et nous devons prouver que dkf est différentiable
et que dk`1fpa,bq “ gpk`1qpaqαk`1. Pour cela nous introduisons tout dans la définition de la
différentielle pour voir ce qui arrive.
Nous avons :

dkfpa`h1,b`h2q ´ dkfpa,bq ´ gpk`1qpaqαk`1ph1, h2q
}h}

“ gpkqpa` h1qαk ´ gpkqpaqαk ´ gpk`1qpaqh1αk
}h} .

(12.622)

Cela est, pour chaque h ‰ 0, un élément Vk, mais le coefficient αk se factorise de telle sorte
que nous devons seulement calculer la limite (si elle existe)

lim
hÑ0

gpkqpa` h1q ´ gpkqpaq ´ h1gpk`1qpaq
}h} . (12.623)

Le même jeu de séparation entre h1 “ 0 et h1 ‰ 0 que dans le cas k “ 1 nous permet de
déduire que cette limite existe et vaut zéro, grace à la définition de gpk`1q.

Nous avons donc prouvé que f est différentiable autant que fois que souhaité. Elle est donc de
classe C8 comme annoncé.

12.22.4 Différentielle, dual et forme différentielle

12.22.4.1 Dans la base duale

Nous avons déjà parlé en (12.592) de la base tdxiui“1,...,n des formes différentielles sur Rn.

Proposition 12.247.
La forme de base dxi est la différentielle de la fonction de projection

proji : Rn Ñ R

v ÞÑ vi.
(12.624)

Autrement dit nous avons
dpprojiqa “ dxi (12.625)

pour tout i et pour tout a.

Démonstration. Le quotient

projipa` hq ´ projipaq ´ dxiphq
}h} (12.626)

est toujours nul. La limite est a fortiori nulle.

Nous avons donc pd projiqa “ dxi pour tout a. Notons que les fonctions dxi et proji sont les
mêmes. Cela justifie la notation « dxi » pour les formes différentielles de base, parce que ce sont
les différentielles des fonctions « coordonnées » que nous pouvons noter xi.

Étant donnée une fonction f , il est légitime de nous demander comment (si elle existe) la
différentielle se décompose en chaque point dans la base duale. C’est-à-dire fixer les fonctions ai
en termes des dérivées de f pour avoir

dfa “
nÿ

i“1

Bf
Bxi paqdxi. (12.627)

C’est ce que nous allons faire dans le corolaire 12.252.
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Exemple 12.248.
Si F : R2 Ñ R est une fonction C2, sa différentielle est la forme

dF “ BFBx dx`
BF
By dy. (12.628)

Si nous nommons f et g les fonctions BxF et ByF , nous avons donc

Df “ fdx` gdy, (12.629)

qui vérifie
Byf “ Bxg, (12.630)

parce que Bf
By “ B2F

BxBy “ B2F
ByBx “ Bg

Bx . Ce que nous avons donc prouvé, c’est que △

Lemme 12.249.
Si fdx` gdy est la différentielle d’une fonction de classe C2 sur R2, alors Byf “ Bxg.

12.22.5 Ce n’est pas la différentielle extérieure

Il existe une notion de différentielle extérieure, mais ce n’est pas celle-là que nous utilisons la
majorité du temps. En particulier si E et F sont des espaces vectoriels normés, lorsque f : E Ñ F
est une fonction, df est une application

df : E Ñ LpE,F q (12.631)

et la différentielle seconde est la différentielle de cette application-là. Chose faisable parce que
LpE,F q est un espace vectoriel on ne peut plus respectable.

Soit D Ă Rn. Par définition de la différentielle extérieure d’une 1-forme, nous avons une formule
de Leibniz

dpfωq “ df ^ ω ` fdω. (12.632)

En particulier,

dpfdxq “ df ^ dx` f dpdxqloomoon
“0

“ BfBx dx^ dxlooomooon
“0

`BfBy dy ^ dx. (12.633)

Attention : la différentielle extérieure n’est pas la différentielle usuelle. Certes dans le cas d’une
0-forme (c’est-à-dire d’une fonction), les deux notions coïncident, mais ça ne va pas plus loin. La
différentielle extérieure vérifie d2ω “ 0 pour tout ω, y compris pour les fonctions : si ω “ df alors
dω “ 0.

Nous mentionnerons la différentielle extérieure dans le cas de
(1) Théorème de Stockes 20.68.

12.22.6 Continuité, dérivabilité et différentiabilité

Le théorème suivant reprend les principales propriétés d’une fonction différentiable. Il est à ne
pas confondre avec le théorème 12.291 qui dira que si les dérivées partielles sont continues sur un
voisinage de a, alors f est différentiable en a.

diff1ThoRapPropDiffSi

Proposition 12.250.
Soit un espace vectoriel normé V et une fonction f : Rn Ñ V . Si f est différentiable au point
a P Rn alors

(1) elle est continue en a,
(2) elle admet une dérivée dans toutes les directions de Rn,
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(3) toutes les dérivées directionnelles Bufpaq existent et nous avons l’égalité

dfa : Rn Ñ Rm

u ÞÑ dfapuq “ BfBu paq “
ÿ

i

Bf
Bxi paqui,

(12.634)EqDiffPartRapEqDiffPartRap

si les ui sont les composantes de u dans la base canonique Rn.

La dernière égalité sera de temps en temps utilisée sous la forme

dfapuq “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

. (12.635)EqOWQSoMAEqOWQSoMA

Démonstration. La limite

lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n
}h}m “ 0,

implique que
lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n “ 0.

Comme T est dans LpRm,Rnq, on a limhÑ0 T phq “ 0, d’où la continuité de f au point a.
Si u est un vecteur non nul, la différentiabilité de f au point a implique

lim
tÑ0

}fpa` tuq ´ fpaq ´ T ptuq}n
}tu}m “ 0,

par la linéarité de T et par l’égalité }tu}m “ |t|}u}m on obtient

lim
tÑ0

fpa` tuq ´ fpaq
|t| “ T puq.

Donc f est dérivable suivant le vecteur u et Bufpaq “ T puq “ dfapuq.
CORooTBUMooHPncPH

Corolaire 12.251 (Différentielle et dérivée).
Soit une application différentiable f : R Ñ V où V est un espace vectoriel normé. Alors f 1puq “
dfup1q.
Démonstration. En vertu de la proposition 12.250, nous avons

dfup1q “ d

dt

”
fpu` t1q

ı
t“0

“ f 1puq. (12.636)

Nous avons utilisé le fait que pour une fonction sur R, l’unique dérivée partielle est la dérivée
normale.

CORooXURPooQMKvBl

Corolaire 12.252.
Si f est différentiable, alors la forme différentielle dfa se décompose en

dfa “
ÿ

i

pBifqpaqdxi. (12.637)

Démonstration. Vue la définition des formes dxi nous pouvons remplacer ui par dxipuq dans l’éga-
lité (12.634) et écrire

dfapuq “
ÿ

i

pBifqpaqdxipuq (12.638)

et donc écrire l’égalité demandée.

Le lemme suivant regroupe quelques égalités avec lesquelles nous allons souvent travailler. Il
explique comment sont liées les dérivées directionnelles, les dérivées partielles et la différentielle.
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LemdfaSurLesPartielles

Lemme 12.253.
Si f : Rm Ñ Rn est une fonction différentiable, alors

dfapuq “ BfBu paq “
d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“
mÿ

i“1
ui
Bf
Bxi paq “ ∇fpaq·u (12.639)

pour tout vecteur u P Rm

Démonstration. La première égalité est la proposition 12.250, et la seconde est seulement la défi-
nition de la dérivée directionnelle avec des notations un peu plus snob. En particulier nous avons

dfapeiq “ Bf
Bxi paq. (12.640)

Pour le reste c’est la linéarité de la différentielle qui joue : le vecteur u peut être écrit de façon
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de base

u “
mÿ

i“1
uiei, ui P R, @i P t1, . . . ,mu.

Alors, la linéarité de dfa nous donne

dfapuq “ dfa

˜
mÿ

i“1
uiei

¸
“

mÿ

i“1
ui pdfaeiq “

mÿ

i“1
ui
Bf
Bxi paq. (12.641)

Le lien avec le gradient est la définition du produit scalaire (9.170).

La formule dfapuq “ d
dt

”
fpa ` tuq

ı
t“0

est bien utile pour calculer des différentielles, mais
elle ne permet pas de prouver que f est différentiable. Autrement dit, même si le calcul de la
dérivée d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

donne un résultat pour tout u, nous ne pouvons pas en déduire que f est
différentiable au point a.

PropExistDiffUn

Proposition 12.254.
Soient f une fonction de x et y et un point pa, bq P R2. Si les nombres Bxfpa, bq et Byfpa, bq existent
et si il existe une fonction α : RÑ R telle que

fpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq

` }px, yq ´ pa, bq}α
´
}px, yq ´ pa, bq}

¯ (12.642)eqCritDifffabsrteqCritDifffabsrt

et
lim
tÑ0

αptq “ 0, (12.643)

alors f est différentiable en pa, bq.
12.255.
Dans cet énoncé nous avons écrit d

`px, yq, pa, bq˘ la distance entre px, yq et pa, bq, c’est-à-dire le
nombre

apx´ aq2 ` py ´ bq2. Afin d’écrire l’équation (12.642) sous forme plus compacte, nous
introduisons le vecteur

∇fpa, bq “

¨
˚̊
˝

Bf
Bxpa, bqBf
Bypa, bq.

˛
‹‹‚ (12.644)

L’équation (12.642) devient alors

fpXq “ fpP q `∇fpa, bq· pX ´ P q ` }X ´ P }α`}X ´ P }˘. (12.645)EqdiffCompEqdiffComp

Le vecteur p∇fqpa, bq est appelé le gradient de f au point pa, bq.
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Remarque 12.256.
Nous avons introduit la notation ∇f pour le gradient d’une fonction f . Nous allons par la suite
introduire ∇ ·F pour la divergence du champ de vecteurs F et ∇ˆ F pour son rotationnel.

Toutes les formules pour ∇f , ∇ ·F et ∇ˆ F peuvent facilement être mémorisées en pensant
à ∇ comme étant le vecteur

∇ “
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚. (12.646)EQooQKGQooOPeFooEQooQKGQooOPeFoo

Nous allons ici cependant seulement penser à (12.646) comme un moyen mnémotechnique ; nous
ne donnons pas de définition à « ∇ » tout seul.

PropExistDiffDeux

Proposition 12.257.
Soit f une fonction de deux variables admettant des dérivées partielles Bxfpx, yq et Byfpx, yq qui
sont elles-mêmes des fonctions continues de x et y. Alors la fonction f est différentiable partout.

Proposition 12.258.
Si f est différentiable en pa, bq alors pour tout vecteur u, la fonction

φ : RÑ R

t ÞÑ fpa` tu1, b` tu2q (12.647)

est dérivable en 0 et on a
φ1p0q “ ∇fppq·u (12.648)

où nous avons noté p “ pa, bq.
Démonstration. Réécrivons la formule (12.645) sous la forme

fpxq “ fppq `∇fppq· px´ pq ` }x´ p}αp}x´ p}q. (12.649)

Cela étant vrai pour tout x, nous l’écrivons en particulier pour x “ p` tu où t est un réel et u est
le vecteur unitaire choisi. Nous avons donc

fpp` tuq “ fppq ` t∇fppq·u` }tu}αp}tu}q. (12.650)

En utilisant le fait que u est unitaire, }tu} “ |t|}u} “ |t|. La dérivée de φ en 0 est alors donnée par

lim
tÑ0

fpp` tuq ´ fppq
t

“ lim
tÑ0

∇fppq·u` αp|t|q. (12.651)

Lorsque nous prenons la limite, le membre de gauche devient φ1p0q tandis que dans le membre de
droite, le second terme disparaît. Nous avons finalement

φ1p0q “ ∇fppq·u (12.652)

12.22.7 Calcul de valeurs approchées

Si nous remplaçons les accroissements x ´ a et y ´ b par h et k, le critère de différentiabilité
s’écrit

fpa` h, b` kq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqh`
Bf
By pa, bqk

`
a
h2 ` k2α

`a
h2 ` k2

˘
.

(12.653)

Le dernier terme du membre de droite tend vers zéro à une vitesse double lorsque h et k tendent
vers zéro : d’une part parce que

?
h2 ` k2 tend vers zéro et d’autre part parce que α

`?
h2 ` k2

˘

tend vers zéro. Nous avons donc la « bonne » approximation

fpx, yq » fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq. (12.654)EqFormApproxfxyabEqFormApproxfxyab
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lorsque px, yq n’est pas trop loin de pa, bq. Cette expression est évidemment une généralisation
immédiate de l’équation (12.392). Elle exprime que l’on peut obtenir des informations sur la valeur
d’une fonction en px, yq si on peut calculer la fonction et ses dérivées en un point pa, bq non loin
de px, yq.

Cette formule peut aussi être vue sous la forme suivante, plus pratique dans certains calculs :

fpa`∆x, b`∆yq » fpa, bq `∆xBfBx pa, bq `∆yBfBy pa, bq. (12.655)EqFormApproxfxyabDFEqFormApproxfxyabDF

Exemple 12.259.
Prenons la fonction fpx, yq “ cospxq sinpyq et calculons une approximation de

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘
. (12.656)

D’abord les dérivées partielles sont

Bf
Bx px, yq “ ´ sinpxq sinpyq
Bf
By px, yq “ cospxq cospyq.

(12.657)

Nous allons utiliser l’approximation

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘ » f

`π
3 ,
π

2
˘` 0.01BfBx

`π
3 ,
π

2
˘` 0.03BfBy

`π
3 ,
π

2
˘
. (12.658)

Nous avons
Bf
Bx

`π
3 ,
π

2
˘ “ ´ sin π3 sin π2 “ ´

?
3

2
Bf
By

`π
3 ,
π

2
˘ “ cos π3 cos π2 “ 0.

(12.659)

Par conséquent

f
`π

3 ` 0.01, π2 ` 0.03
˘ » 1

2 ´ 0.01
?

3
2 “ 1

2 ´
?

3
200 . (12.660)

sage: var(’x,y’)
(x, y)
sage: f(x,y)=cos(x)*sin(y)
sage: a=f(pi/3+0.01,pi/2+0.03)
sage: numerical_approx(a)
0.491093815387986
sage: b=1/2-sqrt(3)/200
sage: numerical_approx(b)
0.491339745962156
sage: numerical_approx(a-b)
-0.000245930574169814

Cela fait une erreur de l’ordre du dix millième.
△

Remarque 12.260.
Les esprits les plus critiques diront que cette vérification par Sage n’en est pas une parce que Sage
a certainement utilisé un algorithme d’approximation qui se base sur la même idée que ce que nous
venons de faire, et que par conséquent le fait qu’il obtienne le même résultat que nous est un peu
tautologique.
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Ils n’auront pas tort. Cependant, le code source de Sage est disponible publiquement 110 ; vous
pouvez aller le lire et vérifier qu’il y a effectivement une preuve que le résultat fourni par Sage
possède une bonne dizaine de décimales correctes.

Cette disponibilité publique du code source est une des nombreuses différences fondamentales
entre Sage et votre calculatrice 111. Dois-je vous rappeler qu’un des principes fondamentaux de
l’éthique scientifique est que les résultats et les méthodes utilisés doivent être absolument ouverts
à la vérification et à la critique de tous ?

12.22.8 Différentielle et tangente

La notion de dérivée partielle (ou de dérivée suivant un vecteur) pour une fonction de plusieurs
variables n’est pas une généralisation de la notion de dérivée en une variable d’espace. En fait, du
point de vue géométrique, la dérivée de la fonction g : R Ñ R au point a est la pente de la ligne
droite tangente au graphe de g au point pa, gpaqq. Cette ligne, d’équation rpxq “ g1paqx` gpaq, est
la meilleure approximation affine du graphe de g au point a, comme à la figure 12.9.

‚

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6 7

´2

´1

1

2

Figure 12.9: Tangentes au graphe d’une fonction d’une variableLabelFigTangentSegment

Le graphe d’une fonction f de R2 dans R est une surface de deux paramètres dans R3. Si l’ap-
proximation affine d’une telle surface au point px, y, fpx, yqq existe, alors elle est un plan tangent.
En dimension plus haute, le graphe de la fonction f : Rm Ñ R est une surface de m paramètres
dans Rm`1 et son approximation affine (si elle existe) est un hyperplan de Rm.

Nous allons voir que si f prend ses valeurs dans Rn l’approximation affine de f au point a est
l’élément de fpaq ` LpRm,Rnq qui ressemble le plus à f au voisinage de a. Plus précisément, on
utilise les définitions suivantes.

Définition 12.261.
Soient f et g deux applications d’un ouvert U de Rm dans Rn. On dit que g est tangente à f au
point a P U si fpaq “ gpaq et

lim
xÑa
x‰a

}fpxq ´ gpxq}n
}x´ a}m “ 0.

La relation de tangence est une relation d’équivalence. Nous sommes particulièrement intéressés
par le cas où f admet une application affine tangente au point a.

En ce qui concerne l’interprétation géométrique, si nous regardons la figure 12.10, et d’ailleurs
aussi en voyant la définition 11.655, la fonction est différentiable et la différentielle est T si il existe
une fonction α telle que

fpa` uq ´ fpaq ´ T puq “ αpuq (12.661)

où la fonction α satisfait
lim
uÑ0

}αpuq}
}u} “ 0 (12.662)EqPresqueTaEqPresqueTa

110. Voir http://www.sagemath.org
111. et les autres logiciels de type fenêtre, pomme ou feuille d’érable.

http://www.sagemath.org
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εphq
T phq

h

‚
fpaq

‚

‚
fpxq

‚

‚
a

‚
x

Figure 12.10: Interprétation géométrique de la différentielle. LabelFigDifferentielle

C’est cela qui fait écrire fpa`uq´ fpaq´ dfapuq “ op}u}q à ceux qui n’ont pas peur de la notation
o.

La différentielle dfa est donc la partie linéaire de l’application affine qui approxime au mieux
la fonction f autour du point a. La notion de différentielle est la vraie généralisation du concept
de dérivée pour fonctions de plusieurs variables, en outre elle nous permet d’expliciter la relation
qui associe au vecteur u la dérivée Bufpaq, pour f et a fixés.

Remarque 12.262.
Si on remplace les normes }· }m et }· }n par d’autres normes, l’existence et la valeur de la
différentielle de f au point a ne sont pas remises en cause. En effet, soient }· }M une norme sur
Rm et }· }N une norme sur Rn. Par le théorème 11.46, ces normes sont équivalentes à }.}m et
}.}n respectivement ; il existe donc des constantes k, K, l, L ą 0 telles que pour tout vecteur u de
Rm et tout vecteur v de Rn

k}u}M ď }u}m ď K}u}M ,
l}v}N ď }v}n ď L}v}N .

Les éléments de LpRm,Rnq sont les mêmes et on a

l

K

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}N
}h}M ď }fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}n}h}m ď

ď L

k

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}N
}h}M .

(12.663)

Il est donc possible, pour démontrer la différentiabilité ou pour calculer la différentielle, d’utiliser
le critère (11.655) avec une norme au choix. Parfois c’est utile.

12.22.9 Prouver qu’une fonction n’est pas différentiable

Chacun des points du théorème 12.250 est en soi un critère pour montrer qu’une fonction n’est
pas différentiable en un point.

12.22.9.1 Continuité

Le premier critère à vérifier est donc la continuité. Si une fonction n’est pas continue en un
point, alors elle n’y sera pas différentiable. Pour rappel, la continuité en a se teste en vérifiant si
limxÑa fpxq “ fpaq.

12.22.9.2 Linéarité

Un second test est la linéarité de la dérivée directionnelle par rapport à la direction : l’appli-
cation u ÞÑ Bf

Bupaq doit être linéaire, sinon dfa n’existe pas.
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Exemple0046Diff

Exemple 12.263.
Examinons la fonction

f : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ
$
&
%

xy2

x2 ` y4 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

(12.664)

Prenons u “ pu1, u2q et calculons la dérivée de f dans la direction de u au point p0, 0q :
Bf
Bu p0, 0q “ lim

tÑ0

fptu1, tu2q ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0

1
t

ˆ
tu1t2u2

2
t2u2

1 ` t4u4
2

˙

“ lim
tÑ0

ˆ
u1u2

2
u2

1 ` t2u4
2

˙

“
$
&
%

u2
2
u1

si u1 ‰ 0

0 si u1 “ 0.

(12.665)

Cette application n’est pas linéaire par rapport à u. En effet, notons

A : Rn Ñ R

u ÞÑ Bf
Bu p0, 0q,

(12.666)

et vérifions que pour tout u et v dans Rn et λ P R, nous ayons Apλuq “ λApuq et Apu ` vq “
Apuq `Apvq. La première égalité est vraie, parce que

Apλuq “ Apλu1, λu2q “ λ2u2
2

λu1
“ λ

u2
2
u1
“ λApuq. (12.667)

Mais nous avons par exemple

A
`p0, 1q ` p2, 3q˘ “ Ap2, 4q “ 16

2 “ 8, (12.668)

tandis que
Ap0, 1q `Ap2, 3q “ 0` 9

2 ‰ 8. (12.669)

La fonction f n’est donc pas différentiable en p0, 0q, parce que la candidate différentielle, dfp0,0qpuq “
Bf
Bup0, 0q, n’est même pas linéaire.

△

Voici une autre façon de traiter la fonction de l’exemple 12.263.
ExeFHmCLII

Exemple 12.264.
La figure 12.11 représente le domaine d’une fonction f : R2 Ñ R, et sur chacune des parties, elle
est définie différemment.

L’expression de f est ici

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

xy si x ă 0 et y ą 0
x´ y si x ě 0 et y ě 0
x2y si x ą 0 et y ă 0
x` y sinon.

(12.670)

On note que les deux axes forment une zone à problèmes. La zone hors des axes est un ouvert
sur lequel f est différentiable car composée de polynômes. Analysons chacun des points de la forme
pa, bq dans la zone à problèmes (c’est-à-dire si ab “ 0).
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xy x´ y

x` y x2y

Figure 12.11: La fonction de l’exemple 12.264. LabelFigFWJuNhU

(1) Si a “ 0 et b ą 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe vertical, dans la moitié supérieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ą 0,
ce qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

x´ y “ 0´ b “ ´b

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yą0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xă0

xy “ 0b “ 0

qui sont différentes puisque b est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ą 0.

(2) Si a “ 0 et b ă 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe vertical, dans la moitié inférieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ă 0,
ce qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

x2y “ 02b “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yă0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xă0

x` y “ 0` b “ b

qui sont différentes puisque b est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ă 0.

(3) Si a ą 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié droite. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ą 0,
ce qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

x´ y “ a´ 0 “ a

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xą0
yă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yă0

x2y “ a20 “ 0

qui sont différentes puisque a est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ą 0.
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(4) Si a ă 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié gauche. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ă 0,
ce qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

xy “ a0 “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xă0
yď0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yď0

x` y “ a` 0 “ a

qui sont différentes puisque a est supposé non nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ă 0.

(5) Si a “ 0 et b “ 0 Le cas du point p0, 0q est particulier, puisque il est adhérent aux quatre
composantes du domaine où la fonction est définie différemment. Pour étudier la continuité,
il faut donc étudier quatre limites. Ces limites ont déjà été étudiées ci-dessus et valent toutes
0, ce qui prouve la continuité de f en p0, 0q.
En ce qui concerne la différentiabilité, on sait qu’il est nécessaire que toutes les dérivées
directionnelles existent. Calculons la dérivée dans la direction p0, 1q (au point p0, 0q) :

lim
tÑ0
t‰0

fpp0, 0q ` tp0, 1qq ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“ . . .

qu’on sépare en deux cas, car fp0, tq possède une formule différente si t ă 0 ou si t ě 0 :

lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“
$
&
%

limtÑ0
tă0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tă0
0`t
t “ 1

limtÑ0
tě0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tě0
0´t
t “ ´1

ce qui prouve que la limite n’existe pas, donc que la dérivée directionnelle n’existe pas, et
finalement que la fonction n’est pas différentiable.
Conclusion : La fonction donnée est continue hors des axes et au point p0, 0q, mais discontinue
partout ailleurs sur les axes. Elle est différentiable hors des axes, mais ne l’est pas sur les
axes.

△

12.22.9.3 Cohérence des dérivées partielles et directionnelle

Dans la pratique, nous pouvons calculer Bufpaq pour une direction u générale, et puis en déduire
Bxf et Byf comme cas particuliers en posant u “ p1, 0q et u “ p0, 1q. Une chose incroyable, mais
pourtant possible est qu’il peut arriver que

Bf
Bu paq ‰

ÿ

i

Bf
Bxi paqui. (12.671)

Ceci se produit lorsque f n’est pas différentiable en a.

12.22.9.4 Un candidat dans la définition (marche toujours)

Lorsqu’une fonction est donnée, un candidat différentielle au point pa1, a2q est souvent assez
simple à trouver en un point :

T pu1, u2q “ BfBx pa1, a2qu1 ` BfBy pa1, a2qu2. (12.672)
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L’application T est la candidate différentielle en ce sens que si la différentielle existe, alors elle est
égale à T . Ensuite, il faut vérifier si

lim
px,yqÑpa1,a2q

fpx, yq ´ fpa1, a2q ´ T
`px, yq ´ pa1, a2q

˘

}px, yq ´ pa1, a2q} “ 0 (12.673)EqLimDefDiffEqLimDefDiff

ou non. Si oui, alors la différentielle existe et dfpa,bqpuq “ T puq, sinon 112, la différentielle n’existe
pas.

Attention : dans la ZAP, les dérivées partielles Bxf et Byf ne peuvent en général pas être
calculées en utilisant les règles de calcul (c’est bien pour ça que la ZAP est une zone à problèmes).
Il faut d’office utiliser la définition

Bf
Bx pa1, a2q “ lim

tÑ0

fpa1 ` t, a2q ´ fpa1, a2q
t

, (12.674)

et la définition correspondante pour Byf .

Conclusion

Soient f : A Ă Rn Ñ Rm, et a P IntpAq. Si f est différentiable en a,

pdfapejqqi “ dpfiqapejq “ Bfi
Bxj paq “ rJacpfq|asij (12.675)

et la matrice de l’application linéaire dfa est la matrice jacobienne mˆn de f en a notée Jacpfq|a.

12.22.10 Gradient

Définition 12.265.
Soit f une fonction différentiable de Rm dans R. On appelle gradient de f la fonction ∇f :
Rm Ñ Rm de composantes

B1f, . . . , Bmf.
Soit f une fonction de Rm dans Rn, fpaq “ pf1paq, . . . , fnpaqqT . On appelle matrice jacobienne
de f la fonction Jpfq : Rm Ñ Rm ˆRn définie par

a ÞÑ

¨
˚̋
B1f1paq . . . Bmf1paq

... . . . ...
B1fnpaq . . . Bmfnpaq

˛
‹‚ (12.676)

12.22.11 Linéarité

La proposition suivante signifie que la différentiation est une opération linéaire sur l’ensemble
des fonctions différentiables.

PropDiffLineaire

Proposition 12.266.
Soient f et g deux fonctions de U Ă Rm dans Rn différentiables au point a P U , et soit λ dans R.
Alors les fonctions f ` g et λf sont différentiables au point a et on a

dpf ` gqpaq “ dfpaq ` dgpaq,
dpλfqpaq “ λdfpaq, (12.677)

Démonstration.

lim
hÑ0m

}pfpa` hq ` gpa` hqq ´ pfpaq ` gpaqq ´ dfpaq.h´ dgpaq.h}n
}h}m ď

lim
hÑ0m

}fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h}n
}h}m ` lim

hÑ0m

}gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h}n
}h}m “ 0.

(12.678)

De même on démontre la propriété dpλfqpaq “ λdfpaq.
112. y compris si la limite (12.673) n’existe même pas.



12.23. PRODUIT 1099

12.23 Produit
Soient f et g deux fonctions de Rm dans Rn. Nous notons f · g la fonction de Rn dans R

donnée par le produit scalaire point par point, c’est-à-dire

pf · gqpxq “ fpxq· gpxq (12.679)

pour tout x P Rm. Le point dans le membre de droite est le produit scalaire dans Rn. Le cas
particulier n “ 1 revient au produit usuel de fonctions :

pfgqpxq “ fpxqgpxq. (12.680)
LemDiffProsuid

Lemme 12.267.
Si f et g sont des fonctions différentiables sur Rm à valeurs dans R, alors la fonction produit fg
est également différentiable et

pdfgqa “ gpaqdfa ` fpaqdga (12.681)EqDifffgProdEqDifffgProd

au sens où pour chaque u dans Rm,

pdfgqapuq “ gpaqdfapuq ` fpaqdgapuq. (12.682)

Démonstration. Ce que nous devons faire pour vérifier la formule 12.681, c’est de vérifier le critère
(11.655) en remplaçant f par fg et T phq par gpaqdfpaq.h` fpaqdgpaq.h.

Ce que nous avons au numérateur est

♣ “ pfgqpa` hq ´ pfgqpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h
“ fpa` hqgpa` hq ´ fpaqgpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h. (12.683)

Maintenant, nous allons faire apparaitre
`
fpa`hq´fpaq´dfpaq˘gpa`hq en ajoutant et soustrayant

ce qu’il faut pour conserver ♣ :

♣ “ `
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘gpa` hq
` fpaqgpa` hq ` gpa` hqdfpaq.h
´ fpaqgpaq ´ gpaqdfpaq.h´ fpaqdgpaq.h.

(12.684)

Nous mettons maintenant fpaq et dfpaq.h en évidence là où c’est possible :

♣ “ `
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘gpa` hq
` fpaq`gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h˘

` `
gpa` hq ´ gpaq˘dfpaq.h.

(12.685)

Nous devons maintenant considérer la limite

lim
hÑ0

}♣}
}h} . (12.686)

Étant donné que f et g sont différentiables, les deux premiers termes sont nuls :

lim
hÑ0

`
fpa` hq ´ fpaq ´ dfpaq.h˘

}h} gpa` hq “ 0

lim
hÑ0

fpaq
`
gpa` hq ´ gpaq ´ dgpaq.h˘

}h} “ 0.
(12.687)

En ce qui concerne le troisième terme, en utilisant la norme d’une application linéaire, nous avons

lim
hÑ0

}dfpaq.h}
}h} ď sup

hPRm

}dfpaq.h}
}h} “ }dfpaq}, (12.688)
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et par conséquent
0 ď lim

hÑ0
}gpa` hq ´ gpaq}}dfpaq.h}}h}}h}

ď lim
hÑ0

}gpa` hq ´ gpaq}}dfpaq} “ 0
(12.689)

parce que g est continue (la limite du premier facteur est nulle tandis que la norme de dfpaq est
un nombre constant). Nous avons donc bien prouvé que la formule (12.681) est la différentielle de
fg au point a.

Ce résultat se généralise pour des fonctions f et g de Rm dans Rn dans la proposition suivante
qui généralise tout en même temps la proposition 12.174.

Proposition 12.268.
Soient f et g deux fonctions de U Ă Rm dans Rn différentiables au point a P U . Alors la fonction
f · g est différentiable au point a et on a

dpf · gqpaq “ gpaq· dfpaq ` fpaq· dgpaq (12.690)

au sens où
dpf · gqapuq “ gpaq·

`
dfapuq

˘` fpaq·
`
dgapuq

˘
(12.691)EqdfcdotgexplEqdfcdotgexpl

pour tout u P Rm.

Démonstration. La preuve du cas n “ 1 est déjà faite ; c’est la formule (12.681). Pour le cas général
n ě 2, nous passons aux composantes en nous rappelant que

pf · gqpaq “
nÿ

i“1
fipaqgipaq “

nÿ

i“1
pfigiqpaq. (12.692)

En utilisant la linéarité de la différentiation, nous nous réduisons donc au cas des produits figi qui
sont des fonctions de Rm dans R :

dpf · gqpaq “ d

˜
nÿ

i“1
figi

¸
paq

“
nÿ

i“1

`
dfipaqgipaq ` fipaqdgipaq

˘

“ gpaq· dfpaq ` fpaq· dgpaq.

(12.693)

Ceci termine la preuve.

12.23.1 Difficulté d’ordre supérieur

12.269.
Il serait tentant de faire une récurrence sur le lemme 12.267 pour dire que si f et g sont de classe
Cp, alors le produit fg est également de classe Cp, parce que la formule de dpfgq contient des
produits de fonctions de classe Cp et Cp´1.

Le problème est que le lemme 12.267 est énoncé et prouvé pour des fonctions à valeurs dans
R, alors que déjà la formule

dpfgq “ gdf ` fdg (12.694)

contient le produit de g : E Ñ R par df : E Ñ LpE,Rq. Lorsque nous montons dans les diffé-
rentielles, la situation empire, et les produits dont sont composés les formules sont réellement à
définir. . .

Oublions un instant les questions de régularité, et calculons sans ménagement, pour voir ce qu’il
se passe. Nous considérons un espace vectoriel E ainsi que des fonctions f : E Ñ R et g : E Ñ V
où V est un autre espace vectoriel.
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Nous avons
dpfgqapuq “ dfapuqgpaq ` fpaqdgapuq. (12.695)

Les deux termes sont des produits Rˆ V Ñ R. Montons un coup :

dpgdfqapuq “ d

dt

”
pgdfqpa`tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
gpa`tuqdfa`tu

ı
t“0

“ dgapuqdfa`gpaqpd2fqapuq. (12.696)

Un autre pour voir comment ça se passe plus haut :

dpdfdgqapuq “ d

dt

”
pdfdgqpa` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”
dfa`tudga`tu

ı
t“0

“ pd2fqapuqdga ` dfapd2gqapuq.
(12.697)

Là déjà vous noterez que nous sommes passés par le produit

dfa`tudfa`tu (12.698)

qui pour chaque t est un produit LpE,Rq ˆ LpE, V q que nous n’avons pas réellement défini.
En continuant le calcul ainsi nous trouvons par exemple

pd3fgqapuq “ d3fapuqgpaq ` d2fadgapuq
` d2fapuqdga ` dfad2gapuq
` d2fapuqdga ` dfapd2gqapuq
` dfapuqd2ga ` fpaqpd3gqapuq.

(12.699)

Vous noterez que cette formule contient trois termes que nous aurions eu envie de noter d2fdg. Or
ces trois termes ne sont pas identiques : deux sont d2fapuqdga et un est pd2fqadgapuq.

12.23.2 Solution : produit tensoriel

Afin de donner un sens à tous les produits, nous allons passer par les produits tensoriels. Nous
avons déjà le théorème 11.272 qui fait pratiquement tout.

PROPooWNCGooHbmcVb

Proposition 12.270 ([1]).
Soient des fonctions f : Rn Ñ R et g : Rn Ñ R de classe Cp. Alors fg est de classe Cp.

Démonstration. Nous considérons l’application

φ : RbRÑ R

1b 1 ÞÑ 1
(12.700)

dont nous avons déjà parlé dans le lemme 11.222. En utilisant la notation b̃ de la définition 11.268,
nous avons

fg “ φ ˝ pfb̃gq. (12.701)
La proposition 11.272 nous dit que fb̃g : Rn Ñ R b R est de classe Cp. Vu que φ est un iso-
morphisme d’espaces vectoriels, la proposition 11.263 nous dit que φ ˝ pfb̃gq est encore de classe
Cp.

Et voilà.

12.23.3 Formes bilinéaires

Nous avons aussi une formule importante pour la différentielle des formes bilinéaires.
bilin_diff

Lemme 12.271.
Toute application bilinéaire

B : Rm ˆRn Ñ Rp

Bpa1, a2q “ a1 ‹ a2
(12.702)

est différentiable en tout point pa1, a2q de Rm ˆRn, et on a

dBpa1, a2q.ph1, h2q “ h1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2.
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Démonstration.
}Bpa1 ` h1, a2 ` h2q ´Bpa1, a2q ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p

}ph1, h2q}RmˆRn
“

“ }pa1 ` h1q ‹ pa2 ` h2q ´ a1 ‹ a2 ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn

“ ♠
(12.703)

on rajoute et on enlève la quantité pa1 ` h1q ‹ a2 dans le numérateur, et on obtient

♠ “ }pa1 ` h1q ‹ h2 ` h1 ‹ a2 ´ ph1 ‹ a2 ` a1 ‹ h2q}p
}ph1, h2q}RmˆRn

“

“ }h1 ‹ h2}p
}ph1, h2q}RmˆRn

ď C
}h1}m}h2}n

}ph1, h2q}RmˆRn

ď C
}ph1, h2q}2RmˆRn

}ph1, h2q}RmˆRn
“ C}ph1, h2q}RmˆRn .

(12.704)

Si on prend la limite de cette expression pour ph1, h2q Ñ p0m, 0nq on obtient 0, donc la preuve
est complète. À noter, que dans l’avant-dernier passage on a utilisé la continuité des applications
linéaires projm : Rm ˆ Rn Ñ Rm et projn : Rm ˆ Rn Ñ Rn qui à chaque point pa1, a2q de
Rm ˆRn associent a1 et a2 respectivement.

PropEKLTooSvZjdW

Proposition 12.272.
Soit V et W deux espaces vectoriels et φ : V ÑW un isomorphisme. Soit f : CÑ V une application
telle que φ ˝ f : CÑW soit différentiable.

Alors f est différentiable et df “ φ´1 ˝ dpφ ˝ fq.
Démonstration. Si T est la différentielle de φ ˝ f au point z nous avons

0 “ lim
hÑ0
hPC

pφ ˝ fqpz ` hq ´ pφ ˝ fqpzq ` T phq
h

(12.705a)

“ lim
hÑ0
hPC

pφ ˝ fqpz ` hq ´ pφ ˝ fqpzq ` φ`pφ ˝ T qphq˘
h

(12.705b)

“ lim
hÑ0
hPC

φ

ˆ
fpz ` hq ´ fpzq ` pφ ˝ T qphq

h

˙
(12.705c)

“ φ lim
hÑ0

fpz ` hq ´ fpzq ` φ´1T phq
h

. (12.705d)

Pour la dernière ligne, nous avons permuté φ avec la limite (parce que φ est continue). Nous avons
prouvé que f est différentiable et que df “ φ´1 ˝ T “ φ´1 ˝ dpφ ˝ fq.

12.24 Différentielle de fonction composée
Une importante règle de différentiation est la règle de différentiation d’une fonction composée

(chain rule dans les livres anglais et américains). Cette règle généralise la règle de dérivation pour
fonctions de R dans R.

Cette règle a déjà été donnée dans le théorème 11.261, mais si vous avez seulement envie
d’entendre parler de Rn, vous pouvez lire le lemme 12.273 suivi de la proposition 12.275.

Le lemme suivant est essentiellement une reformulation du lemme 11.256.
Def_diff2

Lemme 12.273.
Soit U un ouvert de Rm. La fonction f : U Ñ Rn est différentiable au point a dans U , si et
seulement si il existe une fonction σf : U ˆ U Ñ Rn telle que SubEqsDiff2

σf pa, aq “ lim
xÑa

σf pa, xq “ 0 (12.706a)

fpxq “ fpaq ` T px´ aq ` σf pa, xq}x´ a}m, (12.706b)def_diff2def_diff2
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pour une certaine application linéaire T P LpRm,Rnq.
Démonstration. Si les conditions (12.706) sont satisfaites alors T est la différentielle de f en a. En
effet, dans ce cas nous avons

fpa` hq “ fpaq ` T phq ` σf pa, a` hq}h}, (12.707)

et la condition (11.655) devient

lim
hÑ0

}σf pa, a` hq}}h}
}h} “ lim

hÑ0
}σf pa, a` hq} “ 0 (12.708)

Si f est différentiable au point a il suffit de prendre T “ dfpaq et

σf pa, xq “ fpxq ´ fpaq ´ dfpaq.px´ aq
}x´ a}m .

Remarque 12.274.
La fonction σf pa, xq}x´ a}m est ce qui avait été appelé ϵphq sur la figure 12.10.

PropDiffCompose

Proposition 12.275.
Soient U un ouvert de Rm et V un ouvert de Rn. Soient f : U Ñ V et g : V Ñ Rp deux fonctions
différentiables respectivement au point a dans U et b “ fpaq dans V . Alors la fonction composée
g ˝ f : U Ñ Rp est différentiable au point a et

dpg ˝ fqa “ dgfpaq ˝ dfa. (12.709)EqDiffComposeEqDiffCompose

Démonstration. En tenant compte du lemme 12.273 on peut écrire

fpa` hq ´ fpaq “ dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m, @h P Uzt0u, (12.710a)
gpb` kq ´ gpbq “ dgbpkq ` σgpb, b` kq}k}n, @k P V zt0u. (12.710b)

On sait que fpaq “ b et que fpa ` hq est un élément de V et fpa ` hq “ fpaq ` k pour k “
dfpaq.h` σf pa, a` hq}h}m. Par substitution dans la deuxième équation on obtient

g
`
fpa` hq˘´ g`fpaq˘

“ dgfpaq
´
dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m

¯

` σg pfpaq, fpa` hqq }dfaphq ` σf pa, a` hq}h}m}n
“ g ˝ fpa` hq ´ g ˝ fpaq
“ dgfpaq ˝ dfaphq
` }h}m

”
dgfpaqσf pa, a` hq

` σg pfpaq, fpa` hqq
››dfa

h

}h}m ` σf pa, a` hq
››
n

ı
,

(12.711)

donc
pg ˝ fqpa` hq ´ pg ˝ fqpaq “ dgf paq ˝ dfaphq ` Spa, a` hq}h}m (12.712)

où S représente le contenu du dernier grand crochet. Il ne reste plus qu’à prouver que Spa, a` hq
est op}h}mq. En tenant compte du fait que σf pa, a` hq et σg pfpaq, fpa` hqq sont op}h}mq,

lim
hÑ0m

Spa, a` hq
}h}m “ lim

hÑ0m

dgfpaqσf pa, a` hq
}h}m `

` lim
hÑ0m

σg pfpaq, fpa` hqq
›››dfa h

}h}m
` σf pa, a` hq

›››
n

}h}m “ 0.

(12.713)
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Remarque 12.276.
Note : la formule (12.709) est à comprendre de la façon suivante. Si u P Rm, alors

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaqloomoon
PLpRn,Rpq

´
dfapuqloomoon

PRn

¯
P Rp. (12.714)

Le lemme suivant sert à prouver les théorèmes 15.9 et 20.69. Il est fondamentalement la raison
de la formule définissant l’intégrale d’une forme sur un chemin (définition 20.44).

LEMooKNBVooQSowos

Lemme 12.277 ([1]).
Soient un espace vectoriel normé F de dimension finie, ainsi que E, un espace vectoriel normé.
Nous considérons un chemin de classe C1

γ : ra, bs Ñ E (12.715)

et une application de classe C1

f : E Ñ F. (12.716)

Si g “ f ˝ γ, alors
g1ptq “ pdfqγptq

`
γ1ptq˘ (12.717)

pour tout t P ra, bs.
Démonstration. Nous écrivons la dérivée de g de la façon suivante : SUBEQSooWKRYooGyVgNl

g1ptq “ d

ds

”
gpt` sq

ı
s“0

(12.718a)

“ d

ds

”
pf ˝ γqpt` sq

ı
s“0

(12.718b)

“ dpf ˝ γqtp1q (12.718c)SUBEQooHUZVooWECnVZSUBEQooHUZVooWECnVZ

“ pdfqγptq
`
dγtp1q

˘
(12.718d)SUBEQooOAYLooIzltaYSUBEQooOAYLooIzltaY

(12.718e)

Justifications :
— Pour (12.718c) : les formules (12.253). Notez que le 1 à qui s’applique la différentielle de f ˝γ

est le vecteur de R qui est multiplié par s dans l’expression pf ˝ γqpt` sq.
— Pour (12.718d) : la différentiation de fonctions composées de la proposition 12.275.

Mais
dγtp1q “ d

ds

”
γpt` sq

ı
s“0

“ γ1ptq. (12.719)

En remettant au bout de (12.718), nous obtenons le résultat.

12.24.1 Fonctions composées

Cette façon de voir la différentielle nous permet de jeter un nouveau regard sur la formule de
différentiation des fonctions composées. Soient

f : Rp Ñ Rn

g : Rn Ñ R,
(12.720)

et h : Rp Ñ R définie par
hpuq “ g

`
fpuq˘ “ pg ˝ fqpuq. (12.721)

Nous allons noter x les coordonnées de Rp, a un point de Rp et u, un vecteur de Rp accroché au
point a. Pour Rn, les notations seront y pour les coordonnées, b pour un point de Rn et v, un
vecteur « accroché » au point b.
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Nous avons
dgbpvq “

nÿ

i“1

Bg
Byi pbqdyipvq. (12.722)

Ici dyipvq signifie la ième composante de v. C’est simplement vi. Cette formule étant valable pour
tout point b P Rn et pour tout vecteur v, nous pouvons l’écrire en particulier pour

"
b “ fpaq (12.723a)
v “ dfapuq. (12.723b)

Cela donne
dgfpaq

`
dfapuq

˘ “
nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘dyi

`
dfapuq

˘
. (12.724)EqdgfadfauEqdgfadfau

Mais
dfapuq “

pÿ

j“1

Bf
Bxj paqdxjpuq, (12.725)

donc la ième composante de ce vecteur est

`
dfapuq

˘
i
“

pÿ

j“1

Bfi
Bxj paqdxjpuq. (12.726)

En remplaçant dyi
`
dfapuq

˘
par cela dans l’expression (12.724), nous trouvons

dgfpaq
`
dfapuq

˘ “
nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘

pÿ

j“1

Bfi
Bxj paqdxjpuq. (12.727)

Nous pouvons vérifier que c’est la différentielle de g ˝f au point a, appliquée au vecteur u. En effet

dpg ˝ fqapuq “
pÿ

j“1

Bpg ˝ fq
Bxj paqdxjpuq, (12.728)

tandis que, par la dérivation de fonctions composées,

Bpg ˝ fq
Bxj paq “

nÿ

i“1

Bg
Byi

`
fpaq˘ BfiBxj paq. (12.729)EqDerCompofgEqDerCompofg

Au final, ce que nous avons prouvé est que

dpg ˝ fqapuq “ dgfpaq
`
dfapuq

˘
. (12.730)EQooWSIYooBmsBDUEQooWSIYooBmsBDU

12.25 Autres trucs sur la différentielle

12.25.1 Différentielle et dérivées partielles

Étant donné que pour tout vecteur u dans Rm on a Bufpaq “ ∇fpaq·u, le gradient de f nous
donne la direction dans laquelle la croissance de f est maximale.

La matrice jacobienne calculée au point a est la matrice associée canoniquement à l’application
linéaire dfa : Rm Ñ Rn.

12.25.2 Plan tangent

On a dit au début de cette section que si f est une fonction de R2 dans R alors le graphe de
f est une surface à deux paramètres et que l’application affine tangente au graphe de f au point
pa, fpaqq est un plan. Maintenant on sait que ce plan est celui d’équation

Tapx, yq “ fpa1, a2q ` BfBx pa1, a2qpx´ a1q ` BfBy pa1, a2qpy ´ a2q. (12.731)

Le plan tangent au graphe de f au point a est le graphe de cette fonction Ta.
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PROPooJPRUooNOcXPJ

Proposition 12.278.
Il existe des fonctions différentiables dont les dérivées partielles ne sont pas continues.

Retenez que si vous obtenez que les dérivées partielles d’une fonction ne sont pas continues,
vous ne pouvez pas immédiatement en conclure que la fonction ne sera pas différentiable.

12.25.3 Notes idéologiques quant au concept de plan tangent
ssecConceptPlanTag

Notons G, le graphe d’une fonction f , c’est-à-dire

G “ tpx, y, zq P R3 tel que z “ fpx, yqu. (12.732)

Première affirmation : si γ : RÑ G est une courbe telle que γp0q “ `
a, fpaq˘, alors γ1p0q P Rn est

dans le plan tangent à G au point
`
a, fpaq˘.

Plus fort : tous les éléments du plan tangent sont de cette forme.
Le plan tangent à G en un point x P G est donc constitué des vecteurs vitesse de tous les

chemins qui passent par x.
Prenons maintenant S, une courbe de niveau de G, c’est-à-dire

S “ tpx, yq P R2 tel que fpx, yq “ Cu. (12.733)

Si nous prenons un chemin dans G qui est, de plus, contraint à S, c’est-à-dire tel que γptq P S,
alors γ1p0q sera tangent à G (ça, on le savait déjà), mais en plus, γ1p0q sera tangent à S, ce qui est
logique.

La morale est que si vous prenez un chemin qui se ballade dans n’importe quoi, alors la dérivée
du chemin sera un vecteur tangent à ce n’importe quoi.

En outre, si γptq P S et γp0q “ a, alors

x∇fpaq, γ1p0qy “ 0, (12.734)

c’est-à-dire que le vecteur tangent à la courbe de niveau est perpendiculaire au gradient. Cela est
intuitivement logique parce que la tangente à la courbe de niveau correspond à la direction de
moins grande pente.

12.25.4 Gradient et recherche du plan tangent

Nous avons maintenant en main les concepts utiles pour trouver l’équation du plan tangent à
une surface.

De la même manière que la tangente à une courbe était la droite de coefficient directeur donné
par la dérivée, maintenant, le plan tangent à une surface est le plan dont les vecteurs directeurs
sont les dérivées partielles :

La généralisation de l’équation (12.604) est

Tapxq “ fpaq `
ÿ

k

Bf
Bxk paqpx´ aqk (12.735)EqDefPlanTagEqDefPlanTag

Nous introduisons aussi souvent l’opérateur différentiel abstrait nabla, noté ∇ et qui est donné
par le vecteur

∇ “
ˆ B
Bx1

, . . . ,
B
Bxn

˙
. (12.736)

Les égalités suivantes sont juste des notations, sommes toutes logiques, liées à ∇ :

∇f “
ˆ Bf
Bx1

, . . . ,
Bf
Bxn

˙
, (12.737)

et
∇fpaq “

ˆ Bf
Bx1

paq, BfBx2
paq, . . . , BfBxn paq

˙
. (12.738)EqDefGradientEqDefGradient

Ce dernier est un élément de Rn : chaque entrée est un nombre réel.
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Définition 12.279.
Le vecteur gradient de f au point a est le vecteur donné par la formule (12.738).

La notation ∇ permet d’écrire la différentielle sous forme un peu plus compacte. En effet, la
formule (12.634) peut être notée

dfapuq “ x∇fpaq, uy. (12.739)

En utilisant ce produit scalaire, l’équation (12.735) peut se réécrire

Tapxq “ fpaq `
ÿ

i

Bf
Bxi paqpx´ aq

i “ fpaq ` x∇fpaq, x´ ay. (12.740)

Afin d’éviter les confusions, il est souhaitable de bien mettre les parenthèses et noter p∇fqpaq
au lieu de ∇fpaq.

12.25.4.1 Plan tangent en dimension deux

Le plan Ta avec a “ pa1, a2q a pour équation dans R3 :

z “ fpa1, a2q ` BfBx pa1, a2q px´ a1q ` BfBy pa1, a2q py ´ a2q. (12.741)EqPlanTgEnDimDeuxEqPlanTgEnDimDeux

Définition 12.280.
Soit f : Rn Ñ R une fonction différentiable en un point a. Le plan tangent au graphe de f en
pa, fpaqq est l’ensemble des points

Taf “ tpx, zq P Rn ˆR tel que z “ fpaq ` dfapx´ aqu
“ tpx, zq P Rn ˆR tel que z “ fpaq ` x∇fpaq, x´ ayu

EXOooMWGTooLZpgxMexo0035

Exemple 12.281.
Étudiez la continuité, la dérivabilité et la continuité de la dérivée de chacune des fonctions sui-
vantes :

(1) x ÞÑ
"

0 si x “ 0
1 sinon

(2) x ÞÑ
"

sinp 1
xq si x “ 0

0 sinon

(3) x ÞÑ
"
x sinp 1

xq si x “ 0
0 sinon

Item0035d

(4) x ÞÑ
"
x2 sinp 1

xq si x “ 0
0 sinon

Dans ces exercices, les fonctions données sont dérivables et à dérivée continue sur R0 car pour
a P R0, il existe toujours une boule autour de a dans laquelle la fonction est composée de fonctions
dérivables (sin, 1

x , . . .). L’intérêt de l’exercice est donc d’établir (ou réfuter) la continuité et la
dérivabilité en 0.

(1) Notons f cette fonction. f n’est pas continue en 0 car

lim
xÑ0
x‰0

fpxq “ lim
xÑ0
x‰0

0 “ 0 ‰ fp0q

En particulier f n’est pas dérivable en 0 (et donc la continuité de sa dérivée n’a pas de sens
en 0).

(2) Dans ce cas-ci, la limite « restreinte »

lim
xÑ0
x‰0

fpxq “ lim
xÑ0
x‰0

sin
ˆ

1
x

˙
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n’existe pas puisque, par exemple, pour la suite de terme général

xk “ 1
π
2 ` 2kπ

on a bien limkÑ8 xk “ 0 mais
lim
kÑ8 fpxkq “ 1 ‰ fp0q

puisque pour tout k P N, fpxkq “ 1. Donc la fonction n’est pas continue.
(3) Montrons que la fonction, notée f , est continue en 0. Pour tout x réel, nous avons

0 ď |fpxq| “ |x|
ˇ̌
ˇ̌sin

ˆ
1
x

˙ˇ̌
ˇ̌ ď |x|

ce qui montre que limxÑ0 fpxq “ 0 par la règle de l’étau.
Par ailleurs, f n’est pas dérivable en 0 car la limite

lim
xÑ0
x‰0

fpxq ´ fp0q
x´ 0 “ lim

xÑ0
x‰0

sin
ˆ

1
x

˙

n’existe pas, comme on l’a vu précédemment.
(4) Montrons que cette fonction, notée f , est dérivable en 0 (ce qui prouvera qu’elle y est conti-

nue). Calculons

lim
xÑ0
x‰0

fpxq
x

“ lim
xÑ0
x‰0

x sin
ˆ

1
x

˙
“ 0

où la dernière égalité a été montrée à l’exercice précédent. Nous avons donc f 1p0q “ 0.
Par ailleurs, en utilisant les règles de calcul usuelles sur les dérivées, nous obtenons pour
x ‰ 0

f 1pxq “ sin
ˆ

1
x

˙
´ 1
x

cos
ˆ

1
x

˙

qui est une fonction ne possédant pas de limite en 0 puisque, par exemple, si xk est tel que

1
xk
“ π

4 ` 2kπ

alors la suite pxkqkPN tend vers 0, mais f 1pxkq tend vers `8 lorsque k Ñ `8. La dérivée
n’est donc pas continue en zéro.

△
EXooELTHooDdJyJE

Exemple 12.282.
Dessiner les courbes de niveaux des fonctions suivantes. Représenter ensuite leur graphe dans
l’espace. Donner l’équation du plan tangent en l’origine.

(1) fpx, yq “a
x2 ` y2.

(2) fpx, yq “a
1´ x2 ´ y2.

Item0041

(3) fpx, yq “ px2 ` y2q2 ´ 8xy.
Les courbes de niveau de l’exercice (3) sont les ovales de Cassini ; en particulier, la courbe de
niveau 0 est la lemniscate de Bernouilli.

(1) fpxq “a
x2 ` y2. Les courbes de niveau fpxq “ C sont des cercles (sauf fpxq “ 0 qui se réduit

à un point). Les sections horizontales étant des cercles, et le rayon de ces cercles augmentant
linéairement, le graphe est une cône. Nous pouvons nous en convaincre en vérifiant par
exemple que la droite t ÞÑ pt, 0, tq est bien entièrement contenue dans z “ fpx, yq.
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Afin de déterminer la différentielle, nous calculons les dérivées partielles
Bf
Bx “

1
2px

2 ` y2q´1{2 · 2x “ xa
x2 ` y2

, (12.742)EqDerrPaert0041xEqDerrPaert0041x

et Bf
By “

ya
x2 ` y2

. (12.743)EqDerrPart0041yEqDerrPart0041y

Pour le plan tangent, nous essayons d’utiliser la formule (12.741). Pour cela, nous devons
trouver les dérivées partielles en zéro.
Il est vite vu que la formule (12.742) n’a pas de limite pour px, yq Ñ p0, 0q. Ceci ne prouve
pas que la différentielle de f n’existe pas en p0, 0q. L’existence de la différentielle implique
la continuité de la fonction, et non de la différentielle elle-même. En effet, une différentielle
peut exister en un point sans qu’elle soit la limite de la différentielle aux autres points. Nous
avons vu par exemple, dans l’exercice 12.281(4), un exemple de fonction dérivable 113 en 0,
mais dont la dérivée n’est pas continue en zéro.
Il ne suffit donc pas de calculer les limites de 12.742 et de 12.743 pour trouver la différentielle
de f en p0, 0q. Il n’est par contre pas très compliqué de remarquer que les dérivées partielles
n’existent pas en p0, 0q, par exemple parce que

lim
tÑ0

fpt, 0q ´ fp0, 0q
t

(12.744)

n’existe pas pour cause de limite différente pour t ą 0 et t ă 0. Il n’y a donc pas de plan
tangent. Ceci est conforme à l’intuition : il n’y a pas de plan tangent à un cône en son
sommet.
Nous pouvons faire une petite vérification du fait que le graphe est bien un cône : la droite
reliant p0, 0, 0q à px, y,ax2 ` y2q est entièrement contenue dans le graphe de f . En effet si
nous posons

γptq “ ptx, ty, t
a
x2 ` y2q, (12.745)

pour tout t, nous avons γzptq “ f
`
γxptq2 ` γyptq2

˘
.

(2) fpx, yq “a
1´ x2 ´ y2. Les courbes de niveau fpx, yq “ C n’existent que pour C ď 1, et ce

sont des cercles
x2 ` y2 “ 1´ C. (12.746)

Cette fois, le graphe est une coupole ce sphère. Nous allons en effet vérifier que l’arc de cercle
centré en p0, 0, 0q joignant se sommet p0, 0, 1q à p1, 0, 0q dans le plan y “ 0 est entièrement
contenu dans le graphe de f . La symétrie de f sous les rotations dans le plan x ´ y fait le
reste. L’arc de cercle en question est le chemin

γptq “ `
1´ t, 0,a1´ p1´ tq2˘. (12.747)

Chaque point de ce chemin vérifie bien la relation

f
`
γxptq, γyptq

˘ “ γzptq. (12.748)

Le plan tangent à la coupole de sphère en p0, 0, 1q est évidement horizontal. Nous nous
attendons donc à trouver que la différentielle de f en p0, 0q est nulle. Simple calcul :

Bf
Bx px, yq “

1
2

´2xa
1´ x2 ´ y2

, (12.749)

et Bf
By px, yq “

1
2

´2ya
1´ x2 ´ y2

. (12.750)

Évaluées en p0, 0q, ce deux dérivées partielles sont nulles. Donc si la différentielle existe en
p0, 0q, elle sera nulle (voir l’expression (12.634)). Afin de voir qu’elle existe, il faut juste
montrer que dfp0,0qpx, yq “ 0 fonctionne dans la définition 11.230.

113. Pour rappel, en dimension un, la dérivée est exactement la notion de différentielle.
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(3) fpx, yq “ px2` y2q2´ 8xy. La courbe de niveau zéro, en coordonnées polaires est donnée par

r “ 2
a

sinp2θq. (12.751)

Les dérivées partielles sont données par
Bf
Bx px, yq “ 4px2 ` y2qx´ 8y
Bf
By px, yq “ 4px2 ` y2qy ´ 8x

(12.752)

△

12.25.4.2 Plan tangent en dimension trois

Nous avons vu que, de la même façon qu’en deux dimensions nous avions l’approximation
(12.391) d’une fonction par sa tangente, en trois dimensions nous avons l’approximation suivante
d’une fonction de deux variables :

fpx, yq » fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq (12.753)

lorsque px, yq n’est pas trop loin de pa, bq. Cela signifie que le graphe de f ressemble au graphe de
la fonction Tpa,bq donnée par

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpx´ aq. (12.754)

En notations compactes :
Tppxq “ fppq `∇fppq· px´ pq. (12.755)

Le graphe de la fonction Tp sera le plan tangent au graphe de f au point p. L’équation du plan
tangent sera donc

z ´ fppq “ ∇fppq· px´ pq. (12.756)

Remarque 12.283.
Lorsque nous utilisons la notation vectorielle, la lettre « x » désigne le vecteur px, yq. Il faut être
attentif. Dans un cas x est un vecteur dans l’autre c’est une composante d’un vecteur.

12.26 Jacobienne

12.26.1 Rappels et définitions

Dans cette section nous considérons des fonctions f : D Ñ Rm où D Ă Rn, et un point
a P IntD où f est différentiable.

Remarque 12.284.
La définition de continuité (resp. différentiabilité) pour une fonction à valeurs vectorielles est celle
introduite précédemment, et on remarque que pour avoir la continuité (resp. différentiabilité) de f
en un point, il faut et il suffit que chacunes des composantes de f “ pf1, . . . , fmq, vues séparément
comme fonctions à n variables et à valeurs réelles, soient continues (resp. différentiables) en ce
point.

Définition 12.285.
La jacobienne de f en a est la matrice de l’application linéaire donnée par la différentielle. Elle
a de nombreuses notations

Jf paq “ Bpf1, . . . , fmq
Bx1, . . . , xm

“

¨
˚̋

Bf1
Bx1
paq . . . Bf1

Bxn
paq

...
...

Bfm

Bx1
paq . . . Bfm

Bxn
paq

˛
‹‚ (12.757)
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Autrement dit, c’est la matrice composée de l’ensemble des dérivées partielles de f . Le jacobien
de f au point a est le déterminant de cette matrice.

Si m “ 1, cette matrice ne contient qu’une ligne ; c’est donc un vecteur appelé le gradient de
f au point a et noté ∇fpaq.
Remarque 12.286. (1) Si la fonction est supposée différentiable, calculer la jacobienne revient

à connaitre la différentielle. En effet, par linéarité de la différentielle et par définition des
dérivées partielles, nous avons

dfapuq “

¨
˚̋

Bf1
Bx1
paq . . . Bf1

Bxn
paq

...
...

Bfm

Bx1
paq . . . Bfm

Bxn
paq

˛
‹‚

¨
˚̋
u1
...
un

˛
‹‚

où u “ pu1, . . . , unq et où le membre de droite est un produit matriciel
(2) Remarquons que la jacobienne peut exister en un point donné sans que la fonction soit

différentiable en ce point !
NORMooKBJVooDDDmOa

12.287.
Le théorème de différentiation de fonctions composées 12.275 peut également se lire au niveau des
matrices jacobiennes. La matrice jacobienne de g˝f au point a est le produit matriciel des matrices
jacobiennes de g et de f . Plus précisément, nous avons

Jg˝f paq “ Jg
`
fpaq˘Jf paq. (12.758)

Remarquez que nous considérons la matrice jacobienne de g au point fpaq.
Dans le cas particulier où m “ 1 et f est une fonction d’un intervalle I dans Rn, dérivable au

point a, on trouve que la fonction composée g ˝ f est dérivable au point a si g est différentiable, et
alors

pg ˝ fq1paq “ dg pfpaqq .f 1paq.
En fait, pour les fonctions d’une seule variable la dérivabilité coïncide avec la différentiabilité.

12.27 Fonctions de classe C1

La définition des fonctions de classe Ck est la définition 11.247.
Soit f une fonction différentiable de U , ouvert de Rm, dans Rn. L’application différentielle de

f est une application de Rm dans LpRm,Rnq
df : Rm Ñ LpRm,Rnq

a ÞÑ dfa
(12.759)

Nous savons que LpRm,Rnq est un espace vectoriel normé avec la définition 4.30. Si T est un
élément dans LpRm,Rnq alors la norme de T est définie par

}T }LpRm,Rnq “ sup
xPRm

}T pxq}n
}x}m “ sup

xPRm

}x}mď1

}T pxq}n.

Lorsqu’il existe un M ą 0 tel que }dfpaq}LpRm,Rnq ă M pour tout a dans U , nous disons que
la différentielle de f est bornée sur U .

NORMooDAZZooDiGFoW

12.288.
Quelques précisions sur l’énoncé de la proposition 12.289. Lorsque nous parlons de Bif , nous
supposons donnée une base de V . Il n’y a aucune raison que la norme sur V soit adaptée à
cette base. Nous allons donc utiliser une norme « euclidienne » adaptée à la base, et invoquer
l’équivalence de toutes les normes pour dire que si une fonction est différentiable pour une norme
elle l’est pour toutes les normes.
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12.27.0.1 Différentielle et dérivées partielles
PROPooUDJLooHwzjQF

Proposition 12.289 ([327]).
Soient des espaces vectoriels normés de dimensions finies V et E ainsi qu’une application f : V Ñ
E. Nous supposons que les dérivées partielles Bf

Bxi
existent sur un voisinage de a P V et qu’elles

sont continues en a.
Alors

(1) l’application f est différentiable en a,
(2) la différentielle est donnée par 114

dfa “
nÿ

j“1

Bf
Bxj paq ˆ1 ωj . (12.760)

Démonstration. L’espace V a une norme que nous notons }.}V ; nous n’allons presque pas l’utiliser.
Nous nommons teiu la base de V sous-entendue lorsque nous parlons des dérivées partielles, et
nous considérons la norme }} sur V donnée par }v} “ ařn

i“1x
2
i pour x “ ř

i xiei. Toutes les
normes et boules dont nous allons parler dans la suite seront par rapport à cette norme.

Nous posons ϵ ą 0. La continuité des dérivées partielles en a nous permet de considérer δ ą 0
tel que

} BfBxj psq ´
Bf
Bxj paq} ă ϵ (12.761)EQooPBYDooAtPkGlEQooPBYDooAtPkGl

pour tout s P Bpa, δq, et pour tous les j en même temps 115.
Soit x P Bpa, δq. Nous considérons les points

sj “ px1, . . . , xj , aj`1, . . . , anq. (12.762)

Précision : sn “ x.
(1) Un peu de convexité Nous montrons que le segment rsj , sj´1s est dans Bpa, δq. Nous

avons sj ´ a “ px1 ´ a1, . . . , xj ´ aj , 0, . . . , 0q, et donc

}sj ´ a} ď }x´ a} ă δ, (12.763)

et donc sj P Bpa, δq pour tout j. Vu que la sphère Bpa, δq est convexe 116, tout le segment
entre sj et sj´1 est dedans.

(2) Accroissements finis En nous souvenant que x et a ont été fixés, nous considérons les
fonctions intermédiaires suivantes :

$
’&
’%

g1ptq “ fpt, a2, . . . , anq (12.764a)
gjptq “ fpx1, . . . , xj´1, t, aj`1, . . . , anq (12.764b)
gnptq “ fpx1, . . . , xn´1, tq. (12.764c)

Elles vérifient en particulier gjpxjq “ fpsjq et gjpajq “ fpsj´1q. Donc le théorème des ac-
croissements finis 12.190 nous donne l’existence de τj entre xj et aj tel que

fpsjq ´ fpsj´1q “ gjpxjq ´ gjpajq “ g1
jpτjqpxj ´ ajq. (12.765)EQooVALVooXmUmwREQooVALVooXmUmwR

(3) Dérivées partielles Les fonctions gj ont été construites de telle sorte à donner les dérivées
partielles de f via une simple dérivation :

g1
jpt0q “

Bf
Bxj px1, . . . , xj´1, t0, aj`1, . . . , anq. (12.766)

114. Voir la définition 11.250 pour ˆn.
115. Ce qui peut n’être pas possible en dimension infine. Je dis ça comme ça, juste pour faire remarquer que cette

proposition n’est peut-être pas vraie en dimension infine. Voir aussi l’exemple de la fonction (25.152).
116. Proposition 8.28.
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Or lorsque 117 t0 P rxj , ajs, le point px1, . . . , xj´1, t0, aj`1, . . . , anq est dans rsj , sj´1s. Cela est
le cas pour t0 “ τj . Nous notons

s̄j “ px1, . . . , xj´1, τj , aj`1, . . . , anq (12.767)

et nous avons
g1
jpτjq “

Bf
Bxj ps̄jq (12.768)

avec s̄j P rsj´1, sjs. Tout cela pour récrire (12.765) sous la forme

fpsjq ´ fpsj´1q “ Bf
Bxj ps̄jqpxj ´ ajq. (12.769)

(4) Une belle somme télescopique En nous souvenant que s0 “ a et que sn “ x, nous avons
cette somme télescopique

fpxq ´ fpaq “
nÿ

j“1

`
fpsjq ´ fpsj´1q

˘
(12.770a)

“
nÿ

j“1

Bf
Bxj ps̄jqpxj ´ ajq (12.770b)

“
nÿ

j“1

“pBjfqps̄jq ´ pBjfqpaq
‰pxj ´ ajq `

nÿ

j“1
pBjfqpaqpxj ´ ajq. (12.770c)

Nous isolons les termes qui nous intéressent dans la définition de la différentielle :

fpxq ´ fpaq ´
nÿ

j“1
pBjfqpaqpxj ´ ajq “

nÿ

j“1

“pBjfqps̄jq ´ pBjfqpaq
‰pxj ´ ajq. (12.771)

(5) Et enfin : le quotient différentiel En utilisant la majoration (12.761), et en remarquant
que }x´ a} majore |xj ´ aj | pour chaque j, nous avons l’inégalité

}fpxq ´ fpaq ´
nÿ

j“1

Bf
Bxj paqpxj ´ ajq} ď nϵ}x´ a}. (12.772)

Autrement dit, en posant T “ řn
j“1

Bf
Bxj
paqωj nous avons

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq} ď nϵ}h}, (12.773)

et donc
lim
hÑ0

}fpa` hq ´ fpaq ´ T phq}
}h} “ 0. (12.774)EQooVBYTooEYutvaEQooVBYTooEYutva

(6) Et donc ? La limite (12.774) nous indique que f serait différentiable de différentielle T si
}.} était la norme sur V . C’est l’équivalence de toutes les normes 118 qui fait en sorte que la
norme sur V n’est pas importante.

PROPooUUOSooPuXJjQ

Proposition 12.290.
Soient des espaces vectoriels normés de dimensions finies V et E ainsi qu’une application f : V Ñ
E. Nous supposons que les dérivées partielles Bf

Bxi
existent et sont continues sur un ouvert U de V .

Alors f est de classe C1 sur U .
117. Retournez éventuellement les intervalles sur aj ă xj .
118. Sur un espace de dimension finie, 11.46.
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Démonstration. Nous notons U le voisinage sur lequel les dérivées partielles de f existent et sont
continues. Il s’agit d’appliquer la proposition 12.289 en chaque point de U . Nous avons alors

dfx “
nÿ

j“1

Bf
Bxj pxq ˆ1 ωj (12.775)

pour tout x P U . Pour a P V et h P V supposé petit, nous avons

}dfa ´ dfa`h}LpV,Eq “ sup
}v}“1

}dfapvq ´ dfa`hpvq}E (12.776a)

“ sup
}v}“1

}
nÿ

j“1

` Bf
Bxj paq ´

Bf
Bxj pa` hq

˘
vj} (12.776b)

ď sup
}v}“1

}
nÿ

j“1

` Bf
Bxj paq ´

Bf
Bxj pa` hq

˘}|vi| (12.776c)SUBEQooHMUIooNSjoxZSUBEQooHMUIooNSjoxZ

ď }
nÿ

j“1

` Bf
Bxj paq ´

Bf
Bxj pa` hq

˘} (12.776d)SUBEQooPBLWooUqNlhVSUBEQooPBLWooUqNlhV

Justifications :
— Pour (12.776d), nous avons majoré |vi| ď }v} “ 1.
— Pour (12.776c), nous avons utilisé le lemme 11.59.

La continuité de Bjf conclut que limhÑ0 }dfa ´ dfa`h} “ 0, ce qui signifie que df est continue et
donc que f est de classe C1.

THOooBEAOooBdvOdr

Théorème 12.291.
Soient des espaces vectoriels normés de dimensions finies V et E. Soit un ouvert U de V . Une
application f : V Ñ E est de classe C1 sur U si et seulement si ses dérivées partielles existent et
sont continues sur U .

Dans ce cas, nous avons la formule

dfa “
ÿ

i

Bf
Bxi paq ˆ1 ωi. (12.777)EQooPREWooVHVIAFEQooPREWooVHVIAF

Démonstration. Le premier sens, y compris la formule (12.777), a été fait dans la proposition
12.290. Nous supposons maintenant que f est de classe C1 sur U et nous allons prouver que ses
dérivées partielles existent et sont continues. Pour tout t ‰ 0 nous avons l’égalité

fpa` teiq ´ fpaq
t

“ fpa` teiq ´ fpaq ´ dfapteiq
t

` dfapeiq. (12.778)

Par définition de la différentielle, prendre la limite tÑ 0 à droite donne dfapeiq parce que la fraction
tend vers zéro. La limite définissant la dérivée partielle existe donc et vaut

Bf
Bxi paq “ dfapeiq. (12.779)

Il nous reste à prouver que les dérivées partielles sont continues :

} BfBxi pa` hq ´
Bf
Bxi paq} “ }dfapeiq ´ dfa`hpeiq} (12.780a)

“ }pdfa`h ´ dfaqpeiq} (12.780b)
ď }dfa`h ´ dfa}}ei} (12.780c)
“ }dfa`h ´ dfa}. (12.780d)

Vu que f est de classe C1, la limite hÑ 0 de cela donne zéro.
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Voici une version du même théorème, démontré dans le cas seulement de dimension deux. Il
rend peut-être aussi plus clairement pourquoi ça ne marche pas en dimension infinie.

Diff_totale

Proposition 12.292.
Soit U un ouvert dans Rm et a un point dans U . Soit f une application de U dans Rn. Si toutes
les dérivées partielles de f existent sur U et sont continues au point a alors f est différentiable au
point a.

Démonstration. On se limite au cas m “ 2. Pour rendre les calculs plus simples on utilise ici la
norme }· }8 dans l’espace R2, mais comme on a vu plus en haut, cela ne peut pas avoir des
conséquences sur la différentiabilité de f . Si la différentielle de f au point a existe alors elle est
définie par la formule

dfapvq “ BfBx paqv1 ` BfBy paqv2

pour tout v dans Rm.
On commence par prouver le résultat en supposant que les dérivées partielles de f au point a

sont nulles. La différentiabilité de f signifie que pour toute constante ε ą 0 il y a une constante
δ ą 0 telle que si }v}8 ď δ alors

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n
}v}8 ď ε.

On écrit alors

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n “
“ }fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q ` fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n ď
ď }fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q}n ` }fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n.

(12.781)

Comme la dérivée partielle Bxf est nulle au point a on sait que pour toute constante ε ą 0 il y a
une constante δ1 ą 0 telle que si |v1| ď δ1 alors

}fpa1 ` v1, a2q ´ fpa1, a2q}n ď ε|v1|.
Pour l’autre terme on a, par la proposition 11.245,

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1 ` v1, a2q}n ď supt}Byfpxq}n |x P Su|v2|. (12.782)

où S est le segment d’extrémités pa1 ` v1, a2q et pa1 ` v1, a2 ` v2q. Comme la dérivée partielle Byf
est continue et nulle au point a on sait que pour toute constante ε ą 0 il existe une constante
δ2 ą 0 telle que si }pu1, u2q}8 ď δ2 alors }Byfpa1`u1, a2`u2q}n ď ε. Si on choisit δ “ mintδ1, δ2u
le segment S est contenu dans la boule de rayon δ centrée au point a et on obtient

}fpa1 ` v1, a2 ` v2q ´ fpa1, a2q}n ď ε|v1| ` ε|v2| ď 2ε}v}8.
Cela prouve que f est différentiable en pa1, a2q et que la différentielle est nulle :

dfpa1,a2q “ 0. (12.783)

Dans le cas général, où les dérivées partielles de f au point a ne sont pas spécialement nulles,
on peut considérer la fonction 119

gpx, yq “ fpx, yq ´ B1fpaqx´ B2fpaqy, (12.784)EqXHVooJeQKrBEqXHVooJeQKrB

qui a dérivées partielles nulles au point a. La fonction g est donc différentiables. La fonction f est
maintenant la somme de g et de la fonction linéaire et continue px, yq ÞÑ B1fpaqx ´ B2fpaqy. On
verra dans la prochaine section que la somme de deux fonctions différentiables est une fonction
différentiable. Par conséquent, la fonction f est différentiable.
119. Vous verrez dans la discussion à propos de la fonction (25.152) pourquoi cette fonction ne fonctionne pas dans

le cas de la dimension infinie.
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Remarque 12.293.
En dimension infinie, il n’est pas vrai que l’existence et la continuité de toutes les dérivées partielles
en un point implique la différentiabilité en ce point. Pour donner un exemple, nous allons continuer
l’exemple 11.63 avec la fonction 25.152 sur un espace de Hilbert.

En dimension infinie nous aurons le théorème 11.276 qui donnera quelque chose de moins fort.

12.27.0.2 Dérivée partielle de fonctions composées

12.294.
Une petite note sur les notations du théorème de dérivation partielle de fonctions composées. La
formule (12.796) est plus souvent écrite sous la forme

Bpf ˝ gq
Bxi paq “

nÿ

k“1

Bf
Byk

`
gpaq˘BgkBxi paq. (12.785)

Du point de vue du névrosé des notations précises que je suis, cette façon d’écrire est délicate à
exprimer parce qu’il faudrait décider ce que signifie « noter x les variables de Rn et y celles de
Rm ».

Et je ne vous parle même pas des problèmes que ça pose si x est justement le nom d’une
fonction quand on considère un changement de variable.

12.295.
À propos de changement de variables . . .J’ai une bonne nouvelle : il n’y a pas de notions de
« différentielle partielle » et de « différentielle totale ». Ces notions sont introduites par les personnes
qui utilisent de mauvaises notations pour distinguer deux notions différentes qu’ils sont incapables
de distinguer par des notations claires 120.

Les choses mal faites en une dimension Voici comment on présente (mal) les choses. Soit
une fonction ypxq. Si on effectue un changement de variables x “ xptq, on peut voir y comme une
fonction de t au lieu de x, et parler de la dérivée de y à travers x.

Si ypxq “ x2 et si xptq “ sinptq, on se retrouve à écrire

y1ptq “ 2 sinptq cosptq (12.786)EQooNGFYooCJDmNqEQooNGFYooCJDmNq

et
y1pxq “ 2x. (12.787)EQooYXJEooQYfCYQEQooYXJEooQYfCYQ

Comment l’objet y1 peut dépendre du nom de la variable ? ! ? Notez qu’en substituant x “ sinptq
dans (12.787), le compte n’est pas bon : on n’a pas (12.786).

Pour résoudre ce problème, on peut dire que la bonne quantité à regarder n’est pas y1 mais
bien dy. Alors on doit en fait regarder non y1pxq mais y1pxqdx où dx “ cosptqdt. Avec ça, on a en
effet

dy “ dy

dx

dx

dt
dt “ 2 sinptq cosptqdt, (12.788)

et

dy “ dy

dt
dt “ 2 sinptq cosptqdt. (12.789)

Il faut alors bien comprendre que le « y » dans dy
dt n’est pas le même que le y dans dy

dx .

120. Là je vise la quasi totalité des sources parlant de changement de variable dans les équations différentielles et
les physiciens, en particulier les mécaniciens.
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Les choses bien faites en une dimension Soit une fonction y : RÑ R. Nous considérons une
application (appelée « changement de variable » si on veut, mais surtout appelée « difféomorphisme
de R vers R ») x : RÑ R.

Maintenant que la notation « x » est prise pour désigner une fonction, il n’est plus possible
d’écrire ypxq, parce que y est une application qui prend en argument un élément de R et non de
C8pRq.

On introduit donc une nouvelle fonction z “ y ˝ x. Donc zptq “ y
`
xptq˘ “ sinptq2. Le nom

de la variable importe peu tant que ce n’est pas un nom déjà utilisé. Nous avons alors aucune
ambigüité :

y1puq “ 2u (12.790)
et

z1puq “ 2 sinpuq cospuq. (12.791)
Notez que les égalités suivante sont parfaitement correctes et ne souffrent d’aucun problème d’in-
terprétation :

— yptq “ t2

— zpξq “ sinpξq2
— xpsq “ sinpsq
— x

`
ypuq˘ “ sin

`
ypuq˘ “ sinpu2q.

Si les fonctions y et x représentent des quantités physiques, certaines de ces formules sont peut-être
idiotes à écrire, mais elles sont correctes.

Les choses mal faites en dimension 2 Soit une fonction f de la position et du temps qu’on
note fpx, tq. Cette fonction vérifie une équation aux dérivées partielles, mettant en jeu Bf

Bx et Bf
Bt .

Coup de théâtre : on veut savoir la valeur de f le long d’une trajectoire xptq. Nous voici avec

f
`
xptq, t˘. (12.792)

Et là quand on veut parler de la dérivée de f par rapport à t, on doit distinguer la dérivée
partielle Bf

Bt qui consiste à ne dériver l’expression f
`
xptq, t˘ que par rapport aux t qui apparaissent

« vraiment », de la « dérivée totale » qui consiste à dériver par rapport à toutes les occurrences de
t, y compris à travers x.

Les choses bien faites en dimension 2 Soit une fonction f : R2 Ñ R. Prenons par exemple
fpx, tq “ x sinptq. Soit une trajectoire s : R Ñ R que nous nous gardons bien de noter « x ». Ce
qu’on entend par « voir f sur la trajectoire s » signifie en réalité considérer la fonction

φ : RÑ R

t ÞÑ f
`
sptq, t˘. (12.793)

Ce qu’on aurait appelé la dérivée totale de f par rapport à t est simplement la dérivée usuelle
φ1 de φ en tant que bête fonction RÑ R. Si par exemple sptq “ t2, nous avons

φptq “ t2 sinptq. (12.794)

Nous avons donc toutes les dérivées sans ambigüité :
Bf
Bx px, tq “ sinptq (12.795a)
Bf
Bt px, tq “ x cosptq (12.795b)

φ1ptq “ 2t sinptq ` t2 cosptq. (12.795c)

Le mieux serait même d’écrire B1f et B2f au lieu de Bf
Bx et Bf

Bt , parce que ce sont des fonctions
complètement déterminées par f et non par la notation x et t qu’on a choisie pour nommer les
variables au moment d’écrire fpx, tq “ x sinptq.
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12.296.
Et d’ailleurs en mathématique, il n’y a rien qui s’appelle « changement de variable ». Il y a seulement
des choses qui s’appellent « composition de fonction ».

Cela n’est pas limité à l’analyse. Il n’y a par exemple pas de concept de « choisir une base
dans laquelle une matrice est diagonale ». Si S est une matrice symétrique, il existe une matrice
diagonale D et une matrice orthogonale A telles que D “ ASA´1. Quand on veut démontrer une
théorème sur S, on commence par démontrer le théorème dans le cas particulier où S est diagonale,
puis on espère que le résultat se généralise facilement aux matrices de la forme ADA´1 où D est
diagonale et A est orthogonale.

12.297.
Tout cela pour dire que nous allons maintenant prouver le théorème de dérivation partielle de
fonctions composées. C’est ce théorème qui est utilisé chaque fois qu’on fait un « changement de
variables » dans une équation aux dérivées partielles.

THOooKBTYooWFtoSF

Théorème 12.298 ([1, 401]).
Soient :

(1) trois espaces vectoriels normés U , V et W de dimension finie
(2) a P V , un voisinage Ω de a
(3) des applications g : Ω Ñ U et f : gpΩq ÑW

(4) des bases de U , V et W de telle sorte que parler des dérivées partielles ait un sens. Toutes
les bases vont être notées teiu sans précisions. Sinon, on ne va pas s’en sortir.

Nous supposons que
(1) f est de classe C1 sur un voisinage de gpaq 121,
(2) g admet une dérivée partielle dans la direction de ei en a.

Alors
(1) La fonction f ˝ g a une dérivée partielle dans la direction de ei en a,
(2) nous avons la formule

Bipf ˝ gqpaq “
ÿ

k

pBkfq
`
gpaq˘pBigkqpaq. (12.796)EQooZMAUooIusxgDEQooZMAUooIusxgD

Démonstration. Vu que f est différentiable en gpaq, nous pouvons y utiliser le lemme 12.253 et
écrire EQooFZBVooTwNexc

dfgpaq
ˆ Bg
Bxi paq

˙
“ d

dt

”
f
`
gpaq ` t BgBxi paq

˘ı
t“0

(12.797a)

“ lim
ϵÑ0

f
`
gpaq ` ϵ Bg

Bxi
paq˘´ f`gpaq˘

ϵ
. (12.797b)

Maintenant, le jeu est de travailler f
`
gpaq ` ϵBigpaq

˘
de deux façons différentes. D’une part en

effectuant un développement de f autour de gpaq et d’autre part dé-développant gpaq ` ϵBigpaq
pour le changer en gpa` ϵeiq.

(1) Développer f En utilisant le lemme 12.235 pour f autour de gpaq, nous avons

f
`
gpaq ` ϵBigpaq

˘ “ f
`
gpaq ` ϵ

ÿ

k

pBigkqpaqek
˘

(12.798a)

“ f
`
gpaq˘` ϵ

ÿ

k

pBigkqpaqpBkfq
`
gpaq ` ϵuk

˘
(12.798b)

où uk “ řn
l“k`1pBiglqpaqel. La forme exacte de uk n’est pas importante pour notre histoire.

121. Classe C1, définition 11.247.
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En mettant cela dans la dernière fraction de (12.797),

f
`
gpaq ` ϵpBigqpaq

˘´ f`gpaq˘
ϵ

(12.799a)

“ f
`
gpaq˘` ϵřkpBigkqpaqpBkfq

`
gpaq ` ϵuk

˘` ϵαpϵq ´ f`gpaq˘
ϵ

(12.799b)

“
ÿ

k

pBigkqpaqpBkfq
`
gpaq ` ϵuk

˘` αpϵq. (12.799c)

Nous prenons la limite ϵÑ 0 en tenant compte du fait que limϵÑ0 αpϵq “ 0 et du fait que les
dérivées partielles de f sont continues en gpaq (théorème 12.291). Nous avons

dfgpaq
`pBigqpaq

˘ “
ÿ

k

pBigkqpaqpBkfq
`
gpaq˘. (12.800)

(2) Développer g Nous développons maintenant g à l’intérieur de f . Pour cela nous utilisons
les accroissements finis 12.236 pour g :

gpaq ` ϵ BfBxi paq “ gpa` ϵeiq ´ ϵαpϵq. (12.801)

Pour avancer dans (12.797), nous considérons le terme

f
`
gpaq ` ϵ BgBxi paq

˘ “ f
`
gpa` ϵeiq ´ ϵαpϵq

˘
(12.802)

dans lequel nous allons développer f autour de gpa` ϵeiq. Vu que la fonction ϵ ÞÑ gpa` ϵeiq
est continue (elle est dérivable par hypothèse), pourvu que ϵ soit assez petit, le point gpa`
ϵeiq est encore dans le voisinage de gpaq sur lequel f est de classe C1, de telle sorte qu’un
développement de f ne pose pas de problèmes. Nous pouvons appliquer le lemme (12.235) :

f
`
gpa` ϵeiq ´ ϵαpϵq

˘ “ f
`
gpa` ϵeiq

˘´
ÿ

k

ϵαpϵqkpBkfq
`
gpa` ϵeiq ` ϵuk

˘` ϵβpϵq. (12.803)

Ce que nous avons dans la limite dans (12.797) est

f
`
gpa` ϵeiq

˘´ř
k ϵαpϵqkpBkfq

`
gpa` ϵeiq ` ϵuk

˘´ f`gpaq˘
ϵ

(12.804a)

“ pf ˝ gqpa` ϵeiq ´ pf ˝ gqpaq
ϵ

´
ÿ

k

αpϵqkpBkfq
`
fpa` ϵeiq ` ϵuk

˘
. (12.804b)

Nous allons passer à la limite. Vu que f est de classe C1, ses dérivées partielles sont continue.
Le vecteur uk ne dépendant pas de ϵ, toute la partie pBkfq

`
gpa`ϵeiq`ϵuk

˘
peut être majorée

uniformément en ϵ. Et comme αpϵq Ñ 0, tout le second terme disparait.
Ce qui reste à la limite est

dfgpaq
ˆ Bg
Bxi paq

˙
“ Bpf ˝ gqBxi paq. (12.805)

CORooNQURooAWjfcA

Corolaire 12.299.
Soient a P R, un voisinage ouvert I de a, une application γ : I Ñ Rn et une fonction f : γpIq Ñ R.
Nous supposons que f est de classe C1 sur γpIq et que γ est dérivable en a.

Alors
(1) La fonction f ˝ γ est dérivable en a.
(2) Nous avons la formule

pf ˝ γq1paq “ γ1paq· p∇fq`γpaq˘. (12.806)
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Démonstration. Toutes les hypothèses sont calquées sur celles du théorème 12.298. L’application
f ˝ γ est donc dérivable en a. Pour les application sur R, la seule dérivée partielle est la dérivée
usuelle, donc la formule (12.796) s’écrit

pf ˝ γq1ptq “
ÿ

k

pBkfq
`
γpaq˘γ1

kpaq “ p∇fq
`
γpaq˘· γ1paq. (12.807)

Donnons un exemple d’utilisation de cette formule. Si

g : R2 Ñ R3

f : R3 Ñ R,
(12.808)

nous avons φ : R2 Ñ R. Les dérivées partielles de φ sont données par les formules

Bφ
Bx px, yq “

Bf
Bx1

`
gpx, yq˘Bg1

Bx px, yq `
Bf
Bx2

`
gpx, yq˘Bg2

Bx px, yq `
Bf
Bx3

`
gpx, yq˘Bg3

Bx px, yq (12.809)

et
Bφ
By px, yq “

Bf
Bx1

`
gpx, yq˘Bg1

By px, yq `
Bf
Bx2

`
gpx, yq˘Bg2

By px, yq `
Bf
Bx3

`
gpx, yq˘Bg3

By px, yq (12.810)

Notez que les dérivées de φ et des composantes de g sont calculées en px, yq, tandis que celles de
f sont calculées en gpx, yq.

12.28 Différentielle et dérivée complexe
SECooJWNOooOgMiWR

12.300.
Nous commençons par donner quelques éléments à propos de dérivée et de différentielle pour des
fonctions C Ñ C parce que les séries entières vont souvent être des fonctions complexes. Le gros
du chapitre sur les fonctions holomorphes est le chapitre 26.

Nous identifions R2 à C par l’application

φ : R2 Ñ C

px, yq ÞÑ x` iy. (12.811)

Dans cette partie, nous désignons par Ω un ouvert de C.
DEFooVJVXooKlnFkh

Définition 12.301.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-dérivable si la limite

lim
hÑ0
hPC

fpa` hq ´ fpaq
h

(12.812)

existe. Dans ce cas, cette limite est la dérivée de f et est notée f 1.
DefMMpjJZ

Définition 12.302.
Soit Ω un ouvert dans C. Une fonction f : Ω Ñ C est holomorphe si elle est C-dérivable sur Ω.

Une avalanche de conditions équivalentes à l’holomorphie est donnée dans le théorème 26.82.
DEFooQSMCooOoWVZk

Définition 12.303.
Si K est un compact de C, nous disons qu’une fonction est holomorphe sur K si il existe un
ouvert contenant K sur lequel f est holomorphe.

Et si f n’est réellement définie que sur K, elle est holomorphe sur K si il existe une extension
holomorphe de f vers un ouvert contenant K.
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Définition 12.304.
Une matrice de la forme ˆ

α β
´β α

˙
(12.813)

avec α, β P R est une similitude.
LEMooJNFEooZCbJMo

Lemme 12.305.
En tant qu’application linéaire CÑ C, l’opération de multiplication par α` βi est la matrice

ˆ
α ´β
β α

˙
. (12.814)

Démonstration. Cela est vite remarqué en calculant explicitement pα` βiqpu1 ` iu2q.
LEMooKIOZooEUxfsB

Lemme 12.306.
Une application A : CÑ C est C-linéaire si et seulement si elle est une similitude en tant qu’ap-
plication R2 Ñ R2.

Dans ce cas, il existe z0 P C tel que Apzq “ z0z pour tout z P C.

Démonstration. Commençons par considérer l’application A sur R2. Elle est en particulier une

application R-linéaire et par conséquent il existe une matrice
ˆ
α β
γ δ

˙
telle que

A

ˆ
x
y

˙
“
ˆ
α β
γ δ

˙ˆ
x
y

˙
. (12.815)

Nous voulons maintenant imposer la C-linéarité, c’est-à-dire que nous voulons

A
`pa` biqpx` iyq˘ “ pa` biqApx` iyq (12.816)

pour tout a, b, x, y P R. À gauche nous avons

A
`
ax´ by ` ipbx` ayq˘ (12.817)

et à droite nous avons
pa` biq`αx` βy ` ipγx` δyq˘. (12.818)

En égalant les deux expressions nous obtenons les équations
$
’’’&
’’’%

βb “ ´bγ (12.819a)
´αb` βa “ aβ ´ bδ (12.819b)
δb “ bα (12.819c)
´γb` δa “ bβ ` aδ, (12.819d)

dont nous tirons immédiatement que γ “ ´β et δ “ α. La matrice de A est donc de la forme
demandée.

Inversement nous devons prouver que la fonction

fpx` iyq “ αx` βy ` ip´βx` αyq (12.820)EqOEWYooMaHCNbEqOEWYooMaHCNb

est C-linéaire, c’est-à-dire qu’elle vérifie fpz0zq “ z0fpzq pour tout z0, z P C. Cela est un simple
calcul que nous confions à Sage : le code suivant affiche « 0 ».

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
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5

6 def f(z):
7 var( ’ alpha , beta ’)
8 x=z. real_part ()
9 y=z. imag_part ()

10 r e t u r n alpha*x+beta*y+I*( -beta*x+alpha*y )
11

12

13 var( ’a ,b ,x , y ’)
14

15 A=a+b*I
16 Z=x+y*I
17

18 z1=f( A*Z )
19 z2=A*f( Z )
20

21 rep=z1 -z2
22 print (rep. full_simplify ())

tex/frido/code_sage3.py

Pour conclure, notons que la fonction (12.820) est la fonction de multiplication par α´ iβ.
NORMooMKNDooBeoGRN

12.307.
Soient une fonction f : C Ñ C et l’isomorphisme canonique φ : C Ñ R2. La fonction f définit la
fonction

F “ φ ˝ f ˝ φ´1 : R2 Ñ R2. (12.821)

Cela est la fonction R2 Ñ R2 associée à f . Il serait tentant de croire que tout ce qui est vrai pour
F est également vrai pour f . Eh bien non.

Par exemple, F peut être différentiable sans que f le soit. La proposition suivante donne une
condition sur dF pour que f soit différentiable.

La proposition suivante donne le lien entre df et la dérivée complexe f 1. Pour avoir le lien avec
Bzf , il faudra voir la proposition 26.4.

PropKJUDooJfqgYS

Proposition 12.308.
Une fonction f : Ω Ñ C est C-dérivable en a P Ω si et seulement si elle est différentiable en a et
si dfa est une similitude.

Plus précisément avec les notations de 12.307, la fonction f est C-dérivable (donc holomorphe)
au point z0 “ x0` iy0 si et seulement si la fonction F est différentiable en px0, y0q et si la matrice
de dF est de la forme

dF “
ˆ
α β
´β α

˙
, (12.822)EQooWZGKooLDEHGrEQooWZGKooLDEHGr

c’est-à-dire si dFpx0,y0q fournit une application C-linéaire.
Dans ce cas, le lien entre C-dérivée et différentielle est donné par

pdfz0qpzq “ f 1pz0qz. (12.823)EqPAEFooYNhYpzEqPAEFooYNhYpz

Démonstration. Nous décomposons f en parties réelles et imaginaires :

fpx` iyq “ P px, yq ` iQpx, yq (12.824)

où P et Q sont des fonctions réelles. La jacobienne de F est la matrice
˜ BP

Bx
BP
ByBQ

Bx
BQ
By

¸
, (12.825)
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et la condition dont nous parlons s’écrit comme le système EqFDUrXBP

$
’’&
’’%

BP
Bx “

BQ
By (12.826a)

BP
By “ ´

BQ
Bx . (12.826b)

Si F est différentiable en px0, y0q alors nous avons

F
`px0, y0q ` ph, kq

˘ “ F px0, y0q ` dFpx0,y0q
ˆ
h
k

˙
` sp|h| ` |k|q (12.827)EqwlVfiREqwlVfiR

où s est une fonction vérifiant limtÑ0
sptq
t “ 0. Soit

dFpx0,y0q “
ˆ
α β
´β α

˙
. (12.828)

Si nous posons σ “ α´ iβ et w “ h` ik, l’équation (12.827) s’écrit dans C sous la forme
fpz0 ` wq “ fpz0q ` σw ` sp|w|q, (12.829)EqYFmoiMEqYFmoiM

ce qui implique que f est C-dérivable en z0.
Supposons maintenant que f soit C-dérivable en z0. Alors nous avons

f 1pz0q “ lim
wÑ0

fpz0 ` wq ´ fpz0q
w

“ σ P C, (12.830)

ce qui se récrit sous la forme

lim
wÑ0

fpz0 ` wq ´ fpz0q ´ σw
w

“ 0. (12.831)

Si nous posons z0 “ x0 ` iy0, w “ h` ik et σ “ α´ iβ nous avons

lim
ph,kqÑp0,0q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

F
`px0, y0q ` ph, kq

˘´ F px0, y0q ´
ˆ
α β
´β α

˙ˆ
h
k

˙

|w|

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
“ 0, (12.832)

ce qui signifie que F est différentiable et que sa différentielle est la matrice
ˆ
α β
´β α

˙
. (12.833)EqMLtbLDEqMLtbLD

La matrice (12.833) est, vue dans R2, la matrice de multiplication dans C par α´ iβ “ f 1pz0q.
En d’autre termes, dans C nous avons

dfz0pzq “ f 1pz0qz, (12.834)
et en particulier la différentielle est donnée par

dfz0 “ f 1pz0qdz. (12.835)EqPropZOkfmOEqPropZOkfmO

Exemple 12.309 (Une application C8 mais pas C-dérivable).
Nous considérons la fonction

f : CÑ C

x` iy ÞÑ x.
(12.836)

Vu que c’est une application linéaire, elle est différentiable une infinité de fois et sa différentielle
est elle-même. C’est donc une application C8.

Elle n’est cependant pas C-dérivable. En effet le quotient différentiel est, pour ϵ P C :
fpx` iy ` ϵx ` iϵyq ´ fpx` iyq

ϵ
“ ϵx

ϵ
. (12.837)

Cela n’a pas de limite lorsque ϵ Ñ 0. Pour voir cela nous invoquons la méthode des chemins du
corolaire 12.223 avec les chemins ϵ1ptq “ t et ϵ2ptq “ it. Dans le premier cas, le quotient différentiel
vaut 1 pour tout t, tandis que dans le second il vaut zéro pour tout t. △
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12.28.1 Quelques règles de calcul
LEMooVDXOooUyFHXZ

Lemme 12.310.
Si f et g sont deux fonctions holomorphes sur un ouvert Ω Ă C et si g ne s’annule pas sur Ω,
alors f{g est holomorphe sur Ω.

12.29 Théorèmes des accroissements finis
SecThoAccrsFinis

Nous avons déjà démontré (lemme 12.253) que si f est différentiable au point x alors dfxpuq “
Bufpxq. Une importante conséquence est le théorème des accroissements finis

val_medio_2

Théorème 12.311 (Accroissements finis, inégalité de la moyenne).
Soit U un ouvert dans Rm et soit f : U Ñ Rn une fonction différentiable. Soient a et b deux points
dans U , a ‰ b, tels que le segment ra, bs soit contenu dans U . Alors

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}dfx}LpRm,Rnq}b´ a}m. (12.838)

Démonstration. On utilise le théorème 11.245 et le fait que

}Bufpxq}n ď }dfx}LpRm,Rnq}u}m,
pour tout u dans Rm.

La proposition suivante est une application fondamentale du théorème des accroissements fi-
nis 12.311.

PropAnnulationEtConstance

Proposition 12.312.
Soit U un ouvert connexe par arcs de Rm et une fonction f : U Ñ Rn. Les conditions suivantes
sont équivalentes : ItemPropCstDiffZeroi

(1) f est constante ;
ItemPropCstDiffZeroii

(2) f est différentiable et dfpaq “ 0 pour tout a P U ;
ItemPropCstDiffZeroiii

(3) les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf existent et sont nulles sur U .

Démonstration. Nous allons démonter les équivalences en plusieurs étapes. D’abord (1) ñ (2),
puis (2) ñ (3), ensuite (3) ñ (2) et enfin (2) ñ (1).

Commençons par montrer que la condition (1) implique la condition (2). Si fpxq est constante,
alors la condition (11.655) est vite vérifiée en posant T phq “ 0.

Afin de voir que la condition (2) implique la condition (3), remarquons d’abord que la différen-
tiabilité de f implique que les dérivées partielles existent (proposition 12.250) et que nous avons
l’égalité dfpaq.u “ ř

i uiBifpaq pour tout u P Rm (lemme 12.253). L’annulation de
ř
i uiBifpaq

pour tout u implique l’annulation des Bifpaq pour tout i.
Prouvons maintenant que la propriété (3) implique la propriété (2). D’abord, par le théorème

12.291, l’existence et la continuité des dérivées partielles Bifpaq implique la différentiabilité de f .
Ensuite, la formule dfpaq.u “ ř

i uiBifpaq implique que dfpaq “ 0.
Il reste à montrer que (2) implique la condition (1), c’est-à-dire que l’annulation de la diffé-

rentielle implique la constance de la fonction. C’est ici que nous allons utiliser le théorème des
accroissements finis. En effet, si a et b sont des points de U , le théorème 12.311 nous dit que

}fpbq ´ fpaq}n ď sup
xPra,bs

}dfpxq}LpRm,Rnq}b´ a}m. (12.839)

Mais }dfpxq} “ 0 pour tout x P U , donc ce supremum est nul et fpbq “ fpaq, ce qui signifie la
constance de la fonction.
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12.30 Fonctions Lipschitziennes
DEFooQHVEooDbYKmz

Définition 12.313.
Soient pE, dEq et pF, dF q deux espaces métriques 122, f : E Ñ F une application et un réel k
strictement positif. Nous disons que f est Lipschitzienne de constante k sur E si pour tout
x, y P E,

dF
`
fpxq, fpyq˘ ď kdEpx, yq. (12.840)

Soit f une fonction k-Lipschitzienne. Si y P Bpx, δq alors }x´y} ď δ et donc
››fpxq´fpyq›› ď kδ.

Cela signifie que la condition Lipschitz peut s’énoncer en termes de boules fermées par

f
`
Bpx, δq˘ Ă B

`
fpxq, kδ˘ (12.841)EqDZvtUbnEqDZvtUbn

tant que Bpx, δq est contenue dans le domaine sur lequel f est Lipschitz.

Proposition 12.314.
Soit U un ouvert convexe de Rm, et soit f : U Ñ Rn une fonction différentiable. La fonction f
est Lipschitzienne sur U si et seulement si df est bornée sur U .

Démonstration. Le fait que l’application différentielle df soit bornée signifie qu’il existe un M ą 0
dans R tel que }dfa}LpRm,Rnq ďM , pour tout a dans U . Si cela est le cas, alors le théorème 12.311
et la convexité 123 de U impliquent évidemment que f est de Lipschitz de constante plus petite ou
égale à M .

Inversement, si f est Lipschitz de constante k, alors pour tout a dans U et u dans Rm on a
››››
fpa` tuq ´ fpaq

t

››››
n

ď k}u}m,

En passant à la limite pour tÑ 0 on a

}Bufpaq}n “ }dfapuq}n ď k}u}m,
donc la norme de dfa est majorée par k pour tout a dans U .

Notez cependant qu’une fonction peut être Lipschitzienne sans être différentiable.
PropFZgFTEW

Proposition 12.315.
Une fonction Lipschitzienne f : RÑ R est continue.

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation de la continuité donnée par le théorème 7.199.
Prouvons donc la continuité en a P R. Pour tout x nous avons

ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ď k|x´ a|. (12.842)

Si ϵ ą 0 est donné, il suffit de prendre δ ă ϵ
k pour avoir

ˇ̌
fpxq ´ fpaqˇ̌ ď k

ϵ

k
“ ϵ. (12.843)

Donc f est continue en a.
DefJSFFooEOCogV

Définition 12.316.
Une fonction

f : Rn ˆRm Ñ Rp

pt, yq ÞÑ fpt, yq (12.844)

122. Pour rappel, les espaces métriques sont définis par la définition 7.110 et le théorème 7.112 ; je précise que nous
ne supposons pas que E soit vectoriel ; en particulier il peut être un ouvert de Rn.
123. La convexité de U sert à assurer que la droite reliant a à b est contenue dans U ; c’est ce que nous utilisons

dans la démonstration du théorème 12.311.
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est localement Lipschitz en y au point pt0, y0q si il existe des voisinages V de t0 et W de y0 et
un nombre k ą 0 tels que pour tout pt, yq P V ˆW on ait

››fpt0, y0q ´ fpt, yq
›› ď k}y ´ y0}. (12.845)

La fonction est localement Lipschitz sur un ouvert U de Rn ˆRm si elle est localement Lipschitz
en chaque point de U .

NORMooYNRAooBgobcK

12.317.
Autrement dit, une fonction est localement Lipschitzienne en sa deuxième variable lorsque tout
point admet un voisinage sur lequel elle est Lipschitzienne.

PROPooVZSAooUneOQK

Proposition 12.318.
Toute application Lipschitz 124 est uniformément continue 125.

Démonstration. Soit une application k-lipschitzienne f : E Ñ F entre deux espaces métriques.
Soient ϵ ą 0 ainsi que a P E. Nous considérons δ “ ϵ{k. Si x P Bpa, δq nous avons

dF
`
fpaq, fpxq˘ ď kdEpa, xq ď kδ ď ϵ. (12.846)

PropGIBZooVsIqfY

Proposition 12.319.
Si f et g sont deux fonctions localement Lipschitz alors f ` g l’est.

Démonstration. Il s’agit d’un simple calcul avec une majoration standard :

}pf ` gqpt0, y0q ´ pf ` gqpt, yq} ď }fpt0, y0q ´ fpt, yq} ` }gpt0, y0q ´ gpt, yq} (12.847a)
ď kf }y ´ y0} ` kg}y ´ y0} (12.847b)
“ pkf ` kgq}y ´ y0}. (12.847c)

LemCFZUooVqZmpc

Lemme 12.320.
La fonction donnée par

fpt, px, yqq “ xy (12.848)

est localement Lipschitz en tout point.

Démonstration. Nous avons la majoration classique

|f`t, px0, y0q
˘´ f`t, px, yq˘| “ |x0y0 ´ xy| ď |x0y0 ´ x0y| ` |x0y ´ xy| ď |x0||y0 ´ y| ` |y||x0 ´ x|.

(12.849)
Vu que nous parlons de fonction localement Lipschitzienne, nous pouvons majorer |y| et |x0| par
un même nombre k dans un voisinage de px0, y0q. Cela donne

|f`t, px0, y0q
˘´ f`t, px, yq˘| ď k

`|y0 ´ y| ` |x0 ´ x|
˘ ď ?2k}

ˆ
x0 ´ x
y0 ´ y

˙
}. (12.850)

Nous avons utilisé l’équivalence de norme de la proposition 11.44(1).

124. Définition 12.313.
125. Définition 7.311.
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12.31 Différentielles d’ordre supérieur
SecDiffOrdSup

12.31.1 Différentielle et dérivées partielles

C’est le moment de relire les définitions 11.247 et 11.248.

Définition 12.321.
Une sorte de projection. Pour u P V nous définissons

proju : LnpV,Eq Ñ Ln´1pV,Eq
projupωqpv1, . . . , vn´1q “ ωpu, v1, . . . , vn´1q. (12.851)

LEMooSMZQooJBVySP

Lemme 12.322 ([1, 402]).
À propos de dimensions 126, ITEMooUWEBooSzFseN

(1) dimpEnq “ dimpV qn dimpEq.
ITEMooFMKQooFSMpgF

(2) dim
`
LnpV,Eq˘ “ dimpEq dimpV qn.

LEMooTDLNooTcPkLg

Lemme 12.323 ([1]).
Nous définissons les ϕk par récurrence. D’abord

ϕ1 : LnpV,Eq Ñ L
`
V,Ln´1pV,Eq˘

ϕ1pωqu “ projupωq,
(12.852)

et ensuite
ϕk : LnpV,Eq Ñ Ln´kpV,Eqk

ϕkpωqu “ ϕk´1
`

projupωq
˘
.

(12.853)

Les applications ϕk sont bijectives.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence.
(1) Injective, k “ 1 Soit ω P LnpV,Eq tel que ϕ1pωq “ 0. Pour tout u P V nous avons ϕ1pωqu “

0, ce qui signifie que projupωq “ 0 ou encore que pour tout v1, . . . , vn´1 P V nous avons
ωpu, v1, . . . , vn´1q “ 0. Nous avons donc bien ω “ 0.

(2) Surjective, k “ 1 Soit α P L
`
V,Ln´1pV,Eq˘. Nous allons construire ω P LnpV,Eq tel que

ϕ1pωq “ α. Nous posons

ωpv0, . . . , vn´1q “ αpv0qpv1, . . . , vn´1q. (12.854)

Avec lui nous avons bien projv0pωq “ αpv0q.
(3) Injective, k “ k Nous supposons que ϕkpωq “ 0, c’est-à-dire que pour tout u P V nous

avons
ϕk´1

`
projupωq

˘ “ 0. (12.855)

Cela implique projupωq “ 0 parce que ϕk´1 est injective par hypothèse de récurrence. Nous
déduisons que ω “ 0, et que ϕk est injective.

(4) Surjective, k “ k Nous allons montrer que ϕk : LnpV,Eq Ñ Ln´kpV,Eqk est une applica-
tion linéaire injective entre deux espaces de même dimension.
Il s’agit d’utiliser le lemme 12.322. D’abord

dim
`
Ln´kpV,Eqk

˘ “ dimpV qk dim
`
Ln´kpV,Eq˘ “ dimpV qn dimpEq. (12.856)

Ensuite dim
`
LnpV,Eq˘ “ dimpV qn dimpEq. Le compte est bon.

Le théorème du rang (formule (4.50)) avec dim
`

kerpϕkq
˘ “ 0 nous dit que le rang de ϕk est

maximal et donc que ϕk est surjective.

126. En, définition 11.248.
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LEMooLTYCooAoMJKD

Lemme 12.324.
Soit w PW . Nous avons

“
w ˆk ϕkpωIq

‰ˆ1 ωl “ w ˆk`1 ϕk`1pωl,Iq. (12.857)

Démonstration. Il s’agit d’appliquer les deux membres à un élément v P V . D’abord
“
w ˆk ϕkpωIq

‰ˆ1 ωlpvq “ ωlpvqw ˆk ϕkpωIq (12.858a)
“ w ˆk

`
ϕkpωIqvl

˘
(12.858b)SUBEQooMWPMooYAsYCBSUBEQooMWPMooYAsYCB

Pour (12.858b) nous avons utilisé le fait que ωl,Ipvq “ vl P R et que le produit ˆk est linéaire. De
l’autre côté, en utilisant les définitions de ˆk et de ϕk, nous avons

“
w ˆk`1 ϕk`1pωl,Iq

‰
v “ w ˆk

`
ϕk`1pωl,Iqv

˘
(12.859a)

“ w ˆk ϕk
`

projvpωl,Iq
˘

(12.859b)
“ w ˆk ϕkpvlωIq (12.859c)

parce que projvpωl,Iq “ vlωI .
PROPooVGRRooHSwcPl

Proposition 12.325 ([1]).
Soit une application f : V Ñ E de classe Cn. Alors

(1) pour tout n-multiindice I, la dérivée partielle BnI f existe,
(2) nous avons la formule

pdnfqa “
ÿ

i1,...,in

Bnf
Bxi1 . . . Bxin

paq ˆn ϕnpωi1,...,inq (12.860)

où la somme porte sur tous les multiindices de taille n, le produit ˆn est la définition 11.250
et l’application ϕn est donnée dans l’énoncé du lemme 12.323.

Démonstration. Nous faisons tout cela par récurrence. Le cas n “ 1 est déjà fait par le théorème
12.291 parce que ϕ1pωq “ ω. Nous supposons que le résultat est démontré pour une valeur k, et
nous considérons f de classe Cn avec n ě k ` 1. L’hypothèse de récurrence dit que

pdkfqa “
ÿ

I

pBIfqpaq ˆk ϕkpωIq (12.861)EQooBOZUooCiEIYREQooBOZUooCiEIYR

est continuement différentiable par rapport à a. Nous pouvons donc utiliser la formule (12.777)
pour calculer la différentielle de (12.861) :

pdk`1fqa “
ÿ

l

Bpdkfq
Bxl paq ˆ1 ωl (12.862a)

“
ÿ

l

ÿ

I

“pBlBIfqpaq ˆk ϕkpωIq
‰ˆ1 ωl (12.862b)

“
ÿ

l,I

pBl,Ifqpaq ˆk`1 ϕk`1pωl,Iq (12.862c)SUBEQooOXUHooFDJiowSUBEQooOXUHooFDJiow

où nous avons utilisé le lemme 12.324 pour obtenir (12.862c).
PROPooKOBVooQhrAeJ

Proposition 12.326.
Soit une application f : V Ñ E telle que les dérivées partielles Bf

Bxi1 ...Bxin
existent et sont continues

sur un ouvert U . Alors f est de classe Cn sur U .
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Démonstration. Pour n “ 1, cette proposition est déjà contenue dans le théorème 12.291. Nous
pouvons donc directement passer au pas de récurrence. Nous définissons les objets

Tkpaq “
ÿ

I

pBIfqpaq ˆk ϕkpωIq (12.863)

où la somme porte sur tous les k-multiindices. Ces applications Tk existent et sont continues par
hypothèse.

Le théorème 12.291 nous indique que T1paq “ dfa. Nous supposons maintenant que pdkfqa “
Tkpaq et nous allons prouver que Tk`1 est la différentielle de dkf . Pour cela nous devons prouver
que

lim
hÑ0

Tkpa` hq ´ Tkpaq ´ Tk`1paqh
}h} “ 0. (12.864)EQooPKXDooWWVikTEQooPKXDooWWVikT

En utilisant le lemme 12.324 nous pouvons dégrossir le terme Tk`1paqh :

Tk`1paqh “
ÿ

l,I

“pBl,Ifqpaq ˆk`1 ϕk`1pωl,Iq
‰
h (12.865a)

“
ÿ

l,I

“pBl,Ifqpaq ˆk ϕkpωIq
‰ˆ1 ωlphq (12.865b)

“
ÿ

l,I

hlpBl,Ifqpaq ˆk ϕkpΩIq (12.865c)

“
ÿ

l

hl
“Bl

ÿ

I

pBIfqpaq
‰ˆk ϕkpωIq. (12.865d)SUBEQooACCZooXrxHpYSUBEQooACCZooXrxHpY

Vu que BIf est une fonction dont les dérivées partielles existent et sont continues, le théorème
12.291 (toujours lui) nous dit qu’elle est différentiable et que

dpBIfqaphq “
ÿ

l

hlBlpBIfqpaq. (12.866)

En mettant la somme sur I tout devant dans (12.865d), nous trouvons

Tk`1paqh “
ÿ

I

dpBIfqaphq ˆk ϕkpωIq. (12.867)

C’est pas beau la vie ? Nous pouvons écrire le numérateur du quotient différentiel (12.864) :

Tkpa` hq ´ Tkpaq ´ Tk`1paqh “
ÿ

I

“pBIfqpa` hq ´ pBIfqpaq
‰ˆk ϕkpωIq (12.868a)

´
ÿ

I

dpBIfqaphq ˆk ϕkpωIq (12.868b)

“
ÿ

I

“pBIfqpa` hq ´ pBIfqpaq ´ dpBIfqpaqh
‰ˆl ϕkpωIq. (12.868c)

Nous utilisons le fait que l’application w ÞÑ w ˆk ϕkpωIq est linéaire et commute avec la limite,
c’est-à-dire que

lim
hÑ0

`
wphq ˆk ϕkpωIq

˘ “ `
lim
hÑ0

wphq˘ˆk ϕkpωIq. (12.869)

Et bien sûr, la somme sur les multiindices I commute également avec la limite. Donc

lim
hÑ0

Tkpa` hq ´ Tkpaq ´ Tk`1paqh
}h} “

ÿ

I

ˆ
lim
hÑ0

pBIfqpa` hq ´ pBIfqpaq ´ dpBIfqah
}h}

˙
ˆk ϕkpωIq

(12.870a)
“ 0. (12.870b)

Cela prouve que Tk`1 est bien la différentielle de Tk. Par récurrence, la fonction f est bien n fois
continuement différentiable.
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Maintenant que nous avons plein de lemmes et de résultats, il est facile de démontrer un très
gros résultat en peu de lignes.

THOooPZTAooTASBhZ

Théorème 12.327.
Soit une application f : V Ñ E entre deux espaces vectoriels normés de dimension finies. Nous
avons équivalence entre

ITEMooBOWTooXgxhpS

(1) f est de classe Cn
ITEMooPVZHooHihSRD

(2) les dérivées partielles Bif sont de classe Cn´1
ITEMooVBQMooBleazN

(3) les dérivées partielles BnI f existent et sont continues pour tout multiiindice de longueur n.

Démonstration. En plusieurs implications.
(1) (3) implique (1) C’est la proposition 12.326.
(2) (1) implique (3) C’est la proposition 12.325.

(3) (3) implique (2) En posant gi “ Bif , l’hypothèse est que les Bn´1
I gi existent et sont

continues pour tout multiindices I de longueur n ´ 1. En appliquant « (3) implique (1) » à
la fonction gi, la fonction gi est de classe Cn´1.

(4) (2) implique (3) Les fonctions gi déjà définies sont de classe Cn´1. Nous leur appliquons
« (1) implique (3) », nous savons que les fonctions Bn´1

I gi sont continues, c’est-à-dire que les
BIBif . Vu que tout multiiindice de longueur n peut être écrit sous la forme iI où I est de
longueur n´1, nous avons prouvé que les BnJf existent et sont continues pour tout multiindice
J de longueur n.

PROPooCKROooYutfEX

Proposition 12.328 ([1]).
Soit un espace vectoriel V de dimension finie n sur K (“ C ou R). Soit une base teiuiPI de V .
Pour chaque i, la projection

proji : V Ñ K
ÿ

k

ek ÞÑ ai
(12.871)

est de classe C8.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.
PROPooMOMMooDYIayv

Proposition 12.329 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés de dimension finie V et W . Soient des bases teiu et te1

ju de
V et W . Une application f : V ÑW est de classe Cp si et seulement si chacune de ses composantes
le sont, c’est à dire si en écrivant

fpsq “
ÿ

j

fjpsqe1
j , (12.872)

les applications fj : V Ñ R sont de classe Cp.

Démonstration. En deux parties.
(1) Sens direct Considérant la proposition 12.328, la projection

proji : W Ñ R
ÿ

k

ake
1
k ÞÑ ai

(12.873)

est de classe C8. Vu que f est de classe Cp, la composée proji ˝f est de classe Cp par la
proposition 11.265.
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(2) Sens réciproque Si I est un multiindice de longueur p, nous avons

pBpIfqpsq “
ÿ

k

pBpIfkqpsqe1
k, (12.874)

qui est continue parce que les fk sont de classe Cp. Donc f est de classe Cp par le théorème
12.327(3).

12.31.2 Application à valeurs dans les opérateurs
PROPooUCRNooaqsebj

Proposition 12.330 ([1]).
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soient un ouvert U Ă Rn et une application A : U Ñ
EndpV,W q. L’application A est de classe Ck si et seulement si toutes les applications s ÞÑ Apsqij
sont de classe Ck.

Démonstration. Nous utilisons les applications fij de la proposition 4.76, en nous souvenant que
les éléments de matrice de Apsq sont les coordonnées de Apsq P EndpV,W q dans ces coordonnées
(proposition 4.77). Le résultat est alors seulement un cas particulier de la proposition 12.329.

PROPooYORGooDmwrJg

Proposition 12.331 ([1]).
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soient un ouvert U Ă Rn et une application A : U Ñ
EndpV,W q. Nous supposons que pour chaque v P V , l’application s ÞÑ Apsqv est Ck.

Alors A est Ck.

Démonstration. Soient une base teiu de V et te1
ju de W . Nous considérons les applications

fi : U ÑW

s ÞÑ Apsqei. (12.875)

Par hypothèse, fi est une application Ck. Nous avons

fipsq “ Apsqei “
ÿ

j

Apsqjie1
j (12.876)

Nous profitons de la proposition 12.328 qui dit que la projection est de classe C8, et de la propo-
sition 11.265 à propos des composées, l’application pprojj ˝fiq est de classe Cp. Or nous avons

pprojj ˝fiqpsq “ Apsqji. (12.877)

La proposition 12.330 conclut que f est de classe Cp.

12.31.3 Espaces d’applications multilinéaires et identifications

Si V et E sont des espaces vectoriels de dimensions finies, la différentielle de f : V Ñ E
est une application df : V Ñ LpV,Eq. La différentielle seconde est une application dpdfq : V Ñ
L
`
V,LpV,Eq˘ et ainsi de suite.
Une grande difficulté de la manipulation des différentielles d’ordre supérieurs provient de cet

emboîtement d’espaces d’applications linéaires. Nous nous attaquons à présent à la description de
ces espaces emboîtés 127.

Pour la suite, nous considérerons des espaces vectoriels normés V et E de dimension finie. Nous
notons LnpV,Eq l’espace des applications multilinéaires V n Ñ E.

Nous introduisons le produit suivant[1] :

· : W ˆ L
`
V,LpV,Rq˘Ñ L

`
V,LpV,W q˘`pw·ψqpuq˘v “ `

ψpuqv˘w. (12.878)

127. Toutes les constructions, tous les énoncés et les preuves qui suivent sont de l’invention personnelle de l’auteur
de ces lignes. Je n’ai trouvé nulle part une source qui s’attaque réellement à la récurrence.
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Dans la suite, pour économiser des parenthèses et des maux de tête, nous allons noter ψpu, vq le
nombre ψpuqv. Il n’est cependant pas question de dire que ψ est une application bilinéaire. En
effet, identifier L

`
V,LpV,W q˘ à l’espace des applications bilinéaires V ˆ V Ñ W ne sert pas à

grand chose pour l’instant parce qu’une telle identification a le prix de devoir prouver que toutes les
propriétés des différentielles passent à travers l’identification, tâche qui est à priori (conservation
de la difficulté) de la même nature que celle à laquelle nous nous attachons à présent.

LEMooHCUSooXYHuBR

Lemme 12.332 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés V et E ainsi que ψ P L

`
V,LpV,Rq˘. Pour tout a P E nous

avons
}a·ψ}L`V,LpV,Eq

˘ “ }ψ}L`V,LpV,Rq
˘}a}E . (12.879)

Démonstration. Il s’agit seulement d’un calcul :

}a·ψ} “ sup
}v}“1

}pa·ψqpvq}LpV,Eq (12.880a)

“ sup
}v}“1

sup
}w}“1

}pa·ψqpvqw}E (12.880b)

“ sup
}v}“1

sup
}w}“1

}`ψpvqw˘a}E (12.880c)SUBEQooDVSVooFkgDQbSUBEQooDVSVooFkgDQb

“ sup
}v}“1

sup
}w}“1

|ψpvqw| }a}E (12.880d)SUBEQooBJQDooDyZMOySUBEQooBJQDooDyZMOy

“ sup
}v}“1

}ψpvq} }a} (12.880e)

“ }ψ}}a}. (12.880f)

Notez que dans (12.880c), |ψpvqw| est un simple réel ; c’est pourquoi nous le retrouvons hors de la
norme }.}E dans (12.880d), muni d’une simple valeur absolue.

Lemme 12.333 ([1]).
Soient ψ P L

`
V,LpV,Rq˘ et une fonction continue f : V Ñ E. Alors la fonction

g : V Ñ L
`
V,LpV,Eq˘

x ÞÑ fpxq·ψ
(12.881)

est continue.

Démonstration. Pour des raisons de notations, nous allons écrire gx pour gpxq. Cela étant dit nous
considérons a P E, une suite xk EÝÑ a et nous calculons :

}ga ´ gxk
} “ sup

}u}“1
}gapuq ´ gxk

puq}LpV,Eq (12.882a)

“ sup
}u}“1

sup
}v}“1

}gapuqv ´ gxk
puqv}E (12.882b)

“ sup
}u}“1

sup
}v}“1

}fpaqψpuqv ´ fpxkqψpuqv} (12.882c)

“ sup
}u}“1

sup
}v}“1

}fpaq ´ fpxkq}
ˇ̌
ψpuqvˇ̌ (12.882d)

“ ››fpaq ´ fpxkq
›› sup
u,v
|ψpuqv| (12.882e)

“ }fpaq ´ fpxkq} }ψ}. (12.882f)

En prenant la limite k Ñ8, et en considérant que f est continue en a, nous obtenons

lim
kÑ8 }ga ´ gxk

} “ 0. (12.883)
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Lemme 12.334 ([1]).
Soient une application différentiable f : V Ñ E ainsi que ψ P L

`
V,LpV,Rq˘. Soit

g : V Ñ L
`
V,LpV,Eq˘

x ÞÑ fpxq·ψ.
(12.884)

Alors g est différentiable et pour tout a P V nous avons

dgaphq “ dfaphq·ψ. (12.885)

Notons que nous n’avons pas dga “ dfa ·ψ. En effet, dfa P LpV,W q, de telle sorte que dfa ·ψ P
L
`
V,L

`
V,LpV,W q˘˘. Les espaces ne s’emboîtent pas dans le bon ordre.

Démonstration. Il s’agit de vérifier que h ÞÑ dfaphq·ψ vérifie la condition de la définition 11.230.
En utilisant le fait que pa` bq·ψ “ a·ψ ` b·ψ ainsi que le lemme 12.332 nous écrivons

}fpa` hq·ψ ´ fpaq·ψ ´ dfaphq·ψ}
}h} “ }fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq

h
·ψ} (12.886a)

“ }fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq
h

}}ψ}. (12.886b)

Vu que f est différentiable en a et que dfa est la différentielle, nous avons bien

lim
hÑ0

}fpa` hq ´ fpaq ´ dfaphq
h

}}ψ} “ 0. (12.887)

Démonstration. Nous faisons (1) par récurrence. D’abord dimpE0q “ dimpEq et ensuite

dimpEk`1q “ dim LpV,Ekq “ dimpV q dimpEkq “ dimpV qn`1 dimpEq. (12.888)

Pour (2), si teiu est une base de V , un élément ω P LnpV,Eq est déterminé par les va-
leurs de ωpei1 , . . . , einq qui peuvent être n’importe quel vecteur de E. Donc la dimension est
dimpV qn dimpEq.
Lemme 12.335 ([1]).
Soit n P N nous définissons par récurrence

ψn,0 : En Ñ En

α ÞÑ α.
(12.889)

et
ψn,k : En Ñ LkpV,En´kq

ψn,kpαqpv1, . . . , vkq “
`
ψn,k´1pαqpv1, . . . , vk´1q

˘
vk.

(12.890)

L’application
ψn,n : En Ñ LnpV,Eq (12.891)

est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. Nous allons démontrer par récurrence sur k que tous les ψn,k sont des isomor-
phismes isométriques. Pour k “ 0 c’est évident parce que ψn,0 est l’identité.

(1) Injective Soient α P En tels que ψn,k`1pαq “ 0. Cela signifie que pour tout v1, . . . , vk`1
nous avons

ψn,kpαqpv1, . . . , vkqvk`1 “ 0. (12.892)

c’est-à-dire ψn,kpαqpv1, . . . , vkq “ 0. Vu que ψn,k est injective (hypothèse de récurrence), nous
avons α “ 0.
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(2) Surjective Soit ω P Lk`1pV,En´kq ; nous cherchons α P En tel que ψn,k`1pαq “ ω, c’est-à-
dire tel que

ψn,k`1pαqpv1, . . . , vk`1q “ ψn,kpαqpv1, . . . , vkqvk`1 “ ωpv1, . . . , vk`1q. (12.893)EQooACUOooKCKameEQooACUOooKCKame

Notez que
ψn,kpαq P LkpV,En´kq “ Lk

`
V,LpV,En´k´1q

˘
. (12.894)

En considérant σ P Lk
`
V,LpV,En´k´1q

˘
donné par

σpv1, . . . , vkqvk`1 “ ωpv1, . . . , vk`1q, (12.895)

il existe (hypothèse de récurrence sur k) un α P En tel que ψn,kpαq “ σ.
Pour ce α, la condition (12.893) est satisfaite.

(3) Isométrique Encore une fois par récurrence. Soit α P En. Nous avons

}ψn,kpαq}LkpV,En´kq “ sup
}vi}“1

}ψn,kpαqpv1, . . . , vkq}En´k
(12.896a)

“ sup
}vi}“1

}ψn,k´1pαqpv1, . . . , vk´1qvk}En´k
(12.896b)

“ sup
}vi}“1

i“1,...,k´1

}ψn,k´1pv1, . . . , vk´1q}LpV,En´k´1q (12.896c)

“ }ψn,k´1pαq} (12.896d)
“ }α}. (12.896e)

La dernière égalité est l’hypothèse de récurrence. Notez la subtile utilisation du lemme 7.142
qui permet de donner un sens aux supremums, grace au fait que tv P V tel que }v} “ 1u est
compact.

LEMooFBEGooCqrzxH

Lemme 12.336.
Nous avons ψn,n “ ϕ´1

n .

Démonstration. Pour nous échauffer nous posons ω P LnpV,Rq, et nous calculons EQooPBQIooUValDA

ψn,2
`
ϕnpωq

˘pv1, v2q “
´
ψn,1

`
ϕnpωq

˘
v1
¯
v2 (12.897a)

“ `
ϕnpωqv1

˘
v2 (12.897b)

“ ϕn´1
`

projv1pωq
˘

(12.897c)
“ ϕn´2

`
projv2 projv1pωq

˘
. (12.897d)

Cela étant dit, nous allons prouver ceci par récurrence :

ψn,k
`
ϕnpωq

˘pv1, . . . , vkq “ ϕn´k
´ kź

i“1
projvi

pωq
¯
. (12.898)

Notez l’ordre du produit des projections. En ce qui concerne cet ordre, pour fixer les idées voici
un exemple :

projv2 projv1pωq “
`

projv1pωq
˘pv2q “ ωpv1, v2q. (12.899)

Faisons maintenant la récurrence.

(1) Pour k “ 2 C’est le calcul (12.897).



12.31. DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE SUPÉRIEUR 1135

(2) Pour k ` 1 C’est encore un calcul, en faisant attention à l’ordre dans lequel viennent les
projections :

ψn,k`1
`
ϕnpωq

˘pv1, . . . , vk`1q “
´
ψn,k

`
ϕnpωq

˘pv1, . . . , vkq
¯
vk`1 (12.900a)

“
´
ϕn´k

` kź

i“1
projvi

pωq˘
¯
vk`1 (12.900b)

“ ϕn´k´1
`

projvk`1

kź

i“1
projvi

pωq˘ (12.900c)

“ ϕn´pk`1q
` k`1ź

i“1
projvi

pωq˘. (12.900d)

Il ne reste qu’à écrire la formule démontrée avec k “ n :

ψn,n
`
ϕnpωq

˘pv1, . . . , vnq “ ϕn´n
` nź

i“1
projvi

pωq˘ “ ωpv1, . . . , vnq. (12.901)

Donc nous avons bien que ψn,n
`
ϕnpωq

˘ “ ω.
LEMooDGUGooTXOtih

Lemme 12.337.
Soient deux espaces vectoriels normés V et E. Nous considérons une application linéaire A : V Ñ
E, une forme ω P LnpV,Rq ainsi que la forme

α : V Ñ En

u ÞÑ Apuqψ´1pωq. (12.902)

Alors
ψn`1,n`1pαqpv1, . . . , vn`1q “ Apv1qωpv2, . . . , vn`1q. (12.903)

Démonstration. Nous prouvons la formule suivante par récurrence :

ψn`1,kpωqpv1, . . . , vkq “ Apv1qϕn´k`1
` kź

i“2
projvi

pωq˘. (12.904)

Nous commençons la récurrence avec k “ 2, en tenant compte que ψ´1 “ ϕn (lemme 12.336) :

ψn`1,2pαqpv1, v2q “
`
ψn`1,1pαqv1

˘
v2 (12.905a)

“ αpv1qv2 (12.905b)
“ Apv1q

`
ψ´1pωqv2

˘
(12.905c)

“ Apv1q
`
ϕnpωqv2

˘
(12.905d)

“ Apv1qϕn´1
`

projv2pωq
˘
. (12.905e)

C’est bon pour k “ 2. Nous passons à la récurrence :

ψn`1,k`1pωqpv1, . . . , vk`1q “
`
ϕn`1,kpωqpv1, . . . , vkq

˘
vk`1 (12.906a)

“ Apv1q
´
ϕn´k`1

` kź

i“2
projvi

ω
˘¯
vk`1 (12.906b)

“ Apv1qϕn´k
`

projvk`1

kź

i“2
projvi

ω
˘

(12.906c)

“ Apv1qϕn´pk`1q
` k`1ź

i“2
projvi

ω
˘
. (12.906d)
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La récurrence est terminée. Nous écrivons la formule pour k “ n` 1 en tenant compte de ϕ0 “ Id
pour terminer la preuve de ce lemme :

ψn`1,n`1pωqpv1, . . . , vn`1q “ Apv1qϕ0
` n`1ź

i“2
projvi

ω
˘ “ Apv1qωpv2, . . . , vn`1q. (12.907)

12.31.4 Fonctions différentiables plusieurs fois

Définition 12.338.
Un Ck-difféomorphisme est une application inversible de classe Ck dont l’inverse est également
de classe Ck.

bilin_2diff

Exemple 12.339.
Soit B : Rm ˆRm Ñ Rn une application bilinéaire. On définit f : Rm Ñ Rn par fpxq “ Bpx, xq.
Le lemme 12.271 nous dit que B est différentiable. Cela implique la différentiabilité de f . Pour
trouver la différentielle de la fonction f , nous écrivons f “ B ˝ s où s : Rm Ñ Rm ˆ Rm est
l’application spxq “ px, xq. En utilisant la règle de différentiation de fonctions composées,

dfpaq “ dB
`
spaq˘ ˝ dspaq. (12.908)

Mais dspaq.u “ pu, uq parce que spa` hq ´ spaq ´ ph, hq “ 0. Par conséquent,

dfpaq.u “ dB
`
spaq˘pu, uq “ Bpu, aq `Bpa, uq (12.909)EqdBsaExpEqdBsaExp

où nous avons utilisé la formule du lemme 12.271. La formule (12.909) peut être écrite sous la
forme compacte

dfpaq “ Bp· , aq `Bpa, · q (12.910)

La fonction dfpaq ainsi écrite est linéaire par rapport à a, donc différentiable. En outre elle coïncide
avec sa différentielle, comme on a vu dans le lemme 11.254, au sens que la différentielle de df au
point a sera l’application que à chaque x dans Rm associe l’application linéaire Bpx, · q`Bp· , xq.
On voit bien que d2f au point a est une application de Rm vers l’espace des applications linéaires
LpRm,Rnq. On peut utiliser d’autre part l’isomorphisme des espaces LpRm,LpRm,Rnqq et LpRmˆ
Rm,Rnq et dire que, une fois que a est fixé, l’application d2fpaq est une application bilinéaire sur
Rm ˆRm. On écrit alors d2fpaqpx, yq “ Bpx, yq `Bpy, xq. △

12.31.5 Différentielle seconde, fonction de classe C2

La différentielle seconde dans l’exemple 12.339 est symétrique, c’est-à-dire que d2fpaqpx1, x2q “
d2fpaqpx2, x1q. En fait toute différentielle seconde est symétrique.

Le théorème de Schwarz permet de permuter les dérivées partielles d’ordre 2 dans le cas d’une
fonction de classe C2. Il y aura une généralisation pour les fonctions de classe Cm dans la propo-
sition 12.349.

Schwarz

Théorème 12.340 (Schwarz).
Soit U un ouvert de Rm et f : U Ă Rm Ñ Rn une fonction de classe C2. Alors, pour tout couple
i, j d’indices dans t1, . . . ,mu et pour tout point a dans U , on a

B2f

BxiBxj paq “
B2f

BxjBxi paq.

Démonstration. Pour simplifier nous nous limitons ici au cas m “ 2. Soit ph, gq un vecteur fixé
dans R2. Pour tout v “ px, yq dans R2 on note

∆hfpvq “ fpv ` he1q ´ fpvq “ fpx` h, yq ´ fpx, yq,
∆gfpvq “ fpv ` ge2q ´ fpvq “ fpx, y ` gq ´ fpx, yq, (12.911)
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Nous avons
∆g∆hfpvq “ pfpx` h, y ` gq ´ fpx, y ` gqq ´ pfpx` h, yq ´ fpx, yqq ,
∆h∆gfpvq “ pfpx` h, y ` gq ´ fpx` h, yqq ´ pfpx, y ` gq ´ fpx, yqq , (12.912)

donc,
1
g

∆g

ˆ
1
h

∆hfpvq
˙
“ 1
h

∆h

ˆ
1
g

∆gfpvq
˙
. (12.913)

On utilise alors le théorème des accroissements finis 12.190
1
h

∆hfpvq “ 1
h

`
fpx` h, yq ´ fpx, yq˘ “ 1

h
B1fpx` t1h, yqh “ B1fpx` t1h, yq, (12.914)

pour un certain t1 dans s0, 1r. De même on obtient
1
g

∆gfpvq “ B2fpx, y ` t2gq,

pour un certain t2 dans s0, 1r. Alors
1
g

∆g

`B1fpx` t1h, yq
˘ “ 1

h
∆h

`B2fpx, y ` t2gq
˘
. (12.915)

En appliquant encore une fois le théorème des accroissements finis on a

B2B1fpx` t1h, y ` s1gq “ B1B2fpx` s2h, y ` t2gq. (12.916)

Il suffit maintenant de passer à la limite pour ph, gq Ñ p0, 0q et de se souvenir du fait que f est C2

seulement si ses dérivées partielles secondes sont continues 128 pour avoir B2B1fpvq “ B1B2fpvq.
Si f est deux fois différentiable d2fpaq est l’application bilinéaire associée avec la matrice

symétrique

Hf paq “

¨
˚̋
B2

1fpaq . . . B1Bmfpaq
... . . . ...

B1Bmfpaq . . . B2
mfpaq,

˛
‹‚ (12.917)

Cette matrice est dite la matrice hessienne de f .

Exemple 12.341.
Montrons qu’il n’existe pas de fonctions f de classe C2 telles que

" Bxfpx, yq “ 5 sin x (12.918a)
Bypx, yq “ 6x` y. (12.918b)

Ceci est vite fait en appliquant le théorème de Schwarz, 12.340 ; ce que nous trouvons est

BypBxfq “ 0

alors que
BxpByfq “ 6. (12.919)

Vu que BxpByfq ‰ BypBxfq, le théorème 12.340 dit que f ne peut pas être de classe C2. △
NORMooKSAVooCeILmI

12.342.
Soit une fonction de classe C2 f : V Ñ R où V est un espace vectoriel de dimension n ă 8. Nous
avons

f : V Ñ R (12.920a)
df : V Ñ LpV,Rq (12.920b)

d2f : V Ñ L
´
V,LpV,Rq

¯
, (12.920c)

128. Théorème 12.327.
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avec, en suivant les différentes formules du lemme 12.253,

dfapuq “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

(12.921)

et
pd2fqapuq “ d

dt

”
dfa`tu

ı
t“0

(12.922)

pour tout a, u P V . Notons que dans le deuxième cas, il s’agit d’une limite dans LpV,Rq. Si
dimpV q “ n, alors dim LpV,Rq “ n et avec un choix de base, nous pouvons trouver une matrice
nˆ n pour pd2fqa.

Soit une base teiu de V et la base duale tei̊ u de LpV,Rq. Nous allons chercher la matrice de
pd2fqa pour ces bases. L’élément de matrice

“pd2fqa
‰
ij

(12.923)

est la composante ej̊ de pd2fqa appliqué à ei. Trouver cette composante ej̊ revient à appliquer
l’élément pd2fqaei de LpV,Rq à ej . Le calcul est donc :

“pd2fqa
‰
ij
“ `pd2fqaei

˘pejq (12.924a)

“ d

dt

”
dfa`teipejq

ı
t“0

(12.924b)SUBEQooDRZFooAuuaadSUBEQooDRZFooAuuaad

“ d

dt

” d
ds

”
fpa` tei ` sejq

ı
s“0

ı
t“0

(12.924c)

“ B2f

BxiBxj paq. (12.924d)

Attention : le passage à (12.924b) n’est pas une trivialité. Le fait est que si t ÞÑ Aptq est une
application continue RÑ LpV,Rq alors

lim
tÑ0

`
Aptqv˘ “ `

lim
tÑ0

Aptq˘v. (12.925)

Donc la matrice de d2f est la matrice des dérivées secondes. Il s’agit d’une matrice symétrique
par le théorème de Schwarz 12.340.

NORMooZAOEooGqjpLH

12.343.
Si a P V , nous pouvons aussi voir pd2fqa comme une forme bilinéaire sur V grâce à la proposi-
tion 11.77. Si u, v P V nous notons

pd2fqapu, vq “ pd2fqapuqv. (12.926)

À droite, il s’agit de la définition réelle de d2f sans abus de notations, et à gauche, il s’agit d’une
notation. Cette application bilinéaire pd2fqa P Lp2qpV,Rq a pour matrice symétrique la matrice des
dérivées secondes calculées en a.

ExZHZYcNH

Exemple 12.344.
Voyons comment la différentielle seconde fonctionne entre deux espaces vectoriels. Soient deux
espaces vectoriels de dimension finie V et W . Pour que les choses soient claires, nous avons :

f : V ÑW (12.927a)
df : V Ñ LpV,W q (12.927b)

d2f : V Ñ L
´
V,LpV,W q

¯
. (12.927c)
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Si a P V , alors pd2fqa est une application V Ñ LpV,W q. Il faut donc l’appliquer à u P V et ensuite
à v P V pour obtenir un élément de W :

pd2fqapuqv “ d

dt

”
dfa`tu

ı
t“0

v (12.928a)

“ d

dt

”
dfa`tupvq

ı
t“0

(12.928b)

“ d

dt

” d
ds

”
fpa` tu` svq

ı
s“0

ı
t“0

(12.928c)

“ B2f

BuBv paq. (12.928d)

Par conséquent nous voyons
d2f : V Ñ Lp2qpV,W q

d2fapu, vq “ B2f

BuBv paq.
(12.929)EqQHINNtDEqQHINNtD

Dans le cas d’une fonction f : RÑ R, nous avons une seule direction et par linéarité de (12.929)
par rapport à u et v, nous avons

d2fapu, vq “ f2paquv (12.930)EQooSOCGooIiNGmGEQooSOCGooIiNGmG

où les produits sont des produits usuels dans R et f2 est la dérivée seconde usuelle. △

Tout ceci est un peu résumé dans la proposition suivante.
PROPooFWZYooUQwzjW

Proposition 12.345.
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe C2. Alors en désignant par Haf sa matrice hessienne au
point a nous avons

pd2fqapu, vq “ B2f

BuBv paq “ xpHafqu, vy (12.931)

pour tout u, v P Rn.

Démonstration. La première égalité est l’équation (12.930) déjà faite. Pour la seconde, il faut se
rappeler du lien entre dérivée partielle et dérivée directionnelle, donné en le lemme 12.253. En
particulier ici nous avons

B2f

BuBv “
ÿ

kl

B2f

BxkBxl paqukvl “ xpHafqu, vy. (12.932)

En particulier, la matrice hessienne Haf est symétrique et donc diagonalisable (théorème spec-
tral 9.224). Si ei est un vecteur propre unitaire pour la valeur propre λi nous avons

pd2fqapei, eiq “ xpHafqei, eiy “ λxei, eiy “ λ. (12.933)

Enfin pour celles qui aiment les notations matricielles de tout poil, il y a cette façon-ci d’écrire :

pd2fqapα, βq “
`
α β

˘ˆ B2
xfpaq B2

xyfpaq
B2
xyfpaq B2

yfpaq
˙ˆ

α
β

˙
. (12.934)

12.31.6 Ordre supérieur

Intuitivement, une fonction est de classe Cp si elle est p fois continûment différentiable. Cela
est la définition 11.247.

Ce qui est terrible avec les différentielles d’ordre supérieurs, c’est l’emboîtement des espaces.
Pour une fonction f : E Ñ F , nous allons souvent poser

V0 “ F (12.935a)
Vk`1 “ LpE, Vkq, (12.935b)
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de telle sorte à avoir
df : E Ñ LpE,F q “ V1 (12.936)

et
d2f : E Ñ LpE, V1q “ V2, (12.937)

ce qui donne en général
dkf : E Ñ LpE, vk´1q “ Vk. (12.938)

La proposition suivante lie une bonne fois pour toute dérivée et différentielle dans le cadre de
fonctions RÑ R.

PROPooCNDHooKRwils

Proposition 12.346 ([1]).
Une fonction f : RÑ R est de classe Cp si et seulement si elle est p fois continûment dérivable.

Démonstration. Nous commençons par poser un certain nombre de notations. Comme souvent
nous posons V0 “ R et

Vk`1 “ LpR, Vkq. (12.939)

De plus nous considérons M1 P LpR,Rq donnée par M1ptq “ t. Et par récurrence

Mk`1ptq “ tMk. (12.940)

Nous avons M1 P V1 et Mk : RÑ Vk´1, c’est-à-dire Mk P Vk.
Les formules que nous allons prouver sont que d’une part,

dfa “ f 1paqM1. (12.941)

et que d’autre part, plus généralement,

pdkfqa “ f pkqpaqMk. (12.942)

En plusieurs parties et par récurrence.
(1) Si f est continûment dérivable, alors f est C1 Nous montrons que l’application T

donnée par T phq “ hf 1paq vérifie la condition pour être la différentielle de f en a :

fpa` hq ´ fpaq ´ f 1paqh
}h} “ fpa` hq ´ fpaq

}h} ´ 1hf 1paq. (12.943)EQooCPWKooWdgbEDEQooCPWKooWdgbED

où nous avons noté 1h le vecteur unité dans la direction de h, c’est-à-dire 1h “ h{}h}. Vu
que h P R, c’est simplement

1h “
#

1 si h ą 0
´1 si h ă 0

(12.944)

et nous ne définissons pas 1h si h “ 0.
C’est le moment de prendre la limite de (12.943) pour h Ñ 0` et h Ñ 0´ séparément.
Lorsque h Ñ 0`, nous avons }h} “ h et 1h “ 1. Vu que f est supposée dérivable, la limite
du quotient existe et vaut f 1paq. Donc le tout a une limite nulle :

lim
hÑ0`

fpa` hq ´ fpaq ´ f 1paqh
}h} “ lim

hÑ0`

fpa` hq ´ fpaq
h

´ f 1paq “ 0. (12.945)

En ce qui concerne la limite h Ñ 0´, nous avons }h} “ ´h et 1h “ ´1, et à nouveau
une limite nulle. La proposition 12.39 nous permet alors de conclure que la limite existe et
est nulle. Les limites à gauche et à droite étant nulles, la limite existe et est nulle par la
proposition 12.39.
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(2) Si f ppq est continue alors dpf aussi Nous passons à la récurrence de notre preuve. Sous
l’hypothèse que f ppq existe et est continue, nous allons montrer que dpf existe, est continue
et vaut

pdpfqa “ f ppqpaqMp. (12.946)

Soit k ă p tel que ce soit bon (pour k “ 1 c’est déjà fait). Nous avons pdkfqa “ f pkqpaqMk,
et pour prouver que pdk`1fqa “ f pk`1qpaqMk`1 nous l’y mettons dans la définition de la
différentielle. Nous avons :

pdkfqa`h ´ pdkfqa ´ f pk`1qpaqMk`1phq
}h} “ f pkqpa` hqMk ´ f pkqpaqMk ´ hf pk`1qpaqMk

}h} .

(12.947)
La limite hÑ 0 est une limite dans Vk, et elle se traite comme précédemment. Elle vaut zéro
parce que f pk`1q est la dérivée de f pkq. Cela justifie les faits que dkf est différentiable en a
et que la différentielle est donné par la formule voulue.
Par hypothèse, k ` 1 ď p, donc f pk`1q est continue. Par conséquent l’application a ÞÑ
f pk`1qpaqMk`1 est continue.

(3) Si f est de classe C1 alors f 1 existe et est continue Dire que f est de classe C1 re-
vient à dire que la différentielle df : R Ñ LpR,Rq existe et est continue. Soyons conscient
que dfapϵq “ ϵdfap1q et calculons

fpa` ϵq ´ fpaq ´ dfapϵq
ϵ

“ fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

´ dfap1q. (12.948)

La définition de la différentielle est que la limite de cela pour ϵÑ 0 soit nulle. Cela implique
que la limite suivante existe et vaut

lim
ϵÑ0

fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

“ dfap1q. (12.949)

Nous avons prouvé que f 1paq “ dfap1q.
La fonction a ÞÑ dfa est continue. Pouvons-nous en déduire que f 1 est continue ? Nous avons

f 1 “ ev1 ˝ df (12.950)

où ev1 est l’application d’évaluation dont le lemme 11.60 a déjà donné la continuité. Donc f 1
est continue comme composée d’applications continues.

(4) f est Cp. Récurrence Nous supposons que f est de classe Cp, et nous allons montrer par
récurrence que f pkq existe et est continue pour tout k ď p. Posons exactement l’énoncé de
notre récurrence.
Pour k “ 1 c’est fait. Nous supposons que la formule soit correcte pour un certain k ă p et
nous y allons pour k ` 1. Nous avons SUBEQSooUPLAooQhueCl

pdkfqpa` hq ´ pdkfqpaq ´ f pk`1qpaqMk`1phq
}h} “

“
f pkqpa` hq ´ fkpaq ´ hf pk`1qpaq‰Mk

}h}
(12.951a)

“ “f pkqpa` hq ´ f pkqpaq
}h} ´ 1hf pk`1qpaq‰Mk.

(12.951b)

où nous avons aussi tenu compte que Mk`1phq “ hMk.
C’est le moment de calculer séparément les limites h Ñ 0` et h Ñ 0´. Cela fonctionne
comme toutes les autres fois.
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Soit une fonction f : Rn Ñ R différentiable l fois. L’application

dlf : Rn Ñ L
´
Rn,L

`
Rn,Lp. . . ˘

¯
(12.952)

au point x appliquée à vp1q appliquée au point vp2q, . . ., appliquée à vplq est notée

pdlfqxpvp1q, . . . , vplqq P R. (12.953)EQooITOLooQllUlJEQooITOLooQllUlJ

PROPooQKZIooXTvkIr

Proposition 12.347.
Soit une fonction f : Rn Ñ R différentiable l fois. Avec la notation (12.953) nous avons

pdlfqxpvp1q, . . . vplqq “
ÿ

k1,...,kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

Blf
Bxk1 . . . Bxkl

pxq. (12.954)

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur l, en sachant que la formule est déjà vraie
pour l “ 1 et l “ 2. Si la formule est valable pour l, nous avons

pdl`1fqxpvp1q, . . . , vpl`1qq “ d

dt

”
pdlfqx`tvpl`1qpvp1q, . . . , vplqq

ı
t“0

(12.955a)

“
ÿ

k1...kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

d

dt

” Blf
Bxk1 . . . Bxkl

px` tvl`1q
ı
t“0

(12.955b)

“
ÿ

k1...kl

v
p1q
k1
. . . v

plq
kl

ÿ

i

B
Bxi

Blf
Bxk1 . . . Bxk

pxq. (12.955c)

Cela donne le résultat attendu.

12.348.
La formule de la proposition 12.347 nous permet d’écrire de jolies formules comme

pd3fqxph, h, hq “
ÿ

ijk

hihjhkpB3
ijkfqpxq. (12.956)EQooXRWWooMoKoOBEQooXRWWooMoKoOB

PROPooYGJDooOqibbh

Proposition 12.349 ([1]).
Soit un espace vectoriel V . Si f : Rn Ñ V est une application de classe Cm, alors pour tout p ď m
nous pouvons permuter les dérivées partielles. Plus précisément, si i1, . . . , ip sont dans t1, . . . , nu
et si σ P Sp, nous avons

Bi1 . . . Bipf “ Biσp1q
. . . Biσppq

f. (12.957)

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

À mon avis la proposition 12.349 se fait par récurrence avec 12.340.
PROPooMGFBooHWGXyC

Proposition 12.350.
Tout polynôme P : Rn Ñ Rm est de classe C8.

12.32 Suites et séries : généralités
SECooTDZNooJvjPks

12.32.1 Norme suprémum

Définition 12.351 (norme suprémum[327]).
Soient un ensemble Ω, une partie A de Ω et un espace normé V . Lorsque g est une fonction
g : Ω Ñ V , nous notons

}g}A “ sup
xPA

}gpxq} (12.958)

C’est la norme suprémum limitée à la partie A.
Nous disons qu’une suite de fonctions pfnq définies sur un ensemble A converge uniformé-

ment sur A vers la fonction f si
lim
nÑ8 }fn ´ f}A “ 0. (12.959)
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LEMooLPRZooUPsWTR

Lemme 12.352.
Soient un espace compact K et une fonction continue f : K Ñ C qui se décompose en partie réelle
et complexe comme fpxq “ upxq ` ivpxq. Alors

(1) Les fonctions u et v sont continues sur K.
(2) }u}8 ď }f}8,
(3) }v}8 ď }f}8,

12.32.2 Convergence uniforme

12.32.2.1 Critère de Cauchy uniforme
PropNTEynwq

Proposition 12.353 (Critère de Cauchy uniforme[403]).
Soit X un espace topologique et pY, dq un espace topologique complet. La suite de fonctions fn : X Ñ
Y converge uniformément sur A si et seulement si pour tout ϵ ą 0 il existe N P N tel que si k, l ą N
alors

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ϵ (12.960)
pour tout x P A.

Grosso modo, cela dit que si qu’une suite de Cauchy pour la norme uniforme est une suite
uniformément convergente. Le fait que la suite converge fait partie du résultat et n’est pas une
hypothèse. Ce critère sera utilisé pour montrer que

`
CpKq, }.}8

˘
est complet, proposition 12.356.

Démonstration. Si fn
unifÝÑ f alors le critère est satisfait ; c’est dans l’autre sens que la preuve est

intéressante.
Soit donc une suite de fonctions satisfaisant au critère et montrons qu’elle converge uniformé-

ment. Pour tout x P X la suite n ÞÑ fnpxq est de Cauchy dans l’espace complet Y ; nous avons
donc convergence ponctuelle fn Ñ f . Nous devons prouver que cette convergence est uniforme.
Soit ϵ ą 0 et N P N tel que si k, l ą N alors

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ϵ (12.961)

pour tout x P X. Si nous nous fixons un tel k et un x P A nous considérons l’inégalité

d
`
fkpxq, flpxq

˘ ď ϵ (12.962)

qui est vraie pour tout l. En passant à la limite l Ñ 8 (limite qui commute avec la fonction
distance par définition de la topologie) nous avons

d
`
fkpxq, fpxq

˘ ď ϵ. (12.963)

Cette inégalité étant valable pour tout x P X, cela signifie que fn
unifÝÑ f .

ThoUnigCvCont

Théorème 12.354 (Limite uniforme de fonctions continues).
Soit A, un ensemble mesuré et fn : A Ñ Rn, une suite de fonctions continues convergeant uni-
formément vers f . Si les fonctions fn sont toutes continues en x0 P A, alors f est continue en
x0.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Si x P A nous avons, pour tout n, la majoration

}fpxq ´ fpx0q} ď }fpxq ´ fnpxq} ` }fnpxq ´ fnpx0q} ` }fnpx0q ´ fpx0q} (12.964a)
ď }fnpxq ´ fnpx0q} ` 2}fn ´ f}8. (12.964b)

Grâce à l’uniforme convergence, nous considérons N P N tel que }fn ´ f} ď ϵ pour tout n ě N .
Pour de tels n, nous avons

}fpxq ´ fpx0q} ď 2ϵ` }fnpxq ´ fnpx0q}. (12.965)
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La continuité de fn nous fournit un δ ą 0 tel que }fnpx0q ´ fnpxq} ă ϵ dès que }x´ x0} ă δ. Pour
ce δ, nous avons alors }fnpxq ´ fnpx0q} ă ϵ.

Donc lorsque n ě N (N est choisi en fonction de ϵ), et }x ´ x0} ă δ (δ est choisi en fonction
de N), nous avons

}fpxq ´ fpx0q} ď 3ϵ, (12.966)

ce qui prouve la continuité de f en x0.

12.32.2.2 Complétude avec la norme uniforme
PropCZslHBx

Proposition 12.355 (Limite uniforme de fonctions continues).
Soit X un espace topologique et pY, dq un espace métrique. Si une suite de fonctions fn : X Ñ Y
continues converge uniformément, alors la limite est séquentiellement continue 129.

Démonstration. Soit a P X et prouvons que f est séquentiellement continue en a. Pour cela nous
considérons une suite xn Ñ a dans X. Nous savons que fpxnq YÝÑ fpxq. Pour tout k P N, tout
n P N et tout x P X nous avons la majoration

››fpxnq ´ fpxq
›› ď ››fpxnq ´ fkpxnq

››` ››fkpxnq ´ fkpxq
››` ››fkpxq ´ fpxq

›› (12.967a)
ď 2}f ´ fk}8 `

››fkpxnq ´ fkpxq
››. (12.967b)

Soit ϵ ą 0. Si nous choisissons k suffisamment grand la premier terme est plus petit que ϵ. Et par
continuité de fk, en prenant n assez grand, le dernier terme est également plus petit que ϵ.

PropSYMEZGU

Proposition 12.356.
Soit X un espace topologique métrique pY, dq un espace métrique complet. Alors les espaces

(1)
`
C0
b pX,Y q, }.}8

˘
des fonctions continues et bornées X Ñ Y ,

(2)
`
C0

0 pX,Y q, }.}8
˘

des fonctions continues et s’annulant à l’infini
(3)

`
Ck0 pX,Y q, }.}8

˘
des fonctions de classe Ck et s’annulant à l’infini

sont complets.

Démonstration. Soit pfnq une suite de Cauchy dans CpX,Y q, c’est-à-dire que pour tout ϵ ą 0 il
existe N P N tel que si k, l ą N nous avons }fk ´ fl}8 ď ϵ. Cette suite vérifie le critère de Cauchy
uniforme 12.353 et donc converge uniformément vers une fonction f : X Ñ Y . La continuité (ou
l’aspect Ck) de la fonction f découle de la convergence uniforme et de la proposition 12.355 (c’est
pour avoir l’équivalence entre la continuité séquentielle et la continuité normale que nous avons
pris l’hypothèse d’espace métrique).

Si les fonctions fk sont bornées ou s’annulent à l’infini, la convergence uniforme implique que
la limite le sera également.

Notons que si X est compact, les fonctions continues sont bornées par le théorème 7.214 et nous
pouvons simplement dire que C0pX,Y q est complet, sans préciser que nous parlons des fonctions
bornées.

LemdLKKnd

Lemme 12.357.
Soient un espace topologique compact A et un espace complet B. L’ensemble des fonctions continues
de A vers B muni de la norme uniforme est complet.

Dit de façon courte :
`
CpA,Bq, }.}8

˘
est complet.

Démonstration. Soit pfkq une suite de Cauchy de fonctions dans CpA,Bq. Pour chaque x P A nous
avons

}fkpxq ´ flpxq}B ď }fk ´ fl}8, (12.968)

de telle sorte que la suite pfkpxqq est de Cauchy dans B et converge donc vers un élément de
B. La suite de Cauchy pfkq converge donc ponctuellement vers une fonction f : A Ñ B. Nous

129. Si X est métrique, alors c’est la continuité usuelle par la proposition 7.132.
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devons encore voir que cette fonction est continue ; ce sera l’uniformité de la norme qui donnera
la continuité. En effet soit xn Ñ x une suite dans A qui converge vers x P A. Pour chaque k P N
nous avons

}fpxnq ´ fpxq} ď }fpxnq ´ fkpxnq} ` }fkpxnq ´ fkpxq} ` }fkpxq ´ fpxq}. (12.969)

En prenant k et n assez grands, cette expression peut être rendue aussi petite que l’on veut ; le
premier et le troisième terme par convergence ponctuelle fk Ñ f , le second terme par continuité
de fk. La suite fpxnq est donc convergente vers fpxq et la fonction f est continue.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 12.358
Il serait sans doute bon de revoir cette preuve à la lumière du critère de Cauchy uniforme 12.353.

12.359 ([404]).
Le théorème de Stone-Weierstrass indique que les polynômes sont denses pour la topologie uniforme
dans les fonctions continues. Donc il existe des limites uniformes de fonctions C8 qui ne sont même
pas dérivables. Les espaces de type Cp munis de }.}8 ne sont donc pas complets sans quelques
hypothèses. Voir la proposition 12.356 et le thème 37.

ThoUFPLEZh

Théorème 12.360 (Théorème de Dini[405]).
Soient un espace métrique complet D et une suite de fonctions fn P CpD,Rq telle que

(1) fn Ñ g ponctuellement,
(2) g P CpD,Rq,
(3) la suite pfnq est croissante, c’est-à-dire que pour tout x P D et pour tout n ě 0 nous avons

fn`1pxq ě fnpxq.
Alors la convergence est uniforme.

Démonstration. Soit x P D et ϵ ą 0. Il existe Npxq P N tel que

gpxq ´ ϵ ď fNpxq ď gpxq. (12.970)

De plus g et fNpxq sont des fonctions continues, donc il existe ηpxq tel que si y P B`x, ηpxq˘ alors

gpyq P B`gpxq, ϵ˘ (12.971a)subEqXKjgKgvsubEqXKjgKgv

fNpxqpyq P B
`
fNpxqpxq, ϵ

˘
. (12.971b)subEqHTiYZLdsubEqHTiYZLd

Si n ě Npxq et si y P Bpx, ηpxqq alors nous avons les majorations

gpyq ě fnpyq ě fNpxqpyq ě fNpxqpxq ´ ϵ ě gpxq ´ 2ϵ ě gpyq ´ 3ϵ. (12.972)

Justifications :

(1) Les deux premières inégalités sont la crois-
sance de la suite.

(2) La suivante est (12.971b).

(3) Ensuite il y a le choix de Npxq.

(4) Et enfin il y a (12.971a).

Nous retenons que si x P D et si n ě Npxq alors

gpyq ě fnpyq ě gpyq ´ 3ϵ (12.973)EqJCMktdjEqJCMktdj

pour tout y P Bpx, ηpxqq.
Nous utilisons maintenant la compacité de D. Pour chaque x P D nous pouvons considérer la

boule ouverte B
`
x, ηpxq˘ ; ces boules recouvrent D. Nous en extrayons un sous-recouvrement fini,

c’est-à-dire un ensemble fini d’éléments x1,. . ., xK tels que

D “
Kď

k“1
B
`
xk, ηpxkq

˘
. (12.974)
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Si à ce moment vous ne comprenez pas pourquoi c’est une égalité au lieu d’une inclusion, il faut
lire l’exemple 7.30. Considérons

n ě N “ maxtNpx1q, . . . , NpxKqu. (12.975)
Pour tout y P D il existe k P t1, . . . ,Ku tel que y P B`xk, ηpxkq

˘
, et vu que n ě Npxkq nous

reprenons la majoration (12.973) :
gpyq ě fnpyq ě gpyq ´ 3ϵ. (12.976)

Pour le n choisi nous avons ces inégalités pour tout y P D, c’est-à-dire que nous avons }fn´g} ď 3ϵ
et donc la convergence uniforme.

PROPooFWVIooCzXojO

Proposition 12.361 ([1]).
Soient une suite de fonctions continues ui : R Ñ R et une fonction continue u telle que ui Ñ u
simplement. Alors la convergence est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Soit un compact K ; nous notons }.} la norme uniforme sur K. Supposons que la
limite ne soit pas uniforme, c’est-à-dire qu’il existe un ϵ ą 0 tel que

}ui ´ u} ą 2ϵ (12.977)
pour tout i. Cela permet de considérer pour tout i un élément xi P K tel que 130

}uipxiq ´ upxiq} ą ϵ. (12.978)
Pour cela, il faut noter que K est compact et que la fonction x ÞÑ }uipxq ´ upxq} est continue sur
K. Elle est donc bornée et atteint son maximum (c’est le théorème de Weierstrass 7.141).

La suite i ÞÑ xi est une suite dans un compact, et quitte à prendre une sous-suite, nous
supposons qu’elle converge vers a P K (ça, c’est Bolzano-Weierstrass 7.138).

La convergence ponctuelle ui Ñ u, prise en a, dit qu’il existe un N tel que |uipaq ´ upaq| ă ϵ
pour tout i ě N . Pour un tel i, nous avons aussi

|uipxq ´ upxq| ă ϵ (12.979)
sur un voisinage de a, parce que ui ´ u est continue. Mais tout voisinage de a contient un élément
xj pour lequel

|uipxjq ´ upxjq| ą ϵ. (12.980)
Contradiction.

12.32.3 Série de fonctions

Les séries de fonctions sont des cas particuliers de suites.
DEFooYEIUooCAgrxI

Définition 12.362.
Si pfnq est une suite de fonctions, nous définissons la somme des fn de la façon suivante :

8ÿ

n“1
fn “ lim

NÑ8

Nÿ

n“1
fn. (12.981)

Le membre de droite est une définition de la notation introduite dans le membre de gauche.

Avant de vous lancer, relisez une bonne fois les définitions de convergence absolue (définition
11.81) et de convergence uniforme (équation 11.219).

Lemme 12.363.
Soient des fonctions un : Ω Ñ C. Si il existe une suite réelle positive panqnPN telle que

(1) pour tout z P Ω et pour tout n P N nous avons |unpzq| ď an (c’est-à-dire an ě }un}8),
(2) la somme

ř
n an converge,

alors la série de fonctions
ř8
n“0 un converge normalement 131.

130. Notez l’inégalité stricte, obetenue en considérant 2ϵ plus haut.
131. Définition 11.82.
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Démonstration. Découle du lemme de comparaison 11.115.
ThoSerCritAbel

Théorème 12.364.
Soit

ř8
k“1 gkpxq, une série de fonctions complexes où gkpxq “ φkpxqψkpxq. Supposons que

(1) φk : AÑ C et |řK
k“1 φkpxq| ďM où M est indépendant de x et K,

(2) ψk : AÑ R avec ψkpxq ě 0 et pour tout x dans A, ψk`1pxq ď ψkpxq, et enfin supposons que
ψkpxq converge uniformément vers 0.

Alors
ř8
k“1 gk est uniformément convergente.

ThoAbelSeriePuiss

Théorème 12.365.
Si la série de puissances (réelle) converge en x “ x0 ` R, alors elle converge uniformément sur
rx0 ´R´ ϵ, x0 `Rs (ϵ ą 0) vers une fonction continue.

PropOMBbwst

Proposition 12.366.
Soient E et F , deux espaces vectoriels normés, Ω une partie ouverte de E et une suite de fonctions
continues un : Ω Ñ F convergeant normalement sur Ω, c’est-à-dire que

ř
n }un}8 converge, la

norme }.}8 devant être comprise comme la norme supremum sur Ω. Alors la fonction u “ ř
n un

est continue sur Ω.

Démonstration. Soit x, x1 P Ω en supposant que }x´ x1} est petit. Soit encore ϵ ą 0. Nous allons
montrer la continuité en x. Pour cela nous savons que pour tout N l’inégalité suivante est correcte :

}upxq ´ upx1q} ď
›››››
Nÿ

n“0
unpxq ´

Nÿ

n“0
unpx1q

›››››`
8ÿ

n“N`1
}unpxq} `

8ÿ

n“N`1
}unpx1q}. (12.982)

Les deux derniers termes sont majorés par
ř8
n“N`1 }un}8 qui, par hypothèse, peut être rendu

aussi petit que souhaité en choisissant N assez grand. Nous choisissons donc un N tel que ces deux
termes soient plus petits que ϵ. Ce N étant fixé, la fonction

řN
n“0 un est continue et nous pouvons

choisir x1 assez proche de x pour que le premier terme soit majoré par ϵ.
ThoSerUnifCont

Théorème 12.367 (Série uniforme de fonctions continues[1]).
Soit un espace topologique X ainsi qu’un espace vectoriel normé V . Soient des fonctions conti-
nues fn : X Ñ V . Si la série

ř8
n“0 fn converge uniformément 132, alors la fonction somme est

séquentiellement continue.
Si X est métrisable, alors la somme est continue.

Démonstration. Nous notons f la somme (qui existe par hypothèse) et par psN q la suite des sommes
partielles. En tant que somme finie de fonctions continues, chacune des fonctions sN est continue.
Ce que dit la définition 11.83, c’est que la convergence des sommes partielles est uniforme :

sN
unifÝÑ f. (12.983)

La proposition 12.355 dit alors que f est séquentiellement continue.
Nous en déduisons la continuité de f dans le cas d’un espace métrisable avec la proposition

7.248.

Le corolaire suivant permet de considérer des séries de fonctions indexées par exemple par Z
plutôt que par N.

Corolaire 12.368.
Une famille dénombrable de fonctions continues convergeant normalement converge vers une fonc-
tion continue.

132. Définition 11.83.
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Démonstration. Soit I dénombrable. Considérons une famille de fonctions continues pfnqnPI telles
que la famille p}fi}8qiPI soit sommable. Le proposition 11.113 nous permet d’utiliser une bijection
entre I et N. La proposition 12.366 s’applique alors.

ThoCritWeierstrass

Théorème 12.369 (Critère de Weierstrass).
Soit une suite de fonctions fk : AÑ C telles que |fkpxq| ďMk P R, @x P A. Si

ř8
k“1Mk converge,

alors
ř8
k“1 fk converge absolument et uniformément.

Démonstration. La convergence normale est facile : l’hypothèse dit que }fk}8 ďMk, et donc que

8ÿ

k“1
}fk}8 ď

ÿ

k

Mk ă 8. (12.984)

La convergence uniforme est à peine plus subtile. Nous nommons F la fonction somme. Pour
tout x et pour tout N , nous avons

›››››
Nÿ

n“1
fnpxq ´ F pxq

››››› “ }
8ÿ

n“N
fnpxq} (12.985a)

ď
8ÿ

n“N
}fkpxq} (12.985b)

ď
8ÿ

n“N
}fn}8. (12.985c)

La convergence normale étant assurée, la série
ř8
n1
}fn}8 est finie, ce qui implique que la queue

de somme
ř8
n“N }fn}8 tend vers zéro lorsque N Ñ 8. Pour tout ϵ, il existe donc un N (non

dépendant de x) tel que

}
Nÿ

n“1
fnpxq ´ F pxq} ď ϵ. (12.986)

En prenant le supremum sur x P A nous trouvons la convergence uniforme.

Remarque 12.370.
Il n’y a pas de critère correspondant pour les suites. Il n’est pas vrai que si limnÑ8 }fn} existe,
alors limnÑ8 fn existe, comme le montre l’exemple

fnpxq “

$
’&
’%

1 si x P r0, 1s et n est pair
1 si x P r1, 2s et n est impair
0 sinon.

(12.987)

12.33 Permuter limite et dérivée
Une version avec intégrales de la démonstration qui suit est dans 14.272. Le même pour les

dérivées partielles sera le théorème 12.374.
THOooXZQCooSRteSr

Théorème 12.371 ([327, 356, 1], thème 62).
Soient une suite de fonctions fi : RÑ R, une fonction f : RÑ R et une fonction g : RÑ R telles
que

(1) fi est de classe C1 pour tout i,
(2) fi Ñ f simplement,
(3) f 1

i Ñ g uniformément sur tout compact.
Alors ITEMooYSWDooFFeQCd

(1) fi Ñ f uniformément sur tout compact.
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ITEMooFAWUooVQJPZh

(2) f 1 “ g,
(3) f est de classe C1,

Démonstration. Un point à la fois.
(1) Pour (1) Soit un compact K Ă R. Dans cette partie, toutes les fonctions en jeu sont

restreintes à K. En particulier, lorsque nous parlerons du module de continuité 133 ωg pour
g ou ωi pour f 1

i , nous parlerons en réalité des fonctions g|K et f 1
i |K .

Ceci dit, nous allons montrer que pfiq est une suite de Cauchy pour la norme uniforme 134.
Soit ϵ ą 0. On note ωi le module de continuité de f 1

i . Soient y P K, n P N et posons αn “ y´x
n`1 .

Pour tout i ě 0, nous avons la somme télescopique

fipyq “ fipxq `
nÿ

k“0

”
fipx` pk ` 1qαnq ´ fipx` kαnq

ı
. (12.988)

Par le théorème des accroissements finis 12.190, il existe pour tout 0 ď k ď n un réel un,i,k P
rkαn, pk ` 1qαns tel que

fipx` pk ` 1qαnq ´ fipx` kαnq “ |αn|f 1
ipx` un,i,kq, (12.989)

de sorte que

fipyq “ fipxq ` |αn|
nÿ

k“0
f 1
ipx` un,i,kq. (12.990)

Et pour tout i, j ě 0, on obtient SUBEQSooUYFTooWPVfWt

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| ` |αn|
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1
ipx` un,i,kq ´ f 1

jpx` un,j,kq
ˇ̌

(12.991a)

ď |fipxq ´ fjpxq| (12.991b)

` |αn|
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1
ipx` un,i,kq ´ f 1

ipx` un,j,kq
ˇ̌

` |αn|
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1
ipx` un,j,kq ´ f 1

jpx` un,j,kq
ˇ̌

ď |fipxq ´ fjpxq| (12.991c)EQooYMHKooDFYPIfEQooYMHKooDFYPIf

` |αn|
nÿ

k“0

ˇ̌
f 1
ipx` un,i,kq ´ f 1

ipx` un,j,kq
ˇ̌

` |αn|
nÿ

k“0
}f 1
i ´ f 1

j}

ď |fipxq ´ fjpxq| ` |αn|
nÿ

k“0
ωip|αn|q ` |αn|

nÿ

k“0
}f 1
i ´ f 1

j} (12.991d)EQooGHDOooMMNXdjEQooGHDOooMMNXdj

ď |fipxq ´ fjpxq| ` |x´ y|
`
ωip|αn|q ` }f 1

i ´ f 1
j}K

˘
(12.991e)EQooZCFIooNDojBXEQooZCFIooNDojBX

ď |fipxq ´ fjpxq| `M
´
ωi
` M

n` 1
˘` }f 1

i ´ f 1
j}K

¯
(12.991f)SUBEQooISWEooBfnJVNSUBEQooISWEooBfnJVN

Justifications :
— Pour (12.991c) La norme supremum est forcément plus grande que la valeur en un point.
— Pour (12.991d) Remarquer que }x` un,i,k ´ px` un,j,kq} “ }un,i,k ´ un,j,k} ď |αn|. Cela

est donc une bonne occasion de prendre la définition (11.893) du module de continuité :
ˇ̌
f 1
ipx` un,i,kq ´ f 1

ipx` un,j,kq
ˇ̌ ď ωipαnq. (12.992)

133. Définition 11.292.
134. Et si vous avez bien suivi l’avertissement, c’est bien de la norme uniforme sur K que nous parlons.
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— Pour (12.991e), il y a n` 1 termes dans les sommes et αn “ py ´ xq{pn` 1q.

— Pour (12.991f), nous travaillons uniquement sur le compact K. En particulier x, y P K
et il existe un nombre M ne dépendant que de K tel que |y ´ x| ă M . De plus ωi est
décroissante. Donc en remplaçant |y ´ x| par M nous majorons.

Recopions notre dernière inéquation :

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| `M
´
ωi
` M

n` 1
˘` }f 1

i ´ f 1
j}K

¯
(12.993)

Vu que fi est de classe C1, la fonction f 1
i est continue. Et vu que nous travaillons sur le

compact K, elle est même uniformément continue (proposition 12.78). Le lemme 11.294
dit qu’une fonction uniformément continue a un module de continuité continu en zéro :
limδÑ0 ωipδq “ 0. Nous pouvons donc prendre la limite n Ñ 0 pour nous supprimer le
module de continuité :

|fipyq ´ fjpyq| ď |fipxq ´ fjpxq| `M}f 1
i ´ f 1

j}K . (12.994)

Nous prenons maintenant le supremum par rapport à y :

}fi ´ fj}K ď |fipxq ´ fjpxq| `M}f 1
i ` f 1

j}K . (12.995)

Par hypothèse nous avons la convergence simple fi Ñ f , c’est-à-dire la convergence fipxq RÝÑ
fipxq pour tout x. Pour le x que nous nous sommes fixés, la suite i ÞÑ fipxq est donc une
suite de Cauchy dans R.

Soit ϵ ą 0. Il existe N P N tels que si i, j ą N nous avons |fipxq ´ fjpxq| ă ϵ. De même
la convergence uniforme f 1

i
}.}KÝÑ g implique que f 1

k est également de Cauchy pour la norme
uniforme. Donc pour un i, j ą N (éventuellement un autre N , mais on prend le maximum
entre les deux), nous avons }f 1

i ´ f 1
j} ă ϵ.

Donc si i, j ą N nous avons

}fi ´ fj}K ď ϵ`Mϵ “ pM ` 1qϵ. (12.996)

Nous avons donc prouvé que pfiq est une suite de Cauchy pour la norme }.}K . Cela implique
que pfiq a une limite uniforme sur K. Vu que nous avons déjà fi Ñ f , nous en déduisons que
sur K, cette limite est uniforme :

fi
}.}KÝÑ f. (12.997)

Voilà qui prouve la convergence uniforme sur tout compact.

(2) Pour (2) Nous ne savons encore rien de la fonction limite f . Nous montrons qu’elle est
dérivable et que f 1 “ g.

Soient y P R et un voisinage compact K “ Bpy, δq de y avec δ ą 0. Pour tout i ą 0 nous
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avons :
ˇ̌
ˇfpy ` δq ´ fpyq

δ
´ gpyq

ˇ̌
ˇ (12.998a)

ď |fpyq ´ fipyq|
δ

` |fpy ` δq ´ fipy ` δq|
δ

` ˇ̌fipy ` δq ´ fipyq
δ

´ gpyqˇ̌ (12.998b)

ď 2
δ
}fi ´ f}K `

ˇ̌fipy ` δq ´ fipyq
δ

´ gpyqˇ̌ (12.998c)

ď 2
δ
}fi ´ f}K ` |f 1

ipuq ´ gpyq| (12.998d)SUBEQooUKMFooGvbSKzSUBEQooUKMFooGvbSKz

ď 2
δ
}fi ´ f}K ` |f 1

ipuq ´ f 1
ipyq| ` |f 1

ipyq ´ gpyq| (12.998e)

ď 2
δ
}fi ´ f}K ` |f 1

ipuq ´ f 1
ipyq| ` }f 1

i ´ g}K (12.998f)SUBEQooWHLZooCGTjeHSUBEQooWHLZooCGTjeH

ď 2
δ
}fi ´ f}K ` ωip|u´ y|q ` }f 1

i ´ g}K (12.998g)

ď 2
δ
}fi ´ f}K ` }f 1

i ´ g}K ` ωip2δq (12.998h)SUBEQooVRWIooCwEWPESUBEQooVRWIooCwEWPE

ď 2
δ
}fi ´ f}K ` }f 1

i ´ g}K ` ωgp2δq (12.998i)SUBEQooQNMMooRsAjybSUBEQooQNMMooRsAjyb

Justifications :
— Pour 12.998d. Nous avons utilisé le théorème des accroissements finis 12.190, qui assure

l’existence de u P Bpy, δq tel que

fipy ` δq ´ fipyq
δ

“ f 1
ipuq. (12.999)

— Pour 12.998f. Nous faisons un supremum sur le y P K dans le dernier terme.
— Pour 12.998h. Nous majorons |u´ y| par le diamètre 2δ du compact K “ Bpy, δq.
— Pour 12.998i. Le lemme 11.295 et le fait que f 1

i
}.}KÝÑ g.

Recopions la dernière inégalité :
ˇ̌fpy ` δq ´ fpyq

δ
´ gpyqˇ̌ ď 2

δ
}fi ´ f}K ` }f 1

i ´ g}K ` ωgp2δq. (12.1000)

Nous prenons la limite iÑ8. Par le point (1) nous savons que }fi´f}K Ñ 0. Par hypothèse
nous savons aussi que }f 1

i ´ g}K Ñ 0. Nous restons donc avec
ˇ̌fpy ` δq ´ fpyq

δ
´ gpyqˇ̌ ď ωgp2δq. (12.1001)

Or, par uniforme continuité de g, nous avons limδÑ0 ωgpδq “ 0, donc la limite dans le membre
de gauche se passe bien et

lim
δÑδ

fpy ` δq ´ fpyq
δ

“ gpyq, (12.1002)

ce qui signifie que f est dérivable en y et que la dérivée est gpyq.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 12.372
Aussi incroyable que cela puisse paraitre, je n’ai pas trouvé d’énoncés du théorème 12.374. Donc
soyez prudent. C’est donc une adaptation personnelle du cas sur R. Écrivez-moi si vous avez un
problème ou un doute.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 12.373
De plus, l’énoncé de 12.374 demande la convergence uniforme des dérivées directionnelles dans
toutes les directions. Je ne serais pas étonné que la convergence uniforme seulement des dérivées
partielles dans les directions « de base » suffise.
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ThoSerUnifDerr

Théorème 12.374 ([327, 356, 1], thème 62).
Soient des espaces vectoriels normés V et W . Soient un ouvert U de V et des fonctions fk : U ÑW ,
une autre fonction f : U ÑW ainsi que, pour toute direction 135 α P V , des fonctions gα : U ÑW .
Nous supposons que

(1) Les fk sont de classe C1.
(2) fk Ñ f simplement.
(3) Bαfk Ñ gα uniformément sur tout compact.

Alors ITEMooQOSUooQGSUXC

(1) Nous avons la convergence fi Ñ f uniformément sur tout compact.
ITEMooGFPLooGYEvkh

(2) Pour toute direction α, nous avons Bαf “ gα.
(3) La fonction f est de classe C1 sur U .

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Uniforme convergence sur les boules fermées Soit a P U . Nous considérons r ą 0 tel

que Bpa, rq Ă U (ça existe parce que U est ouvert ; il suffit de prenre r plus petit qu’un qui fait
que Bpa, rq Ă U), et nous posons K “ Bpa, rq. Nous allons prouver l’uniforme convergence

fi
}.}

Bpa,rqÝÑ f , et nous verrons plus tard comment faire pour l’uniforme convergence sur un
compact général dans U .
Nous restreignons toutes les fonctions à K. Nous notons ωα,i le module de continuité 136 de
Bαfi. Pour chaque n P N nous définissons encore

αn : V Ñ V

x ÞÑ a´ x
n` 1 .

(12.1003)

Soit x P Bpa, rq. Nous écrivons la somme télescopique

fipxq “ fipaq `
nÿ

k“0

“
fi
`
a` pk ` 1qαnpxq

˘´ fi
`
a` kαnpxq

˘‰
(12.1004)EQooMXVLooXFceGHEQooMXVLooXFceGH

Notez que les points auxquels sont évalués fi sont dans Bpa, rq parce que, si l P r0, n ` 1s,
nous avons

}a` lαnpxq ´ a} “ }lαnpxq} “ l
}a´ x}
n` 1 ď }a´ x} ď r. (12.1005)

Ce point est important parce que rien ne nous dit que U est convexe ; pour la suite nous
avons besoin que tous les points sur les segments entre a et les différents points que nous
allons considérer restent dans Bpa, rq. C’est d’ailleurs pour cette convexité de la boule que
nous commençons notre preuve par le cas où K est une boule. Bref.
Le théorème des accroissements finis 12.234 nous assure l’existences d’éléments

yk,i P
“
a` pk ` 1qαnpxq, a` kαnpxq

‰
(12.1006)

tels que

fi
`
a` pk ` 1qαnpxq

˘´ fi
`
a` kαnpxq

˘ “ pBβfq
`
yk,ipxq

˘
αnpxq. (12.1007)

Notez que les yj,ipxq sont dans Bpa, rq.
135. Ici le mot « direction » n’a pas de sens particulier ; c’est juste un élément quelconque. Si nous faisions de la

géométrie différentielle hard-core, ce serait un vecteur tangent.
136. Définition 11.292.
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Soit ϵ ą 0. Nous allons calculer }fipxq ´ fjpxq} en substituant les valeurs de fipxq et fjpxq
données par (12.1004). Nous avons :

♣ “ }fipxq ´ fjpxq} ď }fipaq ´ fjpaq} `
nÿ

k“0
}αnpxq}}pBβfiq

`
yk,ipxq

˘´ pBβfjq
`
yk,jpxq

˘}
(12.1008a)

ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0
}pBβfiq

`
yk,ipxq

˘´ pBβfjq
`
yk,jpxq

˘} (12.1008b)

ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0
}pBβfiq

`
yk,ipxq

˘´ pBβfiq
`
yk,jpxq

˘} (12.1008c)SUBEQooMORPooGIwgIESUBEQooMORPooGIwgIE

` r

n` 1

nÿ

k“0
}pBβfiq

`
yk,jpxq

˘´ pBβfjq
`
yk,jpxq

˘}

ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0

››ωβ,i
`}yk,ipxq ´ yk,jpxq}

˘›› (12.1008d)SUBEQooGWYAooNOSapXSUBEQooGWYAooNOSapX

` r

n` 1

nÿ

k“0
}Bβfi ´ Bβfj}

ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0

››ωβ,i
`}yk,ipxq ´ yk,jpxq}

˘››` r

n` 1

nÿ

k“0
ϵ (12.1008e)SUBEQooSFKSooDDPIbdSUBEQooSFKSooDDPIbd

Justifications :
— Pour (12.1008c). Majoration }αnpxq} ď r

n`1 . De plus nous considérons des i et j assez
grands pour que }fipaq ´ fjpaq}K ď ϵ. Cela est possible parce que pfiq est une suite de
Cauchy pour la norme uniforme sur K.

— Pour (12.1008d). Utilisation du module de continuité, définition 11.292.

— Pour (12.1008e). Nous avons la convergence uniforme Bβfi Bpa,rqÝÑ gβ, de sorte que i ÞÑ
Bβfi est une suite de Cauchy. Si i et j sont assez grands, nous pouvons majorer }Bβfi´
Bβfj} ď ϵ.

Étudions deux minutes ce qui est dans le module de continuité de (12.1008e). Nous avons
yk,ipxq P

“
a ` pk ` 1qαnpxq, a ` kαnpxqs, donc la différence }yk,ipxq ´ yk,jpxq} se majore par

la taille de cet intervalle :

}yk,ipxq ´ yk,jpxq} ď }a´ kαnpxq ´
`
a` pk ` 1qαnpxq

˘} “ }αnpxq}. (12.1009)

Vu que le module de continuité est une fonction croissante,

ωβ,i
`}yk,ipxq ´ yk,jpxq}

˘ ď ωβ,i
`}αnpxq}

˘ ď ωβ,i

ˆ}a´ x}
n` 1

˙
ď ωβ,i

ˆ
r

n` 1

˙
. (12.1010)

En substituant tout ça dans (12.1008e), nous continuons :

♣ ď ϵ` r

n` 1

nÿ

k“0
ωβ,i

` r

n` 1
˘` rϵ ď ϵ` rωβ,i

ˆ
r

n` 1

˙
` rϵ (12.1011)

Résumons. Pour tout x P Bpa, rq, pour tout n P N, si i et j sont assez grands, nous avons la
majoration

}fipxq ´ fjpxq} ď ϵ` rωβ,i
` r

n` 1
˘` rϵ. (12.1012)

Nous pouvons prendre la limite nÑ 8 de deux côtés. Vu que Bβfi est uniformément conti-
nue 137, le module de continuité tend vers zéro (lemme 11.294).

137. Elle est continue sur un compact, proposition 12.78.
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Si i et j sont assez grands, nous avons donc

}fipxq ´ fjpxq} ď ϵp1` rq, (12.1013)

et donc aussi
}fi ´ fj}Bpa,rq ď }fipxq ´ fjpxq} ď ϵp1` rq. (12.1014)

Cela prouve que pfiq est une suite de Cauchy pour }.}K . Donc fi converge uniformément vers
une certaine fonction. Vu qu’elle converge simplement vers f , elle converge uniformément
vers f .
Nous avons donc prouvé que

fi
}.}

Bpa,rqÝÑ f, (12.1015)
c’est-à-dire la convergence uniforme sur toute boule compacte.

(2) Convergence uniforme sur tout compact Soient un compact K de U , et ϵ ą 0. L’en-
semble tBpx, rquxPK,rą0 est un recouvrement de K par des ouverts. On en extrait un sous-
recouvrent fini, et on ferme les boules sans changer le fait que ce soit un recouvrement :

K Ă
nď

i“1
Bpai, riq. (12.1016)

Vue la convergence uniforme sur toute boule fermée, pour chaque i, il existe Ni tel que n ą Ni

implique
}fn ´ f}Bpai,riq ă ϵ. (12.1017)

En prenant N ą maxtNiu, nous avons

}fn ´ f}K ă ϵ (12.1018)

pour tout n ą N .
(3) Pour (2) Soit a P U et un voisinage compact K “ Bpa, δq de a. Nous considérons une

direction u avec }u} “ 1. Nous calculons un peu :

♡ “ }fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} ď }fpa` δuq ´ fipa` δuq
δ

} (12.1019a)

` }fipa` δuq ´ fipaq
δ

´ gupaq}

` }fipaq ´ fpaq
δ

}

ď 2
δ
}fi ´ f} ` }fipa` δuq ´ fipaq

δ
´ gupaq} (12.1019b)

Ici, la norme }fi´f} est une norme supremum sur K (vous devriez l’avoir deviné du contexte).
C’est le moment d’utiliser le théorème des accroissements finis 12.234 : il existe y P ra`δu, as
tel que

fipa` δuq ´ fipaq
δ

“ pBifiqpyq (12.1020)

Nous continuons :

♡ ď 2
δ
}fi ´ f} ` }pBufiqpyq ´ gupaq} (12.1021a)

ď 2
δ
}fi ´ f} ` }pBufiqpyq ´ pBufiqpaq} ` }pBufiqpaq ´ gupaq} (12.1021b)SUBEQooCLCQooGcFAZDSUBEQooCLCQooGcFAZD

Nous introduisons le module de continuité 138 ωi,u de pBufiq pour traiter le premier terme :

}pBufiqpyq ´ pBufiqpaq} ď ωi,u
`}y ´ a}˘ ď ωi,upδq. (12.1022)

138. Définition 11.292.
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Nous utilisons aussi la convergence uniforme sur tout compact (point (1)) Bufi }.}KÝÑ gu pour
majorer le second terme de (12.1021b) par ϵ lorsque i est grand.
Nous continuons. Pour tout i assez grand, nous avons

}fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} ď 2
δ
}fi ´ f} ` ϵ` ωi,upδq. (12.1023)

Nous prenons la limite iÑ8 en tenant compte du lemme 11.295 : limiÑ8 ωi,upδq “ ωgpδq :

}fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} ď ϵ` ωgpδq. (12.1024)

Et enfin en prenant la limite δ Ñ 0 nous trouvons que pour tout ϵ,

lim
δÑ0

}fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} ď ϵ, (12.1025)

et donc nous avons prouvé que

lim
δÑ0

}fpa` δuq ´ fpaq
δ

´ gupaq} “ 0. (12.1026)

Cela prouve que pBufqpaq existe et vaut gupaq.
Vu que les gu sont continues, la fonction f est également de classe C1 par le théorème 12.291.

12.34 La fonction puissance

Si x et y sont des réels, définir xy n’est pas une mince affaire. Pour l’instant nous savons déjà
définir xn lorsque x P R et n P N. Voir la définition 1.200 et le thème 52.

Pour la suite nous notons
"
fαpxq “ xα (12.1027a)
gapxq “ ax (12.1027b)

pour autant que ces fonctions sont définies 139.

12.34.1 Sur les naturels
DEFooKEBIooZtPkac

Définition 12.375.
La fonction puissance définie sur N s’étend à Z de la façon suivante :

x´n “ 1
xn

(12.1028)

pour n ě 0. Cela donne donne donc xn pour x P R et n P Z a l’exception de x “ 0 lorsque n ă 0.

Nous étudions quelques propriétés de cette fonction pour n ą 0 fixé.

12.376.
La limite

lim
xÑ8x

n “ 8 (12.1029)

demande la topologie sur la droite réelle achevée. C’est le lemme 12.29.

139. L’objet des pages suivantes est de déterminer pour quelles valeurs de a, α et x nous pouvons trouver des
définitions raisonnables pour ces fonctions.
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PROPooXQYFooPxoEHE

Proposition 12.377.
Soit n P Nzt0u ; nous posons fnpxq “ xn.

Si n est pair,
fn : r0,8r Ñ r0,8r (12.1030)

est bijective.
Si n est impair,

fn : RÑ R (12.1031)

est bijective.
Toutes les fonctions fn sont continues sur R.

Démonstration. En plusieurs morceaux, pas spécialement dans l’ordre auquel on s’attend.
(1) Continuité

Soit x P R. En vertu de 12.53 nous allons prouver que limϵÑ0 fnpx ` ϵq “ fnpxq. Pour cela
nous utilisons la formule du binôme 3.43 avec x, h ą 0 :

fnpx` hq “ px` hqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xn´khk. (12.1032)

Nous fixons x0 P R. Calcul :

|fnpx0 ` hq ´ fnpxq| “ |
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´k

0 hk| (12.1033a)

ď
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k|h|k (12.1033b)

“ h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k|h|k´1 (12.1033c)

ď h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k. (12.1033d)

Justifications :
— Le terme k “ 0 est égal à xn “ fnpxq parce que

`
n
0
˘ “ 1.

— Dans la somme nous avons majoré |h| par 1, opération justifiée par le fait que nous
ayons dans l’idée de faire hÑ 0.

Nous avons donc

lim
hÑ0

|fnpx0 ` hq ´ fnpxq| ď lim
hÑ0

h
nÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
|x0|n´k “ 0. (12.1034)

D’où la continuité de fn en tout point x0 P R.
(2) Pour n pair ou impair, bijection sur les positifs Ceci sera déjà le résultat complet

pour les n pairs, et a moitié du résultat pour les n impairs.
(2a) Stricte croissance Soit n ‰ 0 dans N. Nous commençons par prouver que fn est

strictement croissante sur r0,8r. Nous repartons de la formule du binôme, mais cette
fois, nous séparons les termes k “ 0 et k “ n des autres (si n “ 1, il y a un peu de
réécriture) en tenant compte de

`
n
0
˘ “ `

n
n

˘ “ 1 :

fnpx` hq “ xn ` hn `
n´1ÿ

k“1

ˆ
n

k

˙
xn´khk ą xn “ fnpxq. (12.1035)

Vous noterez que l’inégalité est stricte même si n “ 1.
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Vu que nous avons stricte monotonie, le théorème 12.51(2) nous dit que

fn : r0,8r Ñ fn
`r0,8r˘ (12.1036)

est une bijection.
(2b) Bijection

Nous prouvons que fn
`r0,8r˘ “ r0,8r. Si x ą 0 alors fnpxq ą 0, cela prouve une

inclusion.
Pour l’autre inclusion nous savons que limxÑ8 fnpxq “ 8 par le lemme 12.29. Si y P
r0,8r, alors il existe x0 tel que fnpx0q ą y. Étant donné que fnp0q “ 0 et que nous
avons déjà prouvé que fn était continue (proposition 12.377), le théorème des valeurs
intermédiaires 10.91 nous indique l’existence de x1 P r0, x0r tel que fnpx1q “ y.

Nous avons prouvé que pour tout n, la fonction

fn : r0,8r Ñ r0,8r (12.1037)EQooYWHGooJWMTUIEQooYWHGooJWMTUI

est une bijection.
(3) Pour n impair

Nous montrons à présent que si n est impair, alors

fn : s´8, 0s Ñ s´8, 0s (12.1038)EQooTSLJooMAAUXHEQooTSLJooMAAUXH

est une bijection.
Tout se base sur le fait que si x ą 0 alors fnp´xq “ ´fnpxq. Le fait que (12.1037) soit
injective et surjective montre alors tout de suite le fait que (12.1038) soit également injective
et surjective.

Vous noterez que la continuité de fn démontrée dans la proposition 12.377 est indépendant de
la proposition 12.61 qui sera invoquée plus tard pour définir ax lorsque a ą 0 dans R.

12.34.2 Sur les rationnels, racines

L’existence, pour tout réel a ě 0, d’un réel r tel que r2 “ a est déjà faite en la proposition
1.457.

DEFooJWQLooWkOBxQ

Définition 12.378 (Exposant rationnels).
La proposition 12.377 nous dit entre autres que pour tout n P N, la fonction

fn : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ xn

(12.1039)

est bijective. Nous définissions alors, pour a P r0,8r,
a1{n “ f´1

n paq. (12.1040)

Autrement dit, le nombre a1{n est l’unique solution positive de

xn “ a. (12.1041)
NORMooDUNZooUNdUKg

12.379.
Nous ne définissons pas a1{n pour a ă 0, du moins pas encore. Vu que f3 est bijective sur R, il
serait tentant de définir p´1q1{3 “ f´1

3 p´1q “ ´1.
Cela causera un certain nombre de problèmes plus tard vu que nous aurons envie de deux

choses en même temps :
— d’une part lnp´1q “ iπ,
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— d’autre part, ax “ ex lnpaq.
De cette façon, nous devrions avoir

p´1q1{3 “ eiπ{3, (12.1042)

qui est un nombre complexe non réel. Voici un exemple de ce que ça donne avec Sage :

1 sage: a=( -1) **(1/3)
2 sage: a. real_part ()
3 1/2
4 sage: a. imag_part ()
5 1/2* sqrt (3)

tex/sage/sageSnip019.sage

DEFooPOELooPouwtD

Définition 12.380 (Racine).
Pour n P N nous définissons n

?
x “ f´1

n pxq. Lorsque n est pair, la fonction x ÞÑ n
?
x n’est définie

que sur R`, et lorsque n est impair, elle est définie sur tout R.
NORMooYPRNooWCjEgR

12.381.
Notons que les fonctions x ÞÑ 3

?
x et x ÞÑ x1{3 ne sont pas les mêmes : la première est définie sur

tout R et donne des valeurs réelles tandis que la seconde n’est (pour l’instant) définie que sur les
positifs, et donnera (quand on l’aura définie par l’exponentielle) des nombres complexes sur les
négatifs.

En suivant cette convention, c’est-à-dire en réservant la notation ? pour l’inverse de f2, nous
ne devrions pas écrire des choses comme «

?´1 “ i », mais plutôt « p´1q1{2 “ i ». En effet,
?´1

n’est pas défini et ne sera jamais défini alors que p´1q1{2 n’est pas encore défini, mais sera défini
par

p´1q1{2 “ e
1
2 lnp´1q “ eiπ{2 “ i. (12.1043)

En résumé, nous avons les fonctions suivantes :
(1) n

? : RÑ R si n est impair,
(2) n

? : r0,8r Ñ r0,8r si n est pair,

(3) x1{n : r0,8r Ñ r0,8r pour tout n P N.
Cependant nous n’hésiterons pas à utiliser la notation

?
x pour x1{2 même lorsque x est négatif,

parce c’est une notation très pratique. Il faut garder en tête que cette façon de faire est incohérente
parce qu’elle inciterait à penser que 3?´1 “ eiπ{3 au lieu de 3?´1 “ ´1.

Pour toute la suite de cette section, nous allons considérer ax uniquement pour a ą 0.
DEFooHXUFooOJTVXA

Définition 12.382.
Pour m,n P N nous définissons (a1{n est la définition 12.378)

am{n “ pamq1{n, (12.1044)EQooZFOAooTsMbubEQooZFOAooTsMbub

ce qui définit la fonction puissance sur Q`. Enfin nous posons

a´q “ 1
aq

(12.1045)DEFooTUCVooXikxRhDEFooTUCVooXikxRh

lorsque q P Q`.
Et avec tout ça, lorsque a ą 0 nous avons défini aq pour tout q P Q.

Nous allons souvent noter la définition (12.1044) sous la forme

fm{npxqn “ xm. (12.1046)EQooZIKKooVfjkZoEQooZIKKooVfjkZo
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LEMooOFPMooIEmSNA

Lemme 12.383 ([1]).
Si a, b ą 0, nous avons ITEMooEFUAooYBeJza

(1) Pour n P N nous avons pabq1{n “ a1{nb1{n. ITEMooHGPPooDBzWKx

(2) Pour n,m P N nous avons pabq1{n “ a1{nb1{n. ITEMooUYTLooHzXwtf

(3) Pour q P N nous avons pabqq “ aqbq.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Utilisant la formule pour les exposants entiers, nous avons

”
pa1{nqpb1{nq

ın “ pa1{nqnpb1{nqn “ ab. (12.1047)

Donc le nombre x “ a1{nb1{n vérifie xn “ ab. Autrement dit x “ f´1
n pabq “ pabq1{n

(2) Pour (2)
(3) Pour (3)

LEMooIDLJooZALNaD

Lemme 12.384 ([1]).
Pour a ą 0 et p, q P Z nous avons :

ap{q “ papq1{q “ pa1{qqp. (12.1048)

Démonstration. Nous divisons la preuve en fonction de la positivité du numérateur et du dénomi-
nateur.

(1) Numérateur et dénominateurs positifs
Nous commençons avec p, q P N. La première égalité est la définition 12.378. Pour la seconde,
la définition de papq1{q est d’être le x ą 0 tel que

xq “ ap. (12.1049)

La définition de a1{q est d’être le y ą 0 tel que

yq “ a. (12.1050)

Ce y vérifie donc aussi ypq “ ap et donc pypqq “ ap. Autrement dit, yp “ x, c’est-à-dire
exactement

pa1{qqp “ papq1{q. (12.1051)
Le lemme est prouvé dans le cas où p, q P N.

(2) Numérateur et dénominateur négatifs
Si p et q sont tous les deux négatifs, nous remarquons que p{q “ p´pq{p´qq et nous sommes
dans le même cas qu’avant.

(3) Numérateur négatif, dénominateur positif
Pour simplifier les notations nous supposons toujours p, q P N mais nous considérons ap´pq{q.
Nous avons d’une part :

ap´pq{q “ a´pp{qq “ 1
ap{q “

1
pa1{qqp “ pa

1{qq´p. (12.1052)

Dans ce calcul, nous avons utilisé au dénominateur le résultat dans le cas positif.
Le lemme 7.243(3) nous dit que p1{apq “ p1{aqp. Nous faisons le calcul suivant :

pa´pq1{q “
ˆˆ

1
a

˙p˙1{q
“
˜ˆ

1
a

˙1{q¸p

“
ˆ

1
a1{q

˙p
“ 1
pa1{qqp “ pa

1{qq´p (12.1053)

où nous avons utilisé le résultat avec 1{a en guise de a.
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(4) Numérateur positif, dénominateur négatif
Nous traitons maintenant ap{p´qq. Nous avons d’une part

ap{p´qq “ a´pp{qq “ 1
ap{q “

1
papq1{q “ papq´p1{qq “ papq1{p´qq. (12.1054)

Et d’autre part :

ap{p´qq “ 1
ap{q “

1
pa1{qqp “

ˆ
1
a1{q

˙p
“
´
a´p1{qq

¯p “ pa1{p´qqqp. (12.1055)

Le lemme suivant montre que la définition sur Q´ est cohérente avec celle sur Q`, au sens où
finalement nous retrouvons que am{n vérifie xn “ am quel que soient les signes de m et n.

Lemme 12.385 ([1]).
Le nombre y “ a´m{n vérifie l’équation y´n “ am

Démonstration. Nous posons x “ am{n, c’est-à-dire xn “ am. Nous avons, par définition y “
a´m{n “ 1

x . Alors

y´n “ 1` 1
x

˘n “ xn “ am, (12.1056)

donc c’est bon.
LEMooJYGUooHhLASp

Lemme 12.386 ([1]).
Pour a ą 0 et q, q1 P Q nous avons

aqaq
1 “ aq`q1

. (12.1057)

Démonstration. Nous mettons q et q1 au même dénominateur. Soient q “ s{c et q1 “ r{c avec
s, r P Z et c P N. En utilisant les égalités du lemme 12.384 nous trouvons

as{car{c “ pa1{cqspa1{cqr “ pa1{cqs`r “ aps`rq{c “ aq`q1

. (12.1058)

LEMooXJXUooLoiTMo

Lemme 12.387 ([1]).
La fonction puissance prend les valeurs suivantes.

(1) Si a “ 1 alors aq “ 1 pour tout q P Q.
ITEMooKZCGooKskUQx

(2) Si a ą 1 alors
— aq ą 1 si q ą 0
— aq ă 1 si q ă 0
— a0 “ 1.

(3) Si a ă 1 alors
— aq ă 1 si q ą 0
— aq ą 1 si q ă 0
— a0 “ 1.

Démonstration. Si a “ 1 alors ak “ 1 pour tout k P N. Ensuite, pour m,n P N, an{m est solution
de xm “ an “ 1, donc x “ 1. En ce qui concerne les puissances négatives, 1{1 “ 1.

Si a ą 1 alors ak ą 1 pour tout k P N. De plus pour q ą 0 nous avons q “ m{n avec m,n P N.
Alors am{n est solution de xm “ an ą 1. Or pour x ď 1 nous avons xm ď 1, donc la solution à
xm “ an vérifie forcément x ą 1.
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Toujours avec a ą 1, si q ă 0 nous posons q “ ´q1 avec q1 ą 0. Alors

aq “ q´q1 “ 1
aq1 . (12.1059)

Mais aq1 ą 1, donc l’inverse est inférieur à 1.
En ce qui concerne les cas a ă 1, ils sont obtenus en posant b “ 1{a et en calculant

aq “
ˆ

1
b

˙q
“ 1
bq
“ b´q. (12.1060)

PROPooVXKBooQPPjMn

Proposition 12.388 ([1]).
Soit a ą 1. Alors

lim
nÑ8 a

n “ 8. (12.1061)

Démonstration. Soient a ą 1 et M ą 0. Nous devons prouver qu’il existe n P N tel que an ą M .
Nous posons a “ 1` h. Alors en utilisant la formule du binôme,

an “ p1` hqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
hn´k. (12.1062)

Tous les termes de la somme sont strictement positifs. Prenons le terme k “ n´ 1. Il vaut
ˆ

n

n´ 1

˙
h “ nh. (12.1063)

Donc an ě nh, donc oui, cela peut être rendu arbitrairement grand avec n sans toucher à a parce
que N est archimédien par la proposition 1.83.

PROPooGCBZooTcyGtO

Proposition 12.389 ([1]).
Pour a ą 0 nous considérons la fonction

ga : QÑ R

q ÞÑ aq.
(12.1064)

(1) Si a P s0, 1r alors ga est décroissante et

lim
qÑ8 gapqq “ 0, lim

qÑ´8 gapqq “ 8. (12.1065a)
ITEMooGOEVooKVoVpZ

(2) Si a ą 1 alors ga est croissante et

lim
qÑ8 gapqq “ 8, lim

qÑ´8 gapqq “ 0. (12.1066a)

Démonstration. Nous prouvons le cas a ą 1. L’autre cas s’en déduit en posant b “ 1{a. Pour la
croissance, soient q P Q et r ą 0 dans Q. En utilisant le lemme 12.386, nous avons

aq`r “ aqar ą aq (12.1067)

parce que ar ą 1 par le lemme 12.387.
En ce qui concerne la limite q Ñ8, la fonction ga est croissante et non bornée par la proposition

12.388. Donc sa limite est 8.
Pour la limite q Ñ ´8, nous avons

lim
qÑ´8 a

q “ lim
qÑ8 a

´q “ lim
qÑ8

1
aq
“ 0. (12.1068)
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PROPooIIDGooTRtlUD

Proposition 12.390 ([1]).
Soit a ą 0. Nous avons

lim
qÑ0

aq “ 1. (12.1069)

Notons que cette limite est une limite dans Q parce que nous n’avons même pas encore défini ax
lorsque x est irrationnel.

Démonstration. Nous notons, comme à l’accoutumée, gapxq “ ax. Nous allons prouver que pour
toute suite pxkq dans Q telle que xk Ñ 0, nous avons axk Ñ 1.

(1) Suite positive Soit une suite de rationnels xk Ñ 0 avec xk ą 0. En définissant yk par
xk “ 1{yk nous savons que a1{yk est la solution de xyk “ a.
Nous posons tk “ axk et notre but est de prouver que tk Ñ 1. Pour tout k nous avons la
relation

tyk
k “ a. (12.1070)

Soit s ą 1. Il existe un M ą 0 tel que yk ą M implique syk ą a (proposition 12.388). Donc
dès que yk ąM nous avons tk ă s.
De la même manière, si r ă 1, il existe un R ą 0 tel que yk ą R implique ryk ă a. Donc dès
que yk ą R nous avons tk ą r.
Soit donc un voisinage sr, sr de 1 (avec r ă 1 et s ą 1). Nous avons les nombres M et R
correspondant et nous posons L “ maxtM,Ru. Soit K tel que k ą K implique yk ą L. Alors
pour k ą K nous avons aussi tk ă s et tk ą r, c’est-à-dire tk P sr, sr.
Cela prouve que tk Ñ 1.

(2) Suite négative Supposons maintenant que pxkq est une suite de rationnels vérifiant xk Ñ 0
avec xk ă 0. En posant zk “ ´xk, la suite pzkq est dans le cas précédent et nous avons

axk “ a´zk “ 1
azk

Ñ 1. (12.1071)

(3) Suite générale Si xk
QÝÑ 0 avec xk ‰ 0. Nous considérons la suite tk “ axk . Toute sous-

suite contient une sous-suite avec xk ą 0 ou une sous-suite avec xk ă 0. Dans les deux cas,
la sous-sous-suite converge vers 1. Le lemme 7.63 conclut que tk Ñ 1.

(4) Conclusion Pour toute suite xk Ñ 0 nous avons gapxkq Ñ 1. Par le critère séquentiel de
la limite (proposition 7.242) nous avons limxÑ0 gapxq “ 1.

LEMooKDBPooLQwxMD

Lemme 12.391.
Soit a ą 0. La fonction

ga : QÑ R

x ÞÑ ax
(12.1072)

est continue.

Démonstration. Soient x P Q et une suite xk Ñ 0 (toujours dans Q) et utilisons le lemme 12.386 :

ax`xk “ axaxk . (12.1073)

Cela est, dans R, le produit entre une constante (ax) et une suite. La limite est donc le produit
de cette constante et la limite de la suite (si elle existe). Par la proposition 12.390 nous avons la
limite axk Ñ 1, et donc

lim
kÑ8 a

x`xk “ ax, (12.1074)

ce qui prouve la continuité (caractérisation séquentielle, proposition 7.132) de ga.
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PROPooQRFSooVzYdJM

Proposition 12.392 ([1, 162]).
Soit a ą 0 dans R. La fonction

ga : QÑ R

q ÞÑ aq
(12.1075)

est Cauchy-continue.

Démonstration. En quelque étapes.
(1) Pour a ą 1 Avant de nous lancer dans la preuve directe, nous prouvons une petite formule.

Soit ϵ ą 0. Vu que, par la proposition 12.390, limqÑ0 gapqq “ 1, il existe δ ą 0 tel que
0 ă q ă δ implique |1´ gapqq| ă ϵ.
Soient maintenant p, q P Q tels que |p ´ q| ă δ. En utilisant de plus la définition (12.1045)
et la formule du lemme 12.386,

|gapqq ´ gappq| “ |gapqq|
ˇ̌
ˇ̌1´ gappq

gapqq
ˇ̌
ˇ̌ (12.1076a)

“ |gapqq||1´ gapp´ qq| (12.1076b)
ď |gapqq|ϵ. (12.1076c)

Nous y allons pour la preuve directe. Soit une suite de Cauchy pqnq dans Q. Nous devons
prouver que la suite n ÞÑ gapqnq est de Cauchy dans R. Soit ϵ ą 0.
La suite pqnq étant de Cauchy dans Q, elle l’est également dans R, elle est bornée parce que
convergente vu que R est complet 140. Vu que ga est croissante 141 et que pqnq est bornée, il
existe M tel que |gapqnq| ďM pour tout n.
Nous considérons δ tel que 0 ă q ă δ implique |1 ´ gapqq| ď ϵ, ainsi que N tel que i, j ą N
implique |qi ´ qj | ď δ (là nous utilisons le fait que pqnq est de Cauchy). Pour de tels N, i, j
nous avons

|gapqiq ´ gapqjq| ďMϵ. (12.1077)

Donc la suite gapqnq est de Cauchy.
(2) Pour a “ 1 La fonction ga est constante.
(3) Pour a “ 0 Dans ce cas aq “ 0 pour tout q, et l’image de toute suite de Cauchy est de

Cauchy.
(4) Pour 0 ă a ă 1 Considérons une suite de Cauchy pqiq dans Q. Nous posons b “ 1{a, et

nous utilisons la définition 12.382 ainsi que le lemme 12.383 :

aqi “ 1
bqi
“ b´qi . (12.1078)

La suite p´qiq est de Cauchy et b ą 1, donc la suite i ÞÑ b´qi est de Cauchy par le point
précédent.

12.393.
L’ingrédient magique qui fait fonctionner la proposition 12.392 est le fait que gapx`yq “ gapxqgapyq
couplé au fait que limqÑ0 gapqq “ 1. C’est cela qui débloque la situation pour étendre la fonction
puissance de Q vers R en utilisant le lemme 12.61.

Le chemin suivi par [406] pour étendre la fonction puissance de Q vers R est un peu différent :
il définit ax “ suptaq tel que q ă x, q P Qu. La preuve que cette définition donne x ÞÑ ax continue
sur R repose, elle aussi, essentiellement sur le fait que limqÑ0 aq “ 1.

Il y a donc une certaine justice.
140. Théorème 7.275.
141. Proposition 12.389(2).
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DEFooOJMKooJgcCtq

Proposition-Définition 12.394 (Fonction puissance[1]).
Si a ą 0 la fonction

ga : QÑ R

x ÞÑ ax.
(12.1079)

est Cauchy-continue par la proposition 12.392. Si x P R nous définissons

ax “ g̃apxq (12.1080)

où g̃a est l’extension de ga donnée par le lemme 12.61.
Nous allons la noter ga également, et écrire ax la valeur de ga même lorsque x n’est pas un

rationnel.
PROPooVADRooLCLOzP

Proposition 12.395 ([1]).
Quelques propriétés de la fonction puissance.

ITEMooQHYRooJIewyp

(1) Pour a ą 0, la fonction ga : x ÞÑ ax est continue sur R.
ITEMooIZBLooSGtWIp

(2) Pour a ą 1, la fonction ga : x ÞÑ ax est croissante.
ITEMooSCJBooNVJZah

(3) Pour a ą 0 et x, y P R nous avons
axay “ ax`y. (12.1081)EQooEWIHooDRAQGREQooEWIHooDRAQGR

En particulier,
a´x “ 1

ax
. (12.1082)

Démonstration. La continuité de x ÞÑ ax est par construction. Le point (1) est fait.
Pour le point (2), lorsque a ą 1, la fonction fa : Q Ñ R est croissante (proposition 12.389).

Donc par la proposition 12.63, la fonction x ÞÑ ax est croissante sur R.
Et enfin pour le point (3), il faut faire un peu plus attention. Soient des suites xi Ñ x et yi Ñ y

dans Q. Calculons : SUBEQSooMPNLooPoyjwJ

axay “ plim
i
axiqay (12.1083a)SUBEQooOCIOooZcewMoSUBEQooOCIOooZcewMo

“ lim
i

`
axiay

˘
(12.1083b)SUBEQooEKQXooPLqzcGSUBEQooEKQXooPLqzcG

“ lim
i

`
lim
k
axiayk

˘
(12.1083c)SUBEQooZEXDooRytDvSSUBEQooZEXDooRytDvS

“ lim
i

`
lim
k
axi`yk

˘
(12.1083d)SUBEQooSYNBooIQZJzlSUBEQooSYNBooIQZJzl

“ lim
i
axi`y (12.1083e)SUBEQooKHKCooGwaPDQSUBEQooKHKCooGwaPDQ

“ ax`y. (12.1083f)SUBEQooMZBFooSoSgKUSUBEQooMZBFooSoSgKU

Justifications :
— Pour 12.1083a. Définition de ax lorsque x P R.
— Pour 12.1083b. Nous entrons le nombre ay dans la limite. Entrer un facteur dans une limite

convergente dans R est un acte anodin.
— Pour 12.1083c. Définition de ay, et renter le nombre réel axi dans la limite sur k.
— Pour 12.1083d. Utilisation du lemme 12.386, valable pour xi, yk P Q.
— Pour 12.1083e. Pour i fixé, la suite k ÞÑ xi`xk est une suite de rationnels qui converge vers le

réel xi`y. Par définition 12.394 de la fonction puissance nous avons alors limk a
xi`yk “ axi`y.

— Pour 12.1083f. La suite de réels i ÞÑ xi`y converge dans R vers le réel x`y. Par la continuité
de t ÞÑ at (ça fait partie du lemme 12.61 définissant la fonction puissance sur R) nous avons
limi a

xi`y “ ax`y.
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Vous remarquerez que les limites sur k et sur i ne s’enlèvent pas tout à fait avec la même
justification. Nous aurions pu invoquer la continuité sur R de t ÞÑ at pour les deux limites. Mais
cette continuité, dans le cas d’une suite purement constituée de rationnels, est la définition de la
prolongation vers R.

LEMooIPLLooCgpCIn

Lemme 12.396.
Soient a, b ą 0. Si 1 ă x ă y alors

a´ b ă ay ´ bx. (12.1084)

Démonstration. Nous posons y “ x` s avec s ą 0. Alors

ay ´ bx “ apx` sq ´ bx “ pa´ bqx` as ą pa´ bqx ą a´ b (12.1085)

parce que as ą 0 et x ą 1.
PROPooJXHFooCDwxCS

Proposition 12.397 ([1]).
Pour q ą 0 dans Q, la fonction

fq : Q` Ñ R

x ÞÑ xq
(12.1086)

est strictement croissante.

Démonstration. Division selon la généralité de q.
(1) Si q est entier positif Soit q “ n P N. Si s ą 0 alors l’inégalité px` sqn ą xn découle du

binôme de Newton de la proposition 3.43.
(2) Si q est rationnel Soient un rationnel q “ m{n et un nombre strictement positif s. Nous

avons, par la définition 12.378 sous la forme (12.1046) :

fm{npx` sqn “ px` sqm ą xm “ fm{npxqn. (12.1087)

Nous avons utilisé la stricte croissance de x ÞÑ xm. Cela donne

fm{npx` sqn ą fm{npxqn. (12.1088)

En utilisant encore la stricte croissance de x ÞÑ xn, nous avons le résultat.

CORooYWNNooLwKmiD

Corolaire 12.398.
Soient 1 ă b ă a dans R et des rationnels strictement positifs p ă q. Alors

ap ´ bp ă aq ´ bq (12.1089)

Démonstration. Nous notons q “ p` r avec r ą 0 dans Q. Par la proposition 12.397,

ar ą br. (12.1090)

Cela nous permet d’utilise le lemme 12.396 pour écrire

ap ´ bp ă apar ´ bpbr “ aq ´ bq. (12.1091)

PROPooKWRGooMTbRdU

Proposition 12.399 ([1]).
Soient a, b ą 0 et α P R. Nous avons :

aαbα “ pabqα. (12.1092)

Démonstration. Nous supposons que c’est bon pour α P N et α P Z. Pour les autres, nous donnons
plus de détails.
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(1) Q` Soit q “ m{n avec m,n P N. Si am{n “ x et bm{n “ y, alors

xn “ am (12.1093a)EQooGNMAooQJMNsLEQooGNMAooQJMNsL

yn “ bm (12.1093b)

par (12.1046). Nous multiplions (12.1093a) par yn à gauche et par bm à droite : xnyn “ ambm.
En tenant compte du résultat pour N, nous avons

pxyqn “ pabqm, (12.1094)

ce qui signifie que le nombre xy est pabqm{n.
(2) Pour Q´ Soit q P Q`, nous avons le calcul

a´qb´q “ 1
aqbq

“ 1
pabqq “ pabq

´q. (12.1095)

(3) Pour R Soit une suite de rationnels αi Ñ α. Nous avons

aαbα “ `
lim
i
aαi

˘`
lim
j
bαj

˘ “ lim
i

`
aαibαi

˘ “ lim
i
pabqαi “ pabqα. (12.1096)

Justifications :
— la proposition 10.27 pour le produit des limites,
— le résultat dans Q que nous venons de prouver,
— la définition de pabqα comme limite de pabqαi .

Pour rappel, la proposition suivante, dans le cas de α P Q` est la proposition 12.397.
PROPooUOFKooYyGwIr

Proposition 12.400 ([1]).
Pour α ą 0, la fonction

fα : s0,8r Ñ R

x ÞÑ xα
(12.1097)

est strictement croissante.

Démonstration. Nous rappellons que le cas α P Q` est déjà traité par la proposition 12.397. Soient
x P s0,8r et s ą 0. Nous allons montrer que fαpx` sq ´ fαpxq ą 0. Pour cela nous décomposons
en plusieurs cas.

(1) x ą 1 Par la proposition 1.438, nous considérons une suite strictement croissante de ration-
nels strictement positifs αi Ñ α. Pour tout i nous avons αi ą α0.
En utilisant la stricte croissance de fα0 et le lemme 12.387(2), nous avons les inégalités
1 ă xα0 ă px` sqα0 , et en particulier

0 ă px` sqα0 ´ xα0 . (12.1098)

De plus nous avons 1 ă x ă x` s et α0 ă αi pour tout i. Donc le corolaire 12.398 s’applique
et nous avons, pour tout i :

0 ă px` sqα0 ´ xα0 ă px` sqαi ´ xαi . (12.1099)

C’est le moment de passer à la limite iÑ 8. La seconde inégalité devient non stricte, mais
la première reste :

0 ă px` sqα0 ´ xα0 ď px` sqα ´ xα. (12.1100)

Nous avons donc bien la stricte croissance de fα sur s1,8r.
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(2) 0 ă x ď 1 Nous choisissons encore αi Ñ α strictement croissante dans Q. Pour chaque i,
nous avons encore

px` sqαi ´ xαi ą 0. (12.1101)

Le passage à la limite change l’inégalité stricte en inégalité large, et ne permet donc pas de
conclure immédiatement. Nous devons donc ruser. Soit k P N tel que kpx` sq ą 1 et kx ą 1
(existence parce que R est archimédien, proposition 1.423). Nous avons :

`
kpx` sq˘α ´ pkxqα ą 0 (12.1102)

par la partie « x ą 1 » que nous venons de prouver. Grâce à la proposition 12.399 nous
pouvons factoriser kα :

0 ă `
kpx` sq˘α ´ pkxqα “ kα

`px` sqα ´ xα˘. (12.1103)

Vu que kα ą 0, cela implique px` sqα ´ xα ą 0, ce qu’il fallait.
Nous avons fini de prouver que la fonction fα était strictement croissante sur s0,8r.

LEMooJVXQooDPUuuJ

Lemme 12.401.
Si p ě 1 et si x P r0, 1s alors xp ď x.

Démonstration. Vu que p ě 1, nous avons p “ 1` α avec α ě 0. Nous pouvons donc écrire 142

xp “ x1`α “ xxα “ xfαpxq. (12.1104)

Vu que fα est croissante (proposition 12.400), que fαp0q “ 1 et que fαp1q “ 1, nous avons fαpxq P
r0, 1s dès lors que x P r0, 1s. Donc

xfαpxq ď x. (12.1105)

Nous prouvons à présent que fα est localement injective ; nous en avons besoin pour prouver la
continuité. Or cette continuité est nécessaire à prouver que fα est localement bijective. Donc nous
ne pouvons pas énoncer la bijectivité ici. Ce sera la proposition 12.407.

PROPooHKTKooCUEBjh

Proposition 12.402.
Soient α ‰ 0 et x P Rzt0u. Il existe un voisinage V de x sur lequel

fα : V Ñ fαpV q (12.1106)

est injective.

Démonstration. Soit x ą 0 ; nous considérons un voisinage V de x inclu à s0,8r. Soit y P V ; pour
fixer les idées nous supposons y ă x. Par la stricte croissance de fα sur s0,8r (proposition 12.400),
nous avons fαpyq ă fαpxq et en particulier fαpxq ‰ fαpyq.

Le cas x ă 0 se traite de façon analogue, avec la stricte décroissance de fα sur s´8, 0r.
Notons que les voisinages sur lesquels fα est injective sont assez grands. Ils peuvent être toute

une demi-droite, si l’on veut.
LEMooQTNKooLVEytN

Lemme 12.403.
Soient α ą 0, une suite de rationnels strictement décroissante αi Ñ α ainsi que les fonctions

fαi : s1,8r Ñ R

x ÞÑ xαi .
(12.1107)

La famille tfαiuiPN est équicontinue 143.
142. En utilisant la proposition 12.395(3).
143. Définition 7.305.
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Démonstration. Soient x ą 1, et α ą 0. Nous allons montrer que tfαiu est équicontinue en x. Soit
s tel que 1 ă x ă x` s ; le corolaire 12.398 nous enseigne que

px` sqp ´ xp ă px` sqq ´ xq (12.1108)

dès que p ă q. En particulier, fp étant croissante par la proposition 12.400,

0 ă px` sqαi ´ xαi ă px` sqα0 ´ xα0 . (12.1109)

Soit ϵ ą 0 et δ tel que s ă δ implique |px` sqα0 ´ xα0 | ă ϵ. Alors nous avons aussi, pour de tels δ
et s :

|px` sqαi ´ xαi | ă |px` sqα0 ´ xα0 | ă ϵ. (12.1110)
En procédant de même pour s ă 0, nous trouvons bien que

|yαi ´ xαi | ď ϵ (12.1111)

pour tout y P Bpx, δq.
Cela signifie que tfiu est équicontinue.

PROPooUQNZooSSHLqr

Proposition 12.404 ([1]).
Soit α ą 0 dans R. La fonction

fα : RÑ R

x ÞÑ xα
(12.1112)

est continue.

Démonstration. Nous allons subdiviser quelque cas.
(1) Pour α P N Nous supposons que ce cas va bien.
(2) Pour α P Q` Soit q “ m{n avec m,n P N. Soit aussi ϵ ą 0. Nous avons :

fm{npxqn “ xm (12.1113a)
fm{npx` ϵqn “ px` ϵqm. (12.1113b)SUBEQooGNCSooWAeRcLSUBEQooGNCSooWAeRcL

L’équation (12.1113b) s’écrit aussi bien sous la forme

fn
`
fm{npx` ϵq

˘ “ px` ϵqm. (12.1114)

En prenant la limite,
lim
ϵÑ0

“
fn
`
fm{npx` ϵq

˘‰ “ xm “ fm{npxqn. (12.1115)

Vu que fn est continue, nous pouvons la permuter avec la limite dans le membre de gauche
tout en écrivant fm{npxqn “ fn

`
fm{npxq

˘
dans le membre de droite :

fn
“

lim
ϵÑ0

fm{npx` ϵq
‰ “ fn

`
fm{npxq

˘
. (12.1116)

La fonction fn étant injective dans un voisinage autour de x (proposition 12.402),

lim
ϵÑ0

fm{npx` ϵq “ fm{npxq, (12.1117)

ce qui est la continuité de fm{n en x.
(3) Pour α P R`

Nous prouvons séparément le cas x ă 1 et le cas x ě 1.

(3a) Si x P s1,8r
Commençons par x P s1,8r.
Soit une suite αi Ñ α strictement décroissante dans Q`. Le lemme 12.403 nous dit que
l’ensemble de fonctions tfαi : s1,8r Ñ RuiPN est équicontinu. La convergence simple
fαi Ñ fα étant par définition, la proposition 7.308 nous dit que la fonction fα : s1,8r Ñ
R est continue.
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(3b) Si x P s0, 1s
Soient maintenant x P s0, 1s, et ϵ ą 0. Il existe k P N tel que kx ą 1, et kα ą 1. Soit
δ1 ą 0 tel que Bpx, δ1q ą 0. Si y P Bpx, δ1q, alors

|yα ´ xα| ď kα|yα ´ xα| “ ˇ̌pkyqα ´ pkxqα ˇ̌. (12.1118)

Par ailleurs, vu que kx ą 1, la fonction fα est continue en kx. Il existe donc δ2 tel que

z P Bpkx, δ2q ñ
ˇ̌
zα ´ pkxqα ˇ̌ ă ϵ. (12.1119)

Nous considérons δ ă minpδ1, δ2{kq. Si y P Bpx, δq, alors d’une part

|ky ´ kx| “ k|y ´ x| ď kδ ă δ2. (12.1120)

Pour un tel y nous avons donc ky P Bpkx, δ2q et donc

|yα ´ xα| ď ˇ̌pkyqα ´ pkxqα ˇ̌ ă ϵ. (12.1121)

Donc la continuité de fα en x.
(4) Pour α P R´

Si α ą 0, la fonction f´α est donnée par

f´αpxq “ 1
fαpxq (12.1122)

et est donc continue (sauf en x “ 0 où elle n’existe pas).

PROPooDWZKooNwXsdV

Proposition 12.405 ([1]).
Soient a ą 0 ainsi que x, y P R. Alors

paxqy “ payqx “ axy. (12.1123)

Démonstration. Nous découpons en fonction de la nature de x et y.
(1) x rationnel, y naturel Si q P Q et n P N alors la formule

paqqn “ anq (12.1124)

découle seulement d’une récurrence sur la formule 12.1081.
(2) x, y P Q Soient y “ m{n avec n P Z, m P N et q P Q. Nous avons, en utilisant la partie

déjà démontrée et le lemme 12.384,

paqqy “ paqqm{n “ `paqqm˘1{n “ pamqq1{n “ amq{n “ ayq. (12.1125)

(3) x, y irrationnels
Soient des suites des rationnels xi Ñ x et yi Ñ y. En utilisant les définitions,

paxqy “ lim
i
paxqyi “ lim

i

`
lim
j
axj

˘yi . (12.1126)EQooXITUooHYNSPUEQooXITUooHYNSPU

Fixons un i pour commencer. Nous avons, par la continuité de fyi (proposition 12.404)
`

lim
j
axj

˘yi “ fyi

`
lim
j
axj

˘ “ lim
j

`
fyipaxj q˘ “ lim

j
axjyi . (12.1127)

Nous avons utilisé le résultat déjà démontré dans le cas des rationnels. La suite j ÞÑ xjyi
est une suite dans Q qui converge vers le réel xyi, donc la limite sur j redonne la fonction
puissance : `

lim
j
axj

˘yi “ lim
j
axjyi “ axyi . (12.1128)EQooWORSooFoRBodEQooWORSooFoRBod

Le résultat découle maintenant de la prise de limite dans (12.1126) qui revient à prendre la
limite iÑ8 de l’expression dans (12.1128) :

paxqy “ lim
i

`
lim
j
axj

˘yi “ lim
i
axyi “ axy. (12.1129)
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PROPooJRWCooGiXAYt

Proposition 12.406.
Soit α ą 0 dans R. Nous avons

lim
xÑ8x

α “ 8. (12.1130)

Démonstration. Nous séparons la preuve en fonction de la nature de α.
(1) Si α P N C’est le lemme 12.29.
(2) Si α “ 1{n Soit n ‰ 0 dans N, et prouvons que limxÑ8 x1{n “ 8. La proposition 12.395

nous indique que x ÞÑ x1{n “ f´1
n puq est croissante et continue. Elle possède donc une limite

ℓ éventuellement infinie par la proposition 12.36. Posons

lim
xÑ8 f

´1
n pxq “ ℓ. (12.1131)

Nous voulons appliquer fn des deux côtés et profiter de la continuité de fn pour permuter
avec la limite. Si vous avez peur du cas ℓ “ `8, supposez ℓ ‰ `8 et considérez ce qui suit
comme une preuve par l’absurde que ℓ “ `8. Nous avons :

fn
`

lim
xÑ8 f

´1
n pxq˘ “ lim

xÑ8 fn
`
f´1
n pxq˘ “ lim

xÑ8x “ 8. (12.1132)

donc fnpℓq “ 8, et nous concluons que ℓ “ 8.
(3) Si α P Q Nous posons α “ p{q avec p, q P N. Alors

xα “ px1{qqp (12.1133)

par la proposition 12.405. Autrement dit,

lim
xÑ8x

α “ lim
xÑ8pfp ˝ f1{qqpxq “ 8 (12.1134)

parce que tant fp que f1{q ont une limite `8.
(4) Le cas général Nous considérons enfin α ą 0 dans R. Le lemme 1.424 nous permet de

considérer q P Q tel que 0 ă q ă α. La proposition 12.395(2) nous dit que, pour chaque x,
xq ă xα. Donc

lim
xÑ8x

α ě lim
xÑ8x

q “ 8 (12.1135)

en utilisant le point précédent.

PROPooEXGKooCqzLor

Proposition 12.407.
Soit α ą 0. La fonction

fα : r0,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ xα

(12.1136)

est bijective.

Démonstration. La proposition 12.400 nous dit que fα : s0,8r Ñ R est strictement croissante. Vu
que fαp0q “ 0, nous savons que fαpr0,8rq Ă r0,8r. La stricte croissance nous dit également que
fα est injective.

Il reste à voir que fα est surjective. Rappelons quelque faits.
— D’abord une facile : fαp0q “ 0.
— Nous avons limxÑ8 xα “ 8 par la proposition 12.406.
— La fonction fα est continue par la proposition 12.404.

Le théorème des valeurs intermédiaires 144 conclut que fα est surjective sur r0,8r.
144. Voir 10.92.
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Le lemme suivant montre en gros que xy croît plus rapidement en y qu’en x.
LemLJOSooEiNtTs

Lemme 12.408.
Pour tout α ą 0 et a ă 1 nous avons la limite

lim
nÑ8n

αan “ 0 (12.1137)

Démonstration. Soit k P N plus grand que α. Soit la suite numérique sn “ nkan. Tous ses termes
sont positifs et

sn
sn`1

“
ˆ

n

n` 1

˙k 1
a
. (12.1138)

Étant donné que n{n` 1 Ñ 1 et que a ă 1, il existe un certain rang à partir duquel la suite psnq
est décroissante. Deux conclusions :

— Elle est majorée par une constante M .
— Elle est convergente par le lemme 10.35.

Soit l tel que kal ă 1 et n ą l alors

sn`l “ pn` lqkan`l ď knkanal “ kalsn ď kalM. (12.1139)

La majoration est due au fait que dans pn ` lqk nous avons k termes tous plus petits que nk. De
la même façon,

s2n`2l ď ka2ls2n ď ka2lM. (12.1140)

En posant φpiq “ in` il nous avons
sφpiq ď kaiM, (12.1141)

qui est une sous-suite convergente vers 0. Or si une suite est convergente (ce qui est le cas de psnq),
toutes les sous-suites convergent vers la même limite. Nous en concluons que sn Ñ 0.

12.409.
Une conséquence est que si vous voulez choisir un mot de passe fort, la longueur du mot est plus
importante que la taille de l’alphabet choisit : il est plus efficace de choisir une combinaison longue
qu’une combinaisons mélangeant des lettres, chiffres et symboles spéciaux.

Exemple : si vous choisissez un mot de passe contenant majuscules, minuscules, chiffres et
symboles spéciaux complètement mélangés (ne mentez pas, vous ne le faites pas), mais que vous
ne le choisissez que de taille 6, vous avez 726 possibilités (en supposant un jeu de 10 symboles
spéciaux).

Eh bien, en seulement 8 lettres minuscules, vous avez plus de possibilités : 268 ą 726.
De nombreux sites font l’erreur de considérer que

— « ggzxzheaiynshunxuydajkwyohgqxz » est un mot de passe faible,
— « azerty.2019A » est un mot de passe fort.

Il n’en est rien. Le premier est considérablement meilleur que le second, même si le second, très
superficiellement, mélange les lettres majuscules, minuscules, chiffres et symboles spéciaux.

Voilà voilà. La prochaine fois qu’un site vous refusera un mot de passe de 30 lettres minuscules
mélangées, vous saurez pourquoi il n’y a rien qui marche en informatique, et en particulier pourquoi
la sécurité générale de nos systèmes d’information est désastreuse.

THOooHWNWooTewPvt

Théorème 12.410.
Soit une matrice A P MpN,Cq. La suite pAnxq tend vers zéro pour tout x si et seulement si
ρpAq ă 1 où ρpAq est le rayon spectral de A
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Démonstration. Dans le sens direct, il suffit de prendre comme x, un vecteur propre de A. Dans
ce cas nous avons Anx “ λnx. Mais λkx ne tend vers zéro que si λ ă 1. Donc toutes les valeurs
propres de A doivent être plus petites que 1 et ρpAq ă 1.

Pour l’autre sens nous utilisons la décomposition de Dunford (théorème 9.262) : il existe une
matrice inversible P telle que

A “ P´1pD `NqP (12.1142)

où D est diagonale, N est nilpotente et rD,N s “ 0. Étant donné que D `N est triangulaire, son
polynôme caractéristique est

χD`N pXq “
ź

i

pDii ´Xq. (12.1143)

Par similitude, c’est le même polynôme caractéristique que celui de A et nous savons alors que la
diagonale de D contient les valeurs propres de A.

Vu que An “ P´1pD ` NqnP , nous allons montrer que }pD ` Nqn} Ñ 0, et ce sera suffisant.
Notons r l’ordre de nilpotence de N (c’est à dire N r “ 0), et prenons n ą r. En utilisant le fait
que D et N commutent, pour tout n ě r nous avons :

}pD `Nqn} ď }
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
Dn´kNk} (12.1144a)

ď
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
}D}n´k}Nk} (12.1144b)

“
r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
ρpDqn´k}N}k (12.1144c)

ď c
r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
ρpDqn (12.1144d)SUBEQooDAUQooCeRKjlSUBEQooDAUQooCeRKjl

“ cρpDqn
r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
(12.1144e)

ď cρpDqn
r´1ÿ

k“0

nk´1

k! (12.1144f)SUBEQooJZVDooEdbjFISUBEQooJZVDooEdbjFI

ď cρpDqn
r´1ÿ

k“0
nr´2 (12.1144g)SUBEQooXONCooBlYmbRSUBEQooXONCooBlYmbR

“ crρpDqnnr´2. (12.1144h)

Justifications.
— Pour (12.1144d). Nous avons posé c “ maxk“1,...,r´1 }N}kρpDq´k.
— Pour (12.1144f). Lemme 3.44.
— Pour (12.1144g). On oublie le k! et on remplace k par r ´ 1.
Récapitulons ces inéquations :

}pD `Nqn} ď c1ρpDqnnr´2 (12.1145)

où c1 est une nouvelle constante. Du coup si ρpDq ă 1 alors }pD`Nqk} Ñ 0 par lemme 12.408.

12.35 Densité des polynômes

12.35.1 Théorème de Stone-Weierstrass

Voir le thème 34.
Note : le lemme 12.411 est utilisé dans la démonstration du théorème 12.415 ; c’est pour cela

que nous l’avons isolé.
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LemYdYLXb

Lemme 12.411.
Il existe une suite de polynômes sur r0, 1s convergeant uniformément vers la fonction racine carrée.

Démonstration. Nous donnons cette suite par récurrence :

P0ptq “ 0 (12.1146a)

Pn`1ptq “ Pnptq ` 1
2
`
t´ Pnptq2

˘
. (12.1146b)

Nous commençons par montrer que pour tout t P r0, 1s, Pnptq P r0,
?
ts. Pour P0, c’est évident.

Ensuite nous avons

Pn`1ptq ´
?
t “ Pnptq ´

?
t` 1

2pt´ Pnptq
2q (12.1147a)

“ `
Pnptq ´

?
t
˘ˆ

1´ 1
2
t´ Pnptq2
Pnptq ´

?
t

˙
(12.1147b)

“ `
Pnptq ´

?
t
˘ˆ

1´
?
t` Pnptq

2

˙
(12.1147c)

ď 0 (12.1147d)

parce que
?
t ď 1 et Pnptq ď 1 par hypothèse de récurrence.

Nous savons au passage que Pnptq est une suite réelle croissante parce que t ´ Pnptq2 ě t ´
p?tq2 “ 0. La suite Pnptq est donc croissante et majorée par

?
t ; elle converge donc. Les candidats

limites sont déterminés par l’équation

ℓ “ ℓ` 1
2pt´ ℓ

2q, (12.1148)

dont les solutions sont ℓ “ ˘?t. La suite étant positive, nous avons une convergence ponctuelle
de Pn vers la racine carrée. Cette suite étant une suite croissante de fonctions continues sur un
compact, convergeant ponctuellement vers une fonction continue, la convergence est uniforme par
le théorème de Dini 12.360.

LemUuxcqY

Lemme 12.412.
Soit K, un compact de R et fn une suite de fonctions sur K convergeant uniformément vers f .
Soient un espace topologique X et une application g : X Ñ K. Alors fn ˝ g converge uniformément
vers f ˝ g.

Démonstration. En effet, pour tout x P X nous avons

}pfn ˝ gq ´ pf ˝ gq}8 “ sup
xPX

}fn
`
gpxq˘´ f`gpxq˘} ď }fn ´ f}8. (12.1149)

Par conséquent, si ϵ ą 0 est donné, il suffit de choisir n de telle sorte à avoir }fn´ f}8 ă ϵ et nous
avons }pfn ˝ gq ´ pf ˝ gq}8 ď ϵ.

Définition 12.413.
Nous disons qu’une algèbre A de fonctions sur un espace X sépare les points de X si pour tout
x1 ‰ x2 il existe g P A telle que gpx1q ‰ gpx2q.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer une forme nettement plus générale du théorème
de Stone-Weierstrass. Le théorème 12.415 le donne pour CpX,Cq et le théorème 12.414 le donne
pour CpX,Rq.

THOooMDILooGPXbTW

Théorème 12.414 (Stone-Weierstrass[407]).
Soient X, un espace compact et Hausdorff. Soit A, une sous-algèbre de CpX,Rq contenant une
fonction constante non nulle. Alors A est dense dans

´
CpX,Rq, }.}8

¯
si et seulement si A sépare

les points de X.
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Démonstration. Nous allons écrire la démonstration en plusieurs étapes (dont la première est le
lemme 12.411). Nous commençons par la première partie, sur les réels.
Première étape Pour tout x ‰ y P X et pour tout α, β P R, il existe une fonction f P A telle

que fpxq “ α et fpyq “ β.
En effet, vu que A sépare les points nous pouvons considérer une fonction g P A telle que
gpxq ‰ gpyq et ensuite poser

fpzq “ α´ α´ β
gpyq ´ gpxq

`
gpzq ´ gpxq˘. (12.1150)

Les constantes faisant partie de A, cette fonction f est encore dans A.
Seconde étape Pour tout n-uples de fonctions f1, . . . , fn dans Ā, les fonctions minpf1, . . . , fnq et

maxpf1, . . . , fnq sont dans Ā.
Nous le démontrons pour n “ 2 ; le reste allant évidemment par récurrence. Soient f, g P Ā.
Étant donné que

maxpf, gq “ f ` g
2 ` |f ´ g|2 (12.1151a)

minpf, gq “ f ` g
2 ´ |f ´ g|2 , (12.1151b)

if suffit de montrer que si f P Ā alors |f | P Ā. Si f est nulle, c’est évident ; supposons que
f ‰ 0 et posons M “ }f}8 ‰ 0. Pour tout x P X nous avons

fpxq2
M2 P r0, 1s. (12.1152)

Nous considérons alors la suite
hn “ Pn ˝ f2

M2 (12.1153)

où Pn est une suite de polynômes convergent uniformément vers la racine carrée (voir
lemme 12.411). Le lemme 12.412 nous assure que hn converge uniformément vers |f |

M dans
CpX,Rq. Étant donné que Ā est également une algèbre, hn est dans Ā pour tout n et la limite
s’y trouve également (pour rappel, la fermeture Ā est celle de la topologie de la convergence
uniforme).

Troisième étape Soit ϵ ą 0, f P CpX,Rq et x P X. Il existe une fonction gx P Ā telle que
"
gxpxq “ fpxq (12.1154a)
gxpyq ď fpyq ` ϵ (12.1154b)

pour tout y P X.
Soit z P Xztxu et une fonction hz telle que hzpxq “ fpxq et hzpzq “ fpzq. Une telle fonction
existe par une des étapes précédentes. Étant donné que f et hz sont continues, il existe un
voisinage ouvert Vz de z sur lequel

hzpyq ď fpyq ` ϵ (12.1155)

pour tout y P Vz. Nous pouvons sélectionner un nombre fini de points z1, . . . , zn tels que les
ouverts Vz1 , . . . , Vzn recouvrent X (parce que X est compact, de tout recouvrement par des
ouverts, nous extrayons un sous recouvrement fini.). Nous posons

gx “ minphz1 , . . . , hznq P Ā. (12.1156)

Si y P X, nous sélectionnons le i tel que hzipyq ď fpyq ` ϵ et nous avons

gxpyq ď hzipyq ď fpyq ` ϵ. (12.1157)
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Étape finale Soit ϵ ą 0 et f P CpX,Rq. Pour chaque x P X nous considérons une fonction gx P Ā
telle que

"
gxpxq “ fpxq (12.1158a)
gxpyq ď fpyq ` ϵ (12.1158b)

pour tout y P X. Les fonctions f et gx sont continues, donc il existe un voisinage ouvert Wx

de x sur lequel
gxpyq ě fpyq ´ ϵ. (12.1159)

De ces Wx nous extrayons un sous recouvrement fini de X : Wx1 , . . . ,Wxm et nous posons

φ “ maxpgx1 , . . . , gxnq P Ā. (12.1160)

Si y P X, il existe un i tel que

φpyq ě gxipyq ě fpyq ´ ϵ. (12.1161)

La première inégalité est le fait que φ est le maximum des gxk
, et la seconde est le choix de

i. Donc pour tout y P X nous avons

fpyq ´ ϵ ď φpyq ď fpyq ` ϵ. (12.1162)EqJMxHaFEqJMxHaF

La première inégalité est ce que l’on vient de faire. La seconde est le fait que pour tout i nous
ayons gxipyq ď fpyq ` ϵ ; le fait que φ soit le maximum sur les i ne change pas l’inégalité.
Le fait que les inégalités (12.1162) soient vraies pour tout y P X signifie que }φ ´ f}8 ď ϵ,
et donc que f P Adh

`
AdhpAq˘ “ AdhpAq.

Tout cela prouve que CpX,Rq Ă AdhpAq. L’inclusion inverse est le fait que CpX,Rq est fermé
pour la norme }.}8, étant donné qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue.

Nous pouvons maintenant nous tourner vers l’énoncé concernant CpX,Cq.
ThoWmAzSMF

Théorème 12.415 (Stone-Weierstrass[1]).
Soit X, un espace compact et Hausdorff. Soit une sous-algèbre 145 A stable par conjugaison 146 de
CpX,Cq contenant une fonction constante non nulle. Alors A est dense dans

´
CpX,Cq, }.}8

¯
si

et seulement si A sépare les points de X.
Entendons-nous bien : ici A et CpX,Cq sont des algèbres à coefficients dans C.

Démonstration. La preuve de cette version dans CpX,Cq va bien entendu fortement reposer sur
le cas dans CpX,Rq que nous venons de prouver. Soit donc A, une sous-algèbre vérifiant les
hypothèses.

(1) RepAq Ă A Nous prouvons que si f P A, alors Repfq P A. En effet, vu que A est stable par
conjugaison, si f P A, alors f̄ P A et f ` f̄ “ 2 Repfq P A.

Nous posons
A1 “ tRepgq tel que g P Au. (12.1163)

(1) A1 est une sous-algèbre de A Le fait que les élément de A1 soient dans A est déjà fait.
Pour le produit, si g1, h1 P A1, alors il existe g, h P A tels que g1 “ Repgq et h1 “ Rephq.
Nous avons

pg1 ` ig2qph1 ` ih2q “ g1h1 ´ g2h2 ` ipg1h2 ` g2h1q P A. (12.1164)

La partie réelle de cela est dans A1, donc

g1h2 ´ g2h1 P A1. (12.1165)EQooYAGUooJVpaEaEQooYAGUooJVpaEa

145. Algèbre, définition 1.340.
146. Pour tout g P A, nous avons ḡ P A.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Final_Doom
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Mais comme g1 ` ig2 P A, nous avons aussi g1 ´ ig2 P A et donc

pg1 ´ ig2qph1 ` ih2q “ g1h1 ` g2h2 ` ipg1h2 ´ g2h1q P A. (12.1166)

La partie réelle de cela est dans A1. Donc

g1h1 ` g2h2 P A1. (12.1167)

En comparant avec (12.1165), nous avons g1h1 P A1.
(2) A1 sépare les points de X Soient x, y P X ainsi que f P A séparant les points x et y,

c’est-à-dire
fpxq ‰ fpyq. (12.1168)

Supposons f1pxq “ f1pyq. Vu que f sépare, si ce ne sont pas les parties réelles, ce sont les
parties imaginaires. C’est-à-dire que f2pxq ‰ f2pyq. Mais d’autre part, if “ ´f2 ` if1 P A,
donc en réalité f2 P A1 également.

Le partie A1 dans CpX,Rq vérifie les hypothèses de Stone-Weierstrass réel 12.414, donc A1 est
dense dans CpX,Rq. Le même raisonnement montre que A2 est également dense dans CpX,Rq 147

Soit maintenant le vif de la preuve : f P CpX,Cq avec f “ u`iv, les fonctions u et v étant dans
CpX,Rq. Nous avons des suites uk

unifÝÑ u et vk
unifÝÑ v pour des suites pukq et pvkq dans CpX,Rq.

Par le même genre de raisonnements que nous avons déjà fait, nous nous convainquons que
uk ` ivk P A pour chaque k. Nous avons

}uk ` ivk ´ u´ iv}8 ď }uk ´ u}8 ` }vk ´ v}8 (12.1169)

En prenant k assez grand, les deux termes peuvent être rendus plus petit que ϵ.
CORooNIUJooLDrPSv

Corolaire 12.416 ([1]).
Soit B, la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 dans Rn. La partie C8pB,Rnq est dense dans`
CpB,Bq, }.}8

˘
.

Démonstration. Soit f P CpB,Bq et ϵ ą 0. La fonction donnant la composante i est une fonction
fi P CpB,Rq et il existe donc, par le théorème de Stone-Weierstrass 12.415, une fonction gi P
C8pB,Rq telle que }gi ´ fi}8 ď ϵ.

La fonction g dont les composantes sont les gi ainsi construits vérifie }g ´ f}8 ď nϵ.

Attention toutefois que rien n’assure que les fonctions construites par le corolaire 12.416
prennent leurs valeurs dans B.

Le théorème suivant est un des énoncés les plus classiques de Stone-Weierstrass. Il découle
évidemment du théorème général 12.415 (encore qu’il faut alors bien comprendre qu’il faut traiter
la fonction x ÞÑ ?

x séparément). Il en existe cependant une preuve indépendante via les polynômes
de Bernstein, dans le théorème 36.170. Par contre, n’allez pas croire que c’est plus simple.

ThoGddfas

Théorème 12.417 (Stone-Weierstrass).
Soit f , une fonction continue sur un compact K Ă R à valeurs dans R. Alors pour tout ϵ ą 0, il
existe un polynôme P tel que }P ´ f}8 ă ϵ.

Autrement dit, les polynômes sont denses dans
`
C0pK,Rq, }.}8

˘
.

Démonstration. Nous allons prouver que les polynômes surR, restreins àK satisfont les hypothèses
du théorème de Stone-Weierstrass 12.414.

(1) Partie de C0pK,Rq Les polynômes sont des fonctions continues par la proposition 12.404.
(2) Sous-algèbre Les produits et sommes de polynômes restent des polynômes.

147. Il me semble même que A1 “ A2 et qu’il y a un raccourci possible dans cette preuve en exploitant ce fait. Écrivez-moi
pour dire ce que vous en pensez.
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(3) Contient une fonction constante non nulle Les fonctions constantes sont des poly-
nômes.

(4) Sépare les points de K Le polynôme P pxq “ x sépare tous les points que vous voulez.

THOooJGAJooBcTtDH

Théorème 12.418 (Stone-Weierstrass).
Soit f P C0pK,Rnq où K est un compact K Ă Rn à valeurs dans R. Alors pour tout ϵ ą 0, il
existe un polynôme P : Rn Ñ Rn tel que }P ´ f}K ă ϵ.

Autrement dit, les polynômes sont denses dans
`
C0pK,Rnq, }.}K

˘
.

12.36 Primitive de fonction continue
PropQACVooBnHtRJ

Proposition 12.419 ([408]).
Soit un intervalle compact K de R et une suite pfnq de fonctions continues sur K telles que
fn

unifÝÑ f . Si chacune des fonctions fn a une primitive sur K alors f également.

Démonstration. Soit x0 P K et les primitives Fn choisies 148 pour avoir F 1
n “ fn et Fnpx0q “ 0.

Nous allons voir que pFnq est une suite de Cauchy dans
`
K, }.}8

˘
. Soient n,m P N et x P K. Nous

avons

}Fn ´ Fm}8 “ sup
xPK

}Fnpxq ´ Fmpxq} (12.1170a)

“ sup
xPK

}pFn ´ Fmqpxq} (12.1170b)

ď sup
xPK

´
}F 1

n ´ F 1
m}rx,x0s}x´ x0}

¯
(12.1170c)SUBEQooDABTooNgyVaGSUBEQooDABTooNgyVaG

ď sup
xPK

´
}fn ´ fm}diampKq

¯
(12.1170d)SUBEQooKTTOooMJVsEZSUBEQooKTTOooMJVsEZ

ď diampKq}fn ´ fm}K . (12.1170e)

Justifications.
— Pour (12.1170c). Théorème des accroissements finis 11.274.
— Pour (12.1170d). Parce que x P K et que K est borné, }x´ x0} est majoré par diampKq.

Vu que pfnq est de Cauchy, si n et m sont assez grands, cela tend vers zéro. La suite pFnq converge
donc vers une certaine fonction F .

Le théorème 12.371 nous permet de permuter la limite et la dérivée pour conclure que F 1 “ f
et donc que f a une primitive sur K.

PropKKGAooDQYGKg

Proposition 12.420 ([408]).
Soit un intervalle ouvert I de R et une fonction f : I Ñ R qui admet une primitive sur tout
compact de I. Alors f a une primitive sur I.

Démonstration. Nous considérons une suite exhaustive 149 de compacts Kn pour I et x0 P K0.
Nous considérons aussi Fn la primitive de f sur Kn telle que Fnpx0q “ 0 (possible parce que
x0 P Kn pour tout n). Les fonctions Fn sont des restrictions les unes des autres, et nous pouvons
définir

F : I Ñ R

x ÞÑ Fnpxq si x P Kn.
(12.1171)

Nous avons évidemment F px0q “ 0 et nous allons prouver que F est une primitive de f sur I.
Soit x P I vu que I est ouvert, nous pouvons choisir n0 tel que x P IntpKn0q. Les fonctions F et

148. Les fonctions Fn étant dérivables sont continues.
149. Voir le lemme 7.294.
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Fn0 sont égales sur Kn et donc sur un ouvert autour de x. Par conséquent F est dérivable en x et
F 1pxq “ F 1

n0pxq “ fpxq.
ThoEXXyooCLwgQg

Théorème 12.421.
Soit I un intervalle ouvert de R. Une fonction continue sur I admet une primitive 150 sur I.

Démonstration. Sur chaque compact de I, la fonction f est limite uniforme de polynômes 151

(théorème de Stone-Weierstrass 12.417). Donc f est primitivable sur tout compact de I (proposi-
tion 12.419) et donc sur I par la proposition 12.420.

12.36.1 Dérivation de la fonction puissance (première)

Nous n’allons pas complètement résoudre la question de la dérivation de la fonction x ÞÑ ax ;
il faudrait des logarithmes, et nous ne les avons pas encore définis. Le logarithme sera introduit
comme fonction inverse de l’exponentielle en 15.81.

PROPooMXCDooBffXbl

Proposition 12.422 ([406]).
Soit la fonction puissance

ga : RÑ R

x ÞÑ ax.
(12.1172)

(1) La fonction ga est dérivable.
(2) La dérivée vérifie l’équation

g1
apxq “ g1

ap0qgapxq. (12.1173)EQooNIUJooPqDnaxEQooNIUJooPqDnax

Démonstration. La fonction ga est continue par 12.395(1). La proposition 12.421 nous dit donc
que la fonction ga admet une primitive sur R. Nous notons F une telle primitive.

Soit x P R. En posant Fxptq “ F px` tq, nous avons une primitive de t ÞÑ axat. En effet

F 1
xptq “ F 1px` tq d

dt

”
x` t

ı
t“0

“ ax`t “ axat. (12.1174)

Par ailleurs la fonction t ÞÑ axF ptq est également une primitive de t ÞÑ axat. Donc il existe un
nombre Cpxq tel que

Fxptq “ F px` tq “ axF ptq ` Cpxq. (12.1175)
Le nombre F p1q ´ F p0q est un nombre sans histoires. Nous avons : SUBALIGNooVARJooIcPEHN

gapxq
`
F p1q ´ F p0q˘ “ gapxqF p1q ´ gapxqF p0q (12.1176a)

“ Fxp1q ´ Cpxq ´ Fxp0q ` Cpxq (12.1176b)
“ Fxp1q ´ Fxp0q (12.1176c)
“ F p1` xq ´ F pxq. (12.1176d)

La fonction F étant dérivable, nous en déduisons que ga est dérivable.
Vu que nous n’avons aucune idée de la forme de F , nous ne pouvons pas tirer beaucoup

d’informations d’une dérivation des membres de gauche et de droite de (12.1176).
En ce qui concerne la formule, nous écrivons la fameuse équation fonctionnelle 152

gapx` yq “ gapxqgapyq (12.1177)

Nous fixons x et dérivons par rapport à y en y “ y0 :

g1
apx` y0q “ gapxqg1

apy0q. (12.1178)

En posant y0 “ 0 nous trouvons le résultat demandé.
150. Définition 12.196.
151. Si tu veux te passer de Stone-Weierstrass, tu peux prouver que toute fonction continue sur un compact est

limite uniforme de fonctions affines par morceaux, par exemple. Voir [408].
152. Pour rappel, proposition 12.395(3).
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12.423.
La démonstration donnée dans [406] s’assure d’abord de l’existence d’une intégrale (lemme 14.251),
pose ensuite A “ ş1

0 gaptqdt et fait le calcul suivant :

Agapxq “
ż 1

0
gapxqgaptqdt “

ż 1

0
gapx` tqdt “

ż x`1

x
gaptqdt. (12.1179)

Vu que le membre de droite est une fonction dérivable de x, nous concluons que ga est dérivable.
Cela demande donc toute la théorie de l’intégration pour prouver la dérivabilité d’une fonction.

La démonstration donnée ici est à peine mieux. Elle utilise l’existence d’une primitive et donc
tout le théorème de Stone-Weierstrass 12.417.

Dans les deux cas, je trouve que la situation n’est pas fameuse. Si vous êtes capable de montrer
l’existence de la limite

lim
ϵÑ0

aϵ ´ 1
ϵ

(12.1180)

sans recourir à autre chose que des astuces sur les limites, je suis preneur. Ou, au contraire, si vous
avez un argument pour dire que c’est impossible, dites-le moi également. Écrivez-moi.

Nous posons une définition
DEFooPJKMooOfZzgy

Définition 12.424.
Soit a ą 0. Nous nommons l’équation fonctionnelle l’équation EQooULHBooByFVec

"
fpx` yq “ fpxqfpyq (12.1181a)
fp1q “ a (12.1181b)

pour la fonction inconnue f : RÑ R.

Note : une équation du même type, avec fpx` yq “ fpxq ` fpyq sera dans le lemme 17.143.
DEFooXMQTooSbZzqJ

Définition 12.425.
Soit a ą 0. Nous nommons l’équation exponentielle l’équation EQooGDBYooUoAFPW

"
y1 “ y (12.1182a)
yp1q “ a (12.1182b)

pour la fonction inconnue y : RÑ R.
LEMooWUQBooXzjmZv

Lemme 12.426 ([1]).
Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ y (12.1183a)
yp0q “ 1 (12.1183b)

vérifie ypxq “ 1{yp´xq.
En particulier une telle solution ne s’annule pas sur R.

Démonstration. Supposons que y soit une solution, et posons hpxq “ ypxqyp´xq. Une dérivation
montre que h1pxq “ 0. Vu que hp0q “ 1, nous avons hpxq “ 1 pour tout x. Par conséquent
ypxqyp´xq “ 1 pour tout x.

PropDJQSooYIwwhy

Proposition 12.427 (Unicité de l’exponentielle).
Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ y (12.1184a)
yp0q “ 1 (12.1184b)

est unique.
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Démonstration. Soient y et g deux solutions et considérions la fonction hpxq “ gpxqyp´xq. Un
calcul immédiat donne

h1pxq “ 0 (12.1185)

et donc h est constante. Vu que hp0q “ 1 nous avons gpxqyp´xq “ 1 pour tout x, c’est-à-dire

gpxq “ 1
yp´xq “ ypxq. (12.1186)

La seconde égalité est le lemme 12.426.

12.428.
Nous savons qu’il existe une unique solution de l’équation exponentielle avec a “ 1. Avec la relation

g1
apxq “ gapxqg1

ap0q, (12.1187)

de la proposition 12.422, nous n’en sommes pas loin. Il faut encore savoir si il existe un a ą 0 tel
que g1

ap0q “ 1. Notre culture générale nous dit qu’un tel réel existe et est la fameuse constante e.
Nous nous attelons maintenant à la tâche de montrer l’existence de la chose.

12.36.2 Équation fonctionnelle

Il n’est un secret pour personne (proposition 12.395(3)) que la fonction

ga : RÑ R

x ÞÑ ax
(12.1188)

vérifie l’équation fonctionnelle (12.1181). Nous pouvons nous demander à quel point cette propriété
caractérise la fonction puissance.

PROPooJDPEooYTDVtU

Proposition 12.429 ([406]).
Encore plusieurs résultats sur la fonction ga avec a ą 0.

ITEMooZJUEooVoqKul

(1) La fonction ga vérifie l’équation fonctionnelle.
ITEMooCSQXooUDyiMq

(2) La dérivée vérifie g1
ap0q ‰ 0.

ITEMooCKIHooNuDwrk

(3) Pour tout a, en posant α “ 1{g1
ap0q nous avons

g1
aαp0q “ 1. (12.1189)

ITEMooQQFRooWtlViJ

(4) Il existe un unique e ą 0 tel que
g1
e “ ge. (12.1190)

ITEMooERTLooWLjlnZ

(5) Pour la valeur de e donnée en (4), la fonction ge vérifie l’équation exponentielle (12.1182)
"
g1
e “ ge (12.1191a)
gep1q “ e. (12.1191b)

Démonstration. Un point à la fois.
(1) Pour (1) Le fait que ga vérifie l’équation fonctionnelle est la proposition 12.395(3).
(2) Pour (2)

La formule (12.1173) de la proposition 12.422 nous assure que

g1
apxq “ gapxqg1

ap0q. (12.1192)EQooSCDJooTvnjEpEQooSCDJooTvnjEp

Donc g1
ap0q “ 0 impliquerait que ga est constante, ce qui n’est pas le cas.
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(3) Pour (3) Par ailleurs la proposition 12.405 nous permet d’écrire

gapαxq “ gaαpxq. (12.1193)

En dérivant des deux côtés,
αg1

apαxq “ g1
aαpxq. (12.1194)EQooIHCDooGSEGNmEQooIHCDooGSEGNm

En posant donc α “ g1
ap0q et en évaluant (12.1194) en x “ 0 nous trouvons le résultat.

(4) Pour (4), existence
Pour les valeurs de α données par le point (3), nous avons g1

aαp0q “ 1, et l’équation (12.1192)
nous donne alors

g1
aαpxq “ gaαpxq. (12.1195)

Comme de plus gaαp0q “ 1, cette fonction vérifie bien l’équation exponentielle.
(5) Pour (4), unicité

Si a et b font en sorte que g1
a “ ga et g1

b “ gb, alors nous avons aussi g1
ap0q “ g1

bp0q “ 1 à cause
de (12.1192). Donc ga et gb vérifient l’équation de la proposition 12.427 dont la solution est
unique. Donc ga “ gb.
Pour tout x nous avons gapxq “ gbpxq. En particulier pour x “ 1 nous avons a “ b.

PROPooGBUPooWtWaFI

Proposition 12.430 ([406]).
Soit a ą 0. Nous considérons l’équation fonctionnelle 12.424 et l’équation exponentielle 12.425
pour une fonction f : RÑ R.

ITEMooYHAVooWzJqBj

(1) Si f vérifie l’équation fonctionnelle, alors

fpqq “ aq (12.1196)

pour tout q P Q.
ITEMooQHOMooNVzSxn

(2) Si f vérifie l’équation fonctionnelle et est monotone, alors f “ ga. ITEMooCNXOooZcrxeB

(3) Si f vérifie l’équation fonctionnelle et est continue, alors f “ ga.

Démonstration. En beaucoup de parties. Nous commençons par prouver (1). Nous supposons que
f : RÑ R est une fonction vérifiant l’équation fonctionnelle 153.

(1) fpxq ě 0 Quel que soit x P R nous avons

fpxq “ fpx2 `
x

2 q “ fpx2 q
2 ě 0. (12.1197)

Vous noterez que cet argument ne fonctionne pas si f est à valeurs dans C au lieu de R.
(2) Pour n P N Soit n P N. Je vous laisse rédiger la récurrence correctement, mais l’idée est

que fp1q “ a et ensuite que

fpn` 1q “ fpnqfp1q “ fp1qnfp1q “ fp1qn`1. (12.1198)

(3) Pour m P Z Nous avons d’une part que fp´m ` mq “ fp0q “ 1, mais d’autre part que
fp´m`mq “ fp´mqfpmq. Donc 1 “ fp´mqfpmq ; et nous concluons que

fp´mq “ 1
fpmq . (12.1199)

153. Bien que ce ne soit pas strictement nécessaire ici, nous rappelons qu’une telle fonction existe par la proposition
12.429.
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(4) Pour q “ 1{n Nous savons que fp1q “ a, mais 1 “ 1
n ` . . . 1

n (avec n termes), donc

a “ fp 1
n
` . . . 1

n
q “ fp 1

n
qn. (12.1200)

Cela implique que fp 1
nqn “ a. La proposition 12.377 indique qu’il existe un unique x ą 0

tel que xn “ a. Vu que nous savons déjà que f est partout positive 154, cette contrainte fixe
fp1{nq et la définition 12.378 nous permet d’écrire

fp 1
n
q “ a1{n. (12.1201)

(5) Pour q P Q Nous posons q “ m{n. Le nombre q peut être écrit sous la forme m
n “ 1

n`. . .` 1
n

avec m termes. Donc

fpm
n
q “ fp 1

n
` . . . 1

n
q “ fp 1

n
qm “ pa1{nqm “ am{n (12.1202)

où nous avons utilisé le lemme 12.384.
La preuve de (1) est terminée.

(1) Démonstration de (2) Nous faisons maintenant la preuve de (2). Nous supposons que f
vérifie l’équation fonctionnelle et qu’elle est monotone. Pour fixer les idées, nous supposons
qu’elle est monotone croissante 155.
Nous considérons les parties 156

A “ tq P Q tel que q ă xu (12.1203a)
B “ tq P Q tel que q ą xu. (12.1203b)

Vu que f est croissante, nous avons fpxq ě fpqq pour tout q P A et fpxq ď fpqq pour tout
q P B. En passant au supremum et à l’infimum,

sup
qPA

fpqq ď fpxq ď inf
qPB fpqq. (12.1204)

Mais il existe dans A une suite strictement croissante convergente qi vers x (parce que
x “ suppAq), donc

ax “ lim
i
aqi (12.1205)

par la définition 12.394. Et de même, il existe une suite ri décroissante dans B telle que
x “ lim ri. Cette suite donne aussi

ax “ lim
i
ari . (12.1206)

Nous avons donc l’encadrement
ax ď fpxq ď ax, (12.1207)

qui implique que fpxq “ ax.
(2) Démonstration de (3)

Nous ne supposons plus que f est monotone. Au lieu de cela nous supposons qu’elle est
continue. Nous avons déjà vu en (1) que f “ ga sur Q. Mais par hypothèse f est continue et
par la proposition 12.395, ga est continue. La proposition 12.62 conclut que f “ ga sur R.

PROPooLTLWooBGcXAZ

Proposition 12.431 ([406]).
Si y vérifie l’équation exponentielle, alors elle est continue, monotone et vérifie l’équation fonc-
tionnelle.
154. C’est ici que l’hypothèse de fonction à valeurs dans R est cruciale. Pour f : R Ñ C ceci ne fonctionne pas, et

de loin.
155. Si f est monotone décroissante, soit vous adaptez la preuve, soit vous essayez de voir si on ne peut pas recycler

le cas croissant en l’appliquant à ´f .
156. Il du meilleur gout de citer le lemme 1.424 pour dire qu’ils sont non vides.
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12.36.3 Dérivation de la fonction puissance (seconde)

La proposition suivante donne la dérivée de x ÞÑ xq pour tout q P Q. La formule donnée est
encore valable pour x ÞÑ xα pour tout α P R, mais elle demandera plus de théorie pour être
démontrée, voir la proposition 14.273.

PROPooSGLGooIgzque

Proposition 12.432 ([1]).
Pour tout α P Q, si fαpxq “ xα alors

f 1
αpxq “ αxα´1. (12.1208)

En particulier, fα est de classe C8 sur Rzt0u.
Démonstration. Petit à petit.

(1) Naturel Nous prouvons que pxnq1 “ nxn´1 par récurrence en utilisant la règle de Leibniz
de la propositon 12.169(3).
D’abord pour n “ 1 nous avons f1pxq “ x et donc

f 1
1pxq “ lim

ϵÑ0

px` ϵq ´ x
ϵ

“ 1. (12.1209)

Supposons que f 1
kpxq “ kxk´1 pour un certain k P N. Nous prouvons que f 1

k`1pxq “ pk`1qxk.
Nous avons

xk`1 “ xxk. (12.1210)
En utilisant la règle de Leibniz et l’hypothèse de récurrence,

`
xk`1˘1 “ pxq1xk ` x`xk˘1 “ xk ` x`kxk´1˘ “ xk ` kxk “ pk ` 1qxk, (12.1211)

ce qu’il fallait démontrer.
(2) Rationnel positif Soit donc α “ p{q avec p, q P N. Le lemme 12.384 nous permet d’écrire

fp{qpxq “ xp{q “ pxpq1{q. Cela donne

fp{qpxqq “ xp. (12.1212)

Nous dérivons cette relation par rapport à x en utilisant à la fois la règle pour les entiers et
la règle des fonctions composées 157 :

qf 1
p{qpxqq´1fp{qpxq “ pxp´1. (12.1213)

En isolant f 1
p{qpxq dans cette expression et en utilisant le fait que xa

xb “ xa´b, nous trouvons
le résultat.

(3) Rationnels négatifs
Soit α “ ´p{q avec p, q P N. Nous avons x´p{q “ 1

fp{qpxq . En utilisant la proposition 12.169(5)
et le point déjà prouvé sur les rationnels positifs,

f 1
p{q “ ´

f 1
´p{q
f2
p{q

“ ´p´p{qqx
´p{q´1

x´2p{q “ pp{qqxp{q´1. (12.1214)

Notez l’utilisation de la proposition 12.405 au dénominateur.
(4) Irrationnel

Ah ah ! On vous a bien eu. Les irrationnels, c’est pour la proposition 14.273.
En ce qui concerne le fait que la fonction fα est de classe C8 sur Rzt0u, c’est simplement une
récurrence. Attention : si le rationnel α est négatif, fαp0q n’est pas défini. Mais, lorsque α est
positif non entier, à partir d’un certain ordre, les dérivées font intervenir xβ avec β ă 0. D’où la
restriction à Rzt0u du domaine sur lequel fα est de classe C8.

Si α est positif entier, alors fα est de classe C8 sur tout R parce que toutes les dérivées sont
nulles à partir d’un certain ordre.
157. Proposition 12.169(4).
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12.36.4 Vers les complexes

Nous avons déjà vu la proposition 12.429 qui dit essentiellement que si une fonction continue
f : R Ñ R vérifie fpx ` yq “ fpxqfpyq, alors fpxq “ ax. Comme indiqué durant la preuve, cette
proposition (et en particulier sa preuve) ne fonctionne pas pour les fonctions à valeurs complexes.
L’endroit où cela coinçait est que la contrainte

fp 1
n
qn “ a (12.1215)

n’implique pas grand chose lorsque f est à valeurs complexes.
Nous allons maintenant attaquer ce problème.

LEMooDEGEooXheixp

Lemme 12.433.
Soit α P C. Si elle existe, la solution au problème

"
y1 “ αy (12.1216a)
yp0q “ 1 (12.1216b)

pour y : RÑ S1 est unique.

Démonstration. Soient deux solutions y1 et y2. Nous posons hpxq “ y1pxqy2p´xq. Une dérivation
donne

h1pxq “ y1
1pxqy2p´xq ´ y1pxqy1

2p´xq. (12.1217)

En y substituant y1
1pxq “ αy1pxq et y1

2p´xq “ αy2pxq nous trouvons h1pxq “ 0. Donc h est constante
et nous avons

y1pxqy2p´xq “ 1 (12.1218)EQooTWBQooBLLKStEQooTWBQooBLLKSt

pour tout x. Notons que cette identité est encore valable avec y1 “ y2. Nous avons en particulier
les égalités y1pxqy1p´xq “ 1 et y2pxqy2p´xq “ 1, et nous notons au passage que y1pxq et y2pxq ne
s’annulent pas.

En substituant dans (12.1218) la valeur y2p´xq “ 1
y2pxq nous trouvons

y1pxq
y2pxq “ 1, (12.1219)

ce qui signifie y1pxq “ y2pxq.
Dans la proposition suivante, S1 désigne l’ensemble des nombres complexes de norme 1, dont

un paramétrage sera donné dans la proposition 18.61(1) :

S1 “ teix tel que x P Ru “ teix tel que x P r0, 2πru. (12.1220)
PROPooVJLYooOzfWCd

Proposition 12.434 ([1]).
Soit une fonction continue f : RÑ S1 vérifiant

fpx` yq “ fpxqfpyq. (12.1221)EQooHANKooHirpTLEQooHANKooHirpTL

Alors
(1) f est dérivable,
(2) f satisfait au système

"
f 1pxq “ f 1p0qfpxq (12.1222a)
fp0q “ 1, (12.1222b)

(3) il existe m P R tel que fpxq “ eimx.
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Démonstration. Pour chaque m P R, la fonction

gmpxq “ eimx (12.1223)

vérifie évidemment toutes les conditions. Le but de cette démonstration est de montrer que les
conditions imposées à f la déterminent de façon univoque (à part ce m).

La condition (12.1221) nous dit que fp0q “ 1. Soit une primitive F de f . Il existe s ą 0 tel que
F psq ą F p0q parce que F 1 “ f et fp0q “ 1.

Soit a P R. La fonction Ga donnée par Gapxq “ F px ` aq est une primitive de x ÞÑ fpxqfpaq.
Donc Gapxq “ fpaqF pxq. Cela dit nous avons

fpxq`F psq ´ F p0q˘ “ fpxqF psq ´ fpxqF p0q “ G1pxq ´G0pxq. (12.1224)

Le membre de droite est évidemment dérivable, et F psq ´ F p0q ‰ 0. Donc f est dérivable.
Nous dérivons maintenant la relation fpx`yq “ fpxqfpyq par rapport à y en y “ 0. Cela donne

f 1pxq “ f 1p0qfpxq. (12.1225)

Donc il existe α P C tel que f 1pxq “ αfpxq.
Jusqu’ici nous avons prouvé qu’il existe α P C tel que

"
f 1pxq “ αfpxq (12.1226a)
fp0q “ 1. (12.1226b)

Or le lemme 12.433 donne l’unicité de la solution à ce système, et il ne faut pas chercher loin : la
solution est

fpxq “ eαx. (12.1227)

Pour avoir fpxq P S1, nous devons de plus imposer que α soit imaginaire pur. Donc, en posant
α “ im, nous avons m P R tel que fpxq “ eimx.

12.37 Polynômes de Taylor
AppSecTaylorRDEFooCLGZooRuEkTe

Définition 12.435.
Soit un ouvert Ω Ă C. Une fonction f : Ω Ñ C est C-analytique sur Ω si pour tout z0 P Ω, il
existe une suite complexe pcnq et r ą 0 tels que

fpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ z0qn (12.1228)

pour tout z P Bpz0, rq.
Définition 12.436.
Soit une fonction f : R Ñ R. Si il existe, nous définissons le ne polynôme de Taylor de f au
point a P R par

Pnpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk. (12.1229)

Et la série de Taylor de f est la limite :

T pxq “
8ÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk (12.1230)

dans la mesure où la somme converge.
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Tant que f est n fois dérivable, le polynôme Pn existe et vérifie Pnpaq “ fpaq. Nous ne pouvons
rien en dire de plus pour l’instant. En particulier, si f est de classe C8 il ne faudrait pas croire
que

lim
nÑ8Pnpxq “ fpxq (12.1231)

pour tout x dans un voisinage de a. Autrement dit, même si toutes les dérivées de f existent, la
série entière T n’est pas garantie de

— un rayon de convergence 158 plus grand que zéro,
— et même avec un grand rayon de convergence, que la limite soit les valeurs de f .

NORMooADIZooUmevqk

12.437.
Il n’est pas très compliqué de construire une fonction f telles que fp0q “ 0 et telle que f pkqp0q “ 0
pour tout k, sans pour autant que f soit nulle partout (voir les fonctions plateaux 15.14.1). Les
polynômes de Taylor d’une telle fonction sont tous identiquement nuls.

Ceci pour dire qu’en posant

T pxq “
8ÿ

n“0

f pkqp0q
k! xk, (12.1232)

nous n’avons aucune garantie de T “ f , même pas sur le rayon de convergence de la série entière
définissant P . Et nous n’avons pas de garanties d’avoir un rayon de convergence plus grand que 0.

Notons toutefois que les polynômes étant denses pour la norme supremum parmi les fonctions
continues 159, pour tout compact, il existe une suite de polynômes qui converge uniformément
uniformément f . Mais ces polynômes ne sont pas spécialement ceux de Taylor.

12.438.
Ce que nous venons de dire en 12.437 n’est pas vrai pour les fonctions analytiques 160. Une fonction
analytique f : Ω Ñ R s’écrit, autour de 0, sous la forme

fpxq “
8ÿ

n“0
anx

n. (12.1233)

Demander f pkqp0q “ 0 pour tout k implique an “ 0 pour tout n, et donc f “ 0 sur un voisinage
de 0.

La condition d’analycité est donc très rigide.

Le théorème de Taylor que nous démontrons à présent n’est pas un résultat que va dans le sens
de limnÑ8 Pnpxq “ fpxq. C’est un résultat qui dit juste que limxÑa Pnpxq “ fpaq, et que la limite
va d’autant plus vite que n est grand.

Le théorème de Taylor généralise le développement limité au premier ordre de la proposition
11.243.

12.439.
Lorsque le contexte n’est pas ambigu, nous notons simplement Pn le polynôme d’ordre n de f au
point a. De même nous notons le reste

Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq. (12.1234)
PROPooUYCMooQjeXpn

Proposition 12.440 ([409]).
Soit une fonction f qui est n fois dérivable sur l’intervalle ouvert I Ă R contenant a. Alors

lim
xÑa

Rnpxq
px´ aqn “ lim

xÑa

fpxq ´ Pnpxq
px´ aqn “ 0 (12.1235)

où Pn est le ne polynôme de Taylor de f autour de x “ a.
158. Définition 15.12.
159. Théorème 12.417.
160. Définition 12.435 qu’il faut écrire pour R au lieu de C
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Démonstration. Pour tout k “ 0, . . . , n nous avons f pkqpaq “ P
pkq
n paq et donc

Rpkq
n paq “ 0 (12.1236)

pour k “ 0, . . . , n. En posant d’autre part spxq “ px ´ aqn nous avons spkqpaq “ 0 pour tout
k “ 0, . . . , n ´ 1. Par conséquent la règle de l’Hospital de la proposition 12.192 s’applique au
quotient Rnpxq{spxqn. En l’utilisant n fois,

lim
xÑa

Rnpxq
spxq “ lim

xÑa

Rpkqpxq
k!px´ aq0 “

0
k! “ 0. (12.1237)

Nous démontrons à présent que le polynôme de Taylor est le seul à avoir la propriété de la
proposition 12.440.

Proposition 12.441 ([409]).
Soit f , une fonction n fois dérivable sur l’intervalle I Ă R contenant 0. Soit un polynôme Q de
degré n (ou moins) tel que

lim
xÑa

fpxq ´Qpxq
px´ aqn “ 0. (12.1238)EQooXPTIooOZqBaDEQooXPTIooOZqBaD

Alors Q est le polynôme de Taylor de degré n pour f en a ci-après simplement noté Pn.

Démonstration. D’après la proposition 12.440, la fonction f ´Pn vérifie la même limite que f ´Q.
Donc Pn ´Q vérifie également la limite

lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq
xn

“ 0. (12.1239)EQooYBHHooEgZxtkEQooYBHHooEgZxtk

Nous notons Pnpxq “ řn
k“0 akx

k et Qpxq “ řn
k“0 bkx

k. La relation (12.1239) donne en particulier

lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq “ 0 (12.1240)

qui donne a0´ b0 “ 0. Nous continuons par récurrence en supposant que ai “ bi pour i “ 0, . . . , k.
Alors

0 “ lim
xÑ0

pPn ´Qqpxq
xk`1 “ lim

xÑ0

nÿ

l“k`1
pal ´ blqxl´pk`1q. (12.1241)

Le seul terme non nul à droite est celui vérifiant l ´ pk ` 1q “ 0. Et ce terme donne l’équation

ak`1 ´ bk`1 “ 0, (12.1242)

c’est-à-dire ak`1 “ bk`1. La récurrence continue ainsi jusqu’à k “ n, et nous pouvons conclure que
Q “ Pn.

L’intérêt de cette proposition est que si l’on trouve, par n’importe quel moyen, un polynôme
Q vérifiant la condition (12.1238), alors nous savons que c’est le polynôme de Taylor.

ThoTaylor

Théorème 12.442 (Théorème de Taylor[327, 410]).
Soit I Ă R un intervalle non vide et non réduit à un point de R ainsi que a P I. Soit une fonction
f : I Ñ R telle que f pnqpaq existe. Alors il existe une fonction α définie sur I et à valeurs dans R
vérifiant les deux conditions suivantes : SubEqsDevTauil

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` αpxqpx´ aqn, (12.1243a)subeqfTepseqbsubeqfTepseqb

lim
tÑa

αptq “ 0 (12.1243b)

pour tout x P I. Ici f pkq dénote la k-ième dérivée de f (en particulier, f p0q “ f , f p1q “ f 1).
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Démonstration. Si Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq, il suffit de poser

αpxq “ Rnpxq
px´ aqn (12.1244)

et d’utiliser la proposition 12.440.

Remarque 12.443.
Quelque remarques.

(1) La formule (12.1243a) est une égalité, et non une approximation. Ce qui serait une approxi-
mation serait de réécrire la formule dans le terme contenant α.

(2) Nous avons l’égalité (12.1243a) uniquement sur I. Pour les x hors de I, le polynôme existe
évidemment, mais nous n’avons pas spécialement de fonction α, et d’ailleurs la fonction f
n’est pas spécialement définie.

12.444.
Les conditions (12.1243) sont souvent aussi énoncées sous la forme qu’il existe une fonction α telle
que SUBEQooPYABooKpDgdu

$
’’&
’’%

lim
tÑ0

αptq
tn

“ 0 (12.1245a)

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` h2

2 f
2paq ` ¨ ¨ ¨ ` hn

n! f
pnqpaq ` αphq. (12.1245b)

Le théorème suivant donne une expression pas tout à fait explicite, mais pas mal quand même
pour le reste de Taylor.

THOooSIGRooJTLvlV

Théorème 12.445.
Soient un intervalle ouvert I Ă R ainsi que a P I. Soit encore une fonction de classe Ck`1 sur I.

(1) Pour tout x P I, il existe un c P sa, xr tel que l’égalité

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` f pn`1qpcq

pn` 1q! px´ aq
n`1 (12.1246)EQooQFMFooBVpGzyEQooQFMFooBVpGzy

soit vérifiée. ITEMooVGBVooGXXvIz

(2) Soit h P R tel que Bpa, hq Ă I. Il existe θ P r0, 1s tel que

fpa` hq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! hk ` f pn`1qpa` θhq

pn` 1q! hn`1. (12.1247)

Démonstration. Pour les besoins de la preuve, nous allons démontrer la formule (12.1246) pour un
b P I au lieu de x. C’est juste que nous allons écrire b au lieu de x parce que nous aurons besoin
de la notation x dans le courant de la preuve.

Nous posons

Rpxq “ fpxq ´ Pnpxq “ fpxq ´
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk. (12.1248)

Cela vérifie Rpaq “ fpaq ´ fpaq “ 0 et même

Rpjqpaq “ 0 (12.1249)

pour tout j “ 1, . . . , n. Nous posons encore

F pxq “ Rpxq ´ Rpbq
pb´ aqn`1 px´ aqn`1. (12.1250)
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Nous avons F pjqpaq “ 0 pour tout j “ 0, . . . , n ainsi que

F pbq “ Rpbq ´ Rpbq
pb´ aqn`1 pb´ aqn`1 “ 0. (12.1251)

et aussi
F paq “ Rpaq ´ 0 “ 0. (12.1252)

Bref, la fonction F vérifie les conditions de la généralisation 12.189 du lemme de Rolle. Il existe
donc c P sa, br tel que F pn`1qpcq “ 0. Mais vu que P pn`1q

n pxq “ 0, nous avons Rpn`1qpxq “ f pn`1qpxq,
de telle sorte que

f pn`1qpcq “ Rpbqpn` 1q!
pb´ aqn`1 . (12.1253)

En injectant cela dans la définition de F

F pxq “ Rpxq ´ f pn`1qpcq
pn` 1q! px´ aq

n`1. (12.1254)

En évaluant en x “ b, et en nous souvenant que F pbq “ 0, nous trouvons

0 “ Rpbq ´ f pn`1qpcq
pn` 1q! pb´ aq

n`1 (12.1255)

qui est ce que nous voulions prouver.

Voici un énoncé pour les fonctions à plusieurs variables.
THOooTDFRooEkChgi

Théorème 12.446 ([411]).
Si f : E Ñ R est une application n fois différentiable en a P E alors il existe une fonction ϵ : RÑ R

telle que
$
’’’’&
’’’’%

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` . . .` (12.1256a)

` . . .` 1
n!pd

nfqaph, . . . , hq ` }h}nϵp}h}q (12.1256b)

lim
tÑ0

ϵptq “ 0. (12.1256c)

12.37.1 Fonctions « petit o »

Nous voulons formaliser l’idée d’une fonction qui tend vers zéro « plus vite » qu’une autre.
Nous disons que f P o`φpxq˘ si

lim
xÑ0

fpxq
φpxq “ 0. (12.1257)

En particulier, nous disons que f P opxq lorsque limxÑ0 fpxq{x “ 0.
En termes de notations, nous définissons l’ensemble opxq l’ensemble des fonctions f telles que

lim
xÑ0

fpxq
x

“ 0. (12.1258)

Plus généralement si g est une fonction telle que limxÑ0 gpxq “ 0, nous disons f P opgq si

lim
xÑ0

fpxq
gpxq “ 0. (12.1259)

De façon intuitive, l’ensemble opgq est l’ensemble des fonctions qui tendent vers zéro « plus vite »
que g.
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Nous pouvons donner un énoncé alternatif au théorème 12.442 en définissant hpxq “ ϵpx`aqxn.
Cette fonction est définie exprès pour avoir

hpx´ aq “ ϵpxqpx´ aqn, (12.1260)

et donc
lim
xÑ0

hpxq
xn

“ lim
xÑ0

ϵpx´ aq “ lim
xÑa

ϵpxq “ 0. (12.1261)

Donc h P opxnq.
Le théorème dit donc qu’il existe une fonction α P opxnq telle que

fpxq “ T af,npxq ` αpx´ aq. (12.1262)

pour tout x P I.

Remarque 12.447.
À titre personnel, l’auteur de ces lignes déconseille d’utiliser cette notation qui est un peu casse-
figure pour qui ne la maîtrise pas bien.

Exemple 12.448.
Le développement en série du cosinus sera traité dans la proposition 18.75. △

PROPooTOXIooMMlghF

Proposition 12.449 (Ordre deux sur Rn[1]).
Soit un ouvert Ω de Rn et a P Ω ainsi qu’une fonction f : Ω Ñ R de classe C2. Alors il existe une
fonction α : Rn Ñ R telle que

$
&
%
fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1

2pd
2fqaph, hq ` }h}2αphq (12.1263a)

lim
hÑ0

αphq “ 0. (12.1263b)

Ici, la notation pd2fqaph, hq réfère à ce qui est expliqué en 12.343.

Démonstration. Dans la suite nous considérons t et h tels que toutes les expressions suivantes aient
un sens, c’est-à-dire que tous les trucs comme a` th restent dans Ω. Pour h P Rn nous nommons
eh le vecteur unitaire dans la direction de h, c’est-à-dire eh “ h{}h} et nous posons

khptq “ fpa` tehq. (12.1264)

et nous lui appliquons Taylor 12.442 à l’ordre deux : il existe une fonction βh telle que

khpxq “ khp0q ` xk1
hp0q `

x2

2 k
2
hp0q ` x2βhpxq. (12.1265)EQooETDFooAmiRcVEQooETDFooAmiRcV

avec limxÑ0 βhpxq “ 0.
En ce qui concerne les dérivées de kh nous avons

k1
hp0q “ dfapehq (12.1266)

et
k2
hp0q “ pd2fqapeh, ehq. (12.1267)

Il est maintenant temps d’écrire fpa ` hq “ kp}h}q et de substituer les dérivées de k par les
différentielles de f dans (12.1265) :

fpa` hq “ kp}h}q “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h2}βhp}h}q. (12.1268)EQooUSUGooYPscxVEQooUSUGooYPscxV

Il reste à voir que la fonction α : h ÞÑ βhp}h}q tend vers zéro pour h Ñ 0. En prenant la limite
h Ñ 0 dans (12.1268), il est manifeste que la limite du membre de gauche existe et vaut fpaq.
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Donc la limite du membre de droite doit exister et valoir également fpaq. Nous en déduisons que
la limite de

dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2βhp}h}q (12.1269)

existe et vaut zéro. La limite des deux premiers termes existe et vaut zéro, donc la limite du
troisième existe et vaut zéro :

lim
hÑ0

}h}2βhp}h}q “ 0. (12.1270)

PROPooWWMYooPOmSds

Proposition 12.450.
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction f : Ω Ñ R de classe C1 et deux fois différentiable sur
sx, x` hr. Alors il existe θ P s0, 1r tel que

fpx` hq “ fpxq ` dfxphq ` 1
2pd

2fqx`θhph, hq. (12.1271)

12.37.2 Autres formulations
ExempleUtlDev

Exemple 12.451.
Une des façons les plus courantes d’utiliser les formules (12.1243) est de développer fpa` tq pour
des petits t en posant x “ a` t dans la formule :

fpa` tq “ fpaq ` f 1paqt` f2paq t
2

2 ` ϵpa` tqt
2 (12.1272)EqDevfautouraepsEqDevfautouraeps

avec limtÑ0 ϵpa ` tq “ 0. Ici, la fonction T dont on parle dans le théorème est T af,2pa ` tq “
fpaq ` f 1paqt` f2paq t22 .

Lorsque x et y sont deux nombres « proches 161 », nous pouvons développer fpyq autour de
fpxq :

fpyq “ fpxq ` f 1pxqpy ´ xq ` f2pxqpy ´ xq
2

2 ` ϵpy ´ xqpy ´ xq2, (12.1273)EqfydevfxEqfydevfx

et donc écrire

fpxq ´ fpyq “ ´f 1pxqpy ´ xq ´ f2pxqpy ´ xq
2

2 ´ ϵpy ´ xqpy ´ xq2. (12.1274)

De cette manière nous obtenons une formule qui ne contient plus que y dans la différence y´x. △

12.37.3 Formule et reste
PropDevTaylorPol

Proposition 12.452.
Soient f : I Ă R Ñ R et a P IntpIq. Soit un entier k ě 1. Si f est k fois dérivable en a, alors il
existe un et un seul polynôme P de degré ď k tel que

fpxq ´ P px´ aq P o`|x´ a|k˘ (12.1275)

lorsque xÑ a, x ‰ a. Ce polynôme est donné par

P phq “ fpaq ` f 1paqh` f2paq
2! h2 ` ¨ ¨ ¨ ` f pkqpaq

k! hk. (12.1276)

Notons encore deux façons alternatives d’écrire le résultat. Si f P Ck il existe une fonction α telle
que limtÑ0 αptq “ 0 et

fpxq “
kÿ

n“0

f pnqpaq
n! px´ aqn ` px´ aqnαpx´ aq. (12.1277)

161. par exemple dans une limite px, yq Ñ ph, hq.
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Si f P Ck`1 alors

fpxq “
kÿ

n“0

f pnqpaq
n! px´ aqn ` px´ aqn`1ξpx´ aq (12.1278)EquQtpoNEquQtpoN

où ξ est une fonction telle que ξptq tend vers une constante lorsque tÑ 0.

La proposition suivante donne une intéressante façon de trouver le reste d’un développement
de Taylor.

PropResteTaylorc

Proposition 12.453.
Soient I, un intervalle dans R et f : I Ñ R une fonction de classe Ck sur I telle que f pk`1q existe
sur I. Soient a P IntpIq et x P I. Alors il existe c P sx, ar tel que

fpxq “
nÿ

k“0

f pkqpaq
k! px´ aqk ` f pn`1qpcq

pn` 1q! px´ aq
n`1. (12.1279)

12.37.4 Reste intégral

Comme son nom l’indique, le « reste intégral » demande de savoir les intégrales. La formule du
reste intégral sera donc pour après la définition des intégrales, proposition 20.146.

12.38 Développement limité autour de zéro
Dans cette sections nous supposons toujours que les fonctions sont définies sur un intervalle

ouvert de R, I, contenant 0.

12.38.1 Généralités

Définition 12.454.
Soit f : I Ñ R une fonction définie sur un ouvert I autour de zéro. Nous disons que f admet un
développement limité autour de 0 à l’ordre n si il existe une fonction α : I Ñ R telle que

#
fpxq “ Pnpxq ` xnαpxq (12.1280a)
lim
xÑ0

αpxq “ 0 (12.1280b)

où Pnpxq “ a0`a1x`¨ ¨ ¨`anxn est une polynôme de degré n. Le polynôme Pn est appelé la partie
régulière du développement.

La fonction α est appelé le reste du développement et sera parfois noté αf . Lorsque P est la
partie régulière d’un développement limité de f nous notons parfois f „ P .

Proposition 12.455 (Troncature).
Si f admet un développement limité d’ordre n alors il admet également un développement limité
d’ordre n1 pour tout n1 ă n. Ce dernier s’obtient en tronquant le polynôme d’ordre n à l’ordre n1.

Proposition 12.456 (Unicité).
Si f admet une développement limité alors ce dernier est unique : il existe un unique polynôme Pn
d’ordre n et une unique fonction α vérifiant simultanément les deux conditions

#
fpxq “ Pnpxq ` xnαpxq, (12.1281a)
lim
xÑ0

αpxq “ 0. (12.1281b)
ExTHGooCBcnAy

Exemple 12.457.
En ce qui concerne les séries géométriques de raison x nous savons les formules

1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 1´ xn`1

1´ x (12.1282)
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et
1` x` x2 ` x3 ` ¨ ¨ ¨ “ 1

1´ x (12.1283)

pour tout x P s´8, 1r. Comparant les deux, il est naturel d’essayer de prendre 1`x`x2`¨ ¨ ¨`xn
comme développement limité de la fonction fpxq “ 1

1´x . Pour voir si cela fonctionne, il faut vérifier
si « le reste » est bien de la forme xnαpxq avec limxÑ0 αpxq “ 0.

Le reste en question est donné par

1
1´ x ´ 1´ x´ x2 ´ . . .´ xn “ 1

1´ x ´
1´ xn`1

1´ x “ xn`1

1´ x “ xn
x

1´ x. (12.1284)

En posant αpxq “ x
1´x nous avons donc bien

fpxq “ 1
1´ x “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xn x

1´ x (12.1285)

et limxÑ0
x

1´x “ 0. Cela est le développement limité de f à l’ordre n autour de 0. △

La formule des accroissements finis est un cas particulier de développement fini. Supposons que
f soit dérivable en 0. En effet nous pouvons facilement trouver la fonction α qui convient. Sachant
que fp0q ` xf 1p0q donne l’approximation affine de f autour de 0, nous cherchons α en écrivant

fpxq “ fp0q ` xf 1p0q ` xαpxq. (12.1286)

Cela nous pousse à définir
αpxq “ fpxq ´ fp0q

x
´ f 1p0q. (12.1287)EqDCFooKozKrtEqDCFooKozKrt

Notons que cette fonction n’est pas définie en x “ 0, mais cela n’a pas d’importance : seule la
limite limxÑ0 αpxq nous intéresse. Par définition de la dérivée,

lim
xÑ0

αpxq “ lim
xÑ0

fpxq ´ fp0q
x

´ f 1p0q “ 0. (12.1288)

En conclusion si f est dérivable, son développement limité à l’ordre 1 est donné par

fpxq “ fp0q ` xf 1p0q ` xαpxq (12.1289)

où αpxq est donnée par la formule (12.1287).

12.38.2 Formule de Taylor-Young

Plus généralement nous avons la proposition suivante qui donne le développement limité de
toute fonction dérivable n fois.

PropVDGooCexFwy

Proposition 12.458 (Formule de Taylor-Young).
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I contenant 0. Alors il existe une fonction
α : I Ñ R telle que

fpxq “ fp0q ` f 1p0qx` f2p0q
2 x2 ` f p3qp0q

3! x3 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqp0q
n! xn ` xnαpxq (12.1290)EQooBKZDooTqYyIBEQooBKZDooTqYyIB

et
lim
xÑ0

αpxq “ 0. (12.1291)

Cette proposition nous permet de calculer facilement des développements limités tant que nous
sommes capables de calculer les dérivées successives de la fonction à développer. Dans l’exemple
12.457 nous avons dû utiliser des astuces et des formules pour déterminer le développement limité
de 1

1´x . Au contraire la formule (12.1290) nous permet de trouver le polynôme en appliquant
mécaniquement une formule simple.
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Exemple 12.459.
Utilisation de la formule (12.1290) pour déterminer le développement limité de la fonction

fpxq “ 1
1´ x. (12.1292)

Il faut calculer les dérivées successives de f :

fpxq “ 1
1´ x (12.1293a)

f 1pxq “ 1
p1´ xq2 (12.1293b)

f2pxq “ 2
p1´ xq3 (12.1293c)

Avec ces résultats, nous devinons que

f pnqpxq “ n!
p1´ xqn`1 . (12.1294)

Pour en être sûr nous le prouvons par récurrence. La dérivée de n!
p1´xqn`1 est donnée par

n!pn` 1qp1´ xqn
p1´ xq2n`2 “ pn` 1q!

p1´ xqn`2 . (12.1295)

Évaluées en x “ 0, les dérivées successives de f sont fp0q “ 0, f 1p0q “ 1, f2p0q “ 2,. . .,f pnqp0q “ n!.
Utilisant la formule (12.1290) nous avons

fpxq “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xnαpxq, (12.1296)

conformément à ce que nous avions déjà trouvé. △
EXooFLBJooYfuRsG

Exemple 12.460.
Soient r P Q et la fonction donnée par

fpxq “ p1` xqr. (12.1297)

Nous notons I le domaine de cette fonction : c’est R si r ą 0 ou r´1,8s si r ă 0. Si par contre
r “ 0, la fonction est constante et le domaine est I “ R.

En ce qui concerne les dérivées 162 : f 1pxq “ rp1` xqr´1 et plus généralement

f pkqpxq “ rpr ´ 1q . . . pr ´ k ` 1qp1` xqr´k (12.1298)

si k ą 0. Pour k “ 0 nous avons f pkqp0q “ 1. Le développement de Taylor-Young est alors

p1` xqr “ 1`
nÿ

k“1

rpr ´ 1q . . . pr ´ k ` 1q
k! xk ` xnαpxq. (12.1299)

Notons que que si r est un entier, pour k “ r, le produit au numérateur s’annule et le dévelop-
pement s’arrête.

Dans le développement de p1 ` xqr, nous reconnaissons la formule de
`
r
k

˘
, sauf que nous ne

pouvons pas l’écrire avec cette notation lorsque r n’est pas entier. △

Cet exemple fonctionnera encore avec r P R au lieu de r P Q, mais il faudra la proposition
15.93 pour la dérivée

162. Nous utilisons la proposition 12.432.
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Remarque 12.461.
Pour alléger la notation et ne pas écrire . . .` xnαpxq nous pouvons aussi écrire

fpxq „ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn, (12.1300)

mais il est interdit d’écrire
fpxq “ 1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn (12.1301)

en mettant un signe d’égalité entre une fonction et son développement limité 163.

Notons cependant que la proposition 12.458 ne donne pas de moyen simple de trouver la fonction
α. Si la fonction f est très régulière dans l’intervalle I on a le résultat suivant.

Proposition 12.462 (Reste dans la forme de Lagrange).
Si la fonction f est dérivable n` 1 fois dans I alors il existe x̄ dans l’intervalle r0, xs tel que

fpxq “ Pnpxq ` 1
pn` 1q!f

n`1px̄qxn`1. (12.1302)

12.38.3 Règles de calcul

Les règles suivantes permettent de calculer les développements limités des fonctions qu’on peut
écrire comme combinaison de fonctions dont nous savons déjà le développement.

Il est toujours possible de calculer le développement limité d’une fonction par la formule de
Taylor-Young (proposition 12.458). Les règles suivantes peuvent nous économiser de l’effort et du
temps.

12.38.3.1 Linéarité des développements limités

L’opération qui consiste à prendre le développement limité d’une fonction est une opération
linéaire : connaissant les développements limités de f et de g, il suffit de les sommer pour obtenir
celui de f`g. De même, si λ est une constante, le développement limité de λf est le développement
limité de f fois λ.

PROPooAUVPooGRIZYF

Proposition 12.463.
Soient λ et µ dans R. Si f et g sont deux fonctions acceptant des développements limités d’ordre
n

EqJPPooCHihNn

fpxq “ P pxq ` xnαf pxq (12.1303a)
gpxq “ Qpxq ` xnβpxq (12.1303b)

avec limxÑ0 αpxq “ limxÑ0 βpxq “ 0, alors la fonction λf ` µg admet le développement limité

pλf `mugqpxq “ pλP ` µQqpxq ` xnpλα` µβqpxq. (12.1304)EqCJFooVpyCtzEqCJFooVpyCtz

Remarque 12.464.
La forme explicite du reste ne nous interesse pas. Dans la pratique on écrira toujours pf ` gqpxq “
pP `Qqpxq ` xnαpxq, où on appelle α une fonction opportune telle que limxÑ0 αpxq “ 0.

Démonstration. Vu les définitions (12.1303) des polynômes P , Q et des restes α et β, l’égalité
(12.1304) est une conséquence de la linéarité de la dérivation et de la proposition 12.458

De plus P `Q est un polynôme de degré n dès que P et Q sont des polynômes de degré n, et

lim
xÑ0

pλα` µβqpxq “ lim
xÑ0

λαpxq ` lim
xÑ0

µβpxq “ 0. (12.1305)

Par conséquent λα` µβ est la fonction de reste de λf ` µg.
163. Il faut cependant être très prudents avec la notation abrégée. Elle pourrait nous faire oublier des informations

importantes, voir les développements des fonctions trigonométriques pour un exemple.
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ExKPBooJmdFvY

Exemple 12.465.
Calculer le développement de la fonction

fpxq “ 3 3?1` x` e´2x. (12.1306)

Le développement de 3?1` x est donné par la formule de l’exemple 12.460 avec α “ 1
3 . Nous avons

donc dans un premier temps

3?1` x “ 1` 1
3x`

1
3
`1

3 ´ 1
˘

2 x2 `
1
3
`1

3 ´ 1
˘ `1

3 ´ 2
˘

6 x3 ` x3αpxq (12.1307a)

“ 1` 1
3x´

1
9x

2 ` 5
81x

3 ` x3αpxq. (12.1307b)

Nous avons alors

3 3?1` x` e´2x “ 3
”
1` 1

3x´
1
9x

2 ` 5
81x

3 ` x3αpxq
ı
` 1´ 2x` 2x2 ´ 4

3x
3 ` x3βpxq

(12.1308a)

“ 4´ x` 5
3x

2 ´ 31
27x

3 ` x3`αpxq ` βpxq˘. (12.1308b)

△

La condition limxÑ0 αpxq “ 0 signifie que l’approximation qui consiste à remplacer fpxq par
le polynôme n’est pas une trop mauvaise approximation lorsque x est petit. Cela ne signifie rien
de plus. En particulier si x est grand, l’approximation polynomiale peut-être (et est souvent) très
mauvaise.

À ce propos, notez qu’un polynôme tend toujours vers ˘8 lorsque x est grand. Une approxima-
tion polynomiale d’une fonction bornée est donc toujours (très) mauvaise pour les grandes valeurs
de x.

À titre d’exemple nous avons tracé sur la figure 12.12 la fonction

fpxq “ 3 3?x` 1` e´2x (12.1309)

et ses développements limités d’ordre 1 à 3. Il est particulièrement visible que l’approximation
est assez bonne pour la partie gauche du graphe sur laquelle la fonction est bien croissante, alors
qu’elle est franchement mauvaise sur la droite où le graphe ressemble plutôt à une constante 164.

12.38.3.2 Développement limité d’un quotient
PROPooMANAooXhuanS

Proposition 12.466.
Si Pf est le polynôme du développement limité de f à l’ordre n et Pg celui de g, alors nous obtenons
le développement limité de f{g à l’ordre n en effectuant la division selon les puissances croissantes
de Pf par Pg.

Attention : il s’agit bien de faire une division selon les puissances croissantes, et non une
divisions euclidienne. La division euclidienne de A par B consiste à écrire A “ BQ ` R avec
le reste R de degré le plus petit possible. Ici nous voulons avoir un reste de degré le plus grand
possible.

12.38.3.3 Développement limité d’une fonction composée

Proposition 12.467.
Soient f et g des fonctions admettant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0.
Nous supposons que limxÑ0 gpxq “ 0. Alors la composée f

`
gpxq˘ admet un développement limité

d’ordre n au voisinage de 0 qui s’obtient en substituant le développement de g à chaque «x» du
développement de f , et en supprimant tous les termes de degré plus élevé que n.
164. Pouvez-vous cependant dire que vaut limxÑ8 fpxq ?
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(c) Polyôme d’ordre 3
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(d) Polyôme d’ordre 4

Figure 12.12: Les développements limités d’ordre de plus en plus grand de la fonction de
l’exemple 12.465. La fonction est en bleu et les « approximations » sont en rouge.LabelFigWUYooCISzeB

12.39 Développement ailleurs qu’à l’origine

Il est intéressant de développer une fonction au voisinage de zéro lorsque nous nous intéressons
à son comportement pour les x pas très grands. Il est toutefois souvent souhaitable de savoir le
comportement d’une fonction au voisinage d’autres valeurs que zéro.

Pour développer la fonction f autour de x0, nous considérons la fonction h ÞÑ fpx0 ` hq que
nous développons autour de zéro (pour h). L’objectif est de trouver une polynôme P et une fonction
α tels que

#
fpxq “ P pxq ` px´ x0qnαpxq (12.1310a)
lim
xÑx0

αpxq “ 0. (12.1310b)

En pratique, le développement limité à l’ordre n d’une fonction autour d’un point x0 quelconque à
l’intérieur de son domaine prend la forme suivante, qui généralise la formule de Taylor-Young vue
dans la proposition 12.458

Proposition 12.468 (Formule de Taylor-Young, cas général).
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I contenant x0. Alors il existe une fonction
α : I Ñ R telle que

fpxq “ fpx0q`f 1px0qpx´ x0q ` f2px0q
2 px´ x0q2`

` f p3qpx0q
3! px´ x0q3 ` ¨ ¨ ¨ ` f pnqpx0q

n! px´ x0qn ` px´ x0qnαpx´ x0q
(12.1311)EqTJRooUbsyzJEqTJRooUbsyzJ

et
lim
tÑ0

αptq “ 0. (12.1312)
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12.40 Développement au voisinage de l’infini

Il est souvent utile de connaitre le comportement d’une fonction pour les grandes valeurs de x
et de déterminer ses asymptotes éventuelles. La technique que nous allons utiliser consiste à poser
x “ 1

h et de développer la fonction “auxiliaire” gphq “ fp1{hq autour de h “ 0. La limite avec
hÑ 0` donnera le comportement pour xÑ8 et la limite hÑ 0´ donnera le comportement pour
xÑ ´8.

Dans le cas d’une développement autour de ˘8 nous ne parlons plus de développement limité
mais de développement asymptotique.

12.40.1 La fonction puissance : remarques pour la suite

Il y a encore de nombreuses choses à dire sur la fonction puissance. Pour savoir lesquelles, voir
le thème 52.

12.41 Fonctions réelles de deux variables réelles

Une fonction réelle de 2 variables réelles est une fonction f : A Ă R2 Ñ R : px, yq ÞÑ z “
fpx, yq.

Le graphe de f , noté Gr f , est un sous-ensemble de R3 :

Gr f “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P A et z “ fpx, yqu

Les courbes de niveau de la fonction f sont obtenues en posant fpx, yq “ λ.

12.41.1 Limites de fonctions à deux variables

Ici nous n’allons pas entrer dans tous les détails, mais simplement mentionner les quelques
techniques les plus courantes.

ThoLimiteCompose

Théorème 12.469.
Soient deux fonctions f : Rn Ñ Rp et g : Rp Ñ Rq. Si a est un point adhérent au domaine de g ˝f
et si

lim
xÑa

fpxq “ b

lim
yÑb

gpyq “ c,
(12.1313)

alors
lim
xÑa

pg ˝ fqpxq “ c. (12.1314)

Les techniques usuelles sont
(1) La règle de l’étau. Cette technique demande un peu plus d’imagination parce qu’il faut penser

à un « truc » différent pour chaque exercice. En revanche, la justification est facile : il y a un
théorème qui dit que ça marche.

(2) Lorsqu’on applique la règle de l’étau, penser à

|x| “
?
x2 ď

a
x2 ` y2. (12.1315)

Cela permet de majorer le numérateur. Attention : ce genre de majoration fonctionne seule-
ment au numérateur : agrandir le dénominateur ferait diminuer la fraction.

(3) Il n’est pas vrai que
|x| “

?
x2 ď

?
x4 ď

a
x4 ` 2y4. (12.1316)

En effet, si x est petit, alors x2 ą x4, et non le contraire.
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Une technique très efficace pour les limites px, yq Ñ p0, 0q est le passage aux coordonnées
polaires. Il s’agit de poser

"
x “ r cospθq (12.1317a)
y “ r sinpθq (12.1317b)

et puis de faire la limite r Ñ 0.
Si la limite obtenue ne dépend pas de θ, alors c’est la limite cherchée. Voici quelque exemples.

EXooASMWooCBSyVf

Exemple 12.470.
Calculer la limite

lim
px,yqÑp0,0q

x´ y
x` y . (12.1318)

Ici la méthode des chemins pour est particulièrement éclairante. Regardons d’abord la fonction
sur la droite x “ y. Nous avons

fpx, yq “ x´ x
2x “ 0. (12.1319)

Donc la fonction est nulle sur toute la ligne.
Si nous regardons maintenant la ligne verticale x “ 0, nous avons

fp0, yq “ ´y
y
“ ´1, (12.1320)

donc la fonction vaut ´1 sur toute la ligne verticale. △

Beaucoup d’autres exemples seront donné en 18.233 lorsque nous aurons vu les coordonnées
polaires.

12.41.2 Dérivées partielles

La dérivée partielle par rapport à x au point px, yq est notée

Bf
Bx px, yq (12.1321)

et se calcule en dérivant f par rapport à x en considérant que y est constante.
De la même manière, la dérivée partielle par rapport à y au point px, yq est notée

Bf
By px, yq (12.1322)

et se calcule en dérivant f par rapport à y en considérant que x est constante.
Pour les dérivées partielles secondes,

— f2
xxpx, yq “ pf 1

xq1x “ B2f
Bx2 px, yq “ B

BxpBf
Bx q.

— f2
yypx, yq “ pf 1

yq1y “ B2f
By2 px, yq “ B

By pBf
By q.

— f2
xypx, yq “ pf 1

xq1y “ pf 1
yq1x “ f2

yxpx, yq ou B2f
BxBy px, yq “ B

BxpBf
By q “ B

By pBf
Bx q “ B2f

ByBxpx, yq.

12.41.3 Différentielle et accroissement

La différentielle totale de f au point pa, bq est donnée, quand elle existe ( !), par la formule

dfpa, bq “ BfBx pa, bqdx`
Bf
By pa, bqdy. (12.1323)

De la même façon que la formule des accroissements finis disait que fpx` aq » fpxq ` af 1pxq,
en deux dimensions nous avons que l’accroissement approximatif de f au point pa, bq pour des
accroissements ∆x et ∆y est

fpx`∆x, y `∆yq “ fpx, yq `∆xBfBx px, yq `∆yBfBy px, yq. (12.1324)
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Le plan tangent au graphe de f au point
`
a, b, fpa, bq˘ est

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bqpx´ aq `
Bf
By pa, bqpy ´ bq (12.1325)

essayez d’écrire l’équation de la droite tangente au graphe de fpxq au point x “ a en termes de la
dérivée de f , et comparez votre résultat à cette formule.

Un des principaux théorèmes pour tester la différentiabilité d’une fonction est le suivant.
ThoProuverDiffable

Théorème 12.471.
Soit une fonction f : Rm Ñ Rp. Si les dérivées partielles existent dans un voisinage de a et donc
continues en a, alors f est différentiable en a.

Le plus souvent, nous prouvons qu’une fonction est différentiable en calculant les dérivées
partielles et en montrant qu’elles sont continues.

Dérivation implicite : Soit F px, fpxqq “ 0 la représentation implicite d’une fonction y “ fpxq
alors

y1 “ f 1pxq “ ´F
1
x

F 1
y

.

12.42 Les fonctions à valeurs vectorielles
Jusqu’à présent nous avons vu des fonctions de plusieurs variables qui prenaient leurs valeurs

dans R. Nous allons maintenant voir ce qu’il se passe lorsque les fonctions prennent leurs valeurs
dans R3.

Une fonction d’une variable est dite à valeurs vectorielles lorsque

f : I Ă RÑ R3

fpxq “
¨
˝
f1pxq
f2pxq
f3pxq

˛
‚.

(12.1326)

Les fonctions fi : R Ñ R sont les composantes de f . Ce que nous avons raconté à propos des
dérivées passe facilement :

fpa` ϵq ´ fpaq
ϵ

“

¨
˚̋
f1pa`ϵq´f1paq

ϵ
f2pa`ϵq´f2paq

ϵ
f3pa`ϵq´f3paq

ϵ

˛
‹‚. (12.1327)

En particulier dès que les fonctions fi sont dérivables, nous avons

f 1paq “
¨
˝
f 1

1paq
f 1

2paq
f 1

3paq

˛
‚ (12.1328)

comme dérivée de la fonction. Cette dérivée est un vecteur.

Exemple 12.472.
Si

f : x P R ÞÑ
¨
˝

x2ex

cospx2q
x3 ` x

˛
‚, (12.1329)

alors

f 1pxq “
¨
˝

2xex ` x2ex

´2x sinpx2q
3x2 ` 1

˛
‚. (12.1330)

△
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12.43 Fonctions vectorielles de plusieurs variables

Ce sont les fonctions de la forme

f : R3 Ñ R3
¨
˝
x
y
z

˛
‚ ÞÑ

¨
˝
f1px, y, zq
f2px, y, zq
f3px, y, zq

˛
‚.

(12.1331)

En ce qui concerne les dérivées, tout se passe comme avant. Si les dérivées partielles des com-
posantes fi existent au point a P R3, alors

Bf
Bx paq “

¨
˝
Bxf1paq
Bxf2paq
Bxf3paq

˛
‚, Bf

By paq “
¨
˝
Byf1paq
Byf2paq
Byf3paq

˛
‚, Bf

Bz paq “
¨
˝
Bzf1paq
Bzf2paq
Bzf3paq

˛
‚. (12.1332)

12.44 Limites à plusieurs variables
PropLimParcompos

Proposition 12.473.
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn. Nous avons

lim
xÑa

fpxq “ ℓ (12.1333)

si et seulement si
lim
xÑa

fipxq “ ℓi (12.1334)

pour tout i P t1, . . . , nu où fipxq dénote la i-ème composante de fpxq et ℓi la i-ème composante de
ℓ P Rn.

Cette proposition revient à dire que la convergence d’une fonction est équivalente à la conver-
gence de chacune de ses composantes.

Démonstration. L’élément clef de la preuve est le fait que pour tout vecteur u P Rp, nous ayons
l’inégalité

|ui| ď
gffe

pÿ

k“1
|uk|2 “ }u}. (12.1335)EquilequnormeEquilequnorme

La norme (dans Rp) d’un vecteur est plus grande ou égale à la valeur absolue de chacune de ses
composantes.

Supposons que nous ayons une fonction dont chacune des composantes a une limite en a :
limxÑa fipxq “ ℓi. Montrons que dans ce cas la fonction f tend vers ℓ. Si nous considérons ε ą 0,
par définition de la limite de chacune des fonctions fi, il existent des δi tels que

}x´ a}Rm ă δi ñ |fipxq ´ ℓi| ă ε. (12.1336)

Notez que la norme à gauche est une norme dans Rm et que celle à droite est une simple valeur
absolue dans R. Considérons δ “ mintδiui“1,...n. Si }x´ a} ă δ, alors

}fpxq ´ ℓ} “
d

nÿ

i“1
|fipxq ´ ℓi|2 ă

d
nÿ

i“1
ε2 “

?
nε2 “ ?nε. (12.1337)

Nous voyons qu’en choisissant les δi tels que |fipxq´ ℓi| ă ε, nous trouvons }fpxq´ ℓ} ă ?nε. Afin
d’obtenir }fpxq ´ ℓ} ă ε, nous choisissons donc les δi de telle manière a avoir |fipxq ´ ℓi| ă ε{?n.

Nous avons donc prouvé que la limite composante par composante impliquait la limite de la
fonction. Nous devons encore prouver le sens inverse.
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Supposons donc que limxÑa fpxq “ ℓ, et prouvons que nous ayons limxÑa fipxq “ ℓi pour
chaque i. Soit ε ą 0 et δ ą 0 tel que }x ´ a} ă δ implique }fpxq ´ ℓ} ă ε. Avec ces choix, nous
avons

|fipxq ´ ℓi| ď }fpxq ´ ℓ} ă ε (12.1338)

où nous avons utilisé la majoration (12.1335) avec fpxq ´ ℓ en guise de u.

De même, pour la continuité nous avons la proposition suivante :

Proposition 12.474.
Soit une fonction f : D Ă Rm Ñ Rn et a P D. La fonction f est continue en a si et seulement si
chacune de ses composantes l’est, c’est-à-dire si et seulement si chacune des fonctions fi : D Ñ R

est continue en a.

Essayez de prouver cette proposition directement par la définition de la continuité, en suivant
pas à pas la démonstration de la proposition 12.473.

Propfaposfxposcont

Proposition 12.475.
Soit f : Rm Ñ R et a, un point du domaine de f telle que fpaq ą 0. Alors il existe un rayon r tel
que fpxq ą 0 pour tout x dans Bpa, rq.

Cette proposition signifie que si la fonction est strictement positive en un point, alors elle
restera strictement positive en tous les points « pas trop loin ».

Démonstration. Prenons ε “ fpaq{2 dans la définition de la continuité. Il existe donc un rayon δ
tel que pour tout x dans Bpa, δq,

|fpxq ´ fpaq| ď fpaq
2 , (12.1339)

en d’autres termes, fpxq P B`fpaq, fpaq
2
˘
. évidemment aucun nombre négatif ne fait partie de cette

dernière boule lorsque fpaq est strictement positif.

CorfneqzOuvert

Corolaire 12.476.
Si f : Rm Ñ R est une fonction continue, alors l’ensemble

A “ tx P Rm tels que fpxq ‰ 0u (12.1340)

est ouvert.

Démonstration. Soit x P A. Si x ą 0 (le cas x ă 0 est laissé en exercice), alors il existe une boule
autour de x sur laquelle f reste strictement positive (proposition 12.475). Cette boule est donc
contenue dans A. Étant donné qu’autour de chaque point de A nous pouvons trouver une boule
contenue dans A, ce dernier est ouvert.

ExBNOQEWe

Exemple 12.477.
Soit GLnpRq l’ensemble des matrices n ˆ n inversibles. Nous allons montrer que GLnpRq est un
ouvert de Rn2 . L’identification entre les vecteurs et les matrices consiste simplement à « déplier »
la matrice pour en faire un vecteur. Par exemple, en dimension deux,

ˆ
1 2
3 4

˙
ÞÑ

¨
˚̊
˝

1
2
3
4

˛
‹‹‚P R4. (12.1341)
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En dimension 3,

¨
˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛
‚ ÞÑ

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
2
3
4
5
6
7
8
9

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P R9. (12.1342)

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or le déterminant
est un polynôme en les composantes de la matrice. En dimension deux, nous avons

det
ˆ
a b
c d

˙
“ ad´ bc, (12.1343)

mais en écriture « dépliée », nous pouvons aussi bien écrire

det

¨
˚̊
˝

a
b
c
d

˛
‹‹‚“ ad´ bc. (12.1344)

En dimension 3, le déterminant est donc un polynôme des 9 variables qui apparaissent dans le
vecteur « déplié ». En général, dans Rn2 , nous considérons donc le polynôme det : Rn2 Ñ R qui
à un vecteur X P Rn2 fait correspondre le déterminant de la matrice obtenue en « repliant » le
vecteur X.

Donc dans Rn2 , l’ensemble des matrices inversibles est donné par l’ensemble des vecteurs sur
lesquels le polynôme det ne s’annule pas, c’est-à-dire

tX P Rn2 tels que detpXq ‰ 0u. (12.1345)

Mais le déterminant est un polynôme, et donc une fonction continue. Cet ensemble est par consé-
quence ouvert par le corolaire 12.476. △

La proposition suivante montre que la limite peut « passer à travers » les fonctions continues.
PropLimCompose

Proposition 12.478 (limite de fonction composée).
Soit f : Rn Ñ Rq et g : Rm Ñ Rn telles que

lim
xÑa

gpxq “ p (12.1346a)EqLimCompHypaEqLimCompHypa

lim
yÑp

fpyq “ q (12.1346b)EqLimCompHypbEqLimCompHypb

Alors nous avons limxÑapf ˝ gqpxq “ q.

Démonstration. Comme presque toute preuve à propos de limite ou de continuité, nous commen-
çons par choisir ε ą 0. Nous devons montrer qu’il existe un δ tel que }x ´ a} ď δ implique
}f`gpxq˘´ q} ď ε.

La limite (12.1346b) impose l’existence d’un δ̃ tel que }y ´ p} ď δ̃ implique }fpyq ´ q} ď ε,
tandis que la limite (12.1346a) donne un δ tel que }x´a} ď δ implique }gpxq´ p} ď δ̃ (nous avons
pris δ̃ en guise de ε dans la définition de la limite pour g).

Avec ces choix, si }x´ a} ď δ, alors }gpxq ´ p} ď δ̃, et par conséquent,

}f`gpxq˘´ q} ď ε, (12.1347)

ce que nous voulions.
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De façon pragmatique, la proposition 12.478 nous fournit une formule pour les limites de
fonctions composée :

lim
xÑa

pf ˝ gqpxq “ lim
yÑlimxÑa gpxq

fpyq (12.1348)EqlimfgvompEqlimfgvomp

lorsque f est continue.

Remarque 12.479.
La formule (12.1348) ne peut pas être utilisée à l’envers. Il existe des cas où limxÑapg ˝ fqpxq “ q,
et limxÑa fpxq “ p sans pour autant avoir limyÑq gpyq “ q. Par exemple

gpxq “
#

2 si x ě 0
0 si x ă 0

(12.1349a)

fpxq “ |x|. (12.1349b)

Nous avons pg ˝ fqpxq “ 2 pour tout x, ainsi que limxÑ0 fpxq “ 0, mais la limite limyÑ0 gpyq
n’existe pas.

En général, lorsqu’un ensemble est donné par des inégalités, prendre la fermeture consiste à
transformer les inégalités strictes en inégalités non strictes ; prendre l’intérieur consiste à rendre
stricte toutes les inégalités ; la frontière consiste en gros à transformer toutes les inégalités en
égalités (nous allons voir que pour la frontière, c’est un peu plus de travail). Comprenez bien que
cela n’est vrai que « en général ». Il faut toujours bien regarder sur chaque exemple si il n’y a pas
l’un ou l’autre point problématique.

La proposition 12.475 sera une des clefs pour dire que si une inégalité stricte est satisfaite en
un point, alors elle sera satisfaite en tout point dans un voisinage. Voir aussi l’exemple 12.480.

exoEspVectoNorme0008

Exemple 12.480.
Soit f : R Ñ R une fonction continue. Montrer que le sous-ensemble A de R2 défini par A “␣px, yq P R2; y ą fpxq( est ouvert.

Prouver que l’ensemble B “ tpx, yq P R2 tels que y ě fpxqu est fermé.
Nous considérons la fonction g : R2 Ñ R donnée par gpx, yq “ fpxq ´ y. Cela est une fonction

continue parce que c’est une différence de fonctions continues. Par définition,

A “ tpx, yq P R2 tel que gpx, yq ą 0u. (12.1350)

Par la proposition 12.475, autour de chaque point px, yq tel que gpx, yq ą 0 (c’est-à-dire autour de
chaque point de A), il existe une boule sur laquelle g reste strictement positive. L’ensemble A est
donc ouvert.

Pour prouver que l’ensemble B est fermé, prouver que le complémentaire est ouvert, c’est-à-dire
que les points tels que y ´ fpxq ă 0 forment un ouvert. Cela revient au même que ce que nous
avons fait pour A.

△

12.45 Champs de vecteurs
Un champ de vecteur est une fonction f : R3 Ñ R3. Géométriquement, il s’agit simplement de

mettre un vecteur en chaque point de l’espace. Cela arrive très souvent en physique.

Exemple 12.481.
Si un fluide (eau, gaz) coule dans un tube, en tout point le point a une vitesse, qui sera un vecteur
généralement dirigé le long du tube. △

Exemple 12.482.
La force d’attraction de la Terre sur une masse m située au point r “ px, y, zq est donnée par

F prq “ ´GMmr

}r}3 . (12.1351)
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Dans cette expression, tant r que F prq sont des vecteurs. Nous l’avons représenté sur la figure 12.13.

Figure 12.13: Le champ de gravitation de la Terre. LabelFigSQNPooPTrLRQ

L’application
F : R3 Ñ R3

r ÞÑ F prq (12.1352)

est le champ gravitationnel de la Terre.
△

12.45.1 Matrice jacobienne

La matrice jacobienne de la fonction f : R3 Ñ R3 au point a P R3 est la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs Bf

Bx paq, Bf
By paq et Bf

Bz paq, c’est-à-dire

Jf paq “

¨
˚̋

Bf1
Bx paq Bf1

By paq Bf1
Bz paqBf2

Bx paq Bf2
By paq Bf2

Bz paqBf3
Bx paq Bf3

By paq Bf3
Bz paq

˛
‹‚. (12.1353)

Exemple 12.483.
Si

fpx, y, zq “
¨
˝

xyez

x2 ` cospyzq
xyz

˛
‚, (12.1354)

alors

Jf px, y, zq “
¨
˝
yez xez xyez

2x ´z sinpyzq ´y sinpyzq
yz xz xy

˛
‚. (12.1355)

△
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12.46 Divergence, rotationnel et l’opérateur nabla

Nous avons déjà vu le gradient d’une fonction f : R3 Ñ R

∇fpx, y, zq “
¨
˝
Bxfpx, y, zq
Byfpx, y, zq
Bzfpx, y, zq

˛
‚ (12.1356)EqDefNablafEqDefNablaf

Afin de définir la divergence et le rotationnel, nous introduisons ∇ sous une forme un peu plus
abstraite comme le « vecteur »

∇ “
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚. (12.1357)

Vue comme ça, la formule (12.1356) est claire.
Si F est un champ de vecteurs, nous introduisons la divergence de F par

∇ ·F “ BFxBx ` BFyBy ` BFzBz . (12.1358)

Cela est une fonction. Et nous introduisons le rotationnel du champ de vecteur F par

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣
“
ˆBFz
By ´

BFy
Bz

˙
ex ´

ˆBFz
Bx ´ BFxBz

˙
ey `

ˆBFy
Bx ´ BFxBy

˙
ez.

(12.1359)

Cela est un champ de vecteur. En utilisant le symbole complètement antisymétrique ϵijk, le rota-
tionnel d’un champ de vecteur peut s’écrire

∇ˆ F “
ÿ

ijk

ϵijkBiFjek. (12.1360)

Le gradient, la divergence et le rotationnel consistent à appliquer simplement à ∇ les trois
produits qu’on peut effectuer sur un vecteur :

(1) Le produit d’un vecteur par un scalaire multiplie chacune des composantes :
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚f “

¨
˝
Bxf
Byf
Bzf

˛
‚. (12.1361)

(2) Le produit scalaire d’un vecteur avec un autre vecteur donne lieu à la divergence :
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚·

¨
˝
Fx
Fy
Fz

˛
‚“ BFxBx ` BFyBy ` BFzBz . (12.1362)

(3) Le produit vectoriel de deux vecteurs :
¨
˝
Bx
By
Bz

˛
‚ˆ

¨
˝
Fx
Fy
Fz

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣ . (12.1363)

Ces trois opérations joueront un rôle central en électromagnétisme dans les équations de Maxwell.
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Exemple 12.484.
Soit F px, y, zq “ xex ` xyey ` ez, c’est-à-dire

F px, y, zq “
¨
˝
x
xy
1

˛
‚. (12.1364)

Son rotationnel est donné par

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
B

Bx
B

By
B

By
x xy 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ p0´ 0qex ´ p0´ 0qey ` py ´ 0qez “ yez “
¨
˝

0
0
y

˛
‚. (12.1365)

△

Afin d’étudier comment se comporte la composition de ces opérateurs, nous aurons besoin de
ce lemme que nous n’énoncerons pas précisément.

LemPermDerrxyz

Lemme 12.485.
Si f : R3 Ñ R est une fonction de classe C2, alors on peut permuter l’ordre des dérivées :

B
Bx

ˆBf
By

˙
“ B
By

ˆBf
Bx

˙

B
Bx

ˆBf
Bz

˙
“ B
Bz

ˆBf
Bx

˙

B
Bz

ˆBf
By

˙
“ B
By

ˆBf
Bz

˙
(12.1366)

La fonction
px, y, zq ÞÑ B

Bx
ˆBf
By

˙
px, y, zq (12.1367)

sera notée
B2f

BxBy . (12.1368)

Il y a deux propriétés importantes :

Théorème 12.486.
Soit f : R3 Ñ R une fonction de classe C2. Alors

∇ˆ p∇fq “ 0. (12.1369)

Si F : R3 Ñ R3 est un champ de vecteurs de classe C2, alors

∇ · p∇ˆ F q “ 0. (12.1370)

Démonstration. Ce sont seulement deux calculs qui manipulent les définitions. Pour le premier, la
divergence de f est le champ de vecteurs

∇f “ BfBxex `
Bf
By ey `

Bf
Bz ez. (12.1371)

En mettant ce champ dans la définition du rotationnel,

∇ˆ p∇fq “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
B

Bx
B

By
B

BzBf
Bx

Bf
By

Bf
Bz

∣∣∣∣∣∣∣ “
„ B
By

ˆBf
Bz

˙
´ B
Bz

ˆBf
By

˙ȷ
ex

´
„ B
Bx

ˆBf
Bz

˙
´ B
Bz

ˆBf
Bx

˙ȷ
ey

`
„ B
Bx

ˆBf
By

˙
´ B
By

ˆBf
Bx

˙ȷ
ez.

(12.1372)
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En utilisant le lemme 12.485, chacun des termes fait zéro.
La seconde propriété se démontre en utilisant le même type de calcul.

Remarque 12.487.
Il n’y a pas de propriétés du même style pour la combinaison ∇ˆ p∇ ·F q pour le rotationnel de
la divergence. En effet la divergence d’un champ de vecteur est une fonction, et il n’y a pas de
rotationnel pour une fonction.

http://spikedmath.com/501.htmlSpiked math, licence Creative Commons by-nc 2.5.

12.47 Interprétation géométrique et physique de la divergence
En physique, on dit qu’un champ de vecteurs à divergence nulle est incompressible. Nous

allons essayer de comprendre pourquoi. Lorsqu’un fluide incompressible se déplace, il faut qu’en
chaque point il y ait autant de fluide qui rentre que de fluide qui sort. Nous allons voir sur quelques
exemples que la divergence d’un champ de vecteurs est le « bilan de masse » d’un fluide qui se
déplace selon le champ de vecteurs.

Si en un point la divergence est positive, cela signifie qu’il y a une perte de masse et si la
divergence est négative, cela signifie qu’il y a une accumulation de masse.

Prenons par exemple un fluide qui se déplace selon le champ de vitesse montré à figure 12.14.

Figure 12.14: Le champ de vecteurs F px, yq “ 1
xp1, 0q. LabelFigBEHTooWsdrys

Étant donné que la vitesse diminue lorsque x avance, il y a une accumulation de fluide. Regardez
en effet la quantité de fluide qui rentre dans le rectangle par rapport à la quantité de fluide qui en
sort. Ce champ de vecteurs a pour équation :

F px, yq “ 1
x

ˆ
1
0

˙
“
ˆ

1{x
0

˙
. (12.1373)

Sa divergence vaut donc

p∇ ·F qpx, yq “ BFxBx px, yq `
BFy
By px, yqloooomoooon

“0

“ ´ 1
x2 . (12.1374)

Cette divergence étant négative, il y a bien accumulation de fluide en tout point, et d’autant plus
que x est petit.

ExamDivFrot

Exemple 12.488.
Prenons le champ de vecteurs tournant

F px, yq “ 1a
x2 ` y2

ˆ
y
´x

˙
(12.1375)

http://spikedmath.com/501.html
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.5/ca/
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représenté à la figure 12.15. Cela est un vecteur qui est constamment perpendiculaire au rayon.

Figure 12.15: Le champ de vecteurs F px, yq “ py,´xq. LabelFigYQVHooYsGLHQ

Un fluide dont la vitesse serait donné par ce champ de vecteur se contente de tourner. Intuiti-
vement il ne devrait pas y avoir de divergence parce qu’il n’y a aucune accumulation de fluide. En
effet,

∇ ·F px, yq “ ´2xy
px2 ` y2q2 `

2xy
px2 ` y2q2 “ 0. (12.1376)

△

Exemple 12.489.
Prenons le cas du champ de force de gravitation :

F px, y, zq “ 1
px2 ` y2 ` z2q3{2

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (12.1377)

Nous pouvons rapidement remarquer que ∇ ·F “ 0. Est-ce que cela peut se comprendre sur le
dessin de la figure 12.16 ?

Figure 12.16: Le champ de vecteur de la gravité. Nous avons tracé, sur les deux cercles la même
densité de vecteurs, c’est-à-dire le même nombre de vecteurs par unité de surface.LabelFigZGUDooEsqCWQ

Essayons de voir combien de fluide entre dans la zone bleue et combien en sort. D’abord, il est
certain que les vecteurs qui sortent sont plus courts que ceux qui rentrent, ce qui voudrait dire
qu’il y a plus de fluide qui rentre. Mais on voit également que le nombre de vecteurs qui sortent
est plus grand parce que la seconde sphère est plus grande et qu’il y a un vecteur en chaque point
de la sphère.
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Intuitivement nous pouvons dire que la quantité qui rentre dans la sphère de rayon r1 donnée
par la taille des vecteurs entrants multiplié par la surface de la sphère, c’est-à-dire

4πr2
1}F px, y, zq}, (12.1378)EqQpinormeVectoEqQpinormeVecto

mais }F px, y, zq} “ 1
r2

1
, donc la quantité de fluide entrant est 4π. La quantité de fluide sortant sera

la même.
Cela explique deux choses

(1) Pourquoi les forces de gravitation et électromagnétiques sont en 1{r2 ; c’est parce que nous
vivons dans un monde avec trois dimensions d’espace. En étudiant très précisément le champ
de gravitation, certains physiciens espèrent trouver des déviations expérimentales par rap-
port à la règle du 1{r2 ; cela pourrait être un signe que l’espace contient des dimensions
supplémentaires.

(2) Pourquoi il y a un 4π comme coefficient dans beaucoup d’équations en électromagnétisme ;
en particulier dans certaines anciennes unités de flux.

△

Remarque 12.490.
Nous allons voir plus loin comment s’assurer que l’équation (12.1378) représente bien la « quantité
de fluide » qui rentre dans la zone délimitée

12.48 Quelques formules de Leibniz
La divergence étant une combinaison de dérivées, il n’est pas tellement étonnant que la diver-

gence de produits donne lieux à des formules en deux termes. Si f est une fonction et si F et G
sont des champs de vecteurs, nous avons la proposition suivante.

PROPooDMWEooNaJBCM

Proposition 12.491.
Si F et G sont des champs de vecteurs dont toutes les dérivées partielles existent, alors

(1) ∇ · pfF q “ f∇ ·F ` F · ∇f
(2) ∇ · pF ˆGq “ G· ∇ˆ F ´ F · ∇ˆG

ITEMooFDJIooKTnvKj

(3) ∇ˆ pfF q “ f∇ˆ F `∇f ˆ F .



Chapitre 13

Analyse sur des groupes

13.1 Action de groupe et connexité
ThojrLKZk

Théorème 13.1.
Soit G un groupe topologique localement compact et dénombrable à l’infini 1 agissant continûment
et transitivement sur un espace topologique localement compact 2 E. Soit x P E. Alors l’application

φ : G{Stabpxq Ñ E

rgs ÞÑ g·x
(13.1)

où Stabpxq est le stabilisateur 3 de x est un homéomorphisme.
LemkLRAet

Lemme 13.2.
Si G et H sont des groupes topologiques tels que G{H et H sont connexes 4, alors G est connexe.

Démonstration. Soit f : GÑ t0, 1u une fonction continue. Considérons l’application

f̃ : G{H Ñ t0, 1u
rgs ÞÑ fpgq. (13.2)

D’abord nous montrons qu’elle est bien définie. En effet si h P H nous aurions f̃prghsq “ fpghq,
mais étant donné que H est connexe, l’ensemble gH est également connexe ; la fonction continue
f est donc constante sur gH. Nous avons donc fpghq “ fpgq.

Étant donné que G{H est également connexe, la fonction f̃ doit être constante. Si g1 et g2 sont
deux éléments du groupe, nous avons fpg1q “ f̃prg1sq “ f̃prg2sq “ fpg2q. Nous en déduisons que f
est constante et que G est connexe.

13.3.
La connexité de SOp3q peut être démontrée en suivant les lignes de [412]. Le corolaire 12.88 permet
de dire que les éléments de SOp3q ont une valeur propre égale à 1.

THOooYQFNooPaYmaP

Théorème 13.4.
Pour tout n ě 2, le groupe SOpnq est connexe, le groupe Opnq a deux composantes connexes.

Démonstration. La seconde assertion découle de la première parce que les matrices de détermi-
nant 1 et celles de déterminant ´1 ne peuvent pas être reliées par un chemin continu tandis que
l’application

M ÞÑ
¨
˝
´1

1
1

˛
‚M (13.3)

1. Cela signifie qu’il est une réunion dénombrable de compacts
2. Définition 7.82.
3. Définition 2.28.
4. Définition 7.66.

1211
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est un homéomorphisme entre les matrices de déterminant 1 et celles de déterminants ´1. Montrons
donc que G “ SOpnq est connexe par arcs pour n ě 2 en procédant par récurrence sur la dimension.

Nous acceptons le résultat pour G “ SOp2q. Notons que nous en avons besoin pour prouver
que la sphère Sn´1 est connexe.

Le groupe SOpnq agit, par définition, de façon transitive sur la sphère Sn´1. Soit a P Sn´1,
nous avons

G· a “ Sn´1 (13.4a)
Ga » SOpn´ 1q (13.4b)

où Ga est le fixateur de a dans G. Pour montrer le second point, nous considérons teiu, la base
canonique de Rn et M P G telle que Ma “ e1. Le fixateur de e1 est évidemment isomorphe à
SOpn´ 1q parce qu’il est constitué des matrices de la forme

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,n´1
...

... . . . ...
0 an´1,1 . . . an´1,n´1

˛
‹‹‹‚ (13.5)

où paijq P SOpn´ 1q. L’application

α : Ge1 Ñ Ga

A ÞÑM´1AM
(13.6)

est un isomorphisme entre Ga et SOpn ´ 1q. Le théorème 13.1 nous montre alors que, en tant
qu’espaces topologiques,

G{Ga “ Sn´1. (13.7)

L’hypothèse de récurrence montre que Ga “ SOpn ´ 1q est connexe tandis que nous savons que
Sn´1 est connexe. Le lemme 13.2 conclut que G “ SOpnq est connexe.

LemIbrsFT

Lemme 13.5.
Une bijection continue entre un espace compact et un espace séparé est un homéomorphisme.

PROPooTVHJooBRmUCd

Proposition 13.6.
Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes.

Démonstration. Soit Gpnq le groupe SUpnq ou Upnq. Ce groupe opère transitivement sur la sphère
complexe

Sn´1
C “ tz P Cn tel que |z| “ 1u. (13.8)

En notons, pour chaque k, zk “ xk ` iyk, nous considérons l’application continue

s : Sn´1
C Ñ S2n´1

pz1, . . . , znq ÞÑ px1, y1, . . . , xn, ynq.
(13.9)

Vérifions que s prend bien ses valeurs dans S2n´1. Nous avons

|spz1, . . . , znq| “
dÿ

k

|xk|2 ` |yk|2 “
dÿ

k

|zk|2 “ 1 (13.10)

parce que |zk|2 “ |xk|2 ` |yk|2. Le lemme 13.5 dit que cette bijection continue est un homéomor-
phisme. Soit a P Sn´1

C , nous avons

G· a “ Sn´1
C (13.11a)

Ga » Gpn´ 1q. (13.11b)
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La seconde ligne est un isomorphisme de groupe et un homéomorphisme. Il est donné de la façon
suivante. D’abord le fixateur de e1 dans Gpnq est donné par les matrices de la forme

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 a11 . . . a1,n´1
...

... . . . ...
0 an´1,1 . . . an´1,n´1

˛
‹‹‹‚ (13.12)

où paijq P Gpn ´ 1q. Par ailleurs si M est une matrice de Gpnq telle que Ma “ e1, nous avons
l’homéomorphisme

α : Ge1 Ñ Ga

A ÞÑM´1AM.
(13.13)

Encore une fois, cela est un homéomorphisme par le lemme 13.5. Par composition nous avons
Ga » Gpn´ 1q et un homéomorphisme

Gpnq{Ga “ Sn´1
C . (13.14)

Le groupe Ga et l’ensemble Sn´1
C étant connexes, le groupe Gpnq est connexe par le lemme 13.2.

Lemme 13.7 ([374]).
Si G est un sous-groupe connexe de GLpn,Cq alors son groupe dérivé 5 l’est également.

Démonstration. Soit Sm l’ensemble des produits de m commutateurs de G :

Sm “ tg1, . . . , gm où les gi sont des commutateursu. (13.15)

La partie Sm est l’image de G par l’application continue

Gˆ . . .ˆGloooooomoooooon
2m facteurs

Ñ G

pg1, h1, g2, h2, . . . , gm, hmq ÞÑ rg1, h1s . . . rgm, hms
(13.16)

En tant qu’image d’un connexe par une application continue, Sm est connexe par le lemme 7.212.
Puisque les Sm ont l’identité en commun, le groupe dérivé

DpGq “
8ď

m“1
Sm (13.17)

est également connexe.

13.2 Espaces de matrices

13.2.1 Dilatations et transvections

Soit un corps commutatif K et n ě 2.
ThoooAZKDooNDcznv

Théorème-Définition 13.8 ([374]).
Soit une application linéaire u : E Ñ E dont les points fixes forment un hyperplan noté H d’équa-
tion H “ kerpfq avec f P E˚.

ITEMooGTKRooQSPNoI

(1) Les affirmations suivantes sont équivalentes :
ITEMooZHYRooFGKaifi

(1a) detpuq ‰ 1
ooXKLWooTfUMzV

(1b) L’application u est diagonalisable et a une valeur propre qui vaut detpuq ‰ 1.

5. Définition 2.2.
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ooMZPTooCLylbh

(1c) Imagepu´ Idq Ę H.
ITEMooZHYRooFGKaifiv

(1d) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est diagp1, . . . , 1, λq avec λ ‰ 1.
ITEMooMSJXooUsLCHx

(2) Les affirmation suivantes sont équivalentes :
ITEMooRTIEooOoWCFsa

(2a) Il existe a P H tel que pour tout x P E, upxq “ x` fpxqa.
ITEMooRTIEooOoWCFsb

(2b) Dans une base adaptée, la matrice de u est donnée par
¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚. (13.18)EQooFXBDooTgZwMvEQooFXBDooTgZwMv

(3) Les conditions (1a)-(1d) sont respectées si et seulement si les conditions (2a)-(2b) ne sont
pas respectées (elles sont les négations l’une de l’autre.).

Une dilatation est soit l’identité soit un endomorphisme qui respecte les conditions (1).
Une transvection est soit l’identité soit un endomorphisme qui vérifie les conditions (2).

Démonstration. Nous allons prouver plein d’implications . . .
(1) (1a) implique (1b) Le théorème de la base incomplète (voir remarque 4.14) permet de

considérer une base te1, . . . , enu de E telle que te1, . . . , en´1u soit une base de H. Dans cette
base, la matrice de u est de la forme suivante (les cases non remplies sont nulles et les étoiles
correspondent à des valeurs inconnues mais pas spécialement nulles) :

¨
˚̊
˚̋

1 ˚
. . . ...

1 ˚
λ

˛
‹‹‹‚ (13.19)EqooPQOEooGUyIwaEqooPQOEooGUyIwa

Le fait que le déterminant de u ne soit pas 1 implique que λ ‰ 1. Par conséquent le polynôme
caractéristique

χupXq “ p1´Xqn´1pλ´Xq (13.20)

possède une racine λ ‰ 1, et donc u possède un vecteur propre v pour cette valeur 6. Le
vecteur v est linéairement indépendant de te1, . . . , en´1u (parce que vecteur propre de valeur
propre différente). Par conséquent l’ensemble te1, . . . , en´1, vu est une base par la proposition
4.18. C’est une base de vecteurs propres et donc une base de diagonalisation 7.

(2) (1b) implique (1c) Nous nommons maintenant te1, . . . , enu la base de diagonalisation.
Nous avons upenq “ λen avec detpuq “ λ ‰ 1. Nous avons

pu´ Idqpenq “ pλ´ 1qen R H, (13.21)

ce qui prouve que l’image de en par u´ Id n’est pas dans H.
(3) (1c) implique (1d) Reprenons une base te1, . . . , , enu donnant la matrice (13.19). Il existe

x P E tel que upxq ´ x n’est pas dans H, c’est-à-dire tel que u
`
upxq ´ x

˘ ‰ upxq ´ x. Nous
en déduisons que

u2pxq ´ 2upxq ` x ‰ 0 (13.22)

ou encore que
pX ´ 1q2puqx ‰ 0. (13.23)

6. Proposition 9.121.
7. Nous pourrions en dire à peine un peu plus et prouver le point (1d), mais cela ne servirait à rien parce que

nous voulons prouver les équivalences et qu’il faudra quand même prouver que (1c) implique (1d).
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C’est-à-dire que pX ´ 1q2 n’est pas un polynôme annulateur de u. Or ce serait le cas si
X´1 était le polynôme minimal (proposition 9.99). Le polynôme caractéristique étant pX´
1qn´1pX ´ λq (et étant annulateur 8), le polynôme minimal est de la forme

µupXq “
#
pX ´ 1qpX ´ λq si λ ‰ 1
X ´ 1 si λ “ 1.

(13.24)

Dans notre cas nous venons de voir que ce n’est pas X ´ 1 et donc c’est pX ´ 1qpX ´λq avec
λ ‰ 1.
Nous devons trouver une base de diagonalisation . . .Supposons

upenq “
n´1ÿ

k“1
akek ` λen, (13.25)

dans lequel nous venons de prouver que λ ‰ 1, et cherchons

e1
n “

nÿ

j“1
pjej (13.26)

de telle sorte à avoir upe1
nq “ λe1

n. Nous avons

upe1
nq “

n´1ÿ

j“1
pjupejq ` pnupenq “

n´1ÿ

j“1
ppj ` pnajqej ` pnλen. (13.27)

En égalisant à λ
řn
j“1 pjej , il vient

pj ` pnaj “ λpj (13.28)

pour tout j “ 1, . . . , n´ 1 et la condition triviale pnλ “ λpn pour j “ n. Nous en déduisons
que le choix

pj “ pnaj
λ´ 1 (13.29)

fonctionne (parce que λ ‰ 1 comme nous l’avons démontré plus haut). En bref, il suffit de
poser

e1
n “

n´1ÿ

j“1

pnaj
λ´ 1ej ` pnen (13.30)

avec pn au choix pour avoir une base te1, . . . , en´1, e1
nu de diagonalisation de u avec λ ‰ 1

comme dernière valeur propre.
(4) (1d) implique (1a) Évident . . .encore faut-il se souvenir d’invoquer l’invariance du déter-

minant par changement de base.
Nous avons terminé la première série d’équivalences. Nous continuons avec la seconde.

(1) (2a) implique (2b) Nous prenons en´1 “ a et nous complétons en une base de H. Pour
en il suffit de prendre n’importe quel vecteur v tel que fpvq ‰ 0 (qui existe parce que f “ 0
est seulement un hyperplan), et de le normaliser.
Dans cette base, la matrice de u a la forme désirée parce que upenq “ en`fpenqa “ en`en´1
du fait que en´1 “ a et fpenq “ 1.

(2) (2b) implique (2a) Soit te1, . . . , enu cette base. En prenant a “ en´1 et en posant x “ř
k xkek nous avons

upxq “
n´1ÿ

k“1
xkek ` xnpen´1 ` enq “ x` xnen´1 “ x` xna. (13.31)

8. Théorème de Cayley-Hamilton 9.118.
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Mais puisque fpxq “ ř
i fixi, et que fpeiq “ 0 pour tout i “ 1, . . . , n ´ 1 nous avons

fpxq “ fnxn. Il n’y a cependant pas de raison d’avoir fn “ 1. Mais en définissant

e1
i “

1
fn
ei (13.32)

nous avons bien upe1
nq “ 1

fn
pen´1` enq “ e1

n´1` e1
n. Donc dans cette base nous avons encore

la matrice de u de la forme ¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚, (13.33)

mais cette fois avec fpe1
nq “ 1.

Nous avons terminé avec la seconde série d’équivalences. Il nous reste à prouver que la première
est équivalente à la négation de la seconde.

(1) non (1c) implique (2a) Considérons x0 P E tel que fpx0q “ 1 et posons a “ upx0q´x0 P
Imagepu´ Idq. Par la négation de (1c) nous avons a P H. De plus x0 R H (sinon fpx0q “ 0)
donc upx0q ‰ x0 et a ‰ 0.
Nous montrons que ce choix de a fonctionne : upxq “ x`fpxqa pour tout x P E. Nous faisons
cela séparément pour x P H et pour x “ x0.
Si h P H alors uphq “ h et fphq “ 0 donc h`fphqa “ h “ uphq. Si x “ x0 alors upx0q “ a`x0
(c’est la définition de a) et x0 ` fpx0qa “ x0 ` a.

(2) (2b) implique non (1a) Dans une base adaptée nous avons
¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1 1
1

˛
‹‹‹‚, (13.34)

et donc detpuq “ 1, ce qui contredit (1a).

13.9.
Dans le cas des dilatations et des transvections, les points fixes forment un hyperplan.

Selon cette terminologie, l’application x ÞÑ λx n’est pas une dilatation mais un produit de
dilatations.

Remarque 13.10.
Nous notons Eij la matrice qui possède uniquement 1 en position pi, jq. C’est-à-dire que

`
Eij

˘
kl
“

δikδjl. Soit H l’hyperplan des points fixes de f . Dans une base contenant une base de H, la matrice
d’une transvection a pour forme type :

Tijpλq “ 1` λEij (13.35)EqooZAKHooBjKlTdEqooZAKHooBjKlTd

avec i ‰ j et λ P K, et une dilatation a pour forme type la matrice diagonale

Dipαq “ 1` pα´ 1qEii (13.36)

avec α P K˚.
Bien entendu, en choisissant une base quelconque, les matrices des dilatations et des translations

peuvent avoir des formes différentes.
LemooTQJXooGoIxsI

Lemme 13.11.
Quelques manipulations de lignes et de colonnes pour les matrices.
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ITEMooRWANooPAVjkm

(1) La multiplication à gauche par Tijpλq revient à effectuer le remplacement de ligne

Li Ñ Li ` λLj . (13.37)
ITEMooHPSMooWBrSXP

(2) La multiplication à droite par Tijpλq revient à effectuer le remplacement de colonne

Cj Ñ Cj ` λCi. (13.38)
ITEMooXUGFooKcbrxs

(3) La multiplication à gauche par Tijp1qTjip´1qTijp1q revient à la substitution de lignes
"
Li Ñ Lj (13.39a)
Lj Ñ ´Li. (13.39b)

Notons qu’il n’est pas possible d’inverser deux lignes à l’aide de transvections sans changer un
signe parce que les transvections sont de déterminant 1 alors que l’inversion de lignes change le
signe du déterminant.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Nous devons prouver que

`
TijpλqA

˘
kl
“
#
Akl si k ‰ i

Ail ` λAjl si k “ i.
(13.40)

Un peu de calcul matriciel avec utilisation modérée des indices donne :
`
TijpλqA

˘
kl
“
ÿ

s

`
Tijpλq

˘
ks
Asl (13.41a)

“
ÿ

s

δksAsl ` λδikδjsAsl (13.41b)

“ Akl ` λδikAjl. (13.41c)

(2) Pour (2) C’est la même chose.
(3) Pour (3) Si nous appliquons successivement ces trois matrices (de droite à gauche) nous

effectuons les substitutions :
#
L1
i “ Li ` Lj

L1
j “ Lj

suivi de
#
L2
i “ L1

i

L2
j “ L1

j ´ L1
i

et de
#
L3
i “ L2

i ` L2
j

L3
j “ L2

j .
(13.42)

En effectuant ces substitutions,

L3
i “ L2

i ` L2
j “ L1

i ` pL1
j ´ L1

iq “ L1
j “ Lj (13.43)

et
L3
j “ L2

j “ L1
j ´ L1

i “ Lj ´ pLi ` Ljq “ ´Li, (13.44)

ce qu’il fallait.

PropooFDNRooWFfUDd

Proposition 13.12 ([413]).
Soient n ě 2 et K un corps commutatif.

(1) Si A P GLpn,Kq, il existe des transvections U1, . . . , Ur, V1, . . . , Vs telles que

A “ U1 . . . UrDn

`
detpAq˘V1 . . . Vs. (13.45)EQooKSQVooIpkdIEEQooKSQVooIpkdIE

ITEMooLRYXooSoKRiA

(2) L’ensemble des transvections engendre le groupe spécial linéaire SLpn,Kq.
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(3) L’ensemble des transvections et des dilatations engendre le groupe linéaire GLpn,Kq.
Démonstration. Nous allons montrer que toutes les matrices de SLpn,Kq peuvent être écrites
comme produits de matrices de la forme (13.35). Cela montrera qu’étant donné un endomorphisme
f et une base pas spécialement liée à f , il est possible d’écrire la matrice de f comme produit de
transvections dont les hyperplans invariants sont « contenus » dans cette base. Cela suffit à prouver
que les transvections engendrent SLpn,Kq grâce au lemme 1.316.

Toutes les transvections ont un déterminant égal à 1. Donc le groupe engendré par les trans-
vections est inclus dans SLp2,Kq. Soit A P GLpn,Kq ; nous allons utiliser le pivot de Gauss pour
la diagonaliser. Étant donné que A est inversible, sa première colonne n’est pas nulle. Si Ai1 ‰ 0
alors une multiplication à gauche par L1i

`pA11 ´ 1q{Ai1
˘

effectue la substitution

L1 Ñ L1 ´ A11 ´ 1
Ai1

Li (13.46)

qui met un 1 en la position p1, 1q. Notons que si la première colonne est de la forme
¨
˚̊
˚̋

s
0
...
0

˛
‹‹‹‚ (13.47)

avec s ‰ 0 alors il faut plutôt faire les substitutions L2 Ñ L2 `L1 et ensuite L1 Ñ L1 ´ 1
sL2 pour

obtenir le même résultat. En effectuant le pivot avec A11, une suite d’opérations sur les lignes et
les colonnes donnent

M1 . . .MpAN1 . . . Nq “
ˆ

1 0
0 A1

˙
(13.48)

où A1 P GLpn´1,Kq et detpA1q “ detpAq. En continuant de la sorte nous arrivons sur une matrice
diagonale 9

M1 . . .Mp1AN1 . . . Nq1 “

¨
˚̊
˚̋

1
. . .

1
α

˛
‹‹‹‚ (13.49)

avec α “ detpAq. En d’autres termes nous avons prouvé qu’il existe des transvections U1, . . . , Ur
et V1, . . . , Vs telles que

A “ U1 . . . UrDn

`
detpAq˘V1 . . . Vs. (13.50)EQooZYYFooQGCgxUEQooZYYFooQGCgxU

Cela prouve que les transvections et les translations engendrent GLpn,Kq. Si A P SLpn,Kq alors
Dn

`
detpAq˘ “ 1 et l’équation (13.50) est un produit de transvections.

Proposition 13.13.
Le groupe GLpn,Rq est engendré par les endomorphismes inversibles diagonalisables.

Démonstration. Par la proposition 13.12, le groupe GLpn,Rq est engendré par les dilatations et
les transvections. Il suffit donc de montrer qu’à leur tour, ces deux types d’endomorphismes sont
engendrés par les endomorphismes inversibles et diagonalisables.

Les dilatations sont diagonalisables et inversibles. C’est bon pour elles.
Soit une transvection u, et une base teiui“1,...,n dans laquelle u est de la forme (13.18). Nous

considérons l’endomorphisme d : E Ñ E défini par dpekq “ kek. Cet endomorphisme est diagona-
lisable parce que son polynôme minimal, µd “ śn

k“1pX ´ kq, est scindé à racines simples (voir le
théorème 9.216).

9. Attention : les opérations sur les lignes et les colonnes ne sont pas des opérations de similitude. Il n’est pas
question de prétendre ici que toutes les matrices de GLpn,Kq sont diagonales, voir la définition 4.110.
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Nous avons évidemment u “ d´1 ˝ pd ˝ uq où d´1 est diagonalisable et inversible. Voyons que
d ˝ u est également diagonalisable en montrant que µd est son polynôme minimal (qui est scindé à
racines simples).

Il suffit de montrer que µdpd ˝ uqpekq “ 0 pour tout k. Ainsi µd sera un polynôme annulateur
de d ˝ u de degré n, et donc minimal.

(1) Si k ď n´ 1 Alors upekq “ ek et pd ˝ u´ nqek “ pk ´ nqek. Donc :

µdpd˝uqpekq “ pd˝u´1qpd˝u´2q . . . pd˝u´nqek “ pk´1qpk´2q . . . pk´nqek “ 0 (13.51)

parce que dans le produit des k ´ i, il y en a forcément un de nul.
(2) Si k “ n Dans un premier temps,

pd ˝ u´ nqen “ dpen ` en´1q ´ nen “ nen ` pn´ 1qen´1 ´ nen “ pn´ 1qen´1. (13.52)

Ensuite
`
d ˝ u´ pn´ 1q˘en´1 “ dpen´1q ´ pn´ 1qen´1 (13.53a)

“ dpen´1q ´ pn´ 1qen´1 (13.53b)
“ pn´ 1qen´1 ´ pn´ 1qen´1 (13.53c)
“ 0 (13.53d)

Le polynôme µd est donc un polynôme scindé à n racines simples annulateur de d ˝u, qui est alors
diagonalisable et inversible (parce que u et d le sont).

Donc sous la forme u “ d´1pduq, la transvection u est écrite comme produit de diagonalisables
inversibles.

PROPooSAOTooIlpJoY

Proposition 13.14 ([150]).
Soient n ě 3 et K un corps de caractéristique différente de 2. Alors

(1) le groupe dérivé de GLpn,Kq est SLpn,Kq ;
(2) le groupe dérivé de SLpn,Kq est SLpn,Kq.

La preuve utilise le fait que les transvections engendrent SLpn,Kq et que les transvections avec
les dilatations engendrent GLpn,Kq. Voir la proposition 13.12.

13.2.2 Connexité de certains groupes
LEMooIPOVooZJyNoH

Lemme 13.15.
Le groupe Opn,Rq n’est pas connexe.

Démonstration. La non connexité par arcs est facile parce que les éléments de déterminant 1 ne
peuvent pas être reliés aux éléments de déterminant ´1 par un chemin continu restant dans Opnq
à cause du théorème des valeurs intermédiaires 10.91.

En ce qui concerne la connexité, il faut en dire un peu plus.
Les éléments de Opn,Rq ont des déterminants égaux à 1 ou à ´1. Ces deux parties sont des

ouverts (pour la topologie induite de Mpn,Rq). En effet soit A P SOpn,Rq (la partie contenant
les déterminants 1 ; ce que l’on va dire tient pour l’autre partie). Alors, parce que le déterminant
est une fonction continue sur Mpn,Rq, il existe un voisinage O de A dans Mpn,Rq dans lequel
le déterminant reste entre 1

2 et 3
2 (c’est la définition de la continuité avec ϵ “ 1{2). L’ensemble

OXOpn,Rq est par définition un ouvert de Opn,Rq et ne contient que des éléments de déterminant
1.

La partie Opn,Rq de Mpn,Rq est donc non-connexe selon la définition 7.66.
LEMooQMXHooZQozMK

Lemme 13.16.
Les groupes Upnq et SUpnq sont connexes par arcs.
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Démonstration. Soient A une matrice unitaire, et Q une matrice unitaire qui diagonalise A. Étant
donné que les valeurs propres arrivent par paires complexes conjuguées,

QAQ´1 “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

eiθ1

e´iθ1

. . .
eiθr

e´iθr

˛
‹‹‹‹‹‚
. (13.54)

Le chemin Uptq obtenu en remplaçant θi par tθi avec t P r0, 1s joint QAQ´1 à l’identité. Par
conséquent Q´1UptqQ joint A à l’unité.

Théorème 13.17.
Les matrices normales 10 forment un espace connexe par arc.

Démonstration. Soient A une matrice normale et U une matrice unitaire qui diagonalise A. Nous
considérons Uptq, un chemin qui joint 1 à U dans Upnq. Pour chaque t, la matrice

Aptq “ Uptq´1AUptq (13.55)

est normale. Nous avons donc trouvé un chemin dans les matrices normales qui joint A à une
matrice diagonale. Il est à présent facile de la joindre à l’identité.

Toutes les matrices normales étant connexes à l’identité, l’ensemble des matrices normales est
connexe.

PROPooALQCooLZCKrH

Proposition 13.18.
Le groupe SLpn,Kq est connexe par arcs.

Démonstration. Soit A P SLpn,Kq ; par la proposition 13.12(2) nous pouvons écrire

A “
ź

cPX
Tcpλcq (13.56)

où X est une partie de l’ensemble des couples pi, jq dans t1, . . . , nu. En posant

φ : r0, 1s Ñ SLpn,Kq
t ÞÑ

ź

cPX
Tcptλcq (13.57)

nous avons une application continue de A vers 1, qui, à tout t fait correspondre la matrice φptq,
inversible de déterminant 1.

Donc tous les éléments de SLpn,Kq peuvent être reliés à 1. Par conséquent, SLpn,Kq est
connexe par arcs.

PROPooVJNIooMByUJQ

Proposition 13.19 ([414]).
Le groupe GLpn,Cq est connexe par arcs.

Démonstration. Soient A P GLpn,Cq et sa décomposition (13.45). Comme montré précédemment,
chacune des transvections peut être reliée à 1 par un chemin continu dans SLpn,Cq. En ce qui
concerne le facteur de translation, nous ne pouvons pas simplement prendre le chemin donné par
t ÞÑ Dn

`
t detpAq˘ parce que le résultat n’est pas inversible en t “ 0.

Puisque C˚ est connexe par arcs il existe une application continue α : r0, 1s Ñ C˚ telle que
αp0q “ detpAq P C˚ et αp1q “ 1. Il suffit alors de prendre Dn

`
αptq˘ et nous avons un chemin

continu de A vers 1 restant dans GLpn,Cq.
PROPooBIYQooWLndSW

Proposition 13.20.
Le groupe GLpn,Rq a exactement deux composantes connexes par arcs.

10. Définition 12.98.
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Démonstration. Nous notons GL`pn,Rq et GL´pn,Rq les parties de GLpn,Rq formées des ap-
plications de déterminant strictement positifs et strictement négatifs respectivement. D’après le
théorème des valeurs intermédiaires (théorème 10.91), il n’existe pas d’application continue dans
GLpn,Rq reliant GL`pn,Rq à GL´pn,Rq tout en restant dans les applications de déterminant non
nul 11.

Montrons que GL˘pn,Rq sont connexes par arcs. Si A P GL`pn,Rq alors grâce à la décompo-
sition (13.45), il existe un chemin continu de A vers Dn

`
detpAq˘. Puisque R˘ sont connexes par

arcs, il est possible de relier Dn

`
detpAq˘ à Dnp˘1q par un chemin continu.

13.2.3 Densité
PropDigDensVxzPuo

Proposition 13.21.
Les matrices diagonalisables sont denses dans Mpn,Cq.

Démonstration. D’après le lemme de Schur 12.97, une matrice de Mpn,Cq est de la forme

A “ Q

¨
˚̋
λ1 ˚ ˚
0 . . . ˚
0 0 λn

˛
‹‚Q´1. (13.58)

Les valeurs propres sont sur la diagonale. La matrice est diagonalisable si les éléments de la
diagonales sont tous différents. Il suffit maintenant de considérer n suites pϵprq

k qkPN convergentes
vers zéro telles que pour chaque k les nombres λr ` ϵprq

k soient tous différents. La suite de matrices

Ak “ Q

¨
˚̋
λ1 ` ϵp1q

k ˚ ˚
0 . . . ˚
0 0 λn ` ϵpnq

k

˛
‹‚Q´1. (13.59)

est alors diagonalisable pour tout k et nous avons limkÑ8 Ak “ A.
PropQGUPooVudelJ

Proposition 13.22.
Les matrices inversibles sont denses dans l’ensemble des matrices. C’est-à-dire que GLpn,Rq est
dense dans Mpn,Rq.

Démonstration. Soit A PMpn,Rq ; le lemme de Schur réel 9.223 nous permet d’écrire

A “ Q´1

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

λ1
. . .

λr ˆ
a b
c d

˙

. . .

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Q (13.60)EQooJHPAooWFVSatEQooJHPAooWFVSat

avec Q orthogonale.
Nous allons définir une suite pAkq de matrices inversibles convergeant vers A. Pour cela nous

considérons, pour chaque i, une suite pϵpiq
k q telle que λi ` ϵpiq

k ‰ 0 et ϵpiq
k Ñ 0. La matrice Ak est la

matrice donnée par (13.60) dans laquelle nous remplaçons λi par λi ` ϵpiq
k .

En ce qui concerne les blocs, ceux dont le déterminant est non nul, nous n’y touchons pas, et
ceux dont le déterminant est nul, nous remplaçons a par a` ϵk.

Avec cela, Q´1AkQ est une suite dans GLpn,Rq qui converge vers A.
11. Si φ : r0, 1s Ñ GLpn,Rq est le chemin, la fonction à mettre dans le théorème des valeurs intermédiaires est la

fonction f : r0, 1s Ñ R t ÞÑ det
`
φptq

˘
.
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PROPooZUHOooQBwfZq

Proposition 13.23.
Si A PMpn,Cq alors

eTrpAq “ detpeAq. (13.61)

Démonstration. Ici, eA est l’exponentielle, soit d’endomorphisme, soit de matrice définie par la
proposition 11.283.

Le résultat est un simple calcul pour les matrices diagonalisables. Si A n’est pas diagonalisable,
nous considérons une suite de matrices diagonalisables Ak dont la limite est A (proposition 13.21).
La suite

ak “ eTrpAkq (13.62)

converge vers eTrpAq tandis que la suite

bk “ detpeAkq (13.63)

converge vers detpeAq. Mais nous avons ak “ bk pour tout k ; les limites sont donc égales.
CORooOKKSooHrsYOs

Corolaire 13.24.
Si X PMpn,Cq alors

d

dt

”
detpetXq

ı
t“0

“ TrpXq. (13.64)

Démonstration. Nous écrivons la proposition 13.23 pour tX au lieu de X ; pour chaque t nous
avons

det
`
etX

˘ “ eTrptXq “ etTrpXq. (13.65)

La dérivation par rapport à t en t “ 0 donne le résultat attendu.
ThoHZTooWDjTYI

Théorème 13.25 (Cayley-Hamilton[415, 416]).
Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie sur un corps commutatif quelconque
annule son propre polynôme caractéristique

Une autre démonstration est donnée par le théorème 9.118.

Démonstration. La preuve est divisée en plusieurs étapes.
(1) Endomorphisme diagonalisable Soit u un endomorphisme sur un espace vectoriel V

de dimension n sur un corps K et χu sont polynôme caractéristique. Nous savons que si λ
est une valeur propre de u alors χupλq “ 0 par le théorème 9.114(2). En combinant avec le
lemme 9.92, si x est vecteur propre pour la valeur propre λ de u nous avons

χupuqx “ χupλqx “ 0. (13.66)

Donc tant que u possède une base de vecteurs propres nous avons χupuq “ 0.
(2) Le cas complexe

Nous nous restreignons à présent (et provisoirement) au cas K “ C, ce qui nous donne
u PMpn,Cq. Les matrices diagonalisables sont denses dansMpn,Cq par la proposition 13.21.
Si A P Mpn,Cq nous considérons une suite de matrices diagonalisables Ak

Mpn,CqÝÑ A. Pour
chaque k nous avons par le point précédent

χuk
pukq “ 0. (13.67)

Chacune des composantes de χuk
pukq est un polynôme en les composantes de uk, ce qui

légitime le passage à la limite :
χupuq “ 0. (13.68)

Le théorème est établi pour toutes les matrices de Mpn,Cq et donc aussi pour tous les
sous-corps de C comme R ou Z.
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(3) Le cas général
Par définition, χupXq “ detpu´X1q ; les coefficients de X sont des polynômes à coefficients
entiers en les composantes de u. En substituant u à X nous obtenons une matrice dont
chacune des entrées est un polynôme à coefficients entiers en les coefficients de u. Pour
chaque i et j entre 1 et n il existe donc un polynôme Pij P ZpX1, . . . , Xn2q tel que

χupuqij “ P pu11, . . . , unnq. (13.69)

Ces polynômes ne dépendent pas de u ni du corps sur lequel on travaille. Notre but est
maintenant de prouver que Pij “ 0.
Étant donné que le cas complexe (et a fortiori entier) est déjà prouvé nous savons que
pour tout u P Mpn,Zq nous avons P pu11, . . . , unnq “ 0. La proposition 6.184 nous donne
effectivement P “ 0, en conséquence de quoi l’endomorphisme χupuq est nul.

Exemple 13.26.
Pour montrer que chaque composante χupuq est bien un polynôme à coefficients entiers en les

coefficients de u, voyons l’exemple 2ˆ 2 : u “
ˆ
a b
c d

˙
. D’abord

χupXq “ det
ˆ
a´X b
c d´X

˙
“ X2 ´ pa` dqX ` ad´ cb. (13.70)

Le coefficient de X2 est 1, celui de X est ´a ´ d et le terme indépendant est ad ´ cb ; tout trois
sont des polynômes à coefficients entiers en a, b, c, d. Après substitution de X par u,

χupuqij “ pu2qij ´ pa` dquij ` ad´ cb. (13.71)

C’est bien un polynôme à coefficients entiers en les entrées de la matrice u. △

13.2.4 Racine carrée d’une matrice hermitienne positive
PropVZvCWn

Proposition-Définition 13.27.
Si A PMpn,Cq est une matrice hermitienne 12 positive, alors il existe une unique matrice hermi-
tienne positive R telle que A “ R2. De plus R est un polynôme (de RrXs) en A.

La matrice R ainsi définie est la racine carrée de A, et est notée
?
A.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Existence Étant donné que A est hermitienne, elle est diagonalisable par une matrice

unitaire (proposition 12.99), et ses valeurs propres sont réelles et positives (parce que A est
positive). Soit donc P une matrice unitaire telle que

P ˚AP “

¨
˚̋
α1

. . .
αn

˛
‹‚ (13.72)

avec αi ą 0. Si on pose

R “ P

¨
˚̋
?
α1

. . . ?
αn

˛
‹‚P ˚, (13.73)

alors R2 “ A parce que P ˚P “ 1.

12. Définition 9.176.
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(2) Hermitienne positive La matrice R est hermitienne parce que, avec un peu de notation
raccourcie, R “ P ˚?αP et R˚ “ P ˚?αP . D’autre part, elle est positive parce que ses valeurs
propres sont les ?αi qui sont positives.

(3) Polynôme Nous montrons maintenant que la matrice R est un polynôme en A. Pour cela
nous considérons un polynôme Q tel que Qpαiq “ ?

αi pour tout i. Soit teiu une base de
diagonalisation de A : Aei “ αiei. Alors c’est encore une base de diagonalisation de QpAq.
En effet si Q “ ř

k akX
k, alors

QpAqei “ p
ÿ

k

akA
kqei “ p

ÿ

k

akα
k
i qei “ Qpαiqei “ ?αiei. (13.74)

Les valeurs propres de QpAq sont donc ?αi. Nous savons maintenant que QpAq a la même
base de diagonalisation de A (et donc la même matrice unitaire P qui diagonalise), c’est-à-dire
que

QpAq “ P ˚

¨
˚̋
?
α1

. . . ?
αn

˛
‹‚“ R. (13.75)

Donc oui, R est un polynôme en A.
Notons que ce Q n’est pas du tout unique ; il existe une infinité de polynômes envoyant n
nombres donnés sur n nombres donnés.

(4) Unicité Soit S une matrice hermitienne positive telle que R2 “ S2 “ A. D’abord S
commute avec A parce que

SA “ S3 “ S2S “ AS. (13.76)

Donc S commute aussi avec QpAq “ R. Étant donné que S et R commutent et sont diago-
nalisables, ils sont simultanément diagonalisables par le corolaire 9.217. Soient DR “ PRP ˚
et DS “ PSP ˚ les formes diagonales de R et S dans une base de simultanée diagonalisation.
Les carrés des valeurs propres de R et S étant identiques (ce sont les valeurs propres de A)
et les valeurs propres de R et S étant positives, nous déduisons que DR “ DS et donc que
R “ P ˚DRP “ P ˚DSP “ S.

Une des applications usuelles de cette proposition est la décomposition polaire.

13.2.5 Racine carrée d’une matrice symétrique positive
LemTLlTAAf

Lemme 13.28 ([417]).
Le groupe orthogonal Opn,Rq est compact.

Démonstration. Nous avons Opnq “ f´1`t1nu
˘

où f est l’application continue A ÞÑ AtA. En tant
qu’image inverse d’un fermé par une application continue, le groupe Opnq est fermé.

De plus il est borné parce que tous les coefficients d’une matrice orthogonale sont ď 1, donc
}A}8 pour tout A P Opnq.

PropPEMDqVT

Proposition 13.29.
Une matrice symétrique définie ou semi définie positive, admet une unique racine carrée symé-
trique. Le spectre de la racine carrée est la racine carrée du spectre de la matrice de départ.

Démonstration. Propriétés de la racine carrée d’une matrice symétrique
(1) Existence Soit T une matrice symétrique et Q une matrice orthogonale qui diagonalise 13

T : QTQ´1 “ D avec D “ diagpλiq et λi ě 0. En posant R “ Q´1?DQ, il est vite vérifié
que R2 “ T et que R est symétrique. En ce qui concerne le spectre, R a pour valeurs propres
les
?
λi.

13. Théorème 9.224.
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(2) Unicité
Soit R une matrice symétrique de T : R2 “ T . Du coup R et T commutent : RT “ R3 “ TR.
Par conséquent les espaces propres de T sont stables sous R. Soit Eλ l’un d’eux de dimension
d, et TF , RF les restrictions de T et R à Eλ. L’application TF est une homothétie et R2

F “
TF “ λ1. Mais RF est encore une matrice symétrique définie positive, donc nous pouvons
considérer une base te1, . . . , edu de Eλ qui diagonalise RF avec les valeurs propres µi ; nous
avons donc en même temps

R2
f peiq “ µ2

i ei (13.77a)
TF peiq “ λei, (13.77b)

de telle sorte que µ2
i “ λ. Mais les valeurs propres de RF sont positives, sont µi “

?
λ pour

tout i. En conclusion RF est univoquement déterminé par la donnée de T . Vu que cela est
valable pour tous les espaces propres de T et que ces espaces propres engendrent tout E,
l’opérateur R est déterminé de façon univoque par T .

Notons que nous n’avons démontré l’unicité qu’au sein des matrices symétriques.

13.2.6 Décomposition polaires : cas réel

Nous rappelons que S``pn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies
positives, d’après le paragraphe 9.228.

LemMGUSooPqjguE

Lemme 13.30.
La partie S`pn,Rq est fermée dans Mpn,Rq.
Démonstration. En effet si Sk est une suite de matrices symétriques convergeant dans Mpn,Rq
vers la matrice A, les suites pSkqij et pSkqji des composantes ij et ji sont des suites égales, et donc
leurs limites sont égales 14. Donc la limite est symétrique.

En ce qui concerne le spectre, le théorème 9.224 nous permet de diagonaliser : Sk “ QkDkQ
´1
k

où les Dk sont des matrices diagonales remplies de nombres positifs ou nuls. Comme Opnq est
compact 15, nous avons une sous-suite Qφpkq convergente : Qφpkq Ñ Q. Pour chaque k, nous avons

Sφpkq “ QφpkqDφpkqQ´1
φpkq, (13.78)

dont la limite existe et vaut A. Puisque pour tout k, Dφpkq “ Q´1
φpkqSφpkqQφpkq et que le produit

matriciel est continu, la suite k ÞÑ Dφpkq est une suite convergente dans Mpn,Rq. Nous notons
D sa limite qui est encore une matrice diagonale contenant des nombres positifs ou nuls sur la
diagonale.

A “ lim
kÑ8Sφpkq “ QDQ´1, (13.79)

et donc le spectre de A est la limite de ceux des matrices Dφpkq. Chacun étant positif, la limite est
positive. Donc A P S`pn,Rq.

LemZKJWqIP

Lemme 13.31.
La fermeture de l’ensemble des matrices symétriques strictement définies positives est l’ensemble
des matrices définies positives : AdhpS``pn,Rqq “ S`pn,Rq.

14. Ici nous utilisons le critère de convergence composante par composante et le fait que nous ne sommes pas trop
inquiétés par la norme que nous choisissons parce que toutes les normes sont équivalentes par le théorème 11.46.

15. Lemme 13.28.



1226 CHAPITRE 13. ANALYSE SUR DES GROUPES

Démonstration. Le lemme 13.30 nous dit que S`pn,Rq était fermé. Nous devons prouver que pour
tout élément de S`pn,Rq, il existe une suite pSkq dans S``pn,Rq convergeant vers S.

Si S P S`pn,Rq alors nous avons la diagonalisation

S “ QDQ´1 “ Q

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚Q´1 (13.80)

où λi ě 0 pour tout i. Nous définissons

Dk “

¨
˚̋
λ1 ` ϵp1q

k
. . .

λn ` ϵpnq
k

˛
‹‚ (13.81)

où ϵik est une suite convergent vers 0 telle que λi` ϵpiq
n ą 0 pour tout i et k. Typiquement si λi ą 0

alors ϵpiq
k “ 0 et sinon ϵ

piq
k “ 1{k.

Pour tout k nous avons QDkQ
´1 P S``pn,Rq et de plus QDkQ

´1 Ñ QDQ “ S.
ThoLHebUAU

Théorème 13.32 (Décomposition polaire de matrices symétriques définies positives[417, 418,
419]).
En ce qui concerne les matrices inversibles :

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(13.82)

est un homéomorphisme 16.
En ce qui concerne les matrices en général :

g : Opn,Rq ˆ S`pn,Rq ÑMpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(13.83)

est une surjection mais pas une injection.
De plus les mêmes conclusions tiennent si nous prenons pQ,Sq ÞÑ QS au lieu de SQ.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 13.33
Je crois que les éléments de la décomposition polaire sont des polynômes en M . Écrivez-moi si
vous pouvez confirmer ou infirmer.

Démonstration. Nous commençons par prouver les résultats concernant les matrices inversibles.
(1) Existence et unicité

Si M “ SQ, alors MM t “ SQQtSt “ S2, donc S doit être une racine carrée symétrique de la
matrice définie positive MM t. La proposition 13.29 nous dit que ça existe et que c’est unique.
Donc S est univoquement déterminé par M . Maintenant avoir Q “ MS´1 est obligatoire
(unicité) et fonctionne :

QtQ “ pS´1qtM tMS´1 “ S´1S2S´1 “ 1, (13.84)

donc Q ainsi défini est orthogonale.
Notons que ceci ne fonctionne pas lorsque M n’est pas inversible parce qu’alors S n’est pas
inversible.

16. Cela est en réalité un difféomorphisme, voir la remarque 13.34.



13.2. ESPACES DE MATRICES 1227

(2) Homéomorphisme
Le fait que f soit continue n’est pas un problème : c’est un produit de matrices. Nous devons
vérifier que f´1 est continue. Soit une suite convergente Mk Ñ M dans GLpn,Rq. Si nous
nommons pQk, Skq la décomposition polaire de Mk et pQ,Sq celle de M , nous devons prouver
que Qk Ñ Q et Sk Ñ S. En effet dans ce cas nous aurions

lim
kÑ8 f

´1pMkq “ lim
kÑ8pQk, Skq “ pQ,Sq “ f´1pMq. (13.85)EqJIkoaJvEqJIkoaJv

Étant donné que Opnq est compact (lemme 13.28), la suite pQkq admet une sous-suite conver-
gente (Bolzano-Weierstrass, théorème 7.139) que nous nommons

Qφpkq Ñ F P Opnq. (13.86)

Vu que la suite pMkq converge, sa sous-suite converge vers la même limite : Mφpkq Ñ M et
vu que pour tout k nous avons Sk “MkQ

´1
k ,

Sφpkq Ñ G “MF´1. (13.87)

Vu que chacune des matrices Sφpkq est symétrique définie positive, la limite est symétrique
et semi-définie positive 17. Donc G P S`pn,Rq X GLpn,Rq parce que de plus M et F étant
inversibles, G est inversible. En ce qui concerne la sous-suite nous avons

Mφpkq “ SφpkqQφpkq Ñ GF “M (13.88)

où F P Opnq et G P S`pn,Rq. Par unicité de la décomposition polaire de M (partie déjà
démontrée), nous avons G “ S et F “ Q.
Nous avons prouvé que toute sous-suite convergente de Qk a Q pour limite. Donc la suite
elle-même converge 18 vers Q. Donc Qk Ñ Q. Du coup vu que Sk “ MkQ

´1
k est un produit

de suites convergentes, Sk converge également, vers S : Sk Ñ S.
Au final l’application f´1 est bien continue parce que les égalités (13.85) ont bien lieu.

Nous passons maintenant à la preuve dans le cas des matrices en général.
Soit A PMpn,Rq ; par densité (lemme 13.22), il existe une suite pAkq dans GLpn,Rq telle que

Ak Ñ A. Pour chacun des k nous appliquons la décomposition polaire déjà prouvée : Ak “ QkSk.
D’abord pQkq est une suite dans le compact 19 Opn,Rq et accepte donc une sous-suite convergente.
Quitte à redéfinir la suite de départ, nous supposons pour alléger les notations que Qk Ñ Q P
Opn,Rq. Vu que Qk est inversible,

Sk “ Q´1
k Ak (13.89)

Le produit matriciel étant continu nous avons Sk Ñ S dans Mpn,Rq. Mais S`pn,Rq étant fermé
(lemme 13.30) nous avons aussi S P S`pn,Rq.

RemBJCBooGLiRmG

Remarque 13.34.
Pour démontrer que f est différentiable, nous devons utiliser le théorème d’inversion locale 17.51 ;
cela est fait dans la proposition 17.61.

CorAWYBooNCCQSf

Corolaire 13.35.
Toute matrice peut être écrite sous la forme Q1DQ2 où Q1 et Q2 sont orthogonales et D est
diagonale.

Démonstration. Si A P Mpn,Rq alors la décomposition polaire 13.32 nous donne A “ SQ où S
est symétrique définie positive et Q est orthogonale. La matrice S peut ensuite être diagonalisée
par le théorème 9.224 : S “ RDR´1 où D est diagonale et R est orthogonale. Avec ces deux
décompositions en main, A “ SQ “ RDR´1Q. La matrice R´1Q est orthogonale.

17. Lemme 13.31
18. Proposition 7.293, pas difficile.
19. Lemme 13.28.
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13.2.7 Enveloppe convexe

Définition 13.36.
Un point a d’un ensemble convexe C est un point extrémal si Cztau est convexe.

ThoBALmoQw

Théorème 13.37 ([104]).
Soit E un espace euclidien de dimension n ě 1 et LpEq l’espace des opérateurs linéaires sur E sur
lequel nous considérons la norme subordonnée 20 à celle sur E. L’ensemble des points extrémaux
de la boule unité fermée de LpEq est le groupe orthogonal Opn,Rq.

Démonstration. Nous notons B la boule unité fermée de LpEq. Montrons pour commencer que
les éléments de Opnq sont extrémaux dans B. D’abord si A P OpEq alors }A} “ 1 parce que
}Ax} “ }x}. Supposons maintenant que A n’est pas extrémal, c’est-à-dire qu’il est le milieu d’un
segment joignant deux points (distincts) de la boule unité de LpEq. Soient donc T,U P B tels que
A “ 1

2pT ` Uq. Pour tout x P E tel que }x} “ 1 nous avons

1 “ }x} “ }Ax} “ 1
2}Tx` Ux} ď

1
2
`}Tx} ` }Ux}˘ ď 1

2
`}T } ` }U}˘ ď 1 (13.90)EqKTuAIIEEqKTuAIIE

Toutes les inégalités sont en réalité des égalités. En particulier nous avons

}Tx` Ux} “ }Tx} ` }Ux}, (13.91)

mais alors nous sommes dans un cas d’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz (théorème 11.1)
et donc il existe λ ě 0 tel que Tx “ λUx. Mais de plus les inégalité égalités (13.90) nous donnent

1
2
`}Tx} ` }Ux}˘ “ 1 (13.92)

alors que nous savons que }Tx}, }Ux} ď 1, donc }Tx} “ }Ux} “ 1. La seule possibilité est d’avoir
λ “ 1. Nous avons prouvé que Tx “ Ux pour tout x de norme 1. Nous en déduisons que T “ U .

Au final A n’est pas le milieu d’un segment dans B.
Nous passons donc à l’inclusion inverse : nous prouvons que les points extrémaux de B sont

dans OpEq. Pour cela nous prenons U P BzOpEq et nous allons montrer que U n’est pas un point
extrémal : nous allons l’écrire comme milieu d’un segment dans B.

Par la seconde partie du théorème de décomposition polaire 13.32, il existe Q P Opn,Rq et
S P S`pn,Rq tels que U “ QS. Nous diagonalisons S à l’aide de la matrice orthogonale P :

S “ PDP´1 (13.93)

avec D “ diagpλiq. En termes de normes, nous avons

}U} “ }S} “ }D}. (13.94)

En effet vu que Q est orthogonale, }Ux} “ }QSx} “ }Sx} pour tout x, donc }U} “ }S}. De plus
pour tout x nous avons

}Sx} “ }PDP´1x} “ }DP´1x}. (13.95)

Étant donné que P´1 est une bijection, le supremum des }Sx} sera le même que celui des }Dx}
et donc }S} “ }D}. Étant donné que par définition }U} ď 1, nous avons aussi }D} ď 1 et donc
0 ď λi ď 1 (pour rappel, les valeurs propres de D sont positives ou nulles parce que S est ainsi).

Comme U R OpEq, au moins une des valeurs propres n’est pas 1, supposons que ce soit λ1.
Alors nous avons α, β P r´1, 1s avec ´1 ď α ă β ď 1 et λ1 “ 1

2pα` βq. Nous posons alors

D1 “ diagpα, λ2, . . . , λnq (13.96a)
D2 “ diagpβ, λ2, . . . , λnq. (13.96b)

20. Définition 11.51.
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Nous avons bien D1 ‰ D2 et D1 `D2 “ D. Par conséquent

U “ 1
2
`
QPD1P

´1 `QPD2P
´1˘ (13.97)

avec QPD1P´1 ‰ QPD´1
2 . La matrice U est donc le milieu d’un segment. Reste à montrer que ce

segment est dans B. Pour ce faire, prenons x P E et calculons :

}QPDiP
´1x} “ }DiP

´1x} ď }P´1x} “ }x} (13.98)

parce que }Di} ď 1 et P´1 est orthogonale. Au final la norme de QPDiP est plus petite que 1 et
donc U est bien le milieu d’un segment dans B, et donc non extrémal.

ThoVBzqUpy

Théorème 13.38 ([420]).
L’enveloppe convexe de Opnq dans MnpRq est la boule unité pour la norme induite de }.}2 sur Rn.

Démonstration. Nous notons B la boule unité fermée de Mpn,Rq et Conv
`
Opn,Rq˘ l’enveloppe

convexe de Opn,Rq. Vu que B est convexe nous avons Conv
`
Opnq˘ Ă B.

Maintenant nous devons prouver l’inclusion inverse. Pour ce faire nous supposons avoir un
élément A P Bz Conv

`
Opnq˘ et nous allons dériver une contradiction.

Remarquons que Opnq est compact par le lemme 13.28 et que par conséquent ConvpOpnqq est
compacte par le corolaire 8.42 et donc fermée. Nous considérons un produit scalaire pX,Y q ÞÑ
X ·Y sur M. Vu que Conv

`
Opnq˘ est un fermé convexe nous pouvons considérer la projection 21

sur ConvpAq relativement au produit scalaire choisi.
Nous notons P “ projConv

`
Opnq

˘pAq. En vertu du théorème de projection, nous avons

pA´ P q· pM ´ P q ď 0 (13.99)EqYSisLTLEqYSisLTL

pour tout M P ConvOpnq. Notons B “ A´P pour alléger les notations. L’équation (13.99) s’écrit

B·M ď B·P. (13.100)EqQDLZqXQEqQDLZqXQ

D’autre part vu que B ‰ 0 nous avons B·B ą 0, c’est-à-dire B· pA´ P q ą 0 et donc

B·A ą B·P. (13.101)

En combinant avec (13.100),
B·M ď B·P ă B·A. (13.102)EqIQNlwqlEqIQNlwql

Nous utilisons maintenant la décomposition polaire, théorème 13.32, pour écrire B “ QS avec
Q P Opnq et S P S`pn,Rq. Vu que l’inégalité (13.102) tient pour tout M P ConvpOpnqq, elle tient
en particulier pour Q P Opnq. Donc

B·Q ă B·A. (13.103)EQooOSAXooLbTQAGEQooOSAXooLbTQAG

Nous nous attachons à présent au produit scalaire pX,Y q ÞÑ TrpXtY q de la proposition 12.120.
D’abord

B·Q “ TrpBtQq “ TrpStQtQq “ TrpStq “ TrpSq, (13.104)EaHVxWdauEaHVxWdau

et ensuite l’inégalité (13.103) devient

TrpSq ă B·A “ TrpStQtAq. (13.105)

21. Le théorème de projection : théorème 12.139.
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Nous choisissons une basse teiu diagonalisant S : Sei “ λiei vérifiant automatiquement λi ě 0
parce que S est semi-définie positive 22. Alors

TrpSq ă TrpStQtAq (13.106a)
“
ÿ

i

xStQtAei, eiy (13.106b)

“
ÿ

i

xAei, QSeiy (13.106c)

ď
ÿ

i

}Aei}|λi| }Qei}loomoon
“1

(13.106d)

ď
ÿ

i

λi A P B ñ }Aei} ď 1 (13.106e)

“ TrpSq. (13.106f)

Il faut noter que la première inégalité est stricte, et donc nous avons une contradiction.

13.2.8 Décomposition de Bruhat
ThoizlYJO

Théorème 13.39 (Décomposition de Bruhat).
Soit K un corps ; un élément M P GLpn,Rq s’écrit sous la forme

M “ T1PσT2 (13.107)

où T1 et T2 sont des matrices triangulaires supérieures inversibles et où Pσ est une matrice de
permutations σ P Sn. De plus il y a unicité de σ.

Démonstration. Afin de rendre les choses plus visuelles, nous nous permettons de donner des
exemples au fur et à mesure de la preuve. Nous prenons l’exemple de la matrice

¨
˝

1 3 4
2 5 6
0 7 8

˛
‚. (13.108)

(1) Existence Soit M P GLpn,Rq ; puisqu’elle est inversible, on a un indice i1 maximum tel
que Mi1,1 ‰ 0. Nous changeons toutes les lignes jusque là, c’est-à-dire que nous faisons, pour
1 ď i ă i1,

Li Ñ Li ´ Mi1
Mi11

Li1 . (13.109)EqGHUbwREqGHUbwR

Voir le lemme 13.11(3).
Nous avons donc obtenu une matrice dont la première colonne est nulle sauf la case numéro
i1. L’opération (13.109) revient à considérer la multiplication par la matrice de transvection

T
piq
1 “ Tii1

ˆ
´ Mi1
Mi11

˙
(13.110)

pour tout i ă i1. Pour rappel nous ne changeons que les lignes au-dessus de la i1. Du
coup les matrices T piq

1 sont triangulaires supérieures. Nous avons donc la nouvelle matrice
M1 “

´ś
iăi1 T

piq
1

¯
M pour laquelle toute la première colonne est nulle sauf un élément.

Dans le cas de l’exemple, le « pivot » sera la ligne p2, 5, 6q et la matrice se transforme à l’aide
de la matrice T1 “ T12p´1{2q :

¨
˝

1 ´1{2 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚
¨
˝

1 3 4
2 5 6
0 7 8

˛
‚“

¨
˝

0 1{2 1
2 5 6
0 7 8

˛
‚. (13.111)EqyjXIYfEqyjXIYf

22. Définition 9.227.
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Maintenant nous faisons de même avec les colonnes (en renommant M la matrice obtenue à
l’étape précédente) :

Cj Ñ Cj ´ Mi1j

Mi11
C1, (13.112)

qui revient à multiplier à droite par les matrices T1jpMi1i

Mi11
q avec j ą 1. Encore une fois ce

sont des matrices triangulaires supérieures.
Dans l’exemple, pour traiter la seconde colonne, nous multiplions (13.111) à droite par la
matrice T12p´5{2q :

¨
˝

0 1{2 1
2 5 6
0 7 8

˛
‚
¨
˝

1 ´5{2 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚“

¨
˝

0 1{2 1
2 0 6
0 7 8

˛
‚. (13.113)

Appliquer encore la matrice T13p´6{2q apporte la matrice
¨
˝

0 1{2 1
2 0 0
0 7 8

˛
‚. (13.114)

Enfin nous multiplions la matrice obtenue par 1
Mi11

1 pour normaliser à 1 l’élément « pivot »
que nous avions choisi. Dans notre exemple nous multiplions par 1{2 pour trouver

¨
˝

0 1{4 1{2
1 0 0
0 7{2 4

˛
‚. (13.115)EqduglwuEqduglwu

La matrice obtenue jusqu’ici possède une ligne et une colonne de zéros avec un 1 à leur
intersection, et elle est de la forme

M 1 “ T1MT2 (13.116)

où T1 et T2 sont triangulaires supérieures et inversibles, produits de matrices de transvection
(et d’une matrice scalaire pour la normalisation).
Il reste à recommencer l’opération avec la seconde colonne (qui n’est pas toute nulle parce
que le déterminant est encore non nul) puis la suivante, etc. Dans notre exemple de l’équation
(13.115), nous éliminerions le 1{4 et le 4 en utilisant le 7{2.
Encore une fois tout cela se fait à l’aide de matrices supérieures parce qu’à chaque étape, les
colonnes précédent le pivot sont déjà nulles (sauf un 1) et ne doivent donc pas être touchées.
À la fin de ce processus, ce qui reste est une matrice TMT 1 qui ne contient plus qu’un seul 1
sur chaque ligne et chaque colonne, c’est-à-dire une matrice de permutations : Pσ “ TMT 1
et donc

M “ T´1
σ pT 1q´1. (13.117)

(2) Unicité
Soient σ, σ P S1

n tels que T1PσT2 “ S1PτS2 avec Ti et Si triangulaires supérieures et inver-
sibles. En posant T “ T2S

´1
2 et S “ T´1

1 S1, nous avons

PσT “ SPτ (13.118)

où S et T sont des matrices triangulaires supérieures et inversibles. Par les calculs de la
preuve du lemme 4.104,

" pPσT qkl “ Tσ´1pkql (13.119a)
pSPτ qkl “ Skτplq, (13.119b)

et donc
Tσ´1pkql “ Skτplq. (13.120)EqKlmgOTEqKlmgOT
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En écrivant cette équation avec k “ σpiq (nous rappelons que σ est bijective),

Til “ Sσpiqτplq. (13.121)

Nous savons que les termes diagonaux de T sont non nuls parce que T est triangulaire
supérieure et inversible (donc pas de colonnes entières nulles). Nous avons donc, en prenant
i “ l “ k,

0 ‰ Tkk “ Sσpkqτpkq. (13.122)
La matrice étant triangulaire supérieure, cela implique

σpkq ď τpkq. (13.123)EqEmiBTXEqEmiBTX

De la même manière en écrivant (13.120) avec l “ τ´1piq,
Ski “ Tσ´1pkqτ´1piq (13.124)

et donc
σ´1pkq ď τ´1pkq. (13.125)

En écrivant cela avec k “ σpjq, nous avons j ď τ´1σpjq et en appliquant enfin τ ,

τpjq ď σpjq. (13.126)

En comparant avec (13.123), nous avons σ “ τ .

13.3 Sous-groupes du groupe linéaire
LemOCtdiaE

Lemme 13.40 ([104]).
Soit V un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme euclidienne }.}. Soit K un compact
convexe de V et G, un sous-groupe compact de GLpV q tel que

upKq Ă K (13.127)

pour tout u P G. Alors il existe a P K tel que upaq “ a pour tout u P G.

Démonstration. Avant de nous lancer dans la preuve, nous avons besoin d’un petit résultat.
(1) Un pré-résultat

Nous commençons par prouver que si v P LpV q vérifie vpKq Ă K, alors v a un point fixe
dans K. Pour cela nous considérons x0 P K et la suite

xk “ 1
k ` 1

kÿ

i“0
vipx0q. (13.128)

Étant donné que K est convexe et stable par v, la suite pxkq est contenue dans K et ac-
cepte une sous-suite convergente 23 que nous allons noter xφpnq avec φ : N Ñ N strictement
croissante. Soit a P K la limite :

lim
nÑ8xφpnq “ a. (13.129)

Tant que nous y sommes nous pouvons aussi calculer vpxkq :

vpxkq “ v

˜
1

k ` 1

kÿ

i“1
vipx0q

¸
(13.130a)

“ 1
k ` 1

kÿ

i“0
vi`1px0q (13.130b)

“ xk ` 1
k ` 1

´
vk`1px0q ´ x0

¯
. (13.130c)EqUAfcaKGEqUAfcaKG

23. C’est Bolzano-Weierstrass, théorème 7.139.
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La norme }vk`1px0q´x0} est bornée par le diamètre de K, donc en prenant la limite k Ñ8
le second terme de (13.130c) tend vers zéro. En prenant ces égalités en k “ φpnq et en prenant
nÑ8, nous trouvons

vpaq “ a, (13.131)

c’est-à-dire le résultat que nous voulions dans un premier temps.
(2) Une norme sur V

Nous passons maintenant à la preuve du lemme. D’abord nous remarquons que le groupe G
agit sur V par u·x “ upxq et de plus, considérant la fonction continue

α : GÑ V

u ÞÑ upxq, (13.132)

nous voyons que les orbites de cette action sont compactes en tant qu’image par α du compact
G (théorème 7.214). Nous posons

ν : V Ñ R`

x ÞÑ max
uPG }upxq}.

(13.133)

Cette définition a un sens parce que l’orbite tupxq tel que u P Gu est compacte dans V et
donc l’ensemble des normes est compact dans R et admet un maximum. De plus cela donne
une norme sur V parce que nous vérifions les conditions de la définition 7.152 :
(2a) Pour tout x, y P V nous avons :

νpx` yq “ max
uPG }upxq ` upyq} ď max

uPG p}upxq} ` }upyq}q ď νpxq ` νpyq. (13.134)

(2b) Si νpxq “ 0, alors l’égalité maxuPG }upxq} “ 0 nous enseigne que }upxq} “ 0 pour tout
u P G et donc en particulier avec u “ Id nous trouvons x “ 0.

(2c) Pour tout λ P R et x P V ,

νpλxq “ max
uPG }upλxq} “ max }λupxq} “ max |λ|}upxq} “ |λ|νpxq. (13.135)

De plus la fonction ν est constante sur les orbites de G.
(3) Un point fixe

Pour tout u P G nous posons

Fu “ tx P K tel que upxq “ xu; (13.136)

par le pré-résultat, aucun de ces ensembles n’est vide. Ils sont de plus tous fermés par conti-
nuité de u (le complémentaire est ouvert). Nous devons prouver que

Ş
uPG Fu ‰ H parce

qu’une intersection serait un point fixe de tous les éléments de G. Supposons donc queŞ
uPG Fu “ H. Alors les complémentaires des Fu forment un recouvrement ouvert de K

et nous pouvons en extraire un sous-recouvrement fini par compacité. Soient tuiui“1,...,p les
éléments qui réalisent ce recouvrement. Alors

pč

i“1
Fui “ H. (13.137)

Nous considérons l’opérateur

v “ 1
p

pÿ

i“1
ui P LpV q. (13.138)
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Puisque K est convexe et stable sous chacun des ui, nous avons aussi vpKq Ă K et donc il
existe a P K tel que vpaq “ a. Pour ce a, nous avons

ν
`
vpaq˘ “ ν

˜
1
p

pÿ

i“1
uipaq

¸
(13.139a)EqDXSnwPbEqDXSnwPb

ď 1
p

pÿ

i“1
ν puipaqq (13.139b)

“ 1
p

pÿ

i“1
νpaq (13.139c)

“ νpaq (13.139d)

où nous avons utilisé la constance de ν sur les orbites de G. Par ailleurs nous savons que
vpaq “ a, donc en réalité à gauche dans (13.139a) nous avons νpaq et toutes les inégalités
sont des égalités. Nous avons en particulier

ν

˜
pÿ

i“1
uipaq

¸
“

pÿ

i“1
ν puipaqq . (13.140)EqBMjypoVEqBMjypoV

Notons u0 P G l’élément qui réalise le maximum de la définition de ν pour le vecteur
ř
i uipaq :

ν

˜ÿ

i

uipaq
¸
“ }u0

˜ÿ

i

uipaq
¸
} ď

ÿ

i

}u0uipaq} ď
ÿ

i

ν
`
uipaq

˘
. (13.141)

Mais nous venons de voir (équation (13.140)) que l’expression de gauche est égale à celle
de droite. Donc les inégalités sont des égalités et en particulier la première inégalité devient
l’égalité

}
ÿ

i

u0uipaq} “
ÿ

i

}u0uipaq}. (13.142)

En vertu du lemme 11.13, il existe des nombres positifs λi tels que

u0u1paq “ λ2u0u2paq “ . . . “ λpu0uppaq. (13.143)

Du fait que u0 est inversible nous avons aussi

u1paq “ λ2u2paq “ . . . “ λpuppaq. (13.144)EqSTQwfIlEqSTQwfIl

Mais par constance de ν sur les orbites nous avons νpuipaqq “ νpujpaqq pour tout i et j ; en
appliquant ν à la série d’égalités (13.144), nous trouvons que tous les λi doivent être égaux
à 1. En particulier

u1paq “ u2paq “ . . . “ uppaq. (13.145)

Nous récrivons maintenant l’équation vpaq “ a avec la définition de v :

a “ vpaq “ 1
p

pÿ

i“1
uipaq “ ujpaq (13.146)

pour n’importe quel j. Donc

a P
pč

i“1
Fui , (13.147)

ce qui contredit notre hypothèse de départ.

PropQZkeHeG

Proposition 13.41 ([420, 104, 421]).
Soit G un sous-groupe compact de GLpn,Rq. Alors
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(1) Il existe une forme quadratique définie positive q sur Rn telle que G Ă Opqq.
(2) Le groupe G est conjugué à un sous-groupe de Opn,Rq.

Démonstration. Nous considérons le (pas tout à fait) morphisme de groupe

ρ : GÑ GL
`

Spn,Rq˘

u ÞÑ ρu : s ÞÑ utsu,
(13.148)

et tant que nous en sommes à considérer, nous considérons l’ensemble

H “ tM tM tel que M P Gu Ă Spn,Rq. (13.149)

Cet ensemble est constitué de matrices définies positives parce que si xM tMx, xy “ 0, alors 0 “
xMx,Mxy “ }Mx}, mais M étant inversible, cela implique que x “ 0. Qui plus est, cet ensemble
est compact dans GLpn,Rq en tant qu’image du compact G par l’application continue M ÞÑM tM .
L’enveloppe convexe K “ ConvpHq est alors également compacte par le théorème 8.42. Enfin nous
considérons L “ ρpGq, qui est un sous-groupe compact de GL

`
Spn,Rq˘ parce que ρuρv “ ρvu P

ρpGq. Nous remarquons que ρu étant linéaire, elle préserve les combinaisons convexes et donc pour
tout u P G, ρupKq Ă K.

Bref, L est un sous-groupe compact de GLpn,Rq préservant le compact K de Spn,Rq. Par le
lemme 13.40, il existe s P K tel que ρupsq “ s pour tout u P G. Ou encore :

utsu “ s (13.150)

pour tout u P G. Fort de ce s bien particulier, nous considérons la forme quadratique associée :
qpxq “ xtsx. Cette forme est définie positive parce que s l’est. Nous avons G Ă Opqq parce que si
u P G alors

q
`
ux

˘ “ puxqtsux “ xt utsuloomoon
“s

x “ qpxq. (13.151)

Le premier point est prouvé.
La matrice s est symétrique et définie positive. Le théorème 9.224 nous permet donc de la

diagonaliser en diagpλ1, . . . , λnq avec λi ą 0, et ensuite transformée en la matrice 1n par la matrice
diagp1{?λiq. Nous avons donc une matrice a P GLpn,Rq telle que atsa “ 1n. Avec ça, si u P G,
nous avons

pa´1uaqtpa´1uaq “ pa´1uaqt1npa´1uaq “ atutpatq´1atsaa´1ua “ atutsua “ atsa “ 1, (13.152)

ce qui prouve que a´1ua est dans Opn,Rq, et donc que a´1Ga Ă Opn,Rq.



1236 CHAPITRE 13. ANALYSE SUR DES GROUPES



Chapitre 14

Tribus, théorie de la mesure,
intégration

14.1 Tribus
Vous pouvez vous reporter au thème 23 pour voir plus vite où sont les définitions associées.

14.1.1 Généralités
DefjRsGSy

Définition 14.1 (Tribu, espace mesurable[422]).
Si Ω est un ensemble, un ensemble A de sous-ensembles de Ω est une tribu si

(1) Ω P A ;
(2) Ac P A pour tout A P A ;

ItemooPEQNooYiYNtN

(3) si pAiqiPN est une suite dénombrable d’éléments de A, alors
Ť
iPNAi P A.

Le couple pΩ,Aq est alors un espace mesurable.

Remarque 14.2.
Nous trouvons parfois la notation ď

kPN
Ak “ sup

kě0
Ak. (14.1)

LemBWNlKfA

Lemme 14.3.
Opérations ensemblistes sur les tribus. ITEMooTDXNooFszBzi

(1) Une tribu est stable par intersections au plus dénombrables.
ItemXQVLooFGBQNj

(2) Une tribu est stable par différence ensembliste.

Démonstration. Soit pAiqiPI une famille au plus dénombrable d’éléments de la tribu A. Nous devons
prouver que

Ş
iPI Ai est également un élément de A. Pour cela nous passons au complémentaire :

A
˜č

iPI
Ai

¸
“
ď

iPI
AAi. (14.2)

La définition d’une tribu implique que le membre de droite est un élément de la tribu. Par stabilité
d’une tribu par complémentaire, l’ensemble

Ş
iPI Ai est également un élément de la tribu.

La seconde assertion est immédiate à partir de la première parce que AzB “ AX AB.

Si pAiqiPI est un ensemble de tribus (indexé par un ensemble I quelconque) alors

A “
č

iPI
Ai (14.3)

est également une tribu.

1237
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14.1.2 Tribu engendrée
DEFooJSAKooSDnGzt

Définition 14.4.
Soit D un ensemble de parties de Ω. La tribu engendrée par D est l’intersection de toutes les
tribus de Ω contenant D. C’est la plus petite tribu contenant D. Nous la noterons le plus souvent
σpDq

LEMooCAUMooEdpjRs

Lemme 14.5.
Si pΩ,Aq est un espace mesurable et si A est une partie mesurable de Ω, alors la tribu engendrée 1

par A est
σpAq “ tH, A, AA,Ωu. (14.4)

DefNOJWooLGKhmJ

Lemme-Définition 14.6 (Tribu engendrée[423]).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et F une tribu de S1. Alors

(1) L’ensemble
Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P Fu (14.5)

est une tribu sur S2.
(2) C’est la plus grande tribu de S2 pour laquelle f est mesurable.

Cette tribu est la est la tribu engendrée par f . Elle sera souvent notée σpfq.
Démonstration. Vérifier les trois propriétés de la définition 14.1.

(1) S2 P F parce que f´1pS2q “ S1 P Ff .
(2) Si B P Ff , alors nous prouvons que Bc P Ff . Nous avons f´1pBq P F et donc f´1pBqc P F .

Pour conclure, il suffit de remarquer que f´1pBcq “ f´1pBqc.
(3) Si pBiq P Ff , alors

f´1

˜ď

i

Bi

¸
“
ď

i

f´1pBiq P Ff . (14.6)

Donc
Ť
iBi P Ff .

En ce qui concerne la maximalité, si R Ă S2 n’est pas dans Ff alors f´1pRq n’est pas dans F et
donc f ne serait pas mesurable.

PropHYLooLgOCy

Proposition 14.7 ([424]).
Soit S un ensemble et F une tribu de S. Soit une classe N Ă PpSq telle que

(1) Si A P N alors il existe Y P F XN tel que A Ă Y .
(2) Si A P N et B Ă A alors B P N .
(3) La classe N est stable par union dénombrable.

Alors la classe
T “ tX YA avec A P N et X P Fu (14.7)

est une tribu.

Démonstration. L’ensemble T est stable par union dénombrable parce que F et N le sont. De plus
S et H sont dans F et donc dans T . Nous devons voir que T est stable par complémentarité.

Soit donc A P N et X P F ; nous savons que pAYXqc “ AcXXc. De plus il existe Y P F XN
tel que A Ă Y et nous pouvons exprimer Ac en termes de Y : Ac “ Y c Y pY zAq. Donc

pAYXqc “ `
Y c Y pY zAq˘XXc “ pY c XXcqlooooomooooon

PF

Y `pY zAq XXc
˘

looooooomooooooon
PN

. (14.8)

Le fait que la seconde partie soit dans N est due au fait que ce soit une partie de Y P N . Nous
avons donc bien pAYXqc P T .

1. Tribu engendrée par une partie, définition 14.4.
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14.1.3 Tribu induite et engendrée
DefDHTTooWNoKDP

Proposition-Définition 14.8 (Tribu induite, tribu-trace[425]).
Soit un espace mesurable pS,Fq et une partie R Ă S. L’ensemble

FR “ tAXR tel que A P Fu (14.9)EQooNOQNooYIdDOzEQooNOQNooYIdDOz

est une tribu. Elle est la tribu induite de R depuis S. Elle est aussi nommée « tribu trace ».

Démonstration. D’abord R et H dont dans FR. Si C P FR alors C “ AXR pour un certain A P F
et nous devons prouver que RX Cc est dans FR (le complémentaire de C dans R). Nous avons

RX Cc “ RX pAXRqc “ RXAc P FR (14.10)

parce que Ac P F . Enfin si Ci P FR alors Ci “ RXAi pour des Ai dans F . Nous avons
ď

iPN
Ci “

ď

iPN
pRXAiq “ RX ` ď

iPN
Ai

˘
, (14.11)

mais
Ť
iAi P F donc

Ť
iCi P FR.

PROPooUNNSooMUQKfp

Proposition 14.9.
Si R est mesurable dans pΩ,Aq alors

AR “ tAXR tel que A P Au “ tS P A tel que S Ă Ru, (14.12)

où AR est la tribu induite de A sur R.

Démonstration. La première égalité est simplement la définition (14.9) de la tribu induite. Pour le
reste, nous notons F “ tS P A tel que S Ă Ru, et nous prouvons que AR “ F .

(1) F Ă AR Si S P F , alors S P A et S Ă R. Donc S “ S XR P AR.
(2) FR Ă AR Dans l’autre sens, si S P AR, alors il existe A P A tel que S “ AXR. Donc S Ă A

et S P A parce que R et A sont des éléments de A (stable par intersection).

14.2 Théorie de la mesure
SecSLOooeMaigDefUMWoolmMaf

Définition 14.10 ([426]).
Une mesure extérieure sur un ensemble S est une application m˚ : PpSq Ñ r0,8s telle que

(1) m˚pHq “ 0,
(2) Si A Ă B dans S alors m˚pAq ď m˚pBq

ItemARKooppZfDaiii

(3) Si les An sont des parties de S alors

m˚` ď

nPN
An

˘ ď
ÿ

nPN
m˚pAnq. (14.13)EqZLMooSxvaLEqZLMooSxvaL

La différence avec une mesure est que nous ne demandons pas que (14.13) soit une égalité
lorsque les An sont disjoints.

14.2.1 Mesure sur un ensemble de parties
DefWUPHooEklLmR

Définition 14.11 (Mesure sur un ensemble de parties[427]).
Soient S un ensemble et C un ensemble de parties de S contenant H. Une mesure positive sur
pS, Cq est une application µ : C Ñ r0,8s telle que

(1) µpHq “ 0,
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(2) Si An P C sont des éléments deux à deux disjoints dans C et tels que
Ť
nAn P C alors

µ
` 8ď

n“0
An

˘ “
8ÿ

n“0
µpAnq. (14.14)

La mesure est finie si µpSq ă 8 et σ-finie si il existe une suite pSnq dans C telle que S “ Ť
n Sn

et µpSnq ă 8.

Remarque 14.12.
La condition µpHq “ 0 est nécessaire. Certes, si A P A nous avons

µpAq “ µpAYHq “ µpAq ` µpHq (14.15)EQooCDSQooZMjgOYEQooCDSQooZMjgOY

parce que A et H sont disjoints. Cela semble indiquer que µpHq “ 0, mais pas tout à fait : il
est encore possible d’avoir µpBq “ 8 pour tout B P A, y compris µpHq “ 8. À cause de cette
exception, la relation (14.15) n’implique pas µpHq “ 0.

Sans hypothèse sur l’ensemble de parties considéré, nous ne pouvons pas dire grand chose de
plus.

14.2.2 Mesure sur une algèbre de parties
DefTCUoogGDud

Définition 14.13 (Algèbre de parties[426]).
Soit S, un ensemble. Une classe D de parties de S est une algèbre de parties de S si

(1) S P D et H P D,
(2) si A P D alors Ac P D,
(3) si A,B P D alors AYB P D.

14.14.
En anglais, ce sont des field of sets[428].

Les algèbres de parties ne sont pas des classes si sauvages que ça ; en témoigne le lemme suivant.
LemBFKootqXKl

Lemme 14.15.
Une algèbre de partie est stable par intersection (finie) et par différence ensembliste.

Démonstration. Il suffit de remarquer que AXB “ `
Ac YBc

˘c et que AzB “ AXBc.
LemZQUooMdCpq

Lemme 14.16 ([426]).
Si D est une algèbre de parties de S et si µ est une mesure sur pS,Dq alors

(1) si A,B P D avec A Ă B alors µpAq ď µpBq
ItemMFUooWCPNnii

(2) si An P D et
Ť
nAn P D alors

µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq. (14.16)

La propriété (2) est la σ-sous-additivité.

Démonstration. Si A Ă B alors B “ AY pBzAq avec A et BzA disjoints donc

µpBq “ µpAq ` µpBzAq ě µpAq. (14.17)

Pour la seconde, on passe par les compléments deux à deux : nous posons
$
&
%

B0 “ H (14.18a)
Bn “ Anz

ď

kăn
Bk. (14.18b)
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Ces ensembles sont deux à deux disjoints et
Ť
nBn “

Ť
nAn P D, donc

µ
`ď

n

An
˘ “

ÿ

n

µ
`
Anz

ď

kăn
Bk

˘ ď
ÿ

n

µpAnq, (14.19)

où nous avons utilisé la première partie du lemme.
PropIUOoobjfIB

Proposition 14.17 (Mesure extérieure à partir d’une algèbre de parties[426]).
Soient D une algèbre de partie sur l’ensemble S et µ une mesure sur pS,Dq. Alors l’application

µ˚ : PpSq Ñ r0,`8s

X ÞÑ inf
#ÿ

n

µpAnq tel que An P D, X Ă
ď

n

An

+
(14.20)EqRNJooQrcoaEqRNJooQrcoa

est une mesure extérieure 2 sur S et pour tout A P D nous avons µ˚pAq “ µpAq.
Démonstration. En plusieurs parties.

(1) La définition est bonne L’ensemble sur lequel l’infimum est pris n’est pas vide : il suffit
de prendre A1 “ S et Aně2 “ H.

(2) Le vide D’abord µ˚pHq “ 0 parce que H P D. Prendre ensuite An “ H.
(3) µ˚ est croissante Soit X Ă Y dans PpSq. Si une suite pAnq dans D vérifie Y Ă Ť

nAn,
alors la même suite vérifie X Ă Ť

nAn. Par conséquent nous avons l’inclusion
#ÿ

n

µpAnq tel que An P D, X Ă
ď

n

An

+
Ă
#ÿ

n

µpAnq tel que An P D, Y Ă
ď

n

An

+
,

(14.21)
et donc l’inégalité µ˚pXq ď µ˚pY q.

(4) Inégalité par union dénombrable Soit pXnqnPN une suite de parties de S. Si il existe
n0 tel que µ˚pXn0q “ 8 alors nous avons automatiquement

ř
n µ

˚pXnq “ 8 et l’inégalité
demandée est évidente parce que n’importe quel nombre est plus petit ou égal à 8. Nous
supposons donc maintenant que µ˚pXnq ă 8 pour tout n.
Soit ϵ ą 0. Pour tout n ě 1 il existe une suite pBpnq

k qkPN dans D telle que Xn Ă Ť
k B

pnq
k et

µ˚pXnq ` ϵ

2n ě
ÿ

k

µpBpnq
k q. (14.22)

Étant donné que ď

n

Xn Ă
ď

n

`ď

k

B
pnq
k

˘
, (14.23)

nous avons 3

µ˚`ď

n

Xn

˘ ď
ÿ

n

ÿ

k

µ˚pBpnq
k q ď

ÿ

n

´
µ˚pXnq ` ϵ

2n
¯
“
ÿ

n

µ˚pXnq ` ϵ. (14.24)

Cette inégalité étant valable pour tout ϵ, nous avons bien

µ˚`ď

n

Xn

˘ “
ÿ

n

µ˚pXnq. (14.25)

(5) Restriction Soit A P D. Nous avons automatiquement µ˚pAq ď µpAq parce que µpAq est
dans l’ensemble dont nous prenons l’infimum (prendre A1 “ A et Aně2 “ H).

2. Définition 14.10.
3. Nous utilisons la somme

ř
nPN

p1{2n
q “ 1, proposition 11.122(2).
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En ce qui concerne l’inégalité inverse nous considérons une suite An dans D telle que A ĂŤ
nAn. Étant donné que A P D et que D est une algèbre de parties nous avons AX An P D

et
Ť
npAXAnq “ A P D. Par conséquent

µpAq “ µ
`ď

n

pAXAnq
˘ ď

ÿ

n

µpAXAnq ď
ÿ

n

µpAnq. (14.26)

Donc tous les éléments de l’ensemble sur lequel nous prenons l’infimum sont plus grands que
µpAq. Nous en déduisons que µ˚pAq ě µpAq.

14.2.3 Mesure sur une tribu, espace mesuré

La définition suivante est une simple copie de la définition générale 14.11 d’une mesure sur un
ensemble de parties. La seule différence est que l’union d’éléments d’une tribu est encore dans la
tribu, et la condition (2) ne demande pas de le préciser.

DefBTsgznn

Définition 14.18 (Espace mesuré[427, 429]).
Soit un espace mesurable 4 pΩ,Aq.

Une mesure signée sur pΩ,Aq est une application µ : A Ñ s´8,8s telle que
(1) µpHq “ 0,

ItemQFjtOjXiii

(2)

µ

˜ 8ď

i“0
Ai

¸
“

8ÿ

i“0
µpAiq (14.27)EQooKJHQooHIQyUjEQooKJHQooHIQyUj

si les Ai sont des éléments de A deux à deux disjoints.
La mesure signée µ est une mesure positive si elle prend ses valeurs dans r0,8s.
Lorsque µ est une mesure positive, le triplet pΩ,A, µq est un espace mesuré.
Une mesure est σ-finie si il existe un recouvrement dénombrable de Ω par des ensembles de

mesure finie. Si la mesure est σ-finie, nous disons que l’espace pΩ,A, µq est un espace mesuré
σ-fini.

La mesure µ sur Ω est finie si µpΩq ă 8.

14.2.4 Mesures sigma-finies
LEMooXOPMooMmIbmD

Lemme 14.19 ([430]).
Soient deux mesures σ-finies 5 µ et λ sur le même espace mesurable pΩ,Aq. Il existe des parties
mesurables Zn telles que

(1) µpZnq ă 8,
(2) λpZnq ă 8
(3)

Ť8
n“1 Zn “ Ω.

Nous pouvons de plus choisir ces Zn pour qu’ils soient disjoints.

Démonstration. Le fait que les mesures soient σ-finies donne des parties mesurables pXnq etpYnq
telles que µpXnq ă 8, λpYnq ă 8,

Ť
nXn “ Ť

n Yn “ Ω.
Pour chaque i, j P N2 nous posons Zij “ Xi X Yj . Nous avons λpZijq ď λpYjq ă 8. De même

µpZijq ď µpXiq ă 8. Et enfin
ď

ij

Zij “
ď

n

pXi X Yjq “
ď

i

´ď

j

pXi X Yjq
¯
“
ď

i

Xi “ Ω. (14.28)

4. Les définitions de tribus et d’espaces mesurables sont en 14.1.
5. Définition 14.18.
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Comme N2 est dénombrable 6, nous considérons une bijection φ : N Ñ N2 et les ensembles
Z 1
i “ Zφpiq répondent à la question.

En ce qui concerne la possibilité que les pZnq soient disjoints, supposons qu’ils ne le soient pas.
Alors il suffit de poser Z 1

n “ XnzŤn´1
k“1 Z

1
k pour que les Z 1

n aient les bonnes propriétés tout en étant
disjoints.

14.2.5 Suite du texte

14.20 ([1]).
Dans le cas d’une mesure signée, µ prend ses valeurs dans s´8,8s et non dans r´8,8s parce que
nous ne voulons pas avoir des sommes contenant 8´8.

Notez aussi que la condition (14.27) interdit d’avoir, pour un α ą 0 fixé, une infinité de parties
disjointes de mesure plus petite que α.

Si pΩ,A, µq et pS,F , νq sont deux espaces mesurés, alors nous notons

pΩ,A, µq Ă pS,F , νq (14.29)

lorsque Ω Ă S, A Ă F et pour tout A P A, µpAq “ νpAq.
DefHGsQxHB

Définition 14.21 (Ensemble mesurable).
Les éléments de A sont les ensembles mesurables pour la mesure µ.

Si la mesure est σ-finie, nous pouvons choisir le recouvrement croissant pour l’inclusion. En effet
si pEnqnPN est le recouvrement, il suffit de considérer Fn “ Ť

kďnEk. Ces ensembles Fn forment
tout autant un recouvrement dénombrable, mais ils vont évidemment croissants.

Le lemme suivant complète la propriété 14.18(2) lorsque les ensembles ne sont pas disjoints.
LemPMprYuC

Lemme 14.22 (Unions et différences ensemblistes dans un espace mesurable).
Soit un espace mesuré pΩ,F , µq.

ITEMooSUIRooNDVOoB

(1) Soient A,B P F avec A Ă B. Alors

µpBzAq “ µpBq ´ µpAq (14.30)
ITEMooLEGKooWnYmlf

(2) Si A,B P F avec A Ă B, alors
µpAq ď µpBq. (14.31)

ITEMooMCNBooRGVGqA

(3) Si A,B P F avec A Ă B, et si µpBq ă 8, alors µpAq ă 8.
ITEMooABPYooFQEzqE

(4) Si pMnq est une suite d’éléments de F pas spécialement disjoints, alors

µ
`ď

k

Mk

˘ ď
ÿ

k

µpMkq. (14.32)EqWWFooYPCTtEqWWFooYPCTt

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Nous décomposons B “ A Y pBzAq en remarquant que l’union est disjointe et

que BzA P F par le lemme 14.3. La propriété (2) de la définition de mesure nous donne alors

µpBq “ µ
`pBzAq YA˘ “ µpBzAq ` µpAq (14.33)

et donc
µpBq “ µpBzAq ` µpAq (14.34)EQooTWCWooGGORjZEQooTWCWooGGORjZ

comme demandé.
(2) Pour (2) Il s’agit de reprendre (14.34) :

µpAq “ µpBq ´ µpBzAq ď µpBq. (14.35)EQooXGVQooRucvoFEQooXGVQooRucvoF

6. L’ensemble N est dénombrable par 1.128 et N2 l’est pas 1.131.
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(3) Pour (3) Il s’agit de continuer (14.35) :

µpAq ď µpBq ă 8. (14.36)

(4) Pour (4) Nous considérons la suite disjointe
"
M 1

0 “ H (14.37a)
M 1
k “MkzM 1

k´1. (14.37b)

Nous avons
Ť
kM

1
k “

Ť
kMk. Nous avons alors le calcul suivant :

µ
`ď

k

Mk

˘ “ µ
`ď

k

M 1
k

˘ “
ÿ

k

µpM 1
kq “

ÿ

k

µpMkzM 1
k´1q ď

ÿ

k

µpMkq. (14.38)

La dernière inégalité utilise le point (2).

LemAZGByEs

Lemme 14.23 ([1]).
Résultats sur les unions croissantes d’ensembles mesurables dans pS,A, µq.

ItemJWUooRXNPci

(1) Si pAkq est une suite croissante d’ensembles µ-mesurables dont l’union est mesurable, alors

lim
nÑ8µpAkq “ µp

ď

k

Akq. (14.39)

ItemJWUooRXNPcii

(2) Soit Kn, une suite emboîtée d’éléments de A tels que Kn Ñ S. Si A P A alors

lim
nÑ8µpAXKnq “ µpAq. (14.40)

Démonstration. Pour prouver (1), nous faisons le coup de l’union télescopique, en posant A0 “ H :
8ď

k“1
Ak “

8ď

k“1
pAkzAk´1q. (14.41)

Les ensembles AkzAk´1 sont deux à deux disjoints, donc la propriété (2) de la définition d’une
mesure donne

µp
8ď

k“1
Akq “ µ

˜ 8ď

k“1
pAkzAk´1q

¸
(14.42a)

“
8ÿ

k“1
µpAkzAk´1q (14.42b)

“
8ÿ

k“1

`
µpAkq ´ µpAk´1q

˘
(14.42c)subEqMDRRorbsubEqMDRRorb

“ lim
kÑ8µpAkq ´ µpA0q (14.42d)

“ lim
kÑ8µpAkq. (14.42e)

où pour obtenir 14.42c, nous avons utilisé le lemme 14.22.
Le point (2) est une application du point (1).

Exemple 14.24.
L’intégration « à la Riemann » n’est pas dans la théorie des espaces mesurés. En effet l’ensemble

A “ tA Ă r0, 1s tel que 1A est intégrable au sens de Riemannu (14.43)

n’est pas une tribu. Par exemple les singletons en font partie tandis que r0, 1s XQ n’en fait pas
partie bien que ce soit une union dénombrable de singletons. △
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Définition 14.25.
Si µ est une mesure nous disons qu’une propriété est vraie µ-presque partout si elle est fausse
seulement sur un ensemble de mesure nulle.

Par exemple la fonction de Dirichlet est presque partout égale à la fonction 1 (pour la mesure
de Lebesgue).

Définition 14.26 (fonction mesurable).
Une application entre espace mesurés

f : pΩ,Aq Ñ pΩ1,A1q (14.44)

est mesurable si pour tout B P A1, l’ensemble f´1pBq est dans A.

LemIDITgAy

Lemme 14.27.
Une union dénombrable de parties de mesure nulle est de mesure nulle.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 14.22(4) : si les Ai sont de mesure nulle,

µ

˜ 8ď

i“1
Ai

¸
ď

8ÿ

i“1
µpAiq “ 0 (14.45)

Définition 14.28.
Si pAnq est une suite croissante d’ensembles alors la limite est

lim
n
An “

8ď

i“0
Ai. (14.46)

Si la suite est décroissante alors la limite est

lim
n
An “

8č

i“0
Ai. (14.47)

Pour une suite ni croissante ni décroissante d’ensembles, il y a la notion de limite inductive 7

qui sera un peu traitée à la section 47.2.
PropAFNPSsm

Proposition 14.29 ([431]).
Soient µ une mesure sur Ω et pSnq une suite croissante d’ensembles µ-mesurables de Ω. Nous
notons

S “ lim
n
Sn. (14.48)

Alors pour tout ensemble mesurable 8 A Ă Ω nous avons

µpAX Sq “ lim
nÑ8µpAX Snq. (14.49)

Démonstration. L’inégalité limµpA X Snq ď µpA X Sq est simple à prouver. En effet pour tout n
nous avons AX Sn Ă AX S et donc par le lemme 14.22 nous avons

µpAX Snq ď µpAX Sq. (14.50)

En passant à la limite (qui respecte les inégalités) nous avons l’inégalité.
Nous passons à l’inégalité dans l’autre sens.

7. direct limit en anglais.
8. Définition 14.21
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(1) Si 8 D’abord si µpAX Snq “ 8 pour un certain n, alors cela vaut encore 8 pour tous les
n suivants, et la limite est 8 sans problème. Donc nous supposons que µpAX Snq ă 8 pour
tout n P N.

(2) Une petite hypothèse en plus Quitte à renommer les indices, nous supposons que S0 “
H.

(3) S comme union de différences Nous montrons à présent que S “ Ť
npSn`1zSnq. Soit

x P S. Il existe n ě 0 tel que x P Sn. Et vu que S0 “ H, il existe même un n ě 0 tel que
x R Sn et x P Sn`1. Autrement dit, pour tout x P S, il existe n ě 0 tel que x P Sn`1zSn.
Nous avons donc bien

S “
8ď

n“0

`
Sn`1zSn

˘
(14.51)

Comme annoncé.
(4) Un bon petit calcul Par conséquent

AX S “ AX
8ď

n“0
pSn`1zSnq “

8ď

n“0
AX pSn`1zSnq (14.52)

Étant donné que les ensembles AX pSn`1zSnq sont disjoints,

µpAX Sq “
8ÿ

n“0
µ
`
AX pSn`1zSnq

˘
(14.53a)

“
8ÿ

n“0
µ
´
pAX Sn`1qzpAX Snq

¯
(14.53b)

“
8ÿ

n“0

`
µpAX Sn`1q ´ µpAX Snq

˘
(14.53c)

“ lim
nÑ8µpAX Sn`1q ´ µpAX S0qloooomoooon

“0

(14.53d)subeqLTvmTjOsubeqLTvmTjO

“ lim
nÑ8µpAX Snq. (14.53e)

Dans ce calcul nous avons utilisé plusieurs fois le fait que les Sn et A étaient mesurables (et
la propriété de tribu qui dit que AX Sn est également mesurable) ainsi que le lemme 14.22.
Nous avons aussi utilisé la série télescopique dans R pour obtenir (14.53d).

DefRECXooWwYgej

Définition 14.30 (λ-système[432]).
Soit E un ensemble. Un ensemble D de parties de E est un λ-système lorsqu’il vérifie les condi-
tions suivantes :

(1) si A,B P D avec A Ă B alors BzA P D,
(2) si pAkqkě1 est une suite croissante d’éléments de D alors

Ť
k Ak P D.

Note : une tribu est un λ-système.

Lemme 14.31 ([432]).
Une intersection quelconque de λ-systèmes dans E est un λ-système dans E.

Démonstration. Soient tDlulPL des λ-systèmes indicés par un ensemble L. Si A,B P ŞlPL Dl alors
BzA P Dl pour tout l P L et donc BzA P ŞlPL Dl. De la même façon si pAkq est une suite croissante
dans

Ş
lPL Dl alors pour tout l P L nous avons

Ť
k Ak P Dl. Donc

Ť
k Ak P

Ş
l Dl.

Ce lemme est ce qui permet de définir le λ-système engendré par une classe A de parties de
E : c’est l’intersection de tous les λ-systèmes de E contenant A.
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LemLUmopaZ

Lemme 14.32 ([432]).
Soit C une classe de parties de E (contenant E lui-même) qui soit stable par intersection finie.
Alors le λ-système engendré par C coïncide avec la tribu engendrée par C.

Démonstration. Nous notons E le λ-système engendré par C et F la tribu engendrée par C. Étant
donné que F est un λ-système nous avons E Ă F . Pour montrer l’inclusion inverse nous allons
prouver que E est une tribu.

D’abord pour C P C nous posons

GC “ tA Ă E tel que AX C P Eu. (14.54)

et pour F P E ,
HF “ tA P E tel que AX F P Eu. (14.55)

Nous allons montrer que GC et HF sont des λ-systèmes et que GC “ HF “ E .
Nous commençons par GC . Si A,B P GC avec A Ă B alors

pBzAq X C “ pB X Cqlooomooon
PE

z pAX Cqlooomooon
PE

. (14.56)

Puisque E est un λ-système et que pA X Cq Ă pB X Cq, nous avons bien pBzAq X C P E et donc
BzA P GC . Soit maintenant pAkq une suite croissante dans GC . Nous avons

` 8ď

k“1
Ak

˘X C “
8ď

k“1
pAk X Cq (14.57)

qui est une union d’une suite croissante d’éléments de E . Donc
Ť8
k“1pAk X Cq P E , ce qui signifie

que
Ť8
k“1Ak P GC . Cela termine la preuve du fait que GC soit un λ-système.

Étant donné que C est stable par intersection finie, si K P C nous avons C X K P C, ce qui
signifie que K P GC . Nous avons donc C Ă GC . Donc GC est un λ-système vérifiant C Ă GC Ă E .
Mais comme E est le plus petit λ-système contenant C nous avons en fait GC “ E .

Nous montrons à présent que HF est un λ-système. Si A,B P HF avec A Ă B alors pBzAqXF “
pBXF qzpAXF q. Comme E est un λ-système et que AXF et BXF sont dans E avec AXF Ă BXF ,
nous avons

pB X F qzpAX F q P HF . (14.58)
Soit maintenant pAkqkě1 une suite croissante dans HF . Pour tout k nous avons AkXF P E , ce qui
donne

` 8č

k“1
Ak

˘X F “
8č

k“1
pAk X F q P E . (14.59)

Donc HF est un λ-système vérifiant C Ă HF Ă E . Nous en concluons que pour tout C P C et pour
tout F P E ,

GC “ HF “ E . (14.60)
Nous allons maintenant prouver que E est une tribu 9.

(1) Si F P E alors E X F “ F P E , ce qui signifie que E P HF “ E .
(2) Si A P E alors EzA P E parce que E est un λ-système et E P E . Donc AA P E .
(3) Montrons que E est stable par union finie en considérant A,B P E . Comme E est également

un élément de E nous avons

EzpAYBq “ pEzAq X pEzBq P E . (14.61)

Cela prouve que ApAYBq P E . Par complémentarité nous avons aussi AYB P E .
Soient Ak P E , et nommons Bp “ A1 Y . . . Y Ap. Les ensembles Bp forment une suite
croissante d’éléments de E . L’union est donc dans E et ce dernier est, au final, stable par
union dénombrable.

9. Définition 14.1.
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Maintenant que E est une tribu nous avons F Ă E parce que F est la plus petite tribu contenant
C. Nous en déduisons que E “ F , ce qu’il fallait démontrer.

Le théorème suivant permet de prouver que la mesure de Lebesgue est l’unique mesure possible
ayant les bonnes valeurs sur les intervalles (théorème 14.138).

ThoJDYlsXu

Théorème 14.33 (Unicité des mesures[432]).
Soient µ et ν, deux mesures sur pE,Aq et un ensemble E de parties de E telles que

(1) La tribu engendrée par E soit A.
(2) si A,B P E alors AXB P E
(3) il existe une suite croissante pEnq dans E telle que

(3a) E “ limEn,
(3b) µpEnq et νpEnq sont finis pour tout n.

Alors si les mesures µ et ν coïncident sur E, elles coïncident sur A en entier.

Démonstration. Soit pEnq une suite croissante dans E telle que E “ limEn.
(1) Des restrictions Nous considérons µn et νn, les restrictions de µ et ν à En, c’est-à-dire

µnpAq “ µpAX Enq (14.62a)
νnpAq “ νpAX Enq. (14.62b)

Puisque les En sont dans E Ă A, ils sont mesurables au sens de µ et ν. Par la proposi-
tion 14.29, pour tout A P E nous avons alors

lim
nÑ8µnpAq “ µpAq (14.63a)

lim
nÑ8 νnpAq “ νpAq (14.63b)

(2) Ce que nous devons prouver Nous devons donc seulement montrer que pour tout A P A
et pour tout n P N, µnpAq “ νnpAq. Pour cela nous nous fixons un n et nous considérons
l’ensemble de parties

D “ tA P A tel que µnpAq “ νnpAqu. (14.64)

Le but sera de prouver que D “ A.
(3) νn “ µn sur E Soit A P E . Vu que En P E , par hypothèse AX En P E et donc

µnpAq “ µpAX Enq (14.65a)
“ νpAX Enq (14.65b)SUBaEQooUJDPooOLSWmnSUBaEQooUJDPooOLSWmn

“ νnpAq. (14.65c)

Pour (14.65b), nous avons utilisé l’hypothèse comme quoi µ “ ν sur E .
(4) Encore d’autres parties Nous définissons E 1 “ E Y tEu. En particulier E 1 Ă D.
(5) µn “ νn sur E 1 Nous avons déjà vue l’égalité sur E . Il suffit de vérifier l’égalité sur E. Vu

que E X En “ En P E , nous avons

µnpEq “ µpE X Enq “ µpEnq “ νpEnq “ νpEn X Eq “ νnpEq. (14.66)

(6) D est un λ-système Montrons que D est un λ-système. Soient A,B P D avec A Ă B.
Alors, étant donné que les mesures µn et νn sont finies, le lemme 14.22 nous donne

µnpBzAq “ µnpBq ´ µnpAq (14.67a)
νnpBzAq “ νnpBq ´ νnpAq. (14.67b)
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Donc µnpBzAq “ νnpBzAq et BzA P D.
Soit par ailleurs une suite croissante pAkqkě1 d’éléments de D. Le lemme 14.23(1) nous donne

µnp
8ď

k“1
Akq “ lim

pÑ8µnpApq. (14.68)

Mais puisque pour chaque p nous avons µnpApq “ νnpApq, nous avons aussi

µnp
8ď

p“1
Apq “ νnp

8ď

p“1
Apq. (14.69)

Donc D est bel et bien un λ-système contenant E 1.
(7) Conclusion Par le lemme 14.32, le λ-système engendré par E 1 est égal à la tribu engendrée

par E 1, mais par hypothèse la tribu engendrée par E est A, donc le λ-système engendré par
E 1 est A. Comme D est un λ-système contenant E 1, nous avons alors A Ă D et donc A “ D,
ce qu’il fallait.

ExDMPoohtNAj

Exemple 14.34.
La partie E des intervalles de R de la forme sa, br engendre les boréliens par la proposition 7.133.
Par conséquent pour vérifier que deux mesures sont égales sur les boréliens de R, il suffit de prouver
qu’elles sont égales sur les intervalles ouverts. △

14.2.6 Mesure extérieure

Nous avons déjà défini la notion de mesure extérieure en la définition 14.10.
LemULSooBgZLI

Lemme 14.35 ([426]).
Soit pS,F , µq un espace mesuré et X Ă S. Alors

inf
APF
XPA

µpAq “ inf
#ÿ

n

µpAnq tel que An P F , X Ă
ď

k

Ak

+
. (14.70)

Démonstration. Pour montrer l’inégalité ě, nous remarquons qu’il y a plus d’éléments dans l’en-
semble du second membre que dans le premier. En effet si A P F avec X Ă A alors dans le membre
de gauche nous pouvons prendre A1 “ A et Aně1 “ H.

Pour l’inégalité dans l’autre sens, nous montrons que tout élément de
#ÿ

n

µpAnq tel que An P F , X Ă
ď

k

Ak

+
(14.71)EqZRAooBCPFkEqZRAooBCPFk

est plus grand qu’un élément de

tµpAq tel que A P F , X Ă Au. (14.72)EqYNMooNvCtSEqYNMooNvCtS

En effet si An P F avec X Ă Ť
k Ak alors en posant A “ Ť

k Ak nous avons A P F avec X Ă A
ainsi que µpAq ď ř

n µpAnq. Cela prouve que l’élément
ř
n µpAnq de (14.71) est plus grand que

l’élément µpAq de (14.72).

14.36.
La proposition 14.37 pourrait être vue comme un cas particulier de la proposition 14.17 en uti-
lisant 14.35. Nous en donnons cependant une preuve directe, qui est presque identique à celle
de 14.17, mais avec une ou deux simplifications.
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PropFDUooVxJaJ

Proposition 14.37 ([426]).
Soit un espace mesuré pS,F , µq et l’application

µ˚ : PpSq Ñ r0,8s
X ÞÑ inftµpAq tel que A P F , X Ă Au. (14.73)

Alors µ˚ est une mesure extérieure sur S et sa restriction à F est égale à µ.

Démonstration. Notons que la définition est bonne parce que l’ensemble sur lequel l’infimum est
pris n’est pas vide : considérer A “ S.

(1) Le vide D’abord µ˚pHq “ 0 parce que H P F .
(2) µ˚ est croissante Soit X Ă Y dans PpSq. Si Y Ă A alors X Ă A, donc

inftµpAq tel que A P F , X Ă Au ď inftµpAq tel que A P F , Y Ă Au, (14.74)

ce qui signifie que µ˚pXq ď µ˚pY q.
(3) Inégalité par union dénombrable Soit pXnqnPN une suite de parties de S. Si il existe

n0 tel que µ˚pXn0q “ 8 alors nous avons automatiquement
ř
n µ

˚pXnq “ 8 et l’inégalité
demandée est évidente parce que n’importe quel nombre est plus petit ou égal à 8. Nous
supposons donc que µ˚pXnq ă 8 pour tout n.
Soit ϵ ą 0 et par définition pour chaque n, il existe un An P F tel que Xn Ă An et
µpAnq ď µ˚pXnq ` ϵ

2n . Bien entendu nous avons
ď

n

Xn Ă
ď

n

An P F . (14.75)

Nous en déduisons que
µ˚`ď

n

Xn

˘ ď µ
`ď

n

An
˘
. (14.76)

Mais pS,F , µq étant un espace mesuré,

µ
`ď

n

An
˘ ď

ÿ

n

µpAnq. (14.77)

Au final nous avons les inégalités

µ˚`ď

n

Xn

˘ ď µ
`ď

n

An
˘

(14.78a)

ď
ÿ

n

µpAnq (14.78b)

ď
ÿ

n

µ˚pXnq ` ϵ
ÿ

n

1
2nloomoon

“1

(14.78c)

“
ÿ

n

µ˚pXnq ` ϵ. (14.78d)

Ceci étant vrai pour tout ϵ,
µ˚`ď

n

Xn

˘ ď
ÿ

n

µ˚pXnq, (14.79)

ce qui prouve que µ˚ est une mesure extérieure.
(4) Restriction Supposons que X P F . Alors si X Ă A nous avons µpXq ď µpAq ; mais en

même temps, µpXq est dans l’infimum qui définit µ˚pXq donc

µ˚pXq ď µpXq ď inftµpAq tel que A P F , X Ă Au ď µpXq ď µ˚pXq. (14.80)

Donc nous avons égalité de tous les éléments de cette chaine d’inégalité.
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DefTRBoorvnUY

Définition 14.38.
Soit S un ensemble et m˚ une mesure extérieure sur S. Une partie A Ă S est m˚-mesurable si
pour tout X Ă S,

m˚pXq “ m˚pX XAq `m˚pX XAcq. (14.81)

Remarque 14.39.
L’inégalité

m˚pXq ď m˚pX XAq `m˚pX XAcq (14.82)

étant toujours vraie, pour prouver qu’un ensemble est m˚-mesurable, il est suffisant de prouver
l’inégalité inverse :

m˚pXq ě m˚pX XAq `m˚pX XAcq (14.83)

La définition 14.38 est motivée par la proposition suivante.
PropOJFoozSKAE

Proposition 14.40.
Soit un espace mesuré pS,F , µq et µ˚ la mesure extérieure qui va avec. Alors tous les éléments de
F sont µ˚-mesurables.

En d’autres termes, pour tout A P F et tout X Ă S nous avons

µ˚pXq “ µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (14.84)

Démonstration. Puisque X “ pX XAq Y pX XAcq, et que µ˚ est une mesure extérieure,

µ˚pXq ď µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (14.85)

Nous devons montrer l’inégalité inverse.
Soit B P F tel que X Ă B. D’une part nous avons X XA Ă B XA P F , donc

µ˚pX XAq ď µ˚pB XAq “ µpB XAq. (14.86)

Et d’autre part, X XAc Ă B XAc P F , donc

µ˚pX XAcq ď µpB XAcq. (14.87)

En rassemblant,

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µpB XAq ` µpB XAcq “ µpBq. (14.88)EqLSMooTyHLBEqLSMooTyHLB

La dernière égalité vient du fait que B X A et B X Ac sont disjoints et que µ est une mesure.
L’inégalité (14.88) étant vraie pour tout B P F tel que X Ă B, elle est encore vraie pour l’infimum :

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď inftµpBq tel que B P F , X Ă Bu “ µ˚pXq. (14.89)

Nous avons donc prouvé que

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µ˚pXq. (14.90)

Remarque 14.41.
Notons la duplicité du vocabulaire. Les ensembles µ-mesurables sont les éléments de F , qui sont
à priori les seuls sur lesquels µ est calculable 10, alors que les µ˚-mesurables sont les parties de S
qui vérifient une certaine propriété (et µ˚ est calculable sur toutes les parties de S).

10. « calculable » au sens où µ y vaut un nombre bien défini ; après, que ce soit facile ou pas à calculer dans la
pratique, c’est une autre histoire.
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14.3 Applications mesurables

14.3.1 Propriétés
DefQKjDSeC

Définition 14.42 (Fonction mesurable).
Soient pE,Aq et pF,Fq deux espaces mesurés. Une fonction f : E Ñ F est mesurable si pour tout
O P F , l’ensemble f´1pOq est dans A.

PROPooEFHKooARJBwW

Proposition 14.43.
Soient pSi,Fiq (i “ 1, 2, 3) des espaces mesurables et des fonctions mesurables f : S1 Ñ S2 et
g : S2 Ñ S3. Alors la fonction g ˝ f : S1 Ñ S3 est mesurable.

Démonstration. Soit B P F3. Alors

pg ˝ fq´1pBq “ f´1`g´1pBq˘ P f´1pF2q Ă F1. (14.91)

14.3.2 D’une tribu à l’autre
LemooVDXJooZNYelH

Lemme 14.44 ([423]).
Soit une application f : S1 Ñ S2 et une tribu F2 sur S2. Alors f´1pF2q est une tribu sur S1

Démonstration. Il faut prouver les trois propriétés de la définition 14.1 d’une tribu.
(1) D’abord f est définie sur tout S1, donc f´1pS2q “ S1 alors que S2 P F2.
(2) Soit A P f´1pF2q, c’est-à-dire A “ f´1pBq pour un certain B P F2. En ce qui concerne le

complémentaire :

Ac “ f´1pBqc “ S1zf´1pBq “ f´1pS2zBq “ f´1pBcq. (14.92)

(3) Si pAiqiPN sont des éléments de f´1pF2q avec Ai “ f´1pBiq alors
ď

i

Ai “
ď

i

f´1pBiq “ f´1`ď

i

Bi
˘
. (14.93)

Ce qui est dans la dernière parenthèse est dans F2 parce que cette dernière est une tribu.

Le lemme suivant est également nommé « lemme de transfert ».
LemOQTBooWGYuDU

Lemme 14.45 (Lemme de transport).
Soit f : S1 Ñ S2 une application et une classe C de parties de S2. Alors

σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘. (14.94)

Démonstration. Puisque σpCq est une tribu dans S2 alors le lemme 7.6 dit que f´1`σpCq˘ est une
tribu qui contient en particulier f´1pCq. Nous en déduisons que σ

`
f´1pCq˘ Ă f´1`σpCq˘.

Réciproquement. Dans S1 nous avons la tribu σ
`
f´1pCq˘. Nous pouvons alors considérer la

tribu
Ff “ tB Ă S2 tel que f´1pBq P σ`f´1pCq˘u. (14.95)

Montrons que C Ă Ff . Lorsque B P C nous avons f´1pBq P f´1pCq Ă σ
`
f´1pCq˘. Du coup B P Ff .

Nous avons alors, en passant aux tribus engendrées :

σpCq Ă σpFf q “ Ff . (14.96)

Si maintenant B P σpCq, nous avons f´1pBq P σ`f´1pCq˘, ce qui signifie que

f´1`σpCq˘ Ă σ
`
f´1pCq˘. (14.97)
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Le théorème suivant est important pour prouver qu’une application est mesurable. En effet, il
permet de ne tester si une application n’est mesurable uniquement que sur une partie génératrice
de la tribu d’arrivée 11.

ThoECVAooDUxZrE

Théorème 14.46.
Soient des espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi qu’une application f : S1 Ñ S2. Si il existe
un ensemble de parties C de S2 tel que

— σpCq “ F2

— f´1pBq P F1 pour tout B P C
alors f est mesurable.

Démonstration. Par hypothèse, σpCq “ F2 et f´1pCq Ă F1 et nous pouvons utiliser le lemme de
transfert 14.45 :

σ
`
f´1pCq˘ “ f´1`σpCq˘ (14.98)

qui s’écrit ici
σ
`
f´1pCq˘ “ f´1pF2q. (14.99)

Mais comme f´1pCq Ă F1, nous avons aussi σ
`
f´1pCq˘ Ă F1, ce qui signifie que

f´1pF2q Ă F1. (14.100)

Cela est exactement le fait que f soit mesurable.

14.4 Tribu borélienne

14.4.0.1 Définition
DEFooQBQGooTqGdtY

Définition 14.47 (Tribu borélienne).
La tribu des boréliens, notée BorpRdq est la tribu engendrée par les ouverts de Rd. Plus généra-
lement si Y est un espace topologique, la tribu des boréliens est la tribu engendrée par les ouverts
de Y .

PROPooYEkvbWBz

Proposition 14.48.
La tribu engendrée par une base dénombrable de la topologie est celle des boréliens.

Démonstration. Si une base de topologie est donnée, tout ouvert peut être écrit comme union
d’élément de la base, proposition 7.2. Dans le cas d’une base dénombrable, cette union sera forcé-
ment dénombrable. Une tribu étant stable par union dénombrable, tout ouvert est dans la tribu
engendrée par la base de topologie. Les autres boréliens suivent automatiquement.

Dit avec plus de lettres et moins de phrases, si D est une base dénombrable de la topologie de
X, et si O est un ouvert de X, nous avons O “ Ť8

i“1Ai avec Ai P D. Puisqu’une tribu est stable
par union dénombrable 12, nous avons O P σpDq. En conséquence, BorpXq Ă σpDq.

Mais comme D Ă BorpXq l’inclusion inverse est automatique. D’où l’égalité BorpXq “ σpDq.

14.4.0.2 Les boréliens de R

Nous rappelons que la topologie de R est celle des boules donnée par le théorème 7.112. Nous
rappelons (voir la proposition 7.133 et sa preuve) que les boules ouvertes de la forme Bpq, rq avec
q, r P Q forment une base dénombrable de la topologie de R.

11. Typiquement les ouverts pour les boréliens.
12. Définition 14.1(3)
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LemZXnAbtl

Lemme 14.49.
Soit tqiu une énumération des rationnels. La tribu engendrée par les ouverts σi “ sqi,8r est la
tribu des boréliens.

Démonstration. Si a ă b dans Q alors σazσb “ sa, bs. Ensuite
ď

nPN˚

σazσb´ 1
n
“

ď

nPN˚

sa, b´ 1
n
s “ sa, br. (14.101)

Par union dénombrable, tous les intervalles sa, br avec a, b P Q sont dans la tribu engendrée par
les σi. Ces boules ouvertes forment une base de la topologie de R par la proposition 7.133 et la
proposition 14.48 conclut.

Exemple 14.50.
Les singletons sont des boréliens de R parce que

txu “
´
s´8, xr Y sx,`8r

¯c
. (14.102)

Puisqu’une tribu est stable par union dénombrable, l’ensemble Q est un borélien de R. Et
comme les tribus sont stables par différence ensembliste (14.3(2)), l’ensemble des irrationnels est
un borélien de R. △

14.4.0.3 Diverses expressions
LEMooUPYDooPVjscA

Lemme 14.51.
Soient un espace topologique X et un borélien B de X. Nous considérons sur B la topologie in-
duite 13 de X et les boréliens BorpBq correspondants. Nous avons :

BorpBq “ tA P BorpXq tel que A Ă Bu “ tB XA tel que A P BorpXqu. (14.103)

En particulier,
BorpBq “ BorpXqB. (14.104)EQooEUWVooCBUimsEQooEUWVooCBUims

Démonstration. L’égalité

tA P BorpXq tel que A Ă Bu “ tB XA tel que A P BorpXqu (14.105)

est déjà dans la proposition 14.9.
Nous démontrons maintenant que

BorpBq “ tAXB tel que A P BorpXqu. (14.106)

Pour ce faire, nous nous rappelons du lemme de transport 14.45. Soit l’injection canonique f : B Ñ
X ; pour tout A Ă X nous avons f´1pAq “ AXB.

Nous considérons la classe T des ouverts de X. Par définition de la topologie induite, les ouverts
de B sont les éléments de f´1pT q. Donc

σ
`
f´1pT q˘ “ BorpBq. (14.107)

Mais d’autre part,
f´1`σpT q˘ “ tAXB tel que A P BorpXqu. (14.108)

Donc le lemme de transport 14.45 nous dit que

BorpBq “ σ
`
f´1pT q˘ “ f´1`σpT q˘ “ tAXB tel que A P BorpXqu. (14.109)

Pour finir, l’égalité (14.104) se démontre :

BorpXqB “ tB XA tel que A P BorpXqu “ BorpBq. (14.110)

13. Définition 7.25.
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14.4.1 Applications continues et boréliennes
DefHHIBooNrpQjs

Définition 14.52 (Fonction borélienne).
Une application f : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq 14 est borélienne si elle est mesurable, c’est-à-dire si
pour tout B P BorpRdq nous avons f´1pBq P A.

Si rien n’est précisé, une application entre deux espaces topologiques est borélienne lorsqu’elle
est mesurable en considérant la tribu borélienne sur les deux espaces.

Si A est une tribu sur un ensemble E, nous notons mpAq l’ensemble des fonctions qui sont
A-mesurables.

Le plus souvent lorsque nous parlerons de fonctions f : X Ñ Y où Y est un espace topolo-
gique, nous considérons la tribu borélienne sur Y . Ce sera en particulier le cas dans la théorie de
l’intégration.

Le théorème suivant est très important parce qu’en pratique c’est souvent lui, en conjonction
avec la proposition 14.122 qui permet de déduire qu’une fonction est borélienne.

ThoJDOKooKaaiJh

Théorème 14.53 ([423]).
Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors toute application continue f : X Ñ Y est boré-
lienne 15.

Démonstration. Pour vérifier que f est borélienne, nous devons prouver que f´1pBq est borélien
pour tout borélien B de Y . Heureusement, le théorème 14.46 nous permet de limiter la vérification
aux B appartenant à une classe engendrant les boréliens de Y .

La classe en question est toute trouvée : ce sont les ouverts. Si O est un ouvert de Y alors
f´1pOq est un ouvert de X et donc un borélien de X.

Le théorème suivant donne une importante compatibilité entre l’induction de tribu et l’induc-
tion de topologie : la tribu induite à partir des boréliens sur un sous-espace topologique est la tribu
des boréliens pour la topologie induite.

ThoSVTHooChgvYa

Théorème 14.54 ([423]).
Soit X, un espace topologique et Y Ă X une partie munie de la topologie induite. Alors

BorpY q “ BorpXqY (14.111)

où BorpXqY est la tribu sur Y induite de BorpXq par la définition 14.8.

Démonstration. Nous notons τX et τY les topologies de X et Y .

(1) BorpY q Ă BorpXqY Si A P τY alors A “ Y X Ω pour un Ω P τX . Mais puisque Ω est un
ouvert de X, il est un borélien de X, ce qui donne que Y X Ω est un élément de BorpXqY .
Cela prouve que τY Ă BorpXqY , c’est-à-dire que BorpXqY est une tribu sur Y contenant les
ouverts de Y . Nous avons donc

BorpXq Ă BorpXqY . (14.112)

(2) Réciproquement L’application Id : pY, τY q Ñ pX, τXq est continue parce que si Ω est
ouvert de X alors Id´1pΩq “ Ω X Y P τY . Par conséquent l’identité est une application
borélienne (théorème 14.53), ce qui signifie que Id´1 `BorpXq˘ Ă BorpY q, ou encore que si
B P BorpXq, alors Id´1pBq “ B X Y P BorpY q. Cela signifie que

BorpXqY Ă BorpY q. (14.113)

14. Tribu des boréliens, définition 14.47.
15. Définition 14.52.
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CorooMJQYooFfwoTd

Corolaire 14.55.
Si U est un borélien de l’espace topologique X, alors les boréliens de U sont les boréliens de X
inclus dans U :

BorpUq “ tB P BorpXq tel que B Ă Uu. (14.114)

Démonstration. Si B1 P BorpUq, le théorème 14.54 donne un borélien B P BorpXq tel que B1 “
B X U . Mais U étant borélien de X, l’intersection B X U est encore un borélien de X.

Ce corolaire s’applique en particulier lorsque U est un ouvert.
La proposition suivante montre comment il est possible de construire un espace mesuré à partir

d’une bijection avec un espace mesuré déjà connu. Attention cependant : la mesure construite dans
cette proposition n’est pas celle qui est le plus adapté. Voir la proposition 14.294 et le blabla 14.295.

PROPooXQHTooUxJoyq

Proposition 14.56.
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, un ensemble Ω1 et une bijection φ : Ω Ñ Ω1. Nous posons

(1) A1 “ φpAq,
(2) µ1pBq “ µ

`
φ´1pBq˘ pour tout B P A1.

Alors pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.

Démonstration. En plusieurs points.

(1) A1 est une tribu Il faut vérifier les différents points de la définition 14.1. D’abord, puisque
Ω P A, nous avons Ω1 “ φpΩq P A1. Pour le complémentaire, si B P A1 alors B “ φpAq pour
un certain A P A. Comme A est une tribu nous avons alors ΩzA P A et donc φpΩzAq P A1.
Mais comme φ est bijective,

φpΩzAq “ Ω1zφpAq “ Ω1zB. (14.115)

Le complémentaire de B est donc bien dans A1. Pour la troisième condition, soient Bi P A1.
Pour chaque i, il existe Ai P A tel que Bi “ φpAiq. Nous avons

Ť
iAi P A, donc

ď

i

Bi “
ď

i

φpAiq “ φ
`ď

i

Ai
˘ P A1. (14.116)

Nous avons fini de prouver que pΩ1,A1q était un espace mesurable.
(2) µ1 est une mesure positive D’abord µ1pHq “ µ

`
φ´1pHq˘ “ µpHq “ 0. Ensuite si les Ai

sont disjoints dans A1 nous avons

µ1` 8ď

i“0
Ai

˘ “ µ

˜
φ´1` 8ď

i“0
Ai

˘
¸
“ µ

˜ď

i

φ´1pAiq
¸
“

8ÿ

i“0
µ
`
φ´1pAiq

˘ “
ÿ

i

µ1pAiq. (14.117)

PROPooIKYYooCFaDaI

Proposition 14.57.
Soit une bijection continue d’inverse continue φ : Ω Ñ Ω1. Alors

φ
`
BorpΩq˘ “ BorpΩ1q. (14.118)

Démonstration. Si A P BorpΩ1q, alors A “ φ
`
φ´1pAq˘ P φ`BorpΩq˘ parce que φ est continue et

donc borélienne (proposition 14.53). Le même raisonnement fonctionne dans l’autre sens parce que
nous avons supposé que φ est continue et d’inverse continu.
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14.4.2 Tribu de Baire

Définition 14.58.
Une partie d’un espace topologique est rare si elle est contenue dans un fermé d’intérieur vide.

Une partie est maigre si elle est réunion finie ou dénombrable de parties rares.

Exemple 14.59.
L’ensemble Q dans R est maigre mais n’est pas rare parce que Q̄ “ R. △

PROPooCHTWooZFiSMf

Proposition 14.60 ([424]).
Soit X un espace topologique. L’ensemble de parties 16

BapXq “ tB YA avec B borélien et A maigreu (14.119)

est une tribu. Elle est appelée la tribu de Baire de l’espace X.

Démonstration. Nous allons montrer que les boréliens et les maigres vérifient les conditions de la
proposition 14.7.

(1) Si A est maigre, il s’écrit comme A “ Ť
iPNRi où les Ri sont rares. Il existe donc des

fermés d’intérieur vide Fi tels que Ri Ă Fi ; en particulier A Ă Ť
i Fi. En tant que fermés,

Fi P BorpXq ; de plus chaque Fi est rare, donc
Ť
i Fi est maigre. L’ensemble A est donc bien

contenu dans un ensemble maigre et borélien.
(2) Soit A maigre et B Ă A. Nous avons, avec les mêmes notations, A “ Ť

iRi et B “ Ť
ipRiXBq.

Les ensembles RiXB sont encore rares, donc B est une union dénombrable d’ensembles rares.
L’ensemble B est donc maigre.

(3) Si les ensembles pAiq sont maigres, alors ils sont unions dénombrables de rares : Ai “ Ť
k R

piq
k .

Nous avons alors ď

i

Ai “
ď

pi,kqPN2

R
piq
k , (14.120)

et donc
Ť
iAi est encore une union dénombrable d’ensembles rares.

PropGRHootvAWq

Proposition 14.61 ([424]).
Une partie B de l’espace topologique X est dans la tribu de Baire de X si et seulement si il existe
un ouvert U tel que B∆U est maigre.

Démonstration. Nous définissons la relation d’équivalence 17 suivante sur PpXq : nous disons que
A „ B si et seulement si A∆B est maigre.

(1) Réflexive Nous avons A∆A “ H, donc A „ A.
(2) symétrique Nous avons A∆B “ B∆A, donc „ est symétrique.
(3) transitive Si A,B,C sont des parties de X alors nous avons toujours

A∆C Ă pAYB Y CqzpAXB X Cq “ pA∆Bq Y pB∆Cq. (14.121)

Donc si A „ B et B „ C alors A∆C est contenu dans une union de maigres et est donc
maigre.

(4) Autres propriétés de „ De plus la relation d’équivalence „ vérifie A „ B si et seulement
si Ac „ Bc, par le lemme 1.30(1).
Pour compléter les propriétés de „ mentionnons encore le fait que si F est fermé alors
F „ IntpF q. En effet F Y IntpF q “ F et F X IntpF q “ IntpF q, de telle sorte que F∆ IntpF q “
F z IntpF q. Cet ensemble est un fermé parce que son complémentaire est F c Y IntpF q qui est
une union d’ouverts. De plus F Ă IntpF q est d’intérieur vide, de telle sorte qu’il est rare et
donc maigre.

16. Pour rappel, la tribu borélienne est définie en 14.47.
17. Définition 1.31
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Pour la suite de la preuve nous posons

F “ tA Ă X tel que il existe un ouvert U avec U „ Au, (14.122)

et nous devons prouver que F “ BapXq.
(1) F Ă BapXq

Soit A P F et un ouvert U tel que U „ A. Alors nous posons M “ U∆A qui est maigre. En
vertu du lemme 1.30(2), nous avons

A “M∆U “ pM Y UqzpM X Uq, (14.123)

ce qui prouve que A est dans la tribu engendrée par les ouverts et les maigres, laquelle tribu
est contenue dans BapXq.

(2) BapXq Ă F
Nous allons montrer que F est une tribu contenant tous les ouverts et tous les maigres. Alors
en particulier F contiendra BapXq. Si U est ouvert, U „ U et donc U P F . Si M est maigre,
alors M „ H et donc M P F . Il reste à prouver que F est une tribu.
(2a) Vide et tout l’ensemble C’est facile : H et X sont dans F .
(2b) Comlémentaire Commençons par nous souvenir que F „ IntpF q dès que F est fermé.

Si A P F alors il existe un ouvert U tel que A „ U et donc aussi Ac „ U c. D’autre part
U c est fermé, donc U c „ IntpU cq, donc

Ac „ U c „ IntpU cq, (14.124)

ce qui implique que Ac P F .
(2c) Union dénombrable Soit An P F et Mn “ An∆Un avec Mn maigre et Un ouvert.

Nous allons prouver que ď

n

An „
ď

n

Un. (14.125)

Pour cela il faut remarquer que
´ď

n

An

¯
∆
´ď

n

Un

¯
Ă
ď

n

pAn∆Unq “
ď

n

Mn. (14.126)

Le terme le plus à droite est maigre, ce qui signifie que celui le plus à gauche est contenu
dans un maigre et donc est maigre lui-même.

Proposition 14.62.
Si B est un borélien de X, alors il existe un ouvert U et un maigre M tels que

(1) B∆U est maigre,
(2) M∆U “ B,
(3) B∆M est ouvert.

Démonstration. Puisque B est borélien, il est aussi dans la tribu de Baire et il existe par la
proposition 14.61 un ouvert U tel que M “ B∆U est maigre. En prenant ce U et ce M , les trois
conditions sont vérifiées parce que

M∆U “ pB∆Uq∆U “ B (14.127)

et
B∆M “M∆B “ pU∆Bq∆B “ U. (14.128)

Tout ceci par le lemme 1.30(2).
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14.5 Espace mesuré complet

14.5.1 Partie négligeable
DefAVDoomkuXi

Définition 14.63.
Soit un espace mesuré pX,A, µq. Une partie N de X est négligeable pour µ si il existe Y P A tel
que N Ă Y et µpY q “ 0.

LemVKNooOCOQw

Lemme 14.64.
L’ensemble des parties négligeables est stable par union dénombrable.

Démonstration. Si les ensembles Ni sont négligeables, alors pour chaque i nous avons Yi P A tel
que Ni Ă Yi et µpYiq “ 0. Alors bien entendu

Ť
iNi Ă Ť

i Yi et en utilisant (14.32),

µ
`ď

i

Yi
˘ ď

ÿ

i

µpYiq “ 0. (14.129)

DefBWAoomQZcI

Définition 14.65.
L’espace mesuré pX,F , µq est complet si tout ensemble µ-négligeable est dans F .

Notons que la proposition 14.7 s’applique si pX,F , µq est un espace mesuré et N est l’en-
semble des parties µ-négligeables. C’est ce qui permet de donner le théorème suivant, que nous
redémontrons de façon indépendante de la proposition 14.7.

thoCRMootPojn

Théorème 14.66 (Complétion d’espace mesuré[426, 433, 434]).
Soit un espace mesuré pX,F , µq et N l’ensemble des parties µ-négligeables de X.

(1) Les ensembles suivants sont égaux :

A “ tA Ă X tel que DB,C P F tel que B Ă A Ă C, µpCzBq “ 0u (14.130a)
B “ tB YN tel que B P F , N P N u (14.130b)EqFJIoorxZNUEqFJIoorxZNU

C “ tA Ă X tel que DB P F tel que A∆B P N u. (14.130c)

Ici A∆B est la différence symétrique de A et B, définition 1.29.
(2) L’ensemble F̂ “ A “ B “ C est une tribu.
(3) La définition

µ1 : B Ñ r0,8s
AYN ÞÑ µpAq (14.131)

est cohérente.
(4) L’application µ1 ainsi définie est une mesure sur pX,Aq.
(5) L’espace pX,A, µ1q est complet.
(6) La mesure µ1 prolonge µ.

thoCRMootPojnvii

(7) La mesure µ1 est minimale au sens où toute mesure complète prolongeant µ prolonge µ1.

Démonstration. Commençons par prouver que les trois ensembles A, B et C sont égaux.
(1) A Ă B. Soit A P A. Alors nous avons des ensembles B,C P F tels que B Ă A Ă C avec

µpCzBq “ 0. Alors nous avons aussi A “ B Y pCzBq, ce qui prouve que A P B.
(2) B Ă C. Soit A P B, c’est-à-dire que A “ B Y N avec B P F et N P N . Nous avons

évidemment AYB “ A et donc

A∆B “ pAYBqzpAXBq “ AzpAXBq “ pB YNqzpAXBq Ă N. (14.132)

Pour comprendre la dernière inclusion, si x appartient à A “ B YN sans être dans N alors
x P B et donc x P AXB. Par conséquent nous avons A∆B Ă N et donc A∆B P N .
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(3) C Ă A Soit donc A P C ; il existe B P F tel que A∆B P N ou encore, il existe D P F tel que
A∆B Ă D avec µpDq “ 0. Si nous posons B1 “ BXDc et C 1 “ BYD alors nous prétendons
avoir

B1 Ă A Ă C 1. (14.133)

Et nous le prouvons. En effet si x P B XDc alors en remarquant que B se divise en

B “ pB XAq Y `
B X pA∆Bq˘, (14.134)

et en nous souvenant que B X pA∆Bq Ă D, il vient que B XDc Ă B X A. Et en particulier
x P A. D’autre part

A Ă B Y pA∆Bq Ă B YD. (14.135)

Nous avons donc bien B1 Ă A Ă C 1. Par stabilité de la tribu F sous les intersections et
complémentaires, nous avons aussi B1, C 1 P F . De plus

C 1zB1 “ pB YDqzpB XDcq Ă D, (14.136)

et donc
µpC 1zB1q ď µpDq “ 0. (14.137)

Nous avons donc prouvé que A Ă B Ă C Ă A, et donc que A “ B “ C. Nous pouvons
maintenant noter A indifféremment les trois ensembles.

Nous prouvons à présent que A est une tribu.
(1) Tribu : le vide Pas de problème à H P A
(2) Tribu : complémentaire Soit A P A. Alors il existe B,C P F tels que B Ă A Ă C avec

µpCzBq “ 0. En passant au complémentaire,

Cc Ă Ac Ă Bc. (14.138)

Mais BczCc “ CzB, donc µpBczCcq “ 0.
(3) Tribu : union dénombrable Soit pAnq des éléments de A. Pour chaque n nous avons des

ensembles Bn, Cn P F tels queBn Ă An Ă Cn avec µpCnzBnq “ 0. En ce qui concerne les
unions nous avons ď

n

Bn Ă
ď

n

An Ă
ď

n

Cn, (14.139)

et `ď

n

Cn
˘z`

ď

n

Bn
˘ Ă

ď

n

pCnzBnq. (14.140)

Par conséquent, en utilisant (14.32),

µ

˜
`ď

n

Cn
˘z`

ď

n

Bn
˘
¸
ď µ

˜ď

n

pCnzBnq
¸
ď
ÿ

n

µpCnzBnq “ 0. (14.141)

Cela prouve que
Ť
nAn P A, et donc que A est une tribu.

(4) Définition cohérente Soient A,A1 P F et N,N 1 P N tels que A Y N “ A1 Y N 1. Nous
considérons Y, Y 1 P F tel que N Ă Y , N 1 Ă Y 1 et µpY q “ µpY 1q “ 0. En vertu de (14.32)
nous avons

µpAq ď µpAY Y q ď µpA1 Y Y Y Y 1q ď µpA1q ` µpY q ` µpY 1q “ µpA1q. (14.142)

En écrivant la même chose en échangeant les primes, nous prouvons également µpA1q ď µpAq.
Au final µpAq “ µpA1q, c’est-à-dire

µ1pAYNq “ µ1pA1 YN 1q. (14.143)

La définition de µ1 est donc cohérente.
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(5) µ1 est une mesure
Le fait que µ1 soit positive et que µ1pHq soit nul ne pose pas de problème. Il faut voir l’union
dénombrable disjointe. Si les ensembles Ai “ BiYNi sont disjoints, alors les Bi et le Ni sont
tous disjoints deux à deux. De plus l’ensemble

Ť
iNi est négligeable parce que nous avons

déjà vu que N était stable par union dénombrable (14.32). Donc

µ1
˜ď

i

Bi YNi

¸
“ µ1

´`ď

i

Bi
˘Y `ď

i

Ni

˘

looomooon
PN

¯
“ µ

`ď

i

Bi
˘ “

ÿ

u

µpBiq “
ÿ

i

µ1pBi YNiq.

(14.144)
(6) Espace complet Un ensemble µ1-négligeable est automatiquement µ-négligeable. En effet

si H est µ1-négligeable, il existe B P F et N P N tels que H Ă BYN avec µpBq “ 0. Comme
N est µ-négligeable, il existe Y P F tel que N Ă Y et µpY q “ 0. Donc H Ă B YN Ă B Y Y
avec µpB Y Y q “ 0.
Tous les ensembles µ-négligeables faisant partie de B, tous les ensembles µ1-négligeables font
partie de A.

(7) Prolongement La mesure µ1 prolonge µ. En effet si A P F alors A “ AYH P B et A est
µ1-mesurable. De plus µ1pAq “ µ1pAYHq “ µpAq.

(8) Minimalité
Soit un espace mesuré complet pX,M, νq prolongeant pX,F , µq. Pour A P A nous devons
prouver que A P M et que µ1pAq “ νpAq. Il existe B P F et N P N tels que A “ B Y N .
Puisque N est µ-négligeable, il est également ν-négligeable et donc ν-mesurable parce que ν
est complète : A P M. Nous avons le calcul

νpBq ď νpB YNq ď νpBq ` νpNq “ νpBq. (14.145)

Vu que le premier et dernier termes de ces inégalités sont égaux, toutes les inégalités sont
des égalités et nous avons νpBq “ νpB YNq. Nous pouvons enfin faire le calcul

νpAq “ νpB YNq (14.146a)
“ νpBq (14.146b)
“ µpBq (14.146c)SUBEQooVCROooSeRAjwSUBEQooVCROooSeRAjw

“ µ1pB YNq (14.146d)SUBEQooBDASooTBBBMsSUBEQooBDASooTBBBMs

“ µ1pAq. (14.146e)

Justifications.
— Pour (14.146c). La mesure ν prolonge µ.
— Pour (14.146d). Définition de µ1.

L’égalité µ1pAq “ νpAq est prouvée.

Définition 14.67.
L’espace mesuré complet pX,A, µ1q défini par le théorème 14.66 est l’espace mesuré complété
de pX,F , µq.

Nous noterons le complété de pS,F , µq par pS, F̂ , µ̂q
ThoUUIooaNljH

Théorème 14.68 (Carathéodory[426]).
Soit S un ensemble et m˚ une mesure extérieure sur S. Alors RPPooHSWWsi

(1) l’ensemble M des parties m˚-mesurables est une tribu,
(2) la restriction de m˚ est une mesure sur pS,Mq,
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(3) l’espace mesuré pS,M,m˚q est complet 18.

Démonstration. Une grosse partie de la preuve sera de prouver la stabilité de M par union dé-
nombrable quelconque ; cela sera divisé en plusieurs parties.

(1) Tribu : le vide L’ensemble vide est m˚-mesurable.
(2) Tribu : complémentaire Soit A P M et X P S. La condition qui dirait Ac P M est :

m˚pXq “ m˚pX XAcq `m˚pX XAq, (14.147)

qui est la même que celle qui dit que A est dans M.
(3) Tribu : union finie Soient A,B P M et X Ă S. Alors, comme m˚ est une mesure exté-

rieure,

m˚pXq ď m˚`X X pAYBq˘`m˚`X X pAYBqc˘ (14.148a)
“ m˚`pX XAq Y pX XBq˘`m˚`X XAc XBc

˘
. (14.148b)

Mais nous pouvons écrire la première union sous forme d’une union disjointe de la façon
suivante :

pX XAq Y pX XBq “ pX XAq Y pX XB XAcq, (14.149)
ce qui donne

m˚pXq ď m˚pX XAq `m˚pX XB XAcq `m˚pX XAc XBcq (14.150a)subeqLYNooRdrgCisubeqLYNooRdrgCi

“ m˚pX XAq `m˚pX XAcq (14.150b)
“ m˚pXq (14.150c)

parce que les deux derniers termes de (14.150a) se somment à m˚pXXAcq parce que B P M.
La dernière ligne est le fait que A soit m˚-mesurable.

(4) Union finie disjointe Soient tA1, . . . , Anu des éléments deux à deux disjoints de M. Nous
allons maintenant prouver par récurrence que

m˚
´
X X ` nď

k“1
Ak

˘¯ “
nÿ

k“1
m˚pX XAkq. (14.151)EqBRIooAnPCdEqBRIooAnPCd

Si n “ 1 le résultat est évident. Sinon, le fait que An`1 soit m˚-mesurable donne

m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘¯ “ m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAn`1
¯
`m˚

´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAcn`1

¯
. (14.152)

Le fait que les Ak soient disjoints implique aussi que

X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAn`1 “ X XAn`1 (14.153)

et

X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘XAcn`1 “ X X ` nď

k“1
Ak

˘
(14.154)

et donc

m˚
´
X X ` n`1ď

k“1
Ak

˘¯ “ m˚pX XAn`1q `m˚
´
X X ` nď

k“1
Ak

˘¯
(14.155a)

rec.“ m˚pX XAn`1q `
nÿ

k“1
m˚pX XAkq (14.155b)

“
n`1ÿ

k“1
m˚pX XAkq. (14.155c)

18. Définition 14.65.
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La relation (14.151) est prouvée.
Notons qu’en particularisant à X “ S nous avons

m˚` nď

k“1
Ak

˘ “
nÿ

k“1
m˚pAkq (14.156)

dès que les Ak sont des éléments deux à deux disjoints de M.
(5) Union dénombrable disjointe Soit pAnqnPN une suite d’éléments deux à deux disjoints

dans M. Nous allons prouver les affirmations suivantes :
—

Ť
nAn P M

— m˚`Ť
nAn

˘ “ ř
nm

˚pAnq
où toutes les sommes et unions sur n sont entre 1 et 8.
(5a) Première affirmation

Nous posons A “ Ť
k Ak et Bn “ Ťn

k“1Ak. Nous savons que Bn P M pour tout n par
le point précédent. Donc si X P S nous avons

m˚pXq “ m˚pX XBnq `m˚pX XBc
nq (14.157a)EqGXLooRxqqgEqGXLooRxqqg

“
nÿ

k“1
m˚pX XAkq `m˚pX XBx

nq (14.157b)

ě
nÿ

k“1
m˚pX XAkq `m˚pX XAcq (14.157c)

où nous avons utilisé la relation (14.151) sur les Bn ainsi que le fait que Ac Ă Bc
n (parce

que Bn Ă A). L’inégalité (14.157a) étant vraie pour tout n, elle est vraie à la limite :

m˚pXq ě
8ÿ

k“1
m˚pAXAkq `m˚pX XAcq (14.158a)

ě m˚
´ď

k

pX XAkq
¯
`m˚pX XAcq “ m˚

´
X X `ď

k

Ak
˘¯`m˚pX XAcq

(14.158b)
ě m˚pX XAq `m˚pX XAcq, (14.158c)

ce qui signifie que A P M.
(5b) Seconde affirmation En particularisant à X “ A et en tenant compte des faits que

AXAk “ Ak et AXAc “ H,

m˚pAq ě
8ÿ

k“1
m˚pAXAkq `m˚pAXAcq, (14.159)

c’est-à-dire que pour tout n nous avons

m˚` ď

kPN
Ak

˘ ě
nÿ

k“1
m˚pAkq. (14.160)

L’inégalité est encore vraie à la limite, et l’inégalité inverse étant toujours vraie pour
une mesure extérieure,

m˚` ď

kPN
Ak

˘ “
8ÿ

k“1
m˚pAkq. (14.161)

(6) Union dénombrable quelconque Soit maintenant une suite pAnqnPN d’éléments de M
que nous ne supposons plus être disjoints. Nous nous ramenons au cas disjoint en posant

$
’&
’%

B1 “ A1 (14.162a)

Bn “ An X
` n´1ď

k“1
Ak

˘c
, (14.162b)
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c’est-à-dire que nous mettons dans Bn les éléments de An qui ne sont dans aucun des Ak
précédents. Autrement dit, nous posons B0 “ H et Bn “ AnzBn´1. L’ensemble M étant
stable par réunion finie, par complément et par intersection finie nous avons Bn P M. De
plus les Bn sont disjoints, donc

8ď

k“1
Ak “

8ď

k“1
Bk P M. (14.163)

La première égalité se justifie de la façon suivante : si x P Ť8
k“1Ak alors nous notons n0 le

plus petit n tel que x P An et alors x P Bn0 .
(7) Espace complet Nous prouvons à présent que pS,M,m˚q est un espace mesuré complet.

Soit N une partie m˚-négligeable de S et Y P M tel que m˚pY q “ 0 et N Ă Y . D’abord
m˚pNq “ 0 parce que

m˚pNq ď m˚pY q “ 0. (14.164)

Si X Ă S nous avons

X XN Ă N ñ m˚pX XNq “ 0 (14.165a)
X XN c Ă X ñ m˚pX XN cq ď m˚pXq. (14.165b)

Donc
m˚pX XNq `m˚pX XN cq ď m˚pXq, (14.166)

ce qui montre que N est m˚-mesurable.

14.69.
Ce théorème nous pousse à adopter des éléments de notation. Lorsqu’un espace mesuré pS,F , µq
est donné, nous noterons

pS,M, µ˚q (14.167)

l’espace mesuré construit de la façon suivante. D’abord µ˚ est la mesure extérieure associée à µ
par la proposition 14.37. Ensuite M est la tribu des parties µ˚-mesurables, qui est bien une tribu
parce que µ˚ est une mesure extérieure (14.68). La proposition (14.40) dit alors que F Ă M. De
plus 14.68 nous explique que si A P F alors µpAq “ µ˚pAq. Tout cela pour dire que

pS,F , µq Ă pS,M, µ˚q. (14.168)EqXDPooKwWAFEqXDPooKwWAF

Et enfin, 14.68 nous dit que l’espace mesuré pS,M, µ˚q est complet.
ExOIXoosScTC

Exemple 14.70.
Montrons un cas dans lequel pS,M, µ˚q n’est pas σ-fini. Soit S un ensemble non dénombrable et
F la tribu des parties de S qui sont, soit finis ou dénombrables, soit de complémentaire fini ou
dénombrable. Nous y mettons la mesure

µpAq “
#

0 si A est au plus dénombrable
8 sinon.

(14.169)

Cette mesure n’est pas σ-finie parce qu’aucune union de dénombrables est non dénombrable. De
plus pS,F , µq est complet parce que toute partie contenue dans un ensemble fini ou dénombrable
est fini ou dénombrable (1.139).

(1) F n’est pas PpSq La tribu F est différente de PpSq. En effet S étant infini, il existe
par 1.150 une bijection φ : t1, 2uˆS Ñ S. Alors l’ensemble φ

`t1uˆS˘ est non dénombrable
et son complémentaire

φ
`t1u ˆ S˘c “ φ

`t2u ˆ S˘ (14.170)

n’est pas dénombrable non plus. Cet ensemble n’est donc pas de F .
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(2) M est PpSq En effet, soit A Ă S ; il faut prouver que pour tout X Ă S nous avons

µ˚pXq “ µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (14.171)

Nous prouvons cela en séparant les cas, suivant que X est dénombrable ou non.
Si X est fini ou dénombrable, alors X X A et X X Ac le sont également, et nous avons
µ˚pXq “ µpXq “ 0 ainsi que µ˚pX XAq “ µ˚pX XAcq “ 0.
Si au contraire X n’est pas dénombrable,

µ˚pXq “ inf
APF
XĂA

µpAq “ 8, (14.172)

parce que X n’étant pas dénombrable, l’ensemble A ne l’est pas non plus et µpAq “ 8.
Mais comme X n’est pas dénombrable, soit X X A, soit X X Ac (soit les deux) n’est pas
dénombrable non plus ; par conséquent

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq “ 8. (14.173)

Par conséquent pS,F , µq ‰ pS,M, µ˚q. Mais puisque pS,F , µq est complété nous devons avoir
pS,F , µq “ pS, F̂ , µ̂q. Tout cela pour dire que nous avons un exemple avec

pS,M, µ˚q ‰ pS, F̂ , µ̂q. (14.174)

△

Nous avons deux façons de créer un espace complet à partir de pS,F , µq.
(1) Partir de la mesure extérieure µ˚ et construire pS,M, µ˚q.
(2) Partir des ensembles µ-négligeables, construire F̂ et ensuite pS, F̂ , µ̂q.

Ces deux façons ne sont pas équivalentes en général comme le montre l’exemple 14.70. Mais il sera
montré par la proposition 14.74 que si pS,F , µq est σ-fini alors les deux sont équivalent.

LemAESoofkMpi

Lemme 14.71.
Soit pS,F , µq un espace mesuré. Alors pour tout X Ă S tel que µ˚pXq ă 8 il existe A P F tel que
X Ă A et µ˚pXq “ µpAq.

C’est-à-dire que µ˚ a beau être défini sur toutes les parties de S, ce qu’il faut rajouter pour
être µ-mesurable, c’est pas grand chose.

Démonstration. Par définition de la mesure extérieure associée à µ en tant qu’infimum, pour tout
n ě 1, il existe An P F tel que X Ă An et µpAnq ď µ˚pXq ` 1

2n . Nous posons A “ Ş
ně1An et

nous vérifions que ce A fait l’affaire.
D’abord A P F parce qu’une tribu est stable par union dénombrable. Ensuite pour tout n ě 1

nous avons
µpAq ď µpAnq ď µ˚pXq ` 1

2n , (14.175)

et à la limite µpAq ď µ˚pXq. Mais X Ă A implique µ˚pXq ď µpAq parce que µ˚pXq l’infimum d’un
ensemble contenant µpAq.

LemXOUNooUbtpxm

Corolaire 14.72.
Soit une mesure µ et la mesure extérieure µ˚ associée 19. Une partie N de X est négligeable si et
seulement si µ˚pNq “ 0.

19. Par la proposition 14.37.
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Démonstration. Si µ˚ est la mesure extérieure associée à µ et si N est µ-négligeable alors µ˚pNq “ 0
parce que

µ˚pNq ď µ˚pY q “ µpY q “ 0 (14.176)
pour un certain Y mesurable de mesure nulle contenant N .

D’autre part si µ˚pNq “ 0 alors le lemme 14.71 donne une partie mesurable A telle que N Ă A
et µpAq “ 0, c’est-à-dire que N est négligeable.

LemOAEoocBDaO

Lemme 14.73.
Si l’espace mesuré pS,F , µq est σ-fini alors l’espace mesuré pS,M, µ˚q est également σ-fini.

Démonstration. Puisque pS,F , µq est σ-fini, nous avons une suite croissante An d’éléments de F
tels que

Ť
nAn “ S et telle que µpAnq ă 8 pour tout n. Étant donné que F Ă M, cette suite

convient également pour montrer que pS,M, µ˚q est σ-fini parce que µ˚pAnq “ µpAnq ă 8.

La proposition suivante montre que si pS,F , µq est σ-finie alors nous avons l’égalité.
PropIIHooAIbfj

Proposition 14.74.
Soit pS,F , µq un espace mesuré σ-fini, µ˚ la mesure extérieure associée et M la tribu des ensembles
µ˚-mesurables 20. Alors

pS,M, µ˚q “ pS, F̂ , µ̂q. (14.177)

Démonstration. La proposition 14.40 indique que tous les éléments de F sont µ˚-mesurables, c’est-
à-dire que F Ă M. Mais l’espace pS,M, µ˚q est complet par le théorème de Carathéodory 14.68,
donc par minimalité du complété (14.66(7)),

pS, F̂ , µ̂q Ă pS,M, µ˚q (14.178)

au sens où F̂ Ă M et si A P F̂ alors µ̂pAq “ µ˚pAq. Notons que cette inclusion est vraie même si
la mesure n’est pas σ-finie.

Nous passons à l’inclusion inverse. Soit A P M, c’est-à-dire que pour tout Y Ă S nous avons

µ˚pY q “ µ˚pY XAq ` µ˚pY XAcq. (14.179)EqTZAooTCdGgEqTZAooTCdGg

Nous allons montrer que A P F̂ en séparant les cas suivant que µ˚pAq “ 8, ou non.
(1) Si µ˚pAq ă 8

Par le lemme 14.71, il existe X P F tel que A Ă X et µ˚pAq “ µpXq. Comme pS,F , µq Ă
pS,M, µ˚q nous avons alors

µ˚pAq “ µpXq “ µ˚pXq. (14.180)EqKFQooQaontEqKFQooQaont

Nous écrivons la relation (14.179) avec ce X en guise de Y , et en nous souvenant que XXA “
A et X XAc “ XzA :

µ˚pXq “ µ˚pAq ` µ˚pXzAq. (14.181)
En tenant compte de (14.180) et du fait que µ˚pAq ă 8, nous pouvons simplifier et trouver
µ˚pXzAq “ 0. Le lemme 14.71 nous donne alors B P F tel que XzA Ă B et µpBq “
µ˚pXzAq “ 0, c’est-à-dire que XzA est µ-négligeable. Par conséquent XzA P F̂ . En écrivant

A “ XzpXzAq, (14.182)

nous avons écrit A comme différence de deux éléments de F̂ et nous concluons que A P F̂ .
(2) Si µ˚pAq “ 8

Le lemme 14.73 nous indique que pS,M, µ˚q est σ-fini et il existe donc une suite pSnqně1 dans
M telle que

Ť
n Sn “ S et µ˚pSnq ă 8. L’ensemble AX Sn est un élément de M vérifiant

µ˚pAX Snq ď µ˚pSnq ă 8, (14.183)

ce qui implique que AXSn P F̂ par la première partie. Maintenant A “ Ť
npAXSnq P F̂ par

union dénombrable d’éléments de la tribu F̂ .
20. C’est bien une tribu par 14.68(1).



14.5. ESPACE MESURÉ COMPLET 1267

PROPooAMIEooRomnMG

Proposition 14.75 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,F , µq. Nous considérons un mesurable M P F ainsi que

— la tribu induite FM “ tAXM tel que A P Fu,
— la tribu complétée F̂ de F dans Ω,
— la tribu complétée yFM de FM dans M (où nous avons considéré la mesure restreinte 21 de

µ).
— la tribu induite pF̂qM “ tAXM tel que A P F̂u de F̂ sur M .

Alors
pF̂qM “ yFM . (14.184)

Démonstration. L’utilisation de la proposition 14.9 nous donne déjà les expressions alternatives

pF̂qM “ tAXM tel que A P F̂u “ tA ĂM tel que A P F̂u (14.185)

et
FM “ tAXM tel que A P Fu “ tA ĂM tel que A P Fu. (14.186)

Pour prouver pF̂qM “ yFM il faudra faire deux inclusions, et nous avons l’embarras du choix.
(1) Première : yFM Ă tM XA tel que A P F̂u Un élément de yFM est de la forme B Y N

où B P FM et où N est négligeable 22 dans M . Vu que B P FM , il existe A P F tel que
B “ AXM . Vu que B et N sont dans M nous pouvons « factoriser » l’intersection :

B YN “M X pAYNq (14.187)

avec N négligeable dans M et donc également négligeable dans Ω. Donc AYN P F̂ .
(2) Deuxième : tM XA tel que A P F̂u Ă yFM

Soit A P F̂ . Nous avons une partie négligeable N de Ω et un élément B P F tels que
A “ B YN . Nous avons la décomposition

M X pB YNq “ pM XBq Y pM XNq. (14.188)EQooWWQEooDRlnLNEQooWWQEooDRlnLN

Il s’agit maintenant de nous assurer que cette décomposition implique que MXpBYNq P yFM .
Soit N1 P F tel que µpN1q “ 0 et N Ă N1. Puisque M X N1 P F (intersections dans une
tribu), nous pouvons écrire

M XN ĂM XN1 (14.189)
avec µpM XN1q “ 0. Cela pour dire que M XN est négligeable dans M . La décomposition
(14.188) est donc bien une union d’un élément de FM avec un négligeable de M , et donc
bien un élément de yFM .

14.76.
La principale application de la proposition 14.75 est le cas où F “ BorpRnq et M est un borélien B
de Rn. Dans ce cas, la proposition explique que la tribu de Lebesgue sur B (complétée depuis les
boréliens de la topologie induite) est donnée directement par l’intersection entre B et la tribu de
Lebesgue de Rn. Donc sans devoir passer par la topologie induite, les boréliens et la completion :

LebpRnqM “ {BorpRnqM . (14.190)

Exemple dans la proposition 18.70 qui donne une structure d’espace mesuré dans S1 à partir de
la mesure de Lebesgue sur C.

21. Ce n’est pas ce qu’il se passe dans le cas de S1 par rapport à C, voir la proposition 18.72(3) bien que S1 soit
un borélien de C.

22. Pour rappel, une partie est négligeable quand elle est inclue à une partie de mesure nulle.
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14.5.2 Prolongement

Le théorème suivant est parfois nommé théorème d’extension de Carathéodory, par exemple sur
Wikipédia. Le théorème de Carathéodory en étant un des ingrédients principaux, on comprend.

ThoLCQoojiFfZ

Théorème 14.77 (Prolongement de Hahn[426]).
Soit A une algèbre de parties d’un ensemble S et µ une mesure sur pS,Aq. Soit F “ σpAq la tribu
engendrée par A. Alors

(1) La mesure µ se prolonge en une mesure m sur F .
(2) Si µ est σ-finie alors le prolongement est unique et m est σ-finie.
(3) Si µ est finie, alors m l’est aussi.

Démonstration. La proposition 14.17 nous donne une mesure extérieure µ˚ sur S dont la restriction
à A est µ. Si M est la tribu des parties µ˚-mesurables de S alors le théorème de Carathéodory 14.68
nous dit que pS,M, µ˚q est un espace mesuré.

(1) A Ă M Cette partie est une adaptation de ce qui a déjà été fait dans la preuve de la
proposition 14.40. Soit A P A et X P S ; nous devons prouver la relation de la définition 14.38.
Comme µ˚ est une mesure extérieure nous avons automatiquement

µ˚pXq ď µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq. (14.191)

Il reste à prouver l’inégalité inverse. Soit une suite Bk d’éléments de A telle que X Ă Ť
k Bk ;

nous avons alors

µ˚pX XAq ď µ˚` 8ď

k“1
Bk XA

˘ ď
8ÿ

k“1
µ˚pBk XAq “

ÿ

k

µpBk XAq (14.192)

où nous avons utilisé la définition 14.10(3) ainsi que le lemme 14.15. De la même façon,

µ˚pX XAcq ď
ÿ

k

µpBk XAcq. (14.193)

Mettant les deux bouts ensemble, en remarquant que Bk XA P A et donc que µ˚pBk XAq “
µpBk XAq,

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď
ÿ

k

µpBk XAq ` µpBk XAcq “
ÿ

k

µpBkq. (14.194)

La somme µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq est donc inférieure à chacun des éléments de l’ensemble
sur lequel on prend l’infimum pour définir 23 µ˚pXq, donc

µ˚pX XAq ` µ˚pX XAcq ď µ˚pXq. (14.195)

A fortiori nous avons σpAq Ă M et donc pS, σpAq, µ˚q est un espace mesuré. Cela prouve
l’existence d’une mesure prolongeant µ à σpAq.

(1) Unicité
Nous supposons à présent que µ est σ-finie. Soient m1 et m2 deux mesures prolongeant µ et
définies sur une tribu contenant A. Nous posons

C “ tA P A tel que µpAq ă 8u. (14.196)

Dans l’optique d’utiliser le théorème d’unicité des mesures 14.33, nous prouvons que σpAq “
σpCq. Vu que µ est σ-finie, il existe une suite croissante pSnq d’éléments de A telle que
S “ Ť

n Sn et µpSnq ă 8. Alors si A P A nous avons A “ Ť
npA X Snq, et donc A P σpCq.

23. Définition 14.20.
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Donc A Ă σpCq. Mais étant donné que C Ă A nous avons aussi σpCq Ă σpAq. Au final
σpAq “ σpCq.
Les mesures m1 et m2 sont des mesures sur σpCq coïncidant sur C (parce que C Ă A). De
plus la classe C est stable par intersection finie et contient une suite croissante dont l’union
est S (parce que µ est σ-finie).
Le théorème 14.33 nous dit alors que m1 et m2 coïncident sur σpCq “ σpAq.

(2) Extension finie et σ-finie
Enfin si µ est σ-finie il existe Sn P A avec µpSnq ă 8 et

Ť
n Sn “ S. Ces ensembles vérifient

tout autant mpSnq “ µpSnq ă 8 pour tout prolongement m de µ.
Idem si µ est finie, tout prolongement est fini.

ExKCEoolsZrL

Exemple 14.78 ([426]).
Soit A, l’algèbre de parties de R formée par les réunions finies d’intervalles de la forme s´8, ar,
ra, br et rb,`8r avec ´8 ă a ď b ă `8. Notons que les singletons ne font pas partie de A parce
que ra, ar“ H. Nous posons

µpAq “
#

0 si A “ H
8 sinon.

(14.197)

Cela donne une mesure (non σ-finie) sur pR,Aq.
Nous allons prouver que la tribu engendrée par A est la tribu des boréliens et que µ accepte

(au moins) deux prolongements distincts à σpAq.
D’abord nous avons

sa, br “ `s´8, ar Y rb,`8r˘X ra, br, (14.198)

donc toutes les boules ouvertes appartiennent à σpAq. Ces dernières comprenant une base dénom-
brable de la topologie de R (par la proposition 7.133), tous les ouverts de R sont dans σpAq.
Par conséquent BorpRq Ă pRdq. Mais en même temps tous les éléments de A sont des boréliens,
donc BorpRq “ σpAq parce que la fermeture en tant qu’algèbre de parties est plus petite que la
fermeture en tant que tribu.

La mesure de comptage prolonge µ parce qu’à part l’ensemble vide, tous les éléments de A
sont infinis. Notons que les singletons sont dans σpAq, donc la mesure de comptage prend d’autres
valeurs que 0 et `8.

Par ailleurs la mesure

µ1pAq “
#

0 si A “ H
`8 sinon

(14.199)

est également une mesure prolongeant µ à σpAq “ BorpRq.
La mesure de comptage et µ1 sont deux prolongements distincts de µ. △

Exemple 14.79 ([426]).
Nous montrons maintenant une mesure non σ-finie qui se prolonge en deux mesures distinctes,
toutes deux σ-finies.

Nous considérons la même algèbre A de parties que celle donnée dans l’exemple 14.78, mais
cette fois vue sur Q uniquement. La mesure de comptage m sur pQ,Aq n’est pas σ-finie.

Puisque les singletons sont des boréliens, nous avons σpAq “ PpQq, ce qui fait que pQ, σpAq,mq
est un prolongement σ-fini de m. L’espace mesuré pQ, σpAq, 2mq est également σ-fini et est un
prolongement distinct de pQ,A,mq. △

PROPooORDCooJEsjzR

Proposition 14.80.
Soient des espaces mesurés pS1,F1, µ1q et pS2,F2, µ2q ainsi qu’une application φ : S1 Ñ S2 avec
les hypothèses suivantes :

(1) φ est une bijection,
(2) φ est mesurable d’inverse mesurable,
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(3) si µ1pAq “ 0 alors µ2
`
φpAq˘ “ 0,

(4) si µ2pAq “ 0 alors µ1
`
φ´1pAq˘ “ 0.

Alors
F̂2 “ φpF̂1q. (14.200)

Démonstration. Nous prouvons que F̂2 Ă φpF̂1q. Vu la symétrie des hypothèses, l’inclusion inverse
se fera de même.

Soit A P F̂2. Nous avons A “ B Y N avec B P F2 et N , une partie µ2-négligeable. Nous
considérons N1 P F2 tel que µ2pN1q “ 0 et N Ă N1. Notre but est maintenant de prouver que
φ´1pB YNq P F̂1.

Comme φ est une bijection, nous avons

φ´1pB YNq “ φ´1pBq Y φ´1pNq. (14.201)

Là-dedans, φ´1pBq P F1 parce que φ est borélienne. Il nous reste à voir que φ´1pNq est µ1-
négligeable. Puisque N Ă N1, nous avons φ´1pNq Ă φ´1pN1q où φ´1pN1q P F1.

Par construction, µ2pN1q “ 0 et par hypothèse, µ1
`
φ´1pN1q

˘ “ 0.
Au total,

φ´1pB YNq “ φ´1pBqlooomooon
PF1

Y φ´1pNqlooomooon
µ1-négligeable

P F̂1. (14.202)

14.5.3 Mesure image

Le produit d’une mesure par une fonction est défini par la propriété 14.207.
PropJCJQooAdqrGA

Proposition-Définition 14.81 (Mesure image[423]).
Soient pS1,F1q et pS2,F2q des espaces mesurables. Soit φ : S1 Ñ S2 une application mesurable. Si
m1 est une mesure positive sur S1 alors l’application définie par

m2pA2q “ m1
`
φ´1pA2q

˘
(14.203)

est une mesure positive sur pS2,F2q.
La mesure m2 ainsi définie est la mesure image de m1 par l’application φ. Elle est notée

φpm1q.
Démonstration. Il y a deux choses à vérifier pour avoir une mesure positive 24. D’abord pour
l’ensemble vide :

m2pHq “ m1
`
φ´1pHq˘ “ m1pHq “ 0. (14.204)

Ensuite pour l’additivité. Soient An dans F2 des parties deux à deux disjointes et telles queŤ
nAn P F2. Alors nous avons

m2
`ď

n

An
˘ “ m1

´
φ´1p

ď

n

Anq
¯

(14.205a)

“ m1
`ď

n

φ´1pAnq
˘

(14.205b)

“
ÿ

n

m1
`
φpAnq

˘
(14.205c)

“
ÿ

n

m2pAnq. (14.205d)

24. Définition 14.18



14.5. ESPACE MESURÉ COMPLET 1271

Lemme 14.82.
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi que deux mesures µ et ν sur pS1,F1q. Si
φ : S1 Ñ S2 est mesurable et si µ ď ν alors φpµq ď φpνq.
Démonstration. Soit B mesurable dans pS2,F2q (c’est-à-dire B P F2). Alors

φpµqpBq “ µ
`
φ´1pBq˘ ď ν

`
φ´1pBq˘ “ φpνqpBq. (14.206)

Il est naturel de se demander comment il faut intégrer par rapport à une mesure image. La
réponse sera dans le théorème 14.214.

14.5.4 Régularité d’une mesure

Certaines mesures ont de la compatibilité avec la topologie. Nous allons étudier ça.
LEMooCGKXooYWjRwk

Lemme 14.83 ([435]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens 25 BorpΩq ainsi
qu’une mesure finie µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soit un borélien A de Ω et ϵ ą 0.
Il existe un fermé F et un ouvert V de Ω tels que

(1) F Ă A Ă V

(2) µpV zF q ă ϵ.

Démonstration. Soit la famille D des parties D de Ω qui vérifient la propriété suivante : pour tout
ϵ ą 0, il existe un fermé F et un ouvert V de Ω tels que F Ă D Ă V et µpV zF q ă ϵ.

Nous allons prouver que D est une tribu qui contient tous les ouverts.
(1) D contient les ouverts Soit un ouvert D. Nous posons

Fn “ tx P Ω tel que dpx,Dcq ě 2´nu. (14.207)

(1a) Fn est fermé
Le lemme 7.146 montre que le complémentaire F cn est ouvert. Donc Fn est fermé.

(1b) D Ă Ť
nPN Fn Si x P D, alors il existe δ ą 0 tel que Bpx, δq Ă D (parce que D est

ouvert). Donc dpx, V cq ě δ. Donc x P Fn pour 2´n ă δ.
(1c)

Ť
nPN Fn Ă D Si x P Fn, nous avons dpx,Dcq ą 0, c’est-à-dire que x n’est pas dans Dc.

Autrement dit, x P D.
(1d)

Ť
nPN Fn “ D Nous avons donc l’égalité

D “
ď

nPN
Fn. (14.208)

Vu que Fn Ă Fn`1, le lemme 14.23(1) nous indique que

lim
nÑ8µpFnq “ µ

` ď

kPN
Fk

˘ “ µpDq. (14.209)

Étant donné que la mesure est finie, nous pouvons écrire cela sous la forme

µpDq ´ µpFnq Ñ 0. (14.210)

Pour chaque n nous avons l’encadrement

Fn Ă D Ă D (14.211)

25. Définition 14.47.
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où Fn et D sont ouverts. Lorsque ϵ est donné, il suffit de prendre n assez grand pour avoir
µpDzFnq ă ϵ pour avoir un encadrement de D par un fermé et un ouvert (D lui-même) dont
la différence des mesures est plus petite que ϵ.
Tout cela pour dire que D P D.

(2) D est une tribu Il faut vérifier les trois points de la définition 14.1.
(2a) Ω P D Nous venons de voir que les ouverts sont dans D. Or Ω est un ouvert.
(2b) D P D implique Dc P D Soit F fermé et V ouvert tels que F Ă D Ă V . Nous avons

aussi
V c Ă Dc Ă F c (14.212)

où V c est fermé et F c est ouvert. De plus F czV c “ V zF et donc

µpF czV cq “ µpV zF q. (14.213)

Nous pouvons donc choisir F et V pour avoir µpF czV cq ă ϵ.
(2c)

Ť
iPNDi P D Soient Di P D. Pour chaque n nous posons

Fn Ă Dn Ă Vn (14.214)

en choisissant Vn et Fn de telle sorte que µpVnzFnq ă 2´nϵ.
Nous posons

YN “
Nď

n“0
Fn, (14.215)

et

Y “
8ď

n“0
Fn. (14.216)

Chacun des YN est fermé en tant qu’union finie de fermés (lemme 7.6(2)). Mais Y ne l’est
pas spécialement 26. Le lemme 14.23 nous dit cependant que µpY q “ limNÑ8 µpYN q.
Nous posons

D “
8ď

n“0
Dn (14.217)

ainsi que
V “

ď

nPN
Vn. (14.218)

La partie V est ouverte dans Ω comme union d’ouverts (c’est dans le définition d’une
topologie). Nous avons, pour tout N , l’encadrement

YN “
Nď

n“0
Fn Ă Y Ă D Ă V. (14.219)EQooOALEooLAHpViEQooOALEooLAHpVi

Nous prouvons à présent que limNÑ8 µpV zYN q “ 0, de telle sorte que l’encadrement
(14.219) dise que D P D.
D’abord nous avons

V zY Ă
ď

n

pVnzFnq (14.220)EQooYVVBooCNvSnxEQooYVVBooCNvSnx

parce que si x P V zY , alors x P Vi pour un certain i, mais vu que x n’est pas dans Y , il
n’est dans aucun des Fn donc en particulier pas dans Fi et x P VnzFi.

26. Par exemple An “ r1{n, 2s sont des fermés dont l’union est s0, 2s qui n’est pas fermé.
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Un peu de calcul :

µpV q ´ µpY q “ µpV zY q (14.221a)SUBEQooCSQYooYXBhYySUBEQooCSQYooYXBhYy

ď µ
`ď

n

pVnzFnq
˘

(14.221b)SUBEQooVUCJooHjObZwSUBEQooVUCJooHjObZw

ď
8ÿ

n“0
µpVnzFnq (14.221c)SUBEQooTAGKooTtYtzwSUBEQooTAGKooTtYtzw

“
8ÿ

n“0
2´nϵ (14.221d)

“ 2ϵ. (14.221e)SUBEQooMDAAooXKEajJyiSUBEQooMDAAooXKEajJyi

Justifications :
— Pour (14.221a), c’est le lemme 14.22.
— Pour (14.221b), c’est (14.220).
— Pour (14.221c), c’est le lemme 14.22(4).
— Pour (14.221e), c’est la série géométrique (11.318).

Nous choisissons maintenant N assez grand pour que µpY q ´ µpYN q ă ϵ. Nous avons
alors l’encadrement

YN Ă Y Ă D Ă V (14.222)

avec

µpV zYN q “ µpV q ´ µpYN q “ µpV q ´ µpY qloooooomoooooon
ď2ϵ

`µpY q ´ µpYN q ď 2ϵ` ϵ “ 3ϵ. (14.223)

Nous avons donc montré que D était une tribu contenant les ouverts. Donc D contient tous les
boréliens.

LEMooZDFVooFUgFGZ

Lemme 14.84 ([435]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens BorpΩq ainsi
qu’une mesure µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soient un ouvert W Ă Ω tel que µpW q ă 8 et un borélien A tel que A ĂW . Soit aussi ϵ ą 0.
Il existe un fermé F et un ouvert V tels que

(1) µpV q ă 8,
(2) µpV zF q ă ϵ,
(3) et F Ă A Ă V .

Démonstration. Vu que la mesure de W est finie, nous considérons la mesure finie

ν : BorpΩq Ñ r0, µpW qs
B ÞÑ µpB XW q. (14.224)

La partie A étant borélienne ; par le lemme 14.83, nous avons un fermé F et un ouvert V1 ouvert
tels que

F Ă A Ă V1 (14.225)

et νpV1zF q ă ϵ. Nous posons V “ V1XW ; vu que A ĂW et A Ă V1 nous avons aussi A Ă V1XW
et donc l’encadrement

F Ă A Ă V ĂW. (14.226)

En ce qui concerne la mesure :

µpV zF q “ µpV q ´ µpF q “ µpV XW q ´ µpF XW q “ νpBq ´ νpF q ă ϵ. (14.227)
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ThoPKGEooVrpsGU

Théorème 14.85 ([423]).
Soit X un espace métrique et m une mesure positive bornée sur

`
X,BorpXq˘. Alors si B est un

borélien,
(1) Régularité extérieure : mpBq “ inftmpΩqoù Ω est un ouvert contenant Bu
(2) Régularité intérieure : mpBq “ suptmpF qoù F est un fermé, F Ă Bu.

Démonstration. Soit F l’ensemble des B P BorpXq tels que pour tout ϵ ą 0, il existe Ωϵ ouvert et
Fϵ fermé tels que Fϵ Ă B Ă Ωϵ et mpΩϵzFϵq ď ϵ. Nous allons montrer que F

— est une tribu
— contient les ouverts
— est inclus dans la tribu borélienne (ça c’est dans la définition de F).

De ces trois points nous déduirons que F “ BorpXq.
(1) F contient les ouverts Soit Ω un ouvert de X. Alors Ωc est fermé et dpx,Ωcq “ 0 si et

seulement si x P Ωc par la proposition 7.288. Nous pouvons donc écrire

Ωc “
č

ně1
tx P X tel que dpx,Ωcq ă 1

n
u. (14.228)

En passant au complémentaire et en posant Fn “ tx P X tel que dpx,Ωcq ě 1
nu nous avons

Ω “
ď

ně1
Fn. (14.229)

Chacun des Fn est fermé parce que Fn est l’image réciproque du fermé r 1
n ,8r par l’appli-

cation x ÞÑ dpx,Ωcq qui est continue. De plus les Fn forment une suite croissante, donc le
lemme 14.23 nous assure que mpΩq “ limnÑ8 mpFnq. Et le lemme 14.22 que mpΩzFnq “
mpΩq ´mpFnq.
Soit ϵ ą 0. Il existe alors nϵ ě 1 tel que

mpΩzFnq “ mpΩq ´mpFnq ď ϵ. (14.230)

Bref si Ω est ouvert nous considérons Ωϵ “ Ω et Fϵ “ Fnϵ et nous avons

Fϵ Ă Ω Ă Ωϵ (14.231)

avec mpΩϵzFϵq ď ϵ.
L’ensemble F contient les ouverts.

(2) F est une tribu Il y a à vérifier les trois conditions de la définition 14.1.
(2a) Les ensembles faciles Les ensembles X et H sont dans F parce qu’ils sont ouverts

et fermés.
(2b) Complémentaire Soit B P F , soit ϵ ą 0 et les ensembles Fϵ et Ωϵ qui vont avec.

Alors en passant au complémentaire nous avons

Ωc
ϵ Ă Bc Ă F cϵ (14.232)

De plus
F cϵ zΩc

ϵ “ F cϵ X pΩc
ϵqc “ F cϵ X Ωϵ “ ΩϵzFϵ. (14.233)

Par conséquent
mpF cϵ zΩc

ϵq “ mpΩϵzFϵq ď ϵ. (14.234)

Cela montre que Bc P F .
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(2c) Union dénombrable Soient pBnq une suite d’éléments de F et ϵ ą 0. Pour chaque
n, le lemme 14.83 nous permet de choisir un ouvert Ωn et un fermé Fn tels que Fn Ă
Bn Ă Ωn et

mpΩnzFnq ď ϵ

2n`2 . (14.235)

Puisque ΩnzBn Ă ΩnzFn nous avons aussi

mpΩnzBnq ď mpΩnzFnq ď ϵ

2n`2 . (14.236)

Nous posons Ω “ Ť
ně1 Ωn (un ouvert) et B “ Ť

ně1Bn ainsi que A “ Ť
ně1 Fn (qui

n’est pas spécialement fermé).
Le but est de majorer mpΩzF q où F est un fermé qui est encore à déterminer. Calculons
déjà ceci :

ΩzB “
ď

n

Ωn X
`ď

k

Bk
˘c (14.237a)

“
˜ď

n

Ωn

¸
X
˜č

k

Bc
k

¸
(14.237b)

“
ď

n

´
Ωn X

`č

k

Bc
k

˘¯
(14.237c)SUBEQooAUBIooQuHHEKSUBEQooAUBIooQuHHEK

Ă
ď

n

`
Ωn XBc

n

˘
(14.237d)SUBEQooDZGJooKGHobOSUBEQooDZGJooKGHobO

“
ď

n

pΩnzBnq. (14.237e)SUBEQooZCILooIOSiSLSUBEQooZCILooIOSiSL

Justifications.
— Pour (14.237c). Pour toute suite d’ensembles on a pŤk Akqx “

Ş
k A

c
k.

— Pour (14.237d). Si x P ΩnXpŞk B
c
kq pour un certain n, alors en particulier x P Şk B

c
k

et x P Bc
n. Donc x P Ωn XBc

n.
— Pour (14.237e), notez que l’union n’est pas spécialement disjointe.

Par conséquent,

mpΩzBq ď
8ÿ

n“1
mpΩnzBnq ď

8ÿ

n“1

ϵ

2n`2 “
ϵ

4 . (14.238)

De la même façon nous avons

BzA “ ` 8ď

n“1
Bn

˘X ` 8ď

k“1
Fn

˘c Ă
8ď

n“1
BnzFn. (14.239)

Nous avons alors le inégalités de mesures

mpBzAq ď
8ÿ

n“1
mpBnzFnq (14.240a)

ď
8ÿ

n“1
mpΩnzFnq (14.240b)

ď ϵ

4 . (14.240c)

C’est vraiment dommage que A ne soit pas en général un fermé, sinon il répondrait à
la question. Nous posons F 1

1 “ F1 et F 1
n “

Ťn
k“1 Fk. En tant qu’unions finies de fermés,

les F 1
n sont des fermés (lemme 7.6(2)). De plus la suite pF 1

nq est croissante et l’union est
A. Par le lemme 14.23(1) nous avons

mpAq “ m
`ď

n

F 1
n

˘ “ lim
nÑ8mpF

1
nq. (14.241)
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Il existe donc nϵ tel que
mpAq ´mpF 1

nϵ
q ď ϵ (14.242)

Nous posons F “ F 1
nϵ

. Comme F Ă A nous avons aussi mpAzF q “ mpAq ´mpF q ď ϵ.
Et en plus F Ă A Ă B Ă Ω, ce qui donne bien la propriété voulue F Ă B Ă Ω. Il reste
à nous assurer de mpΩzF q. Nous avons d’abord

mpBzF q “ m
`pBzAq Y pAzF q˘ “ mpBzAq `mpAzF q ď 5ϵ

4 . (14.243)

Et enfin :

mpΩzF q “ m
`pΩzBq Y pBzF q˘ “ mpΩzBq `mpBzF q ď 6ϵ

4 . (14.244)

Et donc à redéfinition près de ϵ, c’est d’accord.
Il est donc établi que F est une tribu. Qui plus est, l’ensemble F est une tribu incluse aux
boréliens et contenant les ouverts. Ergo F “ BorpXq.

(3) Régularité extérieure Soit B un borélien et ϵ ą 0. Alors il existe Fϵ fermé et Ωϵ ouvert
tels que Fϵ Ă B Ă Ωϵ et mpΩϵzFϵq ď ϵ. Vu que B Ă Ωϵ pour tout ϵ, nous avons aussi

mpBq ď inf
ϵ
mpΩϵq. (14.245)

Mais comme mpΩϵq ě mpBq pour tout ϵ, nous avons en réalité mpBq “ infϵmpΩϵq.
Soit maintenant un ouvert Ω tel que B Ă Ω. Nous devons prouver l’existence d’un ϵ ą 0 tel
que mpΩϵq ď mpΩq. Cela permettra de conclure que l’infimum sur tous les ouverts contenant
B est égal à l’infimum sur les ouverts de la forme Ωϵ.
Nous posons mpΩq “ mpBq ` δ et avec ϵ ď δ nous avons

mpΩϵzBq ď mpΩϵzFϵq ď ϵ (14.246)

et donc aussi
mpΩϵq ď mpBq ` ϵ ď mpBq ` δ “ mpΩq. (14.247)

(4) Régularité intérieure Elle se fait de même.

DefFMTEooMjbWKK

Définition 14.86.
Soit X un espace topologique et m une mesure positive sur

`
X,BorpXq˘.

ItemTTPTooStDcpw

(1) m est une mesure de Borel si elle est finie sur tout compact.
(2) m est régulière extérieurement si @B P BorpXq,

mpBq “ inftmpΩq tel que Ω est ouvert et B Ă Ωu (14.248)

(3) m est régulière intérieurement si @B P BorpXq,
mpBq “ suptmpKq tel que K est compact et K Ă Bu (14.249)

(4) m est une mesure régulière si elle est régulière dans les deux sens.
(5) m est une mesure de Radon si elle est de Borel et régulière.

PropNCASooBnbFrc

Proposition 14.87.
Soit X un espace localement compact et dénombrable à l’infini 27 Alors toute mesure de Borel sur`
X,BorpXq˘ est de Radon.
27. Définitions 7.82 et 7.86.
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Démonstration. Nous avons une suite exhaustive 28 de compacts Xk tels que

X “
ď

kě1
Xk “

ď

kě1
IntpXkq. (14.250)

(1) Régularité intérieure Soit B, un borélien de X ; nous avons B “ Ť
kě1pBXXkq et comme

cette union est croissante,
mpBq “ lim

kÑ8mpB XXkq (14.251)

par le lemme 14.23(1). Dans la suite, il va y avoir beaucoup de considérations sur les topologies
induites. Nous nommons τk la topologie de Xk induite depuis celle de X. Il ne faudra pas
confondre les expressions « un compact de Xk » et « un compact dans Xk ». La première
parle d’un compact pour la topologie τk. La seconde parle d’un compact pour la topologie
de X, inclus dans Xk.
Si a ă mpBq alors il existe k ě 1 tel que a ă mpB XXkq, c’est-à-dire

a ă mpB XXkq ď mpBq. (14.252)

Mais pXk,mq est un espace mesuré borné parce que m est de Borel et Xk est compact. Par
conséquent la (restriction de la) mesure m est régulière sur l’espace mesuré

`
Xk,BorpXkq

˘

par le théorème 14.85. De plus l’ensemble B XXk est un borélien de pXk, τkq parce que

B XXk P BorpXqXk
“ BorpXkq (14.253)

où nous avons utilisé la propriété de compatibilité entre topologie induite et tribu des borélien
du théorème 14.54. Il existe donc un fermé Fϵ de pXk, τkq tel que

"
Fϵ Ă B XXk (14.254a)
mpB XXkq ď mpFϵq ` ϵ. (14.254b)

En mettant bout à bout les inégalités nous avons trouvé

a ă mpB XXkq ď mpFϵq ` ϵ. (14.255)EQooXRESooGsGIFOEQooXRESooGsGIFO

L’ensemble Fϵ est un compact de pX, τXq. En effet Xk étant fermé de pX, τXq, le lemme 7.26
nous dit que Fϵ est un fermé de pX, τXq. Mais Xk étant compact, Fϵ est un fermé inclus dans
un compact, il est donc compact (lemme 7.92).
Enfin nous prouvons la régularité intérieure de la mesure m, c’est-à-dire que

mpBq “ suptmpKq tel que K est compact dans Bu (14.256)

en vérifiant les deux conditions de la définition 1.444. D’abord mpBq ě tmpKq tel que . . .u
parce que mpBq ě mpKq pour tout K Ă B. Ensuite prenons ϵ ą 0, et considérons l’inégalité
(14.255) avec a “ mpBq ´ ϵ. Alors nous avons

mpBq ´ 2ϵ ă mpFϵq. (14.257)

Cela prouve que mpBq ´ 2ϵ n’est pas un majorant de tmpKq tel que . . .u.
(2) Régularité extérieure

Soit un borélien B de X. Si mpBq “ 8 alors tous les ouverts contenant B ont mesure infinie
et mpBq en est évidemment l’infimum. Nous supposons donc que mpBq ă 8.
Nous notons τk la topologie induite de X sur IntpXkq. Nous posons Bk “ B X IntpXkq.
L’espace

`
IntpXkq,m

˘
est un espace mesuré borné et Bk P Bor

´
IntpXkq

¯
. Il existe donc un

ouvert Ωk de
`

IntpXkq, τk
˘

tel que Bk Ă Ωk et

mpΩkzBkq ď ϵ

2k . (14.258)

28. Définition 7.294.
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De plus IntpXkq est un ouvert de pX, τXq, donc en réalité Ωk est un ouvert de X. Nous posons

Ω “
8ď

k“1
Ωk (14.259)

qui est encore un ouvert de pX, τXq.
Il est temps de voir que Ω vérifie mpΩzBq ď ϵ. Pour cela,

ΩzB “ `ď

k

Ωk

˘X `ď

l

Bl
˘c (14.260a)

“ `ď

k

Ωk

˘X `č
Bc
l

˘
(14.260b)

“Ă
ď

k

pΩk XBc
kq (14.260c)

“
ď

k

pΩkzBkq, (14.260d)

ce qui donne au niveau des mesures :

mpΩzBq ď
8ÿ

k“1
mpΩkzBkq ď

8ÿ

k“1

ϵ

2k “ ϵ. (14.261)

RemooOAGCooRHpjxd

Remarque 14.88.
Exprimé sur RN , la proposition 14.87 s’exprime en disant que toute mesure de Borel sur RN est
régulière. Typiquement, l’espace X dont il est question est un ouvert de RN .

14.5.5 Théorème de récurrence

Soient X un espace mesurable, µ une mesure finie sur X et ϕ : X Ñ X une application mesu-
rable 29 préservant la mesure, c’est-à-dire que pour tout ensemble mesurable A Ă X,

µ
`
ϕ´1pAq˘ “ µpAq. (14.262)

Si A Ă X est un ensemble mesurable, un point x P A est dit récurrent par rapport à A si et
seulement si pour tout p P N, il existe k ě p tel que ϕkpxq P A.

ThoYnLNEL

Théorème 14.89 (Théorème de récurrence de Poincaré.).
Si A est mesurable dans X, alors presque tous les points de A sont récurrents par rapport à A.

Démonstration. Soit p P N et l’ensemble

Up “
8ď

k“p
ϕ´kpAq (14.263)

des points qui repasseront encore dans A après p itérations de ϕ. C’est un ensemble mesurable en
tant que union d’ensembles mesurables (pour rappel, les tribus sont stables par union dénombrable,
comme demandé à la définition 14.1), et nous avons donc

µpUpq ď µpXq ă 8. (14.264)

De plus Up “ ϕ´ppU0q, donc µpUpq “ µpU0q. Vu que Up Ă U0, nous avons

µpU0zUpq “ 0. (14.265)

29. Définition 14.42.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_r%C3%A9currence_de_Poincar%C3%A9
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Étant donné que A Ă U0 nous avons a fortiori que

tx P A tel que x R Upu Ă U0zUp, (14.266)

et donc
µtx P A tel que x R Upu “ 0. (14.267)

Cela signifie exactement que l’ensemble des points x de A tels que aucun des ϕkpxq avec k ě p
n’est dans A est de mesure nulle.

14.6 Mesurabilité des fonctions à valeurs réelles
Nous allons parler de la mesurabilité de fonctions

f : pS,Fq Ñ `
R̄,BorpR̄q˘ (14.268)

où R̄ “ RY t˘8u.
normooGAAJooUPCbzG

14.90.
Nous convenons que 0ˆ˘8 “ 0 parce que nous voulons qu’une droite (qui est un rectangle dont
une mesure est 0 et l’autre 8) soit de mesure nulle dans R2.

Les produits et sommes ˘8 ˘ ˘8 et ˘8 ˆ ˘8 sont ceux que l’on croit. Sauf bien entendu
`8´8 et 1{0 qui ne sont toujours pas définis.

LEMooBLOLooAdNViv

Lemme 14.91.
L’ensemble B est un borélien de R̄ si et seulement si il existe un borélien B0 de R tel que B soit
B0 ou B0 Y t`8u ou B0 Y t´8u ou B0 Y t`8,´8u.
Démonstration. Comme la topologie usuelle sur R est la topologie induite de celle sur R̄, la tribu
induite l’est aussi par le théorème 14.53. Donc si B est un borélien de R̄, l’ensemble BXR est un
borélien de R.

LemooCRVJooQosHPq

Lemme 14.92 ([423]).
Si S0 est l’ensemble des intervalles du type

sα, βr, r´8, βr, sα,`8s (14.269)

avec ´8 ă α ă β ă `8 alors σpS0q “ BorpR̄q.
Démonstration. Les intervalles sα, βr engendrent la topologie de R 30, donc BorpRq Ă σpS0q. De
plus le lemme 14.3 nous autorise à dire que

č

ně1
rn,`8s “ t`8u P σpS0q. (14.270)

Par conséquent tous les ensembles énumérés dans le lemme 14.91 font partie de σpS0q. Cela implique
que BorpR̄q Ă σpS0q.

Pour l’inclusion inverse, σpS0q est engendré par des parties qui font partie de BorpR̄q, donc
σpS0q Ă BorpR̄q.

14.6.1 Fonctions à valeurs réelles sur un espace mesurable
THOooWHFLooKYGsOm

Théorème 14.93.
Soient un espace mesurable pS,Fq et une fonction f : S Ñ R̄. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes.

30. Parce toutes les boules sont des intervalles de ce type et que les boules forment une base de topologie, propo-
sition 7.133.
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ITEMooHAMHooYLqUhVi

(1) La fonction f est mesurable.
ITEMooHAMHooYLqUhVii

(2) L’ensemble tf ă au est dans F pour tout a P R
ITEMooHAMHooYLqUhViii

(3) L’ensemble tf ď au est dans F pour tout a P R
Démonstration. Plusieurs implications à prouver.

(1) (1)ñ(2) Puisque f est mesurable et que r´8, ar P BorpR̄q, nous avons f´1`r´8, ar˘ P F .
(2) (2)ñ(1) Nous posons A “ tr´8, ar tel que a P Ru.

Nous avons A Ă S0 (le S0 du lemme 14.92). Et de plus,

sα, βr “ r´8, βrzr´8, αs “ r´8, βrz
č

ně1
r´8, α` 1

n
r. (14.271)

Donc sα, βr P σpAq.
Et aussi :

sα,`8s “ R̄z
č

nPN
r´8, α` 1

n
r, (14.272)

ce qui donne sα,`8s P σpAq.
Au final, S0 Ă σpAq et donc σpS0q Ă σpAq. Le lemme 14.92 nous dit que σpS0q “ BorpR̄q.
Nous avons donc bien σpS0q “ σpAq “ BorpR̄q.
Par ailleurs, nous savons que f´1pAq Ă F parce que les éléments de A sont de la forme
tf ă au. Cela donne σ

`
f´1pAq˘ “ F . Mais σ

`
f´1pAq˘ peut aussi s’exprimer par le lemme

de transport 14.45 : σ
`
f´1pAq˘ “ f´1`σpAq˘. En combinant les deux,

f´1`σpAq˘ “ F , (14.273)

et en remplaçant σpAq par BorpR̄q nous avons ce que nous voulions :

f´1`BorpR̄q˘ P F , (14.274)

ce qui signifie que f est mesurable.
(3) (3)ñ(2) Nous avons

tf ă au “
ď

ně1
tf ď a´ 1

n
u. (14.275)

donc ceci est une union dénombrable d’éléments de F . Et tf ă au est dans F .
(4) (1)ñ(3) Nous avons

tf ď au “ tf ă au Y f´1`r´8, as˘. (14.276)

Le premier ensemble est dans F par (2). Ensuite r´8, as est un fermé de R̄ et donc un
borélien de R̄. Son image réciproque est donc un élément de F parce que f est mesurable.
Au final nous avons bien tf ď au P F .

LemFOlheqw

Lemme 14.94 ([436]).
Une fonction f : X Ñ R est mesurable si et seulement si f´1pIq est mesurable pour tout I de la
forme sa,8r.
Démonstration. Nous devons prouver que f´1pAq est mesurable dans X pour tout borélien A de
R. Nous posons

S “ tA Ă R tel que f´1pAq est mesurable dans Xu (14.277)

et nous prouvons que c’est une tribu. D’abord f´1pRq “ X, et X est mesurable, donc R P S.
Ensuite si A P S alors f´1pAcq “ f´1pAqc. En tant que complémentaire d’un mesurable de X,
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l’ensemble f´1pAqc est mesurable dans X. Et enfin si An P S alors f´1pŤnAnq “
Ť
n f

´1pAnq qui
est encore mesurable dans X en tant qu’union de mesurables.

Donc S est une tribu qui contient tous les ensembles de la forme sa,8s. Le lemme 14.49 conclut
que S contient tous les boréliens de R.

LEMooMYUFooKqdDNc

Lemme 14.95.
Soit R̄ “ R Y t˘8u. Soit λ P R̄. Les parties tx ě λu, tx ą λu, tx ď λu et tx ă λu sont des
boréliens de R̄.

LEMooAITEooMjHxvh

Lemme 14.96.
Soit une application mesurable f : pΩ,Aq Ñ `

RY t˘8u,Bor
˘
. Soit λ P R ; nous définissons

fλ : Ω Ñ R

ω ÞÑ min
`
fpωq, λ˘. (14.278)

Alors fλ est mesurable

Démonstration. Soit A mesurable (i.e. borélien) dans RYt˘8u. Nous devons montrer que f´1
λ pAq

est mesurable. Pour cela nous écrivons

A “
´
AX tx ą λu

¯
Y
´
AX tx ď λu

¯
. (14.279)

Par définition fλ ne prend jamais de valeurs plus grandes que λ, donc f´1
λ

`
A X tx ą λu˘ “ H.

D’autre part, f´1
λ

`
AX tx ď λu˘ “ f´1`AX tx ď λu˘.

Étant donné que A et tx ď λu sont boréliens 31, l’intersection A X tx ď λu est borélienne, et
donc

f´1
λ pAq “ f´1`AX tx ď λu˘ P A. (14.280)

LemIGKvbNR

Lemme 14.97 ([436]).
Soit fn : X Ñ R une suite de fonctions mesurables 32. Alors supn fn est mesurable.

Démonstration. Nous avons

psup fnq´1`sa,8s˘ “ tx P X tel que psup fnqpxq ą au (14.281a)
“
ď

n

tx P X tel que fnpxq ą au (14.281b)

“
ď

n

f´1
n

`sa,8s˘. (14.281c)

Étant donné que fn est mesurable et que sa,8s est mesurable, chacun des f´1
n

`sa,8s˘ est mesurable
dans X. L’ensemble psup fnq´1`sa,8s˘ est donc une union dénombrable de parties mesurables. Il
est donc mesurable.

Le lemme 14.94 conclut que sup fn est mesurable.
PropFYPEOIJ

Proposition 14.98.
Si fn : X Ñ R est une suite de fonctions mesurables et positives, alors la fonction 33 ř

n fn est
mesurable.

Démonstration. Nous considérons les fonctions skpxq “ řk
n“0 fnpxq qui valent éventuellement 8

en certains points. Nous avons ÿ

n

fnpxq “ sup
k
skpxq, (14.282)

donc le lemme 14.97 nous donne la mesurabilité de la somme de fn.
31. Lemme 14.95.
32. Ici X est un espace mesuré et R est muni des boréliens.
33. Définition 12.362 pour la série de fonctions.
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ooUDHFooJjKscR

Définition 14.99.
Soit pS,Fq un espace mesurable. Une partition mesurable dénombrable de S est une suite
pSnqně1 de parties de S telles que

(1) Sn P F pour tout n,
(2) Sn X Sk “ H si n ‰ k,
(3) S “ Ť

ně1 Sn.
LEMooXAPQooPpZUmP

Lemme 14.100 (Lemme de recollement).
Soit pSnq une partition mesurable dénombrable de l’espace mesurable pS,Fq. Soit pS1,F 1q un autre
espace mesurable et des fonctions mesurables

fn : pSn,FSnq Ñ pS1,F 1q (14.283)

où FSn est la tribu induite 34. Alors la fonction

f : pS,Fq Ñ pS1,F 1q
x ÞÑ fnpxq si x P Sn (14.284)

est mesurable.

Démonstration. Soit A1 P F 1 ; nous devons prouver que f´1pA1q P F . Nous savons que

f´1pA1q “
ď

ně1
f´1
n pA1q, (14.285)EqooGKFFooEwTdtgEqooGKFFooEwTdtg

qui est une union dénombrable d’éléments f´1
n pA1q P FSn .

Puisque Sn P F nous avons FSn Ă F parce qu’un élément de FSn est de la forme Sn XB avec
B P F . Ainsi, pour chaque n nous avons

f´1
n pA1q P FSn Ă F . (14.286)

Au final l’égalité (14.285) écrit f´1pA1q comme une union d’éléments de F et est donc un élément
de F .

PROPooODDVooEEmmTX

Proposition 14.101.
Soit pS,Fq un espace mesurable et des applications mesurables f, g : S Ñ R̄. Alors les fonctions
suivantes sont mesurables :

(1) λf pour tout λ P R
(2) f ` g si elle existe.
(3) 1{f si elle existe.
(4) fg.

Démonstration. Commençons par clarifier « si elle existe ». La fonction f ` g n’existe pas au point
x P S si fpxq “ `8 et gpxq “ ´8. La fonction 1{f n’existe pas au point x P S si fpxq “ 0. Voir
le point 14.90.

(1) La partie où f ` g existe est mesurable La partie de S sur laquelle f ` g existe est

tx P S tel que
`
fpxq, gpxq˘ ‰ p`8,´8q, `fpxq, gpxq˘ ‰ p´8,`8qu. (14.287)

Nous avons
tpf, gq “ p`8,´8qu “ tf “ 8u X tg “ ´8u (14.288)

34. Définition 14.8.
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qui est un ensemble mesurable parce que, par exemple,

t`8u “
č

ně1
rn,`8s. (14.289)

Le cas p´8,`8q est identique, et au final la partie de S sur laquelle f ` g n’existe pas est
mesurable. Par complémentarité la partie sur laquelle f`g existe est également mesurable 35.

(2) Idem pour la partie sur laquelle 1{f existe Idem.
(3) Mesurabilité de λf Si λ “ 0, nous avons une fonction constante dont la mesurabilité est

évidente 36. Nous supposons λ ą 0. Alors

tλf ă au “ tf ă a{λu P F . (14.290)

Pour λ ă 0 nous avons de la même manière

tλf ă au “ tf ą a{λu P F . (14.291)

Ce dernier point est suffisant pour que λf soit mesurable par le théorème 14.93(3) et par
complémentarité.

(4) Mesurabilité de f ` g Soit a P R ; le théorème 14.93 nous demande d’avoir envie de
prouver que tf ` g ă au P F . Nous avons

fpxq ` gpxq ă a (14.292)

si et seulement si
fpxq ă a´ gpxq (14.293)

si et seulement si
Dq P Q tel que fpxq ă q ă a´ gpxq. (14.294)

Donc
tf ` g ă au “

ď

qPQ

´
tf ă qu X tg ă a´ qu

¯
, (14.295)

qui est une union dénombrable d’éléments de F . Donc tf`g ă au P F et f`g est mesurable.
Note qu’en toute rigueur il faudrait « Xlà où f ` g est définie » un peu partout, mais cela
ne change rien parce que l’intersection de deux parties mesurables est mesurable.

(5) Mesurabilité de 1{f Soit a P R. Si a ą 0 alors

t1{f ă au “ tf ă 0u Y tf ą 1
a
u P F . (14.296)

et si a ă 0 alors
t1{f ă au “ tf ă 0u X tf ą 1

a
u P F . (14.297)

(6) Mesurabilité de fg Nous allons la prouver en plusieurs fois.
(6a) Si f est mesurable alors f2 est mesurable Si a ď 0 alors tf2 ă au “ H. Si a ą 0

nous avons
tf2 ă au “ t´?a ă f ă ?au P F . (14.298)

(6b) f1A est mesurable Soit A P F , et prouvons que f1A est mesurable. Par définition,

pf1Aqpxq “
#
fpxq si x P A
0 si x R A. (14.299)

35. Parfois on a envie de dire que l’affirmation « A est mesurable » ne passe pas le test de Popper.
36. Prenez quand même le temps d’y penser.
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Nous posons
f1 : Ac Ñ R̄

x ÞÑ 0
(14.300)

et
f2 : AÑ R̄

x ÞÑ fpxq. (14.301)

Alors nous avons

p1Afqpxq “
#
f1pxq si x P Ac
f2pxq si x P A. (14.302)

Les ensembles A et Ac forment une partition mesurable dénombrable de S. La fonction
f1 est mesurable ; pour prouver que f2 est mesurable, nous l’écrivons f2 “ f ˝ jA où
jA : AÑ S est l’injection canonique. L’application

jA : pA,FAq Ñ pS,Fq (14.303)

est mesurable parce que si B P F alors j´1
A pBq “ AXB P FA. D’autre part l’application

f : pS,Fq Ñ `
R̄,BorpR̄q˘ (14.304)

est mesurable par hypothèse. La composée f2 “ f ˝ jA est alors mesurable par la
proposition 14.43. Le lemme de recollement 14.100 nous donne alors la mesurabilité de
f1A.

(6c) Le produit fg est mesurable Nous posons

F “ tx P S tel que |fpxq| ă `8, |gpxq| ă 8u. (14.305)

En tant qu’intersection de deux ensembles mesurables, F est mesurable. Par la partie
précédente, les applications f1 “ f1F et g1 “ g1F sont mesurables. L’application
f1 ` g1 : S Ñ R est encore mesurable. Par conséquent l’application

f1g1 “ 1
2
`pf1 ` g1q2 ´ f2

1 ´ g2
1
˘

(14.306)

est mesurable.
Voyons maintenant ce qui se passe en dehors de F . Nous allons utiliser le lemme de
recollement sur la fonction

pfgqpxq “

$
’’’’&
’’’’%

pf1g1qpxq si x P F
´8 si x P U
0 si x P V
`8 si x P W

(14.307)

où F,U ,V,W forment une partition mesurable dénombrable 37 de S. Pour le sport nous
montrons que U est mesurable :

U “ `tf “ ´8u X tg ą 0u˘ (14.308a)
Y `tf “ `8u X tg ă 0u˘ (14.308b)
Y `tg “ ´8u X tf ą 0u˘ (14.308c)
Y `tg “ `8u X tf ă 0u˘. (14.308d)

37. Définition 14.99.
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ooABKWooPbfSOZ

Proposition 14.102.
Si fn : S Ñ R̄ est une suite de fonctions mesurables, alors les fonctions infn fn et supn fn sont
mesurables.

Démonstration. Nous avons les découpages

tinf
n
fn ă au “

ď

n

tfn ă au P F (14.309)

et
tsup
n
fn ď au “

č

n

tfn ď au P F . (14.310)EQooNYKVooDOjOXMEQooNYKVooDOjOXM

Le théorème 14.93 permet de conclure.

Note : pour (14.310) nous ne pouvions pas utiliser les inégalités strictes parce que tsupn fn ă au
n’est pas spécialement égal à

Ş
ntfn ă au.

LEMooMGUOooMGwknZ

Lemme 14.103.
Soient des fonctions mesurables fi : Ω Ñ R (i “ 1, . . . , n). Alors la fonction

g : Ω Ñ R

x ÞÑ maxtf1pxq, . . . , fnpxqu (14.311)

est mesurable.

14.104.
La proposition 14.102 nous permet de définir les parties positives et négatives de f par f` “
suppf, 0q et f´ “ supp´f, 0q. Ce sont des applications mesurables. Nous avons les décompositions

f “ f` ´ f´ (14.312a)
|f | “ f` ` f´. (14.312b)

CORooNXYUooEcvDlP

Corolaire 14.105.
Si f : S Ñ R̄ est mesurable alors les applications f`, f´ et |f | sont mesurables en tant qu’appli-
cations S Ñ R̄`.

Démonstration. Nous faisons la preuve pour f`. Nous savons que f` : S Ñ R̄ est mesurable par
la proposition 14.102. Nous considérons l’injection canonique j : R̄` Ñ R̄ et

f`
1 : S Ñ R̄`

x ÞÑ f`pxq. (14.313)

Alors f`
1 “ j ˝ f` est mesurable. Et c’est bien cela que nous voulions.

Note : f` et f`
1 sont exactement les mêmes fonctions. Elles ne diffèrent que par la tribu que

nous considérons sur l’espace d’arrivée. Nous allons à partir de maintenant les noter toutes deux
f`.

Remarque 14.106.
L’application |f | peut être mesurable sans que f le soit. Soit en effet une partie A R F , et posons

fpxq “
#

1 si x P A
´1 si x P Ac. (14.314)

Alors f´1pt1uq “ A n’est pas mesurable alors que |f |pxq “ 1 pour tout x.
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Il est temps d’aller relire les définitions 10.42.
PropooMFIBooJzaleK

Proposition 14.107.
Si les fonctions fn : S Ñ R̄ sont mesurables alors les fonctions lim sup fn et lim inf fn sont mesu-
rables.

Démonstration. Par le lemme 10.44 nous écrivons lim supn fnpxq “ infně1 supkěn fkpxq. Pour
chaque k nous considérons la fonction gk “ supněk fn. Par la proposition 14.102, les fonctions
gk sont mesurables. En utilisant encore la même proposition, infně1 gk est encore mesurable.

PropooDXBGooSFqrai

Proposition 14.108 ([437]).
Si fn : S Ñ R̄ est une suite de fonctions mesurables dont la limite ponctuelle existe, alors la limite
est mesurable.

Démonstration. Si la limite existe, elle est égale à la limite supérieure par le lemme 10.45. Or la
limite supérieure est mesurable par la proposition 14.107.

14.6.2 Fonction étagée
DefBPCxdel

Définition 14.109 ([438]).
Soit pS,Fq un espace mesurable et une fonction f : S Ñ `

R̄,BorpR̄q˘. Il serait dommage de
confondre les trois concepts suivants.

— Une fonction simple est une fonction dont l’image est constituée d’un nombre fini de
valeurs.

— Une fonction étagée est une fonction simple qui est elle-même une fonction mesurable.
— Une fonction en escalier est une fonction étagée dont les valeurs sont constantes sur des

intervalles : ce sont donc des fonctions constantes par morceaux.

Dans les trois cas, la fonction f peut être écrite comme somme de fonctions caractéristiques :

fpxq “
pÿ

j“1
αj1Aj pxq (14.315)

où Aj “ f´1pαjq. Ce qui change est la nature des Aj .
— Si f est simple, les Aj sont quelconques.
— Si f est étagée, les Ai peuvent être choisis mesurables parce que tαiu est un borélien, ce qui

fait de Ai “ f´1pαiq un choix mesurable.
— Si f est en escalier, les Ai sont des intervalles.

Définition 14.110.
La forme canonique d’une fonction simple f est la suivante. Soit tαiui“1,...,l les valeurs distinctes
prises par f et Ai “ f´1pαiq. La forme canonique de f est alors

f “
lÿ

i“1
αi1Ai . (14.316)

LEMooNWLTooCDuRQI

Lemme 14.111.
Si f est une fonction simple dont la représentation canonique est

f “
lÿ

i“1
αi1Ai , (14.317)

alors
(1) les Ai sont disjoints,
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(2) l’union est égale à tout l’ensemble : S “ Ť
iAi.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 14.112
Le lemme 14.113 et le théorème 14.115 disent la même chose alors que la preuve du théorème 14.115
est beaucoup plus compliquée.La démonstration du lemme serait fausse ?

M’est avis que ce que le théorème donne en plus est la convergence uniforme en cas de fonction
bornée. La suite (14.318) ne va pas converger uniformément.

LemYFoWqmS

Lemme 14.113 (Limite croissante de fonctions étagées[1]).
Soit f : pS,Fq Ñ R̄ une fonction positive mesurable. Il existe une suite fn : S Ñ R de fonctions
étagées positives telles que fn Ñ f ponctuellement et fn ď f .

Démonstration. Nous considérons pqnq une suite parcourant tous les rationnels positifs 38 avec
q0 “ 0 pour être sûr. Pour n P N nous définissons la fonction

fnpxq “ maxtqi tel que i ď n, qi ď fpxqu. (14.318)EqooXQYIooSSJwtMEqooXQYIooSSJwtM

L’ensemble sur lequel le maximum est pris n’est pas vide parce que q0 “ 0. La fonction fn est simple
parce qu’elle ne prend que n valeurs différentes. Nous avons aussi, par construction, fnpxq ď fpxq.
Et aussi pour tout x P S, fnpxq Ñ fpxq, parce que Q est dense dans R.

En ce qui concerne le fait que fn soit mesurable, nous notons tr0, . . . , rnu l’ensemble des
tq0, . . . , qnu classés dans l’ordre croissant. Nous posons en plus rn`1 “ `8. Nous avons alors

f´1
n prkq “ tx P S tel que fpxq ě rk, fpxq ă rk`1u “ tf ě rku X tf ă rk`1u. (14.319)

En tant qu’intersection de deux ensembles mesurables, le théorème 14.93 dit que f´1
n prkq est

mesurable.

Remarque 14.114.
Pour avoir fn ă |f | nous pouvons poser

fnpxq “
#

maxtqi tel que i ď n, qi ď fpxqu si fpxq ě 0
mintqi tel que i ď n, qi ě fpxqu si fpxq ă 0.

(14.320)

THOooXHIVooKUddLi

Théorème 14.115 (Théorème fondamental d’approximation, thème 24[423, 435, 439]).
Soit un espace mesurable pS,Aq.

(1) Soit une fonction mesurable f : S Ñ r0,`8s. Alors il existe une suite croissante de fonctions
φn : S Ñ r0,`8r étagées 39 positives dont la limite ponctuelle est f .

(2) Si de plus f est bornée, la convergence est uniforme.
(3) Idem pour f à valeurs dans R̄ ou C.

Démonstration. Nous découpons l’intervalle r0, ns en plusieurs morceaux.

In,k “
#
r k2n ,

k`1
2n r si 0 ď k ď n2n ´ 1

rn,8s si k “ n2n.
(14.321)

Nous posons Sn,k “ f´1pIn,kq. Ce sont des ensembles mesurables parce que f est mesurable. Et de
plus, pour chaque n, la suite pSn,kqkě0 est une partition mesurable finie de S. Nous posons

φn “
n2nÿ

k“0

k

2n1Sn,k
. (14.322)

C’est-à-dire que sur chaque Sn,k nous approximons f par le bas. La fonction φn est étagée et
positive : 0 ď φnpxq ď fpxq par construction.

38. Nous rappelons que Q est dénombrable et dense dans R par la proposition 10.16.
39. Définition 14.109.
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(1) Croissance Nous allons voir que φn ď φn`1. Soit k ‰ n2n. Si x P Sn,k alors φnpxq “ k
2n et

nous avons aussi la décomposition

Sn,k “ Sn`1,2k Y Sn`1,2k`1. (14.323)

Si x P Sn`1,2k alors φn`1pxq “ 2k
2n`1 “ k

2n “ φnpxq. Et si x P Sn`1,2k`1 alors

φn`1pxq “ 2k ` 1
2n`1 “ k ` 1

2
2n ą φnpxq. (14.324)

Il reste à traiter le cas x P tf ě nu. Dans ce cas nous avons φnpxq “ n. Il y a encore deux
cas à traiter :

tf ě nu “ tf P rn, n` 1ru Y tf P rn` 1,8su. (14.325)

Pour plus de simplicité dans les notations, nous notons n̄ “ n2n, c’est-à-dire que In,n̄ est le
In,k avec le k le plus grand possible. Nous avons

In,n̄ “ rn, n` 1r Y rn` 1,8s. (14.326)

Le premier élément se décompose en In`1,k avec k ă n̄ ` 1 (nous préciserons plus tard
exactement les valeurs de k) tandis que le second est rn` 1,8s “ In`1,n`1.
Pour x P Sn`1,n`1 nous avons

φn`1pxq “ pn` 1q2n`1

2n`1 “ n` 1 ą φnpxq. (14.327)

Si au contraire fpxq P rn, n ` 1r nous devons précisément voir quels sont les k qui font en
sorte que In`1,k recouvre rn, n ` 1r. Le plus petit k est donné par k

2n`1 “ n, c’est-à-dire
k “ n2n`1 et le plus grand k est donné par k

2n`1 ă n ` 1, c’est-à-dire k “ 2n`1pn ` 1q ´ 1.
Donc si fpxq P rn, n` 1r alors x P Sn`1,k avec

n2n`1 ď k ď pn` 1q2n`1 ´ 1 (14.328)

Dans ce cas
φn`1pxq “ k

2n`1 ě
n2n`1

2n`1 “ n “ φnpxq. (14.329)

(2) Convergence ponctuelle Si fpxq ă 8 alors il existe 40 n0 P N tel que fpxq ă n0. Pour
n ě n0 nous avons fpxq ă n et donc φnpxq se calcule à partir d’un des intervalles de taille
1{2n :

φnpxq “ k

2n ď fpxq ă k ` 1
2n . (14.330)

Donc
|φnpxq ´ fpxq| ď 1

2n , (14.331)

ce qui signifie que limnÑ8 φnpxq “ fpxq.
Si fpxq “ `8 alors fpxq ą n pour tout n. Et alors φnpxq “ n pour tout n, ce qui donne
bien φnpxq Ñ 8.

(3) Convergence uniforme Soit f bornée : 0 ď fpxq ăM pour tout x P S. Soit aussi ϵ ą 0.
Nous prenons n0 ąM tel que 1

2n0 ă ϵ. Alors pour tout n ě n0 nous avons

0 ď fpxq ´ φnpxq ď 1
2n ď

1
2n0

ď ϵ. (14.332)

Notez qu’il n’y a pas de valeurs absolues parce que nous savons déjà que la limite est crois-
sante.

40. Le vrai snob citera ici le lemme 1.421.
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ThofrestemesurablesXYYX

Théorème 14.116 (Doob[422]).
Soit une application mesurable 41 X : Ω Ñ Rd. Une application Y : Ω Ñ Rp est AX-mesurable si
et seulement si il existe une fonction borélienne f : Rd Ñ Rp telle que Y “ fpXq.
Démonstration. En séparant Y par coordonnées, et en séparant, pour chacune, les parties positives
et négatives, nous supposons que Y est à valeurs réelles positives. Le théorème 14.115 dit qu’il existe
une suite croissante d’applications AX -mesurables et étagées φn : Ω Ñ r0,8r telles que φn Ñ Y
ponctuellement.

Vu que φn est étagée, il existe des AX -mesurables Ank Ă Ω tels que φn “ řsn
k“0 aak1Ank

avec
ank ą 0. Par la définition 14.6 de la tribu engendrée par une application, il existe un borélien
Bnk Ă R tel que Ank “ X´1pBnkq. Avec ça nous avons

φn “
snÿ

k“0
ank1Ank

(14.333a)

“
ÿ

k

ank1X´1pBnkq (14.333b)

“
ÿ

k

ankp1Bnk
˝Xq (14.333c)

“
˜ÿ

k

ank1Bnk

¸
˝X. (14.333d)

Nous posons
fn : RÑ R`

fn “
snÿ

k“0
ank1Bnk

.
(14.334)

Pour x P R, il n’y a que deux possibilités. Soit x P XpΩq, soit non. Si x n’est pas dans XpΩq,
alors il n’est dans aucun des Bnk et nous avons fnpxq “ 0 pour tout n. Si x P XpΩq, alors il existe
ω P Ω tel que x “ Xpωq. Dans ce cas

fnpxq “ fn
`
Xpωq˘ “ φnpωq, (14.335)

qui est croissante en n. De plus si x “ Xpωq, nous avons

fnpxq “ φnpωq Ñ Y pωq. (14.336)

Nous avons donc montré que pour tout x, n ÞÑ fnpxq est convergente :

lim
nÑ8 fnpxq “

#
0 si x R XpΩq
Y pωq si x “ Xpωq. (14.337)

Nous notons f “ limnÑ8 fn, et nous avons

Y pωq “ lim
nÑ8φnpωq “ lim

nÑ8
´
pfn ˝Xqpωq

¯
“ lim

nÑ8 fn
`
Xpωq˘ “ f

`
Xpωq˘ “ pf ˝Xqpωq. (14.338)

Nous avons donc bien trouvé une application f : RÑ R telle que Y “ f ˝X.

14.6.3 Fonctions réelles à variables réelles

Nous nous focalisons à présent sur le cas des fonctions

f :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘. (14.339)
41. Elle est notée X parce que l’application usuelle de ce théorème est en théorie des variables aléatoires.
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NORMooNFOMooYnaflN

14.117 ([1]).
Anticipons un peu pour expliquer pourquoi ce que nous allons faire maintenant est suffisant pour
ce que nous avons en tête 42. Toutes les fonctions mesurables

f :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘ (14.340)

seront a fortiori mesurables au sens de

f :
`
R,LebpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘ (14.341)

où LebpRq est la tribu de Lebesgue sur R, c’est-à-dire la tribu complétée de celle des boréliens
(définition 14.139).

14.118.
Nous allons maintenant donner quelques conditions pour que des fonctions soient mesurables au
sens de la tribu des boréliens sur l’espace d’arrivée et de départ. Ces résultats seront donc immé-
diatement applicables à la théorie de l’intégration où nous considérons la tribu de Lebesgue sur
l’espace de départ.

Autrement dit, les résultats présentés ici sont un peu plus forts que ce dont nous avons réel-
lement besoin . . .ou alors ce sont les hypothèses que nous allons poser en théorie de l’intégration,
qui seront un peu plus fortes que nécessaires. C’est une question de point de vue.

CorooJYDVooCrXVun

Corolaire 14.119.
Si I est un intervalle de R, alors toute application monotone f : I Ñ R est borélienne.

Démonstration. Puisque f est monotone, l’ensemble tf ă au est un intervalle. Or tous les inter-
valles sont boréliens, donc f est mesurable par le théorème 14.93.

Définition 14.120.
Si I est un intervalle de R, une fonction f : I Ñ R est monotone par morceaux si il existe une
suite strictement croissante de points pxiqiPZ dans I telle que f ait la propriété sur chacun des
ouverts sxj , xj`1r..
Remarque 14.121.
Quelques remarques.

(1) Dans cette définition, les points sont numérotés par Z et non par N parce que nous nous
laissons la liberté d’avoir une infinité de points de chacun des deux côtés.

(2) La notion de C1 par morceaux sera la définition 20.34. Attention : ce ne sera pas la même.
PropooLNBHooBHAWiD

Proposition 14.122.
Soit I un intervalle de R et une fonction f : I Ñ R. Si f est continue ou monotone par morceaux
sur I alors elle y est borélienne.

Démonstration. L’ensemble tsxj , xj`1rujPZ Y txiuiPZ forme une partition mesurable dénombrable
de I (les singletons sont des boréliens). À une belle redéfinition près de la numérotation (deux
fois Z va dans N), nous les appelons pInqnPN, et nous définissons les fonctions fk comme étant les
restrictions de f aux intervalles Ik.

Toute fonction sur un singleton est mesurable. Toute fonction continue sur un ouvert est mesu-
rable (théorème 14.53). Toute fonction monotone sur un ouvert est mesurable (corolaire 14.119).

Le lemme de recollement 14.100 donne alors la mesurabilité de f .

14.123.
Toutes les fonctions que nous pouvons écrire explicitement sont mesurables . . .en tout cas toutes

42. Pour rappel, nous avons en tête de définir une théorie de la mesure afin d’y définir des intégrales. En particulier
nous allons étudier l’intégrale de Lebesgue et en ce qui concerne Rn, nous aurons la tribu de Lebesgue.
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celles que l’on trouve en pratique. En effet nous avons déjà toutes les fonctions continues par
morceaux via la proposition 14.122 et ensuite toutes les limites par la proposition 14.108. Cela
donne les séries, les dérivées, les primitives, etc.

14.7 Tribu produit

14.7.1 Produit d’espaces mesurables
DefTribProfGfYTuR

Définition 14.124.
Si A1 et A2 sont deux tribus sur deux ensembles Ω1 et Ω2, nous définissons la tribu produit
A1 bA2 comme étant la tribu engendrée par

tX ˆ Y tel que X P A1, Y P A2u. (14.342)

Ces ensembles sont appelés rectangles de pΩ1,A1q b pΩ2,A2q.
PropLJJWooKqWlTr

Proposition 14.125 ([440]).
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q. Si Ci est une classe de parties de Si avec
Fi “ σpCiq et Si P Ci. Alors

F1 b F2 “ σpC1 ˆ C2q. (14.343)

Démonstration. Nous notons p1 et p2 les projections de S1 ˆ S2 vers S1 et S2. Nous commençons
par prouver que

F1 b F2 “ σ
`
p´1

1 pF1q Y p´1
2 pF2q

˘
. (14.344)eqSGPBooLpQHfqeqSGPBooLpQHfq

En effet cette union est dans F1 b F2 parce que ce sont tous des produits de la forme A1 ˆ S2 et
S1ˆA2 où Ai P Fi. Inversement, tous les produits de la forme A1ˆA2 sont dans la tribu engendrée
par l’union parce que

A1 ˆA2 “ pA1 ˆ S2q X pS1 ˆA2q. (14.345)

Par conséquent, la partie p´1
1 pF1q Y p´1

2 pF2q engendre tous les produits qui engendrent la tribu
F1 b F2. L’égalité (14.344) est donc correcte.

Si C1 P C1 alors
p´1

1 pC1q “ C1 ˆ S2 P C1 ˆ C2 (14.346)

et donc p´1
1 pC1q Ă C1 ˆ C2. En utilisant le lemme de transport 14.45 nous avons alors

p´1
1 pF1q “ p´1

1
`
σpC1q

˘ “ σ
`
p´1

1 pC1q
˘ Ă σpC1 ˆ C2q (14.347)EqDQLYooVOLqMZEqDQLYooVOLqMZ

et de la même façon,
p´1

2 pF2q Ă σpC1 ˆ C2q. (14.348)EqMTRCooVHNTHJEqMTRCooVHNTHJ

Vu les relations (14.347), (14.348) et (14.344) nous avons

F1 b F2 “ σ
`
p´1

1 pF1q Y p´1
2 pF2q

˘ Ă σpC1 ˆ C2q. (14.349)

Réciproquement, si C1 P C1 et C2 P C2 alors

C1 ˆ C2 “ pC1 ˆ S2q X pS1 ˆ C2q “ p´1
1 pC1q X p´1

2 pC2q P F1 b F2. (14.350)

14.7.2 Le cas des boréliens

Si X1 et X2 sont des espaces topologiques et si nous notons Oi l’ensemble de leurs ouverts, par
définition BorpXiq “ σpOiq. De plus par la proposition 14.125 nous savons que

σpO1 ˆO2q “ BorpX1q b BorpX2q. (14.351)EqOHMSooRSLrDkEqOHMSooRSLrDk

https://fr.wikisource.org/wiki/Bible_Crampon_1923/Matthieu
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LemDEDQooJyzXgC

Lemme 14.126.
Si pXi,Oiq sont des espaces topologiques, alors

BorpX1q b BorpX2q Ă BorpX1 ˆX2q (14.352)

Démonstration. Si Ai P Oi alors A1 ˆ A2 est un ouvert de X1 ˆX2 (voir la définition 7.15). Par
conséquent, O1 ˆO2 est contenu dans l’ensemble des ouverts de X1 ˆX2 ou encore

O1 ˆO2 Ă BorpX1 ˆX2q, (14.353)

et donc
σpO1 ˆO2q Ă σ

`
BorpX1 ˆX2q

˘
(14.354)

finalement, par (14.351)
BorpX1q b BorpX2q Ă BorpX1 ˆX2q. (14.355)

Il n’y a en général pas égalité, mais nous allons immédiatement voir que dans (presque) tous
les cas raisonnables, les boréliens sur un produit sont le produit des boréliens.

PropNAAJooBPbjkX

Proposition 14.127 ([440]).
Soient pX1, d1q et pX2, d2q des espaces métriques séparables. Alors

BorpX1 ˆX2q “ BorpX1q b BorpX2q. (14.356)

Démonstration. Nous savons par le lemme 7.234 que tout ouvert de X1 ˆ X2 est une réunion
dénombrable d’éléments de O1 ˆO2. Donc tout ouvert de X1 ˆX2 est dans BorpX1q b BorpX2q.
Par conséquent

BorpX1 ˆX2q Ă BorpX1q b BorpX2q. (14.357)
L’inclusion inverse étant déjà acquise par le lemme 14.126, nous avons l’égalité.

CorWOOOooHcoEEF

Proposition 14.128.
Les boréliens sur RN sont ceux qu’on croit.

(1) BorpR2q “ BorpRq b BorpRq
(2) BorpRN`1q “ BorpRN q b BorpRq

Démonstration. Cela n’est rien d’autre que la proposition 14.127.

Proposition 14.129.
Soit un espace mesurable pS,Fq et des applications fk : S Ñ R (k “ 1, . . . , N). Alors l’application

f : pS,Fq Ñ pRN ,BorpRN qq
x ÞÑ `

f1pxq, . . . , fN pxq
˘ (14.358)

est mesurable si et seulement si chacun des fi est mesurable.

Démonstration. Division en deux.
(1) Condition nécessaire Nous supposons que les fi sont mesurables. Nous avons

f´1` Nź

k“1
sak, bkr

˘ “ tx P S tel que f1pxq P sa1, b1r, ¨ ¨ ¨ fN pxq P saN , bN ru (14.359a)

“
Nč

k“1
f´1
k

`sak, bkr
˘
. (14.359b)

Cela est une intersection finie d’éléments de F et est donc un élément de F . Mais les pavés
ouverts engendrent BorpRN q parce qu’ils sont une base dénombrable de la topologie (pro-
position 14.48). Le théorème 14.46 nous assure alors que f est mesurable parce que l’image
inverse d’une base de la tribu est mesurable.
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(2) Condition suffisante Si f est mesurable alors en particulier

f´1
k

`sa, br˘ “ f´1`Rˆ . . .ˆ sa, br ˆRˆ . . .ˆR˘ P F . (14.360)

Pour cela nous avons utilisé la proposition 14.128 qui nous indique que le produit dans la
parenthèse est un borélien de RN en tant que produit de boréliens de R.
Encore une fois f´1

k tombe dans F pour une base dénombrable de la topologie de R et est
donc mesurable.

14.8 Mesure de Lebesgue sur R
SecZTFooXlkwk

Nous notons S l’ensemble des intervalles 43 de R.

Proposition 14.130.
L’ensemble des réunions finies d’éléments de S est une algèbre de parties de R que nous allons
noter AS .

Démonstration. Nous devons vérifier la définition 14.13. Les ensembles R et H sont des intervalles
et font donc partie de AS .

Si A P AS se décompose en union d’intervalles de la forme pak, bkq avec k “ 1, . . . , n (ici nous
mettons des parenthèses au lieu de crochets parce qu’à priori nous ne savons pas). Alors

Ac “
nď

k“0
pbk, ak`1q (14.361)

où nous avons posé b0 “ ´8 et an`1 “ `8. Ici encore les parenthèses sont soit fermées soit
ouvertes en fonction de ce qu’étaient celles dans la décomposition de A. Quoi qu’il en soit, cette
décomposition de Ac montre que Ac P AS .

Enfin si A,B P AS alors AYB P AS .

Lemme 14.131.
Tout élément de AS admet une décomposition minimale unique en réunion finie d’intervalles. Cette
décomposition est formée d’intervalles deux à deux disjoints.

Démonstration. Nous allons montrer que si A P AS , alors la décomposition minimale consiste en les
composantes connexes 44 de A. Pour cela nous rappelons que la proposition 10.52 dit qu’une partie
de R est connexe si et seulement si elle est un intervalle. D’abord cela nous dit immédiatement
que les composantes connexes de A forment une décomposition de A en intervalles. Nous devons
prouver qu’elle est minimale.

Soit tCkuk“1,...,n les composantes connexes de A. Aucun connexe de R contenu dans A ne peut
intersecter plus d’un des Ck, et par conséquent nous ne pouvons pas décomposer A en moins de n
intervalles.

Pour l’unicité, soit tIkuk“1,...,n un ensemble de n intervalles tels que
Ťn
k“1 Ik “ A. Chacun des

Ik intersecte un et un seul des Ck. En effet si x P Ik XCi et y P Ik XCj , alors rx, ys Ă Ik parce que
Ik est un intervalle. Mais Ci étant le plus grand connexe contenant x, rx, ys Ă Ci et de la même
façon, rx, ys Ă Cj . Par conséquent Ci et Cj sont tous deux la composante connexe de x et y. Nous
en déduisons que Ci “ Cj , c’est-à-dire i “ j.

Par ailleurs nous avons Ik X Il “ H dès que k ‰ l parce que sinon l’ensemble Ik Y Il serait
connexe et la décomposition des tIkuk“1,...,n ne serait pas minimale : en remplaçant Ik et Il par
Ik Y Il on aurait eu une décomposition contenant moins d’éléments. Donc à renumérotation près
nous pouvons supposer que Ik intersecte Cl si et seulement si k “ l.

Dans ce cas nous devons avoir Ik “ Ck, sinon les éléments de CkzIk ne seraient pas dansŤn
i“1 Ii.
43. Définition 1.21.
44. Définition 7.69.
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Définition 14.132 (longueur d’intervalle[426]).
Si I est un intervalle d’extrémités a et b avec ´8 ď a ď b ď `8 alors nous définissons la
longueur de I par

ℓpIq “
#
b´ a si ´8 ă a ď b ă `8
8 si a ou b est infini

(14.362)

Si A P AS et si sa décomposition minimale est A “ Ťn
k“1 Ik, alors on définit

ℓpAq “
nÿ

k“1
ℓpIkq. (14.363)

Le lemme suivant nous indique que nous pouvons calculer la longueur d’un élément de AS sans
savoir la décomposition minimale, pourvu que l’on connaisse une décomposition disjointe.

LemIUQooEzHun

Lemme 14.133 ([426]).
Si

B “
pď

r“1
Jr (14.364)

est une décomposition de B P AS en intervalles deux à deux disjoints alors

ℓpBq “
pÿ

r“1
ℓpJrq. (14.365)

Démonstration. Nous prouvons dans un premier temps le résultat dans le cas où B “ I est un
intervalle. Soit I un intervalle et une décomposition en intervalles disjoints I “ Ťp

r“1 Jr. Nous
montrons qu’alors ℓpIq “ řp

r“1 ℓpJrq. Nous verrons ensuite comment passer au cas où B est un
élément générique de AS .

(1) Si B “ I est un intervalle infini
Si I est infini alors un des Jr soit l’être et donc

řp
r“1 ℓpJrq “ 8 “ ℓpIq.

(2) Si B “ I est un intervalle ininfini
Pour chaque r “ 1, . . . , p nous notons ar et br les extrémités de Jr. Vu que les Jr sont
connexes et disjoints, si ak ď al alors bk ď al, sinon l’ensemble (non vide) sal, bkr serait dans
l’intersection IkX Il qui, elle, est vide. Plus généralement, si x P Jk et y P Jl avec x ă y alors
pour tout x1 P Jk et tout y1 P Jl nous avons x1 ă y1. Vu qu’il y a un nombre fini d’ensembles
Jr, nous pouvons les classer dans l’ordre croissant :

a1 ď b1 ď a2 ď b2 ď . . . ď bp´1 ď ap ď bp. (14.366)

Vu que les Jr sont disjoints et que leur union est connexe nous avons en réalité

a “ a1 ď b1 “ a2 ď b2 “ a3 ď . . . ď bp´1 “ ap ď bp, (14.367)

donc une somme télescopique donne

ℓpIq “ b´ a “
pÿ

r“1
pbr ´ arq “

pÿ

r“1
ℓpJrq. (14.368)

(3) Si B n’est pas un intervalle Soit tIkuk“1,...,n la décomposition minimale de B. Alors

♠ “ ℓpBq “
nÿ

k“1
ℓpIkq “

nÿ

k“1
ℓ
` pď

r“1
pIk X Jrq

˘
. (14.369)

Mais Ik est un intervalle et s’écrit comme union disjointe Ik “ Ťp
r“1pIk X Jrq, donc par la

première partie

♠ “
nÿ

k“1

pÿ

r“1
ℓpIk X Jrq “

pÿ

r“1

nÿ

k“1
ℓpIk X Jrq. (14.370)
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Ici Jr est un intervalle qui se décompose en Jr “ Ťn
k“1pIk X Jrq, donc nous pouvons encore

utiliser la première partie :

♠ “
pÿ

r“1
ℓpJrq, (14.371)

ce qu’il fallait.

LemPIOooRLkbo

Lemme 14.134.
Si A,B P AS avec A Ă B alors ℓpAq ď ℓpBq.
Démonstration. Nous avons évidemment B “ AYBzA. Notons que BzA P AS par le lemme 14.15.
Si tIku est une décomposition disjointe de A et tJiu une de BzA alors tIku Y tJiu est une décom-
position disjointe de AYBzA et le lemme 14.133 nous dit que

ℓpBq “ ℓpAYBzAq “ ℓpAq ` ℓpBzAq. (14.372)

Par conséquent ℓpBq ě ℓpAq.
LemUMVooZJgMu

Lemme 14.135.
Si I est un intervalle et si il se décompose en

I “
ď

nPN
In (14.373)

où les In sont des intervalles disjoints, alors

ℓpIq “
8ÿ

n“1
ℓpInq. (14.374)

Démonstration. Nous allons encore diviser la preuve en deux parties suivant que I soit de longueur
finie ou pas.

(1) Si I est de longueur finie
Soient a et b les extrémités de I : ´8 ă a ď b ă `8. Pour tout N ě 1 nous avons

Nÿ

n“1
ℓpInq “ ℓ

` Nď

n“1
In
˘ ď ℓpIq. (14.375)

La première égalité est le lemme dans le cas d’une union finie 14.133. L’inégalité est le
lemme 14.134. Cela étant vrai pour tout N , à la limite N Ñ8 nous conservons l’inégalité :

8ÿ

n“1
ℓpInq ď ℓpIq. (14.376)

Nous devons encore voir l’inégalité inverse. Pour cela nous supposons que a ă b. Sinon
ℓpIq “ 0 et tous les In doivent être vide sauf un qui contiendra seulement tau (si I le
contient).
Soit ϵ ą 0 avec ϵ ă b´ a et l’intervalle

ra` ϵ

4 , b´
ϵ

4 s “ ra
1, b1s Ă I. (14.377)

Si les an et le bn sont le extrémités des In alors

ra1, b1s Ă I “
ď

ně1
In Ă

ď

ně1
san ´ ϵ

2n`2 , bn `
ϵ

2n`2 r “
ď

ně1
sa1
n, b

1
nr (14.378)
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où nous avons posé a1
n “ an ´ ϵ{2n`2 et b1

n “ bn ` ϵ{2n`2. Nous avons donc recouvert le
compact 45 ra1, b1s par des ouverts. Nous pouvons donc en extraire un sous-recouvrement fini
(c’est la définition de la compacité), c’est-à-dire une partie finie F de N telle que

ra1, b1s Ă
ď

nPF
sa1
n, b

1
nr. (14.379)

Le lemme 14.134 nous dit alors que

♡ “ b1 ´ a1 ď ℓ
` ď

nPF
sa1
n, b

1
nr
˘ ď

ÿ

nPF
pb1
n ´ a1

nq. (14.380)

La seconde inégalité se prouve en recopiant 46 la preuve de 14.16. Nous continuons le calcul :

♡ ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq `

ÿ

nPF

ϵ

2n`1 ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ϵ

2 . (14.381)

Mais b1 ´ a1 “ pb´ aq ´ ϵ
2 , donc

b´ a´ ϵ

2 ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ϵ

2 . (14.382)

D’où nous déduisons que

ℓpIq “ b´ a ď
ÿ

nPF
pbn ´ anq ` ϵ ď

ÿ

nPN
pbn ´ anq ` ϵ “

ÿ

nPN
ℓpInq ` ϵ. (14.383)

Cela étant valable pour tout ϵ nous déduisons que

ℓpIq ď
ÿ

nPN
ℓpInq. (14.384)

(2) Si I est de longueur infinie
Étant donné que I est un intervalle de longueur infinie, il doit au moins contenir un ensemble
du type s´8, as ou ra,`8r ; donc pour tout M ą 0, il existe N ě 1 tel que

ℓ
`
I X r´N,N s˘ ěM. (14.385)

Mais I X r´N,N s est un intervalle et

I X r´N,N s “
ď

nPN
In X r´N,N s (14.386)

qui est une union disjointe. Par conséquent,

M ď ℓ
`
I X r´N,N s˘ “

ÿ

n

ℓ
`
In X r´N,N s

˘ ď
ÿ

n

ℓpInq. (14.387)

Cela étant vrai pour tout M ą 0, nous concluons que
ÿ

nPN
ℓpInq “ 8. (14.388)

Remarque 14.136.
Pour la preuve de 14.135 nous ne pouvons pas classer les In en ordre croissant comme nous l’avons
fait dans la preuve de 14.133. En effet si I “ r0, 1s et que nous recouvrons r0, 1

2 r et s1
2 , 1s par une

infinité d’intervalles chacun, nous ne pouvons plus les classer par ordre croissant.
45. Lemme 10.20.
46. Nous ne pouvons pas invoquer directement le lemme 14.16 parce que nous n’avons pas encore prouvé que ℓ

était une mesure sur pR,ASq.
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PropULFoodgXrR

Proposition 14.137 ([426]).
La fonction ℓ ainsi définie est une mesure σ-finie sur l’algèbre de parties AS .

Démonstration. Le fait que ℓ soit σ-finie provient par exemple du fait que ℓ
`s´n, nr˘ “ 2n tandis

que
Ť
ns´n, nr “ R.

Nous devons à présent prouver que ℓ est additive. Soient pAiqiPN des éléments disjoints de AS ,
avec leurs décomposition minimales

Ai “
nď

k“1
I

piq
k . (14.389)

Pour chaque i P N, le lemme 14.135 nous indique que

ℓpAiq “
ÿ

kPN
ℓpIpiq

k q. (14.390)

L’ensemble NˆN est dénombrable et nous pouvons considérer la décomposition
ď

iPN
Ai “

ď

pi,kqPNˆN
I

piq
k . (14.391)

Cette décomposition n’est pas spécialement minimale 47 mais elle est disjointe. Le lemme 14.135
donne

ℓp
ď

i

Aiq “
ÿ

pi,kqPNˆN
ℓpIpiq

k q “
ÿ

iPN

˜ÿ

kPN
ℓpIpiq

k q
¸
“

ÿ

iPN
ℓpAiq. (14.392)

La décomposition de la somme sur N2 en deux sommes sur N est faite en vertu de la proposi-
tion 11.112.

14.8.1 Mesure et tribu de Lebesgue
ThoDESooEyDOe

Théorème 14.138.
Il existe une unique mesure λ sur

`
R,BorpRq˘ telle que

λ
`sa, br˘ “ b´ a (14.393)

pour tout a ď b dans R.

Démonstration. L’existence provient du théorème de prolongement de Hahn 14.77 : la mesure ℓ
sur pASq se prolonge à σpASq “ BorpRq.

Nous ne pouvons pas prouver l’unicité en invoquant la partie unicité de Hahn (c’est tentant
parce que ℓ est σ-finie) parce que dans ce théorème nous ne fixons la valeur de λ que sur une toute
petite partie de AS . Nous allons cependant voir que cette petite partie suffit à garantir l’unicité.

La classe
D “ tsa, br tel que ´8 ă a ď b ă `8u (14.394)

est stable par intersection finie et engendre la tribu borélienne. En effet D contient toutes les boules
et donc une base dénombrable de la topologie de R (proposition 7.133). Donc tous les ouverts de
R sont dans σpDq et σpDq “ BorpRq. Nous pouvons donc dire grâce au théorème 14.33 qu’il y a
unicité de la mesure sur BorpRq lorsque les valeurs sur D sont fixées.

DefooYZSQooSOcyYN

Définition 14.139.
La mesure de l’espace mesuré

`
R,BorpRq, λ˘ donné par le théorème 14.138 est la mesure de

Lebesgue sur
`
R,BorpRq˘.

Nous définissons aussi la tribu de Lebesgue par la proposition 14.74 :
`
R,LebpRq, λ˘ est

l’espace mesuré complété de
`
R,BorpRq, λ˘.

47. A1 pourrait contenir r0, 1s et A2 contenir s1, 2s.
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Remarque 14.140.
Il n’est pas évident que la tribu de Lebesgue soit plus grande que celle des boréliens, ni que la tribu
des parties soit plus grande que celle de Lebesgue. Nous mentionnons cependant les faits suivants.

(1) Il existe des ensembles mesurables non-boréliens, et cela ne nécessite pas l’axiome du choix.
Un argument classique de cardinalité est donné dans [424]. La construction la plus explicite
que j’aie trouvée est dans [441], mais ça a l’air de demander des connaissances précises sur
les ordinaux.

(2) Vu que l’ensemble de Cantor C est mesurable de mesure nulle (proposition 14.159), tout
sous-ensemble de Cantor est mesurable de mesure nulle parce que la tribu de Lebesgue est
complète par définition. Le cardinal de PpCq est strictement supérieur à la puissance du
continu, alors que le cardinal de l’ensemble des boréliens est au plus égal à la puissance du
continu. Donc il existe des non boréliens contenus dans Cantor ; de tels non boréliens sont
alors mesurables au sens de Lebesgue.

(3) Si nous admettons l’axiome du choix alors il existe des ensembles non mesurables au sens de
Lebesgue. Nous en verrons un dans l’exemple 14.153.

Exemple 14.141 (Un ouvert contenant tous les rationnels et de mesure arbitrairement petite).
Il est possible de construire un ouvert de R contenant Q et de mesure de Lebesgue plus petite que
ϵ. Pour cela si pqiq est une énumération des rationnels, il suffit de prendre

O “
8ď

n“1
Bpqn, ϵ

2n`1 q. (14.395)

Cela est un ouvert comme union d’ouverts, ça contient tous les rationnels, et sa mesure se majore.
En effet le théorème 14.138 donne λ

`
Bpqn, ϵ

2n q
˘ “ ϵ

2n . Vu que ces boules ne sont à priori pas
disjointes, le lemme 14.22 donne

λpOq ď
8ÿ

n“1

ϵ

2n “ ϵ (14.396)

par (11.318) avec q “ 1
2 .

Par complémentarité, nous pouvons construire un ensemble fermé de mesure non nulle et ne
contenant aucun rationnel. Et même un fermé dans r0, 1s, de mesure 1 ´ ϵ ne contenant aucun
rationnel.

Cela peut surprendre parce qu’il existe des tonnes de suites d’irrationnels qui convergent vers
des rationnels 48, et il semble difficile de créer un ensemble contenant beaucoup d’irrationnels tout
en préservant la propriété de fermeture vis à vis des suites convergentes. △

Exemple 14.142 (Mesure finie, non borné).
Il existe des parties de R qui sont de mesure finie sans être bornés. Par exemple en posant

A “
8ď

n“1
Bpn, 1

2n q. (14.397)

La partie A n’est pas bornée parce que que N Ă A. Mais en termes de mesure,

λpAq ď
8ÿ

n“1

1
2n ă 8 (14.398)

en vertu de la somme de la série géométrique, proposition 11.122. △

14.8.2 Propriétés de la mesure de Lebesgue

Proposition 14.143.
Tout ensemble dénombrable de R est mesurable de mesure nulle.

48. Si q P Q et r P RzQ alors la suite pq ` r{10k
qk est une suite d’irrationnels convergente vers le rationnel q.
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Démonstration. Un point de R est un intervalle de mesure nulle. Si D est dénombrable, il est
union disjointes et dénombrable de points. Le lemme 14.135 nous dit alors que sa mesure est
λpDq “ ř8

i“1 λptaiuq “ 0.

Remarque 14.144.
Il existe cependant des ensembles non dénombrables et tout de même de mesure nulle. Par exemple
l’ensemble de Cantor (voir la proposition 14.159).

PropooOACLooLMIUuY

Proposition 14.145.
La mesure de Lebesgue est invariante par translation, c’est-à-dire que si A est mesurable alors
λpAq “ λpA` αq pour tout réel α.

Démonstration. Nous commençons par les intervalles ouverts :

λ
`sa, br ` α˘ “ λ

`sa` α, b` αr˘ “ pb` αq ´ pa` αq “ b´ a “ λ
`sa, br˘. (14.399)

D’après ce qui est dit dans l’exemple 14.34, la mesure de Lebesgue sur les boréliens est invariante
par translation.

Si A est mesurable alors il existe un borélien B et un ensemble négligeable N tels que A “ BYN
par la caractérisation 14.130b de la complétion. Alors A`α “ B`αYN `α et N `α est encore
un ensemble négligeable. Donc λpA` αq “ αpB ` αq “ λpBq.

La mesure ℓ définie sur l’algèbre de parties AS (voir proposition 14.137). La proposition 14.17
nous donne donc une mesure extérieure par

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

ℓpAnq;An P AS , X Ă
ď

n

Anu. (14.400)EqJGXoogdKqbEqJGXoogdKqb

La proposition suivante montre que cette mesure extérieure peut être exprimée seulement avec
des intervalles ouverts.

PropTNOooDcfwn

Proposition 14.146.
Nous avons

λ˚pXq “ inft
ÿ

ně1
ℓpInq; In sont des intervalles ouverts et X Ă

ď

n

Inu. (14.401)

Démonstration. Nous savons que dans la définition (14.400), chacun des An est une réunion dis-
jointe d’intervalles (pas spécialement ouverts) deux à deux disjoints ; donc

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

ℓpInq; In P S, X Ă
ď

n

Inu. (14.402)

Soit ϵ ą 0. Si A Ă Ť
n In, pour chaque n ě 1 nous considérons un intervalle ouvert Jn tel que

In Ă Jn et ℓpInq ` ϵ
2n ď ℓpJnq. Faisant cela pour chacun des découpages de X en intervalles nous

trouvons
λ˚pXq ď inft

ÿ

n

ℓpJnq Jn est ouvert et X Ă
ď

n

Jnu ` ϵ. (14.403)

Étant donné que ϵ est arbitraire nous avons l’égalité.
PropMXIoojpKvd

Proposition 14.147 ([426]).
Si X Ă R est tel que λ˚pXq ă 8 alors

ItemGJUoozrDILi

(1) Pour tout ϵ ą 0 il existe un ouvert Ωϵ tel que
"
X Ă Ωϵ (14.404a)
λpΩϵq ď λ˚pXq ` ϵ. (14.404b)
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ItemGJUoozrDILii

(2) Il existe une intersection dénombrable d’ouverts G telle que
"
X Ă G (14.405a)
λpGq “ λ˚pXq. (14.405b)

Démonstration. Pour (1), la proposition 14.146 nous a déjà dit que

λ˚pXq “ inft
ÿ

n

ℓpInq In est un intervalle ouvert, X Ă
ď

n

Inu, (14.406)

donc si ϵ ą 0, il existe des intervalles ouverts In tels que
$
’&
’%

X Ă
ď

n

In (14.407a)
ÿ

n

ℓpInq ď λ˚pXq ` ϵ. (14.407b)

Si nous posons Ωϵ “ Ť
n In, alors nous avons bien

$
&
%
X Ă Ωϵ (14.408a)
λpΩϵq ď

ÿ

n

ℓpInq ď λ˚pXq ` ϵ. (14.408b)

En ce qui concerne (2), pour chaque k ě 1 nous considérons l’ensemble Ω1{k obtenu comme
précédemment avec ϵ “ 1{k et nous posons G “ Ş

kě1 Ω1{k. Cela est une intersection dénombrable
d’ouverts vérifiant X Ă G (parce que X Ă Ω1{k pour tout k) et donc λ˚pXq ď λ˚pGq “ λpGq. De
plus pour tout k nous avons

λpGq ď pΩ1{kq ď λ˚pXq ` 1
k

(14.409)

pour tout k. En faisant k Ñ8 nous avons

λpGq ď λ˚pXq. (14.410)

Au final
λpGq ď λ˚pXq ď λpGq, (14.411)

d’où l’égalité.

Corolaire 14.148.
Une partie N Ă R est négligeable 49 si et seulement si λ˚pNq “ 0.

Démonstration. Nous savons que si N est négligeable il existe un borélien Y tel que N Ă Y avec
λpY q “ 0. Par conséquent 50

λ˚pNq ď λ˚pY q “ λpY q “ 0. (14.412)

Pour l’implication inverse nous supposons que λ˚pNq “ 0 et nous prenons l’ensemble G définit
par la proposition 14.147(2) : c’est un borélien contenant N et tel que λpGq “ λ˚pNq “ 0.
L’ensemble N est donc négligeable.

ThoHFXooONFRN

Théorème 14.149 (Régularité extérieure de la mesure de Lebesgue).
Pour tout mesurable A Ă R nous avons

λpAq “ inftλpΩq; Ω ouvert contenant Au. (14.413)

Démonstration. Nous commençons par le cas où B est un borélien.

49. Définition 14.63.
50. Au péril d’être lourd nous rappelons que λ˚ est défini sur toutes les parties de R.
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(1) Si B borélien, λpBq ă 8
Soit ϵ ą 0 ; par la proposition 14.147(1) il existe un ouvert Ωϵ contenant B tel que λpΩϵq ď
λ˚pBq` ϵ. Vu qu’ici B est borélien, λ˚pBq “ λpBq et nous concluons que pour tout ϵ il existe
un ouvert Ωϵ tel que

"
B Ă Ωϵ (14.414a)
λpΩϵq ď λpBq ` ϵ, (14.414b)

et donc
λpBq “ inftλpΩq; Ω ouvert contenant B u. (14.415)

(2) Si B borélien, λpBq “ `8
Dans ce cas l’infimum est pris uniquement sur des ouverts Ω tels que λpΩq “ 8.

(3) Si A est mesurable non borélien
Nous passons maintenant au cas où A est mesurable sans être borélien. Il s’écrit donc A “ BY
N avec B borélien et N négligeable par la proposition 14.66, et par définition λpAq “ λpBq.
Si Y est un borélien tel que N Ă Y et λpY q “ 0 alors

λpAq “ λpBq “ inftλpΩq tel que Ω ouvert, B Ă Ωu (14.416a)subeqMTHoopkSKOisubeqMTHoopkSKOi

ď inftλpΩq tel que Ω ouvert, B YN Ă Ωu (14.416b)subeqMTHoopkSKOiisubeqMTHoopkSKOii

ď inf
Ω1,Y 1

tλpΩ1 Y Y 1q tel que Ω1, Y 1 ouverts, B Ă Ω1, Y Ă Y 1u (14.416c)subeqMTHoopkSKOiiisubeqMTHoopkSKOiii

ď inf
Ω1,Y 1

tλpΩ1q ` λpY 1q tel que Ω1, Y 1 ouverts, B Ă Ω1, Y Ă Y 1u (14.416d)subeqMTHoopkSKOivsubeqMTHoopkSKOiv

ď inf
Ω1
tλpΩ1q tel que Ω1 ouvert, B Ă Ωu (14.416e)subeqMTHoopkSKOvsubeqMTHoopkSKOv

“ λpBq. (14.416f)

Justifications :
— (14.416a) Le cas borélien déjà fait.
— (14.416b) Les ouverts Ω tels que BYN Ă Ω vérifient a fortiori B Ă Ω ; nous avons donc

agrandit l’ensemble sur lequel l’infimum est pris.
— (14.416c) Parmi les ouverts Ω qui recouvrent B YN , il y a ceux de la forme Ω1 Y Y 1 où

Ω1 recouvre B et Y 1 est un ouvert contenant Y . Donc nous avons rétréci l’ensemble sur
lequel l’infimum est pris et par conséquent agrandit l’infimum.

— (14.416d) Mesure d’une union majorée par la somme des mesures.
— (14.416e) Vu que Y est borélien, λpY q “ infY 1 ouverttλpY 1q tel que Y Ă Y 1u “ 0. Donc

pour tout Ω1 et tout ϵ ą 0, nous pouvons trouver un Y 1 vérifiant les conditions tel que
λpΩ1q ` λpY 1q ď λpΩ1q ` ϵ.

Toutes les inégalités sont des égalités en en particulier (14.416b) donne

λpAq “ inftλpΩq tel que Ω ouvert, B YN Ă Ωu, (14.417)

ce qu’il fallait.

PropEZNoofLkVb

Proposition 14.150 ([426]).
Si A est mesurable dans R et si ϵ ą 0 alors il existe un ouvert Ωϵ et un fermé Fϵ tels que subeqHNEooaNqDu

"
Fϵ Ă A Ă Ωϵ (14.418a)
λpΩϵzFϵq ď ϵ. (14.418b)

Démonstration. Nous commençons par le cas où A est un borélien, que nous noterons B.
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(1) Première étape
Montrons qu’il existe un ouvert Uϵ tel que

#
B Ă Uϵ (14.419a)
λpUϵzBq ď ϵ

2 . (14.419b)

Si λpBq ă 8 alors le théorème 14.149 nous donne un ouvert Uϵ tel que B Ă Uϵ et λpUϵq ď
λpBq ` ϵ

2 . Nous avons alors

λpΩϵzBq “ λpΩϵq ´ λpBq ď ϵ

2 . (14.420)

Si par contre λpBq “ 8, nous posons Bn “ B X r´n, ns et ϵn “ ϵ{2n`1. Pour chaque n nous
avons un ouvert Ωn tel que

#
Bn Ă Ωn (14.421a)
λpΩnzBnq ď ϵ

2n`1 (14.421b)

Par conséquent en posant Ω “ Ť
ně1 Ωn nous avons 51

$
&
%

B Ă Ω (14.422a)
λpΩzBq ď λ

`ď

n

pΩnzBnq
˘ ď

ÿ

ně1
λpΩnzBnq “ ϵ

2 . (14.422b)

La première étape est terminée.
(2) Deuxième étape

Nous prouvons à présent qu’il existe un ouvert Ωϵ et un fermé Fϵ tels que
$
’’’&
’’’%

Fϵ Ă B Ă Ωϵ (14.423a)
λpΩϵzBq ď ϵ

2 (14.423b)

λpBzFϵq ď ϵ

2 . (14.423c)

L’ouvert Ωϵ, nous l’avons déjà de l’étape précédente. Pour le fermé, nous appliquons la
première étape au borélien Bc ; ce qui nous trouvons est un ouvert Gϵ tel que

#
Bc Ă Gϵ (14.424a)
λpGϵzBcq ď ϵ

2 . (14.424b)

En posant Fϵ “ Gcϵ nous avons un fermé tel que Fϵ Ă B et

λpBzFϵq “ λpF cϵ zBcq “ λpGϵzBcq ď ϵ

2 . (14.425)

(3) Dernière étape
Les ensembles Fϵ et Ωϵ trouvés à la deuxième étape donnent bien les relations (14.418). En
effet ΩϵzFϵ “ pΩϵzBq Y pBzFϵq, donc

λpΩϵzFϵq ď λpΩϵzBq ` λpBzFϵq “ ϵ. (14.426)

Nous passons au cas où A “ BYN est mesurable. Nous commençons par prendre les Ωϵ et Fϵ qui
correspondent à B :

"
Fϵ Ă B Ă Ωϵ (14.427a)
λpΩϵzFϵq ď ϵ. (14.427b)

51. Nous utilisons la petite relation ensembliste
`Ť

n An

˘
z
`Ť

n Bn

˘
Ă

Ť
npAnzBnq.



14.8. MESURE DE LEBESGUE SUR R 1303

Soit Y un borélien tel que N Ă Y et λpY q “ 0 puis un ouvert Y 1 tel que λpY 1q ď ϵ et Y Ă Y 1.
L’existence d’un tel Y 1 est assurée par la proposition 14.149 appliquée à Y . Nous vérifions que les
ensembles Fϵ et Ωϵ Y Y 1 fonctionnent. En effet Ωϵ Y Y 1zFϵ Ă pΩϵzFϵq Y Y 1, donc

#
Fϵ Ă B YN Ă Ωϵ Y Y 1 (14.428a)
λ
`pΩϵzFϵq

˘ ď λpΩϵzFϵq ` λpY 1q ď 2ϵ. (14.428b)

Donc en réalité il faut choisir Ωϵ{2, Fϵ{2 et λpY 1q ď ϵ{2.
THOooJNMCooPMvCDq

Théorème 14.151 (Régularité intérieure de la mesure de Lebesgue).
Si A est mesurable dans R alors

λpAq “ suptλpKq;K compact contenu dans Au. (14.429)

Démonstration. Par la proposition 14.150 nous avons

λpAq “ sup
F fermé dans A

λpF q. (14.430)EqTPEooUHTbHEqTPEooUHTbH

Pour un tel F nous posons Kn “ F X r´n, ns qui est compact 52 et contenu dans B. De plus le
lemme 14.23(2) nous dit que

λpF q “ lim
nÑ8λpKnq (14.431)

Donc tous les λpF q peuvent être arbitrairement approchés par un λpKq avec K compact dans A,
et le supremum (14.430) n’est pas affecté en nous restreignant à prendre des compacts contenus
dans B :

λpAq “ sup
F fermé dans A

λpF q “ sup
K compact dans A

λpKq. (14.432)

14.8.3 Fonctions mesurables

Lemme 14.152.
Soit une fonction f : RÑ R mesurable telle que λpf ‰ 0q ą 0. Alors il existe une partie mesurable
M et m ą 0 tels que λpMq ą 0 et fpxq ą m pour tout x PM .

Démonstration. Nous notons

D “ tx P R tel que fpxq ą 0u, (14.433)

et nous supposons que λpDq ą 0 pour fixer les idées (si ce n’est pas le cas, nous prenons pour D
la partie où f est strictement négative).

Nous posons

A1 “ r1,8r (14.434a)

An “ r 1
n
,

1
n´ 1 r. (14.434b)

Ces parties An sont disjointes ; donc les parties

Dn “ tx P R tel que fpxq P Anu (14.435)

sont également disjointes. Vu que
Ť
nAn “ s0,8r, nous avons D “ Ť

nPNDn. Vu que

λpDq “
8ÿ

n“1
λpDnq ą 0, (14.436)

il existe au moins un N tel que λpDN q ą 0. Pour x P DN nous avons

fpxq P AN “ r 1
N
,

1
N ´ 1 r. (14.437)

Donc pour x P DN nous avons fpxq ą 1
N .

52. parce que fermé et borné, théorème de Borel-Lebesgue 10.24.
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14.8.4 Ensemble de Vitali (non mesurable)
EXooCZCFooRPgKjj

Exemple 14.153 (Un ensemble non mesurable au sens de Lebesgue[442]).
Nous considérons l’ensemble quotient R{Q ; chaque classe intersecte l’intervalle r0, 1s. Grâce à
l’axiome du choix (voir 1.9) nous pouvons construire un ensemble V contenant un représentant
dans r0, 1s de chaque classe. Un tel ensemble est un ensemble de Vitali. Nous allons prouver
que V n’est pas mesurable.

Supposons que V soit mesurable. Alors tous les ensembles de la forme V ` q (q P Q) sont
mesurables et ont même mesure par la proposition 14.145. Nous posons

A “
ď

qPQ
´1ďqď1

pV ` qq Ă r´1, 2s. (14.438)

Cela est une union disjointe d’ensembles mesurables. Donc

λpAq “
ÿ

qPQ
´1ďqď1

λpV ` qq. (14.439)

Vu que A Ă r´1, 2s nous avons λpAq ď 3 et donc tous les termes de la somme doivent être nuls.
Nous avons donc λpAq “ 0.

Prouvons toutefois que r0, 1s Ă A, ce qui serait une contradiction. Soit x P r0, 1s ; il est dans
une des classes de R{Q et donc il existe v P V tel que x´ v P Q. De plus x, v P r0, 1s, donc

´1 ď x´ v ď 1. (14.440)

Cela fait que x P V ` px´ vq Ă A. Nous avons donc x P A et donc r0, 1s Ă A. En conséquence de
quoi nous aurions λpAq ě 1. △

14.8.5 Ensemble de Cantor

Nous considérons la fonction donnant l’écriture décimale des nombres définie en (11.343).
DefIYDooVIDJs

Définition 14.154 (Ensemble de Cantor).
Soit K0 “ r0, 1r et les ensembles Kn définis par la récurrence

Kn`1 “
`1

3Kn

˘Y `1
3pKn ` 2q˘. (14.441)

L’ensemble
K “

č

ně0
Kn (14.442)

est l’ensemble triadique de Cantor.

Les principales propriétés de l’ensemble de Cantor sont qu’il est non dénombrable (proposi-
tion 14.158) et borélien de mesure nulle (proposition 14.159).

14.155.
L’idée de base pour prouver que l’ensemble K est non dénombrable est que ses éléments sont les
nombres qui s’écrivent en base 3 sans utiliser le chiffre 1. En prenant un nombre sans 1 écrit en base
3, en changeant tous les 2 en 1 et en lisant le résultat en base 2, nous obtenons tous les nombres
possibles en base 2 et donc une quantité non dénombrable. L’idée est donc simple et astucieuse.
La mise en musique est un peu plus délicate parce qu’il faut faire attention aux queues de suites ;
c’est pour cela que nous avons construit l’ensemble de Cantor en partant de r0, 1r et non de r0, 1s.

Le lemme suivant dit précisément ce que nous entendons en disant que les éléments de l’ensemble
de Cantor sont les nombres qui s’écrivent en base 3 sans utiliser le chiffre 1. Nous rappelons que
D3 est l’ensemble des suites constituées de 0, 1 et 2, et qui ne se terminent pas par une suite infinie
de 2, voir 11.130 pour une définition précise.
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LemAZGoosKzEm

Lemme 14.156 ([1]).
Soit n P N et x P D3 (définition 11.130) ; nous avons φ3pxq P Kn P si et seulement si x1, . . . , xn P
t0, 2u.
Démonstration. Nous procédons par récurrence en commençant avec n “ 1. Si x1 “ 1 alors

φ3pxq “ 1
3 `

8ÿ

k“2

xk
3k P r

1
3 ,

2
3 r. (14.443)

Notons que φ3pxq “ 2
3 est impossible parce que ça demanderait une queue de suite de 2. Par

conséquent φ3pxq “ r0, 1rzr1
3 ,

2
3 r“ K1.

Nous passons à la récurrence.
(1) Sens direct

Nous supposons que x1, . . . , xn`1 P t0, 2u et nous montrons que φ3pxq P Kn`1. Nous consi-
dérons deux cas suivant que x1 vaut 0 ou 1. Pour comprendre pourquoi nous divisons les
cas suivant la valeur de x1 et non de xn, faire un dessin de comment Kn se transforme en
Kn`1 et remarquer dans K2, les deux premiers segments ne sont pas une division du premier
segment de K1, mais bien une copie des deux segments de K1.
Écrivons encore φ3pxq :

φ3pxq “
n`1ÿ

k“1

xk
3k `

8ÿ

k“n`2

xk
3k . (14.444)

(1a) Si x1 “ 0 Alors nous avons

3φ3pxq “
8ÿ

k“2

xk
3k´1 “

8ÿ

k“1

xk`1
3k “ φ3px2, . . . , xn, xn`1, . . .q (14.445)

Vu que par hypothèse x2, . . . , xn`1 sont dans t0, 2u nous avons 3φ3pxq P Kn par hypo-
thèse de récurrence. Cela implique que φ3pxq P Kn`1.

(1b) Si x1 “ 2 Alors

φ3pxq “ 2
3 `

8ÿ

k“2

xk
3k , (14.446)

et
3φ3pxq ´ 2 “

8ÿ

k“1

xk`1
3k “ φpx2, . . . , xn`1, . . .q, (14.447)

et donc là nous avons 3φ3pxq ´ 2 P Kn, ce qui implique encore φ3pxq P Kn`1.
(2) Sens réciproque

Nous devons maintenant prouver que φ3pxq P Kn`1 implique x1, . . . , xn`1 P t0, 2u. Par le
même calcul que précédemment nous avons soit

3φ3pxq “ φ3px2, . . . , xn`1, . . .q, (14.448)

si x1 “ 0, soit
3φ3pxq ´ 2 “ φ3px2, . . . , xn`1, . . .q, (14.449)

si x1 “ 2. Dans les deux cas, si xl “ 1 pour un certain 2 ď l ď n ` 1, alors l’hypothèse de
récurrence donne que ces éléments ne sont pas dans Kn et donc φ3pxq pas dans Kn`1.

CorSEDooJmeXt

Corolaire 14.157 ([1]).
En posant E “ tx P D3 tel que xi ‰ 1@iu nous avons K “ φ3pEq. Et plus précisément, φ3 : EÑ K
est une bijection.
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Démonstration. Nous divisons la preuve en trois étapes.

(1) Image contenue dans K Si x P E et n P N nous avons x1, . . . , xn P t0, 2u et donc
φ3pxq P Kn par la proposition 14.156. Donc

φ3pxq P
č

ně1
Kn “ K. (14.450)

(2) Injective L’application φ3 : EÑ K est injective parce qu’elle est déjà injective depuis D3.
(3) Surjective Soit p P K Ă r0, 1r. Vu que φ3 : D3 Ñ r0, 1r est surjective (théorème 11.133), il

existe x P D3 tel que φ3pxq “ p. Pour tout n nous avons φ3pxq P Kn et donc x1, . . . , xn P t0, 2u
et donc au final x P E.

PropTPPooDySbm

Proposition 14.158 ([1]).
L’ensemble de Cantor est non dénombrable.

Démonstration. Nous avons prouvé à la proposition 11.134 que l’ensemble D2 n’était pas dénom-
brable. Nous allons à présent prouver que l’application

ψ : D2 Ñ K

c ÞÑ φ3pc en remplaçant les 1 par des 2q (14.451)

est une bijection. Le fait que ψ soit injective est une conséquence du fait que ce soit la composition
de deux applications injectives (le remplacement et φ3). Il faut par contre montrer que l’image est
égale à K, en notant qu’il n’est pas évident à priori que l’image soit contenue dans K.

L’opération qui consiste à remplacer les 1 par des 2 est une bijection D2 Ñ E. Le coro-
laire 14.157 nous dit aussi que φ3 : EÑ K est une bijection. En tant que composée de bijections,
ψ est une bijection.

Étant en bijection avec D2 qui n’est pas dénombrable par la proposition 11.134, l’ensemble de
Cantor n’est pas dénombrable.

PropBEWooXZdKN

Proposition 14.159 (Ensemble de Cantor).
L’ensemble de Cantor 53 est borélien, non dénombrable et de mesure nulle.

Démonstration. Nous reprenons les notations de la définition 14.154. Le fait que l’ensemble de
Cantor soit non dénombrable a été prouvé dans la proposition 14.158.

L’ensemble de Cantor étant une intersection dénombrable de boréliens, il est borélien par le
lemme 14.3. Vu que Kn Ă r0, 1r nous avons 1

3Kn ď 1
3 et 1

3pKn ` 2q ě 2
3 , donc Kn est une union

disjointe de 2n intervalles de mesure 2{3n. Nous avons donc

λpKnq “
ˆ

2
3

˙n
. (14.452)

L’ensemble de Cantor étant contenu dans chacun des Kn, sa mesure est plus petite que la mesure
de chacun des Kn (lemme 14.22) et donc λpKq ď `2

3
˘n pour tout n ; ergo λpKq “ 0.

14.8.6 Mesure positive sans intervalle

Vu que la mesure de Lebesgue est basée sur la mesure des intervalles et quelques extensions,
nous sommes en droit de croire qu’une partie de mesure strictement positive de R doit toujours
contenir un intervalle, éventuellement à partie de mesure nulle près. Eh bien non.

53. Définition 14.154
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EXooVZVIooXZvDaE

Exemple 14.160 ([443]).
Soient une énumération pqiq de QX s0, 1r et une suite priq telle que

ř8
i“0 ri ă 1

2 . Quitte à prendre
ri plus petit, supposons de plus que Bpqi, riq Ă r0, 1s.

Nous posons Jn “ Bpqn, rn{2q, J “ Ť8
n“0 Jn et

B “ r0, 1szJ. (14.453)

Les parties Ji ne sont pas disjointes, donc, en notant λ la mesure de Lebesgue,

0 ă λpJq ď
8ÿ

i“0
λpJiq ď 1

2 . (14.454)

Mais, par définition, l’union r0, 1s “ B Y J est disjointe, donc

1 “ λ
`r0, 1s˘ “ λpJq ` λpBq. (14.455)

Nous en déduisons que
1
2 ď λpBq ď 1. (14.456)

Je plaide que cette partie B ne contient non seulement aucun intervalle, mais qu’il est impossible
de le compléter par une partie de mesure nulle pour obtenir un intervalle.

Soit un intervalle I dans r0, 1s. Il existe qi P I et donc 54

Ji Ă BzI. (14.457)

Donc il n’existe pas de parties de mesure nulle qui, ajoutée à B, contiendrait I. △

Vous voulez un truc dingue à propos de la partie J de l’exemple 14.160 ? Le théorème 14.151
nous dit qu’il existe dans J des compacts de mesure arbitrairement proches de λpJq. Il existe donc
des compacts non seulement de mesure strictement positive mais même de mesure assez grande,
tout en étant infiniment découpés.

14.9 Intégrale par rapport à une mesure
14.161.
Nous n’en avons pas encore terminé avec la théorie de la mesure, mais nous devons quand même
définir les intégrales et voir quelques propriétés avant de continuer avec la mesure parce que la
définition de la mesure sur un espace mesurable produit 55 passe par une intégrale.

NORMooFZEDooIxSgLe

14.162.
En théorie de l’intégration, la convention est la suivante : pour une fonction f : X Ñ R, nous
considérons sur X la tribu des ensembles mesurables au sens de Lebesgue sur X, tout en gardant
celle des boréliens sur l’ensemble d’arrivée. C’est-à-dire qu’en théorie de l’intégration, c’est

f :
`
X,LebpXq˘Ñ `

R,BorpRq˘. (14.458)

En particulier, f : Rn Ñ Rm sera mesurable si pour tout borélien A de Rm l’ensemble f´1pAq est
Lebesgue-mesurable dans Rn.

Étant donné qu’il est franchement difficile de créer des ensembles non mesurables au sens
de Lebesgue, il est franchement difficile de créer des fonctions non mesurables à valeurs réelles.
L’hypothèse de mesurabilité est donc toujours satisfaite dans les cas pratiques.

Voir aussi le point 14.117, et les résultats qui suivent.
54. C’est ici que nous utilisons le fait que ri est choisi pour que Bpqi, riq ne déborde pas de r0, 1s. Sinon il aurait

fallu chipoter et prendre seulement une partie de la boule.
55. Théorème 14.241.
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14.9.1 Définition pour les fonctions à valeurs positives

Voir le thème 30.
Une mesure µ sur un espace mesurable pΩ,Aq permet de définir une fonctionnelle linéaire sur

l’ensemble des fonctions mesurables Ω Ñ R. Cette fonctionnelle linéaire est l’intégrale que nous
allons définir à présent.

DefTVOooleEst

Définition 14.163.
Soient pΩ,A, µq un espace mesuré ainsi que Y P A. Notre but est de définir

ż

Y
fdµ (14.459)

que nous nommons intégrales de f sur Y pour la mesure µ.
(1) Fonction étagée Si f est une fonction étagée 56, et si sa forme canonique est f “ řn

i“1 αi1Ai

alors nous définissons ż

Y
fdµ “

ÿ

i

αiµpY XAiq. (14.460)EqooGAFMooZLzjPsEqooGAFMooZLzjPs

(2) Fonction mesurable à valeurs positives Pour une fonction A-mesurable f : Ω Ñ r0,8s
nous définissons l’intégrale de f sur Y par

ż

Y
fdµ “ sup

!ż

Y
ψdµ où ψ est une fonction étagée telle que 0 ď ψ ď f

)
. (14.461)EqDefintYfdmuEqDefintYfdmu

Remarque 14.164.
Toute fonction mesurable à valeurs dans r0,`8s est intégrable (l’intégrale vaut éventuellement
`8). Au moment où une fonction commence à prendre des valeurs positives et négatives, nous
demandons à pouvoir intégrer séparément les parties positives et négatives. C’est pour cela que
nous disons qu’une fonction f à valeurs dans R est intégrable si |f | l’est.

14.165.
Le nombre

ş8
0 f est défini directement par (14.461) complètement indépendamment d’une éven-

tuelle limite limxÑ8
şx
0 f . Cette limite sera traitée dans le lemme 14.256.

NORMooXTGBooKDnAhZ

14.166.
Si la fonction n’est pas mesurable ? Alors nous n’avons pas défini son intégrale. Supposons la plus
simple des fonctions non mesurables sur Ω : la fonction indicatrice d’une partie non mesurable :

fpxq “
#

1 si x P A
0 sinon.

(14.462)

où A Ă Ω n’est pas mesurable 57.
Nous supposons que l’espace mesuré pΩ,F , µq est complet (définition 14.65). Vu que A n’est

pas mesurable, il n’est pas contenu dans une partie négligeable (parce que l’espace est complet), et
nous voulons que l’intégrale ne soit pas nulle ; sinon on se demande bien à quoi sert une intégrale.

Toute fonction étagée minorant f est forcément nulle en dehors de A. Dès que B est une partie
mesurable de mesure non nulle dans A, le complémentaire de B dans A est encore non mesurable,
et nous voulons encore que l’intégrale de f sur ce complémentaire soit non nulle.

Mais comme A n’est pas mesurable et que 1A n’est le supremum d’aucune suite de fonctions
mesurables (lemme 14.97), bien que le supremum qui définirait l’intégrale de f existe (toute partie
de R a un supremum), il est sans espoir que ce supremum ait un sens que l’on puisse interpréter
en tant que mesure de f .

56. Définition 14.109.
57. Ça existe, par exemple 14.153.
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LEMooHAUGooWITETb

Lemme 14.167.
L’intégrale d’une fonction positive nulle presque partout est nulle.

Démonstration. Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, et une fonction mesurable f : Ω Ñ r0,8s. Nous
posons

Ω` “ tx P Ω tel que fpxq ‰ 0u. (14.463)

L’hypothèse est que µpΩ`q “ 0. Nous devons prouver que
ş
Ω fdµ “ 0. Vu que f est positive, nous

utilisons la définition 14.460. Soit une fonction étagée positive ψ minorant f . Nous la décomposons
en

ψ “
nÿ

k“1
ψk1Ak

(14.464)

où les Ak sont mesurables et ψk P r0,8r. Nous allons prouver que ψiµpAkq “ 0 pour tout k, en
séparant trois cas.

(1) Si Ak X Ω` “ H Soit x P Ak. Nous avons

0 “ ψpxq “
ÿ

k

ψk1Ak
pxq “ ψk. (14.465)

Donc ψk “ 0.
(2) Si Ak Ă Ω` Alors, par le lemme 14.22, µpAkq ď µpΩ`q “ 0 et donc ψkµpAkq “ 0.
(3) Si Ak X Ω` ‰ Ak Soit x P AkzΩ`. Nous avons

ψk “ ψpxq ď fpxq “ 0, (14.466)

et donc encore ψk “ 0.
Nous avons donc prouvé que pour toute fonction étagée positive minorant f ,

ż

Ω
ψdµ “

nÿ

k“1
ψkµpAkq “ 0. (14.467)

Le supremum est donc nul.

14.9.2 Premières propriétés

14.168.
Si pΩ,A, µq est un espace mesurable, et si Y est un élément de A, nous avons l’espace mesurable
pY,AY , µY q donné par

— Ay “ tB X Y tel que B P Au,
— µY “ µ.

Et là, nous arrivons à un problème de notations parce que
ş
Y fdµ peut désigner l’intégrale de f

sur Y dans pΩ,A, µq ou l’intégrale de f sur Y dans pY,AY , µY q.
Heureusement, nous allons tout de suite montrer que ces deux choses sont identiques.

Lemme 14.169.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq ainsi que Y P A. Nous considérons une fonction f : Ω Ñ R` qui
est A-mesurable et intégrable sur Y .

Alors, avec des notations que j’espère être claires,
(1) f est AY -mesurable,
(2) f est pY,AY , µY q-intégrable,
(3) nous avons l’égalité ż

pY,AY ,µY q
f |Y “

ż

pY ĂΩ,A,µq
f. (14.468)
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Démonstration. Nous considérons les deux ensembles suivants :

S1 “ tψ étagées sur Y et majorées par f |Y u (14.469a)
S2 “ tψ étagées sur Ω et majorées par fu. (14.469b)

Nous considérons l’application suivante :

s : S1 Ñ S2

spψqpxq “
#
ψpxq si x P Y
0 sinon.

(14.470)

L’application s est une bijection.
Pour ψ P S1 nous avons

ψ “
nÿ

k“1
ψk1Ak

|Y (14.471)

avec Ak P AY Ă A et 1Ak
|Y : Y Ñ t0, 1u. Nous avons aussi

spψq “
ÿ

k

ψk1Ak
(14.472)

avec 1Ak
: Ω Ñ t0, 1u.

En ce qui concerne les intégrales de ces fonctions étagées, nous avons
ż

pY,AY ,µY q
ψ “

nÿ

k“1
ψkµY pAk X Y q (14.473a)

“
nÿ

k“1
ψkµpAkq (14.473b)SUBEQooGWYGooOuucEoSUBEQooGWYGooOuucEo

“
ż

pY ĂΩ,A,µq
spψq. (14.473c)

Justifications. Pour passer à (14.473b) nous avons utilisé d’abord que Ak Ă Y et ensuite que
µY pAkq “ µpAkq.

Nous sommes maintenant prêts à prouver l’égalité du lemme. Nous avons ceci :
ż

pY,AY ,µY q
f |Y “ supt

ż

pY,AY ,µY q
ψ tel que ψ P S1u (14.474a)

“ supt
ż

pY ĂΩ,A,µq
spψq tel que ψ P S1u (14.474b)

“ supt
ż

pY ĂΩ,A,µq
φ tel que φ P S2u (14.474c)

“
ż

pY ĂΩ,A,µq
f. (14.474d)

LemooPJLNooVKrBhN

Lemme 14.170.
Si pΩ,A, µq est un espace mesuré et si B P A alors

µpBq “
ż

B
1dµ “

ż

Ω
1B. (14.475)

Démonstration. La fonction caractéristique d’une partie mesurable est une fonction étagée dont la
forme canonique est 1B “ 1 ·1B ` 0ˆ 1Bc . Son intégrale est donc

ż
1Bdµ “ 1ˆ µpBq ` 0ˆ µpBcq “ µpBq (14.476)

parce que 0ˆ µpBcq “ 0, même si µpBcq “ 8, comme nous l’avons convenu en 14.90.
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PROPooGTMVooPHcrRl

Proposition 14.171 ([1]).
Soient une fonction f : pΩ,A, µq Ñ R` et une fonction g intégrable sur Ω telle que f ď g. Alors f
est intégrable.

Démonstration. Une fonction étagée qui minore f minore également g. Donc l’ensemble sur lequel
il faut faire le supremum pour définir

ş
Ω f est inclus dans celui pour

ş
Ω g. Le second supremum

étant fini, le premier l’est également.
LEMooSPOFooBxDEAV

Lemme 14.172.
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq, une fonction f : Ω Ñ R` et Y P A. Nous avons :

ż

Y
fdµ “

ż

Ω
f1Y dµ. (14.477)EQooSBDKooPTDEcrEQooSBDKooPTDEcr

Démonstration. En plusieurs parties, selon la généralité.
(1) Si f est étagée Nous posons f “ řn

k“1 fk1Ak
avec fk P R`. Dans ce cas,

f1Y “
ÿ

k

fk1AkXY (14.478)

est encore une fonction étagée. Donc nous avons d’une part
ż

Ω
f1Y “

ż

Ω

ÿ

k

fk1AkXY “
ÿ

k

fkµpAk X Y q, (14.479)

et d’autre part, ż

Y
fdµ “

ÿ

k

fkµpY XAkq, (14.480)

(2) Si f est à valeurs positives Nous posons

S1 “ tψ étagées sur Ω tel que 0 ď ψ ď f1Y u (14.481)

et
S2 “ tψ1Y tel que ψ étagée avec 0 ď ψ ď fu. (14.482)

Nous prouvons que S1 “ S2.
Si ψ P S1, alors

0 ď ψ ď f1Y ď f. (14.483)

De plus comme ψ “ 0 hors de Y nous avons ψ “ ψ1Y .
Pour l’autre inclusion, soit 0 ď ψ ď f pour une fonction étagée ψ et montrons que ψ1Y P S1.
L’application ψ1Y est étagée sur Ω et vérifie

0 ď ψ1Y ď f1Y (14.484)

parce que ψ ď f .
(3) L’égalité à prouver Dans l’égalité 14.477 à prouver, le membre de droite est, d’après la

définition 14.461, ż

Ω
f1Y “ supt

ż
ψ tel que ψ P S1u. (14.485)

Il nous reste donc à prouver que
ş
Y f se calcule de la même façon avec les éléments de S2.

D’abord nous copions la définition :
ż

Y
f “ supt

ż

Y
ψ tel que 0 ď ψ ď fu. (14.486)
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Ensuite nous réfléchissons un peu. Si 0 ď ψ ď f avec ψ “ ř
k ψk1Ak

, alors
ż

Y
ψ “

ÿ

k

µpAk X Y qψk “
ż

Y
ψ1Y “

ż

Ω
ψ1Y . (14.487)

La dernière égalité est la partie déjà faite, à propos des fonctions étagées. Nous avons donc
bien ż

Y
f “ supt

ż

Y
s tel que s P S2u. (14.488)

14.9.3 Propriétés plus avancées

14.9.3.1 Convergence monotone

Le théorème suivant est très utile parce que le théorème fondamental d’approximation 14.115
donne les fonctions étagées qu’il faut.

ThoRRDooFUvEAN

Théorème 14.173 (Théorème de la convergence monotone ou de Beppo-Levi[444]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq et pfnq une suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans
r0,8s. Alors la limite ponctuelle limnÑ8 fn existe, est mesurable et

lim
nÑ8

ż

Ω
fndµ “

ż

Ω
lim
nÑ8 fndµ, (14.489)EqFHqCmLVEqFHqCmLV

cette intégrable valant éventuellement 8.

Démonstration. La limite ponctuelle de la suite est la fonction à valeurs dans r0,8s donnée par

fpxq “ lim
nÑ8 fnpxq. (14.490)

Ces limites existent parce que pour chaque x la suite fnpxq est une suite numérique croissante.
Nous notons

I0 “
ż

Ω
fdµ. (14.491)

Nous posons par ailleurs
In “

ż

Ω
fn. (14.492)

Cela est une suite numérique croissante qui a par conséquent une limite que nous notons I “
limnÑ8 In. Notre objectif est de montrer que I “ I0. D’abord par croissance de la suite, pour tous
n nous avons In ď I0, par conséquent I ď I0.

Nous prouvons maintenant l’inégalité dans l’autre sens en nous servant de la définition (14.461).
Soit une fonction étagée h telle que h ď f , et une constante 0 ă C ă 1. Nous considérons les
ensembles

En “ tx P Ω tel que fnpxq ě Chpxqu. (14.493)

Ces ensembles vérifient les propriétés En Ă En`1 et
Ť8
n“1En “ Ω. Pour chaque n nous avons les

inégalités ż

Ω
fn ě

ż

En

fn ě C

ż

En

h. (14.494)

Si nous prenons la limite nÑ8 dans ces inégalités,

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě C lim

nÑ8

ż

En

h “ C

ż

Ω
h. (14.495)
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Par conséquent limnÑ8
ş
fn ě C

ş
Ω h. Mais étant donné que cette inégalité est valable pour tout

C entre 0 et 1, nous pouvons l’écrire sans le C :

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě

ż

Ω
h. (14.496)EqzAKEaUEqzAKEaU

Par définition, l’intégrale de f est donné par le supremum des intégrales de h où h est une fonction
simple dominée par f . En prenant le supremum sur h dans l’équation (14.496) nous avons

lim
nÑ8

ż

Ω
fn ě

ż

Ω
f, (14.497)

ce qu’il nous fallait.

Remarque 14.174.
La proposition 14.115 ainsi que le lemme 14.113 montrent qu’une fonction mesurable peut-être
écrite comme limite croissante de fonctions simples. Cela permet de démontrer des théorèmes en
commençant par prouver sur les fonctions simples et en utilisant Beppo-Levi pour généraliser.

Remarque 14.175.
Une des raisons de demander la positivité des fonctions fn est de n’avoir pas d’ambiguïté à parler
d’intégrales qui valent 8. Si par exemple nous prenons Ω “ r0, 1s et que nous considérons

fnpxq “
#

0 si x ď 1
n

1
x sinon.

(14.498)

Ce sont des fonctions intégrables, mais la limite étant la fonction 1{x, l’égalité (14.489) est une
égalité entre deux intégrales valant 8.

CorNKXwhdz

Corolaire 14.176 (Inversion de somme et intégrales).
Si punq est une suite de fonctions mesurables positives ou nulles, alors

8ÿ

i“0

ż
ui “

ż 8ÿ

i“0
ui. (14.499)

Démonstration. Nous considérons la suite des sommes partielles de punq : fnpxq “ řn
i“0 uipxq. Le

théorème de la convergence monotone (théorème 14.173) implique que

lim
nÑ8

ż
fn “

ż
lim
nÑ8 fn. (14.500)

Nous remplaçons maintenant fn par sa valeur en termes des ui et dans le membre de gauche nous
permutons l’intégrale avec la somme finie :

lim
nÑ8

nÿ

i“0

ż
ui “

ż 8ÿ

i“0
un, (14.501)

ce qu’il fallait démontrer.

14.9.3.2 Lemme de Fatou
LemFatouUOQqyk

Lemme 14.177 (Lemme de Fatou).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et fn : Ω Ñ r0,8s une suite de fonctions mesurables. Alors la
fonction fpxq “ lim inf fnpxq est mesurable et

ż

Ω
lim inf fndµ ď lim inf

ż

Ω
fndµ. (14.502)
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Démonstration. Nous posons
gnpxq “ inf

iěn fipxq. (14.503)

Cela est une suite croissance de fonctions positives mesurables telles que, par définition,

lim
nÑ8 gnpxq “ lim inf fnpxq. (14.504)

Nous pouvons y appliquer le théorème de la convergence monotone,

lim
nÑ8

ż
gnpxq “

ż
lim inf fnpxq. (14.505)

Par ailleurs, pour chaque i ě n nous avons
ż
gn ď

ż
fi, (14.506)

en passant à l’infimum nous avons ż
gn ď inf

iěn

ż
fi, (14.507)

et en passant à la limite nous avons
ż

lim inf fn “ lim
nÑ8

ż
gn ď lim

nÑ8 inf
iěn

ż
fi “ lim inf

iÑ8 inf fi. (14.508)

L’inégalité donnée dans ce lemme n’est en général pas une égalité, comme le montre l’exemple
suivant :

fi “
#
1r0,1s si i est pair
1r1,2s si i est impair.

(14.509)

Nous avons évidemment gnpxq “ 0 tandis que
ş

r0,2s fi “ 1 pour tout i.
ThoooCZCXooVvNcFD

Théorème 14.178 ([426]).
Soient f, g des fonctions étagées positives 58 sur pΩ,A, µq. Alors si α P r0,8s nous avons

(1) ż

Ω
pαfqdµ “ α

ż

Ω
fdµ. (14.510)

ITEMooBLEVooDznQTY

(2) ż

Ω
pf ` gqdµ “

ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ. (14.511)

ITEMooOJRAooQkoQyD

(3) Si ak P R` et si les fk sont étagées positives,
ż

Ω

˜
nÿ

k“1
akfk

¸
“

nÿ

k“1
ak

ˆż

Ω
fkdµ

˙
. (14.512)

Démonstration. En ce qui concerne le produit par un nombre, tout repose sur le fait que

pαfq´1pαaiq “ f´1paiq, (14.513)

ce qui fait que si la représentation canonique de f est f “ ř
i ai1Ai alors la représentation canonique

de αf est αf “ ř
ipαaiq1Ai . Donc

ż

Ω
αfdµ “

ÿ

i

αaiµpAiq “ α
ÿ

i

aiµpAiq “ α

ż

Ω
fdµ. (14.514)

58. Pour le cas plus général, voir 14.188.
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Pour la somme c’est plus lourd. Soient les formes canoniques

f “
ÿ

i

ai1Ai (14.515a)

g “
ÿ

j

bj1Bj . (14.515b)

Vu que l’union des Bj est Ω nous avons l’union disjointe Ai “ Ť
j Ai X Bj et donc µpAiq “ř

j µpAi XBjq. Nous avons donc pour les intégrales :
ż

Ω
fdµ “

ÿ

i

ai
ÿ

j

µpAi XBjq (14.516a)
ż

Ω
gdµ “

ÿ

k

bk
ÿ

l

µpBk XAlq. (14.516b)

Pour la somme : ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ “

ÿ

k,l

pak ` blqµpAk XBlq. (14.517)

Nous devons maintenant évaluer
ş
Ωpf ` gqdµ. Pour cela nous remarquons que si c P pf ` gqpΩq

(l’ensemble des valeurs atteintes pas f ` g), alors nous notons

Ic “ tpk, lq tel que ak ` bl “ cu (14.518)

et nous avons
tf ` g “ cu “

ď

pk,lqPIc

pAk XBlq, (14.519)

et comme cette union est disjointe, nous pouvons faire la somme des mesures :

µpf ` g “ cq “
ÿ

pk,lqPIc

µpAk XBlq. (14.520)

Cela nous permet de faire le calcul suivant :
ż

Ω
pf ` gqdµ “

ÿ

cPpf`gqpΩq
cµpf ` g “ cq (14.521a)

“
ÿ

cPpf`gqpΩq
c

ÿ

pk,lqPIc

µpAk XBlq (14.521b)

“
ÿ

cPpf`gqpΩq

ÿ

pk,lqPIc

pak ` blqµpAk XBlq (14.521c)

Dans cette double somme, tous les couples pk, lq sont tirés une et une seule fois parce qu’ils sont
tous dans un et un seul des Ic, donc

ż

Ω
pf ` gqdµ “

ÿ

cPpf`gqpΩq

ÿ

pk,lqPIc

pak ` blqµpAk XBlq (14.522a)

“
ÿ

pk,lq
pak ` blqµpAk XBlq (14.522b)

“
ż

Ω
fdµ`

ż

Ω
gdµ. (14.522c)

Remarque 14.179.
Si f “ ř

k ak1Ak
n’est pas une décomposition canonique, il n’en reste pas moins que chacun des

1Ak
est la forme canonique de lui-même. Donc le théorème 14.178 s’applique et nous avons quand

même ż

Ω
fdµ “

ÿ

k

akµpAkq. (14.523)
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PROPooOVDEooDJvOau

Proposition 14.180.
Soient deux fonctions mesurables f, g : Ω Ñ r0,`8s. Alors

ż

Ω
pf ` gq “

ż

Ω
f `

ż

Ω
g. (14.524)

Démonstration. Soient des suites fn Ñ f et gn Ñ g fournies par le théorème fondamental d’ap-
proximation 14.115. Par le théorème de la convergence monotone 14.173 nous avons d’une part

lim
nÑ8

ż

Ω
pfn ` gnq “

ż

Ω
pf ` gq, (14.525)

et par le théorème 14.178 nous avons d’autre part

lim
nÑ8

ż

Ω
pfn ` gnq “ lim

nÑ8
` ż

fn `
ż
gn
˘ “

ż
f `

ż
g (14.526)

où nous avons encore utilisé la convergence monotone.
En égalant les deux, nous avons notre résultat.

14.9.4 Fonctions à valeurs réelles

L’intégrale d’une fonction à valeurs dans r0,`8s étant faite, nous passons aux fonctions à
valeurs dans r´8,`8s.

DefTCXooAstMYlPROPooPVBTooFZEZCK

Proposition 14.181 ([1]).
Soit une fonction mesurable f : Ω Ñ R̄. Nous considérons les deux fonction suivantes à valeurs
dans r0,`8s :

f`pxq “
#

0 si fpxq ă 0
fpxq si fpxq ě 0.

(14.527a)

f´pxq “
#

0 si fpxq ą 0
´fpxq si fpxq ď 0.

(14.527b)

Nous avons
ş
Ω |f | ă 8 si et seulement si

ş
Ω f

` ă 8 et
ş
Ω f

´ ă 8.

Démonstration. Vu que f est mesurable, les fonctions f` et f´ sont également mesurables et nous
avons l’égalité

|f | “ f` ` f´. (14.528)
La proposition 14.180 nous dit alors que

ż

Ω
|f | “

ż

Ω
f` `

ż

Ω
f´. (14.529)

Dans cette égalité, tous les nombres sont dans r0,8s. Le membre de gauche vaut `8 si et seulement
si au moins un des deux de droite vaut `8.

NORMooRDHAooKRniYt

14.182 (Intégrable, qui existe, etc.[445]).
Plusieurs définitions à ne pas confondre.

(1) Si

min
ˆż

Ω
f`,

ż

Ω
f´

˙
ă 8, (14.530)EQooCUTSooBRpBvtEQooCUTSooBRpBvt

alors nous disons que
ş
Ω f existe, et nous posons

ż

Ω
f “

ż

Ω
f` ´

ż

Ω
f´. (14.531)EQooOGFDooUSfCDgEQooOGFDooUSfCDg

Une intégrale qui existe peut très bien valoir `8 ou ´8.
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(2) Si
ş
Ω |f | ă 8, alors nous disons que f est intégrable.

D’après ces définitions, en prenant fonction constante fpxq “ 1, nous avons :
—

ş
R

1dx existe parce que sa partie négative est identiquement nulle, de telle sorte que
ş
R
f´ “

0 ă 8.
— La fonction f n’est pas intégrable parce que

ş
R
|1|dx “ 8.

Nous verrons comment donner un sens à
ş
Ω f dans certains cas où f n’est pas intégrable sur Ω

dans la section 14.13.7 sur les intégrales impropres.
Nous définissons aussi

µpfq “
ż

Ω
f (14.532)

si f est une fonction mesurable sur Ω.
LEMooMWKTooIKomSw

Lemme 14.183.
Pour f : Ω Ñ R nous avons

ş
Ω |f | ă 8 si et seulement si

ş
Ω f existe et est finie.

Démonstration. Deux sens.
(1) ñ La proposition 14.181 dit que si

ş
Ω |f | ă 8, alors

ş
Ω f

` ă 8 et
ş
Ω f

´ ă 8. La condition
(14.530) est alors remplie et l’intégrale

ş
Ω f existe. Et comme les deux bouts sont finis, la

définition (14.531) dit que
ş
Ω f ă 8.

(2) ð Vu que
ş
Ω f existe, au moins un des deux parmi

ş
Ω f

` et
ş
Ω f

´ est finie. Comme la
différence entre les deux est finie (définition (14.531)), nous déduisons que les deux sont
finies. La proposition 14.181 dit alors que

ş
Ω |f | ă 8.

PROPooDOMBooIVNzlZ

Proposition 14.184.
Soit une fonction f sur l’espace mesuré Ω. Si

ş
Ω |f | ă 8, alors

ˇ̌ ż

Ω
f
ˇ̌ ď

ż

Ω
|f | ă 8. (14.533)

Démonstration. La proposition 14.181 dit immédiatement que
ş
Ω f

` ă 8 et
ş
Ω f

´ ă 8. Calcul :

ˇ̌ ż

Ω
f
ˇ̌ “ ˇ̌ ż

Ω
f` ´

ż

Ω
f´ ˇ̌ (14.534a)

ď ˇ̌ ż

Ω
f` ˇ̌` ˇ̌ ż

Ω
f´ ˇ̌ lem. 1.371(6) (14.534b)

“
ż

Ω
f` `

ż

Ω
f´ (14.534c)

“
ż

Ω
pf` ` f´q (14.534d)

“
ż

Ω
|f |. (14.534e)

Remarque 14.185.
Dans Rd, quasiment toutes les fonctions et ensembles sont mesurables. En effet la construction
d’ensembles non mesurables demande obligatoirement l’utilisation de l’axiome du choix ; de tels
ensembles doivent être construits « exprès pour ». Il y a très peu de chances pour que vous tombiez
sur un ensemble non mesurable de Rd sans que vous ne vous en rendiez compte.

Il y en a un en l’exemple 14.153.
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Remarque 14.186.
« Mesurable » ne signifie pas « intégrable ». Par exemple la fonction

f : RÑ R̄

ω ÞÑ
#

1
ω si ω ‰ 0
8 si ω “ 0.

(14.535)

est mesurable, mais non intégrable.

14.9.5 Additivité de l’intégrale
LemPfHgal

Lemme 14.187.
Soit une fonction f : Ω Ñ R telle que |fpxq| ď gpxq pour tout x P Ω. Si g est intégrable, alors f
est intégrable.

Démonstration. La fonction g est manifestement à valeurs réelles positives. La proposition 14.171
nous dit alors que |f | est intégrable. Ensuite c’est au tour de la proposition 14.181 de conclure à
l’intégrabilité de f .

PROPooFIYEooCpdmwZ

Proposition 14.188.
Soient deux fonctions intégrables sur pS,F , µq et à valeurs dans C. Alors f ` g est intégrable et

ż

S
pf ` gqdµ “

ż

S
fdµ`

ż

S
gdµ. (14.536)

Démonstration. En plusieurs étapes suivant la généralité de f et g.
(1) Si f et g sont étagées et positives C’est le théorème 14.178(2) déjà prouvé.
(2) Si f et g sont à valeurs positives Le théorème fondamental d’approximation 14.115 nous

permet de considérer des suites croissantes de fonctions étagées positives pfkq et pgkq qui vé-
rifient fk Ñ f et gk Ñ g.
Pour chaque k nous avons

ż

S
pfk ` gkqdµ “

ż

S
fkdµ`

ż

S
gkdµ. (14.537)EQooXXYOooUhkOJLEQooXXYOooUhkOJL

De plus, la suite k ÞÑ fk`gk est une suite croissante de fonctions étagées positives convergeant
vers f ` g. Le théorème de la convergence monotone 14.173 nous permet donc de passer à
la limité dans (14.537) et de permuter toutes les limites avec toutes les intégrales, des deux
côtés.

(3) f et g à valeurs réelles Il faut diviser le domaine en de nombreuses régions suivant les
signes de f , g et f ` g.

Nous prouvons à présent l’additivité de l’intégrale pour des unions finie. Une version pour les
unions dénombrables sera donnée dans les propositions 14.205 et 14.206.

PropOPSCooVpzaBt

Proposition 14.189 (σ-additivité finie).
Si A,B Ă Ω sont des parties disjointes de pΩ,A, µq et si f : Ω Ñ R est intégrable sur AYB alors
les intégrales

ş
A f et

ş
B f existent et

ż

AYB
f “

ż

A
f `

ż

B
f. (14.538)

Démonstration. Vu que A et B sont disjoints, 1AYB “ 1A`1B. En utilisant alors le lemme 14.172
et la proposition 14.188 nous avons le calcul

ż

AYB
f “

ż

Ω
f1AYB “

ż

Ω
f1A `

ż

Ω
f1B “

ż

A
f `

ż

B
f. (14.539)
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14.9.6 Fonctions à valeurs vectorielles (dimension finie)

Nous voulons intégrer des fonctions du type

f : Ω Ñ V (14.540)

où Ω et V sont des espaces vectoriels. Nous expliquons à présent plus précisément le cadre.
NORMooTQBIooBaScjt

14.190.
Nous considérons à présent un espace vectoriel normé pV, }.}q de dimension finie, et un espace
mesuré pΩ,A, µq.

Attention à ne pas confondre espace de départ et espace d’arrivée. Vu que V est un espace
topologique, nous avons bien entendu les boréliens de V , et pour peut que nous ayons une mesure
sur V (qui qui n’est pas compliqué à créer à partir de celle canonique de Rn et un isomorphisme),
nous avons déjà une définition de

ş
V fdµ lorsque f : V Ñ R.

Ici nous nous proposons non d’intégrer f : V Ñ R mais bien f : pΩ,A, µq Ñ V où V est un
espace vectoriel normé.

Le lemme suivant est le point de départ pour définir les intégrales de fonctions à valeurs dans
un espace vectoriel de dimension finie. Pour les fonctions à valeurs dans un espace de dimension
infinie (par exemple de Banach), il existe des choses, mais c’est un peu plus compliqué.

LEMooCVHDooLJASAs

Lemme 14.191 ([1]).
Soit un espace vectoriel V réel de dimension finie, muni de la norme N . Soient une base teiu de V ,
et une fonction f : pΩ,A, µq Ñ V telle que la norme Npfq : Ω Ñ R` soit intégrable. Nous notons
fi les composantes de f : fpxq “ ř

i fipxqei.
Alors pour chaque i,

(1) la fonction |fi| : Ω Ñ R` est intégrable,
(2) la fonction fi : Ω Ñ R est intégrable.

Démonstration. Si V était un espace muni d’un produit scalaire, et si la base teiu était ortho-
normée, ce serait facile parce que la norme majore toutes les composantes. Hélas, ce n’est pas
spécialement le cas. La base teiu n’est pas spécialement orthonormée et même la norme N ne
dérive pas spécialement d’un produit scalaire.

Nous allons utiliser l’équivalence de toutes les normes en dimension finie (théorème 11.46) pour
nous ramener au cas d’une norme euclidienne.

Nous considérons sur V la norme « euclidienne » construite sur la base teiu : }ři viei} “
ř
i |vi|2.

Par équivalence des normes nous avons des nombres non nuls λ1 et λ2 tels que

Npvq ď λ1}v}, (14.541)

et
}v} ď λ2Npvq (14.542)

pour tout v P V . Pour un i fixé nous avons alors les majorations

N
`
fipxqei

˘ ď λ1}fipxqei} ď λ1}fpxq} ď λ1λ2N
`
fpxq˘. (14.543)

En posant Ni “ Npeiq nous avons la majoration 59

|fipxq| ď λ1λ2
NpeiqN

`
fpxq˘. (14.544)

L’application
|fi| : Ω Ñ R`

x ÞÑ |fipxq| (14.545)

59. Vous notez l’utilisation de la condition (3) de la définition 7.152 de la norme pour « convertir » la norme N
en valeur absolue.
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est donc une fonction à valeurs réelles positives, majorée par une fonction intégrable (la fonction
x ÞÑ N

`
fpxq˘). Elle est donc intégrable par le lemme 14.187.

La fonction fi elle-même est alors intégrable par la proposition 14.181.

Notons que ce lemme est en réalité très simple si V est un espace vectoriel normé dont la norme
découle d’un produit scalaire, comme c’est le cas pour C. D’ailleurs, il ne faut pas se voiler la face :
le cas d’intégrales de fonctions à valeurs dans C sera dans le Frido le cas de loin le plus courant.
À ce propos, nous n’avons pas encore défini ce que nous voulons noter

ş
Ω fdµ lorsque f est une

fonction à valeurs vectorielles. Comblons vite ce manque . . .
PROPooOFSMooLhqOsc

Proposition-Définition 14.192 ([1]).
Soit une fonction f : Ω Ñ V où V est un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit une base
teiu de V . Si la fonction }f} : Ω Ñ R` est intégrable, alors

(1) toutes les composantes fi : Ω Ñ R sont intégrables,
(2) le vecteur

ÿ

i

p
ż

Ω
fiqei (14.546)EQooQCKMooZCbybqEQooQCKMooZCbybq

ne dépend pas de la base choisie.
Dans ce cas, la fonction f est dite intégrable et nous définissons

ż

Ω
fdµ “

ÿ

i

p
ż

Ω
fiqei. (14.547)

Démonstration. Le fait que les composantes soient intégrables est le lemme 14.191. Soient deux
bases de V , teiu et tsαu, liées conformément à (4.219) par la relation sα “ ř

iQiαei pour une
certaine matrice inversible Q. Nous avons pour tout x P Ω :

fpxq “
ÿ

i

fipxqei “
ÿ

α

fαpxqsα (14.548)

avec fαpxq “ ř
i fipxqQ´1

αi par la proposition 4.115.
Notons pour être pointilleux que les ensembles teiu et tsαu ne sont pas indexés par le même

ensemble, de telle sorte que fi ne peut pas être confondu avec fα, même lorsqu’on attribue des
valeurs à i et à α.

Comme combinaisons linéaires des fonctions fi qui sont intégrables, les fonctions fα sont inté-
grables (proposition 14.188). En écrivant

ş
Ω f par rapport à la base tsαu nous trouvons :

ÿ

α

p
ż
fαqsα “

ÿ

α

` ż ÿ

i

fipxqQ´1
αi dx

˘ÿ

j

Qjαej (14.549a)

“
ÿ

j

ż ÿ

αi

fipxqQ´1
αi Qjαdxej (14.549b)

“
ÿ

j

ż
fjpxqdxej (14.549c)

“
ÿ

j

p
ż
fjqej (14.549d)

où nous avons permuté des sommes finies et des intégrales des fonctions fi, à valeurs dans R en
vertu de la proposition 14.188

La proposition suivante est, pour les intégrales à valeurs vectorielles, analogue à la proposition
14.181.
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PROPooNSCPooCMkrZl

Proposition 14.193.
Soit une fonction mesurable f : Ω Ñ pV, }.}q. Soit une base teiu de V et la décomposition f “ř
i fiei.

Nous avons équivalence entre ITEMooYLADooCXKEds

(1)
ş
Ω }f} ă 8 ITEMooLEYEooQTGwmt

(2)
ş
Ω |fi| ă 8 ITEMooYDDAooMKwDIR

(3)
ş
Ω f

`
i ă 8 et

ş
Ω f

´
i ă 8.

Démonstration. L’équivalence entre les points (2) et (3) est la proposition 14.181. Nous démontrons
l’équivalence entre (1) et (2).

Vu que toutes les normes sont équivalentes sur V , nous considérons en particulier la norme
associée à la base teiu donnée par

Npxq “
ÿ

i

|xi|. (14.550)

Il existe des constantes λ1 et λ2 telles que

λ1
`ÿ

i

|fipxq|
˘ ď }fpxq} ď λ2

`ÿ

i

|fipxq|
˘

(14.551)

pour tout x P Ω.
La première inégalité dit que si

ş
Ω }f} ă 8, alors λ1

`ř
i

ş
Ω |f ´ i|

˘ ă 8. Et vu que chacun des
termes est positif, ils sont tous finis.

La seconde inégalité donne l’implication réciproque.

14.9.7 Quelques propriétés

Le lemme suivant nous aide à détecter des fonctions presque partout nulles.
Lemfobnwt

Lemme 14.194.
Soit f une fonction mesurable positive ou nulle telle que

ż

Ω
fdµ “ 0. (14.552)

Alors f “ 0 µ-presque partout.

Démonstration. L’ensemble des points x P Ω tels que fpxq ‰ 0 peut s’écrire comme une union
dénombrable disjointe :

tx P Ω tel que fpxq ‰ 0u “
8ď

i“0
Ei (14.553)

avec

E0 “ tx P Ω tel que fpxq ą 1u (14.554a)

Ei “ tx P Ω tel que 1
i` 1 ď fpxq ă 1

i
u. (14.554b)

Si un des ensembles Ei est de mesure non nulle, alors nous pouvons considérer la fonction simple
hpxq “ 1

i`11Ei dont l’intégrale sur Ω est strictement positive. Par conséquent le supremum de la
définition (14.461) est strictement positif.

Nous savons donc que µpEiq “ 0 pour tout i. Étant donné que la mesure d’une union disjointe
dénombrable est égale à la somme des mesures, nous avons

µtx P Ω tel que fpxq ‰ 0u “ 0, (14.555)

ce qui signifie que f est nulle µ-presque partout.
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CorjLYiSm

Corolaire 14.195.
Soit f une fonction mesurable sur l’espace mesuré pΩ,A, µq telle que

ż

Ω
f1fą0dµ “ 0. (14.556)

Alors f ď 0 presque partout.

Démonstration. Nous avons l’égalité d’ensembles

tf1fą0 ‰ 0u “ t1fą0 ‰ 0u. (14.557)

Mais lemme 14.194 implique que f1fą0 est nulle presque partout, c’est-à-dire que la mesure de
l’ensemble du membre de gauche est nulle par conséquent

µt1fą0 ‰ 0u “ 0. (14.558)

Cela signifie que la fonction f est presque partout négative ou nulle.

LEMooLXVGooUDuQzc

Lemme 14.196 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq ainsi qu’une partie X P A telle que µpXq ą 0. Si f : Ω Ñ R vérifie
f ą 0 sur X, alors ż

X
f ą 0. (14.559)

Démonstration. Nous posons, pour n P N,

An “ tx P x tel que 1
n
ě fpxq ą 1

n` 1u, (14.560)

A0 “ tx P X tel que fpxq ą 1u. (14.561)

Nous avons l’union disjointe X “ Ť8
i“0Ai, et donc µpXq “ ř8

i“0 µpAiq. Nous en déduisons qu’il
existe i P N tel que µpAiq ą 0. Nous posons alors

ψ : X Ñ R

x ÞÑ
#

0 si x R Ai
1{2i si x P Ai.

(14.562)

Cette fonction ψ est étagée et vérifie 0 ď ψ ď f . Comme l’intégrale de f sur X est le supremum
des intégrales de ce type de fonctions, nous avons

ż

X
fdµ ě

ż

X
ψdµ “ 1

2iµpAiq ą 0. (14.563)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 14.197
Je n’ai pas vérifié le lemme suivant. Écrivez-moi si vous avez une démonstration.

LEMooVZXFooZAQWKY

Lemme 14.198.
Si f P L1pΩ,A, µq et si

ş
A fdµ “ 0, alors µpAq “ 0
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14.9.8 Permuter limite et intégrale

14.9.8.1 Convergence uniforme
PropbhKnth

Proposition 14.199 (Permuter limite et intégrale).
Soit fn Ñ f uniformément sur un ensemble mesuré A de mesure finie. Alors si les fonctions fn et
f sont intégrables sur A, nous avons

lim
nÑ8

ż

A
fn “

ż

A
lim
nÑ8 fn. (14.564)

Démonstration. Notons f la limite de la suite pfnq. Pour tout n nous avons les majorations
ˇ̌
ˇ̌
ż

A
fndµ´

ż

A
fdµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

A
|fn ´ f |dµ (14.565a)

ď
ż

A
}fn ´ f}8dµ (14.565b)

“ µpAq}fn ´ f}8 (14.565c)

où µpAq est la mesure de A. Le résultat découle maintenant du fait que }fn ´ f}8 Ñ 0.

Il existe un résultat considérablement plus intéressant que cette proposition. En effet, l’intégra-
bilité de f n’est pas nécessaire. Cette hypothèse peut être remplacée soit par l’uniforme convergence
de la suite (théorème 14.200), soit par le fait que les normes des fn sont uniformément bornées
(théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.202).

ThoUnifCvIntRiem

Théorème 14.200 ([446]).
La limite uniforme d’une suite de fonctions intégrables sur un borné est intégrable, et on peut
permuter la limite et l’intégrale.

Plus précisément, soit A un ensemble de µ-mesure finie et fn : AÑ R des fonctions intégrables
sur A. Si la limite fn Ñ f est uniforme, alors f est intégrable sur A et nous pouvons inverser la
limite et l’intégrale :

lim
nÑ8

ż

A
fn “

ż

A
lim
nÑ8 fn. (14.566)

Démonstration. Soit ϵ ą 0 et n tel que }fn ´ f}8 ď ϵ (ici la norme uniforme est prise sur A).
Étant donné que fn est intégrable sur A, il existe une fonction simple φn qui minore fn telle que

ˇ̌
ˇ̌
ż

A
φn ´

ż

A
fn

ˇ̌
ˇ̌ ă ϵ. (14.567)

La fonction φn ` ϵ est une fonction simple qui majore la fonction f . Si ψ est une fonction simple
qui minore f , alors ż

A
ψ ď

ż

A
φn ` ϵ ď

ż

A
fn ` ϵµpAq. (14.568)

Par conséquent le supremum qui définit
ş
A f existe, ce qui montre que f est intégrable. Le fait qu’on

puisse inverser la limite et l’intégrale est maintenant une conséquence de la proposition 14.199.

Remarque 14.201.
L’hypothèse sur le fait que A soit de mesure finie est importante. Il n’est pas vrai qu’une suite
uniformément convergente de fonctions intégrables est intégrables. En effet nous avons par exemple
la suite

fnpxq “
#

1{x si x ă n

0 sinon
(14.569)

qui converge uniformément vers fpxq “ 1{x sur A “ r1,8r. Le limite n’est cependant guerre
intégrable sur A.
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14.9.8.2 Convergence dominée de Lebesgue
ThoConvDomLebVdhsTf

Théorème 14.202 (Convergence dominée de Lebesgue).
Soit une suite de fonctions pfnqnPN sur pΩ,A, µq à valeurs dans C ou R. Nous supposons que

(1) Pour chaque n nous avons fn P L1pΩ,A, µq,
(2) fn Ñ f simplement presque partout sur Ω,
(3) Il existe une fonction g P L1pΩq telle que

|fnpxq| ď gpxq (14.570)

pour presque 60 tout x P Ω et pour tout n P N.
Alors

(1) f est intégrable 61,
(2) limnÑ8

ş
Ω fn “

ş
Ω f ,

(3) limnÑ8
ş
Ω |fn ´ f | “ 0.

Démonstration. La fonction limite f est intégrable parce que |f | ď g et g est intégrable 62. Par
hypothèse nous avons

´gpxq ď fnpxq ď gpxq. (14.571)

En particulier la fonction gn “ fn`g est positive et mesurable si bien que le lemme de Fatou 14.177
implique ż

Ω
lim inf gn ď lim inf

ż

Ω
gn. (14.572)

Évidemment nous avons lim inf gn “ f ` g, de telle sorte que
ż
f `

ż
g ď lim inf

ż
gn “ lim inf

ż
fn `

ż
g, (14.573)

et le nombre
ş
g étant fini, nous pouvons le retrancher des deux côtés de l’inégalité :

ż
f ď lim inf

ż
fn. (14.574)EQooXGKRooDqUDlGEQooXGKRooDqUDlG

Afin d’obtenir une minoration de
ş
f nous récrivons (14.574) pour la suite de fonctions kn “ ´fn Ñ

k “ ´f : ż
k ď lim inf

ż
kn. (14.575)

En utilisant le lemme 10.47, nous obtenons

´
ż
f ď lim inf

ż
´fn “ ´ lim sup

ż
fn, (14.576)

et donc
lim sup

ż
fn ď

ż
f. (14.577)

En combinant avec (14.574), nous avons la suite d’inégalités

lim sup
ż
fn ď

ż
f ď lim inf

ż
fn. (14.578)

La limite supérieure étant plus grande ou égale à la limite inférieure, les trois quantités sont égales.

60. Si il n’y avait pas le « presque » ici, ce théorème serait à peu près inutilisable en probabilité ou en théorie des
espaces Lp, comme dans la démonstration du théorème de Fischer-Riesz 27.45 par exemple.

61. C’est à dire que
ş

Ω |f | ă 8, voir le vocabulaire en 14.182.
62. Par le lemme 14.187
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Nous prouvons maintenant le troisième point. Soit la suite de fonctions

hnpxq “ |fnpxq ´ fpxq| (14.579)

qui tend ponctuellement vers zéro. De plus

hnpxq ď |fnpxq| ` |fpxq| ď 2gpxq, (14.580)

ce qui prouve que les hn majorés par une fonction intégrable. Donc

lim
nÑ8

ż

Ω
|fn ´ f | “ lim

nÑ8

ż

Ω
hnpxqdx “

ż

Ω
lim
nÑ8 |fnpxq ´ fpxq| “ 0 (14.581)

Remarque 14.203.
Lorsque nous travaillons sur des problèmes de probabilités, la fonction g peut être une constante
parce que les constantes sont intégrables sur un espace de probabilité.

CorCvAbsNormwEZdRc

Corolaire 14.204.
Soit paiqiPN une suite numérique absolument convergente. Alors elle est convergente. Il en est de
même pour les séries de fonctions si on considère la convergence ponctuelle.

Démonstration. L’hypothèse est la convergence de l’intégrale
ş
N
|ai|dmpiq où dm est la mesure de

comptage. Étant donné que |ai| ď |ai|, la fonction ai (fonction de i) peut jouer le rôle de g dans le
théorème de la convergence dominée de Lebesgue (théorème 14.202).

14.9.9 Additivité de l’intégrale de Lebesgque

Les propositions 14.205 et 14.206 démontrent la même chose. La différence est la méthode uti-
lisée pour permuter une somme et une intégrale. Dans le premier cas, nous utilisons la convergence
monotone (et sommes obligés de séparer le cas où f est positive), alors que dans le second cas, nous
utilisons la convergence dominée de Lebesgue, et nous ne devons pas faire de séparation d’après la
positivité de f .

PROPooTFOAooJBwmCV

Proposition 14.205 (σ-additivité dénombrable[1]).
Si pAiqiPN sont des parties mesurables disjointes de pΩ,A, µq et si f : Ω Ñ R est intégrable surŤ8
i“0Ai alors les intégrales

ş
Ai
fdµ existent et

ż
Ť

i Ai

fdµ “
8ÿ

i“0

ż

Ai

fdµ. (14.582)

Démonstration. En deux cas d’après la positivité de f .
(1) Si f est positive Nous posons fN “ f1ŤN

i“0 Ai
. Cette suite de fonctions vérifie la limite

lim
NÑ8 fN “ f1Ť8

i“0 Ai
. (14.583)

De plus, pour chaque N nous avons
ż

Ω
fN “

ż

Ω
f1Ť

i Ai
“
ż
Ť

i Ai

f “
Nÿ

i“0

ż

Ai

f (14.584)

Justifications :
— La proposition 14.172 pour l’introduction de la fonction caractéristique de

Ť
iAi

— La proposition 14.189 qui traite le cas de la sous-additivité finie pour la dernière égalité.
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La suite pfN qnPN est une suite croissante de fonctions mesurables 63 et positives. Donc le
théorème de la convergence monotone 14.173 s’applique et

8ÿ

i“0

ż

Ai

f “ lim
NÑ8

Nÿ

i“0

ż

Ai

f “ lim
NÑ8

ż
ŤN

i“0 Ai

f “ lim
NÑ8

ż

Ω
fN (14.585a)

“
ż

Ω
lim
NÑ8 fN “

ż

Ω
f1Ť8

i“0 Ai
“
ż
Ť

i Ai

fdµ. (14.585b)

(2) Si f est à valeurs réelles Si f est à valeurs dans R, alors f “ f` ´ f´ où f` et f´ sont
intégrables. Nous avons alors

ż
Ť8

i“0 Ai

fdµ “
ż
Ť

i Ai

f` ´
ż
Ť

i Ai

f´ (14.586a)

“
8ÿ

k“0

ż

Ak

f` ´
8ÿ

k“0

ż

Ak

f´ (14.586b)

“
8ÿ

k“0

` ż

Ak

f` ´
ż

Ak

f´
˘

(14.586c)SUBEQooMTZPooLqMHKPSUBEQooMTZPooLqMHKP

“
8ÿ

k“0

ż

Ak

f. (14.586d)SUBEQooVZNMooRmFoLqSUBEQooVZNMooRmFoLq

Justifications :
— Pour (14.586c), c’est l’associativité de la somme, proposition 11.91.
— Pour (14.586d), c’est la proposition 14.188.

PROPooDWYNooWKJmEV

Proposition 14.206 (σ-additivité[447]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Nous considérons des parties disjointes tAiuiPN de Ω telles queŤ8
k“0Ak “ Ω. Si f P L1pΩq, alors

ż

Ω
fdµ “

8ÿ

k“0

ż

Ak

fdµ. (14.587)

Démonstration. Nous posons Ωn “ Ťn
k“0Ak ainsi que fn “ f1Ωn . Pour chaque N P N nous avons

EQSooBREOooWzviSK

Nÿ

k“0

ż

Ak

fdµ “
ż
ŤN

k“0 Ak

f (14.588a)EQooCVVVooTIINmzEQooCVVVooTIINmz

“
ż

ΩN

f (14.588b)

“
ż

Ω
fN . (14.588c)SUBEQooJZLQooKlOoesSUBEQooJZLQooKlOoes

Justifications :
— Pour (14.588a), c’est la proposition 14.189 qui traite du cas de sommes finies.
— Pour (14.588c) c’est la proposition 14.205.

L’idée est maintenant de passer à la limite des deux côtés de (14.588). Voici le raisonnement :
— Nous montrons qu’à droite, la limite existe et vaut

ş
Ω fdµ.

— Le fait que la limite du membre de droite existe implique l’existence de la limite du membre
de gauche.

63. La fonction f elle-même est mesurable ; c’est inclus dans la définition de « intégrable ».
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— La limite du membre de gauche vaut
ř8
k“0

ş
Ak
fdµ.

La limite du membre de droite s’établi avec le théorème de la convergence dominée de Lebesgue
14.200.

— Nous avons convergence simple fn Ñ f parce que
Ť8
n“0Ai “ Ω.

— La fonction g “ |f | est intégrable sur Ω parce que f P L1pΩq par hypothèse.
— Pour tout n P N et pour tout x P Ω nous avons |fnpxq| ď gpxq parce que |fnpxq| est soit égal

à gpxq soit égal à zéro suivant que x P Ωn ou non.
Donc le théorème de la convergence dominée est applicable. La limite du membre de droite de
(14.588) existe et vaut :

lim
NÑ8

ż

Ω
fN “

ż

Ω
f. (14.589)

Nous pouvons alors prendre aussi la limite du membre de gauche dans (14.588) et obtenir le résultat
attendu.

14.9.10 Produit d’une mesure par une fonction (mesure à densité)
PropooVXPMooGSkyBo

Proposition-Définition 14.207 (Produit d’une mesure par une fonction[1, 448]).
Soit un espace mesuré pΩ,F , µq et une fonction mesurable positive w : Ω Ñ R̄`. Alors la formule

pw·µqpAq “
ż

A
wdµ (14.590)

pour tout A P F définit une mesure positive sur pΩ,Fq appelée produit de la mesure µ par la
fonction w. La fonction w est la densité de la mesure w·µ par rapport à la mesure µ.

Démonstration. D’abord pw·µqpHq “ 0 parce que le lemme 14.170 donne

pw·µqpHq “
ż

Ω
w1Hdµ “

ż

Ω
0dµ “ 0ˆ µpΩq “ 0 (14.591)

où nous avons (éventuellement) utilisé deux fois la convention 0ˆ8 “ 0.
Ensuite si les ensembles Ai sont des éléments deux à deux disjoints de F alors nous avons

1Ť8
i“1 Ai

“ ř8
i“1 1Ai , et donc

pw·µqp
8ď

i“0
Aiq “

ż
Ť8

i“0 Ai

wdµ “
8ÿ

i“0

ż

Ai

wdµ “
8ÿ

i“0
pw·µqpAiq. (14.592)

où nous avons utilisé la σ-additivité dénombrable de l’intégrale de la proposition 14.205.

En particulier nous parlons souvent de mesure à densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
C’est alors la construction suivante.

Définition 14.208.
Si µ est une mesure sur Rd, une fonction f : Rd Ñ R est une densité pour µ si pour tout A Ă Rd

nous avons
µpAq “

ż

A
fpxqdx (14.593)

où dx est la mesure de Lebesgue.
Si la mesure µ admet une densité, nous disons que c’est une mesure à densité par rapport à

la mesure de Lebesgue.

Exemple 14.209.
Toutes les mesures n’admettent pas de densité. Par exemple la mesure de Dirac donnée par

νpAq “
#

1 si 0 P A
0 sinon.

(14.594)EQooDMFCooVEManFEQooDMFCooVEManF

n’a pas de densité par rapport à la mesure de Lebesgue. △
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La mesure ν de l’exemple 14.594 admet, au sens des distributions, la mesure de Dirac δ comme
densité, mais c’est une autre histoire qui vous sera contée une autre fois.

PropooJMWAooDzfpmB

Proposition 14.210 ([448]).
Soit une fonction mesurable w : pS,F , µq Ñ R̄`.

(1) Si f : S Ñ R̄` est mesurable, alors f · pw·µq “ pfwq·µ.
(2) Si f : S Ñ R̄ ou C est mesurable, elle est w·µ-intégrable si et seulement si fw est µ-

intégrable. Dans ce cas, nous avons encore f · pw·µq “ pfwq·µ.
Attention : dans le cas où f est à valeurs dans C, alors il faut que w soit à valeurs finies dans R
parce que nous n’avons pas défini 8ˆ z lorsque z P C.

Démonstration. Nous commençons par prouver le résultat pour la fonction caractéristique de l’en-
semble mesurable A. Nous avons : 1A · pw·µqpBq “ ş

B 1Adpw·µq. Mais par définition, l’inté-
grale d’une fonction indicatrice est la mesure de l’ensemble indiqué. En passant sur le fait que
1A1B “ 1AXB,
ż

B
1Adpw·µq “ pw·µqpAXBq “

ż

S
1AXBwdµ “

ż

S
1A1Bwdµ “

ż

B
1Awdµ “ p1Awq·µpBq.

(14.595)
Supposons maintenant que f soit une fonction étagées qui s’écrit f “ ř

k ak1Ak
où les Ak sont

des ensembles mesurables disjoints. Alors le calcul est le suivant, en utilisant le fait que sur Ak, on
a ak “ fpxq :

f · pg·µqB “
ż

B
fdpg·µq (14.596a)

“
ÿ

k

akpg·µqpAk XBq (14.596b)

“
ÿ

k

ak

ż

AkXB
gdµ (14.596c)

“
ż

AkXB
fpxqgpxqdµpxq (14.596d)

“
ÿ

k

pfg·µqpAk XBq (14.596e)

“ pfg·µqpBq (14.596f)

parce que les AkXB forment une partition de l’ensemble B (voir le point (2) de la définition 14.18).
Si f : S Ñ R̄` est mesurable, le théorème 14.115 donne une suite croissante fn de fonctions

étagées positives convergeant (ponctuellement) vers f . Vu que la fonction w est positive, nous avons
aussi la limite positive et croissante wfn Ñ wf . Ainsi l’utilisation du théorème de la convergence
monotone est justifié dans le calcul suivant :

ż

S
fdpw·µq “ lim

nÑ8

ż

S
fndpw·µq “ lim

nÑ8

ż

S
pwfnqdµ “

ż

S
wfdµ. (14.597)

Nous passons maintenant au cas général où f est une fonction à valeurs dans R̄ ou C (avec w
finie dans ce dernier cas). Nous avons la chaine d’équivalences
ô f est pw·µq intégrable
ô |f | est pw·µq-intégrable
ô |f |w est µ-intégrable
ô |fw| est µ-intégrable.
Si cela est le cas, la formule se démontre en se ramenant au cas déjà prouvé des fonctions

positives en utilisant les pfwq` “ f`w, pfwq´ “ f´w etc.



14.9. INTÉGRALE PAR RAPPORT À UNE MESURE 1329

14.9.11 Mesure et topologie
EXooKQDRooVMWaEC

Exemple 14.211 (Un compact n’est pas toujours de mesure finie).
Soit l’espace mesurable pR,BorpRqq réel avec ses boréliens et la fonction

w :
`
R,BorpRq˘Ñ `

R̄,BorpR̄q˘

x ÞÑ
#

1
|x| si x ‰ 0
`8 si x “ 0.

(14.598)

Essayons d’étudier la mesure de densité w par rapport à la mesure de Lebesgue.
(1) w est mesurable Soit un borélien B de R̄. Si B ne contient pas 8 alors w´1pBq est un

borélien de R par continuité de l’application restreinte w : Rzt0u Ñ R. Ici nous avons par
exemple appliqué la proposition 14.122 à chacun des deux intervalles s´8, 0r et s0,8r. Si
`8 P B alors

w´1pBq “ w´1`Bzt8u˘Y w´1pt8uq “ w´1`Bzt8u˘Y t0u, (14.599)

qui est borélien par union de boréliens.
(2) Mesure produit La proposition 14.207 nous assure alors qu’en posant 64

µpBq “
ż

B

1
|x|dλpxq (14.600)

où λ est la mesure de Lebesgue, nous avons une mesure.
(3) Mesure du singleton

Pour avoir les idées claires, nous pouvons nous demander la mesure µ
`t0u˘. Nous cela nous

devons calculer ż

t0u
1
|x|dλpxq “

ż

t0u
wpxqdλpxq (14.601)

où là, l’abus de notation n’est plus possible. Mais quelle que soit la fonction étagée h “ř
i αi1Ai considérée, ż

t0u
hpxqdλpxq “

ÿ

i

αiλ
`
Ai X t0u

˘ “ 0. (14.602)

Attention : ceci n’a rien de particulier à la fonction x ÞÑ 1{|x|. Lorsqu’une mesure a une
densité par rapport à Lebesgue, la mesure d’un singleton sera toujours nulle.

(4) Mesure de la boule compacte
Il n’en reste pas moins que µ

`r´1, 1s˘ “ 8.
△

14.212.
En réalité, il n’y a pas de liens forts entre mesure et topologie. Un espace topologique est une
chose, et y mettre une mesure en est une autre. Bien entendu, une topologie étant donnée, nous
pouvons considérer la tribu des boréliens et y mettre une mesure un peu quelconque. Il n’y a pas
de choix canonique.

Notons que même dans l’exemple de compact de mesure infinie 14.211, la mesure introduite
n’est pas sans lien avec la topologie de R. En effet pour avoir une mesure à densité par rapport à
Lebesgue, nous avons dû prendre une application mesurable par rapport à la tribu des boréliens,
laquelle est éminemment liée à la topologie. Il y a donc parfaitement moyen de construire des
espaces mesurés tenant compte de la topologie, et ayant des propriétés qui ne sont pas celle
attendues.

64. Avec un mini abus de notation : si 0 P B, cette notation n’est pas tout à fait correcte.
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Quand les choses sont faciles, ça se passe bien. La proposition suivante dit qu’une fonction
continue sur un compact y est intégrable ; sauf que pour dire cela de façon précise, il faut un peu
bosser parce qu’il y a de écueils à éviter, tels que l’exemple 14.211.

PROPooKFRSooANzglT

Proposition 14.213 ([1]).
Soit un espace mesuré pK,A, µq et une fonction f : K Ñ R. Nous supposons pas mal de trucs
techniques :

(1) La mesure est finie : µpKq ă 8.
(2) L’ensemble K est par ailleurs un espace topologique compact 65.

ITEMooBKYHooWnxUGL

(3) La fonction f est continue pour les topologies de K et de R.
ITEMooJCNUooJzIlKI

(4) La fonction f est mesurable pour la tribu A de K et la tribu des boréliens de R.
Alors f est intégrable sur K et

ş
K |f | ă 8.

L’hypothèse (4) ne se déduit pas nécessairement de l’hypothèse (3). Dans les cas usuels, nous
avons bien « continue implique mesurable », mais si A n’a aucun rapport avec la topologie . . .hum
. . .

Démonstration. Si nous écrivons fpxq “ f`pxq´f´pxq avec f` et f´ prenant des valeurs positives
ou nulles[449], en vertu de la proposition 14.181, si nous devons prouver séparément

ş
K f

` ă 8 etş
K f

´ ă 8. Nous allons donc prouver cette proposition en plusieurs étapes.
(1) Si f est positive La fonction f est continue sur K qui est compact (même en tant qu’es-

pace topologique en soi ; il n’est pas nécessaire d’être compact dans quelque chose), donc elle
a un maximum par le théorème 7.141 nommons M ce maximum. Donc f : K Ñ r0,M s. De
plus la mesure µ sur K est finie et vérifie disons µpKq “ m.
Soit une fonction étagée h : K Ñ R` majorée par f . Nous notons

hpxq “
nÿ

i“1
αi1Aipxq (14.603)

où les Ai sont des éléments de A. Vu que 0 ď hpxq ď fpxq ďM , nous avons 66

ż

K
h “

nÿ

i“1
αiµpK XAiq ď

nÿ

i“1
MµpK XAiq ďMµpKq “Mm (14.604)

parce que les Ai sont disjoints et vérifient
Ť
iAi “ K (lemme 14.111).

Donc tous les éléments de l’ensemble sur lequel nous prenons le supremum dans la définition
(14.461) sont contenus dans r0,Mms. Le supremum est donc dans r0,Mms et est alors
strictement plus petit que l’infini.

(2) Si f est positive ou négative Nous appliquons la première partie séparément à f` et
f´. Et nous avons alors que f est intégrable et

ż

K
|f | “

ż

K
f` `

ż

K
f´ ă 8. (14.605)

THOooVADUooLiRfGK

Théorème 14.214 ([448]).
Soient deux espaces mesurables pS1,F1q et pS2,F2q ainsi qu’une application mesurable φ : S1 Ñ S2.
Soit encore µ, une mesure positive sur pS1,F1q.

Si f : S2 Ñ R̄ ou C est mesurable alors, ItemooKMBIooZpHJSS

(1) f est φpµq-intégrable si et seulement si f ˝ φ est µ-intégrable.

65. Nous ne prétendons pas que la tribu A soit liée à la topologie de K.
66. Définition (14.460).
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ItemooLAPYooUreDEl

(2) dans le cas où f est φpµq-intégrable, nous avons
ż

S2

fd
`
φpµq˘ “

ż

S1

pf ˝ φqdµ. (14.606)EqooSOHXooXSbdoyEqooSOHXooXSbdoy

Démonstration. L’intégrabilité est la définition 14.181, et demande que |f | soit intégrable. L’égalité
(14.606) a un sens si les deux membres sont infinis. Tant que les fonctions considérées sont positives,
le point (1) est immédiat. Ce n’est qu’au moment où les fonctions considérées deviennent à valeurs
dans C ou R que l’intégrabilité de |f | commence à jouer parce qu’il faut que f` et f´ soient
séparément intégrables.

Nous allons prouver la formule (14.606) pour des fonctions de plus en plus générales. Pour la
suite nous notons µ1 “ φpµq.

(1) Pour f “ 1B, B mesurable Soit B P F2. Nous avons 1B ˝φ “ 1φ´1pBq. Donc en utilisant
le lemme 14.170 nous avons

ż

S2

1Bdµ
1 “ µ1pBq “ µ

`
φ´1pBq˘ “

ż

S1

1φ´1pBqdµ “
ż

S1

p1B ˝ φqdµ. (14.607)

(2) f est étagée positive
La fonction f peut être écrite sous la forme

f “
nÿ

k“1
ak1Bk

(14.608)

avec Bk P F2 et ak P R`. Nous avons alors, en utilisant la sous-additivité de l’intégrale du
théorème 14.178(3),

ż

S2

fdµ1 “
ÿ

k

ak

ż

S2

1Bk
dµ1 (14.609a)

“
ÿ

k

ak

ż

S1

p1Bk
˝ φqdµ (14.609b)

“
ż

S1

´ÿ

k

ak1Bk

¯
˝ φdµ (14.609c)

“
ż

S1

pf ˝ φqdµ. (14.609d)

(3) f à valeurs dans R̄`

Vu que f est mesurable, par le théorème 14.115 il existe une suite croissante de fonctions
étagées positives convergeant vers f . Soit donc cette suite, fn : S2 Ñ R`. Les fonctions fn ˝φ
sont étagées et positives et nous avons aussi la limite ponctuelle et croissante fn ˝φÑ f ˝φ
parce que φ est continue. Le théorème de la convergence monotone (théorème 14.173) permet
d’écrire ceci :

ż

S2

fdµ1 “ lim
ż

S2

fndµ
1 “ lim

ż

S1

pfn ˝ φqdµ “
ż

S1

pf ˝ φqdµ. (14.610)

(4) Pour f : S2 Ñ R̄ ou C
C’est maintenant que l’intégrabilité va jouer. Nous avons |f | ˝ φ “ |f ˝ φ|, donc

ż

S2

|f |dµ1 “
ż

S1

|f | ˝ φdµ “
ż

S1

|f ˝ φ|dµ, (14.611)

ce qui montre que f est µ1-intégrable si et seulement si f ˝ φ est µ-intégrable.
De plus si f “ f`´ f´ alors f` ˝φ “ pf ˝φq`, f´ ˝φ “ pf ˝φq´, et de façon similaire pour
les parties imaginaires et réelles.
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14.10 Mesure à densité

14.10.1 Théorème de Radon-Nikodym

Définition 14.215 ([450]).
Soient µ et ν deux mesures sur l’espace mesurable pΩ,Aq. Nous disons que la mesure µ est dominée
par ν si pour tout ensemble mesurable A, νpAq “ 0 implique µpAq “ 0.

Nous disons que la mesure signée 67 ν est absolument continue par rapport à la mesure
positive µ si pour tout A P A, nous µpAq “ 0 ñ νpAq “ 0. Dans ce cas nous notons

ν ! µ. (14.612)

DEFooRZARooTbtJac

Définition 14.216 ([429]).
Deux mesures signées µ et ν sur pΩ,Aq sont mutuellement singulières si il existe E,F P A tels
que

$
’&
’%

E X F “ H (14.613a)
µpAq “ µpAX Eq (14.613b)
νpAq “ νpAX F q. (14.613c)

Nous notons ce fait par
µ K ν. (14.614)

LEMooDIGPooJqEwGl

Lemme 14.217 ([1]).
Soient deux mesures positives λ et µ. Nous avons λ K µ si et seulement si il existe des parties
mesurables E1, F 1 telles que

(1) E1 Y F 1 “ Ω
(2) E1 X F 1 “ H
(3) µpF 1q “ λpE1q “ 0.

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Nous supposons que µ K λ, c’est-à-dire qu’il existe E,F tels que E X F “ H, µpAq “

µpAX Eq et λpAq “ λpAX F q pour tout mesurables A.
Nous posons R “ ΩzpE Y F q. C’est la partie de Ω sur laquelle ni µ ni λ n’agit. Il suffit de
poser F 1 “ F YR et E1 “ E pour avoir ce qu’il faut. Par exemple,

µpF 1q “ µpF YRq “ µ
`pF YRq X E˘ “ µpHq “ 0. (14.615)

, et de même pour les autres vérifications.
(2) ð Il suffit de poser E “ E1 et F “ F 1 et de vérifier. Par exemple, vu que l’union EYF “ Ω

est disjointe,
µpAq “ µpAX Eq ` µpAX F q “ µpAX Eq. (14.616)

LEMooVOJDooFgbwSE

Lemme 14.218 ([451]).
Soit un espace mesurable pΩ,Aq. Nous considérons

(1) des mesures positives finies pλnqnPN,
(2) une mesure positive µ

67. Définition 14.18.
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telles que λn K µ pour tout n. Alors
8ÿ

n“1
λn K µ. (14.617)

Démonstration. Nous utilisons la caractérisation du lemme 14.217 pour des mesures mutuellement
singulières.

Pour chaque n nous avons des mesurables An et Bn tels que An Y Bn “ Ω, An X Bn “ H et
µpAnq “ λnpBnq “ 0.

Nous posons A “ Ť8
n“1An et B “ ΩzA. Nous avons bien entendu AYB “ Ω et AXB “ H.

(1) λkpBq “ 0 pour tout k Pour chaque k nous avons B Ă Bk parce que si x P B, alors en
particulier x P ΩzAk “ Bk. Nous avons donc

ΩzA “ B Ă Bk “ ΩzAk. (14.618)

Donc, par croissance de la mesure,

λkpBq “ λkpΩzAq ď λkpΩzAkq “ λkpBkq “ 0. (14.619)

(2) λpBq “ 0 Il s’agit de sommer : λpBq “ ř8
n“1 λkpBq “ 0.

(3) µpAq “ 0 Nous avons

µpAq “ µ
´ 8ď

n“1
An

¯
ď

8ÿ

n“1
µpAnq “ 0. (14.620)

LEMooYYIIooCUfGxA

Lemme 14.219 ([1]).
Soient λ et ν des mesures positives σ-finies ainsi qu’une mesure positive µ telle que λ K µ et ν K µ.
Alors

pλ` νq K µ. (14.621)

Démonstration. Nous considérons des mesurables disjoints pXnq comme dans le lemme 14.19. Pour
chaque n nous avons les mesures finies λn et νn données par

λnpAq “ λpAXXnq (14.622a)
νnpAq “ νpAXXnq. (14.622b)

Ces mesures vérifient λn K µ et νn K µ. De plus les pXnq étant disjoints, nous avons λpAq “ř
n λnpAq et νpAq “ ř

n νnpAq. Nous pouvons donc utiliser le lemme 14.218 :

8ÿ

n“1
pλn ` νnq K µ. (14.623)EQooWXCKooGrqShOEQooWXCKooGrqShO

Par associativité de la somme (tous les termes sont positifs), pour chaque mesurable A nous avons
ÿ

n

pλn ` νnqpAq “
ÿ

n

λnpAq `
ÿ

n

νnpAq “ λpAq ` νpAq “ pλ` νqpAq. (14.624)

Cela pour dire que le membre de gauche de (14.623) est bien λ` ν.

Définition 14.220.
La mesure µ est portée par la partie E P A si pour tout A P A,

µpAq “ µpAX Eq. (14.625)

Définition 14.221.
Soit une mesure signée µ et une partie mesurable A.

(1) La partie A est négative si µpA1q ď 0 pour tout A1 mesurable dans A.
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(2) La partie A est nulle si µpA1q “ 0 pour tout A1 mesurable dans A.
(3) La partie A est positive si µpA1q ě 0 pour tout A1 mesurable dans A.

PROPooBLNXooRRxxVv

Proposition 14.222 ([429]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq où µ est une mesure signée. Si une partie D P A vérifie µpDq ď 0,
alors il existe une partie négative A Ă D telle que µpAq ď µpDq.
Démonstration. Nous définissons des parties Ai par récurrence en commençant par poser A0 “ D.
Ensuite, si An est défini, nous posons

tn “ suptµpBq tel que B Ă An, B P Au. (14.626)

Nous avons tn ě µpHq “ 0. Par définition du supremum, il existe Bn mesurable dans An vérifiant
µpBnq ě tn{2 ě 0. Nous posons alors

An`1 “ AnzBn. (14.627)

Enfin nous posons
A “ Dz

ď

ně0
Bn. (14.628)

Vérifions que A possède les propriétés demandées.
(1) A Ă D Par définition.
(2) µpAq ď µpDq

(2a) Les Bi sont disjoints Nous avons

Bn Ă An “ A “ Dz
ď

ně0
Bn, (14.629)

et donc Bn XBk “ H pour tout k ă n. Cela montre que les Bi sont disjoints.
(2b) µpAq ď µpDq Étant donné que Bn Ă D pour tout n, l’égalité A “ DzŤně0Bn peut

être écrite
D “ AY

ď

ně0
Bn (14.630)

où à droite nous avons une union disjointe. Bref, au niveau des mesures nous avons

µpAq “ µpDq ´
ÿ

ně0
µpBnq ď µpDq (14.631)

parce que µpBnq ě 0 pour tout n.
(3) A Ă An Par définition A “ DzŤně0Bn alors que An “ DzŤn´1

n“0Bn. Donc en partant de
D, pour construire A, on enlève plus de choses que pour construire An. Donc A Ă An.

(4) A est une partie négative Supposons que A n’est pas une partie négative : il existe A1
mesurable dans A tel que µpA1q ą 0. En particulier,

A1 Ă A Ă An. (14.632)

La partie A1 est donc dans l’ensemble sur lequel on prend le supremum pour construire tn.
En d’autres termes, tn ě µpA1q ą 0, et donc

µpBnq ě tn
2 ě µpA1q

2 . (14.633)

Et avec tout ça,

µpAq “ µpDq ´
ÿ

ně0
µpBnq ď µpDq ´

ÿ

ně0

µpAq
2 “ ´8. (14.634)EQooYNJFooKJCfFTEQooYNJFooKJCfFT
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(5) Conclusion Nous avons dit, dans la définition d’une mesure négative que µ ne prenait
jamais la valeur ´8. L’inégalité (14.634) est donc une contradiction et nous concluons que
A est une partie négative pour µ.

LEMooVFEWooOyXcPS

Lemme 14.223 ([429]).
Soient une mesure positive µ et une mesure signée ν. Si ν K µ et si ν ! µ, alors ν “ 0

Démonstration. Vu que µ K ν, il existe E P A tel que
"
µpAq “ µpAX Eq (14.635a)
νpAq “ νpAX Ecq (14.635b)

pour tout A P A.
Soit A P A. Nous avons µpAXEcq “ 0 parce que µpAq “ µpAXEq`µpAXEcq et µpAXEq “

µpAq. Étant donné que ν ! µ nous avons aussi νpAX Ecq “ 0. Donc

νpAq “ νpAX Ecq “ 0. (14.636)

LEMooABVVooMvxlRo

Lemme 14.224.
Soient une mesure positive µ ainsi que deux mesures signées ν1, ν2 telles que ν1 K µ et ν2 K µ.
Alors ν1 ` ν2 K µ.

Démonstration. Nous avons des parties E1, F1, E2, F2 P A telles que
"
ν1pAq “ ν1pAX F1q (14.637a)
µpAq “ µpAX E1q, (14.637b)

et
"
ν2pAq “ ν2pAX F2q (14.638a)
µpAq “ µpAX E2q, (14.638b)

et E1XF1 “ H et E2XF2 “ H. Nous posons E0 “ E1XE2 et F0 “ F1YF2, et nous allons prouver
que ν1 ` ν2 K µ vérifiant que le couple pE0, F0q vérifie les conditions de la définition 14.216.

(1) E0 X F0 “ H Nous avons :

E0 X F0 “ pE1 X E2q X pF1 Y F2q “ pE1 X E2 X F1q Y pE1 X E2 X F2q “ H. (14.639)

(2) µpAq “ µpAX E0q Nous prouvons maintenant que µpAq “ µpA X E0q pour tout A P A.
Nous écrivons d’abord

µpAq “ µpAX E1q “ µpAX E1 X E2q ` µ
`
AX pE1zE2q

˘
, (14.640)EQooTMOKooEulFmxEQooTMOKooEulFmx

et, de la même façon,

µpAq “ µpAX E2q “ µpAX E2 X E1q ` µ
`
AX pE2zE1q

˘
. (14.641)

En faisant la différence entre les deux, 0 “ µ
`
AX pE1zE2q

˘´ µ`AX pE2zE1q
˘
, c’est-à-dire

µ
`
AX pE1zE2q

˘ “ µ
`
AX pE2zE1q

˘
. (14.642)

En particulier pour A “ Ω nous avons

µpE1zE2q “ µpE2zE1q. (14.643)
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Nous savons, par définition de E1 que µpAq “ µpA X E1q pour tout A P A. Nous écrivons
cette égalité pour A “ pE2zE1q :

µpE1zE2q “ µ
`pE2zE1q X E1

˘ “ µpHq “ 0. (14.644)

Nous en déduisons que µpE2zE1q “ 0 et donc que µ
`
AX pE2zE1q

˘ “ 0 pour tout A P A. Et
enfin nous repartons de (14.640) :

µpAq “ µpAX E1q “ µpAX E1 X E2qlooooooooomooooooooon
“µpAXE0q

`µ`AX pE1zE2q
˘

looooooooomooooooooon
“0

, (14.645)

autrement dit, µpAq “ µpAX E0q, comme nous devions prouver.
(3) νipAq “ νipAX F0q Nous allons prouver que pour i “ 1, 2 nous avons νipAq “ νipA X F0q.

Nous commençons par écrire AX F0 comme union disjointe en partant de 1.27(2) :

AX F0 “ pAX F1q Y pAX F2q (14.646a)
“ pAX F1q Y

`pAX F2qzpAX F1q
˘
. cf. justif. (14.646b)

Justification : pour tout ensembles X et Y nous avons X Y Y “ X Y pY zXq.
Ayant écrit AXF0 comme une union disjointe, nous pouvons calculer ν1 dessus. Nous posons
R “ pAX F2qzpAX F1q, et nous calculons un peu :

ν1pAXF0q “ ν1pAXF1q ` ν1pRq “ ν1pAq ` ν1pRXF1q “ ν1pAq ` ν1pHq “ ν1pAq. (14.647)

Le même jeu en permutant les rôles de 1 et 2 donne ν2pAX F0q “ ν2pAq.
(4) Conclusion Nous avons ν1pAq “ ν1pAX F0q et ν2pAq “ ν2pAX F0q. En faisant la somme,

c’est bon.

PROPooIBLHooTMfEJW

Proposition-Définition 14.225 (Décomposition de Hahn[429]).
Soit une mesure signée µ sur pΩ,Aq. Il existe des parties mesurables N,P Ă Ω telles que

(1) N Y P “ Ω,
(2) N X P “ H,
(3) N est négatif pour µ,
(4) P est positive pour µ.

Un tel couple pN,P q est une décomposition de Hahn pour µ.
De plus si pN,P q et pN 1, P 1q sont deux décompositions de Hahn pour µ, alors les parties 68

N∆N 1 et P∆P 1 sont nulles pour µ.

Démonstration. D’abord l’existence puis l’« unicité ».

Existence

Nous posons d’abord N0 “ H, et nous construisons des parties Nk par récurrence. Nous posons

sn “ inftµpDq tel que D Ă ΩzNn, D P Au. (14.648)

Notes : il est possible d’avoir sn “ ´8, et comme D “ H fonctionne dans l’infimum, nous avons
sn ď 0. Vu que sn est un infimum et qu’il est négatif, il existe une partie mesurable Dn Ă ΩzNn

telle que µpDnq ď sn
2 . Pour cette partie nous avons

µpDnq ď sn
2 ď 0. (14.649)

68. La partie A∆B est la différence symétrique (définition 1.29). Dire que N∆N 1 est nulle pour µ signifie que
pratiquement tout est dans l’intersection. Nous avons donc unicité de la décomposition à partie nulle près.
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La proposition 14.222 dit qu’il existe une partie mesurable An Ă Dn qui est négative pour µ et
qui vérifie µpAnq ď µpDnq. Nous posons alors, pour notre récurrence :

Nn`1 “ Nn YAn. (14.650)

Nous posons ensuite
$
&
%
N “

ď

ně0
An (14.651a)

P “ ΩzN, (14.651b)

et nous prouvons que pN,P q fonctionne. Nous avons immédiatement que N Y P “ Ω et que
N X P “ H.

(1) N est négative pour µ Nous avons, pour tout n que Nn “ HY A1 Y . . . Y An´1. Donc
Nn Ă N pour tout n ě 1.
Notons aussi que les An sont disjoints. En effet

An Ă Dn Ă ΩzNn “ ΩzpA1 Y . . .YAn´1q. (14.652)

Donc An n’intersecte aucun des Ak avec k ă n.
Nous pouvons maintenant que N est une partie négative. Soit B Ă N . Notons que chaque
An est négatif, donc µpAn XBq ď 0 parce que, évidemment, An XB Ă B. Étant donné que
l’union N “ Ť

ně0An est disjointe, nous avons

µpBq “
ÿ

ně0
µpB XAnq ď 0. (14.653)

Donc mpBq ď 0 et nous avons montré que N est une partie négative.
(2) P est positive pour µ Nous y allons par l’absurde. Supposons avoir D Ă P avec µpDq ă

0. Nous avons déjà vu que Nn Ă N , donc ΩzN Ă ΩzNn. En ce qui concerne D,

D Ă P “ ΩzN Ă ΩzNn. (14.654)

Donc sn ď µpDq ă 0. Nous avons alors le calcul

µpNq “
ÿ

ně0
µpAnq (14.655a)

ď
ÿ

ně0
µpDnq cf. justif. (14.655b)ITEMooMRFYooZjBiOMITEMooMRFYooZjBiOM

ď
ÿ

ně0

µpDq
2 cf.justif. (14.655c)SUBEQooJRGSooDvMOhISUBEQooJRGSooDvMOhI

“ ´8. (14.655d)

Justifications.
— Pour (14.655b). Nous avons µpAnq ď µpDnq par choix de An.

— Pour (14.655c). Parce que 69 µpDnq ď sn
2 ď µpDq

2 .
Vu que µ ne prend pas la valeur ´8, nous avons une contradiction. Nous en déduisons que
P est positive pour µ.

« Unicité »

69. Je n’ai vu ce passage correctement justifié nulle part. Voir ma question sur le wikipédia anglophone[452], qui fait la
même « faute » que [429]. Écrivez-moi si vous comprenez leur démarche.
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Supposons avoir des couples pN,P q et pN 1, P 1q. Nous avons d’abord

P zP 1 “ P XN 1 (14.656)

parce que si x P P zP 1, alors x P P (ça c’est facile), et x P P zP 1 Ă ΩzP 1 “ N 1. Dans l’autre sens si
x P P XN 1, alors x P N 1 Ă ΩX P 1. De même nous avons P 1zP “ P 1 XN .

En utilisant la formule (1.11) de la différence symétrique,

P∆P 1 “ pP zP 1q Y pP 1zP q “ pP XN 1q Y pP 1 XNq. (14.657)EQooUZFVooDqAnPFEQooUZFVooDqAnPF

Nous trouvons de la même façon

N∆N 1 “ pP XN 1q Y pP 1 XNq. (14.658)EQooLPBIooTExEkKEQooLPBIooTExEkK

En ce qui concerne les mesures, PXN 1 Ă P et P est positif, donc µpPXN 1q ě 0. Mais PXN 1 Ă N 1
et N 1 est négatif, donc µpP XN 1qq ď 0.

Nous en déduisons que µpP XN 1q “ 0. Pour la même raison, µpP 1 XNq “ 0. Nous déduisons
alors de (14.657) et (14.658) que µpP∆P 1q “ µpN∆N 1q “ 0.

Lemme 14.226.
Soit une décomposition de Hahn pN,P q pour la mesure signée µ. Nous posons

µ´pAq “ ´µpAXNq (14.659a)
µ`pAq “ µpAX P q. (14.659b)

Alors
(1) µ´ et µ` sont des mesures positives.
(2) µ´ prend ses valeurs dans r0,8r

Démonstration. Vu que N est négative pour µ, pour toute partie mesurable A, nous avons µpAX
Nq ď 0 et donc

µ´pAq “ ´µpAXNq ě 0. (14.660)

Par ailleurs µ prend ses valeurs dans s´8,8s. De cette façon ´µ ne peut pas descendre jusqu’à
´8.

DEFooGICVooKZWLrB

Définition 14.227 (Décomposition de Jordan).
Soit une mesure signée µ sur pΩ,Aq. Un couple de mesures positives pµ´, µ`q est une décompo-
sition de Jordan de µ si il existe une partie mesurable E telle que

(1) µ´pEq “ 0
(2) µ`pΩzEq “ 0
(3) µ “ µ` ´ µ´.

LEMooTVFRooAPdbuP

Lemme 14.228 ([1]).
Soit une mesure signée µ et une décomposition de Jordan pµ´, µ`q. Si E est un mesurable vérifiant
les conditions de la définition 14.227, alors pΩzE,Eq est une décomposition de Hahn.

Démonstration. Supposons que A Ă E. Alors µ´pAq “ 0 parce que µ´pEq “ 0 et µ´ est une
mesure positive. Nous avons alors

µpAq “ µ`pAq ´ µ´pAq “ µ`pAq ě 0. (14.661)

Cela prouve que E est une partie positive pour µ. Le même raisonnement montre que ΩzE est une
partie négative pour µ.

DEFooDYFPooITNRlI

Proposition 14.229 (Décomposition de Jordan[429]).
Soit une mesure mesure signée µ sur pΩ,Aq.
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(1) Il existe une unique décomposition de Jordan pµ´, µ`q pour µ.
ITEMooDMVXooTXBFnM

(2) Si pN,P q est une décomposition de Hahn, alors la décomposition de Jordan de µ est donnée
par

µ´pAq “ ´µpAXNq (14.662a)
µ`pAq “ µpAX P q. (14.662b)

Démonstration. Nous prouvons l’existence directement en prouvant le point (2). Vérifions les trois
points de la définition 14.229. Nous posons E “ P , et nous vérifions

µ´pEq “ ´µpE XNq “ ´µpE XNq “ ´µpHq “ 0. (14.663)

, et de même µ`pΩzEq “ µ`pNq “ µpAXNq “ 0. Enfin, vu que Ω “ NYP est une union disjointe,
nous avons µpAq “ µpAXNq ` µpAX P q “ ´µ´pAq ` µ`pAq.

Il nous reste à prouver l’unicité de la décomposition de Jordan. Nous supposons que pµ´, µ`q
et pν´, ν`q sont des décompositions de Jordan de µ. Nous avons donc des mesurables E et F tels
que µ “ ν` ´ ν´ “ µ` ´ µ´ et

$
’’’&
’’’%

µ´pEq “ 0 (14.664a)
µ`pΩzEq “ 0 (14.664b)
ν´pF q “ 0 (14.664c)
ν`pΩzF q “ 0. (14.664d)

Le lemme 14.228 nous indique que pΩzE,Eq et pΩzF, F q sont des décompositions de Hahn pour
µ. Aussi, pour prendre des notations plus intuitives, nous posons

N “ ΩzE P “ E

N 1 “ ΩzF P 1 “ F

µ1́ “ ν´ µ1̀ “ ν`
(14.665)

La partie unicité de la décomposition de Hahn 14.225 implique que N∆N 1 et P∆P 1 sont des
parties nulles pour µ. Étant donné que N 1zN Ă N∆N 1, la partie N 1zN est également nulle pour
µ. Idem pour NzN 1. Enfin nous avons l’union disjointe

N 1 “ pN 1 XNq Y pN 1zNq, (14.666)

et nous pouvons calculer

µ1́ pAq “ ´µpAXN 1q (14.667a)
“ ´µ`pAXN 1q X pN 1 XNq˘´ µ`pAXN 1q X pN 1zNq˘ (14.667b)
“ ´µpAXN XN 1q ´ µ`AX pN 1zNq˘ (14.667c)
“ ´µ`AXN XN 1˘´ µ`AX pNzN 1q˘ cf.justiif. (14.667d)SUBEQooFQVAooNNxDHXSUBEQooFQVAooNNxDHX

“ ´µpAXNq cf. justif (14.667e)SUBEQooKCMDooWeFCXvSUBEQooKCMDooWeFCXv

“ µ´pAq. (14.667f)

Justifications.
— Pour (14.667d). Nous avons

µ
`
AX pNzN 1q˘ “ µ

`
AX pN 1zNq˘ “ 0 (14.668)

parce que NzN 1 et N 1zN sont des parties nulles pour µ. Bref le passage (14.667d) consiste à
remplacer un truc nul par un autre.

— Pour (14.667e). Nous avons l’union disjointe N “ pN 1 XNq Y pNzN 1q.
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Nous avons prouvé que µ1́ pAq “ µ´pAq, et donc que µ1́ “ µ´. Nous faisons de même pour
µ1̀ “ µ`.

THOooKSISooPAqZcp

Théorème 14.230 (Radon-Nikodym[429, 1]).
Soit un espace mesurable pΩ,Aq. Nous considérons

(1) µ, une mesure positive σ-finie.
(2) ν, une mesure signée 70 ou non telle que |ν| est σ-finie.

Alors
(1) Il existe un unique couple de mesures signées νa, νs tel que

$
’&
’%

ν “ νa ` νs (14.669a)
νa ! µ (14.669b)
νs K µ. (14.669c)

(2) Il existe une unique (à égalité presque partout près) fonction mesurable et intégrable 71 f : Ω Ñ
RY t`8u telle que

νapAq “
ż

A
fdµ (14.670)

pour tout A P A.
(3) Si ν ě 0 alors νa ě 0, νs ě 0 et f ě 0.

Démonstration. Nous commençons par l’unicité.

Unicité des mesures et de la fonction

Séparément.
(1) Unicité des mesures Nous supposons avoir deux tels couples pνa, νsq et pν 1

a, ν
1
sq. Nous

avons donc νa ` νs “ ν et ν 1
a ` ν 1

s “ ν. En faisant la différence,

νa ´ ν 1
a “ pν ´ νsq ´ pν ´ ν 1

sq “ ν 1
s ´ νs. (14.671)

D’autre part, vu que νs K µ et ν 1
s K µ, le lemme 14.224 donne ν 1

s ´ νs K µ. Enfin νa ! µ et
ν 1
a ! µ, donc νa ´ ν 1

a ! µ. Au final nous avons
$
’&
’%

νa ´ ν 1
a ! µ (14.672a)

ν 1
s ´ νs K µ (14.672b)
νa ´ ν 1

a “ ν 1
s ´ νs. (14.672c)

Tout cela avec le lemme 14.223 nous donne νa ´ ν 1
a “ νs ´ ν 1

s “ 0.
(2) Unicité de la fonction

Soient deux fonctions f, g : Ω Ñ R Y t8u vérifiant la contrainte. Pour toute partie A P A,
nous avons

νpAq “
ż

A
fdµ “

ż

A
gdµ. (14.673)

Nous écrivons cette égalité pour la partie A “ tf ą gu :
ż

tfągu
pf ´ gqdµ “ 0. (14.674)

Vu que sur la partie tf ą gu nous avons f ´ g ą 0, nous avons µ
`tf ą gu˘ “ 0 par le lemme

14.196. Nous trouvons de même que µ
`tf ă gu˘ “ 0. Au final, nous avons f “ g presque

partout.
70. Mesure signée, définition 14.18.
71. Intégrale ne signifie pas L1. Nous demandons juste que l’intégrale existe, si elle vaut 8, c’est bon pour nous.
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Existence, µ positive finie, ν positive et finie

Nous commençons par prouver la partie existence en supposant que µ est finie et que ν est
positive et finie. Nous introduisons l’ensemble suivant :

H “
!
f : Ω Ñ R` Y t8u tel que

#
fest mesurableş
A fdµ ď νpAq pour tout A P A

)
(14.675)

L’ensemble H n’est pas vide parce que la fonction f “ 0 est dedans (ici nous utilisons l’hypothèse
supplémentaire que ν ě 0). Nous notons

α “ supt
ż

Ω
fdµ tel que f P Hu. (14.676)

Nous avons 0 ď α ď µpΩq ă 8. En vertu du lemme 1.447 nous pouvons prendre une suite pfnq
dans H telle que

α “ limnÑ8
ż

Ω
fndµ (14.677)

et ż

Ω
fndµ ď

ż

Ω
fn`1dµ. (14.678)

(1) Les fonctions gn
Pour chaque n ě 1 nous notons

gn : Ω Ñ R

x ÞÑ maxtf1pxq, . . . , fnpxqu. (14.679)

Nous nous fixons provisoirement un n.
(2) gn P H

Pour chaque x P Ω, il existe un i P t1, . . . , nu tel que gnpxq “ fipxq. Pour A P A nous posons

A1 “ tx P Ω tel que gnpxq “ f1pxqu (14.680a)
A2 “ tx P Ω tel que gnpxq “ f2pxquzA1 (14.680b)

... (14.680c)
Ak`1 “ tx P Ω tel que gnpxq “ fk`1pxquzpA1 Y . . .YAkq (14.680d)

... (14.680e)
An “ tx P Ω tel que gnpxq “ fnpxquzpA1 Y . . .YAn´1q (14.680f)

Ces ensembles sont disjoints et A “ Ťn
i“1An, de telle sorte que

ż

A
gndµ “

nÿ

i“1

ż

Ai

gndµ (14.681a)

“
nÿ

i“1

ż

Ai

fidµ (14.681b)

ď
nÿ

i“1
νpAiqcf. justif (14.681c)SUBEQooIULRooCXJmzdSUBEQooIULRooCXJmzd

“ νpAq. (14.681d)

Justification de (14.681c). Vu que fi P H, nous avons
ş
Ai
fi ď νpAiq. Bref, nous avons prouvé

que
ş
A gndµ ď νpAq, et donc que gn P H.
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(3) gn est mesurable Les applications fn sont mesurables, et gn est définie comme un maxi-
mum sur les fipxq. Donc gn est mesurable (lemme 14.103). Nous ne fixons plus le n. La
suite pgnq est croissante. Donc la limite f “ limnÑ8 gn existe, et elle est mesurable par la
proposition 14.107.

(4)
ş
α fdµ “ α

SPITEMooGLPCooBjBAdm

Le théorème de la convergence monotone 14.173 va plus loin et nous dit que f est intégrable
et ż

A
fdµ “ lim

nÑ8

ż

A
gndµ ď νpAq. (14.682)EQooBGAOooCdaIIDEQooBGAOooCdaIID

Nous avons donc encore f P H et donc aussi
ż

Ω
fdµ ď α. (14.683)

Mais cette inégalité tient aussi dans l’autre sens :
ż

Ω
fdµ “ lim

ż

Ω
gndµ (14.684a)

ě lim
ż

Ω
fndµ (14.684b)

“ α. (14.684c)

Nous avons donc prouvé que
ş
Ω fdµ “ α ă 8, et donc que f P L1pΩ,A, µq.

(5) Résumé pour l’instant Nous avons construit une fonction f P L1pΩ,A, µq telle que pour
tout A P A, ż

A
fdµ ď νpAq. (14.685)

(6) Les mesures Nous définissons à présent les applications νa et νs en espérant qu’elles fonc-
tionneront. D’abord nous posons

νapAq “
ż

A
fdµ. (14.686)EQooVKTXooCwZdhaEQooVKTXooCwZdha

Et ensuite nous posons νs “ ν ´ νa. Il nous reste à prouver que f, νa et νs satisfont à toutes
les conditions.

(7) νa ! µ

Si µpAq “ 0 nous avons

νapAq “
ż

A
fdµ “ 0 (14.687)

par le lemme 14.198.
(8) νs est positive

Nous avons
νspAq “ νpAq ´ νapAq “ νpAq ´

ż

A
fdµ ě 0, (14.688)

par l’inégalité (14.682).
(9) νs est finie

Nous savons que νa et finie et que
ş
Ω fdµ “ α ă 8. Donc νs est finie.

(10) νs K µ

Nous introduisons la mesure signée λn “ νs ´ 1
nµ, et nous considérons la décomposition de

Hahn pour chacun des λn (proposition 14.225) : les couples pNn, Pnq. Nous considérons aussi
les fonctions hn “ f ` 1

n1Pn .
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(10a) hn P H La fonction hn est mesurables parce que f et Pn le sont. En termes d’intégrale
nous avons

ż

A
hndµ “

ż

A
fdµ` 1

n
µpAX Pnq (14.689a)

“ νapAq ` νspAX Pnq ´ λnpAX Pnq cf. justif (14.689b)SUBEQooAVCMooXXSXZOSUBEQooAVCMooXXSXZO

“ νpAq ´ νspAq ` νspAX Pnq ´ λnpAX Pnq (14.689c)
“ νpAq ´ `

νspAX Pnq ` νspAXNnq
˘` νspAX Pnq (14.689d)SUEQooUJUDooLFrBcRSUEQooUJUDooLFrBcR

´ λnpAX Pnq cf. justif.
“ νpAq ´ νspAXNnq ´ λnpAX Pnq (14.689e)
ď νpAq cf. justif. (14.689f)SUBEQooACEXooWCHuagSUBEQooACEXooWCHuag

Justifications.
— Pour (14.689b). La définition (14.686) de νaq.
— Pour (14.689d). Parce que Pn YNn “ Ω est une union disjointe.
— Pour (14.689f). Parce que νs est une mesure positive. Donc νspA X Nnq ě 0. Et

aussi parce que, par construction, λn est positive sur Pn.
Bref, nous avons déjà prouvé que

ş
A hndµ ď νpAq. Cela signifie que hn P H.

(10b) µpPnq “ 0 Nous avons vu en (4) que
ş
Ω fdµ “ α. Nous pouvons alors faire le calcul

suivant :

α ě
ż

Ω
hndµ cf.justi. (14.690a)SUBEQooUHXDooDJIXSISUBEQooUHXDooDJIXSI

“
ż

Ω
dfµ` 1

n

ż

Ω
1Pndµ (14.690b)

“ α` 1
n
µpPnq. (14.690c)

Justification pour (14.690a) : parce que hn P H et que α est le supremum.
En soustrayant α des deux côtés, nous avons 0 ě 1

nµpPnq pour tout n. Comme µ est
une mesure positive, nous en déduisons que µpPnq “ 0.

(10c) Définition de P Nous posons P “ Ť8
n“1 Pn.

(10d) µpP q “ 0 Vu que µpPnq “ 0 pour tout n, nous avons µpP q ď ř
n µpPnq “ 0.

(10e) νspΩzP q “ 0
Nous avons ΩzP Ă ΩzPn “ Nn. Donc pour tout n nous avons

λnpΩzP q ď λnpNnq “ 0. (14.691)

En utilisant la définition de λn nous avons

0 ě λnpΩzP q “ νspΩzP q ´ 1
n
µpΩzP q, (14.692)

et donc, pour tout n,
νspΩzP q ď 1

n
µpΩzP q. (14.693)

En faisant n Ñ 8 nous trouvons νspΩzP q ď 0. Et comme νs est une mesure positive,
nous en déduisons que νspΩzP q “ 0.

Nous avons fini de prouver que νs K µ.
Nous avons donc terminé la première partie de la preuve, c’est-à-dire la partie où nous supposions
que µ est finie et ν est positive et finie. Nous passons à présent à un cas un peu plus général.

Existence, µ positive σ-finie, ν positive et σ-finie
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Vu que µ et ν sont σ-finie, le lemme 14.19 dit qu’il existe des Xn mesurables tels que Ω “Ť
ně1Xn, µpXnq ă 8 etνpXnq ă 8. Nous supposons de plus que ce Xn sont disjoints 72

Nous considérons à présent les mesures finies µn et νn définies par

µnpAq “ µpAXXnq (14.694a)
νnpAq “ νpAXXnq (14.694b)

(14.694c)

Par la partie déjà faite, nous pouvons faire une décomposition pour chaque n : il existe des mesures
νn,a, νn,s et une fonction fn P L1pΩ,A, µq telles que SUBEQSooLONIooAksRgK

$
’’’’’&
’’’’’%

νn,apAq “
ż

A
fndµn (14.695a)

νn “ νn,a ` νn,s (14.695b)
νn,a ! µn (14.695c)
νn,s K µn. (14.695d)

Nous allons directement changer les fn pour qu’ils soient plus faciles à traiter. Nous posons 73

gnpxq “
#
fnpxq si x P Xn

0 sinon.
(14.696)

Pour ces fonctions nous avons, parce que µn est nulle en dehors de Xn,
ż

A
gndµn “

ż

AXXn

gndµn “
ż

AXXn

fndµn “
ż

A
fndµn “ νn,apAq. (14.697)

Autrement dit, les fonctions gn fonctionnent aussi bien que les fonctions fn. Pour ne pas alourdir
les notations, nous gardons (14.695), mais nous supposons que fn est nulle en dehors de Xn.

Notez aussi que pour tout A P A nous avons l’union disjointe A “ Ť
AXXn, de telle sorte que

µpAq “
ÿ

n

µpAXXnq “
ÿ

n

µnpAq, (14.698)

et nous pouvons écrire
µ “

ÿ

ně0
µn. (14.699)

Nous posons
$
’’’’’’&
’’’’’’%

f “
ÿ

ně1
fn (14.700a)

νa “
ÿ

ně1
νn,a (14.700b)

νs “
ÿ

ně1
νs,a, (14.700c)

et nous prouvons que cela fait l’affaire. Notons que les fonctions fn sont L1 ; cela ne signifie pas
que f soit L1, mais nous ne le demandons pas. La fonction f est certainement intégrable parce
qu’elle est positive. Au pire

ş
A fdµ “ 8 pour certains A. C’est la vie.

Nous devons vérifier les points suivants :
— νapAq “

ş
A fdµ

— ν “ νa ` νs
— νa ! µ

72. Si ce n’est pas le cas, poser Yn`1 “ Xn`1zYn.
73. Cette partie est de l’invention personnelle. J’espère que c’est correct. Redoublez de vigilance.
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— νs K µ.
(1)

ş
A dfµ “ νpAq Voici un calcul :

ż

A
fdµ “

ż

A

ÿ

n

fndµ (14.701a)

“
ÿ

k

ż

AXXk

`ÿ

n

fn
˘
dµk cf.justif. (14.701b)SUBEQooWILAooLqholjSUBEQooWILAooLqholj

“
ÿ

k

ÿ

n

ż

AXXk

fndµk cf. justif (14.701c)SUQEQooMIVJooBVexgHSUQEQooMIVJooBVexgH

“
ÿ

k

ż

AXXk

fkdµk cf. justif. (14.701d)SUBEQooNKQZooUMJeULSUBEQooNKQZooUMJeUL

“
ÿ

k

νk,apAq (14.701e)

“ νapAq. (14.701f)
Justifications.

— Pour (14.701b). Les Xk sont disjoints et leur union fait Ω. Nous pouvons donc tran-
quillement couper l’intégrale en morceaux 74.

— Pour (14.701c). Nous permutons la somme et l’intégrale avec le corolaire 14.176 :
— Pour (14.701d). Vu que fn “ 0 sur Xk tant que k ‰ n, tous les termes de la somme sur

n sont nuls sauf le terme n “ k.
Voila déjà une belle première vérification de faite.

(2) ν “ νa ` νs
La proposition 11.93 nous permet de fusionner le sommes.

pνa ` νsqpAq “
ÿ

n

νn,apAq `
ÿ

n

νn,spAq

“
ÿ

n

´
νn,apAq ` νn,spAq

¯
“
ÿ

n

νnpAq “ νpAq.
(14.702)

(3) νa ! µ

Supposons que µpAq “ 0. Vu que l’union Ω “ Ť
nXn est disjointe, nous avons

0 “ µpAq “
ÿ

ně1
µpAXXnq “

ÿ

n

µnpAq. (14.703)

Nous en déduisons que µnpAq “ 0 pour tout n parce que µn est une mesure positive. Étant
donné que µn,a ! µn, nous avons νn,apAq “ 0 pour chaque n. En faisant la somme,

νapAq “
ÿ

n

νn,apAq “ 0. (14.704)

(4) νs K µ Nous décomposons en petites parties.
(4a) νn,s K µk pour tout n et k Nous vérifions la définition 14.216 avec E “ Xk et F “

Xn, qui sont disjoints. Nous avons d’une part que µkpAq “ µpAXXkq, et d’autre part
que µkpAXXkq “ µpAXXk XXkq “ µpAXXkq. Donc µkpAq “ µkpAXXkq.
Et d’autre part 75,

νn,spAq “ νnpAq ´ νn,apAq (14.705a)

“ νpAXX ´ nq ´
ż

A
fndµn (14.705b)

“ νpAXX ´ nq ´
ż

AXXn

fndµn fn “ 0 sur ΩzXn. (14.705c)

“ νpAXXnq ´ νn,apAXXnq. (14.705d)

74. Ce découpage est également de l’invention personnelle. Quadruplez de vigilance.
75. Invention personnelle, octuplez de vigilance.
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Le membre de droite ne change pas si nous prenons A X Xn au lieu de A. Donc le
membre de gauche non plus. Nous en déduisons que νn,spAq “ νn,spAXXnq.

(4b) νn,s K µ Appliquer le lemme 14.218 à µ “ ř
n µn.

(4c) νs K µ Appliquer le lemme 14.218 à νs “ ř
n νn,s.

Existence, µ positive σ-finie, ν signée, |ν| σ-finie

Nous sommes enfin dans le cas général. Vu que |ν| est σ-finie, les deux parties de la décompo-
sition de Jordan 76 pν´, ν`q de ν sont des mesures positives σ-finies. Nous pouvons donc appliquer
tout ce que nous venons de voir aux mesures ν´ et ν` séparément : nous avons des mesures positives
ν`,a, ν`,s, ν´, a et ν´, s telles que

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

ν`,a ` ν`,s “ ν` (14.706a)
ν`,a ! µ (14.706b)
ν`,s K µ (14.706c)
ν´,a ` ν´,s “ ν´ (14.706d)
ν´,a ! µ (14.706e)
ν´,s K µ. (14.706f)

Nous posons alors

νa “ ν`,a ´ ν´,a (14.707a)
νs “ ν`,s ´ ν´,s, (14.707b)

et nous vérifions que toutes les conditions sont respectée. D’abord

νa ` νs “ ν`,a ´ ν´,a ` ν`,s ´ ν´,s “ ν` ´ ν´ “ ν. (14.708)

Ensuite si ν`,a ! µ et ν´,a ! µ, nous avons νa “ ν`,a ´ ν´,a ! µ parce que le fait d’être dominée
passe à la somme finie 77. Et enfin, le lemme 14.219 assure que νa K µ.

CorZDkhwS

Corolaire 14.231.
Si µ est une mesure σ-finie dominée par la mesure σ-finie m, alors µ possède une unique fonction
de densité.

CorDomDens

Corolaire 14.232.
Soient µ et m, deux mesures positives σ-finies sur pΩ,Aq. Alors m domine µ si et seulement si µ
possède une densité par rapport à m.

Démonstration. Si µ est dominée par m, alors la décomposition µ “ µ` 0 satisfait le théorème de
Radon-Nikodym. Par conséquent il existe une fonction f telle que

µpAq “
ż

A
fdm. (14.709)

Cette fonction est alors une densité pour µ par rapport à m.
Pour la réciproque, nous supposons que µ a une densité f par rapport à m, et que A est un

ensemble de m-mesure nulle :
mpAq “

ż

Ω
1Adm “ 0. (14.710)

Cela signifie que la fonction 1A est m-presque partout nulle. La fonction produit 1Af est également
nulle m-presque partout, et par conséquent

µpAq “
ż

Ω
1Afdm “ 0. (14.711)

76. Proposition 14.229.
77. Je n’ai pas dit que ça ne passait pas aux sommes dénombrables. Je suis prêt à parier que non, mais j’y ai pas

vraiment réfléchi.



14.10. MESURE À DENSITÉ 1347

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 14.233
Est-ce que la démonstration de cela ne demande pas la convergence monotone d’une façon ou d’une
autre ?

14.10.2 Mesure complexe
DefGKHLooYjocEt

Définition 14.234 (Mesure complexe[453]).
Si pΩ,Aq est un espace mesurable, une mesure complexe est une application µ : A Ñ C telle que

(1) µpHq “ 0,
(2) La σ-additivité : si les éléments Ai P A sont disjoints, alors

ř
i µpAiq “ µpŤiAiq.

Notons que la série
ř
i µpAiq est alors nécessairement absolument convergente. En effet changer

l’ordre de la somme ne change pas l’union, et donc ne change pas la valeur de la somme. Si
σ : NÑ N est une permutation,

ÿ

i

µpAσpiqq “ µ
`ď

i

Aσpiq
˘ “ µ

`ď

i

Ai
˘ “

ÿ

i

µpAiq. (14.712)

Le théorème 11.97 dit alors que la somme doit être absolument convergente.
ThoZZMGooKhRYaO

Théorème 14.235 (Radon-Nikodym complexe 78).
Soit µ une mesure positive sur pΩ,Aq et ν une mesure complexe. Alors

(1) Il existe un unique couple de mesures complexes νa, νs sur pΩ,Aq tel que
(1a) ν “ νa ` νs
(1b) νa ! µ

(1c) νs K µ.
(2) Ces mesures satisfont alors νa K νs.
(3) Il existe une fonction intégrable h : Ω Ñ C telle que νa “ hµ.
(4) La fonction h est unique à µ-équivalence près.

ItemDIXOooFqOkgGv

(5) Si de plus ν ! µ alors ν “ hµ.

Démonstration. No proof.
RemSYRMooZPBhbQ

Remarque 14.236.
Le point (5) est souvent utilisé sous la forme

νpAq “
ż

Ω
1Apωqhpωqdµpωq “

ż

A
hpωqdµpωq. (14.713)

14.10.3 Théorème d’approximation
ThoAFXXcVa

Théorème 14.237 (Théorème d’approximation, thème 24[435]).
Soit un espace topologique métrique pΩ, dq. Nous considérons sa tribu des boréliens BorpΩq ainsi
qu’une mesure µ sur

`
Ω,BorpΩq˘.

Soient un ouvert W Ă Ω tel que µpW q ă 8 et un un borélien A tel que A Ă W . Soit aussi
ϵ ą 0.

Il existe un fermé F ĂW et une fonction f P C0pΩ,Rq vérifiant
(1) F Ă A ĂW ,

ITEMooOZVJooSViuds

(2) f |F “ 1,

78. L’histoire du nom de ce théorème est intéressante. Lorsque monsieur et madame Rèmederdonnukodym ap-
prirent que leurs amis, les Rèmedelaboulechevelue avaient appelé leur fils Théo, ils décidèrent d’en faire autant. C’est
en souvenir de ces circonstances que monsieur Nikodym (prénommé Radon) décida de faire des math.
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ITEMooIEFSooHXYZrK

(3) f |W c “ 0
ITEMooSOQVooBbvfgy

(4) }f ´ 1A}L1 ă ϵ

Démonstration. Par le lemme 14.84, il existe un fermé F et un ouvert V tels que

F Ă A Ă V ĂW (14.714)

et µpV zF q ă ϵ. Nous posons alors

fpxq “ dpx, V cq
dpx, V cq ` dpx, F q . (14.715)

Le dénominateur de cette expression ne s’annule jamais parce que si dpx, V cq “ 0, c’est que x P V c.
Mais alors x n’est pas dans V et donc pas dans F non plus. La partie F étant fermée, dpx, F q ą 0
par lemme 7.147. De plus la fonction f est continue par le lemme 7.148.

(1) Pour (2) Si x P F , alors dpx, F q “ 0, et f devient

fpxq “ dpx, V cq
dpx, V cq “ 1 (14.716)

(2) Pour (3) Si x PW c, alors x P V c et dpx, V cq “ 0 si bien que fpxq “ 0.
(3) Pour (4) Les premiers points montrent que

1F ď f ď 1V . (14.717)

Mais nous avons aussi, par ailleurs,

1F ď 1A ď 1V . (14.718)

Ces deux encadrement, par le lemme 1.429 donnent l’encadrement

|f ´ 1A| ď 1V ´ 1F . (14.719)

En ce qui concernent les intégrales nous avons alors
ż

Ω
|1A ´ f | ď

ż

Ω
p1V ´ 1F qdµ (14.720a)

“ µpV q ´ µpF q (14.720b)SUBEQooVJDXooFtCelQSUBEQooVJDXooFtCelQ

ă ϵ. (14.720c)

Pour (14.720b), c’est le lemme 14.170.

14.11 Produit de mesures
LemAQmWEmN

Lemme 14.238 (Propriété des sections[436]).
Soient A1 et A2 des tribus sur les ensembles Ω1 et Ω2. Si A P A1 bA2 alors pour tout x P Ω1 et
y P Ω2, les ensembles subEqCTtPccK

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P Au (14.721a)
A2pxq “ ty P Ω2 tel que px, yq P Au (14.721b)

sont mesurables.
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Démonstration. Soit y P Ω2 ; nous allons prouver le résultat pour A1pyq. Pour cela nous notons

S “ tA P A1 bA2 tel que @y P Ω2, A1pyq P A1u, (14.722)

et nous allons noter que S est une tribu contenant les rectangles. Par conséquent, S sera égal à
A1 bA2.

(1) Les rectangles
Considérons le rectangle A “ X ˆ Y et si y P Ω2 alors

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P X ˆ Y u. (14.723)

Donc soit y P Y alors A1pyq “ X P A1, soit y R Y et alors A1pyq “ H P A1.
(2) Tribu : ensemble complet

Nous avons Ω1 ˆ Ω2 P S parce que c’est un rectangle.
(3) Tribu : complémentaire Soit A P S. Montrons que Ac P S. Nous avons d’abord

pAcq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P Acu. (14.724)

D’autre part

A1pyqc “ tx P Ω1 tel que px, yq R Au “ tx P Ω1 tel que px, yq P Acu “ pAcq1pyq. (14.725)

Vu que A1 est une tribu et que par hypothèse A1pyq P A1, nous avons aussi A1pyqc P S, et
donc pAcq1pyq P A1, ce qui prouve que Ac P S.

(4) Tribu : union dénombrable Soit une suite An P S. Nous avons

p
ď

n

Anq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P
ď

n

Anu (14.726a)

“
ď

n

tx P Ω1 tel que px, yq P Anu (14.726b)

“
ď

n

pAnq1pyq, (14.726c)

et ce dernier ensemble est dans A1 parce que c’est une union dénombrable d’éléments de A1.

Nous avons donc prouvé que S est une tribu contenant les rectangles, donc S contient au moins
A1 bA2.

Corolaire 14.239.
Si f : Ω1 ˆ Ω2 Ñ R est une fonction mesurable 79 sur X ˆ Y alors pour chaque y dans Ω2, la
fonction

fy : X Ñ R

x ÞÑ fpx, yq (14.727)

est mesurable.

Démonstration. Soit O un ensemble mesurable de R (i.e. un borélien), et y P Ω2. Nous avons

f´1
y pOq “ tx P X tel que fpx, yq P Ou “ A1pyq (14.728)

où
A “ tpx, yq P Ω1 ˆ Ω2 tel que fpx, yq P Ou “ f´1pOq. (14.729)

Ce dernier est mesurable parce que f l’est.
79. Définition 14.42.
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ThoCCIsLhO

Théorème 14.240 ([436] 80).
Soient pΩi,Ai, µiq (i “ 1, 2) deux espaces mesurés σ-finis. Soit A P A1bA2. Alors les fonctions 81

x ÞÑ µ2
`
A2pxq

˘
(14.730a)

y ÞÑ µ1
`
A1pyq

˘
(14.730b)

sont mesurables et ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq. (14.731)EqRKXwsQJEqRKXwsQJ

Démonstration. Nous supposons d’abord que µ1 et µ2 sont finies et nous notons D le sous-ensemble
de A1 bA2 sur lequel le théorème est correct. Nous allons commencer par prouver que D est un
λ-système.

(1) λ-système : différence ensembliste Soient A,B P D avec A Ă B. Nous avons

pBzAq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P BzAu (14.732a)
“ tx P Ω1 tel que px, yq P Buztx P Ω1 tel que px, yq P Au (14.732b)
“ B1pyqzA1pyq. (14.732c)

Vu que A1pyq Ă B1pyq et que les mesures sont finies le lemme 14.22 nous donne

µ1
`pBzAq1pyq

˘ “ µ1
`
B1pyq

˘´ µ1
`
A1pyq

˘
, (14.733)

et similairement pour 1 Ø 2. Les deux fonctions (de y) à droite étant mesurables, nous avons
la mesurabilité de la fonction y ÞÑ µ1

`pBzAq1pyq
˘
.

Prouvons la formule intégrale en nous rappelant que la formule (14.731) est supposée correcte
pour A et B séparément :

ż

Ω2

µ1
`pBzAq1pyq

˘
dµ2pyq “

ż

Ω2

µ1
`
B1pyq

˘
dµ2pyq ´

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq (14.734a)

“
ż

Ω1

µ2
`
B2pxq

˘
dµ1pxq ´

ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq (14.734b)

“
ż

Ω1

µ2
`pBzAq2pxq

˘
dµ1pxq. (14.734c)

(2) λ-système : limite de suite croissante
Soit pAnq une suite croissante dans D ; nous posons Bn “ AnzAn´1 et A0 “ H de telle sorte
à travailler avec une suite d’ensembles disjoints qui satisfait

Ť
nAn “

Ť
nBn. Vu que la suite

est croissante nous avons An´1 Ă An et donc Bn P D par le point déjà fait sur la différence
ensembliste. Nous avons :

p
ď

n

Bnq1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P
ď

n

Bnu (14.735a)

“
ď

n

tx P Ω1 tel que px, yq P Bnu (14.735b)

“
ď

n

pBnq1pyq. (14.735c)

Par conséquent, par la propriété (2) d’une mesure nous avons

µ1
`p
ď

n

Bnq1pyq
˘ “

ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
. (14.736)

80. Modèle non contractuel : des notations et la définition de λ-système peuvent varier entre la référence et le
présent texte.

81. Voir la notation du lemme 14.721.
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En tant que somme de fonctions positives et mesurables, la fonction

y ÞÑ
ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
(14.737)

est mesurable par la proposition 14.98. Il faut encore vérifier la formule intégrale. Le gros du
boulot est de permuter une somme et une intégrale par le corolaire 14.176 :

ż

Ω2

ÿ

n

µ1
`pBnq1pyq

˘
dµ2pyq “

ÿ

n

ż

Ω2

µ1
`pBnq1pyq

˘
dµ2pyq (14.738a)

“
ÿ

n

ż

Ω1

µ2
`pBnq2pxq

˘
dµ1pxq (14.738b)

“
ż

Ω1

ÿ

n

µ2
`pBnq2pxq

˘
dµ1pxq (14.738c)

“
ż

Ω1

µ2
`p
ď

n

Bnq1pyq
˘
dµ1pxq. (14.738d)

Maintenant que D est un λ-système contenant les rectangles, le lemme 14.32 dit que la tribu
engendrée par D (c’est-à-dire A1 bA2) est le λ-système D lui-même.

La preuve est finie dans le cas de mesures finies. Nous commençons maintenant à prouver dans
le cas où les mesures µ1 et µ2 sont seulement σ-finies. Nous considérons des suites croissantes
Ωi,n Ñ Ωi d’ensembles mesurables et de mesure finie : µipΩi,nq ă 8. D’abord remarquons que

µ2
´
pAX Ω1,j ˆ E2,jq2pxq

¯
“ µ2

´
A2pxq X Ω2,j

¯
1Ω1,j . (14.739)EqNFuBzBFEqNFuBzBF

En effet,

♡ “ pAX Ω1,j ˆ E2,jq2pxq (14.740a)
“ ty P Ω2 tel que px, yq P AX Ω1,j ˆ E2,ju (14.740b)
“ ty P Ω2 tel que px, yq P Aˆ Ω2,ju X ty P Ω2 tel que px, yq P Ω1,j ˆ Ω2,ju. (14.740c)

Si y P Ω1,j alors ty P Ω2 tel que px, yq P Ω1,j ˆ Ω2,ju “ Ω2,j et dans ce cas

♡ “ ty P Ω2 tel que px, yq P Aˆ Ω2,ju X Ω2,j “ A2pxq X E2,j . (14.741)

Et inversement, si x R Ω1,j alors ♡ “ H. Dans les deux cas nous avons (14.739).
Les ensembles A X Ω1,j ˆ Ω2,j étant de mesure finie, nous pouvons leur appliquer la première

partie :
ż

Ω1

µ2
´
pAX Ω1,j ˆ Ω2,jq2pxq

¯
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
´
pAX Ω1,j ˆ Ω2,jq1pyq

¯
dµ2puq, (14.742)

ou encore
ż

Ω1

µ2
´
A2pxq X Ω2,j

¯
1Ω1,j pxqdµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
´
A1pyq X Ω1,j

¯
1Ω2,j pyqdµ2pyq. (14.743)

Ce que nous avons dans ces intégrales sont (par rapport à j) des suites croissantes de fonction
positives ; nous pouvons donc permuter une limite et une intégrale. En sachant que si k Ñ8, alors

11,jpxq Ñ 1 (14.744a)
µ2
`
A2pxq X Ω2, j

˘Ñ µ2
`
A2pxq

˘
, (14.744b)

nous trouvons le résultat demandé.
ThoWWAjXzi

Théorème-Définition 14.241 ([454, 455]).
Soient µi des mesures σ-finies sur pΩi,Aiq (i “ 1, 2).
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(1) Il existe une et une seule mesure, notée µ1 b µ2, sur pΩ1 ˆ Ω2,A1 bA2q telle que

pµ1 b µ2qpA1 ˆA2q “ µ1pA1qµ2pA2q (14.745)EqOIuWLQUEqOIuWLQU

pour tout A1 P A1 et A2 P A2.
(2) Cette mesure est donnée par la formule 82

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq “

ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq. (14.746)EqDFxuGtHEqDFxuGtH

Cette mesure est la mesure produit de µ1 par µ2.
(3) La mesure µ1 b µ2 ainsi définie est σ-finie.

Démonstration. La partie « existence » sera divisée en deux parties : l’une pour prouver que les
formules (14.746) donnent une mesure et une pour montrer que cette mesure vérifie la condition
(14.745).

(1) Unicité
L’ensemble des rectangles de Ω1 ˆ Ω2 engendre la tribu A1 bA2, est fermé par intersection
et contient une suite croissante d’ensembles PnˆRn de mesure finie (µpPnˆRnq ă 8) telle
que Pn ˆ Rn Ñ Ω1 ˆ Ω2. Cette suite est donnée par le fait que µ1 et µ2 sont σ-finies. En
effet si pXnq et pYnq sont des recouvrements dénombrables de Ω1 et Ω2 par des ensembles de
mesure finie, en posant Pn “ Ťn

k“1Xk et Rn “ Ťn
k“1 Yk nous avons bien une suite croissante

de rectangles qui tendent vers Ω1ˆΩ2. Avec ces rectangles en main, le théorème 14.33 donne
l’unicité.

(2) Les formules définissent une mesure Le théorème 14.240 dit que ces formules ont un
sens et que l’égalité entre les deux intégrales est correcte. Nous prouvons à présent qu’elles
déterminent effectivement une mesure sur pΩ1 ˆ Ω2,A1 bA2q.
Pour tout A P A1 b A2, µpAq ě 0 parce que µ est donnée par l’intégrale d’une fonction
positive.
En ce qui concerne la condition d’unions dénombrable disjointe, soient Apiq des éléments
disjoints de A1 bA2 ; nous commençons par remarquer que

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸

2

pxq “ ty P Ω2 tel que px, yq P
8ď

i“1
Apiqu (14.747a)

“
8ď

i“1
ty P Ω2 tel que px, yq P Apiqu (14.747b)

“
8ď

i“1
A

piq
2 pxq. (14.747c)

Par conséquent,

µ

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸
“
ż

Ω1

µ2

˜´ 8ď

i“1
Apiq

¯
2
pxq

¸
dµ1pxq (14.748a)

“
ż

Ω1

8ÿ

i“1
µ2
`
A

piq
2 pxq

˘
dµ1pxq (14.748b)

“
ż

Ω1

lim
nÑ8

nÿ

i“1
µ2
`
A

piq
2 pxq

˘
dµ1pxq. (14.748c)

82. Voir les notations du lemme 14.238.
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où nous avons utilisé l’additivité de la mesure µ2. À ce niveau, il serait commode de permuter
la somme et l’intégrale. Pour ce faire nous considérons la suite (croissante) de fonctions

fnpxq “
nÿ

i“1
µ2
`
A

piq
2 pxq

˘
. (14.749)

Nous pouvons permuter la limite et l’intégrale grâce au théorème de la convergence mono-
tone 14.173 ; ensuite la somme se permute avec l’intégrale en tant que somme finie :

µ

˜ 8ď

i“1
Apiq

¸
“ lim

nÑ8

nÿ

i“1

ż

Ω1

`
A

piq
2 pxq

˘
dµ1pxq (14.750a)

“ lim
nÑ8

nÿ

i“1
µpApiqq (14.750b)

“
8ÿ

i“1
µpApiqq. (14.750c)

(3) Elles vérifient la condition Prouvons que les formules (14.746) se réduisent à (14.745)
dans le cas des rectangles. Soit donc A “ X1 ˆX2 avec Xi P Ai. Alors

A1pyq “ tx P Ω1 tel que px, yq P X1 ˆX2u (14.751)

et
µ1
`
A1pyq

˘ “ 1X2pyqµ1pX1q, (14.752)
donc

pµ1 b µ2qpAq “
ż

Ω2

µ1
`
A1pyq

˘
dµ2pyq (14.753a)

“
ż

Ω2

µ1pX1q1X2pyqdµ2pyq (14.753b)

“ µ1pX1q
ż

Ω2

1X2pyqdµ2pyq (14.753c)

“ µ1pX1qµ2pX2q. (14.753d)

Pour cela nous avons utilisé le fait que l’intégrale de la fonction caractéristique d’un ensemble
mesurable est la mesure de cet ensemble.

DefUMlBCAO

Définition 14.242 (Produit d’espaces mesurés).
Si pΩi,Ai, µiq sont deux espaces mesurés, l’espace produit est l’ensemble Ω1ˆΩ2 muni de la tribu
produit A1bA2 de la définition 14.124 et de la mesure produit µ1bµ2 définie par le théorème 14.241.

Remarque 14.243.
Il n’est pas garanti que la tribu A1bA2 soit la tribu la plus adaptée à l’ensemble S1ˆS2. Dans le
cas de RN , il se fait que c’est le cas : en prenant des produits des boréliens sur R on obtient bien
les boréliens sur RN , voir proposition 14.128.

14.12 Tribu et mesure de Lebesgue sur Rd

DEFooSWJNooCSFeTF

Définition 14.244 (Mesure de Lebesgue).
En plusieurs étapes.

(1) D’abord nous avons la mesure λN sur RN définie sur
`
RN ,BorpRq b . . .b BorpRq˘ (14.754)

comme le produit λb . . .b λ via la définition 14.242.
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(2) Ensuite nous nous souvenons du corolaire 14.128 qui donne λN comme une mesure sur
`
RN ,BorpRN q˘. (14.755)

(3) Et enfin nous considérons la completion de la mesure λN (théorème 14.66), que nous notons
encore λN .

PropSKXGooRFHQst

Proposition 14.245 ([439]).
Tout ouvert de Rn est une union dénombrable et disjointe de cubes semi-ouverts.

Démonstration. Nous allons même montrer que ces cubes peuvent être choisis sur un quadrillage.
Soit G un ouvert de Rn. Soit tQ1

i uiPN un découpage de Rn en cubes semi-ouverts de côté 1 et
dont les sommets sont en les coordonnées entières. Ils sont de la forme

nź

i“1
rni, ni ` 1r (14.756)

où les ni sont des entiers. Ce sont des cubes disjoints. Nous considérons ensuite pour chaque k ą 1
le découpage tQpkq

i uiPN de Rn en cubes de côtés 2´k qui consiste à découper en 2 les côtés des
cubes du découpage Qpk´1q. Ces cubes forment encore un découpage dénombrable de Rn en des
cubes disjoints. Ils sont de la forme

nź

i“1
rni2k ,

ni ` 1
2k r (14.757)

où les ni sont encore entiers. Ensuite nous considérons E l’union de tous les Qpkq
i contenus dans G.

Montrons que E “ G. D’abord E Ă G parce que E est une union d’ensembles contenus dans
G. Ensuite si x P G, il existe une boule de rayon r autour de x contenue dans G ; alors un des
ensembles Qpkq

i avec 2´j ă r
2 est contenue dans Bpx, rq et donc dans E .

Bien entendu l’union qui donne E n’est pas satisfaisante par ce que les Qpk`1q
i sont contenus

dans les Qpkq
i ; les intersections sont donc loin d’être vides.

Nous faisons ceci :

Rp0q “ tQp1q
i contenu dans Gu (14.758a)

Rpk`1q “ tQpk`1q
i contenus dans G et pas dans Rpkqu. (14.758b)

En fin de compte l’union de tous les ensembles contenus dans les Rpkq forment encore Rn, mais
sont d’intersection vide.

Les cubes dont il est question dans cette preuve, de côtés 2´k sont souvent appelés des cubes
dyadiques.

14.12.1 Propriétés d’unicité
CorMPDAooDJRrom

Corolaire 14.246.
La mesure λN est l’unique mesure sur pRN ,BorpRN qq à satisfaire

µ
` Nź

i“1
rai, bis

˘ “
Nź

i“1
|ai ´ bi| (14.759)

Démonstration. Par définition de la mesure produit, λN est l’unique mesure sur pRN ,BorpRq b
. . .b BorpRqq à satisfaire la condition. La proposition 14.128 conclut.

Vu que les compacts de Rn sont les fermés bornés (théorème 10.24), et que tout borné est dans
un tel produit d’intervalle, la mesure de Lebesgue est une mesure de Borel (définition 14.86(1)).
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THOooTMWHooThsDHj

Théorème 14.247 ([456]).
La mesure de Lebesgue est invariante par translation. Autrement dit si A est mesurable dans Rn

et si a P Rn alors A` a est mesurable et

λN pA` aq “ λN pAq. (14.760)

Démonstration. Nous supposons que A est borélien ; sinon il l’est à ensemble négligeable près.
Nous nommons µ la mesure donnée par

µpAq “ λN pA` aq. (14.761)

Vu que

µ
` Nź

n“1
rrn, snr

˘ “ λN
`ź

i

rrn ` an, sn ` anr
˘ “

ź

i

|sn ´ rn|. (14.762)

Vu qu’il y a unicité de la mesure vérifiant cette propriété (corolaire 14.246), nous avons µ “ λN .

Pour la suite nous notons Q0 le cube unité de RN : Q0 “
`r0, 1r˘N .

ThoCABFooHbUzWc

Théorème 14.248 ([456]).
Soit µ une mesure positive sur RN telle que

(1) µ soit invariante par translation (des boréliens),
(2) µpQ0q “ 1.

Alors µ “ λN .

Démonstration. Pour simplifier l’écriture nous faisons N “ 2. Notre but est de prouver que
µpr0, rr ˆ r0, r1rq “ rr1 pour tout r, r1 P R.

(1) Longueur =1{J Soient J,K des entiers. Nous pouvons diviser le cube Q0 en rectangles de
côtés 1{J et 1{K :

Q0 “
ď

1ďjďJ
1ďkďK

rj ´ 1
J

,
j

J
r ˆ rk ´ 1

K
,
k

K
r (14.763)

où l’union est disjointe. En ce qui concerne la mesure nous commençons par utiliser la sous-
additivité :

µpQ0q “
ÿ

1ďjďJ
1ďkďK

µ

ˆ
rj ´ 1
J

,
j

J
r ˆ rk ´ 1

K
,
k

K
r
˙
. (14.764)

Nous utilisons ensuite, sur chacun des termes séparément l’invariance par translation selon
les vecteurs p j´1

J , 0q et p0, k´1
K q :

1 “ µpQ0q “
ÿ

1ďjďJ
1ďkďK

µ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
“ JKµ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
, (14.765)

et donc
µ

ˆ
r0, 1

J
r ˆ r0, 1

K
r
˙
“ 1
J
ˆ 1
K
. (14.766)

(2) Longueur L{K
Soient L,M des entiers et calculons :

µ

ˆ
r 0
J
,
L

J
r ˆ r 0

K
,
M

K
r
˙
“

ÿ

0ďlďL´1
0ďmďM´1

µ

ˆ
r l
J
,
l ` 1
J
r ˆ rm

K
,
m` 1
K

r
˙

(14.767a)

“ LMµ

ˆ
r 0
J
,

1
J
r ˆ r 0

K
,

1
K
r
˙

(14.767b)

“ LM ˆ 1
J
ˆ 1
K
. (14.767c)
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Nous avons donc, pour tout J,K,L,M :

µ

ˆ
r0, L

J
r ˆ r0, M

K
r
˙
“ L

J
ˆ M

K
, (14.768)

c’est-à-dire que pour tout r, s P Q` nous avons

µ
`r0, rr ˆ r0, sr˘ “ rs. (14.769)

(3) Longueur réelle Nous passons au cas de longueur réelle. Soit a ą 0 et une suite croissante
de rationnels rn Ñ a. Une telle suite existe par la proposition 10.17. L’intervalle r0, ar s’écrit
sous la forme d’une union croissante r0, ar “ Ť

ně1r0, rnr ; le lemme 14.23(1) peut être utilisé
et nous avons

µ
`r0, ar˘ “ µ

˜ď

ně1
r0, rnr

¸
“ lim

nÑ8µ
`r0, rnr

˘ “ lim
nÑ8 rn “ a. (14.770)

Enfin, si a, a1 P R, l’invariance par translation donne

µ
`ra, a1r˘ “ µ

`r0, a1 ´ ar˘ “ a1 ´ a. (14.771)

Par unicité de la mesure ayant cette propriété, nous avons µ “ λN .
CorKGMRooHWOQGP

Corolaire 14.249.
Si µ est une mesure positive sur RN invariante par translation et telle que µpQ0q “ C ă 8 alors
µ “ CλN .

Démonstration. Si C ą 0 nous considérons la mesure 1
Cµ qui vérifie p 1

CµqpQ0q “ 1. En conséquence
du théorème 14.248, 1

Cµ “ λN et µ “ CλN .
Si au contraire C “ 0 alors nous pouvons paver RN avec des cubes Qi de côté 1 qui ont tous

mesure 0. Par conséquent, RN “ Ť8
i“1Qi, donc µpRN q “ ř

i µpQiq “ 0. Par conséquent µ “ 0
parce que toute partie de RN a une mesure au maximum égale à celle de RN .

14.12.2 Régularité

Les différentes notions de régularité pour une mesure sont données dans la définition 14.86. Ce
sont essentiellement des questions de compatibilité entre la mesure et la topologie.

Proposition 14.250.
La mesure de Lebesgue est une mesure de Radon sur tout ouvert de RN .

Démonstration. Soit V un ouvert de RN . C’est localement compact et dénombrable à l’infini. Il
suffit de prouver que λN est de Borel sur V pour que le théorème 14.87 conclue à la régularité de
la mesure de Lebesgue.

Soit K un compact de V . Par la proposition 7.97 c’est également un compact de RN . Par
conséquent K est dans un pavé fermé de RN du type

K Ă
Nź

n“1
ran, bns (14.772)

et donc en passant par le corolaire 14.246,

λN pKq ď
Nź

i“1
pbn ´ anq ă 8. (14.773)

Nous avons démontré que λN reste fini sur tout compact de V .
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14.13 Propriétés de l’intégrale de Lebesgue

Un lemme qui a l’air de rien, mais qui au final est souvent utilisé ; tellement qu’on l’oublie un
peu.

LEMooWKSWooPptdEm

Lemme 14.251 ([1]).
Soit un compact K de R et une fonction continue f : RÑ R. Alors l’intégrale

ż

K
f (14.774)

existe et est finie.

Démonstration. Vu que f est continue sur le compact K, elle y atteint une borne supérieure 83 que
nous nommons M .

Soit R tel que Bp0, Rq contienne K. La fonction pM ` 1q1Bp0,Rq majore strictement f sur le
mesurable Bp0, Rq. L’ensemble sur lequel nous prenons le supremum dans la définition (14.461)
de l’intégrale de f est majoré par le nombre fini pM ` 1qµpKq. Le supremum existe et est fini
(proposition 1.444).

Le lemme suivant est la contrepartie du côté des intégrales de l’invariance par translation de
la mesure de Lebesgue démontrée dans le théorème 14.247.

LEMooGKOGooPLYaUO

Lemme 14.252 (Invariance par translation).
Soient f intégrable sur Rd et a P Rd. Alors en posant

g : Rd Ñ C

x ÞÑ fpx` aq (14.775)

nous avons ż

Rd

fdλ “
ż

Rd

gdλ. (14.776)

Nous pouvons aussi écrire ż

Rd

fpx` aqdλpxq “
ż

Rd

fpxqdλpxq. (14.777)

14.13.1 Quelques limites dans les bornes

Dans le cas de l’intégrale de Lebesgue définie par 14.163, si f est une fonction sur R et si λ est
la mesure de Lebesgue, nous avons une définition directe de

ż 8

0
fdλ. (14.778)

Nous sommes cependant en droit de nous demander si nous n’aurions pas également ceci :

lim
xÑ8

ż x

0
fλ “

ż 8

0
fdλ. (14.779)EQooDVKKooCiFzmAEQooDVKKooCiFzmA

Lorsque l’intégrale considérée est celle de Riemann, l’égalité (14.779) est une définition. Ici, ça va
être une propriété, voir le lemme 14.256.

14.253.
Tant que nous sommes à parler de limites dans les bornes, nous aurions pu vouloir, pour les séries,
suivre le chemin suivant :

— Définir l’intégrale de Lebesgue sur un espace mesuré.

83. Nous ne nous lasserons jamais de citer le théorème de Weierstrass 7.141.
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— Prendre au passage le cas particulier
ř8
k“0 ak “

ş
N
a où a : NÑ R est une fonction mesurable

pour la mesure de comptage.
— Démontrer qu’avec ces définitions,

ř8
k“0 ak “ limNÑ8

řN
k“0 ak.

Or le dernier point est pris comme définition et son égalité avec l’intégrale pour la mesure de
comptage est une propriété 84. Pourquoi ? Parce que la définition 14.18 de mesure positive demande
déjà d’avoir défini les sommes sur N.

LEMooOPKLooGucWjb

Lemme 14.254.
Soit une partie mesurable A Ă R` de mesure finie. Alors

lim
MÑ8λ

`
AX rM,8r˘ “ 0. (14.780)

Démonstration. La fonction
f : R` Ñ R`

x ÞÑ λ
`
AX rx,8r˘ (14.781)

est décroissante et bornée vers le bas par 0. Elle possède dont une limite ℓ ě 0 (corolaire 10.58).
Nous allons prouver que ℓ “ 0 en calculant la limite sur les entiers.

Nous posons Jk “ rk, k ` 1r. Pour n P N nous avons :

fpnq “ λ
`
AX rn,8r˘ (14.782a)

“ λ
` 8ď

k“n
pAX Jkq

˘
(14.782b)

“
8ÿ

k“n
λpAX Jkq. (14.782c)

Mais nous savons par hypothèse sur la mesure de A que

λpAq “
8ÿ

k“0
λpAX Jkq ă 8. (14.783)

Donc fpnq est une queue de série convergente. Elle tend donc vers zéro par le lemme 11.90. C’est-
à-dire que

lim
nÑ8 fpnq “ 0. (14.784)

Et comme limxÑ8 fpxq existe et vaut ℓ, la seule possibilité est ℓ “ 0.
LEMooMUHWooZPbMDb

Lemme 14.255.
Soit une fonction mesurable f : RÑ R`. Alors

lim
xÑ8

ż 8

x
fdλ “ 0. (14.785)

Démonstration. Nous posons

F pxq “
ż 8

x
fdλ. (14.786)

Nous commençons par prouver que c’est une fonction décroissante. En effet,

F pxq ´ F px` aq “
ż 8

x
f ´

ż 8

x`a
f “

ż x`a

x
f `

ż 8

x`a
f ´

ż 8

x`a
“
ż x`a

x
f ě 0. (14.787)

Nous avons utilisé 14.189.
84. Proposition 14.259.
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Vu que f prend ses valeurs dans R`, nous avons F pxq ě 0 pour tout x. La fonction F est
décroissante et bornée vers le bas. Donc elle a une limite :

lim
xÑ8F pxq “ ℓ ě 0. (14.788)

Supposons ℓ ą 0 et posons 0 ă ϵ ă ℓ. Soit M tel que pour tout x ąM nous ayons
ż 8

x
f ą m. (14.789)EQooZVKQooQDxHXpEQooZVKQooQDxHXp

Soit a P R` tel que

|
ż 8

a
fptq ´ ℓ dt| ă ϵ. (14.790)

En vertu de (14.789) nous considérons a0 ą a tel que
ż 8

a0

f “ I0 ą m. (14.791)

Nous construisons la suite strictement croissante pakq de la façon suivante :
ż 8

ak

f “ Ik ą m (14.792)

et
|
ż ak`1

ak

f ´ Ik| ă ϵ. (14.793)

Donc pour k nous avons ż ak`1

ak

f ě Ik ´ ϵ ě m´ ϵ. (14.794)

Mais ż 8

a0

“
8ÿ

k“0

ż ak`1

ak

f ě
ÿ

k

pm´ ϵq “ 8. (14.795)

Nous avons une contradiction.
LEMooKGZDooWiKiHR

Lemme 14.256 ([1]).
Soit f : RÑ R intégrable sur ra,8s pour la mesure de Lebesgue. Alors la limite

lim
bÑ8

ż

ra,bs
f (14.796)

existe et vaut
lim
bÑ8

ż

ra,bs
f “

ż

ra,8s
f. (14.797)

Démonstration. Vu qu’on a le droit de découper les domaines d’intégration en domaines disjoints,
et que l’ajout d’un point ne change rien à la mesure de Lebesgue, nous avons pour tout b P ra,8r
que ż

ra,8s
f “

ż

ra,bs
f `

ż

rb,8s
f. (14.798)

Nous avons l’intention de prendre la limite b Ñ 8. Le lemme 14.255 nous assure que la limite de
la dernière intégrale existe et vaut zéro. Donc la limite de l’intégrale du milieu existe et vaut celle
à gauche.
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14.13.2 Mesure de comptage et série
DEFooILJRooByDzhs

Définition 14.257 (mesure de comptage).
Soit pS,Fq un ensemble mesurable. La mesure de comptage sur pS,Fq est la mesure définie par

mpAq “
#

CardpAq si A est fini
`8 sinon.

(14.799)

Cette mesure est utilisée pour voir des séries comme des intégrales sur pN,PpNq,mq.
LEMooDTFHooLVsvAw

Lemme 14.258.
Si m est la mesure de comptage sur N et si PpNq est l’ensemble des parties de N, alors le triple`
N,PpNq,m˘

est un espace mesuré 85 σ-fini.

Démonstration. Bien entendu l’ensemble des parties de N est une tribu sur N. Nous devons donc
seulement vérifier les conditions de la définition 14.18.

Si A est une partie de N, alors mpAq P r0,8s parce que c’est soit le cardinal de A soit 8.
Le cardinal de l’ensemble vide est zéro (ça fait partie de la définition du cardinal 1.122).
Soient des parties deux à deux disjointes tAiuiPI de N. Posons A “ Ť

iPI Ai. Si I est infini
dénombrable, alors l’union est infinie : prendre par exemple la partie S “ tminpAiquiPI qui est en
bijection avec I. Nous avons alors d’une part

m
`ď

i

Ai
˘ ě mpSq “ 8, (14.800)

et d’autre part ÿ

iPI
mpAiq ě

ÿ

iPI
1 “ 8. (14.801)

Si par contre I est fini, alors le lemme 1.124(5) dit que

m
`ď

iPI
Ai

˘ “ Card
`ď

iPI
Ai

˘ “
ÿ

iPI
mpAiq. (14.802)

Le fait que notre espace soi σ-fini se voit par exemple en posant En “ t0, . . . , nu. Chaque En
est de mesure finie, et leur union est

Ť
nPNEn “ N.

PROPooPNQAooDRLcCm

Proposition 14.259 ([1]).
Soit l’espace mesuré

`
N,PpNq,m˘ 86. Nous considérons une application a : N Ñ R` (c’est à dire

une suite de nombres réels positifs).
(1) L’intégrale

ş
N
a dm ă 8 si et seulement si la série aussi :

ř8
n“0 an ă 8.

(2) Si
ş
N
a dm existe, alors ż

N

a dm “
8ÿ

n“0
an. (14.803)EQooFIRMooKOEsAnEQooFIRMooKOEsAn

Démonstration. Nous allons travailler avec la définition 14.163 de l’intégrale et 14.109 pour les
fonctions étagées.

(1) Si l’intégrale est ă 8 Nous supposons que
ş
N
adm ă 8. La proposition 14.205 nous

permet de découper N en parties disjointes. Nous choisissons de voir N “ Ť
iPNtiu et donc

de considérer l’égalité ż

N

adm “
8ÿ

i“0

ż

tiu
adm. (14.804)

Vu que m
`tiu˘ “ 1 et que a est constante sur tiu, nous avons

ş
tiu adm “ ai, et donc

ż

N

adm “
8ÿ

i“0
ai. (14.805)

85. Définition 14.18.
86. La mesure de comptage sur N est donnée en la définition 14.257.
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(2) Si la somme est ă 8 Le terme général an tend vers zéro 87. En particulier, pour chaque
r P R, il n’existe qu’un nombre fini d’éléments de la suite a plus grands que r.
Soit une fonction étagée ψ : NÑ R` minorant a. Vu qu’elle est étagée, elle ne prend qu’un
nombre fini de valeurs différentes que nous nommons tαiu, et les parties Ai “ ψ´1pαiq sont
finies parce que ψ minore a.
Avant de faire un petit calcul, posons quelque notations. D’abord Z “ ψ´1p0q. Nous avons
N “ Ť

iAi Y Z. Nous posons aussi A “ Ť
iAi ; c’est le support de ψ.

Nous pouvons maintenant faire un calcul pour l’intégrale de ψ sur N : SUBEQSooPMCHooIdtHqG

ż

N

ψdm “
ÿ

i

αi CardpAiq def. (14.460) (14.806a)

“
ÿ

i

` ÿ

kPAi

ψpkq˘ (14.806b)SUBEQooIJMMooPKLHVkSUBEQooIJMMooPKLHVk

“
ÿ

kPŤi Ai

ψpkq (14.806c)SUBEQooGOBRooYhAufPSUBEQooGOBRooYhAufP

“
ÿ

kPA
ψpkq `

ÿ

kPZ
ψpkq (14.806d)

“
ÿ

kPN
ψpkq. (14.806e)

Justifications.
— Pour (14.806b). Pour tout k dans Ai nous avons ψpkq “ αi.
— Pour (14.806c). Les Ai sont disjoints et chacun est fini. La proposition 11.107 fait le

boulot.
Étant donné que ψ minore a, nous avons donc montré que

ż

N

ψdm “
ÿ

kPN
ψpkq ď

ÿ

kPN
an. (14.807)

Donc l’intégrale de toutes les fonctions étagées minorant a est majorée par la série de a. Donc
l’intégrale de a existe et est majorée par cette somme.

(3) Valeur de l’intégrale Nous supposons encore que la série est finie. Nous avons déjà prouvé
que ż

N

adm ď
ÿ

nPN
an. (14.808)EQooNCMCooYMaASZEQooNCMCooYMaASZ

Nous allons prouver l’inégalité inverse en trouvant une bonne suite de fonctions étagées. Soit,
pour chaque N P N,

ψN : NÑ R`

k ÞÑ
#
ak si k ď N

0 sinon.
(14.809)

Cela est une fonction étagée qui minore a. Nous pouvons donc reprendre le calcul (14.806) :
ż

N

ψdm “
ÿ

kPN
ψN pkq “

Nÿ

k“0
ak. (14.810)

Par définition de la série, nous avons

lim
NÑ8

ż

N

ψNdm “
8ÿ

k“0
ak. (14.811)

Donc le supremum des intégrales de fonctions étagées est au moins égal à
ř8
k“0 ak. Nous

avons prouvé l’inégalité inverse de (14.808), et donc l’égalité (14.803).

87. Proposition 11.89.
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EXooDMAUooWWVZbq

Exemple 14.260.
L’intervalle I “ r0, 1s muni de la tribu de toutes ses parties et de la mesure de comptage est un
espace mesuré non σ-fini. △

14.13.3 Théorème de la moyenne
LEMooOXNPooXpTxtx

Lemme 14.261 ([1]).
Soit A connexe par arcs 88, soit f : A Ñ R continue ainsi que α, β P fpAq avec α ă β. Pour tout
y P rα, βs, il existe x P A tel que fpxq “ y.

Démonstration. Soient a, b P A avec fpaq “ α et fpbq “ β. Vu que A est connexe par arcs, il existe
une application continue γ : r0, 1s Ñ A telle que γp0q “ a et γp1q “ b. Le théorème des valeurs
intermédiaires appliqué à la composée f ˝ γ dit qu’il existe t0 P r0, 1s tel que pf ˝ γqpt0q “ y. Nous
avons donc le résultat avec x “ γpt0q.

ThoooEZLGooMChwLT

Théorème 14.262 ([1, 162]).
Soit Q un compact connexe par arcs et une fonction continue f : Q Ñ R. Si λ est la mesure de
Lebesgue, alors il existe a P Q tel que

fpaq “ 1
λpQq

ż

Q
fdλ (14.812)

Démonstration. En posant I “ ş
Q fdλ nous avons immédiatement

minpfqλpQq ď I ď maxpfqλpQq (14.813)EqooTYQCooVxdazWEqooTYQCooVxdazW

où le minimum et le maximum existent parce que f est continue sur un compact. Si une des
deux inégalités est une égalité alors la fonction est constante. En effet supposons que la première
inégalité soit une égalité ; si la fonction n’était pas constante, il existerait une boule sur laquelle
f serait strictement supérieure à minpfq. En intégrant d’abord sur cette boule et ensuite sur le
complémentaire nous obtenons une intégrale plus grande que minpfqλpQq.

Vu que f est continue sur le compact Q, il existe α, β P Q tels que fpαq “ minpfq et fpβq “
maxpfq. Vu que minpfq ď I{λpQq ď maxpfq, le lemme 14.261 montre qu’il existe a P Q tel que
fpaq “ I{λpQq. Autrement dit,

fpaq “ 1
λpQq

ż

Q
fdλ. (14.814)

14.13.4 Primitives et intégrales
DEFooGLJDooFeZBBC

Définition 14.263.
Si a ă b nous posons ż b

a
fptqdt “

ż

ra,bs
f. (14.815)

Si par contre a ą b nous posons
şb
a f “ ´

şa
b f .

PropEZFRsMj

Proposition 14.264 (Primitive et intégrale[327]).
Soit f une fonction intégrable sur ra, bs et continue sur sa, br. Alors la fonction

F : ra, bs Ñ R

x ÞÑ
ż

ra,xs
fptqdt. (14.816)

est l’unique primitive de f sur sa, br s’annulant en x “ a.
88. Définition 10.63.
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Démonstration. Nous devons prouver que F est dérivable et que pour tout x0 P sa, br nous avons
F 1px0q “ fpx0q. Soit ϵ ą 0. Par continuité de f en x0, il existe une fonction α : RÑ R telle que

fpx0 ` hq “ fpx0q ` αphq (14.817)

avec limhÑ0 αphq “ 0. Cette dernière limite signifie qu’il existe un δ ą 0 tel que |αphq| ă ϵ pour tout
h tel que |h| ă δ, c’est-à-dire pour tout h P Bp0, δq. À partir de maintenant nous ne considérons
plus que de tels h.

Notre travail maintenant est de prouver que F est dérivable en x0, et de montrer que la dérivée
est fpx0q. Pour cela,

F px0 ` hq ´ F px0q “
ż x0`h

x0

fptqdt (14.818a)

“
ż h

0
fpx0 ` tqdt (14.818b)

“
ż h

0

“
fpx0q ` αptq

‰
dt (14.818c)

“ hfpx0q `
ż h

0
αptqdt. (14.818d)

Nous avons donc montré que pour tout ϵ ą 0, il existe un δ (défini via la fonction α) tel que
|h| ă δ implique ˇ̌

ˇ̌F px0 ` hq ´ F px0q
h

´ fpx0q
ˇ̌
ˇ̌ ă ϵ. (14.819)

Cela signifie que
lim
hÑ0

F px0 ` hq ´ F px0q
h

“ fpx0q, (14.820)

qui n’est rien d’autre que le fait que F est dérivable en x0 et que sa dérivée est fpx0q.
Le fait que F s’annule en x “ a est par sa définition. L’unicité provient du corolaire 12.197.

ThoRWXooTqHGbC

Théorème 14.265 (Théorème fondamental du calcul intégral).
Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert I contenant strictement l’intervalle ra, bs Ă R
et F une primitive de f sur I. Alors

ż b

a
fptqdt “ F pbq ´ F paq. (14.821)

Démonstration. Nous avons vu par la proposition 14.264 que la fonction

G : ra, bs Ñ R

x ÞÑ
ż x

a
fptqdt (14.822)

était l’unique primitive de f sur sa, br à s’annuler pour x “ a. Nous avons évidemment
ż b

a
fptqdt “ Gpbq. (14.823)

Si F est une primitive quelconque, il suffit de soustraire sa valeur en x “ a : Gpxq “ F pxq ´ F paq
et donc ż b

a
fptqdt “ Gpbq “ F pbq ´ F paq, (14.824)

comme il fallait le prouver.
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Le théorème fondamental s’écrit souvent sous la forme 89

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1ptqdt. (14.825)EqooBBCYooNweVrFEqooBBCYooNweVrF

Sous cette forme, il faut penser que nous calculons fpxq en un point pas trop éloigné de a, en
sachant fpaq et en intégrant la dérivée entre les deux.

Remarque 14.266.
Le lien entre primitive et intégrale est fondamentalement lié à l’invariance par translation de la
mesure de Lebesgue, et non à la construction précise de cette mesure. Mais en même temps, la
mesure de Lebesgue est l’unique à être invariante par translation.

Quelque remarques.
(1) Le théorème fondamental du calcul intégral est à utiliser pour calculer des intégrales des

fonctions réelles lorsqu’on a des primitives sur un domaine strictement plus large que le
domaine sur lequel nous voulons intégrer.

(2) Une version pour les intégrales impropres sera donnée au corolaire 14.278.
(3) Une primitive est forcément une fonction continue parce qu’une primitive est dérivable.
(4) Le théorème fondamental du calcul intégral ne sert pas qu’à calculer des intégrales à partir

de primitives. Il sert aussi à démontrer des résultats plus théoriques, comme le théorème
12.371.

(5) En vertu du corolaire 12.197, une fonction ne possède qu’une seule primitive à constante
près.

14.13.5 Exemples et applications

Si f est une fonction définie sur un intervalle I et y admettant des primitives, nous notons
ż
fpxqdx (14.826)

l’ensemble des primitives de f sur I :
ż
fpxqdx “ tF pxq ` C tel que C P Ru (14.827)

où F est une quelconque primitive de f .

Exemple 14.267.
Une primitive bien connue de f : x ÞÑ x2 est la fonction F : xÑ x3

3 . Nous écrivons donc
ż
x2dx “ x3

3 ` C. (14.828)

Cela est un abus de notations terrible pour dire en réalité

tx ÞÑ x3

3 ` C tel que C P Ru. (14.829)

△

En termes de notations, nous posons
ż b

a
fptqdt “

”
F ptq

ıt“b
t“a

“ F pbq ´ F paq. (14.830)ThfondcalcThfondcalc

89. Par exemple dans les théorèmes du reste des polynômes de Taylor 15.53 et de Cauchy-Lipschitz 17.43.
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Remarque 14.268.
La valeur de l’intégrale ne dépend pas de la primitive qu’on choisi pour le calculer, car si F1 et
F2 sont deux primitives de f alors F1 “ F2 ` C et F1pbq ´ F1paq “ pF2pbq ` Cq ´ pF2paq ` Cq “
F2pbq ´ F2paq.
Remarque 14.269.
Si l’intervalle d’intégration est réduit à un seul point alors la valeur de l’intégrale est zéro. Nous le
savions déjà, et cela est cohérent avec le théorème fondamental car

şa
a fptqdt “ F paq ´ F paq “ 0.

Remarque 14.270.
Toute intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport à l’origine est nulle.

PROPooJYIAooXLkbMx

Proposition 14.271 ([1]).
Soient des espaces vectoriels normés E et F où F est de dimension finie 90. Nous considérons une
fonction f : E Ñ F de classe C1 ainsi qu’un chemin γ : r0, 1s Ñ E de classe C1 également.

Alors nous avons l’égalité
ż 1

0
pdfqγptq

`
γ1ptq˘ “ f

`
γp1q˘´ f`γp0q˘. (14.831)

Démonstration. Nous posons
g : r0, 1s Ñ F

t ÞÑ pf ˝ γqptq. (14.832)

Cette fonction vérifie g1ptq “ pdfqγptq
`
γ1ptq˘ par le lemme 12.277. Le théorème fondamental du

calcul intégral 91 nous permet donc d’écrire
ż 1

0
pdfqγptq

`
γ1ptq˘dt “

ż 1

0
g1ptqdf “ gp1q ´ gp0q. (14.833)

Notons que g est continue grâce aux hypothèses de classe C1 pour γ et f .

14.13.6 Permuter limite et dérivée
NORMALooGYUEooKrYjyz

14.272 ([327]).
Voici une preuve alternative du théorème 12.371. Elle utilise des intégrales ; elle demande donc
plus de dépendances.

Énoncé Soient une suite de fonctions fi : R Ñ R, une fonction f : R Ñ R et une fonction
g : RÑ R telles que

(1) fi est de classe C1 pour tout i,
(2) fi Ñ f simplement,
(3) f 1

i Ñ g uniformément sur tout compact.

Alors

(1) f est de classe C1,
(2) f 1 “ g,
(3) fi Ñ f uniformément sur tout compact.

90. Sinon l’intégrale dont nous allons parler n’est pas définie au sens où nous n’en avons pas donné de définition.
Voir 14.190.

91. Théorème 14.265.
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Preuve Nous commençons par considérer x0 P R et un intervalle compact K contenant x0. Nous
montrons que f 1px0q “ gpx0q en plusieurs étapes.

(1) Une formule intégrale Par hypothèse, les fonctions fi sont continues (en particulier sur
un ouvert contenant K), et le théorème fondamental de l’analyse 14.265 donne

fipxq “ fipx0q `
ż x

x0

f 1
iptqdt (14.834)EQooFUBZooOVUhepEQooFUBZooOVUhep

pour tout x P K. Nous avons envie de prendre la limite i Ñ 8 en permutant la limite avec
l’intégrale. Pour cela nous allons utiliser la convergence dominée de Lebesgue.

(2) Convergence dominée La convergence uniforme sur tout compact des fonctions continues
f 1
i vers g donne la continuité de g, théorème 12.354. En particulier g est bornée et donc

intégrable sur le compact rx0, xs. Mais il en faut plus pour le théorème de la convergence
dominée de Lebesgue (théorème 14.202). Soit a ą 0 ; il existe N tel que pour tout i ą n nous
ayons }f 1

i ´ g} ă a. Avec cela nous avons

|f 1
ipxq| ă |gpxq| ` a (14.835)

pour tout x P K. En particulier, la fonction x ÞÑ gpxq ` a fonctionne pour la convergence
dominée et nous pouvons permuter la limite et l’intégrale dans (14.834).

(3) Passage à la limite
En passant à la limite iÑ8 dans (14.834) nous trouvons

fpxq “ fpx0q `
ż x

x0

gptqdt. (14.836)EQooAECSooZpoJhdEQooAECSooZpoJhd

(4) Premières conclusions
Il suffit maintenant de prendre la dérivée de (14.836) au point x “ x0 grâce à la proposition
14.264 :

f 1px0q “ gpx0q. (14.837)

Cela nous donne l’égalité f 1 “ g parce que x0 était arbitraire.
De plus g est continue comme limite uniforme des fonctions continues f 1

i . Plus précisément,
pour voir la continuité de g en x0, prendre un ouvert borné Bpx0, rq autour de x0, et ensuite
un compact K contenant cet ouvert. La convergence uniforme f 1

i Ñ g sur K implique la
convergence uniforme sur Bpx0, rq et donc la continuité sur Bpx0, rq (théorème 12.354).

(5) fi Ñ f uniforme sur tout compact
Un compact n’étant pas spécialement connexe, nous ne pouvons pas reprendre le travail
fait jusqu’ici sans prendre une petite précaution. Soit un compact L. Cette partie de R
étant bornée 92, nous pouvons prendre r assez grand pour que L Ă Bp0, rq. Nous posons
K “ Bp0, rq et nous prouvons la convergence uniforme fi Ñ f sur K. A fortiori, cela
donnera la convergence uniforme sur L.
Prenons la différence entre (14.836) et (14.834) :

|fpxq ´ fipxq| “
ˇ̌
fpx0q ´ fipx0q `

ż x

x0

gptq ´ f 1
iptqdt

ˇ̌
(14.838a)

ď |fpx0q ´ fipx0q| `
ˇ̌
ˇ
ż x

x0

|gptq ´ f 1
iptq|dt

ˇ̌
ˇ (14.838b)SUBEQooIWSJooGckNmjSUBEQooIWSJooGckNmj

ď |pf ´ fiqpx0q| ` |x´ x0|}g ´ f 1
i}K . (14.838c)

Notez les valeurs absolues autour de l’intégrale dans (14.838b). Elles sont nécessaires parce
que x est dans un voisinage de x0, sans que nous sachions si x ě x0 ou x ď x0 (ça change le
signe de l’intégrale).

92. Par le théorème de Borel-Lebesgue 10.24
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Nous avons donc
}f ´ fi} ď |pf ´ fiqpx0q| ` diampKq}g ´ f 1

i} (14.839)
où diampKq est le diamètre de K, c’est-à-dire la plus grande distance entre deux éléments
de K c’est un nombre fini parce que K est borné. Il majore évidemment |x´x0|. Le membre
de droite tend vers zéro si i Ñ 8 parce que nous avons convergence simple fi Ñ f et donc
pf ´ fiqpx0q Ñ 0, et parce que nous avons convergence uniforme sur tout compact, donc
}g ´ f 1

i} Ñ 0.
Nous avons donc bien limiÑ8 }f ´ fi} “ 0, c’est-à-dire convergence uniforme de pfiq vers f
sur K.

La proposition suivante est la généralisation à R de la proposition 12.432.
PROPooKIASooGngEDh

Proposition 14.273.
Pour tout α P R, si fαpxq “ xα alors

f 1
αpxq “ αxα´1. (14.840)

Au niveau du domaine, c’est R auquel il faut enlever t0u si α´ 1 ă 0.

Démonstration. Soient α P R et une suite de rationnels αi qui converge vers α. Les plus amateurs
d’abstraction diront pαiq P α en référence à la proposition 1.403.

Nous notons fαpxq “ xα et fipxq “ xαi . Par définition nous avons

fi Ñ fα (14.841)

ponctuellement. De plus en utilisant la proposition 12.432 nous savons que f 1
ipxq “ αix

αi´1. En
posant gpxq “ αxα´1 nous avons donc

f 1
i Ñ g. (14.842)

ponctuellement. Mais f 1
i est continue pour tout i et g également. Donc la convergence fi Ñ fα est

uniforme sur tout compact 93. Le théorème 12.371 nous permet de permuter limite et dérivée pour
avoir g “ f 1

α.

14.13.7 Intégrales impropres
SecGAVooBOQddU

Définition 14.274 ([327]).
Une fonction f : D Ă R Ñ R est localement intégrable sur un intervalle I si f est intégrable
sur tout intervalle compact contenu dans I.

PropCJAooQhNYkp

Proposition 14.275.
Soit f : ra, bs Ñ R une fonction intégrable. Alors

ż

ra,bs
f “ lim

xÑb´

ż x

a
f. (14.843)EqPPMooBQDTYlEqPPMooBQDTYl

Démonstration. Notons que la valeur de f en b n’a strictement aucune importance parce que
l’intégrale de Lebesgue ne dépend pas du choix de la valeur de la fonction en un ensemble de
mesure nulle ; et en même temps la limite à gauche de (14.843) ne dépend pas non plus de la valeur
de f en b. Bref si f n’est pas définie en b, nous pouvons poser fpbq “ 42.

Notons de plus que du point de vue de l’intégrale de Lebesgue,
ş

ra,bs et
ş

ra,br sont identiques et
valent toutes les deux

şb
a (lorsque ça existe).

Supposons d’abord que f est positive. Alors nous posons fn “ f1ra,b´ 1
n

s. Ponctuellement nous
avons la limite croissante fn Ñ f et de plus

lim
xÑb´

ż

ra,xs
f “ lim

nÑ8

ż

ra,bs
fn. (14.844)

93. Proposition 12.361.
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Chacun des fn est intégrable sur ra, bs. Le théorème de Beppo-Levi 14.173 implique que f est
intégrable sur ra, bs et que

lim
nÑ8

ż b

a
fn “

ż b

a
f. (14.845)

Cela montre que dans le cas d’une fonction f positive nous avons bien (14.843).
Si f n’est pas positif, alors nous la décomposons en partie positive et négative f “ f` ´ f´ et

par définition de l’intégrale d’une fonction non positive,

lim
xÑb´

ż

ra,xr
f “ lim

ż
f` ´ lim

ż
f´. (14.846)

Il peut cependant arriver que la limite limxÑb

şb
a f existe alors que f n’est pas intégrable sur

ra, bs. C’est l’ennui des fonctions non positives. Un exemple classique est
ż 8

0

sinptq
t

dt (14.847)EqMMVooDSpgfzEqMMVooDSpgfz

DEFooINPOooWWObEz

Définition 14.276 ([457]).
Si

lim
xÑb

ż x

a
f (14.848)

existe alors nous disons que l’intégrale est convergente en b. Ce procédé de limite est l’intégrale
impropre de f sur ra, bs.
Exemple 14.277 (Intégale impropre).
Nous considérons la fonction f : r0,8rÑ R définie par

fpxq “
#

1
n si x P r2n´ 2, 2n´ 1r
´ 1
n si x P r2n´ 1, 2nr. (14.849)

Par la divergence de la série harmonique,
ş8
0 |f | n’existe pas. La fonction f n’est donc pas intégrable

au sens de Lebesgue (définition 14.181).
Cependant pour tout n pair nous avons

ż n

0
f “ 0. (14.850)

Du coup pour tout x ě 0 nous avons ż x

0
f “

ż x

2n
f (14.851)

où 2n est le plus grand nombre pair inférieur à x. Nous avons |x ´ 2n| ď 2 et |fpxq| ď 1
n pour

x P r2n, xs. Donc ż x

2n
f ď 2

n
. (14.852)

Nous avons par conséquent
lim
xÑ8

ż x

0
f “ 0, (14.853)

ce qui signifie que l’intégrale de f sur r0,8r converge au sens des intégrales impropres. △

L’intégrale (14.847) est une intégrale convergente mais la fonction n’est pas intégrable (parce
que pour être intégrale il faut que |f | soit intégrable). Nous pouvons ainsi dire que cette intégrale
converge mais n’existe pas.

Le corolaire suivant nous autorise à utiliser le théorème fondamental du calcul intégral 14.265
même dans les cas limites.
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CorMUIooXREleR

Corolaire 14.278.
Si f est localement intégrable sur ra, bs et si F est une primitive de f sur tout ouvert de ra, bs alors

ż b

a
f “ lim

xÑb´
F pxq ´ F paq. (14.854)

Démonstration. Pour chaque x dans ra, br nous avons
ż x

a
f “ F pxq ´ F paq. (14.855)

La proposition 14.275 nous explique que la limite x Ñ b´ du membre de gauche existe et vautşb
a f . Donc également le membre de droite :

ż b

a
f “ lim

xÑb´

ż x

a
f “ lim

xÑb´
F pxq ´ F paq. (14.856)

La convergence des intégrales de fonctions 1
xα en 0 et 8 est une question classique de l’intégra-

tion. De plus ces fonctions servent souvent à utiliser une théorème de comparaison (type intégrale
dominée de Lebesgue).

PropBKNooPDIPUc

Proposition 14.279.
Deux intégrales remarquables.

(1) Nous avons
ż 1

0

1
xα
“ 8 (14.857)

si et seulement si α ě 1. ITEMooJFSXooHmgmEj

(2) Nous avons ż 8

1

1
xα
“ 8 (14.858)

si et seulement si α ď 1.

Démonstration. La fonction 1
xα admet la primitive F pxq “ 1

1´α
1

xα´1 sur tout compact de s0,8r.
Le corolaire 14.278 nous permet 94 de dire que

ş1
0

1
xα vaudra

lim
xÑ0´`

1
1´ α

1
xα´1 . (14.859)

Cela est strictement plus petit que 8 si et seulement si α ă 1.

14.14 Changement de variables dans une intégrale multiple

Dans ce qui suit, U et V sont des ouverts de RN et ϕ : U Ñ V est un C1-difféomorphisme.
Nous notons Q l’ensemble des cubes fermés dans U dont les côtés sont parallèles aux axes.

94. Tout ce que nous avons fait avec la borne b de l’intégrale
şb

a
reste valable avec la borne a.
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14.14.1 Des lemmes
LemooJYCGooIkkDVn

Lemme 14.280 ([456]).
Soient µ et ν deux mesures de Borel sur l’ouvert U de RN . Si µpQq ď νpQq pour tout Q P Q alors
µpBq ď νpBq pour tout borélien B.

Démonstration. Si Q est un cube semi-ouvert, c’est-à-dire de la forme

Q “
Nź

n“1
ran, an ` hr Ă U (14.860)

alors Q est une réunion croissante de cubes fermés du type ran`ϵ, an`h´ϵs, et donc µpQq ď νpQq
par le lemme 14.23(1). La propriété est donc vraie pour les cubes semi-ouverts.

Si Ω est un ouvert, alors il est réunion disjointe dénombrable de cubes semi-ouverts par la
proposition 14.245. Donc pour tout ouvert Ω Ă U nous avons µpΩq ď νpΩq. En vertu de la
proposition 14.87 et de la remarque 14.88, les mesures µ et ν sont régulières, et l’inégalité au
niveau des ouverts se répercute en inégalité pour tout boréliens de U :

µpBq ď νpBq (14.861)

pour tout B P BorpUq. Notons que U étant ouvert dans RN , les boréliens de U sont exactement
les boréliens de RN inclus dans U par le corolaire 14.55.

LemooJCEDooBRyjRg

Lemme 14.281 ([456]).
Soit une application θ : U Ñ RN de classe C1 où U est ouvert dans RN . Pour tout Q P Q nous
avons

λN
`
θpQq˘ ď sup

sPQ
}dθs}NλN pQq. (14.862)

Démonstration. Nous notons h la longueur du côté du cube. Le théorème des accroissements
finis 12.311, pour la composante θi donne, pour u, v P Q :

ˇ̌
θipuq ´ θipvq

ˇ̌ ď sup
sPQ

}pdθiqs}}u´ v} ď sup
sPQ

}pdθiqs}h. (14.863)EqooFZMAooKWdzxJEqooFZMAooKWdzxJ

D’autre part nous avons (nous écrivons pour N “ 2 pour être plus court) :

dθspuq “ d

dt

”
θ1ps` tuqe1 ` θ2ps` tuqe2

ı
t“0

“ pdθ1qspuqe1 ` pdθ2qspuqe2. (14.864)

Donc pour chaque i : }dθs} ě }pdθiqs}, et nous continuons la majoration (14.863) :
ˇ̌
θipuq ´ θipvq

ˇ̌ ď sup
sPQ

}pdθiqs}h ď sup
sPQ

}dθs}h. (14.865)

Les points θpuq et θpvq sont donc dans un cube de côté supsPQ }dθs}h, ce qui permet de majorer
λN

`
θpQq˘ par

λN
`
θpQq˘ ď

ˆ
sup
sPQ

}dθs}h
˙N

“
ˆ

sup
sPQ

}dθs}
˙N

λN pQq (14.866)

où le dernier facteur provient de l’égalité hN “ λN pQq.

14.14.2 Déterminant et mesure de Lebesgue

Dans la suite, Q0 désigne le cube unité : Q0 “
`r0, 1r˘N .

ThoBVIJooMkifod

Théorème 14.282 (Interprétation géométrique du déterminant[456]).
Soit une application linéaire T : RN Ñ RN . Alors pour tout borélien B de RN ,

λN
`
T pBq˘ “ |detpT q|λN pBq. (14.867)
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Démonstration. Nous considérons la mesure positive µ donnée par µpBq “ λN
`
T pBq˘, qui est bien

une mesure par la proposition 14.81. Cette mesure est invariante par translation parce que λN
l’est :

µpB ` aq “ λN
`
T pBq ` a˘ “ λN

`
T pBq˘ “ µpBq. (14.868)

De plus, T pQ0q est borné et nous notons µpQ0q “ C. Nous avons µ “ CλN par le corolaire 14.249.

(1) CpT1T2q “ CpT1qCpT2q Par définition,

CpT1T2qλN pBq “ λN
`pT1T2qpBq

˘
(14.869a)

“ λN
`
T1pT2Bq

˘ “ CpT1qλN
`
T2pBq

˘ “ CpT1qCpT2qλN pBq. (14.869b)

Par conséquent la fonction C est multiplicative :

CpT1T2q “ CpT1qCpT2q. (14.870)

Et en plus, CpIdq “ 1.
(2) Matrice diagonale En guise de T , nous considérons l’application linéaire diagonale donnée

par Dei “ diei, ou, sous forme matricielle, D “ diagpd1, . . . , dN q qui fait

T pQ0q “ r0, d1r ˆ . . .ˆ r0, dN r (14.871)

La mesure de cela est |d1 ¨ ¨ ¨ dN |, ce qui nous donne

CpDq “ |d1 . . . dN | “ |detpDq|. (14.872)

(3) Matrice orthogonale Nous considérons maintenant T “ U où U est une matrice ortho-
gonale (UU t “ 1). Une matrice orthogonale est une isométrie 95 qui conserve donc la boule
unité : UBp0, 1q “ Bp0, 1q. Nous avons

λN
`
Bp0, 1q˘ “ λN

`
UBp0, 1q˘ “ CpUqλN

`
Bp0, 1q˘ (14.873)

par conséquent CpUq “ 1, et 1 est justement le déterminant de U .
(4) Matrice quelconque Nous savons par le corolaire 13.35 de la décomposition polaire que

toute matrice peut être écrite sous la forme T “ U1DU2 où Ui sont orthogonales et D
est diagonale. Donc CpT q “ CpU1qCpDqCpU2q “ detpU1qdetpDq detpU2q “ detpU2DU2q “
detpT q parce que le déterminant est multiplicatif (proposition 9.13(1)).

Ce théorème donne une interprétation géométrique du déterminant en tant que facteur de
dilatation des volumes lors de l’utilisation d’une application linéaire. Si T est une application
linéaire quelconque,

λN
`
T pQ0q

˘ “ |detpT q|λN pQ0q “ |detpT q|. (14.874)

Le déterminant de T est le volume de l’image du cube unité par l’application T .
De la même façon, en utilisant l’application linéaire T pxq “ ax nous avons pour tout borélien

B :
λN paBq “ aNλN pBq. (14.875)

Une dilatation d’un facteur a des longueurs provoque une multiplication par aN des volumes.
LEMooOLSMooCimcIT

Lemme 14.283.
Tout hyperplan 96 de Rn est de mesure de Lebesgue nulle.

95. Proposition 9.43.
96. Définition 9.304.
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Démonstration. Dans le cas d’un hyperplan vectoriel, il s’agit de prendre le théorème 14.282. En
posant B “ Rn, et en considérant l’application linéaire de projection de Rn vers l’hyperplan, on a
le résultat parce que le déterminant d’une telle application est nul.

Si l’hyperplan n’est pas vectoriel, alors nous utilisons l’invariance par translation 97 et nous
nous ramenons au cas vectoriel.

CorTHDQooWMSbJe

Corolaire 14.284 ([439]).
Tout ouvert de Rn est une union dénombrable de cubes presque disjoints 98.

Démonstration. Il suffit de prendre les cubes de la proposition 14.245 et de les fermer. Ce que l’on
ajoute est de mesure nulle 99.

Remarque 14.285.
La proposition 14.245 est une propriété seulement de la topologie de Rn alors que le corolaire
14.284 fait intervenir la mesure de Lebesgue parce qu’il faut bien dire que les intersections sont de
mesure (de Lebesgue) nulle.

14.14.3 Ensembles négligeables
LemWHKJooGPuxEN

Lemme 14.286 ([458]).
L’image d’une partie négligeable de Rd par une application Lipschitz est négligeable.

Démonstration. Soit N une partie négligeable de Rd et une application Lipschitz f : N Ñ Rd. Soit
Q Ă Rd un cube borné de côté r. Pour tout x, x1 P N XQ nous avons

}fpxq ´ fpx1q} ď C}x´ x1} ď Cr. (14.876)

Donc fpNXQq est dans une boule de rayon Cr. Mais comme toutes les normes sont équivalentes 100

sur Rd nous pouvons tout aussi bien prendre la norme }.}1 au lieu de la norme }.}2 (qui est toujours
la norme prise implicitement lorsqu’on parle de Rn), de telle sorte que les boules soient des cubes.
Quoi qu’il en soit, fpN X Qq est contenu dans un cube de côté 2Cr et au niveau de la mesure
extérieure,

m˚`fpN XQq˘ ď p2Crqd “ p2Cqdrd, (14.877)

ou encore
m
`
fpN XQq˘ ď p2CqdmpQq (14.878)

parce que rd est la mesure du cube Q.
Soit maintenant ϵ ą 0 ; vu que N est négligeable, il existe un ouvert U contenant N et tel que

mpUq ă ϵ. Ce U est une union presque disjointe de cubes dyadiques pQnq par le corolaire 14.284.
Nous avons alors

m˚`fpNq˘ “ m˚`fp
ď

n

N XQnq
˘

(14.879a)

“ m˚`ď

n

fpN XQnq
˘

(14.879b)

ď
ÿ

n

m˚pfpN XQnqq (14.879c)

ď
ÿ

n

p2CqdmpQnq (14.879d)

“ p2CqdmpUq (14.879e)
ă p2Cqdϵ. (14.879f)

97. Théorème 14.247.
98. « presque » au sens où les intersections éventuelles sont de mesure de Lebesgue nulle.
99. Voir le lemme 14.283.

100. Proposition 11.44
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Au final, m˚`fpNq˘ ď p2Cqdϵ. L’ensemble N est donc négligeable parce que le lemme 14.72 le dit :
m˚pNq “ 0.

Corolaire 14.287.
Un sous-espace vectoriel strict de RN est négligeable.

Démonstration. Un sous-espace vectoriel strict de RN de dimension k ă N est l’image de

A “ tt1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` tkek tel que ti P Ru (14.880)

par une application linéaire. Ce A est un pavé de mesure de Lebesgue nulle. Donc l’image est
négligeable par le lemme 14.286.

14.14.4 Parties et fonctions mesurables

Pour rappel, la notion d’application de classe C1 est donnée par la définition 11.247.
PropRDRNooFnZSKt

Proposition 14.288.
Soient U et V des ouverts de Rd et ϕ : U Ñ V un C1-difféomorphisme. Si E Ă U est mesurable,
alors ϕpEq est mesurable 101.

Démonstration. Si E est mesurable, il existe un borélien B et un ensemble négligeable N tels que
E “ BYN . Vu que ϕ est un homéomorphisme, l’application ϕ´1 est borélienne parce que continue
(théorème 14.53). Nous avons

ϕpBq “ pϕ´1q´1pBq, (14.881)
c’est-à-dire que ϕpBq est l’image inverse de B par ϕ´1. L’ensemble ϕpBq est donc borélien.

Il reste à voir que ϕpNq est négligeable. Soit Q Ă U un cube compact. L’application dϕ : QÑ
LpRd,Rdq est continue et donc bornée (par la remarque 11.253) sur le compact Q. Par les accrois-
sements finis (théorème 11.274), l’application ϕ est donc Lipschitz sur Q. La partie ϕpN XQq est
alors négligeable par le lemme 14.286. Pour conclure,

ϕpNq “
ď

i

ϕpN XQiq (14.882)

où les Qi sont tous des cubes compacts. Donc ϕpNq est une union dénombrable d’ensembles négli-
geables ; ergo négligeable lui-même par le lemme 14.64.

Proposition 14.289.
Soient U et V des ouverts de RN et ϕ : U Ñ V un C1-difféomorphisme. Si f : V Ñ C est mesurable,
alors f ˝ ϕ : U Ñ C l’est.

Démonstration. Soit A une partie mesurable de C. Il nous faut prouver que

pf ˝ ϕq´1pAq “ ϕ´1`f´1pAq˘ (14.883)

soit mesurable. Par hypothèse , f´1pAq est mesurable. Vu que ϕ est un C1-difféomorphisme, elle
et son inverse sont mesurables par la proposition 14.288. Donc l’image du mesurable f´1pAq par
ϕ´1 est encore mesurable.

PROPooSEJJooIfGUkW

Proposition 14.290.
Si f : Rn Ñ Rn est de classe C8 et si N est une partie de mesure (de Lebesgue) nulle dans Rn,
alors fpNq est également de mesure nulle.

PROPooIESAooBsThho

Proposition 14.291.
Soit une application f : Rn Ñ R qui s’annule une quantité dénombrable de fois. Soit N de mesure
nulle dans Rn. Pour tout ϵ ą 0, il existe δ P Rn tel que }δ} ă ϵ et tel que la fonction x ÞÑ fpx` δq
ne s’annule pas sur N .
101. Ici « mesurable » parle de mesurabilité au sens de la tribu de Lebesgue, c’est-à-dire pas seulement les boréliens.
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Démonstration. Soient txiuiPN les racines de f . Pour chaque i, nous notons

Fi “ tδ P Rn tel que xi ` δ P Nu. (14.884)

Chacun de Fi est de mesure nulle, et donc
Ť8
i“1 Fi est de mesure nulle. Il suffit de prendre δ P

Bp0, ϵqzŤi Fi, et nous avons xi ` δ hors de N pour tout i.

14.14.5 Le théorème et sa démonstration
THOooUMIWooZUtUSg

Théorème 14.292 (Changement de variable[458, 456]).
Soient U et V des ouverts de RN ainsi qu’un C1-difféomorphisme ϕ : U Ñ V . Nous notons Jϕ la
fonction

Jϕ : RN Ñ R

a ÞÑ detpdϕaq.
(14.885)

Alors : ItemVWYDooOzwnyfi

(1) Si E Ă U est borélien, alors ϕpEq est borélien et

λN
`
ϕpEq˘ “

ż

E
|Jϕ|dλN , (14.886)

c’est-à-dire ϕ´1pλN q “ |Jϕ|·λN .
ITEMooEZUBooGBuDOS

(2) Si f : V Ñ r0,`8s est mesurable alors la fonction

pf ˝ ϕq ˆ |Jϕ| : U Ñ r0,8s
x ÞÑ pf ˝ ϕqpxq|Jϕpxq|dλN pxq

(14.887)

l’est également et 102 ż

ϕpUq
fdλN “

ż

U
pf ˝ ϕqpxq|Jϕpxq|dλN pxq. (14.888)EqRANEooQsFhbCEqRANEooQsFhbC

ITEMooAJGDooGHKnvj

(3) Si f : V Ñ C est mesurable alors elle est intégrable si et seulement si pf ˝ ϕq ˆ |Jϕ| : U Ñ C

est intégrable. Si c’est le cas, alors nous avons encore la formule de changement de variables :
ż

V
fdλN “

ż

ϕ´1pV q
pf ˝ ϕq|Jϕ|dλN . (14.889)EQooLYAWooTArAZREQooLYAWooTArAZR

Démonstration. Attention : la preuve va être longue.
(1) Le fait que ϕpEq soit borélien lorsque E l’est est la proposition 14.288. En ce qui concerne

la formule annoncée, il faut travailler.
(1a) Inégalité dans un sens (cubes) Nous commençons par prouver l’inégalité

λN
`
ϕpQq˘ ď

ż

Q
|Jϕpxq|dx (14.890)EqooQCXXooSjGzksEqooQCXXooSjGzks

pour tout Q P Q. On peut diviser le côté du cube Q en k éléments de longueurs égales.
Le cube est alors divisé en kN petits cubes d’intérieurs disjoints. Nous les nommons Qi
(i “ 1, . . . , kN ) Nous avons alors

ÿ

i

λN pQiq “
ÿ

i

λN
`

IntpQiq
˘ “ λN

`ď

i

IntpQiq
˘ ď λN pQq ď

ÿ

i

λN pQiq. (14.891)

La dernière inégalité est le fait que les intersections ne sont pas disjointes. Toutes ces
inégalités sont en réalité des égalités et en particulier : λN pQq “ ř

i λN pQiq.
102. L’intégrabilité d’une fonction est la définition 14.181 qui stipule que l’intégrale de |fpxq| est finie. L’égalité

proposée a un sens si les deux membres sont infinis. Il n’y a donc pas d’hypothèses d’intégrabilité obligatoire pour
écrire une intégrale lorsque la fonction a des valeurs positives.
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Soit a P Qi. Posons
θ : U Ñ U

θ “ pdϕaq´1 ˝ ϕ (14.892)

Cela appelle deux commentaires. D’abord l’application dϕa : U Ñ V est inversible parce
que ϕ est un difféomorphisme (lemme 11.266). Ensuite, l’application θ est la composée
de pdϕaq (qui est linéaire) et de ϕ qui est de classe C1 ; donc θ est de classe C1. Donc le
lemme 14.281 s’applique. La différentielle de θ n’est pas trop compliquée à écrire parce
que nous avons la formule de différentielle d’une composée (théorème 11.262) et le fait
que pdϕaq´1 qui est linéaire et donc sa propre différentielle (lemme 11.258). Nous avons
donc dθ “ pdϕaq´1 ˝ dϕ, et le lemme donne

λN
`pdϕaq´1ϕpaq˘ ď sup

sPQi

}pdϕaq´1 ˝ dϕs}NλN pQiq (14.893)

Étant donné que pdϕaq´1 est une application linéaire, la proposition 14.282 s’applique,
et donc

λN
`pdϕaq´1ϕpaq˘ “ |detpdϕaq´1|λN

`
ϕpaq˘. (14.894)

Le déterminant d’une application réciproque est donné par la proposition 9.13(4) :

det
`pdϕaq´1˘ “ 1

det
`
dϕa

˘ “ 1
Jϕpaq . (14.895)

Recollant les morceaux,

λN
`
ϕpQiq

˘ 1
Jϕpaq ď sup

sPQi

}pdϕaq´1 ˝ dϕs}NλN pQiq, (14.896)

ou encore :
λN

`
ϕpQiq

˘ ď |Jϕpaq| sup
sPQi

}pdϕaq´1 ˝ dϕs}NλN pQiq. (14.897)

Vu que a et s sont proches l’un de l’autre (on peut choisir encore la taille du cube),
nous pouvons espérer que pdϕaq´1 ne soit pas loin d’être l’inverse de dϕs. Et c’est en
effet le cas. Pour s’en assurer, remarquons que l’application

dϕ : Qi Ñ LpRN ,RN q (14.898)

est continue et même uniformément continue parce que Qi est compact. De plus la
composition de différentielles étant un produit de matrices nous pouvons permuter la
limite dans le calcul suivant :

lim
sÑa
pdϕaq´1 ˝ dϕs “ pdϕaq´1 ˝ lim

sÑa
dϕs “ 1. (14.899)

Donc si ϵ ą 0 est donné, il existe δ tel que pour tout s P Bpa, δq, }pdϕaq´1 ˝dϕs´1} ď ϵ.
En ce qui concerne les normes, si }A´ 1} ď ϵ alors }A} ď }A´ 1} ` }1} ď ϵ` 1.
Cela étant dit, nous nous souvenons que nous avions découpé U en un nombre fini de
cubes Qi d’égales dimensions ; il suffit de prendre k suffisamment grand pour que la
diagonale des cubes sot plus petite que le minimum des δi. Avec un tel découpage,

sup
sPQi

}pdϕaq´1 ˝ dϕs} ď 1` ϵ (14.900)

et par conséquent
λN

`
ϕpQiq

˘ ď p1` ϵqN |Jϕpaiq|λN pQiq (14.901)EqooQRMNooZduAkXEqooQRMNooZduAkX

où nous avons ajouté un indice i au point a pour nous rappeler que nous avons choisi
a P Qi.
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Le théorème de la moyenne 14.262 appliqué à l’intégrale
ş
Qi
|Jϕptq|dλN ptq donne l’exis-

tence d’un ai P Qi tel que

|Jϕpaiq| “ 1
λN pQiq

ż

Qi

|Jϕ|dλN . (14.902)

Ce point ai vérifie l’inégalité (14.901) comme tout point de Qi. Nous sommons ces
inégalités sur tous les i :

λN
`
ϕpQq˘ ď

ÿ

i

λN
`
ϕpQiq

˘
(14.903a)

ď p1` ϵqN
ÿ

i

˜
1

λN pQiq
ş
Qi
|Jϕ|dλN

¸
λN pQiq (14.903b)

“ p1` ϵqN
ÿ

i

ż

Qi

|Jϕ|dλN (14.903c)

“ p1` ϵqN
ż

Q
|Jϕ|dλN (14.903d)

où nous avons utilisé le fait que 1Q “ ř
i 1Qi presque partout. En prenant le limite

ϵÑ 0 nous trouvons

λN
`
ϕpQq˘ ď

ż

Q
|Jϕ|dλN . (14.904)

L’inégalité (14.890) est prouvée.

(1b) Inégalité pour les boréliens
Soit B un borélien de U . Vu que U et V sont des ouverts deRN , les mesures de Lebesgue
sur U et sur V sont les mêmes que celles sur RN par le corolaire 14.55.
Par les définitions 14.207 et 14.81, les applications µ et ν définies par µ “ ϕ´1pλN q et
ν “ |Jϕ|λN sont des mesures positives sur U (de Borel, qui plus est). L’inégalité (14.890)
à peine prouvée s’écrit µpQq ď νpQq pour tout cube Q. Le lemme 14.280 nous dit alors
que l’inégalité tient pour tout borélien.

(1c) Inégalité dans l’autre sens
En utilisant la notation de la mesure image et du produit d’une mesure par une fonc-
tion 103, nous pouvons écrire l’inégalité prouvée sous la forme ϕ´1pλN q ď |Jϕ|λN . En
inversant les rôles de U et V (et donc de ϕ et ϕ´1) nous avons aussi

ϕpλN q ď |Jϕ´1 |λN . (14.905)

En y appliquant ϕ´1 et le lemme 14.81,

λN ď ϕ´1`|Jϕ´1 |λN
˘
. (14.906)EqooHJCHooVIaheIEqooHJCHooVIaheI

Nous prouvons à présent que ϕ´1`|Jϕ´1 |·λN
˘ “

´
|Jϕ´1 | ˝ϕ

¯
·ϕ´1pλN q en appliquant

à un borélien B de U . D’une part

ϕ´1`|Jϕ´1 |·λN
˘pBq “ `|Jϕ´1 |·λN

˘
ϕpBq (14.907a)

“
ż

ϕpBq
|Jϕ´1 |dλN , (14.907b)

103. Définition 14.81 et 14.207
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et d’autre part,

`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘·ϕ´1pλN qB “
ż

RN

1Bpxq
`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘pxqd`ϕ´1pλN q

˘pxq (14.908a)

“
ż

RN

1B
`
ϕ´1pxq˘`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘`ϕ´1pxq˘dλN pxq (14.908b)ooDKSWooXwQwgOooDKSWooXwQwgO

“
ż

RN

1ϕpBq|Jϕ´1 | (14.908c)

“
ż

B
|Jϕ´1 |dλN . (14.908d)

Justification :
— Pour (14.908b), le théorème 14.214(2).

L’équation (14.906) devient alors

λN ď
`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘·ϕ´1pλN q. (14.909)

Nous allons faire le produit de cette mesure par |Jϕ| en nous souvenant que Jϕpxq “
det

`
dϕx

˘
. Par le lemme 11.266 nous avons aussi pdϕxq´1 “ dϕ´1

ϕpxq et donc, par la
propriété 9.13(3) du déterminant,

Jϕpxq “ 1
det

`
dϕ´1

ϕpxq
˘ “ 1

Jϕ´1
`
ϕpxq˘ . (14.910)

Nous avons
|Jϕ|·λN ď |Jϕ|·

`|Jϕ´1 | ˝ ϕ˘·ϕ´1pλN q. (14.911)

En utilisant la proposition 14.210, il s’agit de multiplier la mesure ϕ´1pλN q par la
fonction

x ÞÑ |JϕpxqJϕ´1
`
ϕpxq˘| “ 1. (14.912)

Nous avons donc bien
|Jϕ|·λN ď ϕ´1pλN q, (14.913)

et donc l’égalité
|Jϕ|·λN “ ϕ´1pλN q, (14.914)

c’est-à-dire le point (1).
(2) Le fait que la fonction proposée soit mesurable est le fait que la mesurabilité n’est pas

affectée par produit et composition (propositions 14.101 et 14.43), et le fait que pour les
mêmes raisons, l’application Jϕ : U Ñ R est également mesurable. En ce qui concerne la
formule nous allons la démontrer dans le cas de fonctions de plus en plus générales.
(2a) Pour les fonctions indicatrices Soit B un borélien de U . Considérons la fonction

f “ 1ϕpBq. Alors
ż

V
fdλN “

ż

RN

1ϕpBqpyq1V pyqdλN pyq “
ż

RN

1ϕpBqdλN “ λN
`
ϕpBq˘. (14.915)EqYXRFooJEqVBHEqYXRFooJEqVBH

parce que V “ ϕpUq et B Ă U , donc 1ϕpBq1ϕpUq “ 1ϕpBq. D’autre part, pour calculer
l’autre membre de (14.888) nous remarquons que f “ 1ϕpBq “ 1B ˝ ϕ´1, ce qui donne

ż

U
f
`
ϕpxq˘|Jϕpxq|dλN pxq “

ż

U
1B|Jϕ|dλN “

ż

B
|Jϕ|dλN . (14.916)EqHWRQooKIfPTuEqHWRQooKIfPTu

L’ensemble B étant borélien, il est extrêmement mesurable, ce qui fait que le point (1)
s’applique : les expressions (14.915) et (14.916) sont égales.
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(2b) Pour les fonctions étagées
Soit f : V Ñ R` une fonction étagée :

fpxq “
nÿ

i“1
ai1Aipxq (14.917)

Nous pouvons faire le calcul suivant :
ż

V
fdλN “

ż

V

ÿ

i

ai1AidλN (14.918a)

“
ÿ

i

ai

ż

V
1AidλN (14.918b)ooNESRooDuNUYFooNESRooDuNUYF

“
ÿ

i

ż

U
p1Ai ˝ ϕqpxq|Jϕpxq|dλN pxq (14.918c)ooYXHSooKMPrITooYXHSooKMPrIT

“
ÿ

i

ai

ż

U
1ϕ´1pAiq|Jϕpxq|dλN pxq (14.918d)

“
ż

V

ÿ

i

ai1ϕ´1pAiqpxq
looooooooomooooooooon

“pf˝ϕqpxq

|Jϕpxq|dλN pxq (14.918e)

“
ż

V
pf ˝ ϕq|Jϕ|dλN . (14.918f)

Justifications :
— Pour (14.918b) : linéarité de l’intégrale, théorème 14.178(2) 104

— Pour (14.918c) : le cas des fonctions indicatrices est utilisé pour chaque i entre 1 et
n.

(2c) Fonction mesurable positive Soit f : V Ñ r0,8s. Par le théorème fondamental
d’approximation 14.115, il existe une suite croissante de fonctions étagées et mesurables
φn : V Ñ r0,8r dont la limite ponctuelle est f . Nous avons alors le calcul suivant :

ż

V
fdλN “ lim

nÑ8

ż

V
φndλN (14.919a)ooGMMFooXLHijjooGMMFooXLHijj

“ lim
nÑ8

ż

U
pφn ˝ ϕq|Jϕ|dλN (14.919b)ooWIFWooXELNUsooWIFWooXELNUs

“
ż

U
lim
nÑ8pφn ˝ ϕq|Jϕ|dλN (14.919c)ooNKXNooUYeWKoooNKXNooUYeWKo

“
ż

U
pf ˝ ϕq|Jϕ|dλN . (14.919d)ooOAIDooAILHIBooOAIDooAILHIB

Justifications :
— Pour (14.919a), c’est le théorème de la convergence monotone 14.173.
— Pour (14.919b), c’est le présent théorème pour la fonction étagée φn.
— Pour (14.919c), c’est encore la convergence dominée, justifiée par le fait que φn ˝ ϕ

est également une suite croissante : si x P U alors φn`1
`
ϕpxq˘ ě φn

`
ϕpxq˘.

— Pour (14.919d), c’est la limite ponctuelle φn
`
ϕpxq˘Ñ f

`
ϕpxq˘.

(3) La partie sur l’intégrabilité repose sur le fait que |f | ˝ ϕ “ |f ˝ ϕ|. Ici |.| est le module et non
une valeur absolue. Les faits suivants sont équivalents :

— la fonction f : V Ñ C est intégrable
— la fonction |f | : V Ñ R est intégrable.

104. Il est remarquable que nous n’utilisons cette linéarité que pour les fonctions étagées.
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— la fonction p|f | ˝ ϕq|Jϕ| : U Ñ R est intégrable (par le point (2)).
— la fonction pf ˝ ϕq|Jϕ| : U Ñ R est intégrable.

En ce qui concerne la formule, il s’agit seulement d’appliquer le point (2) aux parties positives,
négatives, imaginaires et réelles de f .

Notons que la formule peut être écrite sous la forme

xf, gyV “ xf ˝ ϕ, pg ˝ ϕq|J |yU , (14.920)EQooQKARooELPCFOEQooQKARooELPCFO

qui est plus pratique lorsqu’on parle de produits scalaires. Pour rappel, ϕ : U Ñ C est un C1-
difféomorphisme.

14.293.
La formule de changement de variables peut être comprise de la façon suivante. Si ϕ est linéaire
alors le facteur |Jϕ| est la mesure de l’image par ϕ d’une portion de Rp de mesure 1, sinon |Jϕ|
est le rapport entre la mesure de l’image d’un élément infinitésimal de volume de Rp et sa mesure
originale.

Soit ϕpu, vq “ gpu, vqe1 ` hpu, vqe2 un difféomorphisme dans R2. Soit px0, y0q l’image par ϕ de
pu0, v0q. On considère le petit rectangle R de sommets pu0, v0q, pu0 `∆u, v0q, pu0 `∆u, v0 `∆vq
et pu0, v0 `∆vq. L’image de R n’est pas un rectangle en général, mais peut être bien approximée
par le rectangle de sommets px0, y0q, px0, y0q ` ϕu∆u, px0, y0q ` ϕu∆u` ϕv∆v et px0, y0q ` ϕv∆v
et son aire est }ϕu ˆ ϕv}∆u∆v. La valeur |ϕu ˆ ϕv| est exactement |Jϕ|

14.14.6 Exemples

Énormément d’exemples sont disponibles avec les coordonnées polaires et toutes leurs varia-
tions. Cependant les fonctions trigonométriques ne seront vues que plus tard ; les coordonnées
polaires, cylindrique et sphériques seront vues en section 18.13 et les exemples d’utilisation pour
les intégrales seront dans la section 18.15.

Un exemple avec une exponentielle sera donnée dans l’exemple 15.104.

14.15 Changement d’espace mesuré
PROPooILOEooBiumKD

Proposition 14.294 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit un ensemble Ω1 et une bijection φ : Ω Ñ Ω1. Nous posons

(1) A1 “ φpAq,
(2) µ1pBq “ µ

`
φ´1pBq˘ pour tout B P A1.

Soit enfin une fonction mesurable f : Ω Ñ X.
Alors

(1) Le triple pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.
(2) L’application f ˝ φ´1 : Ω1 Ñ X est mesurable.
(3) Nous avons l’égalité ż

Ω
fdµ “

ż

Ω1

pf ˝ φ´1qdµ1. (14.921)

Démonstration. La proposition 14.56 montre déjà que pΩ1,A1, µ1q est un espace mesuré.
Soit une partie S mesurable dans X. Alors f´1pSq est mesurable dans Ω par hypothèse sur f ,

c’est-à-dire que f´1pSq P A. Ensuite pφ˝f´1qpSq est mesurable dans Ω1 par hypothèse sur φ. Cela
prouve que f ˝ φ´1 est une application mesurable.

Nous avons encore à prouver l’égalité d’intégrale. Par la définition 14.163 nous avons
ż

Ω
fdµ “ supt

nÿ

i“1
aiµpAiqu (14.922)
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où le supremum est sur tous les n et tous les choix de Ai P A, ai P R` tels que f |Ai ą ai. Vu que
A1 “ φpAq, si Ai P A et ai sont choisis, nous avons aussi

f ˝ φ´1|φpAiq ě ai (14.923)

avec φpAiq P A1. Donc pour un choix de tpAi, aiqu donné,
nÿ

i“1
aiµpAiq “

nÿ

i“1
aiµ

1`φpAiq
˘
. (14.924)

Au final,
ż

Ω
fdµ “ supt

nÿ

i“1
aiµpAiqu “ supt

ÿ

i

aiµ
1`φpAiq

˘u “
ż

φpΩq
f ˝ φ´1dµ1. (14.925)

REMooOMYYooNFiKOs

Remarque 14.295 (Ce n’est pas la mesure que nous voulons).
La mesure donnée par la proposition 14.294 n’est pas celle que nous voulons d’habitude sur Ω1.
Anticipons un peu pour comprendre. Prenons l’exemple de la partie C2 de R donnée par

C “ tpx, yq P R2 tel que y “ x2, x P s0, 3ru. (14.926)

(1) La façon correcte de définir la longueur de C est de prendre une limite d’approximations par
des morceaux de droites, comme fait à la définition 21.3.

(2) Cette définition de la longueur peut être exprimée sous forme intégrale par le théorème 21.9
qui nous assure que

lpCq “
ż 3

0
}φ1ptq}dt “

ż 3

0

a
1` 4t2dt ‰ µ1pCq. (14.927)

En effet, µ1pCq “ µ
`
φ´1pCq˘ “ µ

`s0, 3r˘ “ 3, alors que pour tout t nous avons
?

1` 4t2 ą 1
et donc lpCq ą 3.

(3) Donc µ1 n’est pas exactement ce que nous aurions pu vouloir appeler la « mesure » de C.
(4) La mesure à considérer sur C doit donc plutôt être quelque chose comme le produit de la

mesure µ1 par la fonction }φ1}. Mais cela est une autre histoire qui vous sera contée une autre
fois. ITEMooJTKCooYQknqo

(5) Dans le cas de S1, nous avons φpxq “ eix, et }φ1pxq} “ 1. Donc la mesure donné ici est
probablement bien celle que nous voulons. Peut-être à coefficient 1

2π près pour avoir une
normalisation µ1pS1q “ 1. Cela est également une autre histoire qui vous sera contée une
autre fois ; par exemple dans la proposition 18.70.

14.16 Théorème de Fubini-Tonelli et de Fubini
Nous rappelons que Rn muni de la mesure de Lebesgue est un espace mesuré σ-fini, conformé-

ment à la définition 14.18.
Le théorème de Fubini-Tonelli parle de fonctions à valeurs réelles positives et non de fonctions

à valeurs complexes. Le truc est que ce théorème va servir de base pour construire les autres. Si
nous avons une fonction à valeurs complexes, elle se décompose en parties réelles et imaginaires qui
elles-mêmes se décomposent en parties positives et négatives. Au final, les preuves pour f : Ω Ñ C

se ramènent à appliquer quatre fois le théorème pour f : Ω Ñ R̄`.
ThoWTMSthY

Théorème 14.296 (Fubini-Tonelli[436]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit. Soit une fonction
f : Ω1 ˆΩ2 Ñ R une fonction mesurable et positive (valant éventuellement 8 à certains endroits)
Alors :
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ITEMooUTMNooVIBdpP

(1) Les fonction
F1 : x ÞÑ

ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq (14.928)EQooWLADooQwNhEyEQooWLADooQwNhEy

et
F2 : y ÞÑ

ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq (14.929)

sont mesurables. ITEMooFKQUooCoCOLV

(2) Toutes les intégrales imaginables existent et sont égales : EqJRVtOGx

ż

Ω1ˆΩ2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “
ż

Ω1

„ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq
ȷ
dµ1pxq (14.930a)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq (14.930b)

où tous les membres de l’égalité valent éventuellement `8.

Démonstration. Commençons par prouver le théorème dans le cas d’une fonction caractéristique
d’un ensemble mesurable : fpx, yq “ 1Apx, yq pour un certain ensemble A Ă Ω1ˆΩ2. Dans ce cas,

F1pxq “
ż

Ω2

1Apx, yqdµ2pyq “
ż

Ω2

1A1pyqpxqdµ2pyq “ µ2
`
A1pxq

˘
, (14.931)

et nous avons déjà vu au théorème 14.240 que cette fonction F1 était alors mesurable. En utilisant
maintenant les égalités (14.746) ainsi que le fait que 1Apx, yq “ 1A2pxqpyq nous avons

ż

Ω1ˆΩ2

1Apx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “ pµ1 b µ2qpAq (14.932a)

“
ż

Ω1

µ2
`
A2pxq

˘
dµ1pxq (14.932b)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

1A2pxqpyqdµ2pyq
ȷ
dµ1pxq (14.932c)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

1Apx, yqdµ2pyq
ȷ
dµ1pxq. (14.932d)

Le théorème étant valable pour les fonctions caractéristiques, il est valable pour les fonctions
simples (définition 14.109) par linéarité de l’intégrale.

Si f n’est pas une fonction simple, alors la proposition 14.115 nous donne une suite croissante
de fonctions simples et positives convergeant ponctuellement vers f . La partie du théorème sur les
fonctions simples dit que pour chaque n l’intégrale

ż

Ω1ˆΩ2

fnpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq (14.933)

peut être décomposée comme il faut en suivant la formule (14.930). Il faut pouvoir permuter la
limite et l’intégrale dans chacun des cas. D’abord le théorème de la convergence monotone 14.173
appliqué à l’espace Ω1 ˆ Ω2 dit que

lim
nÑ8

ż

Ω1ˆΩ2

fnpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq “
ż

Ω1ˆΩ2

fpx, yqdpµ1 b µ2qpx, yq. (14.934)

Ensuite, pour chaque x P Ω1, les fonctions

σnpyq “
ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq (14.935)
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forment une suite croissante de fonctions mesurables ; nous leur appliquons encore le théorème de
la convergence monotone :

lim
nÑ8

ż

Ω2

„ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq “ lim

nÑ8

ż

Ω2

σnpyqdµ2pyq (14.936a)

“
ż

Ω2

„
lim
nÑ8

ż

Ω1

fnpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq (14.936b)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq (14.936c)

où nous avons utilisé une seconde fois Beppo-Levi.

Remarque 14.297.
Les formules (14.930) sont bien, mais ne garantissent en aucun cas que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q : il faut
encore que ces intégrales soient finies.

CorTKZKwP

Corolaire 14.298 ([455]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit 105. Soit une fonction
mesurable f : Ω Ñ R ou C. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

ITEMooZRAXooTRDIlZ

(1) f P L1pΩ1 ˆ Ω2q, ITEMooJMPLooZKwxQC

(2) ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |dµ2

ȷ
dµ1 ă 8, (14.937)

ITEMooLLBCooTRycwG

(3) ż

Ω2

„ż

Ω1

|f |dµ1

ȷ
dµ2 ă 8. (14.938)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est à valeurs dans R. La notation |f |, pour
l’instant, dénote donc bien la valeur absolue et non le module.

La fonction |f | est mesurable et positive par hypothèse et par le fait que si f est mesurable, alors
|f | l’est également par le corolaire 14.105. Le théorème 14.296(2) nous dit alors que les intégrales
suivantes existent et sont égales :

ż

Ω1ˆΩ2

|f |dpµ1 b µ2q “
ż

Ω1

„ż

Ω2

|fpx, yq|dµ2pyq
ȷ
dµ1pxq “

ż

Ω2

„ż

Ω1

|fpx, yq|dµ1pxq
ȷ
dµ2pyq.

(14.939)EQooAIQGooNtBOuCEQooAIQGooNtBOuC

Attention : rien ne dit encore que ces intégrales sont finies.

(1) (1) implique (2) et (3) Si f P L1pΩ1 ˆ Ω2q alors |f | y est également. Cela implique que
le membre de gauche de (14.939) est fini. Les deux autres sont alors également finis.

(2) (2) ou (3) implique (1) Les expressions à droite de (14.939) sont finies. Donc celle de
gauche également. Cele signifie que |f | P L1pΩ1 ˆΩ2q. Par conséquent f est également dans
L1pΩ2 ˆ Ω2q.

Nous passons maintenant au cas où f est à valeurs dans C. Nous décomposons

f “ fR ` ifI (14.940)

où fR et fI sont des fonctions réelles. Nous avons
ż

Ω
|f | ď

ż

Ω
|fR| `

ż

Ω
|fI |. (14.941)EQooZEOAooIMwKwkEQooZEOAooIMwKwk

105. Définition 14.242.
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Donc si fR et fI sont dans L1pΩq, la fonction f le sera aussi. De même,
ż

Ω
|fR| ď

ż

Ω
|f |, (14.942)

qui donne l’inverse : si f P L1pΩq alors fR, fI P L1pΩq. Bref, f est intégrable sur Ω si et seulement
si fR et fI le sont.

Supposons que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q. Alors
ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |dµ2

ȷ
dµ1 ď

ż

Ω1

„ż

Ω2

|fR|
ȷ
`
ż

Ω1

„ż

Ω2

|fI |
ȷ
ă 8 (14.943a)

où nous avons appliqué (1) implique (2) aux fonctions fR et fI qui sont dans L1pΩ1 ˆ Ω2q parce
que f y est.

Dans l’autre sens, si ż

Ω1

„ż

Ω2

|f |
ȷ
ă 8, (14.944)

alors en remplaçant |f | par |fR| ou par |fI | nous restons fini. En appliquant alors « (2) implique (1) »
nous trouvons que fR et fI sont dans L1pΩ1 ˆ Ω2q. Et cela implique que f P L1pΩ1 ˆ Ω2q.

ThoFubinioYLtPI

Théorème 14.299 (Fubini[455]).
Soient pΩi,Ai, µiq deux espaces mesurés σ-finis, et pΩ,A, µq l’espace produit. Soit

f P L1`pΩ,Aq,C˘, (14.945)

c’est-à-dire une fonction à valeurs mesurable et intégrable sur Ω. Alors : ITEMooVFGWooZTePQS

(1) Pour presque tout x P Ω1, la fonction y ÞÑ fpx, yq est L1pΩ2q. ITEMooCYMKooUdizni

(2) Si nous posons
φf pxq “

ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq; (14.946)

alors φf P L1pΩ1q. ItemQMWiolgiii

(3) Nous avons la formule d’inversion d’intégrale
ż

Ω
fdpµ1 b µ2q “

ż

Ω1

φfdµ1 (14.947a)

“
ż

Ω1

„ż

Ω2

fpx, yqdµ2pyq
ȷ
dµ1pxq (14.947b)

“
ż

Ω2

„ż

Ω1

fpx, yqdµ1pxq
ȷ
dµ2pyq. (14.947c)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est à valeurs réelles : f P L1`pΩ1ˆΩ2,A1b
A2q,R

˘
. Nous décomposons la fonction f en parties positives et négatives : f “ f` ´ f´ avec f`

et f´ positives ou nulles. Nous avons évidemment
ż

Ω1ˆΩ2

|f`| ď
ż

Ω1ˆΩ2

|f | ă 8. (14.948)

Donc f` et f´ sont des éléments de L1pΩ1 ˆ Ω2q.
(1) Pour (1)

Nous posons
φf`pxq “

ż

Ω2

f`px, yqdµ2pyq (14.949)
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pour tous les x P Ω1 pour lesquels cette intégrale est bien définie. Vu que f` est positive et
mesurable, le théorème de Fubini-Tonelli 14.296(1) s’applique donc pour nous dire que φf`

est mesurable.
De plus le résultat (14.930) appliqué à f` donne

ż

Ω1

φf`dµ1 “
ż

Ω1ˆΩ2

f`dpµ1 b µ2q ă 8. (14.950)EQooSETWooRwkCuWEQooSETWooRwkCuW

Le fait que le tout soit fini est une conséquence du fait déjà mentionné que f` P L1pΩ1ˆΩ2q.
Vu que φf` est une fonction positive, l’inégalité (14.950) signifie que φf` P L1pΩ1, µ1q.
En particulier, φf`pxq ă 8 pour presque tout x P Ω1. C’est-à-dire pour presque tout x P Ω1 :

ż

Ω2

f`px, yqdµ2pyq ă 8, (14.951)

et sachant que f` ě 0 nous avons f`px, · q P L1pΩ2q pour presque tout x.
(2) Pour (2)

Partout où φf` et φf´ sont finies nous avons

φf “ φf` ´ φf´ , (14.952)

et comme cela a lieu presque partout, nous pouvons considérer une partie mesurable A Ă Ω1
telle que µ1pAq “ 0 et φf pxq “ φf`pxq ´ φf´pxq pour tout x hors de A. Bref, nous posons

gpxq “
#
φf` ´ φf´pxq si x P Ac
0 si x P A. (14.953)

Cette fonction g est mesurable et g “ φf presque partout. De plus
ż

Ω1

|g|dµ1 “
ż

Ac

|g| ď
ż

Ac

φf` `
ż

Ac

φf´ ă 8. (14.954)

La dernière inégalité est le fait que φf˘ sont dans L1pΩ1q. Et notons au passage que nous
aurions pu laisser toutes les intégrales sur Ω1 sans faire de précisions sur la distinction entre
Ω1 et Ac parce que la partie de Ω1 sur laquelle φf˘ sont infinies est trop petite pour changer
la valeur de l’intégrale.
Nous avons donc g P L1pΩ1q, et par conséquent également φf P L1pΩ1q parce que ces deux
fonctions sont égales presque partout (les classes sont égales).

(3) Pour (3)
En utilisant l’équation (14.950) nous avons

ż

Ω1

φfdµ1 “
ż
gdµ1 “

ż

Ω1

φf` ´
ż

Ω1

φf´ (14.955a)

“
ż

Ω1ˆΩ2

f`dµ´
ż

Ω1ˆΩ2

f´dµ (14.955b)

“
ż

Ω1ˆΩ2
fdµ. (14.955c)

Et toutes ces intégrales sont finies.
Et c’est maintenant que nous considérons le cas complexe. Nous décomposons f “ fR ` ifI

avec des fonctions réelles fR et fI . Comme déjà mentionné autour de (14.941), les fonctions fR et
fI sont intégrables. Nous leur appliquons le théorème.

Les valeurs de x pour lesquelles fRpx, · q et fIpx, · q ne sont pas dans L1pΩ2q forment un
ensemble de mesure nulle, nommons le A. En posant

gpx, yq “
#
fRpx, yq ` ifIpx, yq si x P Ac
0 si x P A, (14.956)
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nous avons que gpx, · q est intégrable pour tout x P Ac. Vu que pour ces valeurs de x nous avons
gpx, yq “ fpx, yq nous en déduisons que pour x P Ac nous avons aussi fpx, · q P L1pΩ2q.

Les autres points se traitent de la même façon 106.

NORMooKIRJooPvyPWQ

14.300.
En pratique, il n’est pas toujours évident qu’une fonction soit intégrable sur Ω1ˆΩ2. Pour permuter
des intégrales sur une fonction à deux paramètres nous faisons comme suit.

(1) Nous testons l’intégrabilité en chaine de |f |, et si c’est bon, le corolaire 14.298 nous donne
f P L1pΩ1 ˆ Ω2q.

(2) Nous utilisons le théorème de Fubini 14.299 pour séparer et permuter les intégrales comme
des ingénieurs.

Si la fonction px, yq ÞÑ fpxqgpyq satisfait aux hypothèse du théorème de Fubini alors
ż

Ω1ˆΩ2

fpxqgpyqdxb dy “
ˆż

Ω1

fpxqdx
˙ˆż

Ω2

gpyqdy
˙
. (14.957)EqTJEEsJWEqTJEEsJW

Le théorème de Fubini est souvent utilisé sous cette forme.

Exemple 14.301 (Nécessité d’avoir des mesures σ-finies).
Nous montrons que le théorème ne tient pas si une des deux mesures n’est pas σ-finie. Soit I “ r0, 1s.
Nous considérons l’espace mesuré

pI,BorpIq, λq (14.958)

où BorpIq est la tribu des boréliens sur I et λ est la mesure de Lebesgue (qui est σ-finie). D’autre
part nous considérons l’espace mesuré

pI,PpIq,mq (14.959)

où PpIq est l’ensemble des parties de I et m est la mesure de comptage. Cette dernière n’est pas
σ-finie parce que les seuls ensembles de mesure finie pour la mesure de comptage sont des ensembles
finis, or une union dénombrable d’ensemble finis ne peut pas recouvrir l’intervalle I.

Nous allons montrer que dans ce cadre, l’intégrale de la fonction indicatrice de la diagonale sur
I2 ne vérifie pas le théorème de Fubini. Étant donné que BorpIq Ă PpIq nous avons

BorpI2q Ă BorpIq b PpIq. (14.960)

Soit ∆ “ tpx, xq tel que x P Iu. La fonction

g : I2 Ñ R

px, yq ÞÑ x´ y (14.961)

est continue et ∆ “ g´1pt0uq est donc fermé dans I2. L’ensemble ∆ est donc un borélien de I2 et
par conséquent un élément de la tribu BorpIqbPpIq. La fonction indicatrice 1∆ est alors mesurable
pour l’espace mesuré

pI ˆ I,BorpIq b PpIq, λbmq. (14.962)

Pour x fixé nous avons

1∆px, yq “
#

1 si y “ x

0 si y ‰ x
“ 1txupyq, (14.963)

106. Attention : je n’ai pas vérifié explicitement. C’est juste une intuition. Vérifiez et écrivez-moi pour dire si c’est bon
ou non.
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et donc

A1 “
ż

I

ˆż

I
1∆px, yqdmpyq

˙
dλpxq (14.964a)

“
ż

I

ˆż

I
1txupyqdmpyq

˙
dλpxq (14.964b)

“
ż

I

´
mptxuq

¯
dλpxq (14.964c)

“
ż

I
1dλpxq (14.964d)

“ 1. (14.964e)

Par contre le support de 1∆ étant de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, nous avons
ż

I
1∆px, yqdλpxq “ 0 (14.965)

et par conséquent

A2 “
ż

I

ˆż

I
1∆px, yqdλpxq

˙
dmpyq “ 0. (14.966)

Nous voyons donc que le théorème de Fubini ne s’applique pas. △
EXooLUFAooGcxFUW

Exemple 14.302.
Nous nous proposons de calculer l’intégrale suivante en utilisant le théorème de Fubini :

G “
ż

R

e´x2
dx “ ?π (14.967)

alors que la fonction x ÞÑ e´x2 n’a pas de primitives parmi les fonctions élémentaires.
Nous allons le faire de deux façons. Une première directe en utilisant le théorème de Fubini sur

un domaine non borné, et une seconde en utilisant Fubini sur un domaine borné, et en passant à
la limite ensuite.

(1) Fubini, domaine non borné
Par symétrie nous pouvons nous contenter de calculer

G` “
ż 8

0
e´x2

dx. (14.968)

L’astuce est de passer par l’intermédiaire

H “
ż

R`ˆR`

e´px2`y2qdxdy (14.969a)EqIntFausasubEqIntFausasub

“
ż

R`

ˆż

R`

e´x2
e´y2

dx

˙
dy (14.969b)

“
ˆż

R`

e´x2
dx

˙2
(14.969c)

“ G2` (14.969d)

L’intégrale (14.969a) se calcule en passant aux coordonnées polaires et le résultat est H “ π
4 .

Nous avons alors G “
?
π

2 et ż

R

e´x2 “ ?π. (14.970)
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(2) Fubini, domaine borné, puis limite Une variante, qui n’applique pas Fubini sur un do-
maine non borné. Nous commençons par écrire

I “
ż `8

´8
e´x2

dx :“ lim
RÑ`8

ż `R

´R
e´x2

dx (14.971)

et puis nous faisons le calcul

I2 “ lim
RÑ`8

ˆ
p
ż `R

´R
e´x2

dxqp
ż `R

´R
e´y2

dyq
˙

“ lim
RÑ`8

¨
˝
ĳ

KR

e´px2`y2qdxdy

˛
‚

“ lim
RÑ`8

¨
˝
ĳ

CR

e´px2`y2qdxdy

˛
‚

(14.972)EqCalculInteeemoisxcarEqCalculInteeemoisxcar

où K est le carré de demi-côté R centré à l’origine et de côtés parallèles aux axes et CR est
le cercle de rayon R centré à l’origine.
La première étape à justifier est simplement l’application de Fubini. Pour le passage de
l’intégrale du carré vers le cercle, définissons

IKprq “
ż

Kr

f, ICprq “
ż

Cr

f (14.973)

où Kr est la carré de demi-côté r et Cr est le cercle de rayon r. Le demi-côté du carré inscrit
à Cr est

?
2, donc pour tout r nous avons

IKp
?

2rq ě ICprq ą IKprq, (14.974)

et en prenant la limite, nous avons évidement

lim
rÑ8 IKp

?
2rq “ lim

rÑ8 IKprq, (14.975)

et donc cette limite est également égale à limrÑ8 ICptq.
Il ne reste qu’à calculer la dernière intégrale sur le cercle en passant aux coordonnées polaires :

ż

CR

e´px2`y2qdxdy “
ż 2π

0
dθ

ż R

0
re´r2

dr “ πp1´ e´R2q. (14.976)

La limite donne π, nous en déduisons que
ż 8

´8
e´x2

dx “ ?π. (14.977)EqFDvHTgEqFDvHTg

△

Le théorème de Fubini-Tonelli nous permet également d’inverser des sommes et des séries. En
effet une somme n’est rien d’autre qu’une intégrale pour la mesure de comptage :

8ÿ

n“0
an “

ż

N

andmpnq. (14.978)

La proposition suivante montre comment il faut faire.
PropInversSumIntFub

Proposition 14.303.
Soient les espaces mesurés pN,PpNq,mq, pRn,BorpRnq, λq où λ est la mesure de Lebesgue ainsi
qu’une suite de fonctions positives fn : Rd Ñ R. Nous supposons de plus que la fonction fn soit
intégrable pour tout n et que les résultats forment une suite sommable. Alors

8ÿ

n“0

ż

Rn

fnpxqdx “
ż

Rd

ÿ

nPN
fnpxqdx. (14.979)
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Démonstration. Nous pouvons la récrire le membre de gauche sous la forme
ż

N

ˆż

Rn

fpn, xqdx
˙
dmpnq (14.980)

avec la notation évidente fpn, xq “ fnpxq. Prouvons que la fonction f : NˆRd Ñ R ainsi définie
est une fonction mesurable pour l’espace mesuré

`
NˆRd,PpNq b BorpRdq,mb λ˘. (14.981)

Si A Ă R, nous avons
f´1pAq “

ď

nPN
tnu ˆ f´1

n pAq. (14.982)

Chacun des ensembles dans l’union appartient à la tribu PpNq ˆ BorpRdq tandis que les tribus
sont stables sous les unions dénombrables. La fonction f est donc mesurable. Comme nous avons
supposé que f était positive, le théorème de Fubini-Tonelli s’applique et nous avons

ż

Rd

ˆż

N

fpn, xqdmpnq
˙
dx “

ż

Rd

ÿ

nPN
fnpxqdx. (14.983)

ThoFubini

Théorème 14.304 (Fubini).
Soit px, yq ÞÑ fpx, yq P R̄ une fonction intégrable sur Bn ˆ Bm Ă Rn`m où Bn et Bm sont des
ensembles mesurables de Rn et Rm. Alors :

(1) pour tout x P Bn, sauf éventuellement en les points d’un ensemble G Ă Bn de mesure nulle,
la fonction y P Bm ÞÑ fpx, yq P R̄ est intégrable sur Bm

(2) la fonction
BnzGÑ R

x ÞÑ
ż

Bm

fpx, yqdy (14.984)

est intégrable sur BnzG.
(3) On a ż

BnˆBm

fpx, yqdxdy “
ż

Bn

ˆż

Bm

fpx, yqdy
˙
dx. (14.985)

Notons en particulier que si fpx, yq “ φpxqϕpyq, alors
ş
Bm

φpyqdy est une constante qui peut
sortir de l’intégrale sur Bn, et donc

ż

BnˆBm

φpxqϕpyqdxdy “
ż

Bn

φpxqdx
ż

Bm

ϕpyqdy. (14.986)EqFubiniFactoriEqFubiniFactori



Chapitre 15

Suites et séries de fonctions

Les généralités sur les suites et séries de fonctions, c’est dans la section 12.32.

15.1 Séries de fonctions

15.1.1 Intégration de séries de fonctions
ThoCciOlZ

Théorème 15.1.
La somme uniforme de fonctions intégrables sur un ensemble de mesure fine est intégrable et on
peut permuter la somme et l’intégrale.

En d’autres termes, supposons que
ř8
n“0 fn converge uniformément vers F sur A avec µpAq ă

8. Si F et fn sont des fonctions intégrables sur A alors
ż

A
F pxqdµpxq “

8ÿ

n“0

ż

A
fnpxqdµpxq. (15.1)

Démonstration. Ce théorème est une conséquence du théorème 14.200. En effet nous définissons
la suite des sommes partielles

FN “
Nÿ

n“0
fn. (15.2)

La limite limNÑ8 FN “ F est uniforme. Par conséquent la fonction F est intégrable et
ż

A
F “ lim

NÑ8

ż

A
FN “ lim

NÑ8

ż

A

Nÿ

n“0
fn “ lim

NÑ8

Nÿ

n“0

ż

A
fn “

8ÿ

n“0

ż

A
fn. (15.3)

La première égalité est le théorème 14.200, les autres sont de simples manipulations rhétoriques.

Le théorème suivant est une paraphrase du théorème de la convergence dominée de Lebesgue
(14.202).

ThoockMHn

Théorème 15.2.
Soient des fonctions pfnqnPN telles que

řN
n“0 fn soit intégrable sur pΩ,A, µq pour chaque N . Nous

supposons que la somme converge simplement vers

fpxq “
8ÿ

n“0
fnpxq (15.4)

et qu’il existe une fonction g telle que ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă g (15.5)

pour tout N P N. Alors

1389
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(1)
ř8
n“0 fn est intégrable,

(2) on peut permuter somme et intégrale :

lim
NÑ8

ż

Ω

Nÿ

n“0
fndµ “

ż

Ω

8ÿ

n“0
fn, (15.6)

(3)

lim
NÑ8

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Nÿ

n“0
fn ´

8ÿ

n“0
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ lim

NÑ8

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“N
fn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “ 0. (15.7)

ThoCSGaPY

Théorème 15.3.
Soit fn des fonctions C1ra, bs telles que

(1) la série
ř
n fnpx0q converge pour un certain x0 P ra, bs,

(2) la série des dérivées
ř
n f

1
n converge uniformément sur ra, bs.

Alors la série
ř
n fn converge vers une fonction F et

(1) La convergence est uniforme sur ra, bs.
(2) La fonction F est dérivable
(3) F 1pxq “ ř

n f
1
npxq.

15.1.2 Différentiabilité
LEMooPIWYooZEofkW

Lemme 15.4.
Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Si la suite pTnq converge vers T dans LpE,F q, alors
pour tout v P E nous avons ˜ 8ÿ

n“0
Tn

¸
pvq “

8ÿ

n“0
Tnpvq. (15.8)

LEMooEYARooNExmiw

Lemme 15.5 ([459]).
Soit un espace métrique V . Soient un compact K et un ouvert U contenant K. Alors il existe δ ą 0
tel que

tx P V tel que dpx,Kq ă δu Ă U. (15.9)

Démonstration. Pour chaque x P K, nous posons

Ax “ tα ě 0 tel que Bpx, αq Ă Uu. (15.10)

Le théorème 7.8 indique que Ax contient toujours des éléments strictement positifs (parce que K
est dans U qui est ouvert). Nous considérons la fonction

f : K Ñ R

x ÞÑ suptα ě 0 tel que Bpx, αq Ă Uu. (15.11)

Nous prouvons que f est continue. Soit ϵ ą 0. Soit y P Bpx, ϵq.
(1) fpxq ´ ϵ ď fpyq Nous prouvons que pour tout α P Ax, le nombre α ´ ϵ est dans Ay, c’est-

à-dire que Bpy, α´ ϵq Ă U . Soit a P Bpy, α´ ϵq. Nous avons

dpx, aq ď dpx, yq ` dpy, aq ď ϵ` pα´ ϵq “ α. (15.12)

Donc a P U .
Cela signifie que pour tout α P Ax, nous avons α ´ ϵ P Ay, ou encore que Ax ´ ϵ Ă Ay. En
passant au supremum, suppAxq ´ ϵ ď suppAyq. Nous avons donc bien fpxq ´ ϵ ď fpyq.
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(2) fpyq ď ϵ` fpxq Soit ϵ1 ą 0. Il existe un élément u hors de U tel que dpx, yq ă fpxq` ϵ1. Cet
élément vérifie donc

fpyq ď dpy, uq ď dpy, xq ` dpx, uq ď ϵ` fpxq ` ϵ1. (15.13)

Pour tout ϵ1 ą 0 nous avons fpyq ď ϵ` fpxq ` ϵ1. En prenant la limite ϵ1 Ñ 0 nous trouvons
fpyq ď fpxq ` ϵ.

(3) f est continue Nous avons montré que si y P Bpx, ϵq, alors |fpxq ´ fpyq| ď ϵ. Cela signifie
que f est continue en x P K.

(4) Conclusion La fonction f est continue sur le compact K. Elle est donc bornée et atteint
ses bornes 1. Soit δ “ mintfpxq tel que x P Ku. Comme dit plus haut, fpxq ą 0 pour tout x.
Donc δ ą 0.
Si x P V vérifie dpx,Kq ă δ, alors il existe y P K tel que dpx, yq ă δ. Par minimalité de δ,
nous avons fpyq ě δ et donc Bpy, δq Ă U . En particulier x P Bpy, δq Ă U .

PROPooGRXXooWcZyJG

Proposition 15.6 ([459]).
Tout ouvert connexe par arcs d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs de classe C1.

Démonstration. Soient un espace vectoriel normé V , et un ouvert connexe par arcs U . Nous consi-
dérons x, y P U et un chemin continu γ : r0, 1s Ñ U joignant x à y.

(1) Utilisation du lemme La partie γ
`r0, 1s˘ est compacte parce qu’elle est l’image par une

application continue d’un compact (théorème 7.214). Par le lemme 15.5, il existe δ ą 0 tel
que pour tout t P r0, 1s, B`γptq, δ˘ Ă U .

(2) Uniforme continuité L’application γ est continue sur le compact r0, 1s. Le théorème de
Heine 12.78 nous dit que γ est alors uniformément continue : il existe η ą 0 tel que pour
tout t, t1 P r0, 1s tels que |t´ t1| ă η, nous ayons d

`
γptq, γpt1q˘ ă δ.

(3) La courbe Nous considérons une subdivision 0 “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ 1 telle que
|ti ´ ti´1| ă η 2. Nous notons Pi “ γptiq et Qi “ γpti`1q. Soient les applications 3

φi : RÑ V

t ÞÑ t3Qi ` 3t2p1´ tqQi ` 3tp1´ tq2Pi ` p1´ tq3Pi.
(15.14)

Nous considérons ensuite les reparamétrisations des φi de r0, 1s vers rti, ti`1s :

σi : RÑ V

t ÞÑ φi

ˆ
t´ ti
ti`1 ´ ti

˙
.

(15.15)

Ces applications sont de classe C1. Enfin nous posons

ψ : r0, 1s Ñ V

t ÞÑ σiptq si t P rti, ti`1s. (15.16)EQooIQHHooGspmQJEQooIQHHooGspmQJ

(4) Ce qu’il faut voir Petite pause pour lister les choses que nous devons vérifier.
— ψp0q “ γp0q, ψp1q “ γp1q
— ψ est continue.
— ψ est à valeurs dans U .
— ψ est de classe C1.

1. Théorème de Weierstrass 7.141.
2. Êtes-vous capable d’en prouver l’existence ? Prenez un entier z ą η et tk “ k{z. Notez l’utilisation du lemme

1.421 que je me lasserai jamais de citer.
3. Ce sont des courbes de Bézier d’ordre 3 de points de contrôle Pi, Pi, Qi et Qi.
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On y va. . .
(5) ψp0q et ψp1q Nous avons

ψp0q “ σ0p0q “ φ0p0q “ P0 “ γp0q, (15.17)

et, utilisant le fait que tn “ 1,

ψp1q “ σn´1p1q “ φn´1

ˆ
1´ tn´1
tn ´ tn´1

˙
“ φn´1p1q “ Qn´1 “ γptnq “ γp1q. (15.18)

(6) ψ est continue Nous devons vérifier la continuité aux raccords, c’est-à-dire que nous de-
vons prouver σipti`1q “ σi`1ptiq. D’une part σipti`1q “ ϕip1q “ Qi “ γpti`1q, et d’autre part
σi`1ptiq “ φi`1p0q “ Pi`1 “ γpti`1q. C’est bon.

(7) À valeurs dans U Nous devons vérifier que φi
`r0, 1s˘ Ă U . Nous avons bien sûr Pi P

BpPi, δq, mais nous avons aussi Qi P BpPi, δq. En effet, |ti`1 ´ ti| ă η de telle sorte que
Qi “ γpti`1q P B

`
γptiq, δ

˘ “ BpPi, δq. Le nombre η a été choisi pour ça.
Le nombre δ a été choisi pour avoir également BpPi, δq Ă U . Bref, Pi et Qi sont dans BpPi, δq
qui est convexe 4 et contenue dans U . Pour t P rti, ti`1r, le point φiptq est une combinaison
convexe de Pi et Qi :

t3 ` 3t2p1´ tq ` 3tp1´ tq2 ` p1´ tq3 “ 1. (15.19)

Donc φiptq P BpPi, δq Ă U .
(8) ψ est de classe C1 Nous avons φ1

iptq “ 6tp1 ´ tqpQi ´ Piq. Donc pour tout i nous avons
φ1
ip1q “ φ1p0q “ 0. En ce qui concerne ψ1 nous avons

lim
tÑt`i

ψ1ptq “ ψ1ptiq “ 0 (15.20)

et
lim
tÑt´i

ψ1ptq “ lim
tÑ1

φi´1ptq “ 0, (15.21)

d’où la continuité de ψ1.
Nous en déduisons que ψ est de classe C1 par le théorème 12.327.

Remarque 15.7.
Quelle est la forme de l’image de la courbe C1 définie en (15.16) ? L’image est une ligne brisée : une
suite de segments de droites. Elle fait un angle à chaque raccord. Il est contre-intuitif qu’une ligne
faisant des angles puisse être de classe C1, mais c’est pourtant le cas. Le fait est que ψ1 s’annule à
chacun de ces raccords, de telle sorte que ψ1 est quand même continu.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 15.8
Le théorème 15.9 se démontre ici avec des intégrales. Je suis presque certain qu’on doit pouvoir
adapter la démonstration du théorème 12.374 pour ne pas avoir à utiliser d’intégrales.

ThoLDpRmXQ

Théorème 15.9 ([460]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés, Ω un ouvert connexe par arcs. Soit punq une suite
de fonctions un : Ω Ñ F telle que

(1) pour tout n, la fonction un est de classe C1 sur Ω,
(2) la série

ř
n un converge simplement sur Ω,

(3) la série des différentielles
ř
npdunq converge normalement sur tout compact de Ω.

4. Une boule est convexe, proposition 8.28.
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Alors la somme u “ ř
n un est de classe C1 sur Ω et sa différentielle est donnée par

du “
8ÿ

n“0
dun. (15.22)

Démonstration. Pour chaque n, la fonction dun : Ω Ñ LpE,F q est une fonction continue parce
que un est de classe C1. La série convergeant normalement, la fonction

ř8
n“0 dun est également

continue par la proposition 12.366. La difficulté de ce théorème est donc de prouver que cela est
bien la différentielle de la fonction

ř
n un, c’est-à-dire que

d

˜ 8ÿ

n“0
un

¸
“

8ÿ

n“0
dun. (15.23)

Soient a, x P Ω. Nous considérerions bien le segment ra, xs, mais vu que Ω n’est supposé que
connexe par arcs de classe C1 (la proposition 15.6 pour que l’arc puisse être choisi C1), nous ne
pouvons pas faire mieux pour joindre a à x que choisir un chemin de classe C1

γ : r0, 1s Ñ Ω (15.24)

tel que γp0q “ a et γp1q “ x.
L’astuce est de poser

fn : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ pdunqγptq
`
γ1ptq˘, (15.25)

et d’en étudier l’intégrale 5.
(1) Permuter somme et intégrale Nous voudrions permuter la somme et l’intégrale dans

l’expression
ş1
0
ř
i fiptqdt. Pour cela nous commençons par regarder quelques majorations de

normes.
D’abord γ est de classe C1, ce qui fait que γ1 est continue. Vu que la norme est une application
continue, la fonction t ÞÑ }γ1ptq} est également continue sur le compact r0, 1s. Elle est donc
majorée par une constante que nous nommons M . C’est le théorème de Weierstrass 7.141.
Ensuite nous avons le calcul

}fiptq} “ }pduiqγptq
`
γ1ptq˘} ď }pduiqγptq}}γ1ptq} ďM}dui}8 ă 8. (15.26)

Justifications :
— Pour la première inégalité. C’est le lemme 11.59.
— Pour la seconde inégalité. Il s’agit de l’inégalité évidente

}dui}8 “ sup
xPγ

`
r0,1s

˘ }pduiqx} (15.27)

Notons que la norme }.}8 ne réfère pas à un supremum sur E, mais seulement sur
l’image de γ. Nous aurions pu faire preuve d’un peu de créativité dans les notations.

— L’application dui est continue sur le compact γ
`r0, 1s˘. Donc le supremum est fini et

atteint.
Maintenant nous posons

gnptq “
nÿ

i“0
fiptq. (15.28)

Nous avons la majoration

}gnptq} ď
nÿ

i“0
}fiptq} ďM

nÿ

i“0
}dui}8 ă 8. (15.29)

5. Cela revient à étudier l’intégrale de la forme différentielle dun sur le chemin γ. Voir la définition 20.44 et tout
ce qui s’en suit.
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Le fait que le tout soit fini est l’hypothèse de convergence normale sur tout compact. Le
compact en question est γ

`r0, 1s˘.
C’est le moment d’utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.202. At-
tention aux notations un peu décalées. Nous avons gn Ñ ř8

i“1 fi (convergence simple) et
}gnptq} ď A où A est une constante que nous voyons comme une fonction constante inté-
grable sur le compact r0, 1s. Nous permutons la limite et l’intégrale :

ż 1

0

8ÿ

i“0
fiptqdt “

ż 1

0
p lim
nÑ8 gnqptqdt (15.30a)

“ lim
nÑ8

ż 1

0
gnptqdt (15.30b)

“ lim
nÑ8

ż 1

0

nÿ

i“0
fiptqdt (15.30c)

“ lim
nÑ8

nÿ

i“0

ż 1

0
fiptqdt (15.30d)

“
8ÿ

i“0

ż 1

0
fiptqdt. (15.30e)

(2) Accroissements
Nous pouvons maintenant faire le petit calcul suivant :

ÿ

n

ż 1

0
pdunqγptq

`
γ1ptq˘dt “

ÿ

n

´
un

`
γp1q˘´ un

`
γp0q˘

¯
“
ÿ

n

`
unpxq ´ unpaq

˘ “ upxq ´ upaq
(15.31)

où nous avons utilisé le théorème fondamental du calcul intégral sous la forme de la propo-
sition 14.271.
Nous retenons l’égalité

upxq “ upaq `
ż 1

0

ÿ

n

pdunqγptq
`
γ1ptq˘dt. (15.32)EQooTXYWooIDxVriEQooTXYWooIDxVri

(3) Remarque La formule (15.32) n’est pas une forme de formule des accroissements finis qui
parlerait d’évaluer une fonction u en x en partant de a et en intégrant du le long d’un chemin
joignant a et x.
Ce serait le cas si nous pouvions permuter la somme et la différentielle qui se trouvent dans
l’intégrale. Or permuter somme et différentielle est précisément l’objet du théorème que nous
sommes en train de prouver.

(4) Différentielle
Forts de la formule (15.32), nous calculons duapvq, c’est-à-dire la différentielle de u au point
a appliquée au vecteur v P E. Pour cela, nous savons que Ω est ouvert, donc Ω contient une
boule de rayon r autour de a, ce qui nous permet de dire que pour un a donné, le point a`sv
est dans Ω pour tout s P Bp0, ϵq lorsque ϵ n’est pas trop grand. Pour chacun de ces s, nous
considérons un chemin de classe C1 joignant a à a` sv. Ce chemin sera noté

γs : r0, 1s Ñ Ω (15.33)



15.1. SÉRIES DE FONCTIONS 1395

et γp0q “ a, γp1q “ a` sv. Nous avons le calcul

duapvq “ d

ds

”
upa` svq

ı
s“0

(15.34a)

“ d

ds

” ż 1

0

8ÿ

n“0
pdunqγsptq

`
γ1
sptq

˘
dt
ı
s“0

(15.34b)

“ d

ds

” 8ÿ

n“0

ż 1

0
pdunqγsptq

`
γ1
sptq

˘
dt
ı
s“0

(15.34c)SUBEQooFSPSooCPErXjSUBEQooFSPSooCPErXj

“ d

ds

”ÿ

n

`
unpa` svq ´ unpaq

˘ı
s“0

(15.34d)

“ d

ds

”
p
ÿ

n

unqpa` svq
ı
s“0

(15.34e)

“
ÿ

n

d

ds

”
unpa` svq

ı
s“0

(15.34f)SUBEQooDQODooIPMfDoSUBEQooDQODooIPMfDo

“
ÿ

n

pdunqapvq (15.34g)

“
´ÿ

n

pdunqa
¯
pvq (15.34h)

“
´ÿ

n

dun

¯
a
pvq. (15.34i)SUBEQooQGOQooLvXuaXSUBEQooQGOQooLvXuaX

Justifications :
— Pour 15.34c. Permuter la somme et l’intégrale comme plus haut.
— Pour 15.34f. Permuter une somme et une dérivée classique des fonctions RÑ F données

par s ÞÑ unpa` svq. Il s’agit d’utiliser le théorème 12.371 sur chaque composantes dans
F .

— Pour 15.34i. Chaque dun est une application dun : E Ñ LpE,F q. Au fait près que la
notation est plus lourde, il s’agit simplement d’une définition de la somme ponctuelle
d’une suite de fonctions :

ř
n fnpaq “ p

ř
n fnqpaq. Dans ce cas-ci, le tout est encore un

élément de LpE,F q que nous appliquons à v.

LEMooRIQTooLomsqD

Lemme 15.10.
Sur r1

2 , 1s, étudier la convergence de la série

fpxq “
8ÿ

n“1

1
n

ˆ
x´ 1
x

˙n
. (15.35)

Étudier la convergence de la série dérivée ; en déduire que

8ÿ

n“1

p´1qn´1

n
“ lnp2q. (15.36)

Démonstration. Nous posons ypxq “ x´1
x , et nous regardons la série

f̃pyq “
8ÿ

n“1

1
n
yn. (15.37)EqSeryexotreizeEqSeryexotreize

Cette série de puissance converge absolument pour |y| ă 1, voir l’exemple 4 de la page 123bis du
cours de première. Cette série converge également simplement en y “ ´1, par le corolaire de la
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page 123 du même cours 6. Nous sommes dans le cas d’une série de puissance dont le disque de
convergence est centré en 0, et dont le rayon est 1, mais qui converge (en plus) simplement sur un
des bords du disque. Cela est le cadre du théorème 12.365 qui nous permet de dire que pour tout
ϵ ą 0, la série (15.37) converge uniformément sur r´1, 1´ ϵs.

La fonction f̃pyq est donc continue sur r´1, 1´ϵs, et donc en particulier sur r´1, 0s. Par ailleurs,
la fonction ypxq est continue en x ‰ 0. En tant que composée de fonctions continues, la fonction
fpxq “ f̃

`
ypxq˘ est continue sur r1

2 , 1s.
Nous la mettons la série des dérivées sous la forme d’une série de puissances :

gpxq “ 1
x2

8ÿ

n“1

ˆ
x´ 1
x

˙n´1
. (15.38)EqSerieDerrTreizeEqSerieDerrTreize

Afin d’éviter tout malentendu, nous insistons sur le fait que g est la série des dérivée de la série f .
Nous ne savons pas encore si g existe (c’est-à-dire si elle converge), ni si sa somme est la dérivée
de f . C’est cela que nous allons tenter d’établir maintenant.

Nous posons à nouveau ypxq “ x´1
x , et nous savons que la série de puissances

ř
n y

n converge
uniformément pour y P r´1 ` ϵ, 1 ´ ϵs pour tout ϵ ą 0. En repassant aux variables x, pour tout
ϵ ą 0, nous avons convergence uniforme de la série

8ÿ

n“0

ˆ
x´ 1
x

˙n
, (15.39)

sur le compact x P r 1
2´ϵ ,

1
ϵ s, ou, pour parler plus simplement, sur x P r1

2 ` ϵ, as pour tout ϵ (petit)
et a (grand). Nous avons donc également convergence uniforme de la série des dérivées (15.38) sur
le même intervalle. Maintenant, le théorème 15.9 montre que la série des dérivée est bien la dérivée
de la série, c’est-à-dire que

gpxq “ f 1pxq (15.40)
sur s1

2 , 1s. Notez que la convergence uniforme sur tout compact de la série des dérivées est suffisante.
Une bonne nouvelle est qu’il est possible de sommer explicitement la série

ř
k y

k. En effet, il
est montré à la page 115 du cours de première que

řn
k“0 z

k “ 1´zn`1

1´z , donc
8ÿ

k“0
yn “ lim

nÑ8
1´ yn`1

1´ y “ 1
1´ y , (15.41)EqFormSomGeometrzeEqFormSomGeometrze

lorsque |y| ă 1. Du coup, nous avons simplement

f 1pxq “ gpxq “ 1
x2

8ÿ

n“1

ˆ
x´ 1
x

˙n´1
“ 1
x2

8ÿ

n“0

ˆ
x´ 1
x

˙n
“ 1
x2

˜
1

1´ `
x´1
x

˘
¸
“ 1
x
, (15.42)

donc la fonction f a la forme simple fpxq “ lnpxq ` C. Notez bien le petit jeu de variables
de sommation. Au départ gpxq est une somme qui part de 1 avec un exposant n ´ 1, et nous
la transformons en une somme qui part de 0 avec un exposant n. C’est cela qui nous permet
d’appliquer la formule (15.41).

Étant donné que fp1q “ 0, nous avons

fpxq “ lnpxq (15.43)

pour tout x P r1
2`ϵ, 1s. Mais nous avons vu que la fonction f était continue sur r1

2 , 1s. Étant donné
que lnpxq et fpxq sont deux fonctions continues sur r1

2 , 1s qui sont égales sur tout compact r1
2`ϵ, 1s,

nous déduisons que ces deux fonctions sont en réalité égales sur tout l’entièreté du compact r1
2 , 1s.

En particulier, en x “ 1
2 , nous avons

fp12q “
8ÿ

n“1

1
n
p´1qn “ lnp1{2q “ ´ lnp2q. (15.44)

6. Un étudiant avait dit se souvenir qu’Abel s’appliquait seulement aux séries alternées ; c’est ce corolaire (critère
des séries alternées) qui l’a induit en erreur. En effet, Abel (proposition 5, page 122) est plus général, mais s’applique
particulièrement bien aux séries alternées.
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15.2 Séries entières

Dans cette section nous allons parler de séries complexes autant que de séries réelles. L’étude
des propriétés à proprement parler complexes des séries entières (holomorphie) sera effectuée dans
le chapitre dédié, voir le théorème 26.60 et ses conséquences.

15.2.1 Disque de convergence

Une série de puissance est une série de la forme

8ÿ

k“0
ckpz ´ z0qk (15.45)eqseriepuissanceeqseriepuissance

où z0 P C est fixé, pckq est une suite complexe fixée, et z est un paramètre complexe. Nous disons
que cette série est centrée en z0.

Définition 15.11.
Une série entière est une somme de la forme

8ÿ

n“0
anz

n (15.46)

avec an, z P C.

Une série entière peut définir une fonction

fpzq “
ÿ

n

anz
n. (15.47)

Le but de cette section est d’étudier des conditions sur la suite panq qui assurent la continuité de
f ou la possibilité de dériver ou intégrer la série terme à terme.

DefZWKOZOl

Définition 15.12.
Soit

ř
nPN anzn une série entière. Le rayon de convergence de cette série est le nombre

R “ suptr P R` tel que la suite panrnq est bornéeu P r0,8s. (15.48)

La boule Bp0, Rq est le disque de convergence de la série.
Dans le cas d’une série de la forme

ř
n anpz ´ z0qn, le disque de convergence est l’ensemble

|z ´ z0| ă R.

15.13.
Notez que le disque de convergence proprement dit est ouvert. Donc, pour être correct, on devrait
parler de la frontière pour parler de la partie |z| “ R. Toutefois, nous désignerons souvent cette
partie en parlant du bord du disque.

15.14.
En réalité, il serait plus correct de parler du rayon de convergence de la suite panq parce qu’au
moment où on l’étudie, nous ne savons pas encore si la somme existera. Il ne devrait donc pas être
autorisé d’écrire « étudions le rayon de convergence de

ř
n anz

n ».
Le rayon de convergence d’une série ne dépend que des réels |an|, même si à la base an P C.

15.15.
Sur Wikipédia[461], le rayon de convergence est défini par le supremum des |z| tels que la sérieř
n anz

n converge. Je vous invite à vous étonner que cela est équivalent à la définition donnée ici.
Il est dingue que demander que la suite panrnq soit bornée soit suffisant pour que la série

converge. En réalité ce n’est pas tout à fait le cas ; les séries qui convergent sont celles pour |z|
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strictement plus petit que le rayon de convergence. Et là ça marche. En effet, si x ă R, il existe
un r tel que x ă r ă R. Nous considérons ϵ donné par x “ ϵr, qui vérifie ϵ ă 1 et nous avons

anx
n “ anpϵrqn “ panrnqϵn Ñ 0. (15.49)

Le critère d’Abel 15.18 va formaliser ça.
REMooYOTEooKvxHSf

Remarque 15.16.
Si pour tout n nous avons |bn| ě |an| alors le rayon de convergence de la série

ř
n anz

n est au
moins aussi grand que celui de la série

ř
n bnz

n. Cela y compris lorsque l’un ou l’autre des rayons
de convergences est infini.

LEMooVCTNooCQHkzs

Lemme 15.17 ([1]).
Le rayon de convergence pour la suite bn “ an`k est le même que celui pour an.

Démonstration. Soit r ą 0. Nous avons rkbnrn “ an`krn`k. Vu que les k premiers termes d’une
suite ne changement pas le fait que la suite soit bornée, la suite panrnqněk est bornée si et seulement
si la suite panrnqnPN est bornée.

LemmbWnFI

Lemme 15.18 (Critère d’Abel).
Soit R ą 0 le rayon de convergence de la somme

ř
n anz

n et z P C.
(1) Si |z| ă R alors la série converge absolument.
(2) Si |z| ą R alors la série diverge.

Démonstration. Démonstration en deux parties.
(1) Si |z| ă R alors la suite panznq est bornée et il existe un nombre M P R tel que |an|rn ďM

pour tout n. Nous considérons alors un r tel que |z| ă r ă R et nous pouvons calculer :

|anzn| “ |an|rn
` |z|
r

˘n ďM

ˆ |z|
r

˙n
(15.50)

Vu que |z| ă r nous tombons sur la série géométrique (11.316) qui converge. Par le critère
de comparaison 7 la série

ř8
n“0 |anzn| converge.

(2) Par définition du rayon de convergence, la suite panznq n’est donc pas bornée et la série ne
peut pas converger à cause de la proposition 11.89.

CORooCUDSooTfMvAB

Corolaire 15.19.
Soit une série entière

ř
n anz

n. Soit un nombre ρ tel que
(1) La série converge pour |z| ă ρ.
(2) La série diverge pour |z| ą ρ.

Alors le rayon de convergence est ρ.

Démonstration. Nous notons R le rayon de convergence de la série.
(1) R ě ρ Si R ă ρ, nous prenons r strictement entre R et ρ. Le critère d’Abel 15.18 nous dit,

pour |z| “ r, que la série diverge. Par hypothèse, elle converge ; contradiction.
(2) R ď ρ De même si R ą ρ, alors nous prenons ρ ă r ă R. Le critère d’Abel nous dit que la

série diverge pour |z| “ r. L’hypothèse nous dit le contraire. Nouvelle contradiction.

7. Lemme 11.115.
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15.20.
Le critère d’Abel parle bien de convergence absolue, et non de convergence normale. Pour chaque
t, la série

ř
k |antk| converge. Si par contre nous posons ukptq “ akt

k, nous n’avons à priori pas
la convergence normale

ř
k }uk}8, même pas si la norme est la norme supremum sur Bp0, Rq 8.

Prenons comme exemple simplement ak “ 1 pour tout k. Pour tout |t| ă 1, la série
ř
k t
k converge

absolument (série géométrique), mais nous aurions }uk}8 “ 1 et donc divergence évidente deř
k }uk}8.

La proposition suivante sera surtout utile lorsqu’on parlera de dérivée.
PropHDIUooKTbVSX

Proposition 15.21 ([462]).
Quel que soit le nombre α P R, les séries

ř
n anz

n et
ř
n n

αanz
n ont même rayon de convergence.

Démonstration. Nous posons

E “ tr P R` tel que panrnq est borné u (15.51a)
E1 “ tr P R` tel que pnαanrnq est borné u (15.51b)

Nous allons prouver que E “ E1 (et donc leurs supremum seront égaux).
(1) Si α ą 0

Dans ce cas E1 Ă E est facile. Nous prouvons l’inclusion dans l’autre sens. Si E est vide, c’est
évident. Nous supposons que E n’est pas vide, et nous considérons r P E, et nous montrons
que r P E1. Pour cela nous prenons un nombre s tel que r ă s ă suppEq. Nous avons

nαanr
n “ nαan

´r
s

¯n
sn “ nα

´r
s

¯n
ans

n. (15.52)

Mais r{s ă 1, donc le lemme 12.408 dit que nαpr{sqn Ñ 0. Cela est donc borné par une
constante M . Donc

nαanr
n ďMans

n. (15.53)

Mais la suite pansnq est bornée. Donc la suite nαanrn est également bornée, ce qui prouve
que r P E1.

(2) Si α ă 0 Même raisonnement, mais en inversant les rôles de E et E1, et en adaptant un
peu 9.

Remarque 15.22.
Au fond, cette proposition n’est rien d’autre que dire que dans nαrn, l’effet « convergent » est rn
qui est une décroissance exponentielle tandis que l’effet « divergent » est nα qui a une croissance
seulement polynomiale.

LEMooNAWTooHWqKBK

Lemme 15.23 ([463]).
Soit une suite punq de réels strictement positifs. Si

lim
nÑ8

un`1
un

“ ℓ, (15.54)

alors la suite pu1{n
n q a une limite et elle vaut ℓ également.

Démonstration. Nous commençons par supposer que ℓ ą 0 ; nous ferons le cas ℓ “ 0 après. Soit
ϵ ă ℓ. L’existence de la limite dans l’hypothèse dit qu’il existe N tel que pour tout n ě N nous
ayons

un`1
un

P Bpℓ, ϵq. (15.55)EQooDFKNooMOLVrWEQooDFKNooMOLVrW

8. Il y aurait par contre bien convergence sur tout compact ? Chère lectrice, dites moi ce que vous en pensez
9. Je n’ai pas vérifié ; écrivez-moi si ça pose un problème.



1400 CHAPITRE 15. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Écrivons un produit télescopique :
un
uN

“
n´1ź

p“N

up`1
up

. (15.56)

Mais chacun des facteurs du produit est soumis à l’encadrement (15.55), donc

pℓ´ ϵqn´N ď un
uN

ď pℓ` ϵqn´N , (15.57)

et donc, en multipliant par uN ą 0 nous avons

uN pℓ´ ϵqn´N ď un ď uN pℓ` ϵqn´M . (15.58)

La fonction t ÞÑ t1{n est croissante 10 ; nous pouvons l’appliquer aux inégalités sans changer le sens :

u
1{n
N pℓ´ ϵqn´N

n ď u1{n
n ď u

1{n
N pℓ` ϵqn´N

n . (15.59)

Pour rappel, à ce point le N est fixé pour correspondre au ϵ ă ℓ que nous avons choisi.
Vu que 1{n P Q nous invoquons la proposition 12.390 pour dire que limnÑ8 u

1{n
N “ 1. De plus

pn´Nq{nÑ 1 de telle sorte que
pℓ˘ ϵqn´N

n Ñ ℓ˘ ϵ. (15.60)

Nous considérons donc un N 1 tel que pour tout n ě N 1 nous ayons
ˇ̌
ˇu1{n
N pℓ´ ϵqn´N

n ´ pℓ´ ϵq
ˇ̌
ˇ ă ϵ (15.61a)

ˇ̌
ˇu1{n
N pℓ` ϵqn´N

n ´ pℓ` ϵq
ˇ̌
ˇ ă ϵ. (15.61b)

Pour tout n ě maxpN,N 1q nous avons

pℓ´ ϵq ´ ϵ ă u
1{n
N pℓ´ ϵqn´N

n ď u1{n
n ď u

1{n
N pℓ` ϵqn´N

n ă pℓ` ϵq ` ϵ. (15.62)

Donc,
ℓ´ 2ϵ ď u1{n

n ď ℓ` 2ϵ. (15.63)

Cela prouve que la limite limnÑ8 u
1{n
n existe et vaut ℓ.

Et si ℓ “ 0 ? Dans ce cas, il existe N tel que pour tout n ě N nous avons

0 ď un`1
un

ă ϵ. (15.64)

Ensuite il faut recommencer tous les calculs, avec pour seule différence que tous les membres de
gauche sont 0.

LEMooDWNZooXwejrF

Lemme 15.24 (Règle de Cauchy[464, 463]).
Soit une suite pxnq dans un espace vectoriel normé. Nous posons

p “ lim sup
nÑ8

}xn}1{n. (15.65)

Alors : ITEMooZZBIooUYrtYL

(1) Si p ă 1, la série
ř
nPN xn est absolument convergente.

ITEMooQGKNooOFeFRd

(2) Si p ą 1, alors la série
ř
nPN xn est ne converge pas.

Démonstration. En deux parties.

10. Proposition 12.400, en notant que les arguments sont tous bien positifs.
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(1) Pour (1) Soit ϵ ą 0 tel que p` ϵ ă 1. Le lemme 10.46 nous dit que l’ensemble

Sϵ “ tn P N tel que }xn}1{n ě p` ϵu (15.66)

est fini. Quitte à prendre une queue de suite, nous supposons que Sϵ est vide, c’est-à-dire que
}xn} ă pp` ϵqn pour tout n. En posant q “ p` ϵ, nous voyons que }xn} ă qn avec q ă 1. La
comparaison avec la série géométrique 11.122(1) conclut.

(2) Pour (2) Alors en prenant ϵ tel que p´ ϵ ą 1, nous avons une infinité de termes vérifiant
}xn} ą pp´ ϵqn ą 1.

ThoSerPuissRap

Théorème 15.25 (Formule de Hadamard[465]).
Le rayon de convergence 11 de la série entière

ř
n anz

n est donné par une des deux formules

1
R
“ lim sup k

a|ak| (15.67)EqRayCOnvSerEqRayCOnvSer

ou
1
R
“ lim

kÑ8

ˇ̌
ˇ̌ak`1
ak

ˇ̌
ˇ̌ (15.68)EqAlphaSerPuissAternEqAlphaSerPuissAtern

lorsque ak est non nul à partir d’un certain k.
Si une de ces formules donne 1{R “ 0, alors le rayon de convergence est infini.

Démonstration. En deux, voire quatre parties. Nous allons utiliser le corolaire 15.19, en commen-
çant par supposer que la limite supérieure n’est ni 0 ni 8.

(1) Première formule, si |z| ă R Posons L “ lim supnÑ8
`|an|1{n˘. Si |z| ă 1

L , alors

lim sup |anzn|1{n “ lim sup |an|1{n|z| ă L
1
L
“ 1 (15.69)

donc la règle de Cauchy du lemme 15.24 conclut à la convergence de la série.
(2) Première formule, si |z| ą R C’est exactement le même calcul, mais l’inégalité arrive

dans l’autre sens :
lim sup |anzn|1{n “ lim sup |an|1{n|z| ą L

1
L
“ 1 (15.70)

donc la règle de Cauchy du lemme 15.24 conclut à la divergence de la série.
(3) Première formule, si la limite est 0 Si lim sup

a|ak|1{k “ 0, alors toujours le même
calcul donne :

lim sup |anzn|1{n “ 0 (15.71)

et donc la série converge pour tout z. D’où le rayon de convergence infini.
(4) Première formule, si la limite est 8 Soit z P C. La partie

S “ tn P N tel que |an|1{n ą 1{|z|u (15.72)

est infinie. Pour chaque n P S, nous avons |anzn| ą 1. La suite des anzn ne convergeant
pas vers zéro (il y a même une infinité de termes plus grands que 1), la série ne peut pas
converger (proposition 11.89).

(5) Seconde formule Le lemme 15.23 nous ramène au cas de la première formule.
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‚z0

Figure 15.1: À l’intérieur du disque de convergence, la convergence est absolue. En dehors, la
série diverge. Sur le cercle proprement dit, tout peut arriver. LabelFigDisqueConv

Notons que le critère d’Abel ne dit rien pour les points tels que |z´ z0| “ R. Il faut traiter ces
points au cas par cas. Et le pire, c’est qu’une série donnée peut converger pour certain des points
sur le bord du disque, et diverger en d’autres. Le théorème d’Abel radial (théorème 15.40) nous
donnera quelques informations sur le sujet.

Il y a un dessin à la figure 15.1.
Si les suites an et bn sont équivalentes, alors les séries correspondantes auront le même rayon

de convergence. Cela ne signifie pas que sur le bord du disque de convergence, elles aient même
comportement. Par exemple nous avons

1?
n
„ 1?

n
` p´1qn

n
. (15.73)

En même temps, en z “ ´1 la série ÿ

ně1

zn?
n

(15.74)

converge par le critère des séries alternées 12. Par contre la série

ÿ

ně1

ˆ
1?
n
` p´1qn

n

˙
zn (15.75)

ne converge pas pour z “ ´1.

Exemple 15.26.
Soit α P R et considérons la série

ř
ně1 anz

n où an est la n-ième décimale de α. Si α est un nombre
décimal limité, la suite panq est finie et le rayon de convergence est infini. Sinon, pour tout N il
existe un n ą N tel que an ‰ 0 et la suite panq ne tend pas vers zéro. Par conséquent la série

ÿ

n

anz
n (15.76)

diverge pour z “ 1 et le rayon de convergence satisfait R ď 1. Nous avons aussi |an| ď 9, de telle
manière à ce que la série soit bornée et par conséquent majorée en module par 9zn, ce qui signifie
que R ě 1.

Nous déduisons alors R “ 1. △

15.2.2 Somme et produit de séries
THOooSDQQooIawBOk

Théorème 15.27.
Soient

ř
n anz

n et
ř
bnz

n deux séries de rayon de convergences respectivement Ra et Rb. Si Rs est
le rayon de convergence de

ř
npan ` bnqzn, nous avons

Rs ě mintRa, Rbu. (15.77)
11. Définition 15.12.
12. Théorème 11.127.
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THOooINHDooZxErnp

Théorème 15.28.
Soit une série

ř
n anz

n de rayon de convergence R.
(1) Si λ ‰ 0 la série

ř
npλanqzn a le même rayon de convergence que la série

ř
n anz

n

(2) Si |z| ă Ra nous avons
8ÿ

n“0
pλanqzn “ λ

8ÿ

n“0
anz

n. (15.78)

LEMooNYAXooKUuQFe

Lemme 15.29 ([1]).
Soient deux suites de nombres complexes panq et pbnq. Soit n P N. Nous avons :

nÿ

k“0

kÿ

l“0
albk´l “

nÿ

l“0

` n´lÿ

j“0
bj
˘
al. (15.79)

Démonstration. Le problème est qu’à gauche la borne de la somme sur l dépend de k ; cela nous
empêche de permuter les sommes 13. Qu’à cela ne tienne : nous complétons la somme en introduisant

σlk “
#

1 si l ď k

0 sinon .
(15.80)

Nous avons alors

nÿ

k“0

kÿ

l“0
albk´l “

nÿ

k“0

nÿ

l“0
σlkalbk´l “

nÿ

l“0

nÿ

k“0
σlkalbk´l “

nÿ

l“0

`
al

nÿ

k“l
bk´l

˘
(15.81a)

“
nÿ

l“0

`
al

n´lÿ

j“0
bj
˘ “

nÿ

l“0

` n´lÿ

j“0
bj
˘
al. (15.81b)

LEMooLPBCooRWuvJB

Lemme 15.30 ([1]).
Si la série

ř8
n“0 anz

n a un rayon de convergence R, alors nous avons

` 8ÿ

n“0
anz

n
˘
z “

8ÿ

n“0
anz

n`1 (15.82)

et les rayons de convergences sont égaux à R.
PROPooPKGEooZKyxwo

Proposition 15.31 ([466]).
Soient panq et pbnq des suites dans C. Nous supposons que

ř
n an est absolument convergente 14 et

que
ř
n bn est convergente.

Alors en posant

cn “
nÿ

k“0
akbn´k, (15.83)

la série
ř
n cn est convergente et

8ÿ

n“0
cn “

`ÿ

i

ai
˘`ÿ

j

bj
˘
. (15.84)

13. Vu que toutes les sommes sont finies, ce ne sont certainement pas les questions de convergence qui nous
retiennent.

14. Définition 11.81.
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Démonstration. Nous commençons par quelques notations sur les sommes partielles et leurs limites.
Nous posonsAn “ řn

k“0 an,Bn “ řn
k“0 bn et nous avons, par hypothèse, les convergencesAn CÝÑ A

et Bn CÝÑ B.
En ce qui concerne la somme partielle pour les pcnq, en appliquant le lemme 15.29,

Cn “
nÿ

k“0
ck “

nÿ

k“0

kÿ

l“0
albk´l “

nÿ

l“0

` n´lÿ

j“0
bj
˘
al “

nÿ

l“0
alBn´l. (15.85)

Soit ϵ ą 0.
(1) Des indices assez grands Nous définissons N1, N2 P N de la façon suivante :

— Vu que Bj Ñ B, il existe N1 P N tel que pour tout j ě N1, |Bj ´B| ď ϵ.
— Vu que

ř
n an converge, la proposition 11.89 nous dit que |ai| Ñ 0 (ce n’est pas ici que

nous utilisons la convergence absolue). Il existe donc N2 P N tel que |ai| ď ϵ{N1 pour
tout i ě N2.

— Nous considérons N ě N1 `N2.
(2) Un majorant Vu que la série

ř
n an converge absolument, la somme

ř8
n“0 |an| est bornée.

De même, la suite j ÞÑ |Bj ´B| est bornée et nous choisissons M assez grand pour majorer
les deux en même temps :

8ÿ

n“0
|an| ăM (15.86a)SUBEQooBKCVooXnampASUBEQooBKCVooXnampA

|Bj ´B| ăM @j. (15.86b)

(3) Et on calcule un peu Nous avons assez préparé de notations et de majorations. C’est le
moment de prouver que Cn ´AnB Ñ 0. Nous avons

|Cn ´AnB| “ |
nÿ

l“0
akpBn´l ´Bq| (15.87a)

ď
nÿ

l“0
|al||Bn´l ´B| (15.87b)

“
n´N1ÿ

l“0
|al||Bn´l| `

nÿ

l“n´N1`1
|al||Bn´l ´B| (15.87c)

ď
n´N1ÿ

l“0
|al|ϵ`M

nÿ

l“n´N1`1
|al| (15.87d)SUBEQooIQFZooJMqFWoSUBEQooIQFZooJMqFWo

ď ϵM `M
nÿ

l“n´N1`1

ϵ

N1
(15.87e)SUBEQooKAJFooQsIxWoSUBEQooKAJFooQsIxWo

“ 2ϵM. (15.87f)SUBEQooDXQMooOvBCXHSUBEQooDXQMooOvBCXH

Justifications :
— Pour (15.87d). Dans la première somme, n´ l ě n´pn´N1q “ N1, donc |Bn´l´B| ď ϵ.

Dans la seconde somme nous avons seulement majoré |Nn´l ´B| ďM .
— Pour (15.87e). Dans la première somme, il s’agit de la majoration (15.86a). Dans le

seconde somme, l ě n ´ N1 ` 1 ě N1 ` N2 ´ N1 ` 1 ě N2 ` 1, ce qui implique
|al| ď ϵ{N1.

— Pour (15.87f). La somme contient n ´ pn ´ N1 ` 1q ` 1 “ N1 termes. Chaque terme
valant ϵ{N1.
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(4) Conclusion Nous avons prouvé que pour tout ϵ ą 0, il existe N tel que |Cn ´ AnB| ď ϵ.
Nous écrivons maintenant

Cn “ pCn ´AnBq `AnB (15.88)

Vu que Cn ´ AnB Ñ 0 et que AnB Ñ AB, la somme des deux suites converge vers 15

0`AB “ A et donc
Cn Ñ AB. (15.89)

Le théorème suivant donne une formule (dit « produit de Cauchy ») pour le produit de deux
séries entières. Nous en donnons une adaptation dans le cas de séries de puissances dans une algèbre
normée dans la proposition 11.95.

ThokPTXYC

Théorème-Définition 15.32 (Produit de Cauchy dans C[467]).
Soient

ř
n anz

n et
ř
bnz

n deux séries de rayon de convergences respectivement Ra et Rb. La série
entière

8ÿ

n“0

˜
nÿ

k“0
akbn´k

¸
zn. (15.90)EqFPGGooDQlXGeEqFPGGooDQlXGe

est le produit de Cauchy des séries
ř
n anz

n et
ř
n bnz

n.
Nous notons Rp le rayon de convergence de la série.

ITEMooFOVPooBaVknN

(1) Nous avons l’inégalité Rp ě mintRa, Rbu. ITEMooHRNZooWviigD

(2) Si |z| ă mintRa, Rbu alors

8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n
aibj

¸
zn “

˜ 8ÿ

n“0
anz

n

¸˜ 8ÿ

n“0
bnz

n

¸
. (15.91)EQooSGXHooHwjOEVEQooSGXHooHwjOEV

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Préambule Nous allons fixer z, et utiliser la proposition 15.31. Ce que nous appelons an

là-bas est anzn ici. Idem pour les bn qui sont bnzn et cn qui devient cnzn. Vu que z sera fixé,
tout cela n’est pas très profond.
Ces substitutions sont très courantes lorsque nous prouvons des résultats sur les séries entières
comme corolaires de résultats généraux sur les séries.

(2) Pour (1) Si |z| ă mintRa, Rbu, alors les séries
ř
n anz

n et
ř
n bnz

n sont absolument conver-
gentes par lemme d’Abel 15.18. La proposition 15.31 pour les suites panznq et pbnznq fait alors
le boulot : en posant

cn “
nÿ

k“0
anbn´k, (15.92)

la série
ř
n cnz

n converge et vaut le produit des deux.
La série

ř
n cnz

n converge sur tz P C tel que |z| ă mintRa, Rbuu. Donc en posant r ă
mintRa, Rbu, la suite pcnrnq est bornée (dans C) et nous avons que Rp ě r (utilisation très
littérale de la définition du rayon de convergence). Donc Rp ě mintRa, Rbu.

(3) Pour (2) Le travail est déjà fait.

Exemple 15.33.
Montrons un produit de Cauchy dont le rayon de convergence est strictement plus grand que le
minimum. D’abord nous considérons

A “ 1´ z, (15.93)

15. C’est la proposition 10.28.
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c’est-à-dire a0 “ 1, a1 “ ´1, aně2 “ 0 avec Ra “ 8. Ensuite nous considérons

B “
ÿ

n

zn, (15.94)

c’est-à-dire B “ p1 ´ zq´1 et Rb “ 1. Le produit de Cauchy de ces deux séries valant 1, le rayon
de convergence est infini.

Notons qu’alors l’égalité (15.91) a lieu dans Bp0, 1q, mais pas au-delà.
Donc le « produit de Cauchy » de deux séries peut ne pas être égal au produit des deux séries,

au sens où il est possible que le produit existe là où une des deux séries n’existe plus. △

Exemple 15.34.
Nous montrons que

8ÿ

n“0
pn` 1qxn “ 1

p1´ xq2 (15.95)

pour x P s´1, 1r.
Étant donné que pour tout r dans s´1, 1r la suite pn`1qrn est bornée, le rayon de convergence

est correct. Pour les x dans ce domaine nous avons

1
p1´ xq2 “

1
p1´ xq

1
p1´ xq “

˜ 8ÿ

n“0
xn

¸˜ 8ÿ

m“0
zm

¸
. (15.96)EqIwbuTkEqIwbuTk

Nous devons expliciter ce produit de Cauchy en utilisant le théorème 15.32. Pour tout i nous avons
ai “ bi “ 1. Par conséquent le produit (15.96) devient

8ÿ

n“0

ÿ

i`j“n
xn “

8ÿ

n“0
pn` 1qxn. (15.97)

△

Nous voulons maintenant faire le produit de Cauchy à plus que deux facteurs. Pour cela nous
prouvons d’abord un certain nombre de lemmes traitant de la combinatoire du problème.

Nous posons, pour n,N P N :

VnpNq “ tx P NN tel que
Nÿ

i“1
xi “ nu. (15.98)EQooJCBSooMSbaCdEQooJCBSooMSbaCd

LEMooRKEVooDdpuHt

Lemme 15.35.
Nous avons

VnpN ` 1q “
nď

y“0

ď

xPVypNq
px, n´ yq. (15.99)

Démonstration. En deux parties.
(1) Première inclusion Un élément de

Ťn
y“0

Ť
xPVupNqpx, n´ yq est un élément z P NN`1 de

la forme z “ px, n´ yq tel que x P VypNq. Donc

N`1ÿ

i“1
zi “

Nÿ

i“1
xi ` pn´ yq “ y ` n´ y “ n. (15.100)

Donc z P VnpN ` 1q.
(1a) L’autre inclusion Un élément de VnpN ` 1q est de la forme z “ px, yq avec x P NN

et y P N. Posons t “ řN
i“1 xi, de telle sorte que x P VtpNq.

Vu que z P VnpN ` 1q nous avons d’autre part y “ n´řN
i“1 xi “ n´ t.
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La proposition suivante généralise le produit de Cauchy du théorème 15.32 au cas de plus de
deux facteurs. Nous ne pouvons cependant pas considérer 15.32 comme un cas particulier de 15.36,
parce que la démonstration va utiliser le cas à deux facteurs.

PROPooJPVVooLqSdSn

Proposition 15.36 (Produit de Cauchy[1]).
Soient des nombres complexes aik tels que les séries entières

sipzq “
8ÿ

k“0
aikz

k (15.101)

soient convergentes avec un rayon de convergence Ri. Nous posons

cn “
ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
aixi , (15.102)

et nous appelons Rp le rayon de convergence de la série
ř
n cnz

n.

(1) Nous avons l’inégalité Rp ě mintRiu .
ITEMooUVNXooLxlawx

(2) Pour |z| ď mintRiu nous avons l’égalité

Nź

i“1
sipzq “

Nÿ

n“1

¨
˝ ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
aixi

˛
‚zn. (15.103)EQooHCUGooDRhxztEQooHCUGooDRhxzt

Démonstration. Nous prouvons cela par récurrence sur N . D’abord pour N “ 1 nous avons Vnp1q “
tnu. Donc cn “ś1

i“1 aixi “ a1n et donc la série à droite dans (15.103) est seulement
ř8
n“0 a1nzn “

s1pzq.
Nous supposons le théorème prouvé pour toutes valeurs jusqu’à N et nous prouvons pour N`1.

Si |z| ă mintRiu alors toutes les séries convergent et en utilisant l’associativité du produit dans C
nous avons :

N`1ź

i“1
sipzq “

˜
Nź

i“1
sipzq

¸
sN`1pzq “

8ÿ

n“1

¨
˝ ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
aixi

˛
‚znsN`1pzq. (15.104)

Nous allons maintenant utilliser le produit de Cauchy à deux termes du théorème 15.31. Notez que
c’est bien l’utilisation de ce théorème qui nous permet d’obtenir la convegence dans notre pas de
récurrence, et non l’hypothèse de réccurence actuelle. Bref, nous posons

b1k “
ÿ

xPVkpNq

Nź

i“1
aixi (15.105a)

b2k “ aN`1,k. (15.105b)

L’utilisation du produit de Cauchy à deux facteurs donne le coefficient de zn sous la forme suivante
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(justifications plus bas) :

cn “
ÿ

yPVnp2q
b1y1b2y2 (15.106a)

“
ÿ

yPVnp2q

ÿ

xPVy1 pNq

Nź

i“1
aixiaN`1,y2 (15.106b)

“
nÿ

y“0

ÿ

xPVypNq

Nź

i“1
aixiaN`1,n´y (15.106c)SUBEQooFPEMooKpLQBdSUBEQooFPEMooKpLQBd

“
ÿ

px,yqPVnpN`1q

Nź

i“1
aixiaN`1,y (15.106d)SUBEQooHXZRooSdxFTfSUBEQooHXZRooSdxFTf

“
ÿ

xPVnpN`1q

N`1ź

i“1
aixi . (15.106e)

Justifications :
— Pour (15.106c). L’ensemble Vnp2q n’est pas très compliqué à expliciter :

Vnp2q “ tpy, n´ yq tel que y “ 0, . . . , nu. (15.107)

— Pour (15.106d). La somme porte sur les px, tq avec x P NN et y P N tels que px, yq est dans
VnpN ` 1q, et la justification de l’égalité est le lemme 15.35.

15.2.3 Convergence normale

Théorème 15.37.
Une série entière converge normalement sur tout disque fermé inclus au disque de convergence.

Démonstration. Toute boule fermée inclue à Bp0, Rq est inclue à la boule Bp0, rq pour un certain
r ă R. Nous nous concentrons donc sur une telle boule fermée.

Pour chaque n nous posons unpzq “ anz
n que nous voyons comme une fonction sur Bp0, rq.

Pour tout n P N et tout z P Bp0, rq nous avons

}un}8 ď |anzn| ď |an|rn. (15.108)

Étant donné que r ă R la série
ř
n |an|rn converge et la série

ř
n }un} est convergente. La sérieř

n anz
n est alors normalement convergente.

Exemple 15.38.
Encore une fois nous n’avons pas d’informations sur le comportement au bord. Par exemple la
série

ř
n z

n a pour rayon de convergence R “ 1, mais supzPBp0,1q |zn| “ 1 et nous n’avons pas de
convergence normale sur la boule fermée. △

La convergence normale n’est donc pas de mise sur tout l’intérieur du disque de convergence.
La continuité, par contre est effective sur la boule. En effet si z0 P Bp0, Rq alors il existe un rayon
0 ă r ă R tel que Bpz0, rq Ă Bp0, Rq. Sur Bpz0, rq nous avons convergence normale et donc
continuité en z0.

La différence est que la continuité est une propriété locale tandis que la convergence normale
est une propriété globale.

Proposition 15.39.
Soit fpzq “ ř

n anz
n avec un rayon de convergence R. Si

ř |an|Rn converge alors
(1) la série

ř
n anz

n converge normalement sur Bp0, Rq,
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(2) f est continue sur Bp0, Rq.
Démonstration. La conclusion est claire dans l’intérieur du disque de convergence. En ce qui
concerne le bord, chacune des sommes partielles est une fonction continue. De plus nous avons
}un} ď |an|Rn, dont la série converge. Par conséquent nous avons convergence normale sur le
disque fermé.

Le théorème suivant permet de donner, dans le cas de fonctions réelle, des informations sur la
convergence en une des deux extrémités de l’intervalle de convergence.

ThoLUXVjs

Théorème 15.40 (Convergence radiale de Abel).
Soit fpxq “ ř

n anx
n une série réelle de rayon de convergence 0 ă R ă 8.

(1) Si
ř
anR

n converge, alors f est continue sur r0, Rs.
(2) Si

ř
n anp´Rqn converge, alors f est continue sur r´R, 0s.

La proposition 15.100 donnera un exemple d’utilisation pour la série de lnp1´xq (qui n’est pas
encore définie à ce moment).

Le résultat suivant permet d’identifier deux séries complexes lorsque leurs valeurs sur R sont
identiques.

Proposition 15.41.
Soient les séries fpzq “ ř

anz
n et gpzq “ ř

bnz
n convergentes dans Bp0, Rq. Si fpxq “ gpxq pour

x P r0, Rr alors an “ bn.

Démonstration. Soit n0 le plus petit entier tel que an0 ‰ bn0 . Pour tout z P Bp0, Rq nous avons

fpzq ´ gpzq “
8ÿ

n“n0

pan ´ bnqzn “ zn0φpzq (15.109)

où
φpzq “

ÿ

ně0
pan`n0 ´ bn`n0qzn. (15.110)

Par le théorème 15.27 le rayon de convergence de φ est plus grand que R et la fonction φ est
continue en 0. Étant donné que φp0q “ an0 ´ bn0 ‰ 0 et que φ est continue nous avons un ρ tel
que φ ‰ 0 sur Bp0, ρq. Or cela n’est pas possible parce que au moins sur la partie réelle de cette
dernière boule, φ doit être nulle.

PropSNMEooVgNqBP

Proposition 15.42 ([468, 1]).
Si la série entière

ř
ně0 anz

n a un rayon de convergence R alors
(1) La somme est une fonction holomorphe 16 dans le disque de convergence. ItemUULDooEGRNiA

(2) La somme est différentiable et

duz0pzq “
8ÿ

n“1
nanz

n´1
0 z. (15.111)

(3) De plus pour tout z0 P Bp0, Rq, on pose 17

Spzq “
ÿ

ně0
anz

n (15.112a)

T pzq “
ÿ

ně1
nanz

n´1 “
8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n. (15.112b)

Alors nous avons
lim
zÑz0

Spzq ´ Spz0q
z ´ z0

“ T pz0q. (15.113)EqVQDPooOPICwNEqVQDPooOPICwN

16. Définition 12.302.
17. Pour rappel, dans tout ce texte, Bpa, rq est une boule ouverte.
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Démonstration. Nous allons prouver, en utilisant le théorème 15.9, que la somme est une fonction
différentiable et que la différentielle est C-linéaire. La proposition 12.308 nous dira alors que la
somme est C-dérivable.

Nous posons unpzq “ anz
n, qui est une fonction de classe C1. En ce qui concerne sa différentielle

nous considérons z0 P Bp0, Rq et nous avons (si n “ 0 alors la différentielle est nulle)

pdunqz0pzq “
d

dt

”
unpz0 ` tzq

ı
t“0

(15.114a)

“ d

dt

”
anpz0 ` tzqn

ı
t“0

(15.114b)

“ d

dt

”
nanpzn´1

0 tzq
ı
t“0

(15.114c)

“ nanz
n´1
0 z. (15.114d)

En cours de calcul nous avons développé pz0 ` tzqn et gardé seulement les termes de degré 1 en t.
Il y en a n et ils sont tous égaux à zn´1

0 tz.
La convergence simple

ř
n un est dans les hypothèses. Il reste à prouver que la somme des

différentielles converge uniformément sur tout compact autour de z0 ne débordant pas du disque
ouvert de convergence. Soit K un compact autour de z0. Dans le calcul suivant nous utilisons une
première fois la norme uniforme de dun vu comme fonction de K vers LpC,Cq et une fois la norme
opérateur 18 de pdunqz0 comme application linéaire CÑ C :

}dun}k “ sup
z0PK

}pdunqz0} (15.115a)

“ sup
z0PK

sup
|z|“1

|pdunqz0pzq| (15.115b)

“ sup
z0PK

sup
|z|“1

|nanzn´1
0 z| (15.115c)

“ sup
z0PK

n|an||z0|n´1. (15.115d)

Vu que z ÞÑ |z|n´1 est une application continue sur le compact K, elle atteint son maximum
(théorème 7.141). Nous considérons zK , un point qui réalise le supremum. Ce nombre est dans le
disque de convergence parce que K est un compact autour de z0.

Nous devons prouver que
ř
n n|an||zK |n´1 converge. Vu que |zK | est une constante (par rapport

à n) nous pouvons étudier la convergence en écrivant |zK |n au lieu de |zK |n´1.
La suite pan|zK |nq est une suite bornée. En considérant un majorant M de t|an|rnunPN, nous

avons en particulier |an||zK |n ă M pour tout n. Nous considérons de plus r de telle sorte que
K Ă Bp0, rq Ă Bp0, Rq. En particulier |zK | ă r et nous avons

n|an||zK |n ď n|an|rn
ˆ |zK |

r

˙n
ď nM

ˆ |zK |
r

˙n
. (15.116)

Nous savons que ce qui est dans la parenthèse est plus petit que 1, mais que
ř
n nx

n converge dès
que |x| ă 1. Par conséquent ÿ

n

}dun}K (15.117)

converge et le théorème 15.9 fonctionne : du “ ř8
n“1 dun et la somme

ř
n un est de classe C1.

La différentielle de
ř
n un s’exprime explicitement par

duz0pzq “
8ÿ

n“1
nanz

n´1
0 z. (15.118)EqJBFMooMjSABzEqJBFMooMjSABz

Cette forme montre que duz0 est une application C-linéaire et donc la somme est C-dérivable par
la proposition 12.308. Ergo holomorphe sur le disque de convergence par définition 12.302.

18. Définition 11.51.
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En ce qui concerne la formule (15.113), elle provient de la formule (12.823) : f 1pz0q est donné
par la facteur multiplicatif de duz0 . En l’occurrence la formule (15.118) nous donne

f 1pz0q “
ÿ

ně1
nanz

n´1
0 . (15.119)

15.2.4 Dérivation
LemFVMaSD

Lemme 15.43.
Soit une série entière

ř
anz

n de rayon de convergence R. Les séries
ÿ an

n` 1z
n`1 (15.120)

et ÿ

ně1
nanz

n´1 (15.121)

ont même rayon de convergence R.

Notons toutefois que nonobstant ce lemme, les séries dont il est question peuvent se comporter
différemment sur le bord du disque de convergence. En effet la série

ÿ 1
n
zn (15.122)

diverge pour z “ 1 alors que ÿ 1
npn` 1qz

n`1 (15.123)

converge pour z “ 1.
Les théorèmes de dérivation et d’intégration de séries de fonctions (théorèmes 15.1 et 15.3)

fonctionnent bien dans le cas des séries entières. Ils donnent la proposition 15.44 pour la dérivation
et 15.49 pour l’intégration.

ProptzOIuG

Proposition 15.44.
Soit la série entière

fpxq “
8ÿ

n“0
anx

n (15.124)

de rayon de convergence R. Alors la fonction f est C1 sur s´R,Rr et se dérive terme à terme :

f 1pxq “
8ÿ

n“1
nanx

n´1 (15.125)

pour tout x P s´R,Rr.

Démonstration. Nous savons que la série
ř8
n“1 nanx

n´1 a le même rayon de convergente que celui
de la série f . En particulier cette série des dérivées converge normalement sur tout compact dans
s´R,Rr et la somme est continue. Le théorème 15.3 conclut.

Remarque 15.45.
À part lorsqu’on parle de fonction RÑ R, la notion de classe Ck s’entend au sens de la différen-
tielle, et non de la dérivée, voir les définitions 11.247. C’est cela qui explique la structure de la
démonstration de la proposition 15.42.

CorCBYHooQhgara

Corolaire 15.46 ([468, 1]).
La somme d’une série entière est de classe C8 sur le disque ouvert de convergence.
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Démonstration. La proposition 15.42 a démontré en réalité nettement plus : sur le disque ouvert
de convergence, la somme est une fonction holomorphe. Il n’est cependant pas possible de conclure
ainsi parce que le fait qu’une fonction holomorphe est C8 ne sera démontré qu’au coût de nombreux
efforts dans le théorème 26.60(3).

(1) Cas réel Nous considérons la série entière
ř
n anx

n pour x P R de rayon de convergence
R. Une simple récurrence sur la proposition 15.44 donne le résultat.

(2) Cas complexe Attention : le fait d’être de classe Ck est le fait d’être k fois différentiable.
Rien à voir avec la C-dérivabilité.
En ce qui concerne la différentiabilité nous avons la proposition 15.42 qui dit que dans le
disque de convergence, la fonction upzq “ ř

n anz
n a pour différentielle l’application du : CÑ

LCpC,Cq,
du : CÑ LCpC,Cq

duz0pzq “
` 8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n
0
˘
z.

(15.126)

Nous allons éviter de considérer la différentielle seconde comme une application

d2u : CÑ L
`
C,LpC,Cq˘ (15.127)

parce que ça nous mènerait trop loin pour parler de la différentielle ke. Au lieu de cela nous
allons considérer l’isomorphisme d’espace vectoriel

ψ : CÑ LCpC,Cq
z0 ÞÑ ψpz0qz “ z0z.

(15.128)

Dans cette optique nous écrivons :

duz0 “ ψ
` 8ÿ

n“0
pn` 1qan`1z

n
0
˘

(15.129)

ou encore :
pψ´1 ˝ dqupz0q “

ÿ

ně0
pn` 1qan`1z

n
0 . (15.130)

Nous allons prouver par récurrence que l’égalité suivante est vraie (y compris le fait que la
somme converge) :

pψ´1 ˝ dqkupz0q “
8ÿ

n“0

pn` kq!
n! an`kzn0 . (15.131)

Prouvons d’abord que cette somme converge pour tout k. Nous avons pn` kq!{n! ă pn` kqk
et donc il suffit de prouver que la série de coefficients nkan converge. C’est le cas par la
proposition 15.21.
Nous pouvons calculer la différentielle de pψ´1 ˝ dqku en dérivant terme à terme en utilisant
(encore) la proposition 15.42(2) :

d
`pψ´1 ˝ dqku˘

z0
pzq “

8ÿ

n“1

pn` kq!
n! an`knan´1

0 z (15.132a)

“
8ÿ

n“0

pn` k ` 1q!
n! an`k`1z

n
0 z. (15.132b)

Nous appliquons ψ´1 à cela :

pψ´1 ˝ dqk`1upz0q “
8ÿ

k“0

pn` k ` 1q!
n! an`k`1z

n
0 . (15.133)
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(3) Dérouler à l’envers
Nous allons maintenant utiliser la proposition 12.272 pour montrer que u est de classe Ck
pour tout k. Nous avons démontré que pψ´1 ˝ dqku était différentiable. Par conséquent,
d
`pψ´1 ˝dqk´1u

˘
est différentiable et donc pψ´1 ˝dqk´1 est de classe C1. En continuant ainsi,

pψ´1 ˝ dqk´lu est de classe C l et u est de classe Ck.

Le lemme suivant est encore essentiellement valable dans un espace de Banach (proposi-
tion 11.281).

LemPQFDooGUPBvF

Lemme 15.47.
Plusieurs choses sur des séries entières.

(1) La série entière
ř
ně0 z

nk a un rayon de convergence 1 et converge vers la fonction
ÿ

ně0
znk “ 1

1´ zk . (15.134)

(2) Lorsque |ω| “ 1, la série
1

ω ´ z “
ÿ

kě0

zk

ωk`1 . (15.135)EqSSHZooLwCBAZEqSSHZooLwCBAZ

a un rayon de convergence égal à 1. ITEMooHFVHooPCgzZV

(3) Si |ω| “ 1, la série
1

pω ´ zqk “
1

pk ´ 1q!
8ÿ

s“0

ps` k ´ 1q!
s!

zs

ωs`k`1 (15.136)

a un rayon de convergence égal à 1.

Démonstration. Les coefficients de la série sont an “ 1 lorsque n est multiple de k et an “ 0
autrement. Donc pour r “ 1 la suite rnan reste bornée 19. Cela prouve que le rayon de convergence
est au moins 1. Par ailleurs si r ą 1 alors clairement la suite panrnq n’est pas bornée. Cela prouve
le rayon de convergence égal à 1.

Soit donc z P Bp0, 1q. Nous avons, par le lemme 15.30,
˜ 8ÿ

n“0
znk

¸
p1´ zkq “

8ÿ

n“0
znk ´

8ÿ

n“0
zpn`1qk (15.137a)

“ 1`
8ÿ

n“1
znk ´

8ÿ

n“0
zpn`1qk (15.137b)

“ 1`
8ÿ

n“0
zpn`1qk ´

8ÿ

n“0
zpn`1qk (15.137c)

“ 1 (15.137d)

En ce qui concerne la série (15.135), elle s’obtient facilement :

1
ω ´ z “

1
ω

1
1´ z

ω

“ 1
ω

8ÿ

s“0

´ z
ω

¯s “
ÿ

s

ω´s´1zs. (15.138)

La troisième série s’obtient en dérivant la seconde, ce qui est permis dans le disque de conver-
gence par la proposition 15.44.

Remarque 15.48.
Sur le bord du disque de convergence, la série

ř
n z

nk ne converge pas. En effet le rayon étant 1,
sur le bord nous avons la série

ř
n e

inkθ dont la norme du terme général ne tend pas vers zéro.
19. Utilisation directe de la définition 15.12.
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15.2.5 Intégration
PropfeFQWr

Proposition 15.49.
Soit la série entière

ř
anx

n de rayon de convergence R.
(1) Pour tout segment ra, bs Ă s´R,Rr nous pouvons intégrer terme à terme :

ż b

a

˜ 8ÿ

n“0
anx

n

¸
dx “

8ÿ

n“0
an

ż b

a
xndx. (15.139)

(2) La série entière obtenue en intégrant terme à terme a le même rayon de convergence que
celui de la série de départ.

Démonstration. La première assertion est un cas particulier du théorème général 15.1. Pour le
rayon de convergence, le lemme 15.43 fait le travail.

Vu que le rayon de convergence ne varie pas par la dérivation ou par l’intégration et qu’une
série entière est de classe C8 sur son disque de convergence, nous pouvons dériver terme à terme
autant de fois que nous le voulons sans faire de fautes dans le disque de convergence.

15.3 Séries de Taylor
SECooDWRMooUKSuPh

15.50.
Avant de commencer, une petite formule de dérivation toute simple que nous allons utiliser souvent :

pzkqplq “
#

0 si l ą k
k!

pk´lq!z
k´l sinon.

(15.140)EqSOFdwhwEqSOFdwhw

Dans les cas où il est permis de dériver terme à terme, nous avons la formule

f ppqpxq “
ÿ

k

akpxkqppq “
8ÿ

k“p
ak

k!
pk ´ pq!x

k´p (15.141)EQooTNOMooJZClvEEQooTNOMooJZClvE

15.3.1 Polynôme de Taylor d’une série entière

Le polynôme de Taylor d’une fonction définie par une série entière s’obtient en tronquant la
série. Cela est une assez bonne nouvelle que nous allons démontrer maintenant.

PROPooQLHNooRsBYbe

Proposition 15.51 ([1]).
Soit une série entière

fpxq “
ÿ

k

akx
k (15.142)

de rayon de convergence R ą 0.
Pour tout n P N, il existe une fonction α telle que

fpxq “
nÿ

k“0
akx

k ` αpxqxn (15.143)EQooSXUJooFjsVekEQooSXUJooFjsVek

et
lim
tÑ0

αptq “ 0. (15.144)

Tout ceci étant convenu que
— l’égalité (15.143) est uniquement valable sur le disque de convergence,
— La fonction α dépend de n.
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Démonstration. Le corolaire 15.46 nous indique que f est de classe C8 sur s´R,Rr et que nous
pouvons dériver terme à terme.

En utilisant la formule (15.141) et en l’évaluant en x “ x0, tous les termes s’annulent sauf
k “ p :

f ppqp0q “ p!ap. (15.145)
Le théorème de Taylor 12.442 nous indique alors qu’il existe α : R Ñ R telle que limtÑ0 αptq “ 0
et

fpxq “
nÿ

k“0
akx

k ` αpxqxn. (15.146)

15.3.2 Une majoration pour le reste
LEMooOVPIooAPWFOm

Lemme 15.52.
Soit une fonction f : RÑ R dérivable n` 1 fois sur Bpa,Rq. Alors pour tout x P Bpa, rq,

fpxq “ fpaq `
n´1ÿ

k“1

px´ aqk
k! f pkqpaq `

ż x

a
. . .

ż un´1

a
f pnqpunqdun . . . du1. (15.147)

Démonstration. Nous allons intensivement utiliser le théorème fondamental du calcul intégral
14.265 sous la forme de la formule (14.825). Nous avons d’abord

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1pu1qdu1 “

ż x

a

“
f 1paq `

ż u1

a
f2pu2qdu2

‰
du1. (15.148)

Toute l’astuce de ce théorème est de continuer à substituer f pkqptq par f pkqpaq plus une intégrale
de a à t de f pk`1qpuq. Nous démontrons ainsi par récurrence que

fpxq “ fpaq `
n´1ÿ

k“1

px´ aqk
k! f pkqpaq `

ż x

a
¨ ¨ ¨

ż un´1

a
f pnqpunqdun . . . du1. (15.149)EQooOWJMooHATpMVEQooOWJMooHATpMV

La preuve de cela se fait en substituant

f pnqpunq “ f pnqpaq `
ż un

a
f pn`1qpun`1qdun`1 (15.150)

et en remarquant (encore par récurrence par exemple) que
ż x

a
. . .

ż un´1

a
dun . . . du1 “ px´ aq

n

n! . (15.151)

Le théorème suivant donne majoration du reste du polynôme de Taylor. Il est un premier pas
dans la démonstration de formules comme

lim
nÑ8Pnpxq “ fpxq (15.152)

lorsque Pn est un polynôme de Taylor autour d’un point a ‰ x. Nous ne saurions trop insister sur
le fait que de telles formules ne seraient valables que pour une classe relativement restreintes de
fonctions.

THOooEUVEooXZJTRL

Théorème 15.53 (Inégalité de Taylor[469]).
Soit une fonction f : RÑ R dérivable n` 1 fois et telle que |f pn`1qpxq| ďMn sur Bpa, dq. Alors

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1 (15.153)

où Rnpxq “ fpxq ´ Pnpxq et où Pn sont les polynômes de Taylor autour de a P R.
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Démonstration. Nous pouvons écrire la formule du lemme 15.52 pour n ` 1 au lieu de n ; cela
donne

fpxq “ Pnpxq `
ż
¨ ¨ ¨ , (15.154)

et donc
|Rnpxq| “ |Pnpxq ´ fpxq| “

ż x

a
. . .

ż un

a
f pn`1qpun`1qdun`1 ¨ ¨ ¨ du1 (15.155)

En effectuant toutes les intégrales nous trouvons 20

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1. (15.156)

Cette formule pour le reste est très bien, mais pour l’exploiter au maximum de ses possibilités,
il faudra la notion de convergence de suite de fonctions, et en particulier la notion de série de
fonctions, pour pouvoir écrire

fpxq “
8ÿ

k“0

f pkqpaq
k! xk (15.157)

lorsque cela est possible. Nous renvoyons donc aux séries de Taylor, section 15.3, et en particulier
aux fonctions analytiques de la sous-section 15.3.3.

15.3.3 Fonctions analytiques
SUBSECooXKHWooEzqGRJ

Nous avons vu les polynômes de Taylor et déjà noté qu’il n’est pas en général vrai que
limnÑ8 Pnpxq “ fpxq pour des x même proches du point autour duquel les polynômes de Taylor
Pn sont calculés.

Nous allons maintenant étudier la classe des fonctions pour lesquelles la série de Taylor est
égale à la fonction de départ. D’abord une proposition montrant que les coefficients de Taylor sont
les seuls pour lesquels il est possible d’espérer avoir une telle propriété.

PROPooTRWVooETTtbP

Proposition 15.54 ([470]).
Soit une fonction donnée par la série entière

fpxq “
8ÿ

k“0
cnpx´ aqn (15.158)

sur la boule de convergence Bpa,Rq avec R ą 0 (hypothèse : le rayon de convergence est strictement
positif). Alors

cn “ f pnqpaq
n! . (15.159)

Démonstration. Par hypothèse, nous avons un rayon de convergence R ą 0, et le corolaire 15.46
nous indique que f y est de classe C8. Et nous pouvons dériver terme à terme par la proposition
15.44. Cela pour dire qu’il nous est autorisé d’utiliser la formule (15.141) pour calculer les dérivées
de f au point a. Nous avons d’abord

f ppqpxq “
8ÿ

n“p
cn

n!
pn´ pq!px´ aq

n´p, (15.160)

et donc
f ppqpaq “ cpp! (15.161)

qui donne immédiatement le résultat.
20. Je me demande si je n’ai pas une faute entre n et n` 1 quelque part. Relisez attentivement et écrivez-moi si vous

trouvez une faute.
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Proposition 15.55.
Soit l’intervalle I “ Bpa, rq. Si il existe M tel que

|f pnqpxq| ď M

rn
n! (15.162)

pour tout x P Bpa, rq. Alors nous avons la convergence simple

Pn Ñ f (15.163)

sur Bpa, rq. Ici, Pn est le polynôme de Taylor d’ordre n pour la fonction f autour du point a.

Démonstration. Vu que nous avons |f pnqpxq| ď M
rnn! pour tout x, nous pouvons poser

Mn “ M

rn
n! (15.164)

dans le théorème 15.53 pour le faire fonctionner. Nous avons alors

|Rnpxq| ď M

rn
n! 1
pn` 1q! |x´ a|

n`1 “ M

n` 1 |x´ a|
ˇ̌
ˇ̌x´ a

r

ˇ̌
ˇ̌
n

. (15.165)

Vu que x P Bpa, rq nous avons |x ´ a| ă r et donc |px ´ aq{r|n ă 1. Nous pouvons aussi majorer
|x´ a| par r et écrire

|Rnpxq| ď rM

n` 1 . (15.166)

Nous avons donc bien limnÑ8 Rnpxq Ñ 0.

15.4 Algèbre engendrée par une matrice

Nous allons en dire le strict minimum indispensable pour notre propos. Pour plus de détails,
voir [471], et pour nettement plus de détails, [472].

DEFooXPFVooZzPXEK

Définition 15.56.
Si A PMpn,Kq, alors l’algèbre engendrée par A est l’intersection de toutes les sous-algèbres de
Mpn,Kq contenant A.

LEMooZGFYooOHvxLy

Lemme 15.57 ([471, 1]).
Si le polynôme minimal 21 de A est de degré p, alors la partie t1, A,A2, . . . , Ap´1u est une base de
AlgpAq.
Démonstration. La partie proposée est libre parce qu’une combinaison linéaire de ses éléments est
un polynôme de degré p ´ 1 en A. Une annulation d’un tel polynôme serait contraire au fait que
le polynôme minimal est de degré p.

Cette partie est génératrice parce que, étant elle-même une sous-algèbre de Mpnq contenant A,
elle contient AlgpAq.

CORooQTUQooDtjljc

Corolaire 15.58 ([1]).
L’algèbre AlgpAq est commutative.

Démonstration. Écrire deux combinaisons linéaires d’éléments de la base donnée par le lemme
15.57, et notez que les produits ne font intervenir que des produits de A.

Une bonne question est de savoir si etA est dans AlgpAq. Pour le savoir il va falloir d’abord
définir l’exponentielle ; rendez-vous donc au lemme 15.61.

21. Toute matrice a un polynôme minimal par le lemme 9.94.
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15.5 Exponentielle sur une algèbre normée

15.5.1 Définition

Dans ce qui suit, nous considérons une algèbre commutative.
DEFooSFDUooMNsgZY

Proposition-Définition 15.59 (Exponentielle[1]).
Soit pA, }.}q une algèbre 22 commutative de dimension finie sur C munie d’une norme d’algèbre.
Pour x P A nous définissons

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! . (15.167)EQooCUVTooGNOrFjEQooCUVTooGNOrFj

Cette définition a les propriétés suivantes :
(1) C’est bien défini pour tout x P A. C’est-à-dire que pour chaque x, la série (15.167) converge.
(2) Cela donne une application continue exp: AÑ A.

ITEMooGGVAooVfhGuu

(3) La fonction exp est différentiable et

pd expqxpyq “ exppxqy, (15.168)EQooKWBUooLUdBAwEQooKWBUooLUdBAw

le dernier produit étant la structure d’algèbre sur A.

Démonstration. Pour la différentiabilité de exp, nous voulons utiliser le théorème 15.9. Pour cela
nous posons

ukpxq “ xk

k! (15.169)

(1) Convergence simple Nous prouvons la convergence simple, c’est-à-dire pour chaque x
séparément, de la série (15.167) dans deux buts. D’abord de nous assurer que la définition
posée de exp a un sens, et ensuite pour commencer à vérifier les hypothèses du théorème 15.9.
Nous montrons que les sommes partielles forment une suite de Cauchy. Nous fixons x P A et
nous posons

sn “
nÿ

k“0

xk

k! . (15.170)

Soient p ą q, deux entiers. Nous avons :

}sp ´ sq} “ }
pÿ

k“q`1

xk

k! } ď
pÿ

k“q`1

}xk}
k! ď

pÿ

k“q`1

}x}k
k! (15.171)EQooYNZNooDaiPhUEQooYNZNooDaiPhU

où nous avons utilisé le fait que la norme sur A soit une norme d’algèbre.
C’est le moment d’utiliser la série exponentielle donnée dans le lemme 11.124 que nous
appliquons avec t “ }x}. La série donnée par les coefficients ak “ }x}k{k! converge et ses
sommes partielles forment en particulier une suite de Cauchy. Donc ce que nous avons à
droite dans (15.171) peut être rendu arbitrairement petit lorsque p et q sont grands.

(2) uk est continue Il s’agit de remarquer que px`hqk “ xk`hCpx, hq où C est une fonction
bornée de h (lorsque h est dans un voisinage de 0 P A). Donc

}px` hqk ´ xk} ď }h}}Cpx, hq} Ñ 0. (15.172)

(3) Candidat différentielle de uk Nous trouvons à présent un candidat à être différentielle
de uk. Pour cela nous faisons le calcul suivant, sans trop nous soucier de la rigueur :

pdukqxpyq “ d

dt

”
ukpx` tyq

ı
t“0

“ k
1
k!x

k´1y “ uk´1pxqy. (15.173)

22. Définition 1.340.
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(4) uk est différentiable Nous fixons x P A et nous posons T pyq “ uk´1pxqy. Ensuite nous
vérifions que cela vérifie la définition de la différentielle : nous devons calculer

lim
hÑ0

ukpx` hq ´ ukpxq ´ T phq
}h} “ lim

hÑ0

px` hqk ´ xk ´ kxk´1h

k!}h} “ ♣. (15.174)EQooNPKGooVmEYAVEQooNPKGooVmEYAV

Vous vous souvenez de la formule pour px ` hqk ? Essayez de vous en souvenir. Le premier
terme est xk, et le second est kxk´1h. Pour le reste c’est un polynôme dont tous les termes
contiennent au moins h2. Nous avons donc

♣ “ lim
hÑ0

h2P px, hq
k!}h} “ 0. (15.175)

Nous en concluons que uk est différentiable et que

pdukqxpyq “ uk´1pxqy. (15.176)

(5) uk est de classe C1 Nous devons démontrer que la différentielle est continue ; cela est la
continuité de l’application

duk : AÑ LpA,Aq
x ÞÑ pdukqx.

(15.177)

La topologie sur A est celle de la norme, et celle sur LpA,Aq est celle de la norme opérateur
associée à la norme sur A. Nous avons 23 :

lim
hÑ0

}pdukqx`h ´ pdukqx} “ lim
hÑ0

sup
}y}“1

}uk´1px` hqy ´ uk´1pxqy} (15.178a)

ď lim
hÑ0

sup
}y}“1

}uk`1px` hq ´ uk´1pxq}}y} (15.178b)

“ lim
hÑ0

}uk`1px` hq ´ uk´1pxq}. (15.178c)

Le fait que cette limite vaille zéro est maintenant la continuité de uk´1.
(6) Convergence normale sur tout compact

Soit un compact K de A. Par le théorème de Borel-Lebesgue 10.24, K est fermé et borné.
C’est pour ceci que nous avons supposé que A était de dimension finie sur R. Soit donc R ą 0
tel que }y} ă R pour tout y P K. Nous avons

}duk}K “ sup
xPK

}pdukqx} “ sup
xPK

}xk´1}
pk ´ 1q! ď sup

xPK
}x}k´1

pk ´ 1q! ď
Rk´1

pk ´ 1q! . (15.179)

Mais la série
ř8
k“0

Rk

k! converge. Nous avons donc la convergence normale demandée.
(7) Conclusion

Le théorème 15.9 conclut que l’exponentielle est de classe C1 et que sa différentielle est
donnée par la formule

pd expqxpyq “
8ÿ

k“0
pdukqxpyq “

8ÿ

k“1
pdukqxpyq “

8ÿ

k“0
ukpxqy “ exppxqy. (15.180)

Notez le jeu d’indices : duk “ 0 lorsque k “ 0 (ce qui permet de faire commencer la somme
à 1) et ensuite duk fait intervenir uk´1 (ce qui fait revenir le départ de la somme à k “ 0).

23. N’oubliez pas de faire à part le cas k “ 0 parce que ce qui suit n’est correct que pour k ě 1.
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15.60.
Lorsque nous disons que la différentielle de l’exponentielle est l’exponentielle elle-même, nous
référons au point 15.59(3) : la différentielle de exp en x est l’opérateur de multiplication par
exppxq.

Nous pouvons comprendre maintenant que exp est même de classe C8 parce qu’à chaque
différentiation nous tombons sur la même fonction, laquelle est de classe au moins C1.

Cependant, pour formaliser ça, il faut un peut travailler. Le cauchemar des différentielles suc-
cessives d’une application A Ñ A est que les espaces en jeu sont des emboîtements terribles de
LpA,LpA,LpA,Aqqq.

Ce qui nous sauve est que l’espace LpA, V q est un A-module, quel que soit V . En particulier
lorsque V est lui-même déjà un emboîtement. Faisons un lemme pour voir comment ça fonctionne.

LEMooCEVGooFVXndZ

Lemme 15.61 ([1]).
Si A PMpn,Kq avec K “ R ou C, nous considérons l’algèbre AlgpAq engendrée par A 24. Alors

eAlgpAq Ă AlgpAq. (15.181)

Démonstration. Le lemme 15.57 nous dit que AlgpAq est une algèbre de dimension finie. Elle est
commutative par le corolaire 15.58. Donc la proposition 15.59 s’applique.

15.5.2 Différentielles
LEMooHKQVooQTrHHW

Lemme 15.62 ([1]).
Soient deux espaces vectoriels normés E et V tels que V soit un E-module 25. Nous supposons les
normes soient telles que }xv}V ď }x}E}v}V .

Soit une fonction différentiable f : E Ñ V telle que la différentielle df : E Ñ LpE, V q soit de
la forme

dfxpyq “ ygpxq (15.182)

pour une certaine fonction différentiable g : E Ñ V .
Alors f est C1, et deux fois différentiable telle que

d2f : E Ñ L
`
E,LpE, V q˘

pd2fqxpyqz “ zpdgxqpyq
(15.183)

pour tout x, y, z P E.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(1) f est C1 Nous savons, par hypothèse, que f est différentiable. Il faut montrer que sa diffé-

rentielle est continue, en remarquant déjà que g est continue parce que différentiable.
Soit xk EÝÑ x, et calculons }dfxk

´ dfx} :

}dfxk
´ dfx} “ sup

}y}“1
}dfxk

pyq ´ dfxpyq}

“ sup
}y}“1

}`gpxkq ´ gpxq
˘
y}

ď sup
}y}“1

}gpxkq ´ gpxq}}y}

“ }gpxkq ´ gpxq}.

(15.184)

Donc nous avons bien dfxk

LpE,V qÝÑ dfx, ce qui signifie la continuité de df . Donc f est de classe
C1.

24. Définition 15.56.
25. Définition 1.323.
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(2) f est deux fois différentiable
Pour montrer que df est différentiable, nous mettons directement dans la définition (11.230)
le candidat

Txphq : RÑ V

Txphqz “ zdgxpyq. (15.185)

Nous devons vérifier la limite suivante :

lim
h

EÝÑ0

dfx`h ´ dfx ´ Txphq
}h} “ 0. (15.186)EQooTBCKooRxBCumEQooTBCKooRxBCum

Étudions la norme du numérateur :

}dfx`h ´ dfx ´ Txphq} “ sup
}y}“1

}dfx`hpyq ´ dfxpyq ´ Txphqy} (15.187a)

“ sup
}y}“1

}ygpx` hq ´ ygpxq ´ ydgxphq} (15.187b)

ď sup
}y}“1

}y}}gpx` hq ´ gpxq ´ dgxphq}. (15.187c)

La limite (15.186) se déduit donc de la différentiabilité de g.
Note : la partie démontrant que f est C1 n’est pas strictement obligatoire parce qu’en vérifiant
que f est deux fois différentiable, nous vérifions de facto que df est en particulier continue.

LEMooTUWQooMCCDcm

Lemme 15.63 ([1]).
Soient des algèbres normées A et V telles que V soit un A-module vérifiant }xv} ď }x}}v} pour
tout x P A et v P V . Alors LpA, V q est un A-module vérifiant }xα} ď }x}}α} pour tout x P A et
α P LpA, V q.
Démonstration. C’est un simple calcul utilisant la norme opérateur :

}xα} “ sup
}y}“1

}pxαqy} “ sup
}y}“1

}xαpyq} ď sup
}y}“1

}x}}αpyq} “ }x} sup
}y}“1

}αpyq} “ }x}}α}. (15.188)

PROPooTBDAooQouzSk

Proposition 15.64 ([1]).
La fonction exp: AÑ A est de classe C8 et vérifie, pour tout k ě 1 la récurrence

pdk expqxpyq “ ypdk´1 expqx. (15.189)

Démonstration. La formule proposée fonctionne avec k “ 1 :

pd expqxpyq “ y exppxq. (15.190)

C’est la relation 15.168.
Nous considérons k ą 1, nous supposons que exp est de classe Ck´1 et k fois différentiable.

Nous allons prouver que exp est alors de classe Ck et k`1 fois différentiable, et que la différentielle
de dk exp est donné par la formule

pdk`1 expqxpyq “ ypdk expqx. (15.191)

Pour nous mettre au clair avec les espaces en présence, nous supposons que

dk´1 exp: AÑ LpA, V q (15.192a)
dk exp: AÑ L

`
A,LpA, V q˘ (15.192b)

pour un certain espace vectoriel normé V , lequel est un de ces terrifiants emboîtement de type
L
´
A,L

`
A,LpA,Aq˘

¯
. Il est bien un espace vectoriel normé, et également un A-module parce qu’on
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peut toujours définir la multiplication d’un élément v P V par un élément x P A comme étant la
multiplication par x du résultat final de l’évaluation emboîtée, laquelle se termine par un élément
de A. Donc tout se met bien.

Quoi qu’il en soit, nous posons
Txpyq “ ypdk expqx (15.193)

et nous vérifions ce que cela donne dans la définition de la différentielle. Si nous avons

lim
hÑ0

pdk expqx`h ´ pdk expqx ´ Txphq
}h} “ 0 (15.194)

alors nous aurons prouvé tout ce qu’il nous faut.
Le numérateur est une application AÑ LpA, V q ; nous en écrivons la norme comme il se doit :

}pdk expqx`h ´ pdk expqx ´ Txphq} “ sup
}y}“1

}pdk expqx`hpyq ´ pdk expqxpyq ´ hpdk expqxy}
(15.195a)

“ sup
}y}“1

}ypdk´1 expqx`h ´ ypdk´1 expqx ´ hpdk expqxy}
(15.195b)

“ sup
}y}“1

}ypdk´1 expqx`h ´ ypdk´1 expqx ´ hypdk´1 expqx}
(15.195c)

ď }pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ hpdk´1 expqx} (15.195d)
“ }pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ pdk expqxphq}. (15.195e)

Dans ce calcul nous avons utilisé le lemme 15.63 et Txphqy “ hpdk expqxy. Maintenant, la limite

lim
hÑ0

}pdk´1 expqx`h ´ pdk´1 expqx ´ pdk expqxphq}.
}h} (15.196)

n’est rien d’autre que la limite arrivant dans la définition du fait que dk exp est la différentielle de
dk´1 exp. Cette limite est donc zéro comme nous voulions le prouver.

Le théorème suivant est très important parce qu’il permet de définir l’exponentielle d’une
matrice. Et les exponentielles de matrices sont utiles, entre très nombreuses autres choses pour
résoudre certaines équations différentielles.

THOooFGTQooZPiVLO

Théorème-Définition 15.65 ([1]).
Soit une algèbre normée A (pas spécialement commutative). La formule

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (15.197)

définit une fonction différentiable dont la différentielle est donnée par 26

pd expqxpyq “
ÿ

i,jPN

xiyxj

pi` j ` 1q! (15.198)EQooFGPPooZKHeXUEQooFGPPooZKHeXU

15.66.
Nous ne démontrons pas cela ici.

Il s’agit d’une adaptation de la proposition 15.59. Là où il faut faire attention, c’est dans
l’équation (15.174) : il n’y a pas k termes xk´1h dans px ` hqk, mais k termes de la forme xihx.
C’est pour cela que la différentielle n’est pas donnée par T pyq “ uk´1pxqy, mais bien par la somme
(15.198).

M’est avis en réalité que toute la démonstration du théorème 15.149 passe facilement au cas
présent.

26. La fonction exponentielle est, j’en suis quasiment certain, de classe C8. Si vous connaissez un moyen pas trop
douloureux de prouver cela, faites-le moi savoir.
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15.5.3 Exponentielle de matrice
SECooBYQBooZifJsg

Proposition 15.67 ([473]).
Soient des matrices A,P PMpn,Cq telle que P soit inversible. Alors 27

eP
´1AP “ P´1eAP. (15.199)

Démonstration. Pour chaque m P N nous avons pP´1AP qm “ P´1AmP . Ensuite,

eP
´1AP “

ÿ

k

pP´1AP qk
k! “

ÿ

k

P´1AkP

k! “ P´1
ÿ

k

Ak

k! P. (15.200)

Nous avons utilisé la proposition 11.94 pour sortir P´1 à gauche et P à droite de la somme.
PROPooFLHPooRhLiZE

Proposition 15.68 ([473]).
L’exponentielle de matrice vérifie

ITEMooCVALooEfLQCyI

(1) e0 “ Id
ITEMooNGPWooIyPEQt

(2) AmeA “ eAAm
ITEMooEOSMooQWjcjA

(3) exppAqt “ exppAtq
ITEMooROPJooMarenu

(4) Si AB “ BA alors AeB “ eBA et eAeB “ eBeA.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Juste substituer A “ 0 dans la définition. Tous les termes tombent sauf le premier.

Il faut utiliser le fait que A0 “ Id.
(2) Pour (2) Il faut utiliser la proposition 11.94 pour écrire

Am
ÿ

k

Ak

k! “
ÿ

k

AmAk

k! “
ÿ

k

AkAm

k! “
ÿ

k

Ak

k! A
m. (15.201)EQooLUUVooCtUtICEQooLUUVooCtUtIC

(3) Pour (3) Pour chaque k nous avons l’égalité pAkqt “ pAtqk. En utilisant encore le coup de
la queue de suite qui converge vers zéro,

}
Nÿ

k“0

pAtqk
k! ´ peAqt} “ }

8ÿ

k“N`1

pAtqk
k! } Ñ 0. (15.202)

(4) Pour (4) Pour prouver AeB “ eBA, c’est le même genre de manipulations que (15.201).
Maintenant, vu que A et eB commutent, l’égalité à peine prouvée montre que eA et eB
commutent.

PROPooKDKDooCUpGzE

Proposition 15.69 ([473]).
Soient A PMpn,Cq ainsi que s, t P C. Alors

esAetA “ eps`tqA. (15.203)

Démonstration. Nous calculons le produit esAetA par le produit de Cauchy de la proposition 11.95 :

♣ “
˜ÿ

k

tk

k!A
k

¸˜ÿ

l

sl

l!A
l

¸
“

8ÿ

n“0

nÿ

m“0

tm

m!
sn´m

pn´mq!A
n. (15.204)

27. La définition de l’exponentielle de matrice est 15.59 où la convergence de la somme est celle de la norme
opérateur 11.51.
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À ce point, nous multiplions et divisons par n! et nous réarrangons la somme de la façon suivante :

♣ “
8ÿ

n“0

An

n!

nÿ

m“0

n!
m!pn´mq! t

msn´m. (15.205)

Nous reconnaissons la somme sur m comme étant un binôme de Newton 28 pour pt ` sqn. Nous
avons donc finalement

♣ “
8ÿ

n“0

`pt` sqA˘n
n! “ ept`sqA. (15.206)

La proposition suivante dit que les exponentielles de matrices sont inversibles. Elle ne dit pas
que toutes les matrices inversibles sont des exponentielles. Ce sera la proposition 15.129.

PROPooRERRooMutKcg

Proposition 15.70 ([473]).
Si A PMpn,Cq, alors eA est inversible et

peAq´1 “ e´A. (15.207)

Démonstration. Il suffit de prendre s “ 1 et t “ ´1 dans la proposition 15.69 et nous avons

eAe´A “ e0 “ 1. (15.208)

Cela prouve que eA est inversible et que son inverse est e´A.
PROPooSDNNooQtHkhA

Proposition 15.71 ([473, 1]).
Soit A PMpn,Cq. Nous considérons l’application

φ : RÑMpn,Cq
t ÞÑ etA.

(15.209)

Nous avons la formule de dérivation
φ1ptq “ AetA. (15.210)

Démonstration. L’application φ est une fonction composée de

f : RÑMpn,Rq
t ÞÑ tA

(15.211)

et
exp: Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ eA.
(15.212)

Et nous avons φ “ exp ˝f . Il y a un choix difficile à faire. Soit nous travaillons dansMpn,Rq et nous
allons devoir invoquer le théorème 15.65, soit nous travaillons dans l’algèbre AlgpAq engendrée par
A (définition 15.56) qui est une algèbre commutative 29 qui nous permet de n’utiliser que 15.168,
qui est quand même plus basique.

Coup de théâtre, nous prenons la seconde solution et nous réécrivons les fonctions f et exp de
la façon suivante :

φ : RÑ AlgpAq
t ÞÑ etA

(15.213)

se décompose en
f : RÑ AlgpAq

t ÞÑ tA
(15.214)

28. Proposition 3.43.
29. Corolaire 15.58.
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et
exp: AlgpAq Ñ AlgpAq

A ÞÑ exppAq. (15.215)

Le fait que ces applications soient bien définies est le lemme 15.61 qui assure que les espaces
d’arrivée sont bien dans AlgpAq. Et c’est parti pour le calcul :

φ1puq “ dφup1q (15.216a)SUBEQooFDPQooBzTDXFSUBEQooFDPQooBzTDXF

“ d expfpuq
`
dfup1q

˘
(15.216b)SUBEQooVOFWooDoTQGySUBEQooVOFWooDoTQGy

“ exp
`
fpuq˘dfup1q (15.216c)SUBEQooCILLooHsFDOESUBEQooCILLooHsFDOE

“ euAA (15.216d)SUBEQooBMAQooNtbzBISUBEQooBMAQooNtbzBI

Justifications :
— Pour 15.216a. Pour la dérivée, nous utilisons le corolaire 12.251.
— Pour 15.216b. La règle de la différentielle en chaine du théorème 11.261.
— Pour 15.216c. La formule (15.168).
— Pour 15.216d. Parce que fpuq “ uA et que dfup1q “ A.

Le théorème suivant montre que le produit d’exponentielle de matrices suit la règle usuelle
tant que les matrices commutent. Cela est cependant plutôt l’exception que la règle. À priori nous
avons eAeB ‰ eA`B.

THOooXCPEooYGyLOp

Théorème 15.72 ([473]).
Soient A,B PMpn,Cq telles que AB “ BA. Alors

eA`B “ eAeB. (15.217)

Démonstration. Vu que A et B commutent nous avons AetB “ etBA (proposition 15.68(4)). En-
suite nous posons

gptq “ etpA`Bqe´tBe´tA. (15.218)

Nous calculons la dérivée de g en utilisant la règle de Leibniz et la proposition 15.71 :

g1ptq “ pA`BqetpA`Bqe´tBe´tA

` etpA`Bqp´Bqe´tBe´tA

` etpA`Bqe´tBp´Aqe´tA.

(15.219)

Vu que A, B et A`B commutent, nous pouvons réarranger les facteurs en

g1ptq “ pA`BqetpA`Bqe´tBe´tA

´BetpA`Bqe´tBe´tA

´AetpA`Bqe´tBe´tA.

(15.220)

Enfin, cela fait
g1ptq “ pA`B ´B ´AqetpA`Bqe´tBe´tA “ 0. (15.221)

Donc g est constante et nous avons

etpA`Bqe´tBe´tA “ gp0q “ 1. (15.222)

En multipliant à droite par etAetB nous trouvons

etpA`Bq “ etAetB (15.223)

comme annoncé.
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15.6 Exponentielle et logarithme dans les réels
Pour avoir une vue synthétique du plan, voir le thème 50.

15.6.1 L’équation différentielle

Pour la suite nous notons y une solution de l’équation y1 “ y, yp0q “ 1, et nous allons en
donner des propriétés indépendamment de l’existence, donnée par le théorème 15.75.

PropTLECooEiLbPP

Proposition 15.73.
Quelques propriétés de y (si elle existe) :

(1) Pour tout x P R nous avons ypxqyp´xq “ 1.
(2) ypxq ą 0 pour tout x.
(3) y est strictement croissante.

Démonstration. Nous posons φpxq “ ypxqyp´xq et nous dérivons :

φ1pxq “ y1pxqyp´xq ´ ypxqy1p´xq “ 0. (15.224)

Donc φ est constante 30. Vu que φp0q “ 1 nous avons automatiquement ypxqyp´xq “ 1 pour tout
x.

Les deux autres allégations sont simples : si ypx0q ă 0 alors il existe t P s0, x0r tel que yptq “ 0,
ce qui est impossible parce que yptqyp´tq “ 1. La stricte croissance de y s’ensuit.

PROPooGGUIooExVHPM

Proposition 15.74.
Quelques formules pour tout a, b P R et n P Z : ITEMooMPSUooWQpVQJ

(1) ypa` bq “ ypaqypbq
(2) ypnaq “ ypaqn
(3) y

`
a
n

˘ “ n
a
ypaq.

Démonstration. Nous posons hpxq “ ypa ` b ´ xqypxq et nous avons encore h1pxq “ 0 dont nous
déduisons que h est constante. De plus

hp0q “ ypa` bqyp0q “ ypa` bq (15.225)

et
hpbq “ ypaqypbq. (15.226)

Vu que h est constante, ces deux expressions sont égales : ypa` bq “ ypaqypbq.
Forts de cette relation, une récurrence donne ypnaq “ ypaqn pour tout n P N. De plus

ypaq “ y
´a
n
ˆ n

¯
“ y

´a
n

¯n
, (15.227)

ce qui donne ypaq “ ypa{nqn ou encore ypa{nq “ n
a
ypaq.

Enfin pour les négatifs, si n P N,

yp´naq “ 1
ypnaq “

1
ypaqn “ ypaq´n. (15.228)

Et de la même façon,

y
´
´a
n

¯
“ 1
y
`
a
n

˘ “ n

d
1

ypaq “
´n
a
ypaq. (15.229)

30. Proposition 12.183.
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15.6.2 Existence

Jusqu’ici nous avons donné des propriétés d’une éventuelle fonction y qui vérifierait l’équation
différentielle. Il est temps de montrer qu’une telle fonction existe.

ThoKRYAooAcnTut

Théorème 15.75.
La série entière

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (15.230)EqEIGZooKWSvPSEqEIGZooKWSvPS

définit une fonction dérivable solution de
"
y1 “ y

EQooSEIHooNmQKiC (15.231a)
yp0q “ 1. (15.231b)

Démonstration. La formule de Hadamard (théorème 15.25) donne le rayon de convergence de la
série (15.230) par

1
R
“ lim

kÑ8

1
pk`1q!

1
k!

“ lim
kÑ8

1
k ` 1 “ 0. (15.232)

Donc nous avons un rayon de convergence infini. La fonction y est définie sur R et la proposi-
tion 15.44 nous dit que y est dérivable. Nous pouvons aussi dériver terme à terme :

y1pxq “
8ÿ

k“0

kxk´1

k! “
8ÿ

k“1

kxk´1

k! “
8ÿ

k“1

xk´1

pk ´ 1q! “
8ÿ

k“0

xk

k! “ ypxq. (15.233)

Notez le petit jeu d’indice de départ de k. Dans un premier temps, nous remarquons que k “ 0
donne un terme nul et nous le supprimons, et dans un second temps nous effectuons la simplification
des factorielles (qui ne fonctionne pas avec k “ 0).

15.76.
Nous savons que la fonction y existe parce qu’une solution de l’équation différentielle y1 “ y,
yp0q “ 1 est donnée par la fameuse série (théorème 15.75). À part cela, ce qui a été fait avec cette
équation différentielle ne permet pas de prouver l’existence de y. Donc, du point de vue de « définir
l’exponentielle par son équation différentielle », c’est pas encore gagné. Notons au passage que le
nombre e n’est pas encore bien défini via l’équation différentielle.

15.6.3 Le nombre de Neper e

Nous savons par le théorème 15.75 que x ÞÑ exppxq est une solution de l’équation différentielle
exponentielle (avec la bonne condition initiale). Or une telle solution est unique par la proposition
12.427.

Définition 15.77 (Le nombre de Neper).
Nous notons e le nombre expp1q.

PropCELWooLBSYmS

Proposition 15.78.
Pour tout x P R, nous avons

exppxq “ ex. (15.234)EQooBFIHooKopcmfEQooBFIHooKopcmf

Démonstration. Soit y vérifiant la fameuse équation différentielle. Nous savons que y “ exp parce
que c’est l’unique solution (proposition 12.427). Nous avons :

ypxq “ yp1qx. (15.235)

Si q P Q alors q “ a{b et

ypqq “ y
´a
b

¯
“ y

ˆ
aˆ 1

b

˙
“ y

ˆ
1
b

˙a
“ `

b
a
yp1q˘a “ yp1qa{b “ yp1qq. (15.236)
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Le résultat est prouvé pour les rationnels.
En ce qui concerne un élément général x P R, la fonction x ÞÑ ypxq est continue sur R, et la

fonction x ÞÑ ex également (proposition 12.394). Ces deux fonctions étant égales sur Q, elles sont
égales sur R par la proposition 7.249).

Une conséquence des propositions 15.78 et 12.389 est que EqLOIUooHxnEDn

lim
xÑ´8 e

x “ 0 (15.237a)

lim
xÑ`8 e

x “ `8, (15.237b)

et en particulier,
exp: RÑ s0,8r

x ÞÑ ex
(15.238)

est une bijection.
LEMooXFAXooLVbebl

Lemme 15.79.
Nous avons l’encadrement 2.5 ă e ă 2.8.

Démonstration. Vu que tous les termes de la série exponentielle sont strictement positifs, nous
avons

e “
8ÿ

k“0

1
k! ą

1
1 `

1
1 `

1
2 “ 2.5. (15.239)

Pour la majoration, nous notons que k! ą 2k à partir de k “ 4. Donc nous gardons les termes
k “ 0, 1, 2, 3 sous la forme 1{k! et nous remplaçons les autres par 1{2n :

e ă 1
1 `

1
1 `

1
2 `

1
6 `

8ÿ

k“4

1
2n . (15.240)

Nous pouvons calculer explicitement la somme en utilisant la série géométrique de la proposition
11.122(4) :

8ÿ

k“4

1
2n “ 1´ `1

2 `
1
4 `

1
8
˘ “ 1

8 . (15.241)

En remettant tout ensemble,
e ă 2` 2

3 `
1
8 “

67
24 ă 2.8. (15.242)

PROPooFRKUooZyhHIC

Proposition 15.80 ([474]).
Le nombre e est irrationnel.

Démonstration. En vertu de la proposition 15.78, nous avons ex “ exppxq pour tout réel x. En
particulier pour x “ 1,

e “
8ÿ

k“0

1
k! . (15.243)

Supposons que e “ p{q pour certains p, q P N avec q ‰ 0 (notez que ça signifie q ě 1).
Nous avons

q!e “
qÿ

k“0

q!
k! `

8ÿ

k“q`1

q!
k! . (15.244)

Dans le membre de gauche,
q!e “ q!p

q
“ pq ´ 1q!p P N. (15.245)
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Dans la première somme du membre de droite, vu que q ě k, nous avons
qÿ

k“0

q!
k! P N. (15.246)

Nous devons donc avoir
ř8
k“q`1

q!
k! P N. Nous allons maintenant prouver que ce n’est pas le cas.

Nous avons :
8ÿ

k“1

q!
pq ` kq! “

8ÿ

k“1

1
śq`k
l“q`1 l

(15.247a)

“ 1
q ` 1 `

8ÿ

k“2

1
śq`k
l“q`1 l

(15.247b)

“ 1
q ` 1

«
1`

8ÿ

k“2

1
śq`k
l“q`2 l

ff
(15.247c)

ă 1
q ` 1

«
1`

8ÿ

k“2

1
pq ` 1qpq`kq´pq`2q`1

ff
(15.247d)

“ 1
q ` 1

«
1`

8ÿ

k“2

1
pq ` 1qk´1

ff
(15.247e)

“ 1
q ` 1

«
1`

8ÿ

k“1

1
pq ` 1qk

ff
(15.247f)

“ 1
q ` 1

8ÿ

k“0

1
pq ` 1qk . (15.247g)

C’est le moment d’utiliser la série géométrique de la proposition 11.122(2). Vu que q ě 1 nous
avons 1{pq ` 1q ă 1 et la somme fonctionne :

8ÿ

k“1

q!
pq ` kq! ă

1
q ` 1

˜
1

1´ 1
q`1

¸
“ 1
q
. (15.248)

Nous avons donc
0 ă

8ÿ

k“1

q!
pq ` kq! ă

1
q
ă 1. (15.249)

Donc ce terme n’est pas un nombre entier, ce que nous avions énoncé.

15.6.4 Application réciproque : logarithme
DEFooELGOooGiZQjt

Proposition-Définition 15.81.
L’application exp: RÑ s0,8r est une bijection. L’application réciproque

ln : s0,8r Ñ R (15.250)

est le logarithme.

Démonstration. Le fonction exponentielle est dérivable, toujours strictement positive, donc stric-
tement croissante. Les limites en ˘8 sont 0 et `8. Le théorème des valeurs intermédiaires 10.91
nous dit que c’est une bijection. En effet, l’injectivité est la stricte croissance. En ce qui concerne la
surjection, soit y P s0,8r. Vu que la limite en ´8 est zéro, il existe A P R tel que exppxq ă y pour
tout x ă A, et de la même façon, il existe B P R tel que exppxq ą y pour tout x ą B. Si a ă A et
b ą B alors exppaq ă y et exppbq ą y, donc y est dans l’image de ra, bs par l’exponentielle.

LEMooCYGTooEjXEUu

Lemme 15.82 ([1]).
Le logarithme est une fonction continue.
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Démonstration. C’est une conséquence du théorème de la bijection 12.51(4), et de la continuité de
l’exponentielle sur R, qui est une partie du théorème 15.75.

PROPooPDJLooXphpEM

Proposition 15.83 (Dérivée du logarithme).
Pour tout s P R` nous avons

ln1psq “ 1
s
. (15.251)

Démonstration. L’application exp: R Ñ s0,8r est une bijection continue dérivable 31. La propo-
sition 12.175 s’applique donc et pour tout x P R nous avons

ln1 ` exppxq˘ “ 1
exp1pxq . (15.252)

Le théorème 15.75 nous indique que exp1pxq “ exppxq. Donc pour tout x nous avons ln1 ` exppxq˘ “
1

exppxq . Vu que x est arbitraire et que exp est surjective sur R`, pour tout s P s0,8r nous avons

ln1psq “ 1
s
. (15.253)

PROPooLAOWooEYvXmI

Proposition 15.84 ([1]).
Pour tout x, y P R et pour a ą 0 nous avons

lnp1
x
q “ ´ lnpxq, (15.254)

et
lnpxyq “ lnpxq ` lnpyq, (15.255)EQooJVMUooVpUKyoEQooJVMUooVpUKyo

et
lnpaxq “ x lnpaq (15.256)EQooEJQSooWCczXyEQooEJQSooWCczXy

et
ax “ ex lnpaq. (15.257)

Démonstration. Nous avons, par la proposition 12.395,

e´ lnpxq “ 1
elnpxq “

1
x
. (15.258)

En prenant le logarithme des deux côtés nous trouvons

´ lnpxq “ ln
ˆ

1
x

˙
. (15.259)

Nous pouvons continuer avec la suivante.
Par définition, lnpxyq est donné par exp

`
lnpxyq˘ “ xy. Mais nous avons aussi, par la proposi-

tion 12.395 :
elnpxq`lnpyq “ elnpxqelnpyq “ xy. (15.260)

Nous avons donc démontré (15.255).
La relation (15.256) de démontre d’abord pour x P N, puis pour x P Q et enfin pour x P R. Si

n P N alors la relation (15.255) donne immédiatement

lnpanq “ n lnpaq. (15.261)

pour tout a P R.

31. Dérivable (et donc continue) par le théorème 15.75. Bijection par la proposition 15.81.
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Si m,n P N, le nombre an{m est par définition le x ą 0 tel que

xm “ an. (15.262)

En prenant le logarithme des deux côtés : lnpxmq “ lnpanq et en utilisant la relation déjà démontrée
pour N nous trouvons m lnpxq “ n lnpaq et donc

lnpam{nq “ lnpxq “ m

n
lnpaq. (15.263)

La relation est donc démontré pour lnpaqq avec q P Q`.
Nous passons à q “ ´m{n P Q´, c’est-à-dire toujours m,n P N. Nous avons, en utilisant la

proposition 15.84,
lnpa´qq “ lnp 1

aq
q “ ´ lnpaqq “ ´q lnpaq. (15.264)

Enfin si x P R nous considérons une suite de rationnels xk Ñ x. Pour chaque k nous avons

lnpaxkq “ xk lnpaq. (15.265)

Nous prenons la limite deux deux côtés. À droite nous avons tout de suite x lnpaq, et à gauche,
par continuité de la fonction ln (lemme 15.82) et de la fonction puissance (définition 12.394) nous
trouvons lnpaxq.

LemPEYJooEZlueU

Lemme 15.85.
Si a, b P s0,8r alors

lnpabq “ lnpaq ` lnpbq (15.266)

et
ln
ˆ

1
b

˙
“ ´ lnpbq. (15.267)EqOOZGooOWkGlAEqOOZGooOWkGlA

Démonstration. Nous posons fpxq “ lnpaxq qui est une fonction dérivable 32. Alors f 1pxq “ a
ax “ 1

x .
Cette fonction f est donc une primitive de 1

x et il existe une constante K telle que

fpxq “ lnpxq `K. (15.268)

Vu que lnp1q “ 0 nous avons K “ fp1q “ lnpaq. Donc

lnpaxq “ lnpxq ` lnpaq. (15.269)

En ce qui concerne la seconde formule à démontrer, nous avons

lnp1q “ ln
ˆ

1
b
b

˙
“ ln

ˆ
1
b

˙
` lnpbq. (15.270)

Étant donné que lnp1q “ 0 nous en déduisons la formule (15.267).

15.86.
La formule (15.256) en particulier est pratique pour réexprimer des fonctions puissances compli-
quées en écrivant

ax “ elnpaxq “ ex lnpaq. (15.271)EQooYEWCooKyravPEQooYEWCooKyravP

Cela aide à calculer la dérivée de x ÞÑ ax.
Notons que certains prennent (15.271) comme définition de la fonction puissance.

32. Dérivée du logarithme, proposition 15.83.
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15.6.5 Approximations numériques de e

Nous donnons maintenant quelques approximations numériques de e, particulièrement ineffi-
caces.

Lemme 15.87.
Nous avons

2 ă e ă 3. (15.272)

Démonstration. Nous savons que yp0q “ 1 et y1p0q “ 1. La fonction y est strictement croissante
(et donc sa dérivée aussi). Nous avons donc y1pxq ą 1 pour tout x P s0, 1s, et donc

yp1q ą 1` 1ˆ 1 “ 2. (15.273)

Sachant que 2 ą y1pxq pour tout x P s0, 1r nous pouvons refaire le coup de l’approximation affine,
cette fois en majorant :

yp1q ă 1` 2ˆ 1 “ 3. (15.274)

De la même façon nous savons que

yp 1
n
q ą 1` 1

n
(15.275)

parce que y1 est minoré par 1 sur s0, 1
n r. Avec cela nous avons aussi la majoration

yp 1
n
q ă 1` 1

n
ˆ
ˆ

1` 1
n

˙
“ 1` 1

n
` 1
n2 . (15.276)

Et enfin nous pouvons donner l’encadrement, valable pour tout n :
ˆ

1` 1
n

˙n
ă yp1q ă

ˆ
1` 1

n
` 1
n2

˙n
. (15.277)

Pour n “ 10 nous trouvons
2.50 ă e ă 2.83. (15.278)

Bien que ce soit à mon avis humainement pas possible à faire à la main nous avons, pour
n “ 100 :

2.70 ă e ă 2.7317 (15.279)

Cela reste un encadrement très modeste.
Une méthode plus efficace consiste à calculer directement le développement de définition

e “ expp1q “
8ÿ

k“0

1
n! . (15.280)

1 def u(k):
2 """
3 r e t u r n the kth term in the e x p a n s i o n of ’e ’
4 """
5 r e t u r n 1/ factorial (k)
6

7 def sum_u(n):
8 """
9 r e t u r n the sum of the ’n ’ first terms , that is with

10 k froim 0 to n -1.
11 """
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12 L=[ u(k) for k in range (0,n) ]
13 r e t u r n sum (L)
14

15 s = sum_u (5) # This is a f r a c t i o n
16 print (s)
17 print ( numerical_approx (s) )

tex/sage/sageSnip013.sage

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 15.88
Comment trouver, avec cette méthode, un encadrement pour e ?

Ce petit programme, avec 5 termes donne e » 65{24 » 2.708. Avouez que c’est déjà bien mieux.

15.6.6 Résumé des propriétés de l’exponentielle
ThoRWOZooYJOGgR

Théorème 15.89.
Les choses que nous savons sur l’exponentielle :

ITEMooEIKKooLNoaRD

(1) Il y a unicité de la solution à l’équation différentielle subeqBKJNooJQtbBD

"
y1 “ y (15.281a)
yp0q “ 1. (15.281b)

(2) L’équation différentielle (15.281) possède une solution donnée par la série entière

exppxq “
8ÿ

k“0

xk

k! (15.282)EqUARSooKXnQxuEqUARSooKXnQxu

(3) Cette solution est une bijection y : RÑ s0,8r.
ItemYTLTooSnfhOu

(4) La fonction y ainsi définie est de classe C8.
(5) Elle est également donnée par la formule

exppxq “ ex (15.283)

où e est défini par e “ expp1q.
(6) Elle vérifie

ea`b “ eaeb (15.284)EQooVFXUooBfwjJYEQooVFXUooBfwjJY

Nous nommons exponentielle cette fonction.

Démonstration. Point par point.
(1) C’est la proposition 12.427.
(2) C’est le théorème 15.75.
(3) Le rayon de convergence de la série (15.282) est infini (théorème 15.75) ; elle est donc définie

sur R. Le fait que ce soit une bijection est dû au fait qu’elle est strictement croissante
(proposition 15.73) ainsi qu’aux limites (15.237).

(4) Vu que y “ y1, y est dérivable. Mais comme y1 est alors égale à une fonction dérivable, y1 est
dérivable. En dérivant l’égalité y1 “ y nous obtenons y2 “ y1 et le jeu continue.

(5) C’est la proposition 15.78.
(6) C’est la proposition 15.74(1).
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ExooLRHCooMYLQTU

Exemple 15.90 (Un endomorphisme sans polynôme annulateur[278]).
l’exponentielle permet de donner un exemple d’un endomorphisme n’ayant pas de polynôme an-
nulateur 33 : l’endomorphisme de dérivation

D : C8pR,Rq Ñ C8pR,Rq
f ÞÑ f 1 (15.285)

n’a pas de polynôme annulateur. En effet supposons que P “ řp
k“0 akX

k en soit un, et considérons
les fonctions fλ : t ÞÑ eλt. Nous avons

0 “ P pDqfλ “
ÿ

k

akD
kpfλq “

ÿ

k

akλ
kfλ “ P pλqfλ. (15.286)

Par conséquent λ est une racine de P pour tout λ P R. Cela implique que P “ 0.
D’ailleurs si on y pense bien, cet exemple n’est qu’un habillage de l’exemple 9.98. △

ExZLMooMzYqfK

Proposition 15.91.
Quelques propriétés du logarithme.

(1) Le logarithme est une application dérivable et strictement croissante.
(2) Le logarithme est la primitive de x ÞÑ 1

x qui s’annule en x “ 1.

Démonstration. Elle est donc bijective, d’inverse continue et dérivable par le théorème 12.51 et la
proposition 12.175.

La dérivée de la fonction logarithme peut être calculée en utilisant la formule (12.450), mais
aussi de façon plus piettone en écrivant l’expression suivante, valable pour tout x P R :

ln
`

exppxq˘ “ x, (15.287)

que nous pouvons dériver en utilisant le théorème de dérivation des fonctions composées :

ln1 ` exppxq˘ exp1pxq “ 1. (15.288)

Mais exp1pxq “ exppxq, donc
ln1pyq “ 1

y
(15.289)

pour tout y dans l’image de exp, c’est-à-dire pour tout y dans l’ensemble de définition de ln.
Par ailleurs, expp0q “ 1 donc

lnp1q “ ln
`

expp0q˘ “ 0. (15.290)

En ce qui concerne l’unicité d’une primitive s’annulant en x “ 1, c’est le corolaire 12.197.

15.6.7 Dérivée de la fonction puissance
EXooGMRIooUucRez

Exemple 15.92.
Soit la fonction fpx, yq “ xy, définie en 12.394. Nous allons en calculer les dérivées partielles au
point p1, 2q. Notons que f n’est pas définie pour x ă 0, mais que cela n’a pas d’importance parce
que nous pouvons nous restreindre à un voisinage du point p1, 2q. La première dérivée partielle est
facile :

Bxfp1, 2q “ pyxy´1qpx,yq“p1,2q “ 2.

Pour la seconde, il faut utiliser les propriétés de l’exponentielle et du logarithme. D’abord le
logarithme est par définition l’application réciproque de l’exponentielle (définition 15.81), donc

xy “ exp
`

lnpxyq˘. (15.291)

33. En dimension finie, le lemme 9.94 dit qu’il y en a toujours un.
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Ensuite nous calculons en utilisant la proposition 15.84 :

Byfp1, 2q “ By
´
ey lnx

¯
px,yq“p1,2q

“
´

ln xey lnx
¯

px,yq“p1,2q
“ lnp1qe2 lnp1q. (15.292)

△

Cet exemple est facilement généralisable aux fonctions de la forme x ÞÑ upxqvpxq. Voici une
proposition qui dit comment faire.

PROPooKUULooKSEULJ

Proposition 15.93 ([1]).
Soit une fonction dérivable u : RÑ R et a ą 0. Nous avons

pauq1 “ u1 lnpaqau. (15.293)

Si de plus upxq ą 0 pour tout x, nous avons

puaq1 “ au1ua´1. (15.294)

Démonstration. Nous considérons la fonction fpxq “ aupxq. Vu que fpxq ą 0 pour tout x, nous
pouvons en prendre le logarithme et écrire l’égalité, valable pour tout x :

fpxq “ elnpaupxqq “ exp
`
upxq lnpaq˘. (15.295)

Sachant la dérivée de l’exponentielle, cela n’est rien d’autre que la dérivée d’une fonction composée :

f 1pxq “ lnpaqu1pxqeupxq lnpaq. (15.296)

Pour l’autre, nous posons
gpxq “ upxqa, (15.297)

qui peut encore s’écrire sous la forme

gpxq “ ea ln
`
upxq

˘
. (15.298)

Ici encore, c’est la dérivée de fonctions composées qui donne le résultat.

15.6.8 Dérivée du logarithme
LEMooTGCBooJdkLpg

Lemme 15.94.
Si u : RÑ s0,8r est dérivable alors lnpuq1 “ u1

u
.

Démonstration. Cela est une conséquence du théorème de dérivation des fonctions composées : si
gpxq “ lnpupxqq alors

g1pxq “ ln1 `upxq˘u1pxq “ 1
upxqu

1pxq. (15.299)

15.6.9 Taylor pour l’exponentielle
PROPooQBRGooAhGrvP

Proposition 15.95 (Développement de l’exponentielle).
Pour tout entier n, il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

ex “
nÿ

k“0

xk

k! ` x
nαpxq. (15.300)

Démonstration. Il s’agit de la proposition 15.51 appliquée à la série entière (15.59).
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15.6.10 Analycité

Vu que exppxq est défini par une série entière (définition 15.59) et vu la proposition 15.54, il
n’est pas étonnant que exp soit analytique. Traitons ce cas.

Exemple 15.96 (Analycité de l’exponentielle).
Soient a P R et R ą 0. Nous démontrons que exp est analytique sur Bpa,Rq. Si fpxq “ ex, alors
f pnqpxq “ ex pour tout n (équation (15.231a)). Nous avons donc

|f pnqpxq| ă ea`R (15.301)

pour tout x P Bpa,Rq. Nous partons de l’expression (15.53) du reste :

|Rnpxq| ď Mn

pn` 1q! |x´ a|
n`1 ď ea`R

pn` 1q!R
n`1. (15.302)

Mais nous avons la limite
lim
nÑ8

Rn`1

pn` 1q! “ 0 (15.303)

pour tout R.
Donc avec les polynômes de Taylor Pn calculés en a, nous avons Pn Ñ exp simplement sur R.
Nous pouvons donc développer la fonction exponentielle autour de n’importe quel point, et

avoir convergence des polynômes vers l’exponentielle sur tout R. Vous accepterez cependant que
si a et x sont éloignés, la convergence Pnpxq Ñ exppxq peut être extrêmement lente. △

15.6.11 Autres propriétés et petits calculs

Lemme 15.97.
Si les suites punq et pvnq sont équivalentes 34 et si pvnq admet une limite l différente de 1, alors les
suites pln unq et pln vnq sont équivalentes.

Démonstration. En effet si un “ vnαpnq alors en utilisant la formule du lemme 15.85,

lnpunq “ lnpvnq ` ln
`
αpnq˘ “ lnpvnq

ˆ
1` ln

`
αpnq˘

lnpvnq
˙
, (15.304)

et comme αpnq Ñ 1, la parenthèse tend vers 1.

15.6.12 Taylor pour le logarithme

Vu que lnp0q n’existe pas, il n’est pas question de développer ln autour de x “ 0. À la place,
nous allons le développer autour de x “ 1 et plus précisément nous allons étudier Taylor pour la
fonction fpxq “ lnp1` xq. Les résultats seront résumés dans la proposition 15.100.

PROPooWCUEooJudkCV

Proposition 15.98 ([1]).
Soit la fonction

f : s´1,8r Ñ R

x ÞÑ lnp1` xq. (15.305)

Pour tout n, il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

fpxq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn (15.306)

pour tout x dans le domaine de f .
Notez la somme qui part de k “ 1 et non k “ 0.

34. Définition 10.32.
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Démonstration. Nous utilisons la formule de Taylor-Young (proposition 12.458). La première dé-
rivée de f se calcule en utilisant le lemme 15.94 :

f 1pxq “ 1
1` x. (15.307)

Pour les dérivées suivantes, c’est juste du calcul et nous pouvons prouver par récurrence que

f pkqpxq “ pk ´ 1q!p´1qk`1

p1` xqk . (15.308)EQooKEAOooGmTLJFEQooKEAOooGmTLJF

En ce qui concerne l’évaluation en zéro :

f pkqp0q “
#

0 si k “ 0
pk ´ 1q!p´1qk`1 sinon.

(15.309)

Du fait que f p0qp0q “ lnp1q “ 0, la somme commence à k “ 1 et non k “ 0. Nous avons

fpxq “
nÿ

k“1

f pkqp0q
k! xk ` αpxqxn “

nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk ` αpxqxn. (15.310)

Nous étudions les polynômes de la série de Taylor pour

f : s´1,8r Ñ R

x ÞÑ lnp1` xq. (15.311)

Les dérivées successives de f ont déjà été calculées en (15.308). Nous développons autour de
x “ 0. Donc fp0q “ lnp1q “ 0 et pour les autres,

f pkqp0q “ p´1qk`1pk ´ 1q!. (15.312)

Pour les polynômes de Taylor, nous avons

Pnpxq “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (15.313)

où vous noterez la somme qui part de k “ 1 et non de k “ 0. Nous avons aussi la série de Taylor
de f donnée par

T pxq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk. (15.314)EQooTAREooKfpTPoEQooTAREooKfpTPo

La somme est une limite ponctuelle, là où elle existe.
Jusqu’à présent, la seule certitude à props de T est que T p0q “ fp0q “ 0. Pour le reste :

— Rien ne dit que T pxq existe pour d’autres x que x “ 1.
— Et même si T pxq existait pour d’autres x (c’est-à-dire si le rayon de convergence de (15.314)

était strictement plus grand que zéro), rien n’assurerait que la valeur serait celle de f .
— Et même si T pxq convergeait vers f sur son disque de convergence, ce ne serait pas encore

assez pour dire que f est analytique, parce que l’analycité demande que les séries de Taylor
autour de chaque point converge vers f . Or ici nous ne parlons encore que de T qui est la
série autour de x “ 0.

LEMooWMGGooRpAxBa

Lemme 15.99.
La série de Taylor de x ÞÑ lnp1 ` xq autour de x “ 0 converge sur s´1, 1s. Elle ne converge pas
pour x “ ´1.
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Démonstration. En ce qui concerne le rayon de convergence de T , nous utilisons la formule de
Hadamard 35 avec

ak “ p´1qk`1

k
. (15.315)

Ce que nous trouvons est
1
R
“ lim

kÑ8 |
ak`1
ak

| “ lim
kÑ8

k

k ` 1 “ 1. (15.316)

Le rayon de convergence de T est donc 1. Nous avons donc que Pn Ñ T sur s´1, 1r, et peut-être
que Pn Ñ T en x “ ˘1.

Pour x “ ´1. L’intuition nous dit que ce serait lnp0q qui n’est pas défini. C’est le cas parce que

Pnp´1q “
nÿ

k“1

p´1qk`1p´1qk
k

“ ´
nÿ

k“1

1
k
. (15.317)

La limite nÑ8 diverge. Donc T n’est pas définie en x “ ´1.
Pour x “ 1 par contre,

Pnp1q “
nÿ

k“1

p´1qk`1

k
. (15.318)

Le critère des séries alternées 36 nous donne la convergence de cette série.

Nous savons maintenant que la série de Taylor T converge sur s´1, 1s, et que T p0q “ fp0q “
lnp1q “ 0. Le premier gros morceau intéressant vient maintenant : nous allons prouver que T pxq
converge vers ce que nous croyons, c’est-à-dire lnp1` xq en personne.

PROPooKPBIooJdNsqX

Proposition 15.100.
Pour tout x P s´1, 1s nous avons

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (15.319)EqweEZnVEqweEZnV

De plus nous avons
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
“ lnp2q. (15.320)EqKUQmOZEqKUQmOZ

Démonstration. Il s’agit d’utiliser l’expression du reste fourni par le théorème 12.445. Pour tout
x P s´1,8r, il existe un c P s0, xr (le c dépend de x) tel que

Pnpxq ´ fpxq “ f pn`1qpcq
pn` 1q! x

n`1. (15.321)

Cela est parce que f est de classe C8. Calculons un peu :

Pnpxq ´ fpxq “ f pn`1qpcq
pn` 1q! x

n`1 (15.322a)

“ p´1qnn!
p1` cqn`1

1
pn` 1q!x

n`1 (15.322b)

“ p´1qn
n` 1

ˆ
x

1` c
˙n`1

. (15.322c)

Lorsque x ą 1, il n’y a aucune garantie sur la convergence de cela pour n Ñ 8. Pour rappel,
c P s0, xr. Si par contre x P s´1, 1r, alors nous savons que

ˇ̌
ˇ̌ x

1` c
ˇ̌
ˇ̌ ă 1, (15.323)

35. Théorème 15.25.
36. Théorème 11.127.
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et donc convergence Pnpxq ´ fpxq Ñ 0.
Jusqu’ici nous avons prouvé que pour la série de Taylor converge vers lnp1`xq pour x P s´1, 1r.

Nous avons également vu que la série converge pour x “ 1. Donc la fonction

gpxq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (15.324)

est continue sur s´1, 1s et égale à lnpx` 1q sur s´1, 1r. Vu que f : x ÞÑ lnpx` 1q est continue sur
s´1,8r, nous avons également gp1q “ fp1q “ lnp2q.

Ceci nous mène au dernier point de notre proposition : gp1q “ lnp2q s’écrit précisément
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
“ lnp2q. (15.325)

15.101.
La formule (15.320) peut sembler très chouette pour trouver des approximations de lnp2q. Le
problème est qu’elle ne donne aucune idée de l’erreur commise en tronquant la série.

Vous pouvez, certes, écrire ceci :

1´ 1
2 `

1
3 ´

1
4 `

1
5 “

47
60 » 0.78. (15.326)

Hélas, ce calcul n’a aucune valeur pour affirmer que lnp2q doit être proche de 0.78. Ni même pour
affirmer que lnp2q ă 1.

Avoir des valeurs numériques de lnp2q (c’est-à-dire que « chiffres corrects devant ou derrière
la virgule ») demande d’avoir un encadrement. Cela doit donc se faire avec des formules de séries
avec reste ; les formules exactes qui demandent de sommer jusqu’à l’inifini sont inutiles pour avoir
des approximations numériques.

Dans le cas de lnp2q, une approximation numérique sera donnée à l’aide de Taylor avec reste
intégrale dans la proposition 20.148.

Lemme 15.102.
Soit la fonction 37

fpxq “ lnp1` xq
x

(15.327)

(1) Elle admet un prolongement de classe C8 sur s´1,8r.
(2) fp0q “ 1.

La seconde condition étant évidemment avec un abus de notation entre f et son prolongement,
parce que f n’est pas définie en zéro.

Démonstration. La difficulté étant de voir que f a un prolongement en zéro et qu’elle y est de
classe C8.

La proposition 15.100 nous donne l’égalité

lnp1` xq “
8ÿ

k“1

p´1qk`1

k
xk (15.328)

pour tout x P s´1, 1s ; en particulier pour x “ 0. Nous faisons le petit calcul suivant : SUBEQooRLQOooEzNFDp

1
x

lnp1` xq “ 1
x

8ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn (15.329a)

“
8ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn´1 (15.329b)

“
8ÿ

n“0

p´1qn
n` 1 x

n. (15.329c)

37. Pour la définition du logarithme, c’est la définition 15.81.
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Ce calcul n’est pas valable pour x “ 0, mais ça ne nous empèche pas de poser

T pxq “
8ÿ

n“0

p´1qn
n` 1 x

n, (15.330)

qui, lui, est bien définie en zéro. Le rayon de convergence de la série T est égal à 1, de telle sorte
que

T : s´1, 1r Ñ R (15.331)

de classe C8, et est égale à f sur s´1, 1rzt0u.
La série T est donc le prolongement demandé. En ce qui concerne fp0q, c’est un abus pour

écrire T p0q qui vaut immédiatement 1.

Notons qu’un calcul de limite

lim
xÑ0

lnp1` xq
x

(15.332)

donnait la valeur fp0q “ 1. Donc prolonger avec fp0q “ 1 était la seule possibilité pour avoir une
fonction continue. De là à dire que le prolongement ainsi créé est de classe C8, c’est une autre
histoire, qui est résolue par les séries entières.

15.6.13 Développements et calcul de limites

Lors d’un calcul de limite, développer une partie d’une expression peut être utile.

Exemple 15.103.
À calculer :

lim
xÑ0

lnp1` xq
x

. (15.333)

Cela est une indétermination de type 0
0 . Le développement limité du numérateur 38 nous donne

une fonction αpxq telle que limxÑ0 αpxq “ 0 et

lnp1` xq
x

“ x´ x2

2 ` x2αpxq
x

“ 1´ x

2 ` xαpxq. (15.334)

Sur le membre de droite la limite est facile à calculer :

lim
xÑ0

lnp1` xq
x

“ lim
xÑ0

´
1´ x

2 ` xαpxq
¯
“ 1. (15.335)

△

15.6.14 Une petite intégrale
EXooNIOZooWxciAC

Exemple 15.104.
Soit V la région trapézoïdale de sommets p0,´1q, p1, 0q, p2, 0q, p0,´2q, comme à la figure 15.2(a).
Calculons ensemble l’intégrale double ż

V
e

x`y
x´y dV,

avec le changement de variable 39 ψpx, yq “ px ` y, x ´ yq. C’est-à-dire que nous considérons les
nouvelles variables

"
u “ x` y (15.336a)
v “ x´ y. (15.336b)

38. Proposition 15.98.
39. Théorème 14.292.
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Il faut remarquer d’abord que le changement de variable proposé est dans le mauvais sens. On
écrit alors ϕpu, vq “ ψ´1pu, vq “ `pu` vq{2, pu´ vq{2˘, c’est-à-dire

$
’&
’%

x “ u` v
2 (15.337a)

y “ u´ v
2 . (15.337b)

La région qui correspond à V est U , le trapèze de sommets p´1, 1q, p1, 1q, p2, 2q et p´2, 2q, qu’on
voit sur la figure 15.2(b) et qu’on décrit par

U “ tpu, vq P R2 | 1 ď v ď 2, ´v ď u ď vu.

1 2

´2

´1

LabelFigZTTooXtHkcissLabelSubFigZTTooXtHkci0

(a) La région V

´2 ´1 1 2

1

2

LabelFigZTTooXtHkcissLabelSubFigZTTooXtHkci1

(b) La région U “ ϕ´1
pV q

Figure 15.2: Avant et après le changement de variables LabelFigZTTooXtHkci

Le déterminant de la matrice jacobienne de ψ´1 est Jψ´1 ,

Jψ´1pu, vq “
ˇ̌
ˇ̌ 1

2
1
21

2 ´1
2

ˇ̌
ˇ̌ “ ´1

2 . (15.338)

On a alors, en utilisant le fait que F pxq “ aex{a est une primitive de fpxq “ ex{a (proposition
15.75) ainsi que le théorème fondamental de l’analyse (théorème 14.265),

ż

V
e

x`y
x´y dV “

ż

U
e

u
v

1
2 dV “

ż 2

1

ż v

´v
e

u
v

1
2 du dv “

3
4pe´ e

´1q.

△

15.7 Vitesses des puissances, de l’exponentielle et du logarithme

15.7.1 Un peu de théorie

Voici une série de résultats qui lient les vitesses des polynômes, du logarithme et de l’exponen-
tielle.

LEMooNYFVooXjFShk

Lemme 15.105.
Si P est un polynôme et si a ą 0, alors

lim
xÑ8 e

´axP pxq “ 0 (15.339)

Démonstration. Nous prouvons par récurrence que pour tout n, nous avons e´axxn Ñ 0. D’abord
nous écrivons 40

fpxq “ e´axx “ x

eax
, (15.340)

et ensuite la règle de l’Hospital 12.193 nous donne

lim
xÑ8

x

eax
“ lim

xÑ8
1

aeax
“ 0. (15.341)

40. En utilisant 12.395(3).
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En ce qui concerne la récurrence, c’est encore la règle de l’Hospital :

lim
xÑ8

xn

eax
“ n

a
lim
xÑ8

xn´1

eax
“ 0. (15.342)

PROPooKVIFooGdKpfP

Proposition 15.106.
Nous avons : ITEMooCDSQooSIctbz

(1) Pour tout α ą 0, il existe N tel que lnpnq ď nα pour tout n ě N .
ITEMooZMAWooTbDNAd

(2) Pour tout p ą 0 et tout α ą 0, il existe N tel que

lnpnqp ă nα (15.343)

pour tout n ě N . ITEMooBLNOooZQNTfd

(3) Pour tout n ě 1 nous avons la limite

lim
xÑ0`

xn lnpxq “ 0. (15.344)
ITEMooMLNMooAyJTox

(4) Nous avons
lim
xÑ0`

lnp1´ xq
x

“ ´1. (15.345)
ITEMooIQEKooBionsK

(5) L’exponentielle croit plus vite que tout polynôme, et plus vite que logarithme :

lim
xÑ8 e

´xpln xqnxα “ 0 (15.346)EqExpDecrtPlusViteEqExpDecrtPlusVite

pour tout n et pour tout α. ITEMooDUQWooNvAvmR

(6) Pour tout n ą 0, nous avons la limite

lim
xÑ0`

xne1{x “ 8. (15.347)

Le point (1) et sa généralisation (2) nous font dire que le logarithme croît moins vite que
n’importe quel polynôme.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) En effet, nous avons, par la règle de l’Hospital (proposition 12.192),

lim
xÑ8

xα

lnpxq “ lim
xÑ8

αxα´1

1{x “ lim
xÑ8αx

α “ 8 (15.348)

quand α ą 0. La dérivée du logarithme est dans la proposition 15.91.
(2) Pour (2) Il faut prendre le N qui convient à l’item (1) pour nα{p. Ainsi nous avons lnpnq ă

nα{p et donc lnpnqp ď nα.
(3) Pour (3) Lorsque x ‰ 0 nous avons

xn lnpxq “ lnpxq
1{xn , (15.349)

qui est un cas 8
8 . Nous nous en remettons à la règle de l’Hospital 12.193. D’abord nous nous

assurons de la limite des dérivées :

lim
xÑ0`

1{x
´nx´n´1 “ lim

xÑ0`
´ 1
n

xn`1

x
“ 0. (15.350)

La règle de l’Hospital conclut à l’existence de la limite demandée et à son égalité à 0.
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(4) Pour (4) En effet, par la règle de l’Hospital 12.192,

lim
xÑ0

´ lnp1´ xq
x

“ lim
xÑ0

´
´1

1´x
1 “ lim

xÑ0

1
1´ x “ 1 (15.351)EqGICpOXEqGICpOX

(5) Pour (5) Notons f1pxq “ e´x{2pln xqn et f2pxq “ e´x{2xα. Le lemme 15.105 donne tout de
suite limxÑ8 f2pxq “ 0.
En ce qui concerne f1, l’item (2) nous indique que nous avons

f1pxq “ e´x{2pln xqn ď e´x{2x (15.352)

dès que x est assez grand. Le lemme 15.105 nous dit alors que limxÑ8 f2pxq “ 0.
Enfin, nous avons

e´xpln xqnxα “ f1pxqf2pxq (15.353)

et donc la limite demandée.
(6) Pour (6) Nous passons au logarithme :

lnpxne1{xq “ lnpxnq ` lnpe1{xq “ n lnpxq ` 1
x
“ nx lnpxq ` 1

x
. (15.354)

Grâce à la limite déjà prouvée en (3), le numérateur tend vers 1 lorsque x Ñ 0`. Donc le
tout tend vers `8. Au final,

lim
xÑ0`

xne1{x “ lim
xÑ0`

elnpxne1{xq “ 8. (15.355)

EXooQNCJooFpnvnf

Exemple 15.107.
Le lemme 12.408 a déjà prouvé la limite

lim
nÑ8n

αan (15.356)

pour tout α ą 0 et a ă 1.
L’utilisation de propriétés de l’exponentielle nous permet de donner une nouvelle preuve, plus

courte 41.
Le théorème 15.89 et la proposition 15.84 nous permettent de passer à l’exponentielle. Pour

chaque n nous avons :
nαan “ eα lnpnq`n lnpaq. (15.357)EqLKLQooLIlWgmEqLKLQooLIlWgm

Ce qui est dans l’exponentielle est

α lnpnq ` n lnpaq “ n
`
α

lnpnq
n

` lnpaq˘. (15.358)

Dans la parenthèse, lnpaq ă 0 et lnpnq
n Ñ 0. Donc ce qui est dans l’exponentielle (15.357) tend vers

´8 et au final l’expression demandée tend vers zéro. △

Remarque 15.108.
Vous ne pouvez pas à priori considérer l’exemple 15.107 comme une preuve alternative au lemme
12.408, parce que vous n’êtes pas sûr que dans toute la théorie permettant de définir l’exponentielle
(en particulier la convergence de

ř
k x

k{k!), le lemme n’est pas utilisé 42.
41. C’est toujours facile de prétendre qu’une preuve est plus courte qu’une autre lorsqu’on utilise en une ligne des

très gros théorèmes qui ont mis dix pages à être démontrés.
42. Faites la vérification et dites moi si c’est bon.
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Lemme 15.109.
La fonction de Riemann

ζpxq “
8ÿ

n“1

1
nx

(15.359)

est de classe C8 sur s1,8r.
Démonstration. Afin de faire le coup du compact, nous étudions la convergence uniforme de la
série sur tout compact de s1,8r. Soit ϵ ą 0, et regardons ce qu’il se passe sur un compact dont le
minimum 43 est 1` ϵ. Dans ce cas, nx ě n1`ϵ, et donc fnpxq “ 1

nx ď 1
n1`ϵ . Étant donné que la série

numérique
ř8
n“1

1
n1`ϵ converge, la fonction de Riemann converge uniformément par le critère de

Weierstrass (théorème 12.369). Nous avons donc convergence uniforme de la série sur tout compact
de s1,8r, ce qui fait que ζ est une fonction continue pour x ą 1 par le théorème 12.367.

Nous allons à présent utiliser le théorème 12.371 pour prouver que la fonction de Riemann est
C1. Il faut donc prouver que la série des dérivées pn´xq1 “ ´ lnpnqn´x converge uniformément sur
tout compact de s1,8r.

Nous prenons encore une fois un compact K dont le minimum est 1`ϵ. D’abord, nous majorons
le logarithme par un xα : lorsque n est assez grand, nous avons

lnpnqn´x ď nαn´x; (15.360)

la proposition 15.106(1) nous dit que pour tout α ą 0, il existe un n à partir duquel cette inégalité
est valide. Étant donné que 1 ` ϵ est le minimum du compact, nous pouvons encore majorer en
remplaçant x par 1` ϵ :

lnpnqn´x ď 1
n1`ϵ´α . (15.361)

Afin de pouvoir utiliser le critère de Weierstrass, nous devons nous assurer que la série
ř8
n“1

1
n1`ϵ´α

converge. Cela n’est vrai que si 1 ` ϵ ´ α ą 1, mais le choix de α étant encore arbitraire, nous
choisissons 0 ă α ă ϵ.

Ainsi, la série des dérivées converge uniformément sur tout compact et nous en déduisons que
cette série est bien la dérivée de la fonction de Riemann qui est C1.

Afin de traiter les dérivées d’ordre supérieur, il faut calculer

pn´xqp “ p´1qp` lnpnq˘pn´x, (15.362)

et remarquer que limxÑ8 xα{plnpxqqp “ 8. Par conséquent y a encore moyen de remplacer le
logarithme par un xα. Le reste de la preuve est la même.

Ici se termine la preuve de ce lemme. Nous restons cependant sur notre faim en ce qui concerne
la convergence uniforme de la série sur l’ouvert s1,8r. En effet, nous avons prouvé la convergence
uniforme sur tout compact (et cela nous a suffit pour prouver le lemme), mais nous n’avons pas
prouvé que la série n’était pas uniformément convergente sur s1,8r pour autant.

Nous allons montrer qu’il n’y a pas uniforme convergence en prouvant que si x est assez proche
de 1, alors la suite des sommes partielles de ζpxq est aussi proche que l’on veut de la suite des
sommes partielles de

ř8
n“1

1
n qui, elle, diverge.

Lemme 15.110.
Nous avons

lim
xÑ1`

ζpxq “ 8 (15.363)

où la limite est une limite à droite : la limite à gauche n’existe pas.

Démonstration. Soit M ą 0. Prouvons que Dϵ tel que ζp1` ϵq ěM . D’abord, choisissons un k tel
que

kÿ

n“1

1
n
ąM, (15.364)

43. Pour rappel, un compact dans R a toujours un minimum.
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et choisissons un ϵ tel que

max
nPt1,...,ku

ˇ̌
ˇ̌ 1
n
´ 1
n1`ϵ

ˇ̌
ˇ̌ ă α. (15.365)

Un tel choix de ϵ est possible pour tout α. Maintenant, nous choisissons α de façon à avoir kα ă σ.
Avec ça, nous avons

kÿ

n“1

1
n
´

kÿ

n“1

1
n1`ϵ “

kÿ

n“1

ˆ
1
n
´ 1
n1`ϵ

˙
ă kα ă σ. (15.366)

En prenant σ tel que M ´řk
n“1p1{nq ă σ, nous trouvons ainsi un ϵ tel que

řk
n“1

1
n1`ϵ ąM . Cela

prouve le lemme.

Armé de ce lemme, il est maintenant aisé de prouver que la série définissant la fonction
de Riemann n’est pas uniformément convergente sur s1,8r. Prenons la kième somme partielle
skpxq “ řk

n“1p1{nxq. Pour chaque k, cela est une fonction bornée de x (y compris en x “ 1), donc
supxPs1,8r skpxq “Mk. Armé de cette majoration, nous faisons

}sk ´ ζ}8 “ sup
xPs1,8r

`
ζpxq ´ skpxq

˘ ą sup
`
ζpxq ´Mk

˘ “ 8, (15.367)

il n’y a donc pas moyen que la limite de }ζ ´ sk}8 quand k Ñ 8 soit nulle. Il n’y a donc pas
uniforme convergence de ζ sur l’intervalle s1,8r.

PropBQGBooHxNrrf

Proposition 15.111.
Pour tout polynôme P et pour tout a ą 0 la fonction fpxq “ P pxqe´ax est intégrable 44 sur r0,8r.
Démonstration. Nous avons fpxq “ P pxqe´ax{2e´ax{2, et par la vitesse comparée des exponentielles
et polynômes 45, pour un certain M ą 0 nous pouvons affirmer que P pxqe´ax{2 ă 1 sur rM,8r.
Dès lors

|fpxq| ă e´ax{2, (15.368)

qui est intégrable.

EXooAGEOooQdQkrS

Exemple 15.112.
La fonction logarithme (définition 15.81) n’est pas définie pour x ď 0. Par conséquent la fonction
fpxq “ x lnp|x|q n’est pas définie en x “ 0. Elle est bien définie pour x ă 0 et vérifie

lim
xÑ0

x lnp|x|q “ 0. (15.369)

Nous pouvons donc définir la fonction

f̃ : RÑ R

x ÞÑ
#
x lnp|x|q si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(15.370)

Contrairement à la fonction initiale f , cette fonction f̃ est définie et continue en 0.
Notez que sur le graphe de la fonction f̃ , la courbe est bien régulière en x “ 0.

44. Définition 14.181.
45. Voir 15.106 et 15.105.
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´3 ´2 ´1 1 2 3

´3

´2

´1

1

2

3

△
DEFooFJZXooIVrzvk

Définition 15.113.
Soient deux suites panq et pbnq dans R. Nous disons que

(1) an Ñ8 plus vite que pbnq si limnÑ8an{bn “ 8.
(2) an Ñ8 aussi vite que pbnq si limnÑ8an{bn existe et est finie.
(3) an Ñ 0 plus vite que pbnq si limnÑ8an{bn “ 0.
(4) an Ñ 0 moins vite que pbnq si limnÑ8an{bn “ 8.

Exemple 15.114.
Deux petits exemples.

(1) Les suites an “ n2 et bn “ n tendent toutes deux vers 8, mais panq va plus vite parce que
an{bn “ nÑ8.

(2) Les suites an “ 1{n et bn “ 1{n2 tendent toutes deux vers 0, mais panq va moins vite parce
que an{bn “ nÑ8.

△

15.115.
Je vous laisse cogiter sur l’énoncé suivant : si A est un ensemble de suites tendant toutes vers 8,
alors il existe une suite qui converge vers 8 plus vite que tous les éléments de A.

Lorsque A est dénombrable, à mon avis, il suffit de prendre xn “
`

maxi“1,...,ntapiq
n , 2u

˘2.
Lorsque A n’est pas dénombrable, je ne suis pas sûr. Écrivez-moi si vous avez une idée.

Lemme 15.116.
Si an Ñ8, il existe une suite tendant vers 8 plus vite.

Démonstration. Il suffit de prendre bn “ a2
n.

Lemme 15.117.
La suite an “ n! tend vers 8 vite que l’exponentielle bn “ en.

Démonstration. Nous devons étudier le comportement de n!{en lorsque n est grand. Étant donné
que e ă 3 (lemme 15.79), nous avons

n!
en
ě 1ˆ 2ˆ 3ˆ 4n´3

3n “ 5
33

ˆ
4
3

˙n´3
. (15.371)

Et comme 4{3 ą 1 nous avons bien n!{en Ñ8.
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15.7.2 Nombres premiers

Le théorème suivant dit que la somme des inverses des nombre premiers diverge. Cela est à
comparer avec la proposition 11.123 qui dit que la somme des inverses des carrés converge.

ThonfVruT

Théorème 15.118.
Soit P , l’ensemble des nombres premiers. Alors la somme

ř
pPP

1
p diverge et plus précisément,

ÿ

pďx
pPP

1
p
ě lnplnpxqq ´ lnp2q. (15.372)

Démonstration. Nous posons

Sx “ tq ď x avec q sans facteurs carrésu (15.373)

et
Px “ tp P P tel que p ď xu. (15.374)

Si
Kx “ tpq,mq tels que q n’a pas de facteurs carrés et qm2 ď xu, (15.375)

alors nous avons
Kx “

ď

qPSx

ď

mď
?
x{q
pq,mq. (15.376)

Par définition et par le lemme 3.24 nous avons aussi

tn ď xu “ tqm2 tel que pq,mq P Kxu. (15.377)

Tout cela pour décomposer la somme
ÿ

nďx

1
n
“

ÿ

qPSx

ÿ

mď
?
x{q

1
qm2 ď

ÿ

qPSx

1
q

ÿ

mě1

1
m2

looomooon
“C

. (15.378)EqpoJpuCEqpoJpuC

Nous avons aussi
ź

pPPx

ˆ
1` 1

p

˙
“ 1`

ÿ

pPPx

1
p
`

ÿ

p,qPPx
păq

1
pq
`

ÿ

p,q,rPPx
păqăr

1
pqr

` . . . (15.379a)

ě 1`
ÿ

pPPx

1
p
`

ÿ

p,qPPx
pqďx

1
pq
`

ÿ

p,q,rPPx
pqrďx

1
pqr

` . . . (15.379b)

Les sommes sont finies. Les sommes s’étendent sur toutes les façons de prendre des produits de
nombres premiers distincts de telle sorte de conserver un produit plus petit que x ; c’est-à-dire que
les sommes se résument en une somme sur les éléments de Sx :

exp
˜ ÿ

pPPx

1
p

¸
ě

ź

pPPx

ˆ
1` 1

p

˙
ě

ÿ

qPSx

1
q
. (15.380)EqooilOzEqooilOz

La première inégalité est simplement le fait que 1`u ď eu si u ě 0 (directe de la définition 15.89).
Les inégalités suivantes proviennent du fait que le logarithme est une primitive de la fonction
inverse (proposition 15.91) :

lnpxq ď
ÿ

něx

ż n`1

n

dt

t
ď

ÿ

něx

1
n
. (15.381)
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Nous prolongeons ces inégalités avec les inégalités (15.378) et (15.380) :

lnpxq ď
ÿ

něx

1
n
ď C

ÿ

qPSx

1
q
ď C exp

˜ ÿ

pPPx

1
p

¸
. (15.382)

En passant au logarithme,
ln
`

lnpxq˘ ď lnpCq `
ÿ

pPPx

1
p
. (15.383)

Ceci montre la divergence de la série de droite. Nous cherchons maintenant une borne pour C.
Pour cela nous écrivons

Nÿ

n“1

1
n2 ď 1`

Nÿ

n“2

1
npn´ 1q (15.384a)

“ 1`
Nÿ

n“2

ˆ
1

n´ 1 ´
1
n

˙
(15.384b)

“ 1` 1´ 1
N

(15.384c)

ď 2. (15.384d)

Donc C ď 2.

Ce théorème prend une nouvelle force en considérant le théorème de Müntz 17.7 qui dit qu’alors
l’ensemble Spantxp tel que p est premieru est dense dans les fonctions continues sur r0, 1s muni de
la norme uniforme ou }.}2.

15.7.3 Quelques limites

Nous voyons à présent quelques calculs de limite et de développements mettant en scène des
logarithmes et exponentielles.

compose1

Exemple 15.119.
Pour trouver le développement de la fonction fpxq “ e´2x, il suffit d’écrire celui de et et de
remplacer ensuite t par ´2x. Le développement à l’ordre 3 de la fonction exponentielle est :

et “ 1` t` t2

2 `
t3

6 ` t
3αptq. (15.385)

Le développement de fpxq “ e´2x sera donc

fpxq “ 1´ 2x` 4x2

2 ´ 8x3

6 ´ 8x3αp´2xq. (15.386)

Donc le polynôme de degré 3 partie régulière de g est :

1´ 2x` 2x2 ´ 4
3x

3, (15.387)

et la fonction reste correspondante est :

αgpxq “ ´8αp´2xq. (15.388)

△

Exemple 15.120.
Nous savons les développements

fpxq “ lnp1` xq „ x´ x2

2 ` x3

3 (15.389)
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et
sinpxq „ x´ x3

6 . (15.390)

Nous obtenons le développement d’ordre 3 de la fonction x ÞÑ ln
`
1` sinpxq˘ en écrivant

ln
`
1` sinpxq˘ „ `

x´ x3

6
˘´ 1

2

ˆ
x´ x3

6

˙2
` 1

3

ˆ
x´ x3

6

˙3
. (15.391)EqGXMooWKQkILEqGXMooWKQkIL

Il s’agit maintenant de trouver les termes qui sont de degré inférieur ou égal à 3.
D’abord ˆ

x´ x3

6

˙2
“ x2 ´ x4

3 ` x6

36 „ x2 (15.392)

Nous avons alors aussi ˆ
x´ x3

6

˙6
„ x2

ˆ
x´ x3

6

˙
„ x3. (15.393)

En replaçant tout ça dans (15.391) nous trouvons

ln
`
1` sinpxq˘ „ x´ x2

2 ` x3

6 . (15.394)

△
ExBCDookjljhjk

Exemple 15.121.
Calculer

lim
xÑ8 e

1{xa1` 4x2 ´ 2x. (15.395)EqABCoolkjhEqABCoolkjh

Nous allons effectuer un développement asymptotique de la partie « difficile » de l’expression posant
d’abord x “ 1{h. Si fpxq “ e1{x?1´ 4x2 alors

gphq “ 1
|h|e

h
a
h2 ` 4 “ 1

h

`
1` h` hαphq˘`2` hβphq˘. (15.396)

La première parenthèse est le développement de eh et la seconde celui de
?
h2 ` 4. Nous nous

apprêtons à faire la limite x Ñ 8 qui correspond à h Ñ 0`, nous pouvons donc supposer que
h ą 0 et omettre la valeur absolue. En effectuant le produit et en regroupant tous les termes
contenant h2, αphq ou βphq dans un seul terme hγphq,

fphq “ 1
h

`
2` 2h` hγphq˘ “ 2

h
` 2` γphq “ 2x` 2` γp1{xq (15.397)

où γ est une fonction vérifiant limtÑ0 γptq “ 0.
Nous sommes maintenant en mesure de calculer la limite (15.395) :

lim
xÑ8 e

1{xa1` x2 ´ 2x “ lim
xÑ8

`
2x` 2` γp1{xq ´ 2x

˘ “ 2. (15.398)

△

15.8 Trigonométrie hyperbolique
Définition 15.122.
Les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique sont les fonctions définies sur R par
les formules suivantes :

coshpxq “ ex ` e´x

2 (15.399a)

sinhpxq “ ex ´ e´x

2 . (15.399b)

Si vous ne vous rappelez plus la définition de ex, c’est 15.59.
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PROPooUNHHooIksdoJ

Proposition 15.123.
Quelques propriétés algébriques des fonctions trigonométriques hyperboliques.

(1) coshp´xq “ coshpxq
(2) sinhp´xq “ ´ sinhpxq
(3) cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1

ITEMooSJBDooAiRgjj

(4) cosh2pxq ` sinh2pxq “ coshp2xq
(5) coshpxq coshpyq ` sinhpxq sinhpyq “ coshpx` yq

ITEMooOJRFooUCUaDl

(6) coshpxq coshpyq ´ sinhpxq sinhpyq “ coshpx´ yq
(7) coshpxq sinhpyq ` sinhpxq coshpyq “ sinhpx` yq
(8) coshpxq sinhpyq ´ sinhpxq coshpyq “ ´ sinhpx´ yq.

Démonstration. Si s’agit simplement de remplacer les définitions et d’utiliser les formules concer-
nant les puissances, dont la formule (12.1081).

PROPooAOOHooXvLfrZ

Proposition 15.124.
Quelques propriétés analytiques des fonctions trigonométriques hyperboliques.

(1) cosh1pxq “ sinhpxq
(2) sinh1pxq “ coshpxq.

ITEMooZNZLooNMQFWr

(3) coshpxq ě 1.

Démonstration. Pour les dérivées, il s’agit d’utiliser la dérivation de l’exponentielle, laquelle est
facile par le théorème 15.89(1).

Pour (3), nous commençons par les x ě 0. D’abord coshp0q “ 1. Ensuite cosh1pxq “ sinhpxq “
ex´e´x

2 . Vu que x ą 0 nous avons ex ą e´x ą 0. Donc la dérivée de cosh est strictement positive
sur s0,8r. La fonction y est donc partout plus grande que coshp0q “ 1.

Pour les x ă 0, nous avons la fait que cosh est paire.
PROPooQLNYooIIOdvm

Proposition 15.125.
La fonction sinh : RÑ R est bijective.

Démonstration. En deux parties.
(1) Injective Si sinhpaq “ sinhpbq, alors le théorème de Rolle 12.187 affirme qu’il existe c P sa, br

tel que sinh1pcq “ 0. Mais la proposition 15.124 nous dit que sinh1pxq “ coshpcq ě 1. Donc
impossible.

(2) Surjective Nous avons
lim

xÑ´8 sinhpxq “ ´8 (15.400)

et
lim
xÑ8 sinhpxq “ 8. (15.401)

Soit y P R. Il existe m ă 0 tel que sinhpmq ă y et M ą 0 tel que sinhpMq ą y. Le théorème
des valeurs intermédiaires 10.91 nous enseigne qu’il existe x P rm,M s tel que sinhpxq “ y.

PROPooWEHGooOBqSHY

Proposition 15.126 ([1]).
Soient a, b P R tels que a2 ´ b2 “ 1. Il existe un unique px, σq P Rˆ t˘1u tel que SUBEQSooBIYDooIBuduV

"
a “ σ coshpxq (15.402a)
b “ sinhpxq. (15.402b)
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Démonstration. Vu que le sinus hyperbolique est une bijection 46, il existe un unique x P R tel que
sinhpxq “ b. Maintenant un petit calcul :

a2 “ 1` sinhpxq2 “ 1` e2x ` e´2x ´ 2
4 “ e2x ` e´2x ` 2

4 “ coshpxq2. (15.403)

Vu que coshpxq2 “ a2, il existe un unique σ P t˘1u tel que σ coshpxq “ a.

Les représentations graphiques sont ceci :

y “ coshpxq

y “ sinhpxq

´3 ´2 ´1 1 2 3

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

La tangente hyperbolique est donnée par le quotient

tanhpxq “ sinhpxq
coshpxq . (15.404)

15.9 Séries entières de matrices

15.9.1 Différentiabilité
PropAMBXKgV

Proposition 15.127.
Soit panq une suite dans C de rayon de convergence R et la fonction

f : Mpn,Cq ÑMpn,Cq

A ÞÑ
8ÿ

k“0
akA

k (15.405)

Alors
(1) La différentielle de f sur Bp0, Rq est

dfApUq “
8ÿ

k“0
ak

k´1ÿ

l“0
AlUAk´1´l, (15.406)EqRDVodDaEqRDVodDa

c’est-à-dire que l’on peut différentier terme à terme. (Ici c’est A qui est dans Bp0, Rq)
46. Proposition 15.125.
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(2) La convergence de la somme 15.406 est absolue.
(3) La convergence de la somme 15.406 est normale sur tout compact.
(4) La fonction f est de classe C1 sur Bp0, Rq, c’est-à-dire que la fonction A ÞÑ dfA est continue.

Notons que dfA n’est pas tout à fait une série entière. Cependant, en ce qui concerne les normes,
c’est tout comme si ça l’était.

Démonstration. Nous posons ukpAq “ akA
k, qui est une fonction de classe C8 et dont la différen-

tielle est donnée par

pdukqApUq “ d

dt

”
ukpA` tUq

ı
t“0

“ ak
d

dt

”
pA` tUqk

ı
t“0

; (15.407)

en distribuant le produit nous trouvons tout un tas de termes dont seuls ceux contenant exactement
une fois tU ne vont pas s’annuler. Étant donné que U etA ne commutent pas nous avons l’expression
un peu moche

pdukqApUq “
k´1ÿ

l“0
akA

lUAk´1´l. (15.408)

En ce qui concerne la norme, nous regardons celle de pdukqA pour un A fixé ; c’est-à-dire que nous
en regardons la norme opérateur :

}pdukqA} “ sup
}U}“1

}
k´1ÿ

l“0
akA

lUAk´1´l} ď
k´1ÿ

l“0
|ak|}A}l}A}k´1´l ď k|ak|}A}k´1. (15.409)

Pour donner la convergence nous considérons un nombre r tel que }A} ă r ă R, de telle sorte que
la suite panrnq soit bornée par un nombre M et que nous puissions écrire

}pdukqA} ď k|ak|}A}k´1 “ k|ak|}A}k
}A} “ k|ak|

}A} r
k

ˆ}A}
r

˙k
ď M

}A}k
ˆ}A}

r

˙k
, (15.410)EqTGEwhnLEqTGEwhnL

dont la série converge. Nous avons donc convergence absolue de la série
8ÿ

k“0
pdukqA. (15.411)

Passons à la convergence normale sur tout compact. Nous nous fixons r ă R et nous nous intéres-
sons à la norme de duk sur Bp0, rq, c’est-à-dire

}duk}8 “ sup
xPBp0,rq

}pdukqA}. (15.412)

Vu que Bp0, rq est compact, ce supremum est un maximum et nous pouvons noter Ak la matrice
qui le réalise. Nous réalisons alors les mêmes manipulations que pour (15.410) :

}duk}8 “ }pdukqAk
} ď k|ak|}Ak}k´1 ď k|ak|rk´1 “ 1

r
k|ak|rk. (15.413)

Nous prenons maintenant r ă r0 ă R et M , un majorant de panrn0 q, de telle sorte qu’en multipliant
et divisant par rk0 ,

}duk}8 ď k|ak|rk0
r

rk

rk0
ď kM

r

ˆ
r

r0

˙k
, (15.414)

dont la série converge. Nous avons donc convergence normale sur tout compact. Par voie de fait
conséquences nous avons continuité de la série

8ÿ

k“0
pdukqA (15.415)

et convergence vers dfA par le théorème 15.9.



15.10. EXPONENTIELLE DE MATRICES 1453

PropQIIURAh

Proposition 15.128.
Si le rayon de convergence de la série upAq “ ř8

k“0 akA
k est R, alors

(1) elle converge normalement sur tout compact de Bp0, Rq ;
(2) la fonction u y est de classe C8.

Démonstration. Nous posons
uk : Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ akA
k

(15.416)

qui est évidemment une fonction de classe C8. Nous étudions la je différentielle en m, pour k ą j
(dans une série, nous ne nous intéressons pas aux premiers termes). La je différentielle appliquée
à v1 appliquée à v2, etc s’exprime de la façon suivante :

pdjukqmpv1, . . . , vjq “ d

dt1
. . .

d

dtj

´
ukpm` t1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` tjvjq

¯
ti“0

. (15.417)

Dans le produit pm` t1v1`¨ ¨ ¨` tjvjqk, seuls les termes contenant exactement une fois chacun des
ti ne s’annulera pas après avoir fait la dérivée et évalué en ti “ 0. Combien de termes cela fait ?
Parmi les k facteurs, il faut en placer j qui ne sont pas m (cela fait

`
k
j

˘
possibilités), et puis il faut

ordonner ces j termes, cela fait encore j! possibilités. Au final,

}pdjukqm} ď |ak|
ˆ
k

j

˙
j!}m}k´j “ |ak|P pkq}m}k´j (15.418)

où P pkq “ k!
pk´jq! est un polynôme de degré j.

Afin d’étudier la convergence normale sur tout compact de la série des djuk, nous considérons
r ă r0 ă R et nous allons prouver la convergence normale sur Bp0, rq. Vu que c’est un compact, il
existe une matrice mk P Bp0, rq telle que

}djuk}8 “ }pdjukqmk
} (15.419a)

ď |ak|P pkq}mk}k´j (15.419b)
ď |ak|P pkqrk´j (15.419c)

“ |ak|P pkq
rj

rk (15.419d)

“ |ak|r
k
0P pkq
rj

ˆ
r

r0

˙k
(15.419e)

ď M

rj
P pkq

ˆ
r

r0

˙k
(15.419f)

où M est un majorant de anrn0 . Vu que r{r0 ă 1, la somme sur k converge et nous avons convergence
normale sur tout compact de

dj
8ÿ

k“0
akA

k “
8ÿ

k“0
djpakAkq (15.420)

avec un peu d’abus de notation.

15.10 Exponentielle de matrices
PropKKdmnkD

Proposition 15.129.
Une matrice complexe est inversible si et seulement si elle est une exponentielle.

Autrement dit :
GLpn,Cq “ eMpn,Cq. (15.421)
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Démonstration. Nous avons déjà prouvé dans la proposition 15.70 que toutes les exponentielles
étaient inversibles. Ici nous nous concentrons sur la réciproque.

Soit A P GLpn,Cq ; nous allons donner une matrice B PMpn,Cq telle que A “ exppBq. D’abord
remarquons qu’il suffit de prouver le résultat pour une matrice par classe de similitude. En effet si
A “ exppBq et si M est inversible alors EqqACuGK

exppMBM´1q “
ÿ

k

1
k!pMBM´1qk (15.422a)

“
ÿ

k

1
k!MBkM´1 (15.422b)

“M exppBqM´1. (15.422c)

Donc MAM´1 “ exppMBM´1q. Nous pouvons donc nous contenter de trouver un logarithme
pour les blocs de Jordan. Nous supposons donc que A “ p1`Nq avec Nm “ 0. En nous inspirant
de (15.319), nous posons 47

Dptq “ tN ´ t2

2 N
2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qm tm´1

m´ 1N
m´1 (15.423)

et nous allons prouver que eDp1q “ 1`N . Notons que N étant nilpotente, cette somme ainsi que
toutes celles qui viennent sont finies. Il n’y a donc pas de problèmes de convergences dans cette
preuve (si ce n’est les passages des équations (15.422)).

Nous posons Sptq “ eDptq (la somme est finie), et nous avons

S1ptq “ D1ptqeDptq (15.424)

Afin d’obtenir une expression qui donne S1 en termes de S, nous multiplions par p1 ` tNq en
remarquant que p1` tNqD1ptq “ N nous avons

p1` tNqS1ptq “ NSptq. (15.425)

En dérivant à nouveau,
p1` tNqS2ptq “ 0. (15.426)EqKjccqPEqKjccqP

La matrice p1` tNq est inversible parce que son noyau est réduit à t0u. En effet si p1` tNqx “ 0,
alors Nx “ ´1

tx, ce qui est impossible parce que N est nilpotente. Ce que dit l’équation (15.426)
est alors que S2ptq “ 0. Si nous développons Sptq en puissances de t nous nous arrêtons au terme
d’ordre 1 et nous avons

Sptq “ Sp0q ` tS1p0q “ 1` tD1p0q “ 1` tN. (15.427)

En t “ 1 nous trouvons Sp1q “ 1 ` N . La matrice Dp1q donnée est donc bien un logarithme de
1`N .

15.10.1 Diagonalisabilité d’exponentielle
PropCOMNooIErskN

Proposition 15.130 ([114]).
Si A PMpn,Rq a un polynôme caractéristique scindé, alors A est diagonalisable si et seulement si
eA est diagonalisable.

Démonstration. Si A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible M telle que D “
M´1AM soit diagonale (c’est la définition 9.212). Dans ce cas nous avons aussi pM´1AMqk “
M´1AkM et donc M´1eAM “ eM

´1AM “ eD qui est diagonale.
La partie difficile est donc le contraire.

47. Le logarithme d’un nombre n’est pas encore définit à ce moment, mais cela ne nous empêche pas de poser une
définition ici pour une application des réels vers les matrices.



15.10. EXPONENTIELLE DE MATRICES 1455

(1) Qui est diagonalisable et comment ? Nous supposons que eA est diagonalisable et nous
écrivons la décomposition de Dunford (théorème 9.262) :

A “ S `N (15.428)

où S est diagonalisable, N est nilpotente, rS,N s “ 0. Nous avons besoin de prouver que
N “ 0.
Les matrices A est S commutent ; en passant au développement nous en déduisons que A et
eS commutent, puis encore en passant au développement que eA et eS commutent. Vu que
S est diagonalisable, eS l’est et par hypothèse eA est également diagonalisable. Donc eA et
e´S sont simultanément diagonalisables par la proposition 9.219.
Étant donné que A et S commutent, nous avons eN “ eA´S “ eAe´S , et nous en déduisons
que eN est diagonalisable vu que les deux facteurs eA et e´S sont simultanément diagonali-
sables.

(2) Unipotence
Si r est le degré de nilpotence de N , nous avons

eN ´ 1 “ N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q! . (15.429)EqQHjvLZQEqQHjvLZQ

Donc

peN ´ 1qk “
ˆ
N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q!
˙k

(15.430)

où le membre de droite est un polynôme en N dont le terme de plus bas degré est de degré
k. Donc peN ´ 1q est nilpotente et eN est unipotente.
Si M est la matrice qui diagonalise eN , alors la matrice diagonale M´1eNM est tout autant
unipotente que eN elle-même. En effet,

pM´1eNM ´ 1qr “
rÿ

k“0

ˆ
r

k

˙
p´1qr´kM´1peN qkM (15.431a)

“M´1

˜
rÿ

k“0

ˆ
r

k

˙
p´1qr´kpeN qk

¸
M (15.431b)

“M´1peN ´ 1qrM (15.431c)
“ 0. (15.431d)

La matrice M´1eNM est donc une matrice diagonale et unipotente ; donc M´1eNM “ 1, ce
qui donne immédiatement que eN “ 1.

(3) Polynômes annulateurs
En reprenant le développement (15.429) sachant que eN “ 1, nous savons que

N ` N2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` N r´1

pr ´ 1q! “ 0. (15.432)

Dit en termes pompeux (mais non moins porteurs de sens), le polynôme

QpXq “ X ` X2

2 ` ¨ ¨ ¨ ` Xr´1

pr ´ 1q! (15.433)

est un polynôme annulateur de N .
La proposition 9.99 stipule que le polynôme minimal d’un endomorphisme divise tous les
polynômes annulateurs. Dans notre cas, Xr est un polynôme annulateur et donc le polynôme
minimal de N est de la forme Xk. Donc il est Xr lui-même.
Nous avons donc Xr  Q. Mais Q est un polynôme contenant le monôme X donc Xr ne
peut diviser Q que si r “ 1. Nous en concluons que X est un polynôme annulateur de N .
C’est-à-dire que N “ 0.
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(4) Conclusion
Vu que Dunford 48 dit que A “ S ` N et que nous venons de prouver que N “ 0, nous
concluons que A “ S avec S diagonalisable.

15.11 Étude d’asymptote
Lorsqu’une fonction tend vers l’infini pour x Ñ 8, une question qui peut venir est : à quelle

vitesse tend-t-elle vers l’infini ?
Il est « visible » que la fonction logarithme ne tend pas très vite vers l’infini : certes

lim
xÑ8 lnpxq “ `8, (15.434)

mais par exemple lnp100000q » 11.5 tandis que e100000 » 1043429. Sans contestations possibles,
l’exponentielle croit plus vite que le logarithme.

Soient f et g deux fonctions dont la limite xÑ8 est 8. Si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ 0 (15.435)

nous disons que g tend vers 8 plus vite que f ; si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ 8 (15.436)

nous disons que f tend vers 8 plus vite que g, et si

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ a P R (15.437)

avec a ‰ 0 alors nous disons que f tend vers l’infini à la même vitesse que agpxq.
Exemple 15.131.
La fonction x ÞÑ x2 tend vers l’infini plus vite que la fonction x ÞÑ ?

x. △

Dans cette section nous allons nous contenter de déterminer les fonctions qui tendent vers l’infini
aussi vite qu’une droite oblique, que nous appellons asymptote et que nous voulons déterminer.

Exemple 15.132.
Déterminer les asymptotes obliques (s’ils existent) de la fonction

fpxq “ e1{xa1` 4x2. (15.438)
Tout d’abord nous remarquons que limxÑ8 fpxq “ 8. Nous sommes donc en présence d’une
branche du graphe qui tend vers l’infini. Ensuite,

lim
xÑ8

fpxq
x

“ lim
xÑ8 e

1{x
c

1
x2 ` 4 “ 2. (15.439)

Donc le graphe de f tend vers l’infini à la même vitesse que le graphe de la fonction y “ 2x. Nous
aurons donc une asymptote oblique de coefficient directeur 2. De façon imagée, nous pouvons
penser que le graphe de f et celui de y “ 2x sont presque parallèles si x est assez grand. Afin de
déterminer l’ordonnée à l’origine de l’asymptote, il nous reste à voir quelle est la « distance » entre
le graphe de f et celui de y “ 2x :

lim
xÑ8 fpxq ´ 2x “ lim

xÑ8 e
1{xa1` 4x2 ´ 2x. (15.440)

Cette limite a été calculée dans l’exemple 15.121 et vaut 2.
Nous concluons que le graphe de la fonction f admet l’asymptote

y “ 2x` 2. (15.441)
△

48. Théorème 9.262.
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15.12 Développement en série

15.12.1 Série génératrice d’une suite

Soit un une suite telle que le rayon de convergence de

fpzq “
8ÿ

n“0
unz

n (15.442)

soit strictement positif. Alors la série f est la série génératrice de la suite punq.
Grâce au théorème 15.44 nous pouvons la dériver terme à terme autour de z “ 0. En utilisant

la petite formule (15.140) nous trouvons

f plqpzq “
8ÿ

n“l
un

n!
pn´ lq!z

n´l, (15.443)EqNGhVCpPEqNGhVCpP

et donc
ul “ f plqp0q

l! . (15.444)

D’où le nom de série génératrice. Cela est évidemment intéressant seulement si nous connaissons
une autre forme pour f par ailleurs.

Nous en utiliserons une pour déterminer les partitions d’un nombre en parts fixes, proposi-
tion 26.99.

15.12.2 Développement en série et Taylor
DefwmRzKh

Définition 15.133.
Soit une fonction f : C Ñ C et z0 P C. Nous disons que f est développable en série entière
dans un voisinage de z0 si il existe une série

ř
n anz

n de rayon de convergence R ą 0 et r ď R tel
que

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn (15.445)

pour tout z P Bpz0, rq.
Proposition 15.134.
Si V est un ouvert dans C alors l’ensemble des fonctions V Ñ C développables en série entière
forme une C-algèbre.

Démonstration. Les séries entières passent aux sommes et aux produits en gardant des rayons de
convergence non nuls.

ThoTGPtDj

Proposition 15.135.
Si f est développable en série entière à l’origine alors elle est C8 sur un voisinage de l’origine et
le développement est celui de Taylor :

fpxq “
8ÿ

n“0

f pnqp0q
n! xn (15.446)

pour tout x dans un voisinage de 0.

Démonstration. Si fpxq “ ř
anx

n, nous savons que f est C1 et que nous pouvons dériver terme
à terme (au moins dans un voisinage). De plus le fait de dériver ne change pas le domaine. Par
récurrence, la fonction est C8 sur le voisinage. En dérivant k fois la série

ř
anx

n nous trouvons

f pkqpxq “
8ÿ

n“k
npn´ 1q . . . pn´ k ` 1qanxn´k. (15.447)
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En calculant en x “ 0 nous trouvons
f pkqp0q “ k!ak, (15.448)

d’où le terme général

ak “ f pkqp0q
k! . (15.449)

Si f est une fonction et si la série

Tf pxq “
8ÿ

n“0

f pnqp0q
n! xn (15.450)

converge, alors cette série est la série de Taylor de f .

Remarque 15.136.
La série de Taylor d’une fonction n’est pas liée à sa fonction de façon aussi raide qu’on pourrait le
croire. Même dans le cas d’une fonction C8 il peut arriver que Tf pxq ‰ fpxq.

Il peut aussi arriver que f ne soit pas développable en série entière.

Exemple 15.137.
Nous considérons la fonction

fpxq “
#
e´1{x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(15.451)

Nous avons

f 1pxq “
#

2
x3 e

´1{x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(15.452)

Note : pour la seconde ligne nous devons faire explicitement le calcul

f 1p0q “ lim
tÑ0

fptq ´ fp0q
t

“ lim
tÑ0

1
t
e´1{t2 “ 0. (15.453)

Plus généralement nous avons f pkqp0q “ 0, et par conséquent la série de Taylor converge (triviale-
ment) vers la fonction identiquement nulle.

Cette fonction n’est donc pas développable en série entière vu qu’il n’existe aucun voisinage de
zéro sur lequel la série de f coïncide avec f . △

ExwobBAW

Exemple 15.138.
Développement de fpxq “ arctanpxq. Nous savons que

f 1pxq “ 1
1` x2 , (15.454)

alors que nous connaissons le développement

1
1´ x “

8ÿ

n“0
xn (15.455)EqVmuaqTEqVmuaqT

pour tout x P Bp0, 1q. Nous avons donc successivement

1
1` x “

ÿ

n“0
p´xqn (15.456a)

1
1` x2 “

ÿ

n“0
p´1qnx2n (15.456b)

arctanpxq “
8ÿ

n“1
p´1qn x

2n`1

2n` 1 ` C. (15.456c)
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Notons que dans la dernière nous avons évité d’écrire la somme depuis n “ 0 (qui serait un terme
constant) et nous avons écris explicitement « `C ». Étant donné que arctanp0q “ 0, nous devons
poser C “ 0 et donc

arctanpxq “
8ÿ

n“1
p´1qn x

2n`1

2n` 1 . (15.457)

△

15.12.3 Resommer une série

Nous avons vu comment trouver la série correspondant à une fonction donnée. Un exercice
difficile consiste à trouver la fonction qui correspond à une somme donnée.

15.12.3.1 Les sommes du type
ř
n P pnqxn

Pour calculer 8ÿ

n“0
P pnqxn (15.458)

où P est un polynôme de degré m nous commençons par écrire

P pnq “ α0 ` α1pn` 1q ` α2pn` 1qpn` 2q ` ¨ ¨ ¨ ` αmpn` 1q . . . pn`mq. (15.459)

Nous décomposons alors la somme en m sommes de la forme
8ÿ

n“0
αk
pn` kq!
n! xn “ αk

˜ 8ÿ

n“0
xn`k

¸pkq
. (15.460)

Effectuons par exemple
8ÿ

n“0
xn`3 “ 1

1´ x ´ 1´ x´ x2 (15.461)

Notons que dans un usage pratique, ce terme devra être ensuite dérivé trois fois, de telle manière
que les termes « correctifs » n’interviennent pas. Cette méthode ne demande donc que de calculer
les dérivées successives de 1{p1´ xq.
Exemple 15.139.
Calculons la fonction

fpxq “
8ÿ

n“0
n3xn. (15.462)

D’abord nous écrivons

n3 “ ´1` 7pn` 1q ´ 6pn` 1qpn` 2q ` pn` 1qpn` 2qpn` 3q. (15.463)

Nous avons
8ÿ

n“0
pn` 1qxn “

˜ 8ÿ

n“0
xn`1

¸1
“
ˆ

1
1´ x ´ 1

˙1
“ 1
px´ 1q2 . (15.464)

De la même façon,
ÿ

n

pn` 1qpn` 2qxn “
´ÿ

xn`2
¯2 “ ´2

px´ 1q3 (15.465a)

ÿ

n

pn` 1qpn` 2qpn` 3qxn “ 6
px´ 1q4 . (15.465b)

En remettant tout ensemble nous obtenons
8ÿ

n“0
n3xn “ ´ 1

1´ x `
7

px´ 1q2 `
12

px´ 1q3 `
6

px´ 1q4 . (15.466)

Nous pouvons vérifier ce résultat en traçant les deux courbes et en remarquant qu’elles coïn-
cident.
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----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: n=var(’n’)
sage: S(x)=sum( [ n**3*x**n for n in range(0,30) ] )
sage: f(x)=-1/(1-x)+7/((x-1)**2)+12/((x-1)**3)+6/( (x-1)**4 )
sage: S(0.1)
0.214906264288980
sage: f(0.1)
0.214906264288981
sage: f.plot(-0.5,0.5)+S.plot(-0.5,0.5)

△

15.12.3.2 Les sommes du type
ř
n x

n{P pnq
Si P pnq a des racines entières, nous pouvons le décomposer en fractions simples et utiliser la

somme 8ÿ

n“1

xn

n
“ ´ lnp1´ xq. (15.467)

Nous avons par exemple
8ÿ

n“0

xn

n` 1 “
1
x

ÿ

n“0

xn`1

n` 1 (15.468a)

“ 1
x

8ÿ

n“1

xn

n
“ ´ lnp1´ xq

x
. (15.468b)

Notez le changement de point de départ de la somme au passage.
Autre exemple :

8ÿ

n“0

xn

n` 3 “
1
x3

˜ 8ÿ

n“1

xn

n
´ x´ x2

2

¸
(15.469a)

“ ´ lnpx´ 1q
x3 ´ 1

x2 ´
1

2x. (15.469b)

Si le polynôme possède des racines non entières, les choses se compliquent.

Exemple 15.140.
Calculons 8ÿ

n“0

xn

2n` 1 . (15.470)

Si x ě 0, en posant t “ ?x nous trouvons

8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “
1
t

8ÿ

n“0

t2n`1

2n` 1 . (15.471)

Étudions
Hptq “

8ÿ

n“0

t2n`1

2n` 1 . (15.472)

Nous avons
H 1ptq “

8ÿ

n“0
t2n “

ÿ

n“0
pt2qn “ 1

1´ t2 . (15.473)EqBuPjcMEqBuPjcM
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Une primitive de cette fonction est
1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌ t` 1
t´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (15.474)

En t “ 0, cette fonction vaut 0 qui est la bonne valeur. Donc nous avons bien

Hptq “ 1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌ t` 1
t´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (15.475)

Notons que ce que l’équation (15.473) nous dit est que Hptq est une primitive de 1{p1´ t2q. Il
faut choisir la bonne primitive en fixant une valeur.

Nous avons donc 8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “
1

2
?
x

ln
ˇ̌
ˇ̌
?
x` 1?
x´ 1

ˇ̌
ˇ̌ (15.476)

pour x ą 0. Nous devons encore trouver ce que cela vaut pour x ă 0.
Nous posons successivement X “ ´x puis gpXq “ fp´Xq. Ce que nous devons calculer est

gptq “ 1
t

8ÿ

n“0

p´1qnt2n`1

2n` 1 . (15.477)

Si nous posons

hptq “
ÿ p´1qnt2n`1

2n` 1 , (15.478)

alors
h1ptq “

ÿ
p´1qnt2n “

ÿ
p´t2qn “ 1

1` t2 , (15.479)

par conséquent hptq “ arctanptq (cela avait déjà été déduit à l’envers dans l’exemple 15.138).
Au final

fpxq “
8ÿ

n“0

xn

2n` 1 “

$
’’&
’’%

1
2

?
x

ln
ˇ̌
ˇ

?
x`1?
x´1

ˇ̌
ˇ si x ą 0

arctanp?´xq?´x si x ă 0
1 si x “ 0.

(15.480)EqIHlDjGEqIHlDjG

Notons qu’elle est continue en zéro à gauche et à droite.
△

Exemple 15.141.
Nous considérons l’exemple suivant :

fpxq “
8ÿ

n“0

xn

3n` 2 . (15.481)

Nous posons t “ 3
?
x, et nous substituons :

xn

3n` 2 “
t3n

3n` 2 “
1
t2
t3n`2

3n` 2 . (15.482)

Nous devons étudier la fonction

gptq “
8ÿ

n“0

t3n`2

3n` 2 (15.483)

Nous avons
g1ptq “

ÿ

n“0
t3n`1 “ t

ÿ

n“0
t3n “ t

1´ t3 . (15.484)

Notons que gp0q “ 0. △
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Exemple 15.142.
Calculer le nombre 8ÿ

n“0

p´1qn
2n` 1 . (15.485)EqgUyKYeEqgUyKYe

Nous aurions envie de dire que cela est fp´1q pour la fonction f donnée en (15.480). Le problème
est que le rayon de convergence de f étant 1, rien n’est garanti quand au fait que la fonction y soit
continue en x “ ´1. En particulier nous devons justifier le fait que

lim
xÑ´1

ÿ

n

xn

2n` 1 “ lim
xÑ´1

1?´x arctanp?´xq. (15.486)

Ce qui nous sauve est le critère d’Abel radial (théorème 15.40). En effet la série

ÿ rn

2n` 1 (15.487)EqAFrXRBEqAFrXRB

étant convergente avec r “ ´1, la série correspondante est continue sur r´1, 0s. Nous pouvons
donc calculer la série (15.485) en posant x “ ´1 dans (15.480) :

8ÿ

n“0

p´1qn
2n` 1 “

π

4 . (15.488)

Note : la série (15.487) ne converge pas avec r “ 1. La fonction f n’est pas continue en
x “ 1. △

ExGxzLlP

Exemple 15.143.
Nous avons 8ÿ

n“1
nxn´1 “ 1

p1´ xq2 . (15.489)

En effet si nous désignons par f la somme à gauche, nous trouvons que f “ g1 avec

gpxq “
8ÿ

n“1
xn. (15.490)

Nous savons par ailleurs que gpxq “ 1{p1´ xq. Par conséquent

fpxq “
ˆ

1
1´ x

˙1
“ 1
p1´ xq2 . (15.491)

△

15.12.3.3 Sage, primitives et logarithme complexe
ooOPWYooDDSZWx

15.144.
Attention : Sage pourrait nous induire en erreur si nous n’y prenions pas garde. En effet ce que
vous ne savez pas mais que Sage sait, c’est que

lnp´1q “ iπ. (15.492)

Par conséquent Sage se permet de donner des primitives sans valeurs absolues dans le logarithme :

sage: f(x)=1/x
sage: f.integrate(x)
x |--> log(x)
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La primitive à laquelle on s’attend d’habitude est lnp|x|q. Ici la réponse est correcte parce que si x
est négatif nous avons

lnpxq “ ln
`p´1q|x|˘ “ lnp´1q ` lnp|x|q. (15.493)

Cette fonction est donc décalée de la primitive usuelle seulement de la constante lnp´1q.
Un exemple plus élaboré :

sage: h(x)=1/(1-x**2)
sage: H=h.integrate(x)
sage: H
x |--> -1/2*log(x - 1) + 1/2*log(x + 1)
sage: H(0)
-1/2*I*pi

Exemple 15.145.
Encore une fois il faut faire attention en demandant la primitive à Sage :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=x/(1-x**3)
sage: F=f.integrate(x)
sage: F(0)
-1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3))

Cette fois la primitive proposée diffère de celle qu’on cherche de la constante complexe

´π3 i. (15.494)

Mais il y a pire si nous voulons tracer. Nous voudrions définir la fonction F2pxq “ F pxq ´ F p0q.
Mathématiquement c’est bien de cette fonction que nous parlons, mais :

sage: F2(x)=F(x)-F(0)
sage: F2(x)
1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*(2*x + 1)*sqrt(3)) +

+1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3)) - 1/3*log(x - 1) + 1/6*log(x^2 + x + 1)
sage: F2.plot(x,-0.1,0.1)
verbose 0 (4101: plot.py, generate_plot_points)

WARNING: When plotting, failed to evaluate function at 200 points.
verbose 0 (4101: plot.py, generate_plot_points)

Last error message: ’unable to simplify to float approximation’

Il refuse de tracer. Pourquoi ? La partie complexe de l’expression de F2 est mathématiquement
nulle, mais elle est en deux parties :

π

3 ` la partie imaginaire de´ 1
3 lnpx´ 1q. (15.495)

Lorsque Sage tente de tracer, il donne à x un certain nombre de valeurs et calcule une valeur
approchée de lnpx´1q. Cette dernière ne se simplifie pas avec le nombre exact π{3. Sage reste donc
avec une partie imaginaire qu’il ne peut pas tracer.

Notez la nuance :

sage: ln(-0.1)
-2.30258509299405 + 3.14159265358979*I
sage: ln(-1/10)
I*pi + log(1/10)



1464 CHAPITRE 15. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Du coup nous avons aussi

sage: F2(-0.1)
1/3*I*pi - 1/3*sqrt(3)*arctan(0.266666666666667*sqrt(3))

+ 1/3*sqrt(3)*arctan(1/3*sqrt(3)) - 0.0474885065133152 - 1.04719755119660*I

△

15.12.3.4 Nombres de Bell

Ici nous montrerions bien le théorème 15.166 sur les nombres de Bell parce que c’est essentiel-
lement un résultat sur les séries entières et leurs manipulations. Hélas, il demande un tout petit
peu d’équation différentielle (presque rien). Donc il est postposé jusqu’en page 1477.

15.13 Séries entières de matrices
secEVnZXgf

Nous nous proposons d’étudier des séries de la forme
8ÿ

k“0
akA

k (15.496)

où A est une matrice. L’essentiel de la théorie va rester. Nous considérons une norme algébrique
(définition 11.56), c’est-à-dire }AB} ď }A}}B}.

15.13.1 Rayon de convergence

La notion de rayon de convergence de cette série reste la même : c’est la définition 15.12 qui ne
dépend que des coefficients ak et pas du tout de ce qu’on met à côté dans la somme. Évidemment
il faudra montrer que dans le cas des matrices, le nom « rayon de convergence » n’est pas usurpé.

PropFIPooSSmJDQ

Proposition 15.146.
Soit panq une suite dans C de rayon de convergence R et A P Mpn,Rq une matrice vérifiant
}A} ă R. Alors la série

8ÿ

k“0
akA

k (15.497)

converge absolument, c’est-à-dire que
ř
k }akAk} ă 8.

Démonstration. Nous avons les majorations

}anAn} ď |an|}An} ď |an|}A}n. (15.498)

Par hypothèse }A} ă R et R est un supremum, donc il existe r tel que }A} ă r ă R avec panrnq
borné. Nommons M un majorant de la suite panrnq. Alors nous avons

}anAn} ď |an|rn }A}
n

rn
ďM

ˆ}A}
r

˙n
. (15.499)

La série du membre de droite converge parce que c’est une série géométrique de raison plus petite
que 1, proposition 11.122.

15.13.2 Convergence et rayon spectral

Le concept de rayon spectral permet aussi de donner des informations sur la convergence de
séries de matrices. Pour rappel le rayon spectral d’une matrice est le maximum du module de ses
valeurs propres (définition 11.57). Le rayon spectral de la matrice A est noté ρpAq.

La proposition suivante sera redémontrée indépendamment dans le théorème 15.148.
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PROPooDJFLooBqqEPT

Proposition 15.147 ([114]).
Si A PMpn,Cq est telle que ρpAq ă 1, alors An Ñ 0.

Démonstration. Nous nous plaçons dans une base des espaces caractéristiques 49 de A, c’est-à-dire
que nous supposons que la matrice A a la forme

A “

¨
˚̋
λ11`N1

. . .
λs1`Ns

˛
‹‚ (15.500)EqWMvkgLoEqWMvkgLo

où les λi sont les valeurs propres de A et les Ni sont nilpotentes. En effet nous savons que l’espace
caractéristique Fλi

est l’espace de nilpolence de A ´ λi1. Si nous notons Ai la restriction de A à
cet espace, la matrice Ni “ Ai ´ λi1 est nilpotente. Du coup Ai “ λI1`Ni et nous avons bien la
décomposition (15.500).

Nous avons donc An Ñ 0 si et seulement si pNi`λi1qn Ñ 0 pour tout i. Soit donc N nilpotente
et λ ă 1 (parce que nous savons que toutes les valeurs propres de A sont inférieures à un). Nous
avons

pλ1`Nqn “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
λn´kNk “

r´1ÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
λn´kNk. (15.501)

Nous voyons que le nombre de termes dans la somme ne dépend pas de n. De plus pour chacun de
termes, la puissance de N ne dépend pas non plus de n. Le terme

ˆ
n

k

˙
λn´k ď P pnqλn´k (15.502)

où P est un polynôme tend vers zéro lorsque n devient grand parce que c’est un cas polynôme fois
exponentielle.

THOooMNLGooKETwhh

Théorème 15.148 (Thème 41[385]).
Soit A PMpn,Kq (K “ R ou C). Les affirmations suivantes sont équivalentes.

ITEMooCGLSooZsMXSt

(1) limkÑ8 Ak “ 0
ITEMooYBGEooXAzVbD

(2) ρpAq ă 1
ITEMooEJSQooTqkBbo

(3)
ř8
k“0A

k converge.

Dans le cas où ces conditions sont vérifiées, nous avons aussi

— 1´A est inversible,
—

ř8
k“0A

k “ p1´Aq´1

Démonstration. Nous supposons qu’une norme est donnée surKn et nous considérons surMpn,Kq
la topologie associée à la norme subordonnée 50. Nous subdivisons la preuves en différentes impli-
cations.

(1) (1) implique (2) Si ρpAq ě 1, en combinant la proposition 12.111 avec la proposition 12.113,
nous avons

}Am} ě `
ρpAq˘m ě 1 (15.503)

Mais la limite Ak Mpn,KqÝÑ 0 signifie la limite }Ak} RÝÑ 0. Le fait que tous les éléments de la
suite soient plus grand que 1 empêche cette limite.

49. Voir le théorème 9.260
50. Si on parle de convergence d’une suite, c’est qu’il y a une topologie quelque part.
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(2) (2) implique (1)
Vu que ρpAq ă 1, il existe ϵ ą 0 tel que ρpAq`ϵ ă 1. Par le lemme 12.112 il existe une norme
N sur Mpn,Kq telle que NpAq ď ρpAq ` ϵ ă 1. Notons que cette norme N dépend de A et
de ϵ.
Avec cette norme nous avons

NpAkq ď NpAqk RÝÑ 0. (15.504)

Cela signifie que Ak NÝÑ 0. L’équivalence entre toutes les normes sur Mpn,Kq donne alors la
convergence Ak }.}ÝÑ 0.
Pour une preuve alternative de cette implication, voir la proposition 15.147.

(3) (3) implique (1)
La convergence d’une série implique que la norme du terme général converge vers zéro par
la proposition 11.89. Nous avons donc }Ak} Ñ 0, ce qui signifie Ak Ñ 0, et donc ρpAq ă 1
parce que (1) implique (2).

(4) ρpAq ă 1 implique 1´A est inversible
Si µ est une valeur propre de 1´A alors

det
`p1´Aq ´ µ1˘ “ det

`
A´ p1´ µq1˘, (15.505)

donc 1´ µ est une valeur propre de A. Donc les valeurs propres de 1´ A sont les nombres
1´ λi où les λß sont les valeurs propres de A. Par hypothèse, nous avons λi ă 1 pour tout i,
donc les valeurs propres de 1´ A sont toutes non nulles. Donc 1´ A est inversible (pas de
noyau).

(5) Le reste Nous montrons à présent que si ρpAq ă 1 alors
ř8
k“0A

k converge vers 1 ´ A.
Pour cela nous savons déjà que 1´A est inversible. Nous posons

Bm “ 1`A` . . .`Am, (15.506)

ce qui donne immédiatement ABm “ A`A2 ` . . .`Am`1. Nous avons donc

p1´AqBm “ 1´Am`1. (15.507)

Nous savons que limmÑ0Am “ 0, donc

p1´Aq
8ÿ

k“0
Ak “ lim

kÑ8p1´AqBk “ lim
kÑ8p1´A

k`1q “ 1. (15.508)

Notez au passage que nous avons permuté la somme avec le produit matriciel (voir 11.5.2).

15.13.3 Exponentielle et logarithme de matrice
subsecXNcaQfZ

La définition de l’exponentielle dans le cas des matrices est celle sur les algèbres normées non
commutatives, 15.65.

PropXFfOiOb

Proposition 15.149.
L’application

exp: Mpn,Rq ÑMpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0

Ak

k!
(15.509)

est une application de classe C8. Sa différentielle en zéro est l’identité : pd expq0 “ Id.
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Démonstration. En ce qui concerne la continuité, nous savons que le rayon de convergence de la
suite 1

k! est infini ; la proposition 15.128 conclut.
Pour la différentielle, c’est la proposition 15.127 qui nous permet d’écrire

d exp0pUq “
d

dt

”
expptUq

ı
t“0

“ d

dt

” 8ÿ

k“0

tkUk

k!

ı
t“0

“
8ÿ

k“0

ktk´1Uk

k!

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
t“0

“ U (15.510)

parce que seul le terme k “ 1 n’est pas nul.

Nous avons vu par la proposition 15.129 que toute matrice complexe inversible a un logarithme.
Nous allons maintenant parler de logarithme de matrices réelles avec une condition sur la norme.
La formule ci-dessous montre explicitement que le logarithme est réel.

ln : tA PMpn,Rq tel que }A´ 1} ă 1u ÑMpn,Rq

A ÞÑ
8ÿ

k“0
p´1qk pA´ 1q

k`1

k ` 1 .
(15.511)

LemQZIQxaB

Lemme 15.150.
Si }m} ă 1 dans Mpn,Rq, alors nous posons

lnp1`mq “
8ÿ

k“0
p´1qkm

k`1

k ` 1 . (15.512)EqIKgMabbEqIKgMabb

Cette fonction a les propriétés suivantes.
(1) Elle est de classe C8.
(2) Elle est un bon logarithme au sens où

elnp1`mq “ 1`m. (15.513)

(3) Elle vérifie l’approximation
lnp1`mq “ m` σpmq (15.514)

où σ a la propriété que
lim
kÑ8 kσ

´m
k

¯
“ 0. (15.515)

Démonstration. Le rayon de convergence de la suite ak “ p´1qk

k`1 est 1. Donc l’application donnée
est C8 sur Bp0, 1q par le théorème 15.128.

D’après la formule (15.512) nous avons

σpmq “
8ÿ

l“1
p´1qlm

l`1

l ` 1 . (15.516)

Nous avons alors

kσpm
k
q “

8ÿ

l“1
p´1ql ml`1

klpl ` 1q , (15.517)

et donc

}kσpm
k
q} ď

8ÿ

l“1

}m}l`1

klpl ` 1q ď
1
k

8ÿ

l“1

}m}l`1

l ` 1
kÑ8Ñ 0 (15.518)

Cela prouve la dernière assertion.
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Proposition 15.151.
Soit V un espace vectoriel de dimension finie et A P EndpV q. Nous considérons la fonction

f : RÑ EndpV q
t ÞÑ etA.

(15.519)

Cette fonction vérifie
f 1ptq “ `

etA
˘1 “ AetA. (15.520)

Démonstration. Si nous posons fkptq “ tkAk

k! alors la fonction f est la somme : f “ ř8
k“0 fk. Nous

allons permuter la somme et la dérivation à l’aide du théorème 15.9. Vu que

f 1
kptq “

ktk´1Ak

k! , (15.521)

la suite des dérivées converge normalement surR, nous pouvons dériver terme à terme pour obtenir

´ 8ÿ

k“0
tk
Ak

k!

¯1 “
8ÿ

k“0
ktk´1A

k

k! “
8ÿ

k“1
ktk´1A

k

k! “ A
8ÿ

k“1

Ak´1tk´1

pk ´ 1q! “ AetA. (15.522)

Notez le jeu au niveau du point départ de la somme : elle passe de 0 à 1 parce que le terme zéro
est nul, mais la simplification k

k! “ 1
pk´1q! n’a pas de sens pour k “ 0.

LemQEARooLRXEef

Lemme 15.152 ([475]).
Soit A P EndpV q où V est un espace vectoriel réel de dimension finie. Si nous notons λi (i “
1, . . . , r) les valeurs propres distinctes de A alors il existe un polynôme P P RrXs tel que

}etA} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
etRepλiq. (15.523)

Démonstration. Le polynôme caractéristique de A se note, d’après le corolaire 12.107 de la façon
suivante :

χApXq “
rź

i“1
pX ´ λiqmi (15.524)

où mi est la multiplicité de la valeur propre λi. Le lemme des noyaux 9.89 nous dit qu’en posant

Vi “ kerpA´ λi1qmi (15.525)

nous avons V “Àr
i“1 Vi. Nous nommons pi : V Ñ V la projection canonique de E sur Vi ainsi que

xi la composante de x P V dans l’espace caractéristique Vi et nous posons Ai “ pi ˝A. Les espaces
caractéristiques sont stables par A (lemme 9.257), donc pAxiqi “ Axi. Par conséquent

ř
iAipi “ A

parce que `ÿ

i

piApi
˘pxq “

ÿ

i

pAxiqi “
ÿ

i

Axi “ A
ÿ

i

xi “ Ax. (15.526)

En ce qui concerne les puissances de A nous avons de même

Ani xi “ AiA
n´1
i xiloomoon
PVi

“ AAn´1
i xi “ Anxi, (15.527)

et donc
rÿ

i“1
Ani pi “ An. (15.528)

En particulier,
etA “

ÿ

i

etAipi. (15.529)EqPVIooGxwFBHEqPVIooGxwFBH
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C’est de cette exponentielle de matrice que nous devons étudier la norme.
La décomposition de Dunford du théorème 9.262 est toujours un bon plan pour traiter avec les

exponentielles : nous avons A “ s` n avec

s “
ÿ

k

λkpk, n “
ÿ

k

pA´ λk1qpk. (15.530)

Nous montrons que la décomposition de Dunford de piA est piA “ pis` pin. Nous avons

pis “
ÿ

k

λkpipk “ λipi (15.531)

qui est bien diagonalisable. De plus les espaces caractéristiques sont stables par n, donc pin est
nilpotent. Enfin ils commutent :

rpis, pins “ λippin´ pinpiq. (15.532)EqNJIooDxKlxnEqNJIooDxKlxn

Vu que n préserve les espaces caractéristiques, lorsque v P Vk avec k ‰ i nous avons pinpiv “ 0 et
pinv “ 0. Mais si v P Vi alors

pinpiv “ pinv “ nv (15.533)

et pinv “ nv, donc les opérateurs pin et pinpi sont égaux et (15.532) donne bien zéro. En ce qui
concerne l’exponentielle de Ai nous avons

epiA “ episepin “ eλipi exp
`pA´ λi1qpi

˘
. (15.534)

Nous pouvons maintenant sérieusement nous attaquer à la norme de etA de l’équation (15.529).
D’abord nous avons }pi} “ 1 parce que l’opérateur pi est l’identité sur au moins un vecteur (en
fait tout ceux de l’espace caractéristique Vi). En utilisant les propriétés de la norme opérateur 51,
nous trouvons dans un premier temps 52 :

}etA} ď
rÿ

i“1
}etAi} ď

rÿ

i“1
|etλi |

miÿ

k“0

|t|k
k! }A´ λi1i}

k

looooooooooomooooooooooon
“Pip|t|

(15.535)

où 1i est l’opérateur identité sur Vi. Petit détail dans le calcul :

}eλipi} ď
8ÿ

l“0

λli
k! }pi}

l “ eλi . (15.536)

Notons que tous les termes de Pip|t|q et Pi
`|t|˘ sont positifs, de telle sorte que nous pouvons majorer

en ajoutant des termes partout. À la place d’avoir Pip|t|q comme coefficient de |etλi | nous majorons
en mettant

řr
j“1 Pjp|t|q comme coefficient :

}etA} ď
rÿ

i“1
|etλi |Pi

`|t|˘ “
rÿ

i“1
|etλi |

rÿ

j“1
Pj
`|t|˘ “ P

`|t|˘
rÿ

i“1
etRepλiq. (15.537)

L’arrivée de la partie réelle est une égalité usuelle pour les nombres complexes : |ea`bi| “ ea|ebi| “
ea.

51. Surtout le fait que ce soit une norme d’algèbre, lemme 11.61.
52. Si les valeurs propres de A sont λi, celles de tA sont tλi.
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15.13.4 Calcul effectif de l’exponentielle d’une matrice
SUBSECooGAHVooBRUFub

Nous reprenons l’exemple de [476]. Soit A une matrice dont le polynôme minimum s’écrit

P pXq “ pX ´ 1q2pX ´ 2q. (15.538)

Par le théorème 9.89 de décomposition des noyaux nous avons

E “ kerpA´ 1q2 ‘ kerpA´ 2q. (15.539)

En suivant les notations de ce théorème nous avons P1pXq “ pX ´ 1q2, P2pXq “ X ´ 2 et

Q1pXq “ X ´ 2 (15.540a)
Q2pXq “ pX ´ 1q2. (15.540b)

En posant
R1pXq “ ´X
R2pXq “ 1,

(15.541)

nous avons une solution de Bezout :

R1Q1 `R2Q2 “ 1. (15.542)

Conformément au théorème 9.89(3), le projecteur pi sur ker
`
PipAq

˘
est pRiQiqpAq :

p1 “ projkerpA´1q2 “ ´ApA´ 2q
p2 “ projkerpA´2q “ pA´ 1q2 (15.543)

Passons maintenant au calcul de l’exponentielle 53. Nous avons évidemment

eA “ eAp1 ` eAp2. (15.544)EQooVIOWooACVAoZEQooVIOWooACVAoZ

Afin de nous adapter au projecteurs que nous avons en main, nous écrivons A “ 1 ` pA ´ 1q et
nous utilisons la proposition 15.68(4) :

eA “ e1`pA´1q “ e1eA´1 “ eeA´1. (15.545)

Pour tout x, nous avons pA´ 1qkp1pxq “ 0 dès que k ě 2. Donc nous avons

eAp1pxq “ eeA´1p1pxq “ e
ÿ

k

pA´ 1qk
k! p1pxq “ ep1pxq ` epA´ 1qp1pxq “ eAp1pxq. (15.546)

En ce qui concerne p2 nous faisons de même en partant de eA “ e21eA´21 :

eAp2pxq “ e2
8ÿ

k“0

pA´ 1qk
k! p2pxq “ e2p2pxq. (15.547)

En recollant les morceaux avec (15.544),

eApxq “ eAp1pxq ` e2p2pxq “ ´eA2pA´ 2qx` e2pA´ 1q2x. (15.548)

Au final nous avons prouvé que

eA “ ´eA2pA´ 2q ` e2pA´ 1q2. (15.549)
53. Définition 15.65. Thème 50
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15.14 Lemme de Borel

15.14.1 Fonctions plateaux, Urysohn, partition de l’unité
subsecOSYAooXXCVjv

Vous voulez une fonction de classe C8 nulle sur un ouvert, mais qui n’est pas nulle partout ?
En voici une.

LEMooFLUSooKaZRRY

Lemme 15.153.
La fonction

φpxq “
#
e´1{x si x ą 0
0 sinon.

(15.550)

est de classe C8.

Démonstration. Pour tout polynôme P nous avons la limite 54

lim
xÑ0`

e´1{x

P pxq “ 0. (15.551)

De là, en écrivant les dérivées successives de φ, il est facile de voir qu’elles sont continues en
x “ 0.

LEMooRVSIooKcpWoK

Lemme 15.154.
Soit m ą 0. Il existe une application ψm P C8pRq vérifiant

ψmpxq “

$
’&
’%

1 si x ă 0
0 si x ą m

positive si x P r0,ms.
(15.552)

Démonstration. Nous partons de la fonction φ du lemme 15.153. Ensuite nous considérons

ψmpxq “ 1´
şx
0 φptqdtşm
0 φptqdt (15.553)

Cette fonction est encore de classe C8. En effet, le dénominateur
şm
0 φptqdt est un simple nombre

strictement positif sans histoires tandis que la proposition 14.264 dit que x ÞÑ şx
0 φptqdt est une

primitive de φ. Vu que φ est déjà de classe C8, sa primitive l’est également.
LEMooFFPVooDKGUAp

Lemme 15.155 ([241]).
Soient a ă b dans R. Il existe une fonction f P C8pRq telle que

(1) 0 ď f ď 1,
(2) f “ 0 sur s´8, as,
(3) f “ 1 sur rb,8r.

Démonstration. C’est une variation sur le thème de la fonction du lemme 15.154 ; il s’agit de la
retourner, dilater et décaler. Posez successivement f1pxq “ ψmp´xq, f2pxq “ f1

`
mx{pb ´ aq˘ et

f3pxq “ f2px´aq et je crois que le compte est bon. La fonction f3 est celle que nous cherchons.
PROPooAZJZooTYWjzb

Proposition 15.156.
Soient a ă b ă c ă d dans R. Il existe une fonction f P C8pRq à valeurs positives telle que

(1) fpxq “ 1 si x P rb, cs
(2) supppfq Ă ra, ds.
54. Voir la proposition 15.106(3).
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Démonstration. Nous considérons la fonction ψm du lemme 15.154, et nous considérons les fonc-
tions

f1pxq “ ψd´cpx´ cq “

$
’&
’%

1 si x ă c

0 si x ą d

positive si x P rc, ds.
(15.554a)

f2pxq “ ψpb´ aqpb´ xq “

$
’&
’%

0 si x ă a

1 si x ą b

positive si x P ra, bs.
, (15.554b)

et finalement la fonction suivante répond à la question des fonctions plateaux sur R :

fpxq “ f1pxqf2pxq. (15.555)EqIHAFooXjfcllEqIHAFooXjfcll

Une variation sur le même thème est l’existence de fonctions infiniment dérivables à support
compact, c’est-à-dire des fonctions dans C8

c pRdq “ DpRdq.
LEMooLHIFooWpbauN

Lemme 15.157 ([1]).
Pour tout n P N nous avons

lim
xÑ1´

e´1{p1´x2q

p1´ x2qn “ 0. (15.556)

Démonstration. D’abord le lemme 15.105 nous indique que

lim
xÑ8x

ne´x “ 0. (15.557)

Nous prouvons ensuite que

lim
xÑ0`

e´1{x

xn
“ 0. (15.558)

Pour cela nous considérons ϵ ą 0. Soit M ą 0 tel que xne´x ă ϵ pour tout x ąM . Nous considérons
δ tel que 0 ă x ă δ implique 1{x ąM .

Pour de tels x, nous avons e´1{x{xn ă ϵ.
Nous montrons enfin que

lim
xÑ1`

e´1{p1´x2q

p1´ x2q “ 0. (15.559)

Pour cela, soit ϵ ą 0. Soit δ tel que 0 ă x ă δ implique e´1{x{xn ă ϵ. Soit δ1 tel que 1 ă x ă 1` δ1
implique 1´ x2 ă δ. Avec ça, nous avons

1 ă x ă 1` δ1 ñ e´1{p1´x2q

p1´ x2qn ă ϵ. (15.560)

PROPooAHLKooMFMgFq

Proposition 15.158.
La fonction ξ : Rd Ñ R donnée par

ξpxq “
#
e´1{p1´}x}2q si x P Bp0, 1q
0 sinon.

(15.561)EqOBYNEMuEqOBYNEMu

est de classe C8 et à support compact.



15.14. LEMME DE BOREL 1473

Démonstration. Le fait que le support soit compact est le fait qu’un support est toujours fermé
(c’est dans la définition) et que le support de ξ est borné, contenu dans Bp0, 1q. Le vrai travail est
de montrer que cette fonction est de classe C8.

Nous commençons par voir en dimension 1. C’est à dire la fonction

f : RÑ R

x ÞÑ
#
e´1{p1´x2q si |x| ă 1
0 sinon

(15.562)

Le lemme 15.157 dit que f est continue. En ce qui concerne les dérivées de f , vous pouvez montrer
par récurrence que

f pnqpxq “
#

Ppxq
px2´1qfpxq si |x| ă 1
0 sinon

(15.563)

où Pn est un polynôme. Le lemme 15.157 (encore lui) nous indique que f pnq est continue.
Pour que ξ soit de classe C8, il suffit maintenant d’invoquer la proposition 7.161 qui dit que

la norme est une application de classe C8.
CORooHHZXooXmwGmC

Corolaire 15.159.
Il existe une fonction ξ P D

`
Bp0, Rq˘ telle que

ş
R
ξpxqdx “ 1.

Démonstration. Prenez la fonction de la proposition 15.158. Si R ă 1, faites une redéfinition
ξ2 “ ξpλxq pour que le support soit dans Bp0, Rq. Ensuite, si l’intégrale n’est pas 1, encore une
redéfinition ξ3 “ µξ2.

Il ne faudrait pas croire pour autant que tout est toujours rose au pays des fonctions C8 à
support compact.

Proposition 15.160.
Si ϕ est une fonction C8 non nulle à support compact sur R, alors ϕ1{ϕ n’est pas bornée.

Plus présisément, nous posons D “ tx P R tel que ϕpxq ‰ 0u. Alors la fonction

f : D Ñ R

x ÞÑ ϕ1pxq{ϕpxq (15.564)

n’est pas bornée.

Démonstration. Quitte à décaller et à multiplier, nous supposons que ϕp0q “ 1. Sinon vous consi-
dérez x0 tel que ϕpx0q “ y0 ‰ 0 et vous adaptez tout le reste de la démonstration à vos frais.

Vu que ϕ est continue, la partie Z “ tx ě 0 P R tel que ϕpxq “ 0u est fermée. Elle est également
bornée vers le bas par 0. Donc elle possède un minimum que nous nommons a :

a “ mintx ě 0 tel que ϕpxq “ 0u. (15.565)

Les valeurs de ϕ qui vons nous intéresser sont :

ϕpxq “
#
ą 0 si x P r0, ar
“ 0 si x “ a.

(15.566)

Enfin, nous posons
M “ suptϕ1pxq{ϕpxquxPr0,ar. (15.567)

Nous supposons que M ă 8 55.

55. Vous pouvez ne pas supposer cela et voir le reste de la preuve comme une démonstration que M “ 8. Ici nous
allons faire par l’absurde et montrer une contradiction en supposant que M ă 8.
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Nous posons
F : r0, ar Ñ R

x ÞÑ
ż x

0

ϕ1ptq
ϕptq dt.

(15.568)

Vu que ϕ est de classe C8 et que x est dans r0, ar sur lequel ϕ ne s’annule pas, cette intégrale n’a
rien d’exceptionnel.

Nous pouvons majorer F de la façon suivantes :

F pxq “
ż x

0

ϕ1ptq
ϕptq dt ď

ż x

0
Mdt “Mx ăMa. (15.569)

La proposition 14.264 lie primitive et intégrale ; celle de ϕ1pxq{ϕpxq est ln
`
ϕpxq˘ nous avons

donc
F pxq “ lnpϕpxqq ´ lnpϕp0qq “ ln

`
ϕpxq˘. (15.570)EQooCEVKooLgXiajEQooCEVKooLgXiaj

Mais vu que limxÑa ϕpxq “ 0, nous avons limxÑa F pxq “ 8, d’où la contradiction.

Notez que l’expression 15.570 montre que ϕ1pxq{ϕpxq tend vers ´8, ce qui est logique : la
dérivée est négative alors que ϕ reste positive. Ce que dit la proposition est qu’une fonction C8 à
support compact tend plus vite vers zéro que sa dérivée.

15.14.2 Lemme de Urysohn

Le lemme d’Urysohn comprend de nombreuses variantes plus ou moins générales 56. En voici
une parmi les plus simples.

LEMooECTNooKagaRU

Lemme 15.161 (Lemme d’Urysohn).
Soient un ouvert U de R et un compact K inclus dans U . Il existe une fonction f : RÑ r0, 1s de
classe C8 telle que

(1) fpxq “ 1 pour x P K,
(2) supppfq Ă U .

Démonstration. Vu que K est compact, il est borné (théorème 10.24). Nous posons b “ minpKq
et c “ maxpKq. En particulier b et c sont des éléments de K et donc de U . Comme U est ouvert,
il existe des boules centrées en b et c contenues dans U . Soit r le rayon de telles boules :

Bpb, rq Ă U (15.571a)
Bpc, rq Ă U . (15.571b)

Nous posons a “ b´ r P U et d “ c` r P U . Nous considérons à présent la fonction plateau f de la
proposition 15.156. Elle est de classe C8 et vérifie fpxq “ 1 pour x P rb, cs “ K ainsi que fpxq “ 0
hors de ra, ds Ă U .

15.162.
Notons que la fonction du lemme d’Urysohn 15.161 n’épouse pas spécialement très bien la forme
de K. Si par exemple K “ r0, 1s Y r10, 11s, la fonction f sera égale à 1 au moins sur r0, 11s.

LEMooGZXYooZqFzyc

Lemme 15.163 ([1]).
Si une fonction f : Rn Ñ R est intégrable, et si s P R alors l’application

fs : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
sn
fpx{sq (15.572)

est intégrable et ż

Rn

fs “
ż

Rn

f. (15.573)

56. Pour une version sur Rn, voir la proposition 27.65.
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Démonstration. Il s’agit d’appliquer le théorème 14.292(2) au changement de variable ϕpxq “ x{s.
Nous avons fs “ 1

sn f ˝ ϕ, et
pdϕqav “ 1

s
v, (15.574)

de telle sorte que le déterminant de dϕ soit une constante et vaille detpdϕq “ 1{sn. Enfin ϕ est une
bijection de Rn. Nous avons tous les ingrédients pour faire le changement de variables :

ż

Rn

fspxqdx “
ż

Rn

pf ˝ ϕqpxq 1
sn
dx “

ż

ϕpRnq
fpxdxq. (15.575)

Pour une fonction plateau sur Ω Ă Rn, voir le lemme d’Urysohn, proposition 27.65.

15.14.3 Le lemme de Borel
LemRENlIEL

Lemme 15.164 (Lemme de Borel[104]).
Soit panq une suite dans R. Il existe une fonction u P C8pRq telle que upkqp0q “ ak pour tout
k ě 0.

Démonstration. Soit φ P C8
c pRq une fonction telle que φpxq “ 1 si |x| ď 1

2 et telle que supppφq Ă
s´1, 1r.

Nous commençons par considérer une suite de réels strictement positifs pλkq dont nous fixerons
une valeur précise plus tard, et nous posons

fkpxq “ φpλkxqak
k! x

k. (15.576)

Nous allons étudier la convergence et les propriétés de upxq “ ř8
k“0 fkpxq.

Calculons (formellement) la medérivée de fk :

f
pmq
k pxq “ ak

k!

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
λm´l
k φpm´lqpλkxqpxkqplq (15.577a)

“ ak

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
λm´l
k φpm´lqpλkxq xk´l

pk ´ lq! . (15.577b)

Notons que nous travaillons à m fixé et que nous ne nous intéressons qu’aux termes avec k assez
grand ; nous pouvons donc supposer k ě m. De toutes façons pour

řm
k“0 fk, on a la classe C8, et

la permutation de la somme avec tout ce qu’on veut. Vu que φ est continue à support compact
nous pouvons poser

Mm “ max
0ďjďm }φ

j}8 “ max
0ďjďmmax

xPR |φ
pjqpxq|. (15.578)

Nous continuons en nous fixant un x P R et un k ě m.
Si |x| ą 1

λk
, alors φpmqpλkxq “ 0 parce que λkx est strictement hors du support de φ qui est

s´1, 1r. Donc pour |x| ą 1
λk

.
Si par contre |x| ď 1

λk
, nous avons les majorations

|f pmq
k pxq| ď |ak|

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
|λk|m´l φpm´lqpλkxqloooooomoooooon

ďMm

1
pk ´ lq! |x|k´lloomoon

ďp1{λkqk´l

(15.579a)

ď |ak|Mm|λk|m´k 1
pk ´mq!

mÿ

l“0

ˆ
m

l

˙
(15.579b)

ď |ak|Mm|λk|m´k2m
pk ´mq! (15.579c)

“ |ak|Mm2m
pk ´mq!|λk|k´m (15.579d)EqQSPUaunEqQSPUaun
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où pour faire disparaitre la somme de coefficients binomiaux, nous avons remarqué que
řm
l“0

`
m
l

˘

est le nombre total de termes dans le développement de pa ` bqm, c’est-à-dire 2m. Nous voulons,
pour m fixé, étudier la convergence de la somme de cela. Notons que le 2m n’a en particulier
strictement aucune importance parce qu’on travaille à m fixé.

Nous fixons maintenant la valeur des λk :

λk “ maxt|ak|, 1u. (15.580)

Avec cela, en nous souvenant que nous n’étudions que les termes k ą m, le dénominateur de
(15.579d) est réellement croissant en k, donc nous avons la majoration

|f pmq
k pxq| ď Mm2m

pk ´mq! . (15.581)

Au final nous avons
}f pmq
k }8 ď 2mMm

pk ´mq! . (15.582)

Et la somme de cela converge sans difficultés. Donc la série

upxq “
8ÿ

k“0
f

pmq
k pxq (15.583)

converge normalement et donc uniformément sur R. Nous pouvons alors permuter la somme et la
dérivation par le théorème 15.3. Donc

upmq “
8ÿ

k“0
f

pmq
k (15.584)

est continue. En particulier, pour évaluer en zéro, on peut faire

upmqp0q “
8ÿ

k“0
f

pmq
k p0q. (15.585)

Nous avons
fkpxq “ φpλkxqak

k! x
k. (15.586)

Pour calculer la dérivée en zéro, il suffit de la calculer sur un voisinage sur lequel φpλkxq est la
constante 1 ; un tel voisinage existe pour tout k. À ce moment le calcul est classique :

f
pmq
k pxq “

#
ak si k “ m

0 sinon.
(15.587)

Finalement nous avons bien
upmqp0q “

8ÿ

k“0
f

pmq
k p0q “ ak. (15.588)

Remarque 15.165.
Pour prouver le lemme de Borel, la première chose qui passe par la tête est la fonction toute simple

upxq “
8ÿ

k“0

ak
k! x

k. (15.589)

Évidemment si on calcule les dérivées successives de cette fonction, nous trouvons les bons résultats.
Le problème est la convergence. Rien qu’en prenant ak “ k!kk, la série ne converge pour aucun x
positif. L’idée de multiplier chacun de fk par une fonction plateau sur un petit intervalle autour
de zéro a plusieurs avantages. D’abord on conserve les dérivées correctes parce qu’on ne touche
pas à la valeur des fk sur un petit voisinage. Ensuite cela ne modifie pas la continuité ; et enfin en
multipliant par φpλkxq, ça calme méchamment les divergences parce que λkx passe vite au dessus
de 1 (et donc en dehors du support de φ) si λk est grand. D’où le fait qu’il soit normal que les λk
soient de l’ordre des ak.
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15.15 Nombres de Bell
ThoYFAzwSg

Théorème 15.166 (Nombres de Bell[104]).
Soient n ě 1 et Bn le nombre de partitions distinctes de l’ensemble t1, . . . , nu avec la convention
que B0 “ 0. Alors

(1) La série entière
8ÿ

n“0

Bn
n! x

n (15.590)EqYCMGBmPEqYCMGBmP

a un rayon de convergence R ą 0 et sa somme est donnée par

fpxq “ ee
x´1 (15.591)

pour tout x P s´R,Rr.
(2) Pour tout k P N,

Bn “ 1
e

8ÿ

k“0

kn

k! . (15.592)

(3) Le rayon de convergence de la série (15.590) est en réalité infini : R “ 8.

Démonstration. (1) Soient n ě 1 et 0 ď k ď n. Nous notons Ek l’ensemble des partitions de
t1, . . . , n` 1u pour lesquelles le « paquet » contenant n` 1 soit de cardinal k` 1. Calculons
le cardinal de Ek.
Pour construire un élément de Ek, il faut d’abord prendre le nombre n ` 1 et lui adjoindre
k éléments choisis dans t1, . . . , nu, ce qui donne

`
n
k

˘
possibilités. Ensuite il faut trouver une

partition des pn` 1q ´ pk` 1q “ n´ k éléments restants, ce qui fait Bn´k possibilités. Donc

CardpEkq “
ˆ
n

k

˙
Bn´k. (15.593)

L’intérêt des ensembles Ek est que tE0, . . . , Enu est une partition de l’ensemble des partitions
de t1, . . . , n`1u, c’est-à-dire que Bn`1 “ řn

k“0 CardpEkq, ce qui va nous donner une relation
de récurrence pour les Bn :

Bn`1 “
nÿ

k“0
CardpEkq “

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
Bn´k “

nÿ

l“0

ˆ
n

n´ l
˙
Bl “

nÿ

l“0

ˆ
n

l

˙
Bl. (15.594)

où nous avons utilisé un petit changement de variables l “ n´k. Afin d’étudier la convergence
de la série (15.590), nous allons montrer par récurrence que pour tout n, Bn ă n!. D’abord
pour n “ 0 c’est bon : B1 “ 1 parce que la seule partition de t1u est t1u. Supposons que
l’inégalité soit vraie pour une certaine valeur k, et montrons qu’elle est vraie pour la valeur
k ` 1.

Bk`1 “
nÿ

l“0

ˆ
n

l

˙
Bl ď

nÿ

l“0

ˆ
n

l

˙
l! “

nÿ

l“0

n!
l!pn´ lq! l! “ n!

nÿ

l“0

1
pn´ lq!looomooon

ď1

ď n!pn` 1q “ pn` 1q!

(15.595)
où nous avons utilisé la formule (3.77) du coefficient binomial :

`
n
l

˘ “ n!
l!pn´lq! .

Donc pour tout x P R nous avons

0 ď Bn
n! |x

n| ď |x|n, (15.596)

et donc la série a un rayon de convergence au moins aussi grand que celui de la série géomé-
trique, c’est-à-dire que 1. Donc R ě 1. Nous nommons R ce rayon de convergence.
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(2) Soit x P s´R,Rr. Pour une telle valeur de x à l’intérieur du disque de convergence, la
proposition 15.44 nous permet de dériver terme à terme la série 57

fpxq “
8ÿ

k“0

Bk
k! x

k “ 1`
8ÿ

k“0

Bk`1
pk ` 1q!x

k`1, (15.597)

pour obtenir

f 1pxq “
8ÿ

k“0

Bk`1
pk ` 1q!pk ` 1qxk “

8ÿ

k“0

Bk`1
k! xk (15.598a)

“
8ÿ

k“0

˜
kÿ

l“0

ˆ
k

l

˙
Bl

¸
xk

k! “
8ÿ

k“0

˜
kÿ

l“0

Bl
l!pl ´ kq!

¸
xk. (15.598b)

En cette expression, nous reconnaissons un produit de Cauchy (proposition 15.32) avec al “
Bl
l! et bn “ 1

n! . Vu que ce sont deux séries ayant un rayon de convergence plus grand que zéro,
le produit a encore un rayon de convergence plus grand que zéro et nous pouvons prendre le
produit des séries :

f 1pxq “
˜ 8ÿ

l“0

Bl
l! x

l

¸˜ 8ÿ

k“0

1
k!x

k

¸
“ fpxqex. (15.599)

Étudions l’équation différentielle y1 “ yex. D’abord par un argument en lacet de chaussure 58,
une solution est de classe C8. Ensuite si une solution est non nulle, elle est de signe constant.
En effet si ypx0q ă 0 et ypx1q “ 0 (on choisit x1 minimum pour cette propriété parmi les
nombres plus grands que x0) alors il existe 59 un t P sx0, x1r tel que y1ptq ą 0, ce qui donnerait
yptq ą 0, ce qui contredirait la minimalité de x1.
Nous prétendons 60 que cette équation différentielle a un espace de solutions de dimension 1.
En effet, si y1 “ yex et g1 “ gex alors en posant φ “ y{g nous obtenons tout de suite φ1 “ 0,
ce qui signifie que φ est constante, ou encore que y et g sont multiples l’un de l’autre.
Si nous en trouvons une non nulle par n’importe quel moyen, c’est bon. Une solution étant
dérivable est continue, donc l’équation f 1 “ fex nous indique que f 1 est continue. Une solution
non nulle va automatiquement accepter un petit voisinage sur lequel la manipulation suivante
a un sens :

f 1pxq
fpxq “ ex, (15.600)

donc ln
`|fpxq|˘ “ ex ` C et fpxq “ Kee

x pour une certaine constante. Il est vite vérifié
que cette fonction est une solution de l’équation différentielle y1pxq “ ypxqex et par unicité,
toutes les solutions sont de cette forme. Autrement dit, l’espace des solutions est l’espace
vectoriel Spantx ÞÑ ee

xu. Étant donné que fp0q “ 0, nous devons choisir K “ 1
e et donc

fpxq “ 1
e
ee

x “ ee
x´1. (15.601)

(3) Nous commençons par écrire la fonction f comme une série de puissance. La partie simple
du calcul : pour x P s´R,Rr, nous avons

ee
x “

8ÿ

k“0

pexqk
k! “

8ÿ

k“0

1
k!

8ÿ

l“0

pkxql
l! “

8ÿ

k“0

8ÿ

l“0

kl

k!
xl

l! . (15.602)EqODjgjDNEqODjgjDN

Notons que cela n’est pas une série de puissance en x parce qu’il y a la double somme. Nous
allons inverser les sommes au moyen du théorème de Fubini sous la forme du corolaire 14.298.

57. C’est ici qu’on utilise la convention B0 “ 0 et ça aura une influence sur le choix de la constante K plus bas.
58. Genre ce qui est fait pour prouver 15.89(4).
59. Théorème de Rolle 12.187.
60. Ou alors on utilise le théorème 32.16 avec Mpxq “ ex dans les cas n “ 1 et I “ s´R,Rr.
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Pour cela nous considérons la fonction

a : NˆNÑ R

pk, lq ÞÑ pkxql
k!l!

(15.603)

et nous mettons la mesure de comptage 61 sur N et N2. Nous commençons donc à vérifier
l’intégrabilité variable par variable de |a| : SubEqsFHsBfhk

ż

N

ˆż

N

|apk, lq|dmplq
˙
dmpkq “

8ÿ

k“0

1
k!
pk|x|ql
l! (15.604a)

“
8ÿ

k“0

1
k!e

k|x|. (15.604b)

Nous devons montrer que cette dernière somme va bien. Pour cela nous posons uk “ ek|x|

k!
et nous remarquons que uk`1

uk
Ñ 0. Donc la double intégrale (15.604) converge, ergo a P

L1pN ˆ Nq, ce qui nous permet d’utiliser le théorème de Fubini 14.299 pour inverser les
sommes intégrales sommes dans l’équation (15.602) :

1
e
ee

x “ 1
e

8ÿ

k“0

8ÿ

l“0

1
k!

1
l!pkxq

l “
ÿ

l“0

1
e

1
l!

˜ 8ÿ

k“0

kl

k!

¸
xl. (15.605)

Cela est un développement en série entière pour la fonction 1
ee
ex , dont nous savions déjà

le développement (15.590) ; par unicité du développement nous pouvons identifier les coeffi-
cients :

Bl “ 1
e

8ÿ

k“0

kl

k! . (15.606)

(4) Le développement (15.602) étant en réalité valable pour tout x et tous les calculs subséquents
l’étant aussi, le développement

ee
x´1 “

8ÿ

n“0

Bn
n! x

n (15.607)

est en fait valable pour tout x, ce qui donne à la série entière un rayon de convergence infini.

61. Nous passons outre les avertissements et menaces de Arnaud Girand.
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Chapitre 16

Représentations et caractères

16.1 Représentations et caractères

Définition 16.1.
Si G est un groupe, l’ensemble des homomorphismes HompG,C˚q est un groupe pour la multipli-
cation. Un élément de HompG,C˚q est un caractère abélien. Le nom « abélien » vient du fait
que le caractère prenne ses valeurs dans C˚. Nous notons Ĝ “ HompG,C˚q.
Théorème 16.2.
Soit G un groupe abélien fini. Alors G est isomorphe à Ĝ.

L’isomorphisme n’est pas canonique.

Démonstration. Étant donné la structure des groupes abéliens finis donnée par le théorème 5.23,
nous commençons par nous concentrer sur G “ Z{nZ. Nous allons montrer que

HompZ{nZq » Un “ tξ P C tel que ξn “ 1u. (16.1)

Pour cela nous avons l’isomorphisme

ψ : HompZ,C˚q Ñ C˚

f ÞÑ fp1q. (16.2)

Notons que si f P HompZ,C˚q, alors fpkq “ fp1qk, donc ψ est bien un isomorphisme. Cela nous
amène à définir

φ : Hom
´
pZ{nZ,`q, pC˚, · q

¯
Ñ Un

f ÞÑ fp1q.
(16.3)

Remarquons que pour tout f P HompZ{nZ,C˚q on a bien fp1qn “ 1. En effet si rks P Z{nZ, alors
f
`rks˘ “ fp1qk et en particulier

fp1qn “ fprnsq “ fp0q “ 1. (16.4)

Donc fp1q P Un. Le φ est injective parce que si fp1q “ gp1q alors f “ g du fait que fpkq “ fp1qk “
gp1qk “ gpkq.

Nous en sommes à avoir prouvé que HompZ{nZ,C˚q » Un (introduit au lemme 19.2). Il faudrait
encore montrer que Un » Z{nZ. Pour cela nous nous rappelons du lemme 19.5 nous ayant raconté
que le groupe Un des racines de l’unité était cyclique et d’ordre n. Il est donc bien isomorphe à
Z{nZ.

Passons au cas où
G » Z{d1Zˆ Z{d2Zˆ . . .ˆ Z{dkZ. (16.5)

1481
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Dans ce cas nous montrons que

α :
ką

i“1
HompZ{diZ,C˚q Ñ HompG,C˚q

αpχ1, . . . , χkqpg1, . . . , gkq “ χ1pg1q . . . χkpgkq.
(16.6)

Ce α est injectif parce qu’en appliquant l’égalité

αpχ1, . . . , χkq “ αpχ1
1, . . . , χ

1
kq (16.7)

à l’élément g “ p0, . . . , 1, . . . , 0q alors nous trouvons χip1q “ χ1
ip1q parce que χjp0q “ 1. Du coup

χi “ χ1
i.

L’application α est en plus surjective. En effet si χ P HompG,C˚q, alors nous définissons

χipgiq “ χp0, . . . , gi, . . . , 0q, (16.8)

et nous avons alors αpχ1, . . . , χkq “ χ.
Nous devons encore montrer que α est un homomorphisme. Si χ, χ1 P Śk

i“1 HompFdi
,C˚q,

alors

αpχχ1qpg1, . . . , gkq “ pχ1χ
1
1qpg1q . . . pχkχ1

kqpgkq (16.9a)
“ χ1pg1q . . . χkpgkqχ1

1pg1q . . . χ1
kpgkq (16.9b)

“ αpχqpg1, . . . , gkqαpχ1qpg1, . . . , gkq (16.9c)
“ `

αpχqαpχ1q˘pg1, . . . , gkq. (16.9d)

Donc αpχχ1q “ αpχqαpχ1q.
Théorème 16.3.
Soit G un groupe abélien fini. Les groupes G et ˆ̂

G sont isomorphes et un isomorphisme canonique
est donné par α : g ÞÑ fg donné par

fgpχq “ χpgq. (16.10)

Démonstration. D’abord fg est bien un caractère de Ĝ parce que

fgpχχ1q “ pχχ1qpgq “ χpgqχ1pgq “ fgpχqfgpχ1q. (16.11)

Le fait que α soit un homomorphisme de groupes est direct :

fgg1pχq “ χpgg1q “ χpgqχpg1q “ fgpχqfg1pχq “ pfgfg1qpχq. (16.12)

D’autre part nous savon que G et ˆ̂
G ont le même cardinal. Il suffit donc de prouver l’injectivité

de α pour être sûr de la bijectivité. Pour cela nous devons prouver que si g ‰ e alors fg ‰ fe. Nous
savons que pour tout caractère χ P Ĝ, fepχq “ χpeq “ 1. Donc pour tout g P Gzteu, nous devons
trouver χ P Ĝ tel que χpgq ‰ 1.

En vertu de ce que nous connaissons sur la structure des groupes abéliens finis (théorème 5.23),
nous commençons G “ Z{nZ et considérons le caractère donné par χpr1sq “ e2iπ{n. Ce χ est un
isomorphisme entre G et Upnq ; nous n’avons χprksq “ 0 que si rks “ rns “ r0s. Pour rappel dans
Z{nZ, le neutre est e “ 0 et non e “ 1.

Passons au cas général :
G » Z{n1Zˆ . . .ˆ Z{nkZ (16.13)

Si g “ pg1, . . . , gkq est non nul dans G, alors il existe k tel que gk ‰ 0 et on prend

χpg1, . . . , gkq “ χkpgkq (16.14)

où χk est le caractère χipr1sq “ e2πi{nk . Ce χ est alors un caractère non trivial de G.
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16.1.1 Crochet de dualité et transformée de Fourier

Si G est un groupe abélien, nous définissons le crochet de dualité entre G et Ĝ par

x., .y : Gˆ ĜÑ C˚

xg, χy “ χpgq. (16.15)

Notons que l’image de ce crochet n’est pas C˚ entier, mais seulement le groupe unitaire Upnq où
n est l’exposant 1 de G.

Si f, g sont des applications de G dans C, alors on leur associe le produit scalaire

xf, gy “ 1
|G|

ÿ

sPG
fpsqgpsq. (16.16)

LEMooCSTVooJfhzEU

Lemme 16.4.
Les caractères de G forment une base orthonormée de CG pour ce produit scalaire.

Démonstration. Étant donné que les χpsq sont des nombres complexe de module 1, nous avons
χpsqχpsq “ 1 et par conséquent xχ, χy “ 1.

Si par contre χ ‰ χ1, alors il existe sPG tel que χps0q ‰ χ1ps0q. Dans ce cas en effectuant un
changement de variable sÑ s0s dans la sommation,

xχ, χ1y “ 1
|G|

ÿ

sPG
χpsqχ1psq (16.17a)

“ 1
|G|

ÿ

sPG
χps0sqχ1ps0sq (16.17b)

“ 1
|G|χps0qχ1ps0q

ÿ

sPG
χpsqχ1psq. (16.17c)

Donc nous avons trouvé
xχ, χ1y`1´ χps0qχ1ps0q

˘ “ 0. (16.18)
Mais vu que χps0q ‰ χ1ps0q, la parenthèse est non nulle (pour rappel χps0q est un complexe de
module 1) et par conséquent xχ, χ1y “ 0.

Nous déduisons immédiatement que les caractères forment une famille libre parce que si
ř
i aiχi “

0 (la somme est sur tous les caractères), alors en prenant le produit scalaire avec χk,
ÿ

i

aixχk, χiy “ 0, (16.19)

et donc ak “ 0.
Les caractères forment donc un système libre orthonormé. De plus l’espace engendré à la bonne

dimension parce que le cardinal de l’ensemble des caractères est la dimension (complexe) de l’espace
des fonctions de G dans C parce que, en utilisant l’isomorphisme entre G et Ĝ,

Card Ĝ “ CardpGq “ dimCCG. (16.20)

Du fait que les caractères forment une base orthonormée, nous pouvons écrire, pour toute
application f : GÑ C,

f “
ÿ

χPĜ
xχ, fyχ. (16.21)EqnnsXWCEqnnsXWC

À une fonction f : GÑ C nous associons la transformée de Fourier

f̂ : ĜÑ C

χ ÞÑ xχ, fy. (16.22)

1. Définition 1.264.
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Nous avons donc aussi une espèce de formule d’inversion

f “
ÿ

χPĜ
f̂pχqχ (16.23)

qui n’est qu’une réécriture de 16.21.

16.1.2 Groupes non abéliens

Nous avons vu que le groupe des caractères Ĝ contenait toute l’information sur un groupe
abélien. Malheureusement, pour les groupes non abéliens, ça ne va pas suffire, et nous allons
introduire la notion de représentations, dont les caractères seront un cas particulier de dimension
un.

Proposition 16.5.
Soit G un groupe (pas spécialement abélien). Nous avons

Ĝ » Hom
`
G{DpGq,C˚˘. (16.24)

Démonstration. Ce qui fait fonctionner la preuve est le fait que si f : G Ñ C˚ est un homomor-
phisme, alors f s’annule sur DpGq. L’isomorphisme est

ψ : ĜÑ Hom
`
G{DpGq,C˚˘

ψpfqrgs “ fpgq. (16.25)

Cette application est bien définie parce que si f est un homomorphisme,

fpgklk´1l´1q “ fpgq. (16.26)

D’autre part ψ est un homomorphisme de groupe parce que

ψpf1f2qrgs “ pf1f2qpgq “ f1pgqf2pgq “ ψpf1qrgsψpf2qrgs “
`
ψpf1qψpf2q

˘rgs. (16.27)

Pour l’injectivité de ψ, soit f1 et f2 telles que ψpf1q “ ψpf2q. Alors pour tout g P G nous avons

ψpf1qrgs “ ψpf2qrgs (16.28)

et donc f1pgq “ f2pgq.
Enfin ψ est surjective. En effet, soit f̄ P Hom

`
G{DpGq,C˚˘. Alors nous obtenons ψpfq “ f̄ en

posant
fpgq “ f̄ rgs. (16.29)

Il faut juste vérifier que le f ainsi défini est dans Ĝ, c’est-à-dire que fpg1g2q “ fpg1qfpg2q.

Cette proposition nous montre que

Ĝ “ {G{DpGq, (16.30)

alors que G{DpGq est abélien ; il n’est donc pas tellement possible que Ĝ contienne beaucoup
d’informations intéressantes sur G.

16.1.3 Représentations linéaires des groupes finis

Si dimV “ 1, alors GLpV q “ C˚ et les représentation sont les caractères abéliens.
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ExKUAyUD

Exemple 16.6.
Considérons le triangle équilatéral A,B,C donné par les points

$
’’’’’’&
’’’’’’%

A “ 1 (16.31a)

B “ p´1
2 ,
?

3
2 q (16.31b)

C “ p´1
2 ,´

?
3

2 q (16.31c)

(16.31d)

Dans la base (pas orthonormée) tA,Bu de R2, ces trois points sont donnés par

A “
ˆ

1
0

˙
B “

ˆ
0
1

˙
C “

ˆ´1
´1

˙
. (16.32)

Le groupe symétrique S3 agit sur le triangle par permutation des sommets. Vues dans la base
tA,Bu, les transpositions correspondent aux matrices

ρpABq “
ˆ

0 1
1 0

˙
(16.33a)

ρpACq “
ˆ´1 0
´1 1

˙
(16.33b)

ρpBCq “
ˆ

1 ´1
0 ´1

˙
. (16.33c)

Cherchons la matrice correspondante à la permutation pA,B,Cq. Vu que A est envoyé sur B,

la première colonne sera 2
ˆ

0
1

˙
, et comme B est envoyé sur C, la deuxième colonne sera

ˆ´1
´1

˙
.

Nous avons donc
ρpABCq “

ˆ
0 ´1
1 ´1

˙
. (16.34)

Nous vérifions que ρpABCqC “ A :

ρpABCqC “
ˆ

0 ´1
1 ´1

˙ˆ´1
´1

˙
“
ˆ

1
0

˙
“ 1 (16.35)

Par ailleurs, la permutation pA,B,Cq se décompose en pA,B,Cq “ pA,CqpA,Bq et nous pou-
vons vérifier que

ρpACqρpABq “
ˆ´1 0
´1 1

˙ˆ
0 1
1 0

˙
“
ˆ

0 ´1
1 ´1

˙
“ ρpABCq. (16.36)

△

Définition 16.7.
Si pV, ρq et pV 1, ρ1q sont deux représentations du groupe G, alors nous définissons la somme
directe par

`
V ‘ V 1, ρ‘ ρ1˘ donné par

pρ‘ ρ1qpgq “
ˆ
ρpgq 0

0 ρ1pgq
˙
P GLpV ‘ V 1q. (16.37)

Nous noterons souvent 2V pour la représentations pV, ρq‘pV, ρq et plus généralement l’écriture

V “à
i

kiWi (16.38)

signifiera la représentation somme de ki termes de la représentation Wi. Ici encore un abus est
commis entre la représentation pρi,Wiq et l’espace Wi.

2. Les colonnes sont les images des vecteurs de base.
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16.1.4 Module

Nous considérons la C-algèbre GrCs des combinaisons (formelles) d’éléments de G à coefficients
dans C, c’est-à-dire l’ensemble

CrGs “ t
ÿ

sPG
assu (16.39)

avec le produit hérité de la bilinéarité :
ÿ

sPG

ÿ

tPG
asbtst “

ÿ

s

ÿ

t

asbs´1tt, (16.40)

et la somme
p
ÿ

s

assq `
ÿ

t

btt “
ÿ

sPG
pas ` bsqs. (16.41)

Le tout est une C-algèbre agissant sur V par
˜ÿ

s

ass

¸
v “

ÿ

sPG
asρpsqv P V (16.42)

Les sous-modules indécomposables seront les représentations irréductibles.

Définition 16.8.
La représentation pV, ρq du groupe G est irréductible si les seuls sous-espaces invariants de V
sous ρpGq sont V et t0u.
Exemple 16.9.
La représentation de S3 sur R2 donnée par les permutations des sommets d’un triangle équilatéral
donnée dans l’exemple 16.6 est irréductible. △

La question qui vient est de savoir si une représentation possédant des sous-espaces invariants
peut être écrite comme la somme de représentations irréductibles.

PropHeyoAN

Proposition 16.10.
Soit pV, ρq une représentation linéaire de dimension finie d’un groupe fini 3. Si W1 est un sous-
espace stable 4, alors il existe un sous-espace W2 également stable et tel que V “W1 ‘W2.

Toute représentation linéaire est décomposable en représentations irréductibles.

Démonstration. Soit P : V Ñ V un projecteur sur W1, c’est-à-dire que P 2 “ P et P pV q “ W1.
Pour construire un tel projecteur, on peut par exemple prendre un supplémentaire de W1 dans V
puis utiliser la décomposition 5. Nous considérons l’opérateur

PG “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgq ˝ P ˝ ρpgq´1. (16.43)

Prouvons que ce PG est encore un projecteur. D’abord pour tout g P G nous avons

ρpgqPGρpgq´1 “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpgsqPρpgsq´1 “ PG. (16.44)

La dernière égalité est un changement de variables dans la somme 6. Cela signifie que PGρ “ ρPG.

3. La démonstration marche aussi pour les groupes compacts, mais il faudrait des intégrales.
4. c’est-à-dire si ρ n’est pas irréductible.
5. Ou encore prendre une base de W1, l’étendre en une base de V et définir P comme l’annulation des coefficients

des vecteurs « complétant » la base.
6. Et c’est ça qui demande un peu de technique pour écrire la preuve dans le cas d’un groupe compact : il faut

une mesure de Haar.
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Nous avons même PGP “ P parce que si v PW1, alors

PGpvq “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpsqP ρpsq´1vlooomooon

PW1

(16.45a)

“ 1
|G|

ÿ

s

ρpsqρpsq´1v (16.45b)

“ v. (16.45c)

Avec cela nous pouvons conclure que P 2
G “ PG parce que

PG ˝ PG “ 1
|G|

ÿ

g

PGρpgqPρpgq´1 (16.46a)

“ 1
|G|

ÿ

g

ρpgqPGPρpgq´1 (16.46b)

“ 1
|G|

ÿ

g

ρpgqPρpgq´1 (16.46c)

“ PG. (16.46d)

Donc PG est un projecteur, est stable sous les conjugaisons par ρpgq et commute avec ρpgq. Nous
décomposant Id de façon évidente en

Id “ PG ` pId´PGq. (16.47)

Étant donné que l’opérateur PG commute avec tous les ρpgq, les noyaux de PG et Id´PG sont des
sous-espaces invariants. Vu que PG est un projecteur, nous avons qpPGq “ 0 avec qpXq “ X2´X.
Pour appliquer le lemme des noyaux (théorème 9.89), nous remarquons que qpXq “ XpX ´ 1q et
donc

V “ kerPG ‘ kerpPG ´ 1q. (16.48)

Si nous posons W2 “ kerPG, il reste à voir que kerpPG ´ 1q “ W1. D’abord W1 Ă kerpPG ´ Idq
parce que si w PW1, ce dernier étant stable,

PGw “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgqP ρpgq´1wlooomooon

PW1

(16.49a)

“ 1
|G|

ÿ

gPG
w (16.49b)

“ w. (16.49c)

Pour prouver l’inclusion inverse, nous savons que PG et P sont des projecteurs tels que PGP “ P ,
ce qui signifie que l’image de PG est inclue à celle de P , c’est-à-dire à W1. Mais ImagepPGq “
kerp1´ PGq, donc

kerp1´ PGq “ ImagepPGq Ă ImagepP q “W1. (16.50)

La représentation ρ se décompose donc en deux sous-représentations pρ,W1q et ρ,W2. Si l’une
des deux n’est pas irréductible, le processus peut recommencer. Vu que la dimension de V est finie,
toute représentation se décompose en une somme finie de représentation irréductibles.

16.1.5 Structure hermitienne

Soit pρ, V q une représentation de G sur un espace vectoriel complexe V . Nous voulons munir
V d’un produit scalaire hermitien (définition 9.173) tel que les opérateurs ρpgq soient tous des
isométries. C’est-à-dire que nous voudrions définir xu, vyG de telle sorte à avoir

xρpgqu, ρpgqvyG “ xu, vyG (16.51)
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pour tout g P G. Nous commençons par considérer un produit hermitien x., .y quelconque et puis
nous définissons

xu, vyG “ 1
|G|

ÿ

gPG
xρpgqu, ρpgqvy. (16.52)

Nous devons vérifier que c’est un produit. La seule des conditions dont la vérification n’est pas
immédiate est celle de positivité. Pour tout g P G et tout v P V , nous avons xρpgqv, ρpgqvy est
positif et nul si et seulement si ρpgqv “ 0. Étant donné que ρpeqv “ v, parmi les termes de la
somme

xu, uyG “ 1
|G|

ÿ

gPG
xρpgqv, ρpgqvy, (16.53)

au moins un est strictement positif (pourvu que v ‰ 0) ; les autres sont positifs ou nuls. Par
conséquent xv, vyG “ 0 si et seulement si v “ 0.

Donc les groupes finis peuvent être vus comme des parties de groupes d’isométrie. De la même
façon, en utilisant une mesure de Haar pour faire la moyenne, nous pouvons plonger les groupes
compacts dans des groupes unitaires.

16.1.6 Caractères

Définition 16.11.
Soit pV, ρq une représentation linéaire du groupe G. Le caractère de ρ est la fonction

χρ : GÑ C

s ÞÑ Tr
`
ρpsq˘. (16.54)

Par invariance cyclique de la trace, nous avons

χρpsts´1q “ χρptq, (16.55)

ce qui fait que le caractère est une fonction constante sur les classes de conjugaison.
D’après sa fiche wikipédia, le marquis de Sade, passionné de théâtre, faisait des représentations qui avaient du caractère.

Un caractère irréductible est un caractère d’une représentation irréductible.

Définition 16.12.
Une application f : GÑ C est centrale si elle est constante sur les classes de conjugaison.

Les traces sont des applications centrales.
L’ensemble des fonctions centrales sur un groupe fini (ou tout au moins ayant un nombre fini

de classes de conjugaison) est un C-espace vectoriel de dimension égale au nombre de classes, et
nous pouvons mettre le produit scalaire

xf, gy “ 1
|G|

ÿ

sPG
fpsqgpsq. (16.56)EqJrEpVIEqJrEpVI

C’est une forme hermitienne sur l’espace des fonctions centrales.

16.2 Équivalence de représentations et caractères
Cette section prend des éléments des articles lemme de Schur, caractère d’une représentation,

fonction centrale et trace de wikipédia.

Définition 16.13.
Nous disons que les deux représentations pV, ρq et pV 1, ρ1q sont équivalentes si il existe une bijec-
tion linéaire f : V Ñ V 1 telle que

f ˝ ρ “ ρ1 ˝ f. (16.57)

Nous disons alors que f entrelace ρ et ρ1.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Lemme_de_Schur
http://fr.wikipedia.org/wiki/Caract%C3%A8re_d'une_repr%C3%A9sentation_d'un_groupe_fini
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_centrale_d'un_groupe_fini
http://fr.wikipedia.org/wiki/Trace_%28alg%C3%A8bre%29
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ThoyftobH

Théorème 16.14 (Théorème de Schur).
Si pV, ρq et pV 1, ρ1q sont des représentations irréductibles non équivalentes alors la seule application
linéaire f : V Ñ V 1 entrelaçant ρ et ρ1 est la fonction nulle.

En d’autres termes, soit les représentations sont équivalentes (et il y a un isomorphisme), soit
il n’y a même pas un homomorphisme.

Démonstration. Soit f P LpV, V 1q telle que f ˝ρ “ ρ1 ˝f . Alors ker f est un sous-espace stable sous
ρpGq, et Imagepfq est un sous-espace de V 1 stable par ρ1pGq. Par irréductibilité, nous avons que
kerpfq “ t0u ou V . Même chose pour Imagepfq. Il y a deux possibilités.

(1) Si kerpfq “ t0u, alors Imagepfq ‰ t0u et alors Imagepfq “ V 1. Du coup f est injective et
surjective, c’est-à-dire est un isomorphisme.

(2) Si kerpfq “ V , alors f “ 0.

Corolaire 16.15 (Schur pour les représentations sur C).
Soit pV, ρq une représentation irréductible, alors l’ensemble

EndGpV, ρq “ tf P EndpV q tel que ρ ˝ f “ f ˝ ρu (16.58)

est l’ensemble des homothéties.

Démonstration. Soit f P EndGpV, ρq. Vu que l’espace est sur C, l’endomorphisme f a une valeur
propre λ. L’opérateur g “ f´λ1 est aussi un opérateur d’entrelacement de ρ alors que kerpgq ‰ t0u
par définition de valeur propre. Du coup kerpgq “ V , ce qui signifie que f est l’isométrie de rapport
λ : f “ λ Id.

LempUSOlo

Lemme 16.16.
Si pρ, V q et pρ1, V 1q sont des représentations équivalentes de caractères χ et χ1, alors χ “ χ1.

Démonstration. Si A : V Ñ V 1 est un isomorphisme d’espace vectoriel entrelaçant ρ et ρ1, c’est-à-
dire si pour tout g, ρ1pgqA “ Aρpgq, alors ρ1pgq “ AρpgqA´1 et

χ1pgq “ Tr
`
ρ1pgq˘ “ Tr

`
AρpgqA´1˘ “ Tr

`
ρpgq˘ (16.59)

parce que la trace est un invariant de similitude (lemme 9.207).
LemJqIZns

Lemme 16.17.
Si χ est le caractère de la représentation complexe pV, ρq du groupe fini G, alors pour tout g P G
nous avons χpg´1q “ χpgq.
Démonstration. Par le corolaire 2.14 au théorème de Lagrange, nous avons g|G| “ e et donc en
tant qu’opérateur, ρpgq|G| “ 1. Les valeurs propres de ρpgq sont donc des racines de l’unité. Si
nous notons λi ces valeurs propres, alors χpgq “ ř

i λi, et en considérant la matrice dans sa base
de diagonalisation (lemme de Schur complexe, 12.97), nous voyons que

χpg´1q “ Tr
`
ρpgq´1˘ “

ÿ

i

1
λi
. (16.60)

Mais λi étant une racine de l’unité nous avons 1
λi
“ λ̄i, ce qui fait que

χpg´1q “
ÿ

i

λ̄i “ χpgq. (16.61)
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PropJzbfWi

Proposition 16.18.
Soient deux représentations irréductibles complexes pV, ρq et pV 1, ρ1q du même groupe fini G, et χ
et χ1 leurs caractères respectifs. Nous avons

(1) xχ, χ1y “ 0 si ρ et ρ1 ne sont pas équivalentes.
(2) xχ, χ1y “ 1 si les représentations sont équivalentes.

Démonstration. Nous considérons les bases te1, . . . , enu de V et tf1, . . . , fmu de V 1. Puis nous
considérons la matrice F pk, lq “ Ekl PMm,npCq où pour rappel, Ekl est la matrice de composantes
pEklqij “ δkiδlj . Nous posons

FGpk, lq “ 1
|G|

ÿ

gPG
ρpgq ˝ F pk, lq ˝ ρ1pgq´1. (16.62)

En nous permettant de ne pas réécrire les indices k et l de F et FG, nous montrons que FG entrelace
ρ et ρ1 :

FG ˝ ρ1ptq “ 1
|G|

ÿ

sPG
ρpsq ˝ F ˝ ρ1ps´1q ˝ ρ1ptq (16.63a)

“ 1
|G|

ÿ

s

ρpsqFρ1ps´1tq (16.63b)

“ 1
|G|

ÿ

k

ρptkqFρ1pk´1q (16.63c)

“ 1
|G|ρptq

ÿ

k

ρpkqFρ1pk´1q (16.63d)

“ ρptq ˝ FG. (16.63e)

Dans ce calcul nous avons effectué le changement de variables k “ ps´1tq´1 qui donne s “ tk.
Par ailleurs nous avons

´
ρpgqF pk, lqρ1pg´1q

¯
ij
“

nÿ

r“1

mÿ

s“1
ρpgqirF pk, lqrsρ1pg´1qsj (16.64a)

“
ÿ

rs

ρpgqirδkrδlsρ1pg´1qsj (16.64b)

“ ρpgqikρ1pg´1qlj , (16.64c)

et par conséquent
FGpk, lqij “ 1

|G|
ÿ

gPG
ρpgqikρ1pg´1qlj . (16.65)EqgvpzfzEqgvpzfz

Si χ et χ1 sont les caractères de ρ et ρ1, alors nous avons le produit (16.56) qui donne

xχ, χ1y “ 1
|G|

ÿ

gPG
χpgqχ1pgq (16.66a)

“ 1
|G|

ÿ

g

χpgqχ1pg´1q lemme 16.17 (16.66b)

“ 1
|G|

ÿ

g

nÿ

i“1

mÿ

j“1
ρpgqiiρ1pg´1qjj (16.66c)sEqKYywTMsEqKYywTM

“
ÿ

ij

FGpi, jqij par (16.65). (16.66d)

Si les représentations ρ et ρ1 ne sont pas équivalentes, le fait que FG en soit un opérateur d’entre-
lacement implique par le théorème de Schur 16.14 que FG “ 0 et donc xχ, χ1y “ 0.
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Si au contraire les représentation sont équivalentes, alors le lemme 16.16 nous dit que χ “ χ1
et nous reprenons la définition :

xχ, χy “ 1
|G|

ÿ

g

χpgqχpgq “ 1
|G|

ÿ

gPG
1 “ 1 (16.67)

parce que les nombres χpgq sont des racines de l’unité.

16.2.1 Représentation régulière
DEFooGGPTooExTxWj

Définition 16.19.
Nous notons λ la représentation régulière gauche, agissant sur le K-espace vectoriel des fonc-
tions GÑ K par ´

λpgqf
¯
phq “ fpg´1hq. (16.68)

D’autre part nous considérons les fonctions δg : GÑ K (ici K est R ou C ou pire) définie par

δgphq “
#

1 si g “ h

0 sinon.
(16.69)

La représentation régulière agit sur les fonctions δs de la façon suivante :

λpgqδs “ δgs (16.70)

parce que
`
λpgqδs

˘phq “ δspg´1hq “ δgsphq.
LEMooGYIKooRRUxHq

Lemme 16.20.
Le caractère de la représentation régulière gauche est donné par

χλ “ |G|δe. (16.71)EqUuoVNaEqUuoVNa

Démonstration. Appliquer l’équation (16.71) fonctionne parce que χλpeq est la dimension de l’es-
pace des fonctions sur G, c’est-à-dire |G|. Si par contre g ‰ e, alors λpgq est une matrice de
permutation (dans la base des δh) et a donc tous ses éléments diagonaux nuls.

Si ρ est une représentation et si f est une fonction sur le groupe, alors nous considérons
l’opérateur

ρf “
ÿ

gPG
fpgqρpgq. (16.72)

PropEAXkAY

Proposition 16.21 ([477]).
Si pρ, V q est une représentation irréductible et si f est une fonction centrale sur G, alors l’opérateur
ρf est une homothétie de V de rapport

1
dimV

ÿ

gPG
fpgqχpgq (16.73)

où χ est le caractère de ρ.

Démonstration. Nous commençons par voir que ρf entrelace ρ. En effet,

ρptq´1 ˝ ρf ˝ ρptq “
ÿ

g

fpgqρpt´1gtq (16.74a)

“
ÿ

h

fptht´1qρphq chm.var.h “ t´1gt (16.74b)

“
ÿ

h

fphqρphq (16.74c)

“ ρf (16.74d)
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où en écrivant fptht´1q “ fphq, nous avons utilisé le fait que f était centrale. Étant donné que ρf
entrelace une représentation irréductible, le lemme de Schur (16.14) nous indique que ρf est une
homothétie. Soit k le facteur d’homothétie. Alors d’une part Trpρf q “ nk. D’autre part,

Trpρf q “ Tr
`ÿ

g

fpgqρpgq˘ (16.75a)

“
ÿ

g

fpgqTr
`
ρpgq˘ (16.75b)

“
ÿ

g

fpgqχpgq. (16.75c)

Du coup effectivement
k “ 1

n

ÿ

gPG
fpgqχpgq. (16.76)

16.2.2 Caractères et représentations : suite et fin

Lemme 16.22.
Un groupe fini n’a (à équivalence près) qu’un nombre fini de représentations irréductibles.

Démonstration. Les caractères irréductibles forment un système orthonormé (proposition 16.18)
et donc libre parmi les fonctions centrales. Donc il y a au plus autant de caractères irréductibles
que la dimension de l’espace des fonctions centrales ; et ce dernier est de dimension finie donnée
par le nombre de classes de conjugaison de G.

Nous savons que les caractères de deux représentations équivalentes sont égaux. Étant donné
qu’il n’existe qu’un nombre fini de représentations irréductibles, il existe un nombre fini de carac-
tères irréductibles. Nous pouvons donc fixer les notations suivantes. Les caractères irréductibles
seront notés tφiui“1,...,h et nous noterons pσi,Wiq une représentation ayant le caractère φi.

Théorème 16.23 ([477]).
Soit pρ, V q une représentation de G de caractère χ. Alors sa décomposition en représentations
irréductibles est donnée par

pV, ρq “
hà
i“1

kipWi, σiq (16.77)

avec ki “ xχ, φiy. En particulier, à permutation près des facteurs, la décomposition d’une repré-
sentation en représentations irréductibles est unique.

Démonstration. La décomposition de χ en caractères irréductibles est donnée par χ “ ř
i kiφi ; en

prenant le produit de cette égalité avec φj et en tenant compte de l’othonormalité des caractères
irréductibles,

xχ, φjy “
ÿ

i

kixφi, φjy “ kj . (16.78)

Le théorème suivant est ce qui nous permet de dire que l’étude des caractères et l’étude des
représentations, c’est la même chose.

ThoWGkfADd

Théorème 16.24.
Soit G un groupe fini 7. ItemZReOWoHi

(1) Deux représentations sont équivalentes si et seulement si elles ont même caractères.
ItemZReOWoHii

(2) Si χ est le caractère d’une représentation, alors

7. Nous sommes depuis longtemps dans l’étude des représentations des groupes finis.
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(2a) xχ, χy P N
(2b) xχ, χy “ 1 si et seulement si la représentation est irréductible.

Démonstration. Nous démontrons chaque point séparément.
(1) Le fait que deux représentations équivalentes aient même caractère est le lemme 16.16. Nous

montrons l’autre sens. Si pρ, V q et pρ1, V 1q sont deux représentations irréductibles de décom-
positions

V “à
i

kiWi (16.79a)

V 1 “à
i

k1
iWi, (16.79b)

alors si χ “ χ1, nous avons ki “ k1
i et les représentations sont identiques.

(2) Soit pρ, V q une représentation ayant χ comme caractère. En posant ki “ xχ, φiy nous avons
la décomposition en représentations irréductibles

V “à
i

kiWi, (16.80)

et aussi
xχ, χy “ x

ÿ

i

kiφi,
ÿ

j

kjφjy “
ÿ

i

k2
i P N. (16.81)

Ce nombre est de plus égal à 1 si et seulement si tous les termes de la somme sont nuls sauf
un qui vaudrait 1. Ce cas donne une représentation irréductible.

PropYLnxIjk

Proposition 16.25.
Si pλ,Rq est la représentation régulière gauche de décomposition en représentations irréductibles

R “à
i

kiWi, (16.82)

alors
(1) ki “ dimWi, ITEMooLXIJooDxkGJh

(2)
ř
ipdimWiq2 “ |G|, ItemEXAjTIh

(3) pour tout g P G,
ř
ipdimWiqφipgq “ 0 8.

(4) Si tpni, φiqu est la liste des couples dimension,caractère des représentations irréductibles non
équivalentes, alors pour tout s P Gzteu nous avons

řp
i“1 niφipsq “ 0 où la somme porte sur

les représentations irréductibles non équivalentes.

Démonstration. Nous notons r le caractère de la représentation régulière gauche. Nous avons

ki “ xr, φiy “ 1
|G|

ÿ

sPG
rpsqφipsq “ φipeq. (16.83)

Mais φipeq “ dimpWiq P N, donc nous avons bien ki “ dimpWiq. Le caractère de la représentation
régulière peut alors s’exprimer de deux façons :

|G|δe “
ÿ

i

pdimWiqφi. (16.84)

En évaluant cette égalité en e nous trouvons directement

|G| “
ÿ

i

pdimWiq2, (16.85)

8. Cette propriété est appelée « orthogonalité des colonnes » pour une raison qui apparaîtra au moment de
compléter le tableau (16.111).
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et en l’évaluant en s ‰ e, nous trouvons

0 “
ÿ

i

pdimWiqφipsq. (16.86)

fqsdf
Le théorème suivant est valable pour les groupes finis (comme toute cette section).

Thogocemg

Théorème 16.26 ([477]).
Les caractères irréductibles χ1, . . . , χh forment une base orthonormée des fonctions centrales sur
G.

Démonstration. Nous savons déjà qu’ils forment un système orthonormé. Considérons le sous-
espace H “ Spantφiui“1,...,h de l’espace des fonctions centrales sur G. En vertu de la proposi-
tion 4.133, il nous suffit de prouver que HK “ t0u. Soit donc f , une fonction centrale appartenant
à HK. Pour tout i, nous avons xf, φiy “ 0 et donc aussi xf̄ , φ̄iy “ 0.

Considérant une représentation irréductible pσ,W q de caractère φ, nous savons par la proposi-
tion 16.21 que l’opérateur

σf̄ “
ÿ

g

f̄pgqφpgq (16.87)

est une homothétie de rapport xf̄ , φ̄y{dimW “ 0. Étant donné que toutes les représentations sont
des sommes directes de représentations irréductibles, en réalité l’opérateur ρf̄ est nul pour toute
représentation ρ. En particulier pour la représentation régulière,

0 “ λf̄ pδtq “
ÿ

gPG
f̄pgqλpgqpδtq “

ÿ

g

f̄pgqδft. (16.88)

En écrivant cette égalité avec t “ e et puis en appliquant à k P G nous trouvons

0 “
ÿ

g

f̄pgqδgpkq “ f̄pkq. (16.89)

Donc f̄ “ 0 et f est nulle.
CorbdcVNC

Corolaire 16.27.
Le nombre de représentations irréductibles non équivalentes d’un groupe fini est égal à son nombre
de classes de conjugaison.

Démonstration. Le nombre de classes de conjugaison est la dimension de l’espace des fonctions
centrales qui elle-même est égale au nombre de caractères irréductibles par le théorème 16.26.
Enfin deux caractères irréductibles sont égaux si et seulement si les représentations sous-jacentes
sont équivalentes.

CORooWAGXooByrelO

Corolaire 16.28.
Toutes les représentations irréductibles d’un groupe abélien sont de dimension 1.

Démonstration. Le corolaire 16.27 nous dit qu’il y a autant de représentations unitaires qu’il n’y
a de représentations irréductibles (non équivalentes). Mais les classes de conjugaisons sont des
singletons (lemme 1.165). Nous avons donc exactement |G| représentations irréductibles lorsque G
est abélien.

Mais d’autre part la proposition 16.25(2) donne
ř
ipdimWiq2 “ |G| lorsque la somme parcours

les représentations irréductibles. Il y a |G| termes à la somme, donc tous les termes doivent être
1.
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16.3 Représentation produit tensoriel

Définition 16.29.
Soient ρ et ϕ, deux représentations d’un groupe G sur des espaces vectoriels V et W . La représen-
tation produit tensoriel est la représentation

ρb ϕ : GÑ GLpV bW q
pρb ϕqpgqpv b wq “ ρpgqv b ϕpgqw. (16.90)

L’espace V bW est le produit tensoriel de V et W , défini en 11.157.

Pour trouver son caractère, nous considérons une base teiu de V et une base teαu de W , et la
base tei b eαu de V bW . Donc

pρb ϕqpgqpei b eαq “ ρpgqei b ϕpgqeα. (16.91)

Nous devons savoir quelle est la composante « ei b eα » de cette dernière expression, et c’est
évidemment

ρpgqiiραα, (16.92)

ce qui nous amène à dire que

Trpρb ϕqpgq “
ÿ

i

ÿ

α

ρpgqiiϕpgqαα “ Tr
`
ρpgq˘Tr

`
ϕpgq˘, (16.93)

c’est-à-dire au final que
χρbϕ “ χρχϕ. (16.94)EqOTmvfjfEqOTmvfjf

16.4 Exemple sur le groupe symétrique

Soit G “ S3, un des premiers groupes finis non abéliens. On en a une représentation de
dimension deux en tant que permutation des sommets d’un triangle équilatéral, donnée dans
l’exemple 16.6 ; nous notons ρ cette représentation.

Nous y avons aussi la représentation de signature donnée par

ϵ : S3 Ñ GLpCq
σ ÞÑ ϵpσq Id .

(16.95)

Et enfin il y a la représentation triviale. Ce sont les trois représentations irréductibles ; pour rappel
il y a autant de représentations irréductibles que de classes de conjugaison (corolaire 16.27).

Classe de conjugaison taille χ1 χϵ χρ
Id 1 1 1 2

pA,Bq 3 1 ´1 0
pA,B,Cq 2 1 1 ´1

Nous calculons par exemple le produit scalaire

xχ1, χϵy “ 1
6
`
1 ·χ1pIdqχϵpIdq ` 3 ·χ1pA,BqχϵpA,Bq ` 2 ·χ1pA,B,CqχϵpA,B,Cq

˘
(16.96a)

“ 0. (16.96b)

D’autre part nous avons aussi

xχρ, χρy “ 1
6p1 · 2 · 2` 3 · 0` 2 · 1q “ 1. (16.97)
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16.5 Table des caractères du groupe symétrique S4
SecUMIgTmO

Pour la table des caractères de S4, voir [104]. Et si vous voulez la table des caractères du groupe
diédral, vu que ce sont de isométries de Rn, il faudra voir plus bas en la section 18.17.

16.5.1 Calculs à partir de rien ou presque

Nous savons que les classes de conjugaison dans S4 sont caractérisées par la structure des
décompositions en cycles (proposition 1.284). Elles sont données dans l’exemple 1.287.

Nous avons donc 5 classes de conjugaison, et il nous faut donc 5 représentations irréductibles
non équivalentes (corolaire 16.27) dont nous allons chercher les caractères.

La première est la représentation triviale de dimension 1 ; nous notons χ1 son caractère et nous
avons la ligne

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1 (16.98)

Ensuite nous avons la signature qui est un morphisme non trivial ϵ : Sn Ñ t´1, 1u. Nous avons
alors la ligne

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χϵ 1 1 ´1 1 ´1 1 (16.99)EqGNRavtlEqGNRavtl

Une troisième représentation pas trop compliquée à trouver est celle

ρp : S4 Ñ GLp4,Cq
ρppσqei “ eσpiq.

(16.100)

Cela n’est pas une représentation irréductible parce que C4 se décompose en deux sous-espaces
stables :

D “ Spanp1, 1, 1, 1q (16.101a)
H “ tx P C4 tel que x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0u. (16.101b)

La représentation induite sur D est la représentation triviale. Puis sur H, elle induit une autre
représentation que nous allons noter ρs.

Nous allons à présent déduire le caractère de la représentation ρs et prouver qu’elle est irré-
ductible. Il est cependant possible de sauter cette étape en échange d’un certain travail sur les
isométries du tétraèdre. Voir la proposition 18.195 et ensuite

Nous avons la décomposition ρp “ ρ1 ‘ ρs et donc

χp “ χ1 ` χs. (16.102)

Nous savons déjà χ1. Le caractère χp n’est pas très compliqué parce que χppσq est une matrice de
permutations des vecteurs de base. Donc la matrice ρppσq a un 1 sur la diagonale pour les i tels
que σpiq “ i. Nous avons donc

χppIdq “ 4 χpp12q “ 2 (16.103a)
χp

`p12qp34q˘ “ 0 χpp123q “ 1 (16.103b)
χpp1234q “ 0. (16.103c)

Le caractère χs peut être calculé par simple soustraction :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χs 3 3 1 0 ´1 ´1 (16.104)EqILZsKfoEqILZsKfo

Avant d’ajouter cette ligne au tableau des représentations irréductibles nous devons savoir si ρs
en est une. Pour cela, tant que nous avons son caractère nous pouvons utiliser le critère du théo-
rème 16.24 :

xχs, χsy “ 1
|S4|

ÿ

σPS4

χspσq2. (16.105)



16.5. TABLE DES CARACTÈRES DU GROUPE SYMÉTRIQUE S4 1497

Nous avons tout de suite |S4| “ 4 · 3 · 2 “ 24 et puis

24xχs, χsy “ 32 ` 6 · 12 ` 8 · 02 ` 6 · p´1q2 ` 3 · p´1q2 “ 24, (16.106)

donc oui, le caractère est irréductible parce que xχs, χsy “ 1. Et nous pouvons donc ajouter la
ligne (16.104) à notre tableau. Par ailleurs, nous notons qu’elle est de dimension 3.

Pour le reste nous savons qu’il y a autant de représentations irréductibles que de classes de
conjugaison, de telle sorte qu’il ne manque que deux représentations irréductibles. De plus la
proposition 16.25 nous dit que si ni est la dimension de la ie représentation irréductible, alors

|S4| “
ÿ

i

n2
i . (16.107)

Dans notre situation, si nous nommons n1 et n2 les dimensions des deux représentations qui nous
manquent, nous avons 24 “ n2

1 ` n2
2 ` p12 ` 12 ` 32q, c’est-à-dire n2

1 ` n2
2 “ 13. Il n’y a pas des

tonnes de sommes de deux carrés qui font 13. Il y a n1 “ 2 et n2 “ 3, et c’est tout.
Nous recherchons donc encore une représentation de dimension 2 et une de dimension 3. Pour

cela nous allons un peu regarder les produits tensoriels qui s’offrent à nous. Pour faire une dimension
3, il faut faire le produit d’une de dimension 1 par une de dimension 3. Là encore le choix est très
limité et nous demande d’essayer

ρW “ ρs b ρϵ (16.108)
qui agit sur l’espace V2 b Vϵ par

ρW pgqpv b xq “ ρspgqv b ρϵpgqx. (16.109)

Pour savoir son caractère nous utilisons la petite formule toute simple (16.94) : nous multiplions
case par case les tableaux (16.104) et (16.99) :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χW 3 3 ´1 0 1 ´1 (16.110)

Avant de réellement ajouter cette ligne au tableau, nous devons nous assurer qu’elle est bien
irréductible. Nous utilisons le même critère : xχW , χW y “ 1, donc c’est bon.

Pour trouver le dernier caractère, que nous nommerons χu, il ne faut pas beaucoup d’imagina-
tion. Il suffit d’utiliser les relations d’orthogonalité du théorème 16.26, en sachant que la dimension
est 2 et qu’alors χupIdq “ 2, c’est pas trop compliqué :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1
χϵ 1 1 ´1 1 ´1 1
χs 3 3 1 0 ´1 ´1
χW 3 3 ´1 0 1 ´1
χu 2 2 b c d e

(16.111)EqOKtZYFQEqOKtZYFQ

Les relations d’orthogonalité des colonnes de la propriété 16.25 nous permettent de calculer les
coefficients manquants. En pratique, il suffit de prendre le produit scalaire de chaque ligne avec la
première et d’égaler avec zéro. Nous trouvons b “ 0, c “ 1, d “ 0, et e “ 2. Le tableau final est :

dimension Id p12q p123q p1234q p12qp34q
χ1 1 1 1 1 1 1
χϵ 1 1 ´1 1 ´1 1
χs 3 3 1 0 ´1 ´1
χW 3 3 ´1 0 1 ´1
χu 2 2 0 ´1 0 2

(16.112)

Notons que nous sommes parvenus à remplir la dernière ligne sans rien savoir de la représen-
tation qui va avec. Nous allons cependant donner une interprétation géométrique et fixer cette
représentation comme agissant sur le triangle équilatéral en 16.33.
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16.5.2 À propos de la représentation ρs

Une des représentations trouvées (la représentation ρs) peut être vue comme le groupe IsopT q
des isométries affine du tétraèdre 9 grâce à la proposition 18.195 qui donne un isomorphisme de
groupe S4 » IsopT q lorsque T est un tétraèdre régulier de R3.

Nous verrons donc ça plus en détail dans la section 18.10.19.

16.5.3 À propos de la représentation ρu

Nous nous penchons à présent sur la représentations ρu dont nous ne savons rien à part qu’elle
est de dimension 2 et son caractère.

Lemme 16.30.
Nous avons ρupsq “ Id pour tout s P V4.

Démonstration. Tous les éléments de V4 sont conjugués (à part l’identité, mais pour elle le résultat
est clair), donc il suffit de prouver le résultat pour un élément quelconque.

L’endomorphisme ρu
`p12qp34q˘ est un endomorphisme d’ordre 2 sur R2 dont la trace est 2.

Imposons donc ˆ
a b
c d

˙
“
ˆ
a b
c d

˙
“
ˆ

1 0
0 1

˙
(16.113)

sous la contrainte a` d “ 2. La résolution est assez rapide et donne b “ c “ 0, a “ d “ 1.
Vous voulez une démonstration plus technologique ? Oui ? Alors commencez par remarquer que

l’opérateur A “ ρu
`p12qp34q˘ vérifie A2 “ 1, donc le polynôme X2´1 est un polynôme annulateur

de A. Il est peut-être minimal ou peut être pas, mais en tout cas le polynôme minimal divise
celui-là et donc est soit X ´ 1 soit X ` 1 soit X2 ´ 1. Dans les trois cas il est scindé à racines
simples, et l’endomorphisme A est diagonalisable par le théorème 9.216(3).

Mais comme A2 “ 1, les valeurs propres (ce qui est sur la diagonale) de A ne peuvent être que
˘1. La trace étant 2, les éléments diagonaux ne peuvent être que 1. Et A “ Id.

Le groupe V4 définit en 5.55 est normal dans S4, donc le quotient S4{V4 est un groupe par le
lemme 2.10.

Lemme 16.31.
L’application

ρ̃u : S4{V4 Ñ GLp2,Rq
rgs ÞÑ ρupgq (16.114)

est bien définie et donne une représentation irréductible de S4{V4.

Démonstration. Montrons que c’est bien défini. Si s P V4 nous devons prouver que ρupgsq “
ρupgq. Vu que ρu est un homomorphisme (c’est une représentation), et que ρupsq “ Id nous avons
directement

ρupgsq “ ρupgqρupsq “ ρupgq. (16.115)

Nous devons prouver que la représentation ρ̃u est irréductible. Si un sous-espace non trivial
Spanpxq était stabilisé par ρ̃u, il serait également stabilisé par ρu. Mais comme ρu est irréductible,
elle ne stabilise personne.

Lemme 16.32.
Le groupe S4{V4 est un groupe non-abélien, isomorphe à S3.

Démonstration. Le groupe S4{V4 a une représentation irréductible de dimension 2, et n’est donc
pas abélien par le corolaire 16.28.

Il contient |S4|{|V4| “ 24{4 “ 6 éléments (théorème de Lagrange 2.13). Or 6 “ 3 ˆ 2, donc
le groupe S4{V4 est dans le cas non-abélien du théorème 5.25(2). Cette partie parle d’unicité du

9. Définition 12.144.
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groupe non-abélien d’ordre 6. Or S3 est un groupe non-abélien d’ordre 6, donc S4{V4 est isomorphe
à S3.

Attention : il n’est pas correct de dire que S4{V4 est un sous-groupe de S4 juste parce que c’est
un quotient de S4 ; ce n’est en général pas vrai (exemple 2.11).

NORMooQQCYooILyOxc

16.33.
Nous sommes maintenant aptes à identifier la représentation ρu. D’abord nous nous rappelons de la
représentation ρs : S4 Ñ IsopT q de S4 sur le tétraèdre. Ensuite si A est un sommet dudit tétraèdre
et que S3 Ă S4 est la partie qui fixe A alors nous avons une représentation

ρs : S3 Ñ IsopT q (16.116)

qui agit en réalité sur le triangle équilatéral T 1 opposé au sommet A.
Nous avons finalement la chaine d’homomorphismes de groupes

S4
projÝÑ S4{V4

»ÝÑ S3
ρsÝÑ IsopT 1q (16.117)

Cela est donc une représentation S4 Ñ IsopT 1q. Elle est de dimension 2 et est irréductible (elle
contient les rotations d’angle 2π{3 qui ne fixent aucune direction). Elle est donc la représentation
ρu qui est la seule irréductible de dimension 2.

Nous avons donc montré que la représentation ρu dont nous ne savions rien est la représentation
de S3 sur un triangle équilatéral obtenue à partir de celle de S4 sur le tétraèdre, en fixant un point.
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Chapitre 17

Encore de l’analyse (et c’est pas fini)

17.1 Densité des polynômes
CorRSczQD

Corolaire 17.1.
Si X Ă R est compact et de mesure finie 1, alors l’ensemble des polynômes est dense dans`
CpX,Rq, }.}2

˘
.

Démonstration. Si f est une fonction dans CpX,Rq et si ϵ ě 0 est donné alors nous pouvons
considérer un polynôme P tel que }f ´ P }8 ď ϵ. Dans ce cas nous avons

}f ´ P }22 “
ż

X
|fpxq ´ P pxq|2dx ď

ż

X
ϵ2dx “ ϵ2µpXq (17.1)

où µpXq est la mesure de X (finie par hypothèse).

17.2 Primitive et intégrale
Nous avons déjà parlé de primitive de fonction continue en la proposition 12.421.

PropHFWNpRb

Proposition 17.2.
Soit I un intervalle borné ouvert de R. Une fonction h P C8

c pIq admet une primitive dans C8
c pIq

si et seulement si
ş
I h “ 0.

Démonstration. Si une primitive H de h est à support compact, alors
ż

I
h “ Hpbq ´Hpaq “ 0´ 0 “ 0. (17.2)

Pas de problèmes dans ce sens.
Supposons maintenant que

ş
I h “ 0. Le fait que h admette une primitive dans C8pIq est

évident : toute fonction continue admet une primitive 2. Soit H une telle primitive et H̃ “ H´Hpbq.
Alors H̃pbq “ 0 et

H̃paq “ Hpaq ´Hpbq “ ´
ż

I
h “ 0. (17.3)

Nous rappelons que le support d’une fonction est la fermeture de l’ensemble des points de non-
annulation.

Supposons que le support de h soit inclus dans rm,M s Ă sa, br. En prenant des nombres m1 et
M 1 tels que a ă m1 ă m et M ăM 1 ă b (nous insistons sur le caractère strict de ces inégalités), la
fonction h est nulle sur ra,m1s et sur rM 1, bs ; la fonction H̃ doit donc y être constante. Mais nous
avons déjà vu que H̃paq “ H̃pbq “ 0. Donc l’ensemble des points sur lesquels H̃ n’est pas nul est
inclus dans sm1,M 1r et donc est strictement (des deux côtés) inclus dans I.

1. Dans R cette hypothèse est évidemment superflue par rapport à l’hypothèse de compacité ; mais ça suggère
des généralisations . . .

2. Théorème 12.421.

1501
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17.2.1 Théorème taubérien de Hardy-Littlewood

Un théorème taubérien est un théorème qui compare les modes de convergence d’une série.

Lemme 17.3.
Si f et g sont des fonctions continues, alors spxq “ maxtfpxq, gpxqu est également une fonction
continue.

Démonstration. Soit x0 et prouvons que s est continue en x0. Si fpx0q ‰ gpx0q (supposons fpx0q ą
gpx0q pour fixer les idées), alors nous avons un voisinage de x0 sur lequel f ą g et alors s “ f sur
ce voisinage et la continuité provient de celle de f .

Si au contraire fpx0q “ gpx0q “ spx0q alors si panq est une suite tendant vers x0, nous prenons
N tel que

ˇ̌
fpanq ´ fpx0q

ˇ̌ ď ϵ pour tout n ą N et M tel que
ˇ̌
gpanq ´ gpx0q

ˇ̌ ď ϵ pour tout n ąM .
Alors pour tout n ą maxtN,Mu nous avons

ˇ̌
spanq ´ spx0q

ˇ̌ ď ϵ, (17.4)

d’où la continuité de s en x0.

La proposition suivante dit que si une fonction connaît un saut, alors on peut la lisser par une
fonction continue.

PropTIeYVw

Proposition 17.4.
Soit f continue sur ra, x0r et sur rx0, bs avec fpx´

0 q ă fpx0q. En particulier nous supposons que
fpx´

0 q existe et est finie. Alors pour tout ϵ ą 0, il existe une fonction continue s telle que sur ra, bs
on ait s ě f et ż b

a
ps´ fqpxq dx ď ϵ. (17.5)

Démonstration. Nous notons A la taille du saut :

A “ fpx0q ´ fpx´
0 q. (17.6)

Quitte à changer a et b, nous pouvons supposer que

fpxq ă fpx0q ` A

3 (17.7)

pour x P ra, x0r et
f ą fpx0q ` 2A

3 (17.8)

pour x P rx0, bs. C’est le théorème des valeurs intermédiaires qui nous permet de faire ce choix.
Soit mpxq la droite qui joint le point

`
x0 ´ ϵ, fpx0 ´ ϵq

˘
au point

`
x0, fpx`

0 q
˘
. Nous posons

spxq “

$
’&
’%

fpxq si x ă x0 ´ ϵ
maxtmpxq, fpxqu si x0 ´ ϵ ď x ď x0

fpxq si x ą x0.

(17.9)

En vertu des différents choix effectués, c’est une fonction continue. En effet

spx0 ´ ϵq “ maxtfpx0 ´ ϵq, fpx0, ϵqu “ fpx0 ´ ϵq (17.10)

et
spx0q “ maxtmpx0q, fpx`

0 qu “ fpx`
0 q (17.11)

parce que mpx0q “ fpx`
0 q. En ce qui concerne l’intégrale, si nous posons

M “ sup
x,yPra,bs

|fpxq ´ fpyq|, (17.12)

nous avons ż b

a
s´ f “

ż x0

x0´ϵ
s´ f ď ϵM. (17.13)
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LemauxrKN

Lemme 17.5.
Pour tout polynôme P , nous avons la formule

lim
xÑ1´

p1´ xq
8ÿ

n“0
xnP pxnq “

ż 1

0
P pxqdx. (17.14)

Démonstration. D’abord pour P “ 1, la formule se réduit à la série géométrique connue (propo-
sition 11.122). Ensuite nous prouvons la formule pour le polynôme P “ Xk et la linéarité fera le
reste pour les autres polynômes. Nous avons

p1´ xq
ÿ

n

xnxkn “ p1´ xq
ÿ

n

px1`kqn “ 1´ x
1´ x1`k “

1
1` x` ¨ ¨ ¨ ` xk . (17.15)

Donc
lim
xÑ1´

p1´ xq
ÿ

n

xnP pxnq “ 1
1` k . (17.16)

Par ailleurs, c’est vite vu que ż 1

0
xkdx “ 1

k ` 1 . (17.17)

ThoPdDxgP

Théorème 17.6 (Hardy-Littlewood[478]).
Soit panq une suite réelle telle que

(1) an
n tend vers une constante,

(2) F pxq “ ř8
n“0 anx

n a un rayon de convergence ě 1,
(3) limxÑ1´ F pxq “ l.

Alors
ř8
n“0 an “ l.

Démonstration. Quitte à prendre la suite b0 “ a0 ´ l et bn “ an, on peut supposer l “ 0.
Soit Γ l’ensemble des fonctions

γ : r0, 1s Ñ R (17.18)

telles que

(1)
ř8
n“0 anγpxnq converge pour 0 ď x ă 1,

(2) limxÑ1´

ř
ně0 anγpxnq “ 0.

Ce Γ est un espace vectoriel.

(1) Les polynômes sont dans Γ Soit γptq “ ts. Pour 0 ď x ă 1 nous avons

8ÿ

n“0
anγpxnq “

8ÿ

n“0
anx

ns ă
8ÿ

n“0
anx

n. (17.19)

Donc la condition de convergence est vérifiée. En ce qui concerne la limite,

lim
xÑ1´

8ÿ

n“0
anx

ns “ lim
xÑ1´

F pxsq “ 0 (17.20)

parce que par hypothèse, limxÑ1´ F pxq “ 0.
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(2) Définition de la fonction qui va donner la réponse Nous considérons la fonction

gptq “
#

0 si 0 ď t ă 1{2
1 si 1{2 ď t ď 1,

(17.21)

c’est-à-dire g “ 1r 1
2 ,1s. Nous montrons que si g P Γ, alors le théorème est terminé. Si 0 ď x ď 1,

on a 0 ď xn ă 1{2 dès que
n ą ´ lnp2q

lnpxq (17.22)

avec une note comme quoi lnpxq ă 0, donc la fraction est positive. Nous désignons par Nx la
partie entière de ce n adapté à x. L’idée est que la fonction gpxnq est la fonction indicatrice
de 0 ď n ď Nx, et donc

ÿ

ně0
angpxnq “

Nxÿ

n“0
an. (17.23)

Mais si xÑ 1´, alors Nx Ñ8, donc

lim
NÑ8

Nÿ

n“0
an “ lim

xÑ1´

Nxÿ

n“0
an “ lim

xÑ1´

ÿ

nPN
angpxnq, (17.24)

et cela fait zéro si g P Γ.
(3) Approximation de g par des polynômes Nous considérons la fonction

hptq “ gptq ´ t
tp1´ tq “

#
1
t´1 si t P r0, 1{2r
1
t si t P r1{2, 1s. (17.25)

La seconde égalité est au sens du prolongement par continuité. La fonction h est une fonction
non continue qui fait un saut de ´2 à 2 en x “ 1{2. En vertu de la proposition 17.4 (un peu
adaptée), nous pouvons considérer deux fonctions continues s1 et s2 telles que

s1 ď h ď s2 (17.26)

et ż 1

0
s2 ´ s1 ď ϵ. (17.27)

Notons que l’inégalité s1 ď s2 doit être stricte sur au moins un petit intervalle autour de
x “ 1{2. Soient P1 et P2, deux polynômes tels que }P1 ´ s1}8 ď ϵ et }P2 ´ s2}8 ď ϵ (ici la
norme supremum est prise sur r0, 1s). C’est le théorème de Stone-Weierstrass (12.417) qui
nous permet de le faire.
Nous posons aussi 3

Q1 “ P1 ` ϵ (17.28a)
Q2 “ P2 ´ ϵ. (17.28b)

Nous avons ż 1

0
Q1 ´Q2 ď

ż 1

0
Q1 ´ P1 ` P1 ´ P2 ` P2 ´Q2. (17.29)

Pour majorer cela, d’abord Q1 ´ P1 “ P2 ´Q2 “ ϵ, ensuite,

P1 ´ P2 “ P1 ´ s1 ` s1 ´ s2 ` s2 ´ P2 (17.30)

dans lequel nous avons P1 ´ s1 ď ϵ, s2 ´ P2 ď ϵ et
ş1
0 s1 ´ s2 ď ϵ. Au final, nous posons

q “ Q2 ´Q1 et nous avons ż 1

0
q ď 5ϵ. (17.31)

3. À ce niveau, je crois qu’il y a une faute de frappe dans [478].
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Enfin nous posons aussi
Ripxq “ x` xp1´ xqQi. (17.32)

Ces polynômes vérifient Rip0q “ 0, Rip1q “ 1 et

R1 ď g ď R2 (17.33)

parce que
Q1 ď P1 ď h ď P2 ď Q2 (17.34)

et
t` tp1´ tqQ1 ď t` tp1´ tqhptqloooooooomoooooooon

gptq
ď t` tp1´ tqQ2. (17.35)

(4) Preuve que g est dans Γ D’abord si 0 ď x ă 1, xN ă 1
2 pour un certain N , et alors

gpxN q “ 0. Du coup la série
8ÿ

n“0
angpxnq “

Nÿ

n“0
an (17.36)

est une somme finie qui converge donc.
D’autre part nous prenons M tel que |an| ă M

n pour tout n. Nous majorons
ř
nPN angpxnq en

utilisant R1. Mais vu que R1 est un polynôme, nous pouvons dire que |ř8
n“0 anR1pxnq| ď ϵ

en prenant x P rλ, 1r et λ assez grand. Nous avons :
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“0
angpxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“0
angpxnq ´

8ÿ

n“0
anR1pxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“0
anR1pxnq

ˇ̌
ˇ̌
ˇloooooooomoooooooon

ďϵ

(17.37a)

ď ϵ`
8ÿ

n“0
|an|pg ´R1qpxnq (17.37b)

ď ϵ`
8ÿ

n“0
|an|pR2 ´R1qpxnq (17.37c)

ď ϵ`M
8ÿ

n“0

xnp1´ xnq
n

pQ2 ´Q1qpxnq (17.37d)SUBEQooAIQWooJADvKsSUBEQooAIQWooJADvKs

“ ϵ`M
8ÿ

n“0

xnp1´ xnq
n

qpxnq (17.37e)

ď ϵ`Mp1´ xq
ÿ

n

xnqpxnq. (17.37f)subeqtZXDvusubeqtZXDvu

Justifications :

— La ligne (17.37d) vient du fait que R2 ´R1 “ xp1´ xqpQ2 ´Q1q.
— La ligne (17.37f) provient d’une majoration sauvage de 1{n par 1 et de 1´xn par 1´x.

Par le lemme 17.5, nous avons alors

lim
xÑ1´

|
ÿ

n

angpxnq| ď ϵ`M
ż 1

0
q ď 6ϵ. (17.38)
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17.2.2 Théorème de Müntz
ThoAEYDdHp

Théorème 17.7 (Théorème de Müntz[479, 480, 481]).
Soit C0

`r0, 1s˘, l’espace des fonctions continues sur r0, 1s muni de la norme }.}8 ou }.}2 et une
suite pαnq strictement croissante de nombres positifs. Nous notons ϕλ la fonction x ÞÑ xλ.

Alors
Spant1, ϕαnu (17.39)

est dense dans C0
`r0, 1s˘ si et seulement si

8ÿ

n“2

1
αn
“ `8. (17.40)

Nous prouvons le théorème pour la norme }.}2.

Démonstration. Soit m P R` ; nous notons ∆N pmq la distance entre ϕm et Spantϕα1 , . . . , ϕαN u.
Cette distance peut être évaluée avec le déterminant de Gram (proposition 9.18)

∆N pmq2 “ Gpϕm, ϕα1 , . . . , ϕαN q
Gpϕα1 , . . . , ϕαN q

. (17.41)

Pour calculer cela, nous avons besoin des produits scalaires 4

xϕa, ϕby “
ż 1

0
xa`bdx “ 1

a` b` 1 . (17.42)

Pour avoir des notations plus compactes, nous notons α0 “ m. Donc nous avons à calculer le
déterminant

Gpϕm, ϕα1 , . . . , ϕαN q “ det
´

1
αi`αj`1

¯
(17.43)

où i, j “ 0, . . . , N . Nous reconnaissons un déterminant de Cauchy (proposition 9.19) en posant,
dans 1

αi`αj`1 , ai “ αi et bj “ αj ` 1. Étant donné que bj ´ bi “ aj ´ ai, nous avons

Gpϕm, ϕα1 , . . . , ϕαN q “
ś

0ďiăjďN pαj ´ αiq2śN
i“0

śN
j“0pαi ` αj ` 1q. (17.44)

Nous séparons maintenant les termes où i ou j sont nuls. En ce qui concerne le dénominateur, il
faut prendre tous les couples pi, jq avec i et j éventuellement égaux à zéro. Nous décomposant cela
en trois paquets. Le premier est p0, 0q ; le second est p0, iq (chaque couple arrive en fait deux fois
parce qu’il y a aussi pi, 0q) ; et le troisième sont les i, j tous deux différents de zéro :

p2m` 1q
ź

ij

pαi ` αj ` 1q
ź

i

pαi `m` 1q2. (17.45)

Notons que dans le produit central, le carré est contenu dans le fait qu’on écrit
ś
ij et non

ś
iăj .

Nous avons donc

Gpϕm, ϕα1 , . . . , ϕαN q “
ś
iăjpαi ´ αjq2

ś
ipαi ´mq2

p2m` 1qśijpαi ` αj ` 1qśipαi `m` 1q2 . (17.46)

Le calcul de Gpϕα1 , . . . , ϕαN q est plus simple 5 :

Gpϕα1 , . . . , ϕαN q “
ś
iăjpαi ´ αjq2ś
ijpαi ` αj ` 1q . (17.47)

4. C’est ici qu’on se particularise à la norme }.}2.
5. Je crois qu’il y a une faute de frappe dans le dénominateur de [479].
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En divisant l’un par l’autre il ne reste que les facteurs comprenant m et en prenant la racine carrée,

∆N pmq “ 1?
2m` 1

Nź

i“1

ˇ̌
ˇ̌ αi ´m
αi `m` 1

ˇ̌
ˇ̌ . (17.48)EqANiuNBEqANiuNB

Nous passons maintenant à la preuve proprement dite. Supposons que V “ Spantϕαi , i P Nu
est dense. Si m est un des αi, il peut évidemment être approché par les ϕαi . Mais vue la densité
de V , un ϕm avec m ‰ αi (pour tout i) alors ϕm peut également être arbitrairement approché par
les ϕαi , c’est-à-dire que

lim
NÑ8 ∆N pmq “ 0. (17.49)

Nous posons
un “ ln

ˆ
αn ´m

αn `m` 1

˙
(17.50)

et nous prouvons que la série
ř
n un diverge. En effet nous nous souvenons de la formule lnpabq “

lnpaq ` lnpbq, de telle sorte que la N esomme partielle de
ř
n un est

ln
ˆ

α1 ´m
α1 `m` 1 · . . . · αN ´m

αN `m` 1

˙
“ ln

`?
2m` 1∆N pmq

˘
, (17.51)

qui tend vers ´8 lorsque N Ñ8.
Si la suite pαnq est majorée et plus généralement si nous n’avons pas αn Ñ8, alors évidemment

la série
ř
n

1
αn

diverge. Nous supposons donc que limnÑ8 αn “ 8. Nous avons aussi 6

un “ ln
ˆ

αn ´m
αn `m` 1

˙
“ ln

ˆ
1´ 2m` 1

αn `m` 1

˙
„ ´2m` 1

αn
. (17.52)

Une justification est donnée à l’équation (15.351). Ce que nous avons surtout est
ÿ

n

un „ ´p2m` 1q
ÿ

n

1
αn
. (17.53)

Étant donné que la série de gauche diverge, celle de droite diverge 7.
Nous prouvons maintenant le sens opposé : nous supposons que la série

ř
n 1{αn diverge et

nous posons
V “ Spantϕαn tel que n P Nu. (17.54)

Il suffit de prouver que ϕm P V̄ pour tout m parce qu’un corolaire du théorème de Stone-
Weierstrass 17.1 montre que Spantϕk tel que k P Nu est dense dans C pour la norme }.}2.

Si αn Ñ8, nous avons :
un „ 2m` 1

αn
Ñ 0 (17.55)

et alors ∆N pmq Ñ 0. Dans ce cas nous avons immédiatement ϕm P V̄ .
Si par contre αn ne tend pas vers l’infini, nous repartons de l’expression (17.48), nous posons

0 ă α “ supi αi et nous calculons :

?
2m` 1∆N pmq “

Nź

i“1

|αi ´m|
αi `m` 1 (17.56a)

ď
Nź

i“1

αi `m
αi `m` 1 “

Nź

i“1

ˆ
1´ 1

αi `m` 1

˙
(17.56b)

ď
Nź

i“1

ˆ
1´ 1

α`m` 1

˙
“
ˆ

1´ 1
α`m` 1

˙N
. (17.56c)

Cette dernière expression tend vers 0 lorsque N Ñ8.
6. Je crois qu’il y a une faute de signe dans la dernière expression de [480].
7. Nous utilisons le fait que si un “

ř
vn en tant que suites et si

ř
n un diverge, alors

ř
n vn diverge.
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REMooGPYYooCQJwFa

Remarque 17.8.
Certaines sources 8 citent le théorème de Müntz comme ceci (avec un implicite que αi ‰ 0) :

Spant1, ϕαiu “ C
`r0, 1s˘ô

ÿ

iě1

1
αi
“ `8. (17.57)EQooPCSZooUDSzwQEQooPCSZooUDSzwQ

Que penser de la présence explicite du 1 (c’est-à-dire de ϕ0) ou non dans l’ensemble ?
Première chose : la présence éventuelle de ϕ0 est la raison pour laquelle nous faisons commencer

la somme à i “ 2 et non i “ 1. Dans le même ordre d’idée, si Spantϕαiu est dense, alors en prenant
n’importe quelle queue de suite, ça reste dense.

Prouvons donc l’énoncé (17.57). Si Spant1, ϕαiu est dense, alors en posant β1 “ 0, βi “ αi´1
notre théorème prouve que

ř8
i“2

1
βi
“ `8, cela est exactement que

ř8
i“1

1
αi
“ `8. Dans l’autre

sens, si
ř
iě1

1
αi
“ `8, alors nous avons aussi

ř
iě2

1
αi
“ `8 et notre théorème dit que Spantϕαiu

est dense. A fortiori, Spant1, ϕαiu est dense.

Exemple 17.9.
Nous savons depuis le théorème 15.118 que la somme des inverses des nombres premiers diverge. △

17.3 Intégrales convergeant uniformément

17.3.1 Définition et propriété
DEFooSHWAooWtswtp

Définition 17.10.
Soit pΩ, µq un espace mesuré. Nous disons que l’intégrale

ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.58)

converge uniformément en x si pour tout ϵ ą 0, il existe un compact Kϵ tel que pour tout
compact K tel que Kϵ Ă K nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż

ΩzK
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ϵ. (17.59)

Le point important est que le choix de Kϵ ne dépend pas de x.
LemOgQdpJ

Lemme 17.11.
Soit

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq, (17.60)

une intégrale uniformément convergente. Pour chaque k P N nous considérons un compact Kk tel
que ˇ̌

ˇ̌
ˇ

ż

ΩzKk

fpx, ωqdµpωq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

1
k
. (17.61)

Alors la suite de fonctions Fk définie par

Fkpxq “
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq (17.62)

converge uniformément vers F .

8. Dont le rapport du jury 2014
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Démonstration. Nous avons

ˇ̌
Fkpxq ´ F pxq

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇ̌
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq ´
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq

ˇ̌
ˇ̌ (17.63a)

“ |
ż

ΩzKk

fpx, ωqdµpωq| (17.63b)

ď 1
k
. (17.63c)

17.3.2 Critères de convergence uniforme

Afin de tester l’uniforme convergence d’une intégrale, nous avons le critère de Weierstrass :
ThoCritWeiIntUnifCv

Théorème 17.12.
Soit fpx, tq : rα, βs ˆ ra,8rÑ R, une fonction dont la restriction à toute demi-droite x “ c est
mesurable. Si |fpx, tq| ă φptq et

ş8
a φptqdt existe, alors l’intégrale

ż 8

0
fpx, tqdt (17.64)

est uniformément convergente.

Le théorème suivant est le critère d’Abel :
ThoAbelIntUnif

Théorème 17.13.
Supposons que fpx, tq “ φpx, tqψpx, tq où φ et ψ sont bornées et intégrables en t au sens de Riemann
sur tout compact ra, bs, b ě a. Supposons que :

(1)
ˇ̌
ˇ
şT
a φpx, tqdt

ˇ̌
ˇ ďM où M est indépendant de T et de x,

(2) ψpx, tq ě 0,

(3) pour tout x P rα, βs, ψpx, tq est une fonction décroissante de t,

(4) les fonctions x ÞÑ ψpx, tq convergent uniformément vers 0 lorsque tÑ8.

Alors l’intégrale ż 8

a
fpx, tqdt (17.65)

est uniformément convergente.

Remarque 17.14.
Étant donné que la fonction sinus est bornée, il est tentant de l’utiliser comme φ dans le critère
d’Abel (théorème 17.13). Hélas,

ż T

0
sinpxtqdt “ ´1

x

`
cospxT q ´ cospxq˘, (17.66)

qui n’est pas bornée en x. Poser φpx, tq “ sinpxtq ne fonctionne pas pour assurer la convergence
uniforme sur un intervalle qui contient des x arbitrairement proches de 0. Le critère d’Abel avec
φpx, tq “ sinpxtq ne permet que de conclure à l’uniforme convergence sur tout compact ne contenant
pas 0. C’est toutefois souvent suffisant pour étudier la continuité ou la dérivabilité en se servant
coup du compact, voir 17.18.
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17.4 Fonctions définies par une intégrale
SecCHwnBDj

Soit pΩ, µq un espace mesuré. Nous nous demandons dans quel cas l’intégrale

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdω (17.67)

définit une fonction F continue, dérivable ou autre.
Dans la suite nous allons considérer des fonctions f à valeurs réelles. Quitte à passer aux

composantes, nous pouvons considérer des fonctions à valeurs vectorielles. Par contre le fait que x
soit dans R ou dans Rn n’est pas spécialement une chose facile à traiter.

17.4.1 Continuité sous l’intégrale

Nous allons présenter deux théorèmes donnant la continuité de F .
(1) Si f est majorée par une fonction ne dépendant pas de x, nous avons le théorème 17.15,
(2) si l’intégrale est uniformément convergente, nous avons le théorème 17.16.

ThoKnuSNd

Théorème 17.15.
Soit pΩ, µq est un espace mesuré, soit x0 P Rm et f : U ˆ Ω Ñ R où U est ouvert dans Rm. Nous
supposons que

(1) Pour chaque x P Rm, la fonction ω ÞÑ fpx, ωq est dans L1pΩ, µq.
(2) Pour chaque ω P Ω, la fonction x ÞÑ fpx, ωq est continue en x0.

ItemNAuYNG

(3) Il existe une fonction G P L1pΩq telle que

|fpx, ωq| ď Gpωq (17.68)

pour tout x P U .
Alors la fonction

F : U Ñ R

x ÞÑ
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.69)

est continue en x0.

Démonstration. Soit pxnq une suite convergente vers x0. Nous considérons la suite de fonctions
fn : Ω Ñ R définies par

fnpωq “ fpxn, ωq. (17.70)

sur qui nous pouvons utiliser le théorème de la convergence dominée (théorème 14.202) pour obtenir

lim
nÑ8F pxnq “ lim

nÑ8

ż

Ω
fpxn, ωqdµpωq (17.71a)

“
ż

Ω
lim
nÑ8 fpxn, ωqdµpωq (17.71b)

“
ż

Ω
fpx0, ωqdµpωq (17.71c)

“ F px0q. (17.71d)

Nous avons utilisé la continuité de fp., ωq.
Si nous avons un peu de compatibilité entre la topologie et la mesure, alors nous pouvons

utiliser l’uniforme convergence d’une intégrale pour obtenir la continuité d’une fonction définie par
une intégrale.
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ThotexmgE

Théorème 17.16.
Soit pΩ, µq un espace topologique mesuré tel que tout compact est de mesure finie. Soit une fonction
f : Rˆ Ω Ñ R telle que

(1) Pour chaque x P R, la fonction fpx, .q est L1pΩ, µq.
(2) Pour chaque ω P Ω, la fonction fp., ωq est continue en x0.
(3) L’intégrale

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.72)

est uniformément convergente 9.
Alors la fonction F est continue en x0.

Démonstration. Nous reprenons les notations du lemme 17.11. Les fonctions

Fkpxq “
ż

Kk

fpx, ωqdµpωq (17.73)

existent parce que les fonctions fpx, .q sont dans L1pΩq. Montrons que les fonctions Fk sont conti-
nues. Soit une suite xk Ñ x0 nous avons

lim
nÑ8Fkpxnq “ lim

nÑ8

ż

Kk

fpxn, ωqdµpωq. (17.74)

Nous pouvons inverser la limite et l’intégrale en utilisant le théorème de la convergence dominée.
Pour cela, la fonction fpxn, ωq étant continue sur le compact Kk, elle y est majorée par une
constante. Le fait que les compacts soient de mesure finie (hypothèse) implique que les constantes
soient intégrables sur Kk. Le théorème de la convergence dominée implique alors que

lim
nÑ8Fkpxnq “

ż

Kk

lim
nÑ8 fpxn, ωqdµpωq “

ż

Kk

fpx0, ωqdµpωq “ Fkpx0q. (17.75)

Nous avons utilisé le fait que fp., ωq était continue en x0.
Le lemme 17.11 nous indique alors que la convergence Fk Ñ F est uniforme. Les fonctions Fk

étant continues, la fonction F est continue.

Pour finir, citons ce résultat concernant les fonctions réelles.
ThoInDerrtCvUnifFContinue

Théorème 17.17.
Nous considérons F pxq “ ş8

a fpx, tqdt. Si f est continue sur rα, βs ˆ ra, αr et l’intégrale converge
uniformément, alors F pxq est continue.

17.4.2 Le coup du compact
NORMooZWECooHvRgBw

17.18.
Nous avons vu des fonctions définies par toute une série de processus de limite (suites, séries,
intégrales). Une des questions centrales est de savoir si la fonction limite est continue, dérivable,
intégrable, etc. étant donné que les fonctions sont continues.

Pour cela, nous inventons le concept de convergence uniforme. Si la limite (série, intégrale) est
uniforme, alors la fonction limite sera continue. Il arrive qu’une limite ne soit pas uniforme sur un
intervalle ouvert s0, 1s, et que nous voulions quand même prouver la continuité sur cet intervalle.
C’est à cela que sert la notion de convergence uniforme sur tout compact. En effet, la notion de
continuité est une notion locale : savoir ce qu’il se passe dans un petit voisinage autour de x est
suffisant pour savoir la continuité en x (idem pour sa dérivée).

9. Définition 17.10.
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Si nous avons uniforme convergence sur tout compact de s0, 1s, mais pas uniforme convergence
sur cet intervalle, la limite sera quand même continue sur s0, 1s. En effet, si x Ps0, 1s, il existe un
ouvert autour de x contenu dans un compact contenu dans s0, 1s. L’uniforme convergence sur ce
compact suffit à prouver la continuité en x.

Déduire la continuité sur un ouvert à partir de l’uniforme convergence sur tout compact de
l’ouvert est appelé faire le coup du compact.

17.4.3 Dérivabilité sous l’intégrale

Nous traitons à présent de la dérivabilité de la fonction F définie comme intégrale de f . Dans
le théorème 17.19 nous traitons de fonctions sur R à valeurs dans C. Pour les fonctions définies
sur C, voir le théorème 26.73.

ThoMWpRKYp

Théorème 17.19 (Dérivation sous le signe intégral, formule de Leibniz, thème 62[455, 482]).
Soit pΩ, µq un espace mesuré, un intervalle ouvert I Ă R, et une fonction f : R ˆ Ω Ñ C. Nous
supposons qu’il existe A mesurable de mesure nulle dans Ω tels que ITEMooAFVMooAeCEco

(1) Pour tout x P I, la fonction ω ÞÑ fpx, ωq soit dans L1pΩq.
ITEMooXIZXooGPYFyT

(2) L’application x ÞÑ fpx, ωq est dérivable 10 pour tout x P I et pour tout ω P ΩzA.
ITEMooDTTIooWkldfB

(3) Il existe une fonction G : Ω Ñ R` intégrable sur Ω telle que
ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx px, ωq

ˇ̌
ˇ̌ ď Gpωq (17.76)EQooUHQYooHtwfMLEQooUHQYooHtwfML

pour tout x P I et pour tout ω P ΩzA.
Alors la fonction

F : RÑ C

x ÞÑ
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq (17.77)

est dérivable sur I et pour tout a P I nous avons

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq, (17.78)

Démonstration. Soit une suite pxnq dans I telle que xn ‰ a et xn Ñ a. Si la limite

lim
nÑ8

F paq ´ F pxnq
a´ xn (17.79)

existe et ne dépend pas de la suite choisie, alors la fonction F est dérivable en a et sa dérivée vaut
cette limite. Autrement dit, nous nous mettons en devoir d’étudier la limite

lim
nÑ8

ż

Ω

fpa, ωq ´ fpxn, ωq
a´ xn dω. (17.80)EqLIiralxEqLIiralx

montrer qu’elle existe, ne dépend pas de la suite choisie et vaut
ş
Ω Bxfpa, ωqdω. On y va.

(1) La bonne suite de fonctions D’abord nous posons

gnpωq “ fpxn, ωq ´ fpa, ωq
xn ´ a . (17.81)EqAFOUbQBEqAFOUbQB

Nous montrons à présent que cette suite vérifie les hypothèses du théorème de la convergence
dominée 14.202.

10. La dérivabilité pour une fonction à valeurs dans C n’a rien de mystérieux : c’est la dérivée composante par
composante. Rien à voir avec la dérivée complexe.
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— Chacune des fonctions gn est dans L1pΩq parce que, a étant fixé, l’élément xn est dans
Iztau ; le dénominateur n’a donc aucun rôle. L’hypothèse (1) montre que ω ÞÑ fpxn, ωq
et ω ÞÑ fpa, ωq sont dans L1. La somme est donc dans L1 (proposition 14.188).

— Par l’hypothèse (2), pour chaque ω nous avons une fonction dérivable. Nous pouvons
donc passer à la limite :

lim
nÑ8 gnpωq “

Bf
Bx pa, ωq. (17.82)

— En ce qui concerne la majoration de gn, nous utilisons le théorème des accroissements
finis 12.190(2). Pour chaque ω, ce théorème peut être utilisé sur la fonction x ÞÑ fpx, ωq
qui est dérivable. Nous avons :

ˇ̌fpxn, ωq ´ fpa, ωq
xn ´ a

ˇ̌ ď sup
xPra,xns

|BfBx px, ωq| ď Gpωq. (17.83)

Nous avons utilisé l’hypothèse (3).
Les hypothèses de la convergence dominée sont satisfaites.

(2) Convergence dominée Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (théorème 14.202)
nous permet alors de calculer la limite (17.80) :

lim
nÑ8

ż

Ω
gnpωqdω “

ż

Ω
lim
nÑ8 gnpωqdω “

ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdω. (17.84)

Notons que l’existence de la dernière intégrale fait partie du théorème de la convergence
dominée.
Nous avons donc prouvé que la limite de gauche existait et ne dépendait pas de la suite
choisie. Donc F est dérivable en a et la dérivée vaut cette limite :

F 1paq “
ż

Ω

Bf
Bx pa, ωqdµpωq. (17.85)

En ce qui concerne les fonctions dans Rn, il y a les propositions 17.28 et 17.29 qui parlent de
différentiabilité sous l’intégrale.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 17.20
Attention : l’énoncé et la démonstration de la proposition 17.21 sont de moi. Écrivez-moi pour

— me dire si ça vous semble correct (ou pas),
— me donner un lien vers une source qui énonce et démontre ce résultat.

PROPooJKXJooLxgEGd

Proposition 17.21 ([1]).
Soient un espace mesuré pΩ, µq ainsi qu’une fonction f : Rn ˆ Ω Ñ C. Si ω P Ω est fixé, nous
notons

fω : Rn Ñ C

x ÞÑ fpx, ωq (17.86)

et si x P Rn est fixé, nous notons
fx : Ω Ñ C

ω ÞÑ fpx, ωq. (17.87)

Soient δ ą 0, A de mesure nulle dans Ω et une liste d’indices 11 α tels que
(1) pour tout x P Rn, la fonction fx est dans L1pΩq,
(2) la dérivée partielle multiple Bαfωpxq existe pour tout x P Bpa, δq et pour tout ω P Ac.
11. Voir -2.1.
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(3) pour toute queue β de la liste d’indice α, il existe une fonction Gβ P L1pΩq telle que

|pBβfωqpxq| ď Gβpωq (17.88)

pour tout x P Bpa, δq et ω P Ac.
Enfin nous posons

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq. (17.89)

Alors pour toute queue de suite β de α, nous avons
(1) pBβF q existe en a,
(2) nous avons la formule

pBβF qpxq “
ż

Ω
pBβfωqpaqdµpωq. (17.90)EQooTDDWooAcLRwXEQooTDDWooAcLRwX

Démonstration. Nous allons opérer une récurrence sur α. Plus précisément, si |α| “ p, nous allons
ajouter une dérivation à la fois, et dans l’ordre inverse de α. Donc nous commençons par Bαp , puis
par pBp´1, Bpq, etc.

Nous commençons par prouver la formule (17.90) dans le cas de β “ pαpq. Et pour alléger les
notations nous notons αp “ i. Nous posons

φ : Rˆ Ω Ñ C

pt, ωq ÞÑ fpa` tei, ωq. (17.91)

Posons Hptq “ F pa` teiq, c’est-à-dire

Hptq “
ż

Ω
fpa` tei, ωqdµpωq “

ż

Ω
φpt, ωqdµpωq. (17.92)

En utilisant le théorème 17.19 sur la fonction φ nous trouvons

H 1p0q “
ż

Ω
φ1p0, ωqdµpωq “

ż

Ω

Bf
Bxi pa, ωqdµpωq, (17.93)

ce qui est la formule demandée dans le cas α “ piq.
Pour la récurrence, nous supposons que la formule est démontrée pour β “ pαp´k, . . . , αpq, et

nous montrons qu’elle fonctionne encore pour σ “ pi, βq.
Il s’agit simplement de remarquer que la fonction

gpx, ωq “ pBβfωqpxq (17.94)

vérifie encore les conditions du théorème 17.19 12.

17.4.4 Absolue continuité
DefAbsoluCont

Définition 17.22.
Une fonction F : RÑ R est absolument continue sur ra, bs si il existe une fonction f sur ra, bs
telle que

F pxq “
ż x

a
fptqdt (17.95)

pour tout x P ra, bs.
PROBooGVWHooOTNJFe

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 17.23
Si je regarde bien, le théorème 17.24 n’est utilisé nulle part. Je vais donc le supprimer un jour. Si
vous l’aimez, vous devriez m’en envoyer une démonstration.

12. Je n’ai pas fait cette vérification. Écrivez-moi si vous l’avez faite.
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ThoDerSousIntegrale

Théorème 17.24.
Soient A un intervalle ouvert de R et Ω un espace mesuré. Soient une fonction f : AˆΩ Ñ R et

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdω. (17.96)

Nous supposons les points suivants.
(1) La fonction f est mesurable.
(2) Pour chaque x P A, la fonction ω ÞÑ fpx, ωq est intégrable sur Ω.
(3) Pour presque tout ω P Ω, la fonction fpx, ωq est une fonction absolument continue de x.
(4) La fonction Bf

Bx est localement intégrable, c’est-à-dire que pour tout ra, bs Ă A,

ż b

a

ż

Ω

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx px, ωq

ˇ̌
ˇ̌ dω dx ă 8. (17.97)

Alors la fonction F est absolument continue et pour presque tout x P A, la dérivée est donné par

d

dx

ż

Ω
fpx, ωqdω “

ż

Ω

Bf
Bx px, ωqdω. (17.98)

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

La proposition suivante sera utilisée entre autres pour montrer que sous l’hypothèse d’une
densité continue, la loi exponentielle est sans mémoire, proposition 36.135.

PropDerrFnAvecBornesFonctions

Proposition 17.25.
Soit fpx, tq une fonction continue sur rα, βs ˆ ra, bs, telle que Bf

Bx existe et soit continue sur
sα, βrˆra, bs. Soient φpxq et ψpxq, des fonctions continues de rα, βs dans R et admettant une
dérivée continue sur sα, βr. Alors la fonction

F pxq “
ż ψpxq

φpxq
fpx, tqdt (17.99)

admet une dérivée continue sur sα, βr et

dF

dx
“
ż ψpxq

φpxq
Bf
Bx px, tqdt` f

`
x, ψpxq˘· dψ

dx
´ f`x, φpxq˘· dφ

dx
. (17.100)EqFormDerrFnAvecBorneNIntEqFormDerrFnAvecBorneNInt

L’exemple qui suit devrait pouvoir être rendu rigoureux en utilisant des distributions correc-
tement.

ExfYXeQg

Exemple 17.26.
Si g est une fonction continue, la fonction suivante est une primitive de g :

ż x

0
gptqdt “

ż 8

0
gptq1tăxptqdt. (17.101)

Nous nous proposons de justifier de façon un peu heuristique le fait que ce soit bien une primitive
de g en considérant la fonction

fpt, xq “ gptq1tăxptq. (17.102)

Nous posons

F pxq “
ż 8

0
fpx, tqdt, (17.103)
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et nous calculons F 1 en permutant la dérivée et l’intégrale 13. D’abord,

fpt, xq “
#
gptq si t P r0, xs
0 sinon.

(17.104)

La dérivée de f par rapport à x est donnée par la distribution

Bf
Bx pt0, x0q “ gpt0qδpt0 ´ x0q. (17.105)

Donc
F 1px0q “

ż 8

0

Bf
Bx pt, x0qdt “

ż 8

0
gptqδpt´ x0q “ gpx0q, (17.106)

comme attendu. △

Cet exemple est rendu rigoureux par la proposition suivante.
PropJLnPpaw

Proposition 17.27.
Si f P L1pRq, alors la fonction

F pxq “
ż x

´8
fptqdt (17.107)

est presque partout dérivable et pour les points où elle l’est, nous avons F 1pxq “ fpxq.

17.4.5 Différentiabilité sous l’intégrale

Le théorème suivant est restrictif sur l’ensemble d’intégration (qui doit être compact), mais
accepte des fonctions de plusieurs variables, ce qui est un premier pas vers la différentiabilité.

PropDerrSSIntegraleDSD

Proposition 17.28 (Dérivation sous l’intégrale).
Supposons A Ă Rm ouvert et B Ă Rn compact. Nous considérons une fonction f : AˆB Ñ R. Si
pour un i P ti, . . . , nu, la dérivée partielle Bf

Bxi
existe dans AˆB et est continue, alors la fonction

F pxq “
ż

B
fpx, tqdt (17.108)

admet une dérivée partielle dans la direction xi sur A. Cette dérivée partielle y est continue et

BF
Bxi paq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt, (17.109)

pour tout a dans l’ouvert A.

Démonstration. Nous procédons en plusieurs étapes.
(1) F est dérivable Nous voulons prouver que BF

Bxi
pa, tq existe. Pour cela nous posons

glptq “ fpa1, . . . , ai ` ϵl, . . . , an, tq ´ fpa1, . . . , ai, . . . , an, tq
ϵl

(17.110)

où ϵl est une suite de nombres tendant vers zéro. La fonction f est dérivable dans la direction
xi si et seulement si limlÑ8 glptq existe et ne dépend pas du choix de la suite. À ce moment,
la valeur de la dérivée partielle sera cette limite. Dans notre cas, nous savons que f admet
une dérivée partielle dans la direction xi et donc nous avons

Bf
Bxi pa, tq “ lim

lÑ8 glptq. (17.111)

13. Ceci n’est pas rigoureux : il faudrait avoir un théorème à propos de distributions qui permet de le faire.
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De la même façon pour F nous avons

BF
Bxi “ lim

lÑ8

ż

B
glptqdt. (17.112)

Sous-entendu : si la limite de droite ne dépend pas de la suite choisie, alors BF
Bxi

existe et vaut
cette limite.
Considérant la continuité de f , le seul point à vérifier pour le théorème de la convergence
dominée de Lebesgue est l’existence d’une fonction intégrable de t majorant gl. Pour cela le
théorème de accroissements finis (théorème 12.190) appliqué à la fonction ϵ ÞÑ fpan, . . . , ai`
ϵ, . . . , anq nous dit que

fpa1, . . . , ai ` ϵl, . . . , an, tq ´ fpa1, . . . , ai, . . . , an, tq “ ϵl
Bf
Bxi pa1, . . . , θ, . . . , an, tq (17.113)

pour un certain θ P Bpai, ϵlq. Notons que ce θ dépend de t mais pas de l. Vu que Bif est
continue par rapport à ses deux variables, si K est un voisinage compact autour de a, il existe
M ą 0 tel que ˇ̌

ˇ̌ Bf
Bxi px, tq

ˇ̌
ˇ̌ ăM (17.114)EqMXqviPCEqMXqviPC

pour tout x P K et tout t P B. La valeur de Bf
Bxi
pa1, . . . , θ, . . . , an, tq est donc bien majorée

par rapport à θ et par rapport à t en même temps par une constante qui n’a pas de mal à
être intégrée sur le compact B.
Le théorème de la convergence dominée (théorème 14.202) s’applique donc bien et nous avons

lim
lÑ8

ż

B
glptqdt “

ż

B
lim
lÑ8 glptq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt. (17.115)

Le membre de droite ne dépendant pas de la suite ϵl choisie, le membre de gauche est bien
la dérivée de F par rapport à xi et nous avons

BF
Bxi paq “

ż

B

Bf
Bxi pa, tqdt. (17.116)

Cela prouve la première partie de la proposition.
(2) La dérivée est continue Soit K un voisinage compact autour de a et U 1 un ouvert tel

que a P U 1 Ă K. Nous avons encore la majoration (17.114) sur U 1 et donc le théorème de
continuité sous l’intégrale 17.15 nous indique que la fonction

U 1 Ñ R

x ÞÑ
ż

B

Bf
Bxi px, tqdt

(17.117)

est continue en a.

Une conséquence de la proposition 17.28 est que si elle fonctionne pour tous les i, alors F
est différentiable et même de classe C1, et la différentielle de F s’obtient comme intégrale de la
différentielle de f .

PropAOZkDsh

Proposition 17.29.
Supposons A Ă Rm ouvert et B Ă Rn compact. Si pour tout i P ti, . . . , nu, la dérivée partielle Bf

Bxi

existe dans AˆB et est continue, alors F est de classe C1 et

pdF qa “
ż

B
pdftqadt (17.118)

où ftpxq “ fpx, tq.
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Démonstration. En vertu de la proposition 17.28, toutes les dérivées partielles de F sont continues.
Cela implique que F est de classe C1 par le théorème 12.291 et que la différentielle s’écrive en termes
des dérivées partielles avec la formule usuelle. Nous avons alors

pdF qapuq “
ÿ

k

BF
Bxk paquk (17.119a)

“
ż

B

ÿ

k

Bf
Bxk pa, tqdt (17.119b)

“
ż

B

ÿ

k

Bft
Bxk paqukdt (17.119c)

“
ż

B
pdftqapuqdt. (17.119d)

Ce qui est la formule annoncée.

Un autre théorème tourne autour du pot, et me semble inutile.
ThoOLAQyRL

Théorème 17.30.
Soit pΩ, µq un espace mesuré, une fonction f : RnˆΩ Ñ R et a P Rn. Nous considérons la fonction

F pxq “
ż

Ω
fpx, ωqdµpωq. (17.120)

Pour chaque k “ 1, . . . , n nous supposons avoir

BF
Bxk paq “ F 1

|kpaq “
ż

Ω

Bf|k
Bt pak, ωqdµpωq (17.121)

où F|kptq “ F pa1, . . . , t, . . . , anq et f|k est définie de façon similaire.
Nous supposons de plus que les fonctions Bxk

F sont continues.
Alors F est de classe C1 et sa différentielle est donnée par

dFa “
ż

Ω
pdfωqadω (17.122)

où fω est définie par fωpxq “ fpx, ωq.
Démonstration. Étant donné que les dérivées partielles de F en a existent et sont continues, le
théorème 12.291 dit que F est différentiable et que

dFapuq “
nÿ

k“1

BF
Bxk paquk. (17.123)

La linéarité de l’intégrale et les hypothèses nous donnent alors

dFapuq “
nÿ

k“1

BF
Bxk paquk (17.124a)

“
ż

Ω

ÿ

k

Bf|k
Bt pak;ωqukdµpωq (17.124b)

“
ż

Ω

ÿ

k

Bf
Bxk pa;ωqukdµpωq (17.124c)

“
ż

Ω
pdfωqapuqdµpωq, (17.124d)

et donc dFa “
ş
Ωpdfωqadµpωq.
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Notons qu’en passant aux composantes, ce théorème fonctionne tout aussi bien pour des fonc-
tions à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie plutôt que dans R.

LemWNBooGPlIwT

Lemme 17.31 (Hadamard[483]).
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe Cp avec p ě 1. Pour tout a P Rn il existe des fonctions
g1,. . ., gn de classe Cp´1 telles que

fpxq “ fpaq `
nÿ

i“1
pxi ´ aiqgipxq. (17.125)

Démonstration. Puisque f est de classe C1, le théorème fondamental de l’analyse 14.265 s’applique
et

fpxq ´ fpaq “
ż 1

0

d

dt

”
f
`
a` tpx´ aq˘

ı
dt “

ż 1

0

nÿ

i“1

Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘pxi ´ aiq. (17.126)EqZLTooVKmGlnEqZLTooVKmGln

Plus de détails : la fonction t ÞÑ d
dt

”
f
`
a` tpx´ aq˘

ı
possède comme primitive la fonction F ptq “

f
`
a` tpx´ aq˘.
Nous posons

gipxq “
ż 1

0

Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘dt (17.127)

L’intégrale existe parce qu’il s’agit d’une fonction continue sur un compact et donc majorée par
une constante. Pour voir que gi est de classe Cp´1 nous pouvons calculer BgiBxk

en permutant dérivée
et intégrale par la proposition 17.28 :

Bgi
Bxk pxq “

ż 1

0

B
Bxk

ˆ Bf
Bxi

`
a` tpx´ aq˘

˙
dt “

ż 1

0
t
B2f

BxkBxi
`
a` tpx´ aq˘. (17.128)

Nous pouvons ainsi permuter p´1 dérivées tout en gardant une fonction continue dans l’intégrale.
Le théorème 17.15 nous donne alors une fonction continue. Ainsi toutes les fonctions

Bp´1gi
Bxi1 . . . Bxip´1

(17.129)

sont continues et gi est de classe Cp´1 par le théorème 12.327.
En repartant de (17.126) nous avons alors bien ce qui était annoncé :

fpxq “ fpaq `
nÿ

i“1
gipxqpxi ´ aiq. (17.130)

CorQBXHooZVKeNG

Corolaire 17.32.
Soit ϕ P DpRq tel que ϕpkqpx0q “ 0 pour tout k ď n. Alors il existe une fonction ψ P DpRq telle
que

ϕpxq “ px´ x0qn`1ψpxq (17.131)
pour tout x P R.

Démonstration. En utilisant le lemme de Hadamard 17.31 avec a “ x0, n “ 1 et fpx0q “ 0, nous
avons une fonction g1 à support compact telle que

ϕpxq “ ϕpx0q ` px´ x0qg1pxq. (17.132)EqTOJGooWZBBRJEqTOJGooWZBBRJ

Alors ϕ1pxq “ g1pxq ` px´ x0qg1
1pxq, ce qui donne immédiatement g1px0q “ 0 et donc une fonction

g2 telle que g1pxq “ px´ x0qg2pxq. En injectant dans (17.132) nous avons

ϕpxq “ px´ x0q2g2pxq. (17.133)

Il suffit de continuer ainsi tant que les dérivées de ϕ s’annulent.
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17.5 Deux théorèmes de point fixe
Nous allons voir Picard. Les autres théorème de point fixe que sont Brouwer, Schauder et

Markov-Kakutani sont plus bas 14 parce qu’ils utilisent de l’intégration. Voir le thème 65 pour les
retrouver.

17.5.1 Points fixes attractifs et répulsifs
DEFooTMZUooMoBDGC

Définition 17.33 ([1]).
Soit I un intervalle fermé de R et φ : I Ñ I une application C1. Soit a un point fixe de φ. Nous
disons que a est attractif si il existe un voisinage V de a tel que pour tout x0 P V la suite
xn`1 “ φpxnq converge vers a.

Le point a sera dit répulsif si il existe un voisinage 15 V de a tel que pour toute suite de la
forme xn`1 “ φpxnq, si un P V , alors |xn`1 ´ a| ě |un ´ a|.
17.34.
Beaucoup de sources prennent le lemme 17.35 comme définition de point fixe attractif et répulsif.
Celle en termes de suites ne demande au moins pas la dérivabilité de f . Elle est donc un tout petit
peu plus générale.

LEMooTIRAooQIHLyt

Lemme 17.35 ([484, 485]).
Soient un intervalle I de R, et une application φ : I Ñ I de classe C1. Soit a un point fixe de φ.

(1) Si |φ1paq| ă 1 alors a est attractif et la convergence est au moins exponentielle.
(2) Si |φ1paq| ą 1 alors a est répulsif et la divergence est au moins exponentielle.

Démonstration. Si |φ1paq| ă 1 alors il existe k tel que |φ1paq| ă k ă 1 et par continuité il existe
un voisinage V de a dans lequel |φ1pxq| ă k pour tout x P V . En utilisant le théorème des
accroissements finis 16 nous avons

|xn ´ a| “
ˇ̌
φpxnq ´ a

ˇ̌ ď k|xn´1 ´ a| (17.134)

et par récurrence
|xn ´ a| ď kn|x0 ´ a|. (17.135)

Pour la seconde partie, nous supposons que |f 1paq| ą 1. Il existe un voisinage V sur lequel
f 1 ą 1. La formule des accroissements finis donne une application α : RÑ R telle que

fpa` hq “ fpaq ` hf 1paq ` αphq (17.136)

et αphq{hÑ 0. Nous restreignons V pour que tout x P V nous ayons |αpx´aq{|x´a|` |f 1paq| ă 1.
Bref. Supposons que xn P V avec xn ‰ a. Nous avons alors

xn`1 “ fpxnq (17.137a)
“ f

`
a` pxn ´ aq

˘
(17.137b)

“ fpaq ` pxn ´ aqf 1paq ` αpxn ´ aq. (17.137c)

Nous avons donc |xn`1 ´ fpaq|
|xn ´ a| ď |f 1paq| ` |αpxn ´ aq||xn ´ a| . (17.138)

Avec toutes les hypothèses que nous avons prises, nous avons
|xn`1 ´ fpaq|
|xn ´ a| ď 1, (17.139)

et donc |xn`1 ´ fpaq| ă |xn ´ a|.
14. Dans la section 20.5.
15. Cette partie de la définition est de moi. Je suis loin d’être sûr que c’est une bonne définition. Si vous avez une idée,

écrivez-moi. Sinon, tenez-vous en à prendre le lemme 17.35 comme définition.
16. Proposition 11.243.
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Remarque 17.36.
Dans le cas |φ1paq| “ 1, nous ne pouvons rien conclure. Si φpxq “ sinpxq nous avons sinpxq ă x et
le point a “ 0 est attractif. À contrario, si φpxq “ sinhpxq nous avons | sinhpxq| ą |x| et le point
a “ 0 est répulsif.

17.5.2 Picard
DEFooRSLCooAsWisu

Définition 17.37.
Une application f : pX, dXq Ñ pY, dY q entre deux espaces métriques est une contraction si elle
est k-Lipschitz pour un certain 0 ď k ă 1, c’est-à-dire si pour tout x, y P X nous avons

dY
`
fpxq, fpyq˘ ď kdXpx, yq. (17.140)

ThoEPVkCL

Théorème 17.38 (Picard [486, 487] 17.).
Soit X un espace métrique complet et f : X Ñ X une application contractante, de constante de
Lipschitz k. Alors f admet un unique point fixe, nommé ξ. Ce dernier est donné par la limite de
la suite définie par récurrence

"
x0 P X (17.141a)
xn`1 “ fpxnq. (17.141b)

De plus nous pouvons majorer l’erreur par

}xn ´ x} ď kn

1´ k }xn ´ xn´1} ď kn

1´ k }x1 ´ x0}. (17.142)EqKErdimEqKErdim

Soit r ą 0, a P X tels que la fonction f laisse la boule K “ Bpa, rq invariante (c’est-à-dire que
f se restreint à f : K Ñ K). Nous considérons les suites punq et pvnq définies par

"
u0 “ v0 P K (17.143a)
un`1 “ fpvnq, vn`1 P Bpun, ϵq. (17.143b)

Alors le point fixe ξ de f est dans K et la suite pvnq satisfait l’estimation

}vn ´ ξ} ď kn

1´ k }u1 ´ u0} ` ϵ

1´ k . (17.144)

La première inégalité (17.142) donne une estimation de l’erreur calculable en cours de processus ;
la seconde donne une estimation de l’erreur calculable avant de commencer.

Démonstration. Nous commençons par l’unicité du point fixe. Si a et b sont des points fixes, alors
fpaq “ a et fpbq “ b. Par conséquent

}fpaq ´ fpbq} “ }a´ b}, (17.145)

ce qui contredit le fait que f soit une contraction.
En ce qui concerne l’existence, notons que si la suite des xn converge dans X, alors la limite

est un point fixe. En effet en prenant la limite des deux côtés de l’équation xn`1 “ fpxnq, nous
obtenons ξ “ fpξq, c’est-à-dire que ξ est un point fixe de f . Notons que nous avons utilisé ici la
continuité de f , laquelle est une conséquence du fait qu’elle soit Lipschitz. Nous allons donc porter
nos efforts à prouver que la suite est de Cauchy (et donc convergente parce que X est complet).
Nous commençons par prouver que }xn`1 ´ xn} ď kn}x0 ´ x1}. En effet pour tout n nous avons

}xn`1 ´ xn} “ }fpxnq ´ fpxn´1q} ď k}xn ´ xn´1}. (17.146)

17. Il me semble qu’à la page 100 de [487], l’hypothèse H1 qui est prouvée ne prouve pas Hn dans le cas n “ 1.
Merci de m’écrire si vous pouvez confirmer ou infirmer. La preuve donnée ici ne contient pas cette « erreur ».
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La relation cherchée s’obtient alors par récurrence. Soient q ą p. En utilisant une somme télesco-
pique,

}xq ´ xp} ď
q´1ÿ

l“p
}xl`1 ´ xl} (17.147a)

ď
˜
q´1ÿ

l“p
kl

¸
}x1 ´ x0} (17.147b)

ď
˜ 8ÿ

l“p
kl

¸
}x1 ´ x0}. (17.147c)

Étant donné que k ă 1, la parenthèse est la queue d’une série qui converge, et donc tend vers zéro
lorsque p tend vers l’infini.

En ce qui concerne les inégalités (17.142), nous refaisons une somme télescopique :

}xn`p ´ xn} ď }xn`p ´ xn`p´1} ` ¨ ¨ ¨ ` }xn`1 ´ xn} (17.148a)
ď kp}xn ´ xn´1} ` kp´1}xn ´ xn´1} ` ¨ ¨ ¨ ` k}xn ´ xn´1} “ kp1` ¨ ¨ ¨ ` kp´1q}xn ´ xn´1}

(17.148b)

ď k

1´ k }xn ´ xn´1}. (17.148c)

En prenant la limite pÑ8 nous trouvons

}ξ ´ xn} ď k

1´ k }xn ´ xn´1} ď k

1´ k }x1 ´ x0}. (17.149)EqlUMVGWEqlUMVGW

Nous passons maintenant à la seconde partie du théorème en supposant que f se restreigne
en une fonction f : K Ñ K. D’abord K est encore un espace métrique complet, donc la première
partie du théorème s’y applique et f y a un unique point fixe.

Nous allons montrer la relation par récurrence. Tout d’abord pour n “ 1 nous avons

}v1 ´ ξ} ď }v1 ´ u1} ` }u1 ´ ξ} ď ϵ` k

1´ k }u1 ´ u0} (17.150)

où nous avons utilisé l’estimation (17.149), qui reste valable en remplaçant x1 par u1 18. Nous
pouvons maintenant faire la récurrence :

}vn`1 ´ ξ} ď }vn`1 ´ un`1} ` }un`1 ´ ξ} (17.151a)
ď ϵ` k}vn ´ ξ} (17.151b)

ď ϵ` k
ˆ

kn

1´ k }u1 ´ u0} ` ϵ

1´ k
˙
“ ϵ

1´ k `
kn`1

1´ k }u1 ´ u0}. (17.151c)

Remarque 17.39.
Ce théorème comporte deux parties d’intérêts différents. La première partie est un théorème de
point fixe usuel, qui sera utilisé pour prouver l’existence de certaines équations différentielles.

La seconde partie est intéressante d’un point de vue numérique. En effet, ce qu’elle nous enseigne
est que si à chaque pas de calcul de la récurrence xn`1 “ fpxnq nous commettons une erreur d’ordre
de grandeur ϵ, alors le procédé (la suite pvnq) ne converge plus spécialement vers le point fixe, mais
tend vers le point fixe avec une erreur majorée par ϵ{p1´ kq.
Remarque 17.40.
Au final l’erreur minimale qu’on peut atteindre est de l’ordre de ϵ. Évidemment si on commet une
faute de calcul de l’ordre de ϵ à chaque pas, on ne peut pas espérer mieux.

18. Elle n’est cependant pas spécialement valable si on remplace xn par un.
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remIOHUJm

Remarque 17.41.
Si f elle-même n’est pas contractante, mais si fp est contractante pour un certain p P N alors la
conclusion du théorème de Picard reste valide et f a le même unique point fixe que fp. En effet
nommons x le point fixe de f : fppxq “ x. Nous avons alors

fp
`
fpxq˘ “ f

`
fppxq˘ “ fpxq, (17.152)

ce qui prouve que fpxq est un point fixe de fp. Par unicité nous avons alors fpxq “ x, c’est-à-dire
que x est également un point fixe de f .

ThoagJPZJ

Théorème 17.42 (Équation de Fredholm).
Soit K : ra, bs ˆ ra, bs Ñ R et φ : ra, bs Ñ R, deux fonctions continues. Alors si λ est suffisamment
petit, l’équation

fpxq “ λ

ż b

a
Kpx, yqfpyqdy ` φpxq (17.153)

admet une unique solution qui sera de plus continue sur ra, bs.
Démonstration. Nous considérons l’ensemble F des fonctions continues ra, bs Ñ ra, bs muni de la
norme uniforme. Le lemme 12.357 implique que F est complet. Nous considérons l’application
Φ: F Ñ F donnée par

Φpfqpxq “ λ

ż b

a
Kpx, yqfpyqdy ` φpxq. (17.154)

Nous montrons que Φp est une application contractante pour un certain p. Pour tout x P ra, bs
nous avons

}Φpfq ´ Φpgq}8 ď }Φpfqpxq ´ Φpgqpxq} (17.155a)

“ |λ|
›››
ż b

a
Kpx, yq`fpyq ´ gpyq˘dy

››› (17.155b)

ď |λ|}K}8|b´ a|}f ´ g}8 (17.155c)

Nous choississons λ assez petit pour avoir |λ|}K}8|b´ a| ă 1. Dans ce cas, l’application Φ est une
contraction. Elle possède donc un unique point fixe par le théorème de Picard 17.38.

17.6 Théorèmes de point fixes et équations différentielles

17.6.1 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Nous démontrons ici deux théorèmes de Cauchy-Lipschitz. De nombreuses propriétés annexes
seront démontrées dans le chapitre sur les équations différentielles, section 32.8.

Le théorème de Cauchy-Arzella 20.31 sera pour plus tard parce qu’il utilise Schauder 20.30.
ThokUUlgU

Théorème 17.43 (Cauchy-Lipschitz[488, 489]).
Nous considérons l’équation différentielle XtiXON

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (17.156a)

ypt0q “ y0 (17.156b)

avec f : U “ I ˆΩ Ñ Rn où I est ouvert dans R et Ω ouvert dans Rn. Nous supposons que f est
continue sur U et localement Lipschitz 19 par rapport à y.

Alors il existe un intervalle J Ă I sur lequel la solution au problème est unique. De plus toute
solution du problème est une restriction de cette solution à une partie de J . La solution sur J (dite
« solution maximale ») est de classe C1.

19. Définition 12.316. Notons que nous ne supposons pas que f soit une contraction.
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Démonstration. Nous divisions la preuve en plusieurs étapes (même pas toutes simples).
(1) Cylindre de sécurité

Précisons l’espace fonctionnel F adéquat. Soient V et W les voisinages de t0 et y0 sur lesquels
f est localement Lipschitz. Nous considérons les quantités suivantes :
(1a) M “ supV ˆW f ;
(1b) r ą 0 tel que Bpy0, rq Ă V

(1c) T ą 0 tel que Bpt0, T q ĂW et T ă r{M .
Nous considérons alors l’ensemble

F “ C0`Bpt0, T q, Bpy0, rq
˘

(17.157)

que nous munissons de la norme uniforme. Par le lemme 12.357 l’espace
`
F , }.}8

˘
est complet.

(2) Une application Φ: F Ñ F
Si y est une solution de l’équation différentielle considérée, elle vérifie 20

yptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
u, ypuq˘du. (17.158)EqPGLwcLEqPGLwcL

Ceci nous incite à considérer l’opérateur Φ: F Ñ F défini par

Φpyqptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
u, ypuq˘du. (17.159)

Pour que l’application Φ soit utile nous devons montrer que pour tout y P F ,
— l’application Φpyq est bien définie,
— pour tout t P Bpt0, T q nous avons Φpyqptq P Bpy0, rq,
— l’application Φpyq : Bpt0, T q Ñ Bpy0, rq est continue.

Attention : nous ne prétendons pas que Φ elle-même soit continue. C’est parti.
(2a) Φpyq est bien définie

Il faut montrer que l’intégrale converge. Le calcul de Φpyqptq ne se fait qu’avec t P
Bpt0, T q. Vu que u prend ses valeurs dans rt0, ts et que y P F , le nombre ypuq est toujours
dans Bpy0, rq. Ceci pour dire que dans l’intégrale, la fonction f n’est considérée que sur
rt0, tsˆBpy0, rq Ă V ˆW . La fonction f est donc uniformément majorable, et l’intégrale
ne pose pas de problèmes.

(2b) Φpyqptq P Bpy0, rq
Prouvons que Φpyqptq P Bpy0, rq. Pour cela, notons que

|Φpyqptq ´ y0| ď
ż t

t0

|f`u, ypuq˘|du ď |t´ t0|}f}8. (17.160)

Étant donné que t P Bpt0, T q nous avons |t´ t0| ď r{M et donc |Φpyqptq ´ y0| ď r.
(2c) Φpyq est continue

Nous pourrions invoquer le théorème 17.15, mais nous allons le faire à la main. Soit s0 P
Bpt0, T q et prouvons que Φpyq est continue en s0. Pour cela nous prenons s P Bps0, δq
et nous calculons :

|Φpyqpsq ´ Φpyqps0q| ď
ż s

s0

|f`u, ypuq˘|du ď |s0 ´ s|}f}8. (17.161)

C’est le fait que f soit bornée dans le cylindre de sécurité qui fait en sorte que cela
tende vers zéro lorsque sÑ s0.

20. C’est le théorème fondamental du calcul intégral 14.265.
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L’équation (17.158) signifie que y est un point fixe de Φ. L’espace F étant complet, le
théorème de point fixe de Picard (théorème 17.38) s’applique. Nous allons montrer qu’il
existe un p P N tel que Φp soit contractante. Par conséquent Φp aura un unique point fixe
qui sera également unique point fixe de Φ par la remarque 17.41.

(3) Contractante
Prouvons donc que Φp est contractante pour un certain p. Pour cela nous commençons par
montrer la formule suivante par récurrence :

››Φppxqptq ´ Φppyqptq›› ď kp|t´ t0|p
p! }x´ y}8 (17.162)EqRAdKxTEqRAdKxT

pour tout x, y P F , et pour tout t P Bpt0, T q. Pour p “ 0 la formule (17.162) est vérifiée parce
que }x ´ y}8 est le supremum de }xptq ´ yptq} pour t P Bpt0, T q. Supposons que la formule
soit vraie pour p et calculons pour p` 1. Pour tout t P Bpt0, T q nous avons

››Φp`1pxqptq ´ Φp`1pyqptq›› ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

››f
`
u,Φppxqpuq˘´ f`u,Φppyqpuq˘››du

ˇ̌
ˇ̌ (17.163a)

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

k}Φppxqpuq ´ Φppyqpuq}du
ˇ̌
ˇ̌ (17.163b)subIKYixFsubIKYixF

ď
ˇ̌
ˇ̌
ż t

t0

k
kp|t´ t0|

p! }x´ y}8
ˇ̌
ˇ̌ (17.163c)subxkNjiVsubxkNjiV

“ kp`1|t´ t0|p`1

pp` 1q! }x´ y}8. (17.163d)

Justifications :
— (17.163b) parce que f est Lipschitz.
— (17.163c) par hypothèse de récurrence.

La formule (17.162) est maintenant établie. Nous pouvons maintenant montrer que Φp est
une contraction pour un certain p. Pour tout t P Bpt0, T q nous avons

}Φppxqptq ´ Φppyqptq} ď kp

p! |t´ t0|
p}x´ y}8 ď kpT p

p! }x´ y}8 (17.164)

où nous avons utilisé le fait que |t´ t0|p ă T p. En prenant le supremum sur t des deux côtés
il vient

}Φppxq ´ Φppyq}8 ď kpT p

p! }x´ y}8. (17.165)

Le membre de droite tend vers zéro lorsque pÑ8 parce que kpT p{p! Ñ 0 21. Nous concluons
donc que Φp est une contraction pour un certain p.

(4) Conclusion
L’unique point fixe de Φ est alors l’unique solution continue de l’équation différentielle
(17.156). Par ailleurs l’équation elle-même y1 “ fpt, yq demande implicitement que y soit
dérivable et donc continue. Nous concluons que l’unique point fixe de Φ est l’unique solution
de l’équation différentielle donnée. Cette dernière est automatiquement C1 parce que si y est
continue alors u ÞÑ fpu, ypuqq est continue, c’est-à-dire que y1 est continue.

(5) Unicité
Nous passons maintenant à la partie « prolongement maximum » du théorème. Soient x1 et
x2 deux solutions maximales du problème (17.156) sur des intervalles I1 et I2 respectivement.
Les intervalles I1 et I2 contiennent Bpt0, T q sur lequel x1 “ x2 par unicité.
Nous allons maintenant montrer que pour tout t ě t0 pour lequel x1 ou x2 est défini, x1ptq
et x2ptq sont définis et sont égaux. Le raisonnement sur t ď t0 est similaire.

21. Parce que les factorielles vont plus vite que les puissances.
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Supposons que l’ensemble des t ě t0 tels que x1 “ x2 soit ouvert à droite, c’est-à-dire soit
de la forme rt0, br. Dans ce cas, soit x1, soit x2 (soit les deux) cesse d’exister en b. En effet si
nous avions les fonctions xi sur rt0, b ` ϵr alors l’équation x1 “ x2 définirait un fermé dans
rt0, b` ϵr. Supposons pour fixer les idées que x1 cesse d’exister : le domaine de x1 (parmi les
t ě 0) est rt0, br et sur ce domaine nous avons x1 “ x2. Dans ce cas x1 pourrait être prolongé
en x2 au-delà de b. Si x1 et x2 s’arrêtent d’exister en même temps en b, alors nous avons bien
x1 “ x2.
Nous devons donc traiter le cas où x1 “ x2 sur rt0, bs alors que x1 et x2 existent sur rt0, b` ϵr
pour un certain ϵ.
Nous pouvons appliquer le théorème d’existence locale au problème

"
y1 “ fpt, yq (17.166a)
ypbq “ x1pbq. (17.166b)

Il existe un voisinage de b sur lequel la solution est unique. Sur ce voisinage nous devons
donc avoir x1 “ x2, ce qui contredit le fait que x1 ‰ x2 en dehors de rt0, bs.
Donc x1 et x2 existent et sont égaux sur, au moins I1 Y I2.

Le théorème de Cauchy-Lipschitz donne existence et unicité d’une solution maximale. Cepen-
dant cette solution peut ne pas exister partout où les hypothèses sur f sont remplies. En d’autres
termes, il peut arriver que f soit Lipschitz jusqu’à t1, mais que la solution maximale ne soit définie
que jusqu’en t2 ă t1. Ce cas fait l’objet du théorème d’explosion en temps fini 32.20.

Sous quelques hypothèses, nous pouvons nous assurer de l’existence d’une solution unique sur
tout R.

Ce théorème de Cauchy-Lipschitz global est utilisé pour faire le lien entre les représentations
des algèbres de Lie et celles du groupe, voir la proposition 53.92.

THOooZIVRooPSWMxg

Théorème 17.44 (Cauchy-Lipschitz global[490, 104]).
Soit un intervalle I de R, y0 P Rn, t0 P I et une fonction continue f : I ˆRn Ñ Rn telle que pour
tout compact K dans I, il existe k ą 0 tel que

}fpt, y1q ´ fpt, y2q} ď k}y1 ´ y2} (17.167)

pour tout t P K et y1, y2 P Rn.
Alors le problème EQSooBNREooUTfbMH

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (17.168a)

ypt0q “ y0 (17.168b)

possède une unique solution y : I Ñ Rn sur I.

Démonstration. Soit un intervalle compact K dans I et contenant t0. Nous notons ℓ le diamètre
de K. Sur l’espace E “ C0pK,Rnq nous considérons la topologie uniforme : pE, }.}8q. C’est un
espace complet par le lemme 12.357 (nous utilisons le fait que Rn soit complet, proposition 1.390).
Nous allons utiliser l’application suivante :

Φ: E Ñ E

Φpyqptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds (17.169)EQooJUTBooILBKoEEQooJUTBooILBKoE

Démontrons quelques faits à propos de Φ.
(1) Φ est bien définie Nous devons commencer par prouver que cette application est bien

définie. Si y P E alors f et y sont continues ; l’application s ÞÑ f
`
s, ypsq˘ est donc également
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continue. L’intégrale de cette fonction sur le compact rt0, ts ne pose alors pas de problèmes.
En ce qui concerne la continuité de Φpyq sous l’hypothèse que y soit continue,

}Φpyqptq ´ Φpyqpt1q} ď
ż t1

t
}fps, ypsqq}ds ďM |t´ t1| (17.170)

où M est une majoration de }s ÞÑ f
`
s, ypsq˘}8,K .

(2) Si y est solution alors Φpyq “ y

Supposons que y soit une solution de l’équation différentielle (17.168). Alors, vu que y1ptq “
f
`
t, yptq˘ nous avons :

yptq “ y0 `
ż t

t0

y1psqds “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds “ Φpyqptq. (17.171)

(3) Si Φpyq “ y alors y est solution
Nous avons, pour tout t :

yptq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, ypsq˘ds. (17.172)

Le membre de droite est dérivable par rapport à t, et la dérivée est f
`
t, yptq˘. Donc le membre

de gauche est également dérivable et nous avons bien

y1ptq “ f
`
t, yptq˘. (17.173)

De plus ypt0q “ y0 `
şt0
t0
. . . “ y0.

Nous sommes encore avec K compact et E “ C0pK,Rnq muni de la norme uniforme. Nous
allons montrer que Φ est une contraction de E pour une norme bien choisie.

(1) Une norme sur E Pour y P E nous posons

}y}k “ max
tPK

`
e´k|t´t0|}yptq}˘. (17.174)

Ce maximum est bien défini et fini, parce que dedans, la fonction de t est une fonction continue
sur le compact K. C’est également une norme parce que si }y}k “ 0 alors e´k|t´t0|}yptq} “ 0
pour tout t. Étant donné que l’exponentielle ne s’annule pas, }yptq} “ 0 pour tout t.

(2) Équivalence de norme Nous montrons que les normes }.}k et }.}8 sont équivalentes 22 :

}y}8e´kℓ ď }y}k ď }y}8 (17.175)EQooSQYWooBTXvDLEQooSQYWooBTXvDL

pour tout y P E. Pour la première inégalité, ℓ ě |t´ t0| pour tout t P K, et k ą 0, donc

}yptq}e´kℓ ď e´k|t´t0|}yptq}. (17.176)

En prenant le maximum des deux côtés, }y}8e´kℓ ď }y}k.
En ce qui concerne la seconde inégalité dans (17.175), k|t´ t0| ě 0 et donc e´k|t´t0| ă 1.

Puisque les normes }.}8 et }.}k sont équivalentes, l’espace pE, }.}kq est tout autant complet que
pE, }.}8q. Nous démontrons à présent que Φ est une contraction dans pE, }}kq.

Soient y, z P E. Si t ě t0 nous avons SUBEQSooEXVYooDkyTuB

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď
ż t

t0

}f`s, ypsq˘´ f`s, zpsq˘}ds (17.177a)

ď k

ż t

t0

}ypsq ´ zpsq}ds. (17.177b)

22. Définition 11.43
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Il convient maintenant de remarquer que

}yptq} “ e´k|t´t0|ek|t´t0|}yptq} ď }y}kek|t´t0|. (17.178)

Nous pouvons avec ça prolonger les inégalités (17.177) par

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď k}y ´ z}k
ż t

t0

ek|s´t0|ds “ k}y ´ z}k
ż t

t0

ekps´t0qds (17.179)

où nous avons utilisé notre supposition t ě t0 pour éliminer les valeurs absolues. L’intégrale peut
être calculée explicitement, mais nous en sommes arrivés à un niveau de fainéantise tellement
inconcevable que

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: var( ’a ,b , k ’)
7 (a, b, k)
8 sage: f(x)=exp(-k*x)
9 sage: f. integrate (x,a,b)

10 e^(-a*k)/k - e^(-b*k)/k

tex/sage/sageSnip014.sage

Au final, si t ě t0,
}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k

`
ekpt´t0q ´ 1

˘
. (17.180)

Si t ď t0, il faut retourner les bornes de l’intégrale avant d’y faire rentrer la norme parce que
} ş1

0 f} ď
ş1
0 }f}, mais ça ne marche pas avec } ş0

1 f}. Pour t ď t0 tout le calcul donne

}Φpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k
`
ekpt0´tq ´ 1

˘
. (17.181)

Les deux inéquations sont valables a fortiori en mettant des valeurs absolues dans l’exponentielle,
de telle sorte que pour tout t P K nous avons

e´k|t0´t|}ϕpyqptq ´ Φpzqptq} ď }y ´ z}k
`
1´ e´k|t0´t|˘. (17.182)

En prenant le supremum sur t,

}Φpyq ´ Φpzq}k ď }y ´ z}kp1´ e´kℓq, (17.183)

mais 0 ă p1´ee´kℓq ă 1, donc Φ est contractante pour la norme }.}k. Comme pE, }.}kq est complet,
l’application Φ y a un unique point fixe par le théorème de Picard 17.38.

Ce point fixe est donc l’unique solution de l’équation différentielle de départ.

(1) Existence et unicité sur I Il nous reste à prouver que la solution que nous avons trouvée
existe sur I : jusqu’à présent nous avons démontré l’existence et l’unicité sur n’importe quel
compact dans I.
Soit une suite croissante de compacts Kn contenant t0 (par exemple une suite exhaustive
comme celle du lemme 7.294). Nous avons en particulier

I “
8ď

n“0
Kn. (17.184)
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(2) Existence sur I Soit yn l’unique solution sur Kn. Il suffit de poser

yptq “ ynptq (17.185)

pour n tel que t P Kn. Cette définition fonctionne parce que si t P KnXKm, il y a forcément
un des deux qui est inclus dans l’autre et le résultat d’unicité sur le plus grand des deux
donne ynptq “ ymptq.

(3) Unicité sur I
Soient y et z des solutions sur I ; puisque I n’est pas spécialement compact, le travail fait
plus haut ne permet pas de conclure que y “ z.
Soit t P I. Alors t P Kn pour un certain n et y et z sont des solutions sur Kn qui est compact.
L’unicité sur Kn donne yptq “ zptq.

17.45.
Il y a d’autres moyens de prouver qu’une solution existe globalement sur R. Si f est globalement
bornée, le théorème d’explosion en temps fini donne quelques garanties, voir 32.22.

Le théorème suivant donne une version du théorème de Cauchy-Lipschitz lorsque la fonction f
dépend d’un paramètre. Ce théorème n’utilise rien de fondamentalement nouveau. Nous le donnons
seulement pour montrer que l’on peut choisir l’espace F de façon un peu maligne pour élargir le
résultat. Si vous voulez un théorème de Cauchy-Lipschitz avec paramètre vraiment intéressant,
allez voir le théorème 32.37.

THOooDTCWooSPKeYu

Théorème 17.46 (Cauchy-Lipschitz avec paramètre[1, 491]).
Soit un intervalle ouvert I de R, un connexe ouvert Ω de Rn et un intervalle ouvert Λ de Rd. Soit
une fonction f : I ˆ Ω ˆ Λ Ñ Rn continue et localement Lipschitz en Ω. Soient t0 P I, y0 P Ω et
λ0 P Λ. Il existe un voisinage compact de pt0, y0, λ0q sur lequel le problème

"
y1
λptq “ f

`
t, yλptq, λ

˘
(17.186a)

yλpt0q “ y0 (17.186b)

possède une unique solution. De plus pt, λq ÞÑ yλptq est continue 23.

Idée rapide de la preuve.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 17.47
Ceci est une idée de la preuve. Je n’ai pas vérifié toutes les étapes. Soyez prudent.

D’abord nous avons un voisinage compact V ˆ Bpy0, rq ˆ Λ0 de pt0, y0, λ0q sur lequel f est
bornée. Ensuite nous récrivons l’équation différentielle sous la forme

$
&
%
By
Bt pt, λq “ f

`
t, ypt, λq, λ˘ (17.187a)

ypt0, λq “ y0. (17.187b)

pour une fonction y : V ˆ Λ0 Ñ Rn.
Nous posons F “ C0`V ˆ Λ0,Rn

˘
et nous y définissons l’application

Φ: F Ñ F

Φpyqpt, λq “ y0 `
ż t

t0

f
`
s, yps, λq, λ˘ds. (17.188)

Il y a plein de vérifications à faire[491], mais je parie que Φ est bien définie, et qu’une de ses
puissances est une contraction de pF , }.}8q. L’unique point fixe est une solution de notre problème
et est dans C0, donc pt, λq ÞÑ ypt, λq “ yλptq est de classe C0, c’est-à-dire continue.

23. Ici, la surprise est que ce soit continu par rapport à λ. Le fait qu’elle le soit par rapport à t est clair depuis le
départ, parce que ce n’est finalement rien d’autre que le Cauchy-Lipschitz vieux et connu.
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17.48.
Ce théorème marque un peu la limite de ce que l’on peut faire avec la méthode des points fixes
dans le cadre de Cauchy-Lipschitz : nous sommes limités à la continuité de la solution parce que les
espaces Cp ne sont pas complets 24. Il n’y a donc pas d’espoir d’adapter la méthode pour prouver
que si f est de classe Cp alors pt, λq ÞÑ yλptq est de classe Cp. On peut, à λ fixé, prouver que
t ÞÑ yλptq est de classe Cp (utiliser une récurrence), mais pas plus.

La régularité C1 de y par rapport à la condition initiale sera l’objet du théorème 32.33. Ce
résultat n’est vraiment pas facile et utilise des ingrédients bien autres qu’un point fixe. Ensuite la
régularité Cp par rapport à la condition initiale et par rapport à un paramètre seront presque des
cadeaux (proposition 32.35 et 32.37).

EXooJXIGooQtotMc

Exemple 17.49 ([492]).
Nous savons que le théorème de Picard permet de trouver le point fixe par itération de la contraction
à partir d’un point quelconque. Tentons donc de résoudre

"
y1ptq “ yptq (17.189a)
yp0q “ 1 (17.189b)

dont nous savons depuis l’enfance que la solution est l’exponentielle 25. Partons donc de la fonction
constante y0 “ 1, et appliquons la contraction (17.169) :

u1 “ 1`
ż 1

0
u0psqds “ 1` t. (17.190)

Ensuite
u2 “ 1`

ż t

0
p1` sqds “ 1` t` t2

2 . (17.191)

Et on voit que les itérations suivantes vont donner l’exponentielle.
Nous sommes évidemment en droit de se dire que nous avons choisi un bon point de départ.

Tentons le coup avec une fonction qui n’a rien à voir avec l’exponentielle : u0pxq “ sinpxq.
Le programme suivant permet de faire de belles investigations numériques en partant d’à peu

près n’importe quelle fonction :

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 x=var( ’x ’)
7

8 def Phi(f):
9 prim=f. integrate ()

10 r e t u r n 1+ prim(x)-prim (0)
11

12 f=sin(x)
13

14 for i in range (1 ,30):
15 print (i,f)
16 f=Phi(f)
17

18 g=f(x)-exp(x)

24. Par exemple, le théorème de Stone-Weierstrass 12.417 nous dit que la limite uniforme de polynômes (de classe
C8) peut n’être que continue. Voir aussi le thème 37.

25. Voir par exemple le théorème 15.75.
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19 plot(g,(x , -10 ,10)).show ()

tex/sage/picard_exp.py

Ce programme fait 30 itérations depuis la fonction sinpxq pour tenter d’approximer exppxq.
Pour donner une idée, après 7 itérations nous avons la fonction suivante :

1
60x

5 ` 1
24x

4 ` 1
2x

2 ` 2x´ sinpxq ` 1. (17.192)

Nous voyons que les coefficients sont des factorielles, mais pas toujours celles correspondantes à la
puissance, et qu’il manque certains termes par rapport au développement de l’exponentielle que
nous connaissons. Bref, le polynôme qui se met en face de sinpxq s’adapte tout seul pour compenser.

Et après 30 itérations, ça donne quoi ? Voici un graphe de l’erreur entre u30pxq et expp30q :

´10 ´8 ´6 ´4 ´2 2 4 6 8 10

´ 3
200

´ 1
100

´ 1
200

1
200

1
100

Pour donner une idée, expp10q » 22000. Donc il y a une faute de 0.01 sur 22000. Pas mal.
△

17.7 Théorèmes d’inversion locale et de la fonction implicite

17.7.1 Mise en situation

Dans un certain nombre de situation, il n’est pas possible de trouver des solutions explicites aux
équations qui apparaissent. Néanmoins, l’existence « théorique » d’une telle solution est souvent
déjà suffisante. C’est l’objet du théorème de la fonction implicite.

Prenons par exemple la fonction sur R2 donnée par

F px, yq “ x2 ` y2 ´ 1. (17.193)

Nous pouvons bien entendu regarder l’ensemble des points donnés par F px, yq “ 0. C’est le cercle
dessiné à la figure 17.1.

Nous ne pouvons pas donner le cercle sous la forme y “ ypxq à cause du ˘ qui arrive quand
on prend la racine carrée. Mais si on se donne le point P , nous pouvons dire que autour de P , le
cercle est la fonction

ypxq “
a

1´ x2. (17.194)
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‚ P

‚
P 1

‚
Q

‚
x

Figure 17.1: Un cercle pour montrer l’intérêt de la fonction implicite. Si on donne x, nous ne
pouvons pas savoir si nous parlons de P ou de P 1. LabelFigCercleImplicite

Tandis que autour du point P 1, le cercle est la fonction

ypxq “ ´
a

1´ x2. (17.195)

Autour de ces deux points, donc, le cercle est donné par une fonction. Il n’est par contre pas
possible de donner le cercle autour du point Q sous la forme d’une fonction.

Ce que nous voulons faire, en général, est de voir si l’ensemble des points tels que

F px1, . . . , xn, yq “ 0 (17.196)

peut être donné par une fonction y “ ypx1, . . . , xnq. En d’autre termes, est-ce qu’il existe une
fonction ypx1, . . . , xnq telle que

F
`
x1, . . . , xn, ypx1, . . . , xnq

˘ “ 0. (17.197)

Plus généralement, soit une fonction

F : D Ă Rn ˆRm Ñ Rm

px, yq ÞÑ `
F1px, yq, . . . , Fmpx, yq

˘ (17.198)

avec x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ymq. Pour chaque x fixé, on s’intéresse aux solutions du
système de m équations F px, yq “ 0 pour les inconnues y ; en particulier, on voudrait pouvoir
écrire y “ φpxq vérifiant F px, φpxqq “ 0.

17.7.2 Théorème d’inversion locale
LemGZoqknC

Lemme 17.50 ([352]).
Soit E un espace de Banach (métrique complet) et O un ouvert de E. Nous considérons une
λ-contraction φ : O Ñ E. Alors l’application

f : x ÞÑ x` φpxq (17.199)

est un homéomorphisme entre O et un ouvert de E. De plus f´1 est Lipschitz de constante plus
petite ou égale à p1´ λq´1.

Cette proposition utilise le théorème de point fixe de Picard 17.38, et sera utilisée pour démon-
trer le théorème d’inversion locale 17.51.

Démonstration. Soient x1, x2 P O. Nous posons y1 “ fpx1q et y2 “ fpx2q. En vertu de l’inégalité
de la proposition 7.153 nous avons subEqEBJsBfz

››fpx2q ´ fpx1q
›› “ ››x2 ` φpx2q ´ x1 ´ φpx1q

›› (17.200a)

ě
ˇ̌
ˇ}x2 ´ x1} ´

››φpx2q ´ φpx1q
››
ˇ̌
ˇ (17.200b)

ě p1´ λq}x2 ´ x1}. (17.200c)
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À la dernière ligne les valeurs absolues sont enlevées parce que nous savons que ce qui est à
l’intérieur est positif. Cela nous dit d’abord que f est injective parce que fpx2q “ fpx1q implique
x2 “ x1. Donc f est inversible sur son image. Nous posons A “ fpOq et nous devons prouver que
que f´1 : AÑ O est continue, Lipschitz de constante majorée par p1´ λq´1 et que A est ouvert.

Les inéquations (17.200) nous disent que

››f´1py1q ´ f´1py2q
›› ď }y1 ´ y2}

1´ λ , (17.201)

c’est-à-dire que
f´1`Bpy, rq˘ Ă B

`
f´1pyq, r

1´ λ
˘
, (17.202)

ce qui signifie que f´1 est Lipschitz de constante souhaitée et donc continue.
Il reste à prouver que fpOq est ouvert. Pour cela nous prenons y0 “ fpx0q dans fpOq est nous

prouvons qu’il existe ϵ tel que Bpy0, ϵq soit dans fpOq. Il faut donc que pour tout y P Bpy0, ϵq,
l’équation fpxq “ y ait une solution. Nous considérons l’application

Ly : x ÞÑ y ´ φpxq. (17.203)

Ce que nous cherchons est un point fixe de Ly parce que si Lypxq “ x alors y “ x` φpxq “ fpxq.
Puisque ››Lypxq ´ Lypx1q›› “ ››φpxq ´ φpx1q›› ď λ}x´ x1}, (17.204)

l’application Ly est une contraction de constante λ. Par ailleurs x0 est un point fixe de Ly0 , donc
en vertu de la caractérisation (12.841) des fonctions Lipschitziennes,

Ly0

`
Bpx0, δq

˘ Ă B
`
Ly0px0q, λδ

˘ “ Bpx0, λδq. (17.205)

Comme pour tout y et x nous avons Lypxq “ Ly0pxq ` y ´ y0,

Ly
`
Bpx0, δq

˘ “ Ly0

`
Bpx0, δq

˘` py ´ y0q Ă Bpx0, λδq ` py ´ y0q Ă Bpx0, λδq ` }y ´ y0}. (17.206)

Si ϵ ă p1 ´ λqδ alors λδ ` }y ´ y0} ă δ. Un tel choix de ϵ ą 0 est possible parce que λ ă 1. Pour
une telle valeur de ϵ nous avons

Ly
`
Bpx0, δq

˘ Ă Bpx0, δq. (17.207)

Par conséquent Ly est une contraction sur l’espace métrique complet Bpx0, δq, ce qui signifie que
Ly y possède un point fixe par le théorème de Picard 17.38.

Nous allons le démontrer dans le cas un peu plus général (mais pas plus cher 26) des espaces
de Banach en tant que conséquence du théorème de point fixe de Picard 17.38.

ThoXWpzqCn

Théorème 17.51 (Inversion locale dans un espace de Banach[493, 352]).
Soit une fonction f P CppE,F q avec p ě 1 entre deux espaces de Banach. Soit x0 P E tel que dfx0

soit une bijection bicontinue 27. Alors il existe un voisinage ouvert V de x0 et W de fpx0q tels que
(1) f : V ÑW soit une bijection,
(2) f´1 : W Ñ V soit de classe Cp.

Démonstration. Nous commençons par simplifier un peu le problème. Pour cela, nous considérons
la translation T : x ÞÑ x` x0 et l’application linéaire

L : Rn Ñ Rn

x ÞÑ pdfx0q´1x
(17.208)

26. Sauf la justification de la régularité de l’application A ÞÑ A´1

27. En dimension finie, une application linéaire est toujours continue et d’inverse continu.
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qui sont tous deux des difféomorphismes (L en est un par hypothèse d’inversibilité). Quitte à
travailler avec la fonction k “ L ˝ f ˝ T , nous pouvons supposer que x0 “ 0 et que dfx0 “ 1. Pour
comprendre cela il faut utiliser deux fois la formule de différentielle de fonction composée de la
proposition 12.709 :

dk0puq “ dLpf˝T qp0q
´
dfT p0qdT0puq

¯
. (17.209)

Puisque L est linéaire, sa différentielle est elle-même, c’est-à-dire dLpf˝T qp0q “ pdfx0q´1, et par
ailleurs dT0 “ 1, donc

dk0puq “ pdfx0q´1
´
dfx0puq

¯
“ u, (17.210)

ce qui signifie bien que dk0 “ 1. Pour tout cela nous avons utilisé en plein le fait que dfx0 était
inversible.

Nous posons g “ f ´ 1, c’est-à-dire gpxq “ fpxq ´ x, qui a la propriété dg0 “ 0. Étant donné
que g est de classe C1, l’application 28

dg : E Ñ GLpF q
x ÞÑ dgx

(17.211)

est continue. En conséquence, nous avons un voisinage U 1 de 0 pour lequel

sup
xPU 1

}dgx} ă 1
2 . (17.212)EqSGTOfvxEqSGTOfvx

Maintenant le théorème des accroissements finis 11.274 (12.311 pour la dimension finie) nous
indique que pour tout x, x1 P U 1 nous avons 29

}gpx1q ´ gpxq} ď sup
aPrx,x1s

}dga}· }x´ x1} ď 1
2}x´ x

1}, (17.213)

ce qui prouve que g est une contraction au moins sur l’ouvert U 1. Nous allons aussi donner une
idée de la façon dont f fonctionne : si x1, x2 P U 1 alors

}x1 ´ x2} “ }gpx1q ´ fpx1q ´ gpx2q ` fpx2q} (17.214a)
ď }gpx1q ´ gpx2q} ` }fpx1q ´ fpx2q} (17.214b)

ď 1
2}x1 ´ x2} ` }fpx1q ´ fpx2q}, (17.214c)

ce qui montre que
}x1 ´ x2} ď 2}fpx1q ´ fpx2q}. (17.215)

Maintenant que nous savons que g est contractante de constante 1
2 et que f “ g`1 nous pouvons

utiliser la proposition 17.50 pour conclure que f est un homéomorphisme sur un ouvert U (partie
de U 1) de E et f´1 a une constante de Lipschitz plus petite ou égale à p1´ 1

2q´1 “ 2.
Nous allons maintenant prouver que f´1 est différentiable et que sa différentielle est donnée

par pdf´1qfpxq “ pdfxq´1.
Soient a, b P U et u “ b ´ a. Étant donné que f est différentiable en a, il existe une fonction

α P op}u}q telle que
fpbq ´ fpaq ´ dfapuq “ αpuq. (17.216)

En notant ya “ fpaq et yb “ fpbq et en appliquant pdfaq´1 à cette dernière équation,

pdfaq´1pyb ´ yaq ´ u “ pdfaq´1`αpuq˘. (17.217)

28. Ici GLpF q est l’ensemble des applications linéaires, inversibles et continues de F dans lui-même. Ce ne sont
pas spécialement des matrices parce que nous n’avons pas d’hypothèses sur la dimension de F , finie ou non.

29. Ici nous supposons avoir choisi U 1 convexe afin que tous les a P rx, x1
s soient bien dans U 1 et donc soumis à

l’inéquation (17.212), ce qui est toujours possible, il suffit de prendre une boule.
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Puisque dfa est bornée (et son inverse aussi), le membre de droite est encore une fonction β ayant
la propriété limuÑ0 βpuq{}u} “ 0 ; en réordonnant les termes,

b´ a “ pdfaq´1pyb ´ yaq ` βpuq (17.218)

et donc
f´1pybq ´ f´1pyaq ´ pdfaq´1pyb ´ yaq “ βpuq, (17.219)

ce qui prouve que f´1 est différentiable et que pdf´1qya “ pdfaq´1.
La différentielle df´1 est donc obtenue par la chaine

df´1 : fpUq f´1
// U 1 df // GLpF q Inv // GLpF q (17.220)

où l’application Inv : GLpF q Ñ GLpF q est l’application X ÞÑ X´1 qui est de classe C8 par le
théorème 11.282. D’autre part, par hypothèse df est une application de classe Ck´1 et donc au
minimum C0 parce que k ě 1. Enfin, l’application f´1 : fpUq Ñ U est continue (parce que la
proposition 17.50 précise que f est un homéomorphisme). Donc toute la chaine est continue et
df´1 est continue. Cela entraine immédiatement que f´1 est C1 et donc que toute la chaine est
C1.

Par récurrence nous obtenons la chaine

df´1 : fpUq f´1

Ck´1
// U 1 df

Ck´1
// GLpF q Inv

C8
// GLpF q (17.221)

qui prouve que df´1 est Ck´1 et donc que f´1 est Ck. La récurrence s’arrête ici parce que df n’est
pas mieux que Ck´1.

17.7.3 Théorème de la fonction implicite

Nous énonçons et démontrons le théorème de la fonction implicite dans le cas d’espaces de
Banach.

ThoAcaWho

Théorème 17.52 (Théorème de la fonction implicite dans Banach[354]).
Soient E, F et G des espaces de Banach et des ouverts U Ă E, V Ă F . Nous considérons une
fonction f : U ˆ V Ñ G de classe Cr telle que 30

dyfpx0,y0q : F Ñ G (17.222)

soit un isomorphisme pour un certain px0, y0q P U ˆ V .
Alors nous avons des voisinages U0 de x0 dans E et W0 de fpx0, y0q dans G et une fonction

de classe Cr
g : U0 ˆW0 Ñ V (17.223)

telle que
f
`
x, gpx,wq˘ “ w (17.224)

pour tout px,wq P U0 ˆW0.
Cette fonction g est unique au sens suivant : il existe un voisinage V0 de y0 tel que si px, yq P

U0ˆV0 et w PW0 satisfont à fpx, yq “ w alors y “ gpx,wq. Autrement dit, la fonction g : U0ˆW0 Ñ
V0 est unique.

Démonstration. Nous commençons par considérer la fonction

Φ: U ˆ V Ñ E ˆG
px, yq ÞÑ `

x, fpx, yq˘ (17.225)

30. La notation dy est la différentielle partielle de la définition 11.279.
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et sa différentielle

dΦpx0,y0qpu, vq “ d

dt

”`
x0 ` tu, fpx0 ` tu, y0 ` tvq

˘ı
t“0

(17.226a)

“
ˆ
d

dt

”
x0 ` tu

ı
t“0

,
d

dt

”
fpx0 ` tu, y0 ` tvq

ı
t“0

˙
(17.226b)

“ `
u, dfpx0,y0qpu, vq

˘
. (17.226c)

Nous utilisons alors la proposition 11.280 pour conclure que

dΦpx0,y0qpu, vq “
`
u, pd1fqpx0,y0qpuq ` pd2fqpx0,y0qpvq

˘
, (17.227)

mais comme par hypothèse pd2fqpx0,y0q : F Ñ G est un isomorphisme, l’application dΦpx0,y0q : E ˆ
F Ñ E ˆ G est également un isomorphisme. Par conséquent le théorème d’inversion locale 17.51
nous indique qu’il existe un voisinage O de px0, y0q et P de Φpx0, y0q tels que Φ: O Ñ P soit une
bijection et Φ´1 : P Ñ O soit de classe Cr. Comme P est un voisinage de

Φpx0, y0q “
`
x0, fpx0, y0q

˘
, (17.228)

nous pouvons par 7.223 le choisir un peu plus petit de telle sorte à avoir P “ U0 ˆW0 où U0 est
un voisinage de x0 et W0 un voisinage de fpx0, y0q. Dans ce cas nous devons obligatoirement aussi
restreindre O à U0 ˆ V0 pour un certain voisinage V0 de y0. L’application Φ´1 a obligatoirement
la forme

Φ´1 : U0 ˆW0 Ñ U0 ˆ V0

px,wq ÞÑ `
x, gpx,wq˘ (17.229)EqMHT_QrHRnEqMHT_QrHRn

pour une certaine fonction g : U0 ˆW0 Ñ V . Cette fonction g est la fonction cherchée parce qu’en
appliquant Φ à (17.229),

px,wq “ Φ
`
x, gpx,wq˘ “

´
x, f

`
x, gpx,wq˘

¯
, (17.230)

qui nous dit que pour tout x P U0 et tout w PW0 nous avons

f
`
x, gpx,wq˘ “ w. (17.231)

Si vous avez bien suivi le sens de l’équation (17.229) alors vous avez compris l’unicité. Sinon,
considérez px, yq P U0 ˆ V0 et w PW0 tels que fpx, yq “ w. Alors

`
x, fpx, yq˘ “ px,wq et

Φpx, yq “ px,wq. (17.232)

Mais vu que Φ: U0 ˆ V0 Ñ U0 ˆW0 est une bijection, cette relation définit de façon univoque
l’élément px, yq de U0 ˆ V0, qui ne sera autre que gpx,wq.

Le théorème de la fonction implicite s’énonce de la façon suivante pour des espaces de dimension
finie.

ThoRYN_jvZrZ

Théorème 17.53 (Théorème de la fonction implicite en dimension finie).
Soit une fonction F : Rn ˆRm Ñ Rm de classe Ck et pα, βq P Rn ˆRm tels que

(1) F pα, βq “ 0,
(2) BpF1,...,Fmq

Bpy1,...,ymq ‰ 0, c’est-à-dire que pdyF qpα,βq est inversible.
Alors il existe un voisinage ouvert V de α dans Rn, un voisinage ouvert W de β dans Rm et une
application φ : V ÑW de classe Ck telle que pour tout x P V on ait

F
`
x, φpxq˘ “ 0. (17.233)

De plus si px, yq P V ˆW satisfait à F px, yq “ 0, alors y “ φpxq.
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RemPYA_pkTEx

Remarque 17.54.
Notons que cet énoncé est tourné un peu différemment en ce qui concerne le nombre de variables
dont dépend la fonction implicite : comparez

f
`
x, gpx,wq˘ “ w (17.234a)
F
`
x, φpxq˘ “ 0. (17.234b)

Le deuxième est un cas particulier du premier en posant

F px, yq “ fpx, yq ´ fpx0, y0q (17.235)

et donc en considérant w comme valant la constante fpx0, y0q ; dans ce cas la fonction g ne dépend
plus que de la variable x.

Exemple 17.55.
La remarque 17.54 signifie entre autres que le théorème 17.52 est plus fort que 17.53 parce que
le premier permet de choisir la valeur d’arrivée. Parlons de l’exemple classique du cercle et de la
fonction fpx, yq “ x2 ` y2. Nous savons que

fpα, βq “ 1. (17.236)

Alors le théorème 17.52 nous donne une fonction g telle que

fpx, gpx, rqq “ r (17.237)

tant que x est proche de α, que r est proche de 1 et que g donne des valeurs proches de β.
L’énoncé 17.53 nous oblige à travailler avec la fonction F px, yq “ x2` y2´ 1, de telle sorte que

F pα, βq “ 0, (17.238)

et que nous ayons une fonction φ telle que

F px, φpxqq “ 0. (17.239)

La fonction φ ne permet donc que de trouver des points sur le cercle de rayon 1. △

17.7.4 Exemple

Le théorème de la fonction implicite a pour objet de donner l’existence de la fonction φ.
Maintenant nous pouvons dire beaucoup de choses sur les dérivées de φ en considérant la fonction

x ÞÑ F
`
x, φpxq˘. (17.240)

Par définition de φ, cette fonction est toujours nulle. En particulier, nous pouvons dériver l’équation

F
`
x, φpxq˘ “ 0, (17.241)

et nous trouvons plein de choses.
EXooTLNAooCJHPnq

Exemple 17.56.
Prenons par exemple la fonction 31

F
`px, yq, z˘ “ zez ´ x´ y, (17.242)

Le théorème de la fonction implicite 17.52 nous permet de considérer la fonction zpx, yq vérifiant

F
`
x, y, zpx, yq˘ “ 0, (17.243)

31. Définition de l’exponentielle : 15.59.
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c’est-à-dire telle que
zpx, yqezpx,yq ´ x´ y “ 0. (17.244)EqDefZImplExempleEqDefZImplExemple

pour tout x et y P R. Que pouvons dire de la fonction z ?
Nous pouvons facilement trouver zp0, 0q parce que

zp0, 0qezp0,0q “ 0, (17.245)

donc zp0, 0q “ 0.
Nous pouvons dire des choses sur les dérivées de zpx, yq. Voyons par exemple pBxzqpx, yq. Pour

trouver cette dérivée, nous dérivons la relation (17.244) par rapport à x. Ce que nous trouvons est

pBxzqez ` zezpBxzq ´ 1 “ 0. (17.246)

Cette équation peut être résolue par rapport à Bxz :

Bz
Bxpx, yq “

1
ezp1` zq . (17.247)

Remarquez que cette équation ne donne pas tout à fait la dérivée de z en fonction de x et y, parce
que z apparaît dans l’expression, alors que z est justement la fonction inconnue. En général, c’est
la vie, nous ne pouvons pas faire mieux.

Dans certains cas, on peut aller plus loin. Par exemple, nous pouvons calculer cette dérivée au
point px, yq “ p0, 0q parce que zp0, 0q est connu :

Bz
Bxp0, 0q “ 1. (17.248)

Ceci est pratique pour calculer, par exemple, le développement en Taylor de z autour de p0, 0q. △

Exemple 17.57.
Est-ce que l’équation ey`xy “ 0 définit au moins localement une fonction ypxq ? Nous considérons
la fonction

fpx, yq “
ˆ

x
ey ` xy

˙
(17.249)

La différentielle de cette application est

dfp0,0qpuq “ d

dt

”
fptu1, tu2q

ı
t“0

“ d

dt

ˆ
tu1

etu2 ` t2u1u2

˙

t“0
“
ˆ
u1
u2

˙
. (17.250)

L’application f définit donc un difféomorphisme local autour des points px0, y0q et fpx0, y0q. Soit
pu, 0q un point dans le voisinage de fpx0, y0q. Alors il existe un unique px, yq tel que

fpx, yq “
ˆ

x
ey ` xy

˙
“
ˆ
u
0

˙
. (17.251)

Nous avons automatiquement x “ u et ey ` xy “ 0. Notons toutefois que pour que ce procédé
donne effectivement une fonction implicite ypxq nous devons avoir des points de la forme pu, 0q
dans le voisinage de fpx0, y0q. △

17.8 Décomposition polaire (régularité)
NomDJMUooTRUVkS

17.58.
Nous allons montrer que l’application

f : S``pn,Rq Ñ S``pn,Rq
A ÞÑ ?

A
(17.252)
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est une difféomorphisme.
Cependant S``pn,Rq n’est pas un ouvert de Mpn,Rq et nous ne savons pas ce qu’est la

différentielle d’une application non définie sur un ouvert. Nous allons donc en réalité montrer que
l’application racine carrée existe sur un voisinage de chacun des points de S``pn,Rq. Et comme
une union quelconque d’ouverts est un ouvert, la fonction f sera bien définie sur un ouvert de
Mpn,Rq.

LemLBFOooDdNcgy

Lemme 17.59.
L’application

f : S``pn,Rq Ñ S``pn,Rq
A ÞÑ A2 (17.253)

est un C8-difféomorphisme.

Démonstration. Prouvons d’abord que f prend ses valeurs dans S``pn,Rq. Si A P S``pn,Rq
alors par la diagonalisation 9.224 elle s’écrit A “ QDQ´1 où D est diagonale avec des nombres
strictement positifs sur la diagonale. Avec cela, A2 “ QD2Q´1 où D2 contient encore des nombres
strictement positifs sur la diagonale.

L’application f étant essentiellement des polynômes en les entrées de A, elle est de classe C8.
Passons à l’étude de la différentielle. Comme mentionné en 17.58 nous allons en réalité voir f

sur un ouvert de Mpn,Rq autour de A P S``pn,Rq. Par conséquent si A P S``pn,Rq,
df : S``pn,Rq Ñ L

`
Mpn,Rq,Mpn,Rq˘ (17.254a)

dfA : Mpn,Rq ÑMpn,Rq. (17.254b)

Le calcul de dfA est facile. Soit u P Mpn,Rq et faisons le calcul en utilisant la formule du lemme
(12.253) :

dfApuq “ d

dt

”
fpA` tuq

ı
t“0

(17.255a)

“ d

dt

”
A2 ` tAu` tuA` t2u2

ı
t“0

(17.255b)

“ Au` uA. (17.255c)

Nous allons utiliser le théorème d’inversion locale 17.51 à la fonction f . Dans la suite, A est une
matrice de S``pn,Rq.

(1) dfA est injective Soit M PMpn,Rq dans le noyau de dfA. En posant M 1 “ Q´1MQ nous
avons M “ QM 1Q´1 et on applique dfA à QM 1Q´1 :

dfApQM 1Q´1q “ Q
`
DM `MD

˘
Q´1. (17.256)

où D “

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚ avec λi ą 0. La matrice D est inversible. Nous avons M 1 “

´DM 1D´1, et en coordonnées,

M 1
ij “ ´

ÿ

kl

DikM
1
klD

´1
lj (17.257a)

“ ´
ÿ

kl

λiδikM
1
kl

1
λj
δlj (17.257b)

“ ´λi
λj
M 1
ij . (17.257c)

C’est-à-dire que M 1
ij “ ´ λi

λj
M 1
ij avec ´ λi

λj
ă 0. Cela implique M 1 “ 0 et par conséquent

M “ 0.
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(2) dfA est surjective Soit N PMpn,Rq ; nous cherchons M PMpn,Rq tel que dfApMq “ N .
Nous posons N 1 “ Q´1NQ et M “ QM 1Q´1, ce qui nous donne à résoudre dfDpM 1q “ N 1.
Passons en coordonnées :

pDM 1 `M 1Dqij “
ÿ

k

pδikλiM 1
kj `M 1

ikδkjλjq “M 1
ijpλi ` λjq (17.258)

où λi ` λj ‰ 0. Il suffit donc de prendre la matrice M 1 donnée par

M 1
ij “

1
λi ` λjN

1
ij (17.259)

pour que dfApM 1q “ N 1.
Le théorème d’inversion locale donne un voisinage V de A dans Mpn,Rq et un voisinage W de

A2 dans Mpn,Rq tels que f : V Ñ W soit une bijection et f´1 : W Ñ V soit de même régularité,
en l’occurrence C8.

Remarque 17.60.
Oui, il y a des matrices non symétriques qui ont une unique racine carrée.

La proposition suivante, qui dépend du théorème d’inversion locale par le lemme 17.59, donne
plus de régularité à la décomposition polaire donnée dans le théorème 13.32.

PropWCXAooDuFMjn

Proposition 17.61 (Décomposition polaire : cas réel (suite)).
L’application

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq
pQ,Sq ÞÑ SQ

(17.260)

est un difféomorphisme de classe C8.

Démonstration. Si M est donnée dans GLpn,Rq alors la décomposition polaire 32 M “ QS est
donnée par S “ ?MM t et Q “MS´1. Autrement dit, si nous considérons la fonction de décom-
position polaire

f : Opn,Rq ˆ S``pn,Rq Ñ GLpn,Rq (17.261)

alors
f´1pMq “ `

Mp
?
MM tq´1,

?
MM t

˘
. (17.262)

Nous avons vu dans le lemme 17.59 que la racine carrée était un C8-difféomorphisme. Le reste
n’étant que des produits de matrices, la régularité est de mise.

17.9 Théorème de Von Neumann
Lemme 17.62 ([104]).
Soit G, un sous-groupe fermé de GLpn,Rq et

LG “ tm PMpn,Rq tel que etm P G@t P Ru. (17.263)

Alors LG est un sous-espace vectoriel de Mpn,Rq.
Démonstration. Si m P LG, alors λm P LG par construction. Le point délicat à prouver est le
fait que si a, b P LG, alors a ` b P LG. Soit a P Mpn,Rq ; nous savons qu’il existe une fonction
αa : RÑM telle que

eta “ 1` ta` αaptq (17.264)

et
lim
tÑ0

αptq
t
“ 0. (17.265)

32. Proposition 13.32.
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Si a et b sont dans LG, alors etaetb P G, mais il n’est pas vrai en général que cela soit égal à etpa`bq.
Pour tout k P N nous avons

ea{keb{k “
ˆ
1` a

k
` αap1

k
q
˙ˆ

1` b

k
` αbp1

k
q
˙
“ 1` a` b

k
` β

ˆ
1
k

˙
(17.266)

où β : RÑM est encore une fonction vérifiant βptq{tÑ 0. Si k est assez grand, nous avons
››››
a` b
k

` βp1
k
q
›››› ă 1, (17.267)

et nous pouvons profiter du lemme 15.150 pour écrire alors
´
ea{keb{k

¯k “ ek ln
`
1` a`b

k
`βp 1

k
q
˘
. (17.268)

Ce qui se trouve dans l’exponentielle est

k

„
a` b
k

` αp1
k
q ` σ

ˆ
a` b
k

` αp1
k
q
˙ȷ

. (17.269)

Les diverses propriétés vues montrent que le tout tend vers a` b lorsque k Ñ8. Par conséquent

lim
kÑ8

´
ea{keb{k

¯k “ ea`b. (17.270)

Ce que nous avons prouvé est que pour tout t, etpa`bq est une limite d’éléments dans G et est donc
dans G parce que ce dernier est fermé.

Comme LG est un sous-espace vectoriel deMpn,Rq, nous pouvons considérer un supplémentaire
M .

LemHOsbREC

Lemme 17.63.
Il n’existe pas de suite pmkq dans Mzt0u convergeant vers zéro et telle que emk P G pour tout k.

Démonstration. Supposons que nous ayons mk Ñ 0 dans Mzt0u avec emk P G. Nous considérons
les éléments ϵk “ mk}mk} qui sont sur la sphère unité de GLpn,Rq. Quitte à prendre une sous-suite,
nous pouvons supposer que cette suite converge, et puisque M est fermé, ce sera vers ϵ P M avec
}ϵ} “ 1. Pour tout t P R nous avons

etϵ “ lim
kÑ8 e

tϵk . (17.271)

En vertu de la décomposition d’un réel en partie entière et décimale, pour tout k nous avons λk P Z
et |µk| ď 1

2 tel que t{}mk} “ λk ` µk. Avec ça,

etϵ “ lim
kÑ8 exp

´ t

mk
mk

¯
“ lim

kÑ8 e
λkmkeµkmk . (17.272)

Pour tout k nous avons eλkmk P G. De plus |µk| étant borné et mk tendant vers zéro nous avons
eµkmk Ñ 1. Au final

etϵ “ lim
kÑ8 e

tϵk P G (17.273)

Cela signifie que ϵ P LG, ce qui est impossible parce que nous avions déjà dit que ϵ PMzt0u.
LemGGTtxdF

Lemme 17.64.
L’application

f : LG ˆM Ñ GLpn,Rq
l,m ÞÑ elem

(17.274)

est un difféomorphisme local entre un voisinage de p0, 0q dans Mpn,Rq et un voisinage de 1 dans
exp

`
Mpn,Rq˘.
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Notons que nous ne disons rien de eMpn,Rq. Nous n’allons pas nous embarquer à discuter si ce
serait tout GLpn,Rq 33 ou bien si ça contiendrait ne fut-ce que G.

Démonstration. Le fait que f prenne ses valeurs dans GLpn,Rq est simplement dû au fait que les
exponentielles sont toujours inversibles. Nous considérons ensuite la différentielle : si u P LG et
v PM nous avons

dfp0,0qpu, vq “ d

dt

”
f
`
tpu, vq˘

ı
t“0

“ d

dt

”
etuetv

ı
t“0

“ u` v. (17.275)

L’application df0 est donc une bijection entre LG ˆM et Mpn,Rq. Le théorème d’inversion lo-
cale 17.51 nous assure alors que f est une bijection entre un voisinage de p0, 0q dans LG ˆM et
son image. Mais comme df0 est une bijection avec Mpn,Rq, l’image en question contient un ouvert
autour de 1 dans exp

`
Mpn,Rq˘.

ThoOBriEoe

Théorème 17.65 (Von Neumann[104, 494, 495]).
Tout sous-groupe fermé de GLpn,Rq est une sous-variété de GLpn,Rq.

Démonstration. Soit G un tel groupe ; nous devons prouver que c’est localement difféomorphe à
un ouvert de Rn. Et si on est pervers, on ne va pas faire localement difféomorphe à un ouvert de
Rn, mais à un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie. Nous allons être pervers.

Étant donné que pour tout g P G, l’application

Lg : GÑ G

h ÞÑ gh
(17.276)

est de classe C8 et d’inverse C8, il suffit de prouver le résultat pour un voisinage de 1.
Supposons d’abord que LG “ t0u. Alors 0 est un point isolé de lnpGq ; en effet si ce n’était

pas le cas nous aurions un élément mk de lnpGq dans chaque boule Bp0, rkq. Nous aurions alors
mk “ lnpakq avec ak P G et donc

emk “ ak P G. (17.277)

De plus mk appartient forcément à M parce que LG est réduit à zéro. Cela nous donnerait une
suite mk Ñ 0 dans M dont l’exponentielle reste dans G. Or cela est interdit par le lemme 17.63.
Donc 0 est un point isolé de lnpGq. L’application ln étant continue 34, nous en déduisons que 1
est isolé dans G. Par le difféomorphisme Lg, tous les points de G sont isolés ; ce groupe est donc
discret et par voie de conséquence, une variété.

Nous supposons maintenant que LG ‰ t0u. Nous savons par la proposition 15.149 que

exp: Mpn,Rq ÑMpn,Rq (17.278)

est une application C8 vérifiant d exp0 “ Id. Nous pouvons donc utiliser le théorème d’inversion
locale 17.51 qui nous offre donc l’existence d’un voisinage U de 0 dansMpn,Rq tel que W “ exppUq
soit un ouvert de GLpn,Rq et que exp: U ÑW soit un difféomorphisme de classe C8.

Montrons que quitte à restreindre U (et donc W qui reste par définition l’image de U par exp),
nous pouvons avoir exp

`
U X LG

˘ “ W XG. D’abord exppLGq Ă G par construction. Nous avons
donc exp

`
U XLG

˘ ĂW XG. Pour trouver une restriction de U pour laquelle nous avons l’égalité,
nous supposons que pour tout ouvert O dans U ,

exp: O X LG Ñ exppOq XG (17.279)

ne soit pas surjective. Cela donnerait un élément de OXALG dont l’image par exp n’est pas dans G.
Nous construisons ainsi une suite en considérant une boule Bp0, 1

k q inclue à U et xk P Bp0, 1
k qXALG

vérifiant exk P G. D’après le choix des boules, nous avons évidemment xk Ñ 0.

33. Vu les dimensions y’a tout de même peu de chance.
34. Par le lemme 15.150.
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L’élément exk est dans eMpn,Rq et le difféomorphisme du lemme 17.64 35 nous donne plk,mkq P
LGˆM tel que elkemk “ exk . À ce point nous considérons k suffisamment grand pour que exk soit
dans la partie de l’image de f sur lequel nous avons le difféomorphisme. Plus prosaïquement, nous
posons

plk,mkq “ f´1pexkq (17.280)
et nous profitons de la continuité pour permuter la limite avec f´1 :

lim
kÑ8plk,mkq “ f´1` lim

kÑ8 e
xk
˘ “ f´1p1q “ p0, 0q. (17.281)

En particulier mk Ñ 0 alors que emk “ exke´lk P G. La suite mk viole le lemme 17.63. Nous
pouvons donc restreindre U de telle façon à avoir

exp
`
U X LG

˘ “W XG. (17.282)

Nous avons donc un ouvert de LG (l’ouvert U XLG) qui est difféomorphe avec l’ouvert W XG de
G. Donc G est une variété et accepte LG comme carte locale.

Remarque 17.66.
En termes savants, nous avons surtout montré que si G est un groupe de Lie d’algèbre de Lie g,
alors l’exponentielle donne un difféomorphisme local entre g et G.

17.10 Recherche d’extrémums
DEFooJMMLooYMZehc

Définition 17.67 ([496]).
Si f : Rn Ñ R est une fonction, le point a P Rn est un maximum local de f si il existe δ ą 0 tel
que pour tout x P Bpa, δq, fpxq ď fpaq.

Je vous laisse deviner la définition d’un minimum local.
Un extrémum local est un point qui est soit un minimum soit un maximum local.

17.10.1 Extrema à une variable

Définition 17.68.
Soit f : A Ă RÑ R et a P A. Le point a est un maximum local de f si il existe un voisinage U
de a tel que fpaq ě fpxq pour tout x P U XA. Le point a est un maximum global si fpaq ě gpxq
pour tout x P A.

La proposition basique à utiliser lors de la recherche d’extrémums est la suivante :
PROPooNVKXooXtKkuz

Proposition 17.69.
Soit f : A Ă R Ñ R et a P IntpAq. Supposons que f est dérivable en a. Si a est un extrémum
local 36, alors f 1paq “ 0.

La réciproque n’est pas vraie, comme le montre l’exemple de la fonction x ÞÑ x3 en x “ 0 : sa
dérivée est nulle et pourtant x “ 0 n’est ni un maximum ni un minimum local.

Cette proposition ne sert donc qu’à sélectionner des candidats extrémum. Afin de savoir si ces
candidats sont des extrémums, il y a la proposition suivante.

PROPooCXHPooSlRsEJ

Proposition 17.70.
Soit f : I Ă RÑ R, une fonction de classe Ck au voisinage d’un point a P Int I. Supposons que

f 1paq “ f2paq “ . . . “ f pk´1qpaq “ 0, (17.283)

et que
f pkqpaq ‰ 0. (17.284)

Dans ce cas,
35. Il me semble que l’utilisation de ce lemme manque à l’avant-dernière ligne de la preuve chez [104].
36. Définition 17.67.
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(1) Si k est pair, alors a est un point d’extrémum local de f , c’est un minimum si f pkqpaq ą 0,
et un maximum si f pkqpaq ă 0,

(2) Si k est impair, alors a n’est pas un extrémum local de f .

Note : jusqu’à présent nous n’avons rien dit des extrémums globaux de f . Il n’y a pas grand
chose à en dire. Si un point d’extrémum global est situé dans l’intérieur du domaine de f , alors il
sera extrémum local (a fortiori). Ou alors, le maximum global peut être sur le bord du domaine.
C’est ce qui arrive à des fonctions strictement croissantes sur un domaine compact.

Une seule certitude : si une fonction est continue sur un compact, elle possède une minimum
et un maximum global par le théorème 10.54.

Soit une fonction f : I Ñ R, et soit a P I. Si f 1paq ą 0, alors la tangente au graphe de f au point`
a, fpaq˘ sera une droite croissante (coefficient directeur positif). Cela ne veut pas spécialement

dire que la fonction elle-même sera croissante, mais en tout cas, cela est un bon indice.

Exemple 17.71.
Si fpxq “ x2, il est connu que f 1pxq “ 2x. Nous avons donc que f 1 est positive si x ě 0 et f 1 est
négative si x ă 0. Cela correspond bien au fait que x2 est décroissante sur s´8, 0r et croissante
sur s0,8r. △

Sur la figure 17.2, nous avons dessiné la fonction fpxq “ x cospxq et sa dérivée. Nous voyons que
partout où la dérivée est négative, la fonction est décroissante tandis que, inversement, partout où
la dérivée est positive, la fonction est croissante.

´3
2 π ´π ´1

2 π 1
2 π π 3

2 π

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 17.2: La fonction fpxq “ x cospxq en bleu et sa dérivée en rouge.LabelFigWIRAooTCcpOV

Les extrémums de la fonction f sont donc placés là où f 1 change de signe. En effet si f 1pxq ă 0
pour x ă a et f 1pxq ą 0 pour x ą a, la fonction est décroissante jusqu’à a et est ensuite croissante.
Cela signifie que la fonction connait un creux en a. Le point a est donc un minimum de la fonction.

Attention cependant. Le fait que f 1paq “ 0 ne signifie pas automatiquement que f a un maxi-
mum ou un minimum en a. Nous avons par exemple tracé sur la figure 17.3 les fonctions x3 et sa
dérivée. Il est à noter que, conformément à ce que l’on pense, certes la dérivée s’annule en x “ 0,
mais elle ne change pas de signe.

17.10.2 Extrema libre
DEFooYJLZooLkEAYf

Définition 17.72.
Un point a à l’intérieur du domaine d’une fonction f : A Ă Rn Ñ R est un point critique de f
lorsque dfpaq “ 0.



17.10. RECHERCHE D’EXTRÉMUMS 1545

´2 ´1 1 2

´4

´2

2

4

6

Figure 17.3: La dérivée de x3 s’annule en x “ 0, mais ce n’est ni un minimum ni un maximum.LabelFigVBOIooRHhKOH

Ces points sont analogues aux points où la dérivée d’une fonction sur R s’annule. Les points
critiques de f sont donc les candidats à être des points d’extrémum.

Dans le cas d’une fonction de deux variables, la proposition 12.345 nous permet de voir pd2fqa
comme étant la matrice

d2fpaq “
˜

d2f
dx2 paq d2f

dx dy paq
d2f
dy dxpaq d2f

dy2 paq

¸
. (17.285)

Dans le cas d’une fonction C2, cette matrice est symétrique.
PropUQRooPgJsuz

Proposition 17.73 ([497]).
Soit un ouvert Ω de Rn et a P Ω. Soit une fonction f : Ω Ñ R différentiable en a. Si a est un
extrémum local de f , alors a est un point critique de f .

Démonstration. Nous supposons que a est un maximum local (ce sera la même chose si a est un
minimum). Soit r ą 0 tel que fpxq ď fpaq pour tout x P Bpa, rq (et tel que cette boule reste dans
Ω). Soit u P Rn assez petit pour que a˘u P Bpa, rq de sorte que la définition suivante ait un sens :

g : r´1, 1s Ñ R

t ÞÑ fpa` tuq (17.286)

Cette fonction est différentiable en t “ 0 (composée de fonctions différentiables, théorème 11.261)
et a un maximum local en t “ 0. Donc g1p0q “ 0 par la proposition 17.69. Donc

0 “ d

dt

”
fpa` tuq

ı
t“0

“ dfapuq. (17.287)

17.10.3 Extremums et Hessienne
PropoExtreRn

Proposition 17.74 ([1, 498, 499]).
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction f : Ω Ñ R deux fois différentiable ainsi que a P Ω.ITEMooCBMYooQQMqQL

(1) Si a est un point critique de f et si il existe r tel que pd2fxq est semi-définie positive pour
tout x P Bpa, rq alors f possède un minimum local en a. ITEMooCVFVooWltGqI

(2) Si a est un point critique 37 de f , et si d2fa est strictement définie positive 38, alors a est un
minimum local strict de f ,

37. Définition 17.72.
38. La fonction f est de classe C2, donc les dérivées croisées sont égales et d2f est symétrique. La définition 9.227

s’applique donc.
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ItemPropoExtreRn

(3) Si a est un minimum local, alors pd2fqa est semi-définie positive.

Démonstration. Nous subdivisons la preuve.

(1) (1)
Soit h tel que a` h P Bpa, rq. Nous allons montrer que fpaq ď fpa` hq ; cela montrera que
x “ a est un minimum local. Pour cela nous utilisons un développement de Taylor 39 : il
existe c P sa, a` hr tel que

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqcph, hq ě fpaq (17.288)

parce que, par hypothèse, pd2fqc est définie positive, et parce que dfa “ 0.
(2) (2)

La forme bilinéaire d2fa est strictement définie positive, donc il existe α ą 0 tel que

d2faph, hq ą α}h}2 (17.289)

pour tout h. Nous utilisons encore Taylor : il existe une fonction ϵ telle que limhÑ0 ϵphq “ 0
et

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2ϵphq. (17.290)

En tenant compte du fait que dfa “ 0,

fpa` hq ą fpaq ` }h}2`1
2α` ϵphq

˘
. (17.291)

La limite de ϵ nous dit qu’il existe r ą 0 tel que }ϵphq} ă 1
2α pour tout h P Bp0, rq. Pour ces

valeurs de h nous avons
fpa` hq ą fpaq. (17.292)

Donc a est un minimum local strict de f .
(3) (3) Si a est un minimum local, nous savons déjà dfa “ 0 par la proposition 17.73. Nous

écrivons le développement de Taylor de f à l’ordre 2 de la proposition 12.449 :

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` 1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2αp}h}q. (17.293)

En prenant h assez petit pour que a ` h ne sorte pas de la boule dans laquelle a est un
minimum, nous avons fpa` hq ´ fpaq ą 0. Donc

1
2pd

2fqaph, hq ` }h}2αp}h}q ą 0 (17.294)

Nous divisons cela par }h}2 et notons eh “ h{}h} :

1
2pd

2fqapeh, ehq ` αp}h}q ą 0. (17.295)

À la limite hÑ 0, le premier terme est constant tandis que le deuxième tend vers zéro. À la
limite,

pd2fqapeh, ehq ě 0. (17.296)

La caractérisation du lemme 9.231(2) nous dit alors que pd2fqa est semi-définie positive.

39. Proposition 12.452.
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La partie (3) est tout à fait comparable au fait bien connu que, pour une fonction f : RÑ R,
si le point a est minimum local, alors f 1paq “ 0 et f2paq ą 0.

Notons que le point (3) ne parle pas de minimum strict, et donc pas de matrice strictement
définie positive.

Exemple 17.75 (Proposition 17.74(2) sans point critique).
L’hypothèse de point critique pour l’utilisation de la stricte définition positive de d2fa est néces-
saire. Soit en effet la fonction

fpxq “ x2 ` x. (17.297)

Elle vérifie f2p0q “ 2, de telle sorte que sa différentielle seconde en zéro soit strictement définie
positive. Le point x “ 0 n’est cependant même pas un minimum local. Entre autres parce que
f 1p0q “ 1 ‰ 0. △

La méthode pour chercher les extrémums de f est donc de suivre les points suivants :
(1) Trouver les candidats extrémums en résolvant ∇f “ p0, 0q,
(2) écrire d2fpaq pour chacun des candidats
(3) calculer les valeurs propres de d2fpaq, déterminer si la matrice est définie positive ou négative,
(4) conclure.

Une conséquence de la proposition 9.230(3) 40 est que si detM ă 0, alors le point a n’est pas
un extrémum dans le cas où M “ d2fpaq par le point (3) de la proposition 17.74.

Exemple 17.76.
Soit la fonction fpx, yq “ x4 ` y4 ´ 4xy. C’est une fonction différentiable sans problème. D’abord
sa différentielle est

df “ `
4x3 ´ 4y; 4y3 ´ 4xq, (17.298)

et la matrice des dérivées secondes est

M “ d2fpx, yq “
ˆ

12x2 ´4
´4 12y2

˙
. (17.299)

Nous avons df “ 0 pour les trois points p0, 0q, p1, 1q et p1,´1q.
Pour le point p0, 0q nous avons

M “
ˆ

0 ´4
´4 0

˙
, (17.300)

dont les valeurs propres sont 4 et ´4. Elle n’est donc ni définie ni semi-définie positive ou négative.
La proposition 17.74(2) conclut donc p0, 0q n’est pas un extrémum local.

Au contraire pour les points p1, 1q et p´1,´1q nous avons

M “
ˆ

12 ´4
´4 12

˙
, (17.301)

dont les valeurs propres sont 16 et 8. La matrice d2f y est donc définie positive. Ces deux points
sont donc extrémums locaux. △

17.10.4 Un peu de recettes de cuisine

(1) Rechercher les points critiques, càd les px, yq tels que
#Bf

Bx px, yq “ 0
Bf
By px, yq “ 0

En effet, si px0, y0q est un extrémum local de f , alors Bf
Bx px0, y0q “ 0 “ Bf

By px0, y0q.
40. La matrice d2fpaq est toujours symétrique quand f est de classe C2.
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(2) Déterminer la nature des points critiques : « test » des dérivées secondes :

On pose Hpx0, y0q “ B
2f

Bx2 px0, y0qBf
2

By2 px0, y0q ´
ˆ B2f

BxBy px0, y0q
˙2

(2a) Si Hpx0, y0q ą 0 et B2f
Bx2 px0, y0q ą 0 ùñ px0, y0q est un minimum local de f .

(2b) Si Hpx0, y0q ą 0 et B2f
Bx2 px0, y0q ă 0 ùñ px0, y0q est un maximum local de f .

(2c) Si Hpx0, y0q ă 0 ùñ f a un point de selle en px0, y0q.
(2d) Si Hpx0, y0q “ 0 ùñ, on ne peut rien conclure.

17.10.5 Extrema liés

Soit f , une fonction sur Rn, et M Ă Rn une variété de dimension m. Nous voulons savoir
quelles sont les plus grandes et plus petites valeurs atteintes par f sur M .

Pour ce faire, nous avons un théorème qui permet de trouver des extrémums locaux de f sur
la variété. Pour rappel, a PM est une extrémum local de f relativement à l’ensemble M si il
existe une boule Bpa, ϵq telle que fpaq ď fpxq pour tout x P Bpa, ϵq XM .

ThoRGJosS

Théorème 17.77 (Extremum lié [478]).
Soit A, un ouvert de Rn et

(1) une fonction (celle à minimiser) f P C1pA,Rq,
(2) des fonctions (les contraintes) G1, . . . , Gr P C1pA,Rq,
(3) M “ tx P A tel que Gipxq “ 0@iu,
(4) un extrémum local a PM de f relativement à M .

Supposons que les gradients ∇G1paq, . . .,∇Grpaq soient linéairement indépendants. Alors a “
px1, . . . , xnq est une solution de ∇Lpaq “ 0 où

Lpx1, . . . , xn, λ1, . . . , λrq “ fpx1, . . . , xnq `
rÿ

i“1
λiGipx1, . . . , xnq. (17.302)

Autrement dit, si a est un extrémum lié, alors ∇fpaq est une combinaisons des ∇Gipaq, ou encore
il existe des λi tels que

dfpaq “
ÿ

i

λidGipaq. (17.303)EqRDsSXyZEqRDsSXyZ

La fonction L est le lagrangien du problème et les variables λi sont les multiplicateurs de
Lagrange.

Démonstration. Si r “ n alors les vecteurs linéairement indépendantes ∇Gipaq forment une base
de Rn et donc évidemment les λi existent. Nous supposons donc maintenant que r ă n. Nous
notons pziqi“1...n les coordonnées sur Rn.

La matrice ¨
˚̋

BG1Bz1
paq ¨ ¨ ¨ BG1Bzn

paq
... . . . ...

BGrBz1
paq ¨ ¨ ¨ BGrBzn

paq

˛
‹‚ (17.304)

est de rang r parce que les lignes sont par hypothèses linéairement indépendantes. Nous nommons
pyiqi“1,...,r un choix de r parmi les pziq tels que

det

¨
˚̋

BG1By1
. . . BG1Byr... . . . ...

BGrBy1
. . . BGrByr

˛
‹‚‰ 0. (17.305)
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Nous identifions Rn à Rs ˆ Rr dans lequel Rr est la partie générée par les pyiqi“1,...,r. Les co-
ordonnées sur Rs seront nommées pxjqj“1,...,s, de telle sorte que les coordonnées sur Rn seront
x1, . . . , xs, y1, . . . , yr. Dans ces coordonnées, nous nommons a “ pα, βq avec α P Rs et β P Rr.

Si nous notons G “ pG1, . . . , Grq, le théorème de la fonction implicite (théorème 17.52) nous
dit qu’il existe un voisinage U 1 de α P Rn, un voisinage V 1 de β P Rr et une fonction φ : U 1 Ñ V 1
de classe C1 telle que si px, yq P U 1 ˆ V 1, alors

Gpx, yq “ 0 (17.306)

si et seulement si y “ φpxq. Nous posons maintenant

ψpxq “ px, φpxqq (17.307a)
hpxq “ f

`
ψpxq˘. (17.307b)

Nous avons ψpαq “ a et ψpxq P M pour tout x P U 1. La fonction h a donc un extrémum local en
α et donc les dérivées partielles de h y sont nulles. Cela signifie que

0 “ Bh
Bxi pαq “

nÿ

j“1

Bf
Bxj

Bxj
Bxi `

rÿ

k“1

Bf
Byk

Bφk
Bxi , (17.308)

c’est-à-dire
Bf
Bxi pαq `

rÿ

k“1

Bf
Byk paq

Bφk
Bxi pαq “ 0 (17.309)

pour tout i “ 1, . . . , s. D’autre part pour tout k, la fonction lkpxq “ Gk
`
x, φpxq˘ est constante et

vaut zéro ; ses dérivées partielles sont donc nulles :

Bl
Bxi pαq “

BGk
Bxi pαq `

rÿ

k“1

BGk
Byk paq

Bφk
Bxi pαq “ 0 (17.310)

pour tout i “ 1, . . . , s et k “ 1, . . . , r.
Les s premières colonnes de la matrice

¨
˚̊
˚̊
˝

Bf
Bx1

¨ ¨ ¨ Bf
Bxs

Bf
By1

¨ ¨ ¨ Bf
ByrBG1Bx1

¨ ¨ ¨ BG1Bxs

BG1By1
¨ ¨ ¨ BG1Byr...

...
...

...
...

...
BGrBx1

¨ ¨ ¨ BGrBxs

BGrBy1
¨ ¨ ¨ BGrByr

˛
‹‹‹‹‚

(17.311)

s’expriment en termes des r dernières. La matrice est donc au maximum de rang r. Notons que la
première ligne est ∇f et les r suivantes sont les ∇Gi. Vu que ces lignes sont des vecteurs liés, il
existe µ0, . . . , µr tels que

µ0∇f `
rÿ

i“1
µi∇Gi “ 0. (17.312)

Par hypothèse les ∇Gi sont linéairement indépendants, ce qui nous dit que µ0 ‰ 0. Donc nous
avons ce qu’il nous faut :

∇fpaq “
ÿ

i

µi
µ0

∇Gipaq. (17.313)

Notons qu’au vu de l’expression (17.303), le fait que les formes tdGipaqu1ďiďr forment une
partie libre dans pRnq˚ implique que les λi sont uniques.

La proposition suivante est la même que 17.77.
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PropfPPUxh

Proposition 17.78.
Soit U , un ouvert de Rn et des fonctions de classe C1 f, g1, . . . , gr : U Ñ R. Nous considérons

Γ “ tx P U tel que g1pxq “ . . . “ grpxq “ 0u. (17.314)

Soit a un extrémum de f |Γ. Supposons que les formes dg1, . . . , dgr soient linéairement indépen-
dantes en a. Alors il existe λ1, . . . , λr dans R tel que

dfa “
rÿ

i“1
λipdgiqa. (17.315)

En pratique les candidats extrémums locaux sont tous les points où les gradients ne sont pas
linéairement indépendants, plus tous les points donnés par l’équation ∇L “ 0. Parmi ces candidats,
il faut trouver lesquels sont maximums ou minima, locaux ou globaux.

L’existence d’extrémums locaux se prouve généralement en invoquant de la compacité, et en
invoquant le lemme suivant qui permet de réduire le problème à un compact.

LemmeMinSCimpliqueS

Lemme 17.79.
Soit S, une partie de Rn et C, un ouvert de Rn. Si a P IntS est un minimum local relatif à SXC,
alors il est un minimum local par rapport à S.

Démonstration. Vu que a est un minimum local relatif à S X C, il existe un ϵ1 ą 0 tel que pour
tout x P Bpa, ϵ1q X S X C, nous avons fpxq ě fpaq.

Mais étant donné que C est ouvert, et que a P C, il existe un ϵ2 tel que Bpa, ϵ2q Ă C. En prenant
ϵ “ mintϵ1, ϵ2u, nous trouvons que fpxq ě fpaq pour tout x P Bpa, ϵq X pS XCq “ Bpa, ϵq X S.

17.11 Fonctions convexes
SECooVZWWooUjxXYiDefVQXRJQz

Définition 17.80 ([500]).
Une fonction f d’un intervalle I de R vers R est dite convexe lorsque, pour tous x1 et x2 de I
et tout λ dans r0, 1s nous avons

f
`
λx1 ` p1´ λqx2

˘ ď λ fpx1q ` p1´ λq fpx2q (17.316)EQooYNAPooFePQZyEQooYNAPooFePQZy

Si pour tout λ P s0, 1r et pour tout x ‰ y dans I nous avons

f
`
λx1 ` p1´ λqx2

˘ ă λ fpx1q ` p1´ λq fpx2q (17.317)EQooEGBSooCevoPBEQooEGBSooCevoPB

alors nous disons que la fonction f est strictement convexe sur I.
Une fonction est concave si son opposée est convexe.

17.81 ([500]).
Les différents résultats pour les fonctions convexes s’adaptent généralement sans mal aux fonctions
strictement convexes. Une nuance cependant : de même que les fonctions dérivables convexes sont
celles qui ont une dérivée croissante, les fonctions dérivables strictement convexes sont celles qui ont
une dérivée strictement croissante (proposition 17.87). En revanche, il ne faudrait pas croire que
la dérivée seconde d’une fonction dérivable strictement convexe est nécessairement une fonction à
valeurs strictement positives (voir théorème 17.88) : la dérivée d’une fonction strictement croissante
peut s’annuler occasionnellement, ou plus exactement peut s’annuler sur un ensemble de points
d’intérieur vide. Penser à x ÞÑ x4 pour un exemple de fonction strictement convexe dont la dérivée
seconde s’annule.

17.82.
Demander un λ P r0, 1s est équivalent à demande des α, β ě 0 tels que α ` β “ 1. En effet, si
α` β “ 1, alors il suffit de se dire que α est le λ et que β “ 1´ α.
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LEMooXUDSooBUMnaZ

Lemme 17.83.
soit une fonction strictement convexe f . Soient α, β ą 0 tels que α` β “ 1. Nous avons

fpαu` βvq “ αfpuq ` βfpvq (17.318)EQooDKKUooSHLfwyEQooDKKUooSHLfwy

si et seulement si u “ v.

Démonstration. Tant que u ‰ v, la définition (17.317) est une inégalité stricte. Donc si (17.318)
est valide, alors u “ v.

Dans le sens inverse, si u “ v, alors αu` βv “ u, et αfpuq ` βfpvq “ fpuq.

17.11.1 Inégalité des pentes

Dans l’étude des fonctions convexes nous allons souvent utiliser la fonction taux d’accroisse-
ment qui est, pour α dans le domaine de convexité de f définie par

τα : Iztαu Ñ R

x ÞÑ fpxq ´ fpαq
x´ α .

(17.319)EqRYBazWdEqRYBazWd

PropMDMGjGO

Proposition 17.84 (Inégalité des pentes[501]).
Soit f une fonction convexe sur un intervalle I Ă R. Alors pour tout a ă b ă c dans I nous
avons 41

fpbq ´ fpaq
b´ a ď fpcq ´ fpaq

c´ a ď fpcq ´ fpbq
c´ b . (17.320)

En d’autres termes,
τapbq ď τapcq ď τbpcq, (17.321)

c’est-à-dire que τ est croissante en ses deux arguments.

Démonstration. D’abord les inégalités a ă b ă c impliquent 0 ă b´ a ă c´ a et donc

λ “ b´ a
c´ a ă 1. (17.322)

L’astuce est de remarquer que p1´ λqa` λc “ b. Donc λ a toutes les bonnes propriétés pour être
utilisé dans la définition de la convexité :

f
`p1´ λqa` λc˘ ď λfpcq ` p1´ λqfpaq, (17.323)

c’est-à-dire
fpbq ´ fpaq ď λ

`
fpcq ´ fpaq˘ (17.324)

ou encore, en remplaçant λ par sa valeur :

fpbq ´ fpaq
b´ a ď fpcq ´ fpaq

c´ a . (17.325)

Cela fait déjà une des inégalités à savoir.
D’autre part en partant de ´a ą ´b ă c nous posons

0 ă λ “ c´ b
c´ a. (17.326)

Nous avons à nouveau b “ p1´ λqc` λa et nous pouvons obtenir la seconde inégalité

fpcq ´ fpaq
c´ a ď fpcq ´ fpbq

c´ b . (17.327)

41. Les inégalités sont strictes si la fonction f est strictement convexe.
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Géométriquement, l’inégalité des pentes se comprend facilement : le coefficient angulaire de la
corde du graphe augmente. Donc si x ă y ă z, le coefficient moyen entre x et y est plus petit que
celui entre x et z qui est plus petit que celui entre y et z.

Donc si le coefficient angulaire moyen entre a et b ` u vaut celui entre a et b, ce coefficient
ne peut qu’être constant entra a et b : sinon il serait plus grand entre b et b ` u et la moyenne
sur a Ñ b ` u serait plus grande que sa moyenne sur a Ñ b. Mais avoir un coefficient angulaire
constant signifie être une droite.

En résumé, si une fonction est convexe et non strictement convexe, alors son graphe est une
droite. C’est en gros cela que la proposition 17.92 clarifiera.

17.11.2 Convexité et régularité
LemKLTsHIQ

Lemme 17.85 ([500]).
Une fonction convexe sur un ouvert de R

(1) y admet des dérivées à gauche et à droite en chaque point,
(2) y est continue.

Démonstration. Si A est l’ouvert sur lequel la fonction f est convexe, pour chaque point x de A, il
existe une boule Bpx, rq Ă A. Pour 0 ă r1 ă r nous avons aussi Bp0, r1q Ă A. Bref, nous pouvons
supposer que f est définie et convexe sur un intervalle I “ ra, bs.

Soit α P I. Nous allons prouver que f est continue en α. Nous considérons τα le taux d’accrois-
sement défini par (17.319) ; c’est une fonction croissante comme précisé dans l’inégalité des trois
pentes 17.84 et de plus ταpxq est bornée supérieurement par ταpbq pour x ă α et inférieurement
par ταpaq pour x ą α. Les limites existent donc et sont finies par la proposition 12.56. Autrement
dit les limites

lim
xÑα`

fpxq ´ fpαq
x´ α “ lim

xÑα`
ταpxq “ inf

tąα ταptq (17.328a)

lim
xÑα´

fpxq ´ fpαq
x´ α “ lim

xÑα´
ταpxq “ sup

tăα
ταptq. (17.328b)

existent et sont finies, c’est-à-dire que la fonction f admet une dérivée à gauche et à droite.
Pour tout x nous avons les inégalités

ταpaq ď fpxq ´ fpαq
x´ α ď ταpbq. (17.329)

En posant k “ maxtταpaq, ταpbqu nous avons
ˇ̌
fpxq ´ fpαqˇ̌ ď k|x´ α|. (17.330)

La fonction est donc Lipschitzienne et par conséquent continue par la proposition 12.315.

Remarque 17.86.
Les dérivées à gauche et à droite ne sont à priori pas égales. Penser par exemple à une fonction
affine par morceaux dont les pentes augmentent à chaque morceau.

17.11.3 Dérivées d’une fonction convexe
PropYKwTDPX

Proposition 17.87 ([502, 503, 1]).
Une fonction dérivable sur un intervalle I de R ITEMooUTSAooJvhZNm

(1) est convexe si et seulement si sa dérivée est croissante sur I.
ITEMooLLSIooFwkxtV

(2) est strictement convexe si et seulement si sa dérivée est strictement croissante sur I

Démonstration. Pour la preuve de (1) et (2), nous allons démontrer les énoncés « non stricts » et
indiquer ce qu’il faut changer pour obtenir les énoncés « stricts ».
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(1) Sens direct Nous supposons que f est convexe. Soient a ă b dans I et x P sa, br. D’après
l’inégalité des pentes 17.84,

fpxq ´ fpaq
x´ a ď fpbq ´ fpaq

b´ a ď fpbq ´ fpxq
b´ x . (17.331)EqATDLooIcqdDIEqATDLooIcqdDI

En faisant la limite xÑ a nous avons

f 1paq ď fpbq ´ fpaq
b´ a (17.332)

et la limite xÑ b donne
fpbq ´ fpaq

b´ a ď f 1pbq. (17.333)

Ici les inégalités sont à priori non-strictes, même si f est strictement convexe : même avec
des inégalités strictes dans (17.331), le passage à la limite rend l’inégalité non stricte. Quoi
qu’il en soit nous avons

f 1paq ď f 1pbq. (17.334)EqQGVMooBpuvNrEqQGVMooBpuvNr

(2) Sens direct : strict Nous savons déjà que f 1 est croissante. Si (17.334) était une égalité,
alors f 1 serait constante sur sa, br parce qu’en prenant c entre a et b nous aurions f 1paq ď
f 1pcq ď f 1pbq avec f 1paq “ f 1pbq. Donc f 1paq “ f 1pcq. Avoir f 1 constante sur un intervalle est
contraire à la stricte convexité.

(3) Sens réciproque
Nous supposons que f 1 est croissante et nous considérons a ă b dans I ainsi que λ P r0, 1s.
Nous posons x “ λa`p1´λqb, et nous savons que a ď x ď b. Le théorème des accroissements
finis 12.190 donne c1 P sa, xr et c2 P sx, br tels que

f 1pc1q “ fpxq ´ fpaq
x´ a (17.335)

et
f 1pc2q “ fpbq ´ fpxq

b´ x . (17.336)

Et en plus c1 ă c2. Vu que f 1 est croissante nous avons f 1pc1q ď f 1pc2q et donc

fpxq ´ fpaq
x´ a ď fpbq ´ fpxq

b´ x . (17.337)EqSAOCooWAwClQEqSAOCooWAwClQ

En remplaçant x par sa valeur en termes de λ, a et b nous avons x ´ a “ p1 ´ λqpb ´ aq et
b´ x “ λpb´ aq, et l’inégalité (17.337) nous donne

fpxq ď λfpaq ` p1´ λqfpbq. (17.338)

(4) Sens réciproque : strict Si f 1 est strictement croissante, nous avons f 1pc1q ă f 1pc2q et
les inégalité suivantes sont strictes, ce qui donne

fpxq ă λfpaq ` p1´ λqfpbq. (17.339)

ThoGXjKeYb

Théorème 17.88 ([502]).
Soit une fonction f de classe C2. ITEMooIUTQooTkRMoyBP

(1) Est convexe si et seulement si f2 est positive.
ITEMooXUOMooYIoOtv

(2) Si f2 est strictement positive, elle est strictement convexe.

Démonstration. En deux parties.
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(1) Pour (1) La fonction est C2, donc f2 est positive si et seulement si f 1 est croissante (pro-
position 12.183) alors que la proposition 17.87 nous jure que f sera convexe si et seulement
si f 1 est croissante.

(2) Pour (2) Si f2 est strictement positive, f 1 sera strictement croissante et donc f strictement
convexe (proposition 17.87).

REMooVRPQooIybxmp

Remarque 17.89.
Une fonction peut être strictement convexe sans que sa dérivée seconde ne soit toujours strictement
positive. En exemple : x ÞÑ x4 est strictement convexe alors que sa dérivée seconde s’annule en
zéro.

ExPDRooZCtkOz

Exemple 17.90.
Quelques exemples utilisant le théorème 17.88

(1) La fonction x ÞÑ x2 est convexe parce que sa dérivée seconde est la constante (positive) 2.
(2) La fonction x ÞÑ 1

x est convexe sur R`zt0u (sa dérivée seconde est 2x´3).
ITEMooRXSBooDBerbx

(3) La fonction exponentielle est strictement convexe par le théorème 17.88.
(4) La fonction ln est concave parce que la dérivée seconde de ´ ln est 1

x2 qui est strictement
positif.

△

Nous en démontrons une en détail ; elle sera utile en analyse fonctionnelle, lors de l’étude des
espaces Lp. Voir par exemple le théorème de la projection 27.147.

LEMooSXTXooZOmtKq

Lemme 17.91.
Soient p ą 1 et la fonction

f : s0,8r Ñ R

x ÞÑ xp
(17.340)

est strictement convexe.

Démonstration. La proposition 14.273 nous permet de dire que la fonction f est de classe C8 et
que la dérivée seconde est donnée par

f2pxq “ ppp´ 1qxp´2. (17.341)

Cela est strictement positif pour tous les x considérés, le théorème 17.88 conclut.

17.11.4 Graphe d’une fonction convexe

L’idée principale du graphe d’une fonction convexe est qu’il est toujours au dessus du graphe
de ses tangentes (lorsqu’elles existent). Lorsqu’elles n’existent pas, le lemme 17.85 donne des coef-
ficients directeurs de droites qui vont rester en dessous du graphe de la fonction.

PROPooOCOEooEGybmS

Proposition 17.92 ([504]).
Une fonction convexe est strictement convexe si et seulement si il n’existe aucun intervalle de
longueur non nulle sur lequel elle coïncide avec une fonction affine.

Démonstration. Si sur l’intervalle (non réduit à un point) rx, ys, la fonction convexe f coïncide
avec une fonction affine, alors fptq “ at` b et pour λ P s0, 1r nous avons

f
`
λx` p1´ λqy˘ “ aλx` ap1´ λqy ` b “ λfpxq ` p1´ λqfpyq (17.342)

où nous avons remplacé b par λb ` p1 ´ λqb. Par conséquent la fonction n’est pas strictement
convexe.
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Nous supposons maintenant que la fonction convexe f n’est pas strictement convexe sur l’in-
tervalle I. Il existe x ‰ y P I et λ P s0, 1r tels que

f
`
λx` p1´ λqy˘ “ λfpxq ` p1´ λqfpyq. (17.343)

Nous posons z “ λx` p1´ λqy et u P sx, zr pour écrire des inégalités des pentes entre x ă u ă
z ă y. Plus précisément si nous notons a Ñ b la pente de a à b, c’est-à-dire a Ñ b “ fpbq´fpaq

b´a ,
alors les inégalités des pentes pour x ă u ă z puis u ă z ă y donnent

xÑ z ď uÑ z ď z Ñ y. (17.344)EqooBMEFooMpoEzdEqooBMEFooMpoEzd

Voyons maintenant qu’en réalité z Ñ y “ xÑ z. En effet en replaçant

fpyq “ fpzq ´ λfpxq
1´ λ (17.345)

et
y “ λx

1´ λ (17.346)

dans l’expression z Ñ y “ fpyq´fpzq
y´z nous obtenons

z Ñ y “ fpyq ´ fpzq
y ´ z “ fpzq ´ fpxq

z ´ x “ xÑ z. (17.347)

Les inégalités (17.344) sont donc des égalités :
fpzq ´ fpxq

z ´ x “ fpzq ´ fpuq
z ´ u “ fpyq ´ fpzq

y ´ z . (17.348)

Nous avons donc montré que le nombre a “ fpzq´fpuq
z´u ne dépend pas de u. Nous avons alors

fpzq ´ fpuq “ apz ´ uq (17.349)

ou encore :
fpuq “ fpzq ´ apz ´ uq, (17.350)

ce qui signifie que sur sx, zr, la fonction f est affine.
PROPooQPOSooDZlUAJ

Proposition 17.93.
Une fonction dérivable sur un intervalle I de R est convexe si et seulement si son graphe est au
dessus de chacune de ses tangentes.

Démonstration. En deux parties.
(1) Sens direct Soient x, y P I. Nous voulons :

fpyq ě fpxq ` f 1pxqpy ´ xq. (17.351)

Étant donné que nous aurons besoin, dans le quotient différentiel de quelque chose comme
fpx` tq ´ fpxq nous écrivons la définition (17.316) de la convexité en inversant les rôles de
x et y et en manipulant un peu :

f
`
ty ` p1´ tqx˘ ď tfpyq ` p1´ tqfpxq (17.352a)

f
`
x` tpy ´ xq˘ ď tfpyq ` p1´ tqfpxq (17.352b)

f
`
x` tpy ´ xq˘´ fpxq ď tfpyq ´ tfpxq (17.352c)

Nous divisons par t :
f
`
x` tpy ´ xq˘´ fpxq

t
ď fpyq ´ fpxq. (17.353)

Le passage à la limite tÑ 0 donne

py ´ xqf 1pxq ď fpyq ´ fpxq, (17.354)

ce qu’il fallait.
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(2) Sens inverse Pour tout x, y P I nous supposons avoir

fpyq ě fpxq ` f 1pxqpy ´ xq. (17.355)EQooEXXIooHXJnEREQooEXXIooHXJnER

Si nous supposons x ‰ y et si nous posons z “ λx` p1´ λqy nous voulons prouver que

fpzq ď λfpxq ` p1´ λqfpyq. (17.356)

Pour cela nous écrivons l’inégalité (17.355) avec les couples px, zq et py, zq :

fpxq ě fpzq ` f 1pzq1px´ zq (17.357a)
fpyq ě fpzq ` f 1pzq1py ´ zq (17.357b)

En multipliant la première par λ et la seconde par p1´ λq et en sommant,

λfpxq ` p1´ λqfpyq ě λfpzq ` λf 1pzqpx´ zq ` p1´ λqfpzq ` p1´ λqf 1pzqpy ´ zq
(17.358a)

“ fpzq ` f 1pzq`λpx´ zq ` p1´ λqpy ´ zq˘ (17.358b)
“ fpzq. (17.358c)

PropNIBooSbXIKO

Proposition 17.94 ([1]).
Soit f : R Ñ R une fonction convexe et a P R. Il existe une constante ca P R telle que pour tout
x nous ayons

fpxq ´ fpaq ě capx´ aq. (17.359)EqSKIooSeAekMEqSKIooSeAekM

Autrement dit, le graphe de la fonction f est toujours au dessus de la droite d’équation

y “ fpaq ` capx´ aq. (17.360)

Démonstration. Les dérivées à gauche et à droite de f données par le lemme 17.85 sont les candidats
tout désignés pour être coefficient directeur de la droite que l’on cherche. Nous allons prouver qu’en
posant

ca “ inf
tąa τaptq, (17.361)

la droite y “ fpaq ` capx´ aq répond à la question 42.
Nous devons prouver que le nombre ∆x “ fpxq ´ `

fpaq ` capx´ aq
˘

est positif pour tout x.
(1) Si x ą a

Nous divisons par x´ a et nous devons prouver que ∆x
x´a est positif :

∆x

x´ a “
fpxq ´ fpaq

x´ a ´ ca (17.362a)

“ τapxq ´ inf
tąa τaptq (17.362b)

ě 0 (17.362c)

parce que tÑ τaptq est croissante et que x ą a.
(2) Si x ă a

Nous divisons par x´ a et nous devons prouver que ∆x
x´a est négatif :

∆x

x´ a “
fpxq ´ fpaq

x´ a ´ ca (17.363a)

“ τapxq ´ inf
tąa τaptq (17.363b)

ď 0 (17.363c)

parce que tÑ τaptq est croissante et que x ă a.

42. En prenant l’autre, c1
a “ suptăa τaptq, ça fonctionne aussi. En pensant à une fonction affine par morceaux, on

remarque qu’en choisissant un nombre entre les deux, nous avons plus facilement une inégalité stricte dans (17.359).
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PropPEJCgCH

Proposition 17.95 ([1]).
Si g est une fonction convexe, il existe deux suites réelles panq et pbnq telles que

gpxq “ sup
nPN
panx` bnq. (17.364)

Démonstration. Pour u P R nous considérons apuq et bpuq tels que la droite ypxq “ apuqx ` bpuq
vérifie ypuq “ gpuq et ypxq ď gpxq pour tout x. Cela est possible par la proposition 17.94. Il s’agit
d’une droite coupant le graphe de g en x “ u et restant en dessous. Nous considérons alors punq
une suite quelconque dense dans R (disons les rationnels pour fixer les idées) et nous posons

"
an “ apunq (17.365a)
bn “ bpunq. (17.365b)

Si q P Q alors anx ` bn ď gpxq pour tout n et gpqq est le supremum qui est atteint pour le n tel
que un “ q. Si maintenant x n’est pas dans Q il faut travailler plus.

Nous prenons pq̃nq, une sous-suite de pqnq convergeant vers x et N suffisamment grand pour
que pour tout n ě N on ait |q̃n´x| ď ϵ et |gpq̃nq´gpxq| ď ϵ ; cela est possible grâce à la continuité
de g (lemme 17.85). Ensuite les sous-suites pãnq et pb̃nq sont celles qui correspondent :

ãnq̃n ` b̃n “ gpq̃nq. (17.366)

Nous considérons la majoration

|ãnx` b̃n ´ gpxq| ď |ãnx` b̃n ´ pãnq̃n ` b̃nq| ` |ãnq̃n ` b̃n ´ gpq̃nq|looooooooooomooooooooooon
“0

` |gpq̃nq ´ gpxq|looooooomooooooon
ďϵ

(17.367a)

ď |ãn||x´ q̃n| ` ϵ (17.367b)
“ ϵ

`|ãn| ` 1
˘
. (17.367c)

Il nous reste à montrer que |ãn| est borné par un nombre ne dépendant pas de n (pour les n ą N).
Comme la droite de coefficient directeur ãn et passant par le point

`
q̃n, gpq̃nq

˘
reste en dessous

du graphe de g, nous avons pour tout n et tout y P R l’inégalité

gpyq ě ãnpy ´ q̃nq ` gpq̃nq P ãnBpy ´ x, ϵq `B
`
gpxq, ϵ˘. (17.368)

Si ãn n’est pas borné vers le haut, nous prenons y tel que Bpy ´ x, ϵq soit minoré par un nombre
k strictement positif et nous obtenons

gpyq ě kãn ` l (17.369)

avec k et l indépendants de n. Cela donne gpyq “ 8. Si au contraire ãn n’est pas borné vers le bas,
nous prenons y tel que Bpy´x, ϵq est majoré par un nombre k strictement négatif. Nous obtenons
encore gpyq “ 8.

Nous concluons que |ãn| est bornée.
LemXOUooQsigHs

Lemme 17.96 ([104]).
L’application

ϕ : S``pn,Rq Ñ R

A ÞÑ detpAq (17.370)

est log-convave, c’est-à-dire que l’application ln ˝ϕ est concave 43. De façon équivalente, si A,B P
S`` et si α` β “ 1, alors

detpαA` βBq ě detpAqα detpBqβ. (17.371)EqSPKooHFZvmBEqSPKooHFZvmB

43. La définition 15.81 du logarithme ne fonctionne que pour les réels strictement positifs. C’est le cas du déter-
minant d’une matrice réelle symétrique strictement définie positive.



1558 CHAPITRE 17. ENCORE DE L’ANALYSE (ET C’EST PAS FINI)

Ici S`` est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies positives, définition 9.227.

Démonstration. En plusieurs étapes.
(1) Pseudo-réduction Le théorème de pseudo-réduction simultanée, corolaire 11.37, appliqué

aux matrices A et B nous donne une matrice inversible Q telle que
"
B “ QtDQ (17.372a)
A “ QtQ (17.372b)

avec

D “

¨
˚̋
λ1

. . .
λn

˛
‹‚, (17.373)

λi ą 0. Nous avons alors

detpAqα detpBqβ “ detpQq2α detpQq2β detpDqβ “ detpQq2 detpDqβ (17.374)

(parce que α` β “ 1) et

detpαA` βBq “ detpαQtQ` βQtDQq (17.375a)
“ det

`
Qtpα1` βDqQ˘ (17.375b)

“ detpQq2 detpα1` βDq. (17.375c)

(2) Ré-expression L’inégalité (17.371) qu’il nous faut prouver se réduit donc à

detpα1` βDq ě detpDqβ. (17.376)

Vue la forme de D nous avons

detpα1` βDq “
nź

i“1
pα` βλiq (17.377)

et
detpDqβ “ ` nź

i“1
λi
˘β
. (17.378)

Il faut donc prouver que
nź

i“1
pα` βλiq ě

` nź

i“1
λi
˘β
. (17.379)EqGFLooOElciSEqGFLooOElciS

Cette dernière égalité de produit sera prouvée en passant au logarithme.
(3) Logarithme Puisque le logarithme est concave par l’exemple 17.90, nous avons pour chaque

i que
lnpα` βλiq ě α lnp1q ` β lnpλiq “ β lnpλiq. (17.380)

En sommant cela sur i et en utilisant les propriétés de croissance et de multiplicativité du
logarithme nous obtenons successivement

nÿ

i“1
lnpα` βλiq ě β

ÿ

i

lnpλiq (17.381a)

ln
`ź

i

pα` βλiq
˘ ě ln

´`ź

i

λi
˘β¯ (17.381b)

ź

i

pα` βλiq ě
`ź

i

λi
˘β
, (17.381c)

ce qui est bien (17.379).
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Rappel de notations : R` “ r0,8r. Voir la remarque 1.412.
LEMooNUDOooVfVPkw

Lemme 17.97 ([1]).
Soit une fonction strictement convexe g : R` Ñ R`. Soit une fonction f : R`ˆR` Ñ R` vérifiant

(1) fp0, 0q “ 0,
(2) fptx, tyq “ tfpx, yq pour tout t (tant que ça ne déborde pas du domaine)
(3) fp1, yq “ gpyq pour tout y
(4) fp0, yq “ fpy, 0q.

Alors f est convexe.

Démonstration. Nous devons prouver que pour toute paire de points A,B sur le graphe de f , le
segment rA,Bs est au-dessus du graphe de f . Ledit graphe étant d’ailleurs constitué de droites
joignant p0, 0, 0q et les points du graphe de g (situé en x “ 1).

Nous notons C le graphe de f .

(1) Une corde alignée à O Soient deux point A et B alignés à l’origine O. Un point quel-
conque de rA,Bs (et même de toute la droite) s’écrit

`
tAx, tAy, tfpAx, Ayq

˘ “ `
tAx, tAy, fptAx, tAyq

˘
, (17.382)

et donc est sur le graphe de f .
(2) Autre corde Nous prouvons que rA,Bs X C “ tA,Bu.

Si A et B sont dans le plan x “ 1 alors c’est d’accord parce que le graphe de f dans le plan
est le même que celui de la fonction strictement convexe g.
Si A et B ne sont pas alignés à O et si ils ne sont pas dans le plan x “ 1 alors le plan AOB
coupe le plan x “ 1 en une droite.
Nous supposons l’existence d’un point C P sA,Br X C.
Nous considérons la droite pOAq qui est contenue dans ce plan et dans C (au moins la partie
positive) et nous notons A1 son intersection avec le plan x “ 1. Même chose pour B et C qui
donnent B1 et C 1.
Cela nous donne des points A1, B1 et C 1 qui sont alignés dans le graphe de f en x “ 1. Or
le graphe de f en x “ 1 est le graphe de la fonction g qui est strictement convexe et qui ne
contient donc pas de points alignés.
Nous en concluons que si A,B P C alors sA,Br est soit complètement strictement au-dessus
de C soit complètement strictement en-dessous de C.

Nous prouvons à présent que toutes les cordes sont au-dessus de C. Pour cela, soient A,B P
s0,8rˆs0,8r, deux points non alignés à O “ p0, 0q. Nous considérons les points A1, B1 qui sont les
intersections entre les droites pAOq et pBOq et la droite x “ 1 ainsi que le chemin σ qui parcourt
le segment rA,A1s et le chemin γ qui parcourt le segment rB,B1s :

σp0q “ A, γp0q “ B,

σp1q “ A1, γp1q “ B1.
(17.383)

Pour tout u, la seule droite passant par O et par σpuq passe également par A, et pas par B. En
conséquence de quoi, pour tout u1, u2 P r0, 1s, la droite

`
σpu1qγpu2q

˘
ne passe pas par p0, 0q.

Nous considérons à présent non seulement la corde joignant
`
A, fpAq˘ à

`
B, fpBq˘ et la corde

joignant
`
A1, fpA1q˘ à

`
B1, fpB1q˘ mais également toutes les cordes intermédiaires (si vous aimez

les grands mots, vous pouvez parler d’homotopie) :

cpu, tq “ t
´
σpuq, f`σpuq˘

¯
` p1´ tq

´
γpuq, f`γpuq˘

¯
(17.384)
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Pour chaque u P r0, 1s, cela représente une corde entre deux points non alignés à p0, 0, 0q et donc
une corde qui est soit strictement au-dessus de C soit strictement en-dessous (à par les points
correspondant à t “ 0 et t “ 1 qui, eux, sont sur C).

Soit t0 P s0, 1r. La courbe cpu, t0q avec u P r0, 1s ne touche jamais C. Or le point cp1, t0q est
au-dessus de C, donc le point cp0, t0q est également au-dessus de C.

Nous en concluons que toutes les cordes entre pA, fpAqq et pB, fpBqq est située au-dessus de C
et non en-dessous de C.

17.11.5 Convexité et hessienne
DEFooKCFPooLwKAsS

Définition 17.98.
Soit une partie convexe U de Rn et une fonction f : U Ñ R.

(1) La fonction f est convexe si pour tout x, y P U avec x ‰ y et pour tout θ P s0, 1r nous avons

f
`
θx` p1´ θqy˘ ď θfpxq ` p1´ θqfpyq. (17.385)

(2) Elle est strictement convexe si nous avons l’inégalité stricte.
PROPooYNNHooSHLvHp

Proposition 17.99 ([499]).
Soit Ω ouvert dans Rn et U convexe dans Ω, et une fonction différentiable f : U Ñ R.ITEMooRVIVooIayuPS

(1) La fonction f est convexe sur U si et seulement si pour tout x, y P U ,

fpyq ě fpxq ` dfxpy ´ xq. (17.386)
ITEMooCWEWooFtNnKl

(2) La fonction f est strictement convexe sur U si et seulement si pour tout x, y P U avec x ‰ y,

fpyq ą fpxq ` dfxpy ´ xq. (17.387)

Démonstration. Nous avons quatre petites choses à démontrer.
(1) (1) sens direct Soit une fonction convexe f . Nous avons :

f
`p1´ θqx` θy˘ ď p1´ θqfpxq ` θfpyq, (17.388)

donc
f
`
x` θpy ´ xq˘´ fpxq ď θ

`
fpyq ´ fpxq˘ (17.389)

Puisque θ ą 0 nous pouvons diviser par θ sans changer le sens de l’inégalité :

f
`
x` θpy ´ xq˘´ fpxq

θ
ď fpyq ´ fpxq. (17.390)EQooAXXFooHWtiJhEQooAXXFooHWtiJh

Nous prenons la limite θ Ñ 0`. Cette limite est égale à a limite simple θ Ñ 0 et vaut (parce
que f est différentiable) :

Bf
Bpy ´ xqpxq ď fpyq ´ fpxq, (17.391)

et aussi
dfxpy ´ xq ď fpyq ´ fpxq (17.392)

par le lemme 12.253.
(2) (1) sens inverse Pour tout a ‰ b dans U nous avons

fpbq ě fpaq ` dfapb´ aq. (17.393)EQooEALSooJOszWrEQooEALSooJOszWr

Pour x ‰ y dans U et pour θ P s0, 1r nous écrivons (17.393) pour les couples
`
θx`p1´θqy, y˘

et
`
θx` p1´ θqy, x˘. Ça donne :

fpyq ě f
`
θx` p1´ θqy˘` dfθx`p1´θqy

`
θpy ´ xq˘, (17.394)
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et
fpxq ě f

`
θx` p1´ θqy˘` dfθx`p1´θqy

`p1´ θqpx´ yq˘. (17.395)

La différentielle est linéaire ; en multipliant la première par p1´ θq et la seconde par θ et en
la somme, les termes en df se simplifient et nous trouvons

θfpxq ` p1´ θqfpyq ě f
`
θx` p1´ θqy˘. (17.396)

(3) (2) sens direct Nous avons encore l’équation (17.390), avec une inégalité stricte. Par
contre, ça ne va pas être suffisant parce que le passage à la limite ne conserve pas les inégalités
strictes. Nous devons donc être plus malins.
Soient 0 ă θ ă ω ă 1. Nous avons p1 ´ θqx ` θy P rx, p1 ´ ωqx ` ωys, donc nous pouvons
écrire p1´ θqx` θy sous la forme p1´ sqx` s`p1´ ωqx` ωy˘. Il se fait que c’est bon pour
s “ θ{ω (et aussi que nous avons θ{ω ă 1). Donc nous avons

f
`p1´ θqx` θy˘ “ f

´
p1´ θ

ω
qx` θ

ω

`p1´ ωqx` ωy˘
¯

(17.397a)

ă p1´ θ

ω
qfpxq ` θ

ω
f
`p1´ ωqx` ωy˘. (17.397b)

Cela nous permet d’écrire

f
`p1´ θqx` θy˘´ fpxq

θ
ă f

`p1´ ωqx` ωy˘
ω

ă fpyq ´ fpxq. (17.398)

Le seconde inégalité est le pendant de (17.390). Maintenant en passant à la limite pour θ
nous conservons une inégalité stricte par rapport à fpyq ´ fpxq :

dfxpy ´ xq ă fpyq ´ fpxq. (17.399)

Avant de lire la proposition suivante, il faut relire la proposition 12.345 et ce qui s’y rapporte.
Lire aussi la remarque 17.89 qui indique qu’il n’y a pas de réciproque dans l’énoncé (2).

REMooYCRKooEQNIkC

Remarque 17.100.
Notons que la condition (17.400) n’est pas équivalente à demander pd2fqxph, hq ě 0 pour tout h.
En effet nous ne demandons la positivité que dans les directions atteignables comme différence de
deux éléments de U . La partie U n’est pas spécialement ouverte ; elle pourrait n’être qu’une droite
dans R3. Dans ce cas, demander que f (qui est C2 sur l’ouvert Ω) soit convexe sur U ne demande
que la positivité de pd2fqx appliqué à des vecteurs situés sur la droite U .

PROPooBMIRooFkQSAb

Proposition 17.101 ([499]).
Soit une fonction f : Ω Ñ R deux fois différentiable sur l’ouvert Ω de Rn et un convexe U Ă Ω.

ITEMooZQCAooIFjHOn

(1) La fonction f est convexe sur U si et seulement si

pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ě 0 (17.400)EQooIBDCooJYdiBbEQooIBDCooJYdiBb

pour tout x, y P U . ITEMooHAGQooYZyhQk

(2) Si pour tout x ‰ y dans U nous avons

pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ą 0 (17.401)

alors la fonction f est strictement convexe sur U .

Démonstration. Il y a trois parties à démontrer.
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(1) (1) sens direct
Soit une fonction convexe f sur U . Soient aussi x, y P U et h “ y ´ x. Nous utilisons ma
version préférée de Taylor 44 : celle de la proposition 12.449 :

fpx` thq “ fpxq ` tdfxphq ` t2

2 pd
2fxqph, hq ` t2}h}2αpthq (17.402)

avec limsÑ0 αpsq “ 0. Le fait que f soit convexe donne

0 ď fpx` thq ´ fpxq ´ tdfxphq, (17.403)

et donc
0 ď t2

2 pd
2fqxph, hq ` f2}h}2αpthq. (17.404)

En multipliant par 2 et en divisant par t2,

0 ď pd2fqxph, hq ` 2}h}2αpthq. (17.405)

En prenant tÑ 0 nous avons bien pd2fqxpy ´ x, y ´ xq ě 0.
(2) (1) sens inverse

Soient x, y P U . Nous écrivons Taylor en version de la proposition 12.450 :

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2pd

2fqzpy ´ x, y ´ xq (17.406)

pour un certain z P sx, yr. En vertu de ce qui a été dit dans la remarque 17.100 nous ne
pouvons pas évoquer l’hypothèse (17.400) pour conclure que pd2fqzpy ´ x, y ´ xq ě 0. Il y a
deux manières de nous sortir du problème :

— Trouver s P U tel que y ´ x “ s´ z.
— Trovuer un z P U tel que z ´ x soit un multiple de y ´ x.

La première approche ne fonctionne pas parce que s “ y´x`z n’est pas garanti d’être dans
U ; par exemple avec x “ 1, z “ 2, y “ 3 et U “ r0, 3s. Dans ce cas s “ 4 R U .
Pour suivre la seconde approche, nous posons z “ θx`p1´ θqy, donc z´x “ p1´ θqpy´xq.
Dans ce cas la bilinéarité de pd2fqz donne 45

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2

1
p1´ θq2 pd

2fqzpz ´ x, z ´ xq
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

ě0

. (17.407)

Nous en déduisons que f est convexe par la proposition 17.99(1).
(3) (2)

Le raisonnement que nous venons de faire pour le sens inverse de (1) tient encore, et nous
avons

fpyq “ fpxq ` dfxpy ´ xq ` 1
2

1
p1´ θq2 pd

2fqzpz ´ x, z ´ xq
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

ą0

(17.408)

d’où nous déduisons la stricte convexité de f par la proposition 17.99(2).

CORooMBQMooWBAIIH

Corolaire 17.102.
Soit un ouvert Ω de Rn et une fonction deux fois différentiable f sur Ω.

44. Si vous présentez ceci au jury d’un concours, vous devriez être capable de raconter ce que signifie d2f , et
pourquoi nous l’utilisons comme une 2-forme.

45. Si vous avez bien suivi, la bilinéarité est contenue dans la proposition 12.345.
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ITEMooUAFTooXfCviI

(1) La fonction f est convexe si et seulement si pour tout x, la matrice hessienne d2fx est semi-
définie positive. ITEMooDGISooPlRLOd

(2) Si pour tout x de Ω, la matrice hessienne d2fx est strictement définie positive, alors f est
strictement convexe.

Démonstration. Nous pouvons voir ce résultat comme une conséquence directe de la proposi-
tion 17.101 en posant U “ Ω. Nous allons cependant en donner une démonstration directe.

Soit a P Ω et posons la fonction

g : Ω Ñ R

x ÞÑ fpxq ´ fpaq ´ pdfqapx´ aq. (17.409)

Nous allons calculer des différentielles de f , et une chose importante à comprendre est que la
différentielle de la fonction x ÞÑ dfapx´aq ne fait pas intervenir la différentielle seconde de f ; c’est
la différentielle de a ÞÑ dfapxq qui demanderait la différentielle seconde de f . Ici le point a étant
donné, dfa est une application linéaire sans histoires. En particulier, dfapx´ aq “ dfapxq ´ dfapaq.

La fonction g vérifie :
(1) gpaq “ 0,
(2) dgx “ dfx ´ dfa, parce que la différentielle de x ÞÑ dfapxq est x ÞÑ dfapxq en vertu du

lemme 11.258.
(3) dga “ 0. Le point a est un point critique de g.
(4) d2gx “ d2fx parce que la différentielle de x ÞÑ dfa est nulle.

Ceci étant dit, nous pouvons commencer avec la preuve.
(1) (1) sens direct

Nous supposons que f est convexe. Alors gpxq ě 0 pour tout x par la caractérisation 17.99(1).
Cela signifie que x “ 0 est un minimum global de g. Par conséquent la proposition 17.74(3)
nous dit que la Hessienne d2fa est semi-définie positive.

(2) (1) sens inverse
Nous sommes dans le cas de la proposition 17.74(1). Le point x “ a est un minimum local de
g, ce qui signifie que gpxq ě 0 pour tout x de Ω. Encore une fois la caractérisation 17.99(1)
nous permet de conclure.

(3) (2)
La fonction g vérifie les conditions de 17.74(2), donc x “ 0 est un minimum local strict de g.
La caractérisation 17.99(2) nous fait conclure que f est strictement convexe.

17.103.
Nous rappelons que, avec p ą 1, la fonction

f : r0,8r Ñ R

x ÞÑ xp
(17.410)

est strictement croissante. La proposition 12.400 est formelle sur ce point.

Lemme 17.104.
Soient un réel a, et p ą 1. L’équation

|x|p “ ax (17.411)

possède au plus deux solutions réelles.

Démonstration. En deux parties suivant le signe de a.
(1) Si a “ 0 Alors l’équation est |x|p “ 0, et l’unique solution est x “ 0
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(2) Si a ą 0 Si x ă 0 alors ax ă 0 et |x|p ´ ax ą |x|p ą 0. Cela prouve que notre équation n’a
pas de solutions x ă 0 lorsque a ą 0.
Cherchons donc des solutions avec x ě 0. D’abord |x| “ x et ensuite, en posant p “ 1 ` δ
(δ ą 0), nous avons la factorisation

xp ´ ax “ xpxδ ´ aq “ 0. (17.412)
Poser x “ 0 est clairement une solution. Si x ‰ 0, nous avons le raisonnement suivant. Les
réels formant un corps, c’est un anneau intègre qui vérifie alors la règle du produit nul 46.
Cela pour dire que si x ‰ 0, alors

xδ “ a. (17.413)
La proposition 12.407 nous dit que cela a une unique solution dans les réels positifs.

(3) Si a ă 0 Ce cas se traite de façons similaire 47.

PROPooLIGIooPrHYlb

Proposition 17.105.
Soit 1 ă p ă 8. La fonction

f : Rn Ñ R

x ÞÑ }x}p (17.414)

est strictement convexe.

Démonstration. La preuve va se diviser en deux parties. D’abord nous allons utiliser la matrice
Hessienne pour démontrer le résultat sur l’ouvert Rnzt0u, et ensuite nous allons un peu bricoler
pour ajouter 0 au domaine de stricte convexité 48.

(1) La Hessienne Nous notons

fppxq “ }x}p “
`ÿ

i

x2
i

˘p{2
, (17.415)

et nous dérivons : Bfp
Bxi pxq “

p

22xi
`ÿ

i

x2
i

˘pp´2q{2 “ pxifp´2pxq. (17.416)EQooNZZWooGeAlyjEQooNZZWooGeAlyj

Cela n’est déjà pas bien défini en x “ 0 lorsque p ă 2, mais qu’importe ? Nous dérivons
encore en utilisant entre autres la formule (17.416) elle-même avec pÑ p´ 2 :

B2fp
BxjBxi pxq “ pδij}x}p´2 ` ppp´ 2qxixj}x}p´4. (17.417)

Nous avons donc la matrice Hessienne
Hijpxq “ pδij}x}p´2 ` ppp´ 2qxixj}x}p´4. (17.418)

Pour prouver que cette matrice est strictement définie positive, nous avons le choix entre la
proposition 9.230(1) ou le lemme 9.231(1). Nous utilisons le second. Nous avons 49 :

y·Hpxqy “
ÿ

kl

ykHpxqklyl (17.419a)

“ p
ÿ

l

y2
l }x}p´2 ` ppp´ 2q}x}p´4

ÿ

kl

xkykxlyl (17.419b)

“ p}y}2}x}p´2 ` ppp´ 2q}x}p´4px· yq2 (17.419c)
“ p}x}p´4`}y}2}x}2 ` pp´ 2qpx· yq2˘ (17.419d)
ą p}x}p´4`}y}2}x}2 ´ px· yq2˘ (17.419e)SUBEQooUSZOooCqgWPESUBEQooUSZOooCqgWPE

ě 0. (17.419f)SUBEQooBXQKooZcarVvSUBEQooBXQKooZcarVv

Justifications :
46. Voir le lemme 1.194 et la définition 1.193.
47. Vérifiez par vous-même et écrivez-moi si il y a un problème (personnellement, je n’ai pas vérifié.).
48. Si quelqu’un sait comment éviter ce bricolage en deux parties, je suis preneur.
49. Si vous ne savez pas où placer les indices, voyez la proposition 9.181.
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— Pour 17.419e. Puisque p ą 1 nous avons p ´ 2 ą ´1. Là, l’inégalité est stricte et c’est
important.

— Pour 17.419f. C’est l’inégalité de Cauchy-Schwarz du théorème 11.1.
Voilà. La matrice Hessienne est strictement définie positive par le lemme 9.231(1) surRnzt0u.
Le corolaire 17.102(1) nous indique que pour tout x, y P Rnzt0u et pour tout θ P s0, 1r,

fp
`
θx` p1´ θqy˘ ă θfppxq ` p1´ θqfppyq (17.420)EQooFXXZooBZhJYYEQooFXXZooBZhJYY

pourvu que θx` p1´ θqy ‰ 0 pour tout θ.
(2) La suite

Nous devons prouver que l’inéquation (17.420) tient également lorsque θx ` p1 ´ θqy “ 0
pour une certaine valeur θ “ θ0 P s0, 1r.

(3) Les cordes passant par zéro
Pour ce faire, nous allons montrer que le segment de droite joignant

`
a, fppaq

˘
à pb, fppbqq

est toujours au-dessus de la courbe
`
x, fppxq

˘
. Nous commençons par b “ 0. Vu que p ą 1 et

que θ P s0, 1r nous avons

}θa}p “ |θ|p}a}p ă θ}a}p “ θfppaq. (17.421)

(4) Les cordes passant au-dessus de zéro
Dans le cas b ‰ 0 nous considérons

l1 : ra, bs Ñ R

x ÞÑ l1pxq (17.422)

tel que
`
x, l1pxq

˘
soit (le segment) la droite joignant

`
a, }a}p˘ à

`
b, }b}p˘.

Nous considérons aussi, pour x P r0, as la fonction l2 telle que
`
x, l2pxq

˘
soit la droite joignant

p0, 0q à
`
a, }a}p˘. Nous avons déjà vu que pour x P s0, ar nous avons l1pxq ą }x}p.

Nous avons l1paq “ l2paq “ }a}p. Donc l2pxq ´ l1pxq ne change pas de signe sur r0, as. Mais
comme l1p0q ą 0 “ l2p0q nous avons

l2pxq ą l1pxq (17.423)

pour tout x P r0, as.
Au final, l2pxq ą l1pxq ą fppxq.
Pour la partie rb, 0s nous faisons de même en considérant l3 de telle sorte que

`
x, l3pxq

˘
soit

le segment joignant p0, 0q à
`
b, }b}p˘.

17.11.6 Quelques inégalités

17.11.6.1 Inégalité de Jensen
PropXIBooLxTkhU

Proposition 17.106 (Inégalité de Jensen).
Soit f : RÑ R une fonction convexe et des réels x1,. . ., xn. Soient des nombres positifs λ1,. . ., λn
formant une combinaison convexe 50. Alors

f
`ÿ

i

λixi
˘ ď

ÿ

i

λifpxiq. (17.424)

50. Définition 8.31.
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Démonstration. Nous procédons par récurrence sur n, en sachant que n “ 2 est la définition de la
convexité de f . Vu que

nÿ

k“1
λkxk “ λnxn ` p1´ λnq

n´1ÿ

k“1

λkxk
1´ λn , (17.425)

nous avons

f
` nÿ

k“1
λkxk

˘ ď λnfpxnq ` p1´ λnqf
` n´1ÿ

k“1

λkxk
1´ λn

˘
. (17.426)

La chose à remarquer est que les nombres λk
1´λn

avec k allant de 1 à n ´ 1 forment eux-mêmes
une combinaison convexe. L’hypothèse de récurrence peut donc s’appliquer au second terme du
membre de droite :

f
` nÿ

k“1
λkxk

˘ ď λnfpxnq ` p1´ λnq
n´1ÿ

k“1

λk
1´ λn fpxkq “ λnfpxnq `

n´1ÿ

k“1
λkfpxkq. (17.427)

17.11.6.2 Inégalité arithmético-géométrique

La proposition suivante dit que la moyenne arithmétique de nombres strictement positifs est
supérieure ou égale à la moyenne géométrique.

PropWDPooBtHIAR

Proposition 17.107 (Inégalité arithmético-géométrique[505]).
Soient x1,. . ., xn des nombres strictement positifs. Nous posons

ma “ 1
n
px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq (17.428)

et
mg “ n

?
x1 . . . xn (17.429)

Alors mg ď ma et mg “ ma si et seulement si xi “ xj pour tout i, j.

Démonstration. Par hypothèse les nombres ma et mg sont tous deux strictement positifs, de telle
sorte qu’il est équivalent de prouver lnpmgq ď lnpmaq ou encore

1
n

`
lnpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` lnpxnq

˘ ď ln
ˆ
x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn

n

˙
. (17.430)

Cela n’est rien d’autre que l’inégalité de Jensen de la proposition 17.106 appliquée à la fonction ln
et aux coefficients λi “ 1

n .

17.11.6.3 Inégalité de Kantorovitch
PropMNUooFbYkug

Proposition 17.108 (Inégalité de Kantorovitch[506]).
Soit A une matrice symétrique strictement définie positive dont les plus grandes et plus petites
valeurs propres sont λmin et λmax. Alors pour tout x P Rn nous avons

xAx, xyxA´1x, xy ď 1
4

ˆ
λmin
λmax

` λmax
λmin

˙2
}x}4. (17.431)

Démonstration. Sans perte de généralité nous pouvons supposer que }x} “ 1. Nous diagonalisons 51

la matrice A par la matrice orthogonale P P Opn,Rq : A “ PDP´1 et A´1 “ PD´1P´1 où D est
une matrice diagonale formée des valeurs propres de A.

51. Théorème spectral 9.224.



17.11. FONCTIONS CONVEXES 1567

Nous posons α “ ?λminλmax et nous regardons la matrice
1
α
A` αA´1 (17.432)

dont les valeurs propres sont
λi
α
` α

λi
(17.433)

parce que les vecteurs propres de A et de A´1 sont les mêmes (ce sont les valeurs de la diagonale
de D). Nous allons quelque peu étudier la fonction

θpxq “ x

α
` α

x
. (17.434)

Elle est convexe en tant que somme de deux fonctions convexes. Elle a son minimum en x “ α et
ce minimum vaut θpαq “ 2. De plus

θpλmaxq “ θpλminq “
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (17.435)

Une fonction convexe passant deux fois par la même valeur doit forcément être plus petite que
cette valeur entre les deux 52 : pour tout x P rλmin, λmaxs,

θpxq ď
c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (17.436)

Nous sommes maintenant en mesure de nous lancer dans l’inégalité de Kantorovitch.
axAx, xyxA´1x, xy ď 1

2

ˆxAx, xy
α

` αxA´1x, xy
˙

(17.437a)subEqUKIooCWFSkwisubEqUKIooCWFSkwi

“ 1
2x
`A
α
` αA´1˘x, xy (17.437b)

ď 1
2

›››
`A
α
` αA´1˘x}}x} (17.437c)subEqUKIooCWFSkwiiisubEqUKIooCWFSkwiii

ď 1
2}
A

α
` αA´1} (17.437d)subEqUKIooCWFSkwivsubEqUKIooCWFSkwiv

Justifications :
— 17.437a par l’inégalité arithmético-géométrique, proposition 17.107. Nous avons aussi inséré

α 1
α dans le produit sous la racine.

— 17.437c par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, théorème 11.1.
— 17.437d par la définition de la norme opérateur de la proposition 11.51

La norme opérateur est la plus grande des valeurs propres. Mais les valeurs propres de A{α`αA´1

sont de la forme θpλiq, et tous les λi sont entre λmin et λmax. Donc la plus grande valeur propre
de A{α` αA´1 est θpxq pour un certain x P rλmin, λmaxs. Par conséquent

axAx, xyxA´1x, xy ď 1
2}
A

α
` αA´1} ď

c
λmin
λmax

`
c
λmax
λmin

. (17.438)

17.11.7 Norme lp

Si vous êtes seulement intéressés par le cas p “ 1, 2 ou le cas p “ 8, allez voir la proposition
11.41.

PROPooUDFTooQyhAtq

Proposition 17.109.
Pour tout réel p ě 1, la formule

}x}Lp “
´ nÿ

i“1
|xi|p

¯1{p
, (17.439)EqDeformeLpEqDeformeLp

définit une norme 53 sur Rn.
52. Je ne suis pas certain que cette phrase soit claire, non ?
53. Définition 7.152.
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Démonstration. Le seul point un peu délicat parmi les propriétés à vérifier de la définition 7.152
est l’inégalité triangulaire. Grâce au lemme 7.154, nous allons seulement montrer que la partie
B “ tx P Rn tel que }x}p ď 1u est convexe.

Soient x, y P B ainsi que λ P r0, 1s. La fonction

α : r0,8r Ñ r0,8r
t ÞÑ tp

(17.440)

est convexe par le lemme 17.91. Nous avons donc le calcul suivant :

}λx` p1´ λqy}pp “
nÿ

i“1
|λxi ` p1´ λqyi|p (17.441a)

ď
ÿ

i

`
λ|xi| ` p1´ λq|yi|

˘p (17.441b)SUBEQooYETKooSSCgMnSUBEQooYETKooSSCgMn

ď
ÿ

i

λp|xi|p ` p1´ λqp|yi|p (17.441c)SUBEQooHNZHooKmWdJSSUBEQooHNZHooKmWdJS

ď
ÿ

i

λ|xi|p `
ÿ

i

p1´ λq|yi|p (17.441d)SUBEQooMUPCooILjcECSUBEQooMUPCooILjcEC

“ λ}x}pp ` p1´ λq}y}pp (17.441e)
ď λ` p1´ λq (17.441f)SUBEQooEFCHooJmSdVvSUBEQooEFCHooJmSdVv

“ 1. (17.441g)

Justifications.
— Pour (17.441b). L’inégalité |a` b| ď |a| ` |b|.
— Pour (17.441c). La fonction α est convexe.
— Pour (17.441d). Nous avons λ P r0, 1s et p ě 1 et donc λp ď λ par 12.401.
— Pour (17.441f). Parce que x P B implique }x}p ď 1 qui implique }x}pp ď 1.

17.11.8 Hölder

Notre étude de la fonction puissance permet de démontrer quelques inégalités de Hölder. Voir
le thème 25.

THOooPPDPooJxTYIy

Théorème 17.110 ([507]).
Si 1 ď p ă 8, alors pour tout x P Rn nous avons 54

}x}8 ď }x}p ď n1{p}x}8. (17.442)

Démonstration. Vu que la fonction t ÞÑ |t|p est croissante pour les t positifs 55, pour chaque i nous
avons

|xi| ď
˜ÿ

k

|xk|p
¸1{p

“ }x}p. (17.443)

Cela montre que
}x}8 “ maxt|xi|u ď }x}p. (17.444)

D’autre part, pour chaque i nous avons |xi| ď }x}8, donc

}x}p ď
`
n}x}8

˘1{p “ n1{p}x}8. (17.445)

54. Définition de la norme }.}p sur Rn, proposition 17.109.
55. Parce que p ě 1 et la proposition 12.400.



17.11. FONCTIONS CONVEXES 1569

Le corolaire suivant donne une façon de majorer une norme ℓp par une norme ℓq moyennant
un facteur. Notons cependant que l’inégalité de Hölder de la proposition 17.115 est plus précise.
Ce corolaire est suffisant pour prouver l’équivalence des normes ℓp.

CORooEZGHooACHOiB

Corolaire 17.111.
Soient p ě 1 et q ď 8. Pour tout x P Rn nous avons

}x}p ď n1{p}x}q. (17.446)

Démonstration. Il suffit d’utiliser les deux inégalités du théorème 17.110. D’abord la seconde avec
p, et ensuite la première avec q.

Si vous cherchez l’inégalité de Hölder dans Lp, c’est la proposition 27.33. Les normes ℓp sont
définies dans 17.109.

LEMooLGGDooGLGFHj

Lemme 17.112 ([508]).
Soient x, y ą 0 ainsi que α, β ą 0 tels que α` β “ 1. Alors

xy ď αx1{α ` βy1{β. (17.447)

Nous avons
xy “ αx1{α ` βy1{β (17.448)

si et seulement si x1{α “ y1{β.

Démonstration. Nous utilisons le logarithme 56 et ses propriétés (surtout la proposition 15.84).
D’abord

xy “ elnpxyq “ elnpxq`lnpyq “ e
α

lnpxq

α
`β lnpyq

β (17.449)
Comme l’exponentielle est strictement convexe (exemple 17.90(3)) et vu que α`β “ 1, nous avons

xy “ e
α

lnpxq

α
`β lnpyq

β ď αelnpxq{α ` βelnpyq{β “ αx1{α ` βy1{β. (17.450)EQooNLQIooAYiEAOEQooNLQIooAYiEAO

Cela prouve déjà l’inégalité demandée.
Nous passons au cas d’égalité. Puisque α et β ne sont pas nuls, l’inégalité (17.450) est une

égalité si et seulement si 57

lnpxq
α

“ lnpyq
β

. (17.451)

Cela signifie lnpx1{αq “ lnpy1{βq, qui implique x1{α “ y1{β parce que le logarithme est une bijection.

CORooTCBZooAcZxaC

Corolaire 17.113.
Si p, q ą 0 vérifient 1

p ` 1
q “ 1 et si p ą 1 alors nous avons

xy ď 1
p
xp ` 1

q
yq (17.452)EQooWKTSooQwRsLzEQooWKTSooQwRsLz

pour tout x, y ě 0, avec une égalité si et seulement si xp “ yq.

Démonstration. Il suffit de poser α “ 1{p et β “ 1{q et appliquer le lemme 17.112.
THOooYHMJooBlXfpl

Théorème 17.114 (Inégalité de Hölder[508]).
Soient p, q ą 0 tels que 1

p ` 1
q “ 1. Pour tout x, y P Rn nous avons 58

|x· y| “
nÿ

i“1
|xiyi| ď }x}p}y}q. (17.453)

56. Définition 15.81
57. Par le lemme 17.83.
58. Définition de la norme }.}p, proposition 17.109.
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Il y a égalité si et seulement si xiyi est de signe constant 59 et les vecteurs
ř
i |xi|pei et

ř
i |yi|qei

sont proportionnels.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Le cas des vecteurs nuls Si x ou y est nul, les inégalités sont évidentes. Donc nous sup-

posons que non.
(2) Première inégalité En ce qui concerne la première inégalité,

|x· y| “ |
ÿ

i

xiyi| ď
ÿ

i

|xi||yi| ď
ÿ

i

ˆ
1
p
|xi|p ` 1

q
|yi|q

˙
(17.454)

où nous avons utilisé le corolaire 17.113 dans chaque terme de la somme en tenant compte
du fait que |xi| et |yi| sont positifs.

(3) Seconde inégalité Pour la seconde inégalité, nous commençons avec }x}p “ }y}q “ 1.
Utilisant encore le corolaire 17.113 pour chaque terme, nous avons

ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p
loomoon

“1

`1
q

ÿ

i

|yi|q
loomoon

“1

“ 1
p
` 1
q
“ 1 “ }x}p}y}q. (17.455)

Si maintenant x et y sont arbitraires non nuls dans Rn, nous posons x1 “ x{}x}p et y1 “
y{}y}q ; nous savons déjà que ÿ

i

|x1
iy

1
i| ď 1. (17.456)EQooRRECooNpopuoEQooRRECooNpopuo

En remplaçant x1
i par xi{}x}p et y1

i par yi{}y}q, l’inégalité (17.456) devient

ÿ

i

|xi||yi|
}x}p}y}q ď 1, (17.457)

ce qui signifie ÿ

i

|xiyi| ď }x}p}y}q. (17.458)

(4) Cas d’égalité, dans un sens Nous notons

D “ tpx, yq P Rn ˆRn tel que
ÿ

i

|xiyi| “ }x}p}y}qu. (17.459)

(4a) Multiplications D’abord si px, yq P D, alors pµx, λyq P D pour tout µ, λ P R. En
effet,

ÿ

i

|pµxqipλyqi| “ |µ||λ|
ÿ

i

|xiyi| “ |µ||λ|}x}p}y}q “ }µx}p}λy}q. (17.460)

(4b) Avec normes égales à 1 Soit px, yq P D tels que }x}p “ }y}q “ 1. Nous avons en
particulier,

1 “
ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p ` 1
q

ÿ

i

|yi|q (17.461)EQooDFNWooOSTygUEQooDFNWooOSTygU

grâce à l’inégalité (17.452) appliquée à chaque terme. Vu que }x}p “ 1, nous avonsř
i |xi|p “ 1, de telle sorte que le membre de droite de (17.461) se réduise à 1

p ` 1
q “ 1.

Nous pouvons donc écrire

1 “
ÿ

i

|xiyi| ď 1
p

ÿ

i

|xi|p ` 1
q

ÿ

i

|yi|q “ 1. (17.462)

59. Je n’utilie pas cette hypothèse de signe constant. Il doit y avoir une subtilité qui m’a échappée. Soyez prudent en
lisant et écrivez-moi si vous trouvez une erreur.
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L’inégalité est donc une égalité :
ÿ

i

|xiyi| “
ÿ

i

ˆ
1
p
|xi|p ` 1

q
|yi|q

˙
. (17.463)

Mais chaque terme à gauche est en inégalité avec le terme correspondant à droite :

|xiyi| ď 1
p
|xi|p ` 1

q
|yi|q. (17.464)EQooAGFKooUsYrWTEQooAGFKooUsYrWT

Pour que le tout soit une égalité, il faut que chaque inégalité (17.464) soit une égalité.
Pour chaque i, nous avons

|xiyi| “ 1
p
|xi|p ` 1

q
|yi|q. (17.465)

La condition d’égalité du corolaire 17.113 nous dit alors que |xi|p “ |yi|q.
(4c) Avec normes arbitraires Soit donc px, yq P D. Nous savons qu’en posant x1 “ x{}x}p

et y1 “ y{}y}q nous avons px1, y1q P D et donc
ˆ |xi|
}x}p

˙p
“
ˆ |yi|
}y}q

˙q
. (17.466)

Cela donne tout de suite
|xi|p “

}x}pp
}y}qq |yi|

q, (17.467)

ce qui est bien ce que nous voulions : le vecteur
ř
i |xi|pei est proportionnel au vecteurř

i |yi|qei.
(5) Cas d’égalité dans l’autre sens[1] Nous supposons que les vecteurs

ř
i |xi|pei et

ř
i |yi|qei

sont proportionnels. Nous nommons cq le facteur de proportionnalité, c’est-à-dire que nous
posons

|xi|p “ cq|yi|q. (17.468)
Dans ce cas, pour chaque i, les nombres c|yi| et |xi| sont dans le cas d’égalité du corolaire
17.113. Nous avons alors SUBEQSooVULLooPGWUIP

ÿ

i

|xiyi| “ 1
c

ÿ

i

c|xi||yi| (17.469a)

“ 1
c

ÿ

i

ˆ
1
p
|xi|p ` 1

q

`
c|yi|

˘q
˙

(17.469b)

“ 1
c

ÿ

i

ˆ
1
p
|xi|p ` 1

q
|xi|p

˙
(17.469c)

“ 1
c

ÿ

i

|xi|p. (17.469d)

Et c’est maintenant que nous subdivisons.
(5a) Si }x}p “ }y}q “ 1 Dans ce cas, l’égalité (17.469) se réduisent à

ÿ

i

|xiyi| “ 1
c
. (17.470)

Mais l’hypothèse sur les normes donne

1 “
ÿ

i

|xi|p “
ÿ

i

cq|yi|q “ cq
ÿ

i

|yi|q “ cq. (17.471)

Donc c “ 1 et nous avons bien
ÿ

i

|xiyi| “ 1
c
“ 1 “ }x}p}y}q. (17.472)
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(5b) Pour des normes arbitraires Soit px, yq P Rn ˆ Rn tels que |xi|p “ cq|yi|q. Nous
posons comme d’habitude x1 “ x{}x}p et y1 “ y{}y}q. En utilisant le cas « de norme 1 »
nous avons

1 “
ÿ

i

|x1
iy

1
i| “

1
}x}p}y}q

ÿ

i

|xiyi|. (17.473)

Donc
ř
i |xiyi| “ }x}p}y}q comme nous le voulions.

La majoration de la proposition suivante sera utile pour les inégalités de Clarkson du lemme
27.143. Pour d’autres inégalités (plus simples) autour des normes }.}p, voir le thème 25.

PROPooQZTNooGACMlQ

Proposition 17.115 ([508]).
Si x P Rn et si 0 ă q ă p, alors

}x}q ď n
1
q

´ 1
p }x}p. (17.474)

En particulier, si 0 ă q ă p, alors
}x}q ď }x}p. (17.475)

Démonstration. Nous posons P “ p{q et Q “ P {pP ´ 1q. Les nombres P et Q sont des exposants
conjugués, parce que

1
P
` 1
Q
“ q

p
` p´ q

p
“ 1. (17.476)

Nous posons y “ p1, . . . , 1q P Rn ainsi que

v “
ÿ

i

|xi|qei, (17.477)

et nous écrivons l’inégalité de Hölder de la proposition 17.114 sur les vecteurs v et y :
ÿ

i

|viyi| ď }v}P }y}Q. (17.478)

En déballant,

ÿ

i

|xi|q ď
˜ÿ

i

p|xi|qqP
¸1{P ` ÿ

i

1Q
loomoon

“n

˘1{Q (17.479a)

“
˜ÿ

i

|xi|p
¸q{p

n1{Q (17.479b)

“ n1´q{p}x}qp. (17.479c)

Cela donne
}x}qq ď n1´q{p}x}qp. (17.480)

En prenant la puissance 1{q des deux côtés,

}x}q ď n
1
q

´ 1
p }x}p ď }x}p (17.481)

parce que n ě 1 et p{q ă 1.
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17.12 Algorithme du gradient à pas optimal

Une idée pour trouver un minimum à une fonction est de prendre un point p au hasard, calculer
le gradient ∇fppq et suivre la direction ´∇fppq tant que ça descend. Une fois qu’on est « dans le
creux », recalculer le gradient et continuer ainsi.

Nous allons détailler cet algorithme dans un cas très particulier d’une matrice A symétrique et
strictement définie positive.

— Dans la proposition 17.117 nous montrons que résoudre le système linéaire Ax “ ´b est
équivalent à minimiser une certaine fonction.

— La proposition 17.118 donnera une méthode itérative pour trouver ce minimum.
DefQXPooYSygGP

Définition 17.116.
Si X est un espace vectoriel normé et f : X Ñ R Y t˘8u nous disons que f est coercive sur le
domaine non borné P de X si pour tout M P R, l’ensemble

tx P P tel que fpxq ďMu (17.482)

est borné.

En langage imagé la coercivité de f s’exprime par la limite

lim
}x}Ñ8
xPP

fpxq “ `8. (17.483)

Nous rappelons que S``pn,Rq est l’ensemble des matrices symétriques strictement définies
positives définies en 9.228.

PROPooYRLDooTwzfWU

Proposition 17.117.
Soit A P S``pn,Rq et b P Rn. Nous considérons l’application

f : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
2xAx, xy ` xb, xy.

(17.484)

Alors :

(1) Il existe un unique x̄ P Rn tel que Ax̄ “ ´b.
(2) Il existe un unique x˚ P Rn minimisant f .
(3) Ils sont égaux : x̄ “ x˚.

Démonstration. Une matrice symétrique strictement définie positive est inversible, entre autres
parce qu’elle se diagonalise par des matrices orthogonales (qui sont inversibles) et que la matrice
diagonalisée est de déterminant non nul : tous les éléments diagonaux sont strictement positifs.
Voir le théorème spectral symétrique 9.224.

D’où l’unicité du x̄ résolvant le système Ax “ ´b pour n’importe quel b.

(1) f est strictement convexe
La fonction f s’écrit

fpxq “ 1
2
ÿ

kl

Aklxlxk `
ÿ

k

bkxk. (17.485)

Elle est de classe C2 sans problèmes, et il est vite vu que B2f
BxiBxj

“ Aij , c’est-à-dire que A est
la matrice hessienne de f . Cette matrice étant strictement définie positive par hypothèse, la
fonction f est strictement convexe par le corolaire 17.102(2).
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(2) f est coercive Montrons à présent que f est coercive. Nous avons :

|fpxq| “ ˇ̌1
2xAx, xy ` xb, xy

ˇ̌
(17.486a)

ě 1
2 |xAx, xy| ´ |xb, xy| (17.486b)

ě 1
2λmin}x}

2 ´ }b}}x} (17.486c)

Pour la dernière ligne nous avons nommé λmin la plus grande valeur propre de A et utilisé
Cauchy-Schwarz pour le second terme. Nous avons donc bien |fpxq| Ñ 8 lorsque }x} Ñ 8
et la fonction f est coercive.

Soit M une valeur atteinte par f . L’ensemble

tx P Rn tel que fpxq ďMu (17.487)

est fermé (parce que f est continue) et borné parce que f est coercive. Cela est donc compact 60

et f atteint un minimum qui sera forcément dedans. Cela est pour l’existence d’un minimum.
Pour l’unicité du minimum nous invoquons la convexité : si x̄1 et x̄2 sont deux points réalisant

le minimum de f , alors

f

ˆ
x̄1 ` x̄2

2

˙
ă 1

2fpx̄1q ` 1
2fpx̄2q “ fpx̄1q, (17.488)

ce qui contredit la minimalité de fpx̄1q.
Nous devons maintenant prouver que x̄ vérifie l’équation Ax̄ “ ´b. Vu que x̄ est minimum

local de f qui est une fonction de classe C2, le théorème des minimums locaux 17.73 nous indique
que x̄ est solution de ∇fpxq “ 0. Calculons un peu cela avec la formule

dfxpuq “ d

dt

”
fpx`tuq

ı
t“0

“ 1
2
`xAx, uy`xAu, xy˘`xb, uy “ xAx, uy`xb, uy “ xAx`b, uy. (17.489)

Donc demander dfxpuq “ 0 pour tout u demande Ax` b “ 0.
PropSOOooGoMOxG

Proposition 17.118 (Gradient à pas optimal).
Soit A P S``pn,Rq (A est une matrice symétrique strictement définie positive) et b P Rn. Nous
considérons l’application

f : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
2xAx, xy ` xb, xy.

(17.490)

Soit x0 P Rn. Nous définissons la suite pxkq par

xk`1 “ xk ` tkdk (17.491)

où
— dk “ ´p∇fqpxkq
— tk est la valeur minimisant la fonction t ÞÑ fpxk ` tdkq sur R.

Alors pour tout k ě 0 nous avons

}xk ´ x̄} ď K

ˆ
c2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙k
(17.492)

où c2pAq “ λmax
λmin

est le rapport ente la plus grande et la plus petite valeur propre 61 de la matrice
A et x̄ est l’unique élément de Rn à minimiser f .

60. Théorème 10.24
61. Cela est certainement très lié au conditionnement de la matrice A, voir la proposition 34.110.
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Démonstration. Décomposition en plusieurs points.
(1) Existence de x̄ Le fait que x̄ existe et soit unique est la proposition 17.117.
(2) Si p∇fqpxkq “ 0 D’abord si ∇fpxkq “ 0, c’est que xk`1 “ xk et l’algorithme est terminé : la

suite est stationnaire. Pour dire que c’est gagné, nous devons prouver que xk “ x̄. Pour cela
nous écrivons (à partir de maintenant « xk » est la kecomposante de x qui est une variable,
et non le xk de la suite)

fpxq “ 1
2
ÿ

kl

Aklxlxk `
ÿ

k

bkxk (17.493)

et nous calculons Bf
Bxi
paq en tenant compte du fait que BxkBxi

“ δki. Le résultat est que pBifqpaq “
pAx` bqi et donc que

p∇fqpaq “ Aa` b. (17.494)

Vu que A est inversible (symétrique définie positive), il existe un unique a P Rn qui vérifie
cette relation. Par la proposition 17.117, cet élément est le minimum x̄.
Cela pour dire que si a P Rn vérifie p∇fqpaq “ 0 alors a “ x̄. Nous supposons donc à partir
de maintenant que ∇fpxkq ‰ 0 pour tout k.

(3) tk est bien défini
Pour t P R nous avons

fpxk`tdkq “ fpxkq`1
2 t

2xAdk, dky`txAxk ` blooomooon
“´dk

, dky “ 1
2 t

2xAdk, dky´t}dk}2`fpxkq. (17.495)EqKEHooYaazQiEqKEHooYaazQi

qui est un polynôme du second degré en t. Le coefficient de t2 est 1
2xAdk, dky ą 0 parce que

dk ‰ 0 et A est strictement définie positive. Par conséquent la fonction t ÞÑ fpxk ` tdkq
admet bien un unique minimum. Nous pouvons même calculer tk parce que l’on connaît par
cœur le sommet d’une parabole :

tk “ ´xAxk ` b, dkyxAdk, dky “ }dk}2
xAdk, dky (17.496)EqVWJooWmDSEREqVWJooWmDSER

parce que dk “ ´∇fpxkq “ ´pAxk ` bq.
(4) La valeur de dk`1

Par définition, dk`1 “ ´∇fpxk`1q “ ´pAxk`1 ` bq. Mais xk`1 “ xk ` tkdk, donc

dk`1 “ ´Axk ´ tkAdk ´ b “ dk ´ tkAdk (17.497)

parce que ´Axk ´ b “ dk.
Par ailleurs, xdk`1, dky “ 0 parce que

xdk`1, dky “ xdk, dky ´ tkxdk, Adky “ }dk}2 ´ }dk}2
xAdk, dkyxdk, Adky “ 0 (17.498)

où nous avons utilisé la valeur (17.496) de tk.
(5) Calcul de fpxk`1q

Nous repartons de (17.495) où nous substituons la valeur (17.496) de tk :

fpxk`1q “ fpxkq ` 1
2

}dk}4
xAdk, dky ´

}dk}4
xAdk, dky “ fpxkq ´ 1

2
}dk}4

xAdk, dky . (17.499)

(6) Encore du calcul . . .
Vu que le produit xAdk, dky arrive tout le temps, nous allons étudier xA´1dk, dky. Le truc
malin est d’essayer d’exprimer ça en termes de x̄ et f̄ “ fpx̄q. Pour cela nous calculons fpx̄q :

f̄ “ fpx̄q “ fp´A´1bq “ ´1
2xb, A

´1by. (17.500)
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Ayant cela en tête nous pouvons calculer :

xA´1dk, dky “ xA´1pAxk ` bq, Axk ` by (17.501a)
“ xxk, Axky ` xA´1b, Axky ` xb, xky ` xA´1b, byloooomoooon

´2f̄

(17.501b)

“ xxk, Axky ` 2xxk, by ´ 2f̄ (17.501c)subeqVIIooVzZlRcsubeqVIIooVzZlRc

“ 2
`
fpxkq ´ f̄

˘
(17.501d)

où nous avons utilisé le fait que xx,Ayy “ xAx, yy parce que A est symétrique.
(7) Erreur sur la valeur du minimum

Nous voulons à présent estimer la différence fpxk`1q ´ f̄ . Pour cela nous mettons en facteur
fpxkq´ f̄ dans fpxk`1´ f̄q ; et d’ailleurs c’est pour cela que nous avons calculé xA´1dk, dky :
parce que ça fait intervenir fpxkq ´ f̄ .

fpxk`1q ´ f̄ “ fpxkq ´ 1
2

}dk}4
xAdk, dky ´ f̄ (17.502a)

“ `
fpxkq ´ f̄

˘
˜

1´ 1
2

}dk}4
xAdk, dky

`
fpxkq ´ f̄

˘
¸

(17.502b)

“ `
fpxkq ´ f̄

˘ˆ
1´ }dk}4

xAdk, dkyxA´1dk, dky
˙
. (17.502c)subeqGFDooRAwAJksubeqGFDooRAwAJk

Nous traitons le dénominateur à l’aide de l’inégalité de Kantorovitch 17.108. Nous avons
}dk}4

xAdk, dkyxA´1dk, dky ě
}dk}4

1
4

ˆa
c2pAq ` 1?

c2pAq

˙2
}dk}4

“ 4c2pAq
pc2pAq ` 1q2 . (17.503)

Mettre cela dans (17.502c) est un calcul d’addition de fractions :

fpxk`1q ´ f̄ ď
`
fpxkq ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2
. (17.504)

Par récurrence nous avons alors

fpxkq ´ f̄ ď
`
fpx0q ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2k
. (17.505)eqANKooNPfCFjeqANKooNPfCFj

Notons qu’il n’y a pas de valeurs absolues parce que f̄ étant le minimum de f , les deux côtés
de l’inégalité sont automatiquement positifs.

(8) Erreur sur la position du minimum
Nous voulons à présent étudier la norme de xk ´ x̄. Pour cela nous l’écrivons directement
avec la définition de f en nous souvenant que b “ ´Ax̄ :

fpxkq ´ f̄ “ 1
2xAxk, xky ´ xAx̄, xky `

1
2xAx̄, x̄y (17.506a)

“ 1
2xAxk, xky ´

1
2xAx̄, xky ´

1
2xAx̄, xky `

1
2xAx̄, x̄y (17.506b)

“ 1
2

´
xApxk ´ x̄q, xky ` xAx̄, x̄´ xky

¯
(17.506c)

“ 1
2

´
xApxk ´ x̄q, pxk ´ x̄qy

¯
(17.506d)

où à la dernière ligne nous avons fait xAx̄, x̄´ xky “ xx̄, Apx̄´ xkqy en vertu de la symétrie
de A.
Les produits de la forme xAy, yy sont majorés par λmin}y}2 parce que λmin est la plus petite
valeur propre de A. Dans notre cas,

fpxkq ´ f̄ ě 1
2λmin}xk ´ x̄}

2 (17.507)EqVMRooUMXjigEqVMRooUMXjig
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(9) Conclusion
En combinant les inéquations (17.507) et (17.505) nous trouvons

1
2λmin}xk ´ x̄}

2 ď fpxkq ´ f̄ ď
`
fpx0q ´ f̄

˘ˆc2pAq ´ 1
c2pAq ` 1

˙2k
, (17.508)

c’est-à-dire

}xk ´ x̄} ď
d

2
`
fpx0q ´ f̄

˘

λmin ` 1

2k

. (17.509)

Notons que lorsque c2pAq est proche de 1 la méthode converge rapidement. Par contre si c2pAq
est proche de zéro, la méthode converge lentement.

17.13 Formes quadratiques, signature, et lemme de Morse
NORMooHSWKooLtUbRl

17.119.
Soit pE, }.}Eq un espace vectoriel réel normé de dimension finie n. L’ensemble des formes quadra-
tiques réelles 62 sur E est vu comme l’ensemble des matrices symétriques SnpRq ; il sera noté QpEq
et le sous-ensemble des formes quadratiques non dégénérées est SnpRq X GLpn,Rq qui sera noté
ΩpEq. Nous rappelons que la correspondance est donnée de la façon suivante.

Si A P SnpRq, la forme quadratique associée est qA donnée par le produit scalaire qApxq “
x·Ax.

Pour information, le lemme de Morse est le lemme 20.195.
NORMooQZFLooYnILtn

17.120.
Nous noterons encore Q`pEq les formes quadratiques positives sur E et Q``pEq les formes qua-
dratiques strictement définies positives sur E.

Sur QpEq nous mettons la norme

Npqq “ sup
}x}E“1

|qpxq|, (17.510)

qui du point de vue de SnpRq est

NpAq “ sup
}x}E“1

|xtAx|. (17.511)EqDOgBNAgEqDOgBNAg

Notons que à droite, c’est la valeur absolue usuelle sur R.
Nous savons par le théorème de Sylvester (théorème 9.248) que dans Mpn,Rq, toute matrice

symétrique de signature pp, qq est semblable à la matrice

1p,q “
¨
˝
´1q

1p
0n´p´q

˛
‚. (17.512)

Donc deux matrices de Sn sont semblables si et seulement si elles ont la même signature (même si
elles ne sont pas de rang maximum, cela soit dit au passage). Si nous notons Sp,qn pRq l’ensemble
des matrices réelles symétriques de signature pp, qq, alors

Sp,qn pRq “ tP tAP tel que P P GLpn,Rqu (17.513)

où A est une quelconque ce ces matrices.

62. Définition 9.123.
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Nous voudrions en savoir plus sur ces ensembles. En particulier nous aimerions savoir si la
signature est une notion « stable » au sens où ces ensembles seraient ouverts dans Sn. Pour cela
nous considérons l’action de GLpn,Rq sur Sn définie par

α : GLpn,Rq ˆ SnpRq Ñ SnpRq
pP,Aq ÞÑ P tAP

(17.514)

faite exprès pour que les orbites de cette action soient les ensembles Sp,qn pRq.
La proposition suivante montre que lorsque p` q “ n, c’est-à-dire lorsqu’on parle de matrices

de rang maximum, les ensembles Sp,qn pRq sont ouverts, c’est-à-dire que la signature d’une forme
quadratique est une propriété « stable » par petite variations des éléments de matrice. Notons tout
de suite que si le rang n’est pas maximum, le théorème de Sylvester dit qu’elle est semblable à une
matrice diagonale avec des zéros sur la diagonale ; en modifiant un peu ces zéros, on peut modifier
évidemment la signature.

PropNPbnsMd

Proposition 17.121 ([104]).
Soit pE, }.}Eq un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors

(1) les formes quadratiques non dégénérées forment un ouvert dans l’ensemble des formes qua-
dratiques,

(2) les ensembles Sp,qn pRq avec p` q “ n sont ouverts dans SnpRq, ItemGOhRIiViii

(3) les composantes connexes de ΩpEq sont les Sp,qn pRq avec p` q “ n,
ItemGOhRIiViv

(4) les Sp,qn pRq non dégénérés sont connexes par arc.

Démonstration. Cette preuve est donnée du point de vue des matrices. La différence entre le
point (3) et (4) est que dans le premier nous prouvons la connexité de Sp,qn pRq à partir de la
connexité de GL`pn,Rq, tandis que dans le second nous prouvons la connexité par arc de Sp,qn pRq
à partir de la connexité par arc de GL`pn,Rq. Bien entendu le second implique le premier.

(1) Il s’agit simplement de remarquer que QpEq “ SnpRq, que ΩpEq “ SnpRqXGLpn,Rq et que
le déterminant est une fonction continue sur Mpn,Rq.

(2) Soit A0 P Sp,qn pRq. Le théorème de Sylvester 9.248 nous donne une matrice inversible P
telle que P tA0P “ 1p,q. Nous allons montrer qu’il existe un voisinage U de 1p,q contenu
dans Sp,qn pRq. À partir de là, l’ensemble pP´1qtUP´1 sera un voisinage de A0 contenu dans
Sp,qn pRq.
Nous considérons les espaces vectoriels

F “ Spante1, . . . , epu (17.515a)
G “ Spantep`1, . . . , enu (17.515b)

La norme euclidienne }.}p sur F est équivalente à la norme |.|E par le théorème 11.46. Donc
il existe une constante k1 ą 0 telle que pour tout x P F ,

}x}p ě k1}x}E . (17.516)EqMViCjJJEqMViCjJJ

De la même façon sur G, il existe une constante k2 ą 0 telle que

}x}q ě k2}x}E . (17.517)EqSFwOcDwEqSFwOcDw

Si nous posons k “ mintk2
1, k

2
2u, alors nous avons

@x P F, }x}2p ě k2
1}x}2E ě k}x}2E (17.518a)

@x P G, }x}2q ě k2
2}x}2E ě k}x}2E . (17.518b)
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Soit une matrice A P SnpRq telle que NpA´1p,qq ă k, c’est-à-dire que A est dans un voisinage
de 1p,q pour la norme sur SnpRq donné par (17.511). Si x est non nul dans E, nous avons

ˇ̌
xtpA´ 1p,qqx

ˇ̌ ď Np1p,q ´Aq}x}2 ď k}x}2. (17.519)

En déballant la valeur absolue, cela signifie que

´k}x}2E ď xtpA´ 1p,qqx ď k}x}2. (17.520)

Si x P F , alors la première inéquation et (17.516) donnent

xtAx ě }x}2p ´ k}x}2E ą 0 (17.521)

Si x P G, alors la seconde inéquation et (17.517) donnent

xtAx ď k}x}2E ´ }x}2q ă 0. (17.522)

Nous avons donc montré que x ÞÑ xtAx est positive sur F et négative sur G, ce qui prouve
que A est bien de signature pp, qq et appartient donc à Sp,qn pRq. Autrement dit nous avons

Bp1p,q, kq Ă Sp,qn pRq. (17.523)

(3) Cette partie de la preuve provient essentiellement de [509], et fonctionne pour tous les Sp,qn pRq,
même pour ceux qui ne sont pas de rang maximum.
Soit A P Sp,qn pRq. Nous savons que GLpn,Rq contient exactement deux composantes connexes
(proposition 13.20). Vu que l’application

α : GLpn,Rq Ñ Sn

P ÞÑ P tAP
(17.524)

est continue, l’image d’un connexe de GLpn,Rq par α est connexe (lemme 7.212). En par-
ticulier, α

`
GL˘pn,Rq˘ sont deux connexes et nous savons que Sp,qn pRq a au plus ces deux

composantes connexes.
Notre but est maintenant de trouver une intersection entre les parties α

`
GL`pn,Rq˘ et

α
`
GL´pn,Rq˘ 63. Soit par le théorème de Sylvester, soit par le théorème de diagonalisation

des matrices symétriques réelles 9.224, il existe une matrice P P GLpn,Rq diagonalisant A.
En suivant la remarque 9.225, et en notant Q la matrice obtenue à partir de P en changeant
le signe de sa première ligne, nous avons

αpQq “ QtAQ “ P tAP “ αpP q. (17.525)

Or si P P GL`pn,Rq, alors Q P GL´pn,Rq et inversement. Donc nous avons trouvé une
intersection entre α

`
GL`pn,Rq˘ et α

`
GL´pn,Rq˘.

(4) Soient A et B dans Sp,qn pRq XGLpn,Rq. Par le théorème de Sylvester, il existe P et Q dans
GLpn,Rq telles que A “ P t1p,qP et B “ Qt1p,qQ. Par la remarque 9.225 nous pouvons
choisir P et Q dans GL`pn,Rq. Ce dernier groupe étant connexe par arc, il existe un chemin

γ : r0, 1s Ñ GL`pn,Rq (17.526)

tel que γp0q “ P et γp1q “ Q. Alors le chemin

s ÞÑ γpsqt1p,qγpsq (17.527)

est un chemin continu dans Sp,qn pRq joignant A à B.

63. À ce point, il me semble que [509] fait erreur parce que la matrice ´1n est de déterminant 1 lorsque n est pair.
L’argument donné ici provient de [104]
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Nous savons déjà de la proposition 17.121 que les ensembles Sp,qn pRq (pas spécialement de rang
maximum) sont ouverts dans SnpRq. Le lemme suivant nous donne une précision à ce sujet, dans
le cas des matrices de rang maximum, en disant que la matrice qui donne la similitude entre A0
et A est localement un C1-difféomorphisme de A.

LemWLCvLXe

Lemme 17.122.
Soit A0 P ΩpRnq “ Sn XGLpn,Rq, une matrice symétrique inversible. Alors il existe un voisinage
V de A0 dans Sn et une application φ : V Ñ GLpn,Rq qui

(1) est de classe C1,
(2) est telle que pour tout A P V , φpAqtA0ϕpAq “ A.

Démonstration. Nous considérons l’application

φ : Mpn,Rq Ñ Sn

M ÞÑM tA0M.
(17.528)

Étant donné que les composantes de φpMq sont des polynômes en les entrées deM , cette application
est de classe C1 – et même plus. Soit maintenant H PMpn,Rq et calculons dφ1pHq par la formule
(12.635) :

dφ1pHq “ d

dt

”
φp1` tHq

ı
t“0

(17.529a)

“ d

dt

”
p1` tHtqA0p1` tHq

ı
t“0

(17.529b)

“ d

dt

”
A0 ` tA0H ` tHtA0 ` t2HtA0H

ı
t“0

(17.529c)

“ A0H `HtA0. (17.529d)

Donc
dφ1pHq “ pA0Hq ` pA0Hqt. (17.530)

Par conséquent

kerpdφ1q “ tH PMpn,Rq tel que A0H est antisymétriqueu, (17.531)

et si nous posons
F “ tH PMpn,Rq tel que A0H est symétriqueu (17.532)

nous avons
Mpn,Rq “ F ‘ kerpdφ1q (17.533)

parce que toute matrice peur être décomposée de façon unique en partir symétrique et antisymé-
trique. De plus l’application

f : F Ñ Sn

H ÞÑ A0H
(17.534)EqGTBusDmEqGTBusDm

est une bijection linéaire. D’abord A0H “ 0 implique H “ 0 parce que A0 est inversible, et ensuite
si X P Sn, alors X “ A0A

´1
0 X, ce qui prouve que X est l’image par f de A´1

0 X et donc que f est
surjective.

Maintenant nous considérons la restriction ψ “ φ|F , ψ : F Ñ Sn. Remarquons que 1 P F parce
que A0 P Sn. L’application dψ1 est une bijection. En effet d’abord

dpφ|F q1 “ pdφ1q|F , (17.535)

ce qui prouve que
kerpdψ1q “ kerpdφ1q X F “ t0u, (17.536)
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ce qui prouve que dψ1 est injective. Pour montrer que dψ1 est surjective, il suffit de mentionner le
fait que dimF “ dimSn du fait que l’application (17.534) est une bijection linéaire.

Nous pouvons utiliser le théorème d’inversion locale (théorème 17.51) et conclure qu’il existe
un voisinage ouvert U de 1 dans F tel que ψ soit un difféomorphisme C1 entre U et V “ ψpUq.
Vu que GLpn,Rq est ouvert dans Mpn,Rq, nous pouvons prendre U XGLpn,Rq et donc supposer
que U Ă GLpn,Rq.

Pour tout A P V , il existe une unique M P U telle que ψpMq “ A, c’est-à-dire telle que
A “M tA0M . Cette matrice M est ψ´1pAq et est une matrice inversible. Bref, nous posons

ϕ : V Ñ GLpn,Rq
A ÞÑ ψ´1pAq, (17.537)

et ce ϕ est de classe C1 sur V parce que c’est ce que dit le théorème d’inversion locale. Cette
application répond à la question parce que V est un voisinage de φp1q “ A0 et pour tout A P V
nous avons

ϕpAqtA0ϕpAq “ φ´1pAqtA0φ
´1pAq “ A. (17.538)

17.14 Ellipsoïde de John-Loewner
C’est le moment de relire les conventions de notations données en 17.119 et 17.120 ainsi que la

définition 9.123 d’une forme quadratique.
Soit q une forme quadratique sur Rn ainsi que B une base orthonormée de Rn dans laquelle la

matrice de q est diagonale. Dans cette base, la forme q est donnée par la proposition 9.252 :

qpxq “
ÿ

i

λix
2
i (17.539)

où les λi sont les valeurs propres de q.
Plus généralement nous notons matBpqq la matrice de q dans la base B de Rn.

PropOXWooYrDKpw

Proposition 17.123.
Soit B une base orthonormée de Rn et l’application 64

D : QpRnq Ñ R

q ÞÑ det
`
matBpqq

˘
.

(17.540)

Alors :
(1) La valeur de D ne dépend pas du choix de la base orthonormée B.
(2) La fonction D est donnée par la formule Dpqq “ś

i λi où les λi sont les valeurs propres de
q.

(3) La fonction D est continue.

Démonstration. Soit q une forme quadratique sur Rn. Nous considérons B une base de diagonali-
sation de q :

qpxq “
ÿ

i

λix
2
i (17.541)

où les xi sont les composantes de x dans la base B. Par définition, la matrice matBpqq est la matrice
diagonale contenant les valeurs propres de q.

Nous considérons aussi B1, une autre base orthonormées de Rn. Nous notons S “ matB1pqq ;
étant symétrique, cette matrice se diagonalise par une matrice orthogonale : il existe P P Opn,Rq
telle que

S “ PmatBpqqP t; (17.542)

64. L’ensemble QpEq est l’ensemble des formes quadratiques sur E.



1582 CHAPITRE 17. ENCORE DE L’ANALYSE (ET C’EST PAS FINI)

donc detpSq “ detpPP tq det
`

diagpλ1, . . . , λnq
˘ “ λ1 . . . λn. Ceci prouve en même temps que D ne

dépend pas du choix de la base et que sa valeur est le produit des valeurs propres.
Passons à la continuité. L’application déterminant det : SnpRnq Ñ R est continue car poly-

nôme en les composantes. D’autre part l’application matB : QpRnq Ñ SnpRq est continue par
la proposition 9.140. L’application D étant la composée de deux applications continues, elle est
continue.

LEMooLSTOooZiEOdx

Lemme 17.124 (Volume d’un ellipsoïde[104, 1]).
Soit une forme quadratique strictement définie positive q sur Rn. Nous considérons l’ellipsoïde

E “ tx P Rn tel que qpxq ď r2u (17.543)

pour un certain r ą 0.
Alors le volume de E est donné par

Vq “ V0rna
Dpqq (17.544)

où V0 est une constante 65 et D est l’application de la proposition 17.123.

Démonstration. Vu que la matrice de q est symétrique, elle est diagonalisable par une matrice
orthogonale (théorème 9.224). Autrement dit, il existe une base orthonormée B “ te1, . . . , enu de
Rn telle que

qpxq “
nÿ

i“1
aix

2
i (17.545)EqELBooQLPQUjEqELBooQLPQUj

où xi “ xei, xy et les ai sont tous strictement positifs.
À priori nous devrions calculer ż

E
dx, (17.546)

mais nous effectuons le changement de variable 66 associé à la matrice qui diagonalise q et nous
devons simplement calculer

Vq “
ż
ř

i aix2
i ăr2

dx (17.547)

parce que le jacobien de ce changement de variable est 1 (déterminant d’une matrice orthogonale).
Tout cela pour dire que nous nommons Eq l’ellipsoïde associée à la forme quadratique q et Vq

son volume que nous allons maintenant calculer 67 :

Vq “
ż
ř

i aix2
i ăr2

dx (17.548)

Cette intégrale est écrite de façon plus simple en utilisant le C1-difféomorphisme

φ : Eq Ñ Bp0, 1q
x ÞÑ 1

r

´
x1
?
a1, . . . , xn

?
an

¯
.

(17.549)

Le fait que φ prenne bien ses valeurs dans Bp0, 1q est un simple calcul : si x P Eq, alors

ÿ

i

φpxq2i “
1
r2

ÿ

i

aix
2
i “

1
r2 qpxq ă 1. (17.550)

65. C’est le volume de la boule unité dans Rn et ce n’est pas tout à fait évident à calculer [510].
66. Théorème 14.292.
67. Le volume ne change pas si nous écrivons l’inégalité stricte au lieu de large dans le domaine d’intégration ;

nous le faisons pour avoir un domaine ouvert.
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Cela nous permet d’utiliser le théorème de changement de variables 14.292 :

Vq “
ż
ř

i aix2
i ăr2

dx “ rn?
a1 . . . an

ż

Bp0,1q
dx. (17.551)

La dernière intégrale est le volume de la boule unité dans Rn et nous la notons V0. La proposi-
tion 17.123 nous permet d’écrire Vq sous la forme

Vq “ V0rna
Dpqq . (17.552)

17.125.
Le théorème suivant dit en substance que si K est compact, alors il existe un unique ellipsoïde de
volume minimal centré en l’origine et contenant K. Il faut se rendre compte que l’ellipsoïde n’est
pas celui que l’on croirait intuitivement parce que la contrainte centrée en l’origine est forte. Si
K “ B

`p4, 0q, 1˘, alors l’ellipsoïde donnée n’est pas du tout K lui-même comme on pourrait s’y
attendre. Ce serait probablement quelque chose comme la boule centrée en p0, 0q et de rayon 5 68.

Ce que l’on voudrait est un ellipsoïde qui soit centré où il faut pour que le volume soit minimal.
Nous verrons que c’est possible en la proposition 17.127, mais qu’alors l’unicité est moins évidente
(voir la remarque dans [511]). Si vous voulez en entendre parler, vous pouvez lire [512, 513].

PropJYVooRMaPok

Proposition 17.126 (Ellipsoïde de John-Loewner[104]).
Soit K compact dans Rn et d’intérieur non vide. Il existe une unique ellipsoïde 69 (pleine) centrée
en l’origine de volume minimal contenant K.

Démonstration. Nous subdivisons la preuve en plusieurs parties.
(1) Volume de l’ellipsoïde Soit E un ellipsoïde centré en l’origine. La proposition 9.314 et

son corolaire 9.315 nous indiquent que

E “ tx P Rn tel que qpxq ď 1u (17.553)

pour une certaine forme quadratique strictement définie positive q. Le lemme 17.124 nous
donne alors le volume de E par

Vq “ V0a
Dpqq (17.554)

où V0 est une constante.
(2) Existence de l’ellipsoïde

Nous voulons trouver un ellipsoïde contenant K de volume minimal, c’est-à-dire une forme
quadratique q P Q``pRnq telle que

— Dpqq soit maximal
— qpxq ď 1 pour tout x P K.

Nous considérons l’ensemble des candidats semi-définis positifs.

A “ tq P Q` tel que qpxq ď 1@x P Ku. (17.555)

Nous allons montrer que A est convexe, compact et non vide dans QpRnq ; il aura ainsi
un maximum de la fonction continue D définie sur QpRnq. Nous montrerons ensuite que le
maximum est dans Q``. L’unicité sera prouvée à part.

68. Je ne sais pas très bien si il y a moyen de faire mieux. Ce serait sans doute un bon exercice ; faites-moi savoir si
vous avez la réponse.

69. Définition 9.312.
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(2a) Non vide L’ensemble K est compact et donc borné par M ą 0. La forme quadratique
q : x ÞÑ }x}2{M2 est dans A parce que si x P K alors

qpxq “ }x}
2

M2 ď 1. (17.556)

(2b) Convexe Soient q, q1 P A et λ P r0, 1s. Nous avons encore λq ` p1 ´ λqq1 P Q` parce
que

λqpxq ` p1´ λqq1pxq ě 0 (17.557)

dès que qpxq ě 0 et q1pxq ě 0. D’autre part si x P K nous avons

λqpxq ` p1´ λqq1pxq ď λ` p1´ λq “ 1. (17.558)

Donc λq ` p1´ λqq1 P A.
(2c) Fermé

Pour rappel, la topologie de QpRnq est celle de la norme (9.283). Nous considérons une
suite pqnq dans A convergeant vers q P QpRnq et nous allons prouver que q P A, de sorte
que la caractérisation séquentielle de la fermeture (proposition 7.245) conclue que A est
fermé. En nommant ex le vecteur unitaire dans la direction x nous avons

ˇ̌
qpxqˇ̌ “ ˇ̌}x}2qpexq

ˇ̌ ď }x}2Npqq, (17.559)

de sorte que notre histoire de suite convergente donne pour tout x :
ˇ̌
qnpxq ´ qpxq

ˇ̌ ď }x}2Npqn ´ qq Ñ 0. (17.560)

Vu que qnpxq ě 0 pour tout n, nous devons aussi avoir qpxq ě 0 et donc q P Q` (semi-
définie positive). De la même manière si x P K alors qnpxq ď 1 pour tout n et donc
qpxq ď 1. Par conséquent q P A et A est fermé.

(2d) Borné
La partie K de Rn est borné et d’intérieur non vide, donc il existe a P K et r ą 0 tel
que Bpa, rq Ă K. Si par ailleurs q P A et x P Bp0, rq nous avons a ` x P K et donc
qpa` xq ď 1. De plus qp´aq “ qpaq ď 1, donc

a
qpxq “

b
q
`
x` a´ a˘ ďa

qpx` aq `a
qp´aq ď 2 (17.561)

par l’inégalité de Minkowski 11.10. Cela prouve que si x P Bp0, rq alors qpxq ď 4. Si par
contre x P Bp0, 1q alors rx P Bp0, rq et

0 ď qpxq “ 1
r2 qprxq ď

4
r2 , (17.562)

ce qui prouve que Npqq ď 4
r2 et que A est borné.

L’ensemble A est compact parce que fermé et borné, théorème de Borel-Lebesgue 10.24.
L’application continue D : QpRnq Ñ R de la proposition 17.123 admet donc un maximum
sur le compact A. Soit q0 ce maximum.
Nous montrons que q0 P Q``pRdq. Nous savons que l’application f : x ÞÑ }x}2

M2 est dans A et
que Dpfq ą 0. Vu que q0 est maximale pour D, nous avons

Dpq0q ě Dpfq ą 0. (17.563)

Donc q0 P Q``.
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(3) Unicité
Si il existe une autre ellipsoïde de même volume que celle associée à la forme quadratique q0,
nous avons une forme quadratique q P Q`` telle que qpxq ď 1 pour tout x P K. C’est-à-dire
que nous avons q0, q P A tels que Dpq0q “ Dpqq.
Nous considérons la base canonique Bc de Rn et nous posons S “ matBcpqq, S0 “ matBcpq0q.
Étant donné que A est convexe, pq0 ` qq{2 P A et nous allons prouver que cet élément de A
contredit la maximalité de q0. En effet

D

ˆ
q ` q0

2

˙
“ det

ˆ
S ` S0

2

˙
(17.564)

Nous allons utiliser le lemme 17.96 qui dit que le déterminant est log-concave sous la forme
de l’équation (17.371) avec α “ β “ 1

2 :

D

ˆ
q ` q0

2

˙
“ det

ˆ
S ` S0

2

˙
ąa

detpSqadetpS0q “ detpS0q “ Dpq0q. (17.565)eqBHJooYEUDPCeqBHJooYEUDPC

Nous avons utilisé le fait que Dpq0q “ Dpqq qui signifie que detpS0q “ detpSq. L’inéquation
(17.565) contredit la maximalité de Dpq0q et donne donc l’unicité.

Dans la proposition suivante nous oublions l’unicité, mais nous démontrons qu’il existe un
ellipsoïde de volume minimal parmi les ellipsoïdes centrées où l’on veut et non seulement en zéro.
La source de cette proposition est [1], et comme toujours avec cette source, vous devez regarder à
la fois l’énoncé et la preuve avec un oeil encore plus prudent que d’habitude.

PROPooVIDPooOGrRJh

Proposition 17.127 ([1]).
Soit un compact d’intérieur non vide K dans Rn. Il existe un ellipsoïde de volume minimal conte-
nant K.

Démonstration. Au lieu de considérer le compact K et de chercher où centrer l’ellipsoïde afin
qu’elle puisse contenir K en un volume minimal, nous allons chercher comment translater K pour
qu’un ellipsoïde centré en zéro puisse contenir l’image translétée de K en un volume minimal.

Pour a P Rn, nous notons Ea la plus petite ellipsoïde centrée en 0 contenant K`a (translation
de K par le vecteur a). Elle est bien définie par la proposition 17.126. Notre jeu est maintenant
d’étudier la fonction 70

f : Rn Ñ R`

a ÞÑ volpEaq. (17.566)

Nous allons montrer que f est continue et qu’elle peut être restreinte à un compact sans risque de
rater un minimum.

(1) À propos de forme quadratique Nous notons q la forme quadratique de l’ellipsoïde E0
et A sa matrice symétrique associée. Si x P K ` h nous avons, pour un certain k P K :

qpxq “ qpk ` hq (17.567a)
“ xk ` h,Apk ` hqy (17.567b)
“ xk,Aky ` xk,Ahxy ` xh,Aky ` xh,Ahy. (17.567c)

En tenant compte du fait que A “ At nous avons aussi xk,Ahy “ xh,Aky et donc

qpxq “ 2xk,Ahy ` qphq. (17.568)

En ce qui concerne la norme, pour tout x P K ` h nous avons donc la majoration

|qpxq| ď 1` 2}k}}Ah} ` qphq (17.569a)
ď 1` 2|K|}Ah} ` qphq (17.569b)

70. Notons que cette fonction est bien définie, même sans la partie unicité de 17.126 parce que même si Ea n’était
pas bien définie, son volume, lui, est bien défini.
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où nous avons noté |K| “ supkPK }k}. Vu que qpxq est en fait toujours positif nous pouvons
oublier la valeur absolue à gauche et conclure que K ` h est contenu dans l’ellipsoïde

F1 “ tx P Rn tel que qpxq ď 1` 2|K|}Ah} ` qphqu. (17.570)

(2) Volumes
Nous avons donc volpEhq ď volpF1q. En reprenant la formule du lemme 17.124 pour le volume
de l’ellipsoïde nous avons la majoration

volpEhq ď volpE0q
`
1` 2|K|}Ah} ` qphq˘n. (17.571)

Autrement dit, en ce qui concerne notre fonction f :

fphq ď fp0q`1` 2|K|}Ah} ` qphq˘n. (17.572)EQooLVZCooJVxVNxEQooLVZCooJVxVNx

Nous pouvons faire le même raisonnement en partant de K`h et en voyant comment modifier
le rayon de Eh pour que E0 y rentre. Autrement dit, nous refaisons le raisonnement en posant
K 1 “ K`h et en étudiant K 1´h. Si q1 est la forme quadratique de Eh et si A1 est sa matrice
symétrique,

volpE0q ď volpEhq
`
1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq

˘n (17.573)

En termes de f :
fp0q ď fphq`1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq

˘n (17.574)EQooRHWNooDisTvnEQooRHWNooDisTvn

(3) Encadrement
Les majoration (17.572) et (17.574) nous permettent de créer un encadrement pour fphq. En
effet, en écrivant (17.574) et en continuant la majoration en remplaçant fphq par (17.572),
nous obtenons

fp0q ď fphq`1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq
˘n

ď fp0q`1` 2|K|}Ah} ` qphq˘n`1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq
˘n
.

(17.575)

Vu que nous avons dans l’idée de prendre des h petits (en norme) et que les parenthèses
tendent vers 1 lorsque h est petit, nous pouvons supposer qu’elles sont non nulles et allègre-
ment les passer au dénominateur. Nous divisons donc tout par le coefficient de fphq :

fp0q`
1` 2|K ` h|}A1h} ` q1phq

˘n ď fphq ď fp0q`1` 2|K|}Ah} ` qphq˘n (17.576)

Nous utilisons la règle de l’étau 71 pour conclure que

lim
hÑ0

volpEhq “ volpE0q. (17.577)EQooCMAQooMkkEVREQooCMAQooMkkEVR

(4) Continuité Si a P Rn nous pouvons appliquer la limite (17.577) pour l’ellipsoïde Ea au lieu
de E0, c’est-à-dire en partant du compact K ` a au lieu de K. Cela donne

lim
hÑ0

volpEa`hq “ volpEaq. (17.578)

Donc f est continue sur Rn.
(5) Compact

Nous avons en hypothèse que K est d’intérieur non vide. Il existe donc a P K et r ą 0 tel
que Bpa, rq Ă K. Soit l’hyperplan affine H passant par a et perpendiculaire à a. Nous notons
S “ H X Bpa, rq. Nous avons évidemment S Ă K et donc S Ă E0. Vu que l’ellipsoïde E0 est
convexe et contient K, tout le cône de base S et de hauteur a est dans E0.

71. Théorème 12.219.
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Sans rentrer dans le détails du calcul du volume de ce cône, son volume tend vers l’infini si
a tend vers l’infini 72

Nous avons donc une majoration

volpEhq ě volume du cône de base S et de hauteur a` h. (17.579)

Dès que ce volume est plus grand que volpE0q, il est impossible que volpEhq ď volpE0q. Soit
R ą 0 tel que pour tout }h} ě R, le volume du cône soit plus grand que volpE0q. Le minimum
de f est certainement dans Bp0, Rq parce que au moins

volpE0q P f
`
Bp0, Rq˘. (17.580)

(6) Minimum
Nous considérons la fonction

f : Bp0, Rq Ñ R`

h ÞÑ volpEhq.
(17.581)

Elle est continue sur un compact, et le théorème de Weierstrass 7.141 nous dit alors qu’elle
atteint son minimum. Il n’y a cependant pas unicité de la valeurs de h pour laquelle fphq est
minimum.

(7) Envoi
Soit s P Rn tel que fpsq soit minimal. Cela signifie que parmi tous les ellipsoïdes centrés en
zéro et contenant des ensembles de la forme K `h, le plus petit est celui qui contient K ` s.
Soit Es cet ellipsoïde.
Je prétend que Es ´ s est le plus petit ellipsoïde contenant K, tout centres confondus. En
effet, si F est un ellipsoïde centré en a et contenant K, alors F ´ a est un ellipsoïde centré
en zéro et contenant K ´ a. Nous avons alors

volpF ´ aq ě volpEsq “ volpEs ´ sq. (17.582)

L’invariance de la mesure par translation est le théorème 14.247.

17.15 Prolongement de fonctions
LEMooTUQIooEyTLBa

Lemme 17.128 ([1]).
Soient un espace topologique X et un ouvert V Ă X. Nous considérons une fonction ϕ P C0

c pV,Cq.
Alors l’extension

h : X Ñ C

x ÞÑ
#
ϕpxq si x P V
0 sinon

(17.583)

est continue sur X.
LemdCOMQM

Lemme 17.129.
Soit E, un espace vectoriel normé complet et pAnq une suite emboîtée de fermés non vides dont le
diamètre tend vers zéro. Alors l’intersection

Ş
nPNAn contient exactement un point.

Démonstration. Si l’intersection contenait deux points distincts a et b, alors nous aurions pour
tout n la majoration diampAnq ě }a´ b} qui ne dépend pas de n. Cela contredirait la limite.

Soit une suite pxnq avec xk P Ak pour tout k P N. C’est une suite de Cauchy. En effet si ϵ ą 0,
considérons N tel que diampAN q ă ϵ. Dans ce cas dès que n,m ą N nous avons xn, xm P AN et
donc }xn ´ xm} ď ϵ. La suite xn converge donc vers un élément dans E.

72. Topologie du complété en un point, j’imagine que vous voyez de quoi il en retourne. Sinon c’est la définition
7.101, et il faut sans doute adapter le lemme 12.82 au cas de Rn pour tout faire dans les règles.
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Nous devons montrer que x P Ak pour tout k. La queue de suite pxnqněk est une suite de
Cauchy dans Ak qui converge donc vers un élément de Ak (ici nous utilisons le fait que Ak est
fermé). Par unicité de la limite, cette dernière doit être x. Par conséquent x P ŞnPNAn.

ThoCaMpKO

Théorème 17.130 ([514]).
Soient X et Y des espaces vectoriels normés. Pour une application linéaire f : X Ñ Y , les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue sur X,
(2) f est continue en un point de X,
(3) f est bornée.

PropTTiRgAq

Proposition 17.131 ([515]).
Soit un espace normé X, un espace de Banach F et une partie dense A de X. Si l’application
linéaire

f :
`
A, }.}X

˘Ñ F (17.584)

est continue 73, alors il existe une unique application linéaire continue f̃ : X Ñ F prolongeant f .
De plus }f̃} “ }f}.
Démonstration. Soient x P X et pAnqně0 la suite d’ensembles définie par

An “ ty P A tel que }x´ y} ď 2´nu. (17.585)

Étant donné que A est dense, ces ensembles sont tous non vides. De plus diamAn Ñ 0 parce que
si y, y1 P An alors

}y ´ y1} ď }y ´ x} ` }x´ y1} ď 2´n`1. (17.586)

Vu que f est bornée, la suite d’ensembles fpAnq est une suite emboitée d’ensembles non vides de
F . De plus leur diamètre tend vers zéro. En effet si z, z1 P fpAnq, nous posons z “ fpyq, z1 “ fpy1q
et nous avons

}z ´ z1} ď }fpyq ´ fpxq} ` }fpxq ´ fpy1q} ď }f}`}y ´ x} ` }x´ y1}˘, (17.587)

ce qui montre que diam fpAnq ď }f}2´n`1. Notons que nous avons utilisé la linéarité de f . Par le
lemme 17.129, l’intersection

Ş
nPN fpAnq contient exactement un point. Nous posons

Spxq “
č

nPN
fpAnq. (17.588)

Nous allons montrer que l’application x ÞÑ Spxq ainsi définie est l’application que nous cherchons.
Nous commençons par montrer que pour toute suite yk Ñ x avec yk P A nous avons

fpykq Ñ Spxq. (17.589)EqBnRZxWEqBnRZxW

Pour cela nous considérons n0 P N et k0 tel que yk0 P An0 . Avec cela nous avons

}fpykq ´ Spxq} ď diampAn0q ď }f}2´n0`1. (17.590)

Pour montrer que S est linéaire, nous considérons deux suites dans A : yk Ñ x et y1
k Ñ x1 ainsi

que la somme yk ` y1k Ñ x` x1. Nous écrivons la relation (17.589) pour ces trois suites :

fpykq Ñ Spxq (17.591a)
fpy1

kq Ñ Spx1q (17.591b)
fpyk ` y1

xq Ñ Spx` x1q. (17.591c)

73. Nous avons bien mis sur A la topologie induite de X. Notons que ce n’est pas toujours celle qui est la plus
naturelle sur A.
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Cependant, étant donné que f est linéaire, pour tout k nous avons fpyk ` y1
kq “ fpykq ` fpy1

kq et
par conséquent

fpyk ` y1
kq Ñ Spxq ` Spx1q. (17.592)

Par unicité de la limite, Spx ` x1q “ Spxq ` Spx1q. Le même genre de raisonnement montre que
Spλxq “ λSpxq. L’application S est donc linéaire.

En ce qui concerna la continuité, nous avons

}Spxq} “ lim }fpykq} ď }f}} lim yk} “ }f}}x}, (17.593)

donc }S} ď }f}, c’est-à-dire que S est borné et donc continue parce que linéaire (théorème 17.130).
Nous montrons maintenant que S prolonge f . Si x P A, alors nous avons

Ş
nPN fpAnq “ fpxq,

et donc Spxq “ fpxq. Cela montre du même coup que }f} ď }S} et que par conséquent }f} “ }S}.
Passons à la partie sur l’unicité. Soient donc S et T deux prolongements continus de f sur

X. Soient x P X et xn Ñ x une suite dans A. Par continuité nous avons T pxnq Ñ T pxq et
Spxnq Ñ Spxq. Étant donné que par ailleurs pour tout n nous avons Spxnq “ T pxnq, l’unicité de
la limite montre que T pxq “ Spxq.

17.15.1 Encore du prolongement

Dans la même veine que la proposition 17.131 nous avons ce résultat.
ThoPVFQMi

Théorème 17.132 ([516]).
Soient E et F , deux espaces métriques complets ainsi que A dense dans E. Si u : A Ñ F est
uniformément continue, alors elle se prolonge de façon unique en une fonction continue ũ : E Ñ F .
De plus ce prolongement est uniformément continu.

Démonstration. Soit x P EzA et une suite pxnq contenue dans A et convergente vers x. Nous
voulons définir

ũpxq “ lim
nÑ8upxnq (17.594)

mais pour ce faire nous devons prouver que la suite
`
upxnq

˘
converge dans F et que la limite ne

dépend pas de la suite choisie parmi les suites de A qui convergent (dans E) vers x.
Commençons par montrer que

`
upxnq

˘
est de Cauchy dans F . Pour cela nous prenons ϵ ą 0 et

η ą 0 telle que dEpa, bq ă η implique dF
`
upaq, upbq˘ ă ϵ (uniforme continuité de u). Après, il suffit

de choisir N tel que pour tout n,m ą N nous ayons dpxm, xnq ă η (parce que xn est de Cauchy).
Avec tout ça nous avons

dF
`
upxmq, upxnq

˘ ă ϵ, (17.595)
ce qui signifie que

`
upxnq

˘
est de Cauchy et donc convergente dans F .

Nous voulons montrer maintenant que si pxnq et pynq sont deux suites dans A convergentes vers
x alors limnÑ8 upxnq “ limnÑ8 upynq. Pour cela nous considérons la suite z “ px1, y1, x2, y2, . . .q.
Nous avons évidemment zn Ñ x, et donc upznq converge dans F par ce qui a été dit plus haut.
Mais upxnq et upynq en sont deux sous-suites convergentes. Donc leurs limites sont égales.

Il reste à montrer que ce ũ est continue et uniformément continue. Pour cela nous utilisons le
module de continuité et le lemme 11.294. Étant donné que ũ prolonge u nous avons

ωũphq ě ωuphq. (17.596)EqFRYqONEqFRYqON

Soient h ą 0 et ϵ ą 0 ; soient aussi x, y P E tels que dpx, yq ă h. Nous prenons des suites panq Ñ x
et pbnq Ñ y tout en choisissant n assez grand pour avoir dEpan, bnq ă h. Nous avons

dF
`
ũpxq, ũpyq˘ ď dF

`
ũpxq, upanq

˘` d`upanq, upbnq
˘` dF

`
upbnq, ũpyq

˘
. (17.597)

Si n est assez grand, par construction de ũ, le premier et le dernier terme sont plus petits que
ϵ. Par définition du module de continuité nous avons d’autre part dF

`
upanq, upbnq

˘ ď ωuphq. Du
coup

dF
`
ũpxq, ũpyq˘ ď ωuphq ` 2ϵ. (17.598)
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Si nous prenons le supremum sur les x et y vérifiant dEpx, yq ă h, à gauche nous obtenons ωũphq
tandis que le membre de droite ne dépend pas de x ety. Donc pour tout ϵ, nous avons

ωũphq ď ωuphq ` 2ϵ. (17.599)

En comparaison avec (17.596), nous trouvons

ωũphq ď ωuphq. (17.600)

Les fonctions u et ũ ayant le même module de continuité, le lemme 11.294 nous enseigne que l’une
est uniformément continue si et seulement si l’autre l’est. Vu que u est uniformément continue par
hypothèse, le prolongement ũ est uniformément continu.

DEFooMHQMooEvLccV

Définition 17.133.
Un plongement de l’espace topologique X dans Y est une application f : X Ñ Y telle que f : X Ñ
fpXq soit un homéomorphisme.

ThoPHllyoB

Théorème 17.134 (Extensiton des isométries).
Soit M̃ un espace métrique complet et une application isométrique

f : AÑ M̃ (17.601)

où A est une partie dense d’un espace métrique M (pas spécialement complet). Alors f accepte
une unique extension isométrique

f̃ : M Ñ M̃ (17.602)

Supposons de plus que M soit complet 74. Alors f̃ : M Ñ M̃ est une bijection si et seulement
si fpAq est dense dans M̃ .

Démonstration. Nous commençons par prouver l’unicité. Soient f̃1 et f̃2 deux extensions de f et
x PM . Si panq est une suite dans A convergeant vers x (possible parce que A est dense dans M),
alors nous avons

f̃1panq “ f̃2panq (17.603)

et donc f̃1pxq “ f̃2pxq par continuité (une application isométrique est continue (proposition 7.239)).
Nous démontrons à présent l’existence.

(1) Construction de f̃ Soient x P M et panq une suite dans A qui converge vers x. Nous
définissons

f̃pxq “ lim
kÑ8 fpakq. (17.604)EqHEembqyEqHEembqy

Note : nous pouvons prouver que cette définition ne dépend pas du choix de la suite panq
convergeant vers x, mais ce serait superflu parce que nous avons déjà prouvé l’unicité de f̃ .
Par contre nous devons expliquer pourquoi la limite du membre de droite de (17.604) existe
dans M̃ . D’abord la suite panq est de Cauchy parce qu’elle est convergente (attention : M
n’étant pas complet le fait d’être de Cauchy n’implique pas la convergence). Donc, étant
donné que f est une isométrie, la suite

`
fpanq

˘
est de Cauchy dans M̃ . Or ce dernier étant

complet, la suite des images converge.
Montrons que cette application f̃ : M Ñ M̃ répond à la question.

(2) f̃ est isométrique

74. Il me semble que cette hypothèse manque dans [517].
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Soient a, b PM et des suites dans A convergeant vers eux : an Ñ a, bn Ñ b. Nous avons, par
continuité de l’application distance,

d
`
f̃paq, f̃pbq˘ “ lim

kÑ8 d
`
f̃pakq, f̃pbq

˘
(17.605a)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
f̃pakq, f̃pblq

˘
(17.605b)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
fpakq, fpblq

˘
(17.605c)

“ lim
kÑ8 lim

lÑ8 d
`
ak, bl

˘
(17.605d)

“ dpa, bq. (17.605e)

Cela prouve que f̃ est une isométrie.
Pour la suite nous supposons que M est complet. Notons tout de suite que f̃ est injective
parce qu’elle est isométrique.

(3) Bijection implique dense
Nous supposons que f̃ : M Ñ M̃ est une bijection. Notons que f : AÑ M̃ a son image dans
M̃ . Donc fpAq Ă M̃ .
Étant donné que f̃ a pour image des limites de suites dans fpAq, l’image de f̃ est contenue
dans fpAq, c’est-à-dire f̃pMq Ă fpAq. Donc si f̃ est surjective, c’est que M̃ Ă fpAq. Au final
nous avons l’égalité fpAq “ M̃ . Cela prouve que si f̃ est bijective, alors fpAq est dense dans
M̃ .

(4) Dense implique bijective
Nous supposons que fpAq “ M̃ et nous devons prouver que f̃ est surjective. Soient x P M̃
et fpanq une suite dans fpAq qui converge vers x ; une telle suite existe parce que fpAq est
dense dans M̃ . Cette suite est de Cauchy dans M̃ parce que dans un espace métrique, une
suite convergente est de Cauchy. La suite panq est elle-même également de Cauchy parce que

dpan, amq “ d
`
fpanq, fpamq

˘
. (17.606)

Étant donné que panq est de Cauchy dansM , elle converge vers un élément que nous nommons
a PM . Par continuité de f nous avons alors

f̃paq “ lim
kÑ8 fpakq “ x. (17.607)

Cela prouve que x est bien dans l’image de f̃ et donc que f̃ est surjective.

17.16 Complétion d’un espace métrique
LEMooGJONooVwUgyv

Lemme 17.135 ([518]).
Soient des espaces métriques pX, dq et pY, ρq. Soit une application isométrique f : X Ñ Y .

ITEMooKJJHooAEDfIU

(1) Si pxnq est de Cauchy dans X, alors
`
fpxnq

˘
est de Cauchy dans Y .

ITEMooBGWMooQPfTAz

(2) Si panq et pbnq sont deux suite des Cauchy dans X ayant la même limite, alors
`
fpanq

˘
et`

fpbnq
˘

ont même limite.

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Soit Nϵ tel que si p, q ě Nϵ, nous avons dpxp, xqq ď ϵ. Pour ce même
Nϵ, vu que f est isométrique,

ρ
`
fpxpq, fpxqq

˘ “ dpxp, xqq ď ϵ. (17.608)

Cela prouve (1). Nous passons à (2).
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Supposons an XÝÑ x et bn XÝÑ x, et nous considérons ya et yb les limites fpanq YÝÑ ya et
fpbnq YÝÑ yb. Nous avons

ρpya, ybq ď ρ
`
ya, fpanq

˘` ρ`fpanq, fpbnq
˘

loooooooomoooooooon
“dpan,bnq

`ρ`fpbnq, yb
˘

(17.609a)

ď ρ
`
ya, fpanq

˘` dpan, xq ` dpx, bnq ` ρ
`
fpbnq, yb

˘
. (17.609b)

À droite, les quatre termes tendent vers zéro lorsque n Ñ 8. Donc ρpya, ybq “ 0, et donc ya “
yb.

LEMooNFIOooZUMhuA

Lemme 17.136 ([518]).
Soient des espaces métriques pX, dq et pY, ρq ainsi que D dense dans X. Nous supposons que Y
est dense et nous considérons une application isométrique f : D Ñ Y .

Alors il existe une unique isométrie F : X Ñ Y qui étend f .

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Construction de F Nous commençons par l’existence. Soit x P X. Étant donné que D est

dense dans X, il existe une suite pxnq dans D telle que xn XÝÑ x. Nous déduisons du lemme
17.135 que

`
fpxnq

˘
est de Cauchy dans Y , et même que la limite ne dépend pas de la suite

pxnq convergeant vers x. Bref, nous pouvons définir

F : X Ñ Y

x ÞÑ lim
nÑ8 fpxnq

(17.610)

où pxnq est n’importe quelle suite dans D qui converge vers x. Si x P D, alors il suffit de
prendre la suite constante xn “ x pour obtenir que F pxq “ fpxq.

(2) F est une isométrie
Soient x, y P X ainsi que deux suites de Cauchy xn

XÝÑ x et yn XÝÑ y. Soit ϵ ą 0. Si n est
assez grand,

dpx, yq ď dpx, xnq ` dpxn, ynq ` dpy, ynq (17.611a)
ď 2ϵ` ρ`fpxnq, fpynq

˘
f est isom. (17.611b)

ď 2ϵ` ρ`fpxnq, F pxq
˘` ρ`F pxq, F pyq˘` ρ`F pyq, fpynq

˘
(17.611c)

ď 3ϵ` ρ`F pxq, F pyq˘. (17.611d)

Donc nous avons l’inégalité
dpx, yq ď ρ

`
F pxq, F pyq˘. (17.612)

En partant maintenant de ρ
`
F pxq, F pyq˘ et en effectuant les mêmes majorations, nous trou-

vons l’inégalité dans l’autre sens : F
`
F pxq, F pyq˘ ď dpx, yq, de telle sorte que

dpx, yq “ ρ
`
F pxq, F pyq˘, (17.613)

ce qui signifie que F est une isométrie.
(3) Unicité Soient deux isométries F : X Ñ Y et F 1 : X Ñ Y telles que F “ F 1 sur D. Nous

devons prouver que F pxq “ F 1pxq pour tout x P X.
Soient donc x P X ainsi qu’une suite pxnq dans D telle que xn XÝÑ x. Nous avons alors

ρ
`
F pxq, F 1pxq˘ ď ρ

`
F pxq, F pxnq

˘` ρ`F pxnq, F 1pxnq
˘

looooooooomooooooooon
“0

`ρ`F 1pxnq, F 1pxq˘ (17.614a)

“ dpx, xnq ` dpxn, xq. (17.614b)

Donc pour tout n nous avons ρ
`
F pxq, F 1pxq˘ ď dpx, xnq ` dpxn, xq. En faisant n Ñ 8 nous

trouvons ρ
`
F pxq, F 1pxq˘ ď 0 et donc ρ

`
F pxq, F 1pxq˘ “ 0.
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DEFooXHQFooNBIavy

Définition 17.137 ([518]).
Soit un espace métrique pX, dq. Une complétion de pX, dq est un triple pX̂, d̂, jq où

(1) L’espace pX̂, d̂q est un espace métrique complet,
(2) L’application j : X Ñ X̂ est une isométrie,
(3) La partie jpXq est dense dans X̂.

THOooRLYBooCVBjoP

Théorème 17.138 (Unicité de la complétion[518]).
Soient pX, dq un espace métrique ainsi que deux complétions 75 pX1, d1, j1q, pX2, d2, j2q. Alors les
espaces pX1, d1q et pX2, d2q sont isométriques.

Démonstration. Nous considérons l’application f “ j2 ˝ j´1
1 : j1pXq Ñ X2. Cette application est

isométrique (parce que j1 et j2 le sont), l’espace X2 est complet et j1pXq est dense dans X1. Le
lemme 17.136 nous permet de considérer une isométrie F : X1 Ñ X2. Nous devons prouver que F
est bijective.

L’application F est injective parce qu’elle est isométrique. En ce qui concerne la surjectivité, soit
y P X2. Étant donné que j2pXq est dense dansX2, il existe une suite pynq dansX2 telle que yn X2ÝÑ y.
Pour chaque n nous choisissons xn P X tel que j2pxnq “ yn. Nous posons zn “ j1pxnq P X1.

Vu que pynq est de Cauchy et que j1 est isométrique, la suite pznq est de Cauchy. Étant donné que
X1 est complet, la suite pznq a une limite dans X1. Nous pouvons donc poser z “ limnÑ8 zn P X1.

Nous prouvons à présent que F pzq “ y. L’application F : X1 Ñ X2 est isométrique et donc
continue ; elle commute donc avec la limite et

lim
nÑ8 d2

`
F pznq, y

˘ “ d2
`
F pzq, y˘. (17.615)

Mais j1pxq P j1pXq, et nous savons que F “ f sur j1pXq. Donc

F
`
j1pxnq

˘ “ f
`
j1pxnq

˘ “ j2pxnq. (17.616)

Donc nous avons le calcul

d2
`
F pzq, y˘ “ lim

nÑ8 d2
`
F pznq, y

˘
(17.617a)

“ lim
nÑ8 d2

`
F pj1pxnqq, y

˘
(17.617b)

“ lim
nÑ8 d2

`
j2pxnq, y

˘
(17.617c)

“ lim
nÑ8 d2pyn, yq (17.617d)

“ 0. (17.617e)

Cela prouve que F pzq “ y et donc que F est surjective.

Une conséquence du théorème de prolongement est le théorème suivant qui permet de compléter
un espace métrique.

ThoKHTQJXZ

Théorème 17.139 (Complétion d’un espace métrique[519, 517, 518]).
Plus précisément, soit pM,dq un espace métrique. Il existe un espace métrique complet M̃ muni
d’un plongement 76 isométrique φ : M Ñ M̃ tel que φpMq soit dense dans M̃ .

Ce complété de M est unique au sens suivant. Si M̃1 et M̃2 sont deux espaces métriques complets
munis de plongements isométriques fi : M Ñ M̃i dont les images sont denses, alors il existe une
bijection isométrique ϕ : M̃1 Ñ M̃2 telle que ϕ ˝ f1 “ f2.

Démonstration. L’unicité est déjà le théorème 17.138. Nous faisons l’existence.

75. Définition 17.137.
76. Définition 17.133.
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(1) Existence
Soit CM l’ensemble des suites de Cauchy de M . Nous définissons

f : CM ˆ CM Ñ R

u, v ÞÑ lim
nÑ8 dpun, vnq.

(17.618)

Notre première tâche est de nous assurer que cela est bien défini, c’est-à-dire que la limite
existe toujours. En effet, si u et v sont des suites de Cauchy dans M , nous avons

|dpun, vnq ´ dpum, vmq| ď |dpun, vnq ` dpun, vmq| ` |dpun, vmq ´ dpum, vmq| (17.619a)
ď dpvn, vmq ` dpun, umq lem. 7.111

(17.619b)
ď 2ϵ (17.619c)

dès que m et n sont assez grand. Cela prouve que la suite n ÞÑ dpun, vnq est de Cauchy dans
R. Par complétude de R, elle converge 77.
Nous considérons la relation d’équivalence u „ v si et seulement si fpu, vq “ 0. Nous posons
M̃ “ CM{ „ et nous y mettons la distance

dprus, rvsq “ fpu, vq (17.620)EqDDLNRNFEqDDLNRNF

et nous devons encore vérifier que cela est bien défini. Prenons u1 „ u et v1 „ v. Alors nous
avons

dpu1
n, v

1
nq ď dpu1

n, unq ` dpun, vnq ` dpvn, v1
nq, (17.621)

et donc
dpu1, v1q “ lim

nÑ8 dpu
1
n, v

1nq ď lim
nÑ8 dpun, vnq “ dpu, vq. (17.622)

Le même argument en inversant les primes et les non primes montre l’inégalité inverse. Donc
dpu, vq “ dpu1, v1q dans CM , et donc la distance (17.620) est bien définie sur M̃ .
Afin de s’assurer que M̃ répond bien à la question du théorème, il faut encore démontrer les
points suivants :

— M se plonge isométriquement dans M̃ .
— l’image de M par le plongement est dense dans M̃ .
— M̃ est complet.

Nous allons maintenant considérer l’application

φ : M Ñ M̃

x ÞÑ la classe de la suite constante x.
(17.623)

(1a) Plongement isométrique Nous allons montrer que cela est une isométrie bijective
et que φpMq est dense dans M̃ . Le fait que φ soit bijective entre M et φpMq est évident.
C’est une isométrie parce que

d
`
φpxq, φpyq˘ “ lim

nÑ8 d
`
φpxqn, φpyqn

˘ “ dpx, yq. (17.624)

(1b) Densité
Soit rus P M̃ . Tous les termes un sont des éléments de M . Nous considérons la suite
dans φpMq donnée par

an “ φpunq (17.625)

77. Ici nous utilisons la complétude de R. Cette dernière doit donc être démontrée indépendamment, ce qui est
fait dans le théorème 7.275. De plus nous ne pouvons pas définir R comme étant le complété de Q en utilisant ce
théorème.
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Chaque an est un élément 78 de M̃ . Montrons que panq converge dans M̃ vers u. Nous
avons

dpan, uq “ lim
kÑ8 d

`panqk, uk
˘

(17.626a)

“ lim
kÑ8 dpun, ukq (17.626b)

“ dpun, ℓq (17.626c)

en notant ℓ la limite de la suite punq. Ici nous avons utilisé le fait que la fonction distance
était continue pour l’inverser avec la limite, par le théorème 12.217. Nous avons alors

lim
nÑ8 dpan, rusq “ lim

nÑ8 dpun, ℓq “ 0. (17.627)

(1c) Complétude Nous passons maintenant à la preuve du fait que M̃ est complet. Soit
pynq une suite de Cauchy dans M̃ . Soit ϵ ą 0 ; nous définissons Kpnq par

d
`pynqk, pynql

˘ ă ϵ (17.628)

dès que k, l ě Kpnq. Cette définition fonctionne parce que pour chaque n, yn est une
suite de Cauchy dans M . Nous posons

xn “ pynqKpnq PM (17.629)

et nous allons montrer que pxnq est de Cauchy dans M –donc est un élément de M̃– et
que yk Ñ pxnq dans M̃ .
Nous commençons par montrer que pxnq est de Cauchy dans M . Nous avons

dpxn, xmq “ d
`pynqKpnq, pymqKpmq

˘
(17.630a)

ď d
`pynqKpnq, pynql

˘` d`pynql, pymql
˘` d`pymql, pymqKpmq

˘
(17.630b)

Nous choisissons n,m tels que dpyn, ymq ă ϵ, ce qui nous permet de choisir l de telle façon
à avoir d

`pynqk, pymqk
˘ ă ϵ pour tout k ě l. De plus, quitte à encore augmenter l, nous

supposons que l ą Kpmq et l ą Kpmq. Avec ces choix nous voyons que dpxn, xmq ă 3ϵ,
ce qui signifie que la suite pxnq est de Cauchy dans M .
En ce qui concerne la convergence yn Ñ pxq, on a

d
`
yn, pxq

˘ “ lim
kÑ8 d

`pynqk, pykqKpkq
˘

(17.631a)

ď lim
kÑ8 d

`pynqk, pynql
˘` lim

kÑ8 d
`pynql, pykql

˘` lim
kÑ8 d

`pykql, pykqKpkq
˘

(17.631b)EqABmqNwoEqABmqNwo

Nous devons trouver un n tel que si k est suffisamment grand, le tout est majoré par ϵ.
Voici nos choix :
— n tel que dpyn, ymq ă ϵ dès que m ě n,
— k ą n,
— k ą Kpnq,
— l ą k,
— l ą Kpkq,
— l suffisamment grand pour que d

`pynql, pykql
˘ ă ϵ.

Avec tous ces choix, les trois termes de (17.631b) sont plus petits que ϵ.
Ceci prouve que M̃ est complet.

Unicité Cette partie de la preuve est encore à écrire. Si vous savez comment faire, écrivez-moi.

78. À partir de maintenant nous n’écrivons plus explicitement la classe d’équivalence.
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17.16.1 Principe des zéros isolés
ThoukDPBX

Théorème 17.140 (Principe des zéros isolés [520]).
Soit un ouvert Ω Ă C. Soient une fonction analytique 79 f : Ω Ñ C et a P Ω, un zéro non isolé de
f . Alors f est nulle sur un voisinage de a.

Démonstration. Nous écrivons f sous la forme d’une série entière 80 autour de a :

fpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ aqn (17.632)EqgrvfVlEqgrvfVl

valable sur une boule Bpa, rq. Soit cm le premier coefficient non nul (si il n’existe pas c’est que f
est nulle sur tout Bpa, rq et alors le théorème est prouvé). Nous avons alors

fpzq “ cmpz ´ aqm
`
1`

8ÿ

k“1
dkpz ´ aqk

˘
(17.633)

avec dk “ ck`m{cm. Le rayon de convergence de la série
ř
k dkpz ´ aqk est le même que celui de

(17.632) parce que la suite dkr
m`k

cm
reste bornée (critère d’Abel, lemme 15.18). Si nous posons

gpzq “ 1`
8ÿ

k“1
dkpz ´ aqk, (17.634)

alors g est une fonction continue et gpaq “ 1. De plus

fpzq “ cmpz ´ aqmgpzq. (17.635)

Soit une suite pznq de zéros de f qui converge vers a. Étant donné que g est continue, nous
devrions avoir limkÑ8 gpzkq “ gpaq “ 1, mais si fpzkq “ 0 avec zk ‰ a, alors gpzkq “ 0. Cela est
un paradoxe qui nous permet de conclure que si la suite zn existe bien, alors f est identiquement
nulle sur un voisinage, c’est-à-dire que tous les cn sont nuls.

CORooFBXXooZyfUQi

Corolaire 17.141.
Soit f une fonction analytique sur un ouvert connexe Ω Ă C. Si f s’annule sur un ouvert (non
vide) de Ω, alors f s’annule sur tout Ω.

Démonstration. soit

N “ tz P Ω tel que f “ 0 sur un ouvert autour de zu. (17.636)

Le fait que N soit ouvert est évident à partir de sa définition. Nous allons montrer que N est
également fermé dans Ω, et donc conclure que N “ Ω. Soit pznq une suite dans N convergente vers
z P Ω. Étant donné que fpznq “ 0 et que f est continue, nous avons

fpzq “ lim
nÑ8 fpznq “ 0, (17.637)

ce qui fait de z un zéro non isolé de f . Par conséquent le principe des zéros isolés (théorème 17.140)
nous enseigne que f s’annule dans un voisinage autour de z, c’est-à-dire que z P N . L’ensemble N
est donc fermé.

ThoAVBCewB

Théorème 17.142 (Principe du prolongement analytique[1]).
Soit Ω un ouvert connexe de C. Si deux fonctions analytiques coïncident sur un sous-ensemble D
de Ω contenant un point d’accumulation dans Ω, alors elles sont égales sur Ω.

79. Définition 12.435.
80. Définition de fonction analytique 12.435.
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Démonstration. Soient deux fonctions analytique f, g : Ω Ñ C égales sur D. Nous considérons la
fonction h “ f´g. Il existe dans D une suite pznq qui converge vers a P Ω et telle que fpznq “ gpznq,
c’est-à-dire hpznq “ 0 pour tout n.

Vu que h est continue nous avons aussi hpaq “ 0. Le point a est donc un zéro non isolé de h.
Le théorème 17.140 conclut que h “ 0 sur Ω.

17.17 Un petit extra

Ceci provient de notes de TP de l’université libre de Bruxelles autour des années 2000-2001[521].
LEMooXRMAooRADhOM

Lemme 17.143 ([1]).
Soit une fonction f : RÑ R telle que

ItemExtrai

(1) fp1q “ 1,
ItemExtraii

(2) fpx` yq “ fpxq ` fpyq pour tout réels x et y.
Alors fpqq “ q pour tout q P Q.

Démonstration. Vu que fpxq ` fpyq “ fpx` yq, nous avons, pour p P N :

pÿ

i“1
fp1
p
q “ fp

pÿ

i“1

1
p
q “ fp1q “ 1. (17.638)

Donc fp1{pq “ 1{p. Nous en déduisons tout de suite que ppp{qq “ pfp1{qq “ p{q.

Si nous ajoutons l’hypothèse de continuité, nous avons un résultat plus fort.
LEMooYKCUooUiIvPJ

Lemme 17.144 ([1]).
Soit une fonction f : RÑ R telle que

(1) fp1q “ 1,
(2) fpx` yq “ fpxq ` fpyq pour tout réels x et y.
(3) f est continue.

Alors f est la fonction identité : fpxq “ x pour tout x P R.

Démonstration. Nous savons déjà du lemme 17.143 que fpqq “ q pour tout q P Q. Soient x P R,
ainsi qu’une suite qk dans Q telle que qk RÝÑ x. Par continuité, nous avons

fpxq “ lim
kÑ8 fpqkq “ lim

kÑ8 fpqkq “ lim
kÑ8 qk “ x (17.639)

parce que fpqkq “ qk pour tout k.

Une question naturelle qu’on peut alors se poser est la suivante :
Est-il possible de définir une fonction réelle non continue ayant les propriétés (1) et (2) ?

Nous savons qu’une application linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie est conti-
nue 81, mais qu’en dimension infinie, une application linéaire non continue est possible 82.

Donc une manière de trouver une réponse positive à la question posée plus haut, serait de voir
Rn comme espace vectoriel de dimension infinie.

Nous nous souvenons que, grâce au lemme de Zorn 83, tout espace vectoriel admet une base 84.
En particulier, l’ensemble des réels vu comme espace vectoriel sur Q admet une base, i.e. DpeiqiPI

81. Proposition 7.174.
82. Exemples 11.63 et 11.64.
83. Lemme 1.23.
84. Proposition 4.23.
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des éléments de R tels que tout réel s’écrit comme combinaison linéaire à coefficients rationnels de
ces ei, i.e.

@r P R, DpλiqiPI des éléments de Q tels que r “
ÿ

iPI
λiei. (17.640)

C’est avec ça en main que nous allons faire le travail.

Proposition 17.145.
Soient e1 “ 1 ainsi qu’un irrationnel e2. Soit une Q-base complétée peiqiPI avec 85 de R.

Nous définissons h : RÑ R par

hpe1q “ e1 (17.641a)
hpe2q “ e3 (17.641b)
hpe3q “ e2 (17.641c)
hpeiq “ ei @i P Izt1, 2, 3u, (17.641d)

et par Q-linéarité :
hp
ÿ
λieiq “

ÿ
λiαi (17.642)

pour tout pλi P QqiPI .
La fonction h vérifie ITEMooOXXMooJFSuuN

(1) hp1q “ 1
(2) h est Q-linéaire, c’est-à-dire que

ITEMooAVNMooEsodLR

(2a) hpx` yq “ hpxq ` hpyq pour tout x, y P R
ITEMooDEJMooXtvrgi

(2b) hpλxq “ λhpxq pour tout λ P Q.
ITEMooMHNZooBHQywD

(3) h n’est pas continue (pour la topologie usuelle sur R).

Démonstration. En plusieurs points
(1) Pour (1) C’est la condition hpe1q “ e1 en nous souvenant que e1 “ 1.
(2) Pour (2a) Nous décomposons x et y dans la base teiuiPI . Il existe Jx et Jy finis dans I

tels que 86 x “ ř
iPJx

xiei, y “ ř
iPJy

yiei. Vu que toutes les sommes sont finies, nous n’avons
aucun problème à écrire

x` y “
ÿ

iPJxYJy

pxi ` yiqei (17.643)

et donc

hpx` yq “
ÿ

i

hpxi ` yiq “
ÿ

i

hpxiq `
ÿ

i

hpyiq “ hpxq ` hpyq. (17.644)

(3) Pour (2b) Même type de vérifications que pour (2a).
(4) Pour (3) Si h était continue, elle serait l’identité par le lemme 17.144. Or elle n’est pas

l’identité parce que hpe2q “ e3.

Donc nous avons trouvé une application Q-linéaire h : RÑ R qui n’est pas continue.

85. Théorème de la base incomplète 4.24. Attention : nous ne prétendons pas que I est dénombrable. Par contre,
par définition d’une base, les sommes sont toujours finies. Tout réel peut s’écrire comme une combinaison linéaire
finie des ei avec des coefficients rationnels.

86. Les vrais chasseurs de précisions diront que xi est défini pour i P I, mais uniquement non nul sur Jx.



Chapitre 18

Trigonométrie, isométries

18.1 Trigonométrie

18.1.1 Définitions, périodicité et quelques valeurs remarquables
PROPooZXPVooBjONka

Proposition-Définition 18.1 (Définition du cosinus et du sinus).
La série

cospxq “
8ÿ

n“0

p´1qn
p2nq! x

2n (18.1)

définit une fonction cos : RÑ R de classe C8. Nous l’appelons cosinus.
La série

sinpxq “
8ÿ

n“0

p´1qn
p2n` 1q!x

2n`1 (18.2)EQooCMRFooCTtpgeEQooCMRFooCTtpge

définit une fonction sin : RÑ R de classe C8. Nous l’appelons sinus.

Démonstration. La série entière définissant cospxq a pour coefficients

an “
#

0 si n est impair
p´1qn{2

n! si n est pair.
(18.3)

Nous pouvons la majorer par la série entière donnée par les coefficients

bn “
#

1{n! si n est impair
p´1qn{2

n! si n est pair.
(18.4)

Quelle que soit la parité de k nous avons toujours
ˇ̌
ˇ̌bk`1
bk

ˇ̌
ˇ̌ “ 1

k ` 1 , (18.5)

de telle sorte que la formule d’Hadamard (15.68) nous donne R “ 8 pour la série
ř8
k“0 bkx

k. A
fortiori 1 le rayon de convergence pour la série du cosinus est infini.

L’assertion concernant le sinus se démontre de même.
En ce qui concerne le fait que les fonctions sin et cos sont de classe C8 sur R, il faut invoquer

le corolaire 15.46.
LEMooZMJTooJPnyfv

Lemme 18.2 ([1]).
Nous avons SUBEQooTTNNooXzApSM

cosp0q “ 1 (18.6a)
sinp0q “ 0. (18.6b)

1. Remarque 15.16.

1599
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ainsi que SUBEQSooFOGNooQrBxYc

cosp´xq “ cospxq (18.6ca)
sinp´xq “ ´ sinpxq (18.6cb)

(18.6cc)

Démonstration. Par substitution directe dans les séries.
LEMooBBCAooHLWmno

Lemme 18.3.
En ce qui concerne la dérivation, nous avons

sin1 “ cos (18.4a)
cos1 “ ´ sin . (18.4b)

Démonstration. Il s’agit de se permettre de dériver terme à terme (proposition 15.44) les séries
qui définissent le sinus et le cosinus.

LEMooAEFPooGSgOkF

Lemme 18.4.
Les fonctions sinus et cosinus vérifient

cos2pxq ` sin2pxq “ 1 (18.5)EQooNYCZooApyyRdEQooNYCZooApyyRd

pour tout x P R.

Démonstration. Posons fpxq “ sin2pxq ` cos2pxq et dérivons :

f 1pxq “ 2 sinpxq cospxq ` 2 cospxqp´q sinpxq “ 0. (18.6)

La fonction f est donc constante par le corolaire 12.194. Nous avons donc pour tout x :

fpxq “ fp0q “ sin2p0q ` cos2p0q “ 1. (18.7)

Le dernier calcul s’obtient en substituant directement x par zéro dans les séries : sinp0q “ 0 et
cosp0q “ 1.

18.1.2 Fonction puissance (pour les complexes)

La fonction puissance a déjà fait l’objet de nombreuses définitions et extensions. Voir le thème
52. Nous allons maintenant définir az pour a ą 0 et z P C.

Soit z “ x ` iy P C. L’exponentielle exppx ` yiq est déjà définie en 15.59 ; il suffit donc
maintenant de définir les notations ez et az pour z P C.

DEFooRBTDooNLcWGj

Définition 18.5.
Pour le nombre e P R et le nombre imaginaire pur iy (y P R), nous définissons

eiy “ exppiyq (18.8)

où exp est la série usuelle de la définition 15.59. Pour un nombre complexe général x ` yi nous
définissons

ex`iy “ exeiy. (18.9)

Et enfin, si a ą 0 et si z P C nous définissons

az “ ez lnpaq, (18.10)

la fonction logarithme ici étant celle ln : s0,8r Ñ R définie par la proposition 15.81.

Si z P C et si n P Z, la définition de zn ne pose pas de problème, c’est la définition 1.200.
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DefJilXoM

18.6.
Soit z “ x`iy P C. L’exponentielle exppx`yiq est déjà définie en 15.59 ; elle est la fonction donnée
par

exp: CÑ C

z ÞÑ
8ÿ

n“0

zn

n! .
(18.11)

PROPooXEYFooIEaPvU

Proposition 18.7.
Le rayon de convergence 2 de la série exponentielle est infini.

Démonstration. L’exponentielle est la série de puissance dont les coefficients sont donnés par la
suite pakq “ 1{k!. Nous utilisons la formule de Hadamard de la proposition 15.25 :

1
R
“ lim

nÑ8

ˇ̌
ˇ̌1{pn` 1q!

1{n!

ˇ̌
ˇ̌ “ lim

nÑ8
n!

pn` 1q! “ lim
nÑ8

1
k
“ 0. (18.12)

Donc R “ 8 par la partie de Hadamard qui dit que si on tombe sur 1{R “ 0, alors c’est R “ 8.
PROPooWSDKooJREQGk

Proposition 18.8.
Pour tout z P C nous avons

exppzq “ ez. (18.13)
PropdDjisy

Proposition 18.9 ([522]).
Quelques propriétés de l’exponentielle.

(1) Le fonction exp est continue.
ITEMooRLHCooJTuYKV

(2) Nous avons la formule ez`w “ ezew pour tout z, w P C.
(3) pezq´1 “ e´z

ITEMooIFYFooUniuKS

(4) pexppzqqn “ exppnzq.
Démonstration. La proposition 18.7 nous enseigne que le rayon de convergence est infini. La fonc-
tion ainsi définie est alors continue par la proposition 12.366.

Les séries exppzq et exppwq ayant un rayon de convergence infini, nous pouvons utiliser le
produit de Cauchy (théorème 15.32) :

ezew “
8ÿ

n“0

˜ ÿ

i`j“n

ziwj

i!j!

¸
(18.14a)

“
8ÿ

n“0

˜
nÿ

i“0

ziwn´i

i!pn´ iq!

¸
(18.14b)

“
8ÿ

n“0

1
n!

nÿ

i“0

ˆ
n

i

˙
ziwn´i (18.14c)

“
8ÿ

n“0

1
n!pz ` wq

n (18.14d)

“ exppz ` wq. (18.14e)

Nous avons utilisé la formule du binôme (proposition 3.43).
Les autres propriétés énoncées sont des corolaires :

eze´z “ e0 “ 1. (18.15)

2. Définition 15.12.
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D’autres propriétés de l’exponentielle sur C, entre autres l’holomorphie, sont données dans le
théorème 26.105.

LEMooTDGKooWdpUTD

Lemme 18.10 ([1]).
Soient a ą 0, z P C et n P Z. Alors

pazqn “ anz. (18.16)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul utilisant les propositions 18.9(4) et 18.8 :

pazqn “ `
ez lnpaq˘n (18.17a)

“ exp
`
z lnpaq˘n (18.17b)

“ exp
`
nz lnpaq˘ (18.17c)

“ enz lnpaq (18.17d)
“ anz. (18.17e)

18.1.3 Formules de trigonométrie

Le lemme suivant est un premier pas pour le paramétrage du cercle dont nous parlerons dans
la proposition 18.61(1).

LEMooHOYZooKQTsXW

Lemme 18.11.
Pour tout x P R nous avons :

(1)
eix “ cospxq ` i sinpxq (18.18)EQooRVPJooTMwNTUEQooRVPJooTMwNTU

(2) |eix| “ 1.

Démonstration. La définition de l’exponentielle sur C est la définition 15.59. Cette définition
fonctionne parce que C est une algèbre normée, et que C est un C-module vérifiant l’inégalité
|zz1| ď |z||z1| (en l’occurrence, une égalité).

Nous remarquons que ik vaut 1, i, ´1, ´i. Donc un terme sur deux est imaginaire pur et parmi
ceux-là, un sur deux est positif. À bien y regarder, les termes imaginaires purs forment la série du
sinus et ceux réels la série du cosinus.

Si vous aimez les formules,

eiy “
8ÿ

n“0

piyqn
n! “

8ÿ

n“0
p´1qn y2n

p2nq! ` i
8ÿ

n“0
p´1qn y2n`1

p2n` 1q! “ cospyq ` i sinpyq. (18.19)

Nous avons utilisé le fait que i2n “ p´1qn et i2n`1 “ ip´1qn.
NORMooXOVSooEwjecU

18.12 (Formule d’Euler).
En posant x “ π dans (18.18) nous trouvons la soi-disant géniale formule d’Euler :

eiπ “ ´1. (18.20)

Cette formule fait intervenir les nombres π, e, ´1 et i.
En fait non.
Le nombre e n’intervient pas dans la formule d’Euler. Vous vous souvenez de la définition

(18.5) ? En fait ez est juste un abus de notation pour exppzq.
Lorsque x est réel, nous avons la formule exppxq “ ex qui est un théorème tout à fait non

trivial liant la fonction exponentielle et la fonction puissance. Il n’y a pas de tel résultat pour z
complexe. Dans le cas de z complexe, la formule exppzq “ ez est juste une définition de la fonction
puissance dans les complexes.

Bref, le nombre e n’intervient pas dans la formule d’Euler.
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CORooWZFIooDTCoRo

Corolaire 18.13.
Le complexe conjugué 3 de eix est e´ix.

Démonstration. Vu le lemme 18.11, le complexe conjugué de z “ eix est z̄ “ cospxq ´ i sinpxq. En
utilisant (18.6c) nous avons également

z̄ “ cospxq ´ i sinpxq “ cosp´xq ` i sinp´xq “ e´ix. (18.21)

LEMooJAWBooJGfZIL

Lemme 18.14.
Nous avons les formules d’addition d’angles 4 SUBEQSooFSSMooHcYwRc

cospa` bq “ cospaq cospbq ´ sinpaq sinpbq (18.22a)EQooJYEMooQaOMibEQooJYEMooQaOMib

sinpa` bq “ cospaq sinpbq ` sinpaq cospbq (18.22b)EQooECAUooQzckDvEQooECAUooQzckDv

cospa´ bq “ cospaq cospbq ` sinpaq sinpbq (18.22c)EQooCVZAooQfocyaEQooCVZAooQfocya

sinpa´ bq “ sinpaq cospbq ´ cospaq sinpbq. (18.22d)

pour tout a, b réels.

Démonstration. Nous utilisons la formule d’addition dans l’exponentielle, proposition (15.284) et
la formule (18.18) avant de séparer les parties réelles et imaginaires :

eipa`bq “ eiaeib “ cospaq cospbq ´ sinpaq sinpbq ` i` cospaq sinpbq ` sinpaq cospbq˘. (18.23)

Cela est également égal à
cospa` bq ` i sinpa` bq. (18.24)

En identifiant les parties réelle et imaginaires, nous obtenons les formules (18.22a) et (18.22c)
annoncées.

Pour la formule (18.22c), il suffit de se souvenir que sinp´bq “ ´ sinpbq et cosp´bq “ cospbq (ces
deux égalités sont immédiatement visibles sur les développements en série : l’un a uniquement des
puissances paires et l’autre impaires) et d’écrire (18.22a) avec ´b au lieu de b.

CORooQZDQooWjMXTF

Corolaire 18.15.
Les formules suivantes pour les duplications d’angles s’ensuivent :

cosp2aq “ cos2paq ´ sin2paq (18.25a)
sinp2aq “ 2 cospaq sinpaq. (18.25b)SUBEQooLRJDooQuFvuxSUBEQooLRJDooQuFvux

Démonstration. Poser b “ a dans les relations du lemme 18.14.
LEMooPQWWooMdPWUT

Lemme 18.16.
Un sous-groupe de pR,`q est soit dense dans R soit de la forme pZ pour un certain réel p ‰ 0.

Démonstration. Soit A, un sous-groupe de pR,`q qui ne soit pas dense. Soit un intervalle sa, br
qui n’intersecte pas A (si vous voulez frimer, vous noterez ici que nous utilisons le fait que les
intervalles ouverts forment une base de la topologie de R). Si d “ |b´ a|, l’ensemble A ne contient
pas deux éléments séparés par strictement moins de d. Soit p, le plus petit élément strictement
positif de A ; nous avons p ě d (parce que 0 P A de toutes façons).

Puisque A est un groupe, nous avons pZ Ă A.
Pour l’inclusion inverse, si x P A est hors de pZ, il existe un y P pZ avec |x´ y| ă p. Et donc

le nombre |x´ y| est dans A tout en étant plus petit que p. Contradiction.
3. Définition 1.469.
4. Rien ne nous empêche de donner ce nom à ces formules, mais seriez-vous capable de définir précisément le mot

« angle » ?
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PROPooFRVCooKSgYUM

Proposition-Définition 18.17 (Périodicité, le nombre π[523]).
Plusieurs choses à propos de la périodicité de la fonction cos.

(1) La fonction cos est périodique 5. ITEMooVPMWooBqidZG

(2) Un nombre T ą 0 est une période si et seulement si cospT q “ 1 et sinpT q “ 0.
Nous définissons le nombre π ą 0 comme étant la moitié de la période de la fonction cos :

2π “ mintT ą 0 tel que cospx` T q “ cospxq,@x P Ru. (18.26)

Démonstration. Plusieurs étapes.
(1) La fonction cosinus n’est pas toujours positive Supposons d’abord que cospxq ą 0

pour tout x P R. Dans ce cas, la fonction sin est strictement croissante. Mais les deux
fonctions sont bornées par 1 du fait de la formule cos2pxq` sin2pxq “ 1. La fonction sin étant
croissante et bornée, elle est convergente vers un réel par la proposition 12.56 :

lim
xÑ8 sinpxq “ ℓ (18.27)

pour un certain ℓ ą 0. Avec ça nous avons aussi (pour cause de dérivée) limxÑ8 sin1pxq “ 0,
c’est-à-dire limxÑ8 cospxq “ 0. Mais vu que cos2pxq ` sin2pxq “ 1, nous en déduisons que
limxÑ8 sinpxq “ 1. Mézalor limxÑ8 cos1pxq “ ´1, ce qui veut dire que la fonction cos n’est
pas bornée. Cela est impossible. Nous en déduisons que cospxq n’est pas toujours positive.

(2) Il existe T ą 0 tel que cospT q “ 1 et sinpT q “ 0 Par ce que nous venons de faire, il existe
r ą 0 tel que cosprq “ 0. Pour cette valeur, nous avons aussi obligatoirement sinprq “ ˘1.
Nous avons aussi, en utilisant les formules (18.22),

cosp2rq “ cos2prq ´ sin2prq “ ´1 (18.28a)
sinp2rq “ 2 cosprq sinprq “ 0. (18.28b)

et par conséquent

cosp4rq “ cos2p2rq ´ sin2p2rq “ 1 (18.29a)
sinp4rq “ 2 cosp2rq sinp2rq “ 0. (18.29b)

Donc T “ 4r fonctionne.
(3) Si T est une période Nous entrons dans le vif de la preuve. Soit un T ą 0 tel que cospx`

T q “ cospxq pour tout x P R. Avec la formule d’addition d’angle dans le cosinus nous
cherchons un T tel que

cospx` T q “ cospxq cospT q ´ sinpxq sinpT q “ cospxq (18.30)

et donc tel que
cospxq` cospT q ´ 1

˘ “ sinpxq sinpT q. (18.31)EQooELSAooLNtBnmEQooELSAooLNtBnm

Nous dérivons cette équation :

´ sinpxq` cospT q ´ 1
˘ “ cospxq sinpT q. (18.32)EQooCECFooLpxXawEQooCECFooLpxXaw

Nous multiplions chacune des deux équations (18.31) et (18.32) par sinpxq et cospxq pour
obtenir les quatre relations suivantes :

cos2pxq` cospT q ´ 1
˘´ sinpxq cospxq sinpT q “ 0 (18.33a)SUBEQooLGQXooIrLMLWSUBEQooLGQXooIrLMLW

´ sinpxq cospxq` cospT q ´ 1
˘´ cos2pxq sinpT q “ 0 (18.33b)SUBEQooCHTDooKwvyZFSUBEQooCHTDooKwvyZF

sinpxq cospxq` cospT q ´ 1
˘´ sin2pxq sinpT q “ 0 (18.33c)SUBEQooEWPTooTLCUMfSUBEQooEWPTooTLCUMf

´ sin2pxq` cospT q ´ 1
˘´ sinpxq cospxq sinpT q “ 0 (18.33d)SUBEQooGBXTooCFekGJSUBEQooGBXTooCFekGJ

En faisant (18.33a) moins (18.33d) nous trouvons cospT q “ 1. Et en sommant (18.33b) avec
(18.33c) nous avons ´ sinpT q “ 0.

5. Définition 12.180.
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(4) Si T ą 0 est tel que sinpT q “ 0 et cospT q “ 1 Alors les formules d’addition d’angle du
lemme 18.14 donnent tout de suite

cospx` T q “ cospxq. (18.34)

À ce niveau nous croyons avoir prouvé que cos était périodique et que la période est donnée
par

mintT ą 0 tel que sinpT q “ 0, cospT q “ 1u. (18.35)

Or rien n’est moins sûr parce qu’il pourrait arriver que ce minimum n’existe pas, c’est-à-dire que
l’infimum soit zéro. Autrement dit, il peut arriver que l’ensemble des périodes soit dense. Plus
précisément, soit P Ă R l’ensemble des périodes de cos. C’est un sous-groupe de pR,`q et le
lemme 18.16 nous dit que P est soit dense dans R, soit de la forme pZ pour un p ą 0.

Si P est dense, soient t P R et une suite ptnq dans P telle que tn Ñ t. Pour tout x et tout n
nous avons

cospx` tnq “ cospxq, (18.36)

Comme la fonction cosinus est continue, nous pouvons passer à la limite et écrire cospx`tq “ cospxq.
Cela étant valable pour tout x et pour tout t, la fonction cosinus est constante. Or nous savons
que ce n’est pas le cas, donc P n’est pas dense. Donc cosinus est périodique.

PROPooKNLAooLwQHea

Proposition 18.18.
La fonction sin est périodique de période 2π et

2π “ mintT ą 0 tel que sinpT q “ 0, cospT q “ 1u. (18.37)

Démonstration. La proposition 18.17 dit que cos est périodique. Puisque sin “ ´ cos1 par le lemme
18.3, la fonction sin est également périodique par le lemme 12.182. Si T est une période de cos,
alors T est une période de sin.

Mais sin1 “ cos, de telle sorte que les périodes de sin sont périodes de cos. Bref, T est une
période de sin si et seulement si T est une période de cos.

18.19.
Notons que tout ceci ne nous donne pas la plus petite indication d’ordre de grandeur de la valeur
de π. Cela peut encore être 0.1 autant que 500.

PROPooMWMDooJYIlis

Proposition 18.20 ([523, 1]).
Des propriétés à la chaine à propos des sinus, cosinus et de leurs périodes. ITEMooRJZHooCXcKmM

(1) Nous avons
2π “ mintx ą 0 tel que cospxq “ 1, sinpxq “ 0u. (18.38)

ITEMooTNHMooUtOjNC

(2) Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 2π.
ITEMooSPZBooIQLUXh

(3) Nous avons cospπq “ ´1 et sinpπq “ 0.
(4) Pour tout a P R nous avons

cospa` πq “ ´ cospaq (18.39a)
sinpa` πq “ ´ sinpaq. (18.39b)

ITEMooHDQNooYHVCkg

(5) Nous avons
π “ mintx ą 0 tel que cospxq “ ´1, sinpxq “ 0u. (18.40)

ITEMooWFNUooYAybDB

(6) Nous avons SUBEQSooBTNPooSvCAHO

" cospπ{2q “ 0 (18.41a)
sinpπ{2q “ 1. (18.41b)
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ITEMooIRALooBMGOXP

(7) Nous avons les formules EQSooRJZGooCFVqbZ

" cospx` π{2q “ ´ sinpxq (18.42a)
sinpx` π{2q “ cospxq (18.42b)

pour tout x P R. ITEMooMQQPooGwOdbt

(8) Nous avons
π

2 “ mintx ą 0 tel que sinpxq “ 1, cospxq “ 0u. (18.43)

(9) Nous avons les valeurs
$
’&
’%

cosp3π2 q “ 0 (18.44a)

sinp3π2 q “ ´1. (18.44b)
ITEMooQKPKooEPeHER

(10) Nous avons
π

2 “ mintx ą 0 tel que cospxq “ 0u. (18.45)
ITEMooMEXUooGfSInJ

(11) Pour tout x P s0, π2 r, nous avons cospxq ą 0 et sinpxq ą 0.

Démonstration. C’est parti.
(1) Le fond de la proposition 18.17 est que toutes les périodes T ą 0 vérifient cospT q “ 1 et

sinpT q “ 0. La définition de 2π est que c’est la plus petite période.
(2) En utilisant le fait que l’une est la dérivée de l’autre, si T est une période de cos nous avons

sinpx` T q “ ´ cos1px` T q (18.46a)

“ ´ lim
ϵÑ0

cospx` T ` ϵq ´ cospx` T q
ϵ

(18.46b)

“ ´ lim
ϵÑ0

cospx` ϵq ´ cospxq
ϵ

(18.46c)

“ ´ cos1pxq (18.46d)
“ sinpxq. (18.46e)

Nous déduisons que toute période de cos est une période de sin. De la même façon, nous
pouvons prouver l’autre sens : toute période de sin est une période de cos.

(3) D’un côté nous avons
cosp2πq “ cos2pπq ´ sin2pπq “ 1 (18.47)

parce que cosp2πq “ cosp0q “ 1. Puisque cospπq et sinpπq sont bornés par ´1 et 1, nous
devons avoir sinpπq “ 0 et cospπq “ ˘1.
Mais d’un autre côté, le nombre 2π est le plus petit T vérifiant cospT q “ 1, sinpT q “ 0. Donc,
avoir cospπq “ 1 n’est pas possible. Nous concluons

" cospπq “ ´1 (18.48a)
sinpπq “ 0. (18.48b)

(4) Il s’agit d’utiliser les formules d’addition d’angles du lemme 18.14 pour calculer cospa ` πq
et sinpa` πq en tenant compte du fait que cospπq “ ´1 et sinpπq “ 0.

(5) Soit a P s0, πr tel que cospaq “ ´1 et sinpaq “ 0. Alors nous avons

cospa` πq “ ´ cospπq “ 1 (18.49a)
sinpa` πq “ ´ sinpπq “ 0, (18.49b)

ce qui donnerait a ` π P sπ, 2πr dont le cosinus est 1 et le sinus est zéro. Mais nous savons
déjà que 2π est le minimum pour cette propriété.
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(6) Nous avons
´1 “ cospπq “ cos2pπ{2q ´ sin2pπ{2q, (18.50)

donc cospπ{2q “ 0 et sin2pπ{2q “ 1, ce qui donne sinpπ{2q “ ˘1.
Nous devons départager le ˘. Pour cela nous savons que sin1p0q “ cosp0q “ 1 et que sinp0q “
0, donc il existe ϵ ą 0 tel que pour tout x P s0, ϵr nous avons 0 ă cospxq ă 1 et 0 ă sinpxq ă 1
(nous avons aussi utilisé le lien entre dérivation et croissance de la proposition 12.183). Nous
choisissons ϵ plus petit que π{2 .
Supposons que sinpπ{2q “ ´1. Le théorème des valeurs intermédiaires 10.91 dit qu’il existe
x0 P sϵ, π{2r tel que sinpx0q “ 0. Pour cette valeur de x0 nous devons aussi avoir cospx0q “ ˘1.
Mais puisque 2π est minimum pour avoir cos “ 1 et sin “ 0, nous devons avoir cospx0q “ ´1.
Alors nous avons aussi

cospx0 ` πq “ cospx0q cospπq ´ sinpx0q sinpπq “ ´ cospx0q “ 1 (18.51a)
sinpx0 ` πq “ cospx0q sinpπq ` sinpx0q cospπq “ sinpx0q “ 0. (18.51b)

Encore une fois par minimalité de 2π, cela ne va pas. Conclusion : sinpπ{2q “ 1.
(7) Il s’agit encore d’utiliser les formules d’addition d’angle en tenant compte des valeurs remar-

quables cospπ{2q “ 0 et sinpπ{2q “ 1.
(8) Supposons x0 P s0, π{2r tel que sinpx0q “ 1 et cospx0q “ 0. En utilisant les formules (18.42)

nous avons

cospx0 ` π{2q “ ´1 (18.52a)
sinpx0 ` π{2q “ 0, (18.52b)

avec x0 ` π{2 ă π. Cela contredirait la minimalité de π.
(9) Il s’agit d’utiliser les formules (18.42) :

cosp3π2 q “ cospπ ` π{2q “ ´ sinpπq “ 0 (18.53a)

sinp3π2 q “ sinpπ ` π{2q “ cospπq “ ´1. (18.53b)

(10) Si cospx0q “ 0 alors sinpx0q “ ´1 (parce que sinpx0q “ 1 est déjà exclu). Alors cospx0`π{2q “
1 et sinpx0 ` π{2q “ 0, ce qui est également impossible.

(11) La fonction cosinus est continue (proposition 18.1) et cosp0q “ 1. Le théorème des valeurs
intermédiaires implique que si cospxq ď 0, alors il existe t P s0, xs avec cospxq “ 0. Cela n’est
pas possible pour x ă π{2, par le point (8).
Le cosinus est positif sur l’intervalle considéré et sin1pxq “ cospxq. Donc sinp0q “ 0 et la
dérivée est positive. La proposition 12.183 conclut que sin est strictement croissante et donc,
strictement positive.

LEMooFESYooBoiuol

Lemme 18.21 (Positivité[1]).
À propos de positivité de la fonction cosinus. ITEMooIXSDooJyCQyb

(1) cosp0q “ 1
ITEMooWJEVooGZykbO

(2) cospxq ą 0 pour x P r0, π{2r.
ITEMooANEPooLGmYtc

(3) cospπ{2q “ 0.
ITEMooRDWJooZXWyfv

(4) cospxq ă 0 pour x P sπ{2, 3π{2r
ITEMooFKPAooBNlvPU

(5) cosp3π{2q “ 0.
ITEMooIDZGooBTDvDF

(6) cospxq ą 0 pour x P s3π{2, 2πs.
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Démonstration. En plusieurs points.
(1) Pour (1) C’est déjà fait dans le lemme 18.2.
(2) Pour (2) C’est la proposition 18.20(11).
(3) Pour (3) C’est la proposition 18.20(6).
(4) Pas d’annulation entre π{2 et π Nous montrons à présent que cos ne s’annule pas entre

π{2 et π. Supposons que cospπ2 ` sq “ 0 avec s P s0, π{2r. Comme cospxq2 ` sinpxq2 “ 1
(lemme 18.4), nous avons

$
&
%

cospπ2 ` sq “ 0 (18.54a)

sinpπ2 ` sq “ ϵ (18.54b)

avec ϵ “ ˘1. Utilisant trois fois la proposition 18.20(7) nous trouvons
$
’&
’%

cospx` 3π
2 q “ sinpxq (18.55a)

sinpx` 3π
2 q “ ´ cospxq (18.55b)

pour tout x. Nous appliquons cela à x “ π
2 ` s, en nous souvenant que cospx` 2πq “ cospxq

et sinpx` 2πq “ sinpxq (par 18.20(2)) :

cospsq “ cospπ2 ` s`
3π
2 q “ sinpπ2 ` sq “ ϵ (18.56)

et
sinpsq “ sinpπ2 ` s`

3π
2 q “ ´ cospπ2 ` sq “ 0. (18.57)

Si ϵ “ 1, nous avons une contradiction avec 18.20(1). Si ϵ “ ´1, nous avons une contradiction
avec 18.20(5).
Donc cospxq ‰ 0 pour x P sπ2 , πs.

(5) cospxq ă 0 sur sπ{2, πs Nous savons que cospπq “ ´1 (18.20(3)). Étant donné que la fonc-
tion cos est continue et qu’elle ne s’annule pas sur sπ{2, πs, nous en déduisons qu’elle y est
partout strictement négative.

(6) Pour (4), (5), (6) Il est directement visible sur le développement de définition que cosp´xq “
cospxq. Et comme cospx` 2πq “ cospxq, nous avons

cospπ ` sq “ cosp´π ´ sq “ cospπ ´ sq. (18.58)

Donc toutes les valeurs (et tous les signes) de cospxq sur rπ, 2πs peuvent être déduits de ceux
sur r0, πs.

LEMooPARBooTXbbiB

Lemme 18.22.
Soient x, y P R.

(1) Nous avons cospxq “ cospyq si et seulement si

y P tx` 2kπukPZ Y t´x` 2kπukPZ. (18.59)

(2) Nous avons sinpxq “ sinpyq si et seulement si

y P tx` 2kπukPZ Y t´x` p2k ` 1qπukPZ. (18.60)
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PROPooZULQooBKWrcv

Proposition 18.23.
Les nombres x, y P R vérifient SUBEQSooIHUGooAUchjn

" cospxq “ cospyq (18.61a)
sinpxq “ sinpyq (18.61b)

si et seulement si il existe k P Z tel que y “ x` 2kπ.

Démonstration. En deux parties.
(1) ð Si y “ x ` 2kπ, le résultat est correct parce que la proposition 18.20(2) dit que sin et

cos sont périodiques de période 2π.
(2) ñ Supposons que x ą y. Nous calculons sinpx ´ yq et cospx ´ yq en utilisant les formules

du lemme 18.14 et en tenant compte de (18.61). Cela donne cospx´ yq “ 1 et sinpx´ yq “ 0.
La proposition 18.17(2) dit alors que x´ y est une période de la fonction cos.
Or la période de cos est 2π (proposition 18.20(2)). Donc toutes les périodes de cos sont les
2kπ avec k P N (lemme 12.181).

CORooTFMAooHDRrqi

Corolaire 18.24.
Des nombres x, y P R vérifient eix “ eiy si et seulement si il existe k P Z tel que y “ x` 2kπ.

Démonstration. Le lemme 18.11 donne eix “ cospxq ` i sinpxq. Donc l’équation eix “ eiy revient
au système (18.61) dont les solutions sont bien y “ x` 2kπ.

LEMooBIPFooQNiTqZ

Lemme 18.25 ([1]).
À propos de croissance et décroissance des fonctions trigonométriques.

(1) Sur s0, πr, la fonction cos est décroissante.
(2) Sur s´π, 0r, la fonction cos est croissante.

Démonstration. Nous savons que cos1 “ ´ sin par le lemme 18.3. La liaison entre dérivée et crois-
sance est la proposition 12.183. Les signes de la fonction cosinus sont dans le lemme 18.21. Les
signes de la fonction sinus peuvent être déduits de la proposition 18.20(7).

Vous avez tout en main.

Tout cela nous permet de calculer quelques valeurs remarquables de cosinus et sinus ainsi que
d’écrire le tableau de variations de sinus et cosinus.

LEMooIGNPooPEctJy

Lemme 18.26.
Nous avons les valeurs remarquables

sinpπ4 q “ cospπ4 q “
?

2
2 . (18.62)

Démonstration. La relation (18.25b) donne

0 “ cospπ{2q “ cos2pπ{4q ´ sin2pπ{4q. (18.63)

Donc cos2pπ{4q “ sin2pπ{4q. Mais puisque sinpπ{4q et cospπ{4q sont positifs, ils sont égaux.
Nous avons aussi sin2pπ{4q ` cos2pπ{4q “ 1. Donc le nombre x “ cospπ{4q “ sinpπ{4q vérifie

l’équation 2x2 “ 1, dont l’unique solution positive est x “ 1?
2 “

?
2

2 .
LEMooRMHAooDEAPMw

Lemme 18.27.
Nous avons la valeur remarquable

cospπ3 q “
1
2 . (18.64)
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Démonstration. Il faut utiliser la formule (18.22a) avec cospπq “ cosp2π{3 ` π{3q en sachant
que cospπq “ ´1. Ensuite cosp2π{3q “ cospπ{3 ` π{3q. En décomposant ainsi, nous exprimons
´1 “ cospπq en termes de cospπ{3q et de sinpπ{3q. En substituant sin2pπ{3q “ 1´ cos2pπ{3q nous
trouvons que le nombre cospπ{3q vérifie l’équation

4x3 ´ 3x` 1 “ 0. (18.65)

Croyez-le ou non, les solutions de cette équation sont x “ ´1 et x “ 1{2. Allez. Faisons comme si
nous le savions pas. En tout cas, ces deux nombres sont des solutions, et nous avons la factorisation 6

4x3 ´ 3x` 1 “ p2x´ 1q2px` 1q. (18.66)

Donc 1{2 est de multiplicité 2 et ´1 de multiplicité 1. Le théorème 3.130 nous dit qu’il n’y a alors
pas d’autres racines que ces deux-là 7.

Nous en déduisons que la valeur de cospπ{3q est soit 1{2 soit ´1. La proposition 18.20(5) nous
dit qu’il est impossible que cospπ{3q soit égal à ´1 parce que π{3 ă π. Donc cospπ{3q “ 1{2 comme
annoncé.

Remarque 18.28.
Vous avez déjà sans doute vu la démonstration de cosp30˝q “ 1{2 à partir de la figure 18.4. Il n’est
pas possible de l’utiliser parce que cela n’est en réalité pas loin d’être la définition de l’angle entre
deux droites.

Si vous voulez savoir la définition de l’angle entre deux droites, il faut passer par la défini-
tion 18.152, laquelle se base sur le lemme 18.136 qui, elle-même, se base sur la proposition 18.58.

Bref, à notre niveau, nous sommes encore loin de pouvoir faire des raisonnements trigonomé-
triques sur base de géométrie dans les triangles.

PROPooJFAGooYjRJcb

Proposition 18.29.
Pour tout x P r0, π{4r nous avons cospxq ą sinpxq.
Démonstration. Nous posons fpxq “ cospxq´ sinpxq. Elle vérifie fp0q “ 1. En utilisant les dérivées
du lemme 18.3, nous trouvons

f 1pxq “ ´` sinpxq ` cospxq˘. (18.67)
Mais sur s0, π{2r nous avons cospxq ą 0 et sinpxq ą 0 (proposition 18.20(11)). Donc f est stric-
tement décroissante. Elle ne peut donc passer qu’une seule fois par zéro. Le lemme 18.26 nous
indique que fpπ{4q “ 0. Donc fpxq ą 0 sur r0, π{4r.

PROPooIBYEooClQttq

Proposition 18.30.
Quelques valeurs trigonométriques.

(1) Pour le sinus :
(1a) sinp0q “ 0
(1b) sinpπ{6q “ 1{2
(1c) sinpπ{4q “ ?2{2
(1d) sinpπ{3q “ ?3{2
(1e) sinpπ{2q “ 1

(2) Pour le cosinus :
(2a) cosp0q “ 1
(2b) cospπ{6q “ ?3{2

(2c) cospπ{4q “ ?2{2
(2d) cospπ{3q “ 1{2
(2e) cospπ{2q “ 0

(3) Pour la tangente :
(3a) tanp0q “ 0
(3b) tanpπ{6q “ ?3{3
(3c) tanpπ{4q “ 1
(3d) tanpπ{3q “ ?3
(3e) tanpπ{2q est non défini.

Démonstration. Plusieurs ont déjà été faites. Les autres ne seront pas démontrées dans l’ordre
énoncé.

6. Factorisation d’un polynôme en sachant des racines, proposition 3.123.
7. Nous attirons votre attention sur le fait que cela n’est en aucun cas une trivialité.
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(1) sinp0q “ 0 Substitution dans la définition (18.2).

(2) sinpπ{4q “ ?2{2 C’est le lemme 18.26.

(3) sinpπ{3q “ 1{?2 Nous utilisons la formule sin2pxq ` cos2pxq “ 1 avec x “ π{3. Vu que
cospπ{3q “ 1{2 (lemme 18.27), cela donne sin2pπ{3q “ 3{4. Nous en déduisons que sinpπ{3q
vaut ˘

?
3

2 .
La proposition 18.20(5) nous dit que sin est positive sur r0, πs. Donc c’est bien la possibilité?

3{2 qui est la bonne.
(4) sinpπ{6q “ 1{2 et cospπ{6q “ ?3{2 Nous partons de l’équation (18.25b) pour écrire

sinpπ{3q “ 2 cospπ{6q sinpπ{6q. (18.68)

Nous avons déjà vu que sinpπ{3q “ ?
3{2. En posant x “ sinpπ{6q nous avons également

cospπ{6q “ ?1´ x2 parce que nous savons que la fonction cosinus est positive sur r0, π{2s
(proposition 18.20(11)). Nous avons donc l’équation

?
3

2 “ 2x
a

1´ x2. (18.69)

Nous passons au carré et posons y “ x2. Après quelque manipulations,

16y2 ´ 16y ` 3 “ 0. (18.70)

Cela donne deux possibilités pour y : 3
4 et 1

4 . Puisque x ą 0, nous pouvons simplement passer
à la racine carrée : x “ ?3{2 ou x “ 1{2.
Notez que si nous avion posé x “ cospπ{6q au lieu de x “ sinpπ{6q, nous aurions obtenu le
même résultat. Donc sinpπ{6q et cospπ{6q peuvent tous deux avoir les valeurs

?
3{2 ou 1{2.

Cela fait 4 possibilités.
Étant donné que sin2pπ{6q ` cos2pπ{6q “ 1, les deux possibilités avec sinpπ{6q “ cospπ{6q
sont exclues.
La proposition 18.29 nous dit aussi que cospπ{6q ą sinpπ{6q. Donc cospπ{6q “ ?

3{2 et
sinpπ{6q “ 1{2.

(5) sinpπ{2q “ 1 C’est dans (18.41).
(6) cosp0q “ 1 Substitution dans la définition.

(7) cospπ{6q “ ?3{2 Déjà fait avec le sinus de π{6.

(8) cospπ{4q “ ?2{2 Lemme 18.26.
(9) cospπ{3q “ 1{2 Lemme 18.27.

(10) cospπ{2q “ 0 Dans (18.41).
Toutes les valeurs pour la tangente s’obtiennent maintenant par la définition, en calculant tanpxq “
sinpxq
cospxq .

Voici un tableau qui rappelle les valeurs à retenir pour les fonctions sinus, cosinus et tangente.

x sinpxq cospxq tanpxq
0 0 1 0
π{6 1{2 ?

3{2 ?
3{3

π{4 ?
2{2 ?

2{2 1
π{3 ?

3{2 1{2 ?
3

π{2 1 0 N.D.

(18.71)PGooIMQFooTnBdIlPGooIMQFooTnBdIl

où « N.D. » signifie « non défini ».
Rappelons le graphe de la fonction sinus :
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´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´1

1

celui de la fonction cosinus :

´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´1

1

developcosenpisur3

Exemple 18.31.
Développer la fonction cos autour de x “ π

3 . Utiliser la valeur remarquable du lemme 18.27. Nous
développons autour de h “ 0 la fonction cospπ3 ` hq :

cos
`π

3 ` h
˘ „ cos

`π
3
˘` h cos1pπ3 q `

h2

2 cos2 `π
3
˘ “ 1

2 ´
?

3
2 h´ 1

4h
2. (18.72)

Il est aussi possible d’écrire cela en notant x “ x0 ` h, c’est-à-dire en remplaçant h par x´ π
3 :

cospxq „ 1
2 ´

?
3

2 px´
π

3 q ´
1
4px´

π

3 q
2. (18.73)

△

18.32.
Voici un petit dessin pour donner une idée.

´π π 2 π 3 π

´3

´2

´1

1

2

3

(1) En noir le graphe de cospxq.
(2) En rouge, le développement de cospxq à l’ordre 4 autour de x “ 0.
(3) En bleu, le développement de cospxq à l’ordre 4 autour de x “ 3π{4.

18.2 Trucs et astuces de calcul d’intégrales
SECooKSOFooEVKDLh

Afin d’alléger le texte de calculs parfois un peu longs, nous regroupons ici les intégrales à une
variable.
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18.2.1 Quelques intégrales « usuelles »
ItemIntegrali

(1) L’intégrale

I “
ż
x lnpxqdx “ x2

2
`

lnpxq ´ 1
2
˘

(18.74)

se fait par partie en posant
u “ lnpxq, dv “ x dx

du “ 1
x
dx, v “ x2

2 ,
(18.75)

et ensuite
I “ lnpxqx

2

2 ´
ż
x

2 “
x2

2
`

lnpxq ´ 1
2
˘
. (18.76)

(2) L’intégrale

I “
ż
x lnpx2qdx “ x2 lnpxq ´ x2

2 . (18.77)

En utilisant le fait que lnpu2q “ 2 lnpuq, nous retombons sur une intégrale du type (1) :

I “ x2 lnpxq ´ x2

2 . (18.78)

(3) L’intégrale

I “
ż
x lnp1` x2qdx “ 1

2 lnpx2 ` 1qpx2 ` 1q ´ x2 ´ 1
2 (18.79)EqTrucIntxlnxsqpunEqTrucIntxlnxsqpun

se traite en posant v “ 1` x2 de telle sorte à avoir dx “ dv
2x et donc

I “ 1
2 lnpx2 ` 1qpx2 ` 1q ´ x2 ´ 1

2 . (18.80)

(4) L’intégrale

I “
ż

cospθq sinpθq ln
ˆ

1` 1
cos2pθq

˙
dθ (18.81)

demande le changement de variable u “ cospθq, dθ “ ´ du
sinpθq . Nous tombons sur l’intégrale

I “ ´
ż
u ln

ˆ
1` u2

u2

˙
“ ´

ż
u lnp1` u2q `

ż
u lnpu2q, (18.82)

qui sont deux intégrales déjà faites. Nous trouvons

I “ ´1
2 ln

ˆ
sin2pθq ´ 1
sin2pθq ´ 2

˙
sin2pθq ´ ln

`
sin2pθq ´ 2

˘` 1
2 ln

`
sin2pθq ´ 1

˘
(18.83)

(5) L’intégrale
ż

r3

1` r2dr “
r2

2 ´
1
2 lnpr2 ` 1q. (18.84)

commence par faire la division euclidienne de r3 par r2 ` 1 ; ce que nous trouvons est r3 “
pr2 ` 1qr ´ r. Il reste à intégrer

ż
r3

1` r2dr “
ż
r dr ´

ż
r

1` r2dr. (18.85)

La fonction dans la seconde intégrale est r
1`r2 “ 1

2
f 1prq
fprq où fprq “ 1 ` r2, et donc

ş
r

1`r2 “
1
2 lnp1` r2q. Au final,

I “ 1
2r

2 ´ 1
2 lnpr2 ` 1q. (18.86)
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(6) L’intégrale

I “
ż

cospθq sinpθqdθ “ sin2pθq
2 (18.87)EqTrucIntsxcxdxEqTrucIntsxcxdx

se traite par le changement de variable u “ sinpθq, du “ cospθqdθ, et donc
ż

cospθq sinpθqdθ “
ż
udu “ u2

2 “ sin2pθq
2 . (18.88)

(7) L’intégrale
ż a

1` x2dx “ x

2
a

1` x2 ` 1
2 arcsinhpxq (18.89)EqTrucsIntsqrtAplusuEqTrucsIntsqrtAplusu

s’obtient en effectuant le changement de variable u “ sinhpξq.
(8) L’intégrale

ż
cos2pxq sin2pxqdx “ x

8 ´
sinp4xq

32 (18.90)EqTrucIntcossqsinsqEqTrucIntcossqsinsq

s’obtient à coups de formules de trigonométrie. D’abord, la formule (18.25b) permet de récrire
la fonction à intégrer sous la forme

fpxq “ 1
4 sin2pxq. (18.91)

Ensuite nous utilisons le fait que sin2ptq “ p1 ´ cosp2tqq{2 pour transformer la formule à
intégrer en

fpxq “ 1´ cosp4xq
8 . (18.92)

Cela s’intègre facilement en posant u “ 4x, et le résultat est
ż
fpxqdx “ x

8 ´
sinp4xq

32 . (18.93)

(9) La fonction

sincpxq “ sinpxq
x

(18.94)

est le sinus cardinal de x. Nous allons montrer que

ż 8

0

ˇ̌
sincpxqˇ̌dx “ 8 . (18.95)EqKNOmLEdEqKNOmLEd

D’abord nous avons ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌
t

dt ě
ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌
nπ

dt, (18.96)

mais par périodicité, ż nπ

pn´1qπ

ˇ̌
sinptqˇ̌dt “

ż π

0
sinptqdt “ 2. (18.97)

Par conséquent ż nπ

0

ˇ̌
sincptqˇ̌dt ě 2

π

nÿ

k“1

1
k
, (18.98)

ce qui diverge lorsque nÑ8.
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(10) Les intégrales, pour ϵ ą 0, ż 8

0
cospkxqe´ϵxdx “ ϵ

k2 ` ϵ2 (18.99)EQooNCVIooWqbbrHEQooNCVIooWqbbrH

et ż 8

0
sinpkxqe´ϵxdx “ k

k2 ` ϵ2 (18.100)EQooSAYUooSatbGcEQooSAYUooSatbGc

se calculent deux fois par partie. Nous posons

I “
ż 8

0
cospkxqe´ϵxdx (18.101a)

J “
ż 8

0
sinpkxqe´ϵxdx. (18.101b)

L’intégrale I s’effectue par partie en posant u “ cospkxq et v1 “ e´ϵx. Un peu de calcul
montre que

I “ 1
ϵ
´ k

ϵ
J. (18.102)

Par ailleurs l’intégrale J se fait également par partie pour obtenir

J “ k

ϵ
I. (18.103)

En résolvant pour I et J les deux équations déduites, nous trouvons

I “ ϵ

k2 ` ϵ2 (18.104a)

J “ k

k2 ` ϵ2 . (18.104b)

18.2.2 Reformer un carré au dénominateur
subsecCarreDenoPar

Lorsqu’on a un second degré au dénominateur, le bon plan est de reformer un carré parfait.
Par exemple :

x2 ` 2x` 2 “ px` 1q2 ` 1. (18.105)
Ensuite, le changement de variable t “ x` 1 est pratique parce que cela donne t2 ` 1 au dénomi-
nateur.

Cherchons
I “

ż 1´ x
x2 ` 2x` 2dx “

ż 1´ x
px` 1q2 ` 1dx “

ż 1´ pt´ 1q
t2 ` 1 (18.106)

où nous avons fait le changement de variable t “ x` 1, dt “ dx. L’intégrale se coupe maintenant
en deux parties :

I “
ż ´t
t2 ` 1 `

ż 2
t2 ` 1 . (18.107)

La seconde est dans les formulaires et vaut

2 arctanptq “ 2 arctanpx` 1q, (18.108)

tandis que la première est presque de la forme f 1{f :
ż

t

t2 ` 1 “
1
2

ż 2t
t2 ` 1 “

1
2 lnpt1 ` 1q “ 1

2 lnpu2 ` 2u` 2q. (18.109)

18.2.3 Décomposition en fractions simples

La décomposition en fractions simples décrite en 19.1.3 permet d’intégrer des fractions ration-
nelles. Elle peut parfois être évitée par la méthode de Rothstein-Trager que nous expliquerons dans
20.15.3.
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18.3 Très modeste approximation de π

Nous sommes en droit de vouloir une valeur approchée de π.
LEMooJWSGooExmtDA

Lemme 18.33.
Nous avons l’encadrement

2
?

2 ă π ă 4. (18.110)

Démonstration. Grace au lemme 18.26 nous savons que la fonction sin passe de 0 à
?

2{2 sur un
intervalle de taille π{4 avec une dérivée majorée par 1. Par conséquent

π

4 ą
?

2
2 (18.111)

et donc 8

π ą 2
?

2 » 2.82 (18.112)

De plus la fonction sin passe de 0 à
?

2{2 sur un intervalle de taille π{4 avec une dérivée minorée
par

?
2{2, donc

π

4 ă
?

2{2?
2{2 , (18.113)

ce qui donne
π ă 4. (18.114)

Pour avoir une meilleur approximation de π, nous pouvons remarquer que π P s2.82, 4r, et
que cet intervalle est suffisamment petit pour ne pas recouvrir l’intervalle correspondant pour 2π.
L’équation cospxq “ ´1 possède donc une unique solution dans cet intervalle (et cette solution est
π). Nous pouvons donc faire une dichotomie pour trouver la valeur de π, pourvu que nous ayons
une façon d’évaluer des valeurs de cospxq de façon pas trop ridicule.

LEMooIECUooQOGYyN

Lemme 18.34.
Pour toute valeur de x P R on a | sinpxq| ď |x|.
Démonstration. Nous commençons par les valeurs x ą 0. Considérons la fonction

fpxq “ x´ sinpxq. (18.115)

La dérivée de f vaut
f 1pxq “ 1´ cospxq ě 0, (18.116)

De plus fp0q “ 0. Vu que f est croissante, nous avons fpxq ě 0 pour tout x ě 0.
(1) Pour 0 ď x ď π Nous avons |x| “ x et | sinpxq| “ sinpxq, et ce que nous venons de dire à

propos de f suffit pour conclure.
(2) Pour x ě π En utilisant l’approximation de π du lemme 18.33, nous avons π ą 2

?
2 ą 2

et donc 9

|x| ´ | sinpxq| ą 2´ 1 “ 1 ą 0. (18.117)

(3) Pour x ă 0 Si x ď 0, ce que nous venons de faire nous assure que sinp´xq ď ´x. Par
ailleurs, nous savons déjà par (18.6c) que sinp´xq “ ´ sinpxq. Nous avons donc

| sinpxq| “ sinp´xq ď ´x “ |x|. (18.118)

8. Sérieusement, êtes vous capables de trouver une approximation de
?

2 en ne vous basant que sur des choses
vues jusqu’ici ?

9. Ouais ; l’approximation π ą 2 nous suffit. On est large.
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18.3.1 Les fonctions tangente et arc tangente

Définition 18.35.
La fonction tangente est :

tanpxq “ sinpxq
cospxq (18.119)

où sin et cos sont de la définition 18.1.

La fonction tangente n’est pas définie sur les points de la forme x “ π
2 ` kπ, k P Z. Une

interprétation géométrique, qui justifie le nom, est donnée sur la figure 18.1.

θ
ϕ

‚ tanpθq

‚ tanpϕq

Figure 18.1: Interprétation géométrique de la fonction tangente. La tangente de l’angle θ est
positive (et un peu plus grande que 1) tandis que celle de la tangente de l’angle φ est négative.LabelFigTgCercleTrigono

LEMooYAMFooXCLXfr

Lemme 18.36.
La dérivée de la fonction tangente vaut

tan1pxq “ tan2pxq ` 1, (18.120)

Démonstration. Il suffit de suivre les règles de calcul comme la dérivation du quotient 12.169(5).

Proposition 18.37.
La fonction

tan : s´π2 ,
π

2 r Ñ R

x ÞÑ tanpxq
(18.121)

est une bijection.

Démonstration. Le cosinus ne s’annulant pas sur l’intervalle donné, la fonction est bien définie.
Nous avons

lim
xÑπ{2´

tanpxq “ `8 (18.122)

parce que la limite du sinus est 1 est celle du cosinus est zéro par les valeurs positives. Le même
raisonnement donne la limite en ´π{2 qui vaut ´8. Le théorème des valeurs intermédiaires 10 dit
que la fonction tangente est alors surjective sur R.

Par ailleurs le lemme 18.36 nous donne la dérivée de la tangente sous la forme tan1pxq “
tan2pxq ` 1, ce qui nous donne une dérivée partout strictement positive, et donc une fonction
strictement croissante et donc injective.
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´5
2 π ´2 π ´3

2 π ´π ´1
2 π 1

2 π π 3
2 π 2 π 5

2 π

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 18.2: Le graphe de la fonction tangente. LabelFigPVJooJDyNAg

Le graphe de la fonction tangente est sur la figure 18.2.
En ce qui concerne la bijection réciproque nous avons le théorème suivant.

THOooUSVGooOAnCvC

Théorème 18.38.
La fonction inverse de la tangente,

arctan : RÑ
ı
´π2 ,

π

2

”

x ÞÑ arctanpxq
(18.123)

nommée arc tangente est
(1) impaire et strictement croissante sur R.

ITEMooMNHLooOVhIIb

(2) dérivable sur R de dérivée
arctan1pxq “ 1

1` x2 . (18.124)EQooGCHGooPlwYWtEQooGCHGooPlwYWt

Démonstration. Il est immédiatement visible sur son développement de définition (18.2) que la
fonction sinus est impaire. Une vérification similaire montre que la fonction cosinus est paire. La
fonction tangente est alors impaire et sa réciproque l’est tout autant.

La fonction arc tangente est également dérivable (donc continue) par la proposition 12.175 parce
que la fonction tangente l’est. Notons qu’ici nous nous sommes restreint à s´π{2, π{2r. Sinon, le
résultat est faux.

La formule proposée pour la dérivée provient également de la proposition 12.175 et de la dérivée
de la tangente du lemme 18.36.

LEMooHRDCooGtnyeQ

Lemme 18.39.
Nous avons les limites

(1) limxÑ8 arctanpxq “ π
2 ,

(2) limxÑ´8 arctanpxq “ ´π
2 .

LEMooHJEKooARZMil

Lemme 18.40.
L’application arctan : RÑ s´π{2, π{2r est un homéomorphisme 11.

10. Théorème 10.91.
11. Bijection continue, inversion continu définition 7.38.
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Exemple 18.41.
Un homéomorphisme ϕ : R Ñ s´1, 1r est donné par exemple par la fonction ϕptq “ 2

π arctanptq
dont le graphique est donné ci-dessous :

△
LEMooJKIUooEMMOrs

Lemme 18.42.
Nous avons la valeur remarquable

arctanp1{?3q “ π

6 . (18.125)

Le nombre arctanpx0q se calcule en cherchant l’angle θ P r´π
2 ,

π
2 s dont la tangente vaut x0.

Nous obtenons le tableau de valeurs suivant :
LEMooPQNCooDkEUyw

Lemme 18.43.
Quelques valeurs remarquables de l’arc tangente :

x 0 1?
3 1

?
3

arctanpxq 0 π
6

π
4

π
3

(18.126)

En ce qui concerne la représentation graphique de la fonction x ÞÑ arctanpxq, elle s’obtient « en
retournant » la partie entre ´π

2 et π
2 du graphique de la fonction tangente :

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

´1
2 π

1
2 π

18.3.2 La fonction arc sinus

Nous voulons étudier la fonction
sin : RÑ r´1, 1s

x ÞÑ sinpxq (18.127)

et sa réciproque éventuelle.
La fonction sinus est continue sur R mais n’est pas bijective : elle prend une infinité de fois

chaque valeur de J “ r´1, 1s. Pour définir une bijection réciproque de la fonction sinus en utilisant
le théorème 12.51, nous devons donc choisir un intervalle à partir duquel la fonction sinus est
monotone. Nous choisissons l’intervalle

I “ r´π2 ,
π

2 s. (18.128)

La fonction
sin : r´π2 ,

π

2 s Ñ r´1, 1s
x ÞÑ sinpxq

(18.129)

est une bijection croissante et continue. Nous avons donc le résultat suivant.



1620 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

Théorème 18.44 (Définition et propriétés de arc sinus).
Nous nommons arc sinus la bijection inverse de la fonction sin : I Ñ J . La fonction

arcsin : r´1, 1s Ñ r´π2 ,
π

2 s
x ÞÑ arcsinpxq

(18.130)

ainsi définie est
(1) continue et strictement croissante ;
(2) impaire : pour tout x P r´1, 1s nous avons arcsinp´xq “ ´ arcsinpxq.

Démonstration. Nous prouvons le fait que arcsin est impaire. Un élément de l’ensemble de défi-
nition de arcsin est de la forme y “ sinpxq avec x P r´π{2, π{2s. La relation (12.99) s’écrit dans
notre cas

x “ arcsin
`

sinpxq˘. (18.131)EqVUWooUwVxVpEqVUWooUwVxVp

Nous écrivons d’une part cette équation avec ´x au lieu de x :

´x “ arcsin
`

sinp´xq˘ “ arcsin
`´ sinpxq˘ “ arcsinp´yq; (18.132)EqRLYooIwOvSzEqRLYooIwOvSz

et d’autre part nous multiplions (18.131) par ´1 :

´x “ ´ arcsin
`

sinpxq˘ “ ´ arcsinpyq. (18.133)EqTGIooDeRYyTEqTGIooDeRYyT

En égalisant les valeurs (18.132) et (18.133) nous trouvons

arcsinp´yq “ ´ arcsinpyq, (18.134)

ce qui signifie que arcsin est une fonction impaire.

Notons que cette preuve repose sur le fait que tout élément de l’ensemble de définition de la
fonction arc sinus peut être écrit sous la forme sinpxq pour un certain x.

Si x0 P r´1, 1s est donné, calculer arcsinpx0q revient à trouver un angle θ0 dans r´π
2 ,

π
2 s pour

lequel sinpθ0q “ x0. Un tel angle sera forcément unique.

Remarque 18.45.
La définition de arc sinus découle du choix de l’intervalle I, qui est une convention. Il aurait été
possible de faire un choix différent : pourriez-vous trouver la réciproque de la fonction sinus sur
l’intervalle rπ{2, 3π{2s ? Le mieux est de l’écrire comme une translatée de arc sinus, en utilisant le
fait que sinus est une fonction périodique.

Lemme 18.46.
Nous avons arcsinp1q “ π

2 .

Démonstration. Pour calculer arcsinp1q, il faut chercher un angle entre ´π
2 et π

2 ayant 1 pour
sinus : résoudre sinpθq “ 1. La solution est θ “ π

2 et nous avons donc arcsinp1q “ π
2 .

À l’aide des valeurs remarquables de la fonction sinus nous obtenons le tableau suivant de
valeurs remarquables pour l’arc sinus.

x 0 1
2

?
2

2

?
3

2 1
arcsinpxq 0 π

6
π
4

π
3

π
2

Les autres valeurs remarquables peuvent être déduites du fait que l’arc sinus est une fonction
impaire.

En ce qui concerne la dérivabilité de la fonction arc sinus, en application de la proposition 12.175
elle est dérivable en tout y “ sinpxq tel que sin1pxq ‰ 0, c’est-à-dire tel que cospxq ‰ 0. Or cospxq “ 0
pour x “ ˘π

2 , ce qui correspond à y “ sinp˘π
2 q “ ˘1. La fonction arc sinus est donc dérivable sur

s´1, 1r. Nous avons donc la propriété suivante pour la dérivabilité.
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Proposition 18.47.
La fonction arc sinus est continue sur r´1, 1s et dérivable sur s´1, 1r. Pour tout y P s´1, 1r, la
dérivée est donnée par la formule (12.450), qui dans ce cas s’écrit

arcsin1pyq “ 1
cos

`
arcsinpyq˘ “

1a
1´ y2

. (18.135)

La dernière égalité viens du fait que si x “ arcsinpyq alors y “ sinpxq et cospxq “a
1´ sin2pxq “a

1´ y2.
Pour comprendre la dernière égalité, remarquer que dans le dessin suivant, θ “ arcsinpyq, donc

y “ sinpθq, et x “ cospθq.

θ ‚
x

‚y

Notons enfin que le graphe de la fonction arc sinus est donné à la figure 18.3.

´1 1

´π

´1
2 π

1
2 π

π

Figure 18.3: Le graphe de la fonction x ÞÑ arcsinpxq LabelFigFGRooDhFkch

18.3.3 La fonction arc cosinus

Nous voulons étudier la fonction

cos : RÑ r´1, 1s (18.136)

et son éventuelle réciproque. Encore une fois il n’est pas possible d’en prendre la réciproque globale
parce que ce n’est pas une bijection ; ne fut-ce que parce qu’elle est périodique (proposition 18.17).
Nous choisissons de considérer l’intervalle r0, πs sur lequel la fonction cosinus est continue et stric-
tement monotone décroissante.

Nous avons alors le résultat suivant :
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PROPooZOZHooSMoYQD

Proposition-Définition 18.48.
Pour définir la fonction arc cosinus.

ITEMooMJWZooNHgQox

(1) La fonction
cos : r0, πs Ñ r´1, 1s (18.137)

est une bijection continue strictement décroissante.
(2) Sa bijection réciproque est la fonction

arccos : r´1, 1s Ñ r0, πs (18.138)

nommée arc cosinus.
(3) La fonction arc cosinus est continue, strictement décroissante.
(4) Elle est dérivable et pour tout y P s´1, 1r, sa dérivée est donnée par

arccos1pyq “ 1
´ sin

`
arccospyq˘ “

´1a
1´ y2

. (18.139)

Démonstration. La fonction cosinus est continue et même de classe C8 par la proposition 18.1. Elle
est strictement décroissante parce que sa dérivée (´ sin) y est strictement négative (strictement, à
l’intérieur du domaine).

Le fait que arc cosinus soit une bijection continue strictement monotone est dans le théorème
de la bijection 12.51. La dérivabilité et la formule sont de la proposition 12.175.

Pour y0 P r´1, 1s, trouver la valeur de arccospy0q revient à résoudre l’équation cospx0q “ y0.
Cela nous permet de construire une tableau de valeurs :

x ´1 ´
?

3
2 ´

?
2

2 ´1
2 0 1

2

?
2

2

?
3

2 1
arccospxq π 5π

6
3
4π

2
3π

1
2π

π
3

1
4π

1
6π 0

Remarque 18.49.
Certes la fonction cosinus est paire (vue sur R), mais la fonction arc cosinus ne l’est pas car elle
est une bijection entre r´1, 1s et r0, πs.
Exemple 18.50.
Cherchons arccosp1

2q. Il faut trouver un angle θ P r0, πs tel que cospθq “ 1
2 . La solution est θ “ π

3 .
Donc arccosp1

2q “ π
3 .

Il n’est cependant pas immédiat d’en déduire la valeur de arccosp´1
2q. En effet θ “ arccosp´1

2q
si et seulement si cospθq “ ´1

2 avec θ P r0, πs. La solution est θ “ 2π
3 . △

En ce qui concerne la représentation graphique, il suffit de tracer la fonction cosinus entre 0 et
π puis de prendre le symétrique par rapport à la droite y “ x.

´1 1 2 3 4

´1
2 π

1
2 π

π

3
2 π
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18.3.4 Une meilleure approximation de π

Nous avions laissé le nombre π avec l’approximation assez minable de 2
?

2 ă π ă 4 en le
lemme 18.33. Nous pouvons maintenant faire nettement mieux.

Le lemme 18.42 donne
arctanp1{?3q “ π{6 (18.140)

et l’idée est de donner un développement de arctan autour de zéro, de l’évaluer en 1{?3 et d’égaliser
le résultat à π{6. Tout cela donne lieu à des calculs peut-être fastidieux, mais comme un gars l’a
fait dès l’an 1424[524] pour trouver 16 décimales correctes, nous faisons comme si c’était facile.

Pour trouver le développement en série de Taylor (théorème 12.442) de arc tangente autour de
x “ 0, il faut partir de la formule (18.124) et sans doute pas mal calculer et faire une récurrence 12.
Le résultat est :

arctanpxq “
8ÿ

k“0

p´1qkx2k`1

2k ` 1 , (18.141)

valable pour x P s´1, 1r. Avec cela nous avons

arctanp 1?
3
q “

8ÿ

k“0

p´1qk
p2k ` 1q3k ˆ

1?
3
“ π

6 , (18.142)

et donc
π “ 6?

3

8ÿ

k“0

p´1qk
p2k ` 1q3k . (18.143)

Pour donner une idée du fait que ça fonctionne pas mal, voici le calcul pour quelques termes :

1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: n( taylor ( arctan (x),x ,0 ,5) (1/ sqrt (3)))*6
7 3.15618147156995
8 sage: n( taylor ( arctan (x),x ,0 ,10) (1/ sqrt (3)))*6
9 3.14260474566308

10 sage: n( taylor ( arctan (x),x ,0 ,20) (1/ sqrt (3))*6-pi)
11 -2.14265171338823e-6
12 sage: n( taylor ( arctan (x),x ,0 ,58) (1/ sqrt (3))*6-pi)
13 8.88178419700125e -16

tex/sage/sageSnip012.sage

Calculer 5 termes donne déjà 3.15. Et on est à 10´6 de la bonne réponse avec 20 termes. Et avec
58 termes, on n’est à 10´16.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 18.51
Pour bien faire, il faudrait étudier le reste et donner un encadrement.

18.3.5 Angle entre deux vecteurs
DEFooSVDZooPWHwFQ

Proposition-Définition 18.52.
Soient des vecteurs X,Y P R2. Il existe un unique θ P r0, πs tel que

cospθq “ X ·Y

}X}}Y } . (18.144)eqDefAngleVecteqDefAngleVect

Ce réel est appelé angle entre X et Y .
12. Je n’ai pas fait le calcul, merci de me faire savoir si il y a une astuce.
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Démonstration. Si a et b sont des réels, l’inégalité |a| ď b peut se développer en une double inégalité

´b ď a ď b. (18.145)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (11.2) devient alors

´}X}}Y } ď X ·Y ď }X}}Y }. (18.146)

Si X ‰ 0 et Y ‰ 0, nous en déduisons

´1 ď X ·Y

}X}}Y } ď 1. (18.147)

Il existe donc par la proposition 18.48 un angle θ P r0, πs tel que

cospθq “ X ·Y

}X}}Y } . (18.148)

18.53.
Certains n’hésitent pas à écrire la formule

X ·Y “ }X}}Y } cospθq. (18.149)eqPropCosTheteqPropCosThet

comme une définition du produit scalaire. C’est ce qui arrive lorsqu’on définit les fonctions trigo-
nométriques à partir de relations dans les triangles rectangles.

Nous pouvons prouver simplement que sinp30˝q “ 1
2 et cosp30˝q “

?
3

2 en s’inspirant de la
figure 18.4.

60

30

‚
A

‚B ‚ C‚
H

Figure 18.4: Un triangle équilatéral de côté 1. LabelFigGVDJooYzMxLW

18.3.6 Aire du parallélogramme

a

b
‚

h

θ ‚

Figure 18.5: Calculer l’aire d’un parallélogramme. LabelFigBNHLooLDxdPA
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RemaAireParalProdVect

Remarque 18.54.
Le nombre }a}}b} sinpθq est l’aire du parallélogramme 13 formé par les vecteurs a et b, comme cela
se voit sur la figure 18.5. Un vrai calcul avec une intégrale sera effectué dans la proposition 20.25.

PropNormeProdVectoabsint

Proposition 18.55.
Nous avons

}aˆ b} “ }a}}b} sinpθq (18.150)

où θ P r0, πs est l’angle formé par a et b.

Démonstration. En utilisant la décomposition du produit vectoriel 14, nous avons

}aˆ b}2 “
∣∣∣∣∣a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣∣
2

`
∣∣∣∣∣a1 a3
b1 b3

∣∣∣∣∣
2

`
∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣
2

“ pa2b3 ´ b2a3q2 ` pa1b3 ´ a3b1q2 ` pa1b2 ´ a2b1q2
“ pa2

1 ` a2
2 ` a2

3qpb2
1 ` b2

2 ` b2
3q ´ pa1b1 ` a2b2 ` a3b3q2

“ }a}2}b}2 ´ pa· bq2
“ }a}2}b}2 ´ }a}2}b}2 cos2pθq
“ }a}2}b}2`1´ cos2pθq˘

“ }a}2}b}2 sin2pθq.

(18.151)

D’où le résultat. Nous avons utilisé la formule de la définition (18.52) donnant l’angle en fonction
du produit scalaire.

NORMooWWOKooWzScnZ

18.56.
Si les vecteurs a, b et c ne sont pas coplanaires, alors la valeur absolue du produit mixte (voir
équation (11.94)) a· pbˆ cq donne le volume du parallélépipède construit sur les vecteurs a, b et
c.

En effet si φ est l’angle entre bˆc et a, alors la hauteur du parallélépipède vaut }a} cospφq parce
que la direction verticale est donnée par bˆ c, et la hauteur est alors la « composante verticale »
de a. Par conséquent, étant donné que }b ˆ c} est l’aire de la base, le volume du parallélépipède
vaut 15

V “ }bˆ c}}a} cospφq. (18.152)

Or cette formule est le produit scalaire de a par bˆ c ; ce dernier étant donné par le déterminant
de la matrice formée des composantes de a, b et c grâce à la formule (11.94).

La valeur absolue du déterminant ∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣ (18.153)EqDeratbEqDeratb

est l’aire du parallélogramme déterminé par les vecteurs
ˆ
a1
a2

˙
et

ˆ
b1
b2

˙
. En effet, d’après la re-

marque 18.54, l’aire de ce parallélogramme est donnée par la norme du produit vectoriel
¨
˝
a1
a2
0

˛
‚ˆ

¨
˝
b1
b2
0

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
a1 a2 0
b1 b2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣∣ ez, (18.154)

donc la norme }aˆ b} est bien donnée par la valeur absolue du déterminant (18.153).

13. Définition de ce qu’est une aire : 20.20. Preuve dans le cas d’un parallélogramme : 20.25.
14. Directement de la définition 11.25.
15. Le calcul de ce volume mériterait une certaine réflexion, surtout à partir du moment où nous avons décidé de

définir les fonctions trigonométriques à partir de leur développement (définition 18.1).
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18.4 Paramétrisation du cercle
Nous allons parler de paramértisation du cercle. L’ensemble S1 sera vu tantôt comme le cercle

dans R2, tantôt comme le cercle dans C. Nous n’allons pas pousser le vice jusqu’à écrire explici-
tement les isomorphismes lorsque nous passons d’une représentation à l’autre. Parmi les identifi-
cations que nous allons faire sans ménagement, il y a l’identification entre les applications

γ : r0, 2πr Ñ R2

t ÞÑ `
cosptq, sinptq˘ (18.155)

et
φ : r0, 2πr Ñ C

t ÞÑ eit.
(18.156)

C’est évidemment la formule eit “ cosptq ` i sinptq (lemme 18.11) qui permet de transformer γ en
φ et inversement. De plus R2 et C sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels normés (et aussi
donc topologiques).

Nous allons prouver suffisamment de résultats à propos de ces deux applications pour pouvoir
dire qu’elles paramétrisent le cercle et écrire des égalités du type

ż

S1
f “

ż 2π

0
f ˝ φ. (18.157)

18.5 Cercle trigonométriques
PROPooWZFGooMVLtFz

Proposition 18.57 ([525]).
Soient des fonctions f, g : I Ñ R de classe C1 sur l’ouvert I de R telles que f2 ` g2 “ 1. Soient
t0 P I et θ0 tel que fpt0q “ cospθ0q et gpt0q “ sinpθ0q.

Alors il existe une unique fonction continue θ : I Ñ R telle que
$
’&
’%

θpt0q “ θ0 (18.158a)
f “ cos ˝θ (18.158b)
g “ sin ˝θ. (18.158c)

Démonstration. Nous commençons par l’existence, en passant par les nombres complexes. Soit
h : I Ñ C définie par h “ f ` ig. Nous avons hh̄ “ 1 et nous définissons

θptq “ θ0 ´ i
ż t

t0

h1psqhpsqds. (18.159)

Cette intégrale existe pour tout t parce que les fonctions f et g étant continues, elles sont bornées
sur le compact rt0, ts. De plus θ est une fonction continue parce que c’est une primitive (proposi-
tion 14.264) 16.

La dérivée de θ est la fonction s ÞÑ ´ih1psqhpsq.
Utilisant la formule du lemme 18.11 sur la forme trigonométrique des nombres complexes, nous

calculons :
d

dt

”
he´iθ

ı
t“0

“ e´iθph1 ´ hθ1q “ e´iθph1 ´ ihp´iqh1h̄q “ 0. (18.160)

Par conséquent il existe c P C tel que he´iθ “ c. Mais hpt0q “ fpt0q` igpt0q “ cospθ0q` i sinpθ0q “
eiθ0 , du coup

hpt0qe´iθpt0q “ c (18.161)
donne immédiatement c “ 1, ou encore eiθptq “ hptq, c’est-à-dire que

f ` ig “ cos ˝ θ ` i sin ˝ θ, (18.162)

16. En réalité nous appliquons le théorème 11.1 à chacune des parties réelles et imaginaires de la fonction s ÞÑ

h1
psqhpsq.
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ce qu’il fallait pour l’existence.
Pour l’unicité nous supposons avoir une autre fonction, α qui satisfait aux exigences. Pour tout

t P I nous avons
eiθptq “ eiαptq. (18.163)

Il existe donc une fonction n : I Ñ N telle que θptq “ αptq ` 2nptqπ. Par continuité de θ et α, la
fonction n doit être constante, mais vu que θpt0q “ αpt0q nous avons n “ 1.

18.5.1 Bijection continue
PROPooKSGXooOqGyZj

Proposition 18.58.
L’application

γ : r0, 2πr Ñ S1 Ă R2

t ÞÑ `
cosptq, sinptq˘ (18.164)

est une bijection continue.

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Image Le fait que l’image de γ soit dans S1 découle immédiatement du fait que sin2` cos2 “

1.
(2) Continuité La continuité découle de la continuité des composantes.
(3) Injectif Soient x1 ă x2 tels que sinpx1q “ sinpx2q et cospx1q “ cospx2q. Supposons pour

fixer les idées que sinpx1q ą 0 et cospx1q ą 0 : si ce n’est pas le cas, il faut traiter séparément
les 4 possibilités de combinaisons de signes.
Nous avons obligatoirement x1, x2 P r0, π2 r. Vu que nous avons supposé que sinpx1q “ sinpx2q,
le théorème de Rolle 12.187 nous permet de considérer un élément c P sx1, x2r tel que sin1pcq “
0, c’est-à-dire cospcq “ 0. Cela contredirait la proposition 18.20(10) à moins que x1 “ x2.

(4) Surjectif
Soient x, y tels que x2 ` y2 “ 1. Supposons pour varier les plaisirs 17 que x ă 0 et y ą 0.
Puisque la fonction cos va de 0 à ´1 lorsque x va de π{2 à π, le théorème des valeurs
intermédiaires donne t P rπ{2, πs tel que cosptq “ x.
En reportant cette valeur de x dans l’égalité x2 ` y2 “ 1, nous trouvons y2 “ 1´ cos2ptq “
sin2ptq, et donc sinptq “ ˘y. Mais pour t P rπ{2, πs nous avons sinptq ą 0. Par conséquent
sinptq “ y parce que nous avons également supposé y ą 0.

CORooAKMKooORqcrO

Corolaire 18.59.
Soient R ą 0 ainsi que le cercle S “ tx P R2 tel que }x} “ Ru de rayon R. L’application

γ : r0, 2πr Ñ S

t ÞÑ `
R cosptq, R sinptq˘ (18.165)

est une bijection continue.
EXooJFDPooBZADKs

Exemple 18.60.
L’application

φ : s0, 2πr Ñ S1

x ÞÑ
ˆ

cospxq
sinpxq

˙ (18.166)

est continue par la proposition 18.58. Comme s0, 2πr est connexe (proposition 10.52) le lemme
7.212 implique que le cercle privé d’un point est connexe. △

17. Mais les autres cas sont à faire, pour être complet.
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La proposition suivante ne va pas jusqu’à dire qu’il y a un C8-difféomorphisme entre r0, 2πr
et S1. La raison est que n’avons pas défini la notion de différentielle pour des applications définies
sur des fermés.

Si vous voulez un C8 difféomorphisme, il y a deux possibilités. Soit vous acceptez d’élargir
un peu le domaine et vous allez voir les coordonnées polaires du théorème 18.227, soit vous allez
étudier la géométrie différentielle, et vous considérez S1 comme une variété.

PROPooXELTooYKjDav

Proposition 18.61 ([1, 162]).
Dans cette proposition, S1 désigne l’ensemble des nombres complexes de norme 1. Trois affirma-
tions. ITEMooOHRHooRXvxrL

(1) L’application
f : r0, 2πr Ñ S1

x ÞÑ eix
(18.167)

est une bijection continue. ITEMooPWUWooHsQBDg

(2) La réciproque de
f : r0, 2πr Ñ S1

x ÞÑ eix
(18.168)

n’est pas continue en 1. ITEMooCVAQooLsYspI

(3) L’application
f : s0, 2πr Ñ C

x ÞÑ eix
(18.169)

est de classe C8.

Démonstration. En plein de points.
(1) Pour (1)

Nous savons que
φ : R2 Ñ C

px, yq ÞÑ x` iy (18.170)

est une bijection isométrique. C’est pour cela que nous allons nous permettre de noter S1 le
cercle unité dans R2 aussi bien que l’ensemble des nombres complexes de norme 1.
Sur R2 nous avons l’application

γ : r0, 2πr Ñ S1 Ă R2

t ÞÑ
ˆ

cosptq
sinptq

˙ (18.171)

qui est une bijection continue (c’est la proposition 18.58). Et enfin le lemme 18.11 nous donne
eix “ cospxq ` i sinpxq.
Avec tout ça, l’application φ´1 ˝f : r0, 2πr Ñ S1 est une bijection continue. Et comme φ l’est
également, f est une bijection continue.

(2) Pour (2) Nous vérifions que la définition 7.33(1) n’est pas satisfaite pour f´1. Nous consi-
dérons le voisinage W “ r0, ϵr de 0 dans r0, 2πr avec ϵ ă 1{2. Nous allons montrer que tout
voisinage V de 1 dans S1 contient des points zk tels que f´1pzkq R W . Tout voisinage de 1
dans S1 contient une partie de la forme Bp1, rq X S1. Posons zk “ exp

`
ip2π ´ 1{kq˘. Nous

avons

}1´ exp
`
ip2π ´ 1{kq˘}2 “ }1´ cosp2π ´ 1{kq ´ i sinp2π ´ 1{kq} lem 18.11 (18.172a)

“ |1´ cosp2π ´ 1{kq|2 ` | sinp2π ´ 1{kq|2 (18.172b)
Ñ 0. (18.172c)

Donc pour tout r, nous avons zk P Bp1, rq X S1 dès que k est assez grand. Or f´1pzkq “
2π ´ 1{k R r0, ϵr dès que k est assez grand.
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(3) Pour (3) Nous avons fpxq “ cospxq ` i sinpxq. Les fonctions sin et cos étant de classe C8
par la proposition 18.1, la fonction f l’est aussi.

La proposition suivante donne les coordonnées polaires sur C. La régularité est l’objet du
théorème 18.227 (à part le fait que ce dernier parle de R2 et non de C).

PROPooRFMKooURhAQJ

Proposition 18.62 (Décomposition polaire des nombres complexes).
Pour tout nombre complexe z ‰ 0, il existe un unique θ P r0, 2πr tel que

z “ |z|eiθ. (18.173)

Démonstration. Soit z P C. Nous considérons z1 “ z{|z| qui est de norme 1. Donc il existe un
unique θ P r0, 2πr tel que z1 “ eiθ (proposition 18.61(1)).

Pour ce θ nous avons z “ |z|eiθ.
Bien entendu, le θ est unique dans r0, 2πr, mais il n’est pas du tout unique dans R.

LEMooOQKNooGZlJHf

Lemme 18.63 ([1]).
Pour tout a, b P C, il existe t P r0, 2πr tel que

|a` b|2 “ |a|2 ` |b|2 ` 2|a||b| cosptq. (18.174)

Plus précisément, si les formes trigonométriques 18 de a et b sont a “ |a|eiα et b “ |b|eiβ, alors

|a` b|2 “ |a|2 ` |b|2 ` 2|a||b| cospα´ βq. (18.175)

Démonstration. Nous avons le calcul suivant :

|a` b|2 “ pa` bqpā` b̄q (18.176a)
“ |a|2 ` ab̄` bā` |b|2 (18.176b)
“ |a|2 ` |b|2 ` |a||b|`eipα´βq ` eipβ´αq˘ (18.176c)
“ |a2| ` |b|2 ` 2|a||b| cospα´ βq. (18.176d)

CORooONAVooKPhQuI

Corolaire 18.64.
La partie B “ tz P C tel que |z| ą Ru est connexe et connexe par arcs 19.

Démonstration. Nous prouvons que B est connexe par arcs ; la connexité découlera du lemme
10.65. Nous considérons les points z1 “ r1eiθ1 et z2 “ r2eiθ2 dans B. Une telle décomposition est
toujours possible par la proposition 18.62.

Supposons θ1 ă θ2 et r1 ă r2 ; sinon il faut faire différents cas. Nous relions les points z1 et z2
par le chemin continue constitué des deux chemins suivants mis bout à bout. D’abord

γ : rθ1, θ2s Ñ B

t ÞÑ r1e
it,

(18.177)

et ensuite
σ : rr1, r2s Ñ B

u ÞÑ ueiθ2 .
(18.178)

18. Proposition 18.62.
19. Définition 10.63.
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18.5.2 Inverse
SUBSECooWFNMooOuZBRN

Nous pouvons écrire un inverse de la fonction φ grâce à la fonction arc tangente introduite au
théorème 18.38. La fonction que nous écrivons à présent est la fonction arg0´ définie par (26.127).
Elle n’est pas exactement la fonction argument définie par (26.88).

Nous avons :
φ´1 : S1 Ñ r0, 2πr

x` iy ÞÑ

$
’’’’’’&
’’’’’’%

arctanpy{xq si x ą 0, y ě 0
π
2 si px, yq “ p0, 1q
π ´ arctanp´y{xq si x ă 0, y ě 0
π ` arctanpy{xq si x ă 0, y ă 0
2π ´ arctanp´y{xq si x ą 0, y ă 0

(18.179)EQooSAYFooRFVSPcEQooSAYFooRFVSPc

Chacune des branches est continue parce que la fonction arc tangente l’est. Trois des raccords sont
également continus grâce aux limites du lemme 18.39.

L’application φ´1 n’est cependant pas continue au point p1, 0q 20. C’est l’objet du lemme sui-
vant.

LEMooEQVRooMAffCw

Lemme 18.65.
L’application φ´1 : S1 Ñ r0, 2πr n’est pas continue en p1, 0q. Mais elle est continue ailleurs. Au-
trement dit,

φ´1 : S1ztp1, 0qu Ñ s0, 2πr (18.180)

est continue.

Démonstration. En effet, φ´1 serait continue si l’image de tout ouvert de r0, 2πr par φ était ouverte
dans S1 (topologie induite de C). Prenons un petit ouvert r0, ϵr (si vous êtes étonnés, c’est que
vous n’avez pas bien la topologie induite en tête). Son image contient le point p1, 0q, mais aucun
point px, yq avec y ă 0.

Montrons que tout voisinage de p1, 0q dans C contient des points x` iy de S1 avec y ă 0. Un
point de S1 est de la forme cosptq ` i sinptq. Nous avons :

| cosptq ` i sinptq ´ 1|2 “ `
cosptq ´ 1

˘2 ` sin2ptq “ 2
`
1´ cosptq˘. (18.181)

Soit δ ą 0, et montrons que B
`p1, 0q, δ˘ X S1 contient des points d’ordonnées négatives. D’abord

il existe ϵ ą 0 tel que pour t “ 2π ´ ϵ,

2
`
1´ cosptq˘ ă δ. (18.182)

Ensuite pour de tels t, nous avons sinptq ă 0. Donc les points de S1 correspondant à 2π ´ ϵ sont
dans S1 XB`p1, 0q, δ˘.

Bref, l’image de r0, ϵr n’est pas un ouvert de S1.

18.5.3 Cercle trigonométrique

Définition 18.66 ([526]).
Le cercle trigonométrique est le cercle dans R2 de rayon 1 centré en p0, 0q représenté à la figure 18.6.
Nous n’hésiterons pas à parler de cercle trigonométrique dans C.

Nous verrons plus tard (proposition 21.13) que la longueur de l’arc de cercle intercepté par un
angle θ est égal à θ. Les radians sont donc l’unité d’angle la plus adaptée au calcul de longueurs
sur le cercle.

20. Puisque nous avons considéré S1
Ă C, nous aurions dû noter « 1 » ce point. Mais vous vous imaginez le clash

de notation avec le 1 P r0, 2πr Ă R ?
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‚

‚
sinpθq

cospθq
θ

P

Figure 18.6: Le cercle trigonométrique. LabelFigCercleTrigono

LEMooXISFooRMWUEC

Lemme 18.67.
Soit R ą 0. Soient le cercle S “ tx P R2 tel que }x} “ Ru de rayon R ainsi que t0 P R. L’applica-
tion

γt0 : rt0, t0 ` 2πr Ñ S

x ÞÑ `
R cospxq, R sinpxq˘ (18.183)

est une bijection continue.

Démonstration. Le corolaire 18.59 nous dit que

γ : r0, 2πr Ñ S

x ÞÑ `
R cospxq, R sinpxq˘ (18.184)

est une bijection continue.
D’autre part, l’application

f : rt0, t0 ` 2πr Ñ r0, 2πr
x ÞÑ x´ t0 (18.185)

est une bijection continue.
Comme γt0 “ γ ˝ f , nous déduisons que γt0 est une bijection continue.

18.68.
La proposition 21.13 dira que la longueur d’arc de cercle de rayon R interceptée par un angle θ
vaut Rθ.

18.5.4 Du point de vue de la tribu, mesure et co.

Nous avons considéré sur S1 la topologie induite de C. Nous allons y mettre la tribu induite
de celle de Lebesgue de C. Mais nous n’allons pas y mettre la mesure induite de C ; sinon tout
serait toujours de mesure nulle.

PROPooQFYHooEajmbW

Proposition 18.69 ([1]).
L’application φ est borélienne d’inverse borélien, c’est-à-dire

BorpS1q “ φ
`
Borpr0, 2πrq˘. (18.186)

Démonstration. L’inclusion BorpS1q Ă φ
`
Borpr0, 2πrq˘ est la plus simple : si A P BorpS1q, alors

φ´1pAq P Bor
`r0, 2πr˘ parce que φ : r0, 2πr Ñ S1 est continue et donc borélienne (théorème 14.53).

Pour l’autre inclusion, il faudra procéder par étapes.
(1) Ouvert ne contenant pas zéro Si A est un ouvert de r0, 2πr ne contenant pas 0, il est

un ouvert de R ou de s0, 2πr. Le lemme 18.65 nous indique que son image par φ est ouverte
dans S1. En particulier, φpAq P BorpS1q.
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(2) Ouvert de la forme r0, ϵr Nous supposons que ϵ est petit. Disons pour fixer les idées, plus
petit que π{2. Nous avons :

φ
`r0, ϵr˘ “ φ

`s0, ϵr˘Y φ`t0u˘. (18.187)

Le premier élément de l’union est un ouvert, et le second, un unique point. L’union est un
borélien.

(3) Ouvert général Si un ouvert de r0, 2πr ne contient pas 0, son image est ouverte. Nous
nous penchons sur le cas d’un ouvert contenant 0.
Si un ouvert de r0, 2πr contient 0, alors il contient un ouvert de la forme r0, ϵr, parce qu’un
ouvert contient une boule autour de chacun de ses points (théorème 7.8 couplé au fait que
nous sommes dans la topologie induite de R).
Si A est un ouvert contenant zéro, alors

A “ r0, ϵr Y `
Azr0, ϵ2 s

˘
. (18.188)

Nous avons déjà vu que l’image du premier élément de l’union est un borélien. Étant donné
que Azr0, ϵ2 s est un ouvert ne contenant pas zéro, son image est un ouvert. Donc l’image de
A est un borélien.

(4) Pause Nous avons déjà vu que l’image par φ de tout ouvert de r0, 2πr était un borélien de
S1. Nous devons en déduire que l’image de tout borélien de r0, 2πr est un borélien de S1.
C’est ce que nous faisons maintenant

(5) Boréliens Nous utilisons le lemme de transport 14.45 avec l’application φ´1 et l’ensemble
des ouverts :

φ
`
σpCq˘ “ σ

`
φpCq˘ (18.189)

où C est la tribu des ouverts dans r0, 2πr. L’ensemble σpCq est par définition l’ensemble
Bor

`r0, 2πr˘. D’autre part nous avons vu que l’image d’un ouvert est un borélien : φpCq Ă
BorpS1q. Nous avons donc

φ
`
Borpr0, 2πrq˘ “ σ

`
φpCq˘ Ă σ

`
BorpS1q˘ Ă BorpS1q. (18.190)

La preuve est terminée.
PROPooHMSCooRIjcJq

Proposition 18.70 (Boréliens sur S1[1]).
Soit la structure usuelle d’espace mesurable pC,BorpCqq. Nous considérons

— la tribu BorpCqS1 induite de la tribu des boréliens de C vers S1,
— la tribu BorpS1q des boréliens de S1 construite à partir de la topologie induite de C vers S1.
— la bijection φ : r0, 2πr Ñ S1,
— la mesure de Lebesgue sur r0, 2πr (induite de celle sur R) et sur C, que nous noterons toutes

deux λ.
Alors ITEMooSUNEooRhAdep

(1) Nous avons les expressions

BorpCqS1 “ tA P BorpCq tel que A Ă S1u (18.191a)
“ tAX S1 tel que A P BorpCqu (18.191b)SUBEQooYZGCooDqXmftSUBEQooYZGCooDqXmft

ITEMooGYPNooRaZbNW

(2) Nous avons
BorpS1q “ BorpCqS1 “ φ

´
Bor

`r0, 2πr˘
¯
. (18.192)
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ITEMooFUXKooFQdoaw

(3) En définissant µ : BorpS1q Ñ R par

µpAq “ λ
`
φ´1pAq˘

2π , (18.193)EQooKHZRooSrFMdoEQooKHZRooSrFMdo

le triplet
`
S1,BorpS1q, µ˘ est un espace mesuré.

ITEMooBQLRooOsqesg

(4) L’espace mesuré
`
S1,BorpS1q, µ˘ est fini et

µpS1q “ 1. (18.194)

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) C’est la proposition 14.9.

(2) Pour (2) La première égalité est le lemme 14.51. Le fait que BorpS1q “ φ
´

Bor
`r0, 2πr˘

¯

est déjà la proposition 18.69.
(3) Pour (3) Nous devons d’abord nous assurer que la formule ait un sens. Cela est chose

aisée ; si A P BorpS1q, le point (2) nous indique que φ´1pAq P Bor
`r0, 2πr˘. Ensuite, nous

devons vérifier les deux conditions de la définition 14.18 pour avoir un espace mesuré.
En premier lieu,

µpHq “ 1
2πλ

`
φ´1pHq˘ “ 1

2πλpHq “ 0. (18.195)

Et en second lieu, si les Ai P BorpS1q sont disjoints, les φ´1pAiq sont également disjoints
parce que φ´1 est une bijection. Donc

µp
ď

i

Aiq “ 1
2πλ

`ď

i

φ´1pAiq
˘

(18.196a)

“ 1
2π

ÿ

i

λ
`
φ´1pAiq

˘
(18.196b)

“
ÿ

i

λ
`
φ´1pAiq

˘

2π (18.196c)

“
ÿ

i

µpAiq. (18.196d)

D’accord.
(4) Pour (4) En ce qui concerne la mesure de S1 pour µ nous avons simplement

µpS1q “ λ
`r0, 2πr˘

2π “ 1. (18.197)

Maintenant que pS1,BorpS1q, µq est un espace mesuré, nous pouvons compléter la tribu BorpS1q
pour la mesure µ.

Définition 18.71.
La tribu de Lebesgue sur S1 est la mesure complétée pour

`
S1,BorpS1q, µ˘ (18.198)

où µ est la mesure définie par la proposition 18.70. Nous notons LebpS1q la tribu et encore µ la
mesure.

PROPooDLBCooUfQZOa

Proposition 18.72 (Lebesgue sur S1[1]).
Soit la structure d’espace mesuré complet

`
S1,LebpS1q, µ˘. Nous considérons
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— la tribu LebpCqS1 induite de la tribu des boréliens de C vers S1,
— la bijection φ : r0, 2πr Ñ S1,

Alors ITEMooQMHDooHEThPf

(1) La tribu LebpCqS1 est la tribu de toutes les parties de S1. ITEMooNIRNooKSeyCa

(2) La tribu LebpS1q est donnée par

LebpS1q “ φ
`
LebpRqr0,2πr

˘ “ φ
`
Lebpr0, 2πrq˘ (18.199)

où Lebpr0, 2πrq est la tribu sur r0, 2πr obtenue par complétion de la tribu des boréliens de la
topologie induite. ITEMooXDBTooYnauyi

(3) Nous avons l’inclusion stricte
LebpS1q Ĺ LebpCqS1 . (18.200)

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Si A Ă S1, alors A est une partie de S1 qui est mesurable et de mesure nulle

pour C. Donc A est λ-négligeable et par conséquent mesurable.
(2) Pour (2) Il s’agit de prouver que

{BorpS1q “ φ
` {Bor

`r0, 2πr˘˘. (18.201)

Ce n’est rien d’autre que la proposition 14.80. La seconde partie de l’égalité est la proposition
14.75

(3) Pour (3) Comme indiqué au point (1), la tribu LebpCqS1 est la tribu de toutes les parties
de S1 ; l’inclusion est donc évidente. Le point pas tout à fait évident à prouver est l’existence
de parties de S1 à n’être pas dans LebpS1q.
Soit V non mesurable dans r0, 2πr (prenez quelque chose comme l’ensemble de Vitali de
l’exemple 14.153). Puisque, par le point (2),

LebpS1q “ φ
`
LebpRqr0,2πr

˘
, (18.202)

la partie φ´1pV q ne peut pas être dans LebpS1q.

Si vous en voulez plus à propos de S1 et la façon dont on passe la structure depuis r0, 2πr, vous
pouvez lire la proposition 27.87 qui donne la structure de

L2`S1,LebpS1q, µ˘ (18.203)

qui sera, sans surprise, la même que celle de

L2`r0, 2πr,Leb
`r0, 2πr˘, λ˘. (18.204)

18.6 Exemples trigonométriques
Nous mettons ici quelques exemples concernant les fonctions trigonométriques, qui n’ont pas

pu être mis dans les chapitres les plus adaptés, parce que ces derniers sont plus haut dans la table
des matières.

EXooSPFDooSluUGV

Exemple 18.73.
Prouvons que la fonction 21 fpxq “ x sinpxq tend vers zéro lorsque x tend vers 0. D’abord, nous
coinçons la fonction entre deux fonctions connues :

0 ď |x sinpxq| “ |x|| sinpxq| ď |x|. (18.205)

Donc |x sinpxq| est coincé entre gpxq “ 0 et hpxq “ |x|. Ces deux fonctions tendent vers 0 lorsque
xÑ 0, et donc fpxq tend vers zéro. △

21. La définition de la fonction sinus est 18.1.
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18.6.1 Quelques équations trigonométriques

La proposition suivante se voit très facilement sur le cercle trigonométrique, mais il faut le
démontrer.

PROPooTUUUooVrAGQo

Proposition 18.74 ([1]).
Si θ0 P r0, 2πr vérifie cospθ0q “ x0, alors l’ensemble des solutions de l’équation cospθq “ x0 (d’in-
connue θ) est

tθ0, 2π ´ θ0u. (18.206)

Cet ensemble est un singleton si et seulement si x0 “ ˘1.

Démonstration. Commençons par prouver que θ0 et 2π ´ θ0 sont des solutions. Le nombre θ0 est
solution par hypothèse. En ce qui concerne 2π ´ θ0, il est possible d’utiliser la formule d’addition
d’angle (18.22c) :

cosp2π ´ θ0q “ cosp2πq cospθ0q ` sinp2πq sinpθ0q. (18.207)EQooUCAOooTQsUUqEQooUCAOooTQsUUq

La proposition 18.20(1) nous indique que cosp2πq “ 1 et sinp2πq “ 0. Donc l’égalité (18.207) se
réduit à cosp2π ´ θ0q “ cospθ0q.

Le lemme 18.4 dit que si cospθq “ x0, alors

sinpθq “ ˘
b

1´ x2
0. (18.208)

Nous avons donc soit ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“
ˆ

x0a
1´ x2

0

˙
, (18.209)

soit ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“
ˆ

x0
´a1´ x2

0

˙
, (18.210)

Comme θ ÞÑ `
cospθq, sinpθq˘ est une bijection avec S1 (proposition 18.58), chacune de ces deux

possibilités possède une unique solution. L’ensemble des solutions de cospθq “ x0 possède donc au
maximum deux éléments.

L’ensemble des solutions possède exactement une solution lorsque les points
`
x0,

a
1´ x2

0
˘

et`
x0,´

a
1´ x2

0
˘

sont identiques. C’est le cas, si et seulement si
a

1´ x2
0 “ 0, c’est-à-dire, si et

seulement si x0 “ ˘1.

18.6.2 Développements en série
PROPooNPYXooTuwAHP

Proposition 18.75 (Taylor pour cosinus).
Pour tout n P N, il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “ 0 et

cospxq “
nÿ

k“0

p´1qk
p2kq! x

2k ` αpxqx2n. (18.211)EQooGQOIooIkwbJVEQooGQOIooIkwbJV

En ce qui concerne le sinus, pour tout n nous avons une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq “
0 et

sinpxq “
nÿ

k“0

p´1qkx2k`1

p2k ` 1q! ` x2n`2αpxq. (18.212)EQooKYJAooRebHgcEQooKYJAooRebHgc

Démonstration. Il s’agit d’utiliser la proposition 15.51, en faisant attention à l’ordre. Le fait est
que dans (18.211), nous avons écrit le polynôme de degré 2n`1 (et non seulement 2n), en sachant
que le terme d’ordre 2n` 1 est nul.

C’est pour cela que nous avons pu écrire αpxqx2n`1 au lieu de αpxqx2n qui aurait été attendu.
Même raisonnement pour le développement du sinus.

Remarque 18.76.
Quelques remarques concernant l’ordre du polynôme.
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(1) Notons que nous aurions aussi pu écrire le reste sous la forme αpxqx2n, mais ça aurait été
avec une autre fonction α : celle correspondant au développement à l’ordre 2n au lieu de
2n` 1.

(2) Les développements de sinus et de cosinus ont un terme sur deux qui est nul. C’est pour cela
qu’en ayant un polynôme de degré 2p, nous avons le développement d’ordre 2p` 1.

(3) Nous aurions pu utiliser les dérivées données dans la proposition 18.3 et les valeurs spéciales
(18.6).

Corolaire 18.77.
Il existe une fonction α : RÑ R telle que limtÑ0 αptq{t “ 0 et

sinpxq “ x` αpxq. (18.213)EQooDLGIooXyfmtCEQooDLGIooXyfmtC

Nous avons la limite
lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (18.214)

Démonstration. Il s’agit de prendre la formule (18.212) avec n “ 0. Cela donne tout de suite
(18.213). Pour la limite, on divise par x, ce qui donne (pour tout x ‰ 0)

sinpxq
x

“ 1` αpxq
x

. (18.215)

Et justement la fonction α a la propriété que limxÑ0 αpxq{x “ 0.

Exemple 18.78.
Cherchons le développement limité à l’ordre 5 de tanpxq “ sinpxq

cospxq . Nous utilisons les développements
de la proposition 18.75 :

sinpxq “ x´ x3

6 ` x5

120 ` x
5α1pxq (18.216a)

cospxq “ 1´ x2

2 ` x4

24 ` x
5α2pxq. (18.216b)

Nous calculons alors la division des deux polynômes, en classant les puissances dans l’ordre croissant
(c’est le sens inverse de ce qui est fait pour la divisions euclidienne !) :

x ´ 1
6x

3 ` 1
120x

5 1´ 1
2x

2 ` 1
24x

4

´
´

x ´ 1
2x

3 ` 1
24x

5
¯

x` 1
3x

3 ` 2
15x

5

1
3x

3 ´ 1
30x

5

´
´

1
3x

3 ´ 1
6x

5 ` 1
72x

7
¯

2
15x

5 ´ 1
72x

7

´
´

2
15x

5 ´ 1
15x

7 ` 1
180x

9
¯

29
360x

7 ´ 1
180x

9

Nous avons continué la division jusqu’à obtenir un reste de degré plus grand que 5. Le développe-
ment à l’ordre 5 de la fonction tangente autour de zéro est alors (proposition 12.466)

tanpxq “ x` 1
3x

3 ` 2
15x

5 ` x5αpxq. (18.217)

Notons que, puisque le reste ne nous intéressait pas vraiment, nous aurions pu ne pas calculer les
coefficients des termes en x7 et x8. La dernière soustraction était également inutile. △

18.7 Isométries de l’espace euclidien
Nous considérons l’espace affine euclidien A “ EnpRq modelé sur Rn avec sa métrique usuelle.

Un premier grand résultat sera le théorème 9.155 qui dira que les isométries de cet espace sont des
applications linéaires.
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18.7.1 Structure du groupe IsompRnq

Si vous ne voulez pas savoir ce qu’est un produit semi-direct de groupes, vous pouvez lire
seulement le point (1) du théorème suivant, et passer directement à la remarque 18.80.

THOooQJSRooMrqQct

Théorème 18.79.
Un peu de structure sur IsompRnq.

ITEMooLLUIooIGsknv

(1) L’application
ψ : T pnq ˆOpnq Ñ IsompRnq

pv,Λq ÞÑ τv ˝ Λ
(18.218)

est une bijection. Ici, T pnq est le groupe des translations de Rn.
(2) Un couple pv,Λq P T pnq ˆ SOpnq agit sur x P Rn par

pv,Λqx “ Λx` v (18.219)

au sens où ψpv,Λqx “ Λx` v.
ITEMooEWSIooNKzRxB

(3) En tant que groupes,
IsompRnq » T pnq ˆρ Opnq (18.220)

où ρ représente l’action adjointe de Opnq sur T pnq et ˆρ dénote le produit semi-direct de la
définition 2.47. ITEMooSKUPooBDvNWX

(4) Une isométrie de Rn est une application affine 22.
ITEMooQLNPooSyHaps

(5) La partie linéaire 23 d’une isométrie f est ψ´1pfq2.

Démonstration. Point par point.
(1) Prouvons que l’application proposée est injective et surjective. Notons aussi que ce point ne

parle pas de structure de groupe, mais seulement d’une bijection en tant qu’ensembles.
(1a) Injection Si ψpv,Λq “ ψpw,Λ1q alors en appliquant sur x “ 0 nous avons tout de

suite v “ w. Et ensuite Λ “ Λ1 est immédiat.
(1b) Surjection Une isométrie g P IsompRnq est une application g : Rn Ñ Rn telle que

dpx, yq “ d
`
gpxq, gpyq˘. Dans le cas de Rn cela se traduit par

}x´ y} “ ››gpxq ´ gpyq››, (18.221)

Comme x ÞÑ }x}2 est une forme quadratique, elle tombe sous le coup du théorème 9.155,
ce qui nous permet de dire que g est affine. Or par définition une application est affine
lorsqu’elle est la composée d’une translation et d’une application linéaire.
Donc g “ τv ˝ Λ pour une certaine application linéaire isométrique Λ: Rn Ñ Rn.
L’application Λ est donc dans Opnq par la proposition 9.43(3).

(2) C’est seulement le fait que pτv ˝ Λqx “ τv
`
Λx

˘ “ Λpxq ` v.
(3) Nous allons étudier l’application

ψ : T pnq ˆρ Opnq Ñ IsompRnq. (18.222)

(3a) Le produit semi-direct est bien défini Il faut montrer que

ρ : Opnq Ñ Aut
`
T pnq˘

Λ ÞÑ AdpΛq (18.223)

est correcte.
22. Définition 8.12.
23. Définition 8.13.
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D’abord pour Λ P Opnq, nous avons bien ρΛpτvq P T pnq parce qu’en appliquant à x P Rn,

pΛτvΛ´1qpxq “ Λ
`
τvpΛ´1xq˘ “ Λ

`
Λ´1x` v˘ “ x` Λpvq “ τΛpvqpxq. (18.224)

Donc ρΛpτvq “ τΛpvq.
De plus, ρΛ P Aut

`
T pnq˘ parce que

ρΛ
`
τv ˝ τw

˘ “ ρΛpτvq ˝ ρΛpτwq, (18.225)

comme on peut aisément vérifier que les deux membres sont égaux à τΛpv`wq.
(3b) ψ est une bijection Cela est déjà vérifié.
(3c) ψ est un morphisme Nous avons d’une part

ψ
`pv, gqpw, hq˘ “ ψ

`
vρgpwq, gh

˘ “ τv ˝ g ˝ τw ˝ g´1 ˝ g ˝ h “ τv ˝ g ˝ τw ˝ h. (18.226)

Et d’autre part,
ψpv, gq ˝ ψpw, hq “ τv ˝ g ˝ τw ˝ h, (18.227)

ce qui est la même chose.
(4) Si f est une isométrie de Rn, et si ψpfq “ pv,Λq, nous avons

fpa` xq “ τv
`
Λpaq ` Λpxq˘ “ Λpaq ` Λpxq ` v “ fpaq ` Λpxq. (18.228)

Donc f est affine et l’application qui serait notée uM dans (8.27) est uM “ Λ pour tout M .
(5) Si fpxq “ ψpv,Λqx “ Λx` v, nous avons

fpa` xq “ ψpv,Λqpa` xq “ fpaq ` Λpxq, (18.229)

et donc Λ est bien la partie linéaire de f .

REMooLUEZooIwvTqu

Remarque 18.80.
Notons au passage la loi de groupe sur les couples qui est donnée, pour tout v, v1 P Rn, Λ,Λ1 P
SOpnq, par

pv,Λq· pv1,Λ1q “ pΛv1 ` v,ΛΛ1q (18.230)EqDiHcutEqDiHcut

comme le montre le calcul suivant :

pv,Λq· pv1,Λ1qx “ pv,ΛqpΛ1x` v1q (18.231a)
“ ΛΛ1x` Λv1 ` v (18.231b)
“ pΛv1 ` v,ΛΛ1qx. (18.231c)

PROPooDHYWooXxEXvl

Proposition 18.81 ([527]).
Soient n ě 1 et R un élément de Opnq de déterminant ´1 tels que R2 “ Id. En posant C2 “ tId, Ru
nous avons

Opnq “ SOpnq ˆρ C2 (18.232)

Démonstration. Notons qu’un élément R comme décrit dans l’énoncé existe. Par exemple il y a
l’application px1, . . . , xnq ÞÑ p´x1, x2, . . . , xnq.

Cela étant dit, nous allons montrer que

ψ : SOpnq ˆ C2 Ñ Opnq
pA, hq ÞÑ Ah.

(18.233)

est un isomorphisme.
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(1) Injectif Soient A,B P SOpnq et h, k P C2 tels que ψpA, hq “ ψpB, kq, c’est-à-dire tels que
Ah “ Bk. Puisque detpAq “ detpBq “ 1, nous avons detphq “ detpkq. Mais comme C2
contient un élément de déterminant 1 et un élément de déterminant ´1, nous avons h “ k.
De là A “ B.

(2) Surjectif Soit X P Opnq. Si detpXq “ 1 alors X P SOpnq et X “ ψpX,1q. Si par contre
detpXq “ ´1, alors XR P SOpnq parce que detpXRq “ 1, et nous avons

ψpXR,Rq “ XR2 “ X. (18.234)

(3) Morphisme Nous avons

ψ
´
pA, hqpB, kq

¯
“ ψ

`
AρhpBq, hk

˘ “ AphBh´1qhk “ AhBk, (18.235)

tandis que
ψpA, hqψpB, kq “ AhBk, (18.236)

qui est la même chose.

18.8 Isométries dans Rn

Définition 18.82.
Un hyperplan de Rn est un sous-espace affine de dimension n´ 1.

LEMooPXIOooSlMIIY

Lemme-Définition 18.83.
Si un hyperplan H de Rn est donné, et si x P Rn, il existe un unique point y P Rn tel que

(1) x´ y K H,
(2) Le segment rx, ys coupe H en son milieu.

La réflexion σH est l’application σH : Rn Ñ Rn qui à x fait correspondre ce y.

Démonstration. Il faut vérifier que les conditions données définissent effectivement un unique point
de Rn. Soit H0 le sous-espace vectoriel parallèle à H et une base orthonormée te1, . . . , en´1u de H0.
Nous complétons cette partie en une base orthonormée de Rn avec un vecteur en. Si H “ H0 ` v,
quitte à décomposer v en une partie parallèle et une partie perpendiculaire à H, nous avons

H “ H0 ` λen (18.237)

pour un certain λ.
Une droite passant par x et perpendiculaire à H est de la forme t ÞÑ x` ten. Si x “ řn

i“1 xiei
alors l’unique point de cette droite à être dans H est le point tel que xnen` ten “ λen, c’est-à-dire
t “ λ´ xn. L’unique point y sur cette droite à être tel que rx, ys coupe H en son milieu est celui
qui correspond à t “ 2pλ´ xnq.

Lemme 18.84.
Soit un hyperplan vectoriel H0 de Rn. Nous considérons une base te1, . . . , enu de Rn telle que
te1, . . . , en´1u soit une base de H0 et en K H0.

Soit l’hyperplan affine H “ H0 ` λen.
La réflexion de plan H est donnée par

σ : Rn Ñ Rn

x ÞÑ x´ 2pxn ´ λqen. (18.238)EQooRTWLooLPsUpYEQooRTWLooLPsUpY



1640 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

Démonstration. En posant y “ x´ 2pxn ´ λq, nous avons

x´ y “ 2pxn ´ λqen K H, (18.239)

et

x` y
2 “ 2x´ 2pxn ´ λqen

2 “ x´ pxn ´ λqen “
n´1ÿ

i“1
xiei ` λen P H0 ` λen “ H. (18.240)

Les deux conditions de la définition 18.83 sont donc vérifiées.
LEMooWYVRooQmWqvM

Lemme 18.85.
Si H0 est un plan vectoriel, si te1, . . . , en´1u est une base de H0, si en K H0 et si H “ H0 ` λen,
alors

σH “ σH0 ` 2λen. (18.241)

Démonstration. En posant λ “ 0 dans la formule (18.238), nous avons σH0pxq “ x´ 2xnen. Nous
avons donc

σHpxq “ x` 2pλ´ xnqen “ x´ 2xnen ` 2λen “ σH0pxq ` 2λen. (18.242)

Le lemme suivant est une généralisation du fait que tous les points de la médiatrice d’un
segment sont à égale distance des deux extrémités du segment (très utile lorsqu’on étudie les
triangles isocèles).

LEMooDPLYooJKZxiM

Lemme 18.86 ([527]).
Soient deux points distincts x0, y0 P Rn l’ensemble H Ă Rn donné par

H “ tx P Rn tel que dpx, x0q “ dpx, y0qu. (18.243)

Alors
(1) H est hyperplan.
(2) H K y0 ´ x0

(3) H contient le milieu du segment rx0, y0s.
Démonstration. Nous savons que

dpx, x0q2 “ xx´ x0, x´ x0y “ }x}2 ` }x0}2 ´ 2xx, x0y, (18.244)

ou encore
}x0}2 ´ }y0}2 “ 2xx, x0 ´ y0y. (18.245)

En posant v “ y0 ´ x0 et en considérant la forme linéaire

β : Rn Ñ R

x ÞÑ xx, vy, (18.246)

Nous avons x P H si et seulement si βpxq “ 1
2
`}y0}2´}x0}2

˘ “ λ. En d’autres termes, H “ β´1pλq.
Par la proposition 8.27 la partie H est un sous-espace affine. C’est même un translaté de kerpβq,
et comme kerpβq est l’espace vectoriel des vecteurs perpendiculaires à v, nous avons dimpHq “
dim

`
kerpβq˘ “ n´ 1.

Le fait que H contienne le milieu du segment rx0, y0s est par définition.

Pour le lemme suivant, et pour que la récurrence se passe bien nous disons que l’ensemble vide
est un espace vectoriel de dimension ´1.

LEMooJCDRooGAmlwp

Lemme 18.87 (Cartan-Dieudonné[528, 529]).
Soit un espace euclidien E de dimension n.
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ITEMooFYEDooIJZBjP

(1) Si f est une isométrie de E satisfaisant

dim
`

Fixpfq˘ “ n´ k (18.247)

alors f peut être écrit comme composition de k réflexions hyperplanes. ITEMooJTZVooWvyfDD

(2) Une isométrie de E peut être écrite sous la forme de rkpf ´ Idq réflexions, mais pas moins.ITEMooUCZWooSbyPwt

(3) Toute isométrie de E peut être écrite comme composition de n` 1 réflexions.

Démonstration. Les deux parties importantes à démontrer sont les points (1) et la partie « pas
moins » de (2). Le reste proviendra de reformulations.

(1) Pour (1) Nous faisons une récurrence sur k ě 0.
Pour l’initialisation, si k “ 0 alors dim

`
Fixpfq˘ “ n, c’est-à-dire que f fixe tout Rn, autant

dire que f est l’identité, une composition de zéro réflexions.
Pour la récurrence, nous supposons que le lemme est démontré jusqu’à k ě 0. Soit donc
f P IsompRnq tel que

dim
`

Fixpfq˘ “ n´ pk ` 1q. (18.248)
Puisque k ě 0, la dimension de Fixpfq est strictement plus petite que n, donc il existe un
x0 P Rn tel que fpx0q ‰ x0. Nous posons

H “ tx P E tel que dpx, x0q “ d
`
x, fpx0q

˘u. (18.249)

Par le lemme 18.86, ce H est l’hyperplan orthogonal à v “ fpx0q´x0 et passant par le milieu
du segment rx0, fpx0qs.
Nous posons g “ σH ˝ f . Comme gpx0q “ σHpfpx0qq “ x0, ce x0 est un point fixe de g. Le
fait que σH

`
fpx0q

˘ “ x0 est vraiment la définition de l’hyperplan H.
Nous avons donc

x0 P FixpgqzFixpfq. (18.250)
Mais nous prouvons de plus que Fixpfq Ă Fixpgq. En effet si y P Fixpfq alors y P H parce
que

dpy, x0q “ d
`
fpyq, fpx0q

˘ “ d
`
y, fpx0q

˘
. (18.251)

Puisque y P H nous avons y P Fixpgq parce que

gpyq “ σH
`
fpyq˘ “ σHpyq “ y. (18.252)

Tout cela pour dire que l’ensemble Fixpgq est strictement plus grand que Fixpfq. Et comme
ce sont des espaces affines, nous pouvons parler de dimension :

dim
`

Fixpgq˘ ą dim
`

Fixpfq˘. (18.253)

Par hypothèse de récurrence, l’application g peut être écrite comme composition de k ré-
flexions. Donc l’application

f “ σH ˝ g (18.254)
est une composition de k ` 1 réflexions.

(2) Pour (2), existence
Ce point est une reformulation du point (1). Le fait est que Fixpfq “ kerpf ´ Idq parce que
x P Fixpfq si et seulement si fpxq “ x si et seulement si pf ´ Idqx “ 0. Nous utilisons le
théorème du rang 4.46 à l’endomorphisme f ´ Id :

dim
`

Fixpfq˘ “ dim
`

kerpf ´ Idq˘ “ dimpEq ´ rkpf ´ Idq. (18.255)

En remplaçant par les valeurs :

n´ k “ n´ rkpf ´ Idq. (18.256)

Or le point (1) donnait f comme composée de n ´ k réflexions. Donc f est composée de
rkpf ´ Idq réflexions.
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(3) Pour (2), « pas moins »
Supposons que f “ σ1 ˝ . . .˝σr où σi est la réflexion de l’hyperplan Hi. Nous devons prouver
que r ě rkpf ´ Idq. Nous avons

rč

i“1
Hi Ă kerpf ´ Idq. (18.257)

D’autre part, la proposition 9.307 nous donne dim
Ş
iHi ě n´ r. Donc

n´ r ď dim
` rč

i“1
Hi

˘ ď dim
`

kerpf ´ Idq˘ “ n´ rkpf ´ Idq. (18.258)

Donc n´ r ď n´ rkpf ´ Idq ou encore

r ě rkpf ´ Idq. (18.259)

(4) Pour (3) Le rang de f´Id vaut au maximum n. Donc f peut être écrite comme composition
de n` 1 réflexions par le point (2).

PROPooUSKEooUbNVfs

Proposition 18.88.
Un élément de SOp3q qui fixe deux vecteurs linéairement indépendants est l’identité.

Démonstration. Soit un élément A P SOp3q et deux vecteurs linéairement indépendants v1, v2 P R3

tels que Av1 “ v1 et Av2 “ v2. Puisque v1 et v2 sont linéairement indépendants, le théorème de
la base incomplète 4.13 nous permet de considérer v3 P R3 tel que tv1, v2, v3u soit une base. Dans
cette base, la matrice de A est de la forme

A “
¨
˝

1 0 a
0 1 b
0 0 c

˛
‚. (18.260)

Le déterminant de cette matrice est c. Or detpAq “ 1 parce qu’elle est dans SOp3q. Donc c “ 1.
Le fait que A soit orthogonale implique que la troisième colonne doit être un vecteur de norme 1.
Donc a “ b “ 0.

Donc A “ Id.
CORooJCURooSRzSFb

Corolaire 18.89.
Tout élément de SOp3q peut être écrit comme composée de deux réflexions.

Démonstration. Un élément de SOp3q est une isométrie de R3 parce que si A P SOp3q alors 24

xAx,Ayy “ xA˚Ax, yy “ xx, yy. (18.261)

Donc si le rang de A est k, alors A est la composée de 3´ k réflexions par le lemme 18.87.
Si A “ Id, c’est bon parce que l’identité est la composée de deux réflexions égales. Nous

supposons que A n’est pas l’identité.
Comme discuté dans l’exemple 12.89, l’opérateur A possède trois valeurs propres dans C dont

une réelle, et deux complexes conjuguées. Nous les notons λ P R et α, ᾱ P C. Le déterminant de
A, qui vaut 1, est le produit de ces trois valeurs propres, c’est-à-dire λ|α|2. En particulier λ ą 0.

Si v est un vecteur propre correspondant à la valeur propre λ, nous avons }v} “ }Av} “ |λ|}v}
parce que A est une isométrie. Donc λ “ ˘1.

Au final, λ “ 1. Cela signifie que A laisse au moins un vecteur invariant. Vu que A n’est pas
l’identité, la proposition 18.88 nous indique qu’il n’y a pas d’autres vecteurs de R3 à être fixé par
A. Donc dim

`
FixpAq˘ “ 1 et le lemme 18.87(1) s’écrit avec n “ 3, k “ 2 et implique que A est la

composée de deux réflexions.
24. Opérateur orthogonal, définition 9.40.
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LEMooMCVKooKzmlAg

Lemme 18.90.
Soit un hyperplan H et un vecteur v de Rn. Nous avons

τv ˝ σH ˝ τ´1
v “ στvpHq. (18.262)

Démonstration. Pour ce faire, nous considérons une base adaptée. Les vecteurs te1, . . . , en´1u
forment une base orthonormée de H0 et en complète en une base orthonormée de Rn. Soit H0
l’hyperplan parallèle à H et passant par l’origine ; nous avons, pour un certain λ P R,

H “ H0 ` λen (18.263)

D’un autre côté, le vecteur v peut être décomposé en v “ v1 ` v2 où v1 K H et v2 ∥ H. Alors

τvpHq “ H ` v “ H ` v2 “ H0 ` λen ` v2. (18.264)

Nous pouvons maintenant utiliser le lemme 18.85 pour exprimer la transformation στvpHq :

στvpHqpxq “ σH0pxq ` 2λen ` 2v2 (18.265)EQooNYKFooXprXavEQooNYKFooXprXav

Mais d’autre part,

pτv ˝ σH ˝ τ´1
v qpxq “ v ` σHpx´ vq “ v ` σH0px´ vq ` 2λen. (18.266)

Vue la décomposition de v “ v1 ` v2 nous avons σH0pvq “ ´v1 ` v2 et donc

pτv ˝ σH ˝ τ´1
v qpxq “ v ` σH0pxq ` v1 ´ v2 ` 2λen “ σH0 ` 2v1 ` 2λen. (18.267)EQooGOHEooALPRFBEQooGOHEooALPRFB

Les expressions (18.265) et (18.267) coïncident, d’où l’égalité recherchée.
PROPooLYCUooRQgGtF

Proposition 18.91.
Soit un hyperplan H de Rn passant par l’origine. Il existe une base orthonormée te1, . . . , enu de
Rn telle que te1, . . . , en´1u soit une base orthonormée de H et en K H.

18.8.1 Préserver l’orientation

Le fait qu’une isométrie puisse être décomposé en réflexions est le lemme 18.87.
DEFooUZFHooXVVLBL

Proposition-Définition 18.92 (Isométrie positive et négative[527]).
Nous utilisons la bijection ψ : T pnq ˆ Opnq Ñ IsompRnq décrite par le théorème 18.79, et nous
définissons

ϵ : IsompRnq Ñ t˘1u
f ÞÑ det

`
ψ´1pfq2

˘
.

(18.268)

Cette application ϵ est un morphisme de groupes.
Nous disons que f P IsompRnq est positive ou préserve l’orientation si ϵpfq “ 1, et nous

notons
Isom`pRnq “ ϵ´1p1q. (18.269)

LEMooVRELooESIWQl

Lemme 18.93.
La partie Isom`pRnq des isométries positives est un sous-groupe de IsompRnq.

LEMooJABDooOKHwWv

Lemme 18.94 ([527]).
Si H est un hyperplan et si σH est la réflexion de cet hyperplan, alors ϵpσHq “ ´1.
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Démonstration. Nous commençons par supposer que H passe par l’origine, de telle sorte que σH
soit linéaire, et que ϵpσHq “ detpσHq.

Nous choisissons une base orthonormée de Rn comme dans la proposition 18.91 : te1, . . . , en´1u
est une base de H et en K H. Nous avons alors

σHpeiq “
#
ei si i “ 1, . . . , n´ 1
´en si i “ n.

(18.270)

Calculons ce déterminant à l’ancienne, en utilisant les définitions 9.12 et 9.8. Nous posons µi “ 1
pour i “ 1, . . . , n ´ 1 et µn “ ´1, de telle sorte à avoir σHpeiq “ µiei. Nous posons aussi B “
pe1, . . . , enq. Ensuite c’est parti pour le calcul :

detB
`
fpBq˘ “

ÿ

sPSn

ϵpsq
nź

i“1
e˚
spiq

`
fpeiq

˘
(18.271a)

“
ÿ

sPSn

ϵpsq
nź

i“1
xespiq, µieiy (18.271b)

“
ÿ

sPSn

ϵpsq
nź

i“1
µixespiq, eiy. (18.271c)

Vu que la base est orthogonale, xespiq, eiy “ δspiq,i et il ne reste, dans la somme sur Sn, que le terme
s “ Id dont la signature est ϵpIdq “ 1. Donc

detB
`
fpBq˘ “

nź

i“1
µi “ ´1. (18.272)

Et si H ne passe pas par l’origine ? Soit v P Rn tel que τvpHq passe par l’origine (prendre pour
v l’opposé de n’importe que élément de H). Le lemme 18.90 nous indique que

στvpHq “ τv ˝ σH ˝ τ´1
v . (18.273)

Comme ϵ est un morphisme,

ϵ
`
στvpHq

˘ “ ϵpτvσHτ´1
v q “ ϵpτvqϵpσHqϵpτ´1

v q “ ϵpσHq. (18.274)

Nous avons utilisé le fait que ϵpg´1q “ ϵpgq´1. Tout ça pour dire que

ϵpσHq “ ϵpστvpHqq “ ´1 (18.275)

parce que τvpHq passe par l’origine.
THOooQEWRooYeOIfZ

Théorème 18.95 ([527]).
Une isométrie de pRn, dq préserve l’orientation 25 si et seulement si elle est composition d’un
nombre pair de réflexions hyperplanes.

Démonstration. Le lemme 18.87 nous indique qu’une isométrie f de Rn peut être décomposée en
réflexions hyperplanes. Le lemme 18.94 nous dit que chacune de ces réflexions est négative. Donc
si f “ σ1 ˝ . . . ˝ σr, alors

ϵpfq “ ϵpσ1q . . . ϵpσrq “ p´1qr. (18.276)

25. Définition 18.92.
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18.9 Groupes finis d’isométries
DEFooCUYLooAlbtzv

Définition 18.96.
Si X est une partie finie de Rn, le barycentre de X est le point

BX “ 1
|X|

ÿ

xPX
x (18.277)

où |X| est le cardinal de X.

Cela est à mettre en relation avec la définition dans le cadre affine 8.30.
LEMooSEZYooYceLIb

Lemme 18.97 ([527]).
Les applications affines de Rn préservent le barycentre 26 des parties finies.

Démonstration. Soit une partie finie X de Rn et une application affine f P AffpRnq. Nous devons
prouver que

fpBXq “ BfpXq. (18.278)

Nous savons que toute application affine est une composée de translation et d’une application
linéaire : f “ τv ˝ g avec v P Rn et g P Endpn,Rq. Nous vérifions le résultat séparément pour τv et
pour g.

D’une part,

BτvpXq “ 1
|τvpXq|

ÿ

yPτvpXq
y “ 1

|X|
ÿ

xPX
px` vq “ Bx ` 1

|X|
ÿ

xPX
v “ Bx ` v “ τvpBXq. (18.279)

Nous avons utilisé le fait que X et τvpXq possèdent le même nombre d’éléments, ainsi que le fait
d’avoir une somme de |X| termes tous égaux à v.

D’autre part,
BgpXq “ 1

|X|
ÿ

xPX
gpxq “ g

` 1
|X|

ÿ

xPX
x
˘ “ gpBXq (18.280)

où nous avons utilisé la linéarité de g dans tous ses retranchements.
PROPooLAEBooWdcBoe

Proposition 18.98.
Points fixes d’un sous-groupe.

(1) Soit H un sous-groupe fini des isométries de pRn, dq. Alors il existe v P Rn tel que fpvq “ v
pour tout f P H.

(2) Si H est un sous-groupe de IsompRn, dq n’acceptant pas de point fixe, alors il est infini.

Démonstration. Le groupe H agit sur Rn, et si x P Rn nous pouvons considérer son orbite

Hx “ tfpxq tel que f P Hu, (18.281)

qui est une partie finie de Rn. Considérons son barycentre v “ BHx. Soit f P H. Alors

fpvq “ fpBHxq (18.282a)
“ BfpHxq (18.282b)SUBEQooOQBZooYlIbgNSUBEQooOQBZooYlIbgN

“ BHx (18.282c)SUBEQooXWEGooSoezYgSUBEQooXWEGooSoezYg

“ v, (18.282d)

Justifications :
— Pour (18.282b), c’est le lemme 18.97.

26. Définition 18.96.



1646 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

— Pour (18.282c), c’est le fait que, f P H étant donné, l’application g ÞÑ fg est une bijection
de H, donc

fpHxq “ tpfgqpxq tel que h P Hu “ tgpxq tel que g P Hu “ Hx. (18.283)

Bref, v est fixé par H.
La seconde affirmation n’est rien d’autre que la contraposée de la première.

PROPooEUFIooDUIYzi

Proposition 18.99.
À propos de groupes finis d’isométries.

(1) Tout sous-groupe fini de IsompRnq est isomorphe à un sous-groupe fini de Opnq.
(2) Tout sous-groupe fini de Isom`pRnq est isomorphe à un sous-groupe fini de SOpnq.

Démonstration. Soit H un sous-groupe fini de IsompRnq et v P Rn un élément fixé par H (comme
garanti par la proposition 18.98). Nous posons

ϕ : H Ñ IsompRnq
f ÞÑ τ´1

v ˝ f ˝ τv.
(18.284)

(1) ϕ est un morphisme Les opération du type ϕ “ Adpτvq sont toujours des morphismes.
(2) ϕ consiste à extraire la partie linéaire Si f “ τw ˝ g alors

ϕpfqpxq “ pτ´v ˝ τw ˝ g ˝ τvqpxq (18.285a)
“ τw´vpgpxq ` gpvqq (18.285b)
“ gpxq ` gpvq ´ v ` w (18.285c)

Mais gpvq ` w “ fpvq et nous savons que fpvq “ v. Donc il ne reste que ϕpfqpxq “ gpxq.
(3) ϕ est injective Si f “ τw ˝ g vérifie ϕpfq “ Id, il faut en particulier que g “ Id. Mais H

est fini et ne peut donc pas contenir de translations non triviales. Donc w “ 0 et f “ Id.

Donc ϕ est une injection à valeur dans les transformations linéaires de IsompRnq. Autrement dit,
ϕ est un isomorphisme entre H et son image, laquelle image est dans Opnq.

En ce qui concerne la seconde partie, si f P Isom`pRnq, alors ϕpfq, qui est la partie linéaire de f
(théorème 18.79(5)), est dans Opnq avec un déterminant égal à 1. Autrement dit, ϕpfq P SOpnq.

L’extraction de la partie linéaire est injective ? Certe c’est prouvé, mais on peut se demander ce
qu’il se passe si H contient deux éléments qui ont la même partie linéaire. Cela n’est pas possible
parce si f1 “ τw1 ˝ g et f2 “ τw2 ˝ g sont dans H alors f1f

´1
2 “ τw1´w2 est également dans H. Vu

que H est fini, cela n’est possible que si w1 “ w2, c’est-à-dire si f1 “ f2.

18.9.1 Points fixés par une affinité
LEMooGUEGooTUXRsQ

Lemme 18.100 ([529]).
Si n ě 3, alors toute droite est intersection de deux plans non isotropes 27.

Démonstration. Soit une droite d dans E, ainsi que x P d. Soit x est isotrope, soit il ne l’est pas.
(1) Si x est isotrope

Étant donné que f est non dégénérée, il existe y P E tel que fpx, yq ‰ 0. Le plan P “
Spantx, yu est alors non isotrope. En effet, considérons z P PXPK. Nous avons alors fpz, xq “
fpz, xq “ 0. Vu que z P P nous pouvons l’écrire sous la forme z “ αx ` βy. La première
condition sur z donne :

0 “ fpαx` βy, xq “ βfpy, xq (18.286)

27. Sous-espace isotrope, définition 9.141.
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parce que fpx, xq “ 0. Étant donné que fpx, yq ‰ 0 nous en déduisons que β “ 0. La seconde
condition donne alors fpαx, yq “ 0, ce qui donne α “ 0.
Le plan P étant non isotrope, le plan PK est également non isotrope par le lemme 9.143.
Nous fixons maintenant z P PK.
L’élément z n’est pas dans P parce que P XPK “ t0u. L’élément y` z n’est pas dans P non
plus parce que P est vectoriel, y P P et z R P .
Nous considérons donc le plan Q “ Spantx, y ` zu.
Ce plan est non isotrope. En effet, soit u P Q XQK. Nous avons u “ αx ` βpy ` zq, et cela
doit vérifier fpu, xq “ fpy, y ` zq “ 0. Nous avons d’abord

0 “ fpu, xq “ α fpx, xqloomoon
“0

`β fpx, yqloomoon
‰0

`β fpx, zqloomoon
“0

. (18.287)

Nous en déduisons que β “ 0. Il reste u “ αx, et nous imposons la seconde condition :

0 “ fpu, y ` zq “ αfpx, yq ` αfpx, zq. (18.288)

Vu que fpx, yq ‰ 0 et fpx, zq “ 0 nous déduisons α “ 0 et donc u “ 0.
Au final, les plans P et Q sont non isotropes et P XQ “ d.

(2) Si x n’est pas isotrope Nous supposons maintenant que x n’est pas isotrope. Le lemme
9.134 sur les dimensions, appliqué à l’espace de dimension 1 engendré par x donne dimpxKq`
1 “ dimpEq. Vu que dimpEq ě 3, nous déduisons que dimpxKq ě 2.
Nous considérons une base f -orthogonale de xK (proposition 9.240). Les vecteurs de cette
base ne sont pas isotropes. Soient y et z les vecteurs de cette base. Il nous reste à prouver
que les plans P “ Spantx, yu et Q “ Spantx, zu font l’affaire.
Vu que x n’est pas isotrope, les vecteurs y et z ne sont pas dans d ; ce sont donc de vrais plans
de dimension 2, et leur intersection est d. Montrons que P n’est pas isotrope, en considérant
v “ αx` βy P P X PK. Vu que v P PK, il vérifie les deux conditions fpv, xq “ fpv, yq “ 0.
La première condition donne

0 “ α fpx, xqloomoon
‰0

`β fpy, xqloomoon
“0

“ αfpx, xq (18.289)

parce que y P xK. Il nous reste v “ βy. Appliquons la seconde condition :

0 “ fpv, yq “ αfpy, yq. (18.290)

Le scalaire fpy, yq P K n’est pas nul parce que nous avons choisi une base orthogonale. Au
final v “ 0, et P est non isotrope. Exactement le même raisonnement montre que Q n’est
pas isotrope non plus.

PROPooVEEUooJQmmkN

Proposition 18.101 ([527]).
Si une isométrie de Rn fixe un ensemble F de points, alors elle fixe l’espace affine engendrée par
F .

Démonstration. Soit f P IsompRnq fixant F . Par le théorème 9.155, c’est une application affine et
l’ensemble Fixpfq des points fixés par f est un sous-espace affine de Rn, grâce à la proposition 8.61.

Donc Fixpfq est un espace affine contenant F . Puisque l’espace affine engendré par F est
l’intersection de tous les espaces affines contenant F , il est en particulier contenu dans Fixpfq.

CORooZHZZooDgTzsW

Corolaire 18.102.
Si f et g sont des isométries de Rn qui coïncident sur F , alors elles coïncident sur l’espace affine
engendré par F .

Démonstration. Nous considérons h “ g´1 ˝f qui est une isométrie de Rn fixant F . Elle fixe donc,
par la proposition 18.101, l’espace affine engendré par F . Or tout point fixé par h est un point sur
lequel g et f coïncident.
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18.10 Classification des isométries dans R2

18.10.1 Projection orthogonale

Une version pour les espaces de Hilbert sera le théorème 25.7
DEFooHXJTooNPyDFQ

Proposition-Définition 18.103.
Soient un espace euclidien de dimension finie pE, · q, un sous-espace vectoriel H0 ainsi que a, d P
E. Nous considérons le sous-espace affine H “ H0 ` d.

Il existe un unique y P H tel que

}a´ y} “ inft}a´ x} tel que x P Hu. (18.291)

Ce y est la projection orthogonale de a sur H et est notée projHpaq.
LEMooXZMFooOPTjNx

Lemme 18.104.
Soient un espace vectoriel euclidien pE, · q ainsi que a P E. Nous considérons un sous-espace
affine H de E. Si h P H, alors

a·h “ projHpaq·h. (18.292)

18.10.2 Réflexions

Soit un espace vectoriel E de dimension 2 muni d’un produit scalaire 28. Cela pourrait très bien
être R2, mais nous allons nous efforcer de l’appeler E pour rester un peu général.

DEFooLJKDooUaamen

Lemme-Définition 18.105 (Caractérisation des réflexions).
Soit une droite ℓ de R2. Il existe une unique application f : R2 Ñ R2 telle que

(1) fpxq “ x pour tout x P ℓ.
(2) f échange les côtés de ℓ.
(3) f laisse invariants les droites perpendiculaires à ℓ et les cercles dont le centre est sur ℓ.

Cette application est la réflexion d’axe ℓ.

Démonstration. Soit x hors de ℓ et p la droite perpendiculaire à ℓ et passant par x. Nous avons
fpxq P p. En nommant P l’intersection entre ℓ et p, nous considérons le cercle SpP, }Px}q qui est
un cercle dont le centre est sur ℓ. Il contient x et donc fpxq P SpP, }Px}q.

Donc fpxq P p X SpP, }Px}q. L’intersection entre un cercle et une droite contient de façon
générique deux points. L’un est x, mais fpxq “ x n’est pas possible parce que x est hors de ℓ et f
doit inverser les côtés de ℓ. Donc fpxq est l’autre.

Cela prouve l’unicité. En ce qui concerne l’existence, il suffit de noter que la réflexion σℓ satisfait
les contraintes.

LEMooZSDRooUkNYer

Lemme 18.106.
Soit une droite ℓ et A P E. Alors

σℓpAq “ 2 projℓpAq ´A (18.293)EQooVUQDooKuwszlEQooVUQDooKuwszl

où projℓ est l’opération de projection orthogonale sur la droite ℓ.

Démonstration. Nous posons fpXq “ 2 projℓpXq ´ X et nous allons montrer que f “ σℓ en
vérifiant les conditions de la définition 18.105. Nous nous gardons bien de faire un raisonnement
du type « nous allons montrer que f et σℓ coïncident sur deux points, et sont donc égales par le
corolaire 18.102 » parce que nous ne savons pas encore que σℓ est une application affine, ni même
que c’est une isométrie.

Si X P ℓ alors projℓpXq “ X et nous avons fpXq “ 2X ´X “ X. Donc ℓ est conservée.

28. Définition 9.165.
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En ce qui concerne les deux côtés de ℓ, il existe une application linéaire s : E Ñ R et une
constante c P R telles qu’en posant ℓpXq “ spXq ` c, la droite ℓ soit le lieux des points X tels que
ℓpXq “ 0. Un côté de la droite est ℓ ă 0 et l’autre côté est ℓ ą 0. Nous avons :

ℓ
`
fpAq˘ “ ℓ

`
2 projℓpAq ´A

˘
(18.294a)

“ sp2 projℓpAq ´Aq ` c (18.294b)
“ 2s

`
projℓpAq

˘´ spAq ` c (18.294c)
“ s

`
projℓpAq

˘´ spAq (18.294d)
“ ´c´ spAq (18.294e)
“ ´ℓpAq (18.294f)

où nous avons utilisé le fait que, projℓpAq étant sur ℓ, s
`

projℓpAq
˘ ` c “ 0. Nous avons donc

ℓ
`
fpAq˘ “ ´ℓpAq, ce qui indique que A et fpAq sont de part et d’autre de ℓ.

Si d est une droite perpendiculaire à ℓ et si A P d alors fpAq “ 2 projℓpAq ´A “
`

projℓpAq ´
A
˘`A P d parce que projℓpAq P d du fait que d soit précisément perpendiculaire à ℓ. Nous avons

aussi utilisé le fait que si A,B,C P d alors pB ´ Aq ` C P d ; pensez que B ´ A est un vecteur
directeur et que C est un point de d.

Enfin soit K P ℓ et un cercle SpK, rq centré en K. Soit A P SpK, rq ; nous devons vérifier que
fpAq “ SpK, rq. Le segment rA, fpAqs est par définition perpendiculaire à ℓ. Soit M , le milieu, qui
est sur la droite ℓ. Les triangles AMK et fpAqMK sont rectangles en M , et }AM} “ }MfpAq}.
Le théorème de Pythagore donne }AK} “ }fpAqK}. Donc le cercle centré en K est alors préservé
par f .

Nous en déduisons que f “ σℓ.
LEMooNYIWooXanBXh

Lemme 18.107.
Soit une droite ℓ dans R2 ainsi que a P R2. Nous avons

projℓ
`
σℓpaq

˘ “ projℓpaq. (18.295)
PROPooFSVEooWmJsnv

Proposition 18.108 ([530]).
Une réflexion est une isométrie de pE, dq où dpA,Bq “ }A´B}.
Démonstration. Soient A,B P E ; il faut vérifier que }A ´ B} “ }σℓpAq ´ σℓpBq}. Pour cela nous
écrivons

B ´A “ B ´ projℓpBqlooooooomooooooon
“a

` projℓpBq ´ projℓpAqloooooooooooomoooooooooooon
“b

` projℓpAq ´Alooooooomooooooon
“c

. (18.296)

Vu que b K a et b K c (lemme 18.104) nous avons

}B ´A}2 “ xB ´A,B ´Ay “ }a}2 ` 2xa, cy ` }b}2 ` }c}2. (18.297)

Nous pouvons jouer le même jeu avec σℓpBq ´ σℓpAq en tenant compte du lemme 18.107 et que

σℓpAq ´ projℓpAq “ 2 projℓpAq ´A´ projℓpAq “ ´
`
A´ projℓpAq

˘
. (18.298)

Là nous avons utilisé le lemme 18.106. Ce que nous trouvons est que

σℓpBq ´ σℓpAq “ ´a` b´ c, (18.299)

et donc encore une fois

}σℓpBq ´ σℓpAq}2 “ }a}2 ` 2xa, cy ` }b}2 ` }c}2. (18.300)

Remarque 18.109.
Il faut bien comprendre que si l’axe de la réflexion ne passe pas par 0 (le zéro de l’espace vectoriel
normé pE, }.}q), la réflexion n’est pas une isométrie de pE, }.}q au sens où nous n’avons pas }σℓpxq} “
}x}.
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18.10.3 Segment, plan médiateur et équidistance
LEMooSZZWooPDHnGl

Lemme 18.110.
Un point M est sur la médiatrice du segment rA,Bs si et seulement si }M ´A} “ }M ´B}.
Démonstration. Nous posons I “ pA`Bq{2. D’une part l’expression que M est sur la médiatrice
est que

pM ´ Iq· pA´Bq “ 0. (18.301)

D’autre part, l’expresson d’être équidistant de A est de B est

}M ´A}2 ´ }M ´B}2 “ 0. (18.302)

La preuve consiste à montrer que

2pM ´ Iq· pB ´Aq “ }M ´A}2 ´ }M ´B}2. (18.303)

Pour cela, il suffit d’injecter I “ pA`Bq{2 et d’effectuer les produits.
Nous avons par exemple

2pM ´ Iq· pB ´Aq “ p2M ´A´Bq· pB ´Aq (18.304a)
“ 2M ·B ´ 2M ·A´A·B ` }A}2 ´ }B}2 `A·B (18.304b)
“ 2M · pB ´Aq ` }A}2 ´ }B}2. (18.304c)

LEMooVBVUooOTFFXT

Lemme 18.111.
Soient A et B deux points de R3. Alors le plan médiateur du segment rA,Bs est le lieu des points
de R3 qui sont équidistants de A et B.

Démonstration. Nous nommons σ ce plan.
Soit X un point équidistant de A et B. Alors dans le plan pA,B,Xq, le triangle ABX est isocèle

en X, et la hauteur issue de X coupe perpendiculairement rA,Bs en son milieu. Cela prouve que
X est dans le plan médiateur du segment rA,Bs (lemme 18.110).

Réciproquement, supposons que X soit dans le plan médiateur de rA,Bs. Soit M le point du
segment rA,Bs équidistant de A et B. Nous avons pX,Mq K pA,Bq. Donc le triangle A,B,X est
isocèle en X et donc X est équidistant de A et B.

LEMooTCIEooXdyuHu

Lemme 18.112.
Si A1 est l’image de A par σℓ alors ℓ est la médiatrice du segment rA,A1s.
Démonstration. Soit M P ℓ. Nous avons

}A´M}2 “ } projℓpAq ´A}2 ` } projℓpAq ´M}2 (18.305)

parce que A ´ projℓpAq K M ´ projℓpAq. Par ailleurs, vu que σℓpAq “ 2 projℓpAq ´ A et que
projℓpAq “ projℓpA1q,

} projℓpAq ´A} “ } projℓpA1q ´A1}. (18.306)

Nous avons donc
}σℓpAq ´M}2 “ }A´M}2, (18.307)

ce qui prouve que M est sur la médiatrice de rA1, As par le lemme 18.110.

18.113.
Si l est une droite dans R2, nous avons la réflexion σl P IsompR2q d’axe l. Cela est une isométrie
et donc une application affine par le théorème 9.155. Le lemme suivant détermine comment la
réflexion σℓ se décompose en une translation et une application linéaire.
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LEMooVOJLooCFgdNG

Lemme 18.114.
Soit une droite ℓ. Alors

σℓ “ τ2w ˝ σℓ0 (18.308)

où ℓ0 est la droite parallèle à ℓ passant par l’origine, et w est le vecteur perpendiculaire à ℓ tel que
ℓ0 “ ℓ` w.

Démonstration. Il faut trouver trois points non alignés sur lesquels les deux applications coïncident ;
cela suffira par le corolaire 18.102.

Pour tous les points de ℓ0, l’égalité fonctionne parce que si x P ℓ0,

σℓpxq “ x` 2w, (18.309)

tandis que
σℓ0pxq ` 2w “ x` 2w (18.310)

du fait que σℓ0pxq “ x.
Si x P ℓ, alors

σℓpxq “ x (18.311)

tandis que
σℓ0pxq ` 2w “ x´ 2w ` 2w “ x. (18.312)

Donc les applications affines σℓ et x ÞÑ σℓ0pxq ` 2w coïncident sur ℓ et ℓ0. Elles coïncident donc
partout.

LEMooRVKEooSlIrIR

Lemme 18.115 ([527]).
Une isométrie de pR2, dq fixant tous les points d’une droite est soit l’identité soit la réflexion de
cette droite.

Démonstration. Soit l une droite fixée par f , et soient x, y P l et z R l (avec x ‰ y). Le fait que x
et y soient des points fixes de f implique

#
d
`
x, fpzq˘ “ dpx, zq (18.313a)

d
`
y, fpzq˘ “ dpy, zq (18.313b)

ce qui signifie que fpzq est sur l’intersection des deux cercles 29 S
`
x, dpx, zq˘ et S

`
y, dpy, zq˘, et

comme ce sont deux cercles centrés sur la droite l, les intersections sont liées par σl. Autrement
dit, les intersections sont z et σlpzq.

Si fpzq “ z alors f fixe trois points non alignés et fixe donc R2, c’est-à-dire f “ Id.
Si par contre fpzq “ σlpzq alors les isométries f et σl coïncident sur trois points et coïncident

donc partout par le corolaire 18.102 : f “ σl.

18.10.4 Translations et réflexions
LEMooMKTXooYKZcdQ

Lemme 18.116.
Si A P R2, si ℓ est une droite de R2, alors nous avons

projτApℓq “ τA ˝ projℓ ˝τ´1
A . (18.314)

Démonstration. Soit x P R2. Soit v unitaire dans la direction 30 de ℓ. La condition q “ projℓpxq
est le système

"
q P ℓ (18.315a)
pq ´ xq· v “ 0. (18.315b)

29. L’intersection existe parce que dpx, zq ` dpy, zq ą dpx, yq.
30. Cela signifie qu’il existe a P R2 tel que ℓ “ a`Rv.
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Nous voulons prouver que τApqq “ projτApℓq
`
τApxq

˘
, c’est-à-dire que

"
τApqq P τApℓq (18.316a)`
τApqq ´ τApxq

˘
· v “ 0. (18.316b)

Nous avons utilisé le fait que v est un vecteur unitaire dans la direction de τApℓq aussi bien que de
ℓ.

Puisque q P ℓ, il est bien entendu que τApqq P τApℓq. D’autre part, τApqq ´ τApxq “ q ´ x, donc
`
τApqq ´ τApxq

˘
· v “ pq ´ xq· v “ 0. (18.317)

LEMooSMMMooAqsHWb

Lemme 18.117.
Si ℓ est une droite de R2, si A P R2, alors

στApℓq “ τAσℓτ
´1
A . (18.318)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul mettant en scène les lemmes 18.106 et 18.116 :
`
στApℓqτA

˘pxq “ 2 projτApℓq
`
τApxq

˘
(18.319a)

“ 2τA
`

projℓpxq
˘´ τApxq (18.319b)

“ 2 projℓpxq ` 2A´ x´A (18.319c)
“ 2 projℓpxq ´ x`A (18.319d)
“ τA

`
σℓpxq

˘
. (18.319e)

18.10.5 Rotations
DEFooFUBYooHGXphm

Définition 18.118 (Rotation en dimension 2).
Une rotation d’un espace euclidien de dimension 2 est une composée de deux réflexions d’axes
non parallèles. L’identité est une rotation.

18.119.
Quelques remarques à propos de cette définition.

(1) Attention : nous ne parlons pas encore de rotations « vectorielles » : ici le centre de la rotation
(que nous n’avons pas encore défini) peut ne pas être 0.

(2) Dans la même veine : plus tard, lorsque nous saurons que les rotations sont des isométries
de pE, dq où dpX,Y q “ }X ´ Y }, nous allons en réalité beaucoup plus souvent parler de
rotations centrées en l’origine qu’en un point quelconque. C’est pourquoi à partir de 18.130
nous dirons le plus souvent « rotation » pour « rotation centrée en 0 ». D’où les énoncés
comme « les rotations sont les matrice orthogonales » (corolaire 18.138), qui stricto sensu de
la définition 18.118, sont faux.

(3) Une rotation est composée de deux réflexions d’axes non parallèles. Il est cependant trop
tôt pour décréter que l’intersection de ces axes est le centre de la rotation. Rien ne dit en
effet pour l’instant que deux décompositions différentes de la même rotation, avec des axes
différents donnent le même point d’intersection.

(4) Pourquoi ajouter l’identité ? Pour avoir un groupe. Dans le cas vectoriel, il est suffisant de
demander d’être une composée de deux réflexions, parce que toutes les réflexions vectorielles
ont des axes qui s’intersectent en 0. Le cas des axes parallèles est seulement le cas des axes
confondus et revient à l’identité.
Si nous voulons avoir un groupe même pour les rotations centrées ailleurs qu’en zéro, nous
devons ajouter « à la main » l’identité.
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Toutes ces remarques se résument par : « tout devient compliqué du fait que nous voulons
considérer également les rotations centrées ailleurs qu’en zéro ». En se contentant du cas vectoriel,
de nombreuses choses sont plus simples.

CORooNKKIooPGOUJl

Corolaire 18.120.
Si A ‰ B dans E alors il existe une unique réflexion envoyant A sur B.

Démonstration. En ce qui concerne l’existence, la réflexion dont l’axe est la médiatrice de rA,Bs
fait l’affaire. En ce qui concerne l’unicité, le lemme 18.112 nous dit que si A est envoyé sur B, l’axe
est forcément la médiatrice de rA,Bs.

LEMooIJELooLWqBfE

Lemme-Définition 18.121 ([531]).
Soit une rotation r “ σ1 ˝ σ2 différente de l’identité.

(1) Elle admet un unique point fixe.
(2) Ce point fixe est l’intersection des axes ℓ1 X ℓ2.

Le centre d’une rotation (autre que l’identité) est cet unique point fixe.

Démonstration. Nous nommons O “ ℓ1 X ℓ2. Soit A P E, et supposons que rpAq “ A. Nous avons
σ1 ˝ r “ σ2 et donc

σ1pAq “ pσ1 ˝ rqpAq “ σ2pAq. (18.320)

On pose B “ σ1pAq. Alors σ1 et σ2 envoient tous deux A sur B.
Si A “ B alors A est fixé par σ1 et donc appartient à ℓ1. Même chose pour A qui est fixé par

σ2, et donc A P ℓ2. Cela donne A “ B “ O, et alors, le point fixé par r est O.
Si A ‰ B alors il existe une unique réflexion envoyant A sur B (corolaire 18.120). L’unicité

signifie que σ1 “ σ2. Dans ce cas, r “ σ1 ˝ σ2 “ Id.
NORMooDPBOooKkRuTn

18.122.
La rotation σ1 ˝σ2 laisse évidemment fixé le point ℓ1X ℓ2. Si σ1 ˝σ2 “ σa ˝σb alors rien n’oblige les
axes de σ1 et σ2 d’être identiques à ceux de σa et σb. Mais l’intersection ℓ1 X ℓ2 doit être la même
que l’intersection ℓa X ℓb parce que c’est l’unique point fixé par la composée. Cela nous permet de
poser la définition suivante.

LEMooTZNWooTVOklu

Lemme 18.123.
Les rotations sont des isométries pour la distance : }X ´ Y } “ }rpXq ´ rpY q}.
Démonstration. Si r “ σ1˝σ2, en utilisant le fait que σ1 et σ2 sont des isométries de pE, dq (18.108)
nous avons :

dpX,Y q “ d
`
σ2pXq, σ2pY q

˘ “ d
`
σ1σ2pXq, σ1σ2pY q

˘ “ d
`
rpXq, rpY q˘. (18.321)

Ce lemme nous dit qu’une rotation de centre O vérifie }OX} “ }OrpXq} pour tout X.
PROPooNXJKooEDOczh

Proposition 18.124 ([1, 531]).
Soient A,B,O P E tels que }AO} “ }BO} ‰ 0. Alors il existe une unique rotation r centrée en O
telle que rpAq “ B.

Démonstration. Existence et unicité séparément.

(1) Existence Si A “ B, l’identité fait l’affaire. Sinon, }A ´ O} “ }B ´ O} implique que
la médiatrice de rA,Bs contient O. Soit σm la réflexion selon cette médiatrice. La rotation
σm ˝ σpAOq convient.
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(2) Unicité Soit r une rotation de centre O et telle que rpAq “ B. Si A “ B alors r “ Id
parce qu’une rotation autre que l’identité ne fixe que son centre par le lemme 18.121. Nous
supposons que A ‰ B.
Nous posons g “ σm ˝ r. Alors gpAq “ σmpBq “ A parce que σmpBq “ A et rpAq “ B. Cela
signifie que g est une isométrie qui fixe A.

(2a) Si A et O ne sont pas alignés Attention : ici O est un point de E, pas le zéro de
l’espace vectoriel E. Lorsqu’on dit que A et O ne sont pas alignés, nous parlons bien
d’alignement avec le zéro de E.
Nous avons gpAq “ A et gpOq “ O. Donc g coïncide avec σpAOq en deux points non
alignés, c’est-à-dire en deux points pour lesquels l’espace engendré est tout E. Nous en
déduisons que g “ σpAOq.

(2b) Si A et O sont alignés Soit maintenant un point C tel que A´O K C ´O et

}OC} “ }OA} “ }OB}. (18.322)

Puisque g est une isométrie pour la distance sur E, pas pour la norme, nous ne pouvons
pas écrire gpC ´ Oq K gpA ´ Oq à partir de C ´ O K A ´ O. Nous décomposons
gpXq “ spXq ` G où s est linéaire sur E. Il est vite vu que s est une isométrie de
pE, }.}q :

}X ´ Y } “ }gpXq ´ gpY q} “ }spXq `G´ spY q ´G} “ }spXq ´ spY q} “ }spX ´ Y q}
(18.323)

pour tout X,Y P E. Nous avons de plus gpAq “ A et gpOq “ O, ce qui donne O “
spOq `G et A “ spAq `G. En égalisant les valeurs de G nous avons

O ´ spOq “ A´ spAq. (18.324)EQooPEWGooABHUvuEQooPEWGooABHUvu

Comme s est une isométrie (une vraie) nous avons

spA´Oq K spC ´Oq, (18.325)

mais spA´Oq “ spAq ´ spOq “ A´O par (18.324). Donc

A´O K spC ´Oq. (18.326)

Nous en concluons que spC ´Oq “ ˘pC ´Oq. Parce que les vecteurs ˘pC ´Oq sont les
deux seuls de norme }AO} “ }CO} à être perpendiculaire à A´O. Rappel : la définition
de C, et le fait que nous soyons en dimension 2.
Est-il possible d’avoir spC ´Oq “ C ´O ? Cela donnerait

gpA´Oq “ spAq ´ spOq `G “ spAq ´O `O ´ spOq `G “ A´O `G (18.327a)
gpC ´Oq “ C ´O `G, (18.327b)

ce qui signifierait que g et τG coïncideraient sur les points A ´ O et C ´ O, et donc
seraient égaux par le corolaire 18.102. Cela est cependant impossible parce que g fixe au
moins les points A et O alors que la translation ne fixe aucun point. Nous en déduisons
spC ´Oq “ ´pC ´Oq.
Nous avons aussi, parce que pAOq est une droite passant par l’origine que

σpAOqpA´Oq “ A´O (18.328)

et parce que C ´O est perpendiculaire à cette droite :

σpAOqpC ´Oq “ ´pC ´Oq. (18.329)

Nous avons donc quand même que g et σpAOq coïncident sur deux points non alignés :
A´O et C ´O.
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Dans tous le cas, g “ σpAOq. Nous avons donc

σpOAq “ σm ˝ r, (18.330)

et donc r est fixé à
r “ σm ˝ σpOAq. (18.331)

18.125.
Anticipons un peu et faisons semblant de déjà connaitre les matrices et les fonctions trigonomé-
triques. La proposition 18.124 nous dit qu’il existe une seule rotation amenant A sur B. Vous
pourriez objecter que le point p1, 0q peut être amené sur p0,´1q soit par la rotation d’angle 3π{2,
soit par celle d’angle ´π{2. Il n’en est rien parce que ces deux rotations sont les mêmes ! Pensez-y.
En tant qu’application R2 Ñ R2, la rotation R3π{2 est égale à R´π{2.

Une rotation donnée peut être écrite de beaucoup de façons comme composée de deux réflexions.
En fait d’autant de façons qu’il y a de réflexions.

PROPooKAZEooLTHWKe

Proposition 18.126 ([531]).
Soit une rotation r de E centrée en O. Pour toute réflexion σℓ telle que le centre de r soit sur ℓ,
il existe une réflexion σ1 telle que r “ σ1 ˝ σℓ. Il existe aussi une réflexion σ2 telle que r “ σℓ ˝ σ2.

Démonstration. Si r “ Id c’est bon avec σ1 “ σ2 “ σℓ. Sinon nous considérons A ‰ O sur ℓ, et
B “ rpAq. Nous savons que B ‰ A parce que O est le seul point de E fixé par r (proposition 18.121).
Il existe une réflexion (unique) σ1 faisant σ1pAq “ B, et c’est la réflexion dont l’axe est la médiatrice
de rA,Bs. Le point O est sur cette médiatrice parce que les rotations sont des isométries de pE, dq
(lemme 18.123).

La rotation σ1 ˝ σℓ vérifie
pσ1 ˝ σℓqpAq “ σ1pAq “ B. (18.332)

Or }OA} “ }OB}, donc il y a unicité de la rotation centrée en O portant A sur B (proposi-
tion 18.124) ; nous avons donc r “ σ1 ˝ σℓ.

En ce qui concerne r “ σℓ ˝ σ2, il faut appliquer ce que nous venons de faire à la rotation r´1 :
il existe σ2 tel que r´1 “ σ2 ˝ σℓ, ce qui donne

r “ σℓ ˝ σ2. (18.333)

18.10.6 Rotation d’un angle donné
DEFooADTDooKIZbrw

Lemme-Définition 18.127.
Soit θ P R. Nous considérons l’application linéaire R0pθq : R2 Ñ R2 dont la matrice dans la base
canonique est 31 ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.334)

ITEMooIEKJooZfsAui

(1) Nous avons
R0pθq “ σℓ ˝ s (18.335)EQooEVCTooBpTDDqEQooEVCTooBpTDDq

où s est la réflexion d’axe horizontal et ℓ est la droite

ℓ “ R
ˆ

cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
. (18.336)

ITEMooBEYOooMHRRYk

(2) L’application R0pθq est une rotation autour de p0, 0q.
31. Pour la définition des fonctions trigonométriques, définition 18.1.
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ITEMooEQPAooQcsYfj

(3) Si A P R2, alors l’application

RApθq “ τA ˝R0pθq ˝ τ´1
A (18.337)EQooKMJQooWGvWHeEQooKMJQooWGvWHe

est une rotation autour de A nommée rotation d’angle θ.

Démonstration. Nous allons prouver l’égalité (18.335) en calculant les deux membres sur les vec-

teurs
ˆ

1
0

˙
et

ˆ
0
1

˙
qui forment une base.

(1) Pour p “ p1, 0q D’abord la chose facile 32 : sp1, 0q “ p1, 0q.
Pour calculer σℓp1, 0q, nous utilisons le lemme 18.106 ; nous commençons par chercher la
projection orthogonale q de p “ p1, 0q sur ℓ. Nous posons

q “ λ

ˆ
cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
(18.338)EQooUFMWooWhwcHREQooUFMWooWhwcHR

et nous cherchons λ satisfaisant q· pq ´ pq “ 0. Un peu de calculs passant par (18.5) nous
donne

q· pq ´ pq “ λ
`
λ´ cospθ{2q˘. (18.339)

Les deux solutions sont λ “ 0 et λ “ cospθ{2q. Mais la solution λ “ 0 revient à dire que la
droite ℓ est verticale, c’est-à-dire cospθ{2q “ 0. Donc la solution est toujours donnée par

λ “ cospθ{2q. (18.340)

Nous introduisons cette valeur dans (18.338) pour fixer q, et nous utilisons la formule du
lemme 18.106 :

σℓ

ˆ
1
0

˙
“ 2q ´ p “

ˆ
2 cos2pθ{2q ´ 1

2 cospθ{2q sinpθ{2q
˙
“
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
. (18.341)

Nous avons utilisé les formules trigonométriques de duplication d’angle (corolaire 18.15).
(2) Pour p “ p0, 1q Cette fois sppq “ p0,´1q et l’équation pour déterminer λ est

0 “ q· pq ´ pq “
ˆ
λ cospθ{2q
λ sinpθ{2q

˙
·

ˆ
λ cospθ{2q

λ sinpθ{2q ´ 1

˙
. (18.342)

Nous trouvons λ
`
λ ` sinpθ{2q˘ “ 0. Le cas λ “ 0 signifie que la droite ℓ est horizontale et

donc que sinpθ{2q “ 0. Donc la solution est dans tous les cas

λ “ ´ sinpθ{2q. (18.343)

Nous trouvons
σℓ

ˆ
0
´1

˙
“ 2q ´ p “

ˆ´ sinpθq
cospθq

˙
. (18.344)

Le calcul de σℓ ˝ s étant effectué sur une base, il est facile de reconstituer la matrice
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.345)

Cette matrice étant celle, par définition, de R0pθq, nous avons montré que R0pθq était bien une
rotation. Nous avons prouvé les points (1) et (2).

32. Ici comme partout dans le Frido nous ne faisons aucune différence entre pa, bq et
ˆ
a
b

˙
; ce sont seulement deux

façons différentes d’écrire le même élément de R2. Nous ne faisons pas semblant de croire que l’un ou l’autre serait
un « covecteur » suivant que l’on tourne notre page dans un sens ou un autre.
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Nous passons maintenant au point (3). Il est facile de voir que A est un point fixe de RApθq
parce que τ´1

A pAq “ p0, 0q.
Nommons ℓ1 la droite horizontale Rp1, 0q. Nous avons, par le point précédent R0pθq “ σℓ ˝ σℓ1 .

En introduisant astucieusement τ´1
A τA dans l’expression définissant RApθq, nous avons

RApθq “ τAσℓσℓ1τ´1
A “ τAσℓτ

´1
Alooomooon

“στApℓq

τAσℓ1τ´1
Alooomooon

στApℓ1q

“ στApℓqστApℓ1q. (18.346)

Nous avons utilisé le lemme 18.117.
Nous voyons que RApθq est une composée de deux réflexions se coupant en A. C’est donc une

rotation centrée en A.

18.10.7 Rotations vectorielles

L’expression « rotation vectorielle » signifie rotation centrée en zéro. Elles sont « vectorielles »
parce qu’elles sont linéaires comme nous le voyons à présent.

PROPooTFNSooFjiWHG

Proposition 18.128.
Quelques résultats à propos de rotations. ITEMooONJOooRgycsQ

(1) Toutes les rotations de R2 centrées en p0, 0q sont de la forme R0pθq 33 pour un θ P R.
ITEMooMQPRooAbPcrr

(2) Les rotations de R2 centrées en p0, 0q sont des applications linéaires.
ITEMooSIHZooBEJhdu

(3) Si r est une rotation dans R2, il existe A P R2 et θ P R
r “ τA ˝R0pθq ˝ τ´1

A . (18.347)

Démonstration. Soit r une rotation centrée en p0, 0q. Par la proposition 18.126, il existe une droite
ℓ passant par p0, 0q telle que r “ σℓ ˝ s où s est la réflexion d’axe horizontal : spx, yq “ px,´yq.

Soit un vecteur unitaire v P ℓ. Puisque v P S1, la proposition 18.58 nous donne t P r0, 2πr tel
que

v “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
. (18.348)

En posant θ “ 2t nous avons

ℓ “ R
ˆ

cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
, (18.349)

et donc r “ R0pθq qui est l’application linéaire définie en 18.127. Ceci prouve les points (1) et (2).
Et enfin nous voyons le point (3). Soit A l’unique point fixe de la rotation r. Cette dernière

s’écrit alors r “ σℓ1 ˝ σℓ2 où ℓ1 et ℓ2 sont des droites telles que ℓ1 X ℓ2 “ tAu.
En utilisant le lemme 18.117, nous avons σℓi “ τA ˝ στ´1

A pℓiq ˝ τ´1
A . En substituant, et en nous

rendant compte que τ´1
A τA “ Id, nous avons

r “ σℓ1 ˝ σℓ2 “ τAr0τ
´1
1 (18.350)

où r0 est la rotation στ´1
A pℓ1q ˝ στ´1

A
pℓ2q. Cette dernière est une rotation autour de p0, 0q parce que

τ´1
A pℓ1qXτ´1

A pℓ2q “ t0u. Elle est donc, par le point (1), de la forme R0pθq, pour une certaine valeur
de θ.

PROPooWMESooNJMdxf

Proposition 18.129 ([531]).
Les rotations basées en p0, 0q forment un groupe abélien.

Démonstration. L’identité est une rotation par définition. En ce qui concerne l’inverse, si r “ σ1σ2
alors r´1 “ σ2σ1. Nous commençons maintenant les choses pas tout à fait évidentes.

33. Définition 18.127.
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(1) Composition Soient des rotations r, r1 centrées en p0, 0q. Soit également, une réflexion σ
dont l’axe contient p0, 0q. Alors la proposition 18.126 nous donne l’existence de σ1 et σ2 tels
que r “ σ1σ et r1 “ σσ2. Avec ça, la composition donne

rr1 “ σ1σσσ2 “ σ1σ2, (18.351)

qui est encore une rotation.
(2) Commutativité Soient deux rotations r et r1 ainsi que des décompositions r “ σ1σ,

r1 “ σσ2. Nous avons

rr1 “ σ1σ2 (18.352a)
r1r “ σσ2σ1σ. (18.352b)

Vu que t “ σ2σ1 est une rotation, nous pouvons encore appliquer la proposition 18.126 pour
avoir t “ σ2σ1 “ σσ3. Ainsi,

r1r “ σσσ3σ “ σ3σ. (18.353)

Mais aussi rr1 “ σ1σ2 “ t´1 “ σ3σ. Nous avons donc bien rr1 “ r1r, et le groupe est
commutatif.

NORMooOUDJooRfbDEX

18.130.
Jusqu’à présent nous avons parlé de rotations « affines ». Parmi elles, les rotations centrées en
0 (zéro, l’origine de E comme espace vectoriel) sont de particulière importance. Ce sont des ap-
plications linéaires, et même des isométries. Dans la suite, nous allons souvent dire simplement
« rotation » pour dire « rotation centrée en 0 ».

Nous allons maintenant prendre un point de vue plus vectoriel, et allons noter les points de E
avec des lettres comme x, y, u, v et non plus, avec des majuscules, comme lorsqu’on avait un point
de vue affine. En même temps, nous allons noter les applications E Ñ E par des lettres comme A
et ne plus écrire les parenthèses. Bref, nous écrivons Au au lieu de rpAq.

LEMooSYZYooWDFScw

Lemme 18.131.
En dimension 2, les réflexions vectorielles (c’est-à-dire dont l’axe passe par 0) ont un déterminant
qui vaut ´1.

Démonstration. Soit une réflexion d’axe ℓ. Prenons une base orthonormale de E constituée de e1
sur ℓ et de e2 K ℓ. Alors σℓpe1q “ e1 et σℓpe2q “ ´e2. La formule du déterminant donne

detpσℓq “ e1̊
`
σℓpe1q

˘
e2̊
`
σℓpe2q

˘´ e2̊
`
σℓpe1q

˘
e1̊
`
σℓpe2q

˘ “ 1ˆ p´1q ´ 0ˆ 0 “ ´1. (18.354)

Nous utilisons de façon cruciale le fait que le calcul du déterminant ne dépende pas de la base
choisie, lemme 9.12.

PROPooTUJWooAjtEnQ

Proposition 18.132.
Les rotations 34 sont

(1) des applications linéaires orthogonales au sens de la définition 9.40,
(2) des applications de déterminant 1,

Démonstration. Le fait qu’elles soient linéaires est la proposition 18.128.
Nous avons, pour tout u P E l’égalité de la norme }u} et }Au} par le lemme 18.123 appliqué à

Y “ 0. En termes de produits scalaires nous avons alors xAu,Auy “ xu, uy, et donc

xA˚Au, uy “ }u}2. (18.355)

34. Centrées en 0, nous ne le répéterons pas !
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En particulier si teiui“1,...,n est une base orthonormée de E nous avons

pA˚Aeiqi “ }ei}2 “ 1, (18.356)

ce qui donne }A˚Aei} ě 1, avec égalité si et seulement si A˚Aei “ ei. Ici nous avons utilisé le fait
que xx, eiy “ xi, et le fait que pour tout i nous ayons }x} ě |xi|, avec égalité seulement si x est un
multiple de ei.

Par ailleurs l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1 nous donne

}u}2 “ |xA˚Au, uy| ď }A˚Au}}u} (18.357)

et donc
}u} ď }A˚Au}. (18.358)

Encore une fois, en appliquant cela à u “ ei nous trouvons 1 ď }A˚Aei}. Puisque nous avions
déjà l’inégalité dans l’autre sens, }A˚Aei} “ 1. Et le cas d’égalité est uniquement possible avec
A˚Aei “ ei.

Donc pour tout i de la base, nous avons A˚Aei “ ei. Nous avons donc A˚A “ Id et l’application
A est orthogonale.

En ce qui concerne le déterminant, les réflexions sont de déterminant ´1 par le lemme 18.131,
donc A “ σ1 ˝ σ2 est de déterminant 1. Nous avons utilisé le fait que le déterminant était un
morphisme : proposition 9.13(1).

Remarque 18.133.
Nous ne savons pas encore que les rotations forment tout le groupe SOp2q des endomorphismes
orthogonaux de déterminant 1. Il faudra attendre le corolaire 18.138 pour le savoir.

LEMooMIJXooCjiQqP

Lemme 18.134.
L’application ´ Id est une rotation de R2.

Démonstration. Soit une base orthonormée te1, e2u de E et la rotation r “ σ1σ2 où σi est la
réflexion le long de l’axe ℓi “ tteiutPR. Faut-il vous prouver que r “ ´ Id ? La réflexion σ2 retourne
la composante y d’un vecteur écrit dans la base te1, e2u sans toucher à la composante x. La réflexion
σ1 fait le contraire.

18.10.8 Matrice des transformations orthogonales

Nous donnons maintenant une forme générale (trigonométrique) pour les matrices de SOp2q.
Nous ne pouvons cependant pas invoquer les lemmes 18.135 ou 18.136 pour prétendre avoir une
matrice des rotations, parce que nous n’avons pas encore prouvé que les rotations étaient des
transformations orthogonales. Ce sera pour la proposition 18.139.

LEMooAJMAooXPSKtS

Lemme 18.135.
Si A P Op2q alors il existe un unique pθ, ϵq P r0, 2πr ˆ t˘1u tel que

A “
ˆ

cospθq ´ϵ sinpθq
sinpθq ϵ cospθq

˙
(18.359)

Démonstration. Soit une matrice A “
ˆ
a b
c d

˙
et imposons qu’elle soit dans Op2q. Le fait que A

soit orthogonale impose
ˆ
a c
b d

˙ˆ
a b
c d

˙
“
ˆ
a2 ` c2 ab` cd
ab` cd b2 ` d2

˙
“
ˆ

1 0
0 1

˙
. (18.360)

Nous avons alors le système
$
’&
’%

a2 ` c2 “ 1 (18.361a)
b2 ` d2 “ 1 (18.361b)
ab` cd “ 0 (18.361c)
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La proposition 18.58 nous permet de déduire qu’il existe un unique θ P r0, 2πr tel que a “ cospθq,
c “ sinpθq, ainsi que plusieurs α P R tel que b “ cospαq, d “ sinpαq.

Note : si nous voulons α P r0, 2πr, alors il y a unicité. Ici nous ne nous attachons pas à cette
contrainte ; nous savons qu’il en existe plusieurs, et nous allons en fixer un en fonction de θ. Le α
ainsi fixé ne sera peut-être pas dans r0, 2πr, mais ce ne sera pas grave.

Les angles θ et α sont alors liés par la contrainte

cospθq cospαq ` sinpθq sinpαq “ 0. (18.362)

Utilisant l’identité (18.22c) cela signifie que cospθ ´ αq “ 0. Donc

α P tθ ` π

2 ` kπukPZ. (18.363)

Si k est pair, ça donne

cospαq “ ´ sinpθq (18.364a)
sinpαq “ cospθq (18.364b)

et alors
A “

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.365)EQooNAMKooKACIfdEQooNAMKooKACIfd

Si au contraire k est impair, alors

cospαq “ sinpθq (18.366a)
sinpαq “ ´ cospθq, (18.366b)

et
A “

ˆ
cospθq sinpθq
sinpθq ´ cospθq

˙
. (18.367)EQooJMYFooGgAiMJEQooJMYFooGgAiMJ

Nous avons démontré qu’une matrice de Op2q était forcément d’une des deux formes (18.365)
ou (18.367). Il est maintenant facile de vérifier que ces deux matrices sont effectivement dans
Op2q.

LEMooHRESooQTrpMz

Lemme 18.136.
Si g P SOp2q, il existe un unique θ P r0, 2πr tel que la matrice de g dans la base canonique soit

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.368)

Démonstration. Puisque SOp2q est la partie de Op2q constituée des matrices de déterminant 1,
nous pouvons reprendre la forme donnée par le lemme 18.135 et fixer ϵ par la contrainte sur le
déterminant. Nous avons, en utilisant la relation du lemme 18.4,

det
ˆ

cospθq ´ϵ sinpθq
sinpθq ϵ cospθq

˙
“ ϵ. (18.369)

Étant donné que detpgq “ 1, nous voyons que ϵ “ 1.
CORooGGVUooLQYGET

Corolaire 18.137 ([1]).
Nous avons une bijection

ψ : SOp2q Ñ r0, 2πr
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
ÞÑ θ,

(18.370)

et un isomorphisme de groupe

φ : SOp2q Ñ Up1q “ teiθuθPRˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
ÞÑ eiθ.

(18.371)
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Démonstration. La première assertion est une paraphrase du lemme 18.136. Pour la seconde, il
faut vérifier que c’est bien un morphisme et une bijection.

Pour le morphisme, ce sont les formules d’addition d’angle du lemme 18.14 qui jouent. En ce
qui concerne la bijection. . .

(1) Surjection Comme eiθ`2kiπ “ eiθ, tout élément de Up1q est exponentielle de iθ pour un
θ P r0, 2πr.

(2) Injection Remarquez que nous avons, pour θ P r0, 2πr, φ`ψ´1pθq˘ “ eiθ.
Soient A,B P SOp2q tels que φpAq “ φpBq. Soient θa, θb P r0, 2πr tels que A “ ψ´1pθaq et
B “ ψ´1pθbq. L’hypothèse φpAq “ φpBq donne

eiθa “ eiθb , (18.372)

et donc θa “ θb par la proposition 18.61(1).
Nous en déduisons que A “ B, et donc que φ est injective.

18.10.9 Rotations, SOp2q et matrice de rotation
CORooVYUJooDbkIFY

Corolaire 18.138 ([1]).
Le groupe des rotations centrées en p0, 0q est le groupe SOp2q.
Démonstration. Nous devons prouver deux choses :

— Toutes les rotations sont des éléments de SOp2q.
— Tous les éléments de SOp2q sont des rotations.
La proposition 18.128 nous indique que toute rotation de R2 centrée en p0, 0q est de la forme

R0pθq, c’est-à-dire, a une matrice de la forme
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.373)EQooSJNBooMPIRZSEQooSJNBooMPIRZS

Donc toute rotation est dans SOp2q.
D’autre part, le lemme 18.136 indique que tout élément de SOp2q a, dans la base canonique,

une matrice de la forme (18.373). Le lemme 18.127 nous indique alors que c’est une rotation.
PROPooOTIVooZpvLnb

Proposition 18.139.
Si r est une rotation de R2 centrée en p0, 0q, il existe un unique θ P r0, 2πr tel que r “ R0pθq.
Démonstration. Soit une rotation r autour de p0, 0q. Le corolaire 18.138 nous dit qu’il existe θ P R
tel que

r “ R0pθq “
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.374)

Nous avons identifié l’application linéaire à sa matrice. L’élément
`

cospθq, sinpθq˘ est dans S1, et il
existe donc, par la proposition 18.58, un unique t P r0, 2πr tel que cosptq “ sinpθq et sinptq “ sinpθq.
Pour ce t nous avons alors

r “ R0pθq “
ˆ

cosptq ´ sinptq
sinptq cosptq

˙
. (18.375)

PROPooISUCooRYJcwo

Proposition 18.140.
Nous avons la formule suivante pour la composition :

R0pαq ˝R0pβq “ R0pα` βq. (18.376)
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Démonstration. Par définition de R0pθq, dans la base canonique de R2, la composition se calcule
avec le produit suivant, en utilisant les formules du lemme 18.14 :

ˆ
cospαq ´ sinpαq
sinpαq cospαq

˙ˆ
cospβq ´ sinpβq
sinpβq cospβq

˙
(18.377a)

“
ˆ

cospαq cospβq ´ sinpαq sinpβq ´ cospαq sinpβq ´ sinpαq cospβq
sinpαq cospβq ` cospαq sinpβq ´ sinpαq sinpβq ` cospαq cospβq

˙

(18.377b)

“
ˆ

cospα` βq ´ sinpα` βq
sinpα` βq cospα` βq

˙
. (18.377c)

Donc dans la base canonique, la matrice de R0pαqR0pβq est celle de R0pα` βq.

18.10.10 Rotation et application affine

Nous considérons à nouveau la définition 8.12 d’une application affine ainsi que sa décompo-
sition en application linéaire et translation donnée par le lemme 8.13. Nous voyons maintenant
comment ces propriétés se déclinent dans le cas d’une rotation non centrée en l’origine.

Exemple 18.141.
Soit A P R2 ainsi qu’une rotation f autour de A, c’est-à-dire une composition de deux symétries
dont les axes se coupent en A 35. Nous allons extraire de f la partie linéaire définie en 8.13.

Il existe des axes ℓ1 et ℓ2 tels que ℓ1 X ℓ2 “ tAu et tels que

f “ sℓ1 ˝ sℓ2 . (18.378)

En utilisant le lemme 18.117,

f “ tA ˝ st´1
A pℓ1q ˝ t´1

A ˝ tA ˝ st´1
A pℓ2q ˝ t´1

A “ tA ˝ st´1
A pℓ1q ˝ st´1

A pℓ2q ˝ t´1
A . (18.379)

Comme A P ℓi, nous avons O “ p0, 0q P t´1
A pℓiq. Donc les axes t´1

A pℓ1q et t´1
A pℓ2q se coupent en O

et nous pouvons écrire
f “ tA ˝R ˝ t´1

A (18.380)
où R est une rotation centrée en O ; donc une application linéaire par la proposition 18.128.

Nous avons

fpxq “ ptA ˝R ˝ t´1
A qpxq (18.381a)

“ ptA ˝Rqpx´Aq (18.381b)
“ tA

`
Rpxq ´RpAq˘ (18.381c)

“ Rpxq ` tRpAq`A (18.381d)
“ ptRpAq`A ˝Rqpxq. (18.381e)

Donc
f “ tRpAq`A ˝R. (18.382)

Il est maintenant aisé de montrer que R est la partie linéaire de f . Pour tout M,x P R2 nous avons

fpM ` xq “ RpM ` xq `RpAq `A (18.383a)
“ RpMq `Rpxq `RpAq `A (18.383b)
“ Rpxq ` fpMq. (18.383c)

Donc nous confirmons la formule

fpM ` xq “ Rpxq ` fpMq (18.384)

et R est la partie linéaire de f , voir la définition 8.13. △
35. Voir la définition 18.118.
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LEMooUKEVooAEWvlM

Lemme 18.142 ([1]).
Tout sous-groupe fini de SOp2q est cyclique 36.

Démonstration. Soit un sous-groupe finiG de SOp2q. Nous considérons les applications ψ : SOp2q Ñ
r0, 2πr et φ : SOp2q Ñ Up1q données par le corolaire 18.137.

Vu que ψpeq “ 0, la partie ψpGzteuq est une partie finie de r0, 2πr qui ne contient pas 0. Nous
en considérons le minimum θ0 ‰ 0. Gardez en tête que ce minimum n’est pas nul : θ0 ‰ 0.

Nous allons prouver que ψ´1pθ0q génère le groupe G. Pour cela nous devons montrer que pour
tout g P G, il existe un entier k tel que g “ ψ´1pθ0qk.

Soient g1 P SOp2q et θ1 “ ψpg1q. Si il existe k P N tel que θ1 “ kθ0, alors le résultat est prouvé.
Supposons donc que θ1 “ λθ0 avec λ non entier. Nous allons en déduire une contradiction.

Soit k la partie entière de λ (définition 1.459). Vu que φ est un morphisme de groupes, en
utilisant la formule de la proposition 18.9(2) nous avons :

φ´1`eipθ1´kθ0q˘ “ φ´1`eiθ1e´ikθ0
˘

(18.385a)
“ φ´1peiθ1qφ´1pe´ikθ0q (18.385b)
“ φ´1peiθ1qφ´1petθ0qk (18.385c)
P G. (18.385d)

Nous avons donc θ “ θ1 ´ kθ0 P ψpGq. Mais en utilisant le lemme 1.460,

θ ´ θ0 “ θ1 ´ pk ` 1qθ0 ă θ1 ´ λθ0 “ 0. (18.386)

Cela signifie que θ ă θ0, et contredit la minimalité de θ0.

18.10.11 Angle orienté

Avant d’aborder la classification des isométries, nous devons parler de l’angle entre deux droites.
Si ℓ1 et ℓ2 sont deux droites, alors il est bien clair que deux angles peuvent prétendre être « l’angle
entre ℓ1 et ℓ2 ». De plus chacun de ces deux angles sont doubles parce que si α peut prétendre être
l’angle entre ℓ1 et ℓ2, alors ´α peut également y prétendre.

Remarque 18.143.
Nous ne parlons pas de l’angle entre ℓ1 et ℓ2 mais bien de l’angle de ℓ1 à ℓ2. L’ordre des droites
est important.

18.144.
Pour la suite, ROpαq est la rotation d’angle α autour du point O tandis que Rpαq est la rotation
d’angle α autour de l’origine.

PROPooDWIMooQPkobw

Proposition 18.145 ([532]).
Si u et v sont des vecteurs unitaires 37 de R2 alors il existe une unique rotation 38 f telle que
fpuq “ v.

Démonstration. C’est la proposition 18.124 appliquée à O “ p0, 0q.
Remarque 18.146.
Notons l’unicité. Nous ne faisons pas de différence entre Rθ et Rθ`2π et les autres Rθ`2kπ. En
particulier si une rotation T est donnée, dire « T “ Rθ » ne définit pas un nombre θ de façon
univoque. Par contre ça définit une classe modulo 2π, c’est-à-dire un élément θ P R{2π.

Nous avons déjà défini le groupe SOp2q en la définition 9.44 et nous avons déterminé ses matrices
dans R2 en le lemme 18.136.

36. Définition 1.319.
37. De norme 1.
38. Définition 18.118.
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La proposition 18.145 donne une application

T : S1 ˆ S1 Ñ SOp2q. (18.387)

Et nous avons une relation d’équivalence sur S1ˆS1 donnée par pu, vq „ pu1, v1q si et seulement si
il existe g P SOp2q telle que gpuq “ u1 et gpvq “ v1.

DEFooVBKIooWlHvod

Définition 18.147 (Angle orienté[532]).
Les classes de S1 ˆ S1 pour cette relation d’équivalence sont les angles orientés de vecteurs.
Nous notons ru, vs la classe de pu, vq.

PROPooIWJQooGQJBWR

Proposition 18.148.
Nous avons T pu, vq “ T pu1, v1q si et seulement si pu, vq „ pu1, v1q.
Démonstration. En utilisant la commutativité du groupe SOp2q nous avons équivalence entre les
affirmations suivantes :

— pu, vq „ pu1, v1q
— T pu, u1q “ T pv, v1q
— T pu, u1q ˝ T pu1, vq “ T pv, v1q ˝ T pu1, vq
— T pu, vq “ T pu1, v1q.

Proposition 18.149.
Nous avons une bijection

S : S
1 ˆ S1

„ Ñ SOp2q
ru, vs ÞÑ T pu, vq.

(18.388)

Démonstration. En plusieurs points.
(1) S est bien définie En effet si ru, vs “ rz, ts alors T pu, vq “ T pz, tq.
(2) Injectif Si Sru, vs “ Srz, ts alors T pu, vq “ T pz, tq, qui implique pu, vq „ pz, tq par la

proposition 18.148.
(3) Surjectif Nous avons Rθ “ T pu,Rθuq.

Définition 18.150 (Somme d’angles orientés[532]).
Si ru, vs et rz, ts sont des angles orientés, nous définissons la somme par

ru, vs ` rz, ts “ S´1
´
Sru, vs ˝ Srz, ts

¯
. (18.389)

LEMooWISVooYsStJp

Lemme 18.151.
Quelques propriétés des angles plats liées à la somme.

(1) pS1 ˆ S1q{ „ est un groupe commutatif.
ITEMooBKTFooWbEvIU

(2) Relations de Chasles :
ru, vs ` rv, ws “ ru,ws. (18.390)

(3) ´ru, vs “ rv, us.
Démonstration. Pour la relation de Chasles, ça se base sur la propriété correspondante sur T :

ru, vs ` rv, ws “ S´1
´
T pu, vq ˝ T pv, wq

¯
(18.391a)

“ S´1`T pu,wq˘ (18.391b)
“ ru,ws. (18.391c)
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Pour l’inverse, la vérification est que

ru, vs ` rv, us “ ru, us “ 0. (18.392)

DEFooFLGNooCZUkHY

Définition 18.152.
La mesure de l’angle orienté ru, vs est rθs2π si T ru, vs “ Rθ.

Notons dans cette définition qu’écrire T ru, vs “ Rθ dans SOp2q ne définit pas θ, mais seulement
sa classe modulo 2π. C’est pour cela que la mesure de l’angle orienté n’est également définie que
modulo 2π.

Pour la suite nous allons nous intéresser à des vecteurs qui ont, dans l’idée, un point de départ
et un point d’arrivée. Si A,B P R2 nous notons

ÝÝÑ
AB “ B ´A

}B ´A} . (18.393)

C’est le vecteur unitaire dans la direction « de A vers B ».
THOooQDNKooTlVmmj

Théorème 18.153 (Théorème de l’angle inscrit[533]).
Soit un cercle Γ de centre O et trois points distincts A,B,M P Γ. Alors

2pÝÝÑMA,
ÝÝÑ
MBq P pÝÑOA,ÝÝÑOBq2π (18.394)

où l’indice 2π indique la classe modulo 2π.

Démonstration. Le triangle MOA est isocèle en O, donc les angles à la base sont égaux. Et de
plus la somme des angles est dans rπs2π. Bon, entre nous, nous savons que la somme des angles
est exactement π, mais comme nous n’avons pas défini les angles autrement que modulo π, nous
ne pouvons pas dire mieux. Donc

2pÝÝÑAB,ÝÑAOq ` pÝÝÑOB,ÝÑOAq P rπs2π. (18.395)

Il faut être sûr de l’orientation de tout cela. Le nombre pÝÝÑAB,ÝÑAOq est l’angle qui sert à amener ÝÝÑAB
sur ÝÑAO. Vu que nous l’avons choisi dans le sens trigonométrique, il faut bien prendre les autres
dans le sens trigonométrique, et utiliser pÝÑOA,ÝÝÑOBq et non pÝÝÑOB,ÝÑOAq.

‚
A

‚
B

‚O

De la même manière sur le triangle MOB nous écrivons

2pÝÝÑMB,
ÝÝÑ
MOq ` pÝÝÑOM,

ÝÝÑ
OBq P rπs2π. (18.396)

Nous faisons la différence entre les deux équations en remarquant que la différence de deux repré-
sentants de rπs2π est un représentant de r0s2π et en nous souvenant que ´pÝÝÑMB,

ÝÝÑ
MOq “ pÝÝÑMO,

ÝÝÑ
MBq

et les relations de Chasles du lemme 18.151(2) nous avons :

2pÝÝÑMA,
ÝÝÑ
MBq ` pÝÝÑOB,ÝÑOAq P r0s2π. (18.397)
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18.154.
Comment exprimer le fait qu’un angle orienté soit égal à θ modulo π alors que les angles orientés
sont des classes modulo 2π ? Nous ne pouvons certainement pas écrire

pu, vq “ rθsπ (18.398)

parce que pu, vq est un élément de S1ˆS1 alors que rθsπ est un ensemble de nombres. Nous pouvons
écrire

ru, vs Ă rθsπ. (18.399)

C’est cohérent parce que nous avons des deux côtés des ensembles de nombres. Les opérations
permises sont l’égalité ou l’inclusion. L’égalité entre les deux ensembles n’est pas possible parce
que la différence minimale ente deux éléments dans ru, vs est 2π alors que celle dans rθsπ est π.

Si u et v forment un angle droit, nous avons

ru, vs “ tπ2 ` 2kπukPZ. (18.400)

Et cela est bien un sous-ensemble de rπ{2sπ.
Pour exprimer que deux angles orientés diffèrent de π nous devrions écrire :

ru, vs Ă ra, bsπ (18.401)

où le membre de droite signifie la classe modulo π d’un représentant de ra, bs.
Nous allons cependant nous permettre d’écrire

ru, vs “ ra, bsπ (18.402)

voire carrément
pu, vq “ pa, bqπ. (18.403)

Cette dernière égalité devant être comprise comme voulant dire que l’angle pour passer de u à v
est, soit le même que celui pour aller de a à b, soit ce dernier, plus π.

THOooUDUGooTJKDpO

Théorème 18.155 ([533]).
Soient 4 points distincts du plan A,B,C,D. Ils sont alignés ou cocycliques 39 si et seulement si

pÝÑCA,ÝÝÑCBq “ pÝÝÑDA,ÝÝÑDBqπ. (18.404)

Nous allons seulement démontrer l’implication directe.

Démonstration. Si les quatre points sont alignés nous avons rÝÑCA,ÝÝÑCBs “ r0s2π et rÝÝÑDA,ÝÝÑDBs “
r0s2π. En particulier nous avons

rÝÑCA,ÝÝÑCBs “ rÝÝÑDA,ÝÝÑDBs (18.405)

et a fortiori l’égalité modulo π au lieu de 2π.
Nous nous relâchons en termes de notations. Si les quatre points sont cocycliques, nous pouvons

utiliser le théorème de l’angle inscrit 18.153 dans les triangles ABC et ADB :

2pÝÑCA,ÝÝÑCBq “ pÝÑOA,ÝÝÑOBq2π (18.406a)
2pÝÝÑDA,ÝÝÑDBq “ pÝÑOA,ÝÝÑOBq2π, (18.406b)

ce qui donne 2pÝÑCA,ÝÝÑCBq “ 2pÝÝÑDA,ÝÝÑDBq2π et donc

pÝÑCA,ÝÝÑCBq “ pÝÝÑDA,ÝÝÑDBqπ. (18.407)

Comme annoncé, nous ne faisons pas la preuve dans l’autre sens ; elle peut être trouvée
dans [533].

39. C’est-à-dire sur un même cercle.
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EXooOXAAooZMdDfP

Exemple 18.156.
À propos de groupe engendré et de générateur 40. Soit G le groupe des rotations d’angle 41 kπ{5
(avec k entier). Ce groupe est constitué des « dixièmes de tour », puisque kπ

5 “ 2kπ
10 .

La rotation d’angle 2π{5 n’est pas génératrice parce qu’elle n’engendre que des « cinquièmes
de tour » : 4π{5, 6π{5, 8π{5 et l’identité.

Par contre, la rotation d’angle π{5 est génératrice. △

18.10.12 Angles et nombres complexes
SUBSECooKNUVooUBKaWm

Les nombres complexes peuvent être repérés par une norme et un angle, ce qui en fait un terrain
propice à l’utilisation des angles orientés. Nous en ferons d’ailleurs usage dans Ĉ “ CY t8u pour
parler d’alignement, de cocyclicité et de birapport dans la proposition 23.88.

Soient deux éléments z1, z2 P C. Nous les écrivons sous la forme z1 “ r1eiθ1 et z2 “ r2eiθ2 ;
remarquons que cela ne définit θi qu’à 2π près. Nous avons

rz1, z2s “ rθ2 ´ θ1s2π. (18.408)

Soient maintenant a, b, c, d P C. Nous écrivons ÝÑab le vecteur unitaire dans le sens « de a vers
b », c’est-à-dire un multiple positif bien choisi du nombre b ´ a. Nous notons θab l’argument du
nombre complexe b´ a, et nous avons encore

rÝÑab,ÝÑcds “ rθab ´ θcds. (18.409)

Avec toutes ces notations, ce qui est pas mal, c’est que les produits et quotients de nombres
complexes se comportent très bien par rapport aux angles : l’argument de a{b est θa ´ θb et en
particulier l’argument de

a´ b
c´ d (18.410)

est dans la classe de l’angle orienté
rÝÑba,ÝÑdcs. (18.411)

DEFooUPUUooKAPFrh

Définition 18.157 (Angle avec 3 points).
Soient trois points A,O,B P R2. Voici comment nous définissons l’angle {AOB ; de façon infor-
melle, c’est l’angle de la rotation qui permet d’aller de A vers B.

— Nous nous mettons en l’origine : A1 “ A´O et B1 “ B ´O.
— Nous normalisons : A2 “ A1{}A1} et B2 “ B1{}B1}.
— Soit f , l’unique rotation telle que fpA2q “ B2 (proposition 18.145).
— Soit θ l’unique élément de r0, 2πr tel que la matrice de f dans la base canonique soit

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
(18.412)

par la proposition 18.139.
— L’angle {AOB est ce nombre θ.

Nous noterons également l’angle {AOB par anglepA,O,Bq.
Nous voyons que l’angle est toujours un nombre entre 0 et 2π. Par abus de notation, nous

admettrons de temps en temps, de parler d’angle en dehors de cet intervalle.

40. Définition 1.318 et 1.319
41. Voir la définition 18.152.
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DEFooMAKWooGRutOk

Définition 18.158 (Angle dans C).
Si a, b, c P C, nous définissons l’angle anglepa, b, cq “ angle

`
spaq, spbq, spcq˘ où

s : CÑ R2

x` iy ÞÑ px, yq, (18.413)

et le membre de droite étant défini par 18.157.

Avec cette définition, la multiplication dans C par un élément de S1 revient à une rotation.
C’est le lemme suivant.

LEMooUFOHooWdgIvO

Lemme 18.159 ([1]).
Soit

s : CÑ R2

x` iy ÞÑ px, yq. (18.414)

Nous avons
speiξzq “ R0pξqspzq (18.415)

pour tout ξ P R et z P C.

Démonstration. Nous écrivons z “ reiθ comme l’autorise la proposition 18.62. En d’autres termes,
z “ r cospθq ` ir sinpθq et donc

spzq “ `
r cospθq, r sinpθq˘. (18.416)

D’autre part, la proposition 18.9 donne eiξz “ reipθ`ξq, et donc

speiξzq “
ˆ
r cospθ ` ξq
r sinpθ ` ξq

˙
. (18.417)

La conclusion est un calcul :

rRpξq` cospθq, sinpθq˘ “ r

ˆ
cospξq ´ sinpξq
sinpξq cospξq

˙ˆ
cospθq
sinpθq

˙
prop. 18.139 (18.418a)

“ r

ˆ
cospξq cospθq ´ sinpξq sinpθq
sinpξq cospθq ` cospξq sinpθq

˙
(18.418b)

“ r

ˆ
cospξ ` θq
sinpξ ` θq

˙
lemme 18.14 (18.418c)

“ speiξzq. (18.418d)

LEMooXMYDooRrNblP

Lemme 18.160.
Pour tout v P S1, l’application

s : r0, 2πr Ñ S1

θ ÞÑ Rpθqv (18.419)

est une bijection.
LEMooMFXWooGymSoF

Lemme 18.161 ([1]).
Si les points 0, Rpθ1qv et Rpθ2qv sont alignés, avec θ1 ă θ2 dans r0, 2πr, alors θ2 P tθ1, θ1 ` πu.
Démonstration. Supposons dans un premier temps que }v} “ 1. Étant donné que Rpθ2qv est sur
la droite contenant 0 et Rpθ1qv, il existe λ P R tel que

Rpθ2qv “ λRpθ1qv. (18.420)

Vu que Rpθq est une isométrie, nous avons λ “ ˘1. Si λ “ 1, alors nous avons Rpθ1qv “ Rpθ2qv et
donc θ1 “ θ2 par le lemme 18.160.

Si λ “ ´1, alors en remarquant que Rpπqv “ ´v, nous avons Rpθ1 ` πqv “ Rpθ1qRpπqv “
´Rpθ1qv. Donc le lemme 18.160 nous dit que θ1 ` π “ θ2.
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DEFooEGKOooRPGOAs

Lemme-Définition 18.162 (Angle entre deux droites[1]).
Soient deux droites ℓ1 et ℓ2 de R2 sécantes au point A P R2.

Il existe un unique θ0 P r0, πr tel que 42 RApθ0qx P ℓ2 pour tout x P ℓ1.
Cet angle θ0 est l’angle de ℓ1 à ℓ2.

Démonstration. Nous considérons le vecteur v tel que ℓ1 “ tA`tvutPR, ainsi qu’un point arbitraire
x0 “ A ` λv sur ℓ1. Nous allons montrer qu’il existe un unique θλ P s0, πr tel que RApθλqx0 P ℓ2.
Ensuite nous allons montrer que θλ1 “ θλ2 pour tout λ1, λ2 dans R.

Nous considérons une application affine

f : R2 Ñ R

x ÞÑ upxq ` α (18.421)

avec u : R2 Ñ R linéaire et α P R telle que ℓ2 “ kerpfq (proposition 12.150). Nous supposons que
fpx0q ą 0 pour fixer les idées.

Nous utilisons la formule (18.337) pour RA ; pour tout θ nous avons

RApθqpA` λvq “ pτA ˝Rpθq ˝ τ´1
A qpA` λvq “ τA

`
Rpθqpλqv˘ “ A` λRpθqv. (18.422)

Nous avons d’une part

fpx0q “ fpA` λvq “ upA` λvq ` α “ upAq ` α` λupvq “ fpAq ` λupvq “ λupvq (18.423)

parce que fpAq “ 0 du fait que A P ℓ2.
De même, en tenant compte que Rpπqv “ ´v nous avons

RApπqx0 “ up´λv `Aq ` α “ ´λupvq. (18.424)

Donc f
`
RApπqx0

˘ “ ´fpx0q.
Nous avons prouvé qu’en posant

s : r0, πs Ñ R2

θ ÞÑ RApθqpA` λvq,
(18.425)

nous avons sp0q “ A ` λv, spπq “ A ´ λv et que pf ˝ sqp0q ą 0 et pf ˝ sqpπq ă 0. Nous pouvons
donc appliquer le théorème des valeurs intermédiaires 10.91 à la fonction continue f ˝ s. Il existe
θ0 P s0, πr tel que pf ˝ sqpθ0q “ 0.

Pour une telle valeur de θ0, nous avons spθ0q P kerpfq et donc RApθ0qx0 P ℓ2.
(1) Unicité Nous prouvons que si RApθ1qx0 et RApθ2qx0 sont sur ℓ2, alors θ1 “ θ2. Supposons

que ce les points A, RApθ1qx0 et RApθ2qx0 sont alignés sur ℓ2. Alors les points 0, Rpθ1qv et
Rpθ2qv sont alignés, et donc le lemme 18.161 nous assure que θ2 “ θ1` π ou que θ1 “ θ2. La
possibilité θ2 “ θ1 ` π est exclue parce que θ1 et θ2 sont dans s0, πr. Donc θ1 “ θ2.
Nous avons vu qu’il existe une unique angle, que nous notons θλ tel que RApθλqpA`λvq P ℓ2.

(2) Petite note au passage La droite ℓ2 est l’ensemble

ℓ2 “ tA` tRpθλqvutPR. (18.426)

(3) Ce θλ fonctionne sur tout ℓ1 Tout élément de ℓ1 peut être écrit sous la forme x0 ` µv.
Nous prouvons à présent que si x1 “ x0 ` µv, alors RApθqx1 P ℓ2. Nous avons

RApθλqv “ RApθλqpx0 ` µvq (18.427a)
“ RApθλq

`
A` pλ` µqv˘ (18.427b)

“ Rpθλq
`pλ` µqv˘`A (18.427c)

“ pλ` µqRpθλqv `A. (18.427d)

Donc cela est dans ℓ2.
42. Pour rappel, RApθq est défini en 18.127.
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PROPooKVSHooRODGWE

Proposition 18.163 ([1]).
Les angles sont invariants sous les translations.

Plus précisément, si A,B, S, v P R2, alors

TvpAqTvpSqTvpBq
Ź

“ ASB
Ź

(18.428)

où TvpXq “ X ` v.

Démonstration. Nous notons Xv “ X`v. Nous avons A1
v “ Av´Sv “ pA`vq´pS`vq “ A´S “

A2. Donc les vecteurs A2 et B2 à partir desquels est calculé zASB sont les mêmes que les vecteurs
A2
v et B2

v qui servent à calculer TvpAqTvpSqTvpBq
Ź

.
PROPooYWKJooRjybUJ

Proposition 18.164 ([1]).
Les angles sont invariants par rotations, c’est-à-dire que si A,B, S P R2 et si Rθ est une rotation,
alors

ASB
Ź

“ RθpAqRθpSqRθpBq
Ź

. (18.429)

Démonstration. Pour être plus concis, nous écrivons Aθ for RθpAq et de même pour B et S. Afin
de calculer l’angle RθpAqRθpSqRθpBq
Ź

, nous définissons
$
’&
’%

A1
θ “ Aθ ´ Sθ (18.430a)

S1
θ “ 0 (18.430b)
B1
θ “ Bθ ´ Sθ. (18.430c)

et
$
’’&
’’%

A2
θ “

Aθ ´ Sθ
}Aθ ´ Sθ} (18.431a)

B2
θ “

Bθ ´ Sθ
}Bθ ´ Sθ} . (18.431b)

Par définition, l’angle est le α tel que RαpA2
θq “ B2

θ . Nous devons prouver que le même α vérifie
RαpA2q “ B2.

Le fait que Rθ soit une isométrie nous donne déjà

}RθpAq ´RθpBq} “ }A´B}. (18.432)

Ensuite, la relation de définition de α s’écrit

RαRθpAq ´RαRθpSq
}Aθ ´ Sθ} “ RθpBq ´RθpSq

}Bθ ´ Sθ} . (18.433)

Vu que Rα et Rθ commutent, nous avons

Rθ
RαpAq ´RαpBq

}A´ S} “ Rθ
B ´ S
}B ´ S} , (18.434)

et comme Rθ est inversible, cela donne RαpA2q “ B2.
LEMooJLHGooQIpKIE

Lemme 18.165 ([1]).
Soit A P R2 et une droite ℓ1. Soit ℓ2 une droite passant par A et intersectant ℓ1 en O. Alors

σℓ1pAq “ ROp´2αqA (18.435)

où α est l’angle de ℓ1 à ℓ2.
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Démonstration. Nous allons utiliser des coordonnées autour de O. Il existe un vecteur v tel que

A “ O ` v (18.436)

Par définition de l’angle α 43, la droite ℓ2 s’obtient par rotation d’angle α depuis la droite ℓ1. Donc
le point

B “ ROp´αqA (18.437)

est sur ℓ1.
Nous allons prouver que le point

D “ ROp´2αqA (18.438)

est D “ σℓ1A.
Nous commençons par montrer que la droite pDAq est perpendiculaire à ℓ1, c’est-à-dire que

pD ´Aq· pB ´Oq “ 0. (18.439)

En utilisant le fait que
ROpαqpO `Xq “ O `RpαqX, (18.440)

nous avons

D ´A “ ROp´2αqpO ` vq ´ pO ` vq “ O `Rp´2αqv ´O ´ v “ Rp´2αqv ´ v (18.441)

et de la même façon,
B ´O “ Rp´αqv. (18.442)

Notons que tous les O se sont simplifiés et qu’il ne reste que des rotations usuelles. En utilisant le
fait que Rpαq est une isométrie, nous pouvons alors calculer

pD ´Aq· pB ´Oq “ xRp´2αqv ´ v,Rp´αqvy (18.443a)
“ xRp´αqv ´Rpαqv, vy. (18.443b)

En utilisant la matrice de rotation du lemme 18.136 nous trouvons
`
Rp´αq ´Rpαq˘v “

ˆ
2 sinpαqv2
´2 sinpαqv1

˙
(18.444)

et donc
x`Rp´αq ´Rpαq˘v, vy “ 0. (18.445)

Le point D est bien sûr la droite perpendiculaire à ℓ1 et passant par A. Mais vu que D est
obtenu à partir de A par une rotation, le point D est également sur le cercle de rayon }OA} et
centré en O. Ce cercle possède exactement deux intersections avec cette droite. Le premier est A
et le second est σℓ1pAq. Comme D n’est pas A, nous avons D “ σℓpAq.

18.10.13 Polygone convexe
DEFooBCSKooABKKtR

Définition 18.166 ([534]).
Un polygone est une union de segments dans R2 de la forme

raN , a1s Y
Nď

i“1
rai, ai`1s. (18.446)

La définition suivante dit ce qu’est un polygone convexe. À mon avis, le théorème de Jordan
27.201 doit permettre de donner une définition plus précise en disant que c’est la partie compacte
qui est convexe.

43. Définition 18.162.
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DEFooBCDPooXTpbFq

Définition 18.167.
Nous disons qu’un polygone est convexe si il est la frontière d’une partie convexe de R2.

PROPooFYRMooTqVDEm

Proposition 18.168 ([535]).
Un polygone est convexe 44 si et seulement si il est contenu dans le demi-plan de chacun de ses
côtés.

PROPooUPPTooZBFvPg

Proposition 18.169.
Les racines de l’unité dans C, c’est-à-dire la partie

te2ikπ{n, k “ 0, . . . , n´ 1u, (18.447)

forment un polygone régulier convexe 45.

Démonstration. Nous posons ak “ e2ikπ{n et ξ “ e2iπ{n, de telle sorte que ak`1 “ ξak. Le polygone
que nous considérons est celui formé par les segments rai, ai`1s avec i “ 0, . . . , n´ 1. Nous savons
que an “ a0 ; donc nous pouvons parler seulement de segments de la forme rai, ai`1s sans nous
soucier du cas particulier ran´1, a0s.

(1) Longueurs La longueur d’une arrête est donnée par

|ak ´ ak`1| “ |ak ´ ξak| “ |ak||1´ ξ| “ |1´ ξ| (18.448)

parce que |ak| “ 1.
(2) Angles Nous avons un calcul utilisant pas mal de propriétés :

anglepal, al`1, al`2q “ anglepξla0, ξ
la1, ξ

la2q (18.449a)
“ angle

`
spξla0q, spξla1q, spξla2q

˘
def. 18.158

(18.449b)
“ angle

`
R0pξlqspa0q, R0pξlqspa1q, R0pξlqspa2q

˘
lem. 18.159 (18.449c)

“ angle
`
spa0q, spa1q, spa2q

˘
prop. 18.164

(18.449d)
“ anglepa0, a1, a2q. (18.449e)

(3) Convexe Voici un squelette de preuve 46.

— Utiliser la caractérisation 18.168.
— Tous les sommets sont sur le cercle unité.
— Considérer d, la droite passant par deux point successifs eiθ1 et eiθ2 .
— Cette droite définit deux demi-plans.
— La proposition 12.158 devrait permettre de prouver que la partie du cercle entre θ1 et

θ2 est dans un demi-plan, et le reste dans l’autre demi-plan.
— Il n’y a pas d’autres racines de l’unité entre θ1 et θ2. Donc elles sont toutes dans le

même demi-plan.
— Les demi-plans étant convexes (lemme 12.152), les arrêtes sont dans le demi-plan.

44. Définition 18.167.
45. Polygone, définition 18.166, polygone convexe, définition 18.167. En ce qui concerne les angles, formellement

c’est la définition 18.158.
46. Je ne n’ai pas vérifié. Écrivez-moi si vous voyez un problème.
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18.10.14 Groupe diédral

18.10.14.1 Définition et générateurs : vue géométrique
DEFooIWZGooAinSOh

Définition 18.170.
Le groupe diédral Dn (n ě 3) est le groupe des isométries de pC, dq laissant invariant l’ensemble

te2ikπ{n, k “ 0, . . . , n´ 1u (18.450)

des racines de l’unité.

18.171.
La proposition 18.169 nous permet de dire que le groupe diédral est le groupe des isométries de R2

laissant invariant un polygone régulier à n côtés. C’est un peu pour cela que nous n’avons défini
Dn que pour n ě 3 ; et un peu aussi pour une raison technique qui arrivera quand on parlera des
générateurs abstraits. Voir 18.180 et ce qui suit.

LEMooCUVPooMZKnzo

Lemme 18.172.
Nous avons

Dn Ă Op2,Rq. (18.451)

Démonstration. Si f P Dn, alors fpe2ikπ{nq doit être l’un des e2ik1π{n, et puisque f conserve les
longueurs dans C, nous devons avoir

1 “ dp0, e2ikπ{nq “ d
`
fp0q, e2ik1π{n˘. (18.452)

Donc fp0q est à l’intersection de tous les cercles de rayon 1 centrés en les e2ikπ{n, ce qui montre
que fp0q “ 0 (dès que n ě 3). Par conséquent notre étude du groupe diédral ne doit prendre en
compte que les isométries vectorielles de R2. En d’autres termes

Dn Ă Op2,Rq. (18.453)

PROPooELOIooVJtuZN

Proposition 18.173 ([536]).
Le groupe Dn contient un sous-groupe cyclique d’ordre 2 et un sous-groupe cyclique d’ordre n.

Démonstration. Nous notons s la conjugaison complexe 47. C’est un élément d’ordre 2 qui est dans
Dn parce que

s
`
e2kiπ{n˘ “ e2pn´kqiπ{n. (18.454)EqSUshknPEqSUshknP

De la même façon, la rotations d’angle 2π{n, que l’on note r, agit sur les racines de l’unité et
engendre le groupe d’ordre n des rotations d’angle 2kπ{n.

Proposition 18.174 ([536]).
Si s est la conjugaison complexe et r la rotation d’angle 2π{n, alors psrq2 “ Id.

Démonstration. Si zn “ 1, alors

psrsrqz “ psrsq`e2iπ{nz
˘ “ psrq`e´2iπ{nz̄

˘ “ spz̄q “ z. (18.455)

PropLDIPoZ

Proposition 18.175 ([536]).
Nous notons s la conjugaison complexe et r la rotation d’angle 2π{n.

(1) Le groupe diédral Dn est engendré par s et r.
ITEMooOEBHooULRmZk

(2) Tous les éléments de Dn s’écrivent sous la forme rm ou s ˝ rm.
47. C’est une réflexion ; la réflexion d’axe R dans C.
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Démonstration. Nous considérons les points A0 “ 1 et Ak “ e2kiπ{n avec k P t1, . . . , n ´ 1u. Par
convention, An “ A0. L’action des éléments s et r sur ces points est

rpAkq “ Ak`1 (18.456a)
spAkq “ An´k. (18.456b)

Cette dernière est l’équation (18.454).
Soit f P Dn. Étant donné que c’est une isométrie de R2 avec un point fixe (le point 0), f est

soit une rotation, soit une réflexion.
Supposons pour commencer qu’un des Ak soit fixé par f . Dans ce cas f a deux points fixes :

O et Ak et est donc soit la réflexion d’axe pOAkq, soit l’identité (lemme 18.115). L’identité étant
engendrée par s et r, nous supposons que f est la réflexion d’axe pOAkq. Dans ce cas, nous avons
f “ s ˝ rn´2k. En effet pour chaque l nous avons

ps ˝ rn´2kqpAlq “ spAl`n´2kq “ An´l`n`2k “ A2k´l. (18.457)

Nous voyons que s ˝ rn´2k fixe O et Ak, et donc la droite pOAkq. Elle est donc soit la réflexion
d’axe pOAkq soit l’identité. Mais elle n’est pas l’identité parce que elle ne fixe pas tous les Al.

Nous passons à présent au cas où f ne fixe aucun des Ak.
(1) Supposons que f soit une rotation. Si fpAkq “ Am, alors l’angle de la rotation est

2pm´ kqπ
n

, (18.458)

et donc f “ rm´k, qui est de la forme demandée.
(2) Supposons à présent que f soit une réflexion d’axe ∆. Cette fois, ∆ ne passe par aucun

des points Ak, par contre ∆ passe par 0. Nous commençons par montrer que ∆ doit être la
médiatrice d’un des côtés rAp, Ap`1s du polygone. Comme ∆ passe par O et n’est aucune
des droites pOAkq, cette droite passe par l’intérieur d’un des triangles OApAp`1 et intersecte
donc le côté correspondant.
Notre tâche est de montrer que ∆ coupe rAp, Ap`1s en son milieu. Dans ce cas, ∆ sera
automatiquement perpendiculaire parce que le triangle OApAp`1 est isocèle en O. Nommons
l la longueur des côtés du polygone P “ ∆XrAp, Ap`1s, x “ dpAp, P q et δ “ dpAp,∆q. Vu que
f est la symétrie d’axe ∆, nous avons aussi d

`
fpApq,∆

˘ “ δ et d
`
Ap, fpApq

˘ “ 2δ. D’autre
part, par la définition de la distance, δ ă x. Si x ă l

2 , alors δ ă l
2 et donc d

`
Ap, fpApq

˘ ă l.
Or cela est impossible parce que le polygone ne possède aucun sommet à distance plus courte
que l de Ap.
De la même manière si x ą l

2 , nous raisonnons avec Ap`1 pour obtenir une contradiction.
Nous en concluons que la seule possibilité est x “ l

2 , et donc fpApq “ Ap`1. Montrons alors
que f “ s ˝ rn´2p´1. Il faut montrer que c’est une réflexion qui envoie Ap sur Ap`1. D’abord
c’est une réflexion parce que

detpsrn´2p´1q “ detpsqdetprn´2p´1q “ ´1 (18.459)

parce que detpsq “ ´1 alors que detprkq “ 1 parce que r est une rotation dans SOp2q. Ensuite
nous avons

s ˝ rn´2p´1pApq “ spAp`n´2p´1q “ spAn´p´1q “ An´pn´p´1q “ Ap`1. (18.460)

Donc s ˝ rn´2p´1 est bien une réflexion qui envoie Ap sur Ap`1.

CorWYITsWW

Corolaire 18.176.
La liste des éléments de Dn est

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (18.461)

et |Dn| “ 2n.
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Démonstration. Nous savons par la proposition 18.175 que tous les élément de Dn s’écrivent sous
la forme rk ou srk. Puisque r est d’ordre n, il ne faut considérer que k P t1, . . . , n´1u. Les éléments
1, r,. . ., rn´1 sont tous différents, et sont (pour des raisons de déterminant) tous différents des srk.
Les isométries srk sont toutes différentes entre elles pour essentiellement la même raison :

srkpApq “ spAp`kq “ An´p`k (18.462)

donc si k ‰ k1, srkpApq ‰ srk
1pApq. La liste des éléments de Dn est donc

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (18.463)

et donc |Dn| “ 2n.
EXooHNYYooUDsKnm

Exemple 18.177.
Nous considérons le carré ABCD dans R2 et nous cherchons les isométries de R2 qui laissent le
carré invariant. Nous nommons les points comme sur la figure 18.7. La symétrie d’axe vertical est
nommée s et la rotation de 90 degrés est notée r.

‚A ‚B

‚
C

‚
D

s

Figure 18.7: Le carré dont nous étudions le groupe diédral. LabelFigIsomCarre

Il est facile de vérifier que toutes les symétries axiales peuvent être écrites sous la forme ris.
De plus le groupe engendré par s agit sur le groupe engendré par r parce que

psrs´1qpA,B,C,Dq “ srpB,A,D,Cq “ spA,D,C,Bq “ pB,C,D,Aq, (18.464)

c’est-à-dire srs´1 “ r´1. Nous sommes alors dans le cadre du corolaire 2.49 et nous pouvons écrire
que

D4 “ grprq ˆσ grpsq. (18.465)
△

18.10.14.2 Table de multiplication

La proposition 18.175 nous indique que tous les éléments de Dn s’écrivent sous la forme sϵ ˝ rm
avec ϵ P t0, 1u. Nous allons maintenant écrire la table de multiplication pour de telles transforma-
tions de C.

LEMooBNJFooAbhsUa

Lemme 18.178.
Si R est une rotation autour de 0 (dans C), et si s est la conjugaison complexe, alors

Rs “ sR´1 (18.466)

Démonstration. Il s’agit seulement d’un calcul en écrivant R comme la multiplication par eiα. Nous
avons

pRsqz “ eiαz̄ “ s
`
e´iαz

˘ “ sR´1z. (18.467)

PROPooPYDLooLgiUjk

Proposition 18.179.
Si ϵ1, ϵ2 P t0, 1u et si k, l P Z nous avons

psϵ1rkqpsϵ2rlq “ sϵ1`ϵ2rl`p´1qϵ1k. (18.468)
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Démonstration. Si ϵ2 “ 1 alors nous utilisons le lemme 18.178 pour trouver

psϵ1rkqpsϵ2rlq “ sϵ1prksϵ2qrl “ sϵ1sϵ2r´krl. (18.469)

La proposition est déjà prouvée dans ce cas.
Passons à ϵ2 “ 0. Dans ce cas nous avons

psϵ1rkqpsϵ2rlq “ sϵ1rk`l, (18.470)

et c’est bon.

18.10.14.3 Générateurs : vue abstraite
NORMooCCUEooRRENed

18.180.
Nous allons montrer que Dn peut être décrit de façon abstraite en ne parlant que de ses générateurs.
Nous considérons un groupe G engendré par des éléments a et b tels que

(1) a est d’ordre 2,
(2) b est d’ordre n avec n ě 3,
(3) abab “ e.

Nous allons prouver que ce groupe doit avoir la même liste d’éléments que celle du corolaire 18.176.

Proposition 18.181 ([536]).
Le groupe G n’est pas abélien.

Démonstration. Nous savons que abab “ e, donc abab´1 “ b´2, mais b´2 ‰ e parce que b est
d’ordre n ą 2. Donc abab´1 ‰ e. En manipulant un peu :

e ‰ abab´1 “ pabqpba´1q´1 “ pabqpbaq´1 (18.471)

parce que a´1 “ a. Donc ab ‰ ba.
LemKKXdqdL

Lemme 18.182 ([536]).
Pour tout k entre 1 et n´ 1 nous avons

Adpaqbk “ abka´1 “ abka “ b´k. (18.472)

Démonstration. Nous faisons la démonstration par récurrence. D’abord pour k “ 1, nous devons
avoir aba “ b´1, ce qui est correct parce que par construction de G nous avons abab “ e. Ensuite
nous supposons que le lemme tient pour k et nous regardons ce qu’il se passe avec k ` 1 :

abk`1a “ abkba “ abkaloomoon
b´k

abaloomoon
b´1

“ b´kb´1 “ b´pk`1q. (18.473)

PROPooVQARooWuKHMZ

Proposition 18.183.
L’élément a n’est pas une puissance de b.

Démonstration. Supposons le contraire : a “ bk. Dans ce cas nous aurions

e “ pabqpabq “ bk`1bk`1 “ b2k`2 “ b2kb2 “ a2b2 “ b2, (18.474)

ce qui signifierait que b est d’ordre 2, ce qui est exclu par construction.
PROPooEPVGooQjHRJp

Proposition 18.184 ([536]).
La liste des éléments de G est donnée par

G “ t1, b, ¨ ¨ ¨ , bn´1, a, ab, . . . , abn´1u “ taϵbku ϵ“0,1
k“0,...,n´1

(18.475)

Les éléments de ces listes sont distincts.
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Démonstration. Étant donné que a n’est pas une puissance de b, les éléments 1, a, b,. . ., bn´1 sont
distincts. De plus si k et m “ k ` p sont deux éléments distincts de t1, . . . , n ´ 1u, nous avons
abk ‰ abm parce que si abk “ abk`p, alors a “ abp avec p ă n, ce qui est impossible. Pour la même
raison, abk ‰ e, et abk ‰ bm.

Au final les éléments 1, a, b, . . . , bn´1, ab, . . . , abn´1 sont tous différents. Nous devons encore voir
qu’il n’y en a pas d’autres.

Par définition le groupe G est engendré par a et b, donc tout élément x P G s’écrit x “
am1bk1 . . . amrbkr pour un certain r et avec pour tout i, ki P t1, . . . , n ´ 1u (sauf kr qui peut être
égal à zéro) et mi “ 1, sauf m1 qui peut être égal à zéro. Donc

x “ ambk1abk2a . . . bkr´1abkr (18.476)

où m et kr peuvent éventuellement être zéro. En utilisant le lemme 18.182 sous la forme bkia “
ab´ki , quitte à changer les valeurs des exposants, nous pouvons passer tous les a à gauche et tous
les b à droite pour finir sous la forme x “ akbm.

Donc non, il n’existe pas d’autres éléments dans G que ceux déjà listés.
LemooNFRIooPWuikH

Lemme 18.185 ([1]).
Tout élément de G s’écrit de façon unique sous la forme aϵbk ou bkaϵ avec ϵ P t0, 1u et k P
t0, . . . , n´ 1u.
Démonstration. Nous commençons par la forme aϵbk. L’existence est la proposition 18.184. Pour
l’unicité nous supposons aϵbk “ aσbl et nous décomposons en 4 cas distincts.

(1) ϵ “ 0, σ “ 0 Alors bk “ bl. Mais b étant d’ordre n et k, l étant égaux au maximum à n´ 1,
cette égalité implique k “ l.

(2) ϵ “ 0, σ “ 1 Alors bk “ abl, ce qui donne a “ bk´l, ce qui est interdit par la proposi-
tion 18.183.

(3) ϵ “ 1, σ “ 0 Même problème que ci-dessus.
(4) ϵ “ 1, σ “ 1 Encore une fois bk “ bl implique k “ l.

En ce qui concerne la forme bkaϵ, l’existence est à montrer. Soit l’élément g “ aϵbk ; cherchons à le
mettre sous la forme blaσ. Si ϵ “ 0 c’est évident. Sinon ϵ “ 1 et nous avons par le lemme 18.182

abk “ b´ka´1 “ b´kbna “ b´ka. (18.477)

En ce qui concerne l’unicité, nous distinguons 4 cas pour bkaϵ “ blaσ. Comme précédemment ils
se traitement exactement comme précédemment.

THOooYITHooTNTBuG

Théorème 18.186.
Les groupes G et Dn sont isomorphes.

Démonstration. Nous utilisons l’application

ψ : GÑ Dn

akbm ÞÑ skrm.
(18.478)

C’est évidemment bien défini et bijectif, mais c’est également un morphisme parce que si nous
calculons ψ sur un produit, nous devons comparer

ψ
`
ak1bm1ak2bm2

˘
(18.479)EqBULPilpEqBULPilp

avec
ψ
`
ak1bm1

˘
ψ
`
ak2bm2

˘ “ sk1rm1sk2rm2 . (18.480)EqIVEIphIEqIVEIphI

Vu que Dn et G ont les mêmes propriétés qui permettent de permuter a et b ou s et r, l’expression
à l’intérieur du ψ dans (18.479) se simplifie en akbm avec les même k et m que l’expression à droite
dans (18.480) et se simplifie en skrm.
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Corolaire 18.187.
Toutes les propriétés démontrées pour G sont vraies pour Dn. En particulier, avec quelques redites :

(1) Le groupe Dn peut être défini comme étant le groupe engendré par un élément s d’ordre 2 et
un élément r d’ordre n´ 1 assujettis à la relation srsr “ e.

(2) Le groupe Dn n’est pas abélien.
(3) Pour tout k P t1, . . . , n´ 1u nous avons srks “ r´k.
(4) L’élément s ne peut pas être obtenu comme une puissance de r.
(5) La liste des éléments de Dn est

Dn “ t1, r, . . . , rn´1, s, sr, . . . , srn´1u (18.481)

(6) Le groupe diédral Dn est d’ordre 2n.

Proposition 18.188.
En posant Cn “ trkuk“0,...,n´1 et C2 “ taϵuϵ“0,1, nous pouvons exprimer Dn comme le produit
semi-direct

Dn “ Cn ˆρ C2 (18.482)
où ρ désigne l’action adjointe.

Démonstration. L’isomorphisme est :

ψ : Cn ˆρ C2 Ñ Dn

pbk, aϵq ÞÑ bkaϵ.
(18.483)

(1) Action adjointe L’application ρaϵ “ Adpaϵq est toujours un morphisme. Comme aϵ est,
soit e, soit a, nous allons nous restreindre à a et oublier l’exposant ϵ. Il faut montrer que
Adpaq P AutpCnq. En utilisant le lemme 18.182,

Adpaqbk “ abka´1 “ b´k “ bn´k. (18.484)

L’application Adpaq : Cn Ñ Cn est donc bijective et homomorphique. Ergo isomorphisme.
(2) Injectif Si ψpbk, aϵq “ ψpbl, aσq, alors par unicité du lemme 18.185 nous avons k “ l et

ϵ “ σ.
(3) Surjectif Par la partie « existence » du lemme 18.185.
(4) Morphisme Lorqu’on prend deux sous-groupes d’un même groupe (ici le groupe des iso-

métries de R2), et que l’on tente de faire un produit semi-direct en utilisant l’action adjointe,
nous avons toujours un morphisme. Dans notre cas, le calcul est :

ψ
`pbk, aϵqpbl, aσq˘ “ bkρaϵpblqaϵ`σ “ bkaϵbla´ϵaϵ`σ “ bkaϵblaσ “ ψpbk, aϵqψpbl, aσq.

(18.485)

18.10.14.4 Classes de conjugaison
subsubsecZQnBcgo

Pour les classes de conjugaison du groupe diédral nous suivons [537].
D’abord pour des raisons de déterminants 48, les classes des éléments de la forme rk et de la

forme srk ne se mélangent pas. Nous notons Cpxq la classe de conjugaison de x, et y·x “ yxy´1.
Les relations que nous allons utiliser sont

srks “ r´k (18.486a)
rs “ sr´1 “ srn´1. (18.486b)

48. Vous notez qu’ici nous utilisons un argument qui utilise la définition de Dn comme isométries de R2. Si nous
avions voulu à tout prix nous limiter à la définition « abstraite » en termes de générateurs, il aurait fallu trouver
autre chose.
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La classe de conjugaison qui ne rate jamais est bien entendu Cp1q “ 1. Nous commençons les
vraies festivités avec Cprmq. D’abord rk · rm “ rm, ensuite

psrkq· rm “ srkrmr´ks´1 “ srms´1 “ r´m. (18.487)

Donc
Cprmq “ trm, r´mu. (18.488)EqVFfFxgiEqVFfFxgi

À ce niveau il faut faire deux remarques. D’abord si m ą n
2 , alors Cprmq est la classe de Cn´m

avec n ´m ă n
2 . Donc les classes que nous avons trouvées sont uniquement à lister avec m ă n

2 .
Ensuite si m “ n

2 alors rm “ r´m et la classe est un singleton. Cela n’arrive que si n est pair.
Nous passons ensuite à Cpsq. Nous avons

rk · s “ rksr´k “ ssrksr´k “ sr´kr´k “ srn´2k, (18.489)

et

psrkq· s “ srksloomoon
r´k

r´ks´1 “ r´2ks “ rn´2ks “ srpn´1qpn´2kq “ srn
2´2kn´n`2k “ sr2k. (18.490)

donc
Cpsq “ tsrn´2k, sr2kuk“0,...,n´1. (18.491)

Ici aussi l’écriture n’est pas optimale : peut-être que pour certains k il y a des doublons. Nous
reportons l’écriture exacte à la discussion plus bas qui distinguera n pair de n impair. Notons juste
que si n est pair, l’élément sr n’est pas dans la classe Cpsq.

Nous en faisons donc à présent le calcul en gardant en tête le fait qu’il n’a de sens que si n est
pair. D’abord

s· psrq “ ssrs “ rs “ srn´1. (18.492)
Ensuite

psrkq· psrq “ srksrr´ks “ r´2k`1s “ sr2k´1. (18.493)
Avec k “ n

2 , cela rend s· psrq, donc pas besoin de le recopier. Nous avons

Cpsrq “ tsr2k´1uk“1,...,n´1. (18.494)

18.10.14.5 Le compte pour n pair
SubsubsecROVmHuM

Si n est pair, nous avons les classes

Cp1q “ t1u 1 élément (18.495a)

Cprmq “ trm, r´mu “ trm, rn´mu pour 0 ă m ă n

2
n

2 ´ 1 fois 2 éléments (18.495b)

Cprn{2q “ trn{2u 1 élément (18.495c)

Cpsq “ tsr2kuk“0,...,n
2 ´1

n

2 éléments (18.495d)

Cpsrq “ tsr2k`1uk“0,...,n
2 ´1

n

2 éléments. (18.495e)

Au total nous avons bien listé 2n éléments comme il se doit, dans n
2 ` 3 classes différentes.

18.10.14.6 Le compte pour n impair
GJIzDEP

Si n est impair, nous avons les classes

Cp1q “ t1u 1 élément (18.496a)

Cprmq “ trm, r´mu “ trm, rn´mu pour 0 ă m ă n´ 1
2

n´ 1
2 fois 2 éléments (18.496b)

Cpsq “ tsrkuk“0,...,n´1 n éléments (18.496c)

Au total nous avons bien listé 2n éléments comme il se doit, dans n`3
2 classes différentes.
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18.10.15 Applications : du dénombrement

18.10.15.1 Le jeu de la roulette
pTqJLY

Soit une roulette à n secteurs que nous voulons colorier en q couleurs[538]. Nous voulons savoir
le nombre de possibilités à rotations près. Soit d’abord E l’ensemble des coloriages possibles sans
contrainte ; il y a naturellement qn possibilités. Sur l’ensemble E, le groupe cyclique G des rotations
d’angle 2π{n agit. Deux coloriages étant identiques si ils sont reliés par une rotation, la réponse à
notre problème est donnée par le nombre d’orbites de l’action de G sur E qui sera donnée par la
formule du théorème de Burnside 2.40.

Nous devons calculer Card
`

Fixpgq˘ pour tout g P G. Soit g, un élément d’ordre d dans G. Si
g agit sur la roulette, chaque secteur a une orbite contenant d éléments. Autrement dit, g divise
la roulette en n{d secteurs. Un élément de E appartenant à Fixpgq doit colorier ces n{d secteurs
de façon uniforme ; il y a qn{d possibilités.

Il reste à déterminer le nombre d’éléments d’ordre d dans G. Un élément de G est donné par un
nombre complexe de la forme e2ikπ{n. Les éléments d’ordre d sont les racines primitives 49 d-ièmes
de l’unité. Nous savons que –par définition– il y a φpdq telles racines primitives de l’unité. Bref il
y a φpdq éléments d’ordre d dans G.

La formule de Burnside nous donne maintenant le nombre d’orbites :
1
n

ÿ

d|n
φpdqqn{d. (18.497)

Cela est le nombre de coloriage possibles de la roulette à n secteurs avec q couleurs.

18.10.15.2 L’affaire du collier
siOQlG

Nous avons maintenant des perles de q couleurs différentes et nous voulons en faire un collier à
n perles. Cette fois non seulement les rotations donnent des colliers équivalents, mais en outre les
symétries axiales (il est possible de retourner un collier, mais pas une roulette). Le groupe agissant
sur E est maintenant le groupe diédral 50 Dn conservant un polygone à n sommets.

Nous devons séparer le cas n impair, du cas n pair.
Si n est impair, alors les axes de symétries passent par un sommet et par le milieu du côté

opposé. Le groupe Dn contient n symétries axiales. Nous avons donc maintenant

|G| “ 2n. (18.498)

Nous écrivons la formule de Burnside

CardpΩq “ 1
2n

ÿ

gPG
Card

`
Fixpgq˘. (18.499)

Si g est une rotation, le travail est déjà fait. Si g est une symétrie, nous avons le choix de la couleur
du sommet par lequel passe l’axe et le choix de la couleur des pn ´ 1q{2 paires de sommets. Cela
fait

qqpn´1q{2 “ q
n`1

2 (18.500)

possibilités. Nous avons donc

CardpΩq “ 1
2n

¨
˝ÿ

d|n
qn{dφpdq ` nq n`1

2

˛
‚. (18.501)

Si n est pair, les choses se compliquent un tout petit peu. En plus de symétries axiales passant
par les milieux de deux côtés opposés, il y a les axes passant par deux sommets opposés. Pour

49. Une racine non primitive 8ième de l’unité est par exemple i. Certes i8 “ 1, mais i4 “ 1 aussi. Le nombre i est
d’ordre 4.

50. Définition 18.170.



18.10. CLASSIFICATION DES ISOMÉTRIES DANS R2 1681

colorier un collier en tenant compte d’une telle symétrie, nous pouvons choisir la couleur des deux
perles par lesquelles passe l’axe ainsi que la couleur des pn´2q{2 paires de perles. Cela fait en tout

q2q
n´2

2 “ q
n`2

2 . (18.502)

Le groupe G contient n{2 tels axes.
Notons que cette fois G ne contient plus que n{2 symétries passant par un sommet et un côté.

L’ordre de G est donc encore 2n. La formule de Burnside donne

CardpΩq “ 1
2n

˜ÿ

dn
φpdqqn{d ` n

2 q
pn`2q{2 ` n

2 q
n{2

¸
. (18.503)

18.10.16 Classification
THOooRORQooTDWFdv

Théorème 18.189 ([527]).
Toute isométrie du plan pR2, dq est une composition d’au plus 3 réflexions.

Démonstration. Encore une fois nous décomposons la preuve en fonction du nombre de points
fixes.

(1) Si f n’a pas de point fixe Soit x P R2. Nous considérons le segment rx, fpxqs et nous
nommons l sa médiatrice. Par construction, fpxq “ σlpxq. Nous posons g “ σl ˝ f , et nous
avons

gpxq “ x. (18.504)

Donc nous avons f “ σl ˝ g avec x P Fixpgq.
(2) Si f a un unique point fixe Soit x cet unique point fixe. Soit y ‰ x et l la médiatrice de

ry, fpyqs. En posant g “ σl ˝ f nous avons

gpyq “ y (18.505)

et gpxq “ x parce que
d
`
x, fpyq˘ “ d

`
fpxq, fpyq˘ “ dpx, yq, (18.506)

ce qui donne que x est à égale distance de y et de fpyq, c’est-à-dire que x P l et par conséquent
gpxq “ pσl ˝ fqpxq “ σlpxq “ x.
Donc g fixe x et y. Par conséquent, g fixe toute la droite pxyq.

(3) Si f fixe une droite Soit l une droite fixée par f . Alors f est soit σl soit l’identité par le
lemme 18.115.

(4) Conclusion
Nous avons montré que si Fixpfq a pour dimension m, alors il existe une droite pour la-
quelle f “ σl ˝ g avec dim

`
Fixpgq˘ ą m. Donc il faut au maximum trois pas pour avoir

dim
`

Fixpgq˘ “ 2 c’est-à-dire pour avoir g “ Id.

DEFooJEOYooNwYtuQ

Définition 18.190.
Une réflexion glissée est une transformation du plan de la forme τv ˝ σℓ où le vecteur v est
parallèle à la droite ℓ.

THOooVRNOooAgaVRN

Théorème 18.191 ([527]).
Les isométries du plan pR2, dq sont exactement

(1) l’identité (composée de 0 réflexions),
(2) les réflexions,
(3) les translations (composées de 2 réflexions d’axes parallèles),
(4) les rotations (composées de 2 réflexions d’axes non parallèles),
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(5) les réflexions glissées (composées de 3 réflexions)

Démonstration. Nous savons déjà que f P IsompR2q est une composée de 0, 1, 2 ou 3 réflexions.
(1) Zéro réflexion Alors c’est l’identité. Ce n’est pas très profond.
(2) Une réflexion Alors f est une réflexion. Toujours pas très profond.
(3) Deux réflexions Soit f “ σℓ1 ˝ σℓ2 . Maintenant ça s’approfondit un bon coup.

Nous supposons d’abord que ℓ1 ∥ ℓ2. Dans ce cas nous allons prouver que f “ τ2v où v est
le vecteur perpendiculaire à ℓ1 tel que ℓ1 ` v “ ℓ2. Nous allons utiliser le lemme 18.114 pour
montrer que σℓ1 ˝ σℓ2 “ τ2v. Nous avons

ℓ1 “ ℓ0 ` w (18.507a)
ℓ2 “ ℓ0 ` w ` v (18.507b)

où w est un vecteur perpendiculaire à ℓ1 et ℓ0 est la droite passant par l’origine et parallèle
à ℓ1 et ℓ2. Avec cela,

pσℓ1 ˝ σℓ2qpxq “ σℓ1
`
σℓ0pxq ` 2w

˘
(18.508a)

“ σℓ0
`
σℓ0pxq ` 2w

˘` 2pv ` wq (18.508b)
“ x` σℓ0p2wqlooomooon

´2w

`2v ` 2w (18.508c)

“ x` 2v. (18.508d)

Donc si f est composée de deux réflexions d’axes parallèles, alors f est une translation.
Toujours dans le cas où f est composée de deux réflexions, nous supposons que f “ σℓ2 ˝ σℓ1
avec ℓ1 et ℓ2 non parallèles. Nous notons O le point d’intersection, et nous allons voir que
f “ ROp2αq, où α est l’angle de ℓ1 à ℓ2 donné par le lemme 18.162.
Soit x P ℓ1. Alors

fpxq “ σℓ2pxq, (18.509)

et le lemme 18.165 nous donne un moyen de calculer σℓ2pxq parce que ℓ1 est une droite
passant par x et coupant ℓ2 au point O. Le lemme dit que σℓ2pxq “ ROp2αq. Remarque :
c’est bien 2α et non ´2α parce qu’il s’agit de l’angle de ℓ2 à ℓ1 ; il y a inversion des numéros
entre ici et l’énoncé du lemme.
Nous avons donc bien fpxq “ ROp2αqx pour x P ℓ1.
Si y P ℓ2 alors

fpyq “ σℓ2
`
ROp´2αqy˘ (18.510)

Nous posons z “ σℓ1pyq “ ROp´2αqy. Soit la droite ℓ3 passant parO et z. PuisqueROp2αqz “
y P ℓ2, l’angle de ℓ3 à ℓ2 est 2α. Par conséquent

σℓ2pzq “ RO
`´ 2ˆ p´2αq˘z “ ROp4αqz “ ROp4αqROp´2αqy “ ROp2αqy. (18.511)

Donc les transformations f et ROp2αq coïncident pour tous les points des droites ℓ1 et ℓ2,
qui ne sont pas parallèles. Cela prouve que f “ ROp2αq.

(4) Trois réflexions Nous écrivons f “ σℓ3 ˝ σℓ2 ˝ σℓ1 . Nous allons transformer cela progressi-
vement en une symétrie glissée en passant par plusieurs étapes : ITEMooHVYCooPhFMiv

(4a) f “ σℓ ˝ τv, ITEMooUKGLooFlCcjt

(4b) f “ τv ˝ σℓ, ITEMooWUCWooZSjofe

(4c) f “ τv ˝ σℓ avec v ∥ ℓ.
À chacune de ces étapes, v et ℓ vont changer. La dernière est une réflexion glissée.
Nous commençons par supposer ℓ2 ∥ ℓ3. Dans ce cas, σℓ3 ˝ σℓ2 est une translation, comme
nous l’avons déjà vu. Alors f “ τv ˝ σℓ1 et nous sommes déjà dans le cas (4b).
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Nous supposons que ℓ2 n’est pas parallèle à ℓ3. Dans ce cas, si O “ ℓ2 X ℓ3 nous avons

σℓ3 ˝ σℓ2 “ ROp2αq (18.512)

où α est l’angle de ℓ2 à ℓ3. En réalité tant que l’angle de ℓ1
2 à ℓ1

3 est α nous avons

σℓ1
3
˝ σℓ1

2
“ σℓ3 ˝ σℓ2 “ ROp2αq. (18.513)

Nous choisissons ℓ1
2 parallèle à ℓ1, de telle sorte que σℓ1

2
˝ σℓ1 soit une translation. Alors nous

avons
f “ σℓ3 ˝ σℓ2 ˝ σℓ1 “ σℓ1

3
˝ σℓ1

2
˝ σℓ1 “ σℓ3 ˝ τv. (18.514)

où v est le vecteur de la translation en question.
Nous avons donc prouvé que toute composition de trois réflexions peut être écrite soit sous
la forme (4a) soit sous la forme (4b).
Nous prouvons à présent que toute transformation de la forme (4a) peut être écrite sous la
forme (4b). Plus précisément nous allons prouver que si ℓ est une droite, v un vecteur et ℓ0
la droite parallèle à ℓ passant par l’origine, alors

σℓ ˝ τv “ τσℓ0 pvq ˝ σl (18.515)

D’abord nous savons que σℓpxq “ σℓ0pxq` 2w où w est le vecteur tel que ℓ “ ℓ0`w. Ensuite
c’est un simple calcul utilisant le fait que σℓ0 est linéaire :

pσℓ ˝ τvqpxq “ σlpx` vq “ σℓ0pxq ` σℓ0pvq ` 2w, (18.516)

et
pτσℓ0 pvq ˝ σℓqpxq “ σℓ0pvq ` σℓpxq “ σℓ0pvq ` σℓ0pxq ` 2w. (18.517)

L’égalité est prouvée.
Nous montrons maintenant que toute transformation de la forme (4b) peut être mise sous la
forme (4c). Soit donc f “ τv ˝ σℓ où v et ℓ ne sont pas spécialement parallèles.
Pour cela nous décomposons v “ v1 ` v2 avec v1 K ℓ et v2 ∥ ℓ et nous posons ℓ1 “ ℓ ` 1

2v1.
Nous montrons que

— τv ˝ σℓ “ τv2 ˝ σℓ1

— v2 ∥ ℓ1.
Pour le deuxième point, v2 ∥ ℓ et bien entendu ℓ1 ∥ ℓ. Donc v2 ∥ ℓ1.
Soit ℓ0 la droite parallèle à ℓ et ℓ1 et passant par l’origine. Soit aussi le vecteur w tel que
ℓ “ ℓ0 ` w. Alors nous avons

"
σℓ “ σℓ0 ` 2w (18.518a)
σℓ1 “ σℓ0 ` 2w ` v1 (18.518b)

Nous avons
pτv ˝ σℓqpxq “ v ` σℓ0pxq ` 2w (18.519)

et

pτv2 ˝ σℓ1qpxq “ v2 ` σℓ0pxq ` 2w ` v1 (18.520a)
“ σℓ0pxq ` v ` 2w (18.520b)

où dans la dernière ligne, nous avons regroupé v1 ` v2 “ v. Et voilà.
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18.10.17 Classification des isométries de R

Définition 18.192.
Soit x P R ; nous notons σx la réflexion par rapport à x, c’est-à-dire

σxpyq “ 2x´ y. (18.521)

Théorème 18.193 ([527]).
Toute isométrie de R est composée d’au plus 2 réflexions. Plus précisément toute isométrie de R
est dans une des trois catégories suivantes :

— l’identité (0 réflexion),
— les réflexions,
— les translations (2 réflexions)

Démonstration. Nous divisons la preuve en fonction du nombre de points fixés par l’isométrie
f P IsompRq.

(1) f fixe deux points distincts Alors elle fixe l’espace affine engendré par ces deux points
par la proposition 18.101. Donc f fixe tout R, et est l’identité.

(2) f fixe un unique point Soit x l’unique point fixé par f et considérons y ‰ x. Puisque
x “ fpxq et que f est une isométrie,

d
`
x, fpyq˘ “ d

`
fpxq, fpyq˘ “ dpx, yq. (18.522)

Donc fpyq est à égale distance de x que de y. Autrement dit, fpyq est, soit y, soit σxpyq.
Mais comme x est unique point fixe, fpyq “ σxpyq. Ce raisonnement étant valable pour tout
y ‰ x, nous avons f “ σx.

(3) f n’a pas de point fixe Soient x P R et y “ x`fpxq
2 . Nous posons g “ σy ˝ f . Alors x est

un point fixe de g parce que

gpxq “ σy
`
fpxq˘ “ 2y ´ fpxq “ x. (18.523)

Donc, soit g est l’identité, soit g est une réflexion (par les points précédents). La possibilité
g “ Id est exclue parce que cela donnerait f “ σy alors que f n’a pas de point fixe. Donc g
est une réflexion ; et comme x est un point fixe de g nous avons g “ σx. Au final

f “ σy ˝ σx. (18.524)

Montrons que cela implique que f est une translation :

σyσxpzq “ σyp2x´ zq “ 2y ´ 2x` z “ z ` 2py ´ xq. (18.525)

Donc σy ˝ σx est la translation de vecteur 2py ´ xq.

18.10.18 Isométries du tétraèdre régulier
PROPooHTBIooTJQNZt

Proposition 18.194.
Soient un tétraèdre régulier 51 T ainsi qu’une application f : R3 Ñ R3 qui vérifie

(1) f est affine 52

(2) f est bijective (sur R3)
(3) fpT q Ă T .

Alors
51. Définition 12.144
52. Définition 9.158.
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ITEMooGAVPooVPESod

(1) Il existe une bijection α : t1, 2, 3, 4, 5, 6u Ñ t1, 2, 3, 4, 5, 6u telle que fpdiq “ dαpiq.ITEMooWRINooTlmXyI

(2) Pour la même bijection α : t1, 2, 3, 4, 5, 6u Ñ t1, 2, 3, 4, 5, 6u nous avons fpaiq “ aαpiq.ITEMooGPNPooZiEoLk

(3) Il existe une bijection β : t1, 2, 3, 4u Ñ t1, 2, 3, 4u telle que fpsiq “ sβpiq.
Autrement dit, f agit comme une permutation 53 sur l’ensemble des sommets de T .

Démonstration. Puisque di est une droite et que f est affine, l’ensemble fpdiq est une droite de R3

(proposition 12.134).
(1) Pour (1) Puisque fpT q Ă T , la partie fpaiq contient une infinité de points alignés dans T

(parce que ai contient une infinité de points et f est une bijection de R3).
Comme le tétraèdre n’a que 6 arrêtes, il y a forcément une des arrêtes qui contient au moins
deux points de fpaiq. Soit aβpiq une arrête qui contient deux points de fpaiq. En particulier
dαpiq contient deux points de fpaiq, et donc de fpdiq. Donc fpdiq “ dαpiq.

(2) Pour (2) L’ensemble fpaiq est contenu dans dαpiq X T “ aαpiq (lemme 12.146). Nommons
s1 et s2 les deux sommets de T sur ai. Soit k P t1, 2u. Comme les sommets sont sur plusieurs
arrêtes, il existe j ‰ i tel que sk “ ai X aj . Nous avons alors

fpskq P fpaiq X fpajq Ă aαpiq X aαpjq. (18.526)EQooWJXRooAHVQpWEQooWJXRooAHVQpW

Mais nous avons déjà vu que les seules intersections des segments sont les sommets (lemme
12.148). Donc fpskq est un sommet de T .
Nous avons prouvé que fpaiq contient deux sommets sur aαpiq donc il contient tout aαpiq.
Cela prouve que fpaiq “ fpaαpiqq.

(3) Pour (3) Nous avons déjà mentionné, juste en-dessous de (18.526) que l’image d’un sommet
doit être un sommet. Nous avons donc une application β : t1, 2, 3, 4u Ñ t1, 2, 3, 4u telle que
fpsiq “ sβpiq. Puisque f est injective, β est injective. Par principe des tiroirs, cette application
doit également être surjective.

PROPooVNLKooOjQzCj

Proposition 18.195 (Isométries affines du tétraèdre régulier).
Soient T un tétraèdre régulier et IsompT q son groupe d’isométries affines (définition 8.64). Alors

IsompT q » S4 (18.527)

où S4 est le groupe des permutations de quatre objets.

Démonstration. Si f : R3 Ñ R3 est une bijection affine (ce qui est le cas d’une isométrie affine),
alors la proposition 18.194(3) donne une bijection β : t1, 2, 3, 4u Ñ t1, 2, 3, 4u des sommets de T . Si
nous numérotons les sommets x1,. . ., x4, nous obtenons un morphisme de groupe φ : IsompT q Ñ S4
qui envoie g sur la permutation qui envoie 1 sur le numéro du sommet gpx1q, 2 sur le numéro du
sommet gpx2q, etc.

(1) Le morphisme φ est injectif Supposons φpg1q “ φpg2q. Alors g´1
1 ˝ g2 est une isométrie

de pR3, dq qui fixe les quatre sommets. Une application affine R3 Ñ R3 fixant 4 point est
l’identité par le lemme 8.54. Donc g´1

1 ˝ g2 “ Id, ce qui prouve que g1 “ g2. Vous noterez que
nous utilisons l’unicité de l’inverse dans un groupe.

(2) φ est surjectif
Nous savons que S4 est engendré par les transpositions (proposition 1.288). Or les transpo-
sitions sont dans l’image de φ. En effet, notons les sommets de notre tétraèdre par A, B, C
et D et considérons la transposition A Ø B. Elle est l’image par φ de la réflexion selon le
plan σ, médiateur du segment rA,Bs. Pour nous assurer de cela, nous devons nous assurer
que C et D appartiennent à σ. C’est le contenu du lemme 18.111.

(3) Conclusion L’application φ est un morphisme bijectif, c’est-à-dire un isomorphisme.

53. Une permutation est une bijection, définition 1.267.
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18.10.19 Représentation de S4 via les isométries du tétraèdre
SUBSECooVEASooDUbsBh

18.196.
Lorsque le tétraèdre a son barycentre en l’origine de R3, l’isomorphisme φ : IsompT q Ñ S4 donne
une représentation de dimension 3 de S4. Nous avons calculé les caractères de S4 en la section 16.5
sans avoir besoin de savoir que l’une des représentations de dimension 3 est celle que nous venons
de trouver via le groupe des isométries du tétraèdre. Nous allons cependant également y calculer
les caractères de la représentation φ, pour le sport.

Une des représentations trouvées (la représentation ρs) peut être vue comme le groupe IsompT q
des isométries affine du tétraèdre grâce à la proposition 18.195 qui donne un isomorphisme de
groupe S4 » IsopT q lorsque T est un tétraèdre régulier de R3.

Si le barycentre de T est situé à l’origine de R3, alors les éléments de IsompT q sont des appli-
cations linéaires parce que

— les affinités laissent invariantes les barycentres (proposition 8.43),
— les affinités qui laissent l’origine invariante sont linéaires (corolaire 8.60).

Nous allons à présent calculer la trace de cette représentation, en utilisant le fait que nous la
connaissions explicitement. Nous savons que les caractères sont constants sur les classes de conju-
gaison ; nous allons donc écrire une matrice par classe de conjugaison (qui sont données dans
l’exemple 1.285).

Pour tout cela nous allons considérer un tétraèdre dont l’isobarycentre est en p0, 0, 0q et une
base de R3 formée de trois sommets e1, e2 et e3. Puisque l’isobarycentre des quatre sommets est
en p0, 0, 0q, le quatrième sommet est forcément le point de coordonnées e4p´1,´1,´1q, de telle
sorte que e1 ` e2 ` e3 ` e4 “ 0.

Les transpositions Quelle isométrie de R3 permute deux sommets du tétraèdre sans bouger les
autres ? Pour permuter les sommets e1 et e2 en laissant e3 et e4, c’est le symétrie par rapport
au plan médiateur de re1, e2s. Ce plan passe par les sommets e3 et e4, parce que le tétraèdre
étant régulier, les points e3 et e4 sont équidistants de e1 et e2. Le lemme 18.111 dit qu’alors,
ces points font partie du plan médiateur.
Dans notre base, la matrice de la transposition précédemment nommée p12q est

¨
˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛
‚, (18.528)

dont la trace est 1. Donc χsp12q “ 1.
Les bitranspositions La bitransposition p12qp34q est le produit des transpositions selon les plans

médiateurs de re1, e2s et re3, e4s. Ces deux plans sont perpendiculaires, et l’intersection est
la droite qui passe par les milieux. Cette droite est perpendiculaire aux deux segments en
même temps. La matrice est : ¨

˝
0 1 ´1
1 0 ´1
0 0 ´1

˛
‚ (18.529)

parce que e1 ÞÑ e2, e2 ÞÑ e1 et e3 ÞÑ e4. Pour rappel, la matrice est formée des images des
vecteurs de base. Cela donne

χs
`p12qp34q˘ “ ´1. (18.530)

Les 3-cycles La symétrie qui permute cycliquement les points e1, e2 et e3 est la rotation d’angle 54

2π{3 dans le plan formé par les extrémités de ces trois vecteurs. Heureusement, la trace est
invariante par changement de base ; donc nous pouvons calculer la trace d’une rotation d’angle

54. Angle d’une rotation, définition 18.127.
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2π{3 dans n’importe quelle base. Par exemple :

χs
`p12qp34q˘ “ Tr

¨
˝

1 0 0
0 cosp2π{3q sinp2π{3q
0 ´ sinp2π{3q cosp2π{3q

˛
‚“ 1` 2 cosp2π{3q “ 0. (18.531)

Notons que, sans cette interprétation géométrique, nous y arrivons aussi facilement : dans
notre base le 3-cycle est e1 ÞÑ e2 ÞÑ e3 ÞÑ e1, donc la matrice est :

¨
˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛
‚, (18.532)

dont la trace est manifestement nulle : χs
`p123q˘ “ 0.

Le 4-cycle Il réalise e1 ÞÑ e2 ÞÑ e3 ÞÑ e4 ÞÑ e1, dont la matrice est
¨
˝

0 0 ´1
1 0 ´1
0 1 ´1

˛
‚, (18.533)EQooONDUooYlduupEQooONDUooYlduup

et la trace est χs
`p1, 2, 3, 4q˘ “ ´1.

Nous avons retrouvé les caractères de la représentation ρs, et nous pouvons vérifier qu’elle est
irréductible.

18.11 Transformations de Lorentz

Nous considérons dans cette section un nombre réel c ą 0 ainsi que l’espace R2 muni du produit
pseudo-scalaire 55 donné par la matrice

η “
ˆ
c2 0
0 ´1

˙
. (18.534)

Et pour faire plus vrai, nous notons px0, x1q les coordonnées sur R2. Ainsi

x· y “ c2x0y0 ´ x1y1. (18.535)

Nous insistons sur le fait que cela n’est pas un produit scalaire.
LEMooPZPZooVAdPVj

Lemme 18.197 ([1]).
Soit c ą 0. L’application

φ : s´c, cr Ñ R

v ÞÑ ´v{cb
1´ v2

c2

(18.536)

est une bijection.

Démonstration. Nous commençons par mentionner le fait que φ est continue du fait que le déno-
minateur ne s’annule pas. Une petite étude de fonction montre que

lim
vÑ´cφpvq “ `8, (18.537)

et
lim
vÑc

φpvq “ ´8, (18.538)

55. Définition 9.166.
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et
φ1pvq “ ´ 1

c
b

1´ v2
c2

´ v2{c3
´

1´ v2
c2

¯3{2 ă 0. (18.539)

Tout cela fait que φ est bijective (entre autres par le théorème des valeurs intermédiaires 10.91 et
le théorème dérivée et croissance 12.183).

LEMooUZFKooSIjery

Lemme 18.198.
La forme bilinéaire

b : R2 ˆR2 Ñ R

x, y ÞÑ x· y
(18.540)

est non dégénérée 56.

Démonstration. Soit px0, x1q P R2 tel que

b
`px0, x1q, py0, y1q

˘ “ 0 (18.541)

pour tout py0, y1q P R2. Nous avons

c2x0y0 ´ x1y1 “ 0. (18.542)

En écrivant cela avec py0, y1q “ p1, 0q puis p0, 1q nous obtenons immédiatement que px0, x1q “
p0, 0q.

THOooYHDWooWxVovH

Théorème 18.199.
Soit une bijection 57 f : R2 Ñ R2 telle que

fpxq· fpyq “ x· y (18.543)

pour tout x, y P R2. Alors :
(1) f est linéaire.
(2) Il existe un unique choix de pξ, σ1, σ2q P Rˆt˘1uˆt˘1u tel que la matrice de f ait la forme

f “
ˆ
σ1 coshpξq σ1σ2

c sinhpξq
c sinhpξq σ2 coshpξq

˙
. (18.544)

(3) Il existe un unique v P s´c, cr tel que la matrice de f ait la forme

f “

¨
˚̋

σ1b
1´ v2

c2
´σ1σ2

c2
vb

1´ v2
c2´vb

1´ v2
c2

σ2b
1´ v2

c2

˛
‹‚. (18.545)

Démonstration. Puisque notre produit pseudo-scalaire est non dégénéré (lemme 18.198), le fait
que f soit linéaire est la proposition 9.155. Nous posons

A “
ˆ
α β
γ δ

˙
(18.546)

et, conformément à la proposition 9.160, nous imposons AtηA “ η. Après un petit produit matriciel
nous obtenons : ˆ

c2α2 ´ γ2 c2αβ ´ γδ
c2αβ ´ γδ c2β2 ´ δ2

˙
“
ˆ
c2 0
0 ´1

˙
. (18.547)

56. Définition 9.127.
57. À mon avis, il y a moyen d’affaiblir cette hypothèse. Écrivez-moi si vous avez une idée.
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Voilà quatre équations à résoudre pour les quatre inconnues α, β, γ, δ. Déjà les équations des termes
anti-diagonaux sont les mêmes. Nous recopions le reste :

$
’&
’%

c2α2 ´ γ2 “ c2SUBEQooXZUGooITKZnH (18.548a)
c2αβ ´ γδ “ 0SUBEQooDWQRooBeDaPw (18.548b)
c2β2 ´ δ2 “ 1.SUBEQooJAFLooGxmbaO (18.548c)

C’est le moment d’utiliser la proposition 15.126. La relation (18.548a) donne

α2 ´
´γ
c

¯2 “ 1, (18.549)

ce qui implique l’existence d’un unique 58 ξ1 P R et σ1 P t˘1u tels que SUBEQSooQUSIooRZRYSW

γ “ c sinhpξ1q (18.550a)
α “ σ1 coshpξ1q. (18.550b)

La relation (18.548c) implique quant à elle l’existence de ξ2 P R et σ2 P t˘1u tels que SUBEQSooLFHCooXVetmK

δ “ σ2 coshpξ2q (18.551a)

β “ 1
c

sinhpξ2q. (18.551b)

Nous substituons maintenant toutes les valeurs (18.550) et (18.551) dans (18.548b). Cela donne

σ1 coshpξ1q sinhpξ2q “ σ2 sinhpξ1q coshpξ2q. (18.552)EQooHTMSooVYzJUSEQooHTMSooVYzJUS

Nous mettons cette relation au carré et nous substituons coshpξ1q2 “ 1 ` sinh2pξ1q. Ce que nous
trouvons est

sinhpξ1q2 “ sinhpξ2q2, (18.553)

qui implique que ξ1 “ ˘ξ2. Nous posons donc ξ2 “ σ3ξ1 pour un certain σ3 P t˘1u. Cela nous
permet d’alléger la notation et d’écrire ξ au lieu de ξ1.

Nous remettons la valeur ξ “ ξ1 “ σ3ξ2 dans l’équation (18.552) en tenant compte du fait que
sinh est impaire et cosh est paire :

σ1σ3 coshpξq sinhpξq “ σ2 sinhpξq coshpξq. (18.554)

Et cela nous enseigne que σ3 “ σ1σ2.
Jusqu’à présent nous avons prouvé qu’il existe un unique ξ P R et σ1, σ2 P t˘1u tels que

A “
ˆ
σ1 coshpξq σ1σ2

c sinhpξq
c sinhpξq σ2 coshpξq

˙
. (18.555)EQooYZIVooCTdmShEQooYZIVooCTdmSh

Nous utilisons à présent la bijection du lemme 18.197. Il existe un unique v P s´c, cr tel que
sinhpξq “ φpvq. En utilisant coshpξq2 “ 1` φpvq2, nous trouvons

coshpξq2 “ 1
1´ v2

c2

. (18.556)

Mais comme le cosinus hyperbolique est toujours strictement positif, nous pouvons prendre la
racine carrée des deux côtés :

coshpξq “ 1b
1´ v2

c2

. (18.557)

En substituant dans (18.555), nous trouvons le résultat annoncé.
58. Par 15.126.
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18.11.1 Sous-groupe fini d’isométries du plan
THOooKDMUooUxQqbB

Théorème 18.200 ([539]).
Soit un groupe fini G d’isométries de pR2, dq contenant n éléments.

ITEMooYEONooCOMpeb

(1) Il existe un point C P R2 fixé par tous les éléments de G.
ITEMooGELWooFFAqkc

(2) Si G ne contient pas de réflexion, alors il est cyclique 59 et engendré par la rotation d’angle
2π{n autour de C.

ITEMooDHKEooFpCfmX

(3) Si G contient au moins une réflexion, et si C est un point fixe de G, alors
ITEMooGQZTooJIPPLtyf

(3a) toutes les réflexions ont un axe qui passe par C,
ITEMooKPQRooLquSiQ

(3b) n est pair,
ITEMooCHSWooHpDGHf

(3c) Si σ est une réflexion dans G, alors nous avons G “ gr
`
σ,RCp4π{nq

˘
où RCpθq est la

rotation d’angle θ autour de C, ITEMooROUYooRghvMv

(3d) G est isomorphe au groupe diédral Dn{2.

Démonstration. Soit un groupe fini G constitué d’isométries de pR2, dq. Nous prouvons le théorème
point par point.

(1) Pour (1) C’est la proposition 18.98.
(2) Questions de réflexions Le théorème 18.189 nous dit que les éléments de G sont des

compositions d’au maximum 3 réflexions.
(3) Exclure trois réflexions Il n’est pas possible que G contienne un élément composé de

trois réflexions. En effet, les composées de trois réflexions, par le théorème 18.191 sont des
réflexions glissées 60, c’est-à-dire des transformations de la forme g “ τv ˝ σℓ où v est un
vecteur parallèle à la droite ℓ. Si x P ℓ, alors

gpxq “ τvpxq “ x` v, (18.558)

de telle sorte que gkpxq “ x` kv, qui signifie que tous les gk sont différents. Le groupe G ne
peut pas être fini si il contient une réflexion glissée.

(4) G` et G´ Pour la même raison que celle qui exclut les réflexions glissées, G ne peut pas
contenir de translation. Le théorème 18.191 nous donne la liste des possibilités. Après exclu-
sion des translations et des réflexions glissées, il reste :

— l’identité,
— les rotations,
— les réflexions.

Nous notons G` la partie de G contenant l’identité et les rotations et G´ celle contenant les
réflexions. Notons que G` n’est pas vide parce qu’il contient au moins l’identité, tandis que
G´ peut être vide, mais n’est certainement pas un groupe.

(5) Même nombre d’éléments Nous prouvons à présent que si G´ est non vide, alors il a le
même nombre d’éléments que G`. Un élément de G´ est une réflexion. Soit σ P G´. Nous
prouvons que

φ : G` Ñ G´

f ÞÑ σ ˝ f (18.559)EQooWRVVooBQCtPgEQooWRVVooBQCtPg

est une bijection.

(5a) Surjective Soit s P G´. Posons f “ σ´1 ˝ s. Puisque σ´1 et s sont des réflexions, f
est une rotation. Donc f P G` et φpfq “ s.

59. Définition 1.319.
60. Définition 18.190.
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(5b) Injective La condition φpfq “ φpgq dit que σ ˝f “ σ ˝ g. En composant par σ´1 nous
obtenons f “ g.

(6) G` “ gr
`
RCp2π{pq

˘
Nous nommons p le nombre d’éléments de G`. Si G´ est vide, p “ n,

et sinon p “ n{2. Dans les deux cas, G` est un groupe de rotations à p éléments.
Le groupe G` contient seulement des rotations ; or le centre d’une rotation est l’unique point
fixe. Donc tous les éléments de G` sont des rotations autour de C.
Le corolaire 2.14 au théorème de Lagrange nous indique que tous les éléments de G` vérifient
gp “ Id. Seules les rotations d’angle 2kπ{p autour de C satisfont la condition gp “ Id. Or il
n’y a que p telles rotations. Donc elles sont toutes dans G`. Nous en déduisons que

G` “ gr
`
RCp2π{pq

˘
. (18.560)EQooUWTVooEMqkVHEQooUWTVooEMqkVH

(7) Pour (2) Dans le cas où G ne contient pas de réflexion, G´ est vide et G contient n
éléments. La relation (18.560) devient

G “ G` “ gr
`
RCp2π{nq

˘
. (18.561)

(8) Pour (3) Nous supposons maintenant que G contienne au moins une réflexion. De la sorte
G´ ‰ H.
(8a) Pour (3a) Les seuls points fixes d’une réflexion sont ceux de l’axe. Donc C doit être

sur tous les axes des réflexions contenues dans G´.
Notons au passage que deux réflexions d’axes qui se coupent forment une rotation. Donc
G´ ne forme pas un groupe, mais même pas en rêve, quoi.

(8b) Pour (3b) Vu que l’union G “ G` YG´ est disjointe et que G` et G´ ont le même
nombre d’éléments par la bijection 18.559, si G´ est non vide, G possède un nombre
pair d’éléments.

(8c) Pour (3c) Si σ P G est une réflexion, nous savons que n est pair, que G` possède
p “ n{2 éléments et que

G` “ tRCp2kπ{pqu “ tRCp4kπ{nquk“1,...,n{2. (18.562)

L’élément σ P G´ étant fixé, la bijection (18.559) nous indique que tous les éléments de
G´ sont de la forme σ ˝ f avec f P G`. Donc

G´ Ă gr
`
σ,RCp4π{nq

˘
. (18.563)

Nous avons aussi
G` Ă gr

`
σ,RCp4π{nq

˘
. (18.564)

Et comme σ et RCp4π{nq sont dans G nous avons gr
`
σ,RCp4π{nq

˘ Ă G. Tout cela pour
dire que

G “ gr
`
σ,RCp4π{nq

˘
. (18.565)

(8d) Rσ “ σR´1 Nous restons dans le cas où G´ n’est pas vide. Nous considérons R, la
rotation d’angle θ autour de C. Si R0 est la rotation d’angle θ autour de p0, 0q, nous
avons

R “ τC ˝R0 ˝ τ´1
C , (18.566)

et si σ0 est la symétrie d’axe parallèle à l’axe de σ, mais passant par p0, 0q nous avons :

σ “ τC ˝ σ0 ˝ τ´1
C . (18.567)

Si v est le vecteur directeur de la réflexion σ0, nous considérons enfin α, la rotation qui
réalise αpvq “ p1, 0q. Nous avons alors

σ0 “ α´1 ˝ s ˝ α (18.568)
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où s est la symétrie autour de l’axe horizontal. En n’ayant pas peur d’identifier R2 à
C, l’application s est la conjugaison complexe. Avec tout ça nous avons

Rσ “ τCR0τ
´1
C τCσ0τ

´1
C “ τCR0α

´1sατ´1
C “ τCα

´1R0sατ
´1
C (18.569)

où nous avons utilisé le fait que les rotations autour de p0, 0q forment un groupe abélien
pour commuter α´1 avec R0. Nous utilisons à présent le lemme 18.178 pour commuter
R avec s :

Rσ “ τCα
´1sR´1

0 ατ´1
C (18.570a)

“ τC α
´1sαloomoon
σ0

R´1
0 τ´1

C (18.570b)

“ τCσ0τ
´1
C τCR

´1
0 τ´1

C (18.570c)
“ σR´1. (18.570d)

Nous avons utilisé le fait que τCR
´1
0 τ´1

C “ R´1 comme on peut s’en convaincre en
calculant le produit.

(8e) Table de multiplication
Nous considérons une réflexion σ P G. Les éléments de G` sont des rotations autour de
C et ceux de G´ de la forme σR où R est une rotation autour de C. Pour connaître la
table de multiplication de G, nous devons écrire

pσϵ1Rkqpσϵ2Rlq “ σϵRm (18.571)

où ϵ1, ϵ2 P t0, 1u, R est la rotation d’angle 4π{n autour de C et ϵ et m sont des constantes
à exprimer en fonction de ϵ1, ϵ2, k et l.
Tous les éléments de G pouvant être écrits soit sous la forme Rm, soit sous la forme
σRm, nous avons les possibilités suivantes :

(8e.v) RmRl “ Rm`l

(8e.v) pRmqpσRlq “ σR´mRl “ σRl´m

(8e.v) pσRmqRl “ σRm`l

(8e.v) pσRmqpσRlq “ σσRl´m “ Rl´m.
(8f) Pour (3d) Récoltons quelque acquis.

— Nous venons de prouver que Rσ “ σR´1.
— Tout élément de G peut s’écrire soit sous la forme Rm, soit sous la forme σRm,

selon que l’élément est dans G` ou G´.
— Tout élément du groupe diédral Dn s’écrit soit sous la forme rm, soit sous la forme

srm (proposition 18.175(2)).
L’application φ : GÑ Dn suivante est donc une bijection :

"
φpRmq “ rm (18.572a)
φpσRmq “ srm. (18.572b)

Il nous reste à prouver que c’est un morphisme. Cela se fait en utilisant la table de
multiplication du groupe diédral donnée dans la proposition 18.179 et celle du groupe
G que nous venons d’écrire.

Définition 18.201 (Groupe de symétrie d’une partie de Rn[527]).
Si Y est une partie de Rn, nous définissons le groupe des symétries de Y par

SympY q “ tf P IsompRnq tel que fpY q “ Y u. (18.573)

Nous définissons aussi le groupe des symétries propres de Y par

Sym`pY q “ tf P Isom`pRnq tel que fpY q “ Y u (18.574)

où Isom`pRnq est le groupe des isométries positives de Rn, définition 18.92.
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THOooAYZVooPmCiWI

Théorème 18.202 ([527]).
Soit Y Ă R2.

(1) Si le groupe Sym`pY q est fini d’ordre n, alors c’est un groupe cyclique d’ordre n.
(2) Si Sym`pY q est fini, alors SympY q est soit cyclique 61 d’ordre n, soit isomorphe au groupe

diédral 62 d’ordre 2n.

Démonstration. Nous savons déjà par la proposition 18.99 que Sym`pY q est isomorphe à un sous-
groupe H` d’ordre n de SOp2q. Vérifions que ce groupe est cyclique. Si n “ 1, c’est évident. Si
n ě 2 alors nous savons que H` est constitué de rotations d’angles dans r0, 2πr et vu que c’est un
ensemble fini, il possède une rotation d’angle minimal (à part zéro). Notons α0 cet angle.

Nous montrons que H` est engendré par la rotation d’angle α0. Soit une rotation d’angle α.
Étant donné que α0 ă α nous pouvons effectuer la division euclidienne 63 de α par α0 et obtenir

α “ kα0 ` β (18.575)

avec β ă α0. Mézalors Rpβq “ RpαqRpα0q´k est également un élément du groupe. Cela contredit
la minimalité dès que β ‰ 0. Avoir β “ 0 revient à dire que α est un multiple de α0, ce qui signifie
que le groupe H` est cyclique engendré par α0.

Notons au passage que nous avons automatiquement α0 “ 2π
n parce qu’il faut Rpα0qn “ Id.

Nous avons prouvé que Sym`pY q est cyclique d’ordre n.
Nous étudions maintenant le groupe SympY q. Par la proposition 18.99 nous avons un morphisme

injectif
ϕ : SympY q Ñ Op2q, (18.576)

et en posant H “ ϕ
`

SympY q˘ nous avons un isomorphisme de groupes ϕ : SympY q Ñ H. Nous
savons aussi que ce ϕ se restreint en

ϕ : Sym`pY q Ñ H` Ă SOp2q (18.577)

où H` “ ϕ
`

Sym`pY q˘ “ H X SOp2q. Le groupe H` est cyclique et est engendré par la rotation
Rp2π{nq.

Supposons un instant que H Ă SOp2q. Alors nous avons H “ H` et ϕ est un isomorphisme
entre SympY q et le groupe cyclique engendré par Rp2π{nq.

Nous supposons à présent que H n’est pas un sous-ensemble de SOp2q. Quelles sont les isomé-
tries de R2 qui ne sont pas de déterminant 1 ? Il faut regarder dans le théorème 18.191 quelles
sont les isométries contenant un nombre impair de réflexions. Ce sont les réflexions et les réflexions
glissées. Or il ne peut pas y avoir de réflexion glissée dans un groupe fini, parce que si f est une
réflexion glissée, tous les fk sont différents.

Nous en déduisons que si H n’est pas inclus dans SOp2q, il contient une réflexion que nous
nommons σ. Nous allons en déduire que H » H` ˆAd C2 où C2 “ tId, σu. Si h P H nous pouvons
écrire

h “ phσϵqσϵ (18.578)

pour n’importe quelle valeur de ϵ, et en particulier pour ϵ “ ˘1.
Si h P SOp2q alors nous écrivons h “ hσ0 et si h R SOp2q nous écrivons h “ phσqσ. Vu que

hσ P SOp2q, cette dernière écriture est encore de la forme SOp2q ˆ C2. Quoi qu’il en soit, tout
élément de H s’écrit comme un produit

H “ H`C2. (18.579)

Cette décomposition est unique parce que si h1c1 “ h2c2 alors h´1
2 h1 “ c2c

´1
1 , et comme h´1

2 h1 P
H` nous avons c2c

´1
1 P H` et donc c1 “ c2. Partant, nous avons aussi h1 “ h2. Pour avoir

61. Définition 1.319.
62. Définition 18.170.
63. Théorème 1.215.
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le produit semi-direct, il faut encore montrer que AdpC2qH` Ă H`. Le seul cas à vérifier est
AdpσqH` Ă H`. Comme les éléments de H` sont caractérisés par le fait d’avoir un déterminant
positif, nous avons

AdpσqRpαq “ σRpαqσ´1 P H`. (18.580)

Remarque 18.203.
Tout ceci est cohérent avec le théorème de Burnside 9.310 parce que le sous-groupe fini de SOpnq
engendré par la rotation Rp2π{nq est un groupe d’exposant fini, à savoir que si h est dans ce
groupe, hn “ Id.

18.11.2 Relations trigonométriques dans un triangle rectangle

Nous donnons maintenant quelques relations trigonométriques classiques dans un triangle rec-
tangle. Le théorème de Pythagore est déjà le théorème 11.22 ; nous nous concentrons ici sur les
angles.

PROPooCDZVooKOQzct

Proposition 18.204.
Soient A,B, S P R2 des points distincts et non alignés formant un triangle rectangle en A :

pA´ Sq· pB ´Aq “ 0. (18.581)

En posant θ “ ASB
Ź

nous avons
cospθq “ }A´ S}

}B ´ S} (18.582)

et
sinpθq “ ˘}B ´A}}B ´ S} . (18.583)EQooEKZEooFeNImXEQooEKZEooFeNImX

Démonstration. Nous posons C “ A´ S et D “ B ´ S. Comme C ‰ 0, il existe une rotation Rα
telle que

" pRαCqx ą 0 (18.584a)
pRαCqy “ 0. (18.584b)

Nous posons X “ RαC et Y “ RαD.
Le triangle formé de O, X et Y est « posé » sur l’axe des abscisses et est rectangle en X,

c’est-à-dire
X · pY ´Xq “ 0. (18.585)

De ce fait, le point Y satisfait à Yx “ Xx. Et enfin, grâce aux propositions 18.163 et 18.164 nous
avons zASB “ {XOY .

Nous écrivons les relations qui définissent l’angle {XOY . Pour cela nous posons X 1 “ X{}X}
et Y 1 “ Y {}Y } et nous avons SUBEQooVHNDooPOfbjC

#
cospθq “ X 1

xY
1
x (18.586a)

sinpθq “ X 1
yY

1
y . (18.586b)

Vu que X “ pXx, 0q, nous avons X 1
x “ 1. De plus

}Y } “ }RαpDq} “ }D} “ }B ´ S}. (18.587)

En substituant les valeurs dans (18.586),

cospθq “ Y 1
x “

Yx
}Y } “

Xx

}B ´ S} “
}C}

}B ´ S} “
}A´ S}
}B ´ S} . (18.588)

Voilà déjà une chose de prouvée.
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Pour la seconde, nous avons sinpθq “ Y 1
y . Selon le signe de Yy nous avons Yy “ ˘}Y ´X} et

donc
sinpθq “ Y 1

y “
Yy
}Y } “

˘}Y ´X}
}Y } “ ˘}D ´ C}}Y } “ ˘}B ´A}}B ´ S} . (18.589)

Le signe sur la formule du sinus revient au fait que la définition de l’angle {AOB est de considérer
la rotation qui fait aller A vers B. Donc suivant la position relative de A, O et B, il se peut que
l’angle mesuré soit l’angle extérieur au triangle.

La proposition suivante est parfois prise comme définition de l’angle.

Proposition 18.205.
Soient trois points non alignés A,S,B P R2. Nous avons

cos
`zASB

˘ “ pA´ Sq· pB ´ Sq
}A´ S}}B ´ S} . (18.590)EQooOWULooVQntyEEQooOWULooVQntyE

Démonstration. Nous posons C “ A ´ S, D “ B ´ S, X “ C{}C} et Y “ D{}D}. Avec cela, la
définition 18.157 donne l’équation

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙ˆ
Xx

Xy

˙
“
ˆ
Yx
Yy

˙
(18.591)

que nous écrivons comme le système
"
Xx cospθq ´Xy sinpθq “ Yx (18.592a)
Xy cospθq `Xx sinpθq “ Yy. (18.592b)

Nous considérons maintenant cela comme un système pour
`

cospθq, sinpθq˘ :
ˆ
Xx ´Xy

Xy Xx

˙ˆ
cospθq
sinpθq

˙
“
ˆ
Yx
Yy

˙
. (18.593)

Le déterminant de la dernière matrice est Xx ` X2
y “ }X}2 “ 1 parce que X est unitaire. Cette

matrice est donc inversible et son inverse est vite calculée. Nous avons
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“
ˆ
Xx Xy

´Xy Xx

˙ˆ
Yx
Yy

˙
. (18.594)

Cela donne ce que nous voulions :

cospθq “ X ·Y “ C ·D

}C}}D} “
pA´ Sq· pB ´ Sq
}A´ S}}B ´ S} . (18.595)

Remarque 18.206.
Prendre la formule (18.590)

cos
`zASB

˘ “ pA´ Sq· pB ´ Sq
}A´ S}}B ´ S} . (18.596)

comme définition de l’angle zASB est cependant trompeur parce que ça ne permet de définir les
angles que sur une partie de r0, 2πr sur laquelle le cosinus est injectif. Pour réellement définir tous
les angles, il faut alors un peu bricoler.

Sans vouloir être méchant, je crois que ceux qui procèdent de cette manière sont ceux qui
donnent un cours sur le produit scalaire sans avoir l’intention de lier la définition d’une rotation
comme composée de réflexions aux matrices de SOp2q et aux fonctions trigonométriques.
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18.11.3 Pavages du plan
DEFooHPKFooSIDhCM

Définition 18.207.
Une application affine f : Rn Ñ Rn est un déplacement lorsqu’elle est une isométrie de pRn, dq
qui préserve l’orientation 64.

DEFooJPHKooRgCBJs

Définition 18.208 ([420]).
Un pavage de R2 est une paire pG,Kq où G est un groupe de déplacements 65 de R2 et K un
compact de R2 d’intérieur non vide telle que

(1) G·K “ R2,
ITEMooOIJZooZMKLUm

(2) Si g1, g2 P G satisfont g1 · IntpKq X g2 · IntpKq ‰ H, alors g1 ·K “ g2 ·K.
Nous disons qu’un groupe G de déplacements de R2 est un groupe de pavage de R2 si il existe
un compact K tel que la paire pG,Kq soit un pavage.

En termes de notations,

G·K “
ď

gPG
gpKq “

ď

gPG

ď

kPK
gpkq. (18.597)

LEMooWZSWooZYkICn

Lemme 18.209 ([1]).
Soient une bijection affine φ : R2 Ñ R2 ainsi qu’une droite d et un point A. Nous notons S la
partie de R2 située du côté de d contenant A.

Alors φpSq est la partie de R2 située du côté de φpdq contenant φpAq.
Démonstration. La droite d est donnée par une application affine f : R2 Ñ R et la définition

d “ tx P R2 tel que fpxq “ 0u. (18.598)

Nous supposons que fpAq ą 0 ; sinon, nous pouvons utiliser ´f au lieu de f . Donc

S “ tx P R2 tel que fpxq ą 0u. (18.599)

La partie φpSq est alors donnée par

φpSq “ tφpxq tel que fpxq ą 0u. (18.600)

Comme φ est une bijection, cela s’écrit aussi bien

φpSq “ ty P R2 tel que f
`
φ´1pyq˘ ą 0u. (18.601)

De même
φpdq “ ts P R2 tel que f

`
φ´1psq˘ “ 0u. (18.602)

Donc les deux côtés de la droite φpdq sont donnés par le signe de f ˝ φ´1. Nous avons

pf ˝ φ´1q`φpAq˘ “ fpAq ą 0. (18.603)

Donc φpAq P φpSq.
LEMooZOXVooTJiLTF

Lemme 18.210.
Le groupe

G “ grpτe1 , τe2q (18.604)

est un groupe de pavage du plan.
64. Définition 9.32.
65. Définition 18.207.
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Démonstration. Il suffit de prendre le carré K “ r0, 1sˆr0, 1s. En appliquant les translations, nous
recouvrons tout le plan, sans intersection des intérieurs des carrés. Notons toutefois qu’il y a un
recouvrement des bords.

LEMooTMRGooChBzZg

Lemme 18.211 ([1, 540]).
Le groupe

G “ grpτe1 , τe2 , R0pπqq (18.605)

est un groupe de pavage du plan.

Démonstration. Le compact à considérer est K “ r0, 1
2 s ˆ r0, 1s. Le compact K et son image par

R0pπq sont représentés sur la figure 18.8.
En agissant sur K avec les translations verticales et horizontales, nous recouvrons des bandes

verticales de largeur 1{2. En agissant de même sur R0pπqpKq, nous recouvrons les autres bandes
verticales.

Donc G·K recouvre bien R2. Il serait cependant un peu présomptueux de croire en avoir fini.
Il faut vérifier la condition (2) de la définition 18.208 d’un pavage.

Supposons que g1 · IntpKq X g2 · IntpKq ‰ H. Cela signifie qu’il existe k1, k2 P IntpKq tels
que g1pk1q “ g2pk2q, ou encore que

pg´1
2 g1qk1 “ k2 P IntpKq. (18.606)EQooITJEooUkUKuuEQooITJEooUkUKuu

Quelle est la forme d’un élément général de G ? Le lemme 1.316 nous indique qu’un élément
général de G est un produit fini de τe1 , τe2 et R0pπq. Mais nous savons que si α est linéaire,

α ˝ τu “ ταpuq ˝ α. (18.607)

Dans notre cas, dans un produit général, nous pouvons déplacer tous les facteurs R0pπq à droite en
changeant des τei en τR0pπqei

“ τ´ei . Les translations par contre commutent sans faire d’histoires.
Donc un élément général de G est de la forme

g “ τke1τ
l
e2R0pπqm (18.608)

Nous pouvons évidemment restreindre m à t0, 1u. Supposons k P IntpKq et gpkq P IntpKq. Nous
avons 0 ă kx ă 0.5. Si m “ 1, alors gpkqx P s´1{2, 0r et aucun τke1gpkqx ne pourra plus être entre
0 et 1{2. Donc m “ 0. À partir de là, pour avoir gpkq P IntpKq nous devons avoir également
k “ l “ 0. Donc g “ Id.

Deux éléments g1 et g2 vérifiant la condition (18.606) doivent donc vérifier g´1
2 g1 “ Id, et donc

g1 “ g2. Par conséquent g1 ·K “ g2 ·K.

´1 1
´1

1

Figure 18.8: Le compact K et son image par R0pπq pour le lemme 18.211.LabelFigATJSooefYkmCbP

LEMooJPNDooHDCLnY

Lemme 18.212 ([1, 540]).
Le groupe

grpτe1 , τe2 , R0pπ{2qq (18.609)

est un groupe de pavage.
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Démonstration. Le pavé à considérer est

K “ r´1
2 , 0s ˆ r0,

1
2 s. (18.610)

En lui appliquant trois fois la rotation R0pπ{2q, nous reconstituons le carré r´1
2 ,

1
2 s ˆ r´1

2 ,
1
2 s.

Ensuite, avec les translations, nous pavons tout le plan.
Pour la seconde condition, nous procédons comme dans la démonstration du lemme 18.211.

D’abord R0pπ{2qe1 “ e2 et R0pπ{2qe2 “ ´e1. Donc dans un produit général de τe1 , τe2 et R0pπ{2q
(et de leurs inverses), toutes les rotations peuvent être mises à droite ; nous avons donc un élément
général de G sous la forme

g “ τa ˝R0pπ{2qk (18.611)

avec a P Ze1 ` Ze2 et k P t0, 1, 2, 3u.
Vu que les translations se font par nombres entiers tandis que les différences de coordonnées

entre les R0pπ{2qkK sont demi-entiers, si k P IntpKq, alors aucun τa ne permet d’avoir pτa ˝
R0pπ{2qqk P IntpKq.

Bref, si pg´1
2 g1qk P K, alors encore une fois g´1

2 g1 “ Id.

Et c’est maintenant que les choses compliquées commencent.
LEMooMWWEooEbZXtb

Lemme 18.213.
Le groupe

gr
`
τe1 , τp´ 1

2 ,
?

3
2 q, R0pπ{3q

˘
(18.612)

est un groupe de pavage.

Démonstration. Ici le compact K est le triangle de sommets A “ p0, 0q, B “ p1
2 ,

?
3

6 q et C “ p1, 0q.
Plus précisément il s’agit de l’intersection des trois parties suivantes :

— le côté de la droite pABq où est C,
— le côté de la droite pACq où est B,
— le côté de la droite pBCq où est A.

Il est bon d’écrire ces trois conditions sous forme d’inéquations.
— La droite AB est donnée par l’équation fABpx, yq “ 0 pour fABpx, yq “ x ´ ?3y. Puisque

fABpCq “ 1, la première inéquation pour K est

x´?3y ě 0. (18.613)

— Pour la droite pBCq nous avons fBCpx, yq “ ´x´
?

3y ` 1 et fBCpAq “ 1. Donc la seconde
inéquation pour K est

´x´?3y ` 1 ě 0 (18.614)

— La droite AC est donnée par l’application fACpx, yq “ y. Vu que fACpBq “
?

3{6, nous avons
la troisième inéquation pour K :

y ě 0. (18.615)

En résumé, la définition de K est le système SUBEQSooECKFooOdneOA

$
’&
’%

x´?3y ě 0 (18.616a)
´x´?3y ` 1 ě 0 (18.616b)
y ě 0. (18.616c)

La figure 18.9(a) nous montre ce triangle et l’action des puissances de R0pπ{3q sur lui. Pour
votre gouverne, la matrice de cette rotation est

R0pπ{3q “
ˆ

1{2 ´?3{2?
3{2 1{2

˙
. (18.617)EQooMRRXooTebLltEQooMRRXooTebLlt
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La figure 18.9(c) vous montre une partie de ce pavage dans toute sa splendeur.
Puisque les translations sont u1 “ e1 et u2 “ p1

2 ,
?

3
2 q, il est suffisant de montrer que notre

pavage pave réellement le parallélogramme construit sur ces deux vecteurs. Nous vous avons très
obligeamment dessiné ce parallélogramme pavé sur la figure 18.9(b).

Pour montrer que les triangles dessinés pavent effectivement le parallélogramme, nous allons
procéder à une exhaustion de cas. Soit px, yq dans le parallélogramme.

Nous commençons par couper le parallélogramme en deux parties suivant la diagonale allant de
u1 à u2. Dans la vie mon p’ti gars, il y a deux types de points : ceux qui vérifient x` 1?

3y´ 1 ď 0
et les autres.

(1) Si x` y{?3´ 1 ď 0 Ceci est le côté de p0, 0q. Nous subdivisons suivant la petite barre
verticale (suivez le dessin), c’est-à-dire suivant les deux cas : x ě 1

2 et x ď 1
2 .

(1a) Si x ď 1
2 Enfin nous coupons avec la droite diagonale partant de p0, 0q, c’est-à-dire

selon que x´?3y ď 0 ou x´?3y ě 0.
(1a.i) Si x´?3y ď 0 Les points dont nous parlons sont les px, yq P R2 vérifiant SUBEQSooNYWDooYMNVad

$
’’’’&
’’’’%

x` 1?
3
y ´ 1 ď 0 (18.618a)

x ď 1
2 (18.618b)

x´?3y ď 0. (18.618c)

En suivant le dessin, vous remarquerez que l’élément de G à considérer est

g “ τe1 ˝ τp´ 1
2 ,

?
3

2 q ˝R0pπ{3q4. (18.619)

Nous avons EQSooOJBFooCTaTtu

gpAq “ `1
2 ,
?

3
2
˘

(18.620a)

gpBq “ `1
2 ,
?

3
6
˘

(18.620b)

gpCq “ p0, 0q. (18.620c)

Ce que les équations (18.618) décrivent est l’intersection des trois parties suivan-
teas 66 :
— le côté de la droite

`
gpAqgpBq˘ contenant gpCq,

— le côté de la droite
`
gpAqgpCq˘ contenant gpBq,

— le côté de la droite
`
gpBqgpCq˘ contenant gpAq,

Le lemme 18.209 nous permet d’exprimer ces trois parties en termes de K :
— l’image par g du côté de la droite pABq contient C,
— l’image par g du côté de la droite pACq contient B,
— l’image par g du côté de la droite pBCq contient A,
Comme g est une bijection, l’intersection des images par g est l’image par g de
l’intersection. Bref, les équations (18.620) décrivent l’image par g de K.
Cette partie est donc pavée par pG,Kq.

(1a.i) Si x´?3y ě 0 hop, même calculs avec des petites variations. Nous laissons la
lectrice s’en occuper.

(1b) Si x ě 1
2 hop.

(2) Si x` y{?3´ 1 ě 0 hop.

66. Personnellement, je n’ai pas vérifié, mais ça m’étonnerait que ce soit faux. Vérifiez et écrivez-moi.
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Les cas listés se traitent surement de la même façon. Nous tenons pour prouvé que pG,Kq est bien
surjectif sur R2.

Nous devons encore montrer la condition (2) de la définition 18.208. Commençons par détermi-
ner la forme générale d’un élément de G sous la forme τa ˝ r0 où r0 est une application linéaire. Le
lemme 1.316 nous indique qu’un élément général de G “ grpτe1 , τp 1

2 ,
?

3
2 q, R0pπ{3qq est un produit

arbitraire (mais fini) de τe1 , τp 1
2 ,

?
3

2 q et de R0pπ{3q et de leurs inverses.
Comme toujours nous avons α ˝ τv “ ταpvq ˝ α. Donc nous pouvons passer toutes les rotations

R0pπ{3q et R0pπ{3q´1 à droite du produit, quitte à produire des translations des formes suivantes :

R0pπ{3qke1 (18.621a)

R0pπ{3qk
`1

2 ,
?

3
2
˘

(18.621b)

R0pπ{3q´ke1 (18.621c)

R0pπ{3q´k
`1

2 ,
?

3
2
˘
. (18.621d)

En utilisant la matrice (18.617) nous trouvons assez vite que SUBEQooEMVIooNaaMqk

R0pπ{3qe1 “
ˆ

1{2?
3{2

˙
(18.622a)

R0pπ{3q2e1 “
ˆ´1{2?

3{2
˙

(18.622b)

R0pπ{3q3e1 “ ´e1. (18.622c)

Les applications suivantes deR0pπ{3q ne donnent rien de nouveau, si ce n’est le signe. Les puissances
de R0pπ{3q appliquées à

`1
2 ,

?
3

2
˘

sont déjà parmi celles listées en (18.622). Quant aux inverses,
R0pπ{3q´1 “ R0pπ{3q5 ; donc rien de nouveau non plus.

Un élément général de G est donc dans

τv ˝R0pπ{3qk (18.623)

avec v dans

Ze1 ` Z
˜

1{2?
3

2

¸
` Z

˜
´1{2?

3
2

¸
. (18.624)

Remarquons que ˆ´1{2?
3{2

˙
“ ´e1 `

ˆ
1{2?
3{2

˙
. (18.625)

Donc un élément général de G est

τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,

?
3

2 q ˝R0pπ{3qm. (18.626)

Nous pouvons maintenant prouver notre point. Pour cela nous allons successivement considérer
les 5 rotations de K présentées dans la sous-figure 18.9(a). Pour chacune nous allons montrer
qu’aucune translation ne permet d’obtenir une intersection avec K.

Nous allons en faire un seul en détail.
(1) Pour L “ R0pπ{3qK hop. les détails sont laissés à notre aimable lecteur qui ne pourra pas

ne pas compléter tous les cas.
(2) Pour L “ R0pπ{3q2K Nous allons prouver que si px, yq P IntpLq, alors

τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,

?
3

2 qpx, yq (18.627)
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ne peut pas être dans IntpKq. Pour la simplicité des notations nous notons r “ R0pπ{3q2 ;
nous avons

r “
ˆ´1{2 ´?3{2?

3{2 ´1{2
˙
. (18.628)

Nous considérons g “ τke1 ˝ τp´ 1
2 ,

?
3

2 q ˝ r. Un calcul nous donne l’image de px, yq par g :

gpx, yq “ τke1 ˝ τ lp´ 1
2 ,

?
3

2 q

˜
´1

2x´
?

3
2 y

´
?

3
2 x´ 1

2y

¸
“
˜
´1

2x´
?

3
2 y ` k ´ 1

2 l?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l

¸
. (18.629)

Nous considérons px, yq P IntpKq tel que gpx, yq P IntpKq, et nous allons trouver une contra-
diction. Le fait que px, yq P IntpKq signifie que px, yq satisfait les inéquations (18.616) mais
avec des inégalités strictes. Le fait que gpx, yq P IntpKq nous donne trois inéquations de plus.
Assez rapide calcul :

fAB
`
gpx, yq˘ “ ´2x` k ´ 2l, (18.630a)

fBC
`
gpx, yq˘ “ ´x´?3y ´ k ´ l ` 1, (18.630b)

fAC
`
gpx, yq˘ “

?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l. (18.630c)

Au final, notre point px, yq doit satisfaire le système suivant :
$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

x´?3y ą 0SUBEQooQJBRooSvcvfW (18.631a)
´x´?3y ` 1 ą 0SUBEQooLWJQooAIQhCh (18.631b)
y ą 0SUBEQooYCVNooHJHVWt (18.631c)
´2x` k ´ 2l ą 0SUBEQooYYVUooORxLnp (18.631d)
´x´?3y ´ k ´ l ` 1 ą 0SUBEQooRRGQooYtSxso (18.631e)?

3
2 x´ 1

2y `
?

3
2 l ą 0SUBEQooSNVNooVrIVVy

. (18.631f)

Les inéquations 18.631c et 18.631a donnent déjà x ą 0. De même avec 18.631b nous trouvons
x ă 1. Voilà déjà x P s0, 1r qui est directement visible sur le dessin du triangle K.
Puisque x ą 0, l’inéquation (18.631d) donne

k ´ 2l ą ´2x` k ´ 2l ą 0. (18.632)

Donc k ´ 2l ą 0.
Comme x ă 1 et y ą 0, l’inéquation (18.631f) donne

?
3

2 `
?

3
2 l ą

?
3

2 x´ 1
2y `

?
3

2 l ą 0. (18.633)

Donc
?

3
2 p1` lq ą 0. Comme l est entier, cela donne l ě 0.

Enfin, de (18.631e) nous tirons

´k ` 1 ą ´x´?3y ´ k ´ l ` 1 ą 0, (18.634)

Ce qui donne k ă 1 et donc k ď 0.
En résumé nous avons trouvé trois inéquations pour k et l :

$
’&
’%

k ď 0 (18.635a)
l ě 0 (18.635b)
k ´ 2l ą 0. (18.635c)

Ce système est impossible.
Il n’existe donc pas de translation qui, appliquée à IntpLq, donne une intersection avec IntpKq.
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(3) Pour L “ R0pπ{3q3K hop.
(4) Pour L “ R0pπ{3q4K hop.
(5) Pour L “ R0pπ{3q5K hop.

Voilà. J’espère que toutes les idées sont en place, et que les parties manquantes sont seulement des
vérifications qui se font mécaniquement, de la même manière 67.

´1 1
´1

1

LabelFigPWMCooGWYCczZnssLabelSubFigPWMCooGWYCczZn0

(a) Le compact K et ses ro-
tations.

1

1

LabelFigPWMCooGWYCczZnssLabelSubFigPWMCooGWYCczZn1

(b) Une maille du réseau des
translations de G.

´6 ´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6

´3

´2

´1

1

2

3

LabelFigPWMCooGWYCczZnssLabelSubFigPWMCooGWYCczZn2

(c) Une partie du pavage complet.

Figure 18.9: Illustrations pour le pavage du lemme 18.213.LabelFigPWMCooGWYCczZn

LEMooGSQSooGSfkaL

Lemme 18.214.
Le groupe

gr
`
τ1, τp´ 1

2 ,
?

3
2 q, R0pπ{3

˘q (18.636)

est un groupe de pavage.

D’après [540], la démonstration du lemme 18.214 demande d’utiliser le losange de sommets
p0, 0q, p1, 0q, p1

2 ,
?

3
6 q et p1

2 ,´
?

3
6 q 68.

LEMooEKWZooYbcGBp

Lemme 18.215 ([1]).
Soient u1, u2 P R2 non colinéaires, ainsi que α, β P r0, 1s. Nous considérons v “ αu1 ` βu2.

Nous supposons pour fixer les idées, que }u1} ě }u2}. Alors

mint}v}, }u1 ` u2 ´ v}u ď }u1}. (18.637)

67. Je n’ai pas vérifié. Faites-le et écrivez-moi pour me dire ce qu’il en est.
68. Je n’ai pas vérifié, mais à mon avis une preuve doit prendre les mêmes idées que celles du lemme 18.213.
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Autrement dit, tout point intérieur d’un parallélogramme est plus proche d’un angle que la longueur
du plus long côté.

Démonstration. Les points αu1 ` βu2 (α, β P r0, 1s) se divisent en deux parties : ceux avec 0 ď
α` β ď 1 et ceux avec 1 ď α` β ď 2.

Si α` β ď 1 alors

}αu1 ` βu2} ă }αu1} ` β}u2} “ α}u1} ` β}u2} ď pα` βq}u1} ď }u1}. (18.638)

L’inégalité est stricte parce que u1 et u2 ne sont pas colinéaires.
Si au contraire α` β ě 1 nous avons

}u1 ` u2 ´ αu1 ´ βu2} ă }p1´ αqu1} ` }p1´ βqu2} ă p2´ α´ βq}u1} ď }u1}. (18.639)

LEMooWKTGooQlfuxm

Lemme 18.216.
Soient un ensemble E, et deux bijections r, s : E Ñ E ayant chacune un unique point fixe. Si elles
commutent, alors leurs points fixes sont égaux.

Démonstration. Nous nommons a le point fixe de r et b celui de s. Pour tout x P E nous avons
prsqpxq “ psrqpxq. En particulier pour x “ s´1paq. D’une part

prsqpxq “ rpaq “ a. (18.640)

Et d’autre part,
psrqpaq “ psrs´1qpaq (18.641)

Si nous imposons psrs´1qpaq “ a, nous avons, en appliquant s´1 des deux côtés : prs´1qpaq “
s´1paq. Cela prouve que s´1paq est un point fixe de r. Donc s´1paq “ a.

Nous en déduisons que a est un point fixe de s et donc que a “ b.
LEMooDGSJooCiBhZz

Lemme 18.217.
Soit un sous-groupe T de pR2,`q tel que }v} ą δ pour tout v ‰ 0 dans T .

Alors si u1 et u2 sont les plus petits éléments en norme de T , nous avons

T “ Zu1 ` Zu2. (18.642)

Démonstration. Nous décomposons en plusieurs parties.
(1) R`v X T “ Nvm Soit v P T . L’ensemble tλ P R` tel que λv P T u a un minimum parce

que tous les éléments de T sont en norme plus grands que δ ą 0. Soit λm ce minimum et
vm “ λmv.
Nous prétendons à présent queR`vXT “ Nvm. Nous ne faisons d’ailleurs pas que prétendre ;
nous prouvons. En effet, soit λv P T . Nous devons prouver que λ “ lλm pour un certain l P N.
Soit k P N tel que k ď λ ă k ` 1.
Nous avons

pk ` 1qλm ´ λ ď pk ` 1qλm ´ kλm “ λm. (18.643)
Vu que T est un groupe pour l’addition, et que λmv P T et λv P T , cela implique que`pk ` 1qλm ´ λ

˘
v P T . Mais

|`pk ` 1qλm ´ λ
˘
v| ď λm. (18.644)

Vue la propriété de minimalité de λm, nous avons forcément

pk ` 1qλm ´ λ “ λm. (18.645)

Cela prouve que λ “ kλm.
Jusqu’ici nous avons prouvé que

R`v X T “ Nvm (18.646)
pour un certain multiple vm de v.
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(2) }u1} ď }v} pour tout v
Nous montrons à présent qu’il existe u1 P T tel que }u1} ď }v} pour tout v P T . Si tel n’était
pas le cas, il existerait une suite vk P T telle que }vk`1} ă }vk}. Toute cette suite serait
contenue dans la couronne (compacte) de rayons δ et }u1}. Quitte à prendre une sous-suite,
nous pouvons supposer que pvkq converge 69. Cette suite serait de Cauchy et pour tout ϵ (en
particulier ϵ ă δ), il existerait p, q tels que }vp ´ vq} ă ϵ. Puisque T est un groupe pour
l’addition, nous aurions vp ´ vq P T avec }vp ´ vq} ă ϵ ď δ.

(3) Première pause
Si T est engendré seulement par u1, nous avons fini. Autrement dit, si tout T est dans un
sous-espace de dimension 1 de R2, nous avons terminé.
Dans la suite, nous supposons donc que T n’est pas contenu dans un sous-espace de dimension
1.

(4) T “ Zu1 ` Zu2 Soient u1 et u2 les deux plus petits éléments de T en norme (peut-être
ex-aequo). Ces deux éléments ne sont pas colinéaires, sinon leur différence serait plus petite.
Ils forment donc une base de R2.
Soit v P T . Comme tu1, u2u est une base de R2, il existe α, β P R tels que

v “ αu1 ` βu2. (18.647)

Notre but est à présent de prouver que α, β P Z.
Si ce n’était pas le cas, une simple translation nous mènerait dans les circonstances du lemme
18.215. Nous aurions alors que, soit }v}, soit }u1`u2´v} serait strictement plus petit que le
plus grand entre }u1} et }u2}. Cela contredirait le fait que }u1} et }u2} étaient les deux plus
petits.

PROPooPQYXooIDZlHy

Proposition 18.218 ([1]).
Si G est un groupe de pavage 70 de R2 et si f : R2 Ñ R2 est une isométrie affine, alors le groupe

G1 “ f ˝G ˝ f´1 “ tf ˝ g ˝ f´1 tel que g P Gu (18.648)

est un groupe de pavage.

Démonstration. Soit un compact K tel que pG,Kq soit un pavage. Nous notons K 1 “ fpKq. Nous
devons prouver deux choses :

— f ˝G ˝ f´1 est un groupe de déplacements ;
— pG1,K 1q est un pavage.

Ceci mène à prouver trois éléments.

(1) G1 est constitué de déplacements Les éléments de G sont des isométries, ainsi que f et
f´1. Donc les éléments de G1 sont des isométries.
Soit g P G. Comme g est affine, il existe une décomposition g “ τv ˝ g0 où g0 est linéaire.
De même f “ τw ˝ f0. Les règles du produit et de l’inverse de la proposition 8.62(2)(3) nous
indiquent que la partie linéaire de fgf´1 est f0g0f

´1
0 .

En ce qui concerne le déterminant de f0g0f
´1
0 , c’est la proposition 9.13 qui nous indique que

detpf0g0f
´1
0 q “ detpf0q detpg0q detpf´1

0 q “ detpf0qdetpg0qdetpf0q´1 “ detpg0q “ 1.
(18.649)

69. Proposition 7.278.
70. Définition 18.208.
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(2) G1 ·K 1 “ R2 Comme f est affine, K 1 est encore compact 71 Nous avons :

pf ˝G ˝ f´1q`fpKq˘ “
ď

gPG

ď

kPK
pf ˝ g ˝ f´1q`fpkq˘ (18.650a)

“
ď

gPG

ď

kPK
pf ˝ gqpkq (18.650b)

“
ď

gPG
f
` ď

kPK
gpkq˘ (18.650c)

“
ď

gPG
pf ˝ gqpKq (18.650d)

“ f
` ď

gPG
gpKq˘ (18.650e)

“ f
`
G·K

˘
(18.650f)

“ R2. (18.650g)

Pour la dernière égalité, nous avons utilisé le fait que f est bijective et que G·K “ R2.
(3) L’autre condition Deux éléments de G1 s’écrivent fg1f´1 et fg2f´1. Nous les supposons

tels que
pfg1f

´1q· IntpK 1q X pfg2f
´1q· IntpK 1q ‰ H. (18.651)

Nous avons :

pfg1f
´1q· IntpK 1q X pfg2f

´1q· IntpK 1q “ f
`
g1 · IntpKq˘X f`g2 · IntpKq˘ (18.652a)SUBEQooWPMUooWvfdAwSUBEQooWPMUooWvfdAw

“ f
`
g1 · IntpKq X g2 · IntpKqloooooooooooooooomoooooooooooooooon

‰H

˘
(18.652b)SUBEQooTOGSooNrArAkSUBEQooTOGSooNrArAk

‰ H. (18.652c)

Justifications :
— Égalité (18.652a) parce qu’un peu de topologie nous enseigne que f´1` IntpK 1q˘ “

Int
`
f´1pK 1q˘ “ IntpKq parce que f est affine.

— Égalité (18.652b) parce que, f étant bijective, fpAq X fpBq “ fpAXBq ;

THOooUPHQooYfeHAy

Théorème 18.219 ([420, 540]).
Nous notons τv la translation de vecteur v, rA,θ la rotation de centre A et d’angle θ ainsi que
τi “ τei.

Un groupe G est un groupe de pavage de R2 si et seulement si il existe une bijection affine
f : R2 Ñ R2 telle que f ˝G ˝ f´1 est un groupe de la liste suivante :

(1) gr
`
τ1, τ2q

(2) gr
`
τ1, τ2, R0pπq

˘

(3) gr
`
τ1, τp 1

2 ,
?

3
2 q, R0p2π{3q

˘

(4) gr
`
τ1, τ2, R0pπ{2q

˘

(5) gr
`
τ1, τp´ 1

2 ,
?

3
2 q, R0pπ{3

˘q.

Démonstration. Les lemmes 18.210, 18.211, 18.212, 18.213, et 18.214 montrent que les groupes
listés sont des groupes de pavage. La proposition 18.218 nous montre alors que si H “ fGf´1 est
dans la liste, alors G est un groupe de pavage. Il nous reste à montrer que si G est un groupe de
pavage, alors il existe une application affine α telle que αGα´1 est un groupe de la liste.

Soit pG,Kq un pavage de R2. Nous notons T l’ensemble des translations dans G, plus précisé-
ment,

T “ tv P R2 tel que τv P Gu. (18.653)
71. Il suffit de prouver que fpKq est fermé et borné par le théorème de Borel-Lebesgue 10.24.
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(1) Une borne pour T Nous prouvons qu’il existe δ ą 0 tel que }v} ą δ pour tout v ‰ 0 P T .
En effet, soit m P IntpKq ainsi que r tel que Bpm, rq Ă IntpKq. Alors si v P T est tel que
}v} ă r nous avons τvpmq P IntpKq, ce qui donnerait

m P τv
`

IntpKq˘X IntpKq (18.654)

par hypothèse, cette intersection est non vide seulement si v “ 0.
Donc il existe δ tel que }v} ě δ pour tout v P T .

(2) Utilisation du lemme
La partie T est donc dans la position du lemme 18.217 et nous avons

T “ Zu1 ` Zu2 (18.655)

pour les vecteurs u1 et u2 les plus petits en norme de T .
En réalité, il se peut que T soit plus petit que ça, parce que G peut par exemple ne contenir
aucune translation. Nous avons trois possibilités :

— T “ t0u,
— T “ Zu pour un certain u ‰ 0 dans R2,
— T “ Zu1 ` Zu2 pour certains u1, u2 P R2zt0u.

(3) Translation Si r, s P G, alors l’élément rsr´1s´1 est une translation. En effet, puisque les
éléments de G sont des déplacements, ce sont des applications affines et donc il existe des
applications linéaires Ar, As et des translations τr, τs telles que r “ Ar ˝ τr et s “ As ˝ τs. La
proposition 8.62 nous donne les inverses. Nous avons

rsr´1s´1 “ pAr ˝ τrqpAs ˝ τsqpA´1
r ˝ τ´ArvrqpA´1

s ˝ τ´Asvsq. (18.656)

La partie linéaire de cela est
Ar ˝As ˝A´1

r ˝A´1
s . (18.657)

C’est donc une composée de rotations centrées en p0, 0q. Mais ces rotations forment un groupe
abélien (proposition 18.129). Donc nous pouvons écrire

Ar ˝As ˝A´1
r ˝A´1

s “ Ar ˝A´1
r ˝As ˝A´1

s “ Id . (18.658)

Tout ceci pour dire que dès que r, s P G, l’élément rsr´1s´1 est une translation.
(4) Les parties linéaires[1] Nous savons de l’exemple 8.18 que les éléments de G s’écrivent

sous la forme f “ τv ˝ α où v P R2 et α : R2 Ñ R2 est linéaire.
De plus, f étant une isométrie de pR2, dq, l’application α est une isométrie de pR2, }.}q.
Puisque α est une isométrie, detpαq “ ˘1. Mais les déplacements conservent l’orientation ;
donc α doit conserver l’orientation, et la proposition 9.31 nous dit que detpαq ą 0. Donc

detpαq “ 1. (18.659)

Le théorème 18.95 dit que α est la composition d’un nombre pair de réflexions. Mais comme
il y en a au plus trois (théorème 18.189), l’application α est composée de zéro ou deux
réflexions.
Donc les parties linéaires des éléments de G sont des rotations.

(5) Les autres
Les parties linéaires des éléments de G sont des rotations. Mais les éléments de G eux-
mêmes ne sont pas tellement mystérieux. Puisque ce sont des isométries de pR2, dq, elles sont
composées de 0, 1, 2 ou 3 réflexions.
Mais ce sont des déplacements, donc ils préservent l’orientation et le théorème 18.95 dit qu’ils
sont des composées de zéro ou deux réflexions (nombre pair). Ce sont donc des rotations.
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(6) Hein ? Les éléments linéaires de G sont des rotations. Et les autres aussi ? Les linéaires
sont des rotations autour de p0, 0q ; les autres sont des rotations autour de points autres que
p0, 0q.
C’est pourquoi dans la suite, nous préciserons « rotation linéaire » pour une rotation autour
de p0, 0q et nous dirons « rotation » pour une rotation en général. Dans le contexte affine, il
faut toujours faire attention à ça : une rotation peut très bien n’être pas linéaire 72.

(7) Les rotations linéaires stabilisent T Nous prouvons maintenant que les rotations li-
néaires de G stabilisent T , c’est-à-dire que si v P T et si α est une rotation linéaire de G,
alors αpvq P T . La transformation ατvα

´1 est dans G. Mais pour tout x P R2 nous avons

pατvα´1qpxq “ α
`
α´1pxq ` v˘ “ x` αpvq “ ταpvqpxq. (18.660)EQooLLZVooUuabirEQooLLZVooUuabir

Donc ατα´1 “ ταpvq et αpvq P T .
(8) Exclusion de T “ t0u Le fait que T “ t0u ne signifie pas que tous les éléments de G sont

des rotations ; il peut encore y avoir des composées de rotations et de translations A˝ τ . Cela
étant dit, si T “ t0u, il n’en reste pas moins que rsr´1s´1 est une translation, c’est-à-dire
est égal à Id. Mais rsr´1s´1 “ e implique rs “ sr.
Donc G est abélien. Les éléments de G sont donc des rotations qui commutent deux à deux.
Puisqu’une rotation a son centre comme unique point fixe, le lemme 18.216 nous dit que tous
les éléments de G sont des rotations de même centre.
Soit c le centre commun de tous les éléments de G. Vu que K est compact dans R2, il existe
r ą 0 tel que K Ă Bpc, rq. Puisque G stabilise toutes les boules centrées en c, nous avons

G·K Ă Bpc, rq. (18.661)

Donc nous n’avons pas un recouvrement de R2. Le cas T “ t0u est exclu.
(9) Exclusion de T “ Zu Nous supposons à présent que T “ Zu pour un certain u P R2.

(9a) r0 “ ˘ Id Nous savons que tous les éléments de G sont des rotations ; soit un élément
r de G. La proposition 18.128(3) nous indique qu’il existe un point a P R2 ainsi qu’une
rotation linéaire r0 telle que r “ τ´1

a r0τa. Nous allons prouver que r0 est ˘ Id. D’abord,

rτur
´1 “ τ´1

a r0τaτuτ
´1
a r´1

0 τa “ τ´1
a r0τur

´1
0 τa. (18.662)

Ensuite, nous appliquons cela à x P R2 :

pτ´1
a r0τur

´1
0 τaqpxq “ pτ´1

a r0τuq
`
r´1

0 px` aq˘ (18.663a)
“ pτ´1

a r0q
`
r´1

0 px` aq ` u˘ (18.663b)
“ τ´1

a

`
x` a` r0puq

˘
(18.663c)

“ x` r0puq. (18.663d)

Donc r˝τu ˝r´1 “ τr0puq, ce qui prouve que r0puq P T . Comme }r0puq} “ }u} nous avons
forcément r0puq “ ˘u.
Si r0puq “ u, alors r0 “ Id (parce que r0 est une rotation fixant plus qu’un seul point).
Dans ce cas, r “ Id.
Si au contraire r0puq “ ´u, alors r0 “ ´ Id.

(9b) Forme générale Donc si r est un élément non trivial de G nous avons r “ τ´1
a ˝

p´ Idq ˝ τa, et alors
`
τ´1
a ˝ p´ Idq ˝ τa

˘pxq “ τ´1
a p´ Idqpx` aq “ τ´1

a p´x´ aq “ ´x´ 2a. (18.664)

Donc pour tout r P G, il existe a P R2 tel que

rpxq “ ´x´ 2a. (18.665)EQooQGNVooKyCCYWEQooQGNVooKyCCYW

Pour information, le centre de cette rotation est ´a (c’est le seul point fixe).
72. Lorsque, ailleurs dans le Frido, nous disons « rotation », souvent nous pensons « rotation linéaire ». Gardez

cependant à l’esprit qu’une rotation peut très bien être centrée ailleurs qu’en l’origine, et soyez toujours capable de
préciser le cas échéant.
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(9c) Les centres sont alignés Soit r une rotation de centre ´a et s de centre ´b. Alors

prsqpxq “ rp´x´ 2bq “ x` 2b´ 2a “ x` 2pb´ aq. (18.666)

Donc rs “ τ2pb´aq.
Cela prouve que 2pb´ aq P Zu.

(9d) Une bande Soit la droite D “ Ru. Nous considérons la bande

Br “ tx P R2 tel que dpx,Dq ă ru. (18.667)

(9e) Une inclusion Nous prouvons à présent que pour tout r, nous avons

G·Br Ă Br. (18.668)

Nous savons qu’un élément général de G est une rotation centrée en un point de D, et
que l’action d’une telle rotation est donnée par (18.665). Nous avons

d
`
rpxq, D˘ “ dpx` 2a,Dq (18.669a)EQooNCQGooGGAhCREQooNCQGooGGAhCR

“ d
`
τ´1

2a px` 2aq, τ´1
2a pDq

˘
(18.669b)EQooNFJNooSAYtBDEQooNFJNooSAYtBD

“ dpx,Dq. (18.669c)SUBEQooMGTMooAlRwWTSUBEQooMGTMooAlRwWT

Justifications :
— Pour (18.669a), nous avons D “ ´D et dpx, yq “ dp´x,´yq.
— Pour (18.669b), invariance par translation de la distance dans R2.
— Pour (18.669c), les éléments de D sont les multiples de a ; donc cette droite est

invariante par cette translation.
Bref, dpx,Dq “ d

`
rpxq, D˘

. Donc, pour tout r ą 0 73 et pour tout g P G, si x P Br, alors
gpxq P Br.

(9f) Exclusion
Comme K est compact et que la fonction x ÞÑ dpx,Dq est continue, il existe r ą 0 tel
que K Ă Br. Avec ça, G·K Ă G·Br Ă Br. Donc G·K ne recouvre pas tout R2 et
G n’est pas un groupe de pavage.

Et nous voilà avec seulement T “ Zu1 ` Zu2 en lice.
(1) Pause : quelques parties de G à ne pas confondre Il convient de ne pas se perdre

entre différentes parties de G. Je vous laisse méditer quelques temps sur la liste suivante :
(1a) G est le groupe que nous cherchons à déterminer ;
(1b) T est le groupe des translations de G ;
(1c) le groupe des rotations linéaires dans G ;
(1d) l’ensemble des τ´1

A ˝ r ˝ τA où r est une rotation de G centrée en A. ITEMooFWWMooNzLUGy

(1e) L est l’ensemble des parties linéaires des éléments de G. ITEMooIEJZooNaSKpc

En particulier les deux derniers points ne sont pas les mêmes.
Dans le cas (1d), il s’agit de dire que r est une rotation centrée en A P R2 et écrire r “
τA ˝ r0 ˝ τ´1

A (proposition 18.128(3)) et considérer r0. Dans ce cas, r0 est une rotation, mais
elle n’est pas ce que nous appelons la « partie linéaire » de r. Il n’y a pas de garantie que
cela forme un groupe.
Si r est une rotation dans G, dans le cas (1e) il s’agit de décomposer r “ τv ˝ α (lemme
8.13) et considérer α. Dans ce cas, α est linéaire, mais il n’y a pas de garantie que α soit une
rotation.

73. Remarquez la notation malheureuse pour r qui est maintenant une distance alors que trois mots plus tôt,
c’était un élément de G.
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(2) L est un groupe En trois conditions.
— Si α, β P L, il existe v, w P R2 tels que τv ˝α P G et τw ˝β P G. La loi de produit 8.62(2)

dit que τv ˝α ˝ τw ˝ β “ ταpwq`v ˝αβ. Donc αβ est la partie linéaire d’un élément de G.
— De la même façon, en utilisant l’inverse 8.62(3), pτv ˝ αq´1 “ τ´α´1pvq ˝ α´1. Donc α´1

est la partie linéaire d’un élément de G.
— Et enfin Id “ τ0 ˝ Id. Donc l’identité est dans L.

Ok : L est un groupe.
(3) Précision L’ensemble L est un groupe, certes. Mais rien ne dit que L soit un sous-groupe

de G.
(4) L préserve le réseau Soit α P L. Il existe v P R2 tel que g “ τv ˝α P G. Soit u P T . Nous

allons montrer que αpuq P T . Vu que g et τu sont dans G, l’élément gτug´1 est également
dans G. Nous l’appliquons à x P R2 :

pτvατuα´1τ´1
v qpxq “ pτvατuα´1qpx´ vq (18.670a)

“ pτvαq
`
α´1px´ vq ` u˘ (18.670b)

“ τv
`
x´ v ` αpuq˘ (18.670c)

“ x` αpuq (18.670d)
“ ταpuqpxq. (18.670e)

Donc gτug´1 “ ταpuq P G.
(5) Question de trace Soit α P L ; dans la base tu1, u2u la matrice de α est

ˆ
a b
c d

˙
(18.671)

avec a, b, c, d P Z. La trace de cette matrice est a` d P Z. Dans la base canonique de R2 par
contre, la proposition 18.139 nous dit qu’il existe θ P r0, 2πr tel que la matrice de α soit

ˆ
cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
. (18.672)

La trace est 2 cospθq. La trace est invariante par changement de base 74, donc 2 cospθq “
a` d P Z. Les possibilités pour cospθq sont donc ´1, ´1{2, 0, 1{2 et 1.

(6) Les angles possibles Nous savons que cospπ2 q “ 0 et cospπ{3q “ 1{2 (proposition 18.20(6)
et lemme 18.27). La proposition 18.74 nous dit alors que, dans notre cas, les valeurs possibles
pour θ dans r0, 2πr sont

t0, π3 ,
π

2 ,
2π
3 , π,

4π
3 ,

3π
2 ,

5π
3 u. (18.673)EQooLMPIooPQoHUIEQooLMPIooPQoHUI

Donc les rotations possibles dans L sont les rotations de ces angles.
Nous devons trouver quels sont les groupes qui peuvent être formés seulement avec ces
éléments.

(7) Quelques combinaisons impossibles
Puisque L est un groupe, il y a des combinaisons impossibles. Par exemple si R0pπ{3q et
R0pπ{2q sont dans L, alors la composée 75 R0pπ{2qR0pπ{3q “ R0p5π{6q est également dans
L. Mais comme 5π{6 n’est pas dans la liste (18.673), R0p5π{6q n’est pas dans L.
En raisonnant de la sorte, nous voyons que si R0pπ{2q P L, alors L “ gr

`
R0pπ{2q

˘
.

(8) La liste Plus généralement, les possibilités pour L sont
— tIdu

74. Proposition 9.204.
75. Proposition 18.140 pour l’addition des angles.
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— gr
`
R0pπ{2q

˘

— gr
`
R0pπ{3q

˘

— gr
`
R0pπq

˘

— gr
`
R0p2π{3q

˘

Une justification plus courte pour cette liste est d’invoquer le théorème 18.200(2) qui dit
que L étant un sous-groupe fini des isométries de pR2, dq, il est cyclique et donc monogène.
Notons pour cela que gr

`
R0p4π{3q

˘ “ gr
`
R0p2π{3q

˘
parce que R0p4π{3q “ R0p2π{3q´1. De

la même manière R0p3π{2q “ R0pπ{2q´1 et R0p5π{3q “ R0pπ{3q´1.
(9) Le cas un peu générique

Nous supposons que L “ gr
`
R0pθq

˘
pour un certain θ. Nous allons voir qu’à part dans les

cas θ “ 0 et θ “ π, il est possible de trouver une application affine α telle que le groupe
αGα´1 soit alors dans la liste.
Nous considérons un élément de G de la forme τv0 ˝ R0pθq. Pour être bien clair, il n’est
absolument pas garanti que v0 soit dans T . Nous allons chercher un élément w0 P R2 tel
que le groupe de pavage 76 G1 “ τw0Gτ

´1
w0 contienne R0pθq. Le groupe G1 contient l’élément

g “ τw0τv0R0pθqτ´1
w0 ; nous l’appliquons à x P R2 :

gpxq “ R0pθqx´R0pθqw0 ` w0 ` v0. (18.674)

Nous avons gpxq “ R0pθqx lorsque

w0 “
`
R0pθq ´ 1

˘´1
v0. (18.675)

Voilà pourquoi le cas θ “ 0 sera traité à part : dans le cas θ “ 0, l’opérateur R0pθq ´ 1 n’est
pas inversible. Dans les autres cas, nous avons un groupe G1 “ τw0Gτ

´1
w0 qui contient R0pθq.

Puisqu’un élément général de G est de la forme τv ˝R0pθqk, un élément général de G1 est de
la forme

τw0 ˝ τv ˝R0pθqk ˝ τ´1
w0 “ τw0`v´R0pθqkw ˝R0pθqk. (18.676)

Donc tous les éléments de G1 sont encore de la forme

τv ˝R0pθqk. (18.677)

Mais dans G1 nous avons une information capitale : R0pθqk lui-même est dans G1. Donc si
τv ˝R0pθqk P G1, alors τv P G1.
Vu que G1 est encore un groupe de pavage, tout ce qui a été dit précédemment tient, et le
groupe des translations dans G1 est un réseau T 1 “ Zu1 ` Zu2 où u1 et u2 peuvent être
choisis arbitrairement parmi les deux plus petits vecteurs non colinéaires de T .
Tous les éléments de G1 sont de la forme τv ˝R0pθqk avec v P T 1. Donc

G1 “ gr
`
τu1 , τu2 , R0pθq

˘
. (18.678)EQooUUDQooQpRcIiEQooUUDQooQpRcIi

Nous savons que R0pθq fixe T 1. Or l’élément R0pθqu1 a la même norme que u1 ; donc nous
pouvons choisir u2 “ R0pθqu1 pour peu que R0pθqu1 soit non colinéaire à u1. Et c’est ici que
nous laissons le cas θ “ π de côté.
Nous écrivons donc sans vergogne que

G1 “ gr
`
τu1 , τR0pθqu1 , R0pθq

˘
. (18.679)

Nous allons maintenant nous occuper de u1. Pour cela nous considérons une rotation suivie
d’une homothétie α telle que αpu1q “ e1. Une telle opération α d’une part, commute avec
R0pθq et d’autre part, réalise α ˝ τv ˝ α´1 “ ταpvq. Donc le groupe G2 “ αG1α´1 est, par le
lemme 1.317,

G2 “ gr
`
τe1 , ταR0pθqu1 , R0pθq

˘
. (18.680)

76. Proposition 18.218.
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Cela s’écrit aussi bien
G2 “ gr

`
τe1 , τR0pθqe1 , R0pθq

˘
. (18.681)

Et voilà, ce groupe G2 est un de ceux de la liste.
(10) Le cas L “ tIdu Dans ce cas, tous les éléments de G sont de la forme τv avec v P T . Nous

considérons l’application linéaire α : R2 Ñ R2 telle que αpu1q “ e1 et αpu2q “ e2. Nous avons

pα ˝ τui ˝ α´1qpxq “ pατuiqα´1pxq “ α
`
α´1pxq ` ui

˘ “ x` αpuiq “ τipxq. (18.682)

Donc α ˝ τui ˝α´1 “ τi. De la même façon, si a P Z nous avons ατauiα
´1 “ τaei . Et avec tout

ça, si v P T , alors v “ au1 ` bu2 et nous avons

ατvα
´1 “ ατau1τbu2α

´1 “ ατau1α
´1ατbu2α

´1 “ τae1τbe2 . (18.683)

Nous avons donc
αGα´1 “ grpτ1, τ2q. (18.684)

Cela est un des groupes de la liste.
Notez qu’à la place de ces calculs, nous pouvions aussi invoquer la proposition 1.317.

(11) Le cas L “ t´ Idu Dans le cas θ “ π, nous pouvons aller jusqu’à (18.678) et écrire

G1 “ gr
`
τu1 , τu2 , R0pπq

˘
. (18.685)

Puisque R0pπq “ ´ Id commute avec toutes les applications linéaires et que u1 et u2 ne
sont pas colinéaires, nous pouvons considérer une application linéaire α : R2 Ñ R2 telle que
αpu1q “ e1, αpu2q “ e2. Nous avons alors

G2 “ αG1α´1 “ gr
`
τe1 , τe2 ,´ Id

˘
, (18.686)

qui est encore dans la liste.

18.12 Un peu de structure de Opnq

18.12.1 Valeurs propres dans Opnq
PROPooVEJGooWnqtMm

Proposition 18.220 ([541]).
Soit une matrice A P Opnq. Si λ P C est une valeur propre de A, alors λ̄ est également une valeur
propre de A, et de plus |λ| “ 1.

Démonstration. Dire que λ P C est une valeur propre de A signifie qu’il existe x P Cn (non nul)
tel que Ax “ λx. Comme les éléments de la matrice A sont réels,

Ax̄ “ Āx̄ “ Ax “ λx “ λ̄x̄. (18.687)

Donc λ̄ est une valeur propre de A pour le vecteur propre x̄.
Soit λ une valeur propre de A de vecteur propre x. Alors nous avons d’une part

xAx,Axy “ xAtAx̄, xy “ xx, x̄y, (18.688)

et d’autre part
xAx,Axy “ xλ̄x̄, λxy “ |λ|2xx̄, xy. (18.689)

Puisque x ‰ 0 nous avons aussi xx̄, xy ‰ 0. Par conséquent |λ|2 “ 1 et |λ| “ 1.
LEMooNEDQooNRmASH

Lemme 18.221 ([541]).
Soient un espace vectoriel euclidien E de dimension finie et une isométrie f de E. Soit F un
sous-espace de E stable par f . Alors FK est stable par f .
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Démonstration. La restriction fF : F Ñ F est encore une isométrie ; elle est donc inversible : pour
tout y P F , il existe x P F tel que y “ fpxq. Soit a P FK ; nous montrons que fpaq P FK. Soit donc
y P F et calculons :

xy, fpaqy “ xfpxq, fpaqy “ xx, ay “ 0 (18.690)

parce que x P F et a P FK.
PROPooOMORooWzsrDB

Proposition 18.222 ([541]).
Soit une isométrie f : R3 Ñ R3.

(1) L’application linéaire f possède au moins une valeur propre réelle qui vaut ˘1.
(2) Il existe une base orthonormée de R3 dans laquelle la matrice de f est de la forme

¨
˝
λ 0 0
0 cospθq ´ϵ sinpθq
0 sinpθq ϵ cospθq

˛
‚ (18.691)

avec ϵ, λ “ ˘1 et θ P r0, 2πr.
Démonstration. Le polynôme caractéristique de f , donné par detpf ´ λ Idq, est à coefficients réels
et de degré 3. Il possède donc au moins une solution réelle, par le corolaire 12.88. Soit donc une
valeur propre réelle λ de χf ; par le lemme 18.220 nous avons λ “ ˘1. Soit u1 le vecteur propre
correspondant. Nous notons F l’espace engendré par u1.

Nous avons fpF q “ F et donc fpFKq “ FK par le lemme 18.221. Soit une base orthonormée
tu2, u3u de FK et la matrice B de la restriction fp à FK. Comme l’application fp est une isométrie
de FK, la matrice B est, par le lemme 18.135, de la forme

B “
ˆ

cospθq ´ϵ sinpθq
sinpθq ϵ cospθq

˙
(18.692)

pour un certain θ P r0, 2πr et ϵ “ ˘1.
Dans la base tu1, u2, u3u de R3, la matrice de f est alors

ˆ
λ 0
0 B

˙
, (18.693)

comme annoncé.

Pour classifier les isométries de R3, nous pouvons nous baser sur les possibilités de la matrice
donnée dans le lemme 18.222. Il y a essentiellement quatre possibilités suivant les valeurs de λ “ ˘1
et ϵ “ ˘1.

(1) Si ϵ “ λ “ 1 Alors la matrice est

A “
¨
˝

1 0 0
0 cospθq ´ sinpθq
0 sinpθq cospθq

˛
‚ (18.694)

et l’isométrie correspondante est la rotation d’angle ´θ autour de la droite de u1.
(2) Si ϵ “ λ “ ´1 Alors la matrice est

A “
¨
˝
´1 0 0
0 cospθq sinpθq
0 sinpθq ´ cospθq

˛
‚ (18.695)

Cette application est plus subtile, parce que même dans le plan Spanpu2, u3q, ce n’est pas une
rotation. Nous allons montrer qu’il s’agit d’une réflexion autour de la droite d’angle θ{2 dans
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le plan Spanpu2, u3q. Nous nommons D cette droite. Dans la base pu1, u2, u3q, cette droite
est donnée par 77

t ÞÑ t
`
0, cospθ{2q, sinpθ{2q˘. (18.696)

L’image de u1 par cette réflexion est ´u1, c’est clair.
Étudions en détail l’image de u3. Nous devons démontrer que la droite D coupe le segment
ru3, Apu3qs perpendiculairement en son milieu.
Nous considérons la base pu2, u3q du plan Spanpu2, u3q. En utilisant les coordonnées dans

cette base, nous avons u3 “
ˆ

0
1

˙
et Apu3q “

ˆ
sinpθq
´ cospθq

˙
. Le milieu du segment ru3, Apu3qs

est le point
M “

ˆ
sinpθq

2 ,
1´ cospθq

2

˙
. (18.697)

Les formules de duplication d’angle du corolaire 18.15 nous permettent d’écrire sinpθq et
cospθq en fonction de sinpθ{2q et cospθ{2q, et donc d’exprimer le point M de la façon suivante :

M “
ˆ

cospθ{2q sinpθ{2q, 1´ `
cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q˘

2

˙
(18.698a)

“ `
cospθ{2q sinpθ{2q, sin2pθ{2q˘ (18.698b)

“ sinpθ{2q` cospθ{2q, sinpθ{2q˘. (18.698c)

Ce point fait donc partie de la droite D. La droite D coupe le segment ru3, Apu3qs en son
milieu.
En ce qui concerne l’orthogonalité, nous calculons le produit scalaire

`
Apu3q ´ u3

˘
·

ˆ
cospθ{2q
sinpθ{2q

˙
“ sinpθq cospθ{2q ´ `

1` cospθq˘ sinpθ{2q “ 0 (18.699)

où nous avons encore utilisé les duplications d’angles et le fait que 1 “ cos2pθ{2q ` sin2pθ{2q
(lemme 18.4).

(3) Si ϵ “ ´1 et λ “ 1 Alors la matrice est

A “
¨
˝

1 0 0
0 cospθq sinpθq
0 sinpθq ´ cospθq

˛
‚. (18.700)

C’est la symétrie orthogonale par le plan engendré par u1 et v “ cospθ{2qu2 ` sinpθ{2qu3.
Le vecteur u1 est bien évidemment préservé par A. En ce qui concerne le vecteur v,

Apvq “ cospθ{2q
¨
˝

0
cospθq
sinpθq

˛
‚` sinpθ{2q

¨
˝

0
´ sinpθq
cospθq

˛
‚“

¨
˝

0
cospθ{2q
sinpθ{2q

˛
‚“ v. (18.701)

Nous avons sauté quelques étapes de calcul mettant en scène les formules de duplication
d’angle 78 : exprimer cospθq “ cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q et sinpθq “ 2 cospθ{2q sinpθ{2q.
Pour achever, nous devons trouver un vecteur w perpendiculaire au plan, et montrer qu’il
est envoyé par A sur ´w. Un vecteur w “ xu1 ` yu2 ` zu3 est perpendiculaire au plan si les
deux égalités suivantes sont satisfaites :

`
cospθ{2qu2 ` sinpθ{2qu3

˘
· pxu1 ` yu2 ` zu3q “ 0 (18.702a)

u1 · pxu1 ` yu2 ` zu3q “ 0. (18.702b)

77. Les plus acharnées liront 4.6 pour comprendre la différence entre tu1, u2, u3u et pu1, u2, u3q.
78. Corolaire 18.15.
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Nous avons immédiatement x “ 0 et ensuite la relation

y cospθ{2q ` z sinpθ{2q “ 0. (18.703)EQooXQMDooTvwrWkEQooXQMDooTvwrWk

Nous devons prouver que Apwq “ ´w “ ´yu2 ´ zu3, c’est-à-dire que

y

¨
˝

0
cospθq
sinpθq

˛
‚` z

¨
˝

0
sinpθq
´ cospθq

˛
‚“

¨
˝

0
´y
0

˛
‚`

¨
˝

0
0
´z

˛
‚. (18.704)

La première ligne est immédiate. Nous faisons la seconde, et nous laissons à la lectrice la
troisième 79. En utilisant les formules de duplication d’angle,

y cospθq ` z sinpθq “ y
`

cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q˘` 2z cospθ{2q sinpθ{2q (18.705a)
“ y

`
2 cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q ´ cos2pθ{2q˘` 2z cospθ{2q sinpθ{2q (18.705b)

“ ´y ` 2 cospθ{2q`y cospθ{2q ` z sinpθ{2q˘ (18.705c)
“ ´y (18.705d)

où pour la dernière ligne, nous avons utilisé la relation (18.703).
(4) Si ϵ “ 1 et λ “ ´1 Alors la matrice est

A “
¨
˝
´1 0 0
0 cospθq ´ sinpθq
0 sinpθq cospθq

˛
‚. (18.706)

Cela est la composition entre la symétrie de plan Spanpu2, u3q et la rotation d’angle θ dans
ce plan.

18.12.2 Sous-groupes finis de SOp3q
LEMooWIMMooXOCfSt

Lemme 18.223 ([1]).
Points fixes pour SOp3q.

(1) Tout élément de SOp3q possède une droite de points fixes.
(2) Tout élément non trivial de SOp3q possède une seule droite de points fixes.

Démonstration. Le polynôme caractéristique d’un élément de SOp3q est de degré trois et possède
donc (en comptant les multiplicités), trois racines dont une réelle par le corolaire 12.88. Comme
nous sommes en dimension impaire, le coefficient du terme de degré 3 est ´1 et le polynôme
caractéristique de g P SOp3q s’écrit

χgpXq “ ´pX ´ λ1qpX ´ λ̄1qpX ´ sq (18.707)

avec s “ ˘1 que nous allons tout de suite fixer. Nous savons que detpgq “ χgp0q mais aussi que
detpgq “ 1. Donc

1 “ detpgq “ χgp0q “ λ1λ̄1s “ s. (18.708)
Tout cela pour dire que tout élément de SOp3q possède une valeur propre égale à 1, et donc une
droite de points fixes.

Pour continuer, supposons que g possède deux droites distinctes de points fixes. En particulier
g fixe un plan. Une base orthonormée de R3 peut être choisie en prenant deux vecteurs e1, e2 dans
ce plan et un vecteur e3 perpendiculaire au plan.

Puisque g est une isométrie, la base reste orthonormée sous l’action de g. Donc g a pour matrice
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 ˘1

˛
‚. (18.709)

Pour que le déterminant soit 1, il faut que la matrice soit l’identité.
79. Je n’ai pas vérifié, alors faites attention.
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PROPooBHPNooHPlgwH

Proposition 18.224 ([1, 542, 114, 543, 478]).
Les sous-groupes finis de SOp3q sont :

(1) les groupes cycliques Z{nZ,
(2) les groupes diédraux Dn,
(3) le groupe alterné A4,

(4) le groupe alterné A5

(5) le groupe symétrique S4.

Démonstration. Soit G, un sous-groupe fini de SOp3q. Par la proposition 9.43, les éléments de G
sont des isométries de R3, et le lemme 18.223 dit que tout élément de G possède une droite de
points fixes.

Un point de la sphère unité fixé par g P G est un pôle de g. Nous nommons Ω l’ensemble des
pôles des éléments non triviaux de G.

(1) Une action Le groupe G agit sur Ω. En effet si x P Ω, alors x est fixé par un élément g.
Montrons que hpxq est également fixé par un élément de G. Pas dur : phgh´1qhpxq “ hpxq ;
donc hpxq est un pôle de hgh´1.

(2) Les fixateurs sont cycliques Nous montrons à présent que pour tout x P Ω, le sous-
groupe Fixpxq est cyclique. Soit donc x P Ω, le plan orthogonal σ “ SpanpxqK et h P Fixpxq.
Nous avons hpσq “ σ. En effet si y P σ nous avons

0 “ y·x “ hpyq·hpxq “ hpyq·x, (18.710)

donc hpyq est perpendiculaire à x. L’inclusion inverse se démontre de même : si y P σ alors
y “ h

`
h´1pyq˘ alors que h´1pyq P σ.

La restriction de h à σ est une isométrie de σ. Prenant une isométrie f : σ Ñ R2, l’application

φ : Fixpxq Ñ SOp2q
h ÞÑ f ˝ h ˝ f´1.

(18.711)

est un morphisme injectif de groupes. En effet nous avons d’une part

φphh1q “ f ˝ h ˝ h1 ˝ f´1 “ fhf´1fh1f´1 “ φphqφph1q, (18.712)

d’où le morphisme. Et d’autre part, si φphq “ φph1q alors f ˝h˝f´1 “ f ˝h1 ˝f´1, qui donne
immédiatement h “ h1.
Nous en déduisons que Fixpxq est isomorphe à un sous-groupe de SOp2q (l’image de φ). Le
lemme 18.142 en fait un groupe cyclique.

(3) Taille des fixateurs Soient Ωi les orbites. Si x, y P Ωi alors nous montrons que |Fixpxq| “
|Fixpyq| avec la bijection

φ : Fixpxq Ñ Fixpyq
h ÞÑ g´1hg

(18.713)

où g est choisie de façon à avoir y “ gpxq (possible parce que x et y sont dans la même
orbite). Cela est surjectif parce que si k P Fixpxq alors k “ φpgkg´1q et l’on vérifie que
gkg´1 P Fixpyq. L’application φ est également injective parce que si ghg´1 “ gh1g´1 alors
h “ h1.

(4) Un peu de notations Puisque tous les fixateurs des éléments d’une orbite ont la même
taille (finie), nous pouvons noter

ni “ |Fixpxiq| (18.714)

pour xi P Ωi. Nous notons également r le nombre d’orbites de G.
La formule de Burnside du théorème 2.40, avec les notations d’ici, donne

r “ 1
|G|

ÿ

gPG
|Fixpgq|. (18.715)
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(5) Une belle formule Soit l’ensemble

A “ tpg, xq tel que g P Gzteu, x P Fixpgqu (18.716)

où par Fixpgq nous entendons les pôles de G fixés par g.
Il y a |G|´1 possibilités pour la composante g, mais chaque élément g ‰ e possède exactement
deux pôles, donc l’ensemble A contient exactement 2p|G| ´ 1q éléments.
Nous pouvons calculer le nombre d’éléments dans A d’une autre façon : pour chaque x P Ω
nous avons |Fixpxq| ´ 1 éléments de Gzteu qui fixent x. Donc

|A| “
ÿ

xPΩ

`|Fixpxq| ´ 1
˘
. (18.717)

Mais |Fixpxq| est constant sur les orbites. Nous coupons donc la somme sur Ω en plusieurs
sommes sur les orbites Ωi :

|A| “
rÿ

i“1

ÿ

xPΩi

`|Fixpxq| ´ 1
˘ “

ÿ

i

|Ωi|pni ´ 1q. (18.718)

En égalisant les deux façons de calculer |A|, nous déduisons la formule

2
`|G| ´ 1

˘ “
ÿ

i

|Ωi|pni ´ 1q. (18.719)EQooHMLJooTGRBAlEQooHMLJooTGRBAl

Nous utilisons ensuite la relation orbite-stabilisateur, proposition 2.33 : |Fixpxiq||Ωi| “ |G| ;
la formule (18.719) devient

2
`|G| ´ 1

˘ “
ÿ

i

|G| ´
ÿ

i

|G|
ni
“ r|G| ` |G|

ÿ

i

1
ni
, (18.720)

ou encore, en simplifiant par |G| :

2´ 2
|G| “ r ´

ÿ

i

1
ni
“

rÿ

i“1

ˆ
1´ 1

ni

˙
. (18.721)EQooAMVBooDVcYeGEQooAMVBooDVcYeG

Nous pouvons aussi repartir de (18.719) et sommer de façon plus simple
ř
i |Ωi| “ |Ω| pour

obtenir
2
`|G| ´ 1

˘ “ r|G| ´ |Ω| (18.722)EQooTHUIooUEXsNlEQooTHUIooUEXsNl

où Ω est l’ensemble des pôles de Gzteu.
(6) Quelles sont les possibilités ? Les nombres |G|, r et ni sont des entiers. Nous allons voir

qu’il n’y a pas des centaines de possibilités pour satisfaire la relation (18.721). D’abord, pour
toute valeur de |G| (strictement plus grande que 1),

1 ď 2´ 2
|G| ă 2. (18.723)

Ensuite, si g fixe x alors g´1 fixe également x, de sorte que ni “ |Fixpxiq| ě 2 pour tout i.
Donc tous les termes dans la somme à droite de (18.721) sont dans r1

2 , 1r. Nous avons donc
au minimum deux termes, et au maximum trois. Autrement dit : r “ 2 ou r “ 3.

(7) Si r “ 2 Le plus simple est de repartir de (18.722). En posant r “ 2 nous trouvons tout de
suite |Ω| “ 2. Il y a donc exactement deux pôles pour l’action de G sur la sphère unité.
Tous les éléments de G laissent donc le même axe invariant et G est un sous-groupe des
isométries du plan qui lui est perpendiculaire. Autrement dit, G est un sous-groupe fini de
SOp2q et donc cyclique par le lemme 18.142.

Nous étudions à présent le cas r “ 3. Vu que ça va être un peu long, nous sautons un niveau
d’indentation.
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(1) Les possibilités pour r “ 3 Nous devons voir les solutions entières pn1, n2, n3, |G|q de

2´ 2
|G| “ 3´ 1

n1
´ 1
n2
´ 1
n3
ă 2. (18.724)

Il faut en particulier que
1
n1
` 1
n2
` 1
n3
ą 1, (18.725)

ce qui signifie qu’au moins un des ni doit être 1 ou 2, mais qu’il n’est pas possible que tous
les ni soient plus grands ou égaux à 3. Puisque ni “ |Fixpxiq| ě 2, nous en déduisons qu’au
moins un des ni doit valoir 2. Nous posons donc n1 “ 2.
De plus, nous savons que les ni doivent diviser |G|. Donc |G| est pair.

(2) Si n2 “ 2 Nous sommes dans le cas r “ 3, n1 “ 2, n2 “ 2. Nous avons

1
n3
“ 2
|G| , (18.726)

mais aussi n3 “ |G|{|Ω3| d’où nous déduisons que |Ω3| “ 2. Nous avons donc une orbite à
deux éléments. Soit Ω3 “ tx, yu avec x ‰ y.
Le groupe Fixpxq est un groupe à |G|{2 éléments. Il est donc normal par le lemme 3.28. Si
g P G est tel que gpxq “ y alors nous avons Fixpyq “ g Fixpxqg´1, mais comme Fixpxq est
normal nous avons Fixpxq “ Fixpyq. Donc tous les éléments de Fixpxq fixent x et y. Le groupe
Fixpxq est donc un sous-groupe de SOp2q et est cyclique, comme vu plus haut.
Mais de plus nous avons forcément y “ ´x parce qu’un élément de G qui fixe un point fixe
également l’opposé. Vu que Ω3 “ tx,´xu, il existe s P G tel que spxq “ ´x. Évidemment, s
n’est pas dans Fixpxq et les points fixes de s ne sont pas parmi x et ´x. Donc l’élément s2 a
au moins 4 points fixes : les deux de s ainsi que x et ´x. Il a donc au moins deux droites de
points fixes, et est donc l’identité : s2 “ e.
De plus, vu que spyq doit être égal soit à x soit à y, et que spxq “ y, l’injectivité de s donne
spyq “ x.
Soit a, un générateur de Fixpxq. Nous allons montrer que G “ grps, saq. Nous avons déjà

psaqpxq “ spxq “ y (18.727a)
psaqpyq “ spyq “ x. (18.727b)

Donc sa inverse x et y. Mais sa a ses propres deux points fixes (qui ne sont ni x ni y).
L’élément psaq2 a donc quatre points fixes sur la sphère unité : x, y et les deux de sa. Nous
en déduisons que psaq2 “ e.
Nous nous souvenons que a est un générateur Fixpxq. Mais a “ s· sa, donc ak “ pssaqk.
Nous en déduisons que grps, saq contient au moins Fixpxq.
D’autre part si h et h1 sont des éléments distincts dans Fixpxq, alors sh et sh1 sont des
éléments distincts de grps, saq qui ne sont pas dans Fixpxq. Autrement dit, la partie

A “ tsh tel que h P Fixpxqu (18.728)

est une partie de même cardinal que Fixpxq tout en n’ayant aucune intersection avec Fixpxq
(note : l’identité n’est pas dans A). Mais |Fixpxq| “ |G|{2, donc AYFixpxq “ G. Et justement
AYG Ă grps, saq. Nous en déduisons que grps, saq “ G.
Le théorème 18.186 nous assure que le groupe G est alors le groupe diédral parce que les
éléments s et sa vérifient les relations données en 18.180.

(3) Si r “ 3, les autres cas possibles Nous repartons de (18.721) en posant r “ 3. Nous
obtenons ceci :

1` 2
|G| “

1
n1
` 1
n2
` 1
n3
. (18.729)



1718 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

Nous avons déjà vu que n1 “ 2 était obligatoire, et que tous les cas où deux des ni sont
égaux à 2 sont déjà couverts. Donc n2 et n3 valent 3 ou plus.
Nous trions les ni dans l’ordre croissant. Si n2 “ 4 ou plus, alors n3 vaut 4 ou plus. Mais

1
2 `

1
4 `

1
4 “ 1 ă 1` 2

|G| . (18.730)

Donc n3 “ 3 est obligatoire. Nous avons alors l’inégalité suivante qui restreint n3 :
1
n3
“ 1

6 `
3
|G| ą

1
6 . (18.731)

Donc n3 est 3, 4 ou 5.
Les derniers cas à couvrir sont :

— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 3q. Dans ce cas, 7
6 “ 1` 2

|G| , donc |G| “ 12.
— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 4q. Dans ce cas, |G| “ 24.
— pn1, n2, n3q “ p2, 3, 5q. Dans ce cas, |G| “ 60.

(4) Le cas p2, 3, 3q
Nous utilisons les relations ni|Ωi| “ |G| pour connaître la taille des orbites. Nous avons :
(4a) 2|Ω1| “ 12, donc |Ω1| “ 6,
(4b) 3|Ω2| “ 12, donc |Ω2| “ 4,
(4c) 3|Ω3| “ 12, donc |Ω3| “ 4.
Nous avons G· Ω2 “ Ω2. D’une part parce que, par définition d’une orbite, G· Ω2 Ă Ω2,
et d’autre part parce que si x P Ω2, alors g´1pxq P Ω2 et g

`
g´1pxq˘ “ x ; donc Ω2 est bien

dans l’image de Ω2 par G. Nous avons donc un morphisme s : G Ñ SΩ2 que nous allons
immédiatement voir comme

s : GÑ S4 (18.732)
où S4 est le groupe des permutations de t1, 2, 3, 4u.
Voyons que s est injective. Si spgq “ sphq, alors spgh´1q “ Id. Autrement dit, l’élément sh´1

de G est l’identité sur Ω2 qui contient 4 éléments. Fixant 4 points (au moins), l’élément sh´1

est l’identité. Par conséquent
s : GÑ spGq Ă S4 (18.733)

est un isomorphisme entre G et un sous-groupe de S4. Mais |G| “ 12 et |S4| “ 24, donc G
est d’indice deux dans S4 et est donc le groupe alterné A4 par la proposition 5.44(3).

(5) Le cas p2, 3, 4q Nous avons |G “ 24| et les orbites ont pour taille :
— 2|Ω1| “ 24, donc |Ω1| “ 12,
— 3|Ω2| “ 24, donc |Ω2| “ 8,
— 4|Ω3| “ 24, donc |Ω3| “ 6.

(5a) Ω2 vient par paires Soit x P Ω tel que |Fixpxq| “ 3. Alors x P Ω2 parce que x est
forcément dans un des Ωi et tout élément xi de Ωi vérifie |Fixpxiq| “ ni. Mais comme
les éléments de SOp3q sont des applications linéaires, ceux qui fixent x fixent également
´x. Cela pour dire que si x P Ω2, alors ´x P Ω2. Nous avons donc quatre éléments
distincts a1, a2, a3 et a4 tels que

Ω2 “ t˘a1,˘a2,˘a3,˘a4u. (18.734)

(5b) Action sur les couples Nous prétendons queG agit sur l’ensemble des couples t˘aiu.
C’est encore la linéarité qui joue : l’élément gpaiq est forcément un des ˘ak (éventuel-
lement k “ i). Si gpaiq “ ak, alors gp´aiq “ ´ak. Autrement dit, pour tout i, il existe
un k tel que g

`tai,´aiu
˘ “ tak,´aku. Cette association i ÞÑ k est bijective (sinon g ne

serait pas bijective), et fournit donc un morphisme de groupes

s : GÑ S4. (18.735)
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(5c) s est injective Nous prouvons à présent que spgq “ Id si et seulement si g “ e.
Dans un sens c’est évident : gpeq “ Id. Dans l’autre sens, nous devons prouver que si
gpaiq P ˘ai pour tout i alors g “ e.
Si gpaiq “ ai pour tout i, alors g stabilise 4 points et l’affaire est pliée. Nous supposons
qu’au moins un des ai n’est pas stabilisé par g. Pour fixer les idées nous disons que c’est
a1. Nous avons donc gpa1q “ ´a1. (oui : gpa1q “ ´a1 et non ˘ak pour un autre k parce
que nous sommes sous l’hypothèse que g stabilise les couples)
L’élément g2 fixe tout Ω2 ; donc g2 “ e. Nommons ˘b les points fixes de g. Si b P Ω2
alors |Fixpbq| “ 3, c’est-à-dire que les éléments de G qui fixent b sont dans un groupe
d’ordre 3, et le corolaire 2.14 nous indique que ces éléments ne peuvent être que d’ordre
1 ou 3, pas deux. Nous en déduisons que b n’est pas dans Ω2 et donc que gpaiq “ ´ai
pour tout i.
Jusqu’à présent nous avons prouvé que si g P kerpsq est non trivial, alors gpaiq “ ´ai
pour tout i.
Soit maintenant h P G. Comme Ω2 est une orbite, hpaiq P Ω2 et nous notons hpaiq “ ϵak
avec ϵ “ ˘1 et éventuellement k “ i ou éventuellement pas. Nous avons :

ph´1ghqpaiq “ ϵph´1gqpakq “ ´ϵh´1pakq “ ´ϵ2ai “ ´ai. (18.736)

Donc g et h´1gh ont même restriction à Ω2. En particulier h´1ghg´1 est l’identité sur
Ω2 et est donc l’identité.
Pour tout h nous avons g “ h´1gh. Les points fixes de h´1gh sont ˘h´1pbq, mais aussi
˘b. Nous avons donc égalité d’ensemble thpbq,´hpbqu “ tb,´bu pour tout h P G (notez
le changement de notation h Ñ h´1). Cela signifie que tb,´bu est une orbite de G.
Maizon’a pas d’orbites de cardinal deux ; contradition. Nous en déduisons que e est
l’unique élément de kerpsq.

(5d) Conclusion La partie spGq est un sous-groupe de S4 isomorphe à G. Mais au niveau
des cardinaux, |G| “ 24 en même temps que |S4| “ 24. Donc G » spGq » S4.

Nous passons au cas p2, 3, 5q, et comme ça va être long et douloureux 80, nous sautons un niveau
d’indentation.

Au niveau du cardinal de G,
1
2 `

1
3 `

1
5 “ 1` 2

|G| , (18.737)

donc |G| “ 60. Et pour les orbites, |Ω1| “ 30, |Ω2| “ 20, |Ω3| “ 12.
La proposition 5.54 nous indique que le seul groupe simple d’ordre 60 est le groupe A5. Nous

allons donc nous atteler à prouver que G est simple. Vous êtes prêts ?

(1) Fixateurs et ordres Tous les éléments de G sont dans un fixateur de type Fixpxq, et
comme l’ordre d’un élément divise l’ordre du groupe (corolaire 2.14), tous les éléments de G
ont un ordre 2, 3 ou 5. Nous sommes dans un cas très particulier parce que

— Les trois nombres 2, 3 et 5 sont des nombres premiers distincts. Donc « diviser ni »
signifie pratiquement « être égal à ni », surtout lorsqu’on parle de l’ordre d’un élément,
qui ne peut pas être 1.

— Il existe une seule orbite de chaque taille.
Nous notons Gpniq l’ensemble des éléments de G d’ordre ni. Les parties Gpniq ne contiennent
pas l’identité.

(2) g P Gpniq implique Fixpgq Ă Ωi Si g P Gpniq et x P Fixpgq alors x P Ωi. En effet x P Fixpgq
signifie gpxq “ x et donc aussi g P Fixpxq. Donc l’ordre de g divise |Fixpxq|, alors que l’ordre
de g est ni et que les possibilités pour |Fixpxq| sont exactement les ni, lesquels sont premiers
entre eux. Donc |Fixpxq| “ ni et x P Ωi.

80. Mais pas autant que le théorème 32.33, cependant.
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(3) |Fixpxq| “ ni implique x P Ωi Comme plus haut, g P Fixpxq implique que l’ordre de g
divise ni et est donc égal à ni. Autrement dit, g P Gpniq. De plus g P Fixpxq implique
x P Fixpgq. Par le cas juste au-dessus nous déduisons x P Ωi.

(4) a et ´a dans la même orbite
Nous avons évidemment Fixpaq “ Fixp´aq parce que les éléments de G sont des applications
linéaires. Si |Fixpaq| “ ni alors a P Ωi et aussi |Fixp´aq| “ |Fixpaq| “ ni et encore ´a P Ωi.

(5) Nombre de Fixpxiq Soient a, b P Ωi. Nous avons |Fixpaq| “ |Fixpbq| “ ni et Fixpaq “
Fixpbq si et seulement si b “ ´a parce qu’un élément qui fixe a et b fixe automatiquement a,
b, ´a, et ´b. Aucun élément non trivial ne peut fixer quatre points distincts. Autrement dit,

Fixpaq X Fixpbq “
#

Fixpaq si a “ ˘b
teu sinon.

(18.738)

Chaque élément xi P Ωi a son fixateur (il y en aurait |Ωi| “ 60{ni), mais ces fixateurs sont
égaux deux à deux, donc il y a seulement 60

2ni
groupes distincts de la forme |Fixpxiq| avec

xi P Ωi.
(6) Récapitulatif En reprenant ce que nous venons de dire avec i “ 1, 2, 3 nous trouvons :

(6a) n1 “ 2, avec |Ω1| “ 30 et 15 groupes du type Fixpx1q avec x1 parcourant Ω1.
(6b) n2 “ 3, avec |Ω2| “ 20 et 10 groupes du type Fixpx2q avec x2 parcourant Ω2.
(6c) n3 “ 5, avec |Ω3| “ 12 et 6 groupes du type Fixpx3q avec x3 parcourant Ω3.
Un élément non trivial de G se trouve forcément dans un et un seul de ces sous-groupes. Plus
précisément, si g P Gpniq alors g est dans un des Fixpxiq avec xi P Ωi.
Comptons pour être sûr de ne pas s’être trompé. Chacune des lignes décrit 30 éléments de G ;
par exemple, la seconde ligne donne 10 groupes de taille |Fixpx2q| “ n2 “ 3. Mais tous ces
groupes ont pour intersection exactement teu. Donc le comptage des éléments se fait comme
suit :

3ˆ 30´ 15´ 10´ 6` 1. (18.739)
Le dernier `1 est parce que nous aurions décompté l’identité une fois de trop. Bref, on a
bien 60 éléments comme il se doit.

(7) Un ensemble à calculer deux fois Soient les ensembles A2, A3 et A5 définis par

Ai “ tpg, aq P Gpniq ˆ Ωi tel que gpaq “ au (18.740)

où Gpniq est la partie de G des éléments d’ordre ni.
Nous avons

|Ai| “
ÿ

gPGpniq
|Fixpgq X Ωi|. (18.741)

Mais les éléments de Gpniq sont d’ordre ni, et par ce que nous avons dit plus haut, tous les
éléments de Fixpgq sont dans Ωi. Donc Fixpgq X Ωi “ Fixpgq. Nous avons alors

|Ai| “
ÿ

gPGpniq
|Fixpgq| “ 2|Gpniq| (18.742)

parce que |Fixpgq| “ 2 pour tout g.
En comptant |Ai| dans l’autre sens, nous avons

|Ai| “
ÿ

xPΩi

|Fixpxq XGpniq| (18.743)EQooBHIIooVcGgFdEQooBHIIooVcGgFd

Vu que x P Ωi, les éléments de Fixpxq sont d’ordre ni 81 (sauf e), et commeGpniq est justement
l’ensemble des éléments d’ordre ni dans G nous avons Fixpxq X Gpniq “ Fixpxqzteu. Cela

81. Encore et toujours parce que les éléments de Fixpxq ont un ordre qui divise | Fixpxq| “ ni et que ni est premier,
et que nous avons exclu l’identité.
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pour dire que

|Ai| “
ÿ

xPΩi

´
|Fixpxq| ´ 1

¯
(18.744a)

“
ÿ

xPΩi

|Fixpxq| ´
ÿ

xPΩi

1 (18.744b)

“
ÿ

xPΩi

ni ´ |Ωi| |Fixpxq| “ ni pcq x P Ωi (18.744c)

“ |Ωi|ni ´ |Ωi| “ |G| ´ |Ωi|. (18.744d)

En égalisant cela à la valeur 2|Gpniq| déjà trouvée, nous déduisons les valeurs des |Gpniq| :

|Gpniq| “ |G| ´ |Ωi|
2 . (18.745)

Nous avons alors
(7a) |Gp2q| “ 15
(7b) |Gp3q| “ 20
(7c) |Gp5q| “ 24

(8) Les Sylow de G Les p-Sylow sont définis en 5.6, et le super théorème qui répond à toutes
les questions est le théorème 5.11. Dans notre cas, les diviseurs premiers de |G| “ 60 sont 2,
3 et 5. Il faut faire attention au 2 parce que sa plus haute puissance dans la décomposition
de 60 est 4 et non 2. Nous avons :
(8a) Un 2-Sylow est un sous-groupe d’ordre 4.
(8b) Un 3-Sylow est un sous-groupe d’ordre 3.
(8c) Un 5-Sylow est un sous-groupe d’ordre 5.
Entre autres :
(8a) Les 10 sous-groupes Fixpx2q avec x2 P Ω2 sont des 3-Sylow de G.
(8b) Les 6 sous-groupes Fixpx3q avec x3 P Ω3 sont des 5-Sylow de G.
(8c) Les 15 sous-groupes Fixpx1q avec x1 P Ω1 sont d’ordre 2 et ne sont donc pas des 2-Sylow

de G.
(9) Tous les 3-Sylow et les 5-Sylow Nous avons déjà trouvé 10 3-Sylow et 6 5-Sylow. Nous

montrons à présent qu’il n’y en a pas d’autres. Le théorème de Sylow 5.11(4) nous indique
que le nombre n3 de 3-Sylow est :

— diviseur de 60,
— dans r1s3
— au moins 10.

Les diviseurs de 60 sont :

1, 5, 3, 15, 2, 10, 6, 30, 4, 20, 12, 60. (18.746)

Le seul qui vérifie toutes les conditions est 10. Donc G possède seulement 10 3-Sylow et ils
sont tous de la forme Fixpx2q avec x2 P Ω2.
Même raisonnement pour les 5-Sylow : il faut

— diviseur de 60,
— dans r1s5
— au moins 6.

La seule possibilité est 6.



1722 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

(10) Sous-groupe normal Soit H, un sous-groupe normal de G. Notre but étant de prouver
que G est simple, nous voulons prouver que H est soit teu soit G. Nous supposons que H est
non trivial, et nous allons prouver que H “ G.
Le théorème de Lagrange 2.13(1) nous dit que |H| divise |G|. Le nombre |H| ne peut donc
avoir que 2, 3 et 5 comme facteurs premiers. Avec une mention spéciale pour le 2 : |H|
pourrait être divisible aussi par 4.

(11) Diviseurs de |H|
Soit un sous-groupe normal H de G. Puisque c’est un sous-groupe, son ordre divise celui de
G (encore et toujours le théorème de Lagrange 2.13), et donc les facteurs premiers de |H| ne
peuvent être que 2, 3 et 5.

(12) Si |H| est divisible en 3 Alors H contient au moins un 3-Sylow. Mais nous avons vu que
les 3-Sylow de H sont les 3-Sylow de G. Donc H contient tous les 3-Sylow de G, parce que
les 3-Sylow sont conjugués et H est normal.
Soit E l’ensemble des sous-groupes de H. Puisqu’il est normal, H agit sur E par conjugai-
son, et les 3-Sylow forment une orbite. Si α est un 3-Sylow, la formule des classes (proposi-
tion 2.33(2)) nous donne

|H| “ |Fixpαq||Oα|. (18.747)

Mais l’orbite Oα de α est l’ensemble des 3-Sylow, de sorte que |Oα| “ 10. Donc |H| est
divisible en 10.
Mais il y a pire : H contient au moins les 10 sous-groupes Fixpx2q pour x2 P Ω2. Ce sont 10
groupes de |Fixpx2q| “ 3 éléments. En décomptant e qui est dans l’intersection, cela fait

10ˆ |Fixpx2q| ´ 10` 1 “ 21 (18.748)

éléments. Donc H contient au moins 21 éléments. Le nombre |H| est donc :
— diviseur de 60
— multiple de 10
— au moins 21.

Donc c’est 30 ou 60.
(13) Si |H| est divisible en 5 Le même raisonnement tient et |H| est 30 ou 60.

Nous restons avec les possibilités |H| égal à 2, 4, 30 ou 60.
(1) Si |H| “ 4

Alors H contient au moins un 2-Sylow. Un 2-Sylow de H est un sous-groupe contenant 4
éléments qui sont d’ordre 2m. Le seul m possible dans G est m “ 1. Vu qu’un 2-Sylow de
H contient 4 éléments, nous sommes dans le cas où H est un 2-Sylow. Il est donc le seul
2-Sylow de H parce que H est normal, et que tous les 2-Sylow sont conjugués.
Mais tous les sous-groupes d’ordre 2 sont contenus dans un 2-Sylow. En particulier tous les
15 groupes Fixpx1q sont dans l’unique 2-Sylow H qui est soi-disant d’ordre 4. IL y a là une
belle impossibilité.
Donc, le cas |H| “ 4 est hors-concours.

(2) Si |H| “ 2 Alors H “ te, gu avec g2 “ e. Si h P G, l’élément hgh´1 ne peut être que e ou g
(parce que H est normal). Le premier cas est g “ e, et le second donne gh “ hg. Donc g est
dans le centre de G : il commute avec tous les éléments de G.
Comme g P Gp2q, nous savons que les éléments a P Fixpgq sont forcément dans Ω1 parce que
les points dont les fixateurs sont formés d’éléments d’ordre 2 sont dans Ω1. Soit h P G. Nous
avons g “ hgh´1 et donc aussi

`
hgh´1˘`hpaq˘ “ hgpaq “ hpaq, (18.749)

donc hpaq et ´hpaq sont des points fixes de hgh´1. Ce sont donc également des points fixes
de g. Nous en déduisons que g a pour points fixes les points a, ´a, hpaq et ´hpaq. Puisque
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g n’est pas e, ces quatre points ne peuvent pas être distincts. Comme hpaq ne peut pas être
´hpaq, nous avons forcément hpaq “ ˘a.
Donc l’orbite de a ne contiendrait que 2 éléments. Pas possible.

(3) Si |H| “ 30 À part |H| “ 60, le dernier cas à traiter est |H| “ 30. Nous rappelons obli-
geamment que
(3a) |Gp2q| “ 15
(3b) |Gp3q| “ 20
(3c) |Gp5q| “ 24.
Si H possède 30 éléments, le théorème de Sylow dit que H contient au moins un 3-Sylow et
un 5-Sylow, et donc tous. Puisque pour 3 et 5, les Sylow de H et de G sont les mêmes et bien
identifiés, nous allons nous baser dessus. Le sous-groupe H contient tous les 3 et 5-Sylow,
donc le comptage des éléments est :

10ˆ |Fixpx2q| ` 6ˆ |Fixpx3q| ´ 15 “ 45. (18.750)

Nous aurions aussi pu ajouter `4´ 1 pour compter au moins un 2-Sylow.
Donc dès que H compte 30 éléments, il en compte au moins 45. Autrement dit le cas |H| “ 30
est impossible.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 18.225
La démonstration des groupes finis de SOp3q est longue. Je me demande si il n’y a pas moyen de
faire plus court. Par exemple [542] utilise le théorème de Cauchy 3.26 que je n’utilise pas. D’autre
part, toutes les références me semblent utiliser plus ou moins implicitement le fait que si le sous-
groupe normal H contient un élément de Gpniq, alors il les contiennent tous. J’avoue ne pas trop
comprendre pourquoi.

18.13 Systèmes de coordonnées
SECooWTPRooZbOSzO

La trigonométrie nous offre de nouveaux systèmes de coordonnées qui peuvent se révéler pra-
tiques dans certains cas : les coordonnées polaires sur R2, ainsi que les coordonnées cylindriques
et sphériques sur R3.

18.13.1 Coordonnées polaires

18.13.1.1 Ce que ça signifie intuitivement

On a vu qu’un point M dans R2 peut être représenté par ses abscisses x et ses ordonnées y.
Nous pouvons également déterminer le même point M en donnant un angle et une distance comme
illustré sur la figure 18.10.

px, yq

θ

r

1

1

2

Figure 18.10: Un point en coordonnées polaires est donné par sa distance à l’origine et par l’angle
qu’il fait avec l’horizontale. LabelFigJWINooSfKCeA

Le même point M peut être décrit indifféremment avec les coordonnées px, yq ou bien avec
pr, θq.
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Remarque 18.226.
L’angle θ d’un point n’étant à priori défini qu’à un multiple de 2π près, nous convenons de toujours
choisir un angle 0 ď θ ă 2π. Par ailleurs l’angle θ n’est pas défini si px, yq “ p0, 0q.

La coordonnée r est toujours positive.

Nous avons dans l’idée de définir r et θ par les formules EqrthetaxyPoal

"
x “ r cospθq (18.751a)
y “ r sinpθq. (18.751b)

18.13.1.2 Coordonnées polaires : le théorème
THOooBETSooXSQhdX

Théorème 18.227 (Coordonnées polaires[1]).
Soit l’application

T : r0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(18.752)

ITEMooNGOKooFCXmwy

(1) L’application T est surjective.
ITEMooMCIOooJiBvug

(2) L’application
T : s0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2ztp0, 0qu (18.753)

est bijective.
ITEMooZFRGooQPDUtX

(3) En considérant la demi-droite D “ tpx, 0quxě0, l’application

T : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD (18.754)

est un C8-difféomorphisme 82.

Démonstration. Une bonne partie de ce théorème est une conséquence de 18.58. La vraie nouveauté
de ce théorème sera la régularité. Nous démontrons point par point.

(1) Pour (1). Soit a “ px, yq P R2. Nous avons a{}a} P S1. Par la proposition 18.58, il existe
θ P r0, 2πs tel que

a

}a} “
`

cospθq, sinpθq˘. (18.755)

Alors a “ }a}` cospθq, sinpθq˘ “ T p}a}, θq. Voilà. L’application T est surjective.
(2) Pour (2). En ce qui concerne la surjectivité,

T
`
0, r0, 2πr˘ “ tp0, 0qu. (18.756)

Donc le point (1) donne le surjectif lorsque nous enlevons d’un côté les points avec r “ 0 et
de l’autre le point p0, 0q.
Pour l’injectivité, nous supposons T pr1, θ1q “ T pr2, θ2q. Puisque }T pr, θq} “ r, nous avons
tout de suite r1 “ r2. Nous restons donc avec l’égalité

ˆ
cospθ1q
sinpθ1q

˙
“
ˆ

cospθ2q
sinpθ2q

˙
. (18.757)

La proposition 18.58 dit alors que θ1 “ θ2.

82. L’application est de classe C8 et son inverse est également de classe C8. Le plus souvent, vous voulez seulement
utiliser ce théorème dans le but de faire un changement de variables dans une intégrale ; vous n’avez donc besoin que
d’un C1-difféomorphisme.
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(3) Pour (3). L’application T est injective en tant que restriction d’une application injective.
Pour le surjectif, soit a P R2zD. Comme a R D, nous avons }a} ‰ 0 et il est légitime de dire,
comme plus haut, qu’il existe θ P r0, 2πr tel que

a

}a} “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
. (18.758)

Ce θ n’est pas zéro parce que θ “ 0 donne le point p1, 0q qui est sur D.
En ce qui concerne l’inverse, nous n’allons pas nous lancer dans une étude subtile de la
fonction (18.179) ; nous avons déjà démontré la continuité dans le lemme 18.65, et monter
dans les dérivées nous semble un peu compliqué. Au lieu de cela, nous allons procéder en
deux étapes :

— Prouver que T est de classe Cp pour tout p en invoquant seulement des théorèmes à
proposition de différentielle,

— En déduire que T´1 est également Cp pour tout p en invoquant le théorème d’inversion
locale 17.51.

Les applications pr, θq ÞÑ r, pr, θq ÞÑ sinpθq et pr, θq ÞÑ cospθq sont de classe C8 grâce
au lemme 12.246. Le lemme 12.267 sur la différentiabilité du produit montre alors que les
fonctions T1 et T2 données par

T1pr, θq “ r cospθq (18.759a)
T2pr, θq “ r sinpθq (18.759b)

sont différentiables 83. Mieux, la proposition 12.270 montre que ces fonctions T1 et T2 sont de
classe Cp pour tout p, c’est-à-dire qu’elles sont de classe C8. Cela montre que les coordonnées
polaires sont de classe C8, et il faut encore parler de l’inverse.
En ce qui concerne la différentielle,

dTpr,θqpu, vq “
ˆ
u cospθq ´ rv sinpθq
u sinpθq ` rv cospθq

˙
. (18.760)

Donc la matrice de la différentielle est

dTpr,θq “
ˆ

cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq,

˙
(18.761)

dont le déterminant est r (lemme 18.4 utilisé). Donc la différentielle en pr, θq est une ap-
plication linéaire inversible parce que r ‰ 0 aux points que nous considérons. L’application
dTpr,θq est bicontinue parce que nous sommes en dimension finie. Tout cela pour dire que le
théorème d’inversion local 17.51 s’applique, et T´1 est Cp dès que T est Cp.
Puisque T est de classe Cp pour tout p, l’inverse T´1 est également Cp pour tout p, c’est-à-
dire que T´1 est de classe C8.

Définition 18.228.
Ce que nous appelons les coordonnées polaires est l’application

T : r0,8r ˆ r0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(18.762)

du théorème 18.227(3). Selon les circonstances, nous considérons l’une ou l’autre des restrictions
pour avoir une bijection ou un difféomorphisme.

83. Si vous voulez seulement avoir un C1-difféomorphisme, calculez explicitement la différentielle et montrez que
c’est continu. Vous n’avez pas à utiliser la proposition 12.270 ni rien des produits tensoriels.
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EXooSDHDooJzDioW

Exemple 18.229.
Soit à calculer

lim
px,yqÑp0,0q

x2 ` y2

x´ y . (18.763)

Nous introduisons la fonction

f : R2ztx “ yu Ñ R

px, yq ÞÑ x2 ` y2

x´ y .
(18.764)

Une idée souvent fructueuse pour traiter ce genre de limite est de passer aux coordonnées polaires.
Attention, si on veut faire les choses très explicitement, c’est un peu lourd en notations. Il s’agit
de poser

g :
`s0,8r ˆ r0, 2πr˘z␣Rˆ tπ4 u YRˆ t

5π
4 uu Ñ R

pr, θq ÞÑ r2

r
`

cospθq ´ sinpθq˘ .
(18.765)

Bon. À strictement parler, nous aurions pu dire que g est définie pour r “ 0, mais vu que nous
voulons seulement calculer la limite pour r Ñ 0, on n’a pas besoin de la valeur en zéro. De plus
les coordonnées polaires ne sont pas bijectives en l’origine. Donc bon . . .on s’en passe.

Quel est le lien entre f et g ? Du point de vue du calcul, le lien est qu’on a remplacé x par
r cospθq et y par r sinpθq. Le vrai lien est l’égalité

g “ f ˝ T (18.766)

où T est l’application de coordonnées polaires dont les principales propriétés sont données dans le
théorème 18.227(2).

Soit un voisinage B
`p0, 0q, R˘ de p0, 0q dans R2. Le but est de montrer que les valeurs fpBq

se regroupent autour d’une valeur ℓ lorsque R Ñ 0. Soyons plus précis et nommons ℓ le candidat
limite. Soit ϵ ą 0 ; nous devons trouver R ą 0 tel que f

´
B
`p0, 0q, R˘

¯
Ă Bpℓ, ϵq.

Pour R ą 0, nous avons

B
`p0, 0q, R˘ “ T

`r0, Rr ˆ r0, 2πr˘, (18.767)

donc
fpBq “ g

`r0, Rr ˆ r0, 2πr˘. (18.768)

Soit r ă R. Nous avons
lim
θÑπ{4

gpr, θq “ 8. (18.769)

Donc fpBq contient des valeurs arbitrairement grandes, quelle que soit la valeur de R. Il n’y a
donc pas de limite possible.

Si vous voulez un argument un peu plus imagé, en voici un 84 basé sur une combinaison entre
la méthode des coordonnées polaires et la méthode des chemins.

Certes pour chaque θ nous avons limrÑ0 gpr, θq “ 0, mais il ne faut pas en déduire trop vite
que la limite limpx,yqÑp0,0q gpx, yq vaut zéro parce que prendre la limite r Ñ 0 avec θ fixé revient à
prendre la limite le long de la droite d’angle θ.

Il n’est pas possible de majorer gpr, θq par une fonction ne dépendant pas de θ parce que cette
fonction tend vers l’infini lorsque θ Ñ π{4. Est-ce que cela veut dire que la limite n’existe pas ?
Cela veut en tout cas dire que la méthode des coordonnées polaires ne parvient pas à résoudre
l’exercice. Pour conclure, il faudra encore un peu travailler.

84. Qui satisfera tous vos professeurs, pourvu que vous ayez compris que ce qui se cache est une histoire de valeurs
de f prises sur un voisinage de p0, 0q.
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Nous pouvons essayer de calculer le long d’un chemin plus général prptq, θptqq. Choisissons
rptq “ t puis cherchons θptq de telle sorte à avoir

cos θptq ´ sin θptq “ t2. (18.770)EqICrDSeEqICrDSe

Le mieux serait de résoudre cette équation pour trouver θptq. Mais en réalité il n’est pas nécessaire
de résoudre : montrer qu’il existe une solution suffit. Nous pouvons supposer que t2 ă 1. Pour
θ “ π{4 nous avons cospθq ´ sinpθq “ 0 et pour θ “ 0 nous avons cospθq ´ sinpθq “ 1. Le théorème
des valeurs intermédiaires nous enseigne alors qu’il existe une valeur de θ qui résout l’équation
(18.770).

Pour être rigoureux, nous devons aussi montrer que la fonction θptq est continue. Pour cela
il faudrait utiliser le théorème de la fonction implicite 17.53. Nous verrons dans l’exemple 18.245
comment s’en sortir sans théorème de la fonction implicite, au prix de plus de calculs. △

Les coordonnées polaires sont données par le difféomorphisme

g : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘ (18.771)

où D est la demi-droite y “ 0, x ě 0. Le fait que les coordonnées polaires ne soient pas un
difféomorphisme sur tout R2 n’est pas un problème pour l’intégration parce que le manque de
difféomorphisme est de mesure nulle dans R2. Le jacobien est donné par

Jg “ det
ˆBrx Bθx
Bry Bθy

˙
“ det

ˆ
cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

˙
“ r. (18.772)

La fonction qui donne les coordonnées polaires est

φ : R` ˆ s0, 2πr Ñ R2

pr, θq ÞÑ
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
.

(18.773)

Son Jacobien vaut

Jφpr, θq “ det
˜Bxpr,θq

Br
Bxpr,θq

BθBypr,θq
Br

Bypr,θq
Bθ

¸
“

∣∣∣∣∣cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

∣∣∣∣∣ “ r. (18.774)

PROPooFLUAooDsyMXO

Proposition 18.230.
Soit la fonction

T : s0,`8r ˆRÑ R2ztp0, 0qu
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘. (18.775)

(1) Elle est surjective.
(2) Pour tout a P R, l’application T est bijective sur la bande s0,`8r ˆ ra´ π, a` πr.
(3) Si a “ 0, la fonction inverse est donnée par

T´1px, yq “ `a
x2 ` y2, arctanpy{xq˘. (18.776)

Soit P “ px, yq un élément dans R2, on dit que r “ a
x2 ` y2 est le rayon de P et que

θ “ arctanpy{xq est son argument principal. L’origine ne peut pas être décrite en coordonnées
polaires parce que si son rayon est manifestement zéro, on ne peut pas lui associer une valeur
univoque de l’angle θ.

Exemple 18.231.
L’équation du cercle de rayon a et centre p0, 0q en coordonnées polaires est r “ a. △

Exemple 18.232.
Une équation possible pour la demi-droite x “ y, x ą 0, est θ “ π{4. △
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18.13.1.3 Polaires : calcul de limites
EXooBEROooPhPsSU

Exemple 18.233.
Calculer les limites suivantes :

(1) limpx,yqÑp0,0q
pxyq2

px`yq2`px´yq2

(2) limpx,yqÑp0,0q xy3

x2`y2

(3) limpx,yqÑp0,0q
x sinpyq?
x2`y2

Tentez de les faire par vous-même avant de regarder la solution qui suit.
(1) Si px, yq P Bp0, δqztp0, 0qu, alors le théorème 18.227 dit qu’il existe 0 ă r ă δ et θ P r0, 2πr

tels que x “ r cospθq et y “ r sinpθq. Avec ça nous avons

fpx, yq “ r4 cos2pθq sin2pθq
r2
`

cospθq ` sinpθq˘2 ` r2
`

cospθq ´ sinpθq˘2 . (18.777)

Vu que r ‰ 0 nous pouvons simplifier par r2. Ce qui reste au dénominateur est une fonction
de θ continue sur le compact r0, 2πs. Je ne peux pas vous dire quel est le minimum, mais il
est facile de voir que ce n’est pas zéro. Bref,

fpx, yq “ r2fpθq (18.778)

et |fpx, yq| ă ar2 où a est une constante que vous pouvez vous amuser à calculer. En po-
sant δ ă a

ϵ{a nous avons |fpx, yq| ă ϵ pour tout px, yq P Bp0, δq, ce qui signifie que
limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0.

(2) Regardons la technique des coordonnées polaires. Nous remplaçons x par r cospθq et y par
r sinpθq :

fpr, θq “ r4 cospθq sin3pθq
r2 “ r2 cospθq sin3pθq. (18.779)

Cette fonction tend vers zéro quand r Ñ 0. Nous avons donc

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ 0. (18.780)

Pour cet exercice nous pouvons aussi utiliser la règle de l’étau en écrivant d’abord

0 ď |fpx, yq| ď |x||y3|
|x2 ` y2| . (18.781)

Mais on a |x| ďa
x2 ` y2, |y| ďa

x2 ` y2 et |x2 ` y2| “ `a
x2 ` y2

˘2, donc

0 ď |fpx, yq| ď
a
x2 ` y2

`a
x2 ` y2

˘3

`a
x2 ` y2

˘2 “ `a
x2 ` y2

˘2 Ñ 0. (18.782)

(3) En passant aux polaires, nous avons

fpr, θq “ r cos θ sin
`
r sin θ

˘

r
“ cospθq sin

`
r sin θ

˘
. (18.783)

La limite de cette dernière fonction lorsque r Ñ 0 vaut zéro.
Une autre façon de procéder consiste à multiplier et diviser par y de telle façon à faire
apparaitre sinpyq{y dont nous connaissons la limite :

fpx, yq “ sinpyq
y

· xya
x2 ` y2

. (18.784)

La limite du premier facteur est 1, tandis que le second peut être traité de façon classique
en prenant la valeur absolue et en majorant |x| par

a
x2 ` y2.

△
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18.13.1.4 Transformation inverse : théorie

Voyons la question inverse : comment retrouver r et θ si on connait x et y ? Tout d’abord,

r “
a
x2 ` y2 (18.785)

parce que la coordonnée r est la distance entre l’origine et px, yq. Comment trouver l’angle ? Nous
supposons px, yq ‰ p0, 0q. Si x “ 0, alors le point est sur l’axe vertical et nous avons

θ “
#
π{2 si y ą 0
3π{2 si y ă 0

(18.786)

Notez que si y ă 0, conformément à notre convention θ ě 0, nous avons noté 3π
2 et non ´π

2 .
Supposons maintenant le cas général avec x ‰ 0. Les équations (18.751) montrent que

tanpθq “ y

x
. (18.787)

Nous avons donc
θ “ tan´1

´y
x

¯
. (18.788)

La fonction inverse de la fonction tangente est celle définie plus haut.

18.13.1.5 Transformation inverse : pratique

Le code suivant utilise Sage.

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 def PointToPolaire (x,y):
7 x=SR(x)
8 y=SR(y)
9 r = sqrt(x**2+y**2)

10 if x == 0:
11 if y > 0:
12 alpha = pi/2
13 if y < 0:
14 alpha = 3*pi/2
15 if y == 0 :
16 raise ValueError ," Pas d ’ angle pour le point (0 ,0) !! "
17 else :
18 alpha = atan(y/x)
19 if (x < 0) and (y == 0) :
20 alpha = pi
21 if (x < 0) and (y > 0) :
22 alpha = alpha + pi
23 if (x < 0) and (y < 0 ) :
24 alpha = alpha + pi
25 alpha=alpha. simplify_trig ()
26 r e t u r n (r,alpha)
27

28 print PointToPolaire (1 ,1)
29 print PointToPolaire (-2,1)

http://www.sagemath.org
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30 print PointToPolaire (6* sqrt (3) /2 ,3)

tex/frido/calculAngle.py

Son exécution retourne :

(sqrt(2), 1/4*pi)
(sqrt(5), pi - arctan(1/2))
(6, 1/6*pi)

Notez que ce sont des valeurs exactes. Ce ne sont pas des approximations, Sage travaille de façon
symbolique.

18.13.1.6 Coordonnées polaires : dérivées partielles

Le changement de coordonnées pour les coordonnées polaires est la fonction

f

ˆ
r
θ

˙
“
ˆ
x
y

˙
“
ˆ
r cos θ
r sin θ

˙
. (18.789)

Considérons une fonction g sur R2, et définissons la fonction g̃ par

g̃pr, θq “ gpr cos θ, r sin θq. (18.790)

La formule (12.729) permet de trouver les dérivées partielles de g par rapport à r et θ en termes
de celles par rapport à x et y de g.

Pour faire le lien avec les notations du point précédent, nous avons

f1pr, θq “ r cospθq
f2pr, θq “ r sinpθq
px1, x2q Ñ pr, θq
py1, y2q Ñ px, yq.

(18.791)

Nous avons donc

Bg̃
Br pr, θq “

2ÿ

i“1

Bg
Bxi

`
fpr, θq˘BfiBr pr, θq

“ Bg
Bxpr cos θ, r sin θqB

`
r cos θ

˘

Br pr, θq

` BgBy pr cos θ, r sin θqB
`
r sin θ

˘

Br pr, θq

“ cos θ BgBxpr cos θ, r sin θq ` sin θBgBy pr cos θ, r sin θq.

(18.792)

Prenons par exemple gpx, yq “ 1
x2`y2 . Étant donné que

Bg
Bx “

´2x
px2 ` y2q2 , (18.793)

nous avons Bg
Bxpr cos θ, r sin θq “ ´2 cos θ

r3 . (18.794)

En utilisant la formule,

Bg̃
Br pr, θq “ cospθq

ˆ´2 cos θ
r3

˙
` sinpθq

ˆ´2 sin θ
r3

˙
“ ´ 2

r3 . (18.795)
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Nous pouvons vérifier directement que cela est correct. En effet

g̃pr, θq “ gpr cos θ, r sin θq “ 1
r2 , (18.796)

dont la dérivée par rapport à r vaut ´2{r3.
En ce qui concerne la dérivée par rapport à θ, nous avons

Bg̃
Bθ “

Bg
Bxpr cos θ, r sin θqB

`
r cospθq˘
Bθ ` BgBy pr cos θ, r sin θqB

`
r sinpθq˘
Bθ

“
ˆ´2 cos θ

r3

˙
p´r sin θq `

ˆ´2 sin θ
r3

˙
pr cos θq

“ 0.

(18.797)

En résumé et avec quelques abus de notation :

Bg̃
Br “ cospθq BgBx ` sinpθqBgBy
Bg̃
Bθ “ ´r sinpθq BgBx ` r cospθqBgBy

(18.798)

18.13.2 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont un perfectionnement des coordonnées polaires. Il s’agit
simplement de donner le point px, y, zq en faisant la conversion px, yq ÞÑ pr, θq et en gardant le z.
Les formules de passage sont

$
’&
’%

x “ r cospθq (18.799a)
y “ r sinpθq (18.799b)
z “ z. (18.799c)

Soit T la fonction de s0,`8rˆR2 dans R3ztp0, 0, 0qu définie par

T : s0,`8rˆRˆR Ñ R3ztp0, 0, 0qu
pr, θ, zq ÞÑ pr cos θ, r sin θ, zq, (18.800)

Cette fonction est surjective. Elle est bijective sur chaque bande de la forme s0,`8rˆra´ π, a`
πrˆR, a dans R. Il n’y a presque rien de nouveau par rapport aux coordonnées polaires. Les
coordonnées cylindriques sont intéressantes si on décrit un objet invariant par rapport aux rotations
autour de l’axe des z.

Exemple 18.234.
Il faut savoir ce que décrivent les équations les plus simples en coordonnées cylindriques,

— r ď a, pour a constant dans s0,`8r, est le cylindre de hauteur infinie qui a pour axe l’axe
des z et pour base le disque de rayon a centré à l’origine,

— r “ a est la surface du cylindre,
— θ “ b est un demi-plan ouvert et sa fermeture contient l’axe des z,
— z “ c est un plan parallèle au plan x-y.

△

Exemple 18.235.
Un demi-cône qui a son sommet en l’origine et pour axe l’axe des z est décrit par z “ dr. Si d est
positif il s’agit de la moitié supérieure du cône, si d ă 0 de la moitié inférieure. △

Exemple 18.236.
De même, la sphère de rayon a et centrée à l’origine est l’assemblage des calottes z “ ?a2 ´ r2 et
z “ ´?a2 ´ r2. △
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En ce qui concerne les coordonnées cylindriques, le Jacobien est donné par

Jpr, θ, zq “
∣∣∣∣∣∣∣

Bx
Br

Bx
Bθ

Bx
BzBy

Br
By
Bθ

By
BzBz

Br
Bz
Bθ

Bz
Bz

∣∣∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣∣∣
cos θ ´r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ r. (18.801)

Nous avons donc dx dy dz “ r dr dθ dz.

$
’&
’%

x “ r cos θ (18.802a)
y “ r sin θ (18.802b)
z “ z (18.802c)

avec r P s0,8r, θ P r0, 2πr et z P R. Le jacobien vaut r.

18.13.3 Coordonnées sphériques

Soit T la fonction de s0,`8rˆR2 dans R3ztp0, 0, 0qu définie par

T : s0,`8rˆRˆR Ñ R3ztp0, 0, 0qu
pρ, θ, ϕq ÞÑ pρ cos θ sinϕ, ρ sin θ sinϕ, ρ cosϕq, (18.803)

Cette fonction est surjective. Elle est bijective sur chaque bande de la forme s0,`8rˆra´ π, a`
πrˆrb´ π{2, b` π{2r, a et b dans R. Si a “ 0 et b “ ´π{2 la fonction inverse T´1 est donnée par

T´1 : R3ztp0, 0, 0qu Ñ s0,`8rˆr´π, πrˆr0, πr
px, y, zq ÞÑ

ˆa
x2 ` y2 ` z2, arctan y

x , arccos
ˆ

z?
x2`y2`z2

˙˙
.

(18.804)

Soit P un point dans R3. L’angle ϕ est l’angle entre le demi-axe positif des z et le vecteur ÝÝÑOP , ρ
est la norme de ÝÝÑOP et θ est l’argument en coordonnées polaires de la projection de ÝÝÑOP sur le plan
x-y.

Remarque 18.237.
Dans la littérature, les angles θ et ϕ sont parfois inversés (voire, changent de nom, par exemple
φ au lieu de ϕ). Il faut donc être très prudent lorsqu’on veut utiliser dans un cours des formules
données dans un autre cours.

Exemple 18.238.
Il faut connaitre le sens des équations plus simples,

— ρ ď a, pour a constant dans s0,`8r, est la boule fermée de rayon a centrée à l’origine,
— ρ “ a est la sphère de rayon a centrée à l’origine,
— θ “ b est un demi-plan ouvert et sa fermeture contient l’axe des z,
— ϕ “ c est un demi-cône qui a son sommet à l’origine et pour axe l’axe des z. Si c est positif

il s’agit de la moitié supérieure du cône, si d ă 0 de la moitié inférieure.
△

Les coordonnées sphériques sont ce qu’on appelle les « méridiens » et « longitudes » en
géographie. Les formules de transformation sont SubEqsCoordSphe

$
’&
’%

x “ ρ sinpθq cospφq (18.805a)
y “ ρ sinpθq sinpφq (18.805b)
z “ ρ cospθq (18.805c)

avec 0 ď θ ď π et 0 ď φ ă 2π.
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Remarque 18.239.
Attention : d’un livre à l’autre les conventions sur les noms des angles changent. N’essayez donc
pas d’étudier par cœur des formules concernant les coordonnées sphériques trouvées autre part.
Par exemple sur le premier dessin de wikipédia, l’angle φ est noté θ et l’angle θ est noté Φ. Mais
vous noterez que sur cette même page, les conventions de noms de ces angles changent plusieurs
fois.

Les coordonnées sphériques sont données par
$
&
%

x “ r cos θ sinφ
y “ r sin θ sinφ
z “ r cosφ

(18.806)EqChmVarSpheriqueEqChmVarSpherique

avec r Ps0,8r, θ Ps0, 2πr et φ Ps0, πr. Le jacobien associé est Jgpr, θ, φq “ ´r2 sinφ. N’oubliez pas
que lorsqu’on effectue un changement de variables dans une intégrale, la valeur absolue du jacobien
apparaît.

Cependant notre convention de coordonnées sphériques fait venir sinpϕq avec ϕ P r0, πr ; vu
que le signe de sinpϕq y est toujours positif, cette histoire de valeur absolue est sans grandes
conséquences. Ce n’est pas le cas de toutes les conventions possibles.

18.13.3.1 Coordonnées sphériques : inverse

Trouvons le changement inverse, c’est-à-dire trouvons ρ, θ et φ en termes de x, y et z. D’abord
nous avons

ρ “
a
x2 ` y2 ` z2. (18.807)

Ensuite nous savons que
cospθq “ z

ρ
(18.808)

détermine de façon unique 85 un angle θ P r0, πs. Dès que ρ et θ sont connus, nous pouvons poser
r “ ρ sin θ et alors nous nous trouvons avec les équations

"
x “ r cospφq (18.809a)
y “ r sinpφq, (18.809b)

qui sont similaires à celles déjà étudiées dans le cas des coordonnées polaires.

18.14 Calcul de limites
Beaucoup de techniques de calcul de limites fonctionnent bien avec les fonctions trigonomé-

triques, entre autres grâce à l’utilisation des coordonnées polaires de la proposition 18.230. Nous
en voyons quelques exemples à présent.

ExQWHooGddTLE

Exemple 18.240 (Limite et prolongement par continuité).
La fonction

fpxq “ cospxq ´ 1
x

(18.810)

n’est pas définie en x “ 0.
Nous avons vu dans l’équation (18.6) que cosp0q “ 1, donc la limite

lim
xÑ0

cospxq ´ 1
x

(18.811)

est la limite définissant la dérivée de cosinus en 0 (ici, le x joue le rôle de ϵ). Le lemme 18.3 nous
donne la dérivée du cosinus comme étant le sinus. Nous avons donc :

lim
xÑ0

cospxq ´ 1
x

“ sinp0q “ 0, (18.812)

85. Le problème ρ “ 0 ne se pose pas ; pourquoi ?

http://fr.wikipedia.org/wiki/Coordonn�es_sph�riques
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et nous définissons le prolongement par continuité :

f̃pxq “
#

cospxq´1
x si x ‰ 0

0 sinon.
(18.813)

Encore une fois, le graphe de la fonction f̃ ne présente aucune particularité autour de x “ 0.

´6 π ´4 π ´2 π 2 π 4 π 6 π

´1
2

1
2

△
EXooINLRooPzRWEA

Exemple 18.241 (Un calcul heuristique de limite).
Soit à calculer la limite suivante :

lim
xÑ0

e´2 cospxq`2 sinpxq?
e2 cospxq`2 ´ 1

. (18.814)

La stratégie que nous allons suivre pour calculer cette limite est de développer certaines parties
de l’expression en série de Taylor, afin de simplifier l’expression. La première chose à faire est de
remplacer eypxq par 1` ypxq lorsque ypxq Ñ 0. La limite devient

lim
xÑ0

`´ 2 cospxq ` 3
˘

sinpxqa´2 cospxq ` 2
. (18.815)

Nous allons maintenant remplacer cospxq par 1 au numérateur et par 1 ´ x2{2 au dénominateur.
Pourquoi ? Parce que le cosinus du dénominateur est dans une racine, donc nous nous attendons à
ce que le terme de degré deux du cosinus donne un degré un en dehors de la racine, alors que du
degré un est exactement ce que nous avons au numérateur : le développement du sinus commence
par x.

Nous calculons donc

lim
xÑ0

sinpxqc
´2

´
1´ x2

2

¯
` 2

“ lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (18.816)

Tout ceci n’est évidemment pas très rigoureux, mais en principe vous avez tous les éléments en
main pour justifier les étapes. △

18.14.1 Méthode des coordonnées polaires
SUBSECooWCGMooPrXSpt

La proposition suivante exprime la définition de la limite en d’autres termes, et va être pratique
dans le calcul de certaines limites.

PropMethodePolaire

Proposition 18.242.
Soit f : D Ă Rm Ñ Rn, a un point d’accumulation de D et ℓ P Rn. Nous définissons

Er “ tfpxq tel que x P Bpa, rq XDu, (18.817)

et
sr “ supt}v ´ ℓ} tel que v P Eru. (18.818)

Alors nous avons limxÑa fpxq “ ℓ si et seulement si limrÑ0 sr “ 0.
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Dans cette proposition, Er représente l’ensemble des valeurs atteintes par f dans un rayon r
autour de a. Le nombre sr sélectionne, parmi toutes ces valeurs, celle qui est la plus éloignée de ℓ
et donne la distance. En d’autres termes, sr est la distance maximale entre fpxq et ℓ lorsque x est
à une distance au maximum r de a.

Lorsque nous avons affaire à une fonction f : R2 Ñ R, cette proposition nous permet de calculer
facilement les limites en passant aux coordonnées polaires.

ExempleMethodeTrigigi

Exemple 18.243.
Reprenons la fonction de l’exemple 12.216 :

fpx, yq “ xy

x2 ` y2 . (18.819)

Son domaine est R2ztp0, 0qu. Nous voulons calculer limpx,yqÑp0,0q fpx, yq. Écrivons la définition de
Er :

Er “ tfpx, yq tel que px, yq P B`p0, 0q, r˘u. (18.820)

Les points de la boule sont, en coordonnées polaires, les points de la forme pρ, θq avec ρ ă r. La
chose intéressante est que fpρ, θq est relativement simple (plus simple que la fonction départ). En
effet en remplaçant tous les x par ρ cospθq et tous les y par ρ sinpθq, et en utilisant le fait que
cos2pθq ` sin2pθq “ 1, nous trouvons

fpρ, θq “ ρ2 cospθq sinpθq
ρ2 “ cospθq sinpθq. (18.821)Eq2807fpolairerhodeuxcossinEq2807fpolairerhodeuxcossin

Cela signifie que
Er “ tcospθq sinpθq tel que θ P r0, 2πru. (18.822)

Prenons ℓ quelconque. Le nombre sr est le supremum des

}ℓ´ cospθq sinpθq} (18.823)

lorsque θ parcours r0, 2πs. Nous ne sommes pas obligés calculer la valeur exacte de sr. Ce qui
compte ici est que sr ne vaut certainement pas zéro, et ne dépend pas de r. Donc il est impossible
d’avoir limrÑ0 sr “ 0, et la fonction donnée n’a pas de limite en p0, 0q. △

Nous pouvons retenir cette règle pour calculer les limites lorsque px, yq Ñ p0, 0q de fonctions
f : R2 Ñ R :

(1) passer en coordonnées polaires, c’est-à-dire remplacer x par ρ cospθq et y par ρ sinpθq ;
(2) nous obtenons une fonction g de ρ et θ. Si la limite limrÑ0 gpr, θq n’existe pas ou dépend de

θ, alors la fonction n’a pas de limite. Si on peut majorer g par une fonction ne dépendant
pas de θ, et que cette fonction a une limite lorsque r Ñ 0, alors cette limite est la limite de
la fonction.

La vraie difficulté de la technique des coordonnées polaires est de trouver le supremum de Er,
ou tout au moins de montrer qu’il est borné par une fonction qui a une limite qui ne dépend pas de
θ. Une des situations classiques dans laquelle c’est facile est lorsque la fonction se présente comme
une fonction de r multiplié par une fonction de θ.

Exemplexyxsqysq

Exemple 18.244.
Soit à calculer la limite

lim
px,yqÑp0,0q

xy

ˆ
x2 ´ y2

x2 ` y2

˙
. (18.824)

Le passage aux coordonnées polaires donne

fpr, θq “ r2 sin θ cos θpcos2 θ ´ sin2 θq. (18.825)
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Déterminer le supremum de cela est relativement difficile. Mais nous savons que de toutes façons,
la quantité sin θ cos θpcos2 θ ´ sin2 θq est bornée par 1. Donc

}fpr, θq} ď r2. (18.826)

Maintenant la règle de l’étau montre que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq est zéro.
La situation vraiment gênante serait celle avec une fonction de θ qui risque de s’annuler dans

un dénominateur. △

L’exemple 18.229 donnera un cas où la méthode fonctionne plus difficilement. Entre autres
parce qu’il utilisera en même temps la méthode des chemins et celle des coordonnées polaires.

ExmeASDLAf

Exemple 18.245.
Considérons fonction

fpx, yq “ x2 ` y2

x´ y . (18.827)

Une mauvaise idée pour prouver que la limite n’existe pas pour px, yq Ñ p0, 0q est de considérer
le chemin pt, tq. En effet, la fonction n’existe pas sur ce chemin. Or la méthode des chemins parle
uniquement de chemins contenus dans le domaine de la fonction.

Nous prouvons que la limite n’existe pas en trouvant des chemins le long desquels les limites
sont différentes. Si nous essayons le chemin pt, ktq avec k constant, nous trouvons

fpt, ktq “ tp1` k2q
1´ k . (18.828)

La limite tÑ 0 est hélas toujours 0. Nous ne pouvons donc pas conclure.
Nous allons maintenant utiliser la même technique que celle utilisée en coordonnées polaires.

Vous noterez que dans ce cas, travailler en cartésiennes donne lieu à des calculs plus longs. L’astuce
consiste à prendre k non constant et à chercher par exemple kptq de façon à avoir

1` kptq2
1´ kptq “

1
t
. (18.829)

Avec une telle fonction k, la fonction t ÞÑ fpt, tkptqq serait la constante 1. L’équation à résoudre
pour k est

tk2 ` k ` pt´ 1q “ 0, (18.830)
et les solutions sont

kptq “ ´1˘a
1´ 4tpt´ 1q
2t . (18.831)

Nous proposons donc les chemins
ˆ
x
y

˙
“
˜

t
´1˘

?
1´4tpt´1q
2

¸
(18.832)

Nous devons vérifier deux points. D’abord que ce chemin est bien défini, et ensuite que tkptq tend
bien vers zéro lorsque tÑ 0 (sinon pt, kptqtq) n’est pas un chemin passant par p0, 0q. Lorsque t est
petit, ce qui se trouve sous la racine est proche de 1 et ne pose pas de problèmes. Ensuite,

lim
tÑ0

tkptq “ ´1˘ 1
2 . (18.833)

En choisissant le signe `, nous trouvons un chemin qui nous convient.
Ce que nous avons prouvé est que

f

˜
t,
´1`a

1´ 4tpt´ 1q
2

¸
“ 1 (18.834)

pour tout t. Le long de ce chemin, la limite de f est donc 1. Cette limite est différente des limites
obtenues le long de chemins avec k constant. La limite limpx,yqÑp0,0q fpx, yq n’existe donc pas. △
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seno

Exemple 18.246.
Considérons la fonction (figure 18.11)

fpx, yq “
#a

x2 ` y2 sin 1
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 si px, yq “ p0, 0q, (18.835)

et cherchons la limite px, yq Ñ p0, 0q. Le passage en coordonnées polaires 86 donne

fpρ, θq “ ρ sin 1
ρ
. (18.836)EqFoncRho2907EqFoncRho2907

Pour calculer la limite de cela lorsque ρÑ 0, nous remarquons que

0 ď |ρ sin 1
ρ
| ď ρ (18.837)

parce que sinp1
ρq ď 1 quel que soit ρ. Or évidemment limρÑ0 ρ “ 0, donc la limite de la fonction

(18.836) est zéro et ne dépend pas de θ. Nous en concluons que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0. △

´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4

´1

1

Figure 18.11: La fonction de l’exemple 18.246. LabelFigsenotopologo

18.14.2 Méthode du développement asymptotique
SUBSECooRAKKooAnpvkE

Nous savons que nous pouvons développer certaines fonctions en série grâce au développement
de Taylor (théorème 12.442). Lorsque nous avons une limite à calculer, nous pouvons remplacer
certaines parties de la fonction à traiter par la formule (12.1243a). Cela est très utile pour comparer
des fonctions trigonométrique à des polynômes.

LEMooZYNEooYkwsWD

Lemme 18.247.
Nous avons la limite

lim
xÑ0

sinpxq
x

“ 1. (18.838)

Démonstration. Une manière de prouver cela est d’écrire

sinpxq “ x` hpxq (18.839)

avec h P opxq, c’est-à-dire limxÑ0 hpxq{x “ 0. Alors nous avons

lim
xÑ0

sinpxq
x

“ lim
xÑ0

x` hpxq
x

“ lim
xÑ0

x

x
` lim
xÑ0

hpxq
x

“ 1. (18.840)

L’utilisation de la proposition 12.478 permet d’utiliser cette technique dans le cadre de limites
à plusieurs variables. Reprenons le lemme 18.247 un tout petit peu modifié :

86. Proposition 18.230.
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LEMooSFALooVRBdNb

Lemme 18.248.
Pour tout x ą 0 nous avons sinpxq ă x.

Démonstration. Nous posons fpxq “ x´ sinpxq. Cette fonction vérifie fp0q “ 0 et

f 1pxq “ 1´ cospxq. (18.841)

Vu que | cospxq| ď 1, nous avons toujours f 1pxq ě 0 et même f 1pxq ą 0 pour x P s0, δs. Donc f est
au moins strictement croissante sur s0, δs et ensuite strictement croissante presque partout.

Exemple 18.249.
Soit à calculer limpx,yqÑp0,0q fpx, yq où

fpx, yq “ sinpxyq
xy

. (18.842)

La première chose à faire est de voir f comme la composée de fonctions f “ f1 ˝ f2 avec

f1 : RÑ R

t ÞÑ sinptq
t

(18.843)

et
f2 : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ xy.
(18.844)

Étant donné que limpx,yqÑp0,0q f2px, yq “ 0, nous avons limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ limtÑ0 f1ptq “ 1. △
EXooETZYooYsKPDJ

Exemple 18.250.
Les dérivées partielles de la fonction fpx, yq “ xy3 ` sin y au point p0, πq sont

Bxfp0, πq “ BfBx p0, πq “ lim
tÑ0
t‰0

ptπ3 ` sin πq ´ psin πq
t

“ π3,

Byfp0, πq “ BfBy p0, πq “ lim
tÑ0
t‰0

0pπ ` tq3 ` sinpt` πq ´ 0 ·π3

t
“ cosπ “ ´1,

△

18.15 Quelques intégrales avec de la trigonométrie
SECooOOPPooZLbaEH

Le théorème 14.292 manque un peu d’exemples. Nous allons en voir quelques-uns maintenant.

18.15.1 Changement de variables

Le domaine E “ tpx, yq P R2 tel que x2`y2 ă 1u s’écrit plus facilement E “ tpr, θq tel que r ă
1u en coordonnées polaires. Le passage aux coordonnées polaires permet de transformer une in-
tégration sur un domaine rond à une intégration sur le domaine rectangulaire s0, 2πr ˆ s0, 1r. La
question est évidemment de savoir si nous pouvons écrire

ż

E
f “

ż 2π

0

ż 1

0
fpr cos θ, r sin θqdrdθ. (18.845)

Hélas, non. La vie n’est pas aussi simple ; il faut tenir compte du fait que le changement de base
dilate ou contracte certaines surfaces.
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Soit φ : D1 Ă R2 Ñ D2 Ă R2 une fonction bijective de classe C1 dont l’inverse est également
de classe C1. On désigne par x et y ses composantes, c’est-à-dire que

φpu, vq “
ˆ
xpu, vq
ypu, vq

˙
(18.846)

avec pu, vq P D1.
ThoChamDeVarIntDDf

Théorème 18.251.
Soit une fonction continue f : D2 Ñ R. Alors

ż

φpD1q
fpx, yqdxdy “

ż

D1

f
`
xpu, vq, ypu, vq˘|Jφpu, vq|dudv (18.847)

où Jφ est le Jacobien de φ c’est-à-dire

Jφpu, vq “ det
ˆ Bx

Bu
Bx
BvBy

Bu
Bu
Bv

˙
. (18.848)

Ne pas oublier de prendre la valeur absolue lorsqu’on utilise le Jacobien dans un changement
de variables.

18.15.2 Coordonnées polaires

Exemple 18.252.
Calculons la surface du disque D de rayon R. Nous devons calculer

ż

D
dxdy. (18.849)

Pour passer au polaires, nous savons que le disque est décrit par

D “ tpr, θq tel que 0 ď r ď R, 0 ď θ ď 2πu. (18.850)

Nous avons donc
ż

D
dxdy “

ż

D
r drdθ “

ż 2π

0

ż R

0
r drdθ “ 2π

ż R

0
r dr “ πR2. (18.851)

△
ExpmfDtAtV

Exemple 18.253.
Montrons comment intégrer la fonction fpx, yq “ a

1´ x2 ´ y2 sur le domaine délimité par la
droite y “ x et le cercle x2 ` y2 “ y, représenté sur la figure 18.12. Pour trouver le centre et le
rayon du cercle x2`y2 “ y, nous commençons par écrire x2`y2´y “ 0, et ensuite nous reformons
le carré : y2 ´ y “ py ´ 1

2q2 ´ 1
4 .

‚
P

Figure 18.12: Passage en polaire pour intégrer sur un morceau de cercle.LabelFigHFAYooOrfMAA
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Le passage en polaire transforme les équations du bord du domaine en

cospθq “ sinpθq
r2 “ r sinpθq. (18.852)

L’angle θ parcours donc s0, π{4r, et le rayon, pour chacun de ces θ parcours s0, sinpθqr. La fonction
à intégrer se note maintenant fpr, θq “ ?1´ r2. Donc l’intégrale à calculer est

ż π{4

0

˜ż sinpθq

0

a
1´ r2r dr

¸
. (18.853)PgOMRapIntMultFubiniBoutCerclePgOMRapIntMultFubiniBoutCercle

Remarquez la présence d’un r supplémentaire pour le jacobien.
Notez que les coordonnées du point P sont p1, 1q. △

En pratique, lors du passage en coordonnées polaires, le « dxdy » devient « r drdθ ».

Exemple 18.254.
On veut évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ x2 ` y2 sur la région V suivante :

V “ tpx, yq P R2 |x2 ` y2 ď 1, x ą 0, y ą 0u.
On peut faire le calcul directement,

ż

V
fpx, yq dV “

ż 1

0

ż ?
1´x2

0
x2 ` y2 dy dx “

ż 1

0

˜
x2
a

1´ x2 ` p1´ x
2q3{2

3

¸
dx

mais c’est un peu ennuyeux. On peut simplifier beaucoup les calculs avec un changement de
variables vers les coordonnées polaires. Dans ce cas, on sait bien que le difféomorphisme à utiliser
est ϕpr, θq “ pr cos θ, r sin θq. Le jacobien Jϕ est

Jϕpr, θq “
ˇ̌
ˇ̌ cos θ sin θ
´r sin θ r cos θ

ˇ̌
ˇ̌ “ r, (18.854)

qui est toujours positif. D’une part, la fonction f peut s’écrire sous la forme fpϕpr, θqq “ r2 et
d’autre part, ϕ´1pV q “s0, 1sˆs0, π{2r. Par conséquent, la formule du changement de variables nous
donne ż

V
fpx, yq dV “

ż π{2

0

ż 1

0
r3dr dθ “

ż π{2

0

1
4 dθ “

π

8 .

△

18.15.3 Coordonnées cylindriques

Exemple 18.255.
On veut calculer le volume de la région A définie par l’intersection entre la boule unité et le cylindre
qui a pour base un disque de rayon 1{2 centré en p0, 1{2q

A “ tpx, y, zq P R3 |x2 ` y2 ` z1 ď 1u X tpx, y, zq P R3 |x2 ` py ´ 1{2q2 ď 1{4u.
On peut décrire A en coordonnées cylindriques

A “
!
pr, θ, zq Ps0,`8rˆr´π, πrˆR |

´ π{2 ă θ ă π, 0 ă r ď sin θ, ´
a

1´ r2 ď z ď
a

1´ r2
)
.

(18.855)

Le jacobien de ce changement de variables, Jcyl, est

Jcylpr, θ, zq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

cos θ sin θ 0
´r sin θ r cos θ 0

0 0 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ r, (18.856)
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qui est toujours positif. Le volume de A est donc
ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż π{2

´π{2

ż sin θ

0

ż ?
1´r2

´?
1´r2

rdz dr dθ “ 2π
8 ` 8

9 .

△

Exemple 18.256 (Volume d’un solide de révolution).
Soit g : ra, bs Ñ R` une fonction continue et positive. On dit que le solide A décrit par

A “
!
px, y, zq P R3 | z P ra, bs,

a
x2 ` y2 ď g2pzq

)

est un solide de révolution. Afin de calculer son volume, on peut décrire A en coordonnées cylin-
driques,

A “ ␣pr, θ, zq Ps0,`8rˆr´π, πrˆR | a ď z ď b, 0 ă r2 ď g2pzq( .
Le jacobien de ce changement de variables est Jcyl “ r, comme dans l’exemple précédent. Le
volume de A est donc

ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż b

a

ż π

´π

ż gpzq

0
r dr dθ dz “

ż b

a
πg2pzq dz.

Cette formule peut être utilisée pour tout solide de révolution. △

18.15.3.1 Coordonnées sphériques

Le calcul est un peu plus long :

Jpρ, θ, φq “
∣∣∣∣∣∣∣

Bx
Bρ

Bx
Bθ

Bx
BφBy

Bρ
By
Bθ

By
BφBz

Bρ
Bz
Bθ

Bz
Bφ

∣∣∣∣∣∣∣
“

∣∣∣∣∣∣∣
sin θ cosφ ρ cos θ cosφ ´ρ sin θ sinφ
sin θ sinφ ρ cos θ sinφ ´ρ sin θ cosφ

cos θ ´ρ sin θ 0

∣∣∣∣∣∣∣
“ ρ2 sin θ.

(18.857)

Donc
dx dy dz “ ρ2 sinpθq dρ dθ dφ. (18.858)

Exemple 18.257.
On veut calculer le volume du cornet de glace A

A “
!
px, y, zq P R3 | px, yq P S2,

a
x2 ` y2 ď z ď

a
1´ x2 ´ y2

)
.

On peut décrire A en coordonnées sphériques.

A “ tpρ, θ, ϕq Ps0,`8rˆr´π, πrˆr0, πr | 0 ă ϕ ď π{4, 0 ă ρ ď 1u.
Le jacobien de ce changement de variables Jsph est

Jsphpρ, θ, ϕq “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

cos θ sinϕ sin θ sinϕ cosϕ
´ρ sin θ sinϕ ρ cos θ sinϕ 0
ρ cos θ cosϕ ρ sin θ cosϕ ´ρ sinϕ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ “ ρ2 sinϕ, (18.859)

Le volume de A est donc
ż

R3
χApx, y, zq dV “

ż π

´π

ż π{4

0

ż 1

0
ρ2 sinϕdρ dϕ dθ “ 2π

3

ˆ
1´ 1?

2

˙
.

△
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18.15.4 Un autre système utile

Un changement de variables que l’on voit assez souvent est
"
u “ x` y (18.860a)
v “ x´ y. (18.860b)

Afin de calculer son jacobien, il faut d’abord exprimer x et y en fonctions de u et v :
"
x “ pu` vq{2 (18.861a)
y “ pu´ vq{2. (18.861b)

La matrice jacobienne est ˆ Bx
Bu

Bx
BvBy

Bu
By
Bv

˙
“
ˆ1

2
1
21

2 ´1
2

˙
. (18.862)

Le déterminant vaut ´1
2 . Nous avons donc

dxdy “ 1
2dudv. (18.863)

Nous insistons sur le fait que c’est 1
2 et non ´1

2 qui intervient parce que que la formule du chan-
gement de variable demande d’introduire la valeur absolue du jacobien.

Exemple 18.258.
Calculer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ x2 ´ y2 sur le domaine représenté sur la figure 18.13.

´1 1 2 3

´2

´1

1

2

Figure 18.13: Un domaine qui s’écrit étonnament bien avec un bon changement de coordonnées.LabelFigVWFLooPSrOqz

Les droites qui délimitent le domaine d’intégration sont

y “ ´x` 2
y “ x´ 2
y “ x

y “ ´x
(18.864)

Le domaine est donc donné par les équations
$
’’’&
’’’%

y ` x ă 2 (18.865a)
y ´ x ą ´2 (18.865b)
y ´ x ă 0 (18.865c)
y ` x ą 0. (18.865d)

En utilisant le changement de variables u “ x` y, v “ x´ y nous trouvons le domaine 0 ă u ă 2,
0 ă v ă 2. En ce qui concerne la fonction, fpx, yq “ px` yqpx´ yq et par conséquent

fpu, vq “ uv. (18.866)
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L’intégrale à calculer est simplement

ż 2

0

ż 2

0
uv dudv “

ż 2

0
u du

„
v2

2

ȷ2

0
“ 2

ż 2

0
u du “ 4. (18.867)

△

18.16 Aire d’une surface de révolution

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 18.259
Vu que nous n’avons pas encore de définition d’une aire dans R3, ce qui suit n’est en réalité pas
très rigoureux.

Soit γ une courbe dans le plan xy, paramétrée par

γpuq “
¨
˝
xpuq
ypuq

0

˛
‚ (18.868)

avec u P ra, bs. Nous supposons que la courbe est toujours positive, c’est-à-dire ypuq ą 0 pour tout
u.

Nous voulons considérer la surface obtenue en effectuant une rotation de cette ligne autour de
l’axe X. Chaque point de la courbe va parcourir un cercle de rayon ypuq dans le plan Y X et centré
en pxpuq, 0, 0q. La surface est donc donnée par

φpu, θq “
¨
˝

xpuq
ypuq cos θ
ypuq sin θ

˛
‚ (18.869)

avec pu, θq P ra, bs ˆ r0, 2πs. Notez que la courbe de départ correspond à θ “ 0.
Les vecteurs tangents à la surface pour ce paramétrage sont

Tu “ BφBu “
¨
˝

x1puq
y1puq cos θ
y1puq sin θ

˛
‚ Tθ “ BφBθ “

¨
˝

0
´ypuq sin θ
ypuq cos θ

˛
‚. (18.870)

Le produit vectoriel de ces deux vecteurs vaut

Tu ˆ Tθ “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
x1 y1 cos θ y1 sin θ
0 ´y sin θ y cos θ

∣∣∣∣∣∣∣
“ y1puqypuq ex ´ x1puqypuq cos θ ey ` x1puqypuq sin θ ez.

(18.871)

En ce qui concerne la norme :

dS “ }Tu ˆ Tθ} “
apy1yq2 ` px1yq2 “ |ypuq|ay1puq2 ` x1puq2. (18.872)

Étant donné que nous avons supposé que ypuq ą 0, nous pouvons supprimer les valeurs absolues,
et l’aire de la surface de révolution devient :

AirepSq “
ż 2π

0
dθ

ż b

a
ypuqax1puq2 ` y1puq2du

“ 2π
ż b

a
ypuqax1puq2 ` y1puq2du.

(18.873)
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‚pR, hq

α

R

h

Figure 18.14: En faisant tourner cette droite autour de l’axe X, nous obtenons un cône.LabelFigYHJYooTEXLLn

EXooZCLXooVmXQgY

Exemple 18.260.
Calculons la surface du cône de révolution de rayon (à la base) R et de hauteur h. La courbe de
départ est le segment droite qui part de p0, 0q et qui termine en pR, hq de la figure 18.14.

Ce segment peut être paramétré par

γpuq “
¨
˝
Ru
hu
0

˛
‚ (18.874)

avec u P r0, 1s. Cela donne xpuq “ Ru, ypuq “ hu et par conséquent

Aire “ 2π
ż 1

0
hu

a
R2 ` h2 “ πh

a
R2 ` h2. (18.875)

Ce résultat peut aussi être exprimé en fonction de l’angle, grâce à la formule (18.583). En sachant
que h “ ?h2 `R2 sinpαq, nous trouvons

Aire “ πpR2 ` h2q sinpαq. (18.876)

△

Exemple 18.261.
Calculons la surface latérale du tore obtenu par révolution du cercle de la figure 18.15.

a

‚
R

Figure 18.15: Si nous tournons ce cercle autour de l’axe X, nous obtenons un tore de rayon
« externe » a et de rayon « interne » R. LabelFigROAOooPgUZIt

Le chemin qui détermine le cercle de départ est

γpuq “
¨
˝

R cospuq
a`R sinpuq

0

˛
‚, (18.877)
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c’est-à-dire xpuq “ R cospuq, ypuq “ a`R sinpuq avec u P r0, 2πs. Nous avons donc l’aire

Aire “ 2π
ż 2π

0

`
a`R sinpuq˘Rdu

“ 2πR
`
2πa`Rr´ cospuqs2π0

˘

“ 4π2aR.

(18.878)

△

18.17 Table de caractères du groupe diédral
SecWMzheKf

Cette section vient de [104] ; nous avons comme but d’établir la table des caractères des repré-
sentations complexes du groupe diédral Dn.

18.17.1 Représentations de dimension un

Nous nous occupons des représentations de Dn sur C. Les applications linéaires C Ñ C sont
seulement les multiplications par des nombres complexes. Nous cherchons donc ψ : Dn Ñ C˚.

Nous savons que Dn est généré 87 par s et r. Vu que s2 “ 1, nous avons

ψpsq2 “ ψps2q “ ψp1q “ 1, (18.879)

donc ψpsq P t´1, 1u. Nous savons aussi que srsr “ 1, donc

ψpsq2ψprq2 “ 1, (18.880)

ce qui donne ψprq P t´1, 1u.
Nous avons donc quatre représentations de dimension un données par

ψprq “ 1 ψprq “ ´1
ψpsq “ 1 ρ`` ρ`´
ψpsq “ ´1 ρ´` ρ´´

Attention au fait que nous devons aussi avoir la relation ψprqn “ ψprnq “ 1. Donc ψprq doit être
une racine ne de l’unité. Nous allons donc devoir avoir un compte différent selon la parité de n.
Nous en reparlerons à la fin, au moment de faire les comptes. En ce qui concerne les caractères
correspondants,

rk srk

χ`` 1 1
χ`´ p´1qk p´1qk
χ´` 1 ´1
χ´´ p´1qk p´1qk`1

Étant donné qu’ils sont tous différents, ce sont des représentations deux à deux non équivalentes,
lemme 16.16.

18.17.2 Représentations de dimension deux

Nous cherchons maintenant les représentations ρ : Dn Ñ EndpC2q. Ici nous supposons connue la
liste des éléments de Dn donnée par le corolaire 18.176. Soit ω “ e2iπ{n et h P Z ; nous considérons
la représentation ρphq de Dn définie par

ρphqprkq “
ˆ
ωhk 0
0 ω´hk

˙
(18.881a)

ρphqpsrkq “
ˆ

0 ω´hk
ωhk 0

˙
. (18.881b)

87. Voir proposition 18.175 et tout ce qui suit.



1746 CHAPITRE 18. TRIGONOMÉTRIE, ISOMÉTRIES

Cela donne bien ρphq sur tous les éléments de Dn par la proposition 18.175. Nous pouvons res-
treindre le domaine de h en remarquant d’abord que ρphq “ ρph`nq, et ensuite que les représentations

ρphq et ρp´hq sont équivalentes. Un opérateur d’entrelacement est donné par T “
ˆ

0 1
1 0

˙
, et il est

facile de vérifier que Tρphqpxq “ ρ´hpxqT avec x “ rk puis avec x “ srk.
Donc ρphq » ρp´hq » ρpn´hq et nous pouvons restreindre notre étude à 0 ď h ď n

2 .
Nous allons séparer les cas n “ 0, h “ n{2 et les autres. En effet si nous notons par commodité

a “ ωh, alors un vecteur px, yq est vecteur propre de ρphqpsq et de ρphqprq si et seulement si il vérifie
les systèmes d’équations SubEqsGXZoxLq

$
&
%
ax “ λx (18.882a)
1
a
y “ λy (18.882b)

et SubEqsFYZmzhT

$
&
%

1
a
y “ µx (18.883a)

ax “ µy (18.883b)

avec λ et µ des nombres non nuls. Une représentation sera réductible si et seulement si ces deux
systèmes acceptent une solution non nulle commune. Il est vite vu que si x ‰ 0 et y ‰ 0, alors
a2 “ 1, ce qui signifie h “ 0 ou h “ n{2. Sinon, il n’y a pas de solutions, et la représentation
associée est irréductible.

(1) h “ 0. Nous avons

ρp0qprkq “
ˆ

1 0
0 1

˙
ρp0qpsrkq “

ˆ
0 1
1 0

˙
, (18.884)

donc le caractère de cette représentation est χp0qprkq “ 2 et χp0qpsrkq “ 0. Donc nous avons

χp0q “ χ`` ` χ´`. (18.885)

Il y a maintenant (au moins) quatre façons de voir que la représentation ρp0q est réductible.
Première méthode Trouver un opérateur d’entrelacement. Pour cela nous calculons les

matrices :

Sprkq “ pρ`` ‘ ρ´`qprkq “
ˆ
ρ``prkq 0

0 ρ´`prkq
˙
“
ˆ

1 0
0 1

˙
(18.886a)

Spsrkq “ pρ`` ‘ ρ´`qpsrkq “
ˆ
ρ``psrkq 0

0 ρ´`psrkq
˙
“
ˆ

1 0
0 ´1

˙
(18.886b)

(18.886c)

Nous cherchons une matrice T telle que TSprkq “ ρp0qprkqT et TSpsrkq “ ρp0qpsrkqT .
Étant donné que Sprkq “ 1 “ ρp0qprkq, la première contrainte n’en est pas une. Nous

pouvons vérifier qu’avec T “
ˆ

1 1
1 ´1

˙
, nous avons bien

T

ˆ
1 0
0 ´1

˙
“
ˆ

0 1
1 0

˙
. (18.887)

Donc ce T entrelace ρ``‘ρ´` avec ρp0q qui sont donc deux représentations équivalentes.
Donc ρp0q est réductible et ça ne nous intéresse pas de la lister.

Seconde méthode Invoquer le théorème 16.24(1) et dire que les représentations sont équi-
valentes parce que les caractères sont égaux.



18.17. TABLE DE CARACTÈRES DU GROUPE DIÉDRAL 1747

Troisième méthode Utiliser le théorème 16.24(2) et calculer xχp0q, χp0qy :

xχp0q, χp0qy “ 1
|Dn|

ÿ

gPDn

|χp0qpgq|2 (18.888a)

“ 1
2n

`
4` 0` 4pn´ 1q˘ (18.888b)

“ 2. (18.888c)

Ici le 4 est pour le 1, le zéro est pour les termes srk et 4pn´1q est pour les n´1 termes
rk. Vu que le résultat n’est pas 1, la représentation ρp0q n’est pas irréductible.

Quatrième méthode Regarder les solutions des systèmes (18.882) et (18.883) dont nous
avons parlé plus haut.

La première méthode a l’avantage d’être simple et ne demander aucune théorie particulière à
part les définitions. La seconde méthode est la plus rapide, mais demande un théorème très
puissant. La troisième utilise également un théorème assez avancé, mais a l’avantage sur les
deux autres méthodes de ne pas avoir besoin de savoir à priori un candidat décomposition
de ρp0q ; cette méthode est applicable même sans faire la remarque que χp0q “ χ`` ` χ´`.
Quoi qu’il en soit, nous ne listons pas χp0q dans notre table de caractères.

(2) h “ n{2. Vu que ωn{2 “ eiπ “ ´1, nous avons

ρpn{2qprkq “
ˆp´1qk 0

0 p´1qk
˙

ρpn{2qpsrkq “
ˆ

0 p´1qk
p´1qk 0

˙
, (18.889)

et donc

χpn{2qprkq “ 2p´1qk (18.890a)
χpn{2qpsrkq “ 0. (18.890b)

Il est vite vu que χpn{2q “ χ`´ ` χ´`. Ergo la représentation ρpn{2q n’est pas irréductible.
(3) 0 ă h ă n

2 . Dans ce cas nous avons ωh ‰ ω´h, et en regardant les systèmes d’équations
donnés plus haut, nous voyons que ρphqpsq et ρphqprq n’ont pas de vecteurs propres communs.
Donc ces représentations sont irréductibles.
Nous devons cependant encore vérifier si elles sont deux à deux non équivalentes. Supposons
que pour h ‰ h1 nous ayons une matrice T P GLp2,Cq telle que TρphqprqT´1 “ ρph1qprq. Cela
impliquerait en particulier que les matrices ρphqprq et ρph1qprq aient même valeurs propres.
Nous aurions donc tωh, ω´hu “ tωh1

, ω´h1u. Mais cela est impossible avec 0 ă h ă h1 ă n
2 .

Donc toutes ces représentations sont distinctes.
Le caractère de la représentation ρphq est χphqprkq “ ωhk ` ω´hk “ 2 cos

`2πhk
n

˘
.

Nous ajoutons donc la ligne suivante à notre liste :

rk srk

χphq 2 cos
`2πhk

n

˘
0

18.17.3 Le compte pour n pair

Nous avons 4 représentations de dimension 1 puis n
2 ´ 1 représentations de dimension 2. En

tout nous avons
n

2 ` 3 (18.891)

représentations irréductibles modulo équivalence. Cela fait le compte en vertu des classes de conju-
gaisons listées en 18.10.14.5. Pour rappel, le nombre de représentations non équivalentes est égal
au nombre de classes de conjugaison par le corolaire 16.27. Notons que c’est cela qui justifie le fait
que nous ne devons pas chercher d’autres représentations. Nous sommes sûrs de les avoir toutes
trouvées.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Aide:Unicode
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18.17.4 Le compte pour n impair

Nous avions fait mention plus haut du fait que si ψ est une représentation de dimension 1, le
nombre ψprq devait être une racine ne de l’unité. Donc en dimension 1 nous avons seulement les
représentations ρ`` et ρ´`. Pour celles de dimension 2, nous en avons n´1

2 . En tout nous avons
donc

n` 3
2 (18.892)

représentations irréductibles modulo équivalence. Cela fait le compte en vertu des classes de conju-
gaisons listées en 18.10.14.6.



Chapitre 19

Corps finis, racines de l’unité

19.1 Le groupe des racines de l’unité dans les nombres complexes
SecGJOLooWdMYVl

19.1.1 Le groupe
DEFooDUWPooZaAByH

Définition 19.1.
Une racine ne de l’unité dans un anneau est une racine du polynôme Xn ´ 1.

LEMooSXFBooYJmRTK

Lemme-Définition 19.2.
Soit

Un “ te2iπk{n tel que k “ 0, . . . , n´ 1u (19.1)EqIEAXooIpvFPeEqIEAXooIpvFPe

(1) L’ensemble Un est un groupe pour la multiplication.
(2) L’ensemble Un est l’ensemble des racines ne de l’unité dans C.

Démonstration. Il est vite vérifié que tous les éléments de Un sont des racines de l’unité parce que
`
e2iπk{n˘n “ e2iπk “ 1, (19.2)

entre autres à cause du lemme 18.11.
Cela nous donne déjà n racines pour Xn ´ 1 dans C. Le théorème 6.110 nous indique qu’il ne

peut pas y en avoir plus.

19.3.
En ce qui concerne les notations, dans Un, le « U » signifie « unité ». Cela n’a à peu près rien à
voir avec le « U » du groupe SUpnq ; dans ce dernier, le « U » est pour « unitaire ».

Un des intérêts du groupe des racines est qu’il permet de factoriser Xn ´ 1, comme nous le
verrons via les polynômes cyclotomiques dans le lemme 19.18.

LEMooBKTNooTmtUNQ

Lemme 19.4 ([544]).
Un nombre complexe algébrique dont tous les conjugués sont de module 1 est une racine de l’unité 1.

LemWHQGooXyeJiw

Lemme 19.5.
L’ensemble Un est un groupe cyclique 2 d’ordre n généré par ξ “ e2iπ{n.

Démonstration. Il y a trois propriétés à vérifier pour que ce soit un groupe.
(1) Neutre Le nombre 1 est une racine de l’unité.
(2) Inverse Si ω P Un alors ωn “ 1 et donc ωωn´1 “ 1, ce qui signifie que ωn´1 est un inverse

de ω. Il reste à voir que ωn´1 P Un. En effet
`
ωn´1˘n “ pωnqn´1 “ 1n´1 “ 1.

(3) Associativité Cas particulier de l’associativité dans C.

1. Définition 19.1.
2. Définition 1.319.

1749
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Le fait que ce soit un groupe cyclique contenant n éléments fait partie de la définition.

Le lemme suivant donne les autres générateurs.
LemcFTNMa

Lemme 19.6.
Le nombre ξa est un générateur de Un si et seulement si pgcdpa, nq “ 1.

Démonstration. Si pgcdpa, nq “ 1 alors le théorème de Bézout 1.229 nous fournit des entiers u et
v tels que ua` vn “ 1. Alors nous avons

e2iπ{n “ e2pua`vnqiπ{n “ pe2aiπ{nqu, (19.3)

ce qui signifie que ξ est dans le groupe engendré par ξa, et par conséquent tout Un est engendré.
Pour l’implication inverse, nous utilisons le théorème de Bézout dans le sens inverse. Soit ξa

un générateur de Un. Alors il existe u tel que pξaqu “ ξ, donc ξau´1 “ 1, c’est-à-dire qu’il existe v
tel que au´ 1 “ vn. Cette dernière égalité implique que pgcdpa, nq “ 1.

Exemple 19.7.
Une conséquence tout à fait extraordinaire de ce lemme est que le nombre 7 est générateur de
Z{12Z (parce que pgcdp7, 12q “ 1). Or en solfège, une quinte fait 7 demi-tons, et une gamme en
fait 12. Le cycle des quintes est donc générateur de la gamme chromatique[545]. Ce fait est connu
des musiciens 3 depuis des siècles. △

PROPooIOQEooGMcCJm

Proposition 19.8 (Intersection par deux).
Les ensembles Uα et Uβ ont une intersection réduite à t1u si et seulement si α et β sont premiers
entre eux.

Démonstration. Nous rappelons qu’une racine αe de l’unité peut s’écrire sous la forme e2iπk{α avec
0 ď k ă α.

(1) Sens direct Par contraposée, nous supposons que α et β ne sont pas premiers entre eux, et
nous notons d leur pgcd. Nous nommons α “ dα1 et β “ dβ1. Pour trouver une intersection
entre Uα et Uβ nous devons trouver une valeur de 0 ă k ă α telle que

pe2iπk{αqβ “ e2iπkβ{α “ 1, (19.4)

c’est-à-dire une valeur de k telle que kβ{α soit un entier. Mais kβ{α “ kβ1{α1 et par consé-
quent prendre k “ α1 fonctionne. Surtout que par hypothèse d ą 1 et donc k “ α1 ă α.

(2) Sens réciproque Supposons maintenant que α et β soient premiers entre eux. Soit z P
Uα X Uβ. Le fait que z soit une racine αe de l’unité implique qu’il existe un k ă α tel que
z “ e2iπk{α. Mais si z est également une racine βe de l’unité, alors zβ “ 1, c’est-à-dire que
kβ{α doit être un entier, soit l cet entier. Nous avons

kβ “ lα. (19.5)

Si k ą 0, comme le nombre α divise kβ, cela conduirait via le lemme de Gauss 3.12 à dire
que α divise k. Mais α ne peut pas diviser k parce que nous avions supposé que k était
strictement plus petit que α. Donc k “ 0 et z “ 1.

PropFDDHooEyYxBC

Proposition 19.9 (Intersection : le cas général[1]).
Soient des entiers positifs α1, . . . , αp. Nous avons

pč

i“1
Uαi “ t1u (19.6)

si et seulement si pgcdpα1, . . . , αpq “ 1 (c’est-à-dire que les αi sont premiers dans leur ensemble).
3. Même ceux qui ignorent le théorème de Bézout.
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Démonstration. Nous décomposons les αi en facteurs premiers 4 de la façon suivante : αi “
ś
kPN p

α
pkq

i
k où les pk sont les nombres premiers.

(1) Caractérisation par une décomposition en facteurs premiers Les éléments z diffé-
rents de 1 dans Uα1 s’écrivent sous la forme

z “ e2iπk{α1 (19.7)

avec 0 ă k ă α1.
Pour tout i ‰ 1, le fait que z P Uαi X Uα1 se traduit par le fait que

`
e2iπk{α1

˘αi “ 1, c’est-
à-dire que αik{α1 est entier, donc que α1 divise kαi. Par conséquent il existera un élément
différent de 1 dans l’intersection des Uαi si et seulement si il existe un entier k strictement
compris entre 0 et α1 pour lequel α1 divise tous les kαi.
Un entier 0 ă k ă α1 convient si et seulement si pour tout l, la puissance de pl dans la
décomposition de k est au moins égale à

α
plq
1 ´ αplq

i (19.8)

pour tout l.
(2) Sens direct L’hypothèse pgcdpα1, . . . , αpq ‰ 1 implique qu’il existe un l pour lequel tous

les αplq
i sont non nuls. Nous construisons le k voulu en prenant pour tout pi la même puissance

que celle dans α1, sauf pour pl pour lequel nous prenons la puissance αplq
1 ´ minitαplq

i u. Le
minimum en question est strictement positif, ce qui donne un k strictement inférieur à α1.

(3) Sens réciproque Si pgcdpα1, . . . , αpq “ 1 alors pour tout l, il existe un i tel que αplq
i “ 0.

Donc pour tout l, la puissance de pl dans la décomposition de k est au moins αplq
1 . Cela

implique que k ě α1, ce qui est impossible.

19.1.2 Fonction indicatrice d’Euler

Voir le thème 11.
DefLYGTooFPOYGZ

Définition 19.10.
Les générateurs de Un sont les racines primitives 5 de l’unité dans C. Nous nommons ∆n leur
ensemble :

∆n “ te2iπk{n tel que 1 ď k ď n et pgcdpk, nq “ 1u. (19.9)

Nous avons par exemple

— Pour n “ 1, pgcdpk, 1q “ 1 et 1 ď k ď 1 uniquement pour k “ 1.
— Pour n “ 2, pgcdpk, 2q “ 1 et 1 ď k ď 2 uniquement pour k “ 1.
— Pour n “ 3, pgcdpk, 3q “ 1 et 1 ď k ď 3 uniquement pour k “ 1, k “ 2.

∆1 “ t1u (19.10a)
∆2 “ teiπu (19.10b)
∆4 “ teiπ{2, ei3π{2u. (19.10c)

Notons que 1 P ∆d seulement avec d “ 1.

4. Théorème 3.15.
5. parce qu’en prenant les puissances successives de l’une d’entre elles, nous retrouvons toutes les racines de

l’unité, voir aussi la définition 19.54.
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PROPooWILSooFHWLnt

Proposition 19.11.
En posant 6

Un “ te2iπk{n tel que k “ 0, . . . , n´ 1u, (19.11)
et 7

∆d “ te2iπk{d tel que 1 ď k ď d et pgcdpk, dq “ 1u, (19.12)
nous avons

Un “
ď

dn
∆d (19.13)EqpZuIyLEqpZuIyL

et l’union est disjointe.

Démonstration. En plein de petites parties.
(1) Union disjointe Soient d1, d2 tels que x P ∆d1X∆d2 . Il existe k, l tels que e2iπk{d1 “ e2iπl{d2 .

Le corolaire 18.24 dit alors qu’il existe s P N tel que
k

d1
“ l

d2
` s “ l ` sd2

d2
. (19.14)

Vu que k{d2 est une fraction irréductible, nous avons d2 ď d1 par la proposition 3.34. Nous
faisons de même en permutant les rôles de d1 et d2 : il existe t P N tel que

l

d1
“ k ` d1t

d1
, (19.15)

de telle sorte que d1 ď d2. Nous en déduisons que d1 “ d2. Donc l’union à droite dans (19.13)
est disjointe.

(2) Première inclusion Soit x P Un. Il existe 0 ď k ď n ´ 1 tel que x “ e2iπk{n. Si x “ 1,
alors x P ∆1 ; nous supposons que ce n’est pas le cas, c’est-à-dire que k ‰ 0. Nous écrivons
la fraction k{n sous forme irréductible :

k

n
“ k1

d
(19.16)

avec d “ pgcdpk, nq, et pgcdpk1, dq “ 1. Donc x P ∆d.
(3) Seconde inclusion Nous supposons que x P ∆d pour un certain diviseur d de n. Il existe

donc 1 ď k ď d tel que pgcdpk, dq “ 1 et x “ e2iπk{d. Si d “ 1 alors x “ 1 et x P Un. Nous
excluons ce cas. Vu que d  n, nous considérons s P N tel que n “ sd. Nous avons alors

k

d
“ ks

sd
“ ks

n
. (19.17)

Multiplions par s les inéquations 1 ď k ď d :

s ď ks ď sd “ n. (19.18)

Le cas ks “ n est exclu parce que cela demanderait kn “ ksd “ nd, et donc k “ d, ce que
nous avons exclu parce que k “ d est uniquement possible pour d “ 1 à cause de la condition
pgcdpk, dq “ 1.

PROPooFKCHooWdFicM

Proposition 19.12.
Nous avons

φpnq “ Cardp∆nq (19.19)EqEulerGqPsviEqEulerGqPsvi

φ est l’indicatrice d’Euler 8.
6. Voir la définition 19.2.
7. Définition 19.10. On pourrait croire que la condition pgcdpk, dq “ 1 exclu k “ d. On aurait alors envie d’écrire

1 ď k ă d. Mais pour d “ 1, ça fait une différence parce que tel qu’écrit ∆1 “ t1u.
8. Définition 5.29.
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Démonstration. Nous prouvons que l’application

f : tk P N˚ tel que 1 ď k ď n,pgcdpk, nq “ 1u Ñ te2iπk{n tel que 1 ď k ď n,pgcdpk, nq “ 1u
k ÞÑ e2iπk{n

(19.20)
est une bijection.

Le fait que ce soit surjectif est immédiat. Pour l’injectivité, nous considérons 1 ď k ď n et
1 ď l ď n tels que fpkq “ fplq. Nous avons donc e2iπk{n “ e2iπl{n. Le corolaire 18.24 nous dit alors
qu’il existe s P Z tel que

2πk{n “ 2πl{n` 2πs. (19.21)

En simplifiant par 2π et en multipliant par n, nous trouvons k “ l ` sn. Étant donné que k et l
sont tout deux entre 1 et n, nous avons obligatoirement s “ 0 et donc k “ l.

Donc f est bijective et Cardp∆nq “ φpnq.

19.1.3 Décomposition en éléments simples
SUBSECooSIYXooDDHUdDLEMooABJMooJTUpgV

Lemme 19.13 ([546, 1]).
Soient des nombres complexes distincts a1, . . . , aN . Alors pour tout z R taiui“1,...,N ,

Nź

i“1

1
z ´ ai “

Nÿ

i“1

λi
z ´ ai (19.22)

où
λi “

ź

j‰i

1
ai ´ aj . (19.23)

Démonstration. Nous posons P pzq “śN
k“1pz ´ akq, et nous calculons :

Nÿ

i“1

λi
z ´ ai “

Nÿ

i“1

λi
ś
k‰ipz ´ akqśN

k“1pz ´ akq
(19.24a)

“ 1
P pzq

Nÿ

i“1
λi

ź

k‰i
pz ´ akq (19.24b)

Il s’agit maintenant de prouver que la somme de gauche vaut toujours 1. Nous posons

Spzq “
Nÿ

i“1

ś
k‰ipz ´ akqś
k‰ipai ´ akq

. (19.25)

Calculons Spalq :

Spalq “
Nÿ

i“1

ś
k‰ipal ´ akqś
k‰ipai ´ akq

. (19.26)

Pour les termes i ‰ l, le numérateur est nul, car il contient le facteur al ´ al “ 0. Donc la somme
se réduit au seul terme i “ l :

Spalq “
ś
k‰lpal ´ akqś
k‰lpal ´ akq

“ 1. (19.27)

Le polynôme S ´ 1 est donc un polynôme de degré N ´ 1 qui possède N racines distinctes. Le
théorème 6.110 implique que S ´ 1 “ 0 et donc que S “ 1 comme nous le voulions.

Il est possible de décomposer une fraction rationnelle en fractions dites « simples ». Si |z| ă 1
nous avons par exemple la décomposition

1
1´ zr “

ÿ

ωPUr

Aω
ω ´ z (19.28)EqDWYBooJIMBAtEqDWYBooJIMBAt
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où Ur est le groupe des racines re de l’unité défini en (19.1). Les nombres Aω peuvent alors être
déterminés en effectuant la somme. Le dénominateur commun sera 1 ´ zr tandis que les Aω sont
déterminés en égalant le numérateur à 1.

Exemple 19.14.
Pour décomposer la fraction 1

1´x2 nous savons que les racines du dénominateur sont ˘1. Donc nous
écrivons

1
1´ x2 “

A

1´ x `
B

1` x. (19.29)

Nous trouvons les valeurs de A et B en effectuant la somme :

Ap1` xq `Bp1´ xq
1´ x2 “ A`B ` pA´Bqx

1´ x2 . (19.30)

Les coefficients A et B doivent donc vérifier A`B “ 1 et A´B “ 0. Au final,

1
1´ x2 “

1
2p1´ xq `

1
2p1` xq . (19.31)

△

19.2 Chiffrement RSA
SecEVaFYi

Ce passage sur RSA provient en bonne partie de la page de Wikipédia[547].
Alice veut envoyer un message à Bob. L’idée est que Bob va donner à Alice une clef publique

qui va permettre de chiffrer le message, tandis que Bob va garder pour lui une clef privée qui
permet de déchiffrer.

19.2.1 Mise en place par Bob

Bob se crée une paire de clef publique, clef privée de la façon suivante.
(1) Bob choisit deux nombres premiers distincts p, q.
(2) Il calcule n “ pq .
(3) Par le corolaire 5.42, l’indicatrice d’Euler φpnq “ pp´1qpq´1q est facile à calculer pour Bob.
(4) Bob choisit e P N premier avec φpnq, puis d tel que ed P r1sφpnq.

Maintenant la paire est : clef publique pn, eq et clef privée pn, dq 9.
Bob envoie la paire pn, eq à Alice.

Remarque 19.15.
Ici nous ne supposons pas que la communication soit sure. Une tierce personne peut intercepter
le message. D’ailleurs en principe, les gens publient leur clef publique sur leurs sites, voire sur des
sites dédiés. Le problème de l’identification reste à résoudre à l’ancienne.

19.2.2 Chiffrement

Nous chiffrons en utilisant la clef publique pn, eq. D’abord Alice se débrouille pour transformer
son message en un nombre plus petit que n. Soit M ce message. Alice code M en

C “M e mod n. (19.32)

Tout le truc est que nous allons voir que l’application x ÞÑ xe est une bijection de Fn, et que
l’inverse est facile à calculer par Bob, et difficile pour les autres. Alice envoie C à Bob. Encore une
fois, nous ne supposons pas que cette communication soit privée. Le nombre C peut être intercepté.

9. Le fait que e soit public et d soit privé est une convention. e comme encryption et d comme decryption.

http://en.wikipedia.org/wiki/Key_signing_party
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19.2.3 Déchiffrement

Nous allons montrer que M “ Cd mod n, et donc que Bob, connaissant pn, dq, peut déchiffrer.
D’abord

Cd “ pM eqd “M ed, (19.33)

mais nous savons qu’il existe k tel que

ed “ 1` kφpnq “ 1` kpp´ 1qpq ´ 1q. (19.34)

L’étape astucieuse est de remarquer que

M1`kpp´1qpq´1q P rM sp X rM sq. (19.35)EqreeHgnEqreeHgn

Pour montrer cela nous utilisons le petit théorème de Fermat 6.15(4).
— Si M est premier avec p, alors Mp´1 P r1sp.
— Si M n’est pas premier avec p, alors M est multiple de p et on sait que Mp´1 P r0sp “ rM sp.

Dans les deux cas nous avons (19.35). Le nombre M1`kφpnq´M est donc à la fois multiple de p et
de q.

Le lemme chinois 6.28 nous dit immédiatement 10 qu’alors

M1`kφpnq ´M (19.36)

est un multiple de pq “ n, c’est-à-dire que

Cd “M ed P rM sn. (19.37)

Si on ne croit pas au lemme chinois, on peut utiliser le lemme de Gauss. Posons

M1`kφpnq ´M “ ap “ bq. (19.38)

Dans ce cas p divise bq, mais q est premier avec p, donc le lemme de Gauss 3.74 nous enseigne 11

que p divise b.

19.2.4 Une imprudence à ne pas commettre

Nous avons pris deux cas selon que M soit ou non premier avec p. Une question qui se pose est
la suivante : est-ce que c’est une bonne idée d’envoyer un message qui ne soit pas premier avec p ?

Si nous savons que M n’est pas premier avec p, alors nous avons M e “ lepe et n “ pq qui sont
publics. Donc un calcul de PGCD permettrait de trouver p.

Il faut cependant savoir que PageAKTBooMDeQxY

— La probabilité que ça arrive est infime : comme M est entre 0 et n “ pq, les multiples de p
possibles sont p, 2p, ¨ ¨ ¨ pq. Il y a donc une chance sur p que cela arrive. Typiquement avec des
p de l’ordre de 10120, on peut utiliser RSA chaque milliseconde sur chaque atome de l’univers
depuis le début des temps que ça ne se serait presque certainement pas encore produit.

— De toutes façons, Alice ne sait pas vérifier si son message est premier avec p, parce qu’elle
ne connaît pas p.

— En conclusion, la partie de la preuve qui montre queM1`φpnq P rM spXrM sq dans le casM non
premier avec p est, à toutes fins pratiques, inutile parce que ce cas de figure ne se présentera
jamais dans toutes l’histoire de l’univers, même pas avec une civilisation intelligente autour
de chaque étoile.

ProbGAYFooZATuYy

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 19.16
Est-ce que ces trois points sont corrects ?

10. C’est ici qu’il est important que p ne soit pas égal à q. Si p “ q, alors le lemme chinois ne fonctionne pas.
11. Ici aussi, si p “ q, ça ne marche pas.



1756 CHAPITRE 19. CORPS FINIS, RACINES DE L’UNITÉ

19.2.5 Problèmes calculatoires

Pour implémenter RSA, il faut pouvoir faire (au moins) trois choses :
(1) Trouver de grands nombres premiers.
(2) Trouver des couples de Bézout.
(3) Calculer M e lorsque e est très grand.

En ce qui concerne le problème de trouver des nombres premiers, c’est compliqué, mais il faut
savoir qu’il y en a plein. À 120 chiffres, il y a environ autant de nombres premiers que d’atomes
dans 1020 fois l’univers connu. Cela rend impossible toute tentative de factoriser un grand nombre
en essayant toutes les possibilités. Même pas en science-fiction.

Trouver des nombres u et v tels que Au`Bv “ pgcdpA,Bq est un problème expliqué en 3.2.1.
En ce qui concerne le calcul de M e lorsque e est grand, il n’est évidemment pas pensable de faire

M ·M · . . .M avec e facteurs. Un truc pour calculer en moins d’étapes est l’exponentiation
rapide. Si e “ 2k est pair, nous calculons

M e “ pMkq2; (19.39)

si e “ 2k ` 1 alors nous calculons
M e “MpMkq2. (19.40)

Le calcul prend alors seulement environ log2peq étapes. Pour donner une idée,

log2p10120q » 400. (19.41)

Très raisonnable, mais un ordinateur reste indispensable.

19.2.6 La solidité de RSA

La solidité de la méthode repose sur deux conjectures (non démontrées ! !) :
— Pour déchiffrer il faut connaitre p et q.
— La difficulté de trouver p et q en partant de n “ pq est exponentielle en n.

Dans la méthode de déchiffrage proposée ici, p et q sont utilisés pour calculer d qui est solution de
ed “ r1sφpnq. La seule formule connue pour calculer φpnq est φpnq “ pp ´ 1qpq ´ 1q. Si on trouve
plus simple, alors RSA peut être craqué.

19.2.7 Note non mathématique pour doucher l’enthousiasme

Il est souvent dit[548] que différents systèmes de chiffrement peuvent aider à avoir des discus-
sions « discrètes » dans les régimes totalitaires. La technologie au service de la démocratie, voilà
qui enthousiasme la jeunesse 12. La réalité est qu’il est souvent possible de craquer un système de
chiffrement arbitrairement complexe, même sans connaitre le petit théorème de Fermat . . .

12. Cela dit, le navigateur Tor[549], qui est un pur produit de RSA, permet effectivement d’accéder en France aux
sites bloqués pour apologie du terrorisme (mars 2015).



19.3. POLYNÔMES CYCLOTOMIQUES 1757

http://xkcd.com/538/ Creative Commons Attribution-NonCommercial 2.5 License.

. . .tout dépend du contexte.

19.3 Polynômes cyclotomiques

19.3.1 Définitions et propriétés
DefXGHooRAXlpp

Définition 19.17.
Le polynôme cyclotomique d’indice n est le polynôme

ϕnpXq “
ź

zP∆n

pX ´ zq (19.42)EqLjGYKKEqLjGYKK

où ∆n est l’ensemble des racines primitives de l’unité de la définition 19.10 :

∆n “ te2iπk{n tel que 1 ď k ď n et pgcdpk, nq “ 1u, (19.43)

voir la définition 19.10.

Le polynôme ϕn est un polynôme unitaire de degré φpnq où φ est l’indicatrice d’Euler 13. Nous
avons par exemple

∆1 “ t1u (19.44a)
∆2 “ t´1u (19.44b)
∆3 “ te2iπ{3, e4iπ{3u (19.44c)

et les premiers polynômes cyclotomiques sont donnés par

ϕ1pXq “ X ´ 1 (19.45a)
ϕ2pXq “ X ` 1 (19.45b)
ϕ3pXq “ X2 `X ` 1. (19.45c)

Pour le dernier nous avons utilisé le fait que e6iπ{3 “ 1 et e2iπ{3 ` e4iπ{3 “ ´1.
LemKYGBooAwpOHD

Lemme 19.18.
Le polynôme Xn ´ 1 se factorise des diverses manières suivantes :

Xn ´ 1 “
ź

zPUn

pX ´ zq “
ź

dn

ź

zP∆d

pX ´ zq “
ź

dn
ϕdpXq (19.46)

où Un est défini en 19.2.

Démonstration. En ce qui concerne la première égalité, tous les éléments de Un sont des racines
simples de Xn ´ 1. Donc le théorème 3.130 dit qu’il existe un nombre k (polynôme de degré zéro)
tel que Xn´ 1 “ k

ś
zPUn

pX ´ zq. Vu le coefficient du terme de plus haut degré, ce k ne peut être
que 1.

Pour la suite nous utilisons l’union disjointe Un “ Ť
dn ∆d de la proposition 19.11 et la

définition (19.42) des polynômes cyclotomiques.

Remarque 19.19.
Notons juste pour le plaisir que dans le produit

ś
dn

ś
zP∆d

, il y a bien n termes parce que
Cardp∆dq “ φpdq et

ř
dn φpdq “ n (définition 19.10 et proposition 5.37).

Proposition 19.20.
Les polynômes cyclotomiques sont à coefficients entiers : ϕn P ZrXs.

13. Définie par l’équation 19.19.

http://xkcd.com/538/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/2.5/
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Démonstration. Nous devons démontrer que les coefficients de ϕn sont dans Z alors qu’ils sont à
priori dans C. Nous démontrons cela par récurrence. D’abord ϕ1pXq “ X ´ 1, d’accord. Ensuite

Xn`1 ´ 1 “
ź

dn`1
ϕdpXq “ ϕn`1pXq·

ź

dn`1
dďn

ϕdpXq

loooooomoooooon
PZrXs par récurrence

(19.47)

Le lemme 6.49 conclut que ϕn`1 P ZrXs. Nous avons considéré Z comme sous anneau du corps
C.

PropUImYnL

Proposition 19.21.
Soient 1 ď m ď n, deux entiers, et

T pXq “ Xn ´ 1
Xm ´ 1 P ZpXq. (19.48)

Alors : ItemhpDPKE

(1) si m  n alors T P ZrXs,
(2) si m  n et si m ă n alors ϕn divise T dans ZrXs.

Démonstration. Nous prouvons point par point.
(1) Si m divise n alors les diviseurs de n sont l’union des diviseurs de m et des diviseurs de n

qui ne divisent pas m. Soit

Q “ tdiviseurs de n ne divisant pas mu. (19.49)

Nous avons alors

Xn ´ 1 “
ź

dn
ϕdpXq “

ź

dm
ϕdpXq·

ź

qPQ
ϕqpXq “ pXm ´ 1q·

ź

qPQ
ϕqpXq. (19.50)

Nous avons donc
T pXq “ Xn ´ 1

Xm ´ 1 “
ź

qPQ
ϕqpXq P ZrXs. (19.51)

(2) Nous venons de montrer que
T “

ź

qPQ
ϕq P ZrXs. (19.52)

Étant donné que m ă n nous avons n P Q et donc

T “ ϕn ·
ź

qPQztnu
ϕq. (19.53)

Par conséquent ϕn divise T dans ZrXs.
CorTVUooErJiAC

Corolaire 19.22.
Si p est premier alors le polynôme cyclotomique ϕp a une bonne tête :

ϕppXq “ 1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1. (19.54)

Démonstration. Nous utilisons la formule du lemme 19.18 en remarquant que seuls p et 1 divisent
p :

Xp ´ 1 “
ź

dp
ϕdpXq “ ϕ1pXqϕppXq “ pX ´ 1qϕppXq. (19.55)

Nous pouvons simplifier par X ´ 1 en utilisant la formule du lemme 3.136(2) :

1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1 “ ϕppXq (19.56)
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PropoIeOVh

Proposition 19.23 (Irréductibilité des polynômes cyclotomiques[550]).
Les polynômes cyclotomiques sont irréductibles sur Q.

Démonstration. Pour rappel, nous savons déjà que pour tout n P N, ϕn P ZrXs. Puisque les racines
de ϕn sont les racines primitives de l’unité, nous devons montrer que toutes les racines primitives de
l’unité ont même polynôme minimal (qui sera alors ϕn) ; en effet comme ces polynômes divisent ϕn,
s’ils sont distincts, la proposition 6.107 s’applique et le produit des polynômes minimaux diviserait
ϕn. Dans le cas inverse, ϕn est polynôme minimal des racines primitives de l’unité et est donc
irréductible. Soit donc ξ, une telle racine primitive. Une autre racine primitive est de la forme ξl
où l est un nombre premier tel que pgcdpl, nq “ 1.

Soient f et g, les polynômes minimaux dans ZrXs de ξ et ξl. Nous allons montrer que f “ g
et donc que f “ g “ ϕn. Supposons par l’absurde que f ‰ g. Dans ce cas ils seraient des facteurs
irréductibles distincts de ϕn et il existerait un polynôme h tel que ϕn “ fgh. A priori, h P QrXs
parce que nous sommes justement en train de prouver que ϕn est irréductible dans QrXs. Quoi
qu’il en soit, le lemme de Gauss 6.51 nous montre que h P ZrXs parce que ϕn, f et g ont des
coefficients entiers. Nous avons

fpξq “ gpξlq “ 0. (19.57)
Considérons le polynôme ψpXq “ gpX lq. Ce polynôme ψ est dans ZrXs et ψ est annulateur de
ξ, donc f divise ψ en tant que polynôme minimal de ξ. Il y a un polynôme unitaire à coefficients
entiers (lemme de Gauss forever) k tel que

ψ “ fk (19.58)

Nous considérons maintenant les projections sur FlrXs : étant donné que ϕn “ fgh, nous savons
que f̄ ḡ divise ϕ̄n. En même temps, f̄ divise ψ̄. En utilisant le morphisme de Frobenius (c’est ici
que la projection sur Fl joue), nous avons aussi

ψ̄pXq “ ḡpX lq “ ḡpXql. (19.59)

Par conséquent dire que f̄ divise ψ̄ revient à dire que f̄pXq divise ḡpXql. En particulier tout facteur
irréductible de f̄ divise ḡ. Un facteur irréductible de f̄ serait donc à la fois dans f̄ et dans ḡ et
donc deux fois (au moins) dans ϕ̄n parce que f̄ ḡ divise ϕn. Dans un corps de décomposition de ce
facteur, ϕn aurait une racine double, alors que ce n’est pas le cas. Contradiction. Nous concluons
que f “ g.

Le corolaire suivant va être utilisé pour déterminer les polygones constructibles à la règle et au
compas, théorème de Gauss-Wantzel 19.87.

CorKRTooTJtyvP

Corolaire 19.24.
Soit p un nombre premier et α un entier non nul. Nous posons q “ pα. Alors le polynôme minimal
de e2iπ{q sur Q est le polynôme cyclotomique ϕq.

Démonstration. Le polynôme ϕq est irréductible par la proposition 19.23, il est unitaire par défini-
tion et contient le monôme X ´ e2iπ{q, donc il est annulateur. Annulateur, irréductible et unitaire,
la proposition 6.81(2) en fait le polynôme minimal de e2iπ{q.

ThojCJpFW

Théorème 19.25.
Soit P P ZrXs un polynôme unitaire irréductible non constant tel que toutes les racines dans C
soient de module ď 1. Alors, soit P “ X, soit P est un polynôme cyclotomique.

Démonstration. Le polynôme P “ X vérifie les conditions. Pour la suite, nous supposons que
P ‰ X.

Nous notons P “ ř
i aiX

i. Étant donné que P est irréductible et différent de X, nous avons
a0 ‰ 0 (sinon x “ 0 serait une racine). Nous allons montrer que les racines de P sont toutes des
racines N -ièmes de l’unité (avec le même N pour toutes).
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Soient tξiui“1,...,d les racines de P ; on a

P “
dź

i“1
pX ´ ξiq (19.60)

avec
śd
i“1 ξi “ a0. Par hypothèse, |ξi| ď 1 et donc 0 ă |a0| ď 1. Puisque P P ZrXs nous avons

donc a0 “ 1 et |ξi| “ 1, pour tout i.
Nous introduisons les polynômes

gqpXq “
dź

i“1

`
X ´ pξiqq

˘
, (19.61)

et en particulier g1 “ P , et nous développons
gqpXq “ Xn ` C1,qX

n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` Cn,q (19.62)
où

Ck,q “ p´1qk
ÿ

1ďi1ă...ăikďd
pξi1 . . . ξikqq. (19.63)

Nous introduisons aussi les polynômes
Fk,qpX1, . . . , Xnq “ p´1qk

ÿ

1ďi1ă...ăikďd
pXi1 . . . Xikqq (19.64)

qui sont des polynômes symétriques. Ils vérifient deux propriétés. La première est que
Cr,q “ Fr,qpξ1, . . . , ξnq, (19.65)

et la seconde est que les polynômes Fr,1 sont les polynômes symétriques élémentaires à un coefficient
près. Le théorème 6.179 nous donne alors des polynômes Gk,q P ZrX1, . . . , Xns tels que

Fk,qpX1, . . . , Xnq “ Gk,q
`
F1,1pX1, . . . , Xnq, . . . , Fk,1pX1, . . . , Xnq

˘
. (19.66)

Nous savons que
|Ck,q| ď

ÿ

1ďi1ă...ăikăd
1 “

ˆ
d

k

˙
. (19.67)

Donc gq fait partie de l’ensemble fini des polynômes dans Zrqs dont tous les coefficients sont bornés
en valeur absolue par

max
k“1,...,d

ˆ
d

k

˙
. (19.68)

Il existe un certain nombre d’ensembles tξiu qui sont racines de polynômes vérifiant les conditions
du théorème. À chacun de ces ensembles est associé une suite de polynômes gq et donc des coeffi-
cients Ck,q. Ce que nous avons vu est que l’ensemble de tous les coefficients Ck,q possibles (pour
un choix donné des tξiu) est fini, en particulier, comme C1,q “ ř

i ξ
q
i , pour chaque k, l’ensemble

tξqk tel que q P Nu. (19.69)
Par le principe des tiroirs, il existe q1 et q2 tels que ξq1

k “ ξq2
k . Ici, q1 et q2 dépendent de k et nous

notons Nk “ q1 ´ q2 ; nous avons donc ξNk
k “ 1.

En posant N “ ppcmpN1, . . . , Ndq, nous avons
ξNk “ 1 (19.70)

pour tout k.
Mais P est irréductible dans ZrXs ; si il a ˘1 comme racines, alors c’est que P “ X ` 1 ou

P “ X ´ 1 et ce sont des polynômes cyclotomiques. Si P n’a pas ˘1 parmi ses racines, alors P n’a
pas de racines dans Q parce que ˘1 sont les seules racines de XN ´ 1 dans Q.

Par conséquent P est un facteur irréductible de XN ´ 1 dans QrXs. Mais étant donné que

XN ´ 1 “
ź

dN
ϕdpXq, (19.71)

les polynômes cyclotomiques sont les seuls facteurs irréductibles deXN´1. Donc P est un polynôme
cyclotomique.



19.3. POLYNÔMES CYCLOTOMIQUES 1761

19.3.2 Nombres premiers
LemiAqLEn

Lemme 19.26 ([551]).
Soit n ě 1. Il existe un nombre premier p et un entier a tels que

(1) p divise ϕnpaq,
(2) p ne divise aucun de ϕdpaq avec d  n et d ‰ n.

De tels p et a vérifient automatiquement
(1) p divise an ´ 1,
(2) p ne divise aucun des ad ´ 1 pour d  n, d ‰ n.

Démonstration. Nous posons
BpXq “

ź

dn
d‰n

ϕdpXq, (19.72)

et nous commençons par montrer que ϕn est premier avec B. Nous avons Xn ´ 1 “ Bϕn, donc B
et ϕn n’ont pas de racine commune (même pas dans C) parce que ce serait une racine double de
Xn´ 1. Notons que par définition 19.42, les polynômes cyclotomiques sont scindés (dans C), donc
en particulier les polynômes ϕn et B sont scindés, et donc premiers entre eux, dans C et a fortiori
dans Q. Par Bézout (corolaire 3.73), il existe U, V P QrXs tels que

Uϕn ` V B “ 1. (19.73)

Si nous prenons a P Z tel que U 1 “ aU et V 1 “ aV soient tous deux dans ZrXs, alors nous avons

U 1ϕn ` V 1B “ a, (19.74)EqCpNMEiEqCpNMEi

égalité dans ZrXs. Quitte à prendre un multiple assez grand de a, nous pouvons choisir a de telle
sorte que |ϕnpaq| ě 2. Nous prenons alors un nombre premier p divisant ϕnpaq.

Montrons que le a et le p ainsi construits satisfont aux exigences.
Puisque Xn ´ 1 “ Bϕn, si p divise ϕnpaq, il divise automatiquement an ´ 1 et donc ransp “ 1,

ce qui signifie entre autres que a et p sont premiers entre eux. Évaluons l’équation (19.74) en a :

U 1paqϕnpaq ` V 1paqBpaq “ a. (19.75)

Le nombre p ne divisant pas a, mais divisant ϕnpaq, il ne peut pas diviser Bpaq 14. Étant donné
que p ne divise pas Bpaq, il ne divise aucun des ϕdpaq avec d  n et d ‰ n.

Nous passons maintenant à la seconde partie de la preuve. Nous supposons avoir a et p tels
que p soit un nombre premier divisant ϕnpaq et tels que p ne divise aucun des ϕdpaq avec d  n,
d ‰ n. Le fait de diviser ϕnpaq entraine le fait de diviser an ´ 1 parce que ϕn est un des facteurs
de Xn ´ 1. Soit maintenant d ‰ n divisant n ; nous avons

Xd ´ 1 “
ź

d1d
ϕd1 , (19.76)EqwTWcCuEqwTWcCu

et cela est une partie du produit ź

dn
d‰n

ϕd. (19.77)

Puisque p ne divise aucun des ϕdpaq de ce dernier produit, a fortiori, il ne divise pas le produit 19.76,
et donc pas ad ´ 1.

LemrZnmpG

Lemme 19.27.
Si n ě 1, alors il existe un nombre premier dans r1sn, c’est-à-dire un nombre premier de la forme
1` kn avec k P Nzt0u.

14. C’est pour pouvoir dire ça que l’on a choisi V 1
P ZrXs de telle sorte que V 1

paq soit dans Z
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Démonstration. Soient n ě 1 et p, a les nombres donnés par le lemme 19.26. Puisque p divise
ϕnpaq, p divise an ´ 1 et donc rasp a un ordre qui divise n dans pZ{pZqzt0u parce que rasnp “ r1sp.

Prenons d ‰ n divisant n. Nous savons que

ad ´ 1 “
ź

d1d
ϕd1paq. (19.78)

Par construction de a et p, nous avons

rϕd1paqsp ‰ 0 (19.79)

Comme Z{pZ est intègre, le produit est également non nul, c’est-à-dire
“ź

d1d
ϕd1paq‰

p
‰ 0, (19.80)

et donc rasap ‰ 1. Nous avons donc montré que si d ‰ n divise n, alors nous avons en même temps

rasnp “ 1 (19.81)

et
rasdp ‰ 1. (19.82)

Cela prouve que rasp est d’ordre exactement n. Oui, mais l’ordre de rasp doit diviser l’ordre du
groupe Z{pZ qui est p´ 1, donc n divise p´ 1 et nous écrivons p “ kn` 1 avec k entier.

ThoxwTjcl

Théorème 19.28 (Forme faible du théorème de Dirichlet [114]).
Pour tout n ě 1, il existe une infinité de nombres premiers dans r1sn.

Démonstration. Le lemme 19.27 nous donne déjà l’existence de nombres premiers dans r1sn. Il faut
maintenant voir qu’il y en a une infinité. Nous supposons qu’il y en ait seulement un nombre fini :
p1, . . . , pr, et nous notons

N “ np1 . . . pr. (19.83)

Nous utilisons maintenant le lemme 19.27 avec ce N , c’est-à-dire qu’on a un nombre premier de la
forme

p “ 1` kN “ 1` knp1 . . . pr. (19.84)

C’est un nombre premier plus grand que tous les pi, et de la forme 1`λn. Cela contredit l’exhaus-
tivité de la liste p1, . . . , pr.

19.4 Corps finis
SecCorpsFinizkAcbS

Si vous cherchez des choses à propos de RSA, c’est à la section 19.2.

19.4.1 Théorème de Wedderburn
ThoMncIWA

Théorème 19.29 (Théorème de Wedderburn[165]).
Tout corps fini est commutatif.

Démonstration. Soit K un corps fini et Z, le centre de K. Ce dernier est un corps fini et un
sous-corps de K. Si q “ CardpZq alors par le lemme 6.58 nous avons

CardpKq “ qn (19.85)

pour un certain n.
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Nous supposons maintenant que K est non commutatif. Dans ce cas Z ‰ K et nous avons
n ě 2. Nous considérons aussi

Zx “ ta P K tel que ax “ xau. (19.86)

Le centre Z est un sous-corps de Zx, donc il existe dpxq tel que

CardpZxq “ qdpxq. (19.87)

De la même manière, Zx est un sous-corps de K, donc il existe mpxq tel que

CardpKq “ CardpZxqmpxq. (19.88)

En mettant bout à bout, nous avons

qn “ CardpZxqmpxq “ qdpxqmpxq, (19.89)

et par conséquent n “ dpxqmpxq. Le point important à retenir est que dpxq divise n pour tout
x P K.

Nous considérons maintenant l’action adjointe du groupe Kzt0u sur lui-même :

φpkqx “ kxk´1. (19.90)

Nous notons Ox l’orbite de x P Kzt0u pour cette action, et Fixpxq son stabilisateur. Nous avons

Zy “ Fixpyq Y t0u (19.91)

parce que Zy et Fixpyq ont les mêmes définitions, sauf que Fixpyq est dans Kzt0u alors que Zy est
dans K. Nous avons donc

Card
`

Fixpyq˘ “ CardpZyq ´ 1 “ qdpyq ´ 1. (19.92)

Nous avons équivalence des affirmations suivantes :
— CardpOxq “ 1
— Ox “ txu
— Fixpxq “ Kzt0u
— x P Zzt0u.

Soient z0, . . . , zq´1 les éléments de Z avec z0 “ 0. Ce sont les éléments qui auront une orbite réduite
à un point. Les orbites qui coupent Zzt0u sont

tz1u, . . . , tzq´1u (19.93)

et il y en a q´1. Soient Oy1 , . . . ,Oyr , les autres orbites. Nous utilisons l’équation des classes (2.78) :

CardpK˚q “ CardpZ˚q `
rÿ

i“1

CardpK˚q
CardpFixpyiqq , (19.94)

mais CardpZ˚q “ q ´ 1, CardpK˚q “ qn ´ 1 et Card
`

Fixpyiq
˘ “ qdpyiq ´ 1, donc

qn ´ 1 “ pq ´ 1q `
rÿ

i“1

qn ´ 1
qdpyiq ´ 1

. (19.95)EqBPBDzEEqBPBDzE

Nous considérons la fraction rationnelle

F pXq “ pXn ´ 1q ´
rÿ

i“1

Xn ´ 1
Xdpyiq ´ 1

. (19.96)EqATGciuEqATGciu
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Étant donné que dpyiq divise n, nous avons, contrairement aux apparences, F P ZrXs, par la
proposition 19.21(1).

Nous pouvons exploiter un peu mieux la proposition 19.21 en remarquant que dpyiq ă n parce
que sinon CardpZyiq “ CardpKq, ce qui signifierait que yi P Z, ce qui nous avions exclu. Par
conséquent le polynôme cyclotomique ϕn divise

Xn ´ 1
Xdpyiq ´ 1

(19.97)

dans ZrXs. Le polynôme cyclotomique ϕn divise également Xn´ 1 et par conséquent ϕn divise F .
Il existe donc Q P ZrXs tel que F “ Qϕn. En particulier en évaluant en q :

F pqq “ Qpqqϕnpqq “ q ´ 1. (19.98)eqmoLdJyeqmoLdJy

En effet nous avons F pqq “ q ´ 1 par construction : comparer (19.95) avec (19.96). Évidemment
q ‰ 1 parce que si q “ 1 alors CardpKq “ 1 et le théorème est trivial. Par ailleurs Qpqq est un entier
(parce que Q P ZrXs et q P N) et Qpqq ‰ 0, parce qu’à droite de (19.98) nous avons q ´ 1 ‰ 0.
Nous avons donc |Qpqq| ě 1 et donc

|ϕnpqq| ď q ´ 1. (19.99)

Par définition du polynôme cyclotomique nous avons

|ϕnpqq| “
ź

zP∆n

|q ´ z|. (19.100)

Étant donné que ce produit doit être inférieur à q´ 1, au moins un des termes doit l’être : il existe
z0 P ∆n tel que |z0 ´ q| ď q ´ 1. Étant donné que n ě 2 nous avons z0 ‰ 1.

Mais d’autre part, comme indiqué sur la figure 19.1, la distance entre z0 et q doit être strictement
plus grande que q´1 parce que q´1 est le minimum de la distance entre le cercle trigonométrique
et q, et n’est atteint qu’en z “ 1.

‚ z0

‚q‚
1

Figure 19.1: Nous devons avoir |z0 ´ q| ą q ´ 1. LabelFigtrigoWedd

Nous avons ainsi obtenu une contradiction, et nous concluons que le corps K est commutatif.

19.4.2 Existence, unicité

Nous avons déjà défini le corps fini Fp lorsque p est un nombre premier dans la section 6.1.3.
Le théorème suivant sert à définir Fpn lorsque p est premier.

ThoOzgSfy

Théorème 19.30.
Soit p un nombre premier, soit n P Nzt0u et q “ pn. Alors il existe un unique corps K de cardinal
q. Ce corps est le corps de décomposition du polynôme Xq ´X sur Fp.

Démonstration. Montrons l’unicité. SoitK un corps fini de cardinal q “ pn. Le groupe multiplicatif
K˚ est de cardinal q ´ 1, et par le corolaire 2.14 tous les éléments de K˚ vérifient gq´1 “ e, c’est-
à-dire que dans KrXs, les éléments de K˚ sont des racines du polynôme

Xq´1 ´ 1 (19.101)
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Par conséquentK est un corps de décomposition pour le polynôme QpXq “ Xq´X “ XpXq´1´1q
parce que QpXq “ 0 dans K. Il est unique par la proposition 6.144.

Montrons maintenant que le corps de décomposition de P “ Xq ´ X sur Fp est un corps de
cardinal q. Pour ce faire nous considéronsK ce corps de décomposition, et E, l’ensemble des racines
de P dans K. Nous allons montrer que E “ K et que E est un corps contenant q éléments.

Montrons que E est un corps. Pour α, β P E nous avons

pαβqq “ αqβq “ αβ (19.102)

parce que αq “ α. Le produit αβ est donc encore dans E. Pour la somme,

pα` βqq “ pα` βqpn “
´
pα` βqp

¯pn´1

“ pαp ` βpqpn´1 “ . . . “ αp
n ` βpn “ α` β. (19.103)

En ce qui concerne l’inverse,
pα´1qq “ pαqq´1 “ α´1. (19.104)

Donc E est un corps. Évidemment E est un corps de décomposition de P au sens où E est une
extension de Fp sur lequel P est scindé (parce qu’il est scindé sur K et E est le sous-corps de K
contenant les racines de P ) et tel que E “ Fpptαiuq où les αi sont les racines de P . Notons que
Fp Ă E parce que dans Fp on a xq “ x.

Par unicité, nous avons K “ E. Nous devons montrer que P possède exactement q racines
distinctes, afin d’avoir CardpEq “ q. Pour cela remarquons que

P 1pXq “ qXq´1 ´ 1 “ ´1 (19.105)

dans Fp. En effet P P Fp et q “ 0 dans Fp. Par conséquent P 1 ne s’annule pas et P n’a pas de
racine double. Toutes les racines étant simples, il y en a exactement q.

Le théorème 19.30 ne permet pas de construire le corps à q “ pn éléments. Nous allons main-
tenant voir un certain nombre de résultats donnant des façons de le construire. Ces résultats
proviennent de [552, 553, 554] et de wikipedia

PropnfebjI

Proposition 19.31 ([554]).
Soit K un corps fini. Alors le groupe multiplicatif Kzt0u est cyclique.

Démonstration. Soit K un corps ayant q éléments. Le groupe Kzt0u en a q ´ 1 ; ergo l’ordre des
éléments de Kzt0u sont des diviseurs de q ´ 1 ; c’est le corolaire 2.14. Soit d un diviseur de q ´ 1
et

Hdzt0u “ tx d’ordre d dans Kzt0uu (19.106a)
Hd “ tracines de Xd ´ 1 dans Ku. (19.106b)

Ici le polynôme Xd ´ 1 est vu dans KrXs. Notons que nous avons automatiquement Hd̊ Ă Hd,
mais l’inclusion inverse n’est pas assurée parce que les éléments d’ordre d{2 par exemple sont aussi
dans Hd. Supposons Hd̊ ‰ H et considérons a P Hd̊ . Alors l’application

ϕ : Z{dZÑ Hd

n ÞÑ an
(19.107)

est un isomorphisme d’anneaux. En effet étant donné que a P Hd̊ Ă Hd, l’ensemble Hd contient le
groupe cyclique engendré par a. Ce dernier contient, par construction, d éléments. Mais CardpHdq ď
d parce que Hd est l’ensemble des racines d’un polynôme de degré d. Par conséquent CardpHdq “ d
et l’ensemble Hd est bien engendré par a et ϕ est bien un isomorphisme. Par conséquent tous les
éléments de Hd̊ sont des générateurs de Hd.

Inversement soit x un générateur de Hd. L’ordre de Hd étant d, l’ordre de x doit être un diviseur
de d. Supposons donc que x soit d’ordre d{k. Dans ce cas nous devrions avoir CardpHdq “ d{k, ce
qui contredit l’isomorphisme ϕ.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9or%C3%A8me_de_l'%C3%A9l%C3%A9ment_primitif
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En conclusion, Hd̊ est l’ensemble des générateurs du groupe Hd. Le nombre de générateurs de
Z{dZ étant φpdq par la proposition 5.40, et Hd étant isomorphe à Z{dZ nous avons

CardpHd̊ q “ φpdq. (19.108)

Par conséquent si Hd̊ n’est pas vide, son cardinal est φpdq. Nous avons

q ´ 1 “ CardpK˚q (19.109a)
“ Card

` ď

dq´1
Hd̊

˘
(19.109b)

“
ÿ

dq´1
CardpHd̊ q (19.109c)

ď
ÿ

dq´1
φpdq “ q ´ 1 (19.109d)

où nous avons utilisé la proposition 5.37. Par conséquent pour tout d divisant q ´ 1 nous avons
CardpHd̊ q “ φpdq et il y a au moins un élément d’ordre q ´ 1 dans K. Cet élément engendre K˚
parce que K˚ contient exactement q ´ 1 éléments. Par conséquent K˚ est cyclique.

CorpRUndR

Corolaire 19.32.
Si p est un nombre premier, alors

pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ. (19.110)

L’isomorphisme est un isomorphisme de groupes (abéliens). À gauche multiplicatif et à droite
additif.

Démonstration. La proposition 19.31 nous enseigne que le groupe multiplicatif d’un corps fini est
cyclique et donc isomorphe à un certain Z{nZ. Donc pZ{pZq˚ est un groupe cyclique d’ordre p, et
donc isomorphe à Z{nZ avec n “ p´ 1.

Lorsque K est un corps les éléments du groupe K˚ sont les éléments primitifs de K.
propQRcUlq

Proposition 19.33.
Soit K un corps contenant q éléments. Alors

(1) xq “ x pour tout x P K,
(2) Xq ´X “ś

aPKpX ´ aq.
Démonstration. Le groupe Kzt0u ayant q ´ 1 éléments, ses éléments vérifient aq´1 “ 1 par le
corolaire 2.14 et par conséquent aq “ aaq´1 “ a.

Soit a P K. Étant donné que aq ´ a “ 0, le polynôme pX ´ aq divise Xq ´X dans KrXs. Par
conséquent ź

aPK
pX ´ aq (19.111)

divise également Xq´X. Les polynômes Xq´X et
ś
aPKpX ´ aq étant deux polynômes unitaires

de même degré, le fait que l’un divise l’autre montre qu’ils sont égaux.

Une conséquence de xq “ x est qu’il ne faut pas considérer le théorème 6.110 trop rapidement en
disant « s’il s’annule partout, alors c’est le polynôme nul ». En effet dans un corps fini, « partout »
n’est pas forcément très grand.

exVQBooBMPLkD

Exemple 19.34.
Si F3 “ Z{3Z est le 15 corps à 3 éléments, alors le polynôme P pXq “ X3 ´X s’évalue à zéro pour
tout x P F3 (proposition 19.33.) mais il n’est pas le polynôme nul. △

15. Le singulier est justifié par le théorème 19.30, mais ça n’a pas d’importance ici.
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19.4.3 Symboles de Legendre et carrés

Source : [555].
Nous disons que a P Fp est un carré si il existe b P Fp tel que a “ b2.

Définition 19.35.
Soit n P N et p ą 2 un nombre premier. Le symbole de Legendre est défini par

ˆ
n

p

˙
“

$
’&
’%

0 si p divise n
1 si n est un carré dans Fp
´1 sinon.

(19.112)

Note : ´1 peut être un carré, et pas que dans C. Par exemple dans F5 nous avons 4 “ ´1 et
donc ´1 est un carré.

PropcGsJjk

Proposition 19.36.
Soit un nombre premier p ą 2. Le corps Fp̊ contient autant de carrés que de non carrés. De plus
pour tout n P N nous avons ˆ

n

p

˙
“ npp´1q{2 mod p. (19.113)EqbcugosEqbcugos

Démonstration. Nous considérons l’application

ψ : Fp̊ Ñ Fp̊

x ÞÑ x2.
(19.114)

C’est un morphisme de groupes multiplicatifs et kerψ “ t´1, 1u. Étant donné que p ą 2, nous
avons alors

Cardpkerψq “ 2 (19.115)

parce que 1 ‰ ´1. Évidemment l’ensemble des carrés dans Fp̊ est l’image de ψ. Le premier théorème
d’isomorphisme 2.6(3) nous permet alors de conclure que

CardpImagepψqq “ CardpFp̊q
2 . (19.116)

Ceci prouve la première assertion.
Par le petit théorème de Fermat (théorème 6.15), nous avons xp´1 “ 1 pour tout x P Fp̊ . Les

pp´ 1q éléments de Fp̊ sont donc tous racines d’un des deux polynômes

Xpp´1q{2 “ ˘1. (19.117)

Mais chacun des deux ne peut avoir, au maximum, que pp ´ 1q{2 solutions. Ils ont donc chacun
exactement pp´ 1q{2 racines.

Nous pouvons maintenant prouver la formule (19.113). D’abord si n “ 0, elle est évidente. Si
n est un carré dans Fp, nous posons n “ x2 et nous avons

npp´1q{2 “ xp´1 “ 1 “
ˆ
n

p

˙
. (19.118)

Si n n’est pas un carré, c’est que n n’est pas une racine de Xpp´1q{2 “ 1. Le nombre n est alors
une racine de Xpp´1q{2 “ ´1. Nous avons alors

npp´1q{2 “ ´1 “
ˆ
n

p

˙
. (19.119)
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CoruJosNz

Corolaire 19.37.
Si a, b P N et si p ą 2 est un nombre premier, alors

ˆ
ab

p

˙
“
ˆ
a

p

˙ˆ
b

p

˙
. (19.120)

Démonstration. Par la formule (19.113),
ˆ
ab

p

˙
“ pabqpp´1q{2 “ app´1q{2bpp´1q{2 “

ˆ
a

p

˙ˆ
b

p

˙
. (19.121)

Soit un nombre premier q ą 2 et A, un anneau de caractéristique p. Si α P A vérifie

1` α` ¨ ¨ ¨ ` αq´1 “ 0, (19.122)

nous définissons la somme de Gauss par

τ “
ÿ

xPFq

ˆ
x

q

˙
αx “

q´1ÿ

x“1

ˆ
x

q

˙
αx. (19.123)

Notons que la somme de Gauss dépend de q et du α choisis.
PropciRUov

Proposition 19.38.
Les sommes de Gauss vérifient les propriétés suivantes.

(1) τ2 “
´

´1
q

¯
q. Nous allons noter ϵpqq “

´
´1
q

¯
.

(2) Si A est de caractéristique p ě 3 et si p ‰ q alors

τp “
ˆ
p

q

˙
τ. (19.124)EqxBNpJzEqxBNpJz

(3) Si A est de caractéristique p et si q est premier avec p, alors τ est inversible dans A.

Démonstration. D’abord nous notons que

αq ´ 1 “ pα´ 1qp1` α` ¨ ¨ ¨ ` αq´1q “ 0 (19.125)

par définition de α. Nous calculons

ϵpqqτ2 “ ϵpqq
ÿ

x,yPFq

ˆ
x

q

˙ˆ
y

q

˙
αx`y (19.126a)

“
ÿ

x,yPFq

ˆ´xy
q

˙
αx`y. (19.126b)EqlObFeoEqlObFeo

“
ÿ

zPFq

ÿ

yPFq

ˆ´pz ´ yqy
q

˙
αz (19.126c)EqWyIhhkEqWyIhhk

“
ÿ

zPFq

szα
z (19.126d)EqWoIszSEqWoIszS

Justifications :
— Pour obtenir (19.126b) nous avons utilisé le corolaire 19.37.
— (19.126c) est un changement de variable z “ x` y dans la somme sur x.
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— Pour (19.126d) nous avons posé

sz “
ÿ

yPFq

ˆ´pz ´ yqy
q

˙
. (19.127)

Nous avons
s0 “

ÿ

yPFq

ˆ
y2

q

˙
. (19.128)

Dans cette somme, tous les termes sont égaux à 1, sauf celui avec y “ 0 qui vaut zéro. Nous avons
donc s0 “ q ´ 1. Voyons maintenant sy avec y ‰ 0. L’application

Fq̊ Ñ Fqzt1u
k ÞÑ 1´ zy´1 (19.129)

étant une bijection nous pouvons effectuer le changement de variables t “ y´1z´ 1 pour la somme
sur y en notant y´1 l’inverse de y dans Fq̊ , nous trouvons alors

ÿ

yPFq

ˆ
ypz ´ yq

q

˙
“

ÿ

yPFq

ˆ
y2py´1z ´ 1q

q

˙
(19.130a)

“
ÿ

yPFq

ˆ
y´1z ´ 1

q

˙
(19.130b)

“
ÿ

tPFqzt1u

ˆ
t

q

˙
(19.130c)

“
ÿ

tPFq

ˆ
y

q

˙

loooomoooon
“0

´
ˆ

1
1

˙
(19.130d)

“ ´1 (19.130e)

parce qu’il y a autant de carrés que de non carrés dans Fq̊ (proposition 19.36). En résumé nous
avons

ϵpqqτ2 “
ÿ

zPFq

szα
z (19.131)

où

sz “
#
q ´ 1 si z “ 0
´1 sinon.

(19.132)

Cela donne
ϵpqqτ2 “ pq ´ 1q ´ pα` ¨ ¨ ¨ ` αq´1qlooooooooomooooooooon

“´1

“ q (19.133)

où nous avons utilisé l’hypothèse sur α. Donc ϵpqqτ2 “ q, et étant donné que ϵpqq “ ˘1 nous
concluons

τ2 “ ϵpqqq. (19.134)
Nous prouvons maintenant la seconde partie. Comme A est de caractéristique p, en utilisant

le fait que le morphisme de Frobenius est un morphisme,

τp “
¨
˝ ÿ

xPFq

ˆ
x

q

˙
αx

˛
‚
p

“
ÿ

xPFq

ˆ
x

q

˙p
αpx. (19.135)

Étant donné que
´
x
q

¯
“ ˘1 et que p est impair, nous avons

ˆ
x

q

˙p
“
ˆ
x

q

˙
. (19.136)
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Du coup nous avons ˆ
p

q

˙
τp “

ÿ

xPFp

ˆ
xp

q

˙
αpx. (19.137)

Mais p étant inversible dans Fq, l’application x ÞÑ px est une bijection et nous pouvons sommer
sur px au lieu de x : ˆ

p

q

˙
τp “

ÿ

xPFp

ˆ
x

q

˙
αx “ τ. (19.138)

Nous trouvons alors que
τp “

ˆ
p

q

˙
τ. (19.139)

Étant donné la formule du τ2 que nous venons de démontrer, nous avons τ2 “ ˘q. Les nombres
p et q étant premiers entre eux, le théorème de Bézout (théorème 1.229) nous donne a et b tels que

ap` bq “ 1. (19.140)

Cela montre que b est un inverse de q modulo p. Donc τ2 est inversible, et il en découle que τ
lui-même est inversible.

ThoMiEiUm

Théorème 19.39 (Loi de réciprocité quadratique).
Soient deux nombres premiers distincts p, q ě 3. Alors

ˆ
p

q

˙
“ p´1q pp´1qpq´1q

4

ˆ
q

p

˙
. (19.141)

Démonstration. Soit ϕq le polynôme 1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xq´1 et l’anneau

A “ FprXs{pϕqq. (19.142)

C’est un anneau de caractéristique p parce que son unité est le polynôme constant 1. Nous nommons
α “ X{pϕqq, c’est-à-dire que ϕqpαq “ 0 dans A, et nous pouvons considérer la somme de Gauss

τ “
ÿ

iPFq

ˆ
i

q

˙
αi. (19.143)

Notons que ceci est un élément de A et plus précisément un polynôme de degré zéro dans A,
et encore plus précisément, une classe d’un tel polyôme. Donc les coefficients de α doivent être
compris comme des éléments de Fp. Nous savons (proposition 19.38) que

τ2 “
ˆ´1
q

˙
, (19.144)

et en utilisant la formule (19.113) nous trouvons
ˆ
τ2

p

˙
“ pτ2qpp´1q{2 mod p “ τp´1 mod p (19.145)

En réalité sur cette dernière ligne, nous ne devrions pas préciser le « modulo p » parce que, comme
mentionné plus haut, ce sont des éléments de Fp. En utilisant cela, ainsi que (19.124), nous avons

ˆ
τ2

p

˙

loomoon
τp´1

τ “ τp “
ˆ
p

q

˙
τ (19.146)

Puisque τ est inversible, nous écrivons
ˆ
τ2

p

˙
“
ˆ
p

q

˙
(19.147)
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Nous utilisons maintenant la formule (19.113) sur le membre de gauche avec n “ τ2 “
´

´1
q

¯
:

ˆ
p

q

˙
“
ˆ´1
q

˙ q´1
2

ˆ
q

p

˙
. (19.148)

Toujours avec la même formule nous pouvons substituer
´

´1
q

¯
par p´1qpq´1q{2 et obtenir

ˆ
p

q

˙
“ p´1q pq´1q

2
pp´1q

2 . (19.149)

Lemoabzrn

Lemme 19.40.
Si p est un nombre premier p ě 3, alors le symbole de Legendre x ÞÑ

´
x
p

¯
est l’unique morphisme

non trivial de Fp̊ dans t´1, 1u.
Démonstration. Le fait que le symbole de Legendre soit non trivial est simplement le fait qu’il y ait
des carrés et des non carrés dans Fp̊ ; voir la proposition 19.36. Pour l’unicité, soit α : Fp̊ Ñ t´1, 1u
un morphisme surjectif (c’est-à-dire non trivial). Étant donné que

Fp̊ “ kerpαq Y ´ kerpαq, (19.150)

le groupe Fp̊{ kerpαq ne contient que deux éléments : r1s et r´1s. Autrement dit, kerpαq est d’indice
2 dans Fp̊ .

Or Fpzt0u ne possède qu’un seul sous-groupe d’indice 2. En effet soit S un tel sous-groupe et a,
un générateur de Fpzt0u (qui est cyclique par la proposition 19.31), alors a2 P S par le lemme 3.29.
Par conséquent S contient le groupe des puissances paires de a. Le groupe S ne peut rien contenir
de plus parce qu’il est d’indice 2 et que l’ordre de Fpzt0u est pair.

Bref, le sous-groupe kerpαq est l’unique sous-groupe d’indice 2 dans Fpzt0u. Mais la proposi-
tion 19.36 nous indique que |pFpzt0uq2| “ p´1

2 , c’est-à-dire que le groupe des carrés est d’indice 2.
Nous avons donc, par l’unicité,

kerpαq “ pFpzt0uq2. (19.151)

Au final, pour y P Fpzt0u,
αpyq “

#
1 si y est un carré
´1 sinon.

(19.152)

Ce qui est bien la définition des symboles de Legendre.
PROPooCLEUooHWnoXM

Proposition 19.41.
Si p est un nombre premier, nous avons

ˆ
2
p

˙
“
#

1 si p P r1s8 ou p P r7s8
´1 sinon.

(19.153)

Démonstration. Soit le polynôme
X4 ` 1 P FprXs (19.154)

et α, une racine dans une extension 16 de Fp 17. Nous posons θ “ α` α´1 et nous calculons

θ2 “ pα` α´1qpα` α´1q “ α2 ` 2` pα2q´1 “ α2 ` 2´ α2 “ 2 (19.155)

parce que α4 étant ´1, nous avons pα2q´1 “ ´α2. Bref, θ2 “ 2.

16. Dans la source que je suivais (je ne sais plus où), on parlait ici de « fermeture » de Fp et non d’extension. Il me
semble que parler simplement d’extension suffit. Vous confirmez ?

17. Voir par exemple la proposition 6.141 pour l’existence d’une extension comme il faut.
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Dire que 2 est un carré modulo p revient à dire que θ est dans Fp. C’est-à-dire que pour calculer
le symbole de Legendre

´
2
p

¯
, nous étudions pour quels p, l’élément θ est vraiment dans Fp et non

seulement dans l’extension Fppαq. En tenant compte de l’exemple 6.96, il faut distinguer deux cas :
αp “ α et αp ‰ α. Autrement dit, si αk “ α pour un certain nombre premier k, alors le cas p “ k
est à traiter à part. La liste des puissances de α est :

1, α, α2, α3,´1,´α,´α2,´α3, 1, α, . . . (19.156)

Nous avons donc automatiquement α9k “ α, mais p “ 9k est exclu parce que p est premier. Nous
devons donc vérifier si une des propriétés

α2 “ α (19.157a)
α3 “ α (19.157b)
´α “ α (19.157c)
´α3 “ α (19.157d)

est possible. Il est aisément vérifiable, au cas par cas, que ces possibilités sont toutes incompatibles
avec α4 “ ´1. Nous avons donc certainement αp ‰ α et compte tenu de l’exemple 6.96, l’équation
xp “ x caractérise les éléments de Fp dans Fppαq.

L’équation X2 “ 2 a exactement deux solutions qui sont ˘θ. Nous avons donc 2 P F2
p si et

seulement si θ P Fp si et seulement si θp “ θ. Nous avons réduit notre problème à déterminer pour
quels p nous avons θp “ θ. D’abord nous avons, par le morphisme de Frobenius,

θp “ pα` α´1qp “ αp ` α´p. (19.158)

Nous pouvons maintenant conclure facilement. Un nombre premier étant impair (sauf p “ 2 qui
peut être traité à part), p est automatiquement dans un des ensembles r1s8, r3s8, r5s8 ou r7s8. Nous
avons quatre petites vérifications à faire. Dans tous les cas α8k “ 1. Si p “ 1` 8k, alors

θp “ α1`8k ` pα´1q1`8k “ α` α´1 “ θ, (19.159)

donc 2 est un carré dans Fp. Si p P r3s8, alors θp “ α3 ` α´3. Si cela était égal à α ` α´1, alors
nous aurions

α6 ` 1 “ α4 ` α2, (19.160)

et donc α2 “ 1, ce qui est impossible. Les vérifications pour p P r5s8 et p P r7s8 sont du même
style.

19.4.4 Théorème de Chevalley-Warning

Lemme 19.42.
Soit K un corps de caractéristique p et de cardinal q. Pour m P N nous définissons

Sm “
ÿ

xPK
xm. (19.161)

Alors nous avons

Sm mod p “
#
´1 si m ě 1 et m divisible par q ´ 1
0 sinon.

(19.162)

Démonstration. Si m “ 0, alors x0 “ 1 et Sm “ q. Par conséquent Sm mod p “ 0 parce que la
caractéristique d’un corps divise son ordre (proposition 1.346).

Nous prenons maintenant m ě 1 et nous voyons séparément les cas où q ´ 1 divise m ou non.
Si q ´ 1 divise m, alors pour tout x ‰ 0 nous avons

xm “ xkpq´1q “ 1 (19.163)
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parce que Kzt0u est cyclique et xq´1 “ 1 par le petit théorème de Fermat (théorème 6.15). Par
conséquent nous avons ÿ

xPK
xm “

ÿ

xPKzt0u
1 “ q ´ 1. (19.164)

Si le nombre m ě 1 n’est pas divisible par q´ 1 alors nous prenons un générateur y du groupe
Kzt0u. Un tel élément vérifie ym ‰ 1. En effet, si y vérifiait ym “ 1 alors cela signifierait que
l’ordre de Kzt0u est un diviseur de m, ce qui n’est pas le cas ici, parce que l’ordre de Kzt0u est
q ´ 1. Pour un tel y, l’application

φ : Kzt0u Ñ Kzt0u
x ÞÑ yx

(19.165)

est une bijection 18. En ce qui concerne l’injectivité, ya “ yb implique a “ b. En ce qui concerne la
surjectivité, si a est un générateur, si z “ al et si y “ ak, alors

z “ φpal´kq. (19.166)

Nous pouvons maintenant poser le calcul.

Sm “
ÿ

xPKzt0u
xn “

ÿ

xPKzt0u
pyxqm “ ym

ÿ

xPKzt0u
xm “ ymSm. (19.167)

Étant donné que ym ‰ 1, la seule solution est Sm “ 0.
ThoLTcYKk

Théorème 19.43 (Chevalley-Warning[556]).
Soit K un corps fini de cardinal q et de caractéristique p. Soient P1, . . . , Pr des éléments de
KrX1, . . . , Xns tels que

řr
i“1 degpPiq ă n. Nous considérons l’ensemble des zéros communs à tous

les polynômes :
V “ tx P Kn tel que P1pxq “ . . . “ Prpxq “ 0u. (19.168)

Alors CardpV q “ 0 mod p.

Démonstration. Nous considérons le polynôme

P “
rź

i“1
p1´ P q´1

i q. (19.169)

Montrons que

P pxq “
#

1 si x P V
0 sinon.

(19.170)

La première ligne est facile : étant donné que tous les Pipxq sont nuls pour x P V , nous avons
P pxq “ 1. Si x n’est pas dans V , alors nous avons un i tel que Pipxq P Kzt0u. Mais dans ce cas
(toujours la cyclicité de Kzt0u) nous avons Pipxqq´1 “ 1 et donc le produit est nul.

En utilisant l’hypothèse sur le degré des Pi, nous trouvons

degpP q “
rÿ

i“1
pq ´ 1q degpPiq ă npq ´ 1q. (19.171)

Pour un polynôme Q P KrX1, . . . , Xns, nous définissons
ż
Q “

ÿ

xPKn

Qpxq. (19.172)

18. Notons que nous n’avons pas réellement besoin que y soit un générateur. Nous n’utilisons seulement le fait que
ym

‰ 1 et y ‰ 0.
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Nous avons immédiatement
ż
P “

ÿ

xPKn

P pxq “
ÿ

xPV
1 “ CardpV q mod p. (19.173)

Nous insistons sur le « modulo p » parce que dans la formule P pxq “ 1, le membre de droite est le
1 de K ; il est donc automatiquement modulo la caractéristique de K.

Il nous reste à prouver que
ş
P “ 0. Pour cela nous décomposons

P “
ÿ

m

cmX
m1
1 . . . Xmn

n (19.174)EqHnUVlMEqHnUVlM

où la somme s’étend sur les m P Nn tels que cm ‰ 0. Nous avons
ż
P “

ÿ

xPKn

ÿ

m

cmx
m1
1 . . . xmn

n (19.175a)

“
ÿ

m

cm

˜ ÿ

xPKn

xm1
1 . . . xmn

n

¸
(19.175b)

“
ÿ

m

cmSm1 . . . Smn . (19.175c)

Le terme de plus haut degré dans la décomposition (19.174) est celui du m tel que
ř
imi est le plus

grand. Comme ce degré est plus petit que npq ´ 1q, pour chacun des m rentrant dans la somme,
nous avons

nÿ

i“1
mi ă npq ´ 1q. (19.176)

En particulier pour tout m P Nn, il existe i tel que mi ă q ´ 1, et dans ce cas Smi “ 0. Donc tous
les termes de la somme ÿ

mPNn

cmSm1 . . . Smn (19.177)

ont un facteur nul.
CorfuHNKz

Corolaire 19.44.
Soit Pi des polynômes à n variables avec

řr
i“1 degpPiq ă n. Si les Pi n’ont pas de terme constant,

alors ils ont un zéro commun non trivial.

Démonstration. Nous reprenons les notations du théorème 19.43. Étant donné que les Pi n’ont
pas de terme constant, 0 P V , mais CardpV q “ 0 mod p. Par conséquent nous devons avoir
CardpV q ą p.

Exemple 19.45.
Nous considérons les polynômes

P1px, y, t, uq “ xy ` x` ux (19.178a)
P2px, y, t, uq “ x` y ´ 3t. (19.178b)

La somme de leurs degrés est 3 et ce sont des polynômes à 4 variables. Nous devons donc avoir,
en vertu du corolaire 19.44, d’autres racines que la racine triviale px, y, t, uq “ p0, 0, 0, 0q.

Le corolaire nous donne aussi une borne inférieure du nombre de racines à chercher : plus que la
caractéristique du corps sur lequel nous travaillons. Nous pouvons dire cela sans avoir la moindre
idée de la façon dont on pourrait résoudre le système P1 “ P2 “ 0. △
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19.4.5 Contenu d’un polynôme
LemHULrVaF

Lemme 19.46 (de Gauss[104, 557]).
Soient P,Q P ZrXs. Alors

cpPQq “ cpP qcpQq (19.179)

où c est le contenu, définition 3.113.

Démonstration. Afin de fixer les notations, nous posons P “ ř
i aiX

i et Q “ ř
j bjY

j .
(1) Pour les polynômes primitifs

Nous commençons par supposer que cpP q “ cpQq “ 1. Dans ce cas si cpPQq ‰ 1, nous
considérons un nombre premier p divisant cpPQq. Puisque le contenu de P et de Q vaut 1,
le nombre p ne peut pas diviser tous leurs coefficients. Nous définissons i0 de façon que ai0
soit le premier à ne pas être divisible par p, et j0 de telle façon que bj0 soit le premier à ne
pas être divisible par p. Autrement dit :

p  a0, p  a1, . . . , p  ai0´1, p ffl ai0 (19.180)

et de façon similaire pour j0. Donc p ne divise ni ai0 , ni bj0 . Nous nous demandons alors avec
malice quel est le coefficient de Xi0`j0 dans PQ. La réponse est :

ai0bj0 `
ÿ

i`j“i0`j0
iăi0 ou jăj0

aibj . (19.181)

Par définition p divise soit ai soit bj pour chacun des termes de la grande somme. Comme p
ne divise pas ai0bj0 , il ne divise pas le coefficient de Xi0`j0 dans PQ, alors que nous étions
partis en disant que p divisait tous les coefficients de PQ.
Nous concluons donc que cpPQq “ 1.

(2) Cas général
Si P et Q sont maintenant des polynômes sans condition particulière dans ZrXs, nous consi-
dérons P1 “ P

cpP q et Q1 “ Q
cpQq ; ces deux polynômes sont primitifs et nous avons alors, en

utilisant la première partie :
cpP1Q1q “ 1. (19.182)

Étant donné que
P1Q1 “ 1

cpP qcpQqPQ, (19.183)

nous avons
cpPQq “ cpP qcpQqcpP1Q1q “ cpP qcpQq. (19.184)

19.4.6 Théorème de l’élément primitif

Définition 19.47.
Soit K un corps. Une extension L de K est dite finie si L est un espace vectoriel de dimension
finie sur K.

Notez que la définition d’extension finie ne suppose ni que K, ni que L, soient finis en tant
qu’ensembles.

THOooYFLZooHYENKp

Théorème 19.48 (de l’élément primitif). Si K est un corps fini, toute extension finie de K est
simple 19.

Si K est un corps quelconque alors toute extension séparable finie est simple.
19. Définition 6.92.
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Démonstration. Nous ne donnons la preuve que dans le cas où K est fini. Dans ce cas nous savons
par la proposition 19.31 que le groupe Kzt0u est cyclique. Si de plus L est une extension finie
alors L est fini en tant qu’ensemble. Par conséquent Lzt0u est un groupe cyclique. Si α est un
générateur de L alors L “ Kpαq et l’extension est donc simple.

Une preuve de l’assertion dans le cas où K est infini peut être trouvée sur wikipédia.
PROPooWNHYooSzMJqF

Proposition 19.49.
L’ordre d’un polynôme P vérifie les propriétés suivantes :

(1) L’ordre de P est l’ordre multiplicatif de ses racines
(2) L’ordre de P divise pn ´ 1.

LemZrUUOz

Lemme 19.50.
Soit p un nombre premier et P un polynôme irréductible unitaire de degré n. Si α, β P FprXs{P ,
alors pα` βqp “ αp ` βp.
Démonstration. La preuve est exactement la preuve classique 20 :

pα` βqp “
ÿ

k

ˆ
p

k

˙
αkβp´k (19.185)

où les coefficients binomiaux sont dans Fp et donc nuls pour les k différents de p et de 0.

Cette proposition est encore vraie avec α, β P Fpn et pα` βqpn .

Lemme 19.51.
Si α P Fq est une racine d’ordre k de P (de degré n) alors les racines de Xk´1 sont tαi tel que i “
0, . . . , k ´ 1u.

Nous serions donc intéressés à construire Fq comme quotient de FprXs par un polynôme
primitif. Le théorème suivant donne une description abstraite de Fq qui va nous servir de point de
départ pour la construction.

ThoqSludu

Théorème 19.52 (Théorème de l’élément primitif).
Soit p un nombre premier, n P N et q “ pn. Soit K un corps à q éléments. Alors

(1) Il existe α P K tel que K “ Fprαs.
(2) Il existe un polynôme irréductible P P FprXs de degré n tel que

ϕ : FprXs{pP q Ñ K

X ÞÑ α
(19.186)EqWlMhhmEqWlMhhm

soit un isomorphisme de corps.
Soient α et P choisis pour avoir les propriétés citées plus haut. Alors nous avons les propriétés
suivantes.

(1) P est primitif 21.
(2) P est scindé dans K.
(3) L’ensemble des racines de P est tα, αp, . . . , αpn´1u.
(4) Le polynôme P divise Xq ´X dans FprXs.

Démonstration. Le corps K étant fini, il est cyclique par la proposition 19.31. Soit α un générateur
de Kzt0u alors

K “ Fprαs. (19.187)

20. Voir le coefficients binomiaux de la proposition 3.43.
21. Définition 3.115.
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Soit ℓ le plus grand entier tel que l’ensemble

t1, α, ¨ ¨ ¨ , αℓ´1u Ă K (19.188)

soit libre. Pour rappel, K est un espace vectoriel sur Fp. Il existe des ai P Fp tels que

αℓ ` aℓ´1α
ℓ´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 “ 0. (19.189)

De façon équivalente, il existe un polynôme unitaire P P FprXs de degré ℓ tel que P pαq “ 0. Étant
donné que α est générateur de K,

K “ Spant1, α, . . . , αℓ´1u (19.190)

parce que K est généré par les puissances de α alors que les puissances de α plus hautes que ℓ´ 1
peuvent être générées par 1, α, . . . , αℓ´1. L’espace K est donc un Fp-espace vectoriel de dimension
ℓ ; par conséquent

CardpKq “ pn “ q (19.191)

et ℓ “ n.
Montrons que P est irréductible dans Fp. Si P était réductible dans Fp, l’élément α P K serait

une racine d’un des facteurs, c’est-à-dire qu’il serait racine d’un polynôme de degré inférieur à n,
ce qui contredirait le fait que

tαℓ´1, . . . , 1u (19.192)

soit libre.
Montrons que l’application

ϕ : FprXs{pP q Ñ K

X ÞÑ α
(19.193)

est un isomorphisme. Pour l’injectivité, deux éléments Q1, Q2 P FprXs{pP q s’écrivent

Q1 “
n´1ÿ

k“0
akX

k (19.194a)

Q2 “
n´1ÿ

k“0
bkX

k
. (19.194b)

Dans ce cas si ϕpQ1q “ ϕpQ2q alors

ϕpQ1q “
n´1ÿ

k“0
akα

k “ ϕpQ2q “
n´1ÿ

k“0
bkα

k. (19.195)

Mais l’ensemble t1, α, . . . , αn´1u étant libre sur Fp, cela implique ak “ bk. La surjectivité de ϕ
provient du fait que α génère K.

Nous passons maintenant à la seconde partie de la démonstration. Soient α P K tel que K “
Fprαs et P P FprXs un polynôme irréductible de degré n tel que α ÞÑ X soit un isomorphisme
entre K et FprXs{pP q.

Le polynôme P est primitif parce que α est d’ordre pn dans K alors que X ÞÑ α est un
isomorphisme. Par conséquent X est d’ordre pn dans FprXs{P .

Nous commençons par prouver que l’ensemble

tα, αp, αp2
, . . . , αp

n´1u (19.196)EqAcsQHLEqAcsQHL

est l’ensemble des racines distinctes de P . Pour cela nous posons

P pXq “
nÿ

k“0
akX

k (19.197)
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avec ak P Fp. D’abord α est une racine de P . En effet

P pXq “
ÿ

k

akX
k “ 0 (19.198)EqbTAmKGEqbTAmKG

parce que cette somme est calculée dans FprXs{pP q. En appliquant l’isomorphisme ϕ à l’égalité
(19.198) nous trouvons

0 “ ϕ
`
P pXq˘ “

ÿ

k

akϕpXkq “
ÿ

k

akα
k. (19.199)

Donc α est bien une racine de P dans FprXs. Nous devons montrer qu’il en est de même pour
les autres puissances dans l’ensemble (19.196). Étant donné que pour tout x dans Fp nous avons
xp “ x, nous avons aussi

P pXpq “
ÿ

k

akpXpqk “
ÿ

k

apkpXpqk “
ÿ

k

pakXkqp (19.200)

alors que nous savons que x ÞÑ xp est un automorphisme de Fp par la proposition 1.348. Par
conséquent

P pXpq “
ÿ

k

pakXkqp “
˜ÿ

k

akX
k

¸p

“ P pXqp. (19.201)

Nous avons montré que si β est une racine de P , alors βp est également une racine de P . Nous
savons déjà que α est une racine de P , et que α est également générateur de K, c’est-à-dire que α
est d’ordre q ´ 1. Les puissances

α, αp, αp
2
, . . . , αp

n´1 (19.202)

sont donc distinctes (αpn “ αq “ 1) et sont toutes des racines de P . Étant donné que P est de
degré n il ne peut pas y avoir d’autres racines. Nous concluons que l’ensemble

tα, αp, αp2
, . . . , αp

n´1u (19.203)

est l’ensemble des racines distinctes de P dans K. Le polynôme P est alors scindé dans KrXs.
Le dernier point du théorème est de montrer que P divise Xq ´ X. Pour cela nous allons

montrer que toutes les racines de P sont des racines de Xq ´X. Soit β une racine de P ; il s’écrit
β “ αk pour un certain k. Étant donné que αq´1 “ e “ αp

n´1,

βq “ pαpnqk (19.204a)

“ `
αp

n´1α
˘k (19.204b)

“ `
αq´1α

˘k (19.204c)
“ αk (19.204d)
“ β. (19.204e)

Cela signifie que βq “ β et donc que β est racine de Xq ´X.

Corolaire 19.53.
Le corps fini à q “ pn éléments est de caractéristique p.

Démonstration. Nous considérons le corps fini K à q éléments sous la forme K “ FprXs{P comme
indiqué par l’équation (19.186). Soit 1q la classe du polynôme 1 modulo P , nous considérons le
morphisme

µ : ZÑ Fq

n ÞÑ n1q.
(19.205)

Le noyau de cette application est kerµ “ Zp parce que p1q “ 0, les coefficients étant à comprendre
dans Fp.
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DefnPNCFO

Définition 19.54.
Soient P , un polynôme de degré n, et p, un nombre premier. Un élément α P FprXs{pP q est une
racine primitive si les puissances de α parcourent tout le groupe multiplicatif pFprXs{P qzt0u.

Lembcerei

Lemme 19.55.
Soit p un nombre premier et P , un polynôme de degré n. Si α P FprXs{P est une racine primitive
de P alors les autres racines de P sont également primitives.

Démonstration. Soit α P FprXs{P une racine primitive de P . L’élément αp est également une
racine parce que si P “ ř

k akX
k,

P pαpq “
ÿ

k

pakαkqp “
`ÿ

k

akα
k
˘p “ 0 (19.206)

où nous avons utilisé le fait que apk “ ak étant donné que ak P Fp. Par hypothèse α est une racine
primitive ; cela implique que les éléments α, αp, αp2

, . . . , αp
n´1 sont distincts dans FprXs{P . Ces

éléments constituent donc toutes les racines de P .
Soit β “ αp

k une racine de P . Montrons que α est une puissance de β. Étant donné que
pFprXs{P qzt0u est un groupe à pn´1 éléments, le corolaire 2.14 indique que αpn “ α. En particulier
avec r “ pn´k nous avons

βr “ αrp
k “ αp

n “ α. (19.207)
Par suite toutes les puissances de α sont des puissances de β, ce qui implique que β est générateur
du groupe cyclique pFprXs{P qzt0u.

LemkzWjse

Lemme 19.56.
Soit p un nombre premier et n, un entier. Un polynôme de degré d, irréductible dans FprXs, divise
Xpn ´X si et seulement si, d divise n.

Théorème 19.57.
Soient P et Q deux polynômes irréductibles de degré n dans FprXs. Alors les quotients FprXs{P
et FprXs{Q sont isomorphes en tant que corps.

En guise de démonstration de ce théorème, nous allons démontrer la proposition suivante.
PropCRPjZsp

Proposition 19.58.
Si K et L sont deux corps à q “ pn éléments, alors ils sont isomorphes.

Démonstration. Soit a un élément primitif de K et P son polynôme minimal. Nous savons que
K » FprXs{P par le théorème de l’élément primitif 19.52. L’élément a est en particulier une racine
de Xq ´X. Par ailleurs P divise Xq ´X par le lemme 19.56.

Nous avons aussi
Xq ´X “

ź

bPL
pX ´ bq (19.208)

par la proposition 19.33. Étant donné que P divise Xq ´X, un des éléments de L annule P . Soit
b P L tel que P pbq “ 0. Soit Q le polynôme minimal de b. Par définition nous savons que Q divise
P , mais P étant irréductible et unitaire, nous avons immédiatement P “ Q. En particulier

FprXs{P » FprXs{Q » K. (19.209)

Nous montrons maintenant que FprXs{Q » L par l’application

ϕ : FprXs{QÑ L

X ÞÑ b
(19.210)

qui se prolonge en RpXq ÞÑ Rpbq pour tout R P FprXs. Cette application est bien définie parce
que Qpbq “ 0. Elle est injective parce que Rpbq “ 0 ne peut pas avoir lieu avec R P FprXs{Q parce
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que Q est le polynôme minimal de b. La surjectivité vient alors du fait que les deux corps ont le
même nombre d’éléments.

19.4.7 Construction de Fpn

Le théorème 19.30 nous indique que, pour tout n P N et q “ pn, il existe un unique corps
possédant q éléments. Ce corps est noté Fq.

Le théorème 19.52 nous incite à chercher à écrire Fq sous la forme

Fq “ FprXs{pP q (19.211)

pour un certain polynôme irréductible P P FprXs.

19.4.7.1 La version du faignant

Nous pouvons construire le corps à q “ pn éléments en prenant le quotient de FprXs par
n’importe quel polynôme irréductible de degré n. Le résultat est le suivant.

PropHfrNCB

Proposition 19.59.
Soit P un polynôme unitaire irréductible dans FprXs. Nous posons K “ FprXs{pP q. Alors

(1) K est un corps à q éléments.
(2) α “ X est une racine de P dans K.

ItemiEFRTg

(3) K “ Fprαs.
Démonstration. (1) En vertu du corolaire 6.44, K est un corps. Il est aussi un espace vectoriel

de dimension n sur Fp, et contient donc pn “ q éléments.
(2) Nous avons P pXq “ 0 par construction de K “ FprXs{pP q.
(3) En tant que quotient de FprXs, les éléments de K sont des polynômes en X.

19.4.7.2 La version plus élaborée

Construire Fq comme quotient de FprXs par un polynôme irréductible quelconque ne donne
pas d’information sur les générateurs de Fqzt0u, et en particulier il n’est pas toujours vrai que X
est générateur.

Exemple 19.60.
Construisons F4. Le polynôme X2 `X ` 1 est irréductible dans F2 parce qu’il n’a pas de racine
(c’est vite vu : dans F2 il n’y a que deux candidats). Donc F4 “ F2rXs{pX2 `X ` 1q. △

Remarque 19.61.
Le corps F2 n’est pas un sous-corps de C parce que leurs caractéristiques ne sont pas les mêmes.
Une conséquence est que les racines de polynômes peuvent être très différentes. Par exemple le
polynôme X2 ` 1 accepte x “ 1 comme racine dans F2 tandis qu’il a pour racines ˘i dans C.

En changeant de corps, les racines peuvent donc complètement changer. Ce n’est pas juste qu’il
y a des racines dans l’un et pas dans l’autre.

ExemWUdrcs

Exemple 19.62.
Cherchons à construire F16 comme quotient de F2 par un polynôme de degré 4.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: x=polygen(GF(2))
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sage: -x-1
x + 1
sage: Q=x**15-1
sage: Q.factor()
(x + 1) * (x^2 + x + 1) * (x^4 + x + 1) * (x^4 + x^3 + 1)

* (x^4 + x^3 + x^2 + x + 1)

Les polynômes candidats à avoir des racines génératrices sont donc au nombre de 3 :

P1 “ X4 `X ` 1 (19.212a)
P2 “ X4 `X3 ` 1 (19.212b)
P3 “ X4 `X3 `X2 `X ` 1. (19.212c)

Dans le quotient F2rXs{P3, l’élément X n’est pas générateur. En effet nous avons X4 “ X3 `
X2 `X ` 1 et par conséquent les puissances successives de X sont

X (19.213a)
X2 (19.213b)
X3 (19.213c)
X4 “ X3 `X2 `X ` 1 (19.213d)
1. (19.213e)

La classe de X dans F2rXs{P3 n’est donc pas génératrice du groupe pF2rXs{P3qzt0u.
Le polynôme P1 “ X4 ` X ` 1 par contre est primitif parce que les puissances de X dans

F2rXs{P1 sont

X (19.214a)
X2 (19.214b)
X3 (19.214c)
X ` 1 (19.214d)
X2 `X (19.214e)
X3 `X2 (19.214f)
X ` 1`X3 (19.214g)
X2 ` 1 (19.214h)
X3 `X (19.214i)
X ` 1`X2 (19.214j)
X2 `X `X3 (19.214k)
X3 `X2 `X ` 1 (19.214l)
1`X2 `X2 (19.214m)
1`X3 (19.214n)
1 (19.214o)

Cela fait 15 puissances distinctes, ce qui prouve que P1 est primitif. Nous verrons plus loin comment
alléger un peu la vérification de la primitivité de P1. △

PropNsLqWb

Proposition 19.63 ([1]).
Soient un nombre premier p, un entier non nul n P Nzt0u ainsi qu’un polynôme P irréductible
unitaire primitif dans FprXs. Nous considérons K “ FprXs{P et α “ X P K. En notant q “ pn

nous avons
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(1) Les racines de P sont tα, αp, . . . , αpn´1u et αq “ α.
(2) P est le polynôme minimal de α.
(3) P est scindé dans K.
(4) P divise Xq ´X dans K.
(5) La famille t1, α, α2, . . . , αn´1u est une base de K en tant qu’espace vectoriel sur Fp.
(6) En tant qu’ensemble,

Fq “ t0, α, α2, α3, . . . , αq´1u, (19.215)

et les αk sont distincts pour k “ 1, . . . , q ´ 1.

Démonstration. La plupart des assertions sont des corolaires ou des paraphrases de résultats conte-
nus dans les propositions précédentes.

(1) L’assertion à propos des racines de P est contenue dans le lemme 19.55. D’autre part le
groupe pFprXs{P qzt0u est cyclique d’ordre q ´ 1. Par conséquent le corolaire 2.14 indique
que αq´1 “ 1 et donc αq “ α.

(2) Soit P̃ un polynôme annulateur de α. Nous voyons que si β est racine de P̃ alors βp est
également racine de P̃ en utilisant les techniques habituelles. Par conséquent toutes les racines
de P sont racines de P̃ , ce qui implique que P̃ est de degré au moins égal à celui de P .

(3) Possédant n racines distinctes dans K, le polynôme P est scindé.
(4) D’après le lemme 19.33 un polynôme irréductible de degré n divise le polynôme Xpn ´ X.

Une autre façon de montrer ce point est de remarquer que le polynôme P est scindé et que
toutes ses racines sont également racines de Xq ´X.

(5) Une combinaison linéaire nulle entre les éléments de t1, α, α2, . . . , αn´1u serait un polynôme
annulateur de degré n´ 1 de α. Cet ensemble est donc libre. Par ailleurs un ensemble libre
de n éléments dans un espace vectoriel de dimension n est générateur.

(6) Si αl “ αk avec k ă l et k, l ď q alors nous avons αr “ 1 avec r “ l´k ă q, ce qui contredirait
la primitivité de P . Les éléments 0, α, . . . , αq´1 étant distincts et au nombre de q, ils forment
tout l’ensemble Fq.

19.4.8 Exemple : étude de F16

Dans cette section nous voulons construire F16. Nous considérons donc p “ 2 et n “ 4. Des
polynôme irréductibles de degré 4 dans F2rXs ne sont pas très difficiles à trouver. Par exemple
X4 `X3 `X2 `X ` 1.

Si vous en voulez d’autres, en voici.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 19.64
Le lemme suivant me semble douteux. Écrivez-moi si vous avez une preuve ou un contre-exemple.

LEMooTBROooANstIL

Lemme 19.65 ([1]).
Soit un polynôme de degré 4 dans F2rXs. Si il vérifie

(1) le terme constant est non nul,
(2) il y a un nombre impair de termes non nuls,

alors il est irréductible.

Les polynômes primitifs par contre, doivent être trouvés parmi les diviseurs irréductibles de
X15 ´ 1. Montrons que

P “ X4 `X3 ` 1 (19.216)
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est primitif. Nous posons ω “ X P F2rXs{P . L’ordre de ω dans le groupe pF2rXs{P qzt0u doit être
un diviseur de 15 et donc peut être seulement 1, 3, 5 ou 15. Le fait que l’ordre ne soit ni 1 ni 3 est
trivial parce que le degré de P est 4. Montrons que l’ordre de ω n’est pas 5 non plus :

ω5 “ ω4ω “ pω3 ` 1qω “ ω4 ` ω “ ω3 ` ω ` 1 ‰ 1. (19.217)

Dans ce calcul nous avons abondamment utilisé le fait que ´1 “ 1.
À partir de maintenant nous posons K “ F2rXs{P . Les racines de P sont ω, ω2, ω4 et ω8. En

effet si β est une racine de P , alors β2 est une racine en vertu de

P pβ2q “ pβ2q4 ` pβ2q3 ` 1 “ pβ4q2 ` pβ3q2 ` 12 “ pβ4 ` β3 ` 1q2 “ 0. (19.218)

Ici nous avons implicitement utilisé le lemme 19.50. D’autre part P ne peut pas avoir plus de 4
racines.

Proposition 19.66.
L’ensemble tω, ω2, ω4, ω8u est une base de F16 sur F2.

Démonstration. Nous savons que t1, ω, ω2, ω3u est une base. En effet cet ensemble est libre (sinon
ω aurait un polynôme annulateur de degré 3) et générateur parce que l’espace engendré par 4
vecteurs indépendants sur F2 contient 24 “ 16 éléments.

Nous posons e0 “ 1, e1 “ ω, e2 “ ω2, e3 “ ω3 et f1 “ ω, f2 “ ω2, f3 “ ω4, f4 “ ω8. En
utilisant le calcul modulo ω4 ` ω3 ` 1 “ 0 et 2 “ 0 nous trouvons

f1 “ ω (19.219a)
f2 “ ω2 (19.219b)
f3 “ ω3 ` 1 (19.219c)
f4 “ ω3 ` ω2 ` ω. (19.219d)

Ensuite nous montrons que les vecteurs ei peuvent être construits comme combinaisons linéaires
des vecteurs fj :

f1 ` f2 ` f3 ` f4 “ e0 (19.220a)
f1 “ e1 (19.220b)
f2 “ e2 (19.220c)

f1 ` f2 ` f4 “ e3. (19.220d)

Les quatre vecteurs fj forment donc bien une base parce qu’ils sont générateurs d’un espace de
dimension 4.

Exemple 19.67. (1) Résoudre dans F16 l’équation x5 “ a en discutant éventuellement en fonc-
tion de la valeur de a.

(2) Montrer qu’il existe quatre éléments γ P F16 tels que pour chacun d’eux l’ensemble Bγ “
tγ, γ2, γ4, γ8u est une base de F16 sur F2 telle que le produit de deux éléments de Bγ est,
soit un élement de Bγ , soit 1.

C’est parti !
(1) Si a “ 0, alors x “ 0 est la seule solution. Si a ‰ 0 alors a est une puissance de ω ; nous

posons a “ ωl. Nous cherchons x sous la forme x “ ωk. L’équation à résoudre pour k est

ω5k “ ωl (19.221)

où l est donné. Cette équation revient à

5k “ l mod 15. (19.222)
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Si l n’est pas un multiple de 5, alors il n’y a pas de solution. Il n’y a des solutions que pour
l “ 0, 5, 10 et elles sont :

k “

$
’&
’%

3, 6, 9, 12 si l=0
1 si l=5
2 si l=10

(19.223)

(2) Nous cherchons γ sous la forme γ “ ωk. Parmi les nombreuses contraintes liées à l’énoncé,
nous devons avoir

γ5 “ 1, γ, γ2, γ4, γ8. (19.224)
Les possibilités γ5 “ γ, γ2, γ4, γ5 ne sont pas bonnes parce qu’elles impliqueraient que Bγ
n’est pas une base. Reste à explorer γ5 “ 1.
Étant donné le premier point, nous restons avec les possibilités

γ “ 1, ω3, ω6, ω9, ω12. (19.225)

Évidemment γ “ 1 ne produit pas une base. Avec γ “ ω3 nous trouvons

Bγ “ tω3, ω6, ω12, ω24u “ tω3, ω6, ω12, ω9u (19.226)

où nous avons utilisé le fait que ωk “ ωk mod 15. En utilisant le fait que ω4 “ ω3 ` 1 nous
trouvons

ω5 “ ω3 ` ω ` 1 (19.227a)
ω6 “ ω3 ` ω2 ` ω ` 1 (19.227b)
ω9 “ ω2 ` 1 (19.227c)
ω12 “ ω ` 1. (19.227d)

L’ensemble Bγ est alors formé des éléments

f1 “ ω3 (19.228a)
f2 “ ω3 ` ω2 ` ω ` 1 (19.228b)
f3 “ ω ` 1 (19.228c)
f4 “ ω2 ` 1. (19.228d)

Il est assez simple de vérifier que c’est une base en remarquant que f1 ` f2 ` f2 ` f4 “ 1.
Les possibilités γ “ ω6, ω9, ω12 produisent les mêmes ensembles Bγ .

△

19.4.9 Polynômes irréductibles sur Fq
DefWXBkOxg

Définition 19.68.
La fonction de Möbius est la fonction µ : Nzt0u Ñ t´1, 0, 1u définie par

µpnq “

$
’&
’%

0 si n est divisible par un carré différent de 1,
1 si n est le produit d’un nombre pair de nombres premiers distincts,
´1 si n est le produit d’un nombre impair de nombres premiers distincts,

(19.229)

PROPooOVYJooFvmxyj

Proposition 19.69 ([558]).
Si m et n sont strictement positifs et premiers entre eux, alors

µpmnq “ µpmqµpnq. (19.230)

De plus nous avons
ÿ

dn
µpdq “

#
1 si n “ 1
0 si n ą 1

(19.231)
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PropLBZoIoO

Proposition 19.70 (Formule d’inversion de Möbius[558]).
Soient f, g : NÑ C telles que pour tout n ě 1,

gpnq “
ÿ

dn
fpdq. (19.232)

Alors
fpnq “

ÿ

dn
µ
´n
d

¯
gpdq (19.233)

où µ est la fonction de Möbius pour tout n ě 1.

LemRGuWqNu

Lemme 19.71 ([559]).
Soient P,Q P KrXs ayant une racine commune dans une extension L de K. Si P est irréductible,
alors P  Q.

Démonstration. Si P ne divise pas Q, alors P et Q sont premiers entre eux parce que dans la
décomposition en irréductibles de Q, il n’y a pas de P tandis que dans celle de P , il n’y a que P .
Par conséquent, il existe a, b P KrXs Ă LrXs tels que 22 aP ` bQ “ 1. Cette dernière égalité est
encore valable dans L et donc rend impossible l’existence d’une racine commune.

PropVFNOvzZ

Proposition 19.72 ([559, 104]).
Soit p un nombre premier, n ě 1 et r P Nzt0u. Nous notons q “ pr, Apn, qq, l’ensemble des
polynômes unitaires irréductibles de degré n sur Fq. Nous notons aussi Ipn, qq “ Card

`
Apn, qq˘.

Alors :
(1) Le polynôme Xqn ´X se décompose en irréductibles de la façon suivante :

Xqn ´X “
ź

dn

ź

PPApd,qq
P. (19.234)

(2) Le nombre d’irréductibles est donné par

Ipn, qq “ 1
n

ÿ

dn
µ
´n
d

¯
qd (19.235)

où µ est la fonction de Möbius (définition 19.68).
(3) Nous avons l’équivalence de suite

Ipn, qq „nÑ8
qn

n
. (19.236)

Démonstration. (1) Soit un diviseur d de n et P P Apd, qq. Montrons que P divise Xqn´X. Nous
considérons le corps K “ FqrXs{pP q, qui est une extension de degré degpP q de Fq parce qu’il
s’agit des polynômes de degré au maximum degpP q à coefficients dans Fq. Ce corps possède
donc qd éléments et est isomorphe à Fqd par la proposition 19.58. Par construction dans K,
l’élément α “ rXs (la classe de X dans le quotient par P ) est une racine de P . Cet élément
est également une racine de Xqd ´ X parce que tout élément de Fqd est une racine de ce
polynôme. Ce dernier point est la proposition 19.33.
Nous sommes donc dans la situation où P etXqd´X ont une racine commune dans l’extension
FqrXs{pP q. Nous en déduisons que α est aussi une racine de Xqn ´X. En effet en utilisant
le fait que αqd “ α, nous avons

αq
n “ αq

kd “ αq
dqpk´1qd “

´
αq

d
¯qpk´1qd

“ αq
pk´1qd

, (19.237)

22. Théorème de Bézout, 6.47.
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donc par récurrence, on a encore αq
n “ α, et α est racine de Xqn ´ X. Puisque P est

irréductible, le lemme 19.71 nous indique alors, que P divise Xqn ´X.
Étant donné que tous les éléments de Apd, qq divisent Xqn ´ X et sont irréductibles, leur
produit divise encore Xqn ´X :

ź

dn

ź

PPApd,qq
P  Xqn ´X. (19.238)

Nous devons à présent montrer que tous les facteurs irréductibles de Xqn ´X sont dans un
Apd, qq avec d  n. Soit donc P un facteur irréductible de Xqn ´ X de degré d ě 1. Nous
posons encore K “ FqrXs{pP q et nous utilisons la propriété de multiplication sur les degrés
(proposition 6.63) :

rFqn : KsrK : Fqs “ rFqn : Fqs “ n, (19.239)
donc rK : Fqs, qui vaut degpP q est un diviseur de n.
Étant donné queXqn´X n’a que des racines simples sur Fqn (à nouveau la proposition 19.33),
dans sa décomposition en irréductibles sur Fq, il n’a pas de facteur carré ; il n’a donc qu’une
fois chacun des P P Apd, qq avec d  n. Autrement dit, tous les facteurs irréductibles de
Xqn ´X sont dans le produit

ś
dn

ś
PPApd,qq P et donc Xqn ´X divise ce gros produit :

Xqn ´X 
ź

dn

ź

PPApd,qq
P. (19.240)

Ayant déjà obtenu la divisibilité inverse et les polynômes étant unitaires, nous avons égalité.
(2) Nous passons au degré dans l’expression que nous venons de démontrer :

qn “
ÿ

dn
dCard

`
Apd, qq˘ “

ÿ

dn
dIpd, qq. (19.241)

Nous pouvons utiliser la formule d’inversion de Möbius (proposition 19.70) pour les fonctions
gpnq “ qn et fpnq “ dIpn, qq. Nous écrivons alors

fpnq “
ÿ

dn
µ
´n
d

¯
qd, (19.242)

ou encore
Ipn, qq “ 1

n

ÿ

dn
µ
´n
d

¯
qd, (19.243)

ce qu’il fallait.
(3) Nous posons

rn “
ÿ

dn
dăn

µ
´n
d

¯
qd, (19.244)

mais sachant que les diviseurs de n, outre n lui-même, sont tous plus petits ou égaux à n{2
et qu’en valeur absolue, la fonction de Möbius est toujours plus petite ou égale à 23 1,

|rn| ď
tn{2uÿ

d“1
qd “ q ´ qtn{2u

1´ q “ q
qtn{2u ´ 1
q ´ 1 ď qtn{2u`1

q ´ 1 . (19.245)

D’autre part en reprenant la formule déjà prouvée,

Ipn, qq “ 1
n

ÿ

dn
µ
´n
d

¯
qd “ 1

n

´
rn ` µ

´n
n

¯
qn
¯
“ rn ` qn

n
. (19.246)

Au numérateur, le plus haut degré en n est qn parce que rn est en qtn{2u. Donc nous avons
bien l’équivalence de suite pour nÑ8 :

qn ` rn
n

„nÑ8
qn

n
. (19.247)

23. Dans [104], ma dernière inégalité arrive comme une égalité.
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19.4.10 Matrices

Proposition 19.73.
Nous avons

|GLpn,Fpq| “ ppn ´ 1qppn ´ pq . . . ppn ´ pn´1q. (19.248)

Démonstration. Par construction il existe une bijection entre GLpn,Fpq et l’ensemble des bases
de Fnp . Nous devons donc seulement compter le nombre de bases. Pour le premier vecteur de base
nous avons le choix entre les pn ´ 1 éléments non nuls de Fnp . Pour le second nous avons le choix
entre pn ´ p éléments, et ainsi de suite.

LemcDOTzM

Lemme 19.74.
Soit K un corps fini autre que F2 24, soit un groupe abélien M et un morphisme φ : GLpn,Kq ÑM .
Alors il existe un unique morphisme δ : Kzt0u ÑM tel que φ “ δ ˝ det.

Démonstration. D’abord le groupe dérivé de GLpn,Kq est SLpn,Kq parce que les éléments de
D
`
GLpn,Kq˘ sont de la forme ghg´1h´1 dont le déterminant est 1.
De plus le groupe SLpn,Kq est normal dans GLpn,Kq. Par conséquent GLpn,Kq{SLpn,Kq est

un groupe et nous pouvons définir l’application relevée

φ̃ : GLpn,Kq
SLpn,Kq ÑM (19.249)

vérifiant φ “ φ̃ ˝ π où π est la projection.
Nous pouvons faire la même chose avec l’application

det : GLpn,Kq Ñ Kzt0u (19.250)

qui est un morphisme de groupes dont le noyau est SLpn,Kq. Cela nous donne une application

d̃et : GLpn,Kq
SLpn,Kq Ñ Kzt0u (19.251)

telle que det “ d̃et˝π. Cette application d̃et est un isomorphisme. En effet, elle est surjective parce
que le déterminant l’est, et elle est injective parce que son noyau est précisément ce par quoi on
prend le quotient. Par conséquent d̃et possède un inverse et nous pouvons écrire

φ “ φ̃ ˝ d̃et´1 ˝ d̃et ˝ π. (19.252)

Étant donné que d̃et ˝ π “ det, nous avons alors φ “ δ ˝ det avec δ “ φ̃ ˝ d̃et´1. Ceci conclut la
partie existence de la preuve.

En ce qui concerne l’unicité, nous considérons δ1 : Kzt0u ÑM telle que φ “ δ1 ˝ det. Pour tout
u P GLpn,Kq nous avons δ1pdetpuqq “ φpuq “ δpdetpuqq. L’application det étant surjective depuis
GLpn,Kq vers Kzt0u, nous avons δ1 “ δ.

Théorème 19.75.
Soient p ě 3 un nombre premier et E, un Fp-espace vectoriel de dimension finie n. Pour tout
u P GLpEq nous avons

ϵpuq “
ˆ

detpuq
p

˙
. (19.253)

Ici ϵ est la signature de u vue comme une permutation des éléments de Fp.

Démonstration. Commençons par prouver que

ϵ : GLpEq Ñ t´1, 1u. (19.254)

24. Je ne comprends pas très bien à quel moment joue cette hypothèse.
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est un morphisme. Si nous notons u P SpEq l’élément du groupe symétrique correspondant à la
matrice u P GLpEq, alors nous avons uv “ u ˝ v, et la signature étant un morphisme (proposi-
tion 1.293),

ϵpuvq “ ϵpu ˝ vq “ ϵpuqϵpvq. (19.255)

Par ailleurs t´1, 1u est abélien, donc le lemme 19.74 s’applique et nous pouvons considérer un
morphisme δ : Fpzt0u Ñ t´1, 1u tel que ϵ “ δ ˝ det.

Nous allons utiliser le lemme 19.40 pour montrer que δ est le symbole de Legendre. Pour cela
il nous faudrait trouver un x P Fpzt0u tel que δpxq “ ´1. Étant donné que det est surjective, nous
cherchons ce x sous la forme x “ detpuq. Par conséquent nous aurions

δpxq “ pδ ˝ detqpuq “ ϵpuq, (19.256)

et notre problème revient à trouver une matrice u P GLpEq dont la permutation associée soit de
signature ´1.

Soit n “ dimE ; en conséquence de la proposition 19.59(3), l’espace Eq “ Fpn est un Fp-espace
vectoriel de dimension n et est donc isomorphe en tant qu’espace vectoriel à E. Étant donné que
Fq est un corps fini, nous savons que Fqzt0u est un groupe cyclique à q ´ 1 éléments. Soit y, un
générateur de Fqzt0u et l’application

β : Fq Ñ Fq

x ÞÑ yx.
(19.257)

Cela est manifestement Fp-linéaire (ici y et x sont des classes de polynômes et Fp est le corps des
coefficients). L’application β fixe zéro et à part zéro, agit comme le cycle

p1, y, y2, . . . , yq´2q. (19.258)

Nous savons qu’un cycle de longueur n est de signature p´1qn`1. Ici le cycle est de longueur q´ 1
qui est pair (parce que p ě 3) et par conséquent, l’application β est de signature ´1.

19.5 Constructions à la règle et au compas
Définition 19.76 ([560]).
Soit E une partie de R2. Un point de R2 est constructible en une étape à partir de E si il est un
point de E ou une intersection de deux objets parmi

— les droites passant par deux points distincts de E ;
— les cercles centrés en un point de E et dont le rayon est la distance entre deux points de E.

Nous notons C1pEq l’ensemble des points constructibles en une étape à partir de E.
Les points constructibles en n étapes à partir de E sont définis par récurrence : Cn`1pEq “

C1
`
CnpEq

˘
. Enfin un point de R2 est constructible à partir de E si il appartient à

CpEq “
8ď

n“1
CnpEq. (19.259)

Un réel est constructible si il est l’abscisse d’un point constructible.

Pour toute la suite, nous allons considérer les points et réels constructibles à partir de l’ensemble
E “ tp0, 0q, p0, 1qu.

19.5.1 Quelques constructions
PropIMFooDWAyoH

Proposition 19.77 ([561]).
Les nombres rationnels sont tous constructibles.

Démonstration. Si le réel r est constructible, alors kr est également constructible pour tout k P Z.
Nous devons donc seulement pouvoir construire le nombre 1{n pour tout n P Nzt0u.



19.5. CONSTRUCTIONS À LA RÈGLE ET AU COMPAS 1789

‚A ‚B

‚
C

‚
K

‚L

La méthode pour construire le nombre 1{n est la suivante. Soit rABs un segment de longueur
1 (par exemple A “ p0, 0q et B “ p1, 0q) et un point C, non aligné avec A et B, et tel que rACs
ait une longueur n. Nous plaçons sur rACs le point K situé à une distance 1 de A en pointant le
compas en A et en traçant le cercle de rayon rABs.

La droite passant par K et parallèle à pBCq coupe rABs en un point L. Maintenant, le segment
rALs a une longueur de 1{n, par le théorème de Thalès 25.

ExGROooIosiBt

Exemple 19.78 (Multiplication à la règle et au compas[560]).
Soient x et y deux nombres constructibles. Montrons qu’il est possible de construire le nombre xy.
La construction est la suivante :

‚0

‚y

‚
x

‚
xy

‚1

— On trace deux droites sécantes en A.
— Sur la première nous plaçons le point Y à distance y de A et le point P à distance 1 de A.
— Sur la seconde on place le point X à distance x de A.
— On trace la droite pPXq
— Puis la parallèle à pPXq passant par Y .
— Le point d’intersection entre cette dernière droite et pAXq est le point B.

La longueur AB est égale à xy. △
ExTYMooSMCvSr

Exemple 19.79 (Racine carrée à la règle et au compas[560]).
Nous supposons que le nombre x est constructible, et nous voulons une construction qui donne un
segment de longueur

?
x. Nous traçons un segment rBCs dont la longueur correspond à la plus

grande des valeurs entre x et 1, puis le cercle de diamètre BC, ensuite le point H sur rBCs tel que
BH corresponde à la plus petite des valeurs entre x et 1, enfin la perpendiculaire à pBCq menée
par H, qui rencontre le cercle en un point A. D’après le théorème de Thalès sur le cercle 26, le
triangle ABC est rectangle en A.

Les triangles ABC et ABH sont donc semblables parce qu’ils sont rectangles avec un angle
(autre que l’angle droit) égal. Nous avons donc proportionnalité des longueurs des côtés :

AB

BH
“ BC

AB
, (19.260)

ce qui donne AB2 “ BC ˆBH “ x (BC et BH valent respectivement 1 et x ou le contraire).

25. Théorème 12.159.
26. Théorème 12.160.
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A

B

C

H

△
ExAHCooELGGPa

Exemple 19.80 (Duplication d’un angle).
Si un angle α est constructible, nous allons construire les angles 2α, 3α, etc. Pour cela nous
considérons un cercle de centre O et les points A et I sur le cercle tels que zAOI “ α. Le cercle de
centre A et de rayon AI intersecte le cercle de départ en les points I et B.

Le point A est à égale distance de B et I ; le point O également. Donc la droite pOAq est
médiatrice du segment rBIs. Par conséquent elle est la hauteur du triangle isocèle OBI. L’angle
{BOA est alors le même que zAOI ; par conséquent zBOI “ 2α.

‚
O

‚B

‚A

‚
I

En traçant le cercle de centre B et de rayon BA, nous continuons et nous construisons 3α. △

L’exemple suivant qui permet d’additionner des angles repose sur le fait que deux cordes de
mêmes longueurs sous-tendent des angles égaux, et est une adaptation simple de la duplication
d’angle.

ExOVDooXnWPDl

Exemple 19.81 (Addition d’angles).
Quitte à soustraire ou additionner un certain nombre de fois 90˝, nous supposons que les deux
angles donnés sont entre 0˝ et 90˝.

Soient A,B, I sur un cercle de centre O, et nous notons α “ zOAI, β “ zBOI. Nous traçons le
cercle de centre B et de rayon AI ; il intersecte le cercle en des points K1 et K2. Les angles {K1OB
et {K2OB sont tous deux égaux à α.

Les angles {K1OA et {K2OA sont égaux à β ´ α et β ` α. △

19.82.
Notez que l’exemple 19.81 donne un moyen de construire α ` β et α ´ β ensemble. Il ne permet
pas de savoir lequel est α` β et lequel est α´ β.

19.5.2 Nombres constructibles
ThoRHFooZsLbqd

Théorème 19.83 (Wantzel[562]).
Le réel a est constructible si et seulement si il existe une suite finie de corps Li tels que

(1) L0 “ Q,
(2) Li`1 est un extension quadratique 27 de Li

27. C’est-à-dire une extension finie de degré 2.
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(3) a P Ln.

Démonstration. Soit K un corps de nombres constructibles (par exemple Q) ; nous notons EK
l’ensemble des points de R2 dont les coordonnées sont dans K. Ce sont des points forcément
constructibles.

(1) Intersection de droites Si A,B P EK alors la droite pABq a pour équation ax`by`c “ 0
avec a, b, c P K, et le point d’intersection entre deux droites est donné par la solution du
système

"
ax` by ` c “ 0 (19.261a)
a1x` b1y ` c1 “ 0, (19.261b)

dont les solutions sont encore dans K.
(2) Intersection droite-cerle L’équation d’un cercle est de la forme

px´ uq2 ` py ´ vq2 “ r2 (19.262)

où pu, vq P EK et r est la distance entre deux points de EK ; donc r2 P K. En développant
et en redéfinissant u, v nous voyons que tous les cercles à considérer ont une équation de la
forme

x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0 (19.263)
avec u, v, t P K. Il s’agit de voir où sont les solutions du système

"
ax` by ` c “ 0 (19.264a)
x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0. (19.264b)

Si a ‰ 0 alors nous pouvons opérer la substitution x “ ´pc ` byq{a et obtenir l’équation
suivante pour y : ˆ´c´ by

a

˙2
` y2 ` u

ˆ´c´ by
a

˙
` vy ` t “ 0. (19.265)

Cette équation est de la forme P pyq “ 0 où P est un polynôme du second degré à coefficients
dans K.
Si a “ 0 nous substituons y au lieu de x et le résultat est le même.
C’est le moment de relire la proposition 6.102 qui nous assure que si le réel α est une solution
de P pyq “ 0 hors de K, alors l’extension Kpαq est de degré 2 parce que le polynôme minimal
de α est de degré 2 : “

Krαs : K
‰ “ 2. (19.266)

De plus Krαs “ Kpαq.
(3) Intersection cercle-cercle Le système

"
x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0 (19.267a)
x2 ` y2 ` ax` by ` c “ 0 (19.267b)

est équivalent au système (en substituant la seconde équation par la différence entre les deux)

"
x2 ` y2 ` ux` vy ` t “ 0 (19.268a)
pu´ aqx` pv ´ bqy ` t´ c “ 0 (19.268b)

qui est à nouveau une intersection entre un cercle et une droite.
Passons à la conclusion. Si α est un nombre constructible, alors il apparaît dans les coordonnées
d’un point de CmpEQq pour un certain m. Nous supposons (pour la récurrence) que chaque réel
constructible en m´1 étapes possède sa pile d’extension quadratiques en partant de Q. Le nombre
α vérifie donc

aα2 ` bα` c “ 0 (19.269)
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avec a, b, c trois réels constructibles en m ´ 1 étapes. L’hypothèse de récurrence donne donc des
piles d’extensions

L0 “ Q L1
0 “ Q L2

0 “ Q
Li`1 “ Lipaiq L1

i`1 “ L1
ipbiq L2

i`1 “ L2
i pciq

a P Ln b P L1
n1 c P L2

n2 .

(19.270)

Nous considérons donc la suite d’extensions de Q qui consiste à étendre successivement par les
nombres a1, . . . , an, b1, . . . , bn1 , c1, . . . , cn2 tout en excluant les doublons : il est possible que par
exemple b3 soit déjà dans Qpa1, . . . , anq. Cela nous fournit une suite d’extensions

M0 “ Q
Mi`1 “Mipαiq
a, b, c PMn.

(19.271)

Ici le n n’est pas spécialement le même que celui plus haut. Maintenant, α est dans une extension
quadratique de Mn.

Pour la réciproque, nous supposons avoir une tour d’extensions quadratiques L0 “ Q, Li, et
α P Ln, et nous voulons prouver que α est constructible. Nous y allons par récurrence : si n “ 0
alors α est rationnel, et il est constructible par la proposition 19.77.

Supposons que tous les points à coordonnées dans Li sont constructibles. Alors, nous allons
prouver que les éléments de Li`1 le sont également. Puisque α est solution d’une équation de degré
2 à coefficients dans Li, nous avons

aα2 ` bα` c “ 0 (19.272)

pour certains a, b, c P Li et donc

α “ ´b˘
?
b2 ´ 4ac

2a . (19.273)

Les exemples 19.78 et 19.79 montrent que les produits et les racines carrées de nombres construc-
tibles sont constructibles. Donc α est constructible.

19.5.3 Polygones constructibles

Définition 19.84.
Un angle α est constructible si le nombre cospαq est constructible.

La raison est qu’il suffit de prendre la perpendiculaire à l’axe horizontal.
LemMAHooXcOCpr

Lemme 19.85 ([104]).
Soient m et n, deux nombres premiers entre eux. L’angle 2π

mn est constructible si et seulement si
les angles 2π

m et 2π
n sont constructibles.

Démonstration. (1) Sens direct Il suffit de pouvoir multiplier un angle par un entier, ce qui
est fait dans l’exemple 19.80.

(2) Sens réciproque Le théorème de Bézout 1.229 nous donne a, b P Z tels que an` bm “ 1.
Cela donne immédiatement

1
mn

“ a

m
` b

n
, (19.274)

et donc
2π
mn

“ a
2π
m
` b2π

n
, (19.275)

ce qui fait que l’angle 2π{mn est une combinaison entière d’angles constructibles. Il est donc
constructible par l’exemple 19.81.
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LemUKNooSBzDyY

Lemme 19.86.
Soit un entier n ě 3 ayant

n “
kź

i“1
pαi
i (19.276)

comme décomposition en facteurs premiers. Le polynôme régulier à n côtés est constructible si et
seulement si les angles 2π

p
αi
i

sont constructibles.

Démonstration. Le polygone régulier à n côtés est constructible si et seulement si l’angle 2π
n est

constructible, c’est-à-dire si l’angle
2πśk
i“1 p

αi
i

(19.277)

est constructible. Par récurrence sur le lemme 19.85, cet angle est constructible si et seulement si
les angles 2π

p
αi
i

sont constructibles.
ThoTWAooEsLjJu

Théorème 19.87 (Gauss-Wantzel[104]).
Soit α P Nzt0u.

ItemFSEooONDFrSi

(1) L’angle 2π
2α est constructible.

ItemFSEooONDFrSii

(2) Si p est premier et p ‰ 2, alors l’angle 2π
pα est constructible si et seulement si α “ 1 et p est

un nombre de Fermat, c’est-à-dire de la forme 1` 2p2βq pour β P N.
ItemFSEooONDFrSiii

(3) Le polygone régulier à n côtés est constructible si et seulement si n est le produit d’une
puissance de 2 et d’un nombre fini de nombres premiers de Fermat distincts.

Démonstration. Le point (1) est une construction de bissectrice, et le point (3) consistera à remettre
en place différents morceaux. Le gros de la preuve est donc consacré à (2).

(1) Sens direct Nous supposons que l’angle 2π
pα est constructible ; alors le nombre cos

`
2π{pα˘

l’est également et le théorème de Wantzel 19.83 nous indique que
”
Q
´

cosp2π{pαq
¯

: Q
ı
“ 2m (19.278)

pour un certain m. Posons q “ pα et ω “ e2iπ{q. Grâce au corolaire 19.24, nous savons que
le polynôme minimal de ω est le polynôme cyclotomique ϕq dont le degré est 28

φpqq “ φppαq “ pα´1pp´ 1q. (19.279)

Par conséquent “
Qpωq : Q

‰ “ pα´1pp´ 1q. (19.280)

Mais par ailleurs
ω ` ω´1 “ 2 cosp2π{qq, (19.281)EqJDBooHURUQaEqJDBooHURUQa

donc cosp2π{qq P Qpωq. Et en multipliant (19.281) par ω nous trouvons le polynôme annula-
teur suivant pour ω :

ω2 ´ 2 cos
ˆ

2π
q

˙
ω ` 1 “ 0. (19.282)

Cela signifie que ω est de degré 2 dans Q
`

cosp2π{qq˘, c’est-à-dire
“
Qpωq : Q

`
cosp2π{qq˘‰ “ 2. (19.283)EqSJXooRCLJytEqSJXooRCLJyt

28. Voir juste en dessous de la définition 19.17.
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En remettant bout à bout et en utilisant la propriété multiplicative des degrés des exten-
sions 29,

“
Qpωq : Q

‰
looooomooooon
pα´1pp´1q

“
”
Qpωq : Q

`
cosp2π{pαq˘

ı
looooooooooooooomooooooooooooooon

2

”
Q
`

cosp2π{pαq˘ : Q
ı

looooooooooooomooooooooooooon
2m

, (19.284)

donc pα´1pp´ 1q “ 2m`1, mais comme p est premier et impair, α “ 1 et p “ 2m`1 ` 1. Par
ailleurs m ` 1 est un entier et nous nous proposons de mettre en facteur la puissance de 2
dans son développement en facteurs premiers : m`1 “ λ2β avec β P N et un certain nombre
impair λ P N˚. Nous avons :

p “ 2λ2β ` 1 “
´

22β
¯λ ` 1, (19.285)

mais le lemme 3.136(1) nous indique alors que 1 ` 22β divise 1 `
´

22β
¯λ “ p. Mais vu que

p est premier, il ne peut être divisé que par p lui-même et donc λ soit être égal à 1 et nous
avons

p “ 1` 22β
, (19.286)

ce qui signifie que p est un nombre de Fermat premier.
(2) Sens réciproque Nous supposons que p est un nombre premier de la forme p “ 1 ` 22β

et nous devons prouver que l’angle 2π
p est constructible. Pour cela nous posons tout de suite

n “ 2β et ω “ e2iπ{p. Comme dans la première partie nous nous souvenons que le polynôme
minimal de ω est le polynôme cyclotomique ϕp de degré p´ 1 ; donc

rQpωq : Qs “ p´ 1. (19.287)

(2a) Un groupe d’automorphismes Nous considérons le groupe G “ AutQ
`
Qpωq˘ des

automorphismes du corps Qpωq agissant sur Q comme l’identité. Tous les éléments de
Qpωq étant des polynômes en ω (proposition 6.102), un élément g P G est uniquement
déterminé par gpωq, et de plus gp0q “ 0 ainsi que ϕppωq “ 0 et que ϕp commute avec g,
donc

ϕp
`
gpωq˘ “ g

`
ϕppωq

˘ “ gp0q “ 0, (19.288)
ce qui signifie que gpωq est une racine du polynôme cyclotomique ϕp. Par définition 19.17,
les racines sont tω, ω2, . . . , ωp´1u, ce qui signifie que l’action de g consiste à élever ω à
une certaine puissance entre 1 et p´ 1. Le groupe G est donc d’ordre |G| “ p´ 1 et a
pour éléments

gk : ω ÞÑ ωk (19.289)
avec k “ 1, . . . , p´ 1. L’application 30

ψ : GÑ pZ{pZq˚
gk ÞÑ rksp. (19.290)

est un morphisme surjectif entre deux groupes finis de même cardinal, donc c’est un
isomorphisme. Le corolaire 19.32 nous donne de plus l’isomorphisme pZ{pZq˚ » Z{pp´
1qZ, ce qui fait que G a un élément d’ordre p´ 1 (parce que Z{pp´ 1qZ en a un). Nous
notons g0 cet élément.

(2b) La tour d’extensions À partir de cet élément g0 P G nous définissons avec 0 ď i ď n :

Ki “ tz P Qpωq tel que g2i

0 pzq “ zu. (19.291)

Ces ensembles sont bien des corps parce que g0 est un morphisme : g0pzz1q “ g0pzqg0pz1q ;
on en déduit immédiatement que g2

0pzz1q “ g2
0pzqg2

0pz1q.
29. Proposition 6.63.
30. Pour rappel, la notation rksp est la classe de l’entier k modulo p, qui est un élément de Z{pZ.
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(2c) Kn “ Qpωq Cela est dû au fait que g0 est, par définition, d’ordre 2n, ce qui signifie
que g2n

0 pzq “ z pour tout z P Qpωq.
(2d) K0 “ Q Puisque les éléments de G laissent Q invariant nous avons forcément Q Ă

K0. Nous nous attelons maintenant à prouver l’inclusion inverse. Nous savons par la
proposition 6.102(2) que tωiui“0,...,p´2 est une base 31 deQpωq. Vu que g0 : Qpωq Ñ Qpωq
est un isomorphisme, l’image d’une base est une base :

tg0pωqiui“0,...,p´2 (19.292)

est également une base de Qpωq. Soit z P K0 et décomposons-le dans cette base 32 :

z “
p´2ÿ

i“0
λig0pωqi; (19.293)EqTMZooCUySZbEqTMZooCUySZb

nous appliquons g0 à cette égalité en tenant compte du fait que g0pzq “ z :

z “
p´2ÿ

i“0
λig0pωqi`1. (19.294)EqGGDooMAngMsEqGGDooMAngMs

En identifiant les coefficients (et en remarquant que le dernier terme dans (19.293) est
le premier dans (19.294)) nous voyons que tous les coefficients sont égaux :

z “ λ0g0pω ` ¨ ¨ ¨ ` ωp´1q “ λ0g0
`
ϕppωq ´ 1

˘ “ ´λ0 P Q. (19.295)

Dans cette chaine d’égalités nous avons utilisé le fait que ϕppXq “ 1`X ` ¨ ¨ ¨ `Xp´1

(corolaire 19.22) et que ϕppωq “ 0 par définition.
(2e) Ki Ă Ki`1 strictement Nous avons une inclusion pour la simple raison que si z P Ki,

alors g2i

0 pzq “ z. Par conséquent :

g2i`1
0 pzq “ g2ˆ2i

0 pzq “ pg2i

0 q2pzq “ z. (19.296)

Afin de voir que l’inclusion est stricte nous montrons que l’élément

x “
2n´i´1ÿ

k“0
gk2i`1

0 pωq (19.297)EqTBLooWpeGgkEqTBLooWpeGgk

est dans Ki`1zKi. Dans la base t1, ω, . . . , ωp´1u l’élément x a une composante ω avec
le terme k “ 0, mais si on lui applique g2i

0 nous obtenons

g2i

0 pxq “
2n´i´1´1ÿ

k“0
g

2ip1`2kq
0 pωq. (19.298)

Une composante ω pour cela demanderait d’avoir 2ip1 ` 2kq “ λ2n avec λ P N ; cela
demanderait

k “ λ2n´i´1 ´ 1
2 (19.299)

ce qui est impossible. Donc x R Ki.
Nous montrons que x P Ki`1 de la même manière :

g2i`1
0 pxq “

2n´i´1´1ÿ

k“0
g2i`1pk`1qpωq. (19.300)eqXHSooGvfNuleqXHSooGvfNul

Soit k0 entre 0 et 2n´i´1 ´ 1 ; nous voulons trouver un k entre 0 et 2n´i´1 ´ 1 tel que
k02i`1 “ 2i`1pk ` 1q ; cela est très simple : il suffit de prendre k “ k0 ´ 1 tant que
k0 ‰ 0. Si k0 “ 0 alors cela correspond au terme ω dans (19.297), et il se trouve dans
(19.300) avec k “ 2n´i´1 ´ 1. Donc g2i`1

0 pxq “ x et x P Ki`1.
31. Ici [104] parle de Qpωq{Q. Dans ce cas il me semble qu’il faille faire partir les valeurs de i de 0 et non de 1.
32. Il s’agit d’une base en tant qu’espace vectoriel sur Q, donc les λi sont dans Q.
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(2f) Les degrés dans la tour Par définition de n et de ω, et par la propriété multiplica-
tive des degrés 33 nous avons :

2n “ p´ 1 “ “
Qpωq : Q

‰ “ “
Qpωq : Kn´1

‰
. . .

“
K1 : Q

‰
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

n facteurs

. (19.301)

Un produit de n facteurs entiers tous strictement plus grands que zéro doit valoir 2n.
Ils doivent donc tous valoir 2 et nous avons en particulier

“
Kn´1 : Q

‰ “ 2n´1. (19.302)

(2g) cosp2π{pq P Kn´1 Soit f “ g2n´1
0 ; puisque l’action de g0 (comme de tous les éléments

de G) est de décaler les puissances de ω, il existe λ P N tel que fpωq “ ωλ. Mais f2 “ Id
donc

ω “ f2pωq “ ω2λ, (19.303)
ce qui donne 1 “ ωλ

2´1 ou encore que p divise λ2´1 parce que ω est une racine primitive
pede l’unité. Par conséquent rλ2´1sp “ 0 ce qui donne rλsp “ ˘r1sp, mais comme f ‰ Id
nous avons

rλsp “ ´r1sp. (19.304)
Ce que donne fpωq “ ω´1.
Par ailleurs Qpωq est un corps, donc il contient

cos
ˆ

2π
p

˙
“ 1

2pω ` ω
´1q. (19.305)

Nous en déduisons que cosp2π{pq est un point fixe de f “ g2´1
0 :

f
`

cosp2π{pq˘ “ 1
2
`
fpωq ` fpω´1q˘ “ cosp2π{pq. (19.306)

Être un point fixe de g2n´1
0 signifie être un élément de Kn´1 :

cos
ˆ

2π
p

˙
P Kn´1. (19.307)

(2h) Questions de degrés Nous avons alors les (non)inclusions suivantes :

Q pcosp2π{pqq Ă Kn´1 Ł Kn “ Qpωq, (19.308)

ce qui fait que

1 ă “
Qpωq : Kn´1

‰ ď “
Qpωq : Q

`
cosp2π{pq˘‰ “ 2 (19.309)EqGEKooJBAQbgEqGEKooJBAQbg

La première inégalité est le fait que Qpωq n’est pas égal à Kn´1. La dernière égalité se
démontre de la même manière que (19.283) (ici α “ 1). Les inégalités de (19.309) sont
donc en réalité des égalités :

“
Qpωq : Kn´1

‰ “ “
Qpωq : Q

`
cosp2π{pq˘‰ “ 2. (19.310)

Cela, combiné au fait que Q
`

cosp2π{pq˘ Ă Kn´1 donne

Kn´1 “ Q
`

cosp2π{pq˘. (19.311)

Mais nous savons déjà que
“
Kn´1 : Q

‰ “ 2n´1, donc
“
Q
`

cosp2π{pq˘ : Q
‰ “ 2n´1 (19.312)

et le nombre cosp2π{pq est bien sûr le sommet d’une tour d’extensions quadratiques
partant de Q. Il est donc constructible par le théorème de Wantzel 19.83.

33. Proposition 6.63
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Il est maintenant l’heure de conclure en prouvant le point (3). D’abord si n est un produit de
nombres premiers de Fermat distincts, alors n “ p1 . . . pm et l’angle 2π

n est constructible si et
seulement si chacun des angles 2π

pk
est constructible (lemme 19.86), ce qui est le cas d’après la

partie (2). Si n est le produit d’une puissance de 2 avec un produit de nombres premiers de
Fermat, le polygone à n côtés est tout autant constructible : il suffit de bissecter les angles.

À l’inverse si le polynôme à n côtés (avec n impair) est constructible, alors n “ ś
i p
αi
i , dont

l’angle est constructible si et seulement si α “ 1 et pi est un nombre premier de Fermat. Et si le
polygone à n côtés (n pair) est constructible, alors n “ 2λ

ś
i p
αi
i . Ce polygone est constructible

si et seulement si le polygone à
ś
i p
αi
i côtés est constructible : il suffit de regrouper les côtés par

deux.

Remarque 19.88.
D’après Wikipédia[563], les seuls nombres de Fermat connus pour être premiers sont

F0 “ 3 (19.313a)
F1 “ 5 (19.313b)
F2 “ 17 (19.313c)
F3 “ 257 (19.313d)
F4 “ 65537. (19.313e)

Pour les autres, essentiellement on ne sait pas. Il n’est même pas sûr qu’il y en ait d’autres. Le
problème des polygones constructibles n’est donc pas encore tout à fait terminé.

Remarque 19.89.
Les angles 2π

pα avec p premier et α ą 1 ne sont pas constructibles. Il n’est donc pas possible de
trisecter l’angle 2π

3 . Voilà qui règle un des vieux problèmes de l’antiquité.
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Chapitre 20

Intégration sur des variétés

20.1 Variétés

20.1.1 Introduction

Soit f : S2 Ñ R une fonction définie sur la sphère usuelle S2 Ă R3. Une question naturelle est
d’estimer la régularité de f ; est-elle continue, dérivable, différentiable ? Il n’existe pas de dérivée
directionnelle étant donné que le quotient différentiel

fpx` ϵu1, y ` ϵu2q ´ fpx, yq
ϵ

n’a pas de sens pour un point px` ϵu1, y ` ϵu2q qui n’est pas –sauf valeurs particulières– dans la
surface. Pour la même raison il n’est pas possible de parler de différentiabilité de cette manière.
Comment faire, sans devoir étendre le domaine de définition de f à un voisinage de la sphère ? Une
solution possible est de parler de la notion de variété.

Une variété est un objet qui ressemble, vu de près, à Rm pour un certain m. En d’autres
termes, on imagine une variété comme un recollement de morceaux de Rm vivant dans un espace
plus grand Rn. Ces morceaux sont appelés des ouverts de carte, et l’application qui exprime la
ressemblance à Rm est l’application de carte.

20.1.2 Définition, carte
DEFooJOAHooAxcLHe

Définition 20.1.
Une variété de dimension m de classe C1 est une partie M de Rn (n ě m) munie d’un ensemble
de paires tUα, φαu où Uα est un ouvert de Rm et φα : Uα Ñ Rn est une application vérifiant

(1) φα est une bijection entre Uα et φαpUαq ;
(2) pour tout a PM , il existe un α tel que a P φαpUαq ;
(3) pour tout α, β, la partie φ´1

α

`
φαpUαq X φβpUβq

˘
est un ouvert de Uα ;

(4) L’application
φ´1
β ˝ φα : φ´1

α

`
φαpUαq X φβpUβq

˘Ñ Uβ (20.1)

est un C1-difféomorphisme vers son image.

Notez que cette définition n’utilise pas du tout la structure de Rn dans lequel se trouve M .
Seulement la structure différentielle du Rm depuis lequel les cartes partent. En particulier, nous
n’avons pas dit si φα : Uα ÑM était de classe C1 pour une topologie induite de Rn vers M . Nous
pouvons en réalité définir plus généralement une variété en remplaçant « une partie de Rn » par
« un ensemble » sans rien y changer.

La difficulté qui apparaît lorsque nous voulons dire que M est un ensemble quelconque au lieu
d’une partie de Rn est pour la mesure.

Nous verrons plus loin comment les cartes φα peuvent transporter la mesure de Uα (celle de
Lebesgue dans Rm) vers une partie de Rn en utilisant le déterminant de dφα. Cela n’est possible

1799
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que parce que Rn a une structure différentielle qui permet de définir dφα. Si M est un ensemble
quelconque, cette façon de faire n’est plus possible. Dans ce cas, il faut définir des fibrés tangents
et cotangents puis en extraire une « forme volume ». Le choix de la forme volume n’étant pas
canonique, il n’y a pas d’intégrale canonique sur une variété générale comme il y en a une sur une
variété « dans Rn ».

DEFooWABZooGIEDEV

Définition 20.2.
Soit une variété M de dimension m. Une carte pour M est un couple pU,φq où U est un ouvert
de Rm et φ : U ÑM est une application

(1) qui est une bijection entre U et son image,
(2) pour tout α,

φ´1
α ˝ φ : φ´1`φpUq X φαpUαq

˘Ñ φ´1
α

`
φpUq X φαpUαq

˘
(20.2)

est un C1-difféomorphisme.

Proposition 20.3 ([1]).
Si pU1, φ1q et pU2, φ2q sont des cartes pour la variété M , alors en posant S “ φ1pU1q X φ2pU2q,
l’application

φ´1
2 ˝ φ1 : φ´1

1 pSq Ñ φ´1
2 pSq (20.3)

est un C1-difféomorphisme.

Démonstration. Le fait que φ´1
2 ˝ φ1 soit une bijection est dû au fait que nous ayons choisi les

espaces de départ et d’arrivée pour que ce soit une bijection.
Soit a P φ1pU1qXφ2pU2q. Soient α tel que a P φαpUαq et un ouvert A autour de φ´1

α paq tel que
φαpAq Ă φ1pU1q X φ2pU2q. Nous allons montrer que

φ´1
2 ˝ φ1 : φ1

`
φαpAq

˘Ñ φ´1
2
`
φαpAq

˘
(20.4)

est un C1-difféomorphisme. Nous avons

φ´1
2 ˝ φ1 “ φ´1

2 ˝ φα ˝ φ´1
α ˝ φ1, (20.5)

mais vu que φ1 et φ2 sont des cartes, les applications φ´1
2 ˝ φα et φα ˝ φ1 sont de classe C1 et

d’inverses C1. La composition l’est encore.

Nous avons demandé qu’une variété n’admette que des cartes partant d’ouverts deRm. Aurions-
nous pu admettre, dans la définition 20.2 que la carte parte d’un ouvert de Rp avec p ‰ m ? Non.
Voici une résultat qui dit que si une carte part de Rm, alors toutes les cartes doivent partir de Rm.

Proposition 20.4.
Soit une variété M de dimension m et une carte φα : Uα Ñ M . Si U est un ouvert de Rp et si
φ : U ÑM est telle que φ´1

α ˝ φ soit un difféomorphisme, alors p “ m.

Démonstration. Soit A “ φαpUαq X φpUq. Les parties φ´1
α pAq et φ´1pUq sont des ouverts de Rm

et de Rp respectivement. Par hypothèse, l’application

φ´1
α ˝ φ : φ´1pAq Ñ φ´1

α pAq (20.6)

est un difféomorphisme entre l’ouvert φ´1pAq Ă Rp et l’ouvert φ´1
α pAq Ă Rm. La proposition

11.267 implique que m “ p.

20.1.3 Ancienne définition

Cette section est à recycler.
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Définition 20.5.
Soit H ‰ M Ă Rn, 1 ď m ă n et k ě 1. M est une variété de classe Ck de dimension m si
pour tout a P M , il existe un voisinage ouvert U de a dans Rn, et un ouvert V de Rm tel que
U XM soit le graphe d’une fonction f : V Ă Rm Ñ Rn´m de classe C1, c’est-à-dire qu’il existe
un réagencement des coordonnées pxi1 , . . . , xim , xim`1 , . . . , xinq avec

M X U “

$
’&
’%
px1, . . . , xnq P Rn tel que pxi1 , . . . , ximq P V

$
’&
’%

xim`1 “ f1pxi1 , . . . , ximq
... “ ...
xin “ fn´mpxi1 , . . . , ximq

,
/.
/-

où V est un voisinage ouvert de pai1 , . . . , aimq P Rm.

La littérature regorge de théorèmes qui proposent des conditions équivalentes à la définition
d’une variété. Celle que nous allons le plus utiliser est la suivante

Proposition 20.6.
Soit M Ă Rn et 1 ď m ď n´ 1. L’ensemble M est une variété si et seulement si @a PM , il existe
un voisinage ouvert U de a dans Rn et une application F : W Ă Rm Ñ Rn où W est un ouvert
tels que

(1) F est un homéomorphisme de W vers M X U ,
(2) F P C1pW,Rnq,
(3) Le rang de dF pwq P LpRm,Rnq est de rang maximum (c’est-à-dire m) en tout point w PW .

Pour rappel, si T : Rm Ñ Rn est une application linéaire, son rang 1 est la dimension de son
image. Si A est la matrice d’une application linéaire, alors le rang de cette application linéaire est
égal à la taille de la plus grande matrice carrée de déterminant non nul contenue dans A 2.

La condition de rang maximum sert à éviter le genre de cas de la figure 20.1 qui représente
l’image de l’ouvert r´1, 1s par l’application F ptq “ pt2, t3q.

Figure 20.1: Quelque chose qui n’est pas de rang maximum et qui n’est pas une variété.LabelFigExempleNonRang

La différentielle a pour matrice
dF ptq “ p2t, 3t2q. (20.7)

Le rang maximum est 1, mais en t “ 0, la matrice vaut p0, 0q et son rang est zéro. Pour toute autre
valeur de t, c’est bon.

Une autre caractérisation des variétés est donnée par la proposition suivante

1. Définition 4.45.
2. Proposition 4.124
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PropCarVarZerFonc

Proposition 20.7.
Soit M Ă Rn et 1 ď m ď n´ 1. L’ensemble M est une variété si et seulement si @a PM , il existe
un voisinage ouvert U de a dans Rn tel et une application G P C1pU ,Rn´mq tel que

(1) le rang de dGa P LpRn,Rn´mq soit maximum (c’est-à-dire n´m) en tout a PM ,
(2) M X U “ tx P U tel que Gpxq “ 0u.

20.1.4 Espace tangent
DEFooMCEYooHuCAdg

Proposition-Définition 20.8 ([564]).
Soit une variété M de dimension m dans Rn. Soit a PM . L’ensemble

TaM “
!
γ1p0q tel que

#
γ P C1`s´1, 1r,M˘

γp0q “ a

)
(20.8)

est un sous-espace vectoriel de dimension m, appelé espace tangent de M en a.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

20.2 Intégration

20.2.1 Le problème pour une intégration globale

Soient une variété M et une partie A de M . Si nous avons une fonction f : A Ñ R, nous
voudrions définir une intégrale de f sur A en utilisant les cartes.

Il y a une petite complication. Supposons que A soit dans φαpUαq X φβpUβq. Pour la carte φα
nous aurions tendance à vouloir écrire

ż

A
f “

ż

φ´1
α pAq

f ˝ φα (20.9)EQooUEVHooOXgonwEQooUEVHooOXgonw

pour la mesure de Lebesgue induite de Rm vers son ouvert Uα. Pas de problème à ce que (20.9)
soit bien définie. Le problème est que α n’est pas à priori spécial par rapport à β et qu’il faudrait
également que ż

A
f “

ż

φ´1
β

pAq
f ˝ φβ (20.10)EQooEOJIooIGLQHsEQooEOJIooIGLQHs

Mais en utilisant le changement de variable (théorème 14.292(3)) pour le C1-difféomorphisme
ϕ “ φ´1

α ˝ φβ, nous avons
ż

φ´1
α pAq

f ˝ φα “
ż

φ´1
β

pAq
pf ˝ φα ˝ φ´1

α ˝ φβq|Jϕ| “
ż

φ´1
β

pAq
pf ˝ φβq|Jϕ|. (20.11)

À moins d’une coïncidence extraordinaire sur les valeurs du jacobien, il n’y aura pas égalité entre
(20.9) et (20.10).

Pour faire mieux, il faudra ajouter quelque chose qui compense l’arrivée du jacobien. C’est ce
que nous allons faire maintenant.

20.2.2 Intégrale sur une carte

Dans un premier temps, nous allons définir l’intégrale sur une carte. Nous verrons plus tard
comment combiner les cartes pour faire une intégrale sur une variété entière.

PROPooOAHWooAfxvyv

Proposition-Définition 20.9 ([1]).
Soient deux cartes pU1, φ1q et pU2, φ2q pour la partie A d’une variété de dimension m dans Rn.
Soit une fonction mesurable f : AÑ r0,`8s 3.

3. Si f est seulement mesurable, allez voir les hypothèses du théorème 14.292(3).
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Alors 4
ż

U1

pf ˝ φ1qpxq
b

det
`pdφ1qx̊pdφ1qx

˘
dx “

ż

U2

pf ˝ φ2qpyq
b

det
`pdφ2qẙpdφ2qy

˘
dy (20.12)

où les deux intégrales sont au sens de la mesure de Lebesgue sur des ouverts de Rm.
Ce nombre est l’intégrale de f sur A, et est noté

ż

A
f. (20.13)

Démonstration. Vu que nous sommes en présence de cartes pour une variété, les applications
φ1 : U1 Ñ A et φ2 : U2 Ñ A sont des bijections telles que φ´1

1 ˝ φ2 : U2 Ñ U1 soit un C1-
difféomorphisme.

Nous considérons le C1-difféomorphisme ϕ “ φ´1
1 ˝ φ2. Notre but est d’utiliser le théorème de

changement de variables 14.292(2).
Vu que φ1 est une bijection, pφ1 ˝ φ´1

1 qpAq “ A et nous avons

ϕ´1`φ´1
1 pAq˘ “ φ´1

2 pAq. (20.14)

Ensuite, f ˝ φ1 ˝ ϕ “ f ˝ φ2.
Jusqu’ici, rien de drôle me diriez-vous. Ok. Alors voyons un peu comment se passe le jacobien

et ce qui se trouve sous la racine carrée.
L’application x ÞÑ det

`pdφ1qx̊ ˝ pdφ1qx
˘

doit être composée avec ϕ pour donner

y ÞÑ det
`pdφ1q˚ϕpyq ˝ pdφ1qϕpyq

˘
. (20.15)

Attardons-nous un peu sur pdφ1qϕpyq. Nous savons par la règle de différentiation en chaine 11.262
que

dpφ1 ˝ ϕqy “ pdφ1qϕpyq ˝ pdϕqy. (20.16)EQooCBGAooCneiJvEQooCBGAooCneiJv

Le lemme 11.266 nous dit que l’application linéaire dϕy : Rm Ñ Rm est inversible et que dϕ´1
y “

pdϕ´1qϕpyq. En composant les deux côtés de (20.16) par cela nous trouvons

pdφ1qϕpyq “ dpφ1 ˝ ϕqy ˝ pdϕq´1
y “ pdφ2qy ˝ pdϕ´1qϕpyq. (20.17)

C’est me moment d’utiliser la proposition 9.37 à propos de la composition des applications ad-
jointes. Ce qui est dans le déterminant est :
`pdφ2qy ˝ pdϕ´1qϕpyq

˘˚ ˝ `pdφ2qy ˝ pdϕ´1qϕpyq
˘ “ pdϕ´1q˚ϕpyqloooomoooon

RmÑRm

˝ pdφ2qẙ ˝ pdφ2qyloooooooomoooooooon
RmÑRm

˝ pdϕ´1qϕpyqloooomoooon
RmÑRm

. (20.18)

Nous utilisons à présent un combo entre les propriétés des déterminants et de l’adjoint : les pro-
positions 9.13(2) et 9.36 font sortir | det

`pdϕ´1qϕpyq
˘| de la racine carré. Ne pas oublier la valeur

absolue parce que
?
x2 “ |x| et non

?
x2 “ x. Cela pour dire que

b
det

`pdφ1q˚ϕpyq ˝ pdφ1qϕpyq
˘ “ |det

`pdϕ´1qϕpyq
˘|
b

det
`pdφ2qẙ ˝ pdφ2qy

˘
. (20.19)

En ce qui concerne l’intégrale que nous voulons calculer, en mettant les bouts ensemble,
ż

φ´1
1 pAq

pf ˝ φ1qpxq
a

detp¨ ¨ ¨ qdx

“
ż

φ´1
2 pAq

pf ˝ φ2qpyq| det
`pdϕ´1qϕpyq

˘|
b

det
`pdφ2qẙ ˝ pdφ2qy

˘| detpdϕyq|dy.
(20.20)

Enfin, les déterminants se suppriment : dans la valeur absolue nous avons :

det
`pdϕ´1qϕpyq

˘
detpdϕyq “ det

`pdϕ´1qϕpyq ˝ dϕy
˘ “ detpIdq “ 1. (20.21)

4. Voir la définition de l’adjoint 9.34.
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20.10.
Notez que si A est un ouvert de Rm lui-même, le nombre défini dans la définition 20.9 est l’intégrale
usuelle. Pour le voir, choisir U “ A ainsi que la carte

φ : U Ñ A

x ÞÑ x.
(20.22)

La différentielle de φ est l’identité, de telle sorte que det
`pdφqx̊pdφqx

˘ “ 1. De même, f ˝ φ “ f .
Il reste seulement

ş
U fpxqdx.

Si nous voulons que la formule de la proposition 20.9 fournisse une définition raisonnable deş
A f , il faut que si pU,φq est une carte,

det
`
dφx̊ ˝ dφx

˘ ě 0 (20.23)

pour tout x, et ne soit nul sur aucun ouvert de U .

Lemme 20.11 ([1]).
Soit une carte pU,φq d’une variété M de dimension m. Soit x P U . Alors

(1) L’opérateur dφx̊ ˝ dφx est autoadjoint semi-défini positif.
(2) Il existe une base de Rm formée de vecteurs propres de dφx̊ ˝ dφx. Les valeurs propres sont

réelles et positives.
(3) Pour tout x P U nous avons

detpdφx̊ ˝ dφxq ą 0. (20.24)

Démonstration. Point par point.
(1) Soit x P U . Nous notons A “ dφx. Par la proposition 9.37 nous avons pAA˚q˚ “ AA˚ du fait

que pA˚q˚ “ A. Donc A˚A est autoadjoint. Sa matrice est donc symétrique par la proposition
9.34(2).
De plus, pour tout u P Rm nous avons

xA˚Au, uy “ xAu,Auy ě 0. (20.25)

Cela implique que la matrice de A˚A est semi-définie positive par le lemme 9.231(2). L’opé-
rateur A˚A est également semi-défini positif par la proposition 9.232.

(2) L’existence de la base de vecteurs propres est le théorème 9.224. Ce théorème dit de plus
que les valeurs propres sont réelles. Le fait qu’elles soient positives est le fait déjà prouvé que
A˚A est semi-défini positif.

(3) Dans la base de vecteurs propres, la matrice est diagonale avec des nombres positifs sur la dia-
gonale. Le déterminant est alors le produit des valeurs propres. Voilà pourquoi le déterminant
est positif.
Il nous reste à montrer que ce déterminant ne peut pas être nul. Si detpdφå ˝ dφaq “ 0, alors
l’application dφå ˝ dφ a un noyau (proposition 9.13(2)), c’est-à-dire un vecteur u tel que
dφådφapuq “ 0 en particulier,

0 “ xdφådφau, uy “ xdφau, dφau, y “ }dφau}2. (20.26)

Donc dφapuq “ 0.
Mais φ : U Ñ φpUq est bijective, donc l’application φ´1 : φpUq Ñ U l’est aussi et vu que φ est
une carte, l’application φ´1 ˝ φ : U Ñ U est égale à l’identité. L’identité est une application
linéaire dont la différentielle est elle-même, c’est-à-dire que

dpφ´1 ˝ φqa “ pdφ´1qφpaq ˝ dφa “ Id . (20.27)

Si donc u ‰ 0, nous devons avoir dφapuq ‰ 0.
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20.2.3 Quelques expressions pour l’élément de volume

Ce que nous appelons « élément de volume » (pour des raisons qui apparaîtront plus tard)
est le coefficient

a
detpdφx̊ ˝ dφxq, introduit pour le besoin de compenser l’arrivée du jacobien en

cas de changement de variables. Mais à quoi ressemble ce coefficient pour les variétés de petite
dimension ?

C’est ce que nous allons voir maintenant.

20.2.3.1 En dimension un

Nous supposons une variété de dimension un dans Rn. Une carte est donc une application
φ : RÑ Rn dont nous notons φi les composantes. Nous avons, pour u P R,

dφapuq “ d

dt

”
φpa` tuq

ı
t“0

“ d

dt

¨
˚̋
φ1pa` tuq

...
φnpa` tuq

˛
‹‚“ u

¨
˚̋
φ1

1paq
...

φ1
npaq

˛
‹‚“ uφ1paq. (20.28)

Là dedans, vous vous souviendrez que a P R et que φ1paq P Rn.
Nous devons savoir ce que vaut dφåx lorsque a P R et x P Rn. Pour tout u P R nous avons

xdφax, uyR “ xx, dφapuqyRn “ uxx, φ1paqyRn “ uφ1paq·x “ xφ1paq·x, uyR. (20.29)

Donc dφåpxq “ φ1paq·x.
Question notation, nous avons noté xa, byR “ ab et indifféremment xx, yyRn “ x· y.
L’application dφå ˝dφa est une application linéaire bijective entre R et R. Sa matrice est donc

1ˆ 1 et elle se calcule en appliquant l’application au vecteur de base 1 de R :

pdφå ˝ dφaqp1q “ dφå
`
φ1paq˘ “ φ1paq·φ1paq “ }φ1paq}2. (20.30)

Nous avons donc
det

`
dφå ˝ dφa

˘ “ }φ1paq}2. (20.31)

20.2.3.2 En dimension quelconque

Soit une carte φ : Rm Ñ Rn pour une variété de dimension m. Les éléments de matrice de la
différentielle d’une application sont donnés par la proposition 12.245 :

pdφaqij “ Bφi
Bxj paq. (20.32)

Les éléments de la matrice de dφå sont ceux de la matrice transposée. En ce qui concerne la
composition, c’est le produit des matrices :

pdφå ˝ dφaqij “
ÿ

k

pdφåqikpdφaqkj “
ÿ

k

pdφaqkipdφaqkj “
ÿ

k

Bφk
Bxi paq

Bφk
Bxj paq. (20.33)

Cela pour écrire cette bonne formule :

pdφå ˝ dφaqij “
Bφ
Bxi paq· Bφ

Bxj paq. (20.34)EQooQRQKooJVJRsyEQooQRQKooJVJRsy

20.2.3.3 En dimension deux

Nous considérons maintenant une carte φ : U Ñ R3 avec U Ă R2. En notant vi “ Biφpaq nous
notons la formule (20.34) sous la forme

det
`
dφå ˝ dφa

˘ “ det
ˆ
v1 · v1 v1 · v2
v2 · v1 v2 · v2

˙
“ }v1}2}v2}2 ´ pv1 · v2q2. (20.35)

L’identité de Lagrange de la proposition 11.32 nous donne alors
a

detpdφå ˝ dφaq “ }
Bφ
Bx ˆ

Bφ
By }. (20.36)
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20.2.3.4 En dimension trois

Nous considérons maintenant une carte φ : U Ñ R3 avec U Ă R3. Nous notons u “ Bφ
Bx paq,

v “ Bφ
By paq et w “ Bφ

Bz paq.
En utilisant l’expression du lemme 11.30 à propos du produit mixte, la formule 20.34 donne

detpdφå ˝ dφaq “ det

¨
˝
}u}2 u· v u·w
v·u }v}2 v·w
w·u w· v }w}2

˛
‚“ ˇ̌puˆ vq·w

ˇ̌
. (20.37)

Donc
detpdφå ˝ dφaq “

ˇ̌pBφBx paq ˆ
Bφ
By paqq· Bφ

Bz paq
ˇ̌
. (20.38)EQooYIJSooHtkXfuEQooYIJSooHtkXfu

20.2.4 Intégrale d’une n-forme sur une carte

<++>

20.3 Intégrale sur une variété

20.3.1 Mesure sur une carte

Nous considérons dans cette section uniquement des variétés M de dimension 2 dans R3. Une
particularité de R3 (par rapport aux autres Rn) est qu’il existe le produit vectoriel.

Si v, w P R3, alors le vecteur v ˆ w est un vecteur normal au plan décrit par v et w qui jouit
de l’importante propriété suivante :

aire du parallélogramme “ }v ˆ w}. (20.39)

L’aire du parallélogramme construit sur v et w est donnée par la norme du produit vectoriel. Afin
de donner une mesure infinitésimale en un point p P M , nous voudrions prendre deux vecteurs
tangents à M en p, et puis considérer la norme de leur produit vectoriel. Cette idée se heurte à la
question du choix des vecteurs tangents à considérer.

Dans R2, le choix est évident : nous choisissons ex et ey, et nous avons }ex ˆ ey} “ 1. L’idée
est donc de choisir une carte F : W Ñ F pW q autour du point p “ F pwq, et de choisir les vecteurs
tangents qui correspondent à ex et ey via la carte, c’est-à-dire les vecteurs

BF
Bx pwq, et BF

By pwq. (20.40)

L’élément infinitésimal de surface sur M au point p “ F pwq est alors défini par

dσF “ }BFBx pwq ˆ
BF
By pwq}dw, (20.41)

et si la partie A ĂM est entièrement contenue dans F pW q, nous définissons la mesure de A par

µ2pAq “
ż

F´1pAq
dσF “

ż

F´1pAq
}BFBx pwq ˆ

BF
By pwq}dw. (20.42)EqDefMuDeuxDFEqDefMuDeuxDF

Remarque 20.12.
Afin que cette définition ait un sens, nous devons prouver qu’elle ne dépend pas du choix de la
carte F . En effet, les vecteurs BxF et ByF dépendent de la carte F , donc leur produit vectoriel
(et sa norme) dépendent également de la carte F choisie. Il faudrait donc un petit miracle pour
que le nombre µ2pAq donné par (20.42) soit indépendant du choix de F . Nous allons bientôt voir
comme cas particulier du théorème 20.15 que c’est en fait le cas. C’est-à-dire que si F et F̃ sont
deux cartes qui contiennent A, alors

ż

F´1pAq
dσF “

ż

F̃´1pAq
dσF̃ . (20.43)
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20.3.1.1 Exemple : la mesure de la sphère

Nous nous proposons maintenant de calculer la surface de la sphère S2 “ x2 ` y2 ` z2 “ R2.
L’application F : Bpp0, 0q, Rq Ñ R3 donnée par

F px, yq “
¨
˝

x
ya

R2 ´ x2 ´ y2

˛
‚ (20.44)

est une carte pour une demi-sphère. Ses dérivées partielles sont

BF
Bx “

¨
˚̋

1
0

´ x?
R2´x2´y2

˛
‹‚, BF

By “

¨
˚̋

0
1

´ y?
R2´x2´y2

˛
‹‚. (20.45)

Le produit vectoriel de ces deux vecteurs tangents donne
BF
Bx px, yq ˆ

BF
By px, yq “

x

α
e1 ` y

α
e2 ` e3 (20.46)

où α “a
R2 ´ x2 ´ y2. En calculant la norme, nous trouvons

}BFBx px, yq ˆ
BF
By px, yq} “

d
R2

R2 ´ x2 ´ y2 , (20.47)

et en passant aux coordonnées polaires, nous écrivons l’intégrale (20.42) sous la forme
ż

B
}BxF ˆ ByF } “

ż 2π

0
dθ

ż R

0
r

d
R2

R2 ´ x2 ´ y2dr “ 2πR2, (20.48)EQooYGRFooKwEYfVEQooYGRFooKwEYfV

qui est bien la mesure de la demi-sphère.

20.3.2 Intégrale sur une carte

Nous pouvons maintenant définir l’intégrale d’une fonction sur une carte de la variété M .
DEFooZNFOooZPiBWY

Définition 20.13.
Soit F : W Ă R2 Ñ R3, une carte pour une variété M . Soit A, une partie de F pW q telle que
A “ F pBq où B Ă W est mesurable. Soit encore f : A Ñ R, une fonction continue. L’intégrale
de f sur A est le nombre

ż

A
f “

ż

A
fdσF “

ż

F´1pAq
pf ˝ F qpwq}BFBx pwq ˆ

BF
By pwq}dw (20.49)EqDefIntDeuxDFEqDefIntDeuxDF

Remarque 20.14.
L’intégrale (20.49) n’est pas toujours bien définie. Étant donné que F est C1 et que f est continue,
l’intégrande est continue. L’intégrale sera donc bien définie par exemple lorsque B est borné et si
la fermeture Ā est un compact contenu dans F pW q.

Le théorème suivant montre que le travail que nous avons fait jusqu’à présent ne dépend en
fait pas du choix de carte F effectué.

ThoIntIndepF

Théorème 20.15.
Soient F : W Ñ F pW q et F̃ : W̃ Ñ F̃ pW̃ q, deux cartes de la variété M . Soit une partie A Ă
F pW q X F̃ pW̃ q telle que A “ F pBq avec B Ă W mesurable. Alors A “ F̃ pB̃q avec B̃ Ă W̃
mesurable.

Si f est une fonction continue, et si
ş
A fdσF existe, alors

ş
A fdσF̃ existe et

ż

A
fdσF “

ż

A
fdσF̃ . (20.50)
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20.3.3 Exemples

Intégrons la fonction fpx, y, zq sur le carré K “ s0, 1rˆ s0, 2rˆ t1u. La première carte que nous
pouvons utiliser est

F : s0, 1r ˆ s0, 2r Ñ K

px, yq ÞÑ px, y, 1q. (20.51)

Nous trouvons aisément les vecteurs tangents qui forment l’élément de surface :

BF
Bx “

¨
˝

1
0
0

˛
‚, BF

By “
¨
˝

0
1
0

˛
‚, (20.52)

donc dσF “ 1 · dxdy, et
ż

K
fdσF “

ż

s0,1rˆs0,2r
fpx, y, 1q· 1 · dxdy. (20.53)IntKSurcarrUnIntKSurcarrUn

Nous pouvons également utiliser la carte

F̃ : s0, 1
2 r ˆ s0, 6r Ñ K

px̃, ỹq ÞÑ p2x̃, ỹ3 , 1q.
(20.54)

Les vecteurs tangents sont maintenant

BF̃
Bx̃ “

¨
˝

2
0
0

˛
‚, BF̃

Bỹ “
¨
˝

0
1{3
0

˛
‚, (20.55)

et nous avons donc dσF̃ “ }2
3e3} “ 2

3 . Cette fois, l’intégrale de f sur K s’écrit
ż

K
fdσF̃ “

ż

s0, 1
2 rˆs0,6r

f
`
2x̃, ỹ3 , 1

˘
· 2

3 · dx̃dỹ. (20.56)

Conformément au théorème 20.15, cette dernière intégrale est égale à l’intégrale (20.53) parce qu’il
s’agit juste d’un changement de variable.

20.3.4 Orientation

Soient F : W Ñ F pW q et F̃ : W̃ Ñ F̃ pW̃ q, deux cartes de la variété M . Nous pouvons considérer
la fonction h “ F̃´1 ˝ F , définie uniquement sur l’intersection des cartes :

h : F´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘Ñ F̃´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘. (20.57)

Nous disons que F et F̃ ont même orientation si

Jhpwq ą 0 (20.58)

pour tout w P F´1`F pW q X F̃ pW̃ q˘.
Considérons les deux cartes suivantes pour le même carré :

F : s0, 1r ˆ s0, 1r Ñ R3

px, yq ÞÑ px, y, 0q (20.59)

et
F̃ : s0, 1

2 r ˆ s0,
1
3 r Ñ R3

px, yq ÞÑ p2x, 3y, 0q
(20.60)
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Ici, hpx, yq “ `
x
2 ,

y
3
˘

et nous avons Jh “ 1
6 ą 0. Ces deux cartes ont même orientation. Notez que

BF
Bx ˆ

BF
By “ e3, (20.61)

tandis que
BF̃
Bx ˆ

BF̃
By “ 6e3. (20.62)

Les vecteurs normaux à le paramétrage pointent dans le même sens.
Si par contre nous prenons le paramétrage

G : s0, 1r ˆ s0, 1r Ñ R3

px, yq ÞÑ px, p1´ yq, 0q, (20.63)

nous avons BG
Bx ˆ

BG
By “ ´e3, (20.64)

et si g “ G´1 ˝ F , alors Jg “ ´1.
L’orientation d’une carte montre donc si le vecteur normal à la surface pointe d’un côté ou de

l’autre de la surface.
DEFooSWREooNdQpdA

Définition 20.16 (Variété orientable).
Une variété M est orientable si il existe un atlas de M tel que deux cartes quelconques ont
toujours même orientation. Une variété est orientée lorsque qu’un tel choix d’atlas est fait.

Proposition 20.17.
Soit M , une variété orientable et un atlas orienté tFi : Wi Ñ R3u. Alors le vecteur unitaire

BF
Bx px, yq ˆ BF

By px, yq
}BF

Bx px, yq ˆ BF
By px, yq}

(20.65)

ne dépend pas du choix de F parmi les Fi.

Démonstration. Considérons deux cartes F1 et F2, ainsi que l’application h “ F´1
2 ˝ F1. Écrivons

le vecteur BxF1 ˆ ByF1 en utilisant F1 “ F2 ˝ h. D’abord, par la règle de dérivation de fonctions
composées,

BpF2 ˝ hq
Bx “ BF2

Bx
Bh1
Bx `

BF2
By
Bh2
Bx . (20.66)

Après avoir fait le même calcul pour BpF2˝hq
By , nous pouvons écrire

BxpF2 ˝ hq ˆ BypF2 ˝ hq “ pBxh1BxF2 ` Bxh2ByF2q ˆ pByh1BxF2 ` Byh2ByF2q. (20.67)

Dans cette expression, les facteurs Bihj sont des nombres, donc ils se factorisent dans les produits
vectoriels. En tenant compte du fait que BxF2 ˆ BxF2 “ 0 et ByF2 ˆ ByF2 “ 0, ainsi que de
l’antisymétrie du produit vectoriel, l’expression se réduit à

ˆBF2
Bx ˆ BF2

By
˙
pBxh1Byh2 ´ Bxh2Byh2q. (20.68)

Par conséquent,

BF1
Bx ˆ BF1

By “ BpF2 ˝ hq
Bx ˆ BpF2 ˝ hq

By “
ˆBF2
Bx ˆ BF2

By
˙

det Jh. (20.69)

Donc, tant que Jh est positif, les vecteurs unitaires correspondants au membre de gauche et de
droite sont égaux.
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Corolaire 20.18.
Si nous avons choisi un atlas orienté pour la variété M , nous avons une fonction continue G : M Ñ
R3 telle que }Gppq} “ 1 pour tout p PM . Cette fonction est donnée par

GpF px, yqq “
BF
Bx px, yq ˆ BF

By px, yq
}BF

Bx px, yq ˆ BF
By px, yq}

(20.70)DefCarteGOritnDefCarteGOritn

sur l’image de la carte F .

Démonstration. La fonction G est construite indépendamment sur chaque carte F pW q en utilisant
la formule (20.70). Cette fonction est une fonction bien définie sur tout M parce que nous venons
de démontrer que sur F1pW1q X F2pW2q, les fonctions construites à partir de F1 et à partir de F2
sont égales.

Il est possible que prouver, bien que cela soit plus compliqué, que la réciproque est également
vraie.

PROPooGHXTooPrAESF

Proposition 20.19.
Une variété M de dimension 2 dans R3 est orientable si et seulement si il existe une fonction
continue G : M Ñ R3 telle que pour tout p P M , le vecteur Gppq soit de norme 1 et normal à M
au point p.

20.4 Longueur, aire, volumes etc.
Grâce à la mesure de Lebesgue (définition 14.244), nous avons la définition d’aires dans R2

et de volumes dans R3. Dans tout ce qui suit, nous considérons toujours la tribu de Lebesgue, la
mesure de Lebesgue, et l’intégrale de Lebesgue correspondante.

DEFooPZRDooWbbBXy

Définition 20.20.
L’aire de la partie mesurable S de R2 est le nombre

ż

R2
1S (20.71)

au sens de l’intégrale pour la mesure de Lebesgue de la fonction caractéristique de la partie S.

Définition 20.21.
Le volume de la partie mesurable V de R3 est le nombre

ż

R3
1V (20.72)

au sens de l’intégrale pour la mesure de Lebesgue de la fonction caractéristique de la partie V .

Ceci est bien beau, mais ne permet pas de définir l’aire d’une surface dans R3, ni une longueur
dans R2. Nous n’avons pas encore défini ce que nous appelons une surface dans R3, mais selon
toute définition raisonnable, si S en est une, elle sera négligeable au sens de la mesure de Lebesgue
dans R3 et nous aurons toujours ż

R3
1S “ 0. (20.73)

L’objet de ce chapitre sera de donner un sens aux notions de longueurs dans R2, de surfaces
dans R3 et d’y définir des intégrales permettant de définir longueurs et aires.

20.4.1 Quelques aires faciles

Nous nous souvenons de la proposition 11.34 qui donnait une bonne propriété du produit
vectoriel dans R3. Nous en donnons une autre.



20.4. LONGUEUR, AIRE, VOLUMES ETC. 1811

LEMooVHGKooDjcfOL

Lemme 20.22.
L’aire d’une droite dans R2 est nulle.

Démonstration. Nous considérons la mesure le Lebesgue λ sur R et une droite A dans R2.
La mesure dans R2 est donné par la définition 14.244 qui demande de calculer les intégrales

(14.746) :
pλb λqpAq “

ż

R

λ
`
A2pxq

˘
dλpxq “

ż

R

λ
`
A1pyq

˘
dλpyq (20.74)EQooUTAHooUyFScqEQooUTAHooUyFScq

où A2pxq “ ty P R tel que px, yq P Au et A1pyq “ tx P R tel que px, yq P Au.
En vertu du lemme 12.149, cette droite est soit d’équation y “ ax` b, soit d’équation x “ a.

(1) Droite y “ ax` b Dans ce cas, A2pxq “ tax ` bu. C’est un singleton et nous avons
λ
`
A2pxq

˘ “ 0 pour tout x. Nous avons donc pλb λqpAq “ 0.
(2) Droite x “ a Nous utilisons la seconde possibilité laissée par l’égalité (20.74). L’ensemble

A1 est facile à déterminer : A1pyq “ tau pour tout y. Donc λ
`
A1pyq

˘ “ 0 pour tout y, et
l’intégrale est nulle.

Remarque 20.23.
Dans la preuve de 20.22, nous aurions pu faire le cas x “ a en utilisant la première formule. Dans
ce cas nous serions partis de

A2pxq “
#
R si x “ a

H sinon,
(20.75)

et donc de

λ
`
A2pxq

˘ “
#
8 si x “ a

0 sinon.
(20.76)

Le lemme 14.167 nous dit que l’intégrale de A2 sur R est nulle.
DEFooDTFCooCTdaDO

Définition 20.24.
Soient a, u1 et u2 dans R2. Le parallélogramme basé en a formé sur u1 et u2 est l’ensemble

ta` su1 ` tu2 tel que 0 ď t ď 1, 0 ď s ď 1u. (20.77)

Assez souvent, nous supposeront que u1 et u2 ne sont pas colinéaires.
PROPooAVVNooOOlSzr

Proposition 20.25.
L’aire 5 du parallélogramme 6 basé en a et formé sur u et v (que nous supposons n’être pas coli-
néaires) est donnée par

}uˆ v} “ |u1v2 ´ v1u2|. (20.78)

Démonstration. En vertu de la définition 20.20 d’une aire, le nombre à calculer est
ş
D 1dλ où

D0 “ ta` xu` yv tel que x P r0, 1s, y P r0, 1su. (20.79)

En posant
D “ ta` xu` yv tel que x P s0, 1r, y P s0, 1ru, (20.80)

nous avons ż

D0

dλ “
ż

D
dλ, (20.81)

parce que ce que nous avons enlevé sont des segment de droites alors que les droites sont de mesure
nulle (lemme 20.22).

5. Définition 20.20.
6. Définition 20.24.



1812 CHAPITRE 20. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

Nous considérons la paramétrisation

φ : s0, 1r ˆ s0, 1r Ñ D

px, yq ÞÑ a` xu` yv. (20.82)

Pour le théorème 14.292, nous devons montrer que ϕ est un C1-difféomorphisme. Comme nous
sommes un peu fatigués, nous allons seulement prouver ϕ est injective 7. Supposons que ϕpx1, x2q “
ϕpy1, y2q. Alors

px1 ´ x2qu` py1 ´ y2qv “ 0. (20.83)
Si y1 ´ y2 “ 0, alors x1 ´ x2 “ 0 et on est bon. Sinon,

v “ ´x1 ´ x2
y1 ´ y2

u (20.84)

Vu que les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, nous en déduisons que x1 ´ x2 “ 0 et on est
encore bon.

Nous utilisons la formule (14.888) de changement de variable avec la fonction ϕ. Le jacobien à
calculer est

J “ det
ˆpBxϕ1qpx, yq pBxϕ2qpx, yq
pByϕ1qpx, yq pByϕ2qpx, yq

˙
“ det

ˆ
u1 u2
v1 v2

˙
“ |u1v2 ´ v1u2|. (20.85)

Le lien avec le produit vectoriel est un petit abus de notation : il s’agit du produit vectoriel
entre pu1, u2, 0q et pv1, v2, 0q qui peut être obtenu en utilisant directement la formule de définition
(11.73).

20.5 Autres théorèmes de points fixes
SECooDWMPooWZgzRZ

En termes de théorème de points fixes nous avons déjà vu le théorème de Picard 17.38. Voir
aussi le thème 65.

20.5.1 Brouwer
subSecZCCmMnQ

Proposition 20.26.
Soit f : ra, bs Ñ ra, bs une fonction continue. Alors f accepte un point fixe.

Démonstration. En effet si nous considérons gpxq “ fpxq´x alors nous avons gpaq “ fpaq´a ě 0 et
gpbq “ fpbq´b ď 0. Si gpaq ou gpbq est nul, la proposition est démontrée ; nous supposons donc que
gpaq ą 0 et gpbq ă 0. La proposition découle à présent du théorème des valeurs intermédiaires 10.91.

Exemple 20.27.
La fonction x ÞÑ cospxq est continue entre r´1, 1s et r´1, 1s. Elle admet donc un point fixe. Par
conséquent il existe (au moins) une solution à l’équation cospxq “ x. △

PROBooSSOBooCsovCy

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 20.28
La démonstration de la proposition 27.74 souffre de quelques problèmes. Voir en particulier la
question et la réponse dans [565].

En fait, prouver réellement ce théorème via le théorème de Stokes nous mènerait trop loin. Si
vous voulez le faire, n’hésitez pas à compléter. Mais sachez qu’il faudra d’abord définir complètement
l’intégration sur des variétés.

THOooZMUAooSPlqUx

Théorème 20.29 (Brouwer dans Rn, version continue).
Toute application continue 8 Bp0, 1q Ñ Bp0, 1q admet un point fixe.

7. Pour le reste, écrivez l’inverse explicitement, et prouvez que c’est C1. Si ça pose problème, écrivez-moi parce
que je n’ai pas vérifié.

8. Une fonction continue sur un fermé de Rn est à comprendre pour la topologie induite.
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Une démonstration se basant sur la version C8 est dans 27.75, mais la version C8 se base sur
le théorème de Stokes.

20.5.2 Théorème de Schauder

Une conséquence du théorème de Brouwer est le théorème de Schauder qui est valide en di-
mension infinie.

ThovHJXIU

Théorème 20.30 (Théorème de Schauder[566]).
Soit E, un espace vectoriel normé, K un convexe compact de E et f : K Ñ K une fonction
continue. Alors f admet un point fixe.

Démonstration. Étant donné que f : K Ñ K est continue, elle y est uniformément continue. Si
nous choisissons ϵ alors il existe δ ą 0 tel que

}fpxq ´ fpyq} ď ϵ (20.86)

dès que }x ´ y} ď δ. La compacité de K permet de choisir un recouvrement fini par des ouverts
de la forme

K Ă
ď

1ďiďp
Bpxj , δq (20.87)EqKNPUVREqKNPUVR

où tx1, . . . , xpu Ă K. Nous considérons maintenant L “ Spantfpxjq tel que 1 ď j ď pu et

K˚ “ K X L. (20.88)

Le fait que K et L soient convexes implique que K˚ est convexe. L’ensemble K˚ est également
compact parce qu’il s’agit d’une partie fermée de K qui est compact (lemme 7.92). Notons en
particulier que K˚ est contenu dans un espace vectoriel de dimension finie, ce qui n’est pas le cas
de K.

Nous allons à présent construire une sorte de partition de l’unité subordonnée au recouvrement
(20.87) sur K (voir le théorème 27.66). Nous commençons par définir

ψjpxq “
#

0 si }x´ xj} ě δ

1´ }x´xj}
δ sinon.

(20.89)

pour chaque 1 ď j ď p. Notons que ψj est une fonction positive, nulle en-dehors de Bpxj , δq. En
particulier la fonction suivante est bien définie :

φjpxq “ ψjpxqřp
k“1 ψkpxq

(20.90)

et nous avons
řp
j“1 φjpxq “ 1. Les fonctions φj sont continues sur K et nous définissons finalement

gpxq “
pÿ

j“1
φjpxqfpxjq. (20.91)

Pour chaque x P K, l’élément gpxq est une combinaison des éléments fpxjq P K˚. Étant donné que
K˚ est convexe et que la somme des coefficients φjpxq vaut un, nous avons que g prend ses valeurs
dans K˚ par la proposition 8.29.

Nous considérons seulement la restriction g : K˚ Ñ K˚ qui est continue sur un compact contenu
dans un espace vectoriel de dimension finie. Le théorème de Brouwer 20.29 nous enseigne alors que
g a un point fixe. Nous nommons y ce point fixe. Notons que y est fonction du ϵ choisi au début
de la construction, via le δ qui avait conditionné la partition de l’unité.
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Nous avons EqoXuTzE

fpyq ´ y “ fpyq ´ gpyq (20.92a)

“
pÿ

j“1
φjpyqfpyq ´

pÿ

j“1
φjpyqfpxjq (20.92b)

“
pÿ

j“1
φjpyq

`
fpyq ´ fpxjq

˘
. (20.92c)

Par construction, φjpyq ‰ 0 seulement si }y ´ xj} ď δ et par conséquent seulement si }fpyq ´
fpxjq} ď ϵ. D’autre part nous avons φjpyq ě 0 ; en prenant la norme de (20.92) nous trouvons

}fpyq ´ y} ď
pÿ

j“1
}φjpyq

`
fpyq ´ fpxjq

˘} ď
pÿ

j“1
φjpyqϵ “ ϵ. (20.93)

Nous nous souvenons maintenant que y était fonction de ϵ. Soit ym le y qui correspond à ϵ “ 2´m.
Nous avons alors

}fpymq ´ ym} ď 2´m. (20.94)

L’élément ym est dans K˚ qui est compact, donc quitte à choisir une sous-suite nous pouvons
supposer que ym est une suite qui converge vers y˚ P K 9. Nous avons les majorations

}fpy˚q ´ y˚} ď }fpy˚q ´ fpymq} ` }fpymq ´ ym} ` }ym ´ y˚}. (20.95)

Si m est assez grand, les trois termes du membre de droite peuvent être rendus arbitrairement
petits, d’où nous concluons que

fpy˚q “ y˚ (20.96)

et donc que f possède un point fixe.

20.5.3 Théorème de Cauchy-Arzella
ThoHNBooUipgPX

Théorème 20.31 (Cauchy-Arzela[486]).
Nous considérons le système d’équation différentielles EqTXlJdH

"
y1 “ fpt, yq (20.97a)
ypt0q “ y0. (20.97b)

avec f : U Ñ Rn, continue où U est ouvert dans RˆRn. Alors il existe un voisinage fermé V de
t0 sur lequel une solution C1 du problème (20.97) existe.

Idée de la démonstration. Nous considérons M “ }f}8 et K, l’ensemble des fonctions M -Lipschitz
sur U . Nous prouvons que pK, }.}8q est compact. Ensuite nous considérons l’application

Φ: K Ñ K

Φpfqptq “ x0 `
ż t

t0

f
`
u, fpuq˘du. (20.98)

Après avoir prouvé que Φ était continue, nous concluons qu’elle a un point fixe par le théorème de
Schauder 20.30.

Remarque 20.32.
Quelques remarques.

9. Notons que même dans la sous-suite nous avons }fpymq ´ ym} ď 2´m, avec le même « m » des deux côtés de
l’inégalité.
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(1) Les théorème de Cauchy-Lipschitz et Cauchy-Arzella donnent des existences pour des équa-
tions différentielles du type y1 “ fpt, yq. Et si nous avons une équation du second ordre ?
Alors il y a la méthode de la réduction de l’ordre qui permet de transformer une équation
différentielle d’ordre élevé en un système d’ordre 1.

(2) Ces théorèmes posent des conditions initiales : la valeur de y est donnée en un point, et la
méthode de la réduction de l’ordre permet de donner l’existence de solutions d’un problème
d’ordre k en donnant les valeurs de yp0q, y1p0q, . . .ypk´1qp0q. C’est-à-dire de la fonction et de
ses dérivées en un point. Rien n’est dit sur l’existence de conditions aux bords.

Ces deux points sont illustrés dans les exemples 32.17 et 32.18.

20.5.4 Théorème de Markov-Kakutani

Le théorème de Markov-Kakutani, nous donne l’existence d’une mesure de Haar sur un groupe
compact. Voir la définition 48.80 et la construction de la mesure de Haar, théorème 48.88.

ThoeJCdMP

Théorème 20.33 (Markov-Katutani[567]).
Soit E un espace vectoriel normé et L, une partie non vide, convexe, fermée et bornée de E1. Soit
T : LÑ L une application continue. Alors T a un point fixe.

Démonstration. Nous considérons un point x0 P L et la suite

xn “ 1
n` 1

nÿ

i“0
T ix0. (20.99)

La somme des coefficients devant les T ipx0q étant 1, la convexité de L montre que xn P L. Nous
considérons l’ensemble

C “
č

nPN
txm tel que m ě nu. (20.100)

Le lemme 7.289 indique que C n’est pas vide, et de plus il existe une sous-suite de pxnq qui converge
vers un élément x P C. Nous avons

lim
nÑ8xσpnqpvq “ xpvq (20.101)

pour tout v P E. Montrons que x est un point fixe de T . Nous avons

}pTxσpkq ´ xσpkqqv} “
›››T 1

1` σpkq
σpkqÿ

i“0
T ix0pvq ´ 1

1` σpkq
σpkqÿ

i“0
T ix0pvq

››› (20.102a)

“
››› 1
1` σpkq

σpkqÿ

i“0
T i`1x0pvq ´ T ix0pvq

››› (20.102b)

“ 1
1` σpkq

››T σpkq`1x0pvq ´ x0pvq
›› (20.102c)

ď 2M
σpkq ` 1 (20.102d)

où M “ ř
yPL }ypvq} ă 8 parce que L est borné. En prenant k Ñ8 nous trouvons

lim
kÑ8

`
Txσpkq ´ xσpkq

˘
v “ 0, (20.103)

ce qui signifie que Tx “ x parce que T est continue.
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20.6 Intégrales curvilignes
secintcurvi

20.6.1 Chemins de classe C1
DEFooQTAWooOCmSJo

Définition 20.34 ([568]).
Soit p, q P Rn. Un chemin C1 par morceaux joignant p à q est une application continue

γ : ra, bs Ñ Rn (20.104)

vérifiant :
(1) L’application γ : ra, bs Ñ Rn est continue.
(2) Les extrémités : γpaq “ p, γpbq “ q

(3) Il existe une subdivision a “ t0 ă t1 ă . . . ă tr´1 ă tr “ b telle que la restriction de γ sur
chaque fermé rti, ti`1s est de classe C1.

Pour être d’accord sur les définitions, quand on dit qu’une application est C1 sur un fermé, c’est
qu’elle est C1 sur ce fermé, avec la topologie de ce fermé (induite 10 de R). Autrement dit, toutes
les limites et tous les ouverts qui interviennent dans la notion de « être C1 » sont à prendre dans
la topologie du fermé rai, bis.
Remarque 20.35.
Si a et b sont des points de Rn, on peut créer le chemin particulier

γ : r0, 1s Ñ Rn : t ÞÑ p1´ tqa` tb (20.105)

qui relie ces points par un segment de droite.

Il existe des fonctions C1 par morceaux qui ne sont pas C1.

Proposition 20.36.
L’application

f : RÑ R

x ÞÑ
#
x si x ď 0
2x si x ą 0

(20.106)

est C1 par morceaux.
Elle n’est pas de classe C1.

Démonstration. Le fait que f ne soit pas de classe C1 est immédiat parce que sa dérivée n’est pas
définie en zéro.

Pour montrer que f est C1 par morceaux, nous définissons les deux fonctions

f1 : s´8, 0s Ñ R

x ÞÑ x
(20.107)

et
f2 : r0,8r Ñ R

x ÞÑ 2x.
(20.108)

Nous calculons la dérivée de f1 en x “ 0. C’est par définition

lim
xÑ0

fpxq ´ fp0q
x

“ lim
xÑ0

fpxq
x

. (20.109)

Attention : cette limite est à comprendre au sens de la topologie de s´8, 0s. Nous allons montrer
que cette limite vaut 1, en remontant aux définition pour le sport.

10. Topologie induite, définition 7.25.
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Posons gpxq “ fpxq{x. Si V est un voisinage de 1 dansR, il existe une boule Bp1, rq qui contient
V . Nous allons trouver un ϵ ą 0 tel que g

`
Bp0, ϵqzt0u˘ Ă Bp1, rq. Attention : à gauche c’est une

boule au sens de la topologie induite. Au sens de la topologie normale, nous cherchons ϵ ą 0 tel
que

g
´`
Bp0, ϵq X s´8, 0s˘zt0uq

¯
(20.110)

Bref, pour tout x dans cette boule, nous devons avoir |gpxq´ 1| ă r. Vu que x P s´8, 0szt0u, nous
avons gpxq “ 1 pour tout x. Et voila, n’importe que ϵ fait l’affaire.

Nous avons prouvé que la dérivée de f1 est donnée par

f 1
1 : s´8, 0s Ñ R

x ÞÑ 1.
(20.111)

Elle est continue. Nous laissons la démonstration de la continuité de f 1
1 au lecteur ; attention :

continuité pour la topologie induite, toujours. Bref,f1 est de classe C1.
Nous démontrons de même que f2 est de classe C2 et que f 1

2pxq “ 2 pour tout x.

20.6.2 Intégrer une fonction
DEFooFAYUooCaUdyo

Définition 20.37.
Soit f : D Ă Rn Ñ R une fonction continue, et γ : ra, bs Ñ D un chemin C1. On définit
l’intégrale de f sur γ par

ż

γ
fds “

ż

γ
f “

ż b

a
fpγptqq ››γ1ptq›› dt. (20.112)EqhJGRcbEqhJGRcb

Note : dans le cadre de l’analyse complexe, ce n’est pas exactement cette définition. Voir 26.5.

Exemple 20.38.
Soit l’hélice

σ : r0, 2πs Ñ R3

t ÞÑ
¨
˝

cosptq
sinptq
t

˛
‚,

(20.113)

et la fonction fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2. L’intégrale de f sur σ est
ż

σ
f “

ż 2π

0
pcos2 t` sin2 t` t2q}σ1ptq}dt

“
ż 2π

0
p1` t2q?2dt

“ ?2
„
t` t3

3

ȷ2π

0

“ ?2
ˆ

2π ` 8π3

3

˙
.

(20.114)

△

Remarque 20.39.
Si f “ 1, alors nous tombons sur ż

γ
ds “

ż b

a
}γ1ptq}dt, (20.115)

Nous verrons par le théorème 21.9 que cette dernière intégrale est la longueur de la courbe. Il est
un fait général que l’intégrale de la fonction 1 sur un ensemble en donne la « mesure ». Cela est à
mettre en rapport avec le lemme 14.170 en gardant en tête que

ş
γ 1 n’est pas la mesure de l’image

de γ dans R2.



1818 CHAPITRE 20. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

Proposition 20.40 (Indépendence en le paramétrage).
La valeur de l’intégrale de f sur γ ne dépend pas du paramétrage (équivalent ou pas) choisi.

Démonstration. Soit donc un chemin γ : rc, ds Ñ R3 ainsi que φ : rc, ds Ñ ra, bs, un reparamétrage
de classe C1, strictement monotone et le chemin σ définit par γpsq “ σ

`
φpsq˘ avec s P rc, ds. En

supposant que φ1psq ě 0, nous avons

I “
ż

γ
f “

ż d

c
f
`
γpsq˘}γ1psq}ds

“
ż d

c
f
´
σ
`
φpsq˘

¯
}σ1`φpsq˘}|φ1psq|ds.

(20.116)

Pour cette intégrale, nous posons t “ φpsq, et par conséquent dt “ φ1psqds. Étant donné que
φ1psq ě 0, nous pouvons supprimer les valeurs absolues, et obtenir

I “
ż φpdq

φpcq
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt

“
ż b

a
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt

“
ż

σ
f.

(20.117)

Essayez de faire le cas φ1psq ď 0.
RemiqswPd

Remarque 20.41.
Attention : les intégrales sur des chemins dans C ne sont la même chose. En effet C doit être
souvent plutôt traité comme R que comme R2. Si γ est un chemin dans C, l’intégrale

ż

γ
f (20.118)

doit être comprise comme une généralisation de
şb
a fpxqdx et non comme l’intégrale sur un chemin.

La différence est qu’en retournant les bornes d’une intégrale usuelle sur R on change le signe, alors
qu’en retournant un chemin dans R2, on ne change pas. Bref, la définition est que si γ : ra, bs Ñ C

est un chemin, alors ż

γ
f “

ż

γ
fpzqdz “

ż b

a
f
`
γptq˘γ1ptqdt, (20.119)

sans valeur absolue autour de γ1ptq.

20.6.3 Intégrer un champ de vecteurs
DEFooSHHFooVdsxMf

Définition 20.42.
Un champ de vecteur est une application G : Rn Ñ Rn. On définit l’intégrale de G sur un
chemin γ : ra, bs Ñ Rn par ż

γ
G

def“
ż b

a

@
Gpγptqq, γ1ptqD dt.

Remarque 20.43.
Cette définition ne dépend pas du paramétrage choisi, mais le signe change selon le sens du chemin.

20.6.4 Intégrer une forme différentielle sur un chemin

La formule d’intégration d’un champ de vecteur 11,
ż

γ
G “

ż

ra,bs
xGpγptqq, γ1ptqydt, (20.120)

11. Définition 20.42.
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contient quelque chose d’intéressant : la combinaison xGpγptqq, γ1ptqy. Cette combinaison sert à
transformer le vecteur tangent γ1ptq en un nombre en utilisant le produit scalaire avec le vecteur
Gpγptqq.

Si G est un champ de vecteur sur Rn, et si x P Rn, nous pouvons utiliser l’isomorphisme
musical (définition 12.596)

G5
x : Rn Ñ R

v ÞÑ xGpxq, vy (20.121)

pour écrire de façon plus compacte :
ż

γ
G “

ż

ra,bs
G5
γptq

`
γ1ptq˘dt. (20.122)

DEFooRMHGooFtMEPB

Définition 20.44.
Soient une forme différentielle ω sur Rn et un chemin de classe C1 γ : ra, bs Ñ Rn. L’intégrale
de ω sur γ est définie par ż

γ
ω “

ż b

a
ωγptqγ1ptqdt (20.123)EqEFIZyEeEqEFIZyEe

Remarque 20.45.
Cette définition ne dépend pas du paramétrage choisi, mais le signe change selon le sens du chemin.

20.6.5 Intégration d’une forme différentielle sur un chemin

Les formes intégrales que nous avons déjà vues sont celles de fonctions et de champs de vecteur
sur des chemins. Si γ : ra, bs Ñ Rn est le chemin, les formules sont

ż

γ
f “

ż

ra,bs
f
`
γptq˘}γ1ptq}dt

ż

γ
G “

ż

ra,bs
xG`γptq˘, γ1ptqydt.

(20.124)

Dans les deux cas, le principe est que nous disposons de quelque chose (la fonction f ou le vecteur
G), et du vecteur tangent γ1ptq, et nous essayons d’en tirer un nombre que nous intégrons. Lorsque
nous avons une 1-forme, la façon de l’utiliser pour produire un nombre avec le vecteur tangent est
évidemment d’appliquer la 1-forme au vecteur tangent. La définition suivante est donc naturelle.

Définition 20.46.
Soit γ : ra, bs Ñ Rn, un chemin de classe C1 tel que son image est contenue dans le domaine D. Si
ω est une 1-forme différentielle sur D, nous définissons l’intégrale de ω le long de γ le nombre

ż

γ
ω “

ż b

a
ωγptq

`
γ1ptq˘dt

“
ż b

a

”
a1
`
γptq˘γ1

1ptq ` ¨ ¨ ¨ ` an
`
γptq˘γ1

nptq
ı
dt.

(20.125)

Cette définition est une bonne définition parce que si on change le paramétrage du chemin, on
ne change pas la valeur de l’intégrale, c’est la proposition suivante.

Proposition 20.47.
Si γ et β sont des chemins équivalents, alors

ż

γ
ω “

ż

β
ω, (20.126)

c’est-à-dire que l’intégrale est invariante sous les reparamétrages du chemin.
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Démonstration. Deux chemins sont équivalents quand il existe un difféomorphisme C1 h : ra, bs Ñ
rc, ds tel que γptq “ pβ ˝hqptq. En remplaçant γ par pβ ˝hq dans la définition de

ş
γ ω, nous trouvons

ż b

a
ωγptq

`
γ1ptq˘dt “

ż b

a
ωpβ˝hqptq

`pβ ˝ hq1ptq˘dt. (20.127)

Un changement de variable u “ hptq transforme cette dernière intégrale en
ş
β ω, ce qui prouve la

proposition.

Remarque 20.48.
Si γ est une somme de chemins, γ “ γp1q ` ¨ ¨ ¨ ` γpnq, où chacun des γpiq est un chemin, alors

ż

γ
ω “

nÿ

i“1

ż

γi

ω (20.128)

parce que ω est linéaire.

Remarque 20.49.
Si ´γ est le chemin

´γ : ra, bs Ñ Rn

t ÞÑ γ
`
b´ pt´ aq˘, (20.129)

alors ż

´γ
ω “ ´

ż

γ
ω, (20.130)

c’est-à-dire que si l’on parcours le chemin en sens inverse, alors on change le signe de l’intégrale.

L’intégrale d’une forme différentielle sur un chemin est compatible avec l’intégrale déjà connue
d’un champ de vecteur sur le chemin parce que si G est un champ de vecteurs,

ż

γ
G5 “

ż

γ
G. (20.131)

En effet, ż

γ
G5 “

ż b

a
G5
γptqpγ1ptqq

“
ż b

a

“
G1pγptqqdx1 ` . . . Gnpγptqqdxn

‰`
γ1

1ptq, . . . , γ1
nptq

˘

“
ż b

a
xGpγptqq, γ1ptqy

“
ż

γ
G.

(20.132)

Proposition 20.50.
Soit ω “ df , une 1-forme exacte et continue sur le domaine D. Alors la valeur de

ş
γ df ne dépend

que des valeurs de f aux extrémités de γ.

Démonstration. Nous avons
ż

γ
ω “

ż

γ
df “

ż b

a

nÿ

i“1

Bf
Bxi

`
γptq˘γ1

iptqdt

“
ż b

a

d

dt

´
pf ˝ γqptq

¯
dt

“ pf ˝ γqpbq ´ pf ˝ γpaqq.

(20.133)
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20.6.6 Interprétation physique : travail

Définition 20.51 ([569]).
Une force F : D Ă Rn Ñ Rn est conservative si elle dérive d’un potentiel, c’est-à-dire si il existe
une fonction V P C1pD,Rq telle que

F pxq “ p∇V qpxq. (20.134)

Étant donné que F est un champ de vecteurs, nous avons une forme différentielle associée F 5,

F 5
x : v ÞÑ xF pxq, vy. (20.135)

Lemme 20.52.
Le champ F est conservatif si et seulement si la 1-forme différentielle F 5 est exacte.

Démonstration. Supposons que la force F soit conservative, c’est-à-dire qu’il existe une fonction
V telle que F “ ∇V . Dans ce cas, il est facile de prouver que F 5 est exacte et est donnée par
F 5
x “ dV pxq. En effet,

F 5
xpvq “ xF pxq, vy

“ F1pxqv1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fnpxqvn
“ BV
Bx1

pxqv1 ` . . . BVBxn pxqvn
“ dV pxqv.

(20.136)

Pour le sens inverse, supposons que F 5 soit exacte. Dans ce cas, nous avons une fonction V
telle que F 5 “ dV . Il est facile de prouver qu’alors, F “ ∇V .

En résumé, nous avons deux façons équivalentes d’exprimer que la force F dérive du potentiel
V : soit nous disons F “ ∇V , soit nous disons F 5 “ dV .

Proposition 20.53.
Si F est une force conservative, alors le travail 12 de F lors d’un déplacement ne dépend pas du
chemin suivi.

Démonstration. Le travail d’une force le long d’un chemin n’est autre que l’intégrale de la force le
long du chemin, et le calcul est facile :

WγpF q “
ż

γ
F “

ż

γ
dV “ V

`
γpbq˘´ V `γpaq˘. (20.137)

Donc si β est un autre chemin tel que βpaq “ γpaq et βpbq “ γpbq, nous avons WβpF q “WγpF q.

20.6.7 Intégrer un champ de vecteurs sur un bord en 2D

Si D Ă R2 est tel que BD est une variété de dimension 1 et tel que D accepte un champ de
vecteur normal extérieur unitaire ν. Si nous voulons définir

ż

BD
G, (20.138)

le mieux est de prendre un paramétrage γ : r0, 1s Ñ R2 et de calculer
ż 1

0
xGγptq,

9γptq
} 9γptq}ydt. (20.139)

Hélas, cette définition ne fonctionne pas parce que son signe dépend du sens du paramétrage γ. Si
le paramétrage tourne dans l’autre sens, il y a un signe de différence.

12. Voir [570].
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Nous allons définir ż

BD
G “

ż 1

0
xGγptq, T ptqydt (20.140)EqIntVectbordDeuxEqIntVectbordDeux

où T ptq “ 9γptq{} 9γptq} et où γ est choisi de telle façon que la rotation d’angle π
2 amène ν sur T .

Cela fixe le choix de sens.
Ce choix de sens aura des répercussions dans l’application de la formule de Green et du théorème

de Stokes.

20.6.8 Intégrer une forme différentielle sur un bord en 2D

Nous n’allons pas chercher très loin :
ż

BD
ω “

ż

BD
ω7, (20.141)

c’est-à-dire que l’intégrale de la forme différentielle est celle du champ de vecteur associé. Le
membre de droite est défini par (20.140), avec le choix d’orientation qui va avec.

20.6.9 Intégrer une forme différentielle sur un bord en 3D

Nous allons maintenant intégrer une forme différentielle sur certains chemins fermés dans R3.
Soit F pDq Ă R3, une variété de dimension 2 dans R3 où F : D Ă R2 Ñ R3 est la carte. Nous
supposons que D vérifie les hypothèses de la formule de Green. Alors nous définissons

ż

F pBDq
ω “

ż

BD
F ˚ω (20.142)EqDefIntTroisForBordEqDefIntTroisForBord

où F ˚ω est la forme différentielle définie sur BD par pF ˚ωqpvq “ ω
`
dF pvq˘.

Cette définition est très abstraite, mais nous n’allons, en pratique, jamais l’utiliser, grâce au
théorème de Stokes.

20.6.10 Intégrer un champ de vecteurs sur un bord en 3D

Encore une fois, nous n’allons pas chercher bien loin :
ż

F pBDq
G “

ż

F pBDq
G5 (20.143)

où G5 est la forme différentielle associée au champ de vecteur. Le membre de droite est défini par
l’équation (20.142).

20.6.11 Dérivées croisées et forme différentielle exacte

Nous considérons le problème suivant : trouver une fonction f : R2 Ñ R telle que EqskfgfNr

$
’’&
’’%

Bf
Bx “ apx, yq (20.144a)
Bf
By “ bpx, yq (20.144b)

où a et b sont des fonctions supposées suffisamment régulières. Nous savons que ce problème n’a
pas de solutions lorsque

Ba
By ‰

Bb
Bx (20.145)

parce que cela impliquerait B2
xyf ‰ B2

yxf . Nous sommes en droit de nous demander si la condition

Ba
By “

Bb
Bx (20.146)
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impliquerait qu’il existe une solution au problème (20.144). La réponse est oui, et nous allons
brièvement la justifier. Pour plus de détails nous vous demandons de chercher un peu. La référence
[571] peut être utile.

Proposition 20.54.
Si a et b sont des fonctions qui satisfont à la condition

Ba
By “

Bb
Bx, (20.147)

alors la fonction
fpx, yq “

ż x

0
apt, 0qdt`

ż y

0
bpx, tqdt (20.148)EqllhTaTEqllhTaT

répond au problème
$
’’&
’’%

Bf
Bx “ apx, yq (20.149a)
Bf
By “ bpx, yq (20.149b)

La preuve qui suit n’en est pas complètement une parce qu’il manque des justifications, no-
tamment au moment de permuter la dérivée et l’intégrale.

Démonstration. La clef de la preuve est le théorème fondamental de l’analyse :
ż x

0

Bf
Bx pt, yqdt “ fpx, yq (20.150)

et son pendant par rapport à y :
ż y

0

Bf
By px, tqdt “ fpx, yq. (20.151)

En appliquant ces version du théorème fondamental, nous obtenons immédiatement.

Bf
By “ bpx, yq. (20.152)

En ce qui concerne la dérivée par rapport à y,

Bf
Bx “ apx, 0q `

ż y

0

Bb
Bxpx, tqdt (20.153a)

“ apx, 0q `
ż y

0

Ba
By px, tqdt (20.153b)

“ apx, 0q ` rapx, tqst“yt“0 (20.153c)
“ apx, yq. (20.153d)

En ce qui concerne l’unicité, supposons que f et g soient deux solutions au problème. L’équation

Bf
Bx “ apx, yq “ Bg

Bx (20.154)

implique que
fpx, yq “ gpx, yq ` Cpyq (20.155)

où C est une fonction seulement de y. L’autre équation implique

fpx, yq “ gpx, yq `Dpxq (20.156)
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où D est seulement une fonction de x. En égalisant nous voyons que les fonctions C et D doivent
être des constantes.

Par conséquent la fonction f est donnée à une constante près et en réalité la fonction (20.148)
est suffisante pour répondre au problème de trouver toutes les fonctions dont les dérivées partielles
sont données par les fonctions a et b.

La fonction f ainsi créée est un potentiel pour le champ de force

F px, yq “
ˆ
apx, yq
bpx, yq

˙
. (20.157)

Notez que ce champ de vecteurs est le gradient de f . La question initiale aurait donc pu être posée
en les termes suivants : trouver une fonction f dont le gradient est donné par

∇f “
ˆ
apx, yq
bpx, yq

˙
. (20.158)

20.7 Surfaces paramétrées
De la même façon qu’un chemin dans R3 est décrit comme une application σ : R Ñ R3, une

surface dans R3 sera vue comme une application φ : R2 Ñ R3. Une surface paramétrée dans
R3 est une application

φ : D Ă R2 Ñ R3

pu, vq ÞÑ φpu, vq “
¨
˝
xpu, vq
ypu, vq
zpu, zq

˛
‚.

(20.159)

Nous allons parler de la « surface φ » pour désigner l’image de φ dans R3.
Si on fixe le paramètre u “ u0, alors l’application

v ÞÑ φpu0, vq (20.160)

est un chemin dans la surface. Un vecteur tangent à ce chemin sera tangent à la courbe :

Bφ
Bv pu0, v0q “

¨
˝

Bx
Bv pu0, v0q
By
Bv pu0, v0q
Bz
Bv pu0, v0q

˛
‚. (20.161)

De même, en fixant v0, on considère le chemin

u ÞÑ φpu, v0q. (20.162)

Le vecteur tangent à ce chemin est égalent tangent à la surface :

Bφ
Bu “

¨
˝

Bx
Bupu0, v0q
By
Bupu0, v0q
Bz
Bupu0, v0q

˛
‚ (20.163)

DefSurfReguliere

Définition 20.55.
Nous disons que la surface est régulière si les vecteurs Buφpu0, v0q et Bvφpu0, v0q sont non nuls et
non colinéaires.

Si la surface est régulière, les vecteurs tangents au paramétrage forment le plan tangent à la
surface au point φpu0, v0q.

Un vecteur orthogonal à la surface (et donc au plan tangent) est donc donné par le produit
vectoriel :

npu0, v0q “ BφBu pu0, v0q ˆ BφBv pu0, v0q. (20.164)
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L’équation du plan tangent est alors obtenue par
¨
˝
x´ x0
y ´ y0
z ´ z0

˛
‚·npu0, v0q “ 0 (20.165)EqPlanTgSurfaceParmEqPlanTgSurfaceParm

où x0 “ xpu0, v0q, y0 “ ypu0, v0q, z0 “ zpu0, v0q.

20.7.1 Graphe d’une fonction

Soit la fonction f : D Ă R2 Ñ R. Le graphe de f est l’ensemble des points de la forme
`
x, y, fpx, yq˘ (20.166)

tels que px, yq P D. Cela est une surface paramétrée par

φ : D Ñ R3

px, yq ÞÑ
¨
˝

x
y

fpx, yq

˛
‚.

(20.167)

Les vecteurs tangents sont

Bφ
Bx “

¨
˝

1
0
Bf
Bx

˛
‚, Bf

By “
¨
˝

0
1
Bf
By

˛
‚. (20.168)

La surface est donc partout régulière parce que ces deux vecteurs ne sont jamais nuls ou colinéaires.
Un vecteur normal à cette surface au point px0, y0, fpx0, y0qq est donné par le produit vectoriel

n “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 Bxfpx0, y0q
0 1 Byfpx0, y0q

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´
Bf
Bx px0, y0qex ´ BfBy px0, y0qey ` ez. (20.169)

En suivant l’équation (20.165), nous avons l’équation suivante pour le plan :

¨
˝
x´ x0
y ´ y0
z ´ z0

˛
‚·

¨
˚̋´

Bf
Bx px0, y0q

´Bf
By px0, y0q

1

˛
‹‚“ 0, (20.170)

c’est-à-dire
´px´ x0qBfBx px0, y0q ´ py ´ y0qBfBy px0, y0q ` z ´ fpx0, y0q “ 0, (20.171)

ce qui revient à
z ´ fpx0, y0q “ BfBx px0, y0qpx´ x0q ` BfBy px0, y0qpy ´ y0q. (20.172)

Nous retrouvons donc l’équation du plan tangent à un graphe.

Exemple 20.56.
La sphère de rayon R peut être paramétrée par les angles sphériques :

ϕpθ, φq “
¨
˝
R sin θ cosφ
R sin θ sinφ
R cos θ

˛
‚ (20.173)

avec pθ, φq P r0, πs ˆ r0, 2πs.
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Tentons d’en trouver le plan tangent au point px, y, zq “ pR, 0, 0q. Un petit dessin nous montre
que c’est un plan vertical d’équation x “ R. Montrons cela en utilisant la théorie que nous venons
de découvrir. D’abord le point pR, 0, 0q correspond à θ0 “ π

2 et φ “ 0. Les vecteurs tangents sont

Tθ “ BϕBθ pR,
π

2 , 0q “
¨
˝
R cos θ cosφ
R cos θ sinφ
´R sin θ

˛
‚“

¨
˝

0
0
´R

˛
‚, (20.174)EqTthetaSphEqTthetaSph

et

Tφ “ Bϕ
BφpR,

π

2 , 0q “
¨
˝
´R sin θ sinφ
R sin θ cosφ

0

˛
‚“

¨
˝

0
R
0

˛
‚. (20.175)EqTvarphiSphEqTvarphiSph

Cela sont de toute évidence bien les deux vecteurs tangents à la sphère au point px, y, zq “ pR, 0, 0q.
Le vecteur normal est ∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
0 0 ´R
0 R 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ R2ex. (20.176)

Ici encore, nous avons le vecteur que nous attendions sur un dessin. L’équation du plan tangent
est maintenant ¨

˝
x´R
y
z

˛
‚·

¨
˝
R2

0
0

˛
‚“ 0, (20.177)

c’est-à-dire R2px´Rq “ 0 et donc x “ R. △

20.7.2 Intégrale sur une partie de Rm

Soit M une variété de dimension n dans Rm. Soit F : W Ă Rn Ñ M un paramétrage d’un
ouvert relatif de M .

Si f est une fonction définie sur un sous-ensemble A Ă F pW q tel que F´1pAq est mesurable,
l’intégrale de f sur A est définie par

ż

A
f “

ż

F´1pAq
fpF pwqqadetpJF pwqtJF pwqqdw

où l’intégrale est l’intégration usuelle (de Lebesgue) sur F´1pAq Ă Rn. On écrit parfois cette
intégrale

ş
F´1pAq fpF pwqqdσ où

dσ “a
detpJF pwqtJF pwqqdw (20.178)EQooARMAooQPhQALEQooARMAooQPhQAL

est l’élément infinitésimal de volume de la variété.
Si m “ 3 et n “ 2, l’élément infinitésimal de volume vaut

dσ “
››››
BF
Bw1

ˆ BF
Bw2

›››› dw

où ˆ représente le produit vectoriel dans R3, et pw1, w2q sont les coordonnées sur W Ă R2. Dans
la suite, nous ne regarderons plus que ce cas.

20.8 Intégrales de surface
secintsurfaciques

20.8.1 Intégrale d’un champ de vecteurs

Dans l’intégration curviligne, on a noté que si l’intégrale d’une fonction ne dépendait pas
de l’orientation du chemin, l’intégrale d’un champ de vecteurs ou d’une forme différentielle en
dépendait. Ce problème d’orientation apparait également dans l’intégration sur des surfaces de
l’espace.
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DEFooFTQLooXXbtOQ

Définition 20.57.
Une orientation sur une surface S Ă R3 est le choix d’un champ de vecteurs continu ν : S Ñ R3

dont la norme en tout point de S vaut 1.

On remarque qu’ayant fait un tel choix d’orientation νpxq en un point x, le seul autre choix
possible en x est ´νpxq. Si S est le bord d’un ouvert D Ă R3, l’orientation induite par D sur S
est, si elle existe, l’orientation qui pointe hors de D en tout point de S. Plus précisément, il faut
que pour tout x P D il existe ϵ ą 0 vérifiant, pour tout 0 ă t ă ϵ, la relation tνpxq R D. Dans ce
cas, le champ de vecteurs ν est appelé le vecteur normal unitaire extérieur à D et il est forcément
unique.

Soit G un champ de vecteurs défini sur une surface orientée par un champ ν. L’intégrale de G
sur S, aussi appelée le flux de G à travers S, est

ĳ

S

G· dS
def“

ĳ

S

xG, νy dσ. (20.179)eqflux-stareqflux-star

Si on suppose que la surface est paramétrée par une application

F : W Ă R2 Ñ R3 : pu, vq ÞÑ pF1pu, vq, F2pu, vq, F3pu, vqq

alors un vecteur unitaire ν peut s’écrire sous la forme

ν “
BF
Bu ˆ BF

Bv››BF
Bu ˆ BF

Bv
››

et grâce à ce paramétrage l’intégrale (20.179) devient
ĳ

S

G· dS “
ĳ

W

B
GpF pu, vqq, BFBu ˆ

BF
Bv

F
dudv.

où on utilise l’expression de dσ obtenue précédemment dans le cas qui nous intéresse (surface dans
l’espace).

20.9 Aires et intégrales

20.9.1 Aire d’une surface paramétrée

Lorsque nous avions vu la longueur d’une courbe paramétrée, nous avions pris comme « élément
de longueur » la norme du vecteur tangent. Il est donc naturel de prendre comme « élément de
surface » une petite surface que l’on peut construire à partir des deux vecteurs tangents à la surface.

Au point φpu0, v0q, nous avons les deux vecteurs tangents

Tu “ BφBu pu0, v0q Tv “ BφBv pu0, v0q. (20.180)

L’élément de surface que nous pouvons construire à partir de ces deux vecteurs est la surface du
parallélogramme, donnée par la norme du produit vectoriel :

dS “ }Tu ˆ Tv}. (20.181)EQooNYWSooZuvcPeEQooNYWSooZuvcPe

L’aire de la surface donnée par φ : D Ă R2 Ñ R3 sera donc donnée par

Aire
`
φpDq˘ “

ĳ

D

}Tu ˆ Tv}du dv. (20.182)
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Exemple 20.58.
Calculons l’aire de la sphère. Les vecteurs tangents ont déjà été calculés aux équations (20.174) et
(20.175) :

Tθ “
¨
˝
R cos θ cosφ
R cos θ sinφ
´R sin θ

˛
‚, Tφ “

¨
˝
´R sin θ sinφ
R sin θ cosφ

0

˛
‚. (20.183)

Le produit vectoriel vaut

Tθ ˆ Tφ “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
R cos θ cosφ R cos θ sinφ ´R sin θ
´R sin θ sinφ R sin θ cosφ 0

∣∣∣∣∣∣∣
“ pR2 sin2 θ cosφqex ` pR2 sin2 θ sinφqey
` pR2 cos θ sin θ cos2 φ`R2 sin θ cos θ sin2 φqez.

(20.184)

La norme demande quelques calculs et mises en évidences. Le résultat est :

}Tθ ˆ Tφ} “ R2 sin θ. (20.185)EqProdVectTTSPhEqProdVectTTSPh

L’aire de la sphère est donc donnée par

Aire “
ż 2π

0
dφ

ż π

0
R2 sin θdθ “ 2πR2r´ cos θsπ0 “ 4πR2. (20.186)

Il est bon de se souvenir que, en coordonnées sphériques,

}Tθ ˆ Tφ} “ R2 sin θ. (20.187)

Or nous savons que ce vecteur est dirigé dans le sens de er parce que ce dernier est le vecteur qui
est constamment dirigé radialement. En coordonnées sphériques nous avons donc

Tθ ˆ Tφ “ R2 sinpθqer. (20.188)EqNormalEnSpehEqNormalEnSpeh

△

Remarque 20.59.
L’équation (20.185) donne l’élément de surface pour la sphère. Notez que cela est justement l’ex-
pression du jacobien des coordonnées sphériques. Cela n’est évidemment pas une coïncidence.

Exemple 20.60.
Nous pouvons donner l’aire du graphe d’une fonction quelconque. La surface est paramétrée par

φpx, yq “
¨
˝

x
y

fpx, yq

˛
‚. (20.189)

Les vecteurs tangents sont

Tx “
¨
˝

1
0
Bxf

˛
‚, Ty “

¨
˝

0
1
Byf

˛
‚. (20.190)

Le produit vectoriel est donné par

Tx ˆ Ty “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 Bxf
0 1 Byf

∣∣∣∣∣∣∣ “ p´Bxfqex ´ pByfqey ` ez. (20.191)

L’élément de surface est par conséquent

dS “
dˆBf

Bx
˙2
`
ˆBf
By

˙2
` 1, (20.192)
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et la surface du graphe sera

Aire “
ĳ

D

dˆBf
Bx px, yq

˙2
`
ˆBf
By px, yq

˙2
` 1 dx dy (20.193)

△

20.9.2 Intégrale d’une fonction sur une surface

Si S est une surface dans R3 paramétrée par

φ : D Ñ R3

pu, vq ÞÑ φpu, vq P S, (20.194)

et si f est une fonction f : R3 Ñ R définie au moins sur S, l’intégrale de f sur S est logiquement
définie par ż

S
f dS “

ĳ

D

f
`
φpu, vq˘}Tupu, vq ˆ Tvpu, vq}dudv (20.195)

où Tu “ Bφ
Bu et Tv “ Bφ

Bv . La quantité

}Tupu, vq ˆ Tvpu, vq}dudv (20.196)

est appelé élément de surface.
Encore une fois, si on prend f “ 1, alors on retrouve la surface de S :

ż

S
dS “ AirepSq. (20.197)

Remarque 20.61.
Le nombre

ş
S fdS ne dépend pas de le paramétrage choisie pour S.

20.9.3 Intégrale d’une 2-forme

Nous considérons ω, une 2-forme différentielle sur R2.

Définition 20.62.
Si ωpx,yq “ upx, yqdx^ dy et si D est un ouvert de R2 alors nous définissons

ż

D
ω “

ż

D
upx, yqdx dy. (20.198)

Nous voulons maintenant intégrer une 2-forme sur une surface dans R3. Soit S Ă R3, une
surface orientée (c’est-à-dire que nous avons un choix continu d’un vecteur normal unitaire n).
Nous supposons de plus avoir un paramétrage ϕ : D Ñ S de S avec D ouvert dans R2 compatible
avec l’orientation, c’est-à-dire que pour tout pt, sq P D,

n
`
ϕpt, sq˘ “ BϕBt pt, sq ˆ

Bϕ
Bs pt, sq. (20.199)

Définition 20.63.
Pour intégrer ω sur S nous faisons ż

S
ω “

ż

D
ϕ˚ω (20.200)

où ϕ˚ω est de la forme F pt, sqdt^ ds.



1830 CHAPITRE 20. INTÉGRATION SUR DES VARIÉTÉS

Montrons ce que cela fait. Soient u, v des vecteurs de D et calculons

pϕ˚ωqpu, vq “ ω
`
dϕpuq, dϕpvq˘ (20.201a)

“ ω

ˆ
u1
Bϕ
Bx1

` u2
B8
Bx2

, v1
Bϕ
Bx1

` v2
B8
Bx2

˙
. (20.201b)

Les termes en u1v1 et u2v2 sont nuls ; par exemple :

ω

ˆ
u1
Bϕ
Bx1

, v1
Bϕ
Bx1

˙
“ u1v1ω

ˆ B8
Bx1

,
Bϕ
Bx1

˙
“ 0 (20.202)

parce que ω est antisymétrique. Il nous reste donc

pϕ˚ωqpu, vq “ pu1v2 ´ u2v1qω
ˆ Bϕ
Bx1

,
Bϕ
Bx2

˙
(20.203a)

“ ω

ˆ Bϕ
Bx1

,
Bϕ
Bx2

˙
pdt^ dsqpu, vq. (20.203b)

Cette dernière ligne est bien de la forme ϕ˚ω “ F pt, sqdt^ ds.

20.10 Flux d’un champ de vecteurs à travers une surface
Nous voulons construire un moulin à eau. Comment placer les pales pour maximiser le travail

de la pression de l’eau ? On n’a pas attendu l’invention du calcul intégral pour répondre à cette
question. Trois paramètres rentrent en ligne de compte :

(1) plus il y a d’eau, plus ça pousse ;
(2) plus la surface de la pale est grande, plus on va utiliser d’eau ;
(3) plus la pale est perpendiculaire au courant, plus on va en profiter.

Nous voyons sur la figure 20.2 que lorsque la pale du moulin est inclinée, non seulement elle prend
moins d’eau sur elle, mais qu’en plus elle la prend avec un moins bon angle : une partie de la force
ne sert pas à la faire tourner.

LabelFigUUNEooCNVOOsssLabelSubFigUUNEooCNVOOs0

(a) L’eau pousse bien perpendiculaire-
ment à la palle du moulin.

LabelFigUUNEooCNVOOsssLabelSubFigUUNEooCNVOOs1

(b) Lorsque l’eau ne pousse pas perpen-
diculairement, une partie de la force est
perdue. Ici la partie normale (en rouge)
est très petite.

Figure 20.2: La partie rouge de la force est perdue si l’eau ne pousse pas perpendiculairement.
De plus lorsque la pale est inclinée, elle prend moins d’eau sur elle. LabelFigUUNEooCNVOOs

L’idée du flux d’un champ de vecteurs à travers une surface est de savoir quelle est la quantité
« utile » de vecteurs qui traverse la surface. Ce sera simplement l’intégrale sur la surface de la
composante du champ de vecteurs normale à la surface. Il reste deux problèmes à régler : le
premier est de savoir quel est le vecteur normal à la surface, et le second est de savoir comment
« sélectionner » la composante normale d’un champ de vecteurs F .

Le problème de trouver un vecteur normal est résolu par le produit vectoriel des vecteurs
tangents. Si la surface est donnée par φ : D Ă R2 Ñ R3, les vecteurs tangents sont Tu “ Buφpu, vq
et Tv “ Bvφpu, vq. Le normal de norme 1 est donné par :

npu, vq “ Tu ˆ Tv
}Tu ˆ Tv} . (20.204)
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Si p est un point de la surface φpDq, la composante de F ppq qui est normale à la surface au
point p est donnée par le produit scalaire

F ppqK “ F ppq·nppq. (20.205)

C’est ce nombre là que nous intégrons sur la surface.

Définition 20.64.
Le flux du champ de vecteurs à travers la surface S “ φpDq est

ż
F · dS “

ż
F ·ndudv. (20.206)

Une petite simplification se produit lorsqu’on veut calculer effectivement cette intégrale. En
effet F ·n est, en soi, une fonction sur S. Pour l’intégrer, il faut donc la multiplier par }Tu ˆ Tv}
(c’est la définition de l’intégrale d’une fonction sur une surface). Donc, étant donné que n “
pTu ˆ Tvq{}Tu ˆ Tv}, nous avons

ż
F · dS “

ĳ

D

F
`
φpu, vq˘· pTu ˆ Tvq dudv (20.207)

où Tu “ Bϕ
Bu et Tv “ Bφ

Bv .

Exemple 20.65.
Soit le champ de vecteurs

F “
¨
˝

2x
2y
2z

˛
‚. (20.208)

Calculons son flux au travers de la sphère de rayon R.
Nous choisissons de paramétrer la sphère en coordonnées sphériques avec ϕpθ, φq. Nous pouvons

reprendre le résultat (20.188) :
Tθ ˆ Tφ “ R2 sinpθq. (20.209)

Nous savons aussi que
F
`
ϕpθ, φq˘ “ Rer. (20.210)

L’intégrale à calculer est donc

I “
ż π

0
dθ

ż 2π

0
dφ 2er ·

`
R2 sinpθqer

˘
. (20.211)

Vu que le produit scalaire er · er vaut 1, nous calculons

I “ 4πR2
ż π

0
sinpθqdθ “ 8πR2. (20.212)

△

Exemple 20.66.
Calculons le flux du champ de force de gravitation d’une masse au travers de la sphère de centre
R centrée autour la masse. À un coefficient constant près, le champ vaut

Gpr, θ, φq “ 1
r2 er. (20.213)

Sur la sphère de rayon R, nous avons

G
`
ϕpθ, φq˘ “ 1

R2 er. (20.214)

L’intégrale est donc ż π

0
dθ

ż 2π

0

1
R2 er ·

`
R2 sinpθqer

˘
dφ “ 8π. (20.215)

Ce flux ne dépend pas de R. △
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Exemple 20.67.
Soit S le disque de rayon 5 placé horizontalement à la hauteur 12. Calculer le flux du champ de
vecteurs

F px, y, zq “ xex ` yey ` zez. (20.216)

Les équations de la surface sont z “ 12, x2`y2 ď 25. Nous prenons le paramétrage en coordonnées
cylindriques :

φpr, θq “
¨
˝
r cospθq
r sinpθq

12

˛
‚. (20.217)

Les vecteurs tangents sont

Tr “ BφBr “
¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚ Tθ “ BφBθ “

¨
˝
´r sin θ
r cos θ

0

˛
‚. (20.218)

Le vecteur normal est alors
Tr ˆ Tθ “ rez. (20.219)

Sur la surface, le champ de vecteurs s’écrit

F
`
φpr, θq˘ “ r cospθqex ` r sinpθqey ` 12ez. (20.220)

Par conséquent
F · pTr ˆ Tθq “ 12r. (20.221)

L’intégrale à calculer est ż 5

0
dr

ż 2π

0
12r dθ “ 12 · 2π

ż 5

0
r dr

“ 25
2 24π

“ 300π.

(20.222)

△

20.11 Divergence, Green, Stokes
Le théorème de Stokes (et ses variations) peut se voir comme une généralisation du théorème

fondamental du calcul différentiel et intégral qui stipule que
ż b

a
f 1pxqdx “ fpbq ´ fpaq

c’est-à-dire qui relie l’intégrale de f 1 sur I “ ra, bs aux valeurs de f sur le bord BI “ ta, bu. Le
signe ´ qui apparait vient de l’orientation ; celle-ci requiert de la prudence dans l’utilisation des
théorèmes.

Voici, pour votre culture générale, un énoncé général :
ThoATsPuzF

Théorème 20.68.
Si M est une variété orientable de dimension n avec un bord noté BM , alors pour toute forme
différentielle ω de degré n´ 1 on a ż

M
dω “

ż

BM
ω.

où dω désigne la différentielle extérieure de ω.

Nous allons maintenant voir quelques cas particuliers.
Une des nombreuses formes du théorème de Stokes (théorème 20.68) est que si la forme diffé-

rentielle ω est exacte alors son intégrale est facile.
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ThoUJMhFwU

Théorème 20.69 ([1]).
Si γ est une chemin de classe C1 dans un ouvert Ω et si ω est la forme différentielle exacte ω “ df ,
alors ż

γ
df “ f

`
γp1q˘´ f`γp0q˘. (20.223)

Démonstration. C’est une application du lemme 12.277 et du théorème fondamental du calcul
intégral 14.265.

20.11.1 Théorème de la divergence

Si nous considérons une surface dans Rn et un champ de vecteurs, il est bon de se demander
quelle « quantité de vecteurs » traverse la surface. Soit D, un ouvert borné de Rn telle que BD soit
une variété de dimension n´1, et G, un champ de vecteurs défini sur D̄. Afin de compter combien
de G traverse BD, il faudra faire en sorte de ne considérer que la composante de G normale à BD :
pas question d’intégrer par exemple la norme de G sur BD.

Comme nous le savons, la composante du vecteur v dans la direction w est le produit scalaire
v· 1w où 1w est le vecteur de norme 1 dans la direction w. Nous allons donc introduire le concept
de vecteur normal extérieur.

Définition 20.70.
Soit x P BD et ν P Rn, nous disons que ν est un vecteur normal extérieur de BD si

(1) xν, vy “ 0 pour tout vecteur tangent v à BD au point x. Pour rappel, BD étant une variété
de dimension n´ 1, il y a n´ 1 tels vecteurs v linéairement indépendants.

(2) Il existe un δ ą 0 tel que @t P s0, δr, nous avons x` tν R D̄ et x´ tν P D.

Nous pouvons maintenant définir le concept de flux. Soit D Ă Rn tel que BD soit une variété
de dimension n ´ 1 qui admette un vecteur normal extérieur νpxq en chaque point. Soit aussi
G : D̄ Ñ Rn, un champ de vecteur de classe C1. Le flux de G au travers de BD est le nombreż

BD
xGpxq, νpxqydσpxq. (20.224)

Cette intégrale est en général très compliquée à calculer parce qu’il faut trouver le champ de
vecteur normal, puis un paramétrage de la surface BD et ensuite appliquer la méthode décrite au
point 20.8.

Heureusement, il y a un théorème qui nous permet de calculer plus facilement : sans devoir
trouver de vecteurs normaux.

Il n’est pas plus contraignant d’énoncer ce théorème dans le cadre d’une hypersurface de Rn,
ce que nous faisons donc :

Théorème 20.71 (Formule de la divergence).
Soit D un ouvert borné de Rn dont le bord est « assez régulier par morceaux », c’est-à-dire :

BD “ A1 Y . . . Ap YN (20.225)
où

(1) A1, . . . , Ap, N sont deux à deux disjoints,
(2) pour tout i ď p, Ai est un ouvert relatif d’une certaine variété Mi de dimension pn´ 1q
(3) Āi ĂMi

(4) N est un compact contenu dans une réunion finie de variétés de dimensions pn´ 2q.
Supposons également qu’en chaque point de A1 Y . . .YAp il existe un vecteur normal extérieur ν.

Si G est un champ de vecteurs de classe C1 sur D̄ alors
ż

D
∇ ·G “

pÿ

i“1

ż

Ai

xG, νy . (20.226)

L’intégrale du membre de gauche est l’intégrale sur un ouvert d’une simple fonction.
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20.11.2 Lacets et homotopie
DEFooQZMSooYYkGDv

Définition 20.72 (chemin, lacet[203, 572]).
Plusieurs notions autour de chemins dans un espace topologique X.

(1) Un chemin dans un espace vectoriel X est une application continue γ : ra, bs Ñ X avec
a ă b.

(2) Un lacet dans X est un chemin γ : ra, bs Ñ X tel que γpaq “ γpbq.
(3) Un chemin γ : r0, 1s Ñ Rn est régulier si il est C1 et si γ1ptq ‰ 0 pour tout t
(4) Le chemin γ : ra, bs Ñ X est un chemin de Jordan si il est injectif.
(5) Un lacet γ : ra, bs Ñ X est un lacet de Jordan si γ : ra, br Ñ X est injective.
(6) Une courbe de Jordan est l’image d’un lacet de Jordan.
(7) Une courbe simple est l’image d’un chemin de Jordan.

L’homotopie sera définie en 20.74.

20.73.
Un chemin de Jordan peut évidemment être vu comme une application γ : r0, 2πs Ñ R2 telle
que γp0q “ γp2πq. En particulier il n’est jamais mauvais de se rappeler qu’on peut choisir un
paramétrage normal par la proposition 21.46.

DEFooHJQTooYUFcee

Définition 20.74 (homotopie de lacets).
Soit un espace topologique X. Les lacets 13 γ0, γ1 : ra, bs Ñ X sont homotopes dans X si il existe
une application continue

H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ X (20.227)

telle que
(1) Pour tout s P r0, 1s, l’application

Γs : ra, bs Ñ X

t ÞÑ Hps, tq (20.228)

est un lacet dans X.
(2) Nous avons Γ0 “ γ0 et Γ1 “ γ1.

L’application H est l’homotopie entre γ0 et γ1.
DEFooLXDTooDPgxqL

Définition 20.75 (Homotopie à extrémités fixées[203]).
Soit un espace topologique X. Soient des chemins γ0, γ1 : ra, bs Ñ X. Nous supposons que leurs
extrémités soient égales, et nous les notons p, q : γ0paq “ γ1paq “ p et γ0pbq “ γ1pbq “ q. Nous
disons que γ0 et γ1 sont homotopes avec les extrémités fixées si il existe une application
continue H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ X telle que

(1) les extrémités sont fixées : Hps, aq “ p et Hps, bq “ q pour tout s P r0, 1s.
(2) pour tout t P ra, bs, nous avons Hp0, tq “ γ0ptq et Hp1, tq “ γ1ptq.

20.11.3 Formule de Green

La formule de Green est un cas particulier du théorème de la divergence dans le cas n “ 2,
légèrement reformulé.

THOooQSWMooAZasTl

Théorème 20.76.
Soit D Ă R2 ouvert borné tel que son bord est la réunion finie d’un certain nombre de chemins

13. Définition 20.72.
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de classe C1 de Jordan réguliers. Supposons qu’en chaque point de son bord, D possède un vecteur
normal unitaire extérieur ν. Soient P et Q deux fonctions réelles de classe C1 sur D̄. Alors

ĳ

D

pBxQ´ ByP qdx dy “
¿

BD
Pdx`Qdy (20.229)EqYLblSqVEqYLblSqV

où chaque chemin γ formant le bord de D est orienté de sorte que Tν “ 9γ
} 9γ} où T représente la

rotation d’angle `π
2 .

Justifions le fait que cela soit un cas particulier de la formule de Stokes du théorème 20.68.
Nous considérons la forme différentielle

ω “ Pdx`Qdy, (20.230)

et sa différentielle

dω “
ÿ

i

dωi ^ dxi (20.231a)

“
ˆBP
Bx dx`

BP
By dy

˙
^ dx`

ˆBQ
Bx dx`

BQ
By dy

˙
^ dy (20.231b)

“
ˆBQ
Bx ´

BP
By

˙
dx^ dy. (20.231c)

Intégrons cette forme dω sur le domaine ouvert D que nous paramétrons de façon triviale par

φ : D Ñ R2

pu, vq ÞÑ pu, vq. (20.232)

Ce que nous avons est ĳ

D

dω “
ĳ

D

dωpu,vq
ˆBφ
Bu ,

Bφ
Bv

˙
dudv (20.233)EqKYjFEGFEqKYjFEGF

Nous avons aussi Tu “ Bφ
Bu “

ˆ
1
0

˙
et Tv “ Bφ

Bv “
ˆ

0
1

˙
et donc

pdx^ dyqpTu, Tvq “ dxpTuqdypTvq ´ dxpTvqdypTuq “ 1´ 0 “ 1. (20.234)

L’intégrale (20.233) se développe donc en
ĳ

D

dω “
ĳ

D

ˆBQ
Bx pu, vq ´

BP
By pu, vq

˙
pdx^ dyqpTu, Tvqdudv “

ĳ

D

ˆBQ
Bx ´

BP
By

˙
dudv. (20.235)

Par conséquent la formule de Stokes nous donne la formule (20.229).
La formule de Green nous permet de calculer l’aire de la surface délimitée par une courbe

fermée en termes de l’intégrale d’une forme bien choisie le long du contour. Pour cela nous prenons
la forme

ω “ ´y2dx`
x

2dy, (20.236)EqZNXYMQbEqZNXYMQb

de telle sorte que BxQ´ ByQ “ 1 et que
ĳ

D

dω “
ĳ

D

dudv “ S, (20.237)

et au final l’aire est donnée par
S “

ż

BD

´
´y2dx`

x

2dy
¯
. (20.238)
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Lorsque le bord de D est paramétré par

γ : ra, bs Ñ R2

u ÞÑ
ˆ
xpuq
ypuq

˙
,

(20.239)

nous avons
pPdx`Qdyqγ1puq “ Px1 `Qy1, (20.240)

et alors ż

BD
Pdx`Qdy “

ż b

a
P
`
xpuq, ypuq˘x1puq `Q`xpuq, ypuq˘y1puqdu. (20.241)

En ce qui concerne l’aire de la surface, nous prenons les P et Q de la forme 20.236 :

S “ 1
2

ż b

a

´
´ ypuqx1puq ` xpuqy1puq

¯
du. (20.242)EqAJGrtOkEqAJGrtOk

20.11.4 Formule de Stokes
secstokesusuel

La formule de Stokes est la version classique, qui permet d’exprimer la circulation d’un champ
de vecteur le long d’une courbe de R3 comme le flux de son rotationnel à travers n’importe quelle
surface dont le bord est la courbe. La version présentée ici suppose que la surface peut se paramétrer
en un seul morceau :

THOooDCPKooMqNOMU

Théorème 20.77 (Formule de Stokes).
Soit F : W Ă R2 Ñ R3 un paramétrage (carte) d’une surface dans R3, supposée de classe C2.
Soit D un ouvert de R2 vérifiant les hypothèses de la formule de Green, et tel que D̄ Ă W . Soit
G un champ de vecteurs de classe C1 défini sur F pD̄q, et soit N le champ normal unitaire donné
par le paramétrage

N “
BF
Bu ^ BF

Bv››BF
Bu ^ BF

Bv
›› (20.243)

alors ĳ

F pDq
x∇ˆG,Ny dσF “

ż

F pBDq
G (20.244)EqStokesThoEqStokesTho

où les chemins formant le bord BD sont orientés comme dans le théorème de Green.

Notons, juste pour avoir une bonne nouvelle de temps en temps, que

dσF “
››››
BF
Bu ˆ

BF
Bv

›››› dudv, (20.245)

mais cette norme apparaît exactement au dénominateur de N . Il ne faut donc pas la calculer parce
qu’elle se simplifie.

Sous forme un peu plus physicienne 14, la formule (20.244) s’écrit
ż

F pDq
x∇ˆG,Npxqy dσF pxq “

ż

F pγq
xG,T y ds (20.246)

où T est le vecteur unitaire tangent à F pγq.

14. et surtout plus explicite.
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20.11.4.1 Quelle est la bonne orientation ?

Le signe du vecteur normal N dépend du choix de l’ordre des coordonnées dans la carte.
Supposons que je veuille paramétrer la surface x2 ` y2 “ 1, z “ 1. Nous prenons naturellement
comme carte le cercle C de rayon 1 dans R2 et la carte

F pr, θq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

1

˛
‚. (20.247)

Mais nous aurions aussi pu mettre les coordonnées r et θ dans l’autre ordre :

F̃ pθ, rq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

1

˛
‚. (20.248)

Les vecteurs normaux ne sont pas les même : la carte F donnera BrF ˆ BθF , tandis que l’autre
donnera BθF̃ ˆ BrF̃ . Le signe change !

Il faut savoir laquelle choisir. Le cercle C Ă R2 a une orientation donnée par le théorème de
Green. Nous choisissons l’ordre des coordonnées pour que 1θ et 1r soient dans la même orientation
que les vecteurs ν et T tels que donnés par le théorème de Green, et tels que dessinés sur la
figure 20.3.

n

eθ

Figure 20.3: L’orientation sur le cercle. Si nous les prenons dans l’ordre, les vecteurs p1r, 1θq ont
la même orientation que celle donnée par les vecteurs pν, T q donnés par la convention de Green.LabelFigCercleTnu

Plus généralement, nous choisissons l’ordre des coordonnées u et v pour que la base p1u, 1vq ait
la même orientation que pν, T q où T a le sens convenu dans le théorème de Green.

20.12 Résumé des intégrales vues

Nous sommes maintenant capables de revoir tous les types d’intégrales vues jusqu’ici de façon
très cohérentes. Nous commencerons par les intégrales de fonctions et nous ferons ensuite les
intégrales de champs de vecteurs.

20.12.1 L’intégrale d’une fonction sur les réels

Si f : ra, bs Ă RÑ R est une fonction usuelle, sont intégrale est
ż b

a
fpxqdx “ F pbq ´ F paq (20.249)

où F est une primitive de f .
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20.12.2 Intégrale d’une fonction sur un chemin

Si f est une fonction sur R3 et si σ : ra, bs Ñ R3 est un chemin dans R3, l’intégrale de f sur σ
est, par définition, ż

f dσ “
ż b

a
f
`
σptq˘}σ1ptq}dt. (20.250)

20.12.3 Intégrale d’une fonction sur une surface

Nous devons paramétrer la surface S par une application φ : D Ă R2 Ñ R3. À partir d’un
tel paramétrage, nous construisons un élément de surface en prenant le produit vectoriel des deux
vecteurs tangents :

dS “ BφBu ˆ
Bφ
Bv dudv. (20.251)

L’intégrale est ż
f dS “

ĳ

D

f
`
φpu, vq˘

››››
Bφ
Bu ˆ

Bφ
Bv

›››› dudv. (20.252)EqDefIntSurffSEqDefIntSurffS

Il ne faut pas rajouter de jacobien : la norme du produit vectoriel est le jacobien.

Remarque 20.78.
La formule (20.252) est autant valable pour des surfaces dans R2 que dans R3. Si nous considérons
une surface dans R2, nous la voyons dans R3 en ajoutant un zéro comme troisième composante.

Exemple 20.79.
Les coordonnées polaires sont données par

φpr, θq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

0

˛
‚. (20.253)

Les vecteurs tangents à ce paramétrage sont

Tr “ BφBr “
¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚, Tθ “ BφBθ “

¨
˝
´r sin θ
r cos θ

0

˛
‚. (20.254)

Le vecteur normal est
Bφ
Br ˆ

Bφ
Bθ “

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

cos θ sin θ 0
´r sin θ r cos θ 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ rez. (20.255)

Nous trouvons donc que l’élément de surface est la norme de rez, c’est-à-dire r, le jacobien connu.
△

20.12.4 Intégrale d’une fonction sur un volume

Si V est un volume dans R3, nous effectuons la même procédure : nous trouvons un paramé-
trage, et nous formons un élément de volume avec les vecteurs tangents de le paramétrage. Nous
avons donc un volume déterminé par l’application

φ : D Ă R3 Ñ R3, (20.256)

et ses trois vecteurs tangents
Tu “ BφBu
Tv “ BφBv
Tw “ Bφ

Bw.

(20.257)
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Comment former un volume avec trois vecteurs ? Réponse : le produit mixte. L’intégrale de f sur
V sera ż

f dV “
¡

D

f
`
φpu, v, wq˘

››››
Bφ
Bu ·

ˆBφ
Bv ˆ

Bφ
Bw

˙›››› dudvdw. (20.258)

Encore une fois, le produit mixte est le jacobien. Prenons les coordonnées sphériques :

xpr, θ, φq “ r sinpθq cospφq
ypr, θ, φq “ r sinpθq sinpφq
zpr, θ, φq “ r cospθq

(20.259)

Les trois vecteurs tangents seront

Tr “
¨
˝

Bx
BrBy
BrBz
Br

˛
‚“

¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚ (20.260a)

Tθ “
¨
˝

Bx
BθBy
BθBz
Bθ

˛
‚“

¨
˝
r cospθq cospφq
r cospθq sinpφq
´r sinpθq

˛
‚ (20.260b)

Tφ “

¨
˚̋

Bx
BφBy
BφBz
Bφ

˛
‹‚“

¨
˝
´r sinpθq sinpφq
r sinpθq cospφq

0

˛
‚ (20.260c)

Nous avons vu que le produit mixte revient à mettre toutes les composantes dans une matrice. Ici
nous avons donc

Bϕ
Br ·

ˆBϕ
Bθ ˆ

Bϕ
Bφ

˙
“

∣∣∣∣∣∣∣
Bx
Br

By
Br

Bz
BrBx

Bθ
By
Bθ

Bz
BθBx

Bφ
By
Bφ

Bz
Bφ

∣∣∣∣∣∣∣ (20.261)

Cela est précisément le jacobien dont nous parlions plus haut.

20.12.5 Conclusion pour les fonctions

Lorsque nous intégrons une fonction sur un chemin, une surface ou un volume, la technique est
toujours la même :

(1) Trouver un paramétrage à une, deux ou trois variables.
(2) Dériver le paramétrage par rapport à ses variables.
(3) Construire un élément de longueur, surface ou volume à partir des vecteurs que l’on a. Cela

se fait en prenant la norme, le produit vectoriel ou le produit mixte.

20.12.6 Circulation d’un champ de vecteurs

Pour les champs de vecteurs, nous faisons la même chose, mais au lieu de multiplier par l’élé-
ment de longueur ou de surface, nous prenons le produit scalaire. Si nous considérons la courbe
paramétrée σ : ra, bs Ñ R3 et le champ de vecteurs F , nous avons donc

ż

σ
F “

ż
F · dσ “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (20.262)

20.12.7 Flux d’un champ de vecteurs

Si la surface S Ă R3 est paramétrée par

ϕ : D Ă R2 Ñ R3

pu, vq ÞÑ ϕpu, vq, (20.263)
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et si F est un champ de vecteurs, alors on a
ż

S
F “

ż

S
F · dS “

ĳ

D

F
`
ϕpu, vq˘·

ˆBϕ
Bu ˆ

Bϕ
Bv

˙
dudv. (20.264)EqResIntFluxPhiEqResIntFluxPhi

20.12.8 Conclusion pour les champs de vecteurs

La circulation et le flux ne représentent pas tout à fait la même chose. En effet pour la circula-
tion, nous sélectionnons la composante tangente à la courbe, c’est-à-dire la partie du vecteurs qui
« circule » le long de la courbe. Une force perpendiculaire au mouvement ne travaille pas.

La situation est exactement le contraire pour le flux. Étant donné que le vecteur

Bϕ
Bu ˆ

Bϕ
Bv (20.265)

est normal à la surface, le fait de prendre le produit scalaire du champ de vecteurs avec lui
sélectionne la composante normale à la surface, c’est-à-dire la partie du vecteur qui traverse la
surface.

20.12.9 Attention pour les surfaces fermées !

Si nous considérons une surface fermée, il faut faire attention à choisir une orientation. Les
vecteurs normaux doivent soit tous pointer vers l’intérieur soit tous vers l’extérieur. En effet, en
tant que vecteur normal, nous avons choisi de prendre

Tu ˆ Tv. (20.266)

Mais le vecteur Tv ˆ Tu est tout aussi normal ! Il n’y a pas à priori de façon standard pour choisir
l’un ou l’autre. Il faut juste être cohérent : il faut que si on divise la surface en plusieurs morceaux,
tous les vecteurs pointent dans le même sens.

Notez que si vous faites un choix et que votre voisin fait le choix inverse, vous obtiendrez des
réponses qui diffèrent d’un signe. Sans plus de précisions 15, les deux réponses sont correctes.

Un exemple de ce problème est donné dans l’exemple 20.80.
EXooAJRLooSTPChN

Exemple 20.80.
Calculer le flux du champ de vecteurs

F px, y, zq “ ex (20.267)

au travers du cylindre de rayon R et de hauteur h autour de l’axe z.
Même question si le cylindre est autour de l’axe x.
Remarque : ces cylindres sont considérés avec leur « couvercles ».
Un paramétrage du cylindre autour de l’axe z est

ϕpθ, zq “
¨
˝
R cos θ
R sin θ
z

˛
‚. (20.268)

Les vecteurs tangents sont

Tθ “
¨
˝
´R sin θ
R cos θ

0

˛
‚, Tz “

¨
˝

0
0
1

˛
‚. (20.269)

Le vecteur normal est donc

Tθ ˆ Tz “ R cospθqex `R sinpθqey. (20.270)

15. Il faudrait définir ce qu’est une surface orientable et choisir une orientation.
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C’est un vecteur dirigé vers l’extérieur.
Le champ de vecteurs considéré est constant : F pθ, zq “ ex. Nous avons donc

F pθ, zq· pTθ ˆ Tzq “ R cospθq (20.271)

et le flux vaut
Φ “

ż 2π

0
dθ

ż h

0
R cospθqdz “ 0. (20.272)

En ce qui concerne les couvercles haut au bas, ils sont paramétrés par

ϕ1pr, θq “
¨
˝
R cospθq
R sinpθq

h

˛
‚, ϕ2pr, θq “

¨
˝
R cospθq
R sinpθq

0

˛
‚. (20.273)

Les vecteurs normaux correspondants sont dans la direction de ez, de façon que le produit scalaire
avec F pr, θq soit nul. Le flux total est donc nul.

Regardons maintenant le cylindre le long de l’axe x. Un paramétrage est

ϕpθ, xq “
¨
˝

x
R cospθq
R sinpθq

˛
‚, (20.274)

et le vecteurs tangents sont

Tθ “
¨
˝

0
´R sin θ
R cos θ

˛
‚, Tx “

¨
˝

1
0
0

˛
‚. (20.275)

Le vecteur normal est alors donné par

Tθ ˆ Tx “ R cospθqey `R sinpθqez. (20.276)

Nous avons par conséquent F pθ, xq· pTθ ˆ Txq “ 0. Pas de flux par le côté du cylindre.
Regardons les « couvercles ». Le premier est donné par le paramétrage

ϕ1pr, θq “
¨
˝

0
r cospθq
r sinpθq

˛
‚. (20.277)

Le vecteur normal serait Tr ˆ Tθ “ rex, et le flux

Φ “
ż 2π

0
dθ

ż R

0
r dr “ πR2. (20.278)

Le second couvercle est donné par

ϕ2pr, θq “
¨
˝

h
r cospθq
r sinpθq

˛
‚. (20.279)

Le vecteur normal est encore rex, et le flux est à nouveau πR2.
Le flux total serait donc 2πR2.
Cela n’est pas possible parce que tous les vecteurs qui « rentrent » d’un côté doivent « sortir »

de l’autre côté. L’erreur est le le premier vecteur normal est un vecteur qui pointe vers l’intérieur
du cylindre, tandis que le second pointe vers l’extérieur. Si nous choisissons, par convention, de
prendre uniquement les vecteurs extérieurs, il faut changer le vecteur normal du premier couvercle
en ´rex. Le premier flux vaudra donc

´πR2, (20.280)

de telle sorte que le flux total sera nul. △
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20.13 Formes différentielles exactes et fermées

Nous avons déjà parlé de formes différentielles et de leurs intégrales sur un chemin dans la
section 12.21.

DefEFKQmPs

Définition 20.81.
La forme différentielle ω est exacte si il existe une fonction f telle que ω “ df ; elle est dite
fermée si dω “ 0.

Dire que la forme différentielle ω “ fdx` gdy est fermée, c’est dire que

Bg
Bx “

Bf
By . (20.281)

Il est naturel de se demander si toutes les formes différentielles sont des différentielles de fonc-
tions. Une réponse complète est délicate à établir, mais a d’innombrables conséquences en physique,
notamment en ce qui concerne l’existence d’un potentiel vecteur pour le champ magnétique dans
les équations de Maxwell.

Le fait qu’une forme exacte soit fermée est relativement facile à établir ; c’est la proposition
suivante. La question plus délicate est la réciproque : sous quelles conditions une forme fermée
est-elle exacte ?

Proposition 20.82.
Si ω est une 1-forme exacte de classe C1, alors ω est fermée.

Démonstration. Le fait que ω soit exacte implique l’existence d’une fonction f telle que ω “ df ,
c’est-à-dire

ωx “
ÿ

i

aipxqdxi “
ÿ

i

Bf
Bxi pxqdxi, (20.282)

c’est-à-dire que aipxq “ Bf
Bxi
pxq. L’hypothèse que ω est C1 implique que f est C2, et donc que nous

pouvons inverser l’ordre de dérivation pour les dérivées secondes B2
ijf “ B2

jif . Nous pouvons donc
faire le calcul suivant : Bai

Bxj “
B
Bxj

Bf
Bxi “

B
Bxi

Bf
Bxj “

Baj
Bxi , (20.283)

ce qu’il fallait démontrer.

La réciproque est vraie sur un ouvert simplement connexe.
ThoFermeExactFormRappel

Théorème 20.83.
Supposons que D Ă Rn soit un ouvert simplement connexe. Alors toute forme différentielle de
degré 1 et de classe C1 sur D qui est fermée est exacte.

Nous allons prouver ce théorème dans un cas un peu moins général : celui d’un domaine étoilé
de R2 plutôt que simplement connexe de Rn.

ThoMSofFxL

Théorème 20.84.
Soit D Ă R2, une ouvert étoilé, et ω, une 1-forme fermée de classe C1. Alors ω est exacte.

Démonstration. Soit D Ă R2, un ouvert étoilé par rapport à l’origine. Soient f : D Ñ R, g : D Ñ
R, des fonctions de classe C1 telles que

Bf
By “

Bg
Bx (20.284)

sur D, et

F px, yq “
ż 1

0

“
fptx, tyqx` gptx, tyqy‰dt (20.285)EqIMDefFformI33EqIMDefFformI33

pour tout px, yq P D.
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Étant donné que nous ne définissons F px, yq que pour des px, yq P D, la fonction t ÞÑ fptx, tyq
est C1 sur tout le compact r0, 1s et aucune divergence de l’intégrale n’est à craindre. Nous sommes
donc dans le cadre de la proposition 17.28, et nous pouvons dériver sous le signe intégral.

Nous calculons, en utilisant la règle de dérivation de fonctions composées

BF
Bx px, yq “

ż 1

0

„
f
Bf
Bx ptx, tyqx` fptx, tyq ` t

Bg
Bxptx, tyqy

ȷ
dt

“
ż 1

0

„
t
´
x
Bf
Bx ptx, tyq ` y

Bf
By ptx, tyq

¯
` fptx, tyq

ȷ
dt

(20.286)EqIMI33dsdsFloloEqIMI33dsdsFlolo

où nous avons utilisé l’hypothèse Byf “ Bxg. Ce qui se trouve dans la parenthèse n’est autre que
Bt
`
fptx, tyq˘, plus précisément, si nous posons Fpx, y, tq “ fptx, tyq, nous avons

BF
Bt px, y, tq “ x

Bf
Bx ptx, tyq ` y

Bf
By ptx, tyq. (20.287)

En recopiant le résultat (20.286) en termes de F , nous avons

BF
Bx px, yq “

ż 1

0

ˆ
t
BF
Bt px, y, tq ` Fpx, y, tq

˙
dt

“
ż 1

0
Bt
`
tFpx, y, tq˘dt

“ “
tFpx, y, tq‰1

0
“ Fpx, y, 1q
“ fpx, yq.

(20.288)

Le résultat correspondant pour BF
By px, yq “ gpx, yq s’obtient de la même manière. Nous avons donc

obtenu que
BF
Bx “ f, et BF

By “ g. (20.289)EqIMFormI33FffddEqIMFormI33Fffdd

En ayant prouvé cela, nous avons prouvé que si ω “ fdx ` gdy avec Byf “ Bxg, alors ω “ dF où
F est définie par (20.285).

Démonstration alternative du théorème 20.84. Nous posons u “ tx et v “ ty, ainsi que Fpx, y, tq “
fpu, vq et Gpx, y, tq “ gpu, vq. Avec cette notation, nous avons

F px, yq “
ż 1

0

`
xFpx, y, tq ` yGpx, y, tq˘dt, (20.290)

et BF
Bx “

Bf
Bu
Bu
Bx `

Bf
Bv
Bv
Bx “ t

Bf
Bu,

BG
Bx “ t

Bg
Bu.

(20.291)

Ainsi,
BF
Bx “

ż 1

0

ˆ
x
BF
Bx ` F ` yBGBx

˙
dt

“
ż 1

0

ˆ
xt
Bf
Bu ` F ` ytBgBu

˙
dt

“
ż 1

0

„
t

ˆ
x
Bf
Bu ` y

Bf
Bv

˙
` F

ȷ
dt.

(20.292)

où nous avons utilisé le fait que, par hypothèse, Bg
Bu “ Bf

Bv . Nous calculons par ailleurs que

BF
Bt “

Bf
Bu
Bu
Bt `

Bf
Bv
Bv
Bt “ x

Bf
Bu ` y

Bf
Bv . (20.293)
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Donc, nous avons
BF
Bx “

ż 1

0

ˆ
t
BF
Bt ` F

˙
dt “

ż 1

0

B
BtptFqdt. (20.294)

Par conséquent,
BF
Bx “ rtFs

1
0 “ Fpx, y, 1q “ fpx, yq. (20.295)

Le même genre de calculs fournit BF
By “ gpx, yq.

20.14 Théorème d’Abel angulaire
ThoTGjmeen

Théorème 20.85 (Abel angulaire[104]).
Soit

ř
n anz

n une série entière de rayon de convergence plus grand ou égal à 1 et de somme f . Soit
θ0 P r0, π2 r. Nous posons

∆θ0 “ tz “ 1´ ρeiφ tel que ρ ą 0, φ P r´θ0, θ0s, |z| ă 1u. (20.296)

Nous supposons de plus que
ř
n an converge. Alors

lim
zÑ1
zP∆0

fpzq “
8ÿ

k“0
ak. (20.297)

Démonstration. Le résultat de ce théorème est que l’on peut calculer la limite z Ñ 1 avec des
chemins contenus dans un domaine de la forme de celui dessiné à la figure 20.4.

‚

Figure 20.4: La zone dans laquelle peut être le chemin qui va vers z “ 1.LabelFigJGuKEjH

De façon très classique nous posons

S “
8ÿ

k“0
ak Sn “

nÿ

k“0
ak, (20.298)

et Rn “ S ´ Sn. En particulier an “ Rn´1 ´Rn.
Le but du théorème est de montrer que

ř
anz

n converge vers S lorsque z converge vers 1 à
l’intérieur de ∆θ0 . Pour cela nous calculons pour un N donné la différence

řN
n“0 anz

n ´ SN en
triant les termes par ordre de Rn, en isolant le terme R0 et le terme RN :

Nÿ

n“0
anz

n ´ SN “
Nÿ

n“1
anpzn ´ 1q (20.299a)

“
Nÿ

n“1
pRn´1 ´Rnqpzn ´ 1q (20.299b)

“ R0pz ´ 1q `
N´1ÿ

n“1
Rnpzn`1 ´ 1´ zn ` 1q `RN pzN ´ 1q (20.299c)

“ R0pz ´ 1q `
N´1ÿ

n“1
Rnz

npz ´ 1q `RN pzN ´ 1q (20.299d)

“ pz ´ 1q
N´1ÿ

n“0
Rnz

n `RN pzN ´ 1q. (20.299e)
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Cela est valable pour tout N et |z| ă 1. Nous avons donc

Nÿ

n“0
anz

n ´ SN “ pz ´ 1q
N´1ÿ

n“0
Rnz

n `RN pzN ´ 1q. (20.300)

Par hypothèse nous avons limNÑ8 RN “ 0. Et de plus le membre de gauche converge parce que
chacun des deux termes converge séparément. En passant à la limite nous avons pour tout |z| ă 1 :

fpzq ´ S “ pz ´ 1q
8ÿ

n“0
Rnz

n. (20.301)

Nous voudrions étudier le comportement de la différence fpzq ´S lorsque z tend vers 1. Pour cela
nous nous fixons ϵ ą 0 et N ě 1 tel que |Rn| ă ϵ dès que n ě N . Alors pour tout |z| ă 1 nous
avons

|fpzq ´ S| ď |z ´ 1|
¨
˝

Nÿ

n“0
|Rn| |zn|loomoon

ď1

`
8ÿ

n“N`1
|Rn|loomoon

ďϵ
|zn|

˛
‚ (20.302a)

ď |z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ` ϵ |z ´ 1|

1´ |z| (20.302b)

où nous avons utilisé la somme de la série géométrique (1.657) et l’égalité |zn| “ |z|n. Avant de
nous particulariser à z P ∆θ0 nous devons anticiper un problème au dénominateur en multipliant
par le binôme conjugué :

|z ´ 1|
1´ |z| “

|z ´ 1|p1` |z|q
1´ |z|2 . (20.303)

C’est maintenant que nous nous particularisons à z P ∆θ0 en posant z “ ρeiφ et en remarquant
que |z|2 “ 1´ 2ρ cospφq ` ρ2. Nous avons le calcul suivant :

|z ´ 1|
1´ |z| “

ρp1` |z|q
2ρ cospφq ´ ρ2 (20.304a)

“ 1` |z|
2 cospφq ´ ρ (20.304b)

ď 2
2 cospφq ´ ρ (20.304c)

ď 2
2 cospφq ´ cospθ0q (20.304d)

ď 2
2 cospθ0q ´ cospθ0q (20.304e)

“ 2
cospθ0q . (20.304f)

Quelques justifications.
— Vu que nous avons dans l’idée de faire ρÑ 0 nous supposons que ρ ă cospθ0q.
— Nous avons cospφq ą cospθ0q parce que z est dans ∆θ0 .

Nous avons donc, pour tout z P ∆θ0 que

|fpzq ´ S| ď |z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ` ϵ 2

cospθ0q . (20.305)

Il suffit de prendre ρ assez petit pour que

|z ´ 1|
Nÿ

n“0
|Rn| ă ϵ (20.306)
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et nous avons

|fpzq ´ S| ď ϵ

ˆ
1` 2

cospθ0q
˙
. (20.307)

Nous avons donc bien lim zÑ1
zP∆0

fpzq “ S, comme nous le voulions.

La réciproque du théorème d’Abel angulaire est que si fpzq “ ř
n anz

n sur Bp0, 1q se prolonge
par continuité en z “ 1 alors cette prolongation se fait par fp1q “ ř

n an. Cela est faux comme le
montre l’exemple suivant.

Exemple 20.86.
Nous considérons la série entière

ř8
n“0p´1qnzn qui converge 16 vers

fpzq “ 1
1` z (20.308)

sur Bp0, 1q. De plus nous avons

lim
zÑ1|z|ă1

1
1` z “

1
2 . (20.309)

Donc la fonction converge bien vers quelque chose lorsque z tend vers 1. La fonction f se prolonge
par continuité en 1. Pourtant la série ses coefficients

ř
np´1qn ne converge pas. △

Le théorème suivant donne une espèce d’inverse au théorème d’Abel angulaire. En effet il dit
que si la série converge en allant vers 1 le long de l’axe réel, alors ça converge vers la somme des
coefficients. Il faut cependant une hypothèse en plus sur les an.

Théorème 20.87 (Théorème taubérien faible[104]).
Soit

ř
n anz

n une série entière de rayon de convergence 1 et de somme f . Nous supposons

(1) Il existe S P C tel que lim xÑ1
xPs´1,1r

fpxq “ S.

(2) limnÑ8 nan “ 0.

Alors la série
ř8
n“0 an converge et vaut S.

Démonstration. Nous notons Sn “ řn
k“0 ak et M “ supkě1 k|ak|, qui est fini par hypothèse. Pour

x P s0, 1r et n ě 0 nous avons

Sn ´ fpxq “
nÿ

k“1
ak ´

nÿ

k“1
akx

k ´
8ÿ

k“n`1
akx

k “
nÿ

k“1
akp1´ xkq ´

8ÿ

k“n`1
akx

k. (20.310)

Nous utilisons la série géométrique sous la forme 1´ xk “ p1´ xqřn
i“0 x

i pour écrire

Sn ´ fpxq “
nÿ

k“1
akp1´ xq

k´1ÿ

i“0
xi

loomoon
ďk

´
8ÿ

k“n`1
akx

k (20.311a)

ď
nÿ

k“1
kakp1´ xq ´

8ÿ

k“n`1
akx

k, (20.311b)

16. C’est la série géométrique de raison ´z.
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donc en passant à la norme
ˇ̌
Sn ´ fpxq

ˇ̌ ď p1´ xqMn`
ÿ

k“n`1
|ak|xk (20.312a)

ď p1´ xqMn`
8ÿ

k“n`1

k

n
|ak|loomoon

ďM{n

xk (20.312b)

ď p1´ xqMn` M

n

8ÿ

k“n`1
xk (20.312c)

ď p1´ xqMn` M

n

1
1´ x. (20.312d)

Ce que nous cherchons à étudier est le comportement xÑ 1 et montrer que Sn Ñ S, ce qui nous
incite à calculer |Sn ´ fp1´ ϵ

nq| avec 0 ă ϵ ă 1 :
ˇ̌
Sn ´ f

`
1´ ϵ

n

˘ˇ̌ ď ϵM ` ϵ. (20.313)

Nous choisissons N1 tel que M
n ď ϵ2 dès que n ě N1. En sus nous savons que

lim
ϵÑ0

fp1´ ϵq “ S. (20.314)

Nous choisissons N2 de telle sorte à avoir
ˇ̌
ˇf
´

1´ ϵ

n

¯
´ S

ˇ̌
ˇ ă ϵ, (20.315)

et en prenant n ě maxpN1, N2q nous avons

|Sn ´ S| ď
ˇ̌
ˇSn ´ f

´
1´ ϵ

n

¯ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇf
´

1´ ϵ

n

¯
´ S

ˇ̌
ˇ ď ϵM ` 2ϵ. (20.316)

Il suffit de choisir ϵ suffisamment petit (en particulier pour que ϵM soit petit) pour montrer que
|Sn ´ S| est borné par un nombre arbitrairement petit.

20.15 Passage à la limite sous le signe intégral
Un autre résultat très important pour l’étude de l’intégrabilité est le théorème de la conver-

gence dominée de Lebesgue :

Théorème 20.88.
Soit E Ă Rn un ensemble mesurable et tfku, une suite de fonctions intégrables sur E qui converge
simplement vers une fonction f : E Ñ R. Supposons qu’il existe une fonction g intégrable sur E
telle que pour tout k,

|fpxq| ď gpxq (20.317)

pour tout x P E. Alors f est intégrable sur E et
ż

E
f “ lim

kÑ8

ż

E
fk. (20.318)

20.15.1 Intégrale en dimension un

Proposition 20.89 (Critère de comparaison).
Soit f mesurable sur sa,8r et bornée sur tout sa, bs, et supposons qu’il existe un X0 ě a, tel que
sur sX0,8r,

|fpxq| ď gpxq (20.319)

où gpxq est intégrable. Alors fpxq est intégrable sur sa,8r.
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Corolaire 20.90 (Critère d’équivalence).
Soient f et g des fonctions mesurables et positives ou nulles sur sa,8r, bornées sur tout sa, bs,
telles que

lim
xÑ8

fpxq
gpxq “ L (20.320)

existe dans R̄.
(1) Si L ‰ 8 et

ş8
a gpxqdx existe, alors

ş8
a fpxqdx existe,

(2) Si L ‰ 0 et si
ş8
a fpxqdx existe, alors

ş8
a gpxqdx existe,

CorCritFonsTest

Corolaire 20.91 (Critère des fonctions test).
Soit fpxq une fonction mesurable et positive ou nulle sur sa,8r et bornée pour tout sa, bs. Nous
posons

Lpαq “ lim
xÑ8x

αfpxq, (20.321)

et nous supposons qu’elle existe.
(1) Si il existe α ą 1 tel que Lpαq ‰ 8, alors

ş8
a fpxqdx existe,

(2) Si il existe α ď 1 et Lpαq ‰ 0, alors
ş8
a fpxqdx n’existe pas.

CorAlphaLCasInteabf

Corolaire 20.92.
Soit f : sa, bs Ñ R une fonction mesurable, positive ou nulle, et bornée sur ra ` ϵ, bs @ϵ ą 0. Si
limxÑapx´ aqαfpxq “ L existe, alors

(1) Si α ă 1 et L ‰ 8, alors
şb
a fpxqdx existe,

(2) Si α ě 1 et L ‰ 0, alors
şb
a fpxqdx n’existe pas.

20.15.2 Intégrales convergentes

Définition 20.93.
Soit f , une fonction mesurable sur ra,8r, bornée sur tout intervalle ra, bs. On dit que l’intégrale

ż 8

a
fpxqdx (20.322)

converge si la limite

lim
XÑ8

ż X

a
f (20.323)EqDEfConvergeZeroInftXEqDEfConvergeZeroInftX

existe et est finie.

20.15.3 La méthode de Rothstein-Trager
subSecBCRYooRVjFpS

Mes sources pour parler d’intégration de fractions rationnelles : [573].
ThoXJFatfu

Théorème 20.94 (Rothstein-Trager[574]).
Soient P,Q P QrXs premiers entre eux avec pgcdpP,Qq “ 1 et degpP q ă degpQq. Nous supposons
que Q est unitaire et sans facteurs carrés. Supposons que nous puissions écrire, dans un extension
K de Q la primitive de P {Q de la façon suivante :

ż
P

Q
“

nÿ

i“1
ci lnpPiq (20.324)EqCHVaDayEqCHVaDay

où les ci sont des constantes non nulles et deux à deux distinctes et où les Pi sont des polynômes
unitaires non constants sans facteurs carrés et premiers deux à deux entre eux dans KrXs.

Alors les ci sont les racines distinctes du polynôme

RpY q “ resXpP ´ Y Q1, Qq P KrY s (20.325)

et
Pi “ pgcdpP ´ ciQ1, Qq. (20.326)
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Démonstration. Nous posons
Ui “

ź

j‰i
Pj . (20.327)

(1) Question de division Ensuite nous dérivons formellement l’équation (20.324) et nous
multiplions les deux côtés du résultat par

śn
j“1 Pj :

P
nź

j“1
Pj “ Q

nÿ

i“1
ci
P 1i
Pi

nź

j“1
Pj “ Q

nÿ

i“1
ciP

1
iUi. (20.328)EqGSJKyDwEqGSJKyDw

Une première chose que nous en tirons est que Q divise le produit P
śn
j“1 Pj ; mais P et Q

étant premiers entre eux,

Q 
nź

j“1
Pj (20.329)

par le théorème de Gauss 6.50.
Une seconde chose que nous tirons de (20.328) est que Pj divise Q

řn
i“1 ciP

1
iUi. De cette

somme, à cause du Ui qui est divisé par Pj pour tout i sauf i “ j, le polynôme Pj divise tous
les termes sauf peut-être un. Donc il les divise tous et en particulier

Pj  QcjP 1
JUj (20.330)

En nous souvenant que les Pk sont premiers entre eux, Pj ne divise pas Uj . De plus Pj étant
sans facteurs carrés, les polynômes Pj et P 1

j sont premiers entre eux. Il ne reste que Q. Nous
en déduisons que

Pj  Q (20.331)
pour tout 1 ď j ď n. Et vu que les Pi sont premiers entre eux, le fait que chacun divise Q
implique que leur produit divise Q, c’est-à-dire

nź

j“1
Pj  Q. (20.332)

Or nous avions déjà prouvé la division contraire. Du fait que les deux polynômes sont unitaires
nous en déduisons qu’ils sont en réalité égaux :

Q “
nź

j“1
Pj . (20.333)EqJImORVeEqJImORVe

Nous pouvons simplifier les deux membres de (20.328) par cela :

P “
nÿ

i“1
ciP

1
iUi. (20.334)EqJMtGhGREqJMtGhGR

(2) Encore un peu de division
En dérivant (20.333) nous trouvons

Q1 “
nÿ

j“1
P 1
jUj , (20.335)

et en écrivant P sous sa forme (20.334),

P ´ ciQ1 “
nÿ

j“1
cjP

1
jUj ´

nÿ

j“1
ciP

1
jUj “

nÿ

j“1
pcj ´ ciqP 1

jUj . (20.336)EqLZoYqxPEqLZoYqxP

Le terme i “ j de la somme est nul ; en ce qui concerne les autres termes, ils sont divisés par
Pi parce que Pi  Uj . Donc Pi divise tous les termes de la somme et nous avons

Pi  P ´ ciQ1. (20.337)
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(3) Un pgcd pour continuer
Nous montrons à présent que Pi “ pgcdpP ´ ciQ1, Qq. Pour cela nous utilisons la multiplica-
tivité du PGCD lorsque les facteurs sont premiers entre eux :

pgcdpP ´ ciQ1, Qq “ pgcdpP ´ ciQ1,
nź

j“1
Pjq “

nź

j“1
pgcdpP ´ ciQ1, Pjq. (20.338)

Nous remplaçons P ´ ciQ
1 par son expression (20.336) et nous écrivons un des facteurs du

produit :

pgcdpP ´ ciQ1, Pjq “ pgcdp
nÿ

k“1
pck ´ ciqP 1

kUk, Pjq (20.339)

Le polynôme Pj divise tous les Uk sauf celui avec k “ j. Donc le lemme 6.57(1) nous permet
de dire

pgcdpP ´ ciQ1, Pjq “ pgcd
`pcj ´ ciqP 1

jUj , Pj
˘ “

#
1 si i ‰ j

Pj si i “ j.
(20.340)

La seconde ligne provient du fait que nous ayons déjà montré que Pj  P ´ cjQ
1. En fin de

compte,
pgcdpP ´ ciQ1, Qq “ Pi. (20.341)

(4) Une histoire de résultant
Les nombres ci sont tels que les polynômes P ´ ciQ1 et Q ne sont pas premiers entre eux. Vu
que les Pi sont non nuls, la proposition 9.22 nous dit que le résultant

resXpP ´ ciQ1, Qq “ 0. (20.342)

Donc les ci sont des racines du polynôme (en Y )

RpY q “ resXpP ´ Y Q1, Qq. (20.343)EqOOimwJjEqOOimwJj

Nous n’avons pas prouvé qu’ils étaient toutes les racines 17.
(5) Toutes les racines

Nous allons maintenant montrer que les ci étaient toutes les racines imaginables du polynôme
(20.343) dans toutes les extensions de Q. Soit donc c une racine de R dans une extension
K̂ de K qui ne soit pas parmi les ci de la formule (20.324). Étant donné que c est racine du
résultat, les polynômes P ´ cQ1 et Q ont un PGCD non trivial, c’est-à-dire non constant.
Donc

pgcdpP ´ cQ1, Qq “ S P K̂rXs (20.344)
est un polynôme non constant. Si T un facteur irréductible de S, alors T divise P ´ cQ1 et
Q, mais Q “ śn

i“1 Pi avec les Pi premiers entre eux. Donc T ne peut diviser que l’un (et
exactement un) d’entre eux 18. Soit Pi0 celui qui est divisé par T . La relation (20.336) dans
ce contexte donne :

P ´ cQ1 “
nÿ

j“1
pcj ´ cqP 1

jUj (20.345)

Le polynôme T divise tous les Uj avec j ‰ i0, mais comme en plus il divise P ´ cQ1, il divise
aussi le dernier terme de la somme :

T  pci0 ´ cqP 1
i0Ui0 . (20.346)

Le polynôme T ne divisant pas Ui0 et pci0 ´ cq étant non nul, nous concluons que T divise
P 1
i0 . Mais cela n’est pas possible parce que nous avons supposé que Pi0 était sans facteur

carré, ce qui voulait entre autres dire que Pi0 et P 1
i0 n’ont pas de facteurs communs.

17. De plus, nous n’avons pas de garanties que ces racines soient dans Q, et en fait il y a des cas dans lesquels les
ci n’y sont pas.

18. On ne peut pas diviser deux trucs qui sont premiers entre eux ; c’est une question de cohérence, madame !



20.15. PASSAGE À LA LIMITE SOUS LE SIGNE INTÉGRAL 1851

Ce théorème suggère la méthode suivante pour trouver la primitive de la fraction rationnelle
P {Q (si elle vérifie les hypothèses)

(1) Écrire le résultant Rpyq “ resXpP ´ yQ1, Qq et en trouver les racines tciui“1,...,n.
(2) Calculer les polynômes Pi “ pgcdpP ´ ciQ1, Qq.
(3) Écrire la réponse : ż

P

Q
“

nÿ

i“1
ci lnpPiq. (20.347)

Notons que le polynôme RpY q est de degré degpQq (pour le voir, faire un peu de comptage de
lignes et colonnes dans la matrice de Sylvester), donc il n’est à priori pas pire à factoriser que Q
lui-même 19. Mais il se peut que nous ayons de la chance et que R soit plus facile que Q.

À part qu’on a peut-être plus de chance avec R qu’avec Q, l’avantage de la méthode est qu’elle
permet d’éviter de passer par des extensions de Q non nécessaires 20.

Exemple 20.95 ([574]).
Prenons la fraction rationnelle x

x2´3 . L’intégration via les fractions simples est :
ż

x

x2 ´ 3dx “
1
2

ż 1
x´?3

` 1
2

ż 1
x`?3

“ 1
2 lnpx´?3q ` 1

2 lnpx`?3q “ 1
2 lnpx2´ 3q. (20.348)

Nous voyons que dans la réponse, il n’y a pas de racines. Passer par l’extension Qr?3s est par
conséquent peut-être un effort inutile. Voyons comment les choses se mettent avec la méthode
Rothstein-Trager.

D’abord

RpY q “ resXpX ´ 2Y X,X2 ´ 3q (20.349a)
“ resX

`p1´ 2Y qX,X2 ´ 3
˘

(20.349b)

“ det

¨
˝

1´ 2Y 0 0
0 1´ 2Y 0
1 0 ´3

˛
‚ (20.349c)

“ p1´ 2Y q`´ 3p1´ 2Y q˘ (20.349d)
“ ´3p1´ 2Y q2, (20.349e)

dont les solutions sont faciles : il n’y a que la racine double y “ 1
2 . La somme (20.324) sera donc

réduite à un seul terme avec c1 “ 1
2 . Nous calculons P1 :

P1 “ pgcdpX ´ 1
22X,X2 ´ 3q “ pgcdp0, X2 ´ 3q “ X2 ´ 3, (20.350)

et par conséquent ż
X

X2 ´ 3 “
1
2 lnpX2 ´ 3q. (20.351)

À aucun moment nous ne sommes sortis de Q. △

Comme vu sur cet exemple, l’intérêt du théorème de Rothstein-Trager est de permettre, lors-
qu’on a de la chance, d’en profiter, et non de nous en rendre compte à la fin en remarquant
bêtement que la réponse pouvait s’écrire dans QrXs.

19. C’est de la factorisation de Q qu’on a besoin pour utiliser la méthode de décomposition en fractions simples.
20. J’imagine que pour un ordinateur, c’est plus facile d’éviter les extensions.
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Remarque 20.96.
Afin d’utiliser cette méthode, il faut s’assurer que Q soit sans facteurs carrés. Si nous devons
intégrer un P

Q quelconque, nous devons commencer par écrire

Q “ Q1Q
2
2Q

3
3 . . . Q

r
r, (20.352)

et ensuite il y a moyen de ramener l’intégrale de P {Q à des intégrales de P
Q1...Qr

. Cela ne demande
pas de factoriser complètement Q, mais seulement de trouver ses facteurs irréductibles Qi dans
QrXs.

Dans l’exemple donné plus haut, Q “ X2´3 a des facteurs irréductibles autres que Q lui-même
dans RrXs, mais nous n’en avons pas besoin.

Voici une exemple où nous évitons de passer par les complexes.
EXooIPEQooGKDjea

Exemple 20.97 ([575]).
À calculer :

ş 1
x3`x . La décomposition en fractions simples donne :

1
x3 ` x “

1
x
´ 1{2
x´ i ´

1{2
x` i . (20.353)

Déjà cette décomposition passe par l’extension Qris, et le calcul de la primitive de 1
x`i demande le

logarithme complexe qui ne sera vu que dans la proposition 26.42 au prix d’un peu de sang. Nous
verrons dans l’exemple 26.43 comment ça se passe en passant par les complexes.

En ce qui concerne la méthode de Rothstein-Trager, nous commençons par calculer le résultant
(qui est tout de même un peu de calcul) :

P pyq “ resX
`´ 3yX2 ´ y ` 1, X3 ´X˘

(20.354a)

“ det

¨
˚̊
˚̊
˝

´3y 0 1´ y 0 0
0 ´3y 0 1´ y 0
0 0 ´3y 0 1´ y
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0

˛
‹‹‹‹‚

(20.354b)

“ ´py ´ 1q2p2y ` 1q2 (20.354c)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 5.7, Release Date: 2013-02-19 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
----------------------------------------------------------------------
sage: y=var(’y’)
sage: R=matrix(5,5,[-3*y,0,1-y,0,0,0,-3*y,0,1-y,0,0,0,

-3*y,0,1-y,1,0,1,0,0,0,1,0,1,0])
sage: R.determinant().factor()
-(y - 1)*(2*y + 1)^2

Les solutions sont c1 “ 1 et c2 “ ´1
2 . Nous pouvons alors calculer les Pi :

P1 “ pgcdp´3X2, X3 `Xq “ X (20.355)

et
P2 “ pgcdp32X

2 ` 3
2 , X

3 `Xq “ X2 ` 1, (20.356)

et finalement ż 1
X3 `X “ lnpXq ´ 1

2 lnpX2 ` 1q. (20.357)

△
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Notons qu’il n’y a pas de miracles : lorsque la réponse contient des racines, nous ne pouvons
pas couper à passer par des extensions et factoriser un peu à la dure.

ExYQODuyU

Exemple 20.98 ([575]).
Nous voulons calculer ż 1

X2 ` 1 . (20.358)

Nous posons donc P “ 1 et Q “ X2 ` 1. Le résultant à calculer est

P pyq “ resXp´2yX ` 1, X2 ` 1q “ det

¨
˝
´2y 1 0

0 ´2y 1
1 0 1

˛
‚“ 4y2 ` 1. (20.359a)

Les racines de cela sont complexes et il n’y a donc pas d’échappatoires : c1 “ i
2 , c2 “ ´ i

2 . Ensuite,
étant donné que X2 ` 1 “ pX ` iqpX ´ iq “ ip´iX ` 1qpX ´ iq nous avons

P1 “ pgcdp´iX ` 1, X2 ` 1q “ X ` i. (20.360)

Notons que de façon naturelle, nous aurions écrit P1 “ 1´iX, mais par convention nous considérons
le PGCD unitaire. Cela ne change rien à la réponse parce que changer Pi en kPi ne fait que rajouter
une constante lnpkq à la primitive trouvée.

De la même façon,
P2 “ pgcdp1` iX,X2 ` 1q “ X ´ i. (20.361)

Au final nous écrivons ż 1
X2 ` 1 “

i

2 lnpX ` iq ´ i

2 lnpX ´ iq. (20.362)

△

Remarque 20.99.
Tout cela est si nous voulons absolument écrire la primitive avec des logarithmes de polynômes.
Pour celui de l’exemple 20.98, nous avons trouvé

ż 1
X2 ` 1 “

i

2 lnpX ` iq ´ i

2 lnpX ´ iq. (20.363)EqBCjCCbsEqBCjCCbs

Mais

sage: f(x)=1/(x**2+1)
sage: f.integrate(x)
x |--> arctan(x)

Si nous acceptons de passer aux fonctions trigonométriques (inverses), la primitive prend un tour
très différent et bien réel. Ces deux visions de l’univers sont bien entendu 21 compatibles. En effet,
afin de tomber juste, nous allons prendre la primitive

fpxq “ i

2 lnpix´ 1q ´ i

2 lnpix` 1q (20.364)

au lieu de (20.363). Il s’agit seulement de multiplier l’intérieur des logarithmes, ce qui ne donne
qu’une constante de différence. Ensuite nous passons à la forme trigonométrique des nombres
complexes : ix´ 1 “ ?x2 ` 1ei arctanp´xq et ix` 1 “ ?x2 ` 1ei arctanpxq. Avec un peu de calcul,

fpxq “ ´1
2

´
arctanp´xq ´ arctanpxq

¯
“ arctanpxq. (20.365)

21. Si on croit que la mathématique est cohérente.
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20.16 Rappel sur les intégrales usuelles

Soit une fonction
f : ra, bs Ă RÑ R`

x ÞÑ fpxq. (20.366)

L’intégrale de f sur le segment ra, bs, notée
şb
a fpxqdx est le nombre égal à l’aire de la surface située

entre le graphe de f et l’axe des x, comme indiqué à la figure 20.5.

‚
a

‚
b

Figure 20.5: L’intégrale de f entre a et b représente la surface sous la fonction.LabelFigKKLooMbjxdI

Définition 20.100.
Si f est une fonction de une variable à valeurs réelles, une primitive de f est une fonction F
telle que F 1 “ f .

Toute fonction continue admet une primitive.

Théorème 20.101 (Théorème fondamental du caclul intégral).
Si f est une fonction positive et continue, et si F est une primitive de f , alors

ż b

a
fpxqdx “ F pbq ´ F paq. (20.367)

Remarque 20.102.
Si f est une fonction continue par morceaux, l’intégrale de f se calcule comme la somme des
intégrales de ses morceaux. Plus précisément si nous avons a “ x0 ă x1 ă . . . ă xn “ b et si f est
continue sur sxi, xi`1r pour tout i, alors nous posons

ż b

a
fpxqdx “

ż x1

x0

fpxqdx`
ż x2

x1

fpxqdx` ¨ ¨ ¨ `
ż xn

xn´1

fpxqdx. (20.368)

Sur chacun des morceaux, l’intégrale se calcule normalement en passant par une primitive.

20.17 Intégrales le long de chemins

20.17.1 Circulation d’un champ de vecteur

Définition 20.103.
Soit F : R3 Ñ R3 un champ de vecteurs et un chemin σ : ra, bs Ñ R3. On appelle circulation de
F le long du chemin σ le scalaire ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (20.369)EqDeffvkZwhEqDeffvkZwh

Il existe de nombreuses notations pour cela ; entre autres :
ż

σ
F “

ż

σ
F · ds. (20.370)
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En physique, la circulation de la force le long d’un chemin est le travail de la force.

Exemple 20.104.
À la surface de la Terre, le champ de gravitation est donné par

Gpx, y, zq “ ´mg
¨
˝

0
0
1

˛
‚. (20.371)

Si nous considérons un mobile qui monte à vitesse constante jusqu’à la hauteur h, c’est-à-dire le
chemin

σptq “
¨
˝

0
0
t

˛
‚ (20.372)

avec t P r0, hs. Le travail de la gravitation est alors donné par

W “
ż h

0
G
`
σptq˘·

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ ´mg

ż h

0

¨
˝

0
0
1

˛
‚·

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ ´mgh. (20.373)

Cela est bien le résultat usuel de l’énergie potentielle. Nous allons voir bientôt que nous nommons
la fonction mgh énergie potentielle précisément parce que la force dérive de ce potentiel. △

Exemple 20.105.
Soit le chemin

σ : r0, 2πs Ñ R3

t ÞÑ
¨
˝

sinptq
cosptq
t

˛
‚.

(20.374)

et le champ de vecteurs

F

¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (20.375)

La circulation de ce champ de vecteur le long de l’hélice σ est
ż

σ
F · ds “

ż 2π

0
pF ˝ σqptq·σ1ptqdt

“
ż 2π

0

¨
˝

sinptq
cosptq
t

˛
‚·

¨
˝

cosptq
´ sinptq

1

˛
‚dt

“
ż 2π

0
tdt

“
„
t2

2

ȷ2π

0
“ 2π2.

(20.376)

△

Proposition 20.106.
La circulation d’un champ de vecteurs le long d’un chemin ne dépend pas du paramétrage. En
d’autres termes, si σ1 et σ2 sont deux chemins équivalents, alors

ż

σ1

F “
ż

σ2

F. (20.377)
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Démonstration. Soient deux chemins σ1 : ra, bs Ñ R3 et σ2 : rc, ds Ñ R3 équivalents, c’est-à-dire
tels que

σ1ptq “ σ2
`
φptq˘ (20.378)

où φ : ra, bs Ñ rc, ds strictement croissante. En utilisant le fait que σ1
1ptq “ φ1ptqσ1

2
`
φptq˘, nous

avons ż

σ1

F · ds “
ż b

a
F
`
σ1ptq

˘
·σ1

1ptqdt

“
ż b

a
F
´
σ2
`
φptq˘

¯
·σ1

2
`
φptq˘φ1ptqdt

“
ż φpbq

φpaq
F
`
σ2psq

˘
·σ2psqds

“
ż d

c
F
`
σ2psq

˘
·σ1

2psqds

“
ż

σ2

F · ds.

(20.379)

où nous avons effectué le changement de variables s “ φptq, ds “ φ1ptqdt.
Remarque 20.107.
Si σ2 est le chemin opposé de σ, alors

ż

σ2

F “ ´
ż

σ1

F. (20.380)

20.18 Circulation d’un champ conservatif

Si nous avons une fonction scalaire V : R3 Ñ R, nous pouvons construire un champ de vecteur
en prenant le gradient :

F pxq “ ∇V pxq. (20.381)

On dit que le champ de vecteur F dérive de V , et on dit que V est le potentiel de F . Nous
posons la définition suivante :

Définition 20.108.
Un champ de vecteurs F : R3 Ñ R3 est un champ conservatif si il existe une fonction V : R3 Ñ R

telle que
F pxq “ ∇V pxq. (20.382)

Nous disons aussi parfois que le champ F dérive d’un potentiel ou bien qu’il s’agit d’un champ de
gradient.

Les champs de vecteurs conservatifs sont particulièrement importants parce que presque toutes
les forces connues en physiques dérivent d’un potentiel. Nous verrons que la terminologie « conser-
vatif » provient du fait que les forces de ce type conservent l’énergie associée.

Proposition 20.109.
Considérons une fonction V : R3 Ñ R (que nous appellerons potentiel) et le champ de vecteur qui
en dérive :

F “ ∇V. (20.383)

Alors ż

σ
F · ds “ V

`
σpbq˘´ V `σpaq˘. (20.384)

Autrement dit, le travail nécessaire pour déplacer un objet d’un point à un autre dans un champ
de force conservatif vaut la différence de potentiel entre le point de départ et le point d’arrivée.
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Démonstration. Par définition,
ż

σ
F · ds “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt. (20.385)EqintparddeftravEqintparddeftrav

Nous pouvons transformer l’intégrante de la façon suivante :

F
`
σptq˘·σ1ptq “ ∇V

`
σptq˘·σ1ptq

“ BVBx
`
σptq˘σ1

xptq `
BV
By

`
σptq˘σ1

yptq `
BV
Bz

`
σptq˘σ1

zptq

“ d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
(20.386)

où nous avons posé

σptq “
¨
˝
σxptq
σyptq
σzptq

˛
‚ (20.387)

et utilisé à l’envers la formule de dérivation de fonction composée pour

d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
“
´
pV ˝ σqptq

¯1
. (20.388)

En remettant ces expressions dans l’intégrale (20.385),
ż

σ
F · ds “

ż b

a

d

dt

”
V
`
σptq˘

ı
dt “ V

`
σpbq˘´ V `σpaq˘. (20.389)

Exemple 20.110.
Nous savons que le champ de gravitation dérive d’un potentiel. À la surface de la Terre, le potentiel
de gravitation vu par une masse m est donné par la fonction V px, y, zq “ mgz. Si nous voulons
soulever cette masse d’une hauteur h, cela demandera toujours une énergie mgh, quel que soit le
chemin suivi : en ligne droite vertical, en diagonal, en hélice, . . . △

Exemple 20.111.
À plus grande échelle, le champ de gravitation est encore un champ qui dérive d’un potentiel. En
coordonnées sphériques,

V pρ, θ, φq “ k
m

ρ
(20.390)

Lorsqu’un satellite a une orbite de rayon R autour la Terre, il reste sur la sphère ρ “ R. Donc il reste
sur une surface sur laquelle V est constante. Il n’y a donc pas de travail de la force de gravitation !
C’est pour cela qu’un satellite peut tourner pendant des siècles sans apport énergétique. △

Exemple 20.112.
Soit le champ de vecteurs

F

ˆ
x
y

˙
“
ˆ
y
x

˙
(20.391)

et le chemin
σptq “

ˆ
t4{4

sin3ptπ2 q.
˙

(20.392)

Nous voulons calculer la circulation de F le long du chemin σ entre t “ 0 et t “ 1.
La première chose à voir est que F “ ∇V avec V px, yq “ xy. Donc la circulation sera donnée

par ż

σ
F · ds “ V

`
σp1q˘´ V `σp0q˘ “ V

`1
4 , 1

˘´ V p0, 0q “ 1
4 ´ 0 “ 1

4 . (20.393)

Nous n’avons pas réellement calculé l’intégrale. △
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20.19 Intégration de fonction à deux variables

20.19.1 Intégration sur un domaine rectangulaire
PgRapIntMultFubiniRect

Soit une fonction positive
f : ra, bs ˆ rc, ds Ñ R`

px, yq ÞÑ fpx, yq. (20.394)

L’intégrale de f sur le rectangle ra, bs ˆ rc, ds est le volume sous le graphe de la fonction.
C’est-à-dire le volume de l’ensemble

tpx, y, zq tel que px, yq P ra, bs ˆ rc, ds, z ď fpx, yqu. (20.395)

Théorème 20.113 (Théorème de Fubini).
Soit une fonction f : R2 Ñ R une fonction continue par morceaux sur R “ ra, bs ˆ rc, ds. Alors

ż

R
fpx, yqdxdy “

ż b

a

„ż d

c
fpx, yqdy

ȷ
dx “

ż d

c

„ż b

a
fpx, yqdx

ȷ
dy. (20.396)

En pratique, nous utilisons le théorème de Fubini pour calculer les intégrales sur des rectangles.

Exemple 20.114.
Nous voudrions intégrer la fonction fpx, yq “ 4` x2 ` y2 sur le rectangle de la figure 20.6.

1

1

2

Figure 20.6: Intégration sur un rectangle LabelFigVNBGooSqMsGU

L’ensemble sur lequel nous intégrons est donné par le produit cartésien d’intervalles E “
r0, 1s ˆ r0, 2s. Le théorème de Fubini montre que nous pouvons intégrer séparément sur l’intervalle
horizontal et vertical :

ż

E“r0,1sˆr0,2s
f “

ż

r0,1s

˜ż

r0,2s
p4´ x2 ´ y2qdy

¸
dx. (20.397)

Ces intégrales sont maintenant des intégrales usuelles qui s’effectuent en calculant des primitives :
ż 1

0

ż 2

0
p4´ x2 ´ y2qdy dx “

ż 1

0

„
4y ´ x2y ´ y3

3

ȷ2

0
dx

“
ż 1

0
p8´ 2x2 ´ 8

3qdx

“
„

16x
3 ´ 2x3

3

ȷ1

0

“ 14
3 .

(20.398)

Avec Sage, on peut faire comme ceci :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
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----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=4-x**2-y**2
sage: f.integrate(y,0,2).integrate(x,0,1)
(x, y) |--> 14/3

△

20.19.2 Intégration sur un domaine non rectangulaire
PgRapIntMultFubiniTri

Nous voulons maintenant intégrer la fonction fpx, yq “ x2` y2 sur le triangle de la figure 20.7.

1 2

1

2

Figure 20.7: Intégration sur un triangle LabelFigCURGooXvruWV

Étant donné que y varie de 0 à 2 et que pour chaque y, la variable x varie de 0 à y, nous
écrivons l’intégrale sur le triangle sous la forme :

ż

triangle
px2 ` y2qdxdy “

ż 2

0

ˆż y

0
px2 ` y2qdx

˙
dy. (20.399)

Il existe principalement deux types de domaines non rectangulaires : les « horizontaux » et les
« verticaux », voir figure 20.8.

‚
a

‚
b LabelFigHCJPooHsaTgIssLabelSubFigHCJPooHsaTgI0

(a) Un domaine horizontal.

‚c

‚d

LabelFigHCJPooHsaTgIssLabelSubFigHCJPooHsaTgI1

(b) Un domaine vertical.

Figure 20.8: Deux types de surfaces. Nous avons tracé un rectangle qui contient chacune des
deux surfaces. L’intégrale sur un domaine sera l’intégrale sur le rectangle de la fonction qui vaut
zéro en dehors du domaine. LabelFigHCJPooHsaTgI

Les surfaces horizontales sont de la forme

D “ tpx, yq tel que x P ra, bs, φ1pxq ď y ď φ2pxqu (20.400)
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où φ1 et φ2 sont les deux fonctions qui bornent le domaine. Le domaine D est la région comprise
entre les graphes de φ1 et φ2. Pour un tel domaine nous avons

ż

D
fpx, yqdxdy “

ż b

a
dx

ż φ2pxq

φ1pxq
fpx, yqdy. (20.401)

Les surfaces verticales sont de la forme

D “ tpx, yq tel que y P rc, ds, ψ1pyq ď x ď ψ2pyqu (20.402)

où φ1 et φ2 sont les deux fonctions qui bornent le domaine. Le domaine D est la région comprise
entre les graphes de φ1 et φ2. Dans ces cas nous avons

ż

D
f “

ż d

c
dy

ż ψ2pyq

ψ1pyq
fpx, yqdx. (20.403)

Proposition 20.115.
L’aire du domaine D vaut l’intégrale de la fonction fpx, yq “ 1 sur D :

AirepDq “
ż

D
dxdy. (20.404)

Démonstration. Supposons que le domaine soit du type « horizontal ». En utilisant le théorème de
Fubini avec fpx, yq “ 1 nous avons

ż

D
dxdy “

ż b

a

«ż φ2pxq

φ1pxq
dy

ff
dx “

ż b

a

“
φ2pxq ´ φ1pxq

‰
. (20.405)

Cela représente l’aire sous φ2 moins l’aire sous φ1, et par conséquent l’aire contenue entre les
deux.

Exemple 20.116.
Cherchons la surface du disque de centre p0, 0q et de rayon 1 dessinée à la figure 20.9.

Figure 20.9: En bleu, la fonction
?
r2 ´ x2 et en rouge, la fonction ´?r2 ´ x2.LabelFigCMMAooQegASg

Le domaine est donné par φ1pxq ď y ď φ2pxq et x P r´r, rs où φ1pxq “ ´
?
r2 ´ x2 et φ2pxq “?

r2 ´ x2. L’aire est donc donnée par

A “
ż r

´r

“
φ2pxq ´ φ1pxq

‰
dx “ 2

ż r

´r

a
r2 ´ x2dx “ 4

ż r

0

a
r2 ´ x2. (20.406)

Nous effectuons le premier changement de variables x “ ru, donc dx “ rdu. En ce qui concerne
les bornes, si x “ 0, alors u “ 0 et si x “ r, alors u “ 1. L’intégrale à calculer devient

A “ 4
ż 1

0

a
r2 ´ r2u2rdu “ 4r2

ż 1

0

a
1´ u2du. (20.407)
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Cette dernière intégrale se calcule en posant

u “ sinptq du “ cosptqdt
u “ 0 t “ 0
u “ 1 t “ π{2.

(20.408)

Nous avons
A “ 4r2

ż π{2

0

b
1´ sin2ptq cosptqdt “ 4r2

ż π{2

0
cos2ptqdt. (20.409)

En utilisant la formule 2 cos2pxq “ 1` cosp2xq, nous avons

A “ 4r2
ż π{2

0

1` cosp2tq
2 dt “ πr2. (20.410)

△

20.19.3 Changement de variables

Nous n’allons pas parler de changements de variables maintenant parce que les principaux
exemples sont les coordonnées polaires, cylindriques et sphériques qui requièrent les fonctions
trigonométriques. Ce sera pour la section 18.15.

20.20 Les intégrales triples
Les intégrales triples fonctionnent exactement de la même manière que les intégrales doubles.

Il s’agit de déterminer sur quelle domaine les variables varient et d’intégrer successivement par
rapport à x, y et z. Il est autorisé de permuter l’ordre d’intégration 22 à condition d’adapter les
domaines d’intégration.

Exemple 20.117.
Soit le domaine parallélépipédique rectangle

R “ r0, 1s ˆ r1, 2s ˆ r0, 4s. (20.411)

Pour intégrer la fonction fpx, y, zq “ x2y sinpzq sur R, nous faisons

I “
ż

R
x2y sinpzq dxdydz

“
ż 1

0
dx

ż 2

1
dy

ż 4

0
x2y sinpzqdz

“
ż 1

0
dx

ż 2

1
x2yp1´ cosp4qqdy

“
ż 1

0

3
2p1´ cosp4qqx2dx

“ 1
2
`
1´ cosp4q˘.

(20.412)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x**2*y*sin(z)
sage: f.integrate(x,0,1).integrate(y,1,2).integrate(z,0,4)
(x, y, z) |--> -1/2*cos(4) + 1/2

22. En toute rigueur, cela n’est pas vrai, mais nous ne considérons seulement des cas où cela est autorisé.
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△

Exemple 20.118.
Soit D la région délimitée par le plan x “ 0, y “ 0, z “ 2 et la surface d’équation

z “ x2 ` y2. (20.413)

Cherchons à calculer
ş
D x dx dy dz. Ici, un dessin indique que le volume considéré est z ě x2 ` y2.

Il y a plusieurs façons de décrire cet ensemble. Une est celle-ci :
z : 0 Ñ 2
x : 0 Ñ ?

z

y : 0 Ñ
a
z ´ x2.

(20.414)

Cela revient à dire que z peut prendre toutes les valeurs de 0 à 2, puis que pour chaque z, la
variable x peut aller de 0 à

?
z, mais que pour chaque z et x fixés, la variable y ne peut pas

dépasser
?
z ´ x2. En suivant cette méthode, l’intégrale à calculer est

ż 2

0
dz

ż ?
z

0
dx

ż ?
z´x2

0
fpx, y, zqdy. (20.415)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x
sage: assume(z>0)
sage: assume(z-x**2>0)
sage: f.integrate(y,0,sqrt(z-x**2)).integrate(x,0,sqrt(z)).integrate(z,0,2)
(x, y, z) |--> 8/15*sqrt(2)

Notez qu’il a fallu aider Sage en lui indiquant que z ą 0 et z ´ x2 ą 0.
Un autre paramétrage serait

x : 0 Ñ ?
2

y : 0 Ñ
a

2´ x2

z : x2 ` y2 Ñ 2.
(20.416)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x
sage: assume(2-x**2>0)
sage: f.integrate(y,0,sqrt(z-x**2)).integrate(x,0,sqrt(z)).integrate(z,0,2)
(x, y, z) |--> 8/15*sqrt(2)

Écrivons le détail de cette dernière intégrale :

I “
ż ?

2

0
dx

ż ?
2´x2

0
dy

ż 2

x2`y2
xdz

“
ż ?

2

0
dx

ż ?
2´x2

0
xp2´ x2 ´ y2qdy

“
ż ?

2

0
dxx

„
p2´ x2qy ´ y3

3

ȷ?
2´x2

0

“
ż ?

2

0

2
3xp2´ x

2q3{2dx.

(20.417)
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Ici nous effectuons le changement de variable u “ x2, du “ 2xdx. Ne pas oublier de changer les
bornes de l’intégrale :

I “ 1
3

ż 2

0
p2´ uq3{2du. (20.418)

Le changement de variable t “ 2´ u, dt “ ´du fait venir (attention aux bornes ! !)

I “ ´1
3

ż 0

2
t3{2dt “ 1

3

«
t5{2

5{2

ff2

0

“ 8
15
?

2. (20.419)

△

20.20.1 Volume

Parmi le nombreuses interprétations géométriques de l’intégrale triple, notons celle-ci :

Proposition 20.119.
Soit D Ă R3. Le volume de D est donné par

V olpDq “
ż

D
dxdydz. (20.420)

C’est-à-dire l’intégrale de la fonction fpx, y, zq “ 1 sur D.

Suivant les points de vue, cette proposition peut être considérée comme une définition du
volume.

ExemVolSphCart

Exemple 20.120.
Calculons le volume de la sphère de rayon R. Le domaine de variation des variables x, y et z pour
la sphère est

x : ´RÑ R

y : ´
a
R2 ´ x2 Ñ

a
R2 ´ x2

z : ´
a
R2 ´ x2 ´ y2 Ñ

a
R2 ´ x2 ´ y2.

(20.421)

Par conséquent nous devons calculer l’intégrale

V “
ż R

´R
dx

ż ?
R2´x2

´?
R2´x2

dy

ż ?R2´x2´y2

´
?
R2´x2´y2

dz. (20.422)

La première intégrale est simple :

V “ 2
ż R

´R
dx

ż ?
R2´x2

´?
R2´x2

a
R2 ´ x2 ´ y2dy. (20.423)

Afin de simplifier la notation, nous posons a “ R2´x2. Ceci n’est pas un changement de variables :
juste une notation provisoire le temps d’effectuer l’intégration sur y. Étudions donc

I “
ż ?

a

´?
a

a
a´ y2dy, (20.424)

ce qui est la surface du demi-disque de rayon
?
a. Nous avons donc

I “ πa

2 “ π

2 pR
2 ´ x2q, (20.425)

et

V “ 2
ż R

´R
π

2 pR
2 ´ x2qdx “ π

„
R2x´ x3

3

ȷR

´R
“ 4

3πR
3. (20.426)

△
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Exemple 20.121.
Nous pouvons calculer le volume de la sphère en utilisant les coordonnées sphériques. Les bornes
des variables pour la sphère de rayon R sont

ρ : 0 Ñ R

θ : 0 Ñ π

φ : 0 Ñ 2π.
(20.427)

En n’oubliant pas le jacobien ρ2 sinpθq, l’intégrale à calculer est

V “
ż R

0
dρ

ż 2π

0
dφ

ż π

0
ρ2 sinpθqdθ (20.428)

L’intégrale sur φ fait juste une multiplication par 2π. Celle sur ρ vaut
ż R

0
ρ2dρ “ R3

3 . (20.429)

L’intégrale sur θ donne ż π

0
sinpθqdθ “ r´ cospθqsπ0 “ 2. (20.430)

Le tout fait par conséquent
V “ 4

3πR
3. (20.431)

Sans contestes, le passage aux coordonnées sphériques a considérablement simplifié le calcul par
rapport à celui de l’exemple 20.120. △

20.21 Un petit peu plus formel

20.21.1 Intégration sur un domaine non rectangulaire

´2 ´1 1 2
´1

1

Figure 20.10: Intégrer sur des domaines plus complexes. LabelFigPONXooXYjEot

La méthode de Fubini ne fonctionne plus sur un domaine non rectangulaire tel que celui de la
figure 20.10. Nous allons donc utiliser une astuce. Considérons le domaine

E “ tpx, yq P R2 tel que a ă x ă b et αpxq ă y ă βpxqu (20.432)

représenté sur la figure 20.10. Nous considérons la fonction

f̃px, yq “
#
fpx, yq si px, yq P E
0 sinon.

(20.433)

Ensuite intégrons f̃ sur un rectangle qui englobe la surface à intégrer à l’aide de Fubini. Étant
donné que f̃ “ f sur la surface et que f̃ est nulle en dehors, nous avons

ż

E
f “

ż

E
f̃ “

ż

rectangle
f̃ “

ż b

a

˜ż βpxq

αpxq
fpx, yqdy

¸
dx. (20.434)

Dans le cas de l’intégrale de fpx, yq “ x2 ` y2 sur le triangle de la figure 20.7, nous avons
ż

triangle
px2 ` y2qdxdy “

ż 2

0

ˆż y

0
px2 ` y2qdx

˙
dy. (20.435)
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Remarque 20.122.
Le nombre

ş
D fpx, yqdxdy ne dépend pas du choix du rectangle englobant D.

En pratique, nous calculons l’intégrale en utilisant une extension du théorème de Fubini :

Théorème 20.123.
Soit f : D Ă R2 Ñ R une fonction continue où D est un domaine de type vertical ou horizontal.

(1) Si D est vertical, alors
ż

D
f “

ż b

a

«ż φ2pxq

φ1pxq
fpx, yqdy

ff
dx. (20.436)

(2) Si D est horizontal, alors

ż

D
f “

ż d

c

«ż ψ2pyq

ψ1pyq
fpx, yqdx

ff
dy. (20.437)

20.21.1.1 Coordonnées polaires

Les coordonnées polaires sont données par le difféomorphisme

g : s0,8r ˆ s0, 2πr Ñ R2zD
pr, θq ÞÑ `

r cospθq, r sinpθq˘ (20.438)

où D est la demi-droite y “ 0, x ě 0. Le fait que les coordonnées polaires ne soient pas un
difféomorphisme sur tout R2 n’est pas un problème pour l’intégration parce que le manque de
difféomorphisme est de mesure nulle dans R2. Le jacobien est donné par

Jg “ det
ˆBrx Bθx
Bry Bθy

˙
“ det

ˆ
cospθq ´r sinpθq
sinpθq r cospθq

˙
“ r. (20.439)

20.21.1.2 Coordonnées sphériques
SubSubCoordSpJxhMwm

Les coordonnées sphériques sont données par
$
&
%

x “ r cos θ sinφ r P s0,8r
y “ r sin θ sinφ avec θ P s0, 2πr
z “ r cosφ ϕ P s0, πr.

(20.440)OMEqChmVarSpheriqueOMEqChmVarSpherique

Le jacobien associé est Jgpr, θ, φq “ ´r2 sinφ. Rappelons que ce qui rentre dans l’intégrale est la
valeur absolue du jacobien.

Si nous voulons calculer le volume de la sphère de rayon R, nous écrivons donc
ż R

0
dr

ż 2π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpϕqdϕ “ 4πR “ 4

3πR
3. (20.441)

Ici, la valeur absolue n’est pas importante parce que lorsque ϕ P s0, π, r, le sinus de ϕ est positif.
Des petits malins pourraient remarquer que le changement de variable (20.440) est encore un

paramétrage de R3 si on intervertit le domaine des angles :

θ : 0 Ñ π

ϕ : 0 Ñ 2π,
(20.442)

alors nous paramétrons encore parfaitement bien la sphère, mais hélas
ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

0
r2 sinpϕqdϕ “ 0. (20.443)EqOMVolumeIncorrectSphereEqOMVolumeIncorrectSphere
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Pourquoi ces « nouvelles » coordonnées sphériques sont-elles mauvaises ? Il y a que quand l’angle
ϕ parcours s0, 2πr, son sinus n’est plus toujours positif, donc la valeur absolue du jacobien n’est
plus r2 sinpϕq, mais r2 sinpϕq pour les ϕ entre 0 et π, puis ´r2 sinpϕq pour ϕ entre π et 2π. Donc
l’intégrale (20.443) n’est pas correcte. Il faut la remplacer par

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż π

0
r2 sinpϕqdϕ´

ż R

0
dr

ż π

0
dθ

ż 2π

π
r2 sinpϕqdϕ “ 4

3πR
3 (20.444)

20.22 Aire et primitive
Soient f : RÑ R une fonction continue et x P R. Pour chaque a P R, nous pouvons considérer

le nombre F pxq défini par
F pxq “

ż x

a
fptqdt. (20.445)

a x

fpxq

S “ F pxq “ şx
a fptqdt

Figure 20.11: Surface sous une courbe LabelFigVSZRooRWgUGu

La fonction F ainsi définie a deux importantes propriétés :
(1) C’est une primitive de f ,
(2) Elle donne la surface en dessous de f entre les points a et x, voir la figure 20.11.

Notons que tant que f est positive, la surface est croissante.
La manière de calculer la surface comprise entre deux fonctions est dessinée à la figure 20.12.
La surface entre les deux fonctions y1pxq et y2pxq se calcule comme suit.

(1) On calcule les intersections entre y1 et y2. Notons a et b les ordonnées obtenues.
(2) La surface demandée est la différence entre la surface sous la fonction y1 (la plus grande) et

la surface sous la fonction y2 (la plus petite), donc

S “
ż b

a
y1 ´

ż b

a
y1. (20.446)

20.22.1 Longueur d’arc de courbe

La longueur de l’arc de courbe de la fonction y “ fpxq entre les abscisses x0 et x1 est donné
par la formule

lpx0, x1q “
ż x1

x0

a
1` y1ptq2dt. (20.447)EqLongArcCourbeEqLongArcCourbe

Lorsque la courbe est donnée sous forme paramétrique
"
x “ xptq (20.448a)
y “ yptq, (20.448b)

alors la formule devient
lpt1, t2q “

ż t2
t1

a
9xptq2 ` 9yptq2dt, (20.449)EqLongArcParamEqLongArcParam

où 9xptq “ x1ptq.
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‚
a

‚
b LabelFigQOBAooZZZOrlssLabelSubFigQOBAooZZZOrl0

(a) La grande surface.

‚
a

‚
b LabelFigQOBAooZZZOrlssLabelSubFigQOBAooZZZOrl1

(b) La surface à soustraire.

‚
a

‚
b LabelFigQOBAooZZZOrlssLabelSubFigQOBAooZZZOrl2

(c) La surface entre les deux fonctions.

Figure 20.12: Le calcul de la surface comprise entre deux fonctions.LabelFigQOBAooZZZOrl

20.22.2 Aire de révolution

Pour savoir l’aire engendrée par la ligne y “ fpxq entre a et b autour de l’axe Ox, on utilise la
formule

S “ 2π
ż b

a

a
1` f 1pxq2fpxqdx. (20.450)

20.23 L’aire en dessous d’une courbe

Soit f une fonction à valeurs dans R`.
Nous voudrions pouvoir calculer l’aire au-dessous du graphe de la fonction f . Nous notons Sf pxq

l’aire là-dessous de la fonction f entre l’abscisse 0 et x, c’est-à-dire l’aire bleue de la figure 20.13.
Si la fonction f est continue et que ∆x est assez petit, la fonction ne varie pas beaucoup entre x

et x`∆x. L’augmentation de surface entre x et x`∆x peut donc être approximée par le rectangle
de surface fpxq∆x. Ce que nous avons donc, c’est que quand ∆x est très petit,

Sf px`∆xq ´ Sf pxq “ fpxq∆x, (20.451)

ou encore
fpxq “ Sf px`∆xq ´ Sf pxq

∆x . (20.452)
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‚
fpxq

‚
x

‚
x`∆x

Figure 20.13: L’aire en dessous d’une courbe. Le rectangle rouge d’aire fpxq∆x approxime de
combien la surface augmente lorsqu’on passe de x à x`∆x. LabelFigKKRooHseDzC

Nous formalisons la notion de « lorsque ∆x est très petit » par une limite :

fpxq “ lim
∆xÑ0

Sf px`∆xq ´ Sf pxq
∆x . (20.453)

Donc, la fonction f est la dérivée de la fonction qui représente l’aire là-dessous de f . Calculer des
surfaces revient donc au travail inverse de calculer des dérivées.

20.24 Propriétés des intégrales
LemIneqnormeintintnorm

Lemme 20.124.
Pour toute fonction u : ra, bs Ñ Rn, nous avons

}
ż b

a
uptqdt} ď

ż b

a
}uptq}dt (20.454)

pourvu que le membre de gauche ait un sens.

Démonstration. Étant donné que
şb
a uptqdt est un élément de Rn, par la proposition 11.9, il existe

un ξ P Rn de norme 1 tel que

}
ż b

a
uptqdt} “ ξ·

ż b

a
uptqdt “

ż b

a
uptq· ξdt ď

ż b

a
}uptq}}ξ} “

ż b

a
}uptq}dt. (20.455)

Proposition 20.125 (Relations de Chasles).
Soit f une fonction continue sur l’intervalle I. Si a, b, c P I nous avons

ż c

a
fpxqdx “

ż b

a
fpxqdx`

ż c

b
fpxqdx. (20.456)

Sur la figure 20.14, la surface de a à c est évidemment égale à la somme des surfaces de a à b
et de b à c.

Corolaire 20.126.
ż b

a
fpxqdx “ ´

ż a

b
fpxqdx. (20.457)

lineariteintegrale

Proposition 20.127 (Linéarité de l’intégrale).
Si f et g sont deux fonctions continues sur I Ă R, a, b P I et λ P R nous avons

ż b

a

`
fpxq ` gpxq˘dx “

ż b

a
fpxqdx`

ż b

a
gpxqdx, (20.458)
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‚
a

‚
b

‚
c

Figure 20.14: Illustration pour les relations de Chasles. LabelFigNWDooOObSHB

et

ż b

a
λfpxqdx “ λ

ż b

a
fpxqdx. (20.459)

PropCJIooHqECbq

Proposition 20.128 (L’intégrale est monotone).
Soient a, b P I avec a ă b. Si f ě g sur ra, bs alors

ż b

a
fpxqdx ě

ż b

a
gpxqdx. (20.460)

PropHVWooBDRhCX

Corolaire 20.129 (Positivité).
Si a ă b et f ě 0 sur ra, bs alors

ż b

a
fpxqdx ě 0. (20.461)

Ce résultat n’est qu’une application de la proposition 20.128 car il consiste à prendre comme
fonction g la fonction nulle.

20.25 Techniques d’intégration

Par le théorème 14.265, la calcul d’une intégrale consiste essentiellement à trouver une primitive
de la fonction à intégrer. Il est donc indispensable de bien connaitre les dérivées des fonctions
usuelles.

Voici un tableau des primitives à connaitre. PageLCHooMbWjOj
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Fonction Primitive Ensemble de définition Remarques
fpxq ş

fpxq dx de f
xα xα`1

α`1 ` C dépend de α α P Rzt´1u
1
x ln

`|x|˘` C x ‰ 0
1

1`x2 arctanpxq ` C R
1?

1´x2 arcsinpxq ` C s´1, 1r
´1?
1´x2 arccospxq ` C s´1, 1r
ex ex ` C R

sinpxq ´ cospxq ` C R

cospxq sinpxq ` C R

1` tan2pxq tanpxq ` C un intervalle de la forme s´π
2 ,

π
2 r ` kπ

Notez que au signe près, les fonctions arcsin et arccos ont la même dérivée.
Si la fonction à intégrer est une combinaison linéaire de fonctions usuelles alors sa primitive peut

être calculée en utilisant la proposition 20.127. Dans les sections suivantes on abordera deux autres
cas où la fonction à intégrer peut s’écrire en termes de fonctions dont on connaît une primitive.

20.25.1 Intégration par parties
PROPooRLFIooQHnyJY

Proposition 20.130 ([1]).
Si u et v sont deux fonctions dérivables de dérivées continues sur l’intervalle ra, bs alors

ż b

a
upxqv1pxqdx “ “

upxqvpxq‰b
a
´
ż b

a
u1pxqvpxqdx. (20.462)EQooKISBooQvGMQTEQooKISBooQvGMQT

Si de plus les fonctions uv1 et u1v sont intégrables sur ra,8s, alors
ż 8

a
upxqv1pxqdx “ “

upxqvpxq‰8
a
´
ż 8

a
u1pxqvpxqdx. (20.463)

Démonstration. Il s’agit d’utiliser à l’envers la formule de dérivation d’un produit :

uv1 “ puvq1 ´ u1v. (20.464)

Les fonctions à gauche et à droite étant égales, elles ont même intégrale sur ra, bs et par linéarité,
voir proposition 20.127, on a :

ż b

a
upxqv1pxqdx “

ż b

a
puvq1pxq ´

ż b

a
u1pxqvpxqdx. (20.465)

La fonction uv est évidemment une primitive de puvq1, de telle sorte que l’on puisse un peu simplifier
cette expression : ż b

a
upxqv1pxqdx “

”
upxqvpxq

ıb
a
´
ż b

a
u1pxqvpxqdx, (20.466)

ce qu’il fallait démontrer.
En ce qui concerne l’affirmation avec b “ 8, le lemme 14.256 est applicable et il suffit de passer

à la limite dans (20.462).
ExWIEooVUgvSp

Exemple 20.131.
Un cas typique d’utilisation de l’intégrale par parties est le suivant. Soit à calculer

ż π

0
x cospxqdx. (20.467)
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Nous devons écrire x cospxq comme un produit upxqv1pxq. Il y a (au moins) deux moyens de le
faire :

"
u “ x (20.468a)
v1 “ cospxq. (20.468b)

ou
"
u “ cospxq (20.469a)
v1 “ x. (20.469b)

Nous allons choisir le premier 23. Nous avons donc

u “ x, v1 “ cospxq
u1 “ 1 v “ sinpxq. (20.470)

En utilisant la formule d’intégration par parties,
ż π

0
x cospxqdx “

”
x sinpxq

ıπ
0
´
ż π

0
1ˆ sinpxqdx “ π sinpπq ´

”
´ cospxq

ıπ
0
“ ´2. (20.471)

△

Le plus souvent, pour alléger les notations, il est plus pratique d’utiliser l’intégration par parties
pour déterminer une primitive. Nous utilisons pour cela la formule (sans doute plus simple à retenir)

ż
uv1 “ uv ´

ż
u1v. (20.472)

ExLTJooDZIYWP

Exemple 20.132.
Nous reprenons l’exemple 20.131 en déterminant cette fois une primitive de x cospxq :

ż
x cospxqdx “ x sinpxq ´

ż
sinpxqdx “ x sinpxq ` cospxq ` C, C P R. (20.473)EqTQNooVTYkZXEqTQNooVTYkZX

Nous retrouvons le résultat numérique de l’exemple précédent en ajoutant les extrêmes d’intégra-
tion ż π

0
x cospxqdx “ “

x sinpxq ` cospxq‰π0 “ ´2. (20.474)

△

Remarque 20.133.
Lorsqu’on calcule des intégrales, il est bon de passer par la primitive (c’est-à-dire en suivant
l’exemple 20.132 et non 20.131) parce qu’il est alors facile de vérifier le résultat en calculant la
dérivée de la primitive trouvée.

Par exemple pour vérifier si (20.473) est correct, il suffit de dériver x sinpxq ` cospxq :
`
x sinpxq ` cospxq˘1 “ sinpxq ` x cospxq ´ sinpxq “ x cospxq. (20.475)

La fonction x sinpxq ` cospxq est donc bien une primitive de x cospxq.
primln

Exemple 20.134 (Primitive du logarithme).
La primitive de la fonction logarithme définie en 15.81 nous offre un bon moment d’intégration
par partie.

Trouver la primitive de la fonction x ÞÑ lnpxq. Pour calculer
ż

lnpxqdx (20.476)

23. Mais nous conseillons vivement au lecteur d’essayer le deuxième pour se rendre compte qu’il ne fonctionne pas.
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nous écrivons lnpxq “ 1ˆ lnpxq et nous posons u1 “ 1 et v “ lnpxq, c’est-à-dire

u1 “ 1 v “ lnpxq
u “ x v1 “ 1

x
.

(20.477)

La formule d’intégration par parties (20.462) donne donc
ż

lnpxq “ x lnpxq ´
ż
xˆ 1

x
“ x lnpxq ´

ż
1 “ x lnpxq ´ x` C, C P R. (20.478)

Il est facile de vérifier par un petit calcul que
`
x lnpxq ´ x˘1 “ lnpxq. (20.479)

△

20.25.2 Changement de variables – pour trouver des primitives

De la même manière que l’utilisation « à l’envers » de la formule de dérivation du produit avait
donné la méthode d’intégration par parties, nous allons voir que que l’utilisation « à l’envers »
de la formule de dérivation d’une fonction composée donne lieu à la méthode d’intégration par
changement de variables.

PROPooMVIUooZmvHxS

Proposition 20.135.
Soient I et J des intervalles de R, u : I Ñ J une fonction qui est dérivable de dérivée continue et
f : J Ñ R une fonction admettant une primitive F . Alors la fonction

x ÞÑ F
`
upxq˘ (20.480)

est une primitive de
f
`
upxq˘u1pxq. (20.481)changvarchangvar

Démonstration. Cela est une utilisation immédiate de la formule de dérivée des fonctions compo-
sées.

Exemple 20.136.
Soit à calculer ż

x
a

1´ x2dx. (20.482)

La fonction gpxq “ x
?

1´ x2 est le produit de x et de
?

1´ x2. On remarque que la dérivée de
1 ´ x2 est ´2x : nous avons alors, à un facteur ´2 près, une expression de la forme (20.481) où
la racine carrée joue le rôle de f , fptq “ ?t, et 1 ´ x2 le rôle de u. Une primitive de la fonction
fptq “ ?t est F ptq “ 2t3{2{3.

Donc la fonction 2upxq3{2

3 “ 2
3p1 ´ x2q3{2 est primitive de ´2x

?
1´ x2 “ ´2gpxq. Autrement

dit, ż
´2x

a
1´ x2 dx “ 2p1´ x2q3{2

3 ` C, (20.483)

et en divisant par ´2 nous trouvons la primitive demandée :
ż
x
a

1´ x2 dx “ ´p1´ x
2q3{2

3 ` C. (20.484)

△

L’exemple suivant donne une façon plus économe de retenir la méthode du changement de
variables.
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exempleprimitivechangvar

Exemple 20.137.
Soit à calculer ż

cospxqesinpxqdx. (20.485)

Vu qu’il y a beaucoup de fonctions trigonométriques dans la fonction à intégrer, nous allons poser
upxq “ sinpxq, et remplacer élément par élément tout ce qui contient du « x » dans l’intégrale
demandée par la quantité correspondante en termes de u.

La difficulté est de savoir ce que nous allons faire du « dx » dans l’intégrale. Ce dx marque
une variation (infinitésimale) de x. La formule des accroissements finis dit que si x augmente de la
valeur dx, alors upxq augmente de u1pxqdx, c’est-à-dire que

du “ cospxqdx. (20.486)

Nous avons donc les substitutions suivantes à faire :

sinpxq “ u (20.487a)
du “ cospxqdx (20.487b)

dx “ du

cospxq . (20.487c)

La chose « magique » est que le cospxq se trouvant dans la fonction se simplifie avec le cosinus qui
arrive lorsqu’on remplace dx par du

cospxq . Les substitutions faites nous restons avec
ż

cospxqesinpxqdx “
ż
eudu “ eu ` C, où u “ sinpxq. (20.488)

Attention : la réponse doit être impérativement donnée en termes de x et non de u. Nous écrivons
donc ż

cospxqesinpxq “ esinpxq ` C. (20.489)

△

20.25.3 Changement de variables – pour calculer des intégrales

Le théorème 14.265 fixe la relation entre la recherche des primitives de f et la calcul de l’intégrale
de f sur l’intervalle d’extrêmes a et b. On a vu dans la section précédente comment utiliser le
changement de variable pour trouver une primitive de f . Il faut maintenant comprendre comment
appliquer ce qu’on a vu dans le calcul d’une intégrale.

En effet nous avons le choix entre
— trouver une primitive de f comme dans la section précédente et appliquer ensuite la formule

du corolaire 14.265 ;
— écrire une intégrale pour la nouvelle variable u “ upxq sur l’intervalle entre upaq et upbq.
Nous allons voir ces deux méthodes dans des exemples.

Exemple 20.138.
Soit à calculer ż 1{2

1{3
x
a

1´ x2dx. (20.490)

Les primitives
ş
x
?

1´ x2dx ont été trouvé dans l’exemple 20.137. Une primitive est

F pxq “
ż
x
a

1´ x2dx “ ´p1´ x
2q3{2

3 . (20.491)
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Nous pouvons maintenant calculer l’intégrale de x
?

1´ x2 sur l’intervalle r1{3, 1{2s par la définition
ż 1{2

1{3
x
a

1´ x2dx “ F

ˆ
1
2

˙
´ F

ˆ
1
3

˙
“ ´

?
3

8 ` 16
?

2
81 . (20.492)

△

Remarque 20.139.
Pour que le calcul d’intégrale donne quelque chose de sensé il faut absolument que la primitive
soit écrite en tant que fonction de x et non comme fonction de u. La méthode que nous allons voir
dans l’exemple suivant réduit grandement la probabilité d’oublier ce détail, d’où le fait qu’elle soit
de loin la plus utilisée.

Exemple 20.140.
Calculons à nouveau ż 1{2

1{3
x
a

1´ x2dx. (20.493)

Cette fois nous allons toucher à l’intervalle d’intégration en même temps que faire le changement
de variables. Nous savons déjà les substitutions

$
’’&
’’%

u “ 1´ x2 (20.494a)
du “ ´2xdx (20.494b)

dx “ du

´2x. (20.494c)

En ce qui concerne les extrêmes d’intégration, si x “ 1{3 alors u “ 1 ´ 1
9 “ 8

9 et si x “ 1
2 alors

u “ 3
4 . Nous avons donc encore les substitutions suivantes :

"
x “ 1{3 Ñ u “ 8{9 (20.495a)
x “ 1{2 Ñ u “ 3{4 (20.495b)

Le calcul est alors
ż 1{2

1{3
x
a

1´ x2dx “ ´1
2

ż 3{4

8{9

?
udu “ ´1

2

«
u3{2

3{2

ff3{4

8{9

“ ´
?

3
8 ` 16

?
2

81 . (20.496)

Attention : la dernière égalité n’est pas immédiate ; elle demande quelques calculs et une bonne
utilisation des règles de puissances. △

La deuxième méthode est plus utilisée et, avec un peu d’exercice, plus rapide à mettre en place
que la première.

Jusqu’à présent nous avons utilisé des changements de variables dans lesquels nous exprimions u
en termes de x. Comme le montre l’exemple suivant, il est parfois fructueux d’utiliser le changement
de variable dans le sens inverse : avec x exprimé en termes d’un paramètre.

exemplepassagepolaires

Exemple 20.141.
À calculer : ż ?

3{2

1{2

a
1´ x2dx. (20.497)

Nous posons x “ sinpθq parce que nous savons que 1 ´ sin2pθq “ cos2pθq ; nous espérons que le
changement de variables simplifie l’expression 24. Les substitutions à faire dans l’intégrale sont :

"
x “ sinpθq (20.498a)
dx “ cospθqdθ, (20.498b)

24. Lorsqu’on fait un changement de variables, il s’agit toujours d’espérer que l’expression se simplifie. Il n’y a pas
moyen de savoir à priori si tel changement de variable va être utile. Il faut essayer.
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et en ce qui concerne les bornes, si x “ 1{2 alors sinpθq “ 1
2 , c’est-à-dire θ “ π

6 . Si x “ ?3{2 alors
θ “ π

3 . Donc
ż ?

3{2

1{2

a
1´ x2dx “

ż π{3

π{6

b
1´ sin2pθq cospθqdθ. (20.499)

Nous avons 1´ sin2pθq “ cos2pθq et vu que θ P rπ6 , π3 s nous avons toujours cospθq ą 0, ce qui donnea
cos2pθq “ cospθq. Nous devons donc calculer

ż π{3

π{6
cos2pθqdθ. (20.500)

Pour celle-là, il faut utiliser une formule de trigonométrie 25 :

cos2pθq “ 1` cosp2θq
2 . (20.501)

Donc ż π{3

π{6
cos2pθqdθ “

ż π{3

π{6

1` cosp2θq
2 dθ “

„
θ

2

ȷπ{3

π{6
`
ż π{3

π{6

cosp2θq
2 dθ, (20.502)

Pour calculer proprement la dernière intégrale nous effectuons un autre changement de variable
(facile) en posant t “ 2θ, dt “ 2dθ, tpπ{6q “ π{3 et tpπ{3q “ 2π{3, nous avons alors

ż π{3

π{6
cos2pθqdθ “

„
θ

2

ȷπ{3

π{6
`
ż 2π{3

π{3

cosptq
4 dt “

„
θ

2

ȷπ{3

π{6
“ π

6 ´
π

12 “
π

12 , (20.503)

parce que sin
`2π

3
˘ “ sin

`
π
3
˘
. Au final,

ż ?
3{2

1{2

a
1´ x2dx “ π

12 . (20.504)

△

20.25.4 Intégrations des fractions rationnelles réduites

Définition 20.142.
Une fraction rationnelle est un quotient de deux polynômes à coefficients réels ou complexes.

Par exemple
x5 ` 7x4 ´ x3

2 ` x
x2 ´ 1 (20.505)

est une fraction rationnelle.
Il sera expliqué dans le cours d’algèbre que toute fraction rationnelle peut être écrite sous

forme d’une somme d’éléments simples, c’est-à-dire de fractions rationnelles d’un des deux types
suivants :

α

px´ aqm , α, a P R,m P N (20.506a)CasMMIooZnZpUWiCasMMIooZnZpUWi

αx` β
px2 ` ax` bqm ; α, β, a, b P R,m P N, a2 ´ 4b ă 0. (20.506b)CasMMIooZnZpUWiiCasMMIooZnZpUWii

Nous allons nous contenter de donner un exemple de chaque type.
(1) En ce qui concerne le cas (20.506a) avec m “ 1, nous avons par exemple

ż 1
x´ 3dx “ ln

`|x´ 3|˘` C. (20.507)

Si vous voulez en être tout à fait sûr, effectuez d’abord le changement de variables u “ x´ 3
qui donne dx “ du.

25. En fait, il y a moyen de terminer le calcul en intégrant deux fois par parties, mais c’est plus compliqué.
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(2) En ce qui concerne le cas (20.506a) avec m ‰ 1, nous avons par exemple
ż 1
px´ 1q4dx “ ´

1
3px´ 1q3 ` C. (20.508)

Encore une fois, pour s’en convaincre, utiliser le changement de variables u “ x´1, dx “ du :
ż 1
px´ 1q4dx “

ż 1
u4du “

ż
u´4du “ ´u

´3

3 ` C “ ´1
3

1
px´ 1q3 ` C. (20.509)

(3) En ce qui concerne le cas (20.506b) avec α ‰ 0, nous avons par exemple
ż

x

x2 ` 4dx “
1
2 lnpx2 ` 4q ` C. (20.510)

Pour ce faire, il faut faire le changement de variables u “ x2 ` 4, du “ 2xdx, dx “ du
2x qui

donne ż
x

x2 ` 4dx “
1
2

ż
du

u
“ 1

2 lnp|u|q ` C “ 1
2 lnp|x2 ` 4|q ` C. (20.511)

Dans ce cas nous pouvons oublier d’écrire la valeur absolue dans le logarithme parce que de
toutes façons, x2 ` 4 est toujours positif.

(4) En ce qui concerne le cas (20.506b) avec α “ 0, nous avons par exemple
ż

dx

x2 ` 4 “
1
4

ż
dx

px2 q2 ` 1 “
1
2 arctanpx2 q ` C. (20.512)

où nous avons utilisé la primitive
ş

dx
x2`1dx “ arctanpxq du tableau de la page 1869. Pour vous

en convaincre vous pouvez faire la dernière étape avec le changement de variables u “ x{2,
dx “ 2du.

20.25.5 Quelques formules à connaitre

À retenir 20.143
ż
pαfpxq ` βgpxqq dx “ α

ż
fpxq dx` β

ż
gpxq dx. (20.513a)

ż
fpxqg1pxq dx “ fpxqgpxq ´

ż
f 1pxqgpxq dx. (20.513b)

ż
f 1pupxqqu1pxq dx “

ż
fptq dt, avec t “ upxq. (20.513c)

ż
f 1pxq
fpxq dx “ log |fpxq| ` C, c’est un cas particulier de la formule précédente. (20.513d)

20.25.6 Taylor avec reste intégral
THOooDGCJooXKmFTT

Théorème 20.144 (Taylor, reste intégral).
Soit une fonction f : ra, bs Ñ R de classe Cn`1. Alors pour tout N ď n nous avons

fpbq “ fpaq `
Nÿ

k“1

f pkqpaq
k! pb´ aqk ` 1

N !

ż b

a
pb´ tqNf pN`1qptqdt. (20.514)EQooSCKCooXcKzCcEQooSCKCooXcKzCc
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Démonstration. Notons que dans l’énoncé, n est fixé ; nous faisons une récurrence sur N . Ça ne
change pas grand chose, mais il faut être conscient de ce qui est exactement dans l’hypothèse du
théorème et ce qui est dans l’hypothèse de récurrence.

Bref, n est fixé, la fonction f est de classe Cn`1 et nous vérifions d’abord la formule avec N “ 1.
À droite dans (20.514) nous avons

fpaq ` f 1paqpb´ aq `
ż b

a
pb´ tqf2ptqdt. (20.515)EQooETPRooJHcOXhEQooETPRooJHcOXh

Nous évaluons l’intégrale à part en faisant une intégration par parties 26. Il s’agit de poser

u “ b´ t (20.516a)
v1 “ f2, (20.516b)

de déduire

u1 “ ´1 (20.517a)
v “ f 1 (20.517b)

et d’écrire
ż b

a
pb´ tqf2ptqdt “ “pb´ tqf 1ptq‰b

a
´
ż b

a
p´qf 1ptqdt (20.518a)

“ ´pb´ aqf 1paq `
ż b

a
f 1ptqdt (20.518b)

“ ´pb´ aqf 1paq ` fpbq ´ fpaq. (20.518c)

Dans le calcul nous avons utilisé le théorème fondamental du calcul intégral 14.265. En remettant
ça dans (20.515) nous trouvons fpbq comme il se doit.

En ce qui concerne la récurrence, nous devons calculer

fpaq `
N`1ÿ

k“1

f pkqpaq
k! pb´ aqk ` 1

pN ` 1q!
ż b

a
pb´ tqN`1f pN`2qptqdt. (20.519)EQooKQWZooGBvtlZEQooKQWZooGBvtlZ

Ici encore, il s’agit de faire une intégration par partie, et sortir de la somme le terme k “ N ` 1.
L’intégration par partie donne

ż b

a
pb´ tqN`1f pN`2qptqdt “ ´pb´ aqN`1f pN`1qpaq ` pN ` 1q

ż b

a
pb´ tqNf pN`1qptqdt. (20.520)

En remettant tout ensemble, il y a encore deux termes qui se simplifient, et des termes qui se
remettent pour former la formule de récurrence. Bref, on obtient que (20.519) se réduit bien à
fpbq.

Cette formule avec reste intégral sert par exemple à prouver un encadrement pour lnp2q, voir
la proposition 20.148.

PROPooWGWKooYydpFg

Proposition 20.145 (Formule de Taylor avec reste intégral[576]).
Soit une fonction f : R Ñ R de classe Cm`1 sur un ouvert U contenant a P R. Alors pour tout
k ď m et pour tout x P U nous avons

fpxq “ fpaq `
kÿ

l“1

f plqpaq
l! px´ aql ` 1

k!

ż x

a
f pk`1qptqpx´ tqkdt (20.521a)

“
kÿ

l“0

f plqpaq
l! px´ aql ` 1

k!

ż x

a
f pk`1qptqpx´ tqkdt (20.521b)

(20.521c)
26. Proposition 20.130.
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Démonstration. Nous faisons par récurrence sur k. Nous commençons par voir la formule pour
k “ 0. La formule se réduit à

fpxq “ fpaq `
ż x

a
f 1ptqdt, (20.522)

qui est correcte par le théorème 14.265 sous la forme (14.825).
La vraie récurrence maintenant. Nous supposons donc avoir la formule

fpxq “ fpaq `
kÿ

l“1

f plqpaq
l! px´ aql ` 1

k!

ż x

a
f pk`1qptqpx´ tqkdt (20.523)EQooJGVGooZBKDyMEQooJGVGooZBKDyM

valide pour un certain k ď m, et nous allons prouver la formule pour k ` 1. L’idée est d’effectuer
l’intégrale dans (20.523) par partie (proposition 20.130) en posant

u “ f pk`1q dv “ px´ tqk

du “ f pk`2qdt v “ ´px´ tq
k`1

k ` 1 .
(20.524)

Nous avons
ż x

a
f pk`1qptqpx´ tqk “

„
´f pk`1qptqpx´ tq

k`1

k ` 1

ȷx

a

´
ż x

a
´px´ tq

k`1

k ` 1 f pk`2qptqdt (20.525a)

“ f pk`1qpaqpx´ aq
k`1

k ` 1 `
ż x

a

f pk`2qptq
k ` 1 px´ tqk`1dt. (20.525b)

En remettant dans (20.523), nous trouvons la réponse.
THOooFKZZooAgecfp

Théorème 20.146 (Formule de Taylor, reste intégral[107]).
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe Cm`1 sur un ouvert convexe U . Soient a P U et h P Rn

tel que a` h P U . Alors

fpa` hq “
ÿ

αPNn

|α|ďm

hα

α! pB
αfqpaq ` pm` 1q

ÿ

|α|“m`1

hα

α!

ż 1

0
p1´ tqmpBαfqpa` thqdt. (20.526)

Démonstration. Étant donné que U est connexe et que a et a`h sont dans U , nous pouvons poser
g : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ fpa` thq. (20.527)

Cela est une fonction de classe Cm`1 parce que f l’est (théorème 11.262). Nous appliquons à la
fonction g la formule du corolaire 12.299 :

g1ptq “ h· p∇fqpa` thq. (20.528)EQooQDLSooGbrePQEQooQDLSooGbrePQ

(1) Une récurrence pour gpkq Par h· ∇ nous entendons l’opérateur h· ∇ “ h1B1 ` . . . `
hnBn. Nous prouvons maintenant par récurrence que

gpkqptq “ “ph· ∇qkf‰pa` thq. (20.529)
En ce qui concerne le cas k “ 1, c’est une réécriture de la formule (20.528) :

g1ptq “ h· p∇fqpa` thq “

¨
˚̋
h1
...
hn

˛
‹‚·

¨
˚̋
pB1fqpa` thq

...
pBnfqpa` thq

˛
‹‚ (20.530a)

“
ÿ

i

hipBifqpa` thq (20.530b)

“
ÿ

i

phiBifqpa` thq cf. justif (20.530c)SUBEQooTRIUooPHkKyESUBEQooTRIUooPHkKyE

“ `ÿ

i

hiBif
˘pa` thq cf. justif. (20.530d)SUBEQooHXSJooRZHTPTSUBEQooHXSJooRZHTPT

“ `ph· ∇qf˘pa` thq. (20.530e)
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Justifications.
— Pour (20.530c). Dans un cas il s’agit de calculer pBifqpa` thq et de multiplier le résultat

par hi, et dans l’autre cas, de considérer la fonction phiBifq et de l’appliquer à a` th.
— Pour (20.530d). Avant, on calculait phiBifqpa` thq et on sommait sur i, et maintenant

on applique la fonction
ř
i hiBif à a` th.

Nous y allons maintenant pour la récurrence. Nous posons

sptq “ `ph· ∇qkf˘pa` thq, (20.531)

et nous essayons de calculer s1ptq. Nous avons

s1ptq “ h·
´

∇ph· ∇qkf
¯
pa` thq (20.532a)

“
ÿ

i

hi proji
”`

∇ph· ∇qkf˘pa` thq‰ (20.532b)

“
ÿ

i

hi
`Biph· ∇qkf˘pa` thq (20.532c)

“
´
ph· ∇qk`1f

¯
pa` thq. (20.532d)

(2) Expression pour gpkq En mettant les bouts ensemble, nous avons

gpkqptq “ ph· ∇qkfpa` thq. (20.533)

Nous prouvons à présent que
ph· ∇qk “

ÿ

αPNn

|α|“k

k!
α!h

αBα. (20.534)EQooTBDVooBsguqPEQooTBDVooBsguqP

Pour cela nous nous souvenons du théorème multinomial 3.48. Il s’applique parce que f est de classe
Cm`1, ce qui permet de permuter les dérivées 27. Les « variables » hiBi sont donc commutatives.
D’abord nous avons

ph· ∇qk “ `ÿ

i

hiBi
˘k “ ph1B1 ` . . .` hnBnqk, (20.535)

et ensuite nous appliquons le théorème multinomial avec xi “ hiBi.
En ce qui concerne g, nous avons

gpkqptq “ ph· ∇qkfpa` thq “
ÿ

αPNn

|α|“k

k!
α!ph

αBαfqpa` thq. (20.536)

Nous savons que gp1q “ fpa` hq et gp0q “ fpaq. Nous écrivons donc un développement de Taylor
pour gp1q autour de t “ 0. Il s’agit d’utiliser la proposition 20.145.

gp1q “
mÿ

l“0

glp0q
l! 1l ` 1

m!

ż 1

0
gpm`1qtptqp1´ tqmdt (20.537a)

“
mÿ

l“0

1
l!

ÿ

αPNn

|α|“l

l!
α!ph

αBαfqpaq ` 1
m!

ż 1

0

ÿ

αPNn

|α|“m`1

pm` 1q!
α! phαBαfqpa` thqp1´ tqm`1dt

(20.537b)

“
ÿ

αPNn

|α|ďm

1
α!h

αpBαfqpaq ` pm` 1q
ÿ

αPNn

|α|“m`1

ż 1

0

hα

α! p1´ tq
mpBαfqpa` thq. (20.537c)

27. Proposition 12.349.
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PROPooJFSRooGJcLyv

Proposition 20.147 (Taylor à l’ordre m “ 1[1]).
Soit une fonction f : Rn Ñ R de classe C2 sur un ouvert convexe U . Soient a P U et h P Rn tel
que a` h P U . Alors

fpa` hq “ h· p∇fqpaq ` h·Qpa, hqh (20.538)

où Qpa, hq : Rn Ñ Rn est l’opérateur linéaire dont les éléments de matrice sont donnés par

Qpa, hqkl “
ż 1

0
p1´ tqpBklfqpa` thqdt. (20.539)

Démonstration. Nous commençons par écrire la formule Taylor avec reste intégral du théorème
20.146 avec m “ 1 :

fpa` hq “
ÿ

k

hkpBkfqpaq ` 2
ÿ

αPNn

|α|“2

hα

α!

ż 1

0
p1´ tqpBαfqpa` thqdt (20.540a)

“ h· p∇fqpaq ` 1
2
ÿ

k,l

2hkhl
ż 1

0
p1´ tqpBklfqpa` thqdt cf. justif (20.540b)SUBEQooJLEYooPbiCjiSUBEQooJLEYooPbiCji

“ h· p∇fqpaq `
ÿ

l

hlQpa, hqh (20.540c)

“ h· p∇fqpaq ` h·Qpa, hqh (20.540d)
(20.540e)

Justification pour (20.540b). Nous avons utilisé la formule du lemme 3.49 ainsi que le fait que
hek`el “ hkhl.

20.25.7 Approximation de lnp2q
PROPooHOMYooFclkCU

Proposition 20.148 (Approximation de lnp2q[577]).
Pour tout n nous avons ˇ̌

ˇ̌
ˇlnp2q ´

nÿ

k“1

p´1qk`1

k

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

1
n` 1 . (20.541)

Démonstration. Nous écrivons la formule de Taylor avec reste intégral du théorème 20.144 pour la
fonction f “ ln et pour a “ 1 et b “ x. Cela donne :

lnpxq “ lnp1q `
Nÿ

k“1

lnpkqp1q
k! px´ 1qk ` 1

N !

ż x

1
px´ tqN lnpN`1qptqdt. (20.542)

Sachant que la dérivée du logarithme 28 est 1{x et faisant une petite récurrence, pour k ě 1 nous
avons

lnpkqpxq “ p´1qk`1pk ´ 1q!
xk

. (20.543)

En remplaçant,

lnpxq “
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
px´ 1qk `

ż x

1

p´1qN px´ tqN
tN`1 dt. (20.544)

C’est le moment de poser x “ 2 et de faire les simplifications qui s’imposent,

lnp2q “
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
`
ż 2

1

p´1qN p2´ tqN
tN`1 dt. (20.545)

28. Voir la proposition 15.91.
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Nous déplaçons la somme à gauche, et nous prenons la valeur absolue des deux côtés :

| lnp2q ´
Nÿ

k“1

p´1qk`1

k
| “ |

ż 2

1

p´1qN p2´ tqN
tN`1 dt| (20.546a)

ď
ż 2

1

p2´ tqN
tN`1 dt (20.546b)SUBEQooZSXEooVcbJpdSUBEQooZSXEooVcbJpd

ď
ż 2

1
p2´ tqNdt. (20.546c)SUBEQooHGZLooGIhoVtSUBEQooHGZLooGIhoVt

Justifications :
— Pour 20.546b. Majoration en rentrant la valeur absolue dans l’intégrale, suppression de
p´1qN , et le fait que pour t P r1, 2s, 2´ t ě 0.

— Pour 20.546c. Majoration en supprimant purement et simplement le dénominateur tN`1 ě 1.
Ais-je vraiment besoin de vous dire que la dernière intégrale se calcule en posant le changement
de variables 29 u “ 2´ t ? Le résultat est que

ż 2

1
p2´ tqNdt “ 1

N ` 1 . (20.547)

EXooYMEEooMGpUNM

Exemple 20.149 ([1]).
La convergence de l’encadrement (20.148) n’est pas terrible. Pour avoir une erreur de 1

10 , il faut

1
10 “

1
n` 1 , (20.548)

ce qui demande n “ 9. Ça reste jouable, même pour les jeunes d’aujourd’hui. Écrivons 9 termes :

| lnp2q ´ 1` 1
2 ´

1
3 `

1
4 ´

1
5 `

1
6 ´

1
7 `

1
8 ´

1
9 | ď

1
10 . (20.549)

En calculant 30,
| lnp2q ´ 1879

2520 | ď
1
10 . (20.550)

Voici donc un bel encadrement
1879
2520 ´

1
10 ď lnp2q ď 1879

2520 `
1
10 . (20.551)

Pour avoir quelque chose avec des virgules, d’abord un peu de calcul mental donne

1879
2520 » 0.745634920634921. (20.552)

Donc en majorant et minorant, disons, la troisième décimale 31, on n’est pas moins précis que le
1
10 . On a

0.744´ 1
10 ď lnp2q ď 0.746` 1

10 . (20.553)

Bref, on retient l’approximation
0.644 ď lnp2q ď 0.846. (20.554)

Pour la quantité de travail, avouez que ce n’est pas terrible comme résultat. Eh oui ; le calcul
numérique c’est tout un métier ; il existe des méthodes nettement plus efficaces que ce que nous
venons de faire. △

29. Proposition 20.135.
30. Moi j’ai utilisé Sage, mais si tu es au tableau, débrouille-toi.
31. Notez ici que nous utilisons le fait que la division euclidienne, elle, donne un encadrement pour les fractions.

Pensez-y.
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20.26 Constructions plus naïves de l’intégrale dans le cas réel
Les sections 14.2 et 14.8 ont donné une construction très complète de la mesure de Lebesgue,

et nous avons définit la théorie de l’intégration sur un espace mesuré quelconque dans la défini-
tion 14.163.

Dans cette section nous allons donner différentes choses plus rapides qui servent souvent de
définition dans les cours moins avancés.

20.26.1 Mesure de Lebesgue, version rapide

Nous construisons à présent la mesure de Lebesgue sur Rn. Un pavé dans Rn est un ensemble
de la forme

B “
nź

i“1
rai, bis; (20.555)

le volume d’un tel pavé est défini par VolpBq “ś
ipbi ´ aiq. Soit maintenant A Ă Rn. La mesure

externe de A est le nombre

m˚pAq “ inft
ÿ

BPF
VolpBq où F est un ensemble dénombrable de pavés dont l’union recouvre A.u

(20.556)
DefKTzOlyH

Définition 20.150.
Nous disons que A est mesurable au sens de Lebesgue si pour tout ensemble S Ă Rn nous avons
l’égalité

m˚pSq “ m˚pAX Sq `m˚pSzAq. (20.557)

Dans ce cas nous disons que la mesure de Lebesgue de A est mpAq “ m˚pAq.
PropNCMToWI

Proposition 20.151.
Deux fonctions continues égales presque partout pour la mesure de Lebesgue 32 sont égales.

Démonstration. Soient f et g deux fonctions continues telles que fpxq “ gpxq pour presque tout
x P D. La fonction h “ f ´ g est alors presque partout nulle et nous devons prouver qu’elle est
nulle sur tout D. La fonction h est continue ; si hpaq ‰ 0 pour un certain a P D alors h est non
nulle sur un ouvert autour de a par continuité et donc est non nulle sur un ensemble de mesure
non nulle.

20.26.2 Pavés et subdivisions

Définition 20.152.
Nous appelons pavé de Rp toute partie de Rp obtenue comme produit de p intervalles de R. Plus
explicitement, une partie R est un pavé de Rp si il s’écrit sous la forme

R “ ␣px1, . . . , xpq P Rp
ˇ̌
xi P Ii, i “ 1, . . . , p

(
,

où Ii est un intervalle de R pour tout i “ 1, . . . , p.

On appelle pavé fermé de Rp le produit de p intervalles fermés

R “
pź

i“1
rai, bis.

On définit de même le pavé ouvert

S “
pź

i“1
sai, bir.

32. Définition 20.150.
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Un pavé R “ śp
i“1 Ii est dit borné si tous les intervalles Ii sont bornés dans R. Les pavés non

bornés sont des produits d’intervalles où un (ou plusieurs) des intervalles n’est pas borné. Par
exemple,

N “s ´8, 5s ˆ r0, 13s.
L’espace Rp, lui-même, est un pavé de Rp.

Définition 20.153.
Une partie A de Rp est dite pavable si il existe une famille finie de pavés Rj, j “ 1, . . . , n, et
deux à deux disjoints tels que

A “
nď

j“1
Rj .

Un exemple d’ensemble pavable dans R2 est donné à la figure 20.15. Il existe beaucoup d’en-
sembles dans R2 qui ne sont pas pavables, par exemple les ellipses.

2 4 6 8

2

4

6

8

Figure 20.15: Un ensemble pavable. LabelFigPolirettangolo

Le complémentaire d’un pavé est un ensemble pavable et, en particulier, tout complémentaire
d’un pavé borné est une réunion de pavés non bornés. Toute union finie et toute intersection
d’ensemble pavables est pavable.

Définition 20.154.
Soit R un pavé borné de Rp, pour fixer les idées on peut penser R “ śp

i“1rai, bis. On appelle
longueur de l’i-ème arrête de R le nombre bi ´ ai. La mesure p-dimensionnelle de R, mpRq,
est le produit des longueurs

mpRq “
pź

i“1
pbi ´ aiq.

Exemple 20.155.
Dans R3, l’ensemble R “ r´1, 1s ˆ r3, 4s ˆ r0, 2s est un pavé fermé de mesure

mpRq “ p1` 1q· p4´ 3q· p2´ 0q “ 4.

Il s’agit du volume usuel du parallélépipède rectangle. △

Exemple 20.156.
L’ensemble R “ s´1, 1r ˆ r3, 4s ˆ r0, 2s est un pavé de R3. Il n’est ni fermé ni ouvert, sa mesure
est encore 4. △

Si R est un pavé non borné on peut encore définir sa mesure. La notion de mesure se généralise
en deux étapes. D’abord on dit que la longueur d’une arête non bornée est 8. Ensuite, on adopte
la convention 0 ·8 “ 0. Il faut remarquer que avec cette généralisation tout point et toute droite
dans R2 ont mesure nulle.

Afin de définir les intégrales, nous allons intensivement faire appel à la notion de subdivision
d’intervalles, voir définition 21.2 et la discussion qui suit.
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Lorsqu’on considère un pavé borné R “śp
i“1 Ii de Rp, on note Si l’ensemble des subdivisions

de l’intervalle Ii. La notion de subdivision de généralise au cas des pavés.

Définition 20.157.
Soit R un pavé fermé borné de Rp, pour fixer les idées on peut penser à R “ śp

i“1rai, bis. On
appelle subdivision finie de R les éléments de l’ensemble S “śp

i“1 Si,

S “
!
pY1, . . . , Ypq

ˇ̌
Yi “ pyi,jqni

j“1 P Si, i “ 1, . . . , p
)
.

On peut définir de même l’ensemble des subdivisions d’un pavé non borné.

Souvent, une subdivision d’un pavé R “śp
i“1 Ii sera noté σ “ pyi,jqni

j“1. Dans cette notation,
on sous-entend que pour chaque i fixé, les nombres yi,j (il y en a ni) forment une subdivision de
l’intervalle Ii. Afin de vous familiariser avec ces notations, repérez bien tous les éléments de la
figure 20.16.

‚
a1 “ y10

‚
y11

‚
y12

‚
y13

‚
y14

‚
b1 “ y15

‚a2 “ y20

‚y21

‚y22

‚b2 “ y23

Figure 20.16: Une cellule d’une subdivision d’un pavé de R2. La cellule grisée est Rp4,2q.LabelFigUneCellule

Définition 20.158.
Si σ est une subdivision d’un pavé R, un raffinement de σ est une subdivision de R obtenue en
fixant plus de points dans chaque intervalle.

La subdivision σ de R détermine n1n2 . . . np pavés fermés de la forme

Rpk1,...,kpq “ tpx1, . . . , xpq P Rp
ˇ̌
yi,ki´1 ď xi ď yi,ki

u,
où ki est dans t1, . . . , niu et i dans t1, . . . , pu. On les appelles cellules de σ. On remarque que les
cellules de σ sont toujours deux à deux disjointes (sauf au plus sur leurs bords).

meas_sous

Lemme 20.159.
Soit R un pavé borné de Rp et soit σ “ pyi,jqni

j“1 une subdivision de R. On a

mpRq “
ÿ

pk1,...,kpqPK
mpRpk1,...,kpqq,

où K “ t1, . . . , n1u ˆ t1, . . . , n2u ˆ . . .ˆ t1, . . . , npu.
Le lemme 20.159 suggère de définir la mesure d’un ensemble borné pavable P “ Ťn

j“1Rj comme
la somme des mesures des pavés disjoints Rj , j “ 1, . . . , n.

Définition 20.160.
Une application f : Rp Ñ R est dite application en escalier sur Rp si
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— f est une application bornée,
— il existe une subdivision σ de Rp telle que la restriction de f est une application constante

sur toute cellule Rk de σ
f|Rk

“ Ck, Ck P R,
Une telle subdivision σ est dite associée à f .

Exemple 20.161.
La fonction f de R2 dans R définie par

fpx, yq “
"

1 si px, yq P r0, 3s ˆ r´1, 2s,
2 sinon. (20.558)

est une application en escalier. Exercice : donner une subdivision de R2 associée à cette fonction.
△

Exemple 20.162.
La fonction f de R2 dans R définie par

fpx, yq “
" 1

m2`n2 , si px, yq P rm,m` 1s ˆ rn, n` 1s, m, n P N0,

0, sinon (20.559)

est une application en escalier. Observez que, dans ce cas, il n’existe pas une subdivision finie de
R2 associée à f . △

Remarque 20.163.
Si la subdivision σ est associée à f alors tout raffinement de σ (c’est-à-dire, toute subdivision
obtenue en fixant plus de points dans chaque intervalle) a la même propriété.

Si f et g sont deux applications en escalier sur R et σf et σg sont des subdivisions de R
associées respectivement à f et g, alors on peut construire une troisième subdivision de R qui est
associée à f et à g en même temps. Soient σf “ pY1, . . . , Ypq et σg “ pZ1, . . . , Zpq, où Yi “ pyi,jqmi

j“1
et Zi “ pzi,jqni

j“1 sont des subdivisions de l’intervalle rai, bis, pour i “ 1, . . . , p. La subdivision de
rai, bis obtenue par l’union de Yi et Zi est encore une subdivision finie, qu’on appellera Ȳi. La
subdivision σ̄ “ pȲ1, . . . , Ȳpq de R est un raffinement de σf et de σg, donc elle est associée à la fois
à f et à g.

Cela nous permet de prouver que si f et g sont des applications en escalier, alors f ` g, fg,
mintf, gu, maxtf, gu et |f | sont des applications en escalier.

20.26.3 Intégrale d’une fonction en escalier

Définition 20.164.
Soit f une fonction de Rm dans Rn. Le support de f est la fermeture de l’ensemble des points x
tels que fpxq ‰ 0.

Définition 20.165.
Une application en escalier f est dite intégrable si son support est compact.

Soit f une application en escalier sur Rp. Soit σ une subdivision de Rp associée à f et appelons
Rk les cellules de σ, avec k “ pk1, . . . , kpq dans K “ t1, . . . , n1u ˆ t1, . . . , n2u ˆ . . . ˆ t1, . . . , npu.
Alors

f|Rk
“ Ck, Ck P R.

Définition 20.166.
On définit l’intégrale de f sur Rp par

ż

Rp

f dV “
ÿ

kPK
CkmpRkq.
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L’intégrale ainsi définie est un nombre réel. La proposition suivante nous dit que l’intégrale est
« bien définie », au sens que sa valeur ne dépend pas de la subdivision associée à f qu’on utilise
dans le calcul.

Proposition 20.167.
Soit f une application en escalier intégrable sur Rp. Soient σ1 et σ2 deux subdivisions de Rp

associées à f . L’intégrale de f ne dépend pas de la subdivision choisie.

On ne donne pas une preuve complète de cette proposition. En fait elle est une conséquence de
la formule de réduction introduite dans la suite de ce chapitre.

20.26.4 Intégrales partielles

Soit f deRp dansR une fonction continue, nulle hors du pavé borné R. Posons R “śp
i“1rai, bis,

pour fixer les idées. Pour chaque i dans t1, . . . , pu fixé, on peut associer à f la fonction Fi de p´ 1
variables définie par

Fipx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq “
ż bi

ai

fpx1, . . . , xi´1, y, xi`1, . . . , xpq dy.

La fonction Fi est l’intégrale partielle de f par rapport à la i-ème variable. En particulier, si
fpx1, . . . , xpq “ gpxiqhpx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq on obtient

Fi “
ż bi

ai

gpyqhpx1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq dy “ h·
ż bi

ai

g dy.

La fonction d’une seule variable qu’on obtient à partir de f en fixant x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp
et qui associe à xi la valeur fpx1, . . . , xi´1, xi, xi`1, . . . , xpq, est appelée xi-ème section de f en
x1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xp.

Exemple 20.168.
Soit f la fonction de R2 dans R définie par

fpx, yq “
#
x` 3y si px, yq P r9, 10s ˆ sπ, 5s
0 sinon.

(20.560)

Les intégrales partielles de f sont

F1pyq “
ż 10

9
x` 3y dx “

„
x2

2 ` 3xy
ȷx“10

x“9
“ 19

2 ` 3y,

F2pxq “
ż 5

π
x` 3y dy “

„
xy ` 3y2

2

ȷy“5

y“π
“ xp5´ πq ` 3

2p25´ π2q.

△

20.26.5 Réduction d’une intégrale multiple

Soit R “ ra, bs ˆ rc, ds un pavé fermé et borné de R2 et soit f une application en escalier
intégrable sur R2 telle que le support de f soit contenu dans R. On considère la subdivision σ de
R définie par les subdivisions

a “ x0 ď x1 ď . . . ď xm “ b,

c “ y0 ď y1 ď . . . ď yn “ d.

Les cellules de σ sont

Ri,j “ rxi, xi`1s ˆ ryj , yj`1s, i “ 0, . . . ,m´ 1, j “ 0, . . . , n´ 1.
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La mesure de R est la somme des mesures des Ri,j

mpRq “
ÿ

pi,jqPt0,...,m´1uˆt0,...,n´1u
mpRi,jq “

“
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
pxi`1 ´ xiq· pyi`1 ´ yiq “

“
m´1ÿ

i“0
pxi`1 ´ xiq·

n´1ÿ

j“0
pyi`1 ´ yiq “

“ pb´ aq· pd´ cq.

(20.561)

Si f est constante sur chaque cellule de σ on peut écrire f de la forme suivante

fpx, yq “
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χRi,j

où les Ci,j sont des constantes réelles et χRi,j est la fonction caractéristique de Ri,j

χRi,j px, yq “
"

1, si px, yq P Ri,j ,
0, sinon. (20.562)

Comme px, yq est dans Ri,j si et seulement si x P rxi, xi`1s et y P ryj , yj`1s, on vérifie que la fonction
χRi,j est égal au produit des fonctions caractéristiques des intervalles rxi, xi`1s et ryj , yj`1s

χRi,j px, yq “ χrxi,xi`1spxq·χryj ,yj`1spyq.
On peut donc écrire la fonction f de la façon suivante

fpx, yq “
n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq·χryj ,yj`1spyq.

Comme on suppose que le support de f est une partie de R, l’intégrale de f sur R2 est
ż

R2
f dV “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,jmpRi,jq “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j pxi`1 ´ xiq· pyj`1 ´ yjq. (20.563)

Cette intégrale peut être réduite à la composition de deux intégrales partielles. Il suffit de remar-
quer que la valeur de l’intégrale de la fonction caractéristique d’un intervalle est la longueur de
l’intervalle,

Ci,jpxi`1 ´ xiq· pyj`1 ´ yjq “

“ Ci,j

ˆż xi`1

xi

χrxi,xi`1spxq dx
˙

·
˜ż yj`1

yj

χryj ,yj`1spyq dy
¸
“

“ Ci,j

ˆż b

a
χrxi,xi`1spxq dx

˙
·

ˆż d

c
χryj ,yj`1spyq dy

˙
,

(20.564)

et utiliser les propriétés de linéarité de l’intégrale
ż

R2
f dV “

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j

ˆż b

a
χrxi,xi`1spxq dx

˙
·

ˆż d

c
χryj ,yj`1spyq dy

˙
“

“
ż d

c

ż b

a

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq·χryj ,yj`1spyq dxdy “

“
ż d

c

ż b

a
f dxdy.

(20.565)
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De même on obtient
ż

R2
f dV “

ż b

a

ż d

c

n´1ÿ

j“0

m´1ÿ

i“0
Ci,j χrxi,xi`1spxq·χryj ,yj`1spyq dxdy “

“
ż b

a

ż d

c
f dxdy.

(20.566)

En général, on prouve la proposition suivante

Proposition 20.169.
Soit f une application en escalier intégrable sur Rp et soit R un pavé borné dans Rp qui contient
le support de f . Comme d’habitude, pour fixer les idées nous écrivons R “śp

i“1rai, bis. Alors

ż

Rp

fpx1, . . . , xpq dV “
ż bp

ap

ż bp´1

ap´1

¨ ¨ ¨
ż b1

a1

fpx1, . . . , xpq dx1 ¨ ¨ ¨ dxp “

“
ż bsp

asp

ż bsp´1

asp´1

¨ ¨ ¨
ż bs1

as1

fpx1, . . . , xpq dx1 ¨ ¨ ¨ dxp,
(20.567)

pour toute permutation ps1, . . . , spq de l’ensemble t1, . . . pu.

20.26.6 Propriétés de l’intégrale

Soient f et g deux fonctions en escalier intégrables de Rp dans R, et soient a et b dans R.

Linéarité de l’intégrale :

— Additivité : f ` g est intégrable et
ż

Rp

pf ` gq dV “
ż

Rp

f dV `
ż

Rp

g dV,

— Homogénéité : λf est intégrable pour tout réel λ
ż

Rp

λf dV “ λ

ż

Rp

f dV,

Monotonie Si f ď g alors ż

Rp

f dV ď
ż

Rp

g dV,

Inégalité fondamentale

|
ż

Rp

f dV | ď
ż

Rp

|f | dV.

Cette dernière inégalité s’obtient de la façon suivante :

|
ż

Rp

f dV | “ |
ÿ

kPK
CkmpRkq| ď

ÿ

kPK
|Ck|mpRkq “

ż

Rp

|f | dV.

Inégalité de Čebičeff Si f est une application en escalier alors pour tout a ą 0 dansR l’ensemble
tx P Rp : |fpxq| ě au est pavable et borné, et l’inégalité suivante est satisfaite

m ptx P Rp : |fpxq| ě auq ď 1
a

ż

Rp

|f | dV.
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20.26.7 Intégrales multiples, cas général

Nous voulons généraliser la définition d’intégrale multiple au cas des domaines non pavables et
de fonctions qui ne sont pas en escalier. Il y a plusieurs méthodes de le faire et ici on ne considère
qu’une seule, introduite par Riemann.

Définition 20.170.
Soit f : Rp Ñ R une fonction.

— Pour toute application en escalier intégrable f˚ telle que f˚ ď f , l’intégrale de f˚ est dit une
somme inférieure de f .

— Pour toute application en escalier intégrable f˚ telle que f˚ ě f , l’intégrale de f˚ est dit une
somme supérieure de f .

Soient
ř

˚ f et
ř˚ f les ensembles des sommes inférieures et supérieures de f . Grâce à la

propriété de monotonie de l’intégrale on sait que si a est dans
ř

˚ f et b est dans
ř˚ f alors a ď b.

Définition 20.171.
La fonction f est intégrable (au sens de Riemann) si

ř
˚ f et

ř˚ f ne sont pas vides et

inf Σ˚f “ I “ sup Σ˚f.

Dans ce cas, la valeur I est appelée intégrale de f sur Rp.

Remarque 20.172.
Toute fonction intégrable est bornée et à support compact. En effet, si le support de la fonction
n’est pas compact alors soit

ř
˚ f soit

ř˚ f doit être vide !

L’intégrale qu’on vient de définir possède toutes les propriétés de l’intégrale pour les fonctions
en escalier. Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

Il y a des cas où l’intégrabilité d’une fonction n’est pas évidente. Cependant, dans la plupart
des exercices et des exemples de ce cours, nous nous aidons avec le critère suivant

Proposition 20.173.
Toute fonction continue à support compact est intégrable.

Cette proposition n’est à priori pas étonnante, vu qu’une fonction continue sur un support
compact est bornée (théorème de Weierstrass 7.141).

20.26.8 Réduction d’une intégrale multiple

On n’utilise jamais la définition pour calculer la valeur d’une intégrale multiple. La méthode
plus efficace, en pratique, est de réduire l’intégrale à la composition de plusieurs intégrales d’une
variable.

fub

Théorème 20.174 (de Fubini).
Soit f une fonction intégrable de R2 dans R. Si pour tout x dans R la section fpx, · q est intégrable
par rapport à y, alors ż

R2
fpx, yq dV “

ż

R

ˆż

R

fpx, yq dx
˙
dy.

De même, si pour tout y dans R la section fp· , yq est intégrable par rapport à x, alors
ż

R2
fpx, yq dV “

ż

R

ˆż

R

fpx, yq dy
˙
dx.

ThoSectionINte

En général, on ne peut pas dire que les sections d’une fonction intégrable sont intégrables, donc
il faut vraiment se souvenir des hypothèses du théorème 20.174. En dimension plus haute, on a le
même résultat
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Théorème 20.175.
Soit f une fonction intégrable de Rp dans R. Si pour tout pp´ 1q-uple px1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xpq
dans Rp´1 la section fpx1, . . . , xi´1, · , xi`1, . . . , xpq est intégrable par rapport à xi, alors

ż

Rp

f dV “
ż

R

ˆż

Rp´1
f dV

˙
dxi.

Si f est une fonction positive et intégrable de R2 dans R on peut interpréter l’intégrale de
f comme le volume du solide au-dessous du graphe de f . Avec cette interprétation, l’intégrale
partielle par rapport à x pour y “ y0 fixé est l’aire de la tranche qu’on obtient en coupant le solide
par le plan y “ y0.

Exemple 20.176.
Le premier exemple à faire est celui d’une fonction en escalier intégrable et positive. Soit f : R2 Ñ R

la fonction

fpx, yq “

$
’&
’%

1 si px, yq P R1 “ s´1, 3s ˆ r4, 5s
3 si px, yq P R2 “ s13, 15r ˆ r0, 2r
0 dans les autres cas.

(20.568)

L’intégrale de f sur R2 est 1 ·mpR1q ` 3 ·mpR2q “ 16. On voit tout de suite qu’il s’agit de la
somme du volume des deux parallélépipèdes de hauteurs respectives 1 et 3 et bases R1 et R2. △

Exemple 20.177.
On veut calculer le volume du solide S, borné par le paraboloïde elliptique x2 ` 2y2 ` z “ 16 et le
plan x “ 2, x “ 0, y “ 2 y “ 0, z “ 0. On observe que la portion de paraboloïde elliptique qui nous
intéresse est le graphe de la fonction fpx, yq “ 16 ´ x2 ´ 2y2 pour px, yq dans R “ r0, 2s ˆ r0, 2s.
La fonction f est continue ainsi que ses sections, donc on peut appliquer le théorème 20.174 et
décomposer l’intégrale double en deux intégrales simples :

ż

R
16´ x2 ´ 2y2 dV “

ż 2

0

ż 2

0
fpx, yq dxdy “

“
ż 2

0

„
p16´ 2y2qx´ x3

3

ȷx“2

x“0
dy “

“
„ˆ

32´ 8
3

˙
y ´ 4y3

3

ȷx“2

x“0
“ 64´ 16` 32

3 “ 48.

(20.569)

Vérifiez, comme exercice, qu’on obtient le même résultat en intégrant d’abord par rapport à y et
puis par rapport à x. △

Exemple 20.178.
Dans les hypothèses du théorème 20.174 l’ordre des intégrations partielles ne change pas la valeur
de l’intégrale. En fait, si les calculs sont faits par des êtres humains l’ordre d’intégration peut faire
une certaine différence comme dans cet exemple. On veut évaluer la valeur de l’intégrale

ż

R2
fpx, yq dV

où

fpx, yq “
#
y sinpxyq si px, yq P r1, 2s ˆ r0, πs
0 sinon.

(20.570)

Les deux sections de fpx, yq “ y sinpxyq sont continues. Si on intègre d’abord par rapport à y on
obtient

´
ż 2

1

π cospπxq
x

dx`
ż 2

1

sinpπxq
x2 dx,
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qui n’est pas du tout immédiat, alors que, si on intègre d’abord par rapport à x on obtient
ż π

0
cos y ´ cosp2yq dy.

△

20.26.9 Intégrales sur des parties de R2

On veut évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ ?1´ x2 sur son domaine, la boule unité
Bpp0, 0q, 1q. La théorie introduite jusqu’ici n’est pas suffisante pour résoudre ce problème, parce
que Bpp0, 0q, 1q n’est pas pavable. Les parties bornées de Rp sur lesquelles on peut intégrer des
fonctions sont dites mesurables (au sens de Riemann) parce que, comme on verra dans la suite, la
mesure d’une partie de Rp est l’intégrale (si il existe) de sa fonction caractéristique.

On peut dire qu’une partie de Rp est mesurable si son bord est «assez régulier». Dans R2 il est
suffisant que le bord de A soit une réunion finie de courbes paramétrées continues. En particulier,
on est très souvent dans un des deux cas suivants

Régions du premier type A est borné et contenu entre les graphes de deux fonctions continues
de x

A “ tpx, yq P R2 : a ď x ď b, g1pxq ď y ď g2pxqu,
avec g1 et g2 continues.

Régions du deuxième type A est borné et contenu entre les graphes de deux fonctions conti-
nues de y

A “ tpx, yq P R2 : c ď y ď d, h1pyq ď x ď h2pyqu,
avec h1 et h2 continues.

Exemple 20.179.
Il y a des régions qui sont des deux types au même temps, comme les boules centrées à l’origine, le
triangle de sommets p0, 0q, p0, aq et pb, 0q, ou la région C délimité par les courbes y “ 2x et y “ x2.
Cette dernière admet les représentations suivantes

C “ tpx, yq P R2 : 0 ď x ď 1, x2 ď y ď 2xu,

et
C “ tpx, yq P R2 : 0 ď y ď 1, y{2 ď x ď ?yu.

△

Définition 20.180.
Soit f une fonction de R2 dans R dont le support A est une région du premier ou du deuxième
type. On définit la fonction f̄ comme

f̄px, yq “
"
fpx, yq, si px, yq P A,
0, sinon. (20.571)

La fonction f est dite intégrable si f̄ est intégrable, et la valeur de son intégrale est
ż

A
f dV “

ż

R2
f̄ dV.

Une fonction continue définie sur une région du premier ou du deuxième type est toujours
intégrable.
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‚
a

‚
b

g1

g2

LabelFigRegioniPrimoeSecondoTipossprimotipo

(a) Une region du premier type

‚c

‚d

h1
h2

LabelFigRegioniPrimoeSecondoTiposssecondotipo

(b) Une region du deuxième type

Figure 20.17: Régions du premier et du deuxième typeLabelFigRegioniPrimoeSecondoTipo

Pour fixer les idées on suppose ici que A est du premier type et contenue dans le pavé borné
R “ ra, bs ˆ rc, ds. En suivant la définition on obtient

ż

A
f dV “

ż

R2
f̄ dV

“
ż b

a

ż d

c
f̄ dydx

“
ż b

a

˜ż g1pxq

c
f̄ dy `

ż g2pxq

g1pxq
f̄ dy `

ż d

g2pxq
f̄ dy

¸
dx

“
ż b

a

ż g2pxq

g1pxq
f dydx.

(20.572)

De même, si A est du deuxième type on obtient
ż

A
f dV “

ż d

c

ż h2pyq

h1pyq
f dxdy. (20.573)

Exemple 20.181.
On peut maintenant résoudre notre problème de départ, évaluer l’intégrale de la fonction fpx, yq “?

1´ x2 sur Bpp0, 0q, 1q. Nous choisissons de décrire la boule unité de R2 comme une région du
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premier type : Bpp0, 0q, 1q “ tpx, yq : x P r´1, 1s, ´?1´ x2 ď y ď ?1´ x2u.

I “
ż

B

a
1´ x2 dV “

ż 1

´1

ż ?
1´x2

´?
1´x2

a
1´ x2dydx (20.574)

La première intégrale à effectuer, par rapport à y, est l’intégrale d’une fonction constante. Ne pas
oublier que l’on intègre

?
1´ x2 par rapport à y ; c’est bien une constante et l’intégrale consiste

seulement à multiplier par y :

I “
ż 1

´1

”
y
a

1´ x2
ıy“?

1´x2

y“´?
1´x2

dx “ 2
ż 1

´1
p1´ x2qdx. (20.575)

Cela est à nouveau une intégrale simple à effectuer. Le résultat est

2
ż 1

´1
p1´ x2qdx “ 2

„
x´ x3

3

ȷx“1

x“´1
“ 8

3 . (20.576)

△

Remarque 20.182.
Toutes les techniques d’intégration à une variable restent valables. Par exemple, lorsqu’une des
intégrales est l’intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique par rapport à zéro,
l’intégrale vaut zéro.

NORMooDSNXooFhyHkx

20.183.
Par le lemme 14.170 nous savons que la mesure d’une région bornée de R2 est l’intégrale de sa
fonction caractéristique, si elle existe.

La mesure d’une région bornée de R2 est dite son aire, et celle d’une région bornée de R3 est
son volume. Voir aussi la remarque 21.10.

exint

Exemple 20.184.
On veut calculer l’aire de la région de la figure 20.18 définie par

A “ tpx, yq P R2 | 0 ď x ď 1, x3 ´ 1 ď y ď xu.

On considère l’intégrale
ż

R2
χA dV “

ż 1

0

ż x

x3`1
1 dy dx “

ż 1

0
´x3 ` x` 1 dx “ ´1

4 `
1
2 ` 1 “ 5

4 .

△

1 2
´1

1

2

3

Figure 20.18: La région de l’exemple 20.184. Dans l’exemple, l’image est coupée en x “ 1.LabelFigExampleIntegration
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Exemple 20.185.
Parfois la région sur laquelle on veut intégrer peut être décrite indifféremment de deux façons, mais
la fonction à intégrer nous force a choisir un ordre particulier. Vérifiez que la fonction fpx, yq “
sinpy2q sur la région triangulaire de sommets p0, 0q, p0, 2q, p2, 2q doit être intégrée d’abord par
rapport à x. △

Si une région bornée n’est pas de premier ou de deuxième type on peut normalement la découper
en morceaux plus faciles à décrire. On utilise alors la propriété suivante.

Lemme 20.186.
Soit A un sous-ensemble borné de R2 et soient B1 et B2 deux parties de A telles que B1XB2 “ H
et B1 Y B2 “ A. Alors, pour toute fonction f intégrable sur A (et en particulier pour sa fonction
caractéristique) on a

ż

A
f dV “

ż

B1

f dV `
ż

B2

f dV.

exint2

Exemple 20.187.
La région D que nous voyons sur la figure 20.19 est bornée par la parabole y2 “ 2x` 6 et la droite
y “ x ´ 1. La région D est une région du deuxième type. Nous pouvons aussi la décrire comme
l’union de deux régions du premier type D1 et D2,

D1 “ tpx, yq : ´3 ď x ď ´1, ´?2x` 6 ď y ď ?2x` 6u,

et
D2 “ tpx, yq : ´3 ď x ď ´1, x´ 1 ď y ď ?2x` 6u.

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 20.19: La région D de l’exemple 20.187 LabelFigExampleIntegrationdeux

△
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20.26.10 Intégrales sur des parties de R3

Dans ces notes nous n’avons pas l’ambition de traiter d’une façon rigoureuse l’étude des en-
sembles mesurables de R3. Comme dans la section précédente on se limitera à considérer des cas
particuliers.

primotipo_solida

Définition 20.188.
Soit E une région de R3. On dit que E est une région solide de premier type si E est contenue
entre les graphes de deux fonctions continues de x et y.

E “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P A Ă R2, u1px, yq ď z ď u2px, yqu.
Le sous-ensemble de A deR2 qui apparaît dans la définition 20.188 est la projection (ou l’ombre)

de E sur le plan x-y.
cornet

Exemple 20.189.
La région E donnée par une portion de sphère collée à un cône est une région solide de premier
type

E “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P B`p0, 0q, 1˘,
a
x2 ` y2 ď z ď

a
1´ x2 ´ y2u. (20.577)

L’ombre de E est la boule unité de R2. L’ensemble
a
x2 ` y2 ď z est un cône posé sur sa pointe

tandis que l’ensemble z ďa
1´ x2 ´ y2 est la demi-sphère. L’ensemble E contient les points entre

les deux, voir la figure 20.20.

´1 1

1

Figure 20.20: Il faut voir ça en trois dimensions. LabelFigCornetGlace

△

Si la fonction f , à intégrer sur E, et ses sections sont intégrables alors on peut réduire l’intégrale
ż

E
fpx, y, zq dV “

ż

A

˜ż u2px,yq

u1px,yq
fpx, y, zq dz

¸
dV “

“
ż

A
pF px, y, u2px, yqq ´ F px, y, u1px, yqqq dV,

(20.578)

où F est une primitive de f par rapport à la variable z, c’est-à-dire en considérant x et y comme
des constantes. Il faut ensuite évaluer la partie qui reste comme dans la section précédente. Comme
le calcul des aires dans R2, le calcul des volumes dans R3 est fait par des intégrales. En fait le
volume d’une région solide dans R3 est sa mesure.

Définition 20.190.
La mesure d’une région de R3 est l’intégrale de sa fonction caractéristique.

Soit E une région solide du premier type, nous pouvons évaluer son volume par l’intégrale
ż

A
pu2px, yq ´ u1px, yqq dV.

Parfois c’est plus intéressant de calculer le volume avec la formule de réduction contraire : l’intégrale
double d’abord et puis l’intégrale simple par rapport à z. On parle alors de calcul de volume « par
tranche ».
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Exemple 20.191.
On veut calculer le volume de la boule de rayon a, centrée à l’origine B “ tpx, y, zq P R3 |x2 `
y2 ` z2 ď a2u. On peut décrire B par

B “
!
px, y, zq P R3 | px, yq P Da,´

a
a2 ´ x2 ´ y2 ď z ď

a
a2 ´ x2 ´ y2

)
,

où Da est le disque de rayon a centré en p0, 0q, donc le volume B sera

2
ż

Da

a
a2 ´ x2 ´ y2dV.

Cette intégrale est un peu ennuyeuse à calculer. On peut simplifier le calcul en observant que pour
z̄ fixé dans l’intervalle r´a, as la section de la boule au niveau z̄ est un disque de rayon

?
a2 ´ z2.

L’aire d’un tel disque est πpa2 ` z2q. Si on réduit l’intégrale de volume de la façon
ż

B
1 dV “

ż a

´a

a
a2 ´ z2 dz,

on obtient tout de suite la valeur cherchée : le volume de B est 4{3πa3. △

Exemple 20.192.
On calcule l’intégrale de fpx, y, zq “ z sur la pyramide P bornée par les plans x “ 0, y “ 0,
x ` y ` z “ 1, x ` y ` z{2 “ 1. On remarque tout de suite que les plans x ` y ` z “ 1,
x ` y ` z{2 “ 1 se coupent en la droite x ` y “ 1, z “ 0 (on se souvient qu’une droite dans R3,
c’est deux équations). Cela veut dire que la projection de P sur le plan x-y est le triangle T borné
par les droites x “ z “ 0, y “ z “ 0 et x` y “ 1, z “ 0. On décrit donc P par

P “ tpx, y, zq P R3 | px, yq P T, 1´ 2x´ 2y ď z ď 1´ x´ yu

et T par
T “ tpx, yq P R2 | 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1´ xu,

donc l’intégrale de f sur P est
ż

P
fpx, y, zq dV “

ż 1

0

ż 1´x

0

ż 1´x´y

1´2x´2y
z dz dy dx “ ´ 1

24 .

Notez que lorsque x et y sont entre 0 et 1, nous avons bien 1 ´ 2x ´ 2y ă 1 ´ x ´ y, d’où le fait
que nous mettons 1´ 2x´ 2y dans la borne inférieure de l’intégrale. △

De façon analogue on définit les régions solides du deuxième et du troisième type.

20.26.11 Intégrales de fonctions non bornées sur des ensembles non bornés

Soit f : Rn Ñ R, une fonction positive. Nous notons Er “ E X Bp0, rq. On dit qu’elle est
intégrable sur E Ă Rn si

(1) Pour chaque r ą 0, la fonction frpxq “ fpxq1făr est intégrable sur Er ;
(2) la limite limrÑ8

ş
Er
fr est finie.

Dans ce cas, on pose ż

E
f “ lim

rÑ8

ż

Er

fr. (20.579)

ThoFnTestIntnnBorn

Théorème 20.193.
Soit E mesurable dans Rn et f : E Ñ R. Si f est mesurable et si il existe g : E Ñ R intégrable
sur E telle que |fpxq| ď gpxq pour tout x P E, alors f est intégrable sur E.

Réciproquement, si f est intégrable sur E, alors f est mesurable.
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LemTHBSEs

Lemme 20.194.
Si f est une fonction sur ra,8r, alors nous avons la formule

lim
bÑ8

ż b

a
fpxqdx “

ż 8

a
fpxqdx (20.580)

au sens où si un des deux membres existe, alors l’autre existe et est égal.

Démonstration. Supposons que le membre de gauche existe. Cela signifie que la fonction

ψpxq “
ż x

a
f (20.581)

est bornée. Soit M , un majorant. Pour toute fonction simple φ dominée f , on a
ş
φ ď M , donc

l’ensemble sur lequel on prend le supremum pour calculer
ş8
a f est majoré par M et possède donc

un supremum. Nous avons donc ż 8

a
f ď lim

bÑ8

ż b

a
f. (20.582)

20.26.12 Lemme de Morse
LemNQAmCLo

Lemme 20.195 (Lemme de Morse).
Soit f P C3pU ,Rq où U est un ouvert de Rn contenant 0. Nous supposons que

(1) df0 “ 0
(2) La matrice Hkl “ pBklfqp0q est non dégénérée et de signature pp, n´ pq.

Alors il existe un C1-difféomorphisme φ entre deux voisinages de 0 dans Rn tel que
(1) φp0q “ 0,
(2) si φpxq “ u alors

fpxq ´ fp0q “ u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

p ´ u2
p`1 ´ . . .´ u2

n. (20.583)

Une autre façon de dire est qu’il existe un C1-difféomorphisme local ψ tel que

pf ˝ ψqpxq ´ fp0q “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

p ´ x2
p`1 ´ . . .´ x2

n. (20.584)

Démonstration. Nous utilisons le théorème de Taylor avec reste intégral sous la forme de la pro-
position 20.147 avec a “ 0 :

fpxq “ x· p∇fqp0q ` x·Qpxqx (20.585)

avec
Qpxqkl “

ż 1

0
p1´ tqpBklfqptxqdt. (20.586)

Par hypothèse sur df0 “ 0, le premier terme est nul. En ce qui concerne Q, nous avons

Qp0qkl “
ż 1

0
p1´ tqpBklfqp0q “ 1

2Hkl. (20.587)

Étant donné que f est de classe C2, le théorème de Schwaz 12.340 dit que H est une matrice
symétrique. Elle est également inversible par hypothèse.

À partir de là, le lemme 17.122 donne un voisinage V de Qp0q dans l’ensemble Sn des matrices
symétriques et une application ϕ de classe C1

ϕ : V Ñ GLpn,Rq (20.588)
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telle que pour tout A P V ,
ϕpAqtQp0qϕpAq “ A. (20.589)

Si on pose M “ ϕ˝Q, et si x est dans un voisinage de zéro, Q étant continue nous avons Qpxq P V
et donc

Qpxq “MpxqtQp0qMpxq. (20.590)

Notons que l’application M : RÑ GLpn,Rq est de classe C1 parce que Q et ϕ le sont.
Nous avons

fpxq ´ fp0q “ x·Qpxqx (20.591a)
“ x·MpxqtQp0qMpxqx (20.591b)
“Mpxqx·Qp0qMpxqx cf. justif (20.591c)SUBEQooPDUKooHDpkHuSUBEQooPDUKooHDpkHu

“ ypxq·Qp0qypxq cf. justif (20.591d)SUBEQooEJGYooRHWmzVSUBEQooEJGYooRHWmzV

(20.591e)

Justifications.
— Pour 20.591c. Voir la proposition 9.187 et le blabla 9.188.
— Pour 20.591d. Nous notons ypxq “ Mpxqx “ pϕ ˝ Qqpxqx, qui est encore une fonction de

classe C1 parce que la multiplication est une application C8.
D’un autre côté le théorème de Sylvester 9.248 nous donne une matrice inversible P telle que

Qp0q “ P t
ˆ
1p

´1n´p

˙
P. (20.592)

Et nous posons enfin u “ φpxq “ Pypxq qui est toujours de classe C1 et qui donne

fpxq ´ fp0q “ y·Qp0qy (20.593a)

“ y·P t
ˆ
1

´1
˙
Py (20.593b)

“ u·
ˆ
1

´1
˙
u (20.593c)

“ u2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` u2

p ´ u2
p`1 ´ . . .´ u2

n. (20.593d)

Nous devons maintenant montrer que, quitte à réduire son domaine à un ouvert plus petit, φ
est un C1-difféomorphisme. Dans la chaine qui donne φ, seule l’application

g : U Ă Rn Ñ Rn

x ÞÑMpxqx (20.594)

est sujette à caution. Nous allons appliquer le théorème d’inversion locale. Nous savons que g est
de classe C1 et donc différentiable ; calculons la différentielle en utilisant la formule (12.635) :

dg0pxq “ d

dt

”
gptxq

ı
t“0

“ d

dt

”
tMptxqx

ı
t“0

“Mp0qx. (20.595)

Note que nous avons utilisé la règle de Leibniz pour la dérivée d’un produit, mais le second terme
s’est annulé. Donc dg0 “Mp0q P GLpn,Rq et g est localement un C1-difféomorphisme.

Il suffit de restreindre φ au domaine sur lequel g est un C1-difféomorphisme pour que φ devienne
lui-même un C1-difféomorphisme.

Définition 20.196.
Un point a est un point critique de la fonction différentiable f si dfa “ 0.
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Corolaire 20.197 ([578]).
Les points critiques non dégénérés d’une fonction C3 sont isolés.

Démonstration. Soit a un point critique non dégénéré. Par le lemme de Morse 20.195, il existe un
C1-difféomorphisme ψ et un entier p tel que

pf ˝ ψqpxq “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

p ´ x2
p`1 ´ . . .´ x2

n ` fpaq (20.596)

sur un voisinage U de a. Vue la formule générale dfxpuq “ ∇fpxq·u, si x est un point critique de
f , alors ∇fpxq “ 0. Dans notre cas, les points critiques de f ˝ ψ dans U doivent vérifier xi “ 0
pour tout i, et donc x “ a.

Nous devons nous assurer que la fonction f elle-même n’a pas de points critiques dans U . Pour
cela nous utilisons la formule générale de dérivation de fonction composée :

∇pf ˝ ψqpxq “
ÿ

k

Bf
Byk

`
gpxq˘∇gkpxq. (20.597)

Si ψpxq est un point critique de f , alors le membre de droite est le vecteur nul parce que tous les
Bkf

`
ψpxq˘ sont nuls. Par conséquent le membre de gauche est également nul, et x est un point

critique de f ˝ ψ. Or nous venons de voir que f ˝ ψ n’a pas de points critiques dans U .
Donc f n’a pas de points critiques dans un voisinage d’un point critique non dégénéré.

20.27 Autres intégrales sympathiques

20.27.1 Intégrale de Wallis
LEMooMGUVooIIQSmC

Lemme 20.198 ([579, 1]).
Nous définissons les fonctions In par récurrence de la façon suivante :

$
’’&
’’%

I0pxq “ x (20.598a)
I1pxq “ cospxq (20.598b)

Inpxq “ cospxq sinn´1pxq
n

´ n´ 1
n

In´2pxq. (20.598c)

Pour chaque n, la fonction In est une primitive de sinnpxq.
De même en définissant EQooWJMIooSgBbJx

$
’’&
’’%

I0pxq “ x (20.599a)
I1pxq “ sinpxq (20.599b)

Inpxq “ cosn´1pxq sinpxq
n

` n´ 1
n

In´2pxq, (20.599c)

nous avons des primitives de cosnpxq.
Démonstration. Nous faisons par récurrence. Les cas n “ 0 et n “ 1 sont immédiats. Pour In c’est
pas trop compliqué non plus : il suffit de dériver en supposant que I 1

n´2pxq “ sinn´2pxq. Voici le
calcul :

I 1
npxq “

1
n

`´ sinnpxq ` cospxqpn´ 1q sinn´2pxq cospxq˘´ n´ 1
n

sinn´2pxq (20.600a)

“ 1
n

sinn´2pxq`´ sin2pxq ` pn´ 1q cos2pxq˘´ n´ 1
n

sinn´2pxq (20.600b)

“ 1
n

sinn´2pxq`´ sin2pxq ` pn´ 1q cos2pxq ´ n` 1
˘

(20.600c)

“ 1
n

sinn´2pxq`n cos2pxq ´ n˘ (20.600d)

“ 1
n

sinn´2pxqn sin2pxq (20.600e)

“ sinnpxq. (20.600f)
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Nous avons prouvé que la dérivée de Inpxq est bien sinnpxq.
La formule (20.599) se démontre de la même façon.

LEMooUOIBooLyMDft

Lemme 20.199 ([580, 581]).
Nous posons

Wn “
ż π{2

0
cosnptqdt. (20.601)

Alors :
(1) une formule de récurrence :

Wn “ n´ 1
n

Wn´2, (20.602)EQooILMZooBUgJpkEQooILMZooBUgJpk

(2) et une formule un peu explicite :

W2n “ p2nq!
p2nn!q2

π

2 . (20.603)EQooUYIDooEpHCnPEQooUYIDooEpHCnP

Démonstration. Le nombre Wn est seulement la seconde intégrale du lemme 20.198, évaluée entre
0 et π{2. En partant donc de (20.599), nous avons

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx “

„
cosn´1pxq sinpxq

n

ȷπ{2

0
` n´ 1

n

ż π{2

0
cosn´2pxqdx. (20.604)

Le terme aux bords disparaît grâce aux valeurs trigonométriques remarquables 33. Il reste immé-
diatement

Wn “ n´ 1
n

Wn´2. (20.605)

À partir de là, nous démontrons (20.603) par récurrence. D’abord pour n “ 0, c’est l’égalité
W0 “ π{2 qui est correcte parce que

ż π{2

0
cos0pxqdx “

ż π{2

0
1dx. (20.606)

Pour la récurrence elle-même,

W2pn`1q “ 2n` 1
2pn` 1qW2n (20.607a)

“ 2n` 1
2n` 2

p2nq!
p2nn!q2

π

2 (20.607b)

. . .pas mal de petits calculs . . . (20.607c)

“ p2n` 2q!`pn` 1q!2n`1
˘2
π

2 . (20.607d)

Voilà.

Maintenant, la suite pWnq se divise en ses termes pairs et ses termes impairs. Pour les pairs,
nous avons une formule assez explicite donnée par le lemme 20.199. Pour les termes impairs, nous
n’avons rien. Dans tous les cas, nous avons la formule de récurrence

Wn “ n´ 1
n

Wn´2 (20.608)

qui ne sert à rien pour déduire des choses sur les termes impairs à partir de ce que l’on sait des
termes pairs.

Sommes-nous perdus ? Non. La situation se débloque grâce au lemme suivant.

33. Par exemple la proposition 18.20(10).
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LEMooZFBVooQsOuOx

Lemme 20.200.
La suite donnée par

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx (20.609)

est décroissante.

Démonstration. Vu que l’intégrale est sur r0, π{2s, le nombre cospxq prend ses valeurs dans r0, 1s.
Nous avons donc

cosn`1pxq ď cosnpxq. (20.610)

Les intégrales suivent les mêmes inégalités.

Ce lemme permet de relancer le jeu parce que les termes impairs sont coincés entre les termes
pairs, qui décroissent. Les termes impairs doivent donc décroître à la même vitesse. Le lemme
suivant met cela en musique.

LEMooAXTEooLBXQuM

Lemme 20.201.
Nous posons

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx (20.611)

La fonction α : NÑ R définie par Wn “ αpnqWn´1 vérifie limnÑ8 αpnq “ 1.

Démonstration. Parce que nous en aurons besoin, nous triturons d’abord un peu la formule de
récurrence (20.602). D’abord nous l’inversons un peu pour avoir

Wn “ n` 2
n

Wn`2, (20.612)

et ensuite nous écrivons
Wn´1 “ n` 1

n
Wn`1. (20.613)EQooYINNooBUKUYBEQooYINNooBUKUYB

Ne vous posez pas de questions, ça va être utile. Le fait que la suite soit décroissante (lemme
20.200) nous permet d’écrire

Wn`1 ďWn ďWn´1. (20.614)

En y remplaçant Wn par αpnqWn`1 et Wn´1 par (20.613),

Wn`1 ď αpnqWn`1 ď n` 1
n

Wn`1. (20.615)

Nous simplifions par Wn`1 et nous trouvons l’encadrement, valable pour tout n :

1 ď αpnq ď n` 1
n

. (20.616)

Nous en déduisons par la règle de l’étau que αpnq Ñ 1.
LEMooWQZAooOXAPQO

Lemme 20.202.
Soit

Wn “
ż π{2

0
cosnpxqdx. (20.617)

Encore plusieurs choses à dire.
(1) Pour tout n nous avons

nWnWn´1 “ π

2 . (20.618)EQooLOLFooMIwMXNEQooLOLFooMIwMXN
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(2) Nous avons l’équivalence de suites 34

Wn „
c

π

2n. (20.619)

Démonstration. En deux parties
(1) La suite constante Nous posons Kn “ nWnWn´1. Grâce aux formules de récurrence

(20.602) que nous écrivons sous la forme

Wn “ n´ 1
n

Wn´2 (20.620a)

Wn`1 “ n

n` 1Wn´1, (20.620b)

nous avons

Kn`1 “ pn` 1qWn`1Wn “ pn` 1q n

n` 1
n´ 1
n

Wn´1Wn´2 “ pn´ 1qWn´1Wn´2 “ Kn´1.

(20.621)
Nous avons montré que Kn`1 “ Kn´1.
Il nous reste à prouver que K1 “ K2 “ π

2 . Pour cela nous avons immédiatement W0 “ π
2

ainsi que

W1 “
ż π{2

0
cosptqdt “ 1. (20.622)

Pour W2, il ne faut pas calculer d’intégrales, mais seulement utiliser la formule (20.603).
Nous trouvons vite W2 “ π

4 . Donc

K1 “W1W0 “ π

2 (20.623)

et
K2 “ 2W2W1 “ π

2 . (20.624)

(2) L’équivalence de suites Soit la fonction α définie par Wn “ αpnqWn´1. Le lemme 20.201
nous dit que αpnq Ñ 1. Nous l’utilisons dans (20.618) :

π

2 “ nWnWn´1 “ nαpnqW 2
n´1. (20.625)

Donc
W 2
n´1 “

π

2nαpnq , (20.626)

et

Wn´1

d
1

αpnq
c

π

2n. (20.627)

Vu que le coefficient
a

1{αpnq tend vers 1 pour nÑ 1, nous avons l’équivalence demandée.

20.27.2 Formule de Stirling
LEMooDXJOooOGFcIv

Lemme 20.203 ([582]).
Si n P N nous avons la formule

lnp1` 1
n
q “ 2

8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
(20.628)

34. Définition 10.32.
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Démonstration. Il s’agit d’utiliser astucieusement le développement de la proposition 15.100. Nous
avons d’une part

lnp1` xq “
8ÿ

k“1
p´1qk`1x

k

k
(20.629)

et d’autre part,

´ lnp1´ xq “
8ÿ

k“1

xk

k
. (20.630)

Cela permet de calculer, en utilisant l’associativité de la série 35 EQooYVXHooNDetVx

ln
ˆ

1` t
1´ t

˙
“ lnp1` tq ´ lnp1´ tq (20.631a)

“
8ÿ

k“1

ˆp´1qk`1xk

k
` xk

k

˙
(20.631b)

“ 2
8ÿ

k“0

x2k`1

2k ` 1 (20.631c)SUBEQooIIOBooXYoHkKSUBEQooIIOBooXYoHkK

parce que tous les termes pairs s’annulent, tandis que les termes impairs sont doublés. Notez que
la somme dans (20.631c) commence à k “ 0, contrairement aux autres qui commencent à 1.

Et là c’est l’astuce : on écrit l’égalité (20.631) avec le t qu’il faut pour que

1` t
1´ t “ 1` 1

n
. (20.632)

Nous posons donc t “ 1
2n`1 nous avons

ln
ˆ

1` 1
n

˙
“ 2

8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
, (20.633)

ce qu’il fallait.
LemCEoBqrP

Lemme 20.204 (Formule de Stirling[583, 584, 580, 582, 585]).
Nous avons l’équivalence de suites 36

n! „
´n
e

¯n?
2πn. (20.634)

Démonstration. Nous posons
an “ n!?

2n
`
n
e

˘n (20.635)

et bn “ lnpanq.
(1) Une formule pour bn ´ bn`1 Nous faisons un beau calcul qui utilise les formules de la

proposition 15.84 ainsi que lnpeq “ 1 : SUBEQSooZTABooBukFGM

bn ´ bn`1 “ ln
ˆ

an
an`1

˙
(20.636a)

“ ln
˜
pn` 1qn`1{2

nn`1{2
1
e

¸
(20.636b)

“ ln
ˆ
pn` 1

n
qn`1{2

˙
´ 1 (20.636c)

“
ˆ
n` 1

2

˙
lnp1` 1

n
q ´ 1. (20.636d)

35. Proposition 11.91.
36. Définition 10.32.
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(2) La suite pbnq est décroissante Nous écrivons l’égalité (20.636) en utilisant le lemme
20.203 :

bn ´ bn`1 “ pn` 1
2q lnp1` 1

n
q ´ 1 (20.637a)

“ 1
2p2n` 1q2

8ÿ

k“0

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
´ 1 (20.637b)

“ p2n` 1q
8ÿ

k“1

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k`1
(20.637c)

“
8ÿ

k“1

1
2k ` 1

ˆ
1

2n` 1

˙2k
. (20.637d)

Notez que le terme k “ 0 s’est simplifié avec le ´1. Vu que le tout est une somme de termes
positifs, nous avons

bn ´ bn`1 ą 0 (20.638)

et la suite est décroissante.
(3) Majoration pour bn ´ bn`1 Vu que 1

2k`1 ă 1, nous pouvons majorer :

bn ´ bn`1 ď
8ÿ

k“1

ˆ
1

p2n` 1q2
˙k

. (20.639)

Nous remarquons que cela est une série géométrique déjà traitée dans la proposition 11.122.
Nous faisons un peu de calcul en partant de

8ÿ

k“1
qn “ q

1´ q (20.640)

avec q “ 1
p2n`1q2 . Après quelques simplifications,

bn ´ bn`1 ď 1
4

1
npn` 1q (20.641)

(4) Le coup de la somme télescopique Nous avons

b1 ´ bn “ pb1 ´ b2q ` pb2 ´ b3q ` . . .` pbn´1 ´ bnq. (20.642)

Chacun de ces termes est majoré ; nous avons donc

b1 ´ bn ă 1
4

n´1ÿ

m“1

1
mpm` 1q ď

1
4

8ÿ

m“1

1
mpm` 1q “

1
4 (20.643)

grâce au lemme 11.126 pour la dernière somme.
(5) La suite bn est bornée vers le bas

Vu que b1 “ 1´ lnp2q
2 , nous avons

bn ą b1 ´ 1
4 “

3
4 ´

lnp2q
2 . (20.644)

En utilisant la majoration de l’exemple 20.149 nous trouvons

0.327 ď bn ď 0.427. (20.645)

Cet encadrement n’est pas très important. Le point est que la suite pbnq soit bornée vers le
bas ; savoir que la borne est strictement positive n’est pas indispensable.
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(6) Une limite pour panq La suite pbnq est décroissante et bornée vers le bas, donc elle est
convergente par le lemme 10.35. Vu que l’exponentielle est une fonction continue 37, la suite
an “ ebn est également convergente.
Vu que limnÑ8 bn ą 0, nous avons limnÑ8 an “ elimnÑ8 bn ą 1.
L’important est que nous sachions que panq est une suite convergente. Nous notons L sa
limite :

lim
nÑ8

n!?
2n

`
n
e

˘n “ L. (20.646)

Ou encore :
lim
nÑ8

n!
L
?

2n
`
n
e

˘n “ 1. (20.647)

Autrement dit, en posant
n! “ αpnqL?2n

´n
e

¯n
, (20.648)EQyiBooFVCCooJbGpsWEQyiBooFVCCooJbGpsW

nous avons limnÑ8 αpnq “ 1.
(7) Introduction de Wallis Nous avons déjà parlé dans le lemme 20.199 du nombre

W2n “ p2nq!
p2nn!q2

π

2 . (20.649)

Le lemme 20.202 implique que la suite In “W2n est équivalente à
a
π{4n.

Cela étant dit, nous faisons un gros calcul en remplaçant les factorielles dans W2n par la
formule (20.648). Après pas mal de calculs 38, nous trouvons

In “ αp2nq
αpnq2

1?
n

π

2n. (20.650)

Nous avons donc c
π

4n „
αp2nq
αpnq2

π?
n

1
2L. (20.651)

Il existe donc une fonction βpnq avec βpnq Ñ 1 telle que
?
π

2
1?
n
“ βpnqαp2nq

αpnq2
π?
n

1
2L. (20.652)

En simplifiant par 1{?n, ?
π

2 “ βpnqαp2nq
αpnq2

π

2L. (20.653)

Nous prenons à présent la limite n Ñ 8 en nous rappelant que α et β donnent 1. Après
simplifications, nous trouvons

L “ ?π. (20.654)

(8) La fin Nous introduisons la valeur L “ ?π dans l’expression (20.648) de la factorielle :

n! “ αpnq?2πn
´n
e

¯n
. (20.655)

La dernière équation est exactement ce qui signifie l’équivalence de suite demandée.

20.205.
J’ai déjà dit du mal de la formule d’Euler eiπ “ ´1 dans (18.12). La formule de Stirling est
plus intéressante parce qu’elle lie (réellement) les nombres e et π. Mais elle fait aussi intervenir le
nombre

?
2, et la fonction factorielle.

La formule de Stirling est également nettement moins triviale à démontrer : la formule d’Euler
ne fait intervenir de non trivial que les définition et propriétés des fonctions trigonométriques.
Toutes ces propriétés sont également utilisées pour prouver la formule de Stirling.

37. Parce qu’elle est dérivable, voir par exemple le théorème 15.75.
38. Si vous êtes en manque de papier de brouillon, c’est le moment de vous inquiéter.
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20.27.3 La fonction sinus cardinal, intégrale de Dirichlet

Définition 20.206.
La fonction sinus cardinal est

fptq “
#

1 si t “ 0
sinptq
t sinon.

(20.656)

Elle sert à plein de choses. Entre autres, le lemme 20.209 montrera que la fonction x ÞÑ
| sinpxq{x| a une intégrale sur R qui vaut 8. Cela nous permettra de donner un exemple d’une
fonction dans L1pRq dont la transformée de Fourier n’est pas dans L1pRq (lemme 29.8).

20.207.
Le but que nous nous fixons maintenant est de prouver que

ż 8

0

sinptq
t

dt “ π

2 . (20.657)

Un adage dit que si un théorème est trop long, c’est qu’il n’a pas assez de lemmes. Nous allons
faire plein de lemmes.

LEMooMJFBooAjtNjV

Lemme 20.208.
La fonction sinus cardinal est continue.

Démonstration. Elle est continue en zéro parce que le lemme 18.247 nous donne

lim
tÑ0

sinptq
t

“ 1. (20.658)

Nous commençons par une mauvaise nouvelle.
LEMooEEWSooZwLSAP

Lemme 20.209 ([1]).
Nous avons ż

R

|sinpxq
x

|dx “ 8. (20.659)

Démonstration. Soit δ ą 0 tel que sur l’intervalle rπ2 ´ δ, π2 ` δs, nous ayons sinpxq ą 0.9 39 .
Les intervalles Ik “ rπ2 ´ δ ` 2kπ, π2 ` δ ` 2kπs sont disjoints et la fonction que nous intégrons

est partout positive. Nous découpons

R “ C `
8ď

k“0
rπ2 ´ δ ` 2kπ, π2 ` δ ` 2kπs (20.660)

où C est le complémentaire qu’il faut pour faire R.
La σ-additivité de l’intégrale de Lebesgue (proposition 14.206) nous indique que

ż

R

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌ “
ż

C

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌`
8ÿ

k“0

ż

Ik

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌
dx (20.661)

Vu que tous les termes sont positifs, nous obtenons une majoration en en supprimant un. Allons-y :

39. Ça existe par une astucieuse combinaison du théorème 10.91 des valeurs intermédiaires, de la valeur remar-
quable sinpπ{2q “ 1 (de (18.41)) et du fait que sin est continue (proposition 18.1).
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SUBEQSooSRAYooEOBwiC

ż

R

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌
dx ě

8ÿ

k“0

ż

Ik

ˇ̌sinpxq
x

ˇ̌
dx (20.662a)

ě
8ÿ

k“0
0.9

ż

Ik

1
x
dx (20.662b)

ě 0.9
8ÿ

k“0
2δ 1

π
2 ` δ ` 2kπ (20.662c)SUBEQooKMURooVuIpCoSUBEQooKMURooVuIpCo

ě 1.8δ
8ÿ

k“0

1
2πpk ` 1q (20.662d)SUBEQooJCQOooYqUCpsSUBEQooJCQOooYqUCps

“ 1.8δ
2π

8ÿ

k“0

1
k ` 1 . (20.662e)

Justifications :
— Pour (20.662c), nous avons majoré 1

x par 1
π
2 `δ`2kπ sur Ik.

— Pour (20.662d), nous avons dit que π
2 ` δ ă 2π.

La dernière somme dans (20.662) diverge.
Donc la fonction sinus cardinal n’est pas dans L1pRq.
La mauvaise nouvelle suivante en est un corolaire immédiat.

LEMooBEQRooHaugKj

Lemme 20.210.
La fonction t ÞÑ sinptq

t n’est pas intégrable sur r0,8r au sens de Lebesgue.

Démonstration. Le lemme 20.209 nous dit que
ş8
0 |f | “ 8. Dans ce cas,

ş8
0 f n’existe pas par le

lemme 14.183.

Donc l’intégrale
ş8
0

sinptq
t dt n’existe pas parce que la définition de l’intégrale de Lebesgue ne

permet pas de profiter des compensations qui arrivent entre les valeurs positives et négatives.
Nous définissons donc ż 8

0

sinptq
t

dt “ lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

dt. (20.663)EQooWAQLooTFOPblEQooWAQLooTFOPbl

Pour chaque b, l’intégrale existe sans problèmes (fonction continue sur le compact r0, bs), et les
compensations se font. Il n’est pas pas sans espoir que la limite (20.663) existe et vaille un nombre
fini.

LEMooTFVZooRAmjUN

Lemme 20.211 ([586]).
La limite

lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

dt (20.664)

existe dans R.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Découpage

Nous découpons l’intervalle r0, bs en morceaux du type rkπ, pk ` 1qπs et un morceau restant
lorsque b n’est pas un multiple de π :

r0, bs “
Npbq´1ď

k“0
rkπ, pk ` 1qπs Y rNpbqπ, bs (20.665)

où Npbq est un entier bien choisi 40. En tout cas limbÑ8 Npbq “ 8.

40. Il me semble que le traitement de ce terme manque dans [586].
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(2) Majoration 1
Pour chaque b P R` nous avons

ż b

0

sinptq
t

dt “
Npbqÿ

k“0

ż
“
kπ,pk`1qπ

‰ sinptq
t

dt`
ż

r
`
Npbq`1

˘
π,bs

sinptq
t

(20.666)

Dans le dernier terme, nous majorons | sinptq| ď 1 et 1
t ď 1`

Npbq`1
˘
π

. Cela donne

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż
“`
Npbq`1

˘
π,b
‰ sinptq

t

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

b´ `
Npbq ` 1

˘
π`

Npbq ` 1
˘
π

ď 1
Npbq ` 1 (20.667)

où nous avons encore majoré b ď `
Npbq ` 2

˘
π.

(3) Majoration 2
En ce qui concerne les autres termes, sur l’intervalle rkπ, pk ` 1qπs, nous avons sinptq “
p´1qk| sinptq|. Nous avons alors

ż b

0

sinptq
t

dt “
Npbqÿ

k“0
p´1qk

ż pk`1qπ

kπ

| sinptq|
t

dt` αpbq (20.668)EQooHZPRooFuwRWQEQooHZPRooFuwRWQ

où |αpbq| ď 1
Npbq`1 ; l’important est que limbÑ8 αpbq “ 0.

(4) Une suite alternée
L’inégalité (20.668) nous incite à étudier la série

ř8
k“0p´1qkak en ayant posé

ak “
ż pk`1qπ

kπ

| sinptq|
t

dt. (20.669)

Nous montrons à présent que la suite pakq vérifie les conditions du critère des séries alternées
11.127.
D’abord, ak`1 ď ak. En effet en utilisant le changement de variables 41 u “ t´ π,

ak`1 “
ż pk`2qπ

pk`1qπ
| sinptq|

t
dt “

ż pk`1qπ

kπ

| sinpu` πq|
u` π du “

ż pk`1qπ

kπ

| sinpuq|
u` π du ă ak. (20.670)

Nous avons utilisé le fait que | sinpu` πq| “ | sinpuq| pour tout u.
De plus, vu que | sinptq| ď 1 et que t P rkπ, pk ` 1qπs, nous avons

ż pk`1qπ

kπ

| sinptq|
t

ď
ż pk`1qπ

kπ

1
kπ
“ pk ` 1qπ ´ kπ

kπ
“ 1
k
. (20.671)

Donc ak ď 1
k Ñ 0.

Le critère des séries alternées 11.127 nous dit que
8ÿ

k“0
p´1qkak ă 8. (20.672)

(5) Conclusion Nous repartons de (20.668) :
ż b

0

sinptq
t

dt “
Npbqÿ

k“0
p´1qk

ż pk`1qπ

kπ

| sinptq|
t

dt` αpbq. (20.673)

Cette égalité est valable pour tout b P R`. Le passage à la limite b Ñ 0 à droite donne un
nombre fini ; donc à gauche aussi, et nous avons prouvé que

lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

dt ă 8. (20.674)

41. Le théorème 14.292 est toujours bon à citer.
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Notre tache n’est donc pas sans espoir. Au moins l’intégrale que nous cherchons à évaluer est
finie.

LEMooARPIooDPSGwR

Lemme 20.212.
Soit x P s0,8r. L’intégrale

F pxq “
ż 8

0
e´tx sinptq

t
dt (20.675)

existe au sens de Lebesgue usuel.

Démonstration. Vu qu’en t “ 0 nous avons sinptq
t “ 1, il n’y a pas de problèmes de ce côté. Lorsque

t ą 1 nous avons la majoration

|e´tx sinptq
t
| ď |e´tx|. (20.676)

Lorsque t est assez grand, le lemme 15.105 nous donne aussi la majoration

|e´tx| ď 1
t2
. (20.677)

La proposition 14.279(2) implique que
ş8
1

1
t2 ă 8. Et les majorations font que la proposition 14.171

nous donne le résultat.
LEMooRDCSooBrWmep

Lemme 20.213 ([586]).
Il existe une constante C P R telle que

Ipxq “
ż 8

0
e´tx sinptq

t
dt “ ´ arctanpxq ` C (20.678)

pour tout x ą 0.

Démonstration. En permutant dérivée et intégrale, nous allons prouver que I 1pxq “ ´ 1
1`x2 .

(1) Permuter Nous posons

fpx, tq “ e´tx sinptq
t

, (20.679)

et nous vérifions les hypothèses du théorème 17.19.

(1a) Pour chaque x ą 0 fixé, la fonction t ÞÑ fpx, tq est intégrable sur r0,8r, c’est le lemme
20.212.

(1b) Pour t ą 0 fixé, la fonction x ÞÑ fpx, tq est dérivable.
(1c) Nous avons la dérivée partielle

Bf
Bx px, tq “ ´e

´tx sinptq (20.680)

qui vérifie

|BfBx px, tq| ď e´tx, (20.681)

alors que la fonction t ÞÑ e´tx est intégrable sur r0,8r.
Nous pouvons donc dériver sous l’intégrale et obtenir

F 1pxq “ ´
ż 8

0
e´xt sinptqdt. (20.682)
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(2) Quelques intégrations par partie Nous posons

Jpxq “
ż 8

0
e´xt sinptqdt. (20.683)

Cette intégrale est une intégrale de Lebesgue toute simple. En effet, posons provisoirement
sptq “ e´xt sinptq. La partie positive de s vérifie s`ptq ď e´xt et la partie négative vérifie
s´ptq ą ´e´xt. Les deux ont une intégrale qui converge. La définition 14.181 dit alors que J
est une intégrale tout à fait propre. Elle serait d’ailleurs mieux écrite sous la forme

Jpxq “
ż

r0,8s
e´xt sinptqdt. (20.684)

Bref. Tout ça pour dire que nous avons tout à fait le droit de la faire par parties 42, en deux
fois.
D’abord en posant u “ e´xt et v1 “ sinptq nous avons

Jpxq “ “´e´xt cosptq‰t“8
t“0 ´

ż 8

0
p´qxe´xtpxq cosptqdt “ 1´ x

ż 8

0
e´xt cosptqdt. (20.685)

Nous faisons l’intégrale encore par parties en posant u “ e´xt et v1 “ cosptq :
ż 8

0
e´xt cosptqdt “ “

e´xt sinptq‰8
0 ´

ż 8

0
p´xqe´xt sinptqdt “ xJpxq. (20.686)

Donc

Jpxq “ 1´ x
ż 8

0
e´xt cosptqdt (20.687a)

“ 1´ x
ż 8

0
e´xt cosptqdt (20.687b)

“ 1´ x
´
x

ż 8

0
e´xt sinptqdt

looooooooomooooooooon
Jpxq

¯
(20.687c)

“ 1´ x2Jpxq. (20.687d)

Voilà qui prouve que Jpxq “ 1
1`x2 , et donc que

F 1pxq “ ´Jpxq “ ´ 1
1` x2 . (20.688)

(3) Et enfin
Le théorème 18.38(2) nous dit que la dérivée de la fonction arctan est précisément 1{p1`xq.
Donc F et arctan ont la même dérivée (au signe près). Donc il existe C P R tel que

F pxq “ ´ arctanpxq ` C (20.689)

pour tout x ą 0.

LEMooEOYHooVIMCCa

Lemme 20.214.
Nous avons

F pxq “
ż 8

0
e´xt sinptq

t
dt “ ´ arctanpxq ` π

2 (20.690)

pour tout x ą 0.
42. Proposition 20.130.
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Démonstration. Le but de ce lemme est de fixer la constante laissée arbitraire dans le lemme
20.213. Nous savons qu’il existe C P R tel que

F pxq “ ´ arctanpxq ` C. (20.691)EQooTZGXooUxfAjTEQooTZGXooUxfAjT

Le but est de prendre la limite xÑ8 des deux côtés.
Par le lemme 18.248, nous avons | sinptq

t | ď 1 sur r0,8r. Donc

F pxq ď
ż 8

0
e´xtdt “

„
´1
x
e´xt

ȷt“8

t“0
“ 1
x
. (20.692)

Vu que F pxq ď 1
x pour tout x, nous avons certainement limxÑ8 F pxq “ 0.

D’autre part,
lim
xÑ8 arctanpxq “ π

2 . (20.693)

En passant à la limite dans (20.691), nous avons

0 “ ´π2 ` C, (20.694)

et donc C “ π{2.

Nous avons maintenant la formule

F pxq “
ż 8

0
e´tx sinptq

t
dt “ ´ arctanpxq ` π

2 (20.695)

qui est valable pour tout x ą 0.
Notre but sera de prendre la limite x Ñ 0 des deux côtés. Vu que arctan est continue, le

membre de droite ne pose pas de problèmes et donne π{2. Pour le membre de gauche, il faut
encore permuter une limite et une intégrale.

Pour la suite, nous allons étudier[586]
ż 8

0
p1´ e´xtqsinptq

t
dt. (20.696)

Cette intégrale n’existe pas au sens de Lebesgue et est définie par

Lpxq “ lim
bÑ8

ż b

0
p1´ e´xtqsinptq

t
dt. (20.697)

Rien n’indique cependant pour l’instant que cette limite existe.
LEMooZGODooLaBuHo

Lemme 20.215 ([586]).
Soit x ą 0. Nous posons

Lkpxq “
ż pk`1qπ

kπ
p1´ e´txq | sinptq|

t
dt. (20.698)EQooJXWMooRbbCttEQooJXWMooRbbCtt

La suite pLkpxqqkPN satisfait le critère des séries alternées 43, c’est-à-dire que cette suite est positive,
décroissante à limite nulle.

Démonstration. Notons que chacune des intégrales Lkpxq est sans problèmes : fonction continue
sur un compact. Trois éléments à prouver.

(1) Positive Vu que dans toute notre histoire, x, t ą 0, nous avons 1´ e´tx ą 0 et donc toute
la fonction intégrée est positive.

43. Théorème 11.127.
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(2) Tend vers zéro Vu que 1´ e´tx ă 1, nous avons

Lkpxq ď
ż pk`1qπ

kπ

1
t
dt ď π

1
kπ
“ 1
k
. (20.699)EQooCGAQooDSvblnEQooCGAQooDSvbln

Donc limkÑ8 Lkpxq “ 0.
(3) Décroissante Nous devons à présent prouver que Lkpxq est décroissante en k lorsque x est

fixé.
Nous avons Lk`1p0q “ Lkp0q pour tout k. Nous allons montrer que L1

k`1pxq ă L1
kpxq pour

tout x ą 0. De cette façon nous aurons bien Lk`1pxq ă Lkpxq pour tout k et x.
En permutant (encore) intégrale et dérivée,

L1
k`1pxq “

ż pk`2qπ

pk`1qπ
e´tx| sinptq|dt (20.700a)EQooAGGCooSoPHnzEQooAGGCooSoPHnz

“
ż pk`1qπ

kπ
e´pu`πqx| sinpu` πq| (20.700b)SUBEQooEWZSooQtZBYISUBEQooEWZSooQtZBYI

“ e´πx
ż pk`1qπ

kπ
e´ux| sinpuq|du (20.700c)SUBEQooYGDQooLWqrvgSUBEQooYGDQooLWqrvg

“ e´πxL1
kpxq. (20.700d)

Justifications :
— Pour (20.700a), permuter dérivée et intégrale ; je ne donne pas tout le détail. Ça a déjà

été fait.
— Pour (20.700b), nous avons fait le changement de variables u “ t´ π.
— Pour (20.700c), nous avons utilisé le fait que | sinpu`πq| “ | sinpuq| ainsi que e´pu`πqx “

e´uxe´πx par (12.1081).
Nous avons donc prouvé que

L1
k`1pxq “ e´πxL1

kpxq ă L1
kpxq. (20.701)

LEMooSWFDooGLfwoD

Lemme 20.216.
Pour chaque x ą 0, nous avons la limite

lim
bÑ8

ż b

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt “

8ÿ

k“0
p´1qkLkpxq ă 8. (20.702)

Démonstration. Nous fixons (provisoirement) b et nous découpons l’intervalle d’intégration comme

r0, bs “
Nď

k“1
rkπ, pk ` 1qπs Y “pN ` 1qπ, b‰ (20.703)

où N est une fonction de b ; quelque chose comme Npbq est le plus grand entier tel que
`
Npbq`1

˘
π ď

b. Sur chacun des intervalles nous avons sinptq “ p´1qk| sinptq|. Nous avons donc

ż b

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt “

Npbqÿ

k“0
p´1qk

ż pk`1qπ

kπ
p1´ e´txq | sinptq|

t
dt

`
ż b

pN`1qπ
p1´ e´txqsinptq

t
dt

(20.704)EQooGBEDooSeuwMNEQooGBEDooSeuwMN
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Le premier terme est
řNpbq
k“0 p´1qkLkpxq, dont nous savons que la limite b Ñ 8 existe parce que

Lkpxq vérifie le critère des séries alternées (lemme 20.215). En ce qui concerne le second terme,

ˇ̌ ż b

pN`1qπ
p1´ e´txqsinptq

t

ˇ̌ ă b´ pN ` 1qπ
pN ` 1qπ ă 1

Npbq ` 1 . (20.705)

La dernière inégalité est le fait que Npbq est choisi pour avoir b´ `
Npbq ` 1

˘
π ă π.

Les deux termes de (20.704) ont donc une limite lorsque b Ñ 8. Nous pouvons donc passer à
la limite en sommant les deux limites :

ż 8

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt “

8ÿ

k“0
p´1qkLkpxq. (20.706)

Cette égalité est valable pour chaque x ą 0.
Le fait que la limite soit finie est dans le critère des séries alternées. Pour chaque x, la suite

Lkpxq vérifie ce critère par le lemme 20.215.
LEMooNZVSooDbZCZx

Lemme 20.217.
Nous avons

lim
xÑ0`

ż 8

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt “ 0. (20.707)

Démonstration. La définition de l’intégrale ainsi que le lemme 20.216 nous ont déjà donné
ż 8

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt “ lim

bÑ8

ż b

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt “

8ÿ

k“0
p´1qkLkpxq (20.708)

ainsi que l’assurance que le tout est un nombre réel fini 44.

(1) Majoration pour la série alternée
Nous majorons un peu. Pour x ą 0 et N P N nous avons SUBEQSQooLIGNooNAzpmi

|
Nÿ

k“0
p´1qkLkpxq| ď

Nÿ

k“0
|Lkpxq| (20.709a)

“
Nÿ

k“0

ˇ̌ ż pk`1qπ

kπ
p1´ e´txq | sinptq|

t
dt
ˇ̌

(20.709b)EQooIIVVooJvHFhSEQooIIVVooJvHFhS

ď
Nÿ

k“0

ż pN`1qπ

kπ
p1´ e´txq | sinptq|

t
dt (20.709c)

“
ż pN`1qπ

0
p1´ e´txq | sinptq|

t
dt (20.709d)

ď
ż pN`1qπ

0
tx
| sinptq|

t
dt (20.709e)SUBEQooZPVVooTBZzdlSUBEQooZPVVooTBZzdl

ď
ż pN`1qπ

0
xdt (20.709f)

“ xpN ` 1qπ. (20.709g)

Justifications :
— Pour (20.709b) c’est la définition (20.698).
— Pour (20.709e), c’est le fait que 0 ď 1 ´ e´u ď u pour tout u ě 0 ainsi que la sous-

additivité de l’intégrale de la proposition 14.189.
44. De toutes façons, il n’existe pas de nombres réels infinis, mais vous voyez ce que je veux dire.
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(2) Majoration pour l’intégrale
Nous fixons N P N, et nous avons : SUBEQSooSBSJooMAkJPh

ˇ̌
lim
bÑ8

ż b

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt
ˇ̌ “ ˇ̌ 8ÿ

k“0
p´1qkLkpxq

ˇ̌
(20.710a)

“ ˇ̌ Nÿ

k“0
p´1qkLkpxq `

8ÿ

k“N`1
p´1qkLkpxq

ˇ̌
(20.710b)

ď ˇ̌ Nÿ

k“0
p´1qkLkpxq

ˇ̌` ˇ̌ 8ÿ

k“N`1
p´1qkLkpxq

ˇ̌
(20.710c)

ď ˇ̌ Nÿ

k“0
p´1qkLkpxq

ˇ̌` LN`1pxq (20.710d)SUBEQooYFWDooYKhYtdSUBEQooYFWDooYKhYtd

ď ˇ̌ Nÿ

k“0
p´1qkLkpxq

ˇ̌` 1
N ` 1 (20.710e)SUBEQooDDRGooNDfxqOSUBEQooDDRGooNDfxqO

(20.710f)

Justifications :
— Pour (20.710d) c’est le reste du critère des séries alternées, théorème 11.127(3).
— Pour (20.710e) c’est la majoration (20.699) déjà faite.

(3) Les deux ensemble Pour chaque N et pour chaque x ą 0 nous avons, en mettant (20.709)
au bout de (20.710) :

ˇ̌ ż 8

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt
ˇ̌ ď xpN ` 1qπ ` 1

N ` 1 . (20.711)

En prenant la limite xÑ 0 nous trouvons

lim
xÑ0

ż 8

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt ď 1

N ` 1 (20.712)

pour tout N . Donc cette limite est nulle :

lim
xÑ0

ż 8

0
p1´ e´txqsinptq

t
dt “ 0. (20.713)

Maintenant que nous avons fait plein de lemmes, nous pouvons énoncer notre résultat principal,
et le démontrer facilement.

Théorème 20.218 (Intégrale de Dirichlet[586]).
Nous avons

lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

dt “ π

2 . (20.714)

Nous avons écrit limbÑ8
şb
0

sinptq
t dt et non

ş8
0

sinptq
t dt parce que cette dernière intégrale n’existe

pas vraiment au sens de Lebesgue, voir le lemme 20.210. Dans la suite nous écrirons cependantş8
0

sinptq
t dt, en gardant en tête que cela n’est défini que via la limite.

Démonstration. Nous nommons D la valeur que nous cherchons. Le lemme 20.211 nous assure que

D “ lim
bÑ8

ż b

0

sinptq
t

ă 8. (20.715)
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Le lemme 20.214 nous donne, quant à lui,

lim
bÑ8

ż b

0
e´tx sinptq

t
dt “ ´ arctanpxq ` π

2 . (20.716)

Vu que les deux limites existent, on peut permuter somme et limite 45 :

D ` arctanpxq ´ π

2 “ lim
bÑ8

` ż b

0

sinptq
t

`
ż b

0
e´tx sinptq

t
dt
˘

(20.717a)

“ lim
bÑ8

ż b

0
p1´ e´xtqsinptq

t
dt. (20.717b)SUBEQooXIUNooPZnCPbSUBEQooXIUNooPZnCPb

Pour (20.717b), nous avons des fonctions bornées sur un intervalle borné (s0, br), donc il n’y a pas
de mal à sommer les intégrales.

Donc pour tout x ą 0, nous avons

D ` arctanpxq ´ π

2 “
ż 8

0
p1´ e´xtqsinptq

t
dt. (20.718)

Nous passons à la limite x Ñ 0 en utilisant le lemme 20.217 et le fait que arctanp0q “ 0 (lemme
18.43) :

D ´ π

2 “ 0, (20.719)

c’est-à-dire que résultat annoncé.

45. C’est une phrase un peu grandiloquente pour dire que limbÑa fpbq ´ limbÑa gpbq “ limbÑapfpbq ´ gpbqq. Ici
nous avons a “ 8 et les fonctions f et g sont celles définies par les intégrales.
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Chapitre 21

Arcs paramétrés

La structure de ce chapitre, comme beaucoup de choses dans le Frido, est fortement liée au
choix de présenter toutes les matières dans l’ordre mathématiquement logique. Nous devons donc
le placer après la trigonométrie ; les propriétés principales des fonctions trigonométriques étant
dans la proposition 18.20, et c’est la proposition 18.58 qui nous permet de dire que

`
cosptq, sinptq˘

décrit le cercle.
Et enfin nous n’avons pas encore calculé la circonférence du cercle, et pour cause : nous n’avons

pas encore donné de définition à la longueur d’un chemin dans R2. C’est pourquoi ce chapitre va
aller droit à la longueur avant de donner des exemples.

21.1 Définitions
SecDeExCPar

Définition 21.1.
Un arc paramétré dans Rp est un couple pI, γq où I est un intervalle de R et γ est une application
continue de I dans Rp. Nous disons que pI, γq est un arc paramétré compact (ou un chemin dans
Rp) lorsque I est compact dans R.

L’intervalle I d’un arc paramétré compact est toujours de la forme ra, bs, étant donné que tous
les intervalles compacts de R sont de cette forme. Un sous arc de pI, γq est un arc de la forme
pI0, γq avec I0 Ă I.

La définition 20.72 a déjà dit qu’un chemin dansRn est une application continue σ : ra, bs Ñ Rn.
Si le chemin σ est dérivable, la fonction σ1 est la vitesse du chemin σ. Si le chemin est deux

fois dérivable, la fonction σ2 l’accélération.
L’image de σ dans R3 est ce qu’on appellera la courbe.

21.2 Longueur d’arc
SecLongArc

Nous voulons définir et étudier la notion de longueur d’un arc paramétré. Pour cela, le plus
raisonnable est d’approcher l’arc par des petits segments de droites (dont les longueurs sont évi-
dentes), et d’extraire la « meilleure » approximation.

Une des notions clefs pour la suite est celle de subdivision d’intervalles. Cette notion sera encore
utilisée par la suite à propos des intégrales.

DefSubdivisionIntervalle

Définition 21.2.
Si I est un intervalle d’extrêmes a et b avec a ă b, nous appelons subdivision finie de I un choix
de nombres ti tels que

a “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b. (21.1)

Nous disons qu’une subdivision σ1 est plus fine que la subdivision σ si l’ensemble des points de
σ est inclus dans celui des points de σ1. Dans ce cas, la subdivision σ1 est un raffinement de σ.
Nous désignons par SpIq l’ensemble des subdivisions finies de l’intervalle I.

1917
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Dans la suite, toutes les subdivisions que nous considérons seront des subdivisions finies. Aussi
nous parlerons simplement de subdivisions sans préciser. Nous allons souvent noter σ “ ptiqni“1 pour
désigner la subdivision formée par les nombres ti. Il faut garder en tête que dans une subdivision,
les nombres sont ordonnés.

‚γpt0q

‚
γpt1q

‚
γpt2q

‚
γpt3q

‚
γpt4q

Figure 21.1: La longueur d’un découpage. La somme des longueurs des segments droits est facile
à calculer. LabelFigCourbeRectifiable

DEFooDNZWooXmxhsU

Définition 21.3.
Soit un arc paramétré compact pI, γq et une subdivision σ “ ptiqni“0 de I “ ra, bs. À partir de γ et
du découpage σ nous définissons le nombre (voir figure 21.1)

lσpγq “
nÿ

i“1

››γptiq ´ γpti´1q
››. (21.2)EqlsigmagammasssEqlsigmagammasss

On appelle longueur de l’arc γ le nombre

lpγq “ sup
σ
lσpγq P r0,8s. (21.3)

Nous disons que γ est rectifiable lorsque lpγq ă 8.

Lorsque nous voulons spécifier sur quel intervalle nous considérons l’arc, nous noterons lpI, γq
au lieu de lpγq pour être plus précis.

Par l’inégalité triangulaire, si σ1 est plus fine que σ, nous avons

lσpγq ď lσ1pγq, (21.4)

Comme cela peut être vu sur la figure 21.2.

Figure 21.2: Il est visible que la longueur donnée par l’approximation par des petits segments
(verts) est plus longue et plus précise que celle donnée par les longs segments (rouge).LabelFigArcLongueurFinesse

PROPooCXLYooRpKDMs

Proposition 21.4.
Si P et Q sont des points de R2, alors le segment de droite joignant P à Q est le plus court des
arcs paramétrés passant par P et Q.

Démonstration. Si γ est un arc paramétré joignant P et Q, la longueur de γ est donné par un
supremum dont un des éléments est la longueur du segment de droite.

Dans la vie réelle, il est souvent difficile et peu pratique de calculer le supremum « à la main ».
C’est pourquoi nous allons travailler à exprimer la longueur d’un arc à l’aide d’une intégrale
(théorème 21.9).
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Lemme 21.5.
Nous avons lpγq “ 0 si et seulement si γptq est un vecteur constant.

Démonstration. Si l’application γptq est constante, le résultat est évident. Supposons maintenant
que γ ne soit pas constante. Cela signifie qu’il existe t1 et t2 dans I tels que γpt1q ‰ γpt2q.
Dans ce cas, si nous prenons le découpage σ “ ta, t1, t2, bu, la somme (21.2) contient au moins le
terme non nul }γpt2q ´ γpt1q}, et donc lσpγq ą 0. Par définition du supremum, nous avons alors
lpγq ě lσpγq ą 0.

Propletautredecop

Proposition 21.6.
Soit pI, γq un arc paramétré compact.

(1) Si γ1 “ pI 1, γq avec I 1 Ă I, alors lpγ1q ď lpγq.
(2) Soit c P ra, bs, et considérons les arcs γ1 “

`ra, cs, γ˘ et γ2 “
`rc, bs, γ˘. Alors

lpγq “ lpγ1q ` lpγ2q. (21.5)

En particulier, γ est rectifiable si et seulement si γ1 et γ2 le sont.

Démonstration. (1) Nous notons I “ ra, bs et I 1 “ ra1, b1s. Étant donné que I 1 Ă I, nous avons

a ď a1 ă b1 ď b. (21.6)

Pour chaque subdivision σ0 : a1 “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b1 de I 1, nous pouvons construire une
subdivision de I en « ajoutant » les points a et b, c’est-à-dire

σ : a ď t0 ă . . . ă tn ď b. (21.7)

Si nous calculons lσpγq, nous avons tous les termes qui arrivent dans lσ0pγ1q plus le premier
et dernier terme : }γpt0q ´ γpaq} et }γpbq ´ γptnq}. Nous avons donc

lσ0pγ1q ď lσpγq ď sup
σ
lσpγq “ lpγq. (21.8)

Étant donné que pour toute subdivision σ0 nous avons lσ0pγ1q ď lpγq, en prenant le supremum
sur les subdivisions σ0 de I 1, nous avons comme annoncé

lpγ1q ď lpγq. (21.9)

(2) Soit σ “ ttiu une subdivision de ra, bs. Nous considérons les subdivisions σ1 et σ2 définies
comme suit :

σ1 : tti tel que ti ă cu Y tcu,
σ2 : tti tel que ti ą cu Y tcu. (21.10)

L’inégalité triangulaire implique que

lσpγq ď lσYtcupγq “ lσ1pγ1q ` lσ2pγ2q ď lpγ1q ` lpγ2q. (21.11)

Nous avons donc
lpγq ď lpγ1q ` lpγ2q. (21.12)EqIneglglglgudEqIneglglglgud

Nous prouvons maintenant l’inégalité inverse. Soit ε ą 0. Étant donné que lpγ1q est le supre-
mum des quantités lσ1pγ1q lorsque σ1 parcours toutes les subdivisions possibles, il existe une
partition σε1 telle que (idem pour γ2)

lσε
1
pγ1q ` ε

2 ą lpγ1q,
lσε

2
pγ2q ` ε

2 ą lpγ2q,
(21.13)EqAllsigmaepsgammaufdEqAllsigmaepsgammaufd
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où σε1 est une subdivision de ra, cs et σε2 en est une de rc, bs. En faisant la somme des deux
équations (21.13), nous trouvons

lpγ1q ` lpγ2q ă lσε
1
pγ1q ` lσε

2
pγ2q ` ε “ lσε

1Yσε
2
pγq ď lpγq ` ε. (21.14)

L’inégalité lpγ1q ` lpγ2q ă lpγq ` ε étant valable pour tout ε, nous avons

lpγ1q ` lpγ2q ď lpγq. (21.15)

Cette inégalité, combinée avec l’inégalité (21.12), donne bien lpγq “ lpγ1q ` lpγ2q.

21.3 Abscisse curviligne
Définition 21.7.
Soit pI, γq un arc rectifiable compact avec I “ ra, bs. L’application

φ : ra, bs Ñ R`

t ÞÑ l
`ra, ts, γ˘ (21.16)

est la longueur d’arc de γ.

Cette fonction nous permet de calculer la distance (suivant la courbe) entre deux points arbi-
traires parce que si a ď t ă u ď b, nous avons

l
`rt, us, γ˘ “ φpuq ´ φptq. (21.17)

En effet,
φpuq ´ φptq “ l

`ra, us, γ˘´ l`ra, ts, γ˘, (21.18)

mais en utilisant la proposition 21.6, nous avons

l
`ra, us, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘` l`rt, us, γ˘. (21.19)

Proposition 21.8.
La longueur d’arc d’un arc rectifiable compact est une fonction continue et croissante.

Démonstration. Soit pI, γq un arc paramétré rectifiable compact avec I “ ra, bs. Afin de mon-
trer que φ est croissante, prenons t P I ainsi que h ą 0 et montrons que φpt ` hq ě φptq. La
proposition 21.6 implique que

l
`ra, t` hs, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘` l`rt, t` hs, γ˘, (21.20)

c’est-à-dire
φpt` hq “ φptq ` l`rt, t` hs, γ˘ ě φptq. (21.21)

Pour la continuité, soit t fixé dans ra, bs et ε ą 0. Il nous faut démontrer qu’il existe η ą 0 tel
que si s est dans r0, ηs alors

|φpt` sq ´ φptq| ď ε, @t P ra, bs.
Étant donné que l

`rt, bs, γ˘ est le supremum des lσ
`rt, bs, γ˘, il existe une subdivision σ donnée par

les points t, t1, ¨ ¨ ¨ , tn´1, b telle que

lσ
`rt, bs, γ˘ ą l

`rt, bs, γ˘´ ε

2 “ φpbq ´ φptq ´ ε

2 . (21.22)

La continuité de γ implique qu’il existe un η tel que

s P r0, ηs ñ }γpt` sq ´ γptq} ă ε

2 (21.23)
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Quitte à prendre η encore plus petit, nous supposons que t` η ă t1. Soit s P r0, ηs et considérons
la subdivision de rt, bs donnée par σ1 “ σ Y tt ` su. Étant donné que σ1 est plus fine que σ, le
nombre lσ

`rt, bs, γ˘ est inférieur ou égal à lσ1

`rt, bs, γ˘. Nous avons donc les inégalités

φpbq ´ φptq ´ ε

2 ď lσ
`rt, bs, γ˘

ď lσ1

`rt, bs, γ˘

“ ››γpt` sq ´ γptq››` lσ1zttu
`rt` s, bsγ˘

ď }γpt` sq ´ γptq} ` φpbq ´ φpt` sq
ď ε

2 ` φpbq ´ φpt` sq.

(21.24)

Au final, nous avons trouvé que
φpt` sq ´ φptq ď ε, (21.25)

ce qui prouve que φ est continue au point t.

En guise de paramètre sur un arc, nous pouvons utiliser la longueur d’arc elle-même. En effet
si pI, γq est un arc de longueur l, nous pouvons donner le même arc avec le couple

`r0, ls, g˘ où g
est la fonction qui au réel s fait correspondre l’élément γ

`
φ´1psq˘ de Rn. Dire

P “ pγ ˝ φ´1qpsq (21.26)

revient à dire que le point P est le point sur la courbe sur lequel on tombe après avoir marché une
distance s sur la courbe.

Nous allons revenir sur ce « changement de paramètre » plus tard, en particulier dans la sec-
tion 21.7.

21.3.1 Formule intégrale de la longueur

Nous pouvons voir un chemin γ comme étant la trajectoire d’une particule en fonction du
temps. Sa vitesse à l’instant t est le vecteur γ1ptq, tandis que sa vitesse scalaire est le nombre
}γ1ptq}. Une question naturelle est de savoir quelle est la longueur de la trajectoire parcourue entre
t “ a et t “ b.

Si nous prenons un petit intervalle de temps dt, nous pouvons supposer que le mobile avance
à la vitesse constante }γ1ptq}. Cela ferait un trajet parcouru de longueur }γ1ptq}dt. Nous nous
attendons donc à une formule de la forme suivante pour la longueur de γ :

lpγq “
ż b

a
}γ1ptq}dt. (21.27)EqDefLongueurCheminEqDefLongueurChemin

Plus explicitement, si γptq “ `
xptq, yptq, zptq˘, alors nous aurions la formule

lpγq “
ż b

a

a
x1ptq2 ` y1ptq2 ` z1ptq2dt. (21.28)

ThoLongueurIntegrale

Théorème 21.9.
Soit pI, γq un arc paramétré compact de classe C1. Alors γ est rectifiable et

lpγq “
ż b

a
}γ1ptq}dt “

ż

γ
1, (21.29)EqLongGammalIntEqLongGammalInt

où I “ ra, bs.
Démonstration. L’égalité avec l’intégrale le long de γ de la fonction 1 est simplement la défini-
tion 20.37 de l’intégrale curviligne.
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Si σ “ ttiu est une subdivision de l’intervalle ra, bs, alors

lσpγq “
nÿ

i“1
}γptiq ´ γpti´1q}

“
nÿ

i“1
}
ż ti
ti´1

γ1ptqdt}

ď
nÿ

i“1

ż ti
ti´1

}γ1ptq}dt

“
ż b

a
}γ1ptq}dt.

(21.30)

Cela prouve déjà que

lpγq “ sup
σ
lσpγq ď

ż b

a
}γ1ptq}dt. (21.31)Eq_0208lsigsigmmintifpEq_0208lsigsigmmintifp

Nous devons maintenant prouver l’inégalité inverse.
Notons φ l’abscisse curviligne φptq “ l

`ra, ts, γ˘. Cette dernière vérifie

φpt` hq ´ φptq “ l
`rt, t` hs, γ˘ ě }γpt` hq ´ γptq}, (21.32)

et en particulier ››››
γpt` hq ´ γptq

h

›››› ď
φpt` hq ´ φptq

h
. (21.33)Eq_0208intervpvpintfrachEq_0208intervpvpintfrach

D’autre part, en utilisant (21.31) sur le segment rt, t` hs, nous avons

φpt` hq ´ φptq “ l
`rt, t` hs, γ˘ ď

ż t`h

t
}γ1puq}du. (21.34)

Cela nous permet de continuer l’inéquation (21.33) en
››››
γpt` hq ´ γptq

h

›››› ď
φpt` hq ´ φptq

h
ď 1
h

ż t`h

t
}γ1puq}du. (21.35)

Prenons la limite h Ñ 0. À gauche nous reconnaissons la formule de la dérivée, et nous obtenons
}γ1ptq} ; au centre nous avons φ1ptq et à droite, si npuq représente une primitive de la fonction
u ÞÑ }γ1puq},

lim
hÑ0

npt` hq ´ nptq
h

“ n1ptq “ }γ1ptq}. (21.36)

Au final,
}γ1ptq} ď φ1ptq ď }γ1ptq}, (21.37)

c’est-à-dire φ1ptq “ }γ1ptq} et donc par le théorème fondamental du calcul intégral 14.265,

φptq ´ φpaq “
ż t

a
}γ1puq}du. (21.38)

Par construction de la longueur d’arc, φpaq “ 0 et en posant t “ b nous obtenons la relation
recherchée :

lpγq “ φpbq “
ż b

a
}γ1puq}du. (21.39)

RemLongIntUn

Remarque 21.10.
Cela est cohérent avec 20.183, mais il faut garder en tête que lpγq n’est pas la mesure de Lebesgue
de l’image de γ dans R2. Cette dernière est nulle.
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Exemple 21.11.
Soient donc a et b deux points de Rm, et γ la droite joignant a à b, c’est-à-dire

γptq “ p1´ tqa` tb (21.40)

avec t P r0, 1s. Le théorème 21.9 nous enseigne que la longueur de ce chemin est

l
`r0, 1s, γ˘ “

ż 1

0
}γ1ptq}dt “

ż 1

0
} ´ a` b} “ }b´ a}, (21.41)

qui est bien la distance entre a et b. △

Exemple 21.12 (Circonférence du cercle).
Nous savons que l’image de

γ : r0, 2πr Ñ R2

t ÞÑ `
R cosptq, R sinptq˘ (21.42)

est le cercle de centre p0, 0q et de rayon R ą 0. Et de plus cet arc est de classe C1 (et même C8)
par la proposition 18.1. La longueur sera, d’après la formule (21.9)

lγ “
ż 2π

0
}γ1ptq}dt “ 2πR (21.43)

grâce à la formule sin2` cos2 “ 1 du lemme 18.4.
Mais tout cela n’est pas satisfaisant parce que nous n’avons pas encore de valeur numérique de

π.
Il y a une autre façon de faire en considérant le quart de cercle dont la longueur en fonction de

π est vite calculée par

lγ “
ż π{2

0
}γ1ptq}dt “ πR

2 . (21.44)

Cette même longueur est calculée en termes de fonctions plus courantes avec le chemin

σ : s0, 1r Ñ R2

t ÞÑ
ˆ

t?
R2 ´ t2

˙ (21.45)

La longueur s’exprime avec

lσ “
ż 1

0

c
R2

R2 ` t2dt. (21.46)EQooIIKSooRQMgWYEQooIIKSooRQMgWY

Notons que le changement de variables t “ R sinpuq permet de retrouver l’expression lσ “ πR{2.
Pour avoir une approximation de π, il est loisible de calculer une approximation numérique de

l’intégrale (21.46) (avec R “ 1) et de l’égaler à π{2. △
PROPooDMSTooEOFExj

Proposition 21.13.
Soit le cercle S “ tx P R2 tel que }x} “ 1u. Nous considérons la bijection 1 φ : r0, 2πr Ñ S. Soient
deux points a, b P S ainsi que θa “ φ´1paq, θb “ φ´1pbq. Nous supposons que θa ď θb et que
{ap0, 0qb “ θ 2.

Nous considérons le chemin

γ : rθa, θbs Ñ S

t ÞÑ `
R cosptq, R sinptq˘. (21.47)

Alors lpγq “ Rθ 3.
1. Corolaire 18.59.
2. Angle, définition 18.157
3. Longueur d’arc, définition 21.3.
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Démonstration. Vu que }a} “ }b} “ R, la définition de l’angle xaob dit que
ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙
a

R
“ b

R
. (21.48)

En substituant a “ R
`

cospθaq, sinpθbq
˘

et b “ R
`

cospθbq, sinpθbq
˘

et en faisant une petite multipli-
cation matrice par vecteur :

ˆ
cospθq cospθaq ´ sinpθq sinpθaq
sinpθq cospθaq ` cospθq sinpθaq

˙
“
ˆ
cospθbq
sinpθbq.

˙
(21.49)

En utilisant les formules de trigonométrie du lemme 18.14, il vient
" cospθ ` θaq “ cospθbq (21.50a)

sinpθ ` θaq “ sinpθbq. (21.50b)

La proposition 18.23 nous enseigne alors que θb “ θ ` θa ` 2kπ pour un certain k P Z. Vu que θa
et θb sont entre 0 et 2π, il est obligatoire que k “ 0 et donc que θb “ θa ` θ.

Enfin nous calculons la longueur de γ avec le théorème 21.9 qui permet de réduire la longueur
à une intégrale : lpγq “ şθa`θ

θa
}γ1ptq}dt.

Dans notre cas, γ1ptq “ R
`´ sinptq, cosptq˘ et donc }γ1ptq} “ R. Donc

lpγq “
ż θa`θ

θa

}γ1ptq}dt “ Rθ, (21.51)

comme annoncé.

Exemple 21.14.
Considérons l’arc de cercle de rayon R interceptée par l’angle θ présenté sur la figure 21.3.

θ

R

θ0

θ1

Figure 21.3: Quelle est la longueur de la partie bleue de ce cercle de rayon R ?LabelFigAMDUooZZUOqa

Par définition, cette longueur sera
ż θ1

θ0

b
R2 sin2ptq `R2 cos2ptqdt “ Rpθ1 ´ θ0q. (21.52)

Le radian comme unité de mesure d’angle est donc l’unité parfaite : elle est la longueur d’arc
interceptée (si le rayon est R “ 1). △

Une conséquence à peine indirecte de ce que nous venons de voir à propos de longueur d’arc
de cercle est la proposition suivante 4.

PROPooYMMKooSUBtoo

Proposition 21.15.
Pour tout x, y P R, nous avons

|eix ´ eiy| ď |x´ y|. (21.53)
4. À mon avis il y a moyen de prouver ça avec un développement limité, mais je ne sais pas trop comment majorer

l’erreur sans accepter que x soit arbitrairement proche de y. Si vous savez comment faire, écrivez-moi.
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Démonstration. Évacuons tout de suite la différence entre R2 et C : ils sont isométriques. Si vous
n’êtes pas convaincu que tout se passe bien, vous pouvez récrire toute la démonstration en écrivant
systématiquement

`
cospxq, sinpxq˘ au lieu de eix. Cela serait au passage un bon exercice pour voir

que les formules de dérivation fonctionnent bien.
Nous considérons les points eix et eiy dans C et deux chemins différents les joignant. Le premier

est le segment de droite
σ1 : r0, 1s Ñ C

t ÞÑ teix ` p1´ tqeiy. (21.54)

Le second est l’arc de cercle
σ1 : r0, 1s Ñ C

t ÞÑ ei
`
tx`p1´tqy

˘
.

(21.55)

Nous avons σ1
1ptq “ eix ´ eiy qui ne dépend pas de t, et donc la longueur est facile à calculer à

partir de la formule intégrale du théorème 21.9 :

lpσ1q “
ż 1

0
|σ1

1ptq| “ |eix ´ eiy|. (21.56)

En ce qui concerne le second chemin,

σ1
2ptq “ px´ yqei

`
tx`p1´tqy

˘
. (21.57)

Nous avons 5 |σ1
2ptq| “ |x´ y| qui ne dépend pas non plus de t. Donc

lpσ2q “ |x´ y|. (21.58)

Étant donné la proposition 21.4 qui dit que le chemin le plus court est le segment de droite,

lpσ1q ă lpσ2q (21.59)

et donc le résultat annoncé.

21.16.
Si on veut savoir la longueur d’une courbe donnée sous la forme d’une fonction y “ ypxq, un chemin
qui trace la courbe est évidemment donné par

γptq “ pt, yptqq, (21.60)

et le vecteur tangent au chemin est γ1ptq “ p1, y1ptqq. Donc

}γ1ptq} “a
1` y1ptq2, (21.61)

et
L “

ż b

a

a
1` y1ptq2. (21.62)EqLongFonctionEqLongFonction

Exemple 21.17.
La longueur de l’hélice

σptq “
¨
˝

cosp2tq
sinp2tq?

5t

˛
‚ (21.63)

pour t P r0, 4πs est donnée par

lpσq “
ż 4π

0

b
4 sin2p2tq ` 4 cos2p2tq ` 5dt “

ż 4π

0

?
9 “ 12π. (21.64)

△
5. Si vous voulez citer des résultats, lemme 18.11 et proposition 10.104.
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Définition 21.18.
Soit σ1 : ra, bs Ñ R3, un chemin et σ2 : rc, ds Ñ R3, un autre chemin. On dit que ces chemins sont
équivalents si il existe une fonction φ : ra, bs Ñ rc, ds strictement croissante telle que σ1ptq “
σ2
`
φptq˘.

Deux chemins équivalents parcourent la même courbe dans le même sens. Ils ne le parcourent
toutefois pas à la même vitesse. On dit que les chemins sont opposés si la fonction φ de la
définition est strictement décroissante. Dans ce cas, ils ont la même image, mais parcourue dans le
sens opposés. Nous disons que deux chemins équivalents sont un changement de paramétrage
pour la même courbe.

Dans le cas d’un paramétrage équivalente, nous avons φpaq “ c et φpbq “ d. Les points de
départ et d’arrivée des deux paramètres coïncident. Dans le cas d’un paramètre qui va dans le sens
opposé par contre nous avons automatiquement φpaq “ d et φpbq “ c.

Proposition 21.19.
La longueur d’une courbe ne dépend pas du paramètre (équivalent ou opposé) choisi.

Démonstration. Soient σ1 : ra, bs Ñ R3 et σ2 : rc, ds Ñ R3 tels que

σ1ptq “ σ2
`
φptq˘ (21.65)EqChmsigmaundeuxvpEqChmsigmaundeuxvp

où φ : ra, bs Ñ rc, ds est une bijection strictement monotone. Par définition on a

lpσ1q “
ż b

a
}σ1

1ptq}dt. (21.66)

Nous pouvons exprimer la dérivée de σ1 en termes de celle de σ2 en dérivant la relation (21.65) :

σ1
1ptq “ φ1ptqσ1

2
`
φptq˘. (21.67)

En ce qui concerne la norme,

}σ1
1ptq} “ |φ1ptq|}σ1

2ptq}. (21.68)

Notez dans cette relation que φ1ptq est un nombre (et non un vecteur). Étant donné que nous avons
supposé que φ était monotone, soit elle est monotone croissante et }φ1ptq} “ φ1ptq pour tout t, soit
elle est monotone décroissante et }φ1ptq} “1 φptq pour tout t.

Considérons d’abord le premier cas, c’est-à-dire }φ1ptq} “ φ1ptq. Nous posons s “ φptq, ds “
φ1ptqdt. En remplaçant cela dans la formule de la longueur est

lpσ1q “
ż b

a
φ1ptq}σ1

2
`
φptq˘}dt

“
ż φpbq

φpaq
}σ1

2psq}ds

“
ż d

c
}σ1

2psq}ds
“ lpσ2q.

(21.69)

Si nous considérons maintenant un paramétrage strictement décroissante. Dans ce cas, φ1ptq ď 0
et }φ1ptq} “ ´φ1ptq. Nous posons encore une fois s “ φptq, ds “ φ1ptqds. Ici il ne faut pas oublier
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que φpaq “ d et φpbq “ c. Le calcul est à part cela le même en faisant attention au singe :

lpσ1q “
ż b

a
φ1ptq}σ1

2
`
φptq˘}dt

“ ´
ż φpbq

φpaq
}σ1

2psq}ds

“ ´
ż c

d
}σ1

2psq}ds

“
ż d

c
}σ1

2psq}ds
“ lpσ2q.

(21.70)

Nous avons changé le signe en changeant l’ordre des bornes.

21.4 Suite du chapitre

Le grand avantage des arcs paramétrés par rapports aux graphes de fonctions est qu’un arc
paramétré peut « faire des retours en arrière », ou bien des auto intersections. Outre les deux
exemples typiques de la la figure 21.4, un exemple classique est la droite verticale. Les fonctions
y “ ax ` b permettent de décrire toutes les droites, sauf les droites verticales. Dans le cadre
des courbes paramétrées, les droites verticales et horizontales sont sur pied d’égalité. Quelques
exemples classiques :
Droite horizontale Une droite horizontale à la hauteur a est donnée par la courbe paramétrée

γptq “ pt, aq, avec t P I “ R.
Droite verticale Une droite verticale à la distance b de l’origine est donnée par la courbe para-

métrée γptq “ pb, tq, avec t P I “ R.
PgGrqFnGamma

Graphe d’une fonction Le graphe d’une fonction f : RÑ R est donné par l’arc γptq “ `
t, fptq˘.

Un cercle Le cercle de rayon R est donné par l’arc γptq “ `
R cosptq, R sinptq˘.

´2 ´1 1 2

1

2

3

4

5

6

LabelFigExempleArcParamssLabelArcUn

(a) γptq “ p2 sinptq, tq, avec 0 ď t ď 2π

´1 1

´1

1

LabelFigExempleArcParamssLabelArcDeux

(b) γptq “ psinp2tq, sinptqq avec
´π ď t ď π

Figure 21.4: Des exemples d’arcs paramétrées. Ceux ne sont pas des graphes.LabelFigExempleArcParam

Remarque 21.20.
Afin d’alléger la notation, nous allons le plus souvent désigner l’arc pI, γq simplement par la fonc-
tion γ. Il est cependant toujours très important de savoir sur quel intervalle nous considérons le
chemin. Cela dépendra le plus souvent du contexte, et nous indiquerons l’intervalle I explicitement
lorsqu’une ambigüité est à craindre.
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Par exemple, lorsque nous considérons le cercle γptq “ `
R cosptq, R sinptq˘, le plus souvent

l’intervalle de variation de t sera I “ r0, 2πs. Par contre, si nous considérons la droite γptq “ pt, 2tq,
l’intervalle de variation de t sera naturellement I “ R.

21.5 Autres exemples
Exemple 21.21.
Soit v P R3 et x0 P R3. Le chemin

σptq “ x0 ` tv (21.71)
est une droite. Sa vitesse est σ1ptq “ v. △

Exemple 21.22.
La courbe

σptq “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
P R2 (21.72)

avec t P r0, 2πr est le cercle unité parcouru une fois dans le sens trigonométrique.
Notez que si on prend t P r0, 4πr, nous avons un autre chemin ; c’est le même cercle unité, mais

parcouru deux fois. Même si le « dessin » (le graphe) des deux est le même, le chemin n’est pas le
même.

Le chemin
γptq “

ˆ
cosp2π ´ tq
sinp2π ´ tq

˙
(21.73)

est le cercle unité parcouru une fois dans le sens inverse. Encore une fois le « dessin » est le même,
mais le chemin n’est pas le même. △

Exemple 21.23.
Le chemin

σptq “
ˆ
t
t2

˙
(21.74)

est un chemin dont l’image est la parabole d’équation y “ x2. △

L’importance de la dérivée du chemin réside en le fait qu’elle donne la tangente. En effet le
vecteur σ1ptq est tangent au graphe de σ au point σptq.

CorKBEMooRvYAcJ

Corolaire 21.24.
La tangente à un cercle est perpendiculaire au rayon.

Démonstration. Nous savons que pour un cercle,

y1pxq “ ´x?
R2 ´ x2 . (21.75)

Un point général du cercle a pour abscisse x “ R cospθq. En remplaçant nous trouvons le coefficient
directeur suivant pour la tangente :

y1`R cospθq˘ “ ´ 1
tanpθq . (21.76)

Par conséquent une droite perpendiculaire à la tangente aurait comme coefficient directeur le
nombre tanpθq. Or cela est bien le coefficient directeur du rayon qui joint le point p0, 0q au point`
R cospθq, R sinpθq˘.

Exemple 21.25.
Pour le cercle,

σptq “
ˆ

cosptq
sinptq

˙
, (21.77)



21.6. ÉLÉMENT DE LONGUEUR 1929

la dérivée est donnée par

σ1ptq “
ˆ´ sinptq

cosptq.
˙

(21.78)

Le produit scalaire σptq·σ1ptq est nul. Le vecteur σ1ptq est donc bien tangent (corolaire 21.24). △

Exemple 21.26.
Le courbe donnée par le chemin

σptq “
¨
˝

cosptq
sinptq
t

˛
‚ (21.79)

est une hélice. Sa vitesse est

σ1ptq “
¨
˝
´ sinptq
cosptq

1

˛
‚. (21.80)

Notez que pour tout t P R, nous avons }σ1ptq} “ ?2. △

Remarque 21.27.
Lorsqu’on parle d’une courbe dans l’espace, l’intervalle sur lequel on considère la variation du
paramètre est une donné fondamentale. Elle fait partie intégrante de la définition de la courbe.

21.6 Élément de longueur

21.6.1 Élément de longueur : cartésiennes

Étant donné que la longueur d’arc d’une courbe paramétrée pI, γq est donnée par l’intégrale
de }γ1ptq}, il est naturel d’appeler le nombre }γ1ptq} dt, l’élément de longueur de la courbe γ au
point γptq.

En coordonnées cartésiennes dans le plan, une courbe paramétrée est donnée par

γptq “ `
x1ptq, x2ptq

˘
, (21.81)

et l’élément de longueur est
}x1ptq} dt “

b
px1

1q2 ` px1
2q2 dt. (21.82)EqElLongCartEqElLongCart

21.6.2 Élément de longueur : polaires (1)

En coordonnées polaires, une courbe est donnée par

γptq “ `
ρptq, θptq˘, (21.83)

et le passage aux cartésiennes se fait via les formules
#
xptq “ ρptq cos

`
θptq˘ (21.84a)

yptq “ ρptq sin
`
θptq˘. (21.84b)

L’élément de longueur se trouve directement en remplaçant xptq et yptq dans la formule (21.82).
Les dérivées sont données par

x1ptq “ ρ1ptq cos θptq ´ ρptqθ1ptq sin θptq
y1ptq “ ρ1ptq sin θptq ` ρptqθ1ptq cos θptq, (21.85)

et un calcul montre que
`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2 “ `
ρ1ptq˘2 ` `

ρptq˘2`
θ1ptq˘2

. (21.86)EqElLongEnPolairesEqElLongEnPolaires

Nous reviendrons plus en détail sur le concept de changement de paramétrage (ici, les polaires)
à la section 21.7.
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21.6.3 Élément de longueur : polaires (2)

Parfois on utilise θ comme paramètre. L’équation de la courbe est alors donnée en coordonnées
polaires sous la forme

ρpθq “ fpθq, (21.87)EqgenereformepolaireEqgenereformepolaire

où f est une fonction réelle et il faut comprendre que nous parlons de la courbe
`
ρpθq, θ˘ en

coordonnées polaires. En coordonnées cartésiennes, cette courbe est donnée par EqPolaireSemiGen

"
xptq “ ρptq cosptq (21.88a)
yptq “ ρptq sinptq (21.88b)

avec t qui parcourt le plus souvent l’intervalle r0, 2πs. Notez qu’il se peut que le domaine ne soit pas
toujours r0, 2πs ; cela peut dépendre des circonstances. Quoi qu’il en soit, la donnée du domaine
fait partie de la donnée d’une courbe, et il ne peut donc pas y avoir d’équivoques à ce niveau.

Nous utilisons à nouveau la formule (21.82) en y mettant les valeurs (21.88) :
"
x1ptq “ ρ1ptq cosptq ´ ρptq sinptq (21.89a)
y1ptq “ ρ1ptq sinptq ` ρptq cosptq, (21.89b)

et `
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2 “ ρ1ptq2 ` ρptq2. (21.90)EqElemOngPOldeuxEqElemOngPOldeux

Remarque 21.28.
N’oubliez pas, en utilisant ces formules, que ce qui rentre dans l’intégrale est la racine carré de
px1q2 ` py1q2.

ExempleLongCercle

Exemple 21.29.
Calculons la circonférence du cercle. En coordonnées polaires, le graphe du cercle correspond à
l’équation `

ρptq, θptq˘ “ pR, tq (21.91)
où R est constante (le rayon du cercle) et t va de 0 à 2π. En substituant dans l’équation (21.86),
l’élément de longueur à intégrer est seulement

?
R2 “ R (21.92)

parce que ρ1ptq “ 0 et θ1ptq “ 1. La longueur du cercle est alors directement donnée par

l “
ż 2π

0
Rdt “ 2πR. (21.93)

Nous pouvions aussi faire le calcul en coordonnées cartésiennes. Alors la courbe est donnée par
les équations

xptq “ R cosptq
yptq “ R sinptq (21.94)

et t P r0, 2πs. La circonférence du cercle est alors

l “
ż 2π

0

b
R2 sin2ptq `R2 cos2ptq dt “

ż 2π

0
Rdt “ 2πR. (21.95)

△

Remarque 21.30.
Il faut bien comprendre que quand on parle de courbes paramétrées en coordonnées cartésiennes
on pense à une courbe dont le paramètre est, par exemple, t et les équations de la courbe sont
pxptq, yptqq. Cela ne veut pas dire que x ou y soit le paramètre. Le cas où x ou y est le paramètre
est un cas particulier qui est possible seulement pour certaines courbes et notamment pour les
graphes. Le cercle de rayon 1 n’est pas un graphe, donc si on veut utiliser x ou y comme paramètre
il faut d’abord découper la courbe en deux morceaux, par exemple, la moitié inférieure (y ă 0) et
la moitié supérieure (y ą 0).
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ExCycloLong

Exemple 21.31.
Une cycloïde est une courbe paramétrée par

"
xptq “ apt´ sinptqq (21.96a)
yptq “ ap1´ cosptqq (21.96b)

avec a ą 0 et t P R. Comme montré sur la figure 21.5, la cycloïde donne lieu à un graphe périodique.
Il est possible de montrer (le faire) que le premier arc correspond à t P r0, 2πs. Nous voulons donc
calculer la longueur de l’arc sur cet intervalle.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

1

2

Figure 21.5: La cycloïde de paramètre a “ 1 entre 0 et 4π. LabelFigCycloideA

Nous avons x1ptq “ ap1´ cosptqq et y1ptq “ a sinptq, de telle façon que

apx1q2 ` py1q2 “ a
a

2´ 2 cosptq “ a

d
4 sin2

ˆ
t

2

˙
“ 2a

ˇ̌
ˇ sin t

2

ˇ̌
ˇ. (21.97)Eq_0508dlcycloideEq_0508dlcycloide

La longueur est donc donnée par
ż 2π

0
2a| sin t

2 |dt “ 4a
ż π

0
sinptqdt “ 8a. (21.98)

△

Exemple 21.32.
La cardioïde est la courbe donnée par

ρpθq “ ap1` cospθqq. (21.99)EqCardioideEqCardioide

avec θ P r´π, πs. Le nom de cette courbe provient de son graphe illustré à la figure 21.6.

Figure 21.6: Une cardioïde, ρ “ 1` cospθq. LabelFigCardioid

L’équation (21.99) est donnée sous la forme (21.87), c’est-à-dire que θptq “ t et θ1ptq “ 1, et
par conséquent l’élément de longueur est donné par

pρ1q2 ` pρq2 “ `´ a sinpθq˘2 ` a2`1` cospθq˘2

“ a2 sin2pθq ` a2`1` 2 cospθq ` cos2pθq˘

“ a2`1` 1` 2 cospθq˘

“ 2a2`1` cospθq˘

“ 4a2 cos2 θ

2 .

(21.100)
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La longueur d’arc est donc donnée par

l “
ż π

´π
2a cos θ2dθ “ 2a

ż π{2

´π{2
cosptq2dt “ 8a. (21.101)

△

21.6.4 Approximation de la longueur par des cordes

Définition 21.33 (Point régulier, birégulier[587]).
Soit un arc paramétré pI, γq. Un point t P I est dit régulier si γ1ptq ‰ 0, et il est dit critique
si γ1ptq “ 0. Le point t P I est dit birégulier si les vecteurs γ1ptq et γ2ptq sont linéairement
indépendants et non nuls.

Par extension, nous dirons également que le point γptq lui-même est régulier, critique ou biré-
gulier. Un arc est dit régulier lorsque tous ses points sont réguliers.

Note : dans le lemme 21.71 et ses dépendances, nous utilisons effectivement que l’arc γ est de
classe C2.

Nous savons que la longueur d’une courbe est donnée par le supremum sur toutes les subdivi-
sions de la longueur des cordes correspondantes. De plus l’inégalité triangulaire nous enseigne que
plus la subdivision est fine, plus la longueur sera grande. Il est donc naturel de penser que sur un
petit intervalle, la longueur de la courbe ne doit pas être très différente de la longueur de la corde
correspondante.

La proposition suivante est un énoncé précis et quantitatif de ce fait.

Proposition 21.34.
Soit pI, γq un arc de classe C1 et t0 P I un point régulier (c’est-à-dire γ1pt0q ‰ 0). Alors pour tout
ε ą 0, il y a un δ ą 0 tel que on trouve t, t1 P I X pt0, δq tels que

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż t1

t
}γ1puq}du´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď 2ε|t´ t1|. (21.102)

Intuitivement, cette proposition signifie qu’au voisinage de t0, la longueur d’arc est équivalente
à celle de la corde.

Démonstration. Par la continuité de γ1 (parce que γ est C1), pour tout ε, il existe un δ tel que

|t´ t0| ă δ ñ ››γ1ptq ´ γ1pt0q
›› ď ε. (21.103)

Nous considérons la fonction

u ÞÑ γpuq ´ γpt0q ´ pu´ t0qγ1pt0q, (21.104)

dont la dérivée (par rapport à u) est
γ1puq ´ γ1pt0q. (21.105)

Nous y appliquons la formule des accroissements finis entre t et t1 choisis dans I X st0 ´ δ, t0 ` δr.
Il existe un u entre t et t1 tel que

››γptq ´ γpt0q ´ pt´ t0qγ1pt0q ´ γpt1q ` γpt0q ` pt1 ´ t0qγ1pt0q
››

“ |t´ t1|}γ1puq ´ γ1pt0q}
ď ε|t´ t1|.

(21.106)

En simplifiant ce qui peut être simplifié dans le membre de gauche, nous trouvons
››γptq ´ γpt1q ´ pt´ t1qγ1pt0q

›› ď ε|t´ t1|. (21.107)
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Le membre de gauche peut être minoré en utilisant la proposition 7.153 :
ˇ̌
ˇ}γptq ´ γpt1q} ´ }pt´ t1qγ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (21.108)Eq0308ffttttfttEq0308ffttttftt

D’autre part, les inégalités (7.132) montrent que

´}γ1puq ´ γ1pt0q} ď }γ1puq} ´ }γ1pt0q} ď }γ1puq ´ γ1pt0q}. (21.109)EqNleqNNleqNvqlqbsgammaEqNleqNNleqNvqlqbsgamma

Si de plus u est compris entre t et t1, ces inégalités sont encore coincées entre ´ε et ε. En intégrant
(21.109) par rapport à u entre t et t1, nous obtenons

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż t1

t

››γ1puq››´ pt´ t1q››γ1pt0q
››
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (21.110)

Afin d’alléger les notations pour la ligne suivante, nous notons A le nombre positif
şt1
t }γ1puq}du.

Nous avons
ˇ̌
ˇA´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q} ` |t´ t1| }γ1pt0q} ´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ

ď
ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ`

ˇ̌
ˇ|t´ t1| }γ1pt0q} ´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ.

(21.111)Eq0308AfffgelleqinegsEq0308Afffgelleqinegs

L’équation (21.108) montre que le second terme est plus petit ou égal à ε|t´ t1|. En ce qui concerne
le premier terme, étant donné que A est positif,

ˇ̌
ˇA´ |t´ t1| }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇA´ pt´ t1q }γ1pt0q}

ˇ̌
ˇ ď ε|t´ t1|. (21.112)

Au final, l’inéquation (21.111) donne
ˇ̌
ˇA´ }γptq ´ γpt1q}

ˇ̌
ˇ ď 2ε |t´ t1|, (21.113)

ce qu’il fallait démontrer.

21.7 Arc géométrique
SecArcGeometriqueDefAcrEquiva

Définition 21.35.
Soient pI, γq et pJ, gq deux arcs paramétrés de classe Ck. On dit qu’il sont équivalents si il existe
une bijection θ : I Ñ J de classe Ck, d’inverse de classe Ck telle que g “ γ ˝ θ. Nous notons γ „ g
lorsque γ et g sont équivalents (les ensembles I et J sont sous-entendus).

Le passage d’un paramétrage pI, γq à une autre pJ, gq se fait selon le diagramme suivant :

I
γ // Rn

J

g

>>

θ

OO (21.114)

Proposition 21.36.
La relation donnée dans la définition 21.35 est une relation d’équivalence.

Démonstration. Les trois points d’une relation d’équivalence se vérifient en utilisant le fait que θ
est inversible, et que l’inverse θ´1 jouit des mêmes propriétés de continuité (Ck) que θ.
Réflexivité Nous avons γ „ γ avec θ “ Id.
Symétrie Si γ „ g, alors nous avons une application θ telle que g “ γ ˝ θ, et donc γ “ g ˝ θ´1, ce

qui montre que g „ γ.
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Transitivité Si γ „ g et g „ h avec g “ γ ˝ θ et h “ g ˝ ω, alors h “ γ ˝ pθ ˝ ωq, ce qui montre
que γ „ h.

Si les arcs pI, γq et pJ, gq sont équivalents, les images dans Rn sont identiques, et décrivent
donc « le même dessin ». Nous allons préciser cette notion plus loin.

Définition 21.37.
Pour cette raison les classes d’équivalences sont appelées des arcs géométriques (de classe Ck).

Si Γ est un arc géométrique, ses représentants sont dits des paramétrages admissibles ou,
plus simplement paramétrage. On dit que l’application θ : J Ñ I est un changement de variable.
Nous disons que un arc géométrique est compact quand ses représentants sont compacts.

LemChamVarsStriMomnot

Lemme 21.38.
Dans le cas d’un arc C1, les changements de variables sont strictement monotones (croissants ou
décroissants).

Démonstration. Nous considérons pI, γq et pJ, gq, deux paramétrages différents du même arc géo-
métrique, et θ P C1pJ, Iq le changement de variable. Nous allons noter t la variable sur I et s la
variable sur J . Par définition, θ

`
θ´1ptq˘ “ t, et par conséquent,

θ1`θ´1ptq˘pθ´1q1ptq “ 1. (21.115)

En particulier θ1`θ´1ptq˘ ne s’annule pas pour aucune valeur de t. Mais θ´1ptq peut prendre n’im-
porte quelle valeur dans J , donc nous avons θ1psq ‰ 0 pour tout s P J . Cela signifie bien que θ est
strictement monotone. En effet, θ1 étant continue, elle ne peut pas changer de signe sans passer
par zéro (théorème 10.91 des valeurs intermédiaires).

ThoLongArcGeom

Théorème 21.39.
La longueur d’un arc est indépendante de son paramétrage, c’est-à-dire que les représentants d’un
arc géométrique compact de classe C1 ont même longueur.

Démonstration. Nous utilisons les mêmes notations que celles du lemme 21.38. Nous savons déjà
que le changement de variable θ : J Ñ I est strictement monotone. Supposons que θ soit croissante.
En effectuant un changement de variable dans l’intégrale qui donne la longueur 6 nous avons

lpγq “
ż

I
}γ1ptq}dt

“
ż

J
}γ1`θpsq˘}θ1psqds

“
ż

J
}γ1`θpsq˘θ1psq}ds

“
ż

J
} d
ds
pγ ˝ θqpsq}ds

“
ż

J
}g1psq}ds

“ lpJ, gq.

(21.116)

Définition 21.40.
Nous nommons longueur d’un arc géométrique la longueur commune de tous ses représentants.
On dit que l’arc géométrique est rectifiable si sa longueur est ă 8.

6. Théorème 21.9.



21.7. ARC GÉOMÉTRIQUE 1935

21.7.1 Abscisse curviligne et paramétrage normal
SubSecAbsCurv

Définition 21.41.
Soit pI, γq un arc paramétré continu rectifiable. Nous appelons abscisse curviligne de γ toute
application ϕ : I Ñ R telle que pour tout t, t1 P I avec t ă t1, nous ayons

l
`rt, t1s, γ˘ “ ˇ̌

ϕpt1q ´ ϕptqˇ̌. (21.117)

Si il existe un t0 P I tel que ϕpt0q “ 0, alors nous disons que t0 est l’origine de l’abscisse ϕ.
DEFooJJQFooEITCvG

Définition 21.42.
Un arc paramétré pI, γN q continu rectifiable est dit normal si l’identité est une abscisse curviligne.

LEMooLADUooBlHjuT

Lemme 21.43.
Si γ est de classe C1 et est un paramétrage normal, alors

(1) pour tout choix de t et t1 dans I avec t ă t1, nous avons

l
`rt, t1s, γN

˘ “ t1 ´ t. (21.118)

(2) }γ1ptq} “ 1 pour tout t.

Démonstration. Pour tout x1, x2 dans le domaine nous avons

l
`rx1, x2s, γ

˘ “
ż x2

x1

}γ1ptq}dt “ x2 ´ x1. (21.119)

Cela implique }γ1ptq} “ 1 pour tout t. En effet, pour fixer les idées, supposons que }γ1ptq} ą 1
en un point, par continuité, cela reste strictement supérieur à 1 sur un intervalle 7. L’intégrale sur
cet intervalle ne peut alors pas être la taille de l’intervalle.

ExCerlceRadNorm

Exemple 21.44.
Le cercle unitaire est donné par l’arc

γptq “ `
cosptq, sinptq˘ (21.120)

et t P r0, 2πs. Pour tout choix de t et t1 dans r0, 2πs, nous avons

l
`rt, t1s, γ˘ “

ż t1

t

b
sin2puq ` cos2puqdu “ t1 ´ t. (21.121)

Les angles exprimés en radians forment donc un paramétrage normal du cercle de rayon 1. △

Lemme 21.45.
Pour un arc paramétré compact, la longueur d’arc est une abscisse curviligne.

Démonstration. Par définition de la longueur d’arc φ, nous avons

φpt1q ´ φptq “ l
`ra, t1s, γ˘´ l`ra, ts, γ˘ “ ♢. (21.122)

Supposons pour fixer les idées que t1 ą t. En utilisant la proposition 21.6, nous avons

l
`ra, t1s, γ˘ “ l

`ra, ts, γ˘` l`rt, t1s, γ˘, (21.123)

et donc après simplification de deux termes,

♢ “ l
`rt, t1s, γ˘, (21.124)

ce qui est précisément la propriété demandée pour être une abscisse curviligne.
7. Corolaire 10.88.
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PropExisteChmNorm

Proposition 21.46.
Pour tout arc paramétré C1 sans points critiques, il existe un changement de coordonnées qui rend
l’arc normal.

Démonstration. Soit pI, γq un arc de classe C1. Nous devons montrer qu’il existe un intervalle J
et une application θ : J Ñ I de classe C1 et d’inverse C1 tel que l’arc pJ, γN q soit C1 où γN “ γ ˝ θ.

Si I “ ra, bs, nous considérons la fonction

ϕ : I Ñ R`

t ÞÑ
ż t

a
}γ1puq}du. (21.125)EqDevVarPhiEqDevVarPhi

Étant définie par l’intégrale d’une fonction C0, la fonction ϕ est C1, et nous avons ϕ1ptq “ }γ1ptq} ą 0
pour tout t P I. Vue comme application ϕ : ra, bs Ñ r0, lpγqs, l’application ϕ est bijective et d’inverse
C1. Voyons cela point par point.

(1) La fonction ϕ est injective parce que strictement croissante.

(2) Elle est surjective parce que ϕpaq “ 0 et ϕpbq “ lpγq.
(3) La continuité de l’inverse est plus délicate. Soit s P r0, lpγqs et ε ą 0. Pour prouver la

continuité de ϕ´1 en s, nous devons trouver un δ tel que

|s´ s1| ă δ ñ ˇ̌
ϕ´1psq ´ ϕ´1ps1qˇ̌ ă ε. (21.126)

Étant donné que s et s1 sont dans l’image de ϕ, nous considérons les uniques t et t1 tels que
s “ ϕptq et s1 “ ϕpt1q. La quantité ϕptq ´ ϕpt1q devient

ż t

a

››γ1puq››du´
ż t1

a

››γ1puq››du “
ż t1

t

››γ1puq››du. (21.127)EqCondvpemuContEqCondvpemuCont

D’autre part, ϕ´1psq “ t et ϕ´1ps1q “ t1, donc la condition (21.127) devient

|
ż t

t1

››γ1puq››du| ď δ ñ |t´ t1| ă ε. (21.128)

Cela revient à la continuité des fonctions définies par une intégrale.

(4) La dérivée de son inverse est donnée par 8

pϕ´1q1psq “ 1
ϕ1`ϕ´1psq˘ . (21.129)

Nous avons vu que ϕ´1 et ϕ1 étaient continues. La fonction pϕ´1q1 étant exprimée en termes
de ces deux fonctions elle est également continue.

Nous considérons l’arc paramétré pJ, γN q avec J “ r0, lpγqs et

γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq. (21.130)

8. Pour obtenir cette formule, dérivez les deux membres de l’équation ϕ
`
ϕ´1

psq
˘

“ s.
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Nous montrons maintenant que ce nouveau paramétrage est normal. Soient 0 ď s ď s1 ď lpγq,

l
`rs, s1s, g˘ “

ż s1

s

››γ1
N puq

››du

“
ż ϕ´1ps1q

ϕ´1psq

››pγ1
N ˝ ϕqptq

››ϕ1ptqdt

“
ż ϕ´1ps1q

ϕ´1psq

››pγN ˝ ϕq1ptq
››dt

“
ż ϕ´1ps1q

ϕ´1psq

››γ1ptq››dt

“
ż ϕ´1ps1q

0

››γ1ptq›› dt´
ż ϕ´1psq

0

››γ1ptq›› dt
“ ϕ

`
ϕ´1ps1q˘´ ϕ`ϕ´1psq˘

“ s1 ´ s,

(21.131)

ce qui prouve que le paramétrage pJ, γN q est normal.

Nous retenons que le paramétrage normal de γ est donné par pJ, γN q avec J “ r0, lpγqs et

γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq (21.132)EqFomVPcogammaNEqFomVPcogammaN

où
ϕ : I Ñ R`

t ÞÑ
ż t

a
}γ1puq}du. (21.133)EqFomVPcoordnormEqFomVPcoordnorm

Notons aussi que ϕ est une fonction croissante, étant l’intégrale d’une fonction positive.

Exemple 21.47.
Trouvons les coordonnées normales pour la cycloïde donnée par

"
xptq “ apt´ sinptqq, (21.134a)
yptq “ ap1´ cosptqq (21.134b)

et t P s0, 2πr. Relire l’exemple 21.31.
D’abord nous trouvons ϕ avec la formule (21.133) avec a “ 0. En utilisant le bout de calcul

(21.97), nous avons

ϕptq “ 2a
ż t

0
sin u2du “ 4a

ˆ
1´ cos t2

˙
. (21.135)

Pour trouver ϕ´1psq, nous résolvons l’équation

s “ ϕ
`
ϕ´1psq˘ (21.136)

par rapport à ϕ´1psq. Dans un premier temps, nous trouvons

1´ s

4a “ cos ϕ
´1psq

2 , (21.137)

donc ϕ´1psq
2 “ arccosp4a´s

4a q, et finalement

ϕ´1psq “ 2 arccos
ˆ

4a´ s
4a

˙
. (21.138)

Il nous reste à injecter cela dans les expressions de xptq et yptq pour trouver pγN qxpsq et pγN qypsq.
D’abord,

pγN qxpsq “ a
“
ϕ´1psq ´ sin

`
ϕ´1psq˘‰. (21.139)
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Nous utilisons maintenant la formule trigonométrique sinpxq “ 2 sin x
2 cos x2 afin de simplifier les

expressions :

pγN qx “ a
”
2 arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙
´ 2 sin

`
arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙˘
cos

`
arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙˘ı

“ a
”
2 arccos

ˆ
4a´ s

4a

˙
´ 4a´ s

2a

d
1´

ˆ
4a´ s

4a

˙2ı

“ 2a arccos
ˆ

4a´ s
4a

˙
´
a

8as´ s2 4a´ s
8a

(21.140)

où nous avons utilisé la formule sin
`

arccospxq˘ “ ?
1´ x2. Ensuite, pour obtenir pγN qy nous

devons calculer
pγN qypsq “ a

“
1´ cos

`
ϕ´1psq˘‰. (21.141)

Encore une fois, il est intéressant d’exprimer le cosinus en termes des angles divisés par deux :
cospxq “ cos2 x

2 ´ sin2 x
2 .

pγN qy “ a
”
1´ cos2 ϕ

´1psq
2 ` sin2 ϕ

´1psq
2

ı

“ a
”
2´ 2 cos2 ϕ

´1psq
2

ı

“ 2a
”
1´

ˆ
4a´ s

4a

˙2 ı
.

(21.142)

Dans ce paramétrage, s P s0, 8ar. △

Exemple 21.48.
La cardioïde ρpθq “ a

`
1` cospθq˘ avec θ entre ´π et π. Avant d’utiliser la formule (21.133), nous

devons trouver l’élément de longueur de la cardioïde. Étant donné la façon dont l’équation de la
cardioïde nous est donnée, l’élément de longueur est donné par 9 (21.90) :

}γ1puq}2 “ a2 sin2puq ` a2p1` cospuqq2
“ 2a2`1` cospuq˘, (21.143)

et par conséquent 10

ϕptq “
ż t

0

b
2a2

`
1` cospuq˘du

“
ż t

0

c
2a2

´
1` cos2 u

2 ´ sin2 u

2

¯
du

“ 2a
ż t

0
cos u2du

“ 4a sin t

2 .

(21.144)

Pour trouver l’inverse, nous résolvons ϕ
`
ϕ´1psq˘ “ s par rapport à ϕ´1psq :

4a sin
ˆ
ϕ´1psq

2

˙
“ s,

ϕ´1psq “ 2 arcsin
´ s

4a

¯
.

(21.145)

9. Nous vous déconseillons d’étudier cette formule par cœur. Sachez cependant la retrouver assez vite.
10. L’utilisation stricte de la formule (21.133) demanderait d’intégrer à partir de ´π. Pour plus de simplicité, nous

intégrons à partir de zéro, et nous verrons plus tard comment adapter l’intervalle du nouveau paramètre.
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Avant d’écrire trop brutalement γN psq “ pγ ˝ϕ´1qpsq, il faut comprendre comment est γ. Nous
avons reçu la courbe sous forme polaire, c’est-à-dire

γptq “ `
γrptq, γθptq

˘ “
´
a
`
1` cosptq˘, t

¯
. (21.146)

C’est comme cela qu’il faut comprendre la donnée ρpθq “ a
`
1 ` cospθq˘. Maintenant la formule

γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq devient
#
pγN qrpsq “ γr

`
ϕ´1psq˘ (21.147a)

pγN qθpsq “ γθ
`
ϕ´1psq˘. (21.147b)

Étant donné que γθptq “ t, la seconde est facile :

pγN qθpsq “ 2 arcsin
´ s

4a

¯
. (21.148)

Pour la première,

pγN qrpsq “ a
“
1` cos

`
2 arcsin s

4a
˘‰ “ 16a2 ´ s2

8a . (21.149)

Nous écrivons donc le nouveau paramétrage en coordonnées polaires sous la forme
ˆ

16a2 ´ s2

8a , 2 arcsin s

4a

˙
. (21.150)

La question qui arrive maintenant est de savoir quel intervalle parcours la nouvelle variable s.
D’après le résultat de l’exemple 21.99, la longueur de la cardioïde est de 8a et nous avons donc
s P r0, 8as. Cependant, la condition d’existence de arcsin nous interdit d’avoir s plus grand que 4a
en valeur absolue. Où est le problème ?

Le problème est que nous avons changé l’origine de notre paramètre en donnant ϕptq comme
une intégrale à partir de 0 au lieu de ´π. Cela se voit en regardant de quel point nous partons : en
s “ 0 nous sommes sur le point p2a, 0q tandis qu’avec le paramètre original, c’est-à-dire θ P r´π, πs,
nous avons pour θ “ ´π le point p0,´πq.

Il se passe donc que si nous commençons à parcourir la cardioïde avec s “ 0, nous partons du
milieu, et nous ne parcourons donc pas tout. Étant donné que le « premier » point de la cardioïde
est le point p0,´πq, le paramètre s commence en s “ ´4a, et nous avons comme intervalle :

s P r´4a, 4as, (21.151)

ce qui est en accord avec la conditions d’existence. △

Quel enseignement tirer de cet exemple ? Lorsqu’on calcule ϕptq pour trouver les coordonnées
normales, il y a deux solutions.

(1) Utiliser strictement la formule ϕptq “ şt
a }γ1puq}du, en prenant bien comme borne de départ

le point de départ de le paramétrage de γ. À ce moment la coordonnée normale construite
aura r0, lpγqs comme intervalle de variation.

(2) Faire commencer l’intervalle d’intégration en zéro (ou ailleurs). Un bon choix peut simplifier
quelques calculs, mais alors il faudra bien choisir la valeur de départ de la nouvelle coor-
données pour que le « premier » point de la courbe soit correct. Dans ce cas, la longueur de
l’intervalle sera quand même lpγq. Il n’y a donc pas de problèmes pour trouver la valeur du
bout de l’intervalle de variation du paramètre normal.

Dans tous les cas, il faut bien préciser l’intervalle de variation du paramètre lorsqu’on donne une
courbe paramétrée.
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21.7.2 Tangente à une courbe paramétrée

Définition 21.49.
Soit pI, γq un arc paramétré de classe Ck avec k ě 1. Nous disons que la courbe admet une tangente
en γpt0q P Rn lorsque les deux conditions suivantes sont remplies

(1) γptq ‰ γpt0q pour tout t dans un voisinage de t0 ;
(2) la direction de la droite qui passe par γptq et γpt0q admet une limite lorsque tÑ t0.

Dans ce cas, la tangente sera la droite passant par le point γpt0q et dont la direction est donnée
par la limite.

Dans cette définition, par direction d’une droite, nous entendons le vecteur de norme 1 pa-
rallèle à celle-ci sans tenir compte du signe. La tangente sera donc la droite passant par γpt0q et
parallèle au vecteur

lim
tÑt0

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} . (21.152)

Évidemment si nous avions écrit γpt0q´γptq, ça n’aurait pas changé la droite. Par abus de langage,
nous parlerons souvent de « la direction u » même lorsque u n’est pas de norme 1.

Formellement, une direction est une classe d’équivalence de vecteurs pour la relation u „ v si
il existe λ ‰ 0 tel que u “ λv, mais nous n’aurons pas besoin de cette précision ici.

Sans surprises, la tangente est à peu près toujours donnée par la dérivée lorsqu’elle existe. Plus
précisément nous avons le

Théorème 21.50.
Soit pI, γq, un arc paramétré de classe Ck (k ě 1) et t0 P I tel que

γ1pt0q “ γ2pt0q “ . . . “ γpq´1qpt0q “ 0 (21.153)

et
γpqqpt0q ‰ 0 (21.154)

pour un entier 1 ď q ď k. Alors γ admet une tangente en γpt0q de direction γpqqpt0q.
Démonstration. Le développement de γpt0q en série de Taylor autour de t jusqu’à l’ordre q est

γptq “ γpt0q ` γ1pt0q|t´ t0| ` γ1tpt0q
2 |t´ t0|2 ` ¨ ¨ ¨ ` γpqqpt0q

q! |t´ t0|q

` εptq|t´ t0|q
(21.155)EqDevTaylfttzqEqDevTaylfttzq

où ε est une application ε : R Ñ Rn telle que limtÑt0 εptq “ 0. En utilisant les hypothèses, nous
éliminons la majorité des termes dans le développement (21.155) :

γptq ´ γpt0q “ 1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q. (21.156)

La direction de la droite qui joint γptq à γpt0q est donc donnée par

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} “

1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q
} 1
q!γ

pqqpt0q|t´ t0|q ` εptq|t´ t0|q} (21.157)

et la limite lorsque tÑ t0 donne γpqqpt0q comme direction de la tangente.

Lorsque le théorème s’applique, le vecteur

τ “ γpqqpt0q
}γpqqpt0q} (21.158)

est appelé le vecteur unitaire tangent en γpt0q à l’arc paramétré γ.
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CorTgSoCun

Corolaire 21.51.
Si pI, γq est un arc paramétré de classe C1 régulier (c’est-à-dire γ1ptq ‰ 0 pour tout t) alors l’arc
admet une tangente en tout point et le vecteur unitaire de la tangente est donné par

τptq “ γ1ptq
}γ1ptq} , (21.159)

pour tout t dans I.
CorUnitTgtaugpnorma

Corolaire 21.52.
Si γ “ pJ, γN q est un arc paramétré de classe C1, normal, alors le vecteur unitaire de la tangente
au point γN psq est donné par τpsq “ γ1

N psq.
Démonstration. Nous devons démontrer que dans le cas d’un paramétrage normal nous avons
}γ1
N psq} “ 1 pour tout s. Par définition,

l
`rs, s1s, g˘ “

ż s1

s
}γ1
N puq}du “ s1 ´ s. (21.160)

Par conséquent,

lim
hÑ0

1
h

ż s`h

s
}γ1
N puq}du “ lim

yÑ0

s` h´ s
h

“ 1. (21.161)

Cela implique que }γ1
N psq} “ 1, et donc en particulier que pJ, γN q est un arc régulier. Le corolaire

précédent montre alors que τpsq “ γ1
N psq{}γ1

N psq} “ γ1
N psq.

Exemple 21.53.
Considérons la courbe γptq “ pt2, t3q, et cherchons la tangente en t0 “ 0. En dérivant nous avons
successivement

γptq “ pt2, t3q
γ1ptq “ p2t, 3t2q
γ2ptq “ p2, 6tq.

(21.162)

En posant t “ 0, nous trouvons que γ1p0q “ 0 mais γ2p0q “ p2, 0q ‰ 0. Le théorème nous dit donc
que la direction de la tangente est horizontale. Nous pouvons faire le calcul directement :

γptq ´ γpt0q
}γptq ´ γpt0q} “

pt2, t3q?
t4 ` t6 “

pt2, t3q
t2
?

1` t2 “
p1, tq?
1` t2 , (21.163)

dont la limite tÑ 0 est bien le vecteur horizontal p1, 0q.
La figure 21.7 montre quelques tangentes, c’est-à-dire quelques vecteurs dans la direction γ1ptq

(pour les t ‰ 0, il ne faut pas aller à la dérivée seconde). Nous remarquons que de part et d’autres
du sommet, les vecteurs ne sont pas dirigés dans le même sens. En tant que vecteurs de norme 1,
ces vecteurs n’ont pas de limites quand tÑ 0. Ce sont bien les directions qui ont une limite, parce
que la direction ne tient pas compte du sens.

△

21.8 Un peu de topologie
La proposition 21.54 donne une sorte de théorème des valeurs intermédiaires pour le cas d’une

application à valeurs dans un chemin.
PROPooJYGVooShNewy

Proposition 21.54 ([1]).
Soit une application continue et injective γ : r0, 1s Ñ Rn. Nous posons Γ “ γ

`r0, 1s˘ sur lequel
nous considérons la topologie induite 11 de Rn.

11. Définition 7.25.
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Figure 21.7: Quelques tangentes de la courbe γptq “ pt2, t3q. LabelFigParamTangente

Nous supposons que γ´1 : Γ Ñ r0, 1s est continue 12

Nous considérons un chemin α : r0, 1s Ñ Rn tel que
(1) α est continu,
(2) αp0q “ γp0q
(3) α

`r0, 1s˘ Ă Γ
(4) αp1q “ γpt0q pour un certain t0 P r0, 1s.

Alors pour tout t P r0, t0s, il existe u P r0, 1s tel que αpuq “ γptq.
Démonstration. Nous commençons par montrer que l’application α : r0, 1s Ñ Γ est encore continue
lorsque nous voyons bien l’espace d’arrivée comme Γ muni de sa propre topologie et non comme
Rn muni de sa topologie usuelle.

Soit un ouvert O de Γ ; il existe un ouvert O1 de Rn tel que O “ O1XΓ. Vu que α ne prend ses
valeurs que dans Γ, nous avons α´1pΓXO1q “ α´1pO1q et comme α est continue pour la topologie
de Rn, la partie α´1pO1q est un ouvert de r0, 1s.

Nous considérons donc l’application

γ´1 ˝ α : r0, 1s Ñ r0, 1s (21.164)

qui est continue et vérifie donc le théorème des valeurs intermédiaires 10.91. Les hypothèses αp0q “
γp0q et αp1q “ γpt0q donnent

pγ´1 ˝ αqp0q “ 0 (21.165a)
pγ´1 ˝ αqp1q “ t0. (21.165b)

Donc pour tout t P r0, t0s, il existe u P r0, 1s tel que pγ´1 ˝ αqpuq “ t. En appliquant γ des deux
côtés, nous voyons que ce u vérifie αpuq “ γptq comme demandé.

La proposition suivante dit essentiellement que la longueur d’un chemin est minoré par la
longueur de son graphe.

PROPooXENVooMvkTZW

Proposition 21.55 ([1]).
Soient a, b P Rn. Soit une application continue et injective γ : r0, 1s Ñ Rn telle que γp0q “ a et
γp1q “ b.

12. Je ne suis pas certain que cette hypothèse soit indispensable.
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Nous considérons maintenant un second chemin continu α : r0, 1s Ñ Rn tel que αp0q “ a,
αp1q “ b et αpr0, 1sq Ă γpr0, 1sq.

Alors la longueur de γ minore celle de α : lpγq ď lpαq.
Démonstration. Pour rappel, la longueur d’un chemin est donné par le supremum des longueurs
des lignes brisées reliant des points du chemin (définition 21.3). Soit une subdivision σ de r0, 1s et
la « longueur » correspondante pour γ :

lσpγq “
nÿ

i“1
}γptiq ´ γpti´1q}. (21.166)

Nous allons construite une subdivision de r0, 1s pour laquelle la longueur de α sera la même. De
cette façon, le supremum pour α sera un supremum sur un ensemble plus grand que celui du
supremum pour γ.

Vu que le graphe de α est contenu dans celui de γ, et que les points de départ et d’arrivée
sont les mêmes, la proposition 21.54 nous donne que pour tout t P r0, 1s, il existe u P r0, 1s tel que
αpuq “ γptq.

Cela ne suffit pas à considérer une subdivision puiqi“1,...,n de r0, 1s pour laquelle αpuiq “ γptiq
parce qu’il faut encore que les ui soient ordonnés. Vu que α n’est pas injective, il n’y a pas de
garanties de ce côté. Nous posons :

ui “ mintx P r0, 1s tel que αpxq “ γptiqu. (21.167)

Montrons que ce minimum existe. Ce minimum existe parce que α étant continue, l’ensemble des
x sur lesquels αpxq a une valeur donnée est fermé (le complémentaire est ouvert par le théorème
des valeurs intermédiaires). De plus cet ensemble est borné parce qu’il est inclus dans r0, 1s. Il est
donc compact et possède un minimum.

Nous prouvons à présent que ui`1 ě ui. Nous avons αpui`1q “ γpti`1q et il existe u dans
r0, ui`1r tel queαpuq “ γptiq (proposition 21.54). Vu que ui est le minimum de tels u, nous avons
ui P r0, ui`1r. Cela prouve bien que ui ă ui`1.

Ces puiqi“1,...,n forment une subdivision de r0, 1s telle que αpuiq “ γptiq. La longueur associée
à la subdivision puiq pour α est la même que celle associée à ptiq pour γ.

Donc lpαq ě lpγq.

´1

1

Figure 21.8: La figure de la proposition 21.56. LabelFigYWxOAkh

PROPooVXDNooPZYKPr

Proposition 21.56 ([1]).
Nous considérons la partie suivante de R2 :

A2 “
␣`
t, sinp1{tq˘(

tPs0,1s (21.168)

qui est dessinée est sur la figure 21.8. Ensuite nous posons

A “ ␣p0, 0q(YA2. (21.169)

La partie A est connexe, mais pas connexe par arcs.

Démonstration. En plusieurs points.
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(1) A2 est connexe La partie A2 est l’image de la fonction

f : s0, 1s Ñ R2

t ÞÑ `
t, sinp1{tq˘. (21.170)

Vu que f est continue et que son ensemble de départ est connexe, A2 est connexe (lemme
7.212).

(2) A est connexe Soient deux ouverts disjoints O1 et O2 dont l’union contient A. Nous
supposons que p0, 0q P O1. Si O1 contient B

`p0, 0q, r˘, alors il contient tous les points de
la forme

` 1
2kπ , 0

˘
pour k assez grand. Ces points sont dans A2.

Vu que O1 contient des points de A2, il doit contenir tous les points de A2 ; sinon les ouverts
O1 et O2 contrediraient la connexité de A2. Finalement, A Ă O1 et A est connexe.

(3) Connexité par arcs : le chemin Pour faire aller le chemin dans le bon sens, nous consi-
dérons

γ : r0, 1r Ñ R2

t ÞÑ fp1´ tq. (21.171)

Si A était connexe par arcs, il existerait une application continue α : r0, 1s Ñ A telle que
αp0q “ `

1, sinp1q˘ “ γp0q et αp1q “ p0, 0q.
(4) Minoration de la longueur de α Vu que α est continue, ses composantes le sont et vé-

rifient le théorème des valeurs intermédiaires. Pour tout t P s0, 1r, il existe u P s0, 1r tel que
αpuq “ γptq.
Par la proposition 21.55, la longueur de α est minorée par la longueur du chemin γ entre 0
et t0 pour tout t.

(5) La longueur de γ Vu que γ passe une infinité de fois par zéro et par 1, il est possible de
construire une subdivision de s0, 1r par rapport à la quelle la longueur de γ est arbitrairement
grande.

(6) Conclusion Donc la longueur de α est minoré par tous les nombres, arbitrairement grand.
Autrement dit, la longueur de α est infinie. Mais α étant un chemin continu depuis un
compact, cela est impossible.
Nous déduisons qu’un chemin continu liant

`
1, sinp1q˘ à p0, 0q en restant sur A est impossible.

21.9 Repère de Frenet
SecFrenet

Dans cette section, nous ne considérons que des courbes dans R3.
Proptausclataupzero

Proposition 21.57.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C2. Alors pour toute valeur de s dans J , nous
avons

τpsq· τ 1psq “ 0 (21.172)
où τpsq “ γ1

N psq. C’est-à-dire que la dérivée seconde est perpendiculaire à la dérivée première.

Démonstration. Le paramétrage étant normal, nous avons

}γ1
N psq}2 “

nÿ

i“1
x1
ipsq2 “ 1; (21.173)

ce qui implique, en dérivant les deux membres, que

0 “ 2
nÿ

i“1
x1
ipsqx2

i psq, (21.174)

c’est-à-dire exactement γ1
N psq· γ2

N psq “ 0 ; d’où la thèse.
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Remarque 21.58.
Si nous n’utilisons pas des coordonnées normales, la proposition 21.57 n’est pas spécialement vraie.
Prenons par exemple la courbe qui donne la parabole :

γptq “ pt, t2q (21.175a)
γ1ptq “ p1, 2tq (21.175b)
γ2ptq “ p0, 2q (21.175c)

Nous avons γ1ptq· γ2ptq “ 4t. Par conséquent, la dérivée seconde n’est la normale à la courbe que
en t “ 0. Cela est une propriété très intéressante des coordonnées normales : la dérivée seconde
d’une coordonnées normale donne un vecteur normal à la courbe, c’est-à-dire perpendiculaire à la
tangente.

DefCourbureNormleUnit

Définition 21.59.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C2.

(1) Le vecteur unitaire tangent est donné par le corolaire 21.51 : τptq “ γ1ptq{}γ1ptq}.
(2) La normale principale est le vecteur τ 1psq. Le vecteur unitaire normal est le vecteur

νpsq “ τ 1psq
}τ 1psq} “

γ2
N psq

}γ2
N psq}

. (21.176)

Nous déduirons une formule plus pratique en dehors des coordonnées normales en (21.204).
(3) La courbure au point γN psq est le réel

cpsq “ }τ 1psq} “ }γ2
N psq}. (21.177)

Note : il y a une notion de courbure signée qui sera donnée dans la définition 21.73.
(4) Le rayon de courbure est le réel

Rpsq “ 1
cpsq “

1
}γ2
N psq}

. (21.178)

Par la proposition 21.57, nous avons νpsq· τpsq “ 0. En combinant toutes les formules, nous
avons les différentes expressions suivantes pour le vecteur normal unitaire :

νpsq “ γ2
N psq
cpsq “ τ 1psq

}τ 1psq} “
τ 1psq
cpsq “ Rpsqτ 1psq “ Rpsqγ2

N psq. (21.179)Eq0908nufractauRcEq0908nufractauRc

Proposition 21.60.
La fonction courbure s’écrit c “ }γ1

N ˆ γ2
N}.

Démonstration. Par la proposition 11.32 nous avons :

xγ1
N , γ

2
Ny2 ` }γ1

N ˆ γ2
N}2 “ }γ1

N}2}γ2
N}2 “ }γ2

N}2 (21.180)

parce que, le paramétrage étant normal, }γ1
N} “ 1. Mais xγ1

N , γ
2
Ny “ 0, donc il reste }γ1

N ˆ γ2
N}2 “

}γ2
N}2, d’où

cpsq “ }γ2
N psq} “ }γ1

N psq ˆ γ2
N psq} (21.181)EqcsnormgpgppsEqcsnormgpgpps

pour chaque s dans J .

Définition 21.61.
Soit s un point birégulier (c’est-à-dire γ1

N psq ‰ 0 et γ2
N psq ‰ 0) de l’arc normal γ “ pJ, γN q. Le

vecteur unitaire de la binormale est le vecteur

βpsq “ τpsq ˆ νpsq (21.182)
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Par leurs définitions, τ et ν sont unitaires, tandis que la proposition 21.57 montre qu’ils sont
également orthogonaux. Les propriétés du produit vectoriel font que β est également unitaire, et
simultanément orthogonal à τ et à ν.

Définition 21.62.
Le repère orthonormal tτpsq, νpsq, βpsqu est le repère de Frenet au point γN psq.
Lemme 21.63.
Le vecteur unitaire normal est donné par νpsq “ βpsq ˆ τpsq.
Démonstration. Ceci est une application de la formule d’expulsion (11.90) et de l’orthonormalité
de la base de Frenet :

β ˆ τ “ pτ ˆ νq ˆ τ “ ´pν· τqτ ` pτ · τqν “ ν. (21.183)

21.9.1 Torsion

Décomposons le vecteur β1psq dans la base de Frenet. Pour cela nous allons utiliser la proposi-
tion 9.171 et montrer que β1psq· τpsq “ β1psq·βpsq “ 0, ce qui voudra dire que, dans la base de
Frenet, les composantes de β1 le long de τ et β sont nulles. Le vecteur β1 sera donc colinéaire à ν.

D’abord, étant donné que la norme de βpsq est constante par rapport à s, nous avons

0 “ d

ds
}βpsq}2 “ 2β1psq·βpsq. (21.184)

Ensuite, nous dérivons la définition βpsq “ τpsqˆ νpsq en utilisant la formule de Leibniz (12.422) :

β1psq “ τ 1psq ˆ νpsq ` τpsq ˆ ν 1psq. (21.185)

Mais τ 1psq “ γ2
N psq tandis que νpsq “ γ2

N psq
}γ2

N psq} , de telle sorte que τ 1psq ˆ νpsq “ 0. Nous restons
donc avec β1psq “ τpsq ˆ ν 1psq, ce qui prouve que β1psq est perpendiculaire à τpsq et donc que
β1psq· τpsq “ 0.

Le vecteur β1psq est donc un multiple de νpsq. Nous notons tpsq le facteur de proportionnalité :

β1psq “ tpsqνpsq. (21.186)
DefTorsion

Définition 21.64.
Soit γ “ pJ, γN q un arc paramétré normal de classe C3. La torsion de γ au point γN psq est le réel

tpsq “ }β1psq} “ }τpsq ˆ ν 1psq}. (21.187)

Lorsque tpsq ‰ 0, le réel T psq “ 1
tpsq est le rayon de torsion de γ en γN psq.

Étant donné que pour chaque s, l’ensemble tτpsq, νpsq, βpsqu est une base, il est naturel de
vouloir décomposer leurs dérivées dans cette base. D’abord, par définition de c et de t, nous avons

τ 1psq “ cpsqνpsq
β1psq “ tpsqνpsq. (21.188)

Il reste à décomposer ν 1psq. Définissons ατ , αν et αβ (qui peuvent dépendre de s) par

ν 1psq “ αττpsq ` αννpsq ` αββpsq. (21.189)

En vertu de la proposition 9.171, nous avons

ατ “ xν 1psq, τpsqy “ ´xνpsq, τ 1psqy “ ´xνpsq, cpsqνpsqy “ ´cpsq,
αν “ xν 1psq, νpsqy “ 0,
αβ “ xν 1psq, βpsqy “ ´xνpsq, β1psqy “ ´tpsq,

(21.190)
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où nous avons utilisé le fait que xνpsq, νpsqy “ }νpsq}2 “ 1. Si nous mettons ces résultats sous
forme matricielle, nous avons les formules de Frenet :

¨
˝
τ 1psq
ν 1psq
β1psq

˛
‚“

¨
˝

0 cpsq 0
´cpsq 0 ´tpsq

0 tpsq 0

˛
‚
¨
˝
τpsq
νpsq
βpsq

˛
‚. (21.191)

Proposition 21.65.
Si s est un point birégulier, alors la torsion est donnée par

tpsq “ ´ pγ
1
N ˆ γ2

N q ˆ γ3
N

}γ1
N psq ˆ γ2

N psq}2
. (21.192)

Démonstration. Par l’équation (21.179), nous avons γ2
N psq “ cpsqνpsq, et par conséquent

γ3
N psq “ c1psqνpsq ` cpsqν 1psq “ c1psqνpsq ` cpsq“´ cpsqτpsq ´ tpsqβpsq‰, (21.193)

où nous avons utilisé la formule de Frenet pour ν 1psq. Par ailleurs, sachant le corolaire 21.52 et la
formule de Frenet pour τ 1, nous avons

γ1
N ˆ γ2

N “ τpsq ˆ τ 1psq “ τpsq ˆ cpsqνpsq “ cpsqβpsq. (21.194)

En combinant les deux dernières équations, et en se souvenant que la base de Frenet et orthonor-
male,

pγ1
N ˆ γ2

N q· γ3
N psq “ ´cpsq2tpsq, (21.195)

et donc, en remplaçant cpsq par la formule (21.181),

tpsq “ ´pγ
1
N ˆ γ2

N q· γ3
N

}γ1
N ˆ γ2

N}2
. (21.196)

21.10 Hors des coordonnées normales
Remfougnormoupad

Remarque 21.66.
Notons que la définition de τ est donnée pour tout arc C1 régulier pI, γq par τptq “ γ1ptq{}γ1ptq}.
La propriété τ “ γ1

N n’est valable que lorsque le paramétrage est normal. Les autres définitions
ont toutes été données dans le cas d’un paramétrage normal.

La remarque 21.66 nous incite à exprimer toute la base de Frenet en termes de γ lorsque le
paramétrage n’est pas normal. Étant donné que nous pouvons toujours faire le changement de
variable γptq “ γN

`
ϕptq˘ (proposition 21.46), il est possible d’exprimer les vecteurs τ , ν et β ainsi

que les réels c et t en fonction de γ et de ses dérivées.
Nous allons maintenant travailler à écrire les formules.
Pour plus de facilité, nous collectons les définitions. Afin d’alléger la notation, nous n’exprimons

pas explicitement les dépendances en s :

Vecteur unitaire tangent Par le corolaire 21.52, τ est donné par τ “ γ1
N .

Vecteur unitaire normal Par la définition 21.59, ν est donné par ν “ τ 1

}τ 1} .
Vecteur unitaire de la binormale Par la définition 21.59, β est donné par β “ τ ˆ ν.
Courbure Par la définition 21.59, c est donné par c “ }τ 1}.
Torsion Par la définition 21.64, t est donné par t “ }β1}.
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Le schéma du changement de variable est

t P I γ //

ϕ
��

R3

s P J
γN

<< (21.197)EqDiagIJstgvpREqDiagIJstgvpR

La difficulté ne sera pas d’éliminer γN de toutes les formules, mais bien de se débarrasser des
fonctions ϕ qui arrivent quand nous exprimons γN en termes de γ, et en particulier lorsque nous
voulons exprimer les dérivées de γN en termes de γ et de ses dérivées.

Regardons d’abord comment les dérivées de γN s’expriment en termes de γ. En utilisant le fait
que γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq et que }γ1

N psq} “ 1, nous avons

γ1
N psq “

γ1
N psq

}γ1
N psq}

“ pγ ˝ ϕ´1q1psq
}pγ ˝ ϕ´1q1psq} “

γ1`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq
}γ1`ϕ´1psq˘}|pϕ´1q1psq| “

γ1ptq
}γ1ptq} (21.198)EqgpNgpnNnrEqgpNgpnNnr

où nous avons utilisé le fait que ϕ´1 étant croissante (parce que l’inverse d’une fonction croissante
est croissante), pϕ´1q1psq “ |pϕ´1q1psq|. Pourquoi écrivons nous |ϕ´1psq| et non }ϕ´1psq} ?

Pour la dérivée seconde, nous dérivons la relation (21.198) :

γ2
N psq “

γ2`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq
}γ1`ϕ´1psq˘} ` γ1`ϕ´1psq˘ d

ds

”
}γ1`ϕ´1psq˘}

ı
. (21.199)

Le petit calcul suivant va nous permettre de simplifier cette expression :

pϕ´1q1psq “ pϕ´1q1`ϕptq˘ “ 1
ϕ1ptq “

1
}γ1ptq} . (21.200)EavpemuetfpnormEavpemuetfpnorm

Donc
γ2
N psq “

γ2ptq
}γ1ptq}2 ` γ

1ptq d
ds

”
}γ1ptq}

ı
(21.201)

où il est entendu que t “ ϕ´1psq. Avec cette expression, nous ne nous sommes pas encore débarrassés
de la fonction ϕ, mais nous allons voir que cela nous sera suffisant.

Pour le vecteur unitaire tangent τpsq, nous avons donc immédiatement

τpsq “ γ1
N psq “

γ1ptq
}γ1ptq} . (21.202)EqTauavectEqTauavect

Ici encore il est sous-entendu que le t dans le membre de droite est lié au s du membre de gauche
par t “ ϕ´1psq. Il est donc naturel de nous demander si nous avons gagné quelque chose, étant
donné que la formule (21.202) contient encore la fonction ϕ.

Géométriquement, le vecteur τpsq est le vecteur normal unitaire de la courbe au point γN psq.
En utilisant les relations du diagramme (21.197), nous avons en réalité γN psq “ γN

`
ϕptq˘ “ γptq.

Le vecteur γ1ptq
}γ1ptq} représente donc le vecteur normal tangent au point γptq.

Pour calculer la courbure, nous devons d’abord calculer le produit vectoriel

γ1
N psq ˆ γ2

N psq “
γ1ptq
}γ1ptq} ˆ

ˆ
γ2ptq
}γ1ptq}2 ` γ

1ptq d
ds

”
}γ1ptq}

ı˙

“ γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq}3

(21.203)eqProdvectogpgppeqProdvectogpgpp

parce que le deuxième terme dans la parenthèse est un multiple de γ1ptq, de telle sorte que son
produit vectoriel avec γ1ptq{}γ1ptq} soit nul. En prenant la norme,

cpsq “ }γ
1ptq ˆ γ2ptq}
}γ1ptq}3 . (21.204)EqCourburetermfEqCourburetermf
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Encore une fois, cette équation nous enseigne que la courbure au point γptq P R3 est donnée par
le membre de droite, qui ne dépend que de t.

Le vecteur unitaire binormal est donné par βpsq “ τpsqˆνpsq. En utilisant (21.202) et (21.179),

βpsq “ τpsq ˆ νpsq “ γ1
N psq ˆ

γ2
N psq
cpsq . (21.205)

Les formules (21.203) pour le produit vectoriel et (21.204) pour la courbure donnent ensuite

βpsq “ γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq}3 · 1

cpsq “
γ1ptq ˆ γ2ptq
}γ1ptq ˆ γ2ptq} . (21.206)

Cela donne le vecteur unitaire binormal au point γptq en termes de γ1ptq et γ2ptq.
La torsion demande d’utiliser la dérivée troisième de γN . Nous avons

γ3
N psq “ pγ ˝ ϕ´1q3psq

“
´
γ1`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq

¯2

“
´
γ2`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq2 ` γ1`ϕ´1psq˘pϕ´1q2psq

¯1

“ γ3`ϕ´1psq˘pϕ´1q1psq3 ` v

“ γ3`ϕ´1psq˘
}γ1ptq}3 ` v par (21.200)

(21.207)

où v est un élément de Spantγ2`ϕ´1psq˘, γ1`ϕ´1psq˘u. Le vecteur v est donc perpendiculaire à
γ1 ˆ γ2 et donc à γ1

N ˆ γ2
N à cause de la relation (21.203) qui montre que γ1 ˆ γ2 est parallèle à

γ1
N ˆ γ2

N . De ce fait, lorsque nous calculons pγ1
N ˆ γ2

N q· γ3
N , la partie v de γ3

N n’entre pas en ligne
de compte.

Nous avons donc le calcul suivant, en remplaçant les diverses occurrences de γ1
N ˆ γ2

N par sa
valeur (21.203) en termes de γ,

tpsq “ ´pγ
1
N ˆ γ2

N q· γ3
N

}γ1
N ˆ γ2

N}2

“ ´ pγ
1
N ˆ γ2

N q· γ3ptq
}γ1
N ˆ γ2

N}2 }γ1ptq}2

“ ´pγ
1 ˆ γ2q· γ3

}γ1 ˆ γ2}2 .

(21.208)

Dans cette expression, il est sous-entendu que tous les γN sont fonctions de s et tous les γ sont
fonction de t où s et t sont liés par s “ ϕptq.

Voici un théorème qui résume ce que nous venons de faire.
THOooXOVRooRXtEuU

Théorème 21.67.
Pour tout représentant pI, γq, les éléments métriques pτ, ν, β, c, tq au point γptq s’expriment en
fonction de γptq, γ1ptq, γ2ptq et γ3ptq.
Lemme 21.68.
Si γ est le graphe de la fonction y alors la courbure de γ est donnée par la formule

c
`
γptq˘ “ |y2ptq|

`
1` y1ptq2˘3{2 (21.209)

Démonstration. Nous avons :

γptq “ `
t, yptq˘ (21.210a)

γ1ptq “ `
1, y1ptq˘ (21.210b)

γ2ptq “ `
0, y2ptq˘. (21.210c)
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Il s’agit maintenant seulement d’utiliser la formule (21.204) en se souvenant comment on calcule
un produit vectoriel 13 :

γ1 ˆ γ2 “
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
1 y1 0
0 y2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ y2. (21.211)

21.11 Tracer des courbes paramétriques dans R2

SecTracerParmCourbe

Nous allons maintenant voir comment les concepts introduits nous aident à effectivement tracer
des courbes dans le plan. Les courbes que nous regardons sont de la forme γptq “ `

xptq, yptq˘, et
nous supposons que ces fonctions soient suffisamment régulières (disons trois fois continument déri-
vables). Nous ne supposons pas que la courbe soit donnée en coordonnées normales, en particulier,
γ2ptq n’est pas le vecteur normal en γptq.

La notion clef qui va jouer est le cercle osculateur de la courbe γ au point γptq. Sans rentrer
dans les détails, disons que c’est le cercle qui « colle » le mieux possible la courbe. Le rayon de ce
cercle est le rayon de courbure :

Rptq “ }γptq}3
}γ1ptq ˆ γ2ptq} . (21.212)

En pratique, le produit vectoriel se calcule comme ceci :

γ1ptq ˆ γ2ptq “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
x1ptq y1ptq 0
x2ptq y2ptq 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ px1y2 ´ x2y1qez. (21.213)

Le centre du cercle osculateur va se trouver quelque part sur la normale. Le vecteur normal est
donné par

nptq “ J
γ1ptq
}γ1ptq} (21.214)

où J est la rotation d’angle π
2 :

J

ˆ
x1ptq
y1ptq

˙
“
ˆ

0 1
´1 0

˙ˆ
x1ptq
y1ptq

˙
“
ˆ
y1ptq
´x1ptq

˙
. (21.215)

Cela nous laisse deux possibilités pour le centre du cercle osculateur : γptq ` Rptqnptq ou bien
γptq ´ Rptqnptq. Il faut savoir de quel côté de la courbe est situé le centre du cercle osculateur. Il
faut choisir le côté de la concavité, c’est-à-dire le côté de la dérivée seconde.

γ1ptqγ2ptq

nptq
´nptq

‚
P

Figure 21.9: De quel côté de γ1ptq se trouvent nptq et ´nptq ? LabelFigQuelCote

La difficulté maintenant est de savoir qui de nptq ou ´nptq est du côté de γ2ptq. Il faut savoir si
nptq est du même côté de la droite tangente que γ2ptq ou non. Par construction, si nous regardons

13. Définition 11.25.
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la figure 21.9, le vecteur nptq sera toujours à gauche de γ1ptq. Le fait que γ2ptq soit à gauche ou à
droite de γ1ptq est donné par le signe du produit vectoriel γ1ptq ˆ γ2ptq. Si ce produit vectoriel est
positif, il faut choisir ´nptq et si il est négatif, il faut choisir n1ptq.

Le truc pour obtenir le signe de x1y2 ´ x2y1 est de faire
pγ1 ˆ γ2q· ez
}γ1 ˆ γ2} . (21.216)

Le centre de courbure sera donc situé à la position

Ωptq “ γptq ´ nptq }γptq}3
}γ1ptq ˆ γ2ptq}2 pγ

1 ˆ γ2q· ez (21.217)

Nous pouvons écrire cela plus explicitement en nous souvenant que γ1 ˆ γ2 “ px1y2 ´ x2y1qez, par
conséquent pγ1ˆγ2q · ez

}γ1ˆγ2}2 “ 1
x1y2´x2y1 . Nous avons

Ωxptq “ xptq ´ y1ptq x12 ` y12

x1y2 ´ x2y1 (21.218a)

Ωyptq “ yptq ` x1ptq x12 ` y12

x1y2 ´ x2y1 . (21.218b)

Quelques exemples de cercles osculateurs sont sur la figure 21.10.

‚ ‚

‚‚

Figure 21.10: Exemple de cercles osculateurs. LabelFigOsculateur

21.12 Courbes planes
Définition 21.69.
Une courbe γ : ra, bs Ñ Rn est fermée si γpaq “ γpbq. Elle est simple si γptq ‰ γpt1q dès que
t, t1 P sa, br et t ‰ t1.

DEFooSAZTooZGQrQG

Définition 21.70.
Nous disons qu’une courbe fermée est continue, de classe C1, de classe C2 ou autre condition de
régularité si son extension périodique comme application γ : RÑ R2 a cette régularité.

21.12.1 Angle
LEMooUECMooNBDGiR

Lemme 21.71 ([525]).
Soient des courbes régulières γ et σ de classe C2 de l’intervalle ouvert I vers R2. Soit θ0 P R tel
que

γ1pt0q·σ1pt0q
}γ1pt0q}}σ1pt0q} “ cospθ0q (21.219a)

γ1pt0q· Jσ1pt0q
}γ1pt0q}}σ1pt0q} “ sinpθ0q. (21.219b)
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Alors il existe une unique fonction différentiable θ : I Ñ R

γ1ptq·σ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} “ cos

`
θptq˘ (21.220a)

γ1ptq· Jσ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} “ sin

`
θptq˘. (21.220b)

Démonstration. Il suffit de prendre

fptq “ γ1ptq·σ1ptq
}γ1ptq}}σ1ptq} (21.221)

et
gptq “ γ1ptq· Jσ1ptq

}γ1ptq}}σ1ptq} (21.222)

dans la proposition 18.57. Ces courbes sont de classe C1 parce que γ et σ sont de classe C2.

21.12.2 Courbure signée

Nous avons déjà défini la courbure d’une courbe en la définition 21.59. Nous introduisons
maintenant la courbure signée qui est propre à la dimension deux.

DEFooTSJXooTIyRXf

Définition 21.72.
La structure complexe sur R2 est l’application

J : R2 Ñ R2

px, yq ÞÑ p´y, xq. (21.223)

Cette définition est un cas très particulier des structures complexes sur les variétés, voir la
définition 66.62.

DEFooJFWEooXcIVUs

Définition 21.73.
La courbure signée de la courbe γ : I Ñ R2 (I est un intervalle dans R) est la fonction

κptq “ γ2ptq· Jγ1ptq
}γ1ptq}3 (21.224)EQooWOUQooXrVzGxEQooWOUQooXrVzGx

où J est la structure complexe de la définition 21.72.

Cette définition est motivée par le fait qu’en identifiant R2 à C, l’application J revient à
l’application z ÞÑ iz.

Si v, w P R2 nous avons formellement

v ˆ w “ ´pv· Jwqe3. (21.225)

En particulier pour tout v P R2 nous avons

v· Jv “ 0. (21.226)

Lemme 21.74.
Soir une courbe régulière γ : ra, bs Ñ R2 et un difféomorphisme h : rc, ds Ñ ra, bs. Si nous posons
σ “ γ ˝ h alors

κσpuq “ sgn
`
h1puq˘κγ

`
hpuq˘. (21.227)EQooSQNMooUKGhPdEQooSQNMooUKGhPd

Démonstration. Nous utilisons la définition (21.224) de la courbure signée. La règle de dérivation
en chaine donne :

σ1puq “ γ1`hpuq˘h1puq (21.228a)
σ2puq “ γ2`hpuq˘h1puq2 ` γ1`hpuq˘h2puq. (21.228b)
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La numérateur de κσpuq est :

pγ2 ˝ hqh12 · Jpγ1 ˝ hqh1 ` h2pγ1 ˝ hq· Jpγ1 ·hqh1 (21.229)

dont le second terme est nul parce que v· Jv “ 0. Il nous reste donc

κσpuq “ ph
1q3

|h1|3
pγ2 ˝ hq· Jpγ1 ˝ hq

}γ1 ˝ h}3 “ sgnph1qκγ
`
hpuq˘. (21.230)

LEMooKPORooEGJCRm

Lemme 21.75 ([525]).
Si γN est un arc paramétré normal, alors

γ2
N psq “ κpsqJγ1

N psq. (21.231)

Démonstration. Vu que le paramétrage est normal, γ1
N · γ1

N “ 1, et en dérivant, γ2
N · γ1

N “ 0.
Donc γ2

N est un multiple de Jγ1. En tenant compte du fait que le paramétrage est normal, la
courbure est

κpsq “ γ2
N psq· Jγ1psq. (21.232)

En y injectant γ2psq “ λpsqJγ1psq nous trouvons

κpsq “ λpsqJγ1psq· Jγ1psq “ λpsq. (21.233)

Donc le facteur de proportionnalité est κpsq.
THOooDLDVooFQnLWn

Théorème 21.76.
Soit une courbe γ : I Ñ R2 de classe C2.

(1) γ est une partie de droite si et seulement si κptq “ 0 pour tout t.
(2) γ est une partie d’un cercle de rayon r ą 0 si et seulement si |κpsq| “ 1

r .

Démonstration. Si γ est une droite, la dérivée seconde est nulle et la courbure est nulle. Supposons
pour la réciproque que κptq “ 0 pour tout t. Nous utilisons un paramétrage normal de γ, ce qui
ne change pas que la courbure reste nulle. Nous avons par le lemme 21.75 que γ2psq “ 0 et donc
l’existence de a, b P R2 tels que γptq “ at` b.

Passons au cas du cercle. Si γ est un cercle, le paramétrage normal est

γptq “ R

ˆ
cosp tRq
sinp tRq

˙
(21.234a)

γ1ptq “
ˆ´ sinp tRq

cosp tRq
˙

(21.234b)

γ2ptq “ ´ 1
R

ˆ
cosp tRq
sinp tRq

˙
. (21.234c)

Avec tout cela nous avons κpsq “ γ2psq· Jγ1psq “ 1
R .

Nous supposons enfin que κptq “ 1{R et que le paramétrage soit normal (encore une fois, un
reparamétrage ne change pas la courbure lorsqu’elle est constante). Nous définissons la courbe

β : rb, cs Ñ R2

t ÞÑ γptq `RJγ1ptq. (21.235)

Nous avons β1ptq “ γ1ptq`RJγ2ptq. Mais par le lemme 21.75 nous avons γ2 “ kJγ1 “ 1
RJγ

1. Donc

β1ptq “ γ1ptq ´ γ1ptq “ 0. (21.236)

Du coup β est constante : βptq “ a. Alors a “ γptq `RJγ1ptq et en particulier

}γptq ´ a} “ }RJγ1ptq} “ r. (21.237)

Donc effectivement γ reste sur un cercle de rayon r et de centre a.
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DEFooFAENooXWgBmh

Définition 21.77 ([525]).
La courbure totale de la courbe γ : ra, bs Ñ R2 est le nombre

K “
ż b

a
κptq}γ1ptq}dt (21.238)EQooTIFWooQflOfdEQooTIFWooQflOfd

où κ est la courbure signée définie en 21.73.
Nous nommons aussi nombre de tours de γ le nombre Turnpγq “ K{2π.

Lemme 21.78.
La courbure signée ne change pas sous reparamétrage positif, et change de signe sous reparamétrage
négatif.

Démonstration. Soit la courbe γ : ra, bs Ñ R2 et un difféomorphisme h : ra, bs Ñ rc, ds. Il s’agit
d’intégrer la relation (21.227) en effectuant le changement de variables t “ hpuq :

Kγ “
ż b

a
κγptq}γ1ptq}dt (21.239a)

“
ż d

c
κγ

`
hpuq˘loooomoooon

κσpuq

}γ1`hpuq˘}h1puqdu. (21.239b)

En utilisant le fait que σ1puq “ γ1`hpuq˘h1puq nous avons alors

Kγ “
ż d

c
κσpuq

››››
σ1puq
h1puq

››››h1puqdu (21.240a)

“
ż d

c
κσpuq}σ1puq} h

1puq
|h1puq|du (21.240b)

“ sgnph1qKσ. (21.240c)

LEMDEFooLPWJooAnWZjb

Lemme-Définition 21.79 ([525]).
Soit une courbe régulière γ : I Ñ R2 de classe C2 et t0 dans l’intérieur de I. Soit θ0 P R tel que

γ1pt0q
}γ1pt0q} “

`
cospθ0q, sinpθ0q

˘
. (21.241)

Alors il existe une unique fonction différentiable θ : I Ñ R telle que θpt0q “ θ0 et

γ1ptq
}γ1ptq} “

ˆ
cos

`
θptq˘

sin
`
θptq˘

˙
(21.242)

pour tout t P I.
Cette fonction est l’angle de γ déterminé par θ0.

Démonstration. Soit βptq “ pt, 0q ; alors β1ptq “ p1, 0q et nous avons

γ1 ·β1 “ γ1
x (21.243a)

γ1 · Jβ1 “ γ1
y. (21.243b)

Par la proposition 21.71 il existe une unique fonction θ : I Ñ R telle que θpt0q “ θ0 et
$
’’&
’’%

cos
`
θptq˘ “ γ1 ·β1

}γ1}}β1} “
γ1
x

}γ1} (21.244a)

sin
`
θptq˘ “ γ1 · Jβ1

}γ1}}β1} “
γ1
y

}γ1} . (21.244b)

Une telle fonction est bien celle que l’on demande ici.
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LEMooWLAUooKetUiW

Lemme 21.80.
Si γ est une courbe régulière de classe C2, alors sa courbure et son angle vérifient la relation

θ1ptq “ }γ1ptq}κptq. (21.245)

Démonstration. Par définition de l’angle (lemme 21.79) nous avons

γ1ptq
}γ1ptq} “

`
cos θptq, sin θptq˘. (21.246)

Dérivant cela,

γ2ptq
}γ1ptq} ` γ

1ptq d
dt

ˆ
1

}γ1ptq}
˙
“ θ1ptq

ˆ´ sin
`
θptq˘

cos
`
θptq˘

˙
(21.247a)

“ θ1ptqJ
ˆ

cos
`
θptq˘

sin
`
θptq˘

˙
(21.247b)

“ θ1ptq Jγ
1ptq

}γ1ptq} . (21.247c)

Nous prenons le produit scalaire de cette égalité avec Jγ1 en tenant compte du fait que γ1 · Jγ1 “ 0 :
γ2 · Jγ1

}γ1} “ θ1

}γ1}Jγ
1 · Jγ1. (21.248)

En remarquant que Jv· Jv “ }v}2 nous trouvons θ1}γ1} “ }γ1}2κγ et donc

θ1ptq “ }γ1ptq}κγptq, (21.249)

ce qu’il fallait prouver.

Ce lemme nous fournit la formule attendue pour la courbure totale.

Lemme 21.81 ([525]).
Soit une courbe régulière de classe C2 γ : ra, bs Ñ R2. Sa courbure totale 14 est donnée par

K “ θpbq ´ θpaq. (21.250)

Démonstration. Il suffit de remplacer dans la définition (21.238) de la courbure totale l’intégrande
par son expression du lemme 21.80 :

K “
ż b

a
κptq}γ1ptq}dt “

ż b

a
θ1ptqdt “ θpbq ´ θpaq (21.251)

par le théorème 14.265.

21.12.3 Degré, indice et homotopie

La définition de l’indice d’un chemin par rapport à un point est 26.50.
DEFooTKBUooNVcheO

Lemme-Définition 21.82.
Soit une application continue ϕ : S1 Ñ S1. Un relèvement de ϕ est une application continue
φ : RÑ R une application continue telle que

ϕ
`

cosptq, sinptq˘ “
ˆ

cos
`
φptq˘

sin
`
φptq˘

˙
. (21.252)

Le degré est l’entier degpϕq tel que

φp2πq ´ φp0q “ 2 degpϕqπ. (21.253)

Ce nombre ne dépend pas du choix du relèvement φ.
14. Définition 21.77.
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Démonstration. Soient φ1 et φ2, deux applications qui satisfont les contraintes. Nous avons une
fonction continue n : S1 Ñ R telle que

φ1ptq ´ φ2ptq “ 2πnptq. (21.254)

La fonction n ne pouvant prendre que des valeurs entières et étant continue, elle est constante. Par
conséquent

φ1p2πq ´ φ1p0q “ φ2p2πq ´ φ2p0q, (21.255)

ce que nous voulions.
DEFooOCUQooUAlbLo

Définition 21.83.
Soit une courbe fermée γ : r0, Ls Ñ R2 de classe C1. Nous posons

Φγptq “ γ̃1ptq
}γ̃1ptq} (21.256)

où γ̃puq “ γ
`
L
2πu

˘
. L’indice de rotation de γ est le degré de Φγ, c’est-à-dire

Indpγq “ degpΦγq. (21.257)

Notons que dans cette définition, Φγ n’est rien d’autre que le vecteur unitaire tangent à γ,
ramené à r0, 2πs.

PROPooXHSDooDDnlJQ

Proposition 21.84.
Pour une courbe fermée de classe 15 C2, l’indice de rotation est égal au nombre de tours.

Démonstration. Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe vérifiant les hypothèses. Par définition, Indpγq “
degpΦγq où

Φγptq “ γ̃1ptq
}γ̃1ptq} “

ˆ
cos θ̃ptq
sin θ̃ptq

˙
(21.258)EQooGTAPooDRCFPGEQooGTAPooDRCFPG

où nous avons noté θ̃ l’angle tournant 16 de γ̃ et θ celui de γ. Vu que θ̃ vérifie les hypothèses de la
définition 21.82 nous pouvons calculer le degré de Φγ par

degpΦγq “ 1
2π

`
θ̃p2πq ´ θ̃p0q˘ “ 1

2π

ż 2π

0
θ̃1psqds. (21.259)EQooKNCJooTwTBMOEQooKNCJooTwTBMO

Il faut trouver le lien entre θ et θ̃. Pour cela nous notons que

γ̃1ptq
}γ̃1ptq} “

γ1 ` L
2π t

˘

}γ1 ` L
2π
˘ } . (21.260)

En comparant avec (21.258) il vient
θ̃ptq “ θ

` L
2π t

˘
(21.261)

et
θ̃1psq “ L

2πθ
1
ˆ
L

2πs
˙
. (21.262)

Le changement de variables t “ L
2πs est donc tout vu dans l’intégrale (21.259) :

degpΦγq “ 1
2π

ż 2π

0

L

2πθ
1` L

2πs
˘
ds “ 1

2π

ż L

0
θ1ptqdt “ 1

2π

ż L

0
κγptq}γ1ptq}dt “ Turnpγq (21.263)

où nous avons aussi utilisé le lemme 21.80 qui donne le lien entre θ1 et κ.

15. La dérivée seconde arrive dans la définition de la courbure ; il faudrait donc supposer au moins C2 pour avoir
la continuité de la courbure.

16. Définition 21.79.
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Les définitions à propos d’homotopie sont 20.74 et 20.75.
LEMooTDTAooCRSYzI

Lemme 21.85 ([1]).
Soit un ouvert Ω de C. Soit un chemin continu γ : ra, bs Ñ Ω. Soit une boule B contenant γ

`ra, bs˘
ainsi que le segment joignant γpaq et γpbq.

Alors γ est homotope 17 au segment joignant γpaq et γpbq.
Démonstration. Notons d : ra, bs Ñ Ω le segment de droite joignant γpaq à γpbq. Nous notons aussi
lx,y le segment joignant x à y et paramétré sur r0, 1s :

lx,y : r0, 1s Ñ Ω
t ÞÑ p1´ tqx` ty. (21.264)

L’homotopie entre γ et d est alors donnée par

H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ Ω
ps, tq ÞÑ lγptq,dptqpsq.

(21.265)

LEMooQNFCooWorCxN

Lemme 21.86 ([203]).
Soit un ouvert Ω de C. Tout chemin dans Ω est homotope à extrémités fixées 18 dans Ω à un chemin
droit par morceaux.

Démonstration. Nous allons utiliser le lemme 10.23 en considérant S Ă ra, bs définie en disant que
t P S soit si t “ a soit si le chemin γ : ra, ts Ñ Ω est homotope à un chemin droit par morceaux à
extrémités fixes.

Nous prouvons que S est inductif (définition 10.22).
(1) a P S Le point a est dans S par définition.
(2) Si t P S Supposons que t P ra, br XS, et cherchons s ą t tel que rt, ss Ă S. Considérons une

boule B “ B
`
γptq, δ˘ inclue dans Ω. Vu que γ est continue, l’application u ÞÑ |γptq´γpt`sq|

est continue. Pour s “ 0, cette fonction est nulle. Il existe ϵ ą 0 tel que cette fonction reste
plus petite que δ, et donc tel que

γ
`rt, t` ϵs˘ Ă B

`
γptq, δ˘ Ă Ω. (21.266)

Le segment de droite lγptq,γpt`ϵq est donc dans Ω et la partie γ : rt, t ` ϵs Ñ Ω est homotope
à extrémités fixée à ce segment (lemme 21.85).
En joignant ce segment aux segments de droites homotopes à γ

`ra, ts˘, nous avons des seg-
ments de droites homotopes à γ

`ra, ss˘. Donc ra, ss Ă S.
(3) Si ra, tr Ă S Nous prouvons que t P S. Nous considérons δ ą 0 tel que B

`
γptq, δ˘ Ă Ω.

Nous considérons également ϵ ą 0 tel que t ´ ϵ ą a. Par hypothèse, t ´ ϵ P S, et il existe
une homotopie à extrémités fixées entre des segments de droites et γ : ra, t ` ϵs Ñ Ω. Nous
complétons ces segments par le segment lγpt´ϵq,γptq et voila.

Donc S est inductif, et nous en déduisons que S “ ra, bs.
PROPooZIAKooHqtnZj

Proposition 21.87 (Homotopie, degré et indice[525]).
Il y a deux résultats à ne pas confondre. ITEMooLEHFooXEyTHY

(1) Si ϕi : S1 Ñ S1 sont homotopes, alors degpϕ1q “ degpϕ2q.
(2) Si γi : r0, Ls Ñ R2 sont homotopes, alors Indpγ1q “ Indpγ2q.

Démonstration. Nous allons décomposer la preuve en deux parties.

17. Définition 20.75.
18. Définition 20.75.
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(1) Le degré pour les applications S1 Ñ S1 Soient deux applications homotopes γi : S1 Ñ
S1. Si F est l’homotopie 19 entre γ0 et γ1, nous posons γuptq “ F pu, tq qui est encore une
courbe fermée γu : S1 Ñ S1. Nous pouvons donc considérer le degré de γu. C’est un entier
nu qui vérifie

γ̃up2πq ´ γ̃up0q “ 2πnu. (21.267)

Le membre de gauche est une fonction continue de u ; dans le membre de droite nu ne pouvant
prendre que des valeurs entières, elle est alors constante.

(2) Indice de rotation pour des courbes dans R2 Soient maintenant γ0 et γ1 deux courbes
homotopes de r0, Ls dans R2. Par définition, Indpγiq “ degpΦγiq. Prouvons alors que Φγ0 et
homotope à Φγ1 . De cette façon, la première partie de la preuve conclura à

Indpγ0q “ degpΦγ0q “ degpΦγ1q “ Indpγ1q. (21.268)

Nous savons que

Φγ “ γ1 ` L
2π t

˘

}γ1 ` L
2π t

˘ } , (21.269)

donc en posant

ΦF pu, tq “ γ1
u

`
L
2π t

˘

}γ1
u

`
L
2π t

˘} (21.270)

nous avons une homotopie entre Φγ0 et Φγ1 .

THOooEQWOooBCRMMZ

Théorème 21.88 ([525]).
Pour une courbe simple fermée de classe C2 dans R2,

(1) le nombre de tours 20 vaut ˘1,
(2) la courbure totale vaut ˘2π.

Démonstration. Soit une telle courbe γ et son image Γ. Notons tout de suite que les deux points
sont équivalents parce que K “ 2πTurnpγq.

(1) Choix d’un point et d’une tangente
Si ℓ est une droite dans le plan, soit p le point de Γ le plus proche de ℓ. Il n’est peut-être pas
unique, mais la parallèle à ℓ passant par p est une tangente à Γ telle que tout Γ se trouve
d’un seul côté de ℓp. Pour voir cela, il suffit de choisir un système d’axes pour lequel ℓ est
l’axe y “ 0. La distance entre ℓ et les points de Γ est donnée par γy, et donc les extrémums
sont atteints là où γ1

y “ 0, c’est-à-dire pour les points sur lesquels la tangente est parallèle à
ℓ.
Étant donné qu’il y a (au moins) un maximum et un minimum distincts, nous pouvons choisir
le point p de telle sorte que pour tout point q P Γ, l’angle du vecteur q ´ p soit entre α0 et
α0 ` π et non entre α0 ´ π et α0. Ce choix revient à choisir p de telle sorte que Γ soit d’un
côté ou de l’autre de ℓp.
Pour simplifier les notations plus tard nous choisissons ℓp horizontale, de telle sorte que
α0 “ 0, et que Γ est au dessus de ℓp. Les angles des vecteurs q´ p pour q P Γ sont donc tous
entre 0 et π.

(2) Définition de Σ
Soit L la longueur 21 de γ et β, un paramétrage de γ telle que βp0q “ p. Nous considérons le
triangle

T “ tpt1, t2q P R2 tel que 0 ď t1 ď t2 ď Lu (21.271)

19. Définition 20.74.
20. Nombre de tours et courbure totale, définition 21.77.
21. Définition 21.3.
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et l’application sécante Σ: T Ñ S1 définie par

Σpt1, t2q “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

β1ptq
}β1ptq} si t1 “ t2 “ t

´ β1p0q
}β1p0q} si t1 “ 0 et t2 “ L

βpt2q ´ βpt1q
}βpt2q ´ βpt1q} sinon.

(21.272)

(3) Continuité de Σ Nous devons prouver les limites 22 suivantes :

lim
pt1,t2qÑpt,tq

0ďt1ďtďt2ďL

βpt1q ´ βpt2q
}βpt1q ´ βpt2q} “

β1ptq
}β1ptq} (21.273a)SUBEQooDXJDooOIxcBDSUBEQooDXJDooOIxcBD

lim
pt1,t2qÑp0,Lq
0ďt1ďt2ďL

βpt1q ´ βpt2q
}βpt1q ´ βpt2q} “ ´

β1p0q
}β1p0q} (21.273b)SUBEQooOXGSooXHEHHhSUBEQooOXGSooXHEHHh

Nous commençons par (21.273a) en multipliant et divisant par t2 ´ t1 :
βpt2q ´ βpt1q
}βpt2q ´ βpt1q} “

βpt2q ´ βpt1q
t2 ´ t1

t2 ´ t1
}βpt2q ´ βpt1q} . (21.274)

Si chacune des limites des deux facteurs existent dans R, la limite du produit sera le produit
des limites. Pour le premier facteur nous développons βpt2q autour de t “ t1 via la formulation
(12.1245) :

βpt2q “ βpt1q ` pt2 ´ t1qβ1pt1q ` αpt2 ´ t1q (21.275)
où α est une fonction vérifiant limtÑ0 αptq{t “ 0. Nous avons à calculer la limite de

pt2 ´ t1qβ1pt1q ` αpt2 ´ t1q
t2 ´ t1 “ β1pt1q ` αpt2 ´ t1q

t2 ´ t1 . (21.276)

Prendre la limite pt1, t2q Ñ pt, tq donne bien β1ptq parce que β est de classe C1. En ce qui
concerne la limite de la deuxième partie, nous allons la faire plus en détail pour la limite
(21.273b).
La limite (21.273b). Nous prenons la prolongation périodique de β. Alors si t2 “ L´ ϵ nous
pouvons écrire βp´ϵq au lieu de βpt2q. Nous développons βpt1q autour de t “ ´ϵ (parce que
t1 est petit) :

βpt1q “ βp´ϵq ` pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ` αpt1 ` ϵq. (21.277)
Après multiplication et division par t1 ` ϵ, la première limite à calculer est celle de

βp´ϵq ´ βpt1q
t1 ` ϵ “ ´β1p´ϵq ` αpt1 ` ϵq

t1 ` ϵ , (21.278)

pour pϵ, t1q Ñ p0, 0q. Cela donne bien ´β1p0q. La seconde limite à calculer est celle de
t1 ` ϵ

}βp´ϵq ´ βpt1q} “
t1 ` ϵ

} ´ pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ´ αpt1 ` ϵq} “
t1 ` ϵ

}pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ` αpt1 ` ϵq} . (21.279)

Nous calculons la limite de l’inverse (qui, si elle est non nulle donnera la réponse en inversant
à nouveau) en nous souvenant de la formule

ˇ̌
a´ |b|ˇ̌ ď |a` b| ď ˇ̌

a` |b|ˇ̌. (21.280)

Nous avons l’encadrementˇ̌pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ´ |αpt1 ` ϵq|
ˇ̌

t1 ` ϵ ď }pt1 ` ϵqβ
1p´ϵq ` αpt1 ` ϵq}
t1 ` ϵ (21.281a)

ď
ˇ̌pt1 ` ϵqβ1p´ϵq ` |αpt1 ` ϵq|

ˇ̌

t1 ` ϵ (21.281b)

Les limites des deux extrêmes existent et valent β1p0q ; la règle de l’étau 12.219 conclu.
22. Limite au sens de la définition 7.105, en sachant qu’elle est unique par la proposition 7.108.



1960 CHAPITRE 21. ARCS PARAMÉTRÉS

(4) Deux chemins homotopes Nous considérons dans T les points A “ p0, 0q, B “ p0, Lq
et C “ pL,Lq. Nous allons considérer le chemin direct de A à C et celui passant via B. Et
comme ces chemins doivent être paramétrés de 0 à 2π, il faut faire un peu attention. Nous
définissons les chemins

σi : S1 Ñ S1 (21.282)

par

σ1ptq “ Σ
ˆ
L

2π t,
L

2π t
˙
“ β1ptL{2πq
}β1ptL{2πq} “

β̃1ptq
}β̃1ptq} “ Φβ (21.283a)

σ2ptq “
#

Σp0, Lπ tq si 0 ď t ď π

Σ
`
L
π pt´ πq, L

˘
si π ď t ď 2π

(21.283b)

où nous avons repris les notations de la définition 21.83. Notons que pour σ2, en t “ π les
deux expressions donnent

σ2pπq “ Σp0, Lq “ ´ β1p0q
}β1p0q} . (21.284)

Ce sont des chemins fermés parce que

σ1p2πq “ ΣpL,Lq “ β1pLq
}β1pLq} “

β1p0q
}β1p0q} “ Σp0, 0q “ σ1p0q. (21.285)

Notons que dans toutes ces définitions et calculs, nous avons utilisé de façon assez cruciale
la définition 21.70 pour définir la dérivée de β en t “ 0.
Les chemins σ1 et σ2 sont homotopes par construction.

(5) Indices et degrés La proposition 21.87(1) nous donne degpσ1q “ degpσ2q. Nous avons
alors la chaine d’égalités

degpσ2q “ degpσ1q “ degpΦβq “ Indpβq “ Indpγq “ Turnpγq (21.286)EQooSXOAooZVOVxcEQooSXOAooZVOVxc

où les justifications sont :
(5a) degpσ2q “ degpσ1q par homotopie : proposition 21.87.
(5b) degpσ1q “ degpΦβq parce que σ1 “ Φβ.
(5c) degpΦβ “ Indpβq par définition 21.83 de l’indice.
(5d) Indpβq “ Indpγq par invariance de l’indice sous reparamétrage.
(5e) Indpγq “ Turnpγq par la proposition 21.84.
Il nous reste à montrer que degpσ2q “ ˘1.

(6) La géométrie de σ2 Notons que par définition les valeurs de σ2ptq sont les vecteurs (uni-
taires) joignant p aux points de Γ lorsque 0 ď t ď π, et les vecteurs inverses pour π ď t ď 2π.
Plus précisément nous avons, si 0 ă a ă π :

σ2paq “ Σp0, L
π
aq “ βpLπ aq ´ βpLq

}βpLπ aq ´ βpLq}
(21.287)

et
σ2pπ ` aq “ ΣpL

π
a, Lq “ βpLq ´ βpLπ aq

}βpLq ´ βpLπ aq}
. (21.288)

En sachant que βp0q “ βpLq nous avons alors

σ2pπ ` aq “ ´σ2paq. (21.289)EQooKMSRooEzWkyLEQooKMSRooEzWkyL

Notons aussi que le fait que γ soit une courbe simple assure que le numérateur et le dénomi-
nateur de σ2 ne s’annulent pas autrement que pour t “ L ou t “ 0.
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(7) Un relèvement pour σ2 Ces propriétés motivent cette idée pour le relèvement de σ2 :

θ : r0, 2πr Ñ r0, 2πr
t ÞÑ l’angle du vecteur σ2ptq, (21.290)

avec θp2πq définit par continuité. Nous allons cependant voir, en étant plus prudent, que
cette définition n’assure pas la continuité (surtout en t “ π).
Soyons donc plus prudent et construisons θ petit à petit.
Étant donné que ℓp est tangente à Γ au point p, la droite ℓp est parallèle à β1p0q, et l’angle
entre ℓp et β1p0q est soit 0 soit π. Donc θp0q devrait valoir soit 0 soit π.
Nous commençons par définir ceci :

θ : r0, πr Ñ r0, πs
t ÞÑ angle de σ2ptq “ arccos

`
σ2ptqx

˘
.

(21.291)

C’est le choix d’avoir ℓp horizontale et Γ au dessus de ℓp qui nous assure que pour tout
t P r0, πs, l’angle de σ2ptq peut être choisi entre 0 et π. De plus cette fonction est continue
en tant que partie de la fonction arccos : r´1, 1s Ñ r0, πs qui est elle-même continue par le
lemme 7.216.
Le fait que θ soit continue est assuré par le fait que σ2 est C8.

(7a) Si θp0q “ 0
Cela correspond à la situation des vecteurs rouges sur la figure 21.11.
Vu que σ2pπq “ ´σ2p0q, l’angle de σ2 en t “ π est le supplémentaire de celui en t “ 0.
Mais pour 0 ď t ă π, θptq prend ses valeurs entre 0 et π, le seul supplémentaire de 0
à être disponible est θpπq “ π (et non θpπq “ ´π par exemple). Nous définissons donc
θpπq “ π pour la continuité.
En ce qui concerne les π ă t ă 2π nous savons que σ2pπ` aq “ ´σ2paq. Les angles sont
donc les supplémentaires de ceux pour 0 ď t ď π. Pour assurer la continuité en t “ π
nous sélectionnons la place sπ, 2πs ; et nous définissons

θ : sπ, 2πr Ñ sπ, 2πs
t ÞÑ angle de σ2ptq. (21.292)

Le nombre θp2πq est défini par continuité. Il doit valoir θp2πq “ 2π.
La fonction θ ainsi définie est un relèvement pour σ2, et le degré peut être calculé :

degpσ2q “ 1
2π

`
θp2πq ´ θp0q˘ “ 1. (21.293)

‚‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚
α

‚
P

`p

Figure 21.11: Les vecteurs représenant σ2 dans le cas où β1p0q est dans le sens de ℓp ou dans le
sens inverse. Pour le sport nous avons dessiné la situation avec une droite ℓ quelconque plutôt que
horizontale. LabelFigERPMooZibfNOiU
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(7b) Si θp0q “ π Cela correspond à la situation des vecteurs bleus sur la figure 21.11.
Alors θpπq “ 0 est obligatoire parce qu’il doit être supplémentaire à θp0q. Les angles
atteints par σ2ptq pour t P sπ, 2πr sont encore les complémentaires, mais cette fois la
continuité en t “ π nous impose de les chercher dans s´π, 0s et nous définissons

θ : sπ, 2πr Ñ s´π, 0s
t ÞÑ angle de σ2ptq. (21.294)

Par continuité nous devons avoir θp2πq “ θpπq ´ π et donc θp2πq “ ´π.
Le degré de σ2 est alors

degpσ2q “ 1
2π

`
θp2πq ´ θp0q˘ “ ´1. (21.295)

(8) Conclusion
Nous avons montré que le degré de σ2 est 1 ou ´1, et en remontant les égalités (21.286) nous
déduisons que Turnpγq “ ˘1.

21.13 Courbes fermées planes

21.13.1 Cercle circonscrit

La proposition suivante est dans le même esprit que l’ellipse de John-Loewer 23.
PROPDEFooCWESooVbDven

Proposition-Définition 21.89 (Cercle circonscrit[588, 1]).
Soit une courbe fermée simple et continue γ : r0, 1s Ñ R2. Soit Γ son image. Il existe un unique
cercle de rayon minimum contenant Γ. Ce cercle est le cercle circonscrit à γ.

Nous nommons C ce cercle circonscrit à γ. Il a les propriétés suivantes :
(1) L’intersection C X Γ contient au moins deux points distincts.
(2) Tout arc de C plus long que sa moitié intersecte Γ.

Démonstration. Division de la preuve.
(1) Existence L’application γ étant continue, l’ensemble Γ est compact (théorème 7.214). Nous

considérons l’ensemble Q des formes quadratiques de la forme

qa,rpxq “ }a´ x}2 ´ r2 (21.296)

avec a P R2 et r P R. Nous mettons sur cet ensemble la topologie de R2 ˆ R “ R3. Le
nombre qa,rpxq est continu en a, r et x. Soit A l’ensemble des formes quadratiques de cette
forme et vérifiant

q
`
γptq˘ ď 0 (21.297)

pour tout t P r0, 1s.
Cet ensemble A est non vide parce que Γ est compact et donc borné ; il existe donc une boule
qui contient Γ en son intérieur.
Montrons que A est fermé dans Q. Si qa,r R A alors il existe t0 tel que qa,r

`
γpt0q

˘ ą 0. Par
continuité, il existe un voisinage de pa, rq dans R3 et donc de qa,r dans Q tel que qa1,r1

`
γpt0q

˘

reste strictement positif pour tout pa1, r1q dans ce voisinage. Le complémentaire de A dans Q
est ouvert. Donc A est fermé.
L’ensemble

B “ tr ě 0 tel que D a tel que qa,r P Au (21.298)
est fermé 24. La partie B est évidemment borné vers le bas. De plus r “ 0 n’est pas dans cet
ensemble. Il possède donc un minimum strictement positif. Le cercle correspondant donne
l’existence.

23. Proposition 17.126.
24. Lemme 7.310.
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(2) Unicité
En ce qui concerne l’unicité, si Γ est contenu dans les boules Bpa,Rq et Bpb, Rq alors

Γ Ă Bpa,Rq XBpb, Rq. (21.299)

‚
A

‚
B

‚
O

‚I

‚Q

Nous choisissons les axes comme indiqué sur le dessin et nous montrons que l’intersection
est dans le cercle de centre O et de rayon }OI} ă R. Soit Q un point de l’intersection ; par
symétrie il est suffisant de supposer Qx ă 0 et Qy ą 0. Vu que Q est dans le cercle de centre
B et de rayon R, il doit satisfaire

pBx ´Qxq2 `Q2
y ă R. (21.300)

D’autre part le point I est d’abscisse Ix “ 0 et d’ordonnée donnée par I2
y “ R2 ´B2

x.
Nous devons prouver que Q2

x `Q2
y ď I2

y . Il s’agit simplement de calculer

Q2
x `Q2

y ď Q2
x `R2 ´B2

x ` 2BxQx ´Q2
x “ R2 ´B2

x ` 2BxQx ď R2 ´B2
x “ I2

y (21.301)

parce que Bx ą 0 et Qx ă 0.
Nous concluons que Γ est inclus dans un cercle de rayon plus petit que R et donc que R n’est
pas minimum. D’où l’unicité.

(3) Au moins deux intersections
Nous nommons C le cercle circonscrit à γ, et nous écrivons, pour p P Γ

rppq “ dpp, Cq (21.302)

la distance entre p et C. Cela est une fonction continue sur le compact Γ. Elle atteint donc
ses bornes sur Γ.
(3a) Impossible d’avoir zéro intersection

Si C X Γ “ H alors rppq ą 0 pour tout p et le minimum est également strictement
positif. Soit r0 ce minimum :

r0 “ mintdpp, Cq tel que p P Γu. (21.303)

Alors le cercle C2 même centre que C mais de rayon r0{2 n’intersecte pas non plus Γ.
En effet soient p P Γ et s P C2. Nous notons s1 le point de C situé sur la demi-droite ps.
Nous avons

dpp, sq ě dpp, s1q ´ r0
2 ě dpp, Cq ´ r0

2 (21.304a)

ě r0 ´ r0
2 “ r0

2 (21.304b)

ą 0. (21.304c)

Cela étant valable pour tout s P C2 (et d étant continue en s sur le compact C2), nous
en déduisons que dpp, C2q ą 0 pour tout p P Γ. Donc ΓX C2 “ H.
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(3b) Impossible d’avoir une seule intersection
Si C XΓ “ tqu alors un choix d’axe place le centre de C en p0, 0q, le point q en p1, 0q et
fixe le rayon de C à 1. Vu que Γ ne coupe C qu’un un seul point, situé tout à droite, il
devrait être possible de décaller un peu C pour le « décoller » de q tout en continuant
à ne pas toucher Γ en les autres points.
C’est ce que nous allons faire maintenant.
Pour p P Γ nous notons rppq la distance entre p et le point de C situé sur sa gauche,
c’est-à-dire, si p “ ppx, pyq,

rppq “
b

1´ p2
y ` px. (21.305)EQooCWRDooRzwqKiEQooCWRDooRzwqKi

Cela est encore une fonction continue sur Γ qui atteint son minimum valant r0. Nous
considérons maintenant le cercle C2 de centre p r0

2 , 1q, et nous prouvons que Γ est dans
C2 (au sens dans la boule dont la frontière est C2) et que C2XΓ “ H. Donc C2 retombe
dans un cas que nous avons prouvé être impossible.
Soit p P Γ. Si p P C2, alors p ´ pr0{2, 0q P C. Cela est impossible parce que la distance
entre p et le point à sa gauche sur C est au moins r0. Donc C2 X Γ “ H.
Le point q est dans C2 parce que p1, 0q P B`pr0{2, 0q, 1

˘
. Par continuité de C2 et de Γ,

tous les points de Γ sont dans C2. Sinon il y aurait une intersection.
(3c) Si on en veut plus Nous avons fini de démontrer qu’il y a au moins deux intersec-

tions.
Pour le sport, notez que tout nombre de points d’intersection entre C et Γ est possible
à partir de 2. Pour en avoir deux, prendre une ellipse, et pour en avoir plus, prendre
des polynômes dont les angles sont un peu modifiés de façon à rester C1.

(4) Intersection avec les demi-arcs
Supposons, en fixant encore les axes, que le cercle circonscrit soit encore centré en p0, 0q et
que Γ n’intersecte pas le demi-cercle x ă 0. Alors pour tout p P Γ la distance entre p et ce
demi-cercle est strictement positive. Il y a un minimum r0. En décalant le centre du cercle
de r0{2 vers la droite, nous obtenons un nouveau cercle contenant Γ mais ne l’intersectant
pas.

21.13.2 Description locale
DEFooVQODooJSNYLw

Définition 21.90.
Une courbe plane différentiable est convexe si son graphe est en tout point d’un seul côté de sa
tangente.

LEMooGEVEooHxPTMO

Lemme 21.91 ([1]).
Soit une courbe simple, convexe γ : r0, 1s Ñ R2 que nous supposons être de classe C1. Nous notons
Γ l’image de γ. Alors Γ est localement le graphe d’une fonction convexe (définition 17.80).

Démonstration. Soit p P Γ et lp la tangente à Γ en p. Nous considérons un système d’axe centré en
p de telle sorte que lp soit l’axe des abscisses et l’axe des ordonnées soit dirigé de tel manière que Γ
se trouve dans la partie y ą 0. De plus nous paramétrons γ de telle sorte à avoir γp0q “ p “ p0, 0q.

Vu que lp ” y “ 0 est la tangente à Γ nous avons γ1
yp0q “ 0 et γ1

xp0q ą 0. Nous en déduisons
que γ1

xptq ą 0 pour tout t P Bp0, δq pour δ suffisamment petit. Nous posons alors

gpxq “ γy
`
γ´1
x pxq

˘
(21.306)

qui est bien définie parce que γx est une bijection entre Bp0, δq et son image. La fonction g est
continue par le théorème de la bijection 12.51, et même dérivable par la proposition 12.185. De
plus, vu la formule (12.449), la fonction g´1 est de classe C1 parce que pg´1q1 est une composée
d’applications continues.
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(1) Si g est C2 Dans ce cas, g2 ne peut pas changer de signe, sinon la tangente coupe le graphe.
Par positivité de g (et le fait que gp0q “ g1p0q “ 0), il n’est pas possible d’avoir g2 ă 0 partout.
Donc g2 ě 0 partout. Cela prouve que g est convexe par la caractérisation 17.88.

(2) Si g est seulement de classe C1 Le graphe de g correspond au graphe de Γ. Nous mon-
trons que g est convexe en utilisant la caractérisation de la proposition 17.93.
La tangente au graphe de g en x “ x0, que nous notons l0, est la tangente à Γ en t “ γ´1

x px0q.
Le graphe de g, qui est une partie de Γ se trouve donc d’un seule côté de l0.
Nous nous restreignons g à un compact I et nous considérons la fonction

dapxq “ gpxq ´ lapxq (21.307)

qui donne la distance entre le graphe de g et la tangente à g en x “ a. Cela est une fonction
continue en x et en a. Le graphe de g est au dessus de la tangente en x “ 0 (par construction
des axes). Supposons que le graphe de g soit en dessous de la tangente en x “ x2. Alors nous
avons, pour tout x :

"
d0pxq ě 0 (21.308a)
dx1pxq ď 0. (21.308b)

Nous posons
spaq “ sup

xPI
dapxq, (21.309)

qui est une fonction continue par la proposition 12.33. L’application s vérifie sp0q ě 0 et
spx2q ď 0. Il existe donc m P r0, x2s tel que spmq “ 0. À ce moment nous avons gpxq “ lmpxq
pour tout x P I et donc g est une droite, et en réalité toutes les inégalités sont des égalités.
La fonction g est alors bien convexe (mais pas strictement).

21.13.3 Enveloppe convexe
PROPooWZITooTFiWsi

Proposition 21.92 ([589, 1]).
Soit une courbe simple, fermée et convexe γ : r0, 1s Ñ R2 que nous supposons être de classe C2.
Nous notons Γ l’image de γ. Alors il existe un convexe D tel que BD “ Γ.

Démonstration. Pour p P Γ nous notons lp la tangente à Γ en p et Hp le demi-plan (fermé)
contenant Γ. Nous posons

D “
č

pPΓ
Hp. (21.310)EQooDYFTooCHRbsDEQooDYFTooCHRbsD

Cet ensemble est convexe comme intersection de convexes 25 et fermé comme intersection de fer-
més 26. Nous prouvons que Γ “ BD.

L’inclusion Γ Ă BD est la plus facile. Si p P Γ alors p est dans chacun des Hq et donc dans D.
De plus tout voisinage de p contient des points en dehors de Hp, donc p n’est pas dans l’intérieur
de D. Ce dernier étant fermé, un point hors de l’intérieur est sur le bord. Ergo p P BD.

Pour l’inclusion inverse, soit p P BD.
(1) Il existe q tel que p P lq Vu que D est fermé, le point p est dans D, et donc dans tous les

Hq. Supposons qu’il soit dans l’intérieur de tous les Hq. Alors nous considérons la fonction

rpqq “ dpp, lqq
2 (21.311)

définie sur Γ. C’est une fonction continue 27 strictement positive définie sur le compact Γ qui
possède donc un minimum strictement positif. Si r0 est ce minimum, alors Bpp, r0q est inclue
à tous les Hq, ce qui ferait que p est à l’intérieur de D. Nous concluons à l’existence de q P Γ
tel que p P lq.

25. Proposition 7.150.
26. Lemme 7.6(1).
27. L’équation de la droite lq a des coefficients continus parce que γ est de classe C1.
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(2) Le point où ça décolle Nous supposons que p R Γ, sinon ce serait trop facile. Nous para-
métrons γ de telle sorte à avoir q “ γp0q et nous posons

T “ tt P R` tel que lγptq “ lqu. (21.312)

Cela est un fermé dans R parce que γ est de classe C1. Nous posons t0 “ infpT cq et pour
tout ϵ suffisamment petit,

"
lγpt0`ϵq ‰ lq, (21.313a)
lγpt0´ϵq “ lq. (21.313b)

La seconde est parce que si lγpt0´ϵq ‰ lq nous aurions t0 ´ ϵ P T c. Soit r “ γpt0q ; nous
avons lr “ lq parce que si lr ‰ lq alors par continuité de γ1 nous aurions lr1 ‰ lq pour tout
r1 P γ`Bpt0, δq

˘
.

(3) Graphe d’une fonction strictement convexe En suivant le lemme 21.91, l’ensemble Γ
est localement (autour de r) le graphe d’une fonction convexe au-dessus de lr. Soit g : Bp0, δq Ñ
R2 cette fonction convexe.
Soit ϵ ą 0. Si g2pxq “ 0 sur s0, ϵs alors g1 y est constante. Mais g1p0q “ 0, ce qui signifierait
que sur r0, ϵs nous ayons g1pxq “ 0 et donc gpxq “ 0. Cela ferait que lr1 ” y “ 0 pour tout r1
de la forme px, 0q avec x P r0, ϵs (qui sont des points de Γ). Cela est en contradiction avec la
définition de r. Donc il existe un point x P r0, ϵr tel que g2pxq ą 0.
Rappelons que p P lq, ce qui fait que p a pour coordonnées ppx, 0q. Nous restreignons δ et ϵ
de telle sorte que px soit plus grand à la fois que ϵ et δ.
Il existe donc un intervalle ra, bs avec a, b ě 0 et a, b ă px sur lequel g est strictement convexe.

(4) La tangente qui tue
En particulier gpbq ą 0, de telle sorte que le théorème des accroissements finis 12.190(1) nous
donne l’existence de m P r0, bs tel que la tangente à g en x “ m est parallèle au segment
joignant p0, 0q à pb, gpbqq. Cette tangente, que nous nommons lm, est en dessous de la corde,
par stricte convexité. En particulier, son point d’intersection avec y “ 0 est strictement entre
0 et m.
L’ensemble D est d’un seul côté de lm. Ce côté est forcément celui de q “ p0, 0q (parce que
q P Γ Ă D), et donc le points de coordonnées px, 0q avec x ą m ne sont pas dans D. Pas de
chance, p est un point de ce type.

(5) La contradiction Nous avons prouvé que si p P BDzΓ alors p n’est pas dans D, ce qui est
impossible parce que, l’ensemble D étant fermé, nous avons BD Ă D.

Remarque 21.93.
Bien que cela puisse paraitre évident dès le début, nous ne démontrerons que dans la proposi-
tion 21.95 que D est l’enveloppe convexe de Γ.

CORooSXDGooJEmVcf

Corolaire 21.94.
Si p P IntpDq alors toute droite passant par p intersecte Γ en exactement 2 points.

Démonstration. Vu que la partie D est bornée, toute droite passant par son intérieur coupe BD en
au moins deux points (un dans chaque sens, et en utilisant le lemme de passage de douane 7.125).

Soit ℓ une droite passant par p et supposons qu’elle coupe Γ en trois points distincts. Alors au
moins deux d’entre eux sont du même côté de p. Soient q1 et q2 ces points. Nous avons donc dans
l’ordre p P IntpDq, q1 P BD et q2 P BD.

Vu que tout Γ est d’un seul côté de ses tangentes, lesdites tangentes ne passent pas par l’intérieur
de D. Ni p ni q2 ne sont sur ℓq1 , parce que si q2 P ℓq1 alors ℓq1 “ ℓ, ce qui est impossible parce que
ℓ passe par p P IntpDq.

Or p et q2 sont de part et d’autres de ℓq1 , ce qui est impossible parce que Γ est d’un seul côté
de cette droite.
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PROPooOORPooCXrIQi

Proposition 21.95.
Soit D l’ensemble défini en (21.310).

(1) D “ ConvpΓq (ConvpΓq désigne l’enveloppe convexe de Γ)
(2) B ConvpΓq “ Γ.

Pour la définition d’enveloppe convexe, voir la définition 8.38.

Démonstration. L’ensemble D est un convexe contenant Γ. Donc ConvpΓq Ă D. L’inclusion inverse
est à prouver.

Soit x P D. Si x P BD alors x P Γ (proposition 21.92) et donc x P ConvpΓq. Nous ne devons
donc traiter que le cas x P IntpDq.

Le corolaire 21.94 nous dit que toute droite passant par x coupe Γ en exactement deux points.
Soient p et q ces points. Alors p, q P Γ Ă ConvpΓq. Vu que ConvpΓq est convexe, tout le segment
rp, qs est dans ConvpΓq, et en particulier x P ConvpΓq.

Nous passons à la seconde affirmation. Nous savons que D “ ConvpΓq. En prenant le bord des
deux côtés, BD “ B ConvpΓq, donc Γ “ B ConvpΓq.

LEMooUEKQooWhGyKn

Lemme 21.96 (Des tangentes parallèles[590]).
Une courbe fermée γ de classe C1 est convexe si et seulement si elle ne possède pas 3 tangentes
parallèles distinctes.

Démonstration. Si le graphe Γ possédait trois tangentes parallèles distinctes, une serait entre les
deux autres et le graphe Γ serait de part et d’autres de cette tangente. Dans ce cas, γ n’est pas
convexe.

Nous montrons maintenant que si γ n’est pas convexe, alors elle possède trois tangentes paral-
lèles distinctes. Pour p P Γ tel que Γ soit des deux côtés de lp.

Soient Γ1 et Γ2 les parties de Γ délimitées par lp. Nous notons qi le point de Γi le plus éloigné
de la droite lp, il existe parce que Γ est compact et que la fonction distance à lp est continue sur
Γ. Les points p, q1 et q2 sont distincts (sinon lp ne couperait pas Γ en deux parties).

Montrons que lqi ∥ lp. Pour cela nous choisissons un système d’axe dans lequel lp ” y “ 0.
Dans ce système, la distance entre γptq et lp est γyptq et les extrémums de cette fonction ont lieu
aux points t tels que γ1

yptq “ 0, c’est-à-dire aux points sur lesquels la tangente est parallèle à lp.
À quel moment avons nous utilisé le fait que la courbe soit fermée ? Au moment de dire que

le point le plus éloigné devait vérifier γ1
yptq “ 0. En effet un extrémum peut ne pas vérifier cette

condition si il n’est pas à l’intérieur du domaine. Dans notre cas, nous avons γ : r0, 1s Ñ R2 qui
est fermée : γp0q “ γp1q. Donc en réalité nous pouvons considérer γ : R Ñ R2 et tous les points
du domaine sont intérieurs au domaine. L’extrémum doit donc vérifier la condition d’annulation
de la dérivée.

Exemple 21.97.
Si la courbe n’est pas fermée, alors le lemme 21.96 ne tient pas comme le montre le contre-exemple
du graphe de fpxq “ x3 ´ x. Il est non convexe et pourtant ne présente que 2 tangentes parallèles
(dans chaque direction). △

LEMooCSXCooIDPiKW

Lemme 21.98.
Soit γ une courbe convexe et ℓ une droite qui intersecte Γ mais qui n’est pas tangente. Alors
l’intersection entre ℓ et Γ comprend au maximum 2 points.

Démonstration. Supposons que ℓ coupe Γ en trois points p, q, r (dans cet ordre). Vu que ℓ n’est
pas tangente à Γ, la tangente ℓq est distincte de ℓ (et intersecte ℓ en l’unique point q). Les points
p et r sont dans Γ et sont pourtant de deux côtés différents de ℓq. Contradiction avec la convexité
de γ.

La proposition suivante nous dit que si deux points de Γ ont la même tangente, alors entre ces
deux points, Γ est le segment de droite les joignant.
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PROPooCKTZooIPcUca

Proposition 21.99 ([1]).
Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe fermée simple et convexe de classe C1. Si la tangente en p “ γpspq
et la tangente en q “ γpsqq sont identiques (pas seulement parallèles), alors soit

γ
`rsp, sqs

˘ “ rp, qs (21.314)

soit
γ
`rsq, Ls

˘ “ rp, qs (21.315)

Démonstration. Nous considérons un système d’axe dans lequel p “ p0, 0q, ℓp “ ℓq ” y “ 0 et tel
que γyptq ě 0 pour tout t. Nous choisissons enfin un paramétrage de γ tel que p “ γp0q.

Supposons un instant que γy
`r0, sqs

˘ “ t0u. Nous avons γxp0q “ px “ 0 et γxpsqq “ qx. Donc
le théorème des valeurs intermédiaires 10.91 implique que toutes les valeurs entre 0 et qx sont
atteintes par γx entre 0 et sq. Donc tous les points du type pt, 0q avec 0 ď t ď qx sont atteints par
γptq avec 0 ď t ď sq. De plus aucun autre point ne peut être atteint parce que γ étant simple, elle
ne peut pas faire de retour en arrière.

Nous supposons donc que γy n’est pas identiquement nulle sur r0, sqs ; il existe donc un sM
avec 0 ă sM ă sq qui maximise γy sur r0, sqs. La tangente à Γ en γpsM q est horizontale. Les
droites y “ 0 et y “ γypsM q sont donc deux tangentes parallèles à Γ. Par le lemme des tangentes
parallèles 21.96, il n’y a pas d’autres tangentes horizontales. Donc pour tout n P N la droite y “ 1

n
n’est tangente nulle part 28 à Γ.

Par le lemme 21.98, la droite y “ 1
n ne peut intersecter Γ qu’en seulement deux points. Or le

théorème des valeurs intermédiaires appliqué à γy sachant que γyp0q “ γypsqq “ 0 et γypsM q ą 0
nous donne an, bn tels que

0 ă an ă sM (21.316a)
sM ă bn ă sq (21.316b)

et γypanq “ γypbnq “ 1
n . Donc la droite y “ 1

n intersecte γ deux fois dans r0, sqs. En conséquence
de quoi γyptq ă 1

n pour tout t P rsq, Ls. Cela étant valable pour tout n nous avons γy
`rsq, Ls

˘ “ t0u
et nous sommes ramenés essentiellement au premier cas.

PROPooKHUQooIOUxFw

Proposition 21.100.
Soit une courbe fermée simple γ de classe C1 et une droite ℓ. Alors il existe au moins deux points
distincts q1, q2 tels que ℓq1 ∥ ℓq2 ∥ ℓ avec ℓq1 ‰ ℓq2.

Démonstration. Nous considérons un système d’axes dans lequel la droite ℓ est la droite y “ 0 29.
Nous considérons la fonction

r : γ Ñ R

p ÞÑ py.
(21.317)

En tant que fonction continue sur un compact, elle possède un minimum et un maximum. Les
extrémums arrivent en γpsq avec γ1

ypsq “ 0, ce qui signifie que les tangentes aux extrémums sont
parallèles à ℓ. Vu que le maximum et le minimum ne peuvent pas être égaux (sinon la courbe serait
horizontale et pas simple), les tangentes en ces points sont distinctes.

Corolaire 21.101.
Soit une courbe convexe fermée simple γ de classe C2. L’ensemble ConvpΓq est compact.

Démonstration. Nous savons que ConvpΓq n’est autre que D par la proposition 21.95. Nous sa-
vons déjà que D est fermé. Il nous suffit donc de prouver qu’il est borné (théorème de Borel-
Lebesgue 10.24). Nous considérons deux droites perpendiculaires et les 4 tangentes correspondantes
par la proposition 21.100. Vu que Γ est d’un seul côté de chacune de ces tangentes, elle est contenue
dans le rectangle délimité par ces 4 droites.

28. À part n “ 0 et si par manque de chance, γypsM q est un nombre de la forme 1{n.
29. Pour bien faire, il faut faire la démonstration en deux parties : une qui montre le cas particulier ℓ ” y “ 0, et

un second qui en déduit rigoureusement le cas général.
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21.13.4 Courbure et convexité
SUBSECooNJOLooYuGRjA

À propos de paramétrage normal.
LEMooHMFSooFlhanD

Lemme 21.102.
Soit γ : r0, Ls Ñ R2 une courbe simple, fermée de classe C2 en paramétrage normal. Nous consi-
dérons sa fonction d’angle θ : r0, Ls Ñ R.

Alors l’application
σ : r0, Ls Ñ S1

t ÞÑ
ˆ

cos
`
θptq˘

sin
`
θptq˘

˙ (21.318)

est surjective.

Démonstration. Le théorème 21.88 nous dit que si θp0q “ a alors θp2πq ne peut valoir que a` 2π
ou a ´ 2π. Le théorème des valeurs intermédiaires nous dit alors que θ prend toutes les valeurs
entre a et a` 2π ou a´ 2π.

PROPooWXUKooPOtPdj

Proposition 21.103 ([590]).
Une courbe fermée simple de classe C2 est convexe si et seulement si sa courbure est soit toujours
positive, soit toujours négative.

Démonstration. Nous considérons la courbe γ munie d’un paramétrage de vitesse 1, c’est-à-dire
avec }γ1ptq} “ 1 pour tout t. Si θ est sa fonction d’angle 30, alors nous avons θ1 “ κ par le
lemme 21.80. Donc la fonction θ est monotone si et seulement si la courbure ne change pas de
signe. Nous allons montrer que θ est monotone si et seulement si γ est convexe.

(1) ñ
Nous supposons que θ est monotone et γ non convexe. Soient p P Γ tel que Γ soit des deux
côtés de ℓp, et soient les points q1, q2 donnés par le lemme des tangentes parallèles 21.96
tels que ℓp ∥ ℓq1 ∥ ℓq2 . Parmi les vecteurs tangents en p, q1 et q2, deux au moins ont la
même direction ; supposons que ce sont q1 et q2. C’est-à-dire que si p “ γps0q, q1 “ γps1q et
q2 “ γps2q alors nous avons γ1ps1q “ γ1ps2q et donc aussi

θps1q “ θps2q ` 2nπ (21.319)

pour un certain n. Mais θ est monotone et la différence entre sa première et sa dernière valeur
doit valoir 2π ou ´2π par le théorème 21.88. Donc n ne peut valoir que ´1, 0 et 1.
Si n “ 0 alors θ est constante sur rs1, s2s. Si n “ 1 alors θps1q “ θps2q ` 2π alors que sur
toute la courbe, θ ne peut faire que 2π. Donc θ est constant sur r0, s1s et sur rs2, Ls (où L
est le bord de le paramétrage). Si n “ ´1, même conclusion.
Dans tous les cas, Γ contient une ligne droite, soit de q1 à q2, soit de q2 à q1. Et dans ces cas
nous avons ℓq1 “ ℓq2 , ce qui est contraire à la construction de qi.
Nous concluons que γ est convexe.

(2) ð
Nous supposons que γ est convexe, mais que θ n’est pas monotone. Il existe donc s1 ă s0 ă s2
tels que

θps1q “ θps2q ‰ θps0q. (21.320)

Et vu le lemme 21.102, il existe s3 tel que γ1ps3q “ ´γ1ps1q.
Donc en s1, s2 et s3 nous avons trois tangentes parallèles. La proposition 21.96 est alors
formelle, γ étant convexe, deux de ces tangentes doivent être identiques.
La proposition 21.99 dit qu’entre deux points dont les tangentes sont identiques, la courbe
doit être un segment de droite. Or sur un segment de droite, κ “ 0 et θ est constante.

30. Définition 21.79.
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— La partie γ
`rs1, s2s

˘
ne peut pas être droite parce que nous avions supposé l’existence

d’un s0 P ss1, s2r tel que θps1q “ θps2q ‰ θps0q.
— La partie γ

`rs1, s3s
˘

ne peut pas être droite parce que θps3q ‰ θps1q.
— La partie γ

`rs2, s3s
˘

ne peut pas être droite parce que θps2q ‰ θps1q.
Nous sommes donc devant une contradiction.
Nous en concluons que θ doit être monotone.

21.13.5 Théorème des quatre sommets
LEMooELIRooNDVXPh

Lemme 21.104.
Soit une droite ℓ du plan. Il existe a, c P R2 avec c ‰ 0 tels que z P ℓ si et seulement si pz´aq· c “
0.

Démonstration. Une droite est paramétrée par γptq “ p ` tq. En posant a “ p et c “ Jq nous
avons la réponse. En effet nous allons montrer qu’avec ces valeurs de a et c, nous avons z P Γ si et
seulement si pz ´ aq· c “ 0.

D’abord un point de γ est de la forme z “ γptq “ p` tq. Nous avons :
`
γptq ´ a˘· c “ `

γptq ´ p˘· Jq “ tq· Jq “ 0. (21.321)

Et dans l’autre sens, si pz´aq· c “ 0 nous devons prouver que z P Γ. Nous avons : pz´pq· Jq “
0, ce qui fait que z ´ p est un multiple de q. Autrement dit : z ´ p “ λq ou encore z “ αq ` p, qui
est sur la droite Γ.

Définition 21.105.
Un sommet d’une courbe est un point d’extrémum local de la courbure.

THOooFRBBooWKZcfY

Théorème 21.106 (Théorème des quatre sommets[104, 525]).
Soit un arc paramétrique γ : RÑ R2 fermé, simple et convexe 31 de classe C3 et T -périodique.

Alors γ possède au moins 4 points critiques sur chaque période.

Démonstration. Nous supposons que le paramétrage de γ soit normal.
Si la courbure κ est constante sur une partie ouverte de la (du paramétrage de la) courbe,

alors tous les points de cette partie sont des sommets et le théorème est fait. Nous supposons que
κ n’est pas constante et en particulier que Γ ne contient ni bouts de droites ni bouts de cercles
(théorème 21.76).

La fonction κ étant de classe C1 sur le compact Γ, elle admet au moins un maximum et un
minimum distincts. Vu que ces points sont intérieurs, ils correspondent au changement de signe de
κ1. Soient p et q ces points. Pour la simplicité nous supposons que γ est paramétré de telle sorte
que γp0q “ p, et q “ γpsqq avec 0 ă sq ă T .

Nous supposons que p et q sont les seuls points de changement de signe de κ1.
Soit ℓ la droite passant par p et q. Tous les points du segment rp, qs (qui sont dans ConvpΓq)

ne peuvent pas être sur Γ (sinon nous aurions un morceau de droite). Donc certains points sont
dans l’intérieur de ConvpΓq. Donc la droite ℓ passe par l’intérieur de ConvpΓq et le corolaire 21.94
nous dit que la droite ℓ ne coupe Γ en seulement deux points.

Par conséquent, les ensembles γ
`r0, sqs

˘
et γ

`rsq, T s
˘

sont de part et d’autre de Γ. Vu qu’en
ces points, κ1 change de signe et qu’il ne change de signe en aucun autre points, la fonction κ1 est
positive d’un côté de ℓ et négative de l’autre.

D’autre part par le lemme 21.104, il existe a P R2 et c ‰ 0 tels que z P ℓ si et seulement si
pz´ aq· c “ 0. La fonction z ÞÑ pz´ aq· c est donc positive d’un côté de ℓ et négative de l’autre.

31. Par la proposition 21.103 nous pouvons aussi bien demander à la courbure d’être toujours strictement positive,
comme le fait [104].
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En résumé les fonctions

s ÞÑ κ1psq (21.322a)
s ÞÑ `

γpsq ´ a˘· c (21.322b)

changent de signe en même temps et le produit a donc un signe constant. Ce produit n’est de plus
pas nul parce que κ1 n’est nul sur aucun intervalle (sinon κ y serait constant et Γ un segment de
droite) et

`
γpsq ´ a˘· c ne s’annule pour aucun s sauf ceux qui correspondent à p et q.

Nous avons donc

0 ‰
ż T

0
κ1psq`γpsq ´ a˘· c ds (21.323a)

“
”`
γpsq ´ a˘· cκpsq

ıT
0looooooooooooomooooooooooooon

A“0

´
ż T

0
κpsqγ1psq· c ds (21.323b)

“ ´
ż T

0
κpsq`γ1psq· c

˘
ds (21.323c)

“
ż T

0
Jγ2psq· c ds (21.323d)

“ J

ż T

0
γ2psq· c ds (21.323e)

“ J
“
γ1psq· c

‰T
0 (21.323f)

“ 0. (21.323g)

Justifications :
— L’expression A est nulle parce que les valeurs en 0 et en T sont identiques.
— Nous utilisons le lemme 21.75 pour faire ´κpsqγ1psq “ Jγ2psq.

Le tout est une contradiction de la forme 0 ‰ a “ 0.
Nous avons donc au moins un troisième point de changement de signe de κ1. Vu que la courbe

est périodique, il en faut un nombre pair et donc un quatrième.

L’exemple de l’ellipse montre qu’il n’y a pas lieu de chercher d’autres extrémums de κ à part
les 4 déjà trouvés.

Exemple 21.107.
Nous trouvons les sommets de l’ellipse.

γptq “ `
a cosptq, b sinptq˘ (21.324a)

γ1ptq “ `´ a sinptq, b cosptq˘ (21.324b)
γ2ptq “ ´`a cosptq, b sinptq˘ (21.324c)

(21.324d)

La courbure est

κptq “ γ2 · Jγ1

}γ1}3 (21.325a)

“ ´1
ra2 sin2ptq ` b2 cos2ptqs3{2

ˆ
a cosptq
b sinptq

˙
·

ˆ´b cosptq
´a sinptq

˙
(21.325b)

“ ab

ra2 sin2ptq ` b2 cos2ptqs3{2 . (21.325c)

Vu que ab ą 0, les extrémums de cela sont ceux du dénominateur et il suffit donc d’étudier les
extrémums de

fptq “ a2 sin2ptq ` b2 cos2ptq. (21.326)
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Nous avons
f 1ptq “ 2pa2 ´ b2q cosptq sinptq, (21.327)

fonction qui s’annule effectivement 4 fois sur une période. Deux maximums et deux minima. △

21.13.6 Espace topologique normal
DEFooNNKVooLtzImT

Définition 21.108.
Un espace topologique normal est un espace topologique séparé dont les ouverts séparent stric-
tement les fermés disjoints.

Autrement dit, si F1 et F2 sont des fermés disjoints de X, alors il existe des ouverts disjoints
O1 et O2 tels que F1 Ă O1 et F2 Ă O2.

PROPooWSKZooHKvuob

Proposition 21.109.
L’espace topologique Rn est normal.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 21.110
J’ai écrit le lemme 21.111 de façon adhoc pour une utilisation dans le théorème d’Urysohn. J’avoue
n’être pas certain qu’il soit vrai. Si vous en trouvez une preuve, écrivez-moi.

LEMooVVASooEXYKOZ

Lemme 21.111 ([1]).
Soit un espace topologique normal X. Si O est ouvert dans X et si F est un fermé contenu dans
O, alors il existe un ouvert U tel que

F Ă U Ă Ū Ă O. (21.328)

21.13.7 Théorème d’Urysohn
LEMooWRLRooCdubfZ

Lemme 21.112.
Soit un espace topologique X. Soit une partie D dense de r0, 1s. Nous considérons des ouverts
tUsusPD de X indexés par D. Nous supposons que si s1 ă s2 alors Ūs1 Ă Us2. Enfin pour tout
x P X nous posons

Ax “ ts P D tel que x P Usu. (21.329)
Alors l’application

f : X Ñ r0, 1s

x ÞÑ
#

infpAxq si x P ŤsPD Us
1 sinon.

(21.330)

est continue.

Démonstration. Dans la suite nous prenons les conventions suivantes :
ď

sPH
Us “ H (21.331a)

č

sPH
Us “ X (21.331b)

(21.331c)

Soit t P r0, 1s.
(1) tx tel que fpxq ă tu “ Ť

săt Us D’abord nous considérons x P X tel que fpxq ă t, et nous
prouvons que x P ŤsPD

săt
Us. Vu que fpxq “ infpAxq ă t ď 1, il existe s0 ă t tel que s0 P Ax.

Pour ce s0 nous avons x P As0 , et donc

x P Us0 Ă
ď

sPD
săt

Us. (21.332)

Dans l’autre sens, soient s0 ă t et x P Us0 . Nous avons s0 P Ax et donc fpxq ď s0 ă t.
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(2) tx tel que fpxq ď tu “ Ť
sąt Ūs Si t “ 1, alors tx tel que fpxq ď tu “ X, et

Ş
sąt Ūs “Ť

sPH Ūs “ X. Supposons que t ă 1.
Soit x P X tel que fpxq ď t. Vu que t ă 1 et que D est dense dans r0, 1s, il existe s P D tel
que

s ą t ě fpxq “ infpAxq. (21.333)

Donc il existe a P Ax tel que a P sinfpAxq, sr. Vu que a P Ax, nous avons x P Ua, et vu que
a ă s, nous avons Ūa Ă Us. Donc

x P Ua Ă Ūa Ă Us. (21.334)

Donc x P Us pour tout s ą t (dans D), et donc x P Ş
sąt Ūs. Nous avons donc déjà prouvé

que
tx tel que fpxq ď tu Ă

č

sPD
sąt

Us. (21.335)

Nous faisons à présent l’inclusion dans l’autre sens. Soit x P Ş
sPD
sąt

Ūs, et montrons que

fpxq ď t. Nous avons déjà traité le cas t “ 1 ; nous continuous à supposer que t ă 1.
Soit ϵ ą 0 assez petit pour avoir t` ϵ ă 1. Vu que D est dense dans r0, 1s, il existe s1, s2 P D
tels que

t ă s1 ă s2 ă t` ϵ. (21.336)

Par hypothèse x P Ūs1 et donc
x P Ūs1 Ă Us2 . (21.337)

Cela prouve que s2 P Ax, et nous avons alors

fpxq “ infpAxq ď s2 ă t` ϵ. (21.338)

Étant donné que ϵ est arbitrairement petit, nous avons fpxq ď t.
(3) tx tel que fpxq ă tu est ouvert pour tout t P R Nous commençons par t P r0, 1s. Dans

ce cas nous avons vu que
tx tel que fpxq ă tu “

ď

sPD
săt

Us (21.339)

qui est une union d’ouverts, et donc qui est ouvert.
Si t ă 0, alors ď

săt
Us “

ď

sPH
Us “ H, (21.340)

est ouvert. Si t ą 1, alors tx tel que fpxq ă tu “ X parce que f prend ses valeurs dans r0, 1s.
(4) tx tel que fpxq ď tu est fermé pour tout t P R Si t P r0, 1s, alors nous savons déjà que

tx tel que fpxq ď tu “
ď

sąt
Ūs (21.341)

qui est fermé comme intersection de fermés (lemme 7.6(1)). Vu que f prend ses valeurs dans
r0, 1s, nous avons tx tel que fpxq ă tu “ H lorsque t ă 0 et tx tel que fpxq ă tu “ X lorsque
t ą 1.

f est contiue Soient a, b P R avec a ă b. Nous avons,

f´1`sa, br˘ “ tf ă buztf ď au “ tf ă bu X tf ď auc. (21.342)

Mais nous savons que tf ă bu est ouvert et que tf ď au est fermé. Donc f´1`sa, br˘ est
ouvert comme intersection d’ouverts.
La proposition 7.133 dit (entre autres) que les sa, br forment une base de la topologie de R.
La proposition 7.35 dit que cela suffit pour conclure à la continuité de f .
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THOooKYYEooLFcNpg

Théorème 21.113 (Théorème d’Urysohn[203]).
Soit un espace topologique normal X. Soient A et B, des fermés disjoints de X. Il existe une
application continue f : X Ñ r0, 1s telle que f |A “ 0 et f |B “ 1.

Démonstration. Pour chaque m P N nous considérons Dm “ tk{2muk“0,...,2m , et posons D “Ť8
m“0Dm.
(1) D est dense dans r0, 1s Soient x P r0, 1s et ϵ ą 0. Considérons m tel que 1{2m ă ϵ. Dans

ce cas, il existe s P Dm tel que |s´ x| ă 1
2m ă ϵ.

(2) Construction des Us Nous allons maintenant construire un ouvert Us pour chaque s P D.
Et nous allons le faire de telle sorte d’avoir s1 ă s2 ñ Ūs1 Ă Us2 .

(3) Pour s P D0 Nous commençons avec les éléments de D0 “ t0, 1u. D’abord nous posons

U1 “ Bc. (21.343)

Vu que B est fermé, c’est un ouvert.
Pour construire U0, nous remarquons que A est un fermé disjoint de B dans l’espace normal
X. Il existe donc des ouverts U0 et U 1

0 qui séparent A et B, c’est-à-dire tels que A Ă U0,
B Ă U 1

0 et U0 X U 1
0 “ H.

Nous avons Ū0 Ă Bc. En effet si a P Ū0 XB, alors a P B et donc U 1
0 est un voisinage ouvert

de a. Ce voisinage n’intersectant pas U0, a n’est pas dans la fermeture de U0.
Nous avons donc bien la relation

Ū0 Ă Bc “ U1. (21.344)

(4) Récurrence Nous avons défini Us pour s P D0. Pour la récurrence, nous supposons que Us
est défini pour s P Dm´1, et qu’ils vérifient la condition. Nous allons construire les Us pour
s P Dm.
Remarquons que Dm´1 Ă Dm. Plus précisément, les éléments de Dm qui ne sont pas dans
Dm´1 sont ceux de la forme k{2m avec k impair.
Soit donc k impair et considérons s “ k{2m. Par hypothèse de récurrence nous avons déjà

Ūpk´1q{2m Ă Upk`1q{2m . (21.345)

Le lemme 21.111 nous permet de considérer un ouvert U tel que

Ūpk´1q{2m Ă U Ă Ū Ă Upk`1q{2m . (21.346)

Nous posons Uk{2m “ U et nous prouvons que Ūs1 Ă Us2 dès que s1 ă s2 dans Dm.
Soient s1 “ k{2m et s2 “ l{2m avec k ă l. Il y a quatre possibilités suivant la parité de k et
l.
(4a) Si k et l sont pairs Alors s1 et s2 sont dans Dm´1 et l’hypothèse de récurrence dit

Ūs1 Ă Us2 .
(4b) Si k est impair et l est pair Nous notons k “ 2k1` 1 et l “ 2l1. Vu que k ă l, nous

avons k1 ` 1
2 ă l1. Mais comme k1 et l1 sont entiers, nous avons k1 ` 1 ď l1. Et nous

sommes partis pour le calcul :

Ūs1 “ Ūk{2m (21.347a)
Ă Upk`1q{2m construction pour k pair (21.347b)
“ Upk1`1q{2m´1 (21.347c)
Ă Ul1{2m´1 hyp. rec. dans Dm´1 (21.347d)
“ Ul{2m (21.347e)
“ Us2 . (21.347f)
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(4c) Si k est pair et l est impair Laissé aux bons soins du lecteur. J’ai pas vérifié, mais
[203] dit que c’est similaire. Écrivez-moi si vous voyez un problème.

(4d) Si k et l sont impairs Laissé aux bons soins du lecteur. J’ai pas vérifié, mais [203]
dit que c’est similaire. Écrivez-moi si vous voyez un problème.

(5) Résumé Nous avons posé Dm “ tk{2muk“0,...,2m , et D “ Ť8
m“0Dm. Nous avons prouvé

que D est dense dans r0, 1s, et nous avons construit, pour chaque s P D un ouvert Us de X,
de telle façon que

Ūs1 Ă Us2 (21.348)

pour tout s1 ă s2. Bref, le lemme 21.112 est applicable. Nous posons donc

f : X Ñ r0, 1s

x ÞÑ
#

infpAxq si x P ŤsPD Us
1 sinon.

(21.349)

avec Ax “ ts P D tel que x P Usu.
(6) Ce f est ce qu’il nous fait Si x P B, alors x n’est pas dans U1 et donc n’est dans aucun

des Us. Donc fpxq “ 1.
Si x P A, alors nous avons x P U0 (parce que A Ă U0). En particulier 0 P Ax, et donc
fpxq “ infpAxq “ 0.

21.114.
Les fractions de la forme a{2b sont nommées fractions dyadiques et nous avons déjà vu qu’elles
sont denses dans R dans le corolaire 1.428.
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Chapitre 22

Géométrie hyperbolique

22.1 Inversion
LEMooNLYKooKBMdDk

Lemme-Définition 22.1.
Soit un cercle C et un point A du plan R2. Soit une droite passant par A et coupant C en deux
points P et P 1 (pas spécialement distincts). Alors le nombre

}AP }}AP 1} (22.1)

ne dépend pas du choix de la droite et est nommé la puissance du point A par rapport au cercle
C.

22.1.1 Cercles perpendiculaires

Définition 22.2.
Deux cercles sont perpendiculaires lorsque leurs tangentes aux points d’intersection sont perpen-
diculaires.

LEMooWMGOooAieUjD

Lemme 22.3 ([1]).
Soient deux cercles perpendiculaires C1 et C2. Alors

ITEMooJVYYooSrlSdA

(1) le centre de C1 est hors de C2.
ITEMooTQATooNWvllF

(2) Si ℓ est une droite passant par ce le centre de C1 (nommé O) et si ℓ coupe C2 en les deux
points P et P 1, alors P et P 1 sont situés du même côté de O.

Démonstration. Nous nommons O1 le centre de C1 ainsi que Q et Q1 les points d’intersection de
C1 avec C2. Si ℓQ et ℓQ1 sont les tangentes à C1 en Q et Q1, alors ce sont des rayons de C2 (parce
que les cercles sont perpendiculaires). Par conséquent le centre O2 de C2 est le point d’intersection
O2 “ ℓQ X ℓQ1 .

Le triangle O1O2Q est rectangle en Q et donc }O1O2} ą }QO2}. Or le nombre }QO2} est le
rayon de C2, donc O1 est en dehors de C2.

Ceci achève de prouver le point (1) ; nous démontrons le point (2). Les points Q et Q1 sont sur
le cercle C2, donc tous les points du segment rQQ1s sont dans le cercle. Or le centre de C1 doit
être en dehors de C2 ; il ne peut donc pas être dans le segment rQQ1s, ce qui prouve que Q et Q1
ne sont pas de part et d’autre de O sur la droite pOQQ1q.

PROPooYSVYooOFKxib

Proposition 22.4 ([1]).
Soit un cercle C1 de centre O et de rayon R.

ITEMooWYIJooAAmXUl

(1) Un cercle C2 est perpendiculaire à C1 si et seulement si il existe une droite ℓ passant par
O telle que les points d’intersection tP, P 1u “ ℓ X C2 soient situés du même côté de O et
vérifient

}OP }}OP 1} “ R2. (22.2)

1977



1978 CHAPITRE 22. GÉOMÉTRIE HYPERBOLIQUE

ITEMooYKZOooYZKyhF

(2) Dans ce cas, toutes les droites passant par O et coupant C2 en deux points P, P 1 vérifient le
fait que P et P 1 soient du même côté de O et }OP }}OP 1} “ R2.

Démonstration. Nous commençons par prouver le point (2). Le fait que les points P et P 1 soient
du même côté de O est le lemme 22.3(2). Pour la relation sur les distances, soit Q P C1 X C2. Vu
que C1 et C2 sont perpendiculaires, la droite pOQq ne coupe C2 qu’en ce point, et la puissance de
O par rapport au cercle C2 est }OQ}2 “ R2.

La même puissance peut être calculée via la droite ℓ :

}OP }}OP 1}. (22.3)

Donc }OP }}OP 1} “ R2.
Soit un cercle C2 passant par P et P 1. Notons que P et P 1 ne sont pas sur C1 parce qu’ils ne

pourraient pas être alignés avec O. De plus l’un est à l’intérieur de C1 et l’autre à l’extérieur de
C1. Les cercles C1 et C2 possèdent donc deux points distincts d’intersections. La puissance de O
par rapport à C2 est :

}OP }}OP 1} “ R2 (22.4)

parce que pOP q est une droite coupant C2 en les points P et P 1.
Soit Q un point d’intersection de C1 et C2, et Q1 l’autre point d’intersection de C2 avec la

droite pOQq. La puissance de O par rapport à C2 peut également être calculée à partir de cette
droite (lemme 22.1) et nous avons

}OQ}}OQ1} “ R2, (22.5)

mais Q P C1, donc }OQ} “ R et partant }OQ1} “ R. Nous en déduisons que Q1 P C1 également.
Or Q1 ne peut pas être l’autre point d’intersection de C1 avec C2 (sinon O,Q,Q1 ne seraient pas
alignés). Donc Q “ Q1 et nous déduisons que la droite pOQq est tangente à C2.

Le rayon de C1 est tangent à C2. Cela signifie que C1 est perpendiculaire à C2.

22.1.2 Inversion
PROPDEFooVLIWooQgpLQa

Proposition-Définition 22.5 ([527]).
Soit un cercle C de centre O dans R2. Il existe une unique application

iC : R2ztOu Ñ R2ztOu (22.6)

telle que
(1) iCpxq “ x pour tout x P C

ITEMooXLZCooEGAxHu

(2) iC échange l’intérieur et l’extérieur de C.
ITEMooCPPUooDJIzSk

(3) iC laisse invariants les droites et les cercles orthogonales à C.
Cette application est l’inversion de cercle C.

Démonstration. Soit P à l’intérieur de C, mais différent de O. Nous notons ℓ la droite pOP q et nous
considérons un cercle C2 passant par P et perpendiculaire à C (existence par la proposition 22.4).
Nous avons ℓ K C (parce que ℓ est un rayon) et C2 K C. Donc iCpℓq “ ℓ et iCpC2q “ C2 par
l’exigence (3). Mais comme P P ℓX C2 nous avons aussi

iCpP q P ℓX C2. (22.7)

Mais ℓ et C2 se coupent en exactement deux points. Vu que iCpP q doit être hors de C (exigence (2)),
avoir iCpP q “ P est impossible. Nous en concluons que iCpP q doit être l’autre intersection.

Nous avons prouvé que les conditions (2) et (3) fixent l’image d’un point situé dans l’intérieur
de C.
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Si P est extérieur au cercle C, la même procédure fonctionne : nous considérons la droite
ℓ “ pOP q et un cercle C2 perpendiculaire à C et passant par P . Encore une fois, ces deux objets
sont fixés par iC , et vu que iCpP q doit être à l’intérieur de C, il est fixé.

L’unicité est montrée.
En ce qui concerne l’existence, si P ‰ O, la procédure suivante donne P 1 :

— Soit la droite ℓ “ pOP q.
— Soit un cercle C2 perpendiculaire à C et passant par P .
— Le point P 1 est le point de l’intersection C2 X ℓ qui n’est pas P .

Il est aisé de vérifier que poser iCpP q “ P 1 donne une application qui vérifie toutes les propriétés.

NORMooUBFQooCzXRJj

22.6.
Nous recopions la construction de l’inversion d’un point par rapport à un cercle. Si C1 est un cercle
de centre O et P est un point différent de O, alors la procédure suivante construit P 1 “ iC1pP q :

— Soit la droite ℓ “ pOP q.
— Soit un cercle C2 perpendiculaire à C1 et passant par P .
— Le point P 1 est le point de l’intersection C2 X ℓ qui n’est pas P .

Que se passe-t-il si ℓ et C2 n’ont qu’une seule intersection ? Alors la droite ℓ “ pOP q est tangente
à C2. Or de O il n’existent que deux droites tangentes à C2, et ce sont les rayons passant par
les intersections parce que les cercles sont perpendiculaires. En d’autres mots, cette situation se
présente lorsque P est sur le cercle C1. Dans ce cas, iC1pP q “ P .

Remarque 22.7.
Lorsque nous disons qu’une inversion « conserve les droites passant par O », il y a pour sous-
entendu que nous considérons la droite privée du point O, parce que de toutes façons, l’inversion
n’est pas définie sur O.

Nous allons résoudre cet intéressant problème en 23.6.1, en ajoutant le point 8 à toutes les
droites.

Corolaire 22.8.
L’inversion iC est une involution (i2C “ Id).

Démonstration. Soit un cercle C de centre O et un point P . Si C2 est un cercle perpendiculaire à
C passant par P , alors nous avons vu en 22.6 que P 1 “ iCpP q est l’autre intersection entre C2 et
la droite pOP q.

Pour construire l’image de P 1, il faut un cercle perpendiculaire à C passant par P 1. Le cercle
C2 déjà utilisé fait l’affaire. Ensuite, la droite pOP 1q est la même que la droite pOP q. Donc l’image
de P 1 est P .

Soit C1 le cercle dans C de centre 0 et de rayon 1. Nous notons α : C Ñ C la dilatation de
rapport R.

PROPooYHQVooVFamhr

Proposition 22.9 ([1]).
Soit C le cercle de rayon R centré en 0 (C “ αpC1q). Alors

iαpC1q ˝ α “ α ˝ iC1 . (22.8)

Démonstration. Soit z “ reiθ ; nous devons prouver que

iC
`
αpzq˘ “ α

`
iC1pzq

˘
. (22.9)

Nous avons :

iC
`
αpzq˘ “ iCpRreiθq “ R2 1

Rr
eiθ “ R

1
r
eiθ “ α

`1
r
eiθ

˘ “ α
`
iC1pzq

˘
. (22.10)
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La définition 23.70 pour l’inversion sur Ĉ “ CY t8u sera basée sur la proposition suivante.
PROPooEWXNooNshvHq

Proposition 22.10 ([1]).
Soit le cercle de rayon R et de centre a P C. Alors

iCpzq “ R2

z̄ ´ ā ` a. (22.11)EQooEQEFooHtJujeEQooEQEFooHtJuje

De plus si ta est la translation de vecteur a, nous avons la décomposition

itapCRq “ ta ˝ iCR
˝ t´a (22.12)

où CR est le cercle de rayon R centré en 0.

Démonstration. Si z P C et z1 est son image par iC , alors non seulement

}a´ z1}}a´ z} “ R2, (22.13)

mais en plus a ´ z1 “ λpa ´ zq pour un certain λ ą 0. Cela est l’expression du fait que z1 est sur
la demi-droite qui joint a à z. Nous avons donc

λ}a´ z}2 “ R2 (22.14)

et alors
λ “ R2

pa´ zqpā´ z̄q . (22.15)

En récrivant a´ z1 “ αpa´ zq avec cette valeur de λ nous trouvons

a´ z1 “ R2

a´ z , (22.16)

ce qu’il fallait démontrer.
La décomposition demandée est une simple vérification en utilisant iCR

pzq “ R2

z̄ qui découle
de la proposition 22.9.

Avant d’aller plus loin, donnons l’équation d’un cercle dans C. Si C est un cercle de centre ω
et de rayon r, alors z P C si et seulement si dpz, ωq “ r. En développant, et en passant au carré
sans perte d’information (les deux membres sont positifs), z P C si et seulement si

pz ´ ωqpz̄ ´ ω̄q “ r2. (22.17)

En développant nous pouvons aussi écrire l’équation du cercle sous la forme

zz̄ ´ zω ´ z̄ω “ r2 ´ ωω̄. (22.18)EQooWZVRooXciOsAEQooWZVRooXciOsA

PROPooMIMRooTbQRVI

Proposition 22.11 ([527]).
Soit un cercle C de centre O. L’inversion

iC : R2zt0u Ñ R2zt0u (22.19)

transforme ITEMooNOXMooQYNPnv

(1) les droites passant par O en elles-mêmes ;
(2) les cercles passant par O en des droites ne passant pas par O ;

ITEMooRFPSooGdJdHD

(3) les droites ne passant pas par O en des cercles passant par O ;
(4) les cercles ne passant pas par O en des cercles ne passant pas par O.

Démonstration. Point par point.



22.1. INVERSION 1981

(1) Une droite passant par O est une droite perpendiculaire à C. Par le point (3) de la défini-
tion 22.5, elle est invariante.

(2) Nous construisons successivement :
— Un cercle C1 de centre O1 et passant par O. Le but est de déterminer l’image de ce

cercle.
— Le point P de C1 tel que rOP s en soit un diamètre.
— Le point P 1 “ iCpP q.
— La droite ℓ perpendiculaire à pOP q et passant par P 1.

Nous montrons maintenant que iCpC1ztOuq “ ℓ. Soit Q P C1ztP,Ou. Nous posons

Q1 “ pQOq X ℓ. (22.20)

Vu que rOP s est un diamètre de C1 et que Q P C1, le triangle OPQ est rectangle en Q. Et
étant donné que Q1 est sur ℓ nous savons que OP 1Q1 est rectangle en P 1.
De plus les angles en O de ces deux triangles sont identiques (parce que c’est l’angle formé
par les droites pOQq et pOP q) ; les triangles OPQ et QP 1Q1 sont donc semblables et nous
pouvons utiliser le théorème de Thalès 1 12.159 :

OP

OQ
“ OQ1

OP 1 . (22.21)

Donc
}OP }}OP 1} “ }OQ}}OQ1}, (22.22)

mais P 1 est l’image de P par l’inversion du cercle C, c’est-à-dire }OP }}OP 1} “ R2. Nous en
déduisons que

}OQ}}OQ1} “ R2, (22.23)
c’est-à-dire que Q1 est l’image de Q par iC , et donc que

iC
`
C1ztOu

˘ Ă ℓ. (22.24)EQooPJBGooGeIVQQEQooPJBGooGeIVQQ

Pour avoir l’inclusion inverse, il faut remarquer que ℓ est parallèle à la tangente à C1 en
O. Donc si Q P ℓ, la droite pOQq intersecte le cercle C1 en un point Q1. En refaisant le
cheminement du résultat (22.24) à l’envers, il est loisible de prouver que iCpQ1q “ Q et donc
que ℓ est bien inclue à l’image de C1 par iC .

(3) Nous commençons par prouver que toutes les droites ne passant pas par O sont des images
de cercles passant par O.
Nous considérons :

— une droite ℓ ne passant pas par O.
— la droite d, perpendiculaire à ℓ passant par O
— le point P 1 “ ℓX d,
— le point P “ iCpP 1q,
— le cercle C1 dont rOP s est un diamètre.

Par tout ce que nous avons fait jusqu’à présent, la droite ℓ est l’image du cercle C1. Or si
}OP } “ r alors

}OP 1} “ R2

r
. (22.25)

Donc quelle que soit la valeur de }OP 1} dans s0,8r, il existera un point P tel que le cercle
passant par O et P ait pour image la droite perpendiculaire à pOP q passant par iCpP q.
Étant donné que iC est une involution surjective des cercles passant par O vers les droites
ne passant pas par O, elle transforme également toutes les droites ne passant pas par O en
un cercle passant par O.

1. Faites bien le dessin : ce n’est pas une situation de Thalès ultra-standard de collège.
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(4) Pour cette partie, nous allons utiliser un peu de géométrie analytique dans C 2.

(4a) Le cas centré Nous supposons que C est centré en 0 et de rayon, 1, ce telle sorte que
iCpzq “ 1{z̄ (proposition 22.10). Soit C1 un cercle de centre ω et de rayon r, ne passant
pas par 0, en particulier tel que |ω| ‰ r.
Si z P iCpC1q alors iCpzq P C1 et nous avons

`
iCpzq ´ ω

˘`
iCpzq ´ ω

˘ “ r2. (22.26)

En développant et en multipliant par zz̄ nous trouvons

ω̄z ` ωz̄ ` zz̄pr2 ´ ωω̄q “ 1. (22.27)EQooCWXSooUzjRNrEQooCWXSooUzjRNr

ou, en posant s “ r2 ´ ωω̄,
zω̄ ` z̄ω ` szz̄ “ 1. (22.28)

En comparant avec l’équation (22.18) d’un cercle, nous voyons qu’il y a de l’espoir de
montrer que z est sur un cercle centré en a “ ´ω{s. En effet, en divisant par s et en
substituant a comme il faut, nous trouvons

´zā´ z̄a` az̄ “ 1
s
. (22.29)

En ce qui concerne le rayon R, il doit vérifier

1
s
“ R2 ´ aā, (22.30)

ou encore
R “ 1

s
` ωω̄

s2 . (22.31)

Nous dévons vérifier que R ą 0. En multipliant par s2, il s’agit de vérifier que s`ωω̄ ě 0,
ce qui est correct parce que s` ωω̄ “ r2.
En résumé, si z P ipC1q alors z est dans le cercle C2 de centre ´ω

s et de rayon R. Nous
voysons que ce cercle ne passe pas par 0 par exemple directement sur l’équation (22.27)
qui, pour z “ 0 donne 0 “ 1.
Nous avons prouvé que ipC1q Ă C2. Pour prouver l’inclusion inverse, vu que i est une
involution, il faut prouver ipC2q Ă C1. Pour cela nous écrivons l’équation qui donne
ipzq P C2 et en développant nous devons conclure que z P C1. Nous ne le faisons pas ici.

(4b) Le cas de rayon non unité
Si C est un cercle quelconque, nous écrivons l’inversion du cercle C via la formule
(22.11). Si z P iCpC1q alors ipzq P C1 et nous pouvons écrire

`
ipzq ´ a˘`ipzq ´ ā˘ “ R2. (22.32)

De là il faut déduire que z est sur un cercle ne passant pas par 0. Bons calculs. . .

2. Principalement parce que je ne comprends pas le raisonnement fait dans [527].



Chapitre 23

Espaces projectifs

Sur les espaces projectifs : [591].

Définition 23.1.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps commutatif K. Nous définissons sur
Ezt0u la relation d’équivalence u „ v si et seulement si u “ λv pour un certain λ P K. Cette
relation est la relation de colinéarité. L’ensemble des classes d’équivalence de „ est l’espace
projectif de E et sera noté P pEq.

DEFooTPPMooTDxNpg

Définition 23.2.
Si dimE “ 2, l’ensemble P pEq est la droite projective, et si dimE “ 3 nous parlons du plan
projectif.

Étant donné que tous les K-espaces vectoriels de dimensions n ` 1 sont isomorphes à Kn`1,
nous noterons PnpKq ou Pn l’espace projectif P pKn`1q. PgNotimesjNtMoW

Exemple 23.3.
Si n “ 1 et K “ R, l’espace projectif est l’ensemble des droites vectorielles dans le plan usuel. Il
y en a une pour chaque point du type px, 1q avec x P R et ensuite une horizontale, passant par le
point p1, 0q. Nous avons donc

P1pRq “ tp1, 0qu Y tpx, 1q tel que x P Ru. (23.1)

Le point p1, 0q est dit « point à l’infini ». △

23.1 Sous espaces projectifs

Un sous-espace projectif de P pEq est une partie de la forme P pF q où F est un sous-espace
vectoriel de E.

PropuqpWVx

Proposition 23.4.
Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, alors

P pF q X P pGq “ P pF XGq (23.2)

et nous avons
dimP pF q ` dimP pGq “ dimP pF `Gq ` dimP pF XGq. (23.3)EqNAdWfNEqNAdWfN

Démonstration. Nous avons
P pF q “ trvs tel que v P F u (23.4)

où les crochets signifient la classe par rapport à la relation de colinéarité. Nous avons alors

P pF q X P pGq “ trvs tel que v P F XGu “ P pF XGq. (23.5)

1983
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Cela prouve le premier point.
En ce qui concerne l’équation (23.3), en considérant dimP pEq “ dimE´1 nous devons prouver

l’égalité
dimF ` dimG “ dimpF `Gq ` dimpF XGq (23.6)

concernant les dimensions des espaces vectoriels usuelles. Si nous considérons une base de E telle
que B1 “ te1, . . . , ek1u est une base de F XG, B2 “ tek1`1, . . . , ek2u complète B1 en une base de
F et B3 “ tek2`1, . . . , enu complète B1 YB2 en une base de G.

Nous avons alors

dimF ` dimG “ 2 CardpB1q ` CardpB2q ` Cardpb3q (23.7a)
dimpF `Gq “ CardpB1q ` Cardpb2q ` CardpB3q (23.7b)
dimpF XGq “ CardpB1q. (23.7c)

De là la relation (23.3) se déduit immédiatement.

Théorème 23.5 (incidence).
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que

dimP pF q ` dimP pGq ě dimP pEq. (23.8)

Alors P pF q X P pGq ‰ H.

Démonstration. En utilisant les hypothèses et la proposition 23.4 nous avons

dimP pEq ` dimP pGq “ dimP pF `Gq ` dimP pF XGq ě dimP pEq. (23.9)

En passant aux espaces vectoriels correspondants,

dimpF `Gq ` dimpF XGq ě dimpEq ` 1. (23.10)

Mais nous avons aussi dimpF ` Gq ď dimpEq et par conséquent dimpF X Gq ě 1. Au final,
dimP pF XGq ě 0. Cela prouve que P pF XGq contient au moins un élément (nous rappelons que
lorsqu’un espace projectif contient un seul élément, sa dimension est zéro).

Exemple 23.6.
Soient les plans Π1 ” x “ 0 et Π2 ” y “ 0. Nous avons

P pΠ1q “ tr0, y, 1su Y tr0, 1, 0su (23.11a)
P pΠ2q “ trx, 0, 1su Y tr1, 0, 0su (23.11b)

où le crochet signifie la classe pour la colinéarité. Ces deux droites projectives ont comme point
d’intersection le point r0, 0, 1s. △

Définition 23.7.
Un hyperplan projectif est un sous-espace projectif de P pEq de la forme P pV q où V est un
hyperplan de E.

DEFooBBMBooSVgTnn

Définition 23.8.
Soit E un espace vectoriel de dimension au moins 3. Nous disons que d Ă P pEq est une droite
projective de P pEq si d “ P pDq pour un plan vectoriel D Ă E.

Nous disons que trois points de P pEq sont alignés lorsqu’il existe une droite projective les
contenant.

23.9.
Dans la définition 23.8 nous voyons P pDq comme inclus dans P pEq dès que D est un sous-espace
vectoriel de E. Cela est possible parce que si la direction de v P D, c’est-à-dire la classe rvs est
également une direction dans E.
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Le lemme suivant peut paraitre idiot, mais ce qui serait surement idiot est de l’utiliser sans
s’en rendre compte.

Lemme 23.10.
Deux points dans P pEq sont toujours alignés.

Démonstration. Soient deux points A,B P P pEq. Si A “ πpaq et B “ πpbq alors le plan D passant
par a, b et 0 est vectoriel et P pDq contient A et B.

Note : si a, b et 0 sont trois points alignés, alors A “ B. Il suffit de prendre les points a,
c et 0 où c P E est un point quelconque non aligné avec 0 et a. Nous avons de toutes façons
A “ B “ πpaq.

Lemme 23.11.
Trois points distincts A, B, C dans P pEq sont alignés si et seulement si il existe trois points non
alignés a, b, c P E tels que

(1) le plan passant par a, b et c est vectoriel (c’est-à-dire passe par 0),

(2) A “ πpaq, B “ πpbq, et C “ πpcq.
Démonstration. Deux implications à montrer.

(1) Sens direct Soient A, B, C distincts et alignés dans P pEq. Alors il existe un plan vectoriel
D tel que A,B,C P P pDq.
La condition A P P pDq implique qu’il existe a P D tel que A “ πpAq. Idem pour B et C.
Les points a, b et c ainsi construits sont distincts parce que A, B et C sont distincts. Si
par malheur ces trois points étaient alignés, ce n’est pas grave : il suffit de remplacer a par
λa avec λ ‰ 0 pour qu’ils ne le soient plus (cette manipulation ne change pas le fait que le
nouveau choix de point a reste dans D parce que D est vectoriel). Nous avons donc trois
points non alignés a, b et c tous contenus dans D. Le plan D répond à la question.

(2) Sens réciproque
Soient a, b et c non alignés dans E tels que A “ πpaq, B “ πpbq et C “ πpcq. Le plan D les
contenant tous trois est vectoriel par hypothèse. Nous avons A,B,C P P pDq et donc A,B et
C sont alignés dans P pEq.

Proposition 23.12.
Soit H “ P pV q un hyperplan projectif de P pEq et soit m hors de H. Alors toute droite projective
passant par m coupe H en un et un seul point.

Démonstration. Si dimE “ n nous avons dimV “ n ´ 1. Soit d “ P pDq une droite projective
passant par m, c’est-à-dire que D est de dimension 2 dans E. Si D Ă V alors m P P pDq Ă P pV q ;
or nous avons demandé que m soit hors de P pV q. Par conséquent D n’est pas inclus dans V et en
particulier dimpD ` V q “ dimpEq.

Nous recopions la formule (23.3) pour notre cas :

dim dloomoon
“1

` dimHloomoon
“n´2

“ dimP pD ` V qloooooooomoooooooon
“n´1

`dimP pD X V q. (23.12)

Nous avons donc dimP pDXV q “ 0, ce qui signifie que l’ensemble P pDXV q “ P pDqXP pV q “ dXH
contient un et un seul point.
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23.2 Espace projectifs comme « complétés » d’espaces affines
Soit E un espace vectoriel de dimension 2 et P pEq la droite projective correspondante, et soit

te1, e2u une base de E. Nous considérons la droite affine d ” y “ 1. Nous avons la bijection

ϕ : dY t8u Ñ P pEq
px, 1q ÞÑ la droite vectorielle passant par px, 1q
8 ÞÑ la droite vectorielle passant par p1, 0q.

(23.13)EqvrfDLzEqvrfDLz

Lemme 23.13.
Si nous munissons l’ensemble d Y t8u de la topologie compactifiée d’Alexandrov 1, la bijection
(23.13) est un homéomorphisme.

Soient maintenant les plans affines dans l’espace vectoriel E de dimension 3

Π1 ” z “ 0 (23.14a)
Π2 ” z “ 1. (23.14b)

Une droite (vectorielle) de E coupe Π2 en un et un seul point, sauf si elle est contenue dans Π1.
Nous avons donc une bijection

ϕ : P pEq Ñ Π2 Y P pΠ1q

d ÞÑ
#

Π2 X d si cette intersection est non vide
d sinon.

(23.15)

La droite projective P pΠ1q est la droite à l’infini du plan projectif P pEq. Nous voyons que le plan
projectif P pEq peut être vu comme un plan affine pΠ2q « complété » par une droite affine P pΠ1q.
Cette dernière droite est elle-même une droite affine complétée par un point à l’infini.

Nous pouvons généraliser cette démarche en considérant un espace affine E de direction E sur
le corps K. Nous construisons F “ E ˆ K et nous considérons un repère affine sur F tel que
E ” xn`1 “ 0. Nous pouvons donc identifier E à l’hyperplan affine d’équation xn`1 “ 1 dans F .

Une droite vectorielle de F non contenue dans E coupe E en un unique point ; nous avons donc
une bijection

E Y P pEq Ñ P pF q. (23.16)

Dans ce cadre, P pEq est l’hyperplan à l’infini et nous disons que P pEq est la complétion pro-
jective de E .

Exemple 23.14.
Nous considérons les plans affines

Π1 ” z “ 0 (23.17a)
Π2 ” z “ 1 (23.17b)

et nous avons la bijection
P pEq “ Π2 Y P pΠ1q. (23.18)

Un plan vectoriel D a deux possibilités : soit il coupe Π2 en une droite, soit il est égal à Π1. Si
D XΠ2 “ d (d est une droite affine), alors nous avons

P pDq “ dY t8Du, (23.19)

ce qui justifie la terminologie comme quoi P pDq est une droite dans P pEq. △

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et le plan projectif P pEq. Nous avons deux types de
droites projectives :

1. Définition 7.101.
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(1) D’abord nous avons la droite à l’infini, donnée 2 par P pz “ 0q.
(2) Ensuite nous avons toutes les droites affines du plan z “ 1. Chacune de ces droites est

complétée par un point à l’infini.
ExempMyTmFp

Exemple 23.15.
Étudions un peu le second type de droites. D’abord si deux droites sont parallèles, leurs points à
l’infini sont identiques. Prenons par exemple les droites d “ tz “ 1, x “ 1u et d1 “ tz “ 1, x “ 2u.
Elles décrivent les directions des vecteurs

¨
˝

1
y
1

˛
‚ et

¨
˝

2
y
1

˛
‚. (23.20)

En normalisant, ce sont les vecteurs

1a
2` y2

¨
˝

1
y
1

˛
‚ et 1a

5` y2

¨
˝

2
y
1

˛
‚, (23.21)

et toutes deux tendent vers le vecteur p0, 1, 0q pour y Ñ8. △

Lemme 23.16.
Deux droites d’un plan projectif ont toujours une intersection.

Démonstration. Si les deux droites sont des droites affines non parallèles, le résultat est évident.
Si elles sont parallèles, alors l’intersection est donnée par le point à l’infini comme indiqué dans
l’exemple 23.15.

Supposons que d est la droite à l’infini tandis que d1 est une droite affine. Dans notre repré-
sentation usuelle du plan affine, la droite à l’infini d a contient les vecteurs p1, y, 0q et le point à
l’infini p0, 1, 0q. La droite affine d1 a pour équation paramétriques

$
’&
’%

x “ at` c (23.22a)
y “ bt` d (23.22b)
z “ 1. (23.22c)

Les directions données par la droite d1 sont donc

1
a2t2 ` b2t2 ` c2 ` d2

¨
˝
at` c
bt` d

1

˛
‚ (23.23)

Son point à l’infini est la direction du vecteur pa, b, 0q, qui est bien un point de la droite à l’infini
(éventuellement son point à l’infini 3).

La plupart du temps nous considérons le plan projectif comme étant le plan affine z “ 1 de
l’espace affine de dimension 3 complété par la droite affine x “ 1, z “ 0, elle-même complétée par le
point p0, 1, 0q. Ce n’est évidemment pas la seule manière. Tout plan peut être considéré comme le
plan à l’infini et pour une droite projective, tout point peut être considéré comme point à l’infini.

Sur la figure 23.1(a), le point à l’infini est la direction p1, 0q tandis que la direction p1, 1q n’a rien
de spécial. À l’inverse sur la figure 23.1(b), la direction à l’infini est p1, 1q tandis que la direction
p1, 0q est une direction usuelle.

2. Dans notre représentation usuelle du plan projectif z “ 1.
3. D’accord, aller chercher le point à l’infini de la droite à l’infini, c’est chercher loin, mais n’empêche que ça

existe.
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‚´3 ´2 ´1 1 2 3

1

LabelFigChoixInfinissLabelSubFigChoixInfini0

(a) Ici le point à l’infini est la direction p1, 0q.

‚

´2 ´1 1 2

1

2

LabelFigChoixInfinissLabelSubFigChoixInfini1

(b) Ici le point à l’infini est la direction p1, 1q.

Figure 23.1: Deux façons de voir la droite projective. Étant donné que les points de la droite
projective doivent être interprétés comme des directions (des classes d’équivallence), en réalité les
deux dessins représentent les mêmes ensembles. LabelFigChoixInfini

Remarque 23.17.
Du point de vue de la topologie, si nous mettons celle de la compactification d’Alexandrov, tous
les points de la droite projective sont équivalents.

Du point de vue de la géométrie différentielle, c’est la même chose. En effet nous pouvons
mettre sur la droite projective un système de deux cartes en pensant aux angles. La première sur
s´a, ar avec par exemple a ă π{4. La seconde carte serait sa{2, πr. Dans ce cas la direction θ “ 0
semble jouer un rôle spécial, mais il n’en est rien.

Nous pouvons également considérer les cartes sπ{4´ a, π{4` ar et sπ{4` a{2, 5π{4r. Dans ces
cartes, c’est plutôt le point θ “ π{4 qui semble différent (encore qu’il soit bien centré dans une
carte).

23.3 Théorème de Pappus
Théorème 23.18.
Soient deux droites d et d1 dans un plan affine. Soient A,B,C P d et A1, B1, C 1 P d1 tels que
AB1 ∥ BA1 et BC 1 ∥ B1C. Alors AC 1 ∥ A1C.

Démonstration. Si d et d1 ne sont pas parallèles nous considérons o, le point d’intersection. Les
relations de parallélisme des hypothèses impliquent qu’il existe λ1 et λ2 tels que

"
A “ λ1B (23.24a)
B1 “ λ1A

1 (23.24b)

et
"
B1 “ λ2C

1 (23.25a)
C “ λ2B. (23.25b)

En substituant nous trouvons
$
’’&
’’%

C “ λ2
λ1
A (23.26a)

A1 “ λ2
λ1
C 1, (23.26b)

ce qui implique que A1C ∥ AC 1.
Si les droites d et d1 sont parallèles, alors nous avons les translations

"
B “ A` x (23.27a)
A1 “ B1 ` x (23.27b)

et
"
B “ C ` y (23.28a)
C 1 “ B1 ` y, (23.28b)
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ce qui montre que
"
C “ A` x´ y (23.29a)
A1 “ C 1 ` x´ y, (23.29b)

et donc que A1C ∥ AC 1.

Le théorème suivant est une version projective.

Théorème 23.19.
Soient d et d1 deux droites projectives d’un plan projectif. Soient A,B,C P d et A1, B1, C 1 P d1.
Alors les points B1C X C 1B, C 1AXA1C et A1B XB1A sont alignés.

Démonstration. Soient E “ B1C X C 1B et E1 “ C 1A X A1C. Ces deux points existent parce que
deux droites projectives distinctes ont toujours un unique point d’intersection. Nous allons prendre
EE1 comme droite à l’infini et prouver que le point A1B X B1A est dessus. Étant donné que le
point d’intersection de B1C et C 1B est à l’infini nous avons B1C ∥ C 1B (cela est un exemple de
la flexibilité de la notion de parallélisme en géométrie projective). De la même façon nous avons
C 1A ∥ A1C.

Par le théorème de Pappus affine nous avons alors A1B ∥ B1A et par conséquent le point
d’intersection est sur la droite à l’infini, c’est-à-dire sur la droite EE1.

23.4 Homographies

23.4.1 Homographies
DEFooKWSMooXvOeEP

Définition 23.20.
Soient E et F deux espaces vectoriels avec leurs projections naturelles

πE : Ezt0u Ñ P pEq (23.30a)
πF : F zt0u Ñ P pF q. (23.30b)

Une application g : P pEq Ñ P pF q est une homographie si il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels ḡ : E Ñ F tel que le diagramme

Ezt0u ḡ //

πE

��

F zt0u
πF

��
P pEq g

// P pF q

(23.31)

commute, c’est-à-dire si il existe ḡ : E Ñ F telle que

πF
`
ḡpvq˘ “ g

`
πEpvq

˘
(23.32)EQooSEFWooRpjLxtEQooSEFWooRpjLxt

pour tout v P E.

Lemme 23.21.
Si ḡ : E Ñ F est linéaire et si ker ḡ “ t0u alors l’application g définie par

g
`
πEpvq

˘ “ πF
`
ḡpvq˘ (23.33)EqRlGIJWEqRlGIJW

est une homographie.

Démonstration. Nous devons simplement vérifier que l’équation (23.33) définit bien une applica-
tion. Soient v, w P E tels que πEv “ πEw ; nous devons montrer que

πF ḡv “ πF ḡw. (23.34)EqmoIUkHEqmoIUkH
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L’équation (23.34) sera vérifiée si et seulement si il existe λ P R tel que ḡv “ λḡw, c’est-à-
dire si et seulement si ḡpv ´ λwq “ 0. Étant donné que nous supposons que le noyau de ḡ est
réduit à t0u, l’équation (23.34) sera vérifiée si et seulement si v “ λw, ce qui signifie exactement
πEpvq “ πEpwq.

La proposition suivante donne les premières propriétés des homographies.
PROPooGVYXooDIiIbW

Proposition 23.22.
Quelques propriétés des homographies. ITEMooTIONooSKjfny

(1) Une homographie est bijective.
(2) Si deux espaces projectifs sont homographes, alors ils ont même dimension.

ITEMooIZAPooNxEigb

(3) L’ensemble des homographies P pEq Ñ P pEq est un groupe (pour la composition).
(4) Une homographie conserve l’alignement des points.

Démonstration. Nous considérons une homographie g : P pEq Ñ P pF q, et ḡ l’isomorphisme d’es-
paces vectoriels correspondant.

(1) Pour l’injectivité, si g
`rvs˘ “ g

`rws˘ alors en utilisant la définition d’une homographie,
πF ḡv “ πF ḡw, ce qui implique que ḡv “ λḡw, et donc v “ λw, ce qui signifie rvs “ rws.
Pour la surjectivité, un élément général de P pF q prend la forme πF ḡv pour un certain v P E.
Nous avons g

`
πEv

˘ “ πF ḡv. Par conséquent l’élément πF ḡv est bien dans l’image de g.
(2) Une homographie P pEq Ñ P pF q n’existe que si il existe un isomorphisme E Ñ F . Les

dimensions sont donc automatiquement égales.
(3) Il suffit de vérifier que l’application

φ : P pEq Ñ P pEq
πF ḡv ÞÑ πEv

(23.35)

est bien définie et donne l’inverse de g.
(4) Soient les points A,B,C alignés dans P pEq ; ils correspondent à des directions de E qui sont

données par des vecteurs situés sur la même droite affine. Autrement dit, il existe trois points
a, b, c P E situés sur la même droite affine tels que A,B,C “ πEpa, b, cq. Les images par g
sont données par πF ḡa, πF ḡb, et πF ḡc.
Étant donné qu’un isomorphisme d’espaces vectoriels conserve l’alignement affin, les points
ḡa, ḡb et ḡc sont alignés dans F . Cela implique que les projections par πF sont alignés dans
P pF q.

23.4.2 Le groupe projectif
DEFooWUSDooSLVKwV

Définition 23.23.
Le groupe des homographies de l’espace P pEq est le groupe projectif, noté PGLpEq.

Nous avons une surjection naturelle

GLpEq Ñ PGLpEq
ḡ ÞÑ g

(23.36)EqpqNEfeEqpqNEfe

qui s’avère être un morphisme de groupes.

Proposition 23.24.
Nous avons l’isomorphisme de groupes

GLpEq
thomothétiesu » PGLpEq. (23.37)
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Démonstration. Nous devons prouver que le noyau de l’application (23.36) est constitué des homo-
théties. Considérons un automorphisme d’espace vectoriel f : E Ñ E dont l’homographie associée
est l’identité, et prouvons que f est une homothétie. Nous avons le diagramme commutatif suivant :

Ezt0u f //

πE

��

Ezt0u
πE

��
P pEq

Id
// P pEq.

(23.38)

Pour tout vecteur v P E nous avons πEpvq “ πE
`
fpvq˘. Cela implique qu’il existe λ P R tel que

fpvq “ λv. Tous les vecteurs de E sont donc des vecteurs propres de f . Cela n’est possible que si
toutes les valeurs propres sont identiques, c’est-à-dire que f est une homothétie.

23.4.3 Repères projectifs

Définition 23.25 ([592]).
Des éléments tPiuiPI sont projectivement independents si en choisissant vi P π´1pPiq nous
obtenons des vecteurs tviuiPI linéairement indépendants.

DEFooPZKFooDBXtEn

Définition 23.26.
Soit E un espace vectoriel de dimension n ` 1. Un repère projectif de P pEq est la donnée de
n` 2 points m0, . . . ,mn`1 tels que

(1) les vecteurs mi, i ‰ 0, sont les images d’une base teiu de E
(2) m0 “ πEpe1 ` e2 ` . . .` en`1q.

Note que si mk “ πEpvkq (k “ 0, . . . , n` 1), alors tout choix de n` 1 vecteurs parmi les vk est
une base de E.

Exemple 23.27.
Un repère projectif de l’espace P pR3q est par exemple les éléments tmiui“1,...,3 donnés par

m1 “ πpe1q (23.39a)
m2 “ πpe2q (23.39b)
m3 “ πpe3q (23.39c)

m0 “ πpe1 ` e2 ` e3q. (23.39d)

△

Exemple 23.28.
Pour P pC2q, un repère projectif possible est m1 “ r1, 0s, m2 “ r0, 1s, m0 “ r1, 1s. △

23.29.
Pourquoi voulons nous des repères projectifs ? Pourquoi demander un quatrième élément alors que
trois devraient suffire ? Le fait est que si E est de dimension 3, nous voudrions pouvoir identifier
E et P pR3q.

Plus précisément, si E est de dimension n ` 1 et possède une base tfiui“1,...,n`1, il existe un
unique isomorphisme d’espaces vectoriels E Ñ Rn`1 qui envoie cette base sur la base canonique
de Rn`1. La base de E étant fixée, nous pouvons donner à un point de E les coordonnées de son
image dans Rn`1 par cet isomorphisme qui est unique.

Dans le cas des espaces projectifs, nous voudrions avoir une unique homographie ϕ : P pEq Ñ
P pRn`1q qui permet de donner à un point A P P pEq les coordonnées de π´1`ϕpAq˘. Bien entendu
ce dernier n’est pas un élément bien défini de Rn`1 parce qu’il y a toute une droite d’éléments de
Rn qui se projettent sur ϕpAq.
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L’idée d’imposer un point de plus est la bonne. Si nous imposons un point de plus, nous pouvons
dire que les coordonnées de A P P pEq sont celles dans Rn`1 de l’élément de π´1`ϕpAq˘ dont la
dernière coordonnée est par exemple 1.

Nous allons maintenant mettre ça en musique.

D’abord nous donnons un exemple de non unicité.

Exemple 23.30.
Soit un espace vectoriel E de dimension 2 et une base tb1, b2u de E. Nous considérons également
l’espace R2 muni de sa base canonique te1, e2u.

Soit une homographie ϕ : P pEq Ñ P pR2q telle que

ϕ
`
πpbiq

˘ “ πpeiq (23.40)EQooPMARooXGuKDDEQooPMARooXGuKDD

pour i “ 1, 2. Nous allons facilement construire une autre homographie qui vérifie les mêmes
conditions.

L’idée est la suivante. L’espace P pEq peut être vu comme la droite complétée tpx, 1quxPR Y
tp1, 0qu et l’espace P pR2q également. Une homographie respectant (23.40) doit envoyer le p1, 0q de
E vers le p1, 0q de R2 et le p1, 1q de E vers le p1, 1q de R2. Mais en ce qui concerne le reste de la
droite, l’homographie peut la parcourir à la vitesse qu’elle veut.

Il faut envoyer

‚
πpb1q

‚
πpb2q

sur
‚

πpe1q

‚
πpe2q

Soit donc une homographie ϕ : P pEq Ñ P pR2q, et nous définissons

ϕ1 : P pEq Ñ P pR2q
πpxb1 ` yb2q ÞÑ ϕ

`
πpxb1 ` λyb2q

˘ (23.41)

pour un certain λ ‰ 1. En ce qui concerne le relèvement, l’application ϕ̄1 : E Ñ R2 donnée par

ϕ̄1pxb1 ` yb2q “ ϕ̄pxb1 ` λyb2q (23.42)

est bien définie et vérifie
πR2 ˝ ϕ̄1 “ ϕ1 ˝ πE . (23.43)

Donc ϕ1 est une homographie. De plus

ϕ1`πpb1q
˘ “ ϕ

`
πpb1q

˘
(23.44a)

ϕ1`πpb2q
˘ “ ϕ

`
πpλb2q

˘ “ ϕ
`
πpb2q

˘
(23.44b)

parce que πpλb2q “ πpb2q.
Nous n’avons donc pas l’unicité. △

C’est pour rétablir cette unicité que nous demandons d’avoir un point de plus pour avoir un
repère projectif. De cette façon nous aurons une unique homographie ϕ : P pEq Ñ P pRn`1q vérifiant
ϕ
`
πEpbiq

˘ “ πRn`1peiq pour tout i “ 0, . . . , n` 1.

Lemme 23.31.
Soit un espace vectoriel E de dimension n ` 1 muni de deux bases teiui“1,...,n`1 et tfiui“1,...,n`1.
Soit un repère projectif tm0,miui“1,...,n`1 de P pEq.

Si πpeiq “ πpfiq “ mi pour tout i “ 1, . . . , n` 1 et si

πpe1 ` . . .` en`1q “ πpf1 ` . . .` fn`1q (23.45)

alors les deux bases sont proportionnelles : il existe λ tel que fi “ λei pour i “ 1, . . . , n` 1.
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Démonstration. Nous avons πpeiq “ πpfiq pour tout i “ 1, . . . , n ` 1. Donc pour chaque i “
1, . . . , n`1 il existe λi P K tel que ei “ λfi. Nous devons voir que les λi sont en réalité tous égaux.

Pour cela nous avons aussi l’égalité pour i “ 0 :

πpe1 ` . . .` en`1q “ πpf1 ` . . .` fn`1q, (23.46)

ce qui donne un µ P K tel que e1 ` . . .` en`1 “ µpf1 ` . . .` fn`1q, c’est-à-dire

λ1f1 ` . . .` λn`1fn`1 “ µf1 ` . . .` µfn`1. (23.47)

Du fait que les fi forment une base, cette égalité impose à tous les λi d’être égal à µ.
THOooTXPVooJGigne

Théorème 23.32 ([593]).
Soient P pEq et P pF q deux espaces projectifs de dimensions n.

ITEMooRSIWooXbEnlT

(1) Une homographie P pEq Ñ P pF q envoie un repère projectif sur un repère projectif.
ITEMooQXQXooDyIsxsh

(2) Si pm0, . . . ,mn`1q est un repère projectif de P pEq, si pm1
0, . . . ,m

1
n`1q est un repère projectif

de P pF q alors il existe une unique homographie g : P pEq Ñ P pF q telle que gpmiq “ m1
i pour

tout i “ 0, 1, . . . , n` 1

Démonstration. Un point à la fois.
(1) (1)

Soit une homographie ϕ : P pEq Ñ P pF q et un repère projectif tm0,m1, . . . ,mn`1u de P pEq.
Nous posons m1

i “ ϕpmiq pour tout i “ 0, . . . , n`1. Nous devons prouver que ces m1
i forment

un repère projectif de P pF q.
D’abord pour i “ 1, . . . , n`1 nous avons m1

i “ ϕ
`
πEpeiq

˘ “ πF
`
ϕ̄peiq

˘
, mais tϕ̄peiqui“1,...,n`1

est une base de F parce que ϕ̄ est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Donc oui : les m1
i

(i “ 1, . . . , n` 1) sont les projetés d’une base de F .
Nous posons au passage fi “ ϕ̄peiq. En ce qui concerne m0 nous savons que m0 “ πEpe1 `
. . .` en`1q et

m1
0 “ ϕ

`
πEpe1 ` . . .` en`1q

˘ “ πF
`
ϕ̄pe1 ` . . .` en`1q

˘ “ πF pf1 ` . . .` fn`1q, (23.48)

ce qui termine de montrer que tm1
iui“0,...,n`1 est un repère projectif de P pF q.

(2) (2)
Soient un repère projectif pm0, . . . ,mn`1q de P pEq et un repère projectif pm1

0, . . . ,m
1
n`1q de

P pF q. Nous choisissons des bases teiu de E et tfiu de F telles que

mi “ πEpeiq (23.49a)
m1
i “ πF pfiq (23.49b)

pour i “ 1, . . . , n` 1 et

m0 “ πEpe1 ` . . .` en`1q (23.50a)
m1

0 “ πF pf1 ` . . .` fn`1q. (23.50b)

Nous considérons un isomorphisme d’espace vectoriel ϕ̄ : E Ñ F tel que ϕ̄peiq “ fi pour tout
i, et nous voulons définir ϕ : P pEq Ñ P pF q par

ϕ
`
πEpvq

˘ “ πF
`
ϕ̄pvq˘. (23.51)EQooRMYIooKcPZwDEQooRMYIooKcPZwD

Cela est bien défini parce que si πEpvq “ πEpwq alors w “ λv et

πF
`
ϕ̄pλvq˘ “ πF

`
λϕ̄pvq˘ “ πF

`
ϕ̄pvq˘. (23.52)

L’application définie par (23.51) est une homographie qui envoie mi sur m1
i pour tout i “

0, . . . , n` 1. Ceci prouve la partie « existence » du point (2).
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Pour l’unicité, soient des homographies

ϕ1 : P pEq Ñ P pF q (23.53a)
ϕ2 : P pEq Ñ P pF q (23.53b)

telles que ϕ1pmiq “ ϕ2pmiq pour tout i “ 0, . . . , n` 1. Soit aussi une base teiui“1,...,n`1 de E
adaptée au repère projectif, c’est-à-dire mi “ πEpeiq pour i “ 1, . . . , n ` 1 et πEpe1 ` . . . `
en`1q “ m0. Nous considérons aussi les isomorphismes d’espaces vectoriels ϕ̄1 et ϕ̄2. Avec
tout ce beau monde nous avons

ϕ1pmiq “ πE
`
ϕ̄1peiq

˘
(23.54a)

ϕ2pmiq “ πE
`
ϕ̄2peiq

˘
. (23.54b)

Mais nous savons que ϕ1pmiq “ ϕ2pmiq, donc nous savons que πE
`
ϕ̄1peiq

˘ “ πE
`
ϕ̄2peiq

˘
, ce

qui nous fait conclure que
ϕ̄1peiq “ λiϕ̄2peiq (23.55)

pour certaines constantes λi P K. Le même raisonnement appliqué à m0 nous donne un µ P K
tel que

ϕ̄1pe1q ` . . .` ϕ̄1pen`1q “ µ
`
ϕ̄2pe1q ` . . .` ϕ̄2pen`1q

˘
. (23.56)

En mettant l’un dans l’autre :

λ1ϕ̄2pe1q ` . . .` λn`1ϕ̄2pen`1q “ µ
`
ϕ̄2pe1q ` . . .` ϕ̄2pen`1q

˘
. (23.57)

Sachant que tϕ̄2peiqui“1,...,n`1 est une base de F et nous souvenant de l’unicité de la décom-
position d’un élément dans une base 4, nous en déduisons que tous les λi doivent être égaux
à µ. Donc pour tout v P E nous avons ϕ̄1pvq “ λϕ̄2pvq.
Cela a pour conséquence que ϕ1 “ ϕ2.

23.33.
Si nous avons une droite projective, trois points sont nécessaires pour créer un repère et donc pour
construire une homographie de la droite sur elle-même. Soit E un espace vectoriel de dimension
2 et P pEq la droite projective qui lui est associée. Soit une homographie f : P pEq Ñ P pEq et
f̄ : E Ñ E, l’isomorphisme d’espaces vectoriels associé (par f ˝ πE “ πE ˝ f̄). Si te1, e2u est une
base de E alors l’application f̄ a une matrice

A “
ˆ
a11 a12
a21 a22

˙
PMp2,Kq (23.58)

avec detA ‰ 0 parce que f̄ est un isomorphisme.
La plupart des points de P pEq sont représentés par des points de la forme pz, 1q. Nous voudrions

savoir quelle est la direction représentée par le point f̄pz, 1q ; c’est-à-dire que nous voudrions savoir
fprz, 1sq sous la forme rz1, 1s (si possible). Nous avons

f̄pz, 1q “ pa11z ` a12, a21z ` a22q. (23.59)

Nous posons λ “ a21z ` a22 et nous avons

f̄pz, 1q “ λ

ˆ
a11z ` a12

λ
, 1
˙
. (23.60)

Il y a plusieurs possibilités suivant les valeurs de λ et de z.
(1) Si λ “ 0 c’est que nous avons f̄pz, 1q “ pa11z ` a12, 0q. L’application f envoie donc le point

pz : 1q sur le point à l’infini.

4. Proposition 4.7.
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(2) Si λ ‰ 0, alors f envoie le point pz : 1q vers un autre point « normal ».
(3) Si le point de départ est le point à l’infini alors f̄p1, 0q “ pa11, a21q. Cela peut être le point à

l’infini ou non selon les valeurs des aij .
Dans tous les cas si nous posons

$
’&
’%

φf pzq “ a11z ` a12
a21z ` a22

(23.61a)

φf p8q “ a11
a21

(23.61b)

alors nous avons
f̄pz, 1q “ `

φf pzq, 1
˘
. (23.62)

Si nous prenons la convention que 1
0 “ 8 et que p8, 0q est le point à l’infini, alors cette application

φf donne bien toutes les valeurs de f , y compris les cas à l’infini.
LEMooXNKOooBKhzyt

Lemme 23.34 ([594]).
Trois points distincts d’une droite projective forment un repère projectif.

Démonstration. Soit une droite projective d “ P pEq où E est un espace vectoriel de dimension
2 sur le corps K. Soient trois points distincts A, B et C de d. Nous avons a, b, c P E tels que
A “ πpaq, B “ πpbq et C “ πpcq. Vu que A ‰ B, les vecteurs a et b ne sont pas proportionnels et
la partie ta, bu est libre dans E. Autrement dit, c’est une base 5.

Il existe donc α, β P K tels que c “ αa` βb. De plus α et β ne sont pas nuls parce que C ‰ A
et C ‰ B. En prenant a1 “ αa, b1 “ βb et c1 “ c nous avons : A “ πpa1q, B “ πpb1q, C “ πpc1q en
même temps que ta1, b1u est une base de E et c1 “ a1 ` b1. Donc A,B,C est un repère projectif de
d “ P pEq.

CORooRFCZooGZiQBJ

Corolaire 23.35 ([595]).
Soient E et F des espaces vectoriels de dimension 2. Soient Ai (i “ 1, 2, 3) des points distincts sur
P pEq et Bi distincts sur P pF q. Alors il existe une unique homographie P pEq Ñ P pF q portant Ai
sur Bi pour tout i “ 1, 2, 3.

Démonstration. Il s’agit de mettre en conjonction le lemme 23.34 qui dit que les Ai forment un
repère projectif de P pEq (idem : les Bi forment un repère projectif de P pF q) et le théorème 23.32(2)
qui dit que l’une va sur l’autre part une unique homographie.

23.4.4 Identifications P pK2q vers KY t8u

Pour rappel, une droite projective est l’espace projectif modelé sur un espace vectoriel de
dimension deux (définition 23.8).

NORMooUQRUooOMIzJD

23.36.
Nous allons faire un usage assez intense de bijections entre P pK2q et K̂ “ KY t8u. Une possible
est

φ0 : P pK2q Ñ KY t8u

rk1, k2s ÞÑ
#
k1
k2

si k2 ‰ 0
8 si k2 “ 0.

(23.63)EQooSIJDooTHPYMbEQooSIJDooTHPYMb

Notons que nous utilisons ici le fait que K soit commutatif, sinon il aurait fallu choisir k1k
´1
2 ou

k´1
2 k1 au lieu d’écrire gentiment k1{k2.

CORooFJSCooNOeAel

Corolaire 23.37.
Soit une bijection φ : P pK2q Ñ K̂. Les points tφ´1p8q, φ´1p0q, φ´1p1qu forment un repère projectif
de P pK2q.

5. Il convient de citer ici la proposition 4.18.
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Démonstration. Il s’agit seulement d’une application du lemme 23.34.
Juste pour l’amusement, nous allons le prouver explicitement pour la bijection φ “ φ0 donnée

en (23.63). Un repère projectif est la définition 23.26. Nous avons

φ´1
0 p8q “ r1, 0s “ πK2

`p1, 0q˘ (23.64a)
φ´1

0 p0q “ r0, 1s “ πK2
`p0, 1q˘ (23.64b)

φ´1
0 p1q “ r1, 1s “ πK2

`p1, 1q˘ (23.64c)

Les points p1, 0q et p0, 1q forment un base de K2 et nous avons bien p1, 1q “ p1, 0q ` p0, 1q. Donc le
tout vérifie bien la définition d’un repère projectif.

D’autre part, comme il est plus agréable de travailler avec K̂ qu’avec P pK2q nous avons envie de
voir K̂ comme un espace projectif (qu’il n’est pas). Il y a cependant nombre d’autres identifications
possibles. En voici un autre :

φ1 : P pK2q Ñ K̂

rk1, k2s ÞÑ
#
k2
k1

si k1 ‰ 0
8 si k1 “ 0.

(23.65)

Vous en voulez une plus compliquée ? En voici une pour K “ R, basée sur le dessin suivant :

‚

o

La bijection associée est :

φd : P pR2q Ñ R̂

rk1, k2s ÞÑ

$
’&
’%

k1
k2

si k1k2 ď 0
2k1
k2

si k1k2 ą 0
8 si k2 “ 0.

(23.66)EQooMIGCooAtXPaSEQooMIGCooAtXPaS

Pour mettre un peu d’ordre dans toutes ces identifications possibles, nous introduisons une
classe.

DEFooMLQUooGwvQMh

Définition 23.38.
Pour une bijection φ : P pK2q Ñ K̂ nous définissons

Apφq “ ␣
φa : P pK2q Ñ K̂ tel que φ´1

a ˝ φ soit une homographie
(

(23.67)

Les classes sont assez larges parce que pour toute homographie ϕ : P pK2q Ñ P pK2q, nous avons
φ ˝ ϕ´1 P Apφq. Mieux, nous avons le lemme suivant.

Lemme 23.39.
L’application

ψ : Apφq Ñ PGLpK2q
φa ÞÑ φ´1

a ˝ φ (23.68)

est une bijection.

Démonstration. Pour rappel, PGLpEq est le groupe des homographies de E, voir la définition 23.23.
(1) Surjectif Si ϕ P PGLpK2q nous avons ϕ “ ψpφ ˝ ϕ´1q.
(2) Injectif Si ψpφaq “ ψpφbq alors

φ´1
a ˝ φ “ φ´1

b ˝ φ, (23.69)

d’où nous déduisons φ´1
a “ φ´1

b parce que φ est une bijection.



23.4. HOMOGRAPHIES 1997

23.4.5 Birapport

23.40.
Tout le monde semble définir le birapport en identifiant P pK2q à K̂ “ K Y t8u. Bien entendu,
personne ne semble s’être attribué la mission d’expliciter la dépendance du birapport en le choix
de l’identification. Je le fais à la définition 23.42.

Mais cette définition dépend du choix d’identification φ : P pK2q Ñ K̂, comme le montre
l’exemple 23.44. J’ai donc défini des classes d’identifications possibles Apφq en 23.38. Et je dé-
montre la proposition 23.45 que si φa P Apφq alors les birapports construits à partir de φ et φa
sont identiques.

Question : pourquoi personne ne semble faire ce travail ? En quoi l’identification φ0 que tout le
monde utilise est plus canonique qu’une autre ? Est-ce que l’on peut décrire simplement les classes
Apφq ? Le groupe qui conserve le birapport associé à φ est-il isomorphe au groupe qui conserve le
birapport associé à φ1 ? Quels que soient φ et φ1 ?

Suis-je la seule personne au monde à m’être demandé si le birapport était un objet canonique ?

23.41.
Une utilisation très intéressante du birapport dans la vidéo « The Cross-Ratio » de numberphile :
https://www.youtube.com/watch?v=ffvojZONF_A

DEFooBFSKooDwzwmO

Proposition-Définition 23.42.
Soit une droite projective d “ P pEq et trois points distincts A, B et C sur cette droite. Soit une
bijection φ : P pK2q Ñ K̂. Si X est un point de d alors nous nommons le birapport de X par
rapport à A, B et C l’élément de K̂ donné par

rA,B,C,Xsφ “ pφ ˝ ϕqpXq (23.70)

où ϕ : dÑ P pK2q est l’unique homographie telle que SUBEQooYWMSooYlFKQv

ϕpAq “ φ´1p8q (23.71a)
ϕpBq “ φ´1p0q (23.71b)
ϕpCq “ φ´1p1q. (23.71c)

Démonstration. Nous devons prouver qu’il existe effectivement une unique homographie vérifiant
les conditions (23.71).

(1) A,B,C est un repère projectif de P pEq Voir le lemme 23.34.
(2) φ´1p8q, φ´1p0q, φ´1p1q est un repère projectif de P pK2q Lemme 23.34 ou corolaire 23.37

au choix.
(3) Conclusion Le théorème 23.32(2) nous donne existence et unicité d’une homographie

P pEq Ñ P pK2q envoyant le premier repère sur le second.

Remarque 23.43.
La majorité des sources ne parlent pas de la dependence du birapport en le choix de φ parce que
tout le monde ne semble ne considérer que φ “ φ0 définie en (23.63). Il est cependant naturel de
se demander si la définition dépend effectivement du choix de φ. La réponse est oui : ça dépend
du choix.

EXooYCOYooWFSfUv

Exemple 23.44 (Une autre identification qui ne va pas bien).
Nous montrons que l’identification φd : P pK2q Ñ K̂ donnée en (23.66) ne donne pas lieu au même
birapport que celui de φ0.

Nous travaillons le birapport sur la droite projective la plus simple : P pK2q avec K “ R.
Prenons pour la simplicité A “ r1, 0s, B “ r0, 1s et C “ r1, 1s. Alors l’homographie demandée dans
la définition de r., ., ., .sφ0 est ϕ0 “ Id. Par conséquent,

“
A,B,C, rk1, k2s

‰
φ0
“ pφ0 ˝ ϕ0qrk1, k2s “ φ0rk1, k2s “ k1

k2
. (23.72)

https://www.youtube.com/watch?v=ffvojZONF_A
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En ce qui concerne le birapport définit par φd nous avons

φ´1
d p8q “ r1, 0s (23.73a)
φ´1
d p0q “ r0, 1s (23.73b)

φ´1
d p1q “ r1, 2s, (23.73c)

de telle sorte que nous cherchons une homographie ϕd : P pK2q Ñ P pK2q telle que

ϕdr1, 0s “ r1, 0s (23.74a)
ϕdr0, 1s “ r0, 1s (23.74b)
ϕdr1, 1s “ r1, 2s (23.74c)

L’homographie ϕdrk1, k2s “ rk1, 2k2s convient et nous avons
“
A,B,C,D, rk1, k2s

‰
φd
“ pφd ˝ ϕdqrk1, k2s “ φdrk1, 2k2s “ k1

2k2
(23.75)

dès que k1k2 ă 0. Nous avons donc bien trouvé

rA,B,C,Xsφ0 ‰ rA,B,C,Xsφd
. (23.76)

△

Le birapport n’est pas un objet tout à fait canonique parce qu’il dépend effectivement du choix
de l’identification entre P pK2q et K̂.

PROPooTFMQooIOQGvs

Proposition 23.45.
Soit une bijection φ : P pK2q Ñ K̂. Si φa P Apφq 6 alors les birapports construits sur φ et φa
coïncident.

Démonstration. Soient trois points distincts A,B,C P P pEq, et X P P pEq. Nous avons

rA,B,C,Xsφ “ pφ ˝ ϕqpXq (23.77)

où ϕ : P pEq Ñ P pK2q est l’unique homographie telle que

ϕpAq “ φ´1p8q (23.78a)
ϕpBq “ φ´1p0q (23.78b)
ϕpCq “ φ´1p1q. (23.78c)

Et
rA,B,C,Xsφa “ pφa ˝ ϕaqpXq (23.79)

où ϕa : P pEq Ñ P pK2q est l’unique homographie telle que

ϕapAq “ φ´1
a p8q (23.80a)

ϕapBq “ φ´1
a p0q (23.80b)

ϕapCq “ φ´1
a p1q. (23.80c)

Il est facile de voir que ϕa “ φ´1
a ˝φϕ. En effet, cela est une homographie parce que φa P Apφq, et

parce que la composée d’homographies est une homographie. De plus,

pφ´1
a ˝ φ ˝ ϕqpAq “ pφ´1

a ˝ φqϕ´1p8q “ φap8q (23.81a)
pφ´1

a ˝ φ ˝ ϕqpBq “ pφ´1
a ˝ φqϕ´1p0q “ φap0q (23.81b)

pφ´1
a ˝ φ ˝ ϕqpCq “ pφ´1

a ˝ φqϕ´1p1q “ φap1q. (23.81c)

Au final nous avons :

rA,B,C,Xsφa “ pφa ˝ φ´1
a ˝ φ ˝ ϕqpXq “ pφ ˝ ϕqpXq “ rA,B,C,Xsφ. (23.82)

6. Apφq définie en 23.38.
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Remarque 23.46.
Tout le monde semble ne considérer que l’identification usuelle φ0 : P pK2q Ñ K̂ donnée par
φ0rk1, k2s “ k1{k2. Toute la discussion concernant la dépendance du birapport en le choix de
l’identification (y compris la définition des classes Apφq) peut être sautée en disant qu’on ne consi-
déra que φ0.

Et c’est ce que nous allons faire : sauf avis contraire, nous utiliserons le birapport associé à
l’identification φ0.

LEMooCOFTooVGKdVO

Lemme 23.47 ([593]).
Nous avons

rA,B,C,Xsφ “

$
’&
’%

8 si et seulement si X “ A

0 si et seulement si X “ B

1 si et seulement si X “ C.

(23.83)

Démonstration. Par définition rA,B,C,Xsφ “ φ ˝ ϕpXq. Nous avons donc équivalence entre les
affirmations suivantes :

— rA,B,C,Xsφ “ 8
— pφ ˝ ϕqpXq “ 8
— ϕpXq “ φ´1p8q
— ϕpXq “ ϕpAq
— A “ X

parce que ϕ et φ sont des bijections.
Le même raisonnement tient pour les deux autres.

PROPooKQZRooVCXPLW

Proposition 23.48.
Autres petites propriétés faciles . . . Soit une droite projective d “ P pEq et trois points distincts
A,B,C P d. ITEMooOIPZooQFFYIn

(1) Les points A, B, C et X sont distincts si et seulement si rA,B,C,Xs P Kzt0, 1u.
ITEMooBEBEooVfiJXY

(2) Pour tout k P K̂, il existe un unique X P d tel que rA,B,C,Xs “ k.

Démonstration. Notons pour le point (1) que l’énoncé demande déjà que A, B et C soient distincts.
Sinon le birapport n’est pas défini.

(1) (1)
Les points A, B et C sont distincts par hypothèse. Vu le lemme 23.47, pour que X soit
distincts de A, B et C il faut et il suffit que le birapport ne soit ni 8 ni 1 ni 0. Donc
Kzt0, 1u.

(2) (2)
Nous avons rA,B,C,Xs “ ϕpXq où ϕ : P pEq Ñ P pK2q est une homographie et donc une
bijection par la proposition 23.22(1). Donc oui, pour tout éléments de P pK2q il existe un
unique élément de P pEq dont le birapport par rapport à A, B et C soit cet élément.

Notons encore une fois que nous avons identifié P pK2q à K̂ par la bijection (23.63).
PROPooMGYDooHqSoJs

Proposition 23.49 ([593]).
Nous considérons deux droites projectives d et d1 ainsi que 4 points sur chacune. Nous les nommons
A1, A2, A3, A4 P d et A1

1, A
1
2, A

1
3, A

1
4 P d1. Nous supposons que A1, A2, A3 sont distincts et que

A1
1, A

1
2, A

1
3 également. Alors il y a équivalence entre

ITEMooIDKBooXHnNDi

(1) Il existe une homographie ϕ : dÑ d1 telle que ϕpAiq “ A1
i pour i “ 1, 2, 3, 4,

ITEMooCDWAooIckJwT

(2) égalité des birapports :
rA1, A2, A3, A4s “ rA1

1, A
1
2, A

1
3, A

1
4s. (23.84)

Dans ce cas, l’homographie est unique.
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Démonstration. Nous divisons la preuve en trois parties évidentes.
(1) (1) implique (2)

Nous avons une homographie µ1 : d1 Ñ K̂ telle que µ1pA1
1q “ 8, µ1pA1

2q “ 0 et µ1pA1
3q “ 1.

En composant 7 avec l’homographie ϕ : d Ñ d1 de l’hypothèse nous avons une homographie
µ1 ˝ ϕ : dÑ K̂ qui vérifie

pµ1 ˝ ϕqpA1q “ µ1pA1
1q “ 8 (23.85a)

pµ1 ˝ ϕqpA2q “ µ1pA1
2q “ 0 (23.85b)

pµ1 ˝ ϕqpA3q “ µ1pA1
3q “ 1, (23.85c)

ce qui signifie que µ1 ˝ ϕ est l’homographie qui définie le birapport sur d. Par conséquent

rA1, A2, A3, A4s “ pµ1 ˝ ϕqpA4q “ µ1pA1
4q “ rA1

1, A
1
2, A

1
3, A

1
4s. (23.86)

(2) (2) implique (1)
La partie tA1, A2, A3u est un repère projectif de d par le lemme 23.34. Idem pour tA1

1, A
1
2, A

1
3u.

Nous considérons les homographies µ : d Ñ K̂ et µ1 : d1 Ñ K̂ définissant les birapports par
rapport à ces repères. Ces homographies vérifient, en utilisant l’hypothèse :

µpA4q “ rA1, A2, A3, A4s “ rA1
1, A

1
2, A

1
3, A

1
4s “ µ1pA1

4q. (23.87)

Et de plus

µpA1q “ rA1, A2, A3, A1s “ 8 “ µ1pA1
1q (23.88a)

µpA2q “ rA1, A2, A3, A2s “ 0 “ µ1pA1
2q (23.88b)

µpA3q “ rA1, A2, A3, A3s “ 1 “ µ1pA1
3q. (23.88c)

Autrement dit : µpAiq “ µ1pA1
iq pour tout i “ 1, 2, 3, 4. Nous nous inspirons de ce diagramme :

d
ϕ //

µ ##

d1

µ1zz
KY t8u

(23.89)

La composée ϕ “ µ1´1 ˝ µ vérifie

pµ1´1 ˝ µqpAiq “ A1
i (23.90)

pour tout i, et est une homographie.
(3) Unicité

Le fait qu’une homographie vérifiant ϕpAiq “ A1
i pour i “ 1, 2, 3 soit unique découle du fait

qu’il existe une unique homographie portant un repère projectif sur un autre. A fortiori la
condition ϕpA4q “ A1

4 ne retire rien à l’unicité.

Théorème 23.50 ([593]).
Une bijection entre deux droites projectives est une homographie si et seulement si elle conserve le
birapport.

Démonstration. Chacun des deux sens séparément.

7. Proposition 23.22(3), la composition est encore une homographie.
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(1) ñ
Soit une homographie ϕ : d Ñ d1 entre deux droites projectives. Nous devons prouver que
pour tout choix 4 points A, B, C, X dans d (dont A, B et C sont distincts) nous avons

rA,B,C,Xs “ rϕpAq, ϕpBq, ϕpCq, ϕpXqs. (23.91)EQooVFIOooCdumAeEQooVFIOooCdumAe

Nous nommons µ : dÑ K̂ l’homographie qui donne le birapport sur d par rapport à A, B et
C, et µ1 : d1 Ñ K̂ celle qui donne le birapport sur d1 par rapport à ϕpAq, ϕpBq, ϕpCq. Voici
un diagramme de la situation :

d
ϕ //

µ ##

d1

µ1zz
KY t8u

(23.92)

Nous prouvons maintenant que µ1 “ µ ˝ ϕ´1. En effet :

pµ ˝ ϕ´1q`ϕpAq˘ “ µpAq “ 8 (23.93a)
pµ ˝ ϕ´1q`ϕpBq˘ “ µpBq “ 0 (23.93b)
pµ ˝ ϕ´1q`ϕpCq˘ “ µpCq “ 1. (23.93c)

Par conséquent le birapport à droite dans (23.91) peut se calculer à l’aide de µ ˝ ϕ´1 :

rϕpAq, ϕpBq, ϕpCq, ϕpXqs “ µ1`ϕpXq˘ “ pµ ˝ ϕ´1q`ϕpXq˘ “ µpXq “ rA,B,C,Xs. (23.94)

La première implication est prouvée.
(2) ð

Soit une bijection f : dÑ d1 conservant le birapport, ainsi que trois points distincts A, B et
C dans d. Vu que f est une bijection les points fpAq, fpBq et fpCq sont distincts dans d1.
Par le lemme 23.34 et le théorème 23.32(2), il existe une unique homographie ϕ : dÑ d1 telle
que ϕpAq “ fpaq, ϕpBq “ fpBq et ϕpCq “ fpCq. Pour tout X P d nous avons SUBEQSooVCSBooWvQLih

rfpAq, fpBq, fpCq, fpXqs “ rA,B,C,Xs (23.95a)SUBEQooIYQKooJFpnyoSUBEQooIYQKooJFpnyo

“ rϕpAq, ϕpBq, ϕpCq, ϕpXqs (23.95b)SUBEQooWYUPooQMZrrUSUBEQooWYUPooQMZrrU

“ rfpAq, fpBq, fpCq, ϕpXqs. (23.95c)

Justifications :
— (23.95a) parce que f conserve le birapport par hypothèse.
— (23.95b) parce que ϕ conserve le birapport étant une homographie (c’est le premier sens

du présent théorème)
Nous nommons µ1 : d1 Ñ K̂ l’homographie donnant le birapport par rapport aux points fpAq,
fpBq, fpCq. Alors le résultat (23.95) se lit

µ1`fpXq˘ “ µ1`ϕpXq˘. (23.96)

Mais comme µ1 est une bijection (proposition 23.22(1)) cela implique fpXq “ ϕpXq. Vu que
nous avons fait ce raisonnement pour un X quelconque dans d nous avons f “ ϕ, ce qui
prouve que f est une homographie.

Lemme 23.51.
Soient a, b, c distincts sur la droite projective D “ P pEq. Soient x, y P E tels que πEpxq “ a,
πEpyq “ b, πEpx` yq “ c. Alors

d “ πEpλx` µyq (23.97)
si et seulement si

ra, b, c, ds “ πK2pλ, µq. (23.98)
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Démonstration. Étant donné que a et b sont distincts, les vecteurs x et y forment une base de
E. Soit f : E Ñ K2 un isomorphisme qui envoie px, yq sur e1, e2 où ei sont les vecteurs de base
de K2. Ensuite nous considérons g : P pEq Ñ P pK2q, l’homographie associée à f . Par définition
g
`
πEz

˘ “ πK2
`
fpzq˘. Par f nous avons

a ÞÑ
ˆ

1
0

˙
b ÞÑ

ˆ
0
1

˙
. (23.99)

Donc par g nous avons
a ÞÑ 8 b ÞÑ 0. (23.100)

Nous avons aussi fpλx` µyq “ pλ, µq et

gpcq “ g
`
πEpx` yq

˘
(23.101a)

“ πF fpx` yq (23.101b)
“ πF pfpxq ` fpyqq (23.101c)

“ πF

ˆ
1
1

˙
(23.101d)

“ 1. (23.101e)

La dernière égalité est le fait que la direction p1, 1q dans R2 est représentée par le point x “ 1
sur la droite y “ 1 qui est notre « représentation » de la droite affine. L’application g a donc
toutes les propriétés qu’il faut pour être l’application qui définit le birapport. Nous avons donc
bien gpdq “ ra, b, c, ds.

D’une part si d “ πEpλx` µyq alors

gpdq “ πK2fpλx` µyq “ πK2pλ, µq. (23.102)

Dans l’autre sens si ra, b, c, ds “ πK2pλ, µq alors supposons que gpdq “ πK2pλ, µq avec d “ πEpvq
alors

gπEv “ πK2fpvq, (23.103)

ce qui implique fpvq “ αpλ, µq pour un certain α P K. Par conséquent v “ αpλx ` µyq et
d “ πEpλx` µyq.

23.5 Coordonnées homogènes

Soit E un espace vectoriel de dimension n` 1 et une base te0, . . . , enu de E. Soit M P P pEq et
u P E un élément engendrant M . Au point M nous voudrions associer les coordonnées px0, . . . , xnq
de u dans E. Notons que toutes les coordonnées de u ne sont jamais nulles en même temps parce que
u doit indiquer une direction. Nous savons par ailleurs que les coordonnées px0, . . . , xnq indiquent
le même point de P pEq que les coordonnées px1

0, . . . , x
1
nq si et seulement si xi “ λxi.

DEFooLWMHooMWxAFq

Définition 23.52.
La classe d’équivalence de px0, . . . , xnq est la coordonnée homogène de M . Nous la notons
px0 : . . . : xnq.

Si nous avons une base teiu de Rn nous associons à M P P pEq les coordonnées pX : Y : T q.
Mais si on prend la base t2e1, e2, . . . , enu, les coordonnées du même point deviennent pX{2 : Y : T q
alors que du point de vue de l’espace projectif, rien n’a été changé : la classe de e1 est la même
que celle de 2e1. Les coordonnées homogènes 8 ne sont donc pas intrinsèques.

8. Définition 23.52.
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23.5.1 Curiosité : matrice de translation

Si E est un espace vectoriel, l’espace projectif P pEq est l’ensemble des classes d’équivalence
dans E pour la relation v „ λv pour tout λ ‰ 0.

Il se fait que l’étude de R3 peut être fait à partir de R4 en considérant les coordonnées homo-
gènes sur P pR4q. Plus précisément, nous considérons

φ : R3 Ñ P pR4q
px, y, zq ÞÑ “px, y, z, 1q‰. (23.104)

Cela est injectif mais pas surjectif parce que les éléments de la forme rpx, y, z, 0qs ne sont pas
atteints. Ces éléments sont alors dits « à l’infini » .

Nous aurions pu placer R3 dans R4 de nombreuses autres manières ; chacune aurait donné une
notion différente de « point à l’infini ».

Nous allons maintenant montrer une petite curiosité qui a une grande importance en informa-
tique, lors de la manipulation d’objets 3D. Nous considérons la bijection

φ : R3 Ñ R4

px, y, zq ÞÑ px, y, z, 1q. (23.105)

Soit l’opérateur de translation Ta : R3 Ñ R3. En considérant la matrice

T ha “

¨
˚̊
˝

1 0 0 ax
0 1 0 ay
0 0 1 az
0 0 0 1

˛
‹‹‚, (23.106)

nous avons
Ta “ φ´1 ˝ T ha ˝ φ. (23.107)

Autrement dit, ce passage de R3 à R4 permet de voir les translations comme des matrices, et c’est
bien pratique.

Si R : R3 Ñ R3 est une rotation, la matrice correspondante sur R4 est

Rh “
ˆ
R 0
0 1

˙
. (23.108)

Elle se combine assez bien avec une translation parce que le produit donne

T haR
h “

¨
˚̊
˝

R

¨
˝
ax
ay
az

˛
‚

`
0 0 0

˘
1

˛
‹‹‚. (23.109)

C’est-à-dire que la translation et la rotation restent assez visible dans la matrice composée.
Note : pour la composition RhT ha , c’est beaucoup moins vrai.

23.5.2 Dualité

Soit E un espace vectoriel de dimension n` 1. Une forme linéaire non nulle est un élément de
E˚, mais aussi un représentant d’un élément de P pE˚q.

Le noyau d’une forme linéaire ω est un hyperplan. Le noyau de la forme linéaire λω étant le
même hyperplan, l’hyperplan est donné par toute la classe de ω dans P pE˚q. Nous avons donc une
bijection

P pE˚q Ø thyperplans vectoriels de Eu. (23.110)
Soit un espace vectoriel E de dimension 3 muni d’une base te1, e2, e3u à partir de laquelle nous

construisons la base duale te1̊ , e2̊ , e3̊u de l’espace dual E˚. À un élément m P P pE˚q nous associons
la droite

Hm “ tpX : Y : T q tel que mpX,Y, T q “ 0u (23.111)
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dans P pEq. Si les coordonnées homogènes de m étaient pu : v : wq alors l’équation de la droite Hm

est
uX ` vY ` wT “ 0. (23.112)EqezgpmkEqezgpmk

En effet si ω P E˚ est un représentant de m alors ω “ λpue1̊ ` ve2̊ ` we3̊q et l’équation (23.112)
est indépendante de λ ainsi que du choix du représentant dans E du point pX : Y : T q dans P pEq.

Si les points m1 et m2 sont distincts dans P pE˚q, ils donnent deux droites m1pX,Y, T q “ 0 et
m2pX,Y, T q “ 0. Les points de la droite qui joint m1 à m2 dans P pE˚q sont de la forme λm1`µm2
et ils sont associés à l’équation

λm1pX,Y, T q ` µm2pX,Y, T q “ 0 (23.113)

qui sont encore des droites dans P pEq. Toutes ces droites passent par le point d’intersection des
droits associées à m1 et m2. Nous avons donc

č

λ,µ

Hλm1`µm2 “ Hm1 XHm2 . (23.114)

Lemme 23.53.
L’application

P pE˚q Ñ tdroites dans P pEqu
m ÞÑ Hm

(23.115)

est une bijection.

Démonstration. Une droite dans P pEq est donnée en coordonnées homogènes par une équation
aX ` bY ` cT “ 0. Cette droite est décrite par le point pa : b : cq dans P pE˚q. Ce dernier
correspond à la direction de la forme ae1̊ ` be2̊ ` ce3̊ . Cela prouve que l’application est surjective.

Pour l’injectivité, si m1 ‰ m2 dans P pE˚q, les formes ω1 et ω2 associées dans E˚ ne sont pas
multiples l’une de l’autre. Donc les équations

a1X ` b1Y ` z1T “ 0 (23.116)

et
a2X ` b2Y ` z2T “ 0 (23.117)

n’ont pas de solutions communes et décrivent donc des droites distinctes.
LemjXywjH

Lemme 23.54.
Trois points distincts m1, m2 et m3 dans P pE˚q sont alignés si et seulement si les droites Hm1,
Hm2 et Hm3 sont distinctes et concourantes.

Démonstration. Supposons avoir trois points alignés, c’est-à-dire

m3 “ m1 ` µpm2 ´m1q. (23.118)EqXyfbmFEqXyfbmF

Soit X : Y : T le point d’intersection de Hm1 avec Hm2 . Alors m1pX,Y, T q “ m2pX,Y, T q “ 0. En
tenant compte de (23.118) nous avons alors évidemment m3pX,Y, T q “ 0.

Supposons maintenant que les trois droites Hmi soient concourantes. Nous avons donc un point
pX : Y : T q dans P pEq tel que mipX,Y, T q “ 0. Si mi est la classe de aie1̊ ` bie2̊ ` cie3̊ alors nous
avons le système

$
’&
’%

a1X ` b1Y ` c1T “ 0 (23.119a)
a2X ` b2Y ` c2T “ 0 (23.119b)
a3X ` b3Y ` c3T “ 0. (23.119c)

Afin que cela ait une solution non triviale nous devons avoir

det

¨
˝
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

˛
‚“ 0, (23.120)

c’est-à-dire que les points pai, bi, ciq soient alignés.
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En tenant compte de ce qui a été dit, une droite dans P pE˚q est constituée de points qui
fournissent des droites concourantes dans P pEq. Donc une droite de P pE˚q se caractérise par un
point de P pEq (l’intersection) de la façon suivante. Un point Md P P pEq donne lieu à un faisceau
de droites passant par Md. Chacune de ces droites donne lieu à un point de P pE˚q et tous ces
points sont alignés. Nous avons ainsi construit la droite d dans P pE˚q correspondante au point Md

de P pEq.

23.5.3 Polynômes

Soit l’espace projectif de dimension n avec ses coordonnées homogènes pX0 : . . . : Xnq. Nous
considérons l’espace affine H ” Xn “ 1 dans l’espace vectoriel E de dimension n` 1. Nous consi-
dérons pour H un repère affine ayant pour origine le point p0, . . . , 0, 1q. Considérons un polynôme
homogène P sur le corps K. L’équation

P pX0, . . . , Xnq “ 0 (23.121)

sur l’espace vectoriel E descend immédiatement à l’espace projectif : étant donné que P est ho-
mogène nous avons P puq “ 0 si et seulement si P pλuq “ 0.

Nous essayons de décrire l’ensemble A des points de P pEq satisfaisant P pX0, . . . , Xnq “ 0.
Nous savons que les éléments de P pEq ont chacun un représentant soit dans H soit sur la droite à
l’infini. Ceux de A ayant un représentant dans H sont d’équation

Qpx0, . . . , xn´1q “ 0 (23.122)

où Q est le polynôme donné par Qpx0, . . . , xn´1q “ P px0, . . . , xn´1, 1q. Les points de A ayant un
représentant sur la droite à l’infini s’obtiennent par l’équation

Rpx0, . . . , xn´1q “ 0 (23.123)

où R est le polynôme donné par Rpx0, . . . , xn´1q “ P px0, . . . , xn´1, 0q.
Exemple 23.55.
Nous considérons la conique projective

X2 ´XT ´ Y 2 ´ T 2 “ 0. (23.124)EqpLeQINEqpLeQIN

Elle est décomposée en deux parties : une dans l’espace affine « normale » et une à l’infini. La
première s’obtient en posant T “ 1 dans (23.124) :

x2 ´ x´ y2 ´ 1 “ 0. (23.125)EqdGHzqJEqdGHzqJ

L’autre est obtenue en posant T “ 0 :
x2 ´ y2 “ 0. (23.126)

La partie à l’infini est donc composée de deux points : p1 : 1 : 0q et p1 : ´1 : 0q.
Le graphique de l’équation (23.125) est donné à la figure 23.2. Nous y voyons que les asymptotes

sont effectivement données par les directions p1, 1q et p1,´1q dans le plan.
△

Nous pouvons tenter de faire l’exercice inverse : considérer une conique dans R2, la voir comme
une partie d’une conique dans l’espace projectif et trouver les points à l’infini qui la complètent.

Exemple 23.56.
La droite projective usuelle est donnée par la droite affine y ´ 1 “ 0. L’homogénéisation donne
y ´ z “ 0 et par conséquent la partie à l’infini est donnée par y “ 0, c’est-à-dire la direction p1, 0q
comme il se doit. △
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Figure 23.2: Le graphique de x2 ´ x´ y2 ´ 1 “ 0. LabelFigProjPoly

Exemple 23.57.
Prenons la conique

x2 ` xy ` y3 ´ 2 “ 0. (23.127)

D’abord nous homogénéisons cette équation pour la voir dans R3 :

x2z ` xyz ` y3 ´ 2z3 “ 0. (23.128)

Les points à l’infini sont ceux qui correspondent à z “ 0, c’est-à-dire la droite donnée en coordon-
nées homogènes par p1 : 0 : 0q. △

23.6 La sphère de Riemann P1pCq
DEFooSZGNooTzFYbh

Définition 23.58.
La sphère de Riemann est l’espace projectif modelé sur C2 : en vertu des notations données à
la page 1983, c’est

P1pCq “ P pC2q. (23.129)

Nous parlerons aussi de sphère de Riemann en tant que compactification à un point de C dans
la sous-section 48.5.1.

L’ensemble P1pCq est le quotient C2ztp0, 0qu{ „ où „ est la relation d’équivalence de C-
colinéarité dans C2.

LEMooKWZDooEIraSJ

Lemme 23.59.
L’application

φ0 : P1pCq Ñ CY t8u

rz1, z2s ÞÑ
#
z1
z2

si z2 ‰ 0
8 si z2 “ 0

(23.130)EQooKJIZooZjhzuUEQooKJIZooZjhzuU

est une bijection qui respecte la conjugaison complexe : φ0
`rz1, z2s˚

˘ “ φ0
`rz1, z2s

˘˚.

Démonstration. Notons d’abord que la définition a un sens parce que si un représentant que rz1, z2s
est de la forme pz, 0q alors ils sont tous de cette forme. L’affirmation « z1 ‰ 0 dans rz1, z2s » a donc
un sens.

(1) Injectif Supposons φ0
`rz1, z2s

˘ “ φ0
`rt1, t2s

˘
.

Si les deux membres sont égaux à 8 alors nous avons z2 “ t2 “ 0, et alors avec λ “ z1{t1
nous avons pz1, z2q “ λpt1, t2q, ce qui prouve que rz1, z2s “ rt1, t2s.
Si les deux membres sont égaux à zéro alors z1 “ t1 “ 0 et le même raisonnement tient.
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Sinon nous avons z1{z2 “ t1{t2 où tous les nombres sont non nuls. Cela donne

z2 “ t2
t1
z1, (23.131)

et donc
t1
z1
pz1, z2q “ pt1, t2q, (23.132)

qui montre qu’au niveau des classes, rz1, z2s “ rt1, t2s.
(2) Surjectif

Nous avons
8 “ φ0

`r1, 0s˘ (23.133)

et si z ‰ 8 nous avons z “ φ0
`rz, 1s˘.

23.6.1 Éléments de géométrie dans P1pCq
SUBSECooQPRLooAjMNqp

Étant donné que nous sommes partis pour faire de la géométrie dans C et même dans Ĉ “
CY t8u, autant nous armer des équations de cercles et de droites dans C, ainsi que de quelques
notions adjacentes.

Remarque 23.60.
La définition 23.2 parle de plan et de droites projectives. Ici nous ne sommes pas dans ce cadre
parce que nous travaillons sur P1pCq où C n’est certainement pas un espace de dimension 3. Les
droites dont nous allons parler ne sont pas des droites projectives avec leur point à l’infini.

23.6.1.1 Équation complexe d’une droite

L’équation d’une droite dans R2 est d ” ax` by “ c avec a, b, c P R et a, b non nuls en même
temps. En posant z “ x ` iy nous voulons exprimer l’équation en termes de z au lieu de x et y.
Nous avons[596]

x “ z ` z̄
2 , y “ z ´ z̄

2i , (23.134)

et nous pouvons écrire d ” apz ` z̄q ´ ibpz ´ z̄q “ 2c, ou encore d ” pa´ biqz ` pa` ibqz̄ “ 2c. En
posant ω “ a` bi P C˚ et k “ 2c P R nous avons l’équation

ω̄z ` ωz “ k. (23.135)EQooPRCPooVvrHMEEQooPRCPooVvrHME

DEFooAQSMooWNOzAI

Définition 23.61.
Une droite est une partie de Ĉ de la forme

dpω, kq “ tz P C tel que ω̄z ` ωz̄ “ ku Y t8u (23.136)

avec ω P C˚ et k P R.

Dans Ĉ, toutes les droites contiennent le point 8.
PROBooZHHTooIFNwxR

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 23.62
La proposition 22.11 montre que toute inversion transforme un cercle-droite en un cercle-droite,
nonobstant d’accepter de prolonger toute droite par 8.

Est-ce que l’on peut dire que toutes les droites contiennent le point 8 ?
En donnant 8 à toutes les droites et à aucun cercle, la proposition 22.11 fonctionne partout

en posant iCpOq “ 8 et iCp8q “ O.
De plus en pensant à la projection stéréographique, ce serait logique : quelle que soit la direction

dans laquelle un point s’éloigne de z “ 0, son image par l’inverse de la projection stéréographique
s’approche du pôle nord.
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23.6.1.2 Équation complexe d’un cercle

Un cercle de centre ω P C et de rayon r a pour équation |z ´ ω| “ r, et nous avons les
équivalences suivantes :

|z ´ ω| “ r ô |z ´ ω|2 “ r2 ô pz ´ ωqpz̄ ´ ω̄q “ r2 ô rr̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2. (23.137)

Donc un cercle de centre ω P C et de rayon r P R a pour équation

zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2. (23.138)EQooDIFRooKRZZoiEQooDIFRooKRZZoi

DEFooAUDJooVqLDhe

Définition 23.63.
Un cercle dans Ĉ est une partie de la forme

Cpω, rq “ tz P C tel que zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ r2 ´ |ω|2u (23.139)

avec ω P C et r P R.

Dans la sphère de Riemann, aucun cercle ne contient le point 8.

Exemple 23.64.
Trouvons le centre et le rayon du cercle d’équation

ω̄z ` ωz̄ “ kzz̄ (23.140)

avec k ‰ 0. En divisant par k et en posant σ “ ω{k nous avons :

zz̄ ´ σ̄z ´ σz̄ “ 0. (23.141)

Cela est un cercle de centre σ et de rayon |σ|. En effet si z P C vérifie cette équation,

|z ´ σ|2 “ pz ´ σqpz̄ ´ σ̄q “ zz̄ ´ σ̄z ´ σz̄looooooomooooooon
“0

`|σ|2 “ |σ|2, (23.142)

c’est-à-dire que tous les points de C qui vérifient l’équation donnée sont à la distance |σ| de σ. En
particulier z “ 0 est sur le cercle. △

23.6.1.3 Cercle-droite

Une chose de bien avec les équations complexes, c’est que nous pouvons écrire les droites et les
cercles avec le même type d’équations.

LEMooHKHOooHpBuBZ

Lemme-Définition 23.65 ([596]).
Un cercle-droite est l’ensemble des points z P C tels que

azz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ k (23.143)EQooUJAKooEVQNqaEQooUJAKooEVQNqa

avec a, k P R et ω P C.
(1) Si a “ 0, cela est une droite ;
(2) si a ‰ 0, cela est un cercle.
(3) Un cercle-droite peut être l’ensemble vide.

Démonstration. Si a “ 0 alors nous tombons tout de suite sur l’équation (23.135). Si a ‰ 0 alors
nous pouvons diviser par a, poser σ “ ω{a et l “ k{a pour obtenir

zz̄ ´ σ̄z ´ σz̄ “ l, (23.144)EQooNBILooArHPCGEQooNBILooArHPCG

qui est l’équation (23.138) d’un cercle . . .ou pas tout à fait. En effet, (23.144) serait l’équation du
cercle de centre σ et de rayon r donné par l “ r2 ´ |σ|2, c’est ) dire

r2 “ l ` |σ|2, (23.145)

alors que rien n’assure que le nombre l ` |σ|2 soit positif. Dans le cas où c’est positif, nous avons
bien un cercle. Sinon c’est l’ensemble vide.
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REMooBMAEooHDvNID

Remarque 23.66.
Lorsque nous parlons de cercle-droite, nous parlons de partie de C et non de Ĉ parce que l’équation
(23.143) a du mal à traiter le cas z “ 8. À cause du fait que nous avons décider de donner le point
8 à toutes les droites, la fusion des notions de droites et de cercles n’est pas totale ; en tout cas
pas en une seule équation.

EXooKFBIooOJKjGL

Exemple 23.67 ([596]).
Soit le cercle de centre ω “ ir et de rayon r. Quelle que soit la valeur de r ą 0, ce cercle passe par
le point 0 et l’axe réel lui est tangent. L’équation de ce cercle est :

zr̄ ` irz ´ irz̄ “ 0. (23.146)

Vu que ir ‰ 0 nous pouvons diviser et obtenir

zz̄

ir
` z ´ z̄ “ 0. (23.147)

En faisant tendre r vers 8 nous obtenons z ´ z̄ “ 0, c’est-à-dire l’équation de la droite réelle.
Cela explique pourquoi il est souvent dit qu’une droite est un cercle dont le rayon est à l’infini.

△
NORMooCXVJooMTMqEU

23.68.
Notons que l’exemple 23.67 est générique : prenez une droite ℓ, un point P sur ℓ, et considérez un
cercle dont le centre est situé sur la perpendiculaire à ℓ passant par P , et dont le rayon est tel que
le cercle passe par P . En prenant |ω ´ P | Ñ 8, l’équation du cercle devient celle de la droite ℓ.

Cela est particulièrement pratique lorsque nous travaillons dans Ĉ parce nous y avons une
notion précise du point à l’infini. Notons que (peut-être contre-intuitivement), il existe un seul
point à l’infini dans Ĉ. Et ce point est le centre de tous les cercles que l’on veut transformer en
droites. Cela pose évidemment la question de savoir comment on définit précisément un cercle dont
le centre est réellement 8.

‚
P

23.6.1.4 Rotation-homothétie

Définition 23.69.
Une rotation-homothétie est une application ĈÑ Ĉ de la forme z ÞÑ λz avec λ P C.

Le nom provient du fait que si λ est réel, alors z ÞÑ λz est une vraie homothétie, et si λ “ eiθ

alors z ÞÑ eiθz est une vraie rotation. Pour une valeur λ P C générique, l’application z ÞÑ λz est
une composée des deux.
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23.6.1.5 Application linéaire
SSUBSooRBCWooSCIQEL

Nous nous en voudrions de ne pas parler d’applications linéaires lorsque nous parlons de géo-
métrie sur Ĉ. Soit α P C˚ et β P C. Lorsque nous parlons de l’application linéaire

f : ĈÑ Ĉ

z ÞÑ αz ` β, (23.148)

nous entendons implicitement que fp8q “ 8.

23.6.1.6 Inversion
SSUBSooPOUNooTPilbE

L’inversion d’un cercle de R2 est définie par la proposition 22.5. De nombreuses propriétés y
sont décrites, y compris son écriture complexe dans la proposition 22.10. Tout cela était du temps
de R2 ou de C, mais maintenant nous sommes dans Ĉ et nous voulons plus.

DEFooIUTZooWRaXts

Définition 23.70 ([596]).
Soient ω P C et R P R˚. L’inversion de centre ω et de puissance R2 est l’application

i : ĈÑ Ĉ

z ÞÑ

$
’’’&
’’’%

R2

z̄ ´ ω̄ ` ω si z P Cztωu
8 si z “ ω

ω si z “ 8.

(23.149)

Notons que grâce aux conventions type 1{0 “ 8 et 1{8 “ 0, nous pouvons nous contenter de
la première formule pour tout z P Ĉ, et nous n’avons en réalité pas besoin de décrire ip8q et ipωq
séparément.

Exemple 23.71.
L’inversion de cercle de centre 0 et de rayon 1 est l’application z ÞÑ 1

z̄ , que l’on prolonge avec
0 ÞÑ 8 et 8 ÞÑ 0. △

23.6.2 Homographies

La notion d’homographie est la définition 23.20. Pour une homographie ϕ : P1pCq Ñ P1pCq nous
avons un isomorphisme d’espace vectoriel ϕ̄ : C2 Ñ C2. Vue la bijection (23.130), nous voulons
plutôt travailler avec Ĉ “ C Y t8u qui est un ensemble avec lequel nous sommes plus familier.
Nous allons donc travailler avec

ϕ̃ : ĈÑ Ĉ

ϕ̃ “ φ0 ˝ ϕ ˝ φ´1
0 .

(23.150)

PROPooTZJBooPpowOo

Proposition 23.72.
L’application ϕ “ φ´1

0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0 est une homographie de P pC2q si et seulement si l’application
ϕ̃ : ĈÑ Ĉ est de la forme

ϕ̃pzq “ az ` b
cz ` d (23.151)

avec a, b, c, d P C tels que ad´ bc ‰ 0.
Par convention nous posons z{0 “ 8 dès que z ‰ 0 ; en particulier ϕ̃p8q “ a{c et ϕ̃p´d{cq “ 8.

Démonstration. Nous séparons la condition suffisante de la condition nécessaire.
(1) ñ La condition π ˝ ϕ̄ “ ϕ ˝ π (de (23.32)) nous dit que

“
ϕ̄pz1, z2q

‰ “ ϕ
`rz1, z2s

˘
, (23.152)
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et comme ϕ̄ est un isomorphisme d’espace vectoriel nous avons a, b, c, d P C vérifiant ad´cb ‰
0 pour lesquels

ϕ̄pz1, z2q “
ˆ
az1 ` bz2
cz1 ` dz2

˙
. (23.153)

Soit z P C. Alors nous avons

ϕ̃pzq “ pφ0 ˝ ϕqrz, 1s “ φ0
´“
ϕ̄pz, 1q‰

¯
“ φ0

`raz ` b, cz ` ds˘ “ az ` b
cz ` d. (23.154)EQooNWVZooUClOSdEQooNWVZooUClOSd

Il est important de comprendre que cette formule fonctionne pour tout z P C. En effet nous
pourrions avoir un doute sur z “ ´d{c. D’abord si c “ 0 alors d ‰ 0 et ce problème n’existe
pas : le dénominateur est toujours non nul. Nous avons donc seulement un doute lorsque
c ‰ 0. Dans ce cas,

ϕ̃p´d{cq “ ´
ad
c ` b
0 . (23.155)

Mais c ‰ 0, donc le numérateur est non nul. Or lorsque z ‰ 0 nous avons posé z{0 “ 8,
donc dans notre cas,

ϕ̃p´d{cq “ 8 (23.156)

automatiquement, et cela est encodé dans la formule (23.154).
Il nous reste à déterminer ϕ̃p8q. Nous avons :

ϕ̃p8q “ pφ0 ˝ ϕq
`r1, 0s˘ “ φ0

“
ϕ̄p1, 1q‰ “ φ0

`ra, cs˘ “
#
a{c si c ‰ 0
8 si c “ 0

(23.157)

où la distinction entre les deux cas n’est pas fondamentale parce que si c “ 0 alors a ‰ 0 et
a{c “ 8.

(2) ð
En notant Z “ rz1, z2s (pour z1, z2 P C) nous avons

ϕ
`rz1, z2s

˘ “ φ´1
ˆ
aφ0pZq ` b
cφ0pZq ` d

˙
“ “

aφ0pZq ` b, cφ0pZq ` d
‰
. (23.158)

Nous définissons ϕ̄ par son action sur les vecteurs de base : ϕ̄p1, 0q “ pa, cq et ϕ̄p0, 1q “ pb, dq.
Nous avons bien l’isomorphisme d’espace vectoriel ϕ̄ : C2 Ñ C2 dont nous avons besoin pour
la définition 23.20. D’abord le fait que ad ´ cb soit non nul assure que le ϕ̄ ainsi défini est
bien bijectif 9. Et de plus ce ϕ̄ vérifie la condition

π
`
ϕ̄pz1, z2q

˘ “ π
`paz1, cz1q ` pbz2, dz2q

˘
(23.159a)

“ raz1 ` bz2, cz1 ` dz2s (23.159b)
“ “

aφ0pZq ` b, cφ0pZq ` d
‰

(23.159c)
“ ϕ

`
πpz1, z2q

˘
. (23.159d)

Nous avons utilisé la notion de classe pour diviser par z2 et faire apparaitre φ0pZq.

Remarque 23.73.
En prenant les conventions relativement claires 8 ˆ a “ 8 (pour a ‰ 0) et 8 ˘ a “ 8 (avec
a ‰ 8), alors tout est dans la formule

ϕ̄pzq “ az ` b
cz ` d (23.160)

avec ad´ cb ‰ 0. Il n’y a pas besoin de traiter séparément le cas z “ 8 ou z “ ´d{c.
9. Si vous n’en êtes pas convaincu, écrivez la matrice de l’application qui envoie p1, 0q sur pa, cq et p0, 1q sur pb, dq,

et demandez-vous sous quelle condition elle est inversible.
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DEFooAMQHooPFUgIa

Définition 23.74.
Nous aimons tellement l’identification φ0 : P pC2q Ñ Ĉ que nous allons parler d’homographie
sur Ĉ pour les applications ϕ̃ de la forme

ϕ̃pzq “ az ` b
cz ` d (23.161)

avec ad´ cb ‰ 0.
NORMooCVYKooYvjIeE

23.75.
La proposition 23.72 nous indique que les homographies de Ĉ sont de la forme ϕ “ φ´1

0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0
pour une homographie ϕ : P pC2q Ñ P pC2q.

PROPooSQFOooRginjJ

Proposition 23.76 ([596]).
L’application h : ĈÑ Ĉ associée à une homographie est soit linéaire, soit de la forme h “ l1 ˝ ι˝ l2
où li sont linéaires et ι est l’application z ÞÑ 1{z.
Démonstration. Commençons par une remarque : lorsque nous parlons d’une application linéaire,
c’est au sens de la note 23.6.1.5 qui explique qu’une application linéaire sur C est automatiquement
prolongée à Ĉ par fp8q “ 8.

Soit donc l’application

hpzq “ az ` b
cz ` d. (23.162)

Si c “ 0, alors c’est une application linéaire et la preuve est terminée. Nous supposons que c ‰ 0.
Nous posons

l2pzq “ cz ` d, (23.163)

et ensuite l1pzq “ αz ` β avec α et β à déterminer. Un peu de calcul :

pl1 ˝ ι ˝ l2qpzq “ l1

ˆ
1

cz ` d
˙
“ α` βcz ` βd

cz ` d , (23.164)

et en imposant que cela soit égal à az`b
cz`d nous trouvons β “ a{c et α “ b´ ad{c. Il est vite vérifié

que ces choix donnent le bon résultat.
NORMooMMKOooQlzjqJ

23.77.
Vu que les applications linéaires sont des composées d’une translation et d’une rotation-homothétie,
et que l’application i est une composée d’une inversion z ÞÑ 1{z̄ et d’une réflexion z ÞÑ z̄, toutes
les homographies sont des composées des éléments suivants :

— inversion 10 z ÞÑ 1{z̄, prolongée par ip8q “ 0 et ip0q “ 8 ;
— réflexion z ÞÑ z̄ ;
— translation z ÞÑ z ` α avec α P C ;
— rotation-homothétie z ÞÑ λz avec λ P C.
Toutes ces opérations sont prolongées à Ĉ par 1{8 “ 0, λ·8 “ ω (si λ ‰ 0) et 8` λ “ 8.

Nous ne définissons pas 0 ·8 et 8´8.

Certes nous pouvons construire des homographies à partir d’ingrédients dont la conjugaison
complexe. Il ne faudrait cependant pas déduire que cette conjugaison est une homographie.

LEMooGDDJooBpJlUf

Lemme 23.78.
La conjugaison complexe n’est pas une homographie.

10. Oui, c’est l’inversion de la géométrie hyperbolique, voir 23.6.1.6.
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Démonstration. Si elle l’était nous aurions des nombres a, b, c, d P C tels que ad´ bc ‰ 0 et

az ` b
cz ` d “ z̄ (23.165)EQooJMAZooVcJIAPEQooJMAZooVcJIAP

pour tout z P C.
En posant z “ 0 nous avons déjà b{d “ 0, c’est-à-dire b “ 0. Avec z “ 1 nous trouvons alors

a{pc` dq “ 1, c’est-à-dire
a “ c` d. (23.166)

(1) Si ci` d ‰ 0
Dans ce cas nous pouvons évaluer (23.165) en z “ i et avoir a “ ´ci` d. Mais comme nous
avions déjà a “ c` d nous déduisons c “ 0. Nous restons donc avec

a

d
z “ z̄ (23.167)

pour tout z. En prenant z “ 1 puis z “ i, il est vite remarqué que cela n’est pas possible.
(2) Si ci` d “ 0

Nous rappelons que ad ‰ 0. Nous écrivons l’équation avec z “ ´i pour trouver

´ai
´ci` d “ i, (23.168)

qui donne immédiatement a “ ci´ d. Nous avons donc les trois équations
$
’&
’%

c “ id (23.169a)
a “ ci´ d (23.169b)
a “ c` d. (23.169c)

Une tentative de résolution tombe rapidement sur une impossibilité (en substituant la pre-
mière dans les deux autres et en comparant les deux valeurs de a par exemple).

La proposition suivante ressemble à s’y méprendre à la proposition 22.11, mais elle diffère en
deux points. D’abord elle ne traite que de l’inversion par rapport à l’origine, mais surtout, elle
traite le point z “ 8. C’est un avantage de travailler sur Ĉ plutôt que sur R2.

PROPooEAKXooUIqWEv

Proposition 23.79 (Inversion de cercles et de droites).
L’inversion dans Ĉ envoie

(1) une droite passant par 0 sur elle-même
(2) une droite ne passant pas par 0 sur un cercle passant par 0.
(3) un cercle ne passant pas par 0 en un cercle ne passant pas par 0.
(4) un cercle passant par 0 en une droite ne passant pas par 0.

Démonstration. Décomposition en tous les cas possibles.
(1) Droite passant par 0

La façon la plus simple de traiter la droite passant par 0 est de l’écrire sous forme paramé-
trique :

zptq “ teiθ (23.170)

pour θ fixé et t P RY t8u. En appliquant l’inversion :

ι
`
zptq˘ “ 1

pteiθq˚ “
1
t
eiθ. (23.171)

Notons que les cas particuliers fonctionnent : pour t “ 0 nous avons le point 8 et pour t “ 8
nous avons 0.
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(2) Droite ne passant pas par 0
Une droite ne passant par par z “ 0 est un ensemble de la forme

dpω, kq “ tz P C˚ tel que ω̄z ` ωz̄ “ ku Y t8u (23.172)

avec k ‰ 0. Étant donné que ι est une bijection et même une involution nous avons z P
ι
`
dpω, kq˘ si et seulement si τpzq P dpω, kq. L’équation est donc, pour z ‰ 0 :

ω̄

z
` ω

z̄
“ k. (23.173)

Et comme z ‰ 0 nous pouvons multiplier par zz̄ pour trouver z̄ω̄ ` zω “ kzz̄. Donc

ι
`
dpω, kq˘ “ tz P C˚ tel que z̄ω̄ ` zω “ kzz̄u Y t0u. (23.174)

Dans l’ensemble, nous pouvons renommer z et z̄ pour avoir une forme plus symétrique. De
plus il se fait que z “ 0 vérifie l’équation donnée ; nous pouvons donc lever la condition
z P C˚ et ne plus ajouter t0u à côté :

ι
`
dpω, kq˘ “ tz P C tel que ω̄z ` ωz̄ “ kzz̄u. (23.175)

Cela est l’équation d’un cercle passant par l’origine (définition 23.63).
(3) Cercle ne passant pas par 0

Nous considérons le cercle Cpω, rq avec r2 ‰ |ω|2. Il ne contient ni 8 ni 0 et nous avons alors

ι
`
Cpω, rq˘ “ tz P C˚ tel que 1

zz̄
´ ω̄1

z̄
´ ω1

z
“ r2 ´ |ω|2u. (23.176)

Vu que z n’est jamais nul nous pouvons multiplier l’équation par zz̄ :

ι
`
Cpω, rq˘ “ tz P C tel que

`|ω|2 ´ r2˘zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ ´1u. (23.177)

Le coefficient |ω|2 ´ r2 est non nul par hypothèse et cet ensemble est un cercle par le
lemme 23.65. Il ne passe manifestement pas par z “ 0.

(4) Cercle passant par 0
Le cercle passe par 0, et donc son image par 8. Nous écrivons alors

ι
`
Cpω, |ω|q˘ “ ι

`
Cpω, |ω|qzt0u˘Y t8u. (23.178)

Nous avons
Cpω, |ω|qzt0u “ tz P C˚ tel que zz̄ ´ ω̄z ´ ωz̄ “ 0u, (23.179)

et un calcul usuel donne

ι
`
Cpω, |ω|qzt0u˘ “ tz P C˚ tel que 1´ ω̄z ´ ωz̄ “ 0u, (23.180)

et donc
ι
`
Cpω, |ω|q˘ “ dpω, 1q, (23.181)

en nous souvenant que le point 8 est contenu dans dpω, 1q.

PROPooYFJBooAWxFIs

Proposition 23.80.
Une homographie conserve l’ensemble des droites et cercles de Ĉ.

Attention : cela ne veut pas dire qu’une homographie transforme une droite en une droite et
un cercle en un cercle. Ça veut dire qu’une homographie transforme une droite en une droite ou
un cercle et un cercle en une droite ou un cercle.
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Démonstration. Nous savons par la proposition 22.11 et 23.77 que les homographies se décomposent
en inversion, réflexion, translation et rotation-homothétie.

À part pour l’inversion, tout est clair comment ça fonctionne hein. En ce qui concerne l’inver-
sion, nous avons la proposition 23.79 qui donne déjà toutes les réponses.

23.81.
Les homographies préservent les angles, c’est l’objet du théorème suivant. Il ne faudrait cependant
pas croire que si A, B et C sont trois points distincts, l’angle entre AC et BC est le même que
celui entre fpAqfpCq et fpBqfpCq dès que f est une homographie. Cela serait préserver les angles
globalement, c’est-à-dire préserver les angles lorsque les points sont déplacés par f .

Nous allons regarder les angles locaux, c’est-à-dire lorsque les points sont déplacés par df .

Définition 23.82.
Nous disons qu’une application f : R2 Ñ R2 préserve localement les angles non orientés lorsque

cos
`
dfapuq, dfapvq

˘ “ cospu, vq (23.182)

pour tout a P R2 et u, v P R2. Ici il est mieux de penser à u, v P TaR2 pour qui sait les espaces
tangents en géométrie différentielle.

Voir la définition de l’angle 18.52.

Théorème 23.83.
Les homographies de P pC2q préservent localement les angles non orientés.

Démonstration. En ce qui concerne les translations, dilatations et rotations, les choses sont claires.
Vérifions pour l’inversion, qu’il faut interpréter dans R2. Pour z “ x` iy nous avons

ιpzq “ 1
z
“ x

x2 ` y2 ´ i
y

x2 ` y2 . (23.183)

Nous devons donc étudier la fonction

F : R2 Ñ R2

px, yq ÞÑ
´ x
r2 ,´

y

r2

¯ (23.184)

où nous avons posé r2 “ x2 ` y2 pour simplifier les notations.
Soient deux vecteurs u, v P R2 et un point a P R2. Nous devons prouver que

u· v

}u}}v} “
dFapuq· dFapvq
}dFapuq}}dFapvq} . (23.185)EQooRXSJooFnLVLCEQooRXSJooFnLVLC

Pour cela, nous pourrions calculer dFa et passer en coordonnées polaires[593] mais nous préférons
faire les calculs à la dure parce que nous avons Sage avec nous.

Nous notons A la matrice de dF en a “ px, yq et nous avons

Au·Av “ AtAu· v (23.186)

ainsi que }u} “ ?u·u “ ?AtAu·u, de telle sorte qu’il devienne urgent de calculer AtA. Voici
le calcul :

1 var( ’y ’)
2

3 # les f o n c t i o n s c o o r d o n n é e s
4 F1(x,y)=x/(x**2+y**2)
5 F2(x,y)=-y/(x**2+y**2)
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6

7 # La m a t r i c e d i f f é r e n t i e l l e :
8 A= matrix ( [ [F1.diff(x). simplify_full (),F1.diff(y). simplify_fullÐâ

()],[F2.diff(x). simplify_full (),F2.diff(y). simplify_full ()] Ðâ

] )
9

10 # Q u e l q u ’ un peut e x p l i q u e r p o u r q u o i ceci ne f o n c t i o n n e pas ?
11 # A = m a t r i x ( [ [ F1 . diff ( x ) , F1 . diff ( y ) ] ,[ F2 . diff ( x ) , F2 . diff ( y ) ] ]Ðâ

) . s i m p l i f y _ f u l l ()
12

13 # A ^ tA
14 S=A. transpose ()*A
15 S=S. simplify_full () # Mais ça , ça m a r c h e !!
16 print (S)

tex/sage/sageSnip009.sage

Le résultat est que

AtA “
ˆ 1
r4 0
0 1

r4

˙
“ 1
r4 Id . (23.187)

La vérification de (23.185) est alors immédiate.

23.6.3 Birapport

Nous introduisons maintenant quelque chose qui s’appelle le « birapport » et qui n’est à priori
pas du tout lié au birapport défini en 23.42.

DEFooQYHVooMZwQMB

Définition 23.84 (Birapport dans Ĉ[527]).
Soient a, b, c, x P Ĉ où a, b et c sont distincts. Le birapport de ces quatre nombres est l’élément
de Ĉ donné par, si a, b, c ‰ 8 :

ra, b, c, xs “ pa´ cqpb´ xqpb´ cqpa´ xq , (23.188)EQooQJWZooOXKslhEQooQJWZooOXKslh

et

r8, b, c, xs “ b´ x
b´ c (23.189a)SUBEQooNSONooYUhuzBSUBEQooNSONooYUhuzB

ra,8, c, xs “ a´ c
a´ x (23.189b)

ra, b,8, xs “ b´ x
a´ x (23.189c)

23.85.
Notons la « logique » des cas particuliers. Pour le premier 11, si aÑ8 tandis que les autres restent
dans C alors a ´ c et a ´ x deviennent du même ordre de grandeur et se simplifient. Il reste les
deux autres parties de la fraction.

C’est cette même logique qui, partant de ra, b,8, xs “ b´x
a´x donne

ra, b,8,8s “ 1 (23.190)

comme il se doit si nous avons l’intention de ressembler au lemme 23.47.

L’objet « birapport » introduit ici est évidemment lié au birapport sur P pC2q défini plus haut.
Le lien est la proposition suivante.

11. Pour avoir une notion de topologie sur Ĉ vous pouvez aller voir la définition 48.56 et ce qui l’entoure. En
particulier la compactification en un point 48.54.
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PROPooLKQQooEOrjwC

Proposition 23.86.
Soit l’application φ0 : P pC2q Ñ Ĉ définie en 23.36. Si A,B,C,X P P pC2q alors

rA,B,C,Xsφ0 “ rφ0pAq, φ0pBq, φ0pCq, φ0pXqs. (23.191)EQooEOZZooMRHJfHEQooEOZZooMRHJfH

Cela est une égalité dans Ĉ.

Démonstration. Nous écrivons A “ ra1, a2s, B “ rb1, b2s, C “ rc1, c2s avec a1, a2, b2, b2, c1, c2 P C.
Par définition rA,B,C,Xsφ0 “ pφ0 ˝ ϕqpXq où ϕ : P pC2q Ñ P pC2q est l’unique homographie telle
que SUBEQSooTFWTooRnijrY

ϕra1, a2s “ r1, 0s (23.192a)
ϕrb1, b2s “ r0, 1s (23.192b)
ϕrc1, c2s “ r1, 1s (23.192c)

Une des difficultés de cette preuve va être de calculer ce ϕ. D’abord nous pouvons introduire
ϕ̃ “ φ0 ˝ ϕ ˝ φ´1

0 qui est obligatoirement (proposition 23.72) de la forme

ϕ̃pzq “ αz ` β
γz ` δ . (23.193)

Nous allons imposer les relations (23.192) pour déterminer les coefficients α, β, γ et δ.
D’abord

pφ´1
0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0q

`ra1, a2s
˘ “ pφ´1

0 ˝ ϕ̃qpa1{a2q (23.194a)

“ φ´1
0

˜
αa1
a2
` β

γ a1
a2
` δ

¸
(23.194b)

“ “
α
a1
a2
` β, γ a1

a2
` δ‰. (23.194c)

Égaler cela à r1, 0s donne
$
’&
’%

α
a1
a2
` β ‰ 0 (23.195a)

γ
a1
a2
` δ “ 0. (23.195b)

Donc nous avons déjà
ϕ̃pzq “ αz ` β

γpz ´ a1
a2
q “

αz ` β
γ
`
z ´ φ0pAq

˘ . (23.196)

En y imposant la contrainte pφ´1
0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0qprb1, b2sq “ r0, 1s nous trouvons les contraintes

"
γ
`
φ0pBq ´ φ0pAq

˘ ‰ 0 (23.197a)
β “ ´αφ0pBq. (23.197b)

Nous avons décidé d’écrire φ0pAq au lieu de a1{a2 à la fois pour un soucis de simplification d’écriture
et dans le but de ressembler à (23.191). En substituant :

ϕ̃pzq “ α
`
z ´ φ0pBq

˘

γ
`
z ´ φ0pAq

˘ . (23.198)

La condition pour rc1, c2s donne
“
α
`
φ0pCq ´ φ0pBq

˘
, γ
`
φ0pCq ´ φ0pAq

˘‰ “ r1, 1s, (23.199)

ce qui donne
α
`
φ0pCq ´ φ0pBq

˘ “ γ
`
φ0pCq ´ φ0pAq

˘
. (23.200)
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Nous avons alors
γ “ α

φ0pCq ´ φ0pBq
φ0pCq ´ φ0pAq , (23.201)

et les α se simplifient dans la formule pour ϕ̃ :

ϕ̃pzq “
`
z ´ φ0pBq

˘`
φ0pCq ´ φ0pAq

˘
`
z ´ φ0pAq

˘`
φ0pCq ´ φ0pBq

˘ . (23.202)

Par la proposition 23.72, l’application φ´1
0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0 est une homographie. Nous pouvons donc

calmement calculer le birapport rA,B,C,Xsφ0 de la façon suivante :

rA,B,C,Xsφ0 “ pφ0 ˝ ϕqpXq (23.203a)
“ pφ0 ˝ φ´1

0 ˝ ϕ̃ ˝ φ0qpXq (23.203b)
“ ϕ̃

`
φ0pXq

˘
(23.203c)

“
`
φ0pXq ´ φ0pBq

˘`
φ0pCq ´ φ0pAq

˘
`
φ0pXq ´ φ0pAq

˘`
φ0pCq ´ φ0pBq

˘ (23.203d)

“ rφ0pAq, φ0pBq, φ0pCq, φ0pAqs. (23.203e)

PROPooQGPFooReNaGq

Proposition 23.87.
Les homographies de Ĉ conservent le birapport.

Démonstration. Ici le mot « homographie » réfère à la définition 23.74 et le birapport à 23.84.
Soient a, b, c, x P Ĉ et une homographie ϕ̃ : ĈÑ Ĉ. Il existe une homographie ϕ : P pC2q Ñ P pC2q
telle que ϕ̃ “ φ0 ˝ ϕφ´1

0 . Alors
“
ϕ̃paq, ϕ̃pbq, ϕ̃pcq, ϕ̃pxq‰ “ “pϕ ˝ φ´1

0 qpaq, pϕ ˝ φ´1
0 qpbq, pϕ ˝ φ´1

0 qpcq, pϕ ˝ φ´1
0 qpxq, ‰

φ0
(23.204a)

“ “
φ´1

0 paq, φ´1
0 pbq, φ´1

0 pcq, φ´1
0 pxq, ‰

φ0
(23.204b)

“ ra, b, c, xs. (23.204c)

Justifications :
— Identification des birapports sur P pC2q et sur Ĉ, proposition 23.86.
— Invariance du birapport sour les homographies (dans P pC2q), proposition 23.49.

PROPooSGCJooLnOLCx

Proposition 23.88.
Soient des points a, b, c, x dans Ĉ avec a, b, c distincts. Ils sont alignés ou cocycliques si et seulement
si ra, b, c, xs P R̂.

Démonstration. Nous allons faire plusieurs cas. Mais dans tous les cas vous pouvez relire la défi-
nition des angles orientés 18.147 et la partie sur les angles dans les nombres complexes 18.10.12.

(1) Tous les points sont distincts et dans C
D’une part, nous savons que le nombre complexe reiθ est réel si et seulement si θ P r0sπ, et
d’autre part l’argument du birapport (23.188) est

rÝÑca,ÝÑcbs ` rÝÑxb,ÝÑxas. (23.205)

Le birapport est réel si et seulement si

rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs P r0sπ. (23.206)

À gauche nous avons une classe modulo 2π et à droite une classe modulo π. L’égalité signifie
qu’il y a un représentant du membre de gauche qui appartient au membre de droite. Si vous
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aimez faire très attention à ce que signifient les notations, voici trois manières d’écrire la
condition, par ordre croissant de précision :

rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs “ r0sπ, (23.207a)
rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs P r0sπ, (23.207b)
rÝÑca,ÝÑcbs ´ rÝÑxa,ÝÑxbs Ă r0sπ. (23.207c)SUBEQooEAGIooIKdPQVSUBEQooEAGIooIKdPQV

Nous avons donc que le birapport est réel si et seulement si la condition (23.207c) est vérifiée.
D’après le théorème 18.155, cette dernière condition est équivalente à dire que les points a,
b, c et x sont alignés.

(2) Pas quatre points distincts, dans C
Nous supposons encore que a, b, c et x sont dans C. Mais nous supposons que x est un de
a, b ou c. Vu que par hypothèse a, b et c sont distincts, c’est le seul cas à considérer dans la
catégorie des 4 points non distincts.
Trois points sont toujours alignés ou cocycliques 12. Donc nous devons seulement montrer
que dans ce cas le birapport est toujours dans R̂. Par définition,

— Si x “ a alors ra, b, c, xs “ 8,
— Si x “ b alors ra, b, c, xs “ 0,
— Si a “ c alors ra, b, c, xs “ 1.

Dans tous les cas de figure le birapport est dans R̂.
À ce niveau de la preuve nous devons encore vérifier les cas où a, b, c ou x valent 8. Si l’un

de a, b ou c est 8 et si x l’est aussi, alors, comme 8 est aligné avec tout, nous avons seulement
une droite passant par deux points. Il nous faut donc seulement regarder les cas où un seul des 4
points est 8.

(1) Si a “ 8 Le birapport est alors (par (23.189a))

r8, b, c, xs “ b´ x
a´ x, (23.208)

qui est un nombre à priori complexe dont le dénominateur est supposé non nul parce que le
cas a “ x est déjà traité. L’argument de ce nombre est dans la classe de l’angle orienté

arg
ˆ
b´ x
a´ x

˙
P rÝÑxa,ÝÑxbs. (23.209)

Le birapport est réel si et seulement si le membre de gauche est dans r0sπ. Et cela est
justement le cas où le membre de droite donne des points alignés.

Les cas b “ 8, c “ 8 et x “ 8 se traitent de la même manière.

23.6.4 Division harmonique

Définition 23.89.
Nous disons que les éléments a, b, c et x de Ĉ sont en division harmonique lorsque ra, b, c, xs “
´1.

NORMooUWYDooAZTTWu

23.90.
Une chose qui sera utile par la suite est de remarquer que ra, b, c,8s “ ´1 lorsque c “ a`b

2 .

Nous allons maintenant voir comment, pour a, b, c P C donnés nous pouvons construire x tels
que a, b, c, x soient en division harmonique. Vu que trois points sont soit cocycliques soit alignés
nous divisons la construction en deux parties.

Notons que si nous trouvons une construction qui donne un point x vérifiant ra, b, c, xs “ ´1
alors nous prouvons au passage que la construction ne dépend pas des choix intermédiaires parce
que il n’existe qu’un unique x tel que ra, b, c, xs “ ´1 lorsque a, b, c sont donnés.

12. Si ils ne sont pas alignés, prendre la médiatrice du segment ra, bs et celle de rb, cs, et l’intersection vous donnera
le centre d’un cercle passant par a, b et c.
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LEMooAEDTooKsUoPw

Lemme 23.91 ([597, 598]).
Soient a, b, c cocycliques dans C. Nous nommons C le cercle contenant a, b et c ainsi que Ta et Tb
les tangentes à C en a et b. Soit m “ Ta X Tb et la droite L “ pmcq. Alors le point

x “ pmcq X C (23.210)

vérifie ra, b, c, xs “ ´1.
Si m “ 8 (arrive lorsque Ta ∥ Tb) alors en guise de L nous prenons la parallèle à Ta passant

par c.

Démonstration. Nous séparons les cas suivant que m “ 8 ou non.
(1) m “ 8

Les tangentes à C en a et en b sont parallèles, c’est-à-dire que ces points sont diamétralement
opposés sur C. Les homographies préservent le birapport (proposition 23.87), et les rotations,
dilatations et translations sont des homographies (voir 23.77).
Nous pouvons donc nous ramener au cas où C est centré en 0 et de rayon 1 avec a “ i et
b “ ´i. Dans ce cas, c “ eiθ. Vu que x est donné par l’intersection entre le cercle et la droite
horizontale passant par c nous avons x “ eipπ´θq. Le birapport se calcule explicitement :

ra, b, c, xs “ pi´ e
iθqp´i´ eipπ´θqq

p´i´ eiθqpi´ eipπ´θqq “ ´1. (23.211)

(2) m ‰ 8
Nous sommes dans la situation suivante où à une translation près nous supposons x “ 0 :

‚a

‚
b

‚ m

‚x

‚c

C

Nous allons prouver que dans ce cas, ra, b, c, xs “ ´1. Pour cela nous considérons l’inversion
de centre x (qui est x “ 0 par translation). Soit ϕ̃ cette homographie. Elle conserve le
birapport, il nous allons voir que calculer rϕ̃paq, ϕ̃pbq, ϕ̃pcq, ϕ̃pxqs se révèle être plus facile 13.
Nous nommons A “ pamq, B “ pbmq, C “ pcmq et C, le cercle. Nous allons maintenant faire
intensément usage de la proposition 23.79. Nous avons :

— ϕ̃pAq est un cercle passant par 0.
— ϕ̃pBq est un cercle passant par 0.
— ϕ̃pCq est la droite C.
— ϕ̃pCq est une droite ne passant pas par 0.

Les droites A et B se coupent en m et en 8 (qui sont des points distincts). Donc les cercles
ϕ̃pAq et ϕ̃pBq se coupent en 0 et ϕ̃pmq, aucun de ces deux points n’est sur la droite ϕ̃pCq.
Par tangence, la droite A et le cercle C se coupent en un seul point (a). Donc ϕ̃pAq coupe
ϕ̃pCq en un seul point, ϕ̃paq. Idem pour le cercle ϕ̃pBq.
Nous avons donc que les cercles ϕ̃pAq et ϕ̃pBq sont tangents à la droite ϕ̃pCq et se coupent
en exactement deux points distincts (qui sont donc du même côté de la droite).
Nous nous intéressons à la droite ϕ̃pCq. C’est une droite parce que c’est l’image d’une droite
passant par 0. Elle passe par 0, par ϕ̃pcq et ϕ̃pmq. Le fait qu’elle passe par 0 et ϕ̃pmq fait

13. Si vous n’avez peur d’aucun calculs, il suffit de poser a “ eiθ, b “ e´iθ et c “ eiσ et vous êtes théoriquement
capable de calculer les coordonnées de tous les points, y compris de x en termes de θ et σ. Ensuite le calcul du
birapport est explicite.
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que c’est la droite passant par les deux intersections des cercles. Vu que c P C X C, le point
d’intersection ϕ̃pCq X ϕ̃pCq est ϕ̃pcq.
Quelle est la puissance du point ϕ̃pcq par rapport au cercle ϕ̃pAq ? En la calculant avec la
droite ϕ̃pCq, qui intersecte les deux cercles aux points déjà étudiés, la puissance est :

k “ d
`
ϕ̃pcq, 0˘ˆ d`ϕ̃pcq, ϕ̃pmq˘. (23.212)

Vu que ces points sont également sur le cercle ϕ̃pBq, la puissance de ϕ̃pcq par rapport à ce
second point est la même.
Tout cela justifie le dessin suivant 14 :

‚
φ̃paq

‚
φ̃pcq

‚
φ̃pbq

‚ φ̃pmq
φ̃pAq

φ̃pBq

‚ 0

φ̃pCq

Mais la droite passant par ϕ̃paq et ϕ̃pcq (qui est tangente au cercle) permet également de
calculer cette puissance :

k “ d
`
ϕ̃paq, ϕ̃pcq˘. (23.213)

Idem pour la puissance par rapport à l’autre cercle :

k “ d
`
ϕ̃pbq, ϕ̃pcq˘. (23.214)

Nous en déduisons que ϕ̃pcq est le milieu entre ϕ̃paq et ϕ̃pbq.
Du coup “

ϕ̃paq, ϕ̃pbq, ϕ̃pcq, ϕ̃pxq‰ “ “
ϕ̃paq, ϕ̃pbq, ϕ̃pcq,8‰ “ ´1 (23.215)

en vertu de ce que nous avons raconté en 23.90.

LEMooYBTHooABWkeo

Lemme 23.92 ([598]).
Soit a, b, c P C colinéaires. Soit m un point hors de cette droite. Nous considérons une droite issue
de c coupant rmas en p et rmbs en q.

Nous construisons n “ paqq X ppbq et finalement x “ pmnq X pabq.
À la fin nous avons

ra, b, c, xs “ ´1. (23.216)

Démonstration. Commençons par un dessin de la situation :

14. Bien que ce ne soit pas strictement nécessaire à la preuve, est-ce que vous savez si les deux cercles ont le même
rayon ? Et si par hasard la droite

`
ϕ̃pmqϕ̃pcq

˘
n’arrive pas perpendiculairement à ϕ̃pCq ?
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‚
a

‚
b

‚
c‚

x

‚p

‚ q

‚m

‚n

Les points a, b et m ne sont pas alignés, et nous pouvons les utiliser comme repère barycentrique
(voir 8.51 pour savoir en deux mots ce que c’est). Nous nommons pα, β, γq les coordonnées de n
dans ce système, c’est-à-dire que

αÝÑna` βÝÑnb` γÝÑnm “ 0. (23.217)

Dans notre contexte, nous pouvons voir le vecteur ÝÑst comme une façon d’écrire le nombre t ´ s.
Par la proposition 8.58 nous savons les coordonnées barycentriques de p, x et q en regardant le
triangle acb. Voici les coordonnées et les relations qu’elles signifient : SUBEQSooKKIXooZbWyHe

n “ pα, β, γq, αÝÑna` βÝÑnb` γÝÑnm “ 0 (23.218a)
p “ pα, 0, γq, αÝÑpa` γÝÑpm “ 0 (23.218b)
q “ p0, β, γq, β

ÝÑ
qb ` γÝÑqm “ 0 (23.218c)

x “ pα, β, 0q. αÝÑxa` βÝÑxb “ 0. (23.218d)SUBEQooRUUDooDGsMoqSUBEQooRUUDooDGsMoq

Nous voudrions maintenant voir les coordonnées de c. Nous posons c “ pλ, µ, σq :

λÝÑca ` µÝÑcb ` σÝÑcm “ 0. (23.219)EQooZKBSooZOzqrVEQooZKBSooZOzqrV

Mais a, b et c sont alignés, donc ÝÑca et ÝÑcb sont colinéaires, alors que ÝÑcm n’est pas aligné avec les
deux autres. L’annulation (23.219) demande donc l’annulation séparément

"
σÝÑcm “ 0 (23.220a)
λÝÑca ` µÝÑcb “ 0SUBEQooOTAOooQLndsd

. (23.220b)

Nous en déduisons que σ “ 0 et aussi que λ et µ ne sont pas nuls. Nous posons arbitrairement
λ “ 1 parce que les coordonnées barycentriques sont définies à coefficient multiplicatif près.

Nous imposons à présent le fait que p, q et c sont alignés. Pour cela nous devons faire apparaitre
les vecteurs ÝÑpq, ÝÑpc, ÝÑpc. Vu le dessin et les relations disponibles (23.218) le mieux est d’utiliser les
relations de Chasles (proposition 8.5) pour faire ÝÑca “ ÝÑcp`ÝÑpa et ÝÑcb “ ÝÑcq`ÝÑqb. La relation (23.220b)
devient : ÝÑcp `ÝÑpa` µpÝÑcq `ÝÑqbq “ 0. (23.221)

Les vecteurs ÝÑcp et ÝÑcq sont alignés, donc nous les écrivons ensemble. Les vecteurs ÝÑpa et ÝÑqb se
transforment en utilisant les relations (23.218) :

ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpm´ µγ

β
ÝÑqm. (23.222)

Enfin nous voulons faire la somme du terme ÝÑpm avec le terme ÝÑqm. D’abord on change le signe :

ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpm` µγ

β
ÝÑmq (23.223)

ensuite nous écrivons
µγ

β
“ µγ

β
` γ

α
´ γ

α
, (23.224)

et
ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
pÝÑpm`ÝÑmqq `

ˆ
µγ

β
` γ

α

˙
ÝÑmq “ 0. (23.225)
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Tout cela pour
ÝÑcp ` µÝÑcq ´ γ

α
ÝÑpq `

ˆ
µγ

β
` γ

α

˙
ÝÑmq “ 0. (23.226)

Le dernier terme n’est pas colinéaire aux deux premiers et s’annule donc séparément :

µγ

β
` γ

α
“ 0. (23.227)

Cela donne µ “ ´β{α.
Au final nous avons

ÝÑca ´ β

α

ÝÑ
cb “ 0 (23.228)

et donc
αÝÑca ´ βÝÑcb “ 0, (23.229)EQooWKBWooEWhDiMEQooWKBWooEWhDiM

ce qui donne les coordonnées pα,´β, 0q pour le point c.
Vu que nous somme dans l’espace vectoriel C, ce que nous notons ÝÝÑAB n’est rien d’autre que

la différence B ´A dans C 15. La relation (23.229) signifie donc

αpa´ cq “ βpb´ cq. (23.230)

Nous avons alors :
a´ c
b´ c “

β

α
. (23.231)

Par ailleurs, la relation (23.218d) à propos des coordonnées de x donne

a´ x
b´ x “ ´

β

α
. (23.232)

En égalisant les deux valeurs de β{α nous trouvons :

a´ c
b´ c “

x´ a
b´ x , (23.233)

ce qui donne (via un petit jeu de signes)

pc´ aqpx´ bq
pc´ bqpx´ aq “ ´1. (23.234)

C’est cela que nous voulions.

23.6.5 Groupe circulaire

Nous avons vu que les homographies préservent l’ensemble des cercles et droites. Nous pouvons
nous demander quel est le groupe maximum préservant l’ensemble des cercles et droites.

Définition 23.93.
Le groupe circulaire de C est le groupe de transformations de Ĉ engendré 16 par les homogra-
phies 17 et la conjugaison complexe. Le groupe circulaire de l’espace projectif est l’ensemble des
applications de la forme φ´1

0 ˝ f ˝ φ0 où f est un élément du groupe circulaire de C.

Vu le lemme 23.78, la conjugaison complexe n’est pas une homographie. Donc cette définition
n’est pas stupide : le groupe circulaire est strictement plus grand que le groupe des homographies.

15. Les mauvaise langues diront que tout le chapitre sur les espaces affines, et surtout la partie sur les barycentres
ne sont rien d’autres que le snobisme d’écrire ÝÑxy au lieu de y ´ x. C’est aussi une facilité d’écriture.

16. Définition 1.311.
17. Homographie de Ĉ : définition 23.74.
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LEMooOPOMooWZLSeH

Lemme 23.94.
Soit une application α : C Ñ C fixant 1 et 0 et préservant les divisions harmoniques (c’est-à-dire
tel que son prolongement à Ĉ donné par αp8q “ 8 préserve les divisions harmoniques). Alors α
est un automorphisme de corps 18.

Démonstration. Nous savons que si a, b, c P C nous avons c “ pa ` bq{2 si et seulement si
ra, b, c,8s “ ´1. Vu que α préserve les divisions harmoniques nous avons équivalence entre les
affirmations suivantes :

c “ a` b
2 (23.235a)

ra, b, c,8s “ ´1 (23.235b)
rαpaq, αpbq, αpcq, αp8qs “ ´1 (23.235c)

αpaq ` αpbq
2 “ αpcq. (23.235d)

Donc α préserve les milieux : pour tout a, b P C nous avons

α

ˆ
a` b

2

˙
“ αpaq ` αpbq

2 . (23.236)EQooZCWFooZkwVVWEQooZCWFooZkwVVW

En particulier, cette relation avec b “ 0 donne (parce que αp0q “ 0) : αpa{2q “ αpaq{2. Nous avons
au final, en utilisant cela en conjonction avec (23.236) :

αpaq ` αpbq
2 “ α

ˆ
a` b

2

˙
“ αpa` bq

2 . (23.237)

Cela démontre déjà que
αpa` bq “ αpaq ` αpbq. (23.238)

En particulier αp´aq “ αp0´ aq “ αp0q ´ αpaq “ ´αpaq.
Nous passons maintenant à la démonstration du fait que αpabq “ αpaqαpbq. Pour tout a différent

de 0 et ˘1 nous avons
ra,´a, a2, 1s “ pa´ a

2qp´a´ 1q
p´a´ a2qpa´ 1q “ ´1. (23.239)EQooUPTOooOsEXjpEQooUPTOooOsEXjp

Et en prenant αpaq en guise de a nous avons aussi

rαpaq,´αpaq, αpaq2, αp1qs “ ´1. (23.240)EQooXYKYooQJAiMBEQooXYKYooQJAiMB

Vu que α préserve les divisions harmoniques, l’équation (23.239) donne aussi
“
αpaq, αp´aq, αpa2q, αp1q‰ “ ´1, (23.241)

c’est-à-dire “
αpaq,´αpaq, αpa2q, 1‰ “ ´1. (23.242)EQooYYHLooSELBflEQooYYHLooSELBfl

Comparant (23.240) avec (23.242) et en tenant compte de l’unicité du birapport 19 nous avons

αpa2q “ αpaq2. (23.243)

Avec cela nous pouvons y aller en remarquant que

ab “
ˆ
a` b

2

˙2
´
ˆ
a´ b

2

˙2
. (23.244)

18. Définition 1.42.
19. C’est-à-dire que si trois éléments du birapport sont donnés, le quatrième est fixé. C’est une variation sur la

thème de la proposition 23.48(2).
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Nous appliquons α à cette dernière équations en tenant compte de ce que nous savons déjà

αpabq “
ˆ
αpaq ` αpbq

2

˙2
´
ˆ
αpaq ´ αpbq

2

˙2
“ αpaqαpbq. (23.245)

THOooKMKWooZPIDaK

Théorème 23.95 ([598, 599]).
Le groupe circulaire de C est le groupe des bijections Ĉ Ñ Ĉ préservant l’ensemble des cercles-
droites.

Démonstration. L’inclusion dans un sens est facile : les homographies conservent l’ensemble des
cercles et droites par la proposition 23.80. Et la conjugaison complexe aussi.

Soit une bijection f : Ĉ Ñ Ĉ préservant les cercles-droites. Nous supposons dans un premier
temps que fp0q “ 0, fp1q “ 1 et fp8q “ 8.

(1) Pour f vérifiant fp0, 1,8q “ 0, 1,8
Si C est un cercle alors fpCq est un cercle ou une droite, mais vu que C ne contient pas 8,
l’ensemble fpCq ne le contient pas non plus. Donc f transforme un cercle en un cercle et une
droite en une droite.

(1a) f préserve les divisions harmoniques
Soient a, b, c, x dans Ĉ tels que ra, b, c, xs “ ´1. Nous allons prouver que rfpaq, fpbq, fpcq, fpxqs “
´1.
Si a, b et c sont colinéaires, nous suivons la construction du lemme 23.92. Soit m hors
de la droite pabq et une droite D passant par c et coupant rmas en p et rmbs en q. Nous
posons n “ ppbq X pqaq. Alors x “ pmnq X pacq.
L’application f est une bijection qui respecte les intersectons, les tangences, les cercles
et les droites). Le point fpmq est hors de la droite

`
fpaqfpbq˘. La droite fpDq passe par

fpcq et coupe les segments rfpmqfpaqs en fppq et rfpmqfpbqs en fpqq. Alors nous avons

fpnq “ `
fppqfpbq˘X `

fpqqfpaq˘ (23.246)

et aussi
fpxq “ `

fpmqfpnq˘X `
fpaqfpcq˘ (23.247)

Donc fpxq se construit à partir de fpaq, fpbq et fpcq en suivant la même construction
que x à partir de a, b et c. Nous en concluons que rfpaq, fpbq, fpcq, fpxqs “ ´1.
Si a, b et c sont cocycliques, le même raisonnement, en suivant le lemme 23.91 nous
donne le même résultat.

(1b) f est un automorphisme du corps C
C’est le lemme 23.94.

(1c) Et enfin . . .
Notre application f est un automorphisme du corps C qui fixe R parce qu’elle laisse
invariante les droites dans C. Donc la proposition 6.6 nous dit que f est soit l’identité
soit la conjugaison complexe. Dans les deux cas, f est dans le groupe circulaire.

(2) Pour f plus générale
Nous ne supposons plus que f fixe 0, 1 et 8. En tout cas les nombres f´1p1q, f´1p0q et
f´1p8q sont distincts parce que f est une bijection. Nous pouvons considérer une homogra-
phie 20 ϕ : Ĉ Ñ Ĉ telle que ϕp1q “ f´1p1q, ϕp0q “ f´1p0q et ϕp8q “ f´1p8q. Dans ce cas
l’application

g “ f ˝ ϕ (23.248)

20. Attention : ici nous parlons d’homographies de Ĉ, pas de P pC2
q. L’existence d’une telle application demande

de composer le corolaire 23.35 avec l’application φ0 et la définition 23.74 et 23.75.
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vérifie gp1q “ 1, gp0q “ 1 et gp8q “ 8 tout en continuant à transformer un cercle-droite en un
cercle-droite. Donc f ˝ϕ est soit l’identité soit la conjugaison complexe. Avec ça, l’application

f “ g ˝ ϕ´1 (23.249)

est la composée d’une homographie avec soit l’identité soit la conjugaison complexe. Elle est
donc dans le groupe circulaire.

23.6.6 Action du groupe modulaire

Le demi-plan de Poincaré est l’ensemble

P “ tz P C tel que ℑpzq ą 0u. (23.250)

Le groupe modulaire est le quotient de groupes

PSLp2,Zq “ SLp2,Zq
Z2

. (23.251)

Ce sont donc les matrices au signe près de la forme
ˆ
a b
c d

˙
(23.252)

où a, b, c et d sont entiers tels que ad´ cb “ 1.
ThoItqXCm

Théorème 23.96 ([600]).
Le groupe modulaire agit fidèlement (définition 2.30) sur le demi-plan de Poincaré par

ˆ
a b
c d

˙
˚ z “ az ` b

cz ` d. (23.253)EqVXvwlBEqVXvwlB

L’ensemble D “ D1 YD2 avec

D1 “ tz P P tel que |z| ą 1, ´1
2 ď ℜpzq ă 1

2u (23.254a)

D2 “ tz P P tel que |z| “ 1, ´1
2 ď ℜpzq ď 0u (23.254b)

est un domaine fondamental (définition 2.37) de cette action.
De plus si nous notons

S “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
, T “

ˆ
1 1
0 1

˙
, (23.255)

alors pour tout z P P , il existe A P grpS, T q telle que A ˚ z P D.

Démonstration. Nous divisions la preuve en plusieurs étapes.
(1) Bien définie

D’abord il faut remarquer que l’action (23.253) est bien définie par rapport au quotient :
A ˚ z “ p´Aq ˚ z. La vérification est immédiate.

(2) Interne
Montrons que si A P PSLp2,Zq et z P P alors A ˚ z P P . Nous avons

A ˚ z “ az ` b
cz ` d “

paz ` bqpcz̄ ` dq
|cz ` d|2 “ a|z|c` azd` bcz̄ ` bd

|cz ` d|2 , (23.256)

et donc en décomposant z “ ℜpzq ` iℑpzq,

ℑpA ˚ zq “ ℑ
ˆ
azd` bcz̄
|cz ` d|2

˙
“ ad´ bc
|cz ` d|2 ℑpzq “ ℑpzq

|cz ` d|2 (23.257)

où nous avons tenu compte de ad ´ bc “ 1. Donc l’action respecte la (stricte) positivité de
la partie imaginaire.
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(3) Action
Nous vérifions maintenant que la formule donne bien une action : A ˚ pB ˚ zq “ pABq ˚ z.
Cela est un bon calcul :

A ˚ pB ˚ zq “ A ˚
ˆ
a1z ` b1

c1z ` d1

˙
(23.258a)

“
a
´
a1z`b1

c1z`d1

¯
` b

c
´
a1z`b1

c1z`d1

¯
` d

(23.258b)

“ apa1z ` b1q ` bpc1z ` d1q
cpa1z ` b1q ` dpc1z ` d1q (23.258c)

“ paa
1 ` bc1qz ` pab1 ` bd1q

pca1 ` dc1qz ` pcb1 ` dd1q (23.258d)

“
ˆ
aa1 ` bc1 ab1 ` bd1
a1c` dc1 cb1 ` dd1

˙
˚ z (23.258e)

“ pABq ˚ z. (23.258f)

(4) Fidèle
Soit A P PSLp2,Zq tel que pour tout z P P nous ayons

az ` b
cz ` d “ z. (23.259)

Alors nous avons
cz2 ` pd´ aqz ` b “ 0. (23.260)

Cela est donc un polynôme en z qui s’annule sur un ouvert 21 (le demi-plan de Poincaré). Il
doit donc être identiquement nul, donc c “ b “ a ´ d “ 0. Si vous n’y croyez pas, écrivez
pour z “ ϵi (avec ϵ ą 0) :

´cϵ2 ` ϵpd´ aqi` b “ 0 (23.261)
pour tout ϵ. Le fait d’avoir cϵ2 “ b pour tout ϵ implique que c “ b “ 0. Donc A est de la
forme

A “
ˆ
a 0
0 d

˙
, (23.262)

avec la contrainte supplémentaire que ad “ 1, les nombres a et b étant entiers. Nous avons
donc soit a “ d “ 1 soit a “ d “ ´1. Étant donné le quotient par Z2, ces deux possibilités
donnent le même élément de PSLp2,Zq.

(5) Les orbites intersectent D
Soit z P P . Nous devons trouver A P PSLp2,Zq tel que A ˚ z P D. Nous savons déjà que

ℑpA ˚ zq “ ℑpzq
|cz ` d|2 . (23.263)

Nous notons Oz l’orbite de z sous le groupe modulaire et nous posons

Iz “ tℑpuq tel que u P Ozu “ tℑpA ˚ zq tel que A P PSLp2,Zqu, (23.264)

l’ensemble des parties imaginaires des éléments de l’orbite de z. Nous allons montrer que cet
ensemble est borné vers le haut en montrant que la quantité |cz ` d| ne peut, à z donné,
prendre qu’un nombre fini de valeurs plus grandes que ℑpzq 22. Nous cherchons donc les
couples pc, dq P Z2 tels que |cz ` d| ă 1.

21. On ne peut pas dire que b “ 0 simplement en justifiant qu’on l’obtient en posant z “ 0 parce que z “ 0 n’est
pas dans le demi-plan de Poincaré.

22. Bien que cela ne soit pas indispensable pour la preuve, remarquons que Iz ne comprend qu’une quantité au
plus dénombrable de valeurs. Le fait que, à z donné, la quantité |cz ` d|

2 puisse être rendue aussi grande que l’on
veut est évident. Donc Iz est borné vers le bas par zéro (qui n’est pas atteint, mais qui est une valeur d’adhérence).
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Nous avons ℑpcz ` dq “ cℑpzq, donc |cz ` d| ě |cℑpzq|, mais il n’y a qu’un nombre fini de
c P Z tels que |cℑpzq| ă 1. De la même façon, pour la partie réelle nous avons

ℜpcz ` dq “ cℜpzq ` d, (23.265)

et pour chaque c, il n’y a qu’un nombre fini de d P Z qui laissent cette quantité plus petite
que 1 (en valeur absolue).
Donc Iz possède un maximum. Soit A1 P PSLp2,Zq tel que ℑpA1 ˚ zq “ max Iz. Nous notons
z1 “ A1 ˚ z, et que nous n’avons à priori pas l’unicité. Nous allons maintenant agir sur z1
avec l’élément

T “
ˆ

1 1
0 1

˙
(23.266)

pour ramener z1 dans le domaine D. Si u P P nous avons T ˚ u “ u` 1 et donc

Tn ˚ u “ u` n. (23.267)

Vu que D est de largeur 1, il existe un n (éventuellement négatif) tel que

ℜpTn ˚ z1q P r´1
2 ,

1
2 r. (23.268)

Notons qu’ici le fait d’être ouvert d’un côté et fermé de l’autre joue de façon essentielle (pour
l’unicité aussi). Nous notons z2 “ Tn ˚ z1.
Supposons un instant que |z2| ă 1. Nous considérons l’élément

S “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
(23.269)

qui fait
ℑpS ˚ zq “ ℑz

|z|2 . (23.270)

Donc si |z2| ă 1 alors ℑpS ˚ z2q ą ℑpz2q, ce qui contredit la maximalité de ℑpz2q dans Iz.
Nous en déduisons que |z2| ě 1.
Si |z2| ą 1, alors z2 P D1 et c’est bon. Si |z2| “ 1, alors il faut encore un peu travailler. Si
z2 ˘ 1 est à l’intérieur du disque, alors en agissant avec T ou T´1 nous retrouvons la même
contradiction que précédemment. En écrivant z2 “ eiθ, nous devons donc avoir 2 cospθq ď 1
ou encore |ℜpz2q| ď 1

2 . Donc si ℜpz2q ď 0 alors z2 P D2.
Le dernier cas à traiter est ℜpz2q P s0, 1

2 s, c’est-à-dire θ P rπ3 , π2 r. Dans ce cas l’action avec S
ramène l’angle dans la bonne zone parce que S ˚ z “ ´1

z et donc S ˚ pρe´iθq “ ´1
ρe

´iθ.
(6) Unicité

Nous voulons à présent montrer que si z P D, alors A ˚ z n’est plus dans D (sauf si A “ ˘1).
Nous supposons que z P D et A P PSLp2,Zq soient tels que A ˚ z P D, et nous prouvons
qu’alors soit nous arrivons à une contradiction soit nous arrivons à A “ 1. Pour cela nous
allons décomposer en de nombreux cas.
(6a) Nous commençons par ℑpA ˚ zq ě ℑpzq. Dans ce cas nous avons |cz ` d| ď 1 et en

particulier |c||ℑpzq| ď 1. Étant donné que le point de D qui a la partie imaginaire la
plus petite est ´1

2 ` 2?
3 i, nous trouvons |c| ď 2{?3. Vu que c doit être entier, nous

avons trois cas : c “ ´1, 0, 1.

(6a.i) Soit c “ 0. Alors A “
ˆ
a b
0 d

˙
et la condition de déterminant est ad “ 1, ce qui

signifie a “ d “ 1 (la possibilité a “ b “ ´1 est « éliminée » le quotient par Z2
définissant PSLp2,Zq). La matrice A doit alors être de la forme

A “
ˆ

1 b
0 1

˙
(23.271)

et A ˚ z “ z ` b. Si z P D, alors le seul z ` b à être (peut-être) encore dans D est
b “ 0, mais alors A est l’identité.
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(6a.i) Soit c “ 1. Alors la condition |cz ` d| ď 1 nous donne trois possibilités 23 : d “
´1, 0, 1.

A. Si d “ ´1, alors nous devons avoir |z´1| ď 1. Il est instructif de faire un dessin,
mais le point d’intersection entre les cercles |z| “ 1 et |z ´ 1| “ 1 est le point
1
2 `

?
3

2 i, qui n’est pas dans D. Bref, il n’y a pas de points dans D vérifiant
|z ´ 1| ď 1.

B. Si d “ 1, alors (et c’est maintenant que la dissymétrie de D intervient) nous
avons le point

z “ ´1
2 `

?
3

2 i (23.272)

qui est dans D et qui vérifie |z ` 1| ď 1. Voyons à quoi ressemble la matrice A
dans ce cas. Son déterminant est a´ b “ 1. Nous écrivons donc

A “
ˆ
b` 1 b

1 1

˙
, (23.273)

et en tenant compte du fait que zz̄ “ |z ` 1| “ 1, nous calculons

A ˚ z “ pb` 1qz ` b
z ` 1 (23.274a)

“ pbz ` z ` bqpz̄ ` 1q
|z ` 1|2 (23.274b)

“ z ` b` 1. (23.274c)

La seule façon de ne pas quitter D est d’avoir b “ ´1, mais alors nous avons

A “
ˆ

0 ´1
1 1

˙
(23.275)

et A ˚ z “ z. Donc au final z est quand même le seul de son orbite à être dans
D.
Notons au passage cette très intéressante propriété du point

z0 “ ´1
2 `

?
3

2 i. (23.276)

C’est un point de qui vérifie z0 “ A ˚ z0 pour un élément non trivial A de
PSLp2,Zq. L’existence d’un tel élément est ce qui va nous coûter un peu de
sueur pour prouver que PSLp2,Zq est engendré par S et T .

C. Le cas d “ 0 nous fait écrire 1 “ detA “ ´b, donc b “ ´1 et

A “
ˆ
a ´1
1 0

˙
. (23.277)

Nous avons alors A ˚ z “ a ´ 1
z . De plus la condition |z| ď 1 revient à |z “ 1|.

Pour les nombres complexes de module 1, l’opération z Ñ ´1{z est la symétrie
autour de l’axe des imaginaires purs. Le seul à ne pas sortir de D est le fameux
z “ ´1

2 `
?

3
2 i, qui revient sur lui-même avec a “ ´1.

Nous passons à la possibilité c “ ´1. Dans ce cas la matrice est de la forme

A “
ˆ
a b
´1 d

˙
, (23.278)

et nous revenons au cas c “ 1 en prenant ´A au lieu de A.

23. Je ne rigolais pas quand je disais qu’on allait avoir de nombreux cas.
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(6b) Nous passons au cas ℑpA ˚ zq ă ℑpzq. Nous récrivons cette condition avec

ℑpA ˚ zq ă ℑ
`
A´1 ˚ pA ˚ zq˘. (23.279)

Si nous supposons que z et A sont tels que z et A ˚ z soient tous deux dans D, alors
z1 “ A ˚ z est un élément de D tel que

ℑpz1q ă ℑpA´1 ˚ z1q. (23.280)

Or nous avons vu qu’aucun élément de D vérifiant cette condition n’existait sans être
trivial (celui qui ne bouge pas). Pour cela il suffit d’appliquer tout ce que nous venons
de dire avec A´1 au lieu de A.

(7) Quelques conclusions
Après avoir passé tous les cas en revue, le fameux point z0 “ ´1

2 `
?

3
2 i est l’unique point de

D à accepter une matrice non triviale A P PSLp2,Zq telle que z0 “ A ˚ z0.
Nous remarquons aussi que tous les points de P sont ramenés dans D par une matrice obtenue
comme produit de T , S, T´1 et S´1.

CorJQwgNp

Corolaire 23.97 ([601]).
Les matrices S et T génèrent le groupe modulaire au sens où toute matrice de PSLp2,Zq s’écrit
comme

Tm1Sp1 . . . TmkSpk (23.281)

pour un certain k et des nombres mi, pi P Z. Autrement dit, PSLp2,Zq “ grpS, T q.
Démonstration. Soit z, un point de D autre que z0. Alors si A P PSLp2,Zq est non trivial nous
avons A ˚ z hors de D. Du coup, comme vu dans la démonstration du théorème 23.96, il existe
B P grpS, T q tel que B ˚ pA ˚ zq P D. Vu que D ne contient qu’un seul point de chaque orbite, nous
avons

B ˚A ˚ z “ z, (23.282)

et donc BA “ ˘1, ce qui prouve que 24 A “ B´1, c’est-à-dire que A P grpS, T q.

24. Dans PSLp2,Zq, nous n’avons pas besoin de mettre ˘ parce qu’il est compris dans la définition.



Chapitre 24

Analyse vectorielle

24.1 Le théorème de Green

Soit un champ de vecteurs

F px, y, zq “
¨
˝
F1px, y, zq
F2px, y, zq
F2px, y, zq

˛
‚ (24.1)

et un chemin σ : ra, bs Ñ R3 donné par

σptq “
¨
˝
xptq
yptq
zptq

˛
‚. (24.2)

Nous avons défini la circulation de F le long de σ par
ż

σ
F · dσ “

ż b

a
F
`
σptq˘·σ1ptqdt

“
ż b

a

”
F1

`
σptq˘x1ptq ` F2

`
σptq˘y1pyq ` F3

`
σptq˘z1ptq

ı
dt

“
ż

σ
F1dx` F2dy ` F3dz.

(24.3)

La dernière ligne est juste une notation compacte 1. Elle sert à se souvenir qu’on va mettre x1 à
côté de F1, y1 à côté de F2 et z1 à côté de F3. L’avantage de cette notation est qu’on peut écrire
d’autres combinaisons.

Si f et g sont deux fonctions sur R3, nous pouvons écrire
ż

σ
fdy ` gdz. (24.4)

Cela signifie ż b

a

”
f
`
σptq˘y1ptq ` g`σptq˘z1ptq

ı
dt. (24.5)

Soit D une région du plan et σ, son contour que nous prenons, par convention 2, dans l’orienta-
tion trigonométrique, comme indiqué sur la figure 24.1. Nous supposons également que le domaine
D n’a pas de trous intérieurs.

Nous notons par σ “ BD le bord de D, c’est-à-dire le contour dont nous venons de parler.

1. Il y aurait beaucoup de choses à dire là-dessus, mais la vie est trop courte pour parler de formes différentielles,
et c’est dommage.

2. Il y aurait beaucoup de choses à dire sur ça aussi, mais. . .

2031
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Figure 24.1: Un contour avec son orientation. LabelFigVDFMooHMmFZr

Théorème 24.1 (Théorème de Green).
Soient P,Q : D Ñ R deux fonctions de classe C1. Alors

ż

BD
Pdx`Qdy “

ż

D

ˆBQ
Bx ´

BP
By

˙
dxdy. (24.6)EqThoGreenEqThoGreen

Pour rappel, l’intégrale du membre de gauche signifie
ż b

a

”
P
`
σptq˘σ1

xptq `Q
`
σptq˘σ1

yptq
ı
dt. (24.7)

Ce n’est d’ailleurs rien d’autre que l’intégrale du champ de vecteurs
ˆ
P
Q

˙
.

Corolaire 24.2.
L’aire du domaine D est donnée par

A “ 1
2

ż

BD
pxdy ´ ydxq. (24.8)

Démonstration. L’intégrale
ş

BDpxdy´ydxq se traite avec le théorème de Green où l’on pose P “ ´y
et Q “ x. Nous avons donc

ż

BD
´ydx` xdy “

ż

D

ˆBx
Bx ´

Bp´yq
By

˙
dxdy

“
ż

D
2 dxdy.

(24.9)

La dernière ligne est bien le double de la surface.

Exemple 24.3.
Calculons (encore une fois) l’aire du disque de rayon R. Il s’agit de calculer l’intégrale

I “ 1
2

ż

σ
pxdt´ ydxq (24.10)

où σ est le cercle donné par

σptq “
ˆ
xptq
yptq

˙
“
ˆ
R cosptq
R sinptq

˙
(24.11)

Le calcul est
I “ 1

2

ż 2π

0
R cospθqlooomooon

x

R cospθqlooomooon
y1

´R sinpθqlooomooon
y

p´R sinpθqqlooooomooooon
x1

dθ

“ R2

2

ż 2π

0
dθ

“ πR2.

(24.12)

△
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Exemple 24.4.
Calculons l’aire de l’ellipse

x2

a2 `
y2

b2 ď 1 (24.13)

dont le bord est donné par
"
xptq “ a cosptq (24.14a)
yptq “ b sinptq. (24.14b)

Le terme xdy devient a cosptqb cosptq “ ab cos2ptq et le terme ydx devient b sinptqp´a sinptqq “
´ab sin2ptq. L’intégrale qui donne la surface est donc

1
2

ż

BD
pxdy ´ ydxq “ 1

2

ż 2π

0
ab “ πab. (24.15)

△

Le théorème de Green peut être mis sous une autre forme.
ThoGreenVecto

Théorème 24.5 (Théorème de Green, forme vectorielle).
Si G est un champ de vecteurs sur D, nous avons

ż

BD
G· dσ “

ż

D
p∇ˆGq· dS (24.16)EqGreenVectoEqGreenVecto

où le second membre est le flux de ∇ˆG sur la surface D.

Démonstration. Analysons le membre de droite. Nous savons que D est une surface dans le plan
R2. Le vecteur normal à la surface est donc simplement le vecteur (constant) ez. Le produit
scalaire p∇ˆF q· dS est donc p∇ˆF q· ez et se réduit à la troisième composante du rotationnel,
c’est-à-dire BF2

Bx ´ BF1
By . (24.17)

Cela est bien le membre de droite de l’équation (24.6). Le membre de gauche de cette dernière est
bien le membre de gauche de (24.16).

ExempleGreenSqL

Exemple 24.6.
Soit le champ de vecteurs F px, yq “

ˆ
xy2

y ` x
˙

, et soit à calculer

ż

D
∇ˆ F · dS (24.18)

où D est la région comprise entre les courbes y “ x2 et y “ x pour x ě 0 (voir la figure 24.2).

1

1

Figure 24.2: Le contour d’intégration pour l’exemple 24.6. LabelFigLLVMooWOkvAB
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Nous pouvons calculer cette intégrale directement en calculant le rotationnel de F :

∇ˆ F “
¨
˝

0
0

1´ 2xy

˛
‚. (24.19)

Par conséquent l’intégrale à effectuer est

I “
ż 1

0
dx

ż x

x2
p1´ 2xyqdy “ 1

12 . (24.20)

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=1-2*x*y
sage: f.integrate(y,x**2,x).integrate(x,0,1)
(x, y) |--> 1/12

L’autre façon de calculer l’intégrale est d’utiliser le théorème de Green et de calculer la circu-
lation de F le long de BD :

I “
ż

BD
F ·σ. (24.21)

Le chemin σ “ BD est composé de la parabole y “ x2 et du segment de droite x “ y. Attention :
il faut respecter l’orientation. Nous avons

σ1ptq “ pt, t2q (24.22)

et
σ2ptq “ p1´ t, 1´ tq. (24.23)

Notez bien que le second chemin est p1´ t, 1´ tq et non pt, tq parce qu’il faut le parcourir dans le
bon sens (voir le dessin).

Commençons par le premier chemin :

σ1ptq “ pt, t2q
σ1

1ptq “ p1, 2tq
F
`
σ1ptq

˘ “
ˆ

t5

t` t2
˙
,

(24.24)

et par conséquent
F
`
σ1ptq

˘
·σ1

1ptq “ t5 ` 2t2 ` 2t3, (24.25)

et le premier morceau de la circulation vaut
ż

σ1

F · dσ1 “
ż 1

0
t5 ` 2t2 ` 2t3 “ 4

3 . (24.26)

Pour le second chemin :
σ2ptq “ p1´ t, 1´ tq

σ1
2ptq “ p´1,´1q

F
`
σ2ptq

˘ “
ˆp1´ tq3

2p1´ tq
˙
.

(24.27)

Par conséquent
F
`
σ2ptq

˘
·σ2ptq “ ´p1´ tq2 ´ 2p1´ tq. (24.28)
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Le second morceau de la circulation est par conséquent

ż 1

0
´p1´ tq2 ´ 2p1´ tqdt “ ´5

4 . (24.29)

La circulation de F le long de σ est donc égale à

4
3 ´

5
4 “

1
12 . (24.30)

Comme prévu, nous obtenons le même résultat. △

24.2 Théorème de la divergence dans le plan

24.2.1 La convention de sens de parcours

Soient D, un domaine dans le plan et un paramétrage

σ : ra, bs Ñ R2

t ÞÑ
ˆ
xptq
yptq

˙
,

(24.31)

un paramétrage du bord BD de D. La normale à σ est perpendiculaire à la tangente, donc la
normale extérieure de norme 1 vaut

n “
`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
ou n “ ´

`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
. (24.32)

Comment faire le choix ?
Nous prenons comme convention que le sens du chemin doit être tel que le vecteur normal

extérieur soit

n “
`
y1ptq,´x1ptq˘b`
x1ptq˘2 ` `

y1ptq˘2
. (24.33)

Donc si le chemin σ donne lieu à un vecteur n pointant vers l’intérieur, il faut utiliser le chemin
qui va dans le sens contraire : σ̃ptq “ σp1´ tq.

Les vecteurs tangents et normaux d’un contour sont dessinés sur la figure 24.3.

Figure 24.3: Le champ de vecteurs tangents est dessiné en rouge tandis qu’en vert nous avons le
champ de vecteurs normaux extérieurs. LabelFigDDCTooYscVzA
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24.2.2 Théorème de la divergence

Théorème 24.7 (Théorème de la divergence).
Soit F un champ de vecteurs sur R2. Le flux de F à travers le bord de D est égal à l’intégrale de
la divergence de F sur D. En formule :

ż

BD
F ·ndσ “

ż

D
∇ ·F dxdy. (24.34)

Démonstration. Tant F ·n que ∇ ·F sont des fonctions. Le membre de gauche est donc l’intégrale
d’une fonction sur un chemin et le membre de droite est l’intégrale d’une fonction sur une surface.
Notre convention de sens de parcours du chemin permet d’écrire le produit scalaire F ·n sous la
forme suivante :

F ·n “ 1
}σ1}

ˆ
Fx
Fy

˙
·

ˆ
y1
´x1

˙

“ 1
}σ1}pFxy

1 ´ Fyx1q

“ 1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·

ˆ
x1
y1
˙

“ 1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1.

(24.35)

Par conséquent, la fonction
F ·n (24.36)

est la même que la fonction
1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1. (24.37)

L’intégrale de cette dernière fonction sur le chemin σ est

I “
ż

σ
F ·n

“
ż

σ

1
}σ1}

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1

“
ż b

a

1
}σ1ptq}

ˆ´Fy
`
σptq˘

Fx
`
σptq˘

˙
·σ1ptq}σ1ptq}dt

“
ż b

a

ˆ´Fy
Fx

˙
·σ1ptqdt.

(24.38)

Cette dernière intégrale est la circulation du champ de vecteurs
ˆ´Fy
Fx

˙
sur le chemin σ. Le

théorème de Green 24.5 nous enseigne que la circulation le long d’un chemin est égale au flux du
rotationnel à travers la surface. Par conséquent,

I “
ż

D

ˆ
∇ˆ

ˆ´Fy
Fx

˙˙
· dS “

ż

D
∇ ·F dxdy (24.39)

24.3 Théorème de Stokes

Nous nous mettons maintenant dans R3, et nous y considérons une surface paramétrée S donc
le bord est BS.
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THOooIRYTooFEyxif

Théorème 24.8 (Théorème de Stokes).
Alors le flux du rotationnel de F à travers S est égal à la circulation de F le long du bord. En
formule : ż

S
∇ˆ F · dS “

ż

BS
F · dσ. (24.40)

Nous pouvons nous donner une idée du pourquoi ce théorème est vrai. D’abord, si la surface
est plate, cela est exactement le théorème de Green 24.5. Supposons maintenant que le bord reste
plat, mais que la surface se déforme un petit peu. Le chemin

σptq “
¨
˝

cosptq
sinptq

0

˛
‚ (24.41)

est tout autant le bord du disque plat de rayon 1 que celui de la demi-sphère

ϕpx, yq “
¨
˝

x
ya

1´ x2 ´ y2

˛
‚. (24.42)

Le champ de vecteur que nous considérons est G “ ∇ˆ F . Il a un certain flux à travers le disque
plat, et ce plus est égal à la circulation de F sur σ. Quel est le flux de G à travers la demi-sphère ?
Étant donné que ∇ ·G “ ∇ · p∇ ˆ F q “ 0, le champ de vecteurs G est incompressible, de telle
façon que tout ce qui rentre dans la demi-sphère doit en sortir. Le flux de G à travers la demi-sphère
doit par conséquent être égal à celui à travers le disque plat.

Exemple 24.9.
Soit C l’intersection entre le cylindre x2 ` y2 “ 1 et le plan x` y ` z “ 1. Calculer la circulation
de

F px, y, zq “
¨
˝
´y3

x3

´z3

˛
‚ (24.43)

le long de C.
Au lieu de calculer directement ż

C
F · dσ, (24.44)

nous allons calculer ż

S
∇ˆ F · dS (24.45)

où S est une surface dont C est le bord. Cette intégrale est à calculer avec la formule (20.264).
La première chose à faire est de trouver une surface dont le bord est C et en trouver un

paramétrage ϕ. Le plus simple est de prendre le graphe du plan sur le cercle x2 ` y2 ` 1. Un
paramétrage de cette surface est simplement

ϕ : D Ñ R3

px, yq ÞÑ
¨
˝

x
y

1´ x´ y

˛
‚ (24.46)

où D est le disque de rayon 1. Étant donné que cela paramètre le plan x` y` z´ 1 “ 0, le vecteur
normal est n “ ex ` ey ` zz. Nous pouvons cependant calculer ce vecteur normal en suivant la
recette usuelle. D’abord les vecteurs tangents sont

Bϕ
Bx “

¨
˝

1
0
´1

˛
‚, Bϕ

By “
¨
˝

0
1
´1

˛
‚. (24.47)
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Et le vecteur normal est donné par le produit vectoriel :

n “ BϕBx ˆ
Bϕ
By

“
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 ´1
0 1 ´1

∣∣∣∣∣∣∣
“ ex ` ey ` ez.

(24.48)

Ensuite, le rotationnel de F est donné par

∇ˆ F “ 3px2 ` y2qez. (24.49)

Par conséquent,
∇ˆ F ·

ˆBϕ
Bx ˆ

Bϕ
By

˙
“ 3px2 ` y2q. (24.50)

L’intégrale à calculer est donc
ż

S
∇ˆ F · dS “

ż

D
p∇ˆ F q`ϕpx, yq˘·

ˆBϕ
Bx ˆ

Bϕ
By

˙
dxdy

“ 3
ż

D
px2 ` y2qdxdy.

(24.51)

Cette dernière intégrale est l’intégrale d’une fonction sur le disque de rayon 1. Elle s’effectue en
passant aux coordonnées polaires :

3
ż

D
px2 ` y2qdxdy “ 3

ż 2π

0
dθ

ż 1

0
pr2qr dr “ 3π

2 . (24.52)

△

24.4 Théorème de Gauss
Soit V une partie de R3 délimitée par une surface S sur laquelle nous considérons la normale

extérieure. Soit F un champ de vecteurs sur R3.

Théorème 24.10 (Théorème de la divergence ou de Gauss).
Le flux d’un champ de vecteur F à travers une surface fermée est égal à l’intégrale de la divergence
sur le volume correspondant :

ż

BV
F · dS “

ż

V
∇ ·F dxdydz. (24.53)

Ce théorème signifie que la quantité de fluide qui s’accumule dans le volume (le flux est ce qui
rentre moins ce qui sort) est égale à l’intégrale de ∇ ·F sur le volume, alors que nous savons que,
localement, la quantité ∇ ·F px, y, zq est la quantité de fluide qui s’accumule au point px, y, zq.
Remarque 24.11.
Ce théorème ne fonctionne qu’avec des surfaces fermées. Essayer de l’appliquer au calcul de flux
à travers des surfaces ouvertes n’a pas de sens parce qu’une surface ouverte ne délimite pas un
volume.

24.12.
La formule de la divergence peut être utilisée comme intégration par partie. Si u est une fonction
et F un champ de vecteurs, ∇puF q “ ∇puq·F ` u∇ ·F et alors

ż

BV
uF ·n “

ż

V
∇puF q “

ż

V
u∇ ·F `

ż

V
F · ∇u (24.54)
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où n est le champ de vecteurs normal extérieur à V . En remettant les termes dans un ordre qui
ressemble plus à l’intégration par partie :

ż

V
F · ∇u “

ż

BV
uF ·n´

ż

V
u∇F. (24.55)EQooRUCKooUUrgxIEQooRUCKooUUrgxI

Exemple 24.13.
Calculer le flux du champ de vecteurs

F px, y, zq “
¨
˝

2x
y2

z2

˛
‚ (24.56)

à travers la sphère de rayon 1 centrée à l’origine. Nous utilisons le théorème de la divergence
ż

S
F ·ndS “

ż

B
∇ ·F dxdydz (24.57)

où S est la sphère et B est la boule (la sphère pleine). La divergence de F se calcule :

∇ ·F “ BFxBx ` BFyBy ` BFzBz “ 2` 2x` 2y. (24.58)

L’intégrale est donc en trois termes :
ż

B
2 “ 2Volume(B) “ 8π

3ż

B
y dxdydz “ 0

ż

B
z dxdydz “ 0.

(24.59)

△

Dans certains cas le théorème de Gauss permet de simplifier le calcul de l’intégrale d’une
fonction sur une surface.

Exemple 24.14.
Soit à calculer l’intégrale

I “
ż

BB
px2 ` y ` zqdS, (24.60)

c’est-à-dire l’intégrale de la fonction x2 ` y ` z sur la sphère. Le vecteur normal à la sphère est

n “ xex ` yey ` zez. (24.61)

Étant donné que nous sommes sur la sphère de rayon 1, ce vecteur est même normé. La fonction
que nous regardons n’est rien d’autre que F ·n avec

F “
¨
˝
x
1
1

˛
‚. (24.62)

Nous pouvons donc simplement intégrer ∇ ·F sur toute la boule :

I “
ż

B
∇ ·F dxdydz “

ż

B
1 dxdudz “ 4π

3 . (24.63)

△
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24.5 Coordonnées curvilignes

24.5.1 Base locale

Nous connaissons déjà les coordonnées sphériques et cylindriques sur R3. Ce sont des systèmes
« un peu courbes ». Il en existe bien entendu de nombreux autres (sinon ce ne serait pas drôle),
et nous allons faire une étude un peu générale de ces systèmes de coordonnées curvilignes. Des
coordonnées curvilignes sur R3 est n’importe quel 3 système qui permet de repérer un point de R3

à partir de trois nombres.
Il s’agit donc d’un ensemble de trois applications

xi : R3 Ñ R. (24.64)

Les coordonnées cylindriques sont
$
’&
’%

x1pr, θ, zq “ r cos θ (24.65a)
x2pr, θ, zq “ r sin θ (24.65b)
x3pr, θ, zq “ z (24.65c)

Soit donc un système général q “ pq1, q2, q3q et

Mpqq “
¨
˝
x1pqq
x2pqq
x3pqq

˛
‚. (24.66)

Si nous fixons q2 et q3 et que nous laissons varier q1, nous obtenons une courbe 4 dont nous pouvons
considérer le vecteur vitesse, c’est-à-dire le vecteur tangent. En chaque point nous avons ainsi trois
vecteurs BM

Bqi pqq. (24.67)

Nous disons que le système de coordonnées curviligne est orthogonal si ces trois vecteurs sont
orthogonaux. Dans la suite nous supposerons que c’est toujours le cas.

Nous posons
hi “

››››
BM
Bqi

›››› (24.68)

et nous considérons les trois vecteurs normés

ei “ h´1
i

BM
Bqi . (24.69)EqDefeihMqEqDefeihMq

Les trois vecteurs te1, e2, e3u forment une base orthonormée dite base locale. Ce sont des vecteurs
liés 5 au point M .

24.5.2 Importance de l’orthogonalité

Nous avons dit que nous nous restreignons au cas où les vecteurs ei sont orthogonaux. En
termes de produits scalaires, cela signifie

ei · ej “ δij . (24.70)

Nous en étudions maintenant quelques conséquences. L’équation (24.69) peut s’écrire plus explici-
tement sous la forme

ei “
ÿ

k

h´1
i

Bxk
Bqi 1k. (24.71)

3. Nous n’entrons pas dans les détails de régularité.
4. Dans le cas des sphériques, c’est une demi-droite horizontale d’angle q2 et de hauteur q3.
5. En géométrie différentielle on dira que ce sont des élément de l’espace tangent, mais c’est une toute autre

histoire.
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Notez que pour chaque k et i, la quantité h´1
i

BxkBqi
est un simple nombre. Nous allons les mettre

dans une matrice :
Aki “ h´1

i

Bxk
Bqi . (24.72)

Cela nous donne le changement de base

ei “
ÿ

k

Aki1k. (24.73)EqChmBaseeisAkiAkEqChmBaseeisAkiAk

Le produit ei · ej s’écrit alors
ei · ej “

ÿ

kl

AkiAlj 1k · 1lloomoon
“δkl

“
ÿ

kl

AkiAljδkl

“
ÿ

k

AkiAkj

“
ÿ

k

pAT qikAkj .

(24.74)

Or cela doit valoir δij . Par conséquent
AT “ A´1. (24.75)

Le fait que les coordonnées curvilignes considérées soient orthogonales s’exprime donc par la fait
que la matrice de changement de base est une matrice orthogonale.

Cette circonstance nous permet d’inverser le changement de base (24.73) en multipliant cette
équation par pA´1qil des deux côtés et en faisant la somme sur i :

ÿ

i

pA´1qilei “
ÿ

kl

AkipA´1qillooooomooooon
“δkl

1k, (24.76)

par conséquent ÿ

i

pAT qilei “ 1l, (24.77)

et
1l “

ÿ

i

Aliei “
ÿ

i

h´1
i

Bxl
Bqi ei. (24.78)EqChamvarunlAeiEqChamvarunlAei

Armés de cette importante formule, nous pouvons exprimer les quantités que nous connaissons
dans la base canonique en termes de la base locale.

Une autre conséquence du fait que e1, e2 et e3 est une base orthonormée est que, éventuellement
en réordonnant les vecteurs, on a

e1 ˆ e2 “ e3

e2 ˆ e3 “ e1

e3 ˆ e1 “ e2

(24.79)

Ces trois relations s’écrivent en une seule avec

ei ˆ ej “
ÿ

k

ϵijkek (24.80)

où

ϵijk “

$
’&
’%

0 si i, j, k ne sont pas tous différents
1 si ijk se ramène à 123 par un nombre pair de transpositions
´1 si ijk se ramène à 123 par un nombre impair de transpositions

(24.81)
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est le symbole de Levi-Civita. La formule du produit vectoriel peut également être utilisée à
l’envers sous la forme

ek “ 1
2
ÿ

ij

ϵijk ei ˆ ej . (24.82)EqekeitimesejEqekeitimesej

Le symbole de Levi-Civita possède de nombreuses formules. En voici certaines, facilement
démontrables en considérant tous les cas :

ϵijkϵijl “ δkl|ϵijk|. (24.83)

Grâce aux symboles de Levi-Civita, le produit mixte des vecteurs de base a une belle forme :

el · pei ˆ ejq “
ÿ

k

ϵijkel ˆ ek “
ÿ

k

ϵijkδlk “ ϵijl. (24.84)EqProdMixteepsilonCicivrEqProdMixteepsilonCicivr

24.5.3 Coordonnées polaires

Les coordonnées curvilignes polaires sont données par

Mpr, θq “
ˆ
r cospθq
r sinpθq

˙
, (24.85)

et par conséquent
BM
Br “

ˆ
cospθq
sinpθq

˙
,
BM
Bθ “

ˆ´r sinpθq
r cospθq

˙
. (24.86)

Nous avons les normes hr “ 1 et hθ “ r, et donc les vecteurs de la base locale en pr, θq sont

er “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“ cospθqex ` sinpθqey (24.87)

ainsi que

eθ “
ˆ´ sinpθq

cospθq
˙
“ ´ sinpθqex ` cospθqey. (24.88)

Ces vecteurs sont représentés à la figure 24.4. Notez qu’il y en a une paire différente en chaque
point.

er
eθ

LabelFigHGQPooKrRtANsssubZERO

(a) Base locale.

er eθ LabelFigHGQPooKrRtANsssubONE

(b) Base locale.

Figure 24.4: En brun, les lignes que le point suivrait si on ne variait qu’une coordonnées polaires
à la fois. Les vecteurs rouges sont les vecteurs er et eθ. LabelFigHGQPooKrRtAN

24.5.4 Coordonnées cylindriques

Les coordonnées cylindriques sont les mêmes que les coordonnées polaires à part qu’il faut
écrire

Mpr, θ, zq “
¨
˝
r cospθq
r sinpθq

z

˛
‚, (24.89)

et nous avons le vecteur de base supplémentaire

ez “ BMBz “
¨
˝

0
0
1

˛
‚ (24.90)

parce que hz “ 1.
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24.5.5 Coordonnées sphériques

Les coordonnées curvilignes sphériques sont données par

Mpρ, θ, φq “
¨
˝
ρ sinpθq cospφq
ρ sinpθq sinpφq

ρ cospθq

˛
‚, (24.91)

dont les dérivées sont données par

BM
Bρ “

¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚, BM

Bθ “
¨
˝
ρ cospθq cospφq
ρ cospθq sinpφq
´ρ sinpθq

˛
‚,

BM
Bφ “

¨
˝
´ρ sinpθq sinpφq
ρ sinpθq cospφq

0

˛
‚

(24.92)

Les normes de ces vecteurs sont hρ “ 1, hθ “ ρ et hφ “ ρ sinpθq. Les vecteurs de la base locale en
pρ, θ, φq sont donc

eρ “
¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚, eθ “

¨
˝

cospθq cospφq
cospθq sinpφq
´ sinpθq

˛
‚,

eφ “
¨
˝
´ sinpφq
cospφq

0

˛
‚

(24.93)

24.5.6 Gradient en coordonnées curvilignes

Soit px, y, zq ÞÑ fpx, y, zq une fonction sur R3. Nous pouvons la composer avec les coordonnées
curvilignes q pour obtenir la fonction

f̃pq1, q2, q3q “ f
`
x1pqq, x2pqq, x3pqq

˘
. (24.94)

Nous disons que f̃ est l’expression de f dans les coordonnées q. Nous savons déjà comment calculer
le gradient de f en coordonnées cartésiennes :

F px, y, zq “ ∇fpx, y, zq “
¨
˝
Bxfpx, y, zq
Byfpx, y, zq
Bzfpx, y, zq

˛
‚. (24.95)

Cela est un vecteur lié au point px, y, zq. Notre objectif de bonheur dans la vie serait d’exprimer
les coordonnées de ce vecteur dans la base te1, e2, e3u. En d’autres termes, nous voudrions trouver
les nombres F̃1, F̃2 et F̃3 tels que

F px, y, zq “ F
`
xpqq, ypqq, zpqq˘ “ F̃1e1 ` F̃2e2 ` F̃3e3. (24.96)

Ces nombres seront des fonctions de pq1, q2, q3q.
Par définition,

∇f “
ÿ

l

Bf
Bxl 1l. (24.97)
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En remplaçant 1l par sa valeur en termes des ei par la formule (24.78),

∇f “
ÿ

l

Bf
Bxl 1l

“
ÿ

l

Bf
Bxl

ÿ

i

h´1
i

Bxl
Bqi ei

“
ÿ

il

1
hi

Bf
Bxl

Bxl
Bqi ei

“
ÿ

i

1
hi

Bf̃
Bqi ei.

(24.98)

Plus explicitement,

∇f
`
xpqq, ypqq, zpqq˘ “

ÿ

i

1
hipqq

Bf̃
Bqi pqqei (24.99)EqGradientenCurviligneEqGradientenCurviligne

où
hipqq “

››››
BM
Bqi pqq

›››› . (24.100)

Le plus souvent nous n’allons pas noter explicitement la dépendance de hi en q.

24.5.6.1 Coordonnées sphériques

Nous pouvons exprimer le gradient d’une fonction en coordonnées sphériques en utilisant la
formule (24.99) :

∇f̃pρ, θ, φq “ Bf̃Bρ eρ `
1
ρ

Bf̃
Bθ eθ `

1
ρ sinpθq

Bf̃
Bφeφ. (24.101)EqGradientSpheriqueEqGradientSpherique

Cette expression peut paraitre peu pratique parce que les vecteurs eρ, eθ et eφ eux-mêmes changent
en chaque point. Elle est effectivement peu adaptée au dessin, mais elle est très pratique pour des
fonctions ayant des symétries.

Exemple 24.15.
Le potentiel de la gravitation est la fonction

V px, y, zq “ 1a
x2 ` y2 ` z2

. (24.102)

En coordonnées sphériques elle s’écrit

Ṽ pρ, θ, φq “ 1
ρ
. (24.103)

En voilà une fonction qu’elle est facile à dériver, contrairement à V ! En suivant la formule (24.101),
nous avons immédiatement

∇Ṽ “ ´ 1
ρ2 eρ. (24.104)

Nous voyons immédiatement que cela est un champ de vecteurs dont la norme diminue comme le
carré de la distance à l’origine et qui est en permanence dirigé vers l’origine. △

24.5.7 Divergence en coordonnées curvilignes

Nous savons que

∇f̃ “
ÿ

j

1
hj

Bf̃
Bqj ej . (24.105)
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Nous pouvons en particulier considérer la fonction fpqq “ qi. De la même manière que nous avions
noté xi la fonction x ÞÑ xi, nous notons qi la fonction q ÞÑ qi. Le gradient de cette fonction est
donné par

∇qi “
ÿ

j

1
hj

Bqi
Bqj ej , (24.106)

mais BqiBqj
“ δij , donc

∇qi “ ei
hi
, (24.107)

ou encore
ei “ hi∇qi. (24.108)

Cela n’est pas étonnant : la direction dans laquelle la coordonnées qi varie le plus est le vecteur ei
qui donne la tangente à la courbe obtenue lorsque seul qi varie.

Commençons par calculer la divergence de ei. En utilisant la formule (24.82),

∇ · ek “ 1
2
ÿ

ij

ϵijk ∇ · pei ˆ ejq. (24.109)

Nous avons, en utilisant les règles de Leibniz de la proposition 12.491,

∇ · pei ˆ ejq “ ∇ · phi∇qi ˆ hj∇qjq
“ ∇phihjq·

`
∇qi ˆ∇qj

˘` hihj∇ ·
`
∇qi ˆ∇qj

˘

“ ∇phihjq·
`
∇qi ˆ∇qj

˘

` hihj∇qj ·
`

∇ˆ∇qilooomooon
“0

˘

` hihj∇qi ·
`

∇ˆ∇qjlooomooon
“0

˘

(24.110)

Cela nous fait
∇ · ek “

ÿ

ij

ϵijk
∇phihjq
hihj

· pei ˆ ejq. (24.111)

parce que ∇qi “ h´1
i ei. Nous pouvons développer le gradient qui intervient :

∇phihjq “
ÿ

l

1
hl

B
Bql phihjqel. (24.112)

Nous voyons donc arriver le produit mixte el · pei ˆ ejq. En utilisant la formule (24.84), cela
s’exprime directement sous la forme ϵijl.

Nous avons alors
∇ · ek “ 1

2
ÿ

ijl

1
hihjhl

B
Bql phihjqϵijkϵijl

“ 1
2
ÿ

ijl

δkl|ϵijk| BBql phihjq

“ 1
2
ÿ

ij

|ϵijk|
hihjhk

B
Bqk phihjq.

(24.113)EqFragradekdviEqFragradekdvi

Par exemple,
∇ · e1 “ 1

h1h2h3

B
Bq1
ph2h3q. (24.114)

Nous devons maintenant chercher le gradient d’un champ général

F pqq “
ÿ

k

Fkpqqek. (24.115)
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La première chose à faire est d’utiliser la formule de Leibniz :

∇ ·F “
ÿ

k

∇Fkpqq· ek `
ÿ

k

Fkpqq∇ · ek. (24.116)EqLeibnbablaFekEqLeibnbablaFek

Afin d’alléger les notations, nous allons nous concentrer sur le terme numéro k et ne pas écrire la
somme. Si i et j sont les nombres tels que ϵijk “ 1, alors ce que la formule (24.113) signifie, c’est
que

∇ · ek “ 1
h1h2h3

B
Bqk phihjq. (24.117)

Nous savons déjà par la formule (24.99) que

∇Fk “
ÿ

l

1
hl

BFk
Bql el, (24.118)

par conséquent
∇Fk · ek “

ÿ

l

1
hl

BFk
Bql δkl “

1
hk

BFk
Bqk . (24.119)

Pour obtenir cela nous avons utilisé le fait que el · ek “ δlk. Le terme numéro k de la somme
(24.116) est donc

1
hk

BFk
Bqk `

Fk
hkhihj

Bphihjq
Bqk “ 1

hihjhk

BpFkhihjq
Bqk (24.120)

où il est entendu que i et j représentent les nombres tels que ϵijk “ 1.
Au final, nous avons

∇ ·F “ 1
h1h2h3

ÿ

ijk

|ϵijk|BpFkhihjqBqk . (24.121)

Ici, la somme sur i et j consiste seulement à sélectionner les termes tels que i et j ne sont pas k.
En écrivant la somme explicitement,

∇ ·F “ 1
h1h2h3

„ B
Bq1
pF1h2h3q ` B

Bq2
pF2h1h3q ` B

Bq3
pF3h1h2q

ȷ
. (24.122)

24.5.7.1 Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, nous avons déjà vu que hr “ 1, hθ “ r et hz “ 1. La divergence
est donc donnée par

∇ ·F “ 1
r

„ B
Br prFrq `

B
Bθ pFθq `

B
Bz prFzq

ȷ
. (24.123)EqDivEnCylonfEqDivEnCylonf

Par exemple si
F pr, θ, zq “ reθ ` ez, (24.124)

nous avons
p∇ ·F qpr, θ, zq “ 1

r

„ B
Bθ prq `

B
Bz prq

ȷ
“ 0. (24.125)

Cela est logique parce que reθ est à peu près le champ dont nous avons parlé dans l’exemple
(12.488), qui était à divergence nulle. En réalité, le champ dont on parlait dans cet exemple était
exactement ´eθ. Le champ ez est également à divergence nulle parce qu’il est constant.

24.5.7.2 Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques, nous avons hρ “ 1, hθ “ r et hφ “ r sin θ, donc

∇ ·F “ 1
r2 sin θ

„ B
Bρpρ

2 sin θFρq ` B
Bθ pρ sin θFθq ` B

BφpρFφq
ȷ
. (24.126)

si F pρ, θ, φq “ Fρeρ ` Fθeθ ` Fφeφ.
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24.5.8 Laplacien en coordonnées curvilignes orthogonales

Soit une fonction f : R3 Ñ R. Le laplacien de f est donné par

∆f “ ∇ · p∇fq. (24.127)

En utilisant les formules données, nous avons

∆f “ 1
h1h2h3

„ B
Bq1

ˆ
h2h3
h1

Bf
Bq1

˙
` B
Bq2

ˆ
h1h3
h2

Bf
Bq2

˙
` B
Bq3

ˆ
h1h2
h3

Bf
Bq3

˙ȷ
. (24.128)

Dans cette expression, la fonction f est donnée comme fonction de q1, q2 et q3.
En coordonnées cylindriques, cela s’écrit

∆f “ 1
r

„ B
Br

ˆ
r
Bf
Br

˙
` B
Bθ

ˆ
1
r

Bf
Bθ

˙
` B
Bz

ˆ
r
Bf
Bz

˙ȷ

“ B
2f

Br2 `
1
r

Bf
Br `

1
r2
B2f

Bθ2 `
B2f

Bz2 .

(24.129)

Dans cette expression, f est fonction de r, θ et z.
En coordonnées sphériques, cela devient

∆f “ 1
ρ2 sin θ

„ B
Bρ

ˆ
ρ2 sin θBfBρ

˙
` B
Bθ

ˆ
sin θBfBθ

˙
` B
Bφ

ˆ
1

sin θ
Bf
Bφ

˙ȷ
. (24.130)EqLaplaceSpheEqLaplaceSphe

Dans cette expression, f est fonction de ρ, θ et φ.

24.5.9 Rotationnel en coordonnées curvilignes orthogonales

Nous voulons calculer le rotationnel de F pqq “ ř
k Fkpqqek. Pour cela nous commençons par

écrire ek “ hk∇qk et nous utilisons la formule de la proposition 12.491(3) avec Fkhk en guise de
f :

∇ˆ Fkek “ ∇ˆ pFkhk∇qkq
“ Fkhk ∇ˆ p∇qkqlooooomooooon

“0

`∇pFkhkq ˆ∇qk

“ 1
hk

∇pFkhkq ˆ ek.
(24.131)

Nous utilisons à présent la formule (24.99) du gradient et le formule ej ˆ ek “ ř
l ϵjklel :

∇ˆ pFkekq “
ÿ

j

1
hjhk

B
Bqj pFkhkqej ˆ ek

“
ÿ

jl

1
hjhk

ϵjkl
B
Bqj pFkhkqel.

(24.132)

Le rotationnel s’écrit donc
∇ˆ F “

ÿ

jkl

1
hjhk

ϵjkl
B
Bqj pFkhkqel. (24.133)

Devant e1 par exemple nous avons seulement les termes j “ 2, k “ 3 et j “ 3, k “ 2. Étant donné
que ϵ231 “ 1 et ϵ321 “ ´1, le coefficient de e1 sera simplement

1
h2h3

ˆ B
Bq2
pF3h3q ´ B

Bq3
pF2h2q

˙
. (24.134)

La formule complète devient

∇ˆ
ÿ

k

Fkek “ 1
h2h3

ˆ B
Bq2
pF3h3q ´ B

Bq3
pF2h2q

˙
e1

` 1
h1h3

ˆ B
Bq3
pF1h1q ´ B

Bq1
pF3h3q

˙
e2

` 1
h2h1

ˆ B
Bq1
pF2h2q ´ B

Bq2
pF1h1q

˙
e3.

(24.135)
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24.5.9.1 Coordonnées cylindriques

En utilisant hr “ 1, hθ “ r et hz “ 1, nous trouvons

∇ˆ pFrer ` Fθeθ ` Fzezq “ 1
r

ˆBFz
Bθ ´

BpFθrq
Bz

˙
er

`
ˆBFr
Bz ´

BFz
Br

˙
eθ

`
ˆBpFθrq

Br ´ BFrBθ
˙
ez.

(24.136)EqRotationnelCylinEqRotationnelCylin

24.5.9.2 Coordonnées sphériques

En utilisant hρ “ 1, hθ “ ρ et hφ “ ρ sin θ, nous trouvons

∇ˆ pFρeρ ` Fθeθ ` Fφeφq “ 1
ρ sin θ

ˆBpFφq sin θ
Bθ ´ BFθBφ

˙
eρ

` 1
ρ sin θ

ˆBFρ
Bφ ´ BpFφρ sin θq

Bρ
˙
eθ

` 1
ρ

ˆBFθρ
Bρ ´ BFrBθ

˙
eφ.

(24.137)

Note : dans le premier terme, il y a une simplification par ρ.

24.6 Les formules

24.6.1 Coordonnées polaires

Les vecteurs de base :

er “
ˆ

cospθq
sinpθq

˙
“ cospθqex ` sinpθqey (24.138a)

eθ “
ˆ´ sinpθq

cospθq
˙
“ ´ sinpθqex ` cospθqey. (24.138b)

Le gradient :

∇f̃pr, θq “ Bf̃Br pr, θqer `
1
r

Bf̃
Bθ pr, θqeθ. (24.139)

La divergence :
∇ ·F “ 1

r

„ B
Br prFrq `

B
Bθ pFθq

ȷ
. (24.140)EqgRxJKdEqgRxJKd

Le rotationnel :
∇ˆ pFrer ` Fθeθq “

ˆBpFθrq
Br ´ BFrBθ

˙
ez. (24.141)EqtBnoCwEqtBnoCw

Notons que le rotationnel n’existe pas vraiment en deux dimensions. Ici nous avons vu le champ
F pr, θq comme un champ dans R3 ne dépendant pas de z et n’ayant pas de composante z. Le
résultat est un rotationnel qui est dirigé selon l’axe z.

24.6.2 Coordonnées cylindriques

Les vecteurs de base : idem qu’en coordonnées polaires, et on ajoute ez sans modifications.
Le gradient :

∇f̃pr, θ, zq “ Bf̃Br pr, θ, zqer `
1
r

Bf̃
Bθ pr, θ, zqeθ `

Bf̃
Bz pr, θ, zqez. (24.142)
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La divergence :
∇ ·F “ 1

r

„ B
Br prFrq `

B
Bθ pFθq `

B
Bz prFzq

ȷ
. (24.143)

Le rotationnel :

∇ˆ pFrer ` Fθeθ ` Fzezq “ 1
r

ˆBFz
Bθ ´

BpFθrq
Bz

˙
er

`
ˆBFr
Bz ´

BFz
Br

˙
eθ

`
ˆBpFθrq

Br ´ BFrBθ
˙
ez.

(24.144)

Note : les formules concernant les coordonnées polaires se réduisent de celles-ci en enlevant
toutes les références à z.

24.6.3 Coordonnées sphériques

Les vecteurs de base :

er “
¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚, eθ “

¨
˝

cospθq cospφq
cospθq sinpφq
´ sinpθq

˛
‚,

eφ “
¨
˝
´ sinpφq
cospφq

0

˛
‚

(24.145)

Le gradient :

∇f̃pρ, θ, φq “ Bf̃Bρ eρ `
1
ρ

Bf̃
Bθ eθ `

1
ρ sinpθq

Bf̃
Bφrφ. (24.146)

La divergence :

∇ ·F “ 1
ρ2 sin θ

„ B
Bρpρ

2 sin θFρq ` B
Bθ pρ sin θFθq ` B

BφpρFφq
ȷ
. (24.147)

Le rotationnel :

∇ˆ pFρeρ ` Fθeθ ` Fφeφq “ 1
ρ sin θ

ˆBpFφq sin θ
Bθ ´ BFθBφ

˙
eρ

` 1
ρ sin θ

ˆBFρ
Bφ ´ BpFφρ sin θq

Bρ
˙
eθ

` 1
ρ

ˆBFθρ
Bρ ´ BFρBθ

˙
eφ.

(24.148)
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Chapitre 25

Espaces de Hilbert

25.1 Espaces de Hilbert
DEFooKSDFooGIBtrG

Définition 25.1.
Soit un espace vectoriel E sur le corps K. Son dual topologique, noté E1, est l’ensemble des
formes linéaires continues de E vers K.

PROPooQFTSooPFfbCc

Proposition 25.2 ([602]).
Soient des espaces vectoriels normés X et Y ainsi qu’une forme sesquilinéaire ϕ : X ˆ Y Ñ C.
L’espace X ˆ Y est muni de la topologie produit 1. Il y a équivalence des faits suivants.ITEMooWMFBooOWPzgP

(1) ϕ est continue. ITEMooSFQZooHNcWwH

(2) ϕ est continue en p0, 0q ITEMooWSWQooSYzOol

(3) supt|ϕpx, yq| tel que }x}, }y} ď 1u ă 8. ITEMooRKHQooMVXlYD

(4) Il existe C ě 0 telle que
|ϕpx, yq| ď C}x}}y} (25.1)

pour tout px, yq P X ˆ Y . ITEMooLWDCooLIGVDs

(5) ϕ est bornée
Dans le cas où ϕ vérifie ces propriétés, alors nous posons

A “ t|ϕpx, yq| tel que }px, yq} ď 1u (25.2)

et
B “ tβ ě 0 tel que |ϕpx, yq| ď β}x}}y},@x, yu (25.3)

et nous avons
}ϕ} “ suppAq “ minpBq. (25.4)

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (1) ñ (2) Une application est continue si et seulement si elle est continue en tout point

(théorème 7.199).
(2) (2) ñ (3) Pour rappel, nous avons mis sur X ˆ Y la topologie produit. Le lemme 7.220

nous indique que cette topologie est la même que la topologie de la norme produit.
Bref, nous supposons que ϕ est continue en p0, 0q et nous prouvons que

supt|ϕpx, yq| tel que }x}, }y} ď 1u ă 8. (25.5)

Nous y allons par contradiction. Supposons que pour n dans N il existe pxn, ynq P XˆY tels
que }xn}, }yn} ď 1 et |ϕpxn, ynq ą n2|. En posant vn “ xn{n et wn “ yn{n, nous avons

}vn} ď }xn}
n

ď 1
n
, (25.6)

1. Quand on ne précise pas, un produit est toujours muni de la topologie produit 7.15.

2051
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et la même chose pour }wn}. Nous avons pvn, wnq XˆYÝÑ p0, 0q et donc, par continuité de ϕ en
p0, 0q nous avons ϕpvn, wnq CÝÑ ϕp0, 0q “ 0. Mais

|ϕpvn, wnq| “ 1
n2 |ϕpxn, ynq| ě

1
n2n

2 “ 1. (25.7)

Donc nous n’avons pas |ϕpvn, wnq| Ñ 0.
(3) (3) ñ (4) Nous notons

M “ supt|ϕpx, yq| tel que }x}, }y} ď 1u ă 8, (25.8)

et nous allons prouver que |ϕpx, yq| ďM}x}}y}.
Si x “ 0 ou si y “ 0, c’est évident ; nous supposons donc que x et y sont tous deux non nuls.
Nous posons v “ x{}x} et w “ y{}y}. Nous avons alors

|ϕpx, yq| “ }x}}y}|ϕpv, wq| ď }x}}y}M. (25.9)

(4) (4) ñ (5) La norme de ϕ est le nombre

}ϕ} “ sup
px,yqPXˆY
}px,yq}“1

|ϕpx, yq|, (25.10)

que nous devons prouver être fini. Les éléments px, yq sur lesquels porte le supremum vérifient

1 “ }px, yq} “ maxt}x}, }y}u, (25.11)

et donc vérifient }x}, }y} ď 1. En utilisant (4), nous avons donc

}ϕ} “ sup
}px,yq}“1

|ϕpx, yq| ď sup
}px,yq}“1

C}x}}y} ď C. (25.12)

(5) (5) ñ (1) Il nous reste à prouver que si ϕ est bornée, alors elle est continue. Soit une suite
convergente pxn, ynq XˆYÝÑ px, yq. Nous allons prouver que ϕpxn, ynq CÝÑ ϕpx, yq. Ce sont les
majorations usuelles :

|ϕpxn, ynq ´ ϕpx, yq| ď |ϕpxn, ynq ´ ϕpxn, yq| ` |ϕpxn, yq ´ ϕpx, yq| (25.13a)
“ |ϕpxn, yn ´ yq| ` |ϕpxn ´ x, yq| (25.13b)
ď }ϕ}}xn}}yn ´ y} ` }ϕ}}xn ´ x}}y} (25.13c)
Ñ 0. (25.13d)

Enfin nous supposons que toutes ces conditions équivalentes, et nous prouvons que }ϕ} “
suppAq “ minpBq.

(1) }ϕ} “ suppAq En posant

C “ t|ϕpx, yq| tel que }px, yq} “ 1u, (25.14)

nous avons, par définition, }ϕ} “ suppCq. Étant donné que C Ă A, nous avons suppCq ď
suppAq. Faisons l’inégalité dans l’autre sens. Soit |ϕpx, yq| P A, c’est-à-dire }px, yq} ď 1. En
posant v “ x{}x} et w “ y{}y} nous avons |ϕpv, wq| P C et surtout }x}, }y} ď 1. Donc

|ϕpv, wq| “ 1
}x}}y} |ϕpx, yq| ě |ϕpx, yq|. (25.15)

Donc tout élément de C est majoré par un élément de A. Donc suppAq ě suppCq.
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(2) }ϕ} P B Soit px, yq P X ˆ Y . Étant donné que }x{}x}} “ 1 nous avons
ˇ̌
ˇ̌ϕ
ˆ
x

}x} ,
y

}y}
˙ˇ̌
ˇ̌ ď sup

}pv,wq}“1
|ϕpv, wq| “ }ϕ}. (25.16)

En multipliant les deux côtés par }x}}y} nous trouvons

|ϕpx, yq| ď }ϕ}}x}}y}, (25.17)

et donc }ϕ} P B.
(3) }ϕ} minore B

Nous montrons que pour tout α P A et pour tout β P B, nous avons α ď β. En effet si α P A,
alors α “ |ϕpx, yq| pour un certain px, yq P X ˆ Y vérifiant }px, yq} “ 1. Mais β P B signifie
que |ϕpx, yq| ď β}x}}y}. Nous avons donc

α “ |ϕpx, yq| ď β}x}}y} ď β (25.18)

parce que }x}, }y} ď 1.

DefORuBdBN

Définition 25.3.
Un espace préhilbertien est

— soit un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire 2,
— soit un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien 3.

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien qui est complet 4 pour la norme induite par son
produit (scalaire ou hermitien), c’est-à-dire tel que

}x} “axx, xy (25.19)

pour tout élément x.
Dans les deux cas nous considérons la topologie métrique dérivant du produit.

Dans les cas de dimension finie, les espaces vectoriels normés sont automatiquement complets
par la proposition 7.281.

La différence entre un espace de Hilbert et un espace de Banach est que dans le cas d’un espace
de Hilbert, nous demandons que la norme dérive d’un produit scalaire.

PropTdupIG

Proposition 25.4.
Si H est un espace de Hilbert réel, alors

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2xx, yy. (25.20)

Si H est un espace de Hilbert complexe alors

}x` y}2 “ }x}2 ` }y}2 ` 2 Rexx, yy. (25.21)EqrbBlkKEqrbBlkK

Dans les deux cas nous avons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|xx, yy| ď }x}}y}. (25.22)

Dans un espace vectoriel de dimension infinie, tous les opérateurs linéaires ne sont pas continus.

2. Définition 9.165.
3. Définition 9.173.
4. Définition 7.254.
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Exemple 25.5.
Soit un espace vectoriel V engendré par la base tekukPN et l’application linéaire T : V Ñ V donnée
par

Tek “ kek. (25.23)

Nous allons montrer que l’image inverse de la boule unité ouverte O n’est pas ouverte. En effet si
pϵkq est une suite de réels strictement positifs tendant vers zéro, les vecteurs

ak “
ˆ

1
k
` ϵk

˙
ek (25.24)

sont hors de T´1O parce que
Tak “ p1` kϵkqek. (25.25)

Mais la suite pakq converge vers 0 qui fait partie de T´1O. Donc le complémentaire de T´1O n’est
pas fermé, ce qui prouve que T´1O n’est pas ouvert. △

PROPooMSAYooONHLYq

Proposition 25.6 ([1]).
Soit un espace de Hilbert H et un espace vectoriel normé pE, }.}q tel qu’il existe une bijection
linéaire isométrique Φ: H Ñ E. Alors en posant

xα, βyE “ xΦ´1pαq,Φ´1pβqyH , (25.26)

l’espace E devient un espace de Hilbert.

Démonstration. Le fait que x., .yE soit un produit scalaire (hermitien) lorsque x., .yH l’est est une
conséquence de la linéarité de Φ. Il donne la norme parce que

axα, αy “axΦ´1pαq,Φ´1pαqy “ }Φ´1pαq} “ }α} (25.27)

parce que Φ´1 est une isométrie.
Pour voir que E est complet, soit une suite pαkq de τ -Cauchy dans E. Nous devons prouver

qu’elle converge. Nous posons xk “ Φ´1pαkq.
Commençons par voir que pxkq est τ -Cauchy dans H . Soit un voisinage V de 0 dans H . Nous

posons U “ ΦpV q. Vu que pαkq est τ -Cauchy, il existe N ą 0 tel que αk´αl P U dès que k, l ą N .
Du coup, si k, l ą N nous avons aussi xk ´ xl “ Φ´1pαk ´ αlq Ă Φ´1pUq “ V . Cela prouve que
pxkq est τ -Cauchy.

Vu que H est complet, il existe x P H tel que xk HÝÑ x. Montrons que αk EÝÑ Φpxq.
Soit ϵ ą 0 et N ą 0 tel que }xk ´ x} ă ϵ dès que k ě N . Alors nous avons aussi

}αk ´ Φpxq} “ }Φpxkq ´ Φpxq} “ }Φpxk ´ xq} “ }xk ´ x} ă ϵ (25.28)

où nous avons utilisé le fait que Φ était linéaire et une isométrie.

25.1.1 Sous-espace vectoriel fermé ? ? ?

Nous verrons que beaucoup de résultats demandent un sous-espace vectoriel fermé. Une ques-
tion légitime est : est-ce qu’il existe des sous-espaces vectoriels qui ne soient pas fermés ? En
dimension finie, tous les sous-espaces vectoriels sont fermés, mais cela n’est pas vrai en dimension
infinie.

Soit en effet une partie libre infinie A “ tviuiPN dans un espace de Hilbert H . L’ensemble
SpanpAq des combinaisons linéaires d’éléments de A est un sous-espace vectoriel de H , mais il
n’est pas fermé.

En effet, supposons pour simplifier les notations que }vi} “ 1 pour tout i. Alors nous considérons
la combinaison

a “
8ÿ

k“1
αkvk (25.29)
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où les αk sont suffisamment décroissants pour assurer les convergences 5. Le vecteur a n’est pas
dans SpanpAq, mais la suite an “ řn

k“1 αkvk est dans SpanpAq et converge vers a : an HÝÑ a. En
effet,

}an ´ a} “ }
8ÿ

k“n`1
αkvk} ď

8ÿ

k“n`1
|αk| nÑ8ÝÑ 0. (25.30)

Vous voulez des détails sur la dernière limite ? Vu que la somme
ř
k |αk| converge, la suite des

sommes de queues de suites 6 converge vers zéro :

lim
nÑ8

8ÿ

k“n`1
|αk| “ 0. (25.31)

25.2 Théorème de la projection
Voir la version plus simple dans 18.103.

ThoProjOrthuzcYkz

Théorème 25.7 (Projection sur partie fermée convexe[603, 604]).
Soit H un espace de Hilbert, x P H , et C un sous-ensemble fermé convexe de H .

(1) Les deux conditions suivantes sur y P H sont équivalentes :
ETsfYCSItemi

(1a) }x´ y} “ inft}x´ z} tel que z P Cu,
ETsfYCSItemii

(1b) pour tout z P C, Rexx´ y, z ´ yy ď 0.
(2) Il existe un unique y P H , noté y “ projCpxq vérifiant ces conditions.

Démonstration. Nous commençons par prouver l’existence et l’unicité d’un élément dans C véri-
fiant la première condition. Ensuite nous verrons l’équivalence.

Nous nommons d l’infimum en question de la première condition.
Existence Soit pynq une suite dans C telle que

lim
nÑ8 }x´ yn} “ inft}z ´ y} tel que z P Cu “ d. (25.32)

Nous allons montrer que cette suite peut être choisie de Cauchy. Elle convergera donc dans H
parce que ce dernier est complet. Mais C étant supposé fermé dans H , la limite appartiendra
à C. Soient r, s P N. D’abord nous avons

}yr ´ ys}2 “ xyr ´ ys ` x´ x, yr ´ ys ` x´ xy (25.33a)
“ }yr ´ x}2 ` }ys ´ x}2 ´ 2xyr ´ x, ys ´ xy. (25.33b)

Ensuite,

4
››››
yr ` ys

2 ´ x
››››

2
“ xyr ` ys ´ 2x, yr ´ ys ´ 2xy (25.34a)

“ }yr ´ x}2 ` }ys ´ x}2 ` 2xyr ´ x, ys ´ xy. (25.34b)

Si nous égalisons les valeurs de 2xyr ´ x, ys ´ xy nous trouvons

}yr ´ ys}2 “ ´4
››››
yr ` ys

2 ´ x
››››

2
` 2}yr ´ x}2 ` 2}ys ´ x}2. (25.35)EqiqCyUaEqiqCyUa

La distance infimum étant d, nous pouvons choisir yn de telle façon à avoir

}yn ´ x} ď d` 1
n
. (25.36)

5. Par exemple αk “ 1{k2 si les vk sont orthonormaux.
6. On se comprend hein.
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D’autre part étant donné que C est convexe, pyr ` ysq{2 est dans C et nous avons
››››
yr ` ys

2 ´ x
›››› ě d. (25.37)

En mettant ces majorations dans (25.35) nous trouvons

}yr ´ ys}2 ď ´4d` 2
ˆ
d` 1

r

˙
` 2

ˆ
d` 1

s

˙
“ 1
r
` 1
s
. (25.38)

La suite pynq est donc de Cauchy et la limite est un élément de C. Prouvons que cet élément
y réalise l’infimum. Pour cela nous avons les inégalités

d ď }x´ y} ď }x´ yn} ` }yn ´ y}. (25.39)

En prenant le limite nÑ8 nous trouvons

d ď }x´ y} ď d. (25.40)

Unicité Même preuve que pour le théorème en dimension finie 12.139.
(1a)ñ (1b) Même preuve que pour le théorème en dimension finie 12.139.
(1b)ñ (1a) Même preuve que pour le théorème en dimension finie 12.139.

PropAXJpCe

Proposition 25.8.
Soit C une partie convexe et fermée de l’espace de Hilbert H . Alors pour tout x1, x2 P H nous
avons

} projCpx1q ´ projCpx2q} ď }x1 ´ x2}. (25.41)

En particulier la projection est une application continue.

Démonstration. Nous posons y1 “ projCpx1q et y2 “ projCpx2q. Par la partie (1b) du théo-
rème 25.7, nous avons, pour tout z, z1 P C les inégalités

Rexx1 ´ y1, z ´ y1y ď 0 (25.42a)
Rexx2 ´ y2, z

1 ´ y2y ď 0. (25.42b)

En prenant z “ y2 et z1 “ y1 et en sommant nous trouvons

Rexpx1 ´ y1q ` py2 ´ x2q, y2 ´ y1y ď 0. (25.43)

Nous pouvons maintenant calculer

}y1 ´ y2}2 “ Re }y1 ´ y2}
“ Rexy1 ´ y2, py1 ´ x1q ` x1 ´ x2 ` px2 ´ y2qy
“ Rexy1 ´ y2, x1 ´ x2y ` Rexy2 ´ y1, px1 ´ y1q ` py2 ´ x2qy
ď xy1 ´ y2, x1 ´ x2y
ď ››xy1 ´ y2, x1 ´ x2y

››
ď }y1 ´ y2}}x1 ´ x2}.

(25.44)

En simplifiant par }y1 ´ y2} 7 nous trouvons le résultat

}y1 ´ y2} ď }x1 ´ x2}. (25.45)

7. Si c’est nul, alors la preuve est évidente.
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ThoMXwOjb

Théorème 25.9 (Projection orthogonale).
Soit H un espace de Hilbert et K, un sous-espace vectoriel fermé non réduit à t0u et x P H .
L’élément y “ projKpxq est l’unique élément de K tel que

x´ y P KK. (25.46)

De plus l’application x ÞÑ projKpxq est linéaire, continue et de norme 1.

L’élément y ainsi défini est la projection orthogonale de x sur K et sera noté projKpfq.
Démonstration. La continuité de la projection est donnée par la proposition 25.8.

Soit z un élément de K tel que xz ´ x, ay “ 0 pour tout a P K. Nous avons

}x´ a}2 “ }z ´ x}2 ` }a´ z}2 ` 2 xz ´ x, a´ zylooooooomooooooon
“0

(25.47a)

ě }z ´ x}2. (25.47b)

Le produit scalaire est nul parce que a ´ z P K. La distance }z ´ x} est donc bien la plus petite
distance entre x et les éléments de K.

Dans l’autre sens, nous supposons que y P K minimise la distance à x dans K. Par hypothèse
pour tout a et pour tout λ P R, la différence

}py ` λaq ´ x}2 ´ }y ´ x}2 (25.48)

est positive. En développant les produits scalaires nous trouvons la conditions suivante

λ2}a}2 ` 2λxa, y ´ xy ě 0 (25.49)

qui doit être vraie pour tout λ P R. En tant que polynôme du second degré en λ, cela n’aura pas
deux racines réelles distinctes uniquement si xa, y ´ xy “ 0.

Nous montrons maintenant la linéarité de la projection orthogonale. Soient x1, x2 P H . L’élé-
ment y “ projK x1 ` projK x2 satisfait à la condition d’orthogonalité : pour tout z P K,

xx1 ` x2 ´ projK x1 ´ projK x2, zy “ xx1 ´ projK x1, zy ` xx2 ´ projK x2, zy “ 0. (25.50)

Étant donné que K est un sous-espace vectoriel, la condition de minimalité est automatiquement
vérifiée (seconde partie du théorème 25.7).

En ce qui concerne la norme opérateur de projK , la décomposition de x P H en composantes
dans K et KK est

x “ x` px´ projK xq. (25.51)
Étant deux parties orthogonales nous avons

} projK x}2 “ }x}2 ´ }x´ projK x}2. (25.52)

En prenant }x} “ 1 nous trouvons } projK x}2 ď 1 et par conséquent } projK } ď 1. Mais d’autre
part en prenant x P K nous avons automatiquement } projK } ě 1.

Proposition 25.10.
Soit H “ L2pΩ,A, µq, F une sous tribu de A et K l’ensemble de fonctions F-mesurables dans
L2pΩ,A, µq. Si f P L2pΩ,A, µq est positive, alors projK f est positive (presque partout).

Démonstration. L’ensemble A “ tprojK f ă 0u est dans F . En effet

A “ pprojK fq´1`s´8, 0r˘ (25.53)

alors que, par construction, projK f est F-mesurable. La fonction indicatrice 1A est alors F-
mesurable (c’est-à-dire 1A P K) et nous avons

0 ď
ż

Ω
f1A “

ż

Ω
projK f1A ď 0. (25.54)

Étant donné que nous avons supposé f ě 0 nous avons alors µpAq “ 0. D’où le fait que projK f
est presque partout positive.
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25.3 Systèmes orthogonaux et bases
Dans cette partie nous noteronsK le corps de base de l’espace H . Seuls deux cas sont envisagés :

K “ C ou K “ R.
Pour chaque x P H nous considérons l’application

Φy : H Ñ K

x ÞÑ xx, yy. (25.55)EQooMWZAooZUFKOsEQooMWZAooZUFKOs

Ce sont des applications continues.

25.3.1 Orthogonal d’une partie
DEFooXUXQooMmDnhW

Définition 25.11.
Soit une partie A de l’espace de Hilbert H . L’orthogonal de A est l’ensemble

AK “ tv P H tel que xv, xy “ 0@x P Au. (25.56)

PropdpaMpH

Proposition 25.12.
Si H est un préhilbert et si A Ă H , alors l’ensemble AK est un sous-espace fermé de H .

Démonstration. L’application Φx définie en (25.55) est continue pour chaque x P H et par consé-
quent l’ensemble ker Φx “ Φ´1

x pt0uq est fermé. L’ensemble

AK “
č

xPA
ker Φx (25.57)

est donc fermé.
ThowZyaiz

Théorème 25.13.
Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace fermé de H . Alors

(1) Nous avons la décomposition
H “ F ‘ FK. (25.58)EqxXIvrGEqxXIvrG

ItemThowZyaizii

(2) La projection sur F par rapport à la somme directe (25.58) est la projection projF du théo-
rème de projection.

(3) La décomposition (25.58) est topologique.

Proposition 25.14.
Si F est un sous-espace de l’espace de Hilbert H alors on a FKK “ F̄ .

Démonstration. Nous savons par la proposition 25.12 que FK est fermé, par conséquent le théo-
rème 25.13 donne la somme directe

H “ FK ‘ FKK. (25.59)

Mais F̄ étant également fermé nous avons la somme directe

H “ F̄ ‘ pF̄ qK. (25.60)

Montrons que pF̄ qK “ FK. En effet si x P FK et si y P F̄ , alors il existe une suite yn dans F qui
converge vers y. Pour chaque n nous avons xx, yny “ 0 et donc xx, yy “ 0 par continuité du produit
scalaire.

Nous avons donc
H “ FK ‘ FKK “ F̄ ‘ FK. (25.61)

Mais F̄ Ă FKK (prendre une suite). Les espaces F̄ et FKK étant tous deux des supplémentaires de
FK, nous déduisons qu’ils doivent être égaux.
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PropqiWonByiBmc

Proposition 25.15.
Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel de H . Alors F est dense si et seulement
si FK “ t0u.
Démonstration. Nous savons que

H “ FK ‘ F̄ . (25.62)
Donc nous avons H “ F̄ si et seulement si FK “ t0u.

Pour vérifier si un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert est dense, il suffit donc de
montrer que son orthogonal est réduit à zéro.

25.3.2 Dual, théorème de représentation de Riesz
LemjYVcHE

Lemme 25.16.
L’application linéaire

Φ: H Ñ LpH ,Kq
y ÞÑ Φy

(25.63)

est une isométrie : nous avons }Φy} “ }y}.
De plus pour chaque y, l’application Φy est continue.

Démonstration. En utilisant la définition de la norme opérateur et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

}Φy} “ sup
}x}“1

}Φypxq} “ sup |xx, yy| ď sup }x}}y} “ }y}. (25.64)

Par conséquent }Φy} ď }y}. Mais d’autre part le fait que Φypyq “ }y}2 montre que }Φy} ě }y}.
En ce qui concerne la continuité de Φy, elle est garantie par le fait que c’est une application

linéaire bornée via la proposition 11.62.

Définition 25.17.
Le dual de l’espace de Hilbert H est l’ensemble

H 1 “ tf : H Ñ K linéaire et continueu. (25.65)

Notons que dans le contexte des espaces de Hilbert nous demandons la continuité des éléments
du dual parce qu’elle n’est pas automatique par la linéarité dans les cas de dimension infinie. En
principe nous devrions préciser dual topologique, mais nous ne le ferons pas systématiquement
lorsque le contexte parle clairement de topologie (ce qui est le cas lorsqu’on parle d’espaces de
Hilbert). De temps en temps le dual algébrique d’un espace est noté E˚ ; dans ce cas la continuité
n’est pas demandée.

ThoQgTovL

Théorème 25.18 (Théorème de représentation de Riesz, thème 21).
Soit un espace de Hilbert H sur le corps K (R ou C). L’application

Φ: H Ñ H 1

y ÞÑ Φy
(25.66)

est une bijection isométrique.

Démonstration. Nous savons du lemme 25.16 que Φ est une isométrie. Nous devons seulement
montrer que Φ est surjective. L’application nulle est dans l’image de Φ. Soit f P H 1 non nulle. Par
continuité nous savons que F “ kerpfq est fermé, donc

H “ kerpfq ‘ pker fqK (25.67)EQooFUCWooUnYcZGEQooFUCWooUnYcZG

par le théorème 25.13.
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(1) Une base adaptée
Nous considérons une base de H adaptée à la décomposition 25.67, c’est-à-dire

— pusqsPS une base de ker f ,
— pvtqtPT une base de pker fqK.

(2) pker fqK X kerpfq “ t0u
Si v P pker fqK alors pour tout w P kerpfq nous avons xv, wy “ 0. En particulier si v lui-même
est dans kerpfq alors xv, vy “ 0 et v “ 0.

(3) Une base encore plus adaptée Si v est non nul dans pker fqK, alors fpvq ‰ 0 (sinon
il serait dans l’intersection entre kerpfq et pker fqK). Mais fpvq ‰ 0 dans K implique que
fpKvq “ K, c’est-à-dire que tfpvqu est une base de Imagepfq (l’image de f est K).
Le théorème du rang (théorème 4.46) assure alors que

tvu Y tususPS (25.68)

est une base de H avec v P pker fqK et us P ker f . Nous choisissons v pour avoir }v} “ 1.
(4) Existence

Nous pouvons maintenant prouver l’existence de y tel que Φy “ f . Prouvons qu’en posant
y “ fpvqv nous avons Φy “ f . Pour cela, un peu de calcul :

Φypvq “ xv, yy “ fpvqxv, vy “ fpvq (25.69a)
Φypusq “ xus, yy “ 0. (25.69b)

Par conséquent Φy et f coïncident sur une base de H .
(5) Unicité

En ce qui concerne l’unicité, d’abord si Φy “ f alors nous devons avoir y P pker fqK et par
conséquent y “ λv pour un certain λ P K. Nous avons alors

Φypvq “ λ̄xv, vy “ λ̄. (25.70)

Pour que cela soit égal à fpvq, nous fixons λ “ fpvq.

Notons que nous avons réellement utilisé le théorème du rang pour l’unicité. Si nous ne de-
mandions pas l’unicité, alors nous n’avions pas besoin du fait que dimpker fqK “ 1, et nous aurons
donc pu parler de formes plus générales à valeurs dans Kn.

25.3.3 Séparabilité
DEFooSFOJooGICSbT

Définition 25.19.
Un espace topologique est séparable si il possède une partie dénombrable dense.

DEFooQVPHooJaSWyF

Définition 25.20 ([605]).
Si E est un espace vectoriel normé nous disons que ∆ est une partie totale de E si Spanp∆q est
dense dans E. Attention : nous rappelons que Spanp∆q est l’ensemble des combinaisons linéaires
finies d’éléments de ∆.

PROPooZMWHooVwvNBY

Proposition 25.21.
Un espace vectoriel normé est séparable si et seulement si il possède une partie totale dénombrable.

Démonstration. Si ∆ est une partie dénombrable de E, alors le Q-espace vectoriel SpanQ∆ est
dénombrable, et sa fermeture est la même que celle de SpanK∆.

Définition 25.22.
Une famille puiqiPI d’éléments de H indicée par un ensemble quelconque I est un système or-
thonormé si
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(1) }ui} “ 1 pour tout i P I,
(2) ui K uj pour tout i ‰ j.

Notons que si punqnPN est un système orthonormé dénombrable alors en utilisant les formules
de la proposition 25.4, nous avons

››
nÿ

k“1
ξkuk

››2 “
nÿ

k“1
|ξk|2. (25.71)EqCLQbMyEqCLQbMy

Exemple 25.23.
Dans l’ensemble L2pa, bq avec b´ a “ L l’ensemble des fonctions

enptq “ 1?
b´ a expp2π

L
intq (25.72)EqxNXguHEqxNXguH

avec n P Z forme un système orthonormé. En effet

xen, eny “ 1
b´ a

ż b

a
expp2π

L
intq expp´2π

L
intq “ 1 (25.73)

et
xen, emy “ 1

b´ a
ż b

a
e

2π
L

pn´mqtdt “ 0. (25.74)

Dans cette intégrale nous utilisons le fait que b “ a ` pb ´ aq pour simplifier les expressions en
cours de calcul.

La famille (25.72) est le système trigonométrique de L2pa, bq. On en parle aussi dans [606].
△

PROPooMOQRooCPFnPC

Proposition 25.24.
Une partie orthonormée est libre.

Démonstration. Soit puiqiPI une famille orthonormée de H et une combinaison linéaire finie nulle :
nÿ

k“1
akuk “ 0. (25.75)

Nous développons la somme en utilisant les formules de la proposition 25.4 :

0 “ }
ÿ

k

akuk}2 “
ÿ

k

|ak|2}uk}2 ` 2
ÿ

kăl
xakuk, aluly. (25.76)

La famille étant orthonormée, les choses se simplifient en
ÿ

k

|ak|2 “ 0, (25.77)

ce qui signifie que ak “ 0 pour tout k.

Avant de continuer nous devons définir comment nous calculons des sommes sur des ensembles
quelconques. Si I est un ensemble et si pour chaque i P I nous avons un nombre réel positif ai,
alors nous définissons ÿ

iPI
ai “ sup

JĂI
J fini

ÿ

jPJ
aj . (25.78)

Cela est discuté dans la section 11.8.
PropHKqVHj

Proposition 25.25 (Inégalités de Bessel).
Soit H un préhilbert. Si puiqiPI est un système orthonormé et si x P H , alors

ÿ

iPI

ˇ̌xx, uiy
ˇ̌2 ď }x}2. (25.79)EQooWCYZooOPzGawEQooWCYZooOPzGaw



2062 CHAPITRE 25. ESPACES DE HILBERT

Démonstration. Les éléments de la somme étant des réels positifs, la proposition 11.103 fonctionne
pour décrire les sommes.

Posons cipxq “ xx, uiy. Pour toute partie finie J Ă I nous avons

0 ď ››x´
ÿ

jPJ
cjpxquj

››2 “ }x}2 ´ 2 Re
ÿ

j

xx, cjpxqujy `
ÿ

j

|cjpxq|2. (25.80)

Mais en tenant compte du fait que

xx, cjpxqujy “ cjpxqxx, ujy “ |cjpxq|2, (25.81)

nous restons avec
}x´

ÿ

jPJ
cjpxquj} “ }x}2 ´

ÿ

jPJ
|cjpxq|2. (25.82)EqvwXWEAEqvwXWEA

Finalement, ÿ

jPJ
|cjpxq|2 ď }x}2. (25.83)

Ayant cette inégalité pour toute partie finie de I, nous l’avons encore pour le supremum.
PROPooWTOZooYZdlml

Proposition 25.26.
Soit H un préhilbert et une famille orthonormée puiqiPI . Si

x “
ÿ

iPI
ξiui (25.84)EqitrzXiEqitrzXi

alors ξi “ xx, uiy.
Démonstration. Nous appliquons l’application Φuk

du théorème de représentation de Riesz 8 à
l’équation (25.84).

Si I est dénombrable, alors permuter Φuk
avec la somme consiste à invoquer la continuité, et

permuter la limite des sommes partielles avec Φuk
(l’application Φuk

est continue parce qu’isomé-
trique).

Sinon, il faut utiliser la proposition 11.114. Il faut donc montrer que la famille Φuk

`
ξiui

˘
est

sommable. Cela est fort vrai parce que cette famille ne contient en réalité qu’en seul élément non
nul, celui avec i “ k, qui vaut ξk. Au final nous avons :

xx, uky “
ÿ

iPI
Φuk

pξiuiq “ ξk. (25.85)

25.3.4 Base hilbertienne
DEFooADQXooFoIhTG

Définition 25.27.
Une base orthonormée est une famille dénombrable orthonormée et totale 9. Cela sera souvent
aussi appelé une base hilbertienne.

25.28.
Cette définition demande quelques remarques.

(1) La notion de base hilbertienne n’est pas la même notion de base qu’en algèbre. En effet pour
avoir une base algébrique d’un espace vectoriel, nous demandons que les éléments soient des
combinaisons linéaires finies des éléments de la base, tandis qu’ici en demandant que la partie
soit totale nous demandons simplement que les combinaisons linéaires finies soient denses.

(2) Nous allons voir qu’un espace de Hilbert est généré par les sommes infinies de vecteurs d’une
base hilbertienne avec des coefficients qui forment une suite dans ℓ2.

8. Théorème 25.18.
9. Définition 25.20
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(3) Nous ne demandons pas que la famille soit libre ? La belle affaire. Une famille orthogonale
est toujours libre, proposition 25.24.

(4) Nous verrons dans la proposition 25.37 que toute base hilbertienne est maximale (définition
25.33), c’est-à-dire que si xx, by “ 0 pour tout b dans la base, alors x “ 0.

LEMooHWOBooQJKdTD

Lemme 25.29 ([607]).
Si E est une base hilbertienne 10 de l’espace de Hilbert H et si x P H alors l’ensemble

te P E tel que xx, ey ‰ 0u (25.86)

est au plus dénombrable.

Démonstration. Notons qu’ici, H n’est pas supposé séparable. Nous savons par l’inégalité de Bessel
(25.79) que ÿ

ePE
|xx, ey|2 ď }x}2. (25.87)

Donc si ϵ ą 0 est donné, l’ensemble te P E tel que |xx, ey| ą ϵu est fini. Or

te P E tel que xx, ey ‰ 0u “ te P E tel que |xx, ey| ą 0u “
8ď

n“1
te P E tel que |xx, ey| ą 1

n
u. (25.88)

Bref, cet ensemble est une union dénombrable d’ensembles finis. Il est donc dénombrable.

Remarque 25.30.
Le lemme 25.29 ne signifie pas que la base E doive être dénombrable. Il signifie seulement que pour
chaque x séparément, seule une partie dénombrable de E est nécessaire.

CORooFROTooNupAQs

Corolaire 25.31 ([607]).
Si un espace de Hilbert possède une base hilbertienne dénombrable, alors toutes ses bases hilber-
tiennes sont dénombrables.

Démonstration. Soient E et F des bases hilbertiennes de l’espace de Hilbert H , en supposant que
E soit dénombrable. Pour chaque f P F nous avons xf, ey ‰ 0 pour au moins un e P E , sinon en
vertu de la décomposition (25.84) de f dans la base E , nous aurions f “ 0. Nous avons donc

F Ă
ď

ePE
tf P F tel que xf, ey ‰ 0u, (25.89)EQooKRTFooNABXnHEQooKRTFooNABXnH

alors que le lemme 25.29 indique que chacun des ensembles de l’union est au plus dénombrable.
La partie F est donc une union dénombrable d’ensemble dénombrables. Elle est dénombrable.

Remarque 25.32.
En travaillant un peu plus sur la notion de cardinalité, le corolaire 25.31 indique que toutes les
bases hilbertiennes ont même cardinalité. En effet en laissant tomber l’hypothèse de dénombrabilité
sur E , l’inclusion (25.89) donne que F est une union de CardpEq ensembles dénombrables et est
alors de cardinalité CardpEq.

DEFooRFATooDRKWoJ

Définition 25.33.
Une partie orthonormale B est maximale si le seul x P H vérifiant xx, by “ 0 pour tout b P B
est x “ 0.

LEMooXIECooCAQeJN

Lemme 25.34 ([1, 608]).
Tout espace de Hilbert possède une partie orthonormale maximale.

10. Définition 25.27.
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Démonstration. Soit H un espace de Hilbert et O, l’ensemble de parties orthonormales de H ,
ordonné 11 par l’inclusion. Cet ensemble est inductif. En effet soit une partie totalement ordonnée
tAiuiPI de O : chaque Ai est une partie orthonormale de H , et de plus pour i, j P I nous avons
soit Ai Ă Aj soit Aj Ă Ai. Nous pouvons considérer

A “
ď

iPI
Ai. (25.90)

Cela est encore une partie orthonormée de H parce que si x, y P A, alors il existe i, j P I tels
que x P Ai et y P Aj . Vu que tAiuiPI est totalement ordonné nous supposons pour fixer les idées
que Ai Ă Aj . Alors x et y sont dans Aj qui est une partie orthonormée ; nous en déduisons que
xx, yy “ 0 et donc que A est une partie orthonormée. C’est-à-dire : A P O. Par ailleurs, A est un
majorant de tAiuiPI pour l’inclusion parce que Ai Ă A pour tout i.

Nous avons prouvé que O est un ensemble inductif. Le lemme de Zorn 1.23 nous dit alors que
O possède un élément maximum. Cet élément est une partie orthonormale inclue dans aucune
autre partie orthonormale. C’est-à-dire qu’il est une partie orthonormale maximale au sens de la
définition 25.33.

PROPooENTIooIplRAS

Proposition 25.35 ([608]).
Si un espace de Hilbert possède une partie orthonormale maximale dénombrable, alors toutes les
parties orthonormales sont dénombrables (ou finies).

Démonstration. Soit B une partie orthonormale maximale, et A une partie orthonormale. Pour
chaque b P B nous notons

Apbq “ ta P A tel que xa, by ‰ 0u Y t0u. (25.91)

Un élément de A qui ne serait dans aucun des Apbq serait perpendiculaire à tous les éléments de
B, et serait donc l’élément nul. Mais l’élément nul est dans tous les Apbq ; donc nous avons

A Ă
ď

bPB
Apbq. (25.92)

Or par l’inégalité de Bessel, l’ensemble Apbq est dénombrable. Par conséquent A est inclus dans
une union dénombrable d’ensembles dénombrables ; A est dénombrable.

Le fait que tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne est vrai. Nous allons démontrer
ce résultat d’abord pour les espaces séparables et ensuite, indépendamment, en général. Si vous
vous la sentez de maîtriser la proposition 25.37, vous pouvez sauter la 25.36.

PROPooDRFBooWTcunC

Proposition 25.36.
Tout espace de Hilbert séparable possède une base hilbertienne.

Démonstration. Vu que nous supposons avoir un espace de Hilbert séparable, il possède une partie
totale dénombrable par la proposition 25.21. Soit pvnqnPN une telle partie. Quitte à supprimer les
vi qui sont combinaisons linéaires des précédents, nous pouvons supposer que cette partie est libre.
Nous considérons l’espace vectoriel

Fn “ Spantv1, . . . , vnu. (25.93)

Sur Fn nous pouvons appliquer un procédé de Gram-Schmidt pour construire une base orthonormée
tu1, . . . , unu de Fn au sens usuel. En considérant Fn`1 et en recommençant, les vecteurs u1, . . . , un
ne changent pas, mais nous obtenons un vecteur un`1.

Nous construisons ainsi une suite punq qui est alors orthonormée au sens des espaces de Hilbert.
Nous devons encore prouver qu’il s’agit d’un ensemble total. Cela est simplement dû au fait que tout
élément de Spantvnu est contenu dans Spantunu parce que Span ne considère que des combinaisons
linéaires finies.

11. Définition 1.11.
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PROPooLDXFooRaxBsI

Proposition 25.37 ([608]).
À propos de parties orthonormales maximales.

ITEMooVUFXooDrVwum

(1) Une partie d’un espace de Hilbert est orthonormale maximale si et seulement si elle est une
base hilbertienne. ITEMooZFENooQnSlrv

(2) Tout espace de Hilbert possède une base hilbertienne.

Démonstration. Soit une partie orthonormale maximale B et la fermeture de son espace engendré :
F “ SpanpBq. Pour que B soit une base, nous devons démontrer que F “ H . Pour cela nous
considérons x P H et nous utilisons le théorème de projection orthogonale 25.9 pour mentionner
le fait que

x´ projF pxq K F (25.94)

Cela dit que x´ projF pxq est un vecteur orthogonal en particulier à tous les éléments de B ; par
maximalité nous avons x´ projF pxq “ 0, c’est-à-dire x “ projF pxq ou encore x P F . Cela prouve
que F “ H .

Note : pour être pointilleux, nous aurions dû travailler non avec x ´ projF pxq, mais avec le
vecteur normalisé à 1.

En ce qui concerne le second point, nous invoquons le lemme 25.34 pour dire que tout espace de
Hilbert possède une partie orthonormale maximale. Ensuite la première partie de cette proposition
nous dit que cette dernière est une base hilbertienne.

PROPooEYRSooCRPjdK

Proposition 25.38 (Unicité de la décomposition dans une base hilbertienne[1]).
Soit un espace de Hilbert H muni d’une base hilbertienne tuiuiPI . Alors :

(1) Si ÿ

iPI
aiui “ 0, (25.95)

alors ai “ 0 pour tout i P I.
(2) Si

ř
iPI aiui “

ř
iPI biui, alors ai “ bi pour tout i dans I.

Démonstration. Supposons que
ř
i aiui “ 0. La proposition 25.26 nous dit alors que

aj “ x
ÿ

i

aiui, ujy “ x0, ujy “ 0. (25.96)

Pour la même raison, si
x “

ÿ

iPI
aiui “

ÿ

iPI
biui, (25.97)

alors, pour chaque i P I, nous avons ai “ xx, uiy et bi “ xx, uiy, c’est-à-dire ai “ bi.

Voici un petit résumé de ce que nous avons vu en termes de dénombrabilité et séparabilité.
THOooMKNFooVrCNGA

Théorème 25.39.
Pour un espace de Hilbert, les choses suivantes sont équivalentes.

ITEMooSJKVooFIIbwg

(1) L’espace est séparable 12.
ITEMooQIZLooYdtYqF

(2) L’espace possède au moins une base hilbertienne 13 dénombrable.
ITEMooHYSXooOubwUy

(3) Toutes les bases hilbertiennes sont dénombrables.
ITEMooMZICooNBAVum

(4) Toute partie libre est dénombrable.

Démonstration. Plein de résultats à citer . . .
12. Définition 25.19.
13. Définition 25.27.
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(1) (1) implique (2)
est la proposition 25.36.

(2) (2) implique (3)
est la proposition 25.31.

(3) (3) implique (4)
Le procédé de Gram-Schmidt met en bijection une partie libre avec une partie orthonormale
(qui engendre le même espace, mais c’est une autre affaire). Or lorsque l’espace de Hilbert
possède une base dénombrable, toutes les parties orthonormales sont dénombrables par la
proposition 25.35.

(4) (4) implique (1) La proposition 25.37(2) dit que tout espace de Hilbert possède des bases
hilbertiennes. Une telle base est forcément une partie libre parce que toute famille ortho-
normale est libre (proposition 25.24), et donc dénombrable par hypothèse. À ce point nous
avons montré que notre espace de Hilbert possédait une base hilbertienne dénombrable. Cela
implique qu’il est séparable par la proposition 25.21.

RemfdJcQF

Remarque 25.40.
À mon avis il doit exister un théorème de complétion de base hilbertienne disant que si on a
une famille orthonormée, alors elle se prolonge en base. Utilisant cela, nous trouvons une nouvelle
démonstration de la proposition 25.25 en disant que la somme sur la « partie de base » est plus
petite que la somme sur la « base complète ».

25.41.
Vu que nous n’avons l’intention de ne travailler qu’avec des espaces de Hilbert séparables et que
toutes leurs bases sont dénombrables, nous n’allons travailler qu’avec des bases dénombrables, et
donc des systèmes orthonormés dénombrables. Nous allons conventionnellement les indicer par N.

La proposition suivante explique que la notion de projection est compatible avec la décompo-
sition d’un vecteur dans un système orthonormé.

Proposition 25.42.
Soit pukqkě1 un système orthonormé d’un préhilbert H . Soient

x “
8ÿ

k“1
ξkuk (25.98)

et
F “ Spantu1, . . . , unu. (25.99)

Alors
projF pxq “

nÿ

k“1
ξkuk. (25.100)

Démonstration. Nous allons dans un premier temps montrer que

y “ x´
nÿ

k“1
ξkuk (25.101)

est dans FK. Pour cela nous calculons

xx´
nÿ

k“1
ξkuk, ujy “ x

8ÿ

k“n`1
ξkuk, ujy “ 0 (25.102)

où nous avons utilisé la continuité du produit scalaire pour permuter la somme (infinie) et le
produit. Étant donné que y P FK nous avons projF y “ 0 par le point (2) du théorème 25.13.
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D’autre part projF y peut être calculé selon

projF y “ projF x´
nÿ

k“1
ξk projF uk (25.103)

tandis que projF uk “ uk lorsque 1 ď k ď n. Par conséquent l’annulation de projF y donne

projF x “
nÿ

k“1
ξkuk, (25.104)

donc le résultat.
ThooRArDp

Théorème 25.43 (Meilleure approximation).
Soit tuiuiPI une famille orthonormée de l’espace de Hilbert H . Alors pour tout x P H et pour tout
J fini dans I et pour toute famille de nombres complexes pajqjPJ nous avons

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJ
ajuj ´ x}. (25.105)

Ce théorème exprime le fait que les nombres xx, uiy sont les meilleurs coefficients à mettre
devant les ui pour approximer x.

Corolaire 25.44.
Soit tuiuiPI une famille orthonormée de H . Pour tout x P H et pour toutes parties finies J,K de
I avec J Ă K nous avons

}
ÿ

jPK
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x}. (25.106)

Ce corolaire exprime le fait que plus on prend de termes de la forme x, uiyui, mieux c’est.
PropzaKXHq

Proposition 25.45.
Soit H un espace de Hilbert et punq un système orthonormé dans H . Si pξnqnPN est une suite
dans ℓ2 alors la série 8ÿ

n“1
ξnun (25.107)

converge dans H .
Autrement dit l’application

S : H Ñ ℓ2

x ÞÑ `xx, uny
˘
ně1

(25.108)

est surjective.

Démonstration. Nous allons montrer que la série
ř8
n“1 ξnun est de Cauchy, c’est-à-dire que la

limite

lim
nÑ8

››
n`pÿ

k“n
ξkuk

›› “ 0 (25.109)

est uniforme en p. Cela est un corolaire de la formule (25.71) parce que

››
n`pÿ

k“n
ξkuk

››2 “
n`pÿ

k“n
|ξk|2. (25.110)

Mais si pξnq est dans ℓ2, pour tout ϵ, il existe N tel que si n ą N alors le membre de droite est
inférieur à ϵ indépendamment de p.
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25.3.5 Décomposition dans une base hilbertienne

Étant donné une base hilbertienne de H , nous notons

ckpxq “ xx, uky. (25.111)

Dans le théorème suivant (et d’ailleurs partout), les sommes sur I sont prises au sens de la défini-
tion 11.99.

ThoyAjoqP

Théorème 25.46 (Décomposition dans une base orthogonale).
Soit H un espace de Hilbert séparable tuiuiPI une base orthonormée (I est un ensemble dénombrable
quelconque).

ItemQGwoIxi

(1) Pour tout x P H nous avons
x “

ÿ

iPI
xx, uiyui (25.112)EqPUPTXJEqPUPTXJ

où la somme est prise au sens de la définition 11.99. En particulier, la somme converge de
façon commutative.

(2) Si teiuiPI est une famille orthonormée qui satisfait la décomposition (25.112) pour tout x P H
alors teiu est une base hilbertienne.

(3) Nous avons l’identité de Plancherel

}x}2 “
ÿ

iPI
|xx, uiy|2. (25.113)

Le point (5) nous indiquera que cette égalité est en fait suffisante pour dire que nous avons
une base.

(4) Nous avons l’identité de Parseval

xx, yy “
ÿ

iPI
xx, uiyxy, uiy. (25.114)EqHZxjtKtEqHZxjtKt

ItemQGwoIx

(5) Si tuiu est une famille de vecteurs unitaires vérifiant l’identité de Plancherel, alors c’est une
base hilbertienne.

(6) Si tuiuiPI est une base hilbertienne, la suite n ÞÑ |xx, uny| appartient à ℓ2pIq.
Démonstration. (1) Étant donné que le système tuiuiPI est total, nous pouvons considérer une

suite de combinaisons linéaires finies des ui qui converge vers x. Nous écrivons

xn “
ÿ

xPJn

an,kuj (25.115)

et xn Ñ x dans H . Les ensembles Jn sont des sous-ensembles finis de I. Nous pouvons les
choisir de telle sorte que Jn Ă Jn`1 et

Ť
nPN Jn “ I. Ce choix correspond à éventuellement

prendre an,j “ 0 pour toutes les valeurs de j « en trop ».
Soit ϵ ą 0 et N tel que }xn ´ x} ă ϵ pour tout n ě N . Nous allons montrer que pour tout J
fini tel que JN Ă J nous avons }řjPJxx, ujyuj ´ x} ă ϵ. Étant donné que

ÿ

jPJN

xx, ujyuj “
ÿ

jPJ
ajuj (25.116)

avec

aj “
#
xx, ujy si j P JN
0 sinon,

(25.117)

le théorème de meilleure approximation 25.43 nous enseigne que

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ď }

ÿ

jPJN

xx, ujyuj ´ x} ă ϵ (25.118)
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par conséquent la somme
ř
iPIxx, uiyui converge vers x au sens général, et en particulier

commutativement.
Les sommes étant commutatives (en particulier x “ ř

iPIxx, uiyui), et les bases hilbertiennes
étant dénombrables, nous ne perdons aucune généralité en ne considérant que des bases
indexées par N.

(2) Nous devons montrer que l’ensemble des combinaisons linéaires finies est dense dans H . Par
hypothèse, pour tout ϵ, il existe un ensemble fini J tel que

}
ÿ

jPJ
xx, ujyuj ´ x} ă ϵ. (25.119)

Cela prouve la densité dont nous avions besoin.
(3) La norme étant une fonction continue, elle commute avec les sommes infinies, de telle sorte

que l’égalité de Plancherel donne

}x}2 “ }
ÿ

iPI
xx, uiyui}2. (25.120)

Le système des ui étant orthonormé,

}x}2 “ }
ÿ

iPI
xx, uiyui}2 “

ÿ

iPI
|xx, uiy|2. (25.121)

(4) Au tour de Parseval. Nous commençons par prouver que la somme du membre de droite
converge. En utilisant l’inégalité |zz1| ď |z|2 ` |z1|2 (valable pour z, z1 P C) et Plancherel,
nous avons ÿ

iPI
|xx, uiyxy, uiy| ď

ÿ

iPI
|xx, uiy|2 ` |xy, uiy|2

ď }x}2 ` }y}2.
(25.122)

Nous en déduisons que la famille xx, uiyxy, uiy est (commutativement) sommable en utilisant
la proposition 11.110. Par ailleurs nous savons que

x “
ÿ

iPI
cipxqui (25.123a)

y “
ÿ

iPI
cipyqui, (25.123b)

et le produit scalaire étant une forme bilinéaire continue,

xx, yy “
ÿ

iPI

ÿ

jPI
xcipxqui, cjpyqujy (25.124a)

“
ÿ

iPI

ÿ

jPJ
cipxqcjpyqδij (25.124b)

“
ÿ

iPI
cipxqcipyq. (25.124c)

(5) Nous utilisons l’égalité de Plancherel avec x “ uj :

}uj}2 “ }uj}2 `
ÿ

iPIztju
|xuj , uiy|2. (25.125)

Par conséquent xuj , uiy “ 0 dès que i ‰ j. Cela prouve que le système tuiuiPI est orthonormé.
Nous devons encore prouver que le système est total. Pour cela nous repartons de l’équation
(25.82) que nous avions déduites dans la démonstration de l’inégalité de Bessel :

}x´
ÿ

jPJ
cjpxquj} “ }x}2 ´

ÿ

jPJ
|cjpxq|2. (25.126)

Par hypothèse le membre de droite peut être rendu aussi petit que l’on veut en prenant J
grand (mais fini) dans I. Le membre de gauche indique alors que le système tuiuiPI est total.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Perceval
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(6) L’identité de Plancherel signifie entre autres que si x P H alors
ř
iPI |xx, uiy|2 converge. Du

coup la suite pxx, uiyqiPI est dans ℓ2pIq.

Remarque 25.47.
Nous avons décidé d’indexer les bases hilbertiennes par N ; cela est légitime parce que les sommes
sont commutatives. Il ne faut cependant pas perdre de vue qu’en pratique l’ensemble naturel avec
lequel on indexe une base est parfois Z. Un tel cas est donné par la base trigonométrique de L2.
Indexer cette dernière par N plutôt que par Z serait une contorsion inutile.

Remarque 25.48.
L’égalité de Parseval est la raison pour laquelle les physiciens écrivent souvent

Id “
8ÿ

n“1
|unyxun| (25.127)

dans les livres de mécanique quantique par exemple. Dans certains[609], nous lisons même
ż `8

´8
dq|qyxq| “ Î . (25.128)

Notons que ces personnes travaillent avec un espace de Hilbert dont la base n’est pas dénombrable.
Pour dire que la physique, ça n’utilise pas des mathématiques pour rire !

Remarque 25.49.
Par définition une base orthonormée est donc une partie dénombrable dont l’espace vectoriel en-
gendré est dense. Un espace de Hilbert possédant une base orthonormée est donc séparable. C’est
ce fait qui nous pousse à ne considérer que des espaces de Hilbert séparables ; nous n’allons donc
pas étudier ce qu’il se passerait par exemple en considérant l’espace vectoriel librement engendré
par les éléments de R.

Exemple 25.50.
L’identité de Parseval (25.114), dans le cas de l’espace des fonctions continues périodiques de
période 2π signifie qu’en posant

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fpsqe´ins, (25.129)

nous avons
1

2π

ż 2π

0
|fpsq|2 “

8ÿ

n“´8
|cnpfq|2. (25.130)EqMIuCSfzEqMIuCSfz

△
CorQETwUdF

Corolaire 25.51.
Soit H un espace de Hilbert et punq une base orthonormée. L’application

S : H Ñ ℓ2

x ÞÑ `xx, uny
˘
nPN

(25.131)

est un isomorphisme d’espaces de Hilbert.
De plus l’isomorphisme réciproque est

S´1 : ℓ2 Ñ H

pξnq ÞÑ
8ÿ

n“1
ξnun.

(25.132)
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Démonstration. Nous devons prouver que l’application est bijective et qu’elle vérifie

Spxq·Spyq “ xx, yy (25.133)

où le point dénote le produit dans ℓ2.
Pour la surjectivité, si pξnq P ℓ2 alors nous savons que la somme

ř
n ξnun converge par la

proposition 25.45 et par conséquent pξnq est l’image par S de ce vecteur de H .
Pour l’injectivité, si Spxq “ Spyq alors

x “
ÿ

n

xx, unyun “
ÿ

n

xy, unyun “ y (25.134)

en utilisant la décomposition (25.112).
Le fait que S soit une isométrie est contenu dans Parseval.

PROPooPVQIooPcEFSe

Proposition 25.52 ([1]).
Soit un espace de Hilbert séparable H , un sous-espace vectoriel fermé V et une base orthonormée
tbiuiPI de H . En posant vi “ projV pbiq alors

C “ Spantbi ´ viu (25.135)

est l’orthogonal de V .

Démonstration. Juste pour rappel, lorsque nous écrivons vi “ projV pbiq, nous parlons de la pro-
jection orthogonale du théorème 25.9. Donc tous les vecteurs bi´ vi sont dans V K. En passant aux
limites, C Ă V K.

Soit x P V K que nous décomposons dans la base tbiuiPI comme x “ ř
iPI xibi. Posons ci “

bi ´ vi “ bi ´ projV pbiq. Alors d’une part

0 “ projV pxq “
ÿ

i

xi projV pbiq “
ÿ

i

xipbi ´ ciq. (25.136)

Nous avons utilisé la continuité de projV pour permuter avec la somme. D’autre part,

x “
ÿ

i

xibi “
ÿ

i

xipbi ´ ci ` ciq “
ÿ

i

xipbi ´ ciq
loooooomoooooon

“0

`
ÿ

i

xici P C. (25.137)

Notons que pour la dernière appartenance, il est important de prendre la fermeture pour définir
C.

Proposition 25.53 ([1, 610]).
Toute partie orthonormée d’un espace de Hilbert séparable se prolonge en une base hilbertienne.

Démonstration. Soit une partie orthonormée tuiuiPI de l’espace de Hilbert H . Nous mentionnons
que cette partie est libre et donc, par le théorème 25.39, dénombrable 14. Montrons pour commencer
que la partie V “ SpantuiuiPI est un sous-espace vectoriel fermé de H .

(1) Vectoriel Soit v, w P V et ϵ ą 0. Il existe a P Spantuiu tel que }a´ v} ă ϵ et b P Spantuiu
tel que }b´ w} ă ϵ. Dans ce cas,

}v ` w ´ pa` bq} ď 2ϵ. (25.138)

Cela prouve que v ` w P V . Nous procédons de même pour λv.
(2) Fermé Par construction.

14. Avec un peu de mauvaise foi, vous pouvez quand même dire que cela n’implique pas que I lui-même soit
dénombrable, mais vous pouvez le supposer pour fixer les idées.
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L’orthogonal 15 de V est un sous-espace vectoriel de H , et nous pouvons donc en considérer
une base hilbertienne C “ tcαuαPA. Nous prétendons que C Y U est une base hilbertienne 16 de
H .

(1) C Y U est libre Bing ! Il ne faut pas le démontrer : ça ne fait pas partie de la définition
d’une base hilbertienne.

(2) C Y U est générateur Bang ! Il ne faut pas le démontrer : ça ne fait pas partie de la
définition d’une base hilbertienne.

(3) C Y U est orthogonal Ah, voilà quelque chose à démontrer. Nous devons vérifier que les
produits sont nuls. Soient u, v P U et a, b P C. Nous avons :

— xu, vy “ 0 par hypothèse.
— xu, ay “ 0 parce que les éléments de C sont orthogonaux à V et que ui P V .
— xa, by “ 0 parce que C est une base hilbertienne de V K.

(4) C Y U est dénombrable
L’ensemble C est dénombrable parce que c’est une base hilbertienne. Quant à tuiuiPI , nous
avons déjà mentionné le fait qu’il doive être dénombrable. L’union deux parties dénombrables
est dénombrable.

(5) C Y U est total
Nous devons prouver que SpanpC Y Uq “H parce qu’il y a bien la fermeture qui intervient
dans la définition 25.20. Pour cela nous utilisons la proposition 25.15. Si x P H alors nous
avons

x “ projV pxq `
`
x´ projV pxq

˘ “
ÿ

iPI
xiui `

ÿ

αPA
xαcα (25.139)

pour des coefficients xi et xα. Notons que I et A sont deux ensembles différents. Aucun des
xα n’est un des xi, ni inversement. Supposons que x P SpanpC Y UqK ; alors

0 “ xx, ujy “
ÿ

iPI
xi xui, ujyloomoon

“δij

`
ÿ

αPA
xcα, ujyloomoon

“0

“ xj . (25.140)

Donc xj “ 0. En faisant de même avec 0 “ xx, cβy “ xβ nous déduisons x “ 0.

PROPooZQIAooUEWLtg

Proposition 25.54 ([1]).
Si H est un espace de Hilbert séparable de base hilbertienne teiuiPI , alors H 1 est un espace de
Hilbert séparable dont une base hilbertienne est donnée par les formes

αi : H Ñ C

ej ÞÑ δij .
(25.141)

Démonstration. C’est la proposition 25.6 qui fait tout.

25.3.6 Digression sur les normes opérateurs
subsecaeSywF

Le théorème 25.46 nous indique que si tuiuiPI est une base hilbertienne, alors pour tout x P H
nous avons

projui
pxq “ xx, uiyui, (25.142)

et donc ÿ

iPI
projui

x “ x. (25.143)

15. Voir la définition 25.11 et la proposition 25.52.
16. Définition 25.27.
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Nous ne pouvons cependant pas conclure que
ÿ

iPI
projui

“ Id (25.144)EqvKDzNlEqvKDzNl

au sens de la norme opérateur de la définition 11.51. En effet en prenant I “ N, l’égalité (25.144)
demanderait d’avoir

lim
NÑ8

›››››
Nÿ

i“1
projui

´ Id
›››››8
“ 0, (25.145)

or pour tout N , le vecteur uN`1 réalise
Nÿ

i“1
projui

puN`1q ´ uN`1 “ ´uN`1. (25.146)

Par conséquent pour tout N nous avons

sup
}x}“1

›››››
Nÿ

i“1
projui

x´ x
››››› ě 1. (25.147)

Nous ne pouvons donc pas dire
8ÿ

n“1
projui

“ Id (25.148)

au sens de la norme opérateur.
Nous avons cependant la convergence au sens faible.

Proposition 25.55.
Soit H un espace de Hilbert et tuiuiPN une base hilbertienne de H . Au sens de la topologie faible
sur l’espace des opérateurs nous avons

8ÿ

i“1
projui

“ Id . (25.149)

Démonstration. Pour chaque N P N et x P H , en vertu de la décomposition (25.112) nous avons

Nÿ

i“1
projui

pxq ´ x “
8ÿ

i“N`1
xx, uiyui. (25.150)

Par l’orthonormalité de la base nous avons
8ÿ

i“N`1
}xx, uiyui} “

8ÿ

i“N`1
|xx, uiy|, (25.151)

dont la limite N Ñ 8 est zéro étant donné que la suite i ÞÑ |xx, uiy| est dans ℓ2pRq par le
théorème 25.46.

25.3.7 Applications linéaires et continuité

Nous avons déjà vu dans l’exemple 11.63 que la fonction

f : H Ñ H

ek ÞÑ kek
(25.152)EqCJVooJOuXdNEqCJVooJOuXdN

n’était pas continue en zéro alors qu’elle est linéaire. Nous allons maintenant voir qu’elle est un
contre-exemple à la proposition 12.292. Calculons les dérivées partielles :

Bf
Bej pxq “

d

dt

”
fpx` tejq

ı
t“0

“ d

dt

”ÿ

k

kpxk ` tδjkqek
ı
t“0

“ jej . (25.153)
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où nous avons permuté la somme et la dérivée en considérant la suite de fonctions fkptq “ kpxk `
tukqek. Donc Bf

Bej
pxq existe et est continue sur un voisinage de x “ 0 (c’est même constant). Nous

savons pourtant que la fonction f n’est pas différentiable en zéro parce que non continue.
L’endroit qui coince dans la preuve de la proposition 12.292 est l’introduction des « contres-

termes » dans l’équation (12.784). En effet les contre-termes à ajouter seraient

lpxq “ d

dt

”
f
`
a` spx´ aq˘

ı
t“0

(25.154)

qui ici serait
l
`ÿ

k

xkek
˘ “ d

dt

”
f
`
t
ÿ

k

xkek
˘ı
t“0

“
ÿ

k

xkek, (25.155)

dont la convergence est plus que douteuse.
Notons que les dérivées directionnelles n’existent pas toutes, loin s’en faut : si u P H nous avons

Bf
Bu pxq “

d

dt

”
fpx` tuq

ı
t“0

“ d

dt

”ÿ

k

kpxk ` tukqek
ı
t“0

“
ÿ

k

kukek (25.156)EQooWNLOooJNRUMQEQooWNLOooJNRUMQ

La convergence de la dernière somme n’est pas garantie pour tout u.

Exemple 25.56.
Soit un espace de Hilbert H . L’application

ϕ : H Ñ C

ei ÞÑ 1
(25.157)

n’est pas continue.
Nous considérons les vecteurs yn “ řn

i“1 ei et nous posons xn “ yn{}yn}. Nous avons

}yn}2 “ xyn, yny “
nÿ

i,j

xei, ejy “ n, (25.158)

donc }yn} “ ?n, et
ϕpxnq “ n?

n
“ ?n. (25.159)

L’application ϕ n’est donc pas bornée et pas continue non plus. △
PROPooWHZKooEXEIrV

Proposition 25.57.
Soient deux espaces de Hilbert séparables 17 H1 et H2. Soit une base orthonormée teiuiPI où I est
dénombrable. Si Φ: H1 Ñ H2 est une bijection linéaire continue, alors

Φ
`ÿ

iPI
xiei

˘ “
ÿ

iPI
xiΦpeiq. (25.160)

Démonstration. Soit ϵ ą 0. Vu que
ř
iPI xiei est une somme convergente 18, il existe une partie

finie J de I telle que pour tout K fini contenant J ,

}
ÿ

jPK
xjej ´ x} ă ϵ. (25.161)

Vu que Φ est une isométrie linéaire, nous avons

}
ÿ

jPK
xjΦpejq ´ Φpxq} ă ϵ, (25.162)

et donc bien l’égalité ÿ

iPI
xiΦpeiq “ Φpxq. (25.163)

17. Donc à base dénombrable, voir 25.39.
18. Définition 11.99.
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La proposition suivante donne une formule pour l’inverse du Φ du théorème de représentation
de Riesz 25.18 lorsque nous avons une base hilbertienne.

Proposition 25.58.
Soit un espace de Hilbert séparable H . Si ϕ P H 1, alors

Φ´1pϕq “
ÿ

iPI
ϕpeiqei (25.164)EQooRLJEooTaUtWyEQooRLJEooTaUtWy

dès que teiuiPI est une base hilbertienne de H .

Démonstration. Nous considérons la base des tαiuiPI de H 1. Remarquez au passage que αi “ Φei .
Nous avons ϕ “ ř

iPI ϕiαi pour certains ϕi P C (qui valent ϕi “ ϕpeiq, ça a son importance pour la
suite). En utilisant la proposition 25.57 pour permuter Φ et la somme nous avons le calcul suivant :

ϕ “
ÿ

iPI
ϕiαi “

ÿ

iPI
ϕiΦpeiq “

ÿ

iPI
Φpϕieiq “ Φ

`ÿ

iPI
ϕiei

˘ “ Φp
ÿ

iPI
ϕpeiqeiq. (25.165)

En résulté :
ϕ “ Φp

ÿ

iPI
ϕpeiqeiq, (25.166)

et donc la formule (25.164).

25.4 Théorème de Kochen-Specker
Le théorème suivant est central en mécanique quantique. La démonstration provient de [611]

et de Wikipédia. Nous allons démontrer complètement le théorème seulement pour les espaces de
Hilbert de dimension plus grande ou égale à 4.

THOooRHHPooQbcDAe

Théorème 25.59 (Kochen-Specker[611]).
Soit H un espace de Hilbert de dimension plus grande ou égale à 3. Une fonction v sur l’ensemble
des opérateurs de H ne peut pas satisfaire aux conditions suivantes :

(1) Si A et B sont compatibles, alors vpA`Bq “ vpAq ` vpBq,
(2) Si A et B sont compatibles, alors vpABq “ vpAqvpBq.

Ici nous disons que deux opérateurs sont compatibles lorsqu’ils possèdent une base hilbertienne
commune de vecteurs propres.

Démonstration. Soit tununPN une base hilbertienne de H . Nous notons proji l’opérateur de pro-
jection sur l’espace (fermé) engendré par ui. Ce sont des opérateurs compatibles deux à deux parce
que la base tununPN est une base commune de vecteurs propres 19.

D’abord nous devons avoir vp1q “ 1. En effet pour tout opérateur A, nous avons

vpAq “ vpA1q “ vpAqvp1q. (25.167)

Pour peu que vpAq ‰ 0, cela nous fait vp1q “ 1.
En vertu du théorème 25.46, un vecteur x P H se décompose en x “ ř

nxx, unyun, et nous
avons

proji x “ xx, uiyui. (25.168)EqFFuXvqEqFFuXvq

En effet le théorème de la projection orthogonale 25.9 nous enseigne que proji x serait l’unique
vecteur de la forme λui tel que λui ´ x K ui. Il est facile de vérifier que le vecteur proposé par
(25.168) vérifie cette propriété.

Une conséquence est que ˜ 8ÿ

i“0
proji

¸
pxq “ x. (25.169)

19. Pour les besoins de la physique, nous remarquons que ces opérateurs sont des opérateurs hermitiens qui
commutent, mais ça ne joue pas ici.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Variable_cach%C3%A9e
http://en.wikipedia.org/wiki/Kochen-Specker_theorem
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Par conséquent, par hypothèse du théorème nous devons avoir
ÿ

i

vpprojiq “ vp1q “ 1. (25.170)EqUeZHJHEqUeZHJH

Étant donné que les projections sont idempotentes,

vpprojiq “ vpproj2
i q “ vpprojiq2 (25.171)

et donc vpprojiq doit valoir zéro ou un. Mais la relation (25.170) donne une forte contrainte sur
le choix de 0 et de 1. En effet, parmi les vpprojiq, un et un seul doit valoir 1, les autres doivent
valoir 0.

Refaisant le raisonnement pour une autre base orthonormale hilbertienne, nous trouvons que
les valeurs de v sur les opérateurs de projection sur les différentes directions doivent être choisies
de telle façon que tout choix de base hilbertienne orthogonale contienne exactement un 1 et le
reste de zéros.

Nous voudrions maintenant insister sur un point. Le problème de déterminer de façon cohérente
les valeurs 0 ou 1 pour tous les vpprojiq revient à attacher 0 ou 1 à tous les rayons de H de façon
que toute base orthogonale de H contienne exactement un 1. Un rayon est une direction, c’est-à-
dire une classe d’équivalence x „ λx. Si nous décidons de nommer « blanc » les rayons attachés à
la valeur 0 et « noirs » ceux attachés à la valeur 1, le problème se réduit à colorer la boule unité
de façon compatible.

Soit tuiuiPN une base orthogonale de H numérotée de telle sorte que vpu0q “ 1 et vpukq “ 0
pour k ‰ 0. Nous allons maintenant nous particulariser au cas de dimension supérieure ou égale à
4. Si R est une rotation dans le plan Spantu0, u1, u2, u3u, alors l’ensemble

tRu0, Ru1, Ru2, Ru3, ukukě4 (25.172)

est encore une base orthogonale de H et nous avons encore vpukq “ 0 pour k ě 4. Par conséquent
un et un seul des vecteurs Ru0, Ru1, Ru2 ou Ru3 est colorié en noir ; les trois autres étant blancs. Le
problème est maintenant complètement réduit à la dimension 4. Note : pour réduire à la dimension
3, on procède de même, mais pour conclure, il faut travailler plus.

Nous allons construire 9 bases orthogonales de R4 à partir de 18 vecteurs, chacun arrivant dans
exactement deux des bases. Ils sont donnés dans le tableau suivant :

0 1
0 0

0 0
1 0

0 0
0 1

1 1
1 1

1 ´1
1 ´1

1 ´1
´1 1

´1 1
1 1

1 1
´1 1

1 1
1 ´1

0 0
0 1

0 1
0 0

0 0
1 0

1 ´1
1 ´1

1 ´1
´1 1

1 1
1 1

1 1
1 ´1

´1 1
1 1

1 1
´1 1

1 0
1 0

1 0
0 1

1 1
0 0

1 0
´1 0

1 1
0 0

1 0
0 ´1

1 0
0 1

1 0
1 0

1 ´1
0 0

1 0
´1 0

1 0
0 ´1

1 ´1
0 0

0 1
0 ´1

0 0
1 1

0 1
´1 0

0 1
´1 0

0 1
0 ´1

0 0
1 1

Chaque case de ce table représente un rayon de R4 ; il y en a 18 différents, chacun écrit deux
fois. Une simple vérification montre que chaque colonne est un système orthogonal. La preuve
du théorème de Kochen-Specker revient à montrer que nous ne pouvons pas colorier ce tableau
de façon cohérente. En effet, étant donné que chaque vecteur est écrit deux fois, le tableau doit
contenir un nombre pair de cases blanches et un nombre pair de cases noires.

Par ailleurs chaque colonne étant un système orthogonal, chaque colonne contient exactement
une case noire ; il y a donc exactement neuf cases noires dans le tableau, ce qui est impossible.

25.5 Théorème de Lax-Milgram
DEFooUNOKooCitMjL

Définition 25.60.
Une forme bilinéaire a : V ˆ V Ñ R sur un espace vectoriel normé V est coercitive si il existe
α ą 0 tel que apu, uq ě α}u}2 pour tout u P V .
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THOooLLUXooHyqmVL

Théorème 25.61 (Lax-Milgram[612]).
Soit un espace de Hilbert réel V muni de différentes choses.

(1) L’application linéaire L : V Ñ R qui est bornée sur V . Nous notons }L} sa norme.
(2) La forme bilinéaire continue a sur V ˆ V .
(3) La forme a est coercitive 20.

Alors
(1) Il existe M ą 0 tel que |apu, vq| ďM}u}}v} pour tout u, v P V .
(2) Le problème qui consiste à chercher u P V tel que apu, vq “ Lpvq pour tout v P V admet une

unique solution. De plus cette solution vérifie l’inégalité

}u} ď }L}
α

(25.173)EQooUAYSooKYyQBUEQooUAYSooKYyQBU

Démonstration. Évacuons deux points faciles avant de commencer les choses sérieuses. D’abord L
est continue par la proposition 11.62. Ensuite, l’existence du M est donnée par la proposition 25.2.

Maintenant nous commençons.
(1) Reformulation en équation linéaire La forme L est continue et donc dans le dual V 1 ;

le théorème de Riesz 25.18 nous donne donc f P V tel que

Lpvq “ xf, vy (25.174)

pour tout v P V . De plus si w P V est fixé, l’application bw : v ÞÑ apw, vq est linéaire et bornée
parce que

}bw} “ sup
}v}“1

|bwpvq| “ sup
}v}“1

|apw, vq| ďM}w}}v} “M}w}. (25.175)

Encore une fois, bw étant continue et linéaire, elle est dans V 1 et Riesz nous fournit un élément
Apwq P V tel que

bwpvq “ xApwq, vy (25.176)
pour tout v P V .
Le problème variationnel apu, vq “ Lpvq est équivalent à xApuq, vy “ xf, vy. L’ensemble des
solutions de cette dernière est égal à l’ensemble des solutions de l’équation

Apuq “ f. (25.177)EQooLPMPooMVuYUXEQooLPMPooMVuYUX

(2) A est linéaire
Soient α, β P R et w, z P V . Nous avons pour tout v P V :

xApαw ` βzq, vy “ apαw ` βz, vq (25.178a)
“ αapw, vq ` βapz, vq (25.178b)
“ αxApwq, vy ` βxApzq, vy (25.178c)
“ xαApwq ` βApzq, vy. (25.178d)

Étant donné que nous avons égalité pour tout v P V nous en déduisons que Apαw ` βzq “
αApwq ` βApzq, ce qui signifie que A est linéaire.

(3) Une autre propriété de A Nous déduisons une majoration de }Apvq}2 lorsque ce n’est
pas nul. Pour ce faire,

}Apvq}2 “ xApvq, Apvqy (25.179a)
“ apv,Apvqq (25.179b)
ďM}v}}Apvq}. (25.179c)

En simplifiant, }Apvq} ďM}v}. Et donc

}Apvq}2 ďM2}v}2. (25.180)EQooBQAHooAZRdAWEQooBQAHooAZRdAW

20. Définition 25.60.
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(4) Une contraction
Nous allons choisir une valeur de ρ ą 0 telle que l’application

T : w ÞÑ w ´ ρ`Apwq ´ f˘ (25.181)

soit une contraction 21. Nous avons T pwq ´ T pw1q “ w ´ w1 ´ ρ`Apw ´ w1q˘ et donc

}T pwq ´ T pw1q}2 “ }w ´ w1}2 ` ρ2}Apw ´ w1q}2 ´ 2ρxApw ´ w1q, w ´ w1y (25.182a)
“ }w ´ w1}2 ` ρ2}Apw ´ w1q}2 ´ 2ρapw ´ w1, w ´ w1q. (25.182b)

Vu que le dernier terme arrive avec un signe moins, pour majorer l’expression, il faut minorer
ce terme, c’est-à-dire utiliser apw ´ w1, w ´ w1q ě α}w ´ w ´ w1}. Et en même temps nous
utilisons (25.180) pour le second terme. Au final pour pouvons factoriser }w ´ w1} et

}T pwq ´ T pw1q} ď }w ´ w1}`1` ρ2M2 ´ 2ρα
˘
. (25.183)

Pout que T soit contractante, il faut 0 ă P pxq ă 1 avec P pxq “M2x2´2αx`1. Le minimum
de ce polynôme est obtenu en x “ α

M2 (la formule du xmin “ ´b{2a) et vaut 1 ´ α2

M2 ă 1.
Vu que par ailleurs limxÑ8 P pxq “ `8, et que ce polynôme passe par au moins une valeur
strictement inférieure à 1, nous savons qu’il existe un x tel que 0 ă P pxq ă 1. En donnant à
ρ cette valeur, l’application T est une contraction.

(5) Point fixe et conclusion L’ensemble des solutions du problème (25.177) est égal à l’en-
semble des points fixes de T pvq “ v ´ ρ`Apvq ´ f˘.
L’application T : V Ñ V est contractante et V est métrique et complet. Ergo le théorème de
point fixe de Picard 17.38 s’applique et il existe un unique point fixe u P V pour l’application
T . Ce point fixe est l’unique solution de notre problème initial.

(6) La majoration
Nous savons que pour tout v P V , la relation apu, vq “ Lpvq est vérifiée. En particulier pour
v “ u nous avons

apu, uq “ Lpuq. (25.184)

D’un côté nous utilisons apu, uq ě α}u}2 et de l’autre, Lpuq ď }L}}u} :

α}u}2 ď }L}}u} (25.185)

et donc
}u} ď }L}

α
. (25.186)

Notons que Lpuq et apu, uq sont positifs.

EXooTTBDooUNhBOc

Exemple 25.62 ([613]).
La borne }u} ď }L}{α est optimale au sens où il existe des cas d’égalité. En effet nous pouvons
considérer

apu, vq “ sxu, vy (25.187)

et
Lpvq “ xf, vy (25.188)

pour un certain s ą 0 et f P V . L’application L n’est autre que Φf dont nous avons abondamment
parlé autour du théorème de représentation de Riesz 25.18. Le lemme 25.16 nous apprend que L
est une application bornée (et donc continue) de norme }L}V 1 “ }f}V .

L’application a : V ˆ V Ñ R est continue par la proposition 11.69. Elle est coercive parce que

apu, uq “ s}u}2. (25.189)

21. Définition 17.37.
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Les hypothèses du théorème de Lax-Milgram 25.61 sont réunies et il existe un unique élément
u P V tel que apu, vq “ Lpvq pour tout v. Cet élément n’est autre que

u “ 1
s
f. (25.190)

Nous avons alors }u} “ 1
s}f}.

Mais s est la constante de coercivité de a et }f} est la norme de L. Cette dernière affirmation
est contenue dans le fait que Φ est une isométrique dans le lemme 25.16. En reprenant les notations
du théorème, nous avons l’égalité

}u} “ }L}
α
, (25.191)

ce qui signifie que l’inégalité du théorème est dans un certain sens optimale. △
PROPooFEOZooTNPcBJ

Proposition 25.63.
Soit un espace de Hilbert réel V et une application a : V ˆ V Ñ R coercive et continue.

L’application ϕ : V 1 Ñ V qui à L fait correspondre l’unique solution u de apu, vq “ Lpvq est
(1) bien définie,
(2) linéaire,
(3) continue.

Démonstration. Le fait que ϕ soit bien définie est le théorème de Lax-Milgram 25.61.
L’application ϕ dont nous parlons ici est une application entre deux espaces normés. Soient

L1, L2 P V 1 ; nous définissons u1 “ ϕpL1q et u2 “ ϕpL2q. Nous avons

apu1, vq “ L1pvq (25.192a)
apu2, vq “ L2pvq (25.192b)

pour tout v P V . Par bilinéarité de a nous avons aussi

apu1 ` u2, vq “ pL1 ` L2qpvq. (25.193)

Vu que L1 ` L2 est également bornée, u1 ` u2 “ ϕpL1 ` L2q. Pour le même type de raisons, si
λ P R,

apλu, vq “ pλLqpvq, (25.194)

c’est-à-dire que ϕpλLq “ λϕpLq.
Donc ϕ est linéaire. Pour la continuité, il suffit de s’assurer que ϕ est bornée. Pour cela nous

utilisons la majoration (25.173) et la définition de la norme d’une application linéaire :

}ϕ} “ sup
}L}“1

}ϕpLq} ď sup
}L}“1

1
α
}L} “ 1

α
. (25.195)

Donc ϕ est bornée et par voie de conséquence continue (proposition 11.62).

Un problème est bien posé au sens de Hadamard si la solution est unique et dépend continument
des données ; nous ne rentrerons pas plus dans les détails pour l’instant : nous en reparlerons dans
la définition 33.14 mais sachez qu’il existe en fin de compte autant de Hadamard qu’il y a de
contextes dans lequel le mot « problème » a un sens.

Ce que dit la proposition 25.63 est que, a étant donné, le problème qui consiste à résoudre
apu, vq “ Lpvq est bien posé au sens de Hadamard, au moins par rapport à L.

Théorème 25.64 (Lax-Milgram version symétrique[612]).
Nous considérons les mêmes hypothèses que celles du théorème de Lax-Milgram, c’est-à-dire un
espace de Hilbert réel V muni de différentes choses.

(1) L’application linéaire L : V Ñ R qui est bornée sur V . Nous notons C sa norme.
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(2) La forme bilinéaire continue a sur VˆV . Nous considérons M ą 0 tel que |apu, vq| ďM}u}}v}
pour tout u, v P V .

(3) La forme a est coercitive.
Nous supposons de plus que a est symétrique.

Alors un élément u P V est tel que apu,wq “ lpwq pour tout w P V si et seulement si il minimise
la fonctionnelle d’énergie

Jpwq “ 1
2apw,wq ´ lpwq. (25.196)

Démonstration. Nous séparons les deux sens.
(1) ñ Soit u, un élément vérifiant apu,wq “ lpwq pour tout w P V . Soit aussi un élément

quelconque w P V , et montrons que Jpu`wq ě Jpuq (tout élément de V peut être écrit sous
la forme u` w). Nous avons :

Jpu` wq “ 1
2
`
apu, uq ` apu,wq ` apw, uq ` apw,wq˘´ lpuq ´ lpwq (25.197a)

“ Jpuq ` apu,wq ´ lpwqlooooooomooooooon
“0

`1
2apw,wq (25.197b)

“ Jpuq ` 1
2apw,wq (25.197c)

Vu que a est coercive, le second terme est positif et nous avons

Jpu` wq ě Jpuq, (25.198)

ce qu’il fallait.
(2) ð

Soit u P V , un élément minimisant la fonctionnelle J . Nous fixons w P V et considérons la
fonction g : RÑ R définie par

gpϵq “ Jpu` ϵwq. (25.199)

En développant un peu et en regroupant les termes,

gpϵq “ Jpuq ` ϵ`apu,wq ´ lpwq˘` ϵ2

2 apw,wq. (25.200)EQooHGDOooUMCRdaEQooHGDOooUMCRda

Cela est une fonction éminemment continue et dérivable ; en réalité c’est un bête polynôme
de degré deux. Vu que u minimise J , pour tout ϵ ‰ 0 nous avons gpϵq ě gp0q ou encore :
ϵ “ 0 est minimum local (et même global) de g. Le polynôme (25.200) prend son minimum
en ϵ “ 0 si et seulement si

apu,wq ´ lpwq “ 0. (25.201)

Vous ne me croyez pas ? Faites g1pϵq “ 0 ou bien reprenez la formule du ´b{2a pour le sommet
d’une parabole, en tenant compte que apw,wq ‰ 0. Notons qu’ici encore le fait que a soit
coercive joue parce que c’est cela qui nous permet d’affirmer que la parabole a un minimum
et non un maximum.



Chapitre 26

Analyse complexe

ChapICHIooXbLccl

26.1 Fonctions holomorphes
La dérivée complexe est discutée à la section 12.28, et la définition d’une fonction holomorphe

est 12.302.

26.1.1 Équations de Cauchy-Riemann

Notons que la formule (12.829) donne un développement limité pour les fonctions holo-
morphes. Si f est holomorphe en z0 alors si z est dans un voisinage de z0, il existe une fonction
s : RÑ C telle que limtÑ0 sptq{t “ 0 et

fpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q ` sp|z ´ z0|q. (26.1)EqptwBFGEqptwBFG

Nous introduisons les opérateurs

B
Bz “ B “

1
2

ˆ B
Bx ´ i

B
By

˙
(26.2a)

B
Bz̄ “ B̄ “

1
2

ˆ B
Bx ` i

B
By

˙
(26.2b)

Si f est une fonction C-dérivable représentée par la fonction F “ P ` iQ, les équations de Cauchy-
Riemann signifient que ∆P “ ∆Q “ 0, c’est-à-dire que les composantes de la fonction f sont
harmoniques 1.

THOooHXKMooKYkOjt

Théorème 26.1.
Si f P C1pΩq alors nous avons équivalence des faits suivants :

(1) f est holomorphe sur Ω,
(2) f vérifie Bz̄f “ 0.

PropkwIQwg

Proposition 26.2.
Une application f : Ω Ñ C est C-dérivable sur Ω si et seulement si elle est différentiable et EqmblExI

$
’’&
’’%

Bu
Bx “

Bv
By (26.3a)

Bu
By “ ´

Bv
Bx (26.3b)

où fpx` iyq “ upx, yq ` ivpx, yq. Ces équations se notent de façon plus compacte

Bf
Bz̄ “ 0. (26.4)

Ces équations sont les équations de Cauchy-Riemann.
1. Une fonction u est harmonique si ∆u “ 0.

2081
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Démonstration. La différentielle de f : R2 Ñ R2 est donnée par la matrice

T “
ˆBxupaq Byupaq
Bxvpaq Byvpaq

˙
. (26.5)EQwtagszEQwtagsz

Cette matrice est une similitude si et seulement si les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites.

En effet si 1 “
ˆ

1
0

˙
et i “

ˆ
0
1

˙
, la matrice T est une similitude (écrivons α` iβ son coefficient) si

"
T p1q “ α` iβ (26.6a)
T piq “ ´β ` iα, (26.6b)

c’est-à-dire
T “

ˆ
α ´β
β α

˙
. (26.7)

Identifier cette matrice à (26.5) fournit le résultat annoncé.
PROPooAGGMooIVQFQB

Proposition 26.3 (Cauchy-Riemann en coordonnées polaires[1, 614]).
Soit une fonction f : CÑ C que nous supposons être C-dérivable dans un voisinage de r0eiθ0 (r0
et θ0 sont des réels). Nous posons

f̃ : RˆRÑ C

r, θ ÞÑ fpreiθq. (26.8)

Alors ITEMooRTYYooSTgTAQ

(1) La fonction f̃ admet des dérivées partielles dans les deux directions.
ITEMooDHXTooBjxwjY

(2) Les dérivées partielles de f̃ sont liées par la relation

Bf̃
Bθ pr0, θ0q “ ir0

Bf̃
Br pr0, θ0q. (26.9)

ITEMooUUXTooZoDMHI

(3) La fonction f̃ est de classe C8.

Démonstration. Nous considérons les fonctions réelles u et v donnant les parties réelles et imagi-
naires de f :

fpx` iyq “ upx, yq ` ivpx, yq. (26.10)

Nous avons :
Bf̃
Br pr0, θ0q “ BuBx

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
cospθ0q

` BuBy
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
sinpθ0q

` iBvBx
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
cospθ0q

` iBvBy
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
sinpθ0q

(26.11)

et
Bf̃
Bθ pr0, θ0q “ ´BuBx

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
r0 sinpθ0q

` BuBy
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
r0 cospθ0q

´ BvBx
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
r0 sinpθ0q

` iBvBy
`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
r0 cospθ0q.

(26.12)
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Nous exprimons tout en termes de Byv et Bxv en utilisant les équations de Cauchy-Riemann de
la proposition 26.2 ainsi que la formule cospθq ` i sinpθq “ eiθ du lemme 18.11. Pour simplifier les
notations, nous notons a0 “

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘ P R2. Après quelques calculs :

pBrf̃qpr0, θ0q “ eiθ0 Bv
By

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘` ieiθ0 Bv
Bx

`
r0 cospθ0q, r0 sinpθ0q

˘
(26.13a)

“ eiθ0

ˆBv
By pa0q ` iBvBxpa0q

˙
, (26.13b)

et

pBθf̃qpr0, θ0q “ r0e
iθ0

ˆ
i
Bv
By pa0q ´ BvBxpa0q

˙
(26.14)

En comparant les deux, nous trouvons

pBθf̃qpr0, θ0q “ r0ipBrf̃qpr0, θ0q. (26.15)

PROPooCHUEooYsGcQK

Proposition 26.4.
Si f : CÑ C est holomorphe, alors nous avons

dfz0 “ pBzfqpz0q (26.16)

au sens où l’opérateur linéaire dfz0 : CÑ C est l’opération de multiplication par le nombre complexe
pBzfqpz0q.
Démonstration. Soit fpx`iyq “ f1px, yq`if2px, yq une fonction holomorphe 2. Les fonctions réelles
f1 et f2 sont assujetties aux équations de Cauchy-Riemann de la proposition 26.2 :

" Bxf1 “ Byf2 (26.17a)
Bxf2 “ ´Byf1. (26.17b)

Nous avons, en recourant à un petit abus de notation entre fi : R2 Ñ R et fi : CÑ R :

dfz0puq “
d

dt

”
fpz0 ` tuq

ı
t“0

(26.18a)

“ d

dt

”
f1pz0 ` tuq ` if2pz0 ` tuq

ı
t“0

(26.18b)

“ Bxf1u1 ` Byf1u2 ` i
`Bxf2u1 ` Byf2u2

˘
(26.18c)

“
ˆBxf1 Byf1
Bxf2 Byf2

˙ˆ
u1
u2

˙
(26.18d)

“
ˆ Bxf1 Byf1
´Byf1 Bxf1

˙ˆ
u1
u2

˙
. (26.18e)

En utilisant le lemme 12.305 nous reconnaissons la matrice de multiplication par le nombre Bxf1´
iByf1. Or justement,

Bzf “ 1
2

ˆ B
Bx ´ i

B
By

˙
f “ 1

2
`Bxf1 ` iBxf2 ´ iByf1 ` Byf2

˘
, (26.19)

qui se réduit à Bxf1 ´ iByf1 lorsque nous y appliquons les équations de Cauchy-Riemann.

2. Définition 12.302.
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26.1.2 Intégrale sur un chemin dans C
DEFooBPLJooZwsmxi

Définition 26.5.
Si nous avons une application γ : ra, bs Ñ C et une fonction f : CÑ C, nous définissons

ż

γ
fpzqdz “

ż b

a
pf ˝ γqptqγ1ptqdt (26.20)

pour tous les couples pf, γq pour lesquels le membre de droite a un sens.

26.6.
Vous noterez que cette définition n’est pas exactement la même que celle 20.37 d’une intégrale
curviligne en analyse réelle. Cette dernière demande de prendre la norme de γ1, alors qu’ici nous
la gardons telle quelle. D’ailleurs, gardez en tête que γ est une fonction à valeurs dans C. Donc
γ1ptq peut très bien être un nombre complexe.

PROPooCUBTooZDcdHX

Proposition-Définition 26.7 (Intégrale sur un chemin C1 par morceaux).
Soit un chemin C1 par morceaux γ : ra, bs Ñ C. Nous considérons deux subdivisions a “ t1 ă t2 ă
. . . tn “ b et a “ u1 ă u2 ă . . . ă um “ b telles que γ soit de classe C1 sur les intervalles sti, ti`1r
et suj , uj`1r. Alors

n´1ÿ

i“1

ż

γ : sti,ti`1rÑC
f “

m´1ÿ

j“1

ż

γ : suj ,uj`1rÑC
f. (26.21)

Cette valeur est notée ż

γ
f. (26.22)

26.1.3 Intégrales sur des chemins fermés
LemtpEOmi

Lemme 26.8.
Si g est une fonction continue dans un ouvert Ω Ă C et si g admet une primitive complexe sur Ω
alors ż

γ
gpzqdz “ 0 (26.23)

pour tout chemin fermé γ de classe C1 contenu dans Ω.

Démonstration. Nommons G une primitive de g. Par définition,
ż

γ
g “

ż

γ
G1 (26.24a)

“
ż 1

0
G1`γptq˘γ1ptqdt (26.24b)

“
ż 1

0
pG ˝ γq1ptqdt (26.24c)

“ Gpγp1qq ´G`γp0q˘ (26.24d)
“ 0 (26.24e)

parce que le chemin est fermé : γp0q “ γp1q.
LemwbwbUR

Lemme 26.9 (Goursat[520]).
Soit Ω un ouvert dans C et f une fonction continue sur Ω, holomorphe sur Ω moins éventuellement
un point (nommé z1 P Ω). Soit T , un triangle 3 fermé inclus dans Ω. Alors nous avons

ż

BT
fpzqdz “ 0. (26.25)

3. Nous considérons ici le triangle « plein ».
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Démonstration. Nous notons γ “ BT . Dans la suite nous allons définir une suite de triangles T pnq
et nous noterons γn “ BT pnq avec une orientation que nous allons expliquer. Pour commencer nous
posons T p0q “ T et γ0 “ BT p0q.

Nous considérons le cas z1 R T , et nous posons

c “ lpγq´2|
ż

γ
f |. (26.26)

Notre objectif est de montrer que c “ 0. Soit A,B,C les trois sommets du triangle ; nous divisons
le triangle de la façon suivante. D’abord nous considérons les points A1, B1, C 1 respectivement
milieux de BC, AC et AB. En traçant le triangle A1B1C 1, nous construisons quatre triangles que
nous nommons T p0q

i . Le théorème de Thalès 4 assure que le périmètre de chacun des quatre triangles
est la moitié du périmètre du grand triangle T .

Sur T nous choisissons l’orientation ABC. De façon à être « compatible », nous choisissons les
orientations AC 1B1, BA1C 1 et A1CB1. La somme de ces trois triangles donne T plus le triangle
A1C 1B1. Par conséquent nous choisissons sur le triangle central l’orientation (inverse) A1B1C 1 de
façon à avoir ż

γ
f “

4ÿ

i“1

ż

BT p0q

i

f. (26.27)

Cela implique que pour au moins un des quatre triangles (disons T p0q
k pour fixer les idées) nous

ayons ż

BT p0q

k

f ě 1
4

ż

BT p0q

f (26.28)

Nous notons T p1q ce triangle. Comme noté précédemment nous avons

lpBT p1qq “ 1
2 lpBT

p0qq, (26.29)

et donc
lpγ1q´2|

ż

γ1

f | “ 4lpγ0q´2|
ż

γ1

f | ě 4lpγ0q´2 1
4 |
ż

γ0

f | “ c. (26.30)

En répétant le procédé nous construisons une suite de triangles T pnq qui satisfont toujours

lpBT pnqq “ 1
2n lpBT

p0qq. (26.31)

Ces triangles forment une suite de fermés emboités dont le diamètre tend vers zéro. Leur intersec-
tion contient donc exactement un point (lemme 17.129) que nous nommons z0 (et qui appartient
évidemment à Ω). Étant donné que f est holomorphe nous utilisons le développement limité (26.1)
autour de z0 :

fpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q ` sp|z ´ z0|qpz ´ z0q (26.32)
avec limtÑ0 sptq “ 0. Nous posons gpzq “ fpz0q ` f 1pz0qpz ´ z0q et nous considérons ϵ ą 0. Soit
α ą 0 tel que

|fpzq ´ gpzq| ă ϵ|z ´ z0| (26.33)
pour tout |z´ z0| ă α. Le α à choisir pour obtenir cet effet est celui qui donne sp|z´ z0|q ă ϵ. Soit
N P N tel que lpγnq ă α pour tout n ą N . D’autre part, deux points dans un triangle sont toujours
à distance moindre que la longueur d’un côté, donc pour tout z P T pnq nous avons |z ´ z0| ă α et
par conséquent pour tout z dans T pnq nous avons

|fpzq ´ gpzq| ă ϵ|z ´ z0|. (26.34)

Notons que la fonction g est une dérivée : c’est la dérivée de la fonction

Gpzq “ zfpz0q ` 1
2f

1pz0qpz ´ z0q2. (26.35)

4. Théorème 12.159.
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Par conséquent nous avons ż

γn

g “ 0 (26.36)

par le lemme 26.8. Nous avons donc

|
ż

γn

f | “ |
ż

γn

pf ´ gq| (26.37a)

ď lpγnqmaxt|fpzq ´ gpzq| tel que z P T pnqu (26.37b)
ď ϵlpγnq2, (26.37c)

et par conséquent
c ď lpγnq´2|

ż

γn

f | ď ϵ, (26.38)

ce qui signifie que c “ 0 parce que ϵ est arbitraire. Nous avons donc prouvé le lemme de Goursat
dans le cas où le point de non holomorphie z1 est en dehors de T .

Si z1 est sur un côté, disons sur le côté AB, alors nous considérons un vecteur v P C tel que
Tϵ “ T ` ϵv ne contienne z1 pour aucun ϵ. Le vecteur v “ z1 ´ C fait par exemple l’affaire. En
vertu du point précédent nous avons ż

BTϵ

f “ 0 (26.39)

pour tout ϵ ą 0. Étant donné que la fonction f est continue (y compris en z1), l’intégrale sur BT
est également nulle.

Si maintenant le point z1 est à l’intérieur de T nous décomposons T en trois triangles ayant
z1 comme sommet commun. Si nous considérons les orientations Az1C, ABz1 et BCz1, alors nous
avons ż

T
f “

ż

Az1C
f `

ż

ABz1

f `
ż

BCz1

f, (26.40)

alors que par le point précédent les trois intégrales du membre de droite sont nulles.
PrpopwQSbJg

Proposition 26.10 ([520]).
Soient Ω un ouvert étoilé et f une fonction holomorphe sur Ω sauf éventuellement en un point z1
où f est seulement continue. Alors si γ est un chemin fermé dans Ω, nous avons

ż

γ
f “ 0. (26.41)

PropRZCKeO

Proposition 26.11.
Si fpzq “ ř

n anz
n a pour rayon de convergence R, alors f est C-dérivable et nous pouvons dériver

terme à terme dans la boule ouverte Bp0, Rq.
Démonstration. Cela est exactement la proposition 15.44.

26.1.4 Homotopie entre applications
DEFooPJKLooCvgxsu

Définition 26.12 (homotopie entre applications).
Soient des espaces topologiques X et Y . Deux applications continues f1, f2 : X Ñ Y sont homo-
topes si il existe une application continue H : r0, 1sˆX Ñ Y telle que pour tout x P X nous avons

Hp0, xq “ f1pxq (26.42a)
Hp1, xq “ f2pxq. (26.42b)

LEMooMGFZooGOaGYl

Lemme 26.13.
La relation « être homotope à 5 » est une relation d’équivalence sur CpX,Y q.

5. Définition 26.12.
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Démonstration. Pour obtenir f „ f , il suffit de prendre Hps, xq “ fpxq.
Si f „ g, nous considérons l’homotopie H : r0, 1s ˆX Ñ Y . Alors l’application

M : r0, 1s ˆX Ñ Y

pt, xq ÞÑ Hp1´ t, xq (26.43)

est une homotopie pour g „ f .
Si f „ g et g „ f , nous avons les applications continues H et M telles que

Hp0, xq “ fpxq Hp1, xq “ gpxq (26.44a)
Mp0, xq “ gpxq Mp1, xq “ hpxq. (26.44b)

L’application
S : r0, 1s ˆX Ñ Y

pt, xq ÞÑ
#
Hp2t, xq si t P r0, 1

2 r
Mp2t´ 1, xq si t P r1

2 , 1s.
(26.45)

Nous vérifions que S est continue en vérifiant la valeur en t “ 1{2. De plus

Sp0, xq “ Hp0, xq “ fpxq (26.46)

et
Sp1, xq “Mp2´ 1, xq “Mp1, xq “ hpxq. (26.47)

LEMooMJKEooCaVhjD

Lemme 26.14 ([1]).
Soient des espaces topologiques X et Y . Si Y est connexe par arcs, alors toutes les applications
constantes X Ñ Y sont homotopes.

Démonstration. Soient les applications constantes upxq “ u0 et vpxq “ v0. Étant donné que Y est
connexe par arcs, il existe une application continue γ : r0, 1s Ñ Y telle que γp0q “ u0 et γp1q “ v0.
Alors l’application

H : r0, 1s ˆX Ñ Y

pt, xq ÞÑ γptq (26.48)

est une homotopie entre les applications u et v.
PROPooNABDooFtKukO

Proposition 26.15 ([203]).
Soit un compact K de Rn. Deux applications f, g : K Ñ C˚ sont homotopes dans C˚ si et seulement
si f{g est homotope à la fonction

u : K Ñ C

x ÞÑ 1.
(26.49)

Démonstration. Supposons que H : r0, 1s ˆK Ñ C˚ est une homotopie entre f et g. Dans ce cas,
l’application

M : r0, 1s ˆK Ñ C˚

pt, xq ÞÑ Hpt, xq
gpxq

(26.50)

est une homotopie entre f{g et u. En effet

Mp0, xq “ Hp0, xq
gpxq “ fpxq

gpxq (26.51)

et
Mp1, xq “ Hp1, xq

gpxq “ 1 “ upxq. (26.52)

Dans l’autre sens, si H est une homotopie entre f{g et u, alors l’application Mpt, xq “
Hpt, xqgpxq est une homotopie entre f et g.



2088 CHAPITRE 26. ANALYSE COMPLEXE

26.1.5 Intégrale et homotopie
LEMooOFCEooIsuchR

Lemme 26.16 ([203]).
Soit un rectangle fermé R Ă R2. Si l’application H : RÑ Ω est continue, alors pour toute fonction
continue f : Ω Ñ C nous avons ż

BH
f “ 0 (26.53)

où BH désigne la frontière de HpRq dans C, et l’intégrale est celle de la définition 26.7.

Démonstration. La frontière BH peut être décomposée en 4 parties de classe C1 :

(1)
α1 : r0, 1s Ñ Ω

t ÞÑ Hpt, aq, (26.54)

(2)
α2 : ra, bs Ñ Ω

t ÞÑ Hp1, tq (26.55)

(3)
α3 : r0, 1s Ñ Ω

t ÞÑ Hp1´ t, bq (26.56)

(4)
α4 : ra, bs Ñ Ω

t ÞÑ H
`
0, b` a´ tq. (26.57)

Étudions les diverses parties αi.

(1) Pour α2 Première observation : α2 “ γ1.
(2) Pour α4 Nous avons α4 “ γ0pb` a´ tq et donc

ż

α4

f “
ż b

a
pf ˝ α4qptqα1

4ptq “ ´
ż b

a
pf ˝ γ0qpb` a´ tqγ1

0pb` a´ tq. (26.58)EQooFWIQooJALDpOEQooFWIQooJALDpO

Nous utilisons le changement de variables 6

ϕ : ra, bs Ñ ra, bs
t ÞÑ b` a´ t. (26.59)

Le jacobien |Jϕ| est égal à 1 et donc nous continuons (26.58) de la façon suivante :

ż

α4

f “ ´
ż b

a
pf ˝ γ0q

`
ϕptq˘γ1`ϕptq˘dt (26.60a)

“ ´
ż b

a
pf ˝ γ0qptqγ1

0ptqdt (26.60b)

“ ´
ż

γ0

f. (26.60c)

(3) Lien entre α1 et α3 Il y a deux possibilités : soit γ1 et γ2 sont des lacets, soit ce sont des
chemins normaux.

6. Théorème 14.292(3).
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(3a) Si ils sont des lacets Alors pour tout s, l’application

Γs : ra, bs Ñ C

t ÞÑ Hps, tq (26.61)

est un lacet. En particulier Hps, aq “ Hps, bq. Donc α3ptq “ Hp1 ´ t, bq “ α1p1 ´ tq.
Dans ce cas nous avons

ż

α3

f “
ż b

a
f
`
α3t

˘
α1

3ptq (26.62a)

“
ż b

a
f
`
α1p1´ tq

˘p´qα1
1p1´ tq (26.62b)

“ ´
ż b

a
pf ˝ α1qptqdt chm. var. ϕptq “ 1´ t (26.62c)

“ ´
ż

α1

f. (26.62d)

Nous avons alors le calcul

0 “
ż

BH
f “

ż

α1

f `
ż

γ1

f `
ż

α3

f
loomoon
´ ş

α1
f

´
ż

γ0

f “
ż

γ1

f ´
ż

γ0

f. (26.63)

Le lemme est prouvé.
(3b) Si γ0 et γ1 sont des chemins Dans ce cas nous avons une homotopie à extrémités

fixées. Donc α1 et α3 sont des chemins constants, et les intégrales dessus sont nulles et

0 “
ż

BH
f “

ż

α1

f
loomoon

“0

`
ż

γ1

f `
ż

α3

f
loomoon

“0

´
ż

γ0

f “
ż

γ1

f ´
ż

γ0

f. (26.64)

Et le lemme est prouvé.

THOooVTFXooBgvVyD

Théorème 26.17 (Cauchy, version homotopique[203, 615]).
Soit un ouvert Ω dans C. Soit une fonction holomorphe f : Ω Ñ C.

Supposons que l’une des deux conditions suivantes soit respectée :
(1) Les chemins γ0, γ1 : ra, bs Ñ Ω sont homotopes à extrémités fixées.

ITEMooESDVooFgVarr

(2) Les lacets γ0, γ1 : ra, bs Ñ Ω sont homotopes.
Alors ż

γ0

f “
ż

γ1

f. (26.65)

Démonstration. Considérons l’homotopie H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ Ω. Étant donné que r0, 1s ˆ ra, bs est
un rectangle dans R2, le lemme 26.16 nous indique que

ż

BH
f “ 0. (26.66)

CorGZXzuZR

Corolaire 26.18 ([615]).
Soient a P C ainsi que deux chemins γ1 et γ2 homotopes dans Cztau. Alors Indpγ1, aq “ Indpγ2, aq.
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26.1.6 Théorème de Tietze (espace normal)
LEMooCLVAooTaNGJk

Lemme 26.19 ([203]).
Soit un espace topologique normal 7 X. Soient M P R` et A fermé dans X, et une application
continue f : AÑ r´M,M s.

Il existe une application continue g : X Ñ r´M{3,M{3s telle que pour tout x P A,

|fpxq ´ gpxq| ă 2M
3 , (26.67)

Démonstration. Nous divisons A en trois parties :

A´ “ f´1`r´M,´M{3s˘, (26.68a)
A` “ f´1`rM{3,M{3s˘, (26.68b)
A0 “ f´1`r´M{3,M{3s˘. (26.68c)

Les parties A` et A´ sont fermées parce que f est continue. D’autre part, X est normal, de telle
sorte que le théorème d’Urysohn 21.113 s’applique.

Nous considérons donc une application continue g1 : X Ñ r0, 1s telle que g´1
1 pA´q “ t0u et

g´1
1 pA`q “ t1u. Nous posons alors

gpxq “
ˆ

2M
3

˙
g1pxq ´ M

3 . (26.69)

Vérification des propriétés de g.
(1) g est continue Parce que g1 est continue.
(2) g prend ses valeurs dans r´M{3,M{3s Parce que g1 prend ses valeurs dans r0, 1s et que

t ÞÑ p2M{3qt´M{3 est croissante.
(3) |fpxq ´ gpxq| sur A Si x P A´, alors g1pxq “ 0 et donc gpxq “ ´M{3. Donc

|fpxq ´ gpxq| “ |fpxq ´M{3| ď 2M{3 (26.70)EQooEUOKooFLRJjzEQooEUOKooFLRJjz

parce que fpxq P r´M{3,M{3s.
Si x P A`, alors g1pxq “ 1 et donc gpxq “M{3. Même fin de raisonnement qu’en (26.70).
Si x P A0, alors fpxq P r´M{3,M{3s et gpxq P r´M{3,M{3s et donc encore |fpxq ´ gpxq| ď
2M{3.

LEMooSKSNooEdgFcR

Lemme 26.20 ([203]).
Soient un espace topologique normal X ainsi qu’un fermé A dans X. Nous considérons une fonction
continue f : AÑ r´M,M s.

Il existe une application g : X Ñ r´M,M s continue prolongeant f .

Démonstration. Nous allons commencer par construire une suite d’applications gi : X Ñ R telles
que ITEMooGAIVooQYBCZj

(1) Pour tout x P A et pour tout n P N,

ˇ̌
fpxq ´

rÿ

i“1
ngipxq

ˇ̌ ď
ˆ

2
3

˙n
M (26.71)

ITEMooOLNAooEJPdbV

(2) Pour tout x P X et pour tout i,

|gipxq| ď
ˆ

2
3

˙i M
2 . (26.72)

7. Définition 21.108.
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Nous commençons par construire g1 à partir du lemme 26.19 appliqué à la fonction f . Nous avons
donc une application g1 : X Ñ r´M{3,M{3s telle que

|fpxq ´ g1pxq| ď 2M
3 (26.73)EQooGXUIooWnATPwEQooGXUIooWnATPw

pour tout x P A. Vu que g1 prend ses valeurs dans r´M{3,M{3s, elle vérifie la condition (2). De
plus (26.73) montre que la condition (1) est vérifiée pour n “ 1.

Et c’est parti pour la récurrence. Nous supposons avoir des applications gi pour i “ 1, . . . , k
qui vérifient la condition (2), et telles que la condition (1) est satisfaite pour n “ 1, . . . , k. Nous
allons maintenant construire gk`1.

Nous posons
hk : AÑ R

x ÞÑ fpxq ´
kÿ

i“1
gipxq.

(26.74)

Par hypothèse de récurrence, la fonction hk ne prend pas n’importe quelles valeurs dans R, mais

hk : AÑ “´
ˆ

2
3

˙k
M,

ˆ
2
3

˙k
M

‰
. (26.75)

Nous construisons gk`1 à partir de ce hk et du lemme 26.19. Nous avons donc

gk`1 : X Ñ
”
´1

3

ˆ
2
3

˙k
M,

1
3

ˆ
2
3

˙k
M

ı
(26.76)

vérifiant

|hkpxq ´ gk`1pxq| ď
ˆ

2
3

˙k`1
M. (26.77)

La condition (1) est donc maintenant vérifiée jusqu’à n “ k ` 1. Nous vérifions la condition (2)
pour i “ k ` 1. Simple calcul :

|gk`1pxq| ď 1
3

ˆ
2
3

˙k
M “

ˆ
2
3

˙k`1 M

2 . (26.78)

Et voilà pour la définition des applications gi.
Vu que 2{3 ă 1, la série

ř8
i“1 }gi}8 converge normalement (définition 11.82). Notons g la

somme. Le lemme 11.84 donne alors la convergence uniforme gi
unifÝÑ g, et le théorème 12.367 nous

assure que g est continue sur X.
En ce qui concerne la norme de g, nous avons, en utilisant la formule (11.317) avec q “ 2{3,

}g}8 ď
8ÿ

i“1

ˆ
2
3

˙i M
2 ďM. (26.79)

Donc |gpxq| ďM pour tout x P X.
Enfin nous vérifions que g prolonge f . Soit x P A. Prenez la limite nÑ8 dans l’inégalité

|fpxq ´
nÿ

i“1
gipxq| ď

ˆ
2
3

˙n
M. (26.80)

Nous trouvons que |fpxq ´ gpxq| “ 0.
THOooXKGWooFUYlux

Théorème 26.21 (Théorème de Tietze).
Soit une partie fermée A de l’espace normal X. Si la fonction f : A Ñ R est continue, alors elle
se prolonge en une fonction continue g : X Ñ R.
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Démonstration. Nous supposons dans un premier temps que f prenne ses valeurs dans s´M,M r.
À fortiori, elle prend ses valeurs dans r´M,M s et le lemme 26.20 dit qu’il existe un prolongement
continu g : X Ñ r´M,M s. Nous allons construire à partir de là un prolongement continu h : X Ñ
s´M,M r de f .

Nous posons
B “ g´1`t´M,Mu˘. (26.81)

Étant donné que fpAq Ă s´M,M r , nous avons B X A “ H. De plus A est fermé par hypothèse
et B est fermé en tant qu’image réciproque du fermé t´M,Mu par l’application continue g. Nous
pouvons donc appliquer le théorème d’Urysohn 21.113.

Nous considérons donc une application g1 : X Ñ r0, 1s telle que g1 “ 0 sur B et g1 “ 1 sur A.
Enfin nous posons h “ gg1. Cette application prend ses valeurs dans s´M,M r, est continue et si
x P A nous avons

hpxq “ gpxqg1pxq “ fpxq ˆ 1 “ fpxq. (26.82)

Ceci règle la question si f prend ses valeurs dans s´M,M r.
Nous considérons à présent le cas général f : A Ñ R. Soit un homéomorphisme ϕ : R Ñ

s´M,M r (par exemple via l’exemple 12.176). Nous considérons

f̃ : AÑ s´M,M r
x ÞÑ pϕ ˝ fqpxq. (26.83)

Nous lui appliquons le premier cas pour avoir une fonction g̃ : X Ñ s´M,M r qui prolonge f̃ . Il
suffit maintenant de poser

g : X Ñ R

x ÞÑ pϕ´1 ˝ g̃qpxq. (26.84)

Cela est une application continue et si x P A, nous avons

gpxq “ pϕ´1 ˝ g̃qpxq “ pϕ´1 ˝ f̃qpxq “ pϕ´1 ˝ ϕ ˝ fqpxq “ fpxq. (26.85)

Corolaire 26.22.
Soit un fermé A dans un espace normal X. Si f : A Ñ C est continue, alors elle se prolonge en
une fonction continue g : X Ñ C.

Démonstration. Les parties réelles et imaginaires de f sont continues. Il suffit de leur appliquer le
théorème de Tietze 26.21.

26.2 Logarithme complexe

26.2.1 La fonction argument

Nous savons la définition 18.6 de l’exponentielle complexe.

Définition 26.23.
Un logarithme de α P C est une solution de l’équation ez “ α.

Notons bien que cela définit un logarithme, et non le logarithme.
LEMooUMESooJVzeDb

Lemme 26.24.
Si z1 et z2 sont des logarithmes de α alors il existe k P Z tel que z1 “ z2 ` 2ikπ.

Démonstration. Nous commençons par déterminer les logarithmes de α “ 1. Nous avons besoin
de ea`bi “ 1 (a, b P R). Nous avons

eaebi “ 1, (26.86)
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et en prenant la norme nous trouvons |ea| “ 1, ce qui donne a “ 0. Ensuite ebi “ 1, qui signifie
b “ 2kπ. Les logarithmes de 1 sont donc les nombres de la forme 2ikπ.

Soient maintenant z1 et z2 des logarithmes de α. Alors ez1 “ ez2 , donc 8 ez1´z2 “ 1, ce qui
signifie que z1 ´ z2 est un logarithme de 1. Donc il existe un k P Z tel que z1 ´ z2 “ 2ikπ.

Remarque 26.25.
Jusqu’ici nous n’avons pas donné de conditions donnant l’existence d’un logarithme. Nous avons
seulement supposé des existences et donné des propriétés sur ces hypothétiques objets.

Définition 26.26 ([616]).
Si z P C˚ nous définissons la valeur principale de son argument le nombre θ P s´π, πs tel que

z “ |z|eiθ (26.87)

Nous le notons argpzq.
NORMooOGHNooYriCBH

26.27.
Il ne faut pas se ruer sur argpx ` iyq “ arctanpy{xq. Pour rappel, la fonction arctan a été définie
dans le théorème 18.38, et elle prend ses valeurs dans s´π{2, π{2r. La formule vpx, yq “ arctanpy{xq
n’est donc valable que pour x ą 0. Les valeurs sont :

argpx` iyq “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

arctanpy{xq si x ą 0
π ` arctanpy{xq si x ă 0 et y ě 0
´π ` arctanpy{xq si x ă 0 et y ă 0
π
2 si x “ 0 et y ą 0
´π
2 si x “ 0 et y ă 0.

(26.88)EQooPJVFooSEKTnyEQooPJVFooSEKTny

Pour x ą 0 nous avons argpx` iyq “ arctanpy{xq parce que justement la fonction arctan prend
ses valeurs en particulier entre´π et π. Pour x ă 0 et y ą 0 nous avons argpx`iyq “ π`arctanpy{xq
(dans ce cas, arctanpy{xq ă 0) et si x ă 0, y ă 0 nous avons argpx` iyq “ ´π ` arctanpy{xq.

NORMooMRBEooVtTcIA

26.28 (Les dérivées partielles de la fonction argument).
Vu que nous en aurons besoin plusieurs fois, nous calculons maintenant les dérivées partielles de
la fonction

φ : R2 Ñ R

px, yq ÞÑ argpx` iyq. (26.89)

Nous commençons par la dérivée Bxφpx, yq. Et il y a de nombreux cas à séparer.
(1) x ą 0

Nous avons Bφ
Bx px, yq “ lim

ϵÑ0

arctanpy{px` ϵqq ´ arctanpy{xq
ϵ

, (26.90)

qui n’est autre que la dérivée de la fonction x ÞÑ arctanpy{xq. Nous pouvons la calculer
facilement avec le théorème 18.38(2) :

Bφ
Bx px, yq “ ´

y

x2 ` y2 . (26.91)

(2) x ă 0
Nous avons

Bφ
Bx px, yq “ lim

ϵÑ0

˘π ` arctanpy{px` ϵqq ´ `˘ π ` arctanpy{xq˘
ϵ

(26.92)

où les signes ˘ dépendent du signe de y. De toutes façons, les termes en π se simplifient et
le calcul est le même que celui du cas x ą 0. Encore une fois nous avons

Bφ
Bx px, yq “ ´

y

x2 ` y2 . (26.93)

8. C’est facile de dire « donc ». Il faut surtout citer la proposition 18.9(2).
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(3) x “ 0
Nous devons calculer Bφ

Bx p0, yq “ lim
ϵÑ0

argpϵ` iyq ´ argpiyq
ϵ

. (26.94)

Il y a quatre cas d’après les signes de ϵ (séparer limite à gauche et à droite) et y.
Si ϵ ą 0 et y ą 0 alors nous avons à faire le calcul

lim
ϵÑ0`

arctanpy{ϵq ´ π{2
ϵ

(26.95)

qui se traite par la règle de l’Hospital. Cela donne ´1{y.
Les trois autres cas ne se distinguent que par des constantes au numérateur, lesquelles dis-
paraissent en appliquant la règle de l’Hospital 9. Au final,

Bφ
Bx p0, yq “ ´

1
y
. (26.96)

Nous avons calculé jusqu’ici :
Bφ
Bx px, yq “

´y
x2 ` y2 (26.97)EQooAOJPooOrvUBREQooAOJPooOrvUBR

pour tout px, yq P R2ztp0, 0qu. En particulier vous avez noté que cette dérivée partielle est continue
sur R2ztp0, 0qu.

Nous calculons à présent la dérivée partielle par rapport à y :

Bφ
By px, yq “ lim

ϵÑ0

argpx` iy ` iϵq ´ argpx` iyq
ϵ

. (26.98)

(1) x ą 0
Nous avons à calculer

lim
ϵÑ0

arctan y`ϵ
x ´ arctan y

x

ϵ
, (26.99)

qui n’est autre que la dérivée de la fonction t ÞÑ arctan t
x en t “ y. Résultat :

Bφ
By px, yq “

x

x2 ` y2 . (26.100)

(2) x ă 0 et y ‰ 0
Le calcul à faire est :

lim
ϵÑ0

˘π ` arctan y`ϵ
x ´ `˘π ` arctan y

x

˘

ϵ
(26.101)

Une chose importante à remarquer est que dans le calcul de la limite nous pouvons supposer
que y et y` ϵ aient le même signe, quelle que soit la valeur et le signe de ϵ (assez petit). C’est
pour cela que les deux termes ˘π arrivent avec le même signe des deux côtés de la différence,
et se simplifient. Nous tombons sur une limite déjà faite et

Bφ
By px, yq “

x

x2 ` y2 (26.102)

(3) x ă 0 et y “ 0
Vu que x ă 0 nous avons argpxq “ π et nous devons calculer

lim
ϵÑ0

argpx` iϵq ´ π
ϵ

. (26.103)

La limite ϵÑ 0` est classique et donne 1{x.

9. Nonobstant le fait que ces constantes se mettent bien pour avoir un vrai cas d’indétermination 0{0, sinon la
règle de l’Hospital ne s’applique pas.
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Mais la limite ϵÑ 0´ n’existe pas :

lim
ϵÑ0´

´π ` arctanpϵ{xq ´ π
ϵ

(26.104)

n’existe pas.
Donc Bφ

By px, 0q (26.105)

n’existe pas pour x ă 0.
(4) x “ 0 et y ‰ 0

Le calcul est immédiat
lim
ϵÑ0

argpiy ` iϵq ´ argpiyq
ϵ

“ 0, (26.106)

donc Bφ
By p0, yq “ 0. (26.107)

En ce qui concerne la continuité, nous avons que Byφ est continue partout sauf sur la demi-droite
tpx, 0q tel que x ď 0u où elle n’existe pas.

26.2.2 Une définition possible du logarithme
DEFooWDYNooYIXVMC

Définition 26.29.
Nous définissons la fonction logarithme par

ln : C˚ Ñ C

z ÞÑ ln
`|z|˘` i argpzq (26.108)

où le ln à droite est le logarithme usuel sur R`.

Remarque 26.30.
Cette fonction généralise le logarithme déjà vu sur s0,8r Ă R. En effet pour des valeurs de z dans
cette partie nous avons argpzq “ 0 et |z| “ z.

Lemme 26.31.
Le nombre lnpzq est un logarithme de z.

Démonstration. Nous avons

elnpzq “ eln |z|ei argpzq “ |z|ei argpzq “ z. (26.109)

Nous avons utilisé le fait que elnpxq “ x pour x P R` et |z|ei argpzq “ z par définition de la fonction
arg.

Notons que si on avait pris d’autres conventions pour définir arg, nous aurions eu d’autres
définitions possibles de ln.

Exemple 26.32.
Nous avons

lnp´1q “ lnp1q ` i argp´1q. (26.110)

Mais lnp1q “ 0 et argp´1q “ π (et non ´π), donc

lnp´1q “ iπ. (26.111)

C’est cette définition du logarithme qui est prise par Sage, et c’est cela qui lui permet de donner
la primitive de 1{x comme lnpxq et non lnp|x|q, parce que Sage connaît les logarithmes de nombres
réels négatifs :
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1

2 SageMath version 7.3, Release Date: 2016 -08 -04
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: ln(-1)
7 I*pi
8 sage: f(x)=1/x
9 sage: f. integrate (x)

10 x |--> log(x)

tex/sage/sageSnip010.sage

△

Nous avons jusqu’ici défini une fonction sur C˚ qui fait correspondre à chaque nombre complexe
un de ses logarithmes. Il reste quelques questions à régler :

— Est-ce que cette fonction est continue ? Holomorphe ? (réponses : non et non)
— Si non, est-ce qu’il y avait moyen de trouver une définition plus efficace ? (réponse : non)

LEMooMUOIooCnoWwq

Lemme 26.33.
La fonction ln n’est pas continue sur s´8, 0s.
Démonstration. Attention à bien comprendre l’énoncé. La fonction

f : s´8, 0r Ñ C

x ÞÑ lnpxq (26.112)

est continue. D’ailleurs c’est lnpxq “ lnp|x|q ` iπ. Ce dont il est question dans l’énoncé, c’est de la
fonction ln vue comme fonction sur C˚.

Soit x ą 0 dans R ; nous avons

lnp´xq “ lnpxq ` iπ. (26.113)

Cependant limλÑ0´

λPR
lnp´x` λiq va valoir lnp|x|q ´ iπ. En effet lorsque λ ă 0 est petit, l’argument

de ´x` λi se rapproche de ´π (et non de π).

‚´x` λi
argpzq

Donc

lim
λÑ0´

λPR
lnp´x` λiq “ lim lnp|x` λi|q ` i argp´x` λiq “ lnp|x|q ´ iπ. (26.114)

Nous n’avons donc pas continuité de la fonction logarithme comme fonction sur C˚.
THOooWUXOooYKvLbJ

Théorème 26.34.
La restriction

ln : Czs´8, 0s Ñ C (26.115)

est holomorphe.
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Démonstration. Nous allons utiliser la proposition 12.308 et considérer la fonction

F : S Ñ R2

px, yq ÞÑ `
lnp|x` iy|q, argpx` iyq˘ (26.116)

où S “ R2ztpx, 0q tel que x ď 0u. Nous devons vérifier que F est différentiable et que sa différen-
tielle en un point de S est une similitude.

Nous posons
upx, yq “ ln

`a
x2 ` y2

˘
(26.117)

et
vpx, yq “ argpx` iyq. (26.118)

Les dérivées partielles de u ne sont pas très compliquées :

1 sage: var( ’x , y ’)
2 (x, y)
3 sage: u(x,y)=ln(sqrt(x**2+y**2))
4 sage: u.diff(x)
5 (x, y) |--> x/(x^2 + y^2)

tex/sage/sageSnip011.sage

c’est-à-dire

Bu
Bx “

x

x2 ` y2 (26.119a)

Bu
By “

y

x2 ` y2 . (26.119b)

Pour celles de v par contre, il faut se poser des questions, par exemples résister à la tentation
d’écrire vpx, yq “ arctanpy{xq et lire 26.27.

Nous avons déjà calculé les dérivées partielles de v dans 26.28, et nous avons vu qu’elles étaient
continues sur R2 privé de la demi-droite.

Vu que les dérivées partielles sont continues, le théorème 12.291 nous dit que F est différentiable.
La matrice de la différentielle est alors la matrice des dérivées partielles

˜
x

x2`y2
y

x2`y2
´y

x2`y2
x

x2`y2

¸
, (26.120)

qui a la forme requise (12.822) pour que la proposition 12.308 nous assure que ln soit C-dérivable,
c’est-à-dire holomorphe.

26.2.3 Pas plus de continuité

Bon. La fonction logarithme que nous avons définie est holomorphe sur C˚ privé d’une demi-
droite

U “ tz P C tel que Impzq “ 0,Repzq ď 0u. (26.121)EQooDOELooBQpPyGEQooDOELooBQpPyG

Et elle n’est pas continue sur U ; elle y est cependant continue « par le haut ». Pouvons-nous
faire mieux ? Nous allons maintenant prouver quelques résultats d’impossibilité de faire mieux que
holomorphe partout sauf une partie pas si petite que ça.

Proposition 26.35.
Il n’existe pas de fonctions continues f : C˚ Ñ C telle que efpzq “ z pour tout z P C˚.
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Démonstration. Pour tout z, le nombre fpzq est un logarithme de z. Or lnpzq en est également un.
Donc par le lemme 26.24

fpzq “ lnpzq ` 2ikpzqπ (26.122)
pour une certaine fonction k : C˚ Ñ Z. Sur le domaine d’holomorphie de ln, les fonctions ln et f
étant continues, la fonction k l’est aussi. Mais une fonction continue à valeurs dans Z est constante
(son domaine est connexe).

Il existe donc k P Z tel que
fpzq “ lnpzq ` 2ikπ (26.123)

au moins pour tout z P C˚zU . Une telle fonction ne peut pas être continue sur U parce que ln ne
l’est pas.

Ok. Pas continue sur tout C. Mais continue sur un peu plus que C privé de toute une demi-
droite ? La proposition suivante répond que bof.

Proposition 26.36.
Soit Ω un ouvert de C contenant Sp0, rq (le cercle centré en 0 et de rayon r ą 0). Il n’existe pas
de fonction continue f : Ω Ñ C telle que efpzq “ z pour tout z P Ω.

Démonstration. Encore une fois, pour tout z P Ω nous avons

fpzq “ lnpzq ` 2iπkpzq (26.124)

pour une certaine fonction k : Ω Ñ Z. Nous considérons la demi-droite U de (26.121). Sur ΩzU ,
la fonction ln est continue et k doit également l’être. Donc k est constante sur les composantes
connexes de ΩzU .

Vu que Sp0, rq est compact, on peut le recouvrir par un nombre fini de boules centrées en des
points de Sp0, rq. En prenant le minimum des rayons de ces boules, nous voyons que Ω contient
une couronne

tz P C tel que r ´ δ ď |z| ď r ` δu. (26.125)
Soit le point x0 “ ´r. C’est un point de Ω contenu dans U . Nous allons prouver que Bpx0, δqzU
est dans une seule composante connexe de Ω.

Soit un point z1 P Bpx0, δq situé au-dessus de U , et z2 un point de Bpx0, δq situé en dessous de
U . Le cercle Sp0, rq coupe Bpx0, δq en deux points : un au-dessus et un en-dessous de U . On peut
lier z1 au point de « sortie » supérieur de Sp0, rq en restant dans Bpx0, δq ; ce point est ensuite relié
en suivant le cercle au point d’entrée inférieur du cercle dans Bpx0, δq. Ce dernier point est lié à
z2 par un chemin restant dans la boule.

Tout cela pour dire que z1 et z2 sont dans la même composante connexe de Ω et que kpz1q “
kpz2q. Il existe donc k P Z tel que

fpzq “ lnpzq ` 2ikπ (26.126)
sur Bpx0, δqzU . Une telle fonction f ne peut pas être continue.

26.2.4 Pas d’unicité : autres déterminations de l’argument
NORMooFCDOooFDzAjp

26.37.
Nous avons pris la fonction d’argument arg : CÑ s´π, πs. Il y en a évidemment beaucoup d’autres
de possibles. Par exemple pour α P R nous pouvons considérer

argα` : CÑ sα, α` 2πs (26.127)EQooNKKDooOuJxXeEQooNKKDooOuJxXe

ou
argα´ : CÑ rα, α` 2πr. (26.128)

En posant
lnα˘pzq “ lnp|z|q ` i argα˘pzq (26.129)

nous avons une fonction réciproque de l’exponentielle définie sur C˚ et holomorphe sur C˚ privé
d’une demi-droite Dα (dépendante de la valeur de α).
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La différence entre lnα` et lnα´ est seulement la valeur sur la demi-droite de non-holomorphie.
L’une sera semicontinue d’un côté et l’autre, de l’autre côté.

Remarque 26.38.
La fonction arg0´ a déjà été utilisée en 18.5.2 pour écrire un inverse de la fonction

φ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit.
(26.130)

Définition 26.39 ([617]).
Soit un ouvert Ω Ă C˚. Nous disons que la fonction f : Ω Ñ C est une détermination sur Ω si
elle est continue et vérifie

efpzq “ z (26.131)

pour tout z P Ω.

Les différents résultats vus jusqu’ici montrent qu’il n’existe pas de détermination du logarithme
sur C˚.

Définition 26.40.
La détermination principale du logarithme est la restriction de notre logarithme 26.29

ln : C˚ Ñ C

z ÞÑ lnp|z|q ` i argpzq (26.132)

à l’ouvert C˚zU où U est la demi-droite Repzq ď 0, Impzq “ 0 de C.
REMooFBLLooDnkmjR

Remarque 26.41.
Beaucoup de sources[618] ne définissent pas lnα˘ sur la droite Dα. C’est-à-dire qu’ils notent lnα
notre fonction lnα` restreinte à C˚zDα. Dans ce cas, les fonctions lnα` et lnα´ sont identiques 10.

Cette remarque est importante parce que certains vont vous dire « le logarithme n’est pas défini
sur la demi-droite » ; de leur point de vue, la fonction que nous avons définie est une prolongation
(non continue) à U du logarithme, qui est continu.

(1) Certaines personnes pourraient vous dire que notre logarithme « n’est pas bien défini parce
que si on fait le tour dans un sens ou dans l’autre nous n’obtenons pas la même valeur pour
lnpzq lorsque z est sur U ». Et cela avec des arguments aussi forts que « 2π et 0, c’est le
même point ».
Nous préférons être bien clairs 11 sur ce point : notre fonction ln est parfaitement définie sur
C˚ et 2π n’est pas la même chose que zéro. En particulier argpe2iπq “ 0 et argpe´iπq “ π et
non ´π.

(2) Il n’en reste pas moins que Sage donne lnp´1q “ iπ et que nous avons choisi de faire de
même, parce que le Frido n’est pas un cours d’agrégation, mais un texte qui donne quelques
éléments de mathématique dans le but d’utiliser Sage efficacement.

(3) Tout ceci pour dire que si vous utilisez ce livre pour l’agrégation, vous devriez sérieusement
considérer l’option de ne pas donner du logarithme la définition donnée ici, mais bien sa
restriction.

En fait notre logarithme est maximum pour la propriété « être une réciproque de l’exponen-
tielle » alors que beaucoup de monde préfère avoir une fonction maximale pour la propriété « être
réciproque de l’exponentielle tout en étant continue ».

De toutes les fonctions ayant le droit de vouloir être appelée « logarithme », celle que nous
avons choisie (un peu arbitrairement) pour s’appeler « logarithme » et accaparer de la notation
« ln » est lnπ` . Elle est d’une certaine manière celle qui arrive le plus naturellement.

10. Cela n’est pas tout à fait évident ; vous devriez y penser.
11. Est-ce qu’il faut vraiment un pluriel ici ?
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En effet si nous pensons au logarithme népérien ln : R` Ñ R que nous voulons prolonger sur
R, nous devons poser

lnp´xq “ lnp´1q ` lnpxq (26.133)

pour x ą 0. Que peut valoir lnp´1q ? Il doit vérifier elnp´1q “ ´1. La première valeur qui nous tombe
sous la main est lnp´1q “ π. Bien entendu, d’autres possibilités existent, comme lnp´1q “ 2017π
par exemple.

26.2.5 Pas d’unicité : développement en série

Pour z0 P C˚ nous pouvons écrire un développement en série de la réciproque de l’exponentielle
autour de z0. La fonction ainsi définie est holomorphe sur la boule Bpz0, |z0|q et diverge en dehors
de cette boule.

Voilà encore une fonction « logarithme » pour chaque point de C˚. Nous nommons lnz0 la
fonction

lnz0 : Bpz0, |z0|q Ñ C (26.134)

donnée par la série.
En général nous n’avons pas lnz1 “ lnz2 sur l’intersection des disques de convergence. Si c’était le

cas, de proche en proche nous pourrions construire une fonction continue réciproque du logarithme
sur C˚, ce qui est impossible.

26.2.6 Pas d’unicité : laquelle choisir ?

Bon. Pour chaque demi-droite D nous avons une détermination du logarithme sur C˚zD. Et
pour tout z0 P C˚ nous en avons une sur Bpz0, |z0|q.

En pratique, quel logarithme choisir ? Cela dépend du problème.
Si vous avez besoin ou envie de travailler avec des série entières, le mieux est de choisir une

détermination donnée par un développement autour d’un point bien choisi par rapport à votre
problème.

Si vous avez surtout besoin d’holomorphie, et que vous en avez besoin sur un grand domaine,
vous devriez choisir une détermination sur un des ensembles C˚zDα en choisissant α de telle sorte
que la demi-droite maudite ne passe pas par la zone sur laquelle vous travaillez.

Dans tous les cas, vous devez préciser très explicitement la détermination choisie. Dans ce texte,
sauf mention du contraire, nous utiliserons la détermination principale, et même son extension (non
continue) à C˚. Lorsque nous aurions besoin d’holomorphie, nous préciserons que nous considérons
la restriction.

26.2.7 Logarithme comme primitive

Tout le monde sait 12 que le logarithme ln : R` Ñ R est une primitive de la fonction x ÞÑ 1{x.
Qu’en est-il dans le cas complexe ? Tout d’abord précisons que nous ne comptons pas encore parler
d’intégrale sur C, mais seulement d’intégrales sur R d’une fonction à valeur complexes.

PROPooNIJVooKueuYJ

Proposition 26.42.
Si z P C alors ż 1

x` z dx “ lnpx` zq (26.135)EQooAHYXooTPGXDSEQooAHYXooTPGXDS

Démonstration. Il est important de comprendre que la formule (26.135) est un abus de notation
pour dire que si nous considérons la fonction

φ : RÑ C

x ÞÑ lnpx` zq (26.136)

12. Proposition 15.83.
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alors nous avons φ1pxq “ 1
x`z . Ici la dérivation est une dérivation sur R et l’intégrale est une

intégrale sur R, c’est-à-dire « composante par composantes ». La fonction φ se décompose en
partie réelle et imaginaire qui sont à dériver séparément :

φpxq “ lnp|x` z|q ` i argpx` zq. (26.137)

(1) Si z est imaginaire pur
Nous posons z “ λi avec λ P R˚. D’abord nous avons

1
x` λi “

x

x2 ` λ2 ´ i
λ

x2 ` λ2 . (26.138)

La partie réelle de φpxq est
φ1pxq “ ln

`a
x2 ` λ2

˘
, (26.139)

dont la dérivée est
φ1

1pxq “
x

x2 ` λ2 , (26.140)

qui correspond bien à la partie réelle de 1
x`λi .

En ce qui concerne la partie imaginaire, φ2pxq “ argpx` λiq, et sa dérivée n’est rien d’autre
que la dérivée partielle par rapport à x de la fonction argument, déjà calculée en (26.97) :

φ1
2pxq “

´λ
x2 ` λ. (26.141)

Cela est bien la partie imaginaire de 1
x`λi .

Notons que nous n’avons pas de problèmes sur la demi-droite des réels négatifs parce que
nous ne considérons au final que la dérivée partielle par rapport à x de la fonction argument,
laquelle existe et est continue, même sur cette partie.

(2) Pour z quelconque
Soit z “ s` λi avec s, λ P R. En posant φ0pxq “ lnpx` λiq nous avons φpxq “ φ0px` sq et
donc

φ1pxq “ φ1
0px` sq “

1
x` s` λi “

1
x` z . (26.142)

Tout va bien.

EXooAKEDooZgjocX

Exemple 26.43.
Un petit calcul d’intégrale, que nous avions déjà faite dans l’exemple 20.97 (avec la méthode de
Rothstein-Trager). En passant par une décomposition en fractions simples :

ż 1
x3 ` x “

ż ˆ
1
x
´ 1{2
x´ i ´

1{2
x` i

˙
(26.143a)

“ lnpxq ´ 1
2 lnpx´ iq ´ 1

2 lnpx` iq (26.143b)

“ lnpxq ´ 1
2 lnpx2 ` 1q. (26.143c)SUBEQooRNQLooScfSlGSUBEQooRNQLooScfSlG

Attention aux justifications. Il n’est pas vrai en général dans le cas de nombres complexes a et b
que lnpabq “ lnpaq ` lnpbq. En effet, pour la partie réelle, ça passe parce que |ab| “ |a||b|. Mais en
ce qui concerne la partie imaginaire,

argpabq ‰ argpaq ` argpbq (26.144)

lorsque la somme dépasse les bornes de s´π, πs. Le passage à (26.143c) fonctionne parce que dans le
cas particulier des nombres x`i et x´i, les arguments se somment à zéro : argpx`iq`argpx´iq “
0. △
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26.2.8 Logarithme sur un chemin
DEFooBBGFooCEdsFR

Définition 26.44 (logarithme continu).
Soient un espace topologique X, et une application f : X Ñ C˚. Nous disons que g : X Ñ C˚ est
un logarithme de f si pour tout x P X nous avons

fpxq “ exp
`
gpxq˘. (26.145)

DEFooOCDGooGyvvWi

Définition 26.45 (Détermination du logarithme).
Soit un chemin 13 γ : ra, bs Ñ C˚. Nous disons qu’une application g : γ

`ra, bs˘ Ñ C˚ est une
détermination du logarithme sur γ si

exp
`pg ˝ γqptq˘ “ γptq (26.146)

pour tout t P ra, bs.
THOooUPANooMiECqe

Théorème 26.46.
Tout chemin dans C˚ admet une détermination continue du logarithme 14, et si l est une détermi-
nation sur le chemin γ, nous avons

ż

γ

dz

z
“ l

`
γpbq˘´ l`γpaq˘. (26.147)

Le théorème de Borsuk parle de lien entre logarithme continu et homotopie de fonctions à la
fonction constante. Il s’applique donc bien de concert avec la proposition 26.15 qui dit que si f et
g sont homotopes, alors f{g est homotope à une constante.

THOooTCUMooEByCKg

Théorème 26.47 (Théorème de Borsuk[203]).
Soient un compact K de Rn ainsi qu’une application continue f : K Ñ C˚. Les propriétés suivantes
sont équivalentes : ITEMooKZYDooKoEEbl

(1) f admet un logarithme continu 15.
ITEMooXVNXooVAHklr

(2) f est homotope à l’application constante u : K Ñ C˚, upzq “ 1.
ITEMooQDHXooObjxLA

(3) f admet une extension continue f̃ : Rn Ñ C˚.

Démonstration. En plusieurs points.
(1) (1) ñ (3) Soit un logarithme continu g : K Ñ C de f . Vu que K est fermé, le théorème

de Tietze 26.21 dit que g possède une extension continue g̃ : Rn Ñ C. Nous posons

f̃ : Rn Ñ C˚

x ÞÑ exp
`
g̃pxq˘. (26.148)

L’application f̃ est continue parce que exp et g̃ le sont. Elle est une extension de f parce que
si x P K, nous avons

f̃pxq “ exp
`
g̃pxq˘ “ exp

`
gpxq˘ “ fpxq (26.149)

parce que g̃pxq “ gpxq et g est un inverse de exp.
(2) (3) ñ (2) Soit une extension continue f̃ : Rn Ñ C˚ de f . Soit x0 P Rn. Nous posons

H : r0, 1s ˆK Ñ C˚

pt, xq ÞÑ f̃
`p1´ tqx` tx0

˘
.

(26.150)

L’application H est continue, et pour x P K elle vérifie Hp0, xq “ f̃pxq “ fpxq ainsi que
Hp1, xq “ f̃px0q.

13. Définition 20.72.
14. Définition 26.45.
15. Définition 26.44.
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Donc f est homotope à l’application constante f̃px0q. Vu que C˚ est connexe par arcs, toutes
les applications constantes sont homotopes 16. Donc f est homotope à f̃px0q qui est homotope
à u. L’homotopie étant une relation d’équivalence 17, f est homotope à u.

(3) (2) ñ (1) Nous considérons l’homotopie H : r0, 1s ˆK Ñ C˚ entre f et u. En particulier
pour tout x P K nous avons Hp0, xq “ fpxq et Hp1, xq “ 1.
La partie r0, 1s ˆK est compacte 18 et |H| y est continue. Donc elle atteint ses bornes. Mais
elle prend ses valeurs dans C˚ ; donc

inf
x,t
|Hpx, tq| ą 0. (26.151)

Et d’ailleurs cet infimum est un minimum. Nous considérons la norme suivante sur RˆRn :

}pt, xq}8 “ max
`|t|, |x|˘. (26.152)

Toutes les normes étant équivalentes 19 surRˆRn, nous pouvons caractériser la compacité, la
continuité et tout ça en termes de cette norme. L’application H est uniformément continue 20.
Soit ϵ ą 0, il existe η ą 0 tel que si }pt, xq ´ ps, yq}8 ă η alors }Hpt, xq ´Hps, yq} ă ϵ.
Soient un entier n ą 1

η ` 1, x P K et k P t0, . . . , nu. Nous avons

››`k
n
, x
˘´ `k ` 1

n
, x
˘››8 “

››p´ 1
n
, 0q›› “ 1

n
ă η. (26.153)

Nous avons donc également
ˇ̌
Hpk

n
, xq ´Hpk ` 1

n
, xqˇ̌ ă ϵ. (26.154)

Nous posons
Fk : K Ñ C˚

x ÞÑ H
`k
n
, x
˘
.

(26.155)

Cette application est continue sur K et pour tout x P K nous avons SUBEQSooLJIJooYkxyMO

ˇ̌ Fkpxq
Fk`1pxq ´ 1

ˇ̌ “ ˇ̌Fkpxq ´ Fk`1pxq
Fk`1pxq

ˇ̌
(26.156a)

“ ˇ̌Hp kn , xq ´Hpk`1
n , xq

Hpk`1
n , xq

ˇ̌
(26.156b)

ă ϵ

|Hpk`1
n , xq| . (26.156c)

Pour rappel, pour tout ϵ ą 0, il existe un η ą 0 tel qu’en posant n ą 1
η ` 1 nous avons

(26.156). Nous choisissons ϵ tel que 0 ă ϵ ă infpt,xq |Hpt, xq|, de telle sorte à avoir

ˇ̌ Fkpxq
Fk`1pxq ´ 1

ˇ̌ ă ϵ

|Hpk`1
n , xq| ă 1. (26.157)

La fonction ln : C˚ Ñ C˚ est continue sur Bp1, 1q 21. Donc la fonction

hk : K Ñ C˚

x ÞÑ ln
ˆ

Fkpxq
Fk`1pxq

˙ (26.158)

16. Lemme 26.14.
17. Lemme 26.13.
18. Théorème 7.302.
19. Équivalence de normes, théorème 11.46.
20. Théorème de Heine 12.78.
21. Le logarithme est celui défini en 26.29 et sa continuité est le théorème 26.34.
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est continue. Nous posons

g “
n´1ÿ

k“0
ln
ˆ

Fk
Fk`1

˙
, (26.159)

qui est également continue sur K. Cette fonction g est un logarithme continu de f sur K
parce que 22

exp
`
gpxq˘ “ exp

˜
n´1ÿ

k“0
ln
´ fkpxq
Fk`1pxq

¯¸
(26.160a)

“
n´1ź

k“0
exp

ˆ
ln
` Fkpxq
Fk`1pxq

˘˙
(26.160b)

“
n´1ź

k“0

Fkpxq
Fk`1pxq (26.160c)

“ F0pxq
Fnpxq (26.160d)

“ Hp0, xq
Hp1, xq (26.160e)

“ fpxq
1 (26.160f)

“ fpxq. (26.160g)

CORooXOOZooUJMKxu

Corolaire 26.48 ([203]).
Soit un compact convexe K de Rn. Toute application continue K Ñ C˚ admet un logarithme
continu.

Démonstration. Soit une application continue f : K Ñ C˚. Soit x0 P K. Vu que K est convexe,
f est homotope à la fonction constante fpx0q. Par arc-connexité de C˚, l’application f est alors
homotope à la fonction constante 1.

Le théorème de Borsuk 26.47 nous dit alors que f admet un logarithme continu.
LEMooJNPTooScfSvA

Lemme 26.49.
Si K est compact dans C, alors la partie CzK possède exactement une composante connexe non
bornée.

Démonstration. La partie K étant compacte, elle est bornée. Il existe donc r ą 0 tel que K Ă
Bp0, rq. Soit A “ CzBp0, rq. Cela est une partie connexe de C et est donc contenue dans une
composante connexe de CzK. Il y a donc existence d’une composante connexe non bornée de
CzK.

Pour l’unicité, les autres composantes connexes de CzK sont contenues dans Bp0, rq et sont
donc bornées.

26.2.9 Lacets, indice et homotopie
DEFooLFBNooGlvJmp

Proposition-Définition 26.50 ([619]).
Soit γ un chemin fermé 23 dans C que nous supposons continu et C1 par morceaux 24. L’indice de

22. Dans le calcul suivant, nous utilisons entre autres la formule exppa ` bq “ exppaq exppbq de la proposition
18.9(2).

23. Par abus de langage, nous désignerons par γ à la fois le chemin et son image.
24. Définition 20.34
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la courbe γ est la fonction
Indγ : Czγ Ñ Z

z ÞÑ 1
2πi

ż

γ

dω

ω ´ z .
(26.161)

Alors : ITEMooHYHMooWcaJxP

(1) La fonction Indγ prend ses valeurs dans Z.
(2) Elle est continue sur chaque composante connexe de Czγ.
(3) La fonction indice est constante sur chaque composante connexe 25 de Czγ.
(4) Elle est nulle sur les composantes non bornées de Czγ 26.

Démonstration. Point par point.
(1) Prend ses valeurs dans Z

Explicitons l’intégrale sur γ : ra, bs Ñ C :

Indγpz0q “ 1
2πi

ż

γ

dz

z ´ z0
“ 1

2πi

ż b

a

γ1ptq
γptq ´ z0

dt. (26.162)

Note. Comme γ n’est peut-être pas dérivable en certains points, en réalité nous n’avons pas
une intégrale entre a et b, mais une somme d’intégrales entre ai et bi avec a0 “ a et bn “ b.
Nous nommons S l’ensemble de ces points.
Nous allons calculer l’exponentielle de ce qui est dans l’intégrale en posant

φ : ra, bs Ñ C

u ÞÑ exp
ˆż u

a

γ1ptq
γptq ´ z0

dt

˙
.

(26.163)

Nous savons par le lien entre primitive et intégrale (proposition 14.264) que la dérivée de
x ÞÑ şx

0 f est f elle-même. Nous pouvons donc facilement dériver φ :

φ1puq “ γ1puq
γpuq ´ z0

exp
ˆż u

a

γ1ptq
γptq ´ z0

dt

˙
“ γ1puqφpuq
γpuq ´ z0

. (26.164)EQooHEAWooCWnNLZEQooHEAWooCWnNLZ

Cette égalité est vraie pour tout u P ra, bs sauf en un nombre fini de points (les points de S).
Nous considérons maintenant

f : ra, bs Ñ C

t ÞÑ φptq
γptq ´ z0

,
(26.165)

et nous dérivons :

f 1ptq “ φ1ptq`γptq ´ z0
˘´ φptqγ1ptq

`
γptq ´ z0

˘2 (26.166a)

“ φ1ptq
γptq ´ z0

´ φptqγ1ptq`
γptq ´ z0

˘2 . (26.166b)

Nous y injectons l’expression (26.164) de φ1 :

f 1ptq “ γ1ptqφptq`
γptq ´ z0

˘2 ´
φptqγ1ptq`
γptq ´ z0

˘2 “ 0. (26.167)

25. Définition 7.69.
26. Elle a une seule telle composante par le lemme 26.49, mais ce n’est pas important ici.
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Comme f est continue 27 sur ra, bs et de dérivée nulle partout sauf sur S, elle est constante
sur ra, bs. Nous avons donc fptq “ fpaq pour tout t, c’est à dire

φptq
γptq ´ z0

“ 1
γpaq ´ z0

. (26.168)

Nous pouvons isoler de là une valeur pour φptq :

φptq “ γptq ´ z0
γpaq ´ z0

. (26.169)

C’est le moment de calculer φpbq. Dans le calcul suivant, nous utilisons γpaq “ γpbq :

φpbq “ γpbq ´ z0
γpaq ´ z0

“ γpbq ´ z0
γpbq ´ z0

“ 1. (26.170)

Nous avons prouvé que

exp
ˆż b

a

γ1ptq
γptq ´ z0

dt

˙
“ 1. (26.171)

Pour qu’une exponentielle soit égale à 1, il faut que ce qui se trouve dedans soit égal à 2ikπ
pour un certain k. Il existe k P Z tel que

ż b

a

γ1ptq
γptq ´ z0

dt “ 2iπk. (26.172)

Pour cette valeur de k nous avons Indγpz0q “ k.
(2) Une borne pour |γ1| L’application γ est C1 par morceaux 28. La restriction γ1 : rai, bis Ñ

C est continue sur un compact et est donc bornée. Pour chaque i nous avons donc une borne
Mi pour |γ1j|. En nommant M le maximum des ces bornes Mi nous avons γ1ptq ă M pour
tout t P ra, bs.

(3) L’indice est ponctuellement continu Nous utilisons le théorème 17.15 avec l’applica-
tion

f : ra, bs ˆCzγ Ñ C

pt, zq ÞÑ γ1ptq
γptq ´ z .

(26.173)

Sauf que non. Il ne va pas être possible de majorer cette fonction uniformément en z, comme
il le faudrait pour remplir la condition (3). La raison est que quand z s’approche de γ, le
dénominateur n’est pas contrôlé.
Nous allons donc restreindre le domaine de f . Soit z0 P Czγ. Vu que γ est continue et que
ra, bs est compact, la fonction t ÞÑ 1{pγptq´z0q atteint une borne inférieure. Disons que cette
borne est atteinte pour t “ t0. Nous considérons r ă d

`
z0, γpt0q

˘
et nous prenons une borne

M pour |γ1|. Nous avons alors, pour tout t que

|γ1ptq|
|γptq ´ z0| ă

M

r
. (26.174)

Le z0 étant fixé, la fonction constante M{r majore f uniformément en t. La théorème de
continuité sous l’intégrale 17.15 dit alors que l’indice est continue en z0.

(4) Continuité globale La fonction indice étant continue en chaque point de Czγ, elle est
continue sur Czγ (théorème 7.199).

(5) Sur les composantes connexes Soit une composante connexe C de Czγ. L’application
Indγ est continue et à valeurs entières sur C. La proposition 7.210 dit alors que l’indice est
constant sur C.

27. Fait important : nous utilisons la continuité de f , pas de l’indice. Nous n’avons pas encore démontré que
l’indice est une fonction continue.

28. Nous utilisons ici crucialement le fait que les morceaux sont fermés.
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(6) Nulle sur la non bornée En majorant |γ1| par M , nous avons

| Indγpz0q| ď 1
2π

ż b

a

|γ1ptq|
|γptq ´ z0| ď

M

2π

ż b

a

dt

|γptq ´ z0| . (26.175)

Soit ϵ ą 0 assez petit pour que ϵMpb ´ aq{2π ă 1. Vu que γ est bornée, il existe R ą 0 tel
que γptq P Bp0, Rq pour tout t. Nous considérons r assez grand pour que r ´R ą 1{ϵ.
Comme nous étudions Indγ sur une composante non bornée, nous considérons |z0| ą r. Avec
ça nous avons |γptq ´ z0| ą r ´R et donc

| Indγpz0q| ď M

2π

ż b

a
ϵdt “ Mpb´ aq

2π ϵ ă 1. (26.176)

La dernière inégalité est un choix de ϵ fait au départ.
Étant donné que Indγpz0q P Z, nous avons forcément Indγpz0q “ 0. Et comme l’indice est
constant sur les composantes connexe, il est nul partout.

PROPooXWULooFZgHfL

Proposition 26.51.
Soit p P C. Soit un chemin γ : r0, 1s Ñ Cztpu. Quelques hypothèses :

(1) Il existe une demi-droite D d’origine p et tel que γ´1pDq est fini.
(2) Le chemin γ traverse D en tout point de γ´1pDq.
(3) Soit n` le nombre de points de γ´1pDq oùγ traverse positivement D et n´ idem négativement.

Alors
Indpγ, pq “ n` ´ n´. (26.177)

PROPooEKFHooOWcIMk

Proposition 26.52 ([203]).
Soient p P C ainsi que deux chemins γ1, γ2 : ra, bs Ñ Cztpu. Si γ1 et γ2 sont homotopes dans
Cztpu. Alors

Indpγ1, pq “ Indpγ2, pq. (26.178)

Démonstration. Posons
f : Cztpu Ñ C

z ÞÑ 1
z ´ p.

(26.179)

La partie Cztpu est ouverte. Le théorème 26.17 d’invariance de l’intégrale par homotopie nous
indique que

Indpγ1, pq “ 1
2πi

ż

γ1

f “ 1
2πi

ż

γ2

f “ Indpγ2, pq. (26.180)

DefECnFJQp

Définition 26.53.
Si γ1 et γ2 sont deux lacets en x0 P X (un espace topologique), une équivalence d’homotopie
est une application f : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ X telle que

(1) fp0, tq “ γ1ptq pour tout t ;
(2) fp1, tq “ γ2ptq pour tout t ;
(3) pour chaque t P r0, 1s, l’application s ÞÑ fps, tq est continue ;
(4) pour chaque s P r0, 1s, l’application t ÞÑ fps, tq est un lacet basé en x0.

LEMooMEICooOOGzdf

Lemme 26.54.
Si γ est un cercle de centre z0 P C et de rayon r, alors

Indγpzq “
#

1i si z P Bpz0, rq
0 sinon.

(26.181)
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Démonstration. La seconde ligne provient directement de la proposition 26.50. Pour la première,
le cercle γ se paramètre par

γpθq “ z0 ` reiθ. (26.182)

Nous commençons par calculer Indγpz0q. Il vaut

1
2πi

ż

γ

dω

ω ´ z0
“ 1

2πi

ż 2π

0

1
reiθ

ireiθdθ “ 1. (26.183)

Nous considérons maintenant un point p P Bpz0, rq et nous calculons Indγppq. D’abord si σ est
le cercle σptq “ γptq ` p´ z0 “ reit ` p de rayon r centré en p, nous avons

Indσppq “ 1 (26.184)

par ce que nous venons de voir.
Ensuite les chemins σ et γ sont homotopes dans Cztpu. En effet nous posons

Hpu, tq “ p1´ uqγptq ` uσptq. (26.185)

Nous avons

Hpu, tq ´ p “ p1´ uqz0 ` reit ` pu´ 1qp “ p1´ uqpz0 ´ pq ` reit. (26.186)

En termes de modules, nous avons d’une part

|p1´ uqpz0 ´ pq| ď |z0 ´ p| ă r (26.187)

et |reit| “ r. Donc la somme des deux ne peut pas faire zéro. Nous avons donc bien Hpu, tq ‰ p
pour tout u P r0, 1s et pour tout t P r0, 2πs.

Les chemins γ et σ étant homotopes dans Cztpu, la proposition 26.52 dit que

Indγppq “ Indσppq “ 1. (26.188)

PROPooGAOIooFTOuli

Proposition 26.55 ([203]).
Soit un intervalle J Ă R. Nous considérons l’application

ψ : LpJ,C˚q Ñ Z

γ ÞÑ Indpγ, 0q (26.189)

où LpJ,C˚q est l’ensemble des lacets J Ñ C˚ sur lequel nous considérons la loi de groupe multi-
plicatif tandis que nous considérons la loi additive sur Z. Nous avons : ITEMooKCRIooSEyhlp

(1) ψ est effectivement à valeurs dans Z,
(2) ψ est un morphisme de groupes surjectif.

ITEMooZFXTooDCXTVU

(3) Le noyau de ψ est

kerpψq “ tlacets homotopes dans C˚ à un lacet constantu. (26.190)

Démonstration. Pour (1), c’est la proposition 26.50(1).
Soient deux lacets γ1 et γ2 dans C˚. Le théorème 26.46 nous permet de considérer des lo-

garithmes continus li : ra, bs Ñ C le long de γi. L’application l1 ` l2 est une détermination du
logarithme le long de γ1γ2 parce que 29

exp
`
l1ptq ` l2ptq

˘ “ exp
`
l1ptq

˘
exp

`
l2ptq

˘ “ γ1ptqγ2ptq. (26.191)
29. Nous ne nous lasserons jamais de citer la proposition 18.9(2).
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(1) Morphisme Nous avons

Indpγ1γ2, 0q “ 1
2πi

ż b

a
f
`pγ1γ2qptq

˘pγ1γ2q1ptqdt (26.192a)

“ 1
2πi

ż

γ1γ2

dz

z
(26.192b)

“ pl1 ` l2qpbq ´ pl1 ` l2qpaq (26.192c)
“ `

l1pbq ´ l1paq
˘` `

l2pbq ´ l1paq
˘

(26.192d)
“ Indpγ1, 0q ` Indpγ2, 0q. (26.192e)

Nous avons prouvé que ψpγ1γ2q “ ψpγ1q ` ψpγ2q, et donc que ψ est un morphisme.
(2) Surjection Nous considérons le lacet

γ : ra, bs Ñ C˚

t ÞÑ exp
`
2iπktpb´ aq˘, (26.193)

et nous montrons que ψpγq “ k. D’abord nous remarquons que

γ1ptq “ γptq 2iπk
pb´ aq , (26.194)

et ensuite nous calculons :

ψpγq “ 1
2πi

ż b

a

1
γptqγ

1ptqdt (26.195a)

“ 1
2πi

1ş
b

a

γptq 2πik
pb´ aqγptqdt (26.195b)

“ 1
2πi

ż b

a

2iπk
pb´ aqdt (26.195c)

“ k. (26.195d)

(3) Noyau Notons pour la simplicité

H “ tlacets homotopes dans C˚ à un lacet constantu. (26.196)

Nous notons u le chemin constant uptq “ 1. Nous avons ψpuq “ 0 parce que, en notant
fpzq “ 1{z,

Indpu, 0q “ 1
2πi

ż

u
fpzqdz “ 1

2πi

ż 1

0
f
`
uptq˘u1ptqdt “ 0 (26.197)

parce que u1ptq “ 0 pour tout t. Nous avons donc u P kerpψq. Si γ P H, alors, utilisant
le théorème de Cauchy homotopique 26.17(2), nous avons Indpγ, 0q “ Indpu, 0q “ 0. Donc
H Ă kerpψq.
Soient γ P kerpψq et une détermination continue l du logarithme le long de γ. Nous avons

0 “ ψpγq “ lpbq ´ lpaq. (26.198)

Nous posons
H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ C˚

ps, tq ÞÑ exp
`
slpaq ` p1´ sqlptq˘. (26.199)

Cette application continue vérifie Hp0, tq “ elptq “ γptq et Hp1, tq “ elpaq “ γpaq. Donc elle
est une homotopie entre γ et le chemin constant γpaq. Encore par Cauchy homotopique,
ψpγq “ 0 parce que ψ est nul sur les chemins constants.
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LEMooCTIBooNRAyZH

Lemme 26.56 ([1]).
Si γ est un lacet dans Cztpu, alors

Indpγ, pq “ Indpγ ´ p, 0q (26.200)
PROPooPRIIooKWCHBZ

Proposition 26.57 ([203]).
Soient p P C ainsi que deux lacets γ1 et γ2 dans Cztpu. Si

Indpγ1, pq “ Indpγ2, pq, (26.201)

alors γ1 et γ2 sont homotopes dans Cztpu.
Démonstration. Vu que γ1 ne passe pas par p, nous pouvons considérer le chemin

γ : ra, bs Ñ C˚

t ÞÑ γ0ptq ´ p
γ1ptq ´ p.

(26.202)

En posant σiptq “ γiptq ´ p, nous avons

Indpγ, 0q “ Indpσ0σ
´1
1 , 0q (26.203a)

“ Indpσ0, 0q ` Indpσ´1
1 , 0q prop. 26.55 (26.203b)

“ Indpσ0, 0q ´ Indpσ1, 0q (26.203c)
“ Indpγ0, pq ´ Indpγ1, pq lem. 26.56 (26.203d)
“ 0. (26.203e)

Vu que l’indice de γ est nul, ce chemin est homotope dans C˚ au chemin constant u par la
proposition 26.55(3). Soit une homotopie H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ C˚ entre γ et u. Et nous posons

S : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ C˚

ps, tq ÞÑ `
γ1ptq ´ p

˘
Hps, tq. (26.204)

Cette application est une homotopie entre

t ÞÑ Sp0, tq “ `
γ2ptq ´ p

˘
Hp0, tq “ `

γ2ptq ´ p
˘
γptq “ γ1ptq ´ p (26.205)

et
t ÞÑ Sp1, tq “ `

γ2ptq ´ p
˘
Hp1, tq “ `

γ2ptq ´ p
˘
uptq “ γ2ptq ´ p. (26.206)

Donc S ` p est une homotopie entre γ1 et γ2 dans Cztpu.
PROPooCFMFooXjlhfV

Proposition 26.58 ([203]).
Soit un espace topologique X localement connexe par arcs. Soit une application continue f : X Ñ
C˚. Il y a équivalence entre

(1) f admet un logarithme continu.
(2) Pour tout lacet γ dans X, nous avons Indpf ˝ γ, 0q “ 0.

26.2.10 Théorème de Cauchy et analycité

Cette sous-section veut prouver le théorème de Cauchy.
ThoUHztQe

Théorème 26.59 (Formule de Cauchy).
Soient Ω ouvert dans C, z0 P Ω et f une fonction holomorphe sur Ω. Soit r ą 0 tel que Bpz0, rq Ă Ω.
Alors pour tout z P Bpz0, rq nous avons

fpzq “ 1
2πi

ż

BBpz0,rq
fpωq
ω ´ z dω. (26.207)EqPzUABMEqPzUABM
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Démonstration. Soit z P Bpz0, rq. Considérons la fonction

gpωq “
#
fpωq´fpzq

ω´z si ω ‰ z

f 1pzq si ω “ z.
(26.208)

Cette fonction est holomorphe sur Bpz0, rqztzu et continue en z. Elle vérifie donc la proposi-
tion 26.10 et nous avons ż

γ
g “ 0 (26.209)

où γ est le cercle de centre z0 et de rayon r. Nous avons donc

0 “
ż

γ

fpωq
ω ´ z ´

ż

γ

fpzq
ω ´ z , (26.210)

et ayant déjà calculé la seconde intégrale dans l’exemple 26.54 nous en déduisons
ż

γ

fpωq
ω ´ z dω “ 2πifpzq, (26.211)

ce qu’il fallait.
ThomcPOdd

Théorème 26.60.
Soient Ω ouvert dans C et f holomorphe sur Ω. Soient encore z0 P Ω et r0 tels que Bpz0, r0q Ă Ω.
Alors : ITEMooYWSOooHJtxGr

(1) Sur Bpz0, r0q, la fonction f s’écrit

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (26.212)

(2) Nous avons

an “ f pnqpz0q
n! “ 1

2πi

ż

γ

fpωq
pω ´ z0qn`1dω (26.213)

où γ “ BBpz0, rq avec |z ´ z0| ă r ă r0.
ItemMRRTooMChmuZ

(3) En particulier f est infiniment dérivable.

Démonstration. Soit r ą 0 tel que |z ´ z0| ă r ă r0. La formule de Cauchy (théorème 26.59) nous
dit que

fpzq “ 1
2πi

ż

γ

fpωq
ω ´ z dω (26.214)

où γ “ BBpz0, rq. Nous pouvons paramétrer ce chemin par ω “ z0` reiθ et θ P r0, 2πs. Nous avons

fpzq “ 1
2πi

ż 2π

0

fpz0 ` reiθq
z0 ` reiθ ´ z rie

iθdθ (26.215a)

“ 1
2π

ż 2π

0

fpz0 ` reiθq
1´ e´iθpz ´ z0q{rdθ. (26.215b)

Nous pouvons développer l’intégrante en puissance de pz ´ z0q en utilisant la formule 15.455. Ici
le rôle de x est tenu par

e´iθpz ´ z0q{r (26.216)

dont le module est bien plus petit que 1, par hypothèse sur r. Nous avons donc

fpzq “ 1
2π

ż 2π

0

8ÿ

n“0
fpz0 ` reiθqe´inθr´npz ´ z0qndθ. (26.217)
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L’art est maintenant de permuter la somme et l’intégrale. Pour cela nous remarquons que ce qui
se trouve dans la somme est majoré en module par

M

ˇ̌
ˇ̌z ´ z0

r

ˇ̌
ˇ̌
n

(26.218)EqbykTLDEqbykTLD

où M est le maximum de |f | sur γ. La borne (26.218) ne dépend pas de θ ; par conséquent la
convergence de la somme est uniforme en θ par le critère de Weierstrass (théorème 12.369). Le
théorème 15.1 s’applique 30 et nous pouvons permuter la somme avec l’intégrale.

Ce que nous trouvons est que

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn (26.219)

où
an “ 1

2π

ż 2π

0
fpz0 ` reiθqe´inθr´ndθ “ 1

2πi

ż

γ

fpωq
pω ´ z0qn`1 . (26.220)

Cette formule est valable pour |z´z0| ă r. Sur cette boule, la fonction est donc une série entière. Le
théorème de Taylor 15.135 nous permet donc d’affirmer que f est partout infiniment continument
dérivable (parce que en chaque point on a un voisinage sur lequel c’est vrai), et d’identifier les
coefficients (qui, eux, ne sont valables que localement) sous la forme

an “ f pnqpz0q
n! . (26.221)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 26.61
L’énoncé du corolaire 26.62 n’est peut-être pas précis.

CORooJISDooFgwOPh

Corolaire 26.62.
Si le développement de f autour de 0 est

fpzq “
ÿ

nPN
anz

n, (26.222)

alors a0 “ fp0q et a1 “ f 1p0q.
CorwfHtJu

Corolaire 26.63.
Soit f une fonction continue sur un ouvert Ω telle que pour toute boule Bpa, rq contenue dans Ω,
nous ayons

fpaq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fpξq
ξ ´ adξ. (26.223)

Alors f est holomorphe.

Démonstration. Il suffit de recopier la démonstration du théorème 26.60 pour savoir que f se
développe en série de puissances et est donc en particulier dérivable.

Le fait qu’une fonction holomorphe soit C8 comme dit dans la proposition 26.60 permet de
démonter un résultat de dérivation sous l’intégrale, qui dépend de pouvoir majorer la différentielle.

PROPooZCLYooUaSMWA

Proposition 26.64.
Soit une fonction continue g : RˆCÑ C. Nous supposons que pour tout t, la fonction z ÞÑ gpt, zq
est C-dérivable (définition 12.301) et différentiable. Soit B compact dans R et la fonction

Gpzq “
ż

B
gpt, zqdt. (26.224)

30. Étant donné que nous savions déjà que la somme était une fonction intégrable, nous sommes loin d’avoir utilisé
toute la puissance du théorème.
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que nous supposons exister pour tout z.
Alors

G1pzq “
ż

B
g1pt, zqdt (26.225)

où le prime réfère à la C-dérivée par rapport à la variable z à t fixé.

Démonstration. Nous fixons z P C et nous considérons la suite de fonctions

giptq “ gpt, z ` ϵiq ´ gpt, zq
ϵi

(26.226)

où ϵi est une suite de nombres complexes tendant vers zéro (ϵi CÝÑ 0). Si la limite existe et ne
dépend pas de la suite choisie, alors limiÑ8 giptq “ g1pt, zq. Et vu que g est supposée dérivable,
c’est le cas.

Nous avons aussi, par linéarité de l’intégrale :

G1pzq “ lim
iÑ8

ż

B
giptqdt. (26.227)

La difficulté est de permuter la limite et l’intégrale. Pour cela nous allons utiliser la convergence
dominée de Lebesgue (théorème 14.202). Afin de majorer |giptq| par une fonction intégrable en t
(uniformément en i), nous exploitons le théorème des accroissements finis, théorème 11.274. En
notant dg la différentielle de g par rapport à z à t fixé, pour chaque t et chaque i nous avons

|gpt, z ` ϵiq ´ gpt, zq| ď sup
ξPrz,z`ϵis

}dgξ}}ϵi}. (26.228)

Vu que z est fixé et que ξ est dans le compact rz, z ` ϵis et que dg est continue (parce que la
C-dérivabilité implique la continuité de la différentielle parce que nous avons l’analycité par le
théorème 26.60), nous pouvons majorer }dgξ} par une constante Mipzq qui dépend à priori de i et
de z.

Heureusement, nous pouvons prendre a fortiori le supremum sur Bpz, |ϵi|q (qui est tout autant
compact) et supposer que |ϵi| est strictement décroissante ; de toutes façons, il y a un maximum
parce que |ϵi| Ñ 0. Dans ce cas, il suffit de prendre le supremum de }dgξ} pour ξ P Bpz, |ϵ1|q et ça
contente tout le monde.

Quoi qu’il en soit nous avons une constante Mpzq telle que

|gpt, z ` ϵiq ´ gpt, zq| ďMpzq}ϵi} (26.229)

et donc |giptq| ď Mpzq. La constante (par rapport à t) Mpzq est évidemment intégrable sur le
compact B et nous pouvons permuter la limite avec l’intégrale :

G1pzq “ lim
iÑ8

ż

B
giptqdt “

ż

B
lim
iÑ8 giptqdt “

ż

B
g1pt, zqdt. (26.230)

PropZOkfmO

Proposition 26.65.
Une fonction continue f est holomorphe si et seulement si la 1-forme différentielle fpzqdz est
localement exacte.

Démonstration. Si f est holomorphe, alors nous avons vu que f était différentiable et que dfz “
fpzqdz par la formule 12.835.

Dans le sens inverse, supposons que fpzqdz est localement exacte, et soit F telle que dF “
fpzqdz. Ce que nous allons faire est montrer que la dérivée de F existe et vaut f . En effet, la
définition de la différentielle nous dit que

lim
hÑ0

ˇ̌
ˇ̌F pz ` hq ´ F pzq ´ dFzphq

h

ˇ̌
ˇ̌ “ 0. (26.231)
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La limite vaut évidemment encore zéro si nous enlevons les modules :

0 “ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq ´ fpzqh
h

(26.232a)

“ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq
h

´ fpzq. (26.232b)

Donc F 1 “ f . Cela montre que F est C-dérivable et donc holomorphe. En conséquence du théo-
rème 26.60, la fonction F est infiniment dérivable et f l’est alors aussi. La fonction f est donc
holomorphe 31.

26.2.11 Théorème de Brouwer en dimension 2
Pour d’autres versions du théorème de Brouwer, voir la sous-section 20.5.1.

ThoLVViheK

Théorème 26.66 (Brouwer en dimension 2[104]).
Soit B “ Bp0, 1q la boule unité fermée de R2. Alors toute application continue de B dans elle-même
admet un point fixe.

Démonstration. Supposons que la fonction f P C0pB,Bq n’admette pas de points fixes sur B “
Bp0, 1q. Pour x P B nous notons gpxq l’intersection entre BB et la demi-droite allant de fpxq vers
x. C’est bien parce que f n’a pas de points fixes que g est bien définie.

En reprenant le même début de la preuve de la proposition 27.74 nous savons que la fonction

g : Bp0, 1q Ñ BBp0, 1q
x ÞÑ λpxq`x´ fpxq˘` fpxq (26.233)

est continue. De plus gpxq “ x sur BBp0, 1q. Nous allons montrer qu’une telle fonction 32 ne peut
pas exister.

Pour s P r0, 1s nous paramétrons le cercle BBp0, sq par

xs : r0, 1s Ñ BBp0, sq
t ÞÑ `

s cosp2πtq, s sinp2πtq˘. (26.234)

Ensuite nous considérons les chemins
γs : r0, 1s Ñ BBp0, 1q

t ÞÑ g ˝ xsptq. (26.235)

L’application γs est continue et γsp0q “ γsp1q. Les chemins γs sont des lacets ; nous nous intéressons
maintenant à l’indice au point 0 de γ0 et γ1. D’une part γ0ptq “ gp0q (lacet constant) et γ1ptq “ e2iπt

(parce que gpxq “ x sur le bord). Nous avons donc, en utilisant l’indice de la définition 26.50,

Indγ0p0q “
1

2πi

ż

γ0

dω

ω
“ 1

2πi

ż 1

0

γ1
0ptq
γ0ptqdt “ 0, (26.236)

alors que

Indγ1p0q “
1

2πi

ż 1

0

2iπe2iπt

e2iπt dt “ 1. (26.237)

Nous considérons l’homotopie

γ : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ Bp0, 1q
ps, tq ÞÑ γsptq “ pg ˝ xsqptq.

(26.238)

Nous avons gp0q ‰ 0 parce que g prend ses valeurs sur le bord. Vu que c’est une équivalence
d’homotopie 33 entre γ1 et γ2, les indices devraient être égaux par le corolaire 26.18.

31. Dire que la dérivée d’une fonction holomorphe est holomorphe est un raisonnement classique.
32. Qui est nommée rétraction de la sphère sur elle-même.
33. Définition 26.53
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26.2.12 Principe des zéros isolés
LEMooYYZQooClmOgG

Lemme 26.67.
Si f est une fonction holomorphe 34 sur le compact K, alors il existe un polynôme Pf et une
fonction holomorphe hf ne s’annulant pas sur K telles que f “ hfPf .

Démonstration. Soit une fonction f vérifiant les conditions. Si f est identiquement nulle, alors il
suffit de prendre Pf “ 0 et c’est fait. Nous supposons donc que f n’est pas identiquement nulle.

(1) Quantité finie de racines
D’abord f ne peut s’annuler qu’un nombre fini de fois sur K. Sinon, on pourrait considérer
une suite des racines 35 de f dans K. Vu qu’une suite dans un compact contient une sous-suite
convergente (théorème 7.139), la fonction f aurait un point d’accumulation de racines. Alors
le principe des zéros isolés (théorème 17.140) nous donne un ouvert sur lequel f est nulle et
donc le corolaire 17.141 nous dit que f est identiquement nulle.

(2) Autour d’une racine
Bref, la fonction f possède un nombre fini de racines sur K. Soit z0 l’une d’elles.
Par le théorème 26.60(1), nous avons, sur un voisinage de z0 :

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (26.239)

En particulier, 0 “ fpz0q “ a0. Donc a0 “ 0. Soit k, le plus petit naturel pour lequel ak ‰ 0.
Nous avons

fpzq “ pz ´ z0qkgpzq (26.240)
avec gpzq “ ř8

n“0 ak`npz ´ z0qn.. Vu que ak ‰ 0 nous avons gpz0q ‰ 0. Montrons à présent
que g est holomorphe sur un voisinage de z0. Vu que la série définissant g est une sous-série
d’une série convergente sur un voisinage, elle converge sur un voisinage et la proposition 26.11
nous dit que g est C-dérivable. C’est-à-dire holomorphe par définition.

(3) Autour de toutes les racines
Soient pziq les racines (en nombre fini). Pour chaque i nous avons une boule Bpzi, riq sur
laquelle f “ Pigi où Pi est un polynôme de la forme pz ´ ziqk et gi est holomorphe sur
Bpzi, riq. Nous définissons la fonction suivante :

hpzq “

$
’&
’%

fpzqś
k Pkpzq

si z ‰ zi

giś
k‰i Pkpzq

si z “ zi.
(26.241)

Cette fonction ne s’annule jamais. Mais est-elle holomorphe ?
Si z ‰ zi (sous-entendu : pour tout i), alors sur un voisinage, h “ f{śPk qui est un quotient
de fonctions holomorphes dont le dénominateur ne s’annule pas. Elle est donc holomorphe
sur ce voisinage par le lemme 12.310.
Pour les autres notons que pour tout z P Bpzi, riq,

h “ giś
k‰i Pk

. (26.242)

Cela est encore un quotient dont le dénominateur ne s’annule pas 36.
(4) La réponse

Nous avons, pour tout z P K :
fpzq “ hpzq

ź

k

Pkpzq. (26.243)

34. Définition 12.303.
35. Notez l’utilisation de la proposition 1.117 que je vous invite à ne pas considérer comme une trivialité absolue.
36. Nous avons choisi les ri de telle sorte que les boules ne s’intersectent pas.
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Afin de détendre l’atmosphère, nous allons laisser tomber l’analyse quelques instants et prouver
un résultat d’algèbre.

PROPooVWRPooGQMenV

Proposition 26.68 ([1, 620]).
L’anneau des fonctions holomorphes sur un compact 37 donné de C est principal 38.

Démonstration. Nous nommons A l’ensemble des fonctions holomorphes sur le compact K, et J
un idéal de A.

(1) A est un anneau
Le point délicat de la définition 1.41 est le fait que la somme et le produit d’éléments de A sont
des éléments de A parce que les résultats type « la somme de deux fonctions holomorphes est
holomorphes sont valides sur des ouverts alors que nous sommes ici sur un compact. Soient
f et g dans A ; nous nommons Ωf et Ωg des ouverts contenant K tels que f est holomorphe
sur Ωf et g sur Ωg.
L’ensemble Ωf X Ωg est un ouvert (intersection d’ouverts) contenant K et sur lequel f et g
sont holomorphes. Donc f ` g et fg y sont holomorphes.

(2) Engendré par des polynômes
Pour chaque f P J nous écrivons f “ Pfhf en vertu de la décomposition donnée par le
lemme 26.67. Vu que hf ne s’annule pas, 1{hf est encore holomorphe sur K et nous déduisons
que Pf “ f{hf est dans J . La partie

S “ tPf tel que f P Ju (26.244)

est génératrice de J parce que, par construction, tous les éléments de J sont des produits
d’éléments de S par des fonctions holomorphes sur K (donc, des éléments de A). Mais tous
les éléments de S sont dans J , donc pSq “ J .

(3) Un polynôme pour tous les engendrer
Soit M , l’idéal de CrXs engendré par S. Attention : J est l’idéal de A engendré par S.
Mais l’idéal de CrXs engendré par S est peut-être autre chose. Vu que C est un corps, le
lemme 3.110 dit que CrXs est principal. Donc M est un idéal principal de CrXs et nous
avons un polynôme p P CrXs tel que

M “ CrXsp. (26.245)

Si vous avez compris le chausse trappe, vous saurez pourquoi il faut écrire M “ CrXsp et
non utiliser l’écriture plus simple « M “ ppq ».

(4) ACrXs “ A

L’inclusion A Ă ACrXs est dûe au fait que 1 P CrXs, et l’autre inclusion est le fait que
CrXs Ă A alors que A est un anneau.

(5) Suite des opérations
Nous avons :

J “ AS Ă ACrXsp. (26.246)
Voilà une inclusion de montrée. Reste à faire l’autre.
Vu que p P J nous avons aussi Ap Ă J . Et donc

ACrXsp “ Ap Ă J. (26.247)

Avec ces deux inclusions, J “ ACrXsp “ Ap. Donc J est engendré par un seul élément et
est principal.

37. Être holomorphe sur un compact signifie qu’il existe une extension holomorphe à un ouvert contenant le
compact.

38. Définition 1.221
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26.2.13 Prolongement de fonctions holomorphes
PropDRnYkKP

Proposition 26.69.
Soient Ω un ouvert de C et f : Ω Ñ C une fonction holomorphe sur Ωztau (a P Ω). Nous supposons
qu’il existe r ą 0 tel que f est bornée sur Bpa, rq X Ω. Alors f se prolonge en une fonction
holomorphe sur Ω.

Le théorème de prolongement de Riemann 26.89 donnera plus d’informations.

Démonstration. Nous définissons la fonction g : Ω Ñ C par

gpzq “
#
pz ´ aqfpzq si z ‰ a

0 si z “ a.
(26.248)

Sur Ωztau, la fonction g est holomorphe (produit de fonctions holomorphes), et elle est continue
en a. Par conséquent elle est holomorphe sur Ω. Nous la développons en série entière sur une boule
Bpa, rq :

gpzq “
8ÿ

n“0
cnpz ´ aqn. (26.249)

Nous avons gpaq “ c0 “ 0. Nous posons

φpzq “
8ÿ

n“0
cn`1pz ´ aqn. (26.250)

Si z ‰ a, alors φpzq “ fpaq parce que φpzq “ gpzq{pz ´ aq. Mais φ est continue en a, et donc
holomorphe en a.

La fonction φ est par conséquent un prolongement holomorphe de f en a.

26.2.14 Théorème de Runge

Le théorème que nous allons prouver n’est en réalité qu’une partie de ce qui est usuellement
appelle le théorème de Runge.

ThoMvMCci

Théorème 26.70 (Théorème de Runge).
Soit K, un compact de C tel que AK soit connexe. Si a P AK alors la fonction

φapzq “ 1
z ´ a (26.251)

est limite uniforme de polynômes sur K.

Démonstration. Nous considérons P pKq, l’adhérence des polynômes sur K pour la norme uniforme
(sur K). Nous devons montrer que pour tout a P AK, la fonction φa est dans P pKq. Pour cela nous
considérons l’ensemble

A “ ta P AK tel que φa P P pKqu (26.252)
et nous allons montrer qu’il est à la fois non vide, ouvert et fermé dans le connexe AK.

Je répète : nous allons prouver l’ouverture et la fermeture pour la topologie de AK. Nous n’allons
pas prouver que A est un ouvert de C. Ce qui sera par conséquent prouvé est que A “ AK.

(1) Non vide Soit R “ supzPK |z| et a P AK tel que |a| ą R. Nous avons

φapzq “ 1
a

1
z
a ´ 1 “ ´

1
a

1
1´ z

a

“ ´1
a

8ÿ

k“0

´z
a

¯k “ ´
8ÿ

k“0

zk

ak`1 . (26.253)

Ici la convergence de la série et sa limite sont assurées par le fait que |z{a| ă 1 par choix de
R et a. La suite de polynômes

Pnpzq “
nÿ

k“0

zk

ak`1 (26.254)

converge uniformément sur Bp0, Rq et en particulier sur K. Donc Pn Ñ φa.
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(2) Fermé
Nous allons montrer que la fermeture de A (dans AK) est inclue dans A, et donc qu’elle
est égale à A et donc que A est fermé. Par le lemme 7.27, la fermeture de A dans AK est
l’ensemble ĀX AK où Ā est la fermeture de A au sens usuel.
Bref, soit a P Ā X AK, et montrons que φa P P pKq. Vu que P pKq est déjà une fermeture,
nous aurons en fait φa P P pKq et donc a P A, ce qui signifierait que ĀXAA “ A et donc que
A est fermé.
Au travail.
Soit panq P A une suite convergente vers a. Soit aussi d “ dpa,Kq ; on a d ą 0 parce que K
est compact et a est hors de K alors le complémentaire de K est ouvert. Nous choisissons
en plus la suite an pour avoir |an ´ a| ă d

2 ; au pire on prend la queue de suite. Soit z P K ;
nous avons

|φanpzq ´ φapzq| “
ˇ̌
ˇ̌ 1
z ´ an ´

1
z ´ a

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌ an ´ a
pz ´ anqpz ´ aq

ˇ̌
ˇ̌ . (26.255)EqYHWQhIEqYHWQhI

Vu que an P Bpa, d2q et que z P K et d “ dpa,Kq nous avons |an´z| ě d
2 ; et aussi |a´z| ě d

2 .
Nous pouvons donc majorer (26.255) par

|φanpzq ´ φapzq| ď 2 |an ´ a|
d2 . (26.256)

Donc nous avons
}φa ´ φan}K ď 2 |an ´ a|

d2 Ñ 0 (26.257)

où la norme }.}K est la norme supremum sur K. Donc a P P pKq “ P pKq et A est fermé.
(3) Ouvert Vu que K est compact, il est fermé et donc AK est ouvert. Par conséquent, ainsi

que précisé dans l’exemple 7.29, les ouverts de AK sont les ouverts de C contenus dans AK.
Afin de prouver que A est ouvert, nous prenons a P A et nous cherchons une boule (au sens
de C) autour de a qui serait incluse dans A.
Soit donc h P C « petit » dans un sens que nous allons préciser plus tard. Encore une fois
nous posons d “ dpa,Kq. Nous avons

φa`hpzq “ 1
z ´ a´ h “

1
z ´ a

1
1´ h

z´a
“

8ÿ

k“0

hk

pz ´ aqk`1 . (26.258)EqgBSxFBEqgBSxFB

Déjà ici nous demandons h ă supzPK |z ´ a|. Puisque |z ´ a| ą d, nous avons alors

|φa`hpzq| ď
8ÿ

k“0

hk

dk`1 ă 8. (26.259)

Cela pour dire que la somme à droite de (26.258) converge bien pourvu que h soit bien petit.
Nous pouvons donc poursuivre :

φa`hpzq “
8ÿ

k“0

hk

pz ´ aqk`1 “
8ÿ

k“0
hkφapzqk`1. (26.260)EqTSSdttylSDXEqTSSdttylSDX

Nous montrons maintenant que la convergence de la somme (26.260) est en réalité uniforme
en z. En effet

ˇ̌
φa`hpzq ´

Nÿ

k“0
hkφapzqk`1 ˇ̌ “ ˇ̌ 8ÿ

k“N`1
hkφapzqk`1 ˇ̌ (26.261a)

ď
8ÿ

k“N`1
|h|k|φapzq|k`1. (26.261b)
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Étant donné que φa est continue sur le compact K, elle y est majorée en module ; on peut
même être plus précis :

|φapzq| “ 1
|z ´ a| ď

1
d
. (26.262)

Nous pouvons donc écrire

ˇ̌
φa`hpzq ´

Nÿ

k“0
hkφapzqk`1 ˇ̌ ď 1

d

8ÿ

k“N`1

ˇ̌
ˇ̌h
d

ˇ̌
ˇ̌
k

. (26.263)

Étant donné que la somme
ř8
k“0 |h{d|k converge, la limite N Ñ8 est nulle et nous avons

lim
NÑ8 }φa`h ´

Nÿ

k“0
hkφk`1

a }K “ 0. (26.264)

Pour avoir φa`h P P pKq, il faut encore savoir si les fonctions φka sont dans P pKq pour tout
k. Dans ce cas pour chaque N la somme sera encore dans P pKq et φa`h sera limite uniforme
d’éléments de P pKq.
Par hypothèse, φa P P pKq ; soit Pn une suite de polynômes qui converge uniformément vers
φa. Nous allons montrer qu’alors la suite de polynômes P kn converge uniformément vers φka.
Soit n tel que }Pn ´ φa}K ď ϵ et utilisons le produit remarquable

ak ´ bk “ pa´ bq
k´1ÿ

i“0
aibk´1´i (26.265)

pour obtenir

|Pnpzqk ´ φapzqk| ď |Pnpzq ´ φapzq|
k´1ÿ

i“0
|Pnpzqiφapzqk´1´i|. (26.266)

Vu que Pn et φa sont continues sur le compact K, on peut majorer la somme par une
constante M , et il restera

|Pnpzqk ´ φapzqk| ďM |Pnpzq ´ φapzq|, (26.267)

ou encore
}P kn ´ φka} ďMϵ. (26.268)

Cela prouve que φka P P pKq et donc que φa`h est limite uniforme (sur K) d’éléments de
P pKq et donc fait partie de P pKq lui aussi.
Ceci achève de prouver que A est ouvert dans AK.

(4) Conclusion
L’ensemble A est non vide, ouvert et fermé dans AK, donc il est égal à AK. Le théorème est
ainsi démontré.

26.3 Intégrales de fonctions holomorphes
Nous commençons par le lemme technique.

LemNAnweA

Lemme 26.71 ([520]).
Soit f une fonction holomorphe sur Bpz0, r0q. Pour tout z P Bpz0, rq (avec r ă r0) nous avons

|f 1pzq| ď r`
r ´ |z ´ z0|

˘2 max
␣
fpz0 ` reiθq

(
θPR. (26.269)
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Démonstration. Par translation nous pouvons supposer que z0 “ 0. Étant donné que f est holo-
morphe, elle admet un développement en séries entières

fpzq “
8ÿ

n“0
anz

n (26.270)

et nous notons M “ maxtfpzq tel que z P Bp0, rqu. Nous avons rn|an| ďM . Par conséquent

|f 1pzq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“1
nanz

n´1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (26.271a)

ď 1
r

ÿ
rn|an|n

ˆ |z|
r

˙n´1
(26.271b)

ă M

r

ÿ
n

ˆ |z|
r

˙n´1
. (26.271c)

À ce point nous devons utiliser la série de l’exemple 15.143. Nous avons alors

|f 1pzq| ď M

r

1´
1´ |z|

r

¯2 “
Mr

pr ´ |z|q2 . (26.272)

26.3.1 Holomorphie sous l’intégrale

26.72.
Notez une grande différence entre les théorèmes 26.73 et 17.19 : la condition (17.76) demande de
contrôler l’intégrabilité de la dérivée de f , alors que la condition (26.274) demande de contrôler
l’intégrabilité de f elle-même. Oh oui, on voudrait faire de l’analyse, mais ces fonctions holomorphes
. . .tellement déloyal ! !

ThopCLOVN

Théorème 26.73 (Holomorphie sous l’intégrale[520]).
Soit un espace mesuré pΩ, µq, un ouvert A dans C et une fonction f : A ˆ Ω Ñ C. Nous voulons
étudier la fonction

F pzq “
ż

Ω
fpz, ωqdµpωq (26.273)

pour tout z P A. Nous supposons que
(1) la fonction fp., ωq est holomorphe sur A pour chaque ω.
(2) La fonction fpz, .q est mesurable sur pΩ, µq.
(3) Pour tout compact K Ă A, il existe une fonction gK : Ω Ñ R telle que |fpz, ωq| ď gKpωq et

telle que ż

Ω
gKpωqdµpωq (26.274)EQooYILMooAlBQofEQooYILMooAlBQof

existe.
Alors la fonction F est holomorphe et

F 1pzq “
ż

Ω

Bf
Bz pz, ωqdµpωq. (26.275)

Démonstration. Soient z0 P A et r ą 0 tels que K “ Bpz0, rq Ă A. Pour chaque ω P Ω nous
considérons la fonction

fω : Bpz0, rq Ñ C

z ÞÑ fpz, ωq. (26.276)

https://www.dragonball-multiverse.com/fr/page-1835.html
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Étant donné que Bpz0, rq est compacte, la fonction |fω| est majorée par un nombre que nous
notons fKpωq qui est indépendant de z (pour autant que z P K). Nous désignons par Spz0, rq la
frontière de la boule Bpz0, rq. Étant donné que la majoration est valable sur Bpz0, rq, nous avons
en particulier

|fωpzq| ď fKpωq (26.277)

pour tout z P S. En utilisant la lemme 26.71 nous avons

|f 1
ωpzq| ď

r

pr ´ |z ´ z0|q2 maxtfpz0 ` reiθquθPR (26.278a)

ď rfKpωq
pr ´ |z ´ z0|q2 . (26.278b)

Cette majoration est valable pour tout z P Bpz0, rq. Si nous supposons de plus que z P Bpz0, r{2q
nous avons

|f 1pzq| ď rfKpωq`
r ´ r

2
˘2 “

4
r
fKpωq. (26.279)

Étant donné que la boule Bpz0, r{2q est convexe, la fonction fω est Lipschitz et pour tout h P C
tel que |h| ă r{2 nous avons

ˇ̌
ˇ̌fωpz0 ` hq ´ fωpz0q

h

ˇ̌
ˇ̌ ď 4fKpωq

r
. (26.280)

Soit maintenant une suite phnq qui converge vers 0 dans C. Nous considérons la suite de fonctions
correspondantes

gnpωq “ fpz0 ` hn, ωq ´ fpz0, ωq
hn

. (26.281)

Cette suite de fonctions vérifie la convergence ponctuelle

gnpωq Ñ Bf
Bz pz0, ωq. (26.282)

De plus gn est une fonction (de ω) dominée par 4fK
r qui est intégrable. Par conséquent le théorème

de la convergence dominée 39 nous indique que
ż

Ω
gnpωqdµpωq Ñ

ż

Ω

Bf
Bz pz0, ωqdµpωq, (26.283)

tandis que
F 1pzq “ lim

nÑ8
F pz0 ` hnq ´ F pz0q

hn
“ lim

nÑ8

ż

Ω
gnpωqdµpωq. (26.284)

26.74.
Dans le corolaire suivant, l’intégrale sur BBpz, rq est une intégrale sur un chemin.

CorNxTjEj

Corolaire 26.75.
Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert Ω contenant la fermeture de la boule Bpz0, rq,
alors pour tout z dans Bpz0, ρq (ρ ă r) les dérivées de f s’expriment par la formule suivante :

f pkqpzq “ k!
2πi

ż

BBpz0,rq
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ. (26.285)EQooBPIQooNhOTtBEQooBPIQooNhOTtB

Démonstration. Nous faisons par récurrence.

39. Lebesgue, théorème 14.202.
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(1) Pour la dérivée première Soit ρ ă r. Nous utilisons le théorème 26.59 pour écrire

fpzq “ 1
2πi

ż

BBpz0,rq
fpξq
ξ ´ z dξ. (26.286)

Ensuite nous dérivons sous l’intégrale en appliquant le théorème 26.73 à la fonction

g : Bpz0, ρq ˆ BBpz0, rq Ñ C

pz, ξq ÞÑ fpξq
ξ ´ z .

(26.287)

Étant donné que f est holomorphe, la fonction g est continue et donc bornée sur tout compact
K Ă A par une constante M (qui dépend du compact choisi). D’autre part, nous avons
toujours |ξ ´ z| ą r ´ ρ et donc

|gpz, ξq| ď M

r ´ ρ. (26.288)

La fonction constante gK “ M
r´ρ est évidemment intégrable. Le théorème conclut que f est

holomorphe (cela, nous le savions déjà 40), et

f 1pzq “ 1
2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zq2dξ. (26.289)

(2) Les dérivées suivantes Pour la récurrence[621] nous supposons que

f pkqpzq “ k!
2iπ

ż

BBpz0,rq
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ, (26.290)

et nous tentons de calculer f pk`1qpzq. Pour cela nous paramétrons l’intégrale de façon très
usuelle :

f pkqpzq “ k!
2πi

ż 2π

0

fpreitq
preit ´ zq ire

itdt. (26.291)

Nous permettons de permuter la C-dérivation (par rapport à z) et l’intégrale en vertu de la
proposition 26.64 appliquée à la fonction

gpt, zq “ fpreitq
preit ´ zqk`1 ire

it. (26.292)

Cela donne

f pk`1qpzq “ k!
2iπ

ż 2π

0
fpreitqireit k ` 1

preit ´ zqk`1dt “
pk ` 1q!

2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zqk`2dξ. (26.293)

THOooSULFooHTLRPE

Théorème 26.76.
Si f est une fonction holomorphe sur le disque ouvert Bpz0, Rq alors

fpzq “
8ÿ

n“0

f pnqpz0q
n! pz ´ z0qn (26.294)

et cette série converge uniformément sur tout compact.

40. Et cela fournit une preuve alternative à la réciproque du théorème de Cauchy : une fonction continue qui vérifie
la formule de Cauchy est holomorphe.
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Démonstration. Sans perte de généralité nous supposons que z0 “ 0. La formule de Cauchy (théo-
rème 26.59) fournit, pour z P Bp0, Rq,

fpzq “ 1
2πi

ż

BB
fpξq
ξ ´ z dξ “

1
2πi

ż

BB
fpξq

1´ pz{ξq
dξ

ξ
. (26.295)

En particulier notons que z P Bp0, Rq alors que ξ est sur le bord de cette boule ouverte. Donc
|ξ| ą |z| pour tous les ξ et z qui interviennent. Nous utilisons la série géométrique

1
1´ pz{ξq “

8ÿ

n“0

ˆ
z

ξ

˙n
. (26.296)

(1) Permuter une intégrale et une somme En utilisant la mesure de comptage 41 sur N
(qui est σ-finie), nous pouvons écrire

ż

BB

8ÿ

n“0

znfpξq
ξn`1 dξ “

ż

BB

ˆż

N

gpξ, nqdmpnq
˙
dξ (26.297)EQooWOLOooFHSrsxEQooWOLOooFHSrsx

où
g : BB ˆNÑ C

pξ, nq ÞÑ znfpξq
ξn`1 .

(26.298)

Nous allons permuter les intégrales en utilisant le théorème de Fubini, selon la procédure
décrite en 14.300. Nous commençons par l’intégrale sur N :

ż

N

|gpn, ξq| “ |fpξq
ξ
|
ÿ

nPN
|z
ξ
|n “ 1

R
|fpξq| 1

1´ |z|{R. (26.299)EQooLQLOooKiSAKHEQooLQLOooKiSAKH

Ici nous avons utilisé |ξ| “ R. Notons que z est fixé depuis longtemps à l’intérieur de la boule
de rayon R de telle sorte que |z{ξ| est une constante strictement inférieure à 1.
L’intégrale sur ξ P BB n’a pas à être effectuée explicitement : nous nous contentons de prouver
qu’elle est finie. La fonction f est continue sur le compact BB. Cela parce que B est une boule
fermée dans l’ouvert Ω sur lequel f est continue. Au final l’expression à droite de (26.299)
est bornée sur le compact BB et son intégrale donne un nombre fini.
Tout ceci pour invoquer le corolaire 14.298 qui nous indique que g P L1pNˆ BBq.
Une fois g intégrable sur l’espace produit Nˆ BB, nous pouvons utiliser Fubini 14.299 pour
permuter les intégrales.

Une fois la somme et l’intégrale permutées, nous avons

fpzq “ 1
2πi

8ÿ

n“0

ż

BB
znfpξq
ξn`1 “

8ÿ

n“0

ˆ
1

2πi

ż

BB
fpξq
ξn`1

˙
zn. (26.300)EqXSgZGwEqXSgZGw

Nous devons maintenant montrer que ce qui se trouve dans la grande parenthèse vaut f pnqp0q{n!.
Cela est immédiat en comparant avec la formule (26.285).

ThoRckxes

Proposition 26.77 (Morera [622]).
Soit Ω ouvert dans C et f continue. Si ż

BT
f “ 0 (26.301)

pour tout triangle (plein) T contenu dans Ω, alors f est holomorphe sur Ω.
41. Définition 14.257.
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Démonstration. Il est suffisant de prouver que f est holomorphe sur toute boule ouverte Bpa, rq
inclue dans Ω. Nous posons, pour tout z P Bpa, rq,

F pzq “
ż

ra,zs
f, (26.302)

et nous considérons le chemin triangulaire aÑ z Ñ z`hÑ a où h P C est choisi assez petit pour
que z ` h P Bpa, rq. L’intégrale sur le triangle étant nulle, nous avons

0 “
ż

aÑz
f `

ż

zÑz`h
f `

ż

z`hÑa
f, (26.303)

c’est-à-dire
F pz ` hq ´ F pzq “

ż

zÑz`h
f. (26.304)

En paramétrant le chemin par z ` th avec t P r0, 1s, et en tenant compte de la remarque 20.41,

F 1pzq “ lim
hÑ0

F pz ` hq ´ F pzq
h

(26.305a)

“ lim
hÑ0

1
h

ż 1

0
fpz ` thqhdt, (26.305b)

ce qui prouve que F est dérivable et F 1 “ f . Par définition (12.302), F est holomorphe, et donc
C8 par le théorème 26.60. Du coup f est également C8 et donc en particulier holomorphe.

26.3.2 Mesure de Radon

Soit un compact K de C. Le lemme 12.357 nous dit que
`
CpKq, }.}8

˘
est complet. Mais cela

n’est pas vraiment utile pour l’instant. Je dis ça juste pour le garder dans un coin de la tête.
DEFooTLRKooGbKkAj

Définition 26.78.
Une mesure de Radon sur un compact K de C est une forme linéaire continue sur

`
CpKq, }.}8

˘
.

Si µ est une mesure de Radon, on définit la transformée de Cauchy de µ par

µ̂ : CzK Ñ C

z ÞÑ ´ 1
π
µpfzq

(26.306)

où, pour tout z P CzK nous avons défini la fonction fz par

fz : K Ñ C

ξ ÞÑ 1
ξ ´ z .

(26.307)EQooNHTLooWkIofeEQooNHTLooWkIofe

26.79.
Les fonctions fz sont définies pour z P CzK, et elles sont définies sur K. Donc il n’y a pas de danger
que ξ “ z dans le dénominateur de (26.307). De plus si fz est définie (c’est à dire si z P CzK),
alors fz`h est également définie tant que h P C n’est pas trop grand parce que CzK est un ouvert
de C.

ThoJVNTzn

Théorème 26.80.
Si µ est une mesure de Radon 42 sur K alors µ̂ est infiniment C-dérivable 43 sur Ω “ CzK et nous
avons

µ̂pnqpzq “ ´n!
π
µ

ˆ
1

pξ ´ zqn`1

˙
. (26.308)

42. Définition 26.78.
43. Définition 12.301.
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Démonstration. Calculons la dérivée complexe de µ̂. Si la limite existe, nous avons

µ̂1pzq “ lim
hÑ0
hPC

µ̂pz ` hq ´ µ̂pzq
h

. (26.309)

Nous allons nous concentrer sur ce qui est dans la limite pour montrer qu’elle existe, et pour
calculer la valeur. Nous avons

µ̂pz ` hq ´ µ̂pzq
h

“ ´ 1
π

µpfz`hq ´ µpfzq
h

(26.310a)

“ ´ 1
π
µ

ˆ
fz`h ´ fz

h

˙
µ est linéaire (26.310b)

“ ´ 1
π
µ

ˆ
1

pξ ´ z ´ hqpξ ´ zq
˙

(26.310c)

où la dernière ligne est un abus de notations pour dire que µ est appliquée à la fonction ξ ÞÑ
1{pξ ´ z ´ hqpξ ´ zq.

Histoire d’éviter de regretables abus de notations, nous introduisons la fonction

ϕz,h : K Ñ C

ξ ÞÑ 1
pξ ´ z ´ hqpξ ´ zq ,

(26.311)

ainsi que la famille
fz,n : K Ñ C

ξ ÞÑ 1
pξ ´ zqn .

(26.312)

Ce que nous avons montré est que

µ̂pz ` hq ´ µ̂pzq
h

“ ´ 1
π
µpϕz,hq. (26.313)

De plus nous avons la convergence

ϕz,h

`
CpKq,}.}8

˘
ÝÑ fz,2 (26.314)

lorsque hÑ 0. Vu que µ est continue, nous pouvons permuter la limite avec µ et avoir :

µ̂1pzq “ lim
hÑ0

µpϕz,hq “ ´ 1
π
µpfz,2q. (26.315)

Cela prouve le résultat pour n “ 1.
Pour le reste, vous faites un récurrence 44.

Cette théorie permet de fournir une démonstration plus technologique du corolaire 26.75.

Lemme 26.81.
Si f est holomorphe sur Ω et si B est une boule fermée dans Ω alors pour tout z P IntpBq nous
avons

f pkqpzq “ k!
2iπ

ż

BB
fpξq

pξ ´ zqk`1dξ. (26.316)

Démonstration. Appliquer le théorème 26.80 à la mesure de Radon

µpϕq “
ż

BB
ϕpξqdξ. (26.317)

44. Je n’ai pas vérifié. Faites-le et écrivez-moi pour me dire si c’est bon.
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Tout ce petit monde à propos de la mesure de Radon permet également de redémontrer que
ˆ

1
2πi

ż

BB
fpξq
ξn`1

˙
“ f pnqp0q{n!, (26.318)

comme nous l’avons déjà fait autour de l’équation (26.300). Nous utilisons le théorème de Ra-
don 26.80 à la mesure

µpϕq “
ż

BB
ϕpξqdξ. (26.319)

La transformée de Cauchy est

µ̂pzq “ ´ 1
π
µ

ˆ
1

ξ ´ z
˙
“ ´ 1

π

ż

BB
1

ξ ´ z dξ, (26.320)EqTzkmeLEqTzkmeL

et le théorème assure que

µ̂pnqpzq “ ´n!
π
µ

ˆ
1

pξ ´ zqn`1

˙
“ ´n!

π

ż

BB
1

pξ ´ zqn`1dξ. (26.321)

En comparant la formule (26.320) avec la formule de Cauchy nous voyons que µ̂pzq “ ´2ifpzq.
Par conséquent

f pnqpzq “ ´ 1
2i µ̂

pnqpzq “ n!
2πi

ż

BB
1

pξ ´ zqn`1dξ, (26.322)

et
f pnqp0q “ n!

2πi

ż

BB
1

ξn`1dξ. (26.323)

26.4 Conditions équivalentes à l’holomorphie
Nous nous proposons de lister les conditions que nous avons vues être équivalentes à l’holomor-

phie.
THOooOGOCooUalFaG

Théorème 26.82.
Soient Ω un ouvert de C et f : Ω Ñ C une fonction continue. Les conditions suivantes sont
équivalentes. ItemOtPcTb

(1) f est holomorphe.
ItemHWRnxx

(2) Pour tout triangle (plein) T contenu dans Ω,
ş
T f “ 0.

ItempBBPVv

(3) f est C-dérivable.
ItemmLhzbB

(4) f est C8
ItemCCrSrLj

(5) Bz̄f “ 0 ; ce sont les équations de Cauchy-Riemann.
ItemEvxRSn

(6) La 1-forme différentielle fpzqdz est localement exacte.
ItemVSCHtY

(7) Pour toute boule Bpa, rq contenue dans Ω nous avons

fpaq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fpzq
z ´ adz. (26.324)

La fonction f est holomorphe en z0 si et seulement si il existe un voisinage Bpz0, rq de z0 et
des nombres ak tels que sur la boule,

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ z0qn. (26.325)

Dans ce cas, f est holomorphe sur toute la boule.
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Démonstration. (1) implique (2) est le lemme de Goursat 26.9. (2) implique (1) est le théorème
de Morera 26.77.

(3) est la définition de l’holomorphie, définition 12.302.
(4) implique (1) est un a fortiori sur la définition. (1) implique (4) est contenu dans le théorème

de développement en série entière 26.60.
L’équivalence entre (5) et l’holomorphie est le théorème 26.2.
L’équivalence entre (6) et (1) est la proposition 26.65.
L’équivalence entre (1) et (7) est d’une part le théorème 26.60 et d’autre part le corolaire 26.63.
En ce qui concerne la dernière affirmation, si f est holomorphe en z0, alors le théorème 26.60(1)

donne la série. Si au contraire nous avons la série, la proposition 26.11 nous donne le résultat.

26.5 Singularités, pôles et méromorphe
DEFooKWDUooVPvtpy

Définition 26.83.
Si f est holomorphe 45 sur un ouvert Ω, alors une singularité de f est un point isolé du bord de
Ω.

(1) La singularité est effaçable si la fonction f s’y prolonge en une fonction holomorphe.
(2) La singularité a est isolée si f est holomorphe sur Bpa, rqztau.

DEFooUIJTooUJPiDG

Définition 26.84 (pôle d’une fonction[1, 623]).
Soient un ouvert Ω de C ainsi que a P Ω. La fonction f : Ωztau Ñ C a un pôle d’ordre n en a
si il existe r ą 0 et une fonction holomorphe g : Bpa, rq Ñ C telle que

(1) gpaq ‰ 0
(2) pour tout z P Bpa, rqztau nous avons

fpzq “ gpzq
pz ´ aqn . (26.326)

Lemme 26.85.
Soit n P N. Nous notons Un l’ensemble des racines ne de l’unité 46 dans C. La fonction

f : CzUn Ñ C

z ÞÑ 1
zn ´ 1

(26.327)

est holomorphe et possède un pôle d’ordre 1 en chaque point de Un.

Démonstration. Le fait que f soit holomorphe est simplement le fait que sur le domaine, le déno-
minateur est un bête polynôme qui ne s’annule pas.

Nous énumérons Un “ tξiui“1,...,n. Prouvons que ξk est un pôle d’ordre 1 de f . La première
égalité du lemme 19.18 donne zn ´ 1 “ ś

ipz ´ ξiq. D’abord nous considérons r ą 0 tel que
Bpξk, rq XUn “ tξku.

Nous posons
gk : Bpξk, rqztξku Ñ C

z ÞÑ 1ś
i‰kpz ´ ξiq

.
(26.328)

Cela est bien une fonction holomorphe et nous avons

fpzq “ gkpzq
pz ´ ξkq . (26.329)

45. Définition 12.302.
46. Voir la définition 19.1 et le lemme 19.2.
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 26.86
Je ne suis pas certain que la proposition suivante soit vraie. Écrivez-moi si vous avez un avis.

PROPooKXXSooGzbmeo

Proposition 26.87.
La fonction

z ÞÑ
#

sinpzq
z si z ‰ 0

1 si z “ 0
(26.330)

est continue sur un voisinage de zéro dans C.
PROPooQJDCooYwmkRS

Proposition 26.88.
Une singularité de f est un pôle si et seulement si

lim
zÑZ

fpzq “ 8. (26.331)

Le théorème suivant complète la proposition 26.69.
ThoTLQOEwW

Théorème 26.89 (Prolongement de Riemann[624]).
Soient un ouvert Ω Ă C, un point a P Ω et une fonction holomorphe f : Ωztau Ñ C. Nous
supposons que a est une singularité 47 de f . Les points suivants sont équivalents. ITEMooMLXJooMfuifN

(1) la singularité a est effaçable 48 ; ITEMooBWPEooEltHAa

(2) f possède un prolongement continu en a ; ITEMooEAUOooIWcxHS

(3) il existe un voisinage épointé de a sur lequel f est bornée ; ITEMooETRWooDTTpxs

(4) limzÑapz ´ aqfpzq “ 0.

Démonstration. En plusieurs implications.
(1) (1) implique (2) La fonction f admet même un prolongement holomorphe.
(2) (2) implique (3) Soit un prolongement continu f̃ : Bpa, rq Ñ C de f . La restriction

f̃ : Bpa, r{2q Ñ C est continue sur un compact et donc bornée 49 tout en étant égale à f
sur Bpa, r{2qztau.

(3) (3) implique (4) Nous supposons que f : Bpa, rqztau Ñ C est bornée. Disons |fpzq| ă A.
Alors pour tout z P Bpa, rqztau nous avons

|pz ´ aqfpzq| ď A|z ´ a| (26.332)

Or limzÑaApz ´ aq existe et vaut zéro. Donc limzÑa |pz ´ aqfpzq| existe et vaut également
zéro.

(4) (4) implique (1) si a “ 0
Nous commençons par supposer que a “ 0, et nous posons D “ Bp0, rqzt0u. La fonction
f : D Ñ C est holomorphe et vérifie limzÑ0 zfpzq “ 0.
Nous considérons la fonction suivante :

g : Bp0, rq Ñ C

z ÞÑ
#

0 si z “ 0
z2fpzq sinon.

(26.333)

La fonction g est holomorphe sur D parce que f l’est. Voyons que g est dérivable en zéro.
Pour tout z sur un voisinage,

gpzq ´ gp0q
z

“ z2fpzq
z

“ zfpzq. (26.334)

47. Singularité et singularité effaçable : définition 26.83.
48. Définition 26.83.
49. Théorème 7.141.
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Or par hypothèse limzÑ0 zfpzq “ 0 donc g1p0q “ 0, et g est holomorphe en 0 (c’est la
définition 12.302 d’une fonction holomorphe). Bref, g est holomorphe sur Bp0, rq.
Nous pouvons donc développer g en série entière 50 dans un voisinage Bp0, rq :

gpzq “
8ÿ

n“0
anz

n. (26.335)

En utilisant le 26.62, a0 “ gp0q “ 0 et a1 “ g1p0q “ 0. Donc en réalité

gpzq “
8ÿ

n“2
anz

n. (26.336)

Considérons la série entière 8ÿ

n“0
bnz

n (26.337)

avec bn “ an`2. Le lemme 15.17 dit que son rayon de convergence est le même que celui de
g. Donc la fonction

h : Bp0, rq Ñ C

z ÞÑ
8ÿ

n“2
anz

n´2 (26.338)

est holomorphe.
Par ailleurs, sur la partie D (qui ne contient pas z “ 0) nous pouvons écrire

fpzq “ gpzq
z2 (26.339)

et donc
fpzq “

8ÿ

n“2
anz

n´2. (26.340)

Autrement dit f “ h sur D, et h en est un prolongement holomorphe.
(5) (3) implique (4)

Nous posons gpzq “ fpz ` aq. Nous avons

lim
zÑ0

zgpzq “ lim
zÑ0

zfpz ` aq “ lim
zÑa

pz ´ aqfpzq “ 0. (26.341)

Le changement de variable dans la limite est le lemme 7.171. Donc le premier cas s’applique
à g et nous avons un prolongement holomorphe g̃ : Bp0, rq Ñ C de g. La fonction donnée par
f̃pzq “ g̃pz ´ aq prolonge f .

Définition 26.90 (Fonction méromorphe[625]).
Soient U un ouvert de C et tpiu une suite de points dans U sans points d’accumulation (éventuel-
lement il y a un nombre fini de pi). Si la fonction f est holomorphe sur Uztpiu et si chaque pi est
un point régulier ou un pôle de f , alors nous disons que f est méromorphe sur U .

LEMooCSAFooTYasYM

Lemme 26.91.
Soient 0 ă a ă b ă 8. Nous considérons l’équation différentielle

#
y1ptq “ n

t
yptq (26.342a)

ypaq “ ya (26.342b)
pour la fonction y : sa, br Ñ R.

L’unique solution est
yptq “ ya

an
tn. (26.343)EQooKPYIooMHPIBPEQooKPYIooMHPIBP

Note : a ‰ 0 de toutes façons, donc pas de problèmes.
50. Théorème 26.60.
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Démonstration. En termes du théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43, nous avons y1ptq “ f
`
t, yptq˘

avec
f : sa, br ˆRÑ R

pt, yq ÞÑ n

t
y.

(26.344)

Cette fonction f est Lipschitz et tout ce qu’on veut parce que t “ 0 est hors de son domaine ; la
régularité de f peut être étudiée sur le compact ra{2, bs.

Un calcul direct vérifie que la solution proposée (26.343) est bien une solution. Le théorème de
Cauchy-Lipschitz dit qu’elle est unique.

26.92.
Vous voulez savoir comment on trouve la solution yptq “ Ktn ? Allez, on vous la fait un peu
détendue, sans trop regarder les détails. D’abord,

y1ptq
yptq “

n

t
. (26.345)

Nous intégrons des deux côtés : ż x

a

y1ptq
yptq dt “ nrlnptqsxa. (26.346)EQooWCQRooKqifVjEQooWCQRooKqifVj

À gauche nous posons uptq “ ln
`
yptq˘ et nous avons

ż x

a

y1ptq
yptq dt “

ż x

a
u1ptqdt “ ruptqsxa “ ln

`
ypxq˘´ ln

`
ypaq˘. (26.347)

Nous mettons ça à la place du membre de gauche de (26.346), nous mettons toutes les constantes
dans un L (en ne nous posant aucune question sur le fait que ce soit positif, nul, que ça peut
rentrer dans un logarithme ou non) et :

ln
`
ypxq˘ “ n lnpxq ` L “ ln

`
Kxn

˘
. (26.348)

où K “ eL. Et voila.
PropPUZTQKl

Proposition 26.93.
Soient Ω un ouvert de C et fn : Ω Ñ C une suite de fonctions telles que pour tout compact K de
Ω il existe NK ě 0 tel que

(1) fn n’a pas de pôle dans K dès que n ě NK ;

(2) la série
ř
něNK

fn converge uniformément sur K.

Alors

(1) La fonction

fpzq “
8ÿ

n“0
fnpzq (26.349)

est méromorphe sur Ω et ses pôles sont l’union de ceux des fn.

(2) Nous pouvons permuter la somme et la dérivée :

f 1pzq “
8ÿ

n“0
f 1
npzq. (26.350)
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26.6 Dénombrement des solutions d’une équation diophantienne
Le théorème 26.99 peut être vu soit comme un dénombrement de solutions d’une certaine

équation diophantienne, soit comme partition d’un entier en parts fixées. Avant de nous lancer
dans sa démonstration, nous prouvons un certain nombre de lemmes qui vont traiter des aspects
combinatoires de la preuve.

Soit n,N P N. Soit a P NN . Nous considérons les ensembles suivants :

VnpNq “ tx P NN tel que
Nÿ

i“1
xi “ nu, (26.351a)

Wnpa,Nq “ ty P NN tel que y· a “ nu, (26.351b)
VnpNqa “ tx P VnpNq tel que ai  xi @i “ 1, . . . , Nu. (26.351c)

L’ensemble VnpNq avait déjà été rencontré en (15.98).
LEMooLKCAooCeDnSj

Lemme 26.94.
L’application

ψ : Wnpa,Nq Ñ VnpNqa
py1, . . . , yN q ÞÑ py1a1, . . . , yNaN q (26.352)

(1) est bien définie, c’est-à-dire qu’elle prend effectivement ses valeurs dans VnpNqa,
(2) est une bijection.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Bien définie Soit y P Wnpa,Nq. Nous avons ψpyqi “ aiyi. Le nombre ai divise donc bien

ψpyqi et
řN
i“1 ψpyqi “ n.

(2) Injective Si ψpyq “ ψpy1q, alors pour tout i nous avons yiai “ y1
iai, et donc yi “ y1

i. La
fonction ψ est donc bien injective.

(3) Surjective Soit x P VnpNqa. Vu que ai  xi, il existe yi P N tel que xi “ aiyi. On vérifie
que y PWnpa,Nq et que ψpyq “ x.

LEMooOPXHooHzoHrm

Lemme 26.95.
Pour i “ 1, . . . , N , nous posons

bi : NN Ñ t0, 1u

x ÞÑ
#

1 si ai  xi
0 sinon.

(26.353)

Nous avons
ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
bipxq “ Card

`
Wnpa,Nq

˘
. (26.354)

Démonstration. Nous décomposons la somme en VnpNqa et son complémentaire dans VnpNq :

ÿ

xPVnpNq

Nź

i“1
bipxq “

ÿ

xPVnpNqa

Nź

i“1
bipxq `

ÿ

xPVnpNqzVnpNqa

Nź

i“1
bipxq (26.355a)

“
ÿ

xPVnpNqa

1`
ÿ

xPVnpNqzVnpNqa

0 (26.355b)SUBEQooLMBGooIfxjgySUBEQooLMBGooIfxjgy

“ Card
`
VnpNqa

˘
(26.355c)

“ Card
`
WnpN, aq

˘
(26.355d)SUBEQooBBOIooBHDgYFSUBEQooBBOIooBHDgYF

Justifications :
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— Pour (26.355b). Si x P VnpNqa, alors ai  xi pour tout i, et donc bipxq “ 1 pour tout i. Si
au contraire x P VnpNqzVnpNqa, il existe un i tel que ai ne divise pas xi et donc tel que
bipxq “ 0.

— Pour (26.355d). Les deux ensembles sont en bijection par le lemme 26.94.

LEMooRJOKooPJGVTr

Lemme 26.96.
Soit s ě 1. La série entière

8ÿ

n“0
zns (26.356)

a un rayon de convergence égal à 1. Pour z P Bp0, 1q nous avons

8ÿ

n“0
zns “ 1

1´ zs . (26.357)EQooIRAZooKQoZnpEQooIRAZooKQoZnp

Démonstration. Pour un z P C fixé, nous avons zns “ pzsqn 51. Nous appelons donc la proposition
11.122 avec q “ zs.

Si |z| ă 1, alors |zs| ă 1 et la proposition 11.122 nous dit que la série converge. Si au contraire
|z| ą 1, alors |zs| ą 1 et la série diverge.

Le corolaire 15.19 conclut que le rayon de convergence est bien 1.
La valeur (26.357) est également une partie de la proposition 11.122.

LEMooVMLEooCzPuKy

Lemme 26.97.
Si a, b P C, si N P N et si p P N avec p ă N , nous posons

an “ a
pn`N ´ 1q!

n! (26.358)

et
bn “ b

pn` p´ 1q!
n! . (26.359)

Nous avons an „ an ` bn.

Démonstration. Nous posons αpnq “ pan ` bnq{an et nous prouvons que limnÑ8 αpnq “ 1. Pour
ce faire,

bn
an
“ b

a

pn` p´ 1q!
n!

n!
pn`N ´ 1q! (26.360a)

“ b

a

pn` p´ 1q!
pn`N ´ 1q! (26.360b)

“ b

a

pn` p´ 1q!
pn` p´ 1q!śn`N´1

k“n`p k
(26.360c)

“ b

a

n`N´1ź

k“n`p

1
k

(26.360d)

ď b

a

1
n` p, (26.360e)

et nous avons
lim
nÑ8

bn
an
“ 0, (26.361)

de telle sorte que limnÑ8 αpnq “ 1.
51. Vu qu’ici n et s sont entiers, c’est pas profond ça. Il ne faut pas invoquer la proposition générale 12.405.



26.6. DÉNOMBREMENT DES SOLUTIONS D’UNE ÉQUATION DIOPHANTIENNE 2133

LEMooTGHHooZHZsgE

Lemme 26.98.
Si N P N, nous avons équivalence des suites

pn`N ´ 1q!
n! „ nN´1. (26.362)

Démonstration. Sachez que dans
śb
i“a, il y a b´ a` 1 facteurs, et non b´ a comme on pourrait

naïvement le croire. Cela dit, nous avons le calcul

pn`N ´ 1q!
n!nN´1 “

˜
n`N´1ź

k“n`1
k

¸
1

nN´1 (26.363a)

“
n`N´1ź

k“n`1

k

n
(26.363b)

“
N´1ź

k“1

n` k
n

. (26.363c)

Donc la limite
lim
nÑ8

pn`N ´ 1q!
n!nN´1 “ 1. (26.364)

THOooQDYWooCOiUMb

Théorème 26.99 ([1, 114, 420, 626, 104]).
Soient N P N et a P NN tel que pgcdpa1, . . . , aN q “ 1. Nous posons

Wnpa,Nq “ ty P NN tel que y· a “ nu. (26.365)

Nous avons alors 52

Card
`
Wnpa,Nq

˘ „ 1śN
k“1 ak

nN´1

pN ´ 1q! . (26.366)

Démonstration. Pour chaque i “ 1, . . . , N , nous considérons la série entière

sipzq “
8ÿ

k“0
zkai . (26.367)

dont le rayon de convergence vaut 1 par le lemme 26.96. Nous nous apprêtons à faire le produit de
Cauchy multiple de la proposition 15.36 ; nous posons donc

bik “
#

1 si ai|k
0 sinon ,

(26.368)

et nous écrivons toutes les séries si sous la forme

sipzq “
8ÿ

k“0
bikz

k. (26.369)

La proposition 15.36 nous assure que si |z| ă 1, le produit
śN
i“1 sipzq peut être écrit sous la forme

de la série entière SUBEQooYESHooChEKGm

Nź

i“1
sipzq “

8ÿ

s“0

¨
˝ ÿ

xPVspNq

Nź

i“1
bixi

˛
‚zs (26.370a)

“
8ÿ

s“0

¨
˝ ÿ

xPVspNq

Nź

i“1
bipxq

˛
‚zs (26.370b)SUBEQooEEHKooPSrpiTSUBEQooEEHKooPSrpiT

“
8ÿ

s“0
Card

`
Wspa,Nq

˘
zs (26.370c)SUBEQooULBCooSTuHvySUBEQooULBCooSTuHvy

52. Équivalence de suites, définition 10.32.



2134 CHAPITRE 26. ANALYSE COMPLEXE

Justifications :
— Pour (26.370b). Notation bi du lemme 26.95.
— Pour (26.370c). Utilisation du lemme 26.95
D’autre part, le lemme 26.96 nous permet d’écrire

fpzq “
Nź

i“1
sipzq “

Nź

i“1

1
1´ zai

. (26.371)

Notre but sera d’écrire ce produit sous forme de série entière est d’identifier les coefficients avec
ceux que l’on trouve dans (26.370c).

(1) mω “ N si et seulement si ωai “ 1 Nous montrons à présent que ω est un pôle d’ordre
N de f si et seulement si ωa1 “ . . . “ ωaN “ 1.
(1a) Un polynôme Nous considérons le polynôme

P pXq “
Nź

i“1
p1´Xaiq “ p´1qN

Nź

i“1

ź

ωPUai

pX ´ ωq (26.372)EQooFNSMooVDHVnIEQooFNSMooVDHVnI

où, pour la seconde égalité, nous avons utilisé le lemme 19.18. En posant U “ ŤN
i“1 Uai

nous écrivons encore
P pXq “ p´1qN

ź

ωPU
pX ´ ωqmω (26.373)

où mω “ Cardti tel que ω P Uaiu. Cela pour dire que, pour |z| ă 1,

fpzq “ 1
P pzq “

p´1qNś
ωPUpz ´ ωqmω

. (26.374)

(1b) Sens ñ Si ω est un pôle d’ordre N , alors N “ mω “ ti tel que ω P Uaiu. Donc ω P Uai

pour tout i, c’est-à-dire que ωai “ 1 pour tout i.
(1c) Sens ð Dans l’autre sens, si ωai “ 1 pour tout i, alors mω “ N et ω est un pôle

d’ordre N .
Nous pouvons continuer.

(2) mω “ N si et seulement si ω “ 1 Nous savons que ω “ 1 est un pôle d’ordre N parce
que 1 P Uai pour tout i. Dans l’autre sens, si ω est d’ordre N , alors nous venons de voir que
ωai “ 1 pour tout i.
Vu que les ai sont premiers entre eux, le théorème de Bézout 1.230 nous donne des entiers
ui tels que

řN
i“1 uiai “ 1. Nous avons alors

ω “ ωu· a “
Nź

i“1
pωaiqui “ 1. (26.375)

Donc les pôles de f différents de 1 sont d’ordre strictement inférieur à N .
(3) Décomposition en éléments simples Décomposons un peu l’expression de fpzq en re-

partant de (26.372) :

fpzq “
Nź

i“1

1
1´ zai

(26.376a)

“
Nź

i“1

1
´ś

ωPUai
pz ´ ωq (26.376b)SUBEQooDFKPooBsxXxtSUBEQooDFKPooBsxXxt

“ p´1qN
Nź

i“1

ź

ωPUai

1
z ´ ω (26.376c)

“ p´1qN
Nź

i“1

ÿ

ωPUai

λω,i
z ´ ω (26.376d)SUBEQooBVBNooZGsWSESUBEQooBVBNooZGsWSE

Justifications :
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— Pour (26.376b). Lemme 19.18 ; vous noterez le signe de différence.

— Pour (26.376d). Lemme 19.13 pour la décomposition en éléments simples.

(4) Isoler le terme ω “ 1 Nous notons U “ ŤN
i“1 Uai . Chaque Uai contient ω “ 1. L’expres-

sion (26.376d) contient donc un terme en 1
pz´1qN . Tous les autres ω de U ne sont présents

que dans au maximum N ´ 1 des Uai . Nous avons donc

fpzq “ A

pz ´ 1qN `
N´1ÿ

p“1

ÿ

ωPU

Bp,ω
pz ´ ωqp (26.377)EQooUUEPooQrVASAEQooUUEPooQrVASA

avec Bp,ω P C.

(5) Une belle lampée de factorielles Le lemme 15.47(3) permet d’écrire f avec des séries
entières :

fpzq “ A

pN ´ 1q!
8ÿ

s“0

ps`N ´ 1q!
s! zs

`
N´1ÿ

p“1

ÿ

ωPU

p´1qpBp,ω
pp´ 1q!

8ÿ

s“0

ps` p´ 1q!
s!

zs

ωs`p`1

(26.378)EQooNHYXooACBOcJEQooNHYXooACBOcJ

qui est valable pour z P Bp0, 1q.
(6) Ce qu’on en fait Pour rappel, l’équation (26.370) nous dit que

fpzq “
8ÿ

s“0
Card

`
Wspa,Nq

˘
zs. (26.379)

Nous allons donc identifier le coefficient de zn dans (26.378) avec Card
`
Wnpa,Nq

˘
:

Card
`
Wnpa,Nq

˘ “ A

pN ´ 1q!
pn`N ´ 1q!

n!

`
N´1ÿ

p“1

ÿ

ωPU

p´1qpBp,ω
pp´ 1q!

pn` p´ 1q!
n!

1
ωn`p`1 .

(26.380)

Voici une belle suite (par rapport à n) dont nous devons étudier le comportement asympto-
tique.

(7) Des équivalences Le lemme 26.97 nous permet de supprimer tous les termes autres que
celui qui contient A :

Card
`
Wnpa,Nq

˘ „ A

pN ´ 1q!
pn`N ´ 1q!

n! . (26.381)

Notez que, à gauche, nous avons une suite dans N et à droite, une suite dans C (il n’y a pas
de raisons à priori que A soit entier ou réel). Cela n’a pas d’importance ; ça n’empêche pas
les suites d’être équivalentes.
Le lemme 26.98 donne maintenant

Card
`
Wnpa,Nq

˘ „ A

pN ´ 1q!n
N´1. (26.382)EQooTPXCooGHSzoPEQooTPXCooGHSzoP

Cela est déjà très bien parce que ça donne la vitesse de croissance en fonction de N et n.
Mais puisque nous sommes perfectionistes, nous allons encore déterminer la valeur de A.
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(8) La valeur de A Pour déterminer la valeur de A, l’astuce est de considérer la fonction
z ÞÑ fpzqp1´ zqN :

fpzqp1´ zqN “ p1´ zqN
Nź

i“1

1
1´ zai

(26.383a)

“
Nź

i“1

1´ z
1´ zai

(26.383b)

“
Nź

i“1

1
1` . . .` zai´1 . (26.383c)SUBEQooUZTCooYgHaESSUBEQooUZTCooYgHaES

Justifications :

— Pour (26.383c). C’est le lemme 3.136(2).

La dernière expression montre qu’il n’y a pas de mal à prendre la limite z Ñ 1 ; elle vaut

lim
zÑ1

fpzqp1´ zqN “
Nź

i“1

1
ai
. (26.384)

Mais en partant d’autre part de (26.377), nous avons

fpzqp1´ zqN “ A`
N´1ÿ

p“1

ÿ

ωPU

Bp,ωp1´ zqN
pz ´ ωqp . (26.385)

Vu que N ą p, la limite z Ñ 0 existe et vaut zéro dans tous les éléments de la somme, y
compris les éléments avec ω “ 1. Donc

lim
zÑ1

fpzqp1´ zqN “ A. (26.386)

Nous savons donc que

A “
Nź

i“1

1
ai
. (26.387)EQooJMALooUrXJZcEQooJMALooUrXJZc

En remettant la valeur (26.387) dans l’équivalence (26.382), nous trouvons le résultat demandé.

Exemple 26.100.
Pour p “ 1, l’équation est αx “ n, qui possède au maximum une solution, quel que soit n. Et de
plus pour avoir une solution il faut et suffit que α divise n, c’est-à-dire que n soit un multiple de
α. Il n’y a que un nombre sur α à être multiple de α. D’où le comportement en 1

α .
Pour p “ 2, c’est l’équation (3.58) déjà étudiée. Il y a une famille à un paramètre de solutions

dont seulement un certain nombre sont positives. À priori, le nombre de solutions positives croît
linéairement en n. △

26.101.
Si vous aimez les séries génératrices. Si vous aimez l’idée de mettre toute l’information d’un pro-
blème dans les coefficients d’une série puis de trouver des réponses en les manipulant, vous pouvez
regarder introduction à la théorie analytique des nombres[627].

Cette vidéo explique comment payer n euros avec des pièces et des billets de valeur données.
On pourrait croire que cela est exactement le résultat du théorème 26.99. Il n’en est rien parce que
l’hypothèse de pgcd du théorème n’est pas du tout réalisée par les pièces et billets actuellement en
circulation.

Du coup, je ne sais pas si ce théorème est intéressant au sens de la définition 0.2.
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26.7 Fonctions d’Euler
ThoZJYooWKfbVz

Théorème 26.102 (Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler[104]).
Nous considérons la formule

Γpzq “
ż 8

0
e´ttz´1dt. (26.388)

Alors
(1) Cette formule définit une fonction holomorphe sur

P “ tz P C tel que ℜpzq ą 0u. (26.389)

(2) La fonction Γ: P Ñ C admet un unique prolongement méromorphe sur C, lequel a des pôles
sur les entiers négatifs.

Démonstration. (1) Holomorphie sous l’intégrale
Pour étudier l’holomorphie de la fonction Γ sur P nous utilisons le théorème 26.73.
Nous considérons la fonction

g : P ˆR` Ñ C

pz, tq ÞÑ e´ttz´1 (26.390)

et nous commençons par montrer que c’est holomorphe en z pour chaque t ą 0 fixé. Nous
le vérifions par le critère de Bz̄f “ 0 53 et en nous souvenant que ti “ elnptiq “ ei lnptq. Nous
obtenons rapidement que

Bg
Bz̄ “ 0. (26.391)

Le fait que la fonction t ÞÑ gpz, tq soit mesurable pour tout z est d’accord.
Et enfin soit K compact dans P. Il faut trouver une fonction gKptq intégrable sur r0,8r telle
que pour tout z P K et t P r0,8r nous ayons |gpz, tq ď gKptq|. Pour cela nous majorons
séparément les parties t P s0, 1r et t ě 1.
Soit donc K compact dans P ; nous posons M “ maxzPK ℜpzq et ϵ “ minzPK ℜpzq.
Si t P s0, 1r alors nous avons

e´ttz´1 “ e´tepz´1q lnptq, (26.392)
de telle façon à que que

|e´ttz´1| ď |epx´1`iyq lnptq| (26.393a)
“ |epℜpzq´1q lnptq| (26.393b)
“ |tℜpzq´1| (26.393c)
ď |tϵ´1| (26.393d)

“ 1
t1´ϵ . (26.393e)

Cette dernière fonction est intégrable sur s0, 1r.
Nous considérons maintenant t ě 1. Dans ce cas nous avons

|e´ttz´1| “ e´ttℜpzq´1 ď e´ttM´1. (26.394)

Cette dernière fonction est un produit d’une exponentielle décroissante avec un polynôme.
C’est donc intégrable entre 1 et l’infini.
La fonction gK que nous considérons est donc

gKptq “

$
’&
’%

1
t1´ϵ si t ă 1
borné si 1 ď t ď b

e´ttM´1 si t ą b.

(26.395)

53. Théorème 26.2.
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Cela est une fonction intégrable sur s0,8r et qui majore g uniformément en z sur le compact
K de P. Le théorème 26.73 nous permet donc de conclure que

Γpzq “
ż 8

0
gpz, tqdt (26.396)

est holomorphe en z sur P et que

Γ1pzq “
ż 8

0

Bg
Bz pz, tqdt. (26.397)

(2) En deux morceaux Nous passons maintenant à la seconde partie du théorème. Pour z P P
nous coupons l’intégrale en deux :

Γpzq “
ż 1

0
e´ttz´1dt`

ż 8

1
e´ttz´1dt (26.398)

(3) Première partie Nous commençons par parler de la première partie :
ş1
0 e

´ttz´1dt dans
laquelle nous voulons utiliser le développement en série de l’exponentielle e´t. Nous devons
donc traiter ż 1

0

8ÿ

n“0

p´1qn
n! tn`z´1dt. (26.399)

Nous allons permuter la somme avec l’intégrale à l’aide du théorème de Fubini 14.299 en
posant la fonction

gpn, tq “ p´1qn
n! tn`z´1 (26.400)

et en considérant le produit entre la mesure de Lebesgue sur C et la mesure de comptage
sur N, c’est-à-dire que nous étudions

ż 1

0

ż

N

gpn, tqdndt. (26.401)

Pour permuter il suffit de prouver que |g| est intégrable pour la mesure produit, c’est-à-dire
que ż 1

0

ż

N

ˇ̌
ˇ̌p´1qn
n! tn`z´1

ˇ̌
ˇ̌ ă 8. (26.402)

Nous avons |tz| “ tℜpzq, donc

8ÿ

n“0

ˇ̌
ˇ̌ t
n`z´1

n!

ˇ̌
ˇ̌ “ tℜpzq´1

8ÿ

n“0

tn

n! “ tℜpzq´1et. (26.403)

Étant donné que nous avons fixé z P P, nous avons ℜpzq ´ 1 ą ´1 et donc tℜpzq´1 est
intégrable entre 0 et 1 (proposition 14.279). La partie et se majore sur r0, 1s par une constante
quelconque. Nous avons donc payé le droit d’inverser la somme et l’intégrale :

ż 1

0
e´ttz´1dt “

8ÿ

n“0

ż 1

0

p´1qn
n! tn`z´1dt “

8ÿ

n“0

p´1qn
n! rtn`zs10 “

8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn` zq . (26.404)

Nous avons donc l’intéressante formule suivante, valable pour tout z P P :

Γpzq “
8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn` zq `

ż 8

1
e´ttz´1dt. (26.405)
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(4) Prolongation de la première partie Nous voudrions montrer maintenant que la fonc-
tion 8ÿ

n“0

p´1qn
n!pn´ zq (26.406)

est méromorphe sur C avec des pôles en les entiers négatifs. Pour cela nous considérons la
suite de fonctions

fnpzq “ p´1qn
n!pz ` nq (26.407)

et nous allons utiliser la proposition 26.93. Si n ě 0, la fonction fn est méromorphe sur C
avec un pôle simple en z “ ´n. Soit K compact de C et NK tel que K Ă Bp0, NKq. Pour
n ě NK ` 1, la fonction fn n’a pas de pôle dans K et de plus pour tout z P K nous avons

|z ` n| “ |z ´ p´nq| ě ˇ̌
n´ |z|ˇ̌ ě n´ |z| ě n´NK , (26.408)

et par conséquent
|fnpzq| ď 1

n!pn´Nq , (26.409)

ou pour le dire de façon plus snob :

}fn}8,K ď 1
n!pn´Nq , (26.410)

dont la série converge. Cela signifie que la série
ř
něN fn converge normalement 54 sur K,

donc la fonction
fpzq “

8ÿ

n“0
fnpzq (26.411)

est une fonction méromorphe dont les pôles sont ceux des fn, c’est-à-dire les entiers négatifs
(proposition 26.93).

(5) La seconde partie
Nous allons à présent prouver que la fonction

hpzq “
ż 8

1
e´ttz´1dt (26.412)

est holomorphe sur C. Pour cela nous considérons la fonction de deux variables fpz, tq “
e´ttz´1 et nous utilisons le théorème d’holomorphie sous l’intégrale 26.73. D’abord pour z0
fixé dans C nous avons ż 8

1
|e´ttz0´1| ď

ż 8

1
e´ttℜpz0q´1dt, (26.413)

donc l’intégrale converge parce que c’est polynôme contre exponentielle. Par ailleurs pour
chaque t0 fixé sur r0,8r, la fonction z ÞÑ e´t0tz´1

0 est holomorphe sur C comme en témoigne
le calcul suivant :

1
2

ˆ B
Bx ` i

B
By

˙
tx`iy´1
0 “ 0. (26.414)

Et enfin si K est compact dans C nous avons

|fpz, tq| “ |e´ttz´1| “ e´t|tℜpzq´1| ď e´ttM´1 (26.415)

où M “ maxzPK ℜpzq. Nous en déduisons que la fonction

z ÞÑ
ż 8

1
e´ttz´1dt (26.416)

est une fonction holomorphe sur C.

54. Définition 11.82.
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(6) Conclusion
Au final nous avons prouvé que la fonction Γ d’Euler admet le prolongement méromorphe
sur C donné par

Γpzq “
8ÿ

n“0

p´1qn
n!pz ` nq `

ż 8

1
e´ttz´1dt. (26.417)

26.7.1 Euler et factorielle

Proposition 26.103.
Nous avons la formule Γpnq “ pn´ 1q! pour tout n P N.

Démonstration. Nous partons de la formule

Γpnq “
ż 8

0
e´ttn´1dt (26.418)

que nous intégrons par partie en posant
u “ tn´1 u1 “ pn´ 1qtn´2

v “ e´t v1 “ ´e´t.
(26.419)

Les termes au bord s’annulent (ici il y a un passage à la limite qui n’est pas écrit) et nous trouvons

Γpnq “
ż 8

0
pn´ 1qe´ttn´2dt “ pn´ 1qΓpn´ 1q. (26.420)

Pour conclure il suffit de remarquer que

Γp1q “
ż 8

0
e´t “ ´re´ts80 “ 1. (26.421)

26.8 Exponentielle et logarithme complexe

26.8.1 Propriétés de l’exponentielle

Proposition 26.104.
Soit z P C fixé. La fonction

E : RÑ C

t ÞÑ etz
(26.422)

est C8, sa dérivée est
E1ptq “ zetz. (26.423)

La fonction E est développable en série entière (voir définition 15.133) sur R en t “ 0 et

etz “
8ÿ

n“0

zn

n! t
n. (26.424)

Démonstration. Nous fixons z P C. Par définition 18.6, la série suivante est etz :

fptq “
8ÿ

n“0

zn

n! t
n. (26.425)

Cette série a un rayon de convergence infini et la fonction f est donc C8 sur R. Nous pouvons la
dériver terme à terme :

f 1ptq “
8ÿ

n“1

zn

n! nt
n´1 “ z

8ÿ

n“1

zn´1

pn´ 1q! t
n´1 “ zetz. (26.426)
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THOooNGOIooEECfAv

Théorème 26.105.
La fonction exponentielle vérifie les propriétés suivantes.

(1) exp est holomorphe 55.
(2) pezq1 “ ez.
(3) L’exponentielle est développable en série entière,

ez “
8ÿ

n“0

zn

n! (26.427)

et la série converge normalement sur tout compact de C.

Démonstration. En tant que application E : R2 Ñ C, la fonction

Epx, yq “ expcos y ` i sin yq (26.428)

est C8. De plus nous avons

BE
Bx px, yq “ ex`iy “ Epx, yq (26.429a)

BE
By px, yq “ iEpx, yq, (26.429b)

et par conséquent la fonction E vérifie les équations de Cauchy-Riemann.
Si r est fixé, par le critère d’Abel appliqué à la suite rn{n! nous savons que la série

ř
zn{n!

converge normalement sur le compact Bp0, rq.

26.8.2 Intégrale de Fresnel

Nous allons calculer l’intégrale de Fresnel
ż 8

0
e´ix2

dx “
?
π

2 e´iπ{4 (26.430)

en suivant la démarche présentée par Wikipédia[628]. Nous commençons par prouver que l’intégrale
est convergente en nous contentant de justifier la convergence de

ż 8

0
sinpx2qdx. (26.431)

Pour chaque a ą 0 fixé, l’intégrale
şa
0 sinpx2qdx ne pose pas de problèmes. Le lemme 20.194 nous

permet de passer à la limite ; nous devons donc seulement calculer

lim
bÑ8

ż b

a
sinpx2qdx (26.432)

où a est une constante strictement positive. Nous effectuons une intégration par partie en posant

u “ 1
x

u1 “ ´ 1
x2 (26.433a)

v1 “ x sinpx2q v “ 1´ cospx2q
2 . (26.433b)

Notons que la primitive v a été choisie pour avoir vp0q “ 0. Nous avons
ż b

a
sinpx2qdx “

„
1´ cospx2q

2x

ȷb

a

´
ż b

a

cospx2q ´ 1
2x2 dx (26.434)EqOdeKyeEqOdeKye

55. Définition 12.302.
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Pour le premier terme nous avons

lim
bÑ8

„
1´ cospx2q

2x

ȷb

a

“ lim
bÑ8

1´ cospb2q
2b ´ 1´ cospa2q

2a “ ´1´ cospa2q
2a . (26.435)

C’est borné. Pour le second terme de (26.434), la fonction

cospx2q ´ 1
2x2 (26.436)

est majorée par la fonction 1{x2 qui est intégrable entre a et 8.
Nous allons calculer l’intégrale demandée en passant par la fonction

fpxq “ e´x2 (26.437)

définie sur le plan complexe. Nous l’intégrons sur le chemin γ “ γ1`γ2´γ3 indiqué à la figure 26.1.

γ1

γ2γ3

Figure 26.1: Chemin d’intégration pour l’intégrale de Fresnel LabelFigCheminFresnel

Ces chemins sont donnés par
γ1 : r0, Rs Ñ C

t ÞÑ t,
(26.438)

γ2 : r0, π4 s Ñ C

t ÞÑ Reit,
(26.439)

γ3 : r0, Rs Ñ C

t ÞÑ teiπ{4.
(26.440)

Tout d’abord la fonction f est bien holomorphe par le critère du théorème 26.2. Le calcul de Bf
Bz̄

se fait simplement en posant fpx, yq “ e´px`iyq2 . Le calcul est usuel :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=exp(-(x+I*y)**2)
sage: A=f.diff(x)+I*f.diff(y)
sage: A.simplify_full()
(x, y) |--> 0

Nous avons donc

0 “
ż

γ
f “

ż R

0
e´t2dt

loooomoooon
I1pRq

`
ż π{4

0
e´R2e2it

Rieitdt
looooooooooomooooooooooon

I2pRq

`
ż R

0
e´t2eiπ{2

eiπ{4dt
loooooooooomoooooooooon

I3pRq

. (26.441)EqfaoRgUEqfaoRgU

L’intégrale est nulle pour tout R en vertu de la proposition 26.10. L’intégrale I1 est une gaussienne
et nous avons

lim
RÑ8 I1pRq “

?
π

2 (26.442)
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par l’exemple 14.302. Nous montrons maintenant que limRÑ8 |I2pRq| “ 0 56. D’abord nous majo-
rons en prenant la norme puis nous effectuons le changement de variables u “ 2t :

|I2pRq| ď
ż π{4

0
Re´R2 cosp2tqdt (26.443a)

“ R

2

ż π{2

0
e´R2 cospuqdu. (26.443b)

Nous savons que le graphe du cosinus est concave : il reste au dessus de la droite que joint p0, 1q à
pπ2 , 0q. Du coup cospuq ě 1´ 2

πu et par conséquent

e´R2 cospuq ď e´R2p1´ 2
π
uq “ eR

2p 2
π
u´1q. (26.444)

Nous effectuons l’intégrale

|I2pRq| ď R

2

ż π{2

0
e´R2

e
2R2

π
udu (26.445a)

“ R

2 e
´R2

” π

2R2 e
2R2u{π

ıπ{2

0
(26.445b)

“ π

4R ´
πe´R2

4R , (26.445c)

et nous avons bien limRÑ8 |I2pRq| “ 0. Nous passons à la troisième intégrale. En tenant compte
que eiπ{2 “ i, nous avons

I3pRq “ ´
ż R

0
e´γ3ptq2

eiπ{4dt (26.446a)

“ ´1` i?
2

ż R

0
e´t2e2iπ{4 (26.446b)

“ ´1` i?
2

ż R

0
e´it2 . (26.446c)

En passant à la limite RÑ 0, de l’équation (26.441) il ne reste que

0 “
?

2
2 ´ 1` i?

2

ż 8

0
e´it2dt, (26.447)

ce qui signifie que ż 8

0
e´it2dt “

?
2π

2p1` iq “
?
π

2 e´iπ{4. (26.448)

26.9 Théorème de Weierstrass
ThoArYtQO

Théorème 26.106 (Théorème de Weierstrass[630]).
Soit pfnq une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert Ω de C que nous supposons converger
uniformément sur tout compact vers f . Alors f est holomorphe sur Ω et pour tout k nous avons

f pkq
n Ñ f pkq (26.449)

uniformément sur tout compact.
Dit en peu de mots, la limite uniforme d’une suite de fonctions holomorphes est holomorphe,

et on peut permuter la limite avec la dérivation.

56. Il y a moyen de démontrer cela via le lemme de Jordan[629]. Nous donnons ici une démonstration moins
technologique.
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Démonstration. Chacune des fonctions fn étant holomorphes, si a P Ω et r est tel que Bpa, rq Ă Ω,
nous avons par la formule de Cauchy 26.59 :

fnpzq “ 1
2πi

ż

BBpa,rq
fnpξq
ξ ´ z dξ (26.450)

pour tout z dans un boule Bpa, ρq incluse dans Bpa, rq. Étant donné que le cercle BB est compact,
elle y est majorée par une constante M . Montrons que de plus nous pouvons choisir M de telle façon
à avoir |fnpξq| ďM pour tout n et tout ξ en même temps. D’abord nous utilisons la continuité de
la limite f sur le compact BB pour poser A “ maxzPBB |fpzq|. Ensuite nous considérons un ϵ ą 0
et N tel que }fn ´ f}BB ď ϵ pour tout n ě N . Nous savons maintenant que

t|fnpξq| tel que n ě N, ξ P BBu (26.451)
est majoré par A` ϵ. Nous posons enfin

B “ max
nďN max

ξPBB |fnpzq|, (26.452)

et alors le nombre M “ maxtA` ϵ, Bu majore |fnpξq| pour tout n et tout ξ P BB.
De plus pour tout ξ P BB et pour tout z dans la petite boule, nous avons |ξ ´ z| ą r ´ ρ,

donc la fonction dans l’intégrale est majorée par une constante ne dépendant ni de n ni de ξ. Nous
pouvons donc permuter l’intégrale et la limite sur n :

fpzq “ 1
2iπ

ż

BB
fpξq
ξ ´ z . (26.453)

Cela implique que la fonction f est holomorphe par le corolaire 26.63.
Nous voudrions maintenant parler des dérivées des fn et de f . Pour cela nous voulons permuter

l’intégrale et les dérivées, ce qui est fait au corolaire 26.75 :

f pkq
n “ 1

2πi

ż

BBpz0,rq
fpωq

pω ´ zqk`1dω. (26.454)

Nous voulons la convergence sur tout compact contenu dans l’ouvert Ω. Pour ce faire, nous allons
considérer un compact K Ă Ω et prouver la convergence uniforme dans toute boule de la forme
Bpz0, rq avec z0 P K et Bpz0, rq Ă Ω. Pour chaque tel couple pz0, rq, nous aurons un Npz0,rq P N
tel que si n ě Npz0,rq,

}f pkq
n ´ f pkq}Bpz0,rq ď ϵ. (26.455)

Vu que ces boules Bpz0, rq forment un recouvrement de K par des ouverts, nous pouvons en retirer
un sous-recouvrement fini et prendre, comme N , le maximum des Npz0,rq correspondants. Pour ce
N nous aurons

}f pkq
n ´ f pkq}K ď ϵ. (26.456)

Au travail !
Pour z P Bpz0, rq nous considérons r1 ą r tel que Bpz0, r1q Ă Ω et nous avons

|f pkq
n pzq ´ f pkqpzq| “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

1
2πi

ż

BBpz0,r1q
fnpξq ´ fpξq
pξ ´ zqk`1 dξ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (26.457a)

ď 1
2π

ż

BBpz0,r1q
|fnpξq ´ fpξq|
|r ´ r1|k`1 dξ. (26.457b)

Nous avons pris ce r1 de telle manière que |ξ ´ z| soit borné par le bas par |r ´ r1| ; sinon la
majoration que nous venons de faire ne marche pas. Étant donné que fn Ñ f uniformément, nous
pouvons considérer n assez grand pour que le numérateur soit plus petit que ϵ indépendamment
de ξ et de z. Donc pour un n assez grand,

|f pkq
n pzq ´ f pkqpzq| ď ϵ

2π
2πr1

|r ´ r1|k`1 (26.458)

pour tout z P Bpz0, rq. Donc nous avons convergence uniforme f pkq
n Ñ f pkq sur cette boule. Par

l’argument de compacité donné plus haut, nous avons la convergence uniforme sur tout compact.
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26.10 Analyse complexe en plusieurs variables
Définition 26.107 ([631]).
Nous définissons le polydisque centré en a P Cn et de « rayons » r P Cn par

Dpa, rq “ tz P Cn tel que |zj ´ aj | ă rj @j “ 1, . . . , nu. (26.459)

Définition 26.108.
Pour une fonction f : Cn Ñ Cn, nous notons

Bf
Bzj “

1
2

ˆ B
Bxj ´ i

B
Byj

˙
f. (26.460)

Définition 26.109 ([631]).
Soit un ouvert 57 D dans Cn. Nous disons que f : D Ñ C est holomorphe si

(1) f est continue sur D,
(2) pour tout z P D et pour tout 1 ď j ď n, le nombre Bf

Bzj
pzq existe et est fini.

Définition 26.110 ([632]).
Soient des ouverts B1 et B2 dans Cn. Nous disons que f : B1 Ñ B2 est biholomorphe si

(1) f est holomorphe,
(2) f est une bijection entre B1 et B2,
(3) f´1 est holomorphe.

THOooNBGZooHuGtxW

Théorème 26.111 (Inversion locale, version holomorphe).
Soient des ouverts B1 et B2 dans Cn. Nous considérons une fonction holomorphe f : B1 Ñ B2.
Soit z0 P B1 et w0 “ fpz0q. Il y a équivalence entre

(1) detpdfz0q ‰ 0
(2) Il existe un voisinage U de z0 dans B1 et V de w0 dans B2 tels que la restriction f : U Ñ V

est biholomorphe.

26.10.1 Inverse de fonctions analytiques
THOooXWCSooLSPzhO

Théorème 26.112 ([633]).
Une fonction analytique admet un inverse local analytique.

57. La topologie sur Cn est celle de la norme définie en 10.112.
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Chapitre 27

Analyse fonctionnelle

27.1 Théorème d’isomorphisme de Banach
ThofQShsw

Théorème 27.1 (théorème d’isomorphisme de Banach[634]).
Une application linéaire continue et bijective entre deux espaces de Banach est un homéomor-
phisme 1.

Démonstration. Soit une application linéaire bijective et continue f : E Ñ F entre deux espaces de
Banach. En particulier elle est surjective, et le théorème de l’application ouverte 11.148 s’applique :
f est une application ouverte.

Vu que f est bijective et ouverte, la proposition 11.144 implique que f´1 est continue. L’appli-
cation f est donc continue d’inverse continue. Elle est donc un homéomorphisme.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 27.2
Il est donné dans [635] un exemple d’application linéaire et bijective dont l’inverse n’est pas conti-
nue. Si un jour vous le mettez au propre, faites-m’en profiter en m’envoyant une photo de votre
feuille.

27.2 Théorème d’Ascoli
PropDGsPtpU

Proposition-Définition 27.3 (Application compacte[405]).
Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur R ou C et une application f P LpE,F q. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

ITEMooAFNXooUGbZsh

(1) L’image d’un borné de E par f est relativement compacte 2 dans F .
ItemJIkpUbLii

(2) L’image par f de la boule unité fermée est relativement compacte dans F .
ITEMooQKISooBpyyee

(3) Si pxnq est une suite bornée dans E, alors nous pouvons en extraire une sous-suite pxφpnqq
telle que yn “ f

`
xφpnq

˘
converge dans F .

Une application vérifiant les conditions équivalentes de la proposition 27.3 est dite compacte.

Démonstration. En trois parties.
(1) (1) ñ (2) La boule unité fermée est bornée, et donc son image est relativement compacte.
(2) (2) ñ (3) Soient pxnq bornée dans E, et soit M , une borne. Nous avons donc

zn “ f
´xn
M

¯
P f`Bp0, 1q˘ Ă f

`
Bp0, 1q˘. (27.1)

1. Définition 7.38.
2. Relativement compact, définition 7.99.

2147
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Par hypothèse, la partie f
`
Bp0, 1q˘ est compacte ; la suite pznq est contenue dans ce compact.

Nous en déduisons que pznq admet une sous-suite convergente. Soit donc φ : NÑ N telle que

f
´xφpnq
M

¯
Ñ y. (27.2)

Vu que f est linéaire, nous avons aussi f
`
xφpnq

˘ÑMy.
(3) (3) ñ (1) Soit une partie bornée A de F . Nous devons prouver que fpAq est compact.

Pour cela nous considérons une suite pynq dans fpAq. Soit ϵk Ñ 0. Pour chaque n, l’élément
yn est dans la fermeture de fpAq, c’est-à-dire qu’il existe un élément de fpAq dont la distance
à yn est plus petite que ϵn. Bref, il existe une suite pxnq dans A telle que

}fpxnq ´ yn} ď ϵk. (27.3)

La suite pxnq est bornée parce qu’elle est contenue dans A. Donc il existe une sous-suite
φ : NÑ N telle que

f
`
xφpnq

˘Ñ y (27.4)

pour un certain y P fpAq. Le fait que y soit dans fpAq est dû au fait que la suite n ÞÑ fpxnq
est une suite dans fpAq ; donc la limite est dans la fermeture de fpAq.
Nous avons

}yφpnq ´ y} ď }yφpnq ´ f
`
xφpnq

˘} ` }f`xφpnq
˘´ y} (27.5a)

ď ϵk ` }f
`
xφpnq

˘´ y} Ñ 0. (27.5b)

Donc la suite pyφpnqq converge vers y P fpAq. Nous avons montré que toute dans fpAq
possédait une sous-suite convergente dans fpAq. Le théorème de Bolzano-Weierstrass 7.139
conclut que fpAq est compact et donc que fpAq est relativement compact.

ThoKRbtpah

Théorème 27.4 (Théorème d’Ascoli[636]).
Soient un espace topologique compact K et un espace métrique pE, dq. Nous considérons la topologie
uniforme sur C0pK,Eq. Une partie A de C0pK,Eq est relativement compacte si et seulement si
les deux conditions suivantes sont remplies :

(1) A est équicontinu 3,
(2) @x P K, l’ensemble tfpxq tel que f P Au est relativement compact dans E.

La version suivante du théorème de Banach-Steinhaus est énoncée de façon ad hoc pour fonc-
tionner avec l’espace DpKq des fonctions de classe C8 à support dans le compact K. Un énoncé
un peu plus fort est donné dans le cadre des espaces de Fréchet dans [232].

ThoNBrmGIg

Théorème 27.5 (Banach-Steinhaus avec des seminormes[1]).
Soit pE, dq un espace vectoriel métrique complet dont la topologie est également 4 donnée par une
famille P “ tpiuiPI de seminormes. Soit tTαuαPA une famille d’applications linéaires continues
Tα : E Ñ R telles que pour tout x P E nous ayons

sup
αPA

ˇ̌
Tαpxq

ˇ̌ ă 8. (27.6)

Alors il existe une constante K ą 0 et un sous-ensemble fini J Ă I tels que pour tout x P E et
pour tout α P A nous ayons ˇ̌

Tαpxq
ˇ̌ ď K max

jPJ pjpxq. (27.7)EqIFNGhtrEqIFNGhtr

3. Définition 7.305.
4. Au sens où les ouverts sont les mêmes.



27.2. THÉORÈME D’ASCOLI 2149

Démonstration. Pour chaque k P Nzt0u nous posons

Ωk “ tx P E tel que sup
αPA

ˇ̌
Tαpxq

ˇ̌ ą ku. (27.8)

Ces ensembles sont des ouverts (pour la même raison que dans la preuve du théorème 11.139) et
leur union est E en entier parce que par hypothèse supαPA

ˇ̌
Tαpxq

ˇ̌ ă 8.
(1) Les Ωk ne sont pas tous denses Le théorème 7.354 nous dit que pE, dq est un espace de

Baire. Supposons que les Ωk sont tous denses. Dans ce cas, l’intersection des Ωk est également
dense (c’est la définition 7.352 d’un espace de Baire), et en particulier non vide.
Soit x0 P ŞkPNΩk. Nous avons

sup
αPA

ˇ̌
Tαpx0q

ˇ̌ “ 8, (27.9)

ce qui contredirait l’hypothèse. Donc les Ωk ne sont pas tous denses.
(2) Un non dense Soit k0 P N˚ tel que Ωk0 n’est pas dense dans E. Il existe donc x0 P E et

un ouvert O autour de x0 n’intersectant pas Ωk0 .
(3) Topologie

Parlons de topologie sur E. L’ouvert O est un d-ouvert et donc un P-ouvert, lequel contient
une P-boule ouverte 5. Cette dernière boule n’est pas spécialement une d-boule, mais c’est
un d-ouvert.

(4) Une majoration
Il existe dont J fini dans I et ρ ą 0 tels que BJpx0, ρq Ă O et donc tels que

BJpx0, ρq X Ωk0 “ H. (27.10)

Donc pour tout z P BJpx0, ρq nous avons

sup
αPA

ˇ̌
Tαpzq

ˇ̌ ď k0. (27.11)

Si maintenant y P BJp0, ρq, nous avons y “ px0 ` yq ´ x0 et donc
ˇ̌
Tαpyq

ˇ̌ “ ˇ̌
Tαpx0 ` yq ´ Tαpx0q

ˇ̌
(27.12a)

ď ˇ̌
Tαpx0 ` yq

ˇ̌` ˇ̌
Tαpx0q

ˇ̌
(27.12b)

ď k0 ` C. (27.12c)

Justifications.
— x0 ` y P BJpx0, ρq, donc

ˇ̌
Tαpx0 ` yq

ˇ̌ ď k0.
— nous avons posé C “ supαPA

ˇ̌
Tαpx0q

ˇ̌

(5) Sur la boule unité En divisant par ρ, pour y P BJp0, 1q nous avons
ˇ̌
Tαpyq

ˇ̌ ď ρ´1pk0 ` Cq. (27.13)EQooOVHIooSonniqEQooOVHIooSonniq

(6) Un bon élément dans la boule unité Pour n’importe quel x P E nous avons
x

maxjPJ pjpxq P BJp0, 1q. (27.14)

Nous pouvons donc appliquer (27.13) à cet élément :
ˇ̌
ˇ̌Tα

ˆ
x

maxjPJ pjpxq
˙ˇ̌
ˇ̌ ď ρ´1pk0 ` Cq. (27.15)

Utilisant encore la linéarité de Tα nous trouvons ce que nous devions trouver :
ˇ̌
Tαpxq

ˇ̌ ď max
jPJ pjpxqρ´1pk0 ` Cq “ K max

jPJ pjpxq (27.16)

en posant K “ ρ´1pk0 ` Cq.
5. Définition 7.330.
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CorPGwLluz

Corolaire 27.6 ([1, 193]).
Soit

`
X, tpiuiPI

˘
, un espace vectoriel sur C seminormé qui est

(1) localement compact 6,
(2) métrisable et complet.

Soit pTjqjPN une suite d’application linéaires continues X Ñ C telles que pour tout x P X il existe 7

αx P C tel que
Tjx

CÝÑ αx. (27.17)

Si nous posons Tx “ αx alors ItemAEOtOMLi

(1) L’application T est linéaire et continue.
ITEMooEVIXooBpaWOc

(2) Si xk XÝÑ x, alors
|Tkpxkq ´ T pxkq| RÝÑ 0. (27.18)

ITEMooJYOVooPIkHBo

(3) Pour tout compact K dans X nous avons

sup
xPK

|Tkx´ Tx| RÝÑ 0. (27.19)

ItemAEOtOMLiii

(4) si xk Ñ x dans X alors
Tkxk

CÝÑ Tx. (27.20)

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Linéaire Vu que X est seminormé et que C est un corps valué, la proposition 7.335 nous

indique que X est un espace vectoriel topologique et la proposition 7.196 nous dit que la
limite de suite est une opération linéaire. Pour x, y P X nous pouvons donc faire

T px` yq “ lim
jÑ8

`
Tjpx` yq

˘
(27.21a)

“ lim
jÑ8

`
Tjpxq ` Tjpyq

˘
(27.21b)

“ lim
jÑ8Tjpxq ` lim

jÑ8Tjpyq (27.21c)

“ T pxq ` T pyq. (27.21d)

De même nous avons

T pλxq “ lim
kÑ8

`
Tjpλxq

˘
(27.22a)

“ lim
jÑ8

`
λTjpxq

˘
(27.22b)

“ λ lim
jÑ8Tjpxq (27.22c)

“ λT pxq. (27.22d)

(2) Séquentiellement continue Nous prouvons que T est séquentiellement continue 8. Soit
une suite xk XÝÑ x. Nous voulons utiliser le théorème de Banach-Steinhaus 27.5. L’ensemble
tTkukPN est un ensemble d’applications linéaires continues. De plus, si x P X, la suite k ÞÑ
Tkpxq est une suite convergente dans C ; elle est donc bornée :

sup
kPN

|Tkpxq| ă 8. (27.23)

6. Définition 7.82.
7. L’unicité des αx et donc le fait que tout le reste ait un sens provient de l’hypothèse de séparabilité et la

proposition 7.59.
8. Définition 7.202
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Le théorème de Banach-Steinhaus nous dit qu’il existe un C ą 0 et J fini dans I tels que
pour tout k et pour tout x nous ayons

|Tkpxq| ď C max
jPJ pjpxq. (27.24)

Un seul i P J nous suffira. Soient donc C ą 0 et i P I tels que |Tkpxq| ď Cpipxq pour tout
x. Vu que le module est une opération continue sur C, elle commute avec la limite et nous
pouvons faire le calcul suivant :

|T pxq| “ | lim
kÑ8Tkpxq| (27.25a)

“ lim
kÑ8 |Tkpxq| (27.25b)

ď lim
kÑ8Cpipxq (27.25c)

“ Cpipxq. (27.25d)

Avec ça nous pouvons prouver que T est séquentiellement continue. Soit xk XÝÑ 0. En utilisant
la proposition 7.332 nous avons :

|T pxkq| ď Cpipxkq RÝÑ 0 (27.26)

Donc |T pxkq| Ñ 0 et T est séquentiellement continue en zéro. Vu que T est linéaire, elle est
séquentiellement continue partout.

(3) Continue Vu que l’espace X est métrisable, la proposition 7.248 conclut que T est continue.
(4) Point (2)

Nous passons à la preuve de (2). Supposons que xk XÝÑ x. Voici des majorations avec justi-
fications juste en-dessous :

|Tkpxkq ´ T pxkq| ď |Tkpxkq ´ Tkpxq| ` |Tkpxq ´ T pxkq| (27.27a)
“ |Tkpxk ´ xq| ` |Tkpxq ´ T pxkq| (27.27b)
ď Cpi

`
xk ´ x

˘` |Tkpxq ´ T pxkq| (27.27c)SUBEQooQLXIooSvvNcxSUBEQooQLXIooSvvNcx

ď Cϵ` |Tkpxq ´ T pxkq| (27.27d)SUBEQooVLNVooOVsQnoSUBEQooVLNVooOVsQno

ď Cϵ` |Tkpxq ´ T pxq| ` |T pxq ´ T pxkq| (27.27e)
ď pC ` 2qϵ. (27.27f)SUBEQooHSTIooJgfChZSUBEQooHSTIooJgfChZ

Justifications :
— Pour (27.27c). C’est le théorème de Banach-Steinhaus 27.5 qui nous assure l’existence

d’un i P I et d’une C P R` qui donne la majoration.
— Pour (27.27d). Nous nous sommes fixé un ϵ ą 0 et nous avons pris k assez grand. Pour

la topologie des seminormes, la convergence yk XÝÑ y implique la limite pipyk´yq RÝÑ 0
pour toutes les seminormes, et en particulier pour celle donnée par le théorème de
Banach-Steinhaus.

— Pour (27.27f). D’une part, par hypothèse et par définition de T , nous avons Tkpxq CÝÑ
T pxq et d’autre part par continuité séquentielle de T et par convergence de xk XÝÑ x

nous avons T pxkq CÝÑ T pxq.
En prenant k encore plus grand, nous avons toutes les majorations en même temps.

Nous avons donc bien
|Tkpxkq ´ T pxkq| RÝÑ 0. (27.28)

(5) Point (3) Nous nous lançons dans la preuve du point (3). En vertu du point (1), l’appli-
cation

Sk : K Ñ R

x ÞÑ |Tkpxq ´ T pxq|
(27.29)
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est continue. Vu que K est un compact, le théorème 7.141, nous indique qu’il existe xk tel
que

|Tkpxkq ´ T pxkq| “ sup
xPK

|Tkpxq ´ T pxq|. (27.30)

Nous considérons la suite
ak “ |Tkpxkq ´ T pxkq| (27.31)

et nous allons montrer que
— toutes les sous-suites convergentes de pakq convergent vers 0.
— la suite pakq est contenue dans un compact de R.

Ensuite le corolaire 7.279 terminera.
(5a) Toutes les sous-suites convergentes Soit φ : N Ñ N telle que la suite bk “ aφpkq

soit convergente. Nous allons trouver une sous-suite qui converge vers 0. La suite k ÞÑ
aφpkq est une suite dans le compact K ; elle contient donc une sous-suite convergente. Soit
donc ψ : N Ñ N telle que k ÞÑ apφ˝ψqpkq soit convergente. Nous étudions la sous-suite
ck “ bψpkq et nous allons prouver que ck Ñ 0.

Pour ne pas mourir sous les notations, nous posons σ “ φ˝ψ. Nous avons donc xσpkq
XÝÑ

x, et donc |Tσpkqpxσpkqq ´ T pxσpkqq| RÝÑ 0 par le point (2).
Donc la suite aφpkq qui est convergente contient une sous-suite qui converge vers 0. La
suite aφpkq converge donc vers 0.

(5b) Dans un compact Nous allons prouver que |Tkpxkq ´ T pxkq| est bornée. Supposons
que ce ne soit pas le cas. Pour chaque n P N, il existe un k tel que |Tkpxkq´T pxkq| ą n.
En numérotant bien, il existe une application φ : NÑ N telle que

|Tφpkqpxφpkqq ´ T pxφpkqq| ą k. (27.32)EQooRGVOooXJDkQyEQooRGVOooXJDkQy

La suite k ÞÑ xφpkq est une suite dans le compact K. Elle admet une sous-suite conver-
gente. En nommant xσpkq cette sous-suite, nous avons xσpkq

XÝÑ x, et nous nous avons
encore |Tσpkqpxσpkqq ´ T pxσpkqq| RÝÑ 0.
Ouais mais bon. Une suite qui vérifie (27.32) ne peut pas avoir une sous-suite conver-
gente. Contradiction.

(6) Point (4) Nous avons la majoration

|Tkxk ´ Tx| ď |Tkxk ´ Txk| ` |Txk ´ Tx|. (27.33)

Par le point (2), le premier terme tend vers zéro. La continuité de T (point (1)) s’occupe du
deuxième terme.

27.3 Espaces de Lebesgue Lp

SecVKiVIQK

27.3.1 Généralités
DEFooKMJQooXeaUtp

Définition 27.7.
Soit pΩ,F , µq un espace mesuré. Deux fonctions à valeurs complexes f et g sur cet espaces sont
dites équivalentes et nous notons f „ g si elles sont µ-presque partout égales. Nous notons rf s
la classe de f pour cette relation.

Nous allons souvent noter f indifféremment pour la fonction f et un des représentants de la
classe de f . Toutefois, lorsque la distinction sera importante, nous essayerons de faire faire l’effort
de distinguer la fonction f de sa classe rf s.
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Lemme 27.8.
Une classe contient au maximum une seule fonction continue.

Démonstration. Soient deux fonctions continues f1 et f2 avec f1paq ‰ f2paq. Si |f1paq ´ f2paq| ą δ
alors il existe un ϵ tel que |f1pxq ´ f1paq| ą δ pour tout x P Bpa, ϵq. En particulier f1 ‰ f2 sur
Bpa, ϵq. Cette dernière boule est de mesure de Lebesgue non nulle ; ergo f1 et f2 ne sont pas dans
la même classe.

DEFooTHIDooWYzBtn

Définition 27.9.
Pour p ě 1, nous introduisons l’opération

}f}p “
ˆż

Ω
|fpxq|pdµpxq

˙1{p
(27.34)EQooBDBXooCHRmpoEQooBDBXooCHRmpo

et nous notons LppΩ, µq l’ensemble des fonctions mesurables sur Ω telles que }f}p ă 8.

27.10.
Le fait que f doive être mesurable pour être dans Lp est bien dans la définition de Lp, et non une
propriété qui pourrait être déduite de la finitude de l’intégrale (27.34).

Soit Ω “ R muni de ses boréliens ou même de sa tribu de Lebesgue et de la mesure de
Lebesgue. Si A est une partie bornée non mesurable (exemple 14.153), alors nous considérons un
borné mesurable K contenant A et la fonction

fpxq “

$
’&
’%

1 si x P A
´1 si x P KzA
0 sinon.

(27.35)

Nous avons alors |f | “ 1K . Vu que K est borné,
ş
R
|f | “ µpKq ne présente pas de problèmes. Donc

f serait un élément de L1pRq sans être mesurable.
Pour éviter cela, nous incluons la mesurabilité dans la définition de Lp.

LEMooHVZGooRwHXMk

Lemme 27.11 ([1]).
L’ensemble Lp est un espace vectoriel sur C.

Démonstration. Pour rappel, nous ne considérons les choses que pour p ě 1. Le fait que si f P Lp,
alors λf P Lp est évident. Ce qui est moins immédiat, c’est le fait que f ` g P Lp lorsque f et g
sont dans Lp. Cela découle d’une part du fait que la fonction φ : x ÞÑ xp est convexe sur les positifs
(lemme 17.91), de telle sorte que

φ

ˆ |a| ` |b|
2

˙
ď φp|a|q ` φp|b|q

2 , (27.36)

ou encore
p|a| ` |b|qp ď 2p´1p|a|p ` |b|pq (27.37)EqZFSduFaEqZFSduFa

Et d’autre part, nous savons que pour z1, z2 P C, |z1 ` z2| ď |z1| ` |z2| (proposition 10.100(7)).
Donc EQooKRMEooSLHUUc

ż

Ω
|f ` g|pdµ “

ż

Ω
|fpωq ` gpωq|pdµpωq (27.38a)

ď
ż

Ω

`|fpωq| ` |gpωq|˘pdµpωq (27.38b)

ď 2p´1
ż

Ω

`|fpωq|p ` |gpωq|p˘dµpωq (27.38c)

“ 2p´1`}f}pp ` |g|pp
˘
. (27.38d)

Donc si f et g sont dans Lp, alors f ` g est dans Lp.
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27.12.
Il est à noter que nous ne considérons que des valeurs p ě 1, précisément parce que la fonction
x ÞÑ |x|p n’est pas convexe lorsque p ă 1.

Dans le même ordre d’idées, si p ě 1, alors le q P R tel que

1
p
` 1
q
“ 1 (27.39)

est également q ě 1. Cela est important pour un certain nombres de théorèmes qui vont venir, en
particulier l’inégalité de Hölder (27.81).

Si vous en voulez à propos de 0 ă p ă 1, vous pouvez lire [637].

27.13.
L’opération f ÞÑ }f}p n’est pas une norme sur Lp parce que pour f presque partout nulle, nous
avons }f}p “ 0. Il y a donc des fonctions non nulles sur lesquelles }.}p s’annule.

27.14.
Soit un espace mesuré non complet 9 pΩ,A, µq. Il existe une partie N de mesure nulle et A Ă N
non mesurable. Considérons

fpxq “

$
’&
’%

2 si x P A
1 si x P NzA
0 sinon.

(27.40)

Cette fonction est non nulle exactement sur N . Donc f „ 0. Mais f n’est pas mesurable parce que
f´1p2q “ A n’est pas mesurable.

Il est donc possible d’être dans la classe d’équivalence d’une fonction mesurable sans être
mesurable. Ceci est cependant un détail (presque) sans importance pour deux raisons.

— La mesure de Lebesgue est complète par définition (définition 14.139) si nous considérons
bien la tribu de Lebesgue et non seulement les boréliens.

— Dans le cas des espaces de Lebesgue LppΩ,A, µq, il s’agit d’un quotient de Lp qui ne contient
que des fonctions mesurables. Donc dans l’étude de Lp, tous les représentants sont mesurables,
même si pΩ,A, µq n’est pas complet.

LemKZVHVAR

Lemme 27.15.
Si f P LppΩq et f „ g, alors g P LppΩq et }f}p “ }g}p.
Démonstration. Soit hpxq “ |gpxq|p ´ |fpxq|p ; c’est une fonction par hypothèse presque partout
nulle et donc intégrable sur Ω ; son intégrale y vaut zéro. Nous avons

ż

Ω
|fpxq|pdµpxq “

ż

Ω

´
|fpxq|p ` hpxq˘dµpxq “

ż

Ω
|gpxq|pdµpxq. (27.41)

Cela prouve que la dernière intégrale existe et vaut la même chose que la première.

Nous pouvons donc considérer la norme |.|p comme une norme sur l’ensemble des classes plutôt
que sur l’ensemble des fonctions. Nous notons Lp l’ensemble des classes des fonctions de Lp. Cet
espace est muni de la norme

}rf s}p “ }f}p, (27.42)

formule qui ne dépend pas du représentant par le lemme 27.15.
PROPooTYCYooAKJWOX

Proposition 27.16.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq.

(1) L’ensemble des classes LppΩ,A, µq est un espace vectoriel.

9. Définition 14.65.
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(2) La formule

}rf s}p “
ˆż

Ω
|fpxq|pdµpxq

˙1{p
(27.43)

définit une norme 10 sur LppΩ,A, µq.
Démonstration. En deux parties.

(1) Espace vectoriel Le lemme 27.11 dit que Lp est un espace vectoriel. Une structure d’espace
vectoriel sur LppΩ,A, µq est donnée en posant

rf s ` rgs “ rf ` gs (27.44)

et
λrf s “ rλf s (27.45)

qui sont deux définitions correctes parce qu’elles ne dépendent pas du choix du représentant.
De plus le lemme 27.11 dit que f ` g P Lp dès que f, g P Lp. Donc rf ` gs P Lp dès que
rf s, rgs P Łp.

(2) Norme
Pour être une norme, il faut vérifier les trois propriétés de la définition 7.152.
D’abord, si }rf s}p “ 0, nous avons

ż

Ω
|fpxq|pdµpxq “ 0, (27.46)

ce qui par le lemme 14.194 implique que |fpxq|p “ 0 pour presque tout x. Ou encore f „ 0,
c’est-à-dire rf s “ r0s au niveau des classes.
Ensuite pour λ P C et f P Lp nous avons

}λf}p “
ˆż

Ω
|λfpωq|pdµpωq

˙1{p
(27.47a)

“
ˆż

Ω
|λ|p|fpωq|pdµpωq

˙1{p
(27.47b)

“ |λ|}f}p. (27.47c)

Et enfin, en suivant le calcul (27.38) nous avons

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p. (27.48)

27.17.
À partir de maintenant

`
LppΩ, µq, }.}p

˘
est un espace métrique avec toute la topologie qui va avec.

Dans la suite nous n’allons pas toujours écrire rf s pour la classe de f . Par abus de notations
nous allons souvent parler de f P Lp comme si c’était une fonction.

De même nous notons LppΩq ou LppΩ, µq ou LppΩ,A, µq d’après ce sur quoi nous voulons
insister. Mais seule la dernière notation est parfaitement correcte.

27.3.2 Un peu de convergence de suites
PropWoywYG

Proposition 27.18 ([638]).
Soit 1 ď p ď 8 et supposons que la suite rfns dans LppΩ,F , µq converge vers rf s au sens Lp. Alors
il existe une sous-suite phnq qui converge ponctuellement µ-presque partout vers f .

10. Définition 7.152.
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Démonstration. Si p “ 8 nous sommes en train de parler de la convergence uniforme et il ne faut
même pas prendre ni de sous-suite ni de « presque partout ».

Supposons que 1 ď p ă 8. Nous considérons une sous-suite rhns de rfns telle que

}rhjs ´ rf s}p ă 2´j , (27.49)

puis nous posons ukpxq “ |hkpxq ´ fpxq|p. Notons que ce uk est une vraie fonction, pas une classe.
Et en plus c’est une fonction positive. Nous avons

ż

Ω
ukdµ “

ż

Ω
|hkpxq ´ fpxq|pdµpxq “ }hk ´ f}pp ď 2´kp. (27.50)

Vu que uk est une fonction positive la suite des sommes partielles de
ř
k uk est croissante et vérifie

donc le théorème de la convergence monotone 14.173 :

ż

Ω

˜ 8ÿ

k“0
ukpxq

¸
dµpxq “

8ÿ

k“0

ż

Ω
ukpxqdµpxq ď

8ÿ

k“0
2´kp ă 8. (27.51)

Le fait que l’intégrale de la fonction
ř
k uk est finie implique que cette fonction est finie µ-presque

partout. Donc le terme général tend vers zéro presque partout, c’est-à-dire

|hkpxq ´ fpxq|p Ñ 0. (27.52)

Cela signifie que hk Ñ f presque partout ponctuellement.

Est-ce qu’on peut faire mieux que la convergence ponctuelle presque partout d’une sous-suite ?
En tout cas on ne peut pas espérer grand chose comme convergence pour la suite elle-même, comme
le montre l’exemple suivant.

ExPOmxICc

Exemple 27.19 ([639]).
Nous allons montrer une suite de fonctions qui converge vers zéro dans Lpr0, 1s (avec p ă 8) mais
qui ne converge ponctuellement pour aucun point.

Nous construisons la suite de fonctions par paquets. Le premier paquet est formé de la fonction
constante 1.

Le second paquet est formé de deux fonctions. La première est 1r0,1{2s et la seconde 1r1{2,1s.
Plus généralement le paquet numéro k est constitué des k fonctions 1ri{k,pi`1q{ks avec i “

0, . . . , k ´ 1.
Vu que les fonctions du paquet numéro k ont pour norme }f}p “ 1

k , nous avons évidemment
fn Ñ 0 dans Lp. Il est par contre visible que chaque paquet passe en revue tous les points de r0, 1s.
Donc pour tout x et pour tout N , il existe (même une infinité) n ą N tel que fnpxq “ 1. Il n’y a
donc convergence ponctuelle nulle part. △

La proposition suivante est une espèce de convergence dominée de Lebesgue pour Lp.
PropBVHXycL

Proposition 27.20.
Soit f P LppΩq avec 1 ď p ă 8 et pfnq une suite de fonctions convergeant ponctuellement vers f
et telle que |fn| ď |f |. Alors fn LpÝÑ f .

Démonstration. Nous avons immédiatement |fnpxq|p ď |fpxq|p, de telle sorte que le théorème de la
convergence dominée implique que fn P Lp. La convergence dominée donne aussi que }fn}p Ñ }f}p,
mais cela ne nous intéresse pas ici.

Nous posons hnpxq “ |fnpxq´fpxq|. En reprenant la formule de majoration (27.37) et en tenant
compte du fait que |fnpxq| ď |fpxq|, nous avons

hnpxq ď 2p´1`|fnpxq|p ` |fpxq|p
˘ ď 2p|fpxq|p, (27.53)
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ce qui prouve que |hn| est uniformément (en n) majorée par une fonction intégrable, donc hn est
intégrable et on peut permuter la limite et l’intégrale (théorème de la convergence dominée 14.202) :

lim
nÑ8 }fn ´ f}

p
p “ lim

nÑ8

ż

Rd

|fnpxq ´ fpxq|pdx “
ż

Rd

lim
nÑ8hnpxqdx “ 0. (27.54)

PropRERZooYcEchc

Proposition 27.21 ([1]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq et une fonction mesurable f : Ω Ñ C telle que

ż

Ω
f1Adµ “ 0 (27.55)

pour toute partie mesurable A de mesure finie. Alors rf s “ 0, c’est-à-dire que f est non nulle
uniquement sur une partie de mesure nulle.

Démonstration. Nous rappelons que dire que f est intégrable signifie que Repfq`, Repfq´, Impfq`
et Impfq´ sont intégrables.

Les parties
tx P Ω tel que Repfq`pxq P rk, k ` 1ruk“1,... (27.56)

et
tx P Ω tel que Repfq`pxq P r 1

k ` 1 ,
1
k
ruk“1,... (27.57)

sont mesurables en tant qu’images inverses de mesurables par la fonction mesurable Repfq`.
Nous notons tAiuiPN une énumération quelconque de ces parties. L’important est que

ď

iPN
Ai “ tx P Ω tel que Repfq`pxq ‰ 0u (27.58)

et que pour chaque i, il existe αi ą 0 tel que Repfq`pxq ą αi pour tout x dans Ai.
Par hypothèse nous avons

ş
Ω f1Aidµ “ 0. En particulier,

0 “
ż

Ω
Repf1Aiq` “

ż

Ω
Repfq`pxq1Aipxqdµpxq. (27.59)

Mais pour tout x P Ai nous avons Repfq`pxq ą αi ą 0, donc

0 “
ż

Ω
Repfq`pxq1Aipxqdµpxq ě αi

ż

Ω
1Ai “ αiµpAiq ě 0. (27.60)

Vu cet encadrement par zéro, nous avons αiµpAiq “ 0 et donc µpAiq “ 0 pour tout i.
Nous en déduisons, par union dénombrable de parties de mesures nulles, que Repfq` est non

nulle seulement sur une partie de mesure nulle.
Le même raisonnement pour Repfq´, Impfq` et Impfq´ donne que f est non nulle sur une

partie de mesure nulle. Donc f “ 0 au sens des classes dans Lp.

27.3.3 L’espace L8
SUBSECooYFJTooBqrLXv

Il n’est pas possible de définir le supremum d’une fonction définie à ensemble de mesure nulle
près parce que toute classe contient des fonctions qui peuvent être arbitrairement grandes en
n’importe que point. Nous cherchons alors à définir une notion de supremum qui ne tient pas
compte des ensembles de mesure nulle.

DEFooIQOOooLpJBqi

Définition 27.22.
Soit f : Ω Ñ C. Un nombre M est un majorant essentiel de f si

µ
`|fpxq| ěM

˘ “ 0. (27.61)

Nous posons alors

N8pfq “ inftM tel que |fpxq| ďM presque partoutu. (27.62)
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Cela revient à prendre le supremum à ensemble de mesure nulle près.
DEFooXUKHooXYrlYq

Définition 27.23.
Nous définissons alors les espaces de Lebesgue correspondants :

L8pΩq “ tf : Ω Ñ C tel que N8pfq ă 8u, (27.63)

et L8 en est le quotient usuel.

27.24.
Le point sur les notations telles qu’elles devraient être respectées :

(1) Si f est une fonction, N8pfq est son supremum essentiel.
(2) Si f est une fonction, }f}8 est sa norme supremum. Ce n’est pas la même chose que N8pfq.
(3) Si rf s est une classe de fonctions (pour l’égalité presque partout), alors }rf s}L8 est la norme

de cette classe dans L8, c’est-à-dire }rf s}L8 “ N8pfq où f est un représentant.
Le point sur les abus tolérables :

(1) Si f est une fonction, on peut écrire }f}L8 pour N8pfq. Attention toutefois que N8pfq peut
valoir 8, alors que les éléments de L8 sont sélectionnés pour être les classes des fonctions
telles que N8pfq ă 8. Donc il est parfois possible, lorsque f est une fonction, de parler de
}f}L8 alors que rf s n’est pas un élément de L8.

(2) Si rf s est une classe, on peut écrire N8prf sq pour }rf s}L8 .
(3) Noter f la classe de la fonction f . Attention qu’alors, écrire }f}8 n’a pas de sens.

Le point sur les abus intolérables :
(1) Si f est une fonction, noter }f}8 pour N8pfq.
(2) Si rf s est une classe de fonctions, noter }rf s}8 pour }rf s}L8 .

27.25.
Tout ceci pour dire que si fk sont des fonctions et si f est une fonction, nous avons la convergence

fk
L8ÝÑ f (27.64)

si et seulement si N8pfk´fq Ñ 0. Cette convergence (qui se sert des abus tolérables de notations)
est équivalente à la convergence

rfks L8ÝÑ rf s. (27.65)
Mais ce n’est pas du tout équivalent à }fk´f}8 Ñ 0. Tout au plus, il est vrai que si α P L8 (donc
α est une classe), il existe un représentant f P α tel que }f}8 “ }α}L8 .

Lemme 27.26 ([1]).
Si fk est une suite de fonctions telle que }fk ´ f}8 Ñ 0, alors

fk
L8ÝÑ f (27.66)

où la convergence signifie N8pfk ´ fq Ñ 0.

Démonstration. Si g est une fonction nous avons toujours N8pgq ď }g}8. Donc

N8pfk ´ fq ď }fk ´ f}8 Ñ 0. (27.67)

27.27.
Attention toutefois que ce lemme ne signifie pas que si }fk´ f}8 Ñ 0, alors rfks L8ÝÑ rf s parce que
nous pourrions avoir N8pfkq “ 8 et alors rfks n’est pas un élément de L8.

Cela arrive par exemple pour fkpxq “ x et fpxq “ x. Nous avons }fk ´ f}8 “ 0 pour tout k,
alors que ni fk ni f ne donnent lieu à un élément de L8.
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Exemple 27.28.
Même si g est bornée, nous n’avons pas spécialement }g}8 “ N8pgq. Par exemple

g : RÑ R

x ÞÑ
#

1 si x “ 0
0 sinon .

(27.68)

Cette fonction vérifie }g}8 “ 1 mais N8pgq “ 0. △

27.3.4 Quelques identifications

Il est intuitivement clair que ce qui peut arriver à une fonction en un seul point ne va pas
influencer la fonction lorsqu’elle est vue dans Lp. En tout cas lorsqu’on considère des mesures pour
lesquelles les singletons sont de mesure nulle, et c’est bien le cas de la mesure de Lebesgue. Il est
peut-être intuitivement moins clair que l’on peut non seulement modifier le comportement d’une
fonction en un point, mais également modifier l’ensemble de base. En voici un exemple.

Proposition 27.29.
Nous avons les égalités suivantes d’espaces

Lp
`s0, 2πr˘ “ Lp

`r0, 2πs˘ “ LppS1q (27.69)

au sens où il existe des bijections isométriques de l’un à l’autre. Ici nous sous-entendons la mesure
de Lebesgue partout 11.

Démonstration. Voici une application où le crochet dénote la prise de classe :

ψ : Lp
`s0, 2πr˘Ñ Lp

`r0, 2πs˘

rf s ÞÑ la classe de fepxq “
#
fpxq si x P s0, 2πr
0 si x “ 0 ou x “ 2π.

(27.70)

(1) Bien définie Si rf s “ rgs dans Lp
`s0, 2πr˘ alors fepxq “ gepxq pour tout x P s0, 2πr sauf

une partie de mesure nulle. L’union de cette partie avec t0, 2πu est encore de mesure nulle
dans r0, 2πs. Les images par ψ sont donc égales dans Lp

`r0, 2πs˘.
(2) Injective Supposons que rf s, rgs P Lp`s0, 2πr˘ soient tels que ψ

`rf s˘ “ ψ
`rgs˘. En particu-

lier rfes “ rges et donc fe “ ge presque partout sur r0, 2πs. Vu que t0u Y t2πu est de mesure
nulle, nous avons fe “ ge presque partout sur s0, 2πr. Mais pour x P s0, 2πr, nous avons
fepxq “ fpxq et gepxq “ gpxq. Bref nous avons fpxq “ gpxq pour presque tout x P s0, 2πr.

(3) Surjective Un élément de Lp
`r0, 2πs˘ est l’image de sa restriction . . . ou plutôt l’image de

la classe de la restriction d’un quelconque de ses représentants.
(4) Isométrie L’intégrale qui donne la norme sur Lp ne change pas selon que nous ajoutions

ou non les bornes au domaine d’intégration.
De la même manière nous avons

Lp
`r0, 2πr˘ “ Lp

`r0, 2πs˘. (27.71)

En ce qui concerne l’identification avec LppS1q, il faut passer par l’isométrie φ : r0, 2πr Ñ S1

donnée par φptq “ eit, et être heureux que ce soit bien une isométrie parce qu’il faudra l’utiliser
pour un changement de variables pour montrer que

ż 2π

0
fptqdt “

ż

S1
pf ˝ φ´1qpzqdz. (27.72)

11. Vu que la mesure de Lebesgue est définie pour Rd munie de sa tribu des boréliens (complétée), vous êtes en
droit de vous demander quelle est la tribu et la mesure que nous considérons sur le cercle S1.
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27.3.5 Inégalité de Young, Jensen, Hölder et de Minkowski
PROPooCQUBooCvtMSi

Proposition 27.30 (Inégalité de Young[640]).
Soient a, b ě 0 ainsi que p, q ą 0 tels que

1
p
` 1
q
“ 1. (27.73)

Alors
ab ď ap

p
` bq

q
. (27.74)

Il y a égalité si et seulement si ap “ bq.
PropXISooBxdaLk

Proposition 27.31 (Inégalité de Jensen[455]).
Soit un espace mesuré de probabilité 12 pΩ,A, µq ainsi qu’une fonction convexe f : R Ñ R et une
application α : Ω Ñ R tels que α et f ˝ α soient intégrables sur Ω. Alors

f
´ ż

Ω
αdµ

¯
ď
ż

Ω
pf ˝ αqdµ. (27.75)

Démonstration. Soient a P R et ca le nombre donné par la proposition 17.94 : pour tout ω P Ω
nous avons

f
`
αpωq˘´ fpaq ě ca

`
αpωq ´ a˘. (27.76)EqOUMooIwknIPEqOUMooIwknIP

Cela est en particulier vrai pour a “ ş
Ω αdµ. Nous intégrons l’inégalité (27.76) sur Ω en nous

souvenant que
ş
dµ “ 1 :

ż

Ω
pf ˝ αqdµ´

ż

Ω
fpaqdµ ě ca

` ż

Ω
α´

ż

Ω
a
˘

(27.77a)
ż

Ω
pf ˝ αqdµ´ fpaq ě capa´ aq (27.77b)

fpaq ď
ż

Ω
pf ˝ αqdµ. (27.77c)

Cette dernière inégalité est celle que nous devions prouver.

Corolaire 27.32.
Soit un espace mesuré de probabilité pΩ,A, µq et une application α P L1pΩ, µq et α P LppΩq avec
1 ď p ă `8. Alors

|
ż

Ω
αpsqdµpsq| ď }α}p. (27.78)

Démonstration. Il suffit d’utiliser l’inégalité de Jensen sur la fonction convexe fpxq “ |x|p. Nous
avons alors

|
ż

Ω
αpsqdµpsq|p ď

ż

Ω
|αpsq|pdµpsq, (27.79)

c’est-à-dire

|
ż

Ω
αpsqdµpsq| ď

„ż

Ω
|αpsq|pdµpsq

ȷ1{p
“ }α}p (27.80)

où ma norme }.}p est prise au sens de la mesure µ.
ProptYqspT

Proposition 27.33 (Inégalité de Hölder[641]).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré et 1 ď p, q ď 8 satisfaisant 1

p ` 1
q “ 1. Si f P LppΩq, g P LqpΩq,

alors nous avons les choses suivantes :
12. C’est-à-dire que

ş
Ω dµ “ 1.
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ITEMooNDKPooRKdmgS

(1) Le produit fg est dans L1pΩq et nous avons

}fg}1 ď }f}p}g}q. (27.81)EqLPKooPBCQYNEqLPKooPBCQYN

ITEMooQHLPooRWWMOP

(2) Si 1
p ` 1

q “ 1
r alors

}fg}r ď }f}p}g}q (27.82)EqAVZooFNyzmTEqAVZooFNyzmT

ITEMooBOYJooRkiAqJ

(3) Nous avons }fg}1 “ }f}p}g}q si et seulement si nous sommes dans un des trois cas suivants :
— f “ 0 presque partout,
— g “ 0 presque partout,
— Il existe λ ą 0 tel que |f |p “ λ|g|q presque partout.

Ce qui est appelé « inégalité de Hölder » est généralement l’inéquation (27.81).

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Pour (1) Nous allons le voir comme cas particulier de (2).
(2) Pour (2) D’abord nous supposons }g}q “ 1 et nous posons

A “ tx P Ω tel que |gpxq| ą 0u. (27.83)

Hors de A, les intégrales que nous allons écrire sont nulles. Nous avons

}fg}pr “
ˇ̌
ˇ
ż

A
|f |r|g|r´q|g|q

ˇ̌
ˇ
p{r
, (27.84)

et le coup tordu est de considérer cette intégrale comme étant une intégrale par rapport à la
mesure ν “ |g|qdµ qui a la propriété d’être une mesure de probabilité par hypothèse sur g.
Nous pouvons alors utiliser l’inégalité de Jensen 13 parce que p{r ą 1, ce qui fait de x ÞÑ |x|p{r
une fonction convexe. Nous avons alors

}fg}pr ď
ż

A

`|f |r|g|r´q˘p{r|g|qdµ (27.85a)

“
ż

A
|f |p|g|ppr´qq{r|g|qdµ (27.85b)

La puissance de |g| dans cette expression est : q ` ppr´qq
r “ 0 parce que ppq ´ rq “ rq. Nous

avons alors montré que
}fg}pr ď

ż

A
|f |pdµ ď }f}pp. (27.86)

La dernière inégalité est le fait que le domaine A n’est pas tout le domaine Ω.
Si maintenant }g}q ‰ 1 alors nous calculons

}fg}r “ }g}q}f g

}g}q }r ď }g}q}f}p (27.87)

en appliquant la première partie à la fonction g
}g}q

qui est de norme 1.
(3) Pour (3) Si f ou g est nulle presque partout, il y a immédiatement égalité. Nous supposons

donc que f et g ne sont pas nulles presque partout et donc que }f}p et }g}q sont non nuls.
(3a) Deux fonctions intermédiaires Nous posons

f̂ “ |f |
}f}p , ĝ “ |g|

}g}q . (27.88)

13. Proposition 27.31.
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(3b) Égalité préliminaire Nous avons

1
p

ż
f̂p “ 1

p

ż |f |p
}f}pp “

1
p}f}pp

ż
|f |p “ 1

p
, (27.89)

et de même avec g et q au lieu de f et p. Nous avons donc

1
p

ż
f̂p ` 1

q

ż
ĝq “ 1. (27.90)

(3c) Les équivalences Les choses suivantes sont équivalentes.
(3c.iii)

ş |fg| “ }f}p}g}q
(3c.iii)

ş
f̂ ĝ “ 1

(3c.iii) ż
f̂ ĝ “ 1

p

ż
f̂p ` 1

q

ż
ĝq (27.91)

(3c.iii) ż ˆ
ĝf̂ ´ 1

p
f̂p ´ 1

q
ĝq
˙
“ 0. (27.92)

(3c.iii)
ĝf̂ ´ 1

p
f̂p ´ 1

q
ĝq “ 0 (27.93)

presque partout.
En effet l’inégalité de Young 14 dit que l’intégrante est positive partout. Pour que
l’intégrale soit nulle, il faut que l’intégrante soit nulle ; c’est le lemme 14.194.

(3c.iii) f̂pxqp “ ĝpxqq pour presque tout x. C’est le cas d’égalité dans l’inégalité de Young.
(3c.iii)

|f |p
}f}pp “

|g|q
}g}qq . (27.94)

(3c.iii)
|f |p “ λ|g|q (27.95)

avec λ “ }f}pp{}g}qq.
(3d) Conclusion En lisant les implications de haut en bas, nous avons la condition néces-

saire au cas d’égalité. Pour traiter la condition suffisante, nous supposons qu’il existe
λ ą 0 tel que |f |p “ λ|g|q. Alors nous avons

}f}pp “
ż
|f |p “ λ

ż
|g|q “ λ}g}qq, (27.96)

ce qui donne immédiatement λ “ }f}pp{}g}qq. Nous pouvons donc remonter les équiva-
lences.

RemNormuptNird

Remarque 27.34.
Dans le cas d’un espace de probabilité, la fonction constante g “ 1 appartient à LppΩq. En prenant
p “ q “ 2 nous obtenons

}f}1 ď }f}2. (27.97)
PROPooDVCCooKqbAwo

Proposition 27.35.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq vérifiant µpΩq “ 1. Soient des nombres 0 ă r ď s ainsi qu’une
application f : Ω Ñ R.

Si
ş
Ω |f |2 ă 8, alors

ş
Ω |f |r ă 8.

14. Proposition 27.30.
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Démonstration. Si s “ r, la conclusions est immédiate. Nous supposons donc r ‰ s. Nous consi-
dérons q tel que 1

s ` 1
q “ 1

r , c’est à dire q “ rs{ps ´ rq. Vu que s ą r, nous avons q ą 0, pas de
problèmer.

Par hypothèse, nous avons f P LspΩq. Et comme Ω est de mesure finie, la fonction constante
1Ω est dans LqpΩq. Nous povons donc écrire l’inégalité de Hölder 27.82 :

}f1Ω}r ď }f}s}1Ω}q. (27.98)

Cela donne }f}r ď }f}s, et en déballant,
ˆż

Ω
|f |r

˙1{r
ď
ˆż

Ω
|f |s

˙1{s
. (27.99)

Vu que r ą 0, l’application t ÞÑ tr est croissante, et nous pouvons écrire
ż

Ω
|f |r ď

ˆż

Ω
|f |s

˙r{s
ă 8. (27.100)

Notez l’utilisation de la proposition 12.405.
LemTLHwYzD

Lemme 27.36.
Lorsque I est borné nous avons L2pIq Ă L1pIq. Si I n’est pas borné alors L2pIq Ă L1

locpIq.
Démonstration. En effet si I est borné, alors la fonction constante 1 est dans L2pIq et l’inégalité
de Hölder 27.33 nous dit que le produit 1u est dans L1pIq.

Si I n’est pas borné, nous refaisons le même raisonnement sur un compact K de I.
CORooIIEAooNmbkTo

Corolaire 27.37 ([642]).
Soit l’espace L2pIq avec I “ s0, 1r avec la mesure de Lebesgue. Si un P L2 converge vers u dans L2

alors nous pouvons permuter l’intégrale et la limite :

lim
nÑ8

ż

I
un “

ż

I
u. (27.101)

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire

T : L2pIq Ñ R

u ÞÑ
ż

I
u.

(27.102)

Elle est bien définie par l’inégalité de Hölder }fg}1 ď }f}2}g}2 appliqué à gpxq “ 1 qui vérifie
}g}2 “ 1. Nous avons aussi

T puq ď
ż

I
|u| ď }u}1 ď }u}2 (27.103)

où la dernière inégalité est celle de Hölder 27.33. Bref, T est continue. Cela signifie que si un
L2pIqÝÑ u

alors T punq “ T puq. Cela est l’égalité demandée.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 27.38
Dans la proposition suivante, la partie « égalité » est très personnelle. Je n’en n’ai pas trouvé de
preuve complète. Donc soyez doublement vigilant et écrivez-moi si vous avez quelque chose à dire.

PropInegMinkKUpRHg

Proposition 27.39 (Inégalité de Minkowski[643, 644, 645, 646, 647, 1]).
Si 1 ď p ă 8 et si f, g P LppΩ,A, µq alors

ItemDHukLJi

(1) }f ` g}p ď }f}p ` }g}p ITEMooGRXBooMLRMww

(2) Si p “ 1, il y a égalité si et seulement si fpxqgpxq ě 0 pour presque tout x.
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ITEMooQCSHooNUDwtM

(3) Si p ą 1, il y a égalité si et seulement si il existe des réels positifs α, β pas tous deux nuls
tels que

αfpxq “ βgpxq (27.104)

pour presque tout x.

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Pour (1) En utilisant l’inégalité |z1` z2| ď |z1| ` |z2| (proposition 10.100(7)) pour chaque

x dans l’intégrale, de façon à pouvoir majorer

|fpxq ` gpxq|p “ |fpxq ` gpxq||fpxq ` gpxq|p´1 (27.105a)
ď `|fpxq| ` |gpxq|˘|fpxq ` gpxq|p´1. (27.105b)

Nous mettons ça dans une intégrale et nous calculons un peu : SUBEQSooGWMTooDBXSgL

}f ` g}pp “
ż
|f ` g|pdµ (27.106a)

ď
ż `|f | ` |g|˘|f ` g|p´1dµ (27.106b)SUBEQooYCTWooQpHNqaSUBEQooYCTWooQpHNqa

“
ż
|f ||f ` g|p´1 `

ż
|g||f ` g|p´1 (27.106c)SUBEQooNQKBooQFtTIJSUBEQooNQKBooQFtTIJ

Lorsque p “ 1, nous nous arrêtons ici parce que (27.106c) s’écrit

}f ` g}1 ď
ż
|f | `

ż
|g| “ }f}1 ` }g}1. (27.107)

Lorsque p ą 1, nous devons continuer et utiliser Hölder. Attardons nous sur le premier terme.
Nous posons q “ p{pp´ 1q, a “ f et b “ |f ` g|p´1, et nous utilisons l’inégalité de Hölder 15 :
SUBEQSooFINUooQfIdMS

ż
|f ||f ` g|p´1 “ }ab}1 (27.108a)

ď }a}p}b}q (27.108b)

“ }f}p
„ż `|f ` g|p´1˘q

ȷ1{q
(27.108c)

“ }f}p
ˆż

|f ` g|p
˙1´ 1

p

(27.108d)

“ }f}p
ˆż

|f ` g|p
˙pp´1q{p

(27.108e)

“ }f}p}f ` g}p´1
p (27.108f)

Nous avons utilisé la règle de produit d’exposants et de somme d’exposants 16

Nous utilisons cette inégalité dans les deux termes de (27.106) : SUBEQSooKHKOooOCfndf

}f ` g}pp ď
ż
|f ||f ` g|p´1 `

ż
|g||f ` g|p´1 (27.109a)

ď }f}p}f ` g}p´1
p ` }g}p}f ` g}p´1 (27.109b)

Nous obtenons le résultat en divisant le tout par }f ` g}p´1
p .

15. Proposition 27.33.
16. Propositions 12.405 et 12.395(3).
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(2) Pour (2) Toutes les inégalités de (27.106) sont des égalités. En particulier nous avons
celle-ci : ż

|f ` g|dµ “
ż
p|f | ` |g|qdµ (27.110)

Cela donne ż `|f ` g| ´ |f | ´ |g|˘dµ “ 0. (27.111)

Vue l’inégalité de la proposition 10.100(7), la fonction intégrée est toujours négative. Pour
que l’intégrale soit nulle, il faut que la fonction intégrée soit presque partout nulle :

|fpxq ` gpxq| “ |fpxq| ` |gpxq| (27.112)

pour presque tout x. La partie « égalité » de la proposition 10.100(7) donne alors le résultat.

Cas d’égalité, préliminaire

Nous commençons par prouver que si f ` g “ 0 alors f “ g “ 0. Pour cela nous faisons le
calcul SUBEQSooGHMTooWSTtOn

}f}p ` }g}p “ }f ` g} (27.113a)SUEQooPUOGooAIaFFaSUEQooPUOGooAIaFFa

ď ››|f | ` |g|›› (27.113b)SUBEQooFXHBooYXMbDfSUBEQooFXHBooYXMbDf

ď ››|f |››
p
` ››|g|›› (27.113c)SUBEQooQZFXooPVgQrISUBEQooQZFXooPVgQrI

“ }f}p ` }g}p. (27.113d)

Justifications :
— Pour (27.113a). L’hypothèse d’égalité dans l’inégalité de Minkowski.
— Pour (27.113b). Intégrale de l’inégalité de la proposition 10.100(6).
— Pour (27.113c). Inégalité de Minkowski.

Étant donné que le premier et le dernier membre de (27.113) sont égaux, toutes les inégalités sont
des égalités. En particulier,

}f ` g}p “
››|f | ` |g|››. (27.114)

En termes d’intégrales, cette égalité donne
ż
|f ` g|p ´ `|f | ` |g|˘p “ 0. (27.115)EQooRYQRooGdgtLNEQooRYQRooGdgtLN

L’inégalité déjà mentionnée |z1`z2|p ď
`|z1|`|z2|

˘p dit que la fonction à intégrer dans (27.115) est
partout négative. Pour que l’intégrale soit nulle, il faut donc que la fonction soit presque partout
nulle. Autrement dit, pour presque tout x nous avons

|fpxq ` gpxq| “ |fpxq| ` |gpxq|. (27.116)EQooULHAooWXViEHEQooULHAooWXViEH

Cette égalité nous sera utile dans la suite. En particulier, retenez que si f `g “ 0 presque partout,
alors f “ g “ 0 presque partout. Dans ce cas, l’égalité αf ` βg “ 0 fonctionne pour tout α et β.

Cas d’égalité (2), p “ 1.

(1) ñ
L’inégalité (27.106b) est une égalité :

ż
|f ` g|p´1`|f ` g| ´ |f | ´ |g|˘ “ 0. (27.117)

Par la proposition 10.100(6), la fonction intégrée est presque partout nulle ou positive. Pour
que l’intégrale soit nulle, il faut que la fonction soit presque partout nulle (lemme 14.194).
Presque chaque x vérifie sont une des deux conditions suivantes :
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(1a) |fpxq ` gpxq| “ 0
(1b) |fpxq ` gpxq| ´ |fpxq| ´ |gpxq| “ 0.
Pour les x vérifiant la première condition, nous avons déjà vu que f “ g “ 0, juste en dessous
de (27.116). En particulier, nous avons fpxqgpxq ě 0 pour tout x dans ce cas.
En ce qui concerne les x vérifiant la seconde condition, la proposition 10.100(7) montre qu’ils
vérifient fpxqgpxq ě 0.
Pour les x dans le second cas, la proposition 10.100(7) donne fpxqgpxq ě 0.
Bref, dans tous les cas nous avons fpxqgpxq ě 0 pour presque tout x.

(2) ð
Nous supposons que fpxqgpxq ě 0 pour presque tout x. La proposition 10.100(7) (utilisée
dans l’autre sens) dit que |fpxq ` gpxq| ´ |fpxq| ´ |gpxq| “ 0 pour presque tout x. L’inégalité
(27.106b) est alors une égalité.

Cas d’égalité (3), p ą 1.

Il y a deux sens.
(1) ñ, les inégalités Nous supposons que f, g P LppΩ,A, µq vérifient }f ` g}p “ }f}p ` }g}p,

et nous allons voir ce que cela implique. Regroupons les différentes inégalités qui mènent à
Minkowski.

}f ` g}pp “
ż
|f ` g|pdµ (27.118a)

ď
ż `|f | ` |g|˘|f ` g|p´1dµ eq. (27.106) (27.118b)SUBEQooXPMYooJBKwZHSUBEQooXPMYooJBKwZH

ď }f}p}f ` g}p´1
p `

ż
|g||f ` g|p´1 eq. (27.109) (27.118c)SUBEQooUPPAooIleVbNSUBEQooUPPAooIleVbN

ď }f}p}f ` g}p´1
p ` }g}p}f ` g}p´1 eq. (27.109) (27.118d)

“ `}f}p ` }g}p
˘}f ` g}p´1

p (27.118e)
“ }f ` g}pp hyp. égalité. (27.118f)

La dernière ligne est l’hypothèse d’égalité }f}p ` }g}p “ }f ` g}p. Comme le premier et le
dernier membre de ces inégalités sont égaux, toutes les inégalités sont des égalités.

(2) ñ, première inégalité
L’inégalité (27.118b) est une égalité :

ż
|f ` g|p´1`|f ` g| ´ |f | ´ |g|˘ “ 0. (27.119)

Par la proposition 10.100(6), la fonction intégrée est presque partout nulle ou positive. Pour
que l’intégrale soit nulle, il faut que la fonction soit presque partout nulle (lemme 14.194).
Presque chaque x vérifie sont une des deux conditions suivantes :
(2a) |fpxq ` gpxq| “ 0
(2b) |fpxq ` gpxq| ´ |fpxq| ´ |gpxq| “ 0.
Pour les x vérifiant la première condition, nous avons déjà vu que αf`βg “ 0 pour n’importe
quels α et β, juste en dessous de (27.116).
En ce qui concerne les x vérifiant la seconde condition, la proposition 10.100(7) montre qu’ils
vérifient fpxqgpxq ě 0.
Nous avons donc déjà montré que si f et g vérifient une égalité, alors pour presque tout x,
nous avons

fpxqgpxq ě 0. (27.120)
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(3) ñ, seconde inégalité (Hölder)
La seconde inégalité à être une égalité est (27.118c) :

ż
|f ||f ` g|p´1 “ }f}p}f ` g}p´1

p . (27.121)

Il s’agit du cas d’égalité de Hölder avec a “ f , b “ |f ` g|p´1 traité dans la proposition
27.33(3). Nous sommes donc dans un des trois cas suivants :

— f “ 0 presque partout,
— f ` g “ 0 presque partout,
— il existe λ ą 0 tel que |a|p “ λ|b|q.

Dans le premier cas, nous avons αf “ βg avec α “ 1 et β “ 0. Le second cas donne f “ g “ 0
et donc αf ` βg “ 0 pour n’importe quels α et β (voir autour de (27.116)).
Nous supposons donc être dans le troisième cas. Étant donné que q “ p{pp´ 1q, nous avons

|b|q “ `|f ` g|p´1˘q “ |f ` g|p, (27.122)

et donc la contrainte est l’existence de λ ą 0 tel que |f |p “ λ|f ` g|p.
(4) ñ, troisième inégalité (Hölder)

La seconde application de Hölder est avec a “ g et b “ |f ` g|p´1. Nous sommes dans un cas
d’égalité si nous sommes dans un des trois cas suivants :

— g “ 0
— f ` g “ 0
— il existe σ ą 0 tel que |a|p “ σ|b|q.

Encore une fois nous supposons être dans le troisième cas. Il existe donc σ ą 0 tel que
|g|p “ σ|f ` g|p.

(5) Petit résumé
Nous avons prouvé l’existence de λ, σ ą 0 tels que

$
’&
’%

fpxqgpxq ě 0 pour presque tout x (27.123a)
|f |p “ λ|f ` g|p (27.123b)
|g|p “ σ|f ` g|p (27.123c)

(6) Des calculs et des cas En passant à la racine pe :
$
’&
’%

fpxqgpxq ě 0 pour presque tout x (27.124a)
|f | “ s|f ` g| (27.124b)
|g| “ t|f ` g|. (27.124c)

Les deux dernières égalités du système permettent d’écrire

t|f | “ st|f ` g| “ s|g|. (27.125)

Nous considérons donc le système, valide pour presque tout x : SUBEQSooLKGDooQouvhW

#
fpxqgpxq ě 0 (27.126a)
t|fpxq| “ s|gpxq| (27.126b)

Avec la contrainte ps, tq ‰ p0, 0q.
Le lemme 10.102 appliqué à chaque couple fpxq, gpxq donne l’existence d’une fonction réelle
a telle que pour chaque x nous ayons un des deux cas suivants :

— gpxq “ 0
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— fpxq “ apxqgpxq.
De plus apxq P R` parce que fpxqgpxq est non seulement réel, mais également positif.

(6a) s “ 0 Alors nous avons t|fpxq| “ 0 et donc fpxq “ 0 pour presque tout x parce que
t ‰ 0. Nous avons alors αfpxq ` βgpxq “ 0 avec α “ 1 et β “ 0.

(6b) s ‰ 0 Les points de Ω se séparent en deux parties : gpxq “ 0 et les autres.
(6b.ii) gpxq ‰ 0 Dans ce cas nous avons le système

"
fpxq “ apxqgpxq (27.127a)
t|fpxq| “ s|gpxq|. (27.127b)

Vu que s ‰ 0 et gpxq ‰ 0, la dernière équation donne t|fpxq| ‰ 0 et donc t ‰ 0 et
fpxq ‰ 0.
La première équation donne apxq “ fpxq{gpxq que nous pouvons mette dans la
secondes pour obternir :

|apxq| “ s

t
. (27.128)

Vu que a est à valeurs dans R`, cela donne

apxq “ s

t
(27.129)

pour tout x tel que gpxq ‰ 0.
(6b.ii) gpxq “ 0 Dans ce cas, le système (27.126) devient

t|fpxq| “ 0. (27.130)

Vu que s ‰ 0, nous avons fpxq “ 0. Donc n’importe quel choix de α et β fait
l’affaire pour ces points. Il n’y a pas de contraintes.

(6c) ð Nous supposons αfpxq “ βgpxq pour presque tout x. Pour fixer les idées, nous
supposons que β ‰ 0 (sinon, refaire le raisonnement en inversant les rôles de f et g).
En posant λ “ α{β nous avons

gpxq “ λfpxq (27.131)

pour presque tout x. En passant par l’intégrale,

}f ` g}p “ }p1` λqf}p “ p1` λq}f}p “ }f}p ` λ}f}p “ }f}p ` }λf}p “ }f}p ` }g}p.
(27.132)

Le λ et p1` λq rentrent et sortent des normes parce qu’ils sont positifs.

Dans le cas où nous n’avons pas une somme de deux fonctions mais d’une infinité paramétrée
par y P Y , nous pouvons convertir la somme de l’inégalité de Minkowski en une intégrale :

„ż

X

´ ż

Y
|fpx, yq|dνpyq

¯p
dµpxq

ȷ1{p
ď
ż

Y

´ ż

X
|fpx, yq|pdµpxq

¯1{p
dνpyq. (27.133)

Ce sera la proposition 27.41.
LEMooPSBWooGLggTe

Lemme 27.40 ([643]).
Si pX,µq est un espace mesuré σ-fini non nul 17, il existe une fonction mesurable strictement
positive k : X Ñ s0,8r telle que ż

X
kdµ “ 1. (27.134)

17. C’est à dire que µ n’est pas la mesure identiquement nulle.
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PROPooGZJZooXfZdqn

Proposition 27.41 (Forme intégrale de Minkowski[643]).
Soient deux espaces σ-finis pX,µq et pY, νq. Si f : X ˆ Y Ñ C est mesurable 18 et si p ě 1, alors

„ż

X

´ ż

Y
|fpx, yq|dνpyq

¯p
dµpxq

ȷ1{p
ď
ż

Y

´ ż

X
|fpx, yq|pdµpxq

¯1{p
dνpyq. (27.135)EQooAEXWooYJtGGREQooAEXWooYJtGGR

De façon plus compacte :
››››x ÞÑ

ż

Y
fpx, yqdνpyq

››››
p

ď
ż

Y
}fy}pdνpyq (27.136)

où fypxq “ fpx, yq.
Démonstration. En plusieurs parties.

(1) La fonction M Pour toute application mesurable g : X ˆ Y Ñ C nous posons

Mpgq “
ż

Y

„ż

X
|gpx, yq|pdµpxq

ȷ1{p
dνpyq. (27.137)

Cette fonction a une propriété d’homogénéité : Mpλgq “ λMpgq pour tout λ P r0,8r.
(2) Si Mpgq ă 1 Nous considérons une fonction mesurable g : X ˆ Y Ñ C telle que Mpgq ă 1.

Soit k : Y Ñ s0,8r une fonction donnée par le lemme 27.40, c’est-à-dire telle que
ş
Y k “ 1.

Nous posons
s : Y Ñ r0,8s

y ÞÑ
ˆż

X
|gpx, yq|pdµpxq

˙1{p
,

(27.138)

ainsi que
hpyq “ spyq ` `

1´Mpgq˘kpyq. (27.139)

Vu que Mpgq ă 1 et que k ą 0, nous avons l’inégalité stricte hpyq ą spyq ě 0 pour tout
y P Y . Nous avons de plus

ż

Y
hpyqdνpyq “

ż

Y
s

loomoon
“Mpgq

``1´Mpgq˘
ż

Y
k

loomoon
“1

“ 1. (27.140)

Nous considérons maintenant la mesure ρ “ hν (produite d’une mesure par une fonction,
définition 14.207). Nous venons de montrer que c’est une mesure de probablilité. En posant
αpxq “ |x|p, nous pouvons faire quelques calculs avec les justifications en-dessous : SUBEQSooPPZIooSEDcpS

α
` ż

Y
|gpx, yq|dνpyq˘ “ α

` ż

Y
hpyq´1|gpx, yq|hpyqdνpyq˘ (27.141a)

“ α

ˆż

Y
r|gpx, yq|hpyq´1sdρpyq

˙
(27.141b)

ď
ż

Y
α
`|gpx, yq|hpyq´1˘dρpyq (27.141c)SUBEQooDAWRooOOfQBESUBEQooDAWRooOOfQBE

“
ż

Y
|gpx, yq|p|hpyq|1´pdνpyq (27.141d)SUBEQooLDEHooJelfxUSUBEQooLDEHooJelfxU

(27.141e)

Justifications.
— Pour (27.141c). Inégalité de Jensen, proposition 27.31

18. Pour l’espace mesuré produit X ˆ Y, µb ν.
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— Pour (27.141d). La fonction h est à valeurs positives ; donc h “ |h| et nous pouvons
coller le h qui ressort de ρ avec le |h´1|p.

Nous continuons en intégrant l’inégalité (27.141) sur X :
ż

X

ˆż

Y
|gpx, yq|dνpyq

˙p
dµpxq ď

ż

X

„ż

Y
|gpx, yq|phpyq1´pdνpyq

ȷ
dµpxq (27.142a)

“
ż

Y

ż

X

“|gpx, yq|phpyq1´pdµpxq‰dνpyq (27.142b)SUBEQooSDNWooIZcFNBSUBEQooSDNWooIZcFNB

“
ż

Y

ˆż

X

“|gpx, yq|pdµpxq‰
˙
hpyq1´pdνpyq (27.142c)

“
ż

Y
spyqphpyq1´pdνpyq (27.142d)

ď
ż

Y
hpyqdνpyq (27.142e)SUBEQooEFTLooPwpovoSUBEQooEFTLooPwpovo

“ 1. (27.142f)

Justifications.

— Pour (27.142b). Les intégrales sont permutées grâce au théorème de Fibini-Tonelli
14.296.

— Pour (27.142e). Nous savons que h ą s ě 0, donc spyqp{hpyqp ă 1.

Au final nous avons prouvé que si Mpgq ă 1, alors nous avons
ż

X

ˆż

Y
|gpx, yq|dνpyq

˙p
dµpxq ď 1. (27.143)EQooTGDMooZGYbGxEQooTGDMooZGYbGx

(3) La preuve proprement dite Nous considérons une fonction mesurable f : X ˆ Y Ñ C

comme dans les hypothèses. Astuce : considérons 0 ă t ă 1 et appliquons l’inégalité (27.143)
à g “ t

Mpfqf . Cela est possible parce que

Mpgq “ t

MpfqMpfq “ t ă 1. (27.144)

Nous avons : ż

X

ˆż

Y
| t

Mpfq ||fpx, yq|
pdνpyq

˙p
dµpxq ď 1, (27.145)

et donc, vu que Mpfq et t sont positifs,
ż

X

ˆż

Y
|fpx, yq|pdνpyq

˙p
dµpxq ď Mpfq

t
. (27.146)

Cette inégalité est valable pour tout t ă 1 et, ô incroyable !, ce t n’est qu’à droite. Nous
pouvons prendre la limite tÑ 1 dans cette inégalité 19 :

ż

X

ˆż

Y
|fpx, yq|pdνpyq

˙p
dµpxq ďMpfq. (27.147)

Et ça, c’est ce que nous devons démontrer.

19. Nous ne pouvons pas simplement poursuivre les inégalités en majorant t par 1 parce que le t est au dénomi-
nateur : l’inégalité irait dans le mauvais sens.
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27.3.6 Ni inclusions ni inégalités

Aucun espace LppRq n’est inclus dans aucun autre ni aucune norme n’est plus grande qu’une
autre (sur les intersections). Nous verrons cependant en la proposition 27.42 que de telles inclusions
et inégalités sont possibles pour Lp

`r0, 1s˘.
Nous allons donner des exemples de tout ça en supposant p ă q et en nous appuyant lourdement

sur les intégrales de 1
xα étudiées par la proposition 14.279.

(1) Lp Ę Lq

La fonction

fpxq “
#

1
x1{q si 0 ă x ă 1
0 sinon

(27.148)EqXIEooZpxObVEqXIEooZpxObV

est dans Lp mais pas dans Lq. En effet

}f}pp “
ż 1

0

1
xp{q dx ă 8 (27.149)

parce que p ă q et p{q ă 1. Par contre

}f}qq “
ż 1

0

1
x
dx “ 8. (27.150)

(2) Lq Ę Lp

La fonction

fpxq “
#

1
x1{p si x ą 1
0 sinon

(27.151)

est dans Lq mais pas dans Lp. En effet

}f}pp “
ż 8

1

1
x
“ 8 (27.152)

alors que
}f}qq “

ż 8

1

1
xq{pdx ă 8. (27.153)

(3) Exemple de }f}p ą }f}q
La fonction

fpxq “
#

1 si x P r0, 2s
0 sinon.

(27.154)

Nous avons

}f}p “ 21{p (27.155a)
}f}q “ 21{q. (27.155b)

Mais comme p ă q donc }f}p ą }f}q.
(4) Exemple de }f}p ă }f}q

La fonction

fpxq “
#

1 si x P r0, 1
2 s

0 sinon.
(27.156)

Alors

}f}p “ 1
21{p (27.157a)

}f}q “ 1
21{q (27.157b)

et donc }f}p ă }f}q.



2172 CHAPITRE 27. ANALYSE FONCTIONNELLE

Ces exemples donnent un exemple de fonction f telle que }f}p ă }f}q pour tout espace LppIq
et LqpIq avec I Ă R. Par contre l’exemple }f}p ą }f}q ne fonctionne que si la taille de I est plus
grande que 1. Et pour cause : il y a des inclusions si I est borné.

PropIRDooFSWORl

Proposition 27.42 ([11]).
Inclusions et inégalités dans le cas d’un ensemble de mesure finie.

(1) Soit pΩ,A, µq un espace mesuré fini et 1 ď p ď `8. Alors LqpΩq Ă LppΩq dès que p ď q.
ItemWSTooLcpOvXii

(2) Si 1 ă p ă 2 et si f P L2`r0, 1s˘ alors }f}p ď }f}2.

Démonstration. Pour la simplicité des notations nous allons noter Lp pour LppΩq, et pareillement
pour Lq. Soit f P Lq. Nous posons

A “ tx P Ω tel que |fpxq| ě 1u. (27.158)

Étant donné que p ď q nous avons |f |p ď |f |q sur A ; par conséquent
ş
A |f |p converge parce queş

A |f |q converge.
L’ensemble Ac est évidemment borné (complémentaire dans Ω) et sur Ac nous avons |fpxq| ď 1

et donc |f |p ď 1. L’intégrale
ş
Ac |f |p converge donc également.

Au final
ş
Ω |f |p converge et f P Lp.

Soit à présent f P L2 ; par le premier point nous avons immédiatement f P L2 X Lp. Soit aussi
r P R tel que 1

2{p ` 1
r “ 1. Nous avons |f |p P L2{p, et vu que nous sommes sur un domaine borné,

1 P Lr. Nous écrivons l’inégalité de Hölder (27.81) avec ces fonctions. D’une part

}f}1 “ }|f |p}1 “ }f}pp. (27.159)

D’autre part

}|f |p}2{p “
ˆż

|f |2
˙p{2

“ }f}p2. (27.160)

Donc }f}pp ď }f}p2, ce qui prouve l’assertion (2) parce que p ą 1.

Remarque 27.43.
Nous n’avons cependant pas L2`r0, 1s˘ “ Lp

`r0, 1s˘ parce que l’exemple (27.148) fonctionne encore :

fpxq “ 1?
x

(27.161)

pour x P r0, 1s donne bien

}f}2 “
ż 1

0

1
x
“ 8 (27.162)

et }f}p “
ş1
0

1
xp{2 ă 8 parce que 1 ă p ă 2.

27.3.7 Complétude
ThoUYBDWQX

Théorème 27.44 ([648, 649]).
Pour 1 ď p ă 8, l’espace LppΩ,A, µq est complet.

Démonstration. Soit pfnqnPN une suite de Cauchy dans Lp. Pour tout i, il existe Ni P N tel que
}fk ´ fl}p ď 2´i pour tout k, l ě Ni. Nous considérons la sous-suite gi “ fNi , de telle sorte qu’en
particulier

}gi ´ gi´1}p ď 2´i`1. (27.163)EqJLoDIDEqJLoDID

Pour chaque j nous considérons la somme télescopique

gj “ g0 `
jÿ

i“1
pgi ´ gi´1q (27.164)
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et l’inégalité

|gj | ď |g0| `
jÿ

i“1
|gi ´ gi´1|. (27.165)

Nous allons noter

hj “ |g0| `
jÿ

i“1
|gi ´ gi´1|. (27.166)EqSomPaFPQOWCEqSomPaFPQOWC

La suite de fonctions phjq ainsi définie est une suite croissante de fonctions positives qui converge
donc (ponctuellement) vers une fonction h qui peut éventuellement valoir l’infini en certains points.
Par continuité de la fonction x ÞÑ xp nous avons

lim
jÑ8h

p
j “ hp, (27.167)

puis par le théorème de la convergence monotone (théorème 14.173) nous avons

lim
jÑ8

ż

Ω
hpjdµ “

ż

Ω
hpdµ. (27.168)

Utilisant à présent la continuité de la fonction x ÞÑ x1{p nous trouvons

lim
jÑ8

ˆż
hpj

˙1{p
“
ˆż

|h|p
˙1{p

. (27.169)

Nous avons donc déjà montré que

lim
jÑ8 }hj}p “

ˆż
|h|p

˙1{p
(27.170)

où, encore une fois, rien ne garantit à ce stade que l’intégrale à droite soit un nombre fini. En
utilisant l’inégalité de Minkowski (proposition 27.39) et l’inégalité (27.163) nous trouvons

}hj}p ď }g0}p `
jÿ

i“1
}gi ´ gi´1}p ď }g0}p ` 1. (27.171)

En passant à la limite, ˆż
|h|p

˙1{p
“ lim

jÑ8 }hj}p ď }g0}p ` 1 ă 8. (27.172)

Par conséquent
ş |h|p est finie et

h P LppΩ,A, µq. (27.173)EqgLpdUPOBPEqgLpdUPOBP

En particulier, l’intégrale
ş
h est finie (parce que p ě 1) et donc que hpxq ă 8 pour presque tout

x P Ω.
Nous savons que hpxq est la limite des sommes partielles (27.166), en particulier la série

8ÿ

j“1
|gi ´ gi´1| (27.174)

converge ponctuellement. En vertu du corolaire 14.204, la série de terme général gi´gi´1 converge
ponctuellement. La suite gi converge donc vers une fonction que nous notons g. Par ailleurs la suite
gi est dominée par h P Lp, le théorème de la convergence dominée (théorème 14.202) implique que

lim
jÑ8 }gj ´ g}p “ 0. (27.175)

Nous allons maintenant prouver que limnÑ8 }fn´ g}p “ 0. Soit ϵ ą 0. Pour tout n et i nous avons

}fn ´ g}p “ }fn ´ fNi ` fNi ´ g}p ď }fn ´ fNi}p ` }fNi ´ g}p. (27.176)
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Pour rappel, fNi “ gi. Si i et n sont suffisamment grands nous pouvons obtenir que chacun des
deux termes est plus petit que ϵ{2.

Il nous reste à prouver que g P LppΩ,A, µq. Nous avons déjà vu (équation (27.173)) que h P Lp,
mais |gi| ď hp, par conséquent g P Lp.

Nous avons donc montré que la suite de Cauchy pfnq converge vers une fonction de Lp, ce qui
signifie que Lp est complet.

ThoGVmqOro

Théorème 27.45 (Riesz-Fischer[104, 650]).
Soient un espace mesuré pΩ,A, µq et p P r1,8s. Alors

ItemPDnjOJzi

(1) Toute suite convergente dans LppΩ,A, µq admet une sous-suite convergente presque partout
sur Ω. ItemPDnjOJzii

(2) La sous-suite donnée en (1) est dominée par un élément de LppΩ,A, µq.
ItemPDnjOJziii

(3) L’espace LppΩ,A, µq est de Banach.

Démonstration. Le cas p “ 8 est à séparer des autres valeurs de p parce qu’on y parle de norme
uniforme, et aucune sous-suite n’est à considérer.

(1) Cas p “ 8. Nous commençons par prouver dans le cas p “ 8. Soit pfnq une suite de
Cauchy dans L8pΩq, ou plus précisément une suite de représentants d’éléments de Lp. Pour
tout k ě 1, il existe Nk ě 0 tel que si m,n ě Nk, on a

}fm ´ fn}8 ď 1
k
. (27.177)

En particulier, l’ensemble Ek sur lequel

|fmpxq ´ fnpxq| ě 1
k

(27.178)

est de mesure nulle. D’après le lemme 14.27, la partie E “ Ť
kPNEk, est encore de mesure

nulle. En résumé, nous avons un Nk tel que si m,n ě Nk, alors

|fnpxq ´ fmpxq| ď 1
k

(27.179)EqKAWSmtGEqKAWSmtG

pour tout x hors de E. Donc pour chaque x P ΩzE, la suite n ÞÑ fnpxq est de Cauchy dans
R et converge donc. Cela définit donc une fonction

f : ΩzE Ñ R

x ÞÑ lim
nÑ8 fnpxq.

(27.180)

Cela prouve le point (1) : la convergence ponctuelle.
En passant à la limite nÑ8 dans l’équation (27.179) et tenant compte que cette majoration
tient pour presque tout x dans Ω, nous trouvons

}f ´ fn}8 ď 1
k
. (27.181)

Donc non seulement f est dans L8, mais en plus la suite pfnq converge vers f au sens L8,
c’est-à-dire uniformément. Cela prouve le point (3). En ce qui concerne le point (2), la suite
fn est entièrement (à partir d’un certain point) dominée par la fonction 1` |f | qui est dans
L8.

(2) Cas p ă 8.
Toute suite convergente étant de Cauchy, nous considérons une suite de Cauchy pfnq dans
LppΩq et ce sera suffisant pour travailler sur le premier point. Pour montrer qu’une suite de
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Cauchy converge, il est suffisant de montrer qu’une sous-suite converge. Soit φ : NÑ N une
fonction strictement croissante telle que pour tout n ě 1 nous ayons

}fφpn`1q ´ fφpnq}p ď 1
2n . (27.182)

Pour créer la fonction φ, il est suffisant de prendre le Nk donné par la condition de Cauchy
pour ϵ “ 1{2k et de considérer la fonction définie par récurrence 20 par φp1q “ N1 et φpn`1q ą
maxtNn, φpnqu. Ensuite nous considérons la fonction

gnpxq “
nÿ

k“1
|fφpk`1qpxq ´ fφpkqpxq|. (27.183)

Notons que pour écrire cela nous avons considéré des représentants fk qui sont alors des
fonctions à l’ancienne. Étant donné que gn est une somme de fonctions dans Lp, c’est une
fonction Lp, comme nous pouvons le constater en calculant sa norme :

}gn}p ď
nÿ

k“1
}fφpk`1q ´ fφpkq}p ď

nÿ

k“1

1
2k ď

8ÿ

k“1

1
2k “ 1. (27.184)

Étant donné que tous les termes de la somme définissant gn sont positifs, la suite pgnq est
croissante. Mais elle est bornée en norme Lp et donc sujette à obéir au théorème de Beppo-
Levi 14.173 sur la convergence monotone. Il existe donc une fonction g P LppΩq telle que
gn Ñ g presque partout.
Soit un x P Ω pour lequel gnpxq Ñ gpxq ; alors pour tout n ě 2 et @q ě 0, EqWTHojCq

|fφpn`qqpxq ´ fφpnqpxq| “
ˇ̌
ˇ φpn`qqpxq `

q´1ÿ

k“1
fφpn`kqpxq

loooooooooooooooomoooooooooooooooon
“řq

k“1

q´1ÿ

k“1
fφpn`kqpxq ´ fφpnqpxq

looooooooooooooomooooooooooooooon
“řq

k“1

ˇ̌
ˇ (27.185a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
qÿ

k“1
fφpn`kqpxq ´

qÿ

k“1
fφpn`k´1qpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (27.185b)

ď
qÿ

k“1

ˇ̌
ˇfφpn`kqpxq ´ fφpn`k´1qpxq

ˇ̌
ˇ (27.185c)

“ gn`q`1pxq ´ gn`1pxq (27.185d)
ď gpxq ´ gn`1pxq. (27.185e)

Nous prenons la limite nÑ8 ; la dernière expression tend vers zéro et donc

|fφpn`qqpxq ´ fφpnqpxq| Ñ 0 (27.186)

pour tout q. Donc pour presque tout x P Ω, la suite n ÞÑ fφpnqpxq est de Cauchy dans R et
donc y converge vers un nombre que nous nommons fpxq. Cela définit une fonction

f : ΩzE Ñ R

x ÞÑ lim
nÑ8 fφpnqpxq (27.187)

où E est de mesure nulle. Montrons que f est bien dans LppΩq ; pour cela nous complétons
la série d’inégalités (27.185) en

ˇ̌
fφpn`qqpxq ´ fφpnqpxq

ˇ̌ ď gpxq ´ gn´1pxq ď gpxq. (27.188)

20. Utilisation du théorème 1.47. Vous n’êtes pas obligé de le citer à chaque fois, mais c’est bien de garder en tête
que la définition de fonctions par récurrence n’est pas quelque chose de complètement trivial.
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En prenant la limite q Ñ8 nous avons l’inégalité

|fpxq ´ fφpnqpxq| ď gpxq (27.189)EqMQbDRacEqMQbDRac

pour presque tout x P Ω, c’est-à-dire pour tout x P ΩzE. Cette inégalité implique deux choses
valables pour presque tout x dans Ω :

fpxq P B`gpxq, fφpnqpxq
˘

(27.190a)
fφpnqpxq ď |fpxq| ` |gpxq|. (27.190b)

La première inégalité assure que |f |p est intégrable sur ΩzE parce que |f | est majorée par
|g| ` |fφpnq|. Elle prouve par conséquent le point (1) parce que n ÞÑ fφpnq est une sous-suite
convergente presque partout. La seconde montre le point (2).
Attention : à ce point nous avons prouvé que n ÞÑ fφpnq est une suite de fonctions qui converge
ponctuellement presque partout vers une fonction f qui s’avère être dans Lp. Nous n’avons
pas montré que cette suite convergeait au sens de Lp vers f . Ce que nous devons montrer est
que

}f ´ fφpnq}p Ñ 0. (27.191)EqJLfnEvjEqJLfnEvj

L’inégalité (27.189) nous donne aussi, toujours pour presque tout x P Ω :
ˇ̌
fpxq ´ fφpnqpxq

ˇ̌p ď gpxqp (27.192)

ce qui signifie que la suite 21 |f´fφpnq|p est dominée par la fonction |g|p qui est intégrable sur
ΩzE et tout autant sur Ω parce que E est négligeable ; cela prouve au passage le point (2),
et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue (14.202) nous dit que

lim
nÑ8

ż

Ω

ˇ̌
fpxq ´ fφpnqpxq

ˇ̌p
dx “

ż

Ω
lim
nÑ8

ˇ̌
fpxq ´ fφpnqpxq

ˇ̌
dx “ 0. (27.193)

Cette dernière suite d’égalités se lit de la façon suivante :

lim
nÑ8 }f ´ fφpnq}p “

›› lim
nÑ8 |f ´ fφpnq|

››
p
“ 0. (27.194)

Nous en déduisons que la suite n ÞÑ fφpnq est convergente vers f au sens de la norme LppΩq. Or
la suite de départ pfnq était de Cauchy (pour la norme Lp) ; donc l’existence d’une sous-suite
convergente implique la convergence de la suite entière vers f , ce qu’il fallait démontrer.

Le théorème suivant est souvent cité en disant que Lp est un espace de Hilbert si et seulement
si p “ 2. Comme vous le voyez, il faut un peu plus d’hypothèses.

Je précise que je suis le seul à nommer ce théorème par le nom de Weinersmith. Je ne sais pas
si il a déjà un nom ; alors pourquoi pas celui-là plutôt qu’un autre ? La raison de ce choix est dans
la constante de Weiner, définition 44.1.

THOooCCMBooGulxkQ

Théorème 27.46 (Théorème de Weinersmith[651, 652]).
Nous considérons un espace mesuré pΩ,A, µq ainsi qu’un nombre p P r1,8s. Nous supposons

(1) LppΩ,A, µq est un espace de Hilbert,
(2) Il existe des parties A,B Ă LppΩ,A, µq telles que A X B “ H et 0 ă µpAq ă 8 et 0 ă

µpBq ă 8.
Alors p “ 2.

Démonstration. Vu que Lp est un espace de Hilbert (hypothèse), il vérifie l’identité du parallélo-
gramme de la proposition 11.17, c’est-à-dire

}f ` g}2p ` }f ´ g}2p “ 2}f}2p ` 2}g}2p. (27.195)EQooAKKYooURIbviEQooAKKYooURIbvi

21. À ce point, [104] se contente de majorer |fφpnqpxq| par |fpxq| ` |gpxq|, mais je ne comprends pas comment cette
majoration nous permet d’utiliser la convergence dominée de Lebesgue pour montrer (27.191).
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(1) Pour 1 ď p ă 8
Soient donc A,B comme dans l’hypothèse. Nous considérons les fonctions

f “ 1
µpAq1{p1A (27.196a)

g “ 1
µpBq1{p1B. (27.196b)

En ce qui concerne les normes Lp de f et g, c’est un calcul simple :

}f}2p “
ˆż

Ω
|fpωq|pdµ

˙2{p
“
ˆż

A

1
µpAqdµ

˙2{p
“ 1. (27.197)

De même pour g : }f}2p “ }g}2p “ 1. Donc

2}f}2p ` 2}g}2p “ 4 (27.198)

En ce qui concerne la somme,

}f ` g}2p “
ˆż

A

dµ

µpAq `
ż

B

dµ

µpBq
˙2{p

“ 22{p. (27.199)

Pour la différence, la seule subtilité à voir est que
ż

Ω
|1A´1B|p “

ż

A
|1A´1B|p`

ż

B
|1A´1B|p “

ż

A
|1A|`

ż

B
|´1B| “

ż

A
1A`

ż

B
1B. (27.200)

Ce n’est pas de la magie que le moins se change en plus. Bref, pour la différence nous avons

}f ´ g}2 “
ˆż

Ω
|fpωq ´ gpωq|pdµ

˙2{p
(27.201a)

“
ˆż

Ω
| 1
µpAq1{p1Apωq ´

1
µpBq1{p1Bpωq|pdµ

˙2{p
(27.201b)

“
ˆż

A
| 1Apωq
µpAq1{p |p `

ż

B
| ´ 1Bpωq

µpBq1{p |p
˙2{p

(27.201c)

“ 22{p. (27.201d)

Donc }f ` g}2p ` }f ´ g}2p “ 2ˆ 22{p.
Vu que Lp est un espace de Hilbert, nous avons finalement

4 “ 2ˆ 22{p. (27.202)

Cela est uniquement valable pour p “ 2.
(2) Pour p “ 8 Il suffit de prendre f “ 1A et g “ 1B. Nous avons alors }f}2L8 “ }g}2L8 “

}f ` g}2L8 “ }f ´ g}2L8 “ 1.
L’égalité (27.195) devient 2 “ 4, ce qui est faux.

Si pΩ,A, µq est un espace mesuré, est-ce que LppΩ,A, µq est assuré de n’être pas de Hilbert ?
Non.

Exemple 27.47 ([652]).
Soit la mesure de Dirac sur R, c’est-à-dire

δpAq “
#

1 si 0 P A
0 sinon.

(27.203)
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Nous allons prouver que pour tout p P r0,8s, l’espace LppR,BorpRq, δq est un espace de Hilbert.
Pour cela nous introduisons le produit hermitien

xf, gy “ fp0qgp0q. (27.204)

Nous avons par ailleurs la norme

}f}p “
ż

R

|fpxq|pdδ “ fp0qp. (27.205)

Donc oui, }f}p “
axf, fy. △

27.3.8 Théorèmes d’approximation
PROPooUQUBooAWgNhm

Proposition 27.48 ([439], thème 24).
Soient 1 ď p ď 8 et un espace mesuré pΩ,A, µq. Alors les fonctions étagées 22 dans LppΩq sont
denses dans LppΩq.
Démonstration. Soit f P L1pΩ,A, µq. Nous supposons dans un premier temps que f : Ω Ñ r0,8r.
Pour les fonctions à valeurs dans C, nous verrons plus bas.

Notons que la partie tx P Ω tel que fpxq “ 8u est de mesure nulle, donc nous pouvons vraiment
choisir un représentant à valeurs dans r0,8r et non à valeurs dans r0,8s comme le serait un
représentant un peu quelconque.

Par le théorème 14.115, il existe une suite croissante de fonctions étagées ϕn : Ω Ñ r0,8r telles
que ϕn Ñ f ponctuellement. Notons que ce théorème fonctionne parce que les fonctions Lp (en
tout cas leurs représentants) sont mesurables parce que c’est dans la définition 27.9. Notre devoir
est maintenant de prouver que sous l’hypothèse que f est dans Lp, alors la convergence ϕn Ñ f
est une convergence dans Lp.

(1) 1 ď p ă 8 Vu que f et ϕn sont à valeurs positives nous avons |f ´ ϕn|p ď |f |p. Mais par
hypothèse |f |p P L1pΩq. Donc la suite gn “ |f ´ ϕn|p est majorée (uniformément en n) par
|f |p qui est dans L1. Le théorème de la convergence dominée permet de permuter

lim
nÑ8

ż
gn “

ż
lim
nÑ8 gn “ 0. (27.206)

Cela revient à dire que

lim
nÑ8 }f ´ ϕn}

p
p “ lim

nÑ8

ż
|f ´ ϕn|p “

ż
lim
nÑ8 |f ´ ϕn|

p “ 0, (27.207)

ce qui signifie que ϕn
LppΩqÝÑ f .

(2) Pour p “ 8 Si f P L8pΩq, alors nous pouvons prendre un représentant borné. Avec lui,
nous avons ϕn

}.}8ÝÑ f . Avec cela nous avons, pour ϵ donné, un n assez grand pour avoir

N8pϕn ´ fq ď }ϕn ´ f}8 ă ϵ. (27.208)

Si f est à valeurs dans C au lieu de r0,8r, il suffit de faire valoir le travail que nous venons de
faire quatre fois, pour les valeurs réelles, imaginaires, positives et négatives.

22. Définition 14.109. Pour rappel, une fonction est simple lorsqu’elle prend un nombre fini de valeurs, et elle est
étagée lorsqu’elle est en outre mesurable.
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27.3.9 Densité des fonctions infiniment dérivables à support compact

Définition 27.49.
Une fonction est étagée par rapport à Lp si elle est de la forme

f “
Nÿ

k“1
ck1Bk

(27.209)

où les Bk sont des mesurables disjoints et 1Bk
P Lp pour tout k.

LemWHIRdaX

Lemme 27.50.
Si f est une fonction étagée en même temps qu’être dans Lp, alors elle est étagée par rapport à
Lp.

Démonstration. Nous pouvons écrire

f “
Nÿ

k“1
ck1Bk

(27.210)

où les Bk sont disjoints. Par hypothèse }f}p existe. Donc chacune des intégrales
ş
Ω |1Bk

|p doit
exister parce que les Bk étant disjoints, nous pouvons inverser la norme et la somme ainsi que la
somme et l’intégrale :

ż

Ω
|f |p “

ż

Ω

Nÿ

k“1
|ck1Bk

pxq|pdx “
Nÿ

k“1

ż
|ck1Bk

pxq|pdx “
Nÿ

k“1
|ck|p

ż

Ω
|1Bk

pxq|pdx. (27.211)

L’ensemble C8
c pRdq des fonctions de classe C8 et à support compact sur Rd est souvent

également noté DpRdq.
ThoILGYXhX

Théorème 27.51 ([643]).
Nous avons des densités emboitées. Ici D est un borélien borné de Rd contenu dans Bp0, rq et K
est un compact contenant Bp0, r ` 2q.

(1) Les fonctions étagées par rapport à Lp sur Rd sont denses dans LppRdq. A fortiori les fonc-
tions étagées sont denses dans Lp, mais nous n’en aurons pas besoin ici.

ItemYVFVrOIii

(2) Il existe une suite fn dans CpK,Cq telle que

fn
LpÑ 1D. (27.212)

ItemYVFVrOIiii

(3) Si A est un borélien tel que 1A P LppRdq 23, alors il existe une suite de boréliens bornée
pDnqnPN tels que

1Dn

LpÑ 1A. (27.213)
ItemYVFVrOIiv

(4) Il existe une suite φn dans DpRdq “ C8
c pRdq telle que

φn
LpÑ 1D. (27.214)

ItemYVFVrOIv

(5) L’ensemble DpRdq “ C8
c pRdq est dense dans LppRdq pour tout 1 ď p ă 8.

Démonstration. Nous allons montrer les choses point par point.

23. Je pense que cette hypothèse manque dans [643]. En tout cas je vois mal comment je pourrais justifier les différentes
étapes de la preuve en prenant par exemple A “ Rd.
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(1) Si f P L1pRdq, nous savons par le théorème 14.115 qu’il existe une suite fn de fonctions
étagées convergeant ponctuellement vers f telle que |fn| ď |f |. La proposition 27.20 nous dit
qu’alors fn LpÑ f .
La fonction fn étant étagée et dans Lp en même temps, elle est automatiquement étagée par
rapport à Lp par le lemme 27.50. ItemYVFVrOIi

(2) C’est le théorème d’approximation 14.237 appliqué au borélien D contenu dans l’espace
mesuré K.

(3) En vertu du point (2), il existe f P C0pK,Rq telle que

}f ´ 1D}p ď ϵ. (27.215)

Ensuite, par le théorème de Weierstrass, il existe φ P C8pK,Rq telle que }f ´φ}8 ď ϵ. Nous
avons aussi

}φ´ f}pp “
ż

K
|φpxq ´ fpxq|pdx ď µpXq}φ´ f}p8 ď ϵpµpKq. (27.216)

Quitte à prendre un φ correspondant à un ϵ plus petit, nous avons

}φ´ f} ď ϵ. (27.217)

En combinant et en passant à ϵ{2 nous avons trouvé une fonction φ P C8pK,Rq telle que

}φ´ 1D} ď ϵ. (27.218)

(4) Nous considérons les boréliens fermés Dn “ AXBp0, nq. Alors 1Dn P Lp et nous avons pour
n assez grand : ż

Rd

|1Dnpxq ´ 1Apxq|pdx “
ż

RdzBp0,nq
|1Apxq|p ă ϵ, (27.219)

c’est-à-dire que 1Dn

LpÑ 1A.
(5) Il suffit de remettre tout ensemble. Si f P LppRdq, par le point (2) nous commençons par

prendre σ étagée par rapport à Lp telle que

}σ ´ f}p ď ϵ. (27.220)

Ensuite nous écrivons σ sous la forme

σ “
Nÿ

k“1
ck1Bk

(27.221)

et nous appliquons le point (3) à chacune des 1Bk
pour trouver des boréliens bornés Dk tels

que
}1Dk

´ 1Bk
}p ď ϵ. (27.222)

Enfin nous appliquons le point (4) pour trouver des fonctions φk P C8
c pRdq telles que

}φk ´ 1Dk
}p ď ϵ. (27.223)

Il n’est pas compliqué de calculer que

››
Nÿ

k“1
ckφk ´ f

››
p
ď 2ϵ

ÿ

k

ck ` ϵ. (27.224)
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CorFZWooYNbtPz

Corolaire 27.52.
Si 1 ă p ă 8 alors la partie 24 L2`r0, 1s˘X Lp`r0, 1s˘ est dense dans Lp

`r0, 1s˘.

Démonstration. Nous savons du théorème 27.51(5) que C8
c

`r0, 1s˘ est dense dans Lp. Mais nous
avons évidemment C8

c Ă L2 X Lp, donc L2 X Lp est dense dans Lp.
LemCUlJzkA

Lemme 27.53 ([643, 610]).
Soit 1 ď p ă 8 et f P LppΩq. Nous notons τv l’opérateur de translation par v :

τv : LppΩq Ñ LppΩq
f ÞÑ

”
x ÞÑ fpx´ vq

ı
.

(27.225)

Pour chaque f P LppΩq, l’application

τpfq : Rd Ñ LppΩq
v ÞÑ τvpfq

(27.226)

est continue en v “ 0, c’est-à-dire

lim
vÑ0

}τvpfq ´ f}p “ 0. (27.227)

Démonstration. Nous commençons par supposer que f est dans DpΩq, et nous verrons ensuite
comment généraliser.

(1) Si f P DpΩq
Soit une suite vi R

dÝÑ 0, et posons fi “ τvipfq ; le but est de montrer que fi LpÝÑ f . Pour cela,
la fonction f ´ fi est également à support compact, et qui plus est, si supppfq Ă Bp0, rq,
alors supppf ´ fiq Ă Bp0, r ` |vi|q, et l’ensemble

S “ B
`
0, r `max

i
|vi|

˘
(27.228)

est un compact contenant les supports de tous les f ´ fi. Le maximum existe parce que
vi Ñ 0. Voilà qui « majore » le domaine de f ´ fi uniformément en i.
Majorons maintenant |f ´ fi|p de façon uniforme en i. Soit le nombre

M “ 2 max
xPRd

tfpxqu. (27.229)

La fonction qui vaut Mp sur S et zéro ailleurs est une fonction intégrable qui majore |f´fi|p.
Nous pouvons donc utiliser la convergence dominée de Lebesgue (théorème 14.202) pour écrire

lim
iÑ8 }f ´ fi}

p
p “ lim

iÑ8

ż

Ω
|fpxq ´ fpx´ viq|pdx “

ż

Ω
lim
iÑ8 |fpxq ´ fpx´ viq|dx “ 0. (27.230)

(2) Pour f P LppΩq
Soit ϵ ą 0, f P LppΩq et φ P DpΩq tel que }f ´ φ}p ď ϵ. Cela est possible par la densité
de DpΩq dans LppΩq vue en 27.51(5). Nous choisissons de plus |v| assez petit pour avoir
}τvpφq ´ φ}p ă ϵ, qui est possible en vertu de ce que nous venons de démontrer à propos
des fonctions à support compact. De plus τv étant une isométrie de Lp nous avons }τvpφq ´
τvpfq} “ }φ´ f} ă ϵ. Nous avons tout pour majorer :

}f ´ τvpfq} ď }f ´ φ} ` }φ´ τvpφq} ` }τvpφq ´ τvpfq} ď 3ϵ. (27.231)

Nous avons donc bien limvÑ0 }f ´ τvpfq} “ 0.

24. Nous parlons bien ici de l’ensemble L2 parce que nous le considérons sans norme ou topologie particulière. La
densité dont nous parlons ici est celle pour la topologique de Lp.
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27.3.10 Approximation
LempTBaUw

Lemme 27.54 (Théorème fondamental d’approximation [423]).
Soit Ω un espace mesurable et f : Ω Ñ r0,8s une application mesurable. Alors il existe une suite
croissante d’applications étagées φn : Ω Ñ R` dont la limite est f .

De plus si f est bornée, la convergence est uniforme.
ThoJsBKir

Théorème 27.55 ([321]).
Soit I un intervalle de R. L’espace DpIq des fonctions continues à support compact sur I est dense
dans L2pIq.

Ce théorème sera généralisé à tous les LppRdq par le théorème 27.51. Cependant Lp n’étant
pas un Hilbert, il faudra travailler sans produit scalaire.

Démonstration. Soit g P L2pIq une fonction telle que g K f pour toute fonction f P CcpIq. Nous
avons donc

xf, gy “
ż

I
fḡ “ 0. (27.232)

En passant éventuellement aux composantes réelles et imaginaires nous pouvons supposer que les
fonctions sont toutes réelles. Nous décomposons g en parties positives et négatives : g “ g` ´ g´.
Notre but est de montrer que g` “ g´, c’est-à-dire que g est nulle. La proposition 25.15 conclura
que CcpIq est dense dans L2pIq.

Soit un intervalle ra, bs Ă I et une suite croissante de fonctions fn P CcpIq qui converge vers
1ra,bs. Par hypothèse pour chaque n nous avons

ż

I
fng

` “
ż

I
fng

´. (27.233)

La suite étant croissante, le théorème de la convergence monotone (théorème 14.173) s’applique et
nous avons

lim
nÑ8

ż

I
fng

` “
ż b

a
g`, (27.234)

de telle sorte que nous ayons, pour tout intervalle ra, bs Ă I l’égalité
ż b

a
g` “

ż b

a
g´. (27.235)EqYlErAMEqYlErAM

De plus ces intégrales sont finies parce que
ż b

a
g` ď

ż b

a
|g| “

ż

I
|g|1ra,bs “ x|g|,1ra,bsy ď }g}L2

?
b´ a ă 8 (27.236)

par l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soit maintenant un ensemble mesurable A Ă I. La fonction caractéristique 1A est mesurable

et il existe une suite croissante de fonctions étagées pφnq convergente vers 1A par le lemme 27.54.
À multiples près, les fonctions φn sont des sommes de fonctions caractéristiques du type 1ra,bs, par
conséquent, en vertu de (27.235) nous avons

ż

I
φng

` “
ż

I
φng

´. (27.237)

Une fois de plus nous pouvons utiliser le théorème de la convergence monotone et obtenir
ż

A
g` “

ż

A
g´ (27.238)

pour tout ensemble mesurable A Ă I. Si nous notons dx la mesure de Lebesgue, les mesures g`dx
et g´dx sont par conséquent égales et dominées par dx. Par le corolaire 14.231 du théorème de
Radon Nikodym, les fonctions g` et g´ sont égales.
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27.4 Convolution
DEFooHHCMooHzfStu

Définition 27.56.
Pour toutes fonctions f, g : Rn Ñ C et pour tout x P C tels que l’intégrale de droite ait un sens 25,
nous définissons

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn

fpyqgpx´ yqdy. (27.239)

L’éventuelle fonction f ˚ g ainsi définie est le produit de convolution de f et g.

Le théorème qui permet de dire que le produit de convolution n’est pas tout à fait ridicule est
le suivant.

THOooMLNMooQfksn

Théorème 27.57 ([455, 653]).
Soient f, g P L1pRdq.

(1) Pour presque tout x P Rd, la fonction

hx : Rd Ñ C

y ÞÑ gpx´ yqfpyq (27.240)

est dans L1pRdq.
(2) f ˚ g P L1pRdq.
(3) }f ˚ g}1 ď }f}1}g}1.

Démonstration. Nous considérons l’application

ϕ : Rd ˆRd Ñ Rd ˆRd

px, yq ÞÑ px´ y, yq. (27.241)

Cela est un C1-difféomorphisme dont le jacobien vaut

Jϕpx, yq “ det
ˆpB1ϕ1qpx, yq pB2ϕ1qpx, yq
pB1ϕ2qpx, yq pB2ϕ2qpx, yq

˙
“ det

ˆ
1 ´1
0 1

˙
“ 1. (27.242)

C’est une première bonne chose.
Ensuite nous considérons la fonction

α : Rd ˆRd Ñ C

px, yq ÞÑ fpyqgpxq. (27.243)

Par hypothèse, pour chaque y, la fonction x ÞÑ |αpx, yq| est dans L1pRdq. Bref, le calcul suivant a
un sens :

ż

Rd

„ż

Rd

|α|dx
ȷ
dy “

ż

Rd

„ż

Rd

|fpyqgpxq|dx
ȷ
dy (27.244a)

“
ż

Rd

„
|fpyq|

ż

Rd

|gpxq|dx
ȷ
dy (27.244b)

“ }f}L1pRdq}g}L1pRdq (27.244c)SUBEQooMYLWooPeNLlkSUBEQooMYLWooPeNLlk

ă 8. (27.244d)

Le corolaire 14.298 nous dit alors que α P L1pRd ˆRdq. Et notons au passage que

}α}L1pRdˆRdq “
ż

RdˆRd

|α| “ }f}L1pRdq}g}L1pRdq (27.245)EQooLCWNooHLLdRdEQooLCWNooHLLdRd

parce que le théorème de Fubini 14.299 permet de scinder l’intégrale et de retomber sur (27.244c).

25. Attention divulgâchis : ce sera le cas pour f, g P L1
pRn

q par le théorème 27.57.
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Vu que α P L1pRd ˆRdq, nous pouvons utiliser le changement de variable 14.292 avec l’appli-
cation ϕ ci-dessus. En notant λ la mesure de Lebesgue,

8 ą
ż

RdˆRd

|α|dλ “
ż

RdˆRd

`|α| ˝ ϕ˘|Jϕ|dλ (27.246a)

“
ż

RdˆRd

|α|px´ y, yqdλpx, yq (27.246b)

“
ż

RdˆRd

|fpyqgpx´ yq|dλpx, yq (27.246c)

“
ż

Rd

„ż

Rd

|fpyqgpx´ yq|dy
ȷ
dx. (27.246d)

Nous avons scindé l’intégrale avec le théorème de Fubini pour la dernière étape.
Passons à l’intégrabilité de f ˚ g. Nous avons

|pf ˚ gqpxq| ď
ż

Rd

|fpyqgpx´ yq|dy. (27.247)EQooXMFYooKPIGfUEQooXMFYooKPIGfU

Or nous venons de voir que (27.247) était, en tant que fonction de x, intégrable sur Rd et que
ż

Rd

|pf ˚ gqpxq|dx ď
ż

Rd

„ż

Rd

|fpyqgpx´ yq|dy
ȷ
dx “

ż

RdˆRd

|α|dλ ă 8. (27.248)

Cela prouve que f ˚ g P L1pRdq, mais en nous souvenant de (27.245), cela prouve aussi que
ż

Rd

|pf ˚ gqpxq|dx ď
ż

RdˆRd

|α|dλ “ }f}L1pRdq}g}L1pRdq, (27.249)

c’est-à-dire que }f ˚ g}L2pRdq ď }f}L1pRdq}g}L1pRdq.
LEMooMRWZooHjrnHD

Lemme 27.58.
Le produit de convolution est commutatif : pour tout f, g P L1pRdq nous avons f ˚ g “ g ˚ f .

Démonstration. Le théorème de Fubini (théorème 14.299) permet d’écrire

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn

fpyqgpx´ yqdy “
ż 8

´8
dy1 . . .

ż 8

´8
dynfpyqgpx´ yq. (27.250)

En effectuant le changement de variable zi “ xi ´ yi dans chacune des intégrales nous obtenons

pf ˚ gqpxq “
ż

Rn

gpzqfpx´ zqdz “ pg ˚ fqpxq. (27.251)

Attention : on pourrait croire qu’un signe apparaît du fait que z “ x´ y donne dz “ ´dy. Mais en
réalité, l’intégrale

ş`8
´8 devient par le même changement de variables

ş´8
`8 qui redonne un nouveau

signe au moment de remettre dans l’ordre.
LEMooTUMSooSmnlHc

Lemme 27.59 ([654, 1]).
Le produit de convolution est associatif sur L1pRdq.
Démonstration. Soient f, g, h P L1pRdq. L’existence de pf ˚ gq ˚ h ne fait pas de doute grâce au
théorème 27.57. Nous avons d’abord

`pf ˚ gq ˚ h˘puq “
ż

Rd

pf ˚ gqpxqhpu´ xqdx (27.252a)

“
ż

Rd

„ż

Rd

fpyqgpx´ yqdy
ȷ
hpu´ xqdx (27.252b)

“
ż

Rd

„ż

Rd

fpyqgpx´ yqhpu´ xqdy
ȷ
dx. (27.252c)SUBEQooJKRHooDaScXVSUBEQooJKRHooDaScXV
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Nous permutons les intégrales en suivant la procédure 14.300. Pour cela nous commençons par
poser

s : Rd ˆRd Ñ C

px, yq ÞÑ fpyqgpx´ yqhpu´ xq, (27.253)

et nous vérifions que |s| peut être successivement intégrée par rapport à y puis x. D’abord l’intégrale
par rapport à y est ż

Rd

|fpyq||gpx´ yq|dy, (27.254)

qui existe et qui vaut p|f | ˚ |g|qpxq parce que |f | et |g| sont dans L1pRdq. D’après le théorème 27.57,
la fonction |f | ˚ |g| est encore dans L1pRdq. En ce qui concerne l’intégrale du résultat par rapport
à x, nous avons ż

Rd

p|f | ˚ |g|qpxq|hpu´ xq|dx, (27.255)

qui existe et qui vaut
`p|f |˚|g|q˚|h|˘puq. Le corolaire 14.298 nous assure donc que s P L1pRdˆRdq.

Nous permutons donc les intégrales dans (27.252c) pour obtenir

`pf ˚ gq ˚ h˘puq “
ż

Rd

fpyq
„ż

Rd

gpx´ yqhpu´ xqdx
ȷ
dy. (27.256)EQooHXTBooOpmXcBEQooHXTBooOpmXcB

Attardons-nous un instant sur l’intégrale interne, et utilisons l’invariance par translation de l’in-
tégrale (lemme 14.252). Nous effectuons la translation xÑ x` y :

ż

Rd

gpx´ yqhpu´ xq “
ż

Rd

gpxqhpu´ x´ yqdx “
ż

Rd

gpxqh`pu´ yq ´ x˘dx (27.257a)

“ pg ˚ hqpu´ yq. (27.257b)

Nous pouvons reprendre notre calcul en (27.256) :

`pf ˚ gq ˚ h˘puq “
ż

Rd

fpyq
„ż

Rd

gpx´ yqhpu´ xqdx
ȷ
dy (27.258a)

“
ż

Rd

fpyqpg ˚ hqpu´ yq (27.258b)

“ `
f ˚ pg ˚ hq˘puq. (27.258c)

C’est ce que nous voulions.
PROPooNBHNooInwoar

Proposition 27.60.
Le couple

`
L1pRdq, ˚˘ est une algèbre de Banach 26.

Démonstration. Point par point.
(1) Algèbre La définition d’une algèbre est 1.340. Les différents points sont dans la linéarité

de l’intégrale.
(2) Commutative C’est la proposition 27.58.
(3) Associative C’est le lemme 27.59.
(4) Normé L’espace L1 a une norme ; c’est la norme }}L1 .
(5) Complet C’est le théorème de Riesz-Fischer 27.45.

La proposition suivante est une conséquence de l’inégalité de Minkowski sous forme intégrale
de la proposition 27.41.

26. Algèbre de Banach, définition 7.258.
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PROPooDMMCooPTuQuS

Proposition 27.61.
Si 1 ď p ď 8 et si f P LppRdq et g P L1pRdq alors

(1) f ˚ g P Lp
(2) }f ˚ g}p ď }f}p}g}1.

PropHNbdMQe

Proposition 27.62 ([655]).
Si f P L1pRq et si g est dérivable avec g1 P L8, alors f ˚ g est dérivable et pf ˚ gq1 “ f ˚ g1.

Démonstration. La fonction qu’il faut intégrer pour obtenir f ˚ g est fptqgpx´ tq, dont la dérivée
par rapport à x est fptqg1px´ tq. La norme de cette dernière est majorée (uniformément en x) par
Gptq “ |fptq|}g1}8. La fonction f étant dans L1pRq, la fonction G est intégrable et le théorème de
dérivation sous l’intégrale (théorème 17.19) nous dit que f ˚ g est dérivable et

pf ˚ gq1pxq “ d

dx

ż

R

fptqgpx´ tqdt “
ż

R

fptqg1px´ tqdt “ pf ˚ g1qpxq. (27.259)

CORooBSPNooFwYQrc

Corolaire 27.63.
Si f P L1pRdq et si g est de classe C8, alors f ˚ g est de classe C8.

Démonstration. Il s’agit d’itérer la proposition 27.62.

27.4.1 Fonction plateau, lemme d’Urysohn
PROPooQWNNooHmHRbk

Proposition 27.64 ([1]).
Soient deux fonction f et g sur Rn telles que le produit de convolution f ˚ g ait un sens. Si le
support de f est dans le compact K et le support de g est dans Bp0, rq, alors

supppf ˚ gq Ă K `Bp0, rq (27.260)
PROPooBOZIooAhKbPs

Proposition 27.65 (Urysohn, Fonctions plateau[241, 656]).
Soit un ouvert Ω Ă Rd ainsi qu’un compact K dans Ω. Il existe une fonction f P C8pRdq telle que

(1) supppfq est compact dans Ω,
(2) 0 ď f ď 1
(3) f “ 1 sur un voisinage de K.

Démonstration. Nous posons δ “ dpK,Ωcq{3.
(1) Les applications ϕ et ϕϵ Nous nous souvenons de l’application ξ de la proposition 15.158.

Elle est de classe C8 à support compact dans Bp0, 1q. Nous considérons 27

ϕpxq “ ξpxqş
Rn ξpxqdx, (27.261)

de telle sorte que
ş
Rn ϕ “ 1. Pour chaque ϵ ą 0 nous posons également

ϕϵ : Rn Ñ R

x ÞÑ 1
ϵn
ϕpx{ϵq. (27.262)

Par le lemme 15.163, nous avons
ż

Bp0,ϵq
ϕϵ “

ż

Rn

ϕϵ “ 1. (27.263)EQooDUOCooLKPmOZEQooDUOCooLKPmOZ

27. L’intégrale de ξ ne pose pas de problèmes parce qu’elle est continue sur le compact de son support, de telle
sorte qu’elle y soit bornée.
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(2) La partie K1 Nous posons

K1 “ tx P Rn tel que ϕpx,Kq ă δu. (27.264)EQooLXRMooKxKHSFEQooLXRMooKxKHSF

La partie K1 est bornée parce que si K Ă Bp0, rq, alors K1 Ă Bp0, r ` δq.
La partie K1 est fermée. Pour ce voir, nous prouvons que Kc

1 est ouvert. Soit y P Kc
1, et

prouvons qu’il existe une boule centrée en y et contenue dans Kc
1. Soit k P K1 réalisant

dpz,K1q “ dpz, kq (d est une fonction continue sur le compact K1, elle atteint ses bornes).
Soit z P Bpy, αq où α va être précisé de telle sorte à avoir Bpy, αq Ă Kc

1. Nous avons

dpz, kq ě |dpz, yq ´ dpy, kq| cf. justif (27.265a)SUBEQooAKWEooGpnxaXSUBEQooAKWEooGpnxaX

“ dpy, kq ´ dpz, yq cf. justi. (27.265b)SUBEQooGTKYooEPMjZRSUBEQooGTKYooEPMjZR

ą δ ` s´ α cf. justif. (27.265c)SUBSETooGVBFooIUCcKESUBSETooGVBFooIUCcKE

(27.265d)

Justifications.
— Pour (27.265a). Lemme 7.111.
— Pour (27.265b). Nous choisissons α ă dpy, kq.
— Pour 27.265c. Vu que dpy, kq ą δ, nous posons s ą 0 tel que dpy, kq “ δ ` s.

Nous avons prouvé qu’il existe s ą 0 tel que pour tout α ą 0 suffisamment petit, nous ayons
dpz, kq ą δ ` s´ α. Nous en déduisons que dpz, kq ą δ et donc que z P Kc

1.
Nous avons prouvé que K ´ 1 est borné et fermé. Il est donc compact (théorème de Borel-
Lebesgue 10.24).

(3) La fonction f Nous posons f “ ϕϵ ˚ 1K1 où 1K1 est la fonction indicatrice de K1 et ˚
dénote le produit de convolution 28. Vu que ϕϵ est de classe C8, la fonction f est également
de classe C8 par le corolaire 27.63.

(4) À propos de support La proposition 27.64 dit que le support de f est

supppfq Ă K1 `Bp0, ϵq. (27.266)

Vue la définition 27.264, nous avons dpK1,Ωcq ě δ, de telle sorte que, en prenant ϵ ă δ nous
avons

supppfq Ă Ω. (27.267)
Le support de f est également borné parce que contenu dans le borné K1`Bp0, ϵq. Nous en
déduisons que f est une application C8 à support compact dans Ω.

(5) fpxq si x P K Soit x P K. Nous avons, par définition,

fpxq “
ż

Rn

ϕϵpyq1K1px´ yqdy (27.268a)

“
ż

Bp0,ϵq
ϕϵpyq1K1px´ yqdy cf. justif. (27.268b)SUBEQooOKGFooDbOwrBSUBEQooOKGFooDbOwrB

“
ż

Bp0,ϵq
ϕϵpyqdy cv. justif. (27.268c)SUEQooBRHEooAwoQdRSUEQooBRHEooAwoQdR

“ 1 par (27.263). (27.268d)

Justifications.
— Pour 27.268b. Le support de ϕϵ est dans Bp0, ϵq.
— Pour 27.268c. Vu que x P K et que |y| ă ϵ ă δ, nous avons

dpx´ y,Kq ď dpx´ y, xq ď δ, (27.269)

et donc x´ y P K1.
28. Définition 27.56.
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(6) 0 ď f ď 1 Nous avons

|fpxq| ď
ż

Rn

ˇ̌
ϕϵpyq1K1px´ yq

ˇ̌
dy (27.270a)

ď
ż

Rn

|ϕϵpyq|dy (27.270b)

“ 1. (27.270c)

Note : nous avons majoré 1K1px´ yq par 1.

27.4.2 Partition de l’unité
THOooQFCQooSlgLpz

Théorème 27.66 (Partition de l’unité[241]).
Soient un compact K Ă Rd et des ouverts tΩiui“1,...,n recouvrant K. Alors il existe des fonctions
ϕi P C8pRdq (i “ 1, . . . , n) telles que

(1) 0 ď ϕk ď 1
(2) supppϕkq Ă Ωk,
(3)

řn
k“1 ϕk “ 1 sur un voisinage de K.

Ces fonctions ϕi sont une partition de l’unité subordonnée aux ouverts Ωi.

Démonstration. Nous considérons des compacts tKiui“1,...,n comme dans le lemme 7.295. Pour
chaque i nous avons Ki Ă Ωi, de telle sorte que nous pouvions utiliser la proposition 27.65. Nous
avons donc des fonctions ψj P C8pRdq telles que supppψjq est compact dans Ωj , ψj ě 0 et ψj “ 1
sur Vj qui est un voisinage ouvert de Kj .

Nous posons V “ V1 Y . . .Y Vn. C’est un ouvert qui contient K parce que

K Ă
ď

j

Kj Ă
ď

j

Ωj Ă
ď

j

Vj . (27.271)

Nous faisons de même pour K lui-même. Il existe une fonction θ P C8pRdq telle que
— supppθq est compact dans V n
— θ “ 1 sur un voisinage de K,
— 0 ď θ ď 1.

Vu que ψj “ 1 sur Vj , nous avons
řn
j“1 ψj ą 0 sur V .

Nous prouvons à présent que
1´ θ `

ÿ

k“1
ψk ą 0 (27.272)EQooGABMooZZmlyQEQooGABMooZZmlyQ

sur Rd.
(1) Si x P V Alors 1´ θpxq ě 0 et donc

1´ θpxq `
nÿ

k“1
ψkpxq ě

nÿ

k“1
ψkpxq ą 0. (27.273)

(2) Si x R V Vu que le support de θ est dans V , nous avons θpxq “ 0. Quant aux fonctions ψk,
elles font un peu ce qu’elles veulent, mais elles sont positives 29 et donc

1´ θpxq `
nÿ

k“1
ψkpxq ě 1´ θpxq “ 1. (27.274)

29. Dans le Frido, « positif » signifie dans r0,8s.
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Vu que (27.272) est prouvé, nous pouvons poser

ϕj “ ψj
1´ θ `řn

k“1 ψk
(27.275)

sans peur pour le dénominateur. Nous avons ϕj P C8pRdq. Nous savons que θ “ 1 sur un voisinage
de K. Su ce voisinage nous avons

nÿ

j“1
ϕjpxq “

ř
j ψjpxq

1´ θpxq `ř
k ψkpxq

“ 1. (27.276)

De plus ϕj ě 0 parce que chacun des ψj l’est et parce que nous avons montré que le dénominateur
était toujours strictement positif.

En enfin,
supppϕjq “ supppψjq Ă Ωj . (27.277)

Donc les fonctions ϕj sont celles que dont nous avions besoin.

27.4.3 Approximation de l’unité
LemDQEKNNf

Lemme 27.67.
Soit f P L2pIq telle que ż

I
fφ “ 0 (27.278)

pour toute fonction φ P C8
c pIq. Alors f “ 0 presque partout sur I.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire

ϕ : L2pIq Ñ C

g ÞÑ xf, gy “
ż

I
fḡ.

(27.279)

Par densité 30 nous pouvons aussi considérer une suite pφnq dans C8
c pIq convergeant dans L2 vers

f . Alors nous avons pour tout n :
xf, φny “ 0. (27.280)

En passant à la limite, xf, fy “ 0, ce qui implique f “ 0 dans L2 et donc f “ 0 presque partout
en tant que bonne fonction.

Ce résultat est encore valable dans les espaces Lp (proposition 27.175), mais il demande le
théorème de représentation de Riesz 31.

DEFooEFGNooOREmBb

Définition 27.68 ([1, 643]).
Nous considérons Ω “ Rd ou pS1qd. Une approximation de l’unité sur Ω autour de a P Ω est
une suite pφnq de fonctions à valeurs réelles dans L1pΩq telle que

(1) supk }φk}1 ă 8,
ITEMooGVRQooHDbrcf

(2) pour chaque n nous avons
ş
Ω φn “ 1,

(3) si V est un voisinage de a, alors

lim
kÑ8

ż

ΩzV
|φk| “ 0. (27.281)

En pratique, nous allons, sur Rd toujours considérer des approximations de l’unité autour de 0,
même si nous ne le préciserons pas. Vous noterez que dans le cas de S1, le choix du « point de
base » est plus arbitraire.

30. Théorème 27.51(5).
31. Théorème 27.172.
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Ce sont des fonctions dont la masse vient s’accumuler autour de zéro. En effet quel que soit le
voisinage Bp0, αq, si k est assez grand, il n’y a presque plus rien en dehors.

Pour le point ((3)), si Ω est S1, la mesure que nous considérons est dx
2π .

Exemple 27.69.
Une façon de construire une approximation de l’unité sur R est de considérer une fonction φ P
L1pΩq telle que

ş
φ “ 1 puis de poser

φkpxq “ kdφpkxq. (27.282)

Ici, Ω peut être R ou S1. △

Le lemme suivant permet de construire des approximations de l’unité intéressantes. Nous aurons
une version pour S1 dans le lemme 27.106.

LemCNjIYhv

Lemme 27.70 ([643]).
Soit une fonction φ continue et positive à support compact sur Rd telle que φpxq ą φp0q pour tout
x ‰ 0. Si nous posons

φnpxq “
ˆż

φpyqn
˙´1

φpxqn, (27.283)

alors la suite pφnq est une approximation de l’unité.

Voici un théorème qui donne les propriétés à propos du produit de convolution avec une ap-
proximation de l’unité dans Rd. Une version pour S1 sera le théorème 27.107.

ThoYQbqEez

Théorème 27.71 ([643]).
Soit pφkq une approximation de l’unité sur Rd.

(1) Si g est mesurable et bornée sur Rd et si g est continue en x0 alors

pφk ˚ gqpx0q Ñ gpx0q. (27.284)

(2) Si g P LppRdq (1 ď p ă 8) alors
φk ˚ g LpÑ g. (27.285)

(3) Si g est uniformément continue et bornée, alors

φk ˚ g L
8Ñ g (27.286)

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Nous notons dk “ pφk ˚ gqpx0q ´ gpx0q et nous devons prouver que dk Ñ 0. Vu que φk est

d’intégrale 1 sur Rd nous pouvons écrire

dk “
ż

Rd

φkpyqgpx0 ´ yqdy ´
ż

Rd

gpx0qφkpyqdy, (27.287)

et donc

|dk| “
ˇ̌ ż

Rd

`
gpx0 ´ yq ´ gpx0q

˘
φkpyqdy

ˇ̌ ď
ż

Rd

ˇ̌
gpx0 ´ yq ´ gpx0q

ˇ̌|φkpyq|dy. (27.288)

Nous notons M “ supk }φk}1, et nous considérons α ą 0 tel que
ˇ̌
gpx0 ´ yq ´ gpx0q

ˇ̌ ď ϵ (27.289)

pour tout y P Bp0, αq. Nous nous restreignons maintenant aux k suffisamment grands pour
que

ş
ABp0,αq |φkpyq|dy ď ϵ. Alors en découpant l’intégrale en Bp0, αq et son complémentaire

dans Rd,
|dk| ď ϵM `

ż

ABp0,αq
2}g}8|φkpyq|dy ď ϵM ` 2}g}8ϵ ď ϵC. (27.290)

Donc oui, nous avons |dk| Ñ 0, et donc le premier point du théorème.
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(2) Cette fois g P LppRdq et nous cherchons à montrer que }dk}p Ñ 0. Encore qu’ici dk soit défini
à partir d’un représentant dans la classe de g et que d’ailleurs, nous allons travailler avec ce
représentant.
D’abord nous développons un peu ce dk :

}dk}p “
„ż

Rd

ˇ̌
ˇ̌
ż

Rd

`
gpx´ yq ´ gpxq˘φkpyqdy

ˇ̌
ˇ̌
p

dx

ȷ1{p
(27.291a)

ď
„ż

Rd

´ ż

Rd

|gpx´ yq ´ gpxq|· |φkpyq|dy
¯p
dx

ȷ1{p
. (27.291b)

À cette dernière expression nous appliquons l’inégalité de Minkowski (théorème 27.39) sous
la forme (27.135) pour la mesure dνpyq “ |φkpyq|dy et fpx, yq “ gpx´ yq ´ gpxq :

}dk}p ď
ż

Rd

´ ż

Rd

ˇ̌
gpx´ yq ´ gpxqˇ̌pdx

¯1{p|φkpyq|dy “
ż

Rd

}τyg ´ g}p|φkpyq|dy. (27.292)

Par le lemme 27.53 nous pouvons trouver α ą 0 tel que }τyg´ g}p ď ϵ pour tout y P Bp0, αq.
Avec cela nous découpons encore le domaine d’intégration :

}dk}p ď
ż

Bp0,αq
}τyg ´ g}ploooomoooon

ďϵ
|φkpyq|dy `

ż

ABp0,αq
}τyg ´ g}ploooomoooon

ď2}g}p

|φkpyq|dy ď ϵM ` 2ϵ}g}p. (27.293)

(3) Nous posons dkpxq “ pφk ˚ gqpxq ´ gpxq et nous voulons prouver que }dk}8 Ñ 0, c’est-à-dire
que dkpxq converge vers zéro uniformément en x. Nous posons aussi

τypgq : x ÞÑ gpx´ yq. (27.294)

En récrivant le produit de convolution, une petite majoration donne

|dkpxq| ď
ż

Rd

}τypgq ´ g}8|φkpyq|dy. (27.295)

L’uniforme continuité de g signifie que pour tout ϵ, il existe un α tel que pour tout y P Bp0, αq,
}τypgq ´ g}8 ď ϵ. (27.296)

Encore une fois nous découpons le domaine d’intégration en B “ Bp0, αq et son complémen-
taire :

}dk}8 ď
ż

B
}τypgq ´ g}8loooooomoooooon

ďϵ
|φkpyq|dy `

ż

AB
}τypgq ´ g}8loooooomoooooon

ď2}g}8

|φkpyq| (27.297a)

ď ϵM ` 2}g}8ϵ (27.297b)

où la seconde ligne est justifiée par le choix d’un k assez grand pour que
ş

AB |φkpyq|dy ď ϵ.
Nous avons donc bien }dk}8 Ñ 0.

Exemple 27.72.
Une petite remarque en passant : aussi triste que cela en ait l’air, la convergence uniforme n’im-
plique pas la convergence LppΩq si Ω n’est pas borné. En effet si f P Lp, la suite donnée par

fnpxq “ fpxq ` 1
n

(27.298)

converge uniformément vers f , mais

}fn ´ f}p “
ż

Ω

1
n

(27.299)

n’existe même pas si le domaine Ω n’est pas borné. △
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27.5 Intégrale sur des variétés

27.5.1 Formes différentielles

Nous allons donner une toute petite introduction aux formes différentielles sur des variétés
compactes.

LemdwLGFG

Lemme 27.73 ([657]).
Soit ω une k-forme sur Rn et f , une fonction C8 sur Rn. Alors dpf˚ωq “ f˚dω.

Démonstration. Nous effectuons la preuve par récurrence sur le degré de la forme. Soit d’abord
une 0-forme, c’est-à-dire une fonction g : Rn Ñ R. Nous avons

dpd˚gqX “ dpg ˝ fqX “ pdg ˝ dfqX “ dg
`
dfX

˘ “ pf˚dgqpXq. (27.300)

Supposons maintenant que le résultat soit exact pour toutes les p´ 1-formes et montrons qu’il
reste valable pour les p-formes. Par linéarité de la différentielle nous pouvons nous contenter de
considérer la forme différentielle

ω “ g dx1 ^ . . . dxp (27.301)

où g est une fonction C8. Pour soulager les notations nous allons noter dxI “ dx1 ^ . . . dxp´1.
Nous avons

dpf˚ωq “ d
`
f˚pgdxI ^ dxpq˘ (27.302a)

“ d
`
f˚pgdxIq ^ f˚dxp

˘
(27.302b)

“ d
`
f˚pgdxIq˘^ f˚dxp ` p´1qp´1f˚pgdxIq ^ pf˚dxpq (27.302c)gnAnStgnAnSt

“ f˚`dpgdxIq˘^ f˚dxp (27.302d)xZrfjZxZrfjZ

“ f˚`dpgdxIq ^ dxp˘ (27.302e)
“ f˚dω (27.302f)loWUjiloWUji

Justifications : (27.302c) est la formule de Leibniz. (27.302d) est parce que le second terme est nul :
dpf˚dxpq “ f˚pd2xpq “ 0. Nous avons utilisé l’hypothèse de récurrence et le fait que d2 “ 0. L’étape
(27.302f) est une utilisation à l’envers de la règle de Leibniz en tenant compte que d2xp “ 0.

Soit M une variété de dimension n et ω une n-forme différentielle

ωp “ fppqdx1 ^ . . .^ dxn. (27.303)

Si pU,φq est une carte (U Ă Rn et φ : U ÑM) alors nous définissons
ż

φpUq
ω “

ż

U
f
`
φpxq˘dx1 . . . dxn. (27.304)

Lorsque nous voulons intégrer sur une partie plus grande qu’une carte nous utilisons une partition
de l’unité du théorème 27.66.

27.5.2 Brouwer avec Stokes
PropDRpYwv

Proposition 27.74 (Brouwer dans Rn version C8 via Stokes).
Soit B la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 de Rn et f : B Ñ B une fonction C8. Alors f
admet un point fixe.

Démonstration. Supposons que f ne possède pas de points fixes. Alors pour tout x P B nous
considérons la demi-droite issue de fpxq et passant par x (cette demi-droite existe parce que x et
fpxq sont supposés distincts). Cette demi-droite intersecte BB en un point que nous appelons gpxq.
Prouvons que cette fonction est Ck dès que f est Ck (y compris avec k “ 8).
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Le point gpxq est la solution du système
$
’&
’%

gpxq ´ fpxq “ λ
`
x´ fpxq˘ (27.305a)

}gpxq}2 “ 1 (27.305b)
λ ě 0. (27.305c)

En substituant nous obtenons l’équation

Pxpλq “ }λ
`
x´ fpxq˘` fpxq}2 ´ 1 “ 0, (27.306)

ou encore
λ2}x´ fpxq}2 ` 2λ

`
x´ fpxq˘· fpxq ` }fpxq}2 ´ 1 “ 0. (27.307)

En tenant compte du fait que }fpxq} ă 1 (parce que les images de f sont dans B), nous trouvons
que Pxp0q ď 0 et Pxp1q ď 0. De même limλÑ8 Pxpλq “ `8. Par conséquent le polynôme de second
degré Px a exactement deux racines distinctes λ1 ď 0 et λ2 ě 1. La racine que nous cherchons est
la seconde. Le discriminant est strictement positif, donc pas besoin d’avoir peur de la racine dans

λpxq “ ´
`
x´ fpxq˘· fpxq ` ?∆x

}x´ fpxq}2 (27.308)

où
∆x “ 4

´`
x´ fpxq˘· fpxq

¯2 ´ 4}x´ fpxq}2`}fpxq}2 ´ 1
˘
. (27.309)

Notons que la fonction λpxq est Ck dès que f est Ck ; et en particulier elle est C8 si f l’est.
En résumé la fonction g ainsi définie vérifie deux propriétés :

(1) elle est C8 ;
(2) elle est l’identité sur BB.

La suite de la preuve consiste à montrer qu’une telle application g : B Ñ BB ne peut pas exister 32.
Nous considérons une forme de volume ω sur BB : l’intégrale de ω sur BB est l’aire de BB qui est
non nulle. Nous avons alors la contradiction suivante :

0 ă
ż

BB
ω “

ż

BB
g˚ω “

ż

B
dpg˚ωq “

ż

B
g˚pdωq “ 0 (27.310)

Justifications 33 :
— L’intégrale

ş
BB ω est l’aire de BB et est donc strictement positive.

— La fonction g est l’identité sur BB. Nous avons donc ω “ g˚ω.
— Le lemme 27.73.
— La forme ω est de volume, par conséquent de degré maximum et dω “ 0.

Un des points délicats est de se ramener au cas de fonctions C8. Pour la régularisation par
convolution, voir [658] ; pour celle utilisant le théorème de Weierstrass, voir [606].

ThoRGjGdO

Théorème 27.75 (Brouwer dans Rn version continue).
Toute application continue 34 Bp0, 1q Ñ Bp0, 1q admet un point fixe.

32. Notons qu’il n’existe pas non plus de rétractions continues sur B, mais pour le montrer il faut utiliser d’autres
méthodes que Stokes, ou alors présenter les choses dans un autre ordre.

33. Voir 20.28.
34. Une fonction continue sur un fermé de Rn est à comprendre pour la topologie induite.
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Démonstration. Soit une application continue f : Bp0, 1q Ñ Bp0, 1q. Nous commençons par définir
une suite de fonctions

fkpxq “ fpxq
1` 1

k

. (27.311)

Nous avons }fk ´ f}8 ď 1
1`k où la norme est la norme uniforme sur B. Par le théorème de

Weierstrass 12.416 il existe une suite de fonctions C8pB,Rq que nous nommons gk telles que

}gk ´ fk}8 ď 1
1` k . (27.312)

Vérifions que cette fonction gk soit bien une fonction qui prend ses valeurs dans B :

}gkpxq} ď }gkpxq ´ fkpxq} ` }fkpxq} (27.313a)

ď 1
1` k `

}fpxq}
1` 1

k

(27.313b)

ď 1
1` k `

1
1` 1

k

(27.313c)

“ 1. (27.313d)

Par la version C8 du théorème (proposition 27.74), gk admet un point fixe que l’on nomme xk.
Étant donné que xk est dans le compact B, quitte à prendre une sous-suite nous supposons

que la suite pxkq converge vers un élément x P B. Nous montrons maintenant que x est un point
fixe de f :

}fpxq ´ x} “ }fpxq ´ gkpxq ` gkpxq ´ xk ` xk ´ x} (27.314a)
ď }fpxq ´ gkpxq} ` }gkpxq ´ xk}loooooomoooooon

“0

`}xk ´ x} (27.314b)

ď 1
1` k ` }xk ´ x}. (27.314c)

En prenant le limite k Ñ8 le membre de droite tend vers zéro et nous obtenons fpxq “ x.

27.5.3 Intégrale d’une fonction sur une sous-variété

L’exemple typique est l’intégrale sur une surface dans R3, ou de volumes.
Nous supposons à présent que M est une variété compacte de dimension 2 dans R3. La com-

pacité fait que M possède un atlas contenant un nombre fini de cartes Fi : Wi Ñ FipWiq.
Si A ĂM est tel que pour chaque i, AXFipWiq “ FipViq pour un ensemble Vi mesurable dans

R2, alors nous considérons
A1 “ AX F1pW1q “ F1pV1q. (27.315)

Ensuite, nous construisons A2 en considérant F2pW2q et en lui retranchant A1 :

A2 “
`
AX F2pW2q

˘zF1pV1q. (27.316)

En continuant de la sorte, nous construisons la décomposition

A “ A1 Y . . .YAp (27.317)

de A en ouverts disjoints, chacun de ouverts Ap étant compris dans une carte.
Il est possible de prouver que dans ce cas, la définition suivante a un sens et ne dépend pas du

choix de l’atlas effectué.

Définition 27.76.
Si f : AÑ R est une fonction continue, alors l’intégrale est le nombre

ż

A
f “

pÿ

i“1

ż

Ai

fdσFi . (27.318)
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27.5.4 Densité des polynômes trigonométriques
DEFooGCZAooFecAHB

Définition 27.77.
Le système trigonométrique donné par tenunPZ est

enptq “ 1?
2π
eint. (27.319)

Une bonne partie de la douleur qu’évoque mot « densité » consiste à montrer que ce système
est total dans L2pS1q “ L2pr0, 2πsq, et donc en est une base hilbertienne.

Définition 27.78.
Un polynôme trigonométrique est une fonction de la forme

P ptq “
Nÿ

n“´N
cnenptq. (27.320)

DEFooZDUKooRnYhhF

Définition 27.79 (Coefficients de Fourier).
Pour toute fonction pour laquelle ça a un sens (que ce soit des fonctions L2 ou non), nous posons

ckpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´iktdt. (27.321)EqhIPoPHEqhIPoPH

Ces nombres sont les coefficients de Fourier de f .

Ces trois définitions n’ont à priori aucun rapport entre elles, et rien en particulier ne devrait
vous faire penser à une égalité du type

fpxq “
8ÿ

n“´8
cnpfqenpxq. (27.322)

Nous avons toutefois quelques liens.
LemZVfZlms

Lemme 27.80.
Deux petits résultats simples mais utiles à propos des polynômes trigonométriques.

(1) Si f P L1pS1q, alors nous avons la formule

f ˚ en “ cnpfqen. (27.323)

(2) Si P est un polynôme trigonométrique et si f P L1pS1q alors f ˚ P est encore un polynôme
trigonométrique.

Démonstration. Le premier point est un simple calcul :

pf ˚ enqpxq “
ż 2π

0
fpx´ tqenptq (27.324a)

En ce qui concerne le second point, nous notons P “ řN
k“´N Pkek, et par linéarité de la

convolution,

f ˚ P “
Nÿ

k“´N
Pkf ˚ ek “

nÿ

k“´N
Pkckpfqek, (27.325)

qui est encore un polynôme trigonométrique.
ExDMnVSWF

Exemple 27.81.
Sur S1 nous construisons alors l’approximation de l’unité basée sur la fonction 1 ` cospxq et le
lemme 27.70. Cette fonction est évidemment un polynôme trigonométrique parce que

cospxq “ eix ` e´ix

2 . (27.326)
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Ensuite les puissances le sont aussi à cause de la formule du binôme :

`
1` cospxq˘n “

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
cosnpxq, (27.327)

dans laquelle nous pouvons remettre cospxq comme un polynôme trigonométrique et développer à
nouveau la puissance avec (encore) la formule du binôme. La chose importante est qu’il existe une
approximation de l’unité pφnq formée de polynômes trigonométrique.

Ce qui fait la spécificité des polynômes trigonométriques est qu’ils sont à la fois stables par
convolution (lemme 27.80) et qu’ils permettent de créer une approximation de l’unité sur r0, 2πs.
Ce sont ces deux choses qui permettent de prouver l’important théorème suivant. △

ThoQGPSSJq

Théorème 27.82.
Les polynômes trigonométriques sont dense dans LppS1q pour 1 ď p ă 8.

Démonstration.
φk ˚ f LpÑ f (27.328)

par le théorème 27.71. Nous avons donc convergence Lp d’une suite de polynômes trigonométrique,
ce qui prouve que l’espace de polynômes trigonométriques est dense dans LppS1q.
Remarque 27.83.
Deux remarques.

— Il n’est pas possible que les polynômes trigonométriques soient dense dans L8 parce qu’une
limite uniforme de fonctions continues est continue (c’est le théorème 12.354). Donc les
polynômes trigonométriques ne peuvent engendrer que des fonctions continues.

— Nous donnerons au théorème 28.8 une démonstration indépendante de la densité des poly-
nômes trigonométriques dans LppS1q.

27.6 Espaces L2, généralités
SECooEVZSooLtLhUm

L’espace L2 est l’espace Lp défini en 27.7 avec p “ 2. Cependant il possède une propriété
extraordinaire par rapport aux autres Lp, c’est que la norme |.|2 dérive d’un produit scalaire. Il
sera donc un espace de Hilbert.

NORMooUEIEooYtlFse

27.84.
Nous en rappelons la construction. Soit pΩ,A, µq un espace mesuré. Nous considérons l’opération

xf, gy “
ż

Ω
fpωqgpωqdµpωq (27.329)DefProdScalLubrgTjDefProdScalLubrgTj

et la norme associée
}f}2 “

axf, fy. (27.330)

Nous considérons l’ensemble

L2pΩ, µq “ tf : Ω Ñ C tel que }f}2 ă 8u (27.331)

et la relation d’équivalence f „ g si et seulement si fpxq “ gpxq pour µ-presque tout x.
Et enfin, nous considérons le quotient

L2pΩ, µq “ L2pΩ, µq{ „ . (27.332)
LemIVWooZyWodb

Lemme 27.85.
Soit un espace mesuré 35 pΩ,A, µq.

35. Est-ce qu’il ne faudrait pas un peu plus d’hypothèses, comme σ-fini par exemple ? Vérifiez et écrivez-moi quand
vous avez la réponse.
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(1) Pour tout f, g P L2pΩ,A, µq, le produit

xf, gy “
ż

Ω
fḡ dµ (27.333)EQooGLVUooObPmaXEQooGLVUooObPmaX

est bien défini et est un nombre complexe 36.
(2) L’opération pf, gq ÞÑ xf, gy est un produit hermitien 37.
(3) Le couple

`
L2pΩ,A, µq, x., .y˘ est un espace de Hilbert 38.

Démonstration. Que L2pΩq soit un espace vectoriel est un cas particulier de la proposition 27.16.
Voyons cette histoire de produit scalaire.

(1) Pour de vraies fonctions Nous commençons par analyser l’intégrale (27.333) dans le cas
où f et g sont des fonctions, c’est-à-dire des représentants d’éléments de L2.
Dans ce cas, l’inégalité de Hölder (proposition 27.33) avec p “ q “ 2 nous indique que le
produit fḡ est un élément de L1. Par conséquent la formule a un sens.

(2) Passage aux classes
Ensuite nous montrons que la formule passe au quotient. Pour cela, nous considérons des
fonctions α et β nulles presque partout et nous regardons le produit de f1 “ f ` α par
g1 “ g ` β :

xf1, g1y “
ż
fḡ ` β̄f ` αḡ ` αβ̄. (27.334)

Les fonctions β̄f , αḡ et αβ̄ étant nulles presque partout, leur intégrale est nulle et nous avons
bien xf1, g1y “ xf, gy. Nous pouvons donc considérer le produit sur l’ensemble des classes.

(3) Produit hermitien Pour vérifier que la formule est un produit hermitien, le seul point
non évidement est de prouver que xf, fy “ 0 implique f “ 0. Cela découle du fait que

xf, fy “
ż

Ω
|f |2. (27.335)

La fonction x ÞÑ |fpxq|2 vérifie les hypothèses du lemme 14.194. Par conséquent |fpxq|2 est
presque partout nulle.

(4) Espace de Hilbert En ce qui concerne le fait que L2pΩq soit un espace de Hilbert, il s’agit
simplement de se remémorer que c’est un espace complet (théorème 27.44) et dont la norme
dérive d’un produit scalaire ou hermitien. Nous sommes donc bien dans la définition 25.3.

27.86.
Ces espaces seront utilisés pour de nombreuses applications. Nous en aurons besoin pour plusieurs
combinaisons d’ensembles Ω et de mesures µ.

— Pour Rd

— Pour S1

— Pour ra, bs
— Pour r0, 2πr
— Pour r´T, T r

36. Par opposition au fait que ce serait l’infini.
37. Définition 9.173. Pour rappel, nous considérons des fonctions à valeurs complexes. Si au contraire nous avions

considéré seulement des fonctions à valeurs réelles, nous aurions eu un produit scalaire.
38. Définition 25.3.
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Le premier est non compact et il est raisonnable de penser qu’il sera fondamentalement différent
des autres. À isomorphismes assez triviaux près, les espaces des fonctions sur les trois autres sont
identiques. Nous nous attendons donc à ce qu’ils aient les mêmes propriétés. Notons que du point
de vue de L2, étant donné qu’il y a un quotient par les parties de mesures nulles, prendre s0, 2πr
ou r0, 2πs ou n’importe quelle autre possibilité de ce genre revient au même.

Afin de pouvoir utiliser ces espaces de façon optimale, et entre autres y définir les séries de
Fourier, nous avons besoin, pour chacun d’entre eux de définir les éléments suivants :

— mesure
— produit de convolution
— le système trigonométrique (que nous allons montrer être une base hilbertienne)
— coefficients de Fourier

Ça fait pas mal de choses à définir. Il n’est pas besoin de définir un produit scalaire parce que le
lemme 27.85 nous en donne un générique.

Les définitions qui viennent sont à prendre « tant que les formules ont un sens ». Nous parlons
donc de fonctions dans FunpΩ,Cq, l’ensemble de toutes les fonctions sur Ω à valeurs dans C. Nous
verrons plus tard les espaces de fonctions sur lesquels tout a un sens.

27.7 L’espace L2pRdq

La mesure est celle de Lebesgue. Le produit de convolution est donné, pour f, g P FunpRd,Cq,
par

pf ˚ gqpxq “
ż

Rd

fpyqgpx´ yqdy (27.336)

Certaines de ses propriétés ont déjà été vues dans le théorème 27.57.
En ce qui concerne le système trigonométrique, pour tout ξ P Rd nous définirions bien

eξpxq “ eiξ·x, (27.337)

genre pour faire que les transformations de Fourier sont des séries continues . . .mais bon. Nous
n’allons pas tenter le diable plus que ça, et nous ne définissons

— pas de système trigonométrique,
— pas de coefficients de Fourier non plus,
— pas de théorie des séries de Fourier sur Rd.

Quand je disais que la non-compacité de Rd allait un peu changer les choses par rapport aux
autres, je ne rigolais pas.

27.8 L’espace L2pS1q

L’espace S1 sera fait avec forces détails, parce qu’il va servir de base pour les espaces L2pr0, 2πrq,
L2pr´T, T rq ainsi que pour l’étude des fonctions périodiques sur R.

En tant qu’ensemble,
S1 “ teitutPR, (27.338)

sans garanties que ce paramétrage soit une bijection.
Il y a essentiellement deux façons de définir une intégrale sur S1.

(1) Voir S1 comme une sous-variété de R2 et utiliser la définition 20.9. Cette façon a cependant
deux inconvénients :

— Elle ne donne pas la tribu des mesurables sur S1, c’est-à-dire que cette méthode ne
donne pas de façon évidente une théorie de la mesure sur S1.

— Il faut au moins deux cartes pour paramétrer le cercle. La fainéantise nous prévient que
ça va être technique.
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(2) Rapporter la structure d’espace mesuré de r0, 2πr vers S1, de force via le premier difféomor-
phisme qui nous passe par la tête, à savoir t ÞÑ eit.

Nous allons choisir la seconde possibilité, en gardant en tête qu’elle fonctionne de façon très simple
un peu par coup de chance, voir la remarque 14.295(5).

27.8.1 Espace mesuré

Plusieurs choses sont déjà faites.
— Les boréliens de S1 sont décrits dans la proposition 18.70,
— la tribu de Lebesgue de S1 est décrite dans la proposition 18.72. Non, ce n’est pas la tribu

induite de la tribu de Lebesgue de C.
PROPooDJERooYirMru

Proposition 27.87 (Espaces de fonctions sur S1[1]).
Soit l’espace mesuré

`
S1,LebpS1q, µ˘.

(1) La formule

xf, gy “
ż

S1
fḡdµ (27.339)EQooHPFQooEaujfZEQooHPFQooEaujfZ

est un produit hermitien 39 sur L2pS1,LebpS1q, µq.
(2) L’espace L2pS1q est un espace de Hilbert.

ITEMooQZAPooKEeQBW

(3) L’application 40

ϕ : L2pS1q Ñ L2`r0, 2πr˘

f ÞÑ 1?
2π
f ˝ φ. (27.340)

est une bijection isométrique (isomorphisme d’espaces de Hilbert)

Tout cela se résume par l’égalité

L2pS1,LebpS1q, µq “ L2`s0, 2πr,LebpRq, λ˘ (27.341)

où nous avons fait un minuscule abus de notations : ici LebpRq est en réalité la tribu induite sur
s0, 2πr.
Démonstration. Le fait que la formule (27.339) donne bien un produit hermitien est le lemme
27.85. Ce même lemme assure que le tout donne un espace de Hilbert.

Il nous reste à prouver le point (3). En ce qui concerne l’isométrie, nous posons 41

ϕ : L2pS1q Ñ L2`r0, 2πr˘

f ÞÑ 1?
2π
f ˝ φ (27.342)

(1) Injection Si ϕpfq “ ϕpgq, alors pour tout x P r0, 2πr nous avons f
`
φpxq˘ “ g

`
φpxq˘. Vu

que φ : r0, 2πr Ñ S1 est une bijection nous avons alors fpsq “ gpsq pour tout s P S1.
(2) Surjection Si f P L2`s0, 2πs˘, nous posons g : S1 Ñ C par

gpsq “ ?2πf
`
φ´1psq˘. (27.343)

Nous avons alors bien ϕpgqpxq “ fpxq.
39. Définition 9.173.
40. Ici φ : r0, 2πr Ñ S1 est la bijection usuelle de la proposition 18.61(1).
41. Notez que cette définition passe aux classes. Nous le répéterons pas.
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(3) Isométrie Nous montrons que ϕ préserve le produit scalaire : SUBEQSooRYYHooPcLXHN

xϕpfq, ϕpgqy “
ż 2π

0
ϕpfqpxqϕpgqpxqdλpxq (27.344a)

“ 1
2π

ż 2π

0
pf ˝ φqpxqpg ˝ φqpxq dλpxq (27.344b)

“ 1
2π

ż 2π

0
pfḡq ˝ φdλ (27.344c)

Pour la suite nous devons invoquer la proposition 14.294 qui nous permet de changer une in-
tégrale sur

`r0, 2πr,Leb
`r0, 2πr˘, λ˘ en une intégrale sur

`
S1,LebpS1q, µ˘. La première condi-

tion de cette proposition est que LebpS1q “ φ
`
Lebpr0, 2πrq˘. Cela est la proposition 18.72(2).

La condition sur la mesure dans la proposition 14.294 n’est vraie ici qu’à un facteur 2π près.
Nous avons : ż

r0,2πr
fdλ “ 2π

ż

S1
pf ˝ φ´1qdµ. (27.345)

Nous continuons le calcul (27.344) :

xϕpfq, ϕpgqy “ 1
2π

ż 2π

0
pfḡq ˝ φdλ “

ż

S1
fḡdµ “ xf, gy. (27.346)

27.8.2 Topologie

Nous considérons sur S1 la topologie induite de C. Vu que S1 est fermé et borné dans C, il
en est une partie compacte. Par le lemme 7.80, l’espace S1 muni de sa topologie est un espace
topologique compact.

Nous pouvons donc sans crainte affirmer que toute fonction continue f : S1 Ñ K est bornée et
atteint ses bornes.

PROPooEQDBooDfOrTZ

Proposition-Définition 27.88.
Soit la formule

dpeix, eiyq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ|. (27.347)

(1) Elle est bien définie (ne dépend pas des choix de x et y donnant les mêmes points dans S1)
(2) L’infimum est en réalité un minimum : il est atteint par un certain k P Z (qui, lui, dépend

des choix).
(3) La formule définit une distance 42 sur S1.

Nous considérons sur S1 la topologie τd découlant de cette distance.

Démonstration. Point par point.
(1) Soient x1, y1 P R tels que eix1 “ eix et eiy1 “ eiy. Alors x1 “ x ` 2lπ et y1 “ y ` 2l1π pour

certains entiers l, l1 P Z (corolaire 18.24). Nous avons alors |x1´y1`2kπ| “ |x´y`2πpk`l´l1q|
et

inf
kPZ |x

1 ´ y1 ` 2kπ| “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ|. (27.348)

(2) Quels que soient x et y fixés, nous avons

lim
kÑ˘8 |x´ y ` 2kπ| “ 8. (27.349)

Donc l’infimum est forcément atteint par un k P Z.
(3) Pour la distance, il y a plusieurs points à prouver.

42. Définition 7.110.
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— Pour tout z, z1 P S1 nous avons dpz, z1q ě 0 parce que la distance est donnée par une
valeur absolue.

— Si dpz, z1q “ 0, alors il existe k tel que x “ y`2kπ. Alors eix “ eipy`2kπq “ eiye2kiπ “ eiy.
C’est-à-dire z “ z1.

— Pour la symétrie, nous avons

|x´ y ` 2kπ| “ |y ´ x´ 2kπ| “ |y ´ x` 2k1π| (27.350)

en posant k1 “ ´k. L’infimum étant pris sur k P Z, nous avons al symétrique dpeix, eiyq “
dpeiy, eixq.

— Pour attaquer l’inégalité triangulaire, nous considérons z1 “ eix1 , z2 “ eix2 et z3 “ eix3 .
Nous posons également k1, k2, k3 P Z tels que dpz1, z3q “ |x1 ´ x3 ` 2k1π|, dpz1, z2q “
|x1 ´ x2 ` 2k2π| et dpz2, z3q “ |x2 ´ x3 ` 2k3π|. Nous avons alors

dpz1, z3q “ inf
kPZ |x1 ´ x3 ` 2kπ| (27.351a)

“ inf
kPZ |x1 ´ x2 ` x2 ´ x3 ` 2kπ| (27.351b)

“ inf
kPZ

ˇ̌px1 ´ x2 ` 2k2πq ` px2 ´ x3 ` 2k3πq ` 2kπ
ˇ̌

(27.351c)

ď ˇ̌px1 ´ x2 ` 2k2πq ` px2 ´ x3 ` 2k3πq
ˇ̌

(27.351d)SUBEQooXOGCooCZxCsfSUBEQooXOGCooCZxCsf

ď |x1 ´ x2 ` 2k2π| ` |x2 ´ x3 ` 2k3π|. (27.351e)

Notez que pour (27.351d), en posant k “ 0 nous avons bien une inégalité. En y pensant,
k “ 0 réalise effectivement l’infimum, mais ce n’est pas indispensable.

Le cercle est bien connu pour être symétrique et en particulier avoir une symétrie sous les
rotations. Nous allons voir quelques résultats qui vont dans le sens de dire que la distance définie
sur S1 respecte cette symétrie.

LEMooCQCAooAEctbe

Lemme 27.89.
Plusieurs points à propos de l’invariance de la topologie sous les rotations.

(1) La distance est invariante sous les rotations, c’est-à-dire que si a, b P S1 et si s P R, alors

dpeisa, eisbq “ dpa, bq. (27.352)
ITEMooCIPYooTyPQLj

(2) Les boules sont préservées sous les rotations 43, c’est-à-dire que

eisBdpa, rq “ Bdpeisa, rq. (27.353)

(3) La topologie est invariante sous les rotations : eisτd “ τd.

Démonstration. Point par point.
(1) Si a “ eix et b “ eiy, nous avons

dpa, bq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ| “ inf

kPZ |px´ sq ´ py ´ sq ` 2kπ| “ dpeisa, eisbq. (27.354)

Et de un.
(2) Il faut une inclusion dans chaque sens.

(2a) eisBdpa, rq Ă Bdpeisa, rq Soit b P eisBdpa, rq. Alors b “ eisb1 pour un certain b1 P
Bdpa, rq. Nous avons alors, en utilisant le premier point,

dpb, aeisq “ dpe´isb, aq “ dpb1, aq ă r. (27.355)

Donc b P Bdpeisa, rq.
43. Pas chaque boule séparément, mais l’ensemble des boules
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(2b) Bdpeisa, rq Ă eisBdpa, rq Soit b P Bdpeisa, rq. Nous devons prouver que b P eisBdpa, rq,
c’est-à-dire que b “ eisb1 pour un certain b1 P Bdpa, rq ou encore que e´isb P Bdpa, rq.
En utilisant encore le premier point,

dpe´isb, aq “ dpb, eisaq ă r. (27.356)

Donc oui, e´isb P Bpa, rq.
(3) Soit A P τd. Si a P eisA, alors a “ eisa1 pour un certain a1 P A. Notre but est de prouver que

eisA contient un voisinage de a.
Vu que a1 P A, il existe r ą 0 tel que Bdpa1, rq Ă A. Nous avons alors

eisaBdpa1, rq Ă eisA, (27.357)

et comme eisBdpa1, rq “ Bdpeisa1, rq “ Bdpa, rq nous avons bien

Bdpa, rq Ă eisA. (27.358)

Nous allons voir maintenant quelques résultats à propos de Bdp1, rq qui a la bonne figure d’être
un ouvert qui s’étale symétriquement en partant de 1 (le point le plus à droite du cercle). Par
rapport à la figure 27.1, il s’agit ni plus ni moins que de voir qu’une boule de rayon r autour de 1
est bien la partie indiquée (symétrique par rapport à 1 et de longueur d’arc r des deux côtés). De
plus, ce voisinage n’est autre que la partie du cercle située à droite de la ligne en pointillés.

‚ 1

‚

‚

Figure 27.1: Un voisinage de 1 dans S1. LabelFigJOQVoolPTsYPZK

Ce lemme-ci montre que Bdp1, rq est une partie de S1 qui s’étale symétriquement autour de 1.
LEMooMYNVooIWWsiV

Lemme 27.90.
Soit l’application

φ : RÑ S1

x ÞÑ eix.
(27.359)

Nous avons Bdp1, rq “ φ
`s´r, rr˘.

Démonstration. Soit b P Bdp1, rq de la forme b “ eiy avec y choisi de telle sorte que dp1, bq “ |y|.
Vu que dp1, bq ă r, nous avons |y| ă r et donc b P φ`s´r, rr˘.

Dans l’autre sens, si y P s´r, rr, alors

dp1, eiyq “ inf
kPZ |y ` 2kπ| ď |y| ă r. (27.360)EQooRWASooVZnQCJEQooRWASooVZnQCJ

Nous avons utilisé le fait que l’infimum sur k P Z est plus petit ou égal à la valeur pour k “ 0. Les
inégalités (27.360) montrent que eiy P Bdp1, rq.

Le lemme suivant montre que que les boules autour de 1 sont délimitées par la droite en pointillé
de la figure 27.1.
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LEMooLINCooHJmJWx

Lemme 27.91.
Soit r P r0, πs. Nous avons

Bdp1, rq “ S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu. (27.361)

Démonstration. En deux inclusions.
(1) Inclusion Ă

Si r “ π, alors Bp1, rq “ S1zt´1u, alors que cospπq “ ´1.
Si r ă π, alors nous partons de la formule (18.18) qui dit que eir “ cosprq ` i sinprq. D’après
le lemme 27.90, un élément de Bdp1, rq est de la forme eiy avec y P s´r, rr. Nous voudrions
donc prouver que cospyq ą cosprq dès que y P s´r, rr et r ă π.
Sur s´r, 0r, la fonction cos est croissante 44, donc si y ă 0 alors

cospyq ą cosp´rq “ cosprq. (27.362)

De la même façon, sur s0, rr, la fonction cos est décroissante, de telle sorte que si y ą 0, alors
cospyq ą cosprq.
Nous avons prouvé que Bdp1, rq Ă S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu.

(2) Inclusion inverse
Soit z “ eis avec s P r´π, πr, et vérifiant cospsq ą cosprq. Nous avons

dp1, zq “ inf
kPZ |s` 2kπ| “ |s| (27.363)

parce que l’infimum est réalisé par k “ 0. Nous avons donc
$
’&
’%

cospsq ą cosprq (27.364a)
|s| P r0, πs (27.364b)
r P r0, πs, (27.364c)

et nous devons en déduire que |s| ă r. Si s ą 0, alors la décroissance de cosinus (proposition
18.48(1)) dit que s ă r.
Si s ă 0, alors nous savons que cospsq “ cosp´sq et donc, en posant s1 “ ´s, le cas "s ą 0"
nous dit que s1 ă r, et donc que |s| ă r.
Dans les deux cas nous avons dp1, zq “ |s| ă r.

Proposition 27.92.
La topologie τd sur S1 45 est la topologique induite depuis C.

Démonstration. Nous notons τi la topologie induite (c’est-à-dire l’ensemble des ouverts) et τd la
topologie de la distance fraichement définie. Nous allons également noter BCpa, rq la boule dans
C de centre a et de rayon r, et Bdpz, rq celle dans S1, de centre z P S1 et de rayon r pour notre
distance d.

(1) τi Ă τd Un élément général de τi est de la forme O X S1 où O est un ouvert de C. Soit
a P OXS1 et prouvons qu’il existe un ouvert de τd contenant a et contenu dans OXS1 ; cela
prouvera que O X S1 est ouvert de τd par le théorème 7.8.
Soient a “ eix et r tel que BCpa, rq Ă O. Nous allons montrer que Bdpa, rq Ă BCpa, rq. Un
élément général de Bdpa, rq est b “ eiy tel que

dpa, bq “ inf
kPZ |x´ y ` 2kπ| ď r. (27.365)

44. Lemme 18.25.
45. Définition 27.88.
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Quitte à redéfinir x ou y nous pouvons supposer que l’infimum est atteint en k “ 0. En
utilisant la proposition 21.15 nous majorons :

|a´ b| “ |eix ´ eiy| ď |x´ y| “ dpa, bq ď r. (27.366)

Donc nous avons bien b P BCpa, rq dès que b P Bdpa, rq.
(2) τd Ă τi

Ce sens est plus délicat parce que, si nous voulons suivre les mêmes pas que le premier sens,
nous devrons nous appuyer sur la continuité de l’application ln : C˚ Ñ C, laquelle n’est pas
vraie en ´1 (voir par exemple le lemme 26.33).
Soient A P τd et a P A. Nous devons prouver l’existence d’un ouvert O de C tel que S1 XO
soit inclus dans A et contienne a. Nous allons prouver cela dans le cas a “ 1 et ensuite
propager le résultat en utilisant la symétrie de S1.

(2a) Si a “ 1 Vu que A est ouvert pour la topologie de la distance d, et vu que 1 P A, il
existe r ą 0 tel que Bdp1, rq Ă A. Pour ce r le lemme 27.91 donne

Bdp1, rq “ S1 X tx` iy tel que x ą cosprqu. (27.367)

Nous montrons que O “ BCp1, δq avec δ ă 1´ cosprq fait l’affaire. Si x` iy P BCp1, δq,
alors x ą 1´ δ et donc

1´ δ ą 1´ p1´ cosprqq “ cosprq, (27.368)

ce qui prouve que la partie de O qui est dans S1 est bien dans Bdp1, rq.
(2b) Si a ‰ 1

Soient un ouvert quelconque A P τd ainsi que a “ eix P A. Nous considérons r ą 0
tel que Bdpa, rq Ă A ; nous avons e´ixBdpa, rq Ă e´ixA et donc, en tenant compte du
lemme 27.89(2) :

Bdp1, rq Ă e´ixA. (27.369)

Par le premier point, il existe un ouvert O de C tel que 1 P O et

O X S1 Ă Bdp1, rq Ă e´ixA. (27.370)

Nous avons évidemment que a P eixO et

eixpO X S1q Ă eixBdp1, rq Ă A. (27.371)

Donc eixO X S1 Ă A. Vu que eixO est un ouvert de C, l’ensemble eixO X S1 est un
ouvert de τi.

LEMooTKFHooJaeMyc

Lemme 27.93 ([1]).
Deux résultats de limites dans S1. ITEMooEUDIooDuynRg

(1) Pour tout a0 P S1, nous avons
lim
sÑ1

dpa, asq “ 0. (27.372)
ITEMooXCBUooUxQldB

(2) Si f : S1 Ñ C est continue en a P S1, alors

lim
sÑ1

fpasq “ fpaq. (27.373)

Démonstration. Point par point.
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(1) Soient a, s P S1. Donnons une formule pour dpa, asq. Si a “ eix et s “ eiy nous avons
as “ eipx`yq et donc

dpa, asq “ inf
kPZ |x´ px` yq ` 2kπ| “ inf

kPZ |y ` 2kπ|. (27.374)

Voilà pour la formule. Maintenant la preuve de notre point.
Soit ϵ ą 0. Si δ ă ϵ et si s P Bp1, δq, alors il existe y P s´δ, δr tel que s “ eiy par le lemme
27.90. Pour un tel s nous avons

dpa, saq “ inf
kPZ |y ` 2kπ| ď |y| ă δ ă ϵ. (27.375)

Nous avons trouvé δ ą 0 tel que s P Bp1, δq implique dpa, asq ă ϵ. Cela est la limite que nous
devions prouver.

(2) Soit ϵ ą 0. Soit r ą 0 tel que si b P Bpa, rq, alors |gpbq ´ gpaq| ă ϵ ; l’existence d’un tel r est
la continuité de g en a. Nous considérons δ ą 0 tel que s P Bp1, δq implique sa P Bpa, rq ;
l’existence d’un tel δ est le point (1) de ce lemme.
Avec tout cela nous avons |gpasq ´ gpaq| ă ϵ dès que s P Bp1, δq. Nous avons donc, comme
nous le voulions, la limite limsÑ1 gpasq “ gpaq.

Lemme 27.94.
Pour s P S1, nous considérons l’application

αs : FunpS1q Ñ FunpS1q
αspgqpuq “ gpus̄q ´ gpuq. (27.376)

Quelques propriétés avec 1 ď p ă 8 :
(1) Si f P LppS1q, alors αspfq P LppS1q.
(2) Si f est continue dans LppS1q nous avons la limite

lim
sÑ1

αspfq “ 0 (27.377)

dans LppS1q.
Démonstration. D’abord un calcul de norme :

}αspfq}pp “
ż

S1
|fpus̄q ´ fpuq|pdu ď

ż

S1
|fpus̄q|pdu`

ż

S1
|fpuq|pdu “ 2}f}pp. (27.378)

Donc oui pour que αspfq P LppS1q.
La fonction f étant supposée continue sur le compact S1, elle est majorée. Nous savons qu’en

posant M “ }f}8 nous avons |αspfq| ď 2M . Donc la fonction constante

g : S1 Ñ C

u ÞÑ 2M
(27.379)

est une fonction intégrable sur S1 qui majore |αspfq| uniformément en s. Soit une suite si Ñ 1
dans S1, et posons fi “ αsipfq. Alors nous avons

}fi}pp “
ż

S1
|fipuq|pdu (27.380)

et aussi |fi|p ď p2Mqp. Le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.202 nous permet
de permuter limite et intégrale :

lim
iÑ8 }fi}

p
p “

ż

S1
lim
iÑ8 |fipuq|

pdu. (27.381)

Mais
lim
iÑ8 fipuq “ lim

iÑ8αsipfqpuq “ lim
iÑ8

`
fpus̄iq ´ fpuq

˘ “ 0. (27.382)

La dernière limite est due au fait que limsÑ1 gpusq “ gpuq (lemme 27.93(2)).
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27.8.3 Système trigonométrique

Définition 27.95.
La famille trigonométrique sur S1 est l’ensemble de fonctions tenunPZ données par

en : S1 Ñ C

z ÞÑ zn
(27.383)

avec n P Z. Un polynôme trigonométrique est une application S1 Ñ C de la forme
nÿ

k“´n
akek (27.384)

pour des nombres ak P C, peut-être pas tous non-nuls (autrement dit, il n’est pas forcé d’avoir
autant de termes négatifs que positifs).

Le but de z ÞÑ zn dans cette définition est d’être lu t ÞÑ eint lorsqu’on considère les fonctions
sur r0, 2πr.

PROPooOMGFooROFFFr

Proposition 27.96.
La famille trigonométrique est une famille orthonormale pour le produit scalaire L2pS1,A, µq.
Démonstration. En utilisant la proposition 27.87(3) nous avons :

xen, eny “
ż

S1
enen “ 1

2π

ż

r0,2πr
en
`
φpxq˘en

`
φpxq˘ (27.385a)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
einxe´inxdx (27.385b)

“ 1
2π

ż 2π

0
1dx (27.385c)

“ 1. (27.385d)

Et nous avons également, pour m ‰ n :

xen, emy “ 1
2π

ż

r0,2πr
eipn´mqxdx “ 1

2π

„
1

ipn´mqeipn´mqx

ȷ2π

0
“ 0. (27.386)

Remarque 27.97.
Vous aurez noté que le facteur 1

2π qui permet d’avoir xen, eny “ 1 ne provient ni de la définition du
produit scalaire ni de celle de la famille trigonométrique, mais bien de la mesure, voir la définition
18.193.

REMooUCANooVyXPxj

Remarque 27.98.
Notez aussi que nous avons bien xen, e´ny “ 0. Il faut donc bien prendre tous les en avec n P Z et
non seulement n P N.

PROPooTGBHooXGhdPR

Proposition 27.99.
Les polynômes trigonométriques forment une partie dense dans

`
CpS1,Cq, }.}8

˘
.

Démonstration. Pour préciser les notations, CpS1,Cq est l’ensemble des fonctions continues de S1

vers C, et l’espace topologique que nous considérons est cet ensemble sur lequel nous considérons
la distance supremum.

Nous utilisons le théorème de Stone-Weierstrass 12.415.
Le système contient une fonction constante non nulle, à savoir e0.
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Il sépare les points grâce à la fonction e1 qui n’est autre que la fonction identité z ÞÑ z. De plus
l’ensemble des polynômes trigonométriques est stable par conjugaison parce que si

P “
nÿ

k“´n
akek, (27.387)

alors P̄ “ řn
k“´n akek “

řn
k“´n ake´k qui est encore un polynôme trigonométrique.

Définition 27.100.
Si nous avons une fonction f : S1 Ñ C, nous définissons ses coefficients de Fourier par

cnpfq “ xf, eny (27.388)

pourvu que l’intégrale existe.

27.8.4 Convolution

La convolution sur Rn est donnée par la définition 27.56. Nous voyons maintenant comment
cela s’adapte à S1.

DEFooSKWOooEdIHoH

Définition 27.101.
Si f et g sont des fonctions sur S1 à valeurs dans C, nous définissons la convolution de f et g
comme étant la fonction sur S1 définie par

pf ˚ gqpzq “
ż

S1
fpsqgpzs̄qdµpsq. (27.389)EQooILQNooBKtSBjEQooILQNooBKtSBj

Cette définition appelle plusieurs remarques.
— Dès que z, s P S1, nous avons zs̄ P S1, de telle sorte qu’au moins l’intégrande ait un sens.
— Nous ne prétendons pas que l’intégrale (27.389) converge pour toutes les fonctions f et g.

Cela est une définition « pour tous les couples f, g pour lesquels l’intégrale fonctionne ».
— Le lemme 27.102 nous dira que L1pS1q est stable par convolution : si f et g sont dans L1,

alors f ˚ g y est aussi.
— Dans la formule (27.389), la variable s est vraiment une variable muette. Cette formule aurait

également pu être écrite

pf ˚ gqpzq “
ż

S1

“
s ÞÑ fpsqgpzs̄q‰dµ. (27.390)

LEMooTYSSooItOiYE

Lemme 27.102 ([659]).
Si f, g P L1pS1q, alors pour presque tout z P S1, la fonction s ÞÑ ş

fpsqgpzs̄q est dans L1pS1q.
Démonstration. Nous considérons la fonction

ψ : S1 ˆ S1 Ñ C

pz, sq ÞÑ fpsqgpzs̄q. (27.391)

(1) ψ P L1pS1 ˆ S1q Nous utilisons le corolaire 14.298, et pour cela nous calculons les intégrales
en chaine 46 :

ż

S1

„ż

S1
|fpsqgpzs̄q|dz

ȷ
ds “

ż

S1
|fpsq|

„ż

S1
|gpzs̄q|dz

ȷ

loooooooomoooooooon
“Aă8

ds (27.392a)

“ A

ż

S1
|fpsqds| (27.392b)

ă 8. (27.392c)

46. Dans les expressions suivantes, les symboles « ds » et « dz » n’ont pas d’autres valeurs que purement de notation
pour indiquer le nom de la variable d’intégration.
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Le fait que A ă 8 provient directement de l’hypothèse g P L1pS1q 47.
Par le corolaire sus-cité nous avons bien ψ P L1pS1 ˆ S1q.

(2) Et par Fubini Le théorème de Fubini 14.299(1) nous renseigne que pour presque tout
z P S1, l’application

s ÞÑ ψpz, sq (27.393)

est dans L1pS1q. Et la partie 14.299(2) ajoute que l’application

z ÞÑ
ż

S1
ψps, zqds (27.394)EQooPLLBooJZsZzuEQooPLLBooJZsZzu

est également L1pS1q.
(3) Conclusion L’application donnée en (27.394) est précisément pf ˚ gq. Donc f ˚ g P L1pS1q.

Lemme 27.103 ([1]).
Si f P L1pS1q et si g est continue sur S1, alors f ˚ g existe et est continue sur S1.

Démonstration. Vu que S1 est compact, la continuité de g implique que g est bornée et donc dans
L1pS1q. Le lemme 27.102 dit alors que f ˚ g est bien définie sur S1.

Soit z0 P S1. Nous montrons que f ˚ g est continue en z0 ; pour cela nous considérons ϵ ą 0 et
ensuite nous réfléchissons un peu.

Vu que g est continue sur S1 qui est compact, g y est uniformément continue par le théorème de
Heine12.78. Il existe donc un δ ą 0 tel que pour tout z0 P S1, si z P Bpz0, δq, alors |gpz0q´gpzq| ă ϵ.

Soit s P S1. Si z P Bpz0, δq, alors s̄z P Bps̄z0, δq par le lemme 27.89(2). Dans ce cas nous avons
aussi

|gps̄z0q ´ gps̄zq| ă ϵ. (27.395)

Un peu de calcul maintenant. D’une part

pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq “
ż

S1
fpsq`gpz0s̄q ´ gpzs̄q

˘
ds, (27.396)

et donc

|pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq| ď
ż

S1
|fpsq| ˇ̌gpz0s̄q ´ gpzs̄q

ˇ̌
loooooooomoooooooon

ăϵ
ds (27.397a)

ď ϵ

ż

S1
|f | (27.397b)

“ Aϵ (27.397c)

pour une certaine constante A ne dépendant pas de z0.
Nous avons prouvé que pour tout ϵ ą 0, il existe un δ tel que z P Bpz0, αq implique

|pf ˚ gqpz0q ´ pf ˚ gqpzq| ď Aϵ, (27.398)

ce qui signifie que f ˚ g est continue en z0.

Notez que dans cette démonstration, l’uniforme continuité de g a été utilisée pour effectuer
d’un seul coup la majoration pour tout s dans l’intégrale.

PROPooCSRNooDyClBY

Proposition 27.104.
Si f P L1pS1q, nous avons

f ˚ en “ cnpfqen. (27.399)
47. Avec un changement de variables z ÞÑ zs̄ que je vous conseille d’être capable de justifier.
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Démonstration. Il s’agit d’un bon calcul. En considérant z “ eiθ nous avons

pf ˚ enqpzq “
ż

S1
fpsqenpzs̄qds (27.400a)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
fpeixqenpeipθ´xqqdx (27.400b)

“ einθ
1

2π

ż

r0,2πr
fpeixqe´inxdx (27.400c)

“ enpeiθq 1
2π

ż

r0,2πr
fpeixqenpeixqdx (27.400d)

“ enpzq
ż

S1
fpsqenpsqds (27.400e)

“ enpzqxf, eny. (27.400f)

Donc pf ˚ enqpzq “ xf, enyenpzq, c’est-à-dire que

f ˚ en “ cnpfqen. (27.401)

LEMooDGHJooRAnwpy

Lemme 27.105.
Si P est un polynôme trigonométrique et si f P L1pS1q, alors f ˚ P est également un polynôme
trigonométrique.

Démonstration. Soit P “ řn
k“´n akek. Par la linéarité du produit de convolution,

f ˚ P “
nÿ

k“´n
akf ˚ ek “

ÿ

k

akckpfqek (27.402)

où nous avons également utilisé la proposition 27.104. Nous avons donc un polynôme trigonomé-
trique dont les coefficients sont akckpfq au lieu de ak.

27.8.5 Approximation de l’unité
LEMooUNFBooRCzwIn

Lemme 27.106 ([643]).
Soient une fonction continue f : S1 Ñ r0,8r et a P S1 telle que fpzq ă fpaq pour tout z P S1ztau.
Alors la suite de fonctions fn : S1 Ñ R donnée par

fnpzq “
ˆż

S1
fn

˙´1
fpzqn (27.403)EQooTQYPooLZprJjEQooTQYPooLZprJj

est une approximation de l’unité 48 autour de a.

Démonstration. En plusieurs points, dont d’abord une série de vérifications pour voir que la formule
a un sens.

(1) Strictement positive D’abord, vu que f prend ses valeurs dans r0,8r et vu que fpzq ă
fpaq, nous avons fpaq ą 0 (strict). Peut-être que f s’annule à certains endroits de S1, mais
pas a.

(2) fn est intégrable sur S1 La fonction fn est dans les hypothèses de la proposition 14.213
parce que S1 est compact, fn y est continue et la mesure sur S1 est compatible avec la
topologie (voir les hypothèses précises).

48. Définition 27.68.
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(3) L’intégrale n’est pas nulle Vu que fpaq ą 0, il existe un ouvert A contenant a sur lequel
f ą 0. Nous avons alors ż

K
fn ě

ż

A
fn ą 0. (27.404)

Cela pour dire que l’inverse dans (27.403) ne pose pas de problèmes.
(4) Norme Vu que toutes les fonctions tant f que fn sont positives, les valeurs absolues ne

jouent aucun rôle et nous avons

}fn}1 “
ż

S1
fndµ “

ˆż

S1
fn

˙´1 ż

S1
|fpzq|ndµ “ 1. (27.405)

Ce calcul donne d’un seul coup les deux conditions
— supk }fk} “ 1
—

ş
S1 fn “ 1 pour tout n.

Nous passons maintenant au vrai travail. Soit un voisinage V de a dans S1. Soit une suite croissante
ptkq qui converge vers fpaq, c’est-à-dire 0 ă tk ă fpaq. Nous posons

Ak “ tx P S1zV tel que fpxq ě tku. (27.406)

Cet ensemble est contenu dans S1 et est donc borné (pour la métrique de S1).
(1) Ak est fermé Attention : ici nous démontrons que Ak est fermé dans S1, et les complé-

mentaires sont pris dans S1.
Nous montrons que le complémentaire est ouvert en prenant y P Ac et en montrant que y
admet un voisinage contenu dans Ac (le fameux théorème 7.8 que nous ne nous lasserons
jamais de citer). Si y P Ac, il y a deux possibilités (non exclusives) : soit y P V soit fpyq ă tk.
Si y P V , alors le voisinage V lui-même est encore dans Ac. Si par contre fpyq ă tk, alors par
continuité, il existe un voisinage de y sur lequel f ă tk.

(2) Ak est compact L’espace S1 est compact, par exemple grâce au lemme 7.80. La partie Ak
est fermée dans le compact S1, donc elle est compacte par le lemme 7.92.

(3) Ak`1 Ă Ak Si x P Ak`1, alors fpxq ě tk`1 ą tk. Donc fpxq ą tk et x P Ak.
(4) Intersection vide Si x P ŞkPNAk, alors fpxq ě tk pour tout k. En passant à la limite et

en sachant que limkÑ8 tk “ fpaq, nous avons fpxq ě fpaq. Par hypothèse, cela n’est pas.
Donc č

kPN
Ak “ H. (27.407)

Nous avons, dans un compact, des fermés emboîtés dont l’intersection est vide. Le corolaire
7.89 nous dit qu’il existe un indice à partir duquel tous les Ak sont vides.

Soit δ “ tk pour un k tel que Ak est vide. Nous avons

tx P S1zV tel que fpxq ě δu “ H, (27.408)

c’est-à-dire que sur S1zV , nous avons f ă δ et donc
ż

S1zV
fpsqn ă

ż

S1zV
δn “ VolpS1zV qδn (27.409)

où VolpS1zV q “ ş
S1zV 1 “ µ1pS1zV q est une constante réelle strictement positive.

Nous avons aussi δ ă fpaq parce que δ est un des tk (et que cette suite croissante converge vers
fpaq sans l’atteindre par hypothèse). Soit δ1 tel que δ ă δ1 ă fpaq 49.

Nous posons
W “ tx P S1 tel que fpxq ą δ1u. (27.410)

49. Dans [643], il prend δ ă δ1 ă 1 et je crois qu’il aurait dû écrire φp0q au lieu de 1.
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Cet ensemble n’est pas vide parce qu’il contient a et est ouvert parce que f est continue. Nous
avons ż

S1
fpsqnds ě

ż

W
fpsqnds ě δn1 VolpW q. (27.411)

Nous avons donc déjà ces deux inégalités :
ż

S1zV
fpsqn ď VolpS1zV qδn (27.412)

et ż

S1
fpsqnds ě δn1 VolpW q. (27.413)

En ce qui concerne les fonctions fn que nous voulions étudier,

fnpzq “
ˆż

S1
fpsqnds

˙´1
fpzqn ď `

VolpW qδn1
˘´1

fpzqn, (27.414)

et donc ż

S1zV
fn ď

`
VolpW qδn1

˘´1 VolpS1zV qσn “ VolpS1zV q
VolpW q

ˆ
δ

δ1

˙n
. (27.415)

Étant donné que δ ă δ1, nous avons pδ{δ1qn Ñ 0. Donc aussi

lim
nÑ8

ż

S1zV
fnpzqdz “ 0. (27.416)

Le théorème suivant est une version pour S1 du théorème 27.71. Le produit de convolution
dans S1 est la définition 27.101.

THOooIAOPooELSNxq

Théorème 27.107 ([643, 1]).
Soient pφkq une approximation de l’unité sur Ω “ S1 ainsi qu’une fonction g : S1 Ñ C. Si g est
mesurable et bornée sur Ω et si g est continue en a0 alors

pφk ˚ gqpa0q Ñ gpa0q. (27.417)

Démonstration. Pour chaque k P N nous posons

dk “ φk ˚ g ´ g. (27.418)

Le but de ce théorème est de montrer que dk Ñ 0 pour diverses notions de convergence.
Soit a0 P S1. Par définition de l’approximation de l’unité,

ş
S1 φk “ 1 et donc on peut écrire

gpa0q “
ş
S1 gpa0qφkpsqds. En ce qui concerne dkpa0q nous avons alors

dkpa0q “
ż

S1
φkpsqgpa0s̄qds´

ż

S1
gpa0qφkpsqds (27.419a)

“
ż

S1
φkpsq

`
gpa0s̄q ´ gpa0q

˘
. (27.419b)

Nous pouvons passer à la norme (et non la valeur absolue parce que dk prend ses valeurs dans C) :

|dkpa0q| ď
ż

S1
|φkpsq|

ˇ̌
gpa0s̄q ´ gpa0q

ˇ̌
ds. (27.420)

La définition d’une approximation de l’unité nous permet de considérer M “ supk }φk}1 ă 8. Le
lemme 27.93(2) nous permet, lui, de considérer α ą 0 tel que

|gpa0s̄q ´ gpa0q| ă ϵ (27.421)
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dès que s P Bp1, αq 50. Vu que la suite pφkq est une approximation de l’unité, nous avons

lim
kÑ8

ż

S1zBp1,αq
|φk| “ 0. (27.422)

Soit k suffisamment grand pour avoir
ş
S1zBp1,αq |φk| ă ϵ. Avec tout cela nous avons les majorations

|dkpa0q| ď
ż

S1
|φkpsq|

ˇ̌
gpa0s̄q ´ gpa0q

ˇ̌
ds (27.423a)

“
ż

S1zBp1,αq
|φkpsq|

ˇ̌
gpa0s̄q ´ gpa0q

ˇ̌
loooooooomoooooooon

ď2}g}8

ds`
ż

Bp1,αq
|φkpsq|

ˇ̌
gpa0s̄q ´ gpa0q

ˇ̌
loooooooomoooooooon

ăϵ
ds (27.423b)

ď 2}g}8
ż

S1zBp1,αq
|φkpsq|ds` ϵ

ż

S1
|φkpsq|ds (27.423c)

ď ϵ
`
1` 2}g}8

˘
. (27.423d)

Nous avons donc bien limkÑ8 |dkpa0q| “ 0 et donc la continuité de φk ˚ g en a0.

Voici une version un peu forte sous l’hypothèse de continuité. Vu que S1 est compact, la
continuité est en réalité une hypothèse assez forte : ça implique l’uniforme continuité et l’existence
d’un maximum et d’un minimum.

Proposition 27.108.
Soient pφkq une approximation de l’unité sur Ω “ S1 ainsi qu’une fonction continue g : S1 Ñ C.ITEMooPHBJooOHDVoW

(1) Si g P LppΩq (0 ď p ă 8) et si g est continue, alors 51

φk ˚ g LpÑ g. (27.424)
ITEMooLOSVooDtaugF

(2) Si g est continue sur S1, alors
φk ˚ g L

8Ñ g (27.425)

Démonstration. En plusieurs points
(1) limuÑ1 }τupgq ´ g} “ 0 Ceci est un petit point intermédiaire. Pour des besoins de notations,

nous posons
τupgq : S1 Ñ C

s ÞÑ gpsūq (27.426)

pour u P S1.
La fonction g est continue sur le compact S1, et y est donc uniformément continue 52. Nous
allons en déduire que limuÑ1 }τupgq ´ g}8 “ 0.
Soit ϵ ą 0. L’uniforme continuité de g signifie qu’il existe δ ą 0 tel que pour tout a P S1

si s P Bpa, δq, alors
ˇ̌
gpsq ´ gpaqˇ̌ ă ϵ. Si u P Bp1, δq nous avons aussi ū P Bp1, δq et donc

sū P Bps, δq ; ça c’est le lemme 27.89(2).
Pour tout a P S1 nous avons la chaine

u P Bp1, δq ñ aū P Bpa, δq ñ ˇ̌
gpaūq ´ gpaqˇ̌ ă ϵ. (27.427)

Cela étant valable pour tout a, c’est encore valable en passant au supremum 53 :

u P Bp1, δq ñ sup
aPS1

ˇ̌
gpaūq ´ gpaqˇ̌ ď ϵ (27.428)

50. Notez que s P Bp1, αq si et seulement si s̄ P Bp1, αq. Il n’y a donc pas d’incohérence entre l’hypothèse sur s et
notre condition sur gpa0s̄q

51. Vous noterez les p P s0, 1r en bonus par rapport au cas de Rn.
52. Théorème de Heine 12.78. C’est fondamentalement ce fait qui unifie les parties (1) et (2) de cette preuve.
53. Notez l’inégalité qui n’est plus stricte.
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et donc d’accord pour
lim
uÑ1

}τupgq ´ g} “ 0. (27.429)

(2) }dk}8 Ñ 0 Nous prouvons la convergence uniforme sur S1 de dk vers zéro. Ensuite nous
verrons que la compacité de S1 permet d’en déduire les points (1) et (2).
En utilisant la notation τu, nous pouvons écrire

dkpsq “
ż

S1
φkpuqgpsūqdu´ gpsq “

ż

S1
φkpuq

`
gpsūqloomoon

“τupgqpsq
´gpsq˘du, (27.430)

et donc
|dkpsq| ď

ż

S1
|φkpuq|}τupgq ´ g}8du. (27.431)

Nous posons M “ supk }φk}1, et nous considérons δ tel que }τupgq ´ g}8 ă ϵ pour tout
u P Bp1, δq. Ensuite nous subdivisons S1 en Bp1, δq et Bp1, δqc :

}dk}8 ď
ż

Bp1,δq
|φkpuq| }τupgq ´ g}8loooooomoooooon

ďϵ
du`

ż

Bp1,δqc

|φkpuq|}τupgq ´ g}8du (27.432a)

ď ϵM ` 2}g}8
ż

Bp1,δqc

|φkpuq|du (27.432b)

ď ϵ
`
M ` 2}g}8

˘
(27.432c)

parce que pour chaque s P S1 nous avons τupgqpsq ´ gpsq et donc }τupgq ´ g}8 ď 2}g}8.

Tout cela montre que dk
}.}8ÝÑ 0.

(3) Convergence Lp, 0 ă p ă 8
Soit ϵ ą 0. Nous avons

}dk}pp ď
ż

S1

ˇ̌pφk ˚ gqpsq ´ gpsq
ˇ̌p
ds. (27.433)

Il existe un k à partir duquel }φk ˚ g ´ g}8 ă ϵ. Pour de tels k nous avons

}dk}pp ă ϵp. (27.434)

Ce passage est très possible dans le cas de S1 parce que
ş
S1 1 “ 1. Dans le cas de Rd,

c’est pas du tout bon ; c’est pour cela que nous avons un résultat un peu plus fort dans
S1. La croissance de la fonction puissance (proposition 12.400) nous permet de conclure que
}dk}p ă ϵ.
Nous avons donc la convergence Lp pour 0 ă p ă 8.

(4) Convergence L8

Non, la convergence L8 n’est pas la convergence pour la norme }.}8. Voir la sous-section
27.3.3. Il n’en reste pas moins que si ϵ ą 0 et si k est assez grand pour que }fk ´ f}8 ă ϵ,
nous aurons

N8pfk ´ fq ď }fk ´ f} ă ϵ. (27.435)

27.8.6 Base hilbertienne (suite des polynômes trigonométriques)

Voici le plan pour la suite :
— Construire un polynôme trigonométrique qui vérifie les hypothèse du lemme 27.106.
— En déduire une approximation de l’unité constituée de polynômes trigonométriques.
— Dire que si f P L2pS1q, alors f ˚ φk est un polynôme trigonométrique dès que φk en est un.
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— Invoquer le théorème 27.107(1) pour déduire que φk ˚ f est une suite de polynômes trigono-
métriques dans L2pS1q qui converge φk ˚ f L2ÝÑ f .

LEMooQQILooWlhntZ

Lemme 27.109.
La fonction P “ e1 ` e´1 est continue à valeurs réelles sur S1.

Démonstration. Nous avons e1pzq “ z et e´1pzq “ z´1, c’est-à-dire que pour z “ eix (x P R), nous
avons e´1peixq “ e´ix, de telle sorte que, en utilisant le lemme 18.11 qui donne eix en termes des
fonctions trigonométriques usuelles :

pe1 ` e´1qpeixq “ eix ` e´ix “ cospxq ` i sinpxq ` cospxq ´ i sinpxq “ 2 cospxq. (27.436)

Nous avons donc la continuité et les valeurs réelles.
LEMooIDTVooYTpfEm

Lemme 27.110.
Il existe un polynôme trigonométrique à valeurs dans r0,8r et tel que fpaq ă fp1q pour tout a ‰ 1
dans S1.

Démonstration. Le lemme 27.109 nous dit déjà que P “ e1` e´1 est continue à valeurs réelles. Or
qui est continue sur un compact (ici S1), atteint donc ses bornes. Il est donc facile de considérer 54

M ą 0 tel que Q “M ` e1 ` e´1 est à valeurs dans r0,8r.
Une forme explicite de Q est que

Qpeixq “M ` 2 cospxq. (27.437)

Le maximum de cospxq est obtenu en x “ 0 et vaut 1. Le maximum de Q est alors Qp1q “ 2`M . Il
n’est atteint qu’une seule fois sur S1 parce que pour avoir Qpeixq “ 2`M , il faut avoir 2 cospxq “ 2,
c’est-à-dire x “ 2kπ. Mais ei2kπ “ 1.

Donc Qpaq ăM ` 2 “ Qp1q pour tout a ‰ 1 dans S1.

Proposition 27.111.
Les polynômes trigonométriques tenunPZ forment une base hilbertienne de L2pS1q.
Démonstration. Le fait que les en soient orthonormée est la proposition 27.96. Il reste à prouver
que ce soit un système total.

Soit f P L2pS1q. Soit un polynôme Q vérifiant le lemme 27.110 ; nous posons

φkpzq “
ˆż

S1
Qn

˙´1
Qpzqn. (27.438)

Cela est une approximation de l’unité par la proposition 27.106. Les φk sont des polynômes trigo-
nométriques parce que les Qn le sont et que que

ş
S1 Q

n est seulement un nombre.
Le lemme 27.105 nous dit alors que pour tout k, la fonction

φk ˚ f (27.439)

est un polynôme trigonométrique.

Nous nous permettons de confirmer la remarque 27.98 comme quoi il faut bien tous les en avec
n P Z, parce que le polynôme trigonométrique Q est bien construit à partir de e1 ` e´1.

54. Par exemple, M est le maximum de |P |.
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27.8.7 Convolution, bis
LEMooLUBQooWLMFrN

Lemme 27.112.
Nous considérons l’application

φ : RÑ S1

t ÞÑ eit.
(27.440)

Soient t, u P R tels que φptq “ φpuq. Alors pour toutes fonctions pour lesquelles les intégrales
convergent, ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpt´ θqdθ2π “

ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpu´ θqdθ2π . (27.441)

Démonstration. Si φpuq “ φptq, alors u “ t` 2kπ pour un certain k P Z. Cette condition implique
que φpt´ θq “ φpu´ θq, et donc l’égalité

ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpt´ θqdθ2π “

ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpu´ θqdθ2π . (27.442)

Définition 27.113 (Convolution sur S1).
Le lemme 27.112 permet de définir

pf ˚ gq`φptq˘ “
ż 2π

0
pf ˝ φqpθqpg ˝ φqpt´ θqdθ2π (27.443)

pour toutes les paires de fonctions f, g P FunpS1,Cq pour lesquelles l’intégrale converge.

27.9 L’espace de lebesgue L2`ra, bs
˘

L’espace L2`ra, bs˘ est l’espace générique sur lequel nous allons construire les espaces L2 sur
r´T, T s et r0, 2πs. Pour fixer les idées, nous considérons b ą a.

Si f et g sont dans L2`ra, bs˘, il n’est pas possible de définir f ˚ g par la formule intégrale
usuelle parce que fpx0 ` tq n’existe pas pour tout x0 et t dans ra, bs. Donc soit nous utilisons un
truc pas très net comme étendre les fonctions sur ra, bs en fonctions périodiques sur R, soit nous
intégrons vraiment seulement sur ra, bs.

Nous n’allons suivre aucune de ces deux voies ou plutôt les deux en même temps. Nous allons
seulement tout ramener de S1 que nous venons de travailler.

Proposition-Définition 27.114.
Sur ra, bs nous considérons la mesure de Lebesgue dx usuelle. Si f, g P L2`ra, bs˘, alors

(1) fḡ P L1`ra, bs˘,
(2) La formule

xf, gy “
ż b

a
fpxqgpxqdx. (27.444)EQooCRSXooPEopzmEQooCRSXooPEopzm

définit un produit hermitien 55.

Démonstration. Pour le premier point, d’abord ḡ P L2, et ensuite l’inégalité de Hölder 27.33(1) dit
que fḡ est dans L1.

Le fait que la formule donne une forme sesquilinéaire découle des propriétés de l’intégrale. Le
fait que ce soit hermitien découle du fait que

ş
f “ ş

f̄ .
Et enfin,

xf, fy “
ż b

a
|fpxq|2dx ě 0. (27.445)

55. Définition 9.173.
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Si il existe une partie de mesure non nulle A sur laquelle f ‰ 0, alors
ż b

a
|f |2 “

ż

A
|f |2 `

ż

ra,bszA
|f |2. (27.446)

Le premier terme est strictement positif, alors que le second est positif ou nul. Donc le tout est
strictement positif.

27.115.
Il y a (au moins) deux conventions possibles pour le produit scalaire :

xf, gy “
ż b

a
fpxqḡpxq dx (27.447)EQooAJLHooTKraYREQooAJLHooTKraYR

et
xf, gy “ 1

b´ a
ż b

a
fpxqḡpxq dx (27.448)EQooSJJEooOLGzDGEQooSJJEooOLGzDG

L’argument en faveur de (27.447). Il est plus facile d’être cohérent avec les espaces LppΩ,A, µq. En
effet, pour de telles espaces, on a vite µpΩq “ 8 et donc du mal à mettre un coefficient 1

µpΩq dans
la définition de la norme. Voir la définition 27.9.

L’argument en faveur de (27.448). Le facteur dx a les mêmes unités que b´a. En mettant donc
le facteur b´ a, le tout a les unités de fg, comme il se doit pour le produit scalaire.

PROPooLNALooSVNMfe

Proposition 27.116.
Nous considérons

s : ra, bs Ñ r0, 2πs
x ÞÑ 2πx´ a

b´ a
(27.449)

ainsi que l’application usuelle
φ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit.
(27.450)

L’application
ϕ : L2`ra, bs˘Ñ L2pS1q

ϕpfqpzq “ f
`ps´1 ˝ φ´1qpzq˘ (27.451)

est une bijection isométrique.

Démonstration. La preuve du fait que ϕ est isométrique suffira pour prouver qu’elle prend bien
ses valeurs dans L2pS1q.

(1) Isométrique C’est un calcul :

}ϕpfq}2 “ xϕpfq, ϕpfqy (27.452a)

“
ż

S1
|ϕpfq|2 (27.452b)

“ 1
2π

ż

r0,2πr
|ϕpfq`φpuq˘|2du (27.452c)

“ 1
2π

ż 2π

0
|f`ps´1 ˝ φ´1 ˝ φqpuq˘|2du (27.452d)

“ 1
2π

ż 2π

0
|f`s´1puq˘|2du. (27.452e)

Il est temps de faire le changement de variables 56 y “ s´1puq, c’est-à-dire

y “ b´ a
2π u` a. (27.453)

56. Nous le faisons de façon un peu informelle ; soyez capable de bien justifier.
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En ce qui concerne la différentielle,

dy “ b´ a
2π du (27.454)

et pour les bornes, si u “ 0 alors y “ a et si u “ 2π, y “ b. Donc

}ϕpfq}2 “ 1
2π

ż b

a
|fpyq|2 2π

b´ ady (27.455a)

“ 1
b´ a

ż b

a
|f |2 (27.455b)

“ }f}2. (27.455c)

(2) Injectif Soit f telle que ϕpfq “ 0. Alors pour tout z P S1 nous avons

f
`ps´1 ˝ φ´1qpzq˘ “ 0. (27.456)

Vu que s´1 ˝ φ´1 : S1 Ñ ra, br est une bijection, pour tout u P ra, br nous avons fpuq “ 0.
Donc f “ 0 dans L2`ra, bs˘ parce que du point de vue de L2, que l’on prenne ou non les
bornes, ce n’est pas important.

(3) Surjectif Si g P L2pS1q, alors en posant

fpuq “ g
`pφ ˝ sqpuq˘ (27.457)

nous avons g “ ϕpfq.

Définition 27.117.
En ce qui concerne le produit de convolution, si f et g sont des fonctions sur ra, bs nous définissons

f ˚ g “ ϕ´1`ϕpfq ˚ ϕpgq˘ (27.458)

tant que les formules ont un sens.

Définition 27.118.
Le système trigonométrique sur ra, bs est l’ensemble de fonctions

ek : ra, bs Ñ C

t ÞÑ 1?
b´ ae

2πikt{pb´aq (27.459)

pour k P Z.

27.119.
Pour prouver que ce système est une base hilbertienne, il faut prouver que c’est orthonormal et
total. Pour prouver que le système est total, il y a (au moins) trois moyens.

(1) Prouver que le système est orthonormal maximal et invoquer la proposition 25.37(1). Cela
est fait dans [660].

(2) Prouver que le système trigonométrique sépare les points pour la densité dans les fonctions
continues. Ensuite travailler comme dans [661].

(3) Adapter le théorème 27.82 pour prouver directement la densité des polynômes trigonomé-
triques dans L2`ra, bs˘.

THOooAVWIooDhnjpN

Théorème 27.120 ([660]).
Le système trigonométrique tekukPZ est une base hilbertienne de L2`ra, bs˘.
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Démonstration. En vertu de la proposition 25.37(1), ils nous suffit de prouver que tekukPZ est une
famille orthonormale maximale.

(1) Orthonormale Nous calculons le produit :

xek, ely “ 1
b´ a

ż b

a
e2πikt{pb´aqe´2πilt{pb´aqdt “ 1

b´ a
ż b

a
e2πitpk´lq{pb´aqdt. (27.460)

Justifications.
— Le complexe conjugué de eit est e´it par le corolaire 18.13.
— Les exponentielles sont « fusionnées » avec la proposition 18.9(2).

Si k “ l nous avons

xek, eky “ 1
b´ a

ż b

a
1 dt “ 1. (27.461)

Si k ‰ l nous pouvons continuer avec une primitive. Une primitive de eat est 1
ae
at. Dans notre

cas, en regroupant toutes les constantes sous le nom C nous avons :

xek, ely “ C
”
e2πitpk´lq{pb´aq

ıb
a
“ C

´
e2πiapk´lq{pb´aq ´ e2πibpk´lq{pb´aq

¯
. (27.462)

Cela vaut zéro. Vous n’y croyez pas ? Faites un effort, relisez le corolaire 18.24, et remarquez
que

2πapk ´ lq
b´ a ´ 2πbpk ´ lq

b´ a “ 2πpk ´ lq P 2πZ. (27.463)

(2) Maximale Nous devons prouver que pour tout f P L2`ra, bs˘ (autre que f “ 0), il existe
k P Z tel que xek, fy “ 0. Autrement dit, nous supposons que xek, fy “ 0 pour tout k, et
nous allons montrer que f “ 0. Nous allons largement confondre f P L2 et une fonction f
qui représente la classe.
Pour le reste, voir [660].

27.10 Sur r0, 2πr

Le produit de convolution est un peut subtil parce que fpt ´ xq n’est pas défini à priori pour
tout t, x P r0, 2πr, vu que f n’est définie que sur r0, 2πr. Au moins trois solutions s’offrent à nous :

— considérer implicitement la fonction prolongée par périodicité.
— considérer les fonctions sur R{2π, et définir un peu toutes les opérations modulo 2π (fasti-

dieux)
— utiliser une bijection ayant les bonnes propriétés avec S1 sur lequel tout est déjà fait.

Nous sélectionnons la troisième voie. Pour cela nous considérons la fonction (attention, elle n’est
pas tout à fait la même que celle plus haut)

φ : r0, 2πr Ñ S1

t ÞÑ eit
(27.464)

qui est une bijection par la proposition 18.61(1). Pour le produit de convolution,

pf ˚ gqpxq “ pf ˝ φ´1q ˚ pg ˝ φ´1q`φpxq˘ (27.465)

pour toutes les fonctions f, g : r0, 2πr Ñ C pour lesquelles les intégrales en jeu ont un sens.
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27.11 Sur r´T, T r

Pour rappel, les éléments de L2 sont des classes de fonctions à valeurs dans C.
PROPooHNJZooGfRCfU

Proposition 27.121.
Les fonctions

en : r´T, T s Ñ C

t ÞÑ 1?
2T

eπint{T .
(27.466)

forment une base hilbertienne 57 de L2`r´T, T r˘.
Démonstration. C’est un cas particulier du théorème 27.120.

27.11.1 Le cas dans r0, 2πs

En pratique, nous n’allons pas souvent travailler avec des fonctions sur intervalle symétrique
r´T, T s, mais le plus souvent nous serons sur r0, 2πs.

Nous notons ici une conséquence du théorème 27.45 dans le cas de l’espace L2. La proposition
suivante est une petite partie du corolaire 25.51, qui sera d’ailleurs démontré de façon indépendante.

Proposition 27.122.
Si nous avons une suite de réels pakq telle que

ř8
k“0 |ak|2 ă 8 alors la suite

fnpxq “
nÿ

k“0
ake

ikx (27.467)

converge dans L2`s0, 2πr˘.
Démonstration. Quitte à séparer les parties réelles et imaginaires, nous pouvons faire abstraction
du fait que nous parlons d’une série de fonctions à valeurs dans C au lieu de R.

Un simple calcul est :

}fn ´ fm}2 ď
ż 2π

0

mÿ

k“n
|ak|2dx ď 2π

mÿ

k“n
|ak|2. (27.468)EqHVdJxZTEqHVdJxZT

Par hypothèse le membre de droite est |sm ´ sn| où sk dénote la suite des sommes partielles de
la série des |ak|2. Cette dernière est de Cauchy (parce que convergente dans R) et donc la limite
nÑ8 (en gardant m ą n) est zéro. Donc la suite des fn est de Cauchy dans L2 et donc converge
dans L2.

27.123.
Adaptons tout cela pour l’espace L2`r0, 2πs˘. Nous posons

xf, gy “
ż 2π

0
fptqgptqdt (27.469)EQooBFKDooMkCZOtEQooBFKDooMkCZOt

et
enptq “ 1?

2π
eint. (27.470)EQooKMYOooLZCNapEQooKMYOooLZCNap

27.124.
Attention que enpxq n’est pas exactement einx : il y a un coefficient. Lorsque ça a un sens, la théorie
de Fourier permet d’écrire

fpxq “
ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (27.471)

57. Définition 25.27.



2220 CHAPITRE 27. ANALYSE FONCTIONNELLE

Ici les cnpfq sont les coefficients de Fourier de f . Ce développement n’est pas le même que

fpxq “
ÿ

nPZ
anpfqenpxq. (27.472)

Dans cette dernière égalité, les anpfq ne sont pas les coefficients de Fourier, mais an “ xf, eny. Le
lien entre les deux est fondamentalement l’objet du corolaire 28.18.

L’importance du système trigonométrique défini en 27.77 est d’être une base de L2`r0, 2πs˘,
comme précisé dans le lemme suivant.

LEMooBJDQooLVPczR

Lemme 27.125.
Le système trigonométrique tenunPZ est une base hilbertienne 58 de L2`r0, 2πs˘.
Démonstration. Cas particulier du théorème 27.120.

Note : le théorème 28.8 donne aussi la densité, mais sera démontré plus tard, indépendamment.
Voir aussi les thèmes 34 et 46.

Pour un élément donné f P L2`r0, 2πs˘, nous définissons

Snf “
nÿ

k“´n
xf, ekyek (27.473)

et nous avons le théorème suivant, qui récompense les efforts consentis à propos de la densité des
polynômes trigonométriques dans L2.

ThoYDKZLyv

Théorème 27.126.
Soit f P L2`r0, 2πs˘. Nous avons égalité 59

f “
ÿ

nPZ
cnpfqen (27.474)EqXMMRpSNEqXMMRpSN

dans L2.
Nous avons aussi la convergence

Snf
L2Ñ f. (27.475)EqRBWKsYPEqRBWKsYP

Démonstration. Le système trigonométrique tenunPZ est total pour l’espace de Hilbert L2`r0, 2πs˘
(sans périodicité particulière). Donc le point (1) du théorème 25.46 nous donne l’égalité demandée.

La convergence (27.475) est une reformulation de l’égalité (27.474).

27.127.
Obtenir la convergence L2 ne demande pas d’hypothèses de périodicité : la convergence (27.475)
est automatique du fait que le système trigonométrique soit total. Ce n’est cependant pas plus
qu’une convergence L2 et elle ne demande pas fp0q “ fp2πq, même si pour chacun des ek nous
avons ekp0q “ ekp2πq.

Si fp2πq ‰ fp0q, alors il existe tout de même une suite pfnq convergente vers f au sens L2 telle
que fnp0q “ fnp2πq. Cela ne contredit en rien le fait que ekp0q “ ekp2πq parce que dans L2, la
valeur d’un point seul n’a pas d’importance.

Si nous voulons une vraie convergence ponctuelle ou uniforme pSnfqpxq Ñ fpxq, alors il faut
ajouter des hypothèses sur la continuité de f , sa périodicité ou le comportement des coefficients
cn. Voir aussi le thème 73.

EXooQDWUooLtuIOm

Exemple 27.128.
Si f P L2`r0, 2πs˘ est (la classe de) une fonction à valeurs réelles, alors on peut la développer avec
nettement moins de termes. D’abord nous savons que e´n “ en, et donc

xf, eny “ xf, e´ny, (27.476)
58. Définition 25.27.
59. Notons que la somme sur Z dans (27.474) est commutative ; il n’est donc pas besoin d’être plus précis.
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ce qui donne

f “
ÿ

nPZ
xf, enyen “

ÿ

ną0
xf, enyen `

ÿ

nă0
xf, enyen ` xf, e0ye0 “

ÿ

nPN
ℜ
`xf, enyen

˘
. (27.477)

Notez que f étant supposée réelle et e0 étant la fonction constante (réelle) 1{?2π, le terme n “ 0
est bien réel.

Or

ℜ
`xf, enyen

˘ “ 1
p2πq3{2 cospnxq

ż 2π

0
fptq cospntqdt´ 1

p2πq3{2 sinpnxq
ż 2π

0
fptq sinpntqdt. (27.478)EQooMWJNooSjPCpREQooMWJNooSjPCpR

Considérons la fonction impaire f̃ P L2`r´2π, 2πs˘ créée à partir de f . Elle se développe de
même et nous avons la même formule (27.478) à part quelques coefficients et le fait que les intégrales
sont entre ´2π et 2π. Vu que f̃ est impaire, l’intégrale avec cospntq s’annule et

f̃pxq “
ÿ

nPN
cn sinpnxq (27.479)

pour certains coefficients réels cn. Cette égalité est à considérer dans L2, c’est-à-dire presque
partout et en particulier presque partout sur r0, 2πs.

Donc les fonctions réelles sur r0, 2πs peuvent être écrites sous la forme d’une série de seulement
des sinus.

Note : en choisissant f̃ paire, nous aurions eu une série de cosinus. △

27.12 Théorème de la projection normale

27.12.1 Espace uniformément convexe
DEFooOPQBooBhufew

Définition 27.129 (Espace uniformément convexe[662]).
Un espace de Banach B est uniformément convexe si il existe une fonction δ : s0,8r Ñ R`
telle que si

(1) }x} ď }y} ď 1,
(2) }x´ y} ě ϵ,

alors
}x` y2 } ď }y} ´ δpϵq. (27.480)

Lemme 27.130 ([1]).
Si B est un espace de Banach uniformément convexe, alors pour tout k ą 0, il existe une fonction
δk : s0,8r Ñ R2 telle que si

(1) }x} ď }y} ď k,
(2) }x´ y} ě ϵ,

alors
}x` y2 } ď }y} ´ δkpϵq. (27.481)

Démonstration. Nous posons x1 “ x{k et y1 “ y{k. Nous avons alors

}x1 ´ y1} “ }x´ y}
k

ą ϵ

k
. (27.482)

L’uniforme convexité de B dit alors que

}x
1 ` y1

2 } ą }y1} ´ δpϵ{kq. (27.483)

En multipliant cette inégalité par k nous trouvons

}x` y2 } ą }y} ´ kδpϵ{kq. (27.484)

Donc en posant δkpϵq “ kδpϵ{kq, nous avons le résultat escompté.
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DEFooMYYLooJyACPL

Définition 27.131 (Projection normale[662]).
Soient un espace de Banach B ainsi que V Ă B. Soit a P B. La fonction

f : V Ñ R

x ÞÑ dpx, aq (27.485)

possède un infimum 60 m. Si x P V est tel que dpx, aq “ m, alors x est une projection normale
de a sur V .

PROPooDKXVooUoYPgz

Proposition 27.132 ([662]).
Soient un espace de Banach B et un sous-espace vectoriel V Ă B. Si une projection normale de
a P B sur V existe, alors elle est unique.

Démonstration. Soient deux projections normales b, b1 de a sur V .
Si m “ 0, alors }a ´ b} “ 0 et }a ´ b1} “ 0, ce qui donne a “ b et a “ b1. Donc d’accord pour

b “ b1.
Si m ą 0 alors nous utilisons l’inégalité }x` y} ď }x} ` }y} sous la forme

}a´ b` b1

2 } “ }a´ b2 ` a´ b1

2 } ď }a´ b2 } ` }a´ b
1

2 } “ m

2 `
m

2 “ m. (27.486)EQooQWJWooVaWMCLEQooQWJWooVaWMCL

Mais b`b1

2 P V , donc

}a´ b` b1

2 } ě m. (27.487)

Nous en déduisons que dans (27.486), toutes les inégalités sont des égalités et en particulier

}b` b
1

2 ´ a} “ m. (27.488)

Nous avons donc les deux égalités suivantes :

2m “ }a´ b} ` }a´ b1} (27.489)

et
2m “ }b` b1 ´ 2a}. (27.490)

Cela donne
}a´ b} ` }a´ b1} “ }pa´ bq ` pa´ b1q}. (27.491)

Vu que B est strictement convexe, cela n’est possible que si a ´ b “ a ´ b1, ce qui signifie que
b “ b1.

THOooOOVVooMhzHqd

Théorème 27.133 ([663, 662]).
Si B est un espace de Banach uniformément convexe, si V Ă B est un sous-espace vectoriel fermé
et si a P B, alors a admet une unique projection normale 61 sur V .

Démonstration. En deux parties.
(1) Unicité Soient deux projections normales b et b1 de a sur V . Nous avons }a´b} “ }a´b1} “

m. Si b ‰ b1, il existe ϵ ą 0 tel que

}b´ b1} ą ϵ ą 0. (27.492)

En posant
x “ 1

2
b´ a
m

, y “ 1
2
b1 ´ a
m

, (27.493)

60. Toute fonction à valeurs positives possède un infimum, c’est la proposition 1.444.
61. Définition 27.131.
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nous avons }x} “ }y} “ 1
2 ă 1. L’uniforme convexité de B donne alors

}x` y2 } ď }y} ´ δpϵq. (27.494)

Mais

x` y “
1
2pb` b1q ´ a

m
(27.495)

et
}x` y} ď 2}y} ´ 2δpϵq “ 1´ 2δpϵq ă 1. (27.496)

Nous avons donc prouvé que

}12pb` b
1q ´ a} ă m, (27.497)

ce qui est impossible parce que cela dirait que b`b1

2 est une « meilleure » projection normale
que b et b1.

(2) Existence Soient bk dans V tels que }a´ bk} Ñ m. Nous supposons (quitte à passer à une
sous-suite) que

}a´ bk`1} ď }a´ bk}. (27.498)

(2a) La suite pbkq converge
Nous supposons qu’elle ne converge pas. Elle n’est donc pas de Cauchy parce que B est
de Banach 62 et donc complet. Il existe ϵ ą 0 tel que pour tout N P N il existe p, q ą N
tels que

}bp ´ bq} ą ϵ. (27.499)

Nous effectuons quelque choix.
(2a.i) nous choisissons q ą p de telle sorte que }a´ bp} ď }a´ bq},
(2a.i) nous choisissons N assez grand pour avoir

}a´ bp} ď }a´ bq} ă m. (27.500)

Nous avons }pa´ bpq ´ pa´ bqq} “ }bq ´ bp} ą ϵ, ce qui avec l’uniforme convexité donne

}pa´ bpq ` pa´ bqq}
2 ď }a´ bq} ´ δpϵq. (27.501)

Donc

m ď }a´ bp ´ bq
2 } “ }pa´ bpq ` pa´ bqq2 } ď }a´ bq} ´ δpϵq ă m´ δpϵq ă m. (27.502)

Cela signifie que m ă m, ce qui est impossible.
(2b) Conclusion La suite pbkq converge dans B. Vu que V est fermé, la limite est dans V .

Cette limite, que nous nommons b, vérifie

}a´ b} ď }a´ bk} (27.503)

pour tout k. Mais comme nous avons m ď }a ´ bk} Ñ m, nous avons }a ´ b} “ m,
c’est-à-dire que b est une projection normale de a sur V .

62. Définition 7.258.
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27.12.2 Des inégalités

Avant d’entrer dans le vif du sujet, nous nous fendons d’une petite étude de fonction. Soit

ϕ : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ p1` xqr
1` xr .

(27.504)

Un peu de calcul montre que
ϕ1pxq
ϕpxq “

rp1´ xr´1q
p1` xrqp1` xq . (27.505)

LEMooFKKEooDTypUd

Lemme 27.134.
Soient a, b ą 0 et r ą 1. Nous avons les inégalités

ar ` br ď pa` bqr ď 2r´1par ` brq. (27.506)

Démonstration. Pour la première inégalité, nous posons fpxq “ ar ` xr et gpxq “ pa ` xqr. Nous
avons fp0q “ gp0q “ ar, et, en utilisant la fonction fα définite par fαpxq “ x

α , nous avons

f 1pxq “ rxr´1 “ rfr´1pxq (27.507a)
g1pxq “ rpa` xqr´1 “ rfr´1pa` xq. (27.507b)

Vu que r ą 1, la fonction fr´1 est strictement croissante sur les positifs par la proposition 12.400.
Donc pour x ě 0 nous avons

f 1pxq “ rfr´1pxq ď rfr´1pa` xq “ g1pxq. (27.508)

Nous avons donc fpbq ď gpbq comme souhaité.
Nous passons à la seconde inégalité. Le lemme 17.91 nous dit que la fonction f : x ÞÑ xr est

convexe. Donc
f

ˆ
a

2 `
b

2

˙
ď 1

2fpaq `
1
2fpbq. (27.509)

De là nous déduisons pa` bqr
2r ď 1

2pa
r ` brq, (27.510)

c’est-à-dire la seconde inégalité.

Nous allons démontrer les inégalités de Hanner dans le théorème 27.139. Vu que ce sera un peu
longuet, nous faisons un lemme.

LEMooDHRCooQiSpyC

Lemme 27.135.
Soient z1, z2 P C. Nous avons

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě
`|z1| ` |z2|

˘p ` ˇ̌|z1| ´ |z2|
ˇ̌p
. (27.511)EQooMUXVooSpGSyGEQooMUXVooSpGSyG

Démonstration. Soient z1, z2 P C. Nous posons

d “ |z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p. (27.512)EQooJKYZooFzbETGEQooJKYZooFzbETG

Pour |z1| et |z2| fixés, nous nous demandons quel est le minimum possible de d.
Si |z1| “ 0, alors le minimum est 2|z2|p et si |z2| “ 0 alors il est 2|z1|p. Pour les autres cas, nous

posons |z1| “ a ą 0 ainsi que b P R et θ P R tels que 63

z2 “ z1a
´1beiθ. (27.513)

63. Proposition 18.62
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Nous avons déjà que z1 ` z2 “ z1p1` a´1beiθq et donc

|z1 ` z2| “ a|1` a´1beiθ| “ |a` beiθ| (27.514)

parce que a ą 0. De plus,

|a` beiθ|2 “ pa` beiθqpa` be´iθq “ a2 ` b2 ` 2ab cospθq (27.515)

parce que eiθ ` e´iθ “ cospθq. Nous posons

dpθq “ |a` beiθ|p ` |a´ beiθ|p. (27.516)

En développant,

dpθq “ `
a2 ` b2 ` 2ab cospθq˘p{2 ` `

a2 ` b2 ´ 2ab cospθq˘p{2
. (27.517)

Trouvons le minimum de cette fonction de θ. D’abord sa dérivée :

d1pθq “ pab sinpθq“`a2 ` b2 ´ 2ab cospθq˘p{2´1 ´ `
a2 ` b2 ` 2ab cospθq˘p{2´1‰ (27.518a)

“ pab sinpθqspθq. (27.518b)

Nous avons spθq “ 0 pour θ “ π{2 et θ “ 3π{2. Il faut surtout remarquer que 1 ă p ă 2, ce qui
donne p

2 ´ 1 ă 0. La fonction x ÞÑ xp{2´1 est donc décroissante. Cela pour dire que

sp0q “ `|a´ b|2˘p{2´1 ´ `|a` b|2˘p{2´1 ą 0. (27.519)

De la même façon, spπq “ ´sp0q ă 0. Cela permet d’écrire un petit tableau de signe de d1, et de
conclure que dpθq a un minimum en 0 et en π. Calcul fait, nous avons

dp0q “ dpπq “ |a` b|p ` |a´ b|p. (27.520)

En reliant à (27.512) nous avons l’inégalité

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě pa` bqp ´ |a´ b|p. (27.521)EQooVHQOooJcheCREQooVHQOooJcheCR

Nous rappelons que a “ |z1| et que z2 “ z1a´1beiθ. Notons au passage que |z2| “ b, donc que ce
que nous dit l’équation (27.521) est que

|z1 ` z2|p ` |z1 ´ z2|p ě
`|z1| ` |z2|

˘p ` ˇ̌|z1| ´ |z2|
ˇ̌p
. (27.522)

Encore dans la catégorie des lemmes pour les inégalités de Hanner, nous avons celui-ci.
LEMooTCNEooADpNai

Lemme 27.136 ([1, 664]).
La fonction

η : s0,8r Ñ R

a ÞÑ pa1{p ` 1qp ` |a1{p ´ 1|p (27.523)

est strictement convexe.

Démonstration. La fonction η est une fonction de classe C8 sur s0,8rzt1u. Quelle est sa régularité
en a “ 1 ? À cause de la valeur absolue, il n’est pas clair qu’elle y soit dérivable. En tout cas, la
fonction x ÞÑ |x´ 1| n’est pas dérivable en x “ 1, mais peut-être que les exposants aident à lisser.
Nous y reviendrons.

Afin de suivre les calculs nous introduisons quelques fonctions :

sopxq “ 1` x1{p (27.524a)
dipxq “ 1´ x1{p (27.524b)
djpxq “ x1{p ´ 1 (27.524c)
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Pour les dérivées, nous avons

so1pxq “ 1
p
x1{p´1 (27.525a)

di1pxq “ ´so1pxq (27.525b)
dj1pxq “ so1pxq. (27.525c)

Nous divisons les cas selon a ă 1 ou a ą 1.
(1) Pour a ă 1 Nous avons

ηpaq “ sopaqp ` dipaqp, (27.526)

et la première dérivée donne :

η1paq “ p so1paq`sopaqp´1 ´ dipaqp´1˘. (27.527)EQooCLXZooXClOwdEQooCLXZooXClOwd

Pour la seconde dérivée nous trouvons d’abord

η2paq “
ˆ

1´ p
p

˙
a

1
p

´2`
sopaqp´1 ´ dipaqp´1˘

` p´ 1
p

a
2
p

´2`
sopaqp´2 ` dipaqp´2˘.

(27.528)

À partir de là, le truc est de substituer les expressions suivantes :

sopaqp´1 “ sopaqp´2sopaq “ sopaqp´2 ` sopaqp´2a1{p (27.529a)
dipaqp´1 “ dipaqp´2 ´ a1{pdipaqp´2. (27.529b)

Plein de trucs se simplifient et nous obtenons

η2paq “ p´ 1
p

a
1
p

´2`
dipaqp´1 ´ sopaqp´2˘. (27.530)

(2) Pour a ą 1 Les calculs sont essentiellement les mêmes, en partant de

ηpaq “ sopaqp ` djpaqp. (27.531)

Les résultats sont :
η1paq “ p so1paq`sopaqp´1 ` djpaqp´1˘, (27.532)EQooAJLHooGWjPlzEQooAJLHooGWjPlz

et
η2paq “ p´ 1

p
a

1
p

´2`
djpaqp´2 ´ sopaqp´2˘. (27.533)

(3) Résumé pour a ‰ 1
Au final, nous avons pour tout a ‰ 1 :

η2paq “ p´ 1
p

a
1
p

´2`|1´ a1{p|p´2 ´ p1` a1{pqp´2˘. (27.534)

Ce qu’il se passe en a “ 1 est encore une question ouverte que nous traitons maintenant.
(4) Pour a “ 1

Les limites des expressions (27.527) et (27.532) en a “ 1 sont vite calculées et c’est 2p´1 dans
les deux cas. Donc la dérivée admet une prolongation continue en a “ 1. Nous allons prouver
que la fonction η est en réalité dérivable en a “ 1 et que la dérivée vaut 2p´1.
Nous nous concentrons sur la partie difficile donnée par fpxq “ |x1{p ´ 1|p. Elle est donnée
par

fpxq “

$
’&
’%

dipxqp si x ă 1
djpxqp si x ą 1
0 si x “ 1.

(27.535)



27.12. THÉORÈME DE LA PROJECTION NORMALE 2227

Si f 1p1q existe, alors elle est égale à la limite

f 1p1q “ lim
ϵÑ0

fp1q ´ fp1´ ϵq
ϵ

. (27.536)

Les deux limites à calculer sont :

lim
ϵÑ0`

`p1` ϵq1{p ´ 1
˘p

ϵ
(27.537)

et
lim
ϵÑ0´

`
1´ p1` ϵq1{p˘p

ϵ
. (27.538)

La première se traite par la règle de l’Hospital 64, et le résultat est zéro. Pour la seconde, il
faut juste transformer

lim
ϵÑ0`

`p1` ϵq1{p ´ 1
˘p

ϵ
“ lim

hÑ0`

`
1´ p1´ hq1{p˘p

´h , (27.539)

qui se traite également par la règle de l’Hospital. Le résultat est également zéro.
Donc η est dérivable en a “ 1 et la dérivée vaut η1p1q “ 2p´1.

En récapitulant, nous avons η2 ą 0 sur s0,8rzt1u, donc η1 est croissante sur cette partie (propo-
sition 12.183). Vu que η1 est continue sur s0,8r, elle est même croissante (strictement) sur tout
s0,8r.

La proposition 17.87 conclut que η est strictement convexe sur s0,8r.
Toujours dans la catégorie des lemmes pour les inégalités de Hanner, nous avons celui-ci.

Lemme 27.137 ([664]).
Soit 1 ă p ă 2. La fonction

ξ : R` ˆR` Ñ R

pa, bq ÞÑ `
a1{p ` b1{p˘p ` |a1{p ´ b1{p|p (27.540)

est convexe.
Pour rappel, les conventions de données en 1.412 donnent R` “ r0,8r.

Démonstration. La fonction ξ vérifie facilement les conditions suivante :
— ξpa, bq “ ξpb, aq,
— ξp0, 0q “ 0,
— ξpta, tbq “ tξpa, bq pour tout t ě 0.

Nous posons
η : R` Ñ R

a ÞÑ ξpa, 1q. (27.541)

Le lemme 27.136 dit que η est strictement convexe, et le lemme 17.97 conclut que ξ est convexe.
LEMooWIPYooMZqjbn

Lemme 27.138 ([665]).
Soit 1 ă p ă 2. Nous considérons les fonctions

α : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ p1` xqp´1 ` p1´ xqp´1 (27.542)

et
β : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ x1´p`p1` xqp´1 ´ p1´ xqp´1˘.
(27.543)

Soient A,B P R. Nous avons

αpxq|A|p ` βpxq|B|p ď |A`B|p ` |A´B|p. (27.544)
64. Proposition 12.192
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Démonstration. Plusieurs étapes.
(1) βpxq ď αpxq Nous avons αp1q “ βp1q “ 2p´1. Pour les autres valeurs de x, nous allons

raisonner avec la dérivée. La valeur de α1pxq est facile à calculer

α1pxq “ pp´ 1qpx` 1qp´2 ´ pp´ 1qp1´ xqp´2. (27.545)

Pour β1pxq c’est un peu plus lourd. En substituant p1`xqp´1 “ p1`xqp´2p1`xq et p1´xqp´1 “
p1 ´ xqp´2p1 ´ xq nous pouvons regrouper les termes en p1 ` xqp´2 et p1 ´ xqp´2. Après un
peu de travail,

β1pxq “ p´ 1
xp

`p1´ xqp´2 ´ p1` xqp´2˘. (27.546)

Cela nous permet de calculer α1 ´ β1 :

α1pxq ´ β1pxq “ pp´ 1q`1` 1
xp

˘`p1` xqp´2 ´ p1´ xqp´2˘. (27.547)

Vu que 1 ă p ă 2, le nombre p´2 est strictement négatif ; afin de travailler avec des exposants
positifs, nous écrivons

α1pxq ´ β1pxq “ pp´ 1qloomoon
ą0

`
1` 1

xp
˘

looomooon
ą0

ˆ
1

p1` xq2´p ´
1

p1´ xq2´p

˙

looooooooooooooooomooooooooooooooooon
ă0

. (27.548)

Nous avons α1pxq´β1pxq ă 0 pour tout x P s0, 1s. Du fait qu’en plus nous ayons αp1q “ βp1q,
nous déduisons que αpxq ě βpxq.

(2) Une petite étude de fonction Soit R P r0, 1s. Nous considérons la fonction

F : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ αpxq `Rpβpxq. (27.549)

Nous montrons maintenant que cette fonction a un maximum global pour x “ R. D’abord
sa dérivée :

F 1pxq “ pp´ 1qloomoon
ą0

´
p1´ xqp´1 ´ p1` xqp´2

¯
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

ă0

´
1´

ˆ
R

x

˙p ¯
(27.550)

Nous avons
— F 1pxq “ 0 pour x “ R,
— F 1pxq ă 0 pour x ą R,
— F 1pxq ą 0 pour x ă R.

Donc x “ R est bien un maximum global.
(3) Pause Nous avons les petits résultats utiles pour commencer à prouver. Petite pause avant

de commencer ; pas de panique, ça ne va pas être trop violent.
(4) Pour 0 ă B ă A Nous devons prouver que

αpxqAp ` βpxqBp ď pA`Bqp ` pA´Bqp. (27.551)EQooEPKRooBYJDSFEQooEPKRooBYJDSF

En divisant par Ap et en posant R “ B{A, l’inéquation (27.551) est équivalente à

αpxq ` βpxqRp ď p1`Rqp ` p1´Rqp (27.552)

où R P s0, 1r parce que nous avons supposé 0 ă B ă A. Nous avons (il y a un petit calcul
pour F pRq)

p1`Rqp ` p1´Rqp “ F pRq ě F pxq “ αpxq ` βpxqRp. (27.553)

ok.
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(5) Pour 0 ă A ă B Lorsque 0 ă A ă B nous avons

αpxq|A|p ` βpxq|B|p “ αpxqAp ` βpxqBp (27.554a)
ď αpxqBp ` βpxqAp (27.554b)SUBEQooSHNUooCoWMFBSUBEQooSHNUooCoWMFB

ď pB `Aqp ` pB ´Aqp (27.554c)SUBEQooBPYVooPsAjbqSUBEQooBPYVooPsAjbq

“ |A`B|p ` |A´B|p. (27.554d)

Justification :
— Pour (27.554b), c’est parce que αpxq ą βpxq ; alors en mettant le plus grand de A et B

devant le α au lieu du β, nous majorons.
— Pour (27.554c), c’est l’inégalité dans le cas 0 ă B ă A, mais en inversant les noms de

A et B.
(6) Pour 0 ă A “ B Toutes les expressions sont continues par rapport à B (fixons x et A).

Nous avons prouvé pour B ă A et pour B ą A. Par continuité, l’inégalité est encore valide
pour A “ B.

(7) Pour A ă 0, B ą 0 En posant A1 “ ´A nous avons A1 ą 0 et nous pouvons écrire

|A`B|p`|A´B|p “ |´A1`B|p`|´A1´B|p “ |B´A1|p`|B`A1|p ě αpxq|A1|p`βpxq|B|p.
(27.555)

Nous avons utilisé, avec A1 et B le cas déjà prouvé A1, B ą 0.
(8) Pour A ą 0, B ă 0 Celui-là, je vous le laisse.
(9) Pour A ă 0, B ă 0 Posez A1 “ ´A et B1 “ ´B et hop.

THOooZRRYooBTBQKW

Théorème 27.139 (Inégalités de Hanner[664, 665]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit 1 ă p ă 2 et f, g P LppΩ,A, µq ; nous avons

`}f}p ` }g}p
˘p `

ˇ̌
ˇ}f}p ´ }g}p

ˇ̌
ˇ
p ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp (27.556)

Il y a égalité si et seulement si fptq et gptq sont colinéaires pour presque tout t.

Démonstration. Nous supposons que }f}p ě }g}p pour fixer les idées. De toutes façons, la symétrie
des formules nous fait passer de ce cas à l’autre sans difficulté.

Soit x P r0, 1s. Nous écrivons l’inégalité du lemme 27.138 pour A “ |fpωq| et B “ |gpωq| :

αpxq|fpωq|p ` βpxq|gpωq|p ď ˇ̌
fpωq ` gpωqˇ̌p ` ˇ̌

fpωq ´ gpωqˇ̌p. (27.557)

Nous intégrons cela par rapport à ω sur Ω :

αpxq}f}pp ` βpxq}g}pp ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp. (27.558)

Et là vient l’idée qu’on se demande ce qui est passé par l’esprit du mec qui a tout combiné : nous
évaluons cela pour x “ }g}p

}f}p
, ce qui est permis parce que nous avons supposé }f}p ě }g}p. Faites le

calcul, collectez les termes identiques, vous obtiendrez
`}f}p ` }g}p

˘p ` `}f}p ´ }g}p
˘p ď }f ` g}pp ` }f ´ g}pp. (27.559)

Et vu que }f}p ě }g}p, nous pouvons gratuitement faire

}f}p ´ }g}p “
ˇ̌}f}p ´ }g}p

ˇ̌
. (27.560)

Fini pour Hanner.
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27.12.3 Inégalités de Clarkson
LEMooWEODooLHeVrP

Lemme 27.140 ([666]).
Si p ě 2 et si a, b P C, alors

ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď 1
2
`|a|p ` |b|p˘. (27.561)

Démonstration. Nous prouvons l’inégalité en montant petit à petit en généralité.
(1) Avec x ą 0 Soit x ě 0. Nous montrons dans cette partie l’inégalité

xp ` 1 ď px` 1qp{2. (27.562)EQooDJBNooEyfNtqEQooDJBNooEyfNtq

Pour cela nous considérons la fonction

f : r0,8r Ñ R

t ÞÑ pt2 ` 1qp{2 ´ tp ´ 1.
(27.563)

Nous avons fp0q “ 0, mais aussi, en utilisant les règle de dérivation 65 nous trouvons vite

f 1ptq “ ppt2 ` 1qp{2´1t´ ptp´1. (27.564)

Vu que pt2 ` 1qp{2´1 ě tp´2, le signe de f 1ptq est toujours strictement positif pour t ą 0. La
proposition 12.183 fait que f est strictement croissante et que fptq ą 0 pour tout t ą 0.

(2) Avec x, y ě 0 Soient x, y ě 0 dans R. Nous prouvons dans cette partie que

px2 ` y2qp{2 ě xp ` yp. (27.565)EQooGFGMooSiDfKXEQooGFGMooSiDfKX

Il s’agit d’appliquer l’inégalité (27.562) à x{y :
˜ˆ

x

y

˙2
` 1

¸p{2

ě
ˆ
x

y

˙p
` 1. (27.566)

En multipliant par yp et en simplifiant un peu, nous trouvons le résultat (27.565).
(3) Avec a, b P C Nous appliquons l’inégalité (27.565) à x “ |a`b

2 | et y “ |a´b
2 |. Cela donne :

ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď
˜ˇ̌
ˇ̌a` b

2

ˇ̌
ˇ̌
2
`
ˇ̌
ˇ̌a´ b

2

ˇ̌
ˇ̌
2
¸p{2

(27.567a)

“
ˆ

2|a|2 ` 2|b|2
4

˙p{2
(27.567b)

ď 1
2 |a|

p ` 1
2 |b|

p. (27.567c)

La dernière ligne est la convexité de la fonction t ÞÑ tp{2 (lemme 17.91).

LEMooFGKXooZCHNln

Lemme 27.141.
Si 1 ă p ă 2, alors l’exposant conjugué q vérifie q ą 2.

Démonstration. Nous considérons q en fonction de p, sur le domaine 1 ă p ă 2 :

qppq “ p

p´ 1 . (27.568)

65. Par exemple celle de la proposition 14.273.
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Donc 66 qp1q “ 8 et qp2q “ 2. Nous étudions ensuite la dérivée :

q1ppq “ ´ 1
pp´ 1q2 ă 0. (27.569)

C’est donc une fonction strictement décroissante. Vues les valeurs aux bornes, nous voyons que
qppq ą 2 sur tout son domaine.

LEMooMKIXooVOYaxI

Lemme 27.142 ([663]).
Soit 1 ă p ă 2. Pour x, y P R nous avons

|x` y|q ` |x´ y|q ď 2
`|x|p ` |y|p˘q´1

. (27.570)

Démonstration. Nous considérons l’exposant conjugué q et p, c’est-à-dire q tel que 1
p` 1

q “ 1. Nous
considérons la fonction

f : Rˆ r0, 1s Ñ R

pα, zq ÞÑ p1` α1´qzqp1` αzqq´1 ` p1´ α1´qzqp1´ αzqq´1.
(27.571)

Cette fonction vérifie
fp1, zq “ p1` zqq ` p1´ zqq, (27.572)EQooRFZQooJvdocTEQooRFZQooJvdocT

ainsi que EQooISBRooHMiPRE

fpzp´1, zq “ `
1` zpp´1qp1´qq˘p1` zpqq´1 ` `

1´ zpp´1qp1´qq˘p1` zpqq´1 (27.573a)
“ 2p1` zpqq´1. (27.573b)

Nous montrons maintenant que pBαfqpα, zq ď 0 pour tout α P s0, 1r et pour tout z P s0, 1r.
C’est du calcul :

Bf
Bαpα, zq “ p1´qqz

“
α´qp1`αzqq´1´p1`α1´qzqp1`αzqq´1´α´qp1´αzqq´1`p1´α1´qzqp1´αzqq´2‰.

(27.574)
Maintenant nous factorisons p1`αzqq´2 grâce à la décomposition p1`αzqq´1 “ p1`αzqp1`αzqq´2.
Notez que le lemme 27.141 donne q ą 2, et donc pas de problèmes avec la puissance q ´ 2. Nous
continuons le calcul

Bf
Bαpα, zq “ p1´ qqzp1` αzq

q´2“α´qp1` αzq ´ p1` α1´qzq‰ (27.575a)

` p1´ qqzp1´ αzqq´2“´ α´qp1´ αzq ` p1´ α1´qzq‰

“ p1´ qqzp1` αzqq´2“α´q ` α´q`1z ´ 1´ α1´qz
‰

(27.575b)
` p1´ qqzp1´ αzqq´2“´ α´q ` α´q`1 ` 1´ α1´qz

‰

“ p1´ qqzp1` αzqq´2rα´q ´ 1s ` p1´ qqzp1´ αzqq´2r1´ α´qs (27.575c)
“ p1´ qqzpα´q ´ 1q“p1` αzqq´2 ´ p1´ αzqq´2‰. (27.575d)

Vu que q ą 2, la fonction x ÞÑ xq´2 est strictement croissante sur les positifs 67. Et vu que αz ă 1,
le crochet est strictement positif. Par ailleurs, z ą 0, p1´ qq ă 0 et pα´q ´ 1q ą 0 donc nous avons
prouvé que pBαfqpα, zq ď 0.

Donc f est décroissante par rapport à α. Vu que z P r0, 1s et que p ą 1, nous avons zp´1 ă 1
et donc fp1, zq ď fpzp´1, zq. Nous y substituons les valeurs calculées en (27.572) et (27.573) :

p1` zqq ` p1´ zqq ď 2p1` zpqq´1. (27.576)EQooFQJAooPCYtMGEQooFQJAooPCYtMG

Nous pouvons maintenant facilement prouver notre inégalité.

66. Dire que qp1q “ 8 est un abus de notations pour parler de la limite p Ñ 1 avec p ą 1.
67. Proposition 12.400.
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(1) Pour 0 ă x ă y Si 0 ă x ă y, nous avons x{y P r0, 1s et nous pouvons appliquer l’inégalité
(27.576) à z “ x{y. Nous avons successivement :

ˆ
1` x

y

˙q
`
ˆ

1´ x

y

˙q
ď
ˆ

1` xp

yp

˙q´1
(27.577a)

ˆ
x` y
y

˙q
`
ˆ
y ´ x
y

˙q
ď 2

ˆ
yp ` xp
yp

˙q´1
(27.577b)

y´qpx` yqq ` y´qpy ´ xqq ď 2y´ppq´1qpyp ` xpq (27.577c)
px` yqq ` py ´ xqq ď 2y´ppq´1q`qpyp ` xpq. (27.577d)

Nous avons utilisé la proposition 12.405 sur la composition de puissances. Maintenant il suffit
de remarquer que q “ ppq ´ 1q pour avoir le résultat.

(2) x ă 0 et y ą 0 En posant x1 “ ´x nous avons

|x` y|q ` |x´ y|q “ | ´ x1 ` y|q ` | ´ x1 ´ y|q (27.578a)
“ |x1 ´ y|q ` |x1 ` y|q (27.578b)
ď 2

`|x1|p ` |y|p˘ (27.578c)
ď 2

`|x|p ` |y|p˘. (27.578d)

(3) Les autres cas Je vous prie de faire la liste, et d’adapter.

Pour d’autres preuves du lemme suivant, voir [667].
LEMooLTROooVusGte

Lemme 27.143 ([668]).
Soient a, b P C ainsi que 1 ă p ă 2. Nous notons q l’exposant conjugué de p. Nous avons l’inégalité

|a` b|q ` |a´ b|q ď 2
`|a|p ` |b|p˘q´1

. (27.579)

Démonstration. Commençons doucement avec le cas b “ 0. À gauche nous gardons 2|a|q, et pour
le membre de droite nous remarquons que

q ´ 1 “ 1
p´ 1 , (27.580)

de telle sorte que
p|a|pqq´1 “ |a|p{pp´1q “ |a|q. (27.581)

Gardez en tête que, par le lemme 27.141, q ą 2 ; ce sera utile.
Nous commençons le vrai combat. Vu que |a´b| “ |b´a| nous pouvons supposer |a| ě |b| pour

fixer les idées. En utilisant le lemme 18.63, il existe t0 P r0, π2 s tel que

|a` b|2 “ |a|2 ` |b|2 ` 2|a||b| cospt0q
|a´ b|2 “ |a|2 ` |b|2 ´ 2|a||b| cospt0q

(27.582)

Nous considérons la fonction

f : r0, 2πs Ñ R

t ÞÑ
´
|a|2 ` |b|2 ` 2|a||b| cosptq

¯q{2 `
´
|a|2 ` |b|2 ´ 2|a||b| cosptq

¯q{2
.

(27.583)

Elle vérifie
fpt0q “ p|a` b|2qq{2 ` p|a´ b|2qq{2. (27.584)

Vu que |a` b| et |a´ b| sont positifs, nous pouvons « simplifier » le carré et la racine carré, de telle
sorte que

fpt0q “ |a` b|q ` |a´ b|q. (27.585)
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Nous cherchons un maximum pour f sur r0, π2 s. Pour cela, nous prenons d’abord la dérivée :

f 1ptq “ ´q|a||b| sinptq
”`|a|2`|b|2`2|a||b| cosptq˘q{2´1´ `|a|2`|b|2´2|a||b| cosptq˘q{2´1

ı
. (27.586)

Notez que q ą 2, donc la fonction x ÞÑ xq{2´1 est croissante.
Pour t P r0, π{2s, nous avons cosptq ě ´ cosptq ainsi que sinptq ě 0. Donc f 1ptq ď 0. De la même

manière, nous avons f 1ptq ě 0 pour t P rπ{2, πs.
Par le lien entre dérivée et croissance (proposition 12.184), nous savons que le maximum de f

sur r0, πs est atteint en 0 ou en π.
Nous avons, en utilisant la supposition |a| ě |b| :

fp0q “ fpπq “ `|a|2 ` |b|2 ` 2|a||b|˘q{2 ` `|a|2 ` |b|2 ´ 2|a||b|˘q{2 (27.587a)

“ `ˇ̌|a| ` |b|ˇ̌2˘q{2 `
´ˇ̌|a| ´ |b|ˇ̌2

¯
(27.587b)

“ ˇ̌|a| ` |b|ˇ̌q ` ˇ̌|a| ´ |b|ˇ̌q. (27.587c)

En particulier fpt0q ď fp0q et donc

|a` b|q ` |a´ b|q ď ˇ̌|a| ` |b|ˇ̌q ` ˇ̌|a| ´ |b|ˇ̌q ď 2
`|a|p ` |b|p˘q´1

. (27.588)

La dernière inégalité est le lemme 27.142 appliqué aux réels |a| et |b|.
PROPooJDOQooWsGlkr

Proposition 27.144 (Inégalité de Clarkson[663]).
Soient f, g P LppΩ,A, µq.

(1) Si p ě 2, alors

}f ` g2 }pp ` }
f ´ g

2 }pp ď
1
2

´
}f}pp ` }g}pp

¯
. (27.589)EQooBWDJooGXzdxzEQooBWDJooGXzdxz

(2) Si 1 ă p ă 2 et si q est l’exposant conjugué de p, alors

}f ` g}qp ` }f ´ g}qp ď 2
´
}f}pp ` }g}pp

¯q´1
, (27.590)EQooXMWBooYrvaoVEQooXMWBooYrvaoV

ou
}f ` g2 }qp ` }

f ´ g
2 }qp ď 21´q`}f}pp ` }g}pp

˘q´1
. (27.591)EQooZCWDooBnaMomEQooZCWDooBnaMom

Démonstration. En deux parties.

(1) Pour p ě 2 Soient f, g P LppΩ,A, µq ; ce sont des fonctions à valeurs dans C. Pour chaque
ω P Ω nous considérons les nombres complexes fpωq et gpωq ; nous pouvons écrire l’inégalité
du lemme 27.140 :

ˇ̌
ˇ̌fpωq ` gpωq

2

ˇ̌
ˇ̌
p

`
ˇ̌
ˇ̌fpωq ´ gpωq

2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď 1
2
`|fpωq|p ` |gpωq|p˘. (27.592)EQooIGNKooKFUpKOEQooIGNKooKFUpKO

Nous avons les substitutions évidentes fpωq` gpωq “ pf ` gqpωq et fpωq´ gpωq “ pf ´ gqpωq.
En intégrant alors (27.592) sur Ω nous trouvons l’inégalité demandée.

(2) Pour 1 ă p ă 2 Il s’agit de faire la même chose, en utilisant l’inégalité de Clarkson du
lemme 27.143.
Pour obtenir (27.591), il s’agit simplement de multiplier et diviser le member de gauche de
(27.590) par 2q.
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27.12.4 Uniforme convexité des espaces de Lebesgue
PROPooFNLJooDlyIKV

Proposition 27.145 ([669]).
Si 1 ă p ă 8, l’espace LppΩ,A, µq est uniformément convexe 68.

Démonstration. En deux parties.

(1) 1 ă p ď 2 Nous montrons que la fonction δpϵq “ 2´qϵq fonctionne.
Soient f, g P Lp telles que }f}p ď }g}p ď 1 et }f ´ g}p ě ϵ. Nous commençons par écrire
l’inégalité de Clarkson (27.590) :

}f ` g2 }qp ` }
f ´ g

2 }qp ď 21´q`}f}pp ` }g}pp
˘q´1

. (27.593)EQooOWVEooGGfCpyEQooOWVEooGGfCpy

Par hypothèse, }f}p et }g}p sont plus petites que 1. Vu que p ą 1, nous avons

}f}pp ` }g}pp ď 1` 1 “ 2. (27.594)

En remplaçant dans le membre de droite de (27.593) nous avons

}f ` g2 }qp ` }
f ´ g

2 }qp ď 21´q2q´1 “ 1, (27.595)

et donc
}f ` g2 }qp ď 1´ }f ´ g2 }qp. (27.596)EQooKARVooDrOuJIEQooKARVooDrOuJI

Par ailleurs nous avons supposé }f ´ g}p ě ϵ. Donc aussi 69

}f ´ g2 }qp ě 2´qϵq. (27.597)EQooCGDDooWtDokfEQooCGDDooWtDokf

Et par un autre ailleurs,

}f ` g2 }p “ 1
2}f ` g}p ď

1
2
`}f}p ` }g}p

˘ ď 1. (27.598)EQooOFWYooLVrNDcEQooOFWYooLVrNDc

Vu que nous avons q ě 2, cela donne aussi

}f ` g2 }p ď }f ` g2 }q. (27.599)EQooGMPRooGiLSssEQooGMPRooGiLSss

Avec les inégalités (27.597) et 27.599 nous finissons l’inégalité (27.596) :

}f ` g2 }p ď }f ` g2 }qp ď 1´ 2´qϵq ď }g}p ´ δpϵq. (27.600)

Okay, c’est bon.
(2) 2 ď p ă 8 Il s’agit de faire la même chose en partant de Clarkson (27.589). Le résultat est

que la fonction δpϵq “ pϵ{2qp, ça fonctionne.

27.12.5 Théorème de la projection normale
PROPooTZMRooCvQtGg

Proposition 27.146.
Si 1 ă p ă 8, et si V est un sous-espace vectoriel fermé de LppΩ,A, µq, alors la projection
normale 70 de a P Lp sur V existe et est unique.

68. Définition 27.129.
69. Ici j’ai un coefficient un peu différent que celui de [669]. Écrivez-moi pour confirmer ou infirmer mes calculs.
70. Définition 27.131.
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Démonstration. La proposition 27.145 nous indique que l’espace LppΩ,A, µq est uniformément
convexe. Or le théorème 27.133 nous indique que les espaces uniformément convexes vérifient la
présente proposition.

Nous pouvons donner une preuve directe, sans passer par l’uniforme convexité, dans les cas
p ě 2.

THOooRJFUooQivDKm

Théorème 27.147 (Théorème de la projection normale[670]).
Nous considérons p ě 2. Soit un sous-espace vectoriel fermé W Ă LppΩ,A, µq et u0 P Lp. Nous
notons

dpu0,W q “ inf
wPW dpu0,W q. (27.601)

Alors il existe w0 PW tel que }u0 ´ w0} “ dpu0,W q.
Démonstration. Nous allons séparer trois cas : p “ 2 et p ą 2.

(1) p “ 2 Pour p “ 2, nous savons que L2 est un espace de Hilbert 71, et nous avons déjà le
théorème de la projection 25.7.

(2) p ą 2 Pour chaque x P Ω nous avons fpxq, gpxq P C et donc l’identité du parallélogramme 72 :
ˇ̌
fpxq ´ gpxqˇ̌2 ` ˇ̌

fpxq ` gpxqˇ̌2 “ 2|fpxq|2 ` 2|gpxq|2. (27.602)EQooUBFEooDUjLnbEQooUBFEooDUjLnb

Vu que p ą 2, la fonction s : x ÞÑ xp{2 est convexe (lemme 17.91). Calcul :

|fpxq ´ gpxq|p ` |fpxq ` gpxq|p “ `|fpxq ´ gpxq|2˘p{2 ` `|fpxq ` gpxq|2˘p{2 (27.603a)
“ s

`| . . . |2˘` s`| . . . |2˘ (27.603b)

ď `|fpxq ´ gpxq|2 ` |fpxq ` gpxq|2˘p{2 (27.603c)SUBEQooRHAEooHkYNLHSUBEQooRHAEooHkYNLH

“ `
2|fpxq|2 ` 2|gpxq|2˘p{2 (27.603d)SUBEQooQFSLooJkoeqNSUBEQooQFSLooJkoeqN

“ 2p{2`|fpxq|2 ` |gpxq|2˘p{2 (27.603e)
ď 2p{22p{2´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘ (27.603f)SUBEQooQSUHooXKaWwOSUBEQooQSUHooXKaWwO

“ 2p´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘ (27.603g)

Justifications :
— Pour (27.603c) : la convexité de s.
— Pour (27.603d) : la relation (27.602).
— Pour (27.603f) : la seconde inégalité du lemme 27.603f.

Nous isolons |fpxq ´ gpxq|p :

|fpxq ´ gpxq|p ď 2p´1`|fpxq|p ` |gpxq|p˘´ |fpxq ` gpxq|p (27.604a)

“ 2p
ˆ |fpxq|p ` |gpxq|p

2 ´
ˇ̌
ˇ̌ |fpxq| ` |gpxq|

2

ˇ̌
ˇ̌
p˙

(27.604b)

Cette inégalité étant valable pour tout x, nous pouvons intégrer sur Ω et découper l’intégrale
en petits morceaux :

}f ´ g}pp ď 2p
ˆ}f}pp ` }g}pp

2 ´ }f ` g2 }pp
˙
. (27.605)EQooVNHSooPXjFNCEQooVNHSooPXjFNC

Voilà une bonne chose de prouvée. Nous pouvons maintenant passer au vif du sujet.
Soit une suite wj dans W telle que }u0 ´ wj} Ñ dpu0,W q. Trois choses à savoir sur cette
suite :
(2a) Une telle suite existe parce que dpu0,W q est défini comme un infimum.

71. Lemme 27.85.
72. Théorème 11.1 en remarquant que pz1, z2q ÞÑ z1z̄2 est un produit scalaire hermitien sur C.
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(2b) Rien ne garantit qu’elle converge.
(2c) Même si elle convergeait, rien ne garantirait que la limite soit encore dans W .
Le troisième point est facile à régler : vu queW est fermé par hypothèse, une suite convergente
contenue dans W a sa limite dans W . Nous allons régler la convergence de wj en prouvant
qu’elle est de Cauchy.
Remarquons que W est vectoriel, donc pwj ` wkq{2 est dans W pour tout j et k ; donc

}wj ` wk2 ´ u0} ě dpu0,W q. (27.606)

En tenant compte de cela, nous écrivons l’inégalité (27.605) avec f “ wj´u0 et g “ wk´u0 :

}f ´ g}pp “ }wj ´ wk}pp ď 2p
ˆ}wj ´ u0}p ` }wk ´ u0}p

2 ´ dpu0,W q
˙
. (27.607)

Soit ϵ ą 0 et 0 ă ϵ1, ϵ2 ă ϵ tels que ϵ1 ` ϵ2 ă ϵ. Il existe un N tel que si j, k ą N alors
}wj ´ u0}p ď dpu0,W qp` ϵ1 et }wk ´ u0}p ď dpu0,W qp` ϵ2. Pour de telles valeurs de j et k,
nous avons

}wj ´ wk}p ď 2
ˆ
ϵ1 ` ϵ2

2

˙
ă 2ϵ1{p. (27.608)

Donc la suite pwjq est de Cauchy.
L’espace Lp étant complet par le théorème 27.44, nous en déduisons que pwjq converge dans
Lp. Mais comme W est fermé, nous avons wj LpÝÑ w PW .
En termes de normes, nous avons

}w ´ u0} “ lim
j
}wj ´ u0} “ dpW,u0q. (27.609)

27.13 Théorèmes de Hahn-Banach

27.13.1 Applications R-linéaires et C-linéaires
LEMooBZHIooSQJSnM

Lemme 27.148 ([671, 672]).
Soit un espace vectoriel X sur C. Nous considérons 73 l’application

ψ : LRpX,Rq Ñ LCpX,Cq
f ÞÑ “

x ÞÑ fpxq ´ ifpixq‰. (27.610)EQooLYYGooJfKIfuEQooLYYGooJfKIfu

(1) Cette application est bien définie.
(2) Elle est une bijection.

ITEMooNVKBooIGhzWM

(3) Elle vérifie }ψpfq}LCpX,Cq “ }f}LRpX,Rq. ITEMooTFWOooIIhcnZ

(4) Si g P LCpX,Cq se décompose en gpxq “ upxq ` ivpxq où u et v sont à valeurs réelles, alors
g “ ψpuq.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Bien définie Nous devons avant tout prouver que (27.610) a un sens : si f P LRpX,Rq,

alors nous devons prouver que ψpfq P LCpX,Cq, c’est-à-dire que ψpfq est C-linéaire. Soient
donc x, y P X et α, β P R de telle sorte que α` βi soit un élément générique de C. Prouver
que

ψpfqpx` yq “ ψpfqpxq ` ψpfqpyq (27.611)

73. Voir la définition 4.28 pour les notations.
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est un simple calcul. Ensuite

ψpfq`pα` iβqx˘ “ f
`pα` iβqx˘´ if`ipα` iβqx˘ (27.612a)

“ αfpxq ` βfpixq ´ iαfpixq ´ ip´βqfpxq (27.612b)
“ pα` iβq`fpxq ´ ifpixq˘ (27.612c)
“ pα` iβqψpfqpxq. (27.612d)

(2) ψ est injective Soient f, g P LRpX,Rq telles que ψpfq “ ψpgq. Nous avons l’égalité

fpxq ´ ifpixq “ gpxq ´ igpixq, (27.613)EQooOFWHooIJutnVEQooOFWHooIJutnV

qui est une égalité dansC. En sachant que les nombres fpxq, fpixq, gpxq et gpixq sont des réels,
nous séparons les parties réelles et imaginaires dans (27.613) et nous trouvons fpxq “ gpxq
et fpixq “ gpixq. Chacune de ces deux égalités nous assurent que f “ g.

(3) ψ est surjective Soit g P LCpX,Cq. Nous séparons ses parties réelles et imaginaires :

gpxq “ g1pxq ` ig2pxq. (27.614)

Avec g1, g2 P LRpX,Rq. Nous allons prouver que g “ ψpg1q.
Ensuite, utilisant la C-linéarité de g pour calculer gpixq de deux façon différentes. D’une part

gpixq “ g1pixq ` ig2pixq, (27.615)EQooRMJAooQlTJLYEQooRMJAooQlTJLY

et d’autre part
gpixq “ i

`
g1pxq ` ig2pxq

˘
. (27.616)EQooCJQHooFVJXGaEQooCJQHooFVJXGa

En égalisant les parties réelles et imaginaires de (27.615) et de (27.616),

g1pxq “ g2pixq (27.617a)
g2pxq “ ´g1pixq, (27.617b)

et en particulier g1pixq “ g2p´xq.
Nous pouvons maintenant calculer

ψpg1qpxq “ g1pxq ´ ig1pixq (27.618a)
“ g1pxq ´ ig2p´xq (27.618b)
“ g1pxq ` ig2pxq (27.618c)
“ gpxq. (27.618d)

(4) Norme Nous prouvons maintenant le point (3) qui prétend que }ψpfq}LCpX,Cq “ }f}LRpX,Rq.
Nous allons montrer les inégalités dans les deux sens.

(4a) }f} ď }ψpfq}
D’abord nous prouvons que }f} ď }ψpfq}. Pour cela, nous considérons x P X, et nous
écrivons

|fpxq| ď |fpxq ´ ifpixq| “ |ψpfqx| (27.619)
dont la première inégalité est vraie parce que fpxq et fpixq sont réels. Avec cette inégalité
nous avons tout de suite

sup
}x}“1

|fpxq| ď sup
}x}“1

|ψpfqx|. (27.620)

(4b) }f} ě }ψpfq}
Nous passons maintenant à l’autre sens. Soit x P X. Nous commençons par trouver
α P S1 (c’est-à-dire |α| “ 1) tel que fpαixq “ 0. Si fpixq “ 0, alors α “ 1 fait l’affaire.
Sinon, supposons fpixq ‰ 0, et considérons l’application

s : s0, 2πr Ñ R

t ÞÑ f
`
φptqix˘. (27.621)
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où φ est la bijection continue de la proposition 18.61(1). D’une part, pour t “ π, nous
avons

spπq “ f
`
φpπqix˘ “ fp´ixq “ ´fpixq, (27.622)

et d’autre part, pour t “ 0 nous avons

sp0q “ f
`
φp0qix˘ “ fpixq “ fpixq. (27.623)

Comme nous avons supposé que fpixq ‰ 0 le théorème des valeurs intermédiaires 10.91
appliqué à s donne un t P s0, πr tel que spt0q “ 0. En posant α “ φpt0q nous avons le α
qu’il nous fallait.
Armés de ce α, nous montrons que }ψpfq} ď }f}. Nous avons

|ψpfqx| “ |α||ψpfqx| (27.624a)
“ |ψpfqpαxq| ψpfq est C-linéaire (27.624b)
“ |fpαxq ´ ifpiαxq| (27.624c)
“ |fpαxq|. (27.624d)

Nous avons prouvé que pour tout x P X tel que }x} “ 1, il existe y P X tel que }y} “ 1
et |ψpfqx| “ |fpyq|. En l’occurrence, y “ αx. Notez que α est une fonction de x. Nous
avons donc

sup
}y}“1

|fpyq| ě sup
}x}“1

|ψpfqx|, (27.625)

autrement dit }f} ě }ψpfq}.
(5) Décomposition Nous prouvons le point (4). Supposons gpxq “ upxq ` ivpxq. Nous avons

gpixq “ igpxq par C-linéarité de g. Donc

upixq ` ivpixq “ i
`
upxq ` ivpxq˘, (27.626)

c’est-à-dire upixq` ivpixq “ iupxq´ vpxq. En égalisant les partie imaginaires, vpxq “ ´upixq.
En remettant dans l’expression de g,

gpxq “ upxq ` ivpxq “ upxq ` i`´ upixq˘ “ upxq ´ iupixq “ ψpuqx, (27.627)

ce qu’il fallait démontrer.

LEMooUFMFooEXecXE

Lemme 27.149 ([671]).
Soient un espace vectoriel X sur C ainsi qu’une seminorme 74 p. Soit f P LRpX,Rq. Nous avons

|ψpfqpxq| ď ppxq @x P X (27.628)

si et seulement si
|fpxq| ď ppxq @x P X (27.629)

Démonstration. En deux parties.
(1) ñ Nous supposons que f P LRpX,Rq vérifie |ψpfqpxq| ď ppxq pour tout x. L’observation à

faire est fpxq “ Re
`
ψpfqpxq˘. Nous avons alors 75

|fpxq| “ |Re
`
ψpfqpxq˘| ď |ψpfqpxq| ď ppxq. (27.630)

74. Définition 7.314.
75. Dans [671], l’auteur sépare le calcul en deux parties : une majoration pour fpxq et une pour ´fpxq. Je ne vois pas

où est le mal à la faire d’un seul coup.
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(2) ð Nous supposons que |fpxq| ď ppxq pour tout x. Soit x P X. Si ψpfqpxq “ 0, alors nous
avons bien |ψpfqpxq| ď ppxq parce qu’une seminorme est toujours positive. Nous supposons
donc que ψpfqpxq ‰ 0.
La décomposition polaire (proposition 18.62) du nombre complexe ψpfqx donne un θ P R tel
que ψpfqx “ eiθ|ψpfqx|. Donc

|ψpfqpxq| “ e´iθψpfqpxq “ ψpfqpe´iθxq. (27.631)EQooFYVFooOvOTHzEQooFYVFooOvOTHz

Ces égalités montrent entre autres que ψpfqpe´iθxq P R` ; et en particulier, il est égal à sa
partie réelle. Vu la définition (27.610), ça nous dit que

ψpfqpe´iθxq “ fpe´iθxq. (27.632)

Nous pouvons alors continuer les égalités (27.631) en mettant des normes partout :

|ψpfqpxq| “ |ψpfqpe´iθxq| “ |fpe´iθxq| ď ppe´iθxq “ |e´iθ|ppxq “ ppxq. (27.633)

27.13.2 Hahn-Banach, théorème d’extension dominée
THOooXALCooFrkvDo

Théorème 27.150 (Hahn-Banach, extension dominée cas réel[673, 232]).
Soit E, un espace vectoriel réel et une application p : E Ñ R satisfaisant 76

(1) ppλxq “ λppxq pour tout x P E et pour tout λ ą 0,
(2) ppx` yq ď ppxq ` ppyq pour tout x, y P E.

Soit de plus M Ă E un sous-espace vectoriel muni d’une application g : M Ñ R vérifiant gpmq ď
ppmq pour tout m PM . Alors il existe f P LpE,Rq telle que

(1) L’application f étend g : fpmq “ gpmq pour tout m PM ,
(2) L’application f reste dominée par p : fpxq ď ppxq pour tout x P E.

Démonstration. Si h est une application linéaire définie sur un sous-espace de E, nous notons Dh

ledit sous-espace.
(1) Un ensemble inductif

Nous considérons P , l’ensemble des fonctions linéaires suivant

P “
!
h : Dh Ñ R tel que

$
’&
’%

M Ă Dh

hpmq “ gpmq @m PM
hpxq ď ppxq @x P Dh

)
(27.634)

Cet ensemble est non vide parce que g est dedans. Nous le munissons de la relation d’ordre
h1 ď h2 si et seulement si Dh1 Ă Dh2 et h2 prolonge h1. Nous montrons à présent que P est
un ensemble inductif. Soit un sous-ensemble totalement ordonné Q Ă P ; nous définissons
une fonction h de la façon suivante. D’abord Dh “ suplPQDl et ensuite

h : Dh Ñ R

x ÞÑ lpxq si x P Dl

(27.635)

Cela est bien défini parce que si x P Dl X Dl1 alors, vu que Q est totalement ordonné (i.e.
l ď l1 ou l1 ď l), on a obligatoirement Dl Ă Dl1 et l1 qui prolonge l (ou le contraire). Donc
h est un majorant de Q dans P parce que h ě l pour tout l P Q. Cela montre que P est
inductif (définition 1.22). Le lemme de Zorn 1.23 nous dit alors que P possède un élément
maximal f qui va être la réponse à notre théorème.

76. Ce n’est pas tout à fait une seminorme (définition 7.314) à cause de la valeur absolue. Le théorème 27.152
parlera pour les vraies seminormes, et pour les espaces sur C.
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(2) Le support de f

La fonction f est dans P ; donc fpxq ď ppxq pour tout x P Dh et fpmq “ gpmq pour tout
m P M . Pour terminer nous devons montrer que Df “ E. Supposons donc que Df ‰ E et
prenons x0 R Df . Nous allons contredire la maximalité de f en considérant la fonction h
donnée par Dh “ Df `Rx0 et

hpx` tx0q “ fpxq ` tα (27.636)

où α est une constante que nous allons fixer plus tard.
Nous commençons par prouver que h est dans P . Nous devons prouver que

hpx` tx0q “ fpxq ` tα ď ppx` tx0q (27.637)EqOIXrlFeEqOIXrlFe

Pour cela nous allons commencer par fixer α pour avoir les relations suivantes : EqMDNkcQk

"
fpxq ` α ď ppx` x0qEqDYmRWEY (27.638a)
fpxq ´ α ď ppx´ x0q (27.638b)

pour tout x P Df . Ces relations sont équivalentes à demander α tel que
"
α ď ppx` x0q ´ fpxq (27.639a)
α ě fpxq ´ ppx´ x0q (27.639b)

Nous nous demandons donc si il existe un α qui satisfasse

sup
yPDf

`
fpyq ´ ppy ´ x0q

˘ ď α ď inf
zPDf

`
ppz ` x0q ´ fpzq

˘
. (27.640)

Ou encore nous devons prouver que pour tout y, z P Df ,

ppz ` x0q ´ fpxq ě fpyq ´ ppy ´ x0q ě 0. (27.641)

Par les propriétés de p et de f ,

ppz ` x0q ` ppy ´ x0q ´ fpzq ´ fpyq ě ppz ` yq ´ fpz ` yq ě 0. (27.642)

La dernière inégalité est le fait que f P P . Un choix de α donnant les inéquations (27.638)
est donc possible.
À partir des inéquations (27.638) nous obtenons la relation (27.637) de la façon suivante. Si
t ą 0 nous multiplions l’équation (27.638a) par t :

tfpxq ` tα ď tppx` x0q. (27.643)

Et nous écrivons cette relation avec x{t au lieu de x en tenant compte de la linéarité de f :

fpxq ` tα ď tp
`x
t
` x0

˘ “ ppx` tx0q. (27.644)

Avec t ă 0, c’est similaire, en faisant attention au sens des inégalités.
Nous avons donc construit h : Dh Ñ R avec h P P , Df Ă Dh et hpxq “ fpxq pour tout
x P Df . Cela pour dire que h ą f , ce qui contredit la maximalité de f . Le domaine de f est
donc E tout entier.
La fonction f est donc une fonction qui remplit les conditions.

Lemme 27.151 ([249]).
Soient un espace vectoriel complexe X, et une application linéaire f : X Ñ C. Il existe une appli-
cation u P LRpX,Rq telle que
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(1) Pour tout x P X, nous avons
fpxq “ upxq ´ iupixq (27.645)

(2) Nous avons égalité des normes 77

}f}LCpX,Cq “ }u}LRpX,Rq. (27.646)

Démonstration. Nous décomposons, pour chaque x P X, l’élément fpxq en parties réelles et ima-
ginaires :

fpxq “ upxq ` ivpxq. (27.647)EQooZJZIooBQxffgEQooZJZIooBQxffg

Il ne reste plus qu’à trouver le lien entre u et v. Pour cela, nous écrions fpixq “ ifpxq en substituant
fpxq et fpixq par leurs valeurs en termes de u et v :

upixq ` ivpixq “ iupxq ´ vpxq. (27.648)

En égalisant les parties réelles, nous avons upixq “ ´vpxq et donc bien

fpxq “ upxq ` ivpxq “ upxq ´ iupixq. (27.649)EQooZUTLooVzwRDMEQooZUTLooVzwRDM

Nous prouvons maintenant que u est R-linéaire. Il suffit de considérer λ P R et d’écrire fpλxq “
λfpxq en substituant (27.647) pour fpλxq et fpxq :

upλxq ` ivpλxq “ λ
`
upxq ` ivpxq˘. (27.650)

En égalisant encore les parties réelles, nous avons upλxq “ λupxq. Nous faisons de même pour
prouver que upx` yq “ upxq ` upyq.

THOooVQLJooWuBMoZ

Théorème 27.152 (Hahn-Banach complexe[249]).
Soient un espace vectoriel X sur K (qui est R ou C), et une seminorme p : X Ñ R. Soient un
sous-espace vectoriel M de X ainsi qu’une application linéaire ℓ P LpM,Kq telle que

|ℓpmq| ď ppmq @m PM. (27.651)

Alors il existe une extension linéaire f P LpX,Kq telle que
(1) fpmq “ ℓpmq pour tout m PM ,
(2) |fpxq| ď ppxq pour tout x P X.

Démonstration. Nous considérons X comme espace vectoriel réel (de dimension double de celle de
X comme espace vectoriel réel). Là-dedans, l’application p vérifie ppλxq “ λppxq pour tout λ ą 0.
D’autre part nous décomposons l’application ℓ : M Ñ C en parties réelles et imaginaires :

ℓpxq “ upxq ` ivpxq, (27.652)

où u : M Ñ R est une application vérifiant, pour tout m PM ,

upmq ď |upmq| ď |ℓpmq| ď ppmq. (27.653)

Donc le théorème en version réelle 27.150 s’applique et il existe une extension R : X Ñ R de u qui
vérifie R ď p sur X. Nous posons alors

fpxq “ Rpxq ´ iRpixq. (27.654)

En vertu du lemme 27.148, cela est une application C-linéaire sur X, et nous avons f “ ℓ sur M
parce que leurs parties réelles sont égales.

De plus nous avons R ď p et donc |f | ď p par le lemme 7.318.
77. Pas encore démontrée. . .
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27.13.3 Hyperplan séparateur

Définition 27.153 (Hyperplan qui sépare).
Soit E un espace vectoriel topologique ainsi que A, B des sous-ensembles de E. Nous disons que
l’hyperplan d’équation f “ α sépare au sens large les parties A et B si fpxq ď α pour tout
x P A et fpxq ě α pour tout x P B.

La séparation est au sens strict si il existe ϵ ą 0 tel que

fpxq ď α´ ϵ pour tout x P A (27.655a)
fpxq ě α` ϵ pour tout x P B. (27.655b)

ThoSAJjdZc

Théorème 27.154 (Hahn-Banach, première forme géométrique[232]).
Soit E un espace vectoriel topologique et A, B deux convexes non vides disjoints de E. Si A est
ouvert, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

ThoACuKgtW

Théorème 27.155 (Hahn-Banach, seconde forme géométrique).
Soient un espace vectoriel topologique localement convexe 78 E ainsi que des parties A, B qui sont

(1) des convexes
(2) non vides
(3) disjoints
(4) A compact et B soit fermé.

Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare strictement A et B.

Démonstration. Vu que B est fermé, A est dans l’ouvert EzB. Donc si a P A, il existe un voisinage
ouvert convexe de a inclus dans EzB. Soit Ua un voisinage ouvert et convexe de 0 tel que pa `
Uaq XB “ H.

Vu que la fonction px, yq ÞÑ x` y est continue, nous pouvons trouver un ouvert convexe Va tel
que Va`Va Ă Ua. L’ensemble a`Va est alors un voisinage ouvert de a et bien entendu

Ť
apa`Vaq

recouvre A qui est compact. Nous en extrayons un sous-recouvrement fini, c’est-à-dire que nous
considérons a1, . . . , an P A tels que

A Ă
nď

i“1
pai ` Vaiq. (27.656)

Nous posons alors

V “
nč

i“1
Vai . (27.657)

Cet ensemble est non vide parce et il contient un voisinage de zéro parce que c’est une intersection
finie de voisinages de zéro. Soit x P A` V . Il existe i tel que

x P ai ` Uai ` V Ă ai ` Vai ` Vai Ă ai ` Uai Ă EzB. (27.658)

Donc pA ` V q X B “ H. L’ensemble A ` V est alors un ouvert convexe disjoint de B. Par la
première forme géométrique du théorème de Hahn-Banach 27.154 nous avons un hyperplan qui
sépare A` V de B au sens large : il existe f P E1zt0u tel que fpaq ` fpvq ď fpbq pour tout a P A,
v P V et b P B.

Il suffit donc de trouver un v P V tel que fpvq ‰ 0 pour avoir la séparation au sens strict. Cela
est facile : V étant un voisinage de zéro et f étant linéaire, si elle était nulle sur V , elle serait nulle
sur E.

CORooHTZVooFhgrSN

Corolaire 27.156 ([232]).
Soit un espace vectoriel localement convexe. Soit un sous-espace vectoriel F tel que F̄ ‰ E. Alors
il existe une application f P E1zt0u telle que f “ 0 sur F .

78. Définition 7.191.
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Démonstration. Soit a P E avec a R F̄ . Vu que le singleton tau est compact et que F̄ est fermé,
le théorème de Hahn-Banach 27.155 dit qu’il existe f P E1zt0u et α ‰ 0 tel que f ă α sur F̄ et
fpaq ą α.

Étant donné que F est vectoriel et que f est linéaire, avoir fpxq ă α pour tout x dans F
implique d’avoir fpxq “ 0 pour tout x P F . En effet si fpxq ‰ 0, il existe un λ tel que fpλxq ą α
(R est archimédien, théorème 1.423).

27.13.4 Prolongement de fonctionnelles (dimension finie)

Nous allons prouver quelques lemmes qui permettent de prolonger des fonctionnelles d’un sous-
espace vers un sous-espace contenant un nombre fini de dimensions en plus.

LEMooHWSJooGVmIPV

Lemme 27.157 ([674]).
Soient un espace vectoriel réel normé X ainsi qu’un sous-espace M . Soient ℓ P LpM,Rq de norme
finie, et x1 P XzM . On pose M1 “ SpantM,x1u. Alors il existe ℓ1 P LpM1,Rq tel que

(1) ℓ1pxq “ ℓpxq pour tout x PM ,
(2) }ℓ1}LpM1,Rq “ }ℓ}LpM,Rq

Démonstration. Si ℓ “ 0, alors c’est facile : on prend ℓ1 “ 0. Nous commençons par supposer que
}ℓ} “ 1 ; nous ferons le cas général ensuite.

(1) Deux fonctions Nous considérons les fonctions

f` : M Ñ R

z ÞÑ }x1 ` z} ´ ℓpzq (27.659)

et
f´ : M Ñ R

z ÞÑ ´}x1 ` z} ´ ℓpzq. (27.660)

Pour tout z1, z2 PM nous avons

f`pz1q ´ f´pz2q “ }x1 ` z1} ´ ℓpz1q ` }x1 ` z2} ` ℓpz2q (27.661a)
“ }x1 ` z1} ` }x1 ` z2} ´ ℓpz1 ´ z2q (27.661b)
ě }px1 ` z1q ´ px1 ` z2q} ´ ℓpz1 ´ z2q (27.661c)
“ }z1 ´ z2} ´ ℓpz1 ´ z2q (27.661d)
ě 0 (27.661e)

parce que }ℓ} “ 1. Nous en déduisons que f`pz1q ě f´pz2q.
(2) Un entre les deux

En posant

c´ “ sup
zPM

`´ }x1 ` z} ´ ℓpzq
˘

(27.662a)

c` “ inf
zPM

`}x1 ` z} ´ ℓpzq
˘
, (27.662b)

nous avons c´ ď c`. Nous choisissons c1 P rc´, c`s.
(3) La définition Si x PM1 “ SpanM,x1, alors il existe y PM et λ P R tels que

x “ λx1 ` y. (27.663)

Nous posons alors
ℓ1pxq “ λc1 ` ℓpyq. (27.664)EQooVTFTooFyfXbKEQooVTFTooFyfXbK

Voilà qui définit notre ℓ1. Nous devons prouver qu’elle satisfait }ℓ1} “ 1 et ℓ1pxq “ ℓpxq pour
tout x P M . La seconde condition est facile : si x P M , alors λ “ 0 dans (27.664) et nous
avons bien ℓ1pxq “ ℓpxq.
Pour la condition sur la norme, nous allons devoir un peu travailler.
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(4) |ℓ1pxq| ď }x} pour tout x PM1 Soit x PM1. Nous avons x “ λx1`y avec λ P R et y PM .
i

(4a) Si λ “ 0 Alors x PM et |ℓ1pxq| “ |ℓpxq| ď }x} parce que }ℓ} “ 1.
(4b) Si λ ‰ 0 Soient z1, z2 PM . Par définition de c1, c` et c´ nous avons les inégalités

´}x1 ` z1} ´ ℓpz1q ď c´ ď c1 ď c` ď }x1 ` z2} ´ ℓpz2q. (27.665)

Nous écrivons ces inégalités pour z1 “ z2 “ y{λ :

´}x1 ` y

λ
} ´ ℓpy{λq ď c1 ď }x1 ` y

λ
} ´ ℓpy{λq. (27.666)EQooGYXSooIffZoLEQooGYXSooIffZoL

(4c) Si λ ą 0 Nous multiplions (27.666) par λ et nous profitons de la linéarité de ℓ :

´}λx1 ` y} ´ ℓpyq ď λc1 ď }λx1 ` y} ` ℓpyq, (27.667)

donc
´}λx1 ` y} ď λc1 ` ℓpyqloooomoooon

“ℓ1pλx1`yq
ď }λx1 ` y} (27.668)EQooYRULooBebNTqEQooYRULooBebNTq

Nous en déduisons que
|ℓpλx1 ` yq| ď }λx1 ` y}, (27.669)

ce qu’il fallait.
(4d) Si λ ă 0 Le calcul est le même, mais il faut faire attention à bien reverser les inégalités

au bon moment, et en manipulant bien les valeur absolues. Nous avons par exemple

λ}x1 ` y

λ
} “ ´››|λ|x1 ` |λ|y

λ

›› “ ´} ´ λx1 ´ y} “ ´}λx1 ` y}. (27.670)

En multipliant encore (27.666) par λ, nous trouvons

´λ}x1 ` y

λ
} ´ ℓpyq ě λc1 ě λ}x1 ` y

λ
} ´ ℓpyq. (27.671)

qui devient
}λx1 ` y} ě λc1 ` ℓpyq ě ´}λx1 ` y}, (27.672)

qui revient au même que (27.668).

(5) Première conclusion Nous avons prouvé que |ℓ1pxq| ď }x} pour tout x dans M1. Cela
signifie que }ℓ1}M 1

1
ď 1. Pour prouver que }ℓ1} “ 1 nous prouvons l’inégalité inverse :

}ℓ1}M 1
1
“ sup

xPM1

|ℓ1pxq|
}x} ě sup

xPM
|ℓ1pxq|
}x} “ sup

xPM
|ℓpxq|
}x} “ }ℓ}M “ 1. (27.673)

Nous en déduisons que }ℓ1} “ 1 et cela termine la preuve dans le cas où }ℓ} “ 1.
Maintenant, si }ℓ} “ a ‰ 1, nous considérons la forme linéaire f “ ℓ{a qui satisfait }f} “ 1. Par la
partie déjà prouvée, nous définissons une extension f1 : M1 Ñ R telle que }f1} “ 1.

Il suffit alors de poser ℓ1 “ af1, et nous avons le résultat.

Ce lemme est également valable pour les complexes.
LEMooBYEGooRswAmh

Lemme 27.158 ([1]).
Soit un espace vectoriel normé X sur C. Soit ℓ P LCpX,Cq de norme finie. Soient un sous-espace
M de X ainsi qu’un élément a P XzM . Il existe ℓ1 P LC

`
SpanCpM,aq,C˘ tel que

(1) ℓ1pxq “ ℓpxq pour tout x PM ,
(2) }ℓ1} “ }ℓ}.
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Démonstration. Nous considérons l’application ψ du lemme 27.148. En posant f “ ψ´1pℓq, nous
avons f P LRpM,Rq vérifiant }ℓ} “ }f}.

L’espace X peut être vu comme vectoriel sur R. Le lemme 27.157 permet de prolonger f à

f1 P LR
`

SpanRpM,aq,R˘ (27.674)

vérifiant }ℓ} “ }f} “ }f1}.
Vu que M est déjà un espace vectoriel sur C, l’espace SpanCpM,aq qui nous intéresse est donné

par
SpanCpM,aq “ SpanRpM,a, iaq. (27.675)

Nous pouvons donc utiliser une deuxième fois le lemme 27.157 avec le vecteur ia, et définir une
extension

f2 P LR
`

SpanRpM,a, iaq,R˘ “ LR
`

SpanCpM,aq,R˘ (27.676)

vérifiant }ℓ} “ }f} “ }f1} “ }f2}.
En utilisant à nouveau le lemme 27.148, nous avons encore une extension

ψpf2q P LC
`

SpanCpM,aq,C˘ (27.677)

vérifiant }ℓ} “ }f} “ }f1} “ }f2} “ }ψpf2q}.
Et voilà ! La fonctionnelle ψpf2q est celle que nous voulions.

27.13.5 Prolongement de fonctionnelles (dimension infinie)

Les lemmes 27.157 et 27.158 permettent de prolonger une forme linéaire une dimension réelle
ou complexe à la fois. Rien ne nous permet de prolonger d’une infinité de dimensions d’un seul
coup. Le théorème de Hahn-Banach va nous permettre de faire une infinité de dimension d’un coup
à l’aide du lemme de Zorn.

THOooTZSSooBKfxXE

Théorème 27.159 (Hahn-Banach[674]).
Soit X, un espace vectoriel normé sur K (“ R ou C). Soient un sous-espace vectoriel M , et une
fonctionnelle linéaire ℓ P LKpM,Kq de norme finie. Il existe f P LKpX,Kq telle que

(1) fpxq “ ℓpxq pour tout x PM ,
(2) }f}LpX,Kq “ }ℓ}LpM,Kq.

Démonstration. Nous considérons l’ensemble E des paires pN, fq telles que
(1) N est un sous-espace de X contenant M ,
(2) f P LpN,Kq
(3) }f} “ }ℓ}
(4) fpxq “ ℓpxq pour tout x PM .

Cet ensemble n’est pas vide parce que pM, ℓq P E . Nous mettons un ordre partiel sur E en posant
pN, fq ď pN 1, f 1q si et seulement si N Ă N 1 et f 1|N “ f .

(1) E est inductif Nous commençons par prouver que pE ,ďq est un ensemble inductif 79. Soit
une partie F totalement ordonnée dans E .

(1a) L’espace vectoriel
Nous commençons par poser

Y “
ď

pN,fqPF
N. (27.678)

Et nous prouvons que c’est un espace vectoriel. Soient x, y P Y . Supposons x P N1 et
y P N2. Vu que F est totalement ordonné, nous avons N1 Ă N2 (ou le contraire). Donc
x` y P N2 Ă Y . De même pour λx avec λ P K et x P Y .

79. Définition 1.22.
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(1b) La fonctionnelle Nous devons trouver une fonctionnelle g sur Y . Soit y P Y . Com-
mençons par prouver que l’ensemble

tfpyq tel que pN, fq P F , y P Nu (27.679)

est un singleton. Soient pN1, f1q, pN2, f2q P F avec y P N1 X N2. Nous supposons que
pN1, f1q ď pN2, f2q (sinon c’est le contraire). Alors f2pyq “ f2|N1pyq “ f1pyq. Nous
pouvons donc définir

g : Y Ñ K

y ÞÑ fpyq (27.680)

où pN, fq P F est tel que y P N .
(1c) g est linéaire Soient x, y P Y . Nous supposons que x P N1 et y P N2 avec N1 Ă N2.

Donc x, y, x` y P N2 et nous avons gpxq “ f2pxq, gpyq “ f2pyq et gpx` yq “ f2px` yq.
La linéarité de f2 fait alors le boulot. Même raisonnement pour gpλxq “ λgpxq.

(1d) g se restreint à ℓ Soit x P M . Nous avons gpxq “ fpxq pour un couple pN, fq P F
vérifiant x P N . Vu que f prolonge ℓ nous avons gpxq “ fpxq “ ℓpxq.

(1e) Norme de g Nous devons voir que }g}LpY,Kq “ }ℓ}LpM,Kq. L’inégalité dans un sens est
facile pour qui comprend la norme opérateur 80. Étant donné que M Ă Y nous avons

}g}LpY,Kq “ sup
yPY

|gpyq|
}y} ě sup

yPM
|gpyq|
}y} “ sup

yPM
|ℓpyq|
}y} “ }ℓ}LpM,Kq. (27.681)

L’inégalité dans l’autre sens n’est pas trop compliquée non plus. Prenons x P Y vérifiant
}x} “ 1. Nous considérons pN, fq P E tel que x P N . Alors

|gpxq| “ |fpxq| ď }f} “ }ℓ}. (27.682)

Donc }g} ď }ℓ}.
(1f) Conclusion pour le moment Nous avons prouvé que pY, gq est un majorant de F .

Donc pE ,ďq est un ensemble inductif.

(2) Lemme de Zorn Vu que pE ,ďq est un ensemble inductif non vide, il possède un élément
maximal par lemme de Zorn 1.23. Nous nommons pY, fq un tel élément maximal.

(3) Fin de la preuve Nous devons prouver que Y “ X, de telle sorte que f P LpY,Kq soit
définie sur X. Supposons que Y ‰ X. Dans ce cas nous considérons x1 P XzY . Suivant que
K est R ou C, nous utilisons le lemme 27.157 ou 27.158 pour construire la paire

`
SpanKpY, x1q, f1

˘
(27.683)

qui majore pY, fq. Contradiction avec la maximalité de pY, fq. Donc Y “ X.

PROPooFJPXooWrjbuH

Proposition 27.160 ([1]).
Soit un espace de Banach E sur K(“ R ou C). Soit a P E. Nous avons

}a} “ max
φPE1

}φ}“1

|φpaq|. (27.684)

Démonstration. Soit φ P E1 tel que }φ} “ 1. Si |φpaq| ą }a} alors

}φ} “ sup
xPE

|φpxq|
}x} ě |φpaq|}a} ą 1 (27.685)

80. Si ce n’est pas votre cas, vous ne devriez franchement pas être en train de lire ces lignes. Ce n’est que mon
avis ; après tout, vous faites comme vous le sentez.
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Nous en déduisons que pour tout φ P BE1p0, 1q, |φpaq| ď }a}.
Maintenant nous construisons une application linéaire φ P E1 telle que |φpaq| “ }a} et }φ} “ 1.

Pour cela nous considérons le sous-espace M “ Spantau et l’application

f : M Ñ K

λa ÞÑ λ}a}. (27.686)

Cette application vérifie fpaq “ }a} et }f} “ 1 parce que

}f} “ sup
xPM

|fpxq|
}x} “ sup

λPK
|fpλaq|
}λa} “ |λ|}a}|λ|}a} “ 1. (27.687)

Le théorème de Hahn-Banach 27.159 prolonge f en un élément φ P E1 vérifiant }φ} “ }f} “ 1.
Cette fonctionnelle vérifie donc aussi φpaq “ fpaq “ }a}.

CORooOBDHooJpiBrs

Corolaire 27.161 ([1]).
Voici trois façons différentes de dire la même chose, par ordre décroissant de frime.

(1) Le dual d’un espace vectoriel normé sépare les points.
(2) Les fonctionnelles bornées d’un espace vectoriel normé séparent les points.
(3) Si X est un espace vectoriel normé sur K (“ R ou C), et si x, y P X, alors il existe une

application f P LpX,Kq telle que fpxq ‰ fpyq.
Démonstration. Le théorème de la base incomplète 4.24 nous permet de considérer une base teiuiPI
de X telle que e0 “ x et e1 “ y.

Évacuons quelque objections.
— Si x et y sont colinéaires, on complète seulement txu et ça ne changera rien pour la suite 81.
— En écrivant « e0 » et « e1 » ne prétends pas que I soit un ensemble de nombres. C’est juste

une facilité d’écriture pour éviter de dire « il existe α, β P I tels que x “ eα et y “ eβ ».
Nous considérons l’application linéaire

ℓ : SpanKpe0, e1q Ñ K

αe1 ` βe2 ÞÑ α.
(27.688)

Cette application est parfaitement bornée. Le théorème de Hahn-Banach 27.159 nous permet de
considérer une extension f sur X. Cette extension a la même norme et est donc bornée (donc
continue par la proposition 11.62). C’est donc un élément du dual de X.

Comme f “ ℓ sur Spanpe0, e1q, nous avons fpxq ‰ fpyq.

27.14 Théorème de Tietze
Définition 27.162.
Si E et F sont des espaces normés, une application f : E Ñ F est presque surjective si il existe
α P s0, 1r et C ą 0 tels que pour tout y P BF p0, 1q, il existe x P BEp0, Cq tel que }y ´ fpxq} ď α.

LemBQLooRXhJzK

Lemme 27.163 ([104]).
Soient E et F des espaces de Banach et f P LpE,F q 82. Si f est presque surjective, alors

ItemTSOooYkxvBui

(1) f est surjective
ItemTSOooYkxvBuii

(2) pour tout y P BF p0, 1q, il existe x P BEp0, C
1´αq tel que y “ fpxq.

Le point (2) est une précision du point (1) : il dit quelle est la taille de la boule de E nécessaire
à obtenir la boule unité dans F .

81. Soyez quand même attentives à ne pas vous laisser enfumer.
82. L’ensemble des applications linéaires continues
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Démonstration. Soit y P BF p0, 1q. Nous allons construire x P B`0, C
1´α

˘
qui donne fpxq “ y. Ce

x sera la limite d’une série que nous allons construire par récurrence. Pour n “ 1 nous utilisons
la presque surjectivité pour considérer x1 P BEp0, Cq tel que }y ´ fpx1q} ď α. Ensuite nous
considérons la récurrence

xn P BEp0, Cq (27.689)

tel que
››y ´

nÿ

i“1
αi´1fpxiq

›› ď αn (27.690)

Pour montrer que cela existe nous supposons que la série est déjà construite jusqu’à n ą 1 :

1
αn

´
y ´

nÿ

i“1
αi´1fpxiq

¯
P BF p0, 1q (27.691)

À partir de là, par presque surjectivité il existe un xn`1 P BEp0, Cq tel que

››y ´
řn
i“1 α

i´1fpxiq
αn

´ fpxn`1q
›› ď α. (27.692)

En multipliant par αn, le terme αnfpxn`1q s’intègre bien dans la somme :

››y ´
n`1ÿ

i“1
αi´1fpxiq

›› ď αn`1. (27.693)

Nous nous intéressons à une éventuelle limite à la somme des αn´1xn. D’abord nous avons la
majoration }αn´1xn} ď αn´1C, et vu que par la définition de la presque surjectivité 0 ă α ă 1, la
série 8ÿ

n“1
αn´1xn (27.694)

converge absolument 83 parce que la suite des normes est une suite géométrique de raison α. Vu
que E est de Banach, la convergence absolue implique la convergence simple (la suite des sommes
partielles est de Cauchy et Banach est complet). Nous posons

x “
8ÿ

n“1
αn´1xn P E, (27.695)

et en termes de normes, ça vérifie

}x} ď
8ÿ

n“1
αn´1}xn} ď C

8ÿ

n“1
αn´1 “ C

1´ α. (27.696)

Donc c’est bon pour avoir x P B`0, C
1´α

˘
. Nous devons encore vérifier que y “ fpxq. Pour cela nous

remarquons que

}y ´ f
´ Nÿ

n“1
αn´1xn

¯
} ď αN . (27.697)

Nous pouvons prendre la limite N Ñ8 et permuter f avec la limite (par continuité de f). Vu que
0 ă α ă 1 nous avons

}y ´ fpxq} “ 0. (27.698)

ThoFFQooGvcLzJ

Théorème 27.164 (Tietze[104, 478, 675]).
Soit un espace métrique pX, dq et un fermé Y Ă X. Soit g0 P C0pY,Rq. Alors g0 admet un
prolongement continu sur X.

83. Définition 11.81.
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Démonstration. Soit l’opération de restriction

T : pC0
b pX,Rq, }.}8q Ñ pC0

b pY,Rq, }.}8q
f ÞÑ f |Y .

(27.699)

L’application T est évidemment linéaire. Elle est de plus bornée pour la norme opérateur usuelle
donnée par la proposition 11.51 parce que }T pfq} ď }f} ă 8. L’application T est alors continue
par la proposition 11.62.

(1) Presque surjection
Soit g P C0

b pY,Rq avec }g}8 ď 1. Nous posons

Y ` “ tx P Y tel que 1
3 ď gpxq ď 1u (27.700a)

Y ´ “ tx P Y tel que ´ 1 ď gpxq ď ´1
3u. (27.700b)

Nous considérons alors
f : X Ñ R

x ÞÑ 1
3
dpx, Y ´q ´ dpx, Y `q
dpx, Y ´q ` dpx, Y `q

(27.701)

Vu qu’en valeur absolue le dénominateur est plus grand que le numérateur nous avons }f}8 ď
1
3 . Notons que

— Si x P Y ` alors fpxq “ 1
3 et gpxq P r1

3 , 1s ;
— Si x P Y ´ alors fpxq “ ´1

3 et gpxq P r´1,´1
3 s ;

— Si x n’est ni dans Y ` ni dans Y ´ alors nous avons 84 gpxq P r´1
3 ,

1
3 s et donc

ˇ̌
fpxq ´

gpxqˇ̌ ď ˇ̌
fpxqˇ̌` ˇ̌

gpxqˇ̌ ď 2
3 .

Dans les trois cas nous avons
ˇ̌
fpxq ´ gpxqˇ̌ P r0, 2

3 s pour tout x P X. Cela prouve que

}T pfq ´ g}Y,8 ď 2
3 . (27.702)

En résumé nous avons pris g dans la boule Bp0, 1q de
`
C0
b pY,Rq, }.}8

˘
et nous avons construit

une fonction f dans la boule Bp0, 1
3q de

`
C0
b pX,Rq, }.}8

˘
telle que }T pfq ´ g}8 ď 2

3 . L’ap-
plication T est donc une presque surjection avec α “ 2

3 et C “ 1
3 .

(2) Extension avec }.}8 ď 1 SPITEMooSTXMooIdockkNous montrons que si g P C0pY,Rq vérifie }g}8 ď 1, alors il
existe une extension f P C0pX,Rq vérifiant }f}8 ď 1.
La proposition 12.356 nous assure que les espaces C0

b pX,Rq et C0
b pY,Rq sont de Banach

(complets), et le lemme 27.163 nous dit alors que T est surjective et que pour tout g P Bp0, 1q,
il existe

f P B
˜

0, 1{3
1´ 2

3

¸
“ Bp0, 1q. (27.703)

telle que g “ T pfq.
Pour le redire avec des mots plus simples, nous avons prouvé que si g : Y Ñ R vérifie }g}8 ď 1,
il existe une extension f : X Ñ R telle que }f}8 ď 1.

(3) Extension avec |.| ă 1 SPITEMooZBGTooKbyuchNous montrons que si g P C0pY,Rq vérifie |g| ă 1, alors il existe
une extension f P C0pX,Rq vérifiant |f | ă 1.
Soit g P BC0

b
pY qp0, 1q et son prolongement h P BC0

b
pXqp0, 1q du point (2). Si |h| ă 1 alors nous

avons le résultat en posant f “ g.
Si au contraire il existe z P X tel que |hpzq| “ 1, nous posons

Z “ tx P X tel que |hpxq| “ 1u. (27.704)EQooIVXAooZQZxlqEQooIVXAooZQZxlq

84. Nous rappelons que }g} “ 1, donc gpxq est forcément ente ´1 et 1.
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Nous avons Y XZ “ H parce que nous avons h “ g sur Y et nous avons choisi }g}8 ă 1. Par
ailleurs Y est fermé par hypothèse et Z est fermé parce que h est continue ; par conséquent
Y X Z est fermé, donc 85

Ȳ X Z̄ “ Y X Z “ H. (27.705)

Nous posons
u : X Ñ R`

x ÞÑ dpx, Zq
dpx, Y q ` dpx, Zq

(27.706)

Le dénominateur n’est pas nul parce qu’il faudrait dpx, Y q “ dpx, Zq “ 0, ce qui demanderait
x P Ȳ X Z̄, ce qui n’est pas possible. Nous posons f “ uh. Si x P Y alors upxq “ 1, donc
f est encore un prolongement de g. De plus f est encore continue, et donc encore un bon
candidat. Enfin si x est hors de Y alors dpx, Y q ą 0 (strictement parce que Y est fermé) et
donc 0 ă upxq ă 1, ce qui donne |fpxq| ă |hpxq| ď 1.
Et voila.

(4) Démonstration du théorème
Nous sommes maintenant prêts à prouver le théorème. Soit g0 P C0pY,Rq. Nous allons nous
ramener au cas de la boule unité ouverte en utilisant un homéomorphisme 86 ϕ : RÑ s´1, 1r.
L’application g “ ϕ ˝ g0 vérifie |gpyq| ă 1 pour tout y P Y . Par le point (3), il existe une
extension f P C0pX,Rq vérifiant |fpxq| ă 1 pour tout x P X. Attention : cette application f
prolonge g et non g0.
Nous posons finalement f0 “ ϕ´1 ˝ f . Cela est encore une application dans C0pX,Rq, mais
cette fois elle prolonge g0. En effet si y P Y , en tenant compte de fpyq “ gpyq, nous avons

f0pyq “ pϕ´1 ˝ fqpyq “ ϕ´1`fpyq˘ “ ϕ´1`gpyq˘ “ ϕ´1`pϕ ˝ g0qpyq
˘ “ g0pyq. (27.707)

27.14.1 Pas de bicontinues entre dimensions différentes
THOooLGJMooIYzOBD

Théorème 27.165 ([676]).
Soit une application continue et injective f : Bp0, 1q Ñ Rn. Alors

fp0q P Int
´
f
`
Bp0, 1q˘

¯
. (27.708)

Démonstration. Soit une application continue et injective f0 : Bp0, 1q Ñ Rn. Soit ϵ ă 0. Si nous
supposons que f0p0q n’est pas à l’intérieur de f0

`
Bp0, 1q˘, alors il existe un c P Rn hors de

f0
`
Bp0, 1q˘ et tel que }c´ f0p0q} ă ϵ.
Nous posons maintenant fpxq “ f0pxq ´ c. Nous avons

" }fp0q} ă ϵ (27.709a)
0 R f`Bp0, 1q˘. (27.709b)

Vu que f est continue et que Bp0, 1q est compact, la partie f
`
Bp0, 1q˘ est compacte (théo-

rème 7.214). L’application restreinte f : pBp0, 1qq Ñ f0
`
Bp0, 1q˘ est une bijection continue entre

compacts. Son inverse est alors également continue (lemme 7.216).
Mais comme f

`
Bp0, 1q˘ est un fermé de Rn, le théorème de Tietze (27.164) prolonge son inverse

en une application continue
G : Rn Ñ Rn. (27.710)

85. Si vous avez l’intention de dire que Y X Z “ Ȳ X Z̄ “ Y XZ “ H, allez d’abord voir l’exemple 7.128. Ici c’est
correct parce que Y et Z sont fermés.

86. Existence dans le lemme 18.40.
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Nous avons G
`
fp0q˘ “ 0. Nous choisissons ϵ assez petit pour que }Gpyq} ă 0.1 dès que }y´fp0q} ď

2ϵ. Comme }fp0q} ă ϵ, nous avons aussi

}y} ď ϵñ }y ´ fp0q} ď 2ϵñ }Gpyq} ă 0.1. (27.711)

Autrement dit,
G
´
Bp0, ϵq

¯
Ă Bp0, 1

10q. (27.712)

Nous posons
Σ1 “ ty P f

`
Bp0, 1q˘ tel que }y} ě ϵu, (27.713)

ainsi que
Σ2 “ ty P Rn tel que }y} “ ϵu, (27.714)

et Σ “ Σ1 Y Σ2.

(1) La partie Σ2 est compacte en tant que fermée et bornée 87. La partie Σ1 est compacte en tant
que intersection entre le compact f

`
Bp0, 1q˘ et le fermé }y} ě ϵ (corolaire 7.93). Finalement

la partie Σ est également compacte 88

(2) La partie Σ ne contient pas fp0q parce que }fp0q ă ϵ} tandis que les éléments y P Σ vérifient
}y} ě ϵ.

(3) La partie Σ1 ne contient pas 0. En effet, vu que G étend f´1, si x P GpΣ1q, nous avons
fpxq P Σ1 et en particulier }fpxq} ě ϵ. Vu que }fp0q} ă ϵ, nous avons x ‰ 0.

(4) La partie Σ1 est compacte, G est continue dessus et ne prend pas la valeur 0. Il existe donc
δ ą 0 tel que

GpΣ1q ą δ. (27.715)

Nous considérons un tel δ qui vérifie de plus δ ă 1{10.

Nous introduisons l’application

ϕ : f
`
Bp0, 1q˘Ñ Σ

y ÞÑ max
`
ϵ{}y}, 1˘y. (27.716)

Prouvons que ϕ prend effectivement ses valeurs dans Σ. Il y a deux possibilités : soit }y} ă ϵ, soit
}y} ě ϵ. Si }y} ă ϵ, alors ϕpyq “ ϵ

}y}y, ce qui donne }ϕpyq} “ ϵ, et donc ϕpyq P Σ2. Si }y} ě ϵ,
alors le max est 1 et nous avons ϕpyq “ y. Dans ce cas, nous avons d’une part }ϕpyq} “ }y} ě ϵ et
d’autre part ϕpyq “ y P f`Bp0, 1q˘ ; donc ϕpyq P Σ1.

Le théorème de Stone-Weierstrass 12.418 nous permet de considérer un polynôme (à n variables)
P : Rn Ñ Rn vérifiant

}P ´G}Σ ă δ. (27.717)

Un tel polynôme ne s’annule pas sur Σ1 parce que }G}Σ1 ą δ.
Le polynôme P est de classe C8 (proposition 12.350). Vu que Σ2 est de mesure nulle, la

proposition 14.290 dit que P pΣ2q est de mesure nulle dans Rn.
À l’aide de la proposition 14.291, nous choisissons s P Rn tel que P2pxq “ P px` sq ne s’annule

ni sur Σ1 ni sur Σ2. Vu que P est uniformément continue sur Σ (théorème de Heine 12.78), il existe
M (majorant de la norme de la dérivée sur Σ) tel que

}P pxq ´ P2pxq} “ }P px` sq ´ P pxq}Σ ď sM. (27.718)

En choisissant s ă ϵ1{M , nous avons
}P ´ P2}Σ ă ϵ1. (27.719)

87. Borel-Lebesgue 10.24.
88. Union de compacts, lemme 7.94.
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En prenant ϵ1 assez petit 89, nous avons encore

}P2 ´G}Σ ă δ. (27.720)EQooIVQLooVjVzsAEQooIVQLooVjVzsA

Nous introduisons maintenant

G̃ : f
`
Bp0, 1q˘Ñ Rn

G̃ “ P2 ˝ ϕ.
(27.721)

Nous allons prouver que }Gpyq ´ G̃pyq} ď 0.3 pour tout y P f`Bp0, 1q˘.
(1) Si }y} ą ϵ

Si }y} ą ϵ et y P b`Bp0, 1q˘, alors

G̃pyq “ pP2 ˝ ϕqpyq “ P
`

minpϵ{}y}, 1qy˘. (27.722)

Vu que }y} ą ϵ, le max est 1 et nous avons G̃pyq “ P2pyq, et donc, en utilisant (27.720),

}Gpyq ´ G̃pyq} “ }Gpyq ´ P2pyq} ă δ. (27.723)

Quitte à choisir δ plus petit, nous pouvons supposer δ ă 0.3.
(2) Si }y} ď ϵ Nous considérons maintenant le cas }y} ď ϵ et y P b`Bp0, 1q˘.

Montrons que }Gpyq ´ G̃pyq} ă δ pour tout y P `Bp0, 1q˘ tel que }y} ą ϵ. Nous avons

}Gpyq ´ G̃pyq} “ }Gpyq ´ P2
`
ϕpyq˘} (27.724a)

ď }Gpyq ´G`ϕpyq˘} ` }G`ϕpyq˘´ P2
`
ϕpyq˘} (27.724b)

ď }Gpyq} ` }G`ϕpyq˘} ` }pG´ P2q
`
ϕpyq˘}. (27.724c)

Vu que }y} ď ϵ, nous avons ϕpyq “ ϵ
}y}y, et donc }ϕpyq} “ ϵ. De ce fait, ϕpyq P Σ2 et nous

avons }pG´ P2q
`
ϕpyq˘} ď δ.

Si nous choisissons δ ă 0.1 nous avons donc encore

}Gpyq ´ G̃pyq} ď 2ˆ 0.1` δ ď 0.3. (27.725)

Bref, pour tout y P f`Bp0, 1q˘ nous avons

}Gpyq ´ G̃pyq} ď 0.3. (27.726)EQooMIVFooPwKeSBEQooMIVFooPwKeSB

Ça va être le moment de demander au théorème de Brouwer d’intervenir.

(1) Définition de g

Vu que G̃ est définie sur f
`
Bp0, 1q˘, nous pouvons considérer l’application

g : Bp0, 1q Ñ Rn

x ÞÑ x´ g̃`fpxq˘. (27.727)

Notons pour x P Bp0, 1q, nous avons x “ G
`
fpxq˘, et donc nous pouvons aussi écrire

gpxq “ pG ˝ fqpxq ´ pG̃ ˝ fqpxq. (27.728)EQooJWNRooKIffexEQooJWNRooKIffex

(2) gpxq P Bp0, 1q
Nous avons déjà vu en (27.726) que }G´ G̃}

f
`
Bp0,1q

˘ ă 0.3 ă 1. L’équation (27.728) dit alors

que gpxq P Bp0, 1q.
89. Plus petit que la différence entre δ et }P ´G}Σ.
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(3) Brouwer Nous pouvons appliquer le théorème de Brouwer (27.75) à la fonction g. Il existe
x0 P Bp0, 1qq tel que gpx0q “ x0, c’est-à-dire x0 ´ G̃

`
fpx0q

˘ “ x0. Nous en déduisons que

G̃
`
fpx0q

˘ “ 0. (27.729)

(4) La contradiction Rappel : G̃ “ P2 ˝ ϕ. Si y P Bp0, 1q, alors ϕpyq P Σ, et nous avons tout
fait pour que P2 ne s’annule pas sur Σ.
Et voila la contradiction.

Remarque 27.166.
Il n’existe pas de bijection bicontinues d’un ouvert de Rm vers un ouvert de Rn si m ‰ n. Il n’y a
donc pas de notion de difféomorphismes entre ouverts de dimensions différentes.

Je crois que c’est une conséquence facile de 27.165. Écrivez-moi si vous pouvez rédiger une
preuve.

27.15 Dualité, réflexivité et théorème de représentation de Riesz

Dans la suite E1 est le dual topologique, c’est-à-dire l’espace des formes linéaires et continues
sur E. Nous notons également V 2 le dual de pV 1, }.}q. Certes en tant qu’ensembles, pV 1, ˚q et
pV 1, }.}q sont identiques, mais comme ils n’ont pas la même topologie, les duaux ne sont pas les
mêmes.

Bref, V 2 est l’ensemble des applications linéaires continues pV 1, }.}q Ñ C. Et lorsque nous
disons C ici, ça peut aussi bien être R selon le contexte.

De plus nous considérons que V 2 la norme opérateur qui dérive de la norme de V 1, laquelle
dérive de la norme vectorielle sur V .

PROPooMAQSooCGFBBM

Proposition-Définition 27.167 (Espace réflexif).
Soit un espace vectoriel normé V sur R ou C. Nous considérons l’application

J : V Ñ V 2

Jpxqφ “ φpxq. (27.730)

ITEMooNVVSooNFXgnE

(1) L’application J est bien définie : Jpxq : V 1 Ñ C est continue.
ITEMooKURHooZZWpbu

(2) L’application J est continue.
ITEMooTFYVooKhMOjp

(3) Elle est injective.
Lorsque J est bijective, l’espace V est dit réflexif.

Démonstration. Point par point.
(1) (1) Nous commençons par montrer que Jpxq : pV 1, }.}q Ñ C est continue pour chaque x P V .

Soit une suite φk
}.}ÝÑ 0. Nous avons :

Jpxqφk “ φkpxq ď }φk}}x} Ñ 0 (27.731)

où vous aurez noté l’utilisation du lemme 11.59. Cela prouve que Jpxq est continue et donc
que J est bien à valeurs dans V 2.

(2) (2)

Soit une suite xk
VÝÑ 0, et étudions }Jpxkq} pour la norme dans V 2. Nous posons x1

k “
xk{}xk} et nous calculons (encore une fois, nous écrivons « C », mais ça pourrait être R)

}Jpxkq} “ sup
}φ}“1

|Jpxkqφ|C “ sup
}φ}“1

|φpxkq| “ }xk} sup
}φ}“1

|φpx1
kq| ď }xk} Ñ 0. (27.732)
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La dernière inégalité pourrait être sans doute une égalité 90, mais nous n’en avons pas besoin
ici.

(3) (3) Soient x ‰ y dans V . Le corolaire 27.161 nous permet de considérer un élément φ P V 1
tel que φpxq ‰ φpyq. Nous avons alors

Jpxqφ ‰ Jpyqφ, (27.733)

et donc Jpxq ‰ Jpyq. Cela prouve que J est injective.

LEMooWEMFooEHIaxY

Lemme 27.168 ([1]).
Soient des espaces de Banach V et W . Si α : V Ñ W est une bijection linéaire et isométrique,
alors l’application définie par

β : V 1 ÑW 1

βpφqy “ φ
`
α´1pyq˘ (27.734)EQooTSVHooEQGuNwEQooTSVHooEQGuNw

pour tout φ P V 1 et y PW est une bijection linéaire isométrique.

Démonstration. En plusieurs points.
(1) α´1 est continue Le théorème d’isomorphisme de Banach 27.1 implique que α´1 est conti-

nue parce que α est bijective, continue et linéaire entre deux espaces de Banach.
(2) β prend ses valeurs dans W 1 Nous devons prouver que, si φ P V 1, alors βpφq est bien

un élément de W 1. Autrement dit, nous devons prouver que βpφq : W Ñ C est continue.
Considérons une suite yk WÝÑ 0. Alors, vu que α est continue, nous avons aussi α´1pykq VÝÑ 0,
et donc

φ
`
α´1pykq

˘ CÝÑ 0 (27.735)

parce que φ est continue. Donc βpφq est continue.
(3) β est linéaire Parce que α l’est.
(4) β est isométrique Nous devons prouver que la norme de l’application linéaire βpφq : W Ñ

C est la même que celle de φ. Vu que α : V ÑW est une bijection isométrique, nous avons

tα´1pyq tel que }y} “ 1, y PW u “ tx P V tel que }x} “ 1u. (27.736)

Donc nous pouvons faire le calcul suivant :

}βpφq} “ sup
yPW

}y}“1

}βpφqy} “ sup
yPW

}y}“1

|φ`α´1pyq˘| “ sup
xPV}x}“1

|φpxq| “ }φ}. (27.737)

La proposition suivante dit que la notion d’être réflexif passe aux isomorphismes d’espaces
vectoriels normés.

PROPooVRQKooLdmajh

Proposition 27.169 ([1]).
Soient des espaces vectoriels normés V et W ainsi qu’une bijection linéaire isométrique α : V ÑW .
L’espace W est réflexif 91 si et seulement si V l’est.

Démonstration. Nous allons prouver que si W est réflexif, alors V est réflexif. Pour l’implication
inverse, il suffira de noter que α´1 : W Ñ V est une bijection linéaire isométrique.

En plusieurs points.

90. Écrivez-moi si vous en êtes certain.
91. Définition 27.167.
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(1) Quelques applications Nous notons JV l’application de la proposition 27.167 :

JV : V Ñ V 2

JV pvqφ “ φpvq, (27.738)

et JW l’application correspondante pour W . Notre hypothèse est que JW est bijective.
Nous posons

β : V 1 ÑW 1

βpφqw “ φ
`
α´1pwq˘, (27.739)

et
γ : V 2 ÑW 2

γpσqφ “ σ
`
β´1pφq˘. (27.740)

L’application β est une bijection linéaire isométrique par le lemme 27.168 ; l’application γ
l’est aussi, par le même lemme appliqué à β : V 1 ÑW 1.

(2) Le S Nous posons
S : V Ñ V 2

Spvqφ “ JW
`
αpvq˘βpφq. (27.741)

Nous allons montrer que S “ JV et que S est bijectif.
(3) S “ JV Cela est un calcul :

JW
`
αpvq˘βpφq “ βpφq`αpvq˘ (27.742a)

“ φ
´
α´1`αpvq˘

¯
(27.742b)

“ φpvq (27.742c)
“ JV pvqφ. (27.742d)

(4) S est injective L’application JV est toujours injective par la proposition 27.167.
(5) S est surjective Soi σ P V 2. Nous devons prouver l’existence de v P V tel que Spvq “ σ.

Vu que JW : W ÑW 2 est surjective et que γpσq PW 2, il existe w PW tel que

JW pwq “ γpσq. (27.743)

Un simple calcul montre alors que S
`
α´1pwq˘ “ σ :

S
`
α´1pwq˘φ “ JW pwqβpφq (27.744a)

“ γpσq`βpφq˘ (27.744b)

“ σ
´
β´1`βpφq˘

¯
(27.744c)

“ σpφq. (27.744d)

Nous avons donc bien que Spvq “ σ en posant v “ α´1pwq.
(6) Conclusion L’application S “ JV est surjective ; l’espace V est donc réflexif par la propo-

sition 27.167.

Voici déjà un bel énoncé. Pour des espaces mesurés pΩ,A, µq plus généraux, voir l’arme totale
en le théorème 27.172.

PropOAVooYZSodR

Proposition 27.170 ([374], thème 21).
Soit 1 ă p ă 2 et q tel que 1

p ` 1
q “ 1. L’application

Φ: Lq
`r0, 1s˘Ñ Lp

`r0, 1s˘1

Φgpfq “
ż

r0,1s
fḡ.

(27.745)

est une isométrie linéaire surjective.
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Démonstration. Pour la simplicité des notations nous allons noter L2 pour L2`r0, 1s˘, et pareille-
ment pour Lp.

(1) Φg est un élément de pLpq1
Si f P Lp et g P Lq nous devons prouver que Φgpfq est bien définie. Pour cela nous utilisons
l’inégalité de Hölder 92 qui dit que fg P L1 ; par conséquent la fonction fḡ est également dans
L1 et nous avons

|Φgpfq| ď
ż

r0,1s
|fḡ| “ }fg}1 ď }f}p}g}q. (27.746)

En ce qui concerne la norme de l’application Φg nous avons tout de suite

}Φg} “ sup
}f}p“1

ˇ̌
Φgpfq

ˇ̌ ď }g}q. (27.747)

Cela signifie que l’application Φg est bornée et donc continue par la proposition 11.62. Nous
avons donc bien Φg P pLpq1.

(2) Isométrie
Afin de prouver que }Φg} “ }g}q nous allons trouver une fonction f P Lp telle que |Φgpfq|

}f}p
“

}g}q. De cette façon nous aurons prouvé que |Φg| ě }g}q, ce qui conclurait que |Φg| “ }g}q.
Nous posons f “ g|g|q´2, de telle sorte que |f | “ |g|q´1 et

}f}p “
ˆż

|g|ppq´1q
˙1{p

“
ˆż

|g|q
˙1{p

“ }g}q{p
q (27.748)

où nous avons utilisé le fait que ppq ´ 1q “ q. La fonction f est donc bien dans Lp. D’autre
part,

Φgpfq “
ż
fḡ “

ż
g|g|q´2ḡ “

ż
|g|q “ }g}qq. (27.749)

Donc
|Φgpfq|
}f}p “ }g}q´ q

p
q “ }g}q (27.750)

où nous avons encore utilisé le fait que q ´ q
p “ qpp´1q

p “ 1.
(3) Surjectif

Soit ℓ P pLpq1 ; c’est une application ℓ : Lp Ñ C dont nous pouvons prendre la restriction à
L2 parce que la proposition 27.42 nous indique que L2 Ă Lp. Nous nommons ϕ : L2 Ñ C

cette restriction.

(3a) ϕ P pL2q1
Nous devons montrer que ϕ est continue pour la norme sur L2. Pour cela nous montrons
que sa norme opérateur (subordonnée à la norme de L2 et non de Lp) est finie :

sup
fPL2

|ϕpfq|
}f}2 ď sup

fPL2

|ℓpfq|
}f}p ă 8. (27.751)

Nous avons utilisé l’inégalité de norme }f}p ď }f}2 de la proposition 27.42(2).
(3b) Utilisation du dual de L2

Étant donné que L2 est un espace de Hilbert (lemme 27.85) et que ϕ P pL2q1, le théo-
rème 25.18 nous donne un élément g P L2 tel que ϕpfq “ Φgpfq pour tout f P L2.
Nous devons prouver que g P Lq et que pour tout f P Lp nous avons ℓpfq “ Φgpfq.

92. Proposition 27.33.
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(3c) g P Lq
Nous posons fn “ g|g|q´21|g|ăn. Nous avons d’une part

Φgpfnq “
ż 1

0
fnḡ “

ż

|g|ăn
|g|q. (27.752)EqEBUooOnlRHjEqEBUooOnlRHj

Et d’autre part comme fn P L2 nous avons aussi ϕpfnq “ Φgpfnq et donc

0 ď Φpfnq “ ϕpfnq ď }ℓ}}fn}p (27.753a)

“ }ℓ}
˜ż

|g|ăn
|g|pq´1qp

¸1{p
(27.753b)

“ }ℓ}
˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1{p
. (27.753c)

où nous avons à nouveau tenu compte du fait que ppq ´ 1q “ q. En combinant avec
(27.752) nous trouvons

ż

|g|ăn
|g|q ď }ℓ}

˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1{p
, (27.754)

et donc ˜ż

|g|ăn
|g|q

¸1´ 1
p

ď }ℓ}, (27.755)

c’est-à-dire ´ ż

|g|ăn
|g|q

¯1{q ď }ℓ}. (27.756)

Si ce n’était pas encore fait nous nous fixons un représentant de la classe g (qui est dans
L2), et nous nommons également g ce représentant. Nous posons alors

gn “ |g|q1|g|ăn (27.757)

qui est une suite croissante de fonctions convergeant ponctuellement vers |g|q. Le théo-
rème de Beppo-Levi 14.173 nous permet alors d’écrire

lim
nÑ8

ż

|q|ăn
|g|q “

ż 1

0
|g|q. (27.758)

Mais comme pour chaque n nous avons
ş

|g|ăn |g|q ď }ℓ}q, nous conservons l’inégalité à
la limite et ż 1

0
|g|q ď }ℓ}q. (27.759)

Cela prouve que g P Lp.
(3d) ℓpfq “ Φgpfq

Soit f P Lp. En vertu de la densité de L2 dans Lp prouvée dans le corolaire 27.52 nous
pouvons considérer une suite pfnq dans L2 telle que fn LpÝÑ f . Pour tout n nous avons

ℓpfnq “ Φgpfnq. (27.760)

Mais ℓ et Φg étant continues sur Lp nous pouvons prendre la limite et obtenir

ℓpfq “ Φgpfq. (27.761)
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LemHNPEooHtMOGY

Lemme 27.171 ([11]).
Soit pΩ,A, µq un espace mesuré fini. Soit g P L1pΩq et S fermé dans C. Si pour tout E P A nous
avons

1
µpEq

ż

E
gdµ P S, (27.762)

alors gpxq P S pour presque tout x P Ω.

Démonstration. Soit D “ Bpa, rq un disque fermé dans le complémentaire de S (ce dernier étant
fermé, le complémentaire est ouvert). Posons E “ g´1pDq. Prouvons que µpEq “ 0 parce que cela
prouverait que gpxq P D pour seulement un ensemble de mesure nulle. Mais Sc pouvant être écrit
comme une union dénombrable de disques fermés 93, nous aurions gpxq P Sc presque nulle part.

Vu que 1
µpEq

ş
E a “ a nous avons

ˇ̌ 1
µpEqgdµ´ a

ˇ̌ “ ˇ̌ 1
µpEq

ż

E
pg ´ aqˇ̌ ď 1

µpEq
ż

E
|g ´ a| ď 1

µpEqµpEqr “ r. (27.763a)

Donc
1

µpEq
ż

E
gdµ P D, (27.764)

ce qui est une contradiction avec le fait que D Ă Sc.

Dans toute la partie d’analyse fonctionnelle, sauf mention du contraire, nous considérons dans
Lp des fonctions à valeurs complexes, et donc les éléments du dual sont des applications linéaires
continues à valeurs dans C. La raison est que nous allons utiliser les résultats concernant Lp dans
la partie sur les transformations de Fourier, tandis que les transformations de Fourier demandent
naturellement de travailler sur les complexes.

ThoLPQPooPWBXuv

Théorème 27.172 (Théorème de représentation de Riesz, thème 21, [11, 453, 677, 439]).
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Soit q tel que 1

p ` 1
q “ 1 avec la convention que q “ 8 si p “ 1.

Alors l’application
Φ: Lq Ñ pLpq1

Φgpfq “
ż

Ω
fḡdµ

(27.765)

est une bijection isométrique 94 dans les cas suivants : ITEMooSQQBooWSFBmX

(1) si 1 ă p ă 8 et pΩ,A, µq est un espace mesuré quelconque,
ITEMooCQGJooOWzjoV

(2) si p “ 1 et pΩ,A, µq est σ-fini.

Démonstration. Par petits bouts.
(1) Φ est injective Nous commençons par prouver que Φ est injectif. Soient g, g1 P Lq tels que

Φg “ Φg1 . Alors pour tout f P Lp nous avons
ż

Ω
fpḡ ´ ḡ1qdµ “ 0. (27.766)

Soient des parties Ai de mesures finies telles que Ω “ Ť8
i“1Ai. Étant donné que µpAiq est

fini, nous avons 1Ai P LppΩq et donc
ż

Ai

pḡ ´ ḡ1qdµ “
ż

Ω
1Aipxqpḡ ´ ḡ1qpxqdµpxq “ 0. (27.767)

93. Tout ouvert peut être écrit comme union dénombrable d’éléments d’une base de topologie par la proposition 7.2
et C a une base dénombrable de topologie par la proposition 7.133.

94. Pour rappel, la norme sur le dual est la norme opérateur 11.51.
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La proposition 27.21 nous dit alors que g ´ g1 “ 0 dans LqpAiq. Pour chaque i, la partie
Ni “ tx P Ai tel que pg ´ g1qpxq ‰ 0u est de mesure nulle.
Vu que Ω est l’union de tous les Ai, la partie de Ω sur laquelle g´ g1 est non nulle est l’union
des Ni et donc de mesure nulle parce que une réunion dénombrable de parties de mesure
nulle est de mesure nulle. Donc g ´ g1 “ 0 presque partout dans Ω, ce qui signifie g ´ g1 “ 0
dans LqpΩq.

(2) La suite
La partie difficile est de montrer que Φ est surjective.
Soit ϕ P LppΩq1. Si ϕ “ 0, c’est bien dans l’image de Φ ; nous supposons donc que non.
Nous allons commencer par prouver qu’il existe une (classe de) fonction g P L1pΩq telle que
Φgpfq “ ϕpfq pour tout f P L8pΩ, µq ; nous montrerons ensuite que g P Lq et que le tout est
une isométrie.

(3) Une mesure complexe
Si E P A nous notons νpEq “ ϕp1Eq. Nous prouvons maintenant que ν est une mesure
complexe 95 sur pΩ,Aq. Le seul point pas facile est de démontrer est l’additivité dénombrable.
Il est déjà facile de voir que A et B sont disjoints, νpAY Bq “ νpAq ` νpBq. Soient ensuite
des ensembles An deux à deux disjoints et posons Ek “ Ť

iďk Ai pour avoir
Ť
k Ak “

Ť
k Ek

avec l’avantage que les Ek soient emboîtés. Cela donne

}1E ´ 1Ek
}p “ µpEzEkq1{p, (27.768)

mais vu que 1 ď p ă 8, avoir xk Ñ 0 implique d’avoir x1{p
k Ñ 0. Prouvons que µpEzEkq Ñ 0.

En vertu du lemme 14.22 nous avons pour chaque k :

µpEzEkq “ µpEq ´ µpEkq, (27.769)

et vu que Ek Ñ E est une suite croissante, le lemme 14.23(1), sachant que µ est une mesure
« normale », donne

lim
nÑ8µpEkq “ µ

`ď

k

Ek
˘
. (27.770)

Donc effectivement µpEkq Ñ µpEq et donc oui : µpEzEkq Ñ 0. Jusqu’à présent nous avons

lim
kÑ8 }1E ´ 1Ek

}p “ 0, (27.771)

c’est-à-dire 1Ek

LpÝÑ 1E . La continuité de ϕ sur Lp donne alors

lim
kÑ8 νpEkq “ lim

kÑ8ϕp1Ek
q “ ϕp lim

kÑ81Ek
q “ ϕp1Eq “ νpEq. (27.772)

Par additivité finie de ν nous avons

νpEkq “
ÿ

iďk
νpAiq (27.773)

et en passant à la limite,
ř8
i“1 νpAiq “ νpŤiAiq. L’application ν est donc une mesure com-

plexe.
(4) Mesure absolument continue

En prime, si µpEq “ 0 alors νpEq “ 0 parce que

µpEq “ 0 ñ }1E}p “ 0 ñ 1E “ 0 (dans Lp) ñ ϕp1Eq “ 0 (27.774)

95. Définition 14.234.
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(5) Utilisation de Radon-Nikodym
Nous sommes donc dans un cas où ν ! µ et nous utilisons le théorème de Radon-Nikodym 14.235
sous la forme de la remarque 14.236 : il existe une fonction intégrable g : Ω Ñ C 96 telle que
pour tout A P A,

νpAq “
ż

A
ḡdµ. (27.775)

C’est-à-dire que
ϕp1Aq “

ż

A
ḡdµ “

ż

Ω
ḡ1Adµ. (27.776)

Nous avons donc exprimé ϕ comme une intégrale pour les fonctions caractéristiques d’en-
sembles.

(6) Pour les fonctions étagées
Par linéarité si f est mesurable et étagée nous avons aussi

ϕpfq “
ż
fḡdµ “ Φgpfq. (27.777)

(7) Pour f P L8pΩq
Une fonction f P L8 est une fonction presque partout bornée. Nous supposons que f est
presque partout bornée par M . Par ailleurs cette f est limite uniforme de fonctions étagées :
}fk ´ f}8 Ñ 0 en posant fk “ f1|f |ďk. Pour chaque k nous avons l’égalité

Φgpfkq “ ϕpfkq. (27.778)EqPDCJooGNjuAOEqPDCJooGNjuAO

Par ailleurs la fonction fkḡ est majorée par la fonction intégrable Mḡ et le théorème de la
convergence dominée 14.202 nous donne

lim
kÑ8 Φgpfkq “ lim

kÑ8

ż
fkḡ “

ż
fḡ “ Φgpfq. (27.779)

Et la continuité de ϕ sur Lp couplée à la convergence fk LpÝÑ f donne limkÑ8 ϕpfkq “ ϕpfq.
Bref prendre la limite dans (27.778) donne

Φgpfq “ ϕpfq (27.780)

pour tout f P L8pΩq.
(8) La suite . . .

Voici les prochaines étapes.
— Nous avons

ş
fḡ “ ϕpfq tant que f P L8. Nous allons étendre cette formule à f P Lp

par densité. Cela terminera de prouver que notre application est une bijection.
— Ensuite nous allons prouver que }ϕ} “ }Φg}, c’est-à-dire que la bijection est une isomé-

trie.
(9) De L8 à Lp

Soit f P Lp. Si nous avions une suite pfnq dans L8 telle que fn LpÝÑ f alors limϕpfnq “ ϕpfq
par continuité de ϕ. La difficulté est de trouver une telle suite de façon à pouvoir permuter
l’intégrale et la limite :

lim
nÑ8

ż

Ω
fnḡ “

ż

Ω
lim
nÑ8 fnḡ “

ż

Ω
fḡ “ Φgpfq. (27.781)EqLYYAooUQnbfVEqLYYAooUQnbfV

Nous allons donc maintenant nous atteler à la tâche de trouver fn P L8 avec fn LpÝÑ f et
telle que (27.781) soit valide.

96. On peut écrire, pour utiliser de la notation compacte que g P L1
pΩ,Cq.
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Nous allons d’abord supposer que f P Lp est positive à valeurs réelles. Nous avons alors par
le théorème 14.115 qu’il existe une suite croissante de fonction étagées (et donc L8) telles
que fn Ñ f ponctuellement. De plus étant donné que |fn| ď |f |, la proposition 27.20 nous
dit que fn LpÝÑ f . Pour chaque n nous avons

ż

Ω
fnḡ “ ϕpfnq. (27.782)

Soit g` la partie réelle positive de ḡ. Alors nous avons la limite croissante ponctuelle fng` Ñ
fg` et le théorème de la convergence monotone 14.173 nous permet d’écrire

lim
nÑ8

ż
fng

` “
ż
fg`. (27.783)

Faisant cela pour les trois autres parties de ḡ nous avons prouvé que si f P Lp est réelle et
positive, ż

fḡ “ ϕpfq, (27.784)

c’est-à-dire que Φgpfq “ ϕpfq.
Refaisant le tout pour les trois autres parties de f nous montrons que

Φgpfq “ ϕpfq (27.785)

pour tout f P LppΩq. Nous avons donc égalité de ϕ et Φg dans pLpq1 et donc bijection entre
pLpq1 et Lq.

(10) Isométrie : mise en place
Nous devons prouver que cette bijection est isométrique. Soit ϕ P pLpq1 et g P Lq telle que
Φg “ ϕ. Il faut prouver que

}g}q “ }ϕ}pLpq1 . (27.786)

(11) }ϕ} ď }g}q
Nous savons que ϕpfq “ ş

fḡ, et nous allons écrire la définition de la norme dans pLpq1 :

}ϕ}pLpq1 “ sup
}f}p“1

ˇ̌
ϕpfqˇ̌ (27.787a)

“ sup |
ż
fḡ| (27.787b)

ď sup
ż
|fḡ|

loomoon
“}fḡ}1

. (27.787c)

Il s’agit maintenant d’utiliser l’inégalité de Hölder 27.33 :

}ϕ} ď sup
}f}p“1

}f}p}ḡ}q “ }g}q. (27.788)

L’inégalité dans l’autre sens sera démontrée en séparant les cas p “ 1 et 1 ă p ă 8.
(12) Si p “ 1, une formule Si E est un ensemble mesurable de mesure finie, alors

|
ż

E
gdµ| “ ˇ̌

ϕp1Eq
ˇ̌
. (27.789)

Mais le fait que µpEq ă 8 donne que 1E P L1pΩq. Donc 1E P L8 X L1 ; nous pouvons alors
écrire ϕp1Eq “

ş
Ω 1E ḡdµ et donc

|
ż

Ω
1E ḡdµ| “ |

ż

E
ḡdµ| “ ˇ̌

ϕp1Eq
ˇ̌ ď }ϕ}pL1q1}1E}1 “ }ϕ}µpEq. (27.790)EqUPCTooJvoKKIEqUPCTooJvoKKI
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Nous écrivons cela dans l’autre sens :

}ϕ} ě 1
µpEq |

ż

Ω
1E ḡdµ| “ | 1

µpEq
ż

E
ḡdµ|. (27.791)

Si nous prenons S “ tt P C tel que |t| ď }ϕ}u, c’est un fermé vérifiant que

1
µpEq

ż

E
ḡdµ P S. (27.792)EQooMRLGooYPEjUoEQooMRLGooYPEjUo

Voilà une petite formule qui va nous aider à utiliser le lemme 27.171. Nous ne pouvons
cependant pas l’utiliser immédiatement parce que l’appartenance (27.792) n’est vraie que
pour les parties de mesure finie.

(13) Si p “ 1, conclusion[1]
Pour utiliser le lemme 27.171, nous utilisons l’hypothèse que Ω est σ-fini. Soient des mesu-
rables Ai de mesure fine tels que

Ť
iPNAi “ Ω.

Pour chaque i nous considérons la restriction gi : Ai Ñ C de g à Ai. Par le point précédent,
elle vérifie

1
µpAiq

ż

Ai

ḡidµ “ 1
µpAiq

ż

Ai

ḡdµ P S. (27.793)

En appliquant le lemme 27.171 à l’espace restreint pAi,Ai, µiq, nous concluons ḡi P S presque
partout, ce qui signifie que }gi}8 P S. Nous en concluons que

}gi}8 ď }ϕ} (27.794)

où, dans ce contexte, }gi}8 signifie supxPAi
|gipxq|.

Nous avons alors
}g}8 “ sup

xPΩ
|gpxq| “ sup

iPN
}gi}8 ď }ϕ}. (27.795)

Une petite justification pour cela ? Prenons une suite xk telle que |gpxkq| Ñ }g}8. Vu que les
Ai recouvrent Ω, existe un naturel ipkq tel que xk P Aipkq. Nous avons alors

|gpxkq| ď }gipkq}8 ď }ϕ}. (27.796)

Cela pour conclure que g P L8.
Notons que cet argument ne tient pas avec p ą 1 parce que l’équation (27.790) terminerait sur
}ϕ}µpEq1{p. Du coup l’ensemble S à prendre serait S “ tt P C tel que |t| ď }ϕ}µpEq1{p´1u et
nous sommes en dehors des hypothèses du lemme parce qu’il n’y a pas d’ensemble indépendant
de E dans lequel l’intégrale 1

µpEq
ş
E ḡdµ prend ses valeurs.

(14) 1 ă p ă 8
La fonction

αpxq “
#

gpxq
|gpxq| si gpxq ‰ 0
1 si gpxq “ 0

(27.797)

a la propriété de faire αg “ |g| en même temps que |αpxq| “ 1 pour tout x. Nous définissons

En “ tx tel que |gpxq| ď nu (27.798)

et
fn “ 1En |gq´1|α. (27.799)

Ce qui est bien avec ces fonctions c’est que 97

|fn|p “ |gppq´1q||α|p “ |g|q (27.800)

97. C’est ici que nous utilisons le lien entre p et q. En l’occurrence, de 1{p` 1{q “ 1 nous déduisons qpp´ 1q “ p.
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sur En. Dans En nous avons |fn| “ |gq´1| ď nq´1 et dans En nous avons fn “ 0. Au final,
fn P L8. Par ce que nous avons vu plus haut, nous avons alors

ϕpfnq “ Φgpfnq. (27.801)

Par ailleurs,
fnḡ “ 1En |gq´1| g|g| ḡ, (27.802)

donc 98

ˇ̌
ˇ̌
ż

En

|g|qdµ
ˇ̌
ˇ̌ “ |

ż

Ω
fnḡdµ| (27.803a)

“ |ϕpfnq| (27.803b)
ď }ϕ}}fn}p (27.803c)

“ }ϕ}
ˆż

En

|fn|p
˙1{p

(27.803d)

“ }ϕ}
ˆż

En

|g|q
˙1{p

. (27.803e)

Nous avons de ce fait une inégalité de la forme A ď }ϕ}A1{p et donc aussi A1{p ď }ϕ}1{pA1{p2 ,
et donc A ď }ϕ}}ϕ}1{pA1{p2 . Continuant ainsi à injecter l’inégalité dans elle-même, pour tout
k P N nous avons :

ˇ̌
ˇ̌
ż

En

|g|qdµ
ˇ̌
ˇ̌ ď }ϕ}1` 1

p
`¨¨¨` 1

pk

ˆż

En

|g|qdµ
˙1{pk

. (27.804)

Nous pouvons passer à la limite k Ñ8. Sachant que p ą 1 nous savons A1{k Ñ 1 et

1` 1
p
` ¨ ¨ ¨ ` 1

pk
Ñ p

p´ 1 “ q. (27.805)

Nous avons alors ż

En

|g|qdµ ď }ϕ}q. (27.806)

L’intégrale s’écrit tout aussi bien sous la forme
ş
Ω |g|q1En . La fonction dans l’intégrale est une

suite croissante de fonctions mesurables à valeurs dans r0,8s. Nous pouvons alors permuter
l’intégrale et la limite n Ñ 8 en utilisant la convergence monotone (théorème 14.173) qui
donne alors

ş
Ω |g|q ď }ϕ}q ou encore

}g}q ď }ϕ}. (27.807)

Ceci achève de prouver que l’application ϕ ÞÑ Φg est une isométrie, et donc le théorème.

THOooXMVTooBAbyvr

Théorème 27.173.
Soit un espace mesuré pΩ,A, µq. Pour f, g P FunpΩ,Cq, nous écrivons

Φgpfq “
ż

Ω
fḡ (27.808)

pour toutes les combinaisons de f et g pour lesquelles l’intégrale a un sens. ITEMooNCVEooTyNsoJ

(1) Si 1 ă p ă 8, alors LppΩ,A, µq est réflexif 99.

98. Dans [11], cette équation arrive sans modules, ce qui me laisse entendre que ϕpfnq est réel et positif pour pouvoir
écrire que ϕpfnq ď }ϕ}}fn}p, mais je ne comprends pas pourquoi.

99. Définition 27.167.
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ITEMooTQDJooFShTiA

(2) Si pΩ,A, µq est σ-finie, alors
ITEMooHMMZooMQxWgB

(2a) L’application Φ: L8pΩ,A, µq Ñ L1pΩ,A, µq1 est une bijection isométrique.
ITEMooBFFZooNxoHER

(2b) L’application Φ: L1pΩ,A, µq Ñ L8pΩ,A, µq1 est une injection isométrique.
Note : nous verrons dans 27.177 que l’application Φ: L1pRdq Ñ L8pRdq1 n’est pas surjective.

Démonstration. En plusieurs parties, en notant toujours p et q les exposants conjugués, c’est-à-dire
1
p ` 1

q “ 1.
(1) Pour (1)

Nous considérons les applications
α1 : Lp Ñ pLqq1

α1pgqf “
ż

Ω
fḡ

(27.809)

et
α2 : Lq Ñ pLpq1

α2pgqf “
ż

Ω
gf̄ .

(27.810)

Ce sont des bijections linéaires par le théorème de représentation de Riesz 27.172 100. L’espace
Lp est de Banach par le théorème de Riesz-Fischer 27.45 ; le lemme 27.168 s’applique donc.
Nous considérons alors les applications correspondantes

β1 : pLpq1 Ñ pLqq2 (27.811)

et
β2 : pLqq1 Ñ pLpq2, (27.812)

qui sont également des bijections linéaires. Nous allons montrer que la bijection

β2 ˝ α1 : Lp Ñ pLpq2 (27.813)

est l’application J de la définition 27.167.
Soient f P Lp et φ P pLpq1. Il existe g P Lq tel que φ “ α2pgq. Nous pouvons donc calculer
d’une part, en développant β2 par sa définition (27.734),

pβ2 ˝ α1qpfqφ “ β2
`
α1pfq

˘
φ “ α1pfq

`
α´1

2 pφq˘ “ α1pfqpgq “
ż

Ω
gf̄ , (27.814)

et d’autre part
Jpfqφ “ φpfq “ α2pgqf “

ż

Ω
gf̄ . (27.815)

(2) Pour (2a) Il s’agit du théorème 27.172(2).
(3) Pour (2b)[1] Il nous reste à couvrir le cas de pL8q1. Pour g P L1 nous prouvons que

Φg P pL8q1.
(3a) Φgpfq est bien définie Nous prouvons d’abord que si f P L8, alors l’intégrale

ş
Ω fḡ

est bien définie. Par définition du supremum essentiel 101, il existe M ą 0 tel que |fpxq| ă
M pour tout x hors d’une partie A de mesure nulle. Nous avons alors

ż

Ω
|fḡ| “

ż

ΩzA
|fḡ| ďM

ż

ΩzA
|f | “M

ż

Ω
|f | ă 8. (27.816)

100. Notez que la conjugaison complexe dans α2 n’est pas à la même place que dans α1. L’application α1 est
exactement la même que le Φ de représentation de Riesz alors que α2 est un tout petit peu modifiée. La raison de
ce changement n’est pas très profonde : c’est seulement pour que les choses tombent juste à la fin.
101. Voir les définitions 27.22 et 27.23.
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(3b) Φg est continue Soit une suite fk L8ÝÑ f ainsi que g P L1. Pour chaque k, il existe une
partie de mesure nulle Ak et un nombre Mk “ }fk}L8 tel que |fkpxq| ă }fk}L8 pour
tout x hors de Ak. Nous avons alors

|Φgpfkq| ď
ż

ΩzAk

|fkḡ|dµ ď }fk}L8

ż

ΩzAk

|g| ď }fk}L8}g}1. (27.817)

Vu que par hypothèse fk Ñ 0 dans L8, nous avons }fk}L8 Ñ 0, et donc aussi

|Φgpfkq| Ñ 0. (27.818)

27.174.
Les gens qui n’ont peur d’aucun abus de notations écrivent le théorème 27.173(2a) en disant
simplement que L1 “ L8 et le démontrent de la façon suivante. Le théorème 27.172(1) nous
indique que

pLpq1 “ Lq. (27.819)EQooJVDEooNGYEtgEQooJVDEooNGYEtg

Vu que 1 ă p ă 8, nous avons aussi 1 ă q ă 8 et donc pLqq1 “ Lp. En prenant le dual des deux
côtés de (27.819),

pLpq2 “ pLqq1 “ Lp. (27.820)

À ce moment, un second abus vient en aide et nous disons qu’un espace V est réflexif quand
V “ V 2. Et voilà.

PropUKLZZZh

Proposition 27.175.
Soit f P LppΩq telle que ż

Ω
fφ “ 0 (27.821)

pour tout φ P DpΩq. Alors f “ 0 presque partout.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire Φf P pLqq1 donnée par

Φf : Lp Ñ C

u ÞÑ
ż

Ω
fu

(27.822)

Par hypothèse cette forme est nulle sur la partie dense C8
c pΩq. Si pφnq est une suite dans C8

c pΩq
convergente vers u dans Lp, nous avons pour tout n que

0 “ Φf pφnq (27.823)

En passant à la limite, nous voyons que Φf est la forme nulle. Elle est donc égale à Φ0. La partie
« unicité » du théorème de représentation de Riesz 27.172 nous indique alors que f “ 0 dans Lp
et donc f “ 0 presque partout.

PropLGoLtcS

Proposition 27.176.
Si f P L1

locpIq est telle que ż

I
fφ1 “ 0 (27.824)

pour tout φ P C8
c pIq, alors il existe une constante C telle que f “ C presque partout.

Démonstration. Soit ψ P C8
c pIq une fonction d’intégrale 1 sur I. Si w P C8

c pIq alors nous considé-
rons la fonction

h “ w ´ ψ
ż

I
w, (27.825)
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qui est dans C8
c pIq et dont l’intégrale sur I est nulle. Par la proposition 17.2, la fonction h admet

une primitive dans C8
c pIq ; et nous notons φ cette primitive. L’hypothèse appliquée à φ donne

0 “
ż

I
fφ1 “

ż

I
f

ˆ
w ´ ψ

ż

I
w

˙
“
ż

I
fw ´

ˆż

I
fpxqψpxqdx

˙

loooooooooomoooooooooon
C

ˆż

I
wpyqdy

˙
“
ż

I
wpf ´ Cq.

(27.826)
L’annulation de la dernière intégrale implique par la proposition 27.175 que f ´ C “ 0 dans L2,
c’est-à-dire f “ C presque partout.

PROPooXNRRooUdgFPr

Proposition 27.177 ([193]).
L’application

Φ: L1pRdq Ñ L8pRdq1

Φgpfq “
ż

Ω
fḡdλ

(27.827)

n’est pas surjective.

Démonstration. Nous allons construire un élément de pL8q1 qui n’est pas dans l’image de L1.
(1) Mise en place du décor Nous considérons l’espace vectoriel normé

`
L8pRdq, N8

˘
défini

en 27.22 et 27.23. Dedans, nous considérons le sous-espace D des classes des fonctions dans
DpRdq ; nous aurions très envie de le noter

`
DpRdq, N8

˘
, mais nous allons le noter

`
D,N8

˘

parce que D est un espace de fonctions tandis que nous considérons un espace de classes de
fonctions.
Si f P D, alors f est une classe de fonctions contenant un unique représentant continu 102 ;
nous le notons f̃ .

(2) Une première fonctionnelle
Avec ça nous posons 103

ϕ0 : D Ñ C

f ÞÑ f̃p0q. (27.828)

(3) ϕ0 est linéaire Ça ne devrait pas poser de problèmes.

(4) ϕ0 est continue Soit fk
N8ÝÑ 0. Nous devons prouver que f̃kp0q CÝÑ 0. Supposons le

contraire et considérons ϵ ą 0 ainsi que k tels que f̃kp0q ą ϵ.
Par continuité de f̃k, il existe un δ ą 0 tel que f̃kpxq ą ϵ{2 pour tout x P Bp0, δq. Avec cela
nous avons N8pfkq ą ϵ{2, et une impossibilité d’avoir 104 fk

N8ÝÑ 0.
(5) ϕ0 est de norme finie C’est parce qu’elle est continue.
(6) Utilisation de Hahn-Banach Le théorème de Hahn-Banach 27.159 donne une extension

continue
ϕ : L8pRdq Ñ C. (27.829)

Cela est un élément de pL8q1 et nous allons montrer qu’il n’est pas dans ΦpL1q.
(7) Par l’absurde Supposons qu’il existe u P L1pRdq telle que ϕ “ Φu. Pour tout f P L8,

nous avons
ϕpfq “ Φupfq “

ż

Rd

fū. (27.830)

Si f est la classe d’une fonction de DpRdq s’annulant en 0, alors ϕpfq “ 0. De telles fonctions
non identiquement nulles existent par le lemme 15.155 105.

102. Existence parce que les éléments de D sont des classes d’éléments de D qui sont C8. Unicité par la proposition
20.151.
103. Dans [193], l’auteur ne définit pas L8 comme un espace de classes de fonctions, et ces complications dispa-

raissent.
104. Je vous laisse emballer ce raisonnement dans « si pour tout N , il existe k ą N tel que ».
105. Ce lemme donne un exemple f sur R. Si vous voulez vraiment un exemple dans Rd, prenez gpxq “ fp}x}q.
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Soient φ P DpRdq, un compact K ne contenant pas 0 et χK sa fonction indicatrice. Nous
avons χKφ P L8pRdq, et pχKφqp0q “ 0. En passant aux classes, ϕ

`rχKf s
˘ “ 0. Nous avons :

0 “
ż

Rd

upχKφq “
ż

Rd

φpuχKq. (27.831)

Vu que cela est valable pour tout φ P DpRdq, la proposition 27.175 dit que uχK “ 0 presque
partout.

(8) Le coup du compact
Soit une suite de compacts Kn recouvrant Rdzt0u. Par exemple

Kn “ Bp0, nqzBp0, 1
n
q. (27.832)

Pour chacun des Kn, nous avons uχKn “ 0 presque partout. Il existe donc une partie de
mesure nulle Nk telle que uχKn est nulle à part sur Nk. Au total, u est non nulle seulement
sur

Ť
kNk et peut-être en 0.

Bref, u est non nulle sur une partie de mesure nulle par le lemme 14.27.
(9) Conclusion

La fonction u est nulle presque partout. Donc ϕ “ Φu “ 0. Nous savons pourtant que ϕ n’est
pas nulle parce qu’il existe des fonctions dans DpRdq qui ne s’annulent pas en 0.
Cela est une contradiction. Donc ϕ n’est pas dans l’image de Φ tout en étant dans L8pRdq1.

Dans [678], il est dit que « la preuve [du lemme suivant], un peu fastidieuse mais en rien
ingénieuse, est laissée en exercice ». La preuve est donc de moi ; elle est un tout petit peu ingénieuse
mais en rien fastidieuse. J’espère ne pas m’être trompé et me demande bien ce que l’auteur avait
en tête. Ma preuve s’appuie sur la proposition 17.105 dont la preuve ne me paraît pas non plus
« fastidieuse mais en rien ingénieuse ».

LEMooLDQRooEGWDlm

Lemme 27.178 ([678, 1]).
Soit r ą 0. Il existe δ ą 0 tel que pour tout s, t P C vérifiant |s| ď 1, |t| ď 1 et |s ´ t| ě r nous
ayons ˇ̌

ˇ̌s` t
2

ˇ̌
ˇ̌
p

ď p1´ δq |s|
p ` |t|p

2 . (27.833)

Démonstration. Soit r ą 0. La partie de C2 donnée par

D “ tps, tq P C2 tel que |s| ď 1, |t| ď 1, |s´ t| ě ru (27.834)

est compacte. En effet elle est bornée (par la sphère de rayon
?

2) et fermée comme intersection
de fermés 106. Nous considérons la fonction ∆: D Ñ R donnée par

ˇ̌
ˇ̌s` t

2

ˇ̌
ˇ̌
p

“ ∆ps, tq |s|
p ` |t|p

2 . (27.835)

Si vous voulez une expression explicite,

∆ps, tq “ 2p´1|s` t|p
|s|p ` |t|p . (27.836)

Cela est bien défini et continu sur D parce que le complémentaire Dc (qui est ouvert) contient
p0, 0q et donc aussi un voisinage de p0, 0q.

La proposition 17.105 nous dit que la fonction z ÞÑ |z|p est strictement convexe. En prenant la
définition 17.98 de la stricte convexité avec θ “ 1

2 , nous trouvons que

∆ps, tq ă 1 (27.837)

106. Lemme 7.6 suivit du théorème de Borel-Lebesgue 10.24.
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pour tout ps, tq P D. Vu que par ailleurs ∆ est une fonction continue sur le compact D, elle atteint
un minimum dans D. Soit ∆0 ce minimum qui vérifie forcément ∆0 ă 1.

En posant 1´ δ “ ∆0 nous avons le résultat.

27.15.1 Le théorème de Jordan

Les définitions de chemins, de lacets et de courbes de Jordan sont dans 20.72.
LEMooZPRLooJPvrOE

Lemme-Définition 27.179 ([203]).
Soit un lacet γ : ra, bs Ñ X. Nous considérons l’application

q : ra, bs Ñ S1

t ÞÑ e2iπt{pb´aq (27.838)

Il existe une unique application continue γ̃ : S1 Ñ Imagepγq telle que γ “ γ̃ ˝ q.
Cette application γ̃ est l’application quotient associée à γ.

Démonstration. La proposition 18.61(1) dit que q est une bijection continue. Donc l’existence et
l’unicité d’une application γ̃ “ γ ˝ q´1. Cette application est continue comme composée d’applica-
tions continues.

LEMooCGVOooVPlSRD

Lemme 27.180 ([203]).
Soit γ : ra, bs Ñ X un chemin d’image Γ.

ITEMooWKVAooCQDvpL

(1) Si γ est un chemin de Jordan 107, alors γ : ra, bs Ñ Γ est un isomorphisme d’espaces topolo-
giques. ITEMooVYMXooEtgPJT

(2) Si γ est un lacet de Jordan, alors le quotient 108 γ̃ : S1 Ñ Γ est un homéomorphisme 109.

Démonstration. En deux parties.
(1) Pour (1) Un chemin de Jordan est injectif, et donc bijectif sur son image. Il est donc une

bijection continue depuis ra, bs qui est compact. Il est donc un homéomorphisme par le lemme
7.215.

(2) Pour (2) L’application γ : ra, br Ñ Γ est une bijection continue parce que γ est un lacet de
Jordan. Son quotient γ̃ : S1 Ñ Γ est donc une bijection continue depuis le compact S1. Le
lemme 7.215 conclut que c’est un homéomorphisme.

CORooPGFLooUTVZMi

Corolaire 27.181.
À propos de courbes simples et de Jordan.

(1) Toute courbe simple est homéomorphe à r0, 1s.
ITEMooIUAXooOfvNov

(2) Toute courbe de Jordan est homéomorphe à S1.

Démonstration. Une courbe simple est l’image d’un lacet de Jordan. Donc γ : ra, bs Ñ Γ est un
homéomorphisme par le lemme 27.180(1). Le lemme 11.255 fournit un homéomorphisme entre ra, bs
et r0, 1s. Une composition d’homéomorphismes est un homéomorphisme.

Une courbe de Jordan est l’image d’un lacet de Jordan γ : ra, bs Ñ Γ. Le lemme 27.180(2) dit
alors que Γ est homéomorphe à S1.

DEFooURFMooXIaRkl

Définition 27.182 ([203]).
Soit un compact K dans C. Nous notons

(1) GpKq le groupe multiplicatif des fonctions continues f : K Ñ C˚.

107. Définition 20.72.
108. Définition 27.179.
109. Bijection continue d’inverse continu.
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(2) EpKq le sous-groupe des fonctions admettant un logarithme continu 110.
(3) GpKq le quotient 111 GpKq “ GpKq{EpKq.

LEMooHEOWooHTtHsJ

Lemme 27.183 ([203]).
Si K1 et K2 sont des compacts homéomorphes, alors les groupes GpK1q et GpK2q sont isomorphes.

Démonstration. Soit un homéomorphisme θ : K1 Ñ K2. Nous posons

ψ : GpK1q Ñ GpK2q
f ÞÑ f ˝ θ´1.

(27.839)

(1) Injective Suppose ψpfq “ ψpgq. Vu que θ est une bijection, l’égalité f ˝ θ´1 “ g ˝ θ´1

implique f “ g. Donc ψ est injective.
(2) Surjective Soit f P GpK2q. Nous avons f ˝ θ P GpK1q, et évidemment ψpf ˝ θq “ f .
(3) Morphisme Nous avons

ψpfgq “ fg ˝ θ´1 “ pf ˝ θ´1qpg ˝ θ´1q “ ψpfqψpgq. (27.840)

Nous avons prouvé que ψ est un isomorphisme. Nous devons maintenant voir qu’il passe au quotient,
c’est-à-dire que ψ

`
EpK1q

˘ Ă EpK2q. Soit f P EpK1q, soit un logarithme continu g de f , c’est-à-dire
exp

`
gpxq˘ “ fpxq. Pour y P K2, il existe x P K1 tel que y “ θpxq. Dans ce cas nous avons

exp
`pg ˝ θ´1qpyq˘ “ exp

`
gpxq˘ “ fpxq “ pf ˝ θ´1qpyq. (27.841)

Autrement dit,
exp

`
ψpgqpyq˘ “ ψpfq. (27.842)

Donc ψpgq est un logarithme continu de ψpfq.
DEFooKXHUooTsKuOe

Définition 27.184.
Petite notation. Si un compact K est donné, pour p P CzK, nous notons

fp : K Ñ C˚

z ÞÑ z ´ p. (27.843)

LEMooSULYooWiEoyf

Lemme 27.185.
Nous considérons l’application

ϕ : CÑ C

x ÞÑ λx` α (27.844)

avec λ ‰ 0 (λ P C) et α P C.
Soit q P C. Nous avons 112

fq
`
ϕpxq˘ “ λfϕ´1pqqpxq. (27.845)

Démonstration. En ce qui concerne la multiplication nous avons fqpλxq “ λx´ q, et donc

1
λ
fqpλxq “ x´ q

λ
“ fq{λpxq. (27.846)

Nous retenons : fqpλxq “ λfq{λpxq. En ce qui concerne la translation, c’est plus facile :

fqpx` αq “ x` α´ q “ fq´αpxq. (27.847)

110. Logarithme continu, définition 26.44.
111. Le groupe GpKq est commutatif ; donc pas de problèmes pour que EpKq soit normal.
112. L’application fq est celle de la définition 27.184.
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Lorsque nous faisons les deux en même temps,

fq
`
ϕpxq˘ “ fq´αpλxq “ λfpq´αq{λpxq. (27.848)

Il suffit maintenant de remarquer que ϕ´1pqq “ q´α
λ , ce qui est facilement vérifié :

ϕ

ˆ
q ´ α
λ

˙
“ λ

ˆ
q ´ α
λ

˙
` α “ q. (27.849)

LEMooBZUCooHWfolf

Lemme 27.186 ([203]).
Soit un lacet de Jordan 113 γ : ra, bs Ñ C. Nous notons Γ son image.

(1) Γ est compact.
(2) L’application 114

Iγ : GpΓq Ñ Z

f ÞÑ Indpf ˝ γ, 0q (27.850)

est un morphisme surjectif de noyau EpΓq.
Démonstration. Nous notons LpJ,C˚q le groupe multiplicatif des lacets J Ñ C˚. Le fait que Γ
soit compact est parce qu’il est l’image du compact ra, bs par l’application continue γ (théorème
7.214).

Nous considérons l’application
ξ : GpΓq Ñ LpJ,C˚q

f ÞÑ f ˝ γ. (27.851)

(1) ξ est un morphisme Nous avons

ξpfgq “ pfgq ˝ γ “ pf ˝ γqpg ˝ γq “ ξpfqξpgq. (27.852)

(2) ξ est injective Nous nous souvenons de l’application quotient γ̃ : S1 Ñ Γ, qui est un
homéomorphisme par le lemme 27.180(1). Nous nous souvenons également de l’application

q : ra, bs Ñ C

t ÞÑ exp
`
2iπt{pb´ aq˘ (27.853)

qui vérifie γ “ γ̃ ˝ q. Nous montrons que ceci est l’inverse de ξ :

θ : LpJ,C˚q Ñ GpΓq
λ ÞÑ λ̃ ˝ γ̃´1.

(27.854)

Soit σ P LpJ,C˚q. Nous avons

ξ
`
θpσq˘ “ θpσq ˝ γ “ σ̃ ˝ γ̃´1 ˝ γ “ σ̃ ˝ γ̃´1 ˝ γ̃ ˝ q “ σ̃ ˝ q “ σ. (27.855)

(3) Conclusion 1 La proposition 26.55 donne un morphisme surjectif ψ : LpJ,C˚q Ñ Z. L’ap-
plication Iγ dont nous parlons ici est exactement Iγ “ ψ ˝ ξ. Donc Iγ est un morphisme
surjectif.

(4) Noyau Nous devons encore montrer que le noyau de Iγ est EpΓq.
113. Définition 20.72.
114. Rappel définitions 27.182 pour GpΓq et EpΓq.
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(4a) Dans un sens Soit k P kerpIγq. Alors pψ ˝ ξqpkq “ 0, c’est-à-dire ψpk ˝ γq “ 0. La
proposition 26.55(3) dit qu’alors k˝γ est un lacet homotope dansC˚ à un lacet constant.
Donc il existe une application continue H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ C˚ telle que

"
Hp0, tq “ pk ˝ γqptq (27.856a)
Hp1, tq “ 1 (27.856b)

pour tout t. Vu que l’application γ : ra, br Ñ C˚ est injective, nous pouvons considérer
son inverse ; pour la suite, quand nous écrirons γ´1, c’est bien de γ´1 : Γ Ñ ra, br que
nous parlerons. C’est une application continue par le lemme 7.217. Nous pouvons donc
considérer

L : r0, 1s ˆ Γ Ñ C˚

pu, zq ÞÑ H
`
u, γ´1pzq˘. (27.857)

Cela est une application continue parce que H et γ le sont. Nous avons

Lp0, zq “ H
`
0, γ´1pzq˘ “ pk ˝ γq`γ´1pzq˘ “ kpzq, (27.858)

et
Lp1, zq “ 1. (27.859)

Donc k est homotope à une application constante sur Γ. Le théorème de Borsuk 26.47
dit alors que k admet un logarithme continu sur Γ, c’est-à-dire que k P EpΓq.

(4b) Dans l’autre sens C’est le même raisonnement que le premier, mais un peu plus
simple parce qu’il n’y a pas de débats sur la continuité. Soit k P EpΓq. Le théorème de
Boruk indique que k est homotope dans C˚ à une application constante. Il existe une
application continue H : r0, 1s ˆ Γ Ñ C˚ telle que

"
Hp0, zq “ kpzq (27.860a)
Hp1, zq “ 1 (27.860b)

pour tout z P Γ. Le chemin k ˝ γ est homotope à un lacet constant. En effet nous avons
l’application continue

L : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ C˚

pu, tq ÞÑ H
`
u, γptq˘ (27.861)

qui vérifie Lp0, tq “ pk ˝ γqptq et Lp1, tq “ 1. Nous avons donc

0 “ ψpk ˝ γq “ Iγpkq. (27.862)

Nous avons prouvé que k P kerpIγq.

LEMooODIPooBZJPAW

Lemme 27.187 ([203]).
Soit un lacet de Jordan γ dont l’image est Γ. Des fonctions f0, f1 P GpΓq sont homotopes dans C˚
si et seulement si les lacets f0 ˝ γ et f1 ˝ γ le sont.

Démonstration. Dans les deux sens.
(1) ñ Nous supposons que f0 et f1 sont homotopes : il existe une application continueH : r0, 1sˆ

Γ Ñ C˚ telle que
"
Hp0, zq “ f0pzq (27.863a)
Hp1, zq “ f1pzq (27.863b)

pour tout z P Γ. L’homotopie entre f0 ˝ γ et f1 ˝ γ est donnée par l’application continue

L : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ C˚

pu, tq ÞÑ H
`
u, γptq˘. (27.864)

Elle vérifie Lp0, tq “ pf0 ˝ γqptq et Lp1, tq “ pf1 ˝ γqptq.
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(2) ð Nous supposons l’existence d’une application continue H : r0, 1s ˆ ra, bs Ñ C˚ telle que
Hp0, tq “ pf0 ˝ γqptq et Hp1, tq “ pf1 ˝ γqptq.
L’application γ : ra, br Ñ Γ est continue et bijective. Sa réciproque γ´1 est donc également
continue (lemme 7.217). Nous pouvons donc considérer l’application continue

L : r0, 1s ˆ Γ Ñ C˚

pu, zq ÞÑ H
`
u, γ´1pzq˘. (27.865)

Elle vérifie
Lp0, zq “ H

`
0, γ´1pzq˘ “ pf0 ˝ γq

`
γ´1pzq˘ “ f0pzq (27.866)

et Lp1, zq “ f1pzq. Donc L est une homotopie dans C˚ entre f0 et f1.

CORooDOMAooHtKPTe

Corolaire 27.188 ([203]).
Si Γ est une courbe de Jordan, alors 115 GpΓq » Z.

Démonstration. Nous allons utiliser le premier théorème d’isomorphisme 2.6. Si γ est un lacet de
Jordan dont la courbe est Γ, le lemme 27.186 dit que Iγ : GpΓq Ñ Z est un morphisme surjectif tel
que kerpIγq “ EpΓq. Le théorème d’isomorphisme dit alors que

GpΓq
EpΓq “ Iγ

`
GpΓq˘ “ Z. (27.867)

Rappel, si K est compact dans C, et si p P C, nous considérons la fonction fp P GpKq par
fppzq “ z ´ p.

LEMooAKVFooFMHaOZ

Lemme 27.189 ([1]).
Soient une courbe de Jordan γ ainsi que p P C. Nous avons

Indpfp ˝ γ, 0q “ Indpγ, pq. (27.868)
PROPooUPPEooEQOOkh

Proposition 27.190 ([203]).
Soit p P C. Si V est un disque ou un rectangle de centre p, alors GpBV q est engendré par EpBV q et
par fp.

Démonstration. Ici BV peut être vu comme un chemin que nous allons noter aussi γ. Utilisant le
lemme 27.189, nous avons

IBV pfpq “ Indpfp ˝ BV, 0q “ IndpBV, pq. (27.869)EQooRSXRooTJwDNPEQooRSXRooTJwDNP

(1) Si V est un disque Alors BV est le chemin

γ : r0, 2πs Ñ C

t ÞÑ p`Reit. (27.870)

Nous avons alors le calcul suivant :

Indpγ, pq “ 1
2πi

ż 2π

0

γ1ptq
γptq ´ pdt (27.871a)

“ 1
2πi

ż 2π

0

Rieit

Reit
dt (27.871b)

“ 1
2πi

ż 2π

0
idt (27.871c)

“ 1. (27.871d)
115. Rappel : GpΓq est défini en 27.182.
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(2) Si V est un rectangle Supposons que V ait une hauteur de h et une largeur de l tout en
étant centré en p. Le chemin BV se décompose en quatre partie dont la première est

γ1 : r0, ls Ñ Cztpu
t ÞÑ p´ hi

2 ´
l

2 ` t
(27.872)

Je vous laisse voir les autres parties et calculer les intégrales 116

Dans les deux cas nous avons IndpBV, pq “ 1 et donc, en continuant (27.869),

IBV pfpq “ 1. (27.873)

Nous savons par le lemme 27.186 que

IBV : GpBV q Ñ Z

f ÞÑ Indpf ˝ γ, 0q (27.874)

est un morphisme surjectif de noyau EpΓq. Le fait que ce soit un morphisme implique que

IBV pfnp q “ nIBV pfpq “ n. (27.875)

Mais GpBV q “ GpBV q{EpBV q. Donc nous avons déjà prouvé que tfkp ukPN contient un élément de
chaque classe dans GpBV q{EpBV q.

Soit f P GpBV q. En notant r.s la classe par rapport à EpBV q, il existe k P N tel que

f P “IBV pfkp q
‰
. (27.876)

Autrement dit, en posant α “ IBV pfkp q, il existe h P EpBV q tel que f “ αh. Nous avons donc bien
prouvé que tfp, EpBV qu engendre GpBV q.

PROPooJNZQooLWDKww

Proposition 27.191 ([203]).
Soit un compact K de C ainsi que p, q deux points dans la même composante connexe de CzK.
Alors ITEMooQMKOooQHhUGn

(1) fp{fq P EpKq.
ITEMooUJLPooApgXIF

(2) Si p est dans la composante non bornée 117 de CzK, alors fp P EpKq.
Démonstration. Soient p et q dans la même composante connexe de CzK. La proposition 10.66
nous autorise à considérer un chemin γ : r0, 1s Ñ CzK tel que γp0q “ p et γp1q “ q. Nous posons

F : r0, 1s ˆK Ñ C˚

pt, zq ÞÑ fγptqpzq “ z ´ γptq. (27.877)

C’est une application continue vérifiant F p0, zq “ fppzq et F p1, zq “ fqpzq. Donc les applications
fp et fq sont homotopes dans C˚. La proposition 26.15 nous indique qu’alors l’application fp{fq
est homotope à 1. Le théorème de Borsuk 26.47 conclut que fp{fq P EpKq.

Soit p dans la composante non bornée de CzK. Vu que K est borné, nous pouvons prendre
r ą 0 tel que K Ă Bp0, rq. Soit p0 R Bp0, rq ; ce point est également dans la composante non bornée
de K. Par le point (1), nous avons fp{fp0 P EpKq.

Nous allons prouver que fp0 P EpKq. Pour cela nous posons

F : r0, 1s ˆK Ñ C˚

pt, zq ÞÑ tz ´ p0.
(27.878)

116. Je n’ai pas vérifié ; si ça pose un problème, écrivez-moi.
117. Il y en a une seule, c’est le lemme 26.49.
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Vu que t P r0, 1s et que z P K Ă Bp0, rq, nous avons toujours tz P Bp0, rq. Étant donné que p0
n’est pas dans Bp0, rq, l’application F prend bien ses valeurs dans C˚.

L’application F vérifie également F p0, zq “ ´p0 et F p1, zq “ z ´ p0 “ fp0pzq. Donc fp0 est
homotope dans C˚ à l’application constante ´p0. Nous en déduisons que fp0 P EpKq. Au final,

fp “ fp0
fp
fp0

P EpKq (27.879)

parce que fp0 et fp{fp0 sont dans EpKq.
LEMooOTMGooZeUoCy

Lemme 27.192 ([203]).
Soient des composantes connexes bornées O1, . . ., ON de CzK que nous supposons deux à deux
disjointes. Soient pi P Oi. Si n1, . . . , nN P Z sont des entiers non tous nuls, alors

Nź

i“1
fni
pi
R EpKq. (27.880)

Démonstration. En plusieurs points.
(1) Par l’absurde Nous notons f “śN

i“1 f
ni
pi

et nous supposons par l’absurde que f P EpKq.
Par le théorème de Borsuk 26.47, nous avons une extension continue f̃ : CÑ C˚.

(2) BOi Ă K C’est le lemme 7.74.
(3) pj n’est pas dans Ōi Nous savons que pj P Oj . Mais BOi Ă K et K XOj “ H. Donc pj

n’est pas dans BOi. Comme les Oi sont disjoints, nous avons aussi pj R Oi. Bref,

pj R Ōi. (27.881)

(4) Quelques fonctions Nous posons

Gi : Ōi Ñ C˚

z ÞÑ
ź

j‰i
pz ´ pjqnj . (27.882)

Le fait que Gi prenne ses valeurs dans C˚ est parce que pj R Ōi pour tout i ‰ j.
Nous reprenons notre extension continue f̃ : CÑ C˚ et nous posons

Fi : Ōi Ñ C˚

z ÞÑ f̃pzq
Gipzq .

(27.883)

Vu que Gi ne s’annule pas sur Ōi, cette fonction Fi est bien définie et continue.
Nous nous fixons i, et nous allons prouver que ni “ 0. Nous posons D “ Bp0, Rq avec R
assez grand pour contenir Ōi. Posons

Hi : Bp0, Rq Ñ C˚

z ÞÑ
#
Fipzq si z P Ōi

pz ´ piqni sinon.
(27.884)

(5) Hi est continue L’application Fi est continue sur Ōi. L’application z ÞÑ pz ´ piqni est
continue sur C.
Soit z P BOi. Nous avons z P BOi Ă K et donc f̃pzq “ fpzq. Donc

Fipzq “ fpzq
Gipzq “ fpipzqni . (27.885)

Les deux applications Fi et z ÞÑ pz´ piqni sont égales sur le bord BOi. Donc Hi est continue
sur Bp0, Rq.
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(6) Logarithme continu La partie Bp0, Rq est convexe et compacte. Le corolaire 26.48 dit
que Hi admet un logarithme continu. La proposition 26.58 nous affirme que pour tout lacet
γ : r0, 1s Ñ Bp0, Rq, nous avons IndpHi ˝ γ, 0q “ 0. En particulier le chemin BBp0, Rq est
dans Bp0, Rq. Avant de calculer IndpHi ˝ γ, 0q, remarquons que γptq P Bp0, Rq et reste donc
en-dehors de Ōi. Donc

Hi

`
γptq˘ “ `

γptq ´ pi
˘ni (27.886)

et
pHi ˝ γq1ptq “ niγ

1ptq`γptq ´ pi
˘ni´1

. (27.887)

De plus si vous voulez une forme explicite de γ, c’est pas compliqué : c’est un cercle de rayon
R. Nous avons un calcul :

0 “ IndpHi ˝ γ, 0q “ 1
2πi

ż

Hi˝γ
dz

z
(27.888a)

“ 1
2πi

ż 1

0

pHi ˝ γq1ptq
pHi ˝ γqptq (27.888b)

“ 1
2πi

ż 1

0

niγ
1ptq`γptq ´ pi

˘ni´1
`
γptq ´ pi

˘ni
(27.888c)

“ 1
2πi

ż 1

0

niγ
1ptq

γptq ´ pidt (27.888d)

“ ni
1

2πi

ż

γ

dz

z ´ pi (27.888e)

“ ni Indpγ, piq. (27.888f)

Vu que pi P Bp0, Rq et que γ est un cercle autour, nous avons Indpγ, piq “ 1. Donc

0 “ IndpHi ˝ γ, 0q “ ni. (27.889)

LEMooEJRMooNJhMov

Lemme 27.193 ([203, 1]).
Nous notons pOiqiPI les composantes connexes bornées de CzK. Pour chaque i P I nous considérons
pi P Oi. Alors

GpKq “ gr
`
EpKq, tfpiuiPI

˘
. (27.890)

Démonstration. Nous commençons par prouver que si q P CzK, alors

fq P gr
`
EpKq, tfpiuiPI

˘
. (27.891)

Il y a deux possibilités : soit q est dans la composante non bornée, soit il est dans un des Oi.
(1) Si q est dans la composante non bornée Alors la proposition 27.191(2) dit que fq P

EpKq.
(2) Si q P Oi Alors la proposition 27.191(1) dit que fq{fpi P EpKq. Dans ce cas nous avons

fq “ fpi

fq
fpi

P gr
`
fpi , EpKq

˘
. (27.892)

Soit f P GpKq. Nous devons prouver l’existence de g P EpKq, q1, . . . , ql P CzK et m1, . . . ,ml P Z
tels que

f “ g
lź

i“1
fmi
qi
. (27.893)

Nous commençons par supposer que K Ă Q “ r0, 1s ˆ r0, 1s.
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(1) Les petits carrés Soit n P N. Nous subdivisons le carré Q en carrés fermés de taille 1{n ;
il y a n2 tels carrés. Nous notons Q1, . . . , Ql ceux qui n’ont pas d’intersection avec K, et nous
notons A l’union des autres.
Grâce au lemme 11.24, nous savons que pour tout z P A, nous avons dpz,Kq ď ?2{n.

(2) Prolongement La partie K est fermée, f est continue dessus. Le théorème de Tietze 27.164
donne un prolongement continu F : CÑ C. Nous avons

K Ă S “ tz P C tel que F pzq ‰ 0u. (27.894)

Vu que F est continue, S est ouverte.
(3) Grand n Nous prouvons que n peut être choisi assez grand pour que F ne s’annule pas sur

A. La fonction F est continue et ne s’annule pas sur l’ouvert S qui contient K. Si S “ C,
alors n’importe quel n convient.
Sinon nous considérons

φ : K Ñ r0,8r
z ÞÑ dpz, Scq. (27.895)

L’application φ est continue sur le compact K. Elle a donc un minimum global que nous
nommons s. Pour tout z P K nous avons dpz, Scq ě s. Donc pour tout z P K nous avons
Bpz, s{2q Ă S. Nous prenons n assez grand pour avoir

?
2
n
ă s

2 . (27.896)EQooEWQYooWYsImgEQooEWQYooWYsImg

Avec ça nous avons A Ă S. En effet, soit z P A. Nous avons dpz,Kq ă ?2{n ă s{2. Donc il
existe k P K tel que

z P Bpk, s2q. (27.897)

Comme k P K, nous avons dpk, Scq “ φpkq ě s et donc Bpk, s{2q Ă S. Nous avons prouvé
que z P S.
Bref, nous prenons n assez grand pour vérifier (27.896), et nous avons alors

A Ă tz P C tel que F pzq ‰ 0u. (27.898)

(4) Une propriété à prouver SPooVQHTooUNukEENous allons prouver l’énoncé suivant. Soit k “ 0, . . . , l, soit
une application continue h : K Ñ C˚ admettant un prolongement continu F : AYpQ1Y . . .Y
Qkq Ñ C˚. Alors il existe m P N tel que l’application h{fmqk`1 admette un prolongement
continu F̃ : AY pQ1 Y . . .YQk`1q Ñ C˚.

(5) Note pour f
Jusqu’ici, nous avons prouvé que f vérifie les hypothèses de la récurrence pour k “ 0.
De plus, cette propriété à prouver n’est pas à prouver par récurrence sur k. Le k est fixé, et
nous prouvons la propriété de façon directe. Une récurrence va venir un peu plus loin.

(6) Preuve de la propriété Soit h : K Ñ C˚ continue et admettant un prolongement continu
F : AY pQ1 Y . . . Qkq Ñ C˚. Notons Bk “ AY pQ1 Y . . .YQkq et posons

g : BQk`1 Ñ C˚

z ÞÑ
#
F pzq si z P Qk`1 XBk
spzq sinon.

(27.899)

Voyons ce que s peut être pour que g soit continue. La partie BQk`1 est le bord d’un carré
et est donc constitué de 4 côtés. La valeur de g sur certains de ces côtés (ceux qui sont
aussi dans Bk) est prescrite par F . Sur les autres côtés, nous pouvons mettre n’importe quoi
pourvu que ce soit égal à F sur les coins et que spzq ‰ 0. Étant donné que les valeurs de F
sur les coins est non nulle et que C˚ est connexe par arcs, c’est possible.
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Nous notons qk`1 le centre de Qk`1. La proposition 27.190 s’applique au compact BQk`1.

g P GpBQk`1q “ gr
`
EpBQk`1q, fqk`1

˘
. (27.900)

Il existe donc ξ P EpBQk`1q et m P Z tels que

gpzq “ ξpzqfmqk`1pzq. (27.901)

Prouvons que Qk`1 XBk est une union de côtés de Qk`1. Nous avons

Qk`1 XBk “ pQk`1 XAq Y pQk`1 XQ1q Y . . .Y pQk`1 XQkq. (27.902)EQooSPSQooVErzCIEQooSPSQooVErzCI

Nous nous souvenons que A “ Ťs
i“1Ri où Ri sont les carrés qui intersectent K. Donc RiXQj

est au maximum les côtés de Qj . Bref, chacun des termes de l’union à droite de (27.902) est
une union de côtés de Qk`1.
L’application ξ P EpBQk`1q admet un logarithme continu et admet donc une extension conti-
nue C Ñ C˚ (théorème de Borsuk 26.47). Nous considérons cette extension seulement sur
Qk`1 et nous l’appelons G : Qk`1 Ñ C˚. Nous posons

F̃ : AY pQ1 Y . . .YQk`1q Ñ C˚

z ÞÑ
#
Gpzq si z P Qk`1

F pzq
pz´qk`1qm si z P AY pQ1 Y . . .YQkq.

(27.903)

Voyons que cette fonction est continue en montrant que les deux morceaux ont les mêmes
valeurs sur l’intersection. Soit z P Qk`1 X pA Y Q1 Y . . . Y Qkq. Alors z P BQk`1 parce que
nous avons dit que (27.902) est dans le bord dans Qk`1. Dans ce cas nous avons

Gpzq “ ξpzq “ gpzq
fmqk`1pzq

(27.904a)

“ F pzq
fmqk`1pzq

, (27.904b)

(27.904c)

et donc bien la continuité de F̃ .
Si z P K, étant donné que K Ă A nous avons

F̃ pzq “ F pzq
pz ´ qqk`1qm

“ hpzq
fmqk`1pzq

, (27.905)

donc F̃ prolonge bien h{fmqk`1 .
(7) Récurrence En appliquant la propriété (4) l fois, nous construisons une suite d’entiers

pmiqi“1,...,l et une application continue Fl : A Y pQ1 Y . . . Y Qlq “ Q Ñ C˚ qui prolonge
f{śl

i“1 f
mi
qi

.
Sur K nous avons alors

f “ Fl

lź

i“1
fmi
qi
. (27.906)

C’est une application continue sur le convexe Q. Donc Fl P EpQq et donc Fl P EpKq.
Maintenant vous croyez avoir fini mais non. Vous devez encore vérifier que tout est encore valable
si K n’est pas contenu dans r0, 1s ˆ r0, 1s.

Soit un compact général K Ă C. Pour λ ą 0 et α P C, nous posons ϕpxq “ λx ` α. Il existe
forcément un choix de λ et de α tels que ϕpKq Ă r0, 1s ˆ ir0, 1s.
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Soit f P GpKq. Nous appliquons le résultat déjà prouvé à l’application f ˝ϕ´1 P G
`
ϕpKq˘. Nous

avons g P E
`
ϕpKq˘, q1, . . . , ql P CzϕpKq et m1, . . . ,ml P Z tels que, pour tout y P ϕpKq,

pf ˝ ϕ´1qpyq “ gpyq
lź

i“1
fmi
qi
pyq. (27.907)

Pour x P K nous avons donc

fpxq “ pg ˝ ϕqpxq
lź

i“1
fmi
qi

`
ϕpxq˘. (27.908)

C’est le moment de sortir le lemme 27.185 :

fpxq “ pg ˝ ϕqpxq
lź

i“1
fmi
qi

`
ϕpxq˘ “ pg ˝ ϕqpxq

lź

i“1
λmifmi

ϕ´1pqiqpxq. (27.909)

En posant
$
’’’’&
’’’’%

g̃pxq “
˜

lź

i“1
λmi

¸
pg ˝ ϕqpxq (27.910a)

m̃i “ mi (27.910b)
q̃i “ ϕ´1pqiq, (27.910c)

nous avons q̃i P CzK, g̃ P EpKq et f “ g̃
śl
i“1 fq̃i .

LEMooBHOGooXxBYGA

Lemme 27.194.
Une partie ouverte de C a au plus un nombre dénombrable de composantes connexes.

Démonstration. Soit un ouvert A de C. Nous notons B une base dénombrable d’ouverts de C
(proposition 7.133). Une composante connexe de A est ouverte 118. Les composantes connexes de
A sont disjointes, et chacune est l’union d’une quantité (au plus) dénombrable d’éléments de B.
Si il y avait une quantité non dénombrable de composantes connexes, cela ferait une quantité non
dénombrable d’éléments différents de B. Donc non.

THOooDGXSooMMHTds

Théorème 27.195.
Soit un compact K dans C. Alors

(1) Le nombre de composantes connexes bornées de CzK est fini ou dénombrable.
ITEMooWLGDooZGORrP

(2) En notant N le nombre de composantes connexes bornées de CzK, nous avons

GpKq “ GpKq{EpKq » ZN (27.911)

où, si N est infini, ZN désigne l’ensemble des suites finies dans Z.

Démonstration. Le fait que le nombre de composantes connexes bornées de CzK est au maximum
dénombrable est le lemme 27.194.

Soient tOiui“0,...,N les composantes connexe bornées de CzK (avec i P N dans le cas où N il
y a une infinité dénombrable de composants connexes). Pour chaque i nous prenons un élément
pi P Oi. Nous notons aussi π : GpKq Ñ GpKq le morphisme canonique. Nous posons

ϕ : ZN Ñ GpKq

n ÞÑ
Nź

i“1
πpfpiqni .

(27.912)

Notez que le produit a toujours un sens parce que n P ZN est toujours une suite finie (de taille N
ou arbitraire) d’entiers. Pas de soucis de convergence.

118. Proposition 7.73 et le fait que C est localement convexe.
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(1) ϕ est un morphisme Sur Zn, nous mettons l’addition pa ` bqi “ ai ` bi. Si N “ 8 et si
a et b ont des longueurs différentes, on prend pour N le maximum des deux longueurs. Nous
avons :

ϕpaqϕpbq “
Nź

i“1
πpfpiqai

Nź

j“1
πpfpj qbj (27.913a)

“
Nź

i“1
πpfpiqai`bi (27.913b)

“ ϕpa` bq. (27.913c)

(2) ϕ est injective Soit a P ZN . Si a ‰ 0, alors le lemme 27.192 nous dit que
śN
i“1 f

ai
pi
R EpKq.

Vu que dans GpKq, le zéro est EpKq, nous avons
śN
i“1 πpfpiqai ‰ 0 dès qu’un des ai est non

nul.
(3) ϕ est surjective Soit F P GpKq. Vu que π est surjective, il existe f P GpKq tel que

πpfq “ F . Le lemme 27.193 nous dit qu’il existe g P EpKq et a P ZN tels que

f “ g
Nź

i“1
fai
pi
. (27.914)

Nous avons alors

F “ πpfq “ πpgqπ
˜

Nź

i“1
fai
pi

¸
“

Nź

i“1
πpfpiqai “ ϕpaq. (27.915)

DEFooWQSAooDQYaip

Définition 27.196 ([203, 1]).
Si pG,`q est un groupe abélien, la pseudo-dimension de G est le cardinal maximum des familles
Z-indépendantes de G.

Dans ce contexte, une famille Z-indépendante est une partie taiuiPI de G telle que si
ř
i ziai “ 0

avec zi P Z, alors zi “ 0 pour tout i.
Si il existe une partie libre idempotente à un ensemble A, mais pas de parties libres surpo-

tentes 119 à A, nous disons que la pseudo-dimension de G est « la cardialité de A ».
Dans tous les cas, nous notons pdimpGq la pseudo-dimension de G.

LEMooPASKooFGJgBz

Lemme 27.197 ([203, 1]).
À propos de pseudo-dimension.

(1) La pseudo-dimension de Zn est n.
(2) La pseudo-dimension de Z8 120 est la cardinalité de N.

Démonstration. Nous commençons par le cas de Zn et nous ferons Z8 après.
(1) ě n Prenons la base canonique peiqi“1,...,n de Zn. C’est une partie Z-indépendante de Zn.

Donc la pseudo-dimension de Zn est plus grande ou égale à n.
(2) ď n Dans l’autre sens, supposons que taiuiPI soit Z-indépendant dans Zn. Pour rappel, la

définition 4.1 de partie libre ne parle que de sommes finies.
Prouvons que taiuiPI est Q-libre dans Qn. Soient une partie finie J de I ainsi que des
rationnels tqjujPJ que

ř
jPJ qjaj “ 0. Nous pouvons utiliser le lemme 1.384 pour considérer

k P Nzt0u tel que kqj P Z pour tout j (ici il est crucial que J soit fini, sinon on ne peut pas
prendre un maximum). Dans ce cas nous avons

ř
jPJ kqjaj “ 0, ce qui montre que taiu n’est

pas Z-indépendante.

119. Définition 1.111.
120. Pour rappel, Z8 est l’ensemble des suites finies d’éléments de Z.
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L’intérêt de Q est d’être un corps (alors que Z ne l’est pas). Nous savons que Qn est un
Q-espace vectoriel de dimension n. Il ne contient donc pas de parties Q-libres de cardinal
plus grand que n.

Nous passons maintenant à la preuve pour Z8[1]. L’existence d’une partie dénombrable et
Z-libre dans Z8 est facile : il faut juste prendre ei étant la suite nulle partout sauf en i. La partie
teiuiPN est Z-libre dans Z8.

Nous devons maintenant montrer que toute partie libre de Z8 est au maximum dénombrable.
Soit une telle partie A. En posant

An “ tx P A tel que xn ‰ 0 et xk “ 0 si k ą nu. (27.916)

Étant donné que A ne contient que des suites finies, A “ Ť
nPNAn.

D’abord An est Z-libre dans Zn. En effet considérons une partie finie taiuiPI de An ainsi que
des entiers tziuiPI tels que

ř
iPI ziai “ 0. Vu que taiuiPI est également une partie finie de A, nous

en déduisons que zi “ 0 pour tout i.
La partie An étant libre dans Zn, elle est finie (de cardinal au maximum n). La partie A étant

une union dénombrable de parties finies, elle est au maximum dénombrable.
LEMooEYDNooEUKUpn

Lemme 27.198.
Deux groupes abéliens isomorphes ont même pseudo-dimension.

Démonstration. Soient des groupes abéliens G et H ainsi qu’un isomorphisme ϕ : GÑ H. Soit une
partie Z-indépendante taiuiPI dans G. Nous montrons que tϕpaiquiPI est Z-indépendante dans H.

En effet si
ř
iPI ziϕpaiq “ 0, alors 0 “ ř

i ϕpziaiq “ ϕ
`ř

i ziai
˘
, et donc

ř
i ziai “ 0, ce qui

entraine zi “ 0.
Cela prouve que pdimpHq ě pdimpGq. En inversant les rôles de G et H (et en utilisant ϕ´1),

nous prouvons que pdimpGq ě pdimpHq.
Si une des pseudo-dimensions est infinie, le raisonnement donné doit être récrit en disant que

G possède une partie Z-libre de telle cardinalité si et seulement si H en possède une.
CORooQNUIooKLtWVD

Corolaire 27.199 ([203]).
Soient des compacts K1 et K2 homéomorphes dans C. Alors les parties CzK1 et CzK2 ont le
même nombre de composantes connexes.

Démonstration. Vu que K1 est homéomorphe à K2, les groupes GpK1q et GpK2q sont isomorphes
par le lemme 27.183. Le théorème 27.195(2) nous enseigne que, si on désigne par Ni le nombre de
composantes connexes de CzKi, alors GpKiq “ ZNi . Le fait que GpK1q soit isomorphe à GpK2q
implique

ZN1 » ZN2 . (27.917)

Le lemme 27.198 indique alors que pdimpZN1q “ pdimpZN2q. Et enfin le lemme 27.197 conclut que
N1 “ N2.

Dans le lemme suivant, S1pa, rq est la sphère centrée en a et de rayon r : S1pa, rq “ tz P
C tel que |a´ z| “ ru.

LEMooUSJZooFVAlTa

Lemme 27.200.
La partie CzS1p0, 1q a exactement 2 composantes connexes.

Démonstration. Posons A “ tz P C tel que |z| ă 1u et B “ tz tel que |z| ą 1u. Nous avons
AYB “ CzS1. La partie A est connexe et même convexe. En ce qui concerne la connexité de B,
c’est le corolaire 18.64.

De plus A et B sont des ouverts disjoints.
Supposons que C soit une composante connexe de CzS1p0, 1q contenant un point de A et un

point de B. Soit a P C XA. Par définition 7.69(1) d’une composante connexe, C contient tous les
connexes contenant a. En particulier A Ă C. De même si b P C XB, alors B Ă C.
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Dans ce cas nous aurions C “ AYB “ CzS1p0, 1q. Mais cela est impossible parce que A et B
forment un recouvrement de CzS1 par deux ouverts disjoints.

Donc A et B sont des composantes connexes de CzS1. Et ce sont les deux seules parce que
AYB “ CzS1.

27.15.2 Théorème de Jordan
ThoHSPWBuh

Théorème 27.201 (Théorème de Jordan[203, 679]).
Soit une courbe de Jordan Γ fermée dans C. ITEMooOAKXooMirWiD

(1) La partie CzΓ a exactement deux composantes connexes.
ITEMooICBGooXHMALK

(2) Une composante connexe est bornée, l’autre non.
(3) Les deux composantes connexes ont Γ comme frontière.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) Pour (1) Nous savons par le corolaire 27.181(2) que Γ est homéomorphe à S1. Le corolaire

27.199 nous dit alors que CzΓ a le même nombre de composantes connexes que CzS1, c’est-
à-dire deux par le lemme 27.200.

(2) Pour (2) Le lemme 26.49 dit que CzΓ a exactement une composante connexe non bornée.
Vu que nous venons de voir qu’elle a exactement deux composants connexes, c’est que l’autre
est bornée.

27.16 Topologie faible
DEFooZGLDooRRarRj

Définition 27.202 ([193, 1]).
Soit un espace de Banach 121 sur le corps F (“ R ou C) E, et son dual E1. La topologie faible
sur E, est la plus petite topologie τ pour laquelle

`
E, }.}˘1 “ `

E, τ
˘1
. (27.918)

Autrement dit, c’est la topologie de la proposition 7.41 rendant continues toutes les applications de
E1.

Elle sera notée τw ou σpE,E1q.
Vu que, pour rendre continue une application, il suffit que toutes les images inverses des ouverts

de F soient des ouverts, la topologie faible sur E est également la topologie engendrée 122 par les
parties φ´1pV q avec φ P E1 et V P τF.

Remarque 27.203.
Il faut noter que la topologie faible n’est pas une topologie métrique. Cela même si la condition
AixÑ Ax, elle, est métrique vu qu’elle est écrite dans E.

Dans le cas où E est de dimension infinie, la topologie faible est réellement différente de la
topologie forte. Nous verrons à la sous-section 25.3.6 que dans le cas des projections sur un espace
de Hilbert, l’égalité

8ÿ

i“1
projui

“ Id (27.919)

est vraie pour la topologie faible, mais pas pour la topologie forte.

Lemme 27.204 ([193]).
La topologie faible est Hausdorff 123.
121. Définition 7.258.
122. Proposition 7.12.
123. Espace topologique Hausdorff, définition 7.57.
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Démonstration. Soient un espace de Banach E ainsi que x1 ‰ x2 dans E. Les parties tx1u et tx2u
vérifient les hypothèses de Hahn-Banach (seconde forme géométrique, 27.155). Il existe donc une
fonctionnelle φ : E Ñ F telle que φpx1q ‰ φpx2q. Avec un peu de bonne volonté, nous supposons
que Re

`
φpx1q

˘ ‰ Re
`
φpx2q

˘
. Soit α P R tel que

Re
`
φpx1q

˘ ă α ă Re
`
φpx2q

˘
. (27.920)

Posons

O1 “ tx P E tel que Re
`
φpxq˘ ă αu, (27.921a)

O2 “ tx P E tel que Re
`
φpxq˘ ą αu. (27.921b)

Nous avons Oi “ φ´1pViq avec 124

V1 “ s´8, αr ` iR (27.922)

et quelque chose du même genre pour V2. Vu que V1 et V2 sont ouverts dans F, et que φ est
continue pour la topologie faible, les parties Oi sont ouvertes dans pE, τwq.

Nous avons de plus O1 X O2 “ H et xi P Oi, de telle sorte que x1 et x2 sont correctement
séparés.

Lemme 27.205 ([193]).
Soit un espace de Banach E. Soient x0 P E, φ1, . . . , φk P E1. La partie

V pφ1, . . . , φk, ϵq “ tx P E tel que |φipx´ x0q| ă ϵu (27.923)

est faiblement ouverte.

Démonstration. Remarquez que

V pφ1, . . . , φk, ϵq “
kč

i“1
φ´1
i tz P C tel que |z ´ φipx0q| ă ϵu. (27.924)

Vu que φ´1
i transforme un ouvert en un ouvert, V pφ1, . . . , φk, ϵq est une intersection d’ouverts, et

donc un ouvert. De plus x0 est dedans parce que φipx0 ´ x0q “ φip0q “ 0 ă ϵ.

Lemme 27.206 ([193]).
Soit x0 P E. Les ensembles

V pφ1, . . . , φk, ϵq “ tx P E tel que |φipx´ x0q| ă ϵ@iu (27.925)

forment une base de topologie en x0.

Démonstration. Soit un ouvert faible U contenant x0. Nous devons prouver que U contient une
partie de la forme V pφ1, . . . , φk, ϵq. C’est le moment d’avoir bien en tête la construction de la
topologie engendrée donnée en la proposition 7.12.

La topologie faible est engendrée par les parties de la forme φ´1pV q avec φ P E1 et V P τF. La
partie U est une union de parties de la forme

kč

j“1
φ´1
j pVjq (27.926)EQooKJEPooRjssMEEQooKJEPooRjssME

où Vj est ouvert dans F et φj P E1. Vu que x0 P U , il existe une partie de la forme (27.926)
contenant x0. Nous la notons W :

x0 PW “
kč

j“1
φ´1
j pVjq Ă U. (27.927)

124. Adaptez si F “ R au lieu de C.
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Vu que Vj est un ouvert de F contenant φjpx0q, il existe δj ą 0 tel que B
`
φjpx0q, δj

˘ Ă Vj . En
prenant ϵ “ minj“1,...,kpδjq, nous avons B

`
φjpx0q, ϵ

˘ Ă Vj pour tout j. En particulier,

kč

j“1
φ´1
j

´
B
`
φjpx0q, ϵ

˘¯ ĂW. (27.928)

Nous montrons à présent que V pφ1, . . . , φk, ϵq ĂW . Pour cela nous considérons x P V pφ1, . . . , φk, ϵq
et nous montrons que x P φ´1

j

´
B
`
φjpx0q, ϵ

˘¯
pour tout j “ 1, . . . , k. Nous avons

|φjpxq ´ φjpx0q| “ |φjpx´ x0q| ă ϵ, (27.929)

et donc bien φjpxq P B
`
φkpx0q, ϵ

˘
. Au final nous avons

V pφ1, . . . , φk, ϵq Ă
kč

j“1
φ´1
j

´
B
`
φjpx0q, ϵ

˘¯ ĂW Ă U. (27.930)

PROPooFJBBooKkRwIp

Proposition 27.207 ([193, 680]).
Soient un espace de Banach E ainsi qu’une suite pxnq dans E.

ITEMooDMMTooSBINKN

(1) xn
wÝÑ x si et seulement si φpxnq Ñ φpxq pour tout φ P E1.

ITEMooFZKXooNqFGUb

(2) xn
}.}ÝÑ x implique xn wÝÑ x.

ITEMooXPTSooYPwNgU

(3) Si xn wÝÑ x alors t}xn}u est borné et

}x} ď lim inf }xn}. (27.931)
ITEMooAFRFooOXdsBy

(4) Si xn wÝÑ x et φn E1ÝÑ φ alors φnpxnq Ñ φpxq.
Démonstration. Point par point.

(1) Pour (1) C’est le lemme 7.44.
(2) Pour (2) Nous prouvons que φpxnq Ñ φpxq pour tout φ P E1 :

|φpxnq ´ φpxq| “ |φpxn ´ xq| ď }φ}E1}xn ´ x}E Ñ 0 (27.932)

parce que par hypothèse }xn ´ x} Ñ 0.
(3) Pour (3)

Vu que φpxnq FÝÑ φpxq, l’ensemble tφpxnqu est borné dans F. Considérons les opérateur
suivants :

Tn : E1 Ñ F

φ ÞÑ φpxnq. (27.933)

Cet opérateur a la propriété que }Tn}pE1q1 “ }xn}E ; en effet, en utilisant la proposition
27.160,

}Tn} “ sup
}φ}“1

|Tnpφq| “ sup
}φ}“1

|φpxnq| “ }xn}. (27.934)

Chacun des Tn est donc un opérateur linéaire borné. Nous vérifions que la famille tTnunPN
satisfait aux hypothèses du théorème de Banach-Steinhaus 11.138. D’abord E1 est un Banach
par la proposition 7.260. Ensuite nous venons de voir que chacun de Tn est borné dans E1.
Et enfin, pour chaque φ P E1 nous avons

sup
nPN

}Tnpφq} “ sup
nPN

|φpxnq| ă 8. (27.935)



2284 CHAPITRE 27. ANALYSE FONCTIONNELLE

Le théorème de Banach-Steinhaus nous assure donc que

sup
nPN

}xn} “ sup
nPN

}Tn} ă 8. (27.936)

Donc l’ensemble t}xn}u est borné.
Pour chaque φ P E1 tel que }φ} ď 1 nous avons

|φpxnq|F ď }φ}E1}xn}E ď }xn} (27.937)

Étant donnée l’inégalité |φpxnq| ď }xn} pour tout n et étant donnée la convergence |φpxnq| Ñ
|φpxq|, nous avons pour tout n :

|φpxq| ď }xn}. (27.938)

Cette inégalité valable pour tout n donne la conclusion :

|φpxq| ď lim inf }xn}. (27.939)

(4) Pour (4)
Nous avons SUBEQooPHWLooZUiQLO

|φnpxnq ´ φpxq| ď |φnpxnq ´ φpxnq| ` |φpxnq ´ φpxq| (27.940a)
ď }xn}}φn ´ φ} ` |φpxn ´ xq| (27.940b)

Mais par hypothèse }φn ´ φ} Ñ 0, par le point (3), }xn} est borné, et par le point (1), nous
avons |φpxnq ´ φpxq| Ñ 0. Tout ça mis ensemble nous permet de prendre la limite dans
(27.940) et de voir que }φnpxnq ´ φpxq} Ñ 0.

Proposition 27.208.
Si E est un espace de Banach de dimension finie, alors sa topologie normée est la même que sa
topologie faible : τw “ τ}.}.

Démonstration. Vu que E1 est défini comme étant l’ensemble des formes continues pour la topologie
}.}, et que τw est la plus petite topologie pour laquelle tous les éléments de E1 sont continus, nous
avons τw Ă τ}.}.

Pour prouver l’inclusion inverse, nous considérons U P τ}.} et nous prouvons que U est également
un ouvert faible en montrant que tout élément de U est inclus dans un ouvert faible contenu dans
U .

Soit x0 P U ainsi que r ą 0 tel que Bpx0, rq Ă U . Nous considérons une base teiui“1,...,n de E
telle que }ei} “ 1 pour tout i. Vu que tout élément de E peut être décomposé de façon unique en
x “ ř

i xiei, nous considérons les fonctionnelles linéaires

φj : E Ñ F

x ÞÑ xj .
(27.941)

C’est le moment de ressortir notre ouvert préféré 125 autour de x0 :

V px0, φ1, . . . , φn, ϵq “
nč

i“1
φ´1
i

´
t}z P C tel que |z ´ φipx0q|} ă ϵu

¯
. (27.942)

125. Nous avons un . . .faible pour lui !
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Supposons que x P V px0, φ1, . . . , φn, ϵq. Il vérifie |φjpxq ´ φjpx0q| ď ϵ et donc

}x´ x0} “ }
nÿ

j“1
φjpx´ x0qej} (27.943a)

ď
ÿ

j

|φjpx´ x0q|}ej} (27.943b)

“
ÿ

j

|φjpx´ x0q| (27.943c)

ď
ÿ

j

|φjpxq ´ φjpx0q| ď nϵ. (27.943d)

En choisissant ϵ ă r
n , nous avons x P Bpx0, rq et donc

V px0, . . . , q Ă Bpx0, rq. (27.944)

LEMooMCYAooGMzbbs

Lemme 27.209.
Soit un espace de Banach E sur le corps F. Nous notons FunpE,Fq l’ensemble de toutes les
applications de E vers F. Pour chaque x P E nous considérons l’application

fx : FunpE,Fq Ñ F

ω ÞÑ ωpxq. (27.945)

Nous considérons sur FunpE,Fq la plus petite topologie telle que tous les fx soient continues.
La suite pωnq dans FunpE,Fq converge vers ω P FunpE,Fq si et seulement si ωnpxq Ñ ωpxq

pour tout x P E.
LEMooWXBVooSjafZr

Lemme 27.210.
Soit un espace de Banach E sur le corps F (“ R ou C). Nous considérons l’ensemble FunpE,Fq
sur lequel nous mettons la topologie minimale qui rend continue les applications

fx : FunpE,Fq Ñ F

ω ÞÑ ωpxq. (27.946)

Nous notons I “ tfx tel que x P Eu et τI la topologie de FunpE,Fq.
Si pωnq est une suite dans FunpE,Fq nous avons ωn

τIÝÑ ω si et seulement si ωnpxq Ñ ωpxq
pour tout x P E.

THOooRECTooEVLHSq

Théorème 27.211 (Banach-Alaogly-Bourbaki[193]).
Soit un espace de Banach E. La boule unité

B “ tφ P E1 tel que }φ} “ 1u (27.947)

est compacte pour la topologie faible.

Démonstration. Nous considérons à nouveau FunpE,Fq muni de la topologie du lemme 27.210.
Nous considérons l’inclusion

Φ:
`
E1, }.}˘Ñ `

FunpE,Fq, τI
˘

ω ÞÑ ω.
(27.948)

En particulier nous notons S “ ΦpE1q et nous allons prouver que Φ: E1 Ñ S bijective et continue
et que Φ´1 : S Ñ E1 est également continue.

PROPooYARHooOpmztY

Proposition 27.212 ([193]).
Un convexe dans un espace de Banach est fermé si et seulement si il est faiblement fermé.
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27.16.1 Espace de Banach réflexif
PROPooPVVYooMZjQSq

Proposition 27.213 ([193]).
Une suite bornée dans un espace de Banach réflexif 126 contient une sous-suite faiblement conver-
gente.

THOooTFIHooPQjVAr

Théorème 27.214 (Kakutami[193]).
Un espace de Banach est réflexif si et seulement si la boule fermée Bp0, 1q est compacte pour la
topologie faible 127.

PROPooBBNBooGcXDRH

Proposition 27.215 ([193]).
Un espace de Banach est réflexif si et seulement si son dual est réflexif.

27.16.2 Espaces L8
LEMooMSYAooGEMgoc

Lemme 27.216 ([193]).
Si pΩ,A, µq est un espace mesuré σ-fini, l’espace L1pΩ,A, µq n’est pas réflexif.

LEMooUSXTooFvpsVd

Lemme 27.217 ([193]).
Si pΩ,A, µq est un espace mesuré σ-fini, alors L8pΩ,A, µq n’est pas réflexif 128.

Démonstration. Supposons que L8pΩ,A, µq est réflexif. Le théorème de représentation de Riesz
27.172(2) dit que pL1q1 est en bijection linéaire isométrique avec L8 ; le lemme 27.169 dit alors que
pL1q1 est réflexif 129. La proposition 27.215 dit alors que L1 est réflexif.

Or le lemme 27.216 dit que L1 n’est pas réflexif.

La proposition suivante est souvent présentée en disant que l’inclusion L1 Ă pL8q1 est stricte,
ou, pire, en disant que pL8q1 est strictement plus grand que L1. Cette façon de dire est un gros
abus de langage. D’abord L1 n’est même pas inclus dans L8 ; ce sont deux ensembles qui n’ont rien
à voir. Ensuite, ce que signifie réellement cette proposition est seulement que la première injection
L1 Ñ pL8q1 qui nous tombe sous la main (celle du théorème de représentation de Riesz) n’est pas
surjective 130.

PROPooXXRQooNSBZOi

Proposition 27.218.
Soit g P L1pRdq. L’application

Φg : L8pRdq Ñ C

f ÞÑ
ż

Rd

fḡ
(27.949)

est linéaire et bien définie.
L’application

Φ: L1pRdq Ñ L8pRdq1
g ÞÑ Φg

(27.950)

n’est pas surjective.

Démonstration. Prouvons d’abord que Φg est bien définie. Vu que f P L8, il existe M P R tel
que |fpxq| ăM sur RdzA où A est de mesure nulle dans Rd. La fonction x ÞÑ |fpxqgpxq| est donc
majorée par la fonction intégrable x ÞÑ M |gpxq| qui est intégrable (sur RdzA). L’intégrabilité de
fḡ n’est donc pas un problème.

Le fait que Φ prenne ses valeurs dans pL8q1 est le théorème 27.173(2b).
Le fait qu’elle ne soit pas surjective est la proposition 27.177.

126. Définition 27.167.
127. Définition 27.202.
128. Définition 27.167.
129. Dans de nombreuses références, par exemple[193], il est simplement dit que pL1

q
1

“ L8. C’est un abus de
notation qui permet de se passer du lemme 27.169.
130. Si vous savez comment prouver qu’il n’existe pas de surject de L1 vers pL8

q
1, écrivez-moi.
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27.17 Espace de Schwartz
Pour un multiindice α “ pα1, . . . , αdq P Nd, nous notons

Bαφ “ Bα1
x1 . . . Bαd

xd
φ (27.951)

pour peu que la fonction φ soit |α| “ α1 ` ¨ ¨ ¨ ` αd fois dérivable.
DefHHyQooK

Définition 27.219.
Soit Ω Ă Rd. L’espace de Schwartz S pΩq est le sous-ensemble de C8pΩq des fonctions dont
toutes les dérivées décroissent plus vite que tout polynôme :

S pΩq “ ␣
φ P C8pΩq tel que @α, β P Nd, pα,βpφq ă 8

(
(27.952)

où nous avons considéré

pα,βpφq “ sup
xPΩ

|xβpBαφqpxq| “ }xβBαφ}8. (27.953)EqOWdChCuEqOWdChCu

Pour simplifier les notations (surtout du côté de Fourier), nous allons parfois écrire Miφ pour
la fonction x ÞÑ xiφpxq.
Exemple 27.220.
La fonction e´x2 est une fonction à décroissance rapide sur R. △

Définition 27.221.
Une fonction f : Rd Ñ C est dite à décroissance rapide si elle décroît plus vite que n’importe
quel polynôme. Plus précisément, si pour tout polynôme Q, il existe un r ą 0 tel que |fpxq| ă 1

|Qpxq|
pour tout }x} ě r.

PropCSmzwGv

Proposition 27.222.
Une fonction Schwartz est à décroissance rapide.

Démonstration. Nous commençons par considérer un polynôme P donné par

P pxq “
ÿ

k

ckx
βk (27.954)

où les βk sont des multiindices, les ck sont des constantes et la somme est finie. Nous avons la
majoration

sup
xPRd

|φpxqP pxq| ď
ÿ

k

sup
x

ˇ̌
ckφpxqxβk

ˇ̌ ď
ÿ

k

|ck|p0,βk
pφq ă 8. (27.955)

Nous allons noter MP la constante
ř
k |ck|p0,βk

pφq, de sorte que pour tout x P Rd nous ayons
|φpxqP pxq| ďMP et donc

|φpxq| ď MP

|P pxq| “
1

| 1
MP

P pxq| . (27.956)

Notons que cette inégalité est a fortiori correcte pour les x sur lesquels P s’annule.
Soit maintenant un polynôme Q. Nous considérons le polynôme P pxq “ }x}Qpxq. Étant de

plus haut degré, pour toute constante C il existe un rayon rC tel que |P pxq| ě C|Qpxq| pour tout
|x| ě rC . En particulier pour |x| ě rMP

nous avons

|P pxq| ěMP |Qpxq| (27.957)

et donc, pour ces x,
|φpxq| ď 1

| 1
MP

P pxq| ď
1

|Qpxq| . (27.958)

La première inégalité est valable pour tout x, et la seconde pour }x} ě rMP
.
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CORooZFPSooHCFUSH

Corolaire 27.223 ([1]).
Soit φ une fonction Schwartz sur Rm ˆRn. Alors la fonction

y ÞÑ sup
xPRn

|φpx, yq| (27.959)

est intégrable.

Démonstration. Soit un polynôme Q en la variable y. Par la proposition 27.222, il existe r ą 0 tel
que

|φpx, yq| ă 1
Qpyq (27.960)

pour tout }px, yq} ą r. A fortiori l’inégalité tient pour tout |y| ą r. Donc
ż

Rm

sup
xPRn

|φpx, yq|dy “
ż

}y}ďr
sup
x
|φpx, yq|dy `

ż

}y}ąr
sup
x
|φpx, yq|dy. (27.961)

La première intégrale est bornée par Vol
`
Bp0, rq˘}φ}8 tandis que la seconde est bornée par l’in-

tégrale de 1
Qpyq . En prenant Q de degré suffisamment élevé en toutes les composantes de y nous

avons intégrabilité.

27.17.1 Topologie
LEMDEFooZEFVooMMmiBr

Lemme-Définition 27.224.
Les pα,β donnés par l’équation (27.953) ci-dessus sont des seminormes 131. La topologie considérée
sur S pRdq est celle des seminormes pα,β.

NORMooVQESooRwJShl

27.225.
Nous avons un enchainement de résultats qui nous aident à prouver la continuité d’une application
T : S pRdq Ñ X.

(1) La topologie de S pRdq est donnée par une famille dénombrable de seminormes. Donc la
proposition 7.338 nous dit que S pRdq est métrisable.

(2) La proposition 7.285 nous dit alors que si X est métrique, toute application séquentiellement
continue T : S pRdq Ñ X est continue.

(3) Donc si X est métrique, il suffit de prouver que pour fn
S pRdqÝÑ 0 nous avons T pfnq XÝÑ 0 où

fn : S pRdq Ñ X. Dans les cas usuels, T sera une distribution et X “ C.

(4) En vertu de la proposition 7.332, la convergence fn
S pRdqÝÑ 0 signifie que pour tout choix de

multiindice α et β, pα,βpfnq Ñ 0, c’est-à-dire

}xβBαfn}8 Ñ 0. (27.962)EQooPUJPooNbtNFhEQooPUJPooNbtNFh

(5) Et enfin, la technique pour montrer que T : S pRdq Ñ C est continue est de montrer que
sous l’hypothèse d’avoir (27.962) pour tout choix de α et β, nous avons T pfnq Ñ 0 dans C.

LemRJhCbkO

Lemme 27.226 ([681]).
La topologie sur S pRdq est donnée aussi par les seminormes

qn,m “ max
|α|ďn

sup
xPRd

`
1` }x}˘m ˇ̌Bαφpxqˇ̌. (27.963)

Autrement dit, une suite φn
S pRdqÑ 0 si et seulement si qn,mpφq Ñ 0 pour tout n et m.

131. Définition 7.314.
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Le fait que les qn,mpφq restent bornés est la proposition 27.222. Cependant ce lemme est plus
précis parce qu’en disant seulement que φ est majoré par des polynôme, nous ne disons pas que
les polynômes correspondants aux φn tendent vers zéro si φn SÑ 0. Et d’ailleurs on ne sait pas très
bien ce que signifierait Pn Ñ 0 pour une suite de polynômes.

PropGNXBeME

Proposition 27.227.
Pour p P r1,8s, l’espace S pRdq s’injecte continument dans LppRdq.
Démonstration. L’injection dont nous parlons est l’identité ou plus précisément l’identité suivie
de la prise de classe. Il faut vérifier que cela est correct et continu, c’est-à-dire d’abord qu’une
fonction à décroissance rapide est bien dans Lp et ensuite que si fn SÑ 0, alors fn LpÑ 0.

Commençons par p “ 8. Alors }fn}8 “ p0,0pfnq Ñ 0 parce que si fn SÑ 0, alors en particulier
p0,0pfnq Ñ 0.

Au tour de p ă 8 maintenant. Nous savons qu’en dimension d, la fonction

x ÞÑ 1
p1` }x}qs (27.964)

est intégrable dès que s ą d. Pour toute valeur de m nous avons

}φ}pp “
ż

Rd

|φpxq|pdx “
ż

Rd

ˇ̌p1` }x}qmφpxqˇ̌p`
1` }x}˘mp ď

ż

Rd

q0,mpφqp`
1` }x}˘mp . (27.965)

En choisissant m de telle sorte que mp ą d, nous avons convergence de l’intégrale et donc }φ}p ă 8.
Nous retenons que

}φ}pp ď Cq0,mpφqp (27.966)EqVWfEFMkEqVWfEFMk

pour une certaine constante C et un bon choix de m.
Ceci prouve que S pRdq Ă LppRdq. Nous devons encore vérifier que l’inclusion est continue.

Si φn SÑ 0, alors en particulier nous avons q0,mpφnq Ñ 0 par le lemme 27.226. Par conséquent la
majoration (27.966) nous dit que }φn}p Ñ 0 également.

En résumé, si φn
S pRdqÑ φ alors φn LpÑ φ.

ThoRWEoqY

Théorème 27.228 ([455]).
Soit µ une mesure sur les boréliens de Rn finie sur les compacts. Alors DpRnq est dense dans
L1pRn,BorpRnq, µq.

PROPooJNQZooIRbJei

Proposition 27.229 ([682]).
La partie DpRdq est dense dans S pRdq.
Démonstration. Soit f P S pRdq, et ϕ, une fonction de DpRdq telle que ϕpxq “ 1 pour |x| ď 1
(l’existence de telles fonctions est discutée en 15.14.1). Soit aussi ϕkpxq “ ϕpx{kq. Nous posons

fkpxq “ ϕkpxqfpxq, (27.967)
et nous allons prouver que pour tout multiindice α et γ,

pα,γpfk ´ fq “ }xγBαpfk ´ fq}8 Ñ 0. (27.968)
Pour cela nous allons noter β ď α lorsque β est un multiindice contenu dans α. En utilisant la
dérivée du produit nous avons

pBαfkqpxq “
ÿ

βďα
pBα´βϕkqpxqBβfpxq (27.969a)

“
ÿ

βďα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxq (27.969b)

“
ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxq ` ϕpx{kqpBαfqpxq. (27.969c)
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Nous devons donc étudier et majorer

sup
xPRd

|xγBαpfk ´ fq| ď sup
ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxqˇ̌

` sup
ˇ̌
xγ

`
ϕpx{kq ´ 1

˘pBαfqpxqˇ̌
(27.970)

En ce qui concerne le second terme, soit ϵ ą 0, vu que f est Schwartz, il existe R tel que

|xγpBαfqpxq| ă ϵ (27.971)

dès que }x} ą R. En prenant k ą R,

|xγpBαfqpxq|
#
“ 0 si }x} ă R

ď ϵ si }x} ą R.
(27.972)

En ce qui concerne le premier terme,

sup
xPRd

ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxq

ˇ̌
ˇ (27.973a)

ď 1
k

sup
x

ˇ̌ ÿ

βăα
pBα´βϕqpx{kqpxγBβfqpxqˇ̌ (27.973b)

“ 1
k

sup
x

ˇ̌ ÿ

βăα
pBα´βϕqpx{kqpβ,γpfq

ˇ̌
(27.973c)

La somme ne contient qu’un nombre fini de β différents, donc nous pouvons considérer un nombre
K qui majore tous les pβ,γpfq en même temps. La partie avec ϕ peut être majorée par }Bα´βϕ}8
(qui est fini) dont nous pouvons prendre le maximum sur β ă α. Toute l’expression dans la somme
est donc majorée par un nombre qui ne dépend ni de x ni de β. Vu que la somme est finie, elle est
majorée par ce nombre multiplié par le nombre de termes dans la somme et au final

sup
xPRd

ˇ̌
xγ

ÿ

βăα
k´|α´β|pBα´βϕqpx{kqpBβfqpxq

ˇ̌
ˇ ď K 1

k
. (27.974)

La limite k Ñ8 ne fait alors plus de doutes.

Remarque 27.230.
Vu la topologie de S pRdq (définition 27.224), la convergence fk

S pRdqÝÑ f peut être exprimée par le
fait que pour tout k, l,

tkf plq
n

unifÝÑ tkf plq. (27.975)

C’est-à-dire convergence uniforme de toutes les dérivées multipliées par n’importe quel polynôme.

27.17.2 Produit de convolution
PROPooUNFYooYdbSbJ

Proposition 27.231 (Stabilité de Schwartz par convolution 132 [655]).
Si φ P L1pRdq et ψ P S pRdq, alors φ ˚ ψ P S pRdq.
Démonstration. Nous devons prouver que

pα,βpφ ˚ ψq “ sup
xPRd

|xβpBαpφ ˚ ψqqpxq| (27.976)

132. Définition 27.56.
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est borné pour tout multiindices α et β. En appliquant |α| fois la proposition 27.62, nous mettons
toutes les dérivées sur ψ : Bαpφ ˚ ψq “ pφ ˚ Bαψq. Cela étant fait, nous majorons

ˇ̌
xβpφ ˚ Bαψqpxqˇ̌ ď |xβ|

ż

Rd

|φpyq| ˇ̌pBαψqpx´ yqˇ̌looooooomooooooon
ď}Bαψ}8

dy
ˇ̌

(27.977a)

ď |xβ|}Bαψ}8
ż

Rd

|φpyq|dy (27.977b)

ď pα,βpψq}φ}L1 . (27.977c)

Par conséquent, pα,βpφ ˚ ψq ď }φ}L1pα,βpψq ă 8.

27.18 Théorème de Montel
ThoXLyCzol

Théorème 27.232 (Montel[104]).
Soient Ω un ouvert de C et F une famille de fonctions holomorphes sur Ω, uniformément bornée sur
tout compact de Ω. Alors de toute suite dans F nous pouvons extraire une sous-suite convergeant
uniformément sur tout compact de Ω.

Démonstration. (1) Un ensemble équicontinu
Nous commençons par prendre une suite de compacts dans Ω comme dans le lemme 7.294,
et une suite δn de réels strictement positifs tels que

Bpz, 2δnq Ă Kn`1 (27.978)

pour tout z P Kn. Soient x, y P Kn tels que |x ´ y| ă δn ; nous notons BBpx, 2δnq le cercle
de rayon 2δn autour de x, parcouru dans le sens positif. La formule de Cauchy 26.207 nous
donne

fpxq ´ fpyq “ 1
2πi

ż

BB

ˆ
fpξq
ξ ´ x ´

fpξq
ξ ´ y

˙
dξ “ x´ y

2πi

ż

BB
fpξq

pξ ´ xqpξ ´ yqdξ (27.979)

Nous majorons ça par

ˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ď |x´ y|2π

ż

BB
|fpξq|
2δ2
n

dξ ď |x´ y|
δn

Mn. (27.980)

Justifications :
— |ξ ´ x| “ 2δn et |ξ ´ y| ě δn parce que ξ est au mieux sur le rayon passant par x et y.
— |fpξq| ďMn où Mn est la borne uniforme de F sur le compact Kn.
— Nous avons aussi fini par calculer l’intégrale dans laquelle il ne restait plus rien, ça a

donné la circonférence du cercle de rayon 2δn.
Jusqu’à présent nous avons prouvé que l’ensemble

Fn “ tf |Kn tel que f P Fu (27.981)

est équicontinu. Il est aussi équiborné par hypothèse.
(2) Application du théorème d’Ascoli

L’ensemble Fn vérifie les hypothèses du théorème d’Ascoli 27.4. Donc l’ensemble Fn est re-
lativement compact dans CpKn,Cq pour la norme uniforme. Autrement dit l’ensemble F̄ est
compact et si nous avons une suite de fonctions dans Fn, il existe une sous-suite convergeant
dans F̄n, c’est-à-dire uniformément. Autrement dit il existe une fonction strictement crois-
sante φ : NÑ N telle que la suite k ÞÑ fφpkq converge uniformément sur Kn. La limite n’est
cependant pas spécialement dans Fn.
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(3) L’argument diagonal
La suite k ÞÑ fφ1˝...φkpkq converge uniformément sur tous les Kn. Si K est un compact de Ω,
alors les petites propriétés sympas du lemme 7.294 nous disent que K Ă IntpKmq pour un
certain m. Ladite suite convergeant uniformément sur Km, elle converge uniformément sur
K et nous avons montré la convergence uniforme sur tout compact de Ω.

Corolaire 27.233 ([104]).
Soient Ω un ouvert connexe borné de C et a P Ω. Soit f holomorphe sur Ω telle que fpaq “ a et
|f 1paq| ă 1.

Alors de pfnq on peut extraire une sous-suite convergeant uniformément sur tout compact de
Ω vers la fonction constante a.

Démonstration. Nous considérons un voisinage de a inclus dans Ω ; sachant que |fpaq| ă 1, nous
trouvons un voisinage encore plus petit de a sur lequel |f 1pzq| ă 1. Soit donc r tel que Bpa, rq Ă Ω
et tel que |f 1pzq| ă 1 sur Bpa, rq. Étant donné que f 1pzq est continue sur le compact Bpa, rq, nous
en prenons le maximum λ (qui est strictement inférieur à 1) et nous avons au final

|f 1pzq| ď λ ă 1 (27.982)

pour tout z P Bpa, rq. Le théorème des accroissements finis 12.311 nous dit que
ˇ̌
fpzq ´ aˇ̌ ď λ|z ´ a| (27.983)

pour tout z P Bpa, rq. C’est ici que nous utilisons l’hypothèse de convexité de Ω. Nous montrons
alors par récurrence que ˇ̌

fnpzq ´ aˇ̌ ď λn|z ´ a| ď λnr ď r. (27.984)EqIQUzKpgEqIQUzKpg

L’ensemble A “ tfn tel que n ě 1u est donc uniformément borné sur Bpa, rq par a ` r. Autre
manière de le dire : pour tout z P Bpa, rq nous avons

fnpzq P Bpa, rq. (27.985)

La suite pfnq est donc uniformément bornée sur tout compact de Bpa, rq. Le théorème de Mon-
tel 27.232 nous indique que l’on peut extraire une sous-suite convergente uniformément sur tout
compact. Au vu de (27.984) cette convergence ne peut avoir lieu que vers une fonction g qui vaut
la constante a sur Bpa, rq.

D’autre part la fonction g est holomorphe en tant que limite uniforme de fonctions holomorphes,
théorème 26.106. Or une fonction holomorphe constante sur un ouvert est constante sur tout son
domaine d’holomorphie (principe d’extension analytique, théorème 17.142).

27.19 Espaces de Bergman

Source : [478].
Soit Ω un borné dans C et D le disque unité ouvert de C.

Définition 27.234.
L’espace de Bergman sur Ω, noté A2pΩq est l’espace des fonctions holomorphes sur Ω qui sont
en même temps dans L2pΩq.

Nous mettons sur A2pΩq le produit scalaire usuel hérité de L2 :

xf, gy “
ż

Ω
fpzqgpzqdz. (27.986)
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LemIZxKfB

Lemme 27.235.
Soient un compact K Ă Ω et une fonction f P A2pΩq. Alors

max
zPK |fpzq| ď

1?
π

1
dpK, BΩq}f}2. (27.987)

Démonstration. Soient a P Ω et r ą 0 tels que Bpa, rq Ă Ω. Nous considérons aussi ρ ď r. La
formule de Cauchy (26.207) nous donne

fpaq “ 1
2πi

ż

Bpa,ρq
fpξq
ξ ´ adξ “

1
2π

ż 2π

0
fpa` ρeiθqdθ (27.988)

où nous avons utilisé le chemin γpθq “ a`ρeiθ, γ1pθq “ iρeiθ et ρ “ |ξ´a|. Maintenant une astuce
est d’écrire

r2

2 fpaq “
ż r

0
fpaqρdρ, (27.989)

et d’y substituer la valeur de fpaq que nous venons de calculer :

r2

2 fpaq “
ż r

0

1
2π

ż 2π

0
fpa` ρeiθqdθρdρ (27.990a)

“ 1
2π

ż

Bpa,rq
fpzqdz passage aux polaires (27.990b)

“ 1
2π x1, fyB produit scalaire sur Bpa, rq (27.990c)

ď 1
2π

ax1, 1yBxf, fyB (27.990d)

Nous avons donc
r2fpaq ď 1

π

ax1, 1yBxf, fyB, (27.991)

et donc
πr2fpaq ď

?
πr2}f}2, (27.992)

parce que xf, fyB ď }f}22. En effet le produit scalaire }.}2 est donné par une intégrale sur Ω alors
que Bpa, rq Ă Ω et que la fonction qu’on y intègre est positive (c’est |fpzq|2). En simplifiant,

fpaq ď 1?
πr
}f}2. (27.993)

Mais r a été choisi pour avoir Bpa, rq Ă Ω, donc r ď dpa, BΩq et

|fpaq| ď 1
dpa, BΩq?π }f}2. (27.994)

Maintenant si nous prenons a P K, nous avons encore la minoration dpa, BKq ď dpa, BΩq et
donc

|fpaq| ď 1
dpa, BKq?π }f}2. (27.995)

Théorème 27.236.
Soit Ω un ouvert de C.

(1) L’espace A2pΩq est un espace de Hilbert.
(2) Si D est la boule unité dans C, une base hilbertienne de A2pDq est donnée par les fonctions

enpzq “
c
n` 1
π

zn (27.996)

pour n ě 0.
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Démonstration. Nous commençons par montrer que A2pΩq est complet. Pour cela nous considérons
une suite de Cauchy pfnq dans A2pΩq et un compact K Ă Ω. Nous savons par le lemme 27.235 que

max
zPK

ˇ̌
fnpzq ´ fmpzq

ˇ̌ ď 1?
πdpK, BΩq}fn ´ fm}2. (27.997)

Donc fn converge uniformément sur K. Par le théorème de Weierstrass 26.106, la fonction f est
holomorphe. Il existe donc une fonction holomorphe f qui est limite uniforme sur tout compact de
Ω de la suite pfnq.

Mais L2pΩq étant complet, la suite pfnq a une limite g P L2pΩq. Ce que nous voudrions faire
est prouver que f “ g. Notons que tel quel, ce n’est pas vrai parce que f est une vraie fonction
alors que g est une classe. Ce que nous enseigne la proposition 27.18 est qu’il existe une sous-suite
(qu’on note pgnq) qui converge vers g presque partout. Dans cette dernière phrase, gn et g sont de
vraies fonctions, des représentants des classes dans L2.

Nous déduisons que f “ g presque partout (ici f et g sont les fonctions) parce que la sous-suite
converge uniformément vers f en même temps que presque partout vers g. Donc f “ g dans L2pΩq
(ici f et g sont les classes). Donc f P L2pΩq et l’espace A2pΩq est de Hilbert.

Il nous faut encore prouver que penqně0 est une base orthonormale. En ce qui concerne les
produits scalaires,

xem, eny “
c
pm` 1qpn` 1q

π

ż

D
znzmdz (27.998a)

“
c
pm` 1qpn` 1q

π2

ż 1

0
ρ dρ

ż 2π

0
dθρm`neiθpn´mq (27.998b)

“
c
pm` 1qpn` 1q

π2
1

m` n` 2

ż 2π

0
eiθpn´mqdθ

loooooooomoooooooon
2πδmn

(27.998c)

“
c
pn` 1q2
π2

1
2n` 22πδnm (27.998d)

“ δnm. (27.998e)

Donc les fonctions données sont bien orthonormales. Nous devons montrer qu’elles sont denses
dans A2pDq. Soit f P A2pDq et cnpfq “ xf, eny ; nous allons montrer que

}f}22 “
8ÿ

n“0
|xf, eny|2, (27.999)

parce que le point (5) du théorème 25.46 nous indique que ce sera suffisant pour avoir une base
hilbertienne.

Étant donné que f est holomorphe sur D, le théorème 26.59 nous développe f en série entière :

fpzq “
8ÿ

k“0
akz

k. (27.1000)EqObkbPKEqObkbPK

En permutant la somme avec le produit scalaire,

cnpfq “
ż

D
fpzqēnpzq “

c
n` 1
π

ż

D
fpzqz̄ndz. (27.1001)

Afin de profiter de la convergence uniforme de la série (27.1000) à l’intérieur de D, nous allons
exprimer l’intégrale sur D comme une intégrale sur |z| ă r en faisant tendre r vers 1 (par le bas).
Pour ce faire nous considérons les fonctions

gkpzq “
#
fpzqz̄n si |z| ă 1´ 1{k
0 sinon.

(27.1002)
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Ces fonctions sont intégrables sur D et dominées par fpzqz̄n qui est intégrable sans dépendre de
k. Mais nous avons évidemment gkpzq Ñ fpzqz̄n. Le théorème de la convergence dominée permet
alors de permuter l’intégrale et la limite k Ñ8. Cela nous permet d’écrire

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ż

|z|ăr
z̄nfpzqdz “

c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ż

|z|ăr

8ÿ

k“0
akz

kz̄n. (27.1003)

Par la convergence uniforme de la série entière à l’intérieur du disque D nous pouvons permuter
l’intégrale et la somme (proposition 15.49) :

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
ak

ż

|z|ăr
zkz̄ndz. (27.1004)

L’intégrale proprement dite est vite calculée et vaut
ż

|z|ă1
z̄nzkdz “ πr2n`2

n` 1 δkn. (27.1005)

Nous pouvons donc continuer le calcul de cnpfq en effectuant la somme sur k qui se réduit à changer
k en n puis en effectuant la limite :

cnpfq “
c
n` 1
π

lim
rÑ1´

ÿ

k

ak
πr2n`2

n` 1 δkn “
c

π

n` 1an. (27.1006)

Nous effectuons le même genre de calculs pour évaluer }f}22 :

}f}22 “
ż

D
|fpzq|2dz (27.1007a)

“ lim
rÑ1´

ż

|z|ăr
fpzq

8ÿ

k“0
ākz̄kdz (27.1007b)

“ lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
āk

ż

|z|ăr
fpzqz̄kdz permuter

ÿ
et

ż
(27.1007c)

“ lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
ākak

πr2k`2

k ` 1 intégrale déjà faite. (27.1007d)

Mais nous savons déjà que cnpfq “
a
π{pn` 1q, donc ce qui est dans la somme est πākak{pn`1q “

|ckpfq|2. Nous avons donc

}f}22 “ lim
rÑ1´

8ÿ

k“0
|ckpfq|2r2k`2. (27.1008)

La fonction (de r) constante |ckpfq|2 domine |ckpfqr2k`2| tout en ayant une somme (sur k) qui
converge ; en effet la proposition 25.25 nous indique que

ř
k |ckpfq|2 ď }f}22. Le théorème de la

convergence dominée nous permet d’inverser la limite et la somme pour obtenir le résultat attendu :

}f}22 “
8ÿ

k“0
|ckpfq|2. (27.1009)
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Chapitre 28

Séries de Fourier

28.1 Densité des polynômes trigonométriques

28.1.1 Convergence pour les fonctions continues (via Weierstrass)

Le résultat fondamental qui nous permet d’utiliser les polynômes trigonométriques comme base
pour les fonctions continues périodiques est le suivant. Notons que pour les fonctions non continues,
il y a encore du travail.

LemXGYaRlC

Lemme 28.1.
Si f : R Ñ C est une fonction continue 2π-périodique et si ϵ ą 0, alors il existe un polynôme
trigonométrique P tel que }f ´ P }8 ď ϵ.

Démonstration. Nous allons utiliser le théorème de Stone-Weierstrass 12.415. Soit le compact de
Hausdorff 1

S1 “ tz P C tel que |z| “ 1u, (28.1)

et CpS1,Cq l’algèbre des fonctions continues de S1 vers C. Il suffit de vérifier que les polynômes
trigonométriques vérifient les hypothèses du théorème de Stone-Weierstrass. Un polynôme trigo-
nométrique est un polynôme en z et z̄ défini sur S1.

(1) Le polynôme constant est dans l’algèbre, ok.
(2) Pour la séparation des points, considérons le polynôme trigonométrique x ÞÑ eix.
(3) Si P est un polynôme en z et z̄, alors P̄ l’est aussi.

Donc si ϵ ą 0 et f̃ P CpS1,Cq sont donnés, il existe un polynôme trigonométrique P tel que
ÿ

t

|f̃peitq ´ P ptq| ă ϵ. (28.2)

Soit f : R Ñ C une fonction continue 2π-périodique. Nous considérons f̃ P CpS1,Cq donnée par
f̃peitq “ fptq. Alors supt |fptq ´ P ptq| ď ϵ.

28.1.2 Convergence pour les fonctions continues (via Fejér)

Si nous ne voulons pas passer par le gros théorème de Stone-Weierstrass pour prouver la densité
des polynômes trigonométriques dans

`
C0

2π, }.}8
˘
, nous pouvons passer par le gros théorème de

Fejér. C’est ce que nous faisons maintenant.
Si vous vous intéressez seulement au théorème sur les séries de Fourier, vous cherchez proba-

blement le théorème 28.17.
PROPooUOKAooGzGZWc

1. Définition 7.57.
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Proposition-Définition 28.2.
Pour chaque n P N, la fonction

Dn : RÑ C

t ÞÑ
nÿ

k“´n
eikt

(28.3)

est bien définie. Elle s’appelle noyau de Dirichlet.

Définition 28.3.
Le noyau de Fejér est la moyenne de Cesàro 2 des noyaux de Dirichlet :

Fnptq “ 1
n

n´1ÿ

k“0
Dkptq. (28.4)

LemHPoIkwu

Lemme 28.4.
Le noyau de Dirichlet s’exprime sous la forme

Dnptq “
nÿ

k“´n
e´ikt “ sin

`2n`1
2 t

˘

sinpt{2q (28.5)

Démonstration. Nous commençons par mettre en facteur le premier terme :

Dnptq “
nÿ

k“´n
eikt “ e´int

2nÿ

k“0
eikt. (28.6)

En utilisant la formule de la somme géométrique,

Dnptq “ e´int 1´ peitq2n`1

1´ eit (28.7a)

“ e´int 1´ ep2n`1qit

1´ eit (28.7b)

“ e´int ep2n`1qit{2

ei
t
2

e´p2n`1qit{2 ´ ep2n`1qit{2

e´it{2 ´ eit{2 (28.7c)

“ p´2iq sin
`2n`1

2 t
˘

p´2iq sin
`
t
2
˘ . (28.7d)

Théorème 28.5 (Théorème de Dirichlet).
Soit f une fonction 2π-périodique et C1 par morceaux. Pour tout x P R nous posons

snpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx. (28.8)

Alors nous avons
lim
nÑ8 snpxq “

fpx`q ` fpx´q
2 . (28.9)

LemtCAjJz

Lemme 28.6.
Le noyau de Fejér s’exprime sous la forme

Fnptq “ 1
n

ˆsin nt
2

sin t
2

˙2
. (28.10)EqLOtzCfEqLOtzCf

2. Définition 11.128.
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Note : ce noyau est positif. C’est important parce qu’on s’en sert dans la preuve du théorème
de Fejér.

Démonstration. L’astuce est de noter sinpxq “ ℑpeixq et de repartir du résultat à propos du noyau
de Dirichlet. En utilisant encore la formule de la série géométrique partielle 3,

Fnptq “ 1
n sinpt{2qℑ

n´1ÿ

k“0
ep2k`1qit{2 (28.11a)

“ 1
n sinpt{2qℑe

it
2

n´1ÿ

k“0
ekit lem. 1.470 (28.11b)

“ 1
n sinpt{2qℑe

it
2

ˆ
1´ enit
1´ eit

˙
(28.11c)

“ 1
n sinpt{2qℑe

it{2
e

nit
2

´
e´ int

2 ´ enit
2

¯

e
it
2
`
e´it{2 ´ eit{2

˘ (28.11d)

“ 1
n sinpt{2q ℑenit

2loomoon
sinpnt{2q

sin
`
nt
2
˘

sinp t2q
(28.11e)

“ 1
n

ˆsin nt
2

sin t
2

˙2
. (28.11f)

Le théorème de Fejér donne la convergence au sens de Cesàro 4 de la série de Fourier dans le cas
continu et périodique. Pour avoir une convergence plus forte que Cesàro, il faut plus d’hypothèses,
comme le montre le contre-exemple de la proposition 28.21. Voir la discussion 28.22.

ThoJFqczow

Théorème 28.7 (Fejér).
Soit f : RÑ C une fonction continue et 2π-périodique. Pour tout k P Z nous notons

ek : RÑ C

x ÞÑ eikx.
(28.12)

Pour chaque n P N nous posons

Dn “
nÿ

k“´n
ek Snpfq “

nÿ

k“´n
ckpfqek (28.13a)

Fn “ D0 ` ¨ ¨ ¨ `Dn´1
n

F̃n “ σn
`
Spfq˘ “ 1

n

n´1ÿ

k“0
Skpfq, (28.13b)

où
ckpfq “ 1

2π

ż π

´π
fptqe´iktdt. (28.14)

Alors
(1) 1

2π
şπ

´π Fnptqdt “ 1.
(2) Pour tout α P s0, πr, Fn converge uniformément vers 0 sur r´π, πszr´α, αs.
(3) La suite F̃n converge uniformément sur R vers f .

ItemUNQSPmyiv

(4) Le système trigonométrique tekukPZ est total pour l’espace
`
C0

2πpRq, }.}8
˘

des fonctions conti-
nues 2π-périodiques.

3. Proposition 11.122.
4. Convergence au sens de Cesàro, définition 11.128.
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Démonstration. Un calcul usuel montre que
ż π

´π
elptqdt “

#
0 si l ‰ 0
2π si l “ 0

(28.15)

Nous avons alors
1

2π

ż π

´π
Fnptqdt “ 1

2π
1
n

n´1ÿ

k“0

kÿ

l“´k

ż π

´π
elptqdt

looooomooooon
2πδl,0

“ 1
n

n´1ÿ

k“0
1 “ 1. (28.16)

Cela prouve déjà le premier point.
Pour le second point, en partant de l’expression (28.10) et en considérant x P r´π, π, szr´α, αs

(ce qui nous évite l’annulation du dénominateur),

|Fnpxq| ď 1
pn` 1q sin2pα{2q , (28.17)

et donc Fn Ñ 0 uniformément sur l’ensemble considéré.
Nous passons maintenant à cette histoire de convergence uniforme de la moyenne de Cesàro

vers f . Pour tout n P N nous avons

Snpxq “ 1
2π

nÿ

k“´n

ˆż π

´π
fptqe´iktdt

˙
eikx (28.18a)

“ 1
2π

ż π

´π
fptq

nÿ

k“´n
ekpx´ tqdt (28.18b)

“ 1
2π

ż π

´π
fptqDkpx´ tqdt. (28.18c)

Par conséquent, en effectuant le changement de variable u “ x´ t et en utilisant la périodicité, EqkDsyAc

F̃npxq “
ż π

´π
fptqFnpx´ tqdt (28.19a)

“ ´
ż x´π

x`π
fpx´ uqFnpuqdu (28.19b)

“
ż π

´π
fpx´ uqFnpuqdu. (28.19c)

Nous prouvons à présent l’uniforme convergence. Soit ϵ ą 0 ; étant donné que f est continue et 2π-
périodique, elle est uniformément continue et nous considérons δ ą 0 tel que |x´ y| ă δ impliqueˇ̌
fpxq ´ fpyqˇ̌ ă ϵ. Soit M un majorant de |f | sur R. L’équation (28.19) nous donne

ˇ̌
fpxq ´ F̃npxq

ˇ̌ “
››››

1
2π

ż π

´π

`
fpx´ tq ´ fpxq˘Fnptqdt

›››› (28.20a)ykuGGhykuGGh

ď 1
2π

ż

δď|t|ďπ
|2MFnptq|dt` 1

2π

ż δ

´δ
ϵ|Fnptq|dt (28.20b)

ď 2M
2π

ż

δď|t|ďπ
Fnptqdt` ϵ1 (28.20c)uRAMyquRAMyq

Pour obtenir (28.20a) nous avons pu rentrer fpxq dans l’intégrale en utilisant le premier point.
Pour obtenir (28.20c) nous avons d’abord utilisé la positivité de Fn (lemme 28.6) pour enlever les
valeurs absolues, et nous avons ensuite utilisé le fait que son intégrale valait 2π.

Étant donné que Fn Ñ 0 uniformément sur r´π, π, szr´α, αs, il existe un N tel que
ż

δď|t|ďπ
Fnptqdt ď ϵ (28.21)

dès que n ą N . Le résultat en découle.
Pour le point (4), il suffit de remarquer que chacun des F̃n est une combinaison finie d’éléments

du système trigonométrique.
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28.1.3 Densité dans Lp

Nous venons de voir (de deux façons différentes) que les polynômes trigonométriques étaient
dense dans

`
C0

2πpRq, }.}8
˘
. Nous avons aussi déjà vu par le théorème 27.82 que ces polynômes

trigonométriques étaient denses dans LppS1q. Nous présentons à présent une autre façon de prouver
cette dernière densité.

ThoDPTwimI

Théorème 28.8.
Les polynômes trigonométriques sont denses dans LppS1q pour 1 ď p ă 8.

Démonstration. Par les théorèmes 28.1 ou 28.7 (au choix), nous savons que les polynômes trigo-
nométriques sont denses dans

`
C0

2πpS1q, }.}8
˘
. Comme S1 est compact, la densité est également

au sens Lp. En effet si }fn ´ f}8 ď ϵ, alors

}fn ´ f}pp “
ż 2π

0
|fn ´ f |p ď

ż 2π

0
ϵp “ 2πϵp. (28.22)

Donc les polynômes trigonométriques sont denses dans
`
C0

2πpS1q, }.}p
˘
. Mais nous savons par le

théorème 27.51(5) que les fonctions continues sont denses dans LppS1q.
Par composition de densités, les polynômes trigonométriques sont denses dans LppS1q.

28.1.4 Suite équirépartie, critère de Weyl

Définition 28.9.
Soit u une suite dans r0, 1s. Pour 0 ď a ď b ď 1 nous posons

Xnpa, bq “ Card
␣
k P t1, . . . , nu tel que uk P ra, bs

(
. (28.23)

Nous disons que la suite u est équirépartie si pour tout 0 ď a ă b ă 1, on a

lim
nÑ8

Xnpa, bq
n

“ b´ a. (28.24)

Voir aussi la remarque 36.169 sur les nombres normaux.
PropDMvPDc

Proposition 28.10 (Critère de Weyl[478, 104]).
Soit pxnq une suite dans r0, 1r. Les conditions suivantes sont équivalentes.

ItemKWcZTHqi

(1) La suite pxnq est équirépartie.
ItemKWcZTHqii

(2) Pour toute fonction continue à valeurs réelles sur r0, 1s,

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
fpxkq “

ż 1

0
fpxqdx. (28.25)EqBSqdjpnEqBSqdjpn

ItemKWcZTHqiii

(3) Pour tout p P Nzt0u nous avons

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
e2iπpxk “ 0. (28.26)

Démonstration. On pose

Snpfq “ 1
n

nÿ

k“1
fpxkq. (28.27)

(1) Une espèce de lemme
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Supposons connaitre un ensemble de fonctions A dense dans C0pr0, 1sq pour toutes les fonc-
tions desquelles nous avons la limite (28.25). Alors la limite a lieu pour toute fonction de
C0pr0, 1sq. En effet, soit f P C0pr0, 1sq et g P A tel que }f ´ g}8 ă ϵ. Alors

›››››
1
n

nÿ

k“1
fpxkq ´

ż 1

0
fptqdt

››››› ď
›››››

1
n

nÿ

k“1

`
fpxkq ´ gpxkq

˘
››››› (28.28a)

`
›››››

1
n

nÿ

k“1
gpxkq ´

ż 1

0
gptqdt

››››› (28.28b)

`
››››
ż 1

0
gptqdt´

ż 1

0
fptqdt

›››› . (28.28c)

Le premier terme est majoré par ϵ. Le troisième a la même majoration :
ş1
0
`
fptq ´ gptq˘dt ď

}f ´ g}8 “ ϵ. Par hypothèse sur l’espace A, le second terme se majore par ϵ lorsque n est
grand.

(2) (1)ñ(2) Nous supposons que la suite est équirépartie et nous commençons par montrer
le résultat pour les fonctions en escalier. Soit donc la fonction en escalier ηpxq “ cj sur
aj´1 ă x ă aj . Sur le point aj lui-même, la fonction η vaut soit cj soit cj`1. Nous avons

1
n

nÿ

k“1
ηpxkq “ 1

n

«
nÿ

j“1
cjXnpaj , aj`1q ´

nÿ

j“1
cjXnpaj , ajq `

nÿ

j“1
ηpajqXnpaj , ajq

ff
. (28.29)EqohMuelEqohMuel

À la limite nÑ8, les deux derniers termes tombent 5 et il reste

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
ηpxkq “

nÿ

j“1
cjpaj´1 ´ ajq. (28.30)

Or par construction, pour une fonction en escalier,
nÿ

j“1
cjpaj´1 ´ ajq “

ż 1

0
η. (28.31)

Étant donné que les fonctions en escalier sont denses dans les fonctions continues, l’espèce
de lemme plus haut conclut.

(3) (2)ñ(1) Nous prouvons maintenant le sens inverse. C’est-à-dire que pour toute fonction
continue sur r0, 1s, nous avons

ż 1

0
fpxqdx “ lim

nÑ8
1
n

nÿ

k“1
fpxkq. (28.32)

Nous devons en déduire que pxnq est équirépartie. Pour ce faire, soit x P r0, 1r et ϵ ą 0 tel
que x` ϵ ă 1. Nous considérons φ “ 1rx,1r et

φϵptq “

$
’&
’%

0 si t P r0, xr
t´x
ϵ si t P rx, x` ϵr

1 si t ě x` ϵ.
(28.33)

C’est une fonction continue, donc

lim
nÑ8Sn

`
φϵptq

˘ “
ż 1

0
φϵptqdt “

ż x`ϵ

x

t´ x
ϵ

dt`
ż 1

x`ϵ
1dt “ 1´ x´ ϵ

2 . (28.34)

5. J’en profite pour mentionner que mon équation (28.29) n’est pas la même que celle de [478] dans laquelle il me
semble voir une faute ; quoi qu’il en soit, les termes litigieux tombent.
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Mais φϵ ď φ, donc Snpφϵq ď Snpφq et donc

lim inf
nÑ8 Snpφq ě 1´ x. (28.35)

Notons que nous ne savons pas si la vraie limite de gauche existe ; c’est pourquoi nous prenons
la limite inférieure, qui existe toujours.
Nous définissons aussi

ψϵptq “

$
’&
’%

0 si t P r0, x´ ϵr
t´x`ϵ
ϵ si t P rx´ ϵ, xr

1 si t ą x.

(28.36)

C’est encore une fonction continue et nous trouvons 6

ż 1

0
ψϵptqdt “ 1´ x` ϵ

2 . (28.37)

Puisque ψϵ ě φ, nous avons Snpψϵq ě Snpφq et donc

lim sup
n

Snpφq ď 1´ x. (28.38)

Nous avons déjà obtenu que

1´ x ď lim inf Snpφq ď lim supSnpφq ď 1´ x, (28.39)

donc la limite existe et vaut
lim
nÑ8Snpφq “ 1´ x. (28.40)

Le résultat est maintenant démontré dans le cas très particulier de la fonction caractéristique
φ “ 1rx,1r.
Si nous prenons une fonction caractéristique 1ra,bs, nous avons le même genre de preuve parce
que 1ra,br est une combinaisons linéaire de fonctions du type 1rx,1r.
Nous avons donc

lim
nÑ8Sn

`
1ra,bs

˘ “ b´ a, (28.41)

alors que le membre de gauche n’est autre que

Sn
`
1ra,bs

˘ “ 1
n

nÿ

k“1
1ra,bspxkq “ 1

n
Xnpa, bq. (28.42)

(4) (2)ñ(3) Vu que 7 e2iπpxk “ cosp2πpxkq ` i sinp2πpxkq. est une fonction périodique, c’est
immédiat.

(5) (3)ñ(2) Par linéarité, le point (2) montre que si f est un polynôme trigonométrique, alors

lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
fpxkq “

ż 1

0
fptqdt. (28.43)

(6) Densité des polynômes trigonométriques Il nous reste à prouver que les polynômes
trigonométriques sont denses dans les fonctions continues sur r0, 1s. Soit une fonction conti-
nue sur r0, 1s avec fp0q “ fp1q. Alors le théorème de Stone-Weierstrass dans sa version
trigonométrique (lemme 28.1) nous donne la densité.
Si fp1q ‰ fp0q c’est pas très grave : on peut trouver une fonction g vérifiant gp0q “ gp1q et
}f ´ g}8 ď ϵ. Ensuite un polynôme trigonométrique approxime très bien g.

6. Je recommande chaudement de dessiner les fonctions φϵ et ψϵ pour avoir une idée de la situation.
7. Lemme 18.11.
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28.2 Fonctions de Dirichlet
Définition 28.11.
Une fonction f : RÑ C est une fonction de Dirichlet si

(1) elle est 2π-périodique,
(2) elle est continue par morceaux,
(3) pour tout x P R nous avons

fpxq “ fpx`q ` fpx´q
2 . (28.44)

Nous notons D l’ensemble des fonctions de Dirichlet.
LemVIwMsTC

Lemme 28.12 ([683]).
L’ensemble C0pS1q est dense dans l’ensemble des fonctions de Dirichlet

`
D, }.}2

˘
.

Démonstration. Nous commençons par supposer que f P D n’a qu’un seul point de discontinuité,
x0. Alors nous considérons la fonction

fnpxq “
#
fpxq si x P S1zBpx0,

1
nq

dpxq si x P Bpx0,
1
nq

(28.45)

où d est la droite joignant fpx0 ´ 1
nq et fpx0 ` 1

nq. La fonction fn est continue et vérifie

|fnpxq| ď }f}8 (28.46)

pour tout x. En effet si x est en dehors de Bpx0,
1
nq c’est évident, et si x P Bpx0,

1
nq, alors |fnpxq|

est majoré soit par fpx0 ´ 1
nq soit par fpx0 ` 1

nq suivant que d soit croissant ou décroissant. Avec
ça nous avons

}fn ´ f}22 “
ż x0`1{n

x0´1{n
|fnpxq ´ fpxq|2dx ď

ż x0`1{n

x0´1{n
4}f}8 “ 8}f}8

n
. (28.47)

Et nous voyons que }fn ´ f}2 Ñ 0.
Si f contient plusieurs points de discontinuité, on fait le même coup autour de chaque point,

en prenant n assez grand pour que si x0 est un point de discontinuité, Bpx0,
1
nq n’en contienne pas

d’autres.

Notons que la densité de C0pS1q dans
`
D, }.}8

˘
est impossible, parce qu’une limite uniforme

de fonctions continues est continue.

Théorème 28.13.
Le système trigonométrique tenunPZ est total 8 dans

`
D, }.}2

˘
.

Démonstration. Soit f P D. Si elle est continue, le théorème de Fejér 28.7 nous donne convergence
uniforme sur S1 d’une suite de polynômes trigonométriques vers f . Cette convergence est également
une convergence L2 parce que S1 est compact.

Prenons donc f P D non continue et ϵ ą 0 9. Par le lemme 28.12, il existe une fonction
g P C0pS1q telle que

}g ´ f}2 ď ϵ. (28.48)

Le théorème de Fejér donne aussi un polynôme trigonométrique P tel que }P ´ g}2 ă ϵ ; nous
avons alors

}P ´ f}2 ď }P ´ g}2 ` }g ´ f}2 ď 2ϵ. (28.49)

8. Définition 25.20.
9. Par exemple ϵ “ 0.4, mais ce n’est qu’un exemple hein. Si vous en voulez un autre, prenez p, un nombre

premier puis calculez ϵ “ 1{p.
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Notons que cette histoire de fonctions de Dirichlet n’a pas attaqué le vrai fond du problème de la
densité des polynômes trigonométriques dans L2pS1q parce que nous restons avec une hypothèse de
continuité, alors que les représentants des éléments de L2pS1q n’ont strictement aucune régularité
à priori.

28.3 Coefficients et série de Fourier
DEFooJUUIooNMdCtN

Définition 28.14.
Pour toutes les fonctions f définie sur r0, 2πr ou périodique de période 2π, pour lesquelles les
expressions ont un sens, nous définissons

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt, (28.50)EqNDBaXRLEqNDBaXRL

et nous nommons série de Fourier associée à f la série

Spfqpxq “
8ÿ

k“´8
ckpfqeikx. (28.51)

Nous considérons aussi la suite (nous ne précisons pas dans quel espace)

Snpfqpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx. (28.52)

Si la fonction f est de période T , nous définissons

cnpfq “ 1
T

ż T

0
fptqe´2iπnt{Tdt. (28.53)EQooBOFSooFCJXzuEQooBOFSooFCJXzu

Le sport de la théorie des séries de Fourier est de donner des conditions sous lesquelles :
— les coefficients de Fourier et la série de Fourier ont un sens,
— la série de f est égale à f .

PropmrLfGt

Proposition 28.15 ([684]).
Soit f une fonction continue et 2π-périodique telle que sa série de Fourier converge uniformément.
Alors la convergence est vers f .

Démonstration. Notons d’abord que f étant continue sur r0, 2πs, elle y est bornée et L2. Par
conséquent Parseval nous enseigne que

}SN pfq ´ f}L2 Ñ 0. (28.54)

Cela signifie que

lim
NÑ8

1
2π

ż 2π

0
|fptq ´ SN ptq|2dt “ 0. (28.55)

L’hypothèse de convergence uniforme nous dit que la fonction |fptq ´ SN ptq|2 converge uniformé-
ment vers la fonction |fptq ´ Sptq|2 où nous avons écrit S la limite de SN . En permutant la limite
et l’intégrale,

1
2π

ż 2π

0
|fptq ´ Sptq|2dt “ 0, (28.56)

ce qui signifie que la fonction t ÞÑ |fptq ´ Sptq|2 est la fonction nulle. Nous en déduisons que
f “ S.
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PropSgvPab

Proposition 28.16.
Soit f une fonction 2π-périodique. Si

ř
nPZ |cnpfq| ă 8, alors pour tout x P R nous avons

fpxq “
ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (28.57)

De plus, la suite pSnpfqq converge uniformément vers f .

Démonstration. Nous posons
gpxq “

ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (28.58)

Étant donné les hypothèses, la série de droite converge absolument, la fonction g est continue sur
R. Nous avons ˇ̌

gpxq ´ pSnpfqqpxq
ˇ̌ ď

ÿ

|k|ąn
|ckpfq|, (28.59)

mais le terme de droite tend vers zéro lorsque nÑ8 parce que c’est le reste d’une série convergente.
Cela signifie que Snpfq converge uniformément vers g.

Par ailleurs nous savons que dans L2 nous avons la convergence Snpfq Ñ f (parce que f est
continue sur le compact r0, 2πs et donc y est bornée et L2), ce qui signifie que g “ f presque
partout. Ces deux fonctions étant continues, elles sont égales partout.

ThozHXraQ

Théorème 28.17 ([1]).
Soit f : RÑ C, une fonction C1 et 2π-périodique. Pour n P Z nous posons

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt. (28.60)

Alors ITEMooIDVEooJdMEmU

(1) Les coefficients de Fourier sont sommables : pcnq P ℓ1pZq ITEMooGIEUooKLyXej

(2) Pour tout x P R nous avons
fpxq “

ÿ

nPZ
cnpfqeinx. (28.61)

ITEMooAUCTooTgJEPv

(3) La convergence est uniforme. C’est à dire que si nous posons

SN pxq “
Nÿ

k“´N
ckpfqeikx, (28.62)

alors
}SN ´ f}8 Ñ 0. (28.63)

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) Soit n P Z. Nous posons gptq “ fptqe´int. Nous avons

0 “ gp2πq ´ gp0q “
ż 2π

0
g1ptqdt “

ż 2π

0

“
f 1ptqe´int ´ infptqe´int‰dt. (28.64)

Du coup, cnpf 1q “ incnpfq. La fonction f 1 étant bornée (parce que continue sur r0, 2πs),
elle est de carré intégrable sur r0, 2πs et par les inégalités de Parseval (théorème 25.46) nous
avons ÿ

nPZ
|cnpf 1q|2 ă 8. (28.65)
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Par conséquent pcnpf 1qq P ℓ2pZq et a fortiori pcnpf 1qqnPN P ℓ2pNq. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz nous indique alors

8ÿ

n“1
|cnpfq| “

ÿ

nPN

1
n
|cnpf 1q| ď

˜ÿ

n

1
n2

¸1{2 ˜ÿ

n

|cnpf 1q|2
¸1{2

ă 8. (28.66)

Nous procédons de même pour n ă 0. Cela prouve que
ÿ

nPZ
|cnpfq| “ |c0pfq| `

ÿ

nă0
|cnpfq| `

ÿ

ną0
|cnpfq| ă 8. (28.67)

(2) Pour (2)
(3) Pour (3)

CordgtXlC

Corolaire 28.18 (Unicité des coefficients de Fourier[1]).
Soient f, g deux fonctions continues et 2π-périodiques.

ITEMooPLTIooSDykYF

(1) Si cnpfq “ cnpgq alors f “ g.
ITEMooQMMSooEpIFbt

(2) Si fpxq “ ř
nPZ aneinx, alors an “ cnpfq.

Démonstration. En deux points.
(1) Pour (1) Dans le cas de fonctions continues, le théorème de Fejér 28.7 nous enseigne que

si nous posons

Snpfqpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx (28.68)

alors nous avons la convergence

1
N ` 1

Nÿ

n“0
Snpfqpxq Ñ fpxq. (28.69)

Donc en supposant que ckpfq “ ckpgq, nous avons Snpfqpxq “ Snpgqpxq et

fpxq “ lim
NÑ8

1
N ` 1

Nÿ

n“0
Snpfqpxq “ lim

NÑ8
1

N ` 1

Nÿ

n“0
Snpgqpxq “ gpxq. (28.70)

(2) Pour (2) Nous considérons la restriction

f̃ : r0, 2πs Ñ C

x ÞÑ fpxq. (28.71)

C’est une fonction bornée parce qu’elle est la restriction de f qui est continue sur, disons, le
compact r´δ, 2π ` δs. Elle est donc dans l’espace de Hilbert L2`r0, 2πr˘.
En utilisant la base trigonométrique (27.470) (qui est une base par le lemme 27.125), nous
écrivons l’hypothèse sous la forme

f̃pxq “
ÿ

nPZ

?
2πanenpxq. (28.72)

Autrement dit, f̃ “ ř
nPZ

?
2πanen. La proposition 25.26 permet d’identifier les coefficients :

?
2πan “ xf̃ , eny. (28.73)
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Nous avons donc

an “ 1?
2π

ż 2π

0
f̃ptqenptqdt (28.74a)

“ 1?
2π

ż 2π

0
f̃ptq 1?

2π
e´intdt (28.74b)

“ 1
2π

ż 2π

0
f̃ptqe´intdt (28.74c)

“ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt (28.74d)

“ cnpfq, (28.74e)

ce qu’il fallait démontrer.

28.19.
La proposition 28.21 dit que les hypothèses de continuité et de périodicité ne sont pas suffisantes
pour assurer la convergence de la série de Fourier. En particulier, pour 28.18(2), l’hypothèse de la
convergence de la série est une vraie hypothèse.

Exemple 28.20.
Considérons la fonction

fpxq “ 1´ x2

π2 (28.75)

sur r´π, πs. Nous la développons en série trigonométrique, et étant paire il n’y a pas de sinus. Un
calcul montre que

a0 “ 4
3 (28.76)

et
an “ p´1qn`1 4

n2π2 , (28.77)

de telle sorte que

fpxq “ 2
3 ´

4
π2

8ÿ

n“1
p´1qn cospnxq

n2 . (28.78)

Nous avons fpπq “ 0, mais avec le développement,

fpπq “ 2
3 ´

4
π2

8ÿ

n“1

1
n2 , (28.79)

donc 8ÿ

n“1

1
n2 “

π2

6 . (28.80)

△

28.3.1 Le contre-exemple que nous attendions tous

Nous montrons maintenant que la continuité et la périodicité ne sont pas suffisantes pour avoir
convergence de la série de Fourier.

PropREkHdol

Proposition 28.21 ([104]).
Soit C0

2πpRq l’ensemble des fonctions périodiques continues muni de la norme uniforme. Nous
définissons

Snpfqpxq “
nÿ

k“´n
ckpfqeikx. (28.81)
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Alors il existe f P C0
2π tel que la suite n ÞÑ Snpfqp0q soit divergente. En particulier f n’est pas la

somme de sa série de Fourier.

Démonstration. Nous considérons la forme linéaire

ln : C0
2π Ñ C

f ÞÑ Snpfqp0q “
nÿ

k“´n
ckpfq. (28.82)

(1) La forme est continue Nous montrons d’abord que ln est continue en montrant que
}ln} ă 8 et en utilisant la proposition 11.62. Pour cela nous calculons un peu :

lnpfq “
nÿ

k“´n

1
2π

ż π

´π
fptqe´iktdt “ 1

2π

ż π

´π
fptq

nÿ

k“´n
e´iktdt “ 1

2π

ż π

´π
fptqDnptqdt (28.83)EqBELHGyaEqBELHGya

où Dnptq est le noyau de Dirichlet dont nous connaissons une formule par le lemme 28.4.
Nous avons donc

|lnpfq| ď 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|}f}8dt. (28.84)

En prenant }f}8 “ 1 nous avons la borne suivante pour la norme de ln :

}ln} ď 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|dt ă 8. (28.85)EqBXoIUiDEqBXoIUiD

Notons que la convergence de l’intégrale vient de la continuité de la fonction

t ÞÑ sin
`2n`1

2 t
˘

sin
`
t
2
˘ (28.86)

qui, elle même, se prouve avec une règle de l’Hospital :

lim
tÑ0

sinpatq
sinptq “ lim

tÑ0

a cospatq
cosptq “ a. (28.87)

Donc Dnptq a une limite bien définie pour t Ñ 0 et est alors une fonction continue sur le
compact r´π, πs.

(2) La norme de ln (début)
Nous avons prouvé que }ln} ď 1

2π
şπ

´π |Dnptq|dt. Nous allons à présent prouver que ceci est
effectivement la norme de ln. Pour ϵ ą 0 nous considérons la fonction

fϵ : RÑ C

x ÞÑ Dnpxq
|Dnpxq| ` ϵ .

(28.88)

C’est une fonction continue et 2π-périodique satisfaisant }fϵ} ď 1 parce que le dénominateur
est toujours plus grand que le numérateur. Nous nous proposons de calculer

lnpfϵq “
nÿ

k“´n

1
2π

ż π

´π
fϵptqe´iktdt. (28.89)

Puisque fϵptqe´ikt vaut en norme |fϵptq|, qui est une fonction intégrable (ne dépendant pas
de k) sur r´π, πs, le théorème de la convergence dominée 14.202 nous permet de permuter
la somme et l’intégrale :

lnpfϵq “ 1
2π

ż π

´π
Dnptq

|Dnptq| ` ϵ
nÿ

k“´n
e´ikt

loooomoooon
“Dnptq

dt “ 1
2π

ż π

´π

ˇ̌
Dnptq

ˇ̌2

|Dnptq| ` ϵdt. (28.90)
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Nous avons donc
lim
ϵÑ0

lnpfϵq “ 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|dt. (28.91)

Mais vue l’inégalité (28.85) nous avons

}ln} “ 1
2π

ż π

´π
|Dnptq|dt. (28.92)

Notre tâche est maintenant de donner une valeur à cette intégrale.
(3) Norme de ln tend vers 8 D’abord nous écrivons

}ln} “ 1
2π

ż π

´π

ˇ̌
sin

`2n`1
2 t

˘ˇ̌
ˇ̌
sinpt{2qˇ̌ dt, (28.93)

ensuite nous nous souvenons que | sinpxq| ď |x| pour tout x, ce qui nous permet de changer
le dénominateur :

}ln} ě 2
π

ż π

0

ˇ̌
sin

`2n`1
2 t

˘ˇ̌

|t| dt (28.94)

Nous y effectuons le changement de variable u “ 2n`1
2 t qui donne

}ln} ě 2
π

ż pn` 1
2 qπ

0

ˇ̌
sinpuqˇ̌
|u| du. (28.95)

Nous y reconnaissons l’intégrale (18.95) du sinus cardinal que nous savons diverger. Cela
donne

lim
nÑ8 }ln} “ 8. (28.96)

(4) La conclusion
L’espace

`
C0

2π, }.}8
˘

est complet 10, donc le théorème de Banach-Steinhaus 11.139 s’applique.
Par rapport aux notations de l’énoncé de Banch-Steinhaus, nous posons

E “ `
C0

2π, }.}8
˘

(28.97a)
F “ R (28.97b)
H “ tlnunPN. (28.97c)

Comme la suite p}ln}q n’est pas bornée, il existe f P C0
2π tel que

sup
n
}lnpfq} “ 8. (28.98)

Pour cette fonction nous avons
sup
ně0

Snpfqp0q “ 8, (28.99)

et donc la série de Fourier de f ne converge pas en zéro.

NORMooGKKWooFmOBeE

28.22.
La proposition 28.21 ne contredit pas Fejér 28.7(4). Alors là c’est subtil, donc soyez bien attentive.

Le système trigonométrique est total dans l’espace des fonctions continues périodiques sur R :`
C0

2πpRq, }.}8
˘
. Cela signifie que si f P C0

2πpRq, il existe une suite de polynômes trigonométriques
Pk tels que Pk

unifÝÑ f .
Cela ne signifie pas que cette suite soit la suite des sommes partielles de la série de Fourier.

Et en effet, le théorème de Fejér ne donne pas la convergence de la suite des sommes partielles de

10. Parce qu’une limite uniforme de fonctions continues est continue, théorème 12.354.
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Fourier, mais la convergence au sens de Cesàro de la somme des ckpfqek. Ce n’est pas la même
chose.

Notez que le coefficient de e1 dans F2 est c1pfq{2 alors que dans F3, il est 2c1pfq{3.
Il y a donc bien une suite de polynômes trigonométriques qui converge vers f , mais ce n’est

pas la suite des sommes partielles de la série de Fourier.
De plus, C0

2πpRq n’est pas contenu dans L2pRq, donc nous ne pouvons pas invoquer la théorie
de Hilbert pour dire que le système trigonométrique serait quelque chose comme une base. Si
f P C0

2πpRq, il n’est pas garanti qu’il existe des nombres paiqiPZ tels que fpxq “ ř
nPZ aneinx.

Enfin, me diriez-vous, les fonctions continues et périodiques sur R sont les mêmes que les
fonctions définies sur r0, 2πr avec une petite condition de limxÑ2π fpxq “ fp0q. Les fonctions
qui vérifient cela sont une partie de L2`r0, 2πr˘, qui est un espace de Hilbert, lui. Or le système
trigonométrique est une base hilbertienne (lemme 27.125). Alors oui, la série de Fourier de f
converge vers f lorsque f est continue sur r0, 2πr. Cela n’est cependant pas un contre-argument
pour deux raisons :

— La convergence Snpfq Ñ f qu’on a dans L2`r0, 2πr˘ est seulement une convergence pour la
norme L2, et non une convergence uniforme.

— Une convergence L2 sur r0, 2πr ne se prolonge pas spécialement en une convergence L2 sur
R, et encore moins en une convergence uniforme sur R.

28.3.2 Inégalité isopérimétrique

Le théorème suivant dit que parmi les courbes C1, le cercle a la plus grande surface possible à
périmètre donné.

ThoIXyctPo

Théorème 28.23 (Inégalité isopérimétrique[104]).
Soit f : S1 Ñ C une courbe de Jordan 11 de classe C1. Nous notons L sa longueur et S l’aire
contenue de la surface délimitée 12 par f . Alors

(1) Nous avons l’inégalité isopérimétrique : L2 ě 4πS.
(2) Nous avons l’égalité L2 “ 4πS si et seulement si la courbe donnée par f est un cercle.

Démonstration. Nous commençons par considérer un chemin dont la longueur est 2π et nous en
considérons son paramétrage normal. Nous allons exprimer l’aire S en utilisant le théorème de
Green, et plus particulièrement la formule de surface (20.242).

Si fpsq “ xpsq ` iypsq, nous devons intégrer y1x ´ x1y, qui n’est rien d’autre que la partie
imaginaire de f 1psqfpsq. Donc

S “ 1
2 Im

ż 2π

0
f 1psqfpsqds (28.100)EqCSWKbPXEqCSWKbPX

Nous considérons les coefficients de Fourier de f donnés par la formule (28.50) :

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fpsqe´insds. (28.101)

Ceux de f 1 (qui est aussi continue sur le compact S1 et donc tout autant L2) sont donnés par

cnpf 1q “ incnpfq. (28.102)

D’autre part en vertu du théorème 21.9, la longueur de γ s’exprime en termes de l’intégrale de
la norme de sa dérivée :

2π “ L “
ż 2π

0
|f 1psq|ds “

ż 2π

0
|f 1psq|2ds (28.103)

11. Définition 20.72
12. C’est la partie connexe bornée de Czγ dont l’existence est donnée par le théorème de Jordan 27.201.
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parce que nous avons choisi un paramétrage normal qui vérifie automatiquement |f 1psq| “ 1 pour
tout s. L’identité de Parseval sous sa forme (25.130) appliquée à f 1 nous enseigne que

L “ 2π “
ż 2π

0
|f 1psq|2ds “ 2π

8ÿ

n“´8
|cnpf 1q|2 “ 2π

ÿ

nPZ
n2|cnpfq|2, (28.104)EqXSpHuZIEqXSpHuZI

et donc que ÿ

nPZ
n2|cnpfq|2 “ 1. (28.105)EQooAXAWooIgSDmuEQooAXAWooIgSDmu

Par ailleurs le système trigonométrique étant une base hilbertienne, et les fonctions f et f 1 étant
dans L2`r0, 2πs˘ (parce que continues sur un compact), elles sont égales à leurs séries de Fourier
(au sens L2), c’est-à-dire que nous avons l’égalité (27.474). Nous avons alors

xf 1, fyL2 “ x
ÿ

nPZ
cnpf 1qen,

ÿ

mPZ
cmpfqemy (28.106a)

“
ÿ

m

ÿ

n

cnpf 1qcmpfq xen, emylooomooon
δn,m

(28.106b)

“
ÿ

nPZ
cnpf 1qcnpfq (28.106c)

“
ÿ

n

in|cnpfq|2 (28.106d)

où nous avons utilisé la continuité du produit scalaire pour sortir les sommes. Avec cela nous
pouvons exprimer l’aire (28.100) en termes de coefficients de Fourier :

S “ 1
2 Im 2πxf 1, fy “ π

ÿ

nPZ
n|cnpfq|2. (28.107)EqOZBMiatEqOZBMiat

En utilisant les expressions (28.104) et (28.107) pour L et S, et en écrivant L “ 2π, nous avons

L2 ´ 4πS “ 4π2

˜ÿ

nPZ
n2|cnpfq|2

¸2

´ 4π2
ÿ

nPZ
n|cnpfq|2 (28.108a)SUBEQooJTEWooSQpQFCSUBEQooJTEWooSQpQFC

ě 4π2
ÿ

nPZ
n2|cnpfq|2 ´ 4π2

ÿ

nPZ
n|cnpfq|2 (28.108b)SUBEQooBYENooTtoxGtSUBEQooBYENooTtoxGt

“ 4π2
ÿ

nPZ
|cnpfq|2pn2 ´ nq (28.108c)

ě 0. (28.108d)

Justifications.
— Pour (28.108a). Expression (28.104) pour L et (28.107) pour S.
— Pour (28.108b). La somme dans le premier terme valant 1 par (28.105), nous pouvons sup-

primer le carré.
Cela prouve l’inégalité demandée dans le cas où L “ 2π.

Si γ n’est pas de longueur 2π mais L, alors nous considérons le chemin σptq “ 2πγptq
L . Sa longueur

est 2π et son aire, au vu de la formule de Green (28.100), est de 4π2 S
L2 . L’inégalité isopérimétrique

appliquée au chemin σ donne alors L2 ě 4πS.
Le cas d’égalité s’obtient uniquement si cn “ 0 pour tout n différent de 0 ou 1. Dans ce cas

nous avons
fpsq “ c0pfq ` c1pfqeis, (28.109)

qui est un cercle de centre c0pfq et de rayon |c1pfq|.
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28.3.3 À propos des coefficients

Pour la suite, nous avons besoin d’une notation pour désigner l’ensemble des suites dans C à
index dans Z, c’est-à-dire l’ensemble FunpZ,Cq. Pour alléger les notations, nous allons l’écrire CZ,
conformément à des notations déjà introduites par exemple en 1.328.

Nous considérons l’application

c :
`
L1

2π, }.}1
˘Ñ `

CZ, }.}8
˘

f ÞÑ pcnpfqqnPZ
(28.110)

qui à une fonction 2π-périodique fait correspondre la suite (bornée) de ses coefficients de Fourier.
Nous rappelons la définition

cnpfq “ 1
2π

ż 2π

0
fptqe´intdt. (28.111)

Nous allons montrer que cette application est linéaire, continue, injective et non surjective. Pour
la continuité, par la linéarité il suffit de la montrer en 0. Nous devons donc montrer que si nous
avons une suite de fonctions fk qui tend vers 0 au sens L1, alors cpfkq Ñ 0 au sens de la norme
}.}8 sur l’ensemble des suites.

Si nous posons rk “
ş2π
0 |fkptq|dt, alors rk “ }fk}1 et nous avons rk Ñ 0. Mais par définition

|cnpfkq| ď rk, (28.112)

et donc }cpfkq}8 ď rk. L’application c est donc continue. L’injectivité est donnée par le coro-
laire 28.18.

Si nous supposons que l’application c est continue, alors le théorème d’isomorphisme de Banach
(27.1) nous dit que cela devrait être un homéomorphisme, c’est-à-dire que c´1 serait également
continue. Nous allons montrer qu’il n’en est rien.

Nous considérons la suite de suite

pcnqk “

$
’&
’%

0 si n ă 0
1 si k ă n

0 sinon.
(28.113)EqdMtbOBEqdMtbOB

Ici pcnqk est le terme numéro k de la suite pcnq. Par exemple c0 “ p0, 0, . . .q et c2 “ p1, 1, 0, . . .q.
Par injectivité de l’application qui à une fonction fait correspondre la suite de ses coefficients

de Fourier, l’unique fonction qui possède ces coefficients est

fnptq “
ÿ

kPN
cn,ke

ikt. (28.114)

En ce qui concerne la norme de fn, nous avons

}fn}1 “ 1
2π

ż 2π

0

ÿ

kPN
pcnqk|eikt|dt “

ÿ

kPN
pcnqk “ n. (28.115)

Étant donné que }fn}1 “ n, la suite p}fn}1q n’est pas bornée alors que la suite de suites (28.113)
est bornée dans l’ensemble des suites parce que }cn}8 “ 1.

LEMooPUJDooKRBTaU

Lemme 28.24.
Soit une fonction f : RÑ C qui est T -périodique et de classe C1. Alors

cnpf 1q “ 2πn
T

icnpfq. (28.116)

Démonstration. Nous rappelons la définition (28.53) des coefficients de Fourier :

cnpfq “ 1
T

ż T

0
fptqe´2iπnt{Tdt. (28.117)
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Le coefficient pour f 1 ne pose pas de problème d’existence parce que f 1 est continue sur le compact
r0, T s. Il vaut

cnpf 1q “ 1
T

ż T

0
f 1ptqe´2iπnt{Tdt (28.118a)

“ 1
T

”
fptqe´2iπnt{T

ıT
0
´ 1
T

ż T

0
fptq

ˆ´2iπn
T

˙
e´2iπnt{Tdt (28.118b)SUBEQooXYOVooGmoXbZSUBEQooXYOVooGmoXbZ

“ 2iπn
T

1
T

ż T

0
fptqe´2iπnt{Tdt (28.118c)SUBEQooXSCEooIJXFxTSUBEQooXSCEooIJXFxT

“ 2iπn
T

cnpfq. (28.118d)

Justifications.
— Pour (28.118b). C’est une intégration par partie avec u1 “ f 1 et v “ e´2iπnt{T .
— Pour (28.118c). Comme fpT q “ fp0q, et que t ÞÑ e´2iπnt{T est périodique de période T , le

terme au bord est nul : fpT qe´2iπn ´ fp0qei0 “ 0.

LEMooYJQWooDVvSyj

Lemme 28.25 ([614]).
Soit une fonction f : RÑ C de classe C2 et T -périodique. Alors

|cnpfq| ď
ˆ
T

2π

˙2 }f2}8
n2 . (28.119)

Démonstration. En utilisant la définition (28.53) des coefficients de Fourier,

|cnpfq| ď 1
T

ż T

0
|fptq|dt ď 1

T
}f}8

ż T

0
1dt “ }f}8. (28.120)

En appliquant le lemme 28.24 à f 1 nous avons

cnpf2q “
ˆ

2iπn
T

˙2
cnpfq. (28.121)

Donc
|cnpfq| “

ˆ
T

2πn

˙2
|cnpf2q| ď

ˆ
T

2πn

˙2
}f2}8. (28.122)

28.4 Série de Laurent
THOooMKJOooVghZyG

Théorème 28.26 (Série de Laurent[614]).
Soient la couronne

Cpr1, r2q “ tz P C tel que r1 ă |z| ă r2u (28.123)

et une fonction holomorphe f : Cpr1, r2q Ñ C. Alors :
(1) Il existe une suite panq dans C telle que

fpzq “
ÿ

nPZ
anz

n. (28.124)

ITEMooUOPHooSJRGKs

(2) Cette suite est unique : si
fpzq “

ÿ

nPZ
anz

n “
ÿ

nPZ
bnz

n, (28.125)

alors an “ bn, pour tout n.
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ITEMooDGGZooJkDSxC

(3) Si on pose, pour r P sr1, r2r,
fr : RÑ C

θ ÞÑ fpreiθq, (28.126)

les valeurs an sont liés aux coefficients de Fourier de fr par

an “ cnpfrq
rn

. (28.127)
ITEMooOYCPooZZAyKs

(4) Cette série converge uniformément sur tout compact contenu dans Cpr1, r2q.
(5) Pour tout r1 ă s ă r2, les coefficients sont donnés par 13

an “ 1
2πi

ż

Cs

fpzq
zn`1dz (28.128)

où Cs est un cercle centré en 0, et de rayon s.
La série ainsi définie est la série de Laurent de la fonction f .

Démonstration. Pour r P sr1, r2r nous posons

fr : RÑ C

θ ÞÑ fpreiθq. (28.129)

(1) Coefficients de Fourier La fonction fr est de classe C1 et périodique. Le théorème 28.17
sur les séries de Fourier nous indique que

frptq “
ÿ

nPZ
cnprqeint (28.130)EQooIHQRooZWqJKLEQooIHQRooZWqJKL

avec 14

cnprq “ 1
2π

ż 2π

0
frptqe´intdt. (28.131)

La fonction cn : sr1, r2r Ñ C est une fonction définie par une intégrale que nous voudrions
dériver en r0.

(2) Digression Deux voies s’offrent à nous.
— Le plus immédiatement disponible est le théorème 17.19, mais il demande de travailler

avec la dérivée (réelle) de r ÞÑ fpreiθq et de se poser des questions quant à son lien avec
la dérivée (complexe) de f .

— Une façon plus indirecte est de considérer une extension

h : Bpr0, δqC ˆ r0, 2πr Ñ C

z, θ ÞÑ fpzeiθqe´inθ (28.132)

où δ est assez petit pour que le tout reste dans le domaine de f . Alors nous pouvons
utiliser le théorème 26.73 qui a l’avantage de ne pas devoir majorer la dérivée. Mais cette
voie demande de réellement faire le lien entre la dérivée complexe de h et la dérivée réelle
de r ÞÑ fpreiθq.

Nous choisissons la première voie parce qu’en réalité, elle évite complètement de parler de
dérivée complexe.

13. Pour le dire clairement, ces an ne dépendent pas de s, même si s entre dans le membre de droite.
14. Oui, on devrait écrire cnpfrq pour suivre scrupuleusement les notation introduites plus haut. Mais comme

toute la suite de la démonstration sera de voir le tout comme fonction de r, je vous laisse juger.
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(3) Permuter dérivée et intégrale Nous allons essayer de la dériver en r0 P sr1, r2r en utili-
sant le théorème 17.19. Pour y voir plus clair, ce qui joue le rôle de f dans l’énoncé de 17.19
est l’application

h : sr1, r2r ˆ r0, 2πr Ñ C

pr, θq ÞÑ frpθqe´inθ.
(28.133)

Nous considérons un intervalle I “ Bpr0, δq assez petit pour être dans sr1, r2r. Passons en
revue les conditions.
(3a) Pour (1)

Nous introduisons la fonction

f̃ : Rˆ r0, 2πs Ñ C

pr, θq ÞÑ fpreiθq (28.134)

Pour tout r P I, la fonction θ ÞÑ fpreiθqe´inθ est dans L1`r0, 2πr˘ parce que

|fpreiθqe´inθ| “ |fpreiθq| “ |f̃pr, θq|. (28.135)

La fonction f̃ étant continue, elle est bornée sur le compact I ˆ r0, 2πs.
(3b) Pour (2) Pour chaque θ, la fonction r ÞÑ fpreiθqe´inθ est dérivable par la proposition

26.3(1).
(3c) Pour (3) En utilisant la proposition 26.3(3), nous savons que la fonction

Bh
Br pr, θq “

Bf̃
Br pr, θqe

´inθ (28.136)

est continue et donc bornée sur le compact Iˆr0, 2πs. Une fonction constante majorant
de Brh est intégrable sur le compact r0, 2πs.

En permutant nous avons donc

c1
npr0q “ 1

2π

ż 2π

0
pBrf̃qpr0, θqe´inθdθ. (28.137)

(4) Cauchy-Riemann C’est le moment d’utiliser Cauchy-Riemann en coordonnées polaires
sous la forme de la proposition 26.3(2). Et tant que nous y sommes, nous notons gpθq “
f̃pr0, θq pour avoir moins de choses à écrire :

c1
npr0q “

ż 2π

0
pBrf̃qpr0, θqe´inθdθ (28.138a)

“ 1
2π

ż 2π

0

1
ir0
pBθf̃qpr0, θqe´inθdθ (28.138b)

“ 1
2πir0

ż 2π

0
g1pθqe´inθdθ. (28.138c)

La dernière expression a manifestement envie de se soumettre à une intégration par partie.
(5) Une intégration par partie Nous posons upθq “ e´inθ et v “ g, de telle sorte que EQSooSRDJooXLHhgh

c1
npr0q “ 1

2πir0

ˆ“
e´inθgpθq‰2π

0 ´
ż 2π

0
p´inqe´inθgpθqdθ

˙
(28.139a)

“ n

2πr0

ż 2π

0
gpθqe´inθdθ. (28.139b)SUBEQooKVZMooUxcRXnSUBEQooKVZMooUxcRXn

“ n

r0
cnpr0q. (28.139c)

Justification pour (28.139b). Pour rappel, gpθq “ f̃pr0, θq “ fpr0eiθq ; donc gp0q “ gp2πq et
le « terme au bord » est nul.
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(6) Équation différentielle L’équation (28.139) dit que cn satisfait à l’équation différentielle

c1
nprq “

n

r
cnprq (28.140)

pour tout r P sr1, r2r. La fonction cn est une fonction à valeurs complexes dont les parties
réelles et imaginaires vérifient toutes deux l’équation du lemme 26.91. Il existe donc an P C
tel que

cnprq “ anr
n. (28.141)

Cela prouve au passage le point (3) parce que r n’est jamais nul.
(7) La valeur de an Nous avons

an “ cnprq
rn

“ 1
2π

ż 2π

0
fpreiθqe´inθr´ndθ

“ 1
2π

ż 2π

0

fpreiθq
peiθrqn dθ

“ 1
2πi

ż

Cs

fpzq
zn`1dz.

(28.142)EQooFNUHooZbbNATEQooFNUHooZbbNAT

Une justification pour l’intégrale curviligne s’impose. La définition est 26.5. Dans le cas du
cercle, nous considérons

Cr : r0, 2πr Ñ C

θ ÞÑ reiθ,
(28.143)

et donc ż

Cr

fpzq
zn`1dz “

ż 2π

0

fpreiθq
preiθqn`1 rie

iθdθ “ i

ż 2π

0

fpreiθq
preiθqn dθ. (28.144)

Le fait que le tout soit égal à an prouve que l’intégrale est en réalité indépendante de r 15.
(8) Conclusion Reprenons la formule (28.130) :

fpreiθq “ frpθq “
ÿ

n

cnprqeinθ “
ÿ

n

anr
neinθ “

ÿ

n

anpreiθqn. (28.145)

Autrement dit,
fpzq “

ÿ

n

anz
n, (28.146)

avec les an donnés par la formule (28.142), comme nous devions le prouver.
(9) Point (2) (unicité) Supposons que fpzq “ ř

nPZ anzn, fixons r P sr1, r2r, et posons

fr : RÑ C

θ ÞÑ fpreiθq. (28.147)

C’est une fonction continue et périodique. Elle peut s’écrire sous la forme

frpθq “ fpreiθq “
ÿ

nPZ
anprneinθq “

ÿ

nPZ
panrnqeinθ. (28.148)

Le corolaire 28.18(2) à propos de l’unicité des coefficients de Fourier implique que anrn “
cnpfq et donc que

an “ cnpfq
rn

. (28.149)EQooBNSMooGLIBqUEQooBNSMooGLIBqU

Donc les coefficients an sont déterminés par f . Si nous avions fait le calcul en partant de
fpzq “ ř

nPZ bnzn, nous aurions eu bn “ cnpfq
rn , et donc bien an “ bn.

15. Voir ma question 28.27.
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(10) Point (4) La fonction
fr : RÑ C

θ ÞÑ fpreiθq (28.150)

est continue et périodique de période 2π. Le lemme 28.25 nous indique que, pour tout r P
sr1, r2r, nous avons

|cnpfrq| ď }f
2
r }8
n2 . (28.151)EQooMDNNooPYFQrqEQooMDNNooPYFQrq

(10a) Sur une couronne Soient deux rayons intermédiaires r1 ă s1 ă s2 ă r2. La couronne
fermée Cps1, s2q est compacte. Nous considérons la fonction

g : rs1, s2s ˆ r0, 2πs Ñ C

pu, θq ÞÑ f2
upθq

(28.152)

Nous notons gu l’application θ ÞÑ gpu, θq ; c’est une application définie sur rs1, s2s. Par
le lemme 12.79, l’application u ÞÑ }gu}8 est continue et donc majorée : nous pouvons
considérer M P R tel que }gu}8 ăM pour tout u P rs1, s2s.
Puisque, pour r P rs1, s2s nous avons gu “ f2

u , en combinant avec (28.151), nous voyons
qu’il existe M tel que

|cnpfrq| ď M

n2 . (28.153)EQooAIPEooKdfoXrEQooAIPEooKdfoXr

En prenant les notations de la définition 11.82 de la convergence normale, nous posons

un : Cps1, s2q Ñ C

z ÞÑ anz
n

(28.154)

En ce qui concerne sa norme 16, nous avons

}un}8 “ |an| sup
zPCps1,s2q

|zn| (28.155a)

“ |an|sn2 (28.155b)

“
ˇ̌
ˇ̌cnpfsq
sn

ˇ̌
ˇ̌ sn2 (28.155c)SUBEQooRKUXooFPxnLGSUBEQooRKUXooFPxnLG

ď |cnpfsq|
sn2

sn2 (28.155d)

ď M

n2 (28.155e)SUBEQooZJFJooAgRKHcSUBEQooZJFJooAgRKHc

Justifications :
— Pour (28.155c). Prendre n’importe quel s P rs1, s2s et c’est bon par (28.149).
— Pour (28.155e). Équation (28.153).

Comme la somme
ř
nPZM{n2 converge, nous avons la convergence normale de

ř
nPZ anzn

sur Cps1, s2q.
(10b) Sur un compact quelconque Soit K, un compact dans Cpr1, r2q. La fonction z ÞÑ

|z| est continue sur K ; donc elle a un minimum et un maximum. Nous posons s1 “
minzPK |z| et s2 “ maxzPK |z|.
Ah ah ! non. En fait nous ne définissons pas s1 et s2 de cette manière parce qu’il y a
un risque que s1 “ s2 et qu’alors Cps1, s2q soit vide et ne contienne donc pas K – pour
rappel, Cps1, s2q est la couronne ouverte.
Nous choisissons donc s1 et s2 de telle sorte que

r1 ă s1 ă min
zPK |z| ď max

zPK |z| ă s2 ă r2. (28.156)

16. Faites bien attention que dans cette partie, }.}8 est la norme uniforme sur Cps1, s2q et non sur Cpr1, r2q ou
sur C.
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Tout ça pour dire que K Ă Cps1, s2q. La convergence normale sur Cps1, s2q déjà prouvée
implique la convergence normale sur K.

PROPBooYWDNooMXVPLJ

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 28.27
Sur Wikipédia[614], le fait que an ne dépende pas de r est prouvé en disant que anpsq “ cnpsq{sn
et anptq “ cnptq{tn et que

cnpsq
cnptq “

sn

tn
. (28.157)EQooCPDTooBDxIKmEQooCPDTooBDxIKm

En mettant tout cela bout à bout,
anpsq
anptq “ 1. (28.158)

Je ne comprends pas très bien pourquoi cette justification est nécessaire. À mon avis, la rédactrice de
la démonstration sur Wikipédia parvient à déduire la relation (28.157) directement depuis l’équation
différentielle, sans réellement avoir besoin de la résoudre.

Si vous comprenez n’hésitez pas à m’écrire, parce que j’ai l’impression d’avoir manqué quelque
chose.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 28.28
L’énoncé de la proposition 28.29 n’est peut-être pas précis. Si vous avez un énoncé correct sous le
coude, écrivez-moi.

PROPooBMZGooLoaGLK

Proposition 28.29.
Si f est holomorphe sur Bpa, rq, alors sa série de Laurent est de la forme

fpzq “
8ÿ

n“0
anpz ´ aqn. (28.159)

avec
an “ 1

2πi

ż

γ

fpzq
pz ´ aqn`1dz. (28.160)

où
γ : r0, 2πr Ñ C

t ÞÑ a` reit (28.161)

est le cercle de centre a et de rayon r.
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Chapitre 29

Transformation de Fourier
DEFooRIXGooECoIbx

Définition 29.1.
Soit une fonction f sur Rd, dont nous ne précisons pas la régularité. Sa transformée de fourier
est la fonction f̂ définie par

f̂pξq “
ż

Rd

fpxqe´iξ·xdx (29.1)EQooCHMUooFhSmazEQooCHMUooFhSmaz

si elle existe.

29.2.
Ce qui est bien avec cette définition est que si la formule (29.1) ne définit pas f̂ (parce que l’intégrale
n’existe pas, par exemple), nous nous réservons le droit de définir tout de même f̂ par d’autres
biais. Ce sera d’ailleurs l’objet du théorème 29.32 qui définira f̂ pour tout f P L2pRdq alors que la
formule (29.1) ne fonctionne pas sur toutes ces fonctions.

Une bonne partie de ce qui va suivre aura pour objet de déterminer des espaces de fonctions
sur lesquels la transformée est bien définie, et sur lesquels elle a de bonnes propriétés.

Nous allons par ailleurs utiliser indifféremment les notations Fpfq ou f̂ pour la transformée de
Fourier de f . La notation F est pratique pour les transformées de loooooongues expressions ainsi
que pour parler de l’application « transformée de Fourier » d’un espace de fonction vers un autre.

29.3.
Nous verrons dans le théorème 29.32 que la transformée de Fourier n’est pas une isométrie de L2.
Pour avoir une isométrie, il aurait fallu choisir des coefficients moins simples.

Proposition 29.4.
La transformée de Fourier est C-linéaire au sens suivant. Soient des fonctions f, g : Rd Ñ C telles
que Fpfq et Fpgq existent. Alors

(1) La transformée de Fourier de f ` g existe et vaut Fpf ` gq “ Fpfq ` Fpgq
(2) Pour tout λ P C, la transformée de Fourier de λf existe et vaut Fpλfq “ λFpfq.

Démonstration. C’est la proposition 14.188 qui nous permet de séparer l’intégrale dans le calcul
suivant :

Fpf ` gqpξq “
ż

Rd

pf ` gqpxqe´iξ·xdx (29.2a)

“
ż

Rd

fpxqe´iξ·xdx`
ż

Rd

gpxqe´iξ·xdx (29.2b)

“ Fpfqpξq ` Fpgqpξq. (29.2c)

En ce qui concerne Fpλfq, c’est la même chose, en utilisant la linéarité de l’intégrale.

2321
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29.1 Transformée de Fourier sur L1pRdq

Nous rappelons que les espaces Lp sont des ensembles de classes de fonctions, définition 27.7.
La transformée de Fourier, comme presque tout ce qui a trait aux intégrales, passe aux classes.

Lemme 29.5.
Soit une fonction f : Rd Ñ C telle que Fpfq existe. Alors pour toute fonction g P rf s la transformée
Fpgq existe et ĝ “ f̂ .

Démonstration. Par définition des classes, il existe une fonction s : Rd Ñ C presque partout nulle
telle que g “ f ` s. Soit ξ P Rd fixé. La fonction x ÞÑ spxqe´iξx est presque partout nulle et
donc intégrable d’intégrale nulle. La proposition 14.188 nous permet alors d’affirmer que f ` s est
intégrable et que

Fpf ` sqpξq “
ż

Rd

pf ` sqpxqe´iξxdx “
ż

Rd

fpxqe´iξxdx`
ż

Rd

spxqe´iξxdx “ Fpfqpξq. (29.3)

À partir de maintenant, lorsque nous parlons de transformée de Fourier d’une fonction dans
Lp, nous parlons indifféremment d’une vraie fonction ou d’une classe.

Lemme 29.6.
Si f P L1pRdq, alors f̂ existe.

Démonstration. Par définition, si f P L1pRdq, alors l’intégrale
ş
Rd |f | existe et est finie. Alors la

fonction qui arrive dans la transformée de Fourier en ξ, la fonction s : xÑ fpxqe´iξx est également
dans L1pRdq parce que |s| “ |f |.

29.7.
Si f P L1pRq, la transformée de Fourier f̂ existe, mais il n’est pas garanti qu’elle soit elle-même
dans L1, même si il est vrai que f̂ est continue (proposition 29.11) et bornée (proposition 29.14).
Nous allons immédiatement montrer un exemple de fonction L1 dont la transformée de Fourier
n’est pas dans L1.

LEMooROPHooOSguhN

Lemme 29.8.
La transformée de Fourier de

f : RÑ R

x ÞÑ
#

1 si x P r´1
2 ,

1
2 s

0 sinon
(29.4)

est

f̂pξq “ ´sinpξ{2q
ξ{2 . (29.5)

La fonction f̂ n’est pas dans L1pRq.

Démonstration. Pour ξ P R fixé, la fonction x ÞÑ fpxqeiξx est continue à support compact, donc
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nous n’avons aucun problèmes avec l’intégrale

f̂pξq “
ż

R

fpxqe´iξxdx (29.6a)

“
ż

r´1{2,1{2s
e´iξx (29.6b)

“ “´ 1
iξ
e´iξx‰x“1{2

x“´1{2 (29.6c)

“ ´ 1
iξ

`
e´iξ{2 ´ eiξ{2˘ (29.6d)

“ ´2i sinpξ{2q
iξ

(29.6e)

“ sinpξ{2q
ξ{2 . (29.6f)

Le fait que cette fonction ne soit pas dans L1pRq est le lemme 20.209.
LEMooKGDKooVXSMCn

Lemme 29.9.
Si f P L1pRdq et si gpxq “ fpλxq alors

ĝpξq “ λ´df̂pξ{λq. (29.7)

Démonstration. Il s’agit de faire le changement de variable y “ λx dans l’intégrale

ĝpξq “
ż

Rd

fpλxqe´iξxdx. (29.8)

Dans le changement de variables, vient le coefficient dx “ λ´ddy.
PropfqvLOl

Proposition 29.10.
La transformée de Fourier est un morphisme vis-à-vis de la convolution sur L1pRnq :

zf ˚ g “ f̂ ĝ. (29.9)

Démonstration. Nous devons étudier l’intégrale

zf ˚ gpξq “
ż

R

„ż

R

fpyqgpt´ yqdy
ȷ
e´itξdt. (29.10)

Ici nous avons choisi des représentants f et g dans les classes de L1. Montrons que f est borélienne.
D’abord fpxq “ f`pxq´f´pxq où f` et f´ sont des fonctions positives. Afin d’alléger les notations
nous supposons un instant que f est positive et nous posons

fnpxq “
2nÿ

k“1

k

n
1fpxqPr k

n
, k`1

n
r. (29.11)

Le fait que f soit dans L1 implique que chacune des fonctions fn est borélienne 1 et donc que f
l’est aussi en tant que limite ponctuelle de fonctions boréliennes 2.

Nous allons appliquer le théorème de Fubini 14.298 à la fonction

ϕpx, yq “ fpxqgpyqe´iξpx`yq (29.12)

1. Ceci demanderait plus de justification. Dites moi si vous savez comment justifier que les fn soient boréliennes.
2. Le fait que f soit borélienne est une conséquence du théorème 27.228.



2324 CHAPITRE 29. TRANSFORMATION DE FOURIER

qui est borélienne en tant que produit et composée de fonctions boréliennes. Nous avons
ż

R

ˆż

R

|fpxqe´iξx||gpyqe´iξy|dy
˙
dx “

ż

R

ˆ
|fpxq|

ż

R

|gpyq|dy
˙
dx (29.13a)

“
ż

R

|fpxq|}g}1 (29.13b)

“ }f}1}g}1 ă 8. (29.13c)

Le théorème est donc applicable. D’abord nous avons :

f̂pξqĝpξq “
ˆż

R

fpxqe´iξxdx
˙ˆż

R

gpyqe´iξydy
˙

(29.14a)

“
ż

R

ˆż

R

fpxqgpyqe´iξpx`yqdy
˙
dx (29.14b)

“
ż

R

ˆż

R

fpxqgpt´ xqe´iξtdt
˙
dx. (29.14c)

Jusqu’ici nous n’avons pas utilisé Fubini. Nous avons seulement introduit le nombre
ş
R
gpyqe´iξydy

dans l’intégrale par rapport à x et effectué le changement de variables y ÞÑ t “ x` y. Maintenant
nous appliquons le théorème de Fubini pour inverser l’ordre des intégrales :

f̂pξqĝpξq “
ż

R

ˆż

R

fpxqgpt´ xqe´itξdt
˙
dx (29.15a)

“
ż

R

e´itξ
ˆż

R

fpxqgpt´ xqdx
˙
dt (29.15b)

“
ż

R

e´itξpf ˚ gqptqdt (29.15c)

“ zf ˚ gpξq. (29.15d)

PropJvNfj

Proposition 29.11.
Soit une fonction f P L1pRdq. Alors sa transformée de Fourier est continue.

Démonstration. Nous considérons une fonction f définie sur Rd et à valeurs dans R ou C. Sa
transformée de Fourier est donnée par

f̂pξq “
ż

Rd

e´iξxfpxqdx. (29.16)

Pour montrer que cette fonction f̂ est continue en ξ0 nous considérons une suite pξnq Ñ ξ0 et nous
voulons montrer que f̂pξnq Ñ f̂pξ0q. Pour cela nous considérons les fonctions

gnpxq “ e´iξnxfpxq (29.17)

qui convergent simplement vers gpxq “ e´iξ0xfpxq. Étant donné que

|gnpxq| ă |fpxq|, (29.18)

le théorème de la convergence dominée donne alors

lim
nÑ8

ż
gnpxq “

ż
lim
nÑ8 gnpxq, (29.19)

c’est-à-dire limnÑ8 f̂pξnq “ f̂pξ0q. La fonction f̂ est donc continue.
LEMooCBPTooYlcbrR

Lemme 29.12.
Pour tout f P L1pRnq nous avons }f̂}8 ď }f}1.
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Démonstration. Cela est une simple vérification :

f̂pξq “
ż

Rn

fpxqe´ixξdx, (29.20)

nous avons, pour tout ξ,
|f̂pξq| ď

ż

R

|fpxq|dx, (29.21)

ce qui signifie exactement }f̂}8 ď }f}1.
LesmRLaxXkQV

Lemme 29.13 (Lemme de Riemann-Lebesgue[685]).
Si f est une fonction L1pRq alors limξÑ˘8 f̂pξq “ 0.

Démonstration. Nous commençons par prouver le résultat dans le cas d’une fonction g en escalier,
et plus précisément par une fonction caractéristique d’un compact K “ ra, bs. Au niveau de la
transformée de Fourier nous avons

1̂Kpξq “
ż b

a
e´iξxdx “ ´ 1

iξ
pe´ibξ ´ e´iaξq. (29.22)

Par conséquent
|1̂Kpξq| ď 2

|ξ| . (29.23)

Plus généralement si g “ řN
i“1 ci1Ki , alors

|ĝpξq| ď 2
|ξ|

Nÿ

i“1
|ci|, (29.24)

et donc nous avons effectivement limξÑ˘8 |ĝpξq| “ 0.
Nous passons maintenant au cas général f P L1pRq. Étant donné que les fonctions L1 en escalier

sont denses dans L1, nous considérons une fonction g P L1pRq en escalier telle que }f ´ g}1 ă ϵ.
Nous avons donc

}f̂ ´ ĝ}8 ď }f ´ g}1 ă ϵ. (29.25)

Donc dans
}f̂pξq} ď }f̂pξq ´ ĝpξq} ` |ĝpξq|, (29.26)

le premier terme est plus petit que ϵ. Il nous reste à voir que

lim
ξÑ8 |ĝpξq| “ 0, (29.27)

mais cela est le résultat de la première partie de la preuve.
CORooHSNYooZlZoyV

Corolaire 29.14.
La transformée de Fourier d’une fonction L1pRq est bornée.

Démonstration. Par le corolaire 29.11, la transformée de Fourier d’une fonction L1 est continue.
Le lemme de Riemann-Lebesgue 29.13 impliquant qu’elle tend vers zéro en ˘8, elle doit être
bornée.

29.1.1 Formule sommatoire de Poisson
ProprPbkoQ

Proposition 29.15 (Formule sommatoire de Poisson).
Soit f : RÑ C une fonction continue et L1pRq. Nous supposons que

(1) il existe M ą 0 et α ą 1 tels que

|fpxq| ď M

p1` |x|qα , (29.28)
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(2)
ř8
n“´8 |f̂p2πnq| ă 8.

Alors nous avons 8ÿ

n“´8
fpnq “

8ÿ

n“´8
f̂p2πnq. (29.29)

Démonstration. (1) Convergence normale
Nous commençons par montrer qu’il y a convergence normale sur tout compact séparément
des séries sur les n ě 0 et sur les n ă 0.
Soit K un compact de R contenu dans r´A,As et n P Z tel que |n| ě 2A. Pour x P K nous
avons

|x` n| ě |n| ´ |x| ě |n| ´A ě |n|2 . (29.30)

Du coup nous avons un α ą 1 tel que

|fpx` nq| ď M`
1` |x` n|˘α ď

M´
1` |n|

2

¯α . (29.31)

Lorsque n est grand, cela a le comportement de M{|n|α et donc la série

8ÿ

n“0
fpx` nq (29.32)

est une série convergeant normalement. Les deux séries (usuelles)

a` “
ÿ

ně0
fpx` nq (29.33a)

a´ “
ÿ

nă0
fpx` nq (29.33b)

convergent normalement.
(2) Convergence commutative Au sens de la définition 11.99 nous avons

ÿ

nPZ
fpx` nq “ a` ` a´. (29.34)

En effet si nous prenons J 1
0 Ă N fini tel que |řNzJ 1

0
fpx ` nq ´ a`| ď ϵ et J 1

1 P ´N tel que
|řnP´NzJ 1

1
fpx` nq ´ a´| ă ϵ, et si nous posons J0 “ J 1

0Y J 1
1 alors si K est un ensemble fini

de Z contenant J0 nous avons

|
ÿ

nPK
fpn` xq ´ pa` ` a´q| ď |

ÿ

nPK`

fpn` xq ´ a`| ` |
ÿ

nPK´

fpn` xq ´ a´| ď 2ϵ (29.35)

où K` sont les éléments positifs de K et K´ sont les strictement négatifs. Maintenant que
la famille tfpn`xqunPZ est une famille sommable, nous savons qu’elle est commutativement
sommable et que la proposition 11.113 nous permet de sommer dans l’ordre que l’on veut.
Nous pouvons donc écrire sans ambigüité l’expression

ř
nPZ fpx` nq ou

ř8
n“´8 fpx` nq.

(3) re-convergence normale
Nous posons donc sans complexes la série

F pxq “
ÿ

nPZ
fpx` nq (29.36)

qui converge tant commutativement que normalement. Notons que nous pouvons maintenant
dire que la série sur Z converge normalement ; pas seulement les deux séries séparément.
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(4) Continuité, périodicité Étant donné que chacune des fonctions fpx`nq est continue, la
convergence normale nous assure que F est continue.
De plus F est périodique de période 1 parce que

F px` 1q “
8ÿ

n“´8
fpx` 1` nq “

8ÿ

p“´8
fpx` pq “ F pxq (29.37)

où nous avons posé p “ 1` n.
Notons que nous n’avons pas spécialement prouvé que F n’était pas périodique avec des
périodes plus petites que 1. Mais cela n’a pas d’importance ici.

(5) Coefficients de Fourier
En vertu de la définition (27.321) et de la périodicité de F ,

cnpF q “
ż 1{2

´1{2
F ptqe´2πintdt (29.38a)

“
ż 1

0
F ptqe´2πintdt (29.38b)

“
ż 1

0

ÿ

nPZ
fpt` nqe´2iπntdt (29.38c)

“
ÿ

nPZ

ż n`1

n
fpuqe´2πipu´nqndu (29.38d)

“
ż 8

´8
fpuqe´2πinudu (29.38e)

“ f̂p2πnq. (29.38f)

Justifications :
— Changement de variables u “ t` n.
— permuté l’intégrale et la somme en vertu du fait que la somme converge normalement.
— Égalité e´2πipu´nqn “ e´2πiune´2πin2 “ e´2πiun.

(6) Conclusion
Étant donné l’hypothèse

ř
nPZ |f̂pnq| ă 8 la proposition 28.16 nous dit que

F pxq “
ÿ

nPZ
cnpF qe2πinx, (29.39)

c’est-à-dire que
8ÿ

n“´8
fpx` nq “

8ÿ

n“´8
f̂p2πnqe2πinx. (29.40)

En écrivant cette égalité en x “ 0 nous trouvons le résultat :
ÿ

nPZ
fpnq “

ÿ

nPZ
f̂p2πnq. (29.41)

ExDLjesf

Exemple 29.16.
La formule sommatoire de Poisson peut être utilisée pour calculer des sommes dans l’espace de
Fourier plutôt que dans l’espace direct. Nous allons montrer dans cet exemple l’égalité

8ÿ

n“´8
e´αn2 “

8ÿ

n“´8

c
π

α
e´π2n2{α. (29.42)
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Si α est grand, alors la somme de gauche est plus rapide, tandis que si α est petit, c’est le contraire.
Nous appliquons la formule sommatoire de Poisson à la fonction

fpxq “ e´αx2
. (29.43)

Nous avons EqCDeLht

f̂pxq “
ż

R

e´αt2´ixtdt (29.44a)

“ e´x2{4α
ż

R

e
´p?

αt` ix
2

?
α

q2
(29.44b)

“ e´x2{4α 1?
α

ż

R` ix
2

?
α

e´u2
du. (29.44c)

Pour traiter cette intégrale nous utilisons la proposition 26.10 en considérant le chemin rectangu-
laire fermé qui joint les points ´R, R, R ` ai, ´R ` ai et fpzq “ e´z2 . Calculons l’intégrale sur
les deux côtés verticaux. Nous posons

γRptq “ R` tia (29.45)

avec t : 0 Ñ 1. Nous avons
ż

γR

f “
ż 1

0
f
`
γRptq

˘}γ1
Rptq}dt (29.46a)

“ ae´R2
ż 1

0
e´2tRia`at2dt, (29.46b)

donc en module nous avons

|
ż

γR

f | ď ae´R2
ż 1

0
eat

2
dt ďMe´R2

, (29.47)

où M est une constante ne dépendant pas de R. Lorsque R Ñ 8, la contribution des chemins
verticaux s’annule et nous trouvons que

ż

R`ai
e´u2

du “
ż

R

e´u2
du, (29.48)EqjrNxLrEqjrNxLr

que nous pouvons utiliser pour continuer le calcul (29.44). Nous avons

f̂pxq “ e´x2{4α
?
α

ż

R

e´u2
du “

c
π

α
e´x2{4α (29.49)

où nous avons utilisé la formule (14.977). Par conséquent ce qui rentre dans la formule sommatoire
de Poisson est

f̂p2πnq “
c
π

α
e´π2n2{α. (29.50)

△

29.2 Suite régularisante
DEFooRIFYooUUUoha

Définition 29.17.
Une suite régularisante est une suite pρnq dans L1pRdq telle que

ITEMooEYXYooAkKeXX

(1) pour tout n, ρn ě 0 et
ş
Rd ρn “ 1 ;

(2) pour tout α ą 0,
lim
nÑ8

ż

|t|ąα
ρn “ 0. (29.51)
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Une telle suite est régularisante parce que souvent ρn P DpRdq, ce qui donne f ˚ ρn P C8 par
le corolaire 27.63.

PROPooYUVUooMiOktf

Proposition 29.18 ([686, 687]).
Soit une suite régularisante ρn P L1pRdq. Alors :

ITEMooLWMIooFFamdf

(1) Si f est continue à support compact, nous avons la convergence uniforme sur Rd :

f ˚ ρn unifÝÑ f. (29.52)
ITEMooEJKKooChcgyM

(2) Si g P Lp (1 ď p ă 8) alors
g ˚ ρn LpÝÑ g. (29.53)

Démonstration. Si f est continue à support compact, elle est uniformément continue 3, et elle est
bornée. Soit ϵ ą 0 et α ą 0 tel que pour tout x, y tels que }x´y} ă α nous ayons |fpxq´fpyq| ă ϵ.
Nous prenons de plus n suffisamment grand pour avoir

ş
Bp0,αqc ρn ă ϵ. Nous avons alors

|fpxq ´ pf ˚ ρnqpxq| “ |
ż

Rd

`
fpxq ´ fpyq˘ρnpx´ yqdy| (29.54a)

ď
ż

Bpx,αq
|fpxq ´ fpyq|loooooomoooooon

ďϵ
ρnpx´ yqdy `

ż

Bpx,αqc

|fpxq ´ fpyq|loooooomoooooon
ď2}f}8

ρnpx´ yqdy

(29.54b)
ď ϵp1` 2}f}8q. (29.54c)

Nous avons prouvé que pour tout ϵ ą 0, il existe N tel que n ą N implique
ˇ̌
fpxq´pf ˚ρnqpxq

ˇ̌ ď ϵ.
Cela prouve l’uniforme convergence sur Rd de f ˚ ρn vers f .

Pour le point (2) nous considérons g P LppRdq et ϕ P DpRdq. Nous avons la majoration

}g ˚ ρn ´ g}p ď }g ˚ ρn ´ ϕ ˚ ρn}p ` }ϕ ˚ ρn ´ ϕ}p ` }ϕ´ g}p (29.55)

En ce qui concerne le premier terme ;

}pg ´ ϕq ˚ ρn}p ď }g ´ ϕ}p (29.56)

par la proposition 27.61. Donc

}g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ ϕ}p ` }ϕ ˚ ρn ´ ϕ}p. (29.57)EQooXWZYooVtsROKEQooXWZYooVtsROK

Par la densité de D dans Lp (théorème 27.51(5)) nous pouvons considérer une suite ϕi LpÝÑ g dans
DpRdq. L’inégalité (29.57) est valable pour chaque i :

}g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ ϕi}p ` }ϕi ˚ ρn ´ ϕi}p. (29.58)

Nous effectuons la limite sur nÑ8 :

lim
nÑ8 }g ˚ ρn ´ g}p ď 2}g ´ ϕi} ` lim

nÑ8 }ϕi ˚ ρn ´ ϕi}plooooooooooomooooooooooon
“0

(29.59)

parce que le point (1) s’applique à ϕi. Nous effectuons ensuite la limite sur iÑ8 dans

lim
nÑ8 }g ˚ ρn ´ g} ď 2}g ´ ϕi} Ñ 0. (29.60)

3. Théorème de Heine 12.76.
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29.3 Transformée de Fourier dans l’espace de Schwartz

La définition de la transformée de Fourier de φ P S pRdq est

φ̂pξq “
ż

Rn

φpxqe´ix· ξdx. (29.61)

Si α est un multiindice de taille m, nous notons

pMαfqpxq “ xα1 . . . xαmfpxq. (29.62)
LemQPVQjCx

Lemme 29.19 (Lemme de transfert).
Si φ P S pRdq et si α est un multiindice, alors

Bαφ̂ “ p´iq|α| zMαφ. (29.63)

et
yBαφpξq “ p´iq|α|ξαφ̂pξq. (29.64)

Démonstration. Nous considérons la fonction hpx, ξq “ φpxqe´ix· ξ dont la dérivée par rapport à
ξi est donnée par ´ipMiφqpxqex· ξ. Cette fonction est majorée en norme par

Gpxq “Miφpxq, (29.65)

qui est encore une fonction à décroissance rapide et donc parfaitement intégrable sur Rd. Le
théorème 17.19 nous dit donc que la dérivée de φ̂ par rapport à ξj existe et vaut

Bφ̂
Bξj pξq “ ´i

ż

Rn

xjφpxqe´iξ·x “ ´izMjφpξq. (29.66)

En appliquant ce résultat en chaine, nous trouvons la première formule annoncée.
Nous passons à la seconde formule annoncée. Étant donné que φ P S , ses dérivées le sont aussi

et par conséquent, il n’y a pas de problèmes pour écrire

zBxk
φpξq “

ż

Rd

Bφ
Bxk pxqe

´ix· ξdx. (29.67)EqTYizlniaEqTYizlnia

Étant donné que

B
Bxk

´
φpxqe´ix· ξ

¯
“ Bφ
Bxk pxqe

´ix· ξ ´ iξkφpxqe´ix· ξ, (29.68)EqZAeYaCBEqZAeYaCB

notre tâche sera de prouver que
ż

Rd

B
Bxk

´
φpxqe´ix· ξ

¯
dx “ 0. (29.69)EqVGvYBNKEqVGvYBNK

Autrement dit, nous voulons montrer que le terme au bord d’une intégration par partie s’annule.
D’abord le fait que φ soit à décroissance rapide nous assure que l’intégrale (29.69) converge. Pour
chaque ξ, la fonction

fpx, ξq “ B
Bxk

´
φpxqe´ix· ξ

¯
(29.70)

est intégrable par rapport à x. De plus, f est dans S pRq pour chacune de ses variables (les autres
étant fixées). Le théorème de Fubini 14.299 nous permet alors de décomposer l’intégrale en

ż

Rd

fpx, ξqdx “
ż

R

. . .

ż

R

fpx1, . . . , xdqdx1 . . . dxd. (29.71)
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De plus nous pouvons intégrer dans l’ordre de notre choix et nous choisissons évidemment d’intégrer
d’abord par rapport à xk. Étudions donc l’intégrale

ż

R

B
Bx

´
φpxqe´ixξ

¯
dx “ lim

AÑ8

ż A

´A
B
Bx

´
φpxqe´ixξ

¯
dx (29.72)

dans laquelle nous avons un peu allégé les notations. Une primitive de ce qui est intégré est toute
trouvée : c’est φpxqe´ixξ, et nous pouvons utiliser le théorème fondamental du calcul intégral pour
écrire que ż A

´A

´
φpxqe´ixξ

¯1
dx “

”
φpxqe´ixξ

ıx“A
x“´A

. (29.73)

Vu que φ est dans S , la limite AÑ8 donne zéro.
En substituant maintenant (29.68) dans (29.67) et en tenant compte du terme que nous venons

de montrer s’annuler, nous avons

yBkφpξq “ ´iξk
ż

Rd

φpxqe´ix· ξ “ ´iξkφ̂pξq. (29.74)

En recommençant la procédure |α| fois nous trouvons la seconde formule annoncée.
PropKPsjyzT

Proposition 29.20 ([455]).
À propos de transformée de Fourier dans l’espace de Schwartz.

(1) L’espace de Schwartz 4 est stable par transformée de Fourier, c’est-à-dire que F
`
S pRdq˘ Ă

S pRdq 5.
(2) L’application F : S pRdq Ñ S pRdq est continue.

Démonstration. La linéarité découle de celle de l’intégrale. La difficulté est de prouver que pour
φ P S pRdq nous avons bien que φ̂ P S pRdq et que cette association est continue 6.

(1) Première inclusion : F
`
S pRdq˘ Ă S pRdq Nous devons prouver que pour tout multiin-

dices α et β, nous avons pα,βpφ̂q ă 8. Nous avons

ξβBαφ̂pξq “ ξβp´iq|α| zMαφpξq “ p´iq|α|`|β| {BβMαφpξq. (29.75)

Ensuite nous nous souvenons que }f̂}8 ď }f}1 parce que

|f̂pξq| ď
ż

Rd

ˇ̌
fpxqe´ix· ξ

ˇ̌ “
ż

Rd

|fpxq|dx “ }f}1. (29.76)

Donc
pα,βpφ̂q “ } {BβMαφ}8 ď }BβMαφ}1. (29.77)

Du fait que φ soit dans S , la dernière expression est finie. Cela prouve déjà que

F
`
S pRdq˘ Ă S pRdq. (29.78)

(2) Continuité
Nous supposons avoir une suite φn SÑ φ, et nous devons prouver que φ̂n SÑ φ̂. Pour alléger
les notations, nous posons fn “ φn ´ φ. Nous avons subEqsSGsGGih

}f̂}α,β “ }ξβBαf̂}8 (29.79a)

“ } {BβMαf}8 lemme 29.19. (29.79b)
ď }BβMαf}1 (29.79c)

4. Définition 27.219, avec rappel que pαβpφq “ }x ÞÑ xβ
pB

αφqpxq}8.
5. Nous verrons, avec la formule d’inversion dans la proposition 29.26 que c’est même une bijection.
6. Pour rappel, en dimension infinie, il n’est pas garanti qu’une application linéaire soit continue.
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La convergence fn SÑ 0 nous dit entre autres que BβMαfn
SÑ 0 ; en particulier la proposi-

tion 27.227 nous dit que BβMαfn
L1Ñ 0, ce qui signifie, par les majorations (29.79) que

}f̂n}α,β ď }BβMαfn}1 Ñ 0, (29.80)

ce qui prouve la continuité de transformée de Fourier dans S pRdq.
(3) Bijection Une preuve peut être trouvée dans [688].

PROPooMVQMooGYAzSX

Proposition 29.21 ([1]).
Soit φ P S pRn ˆRmq et la transformée de Fourier partielle

φ̃px, kq “
ż

Rm

e´ikyφpx, yqdy. (29.81)

Alors φ̃ P S pRn ˆRmq.
Démonstration. Il s’agit de reprendre les étapes de la partie correspondante de la preuve de la
proposition 29.20. Soient des multiindices α, α1, β et β1 où α et β se réfèrent à la variable x tandis
que α1 et β1 se réfèrent à la variable k.

Vu que la multiplication par kβ1 commute avec Bα nous avons

xβkβ
1BαBα1

φ̃px, kq “ xβkβ
1Bαp´iq|α1|ČMα1φpx, kq “ p´iq|α1|`|β1|xβBα ČBβ1Mα1φpx, kq. (29.82)

D’autre part nous avons Bαφ̃ “ ĄBαφ parce que la fonction Bxφ étant Schwartz, la fonction

Gpyq “ sup
xPRn

|pBxφqpx, yq| (29.83)

est dans L1pRmq par le corolaire 27.223. Par conséquent le théorème 17.19 permet de permuter la
dérivée et l’intégrale dans

B
Bxφ̃px, kq “

B
Bx

ż

Rm

e´ikyφpx, yqdy. (29.84)

Dans le même ordre d’esprit des difficultés de permutation de limites nous avons Mβφ̃ “ ĆMβφ.
D’autre part nous avons encore }φ̃}α ă 8 parce que

|φ̃px, kq| ď
ż

Rm

|φpx, yq|dy ď sup
x

ż

Rm

|φpx, yq|dy ď
ż

Rm

| sup
x
φpx, yq|dy ă 8 (29.85)

parce que φ est Schwartz et le corolaire 27.223 donne l’intégrabilité.
Donc nous avons

ppαα1q,pββ1qpφ̃q “ } ČBβ1Mα1MβBαφ}8 ă 8. (29.86)

Cela prouve que φ̃ est Schwartz.

29.3.1 Quelques transformées de Fourier
LEMooPAAJooCsoyAJ

Lemme 29.22 (Transformée de Fourier de la Gaussienne [689]).
La transformée de Fourier de

gϵ : Rd Ñ R

x ÞÑ e´ϵ}x}2 (29.87)

est donnée par
ĝϵpξq “

´π
ϵ

¯d{2
e´}ξ}2{4ϵ (29.88)

Démonstration. Nous commençons par la fonction gpxq “ e´}x}2{2 et nous prouvons que sa trans-
formée de Fourier est ĝpξq “ p2πqd{2gpξq.
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(1) Réduction à la dimension 1 La fonction g est dans l’espace de Schwartz. Par le théorème
de Fubini,

ĝpξq “
ż

Rd

dź

k“1
e´x2

ke´iξkxkdx “
dź

k“1

ż

R

e´t2{2e´ξkxdt “
dź

k“1
f̂pξkq (29.89)EQooXRLIooRCfIOdEQooXRLIooRCfIOd

où f est la fonction d’une variable

fpxq “ e´x2{2. (29.90)EQooFKSPooRBdgnkEQooFKSPooRBdgnk

Notons que f P DpRq.
(2) Une équation différentielle

Voyons l’équation différentielle satisfaite par la transformée de Fourier f̂ de la fonction
(29.90). Grâce au lemme 29.19 nous trouvons l’équation différentielle 7

ξf̂pξq ` pf̂q1pξq “ 0. (29.91)

C’est le moment d’utiliser le théorème de Cauchy-Lipschitz (17.43), appliqué à la fonction
fpt, yq “ ´ty qui est Lipschitz et continue au problème SUBEQSooWZZKooNEKnME

"
y1 ` ty “ 0 (29.92a)
yp0q “ y0 (29.92b)

possède une unique solution maximale, en l’occurrence ypxq “ y0e´x2{2. En ce qui concerne
la condition initiale nous avons

f̂p0q “
ż

R

e´x2{2dx “ ?2π. (29.93)

par l’exemple 14.302. Donc
f̂pξq “ ?2πe´ξ2{2. (29.94)

En reformant le produit (29.89) nous concluons.
Nous passons maintenant à la fonction gϵ. Nous pouvons écrire gϵ sous la forme

gϵpxq “ gp?2ϵxq. (29.95)

Utilisant successivement la transformée de Fourier de g que nous venons de calculer et 29.9 (facteur
d’échelle) nous trouvons

ĝpξq “ p2πqd{2gpξq (29.96a)
ĝϵpξq “ p2ϵq´d{2ĝ

`
ξ{?2ϵ

˘
(29.96b)

“
´π
ϵ

¯d{2
e´|ξ|2{4ϵ.. (29.96c)SUBEQooFWIKooGMpFboSUBEQooFWIKooGMpFbo

Nous voyons que ĝϵ P S pRdq (c’était gagné d’avance par la proposition 29.20).
LEMooTDWSooSBJXdv

Lemme 29.23.
Si gϵpxq “ e´ϵ}x}2 alors la suite

ρn “ 1
p2πqd ĝ1{n (29.97)EQooWQWZooZIYGpqEQooWQWZooZIYGpq

est une suite régularisante (définition 29.17).

7. Une façon alternative, plus directe de déduire cette équation différentielle sera donnée dans l’exemple 29.25.
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Démonstration. Nous savons déjà la transformée de Fourier de gϵ par le lemme 29.22. Nous mon-
trons que la suite ρn est régularisante. Nous avons ĝϵ P L1pRdq et ĝϵ ě 0 ainsi que limϵÑ0

ş
Bp0,αq ĝϵ “

0 pour tout α. Il y a seulement un couac avec la norme. Nous calculons
ş
Rd ĝϵpξqdξ avec la forme

(29.96c). En utilisant sauvagement Fubini 8 pour séparer les intégrales et en effectuant le change-
ment de variable u “ t{p2?ϵq nous calculons :

ż

Rd

e´|ξ|2{4ϵdξ “
dź

k“1

ż

R

e´t2{4ϵdt (29.98a)

“
dź

k“1
2
?
ϵ

ż

R

e´u2
du (29.98b)

“
dź

k“1
2
?
ϵ
?
π (29.98c)

“ 2dpπϵqd{2. (29.98d)

Nous avons utilisé l’exemple 14.302 pour le calcul de l’intégrale gaussienne. Avec tout cela nous
avons ż

Rd

ĝϵ “ p2πqd. (29.99)

Donc 1
p2πqd ĝ1{n est une suite régularisante.

Le corolaire suivant regroupe les résultats à propos des suites régularisantes, leur utilité et leur
existence.

CORooQLELooUjzIoM

Corolaire 29.24.
Si la suite régularisante ρn est dans L1pRdqXC8pRdq alors pour f P LppRdq en posant fn “ ρn ˚f
nous avons

(1) fn P C8pRdq X LppRdq
(2) fn

LpÝÑ f

De plus, de telles suites existent.

Démonstration. Le fait que fn soit de classe C8 est le corolaire 27.63, et la convergence est la
proposition 29.18(2).

De telles suites existent, par exemple celle donnée par le lemme 29.23.
EXooLMXKooFcAZGR

Exemple 29.25 ([104]).
Soit la fonction gϵpxq “ e´ϵx2 . Sa transformée de Fourier a été vue dans le lemme 29.22 en
utilisant le lemme de transfert 29.19. Nous nous proposons ici de déduire de façon directe l’équation
différentielle vérifiée par la transformée de Fourier de gϵ.

Nous posons

Ipkq “
ż

R

e´ikxe´ϵx2
dx. (29.100)

et nous considérons la fonction
fpk, xq “ e´ikxe´ϵx2

. (29.101)

Elle est de classe C1 par rapport à k, et intégrable en x pour chaque k. De plus sa dérivée

pBkfqpk, xq “ ´ixe´ikxe´ϵx2 (29.102)

8. Le pauvre !
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vérifie |Bkf | ď xe´ϵx2 . La dérivée est donc majorée (uniformément en k) par une fonction intégrable.
Le théorème 17.19 permet de permuter la dérivée et l’intégrale :

I 1pkq “
ż

R

´ixe´ikxe´ϵx2
dx (29.103a)

“ i

ż

R

e´ikx 1
2ϵ

d

dx

´
e´ϵx2

¯
dx (29.103b)

“ ´i2ϵ

ż

R

d

dx

´
e´ikx

¯
e´ϵx2

dx par partie (29.103c)

“ ´k2ϵ

ż

R

e´ikxe´ϵx2
dx (29.103d)

“ ´k2ϵ Ipkq. (29.103e)

D’où l’équation différentielle I 1pkq “ ´ k
2ϵIpkq. △

29.3.2 Formule d’inversion
PROPooLWTJooReGlaN

Proposition 29.26 (Formule d’inversion[455, 104]).
À propos d’inversion de la transformée de Fourier. ITEMooLVOTooUDJSWt

(1) Si f P S pRq, alors nous avons la formule d’inversion

fpxq “ 1
2π

ż

R

eikxf̂pkqdk. (29.104)EQooHIDAooHARdNZEQooHIDAooHARdNZ

ITEMooWINLooJWcDIX

(2) Nous avons, pour f P S pRq,
fpxq “ 1

2πFpf̂qp´xq. (29.105)
ITEMooCZYMooRvKTfS

(3) L’application
F : S pRq Ñ S pRq (29.106)

est une bijection continue.
(4) Cette formule peut d’écrire de plusieurs autres façons : pour tout f P S pRdq nous avons

fpxq “ 1
2πFpf̂qp´xq. (29.107a)EQooWBZTooPeBNehEQooWBZTooPeBNeh

F´1pfqpξq “ ´ 1
2πFpfqp´ξq. (29.107b)

Démonstration. Le fait que la transformée de Fourier sur S pRdq prenne ses valeurs dans S pRdq
est déjà prouvé dans 29.20. Nous commençons maintenant la preuve de (1).

Soit f P S pRdq. Pour ϵ ą 0 nous posons

fϵpkq “ e´ϵk2
eikxf̂pkq. (29.108)

Nous allons calculer
lim
ϵÑ0

ż

R

e´ϵk2
eikxf̂pkqdk (29.109)

de deux façons ; d’abord avec la convergence dominée, et ensuite avec Fubini.
(1) Premier calcul : convergence dominée D’abord en utilisant directement le théorème

de la convergence dominée 14.202. La fonction f̂ est dans S pRq (théorème 29.20) et par
conséquent fϵ P L1pRq parce que le facteur e´ϵk2 ne va certainement pas empêcher de conver-
ger. De plus |fϵ| ď |f̂ | et f̂ P L1. Le théorème est de la convergence dominée est applicable
et

lim
ϵÑ0

ż

R

e´ϵk2
eikxf̂pkqdk “

ż

R

eikxf̂pkqdk. (29.110)EQooYIYGooXYubbWEQooYIYGooXYubbW
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(2) Deuxième calcul : Fubini
Pour le deuxième calcul nous allons faire appel à Fubini 9 pour la fonction

u : RˆRÑ R

pk, yq ÞÑ eikpx´yqe´ϵk2
fpyq. (29.111)

D’abord nous nous assurons que u P L1pR ˆ Rq par le corolaire 14.298, et ensuite nous
utilisons le théorème de Fubini 14.299 pour manipuler les intégrales (et en particulier les
permuter).

(2a) u P L1pRˆRq Dans un premier temps nous avons :
ż

R

ż

R

|eikpx´yqe´ϵk2
fpyq|dy dk ď

ż

R

e´ϵk2“ ż

R

|fpyq|dy‰dk ă 8 (29.112)

parce que f étant dans S pRq, l’intégrale intérieure se réduit à un nombre. Nous savons
maintenant que u P L1pRˆRq grâce au corolaire 14.298.

(2b) Calcul
Nous pouvons alors calculer un peu . . .

ż

R

eikxe´ϵk2
f̂pkqdk “

ż

R

ż

R

eikxe´ϵk2
e´ikyfpyqdy dk (29.113a)

“
ż

R

“ ż

R

eikpx´yqe´ϵk2
fpyqdk‰dy (29.113b)SUBEQooYJATooBdisqESUBEQooYJATooBdisqE

“
ż

R

fpyq“
ż

R

eikpx´yqe´ϵk2
dk

‰
dy (29.113c)

“
ż

R

fpyqĝϵpy ´ xqdy (29.113d)SUBEQooXLLMooQazBnMSUBEQooXLLMooQazBnM

“
c
π

ϵ

ż

R

fpyqe´py´xq2{4ϵdy (29.113e)SUBEQooOPQNooPofmvhSUBEQooOPQNooPofmvh

“ 2
?
ϵ

c
π

ϵ

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt (29.113f)SUBEQooONHGooNoiBruSUBEQooONHGooNoiBru

“ 2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt (29.113g)

(29.113h)

Justifications :
— Pour (29.113b), c’est Fubini 14.299.
— Pour (29.113d), nous avons reconnu dans le crochet la transformée de Fourier de la

fonction gϵ : x ÞÑ e´ϵx2 .
— Pour (29.113e), nous utilisons la transformée de Fourier de gϵ donnée dans le lemme

29.22.
— Pour (29.113f), nous avons effectué le changement de variables t “ py ´ xq{p2?ϵq

qui donne dt “ dy{2?ϵ.
(3) Second passage à la limite

Nous avons obtenu l’égalité
ż

R

eikxe´ϵk2
f̂pkqdk “ 2

?
π

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt, (29.114)EQooUCSTooRvOuhiEQooUCSTooRvOuhi

et nous voudrions passer à la limite ϵÑ 0. Le membre de gauche est déjà fait en (29.110).

9. Parce qu’il est toujours plus simple de refiler le boulot aux autres que de le faire soi-même. . .pauvre Fubini !
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Pour le membre de droite, la fonction f étant Schwartz (en particulier bornée), nous pouvons
effectuer la majoration

fpx` 2
?
ϵtqe´t2 ď }f}8e´t2 , (29.115)

qui est une fonction intégrable de t. Nous avons donc le droit de permuter la limite ϵÑ 0 et
l’intégrale dans le calcul suivant :

lim
ϵÑ0

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2 “

ż

R

fpxqe´t2dt. (29.116)

(4) Fin
Nous avons maintenant les limites des deux membres de (29.114). Récrivons :

lim
ϵÑ0

ż

R

eikxe´ϵk2
f̂pkqdk “ lim

ϵÑ0
2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt, (29.117)

À gauche nous avons déjà la limite depuis (29.110), et à droite nous obtenons

lim
ϵÑ0

2
?
π

ż

R

fpx` 2
?
ϵtqe´t2dt “ 2

?
π

ż

R

fpxqe´t2dt “ 2
?
πfpxq?π “ 2πfpxq (29.118)

où nous avons utilisé l’intégrale gaussienne faite dans l’exemple 14.302.
En remettant tout ensemble,

2πfpxq “ lim
ϵÑ0

ż

R

e´ϵk2
eikxf̂pkqdk “

ż

R

eikxf̂pkqdk, (29.119)

ce qu’il fallait prouver.
Le plus gros est fait ; nous avons prouvé

fpxq “ 1
2π

ż

R

eikxf̂pkqdk. (29.120)EQooYVUZooZXQoEHEQooYVUZooZXQoEH

Pour (2), c’est simplement une reformulation de cela.
Nous prouvons maintenant (3).

(1) La transformée de Fourier est injective Vu qu’elle est linéaire, il suffit de démontrer
que si Fpfq “ 0, alors f “ 0. Si f̂ “ 0, alors la formule (29.120) donne immédiatement f “ 0.

(2) La transformée de Fourier est surjective Soit f P S pRq. Nous devons trouver g P
S pRq tel que ĝ “ f . La formule Fpf̂qp´xq “ 2πfpxq nous incite à essayer

gpξq “ ´ 1
2π f̂p´ξq. (29.121)

Calculons Fpgq :

Fpgqpxq “ ´
ż

R

e´iξxgpξqdξ (29.122a)

“ ´
ż

R

e´iξx 1
2π f̂p´ξqdξ (29.122b)

“ 1
2π

ż

R

eitxf̂ptqdt (29.122c)

“ 1
2πFpf̂qp´xq (29.122d)

“ fpxq. (29.122e)

Pour la dernière ligne, nous avons utilisé Fpf̂qp´xq “ 2πfpxq.
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CORooAZLZooSviTej

Corolaire 29.27.
Nous avons la formule ż

R

ż

R

e´ikxfpxqdx dk “ 2πfp0q. (29.123)EQooRJXRooElEMAaEQooRJXRooElEMAa

Démonstration. Poser x “ 0 dans l’équation (29.104).

29.28.
Les physiciens qui n’ont que rarement peur écrivent souvent la formule (29.123) sous la forme

ż

R

e´ikxdk “ δpxq (29.124)

où δ serait la fonction de Dirac qui vaut zéro partout sauf en x “ 0 où elle vaudrait l’infini, mais
pas n’importe quel infini ; juste celui qu’il faut pour que sont intégrale vaille 1.

LemYYjFZSa

Lemme 29.29.
Si ϕ P S pRˆRnq, alors

Btϕ̂ “ xBtϕ (29.125)
où le chapeau dénote la transformée de Fourier par rapport à la variable dans Rn et non par rapport
à celle dans R. Le t par contre est la variable dans R.

Démonstration. Par définition de la transformée de Fourier nous avons

pBtϕ̂qpt, ξq “ B
Bt

ż

Rn

ϕpt, xqe´ixξdx. (29.126)

Notre but est de permuter l’intégrale et la dérivée en utilisant le théorème 17.19. Il nous faut une
fonction G : Rn Ñ R qui soit intégrable sur Rn et telle que

ˇ̌
ˇ̌Bϕ
Bt ϕpt, xq

ˇ̌
ˇ̌ ď Gpxq (29.127)

pour tout t P Bpt0, δq. Étant donné que la fonction Btϕ est tout autant Schwartz que ϕ elle-même
nous pouvons alléger les notations et chercher une fonction G qui convient pour toute fonction
φ P S pRˆRnq. Soit la fonction

Gpxq “ sup
tPBpt0,δq

|φpt, xq|. (29.128)

Pour tout multiindice α nous avons alors

sup
xPRn

ˇ̌
xαGpxqˇ̌ ď sup

pt,xqPRˆRn

ˇ̌
xαφpt, xqˇ̌ ďMα P R. (29.129)

Grâce à la proposition 27.222, cela signifie que φ décroît plus vite que n’importe quel polynôme ;
G est donc intégrable sur Rn.

29.4 Transformée de Fourier sur L2pRdq

La théorie des transformées de Fourier est intéressante sur L2pRdq parce qu’elle y donne une
isométrie. Nous allons la donner avec des fonctions à valeurs dans C.

Remarque 29.30.
Une remarque qui vaut ce qu’elle vaut, mais si u est une classe de fonction pour la relation u „ v
si et seulement si upxq “ vpxq pour presque tout v alors l’intégrale

ûpξq “
ż

Rd

upxqeixξdx (29.130)

ne dépend pas du choix du représentant. Nous pouvons donc parfaitement parler de transformée
de Fourier d’une classe de fonctions.
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29.4.1 Le problème

Nous avons défini en général la transformée de Fourier d’une fonction f : RÑ C par la formule

f̂pξq “
ż

R

eiξxfpxqdx (29.131)EQooOPLJooEkqRuCEQooOPLJooEkqRuC

tant que cette intégrale existe.
Il se fait que cette intégrale n’existe pas toujours pour des fonctions dans L2pRq. Donc nous

devons faire mieux pour définir la transformée de Fourier sur L2.
EXooSWCHooTdHTsl

Exemple 29.31 ([1]).
Prenons la fonction

fpxq “
#

0 si x ă 1
1
x si x ě 1.

(29.132)

Vu que l’intégrale
ş8
1

1
x2dx existe et est finie (proposition 14.279(2)), la fonction f est dans L2pRq.

Cependant l’intégrale (29.131) n’existe pas. Pour nous convaincre de cela, nous pouvons sim-
plement nous souvenir de la définition d’une intégrale à valeurs dans un espace vectoriel (défini-
tion 14.192). Nous fixons ξ P R et nous posons gpxq “ fpxqeiξx.

Bien évidemment, |gpxq| “ 1
x sur s1,8r. Donc

ş
R
|g| “ 8, et la fonction g n’est pas intégrable.

Fin de l’histoire.
Nous pouvons toujours essayer de comprendre mieux. Vu que

ş
R
|g| “ 8, la proposition 14.193

nous dit qu’au moins une des intégrales parmi
ż
gr̀e,

ż
g`
im,

ż
gŕe,

ż
g´
im (29.133)

est égale à `8.
Note qu’en travaillant un peu, on se convainc qu’en réalité, elles divergent toutes les quatre. △

29.4.2 Extension de L1 X L2 vers L2
THOooJLCDooAjTvJf

Théorème 29.32 (Extention de la transformée de Fourier vers L2pRdq[689]).
Soit f P L1pRdq X L2pRdq. Alors

(1) Nous avons Fpfq P L2 et }f̂}L2 “ p2πqd}f}L2.
(2) L’application F : L1 X L2 Ñ L2 peut être étendue en une application F : L2pRdq Ñ L2pRdq

vérifiant
}f̂}L2 “ p2πqd}f}L2 (29.134)

pour tout f P L2pRdq.
Démonstration. Le fait que f P L1 implique }Fpfq}8 ď }f}1 (c’est le lemme 29.12). En particulier,
|Fpfqpξq|2 est majoré et l’intégrale

♣ “
ż

Rd

|f̂ |2e´ϵξ2
dξ (29.135)

existe et est finie.
(1) Découper l’intégrale Dans un premier temps nous développons les intégrales. Dans les

égalités suivantes, xξ est le produit scalaire x· ξ dans Rd.

♣ “
ż

Rd

ˆż

Rd

fpxqeixξdx
˙ˆż

Rd

fpyqe´yξ
˙
e´ϵ|ξ|2dξ (29.136a)

“
ż

Rd

„ż

RdˆRd

fpxqfpyqeiξpx´yqdxdy
ȷ
e´ϵ|ξ|2dξ. (29.136b)
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Nous avons utilisé le théorème de Fubini pour regrouper les intégrales 10. Vu que f P L1pRdq,
la fonction px, y, ξq ÞÑ fpxqfpyqe´ϵ|ξ|2 est dans L1pRd ˆ Rd ˆ Rdq et le théorème de Fu-
bini 14.299 avec Ω1 “ Rd ˆ Rd et Ω2 “ Rd nous permet de permuter les intégrales pour
avoir

♣ “
ż

RdˆRd

fpxqfpyq
„ż

Rd

eiξpx´yqe´ϵ|ξ|2dξ
ȷ
dxdy. (29.137)EQooSUYWooCmtFeFEQooSUYWooCmtFeF

(2) Discuter de cette gaussienne En posant

gpxq “ e´|x|2{2 (29.138a)
gϵpxq “ gp?2ϵxq “ e´ϵ|x|2 (29.138b)

nous avons gϵ P S pRdq et le lemme 29.23 nous autorise à écrire

ĝpξq “ p2πqd{2gpξq (29.139a)

ĝϵpξq “
´π
ϵ

¯d{2
e´|ξ|2{4ϵ (29.139b)

Nous voyons que ĝϵ P S pRdq (c’était gagné d’avance par la proposition 29.20) et que ĝϵ
est une fonction paire (encore une fois, c’était gagné d’avance parce que la transformée de
Fourier d’une fonction paire est paire).
Tout cela pour dire que l’intégrale entre crochet dans (29.137) est ĝϵpy ´ xq “ ĝϵpx ´ yq, et
donc

♣ “
ż

RdˆRd

fpxqfpyqĝϵpx´ yqdxdy. (29.140)

Encore une fois le théorème de Fubini permet de séparer les intégrales et de calculer l’intégrale
sur y en premier. Vu que f P L1 et que ĝϵ P S pRdq, le produit de convolution f ˚ ĝϵ est un
élément de S pRdq par la proposition 27.231. Nous avons donc

♣ “
ż

Rd

fpxqpf ˚ ĝϵqpxqdx. (29.141)

Là, nous reconnaissons un produit scalaire dans L2pRdq, et donc
ż

Rd

|f̂ |2e´ϵξ2
dξ “ xf, f ˚ ĝϵyL2pRdq. (29.142)EQooWIHNooHutHlSEQooWIHNooHutHlS

Notons que tout a un sens : f P L2pRdq et f ˚ ĝϵ P S pRdq Ă L2pRdq.
(3) Suite régularisante

Nous prenons la suite régularisante du lemme 29.23 donnée par

ρn “ 1
p2πqd ĝ1{n. (29.143)

(4) Première conclusion Nous reprenons (29.142)
ż

Rd

|f̂ |2e´|ξ2|{ndξ “ xf, f ˚ ĝ1{nyL2pRdq “ p2πqdxf, f ˚ ρny. (29.144)

En prenant la limite nÑ8 nous trouvons

lim
nÑ8

ż

Rd

|f̂ |2e´ϵξ2
dξ “ p2πqd}f}2. (29.145)

Pour effectuer la limite du membre de gauche nous devons remarquer qu’en posant

gnpξq “ |f̂pξq|e´|ξ|2{n, (29.146)

10. Dans la suite nous allons encore utiliser Fubini quelques fois pour regrouper et dégrouper des intégrales.
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nous avons une suite décroissante de fonctions (c’est-à-dire que à ξ fixé, gnpξq est décroissant
en n). Par ailleurs ces fonctions sont toujours à valeurs dans r0,8s et nous pouvons utiliser
le théorème de la convergence monotone 14.173 pour permuter la limite et l’intégrale. Au
final :

}f̂}L2 “ p2πqd}f}L2 . (29.147)

En ce qui concerne l’extension, soit f P L2pRdq et une suite pfnq dans L1XL2 telle que fn L2ÝÑ f .
(1) Existence d’une telle suite Si f P L2pRdq, alors nous pouvons poser

fnpxq “ fpxqe´|x|2{n2
. (29.148)EQooHGJYooJsmxoXEQooHGJYooJsmxoX

Par l’inégalité de Hölder (27.81) nous avons fn P L1pRdq ; de plus fn P L2pRdq parce que
pour tout x nous avons |fnpxq| ď |fpxq|. Montrons que fn L2ÝÑ f . Nous avons

}fn ´ f}2L2 “
ż

Rd

|fpxqp1´ e´|x2|{n2q|2dx. (29.149)

Nous voulons prendre la limite nÑ8. Pour ce faire à droite nous remarquons que e´|x|2{n2

est majoré par 1 ; ce qui se trouve dans l’intégrale est donc majoré (uniformément en n)
par |fpxq|2, qui est une fonction L1 parce que f est L2. Le théorème de la convergence
dominée 14.202 nous permet alors de permuter la limite et l’intégrale, ce qui donne

lim
nÑ8 }fn ´ f}

2
2 “

ż

Rd

lim
nÑ8 |fpxqp1´ e

´|x|2{n2q|2dx “ 0. (29.150)

(2) Définition de F : L2 Ñ L2

La suite pfnq est une suite convergence dans L2, et elle est donc de Cauchy. De plus pour
chaque n,m nous avons

}f̂n ´ f̂m} “ p2πqd}fn ´ fm}. (29.151)
Nous voyons donc que la suite pf̂nq est également de Cauchy, dans l’espace L2pRdq qui est
complet (lemme 27.85). Nous posons

f̂ “ lim
nÑ8 f̂n. (29.152)

(3) Indépendance aux choix Nous devons montrer que la définition de f̂ ne dépend pas de
la suite approximant f dans L1XL2. Soient dans deux suites fn L2ÝÑ f et gn L2ÝÑ f telles que
f̂n

L2ÝÑ F et ĝn L2ÝÑ G. Alors
}f̂n ´ ĝn} “ p2πqd}fn ´ gn} ď p2πqd}fn ´ f} ` p2πqd}gn ´ f} Ñ 0. (29.153)

Par conséquent pf̂n ´ ĝnqn est une suite qui converge vers zéro. Par unicité de la limite,
F “ G.

Remarque 29.33.
Une autre suite possible, à la place de (29.148), est

fnpxq “ fpxq1|x|ăn. (29.154)
C’est-à-dire la fonction f limitée à une boule de rayon n autour de 0.

29.4.3 Une formule de Leibniz
PROPooBTXLooFhuYSs

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 29.34
Si f et g sont des fonctions comme il faut et si P est un polynôme, je suis quasiment certain que
nous avons la formule

P ˚ pfgq “ pPfq ˚ g ` f ˚ pPgq. (29.155)
La raison est que, à travers la transformée de Fourier, P est seulement constituée de dérivation.
Cela est donc une formule de Leibniz.

Si vous avez un énoncé exact et une preuve, je suis preneur.
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Chapitre 30

Distributions

Nous donnons ici une partie de la théorie sur les distributions. L’utilisation des distributions
dans le cadre des équations différentielles est mise dans le chapitre sur les équations différentielles,
section 32.11.

PropAAjSURG

Proposition 30.1 ([690]).
Soient un ouvert Ω de R et une fonction intégrable f :

`
Ω,BorpΩq, λ˘Ñ C telle que

ż

Ω
fφ “ 0 (30.1)

pour toute fonction φ P DpΩq. Alors f “ 0 presque partout sur Ω.

Démonstration. Nous commençons par prouver que f est nulle sur tout compact de Ω. Soit un
compact K de Ω. Le lemme d’Urysohn 15.161 nous donne une fonction θ à support compact qui
vaut 1 sur K.

Nous considérons une suite régularisante pϕkq de fonctions toujours strictement positives (par
exemple celle du lemme 29.23). Vu que fθ est à support compact, elle est dans LppΩq et le corolaire
29.24 s’applique :

ϕk ˚ pθfq Ñ θf. (30.2)

Mais, x et k étant fixés, nous avons

`
ϕk ˚ pθfq

˘pxq “
ż

R

ϕkpx´ tqθptqfptqdt. (30.3)EQooIUIMooMTAHCYEQooIUIMooMTAHCY

La fonction
t ÞÑ ϕkpx´ tqθptq (30.4)

étant à support compact, l’hypothèse à propos de f fait que l’intégrale (30.3) est nulle :

ϕk ˚ pθfq “ 0 (30.5)

pour tout k. En prenant la limite k Ñ8,

θf “ 0. (30.6)

Vu que θpxq “ 1 pour tout x P K, nous avons fpxq “ 0 pour tout x P K.
Nous avons démontré que f était nulle sur tout compact de Ω.
Nous considérons maintenant une suite exhaustive pKnq de compacts (lemme 7.294). La fonction

f est nulle sur chaque Kn, et comme Ω “ Ť8
n“0Kn, la fonction f est nulle sur Ω.

2343
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30.1 Dérivée faible

30.1.1 Dérivée partielle au sens faible
DEFooIRJQooMVNopl

Lemme-Définition 30.2.
Soit f P LppIq où I est l’intervalle ouvert sa, br. Il existe au maximum 1 une fonction g telle que

ż

I
fφ1 “ ´

ż

I
gφ (30.7)

pour tout φ P DpIq. Lorsqu’une telle fonction existe, nous la nommons dérivée faible de f .

Démonstration. Soient g, h P L2 tels que
ż

I
uφ1 “ ´

ż

I
gφ “ ´

ż

I
hφ (30.8)

pour tout φ P C8
c pIq. Nous avons alors

ż

I
pg ´ hqφ “ 0. (30.9)

Cela implique que g ´ h “ 0 presque partout par la proposition 27.175 2.

Exemple 30.3 (Dérivée faible de 1Q).
Vu que Q est de mesure nulle dans R, nous avons

ż

R

1Qφ
1 “ 0 (30.10)

pour tout φ P DpRq. Pour g “ 0 nous avons aussi
ş
R
gφ “ 0. Donc g “ 0 est la dérivée faible de

1Q.
Cela n’est pas étonnant du fait qu’en théorie de l’intégration, les parties de mesure nulle ne

comptent pas. De ce point de vue, 1Q “ 0. D’ailleurs cette égalité est vraie dans Lp (les classes et
tout ça). △

EXooRVGHooTWOCtF

Exemple 30.4 (La fonction de Heaveside n’a pas de dérivée faible).
Nous montrons que la fonction

Hpxq “
#

0 si x ă 0
1 si x ě 0

(30.11)

n’a pas dérivée faible. Nous nommons g une hypothétique fonction vérifiant les conditions pour
être la dérivée faible de H.

Soit une fonction φ P DpRq, dont le support est contenu dans s0,8r. Sur le support de φ, et
donc aussi de φ1, nous avons Hpxq “ 1 et donc

ż

R

φ1 “ ´
ż

R

gφ. (30.12)

Vu que φ est à support compact,
ş
R
φ1 “ 0. En effet, si le support de φ est contenu dans r´M,M s,

alors en utilisant le théorème fondamental de l’analyse 14.265, nous trouvons
ş
R
φ “ şM

´M φ1 “
φpMq ´ φp´Mq “ 0´ 0 “ 0.

Donc g doit satisfaire ż

R

gpxqφpxq “ 0 (30.13)

pour tout φ P Dpx ą 0q. La proposition 30.1 nous dit que g “ 0 presque partout sur s0,8r.
1. En réalité, c’est une classe au sens de l’égalité presque partout.
2. Ou alors par le lemme 27.67 qui est moins général mais tout aussi bien pour ici.
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Le même raisonnement dit que g “ 0 presque partout sur les négatifs. Que g soit maintenant
nulle ou non en x “ 0 ne change pas le fait que g “ 0 presque partout sur R.

Par conséquent,
ş
R
gφ “ 0 pour toute φ P DpRq. Hélas, nous avons d’autre part

ż

R

Hpxqφ1pxqdx “
ż 8

0
φ1pxqdx, (30.14)

qui n’est pas forcément nul. Notons que pour avoir un exemple de φ qui donne
ş
R
Hφ ‰ 0, il faut

chercher des fonctions dont le support contient des négatifs et des positifs.
La fonction H n’a donc pas de dérivée faible. Notons cependant que cela ne présume en rien

la possibilité d’accepter une dérivée au sens des distributions. △

30.5.
Nous verrons dans la proposition 30.39 que la dérivée de Heaveside au sens des distributions est le
delta de Dirac.

Exemple 30.6 (Dérivée faible de la valeur absolue).
L’exemple de base de fonction continue qui n’est pas dérivable est la valeur absolue fpxq “ |x|
prise en x “ 0. Nous allons montrer ici que la fonction

Hpxq “
#
´1 si x ă 0
1 si x ą 0

(30.15)

est la dérivée faible de f .
Commençons par noter que H peut valoir la valeur qu’on veut en zéro ; de toutes façons la

dérivée faible n’est définie qu’à partie de mesure nulle près.
Soit φ P DpRq et M ą 0 tel que le support de φ soit contenu dans r´M,M s. Nous avons d’une

part
ż

R

|x|φ1pxqdx “ ´
ż 0

´M
xφ1pxqdx`

ż M

0
xφ1pxqdx (30.16a)

“ ´rφxs0´M `
ż 0

´M
φ` rxφsM0 ´

ż M

0
φ (30.16b)

où nous avons utilisé l’intégration par partie de la proposition 20.130 en posant

u “ x v1 “ φ1 (30.17a)
u1 “ 1 v “ φ. (30.17b)

Tout cela pour dire que ż

R

|x|φ1pxqdx “
ż 0

´M
φ´

ż M

0
φ. (30.18)

D’autre part, l’égalité ż

R

Hpxqφpxqdx “ ´
ż 0

´M
φ`

ż M

0
φ (30.19)

est immédiate.
Nous en déduisons que H est bien la dérivée faible de x ÞÑ |x|. △

REMooBGJFooPBkFqm

Remarque 30.7.
La dérivée faible ne doit pas être confondue avec la dérivée au sens des distributions qui sera définie
en 30.37. Nous avons donc trois notions distinctes de dérivation pour une fonction :

— la dérivée usuelle,
— la dérivée au sens des distributions,
— la dérivée faible.
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La dérivée faible d’une fonction reste une fonction, tandis que la dérivée distributionnelle d’une
fonction est une distribution.

Je vous mets en garde contre l’idée que l’existence de l’une impliquerait trop facilement l’exis-
tence d’une autre 3.

30.1.2 Dérivée faible partielle

La notion de dérivée partielle faible est la même que l’autre. Histoire de nous mettre dans le
bain, nous écrivons la définition avec les notation du produit scalaire au lieu de l’intégrale.

DEFooBRFCooPncSCE

Définition 30.8.
Si i “ 1, . . . , n, la dérivée faible de v dans la direction ei est l’application 4 notée Biv définie par

xBiv, ϕy “ ´xv, Biϕy (30.20)EQooMRZUooFoqPqvEQooMRZUooFoqPqv

pour tout ϕ P C8
c pΩq.

Lemme 30.9.
Si v P L2 admet une dérivée faible, alors cette dernière est unique.

Démonstration. Supposons f, g telles que xg, ϕy et xf, ϕy soient tous deux égaux à ´xv, Biϕy. En
particulier pour tout ϕ P DpΩq nous avons xpf ´ gq, ϕy “ 0.

Cela donne f ´ g “ 0 par la proposition 27.175.

Soit Ω un ouvert de Rd. Le but de notre histoire est de définir une distribution comme étant
un élément de l’espace dual (topologique, voir définition 25.1) de l’espace DpΩq des fonctions C8 à
support compact dans Ω. Pour ce faire nous devons voir un peu de topologie sur différents espaces
de fonctions. Notons que l’espace DpΩq n’est pas réduit à la fonction nulle comme en témoigne
l’exemple donné par l’équation (15.561).

PROPooVZFHooKfSpfO

Proposition-Définition 30.10.
Pour chaque K compact dans Ω et chaque entier m, l’application

pK,m : C8pΩq Ñ R

f ÞÑ
ÿ

|µ|ďm
}Bµf}K,8. (30.21)EQooZSQUooAJRIFeEQooZSQUooAJRIFe

est une seminorme.

Démonstration. Nous devons vérifier les trois conditions de la définition 7.314. Soient f, g P C8pΩq.
Nous avons d’abord pK,mpfq ě 0 parce qu’une norme est toujours positive. Ensuite pK,mpλfq “
|λ|pK,mpfq parce que }λf} “ |λ|}f}. Pour la troisième condition,

pK,mpf ` gq “
ÿ

|µ|ďm
}Bµf ` Bµg}K (30.22a)

“
ÿ

|µ|ďm
sup
xPK

´
}pBµfqpxq ` pBµgqpxq}

¯
(30.22b)

ď
ÿ

|µ|ďm
sup
xPK

´
}pBµfqpxq} ` }pBµgqpxq}

¯
(30.22c)

ď
ÿ

|µ|ďm
sup
xPK

}pBµfqpxq} ` sup
xPK

}pBµgqpxq} (30.22d)

“ pK,mpfq ` pK,mpgq. (30.22e)

3. Wikipédia cite l’exemple de la fonction de Cantor qui est dérivable presque partout au sens usuel, mais qui n’est
pas faiblement dérivable. Écrivez-moi si vous connaissez des théorèmes qui lient les trois notions de dérivée.

4. En fait c’est une classe au sens de l’égalité presque partout.
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En particulier,
pK,0pfq “ sup

xPK
|fpxq| “ }f}8,K . (30.23)

30.1.3 Formules de Leibniz
PROPooTEACooKXUXKl

Proposition 30.11 ([691]).
Soient des fonctions f, g : RÑ Rn chacune n fois dérivable. Alors nous avons la formule

pfgqpnq “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
f pn´kqgpkq. (30.24)

Démonstration. Nous faisons par récurrence sur n. Le premier pas étant la règle de Leibniz usuelle
de la proposition 12.169(3). Nous avons

pfgqpn`1q “
˜

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
f pn´kqgpkq

¸1
(30.25a)

“
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
f pn`1´kqgpkq `

nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
f pn´kqgpk`1q (30.25b)

“
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
f pn`1´kqgpkq `

nÿ

k“1

ˆ
n

k ´ 1

˙
f pn`1´kqgpkq (30.25c)

“
ˆ
n

0

˙
f pn`1qg `

ˆ
n

n

˙
fgpn`1q `

nÿ

k“1

„ˆ
n

k

˙
`
ˆ

n

k ` 1

˙ȷ
f pn`1´kqgpkq cf. justif.

(30.25d)SUBEQooVBEMooPmPWISSUBEQooVBEMooPmPWIS

“
ˆ
n` 1

0

˙
f pn`1qg `

ˆ
n` 1
n` 1

˙
fgpn`1q `

nÿ

k“1

„ˆ
n

k

˙
`
ˆ

n

k ` 1

˙ȷ
f pn`1´kqgpkq cf. justif.

(30.25e)SUBEQooKDNYooDmoUvBSUBEQooKDNYooDmoUvB

“
n`1ÿ

k“0

ˆ
n` 1
k

˙
f pn`1´kqgpkq lem. 3.41.

(30.25f)

Justifications.
(1) Pour (30.25d). Nous avons séparé le termes k “ 0 de la première somme et le terme k “ n`1

de la seconde.
(2) Pour (30.25e). Quelque cas particuliers de la définition (3.73) :

ˆ
n

0

˙
“
ˆ
n` 1

0

˙
“
ˆ
n

n

˙
“
ˆ
n` 1
n` 1

˙
“ 1. (30.26)

LEMooOLQTooEHJuBc

Lemme 30.12 (Formule de Leibniz[4, 692]).
Soient des fonctions f, g chacune dérivable p fois sur Rd. Alors pour tout multiindices 5 α de taille
plus petite ou égale à p, nous avons

Bαpfgq “
ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
pBβfqpBα´βgq. (30.27)

5. Voir les définitions 3.47 et -2.1.
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Démonstration. Nous faisons une récurrence sur la taille de α. Nous supposons que la formule est
valable lorsque |α| ď k, et nous prouvons la formule avec α “ pα1, , αnq avec |α| “ k ` 1.

Soit j tel que αj ‰ 0. Nous définissons α̃ par α̃ “ αjej ` α̃.
Si α̃ “ 0, alors α contient seulement une composant selon ej . Dans ce cas, le résultat se réduit

au cas à une dimension de la proposition 30.11. Si α̃ ‰ 0, alors les multiindices αjej et α̃ sont tout
deux de longueur au maximum k. Il reste à calculer :

Bαpfgq “ BαjejBα̃pfgq (30.28a)

“ Bαjej
ÿ

βďα̃

ˆ
α̃

β

˙
pBβfqpBα̃´βgq (30.28b)

“
ÿ

βďα̃

ˆ
α̃

β

˙ αjÿ

γ“0

ˆ
αj
γ

˙
pBγejBβfqpBpαj´γqejBα̃´βgq prop. 30.11. (30.28c)

Maintenant nous faisons quelque manipulations. Remarquons que dans la somme βj ď α̃j “ 0.
Donc nous avons égalité des ensembles

tβ tel que β ď α̃u “ tβ tel que β ď α, βj “ 0u. (30.29)

Et comme il n’y a pas de composantes j dans β, la définition 3.90 des coefficients binomiaux donne
ˆ
α̃

β

˙ˆ
αjej
γej

˙
“
ˆ
α̃` αjej
β ` γej

˙
. (30.30)

Enfin, pour y voir plus clair nous posons

upδq “
ˆ
α

δ

˙
pBδfqpBα´δgq. (30.31)

Nous pouvons continuer le calcul :

Bαpfgq “
ÿ

βďα
βj“0

αjÿ

γ“0

ˆ
α

β ` γej
˙
pBβ`γejfqpBα´pβ`γejqgq (30.32a)

“
ÿ

βďα
βj“0

αjÿ

γ“0
upβ ` γejq (30.32b)

“
ÿ

δďα
upδq, (30.32c)

ce qu’il fallait.

30.2 Topologie et convergence sur des espaces de fonctions

30.2.1 Limite inductive
DEFooFCLUooSGJIKJ

Définition 30.13 (limite inductive[232]).
Soit un espace vectoriel E ainsi que des sous-espaces vectoriels pEiqiPIs tels que E “ Ť

iPI Ei. Nous
supposons avoir les seminormes tppiq

j ujPJi sur Ei. La topologie limite inductive sur E est celle
définie par l’ensemble des seminormes p sur E telles que p|Ei soit continue pour tout i P I.

30.2.2 Les espaces classiques

30.14.
Ici, Ω est un ouvert de Rd, et K est un compact de Rd. Toutes les fonctions sont sur Rd à
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valeurs dans C. Nous rappelons que les seminormes pK,m sont définies en 30.10 et que la topologie
engendrée par une seminorme est définie en 7.330.

En tant qu’ensemble, DpΩq est l’ensemble des fonctions de classe C8 sur Rd et dont le support
est un compact dans Ω. L’ensemble DpKq est l’ensemble des fonctions de classe C8 sur Rd et dont
le support est un compact dans K.

DefFGGCooTYgmYf

Définition 30.15 (Topologie sur C8pΩq).
Sur C8pΩq, la topologie des seminormes pK,m de la définition 30.10 où K parcourt les compacts
de Ω et m parcourt N.

30.16.
Pour l’ensemble des fonctions C8 à support compact dans A, la notation devrait être C8

c pAq, et
non DpAq. Hélas je ne suis pas consistant dans les notations.

DEFooJJJYooIrekSp

Définition 30.17 (Toplogie sur C8
c pKq).

Soient un ouvert Ω dans Rn, ainsi qu’un compact K Ă Ω. Nous notons

C8pKq “ tf P C8pΩq tel que supppfq Ă Ku. (30.33)

La topologie dessus est celle des seminormes ppK,mqmPN

pK,mpfq “ max
|α|ďm

}Bαf}K (30.34)EQooXGINooYJqmtDEQooXGINooYJqmtD

30.18.
Quelque remarques.

(1) Il n’est dit que les fonctions dans C8pKq ont un support égal à K.
(2) L’espace C8pKq est égal à C8

c pKq parce que si f a un support compact dans K, elle a un
support compact (un fermé dans un compact est compact).

LEMooFKWMooSoqITJ

Lemme 30.19.
Si K est compact dans l’ouvert Ω dans Rn, l’espace C8pKq est métrisable.

Démonstration. C’est la proposition 7.338 : la topologie sur C8
c pKq est donnée par la famille

dénombrable de seminormes (30.34).
DEFooVSCRooLyYBzT

Définition 30.20 (Bonne seminorme, topologie sur C8
c pΩq).

Soit un ouvert Ω dans Rn. Une seminorme 6 p sur C8
c pΩq est bonne si pour tout compact K Ă Ω,

la restriction p|C8
c pKq est continue.

Sur C8
c pΩq, nous considérons la topologie des bonnes seminormes.

Cela n’est pas très explicite, mais heureusement nous n’aurons souvent pas besoin de plus que
de la notion de convergence dans D 1pΩq. Rappelons que la topologie d’un espace donne la notion
de convergence par la définition 7.13.

PROPooRAZSooDttIbK

Proposition 30.21 ([693, 1]).
Nous avons

ϕk
C8

c pΩqÝÑ ϕ (30.35)

si et seulement si il existe un compact K Ă Ω tel que
(1) supppϕkq Ă K pour tout k.
(2) supppϕq Ă K.

(3) ϕk
C8

c pKqÝÑ ϕ.

6. Seminorme, définition 7.314.
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Autrement dit nous avons convergence dans C8
c pΩq si et seulement si il existe un compact dans

lequel tout se passe y compris la convergence.

Démonstration. En deux parties.

Sens direct, ñ.

Nous supposons que ϕk
C8

c pΩqÝÑ ϕ. Nous supposons, par l’absurde qu’il n’existe pas de compacts
K dans Ω tel que supppϕkq Ă K et supppϕq Ă K.

(1) Une sous-suite exhaustive
Soit pKiq une suite exhaustive de compacts pour Ω (lemme 7.294). La partie supppϕq est
un compact dans Ω, et le lemme 7.294(2) dit qu’il existe un n tel que supppϕq Ă Kn. Nous
considérons une nouvelle suite exhaustive K 1

i “ Ki`n. Autrement dit, supppϕq Ă K 1
i pour

tout i.
Nous oublions la suite pKiq et nous ne travaillons plus qu’avec pK 1

iq que nous allons écrire
pKiq en oubliant le prime.

(2) Les ki
Par hypothèse d’absurdité, nous avons alors qu’il n’existe aucun i contenant tous les supppϕkq :
pour tout k, il existe ki P N tel que supppϕki

q n’est pas inclus dans Ki.
(3) tkiu n’est pas borné Nous prouvons que l’ensemble des Ki n’est pas borné. Par l’absurde,

nous supposons que ki ă n pour tout i. Nous posons alors

A “
ď

kăn
supppϕkq. (30.36)

La partie A est un compact en tant que union finie de compacts 7. Elle est donc contenue
dans Ks pour un certain s P N. De plus supppϕki

q Ă A pour tout i. Nous avons donc, pour
tout i :

supppϕki
q Ă A Ă Ks. (30.37)

En posant i “ s, nous trouvons que supppϕksq Ă Ks, ce qui est faux. Nous en déduisons que
pkiqiPN n’est pas bornée 8.

(4) Sous-suite des ϕk
Vu que pkiq est non bornée, nous pouvons en extraire une sous-suite pk1

iqiPN telle que k1
i Ñ8.

Nous considérons alors la sous-suite des ϕk donnée par

ϕ̃i “ ϕk1
i
. (30.38)

Et nous oublions immédiatement la suite initiale ainsi que le tilde. Donc pour tout i, nous
avons

supppϕiq Ć Ki. (30.39)
Pour tout n, il existe xn R Kn tel que ϕnpxnq ‰ 0.

(5) Une nouvelle seminorme
Si f P C8

c pΩq, nous avons supppfq Ă Kr pour un certain r. Si n ą r, nous avons Kr Ă Kn

et xn R Kn, donc xn R Kr. Bref, nous avons alors fpxnq “ 0 pour tout n ą r.
Tout cela pour dire que fpxnq ‰ 0 pour seulement un nombre fini de n. Il nous est donc
loisible de poser

p : C8
c pΩq Ñ R

f ÞÑ max
nPN

ˇ̌ 1
ϕnpxnqfpxnq

ˇ̌
.

(30.40)

Il s’agit bien d’un max parce qu’il n’y a qu’un nombre fini de termes non nuls. Vérifions que
c’est une seminorme en vérifiant les conditions de la définition 7.314.

7. Lemme 7.94.
8. À mon avis, et à l’avis de [693], il y a moyen d’adapter pour prouver que non seulement pkiq est non bornée, mais

en plus ki Ñ 8. Prouver cela permettrait d’éviter la sous-suite ci-dessous. Écrivez-moi si vous savez prouver que ki Ñ 8.
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(5a) En tant que maximum de choses dans des valeurs absolues, nous avons ppfq ě 0.
(5b) Si λ P R,

ppλfq “ max
n

ˇ̌ 1
ϕnpxnqpλfqpxnq

ˇ̌ “ |λ|max
n

ˇ̌
. . .

ˇ̌ “ |λ|ppfq. (30.41)

(5c) Nous avons

ppf ` gq “ max
n

ˇ̌ 1
ϕnpxnq

`
fpxnq ` gpxnq

˘ˇ̌
(30.42a)

ď max
n

„ˇ̌ 1
ϕnpxnqfpxnq

ˇ̌` ˇ̌ 1
ϕnpxnqgpxnq

ˇ̌ȷ
(30.42b)

ď max
n
| . . . | `max

n
| . . . | (30.42c)

“ ppfq ` gpfq. (30.42d)

Donc oui, p est une seminorme.
(6) p est une bonne seminorme Soit un compact K. Nous devons prouver que p|C8

c pKq est
continue. Soit N P N tel que xn R K pour tout n ě N . Si f P C8

c pKq, nous avons SUBEQSooTBSDooExlzPQ

ppfq “ max
n

ˇ̌ 1
ϕnpxnqfpxnq

ˇ̌
(30.43a)

“ max
nďN

ˇ̌ 1
ϕnpxnqfpxnq

ˇ̌
(30.43b)

ď max
nďN

ˇ̌ 1
ϕnpxnq}f}K

ˇ̌
(30.43c)

“ }f}K max
nďN

ˇ̌ 1
ϕnpxnq

ˇ̌
(30.43d)

“ cK}f}K . (30.43e)

où cK est une constante qui dépend de K.
Supposons que fk

C8
c pKqÝÑ f . Pour prouver la continuité de p, nous devons prouver que ppfq ´

ppfkq Ñ 0. Nous avons

|ppfq ´ ppfkq| ď ppf ´ fkq lem. 7.316 (30.44a)
ď c}fk ´ f}K eq. (30.43). (30.44b)

La définition 30.17 donne la topologie sur C8
c pKq par les seminormes

pK,mpf ´ fkq “ sup
|α|ďm

}Bαpf ´ fkq}K . (30.45)

La proposition 7.332 nous dit que pK,mpf ´ fkq Ñ 0 pour tout m. En particulier pour m “ 0
nous avons pK,0pf ´ fkq “ }f ´ fk}K Ñ 0.
Au final nous avons

|ppfq ´ ppfkq| ď cK}f ´ fk}K Ñ 0, (30.46)
et donc la continuité de p en f .

(7) La contradiction
Nous avons prouvé que p était une bonne seminorme. Nous devrions donc avoir ppϕk´ϕq Ñ 0.
Vérifions ça . . .. Nous avons

ppϕk ´ ϕq “ max
n

ˇ̌ 1
ϕnpxnq

`
ϕkpxnq ´ ϕpxnq

˘ˇ̌
(30.47a)

“ max
n

ˇ̌ 1
ϕnpxnqϕkpxnq

ˇ̌
cf. justif. (30.47b)SUBEQooBPBBooWiXATmSUBEQooBPBBooWiXATm

ě ˇ̌ 1
ϕkpxkqϕkpxkq

ˇ̌
(30.47c)

“ 1. (30.47d)



2352 CHAPITRE 30. DISTRIBUTIONS

Justification. Pour (30.47b). Nous avons fait plein de choix pour avoir ϕpxnq “ 0 pour tout
n.
Cela contredit la possibilité d’avoir ppϕk ´ ϕq Ñ 0.

(8) Précision
Nous avons trouvé une sous-suite non convergente des ϕk originaux. Donc les ϕk de départ
ne convergent pas.

(9) Première conclusion
Nous avons prouvé par l’absurde qu’il existe un compact K Ă Ω tel que supppϕq Ă K et
supppϕkq Ă K pour tout k.

(10) ϕk
C8

c pKqÝÑ ϕ Nous devons encore prouver que ϕk
C8

c pKqÝÑ ϕ. Par la proposition 7.332, nous
devons prouver que qpϕk ´ ϕq Ñ 0 pour toutes les seminormes pk,m de la définition 30.17.

Par hypothèse nous avons ϕk
C8

c pΩqÝÑ , et donc convergence ppϕk ´ ϕq Ñ 0 pour toute bonne
seminorme sur Ω. Oh, mais justement pour tout m, l’application pK,m est continue, et donc
est une bonne seminorme. Nous avons donc bien

pK,mpϕk ´ ϕq Ñ 0. (30.48)

Sens réciproque, ð.

Nous supposons qu’il existe un compact K Ă Ω tel que
(1) supppϕkq Ă K pour tout k,
(2) supppϕq Ă K,

(3) ϕk
C8

c pKqÝÑ ϕ,

et nous devons prouver que ϕk
C8

c pΩqÝÑ ϕ, c’est à dire que qpϕk´ϕq Ñ 0 pour toute bonne seminorme
q sur Ω.

Soit une bonne seminorme q sur Ω. En particulier, sa restriction à C8
c pKq est continue. Par

hypothèse, ϕk
C8

c pKqÝÑ ϕ ; par continuité de q, nous avons qpϕkq Ñ qpϕq.
THOooDFNAooPnDSNN

Théorème 30.22 ([693]).
Soit T , une application linéaire sur C8

c pΩq, c’est à dire T P L
`
C8
c pΩq,C

˘
. Elle est continue si et

seulement si pour tout compact K Ă Ω, il existe c ą 0 et n P N tels que

|T pϕq| ď cmax
|α|ďn

}Bαϕ}K . (30.49)

pour tout ϕ P C8
c pKq.

Démonstration. En deux parties

Sens direct, ñ.

Nous supposons que T est continue sur C8
c pΩq. Nous utilisons le corolaire 7.342 qui dit qu’il

existe une seminorme p (parmi celles qui définissent la topologie de C8
c pΩq, c’est à dire une bonne

seminorme) et M ą 0 tels que
|T pϕq| ăMppϕq (30.50)

pour tout ϕ P C8
c pΩq. Soit un compact K. Étant donné que p est bonne, elle est continue sur

C8
c pKq ; nous pouvons donc appliquer le théorème 7.340 à la seminorme continue q “ p|C8

c pKq. Il
existe une seminorme de C8

c pKq (c’est à dire un pK,m) et c ą 0 tels que qpϕq ď cpK,mpϕq.
Pour tout ϕ P C8

c pKq nous avons donc

|T pϕq| ăMppϕq (30.51a)
“Mqpϕq (30.51b)
ďMcpK,mpϕq (30.51c)
ďMc max

|α|ďm
}Bαϕ}K . (30.51d)



30.2. TOPOLOGIE ET CONVERGENCE SUR DES ESPACES DE FONCTIONS 2353

La constante recherchée est donc Mc.

Sens réciproque, ð.

Soit une application linéaire T sur C8
c pΩq. Nous supposons que pour tout compact K, il existe

cK ą 0 et nK tels que |T pϕq| ď cK max|α|ănK
}Bαϕ}K .

Soit une suite exhaustive de compacts pKiq dans Ω. Nous avons des ci et ni tels que

|T pϕq| ď ci max
|α|ďni

}Bαϕ}Ki (30.52)EQooKRRTooKWTAapEQooKRRTooKWTAap

pour tout i.
Pour chaque i nous considérons ϕi P C8

c pKiq tel que ϕi “ 1 sur Ki´1. Cela existe par le lemme
d’Urysohn 9 parce que Ki´1 est inclus dans l’ouvert IntpKiq.

(1) Les fonctions ϕi et ψi Le lemme d’Urysohn 10, appliqué àKi´1 inclus dans l’ouvert IntpKiq
nous permet de considérer des fonctions ϕi vérifiant :

(1a) supppϕiq Ă IntpKiq
(1b) 0 ď ϕi ď 1

(1c) ϕi “ 1 sur Ki´1.

Nous posons aussi ϕ0 “ 0 et ψi “ ϕi ´ ϕi´1.

(2)
ř
n ψnpxq “ 1 Soit x P Ω. Soit i0 “ minti P N tel que x P Kiu. Nous n’avons pas de

garanties sur la valeur de ϕi0pxq. Par contre, si i ă i0, alors supppϕiq Ă Ki et par minimalité
de i0, nous avons ϕipxq “ 0.
Si par contre i ą i0, alors x P Ki´1, mais nous savons que ϕi “ 1q sur Ki´1. Donc pour i ą i0
nous avons ϕipxq “ 1.
Nous avons donc :

(2a) ψi0´kpxq “ ϕi0´kpxq ´ ϕi0´k´1pxq “ 0´ 0 “ 0.

(2b) ψi0pxq “ ϕi0pxq ´ ϕi0´1pxq “ ϕi0pxq ´ 0 “ ϕi0pxq
(2c) ψi0`1pxq “ ϕi0`1pxq ´ ϕi0pxq “ 1´ ϕi0pxq
(2d) ψi0`kpxq “ 1´ 1 “ 0 si k ą 1.

Tout ça pour dire que
ÿ

n

ψnpxq “ ψi0pxq ` ψi0`1pxq “ 1. (30.53)EQooWUUAooLCgDMPEQooWUUAooLCgDMP

Il y a seulement deux termes non nuls dans la somme.

(3) supppψiq Ă KizKi´2
SPooCFEYooJySTbaDans un premier temps nous prouvons que supppψiq Ă Ki. Si x est

hors de Ki, alors il est également hors de Ki´1. Du coupϕipxq “ 0 et ϕi´1pxq “ 0. Nous
avons alors ψipxq “ 0.
Si par contre x P Ki´2, alors x P Ki´2 Ă Ki´1. Vu que ϕi “ 1 sur Ki´1 et ϕi´1 “ 1 sur Ki´2,
nous avons ψipxq “ 0.

9. Proposition 27.65.
10. Proposition 27.65.
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(4) Quelques majorations Un peu de calcul. Soit ϕ P C8
c pΩq. Nous avons

|T pϕq| “ |
ÿ

n

T pϕψnq| T est lin. et (30.53)

(30.54a)
ď
ÿ

n

|T pϕψnq| (30.54b)

ď
ÿ

n

cn max
|α|ďkn

}Bαpϕψnq} hyp. (30.52) (30.54c)

ď
ÿ

n

cn max
|α|ďkn

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}pBβϕqpBα´βpψnqq}Kn lem. 30.12

(30.54d)

“
ÿ

n

cn max
|α|ďkn

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}pBβϕqpBα´βpψnqq}KnzKn´2 point (3) (30.54e)

ď
ÿ

n

cn max
|α|ďkn

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}Bβϕ}KnzKn´2}Bα´βψ}KnzKn´2 . (30.54f)

(5) Une bonne seminorme Nous considérons l’application

p : C8
c pΩq Ñ R

ϕ ÞÑ
ÿ

n

cn max
|α|ďkn

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}Bα´βψn}Kn}Bβϕ}KnzKn´2 .

(30.55)

Pour vérifier que ce p est une seminorme, il suffit de vérifier les conditions de la définition
7.314, et c’est facile. Pour prouver que c’est une bonne 11 seminorme, c’est un peu plus chaud,
et il nous faudra utiliser le théorème 7.340(2).
Soit un compact K dans Ω, et considérons la restriction p : C8

c pKq Ñ R. Il existe un n0 P N
tel que K Ă Kn0 . Pour ϕ P C8

c pKq, nous avons alors supppϕq Ă K Ă Kn0 , et donc

}Bβϕ}Kn0`2zKn0
“ 0. (30.56)

Nous avons donc

ppϕq “
ÿ

nďn0`2
cn max

|α|ďkn

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}Bα´βψn}Kn}Bβϕ}KnzKn´2 (30.57a)

ď max
|β|ďkn0`2

}Bβϕ}K
ÿ

nďn0`2
cn max

|α|ďkn

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}Bα´βψn} (30.57b)

“ c1 max
|β|ďkn0`2

}Bβϕ}K (30.57c)

“ c1pK,kn0`2pϕq eq. (30.34) (30.57d)

où
c1 “

ÿ

nďn0`2
cn max

|α|ďkn

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}Bα´βψn}. (30.58)

Par le théorème 7.340(2), nous déduisons que p est continue.
(6) Conclusion Nous avons montré que |T pϕq| ď ppϕq pour une bonne seminorme sur Ω. Le

corolaire 7.342 conclut que T est continue.

11. Bonne seminorme, définition 30.20
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30.2.3 Espaces de fonctions et topologie inductive
PROBooQXUDooJwnzpn

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 30.23
Je ne suis pas tout à fait sûr que la proposition suivante 30.24 soit vraie. Il y a peut-être une
preuve dans [232].

PROPooUFJJooCoIdoI

Proposition 30.24.
La topologie sur DpΩq est la limite inductive 12 des DpKiq où pKiq est une suite exhaustive de
compacts dans Ω.

30.2.4 Convergence dans les fonctions test
LemXXwDjui

Lemme 30.25 (Convergence dans DpKq).
Si α est un multiindice et si φn

DpKqÝÑ φ, alors nous avons

Bαφn unifÝÑ Bαφ. (30.59)

Démonstration. Quitte à considérer la suite φn´φ nous pouvons supposer φn
DpKqÝÑ 0. Nous avons

}Bαφn} ď
ÿ

µďα
}Bµφn}K,8. (30.60)

Vu que le membre de droite tend vers zéro, nous avons

lim
nÑ8 }B

αφn}K,8 Ñ 0, (30.61)

ce qui revient à dire que Bαφn converge uniformément sur K vers Bαφ.
LemWEGpemo

Lemme 30.26.
Si une fonction f : DpΩq Ñ R est continue sur chacun des DpKq pour tout K compact dans Ω
alors est continue sur DpΩq.
Démonstration. Soit I ouvert dans R ; nous devons trouver un ouvert O dans C8pΩq tel que
f´1pIq “ DpΩq X O. Vu que f est continue sur chacun des DpKq avec K compact dans Ω, pour
tout tel compact nous avons un ouvert OK dans DpKq tel que f´1pIq X DpKq “ OK . En tant
qu’union d’ouverts 13, l’ensemble

O “
ď

K compact de Ω
OK (30.62)

est ouvert dans C8pΩq. Si ϕ P f´1pIq, nous avons ϕ P DpKq pour un certain K compact de Ω,
donc f´1pIq Ă O. À fortiori nous avons f´1pIq Ă O XDpΩq.

Dans l’autre sens, si ϕ P O, alors ϕ est dans un des OK et donc dans f´1pIq. Nous avons donc
bien f´1pIq “ DpΩq XO.

ThoXYADBZr

Théorème 30.27 (Convergence dans DpΩq[232]).
Soit pφnqnPN une suite dans DpΩq et φ P DpΩq. Nous avons φn

DpΩqÝÑ φ si et seulement si il existe
K compact dans Ω tel que φn P DpKq pour tout n et φn

DpKqÝÑ φ.

Démonstration. Supposons que φn
DpΩqÝÑ φ et qu’il n’existe pas de compacts contenant tous les

supports des φn. Alors pour tout compact de Ω il existe un n tel que le support de φn ne soit pas
dans K. Nous considérons une suite de compacts pKiq tels que IntpKnq Ă Kn`1 et Ω “ Ť

nKn. Une
telle suite existe par le lemme 7.294. Ensuite nous construisons des sous-suites de la façon suivante.
D’abord L1 “ K1 et n1 P N est choisi de telle sorte que φn1 ait un support non contenu dans L1.
Ensuite Li est un compact de la suite pKnq choisi plus loin que Li´1 et tel que φni´1 P DpLiq. Le

12. Définition 30.13.
13. Voir définition 7.1.
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nombre ni est alors choisi plus grand que ni´1 de telle sorte que φni R DpLiq. Ce faisant, en posant
ϕi “ φni nous avons

ϕi P DpLi`1qzDpLiq (30.63)

et IntpLnq Ă Ln`1 et Ω “ Ť
n Ln. Étant donné que pϕiq et une sous-suite de pφiq nous avons encore

ϕi
DpΩqÝÑ φ.
Soit i P N. Nous allons utiliser le corolaire 27.156 de la seconde forme géométrique du théorème

de Hahn-Banach pour séparer les parties tϕiu (compact) et DpLiq (sous-espace vectoriel fermé de
DpΩq) dans DpΩq. Nous avons fi P D 1pΩq telle que

"
fipϕiq ą α (30.64a)
fi
`
DpLiq

˘ “ 0. (30.64b)

Nous introduisons la fonction définie sur DpΩq par

ppϕq “
8ÿ

i“1
i
fipϕq
|fipϕiq| . (30.65)EqJCqeXtiEqJCqeXti

Si ϕ P DpLkq, alors fkpϕq “ 0 et même flpϕq “ 0 pour tout l ě k. Donc pour chaque k, la somme
définissant p est finie sur DpLkq. Nous en déduisons que p est continue sur chacun des DpLkq et
donc sur DpΩq par le lemme 30.26.

L’image de la suite convergente ϕk
DpΩqÝÑ φ par p doit être bornée parce que p est continue. Mais

dans la somme (30.65), tous les termes sont positifs et en particulier le terme i “ k vaut k, donc
ppϕkq ě k, ce qui contredit le fait que l’image de la suite soit bornée. Nous en déduisons donc
l’existence d’un compact K tel que φn P DpKq pour tout n.

Nous devons encore prouver que φn
DpKqÑ φ pour ce choix de K. Vu que φn

DpΩqÝÑ φ, le lemme 7.55
nous dit que nous avons aussi φn

C8pΩqÝÑ φ, ce qui signifie que pour tout K et m nous avons

pK,mpφn ´ φq Ñ 0. (30.66)

En particulier pour le K fixé plus haut nous avons pmpφn ´ φq Ñ 0, c’est-à-dire que φn
DpKqÝÑ φ.

PropQAEVcTi

Proposition 30.28.
Soit un compact K de Ω.

(1) L’espace DpKq est complet.
(2) L’espace DpKq est métrique.

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que DpKq est complet. Ensuite nous allons montrer
que sa topologie peut être donnée par une distance.

(1) Complet Nous considérons une suite de Cauchy pφnq dans DpKq au sens de la défini-
tion 7.253. Soient ϵ ą 0 et i P N ; si k et l sont assez grands nous avons

φk ´ φl P Bip0, ϵq. (30.67)

En particulier pour i “ 0 nous avons l’inégalité

}φk ´ φl}8 ď ϵ, (30.68)

La suite pφnq est donc de Cauchy dans
`
CpKq, }.}8

˘
et y converge donc par complétude,

proposition 12.356. Il existe donc une fonction φ P CpKq telle que

φn
unifÝÑ φ. (30.69)

Notre jeu à présent est de prouver que φ P DpKq, c’est-à-dire qu’elle est de classe C8.



30.3. DISTRIBUTIONS 2357

Soit un multiindice α “ µ1, . . . , µn, i. Si k et l sont assez grands nous avons

}Bαpφk ´ φlq}8 ď ϵ, (30.70)

c’est-à-dire que
}BipBµφkq ´ BipBµφlq}8 ď ϵ. (30.71)

Si nous notons ψk “ Bµφk cela signifie que pBiψnq est une suite de Cauchy dans
`
CpKq, }.}8

˘
.

Elle y converge donc et il existe une fonction gi P CpKq telle que

Biψn unifÝÑ gi. (30.72)

Dans ce cas le théorème 12.374 nous indique que gi est de classe Cn, c’est-à-dire que φ P
Cn`1pKq.

(2) Métrique
La proposition 7.339 nous dit que la topologie donnée par l’écart

dpφ1, φ2q “ sup
kě1

mint1
k
, pk´1pφ1 ´ φ2qu (30.73)

est la même que celle de DpKq. Il reste à montrer que cette formule est bien une distance au
sens de la définition 7.110.
(2a) Nous avons bien dpφ1, φ2q ě 0 parce que tous les éléments du supremum et du minimum

sont positifs.
(2b) Si dpφ1, φ2q “ 0 alors pour tout k nous devons avoir pk´1pφ1 ´ φ2q “ 0 ; en particulier

pour k “ 1 cela donne φ1 “ φ2.
(2c) Nous avons

pkpφ1 ´ φ2q “ pk
`´ pφ2 ´ φ1q

˘ “ pkpφ2 ´ φ1q (30.74)
en utilisant la propriété (1) de la définition 7.314 de seminorme.

(2d) Nous avons

pkpφ1 ´ φ2q “ pkpφ1 ´ φ3 ` φ3 ´ φ2q ď pkpφ1 ´ φ3q ` pkpφ3 ´ φ2q (30.75)

en utilisant la propriété (2) de la définition 7.314.

Notons que la proposition 7.339 nous dit que DpKq est complet tout autant pour la topologie
des seminormes que pour celle de la distance que nous venons de décrire. Ces deux topologies sont
les mêmes. Étant métrique et complet, l’espace DpΩq et donc de Baire par le théorème 7.354. Ce
qui est bien avec ces deux topologies identiques c’est qu’on peut utiliser la propriété de Baire même
en ne parlant que des seminormes.

30.3 Distributions
Si Ω est un ouvert de Rd, alors l’ensemble DpΩq est contenu dans C8pΩq. Nous allons com-

mencer par définir une topologie sur C8pΩq et ensuite donner à DpΩq la topologie induite 14.
DefPZDtWVP

Définition 30.29 (Distribution).
Une distribution sur un ouvert Ω de Rd est une forme linéaire continue sur DpΩq “ C8

c pΩq.
C’est donc un élément de D 1pΩq.

Le théorème suivant donne quelques façons de vérifier qu’une forme linéaire soit continue. En
particulier il nous dit que pour prouver qu’une forme linéaire est une distribution il suffit de prouver
la continuité séquentielle.

14. Définition 7.25.
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ThoVDDBnVn

Théorème 30.30 ([232, 694]).
Soit T une forme linéaire sur C8

c pΩq. Nous avons équivalence entre les points suivants.
ITEMooQXXDooDleaQD

(1) T est continue.
ITMooMDODooPULDzj

(2) Pour tout compact K Ă Ω, il existe cK ą 0 et nK P N tels que

|T pφq| ď cK max
|α|ďnK

}Bαφ}K . (30.76)

pour tout φ P C8
c pKq. ItemSPvoijoii

(3) Pour tout compact K Ă Ω il existe mK P N et CK ě 0 tels que pour tout φ P C8
c pKq nous

ayons ˇ̌
T pφqˇ̌ ď CKpK,mK

pφq “ CK
ÿ

|µ|ďmK

}Bµφ}K (30.77)

voir la définition de la la seminorme donnée en (30.21).
ITEMooBXFSooYtAXjy

(4) T est séquentiellement continue sur C8
c pΩq. ITEMooXZJPooYyQQod

(5) T est séquentiellement continue en 0.
ITEMooPTDMooHBrnXk

(6) Pour tout compact K Ă Ω, la restriction de T à C8
c pKq est continue.

Un certain nombre d’ouvrages prennent le point (3) comme la définition d’une distribution.

Démonstration. En plusieurs parties.
(1) (1) si et seulement si (2) C’est le théorème 30.22.
(2) (2) ñ (3) Notons s le nombre de termes dans la somme |µ| ă nK . Nous avons

|T pφq| ď cK max
|α|ďnK

}Bαφ}K (30.78a)

ă cKs max
|α|ďnK

}Bαφ}K (30.78b)

“ cK
ÿ

|µ|ďnK

´
max

|α|ďnK

}Bαφ}K
¯

(30.78c)

ď cK
ÿ

|µ|ďnK

}Bµφ}K . (30.78d)

(3) (3) ñ (2) Même principe : chaque terme de la somme est majoré par le max. On adapte
la constante en multipliant par le nombre de termes.

(4) (3) ñ (4) Nous considérons une suite convergente φk
C8

c pΩqÝÑ φ. En vertu de la proposition

30.21, nous avons un compact K dans Ω tel que φk
C8

c pKqÝÑ φ. Pour un tel compact nous avons

|T pφkq ´ T pφq| “ |T pφk ´ φq| (30.79a)
ď ck max

|α|ďnk

}Bαpφk ´ φq}K pcq. (3)ñ(2). (30.79b)

“ cKpnK pφk ´ φq (30.79c)

où pnK est une des seminormes (30.34) définissant la topologie sur C8
c pKq. Par la propositon

7.332, nous avons alors pnK pφk ´ φq Ñ 0.
(5) (4)ñ (5) À fortiori.
(6) (5)ñ (6) Soit un compact K dans Ω. Nous faisons plusieurs étapes.
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(6a) T |C8
c pKq est séquentiellement continue Soient φk et φ dans C8

c pKq tels que φk
C8

c pKqÝÑ
φ. Par la proposition 30.21, nous avons φk

C8
c pΩqÝÑ φ. Par hypothèse sur la séquentielle

continuité de T 15 nous avons alors

T pφkq Ñ T pφq, (30.80)

ce qui prouve que la restriction de T à C8
c pKq est séquentiellement continue.

(6b) Topologie sur C8
c pKq Elle est métrisable par le lemme 30.19.

(6c) Conclusion Vu que C8
c pKq est métrisable, la proposition 7.248 dit que continuité

séquentielle y est équivalente à la continuité. L’application T étant séquentiellement
continue, elle est continue.

(7) (6)ñ (1) C’est le lemme 30.26.

DefASmjVaT

Définition 30.31 (Topologie sur D 1pΩq).
Nous munissons l’espace D 1pΩq de la topologie ˚-faible, c’est-à-dire celle de la famille de semi-
normes

pφ : D 1pΩq Ñ R

T ÞÑ ˇ̌
T pφqˇ̌ (30.81)

avec φ P DpΩq.
Oui, c’est bien une famille de seminormes indicée par l’ensemble DpΩq. Il n’y en a donc à priori

pas du tout une quantité dénombrable.
PropEUIsNhD

Proposition 30.32 (Convergence au sens des distributions).
Nous avons Tn

D 1pΩqÝÑ T si et seulement si Tnpφq Ñ T pφq pour tout φ P DpΩq.

Démonstration. La convergence Tn
D 1pΩqÝÑ T signifie que l’on ait pφpTn´T q Ñ 0 pour tout φ P DpΩq,

ce qui en retour signifie que ˇ̌pTn ´ T qpφq
ˇ̌Ñ 0. (30.82)

Cette proposition suppose que l’on ait une distribution T qui vérifie Tnpφq Ñ T pφq et conclut
qu’on a une convergence dans les distributions. Le théorème suivant est plus fort : il va seulement
supposer que Tnpφq converge dans C et va conclure que T : φ ÞÑ limnÑ8 Tnpφq est une distribution.

Définition 30.33.
Si f est une fonction sur Rd telle que fφ P L1pRdq pour tout φ P DpRdq, alors nous définissons
la distribution Tf P D 1pRdq par

xTf , φy “
ż

Rd

fpxqφpxqdx. (30.83)

Théorème 30.34 ([695]).
Soit pTnq une suite dans D 1pΩq et nous supposons que pour tout φ P DpΩq la suite

`
Tnpφq

˘
converge

dans C. Alors il existe T P D 1pΩq telle que Tn
D 1pΩqÝÑ T .

PROPooYAJSooMSwVOm

Proposition 30.35.
L’application

i : L2pΩq Ñ D 1pΩq
f ÞÑ Tf

(30.84)

est une injection continue.
15. L’hypothèse est juste en 0, mais comme T est linéaire, elle est séquentiellement continue partout.
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Démonstration. Le fait que ce soit une injection est le fait que si Tf “ Tg alors pour tout ϕ P DpΩq
nous avons xf ´g, ϕy “ 0, et cela implique que f ´g est nulle presque partout en tant que fonction
et est simplement nulle en tant que classe de fonction dans L2.

En ce qui concerne la continuité, il suffit de la prouver en zéro (par linéarité). Soit donc fn L2ÝÑ 0
et montrons que Tfn

D 1pΩqÝÑ T0. Pour prouver cela, la proposition 30.32 nous indique qu’il est suffisant
de tester Tnpϕq Ñ 0 pour tout ϕ P DpΩq.

Notons que si ϕ P D a fortiori ϕ P L2. Nous avons

Tfnpϕq “
ż

Ω
fnϕ ď }fnϕ}L1 ď }fn}2}ϕ}2 Ñ 0 (30.85)

où nous avons utilisé l’inégalité de Hölder de la proposition 27.33.

Cette proposition permet de donner un sens à des phrases du type « Soit une distribution T .
Si T P L2, alors . . . ». Cela signifie qu’il existe u P L2 tel que T “ Tu. Notons que dans ce cas, la
distribution est définie sur L2 et non seulement sur D .

30.3.1 Multiplication d’une distribution par une fonction
DefZVRNooDXAoTU

Définition 30.36.
Si T P D 1pΩq et si f P C8pΩq nous définissons la distribution fT par

pfT qpφq “ T pfφq. (30.86)DefTDkrqkADefTDkrqkA

Souvent écrit sous la forme plus compacte xfu, ϕy “ xu, fϕy.
Cela a un sens parce que si φ P DpΩq alors fφ est aussi dans DpΩq.
Cette définition est motivée par ce que l’on ferait pour une distribution à densité. Si T est une

distribution de densité notée également T , nous avons T pϕq “ ş
T pxqϕpxq et donc

pfT qpϕq “
ż
pfT qpxqϕpxq “

ż
T pxqfpxqϕpxq “

ż
T pxqpfϕqpxq “ T pfϕq. (30.87)

En ce qui concerne les distributions tempérées, nous pouvons définir le produit avec une fonction
f P S pΩq par la même formule : si f, φ P S pΩq alors le produit fφ est encore Schwartz. Notons
toutefois que nous ne pouvons pas définir fT dans S 1pΩq si f est seulement dans C8pΩq.

30.3.2 Dérivée de distribution
PropKJLrfSX

Proposition-Définition 30.37.
Soit T une distribution sur Ω et α P Nd. Alors la formule

pBαT qpφq “ p´1q|α|T pBαφq (30.88)

définit une distribution BαT .
Cette distribution BαT sera la dérivée distributionnelle de T . Notons que le même résultat

est encore valide pour des distributions tempérées, et la démonstration est la même.

Démonstration. La forme linéaire BαT sera continue si elle est séquentiellement continue par le
théorème 30.30. Nous considérons donc une suite φn

DpΩqÝÑ φ et nous vérifions que

lim
nÑ8pB

αT qpφnq “ pBαT qpφq. (30.89)

D’abord T étant une distribution (et donc continue) nous pouvons la permuter avec la limite :

lim
nÑ8pB

αT qpφnq “ lim
nÑ8p´1q|α|T pBαφnq “ p´1q|α|T

`
lim
nÑ8 B

αφn
˘
. (30.90)
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Notons qu’à gauche la limite est une limite dans R tandis qu’à droite c’est une limite dans DpΩq.
Ensuite le lemme 30.25 nous dit que l’hypothèse φn

DpΩqÝÑ φ signifie en particulier que nous avons
un compact K Ă Ω contenant tous les supports des φn et que Bαφn converge uniformément (sur
K et donc sur Ω) vers Bαφ. Donc

lim
nÑ8pB

αT qpφnq “ p´1q|α|T
`

lim
nÑ8 B

αφn
˘ “ p´1q|α|T

`Bαφ˘ “ pBαT qpφq, (30.91)

ce qui est la relation demandée.

Le lemme suivant montre une compatibilité entre la dérivée des distributions, la dérivée faible
et l’injection de L2 dans l’espace des distributions.

LEMooQRUOooWVjCAV

Lemme 30.38.
Soit Ω un ouvert bornée de Rn et f P L2pΩq. Alors nous avons

BipTf q “ TBif (30.92)

où la dérivée à droite est la dérivée faible définie en 30.8.

Démonstration. En utilisant la définition de la dérivation de distribution, pour tout ϕ P D nous
avons

BipTf qϕ “ ´Tf pBiϕq “ ´xf, Biϕy “ xBif, ϕy “ TBif pϕq. (30.93)
Nous avons utilisé la définition (30.20) de la dérivée faible.

Nous avons déjà vu dans l’exemple 30.4 que la fonction de Heaveside n’a pas de dérivée faible.
Nous allons à présent voir que cette fonction a une dérivée au sens des distributions. Intuitivement,
la fonction de Heaveside a une dérivée nulle partout sauf en x “ 0 où sa dérivée serait infinie ; nous
nous attendons à un delta de Dirac.

PROPooVUDVooAlwZzB

Proposition 30.39.
La dérivée de la fonction de Heaveside

H : RÑ R`

x ÞÑ
#

0 si x ď 0
1 si x ą 0

(30.94)

est le delta de Dirac.

Démonstration. Par définition, la dérivée de H au sens des distributions est la distribution H 1 qui
fait

H 1pφq “ ´xH,φ1y (30.95)
pour tout élément φ P DpRq. Un petit calcul :

´xH,φ1y “ ´
ż

R

Hptqφ1ptqdt (30.96a)

“ ´
ż 8

0
φ1ptqdt (30.96b)SUBEQooMRMBooEGeDraSUBEQooMRMBooEGeDra

“ ´ lim
xÑ8

ż x

0
φ1ptqdt (30.96c)SUBEQooZDSDooTbzgWDSUBEQooZDSDooTbzgWD

“ ´ lim
xÑ8

`
φpxq ´ φp0q˘ (30.96d)SUBEQooSUAHooOmjgcrSUBEQooSUAHooOmjgcr

“ φp0q. (30.96e)

Justifications :
— Pour (30.96b), c’est que Hptq “ 0 pour t P s´8, 0r.
— Pour (30.96c), c’est le lemme 14.255.
— Pour (30.96d), c’est le corolaire 14.278.
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30.3.3 Ordre et support d’une distribution
DefVILMooBIYerO

Définition 30.40 (support d’une distribution[681]).
Soit T une distribution. Le support de T est le complémentaire de l’union des ouverts O tels que
T pφq “ 0 pour tout φ à support dans O.

DefXAHIooFeiRMB

Définition 30.41.
Si T est une distribution sur Ω, nous disons que T est d’ordre inférieur ou égal à p P N si pour
tout compact K de Ω, il existe CK P R tel que pour tout φ P DpKq,

ˇ̌xT, φyˇ̌ ď CK max
|α|ďp

}Bαφ}8. (30.97)

Ici α est un multiindice.
La distribution T est d’ordre p si elle est d’ordre inférieur ou égal à p mais pas à p´ 1.

Pour la proposition suivante, on peut se remémorer la définition 30.15 de la topologie sur
C8pΩq.

PROPooSQPHooDPOrqK

Proposition 30.42 ([696]).
Restriction entre C8 et D .

(1) Si T P C8pΩq1, alors la restriction de T à DpΩq est une distribution à support 16 compact.
(2) Si T est une distribution à support compact alors elle se prolonge de façon unique en une

forme linéaire continue sur C8pΩq.
PropZLUEooHcVxQj

Proposition 30.43 ([232]).
Une distribution à support compact est d’ordre fini.

LemYHRDooOdSnnK

Lemme 30.44 ([374]).
Soit u P D 1pRq et ϕ P DpRq tels que supppuq X supppϕq “ H. Alors xu, ϕy “ 0.

Démonstration. Soit x R supppuq. Alors il existe un voisinage Vx de x tel que xu, ψy “ 0 pour tout
ψ P DpVxq. En particulier, si x P supppϕq, alors x n’est pas dans le support de u et les ensembles
tVx tel que x P supppϕqu recouvrent supppϕq. Cependant ϕ est à support compact et nous pouvons
extraire un sous-recouvrement fini de supppϕq : il existe x1, . . . , xp tels que

supppϕq Ă
pď

i“1
Vxi . (30.98)

Nous prenons une partition de l’unité 17 subordonnée à ce recouvrement. C’est-à-dire des fonctions
χi P DpVxiq telles que pour tout x P supppϕq,

pÿ

i“1
χipxq “ 1. (30.99)

En particulier nous avons
ř
i χipxqϕpxq “ ϕpxq, et donc

xu, ϕy “ xu,
ÿ
χiϕy “

ÿ
xu, χiϕy “ 0 (30.100)

parce que supppχiϕq Ă Vxi .

Lemme 30.45 ([374]).
Si u est une distribution d’ordre fini N sur R, si supppuq “ tx0u et si

ϕpx0q “ . . . “ ϕpNqpx0q “ 0 (30.101)

alors xu, ϕy “ 0.
16. Définition 30.40.
17. Théorème 27.66.
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Démonstration. Les fonctions plateaux dont nous avons parlé dans la section 15.14.1 nous per-
mettent de considérer une fonction χ P DpRq vérifiant

χpxq “
#

1 si x P Bp0, 1q
0 si |x| ą 2

(30.102)

Ensuite nous posons χnpxq “ χ
`
npx´x0q

˘
. Par conséquent χnpx0q “ χp0q “ 1 et même χnpx0`ϵq “

χpϵq “ 1 tant que ϵ est plus petit que disons 1
2n pour être sûr. Nous en déduisons que la fonction

1 ´ χn s’annule sur un voisinage de x0 et que donc x0 n’est pas dans le support de 1 ´ χn. Donc
suppp1´ χnq X supppuq “ H et le lemme 30.44 est utilisable : xu, p1´ χnϕqy “ 0, ou encore :

xu, ϕy “ xu, χnϕy (30.103)
pour tout n. Vu que le but est de prouver que xu, ϕy “ 0, nous allons prouver que

|xu, χnϕy| nÑ8ÝÑ 0. (30.104)
Dans ce dessein nous posons

}f}n “ sup
xPBp0, 2

n
q
}fpxq} (30.105)

et
}f}ppq “ sup

iďp
}Bif}8. (30.106)

La distribution u est d’ordre fini N , et nous en écrivons la définition 30.41 en prenant supppχnϕq
en tant que K : ˇ̌xu, χnϕy

ˇ̌ ď C max
kďN }B

kpχnϕq}8. (30.107)

En remplaçant le maximum par une somme de k “ 0 à k “ N , nous majorons. De plus le support
de χn étant contenu dans Bn “ Bpx0, 2{nq nous ne changeons rien en utilisant }.}n au lieu de }.}8.
Donc

|xu, χnϕy| ď C
Nÿ

k“0
}Bkpχnϕq}n ď C

Nÿ

k“0

kÿ

i“0

ˆ
k

i

˙
}Biχn}n}Bk´iϕ}n. (30.108)

Notons que la seconde inégalité est une inégalité du type }fg} ď }f}}g}. En dérivant un petit peu
nous trouvons que

pBiχnqpxq “ nipBiχq`npx´ x0q
˘
. (30.109)

Donc 18

}Biχn}n “ sup
xPBn

ni
ˇ̌pBiχq`npx´ x0q

˘ˇ̌ “ ni sup
yPr´2,2s

ˇ̌pBiχqpyqˇ̌ “ ni}Biχ}8. (30.110)EqFKWTooFfZoSMEqFKWTooFfZoSM

Nous pouvons donc remplacer }Biχn}n par ni}Biχ}8.
D’autre part nous voulons majorer }Bk´iϕ}n par quelque chose ne dépendant ni de k ni de i.

Nous faisons le théorème des accroissements finis 11.274 : }Blϕ}n ď 2
n}Bl`1ϕ}n. Ce n au dénomi-

nateur est salutaire parce que nous avions un ni apparu à cause du remplacement (30.110). Nous
faisons donc i` 1 fois le théorème des accroissements finis :

}Bk´iϕ}n ď
ˆ

2
n

˙i`1
}Bk`1ϕ}n. (30.111)

Toutes ces majorations donnent
ˇ̌xu, χnϕy

ˇ̌ ď C
Nÿ

k“0

kÿ

i“0

ˆ
k

i

˙
ni }Biχ}8loomoon

ď}χ}pNq

ˆ
2
n

˙i`1
}Bk`1ϕ}nloooomoooon
ď}ϕ}pN`1q

(30.112a)

ď C}χ}pNq}ϕ}pN`1q
1
n

Nÿ

k“0

kÿ

i“0

ˆ
k

i

˙
2i`1 (30.112b)

“ C 1

n
(30.112c)

18. Dans [374], la dernière égalité vient avec une inégalité, et je comprends pas pourquoi.
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où C 1 est une constante qui dépend de χ, de ϕ et de N , mais pas de n. Vu que C1

n Ñ 0 nous avons
bien

xu, ϕχny “ 0, (30.113)

ce qu’il fallait démontrer.
PropXXPLooSkgxOz

Proposition 30.46 ([374]).
Soit u P DpRq1 avec supppuq “ tx0u. Alors u “ řN

i“0 aiBiδx0 où N est l’ordre de u.

Démonstration. D’abord il faut préciser que l’ordre de u est fini parce que son support est compact
(proposition 30.43) ; nous notons N cet ordre.

Soit ϕ P DpRq. Nous considérons χ P DpRq telle que

χpxq “
#

1 si x P Bpx0, 1q
0 si |x´ x0| ą 2.

(30.114)

Encore une fois, 1´ χ s’annule sur un voisinage autour de x0, ce qui fait que

supppuq X supp
`p1´ χqϕ˘ “ H, (30.115)

et donc xu, p1´ χqϕy “ 0. Au final,
xu, ϕy “ xu, χϕy. (30.116)

C’est le moment de poser

ψpxq “ χpxq“ϕpxq ´
Nÿ

k“1

1
k!pB

kϕqpx0qpx´ x0qk
‰

(30.117)

La fonction ψ ayant un support disjoint de celui de u, nous avons aussi xu, ψy “ 0, ce qui donne

xu, ϕy “ xu, χϕy “ xu, χ
Nÿ

k“0

1
k!pB

kϕqpx0qpx´ x0qky. (30.118)

En posant ak “ 1
k!xu, x ÞÑ χpxqpx´ x0qky nous avons alors

xu, ϕy “
Nÿ

k“0
akpBkϕqpx0q “

ÿ

k

p´1qkakpBkδx0qpϕq. (30.119)

30.4 L’espace C8pR, D 1pRdqq
SecTEgDVWO

D’abord parlons un peu de continuité en recopiant la proposition 7.350 dans notre contexte.
PropIPlKQBa

Proposition 30.47.
Soient I un intervalle ouvert de R et u : I Ñ D 1pRdq une fonction continue. Alors

ItemYAhnNhBi

(1) Pour tout φ P DpRdq, l’application t ÞÑ utpφq est continue.
(2) Pour tout φ P DpRdq, nous avons la limite

lim
tÑt0

utpφq “ ut0pφq. (30.120)

(3) Nous avons la limite dans D 1pRdq
lim
tÑt0

ut “ ut0 . (30.121)
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En ce qui concerne la définition de l’espace C8pI,D 1pRdqq, c’est la définition 7.351. Grâce au
point (1) de la proposition 30.47, nous retenons que la propriété fondamentale d’une application
T P Ck`I,D 1pΩq˘ est que pour tout φ P DpΩq, l’application

I Ñ C

t ÞÑ Ttpφq (30.122)

est de classe Ck.
PropOTlWzog

Proposition 30.48.
Soit I, un intervalle ouvert de R. Soit T P C0`I,D 1pΩq˘ et ψ P DpI ˆ Ωq. Alors l’application

t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘ (30.123)

est continue sur I.

Démonstration. La fonction dont nous voulons prouver la continuité est une fonction R Ñ R ; il
est donc loisible de se contenter de la continuité séquentielle. Soient t0 P I et ptjq une suite dans I
convergeant vers t0. Nous posons Uj “ Ttj et ψj “ ψ

`
tj , .

˘
. Par hypothèse de continuité de pTtq nous

avons Uj
D 1pΩqÝÑ Tt0 . D’autre part le support de ψ étant compact nous avons supppψq Ă rc, ds ˆK

où rc, ds Ă I et K est compact dans Ω. Par conséquent nous avons aussi supppψjq Ă K.
Afin d’alléger les notations notons ψ̃pxq “ ψpt0, xq. Pour tout multiindice α et pour tout j nous

avons

pαpψi ´ ψ̃q “
ˇ̌
ˇBαψptj , xq ´ Bαψpt0, xq

ˇ̌
ˇ ď |tj ´ t0| sup

tPrc,ds
xPK

|BtBαψpt, xq| Ñ 0. (30.124)

Nous avons donc la convergence
ψj

DpKqÝÑ ψpt0, .q. (30.125)

Étant donné que Uj
D 1pΩqÝÑ Tt0 et ψj

DpΩqÝÑ ψ̃, le corolaire 27.6(4) nous donne la convergence

Ujpψjq CÝÑ Tt0pψ̃q (30.126)

Cela est bien la continuité de la fonction t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘.

PropLKtBsVi

Proposition 30.49 ([695]).
Soit pTtq P C0`I,D 1pΩq˘. Nous définissons l’application T : DpΩq Ñ C par la formule

T pψq “
ż

I
Tt
`
ψpt, .q˘ dt (30.127)

pour tout ψ P DpI ˆ Ωq. Alors T P D 1pI ˆ Ωq.
Démonstration. La proposition 30.48 nous indique que la fonction t ÞÑ Tt

`
ψpt, .q˘ est continue.

Étant donné qu’elle est seulement non nulle sur un compact, l’intégrale
ż

I
Tt
`
ψpt, .q˘dt (30.128)

a un sens et est finie. L’application T : DpIˆΩq Ñ C ainsi définie est linéaire. Il reste à voir qu’elle
est continue. Pour cela nous allons utiliser le théorème 30.30(3) qui nous dit que nous pouvons
nous fixer un compact rc, ds ˆK Ă I ˆ Ω et considérer ψ P D

`rc, ds ˆK˘
.

Soit, pour commencer, donnée une application φ P DpKq. L’application t ÞÑ Ttpφq est continue
et non nulle sur le compact rc, ds et il existe donc Cφ ą 0 tel que

|Ttpφq| ď Cφ (30.129)
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pour tout t P rc, ds.
Nous voulons utiliser le théorème de Banach-Steinhaus dans sa version 27.5 sur la famille

d’applications paramétrée par u P rc, ds :

Uu : D
`rc, ds ˆK˘Ñ R

ψ ÞÑ Tu
`
ψpu, .q˘. (30.130)EqBEKoqMbEqBEKoqMb

Commençons par prouver que cela est une application continue pour chaque u. Ce sera le cas si la
projection

proj : D
`rc, ds ˆK˘Ñ DpKq

ψ ÞÑ ψpu, .q (30.131)

est continue. Pour cela nous notons Pkl la seminorme sur D
`rc, ds ˆK˘

donnée par

Pk,lpψq “
ÿ

nďk

ÿ

|α|ďl
sup
tPrc,ds
xPK

ˇ̌Bnt Bαψpt, xq
ˇ̌
. (30.132)

Nous montrons que proj est séquentiellement continue ; étant donné que les topologies sur DpKq
et D

`rc, ds ˆ K
˘

sont données par des métriques (proposition 30.28), cela suffit pour assurer la

continuité grâce à la proposition 7.248. Montrons que si ψn
D
`

rc,dsˆK
˘

ÝÑ 0, alors projpψnq DpKqÝÑ 0.
Pour cela nous remarquons que

pj
`

projpψq˘ “
ÿ

|α|ďj
sup
xPK

|Bαψpu, xq| (30.133a)

ď
ÿ

|α|ďj
sup
tPrc,ds

sup
xPK

|Bαψpt, xq| (30.133b)

“ P0,jpψq. (30.133c)

Par conséquent
pj
`

projpψnq
˘ ď P0,jpψnq Ñ 0 (30.134)

où nous avons utilisé la proposition 7.332. Utilisant cette même proposition à l’envers, nous dédui-
sons que projpψnq DpKqÝÑ 0. Les applications Uu sont donc continues ; elles sont également bornées
parce que si ψ P D

`rc, ds ˆK˘
nous avons

sup
uPrc,ds

ˇ̌
Uupψq

ˇ̌ “ sup
u

ˇ̌
Tu

`
ψpu, .q˘ˇ̌, (30.135)

et la continuité déjà évoquée, sur le compact rc, ds, nous dit que cette quantité est finie. Le théorème
de Banach-Steinhaus peut maintenant être appliqué et il existe C ą 0 et k, l P N tels que pour
tout ψ P D

`rc, ds ˆK˘
,

ˇ̌
Uupψq

ˇ̌ ď CPk,lpψq “ C
ÿ

|α|ďk

ÿ

nďl
sup
t,x

ˇ̌Bnt Bαψpt, xq
ˇ̌ ď C

ÿ

|α|`nďk`l
sup
t,x

ˇ̌Bnt Bαψpt, xq
ˇ̌
. (30.136)

Quelques remarques
— Nous n’avons pas mis de maximum devant le supremum (alors que la conclusion (27.7) en

demande) parce que dans le cas des seminormes Pkl, c’est toujours celle avec k et l le plus
grand possible qui sont les plus grandes parce qu’elles sont des sommes emboitées les unes
les autres.

— La fusion de deux sommes est bien une majoration parce qu’il y a plus de termes dans la
seconde que dans la première.

— La quantité la plus à droite est (à part le C) ce que nous pouvons noter Pk`lpψq : c’est bien
une des seminormes associées à l’espace de dimension d` 1.
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Nous majorons maintenant T pψq par

ˇ̌
T pψqˇ̌ ď

ż d

c

ˇ̌
Tt
`
ψpt, .q˘ˇ̌dt “

ż d

c

ˇ̌
Utpψq

ˇ̌
dt ď C|d´ c|Pk`lpψq. (30.137)

Maintenant le théorème 30.30(3) appliqué à l’ouvert I ˆ Ω et avec ψ au lieu de φ nous informe
que T P DpI ˆKq.

30.4.1 Dérivation

Quelques propriétés de dérivation des fonctions I Ñ DpΩq seront directement énoncées et
démontrées dans le cas des distributions tempérées. Les résultats 30.84 et 30.85 seront a fortiori
valables si nous remplaçons S par D .

30.5 Une équation de distribution
Nous allons étudier l’équation

px´ x0qαu “ 0 (30.138)EqLLTPooJHUVvUEqLLTPooJHUVvU

pour u P D 1pRq et α P N est donné fixé. Notons tout de suite que (30.138) est un petit abus
de notation pour dire qu’en vertu de la définition 30.36 du produit d’une distribution par une
fonction, pour tout ϕ P DpRq, nous avons u

´
x ÞÑ px´ x0qαϕpxq

¯
“ 0.

LemWIGKooQpGXoI

Lemme 30.50 ([374]).
Soit α P N. Une solution à l’équation

px´ x0qαu “ 0 (30.139)EqKVNEooJNwsPcEqKVNEooJNwsPc

est une distribution à support dans tx0u et d’ordre fini.

Démonstration. Nous commençons par prouver que u est une solution de (30.139) si et seulement
si 19 xu, ϕy “ 0 pour tout ϕ P D telle que

ϕpx0q “ . . . “ Bα´1ϕpx0q “ 0. (30.140)EqYLIPooYByzwCEqYLIPooYByzwC

(1) Condition nécéssaire Supposons que u soit une solution. Alors le corolaire 17.32 du
théorème de Hadamard donne ψ P DpRq telle que ϕpxq “ px ´ x0qαψpxq. Dans ce cas, si u
est solution de (30.139), alors

0 “ xpx´ x0qαu, ψy “ xu, px´ x0qαψpxqy “ xu, ϕy. (30.141)

Nous avons vu que si u est solution, alors xu, ϕy “ 0 pour tout ϕ satisfaisant la condition
(30.140).

(2) Condition suffisante Supposons maintenant l’inverse : u est une distribution s’annulant
sur toute fonction ϕ P D 1 satisfaisant (30.140). Nous allons alors prouver que u est une
solution. Soit donc ψ P D et calculons

xpx´ x0qu, ψy “ xu, px´ x0qψy “ 0 (30.142)

parce que la fonction px´ x0qψpxq vérifie la condition (30.140).
Nous passons maintenant au cœur de la preuve : nous supposons que u est une solution. Si le

support de ϕ est contenu dans Rztx0u alors ϕ est nulle dans un voisinage de x0 (et donc Bkϕ “ 0
pour tout k) et xu, ϕy “ 0. Autrement dit, pour tout ϕ P D

`
Rztx0u

˘
nous avons xu, ϕy “ 0, ce qui

signifie que supppuq X `
Rztx0u

˘ “ H ou encore que supppuq “ tx0u.
Maintenant que u a un support compact, la proposition 30.43 nous indique qu’elle est d’ordre

fini.
19. En réalité nous n’aurons besoin que de la condition nécessaire, en particulier pour le théorème 30.51.
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ThoRDUXooQBlLNb

Théorème 30.51 ([374]).
Soit α P N et l’équation

px´ x0qαu “ 0 (30.143)EqDONTooKPfDWUEqDONTooKPfDWU

pour u P D 1pRq. Les solutions sont les combinaisons linéaires des dérivées de δx0 jusqu’à la
αeexclue.

Démonstration. D’abord montrons que les Biδx0 sont des solutions. Avec les définition 30.36 et 30.37
des dérivées de distributions et de leur produits avec des fonctions 20,

px´ x0qαBiδx0pϕq “ δx0

´
Bi`px´ x0qαϕpxq

˘¯
(30.144)

Si i ă α alors dans chaque terme de Leibniz 21, il y aura un facteur px ´ x0q, et la prise de δx0

annulera. Si par contre i ě α alors il y aura le terme
ˆ
i

α

˙
Bα`px´ x0qα

˘Bi´αϕpx0q “
ˆ
i

α

˙
α!pBi´αϕqpx0q (30.145)

qui est le seul terme contenant pBi´αϕqpx0q. Il suffit alors de choisir ϕ P DpRq de sorte que

pBkϕqpx0q “
#

0 si k ‰ i´ α
1 si k “ i´ α (30.146)

et alors on est certain que le tout n’est pas nul, et donc que px´ x0qαpBiδx0q ‰ 0.
Jusqu’ici nous avons prouvé que Biδx0 est solution si et seulement si 0 ď i ă α.
Il faut encore prouver que les solutions sont toutes des combinaisons linéaires de dérivées de

delta de Dirac centrées en x0. Pour cela nous invoquons d’abord le lemme 30.50 qui nous assure
que u est d’ordre fini et de support tx0u. Ensuite la proposition 30.46 nous indique que u doit alors
être une combinaisons linéaire de dérivées de Dirac.

30.6 Localisation, principe de recollement
PROPooNCHIooNOPfBt

Proposition-Définition 30.52 ([241, 1]).
Soient un ouvert Ω de Rd, un ouvert A dans Ω, et T P D 1pΩq. Nous définissons

T |A : DpAq Ñ C

ϕ ÞÑ T pϕ̄q (30.147)

où ϕ̄ : Ω Ñ C est définie par

ϕ̄pxq “
#
ϕpxq si x P A
0 sinon.

(30.148)

Alors T |A P D 1pAq.
Cette distribution T |A est la restriction de T à A. Elle sera aussi souvent notée rApT q.

Démonstration. Nous allons prouver la séquentielle continuité de T |A. Ce sera suffisant par le
théorème 30.30(4). Soit donc une suite ϕn

DpAqÝÑ 0.

(1) Débroussailler Nous devons prouver que T |Apϕnq CÝÑ 0, c’est-à-dire que

T pϕ̄nq CÝÑ 0. (30.149)
20. Comme souvent, dans l’expression suivante, il y a un abus de notation parce que x est une variable muette :

il faudrait écrire « x ÞÑ » au début de la grande parenthèse.
21. Lemme 30.12.
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(2) Notations La topologie sur DpAq est celle de la définition 30.20. Fixons un peu de nota-
tions. Si K est compact dans A et si m P N, nous posons

pK,m : C8pAq Ñ R

f ÞÑ
ÿ

|µ|ďm
}Bµf}K . (30.150)EQooYZWHooVRrnlUEQooYZWHooVRrnlU

De même, si K est compact dans Ω et si m P N nous posons

qK,m : C8pΩq Ñ R

f ÞÑ
ÿ

|µ|ďm
}Bµf}K . (30.151)EQooCNPIooSiqAztEQooCNPIooSiqAzt

Les familles de seminormes ppK,mq et pqK,mq ne sont pas indexées par les mêmes ensembles et
n’ont pas le même domaine. Bien que les formules (30.150) et (30.151) se ressemblent, elles
n’ont rien à voir l’une avec l’autre.

(3) La notion de convergence

La proposition 30.21 dit que 22 fn
DpAqÝÑ 0 si et seulement si pK0,mpfnq Ñ 0 pour tout m pour

un certain compact K0 contenant tous les supports de fn.

(4) ϕ̄n
DpΩqÝÑ 0

Nous utilisons le théorème 30.27 dans les deux sens. D’abord, vu que ϕn
DpAqÝÑ 0, il existe un

compact K0 tel que ϕn P DpK0q pour tout n et ϕn
DpK0qÝÑ 0, c’est-à-dire tel que

pK0,mpϕnq Ñ 0 (30.152)EQooRRMUooIznPeEEQooRRMUooIznPeE

pour tout m P N.
Le compact K0 vérifie également ϕ̄n P DpK0q pour tout n, vu que le support de ϕ̄n est le
même que celui de ϕn. De plus sur K0 nous avons ϕn “ ϕ̄n, donc

qK0,mpϕ̄nq “
ÿ

|µ|ďm
}Bµϕ̄n}K0 “

ÿ

|µ|ďm
}Bµϕn}K0 “ pK0,mpϕnq. (30.153)

En vertu de (30.152) nous avons donc qK0,mpϕ̄nq Ñ 0, c’est-à-dire que ϕ̄n
DpK0qÝÑ 0. Donc le

théorème 30.27 (dans l’autre sens, cette fois) nous indique que ϕ̄n
DpΩqÝÑ 0.

(5) Conclusion
Vu que T P D 1pΩq, nous avons T pϕ̄nq CÝÑ 0. Donc

T |Apϕnq “ T pϕ̄nq CÝÑ 0. (30.154)

Cela prouve que T |A P D 1pAq parce que ϕn est une suite quelconque tendant vers 0 dans
DpAq.

LEMooCXIZooAbeMpF

Lemme 30.53 ([1]).
Quelques propriétés de la restriction d’une distribution. Nous considérons un ouvert Ω dans Rd

ainsi qu’un ouvert A Ă Ω.
(1) L’application de restriction rA : D 1pΩq Ñ D 1pAq est linéaire.

ITEMooGXSKooYomqpg

(2) Si ϕ P C8pRdq vérifie supppϕq Ă A, alors

T pϕq “ rApT qϕ. (30.155)
22. Pour rappel, D signifie C8

c .
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PROPooDVYNooKquEUl

Proposition 30.54 (Principe de recollement[241, 1]).
Soient un ouvert Ω de Rd ainsi que des ouverts tAiuiPI de Rd tels que

Ť
iPI Ai “ Ω.

Pour chaque i P I nous supposons avoir un élément Ti P D 1pAiq tel que

rAiXAj pTiq “ rAiXAj pTjq (30.156)

pour tout i, j P I tels que Ai XAj ‰ H.
Alors il existe une unique distribution T P D 1pΩq telle que rAipT q “ Ti pour tout i dans I.

Démonstration. Nous prouvons l’unicité et l’existence séparément 23.
(1) Unicité Soient T et U des distributions qui satisfont à la demande. Nous posons S “ T ´U

et nous allons prouver que S “ 0. Grâce à la linéarité de rAi (lemme 30.53),

rAipSq “ 0 (30.157)

pour tout i dans I.
Soit ϕ P DpΩq ; nous notons K “ supppϕq Ă Ω. Vu que les Ai recouvrent Ω, ils recouvrent
K. Il existe dont une partie finie J de I telle que K Ă Ť

jPJ Aj . Et si nous prenions une
partition de l’unité 24 subordonnée à ces Aj ?
Soit tψjujPJ une telle partition de l’unité. Vu que le support de ϕ est borné, le support de
ψkϕ est également borné. Et comme un support est toujours fermé, l’application ψkϕ est
dans DpAkq. En utilisant consciencieusement le lemme 30.53(2) nous avons

Spϕq “ S
` nÿ

k“1
ψkϕ

˘ “
ÿ

k

Spψkϕq “
nÿ

k“1
prAk

Sqpψkϕq “ 0 (30.158)

parce que rAk
pSq “ 0.

(2) Existence, début La preuve de l’existence va se faire en plusieurs étapes.
(3) Définition de TK Soit un compact K dans Ω. Vu que les Aj forment un recouvrement de

K, il existe une partie finie J dans I telle que K Ă Ť
jPJ Aj . Nous considérons une partition

de l’unité 25 tψjujPJ sur K subordonnée au recouvrement tAjujPJ .
Nous définissons alors

TK : DpKq Ñ C

ϕ ÞÑ
ÿ

jPJ
Tjpψjϕq. (30.159)

Nous supposons avoir fait, pour chaque compact K de Ω, un choix de sous-recouvrement fini
(c’est-à-dire de partie J) et un choix de partition de l’unité.

(4) TK “ TK1 sur les intersection Soient deux compacts K, M dans Ω. Nous prouvons que
si ϕ P DpKq XDpMq, alors TKpϕq “ TM pϕq. Nous avons donc en main les objets suivants :

`
K,J, tAjujPJ , tχjujPJ

˘
`
M,L, tAlulPL, tφlulPL

˘
.

(30.160)

Nous considérons ϕ P DpKq X DpMq. Vu que tφlulPL est une partition de l’unité sur M et
que ϕ a son support contenu dans M , nous avons ϕ “ ř

lPL φlϕ, et nous pouvons écrire

TKpϕq “
ÿ

jPJ
Tjpχjϕq “

ÿ

jPJ

ÿ

lPL
Tjpχjφlϕq. (30.161)EQooXKYQooFUUovLEQooXKYQooFUUovL

23. Ce genre phrase semble ne servir à rien, mais elle sert à éviter qu’en l’environnement description qui suit ne
soit tout moche.

24. Théorème 27.66.
25. Théorème 27.66.
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Nous savons que supppχjφlϕq est dans Aj XAl, donc

Tjpχjφlϕq “ rAjXAl
pTjqpχjφlϕq. (30.162)

Mais l’hypothèse sur les Ti est que rAjXAl
pTjq “ rAjXAl

pTlq. Cela nous permet de continuer
le calcul de (30.161) :

TKpϕq “
ÿ

jPJ

ÿ

lPL
rAjXAl

pTjqpχjφlϕq “
ÿ

jl

rAjXAl
pTlqpχjφlϕq “

ÿ

jl

Tlpχjφlϕq (30.163a)

“
ÿ

lPL
Tl
`
φl

ÿ

jPJ
χjϕ

˘ “
ÿ

lPL
Tlpφlϕq “ TM pϕq. (30.163b)

Bien.
(5) Ce qu’on pose Si ϕ P DpΩq, la valeur de TKpϕq ne dépend pas du choix du compact K

dans Ω contenant le support de ϕ. Nous pouvons donc poser

T : DpΩq Ñ C

ϕ ÞÑ TKpϕq (30.164)

où K est un compact quelconque de Ω contenant le support de ϕ.
(6) T est une distribution Nous devons prouver que T : DpΩq Ñ C est une distribution,

c’est-à-dire qu’elle est linéaire et continue. Pour la linéarité nous disons que c’est bon, et
nous nous concentrons sur la continuité. Pour cela nous allons nous baser sur le critère du
théorème 30.30(3).
Soit un compact K dans Ω. Nous devons trouver des constantes m et C telles que |T pϕq| ď
Cpm,Kpϕq pour tout ϕ P DpKq.
Vu que ϕ P DpKq nous avons T pϕq “ TKpϕq “ ř

jPJ Tjpχjϕq. Étant donné que Tj est
continue sur DpAjq et que χjϕ est une fonction de classe C8 à support dans Aj , en posant
Mj “ supppχjq, il existe des constantes mj P N et Cj ě 0 telles que

|Tjpχjϕq| ď Cjpmj ,Mj pχjϕq. (30.165)

Donc
|T pϕq| ď

ÿ

jPJ
Cj |pmj ,Mj pχjϕq| “

ÿ

jPJ
Cj

ÿ

|α|ďmj

}Bαpχjϕq}Mj . (30.166)

Nous utilisons la formule de Leibniz 26 pour décomposer Bαpχjϕq :

|T pϕq| ď
ÿ

jPJ
Cj

ÿ

|α|ďmj

}
ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
Bα´βχjBβϕ}Mj (30.167a)

ď
ÿ

j

Cj
ÿ

|α|ďmj

ÿ

βďα

ˆ
α

β

˙
}Bα´βχj}Mj}Bβϕ}Mj . (30.167b)

Pour chaque j, il y a un nombre fini de multiindices α en jeu, et pour chacun d’entre eux, un
nombre fini de β. Donc le coefficient

`
α
β

˘
se majore par une constante dépendante de j ; nous

l’incluons dans Cj . De même pour le coefficient }Bα´βχj} ; il se majore et s’absorbe dans Cj .
Nous avons donc

|T pϕq| ď
ÿ

jPJ
C 1
j

ÿ

|α|ďmj

ÿ

βďα
}Bβϕ}Mj . (30.168)

Dans ces sommes, chaque nombre de la forme }Bµϕ}Mj avec |µ| ď mj est pris un certain
nombre de fois. On majore ce « certain nombre 27 » et on l’inclut dans la constante C 1

j . Cela
donne

|T pϕq| ď
ÿ

jPJ
C2
j

ÿ

|α|ďmj

}Bαϕ}Mj . (30.169)

26. Lemme 30.12.
27. Il n’est pas nécessaire de savoir exactement combien, mais si vous y tenez vous pouvez vous embarquer dans

un petit peu de combinatoire.
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L’ensemble M “ Ť
jPJMj est un compact dans Ω et bien entendu }Bαϕ}Mj ď }Bαϕ}M . Nous

avons donc encore plein de majorations :

|T pϕq| ď
ÿ

jPJ
C2
j

ÿ

|α|ďmj

}Bαϕ}M (30.170a)

ď C
ÿ

jPJ

ÿ

|α|ďmj

}Bαϕ}M (30.170b)SUBEQooOALIooTlhSXJSUBEQooOALIooTlhSXJ

ď C
ÿ

jPJ

ÿ

|α|ďm
}Bαϕ}M (30.170c)SUBEQooMNSNooVcTHXPSUBEQooMNSNooVcTHXP

ď C 1 ÿ

|α|ďm
}Bαϕ}M (30.170d)SUBEQooKJYOooHNwQAeSUBEQooKJYOooHNwQAe

“ C 1pm,M pϕq. (30.170e)

Justifications :
— Pour 30.170b. On définit C “ maxjPJ C2

j .
— Pour 30.170c. On définit m “ maxjPJ mj .
— Pour 30.170d. Comme ce qui est dans la somme ne dépend plus de j, nous supprimons

la somme sur j et nous incluons le nombre de termes de la somme dans le changement
C Ñ C 1.

Et maintenant on admire le fait qu’en ayant fait autant de majorations dans tous les sens,
nous obtenons encore une inégalité qui ait un sens. Bref, nous avons trouvé un compact M ,
un nombre m ainsi qu’une constante C 1 tels que

|T pϕq| ď C 1pM,mpϕq (30.171)

pour tout ϕ P DpKq. Notons que M , m et C 1 dépendent fortement de K, mais pas de ϕ.
Cela prouve que T est continue par 30.30(3).

(7) T répond à la question Il nous reste à prouver que T est bien la distribution recollée,
c’est-à-dire que rAipT q “ Ti pour tout i P I. Le domaine de Ti et de rAipT q est DpAiq. Pour
être clair, les fonctions dans DpAiq sont des fonctions définies sur Rd, mais dont le support
est compact dans Ai.
Utilisant la définition de la restriction, pour ϕ P DpAiq,

rAipT qϕ “ T pϕ̄q (30.172)

où

ϕ̄pxq “
#
ϕpxq si x P Ai
0 sinon.

(30.173)

Mais vu que ϕ P DpAiq nous avons ϕ “ ϕ̄ et donc pas de pièges de ce côté.
Nous posons M “ supppϕq et nous avons

rAipT qpϕq “ T pϕ̄q “ T pϕq “ TM pϕq. (30.174)

Nous nommons
`
L, tφlulPL

˘
les choix faits pour le compact M dans la construction de TM .

Nous avons alors
TM pϕq “

ÿ

lPL
Tlpφpϕq. (30.175)

Mais le support de φkϕ est dans Ai X Al, de telle sorte que l’hypothèse faite sur les Ti aux
intersections donne Tlpφlϕq “ Tipφlϕq, et donc que

TM pϕq “
ÿ

lPL
Tlpφlϕq “ Ti

`ÿ

lPL
φlϕ

˘ “ Tipϕq. (30.176)

La dernière égalité vient du fait que tφlulPL est une partition de l’unité sur (au moins)
supppϕq.
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30.7 Permuter distributions, dérivées et intégrales
PROPooCNYTooWCKHpV

Proposition 30.55 ([241]).
Soient un ouvert Ω Ă Rd, une distribution T P D 1pΩq ainsi qu’une fonction ϕ P C8pΩˆRn,Cq à
support dans K ˆRn où K est compact dans Ω.

Alors ITEMooBIVOooHwGglM

(1) La fonction
y ÞÑ T

`
ϕp., yq˘ (30.177)

est de classe C8 sur Rn.
(2) Pour toute liste d’indices α et pour tout y0 P Rn, nous avons

Bαy
`
T
`
x ÞÑ ϕpx, yq˘˘

y“y0
“ T

`
x ÞÑ pBαy ϕqpx, y0q

˘
. (30.178)EQooYMXXooYkceTvEQooYMXXooYkceTv

Démonstration. Nous y allons par récurrence sur les dérivations, en commençant par α “ piq.
Pourvu que le membre de gauche de (30.178) existe, il est donné par

Bpiq
y

“
T
`
ϕpx, yq˘‰

y“y0
“ lim

tÑ0

T
`
ϕpx, y0 ` teiq

˘´ T `ϕpx, yq˘
t

. (30.179)EQooBHSSooXDrYQhEQooBHSSooXDrYQh

Vu que T est linéaire, nous allons travailler sur

T
´
x ÞÑ ϕpx, y0 ` teiq ´ ϕpx, y0q

t

¯
. (30.180)EQooXEFAooNzLBZxEQooXEFAooNzLBZx

(1) Un développement Nous commençons par fixer y0, x et t et écrire un développement de
Taylor à l’ordre 1 avec reste intégral 28 pour la fonction vpyq “ ϕpx, yq autour de y “ y0 et
dans la direction h “ tei. La formule est

ϕpx, y0 ` teiq “ ϕpx, y0q `
ÿ

i

hipByiϕqpx, y0q ` reste (30.181)EQooIAXAooWFhNVvEQooIAXAooWFhNVv

où Byiϕ signifie la dérivée partielle par rappport à la ie composante de la seconde variable de
ϕ. Avec la notations en multiindices, ça peut aussi bien s’écrire Bei

y ϕ. En ce qui concerne le
reste, il faut considérer la somme

ř
αPNn

|α|“2
. Cette somme contient, entre autres,

hα “ hα1
1 . . . hαn

n (30.182)

où

hj “
#

0 si j ‰ i

t si j “ i.
(30.183)

Autrement dit hα “ 0 dès que α ‰ αiei. Et comme nous devons avoir |α| “ 2, le seul terme
non nul dans la somme est α “ 2ei. Le reste est donc

t2

2

ż 1

0
p1´ tq2pB2ei

y ϕqpx, y0 ` teiq (30.184)

parce que pteiq2ei “ t2. Au final,

ϕpx, y0 ` teiq “ ϕpx, y0q `
ÿ

i

hipByiϕqpx, y0q ` t2

2

ż 1

0
p1´ tqpB2ei

y ϕqpx, y0 ` teiq. (30.185)EQooENWWooYfrPchEQooENWWooYfrPch

28. Donc m “ 1 dans la proposition 20.146. N’hésitez pas à revoir les notations 3.47 pour les multiindices.
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(2) Régularité du reste Nous regardons le développement (30.185) en disant que t et y0 sont
fixés. Les fonctions

x ÞÑ ϕpx, y0 ` teiq (30.186a)
x ÞÑ ϕpx, y0q (30.186b)
x ÞÑ pByiϕqpx, y0q (30.186c)

sont de classe C8 à support compact dans K. Donc x ÞÑ rpx, y0, teiq est également C8 à
support dans K.
Nous allons d’ailleurs tellement fixer y0 et t que nous allons définir

s : Rd Ñ C

x ÞÑ t2

2

ż 1

0
p1´ uqpBpiiq

y ϕqpx, y0 ` uteiqdu
(30.187)

et voir s P DpKq. Nous pouvons donc parler de T psq sans peurs.
(3) Beaucoup de majorations Vu que K est un compact dans Ω et que T est dans D 1pΩq, le

théorème 30.30(3) dit qu’il existe des constantes m et C telles que |T psq| ď Cpm,Kpsq. Nous
avons alors les majorations suivantes : SUBEQSooYPLGooOFMSyJ

|T psq| ď Cpm,Kpsq (30.188a)
“ C

ÿ

|µ|ďm
}Bµs}K (30.188b)

“
ÿ

|µ|ďm

t2

2

ż 1

0
p1´ uqpBµxBiiy ϕqpx, y0 ` tueiqdu (30.188c)SUBEQooKIETooZIpBBFSUBEQooKIETooZIpBBF

ď
ÿ

|µ|ďm

t2

2

ż 1

0
p1´ uq}pBµxBiiy ϕq}KˆBpy0,1qdu (30.188d)SUBEQooDYJCooFAsAxESUBEQooDYJCooFAsAxE

“ Ct2

2
ÿ

|µ|ďm
}BµxBiiy ϕ}KˆBpy0,1q (30.188e)SUBEQooULTUooYlJHNOSUBEQooULTUooYlJHNO

ď C 1t2 max
|µ|ďm

}BµxBiiy ϕ}KˆBpy0,1q (30.188f)SUBEQooQENJooOgJuxjSUBEQooQENJooOgJuxj

Justifications :
— Pour (30.188c). Pour évaluer Bµs, nous utilisons la proposition 17.21 pour permuter

l’intégrale sur u avec la dérivée sur x.
— Pour (30.188d). Nous supposons que |t| ă 1, de telle sorte que |ut| ă 1 et que y0 ` tuei

reste dans Bpy0, 1q. Notez au passage qu’il n’est pas nécessaire de prendre la fermeture ;
c’est juste pour le plaisir de rester sur un compact.

— Pour (30.188e). Évaluer l’intégrale :
ş1
0p1´ uqdu “ 1{2.

— Pour (30.188f). Le changement de constante C Ñ C 1 intègre le nombre de termes dans
la somme qui a été remplacée par son maximum et le 1{2.

(4) La dérivée (enfin) Nous reprenons le calcul de la dérivée laissé en (30.179) et (30.180).
Nous avons

T

ˆ
x ÞÑ ϕpx, y0 ` teiq ´ ϕpx, y0q

t

˙
“ T

˜
tpBpiq

y ϕqpx, y0q ` spxq
t

¸
(30.189a)

“ T
´
x ÞÑ pBpiq

y ϕqpx, y0q
¯
` T

ˆ
spxq
t

˙
. (30.189b)

Le premier terme n’a plus de dépendance en t. La limite t Ñ 0 est donc sans problèmes.
Pour le second terme, en prenant la majoration de (30.188) nous avons

|spxq
t
| ď C 1t max

|µ|ďm
}BµxBpiiq

y ϕ}
KˆBpy0,1q. (30.190)

La limite tÑ 0 de cela est zéro.
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(5) Conclusion La limite du membre de droite de (30.179) existe et vaut

T
”
x ÞÑ pBpiq

y ϕqpx, y0q
ı
. (30.191)

Nous avons prouvé que

Bpiq
y

”
T
`
x ÞÑ ϕpx, yq˘

ı
y“y0

“ T
”
x ÞÑ pBpiq

y ϕqpx, y0q
ı
. (30.192)

Une récurrence permet de passer de la liste d’indices piq à une liste générale pour terminer la
preuve du résultat (30.178).

Théorème 30.56 (Permuter distribution et intégrale[241]).
Soit un ouvert Ω dans Rn. Soient T P D 1pΩq et ϕ P DpΩˆRnq. Alors

ż

Rn

T
`
ϕp., yq˘dy “ T

` ż

Rn

ϕp., yqdy˘. (30.193)

Démonstration. Nous faisons une récurrence sur la valeur de n en partant de . . .
(1) n “ 1 Vu que le support de ϕ est compact dans ΩˆR, la proposition 7.97 dit qu’il existe

un compact K dans Ω et R ą 0 tel que le support de ϕ soit dans K ˆBp0, Rq.
Nous introduisons plein de fonctions intermédiaires.
(1a) La fonction θ

Considérons une seconde la fonction

θ : Ω Ñ C

x ÞÑ
ż

R

ϕpx, zqdz. (30.194)

Son support est dans K. Est-elle de classe C8 ? Oui. En effet, la proposition 17.21 dit
que l’on peut permuter les dérivées partielles et l’intégrale. Donc toutes les dérivées
partielles de θ existent (et sont donc continues). Le théorème 12.327 nous indique alors
que θ est de classe C8.

(1b) La fonction ξ Le corolaire 15.159 nous permet de considérer ξ P D
`
Bp0, Rq˘ telle que

ż

R

ξpxqdx “ 1. (30.195)

(1c) La fonction ψ Nous posons alors

ψ : Rd ˆRÑ C

px, yq ÞÑ ϕpx, yq ´ ξpyq
ż

R

ϕpx, zqdz. (30.196)

C’est une fonction ψ P DpΩˆRq telle que

supppψq Ă K ˆBp0, Rq. (30.197)

Prouvons que pour tout x P Ω nous avons
ż

R

ψpx, yqdy “
ż R

´R
ψpx, yqdy “ 0. (30.198)

La première égalité est simplement le fait que ψpx, yq “ 0 lorsque y R Bp0, Rq. Pour le
fait que ce soit nul,

ż

R

ψpx, yqdy “
ż

R

ϕpx, yqdy ´
ż

R

ξpyqdy
ż

R

ϕpx, zqdz “ 0. (30.199)
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(1d) La fonction σ Nous posons enfin

σ : ΩˆRÑ C

px, yq ÞÑ
ż y

´8
ψpx, zqdz. (30.200)

Nous avons σ P C8pΩˆRq et supppσq Ă K ˆBp0, Rq.
Nous pouvons maintenant entrer dans le dur.

(1a) Une première égalité Nous montrons que

T
`
σp., yq˘ “

ż y

´8
T
`
ψp., zq˘dz. (30.201)EQooDRISooWsWXnjEQooDRISooWsWXnj

En voyant les deux côtés de cette égalité à prouver comme des fonctions de y, nous
allons montrer qu’elles sont dérivables, de même dérivée et égale en y ă ´R.
À gauche nous permutons T avec la dérivée par la proposition 30.55 :

By
`
T
`
σp., yq˘˘

y“y0
“ T

`pByσqp., y0q
˘ “ T

`
ψp., y0q

˘
(30.202)

parce que pByσqpx, y0q “ ψpx, y0q.
À droite, la proposition 17.27 donne la première dérivée :

By
` ż y

´8
T
`
ψp., zq˘dz˘

y“y0
“ T

`
ψp., y0q

˘
. (30.203)

Notez que la proposition 30.55(1) dit alors que les deux membres de (30.201) sont de
classe C8.
Pour y ă ´R, d’une part σp., yq “ 0 et d’autre part,

şy
´8 T

`
ψp., zq˘dz “ 0 parce que

l’intégrale est entièrement sur un domaine où ψp., yq “ 0.
Donc l’égalité (30.201) est établie.

(1b) Une seconde égalité Nous prouvons maintenant que
ż

R

T
`
ψp., zq˘dz “ 0. (30.204)EQooTKHVooEqhpHHEQooTKHVooEqhpHH

Nous nous souvenons que ψp., rq “ 0 si r ą R. Donc
ż

R

T
`
ψp., zq˘dz “

ż 8

´8
T
`
ψp., zq˘dz (30.205a)

“
ż R

´8
T
`
ψp., zq˘dz (30.205b)

“ T
`
σp., Rq˘. (30.205c)

La dernière égalité est (30.201).
(1c) On ressort la définition de ψ C’est le moment de nous souvenir la définition de ψ

et de la substituer dans (30.204) en tenant compte de la linéarité de T . Nous avons :

0 “
ż

R

T
`
ψp., zq˘dz (30.206a)

“
ż

R

T
`
ϕp., zq˘dz ´

ż

R

T
´
ξpzq

ż

R

ϕp., sqds
¯
dz (30.206b)

“
ż

R

T
`
ϕp., zq˘dz ´

ż

R

ξpzqdz T
´ ż

R

ϕp., sqds
¯

(30.206c)SUBEQooXSQMooEuUZUeSUBEQooXSQMooEuUZUe

“
ż

R

T
`
ϕp., zq˘dz ´ T

´ ż

R

ϕp., sqds
¯
. (30.206d)

Justifications :
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— Pour (30.206c). Le nombre ξpzq sort de T . Et T
` ş
R
ϕp., sqds˘ sort de l’intégrale en

z.
Le cas n “ 1 est prouvé.

(2) La récurrence Nous supposons que le théorème est prouvé jusqu’à n et nous le prouvons
pour n` 1.
Soit donc ϕ P DpΩˆRn`1q. La fonction y ÞÑ T

`
ϕp., yq˘ est continue et à support compact.

Donc Fubini 14.296 s’applique et nous allons permuter les intégrales une à une avec T . Avant
cela nous définissons quelques fonctions intermédiaires.
D’abord, pour t P R nous posons

ϕ̃t : ΩˆRn Ñ R

pω, yq ÞÑ ϕ
`
ω, py, tq˘. (30.207)

Ensuite, nous posons

ϕ̄ : ΩˆRÑ R

pω, tq ÞÑ
ż

Rn

ϕ̃tpω, y1, . . . , ynqdy1 . . . dyn.
(30.208)

Maintenant nous calculons :
ż

Rn`1
T
`
ϕp., yq˘dy “

ż

R

„ż

Rn

T
`
ϕp., yq˘dy1 . . . dyn

ȷ
dyn`1 (30.209a)SUBEQooBFEFooFVtHmzSUBEQooBFEFooFVtHmz

“
ż

R

„ż

Rn

T
`
ϕ̃yn`1p., y1, . . . , ynq

˘
dy1 . . . dyn

ȷ
dyn`1 (30.209b)

“
ż

R

„
T
` ż

Rn

ϕ̃yn`1p., y1, . . . , ynq
˘
dy1 . . . dyn

ȷ
dyn`1 (30.209c)SUBEQooROIEooVMbfiiSUBEQooROIEooVMbfii

“
ż

R

T
`
ϕ̄p., yn`1q

˘
dyn`1 (30.209d)

“ T
` ż

R

ϕ̄p., yn`1qdyn`1
˘

(30.209e)SUBEQooPFBOooMXUjXkSUBEQooPFBOooMXUjXk

“ T
` ż

Rn`1
ϕp., yqdy˘ (30.209f)SUBEQooKYOPooPYHHbSSUBEQooKYOPooPYHHbS

Justifications :
— Pour (30.209a). Théorème de Fubini 14.296.
— Pour (30.209c). Hypothèse de récurrence.
— Pour (30.209e). Encore la récurrence, avec n “ 1.
— Pour (30.209f). Encore Fubini, mais dans l’autre sens.

30.8 Distributions tempérées

L’espace de Schwartz 29 S pΩq est défini dans la définition 27.219 ; sa topologie y est discutée.

Définition 30.57.
Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur S pRdq. L’ensemble des distri-
butions tempérées est noté S 1pRdq. Si T est une telle distribution, nous notons xT, φy l’image de
φ par T .

29. Attention : ce Schwartz (avec un t) est le Schwartz des distributions dont le prénom est Laurent. À ne pas
confondre avec Schwarz (sans t) dont le prénom est Cauchy.
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30.58.
Deux rappels.

(1) La topologique sur S pRdq est celle de la définition 27.224.
(2) La topologie sur DpRdq est donnée par la définition 30.15.

DEFooUSTNooYEZfPN

Lemme-Définition 30.59.
L’application

δ : FunpRdq Ñ C

φ ÞÑ φp0q. (30.210)

est
(1) une distribution,
(2) une distribution tempérée.

Cette distribution est nommée distribution de Dirac.

Démonstration. Juste pour rappel, FunpXq est l’ensemble de toutes les fonctions sur X. Pour
prouver que δ est une distribution, nous devons démontrer que δ : DpRq Ñ C est continue. Et
pour qu’elle soit une distribution tempérée, il faut démontrer que δ : S pRq Ñ C est continue.

Nous utilisons le théorème 30.30(3) pour démontrer la continuité de δ sur DpRq. Soit un
compact K Ă R et φ P DpKq. En prenant m “ 0 nous devons avons la majoration

|δpφq| “ φp0q ď }φ}K,8 “ p0,Kpφq. (30.211)

Pour la continuité de δ sur S pRdq, nous utilisons les résultats de 27.225. Soit une suite φn SÑ 0.
En particulier, p0,0pφnq “ supx |φnpxq| Ñ 0. Donc φnp0q Ñ 0 comme il le faut.

Exemple 30.60.
La valeur principale de la fonction x ÞÑ 1

x est la distribution

T : S pRq Ñ R

φ ÞÑ lim
ϵÑ0
ϵą0

ż

|x|ąϵ
φpxq
x

.
(30.212)

Montrons que cela définit bien une distribution tempérée.
D’abord l’intégrale existe pour tout ϵ, par exemple parce que pour les grands |x| nous avons

par exemple |φpxq| ď 1
x et donc φpxq{x ď 1{x2 dont l’intégrale converge. Nous devons maintenant

regarder la limite.
Nous considérons une suite ϵn Ñ 0 et la suite

an “
ż

|x|ěϵn
φpxq
x

dx. (30.213)

Nous montrons que cette suite converge dans R en montrant qu’elle est de Cauchy. Pour cela nous
travaillons un peu la forme de φ :

φpxq “ φp0q `
ż x

0
φ1ptqdt “ φp0q `

ż 1

0
xφ1pxθqdθ. (30.214)

Ce qui est dans l’intégrale est borné par K “ }Mxφ
1}8 qui est parfaitement fini parce que φ est à

décroissance rapide. Lorsque nous calculons |am ´ an|, le terme φp0q{x donne une intégrale nulle
parce que le domaine d’intégration ϵm ď |x| ď ϵn est symétrique alors que la fonction 1{x est
impaire.

|am ´ an| ď
ˇ̌ ż

ϵmă|x|ăϵn
K
ˇ̌ “ 2|ϵn ´ ϵm|K (30.215)

Tout cela nous dit que T est bien définie. Nous devons encore étudier sa continuité.
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Soit χ une fonction dans C8
c pRq valant 1 sur r´1, 1s, paire et à valeurs dans r0, 1s. Pour tout

ϵ ą 0 nous avons
ş

|x|ąϵ
χpxq
x dx “ 0.

Nous avons aussi φ “ χφ` p1´ χqφ, et donc
ż

|x|ąϵ
φpxq
x

dx “
ż

|ϵ|ą0
χpxqφpxq ´ φp0q

x
dx`

ż

|ϵ|ą0

`
1´ χpxq˘φpxq

x
dx (30.216a)

“
ż

|ϵ|ą0
χpxq

ż 1

0
φ1pθxqloomoon
ď}φ1}8

dθ `
ż

|x|ě1

`
1´ χpxq˘φpxq

x
dx (30.216b)

ď }φ1}8
ż

|x|ěϵ
χpxqdx` }φ}L1 (30.216c)

“ C}φ1}8 ` }φ}1. (30.216d)

Cela est valable pour toute fonction φ P S pRq. Mais nous savons que si φn
S pRqÑ 0, alors }φn}8 Ñ 0,

}φ1
n}8 Ñ 0 et }φn}1 Ñ 0 ; donc si φn

S pRqÑ 0, alors

T pφnq “ lim
ϵÑ0
ϵą0

ż

|x|ąϵ
φpxq
x

ď C}φ1
n}8 ` }φn}1 Ñ 0. (30.217)

△

30.8.1 Topologie

La topologie que nous mettons sur l’espace S 1pRdq est le même type que celle que nous mettons
sur D 1pRdq.

DEFooNLIKooYfafLw

Proposition-Définition 30.61 (Topologie sur DpRdq).
Si φ P S pRdq, alors l’application

pφ : S 1pRdq Ñ R

T ÞÑ |T pφq| (30.218)

est une seminorme.
Nous considérons sur S pRdq la topologie donnée par ces seminormes.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

La définition 30.31 et la proposition 30.32 restent.
PropQAuJstI

Proposition 30.62.
Nous avons Tn

S 1pRdqÝÑ T si et seulement si pour tout φ P S pRdq nous avons Tnpφq Ñ T pφq.
Démonstration. Il s’agit encore de la proposition 7.332. Nous avons

Tn
S 1pRdqÝÑ T ô @φ P S pRdqpφpTn ´ T q Ñ 0 (30.219a)

ô @φ P S pRdq|pTn ´ T qpφq| Ñ 0 (30.219b)
ô @φ P S pRdq|Tnpφq ´ T pφq| Ñ 0 (30.219c)
ô @φ P S pRdqTnpφq Ñ T pφq (30.219d)

30.8.2 Distributions associées à des fonctions

Si f P L1
locpRdq alors nous lui associons une distribution Tf P D 1pRdq définie par la formule

Tf pφq “
ż

Rd

fpxqφpxqdx. (30.220)
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Proposition 30.63.
L’application ainsi définie

L1
locpRdq Ñ D 1pRdq

f ÞÑ Tf
(30.221)

est injective.

Démonstration. Si Tf “ 0 alors pour tout φ P D nous avons
ş
Rd fφ “ 0. En vertu de la proposi-

tion 27.176 cela implique f “ 0 presque partout.

30.8.3 Composition avec une fonction
PropBQUOcyw

Proposition 30.64 ([695], page 113 et 32).
Soit T P S 1pΩq et f P CkpAˆ Ωq où A est ouvert dans Rd. Nous posons

F : AÑ R

λ ÞÑ T
`
fpλ, .q˘. (30.222)

Alors F P CkpAq.

30.8.4 Transformée de Fourier d’une distribution tempérée

Définition 30.65.
La transformée de Fourier de la distribution tempérée T P S 1pRdq est la distribution T̂ définie
par

T̂ pφq “ T pφ̂q (30.223)

pour tout φ P S pRdq.
Lemme 30.66.
Si f P S pRdq, nous avons T̂f “ Tf̂ .

Démonstration. En utilisant les définitions,

T̂f pφq “ Tf pφ̂q “
ż

Rd

fpxqφ̂pxqdx “
ż

Rd

fpxq
„ż

Rd

φpyqe´iyxdy
ȷ
dx (30.224)

où nous avons noté xy le produit scalaire x· y. Nous permutons les intégrales en utilisant le
théorème de Fubini 14.299 avec la fonction

px, yq ÞÑ fpxqφpyqe´ixy (30.225)

qui est parfaitement dans L1pRd ˆRdq. Nous écrivons alors

T̂f pφq “
ż

Rd

„ż

Rd

fpxqφpyqe´iyxdx
ȷ
dy “

ż

Rd

φpyqf̂pyqdy “ Tf̂ pφq. (30.226)

30.8.5 Convolution d’une distribution par une fonction

Nous savons que si ψ P S pRdq et si x P Rd alors la fonction y ÞÑ ψpx ´ yq est encore une
fonction dans S pRdq. Donc si T P S 1pRdq nous pouvons considérer la fonction T ˚ ψ “ ψ ˚ T
définie par

pT ˚ ψqpxq “ T
`
y ÞÑ ψpx´ yq˘. (30.227)EQooOUXKooGHDSzLEQooOUXKooGHDSzL

Notons que T ˚ ψ est bien une fonction et non une distribution.
Le but de la définition est d’avoir

Tf ˚ ψ “ f ˚ ψ. (30.228)
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En effet

pTf ˚ ψqpxq “ Tf
`
y ÞÑ ψpx´ yq˘ “

ż

Rd

fpyqψpx´ yqdy “ pf ˚ ψqpxq. (30.229)

Exemple 30.67.
La distribution de Dirac est le neutre pour le produit de convolution. En effet

pδ ˚ ψqpxq “ δ
`
y ÞÑ ψpx´ yq˘ “ ψpxq, (30.230)

c’est-à-dire δ ˚ ψ “ ψ. △
PropZMKYMKI

Proposition 30.68 ([681]).
Si T P S 1pRdq et ψ P S pRdq, alors la distribution associée à la fonction T ˚ ψ est tempérée.

Démonstration. En agissant sur φ P DpRdq nous avons

TT˚ψpφq “
ż

Rd

T
`
y ÞÑ ptxψqpyq

˘
φpxqdx (30.231a)

“
ż

Rd

T
`
y ÞÑ φpxqψpx´ yq˘dx (30.231b)

“ T

ˆ
y ÞÑ

ż

Rd

φpxqψpx´ yqdx
˙

(30.231c)SubEqSVDsVTSSubEqSVDsVTS

“ T
`
y ÞÑ pφ ˚ ψ̌qpyq˘ (30.231d)

“ T pφ ˚ ψ̌q. (30.231e)

Attention :

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 30.69
Le passage à la ligne (30.231c) n’est pas justifié.

30.8.6 Approximation de la distribution de Dirac
LEMooHEEOooFtKgfz

Lemme 30.70 ([1]).
Soient des fonctions jn : RÑ R` de classe C8 telles que

(1) Pour chaque n, la fonction x ÞÑ jn
`|x|˘ est strictement décroissante et converge ponctuelle-

ment vers zéro.
(2) Pour chaque x, la suite n ÞÑ jnpxq est décroissante et converge vers 0. ITEMooFQYXooEkUAIb

(3) Pour tout M ą 0, la suite jn converge vers zéro uniformément sur Bp0,Mqc.ITEMooFYCRooFeRRjE

(4) Pour tout δ et ϵ, il existe un N P N tel que | şBp0,δq jnpxqdx´ 1| ď ϵ.
(5) Pour tout n, nous avons

ş
R
jn “ 1.

Alors si u P S pRq nous avons

lim
nÑ8

ż

R

upxqjnpxqdx “ up0q. (30.232)

Démonstration. Nous posons

In “
ż

R

jnu (30.233a)

Iδ,n “
ż

Bp0,δq
jnu (30.233b)

Zδ,n “
ż

Bp0,δq
up0qjn (30.233c)



2382 CHAPITRE 30. DISTRIBUTIONS

Nous allons progressivement montrer qu’en prenant δ assez petit et n assez grand, les quantités
|In ´ Iδ,n|, |Iδ,n ´ Zδ,n| et |Zδ,n ´ up0q| peuvent être simultanément majorées par ϵ.

Soient δ ą 0 et ϵ ą 0 ; vu que u P S pRq, il existe M tel que
ş

|x|ąM |u| ă ϵ. Soit N1 P N tel que
pour tout n ą N1 nous avons |jnpxq| ă 1 dès que |x| ąM (hypothèse (3)). Alors

ż

|x|ąM
|jnpxqupxq| ă ϵ. (30.234)

De plus en posant s “ maxt|upxq| tel que δ ď |x| ď Mu (qui existe parce que u est continue et
prise sur un compact) nous pouvons considérer N2 tel que jnpxq ă ϵ{s pour tout |x| ą δ.

Avec n ą maxtN1, N2u nous avons

|
ż

Bp0,δq
jnu´

ż

R

jnu| “ |
ż

Bp0,δqc

jnu| (30.235a)

ď
ż

δď|x|ďM
|jnu| `

ż

|x|ěM
|jnu| (30.235b)

ď ϵp1` |M ´ δ|q. (30.235c)

En redéfinissant le ϵ nous avons donc montré que pour tout ϵ et δ, il existe un N P N tel que

|Iδ,n ´ In| ď ϵ (30.236)

dès que n ě N .
La fonction u est uniformément continue sur tout Bp0, δq, et nous pouvons donc choisir δ tel

que |up0q ´ upxq| ď ϵ pour tout x P Bp0, δq. Pour ce δ, nous avons déjà trouvé un N tel que
|Iδ,n ´ In| ď ϵ dès que n ą N . Nous avons :

|Iδ,n ´ Zδ,n| ď
ż

Bp0,δq
|upxq ´ up0q|jnpxqdx (30.237a)

ď ϵ

ż

Bp0,δq
jn (30.237b)

ď ϵ. (30.237c)

Nous avons donc prouvé que pour tout ϵ ą 0, il existe un δ et un N tels que
" |Iδ,n ´ In| ď ϵ (30.238a)
|Iδ,n ´ Zδ,n| ď ϵ (30.238b)

dès que n ě N .
Enfin nous avons

|Zδ,n ´ up0q| “ up0q
˜ż

Bp0,δq
jn ´ 1

¸
, (30.239)

et par l’hypothèse (4) nous pouvons choisir n assez grand pour que la parenthèse soit plus petite
que ϵ.

Pour ϵ donné, nous avons donc trouvé un δ et un N tels que

|In ´ up0q| ď |In ´ Iδ,n| ` |Iδ,n ´ Zδ,n| ` |Zδ,n ´ up0q| ď 3ϵ. (30.240)

En passant à la limite nous avons bien In Ñ up0q dans R.

Il va sans dire que nous connaissons de telles fonctions. Nous en donnons une maintenant.

Exemple 30.71 ([697]).
Nous introduisons la fonction fϵ (ϵ ą 0) donnée par

fϵpxq “ e´ϵ|x|. (30.241)
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Nous calculons la transformée de Fourier de fϵ en divisant le domaine d’intégration :

f̂ϵpkq “
ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx “
ż 0

´8
eϵxe´ikxdx`

ż 8

0
e´ϵx e´ikxdx (30.242)

En décomposant les parties imaginaires et réelles, et avec un peu de changement de variables, nous
pouvons utiliser les intégrales (18.99) et (18.100) pour obtenir

f̂ϵpkq “ 2ϵ
k2 ` ϵ2 . (30.243)

Sachant que arctanpxq est une primitive de 1
x2`1 et avec encore un peu de changement de variables,

nous avons 30 ż

R

f̂ϵpkqdk “
ż 8

´8
2ϵ

k2 ` ϵ2 “ 2rarctanpx{ϵqs8́8 “ 2π. (30.244)

Cela montre que si nous introduisons la fonction δϵ donnée par

δϵpkq “ 1
π

ϵ

ϵ2 ` k2 , (30.245)

alors nous avons une fonction qui tout en même temps ressemble à f̂ϵ et vérifie
ż

R

δϵpkqdk “ 1 (30.246)

pour tout ϵ.
Jusqu’ici nous avons montré que

ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx “ 2πδϵpkq. (30.247)EQooQOOOooBnfJNiEQooQOOOooBnfJNi

Pour chaque ϵ ą 0 nous avons δϵ P L1pRq. △

Proposition 30.72 ([1]).
Soit g P S pRq. Alors nous avons

ż

R

ż

R

gpxqe´ixydx dy “ 2πgp0q. (30.248)EQooBOJUooQGvMrkEQooBOJUooQGvMrk

Démonstration. Soit u P S pRq ; nous multiplions l’équation (30.247) par upkq et nous intégrons
par rapport à k : ż

R

upkq
„ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx
ȷ
dk “ 2π

ż

R

upkqδϵpkqdk. (30.249)EQooTTQQooKxhxzlEQooTTQQooKxhxzl

Il s’agit de passer à la limite dans l’équation (30.249). Les intégrales à gauche peuvent être effectuées
séparément parce qu’elles respectent le théorème de Fubini. En effet soit la fonction

fpk, xq “ upkqe´ikxe´ϵ|x| (30.250)

qui est dans L1pRˆRq en vertu du critère du corolaire 14.298 et du fait que à la fois k ÞÑ |upkq|
et x ÞÑ e´ϵ|x| sont dans L1pRq.

Nous pouvons donc grouper et dégrouper les intégrales et en particulier les inverser. Si nous
effectuons d’abord l’intégrale sur k nous trouvons

ż

R

upkq
„ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx
ȷ
dk “

ż

R

e´ϵ|x|
ż

R

upkqe´ikxdk dx “
ż

R

e´ϵ|x|ûpxqdx. (30.251)

La fonction x ÞÑ |e´ϵ|x|ûpxq| est majorée (uniformément en ϵ) par x ÞÑ ûpxq qui est intégrable
parce que la transformée de Fourier d’une fonction de S est dans S par la proposition 29.20. Le

30. Et en écrivant correctement l’intégrale sur R comme une limite, etc.
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théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.202 nous permet de permuter la limite ϵÑ 0
avec l’intégrale et obtenir

lim
ϵÑ0

ż

R

upkq
ż

R

e´ikxe´ϵ|x|dx dk “
ż

R

ûpxqdx “
ż

R

ż

R

upkqe´ikxdk dx. (30.252)

Notons qu’en passant à la limite nous avons perdu le droit de permuter les intégrales.
Nous devons encore prouver que

lim
ϵÑ0

ż

R

upkqδϵpkqdk “ up0q. (30.253)

Cela n’est rien d’autre que le lemme 30.70 appliqué à la suite de fonctions jn “ δ1{n.

30.73.
Notons que les intégrales dans (30.248) ne peuvent pas être permutées parce que

ş
R
e´ixydy n’existe

pas. Il faut avouer que, malgré tous les conseils du type « attention : permuter des intégrales doit
être fait avec prudence », ce n’est pas tous les jours que nous trouvons des intégrales qui ne peuvent
pas être permutées, autrement que dans des exemples fait exprès.

30.8.7 Peigne de Dirac

Proposition 30.74.
La formule

∆a “
ÿ

kPZ
δka (30.254)EqMEVmKvgEqMEVmKvg

définit un élément de D 1pRq.
La forme linéaire ∆a est le peigne de Dirac de pas a.

Démonstration. Nous utilisons le critère de continuité séquentielle en zéro du théorème 30.30. Soit
une suite φn Ñ 0 dans DpRq. Par le théorème 30.27 il existe un compact K de R pour lequel
φn P DpKq pour tout n et φn Ñ 0 dans DpKq. La somme 30.254 est donc finie et nous pouvons
la permuter avec une limite :

lim
nÑ8 ∆apφnq “

ÿ

kPZ
lim
nÑ8φnpkaq. (30.255)

La limite φn Ñ 0 dans DpKq signifie que nous avons convergence uniforme de la fonction et de
toutes ses dérivées vers 0. En particulier }φn}8 Ñ 0 ; disons que la somme (qui est finie) fasse s
termes : ÿ

kPZ
φnpkaq ď s}φn}8. (30.256)

Le terme de droite tend vers zéro lorsque n tend vers l’infini.

Donc ∆a est bien une distribution au sens de la définition 30.29.

Lemme 30.75 ([655]).
Le peigne de Dirac vérifie la relation

∆a “ 1
a

∆1 ˝Da (30.257)

où Da est l’application Da : DpRq Ñ DpRq,

pDafqpxq “ afpaxq. (30.258)
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Démonstration. Pour φ P DpRq nous avons

∆apφq “
ÿ

kPZ
φpkaq “ 1

a

ÿ

kPZ
pDaφqpkq “ 1

a
∆1pDaφq. (30.259)

Proposition 30.76.
Le peigne de Dirac est une distribution tempérée.

Notez qu’il y a plus de fonctions dans S pRq que dans DpRq ; il est donc plus difficile de rentrer
dans S 1pRq que dans D 1pRq : il est plus compliqué d’avoir existence de T pφq pour tout φ P S pRq
que pour tout φ P DpRq.
Démonstration. Soit φ P S pRq. Nous avons

|∆apφq| “ |
ÿ

k

φpakq| “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

k

p1` a2k2qφpakq
1` a2k2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď sup

xPR
ˇ̌p1` x2qφpxqˇ̌

ÿ

k

1
1` a2k2 . (30.260)

La somme
ř
k

1
1`a2k2 est une somme convergente, et le supremum est borné par la proposi-

tion 27.222 en prenant Qpxq “ 1 ` x2. En effet sur Bp0, rq la fonction x ÞÑ p1 ` x2qφpxq est
bornée par ce que c’est une fonction continue sur un compact, et à l’extérieur de Bp0, rq cette
fonction est alors bornée par 1.

Si aucune ambigüité n’est à craindre, nous noterons f la distribution Tf .

Exemple 30.77.
La transformée de Fourier de la distribution de Dirac est la fonction constante : δ̂ “ 1. En effet si
nous agissons sur une fonction test,

δ̂pφq “ δpφ̂q “ φ̂p0q “
ż

Rd

φpxqdx. (30.261)

△

30.9 L’espace C8pR, S 1pRdqq

Dans cette section nous notons I un ouvert de R et Ω un ouvert de Rd ; si ψ est une fonction
sur I ˆ Ω nous allons noter ψt : Ω Ñ R la fonction ψtpxq “ ψpt, xq. C’est une notation plus légère
que ψpt, .q.

30.9.1 Propriétés générales

La définition de l’espace C8pI,S 1pΩqq est encore la définition 7.351 et les propriétés énoncées
dans la proposition 30.47 sont encore bonnes ici.

D’abord parlons un peu de continuité en recopiant la proposition 7.350 dans notre contexte.
PropBXFmvPs

Proposition 30.78.
Soient I un intervalle ouvert de R et u : I Ñ S 1pRdq une fonction continue. Alors

ItemFTvVUEW

(1) Pour tout φ P S pRdq, l’application t ÞÑ utpφq est continue.
(2) Pour tout φ P S pRdq, nous avons la limite

lim
tÑt0

utpφq “ ut0pφq. (30.262)

(3) Nous avons la limite dans S 1pRdq
lim
tÑt0

ut “ ut0 . (30.263)
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Lemme 30.79.
Nous avons C8pI,S 1pΩqq Ă C8pI,D 1pΩqq.
Démonstration. Soit pTtq P C8pI,S 1pΩqq. Pour chaque t nous avons

Tt P S 1pΩq Ă D 1pΩq. (30.264)

Ensuite il suffit de dire que pour tout φ P DpΩq la fonction

t ÞÑ Ttpφq (30.265)

est de classe C8 parce que c’est le cas pour toute fonction dans S pΩq. La proposition 30.47 (en
changeant D en S ) conclut que pTtq P C8pI,D 1pΩqq.

PropIIAcyDq

Proposition 30.80.
L’espace S pΩq est complet et métrisable.

Démonstration. En ce qui concerne le métrisable nous reprenons la formule de l’écart (7.433).
Dans notre cas pour l’écrire explicitement il faudrait une énumération de N2 à partir de 1 (et non
de zéro). Cette formule donne bien une distance parce que si dpφ1 ´ φ2q “ 0 alors en particulier
p00pφ1 ´ φ2q “ }φ1 ´ φ2}8 “ 0 et donc φ1 “ φ2.

Nous montrons maintenant que S pΩq est complet en y considérant une suite de Cauchy pφnq.
Soit ϵ ą 0 et α, β P N ainsi que k, l assez grands pour que φk ´φl P Bαβp0, ϵq. En particulier pour
α “ β “ 0 nous avons }φk ´ φl}8 ď ϵ, ce qui signifie que nous avons une suite vérifiant le critère
de Cauchy uniforme 12.353. Elle converge donc uniformément vers une certaine fonction φ que la
proposition 12.354 nous assure être continue. Il existe donc φ P CpΩq telle que

φk
unifÝÑ φ. (30.266)

Nous devons montrer que φ P S pΩq. Le fait que φ soit de classe C8 s’obtient en utilisant les
seminormes p0,αpφq “ }Bαφ}8 de la même façon que dans la preuve que DpΩq était complet
(proposition 30.28). Nous obtenons en particulier que

Bαφk unifÝÑ Bαφ (30.267)EqSZyYkqkEqSZyYkqk

pour tout multiindice α. Montrons encore que φ est à décroissance rapide : nous devons montrer
que pour tout α et β nous avons

pαβpφq “ sup
xPΩ

ˇ̌
xβpBαφqpxqˇ̌ ă 8. (30.268)

Étant donné que pφnq est de Cauchy dans S pΩq nous avons (pour ϵ fixé et k, l assez grands) :
ˇ̌
xβpBαφk ´ Bαφlqpxq

ˇ̌ ď ϵ (30.269)

pour tout x P Ω. En considérant l fixé et en prenant la limite k Ñ8 et en utilisant la convergence
uniforme (30.267) nous trouvons que

ˇ̌
xβpBαφ´ Bαφlqpxq

ˇ̌ ď ϵ (30.270)

Du coup nous pouvons faire la majoration

sup
xPΩ

ˇ̌
xβpBαφqpxqˇ̌ ď sup

x

ˇ̌
xβpBαφ´ Bαφlqpxq

ˇ̌` sup
x

ˇ̌pBαφlqpxq
ˇ̌ ď ϵ` pαβpφlq ă 8 (30.271)

du fait que pαβpφlq ă 8 parce que φl P S pΩq.
Donc φ P S pΩq et ce dernier est alors complet.
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Proposition 30.81.
Soit pTtq P C0`I,S 1pΩq˘ et ψ P S pI ˆ Ωq. Alors la fonction

t ÞÑ Ttpψtq (30.272)EqULcaYjmEqULcaYjm

est continue sur I.

Démonstration. Soient t0 P I et une suite convergente vers t0 : tj Ñ t0 dans R. Vu que pTtq est
continue en t, elle est en particulier séquentiellement continue et nous avons

Ttj
S 1pΩqÝÑ Tt0 . (30.273)

Montrons que nous avons aussi ψtj
S pΩqÝÑ ψt0 . Pour cela nous utilisons les seminormes 31 pαβ définies

en (27.953) :

pαβpψtj ´ ψt0q “
ÿ

xPΩ

ˇ̌
ˇxβ

`Bαψptj , xq ´ Bαψpt0, xq
˘ˇ̌
ˇ (30.274a)

ď sup
xPΩ

ˇ̌
ˇxβ|t0 ´ tj | sup

tPrt0,tjs

ˇ̌BtBαψpt, xq
ˇ̌ˇ̌
ˇ (30.274b)

ď |t0 ´ tj | sup
xPΩ

sup
tPI

ˇ̌
xβBtBαψpt, xq

ˇ̌
(30.274c)

ď |t0 ´ tj |Ppαtq,βpψq. (30.274d)

Pour la première majoration nous avons utilisé le théorème des accroissements finie 12.311. Pour
la dernière ligne nous avons noté Pαβ les seminormes de S pI ˆ Ωq et pαtq est le multiiindice α à
qui on a ajouté la variable t à la fin. Étant donné que Ppαtqβpψq ă 8 nous avons bien

pαβpψtj ´ ψt0q Ñ 0 (30.275)

et donc ψtj
S pΩqÝÑ ψt0 .

Étant donné que S pΩq est métrisable et complet, le corolaire 27.6 nous dit que

Ttj pψtj q CÝÑ Tt0pψt0q, (30.276)

ce qui est bien le critère de continuité séquentielle de la fonction (30.272).
RemZYVkHRT

Remarque 30.82.
La proposition 30.49 nous dit, a fortiori, que si pTtq P C8`

I,S 1pΩq˘ alors la formule

T̃ pψq “
ż

I
Ttpψtq (30.277)

donne un élément T̃ P D 1pIˆΩq. Au cas où aucune confusion n’est à craindre, nous pourrons noter
également T l’élément de D 1pI ˆ Ωq déduit de T P C8`

I,S 1pΩq˘.
Notons que ce T ne sera pas toujours une distribution tempérée comme le montre l’exemple

suivant.

Exemple 30.83.
En posant Ttpφq “ et

2
φp0q avec I “ R, l’intégrale

T pψq “
ż

R

Ttpψtq “
ż

R

et
2
ψpt, 0qdt (30.278)

ne converge pas pour tout ψ P S pR ˆ Ωq. En effet par rapport à t, la fonction ψpt, 0q décroît
rapidement mais pas spécialement assez rapidement pour compenser et2 . △

31. Pas parce que nous en avons envie, mais bien parce qu’elles font partie de la définition de la convergence et de
tous ces trucs.
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30.9.2 Dérivation
PropGKoPbko

Proposition 30.84 ([695]).
Soit T P Ck`I,S 1pΩq˘ et 0 ď l ď k. Pour tout t0 P I l’application

T
plq
t0 : S pΩq Ñ C

φ ÞÑ
ˆ
dl

dt
Ttpφq

˙
pt0q

(30.279)EqZMDeZcoEqZMDeZco

est bien définie, est une distribution et de plus

t ÞÑ T
plq
t P Ck´l`I,S 1pΩq˘. (30.280)

Attention que la formule (30.279) est bonne si φ P S pΩq. Si par contre ψ P S pI ˆΩq et qu’on
veut regarder up1q

t pψtq alors il faut regarder la proposition 30.85 et utiliser la formule (30.285) dans
laquelle se trouve up1q

t pψtq.

Démonstration. Pour k “ 0 nous avons T p0q
t “ Tt et c’est bon. Pour le cas k “ 1 et l “ 0 c’est

encore T p0q
t “ Tt qui fonctionne.

Le premier cas non trivial à traiter est k “ 1 et l “ 1. Nous considérons t0 P I ; par définition
de la dérivée, pour tout φ P S pΩq, nous avons (pour peu que les limites existent) :

T
p1q
t0 pφq “

d

dt

”
Ttpφq

ı
t“t0

“ lim
jÑ8

Tt0`ϵj pφq ´ Tt0pφq
ϵj

“ lim
jÑ8Ujpφq (30.281)EqCTuAfXeEqCTuAfXe

où
Uj “ 1

ϵj

`
Tt0`ϵj ´ Tt0

˘
. (30.282)

et pϵjq est une suite de réels tendant vers zéro.
Vu que pTtq P CkpI,S 1pΩqq, l’application t ÞÑ Ttpφq est de classe Ck et en particulier l’ex-

pression (30.281) a une limite lorsque j Ñ 8. Donc T
p1q
t0 pφq est bien définie. Le point (1) du

corolaire 27.6 nous dit que limjÑ8 Ujpφq “ T
p1q
t0 pφq et T p1q

t0 est une distribution (linéaire et conti-
nue).

Nous devons encore voir que t ÞÑ T
p1q
t est une application C0`I,S 1pΩq˘. Cela est une consé-

quence du fait que pTtq soit de classe C1, ce qui se traduit par le fait que l’application

t ÞÑ d

dt

´
Ttpφq

¯
(30.283)

est continue (définition de la dérivée et point (1) de la proposition 30.78 appliquée à la dérivée).
Les cas k ě 1 se traitent par récurrence.

PropUDkgksG

Proposition 30.85 ([695]).
Soit pTtq P C1`I,S 1pΩq˘ et ψ P S pI ˆ Ωq. Alors la fonction

t ÞÑ Tt
`
ψpt, .q˘ (30.284)

est de classe C1 sur I et

d

dt

´
Tt
`
ψpt, .q˘

¯
“ T

p1q
t

`
ψpt, .q˘` Tt

ˆBψ
Bt pt, .q

˙
(30.285)EqSCNYYhEEqSCNYYhE

Démonstration. Soient t0 P I et ϵj Ñ 0 une suite réelle. Le membre de gauche de (30.285), écrit
en t0, donne

♠ “ lim
jÑ8

Tt0`ϵj
`
ψpt0 ` ϵj , .q

˘´ Tt0
`
ψpt0, .q

˘

ϵj
(30.286)BJPHzwnBJPHzwn
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Afin d’alléger les notations nous allons écrire ψt “ ψpt, .q. Dans le numérateur de (30.286) nous
ajoutons et soustrayons la quantité Tt0`ϵj pψt0q et nous découpons la limite en deux morceaux :

♠ “ lim
jÑ8

Tt0`ϵj pψt0`ϵj ´ ψt0q
ϵj

` lim
jÑ8

pTt0`ϵj ´ Tt0qpψt0q
ϵj

(30.287)

Le second terme vaut
d

dt

´
Ttpψt0q

¯
t“t0

“ T
p1q
t0 pψt0q (30.288)

par la proposition 30.84. Occupons nous de l’autre morceau de ♠. Nous posons Uj “ Tt0`ϵj et

φj “ 1
ϵj
pψt0`ϵj ´ ψt0q. (30.289)

Nous voulons utiliser le corolaire 27.6(4) pour obtenir

lim
jÑ8Ujpφjq “ Tt0

´Bψ
Bt pt0, .q

¯
. (30.290)

D’une part pTtq est de classe C8 en t et nous avons donc la convergence Uj
S 1pΩqÝÑ Tt0 . Reste à

prouver que
φj

S pΩqÝÑ Bψ
Bt pt0, .q. (30.291)

Cela en remarquant bien que la variable de dérivation n’est pas celle par rapport à laquelle nous
voulons la convergence Schwartz 32. Soient α et β des naturels et calculons un peu :

pαβ
`
φj ´ BψBt pt0, .q

˘ “ sup
xPΩ

ˇ̌
ˇ̌xβBα

´ 1
ϵj

`
ψpt0 ` ϵj , xq ´ ψpt0, xq

˘´ BψBt pt0, xq
¯ˇ̌
ˇ̌ (30.292)EqEBUYDRAEqEBUYDRA

Il est à présent l’heure d’utiliser un développement de Taylor avec le reste de la proposition 12.453 :

ψpt0 ` ϵj , xq “ ψpt0, xq ` ϵj BψBt pt0, xq `
ϵ2j
2
B2ψ

Bt2 pt̄, xq (30.293)

pour un certain t̄ P rt0, t0 ` ϵjs. En mettant ça dans le calcul (30.292) nous restons avec

pαβ
`
φj ´ BψBt pt0, .q

˘ “ sup
xPΩ

ˇ̌
ˇ̌xβBα

´
ϵj
B2ψ

Bt2 pt̄, xq
¯ˇ̌
ˇ̌ ď ϵjPα,2;β,0pψq (30.294)

où Pα,k;β,l sont les seminormes de S pI ˆΩq avec la notation plus ou moins évidente de prendre α
dérivations sur x, k sur t puis de multiplier par xβtl. Au final nous avons bien

lim
jÑ8 pαβ

`
φj ´ BψBt pt0, .q

˘ “ 0 (30.295)

et donc la convergence φj
S pΩqÝÑ Bψ

Bt pt0, .q.
LemWRoRPIX

Lemme 30.86.
Soit pTtq P C1`I,S 1pΩq˘ alors si F dénote la transformée de Fourier nous avons

F
`
T

p1q
t

˘ “ pFT qp1q
t (30.296)

où pFT q est la famille de distributions pFT qt “ FTt.

Démonstration. Pour la preuve il suffit de tester l’égalité sur une fonction φ P S pΩq :

pFT p1q
t qpφq “ T

p1q
t pFφq “ d

dt

´
TtpFφq

¯
“ d

dt

´
pFTtqpφq

¯
“ pFT qp1q

t pφq. (30.297)

32. Je ne sais pas si je me suis bien fait comprendre là.
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Chapitre 31

Espaces de Sobolev, équations
elliptiques

CHAPooVTIIooGOEvXT

31.1 Espaces de Sobolev
Rappel : la définition de la dérivée faible est 30.2.

31.1.1 Sur un intervalle de R

Sauf mention du contraire dans cette section I est un intervalle borné ouvert I “ sa, br de R.

Définition 31.1.
Soit I “ sa, br un ouvert borné de R. L’espace de Sobolev H1pIq est l’ensemble

H1pIq “
!
u P L2pIq tel que Dg P L2pIq tel que @φ P C8

c pIq,
ż

I
uφ1 “ ´

ż

I
gφ

)
. (31.1)

L’unique élément g de L2pIq vérifiant
ş
I uφ

1 “ ´ ş
I gφ est noté u1 et est nommé dérivée ; nous

verrons dans les prochaines pages pourquoi.
L’espace H1 accepte le produit scalaire suivant :

xu, vy “
ż

I
uv `

ż

I
u1v1, (31.2)

et nous notons }.}H1 la norme correspondante qui n’est autre que

}u}2H1 “ xu, uy “ }u}2L2 ` }u1}2L2 . (31.3)

Nous introduisons l’espace L1
locpIq des fonctions étant L1 sur tout compact de I.

CorEVJYihj

Corolaire 31.2.
Si u P H1pIq et si u1 “ 0 alors il existe une constante C telle que u “ C presque partout.

Démonstration. L’hypothèse u1 “ 0 signifie que pour toute fonction φ P C8
c pIq,

ż

I
uφ1 “

ż

I
u1φ “ 0. (31.4)

La proposition 27.176 nous dit alors qu’il existe une constante C telle que u “ C presque partout.

LemMPkbZxX

Lemme 31.3.
Tout élément de H1pIq admet un unique représentant continu.

Nous verrons dans le corolaire 31.5 que ce représentant pourra être prolongé par continuité sur
Ī.

2391
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Démonstration. Soient y0 P I et u P H1pIq. Nous considérons la fonction

ūpxq “
ż x

y0

u1ptqdt. (31.5)

Notons que par définition, u1 P L2 donc l’intégrale ne pose pas de problèmes. Montrons que ū est
continue sur Ī. Pour cela nous considérons x P Ī et h tel que x` h P Ī. Alors

ˇ̌
ūpx` hq ´ ūpxqˇ̌ “ ˇ̌ ż x`h

x
u1 ˇ̌ ď

ż x`h

x
|u1|. (31.6)

Mais la fonction |u1| est dans L1
locpIq par le lemme 27.36 ; elle est en particulier intégrable sur un

ouvert contenant x et par conséquent la dernière intégrale tend vers zéro lorsque h tend vers 0.
Nous prouvons à présent que ū est dans H1pIq et que sa dérivée est égale à u1 ; pour cela nous

allons montrer que pour tout φ P C8
c pIq,

ż

I
ūφ1 “ ´

ż

I
u1φ. (31.7)

Nous avons
ż

I
ūφ1 “

ż

I

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
φ1pxqdx “

ż y0

a

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
φ1pxqdx`

ż b

y0

ˆż x

y0

u1ptqdt
˙
φ1pxqdx. (31.8)

Pour faire plus court, nous notons fpt, xq “ u1ptqφ1pxq. La première intégrale vaut
ż y0

a

ˆż x

y0

u1ptqφ1pxq
˙
“
ż y0

a

ˆż a

y0

fpt, xq1tăxpt, xqdt
˙
dx (31.9a)

“
ż a

y0

ż y0

a
fpt, xq1tăxdxdt (31.9b)subeqBVyBPLpsubeqBVyBPLp

“
ż a

y0

ż t

a
fpt, xqdxdt (31.9c)

“ ´
ż y0

a

ż t

a
u1ptqφ1pxqdx dt (31.9d)

La permutation d’intégrales pour obtenir (31.9b) est due au théorème de Fubini 14.299(3). Par le
même petit jeu, la seconde intégrale vaut

ż b

y0

ż b

t
u1ptqφ1pxqdx dt. (31.10)

En refaisant la somme,
ż

I
ūφ1 “ ´

ż y0

a
u1ptq

ˆż t

a
φ1pxqdx

˙
dt`

ż b

y0

u1ptq
ˆż b

t
φ1pxqdx

˙
dt (31.11a)

“ ´
ż y0

a
u1ptq`φptq ´ φpaq˘dt`

ż b

y0

u1ptq`φpbq ´ φptq˘ (31.11b)

“ ´
ż b

a
u1φ (31.11c)

“ ´
ż

I
u1φ. (31.11d)

Notons que φpaq “ φpbq “ 0 parce que φ est à support compact dans sa, br. Nous avons donc
prouvé que ū est dans H1pIq et que ū1 “ u1. Par le corolaire 31.2, nous avons une constante C telle
que ū “ u` C presque partout, c’est-à-dire u “ ū` C dans H1pIq.

En résumé, ũ “ ū` C est un représentant continu de u dans L2pIq.
L’unicité du représentant continu est simplement le fait que deux fonctions continues égales

presque partout sont égales (proposition 20.151).
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PropGWOIoDg

Proposition 31.4.
Si u P H1pIq, alors

upxq ´ upyq “
ż x

y
u1 (31.12)

pour tout x, y P I.

Démonstration. Pour fixer les idées, nous supposons x ă y. Nous considérons une suite φn P C8
c pIq

convergeant uniformément sur I vers 1rx,ys. Nous exigeons de plus que
— φ1

n est positive sur ra, x` 1
n s

— φ1
n est négative sur ry ´ 1

n , bs
— φn “ 1 sur rx` 1

n , y ´ 1
n s.

— φn “ 0 sur ra, x´ 1{ns et sur ry ` 1{n, bs.
Pour chaque n, nous découpons l’intégrale comme

´
ż

I
u1φn “

ż

I
uφ1

n “
ż x´1{n

a
uφ1

n`
ż x`1{n

x´1{n
uφ1

n`
ż y´1{n

x`1{n
uφ1

n`
ż y`1{n

y´1{n
uφ1

n`
ż b

y`1{n
uφ1

n. (31.13)EqRPwqpveEqRPwqpve

Par construction de φn, de ces 5 morceaux, il n’en reste que deux de non nulles :
ż

I
uφ1

n “
ż x`1{n

x´1{n
uptqφ1

nptqdt
looooooooooomooooooooooon

A

`
ż y`1{n

y´1{n
uptqφ1

nptqdt
loooooooooomoooooooooon

B

(31.14)

Soit ϵ ą 0 et n suffisamment grand pour avoir uptq P B`upxq, ϵ˘ pour tout t P Bpx, 1
nq et (en

même temps) uptq P B`upyq, ϵ˘ pour tout t P Bpy, 1
nq. C’est la continuité de u qui permet de

trouver un tel n. Pour cette valeur de n, en tenant compte des hypothèses sur la positivité de φ1
n

nous avons
ż x`1{n

x´1{n

`
upxq ´ ϵ˘φ1

nptqdt ď
ż x`1{n

x´1{n
uptqφ1

nptqdt ď
ż x`1{n

x´1{n

`
upxq ` ϵ˘φ1

nptqdt, (31.15)

mais par hypothèse sur φn nous trouvons
ż x`1{n

x´1{n
φ1
nptqdt “ φnpx` 1

n
q ´ φpx` 1

n
q “ 1. (31.16)

donc
upxq ´ ϵ ď

ż x`1{n

x´1{n
uptqφ1

nptqdt ď upxq ` ϵ. (31.17)EqLYrpEdbEqLYrpEdb

Pour encadrer la seconde, il faut être plus prudent avec les signes parce que φ1
n y est négative. En

posant ψn “ ´φn nous avons

´B “
ż y`1{n

y´1{n
uptqψnptqdt, (31.18)

et donc
upyq ´ ϵ ď ´B ď upyq ` ϵ (31.19)

ou encore
´ϵ´ upyq ď B ď ϵ´ upyq. (31.20)

En additionnant avec (31.17) nous voyons que pour tout ϵ ą 0 il existe un Npϵq tel que nous ayons

upxq ´ upyq ´ 2ϵ ď
ż

I
u1φn ď upxq ´ upyq ` 2ϵ (31.21)EqEBwWUxmEqEBwWUxm
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pour tout n ě N . Nous voulons évidemment prendre la limite ϵ Ñ 0, c’est-à-dire n Ñ 8. Étant
donné que φnptq ă 1 pour tout t et pour tout n, la fonction t ÞÑ u1ptqφnptq est dominée par u1,
qui est dans L1pIq par le lemme 27.36. Le théorème de la convergence dominée nous permet donc
d’affirmer que

lim
nÑ8

ż

I
u1φn “

ż

I
u11rx,ys “

ż y

x
u1, (31.22)

et donc les inégalités (31.21) donnent le résultat, grâce au signe dans (31.13).
CorCEPJGAu

Corolaire 31.5.
Si rus P H1pIq, le représentant continu u P C0pIq peut être prolongé par continuité en u P C0pĪq.
Démonstration. Soit pxnq une suite strictement croissante dans sa, br convergeant vers b. Nous
voulons montrer que la suite

`
upxnq

˘
est de Cauchy dans R, ce qui nous permettra de définir

upbq “ lim
nÑ8upxnq. (31.23)

qui sera évidemment continue. Cette construction ne dépendra pas du choix de la suite pxnq parce
que deux fonctions continues sur Ī et égales sur I sont égales sur Ī.

En notant u1 la dérivée de u dans H1, nous avons par construction du représentant continu :
upxq “ şx

y0
u1ptqdt. Et donc

ˇ̌
upxnq ´ upxn`pq

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇ̌
ż xn

y0

u1 ´
ż xn`p

y0

u1
ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ż xn`p

xn

u1
ˇ̌
ˇ̌ . (31.24)

Vu que la suite pxnq est de Cauchy et que u1 est intégrable (même sur Ī), la limite n Ñ 8 de
cela est zéro, quelle que soit la valeur de p. Donc

`
upxnq

˘
est de Cauchy dans R et est donc

convergente.

ThoESIyxfU

Proposition 31.6 ([104, 1]).
Quelques propriétés de l’espace de Sobolev H1pIq où I “ sa, br est un ouvert borné de R.

ITEMooITQUooKWwMwu

(1) H1pIq est un espace de Hilbert.
(2) H1pIq s’injecte de façon compacte dans C0pĪq.
(3) H1pIq s’injecte de façon continue dans L2pIq.

Démonstration. Nous prouvons point par point.
(1) Le seul critère à vérifier est la complétude. Pour cela nous considérons une suite de Cauchy

punq dans H1pIq. Si ϵ ą 0, alors il existe N ą 0 tel que pour tout p ě 0 nous ayons
}un`p ´ un}2H1 ď ϵ, c’est-à-dire

}un`p ´ un}2L2 ` }u1
n`p ´ u1

n}2L2 ď ϵ. (31.25)

En particulier les suites punq et pu1
nq sont de Cauchy dans L2 qui est complet par le théorème

de Fischer-Riesz 27.45. Nous notons donc

un
L2Ñ u (31.26a)

u1
n
L2Ñ v. (31.26b)

Nous allons maintenant montrer quelques limites.

(1a) unφ
L2ÝÑ uφ Si M est une constante qui majore φ alors }unφ´uφ}2 ďM}un´u}2 Ñ 0.

(1b) u1
nφ

L2ÝÑ vφ C’est la même chose avec }u1
nφ´ vφ}2 ďM}u1

n ´ v}2 Ñ 0.
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(1c) u P H1pIq avec u1 “ v Attendu le corolaire 27.37 qui permet de permuter intégrale et
limite dans L2pIq et les limites que nous venons de prouver,

ż

I
uφ1 “ lim

nÑ8

ż

I
unφ

1 “ ´ lim
nÑ8

ż

I
u1
nφ “ ´

ż

I
vφ. (31.27)

Cela signifie que v est la dérivée faible de u : u1 “ v.

(1d) un
H1Ñ u

Nous pouvons alors prouver que un Ñ u dans H1pIq :

}un ´ u}2H1pIq “ }un ´ u}2L2 ` }u1
n ´ u1}2L2 . (31.28)

Mais nous savons déjà que un Ñ u dans L2 (d’ailleurs c’est la définition de u) et que
u1 “ v alors que par définition de v, nous avons u1

n Ñ v dans L2.
Tout cela donne que un Ñ u dans H1pIq et donc que H1pIq est un espace complet.

(2) L’application que nous allons prouver être compacte entre H1pIq et C0pĪq est

ψ : H1pIq Ñ C0pĪq
rus ÞÑ ũ

(31.29)

où rus désigne une classe de fonction dans H1pIq et ũ est son représentant continu prolongé
par continuité à Ī 1, qui existe par le lemme 31.3 et le corolaire 31.5. Cette application est une
injection par l’unicité du représentant continu. Nous allons prouver que c’est une application
compacte en utilisant le critère (2) de la proposition 27.3. Pour cela nous allons commencer
par utiliser le théorème d’Ascoli sur l’ensemble B̃ des représentants continus des éléments de
B, prolongés par continuité sur Ī ; c’est-à-dire B̃ Ă C0pĪq.
Soit u P B̃ ; par la proposition 31.4, nous avons

ˇ̌
upxq ´ upyqˇ̌ “ ˇ̌ ż x

y
u1ptqdtˇ̌ (31.30a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ż

I
1rx,ysptqu1ptqdt

ˇ̌
ˇ̌ (31.30b)

ď }1rx,ys}L2}u1}L2 (31.30c)
ďa|x´ y|}u1}H1 (31.30d)
ďa|x´ y|. (31.30e)

où nous insistons sur le fait que la continuité n’impliquant pas la dérivabilité, le u1 ici est
la dérivé au sens de H1, et non la dérivée usuelle. Quoi qu’il en soit, l’ensemble B̃ est
équicontinu 2. Nous montrons à présent qu’il est également borné pour la norme uniforme.
Soit u P B̃ ; vu la construction du représentant continu au lemme 31.3, nous avons

ˇ̌
upxqˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż b

a
upxqdy

ˇ̌
ˇ̌ (31.31a)

“
ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż b

a

ˆż x

y
u1ptqdt´ upyq

˙
dy

ˇ̌
ˇ̌ (31.31b)

“
ˇ̌
ˇ̌ 1
b´ a

ż b

a

ż x

y
u1ptqdtdy ´ 1

b´ a
ż b

a
upyqdy

ˇ̌
ˇ̌ (31.31c)

ď 1
b´ a

ż b

a

ż b

a
|u1ptq|dt dy ` 1

b´ a
ż b

a
|upyq|dy. (31.31d)EqCFwSOxhEqCFwSOxh

1. Encore que par souci d’économie d’encre nous n’allons pas écrire toujours les tildes et noter u le représentant
continu prolongé à Ī par le corolaire 31.5.

2. Définition 7.305.



2396 CHAPITRE 31. ESPACES DE SOBOLEV, ÉQUATIONS ELLIPTIQUES

À ce niveau, il faut remarquer que dans la première intégrale, le passage de la valeur absolue
à l’intérieur de l’intégrale en même temps que l’élargissement des bornes n’a rien d’innocent.
Si x ă y, les bornes ne sont pas « dans le bon ordre » et nous ne pouvons pas faire la
majoration usuelle en entrant simplement la valeur absolue. Ici nous tenons compte de cela
en élargissant les bornes, et en les mettant dans le bon ordre. Le passage exact est le suivant :
si x, y P sa, br, nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ż x

y
fptqdt

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌
ż x

y
|fptq|dt

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌
ż b

a
|fptq|dt

ˇ̌
ˇ̌ “

ż b

a
|fptq|dt. (31.32)

Notons en particulier que dans le cas du passage vers l’équation (31.31d), le nombre x est
fixé alors que y est une variable d’intégration. Donc l’ordre des deux est certainement de
temps en temps le « mauvais ».
Quoi qu’il en soit, la première intégrale se réduit à une multiplication par b ´ a et le calcul
continue :

ˇ̌
upxqˇ̌ ď

ż

I
|u1ptq|dt` 1

b´ a
ż

I
|u| (31.33a)

ď ?b´ a}u1}L2 ` 1?
b´ a}u}L2 (31.33b)

ď
ˆ?

b´ a` 1?
b´ a

˙`}u1}L2 ` }u}L2
˘

(31.33c)

ď
ˆ?

b´ a` 1?
b´ a

˙
}u}H1 (31.33d)

“ ?b´ a` 1?
b´ a. (31.33e)

Donc B̃ est borné pour la norme L8. Et c’est même borné par un nombre facilement calculable
connaissant I. En particulier l’ensemble

tupxq tel que u P H1u (31.34)

est, pour tout x, contenu dans la boule de rayon
?
b´ a ` 1?

b´a et donc est relativement
compact dans R. Par conséquent le théorème d’Ascoli 27.4 nous dit que l’ensemble B̃ est
relativement compact dans C0pIq.
Par conséquent nous avons montré que l’image par ψ de la boule unité fermée B de H1pIq
est relativement compacte dans C0pĪq, ce qui signifie que ψ est une application compacte.

(3) Les éléments de H1pIq sont des éléments de L2pIq ; donc l’identité est une injection. Nous
devons seulement étudier la continuité. Si punq est une suite dans H1 convergeant dans H1

vers u, alors
}un ´ u}L2 ď }un ´ u}L2 ` }u1

n ´ u1}L2 “ }un ´ u}H1 Ñ 0. (31.35)
Donc la suite des images (par l’identité) converge dans L2. L’identité est donc continue.

31.1.2 Sur un ouvert de Rn

Soit Ω, un ouvert de Rn et v P L2pΩq (voir 27.84). Les fonctions considérées sont à valeurs
réelles.

31.1.2.1 Définition

Définition 31.7 (Espace de Sobolev H1pΩq).
Soit Ω une partie de Rn. L’espace de Sobolev H1pΩq est :

H1pΩq “ tv P L2pΩq tel que @i “ 1, . . . , n, Biv P L2pΩqu. (31.36)
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Nous munissons cet espace d’un produit scalaire

pu, vqH1 “ xu, vyL2 ` x∇u,∇vyL2 , (31.37)EQooQRMKooLaMpcpEQooQRMKooLaMpcp

où ∇u “ ř
i Biu P L2.

L’existence des intégrales dans le produit scalaire est assurée par le fait que u, v, ∇u et ∇v
sont dans L2pΩq. La définition du produit scalaire dans L2 est la définition 27.329 (mais sans la
conjugaison complexe).

Pour la même raison, pu, uqH1 “ 0 demande que chacun des deux termes est séparément nul,
et nous avons u “ 0 dans L2, et donc aussi dans H1.

Théorème 31.8 ([698]).
L’espace H1pΩq est un espace de Hilbert 3.

Démonstration. Nous devons nous assurer que l’espace H1 est complet. Pour cela nous considérons
une suite de Cauchy punq dans H1. Soit ϵ ą 0 ; il existe N ą 0 tel que si n,m ą N alors
}un ´ um}H1 ă ϵ. Or en déballant la définition de la norme et du produit scalaire,

}um ´ un}2H1 “ pum ´ un, um ´ unqH1 (31.38a)
“ xum ´ un, um ´ uny ` x∇pum ´ unq,∇pum ´ unqy (31.38b)
“ }um ´ un}2L2 ` }∇pum ´ unq}2L2 . (31.38c)

En particulier les suites punq et p∇unq sont de Cauchy dans L2. Vu que L2, lui, est complet
(théorème 27.44), il existe u P L2 et vi P L2 tels que

un
L2ÝÑ u (31.39a)

Biun L2ÝÑ vi. (31.39b)

Nous savons que l’injection i : L2 Ñ D 1 est continue par la proposition 30.35. Nous avons donc
aussi les limites

Tun

D 1ÝÑ Tu (31.40a)

TBiun

D 1ÝÑ Tvi . (31.40b)SUBEQooMWLIooWakTkxSUBEQooMWLIooWakTkx

La dérivée étant une opération continue sur D 1 nous avons de plus

BipTunq D 1ÝÑ BipTuq (31.41)

En utilisant le lemme 30.38 nous avons alors

TBiun “ BipTunq DÝÑ BipTuq “ TBiu. (31.42)

En comparant avec (31.40b) et par l’unicité de la limite, nous avons Tvi “ TBiu. Cela implique
vi “ Biu.

Vu que vi P L2 nous avons aussi Biu P L2. Par conséquent u P H1pΩq parce que ses dérivées
sont dans L2.

Nous devons maintenant prouver que un H1ÝÑ u. Nous avons

}un ´ u}2H1 “ }un ´ u}2L2 ` }∇un ´∇u}2L2 (31.43)

Le premier terme tend vers zéro parce que un L2ÝÑ u et le second parce que Biun L2ÝÑ Biu.

3. Définition 25.3.
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31.1.3 Espace de Sobolev fractionnaire

Définition 31.9.
Pour m P N et un ouvert Ω de Rd nous définissons l’espace de Sobolev

HmpΩq “ tu P L2pΩq tel que Bαu P L2pΩq @|α| ď mu. (31.44)

Nous définissons également un produit scalaire sur Hm par

pu, vqHm “
ÿ

|α|ďm
xBαu, BαvyL2 . (31.45)

En particulier la topologie est celle de la norme dérivée du produit scalaire :

}u}2HmpΩq “
ÿ

|α|ďm
}Bαu}2L2pΩq. (31.46)EQooMCWMooKKTqzMEQooMCWMooKKTqzM

Le lemme suivant montre que la proposition 29.19 fonctionne encore avec L2 au lieu de S .
LEMooAGBZooWCbPDd

Lemme 31.10 (Lemme de transfert[699], thème 76).
Soit f P HmpRdq. Alors pour tout multiindice α avec |α| ď m nous avons

FpBαfq “ “
ξ ÞÑ i|α|ξαf̂pξq‰. (31.47)

Lemme 31.11.
Il existe des constantes c1 et c2 telles que pour tout x P Rd,

c1p1` }x}2qm ď
ÿ

|α|ďm
pxαq2 ď c2p1` }x}2qm. (31.48)

Lemme 31.12.
Soit u P L2pRdq. Nous avons u P HmpRdq si et seulement si l’application

ξ ÞÑ `
1` |ξ|2˘k{2

û (31.49)

est dans L2pRdq pour tout k ď m. Ici |ξ| est la norme euclidienne de ξ dans Rd.

Démonstration. Vu le lemme 31.10, il suffit de montrer que
`
1` |ξ|2˘k{2

û (31.50)EQooIJXTooWsGNxwEQooIJXTooWsGNxw

est dans L2 pour tout k ď m si et seulement si

ξαû (31.51)EQooILPQooNGUvjDEQooILPQooNGUvjD

l’est pour tout α avec |α| ď m.
L’expression (31.50) est une somme d’expressions du type (31.51). Donc l’implication dans un

sens est montrée. Pour l’autre sens, nous savons que

ξα “ ξα1
1 . . . ξαn

n , (31.52)

et donc
|ξα| ď |ξ1|α1 . . . |ξn|αn . (31.53)

Or |ξ||α| “ |ξ|ři αi “ |ξ|α1 . . . |ξ|αn et |ξ| ě |ξi| pour tout i, donc

|ξα| ď |ξ||α|. (31.54)

D’autre part pour tout x P R` et tout k positif nous avons

p1` x2qk{2 ě xk (31.55)

qui est facile à vérifier en prenant le carré des deux membres.
En remettant tout ensemble,

|ξαû| ď |ξα||û| ď |ξ||α||û| ď `
1` |ξ|2˘|α|{2|û|. (31.56)

Donc si le membre de droite est de carré intégrable, celui de gauche l’est également.
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DEFooWEAQooAIWBwx

Définition 31.13 (Espace de Sobolev Hs[700]).
Pour s ą 0 nous définissons l’espace de Sobolev HspRdq par

HspRdq “ tu P L2pRdq tel que
`
1` }ξ}2˘s{2

û P L2pRdqu. (31.57)

Nous y mettons le produit scalaire

pu, vqHs “
ż

Rd

ûpξqv̂pξqp1` }ξ}2qsdξ. (31.58)

31.14.
Vu que DpRdq est dense dans L2pRdq (théorème 27.51), on pourrait croire à la densité a fortiori
dans HspRdq. Mais attention : DpRdq est dense dans L2 pour la norme L2. Nous n’avons encore
rien dit pour la norme HspRdq.

PROPooMKAFooKDNTbO

Proposition 31.15 ([701]).
La partie S pRdq est dense dans HspRdq.
Démonstration. Soit u P HspRdq. Par définition l’application

ξ ÞÑ p1` }ξ}2qs{2û (31.59)

est dans L2pRdq. Elle peut donc être approximée au sens L2 par des fonctions dans DpRdq (théo-
rème 27.51(5)), c’est-à-dire qu’il existe des fonctions ϕn P DpRdq telles que

ϕn
L2pRdqÝÑ p1` }ξ}2qs{2û. (31.60)

Nous posons
ψn “ ϕn

p1` ξ2qs{2 (31.61)

Cela est encore une fonction de DpRdq, et donc de S pRdq. Vu que la transformée de Fourier est
une bijection de DpRdq (proposition 29.26), nous pouvons considérer une suite φn P DpRdq telle
que φ̂n “ ψn, et nous allons montrer que φn

HspRdqÝÑ u.
Nous avons :

}φn ´ u}2Hs “
ż

Rd

|φ̂n ´ û|2p1` ξ2qsdξ (31.62a)

“
ż

Rd

ˇ̌ ϕnpξq
p1` ξ2qs{2 ´ ûpξq

ˇ̌2p1` ξ2qsdξ (31.62b)

“
ż

Rd

|ϕnpξq ´ ûpξqp1` ξ2qs{2|2dξ (31.62c)

“ }ϕn ´ p1` ξ2qs{2û}2L2 . (31.62d)

Par définition de la suite ϕn nous avons donc bien

}φn ´ u}2Hs “ }ϕn ´ p1` ξ2qs{2û}2L2 Ñ 0. (31.63)

Notons que même si ϕn est dans DpRdq, nous n’avons pas prouvé la convergence ϕn HsÝÑ u,
mais bien φn HsÝÑ u. Or les fonctions φn sont dans S pRdq, et rien n’assure qu’elles soient à support
compact. Nous avons donc bien prouvé la densité de S et non celle de D .

Remarque 31.16.
Pour qui a tout compris, cela peut sembler une évidence, mais nous précisions que nous parlons
de densité de S pRdq dans HspRdq, à aucun moment la topologie de S pRdq n’entre en compte.
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Un peu moins évident : ce que nous avons réellement montré est la densité de ι
`
DpRdq˘ dans

HspRdq où ι est l’application « prise de classe ». Nous n’avons pas insisté là-dessus, mais il faut
dire que dans la preuve de la proposition 31.15, u est un représentant d’un élément choisi dans
HspRdq.

Nous avons ensuite prouvé la convergence }φn ´ u}HspRdq Ñ 0 qui est une convergence d’une
suite dans R, et dans laquelle l’opération }.}Hs est définie sur un espace de fonctions et n’est pas
une norme (c’est pour que cela devienne une norme que l’on prend les classes).

Nous en avons déduit la convergence φn
HspRdqÝÑ u où maintenant φn et u sont des classes dans

HspRdq.
PROPooLIQJooKpWtnV

Proposition 31.17.
La partie DpRdq est dense dans

`
HspRdq, }.}HspRdq

˘
.

Démonstration. Nous savons déjà que S pRdq est dense dans HspRdq par la proposition 31.15.
Nous devons seulement prouver que DpRdq est dense dans

`
S pRdq, }.}HspRdq

˘
. Pour cela nous

utilisons la densité de DpRdq dans S pRdq de la proposition 27.229. Soit donc f P S pRdq et une
suite fk dans DpRdq telle que

fk
S pRdqÝÑ f. (31.64)

Vu que la transformée de Fourier est continue sur S pRdq (proposition 29.20) nous avons aussi

f̂k
S pRdqÝÑ f̂ , (31.65)

et en particulier pour tout polynôme P nous avons la convergence uniforme

P f̂k
unifÝÑ P f̂. (31.66)EQooDTMUooQWphpREQooDTMUooQWphpR

D’autre part la fonction ξ ÞÑ |f̂kpξq´ f̂pξq|2p1` ξ2qs est Schwartz et en tout point décroissante
en k. Soientt ϵ ą 0 et r ą 0 choisis de telle sorte à avoir

ż

}ξ}ąr
|f̂kpξq ´ f̂pξq|p1` ξ2qsdξ ă ϵ. (31.67)

pour tout k. La convergence uniforme (31.66) permet de considérer k0 tel que pour tout k ą k0,

|f̂k ´ f̂ |p1` ξ2qs ă ϵ

Vol
`
Bp0, rq˘ (31.68)

dans Bp0, rq. Avec tout cela, dès que k ą k0 nous avons

}fk ´ f}HspRdq “
ż

R

|f̂k ´ f̂ |p1` ξ2qsdξ “
ż

Bp0,rq
. . .`

ż

}ξ}ąr
. . . ď 2ϵ. (31.69)

Donc nous avons bien }fk ´ f}HspRdq Ñ 0 et convergence de fk vers f dans HspRdq.

31.2 Trace
Définition 31.18 ([700]).
Nous définissons la trace d’une fonction par

γ0 : DpRdq Ñ DpRd´1q
pγ0vqpx1, . . . , xd´1q “ vpx1, . . . , xd´1, 0q.

(31.70)

THOooXEJZooBKtXBW

Théorème 31.19 ([702, 700]).
Si s ą 1

2 , alors γ0 accepte une unique extension en opérateur linéaire borné

γ0 : HspRdq Ñ Hs´ 1
2 pRd´1q. (31.71)
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Démonstration. Nous subdivisons la preuve en plusieurs pas.
(1) Une inégalité pour φ P DpRdq Nous commençons par considérer φ P DpRdq (fonction

C8 à support compact). Nous allons alors prouver que

}γ0φ}
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K}φ}HspRdq (31.72)

pour une certaine constante K (qui ne dépend en particulier pas de φ).
Nous avons

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “ pγ0φ, γ0φq
Hs´ 1

2
(31.73a)

“
ż

Rd´1
|{γ0φpξq|2p1` }ξ}2qs´ 1

2dξ (31.73b)

“
ż

Rd´1

ˇ̌
ˇ
ż

Rd´1
pγ0φqpxqe´iξxdx

ˇ̌
ˇ
2p1` }ξ}2qs´ 1

2dξ (31.73c)SUBEQooKLLYooNRjPwnSUBEQooKLLYooNRjPwn

(31.73d)

Nous appliquons la trace en appliquant la formule du corolaire 29.27,

pγ0φqpxq “ φpx, 0q “ 1
2π

ż

R

ż

R

e´ikyφpx, yqdy dk (31.74)

En remplaçant dans (31.73c) nous avons

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “
1

2π

ż

Rd´1

ˇ̌ ż

Rd´1

ż

R

ż

R

e´ikye´iξxφpx, yqdy dk dxˇ̌2p1` }ξ}2qs´ 1
2dξ.

(31.75)
Nous voudrions permuter les intégrales en k et en x. Pour cela nous étudions la fonction
u : RˆRd´1 Ñ C donnée par

upk, xq “ e´ikx
ż

R

e´iξxφpx, yqdy (31.76)

Effectuer l’intégrale par rapport à y revient à calculer la transformée de Fourier partielle dont
nous parlons dans la proposition 29.21 4. Elle est donc une fonction Schwartz de k et de x
(conjointement et non seulement séparément) et est donc dans L1pRˆRd´1q. Les intégrales
sur k et sur x peuvent donc être réunies et permutées par le théorème de Fubini 14.299
(n’oubliez tout de même pas de vous convaincre que la condition (2) est remplie).
Nous avons donc

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “
1

2π

ż

Rd´1
|
ż

R

ż

Rd´1

ż

R

e´ikye´iξxφpx, yqdy dx dk|2p1` }ξ}2qs´ 1
2dξ.

(31.77)
Étant donné que φ est à support compact, les intégrales sur x et sur y peuvent se réunir en
utilisant encore le théorème de Fubini ; ces intégrales donnent :
ż

Rd´1ˆR
e´ikye´iξxφpx, yqdxb dy “

ż

Rd´1ˆR
e´ipξ,kq · px,yqφpx, yqdxb dy “ φ̂pξ, kq. (31.78)

Nous restons avec

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q “
1

2π

ż

Rd´1
|
ż

R

φ̂pξ, kqdk|2p1` }ξ}2qs´ 1
2dξ. (31.79)

Nous allons maintenant traiter la partie du milieu :

♣ “ |
ż

R

φ̂pξ, kqdk| “ |
ż

R

φ̂pξ, kqp1`ξ2`k2qs{2 1
p1` ξ2 ` k2qs{2dk| “ |xf1, f2yL2pRdq| (31.80)

4. Dont une relecture de la preuve ne serait vraiment pas de trop, ainsi que la preuve de 27.223.
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Ici ξ est vu comme une constante et les fonctions f1 et f2 sont

f1 : k ÞÑ φ̂pξ, kqp1` ξ2 ` k2qs{2 (31.81a)

f2 : k ÞÑ 1
p1` ξ2 ` k2qs{2 (31.81b)

Nous pouvons utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz 11.1 :

♣ ď
ˆż

R

|φ̂pξ, kq|2p1` ξ2 ` k2qsdk
˙1{2 ˆż

R

1
p1` ξ2 ` k2qsdk

˙1{2
(31.82)

Nous notons gpξq ce qui se trouve dans la seconde parenthèse (après intégration sur k). Avec
cela nous continuons :

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď
1

2π

ż

Rd´1

ż

R

|gpξq||φ̂pξ, kq|2p1` ξ2 ` k2qsp1` }ξ}2qs´ 1
2dk dξ. (31.83)

Vu que φ̂ est Schwartz, la fonction qui est à l’intérieur des deux intégrales est dans L1pRd´1ˆ
Rq et nous pouvons réunir les deux intégrales :

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď
1

2π

ż

RˆRd´1
|gpξq||φ̂pξ, kq|2p1` ξ2 ` k2qsp1` }ξ}2qs´ 1

2dk b dξ. (31.84)

À ce point nous démontrons qu’en réalité la combinaison gpξqp1` ξ2qs´ 1
2 ne dépend pas de

ξ. En effet

gpξqp1` ξ2qs´ 1
2 “ p1` ξ2qs´ 1

2

ż

R

1
p1` ξ2 ` k2qdk (31.85a)

“ 1
p1` ξ2q1{2

ż

R

ˆ
1` ξ2

1` ξ2 ` k2

˙s
dk (31.85b)

“ 1
p1` ξ2q1{2

ż ˜
1

1` k2
1`ξ2

¸s

dk. (31.85c)

Nous effectuons le changement de variables t “ k?
1`ξ2 , dk “ p1` ξ2q1{2dt, et le tout vaut

ż

R

ˆ
1

1` t2
˙s

dt, (31.86)

qui est effectivement indépendant de ξ. Nous nommons cela K (auquel nous ajoutons le 1
2π ) :

}γ0φ}2
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K

ż

RˆRd´1
|φ̂pξ, kq|2p1` ξ2 ` k2qsdk b dξ “ K}φ}2HspRdq. (31.87)

Nous avons donc prouvé pour tout φ P DpRdq (avec redéfinition du K) :

}γ0φ}
Hs´ 1

2 pRd´1q ď K}φ}HspRdq. (31.88)EQooNWCIooALMivHEQooNWCIooALMivH

(2) À propos de classes Il serait tentant de conclure en disant que DpRdq est dense dans
HspRdq. Hélas, techniquement, l’ensemble DpRdq n’est même pas un sous-ensemble deHspRdq
parce que ce dernier est un ensemble de classes de fonctions. Ce petit détail a ici son impor-
tance parce que γ0 n’est pas une application qui descend aux classes. En effet, Rd´1 étant de
mesure nulle dans Rd, deux fonctions de la même classe peuvent différer en tous les points
de Rd´1 en même temps.
Notons ι l’application qui consiste à prendre la classe, c’est-à-dire ιpfq “ rf s. Ce qui est dense
dans HspRdq, c’est ιpDpRdqq. Or chaque classe contient au maximum une seule fonction
continue (qui sera même de classe C8 à support compact pour les éléments de ιpDq).
L’application γ0 considérée est l’application composée entre le γ0 classique et le choix du
représentant continu dans la classe. La formule (31.88) que nous venons de prouver est valide
pour l’application γ0 vue comme

γ0 : ι
`
DpRdq˘Ñ DpRd´1q. (31.89)

https://explosm.net/comics/3613/
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(3) Densité et conclusion Ce que la majoration (31.88) prouve est la continuité de l’appli-
cation

γ0 :
`
DpRdq, }.}HspRdq

˘Ñ `
Hs´ 1

2 pRd´1q, }.}
Hs´ 1

2 pRd´1q
˘
. (31.90)

Mais la proposition 31.17 nous donne la densité de la partie DpRdq dans HspRdq. La propo-
sition 17.131 nous donne alors une extension

γ0 :
`
HspRdq, }.}HspRdq

˘Ñ `
Hs´ 1

2 pRd´1q, }.}
Hs´ 1

2 pRd´1q
˘
. (31.91)

Remarque 31.20.
L’extension n’est pas évidente parce que les éléments de HspRdq sont en général des classes de
fonctions dont les valeurs sur le bord ne sont pas du tout fixées du fait que le bord soit de mesure
nulle.

31.3 Théorème de plongement
L’objet des théorèmes de plongement de Sobolev est de montrer que si s ą d

2 ` k alors les
éléments de HspRdq possèdent des représentants de classe Ck. Avant de démontrer le théorème,
pour alléger, nous allons donner deux lemmes.

LEMooZIBIooANHyPy

Lemme 31.21.
Soit pujq une suite dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u (31.92)

avec s ą 0. Alors nous avons aussi la convergence

uj
L2pRdqÝÑ u. (31.93)

Démonstration. Vu que s ą 0 nous avons p1 ` k2qs ą 1 (ici nous écrivons k2 pour }k}2). Par
conséquent

pu, vqHspRdq “
ż

Rd

ûv̂p1` k2qsdk ě
ż

Rd

ûv̂dk “ xû, v̂yL2pRdq. (31.94)

Nous avons alors

}uj ´ u}L2 “ 1
p2πqd }ûj ´ û}L2 (31.95a)

“ 1
p2πqd

ż

Rd

|ûj ´ û|2 (31.95b)

ď 1
p2πqd

ż

Rd

|ûj ´ û|2p1` k2qsdk (31.95c)

“ 1
p2πqd }uj ´ u}HspRdq. (31.95d)

LEMooGDTXooJRudME

Lemme 31.22.
Soient des fonctions uj P S pRdq telles que

uj

`
C0

0 pRdq,}.}8

˘
ÝÑ v. (31.96)

Alors nous avons la convergence ż

Rd

ujφÑ
ż

Rd

vφ (31.97)

pour tout φ P S pRdq.
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Démonstration. La suite pujq est équibornée. En effet il existe une queue de suite pour laquelle
}uj ´ v}8 ă ϵ ; cette queue de suite est alors équibornée par }v}8 ` ϵ. Le début de la suite est un
nombre fini de fonctions, toutes bornées. Le maximum des bornes donne alors une borne.

Soit donc M ą 0 tel que |ujpxq| ă M pour tout x P Rd et pour tout j P N. Nous avons
alors |ujφ| ă M |φ| pour tout j et les fonctions |ujφ| sont majorées par la fonction M |φ| qui est
intégrable. Nous pouvons donc utiliser le théorème de la convergence dominée de Lebesgue 14.202
nous donne

lim
jÑ8

ż

Rd

ujφ “
ż

Rd

vφ. (31.98)

Nous pouvons écrire la conclusion du lemme 31.22 sous la forme

xuj , φyL2pRdq Ñ xv, φyL2pRdq (31.99)

pour tout φ P S pRdq (et non pour tout φ P L2pRd).
THOooOHIPooXSEkVI

Théorème 31.23 (Théorème de Sobolev avec k “ 0[703]).
Soit s ą d

2 et u P HspRdq. Alors u possède un représentant dans C0
0 pRdq (les fonctions continues

et qui s’annulent à l’infini). Nous écrivons cela HspRdq Ă C0
0 pRdq.

Démonstration. Nous commençons par supposer que u P HspRdq XS pRdq, et dans ce cas nous
notons u le représentant dans S pRdq. Nous allons prouver l’inégalité

}u}8 ď c}u}HspRdq. (31.100)

La formule d’inversion de Fourier 29.26 appliquée à uj donne

upxq “ 1
p2πqd

ż

Rd

eikxûpkqdk, (31.101)EQooDKYDooAxThqfEQooDKYDooAxThqf

nous avons alors

p2πqd|upxq| ď
ż

Rd

|ûpkq|dk (31.102a)

“
ż

Rd

p1` k2qs{2|ûpkq|p1` k2q´s{2dk (31.102b)

“
ż

Rd

´
|ûpkq|2p1` k2qs

¯1{2

loooooooooooomoooooooooooon
f

´
p1` k2q´s

¯1{2

loooooooomoooooooon
g

dk (31.102c)

“ xf, gyL2pRdq. (31.102d)

Ici il convient nous arrêter un instant pour nous convaincre que f et g sont réellement des éléments
de L2. En ce qui concerne f , c’est facile : û est une fonction Schwartz. En ce qui concerne g il
faut l’intégrabilité de |g|2, c’est-à-dire de k ÞÑ p1 ` k2q´s. Cela a lieu si et seulement si 2s ą d
et donc a lieu dans les hypothèses du théorème. Nous utilisons le théorème de Cauchy-Schwarz 5

pour continuer :

p2πqd|upxq| ď }f}L2}g}L2 (31.103a)

“ c

ˆż

Rd

|ûpkq|2p1` k2qsdk
˙1{2

(31.103b)

“ c}u}HspRdq. (31.103c)

Donc en introduisant le facteur p2πqd dans la constante c nous avons

}u}8 ď c}u}HspRdq. (31.104)

5. Formule 11.2.
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Cela est tout ce que nous voulions faire avec u P S pRdq.
Nous considérons maintenant u P HspRdq. Vue la densité des fonctions Schwartz dans Hs

(proposition 31.15) nous considérons une suite pujq dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u (31.105)

Ici u est une classe, mais nous identifions uj avec sa classe (parce qu’il ne faut pas exagérer non
plus). La suite pujq est de Cauchy dans Hs, donc si ϵ ą 0 est donné, il existe N tel que si n,m ą N ,
}um ´ un} ď ϵ. Nous avons alors aussi

}um ´ un}8 ď cϵ, (31.106)

ce qui signifie que pujq est également une suite de Cauchy dans
`
C0pRdq, }.}8

˘
qui est un espace

complet par la proposition 12.356.
Il existe donc une fonction v P C0

0 pRdq telle que

uj

`
C0

0 pRdq,}.}8

˘
ÝÑ v. (31.107)EQooBNGCooBUAQYNEQooBNGCooBUAQYN

La question est de savoir si nous pouvons déduire que v est un représentant de u.
Par le lemme 31.21 nous avons également la convergence

uj
L2pRdqÝÑ u. (31.108)

Pour tout φ P S pRdq nous avons alors

xuj , φyL2 Ñ xu, φyL2 . (31.109)

Mais en même temps, la convergence (31.107) couplée au lemme 31.22 donne également

xuj , φyL2 Ñ xv, φyL2 . (31.110)

Par unicité de la limite (dans R) nous avons

xv, φyL2 “ xu, φyL2 (31.111)

pour tout φ P S pRdq. La proposition 30.1 appliquée à u´ v montre alors que u´ v “ 0 presque
partout, c’est-à-dire que v est bien un représentant de u.

Le représentant v de u est non seulement continu (comme limite uniforme de fonctions conti-
nues), mais également bornée, comme limite uniforme de fonctions Schwartz.

Proposition 31.24 ([703]).
Si u P HspRdq (s P R) alors

(1) Bαu P Hs´|α|pRdq,
(2) l’application

Bα : HspRdq Ñ Hs´|α|pRdq (31.112)

est continue.

Note : ici B est l’opération de dérivée faible.

Démonstration. Nous allons seulement prouver que Bj : HspRdq Ñ Hs´1pRdq est bien définie 6 et
continue. Par composition, la thèse suivra.

Soit u P HspRdq par le lemme 31.10 nous avons

yBju “ iξj û. (31.113)

6. Au sens où l’espace d’arrivée est bien celui-là.
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D’autre part, la fonction
f : Rn Ñ R

x ÞÑ xi
1` }x}2

(31.114)

est bornée (et même indépendamment de i) par une constante K. Donc nous avons pour tout 7 s :

kip1` }k}2q´s ă Kp1` }k}2q´s`1. (31.115)

Avec cela nous pouvons calculer un peu : si u P HspRdq, nous avons

}Bju}Hs´1pRdq “
ż

Rd

|yBju|p1` k2qs´1dk (31.116a)

“
ż

Rd

kj |û|p1` k2qs´1dk (31.116b)

ď
ż

Rd

K|û|p1` k2qsdk (31.116c)

“ K}u}HspRdq. (31.116d)

Nous avons donc que }Bju}Hs´1pRdq est fini lorsque u P HspRdq.
La majoration }Bju} ď K}u} donne la majoration suivante pour la norme de l’opérateur Bj :

}Bj} “ sup
}u}Hs “1

}Bju}Hs´1 ď K. (31.117)

Le fait d’être borné implique d’être continu par la proposition 11.62.

Théorème 31.25 (Théorème de plongement de Sobolev [703]).
Soient k P N et s ą d

2 ` k. Alors
HspRdq Ă Ck0 pRdq. (31.118)EQooIJZOooZiYSnJEQooIJZOooZiYSnJ

Remarques :
— L’espace Ck0 pRdq est l’ensemble des fonctions de classe Ck qui s’annulent à l’infini.
— L’inclusion (31.118) signifie que tout élément dans Hs possède un représentant dans Ck0 pRdq.

Démonstration. Pour k “ 0, c’est le théorème 31.23. Si |α| ă k nous savons que Bαu P Hs´k Ă
C0

0 pRdq. Cela signifie que les dérivées faibles sont continues, mais pas qu’il existe un représentant
qui est réellement k fois continument dérivable.

Soit u P HspRdq et une suite pujq dans S pRdq telle que

uj
HspRdqÝÑ u. (31.119)

Vu que l’espace topologique
`
Ck0 pRdq, }.}8

˘
est complet il existe v P Ck0 tel que

uj
Ck

0ÝÑ v. (31.120)

Il reste à montrer que v est un représentant de u. Cela se fait comme plus haut en montrant que
uj

L2ÝÑ u.

7. Question : dans [703], il faut dépendre cette constante de s. Je ne comprends pas pourquoi.



Chapitre 32

Équations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire est la recherche de toutes les fonctions définies sur une
partie de R satisfaisant à une certaine égalité, faisant intervenir les dérivées de la fonction recher-
chée.

Définition 32.1.
Si I est un intervalle de R, une fonction sera dérivable sur I si elle est dérivable au sens usuel
sur l’intérieur de I, et si elle est dérivable à droite (resp. à gauche) sur l’éventuel bord gauche
(resp. droit) de I.

Définition 32.2.
Une équation différentielle ordinaire d’ordre n sur I est la recherche d’une fonction y : I Ñ
R dérivable n fois, satisfaisant à une équation du type

F pt, yptq, y1ptq, . . . , yn1ptqq “ 0 pour tout t P I (32.1)eqequadiffeqequadiff

où I est un intervalle de R et F : pI ˆDq Ă pRˆRn`1q Ñ R est une fonction donnée.

Remarque 32.3.
L’équation différentielle (32.1) sera raccourcie sous la forme

F pt, y, y1, . . . , yn1q “ 0 (32.2)

où la dépendance en t est sous-entendue.

Exemple 32.4.
Soit f : I Ñ R une fonction continue fixée. L’équation différentielle

y1 “ fptq (32.3)

se ramène à la recherche des primitives de f sur l’intervalle I. △

Le lemme suivant sert de temps en temps.
LemuBVozy

Lemme 32.5 (Lemme de Grönwall).
Soient ϕ et ψ deux fonctions telles que pour tout t P rt0, t1s, ϕptq ě 0, ψptq ě 0 et

ϕptq ď K ` L
ż t

t0

ψpsqϕpsqds (32.4)

où K et L sont des constantes positives. Alors

ϕptq ď K exp
`
L

ż t

t0

ψ
˘
. (32.5)

2407
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LEMooUGZGooCczAmKa

Lemme 32.6 (Lemme de Grönwall[704]).
Si u, a, b P C0`r0, T s,R`˘ sont telles que

uptq ď bptq `
ż t

0
apsqupsqds (32.6)

pour tout t P r0, T s alors pour tout t P r0, T s nous avons aussi

uptq ď bptq `
ż t

0
bpsqapsqe

şt
s apuqduds. (32.7)

32.1 Équation homogène, solution particulière
Voici un petit morceau d’algèbre linéaire. Soient des espaces vectoriels V et W ainsi qu’une ap-

plication linéaire D : V ÑW . Nous voulons résoudre Dpuq “ v, c’est-à-dire déterminer l’ensemble

D´1pvq “ tu P V tel que Du “ vu. (32.8)
LEMooEWUPooXNJMcc

Lemme 32.7.
Soient des espaces vectoriels V et W ainsi qu’une application linéaire D : V Ñ W . Si uP P V
satisfait à DuP “ v alors

D´1pvq “ kerpDq ` uP . (32.9)

Démonstration. Si u P kerpDq ` up alors u “ k ` up avec Dk “ 0, ce qui donne tout de suite
Du “ Dk `DuP “ v. Donc u P D´1pvq.

Dans l’autre sens, si u P D´1pvq alors nous pouvons écrire u “ pu´uP q` uP . Vu que u´uP P
kerpDq nous avons bien u P kerpDq ` uP .

Ce petit lemme explique pourquoi la résolution d’équation différentielles passe par le principe
« générale de l’homogène plus particulière de la non-homogène ». Cela marche autant pour les
équations différentielles ordinaires que pour celles aux dérivées partielles.

Exemple 32.8.
Considérons l’équation différentielle ordinaire

y1 ´ y “ 4. (32.10)

L’opérateur dont nous parlons est par exemple

D : C8pRq Ñ C8pRq
y ÞÑ y1 ´ y. (32.11)

Nous devons résoudre Dy “ 4 où « 4 » est l’élément fonction constante égale à 4 dans C8pRq.
L’ensemble kerpDq sont les éléments y P C8pRq tels que y1 “ y :

kerpDq “ tt ÞÑ Ket tel que K P Ru. (32.12)

Nous devons trouver un élément quelconque yP de D´1p4q. Facile : yP ptq “ ´4.
Au final,

D´1p4q “ tt ÞÑ Ket ´ 4 tel que K P Ru. (32.13)

△

Dans cet exemple nous avons pris V “ W “ C8pRq. Mais souvent nous sommes amenés à
considérer des espaces plus subtils, parce qu’il existe simplement pas de solutions dans C8, ou
alors parce que beaucoup de solutions n’y sont pas.
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32.2 Que faire avec fpzqdz “ gptqdt ?
SecFairedzdt

Dans de nombreux exercices d’équations différentielles, nous tombons sur u1 “ fptq, et nous
faisons formellement

du

dt
“ fptq ñ du “ fptqdt, (32.14)

et ensuite, il y a la formule un peu magique

u´ u0 “
ż t

t0

fptqdt. (32.15)

Voyons ce qu’il en est. Tout d’abord, il faut comprendre ce que signifie la formule

fpzqdz “ gptqdt. (32.16)EqDiffAstufzdzEqDiffAstufzdz

Il s’agit d’une égalité entre deux formes différentielles sur R où z est une fonction de t. Étant donné
que z est une fonction de t, il faut voir dz comme la différentielle de cette fonction. La différentielle
d’une fonction à une variable est donné par la dérivée :

dzt “ z1ptqdt (32.17)

Écrire l’équation (32.16) pour chaque t revient donc à écrire

f
`
zptq˘z1ptqdt “ gptqdt (32.18)

Cela est une égalité entre deux formes différentielles. Nous avons donc égalité entre les intégrales
des formes sur un chemin. Prenons un chemin tout simple de t0 vers t :

ż t

t0

f
`
zptq˘z1ptqdt “

ż t

t0

gptqdt. (32.19)

Dans le premier membre, nous faisons un changement de variable ξ “ zptq, dξ “ z1ptqdt, et nous
obtenons ż zptq

z0

fpξqdξ “
ż t

t0

gptqdt. (32.20)EqIntDiffAstuztzEqIntDiffAstuztz

où nous avons remplacé la constante zpt0q par z0 dans la borne d’intégration. Si F est une primitive
de f et G une primitive de g, nous avons

F pzq ´ F pz0q “ Gptq ´Gpt0q. (32.21)

Si aucun problème de Cauchy n’est donné, les constantes F pz0q et Gpt0q sont mises en une seule
et nous écrivons la solution

F
`
zptq˘ “ Gptq ` C, (32.22)

qui est une équation implicite pour zptq.
Nous trouvons assez souvent le cas simple

fpzqdz “ dt. (32.23)EqAstfzdzdtEqAstfzdzdt

En remplaçant gptq “ 1 dans (32.20), nous trouvons la fameuse

t´ t0 “
ż z

z0

fpzqdz, (32.24)EqttzintEqttzint

dans laquelle il y a un abus de notation terrible entre le z de la borne (que les étudiants oublient
souvent) et la variable d’intégration z ! !

Le passage de (32.23) à (32.24) sera très souvent utilisé dans le cours de mécanique par exemple.
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32.3 Équations linéaires du premier ordre
Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme

y1 ` uptqy “ vptq. (32.25)
EXooVVLGooPWaHUI

Exemple 32.9.
Tant qu’il n’y a pas de second membre, c’est facile. Prenons l’exemple suivant :

y1 ` 2ty “ 0. (32.26)

Nous mettons tous les t d’un côté et tous les y et y1 de l’autre :

y1

y
“ ´2t, (32.27)

et puis on intègre sans oublier la constante d’intégration :

lnpyq “ ´t2 ` C, (32.28)

et donc yptq “ Ke´t2 . △

Exemple 32.10.
Lorsqu’il y a un second membre, il y a une astuce. Prenons par exemple

y1 ` 2ty “ 4t. (32.29)EqDiffExLinEqDiffExLin

L’astuce est de commencer par résoudre l’équation sans le second membre (l’équation homogène
associée). Nous notons yH la solution. Ici, la réponse est

yHptq “ Ke´t2 . (32.30)

Ensuite le truc est d’essayer de trouver la solution de l’équation (32.29) sous la forme

yptq “ Kptqe´t2 . (32.31)EqEssaiLinEqEssaiLin

L’idée est de prendre la même que la solution de l’équation homogène (sans second membre), mais
en disant que K est une fonction. Afin de trouver la fonction K qui donne la solution, il suffit de
remettre l’essai (32.31) dans l’équation (32.29) :

K 1e´t2 ´ 2tKe´t2loooooooooomoooooooooon
y1ptq

` 2tKe´t2looomooon
2typtq

“ 4t (32.32)

Les deux termes avec K se simplifient et il reste

K 1ptq “ 4tet2 , (32.33)

ce qui signifie Kptq “ 2et2`C . Nous avons donc déterminé la fonction qui fait fonctionner l’essai,
et la solution à l’équation est

yptq “ `
2et2 ` C˘e´t2 “ 2` Ce´t2 . (32.34)

△

La technique pour résoudre cette équation est de commencer par résoudre l’équation homogène
associée. Si Uptq est une primitive de uptq, nous avons

y1
Hptq ` uptqyHptq “ 0

y1
H

yH
“ ´uptq

lnpyHq “ ´Uptq ` C
yHptq “ e´Uptq`C “ Ke´Uptq

(32.35)
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où K “ eC .
Cela fournit la solution générale de l’équation homogène. Il existe un truc génial qui permet d’en

tirer la solution générale du système non homogène. Lorsque nous avons trouvé yHptq “ Ke´Uptq,
le symbole K désigne une constante. La méthode de variation des constantes consiste à essayer
la solution

yptq “ Kptqe´Uptq, (32.36)EqEssayVarSctrEqEssayVarSctr

c’est-à-dire à dire que la constante est en réalité une fonction. Afin de trouver quelle fonction Kptq
fait en sorte que l’essai (32.36) soit une solution, nous la remplaçons dans l’équation de départ
y1 ` uy “ v. Maintenant,

y1ptq “ K 1ptqe´Uptq ´Kptquptqe´Uptq. (32.37)

En remettant dans l’équation,

y1 ` uy “ K 1e´U ´Kue´U ` uKe´U “ K 1e´U “ v. (32.38)

Notez que les termes en K se sont miraculeusement simplifiés. Cela est directement dû au fait que
e´U est solution de l’équation homogène. Nous restons avec l’équation

K 1 “ v

e´U (32.39)

pour Kptq. La solution générale du problème non homogène est donc finalement donnée par

yptq “ `
W ptq ` C˘e´Uptq (32.40)

si W ptq est une primitive de vptqeUptq.
Tout ceci est un peu heuristique. La proposition suivante dit dans quels cas ça fonctionne.

PROPooZCXQooPQpkdQ

Proposition 32.11.
Soient u et v continues sur I et U , une primitive de u sur I et W une primitive de ve´U sur I.
Une fonction y : I Ñ R est solution de y1 ` uptqy “ vptq si et seulement si il existe une constante
C P R telle que

yptq “ `
W ptq ` C˘e´Uptq (32.41)

pour tout t P I.

32.3.1 Pourquoi la variation des constantes fonctionne toujours ?

Prenons une équation non homogène

z1ptq “ fptqzptq ` gptq, (32.42)EqAstNNHomoEqAstNNHomo

et supposons avoir une solution de l’homogène associée sous la forme zHptq “ Chptq. Le coup de
la variation des constates consiste à essayer une solution pour l’équation non homogène sous la
forme 1

zptq “ Kptqhptq. (32.43)

Nous injectons cette solution dans l’équation de départ en utilisant le fait que z1ptq “ K 1ptqhptq `
Kptqh1ptq :

K 1ptqhptq `Kptqh1ptq “ fptqKptqhptq ` gptq. (32.44)

Le terme Kptqh1ptq se récrit en utilisant la propriété de définition de h, c’est-à-dire que h1ptq “
fptqhptq. Nous voyons que les termes ne contenant pas de K 1 se simplifient ; il reste

K 1h “ g. (32.45)

1. Je ne sais plus qui a eu l’idée de changer le nom de la constante de C vers K au moment de la transformer en
fonction, mais c’est une bonne idée.
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Cette équation a comme solution
K “

ż
f

h
` C. (32.46)

J’insiste sur la constante d’intégration ! En réalité, celles et ceux qui auront compris l’équation
(32.24) sauront que K est donné par

Kptq “
ż t

ξ0

fpξq
gpξqdξ (32.47)

où ξ0 joue le rôle de la constante d’intégration.
Quoi qu’il en soit, la solution générale de l’équation non homogène est

zptq “ Kptqhptq “
ˆż

g

h
` C

˙
h. (32.48)EqSolVarCosntCoolEqSolVarCosntCool

Cette solution comprend deux termes : Ch qui est solution de l’homogène, et
`ş g

h

˘
h qui est une

particulière de l’équation non homogène.
Quelques conclusions :

(1) Si vous avez encore du K (et pas que du K 1) dans votre équation qui donne K, c’est que
vous n’êtes pas dans le cadre d’une équation de type (32.42). Le plus souvent, c’est que vous
avez fait une faute de calcul quelque part.

(2) La méthode des variations des constantes n’est pas en contradiction avec le principe de
« SGEH+SPENH ». En effet, la SGEP et la SPENH sont toutes deux dans la solution (32.48).

(3) La variation des constantes peut être vue comme une façon cool de trouver une solution
particulière de l’équation non homogène.

(4) La simplification ne se fait que après avoir remplacé Kh1 par Kfh, c’est-à-dire après avoir
utilisé le fait que zH est solution de l’homogène. Sinon, la simplification n’est pas du tout
évidente à priori. Il se peut même que, visuellement, les termes Kh1 et Kfh ne se ressemblent
pas du tout. Un exemple de cela arrivera par exemple dans l’exemple 32.15, pour arriver à
l’équation (32.69).

32.4 Équations à variables séparées
Secvarsep

Une équation à variables séparées est une équation de la forme

y1 “ uptqfpyq (32.49)EqDiffSepareeEqDiffSeparee

où u : I Ñ R et f : J Ñ R sont deux fonctions continues données. Les propositions 32.12 et 32.14
résolvent ce cas, mais avant de voir cela, nous allons donner quelques indications « pratiques ».

32.4.1 La méthode rapide

On peut évidemment mettre tous les y et y1 d’un côté :

y1

fpyq “ upxq. (32.50)

Une fois que cela est fait, on écrit y1 “ dy
dx , et on envoie le dx du côté des x :

dy

fpyq “ upxqdx. (32.51)

Maintenant il suffit de prendre l’intégrale des deux côtés : comme la position des dx et dy l’in-
diquent, il faut intégrer par rapport à y d’un côté et par rapport à dx de l’autre côté.

L’intégrale à gauche est facile : c’est lnpyq. À droite, par contre, ça dépend tout à fait de u.
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32.4.2 La méthode plus propre

y1ptq “ uptqf`yptq˘. (32.52)

Nous considérons U , une primitive de u sur I et G, une primitive de 1{f sur J . Si I 1 Ď I et
y : I 1 Ñ J , alors y est solution de (32.49) si et seulement si il existe une constante C telle que

G
`
yptq˘ “ Uptq ` C. (32.53)EqSolSepTheEqSolSepThe

La recherche des solutions de l’équation différentielle se ramène donc à la recherche de primitives
et de solutions d’une équation algébrique (il faut isoler yptq dans (32.53)). Réciproquement toute
solution régulière de cette dernière relation est solution de l’équation différentielle.

Remarque : lorsque nous cherchons U et G, nous ne cherchons que une primitive. Il ne faut pas
considérer des constantes d’intégration à ce niveau.

32.4.3 Les théorèmes
ProJLykrK

Proposition 32.12.
Soient des intervalles I et J de R. Nous considérons des fonctions continues u : I Ñ R et f : J Ñ
R, et nous supposons que f ne s’annule pas sur J . Soit U , une primitive de u sur I, et G, une
primitive de 1{f sur J .

Si I 1 est un intervalle, une application y : I 1 Ñ R est une solution de

y1ptq “ uptqf`yptq˘ (32.54)EQooJVCQooGoVPVAEQooJVCQooGoVPVA

si et seulement si il existe C P R telle que

G
`
yptq˘ “ Uptq ` C. (32.55)EqSoluceEqDiffSepEqSoluceEqDiffSep

Cette proposition dit que toutes les solutions qui ne s’annulent jamais sur un intervalle ont la
forme G

`
yptq˘ “ Uptq ` C et peuvent donc être trouvées en calculant des primitives.

La formule (32.55) peut être obtenue de la façon heuristique suivante, en écrivant y1 “ dy{dt,
et en passant le dt à droite. Nous trouvons successivement

y1 “ uptqfpyq
dy “ uptqfpyqdt
dy

fpyq “ uptqdt
ż

dy

fpyq “
ż
uptqdt

Gpyq “ Uptq ` C.

(32.56)

PROPooIGWTooULXrKI

Proposition 32.13.
Soient 0 ă r ă R ainsi que α P R. Une fonction y : sr,Rr Ñ R est une solution de

y1pxq “ α

x
ypxq, (32.57)EQooBQCTooTtShNwEQooBQCTooTtShNw

si et seulement si il existe K ą 0 tel que

ypxq “ Kxα. (32.58)

Démonstration. En deux parties.
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(1) ñ Vu que le logarithme est une primitive de la fonction inverse (proposition 15.83), nous
pouvons utiliser la proposition 32.12 avec les fonctions Upxq “ α lnpxq et Gptq “ lnptq. Si y
est une solution de (32.57), alors il existe C P R tel que

ln
`
ypxq˘ “ α lnpxq ` C (32.59)

pour tout x P sr,Rr. En prenant l’exponentielle des deux côtés, et en utilisant le fait que
α lnpxq “ lnpxαq,

ypxq “ eCelnpxαq (32.60)
En posant K “ eC , nous avons un K ą 0 tel que ypxq “ Kxα.

(2) ð Il suffit de dériver en utilisant la proposition 14.273. Pas de soucis de domaine parce que
nous ne considérons que x P sr,Rr.

PropOkmXmC

Proposition 32.14.
Soient u continue sur I et f continue sur J , et fpηq ‰ 0 sur J . Soient t0 P I et y0 P J . Alors il
existe I 1 Ă I avec t0 P I 1 et f P C1pI 1 Ñ Jq tels que

(1) y est solution de (32.49) sur I 1 et vérifie ypt0q “ y0,
(2) si z est une solution de (32.49) sur I2 Ă I 1 avec t0 P I2 et zpt0q “ y0, alors I2 “ I 1 et

zptq “ yptq pour tout t P I2.
ExYCPtxgZ

Exemple 32.15.
Résoudre l’équation différentielle

y ´ cosptqy1 “ cosptq`1´ sinptq˘y2. (32.61)

La fonction y “ 0 est solution. En posant z “ 1{y, nous trouvons l’équation

z ` cosptqz1 “ cosptq`1´ sinptq˘ (32.62)EDEqII107EqpourZEDEqII107EqpourZ

à laquelle z doit satisfaire. L’équation homogène est

z1
H “ ´

zH
cosptq . (32.63)

Ceci est une équation à variables séparées que nous résolvons en suivant les méthodes données plus
haut : nous posons

uptq “ 1
cosptq ,

fpzq “ ´z,
Uptq “ ln

„
tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙ȷ
(voir formulaire),

Gpzq “ ln
ˆ

1
z

˙
.

(32.64)EqEDufUGII107EqEDufUGII107

La solution zH est donnée par l’équation

ln
ˆ

1
z

˙
“ ln

„
K tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙ȷ
, (32.65)

c’est-à-dire
zHptq “ K

tan
`
π
4 ` t

2
˘ . (32.66)

Nous appliquons maintenant la méthode de variation des constantes sur cette solution afin de
trouver la solution générale de l’équation (32.62). En utilisant la règle de Leibniz, z1 “ K 1zH`Kz1

H ,
nous trouvons

K

tan
`
π
4 ` t

2
˘ ` cosptq

ˆ
K 1

tan
`
π
4 ` t

2
˘ ´ K

2 sin2 `π
4 ` t

2
˘
˙
“ cosptq`1´ sinptq˘. (32.67)



32.5. ÉQUATIONS LINÉAIRES D’ORDRE SUPÉRIEUR 2415

Malgré leurs apparences, les deux termes en K se simplifient. En effet, en vertu de l’équation
z1
H “ ´zH

cosptq , nous avons
´K

2 sin2 `π
4 ` t

2
˘ “ ´K

cosptq tan
`
π
4 ` t

2
˘ . (32.68)

Le travail de voir quel est le lien entre sin2 `π
4 ` t

2
˘
, tan

`
π
4 ` t

2
˘

et cosptq est en réalité fait dans
votre formulaire au moment où vous l’avez utilisé pour intégrer u pour obtenir le Uptq de (32.64).

Après cette simplification durement méritée, nous trouvons l’équation suivante pour Kptq :

K 1

tan
`
π
4 ` t

2
˘ “ 1´ sinptq. (32.69)EDEqFracII107exoVVprbEDEqFracII107exoVVprb

Résoudre cela revient à trouver la primitive de

`
1´ sinptq˘ tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙
, (32.70)

ce qui est relativement compliqué. La réponse est

Kptq “ ln
ˆ

sin
ˆ

2x` π
4

˙
` 1

˙
` ln

ˆ
sin

ˆ
2x` π

4

˙
´ 1

˙

` 2 ln sec
ˆ

2x` π
4

˙
` 2 sin2

ˆ
2x` π

4

˙ (32.71)

Nous pouvons un peu simplifier en utilisant le fait que lnpa` bq ` lnpa´ bq “ lnpa2 ´ b2q :

Kptq “ ln
ˆ
´ cos2

ˆ
2x` π

4

˙˙
` 2 ln sec

ˆ
2x` π

4

˙
` 2 sin2

ˆ
2x` π

4

˙
. (32.72)

Il me semble toutefois qu’il faudrait prendre des valeurs absolues pour les logarithmes.
△

32.5 Équations linéaires d’ordre supérieur

32.5.1 Équations et systèmes linéaires à coefficients constants
SUBSECooMXLVooALNtge

Nous regardons l’équation

ypnq ` a1y
pn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` an´1y

1 ` any “ vptq (32.73)EqLinConstantRappelsEqLinConstantRappels

où les coefficients ak sont maintenant des constantes. Il faut commencer par résoudre le polynôme
caractéristique

rn ` a1r
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` an “ 0. (32.74)

Si λ1, . . . , λk sont les solutions avec multiplicité µ1, . . . , µk, alors le système fondamental de
solutions linéairement indépendantes est l’ensemble suivant de solutions à l’équation homogène :

eλ1t, teλ1t, . . . , tµ1´1eλ1t

...
eλkt, teλkt, . . . , tµk´1eλkt.

(32.75)

Nous notons yi ces solutions. La solution générale de l’équation homogène est donc donnée par

yH “
ÿ

i

ciyi. (32.76)
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Afin de trouver la solution générale de l’équation non homogène, nous appliquons la méthode de
variation des constantes, en imposant les n´ 1 conditions

nÿ

i“1
c1
iptqyplq

i ptq “ 0 (32.77)EqVarCstSubtilEqVarCstSubtil

avec l “ 0, . . . , n ´ 2. Ces conditions plus l’équation de départ (32.73) forment un système de n
équations différentielles pour les n fonctions inconnues ciptq.

Cette condition peut paraitre mystérieuse. Il est cependant encore possible de travailler sans
poser la condition (32.77) en suivant la recette, en calculant des déterminants de Wronskien. Des
exemples sont donnés dans les exercices sur le second ordre.

32.5.2 Si les coefficients ne sont pas constants ?

Une équation différentielle linéaire d’ordre n sur I est une équation de la forme

ypnq ` u1ptqypn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` un´1ptqy1 ` unptqy “ vptq (32.78)EqLinRappelsEqLinRappels

où v et uk sont des fonctions continues fixées de I vers R.
Pour résoudre cette équation, il faut commencer par résoudre l’équation homogène correspon-

dante (c’est-à-dire celle que l’on obtient en posant vptq “ 0). Ensuite, nous trouvons la solution de
l’équation (32.78) en appliquant la méthode de la variation des constantes.

Donnons un exemple du pourquoi la méthode de variations des constantes est efficace. Soit
l’équation

u1 ` fptqu “ gptq, (32.79)EqDiffExempleVarCstEqDiffExempleVarCst

et disons que uH est une solution de l’équation homogène. La méthode de variations des constantes
consiste à poser uptq “ KptquHptq, et donc u1ptq “ K 1uH `Ku1

H . En remettant dans l’équation de
départ,

K 1uH `Ku1
H ` fKuH “ g. (32.80)

La somme Ku1
H ` fKuH est nulle, par définition de uH . Par conséquent, il ne reste que

K 1 “ gptq
uH

. (32.81)

Lorsqu’on utilise la méthode de variation des constantes, nous trouvons toujours une simplification
« miraculeuse ».

Dans l’immédiat, nous ne considérons que le cas où les ui sont des constantes. Le cas où les ui
deviennent des fonctions de t sera vu plus tard.

32.6 Système d’équations linéaires

32.6.1 La magie de l’exponentielle. . .
SUBSECooMDKIooKaaKlZ

Prenons l’équation différentielle très simple

y1 “ ay. (32.82)

La solution est yptq “ Aeat. Et si on a la donnée de Cauchy ypt0q “ y0, alors

yptq “ Aeate´at0eat0 “ eapt´t0qypt0q. (32.83)EqytexposimplePropEqytexposimpleProp

Donc on a le facteur multiplicatif eapt´t0q qui sert à faire passer de yp0q à yptq. C’est un peu un
opérateur d’évolution. Ce qui fait la magie de l’exponentielle, c’est son développement en série

ex “ 1` x` x2

2 ` x3

3! `
x4

4! ` . . . (32.84)EqDevExpoMagEqDevExpoMag
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qui est tel que chaque terme est la dérivée du terme suivant.
Maintenant, si on a un système

ȳ1 “ Aȳ, (32.85)
il n’est pas du tout étonnant d’avoir comme solution ȳptq “ eAt où l’exponentielle de la matrice est
définie exactement par la série (32.84). C’est un peu longuet, mais dans le cours, c’est effectivement
ce qui est prouvé. La matrice résolvante Rpt, t0q : ȳ0 Ñ ȳpt; t0, y0q est donnée par

Rpt, t0q “ ept´t0qA, (32.86)

exactement comme dans l’équation (32.83).

32.6.2 . . .mais la difficulté

Maintenant, il est suffisant de calculer des exponentielles de matrices pour résoudre des sys-
tèmes. Hélas, il est en général très difficile de calculer des exponentielles. Tu peux essayer de
prouver les deux suivantes :

A “
ˆ

0 a
´a 0

˙
; eA “

ˆ
cospaq sinpaq
´ sinpaq cospaq

˙

S “
ˆ

0 a
a 0

˙
; eS “

ˆ
coshpaq sinhpaq
sinhpaq coshpaq

˙
.

(32.87)

La première, tu vas la revoir si tu fais de la géométrie différentielle ou de la mécanique quantique :
l’algèbre de Lie du groupe des matrices orthogonales de déterminant 1 est l’algèbre des matrices
antisymétriques.

La seconde se retrouve en relativité parce que eS est la matrice qui préserve x2´y2, tout comme
eA préserve x2 ` y2. Quelques mots sur l’uutilisation des fonctions hyperboliques en relativité
dans 42.4.8.1.

32.6.3 La recette

Afin d’éviter de devoir calculer explicitement des exponentielles de matrices, nous faisons appel
à toutes sortes de trucs, dont la forme de Jordan. Le résultat final est la méthode suivante. Soit le
système homogène

ȳ1 “ Aȳ. (32.88)
(1) D’abord, nous calculons les valeurs propres de A.
(2) Ensuite les vecteurs propres. ItemRapSystDc

(3) Une bonne valeur propre, c’est une valeur propre dont l’espace propre a une dimension égale
à sa multiplicité. C’est-à-dire que si λ est de multiplicité m, alors on a, dans les bons cas, m
vecteur propres linéairement indépendants.
Dans ce cas, si v1, . . . , vm sont les vecteurs, alors on a les solutions linéairement indépendantes
suivantes : ¨

˚̊
˝

...
v1
...

˛
‹‹‚e

λt, . . . ,

¨
˚̊
˝

...
vm
...

˛
‹‹‚e

λt. (32.89)

Pour chaque bonne valeur propre, ça nous fait un tel paquet de solutions linéairement indé-
pendantes.

(4) Si λ n’est pas une bonne valeur propre, alors les choses se compliquent. Mettons que λ ait
k vecteurs propres en moins que sa multiplicité. Dans ce cas, il faut chercher des solutions
sous la forme ¨

˚̋
a

pkq
1 tk ` ¨ ¨ ¨ ` ap0q

1
...

a
pkq
n tk ` ¨ ¨ ¨ ` ap0q

n

˛
‹‚eλt. (32.90)EqEqRapAsTestPolkEqEqRapAsTestPolk
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C’est-à-dire qu’on prend comme coefficient de eλt, un vecteur de polynômes de degré k. Il faut
mettre cela dans l’équation de départ pour voir quelles sont les contraintes sur les constantes
a

pjq
i introduites.

ItemRapSystDe

(5) Nous avons un cas particulier du cas précédent. Si λ est une valeur propre de multiplicité m
qui n’a que un seul vecteur propre v, alors il faut chercher des polynômes de degré m´ 1, et
on peut directement fixer le coefficient de tm´1, ce sera l’unique vecteur propre :

»
——–

¨
˚̊
˝

...
v
...

˛
‹‹‚`

¨
˚̋
a

pm´2q
1

...
a

pm´2q
n

˛
‹‚tm´2 ` . . .

fi
ffiffifl e

λt. (32.91)

Cela économise quelques calculs par rapport à poser brutalement (32.90).

32.6.4 Système d’équations linéaires avec matrice constante

Nous considérons l’équation différentielle

y1ptq “ Ayptq (32.92)EqOOsXZJEqOOsXZJ

pour la fonction y : R Ñ Rn et A est une matrice ne dépendant pas de t. Nous supposons que A
est diagonalisable pour les vecteurs propres vi et les valeurs propres λi correspondantes.

La matrice
Rptq “ “

eλ1tv1 . . . e
λntvn

‰
(32.93)

est la matrice résolvante du système. Alors la solution du système (32.92) pour la condition
initiale yp0q “ y0 est

yptq “ Rptqy0. (32.94)
En effet

ARptq “
»
–A

¨
˝

Ò
eλ1tv1
Ó

˛
‚ . . . A

¨
˝

Ò
eλntvn
Ó

˛
‚
fi
fl “ R1ptq. (32.95)

Par conséquent y1ptq “ R1ptqy0 “ ARptqy0 “ Ayptq.

32.6.5 Système d’équations linéaires avec matrice non constante
ThoNYEXqxO

Théorème 32.16 ([705]).
Soient I un intervalle de R et M : RÑ LpRn,Rnq une fonction. Si les composantes Mij sont des
fonctions continues sur I alors :

(1) pour tout t0 P I et pour tout y0 P Rn le système

y1ptq “Mptqyptq (32.96)EqKYDrMguEqKYDrMgu

admet une unique solution maximale définie sur I telle que ypt0q “ y0 ;
(2) l’ensemble des solutions de l’équation (32.96) sur I est un espace vectoriel de dimension n.

32.7 Réduction de l’ordre
SecWGdleRM

Afin de diminuer l’ordre d’une équation dans laquelle le paramètre n’apparaît pas, il y a deux
changements de variables très utiles. Le premier, le plus simple, est simplement de poser zptq “
y1ptq, ce qui donne

z1ptq “ y2ptq. (32.97)
Le second, qui n’est pas le même, est z

`
yptq˘ “ y1ptq, qui entraîne

y2ptq “ z1`yptq˘y1ptq “ z1`yptq˘z`yptq˘. (32.98)
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Dans ce second cas, il faut également changer de variable, et utiliser yptq comme variable au lieu
de t.

Si ça ne marche pas, il faut suivre la procédure ci-après.
Nous supposons avoir une équation différentielle d’ordre p dans laquelle yppq est isolée des autres

dérivées :
yppqptq “ f

`
t, yptq, y1ptq, . . . , ypp´1qptq˘ (32.99)EqHDeVQgnEqHDeVQgn

où f est une fonction f : RˆRp Ñ R, et la fonction cherchée est y : RÑ R.
La méthode proposée ici consiste à transformer cette équation d’ordre p en un système d’équa-

tions d’ordre 1. Pour cela nous posons

F : RˆRp Ñ Rp

pt, xq ÞÑ

¨
˚̊
˚̋

x2
...
xp

fpt, x1, . . . , xpq

˛
‹‹‹‚.

(32.100)

Nous considérons alors l’équation différentielle

Y 1ptq “ F
`
t, Y ptq˘. (32.101)EqDVFdMNiEqDVFdMNi

pour Y : R Ñ Rp. La fonction y “ Y1 résout l’équation (32.99) si et seulement si la fonction Y
résout l’équation (32.101).

De plus si l’équation (32.99) est donnée avec les conditions initiales ypkq “ ak (k “ 0, . . . , p´1)
alors l’équation (32.101) vient avec les conditions initiales

Y pt0q “

¨
˚̋

a0
...

ap´1

˛
‹‚, (32.102)

c’est-à-dire Y pt0q “ A0 avec A0 P Rp.
Le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43 nous donne existence et unicité locale de la solution au

système 32.101. Lorsque le système est linéaire, c’est-à-dire sous la forme Y 1ptq “MptqY ptq, alors
il y a mieux : le théorème 32.16.

EXooSHMMooHVfsMB

Exemple 32.17.
Nous considérons l’équation différentielle

$
’&
’%

´u2ptq ´ uptq “ 1 (32.103a)
up0q “ a0 P R (32.103b)
u1p0q “ a1 P R, (32.103c)

et nous voulons montrer que ce système accepte une unique solution. Vu que l’équation différentielle
se présente sous la forme u2 “ fpt, uq avec fpt, uq “ ´1´ u nous posons

F : RˆR2 Ñ R2

pt, xq ÞÑ
ˆ

x2
´1´ x1

˙
,

(32.104)

et nous considérons l’équation différentielle

Y 1 “ F pt, Y q (32.105)

pour la fonction Y : RÑ R2. La fonction F est Lipschitz (et même globalement) par rapport à Y .
En effet,

}F pxq ´ F pyq}2 “ px2 ´ y2q2 ` px1 ´ y1q2 “ }x´ y}2. (32.106)



2420 CHAPITRE 32. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

Le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43 s’applique et en posant Y0 “ pa0, a1q, il existe une unique
solution à l’équation Y 1 “ F pt, Y q vérifiant Y p0q “ Y0. Nous notons t ÞÑ Y ptq cette solution.

En quoi cela nous aide ? Nous posons uptq “ Y1ptq. Alors

u1ptq “ Y 1
1ptq “ F 1

1pt, Y q “ Y2ptq. (32.107)

En dérivant encore,

u2ptq “ Y 1
2ptq “ F 1

2pt, Y q “ ´1´ Y1ptq “ ´1´ uptq, (32.108)

ce qu’il fallait. La fonction t ÞÑ Y1ptq est solution de notre équation de départ. Quid des conditions
initiales ? Vu que u “ Y1 et u1 “ Y2 nous avons 2

up0q “ Y1p0q “ pY0q1 “ a0 (32.109)

et
u1p0q “ pY0q2 “ a1. (32.110)

Toutes les prescriptions sont respectées.
Si vous voulez vraiment résoudre cette équation, il faudra plus de travail. D’abord résoudre

l’équation homogène associée, c’est-à-dire l’équation caractéristique r2 ` 1 “ 0, ce qui va donner

uHptq “ Aeit `Be´it, (32.111)

et ensuite faire le coup de la variation des constantes pour déterminer la solution générale du
problème non homogène. △

EXooJNOMooYqUwTZ

Exemple 32.18.
Nous reprenons l’équation différentielle

´u2ptq ´ uptq “ 1. (32.112)EQooGUYPooOUStiiEQooGUYPooOUStii

Nous avons déjà vu dans l’exemple 32.17 que cette équation avait une solution unique pour toute
condition initiale. Cette fois nous voulons étudier les solutions lorsque nous imposons les conditions
aux limites up0q “ upπq “ 0. Nous allons voir qu’il n’y a pas de telles solutions.

Pour ce faire, soit une solution u. D’abord u2 existant, la fonction u est de classe au moins C1.
Mais u2 “ ´1´ u, donc u2 est également C1, ce qui donne la régularité C3 pour u. En continuant
ainsi nous trouvons que u est de classe C8.

Le truc est de considérer la fonction vptq “ sinptq qui vérifie l’équation différentielle
$
’&
’%

´v2 ´ v “ 0 (32.113a)
vp0q “ 0 (32.113b)
v1p0q “ 1. (32.113c)

Nous calculons le produit scalaire sur L2`s0, πr˘ de (32.112) avec v :

xu2, vy ` xu, vy “ ´xv, 1y. (32.114)EQooQWGEooFbsVzqEQooQWGEooFbsVzq

Le calcul de xv, 1y est simplement l’intégrale de sinptq pour t allant de 0 à π, c’est-à-dire xv, 1y “ 2.
Vu que u et v sont toutes deux des fonctions qui s’annulent en 0 et en π nous pouvons faire des
intégrations par partie les yeux fermés et exprimer xu2, vy sans dérivées sur u :

xu2, vy “ ´xu1, v1y “ xu, v2y “ ´xu, vy (32.115)

où la dernière égalité n’est autre que le fait que v “ sin, donc v2 “ ´v. Le membre de gauche de
(32.114) vaut donc zéro alors que celui de droite vaut ´2.

Nous concluons que le problème aux limites posé n’admet pas de solutions. △
2. Dans les équations suivantes, il faut faire attention aux notations : Y0 est le vecteur Y0, tandis que Y1 est la

première composante de la fonction Y .
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32.8 Autour de Cauchy-Lipschitz
SECooNKICooDnOFTD

Dans cette section nous étudions les équations différentielles du type
"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (32.116a)

ypt0q “ y0. (32.116b)

32.8.1 Fuite des compacts et explosion en temps fini

Théorème 32.19 (Fuite des compacts[706, 489]).
Nous considérons l’équation différentielle

"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (32.117a)

ypt0q “ y0, (32.117b)

où f : I ˆ Ω Ñ Rn est continue et Ω ouvert dans Rn. Soit la solution maximale yM : JM “
stmin, tmaxr Ñ Ω. Si tmax ă suppIq alors yM ptq sort de tout compact de Ω lorsque tÑ tmax.

Démonstration. Soit K un compact de Ω et nous considérons une suite ptmq dans stmin, tmaxr telle
que tm Ñ tmax. Si nous supposons que yM ptq ne sort pas de K alors nous avons yM ptmq P K,
c’est-à-dire une suite dans un compact. Quitte à passer à une sous-suite, nous supposons qu’elle
est convergente. Soit x1 P K la limite limmÑ8 yM ptmq “ x1.

Vu que tmax P I, la condition initiale yptmaxq “ x1 est valide et le théorème de Cauchy-
Lipschitz 17.43 nous donne une unique solution maximale yP définie sur un ouvert JP autour de
tmax.

Nous allons maintenant construire une solution au problème initial qui contredit la maximalité
de yM . Attention : il n’est pas évident à priori que yP ptq “ yM ptq sur l’intersection des domaines.
Si c’était évident, la proposition serait démontrée.

Soit J̃ “ JM Y JP X stmin,`8r et la fonction

ỹptq “
#
yM ptq si t ă tmax

yP ptq si t ě tmax.
(32.118)

La fonction ỹ est continue par construction parce que

lim
tÑtmax

yM ptq “ x1 “ yP ptmaxq. (32.119)

Nous vérifions à présent que ỹ est une solution : ỹ1ptmaxq “ f
`
tmax, yptmaxq

˘
:

lim
ϵÑ0

ỹptmax ´ ϵq ´ ỹptmaxq
ϵ

“ lim
ϵÑ0

yM ptmax ´ ϵq ´ yP ptmaxq
ϵ

(32.120a)

“ lim
ϵÑ0

yM ptmax ´ ϵq ´ yP ptmax ´ ϵq ` yP ptmax ´ ϵq ´ yP ptmaxq
ϵ

(32.120b)

“ lim
ϵÑ0

yP ptmax ´ ϵq ´ yP ptmaxq
ϵ

(32.120c)

“ y1
P ptmaxq. (32.120d)

Donc ỹ est solution pour la condition initiale ỹptmaxq “ x1 et coïncide avec yP en tmax et avec yM
avant tmax. Donc en réalité yP , yM et ỹ sont identiques et cela contredit la maximalité de yM .

CorGDJQooNEIvpp

Corolaire 32.20 (Explosion en temps fini).
Soit pym, Jq la solution maximale du problème de Cauchy (17.156) :

"
y1 “ fpt, yq (32.121a)
ypt0q “ y0, (32.121b)
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avec f : U “ I ˆΩ Ñ Rn où I est ouvert dans R et Ω ouvert dans Rn. Nous supposons que f est
continue sur U et localement Lipschitz par rapport à y.

Si la solution maximale est définie sur J “ stmin, tmaxr alors nous avons l’alternative suivante :
ItemOLYYooJVkRfj

(1) Soit tmax “ suppIq,
ITEMooUKFAooXwRNSB

(2) soit tmax ă suppIq et limtÑtmax }yptq} “ 8.

Le résultat tient aussi mutatis mutandis pour tmin.

Remarque 32.21.
Attention : ceci n’est pas une simple paraphrase de la fuite des compacts. L’information supplé-
mentaire que ce corolaire donne est que la solution sort de tout compact pour ne plus y retourner.

Démonstration. L’hypothèse tmax ă suppIq signifie que la solution finit d’exister avant que les
hypothèses sur f cessent d’être vraies. C’est-à-dire que la solution maximale est moindre que ce
que nous aurions pu espérer.

Soit un compact K. Supposons que que pour tout t0 ă tmax il existe t P st0, tmaxr tel que
yM ptq P K. Alors cela crée une suite tk dans J telle que yM ptkq est dans K. Comme dans le
théorème de la fuite des compacts nous concluons l’impossibilité de la chose.

Donc pour tout compact K de Ω, il existe T ă tmax tel que yM ptq P ΩzK pour tout t P rT, tmaxr.
En prenant des boules fermées de plus en plus grandes en guise de compacts nous concluons que

lim
tÑtmax

}yM ptq} “ 8. (32.122)

NORMooZROGooZfsdnZ

32.22.
Notons que si tmax ă 8, si nous sommes dans l’alternative 32.20(2) et si la solution maximale y
est de classe C1 (ce qui est le cas lorsqu’on utilise Cauchy-Lipschitz 17.43) alors la dérivée de y est
également non bornée dans un voisinage de tmax.

Mais si f est globalement bornée, alors dans l’équation y1 “ fpt, yq, la dérivée y1 sera globale-
ment bornée. Dans ce cas, la solution ne peut pas exploser en temps fini et existe donc globalement.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 32.23
Êtes-vous d’accord avec 32.22 ?

Exemple 32.24.
Soit l’équation différentielle

$
&
%
y1 “ ypy ´ 1q sinpytq (32.123a)

yp0q “ 1
2 . (32.123b)

La fonction fpt, yq “ ypy´1q sinpytq ayant une dérivée bornée partout, elle est localement Lipschitz
et le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43 s’applique. Pour toute condition initiale, une solution
maximale unique existe.

Si nous oublions la condition initiale, il est facile de trouver des solutions constantes : y1 “ 0
avec yptq “ k donne l’équation

0 “ kpk ´ 1q sinpktq. (32.124)

Les solutions y1ptq “ 0 et y2ptq “ 1 sont des solutions existant pour tout t.
Le graphe de la solution correspondante à la condition initiale yp0q “ 1

2 ne pouvant pas croiser
les graphes de y1 et y2, elle est obligée d’exister pour tout t parce qu’elle ne peut pas exploser en
temps fini. △
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32.8.2 Écart entre deux conditions initiales
PROPooOPRRooQgYFDk

Proposition 32.25 ([704, 707]).
Soit une fonction f : I ˆ Ω Ñ Rn continue et globalement Lipschitz en sa seconde variable (Ω est
un ouvert de Rn). Soient deux solutions y1 : I1 Ñ Rn et y2 : I2 Ñ Rn aux problèmes

"
y1
iptq “ f

`
t, yiptq

˘
(32.125a)

yipt0q “ ai. (32.125b)

Alors pour tout t P I1 X I2 nous pouvons estimer l’écart entre y1 et y2 par la formule

}y1ptq ´ y2ptq} ď eL|t´t0|}a1 ´ a2}, (32.126)

où L est la constante de Lipschitz de f .

Démonstration. Nous avons d’abord les majorations suivantes, qui semblent juste jouer avec les
notations, mais qui utilisent le fait (contenu dans le théorème de Cauchy-Lipschitz) que yi soit de
classe C1 :

}y1ptq ´ y2ptq} “ }
ż t

t0

`
y1

1psq ´ y1
2psq

˘}ds (32.127a)

ď
ż t

t0

}f`s, y1psq
˘´ f`s, y2psq

˘}ds (32.127b)

ď L

ż t

t0

}y1psq ´ y2psq}ds. (32.127c)

C’est à ce moment que nous utilisons le lemme de Grönwall. Vu que

}y1ptq ´ y2ptq} ď L

ż t

t0

}y1psq ´ y2psq}ds, (32.128)

nous sommes dans les hypothèses de Grönwall 32.6 en posant

uptq “ }y1ptq ´ y2ptq} (32.129a)
bptq “ }y1p0q ´ y2p0q} (32.129b)
aptq “ L. (32.129c)

Nous avons la majoration

}y1ptq ´ y2ptq} ď }y1p0q ´ y2p0q} ` L
ż t

0
}y1p0q ´ y2p0q}eLpt´sqds. (32.130)

Le calcul de l’intégrale intérieure donne
ż t

0
eLpt´sqds “ ´ 1

L
pe´Lt ´ 1q. (32.131)

Avec ça, nous avons
}y1ptq ´ y2ptq} ď eLt}y1p0q ´ y2p0q}. (32.132)

32.26.
Notons que la proposition 32.25 est plutôt une mauvaise nouvelle parce que les solutions restent
seulement linéairement proches l’une de l’autre lorsqu’on rapproche les conditions initiales, mais
elle divergent exponentiellement vite avec le temps. Donc deux trajectoires arbitrairement proches
au départ finissent assez vite par être bien séparées.

Cette proposition est cependant cruciale parce qu’elle explique que pour des petits t, les solu-
tions ne s’écartent pas beaucoup, c’est-à-dire que pour t fixé, l’application qui à une donnée initiale
fait correspondre la solution en t est continue. C’est le premier pas pour parler de régularité du
flot.
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32.8.3 Flot d’un champ de vecteurs

Nous reprenons l’équation différentielle du théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43. En ce qui
concerne les notations, I est un intervalle ouvert de R contenant 0 et l’application f : IˆRn Ñ Rn

est continue et localement Lipschitz en sa seconde variable. Pour a P Rn, nous notons pJa, yaq la
solution maximale (donc ya : Ja Ñ Rn) du problème EQooADJMooRAZWfm

"
y1
aptq “ f

`
t, yaptq

˘
(32.133a)

yap0q “ a. (32.133b)

Nous noterons aussi de temps en temps φpt, aq “ yaptq.
Nous savons que t ÞÑ yaptq est de classe C1, et cela est directement dans le théorème de Cauchy-

Lipschitz. Une question d’une toute autre difficulté est la régularité de a ÞÑ yaptq pour t fixé, et
encore pire : celle de pt, aq ÞÑ yaptq.

Il se fait que l’application pt, aq ÞÑ yaptq a la même régularité que celle de f , mais cela va être un
peu long à prouver. En ce qui concerne la régularité C1, ce sera le théorème 32.33 dont la démons-
tration, comme vous pouvez le voir sera copieuse et demandera des propositions intermédiaires pas
simples.

Définition 32.27.
Si t est fixé, l’application

φt : Rn Ñ Rn

x ÞÑ φpt, xq “ yxptq, (32.134)

est le flot du problème de Cauchy (32.133).
L’application t ÞÑ φt est ce qui est appelé le groupe à un paramètre de flot, pour des raisons

qui arriverons plus tard 3.

Le but est d’étudier les propriétés du flot : est-il continu, un difféomorphisme, existe, pour
quels t ? Où se cache le champ de vecteurs du titre dans l’équation différentielle ?

Nous posons
D “

ď

xPΩ

`
Jx ˆ txu

˘
. (32.135)

Comme tout produit d’espaces métrique, l’ensemble D est muni d’une métrique via la défini-
tion 7.218.

PROPooUDQWooNFrNOQ

Proposition 32.28 ([704]).
Soit un intervalle I ouvert de R contenant 0 et Ω un ouvert connexe de Rn. Soit une application
f : IˆRn Ñ Rn continue et localement Lipschitz en sa seconde variable. Pour a P Rn, nous notons
pJa, yaq la solution maximale (donc ya : Ja Ñ Rn) du problème

"
y1
aptq “ f

`
t, yaptq

˘
(32.136a)

yap0q “ a. (32.136b)

Nous posons
D “

ď

xPΩ

`
Jx ˆ txu

˘
. (32.137)

Nous définissons la fonction φ par φpt, xq “ yxptq là où ça existe.
L’ensemble D est ouvert. L’application φ : D Ñ Ω est localement Lipschitz.

Démonstration. Soit ps, aq P D et pJa, yaq la solution maximale passant par a en t “ 0. Par
définition de D nous avons s P Ja. Nous considérons J , un compact inclus dans Ja et contenant 0
et s en son intérieur. Nous posons

K “ J ˆ yapJq. (32.138)

3. ou pas. . .
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Vu que ya est continue, cela est un compact. Chaque point de K possède un voisinage ouvert sur
lequel f est Lipschitz 4 ; nous considérons un sous recouvrement fini et le maximum des constantes
de Lipschitz. Cela nous crée un voisinage V de K dans I ˆ Ω dans lequel f est Lipschitz.

Vu que V est ouvert et K est compact avec K Ă V , nous pouvons trouver un ouvert V 1 et un
compact K 1 tels que

K Ă V 1 Ă K 1 Ă V. (32.139)

Sur ce V 1, la fonction f est de plus bornée parce que continue sur le compact K 1. Nous renommons
V 1 en V . Sur V nous avons :

— }f}8,V ďM ,
— f est Lipschitz en sa seconde variable, de constante de Lipschitz L.
En tant qu’espace produit, nous avons une distance sur I ˆ Ω donnée en 7.218 :

d
`pt, yq, pt1, y1q˘ “ max

␣|t´ t1|, }y ´ y1}(. (32.140)

Nous posons

VϵpKq “ tz P I ˆ Ω tel que dpz,Kq ă ϵu (32.141a)
Wϵ “ tpt, yq P J ˆ Ω tel que }y ´ yaptq} ă ϵu. (32.141b)

(1) Wϵ Ă VϵpKq
Soit pt, yq PWϵ. Nous avons :

d
`pt, yq,K˘ “ inf

pt1,y1qPK
d
`pt, yq, pt1, y1q˘ (32.142a)

“ inf
pt1,y1qPK

maxt|t´ t1|, }y ´ y1}u. (32.142b)SUBEQooUCZXooRpAitkSUBEQooUCZXooRpAitk

Mais demander pt, yq PWϵ signifie que t P J et }y´ yaptq} ď ϵ. Dans K nous avons l’élément`
t, yaptq

˘
qui vérifie

d
`pt, yq, pt, yaptqq

˘ “ }y ´ yaptq} ď ϵ. (32.143)

Donc l’infimum de (32.142b) est majoré par ϵ. Nous avons prouvé que Wϵ Ă VϵpKq et donc
même inclusion pour les fermetures.

(2) Il existe ϵ ą 0 tel que VϵpKq Ă V

Supposons que VϵpKq ne soit inclus dans V pour aucun ϵ. Alors nous considérons

zn P V1{npKqzV. (32.144)

Nous avons par définition dpzn,Kq ď 1
n . Vu que K est compact, il comprend (au moins) un

élément réalisant la distance : soit z1
n P K tel que

dpzn, z1
nq “ dpzn,Kq. (32.145)

Nous avons dpzn, z1
nq Ñ 0, de telle sorte que les valeurs d’adhérence de pznq et pz1

nq sont les
mêmes. Et comme pz1

nq est une suite dans un compact, elle a des valeurs d’adhérence. Soit
z8 l’une d’elles. Vu que c’est une valeur d’adhérence d’une suite contenue dans le compact
K, elle est également dans K : z8 P K. Mais en même temps, zn est hors de l’ouvert V , et
donc dans le fermé V c. Les valeurs d’adhérences restent dans le fermé, c’est-à-dire z8 R V .
Vu que K Ă V , il y a contradiction.
Donc il existe ϵ ą 0 tel que VϵpKq Ă V .

(3) Il existe ϵ tel que Wϵ Ă V

Il suffit de prendre le ϵ dont nous venons de parler pour avoir

Wϵ Ă VϵpKq Ă V. (32.146)
4. Cela est à peu près la définition d’être localement Lipschitz : 12.316, voir aussi 12.317.
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Soit le ϵ en question, et T ą 0 tel que J Ă r´T, T s. Nous posons r “ ϵe´LT . Soit b P Bpa, rq et

X “ tτ P J` tel que s0, τ s Ă Jb et
`
t, ybptq

˘ PWϵ @ t P r0, τ su. (32.147)

Nous allons prouver que X “ J` en prouvant qu’il est ouvert, fermé et non vide dans J` “
J X s0,8r. Nous parlons bien de la topologie de J`, celle induite 5 de R. Vu que 0 P J , l’ensemble
J` est ouvert à gauche, mais comme il est compact, il ne va certainement pas jusqu’à `8, de telle
sorte qu’il est fermé à droite. Les ouverts de J` sont les ensembles de la forme O X J` où O est
ouvert de R. Il y en a de la forme s0,ms.

(1) X est fermé
C’est parce que Wϵ et Jb sont fermés.

(2) X est ouvert
Soit τ P X. Si τ “ sup J` alors X “ J` est un ouvert de J`. Supposons donc que 0 ă τ ă
sup J`. Dans ce cas nous avons `

τ, ybpτq
˘ PWϵ Ă V, (32.148)

et nous pouvons résoudre localement le problème de Cauchy
"
y1ptq “ f

`
t, yptq˘ (32.149a)

ypτq “ φpτ, bq “ ybpτq. (32.149b)

Ce y existe jusqu’à τ ` η (pour au moins un petit η), et par l’unicité de la solution, y “ yb
sur rτ, τ ` ηr. Ceci pour dire que le flot φp., bq existe au moins jusqu’à τ ` η.
Grâce à la proposition 32.25 nous pouvons évaluer

}φpτ, bq ´ φpτ, aq} “ }yapτq ´ ybpτq} ď eLτ }b´ a}. (32.150)

Comme nous avions choisi r “ ϵe´LT et b P Bpa, rq nous avons aussi }b´a} ď ϵe´LT et donc

}φpτ, bq ´ φpτ, aq} ď ϵeLpτ´T q ă ϵ (32.151)

parce que nous avions τ ă sup J` ď T , ce qui garantit que eLpτ´T q ă 1.
Est-ce que ceci nous garantit que τ ` η P X ? Il faudrait

`
τ ` η, ybpτ ` ηq

˘ PWϵ, c’est-à-dire
}ybpτ ` ηq ´ yapτ ` ηq} ď ϵ. L’ensemble J` étant fermé dans l’ouvert Ja, ce dernier déborde
certainement. Prenons donc η assez petit pour que ya existe jusqu’en τ ` η.
Vu que ya et yb sont continues, et qu’en τ elles sont distantes de moins de ϵ, en τ ` η, elles
restent distantes de moins de ϵ (quitte à prendre encore η plus petit).
Ceci nous permet de conclure que X est ouvert.

(3) X est non vide
La solution yb au problème

"
y1
bptq “ f

`
t, ybptq

˘
(32.152a)

ybp0q “ b (32.152b)

existe au moins localement et vérifie }ybp0q ´ yap0q} “ }b ´ a} ď ϵe´LT ă ϵ. Par continuité
nous avons

}ybptq ´ yaptq} ă ϵ (32.153)

pour tout t dans un voisinage de 0. Donc X est non vide.
(4) Conclusion pour X

La partie X est ouverte, fermée et non vide dans J` qui est connexe. Donc X “ J` par la
proposition 7.70(4).

5. Définition 7.25.
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La conclusion X “ J` nous enseigne que pour tout t P J` nous avons s0, ts Ă Jb et
`
t, ybptq

˘ P
Wϵ. Nous pouvons faire la même chose pour J´ et au final nous avons que pour tout τ P J nous
avons d’abord τ P Jb, ce qui prouve J Ă Jb. De plus pour tout t P J nous avons aussi

`
t, ybptq

˘ PWϵ Ă V. (32.154)

Nous en concluons que
J ˆBpa, rq Ă V. (32.155)

Nous savons de plus que pour tout b P Bpa, rq, J Ă Jb. Cela signifie que

J ˆBpa, rq Ă D. (32.156)

Mais J ˆBpa, rq est un voisinage de ps, aq qui était au début de la preuve un point générique
choisi dans D. Donc D est ouvert parce qu’il contient un voisinage de chacun de ses points.

Il nous reste à voir que φ : D Ñ Ω est localement Lipschitz. Soit donc le point générique ps, aq
dans D et l’ensemble V qui avait été construit plus haut. Nous allons montrer que φ est Lipschitz
sur J ˆBpa, rq Ă V . D’abord sur V , l’application f est Lipschitz, donc

}φpt, b1q ´ φpt, b2q} ď eLt}b1 ´ b2} ď eLT }b1 ´ b2} (32.157)

pour tout t P J et b1, b2 P Bpa, rq.
Ensuite, f est bornée, majorée par M sur V , donc

}φpt1, bq ´ φpt2, bq} “ |
ż

rt1,t2s
y1psqds| (32.158a)

“ |
ż

rt1,t2s
f
`
s, ybpsq

˘
ds| (32.158b)

ď
ż

rt1,t2s
|f`s, ybpsq

˘|ds (32.158c)

ďM |t1 ´ t2|. (32.158d)

Et enfin nous prouvons que φ est localement Lipschitz. En posant k “ maxteLT ,Mu nous avons

}φpt1, b1q ´ φpt2, b2q} ď }φpt1, b1q ´ φpt1, b2q} ` }φpt1, b2q ´ φpt2, b2q} (32.159a)
ď eLT }b1 ´ b2} `M |t1 ´ t2| (32.159b)
ď k

`}b1 ´ b2} ` |t1 ´ t2|
˘

(32.159c)
ď 2kmaxt}b1 ´ b2}, |t1 ´ t2|u (32.159d)
“ 2kd

`pb1, t1q, pb2, t2q
˘
. (32.159e)

Le flot φ est donc Lipschitz de constante 2k.

Exemple 32.29.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 32.30
Cet exemple doit être lu attentivement. Il me semble prouver que le flot n’est pas dérivable en la
condition initiale sans que f le soit. Le document [708] semble dire le contraire. Je ne suis pas
assez sûr de mon coup pour contredire.

Il n’y a pas de raisons de penser que a ÞÑ yaptq soit mieux que continue sans hypothèses
supplémentaires sur f . Pour illustrer cela nous considérons l’équation différentielle

$
&
%
BX
Bs “ f

`
Xpsq, s˘ (32.160a)

Xptq “ x (32.160b)
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où t et x sont des paramètres fixés. Nous allons étudier la dérivabilité de X en x lorsque

fpx, tq “ |x|. (32.161)

Cela est un exemple typique de fonction autant Lipschitz que l’on veut sans être dérivable. L’équa-
tion différentielle est BX

Bs psq “ |Xpsq|. (32.162)

Si x ą 0 alors Xpsq ą 0 dans un voisinage de s “ t et nous avons Xpsq “ Kes. La constante K se
fixe par la condition initiale Xptq “ x :

Xpsq “ xes´t. (32.163)

Et cette solution tient en réalité pour tout s parce que Xpsq est alors toujours positif.
Si au contraire x ă 0 nous avons la solution

Xpsq “ xet´s. (32.164)

Au final,

Xps;x, tq “

$
’&
’%

xet´s si x ă 0
0 si x “ 0
xes´t si x ą 0

(32.165)

L’application ps, x, tq ÞÑ Xps;x, tq est continue. En ce qui concerne la dérivée partielle BxX en
x “ 0 nous avons :

BX
Bx ps, 0, tq “ lim

ϵÑ0

Xps, ϵ, tq ´Xps, 0, tq
ϵ

“ lim
ϵÑ0

Xps, ϵ, tq
ϵ

. (32.166)EQooTQXQooAtRxNTEQooTQXQooAtRxNT

La limite à droite donne :
lim
ϵÑ0`

Xps, ϵ, tq
ϵ

“ ϵes´t

ϵ
“ es´t. (32.167)

La limite à gauche donne :
lim
ϵÑ0´

Xps, ϵ, tq
ϵ

“ et´s. (32.168)

Les deux limites n’étant pas égales, la limite (32.166) n’existe pas 6 et l’application ps, x, tq ÞÑ
Xps, x, tq n’est pas dérivable par rapport à x. △

PROBooYUYQooSBsrNh

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 32.31
Je ne suis pas tout à fait certain de la définition du V dans le lemme 32.32. Il faudrait écrire la
preuve complète pour s’assurer.

LEMooOJSNooXTJoEf

Lemme 32.32 ([709]).
Soit un application A : Bpt0, τq ˆ Bpa,Rq Ñ LpRnq continue par rapport à sa première variable
(t0 P R et a P Rn). Nous considérons l’équation

$
&
%
Bψ
Bt pt, bq “ Apt, bqψpt, bq (32.169a)

ψpt0, bq “ ψ0. (32.169b)

Alors il existe un voisinage V de a dans lequel nous avons l’estimation

}ψpt, vq ´ ψpt, wq} ď }ψ0}τ max
sPBpt0,τq

}Aps, vq ´Aps, wq}ˆ

ˆ exp
˜
τ max
sPBpt0,τq

maxt}Aps, vq}, }Aps, wq}u
¸

(32.170)
pour tout t P Bpt0, τq et v, w P V .

6. Si vous comptez donner ça à manger au jury d’un concours, soyez prudente et n’écrivez pas l’équation (32.166)
au tableau. Réfléchissez comment rédiger cela correctement.
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THOooSTHXooXqLBoT

Théorème 32.33 (Régularité C1 du flot [709]).
Soit un intervalle ouvert I de R et un ouvert connexe Ω de Rn. Soit une fonction f P C1`IˆΩ,Rn

˘
,

a P Ω et t0 P I.
Il existe un voisinage W ˆV “ Bpt0, τqˆBpa, rq de pt0, aq dans IˆΩ et une unique application

φ : W ˆ V Ñ Ω telle que
$
&
%
Bφ
Bt pt, xq “ f

`
t, φpt, xq˘ (32.171a)

φpt0, xq “ x (32.171b)

pour tout x P V .
L’application pt, xq ÞÑ φpt, xq est de classe C1.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 32.34
La preuve qui suit doit être lue avec beaucoup d’attention, en particulier sur les incohérences pos-
sibles de notations, et sur les oublis possibles de précautions oratoires type « quitte à encore réduire
les voisinages V et W ».

Démonstration. En termes de notations, pour x P Ω fixé nous écrivons yxptq pour φpt, xq et pour
t P I fixé nous notons φtpxq pour φpt, xq.

De plus lorsque nous écrirons des choses comme g : R Ñ R, nous n’entendrons pas que g est
effectivement définie sur tout R. La notation « g : R Ñ R » indiquera seulement que la variable
de g est réelle, et que nous comptons préciser le domaine plus tard. Cette remarque s’applique
seulement à cette démonstration et non à l’ensemble du livre.

Nous considérons R ą 0 tel que Bpa, 2Rq Ă Ω et ensuite nous posons V “ Bpa,Rq. La fonction
yx, solution pour la condition initiale yxpt0q “ x est définie sur W “ rt0 ´ τ, t0 ` τ s et prend ses
valeurs dans Bpx,Rq. Ceci est parce que yx est continue, alors en prenant τ assez petit, la valeur
de yxptq ne va pas s’éloigner de x lorsque t ne s’éloigne pas de t0.

Nous savons déjà de la proposition 32.28 que φ est C1 en t et localement Lipschitz en sa seconde
variable, avec une constante Lipschitz uniforme sur W ˆ V . Elle est donc continue en tant que
fonction

φ : V ˆW Ñ Rn. (32.172)

(1) La différentielle partielle Df Pout t fixé nous notons Dfpt,xq la différentielle de f par
rapport à x. C’est-à-dire que

Dfpt,xq : Rn Ñ Rn

u ÞÑ d

ds

”
fpt, x` suq

ı
s“0

.
(32.173)

C’est un élément de LpRnq, l’ensemble des applications linéaires de Rn vers Rn. Nous allons
montrer que

pt, xq ÞÑ Dfpt,xq (32.174)

est continue en tant qu’application RˆRn Ñ LpRnq. Pour cela nous introduisons l’applica-
tion d’inclusion i : Rn Ñ RˆRn, ipuq “ p0, uq. Elle donne

Dfpt,xqpuq “ d

ds

”
f
`pt, xq ` sp0, uq˘

ı
s“0

“ dfpt,xq ˝ ipuq. (32.175)

Autrement dit
Dfpt,xq “ dfpt,xq ˝ i. (32.176)

Or l’application pt, xq ÞÑ dfpt,xq est continue par hypothèse (f est de classe C1) et l’application

LpRˆRn,Rnq Ñ LpRn,Rnq
A ÞÑ A ˝ i (32.177)EQooZTAPooCduWclEQooZTAPooCduWcl
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est également continue. Donc pt, xq ÞÑ Dfpt,xq est continue 7.
(2) L’équation aux variations

Soit x P Ω. Nous introduisons l’opérateur

Sx : Rˆ LpRnq Ñ LpRnq
Sxpt, ψq “ Dfpt,yxptqq ˝ ψ.

(32.178)

Par ce que nous avons raconté, cela est une fonction continue en sa première variable et
Lipschitz en sa seconde variable. Nous identifions LpRnq à Rn2 .
Toujours pour chaque x considéré nous posons l’équation différentielle ordinaire EQooQONGooBrxuSA

$
&
%
Bψ
Bt pt, xq “ Sx

`
t, ψpt, xq˘ (32.179a)

ψpt0, xq “ Id . (32.179b)

qui est une équation différentielle ordinaire pour ψ : RˆRn Ñ LpRnq rentrant dans le cadre
de Cauchy-Lipschitz.
Quel est le domaine de définition de ψ pour sa première variable ? C’est un ouvert autour
de t0. Nous réduisons W de telle sorte que la solution ψ soit définie sur W . Idem pour la
variable x qui est dans un voisinage de a.
L’équation (32.179) s’appelle l’équation aux variations. Nous allons montrer dans la dou-
leur que ψ est continue et est la différentielle de φt, c’est-à-dire que

pdφtqb “ ψpt, bq. (32.180)

(3) ψ est continue en pt, xq (début)
Il s’agit de majorer les deux termes de

}ψpt1, a1q ´ ψpt2, a2q} ď }ψpt1, a1q ´ ψpt2, a1q} ` }ψpt2, a1q ´ ψpt2, a2q}. (32.181)EQooVUNUooExeQbaEQooVUNUooExeQba

(3a) Premier terme
Nous avons

}ψpt1, bq ´ ψpt2, bq} “ }
ż

rt1,t2s
Bψ
Bt ps, bqds} (32.182a)

ď
ż

rt1,t2s
}Dfps,ybpsqq ˝ ψps, bq}ds (32.182b)

ď
ż

rt1,t2s
}Dfps,tbpsqq}}ψps, bq}ds (32.182c)

ď |t1 ´ t2| max
sPrt1,t2s

}Dfps,ybpsqq} max
sPrt1,t2s

}ψps, bq}. (32.182d)SUBEQooLYMAooRMaMhnSUBEQooLYMAooRMaMhn

Nous allons majorer le second maximum. Prenons t P r0, τ s ; et posons Apu, bq “
Dfpu,ybpuqq pour alléger les notations. Par l’équation de définition de ψ nous avons

ψpt, bq “ ψp0, bq `
ż

r0,ts
Apu, bqψpu, bqdu, (32.183)

et donc
}ψpt, bq} ď }ψ0} `

ż

r0,ts
}Apu, bq}}ψpu, bq}du. (32.184)

7. Si quelqu’un peut prouver ça de façon moins verbeuse, je suis preneur. Il me semble que quel que soit la façon dont
on s’y prend, sous le capot, on passe par la continuité de l’application (32.177).



32.8. AUTOUR DE CAUCHY-LIPSCHITZ 2431

En y appliquant le lemme de Grönwall dans sa version 32.5 nous trouvons

}ψps, bq} ď }ψ0} exp
˜ż

r0,ss
}Apu, bq}du

¸
(32.185a)

ď }ψ0} exp
ˆ
s max
uPr0,ss

}Apu, bq}
˙
. (32.185b)

En retournant à (32.182d) nous avons ψ0 “ Id et donc }ψ0} “ 1 et

max
sPrt1,t2s

}ψps, bq} ď max
sPrt1,t2s

exp
ˆ
s max
uPr0,ts

}Dfpu,ybpuqq}
˙

(32.186)

Là dedans nous pouvons remplacer t par maxt|t1|, |t2|u. Posons enfin, pour alléger les
expressions

αpt1, t2, bq “ max
sPrt1,t2s

}Dfps,ybpsqq}. (32.187)

La majoration que nous retenons est :

}ψpt1, bq ´ ψpt2, bq} ď |t1 ´ t2|αpt1, t2, bq exp
`

maxt|t1|, |t2|uαp0, t, bq
˘
. (32.188)

Cela tend vers zéro lorsque t1 Ñ t2.
(3b) Deuxième terme

En ce qui concerne le second terme,

}ψpt, b1q ´ ψpt, b2q} (32.189)

nous utilisons le lemme 32.32 qui donne, pour t P rt0 ´ τ, t0 ` τ s,
}ψpt, b1q ´ ψpt, b2q} ď τ max

sPBp0,τq
}Dfs,yb1 psq ´Dfs,yb2 psq}ˆ

ˆ exp
´
τ maxt}Dfs,yb1 psq}, }Dfs,yb2 psq}u

¯
.

(32.190)

Dans notre cas, t0 “ 0, donc t P r´τ, τ s. Vu la continuité de Df , nous avons

max
sPBp0,τq

}Dfs,yb1 psq ´Dfs,yb2 psq} Ñ 0 (32.191)

lorsque b1 Ñ b2.
(3c) ψ est continue en pt, xq (fin)

Les deux bons calculs faits, nous avons, en repartant de (32.181),

lim
pt1,b1qÑpt2,b2q

}ψpt1, b1q ´ ψpt2, b2q} “ 0, (32.192)

ce qui signifie que ψ est une fonction continue de ses deux variables en même temps.

(4) Différentiabilité de φ (début)
Nous montrons maintenant que Dφpt, xq existe. Pour rappel, D est la différentielle par rap-
port à la seconde variable. Nous sommes à étudier l’existence de Dφpt,bq “ dpφtqb. Nous
posons

θpt, hq “ φpt, b` hq ´ φpt, bq “ yb`hptq ´ ybptq (32.193)

où b est le point où nous étudions la différentiabilité. Il est dans un voisinage du point a fixé
depuis le début et autour duquel il existe un voisinage qui donne un sens à tout ce que nous
avons fait jusqu’à présent. La dépendance de θ en b est implicite. Vu que φ est Lipschitz en
sa seconde variable, nous avons la majoration

}θpt, hq} ď C}h} (32.194)EQooKYELooZlfeedEQooKYELooZlfeed
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dès que t P V et b, b` h PW .
De plus, parce que t0 est le temps de la condition initiale nous avons

θpt0, hq “ yb`hpt0q ´ ybpt0q “ a` h´ a “ h. (32.195)

Et aussi, par définition de ψ :

ψpt, bq “ ψ0 `
ż t

t0

Bψ
Bt ps, bqds “ ψ0 `

ż t

t0

Dfps,ybpsqq ˝ ψps, bq (32.196)

En appliquant à h et en se souvenant que ψ0 “ Id,

ψpt, bqh “ h`
ż t

t0

´
Dfs,ybpsq ˝ ψps, bq

¯
h ds. (32.197)

Puis on peut faire un calcul assez classique en se souvenant que θpt0, hq “ h :

θpt, hq “ θpt0, hq `
ż t

t0

“Bφ
Bt ps, b` hq ´

Bφ
Bt ps, bq

‰
ds (32.198a)

“ h`
ż t

t0

“
f
`
s, yb`hpsq

˘´ f`s, ybpsq
˘‰
ds. (32.198b)

On fait la différence entre les deux :

θpt, hq ´ ψpt, bqh “ ´
ż t

t0

“
Dfs,ybpsq ˝ ψps, bqh´ f

`
s, yb`hpsq

˘` f`s, ybpsq
˘‰
ds. (32.199)

Nous y ajoutons et soustrayons Dfs,ybpsqθps, hq et nous retenons la majoration suivante :

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď
ż t

t0

}Dfps,ybpsqqψps, bq ´Dfps,ybpsqqθps, hq}ds

`
ż t

t0

}fps, yb`hpsqq ´ fps, ybpsqq `Dfps,ybpsqqθps, hq}ds.
(32.200)EQooODHPooDYyBoHEQooODHPooDYyBoH

Nous allons encore majorer ces deux termes séparément. Soit ϵ ą 0.

(4a) Premier terme
Ce qui est dans la norme à majorer est

Dfps,ybpsqq
`
ψps, bqh´ θps, hq˘. (32.201)

Vu que Df est continue et que yb est continue 8, l’application s ÞÑ Dfs,ybpsq est continue
et donc de norme majorée sur le compact rt0, ts. Nous rapellons la notation

αpt0, t, bq “ max
sPrt0,ts

}Dfs,ybpsq}, (32.202)

et nous majorons encore et toujours. D’abord
ż t

t0

}Dfps,ybpsqq
`
ψps, bqh´ θps, hq˘}ds ď αpt0, t, bq

ż t

t0

}ψps, bq ´ θps, hq}ds. (32.203)

(4b) Deuxième terme
Pour traiter le deuxième terme, nous allons provisoirement noter x “ ybpsq et y “
yb`hpsq ; entre autres, y´ x “ θps, hq. Ce qui est écrit dans le second terme de (32.200)
est

fps, yq ´ fps, xq `Dfps,xqθps, hq “ fps, yq ´ fps, xq `Dfps,xqpy ´ xq (32.204)

8. Il faut encore réduire les voisinages V et W pour que ceci ait un sens.
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Comme D ne s’applique pas à la variable s, nous pouvons alléger la notation et déduire
de la différentiabilité de f qu’il existe un η ą 0 tel que x, y P W avec }y ´ w} ď η
implique

}fpyq ´ fpxq ´Dfxpy ´ xq} ď ϵ}y ´ x}. (32.205)
Prenons }h} ď η{C (le C de (32.194)) ; en déballant les notations,

}f`s, yb`hpsq
˘´ f`s, ybpsq

˘´Dfps,ybpsqqθps, hq} ď ϵ}θps, hq} ď ϵC}h}. (32.206)

(4c) Les deux termes ensemble
En remettant les deux dans (32.200) nous trouvons la majoration

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď |t´ t0|ϵC}h} ` αpt0, t, vq
ż t

t0

}ψps, bqh´ θps, hq}ds (32.207)

qui est encore de la graine à Grönwall avec
$
’&
’%

uptq “ }θpt, hq ´ ψpt, bq} (32.208a)
bptq “ |t´ t0|ϵC}h} (32.208b)
apsq “ αpt0, t, vq, (32.208c)

la troisième étant une fonction constante. Cela donne, pour t P rt0 ´ τ, t0 ` τ s,

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď |t´ t0|ϵC}h} `
ż t

t0

ps´ t0qϵC}h}αpt0, t, bq exp
ˆż t

s
αpt0, t, bqdu

˙
ds.

(32.209)
En valeur absolue, la différence s´ t0 est majorée par τ , l’intégrale dans l’exponentielle
vaut pt´ sqαpt0, t, bq, et restons avec

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τϵC}h} ` τ
ż t

t0

ϵC}h}αpt0, t, bqeαpt0,t,bqpt´sqds. (32.210)

En supposant t ą t0 nous pouvons calculer l’intégrale. Si vous m’avez suivi jusqu’ici,
vous devriez avoir de tels maux de tête que je vous donne la réponse :

ż t

t0

apt0, t, bqept´sqαpt0,t,bqds “ ept0´tqαpt0,t,bq ´ 1. (32.211)

En remettant dans l’expression,

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τϵC}h} ` ϵC}h}αpt0, t, bqτ
`
ept´t0q ´ 1

˘ “ τϵC}h}ept´t0qαpt,t0,bq.
(32.212)

Nous pouvons majorer t ´ t0 par τ et αpt, t0, bq par αpt0 ´ τ, t0 ` τ, bq pour avoir la
majoration

}θpt, hq ´ ψpt, bqh} ď τϵC}h}eταpt0´τ,t0`τ,bq. (32.213)

(4d) Différentiabilité de φpt, bq (fin)
Nous écrivons la définition 11.230 de la différentiabilité : nous voulons vérifier que

lim
hÑ0

φpt, b` hq ´ φpt, bq ´ ψpt, bqh
}h} “ 0. (32.214)

Nous remplaçons φpt, b`hq´φpt, bq par θpt, hq et prenons la norme avec les majorations
données :

lim
hÑ0

}φpt, b` hq ´ φpt, bq ´ ψpt, bqh}
}h} ď lim

hÑ0
τϵCeτept0´τ,t0`τ,bq. (32.215)

Cela étant valable pour tout ϵ, nous en déduisons la nullité de la limite.
Nous avons démontré que φ était différentiable par rapport à sa deuxième variable et
que

Dφpt,bq “ ψpt, bq. (32.216)EQooPJFOooHuOIuwEQooPJFOooHuOIuw



2434 CHAPITRE 32. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES

(5) Conclusion : φ est de classe C1

Nous avons déjà prouvé que pt, bq ÞÑ ψpt, bq est continue. Donc de (32.216) nous déduisons
que les dérivées partielles pt, bq ÞÑ Bφ

Bxi
pt, bq sont continues. Mais comme φ est Lipschitz en t,

la dérivée partielle pt, bq ÞÑ Bφ
Bt pt, bq est également continue.

La continuité de toutes les dérivées partielles de φ nous donne la classe C1 pour φ par le
théorème 12.291.

PROPooINLNooDVWaMn

Proposition 32.35 (Régularité Cp du flot[710]).
Soit un intervalle ouvert I de R et un ouvert connexe Ω de Rn. Soit une fonction f P Cp`IˆΩ,R

˘
,

ainsi que a P Ω et t0 P I.
Il existe un voisinage W ˆV “ Bpt0, τqˆBpa, rq de pt0, aq dans IˆΩ et une unique application

φ : W ˆ V Ñ Ω telle que
$
&
%
Bφ
Bt pt, xq “ f

`
t, φpt, xq˘ (32.217a)

φpt0, xq “ x (32.217b)

pour tout x P V .
L’application pt, xq ÞÑ φpt, xq est de classe Cp.

Démonstration. Nous savons déjà par le théorème 32.33 que pt, xq ÞÑ φpt, xq est de classe C1. Nous
supposons que f est de classe Cp avec p ě 2.

Vu que φ et f sont de classe C1, nous avons aussi que l’application pt, xq ÞÑ f
`
t, φpt, xq˘ est de

classe C1. L’équation donne alors immédiatement le fait que

pt, xq ÞÑ Bφ
Bt pt, xq (32.218)

est de classe C1.
En ce qui concerne la régularité par rapport aux autres variables, il faudra travailler un peu

plus.

(1) Une équation différentielle pour le flot Nous allons commencer par un habile jeu d’écri-
ture : la formule

φpt, xq “ x`
ż t

t0

f
`
s, φps, xq˘ds (32.219)

devient
φtpxq “ x`

ż t

t0

f
`
s, φspxq

˘
ds. (32.220)EQooQGVOooYMEgcMEQooQGVOooYMEgcM

Dans le même ordre d’idée nous notons fspxq “ fps, xq, et ce qui se trouve dans l’intégrale
(32.220) n’est autre que la fonction

gspxq “ pfs ˝ φsqpxq. (32.221)

Tout cela pour différentier l’égalité (32.220) par la proposition 17.29 :

pdφtqx “ Id`
ż t

t0

pdgsqxds (32.222a)

“ Id`
ż t

t0

pdfsqφspxq ˝ pdφsqsds. (32.222b)

Nous dérivons ensuite cela par rapport à t :

B
Bt
´
pdφtqx

¯
“ pdftqφtpxq ˝ pdφtqx. (32.223)EQooBETGooXKWRxXEQooBETGooXKWRxX
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Cela est une égalité dans LpRnq.
Nous introduisons la fonction

F : I ˆ LpRnq ˆ Ω Ñ LpRnq
pt, A, xq ÞÑ pdftqφtpxq ˝A.

(32.224)

En fait, à la place de I et Ω il faut prendre des petits voisinages dans lesquels les choses ont
un sens. Ce que dit l’équation 32.223 est que l’application

A : I ˆ Ω Ñ LpRnq
pt, xq ÞÑ pdφtqx (32.225)

vérifie l’équation différentielle EQooTOJMooLXLfVv

$
&
%
BA
Bt pt, xq “ F

`
t, Apt, xq, x˘ (32.226a)

Apt0, xq “ Id . (32.226b)

(2) Une autre équation différentielle
Nous n’oublions pas l’équation différentielle pour la dérivée par rapport à t :

Bφ
Bt pt, xq “ f

`
t, φpt, xq˘. (32.227)EQooYOJPooKEgiecEQooYOJPooKEgiec

(3) Réécriture pour la différentielle
Nous allons récrire l’équation (32.226) de façon à ce que le paramètre x soit inclus dans la
condition initiale. De cette manière, la solution pourra profiter de la régularité C1 du flot
déjà prouvée dans le théorème 32.33.
Soit

g : I ˆ `
LpRnq ˆ Ω

˘Ñ LpRnq ˆ Ω
`
t, pA, xq˘ ÞÑ

´
F pt, a, xq, 0

¯
.

(32.228)

Nous posons E “ LpRnq ˆ Ω ; c’est cet espace qui va jouer le rôle de Ω. Nous considérons à
présent l’équation différentielle suivante pour zx : I Ñ E : EQooSMYOooDaxgQx

$
&
%

ˆ
z1

1ptq
z1

2ptq
˙
“ z1ptq “ gpt, zptqq “

ˆ
F
`
t, z1ptq, z2ptq

˘

0

˙
(32.229a)

zpt0q “ pId, xq. (32.229b)

Il devrait y avoir un indice pId, xq à z parce que c’est sa condition initiale. La fonction g est
de classe Cp, donc cette équation admet une unique solution dont le flot est de classe C1.
Autrement dit, si S est dans un voisinage de Id, l’application

pt, xq ÞÑ zptq (32.230)

est de classe C1. Nous allons montrer qu’en posant Apt, xq “ z1ptq, nous avons une solution de
(32.226) (l’unicité de la solution impose que cette solution est effectivement la différentielle de
dφt). D’abord, la seconde ligne de l’équation différentielle est z1

2ptq “ 0, c’est-à-dire z2ptq “ x
pour tout t.
Sachant cela, la première équation devient

"
z1

1ptq “ F
`
t, z1ptq, x

˘
(32.231a)

z1pt0q “ Id, (32.231b)

qui est l’équation différentielle pour A. Rappel : il y a partout une dépendance de z en sa
condition initiale x que nous n’avons pas écrite pour des raisons de légèreté notationnelle.
Il n’en reste pas moins que le flot de l’équation différentielle pour z est C1, c’est-à-dire que
pt, xq ÞÑ z1ptq est de classe C1.
Par conséquent, pt, xq ÞÑ Apt, xq est également C1.
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(4) Régularité C2 du flot
Le fait que A soit C1 n’implique pas que le flot le soit parce que le fait le flot suive la même
équation différentielle que A ne n’implique pas qu’il soit égal. Il y a un raisonnement à faire.
Le fait est que si A est une solution de (32.226), alors zptq “ `

Apt, xq, x˘ est solution de
(32.229). C’est l’unicité de cette dernière qui permet de déduire l’unicité de la solution pour
A.
Nous avons donc que l’unique solution A du système (32.226) est égale à Apt, xq “ pdφtqx et
est de classe C1 par rapport à pt, xq.
Donc pt, xq ÞÑ φpt, xq est de classe C2.

(5) Régularité Cp

Nous avons vu que le flot de y1 “ fpt, yq est de classe C2 dès que f est de classe C2. Supposons
que f soit de classe Cp et montrons que si le flot est de classe Ck (k ă p) alors il est de classe
Ck`1.
Vu que le flot d’une équation différentielle de classe Cp est de classe Ck, en particulier celui
de (32.229) est de classe Ck. Donc aussi la solution pour Apt, xq “ pdφtqx est de classe Ck.
Et vu que pt, xq ÞÑ pdφtqx est de classe Ck, l’application φ est de classe Ck`1.

NORMooWEWVooXbGmfE

32.36.
Le théorème d’inversion locale 17.51 nous permet de dire que, pour t fixé, le flot x ÞÑ φtpxq est un
Cp-difféomorphisme local.

PROPooPYHWooIZhQST

Proposition 32.37 (Cauchy-Lipschitz avec paramètre, régularité Cp[711, 712, 713]).
Soit un intervalle ouvert I de R, un connexe ouvert Ω de Rn et un intervalle ouvert Λ de Rd. Soit
une fonction f P CppI ˆ Ωˆ Λ,Rnq localement Lipschitz en Ω. Soient t0 P I, y0 P Ω et λ0 P Λ. Il
existe un voisinage compact de pt0, y0, λ0q sur lequel le problème

"
y1
λptq “ f

`
t, yλptq, λ

˘
(32.232a)

yλpt0q “ y0 (32.232b)

possède une unique solution. De plus pt, λq ÞÑ yλptq est de classe Cp par rapport à ses deux variables.

Démonstration. Nous récrivons immédiatement le problème pour la fonction y : IˆΛ Ñ Rn donné
par ypt, λq “ yλptq : SUBEQooXMYMooKfpqQW

$
&
%
By
Bt pt, λq “ f

`
t, ypt, λq, λ˘ (32.233a)

ypt0q “ y0. (32.233b)

Nous allons montrer que ce problème est en réalité équivalent à un problème sans paramètre. Nous
posons E “ Ωˆ Λ et

g : I ˆ E Ñ E

pt, xq ÞÑ `
fpt, x1, x2q, 0

˘ (32.234)

où x1 est la composante Ω de x et x2 est la composante Λ de x. Pour une valeur µ P Λ donnée
nous considérons le problème au condition initiales SUBEQSooIBTNooHzYImh

"
x1ptq “ g

`
t, xptq˘ (32.235a)

xpt0q “ py0, µq. (32.235b)

Le théorème de Cauchy-Lipschitz que nous prenons sous la forme 32.35 nous indique que ce pro-
blème admet une unique solution maximale et que le flot

`
t, py0, µq

˘ ÞÑ xpy0,µqptq est de classe
Cp.

Nous passons maintenant à la résolution du problème (32.233)
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(1) Existence d’une solution C1

Nous montrons à présent que la fonction y donnée par

ypt, µq “ xpt0,µqptq1 (32.236)

est solution de (32.233). Vu que x a deux composantes, nous pouvons un peu déballer l’équa-
tion. Afin d’éviter les notations laborieuses nous allons noter x pour xpt0,µq et donc x1ptq
pour xpt0,µqptq. Nous avons l’équation différentielle

ˆ
x1

1ptq
x1

2ptq
˙
“
ˆ
f
`
t, x1ptq, x2ptq

˘

0

˙
(32.237)

avec la condition initiale ˆ
x1pt0q
x2pt0q

˙
“
ˆ
y0
µ

˙
. (32.238)

La seconde ligne de l’équation donne immédiatement x2ptq “ µ pour tout t. En injectant
dans la première ligne :

x1
1ptq “ f

`
t, x1ptq, µ

˘
. (32.239)

Or vue la définition de y, le nombre x1
1ptq n’est autre que By

Bt pt, µq. La fonction y que nous
avons définie vérifie donc By

Bt pt, µq “ f
`
t, ypt, µq, µ˘ (32.240)

et la condition initiale ypt0q “ x1pt0q “ y0. Elle est donc bien solution du problème initial.
De plus l’application pt, µq ÞÑ ypt, µq “ xpt0,µqptq1 est de classe Cp.

(2) Unicité
Pour l’unicité, soit on invoque la proposition 17.46 qui donne l’unicité dans les fonctions
continues et a fortiori dans les fonctions C1. Soit on fait le jeu inverse : on prouve qu’à
chaque solution de (32.233) correspond une solution de (32.235), et l’unicité de la solution x
donne l’unicité du côté de y.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 32.38
Je ne suis pas du tout sûr de la proposition 32.39. Écrivez-moi si vous avez un commentaire, et
surtout si vous avez une preuve. La proposition 32.35 entre certainement dans la preuve.

PROPooKPCQooQNMLQL

Proposition 32.39.
Soient un intervalle I de R, un ouvert connexe V de Rn, une application f : R2 Ñ R de classe
Cp, ainsi qu’une application y : I ˆ V ˆ I Ñ R telle que

$
&
%
By
s
ps, x, tq “ f

`
yps, x, tq, s˘ (32.241a)

ypt, x, tq “ x. (32.241b)
Alors y est de classe Cp.

Démonstration. Pas de preuve pour le moment. Vous pouvez aider en m’envoyant une preuve.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 32.40
L’énoncé du lemme 32.41 est douteux. À mon avis il doit être supprimé et remplacé par la propo-
sition 32.39, pourvu que cette dernière soit vraie.

LEMooQWDNooOjNXhl

Lemme 32.41.
Soient t et x fixés, ainsi que f de classe Cp. Nous considérons la solution yx,t de EQooKHSKooEFCsMQ

$
&
%

By
Bs psq “ f

`
ypsq, s˘ (32.242a)

yx,tptq “ x (32.242b)

Alors l’application t ÞÑ yxpsq est de classe Cp.
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Démonstration. Soit t fixé, et l’équation différentielle
$
&
%
Bz
Bs psq “ ´f

`
zpsq, t´ s˘ (32.243a)

zp0q “ x. (32.243b)

Par le théorème 32.35, la solution z est de classe Cp en ps, xq. En posant ypsq “ zpt´ sq il est vite
vérifié que y est solution de (32.242). C’est alors bien de classe Cp en t.

32.8.4 Stabilité de Lyapunov
DefKMCGooOeFKlA

Définition 32.42.
Dans le cas de l’équation différentielle y1ptq “ f

`
yptq, t˘ pour y : RÑ Rn, un point a P Rn est un

point d’équilibre lorsque la fonction constante yptq “ a est une solution.
Le point d’équilibre a P Rn est stable si pour tout ϵ ą 0, il existe δ ą 0 tel que }yp0q ´ a} ă δ

implique }yptq ´ a} ă ϵ pour tout t.
ThoBSEJooIcdHYp

Théorème 32.43 (Théorème de stabilité de Lyapunov[1, 714, 374, 706]).
Soit l’équation différentielle EqZZLBooKBkZkG

"
y1ptq “ fpyq (32.244a)
yp0q “ y0 (32.244b)

avec une fonction f : Rn Ñ Rn de classe C1 vérifiant fp0q “ 0 et y0 P Rn. Nous supposons que
l’application linéaire df0 n’a que des valeurs propres dont la partie réelle est strictement négative.

Alors ItemGZEAooAhxuDQi

(1) Il existe k ą 0 tel que si }y0} ă k alors la solution maximale est définie sur R,
ItemGZEAooAhxuDQii

(2) pour le même nombre k ą 0, si }y0} ă k alors yptq tÑ8ÝÑ 0 exponentiellement vite,
(3) la solution y “ 0 est un point d’équilibre attractif.

Démonstration. Placer ici une phrase intelligente 9.
(1) Prolégomène

Le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43 nous enseigne que l’équation différentielle considérée
possède une unique solution maximale (entre autres parce qu’une fonction de classe C1 est
localement Lipschitz) et nous nommons J l’intervalle sur lequel elle est définie.

(2) Système linéarisé
Nous posons A “ df0. La fonction yLptq “ etAy0 est solution du système linéarisé

"
y1ptq “ Ayptq (32.245a)
yp0q “ y0. (32.245b)

Pour évaluer la norme de yL nous utilisons le lemme 15.152 : il existe un polynôme P tel que

}yLptq} ď P
`|t|˘

rÿ

i“1
eReλit}y0}. (32.246)

Mais par hypothèse, Repλiq ă 0 et si nous posons λ “ maxtRepλiqu nous avons λ ă 0 et

}yLptq} ď P
`|t|˘eλt}y0}. (32.247)

Donc quel que soit y0 nous avons limtÑ8 }yLptq} “ 0 c’est-à-dire limtÑ8 yLptq “ 0.

9. Parce que sinon l’environnement description qui suit donne un mauvais effet.
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(3) Une forme linéaire
Nous définissons la forme bilinéaire suivante sur Rn :

bpx, yq “
ż 8

0
xetAx, etAyydt. (32.248)

D’abord cela est bien défini pour tout x, y P Rn parce que
ˇ̌xetAx, etAyyˇ̌ ď }etAx}}etAy} ď P1

`|t|˘P2
`|t|˘e2λt}x}}y}, (32.249)

qui est intégrable entre 0 et 8 à cause de la décroissance exponentielle 10. Montrons que b
est définie positive. Soit donc x ‰ 0 et calculons

bpx, xq “
ż 8

0
}etAx}2dt. (32.250)

Ce qui est dans l’intégrale est forcément (pas strictement) positif pour tout t. Mais si x ‰ 0
alors }x}2 est strictement positif et sur un voisinage de t “ 0 nous avons aussi }etAx}2 qui
est strictement positif. Ergo bpx, xq ą 0 dès que x ‰ 0, ce qui signifie que b est strictement
définie positive (lemme 9.231).
Nous notons q : V Ñ R la forme quadratique associée à b et aussi la norme qui va avec :
}x}q “

a
qpxq. En ce qui concerne le gradient ∇q : V Ñ V , nous avons le petit calcul

suivant[714] qui se base sur une des nombreuses formules du lemme 12.253 11 :

∇qpxq· y “ d

dt

”
qpx` tyq

ı
t“0

(32.251a)

“ d

dt

”
qpxq ` t2qpyq ` 2tbpx, yq

ı
t“0

(32.251b)

“ 2bpx, yq. (32.251c)

Nous avons aussi

∇qpxq·Ax “ 2bpx,Axq (32.252a)

“ 2
ż 8

0
xetAx, etAAxy (32.252b)

“
ż 8

0

B
Bt
´
xetAx, etAxy

¯
ptqdt (32.252c)

“ lim
TÑ8

”
xetAx, etAxy

ıt“T
t“0

. (32.252d)

Mais vu que }etAx} Ñ 0, pour tÑ8 il ne reste que terme t “ 0 de la différence, c’est-à-dire

∇qpxq·Ax “ 2bpx,Axq “ ´}x}2. (32.253)EqUCOGooEFxZSOEqUCOGooEFxZSO

Étant donné que ∇qpxq est le vecteur dirigé vers l’extérieur de l’ellipsoïde de la courbe de
niveau de q au point x, le vecteur Ax est dirigé vers l’intérieur.

‚x

∇qpxq

Ax

10. Proposition 15.111.
11. Le fait que q soit différentiable est simplement le fait que b soit bilinéaire.
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(4) Majoration de q
`
yptq˘1 Nous posons

r : Rn Ñ Rn

x ÞÑ fpxq ´Ax. (32.254)

Soit y la solution maximale au problème (32.244) que nous pouvons aussi écrire sous la forme

y1ptq “ r
`
yptq˘`Ayptq. (32.255)

Calculons un peu . . .subeqsZCOLooOzTBLr

q
`
yptq˘1 “ b

`
yptq, yptq˘1 (32.256a)

“ 2bpy, y1q (32.256b)
“ 2b

`
y,Ay

˘` 2b
`
y, rpyq˘ (32.256c)

“ ´}y}2 ` 2b
`
y, rpyq˘ (32.253) avec x “ yptq (32.256d)

ď ´}y}2 ` 2}yptq}q}r
`
yptq˘}q Cauchy-Schwarz : |bpa, bq| ď }a}q}b}q. (32.256e)

Chacun des deux termes peut encore être majoré. En ce qui concerne le premier, par équiva-
lence des normes 12, il existe une constante C telle que }y} ě C}y}q. En renommant immé-
diatement C2 en C, }y}2 ě C}y}2q “ Cqpyq.
Pour le second, nous allons utiliser la différentiabilité de r et le théorème des accroissements
finis. Vu que df0 “ A nous avons dr0 “ df0 ´ A “ 0 et de plus r est de classe C1 parce que
f l’est. Toutes les normes étant équivalentes 13 sur Rn nous pouvons exprimer la continuité
de dr pour la norme }.}q : si ϵ ą 0 est fixé alors il existe α ą 0 tel que }x} ă α implique
}drx}q ă ϵ. Nous pouvons écrire les accroissements finis 14 pour la fonction r :

}rpxq ´ rp0q}q ď sup
aPr0,xs

}dfa}}x}q. (32.257)EqIDTHooCsMSVsEqIDTHooCsMSVs

La chose facile à remarquer est que rp0q “ fp0q “ 0. En ce qui concerne les choses difficiles,
vu que dr est continue (parce que r est C1) il existe un δ ą 0 tel que }dra}q ă ϵ dès
que a P Bqp0, δq. Si nous prenons }x}q ă δ alors cette majoration est valable pour tous les
éléments sur lequel est pris le supremum dans la formule (32.257). Donc

}rpxq}q ď ϵ}x}q (32.258)

tant que }x}q ď δ. Par conséquent, tant que }yptq}q ď δ nous avons }r`yptq˘} ď ϵ}yptq}q.
Nous continuons le calcul (32.256) :

q
`
yptq˘1 ď Cqpyq ` 2ϵ}yptq}2q (32.259a)

“ ´pC ´ 2ϵqqpyq. (32.259b)

Si ϵ est petit on a C ´ 2ϵ ą 0 et on pose β “ C ´ 2ϵ pour écrire

q
`
yptq˘1 ď ´βq`yptq˘ (32.260)EqEYJIooHvSBicEqEYJIooHvSBic

tant que }yptq}q ă δ.
(5) Deux nombres Nous posons subeqsFNPJooERJkxO

t1 “ mintt ą 0 tel que q
`
yptq˘ “ δu (32.261a)

t2 “ maxtt ă 0 tel que q
`
yptq˘ “ δu. (32.261b)

Le nombre t1 est bien défini et est bien un minimum. J’en veux pour preuve que si q
`
yptsq

˘ “
δ, on peut prendre le minimum seulement sur les t P r0, tss ; or par continuité q

`
yptq˘ “ δ

définit un fermé. Bref t1 est un infimum sur un compact (fermé borné) et donc bien un
minimum atteint.

12. Définition 11.43 et théorème 11.46.
13. Théorème 11.46.
14. Théorème 11.274.
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(6) Si qpy0q ă δ alors q
`
yptq˘ ă δ

L’inégalité (32.260) est valable pour t “ 0, t “ t1 et t “ t2 ; nous l’écrivons pour t1 :

q
`
yptq˘1

t“t1 ď ´βq
`
ypt1q

˘ ď ´βδ ă 0 (32.262)

Nous avons donc q
`
ypt1q

˘ “ δ et q
`
yptq˘1

t“t1 ă 0. Par conséquent pour tout t proche de t1
avec 0 ă t ă t1 il y a q

`
yptq˘ ą δ.

Pour la même raison, prise en t “ 0 nous avons pour tout t proche de 0 avec t ą 0 que
q
`
yptq˘ ă δ. Par continuité de t ÞÑ q

`
yptq˘ cette fonction doit passer par la valeur δ dans

st2, 0r et s0, t1r, ce qui contredit la maximalité de t2 et la minimalité de t1.
Ci-dessous, une partie de ce à quoi ressemble le graphe de t ÞÑ q

`
yptq˘ :

‚δ

‚
t1

‚
t2

Deux conclusions :
— Vu que q

`
yptq˘ est borné pour tout t P R, nous sommes dans le cas (1) de l’alternative

du théorème d’explosion en temps fini 32.20. Donc la solution yptq existe sur tout R
pourvu que }y0} soit assez petit. Plus précisément par équivalence des normes, il existe
un nombre D ą 0 tel que }x} ě D}x}q pour tout x. Si }y0} ď Dδ alors

D}y0}q ď }y0} ď Dδ, (32.263)

qui donne immédiatement }y0}q ď δ, ce qui faut pour faire fonctionner l’existence de
yptq pour tout t.

— Nous pouvons maintenant d’utiliser l’inégalité (32.260) pour tout t P R sous la seule
hypothèse que qpy0q ă δ au lieu de q

`
yptq˘ ă δ.

La partie (1) de ce théorème est prouvée ; nous passons au reste à la partie (2). Pour cela
nous supposons que qpy0q ă δ.

(7) À propos de eβtqpyq
En sous-entendant la dépendance en t dans y nous avons

´
eβtqpyq

¯1 “ βeβtqpyq ` eβtqpyq1 “ eβt
`
βqpyq ` qpyq1˘, (32.264)

mais nous avons déjà prouvé que qpyq1 ď ´βqpyq (équation (32.260)), donc
´
eβtqpyq

¯1 ď 0 (32.265)EqEJMEooFKuxTvEqEJMEooFKuxTv

(8) Décroissance exponentielle Si t ě 0, l’inégalité (32.265) donne

eβtq
`
yptq˘ ď qpy0q, (32.266)

c’est-à-dire
q
`
yptq˘ ď e´βtqpy0q (32.267)

lorsque t ě 0. Par équivalence des normes, nous avons des nombres D1 et D2 tels que

D1}x}q ď }x} ď D2}x}q (32.268)

pour tout x P Rn. Nous avons donc pour tout t ě 0 que

}yptq} ď D2}yptq}q ď D2}y0}qe´βt. (32.269)

Pour rappel, β ą 0, ce qui prouve la partie (2) du théorème.
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(9) Point d’équilibre
Le point y “ 0 est point d’équilibre (définition 32.42) parce que fp0q “ 0, donc yptq “ 0
fonctionne. Dans ce cas, y0 “ 0.

(10) Stabilité
La stabilité est le fait que }yptq}q ď δ dès que }y0}q ď δ.

32.8.5 Système proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Le système de Lotka-Volterra est l’équation différentielle suivante :
"
x1 “ ax´ bxy (32.270a)
y1 “ ´cy ` dxy (32.270b)

où a, b, c, d sont des constantes positives, et avec la condition xpt0q ą 0, ypt0q ą 0.
En ce qui concerne l’interprétation des équations[715],

(1) xptq est le nombres de proies,
(2) yptq est le nombres de prédateurs,
(3) Les proies ont une reproduction rapide qui mène à une croissance exponentielle en absence

de prédation (d’où le terme ax).
(4) Au contraire, les prédateurs meurent (ou migrent) rapidement lorsqu’ils n’ont pas de proies

et nous supposons une décroissance exponentielle du nombre de prédateurs en l’absence de
proies. D’où le terme ´cy avec le signe négatif.

(5) Les termes ´bxy et dxy sont les termes d’interaction entre les proies et les prédateurs. Ils
sont proportionnels à la fréquence de leurs rencontres, lesquelles sont avantageuses pour les
prédateurs et problématiques pour les proies.

ThoJHCLooHjeCvT

Théorème 32.44 (Lotka-Volterra[374]).
Soient des constantes positives a, b, c, d et le système d’équations différentielles

$
’&
’%

x1 “ ax´ bxy (32.271a)
y1 “ ´cy ` dxy (32.271b)
xpt0q ą 0, ypt0q ą 0. (32.271c)

Alors
(1) Les solutions sont positives sur leur domaines.
(2) Les solutions existent sur R.
(3) Les solutions sont périodiques.

Démonstration. Nous divisons la preuve.
(1) Comment le théorème de Cauchy-Lipschitz s’applique Le théorème de Cauchy-Lipschitz 15

ne peut pas s’appliquer tel quel parce qu’il demande une condition initiale pour avoir unicité.
En ce qui concerne les notations, ce qui est noté « y » dans le théorème est ici le couple x, y
et la fonction f est alors

f
`
t,

ˆ
x
y

˙˘ “
ˆ
ax´ bxy
´cy ` dxy

˙
. (32.272)

C’est une fonction continue localement Lipschitz partout par le lemme 12.320 et la proposi-
tion 12.319.
Nous savons cependant que les solutions sont de classe C1 et que moyennant la donnée d’une
condition initiale, la solution est unique.

15. Théorème 17.43.
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(2) Les solutions restent positives Supposons xpsq “ 0 pour un certain s ą t0. Alors la
solution

"
xptq “ 0 (32.273a)
yptq “ expp´ctq (32.273b)

est une solution pour rt0, s ` ϵs. Par unicité de la solution avec condition initiale xpsq “ 0,
nous avons aussi xpt0q “ 0 pour toutes les solutions, ce qui contredit notre condition.
De la même façon, avoir ypsq “ 0 donne une solution avec yptq “ 0 pour tout t et donc une
contradiction.

(3) Solutions sur R
Nous montrons maintenant que les solutions sont définies sur R.
Nous avons x1 ă ax, donc pour tout t où la solution est définie,

0 ă xptq ă xpt0qeapt´t0q, (32.274)

c’est-à-dire que la solution ne peut pas exploser en temps fini 16 : elle est bornée par le haut
et le bas. Elle doit donc exister pour tout t P R. Par ailleurs, y1 ă dxy donc

0 ă yptq ă ypt0qed
şt
t0
xpsqds (32.275)

qui est également contraire à l’explosion en temps fini.
(4) 4 zones : monotonie

Nous divisons R2 en quatre zones d’après les signes de a´ by et c´ dx. Nous montrons que
dans chacune de ces zones, les solutions sont monotones. Prenons par exemple la partie

tpx, yq P R2 tel que a´ by ą 0u ˆ tc´ dx ă 0u. (32.276)

Vu l’équation x1 “ xpa ´ byq, tant que
`
xptq, yptq˘ est dans cette zone, la fonction x1 a le

signe de x et est donc positive. Donc x est croissante dans cette zone.
De la même façon, y1 “ ´ypc´ dxq, et y1 a un signe constant dans la zone.

(5) 4 zones : on bouge
Nous prouvons à présent qu’une solution ne reste pas dans une zone.

(5a) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q

˘
soit dans la zone

ta´ by ą 0u ˆ tc´ dx ą 0u (32.277a)
x1 ą 0 y1 ă 0 (32.277b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Nous avons en particulier
x1 ą 0, donc x est croissante tout en ayant la borne supérieure x ă c{d. Par conséquent
x a une limite que nous appelons x1 P r0, cd s.
De la même façon, ; y est décroissante et bornée vers le bas par zéro. Donc y a une limite
que nous notons y1 P r0, ypt0qs.
Vu que x est bornée et de classe C1 nous avons forcément limtÑ8 x1ptq “ 0. Mais vu
que x1 “ ax´ bxy nous devons avoir

ax1 ´ bx1y1 “ 0. (32.278)

Mais ni x1 ą 0 donc a ´ by1 “ 0, ce qui donne y1 “ a
b et aussi x1 “ c

d . Bref, y est
décroissante et tend vers a{b ; donc ypt0q ą a{b, ce qui contredit que ypt0q soit dans la
zone considérée.
Étant donné que x1 ą 0 et y1 ă 0, la solution sort de la zone pour entrer dans la zone
. . .

16. Voir le corolaire 32.20.
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(5b) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q

˘
soit dans la zone

ta´ by ą 0u ˆ tc´ dx ă 0u (32.279a)
x1 ă 0 y1 ą 0 (32.279b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Les fonctions x et y sont
convergentes. Par conséquent lnpyq converge aussi et vu que x est croissante,

y1

y
“ ´c` dx ě ´x` dxpt0q ą 0 (32.280)

Cela signifie que lnpyq1 est toujours positive et bornée par le bas. Cela est impossible si
y est borné.
Donc on sort de la zone pour entrer dans . . .

(5c) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q

˘
soit dans la zone

ta´ by ă 0u ˆ tc´ dx ă 0u (32.281a)
x1 ă 0 y1 ą 0 (32.281b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0).
Le même type de raisonnement fait passer à la zone. . .

(5d) Supposons que
`
xpt0q, ypt0q

˘
soit dans la zone

ta´ by ă 0u ˆ tc´ dx ą 0u (32.282a)
x1 ă 0 y1 ă 0 (32.282b)

et que la solution reste dans cette zone (pour les t ą t0). Encore une fois, cela nous fait
sortir de la zone et retourne vers la première zone.

À ce moment nous voyons déjà que la relation entre proies et prédateurs, c’est un peu le
mythe de Sisyphe. . .

(6) Une intégrale première
Posons la fonction

Hpx, yq “ by ` dx´ a lnpyq ´ c lnpxq. (32.283)

Une simple dérivation montre que t ÞÑ H
`
xptq, yptq˘ est constante. Nous considérons la

fonction
f : RÑ R

s ÞÑ H
` c
d
, s
˘ (32.284)

dont la dérivée n’est autre que f 1psq “ b´a
s . La fonction f est donc décroissante sur l’intervalle

rab ,8r et donc injective. Sur les changements de zones, il existe un t0 tel que

xpt0q “ d

c
(32.285a)

ypt0q ą 0. (32.285b)

Pour cette valeur t0 nous avons alors H
`
xpt0q, ypt0q

˘ “ f
`
ypt0q

˘
. En posant s0 “ ypt0q ą 0

nous avons
Hpx0, y0q “ fps0q (32.286)

et f étant injective, ce s0 est la seule valeur de s à vérifier Hpx0, y0q “ fpsq.
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(7) Conclusion
La fonction x passant d’une zone à l’autre, il existe un t1 ą t0 tel que xpt1q “ a{b. Nous
avons évidemment

H
`
xpt1q, ypt1q

˘ “ Hpx0, y0q (32.287)
parce que H est constante le long du mouvement. Cela se traduit par

H
`a
b
, ypt1q

˘ “ fps0q, (32.288)

et donc ypt1q “ fps0q “ ypt0q. Avec tout cela nous avons
#
ypt1q “ ypt0q (32.289a)
xpt1q “ xpt2q “ a

b
. (32.289b)

Cela est donc un point par lequel la solution repasse. Par unicité de la solution, elle est donc
périodique.

32.9 Équation du second ordre

32.9.1 Wronskien

Nous considérons ici une équation différentielle de la forme

y2ptq ` qptqyptq “ 0 (32.290)EqJDAAnWYEqJDAAnWY

Dans ce point nous allons considérer la fonction q sans hypothèse de périodicité. L’équation de Hill
(sous-section 32.9.4) sera la même équation, mais en supposant que q est périodique.

Nous commençons par argumenter que si q est continue, alors l’ensemble des solutions de
l’équation (32.290) est un espace vectoriel de dimension deux. Pour cela il suffit d’appliquer la
méthode de réduction de l’ordre (section 32.7) puis le théorème de dimension pour les systèmes
linéaires (théorème 32.16). En effet si la fonction y1 est solution de (32.290) si et seulement si le

vecteur Y “
ˆ
y1
y2

˙
est solution du système linéaire

Y 1ptq “
ˆ

0 1
´qptq 0

˙
Y ptq. (32.291)

Soient deux solutions y1 et y2 de l’équation différentielle. Le Wronskien de ces deux solutions
est le déterminant

W ptq “
∣∣∣∣∣y1 y2
y1

1 y1
2

∣∣∣∣∣ . (32.292)

Si nous considérons l’équation différentielle

y2 ` py1 ` qy “ 0, (32.293)

le Wronskien peut être déterminé sans savoir explicitement y1 et y2 parce que W “ y1y1
2 ´ y1

1y2,
et en dérivant,

W 1 “ y1y
2
2 ` y1

1y
1
2 ´ y2

1y2 ´ y1
1y

1
2 (32.294a)

“ y1p´py1
2 ´ qy2q ´ p´py1

1 ´ qy1qy2 (32.294b)

“ ´p
∣∣∣∣∣y1 y2
y1

1 y1
2

∣∣∣∣∣ , (32.294c)

c’est-à-dire
W 1 “ ´pW. (32.295)EqHEMRgMEqHEMRgM

Il suffit donc de savoir une condition initiale pour obtenir une équation différentielle pour W .
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32.9.2 Avec second membre

Une équation différentielle du second ordre avec un second membre se présente sous la forme

ay2ptq ` by1ptq ` cyptq “ vptq (32.296)

où vptq est une fonction donnée. Le truc est de commencer par résoudre l’équation différentielle
sans second membre, c’est-à-dire trouver la fonction yHptq telle que

ay2
Hptq ` by1

Hptq ` cyHptq “ 0. (32.297)

Cela se fait en utilisant la méthode du polynôme caractéristique.
Ensuite, il faut trouver une solution particulière yP ptq de l’équation avec le second membre.

Une seule. Pour y parvenir, il faut du doigté et un peu de technique. Il faut faire des essais en
fonction de ce à quoi ressemble le vptq :

(1) Si vptq est un polynôme, alors il faut essayer un polynôme,
(2) Si vptq “ cospωtq ou bien vptq “ sinpωtq, alors essayer yP ptq “ A cospωtq `B sinpωtq,
(3) Si vptq “ eωt, alors essayer yP ptq “ Aeωt.

32.9.3 Équation y2 ` qptqy “ 0
subsecSyTwyM

Nous allons donner quelques propriétés des solutions de l’équation

y2 ` qy “ 0 (32.298)

en fonction de telle ou telle hypothèse sur q.

Proposition 32.45.
Si q : R` Ñ R est continue et si ż 8

0
|qptq|dt (32.299)

converge, alors
(1) toute solution bornée de y2 ` qy “ 0 vérifie limtÑ8 y1ptq “ 0,
(2) l’équation y2 ` qy “ 0 admet des solutions non bornées.

Démonstration. Soit y une solution bornée, et intégrons l’équation différentielle entre 0 et 8 :
ż 8

0
y2ptqdt “ ´

ż 8

0
qptqyptqdt. (32.300)

La fonction y étant bornée, l’hypothèse sur q permet de dire que l’intégrale de droite existe. Par
ailleurs, ż 8

0
y2 “ lim

aÑ8

ż a

0
y2 “ lim

aÑ8 y
1paq ´ y1p0q. (32.301)

Cela justifie que la limite limtÑ8 y1ptq existe. Posons α “ limtÑ8 y1ptq et supposons par l’absurde
que α ‰ 0. Soit ϵ ą 0 et λ assez grand pour que

}y1 ´ α}rλ,8r ă ϵ. (32.302)

Soit aussi x ą λ. Nous avons, pour t P rλ, xs, que |y1ptq ´ α| ă ϵ. Autrement dit, α P sy1ptq ´
ϵ, y1ptq ` ϵr et donc que y1ptq ą α´ ϵ. Nous avons alors

ypxq “ ypλq `
ż x

λ
y1ptqdt (32.303a)

ě ypλq `
ż x

λ
pα´ ϵqdt (32.303b)

“ ypλq ` pα´ ϵqpx´ λq. (32.303c)
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En prenant la limite des deux côtés on voit que ypxq Ñ 8 dès que α ‰ 0, ce qui est contraire aux
hypothèses. Donc α “ 0.

Pour la seconde partie de la proposition, nous devons prouver que l’équation y2 ` qy “ 0
possède des solutions non bornées. Si l’équation a seulement des solutions bornées et si tu, vu est
une base de solutions, alors nous avons u1, v1 Ñ 0. Si nous reprenons l’équation (32.295) avec p “ 0
nous savons que dans notre cas le Wronskien satisfait à W 1 “ 0, c’est-à-dire qu’il est constant.
Mais vu que u et v sont bornées et que les dérivées tendent vers zéro, nous avons W ptq Ñ 0 et
donc W ptq “ 0.

Or l’annulation identique du Wronskien contredit que tu, vu serait une base de solutions. Donc
il existe des solutions non bornées.

PropMYskGa

Proposition 32.46.
Soit l’équation différentielle y2`qy “ 0. Si q est C1, strictement positive et croissante, alors toutes
les solutions sont bornées.

Démonstration. Soit y une solution et multiplions l’équation par 2y1 (qui est non nulle par hypo-
thèse) :

2y1y2 ` 2qy1y “ 0. (32.304)

Nous allons intégrer cela en nous souvenant que 2y1y2 est la dérivée de py1q2. Pour tout t ą 0 nous
avons

0 “ y1ptq2 ´ y1p0q2 ` 2
ż t

0
qptqy1ptqyptqdt

looooooooomooooooooon
par partie

(32.305a)

“ y1ptq2 ´ y1p0q2 ` 2
ˆ
rqy2st0 ´

ż t

0
q1y2

˙
(32.305b)

(32.305c)

Le terme qui nous intéresse est celui qui contient yptq :

2qptqyptq2 “ ´y1ptq2 ` y1p0q2 ` 2qp0qyp0q2 ` 2
ż t

0
q1y2 (32.306)

Nous pouvons majorer ´y1ptq2 par zéro et remplacer toutes les constantes par K :

qptqyptq2 ď
ż t

0
q1y2 `K “

ż t

0

q1

q
qy2. (32.307)

C’est le moment d’utiliser le lemme de Grönwall 32.5 avec ϕ “ qy2 et ψ “ q1{q. Les hypothèses de
croissance et de positivité ont été posées exprès. Bref, on a

qy2 ď K exp
ˆż t

0

q1psq
qpsq ds

˙
(32.308a)

“ K exp
ˆ

ln qptq
qp0q

˙
(32.308b)

“ K
qptq
qp0q . (32.308c)

Notons que qp0q est strictement positif. Nous déduisons que

y2 ď K

qp0q (32.309)

et donc y est bornée.
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32.9.4 Équation de Hill
SubSecDWwVVPa

L’équation de Hill est une équation différentielle de la forme

y2 ` qy “ 0 (32.310)EqPQMvzEZEqPQMvzEZ

où
(1) q P C1pR,Rq,
(2) q est paire et π-périodique

Nous nous intéressons aux solutions complexes de cette équation différentielle.
Nous nommons W Ă C2pR,Cq l’espace des solutions complexes de l’équation (32.310). Nous

savons par ce qui a été dit en 32.9.3 que cet espace est de dimension deux. De plus avec les
hypothèses faites ici sur q, nous savons que les solutions sont de classe C3 parce que si y est une
solution, alors l’équation y2 “ qy nous indique que y est C1 parce que y2 existe (y1 est dérivable et
donc continue). Mais si y est de classe C1, alors le membre de droite qy est C1 et donc y2 est C1,
ce qui prouve que y est de classe C3. La récurrence ne va pas plus loin parce que q est seulement
de classe C1.

Nous considérons l’application de translation

T : C2pR,Cq Ñ C2pR,Cq
pTyqpxq “ ypx` πq. (32.311)

En utilisant la règle de dérivation de fonctions composées, pTyq1 “ Ty1 et pTyq2 “ Ty2, de telle
sorte que si u est solution de l’équation (32.310), alors Tu est également solution. Donc W est un
espace stable par T .

Le théorème 32.16 nous permet de choisir une base de W en imposant des conditions. Nous
choisissons une base ty1, y2u telles que

y1p0q “ 1 y2p0q “ 0
y1

1p0q “ 0 y1
2p0q “ 1.

(32.312)

Le théorème 32.16 nous assure que deux telles solutions existent et qu’elles forment une base de
W parce que W est de dimension 2.

IVLzNaU

Lemme 32.47 ([705]).
Avec ce choix de base ty1, y2u la matrice de T est donnée par

T “
ˆ
y1pπq y2pπq
y1

1pπq y1
2pπq

˙
. (32.313)

De plus la fonction y1 est paire et la fonction y2 est impaire.

Démonstration. Cherchons la matrice de T dans cette base en associant
ˆ

1
0

˙
à y1 et

ˆ
0
1

˙
à y2. Si

T “
ˆ
a b
c d

˙
, alors

Ty1 “
ˆ
a b
c d

˙ˆ
1
0

˙
“
ˆ
a
c

˙
“ ay1 ` cy2. (32.314)EqSZhBPGyEqSZhBPGy

En évaluant cela en t “ 0,
pTy1qp0q “ ay1p0q ` cy2p0q “ a, (32.315)

donc a “ pTy1qp0q “ y1pπq. En dérivant (32.314), en tenant compte du fait que pTy1q1 “ Ty1
1 et

en évaluant en t “ 0, nous trouvons de même c “ y1
1pπq. Puis le même cinéma avec y2 donne

T “
ˆ
y1pπq y2pπq
y1

1pπq y1
2pπq

˙
. (32.316)
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Passons maintenant à la parité de y1 et y2. Nous posons ψptq “ y1p´tq. Alors ψ1ptq “ ´y1
1p´tq

et ψ2ptq “ y2
1p´tq, tant et si bien que

ψ2ptq ` qptqψptq “ y2
1p´tq ` qptqy1p´tq “ 0. (32.317)

donc ψ est une solution de l’équation. Mais
"
ψp0q “ y1p0q (32.318a)
ψ1p0q “ ´y1

1p0q “ 0, (32.318b)

donc ψ a les mêmes conditions initiales que y1. Par conséquent ψ “ y1 (par le l’unicité donnée
dans le théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43) et y1 est paire. Nous procédons de même en partant
de φptq “ ´y2p´tq pour trouver que φ “ y2 et que donc que y2 est impaire.

Remémorons nous toutefois, pour calmer tout enthousiasme excessif, que T dépend de deux
solutions et donc de la fonction q donnée dans l’équation.

PropGJCZcjR

Proposition 32.48 ([104]).
Nous considérons l’équation y2 ` qy “ 0 et sa base de solutions ty1, y2u en suivant les notations
données plus haut.

(1) Si |TrpT q| ă 2, alors toutes les solutions de l’équation sont bornées.
(2) Si |TrpT q| “ 2 alors nous avons une solution non bornée.
(3) Si |TrpT q| ą 2 alors toutes les solutions de l’équation sont non bornées.
(4) Le cas |TrpT q| “ 2 se présente si et seulement si y1

1pπqy2pπq “ 0.

Démonstration. Remarquons que le déterminant de la matrice T est égal au Wronskien des solu-
tions y1 et y2 calculé en t “ π. Calculons sa valeur :

W py1, y2q “ det
ˆ
y1 y2
y1

1 y1
2

˙
“ y1y

1
2 ´ y1

1y2. (32.319)

En dérivant et en remplaçant y2
i par ´qyi, nous trouvons tout de suite W py1, y2q1 “ 0. Donc le

Wronskien est constant et il est facile de le calculer en t “ 0 :

W py1, y2qp0q “ 1´ 0 “ 1. (32.320)

Donc pour tout t nous avons W py1, y2qptq “ 1. En particulier

detpT q “W py1, y2qpπq “ 1, (32.321)

et notons au passage que T est inversible.
Nous écrivons le polynôme caractéristique de T sous la forme χT “ X2 ´ TrpT qX ` detpT q,

c’est-à-dire
χT “ X2 ´ TrpT qX ` 1, (32.322)

dont le discriminant est ∆ “ TrpAq2 ´ 4.
Nous passons à présent aux différents points de la proposition.

(1) Si |TrpT q| ă 2, alors ∆ ă 0 et χT a deux racines complexes conjuguées que nous notons
ρ et ρ̄. De plus le produit des racines étant le terme indépendant, ρρ̄ “ 1 ; en particulier
|ρ| “ |ρ̄| “ 1. Notons tu, vu une base de vecteurs propres : Tu “ ρu et Tv “ ρ̄v. Il est vite
vu que la fonction |u| est π-périodique :

|u|pt` πq “ |upt` πq| “ |pTuqptq| “ |pρuqptq| “ |ρ||u|ptq “ |u|ptq. (32.323)

La fonction |u| est continue 17 et périodique ergo bornée. La fonction |v| est bornée pour la
même raison et par linéarité, toutes les fonctions de W sont bornées.

17. La fonction u elle-même n’est cependant pas garantie d’être périodique.
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(2) Si TrpT q “ ˘2, alors ∆ “ 0 et χT a une racine réelle double 18 qui doit être ˘1. Soit u un
vecteur propre de T pour la valeur propre ˘1. Nous avons

|u|pt` πq “ |Tuptq| “ | ˘ uptq|, (32.324)

ce qui prouve encore que |u| est périodique et donc bornée.
Notons que nous n’avons pas d’informations sur le fait qu’une autre solution soit ou non
bornée.

(3) Si |TrpT q| ą 2, alors χT a deux racines réelles distinctes r et r1 avec rr1 “ 1 (toujours les
relations coefficients-racines). En raison de quoi r1 “ r´1 et quitte à échanger r et r1 nous
supposons |r| ą 1. L’opérateur est maintenant diagonalisable et nous considérons tu, vu une
base de vecteurs propres pour les valeurs propres r et r1. Une solution non nulle de l’équation
s’écrit donc sous la forme

y “ αu` βv (32.325)
avec pα, βq ‰ p0, 0q.

— Si α “ 0, alors β ‰ 0 et nous choisissons une valeur t telle que vptq ‰ 0. Dans ce cas,

ypt` nπq “ βvpt` nπq “ βpTnvqptq “ βpr1qnvptq, (32.326)

et en faisant nÑ ´8 nous obtenons ˘8 suivant le signe de β.
— Si α ‰ 0, alors nous fixons 19 t tel que uptq ‰ 0. Alors

ypt` nπq “ αrnuptq ` βpr1qnptq. (32.327)

En faisant n Ñ 8, nous avons pr1qn Ñ 0 tandis que le premier terme tend vers ˘8
suivant le signe de α.

(4) D’abord le théorème de Cayley-Hamilton 9.118 nous indique que χT pT q “ 0, c’est-à-dire que

T 2 ´ TrpT qT ` 1 “ 0. (32.328)EqFHVSsUOEqFHVSsUO

Nous avons déjà mentionné le fait que T était inversible. Multiplions donc (32.328) par T´1 :

T ` T´1 “ TrpT q12. (32.329)EqPNyjBOyEqPNyjBOy

Vu que T´1 est l’endomorphisme T´1uptq “ upt´ πq, sa matrice est donnée par

T´1 “
ˆ
y1p´πq y2p´πq
y1

1p´πq y1
2p´πq

˙
“
ˆ
y1pπq ´y2pπq
´y1

1pπq y1
2pπq

˙
(32.330)

où nous avons utilisé le fait que y1 était paire et y2 impaire (lemme 32.47). Si nous notons

T “
ˆ
a b
c d

˙
, alors T´1 “

ˆ
a ´b
´c d

˙
et

T ` T´1 “
ˆ

2a 0
0 2b

˙
. (32.331)

L’équation (32.329) donne alors, vu que TrpT q “ a` d,
ˆ

2a 0
0 2b

˙
“
ˆ
a` d 0

0 a` d
˙
, (32.332)

ce qui donne immédiatement a “ d. La matrice de T a donc comme forme T “
ˆ
a b
c a

˙
et

TrpT q “ 2a.
Donc TrpT q “ ˘2 si et seulement si a “ ˘1 et vu que 1 “ detpT q “ a2 ´ bc, nous avons
a “ ˘1 si et seulement si bc “ 0, ce qui signifie exactement y1

1pπqy2pπq “ 0.

18. Ce qui n’implique pas le fait d’avoir deux vecteurs propres pour cette valeur propre, mais tout de même au
moins un, voir l’exemple 9.115.

19. Mais pas trop hein ; nous aurons encore besoin d’assigner à t d’autres valeurs dans d’autres théorèmes.
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32.10 Différents types d’équations différentielles

32.10.1 Équation homogène
SubSecEqDiffHomo

Une équation différentielle homogène est une équation de la forme

y1 “ fpt, yq (32.333)

où fpλt, λyq “ fpt, yq pour tout λ ‰ 0.
Elle se présente sous la forme

y1 “ degré n en t, y

degré n en t, y
, (32.334)

avec pas de y1 à droite : juste du y et du t.

Lemme 32.49.
L’équation y1 “ fpt, yq est homogène si et seulement si fpt, yq est une fonction de y{t seulement.

Pour résoudre l’équation homogène, on pose

zptq “ yptq
t
, (32.335)EqDiffHomoPoserEqDiffHomoPoser

donc tz “ y, et
y1ptq “ tv1ptq ` vptq, (32.336)

à remettre dans l’équation de départ.

32.10.2 Équation de Bernoulli
SubSecBernh

C’est une équation du type
y1 “ aptqy ` bptqyα (32.337)EqBerNDiffalpEqBerNDiffalp

où α ‰ 0 ou 1. Pour la résoudre, on divise l’équation par yα, et on pose u “ y1´α, et on tombe sur
une équation linéaire

u1 “ p1´ αq`aptqu` bptq˘. (32.338)

32.10.3 Équation de Riccati
SubSecRicatti

Définition 32.50 ([716]).
C’est une équation de la forme

y1 “ aptqy2 ` bptqy ` cptq. (32.339)EqDiffGFeneRicattiEqDiffGFeneRicatti

En général, on ne peut pas la résoudre, mais si on en connaît à priori des solutions particulières,
alors on peut s’en sortir.

(1) Si on sait que y1ptq est une solution, alors on pose

yptq “ y1ptq ` 1
uptq , (32.340)

et on obtient une équation linéaire

u1 “ ´`2y1ptqaptq ` bptq
˘
u´ aptq. (32.341)

(2) Si y1 et y2 sont solutions, alors nous avons y sous forme implicite

y ´ y1
y ´ y2

“ Ke
ş
aptq

`
y1ptq´y2ptq

˘
dt. (32.342)

Pour résoudre une équation de Ricatti, il faut donc d’abord deviner une ou deux solutions.
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32.10.4 Équation différentielle exacte
SubSecEqDiffExacte

32.10.4.1 Résolution lorsque tout va bien

Avant de vous lancer dans les équations différentielles exacte, vous devez lire la section sur les
formes différentielles 12.21. Une équation différentielle exacte est de la forme P pt, yq`Qpt, yqy1 “ 0
que nous allons écrire sous la forme

P pt, yqdt`Qpt, yqdy “ 0. (32.343)EqExacteDiffEqExacteDiff

Nous savons que si ByP “ BtQ, alors il existe une fonction fpt, yq telle que Pdt`Qdy “ df . Pour
trouver une telle fonction, nous pouvons simplement intégrer la forme Pdt ` Qdy. En effet, si
γ : r0, 1s Ñ R2 est un chemin tel que γp0q “ p0, 0q et γp1q “ pt, yq, alors en définissant

fpt, yq “
ż

γ
rPdt`Qdys “

ż 1

0

“pP ˝ γqpuq ` pQ ˝ γqpuq‰`γ1puq˘du, (32.344)

nous avons df “ Pdt `Qdy. N’importe quel chemin fait l’affaire. Calculons avec γpuq “ ptu, yuq.
La dérivée de ce chemin est donnée par

γ1puq “ t

ˆ
1
0

˙
` y

ˆ
0
1

˙
. (32.345)

Étant donné que dt
ˆ
a
b

˙
“ a et dy

ˆ
a
b

˙
“ b, nous avons

fpt, yq “
ż 1

0
rPdt`Qdys`γpuq˘

ˆ
t

ˆ
1
0

˙
` y

ˆ
0
1

˙˙
du

“
ż 1

0
P
`
γptq˘tdu`

ż 1

0
Q
`
γptq˘ydu

“
ż 1

0

“
tP ptu, uyq ` yQptu, yuq‰du.

(32.346)

Nous retrouvons exactement la formule (20.289). Si ça t’étonne, c’est que tu n’as pas compris ;)
Dans le cas où nous avons la fonction f qui vérifie P “ Btf et Q “ Byf , l’équation (32.343) devient

Bf
Bt `

Bf
By

dy

dt
“ 0, (32.347)

c’est-à-dire
d

dt

”
f
`
t, yptq˘

ı
“ 0, (32.348)

dont la solution
f
`
t, yptq˘ “ C (32.349)

donne la solution yptq sous forme implicite.

32.10.4.2 Facteur intégrant (quand tout ne va pas bien)

Si la forme Pdt`Qdy n’est pas exacte, il n’existe pas de fonction f qui résolve l’affaire. Nous
pouvons toutefois essayer de trouver un facteur intégrant. Nous cherchons une fonction M telle
que

pMP qdt` pMQqdy (32.350)
soit exacte. Nous cherchons donc Mpt, yq telle que BypMP q “ BtpMQq. En utilisant la règle de
Leibniz, nous trouvons l’équation suivante pour M :

MpByP ´ BtQq “ QpBtMq ´ P pByMq. (32.351)EqDuFacteurIntegrantEqDuFacteurIntegrant

Cette équation est en générale extrêmement difficile à résoudre, mais dans certains cas particuliers,
il est possible d’en trouver une solution à tâtons.
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32.11 Distributions pour les équations différentielles
SecTNgeNms

Nous commençons par définir l’espace C8`
R,S 1pRdq˘ en disant que t ÞÑ ut est dans cet espace

si
(1) pour tout t P R nous avons ut P S 1pRdq,
(2) l’application t ÞÑ ut est de classe C8.

Pour définir ce que nous entendons par une fonction de classe Ck à valeurs dans S 1pRdq nous nous
souvenons de la proposition 30.62.

32.11.1 Équation de Schrödinger
ThoLDmNnBR

Théorème 32.51 (Équation de Schrödinger[104]).
Soit g P S 1pRdq et le problème

" Btũ´ i∆ũ “ 0EqIKhGuiq (32.352a)
u0 “ g (32.352b)

où ũ P C8`
R,D 1pRdq˘ est lié à u par la remarque 30.82. Alors

ItemVFracYji

(1) Il existe une unique solution dans C8`
R,S 1pRdq˘.

ItemVFracYjiii

(2) Cette solution u vérifie de plus ũ P S 1pRˆRdq.

Démonstration. Nous allons donner explicitement une fonction u P C8`
R,S 1pRdq˘ et nous allons

vérifier l’équation (32.352a) en testant sur une fonction ψ P S 1pRˆRdq. Cela prouvera le point (2)
ainsi que la partie existence de (1). Dans ce qui suit toutes les transformées de Fourier seront par
rapport à la variable x P Rd ou par rapport à ξ. Jamais par rapport à t P R.

(1) Existence Pour t P R nous posons 20

ut “ F´1pftĝq (32.353)

où ft P S pRdq est la fonction ftpxq “ e´it}x}2 . Pour toute fonction φ P S pRdq nous avons

utpφq “ pfĝq
`
F´1pφq˘ “ ĝ

`
fF´1pφq˘ “ g

´
F
`
fF´1pφq˘

¯
. (32.354)

Le fait que F´1pφq soit une fonction Schwartz fait partie de la proposition 29.26. Pour chaque
t nous avons bien ut P S 1pΩq.
De plus la fonction hpt, xq “ e´it}x}2pF´1φqpxq est dans C8pR ˆ Rdq, et par conséquent
l’application

t ÞÑ ĝ
`
hpt, .q˘ (32.355)

est également C8 par la proposition 30.64. Ceci pour dire que u P C8`
R,S 1pRdq˘. Il faut

encore vérifier que cette fonction est bien une solution de notre problème. Nous testons cette
équation sur ψ P S pRˆRdq. Pour alléger les notations nous posons ψt : x ÞÑ ψpt, xq et par
conséquent aussi pBtψtqpxq “ pBtψqpt, xq. Nous avons :

♡ “ pBtũ´ i∆ũqpψq (32.356a)
“ ´ũpBtψq ´ iũp∆ψq (32.356b)

“ ´
ż

R

ut
`pBtψtq ` ip∆ψtq

˘
dt (32.356c)

Ici nous nous souvenons du lemme 29.29 qui nous dit que nous pouvons permuter F´1 et Bt.
Et pour l’autre terme il faut utiliser le lemme 29.19 avec |α| “ 2 et une somme pour obtenir
que

y∆φpxq “ ´}x}2φ̂pxq, (32.357)

20. En utilisant la définition (30.86) du produit d’une distribution par une fonction.
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qui dans notre cas s’écrit sous la forme

F´1
´
p∆ψtq

¯
pxq “ ´}x}2F´1ψpt, xq. (32.358)

En remettant bout à bout,

♡ “ ´
ż

R

pftĝq
´
pBt ´ i}.}2qF´1ψt

¯
dt (32.359a)

“ ´
ż

R

ĝ
´
x ÞÑ e´it}x}2pBt ´ i}x}2qpF´1ψqpt, xq

¯
dt (32.359b)

Pour alléger les notations nous notons ψ̌tpxq “ pF´1ψqpt, xq. Nous avons

Bt
´
e´it}x}2

ψ̌tpxq
¯
“ ´i}x}2e´it}x}2

ψ̌tpxq ` e´it}x}2pBtψ̌tqpxq “ e´it}x}2`Bt ´ i}x}2
˘
ψ̌tpxq;
(32.360)

cela nous permet d’un peu factoriser une dérivée dans ♡ :

♡ “ ´
ż

R

ĝ
´
Bt
´
e´it}.}2

ψ̌tp.q
¯¯

dt (32.361a)

“ ´
ż

R

Btĝ
´
e´it}.}2

ψ̌tp.q
¯
dt (32.361b)

“ ´ lim
NÑ8

”
ĝ
´
e´it}.}2

ψ̌tp.q
¯ıt“N

t“´N
. (32.361c)

Histoire de bien comprendre les notations, il ne s’agit pas de calculer ĝ
`
e´it}.}2

ψ̌t
˘

pour un t
général et de remplacer ensuite t par N et ´N . En effet la valeur de ĝ

`
e´it}.}2

ψ̌t
˘

pour un t
donné est celle qu’on obtient en calculant ĝp. . .q après avoir remplacé t par ce que l’on veut.
Par conséquent, en posant φpt, ξq “ e´i}ξ}2

ψ̌tpξq nous avons :

♡ “ lim
NÑ8

„
g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξφpt, ξqdξ
˙ȷt“N

t“´N
(32.362a)

“ lim
NÑ8 g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξφpN, ξqdξ
˙
´ lim
NÑ8 g

ˆ
x ÞÑ

ż

R

e´ixξφp´N, ξqdξ
˙

(32.362b)

La limite commute avec g parce que cette dernière est une distribution (continue). De plus
la limite commute avec l’intégrale parce que ce qui est dedans est Schwartz. La fonction φ
étant Schwartz, la limite est nulle. Donc

♡ “ 0. (32.363)

Cela signifie que la fonction u proposée est bien une solution de l’équation de Schrödinger
dans C8pR,S 1pRdqq.

(2) Unicité
Nous considérons deux solutions u1, u2 P C8`

R,S 1pRdq˘ et la fonction u “ u1 ´ u2 doit
satisfaire au problème

" pBtũ´ i∆ũqpψq “ 0 (32.364a)
u0 “ 0. (32.364b)

Nous allons montrer que seule la fonction ut “ 0 peut satisfaire à cela pour tout ψ P S pRˆ
Rdq. Nous allons même montrer qu’en imposant ces équations seulement sur la partie de
S pR ˆ Rdq qui est à support compact par rapport à R, la seule solution est ut “ 0. Soit
donc ψ P S pRˆRdq à support compact vis-à-vis de sa variable t. Alors

0 “ ´ũpBtψ ` i∆ψq “ ´
ż

R

ut

´
pBtψtq ` ip∆ψtq

¯
dt (32.365)
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où encore une fois Btψt est la fonction x ÞÑ pBtψqpt, xq. Maintenant nous utilisons la proposi-
tion 30.85 pour dire que

d

dt

´
utpψtq

¯
“ u

p1q
t pψtq ` ut

ˆBψ
Bt pt, .q

˙
(32.366)

pour écrire
0 “ ´

ż

R

d

dt

`
utpψtq

˘´ up1q
t pψtq ` ut

`
ip∆ψqpt, .q˘dt (32.367)

Le premier terme est facile :
ż

R

d

dt

´
utpψtq

¯
dt “ lim

NÑ8

”
utpψtq

ıt“N
t“´N

“ 0 (32.368)

parce que ψ est à support compact par rapport à t. Nous restons donc avec
ż

R

u
p1q
t pψtq ´ iut

`p∆ψqpt, .q˘dt “ 0 (32.369)

Nous traitons le terme en u
p1q
t en utilisant le fait évident T pφq “ pFT qpF´1φq et en remar-

quant le lemme 30.86 :

u
p1q
t pψtq “ pFup1q

t qpF´1ψtq “ pFuqp1q
t pF´1ψtq. (32.370)

Pour l’autre terme on fait un peu la même chose en nous souvenant ce que fait la transformée
de Fourier en traversant le laplacien :

utp∆ψtq “ pFutqpF´1∆ψtq “ pFutq
`
x ÞÑ ´}x}2pF´1ψtqpxq

˘
. (32.371)

En recollant encore : ż

R

pFuqp1q
t pF´1ψtq ` ipFutq

`}.}2F´1ψt
˘
dt “ 0. (32.372)EqHOGaGptEqHOGaGpt

Cette équation est valable tant que ψ P S pRˆRdq avec support compact en t. Nous allons
nous en créer une super cool. D’abord nous choisissons φ P S pRdq et χ P DpRq et nous
considérons 21

ψpt, xq “ F
´
ξ ÞÑ eit}ξ}2

φpξqχptq
¯
pxq. (32.373)EqEVtJcnzEqEVtJcnz

Notons que la transformée de Fourier conserve le fait qu’une fonction soit Schwartz 22, mais
pas le fait d’avoir support compact. Cependant nous ne prenons que la transformée de Fourier
par rapport à x. Le résultat est donc une fonction ψ qui est Schwartz par rapport à x et
support compact par rapport à t. Nous pouvons donc écrire (32.372) en utilisant la fonction
(32.373) :

0 “
ż

R

pFuqp1q
t

´
x ÞÑ eit}x}2

φpxqχptq
¯
` ipFutq

´
x ÞÑ }x}2eit}x}2

φpxqχptq
¯
dt. (32.374)EqHPUyZFzEqHPUyZFz

Là dedans, χptq peut sortir à la fois de la transformée de Fourier et de l’application des
distributions ; il doit seulement rester dans l’intégrale. Dans le second terme nous allons
utiliser l’égalité (due entre autre à la proposition 30.85) : EqCRGfbLU

d

dt

`
ûtpeit}.}2

φq˘ “ d

dt

´
ut
`
Feit}.}2

φ
˘¯

(32.375a)

“ u
p1q
t

`
Feit}.}2

φ
˘` ut

ˆ B
BtFe

it}.}2
φ

˙
(32.375b)

“ pFup1q
t q

`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘` pFutq
`
x ÞÑ i}x}2eit}x}2

φpxq˘ (32.375c)

“ pFuqp1q
t

`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘` pFutq
`
x ÞÑ i}x}2eit}x}2

φpxq˘ lem. 30.86.
(32.375d)

21. Le candidat qui parvient à effectivement présenter ça comme développement, il est fort.
22. Proposition 29.20.
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Et là, magie c’est exactement ce qui est dans (32.374). Donc
ż

R

d

dt
ût
`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘χptqdt “ 0 (32.376)

pour toute fonctions à support compact χ. Donc la proposition 30.1 nous dit que

Btût
`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘ “ 0. (32.377)

C’est zéro partout et non seulement presque partout parce qu’en plus nous avons la continuité.
Par conséquent pour tout t P R nous avons

ût
`
x ÞÑ eit}x}2

φpxq˘ “ û0
`
x ÞÑ φpxq˘ “ 0. (32.378)

Et cela est vrai pour toute fonction φ P S pRdq. Nous considérons donc t0 P R et une fonction
θ P S pRdq pour construire

φpxq “ e´it0}x}2
θpxq. (32.379)

Nous avons alors ût0
`
x ÞÑ θpxq˘ “ 0, ce qui signifie que ût0 “ 0. Du coup pour tout θ P S pRdq

nous avons ut0pFθq “ 0, mais comme la transformée de Fourier est une bijection de S pRdq
(proposition 29.26) nous avons en fait ut0pθq “ 0 pour tout θ P S pRdq, c’est-à-dire ut0 “ 0
pour tout t0 P R et au final u “ 0.

32.12 Équations différentielles du premier ordre
Définition 32.52 (Équation différentielle du premier ordre).
Une équation différentielle du premier ordre est une équation qui, sur un intervalle donné,
I, décrit la relation entre une variable réelle, notée x ou t dans I, une fonction y : I Ñ R, et la
dérivée première de y qui on note y1.

Souvent on écrit «y1pxq “ une formule contenant x et ypxq», c’est à dire

y1pxq “ fpx, ypxqq, pour x P I, (32.380)ed_generaleed_generale

où f est une fonction de deux variables réelles.

Remarque 32.53.
La théorie des fonctions de deux variables ne sera pas abordée dans ce cours, nous allons nous
contenter de prendre f dans (32.380) comme une simple notation.

On peut presque toujours omettre d’écrire la dépendance de y en x et écrire simplement (32.380)
sous la forme y1 “ fpx, yq.
Définition 32.54 (Solution particulière d’une équation différentielle du premier ordre).
Une solution particulière de l’équation (32.380) sur l’intervalle I est une fonction z : I Ñ R

telle que :
(1) z est dérivable sur I ;
(2) z1pxq “ fpx, zpxqq, pour tout x P I.

Définition 32.55 (Solution générale d’une équation différentielle du premier ordre).
Résoudre une équation différentielle veut dire trouver l’ensemble qui contient toutes ses solutions
particulières. Cet ensemble s’appelle solution générale de l’équation.

Exemple 32.56. (1) Résoudre une équation du type y1pxq “ fpxq revient à trouver l’ensemble
des primitives de la fonction f , qui est donc la solution générale de cette équation. Il y a
donc une infinité de solutions particulières, déterminées par une constante additive.
Si fpxq “ sinpxq alors la solution générale sera Y “ t´ cospxq ` C : C P Ru.
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(2) L’équation
y1 “ y, x P R, (32.381)equation_exponentielleequation_exponentielle

a peut-être été abordée dans votre cours de terminale lors de la définition de la fonction
exponentielle. Sa solution générale est Y “ tCex : C P Ru. Ici aussi il y a une infinité de
solutions particulières.

△

Remarque 32.57.
La solution générale d’une équation différentielle du premier ordre est une famille à un paramètre
de fonctions.

Définition 32.58 (Équation différentielle du second ordre).
Une équation différentielle du second ordre est une équation qui, sur un intervalle donné, I,
décrit la relation entre une variable réelle, notée x ou t dans I, une fonction y : I Ñ R, et les
dérivées première et seconde de y qui on note y1 et y2 respectivement.

On utilise la forme générale

y2 “ fpx, y, y1q, pour x P I. (32.382)ed_generale_second_ordreed_generale_second_ordre

où f est une fonction de trois variables réelles.

On peut définir de manière analogue les équations différentielles d’ordre supérieur. Les défini-
tions de solution particulière et de solution générale se généralisent aux équations différentielles
d’ordre supérieur à un.

Définition 32.59 (Trajectoire).
La trajectoire tracée par une solution particulière y de l’équation (32.380) est le graphe de y en
tant que fonction de x.

Exemple 32.60.
Nous allons regarder de plus près l’équation (32.381), y1 “ y, pour tout x P R. Nous savons que
les solutions sont données par

Y “ tCex : C P Ru. (32.383)
Soient y1 et y2 deux solutions distinctes de cette équation. Les seules solutions qui s’annulent en
un point sont les solutions identiquement nulles. Nous supposons n’être pas dans ce cas y1 et y2
ne s’annulent pas.

Supposons qu’il existe un point x̄ tel que y1px̄q “ y2px̄q alors forcément y1px̄q{y2px̄q “ 1. Le
rapport y1px̄q{y2px̄q vaut C1{C2 et par conséquent C1 “ C2. Ce résultat contredit l’hypothèse que
les deux solutions soient distinctes. On a donc montré que deux trajectoires distinctes de cette
équation ne se croisent jamais.

La figure 32.1 représente quelques trajectoires de l’équation. Si on les avait tracées toutes elles
recouvriraient tout le plan. Cela veut dire que par tout point px, yq passe une et une seule trajectoire
de l’équation (32.381).

△

Définition 32.61 (Condition initiale).
Une condition initiale pour l’équation (32.380) sur l’intervalle I est un point px̄, ȳq P I ˆR.

On dit que la solution particulière z de (32.380) satisfait la condition initiale px̄, ȳq P I ˆR si
zpx̄q “ ȳ.

Définition 32.62 (Problème de Cauchy).
L’association d’une équation différentielle et d’une condition initiale est appelée problème de
Cauchy #

y1 “ fpx, yq, x P I,
ypx̄q “ ȳ.

(32.384)plme_cauchyplme_cauchy
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Figure 32.1: Quelques trajectoires de l’équation y1 “ y. LabelFigSBTooEasQsT

Remarque 32.63.
Sous des conditions assez générales qui seront toujours vérifiées dans ce cours, tout problème de
Cauchy admet une et une seule solution.

Pour passer de la solution générale d’une équation différentielle de premier ordre à une solution
particulière il faut choisir une valeur du paramètre. Comme il y a un seul paramètre une seule
condition (la trajectoire de la solution doit passer par un point fixe du plan) peut suffire. Pour une
équation différentielle de second ordre comme (32.382), nous aurons besoin de plus de conditions.
Sans rentrer dans les détails, nous allons constater ce fait dans l’exemple suivant.

Exemple 32.64.
La solution générale de l’équation

y2 “ ´y, (32.385)eq_expcompleq_expcompl

est Y “ tC1 cospxq ` C2 sinpxq : C1, C2 P Ru. Remarquez que l’équation est du second ordre et
que sa solution générale est une famille d’équations à deux paramètres réels. Ce sera toujours les
cas pour les équations abordées dans la section 32.15. Pour déterminer une solution particulière
de (32.385) il faut fixer les valeurs des deux paramètres et donc, en général, il sera nécessaire de
donner deux conditions. △

Remarque 32.65.
Une condition comme yp0q “ 4 nous dit que la constante C1 “ 4 mais elle ne nous permet pas de
trouver C2. Il y a donc une infinité de solutions de (32.385) qui satisfont à la condition yp0q “ 4.

On peut fixer les deux conditions de deux manières différentes.
(1) Problème de Cauchy : on fixe une terne de valeurs réels x̄, ȳ, ȳ1 et on cherche la solution telle

que ypx̄q “ ȳ, y1px̄q “ ȳ1.

Exemple 32.66.
Les conditions yp0q “ 4, y1p0q “ 15 permettent de trouver la solution zpxq “ 4 cospxq `
15 sinpxq. △

(2) Problème aux bords : on fixe deux points dans le plan x-y, A “ px̄, ȳ) et B “ px̃, ỹq, et on
cherche la solution dont la trajectoire passe par A et B, c’est à dire, on impose ypx̄q “ ȳ,
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ypx̃q “ ỹ.

Exemple 32.67.
Les conditions yp0q “ 4, ypπ{2q “ 15 permettent de trouver la solution zpxq “ 4 cospxq `
15 sinpxq. △

32.13 Premier ordre, variables séparables
Pour certaines équations différentielles la recherche d’une solution particulière se réduit à une

recherche de primitive moyennant un changement de variables.

Définition 32.68 (Équation différentielle du premier ordre à variables separables).
Une équation différentielle du premier ordre à variables séparables est une équation qui,
pour tous les x dans un intervalle donné, I, peut se mettre sous la forme

fpyqy1 “ gpxq, (32.386)eq_var_sepeq_var_sep

où f et g sont deux fonctions de R dans R.

Nous pouvons intégrer les deux côtés de l’égalité par rapport à x et obtenir
ż
fpypxqqy1pxq dx “ Gpxq ` C,

où G est une primitive de g et C une constante réelle. Il est facile à ce point d’effectuer un
changement de variable dans le membre de gauche de l’équation en posant (sans surprise) y “ ypxq
et donc y1pxq dx “ dy.

ż
fpypxqqy1pxq dx “

ż
fpyq dy “ F pypxqq ` C,

où F est une primitive de f et C une constante réelle. En somme nous avons

F pypxqq “ Gpxq ` C,
et, si F admet une fonction réciproque, alors

ypxq “ F´1pGpxq ` Cq. (32.387)

Remarque 32.69.
L’expression de F´1 peut être difficile à calculer. Il sera alors préférable de garder y dans la forme
implicite.

Exemple 32.70.
L’équation

3y2y1 “ x, pour tout x P R, (32.388)ex_un_var_sepex_un_var_sep

est une équation à variables séparables. Pour reprendre les notations du début du chapitre, ici
fpyq “ 3y2 et gpxq “ x. En intégrant de deux côtés on trouve

y3 “ x2

2 ` C.

La fonction F pyq “ y3 est une bijection de R dans R, donc nous pouvons écrire la solution générale
de l’équation (32.388) dans la forme

Y “
#ˆ

x2

2 ` C
˙1{3

tel que C P R
+
.

△
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Exemple 32.71.
En intégrant de deux côtés l’équation à variables séparables

2yy1 “ x, pour tout x P R, (32.389)

on trouve
y2 “ x2

2 ` C.

La fonction F pyq “ y2 est n’est pas inversible sur tout R, et on sait que
a
y2 “ |y|. Au moment

de rendre y explicite on doit choisir entre

y “
ˆ
x2

2 ` C
˙1{2

ou y “ ´
ˆ
x2

2 ` C
˙1{2

.

Ce choix se fait suivant la condition initiale, si elle est donnée. Si il n’y a pas de condition initiale
nous pouvons écrire que la solution générale est l’ensemble

Y “
"
y : RÑ R tels que y2 “ x2

2 ` C et C P R
*
.

△

Exemple 32.72.
On considère le problème de Cauchy

#
eyy1 “ 1

x`3 , x Ps ´8,´3r,
yp´4q “ 0.

(32.390)

En intégrant des deux côtés nous trouvons

ey “ lnp|x` 3|q ` C.

Nous pouvons alors imposer la condition initiale et obtenir e0 “ lnp| ´ 4 ` 3|q ` C, c’est à dire
C “ 1´ lnp1q “ 1.

Remarque 32.73.
L’énoncé du problème de Cauchy dit que x peut varier dans s´8,´3r, mais nous voyons maintenant
que la solution n’est pas définie sur toute la demi-droite, parce que ey est toujours positif et
lnp|x` 3|q ` 1 est positif seulement pour x ă ´p1{e` 3q « ´3, 3679.

Donc la solution du problème de Cauchy est ypxq “ lnp|x` 3|q` 1 pour tout x Ps´8,´p1{e`
3qr. △

exemple_eq_hom

Exemple 32.74.
Attention, cet exemple est le plus important de la section !

On considère l’équation à variables séparables

y1 “ sinpxqy, x P R. (32.391)EqYNXooFzYeZSEqYNXooFzYeZS

Dans ce cas, pour pouvoir écrire l’équation dans la forme (32.386) il faut pouvoir multiplier les
deux côtés par 1{y. Il faut donc éliminer tout de suite le cas où y “ 0.

Si y “ 0 alors y1 “ 0 et on a une solution constante (on dit souvent : une solution stationnaire)
de l’équation. Par ailleurs les trajectoires des solutions ne peuvent pas se croiser ; donc si yG est
une solution non nulle de l’équation (32.391) alors yGpxq ‰ 0 pour tout x 23. Il n’y a donc aucun
danger à diviser par y dans la recherche d’une solution non identiquement nulle.

23. Ça vaut la peine de prendre un peu de temps pour bien comprendre cela.
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Supposons maintenant que y ‰ 0 et écrivons y1{y “ sinpxq. En intégrant des deux côtés on
trouve

lnp|y|q “ ´ cospxq ` C,
d’où

|y| “ e´ cospxq`C “ eCe´ cospxq.

Si on avait imposé une condition initiale alors on pourrait déterminer une solution particulière
de l’équation en choisissant une valeur de la constante C. Nous pouvons observer cependant que
la fonction exponentielle est bijective de R dans R`,‹ et par conséquent il n’y a pas de perte de
généralité en disant que la solution générale de l’équation est

Y “
!
y : |y| “ Ke´ cospxq, pour K P R`,‹

)
Y ty ” 0u.

Il n’empêche qu’il serait plus élégant d’écrire la solution générale de l’équation sous une forme plus
explicite, sans valeur absolue. Nous pouvons le faire en nous nous rappelant que

|x| “
#
x si x ě 0,
´x si x ă 0,

Il suffit alors d’autoriser K dans R‹ pour éliminer la valeur absolue.
Pour écrire la solution générale de façon encore plus compacte nous observons que si K “ 0

alors y ” 0, c’est à dire, on retrouve la solution constante nulle.
Finalement, la solution générale de cette équation sera toujours écrite sous la forme suivante

Y “
!
y “ Ke´ cospxq, pour K P R

)
. (32.392)

△

32.14 Équations différentielles linéaires du premier ordre
Définition 32.75 (Équation différentielle linéaire du premier ordre).
Soit I Ă R un intervalle .

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de
la forme

apxqy1 ` bpxqy “ cpxq, pour x P I, (32.393)eq_lin_ordre_uneq_lin_ordre_un

où a, b, c sont des fonctions de R dans R et a ‰ 0 pour tout x P I .
On dit que a, b, c sont les coefficients de l’équation (32.393).

remarque_lineaire

Remarque 32.76.
Une fonction f : R Ñ R est dite linéaire si pour tout x1, x2 dans R et pour tout couple de
constantes λ et µ on a

fpλx1 ` µx2q “ λfpx1q ` µfpx2q. (32.394)eq_lineariteeq_linearite

Ces équations différentielles sont dites linéaires parce que la partie de l’équation qui contient y (le
membre de gauche) satisfait la propriété (32.394) par rapport à y. En effet par les propriétés de la
dérivée nous avons que

apxqpλy1 ` µy2q1 ` bpxqpλy1 ` µy2q “ λpapxqy1
1 ` bpxqy1q ` µpapxqy1

2 ` bpxqy2q.
Définition 32.77.
L’équation (32.393) est dite homogène quand c est la fonction nulle. Si (32.393) n’est pas homo-
gène on dit que l’équation

apxqy1 ` bpxqy “ 0, (32.395)eq_lin_ordre_un_homeq_lin_ordre_un_hom

est son équation homogène associée.
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Toute équation linéaire du premier ordre homogène est une équation du premier ordre à va-
riables séparables, comme nous en avons vu l’exemple 32.74. Nous n’allons pas répéter les détails
du procédé pour trouver sa solution générale, qui aura la forme suivante

À retenir 32.78

Yh “
"
Ke

´ ş bpxq

apxq
dx : K P R

*
. (32.396)solgeneqlinordre1solgeneqlinordre1

Proposition 32.79. (1) Soit yp une solution particulière de l’équation (32.393) et yh une solution
particulière de l’équation homogène associée (32.395). Alors la fonction somme z “ yp ` yh
est encore une solution particulière de l’équation (32.393).

(2) Soient y1 et y2 deux solutions particulières de (32.393). Alors la fonction différence w “
y1 ´ y2 est une solution particulière de (32.395).

Démonstration. (1)

apxq pyp ` yhq1 ` bpxq pyp ` yhq ´ cpxq “
`
apxqy1

p ` bpxqyp ´ cpxq
˘` `

apxqy1
h ` bpxqyh

˘ “ 0.
(32.397)

(2)

apxq py1 ´ y2q1 ` bpxq py1 ´ y2q “
`
apxqy1

1 ` bpxqy1 ´ cpxq
˘´ `

apxqy1
2 ` bpxqy2 ´ cpxq

˘ “ 0.
(32.398)

Cette proposition permet de démontrer le théorème suivant, qui est le plus important de cette
section.

Théorème 32.80.
Soit yp une solution particulière de l’équation (32.393) et Yh la solution générale de l’équation
(32.395), alors la solution générale de l’équation (32.393) est l’ensemble

Y “ Yh ` yp “ tz “ yh ` yp : y “ h P Yhu . (32.399)

À retenir 32.81
La résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre comporte trois étapes :

(1) résolution de l’équation homogène associée ;
(2) recherche d’une solution particulière de l’équation non homogène ;
(3) somme de la solution générale de l’équation homogène et de la solution particulière

trouvée au point précédent.

La partie qui nous manque encore est de savoir comment trouver une solution particulière de
l’équation non homogène (32.393). Si la fonction c dans (32.393) est une constante ou un polynôme
simple, ou une exponentielle alors on peut essayer de deviner. Cette méthode cependant n’est pas
la plus sure pour des débutants.

Exemple 32.82.
On considère l’équation

y1 ´ 5y “ 10, x P R. (32.400)



32.14. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES DU PREMIER ORDRE 2463

Comme tous les coefficients de l’équation sont constants on peut essayer de trouver une solution
constante.

Toutes les fonctions constantes ont une dérivée nulle, par conséquent, si une solution constante
existe elle doit satisfaire ´5y “ 10, ce qui veut dire que la solution constante est ypxq ” ´2. △

Exemple 32.83.
On considère l’équation

xy1 ` y “ x` 1, x P R`,‹. (32.401)
Comme le membre de droite de l’équation est un polynôme de degré un on cherche une solution
de la forme ypxq “ Ax`B avec A et B dans R.

Par substitution on obtient Ax ` pAx ` Bq “ x ` 1, c’est-à-dire que une solution particulière
de l’équation est ypxq “ x{2` 1. △

Exemple 32.84.
L’équation

xy1 ´ y “ x` 1, x P R`,‹. (32.402)
ressemble beaucoup à celle de l’exemple précédent, cependant il n’existe pas un polynôme de degré
un qui en soit solution.

Dans un cas comme celui-ci, il faut rapidement abandonner la divination et replier sur la
méthode, plus technique mais plus sure, dite variation de la constante. △

32.14.1 Méthode de variation de la constante

— Soit Yh la solution générale de l’équation homogène associé à (32.393). Il s’agit d’une famille
à un paramètre de fonctions. La première étape de cette méthode consiste à construire
un candidat solution particulière yp en remplaçant le paramètre dans Yh par une fonction
C : RÑ R à déterminer.

Exemple 32.85.
L’équation homogène associée à y1 ´ y “ cospxq est y1 ´ y “ 0, dont la solution générale
est Yh “ tCex : C P Ru. Le candidat solution sera alors yp “ Cpxqex, avec C fonction à
déterminer. △

— La deuxième étape de cette méthode consiste à injecter yp dans l’équation. Cela permet de
trouver une équation différentielle à variables séparables pour C, en principe plus facile à
résoudre que l’équation de départ.

Exemple 32.86.
On continue avec l’exemple précédent. On a y1

p “ C 1pxqex ` Cpxqex, d’où

pC 1pxqex ` Cpxqexq ´ Cpxqex “ cospxq,
c’est-à-dire

C 1pxq “ cospxqe´x.

△

— La troisième étape de la méthode consiste à trouver une solution particulière de l’équation
différentielle pour C et, par conséquent déterminer une yp.

Exemple 32.87.
La solution générale de

C 1pxq “ cospxqe´x.

est C “
!
e´1 psinpxq´cospxqq

2 `K : K P R
)

. Il nous suffit une solution particulière, nous pou-

vons donc choisir K “ 0 et alors la solution particulière de (32.393) sera yppxq “ sinpxq´cospxq
2 .

△
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Remarque 32.88.
Le plus souvent en intégrant l’équation pour C on en trouvera la solution générale. Dans ce cas
on peut remplacer C par cette solution générale et obtenir d’un seul coup la solution générale
de l’équation (32.393) , c’est-à-dire sans faire la somme entre la solution générale de l’homogène
associée et la solution particulière.

Exemple 32.89.
Dans l’exemple qu’on vient de voir la solution générale de (32.393) est

Y “ Yh ` yp “
"
Cex ` psinpxq ´ cospxqq

2 : C P R
*
. (32.403)

On obtient le même résultat est écrivant Y “
!
e´x

´
e´1 psinpxq´cospxqq

2 `K
¯

: K P R
)

. Notez qu’on
a changé le nom du paramètre de C à K seulement pour souligner qu’on obtient de même résultat
par deux chemins différents, sinon les deux expressions sont équivalentes ! △

32.15 Équations différentielles linéaires du second ordre
Secordredeux

Définition 32.90 (Équation différentielle linéaire du second ordre).
Une équation différentielle linéaire du second ordre est une équation différentielle de la
forme

apxqy2 ` bpxqy1 ` cpxqy “ dpxq, pour x P I, (32.404)eq_lin_ordre_deuxeq_lin_ordre_deux

où a, b, c et d sont des fonctions de R dans R et a ‰ 0 pour tout x P I .
On dit que a, b, c et d sont les coefficients de l’équation (32.404).

Dans ce cours nous allons étudier exclusivement le cas où a, b et c sont des fonctions constantes.

Définition 32.91 (Équation différentielle linéaire du second ordre homogène).
Une équation différentielle linéaire du second ordre homogène est une équation différen-
tielle de la forme (32.404), telle que le coefficient d est nul.

À toute équation de la forme (32.404) on peut associer une équation homogène exactement
comme on a fait dans la section précédente pour les équations linéaires du premier ordre.

32.15.1 Équations différentielles linéaires du second ordre homogènes à coeffi-
cients constants

Remarque 32.92.
L’application qui à la fonction y fait correspondre apxqy2 ` bpxqy1 ` cpxqy est linéaire, au sens de
la remarque 32.76.

Cela nous dit en particulier, que si y1 et y2 sont deux solutions de l’équation homogène alors
toute leur combinaison de la forme z “ λy1 ` µy2, avec λ et µ dans R, est encore une solution.

Jusqu’ici nous avons toujours travaillé avec des fonctions définies sur R et à valeurs dans R.
Dans cette section nous nous autorisons à passer par des fonctions définies sur R et à valeurs
dans C, mais cela sera uniquement une étape dans nos calculs. Au final toutes les solutions
que nous allons considérer sont des fonctions à valeurs dans R.

La solution générale à valeurs dans les complexes d’une équation de ce type a la forme

YCh “ tC1e
r1x ` C2e

r2x : C1, C2 P C, x P Iu , (32.405)sol_gen_ordre_deux_homsol_gen_ordre_deux_hom

où r1 et r2 sont aussi des nombres complexes. Remarquez que la solution générale est une famille
à deux paramètres. Il faut aussi observer que en tout cas l’intervalle I dans lequel varie x est un
intervalle dans R, parce que I est une des données du problème.
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À partir de cette information nous pouvons, pour toute équation donnée, chercher la solution
générale complexe par substitution. Il suffit de remplacer y dans l’équation par erx et chercher
les valeurs de r qui nous conviennent.

Si notre équation de départ est

ay2 ` by1 ` cy “ 0, pour x P I, (32.406)eq_lin_ordre_deux_homeq_lin_ordre_deux_hom

alors la substitution nous donne
erx

`
ar2 ` br ` c˘ “ 0.

Il est connu que la fonction exponentielle ne prend pas la valeur 0, par conséquent ce qui s’annule
est le polynôme de degré deux ar2` br` c. Il est donc très facile de trouver les valeurs de r qu’on
pourra utiliser comme r1 et r2 dans la solution générale complexe.
Si b2 ´ 4ac ą 0 : le polynôme admet deux solutions réelles et distinctes, r1 et r2 ;
Si b2 ´ 4ac ă 0 : le polynôme admet deux solutions complexes conjuguées, r1 “ α ` iβ et r2 “

α´ iβ ;
Si b2 ´ 4ac “ 0 : le polynôme admet une solution réelle double r “ r1 “ r2.
Il faut maintenant écrire la solution générale réelle de l’équation, qui est celle que nous intéresse
vraiment. La façon de l’obtenir est différente dans les trois cas.
Si b2 ´ 4ac ą 0 : la solution générale réelle a la même forme que la solution complexe, (32.405),

il suffit de prendre les paramètres C1 et C2 dans R plutôt que dans C.

Yh “ tC1e
r1x ` C2e

r2x : C1, C2 P R, x P Iu , (32.407)sol_gen_reelle_ordre_deux_homsol_gen_reelle_ordre_deux_hom

Si b2 ´ 4ac ă 0 : le polynôme admet deux solutions complexes conjuguées, r1 “ α ` iβ et r2 “
α´ iβ ; Il faut alors utiliser les formules suivantes

eα`iβ “ eαpcospβq ` i sinpβqq
eα´iβ “ eαpcospβq ´ i sinpβqq. (32.408)

La somme er1x ` er2x, où x est dans I P R, vaut

epα`iβqx ` epα´iβqx “ eαxpcospβxq ` i sinpβxqq ` eαxpcospβxq ´ i sinpβxqq “ 2eαx cospβxq

et la différence er1x ´ er2x vaut

epα`iβqx ´ epα´iβqx “ eαxpcospβxq ` i sinpβxqq ´ eαxpcospβxq ´ i sinpβxqq “ 2eαx sinpβxq.

Par ces deux calculs élémentaires nous avons trouvé deux fonctions à valeurs dans R qui
n’ont pas de zéros en commun. Elles sont les génératrices de la famille des solutions réelles
de l’équation différentielle (la solution générale)

Yh “ teαx pC1 cospβxq ` C2 sinpβxqq : C1, C2 P R, x P Iu , (32.409)sol_gen_reelle_ordre_deux_hom_complconjsol_gen_reelle_ordre_deux_hom_complconj

Si b2 ´ 4ac “ 0 : le polynôme admet une solution réelle double r “ r1 “ r2. Dans ce cas la solution
générale de l’équation est la famille

Yh “ tpC1 ` C2xqerx : C1, C2 P R, x P Iu . (32.410)sol_gen_reelle_ordre_deux_hom_doubleracsol_gen_reelle_ordre_deux_hom_doublerac

Pour justifier cette formule nous observons d’abord que toute fonction x ÞÑ Cerx, pour
C P R est une solution de l’équation différentielle (par construction). Ensuite nous utilisons
la méthode de variation de la constante. On trouve rapidement que si une fonction de la forme
x ÞÑ Cpxqerx est une solution alors Cpxq est un polynôme de degré au plus 1, c’est-à-dire
Cpxq “ C1 ` C2x avec C1 et C2 dans R.
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32.15.2 Linéaires du second ordre à coefficients constants, non homogènes

Nous ne présentons pas une méthode générale pour la résolution de ces équations. Comme dans
le cas des équations différentielles linéaires du premier ordre non homogènes, la solution générale
de (32.404) est donnée par la somme d’une solution particulière et de la solution générale de
l’équation homogène associée. La recherche d’une solution particulière est facilitée par le fait que
les coefficients de (32.404) sont supposés constants, c’est-à-dire que a, b et c sont des fonctions
constantes. Il faut essayer de deviner la forme d’une solution particulière à partir de la forme du
second membre de l’équation, la fonction d. Si d est un polynôme il faut essayer avec un polynôme
du même degré, si d est une exponentielle, par exemple dpxq “ e5x, on pourra essayer avec un
multiple de la même fonction exponentielle, dans l’exemple fpxq “ ke5x, avec k à determiner. Si d
est une combinaison linéaire de sinus et cosinus, comme par exemple 12 cospxq ` 2 sinpxq, on peut
essayer avec k1 cospxq ` k2 sinpxq.
Exemple 32.93.
On considère l’équation différentielle

y2 ` 12y1 ` 36y “ ´192e2x, x P R. (32.411)exemple_non_homexemple_non_hom

Son équation homogène associée est

y2 ` 12y1 ` 36y “ 0, (32.412)exemple_hom_assexemple_hom_ass

dont le polynôme caractéristique est r2` 12r` 36. Ce polynôme admet une racine double, qui est
´6, par conséquent la solution générale de (32.412) est

Yh “
␣pC1 ` C2xqe´6x : C1, C2 P R, x P R

(
.

Le membre de droite de (32.411) est une fonction exponentielle, nous allons donc chercher une
solution particulière de (32.411) de la forme fpxq “ ke2x. Par substitution nous trouvons

ke2xp4` 12ˆ 2` 36q “ ´192e2x,

ce qui veut dire que k doit être ´3.
La solution générale de l’équation (32.411) est donc

Y “ ␣pC1 ` C2xqe´6x ´ 3e2x : C1, C2 P R, x P R
(
.

△

Exemple 32.94.
Nous allons résoudre l’équation

y2 ` 12y1 ` 36y “ 12 cospxq ` 2 sinpxq, x P R. (32.413)

Cette équation a comme homogène associée l’équation (32.412), comme dans l’exemple précé-
dent. Il nous suffit donc de trouver une solution particulière de (32.411).

Nous pouvons essayer avec fpxq “ k1 cospxq ` k2 sinpxq. Par substitution on trouve

´pk1 cospxq ` k2 sinpxqq ` 12 p´k1 sinpxq ` k2 cospxqq ` 36 pk1 cospxq ` k2 sinpxqq
“ 12 cospxq ` 2 sinpxq

Cette équation doit être satisfaite pour toute valeur de x, en particulier pour x “ 0 et x “ π{2.
Cela revient à considère séparément les coefficients des fonctions sinus et cosinus. Il faut alors que
k1 et k2 soient solutions du système

#
´k1 ` 12k2 ` 36k1 “ 12,
´k2 ´ 12k1 ` 36k2 “ 2.
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On trouve k1 “ 396{1369 et k2 “ 214{1369, et la solution générale de notre équation est

Y “
"
pC1 ` C2xqe´6x ` 396

1369 cospxq ` 214
1369 sinpxq : C1, C2 P R, x P R

*
.

△

Exemple 32.95.
Nous allons résoudre l’équation

y2 ` 12y1 ` 36y “ 10x2 ` 3, x P R. (32.414)

Cette équation a comme homogène associée l’équation (32.412), comme dans l’exemple précé-
dent. Il nous suffit donc de trouver une solution particulière de (32.411).

Nous pouvons essayer avec fpxq “ k1x2 ` k2x` k3. Par substitution on trouve

p2k1q ` 12 p2k1x` k2q ` 36
`
k1x

2 ` k2x` k3
˘ “ 10x2 ` 3.

Pour trouver les bonnes valeurs des coefficients nous devons résoudre le système
$
’&
’%

36k1 “ 10,
24k1 ` 36k2 “ 0,
2k1 ` 12k2 ` 36k3 “ 3,

ce qui donne k1 “ 5{18, k2 “ ´5{27 et k3 “ 7{54. La solution générale de notre équation est

Y “
"
pC1 ` C2xqe´6x ` 5

18x
2 ´ 5

27x`
7
54 : C1, C2 P R, x P R

*
.

△

32.16 Fonction de Green

Soit l’équation différentielle
"
y2pxq “ gpxq (32.415a)
yp0q “ yp1q “ 0 (32.415b)

pour x P s0, 1r et où g est continue sur s0, 1r.
Nous définissons la fonction de Green

Gpx, tq “
#
tpx´ 1q si 0 ď t ď x ď 1
xpt´ 1q si 0 ď x ď t ď 1,

(32.416)

et nous allons montrer que

ypxq “
ż 1

0
Gpx, tqgptqdt (32.417)EQooCOFDooERUIheEQooCOFDooERUIhe

est l’unique solution.

(1) Unicité
Si y1 et y2 sont des solutions, alors y2

1 “ y2
2 et donc y1pxq “ y2pxq ` ax ` b. Les conditions

aux bords donnent alors 0 “ y1p0q “ y2p0q ` b “ b. D’où b “ 0. En imposant y1p1q “ 0 nous
trouvons alors immédiatement a “ 0, ce qui donne y1 “ y2.
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(2) Existence
Il est vite vérifié qu’avec (32.417) nous avons yp0q “ yp1q “ 0 parce que Gp0, tq “ Gp1, tq “ 0
pour tout t. Nous fixons une valeur pour x P s0, 1r et nous découpons l’intégrale :

ypxq “
ż x

0
Gpx, tqgptqdt`

ż 1

x
Gpx, tqgptqdt. (32.418)

Pour calculer y1pxq, il faut dériver à la fois à travers l’intégrale et dans la borne. Si vous
connaissez une formule pour faire cela, c’est bien pour vous. Nous allons faire ça à la main
et poser

Ipx, yq “
ż y

0
tpx´ 1qgptqdt. (32.419)

La dérivation de I par rapport à x se fait en utilisant le théorème 17.28 :

BI
Bxpx, yq “

ż y

0
tgptqdt. (32.420)

Pour la dérivation par rapport à y, il s’agit du théorème fondamental de l’analyse, plus
précisément le lien primitive et intégrale de la proposition 14.264 :

BI
By px, yq “ ypx´ 1qgpyq. (32.421)

Maintenant nous considérons la fonction φIpxq “ Ipx, xq. Elle satisfait à

φ1
Ipxq “

BI
Bxpx, xq `

BI
By px, xq “

ż x

0
tgptq ` xpx´ 1qgpxq. (32.422)

Le même jeu avec Jpx, yq “ ş1
y xpt´ 1qgptqdt donne

φ1
Jpxq “

ż x

0
pt´ 1qgptqdt´ xpx´ 1qgpxq. (32.423)

En remettant les bouts ensemble,

y1pxq “
ż x

0
tgptqdt`

ż x

1
p1´ tqgptqdt. (32.424)

Le calcul de la dérivée seconde donne alors

y2pxq “ xgpxq ` p1´ xqgpxq “ gpxq. (32.425)

Nous pouvons aussi, sur cette équation, estimer la variation de la solution en termes d’une
variation de g. Soit donc une fonction continue δg sur r0, 1s et g̃ “ g ` δg. Nous considérons
l’équation différentielle

"
ỹ2pxq “ g̃pxq (32.426a)
ỹp0q “ ỹp1q “ 0. (32.426b)

Par ce que nous venons de faire, l’unique solution est

ỹpxq “
ż 1

0
Gpx, tqg̃ptqdt “

ż 1

0
Gpx, tqgptqdt`

ż 1

0
Gpx, tqδgptqdt “ ypxq ` δypxq (32.427)

où δy est une fonction continue ainsi définie :

δypxq “
ż 1

0
Gpx, tqδgptqdt. (32.428)
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Supposons que }δg}8 “ ϵ. Alors des majorations donnent

|δypxq| ď ϵ

ż 1

0
|Gpx, tq|dt “ ϵp1´ xq

ż x

0
tdt` ϵx

ż 1

x
p1´ tqdt “ ϵ

2xp1´ xq. (32.429)EQooRJZPooCSlUGiEQooRJZPooCSlUGi

Mais la fonction x ÞÑ xp1´xq a son maximum en x “ 1
2 , donc nous pouvons donner une majoration

indépendante de x :
}δy}8 ď 1

8}δg}8. (32.430)EQooTWQHooUPYRucEQooTWQHooUPYRuc

Notons que la majoration (32.430) en norme uniforme a l’air plus impressionnante, mais la majo-
ration (32.429) donnant une majoration séparée pour chaque x est en réalité plus précise.
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Chapitre 33

Équations aux dérivées partielles

33.1 Symbole principal, équation des caractéristiques

Soit l’équation différentielle semi-linéaire d’ordre k
ÿ

|α|“k
aαpxqpBαuqpxq ` F

´
x, upxq, pDuqpxq, . . . , pDk´1uqpxq

¯
“ 0 (33.1)EQooEZXSooOxZTFiEQooEZXSooOxZTFi

pour la fonction u : Rd Ñ R.
DEFooWPGHooNIMAuS

Définition 33.1.
Le symbole principal de l’équation (33.1) est l’application

σ : Rd ˆRd Ñ R

px, ξq ÞÑ
ÿ

|α|“k
aαpxqξα (33.2)

où si α “ pα1, . . . , αdq et ξ “ pξ1, . . . , ξdq alors ξα “ ξα1
1 . . . ξαd

d .
DEFooYYNOooZlZMxu

Définition 33.2.
Une caractéristique de l’équation (33.1) est une surface S de Rd donnée par l’équation ϕpxq “ 0
où ϕ satisfait à

"
σ
`
x,∇ϕpxq˘ “ 0 (33.3a)

∇ϕpxq ‰ 0 (33.3b)

pour tout x P S. Ici, σ est le symbole principal (définition 33.1) de l’équation différentielle.

33.2 Méthode des caractéristiques pour l’ordre 1
SECooHKSLooOCYNDz

Nous[717, 718] voulons étudier l’équation d’ordre 1

apx, yqBuBxpx, yq ` bpx, yq
Bu
By px, yq ` cpx, yqupx, yq “ fpx, yq (33.4)EQooGJKZooCCEpRjEQooGJKZooCCEpRj

Le champ de vecteurs associé à cette équation est

v “
ˆ
a
b

˙
, (33.5)

et l’équation peut être écrite sous la forme

pv· ∇uq ` cu “ f. (33.6)

2471
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DEFooNYVSooZRjNcH

Définition 33.3.
Le flot de ce champ de vecteurs sont les courbes paramétriques γptq “ `

xptq, yptq˘ vérifiant γ1ptq “
v
`
γptq˘.

Les équations du flot pour l’équation (33.4) sont EQooURBTooVdFzZR

#
x1ptq “ a

`
xptq, yptq˘ (33.7a)

y1ptq “ b
`
xptq, yptq˘. (33.7b)

Ce sont des équations différentielles ordinaires. Un système de deux équations couplées du premier
ordre.

Quel est l’intérêt du flot ? Nous allons voir que sur la ligne t ÞÑ γptq, la fonction u est constante.
Or des solutions γ au système (33.7), il y en aura plusieurs : une pour chaque valeur des constantes
d’intégration. Pour peu que ces lignes recouvrent tout le plan, nous pourrons résoudre l’équation
de départ ligne par ligne.

Nous posons

ũptq “ u
`
xptq, yptq˘ (33.8a)

c̃ptq “ c
`
xptq, yptq˘ (33.8b)

f̃ptq “ f
`
xptq, yptq˘. (33.8c)

La fonction ũ est une fonction R Ñ R normale qui se dérive normalement, en suivant la règle de
dérivation des fonctions composées :

ũ1ptq “ BuBx
`
xptq, yptq˘x1ptq ` BuBy

`
xptq, yptq˘y1ptq (33.9a)

“ a
Bu
Bx ` b

Bu
By (33.9b)

“ f
`
xptq, yptq˘´ c`xptq, yptq˘u`xptq, yptq˘ (33.9c)

“ f̃ptq ´ c̃ptqũptq. (33.9d)

Nous avons pour ũ l’équation différentielle ordinaire

ũ1 ` c̃ũ “ f̃ (33.10)

qui est résolue par la proposition 32.11.

33.2.1 Un exemple complet un peu minimal

Nous considérons l’équation différentielle[717]

Bu
Bx ´

Bu
By ´ px´ yqu “ 0. (33.11)

Et nous allons la résoudre.
Les équations du flot, sont simples parce que les coefficients sont des constantes : x1ptq “ 1,

y1ptq “ ´1. Donc

xptq “ t` C1 (33.12a)
yptq “ ´t` C2. (33.12b)

À priori nous avons une caractéristique pour chaque choix de pC1, C2q et nous espérons que le tout
recouvre le plan R2. En fait seule une des deux constantes doit être laissée libre, l’autre consiste
seulement en décaler le paramètre t. Nous posons donc C1 “ 0 et nous considérons les courbes
caractéristiques

γCptq “
ˆ

t
´t` C

˙
. (33.13)
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Ces courbes recouvrent bien tout le plan. Pour savoir les valeurs de u sur la courbe γC , nous devons
résoudre l’équation différentielle ordinaire

ũ1
C ` c̃ũC “ f̃ , (33.14)

en sachant que c̃ptq “ c
`
xptq, yptq˘ “ ´`xptq ´ yptq˘ “ 2t ´ C. Cela se fait en suivant la méthode

décrite dans l’exemple 32.9 et résumée dans la proposition 32.11.
En termes de notations, ũCptq “ u

`
γCptq

˘
. Récrivons l’équation :

ũ1ptq ´ p2t´ Cqũptq “ 0. (33.15)

La méthode pour la résoudre est de mettre les ũ d’un côté et les t de l’autre :

ũ1

u
“ 2t´ C. (33.16)

En intégrant par rapport à t des deux côtés,

lnpũq “ t2 ´ Ct`KC , (33.17)

c’est-à-dire (avec redéfinition de KC)

ũptq “ KCe
t2´Ct (33.18)

ou encore
u
`
γCptq

˘ “ KCe
t2´Ct (33.19)EQooSSTJooEQfRnPEQooSSTJooEQfRnP

où C est le paramètre que nous déterminons en sachant sur quelle caractéristique se trouve le point
px, yq où nous voulons calculer upx, yq et K est une constante (strictement positive parce que si
vous avez suivi le mouvement, c’est une exponentielle) qui doit être déterminée par les conditions
initiales. Dès que K est fixé pour un des points de la courbe γC , alors il est fixé pour tous les
points.

Ce que nous avons obtenu est qu’il existe un KC tel que pour tout t nous avons

u
`
γCptq

˘ “ KCe
t2´Ct. (33.20)

Soit donc un point px0, y0q P R2. Nous devons d’abord déterminer où ce point se trouve par
rapport aux caractéristiques, c’est-à-dire quelle est la valeur de C pour laquelle px0, y0q est sur la
courbe γC , et ensuite déterminer pour quelle valeur de t nous aurons γCptq “ px0, y0q. À résoudre :

γCpt0q “
ˆ

t0
´t0 ` C

˙
“
ˆ
x0
y0

˙
. (33.21)

Donc t0 “ x0 et C “ x0 ` y0. En reprenant (33.19) nous avons

u
`
γCpt0q

˘ “ Kex
2
0´px0`y0qx0 “ Ke´x0y0 . (33.22)

Pour peu que des conditions soient données sur chaque caractéristique, nous pouvons déterminer
K. Attention : ce K est une constante d’intégration de l’équation différentielle ordinaire pour ũ.
Donc elle n’est valable que sur chaque caractéristique séparément. Cela n’est donc pas du tout une
constante sur R2.

Nous pouvons maintenant écrire la solution générale de l’équation de départ. L’équation car-
tésienne de la courbe γC est

x` y “ C. (33.23)

Donc K est une fonction de x` y, pas de x et y séparément. Cela est important à comprendre. À
priori nous avons

upx, yq “ Kpx, yqe´xy (33.24)

où Kpx, yq est constante sur la courbe γC contenant px, yq. Nous avons
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— si x1 ` y1 “ x2 ` y2,
— alors il existe C tel que px1, y1q et px2, y2q sont sur γC ,
— alors Kpx1, y1q “ Kpx2, y2q.

Donc il existe une fonction RÑ R telle que Kpx, yq “ fpx` yq.
Au final, la solution générale de l’équation est

upx, yq “ fpx` yqe´xy (33.25)

où f est une fonction à déterminer par les conditions initiales qui peuvent être données. Typi-
quement nous espérons que les conditions imposent une et une seule valeur de u sur chacune des
courbes γC .

33.2.2 Un théorème d’existence et d’unicité

La méthode des caractéristiques donne essentiellement une preuve de l’unicité des solutions
aux équations de transport, et une méthode pour construire cette solution. En effet, la procédure
suivante permet de construire upx0, y0q.

— Trouver la caractéristique passant par le point px0, y0q
— Calculer en quel point elle passe par une condition initiale donnée.
— Attribuer à upx0, y0q la valeur trouvée sur la caractéristique là où elle passe par une condition

initiale.
Rien ne permet à priori de savoir que cette procédure construit effectivement une solution. En
particulier, comment calculer Bxu ? Le quotient différentiel serait

Bu
Bxpx, yq “ lim

ϵÑ0

upx` ϵ, yq ´ upx, yq
ϵ

, (33.26)

mais la caractéristique donnant la valeur de upx` ϵ, yq est différente pour chaque ϵ. Rien à priori
ne permet d’affirmer que le calcul soit simple, ni qu’il arrive à une solution du problème donné.

D’où la nécessité d’avoir un résultat un peu rigoureux donnant des conditions sous lesquelles
les choses vont bien.

PROPooVQLBooQyFfEH

Proposition 33.4 (Équation de transport à coefficients variables[718, 708]).
Soit une fonction c : R2 Ñ R de classe C2 en ses deux variables et uniformément Lipschitzienne
en sa première variable 1 et g P C1pRq. Alors l’équation aux dérivées partielles de premier ordre SUBEQSooKWBFooKkpihH

$
&
%
Bu
Bxpx, tq ` cpx, tq

Bu
Bt px, yq “ 0 (33.27a)

upx, 0q “ hpyq (33.27b)

admet une unique solution de classe C1.
Cette solution est construite de la façon suivante 2. D’abord nous considérons la solution X au

problème SUBEQSooTOCEooHRhXiv

$
&
%
BX
Bs ps;x, tq “ c

`
Xps;x, tq, s˘ (33.28a)

Xpt;x, tq “ x, (33.28b)

et ensuite le problème (33.27) a pour unique solution

upx, tq “ h
`
Xp0;x, tq˘. (33.29)EQooLFYNooJewRhEEQooLFYNooJewRhE

1. Dans [708], on ne demande que continue puis uniformément Lipschitz. Moi je crois que ce n’est pas assez pour
assurer la dérivabilité de X par rapport à x, et encore moins pour permuter les dérivées dans B

2
txY .

2. Le fait que la construction ait un sens fait partie des choses à prouver
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Démonstration. Nous commençons par étudier l’existence et l’unicité de la fonction X définie par
le problème 33.28. La fonction c ici est dans les hypothèses de la fonction f du théorème de Cauchy-
Lipschitz global 17.44. D’où l’existence et l’unicité de la fonction s ÞÑ Xps;x, tq sur R pour chaque
px, yq donné 3.

La proposition 32.39 nous dit que X est de classe C2 en ps, x, tq. Donc nous pourrons dériver
et permuter les dérivées autant que nous voudrons (sans exagérer : ordre 2 au maximum).

(1) Unicité Nous montrons que u doit être constante sur le chemin

γpx,tqpsq “
ˆ
Xps;x, tq

s

˙
. (33.30)

En effet, en posant
φpsq “ u

`
γpsq˘ “ u

`
Xps;x, tq, s˘, (33.31)

et en dérivant nous obtenons

φ1psq “ BuBt
`
Xps;x, tq, s˘BXBs ps;x, tq `

Bu
Bt

`
Xps;x, tq˘ “ 0. (33.32)

Par conséquent la valeur commune de tous les u
`
γpx,tqpsq

˘
doit être celle en γpx,tqp0q “

hpXp0;x, tqq
Cela prouve l’unicité parce que la valeur de u est fixée en tout point. Nous devons encore
vérifier que la fonction u ainsi construite est bien une solution du problème. C’est l’objet de
la partie « existence » de la preuve.

(2) Existence
Même l’existence est divisée en plusieurs étapes.

(2a) Mise en place
Nous prouvons que la fonction u donnée par (33.29) est une solution du problème. Nous
avons : Bu

Bt px, tq “ h1`Xp0;x, tq˘BXBt p0;x, tq (33.33)

et Bu
Bxpx, tq “ h1`Xp0;x, tq˘BXBx p0;x, tq, (33.34)

de sorte qu’en posant

gps;x, tq “ BXBt ps;x, tq ` cpx, tq
BX
Bx ps;x, tq (33.35)

nous avons Bu
Bt ` c

Bu
Bx “ h1`Xp0;x, tq˘gp0;x, tq. (33.36)

(2b) Une équation différentielle pour g
Nous allons prouver que

Bg
Bs ps;x, tq “ αpx,tqpsqgps;x, tq (33.37)

avec 4

αpx,tqpsq “ Bc
Bx

`
Xps;x, tq, s˘. (33.38)

D’abord nous avons

Bg
Bs ps;x, tq “

B2X

BsBtps;x, tq ` cpx, tq
B2X

BsBxps;x, tq. (33.39)

3. Avec l’énoncé tel que donné dans [718], il faut utiliser la technique de 32.22 pour l’existence globale, parce que
la fonction b là-dedans n’est pas dans les mêmes hypothèses.

4. La ligne suivante est une de celles qui me font penser qu’il manque des hypothèses dans [708]. Il faut bien pouvoir
dériver c.
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Nous permutons les dérivées et nous tenons compte de (33.28) :

Bg
Bs ps;x, tq “

B
Bt
´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
` cpx, tq BBx

´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
. (33.40)

Nous dérivons maintenant plus en profondeur. D’une part

B
Bt
´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
“ Bc
Bx

´
Xps;x, tq, s

¯BX
Bt ps;x, tq (33.41)

et d’autre part,

B
Bx

´
c
`
Xps;x, tq, s˘

¯
“ Bc
Bx

´
Xps;x, tq, s

¯BX
Bx ps;x, tq, (33.42)

de telle sorte que

Bg
Bs ps;x, tq “

Bc
Bx

`
Xps;x, tq, s˘

”BX
Bt ps;x, tq ` cpx, tq

BX
Bx ps;x, tq

ı
(33.43a)

“ αpx,tqpsqgps;x, tq. (33.43b)

(2c) Une condition initiale pour g
Nous montrons maintenant que gpt;x, tq “ 0. La condition initiale pourX estXpt;x, tq “
x pour tout t, x P R. Nous dérivons cette dernière par rapport à x et à t :

BX
Bx pt;x, tq “ 1 (33.44a)EQooQKVLooMpfFDCEQooQKVLooMpfFDC

BX
Bs pt;x, tq `

BX
Bt pt;x, tq “ 0. (33.44b)EQooNAWYooTzYkuQEQooNAWYooTzYkuQ

Mais BsXpt;x, tq “ c
`
Xpt;x, tq, t˘, donc la relation (33.44b) donne

BX
Bt pt;x, tq “ ´c

`
Xpt;x, tq, t˘ “ ´cpx, tq (33.45)EQooVOMVooUhxkIxEQooVOMVooUhxkIx

où nous avons tenu compte du fait que Xpt;x, tq “ x.
Voyons à présent ce que (33.44a) et (33.45) donnent pour gpt;x, tq :

gpt;x, tq “ BXBt pt;x, tq ` cpx, tq
BX
Bx pt;x, tq “ ´cpx, tq ` cpx, tq “ 0. (33.46)

(2d) Conclusion pour g
La fonction g vérifie l’équation différentielle

$
&
%
Bg
Bs psq “ αpsqgpsq (33.47a)

gptq “ 0. (33.47b)

Bien entendu, gpsq “ 0 est une solution. Mais la solution à ce système est unique par
Cauchy-Lipschitz 17.43. Ici nous utilisons le fait que

ps, yq ÞÑ αpsqy (33.48)

est continue. C’est-à-dire entre autres que

s ÞÑ Bc
Bx

`
Xps;x, tq, s˘ (33.49)

doit être continue. C’est le cas parce que c est de classe C1 en sa première variable.
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Les hypothèses de la proposition 33.4 sont loin d’être optimales. Voici un exemple dans lequel
c n’est même pas dérivable par rapport à t et qui se passe très bien quand même.

Exemple 33.5.
Soit l’équation différentielle

$
&
%
Bu
Bt px, tq ` |t´ 1|BuBxpx, tq “ 0 (33.50a)

upx, 0q “ hpxq (33.50b)

où h est une fonction bien régulière ; mettons Cp. En suivant la méthode de la proposition nous
devrions poser l’équation différentielle

$
&
%
BX
Bs ps;x, tq “ |s´ 1| (33.51a)

Xpt;x, tq “ x. (33.51b)

Cela est la caractéristique passant par px, tq. Cependant il sera plus simple de chercher les carac-
téristiques en demandant qu’elles passent par px0, 0q. Nous allons donc plutôt résoudre pour Xx0

l’équation différentielle
$
&
%
BX
Bs psq “ |s´ 1| (33.52a)

Xx0p0q “ x0 (33.52b)

et les courbes caractéristiques seront les chemins

γx0psq “
ˆ
Xx0psq
s

˙
. (33.53)

La résolution donne d’abord

Xx0psq “
#
´ s2

2 ` s`K1 si s ă 1
s2

2 ´ s`K2 si s ą 1.
(33.54)

Vu que la condition initiale est donnée pour s “ 0, nous fixons K1 pour la condition initiale et K2
pour la continuité :

Xx0psq “

$
’&
’%

´ s2

2 ` s` x0 si s ă 1
1
2 ` x0 si s “ 1
s2

2 ´ s` 1` x0 si s ą 1.
(33.55)

Soit px, tq P R2. Quelle caractéristique passe par là ? Nous allons déterminer la fonction x0px, tq
qui donne le x0 tel que la caractéristique γx0 passe par px, tq. Nous devons résoudre

ˆ
Xx0psq
s

˙
“
ˆ
x
t

˙
. (33.56)

Directement : s “ t. Et ensuite Xx0ptq “ x. Nous avons

x0px, tq “

$
’&
’%

x` t2

2 ´ t si t ă 1
x´ 1

2 si t “ 1
x´ t2

2 ` t´ 1 si t ą 1.
(33.57)

Le truc presque étonnant est que x0 est de classe C1. En effet le calcul de

Bx0
Bt p1q “ lim

ϵÑ0

x0px, 1` ϵq ´ x0px, 1q
ϵ

(33.58)
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se fait en séparant les limites ϵÑ 0` et ϵÑ 0´. Le résultat est que Btx0p1q “ 0. Nous avons donc

Bx0
Bt ptq “

$
’&
’%

t´ 1 si t ă 1
0 si t “ 1
´t` 1 si t ą 1.

(33.59)

Cela étant continu, la fonction x0 est de classe C1 en t, et la dérivée en x étant toujours 1, elle est
de classe C1.

En ce qui concerne la solution de l’équation de départ,
upx, tq “ h

`
Xx0px,tqp0q

˘ “ h
`
x0px, tq

˘
. (33.60)

Pourvu que h soit assez régulière, la fonction u est facilement de classe C1. △

33.3 Méthode des caractéristiques pour l’ordre 2
33.3.1 Principe général

Soit l’opérateur différentiel agissant sur C2pR2q :

D “ apx, yq B
2

Bx2 ` bpx, yq
B2

BxBy ` cpx, yq
B2

By2 . (33.61)

Nous voulons résoudre des équations du type Du “ 0 pour u : R2 Ñ R.
Pour commencer[717], et c’est le point crucial, nous voyons D comme un polynôme en Bx et By

et nous le factorisons : si
aX2 ` bXY ` cY 2 “ pαX ` βY qpγX ` δY q (33.62)

alors nous avons

D “
ˆ
α
B
Bx ` β

B
By

˙ˆ
γ
B
Bx ` δ

B
By

˙
` termes d’ordre inférieurs. (33.63)

Les « termes d’ordre inférieurs » sont ceux de la forme αpx, yq Bδ
Bx

B
By .

L’astuce est de poser
v “ pγBx ` δByqu, (33.64)

et de résoudre le système SUBESQooGCMNooEDWQHd

" pαBx ` βByqv “ 0 (33.65a)
pγBx ` δByqu “ v. (33.65b)

Cela sont deux équations différentielles du premier ordre pour lesquelles nous avons déjà des
techniques décrites en la section 33.2.

Afin que les fonctions α, β, γ et δ soient réelles, il faut que b2 ´ 4ac ě 0. Sachant que a “ αγ,
b “ αδ ` βγ et c “ βδ cette condition sur a, b et c donne

pαδ ` βγq2 ´ 4αγβδ ě 0. (33.66)
Cela revient à

pαδ ´ βγq2 ě 0. (33.67)
Nous supposons à présent que l’inégalité soit stricte (cas hyperbolique). Nous avons en particulier
que

αδ ´ βγ ‰ 0. (33.68)
Cette condition implique que les équations

dx

dt
“ αpx, yq dy

dt
“ βpx, yq (33.69)

sont indépendantes des équations
dx

dt
“ γpx, yq dy

dt
“ δpx, yq (33.70)

Ce sont les équations caractéristiques des équations (33.65).
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33.3.2 Exemple : l’équation d’onde
SUBSECooYBBKooUOIlCS

Nous considérons l’équation aux dérivées partielles

B2u

Bt2 ´ c
2 B2u

Bx2 “ 0 (33.71)

où c est une constante réelle. Nous en cherchons des solutions de classe C2.
L’opérateur différentiel est donné par le polynôme P pT,Xq “ T 2 ´ c2X2 qui se factorise en

P “ pT ` cXqpT ´ cXq, (33.72)

c’est-à-dire que nous pouvons récrire l’équation des ondes sous la forme

pBt ` cBxqpBt ´ cBxqu “ 0. (33.73)

Nous posons donc v “ pBt ´ cBxqu et nous avons le système[707]
" pBt ` cBxqv “ 0SUBEQooLQAPooVoJccp (33.74a)
pBt ´ cBxqu “ v

SUBEQooPWXMooDjThlJ
. (33.74b)

La méthode des caractéristiques est efficace pour résoudre la première, et pour trouver la solution
générale de l’homogène associée à la seconde.

Nous nous lançons dans la résolution de (33.74a). Le flot est v “
ˆ

1
c

˙
, et nous cherchons ses

courbes intégrales sous la forme φptq “ `
t, xptq˘. Immédiatement, x1ptq “ c, ce qui donne

γCptq “
ˆ

t
ct` C

˙
. (33.75)

Cela donne une caractéristique pour chaque valeur de C. En posant ṽCptq “ vpt, ct`Cq nous avons

ṽ1
Cptq “

Bv
Bt

`
γCptq

˘` cBvBt
`
γCptq

˘ “ 0. (33.76)

Donc ṽC est une fonction constante. Donc v est constant sur la courbe γC dont l’équation carté-
sienne est x´ ct “ C. Cela implique que

vpt, xq “ fpx´ ctq (33.77)

où f est une fonction de classe C1. En effet si pt1, x1q et pt2, x2q vérifient x1 ´ ct1 “ x2 ´ ct2 alors
vpt1, x2q “ vpt2, x2q. Le fait que f soit C1 est une demande que v soit au final dans C2.

Nous devons maintenant résoudre l’équation (33.74b)

pBt ´ cBxqu “ v. (33.78)

Nous allons agir conformément à la stratégie expliquée par le lemme 32.7. Nous devons résoudre
Du “ v avec

D : C2pRq Ñ DpC2pRqq
u ÞÑ pBt ´ cBxqu. (33.79)

Par la même méthode des caractéristiques que celle déjà menée plus haut nous trouvons kerpDq
comme solution générale de pBt ´ cBxquG “ 0. C’est-à-dire

uG “ gpx` ctq (33.80)

où g est une fonction quelconque de classe C2.
Il nous faut maintenant une solution particulière de

pBt ´ cBxquP pt, xq “ fpx´ ctq. (33.81)
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Si F est une primitive de f alors

uP pt, xq “ ´ 1
2cF px´ ctq (33.82)

fonctionne. Vu que f est quelconque dans C1pRq, la fonction F est un élément quelconque de
C2pRq. Au final, la solution générale de l’équation des ondes est

upt, xq “ g1px` ctq ` g2px´ ctq (33.83)

où g1 et g2 sont des éléments de C2pRq.

33.4 Classification des équations du second ordre

Soit une équation générale d’ordre 2 sur R2 :

a
B2u

Bx2 ` b
B2u

BxBy ` c
B2u

By2 ` d
Bu
Bx ` e

Bu
By ` βu “ f. (33.84)

En ce qui concerne son symbole principal nous avons

σpx, y, ξ1, ξ2q “ apx, yqξ2
1 ` bpx, yqξ1ξ2 ` cpx, yqξ2

2 , (33.85)

ce qui donne l’équation des caractéristiques

a

ˆBϕ
Bx

˙2
` bBϕBx

Bϕ
By ` c

ˆBϕ
By

˙2
“ 0. (33.86)EQooSAFNooEimPhOEQooSAFNooEimPhO

Si nous nous posons sur un point px0, y0q tel que ∇ϕpx0, y0q “ 0 et Bxϕpx0, y0q ‰ 0 alors, via le
théorème de la fonction implicite 5, la condition ϕpx, yq “ 0 définit une fonction y ÞÑ xpyq vérifiant

ϕ
`
xpyq, y˘ “ 0 (33.87)

pour tout y dans un voisinage de y0.
Nous pouvons obtenir une équation différentielle ordinaire pour x de la façon suivante. D’abord

nous posons φpyq “ ϕ
`
xpyq, y˘ et ensuite nous calculons la dérivée de φ (qui est nulle par construc-

tion) :
0 “ φ1pyq “ BϕBxx

1 ` BϕBy . (33.88)

Nous pouvons donc remplacer Byϕ par x1Bxϕ dans l’équation des caractéristiques (33.86) :

a

ˆBϕ
Bx

˙2
` bx1

ˆBϕ
Bx

˙2
` c

ˆBϕ
Bx

˙2
px1q2 “ 0. (33.89)

Vu que nous avons supposé pBxϕq ‰ 0 sur un voisinage de px0, y0q nous pouvons simplifier par
pBxϕq2 et avoir l’équation différentielle ordinaire

a
`
xpyq, y˘` b`xpyq, y˘x1pyq ` c`xpyq, y˘x1pyq2 “ 0. (33.90)

Notons que, conformément à ce que raconte le théorème des fonctions implicites, nous avons pris
un voisinage de y0 suffisamment petit pour que xpyq reste dans un voisinage de x0. Ce voisinage
étant, nous pouvons le restreindre pour nous assurer du signe de a, b et c. Cela est évidemment
très théorique parce que le théorème de la fonction implicite parle de l’existence de voisinages,
mais pas de façon de les construire.

Nous donnons la classification suivante.
5. Théorème 17.52.
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Définition 33.6 (elliptique, hyperbolique, parabolique).
Types d’équations différentielles.

(1) Si b2 ´ 4ac ă 0 alors l’équation est elliptique.
(2) Si b2 ´ 4ac ą 0 alors l’équation est hyperbolique.
(3) Si b2 ´ 4ac “ 0 alors l’équation est parabolique.

Exemple 33.7.
Un exemple d’équation parabolique est l’équation de la chaleur

Bu
Bt ´ α

B2u

Bx2 “ 0 (33.91)

où α ą 0 est une constante. Cette équation est avec b “ c “ 0, donc elle est parabolique. △

Une équation aux dérivées partielles peut changer de nature selon le point.

Exemple 33.8.
Soit l’équation

B2u

Bx2 ´ px2 ´ y2qB
2u

By2 “ 0. (33.92)

Son b2 ´ 4ac vaut 4px2 ´ y2q. Elle peut donc être hyperbolique, parabolique ou elliptique selon le
point où l’on se trouve. △

33.4.1 Problème au limite

Dans les définitions qui suivent nous considérons un ouvert Ω Ă Rd assez régulier et possédant
en particulier un vecteur normal extérieur npxq pour tout point x P BΩ.

Définition 33.9.
Un problème aux limites de Dirichlet est d’imposer la condition

upxq “ gpxq (33.93)

pour tout x P Γ Ă BΩ. C’est-à-dire imposer la valeur de u sur une partie du bord du domaine.

Définition 33.10.
Un problème aux limites de Von Neumann est d’imposer

Bu
Bn ·x “ gpxq (33.94)

pour tout x P Γ Ă BΩ. C’est-à-dire imposer les valeurs de la dérivée normale de u sur une partie
du bord.

Exemple 33.11.
Lorsqu’on veut imposer un flux de chaleur aux bords d’un domaine pour l’équation de la chaleur,
il s’agit de poser des conditions de type Von Neumann. △

Définition 33.12.
Soit un domaine Ω de Rd et un opérateur différentiel L sur une partie de FunpΩq. Soit une fonction
g sur BΩ. Un problème aux limites stationnaires est un problème du type : trouver u définie
sur Ω telle que

"
Lpuq “ f (33.95a)
u|BΩ “ g. (33.95b)
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Définition 33.13.
Un problème aux limites d’évolution est du type : trouver u P Fun

`s0,8r ˆ Ω
˘

tel que
$
’&
’%

Bmu
Btm ` Lpuq “ f sur s0,8r ˆ Ω
upt, .q “ gpt, .q sur s0,8r ˆ BΩ
up0, .q “ u0 sur Ω

(33.96)

où u0 est une fonction sur Ω.
L’opérateur L ne doit pas opérer sur la partie « t » de u.

DEFooSNIRooBFYSFh

Définition 33.14 (Problème bien posé au sens de Hadamard).
Un problème aux limites est bien posé au sens de Hadamard si

(1) Il admet une unique solution.
(2) La solution dépend de façon continue en les données du problème.

La continuité est au sens des normes sur les fonctions sur BΩ et sur Ω en ce qui concerne les
fonctions « données » du problème et des normes pour les fonctions sur Ω ou Ω̄ en ce qui concerne
la solution.

Exemple 33.15 (Un problème de Dirichlet bien posé).
Trouver la fonction u définie sur Ω “ r0, 1s2 telle que

#
´∆u “ 0 sur Ω
u “ g sur BΩ. (33.97)

△

33.5 Principe du maximum
LEMooSPVUooDQOeom

Lemme 33.16 ([566]).
Soit un ouvert borné Ω Ă Rn. Soit une matrice symétrique strictement définie positive A telle que
Aij P C0pΩ̄q pour laquelle il existe λ ą 0 minorant toutes les valeurs propres de toutes les matrices
Apxq pour x P Ω 6.

Nous posons L1 “ ´ř
ij AijBij. Si u P C2pΩq atteint un minimum local en x0 P Ω, alors

pL1uqpx0q ď 0. (33.98)

Démonstration. Nous allons bien entendu diagonaliser A. Si T est une matrice nous avons, en
posant upxq “ vpTxq :

Bu
Bxi pxq “

ÿ

k

Bv
Bxk pTxqTki (33.99)

et
B2u

BxjBxi pxq “
ÿ

kl

TkiTlj
B2v

BxlBxk pTxq. (33.100)

Si T est en particulier une matrice orthogonale diagonalisant A (théorème 9.224) nous avons
T´1 “ T t et ÿ

ij

TkiAijT
´1
jl “ Dkl “ λkδkl (33.101)

où les λk sont les valeurs propres de A. Notons que partout ici, tout est fonction de x sur Ω : tant
A que T que les λk. Avec tous ces résultats nous calculons vite que

pLuqpx0q “ ´
ÿ

k

λkpB2
kvqpTx0q. (33.102)

6. Cela est plus que dire que toutes les Apxq son symétriques strictement définie positive.
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Si x0 P Ω est un minimum local de u, alors l’application v a un minimum local en T´1x0. Et donc

B2v

Bx2
k

pTx0q ě 0. (33.103)

Du coup,
pLuqpx0q ď 0. (33.104)

LEMooDVUYooHEkrsL

Lemme 33.17 ([566]).
Soit un ouvert borné Ω Ă Rn. Soit une matrice symétrique strictement définie positive A telle que
Aij P C0pΩ̄q pour laquelle il existe λ ą 0 minorant toutes les valeurs propres de toutes les matrices
Apxq pour x P Ω.

Nous posons
L “ ´

ÿ

ij

AijB2
ij `

ÿ

i

biBi ` c (33.105)

où bi, c P C0pΩ̄q.
Soit u P C0pΩ̄q X C2pΩq telle que Lu ě 0 sur Ω. Alors

ITEMooZNUVooNGPXVc

(1) Si c “ 0 alors
min

Ω̄
puq “ minBΩ

puq. (33.106)EQooOJRWooIMemRNEQooOJRWooIMemRN

ITEMooQOQIooJqTzdA

(2) Si c ě 0 alors
min

Ω̄
puq ě minBΩ

p´u´q (33.107)EQooGSXVooGUnRntEQooGSXVooGUnRnt

où u´ est défini par

u´pxq “
#

0 si upxq ě 0
´upxq si upxq ď 0.

(33.108)

Démonstration. D’abord, vu que Ω est borné, la fermeture Ω̄ est compacte et u y atteint son
minimum. De plus BΩ est également compact (borné et le complémentaire est ouvert parce que
Ω est ouvert). Donc u y atteint également son minimum. Cela pour dire que les minimums écrits
dans (33.106) et (33.107) ont un sens.

Pour (1).

(1) Lu ě η ą 0
Nous supposons qu’il existe η ą 0 tel que pLuqpxq ě η pour tout x P Ω. Soit x0 le point
minimum sur Ω̄. Si x0 P Ω alors il est intérieur et Biupx0q “ 0 par la proposition 17.73. Dans
ce cas nous avons

pLuqpx0q “ pL1uqpx0q ą 0, (33.109)

ce qui contredit le lemme 33.16. Nous en déduisons que le minimum de u sur Ω̄ n’est pas
atteint dans Ω, mais sur BΩ. Pour la définition de la frontière, voir 7.120. Ici nous avons
Ω̄zΩ “ BΩ.
Cela prouve (33.106) dans ce cas.

(2) Lu ě 0 sur Ω
Nous prenons maintenant le cas général. Nous posons

uγ,ϵpxq “ upxq ´ ϵeγx1 . (33.110)

Nous avons 7

Lpeγx1q “ eγx1
`´A11pxqγ2 ` b1pxqγ

˘
. (33.111)

7. Nous abusons un peu de l’écriture parce que ce que nous calculons vraiment est L
`
x ÞÑ eγx1

˘
.
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Soit γ suffisamment grand pour que

λγ2 ´ }b1}Ω̄γ ą 0. (33.112)

Ici λ minore toutes les valeurs propres des Apxq et nous notons que γ ne dépend pas de ϵ.
En utilisant l’inégalité du lemme 9.231(3), pour tout ξ P Rn nous avons

ÿ

ij

Aijξiξj ě λ|ξ|2, (33.113)

ce qui donne avec ξ “ e1 : A11 ě λ, et même pour être plus précis : A11pxq ě λ pour tout x.
Ces inégalités donnent

´A11pxqγ2 ` b1pxqγ ď ´λγ2 ` }b1}Ω̄γ ă 0. (33.114)

Nous avons donc

Lpeγx1q “ eγx1
`´A11pxqγ2 ` b1pxqγ

˘ ď ´λγ2 ` }b1}Ω̄γ ă 0. (33.115)EQooXCGQooLGMnvLEQooXCGQooLGMnvL

Nous posons
η “ ϵ

`
λγ2 ´ }b1}Ω̄γ

˘
min

Ω̄
peγx1q, (33.116)

où le minimum a un sens parce que Ω est borné. Nous avons η ą 0.
C’est le moment de calculer ce que uϵ peut pour nous :

Lpuϵq “ Lu´ ϵLpeγx1q (33.117a)
ě ´ϵLpeγx1q (33.117b)SUBEQooIZTWooVjjlTZSUBEQooIZTWooVjjlTZ

“ ´ϵeγx1
`´A11pxqγ2 ` b1pxqγ

˘
(33.117c)

ě ´ϵeγx1
`
λγ2 ´ }b1}Ω̄γ

˘
(33.117d)SUBEQooHBALooSXxUeLSUBEQooHBALooSXxUeL

ě η ą 0. (33.117e)

Justification :
— (33.117b) parce que Lu ě 0.
— (33.117d) par (33.115).

La fonction uϵ est donc dans le cas précédent et nous avons

min
xPΩ̄

`
upxq ´ ϵeγx1

˘ “ min
xPBΩ

`
upxq ´ ϵeγx1

˘
. (33.118)

Mentionnons le fait que le choix fait de γ ne dépend pas de ϵ. Nous pouvons donc encore
faire varier ϵ sans toucher à γ et en maintenant toutes les inégalités prouvées jusqu’ici.
Vu que l’expression eγx1 est majorable sur Ω̄ nous avons convergence uniforme

uϵ
}.}Ω̄ÝÑ u (33.119)

pour ϵÑ 0.
Supposons qu’aucun point de BΩ ne réalise le minimum de u. Alors il existe x0 P Ω tel que
upx0q ą upxq pour tout x P BΩ. Mais comme BΩ est compact, il existe η ą 0 tel que

upx0q ă upxq ` η. (33.120)

Soit ϵ tel que }u´ uϵ}Ω̄ ă η{2. Nous avons

upx0q ă upxq ´ η (33.121)

et donc aussi
uϵpx0q ă upx0q ` η

2 ă upxq ´ η

2 ă uϵpxq, (33.122)

ce qui signifierait que uϵ prend son minimum dans Ω. Or nous savons que ce n’est pas le cas.
Donc il existe un point de BΩ qui réalise le minimum de u.
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Pour (2).
Supposons pour commencer que u ě 0 sur Ω. Alors par continuité u ě 0 sur Ω̄. Alors u´ “ 0

et
min

Ω̄
u ě 0, (33.123)

ce qui fait que l’inégalité (33.107) est évidente.
Nous supposons donc que l’ensemble

Ω´ “ tx P Ω tel que upxq ă 0u (33.124)
est non vide. Notons que c’est également un ouvert.

Soit L̄u “ Lu ´ cu. Vu que c ě 0 et que Lu ě 0 nous avons L̄u ě 0 sur Ω´. Par le point (1)
nous avons

min
xPΩ̄

upxq “ min
xPBΩ

upxq. (33.125)

Mais le minimum de u est certainement atteint dans Ω´, donc
min
xPΩ̄´

upxq “ min
xPΩ̄

upxq. (33.126)

Cela nous donne une première bonne égalité :
min
xPBΩ´

upxq “ min
xPΩ̄

upxq. (33.127)

Nous pouvons la prolonger :
min
xPΩ̄

upxq “ min
xPBΩ´

upxq (33.128a)

“ min
xPBΩ´

`´ u´pxq
˘

(33.128b)

“ min
xPBΩ´XBΩ

`´ u´pxq
˘

(33.128c)SUBEQooUYFXooKKrHiFSUBEQooUYFXooKKrHiF

“ min
xPBΩ

`´ u´pxq
˘

(33.128d)SUBEQooKIHRooPiADmKSUBEQooKIHRooPiADmK

Justifications :
— Pour (33.128c) nous avons la décomposition

BΩ´ “
`BΩ´ X Ω

˘Y `BΩ´ X BΩ
˘
. (33.129)

Or sur BΩ´ X Ω nous avons upxq “ 0 et donc pas le minimum.
— Pour (33.128d). Sur BΩ, le minimum est atteint dans la partie BΩ´ parce que le reste ne

contient que des valeurs positives de u.
Cela prouve ce que nous voulions.

Théorème 33.18 (Principe du maximum fort).
Soit un ouvert borné Ω de Rn. Soit une matrice A dont

— Aij est dans C0pΩ̄q
— Apxq est symétrique strictement définie positive pour tout x.
— Il existe λ ą 0 minorant toutes les valeurs propres des toutes les matrices Apxq sur Ω̄.

Soit bi, c P C0pΩ̄q avec cpxq ě 0 sur Ω̄.
Soit u P C0pΩ̄q X C2pΩq telle que

$
&
%
´
ÿ

ij

AijBijupxq `
ÿ

i

biBiupxq ě 0 (33.130a)

upxq ě 0 @x P BΩ. (33.130b)
Alors u ě 0 sur Ω̄.

Démonstration. Nous appliquons le lemme 33.17(2) :
min

Ω̄
u ě minBΩ

p´u´q. (33.131)

Vu que upxq ě 0 sur BΩ, nous avons u´ “ 0 sur BΩ et donc minΩ̄ u ě 0.
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33.6 Quelques exemples

33.6.1 Un changement de variables

Soit l’équation différentielle
Bu
Bt ´

B2u

Bx2 “ 0 (33.132)EQooPGDPooTjiVhBEQooPGDPooTjiVhB

sur Ω “ s0,8r ˆR. Nous imposons la condition aux bords

up0, xq “
#

0 si x ă 0
1 si x ą 0.

(33.133)EQooJHPVooMkvODeEQooJHPVooMkvODe

Nous cherchons les solutions sous la forme

upt, xq “ f

ˆ
x?
t

˙
. (33.134)

Nous avons Bu
Bt “ ´

1
2xt

´3{2f 1
ˆ
x?
t

˙
(33.135)

ainsi que
Bu
Bx “

1?
t
f 1
ˆ
x?
t

˙
(33.136)

et
B2u

Bx2 “
1
t
f2

ˆ
x?
t

˙
. (33.137)

En remettant le tout dans l’équation de départ et en simplifiant par 1{t (qui est permis parce que
t ą 0) :

´1
2f

1
ˆ
x?
t

˙
x?
t
´ f2

ˆ
x?
t

˙
“ 0. (33.138)EQooCRKIooYNhvaAEQooCRKIooYNhvaA

Nous résolvons l’équation différentielle
z

2g
1pzq ` g2pzq “ 0 (33.139)EQooEFQPooGWVoUqEQooEFQPooGWVoUq

pour la fonction g de la variable réelle z. Cela fait, la réponse sera f “ g ˝ z où z serait la fonction

zpx, tq “ x{?t, (33.140)

Pour résoudre (33.139) nous commençons par résoudre pour la dérivée h “ g1, c’est-à-dire
l’équation différentielle

z

2hpzq ` h
1pzq “ 0 (33.141)

qui donne
h1pzq
hpzq “ ´z{2. (33.142)

Une intégration fournit ln
`
hpzq˘ “ ´z2{4`K et donc

hpzq “ Ke´z2{4 (33.143)

et
gpzq “ C `K

ż z

0
e´s2{4ds. (33.144)

Nous ne pouvons pas aller plus loin parce que nous ne sommes pas capables de calculer la primitive
demandée. Nous laissons donc g sous cette forme et nous posons

upx, tq “ gpx{?tq, (33.145)
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en pleine confiance du fait que cela soit une solution de l’équation aux dérivées partielles (33.132).
Nous devons fixer K et C de telle façon à respecter les conditions aux bords (33.133). D’abord

écrivons aussi explicitement que possible la fonction u :

upt, xq “ K ` C
ż x?

t

0
e´s2{4ds. (33.146)

Il faut calculer up0, xq en termes de C et K. Pour cela nous calculons, pour un x fixé :

lim
tÑ0`

upt, xq “ K ` C lim
tÑ0`

ż x{?
t

0
e´s2{4ds. (33.147)

En utilisant un petit changement de variables sur l’intégrale gaussienne de l’exemple 14.302, et en
remarquant que la fonction est symétrique,

lim
tÑ0`

upt, xq “
#
K ` C?π si x ą 0
K ´ C?π si x ă 0.

(33.148)

À résoudre :
"
K ` C?π “ 1 (33.149a)
K ´ C?π “ 0. (33.149b)

Solution : C “ 1{2?π et K “ 1{2. Au final,

upt, xq “ 1
2 `

1
2
?
π

ż x{?
t

0
e´s2{4. (33.150)

Notons que cela donne une valeur pour upt, 0q :

upt, 0q “ 1
2 . (33.151)
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Chapitre 34

Numérique

D’autres lectures agréables dans [719].

34.1 Introduction
À quels types de problèmes peut-on s’attendre lorsqu’on se lance dans du calcul numérique, et

en particulier dans la résolution numérique d’équations (algébrique, différentielles ou aux dérivées
partielles, etc) ?

Quelques réflexions en vrac sur ce sujet.
(1) Les erreurs de représentation de nombres : troncature et propagation de décalales (drift),
(2) Erreur de compensation (cancellation),
(3) Conditionnement, stabilité : les réponses peuvent fortement dépendre des paramètres,
(4) Si on utilise une méthode itérative, comment savoir à quel moment on s’arrête ? Calculer la

différence |xk ´ xk´1| mène t-il à une erreur de cancellation ?
(5) Lors d’une implémentation, les matrices des systèmes à résoudre sont souvent très grandes

et/ou très creuses. Cela pose la question de la manière de les enregistrer.
(6) Pour la parallélisation, il faut faire attention au fait que parfois créer un nouveau processus

demande plus de ressources que le mini-calcul qu’on voulait faire. Donc il ne faut pas toujours
paralléliser tout ce qui est théoriquement parallélisable.

(7) Le fait que certaines méthodes sont non-déterministes (Monté-Carlo) mène à des problèmes
pour les tests unitaires des implémentations.

34.2 Représentations numériques
Dans cette section, les séquences de chiffres écrites entre crochet sont à comprendre comme des

séquences de chiffres qui représentent une quantité suivant un codage donné.

34.2.1 Entier relatif en complément à deux (binaire)

Si nous avons m bits pour coder un entier relatif, une idée serait de prendre le premier bit pour
le signe (0 pour positif et 1 pour négatif) et les autres pour la valeur absolue. Deux inconvénients :

(1) Il y a deux codages pour le zéro, donc gaspillage.
(2) L’algorithme pour faire la somme passe mal. Par exemple pour faire 1` p´1q, le 1 est codé

comme r001s et le ´1 par r101s et la somme se ferait naïvement comme

0 0 1
1 0 1
1 1 0

Donc le résultat est r110s qui s’interprète comme ´2. Complètement faux.

2489
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Une solution est d’utiliser le complément à deux, qui est la façon usuelle de représenter des
entiers signés.
Les entiers positifs se codent normalement, en laissant à zéro le premier bit (donc si nous dis-

posons de m bits, nous codons sur m´ 1 bits).
Les entiers négatifs se codent en trois étapes.

— coder la valeur absolue
— inverser tous les bits (d’où le nom de « complément à deux » )
— soustraire 1.

Exemple 34.1.
Pour coder ´1 nous faisons

— Nous codons 1 : r001s
— Nous inversons tous les bits : r110s
— Nous faisons ´1 : r101s.

△

Avec ce système, la somme passe bien : calculer 1` p´1q donne

0 0 1
1 0 1
1 1 0

La réponse est donc r110s qu’il faut interpréter via le complément à deux.

110 `1ÝÑ 111 complémentÝÑ 000. (34.1)

Et ce dernier r000s s’interprète comme zéro.

Définition 34.2 (Entier signé en complément à deux[720]).
La suite de bits ram´1 . . . a0s s’interprète via la formule

´am´12m´1 `
m´2ÿ

i“0
ai2i. (34.2)EQooXFHKooHRXDmZEQooXFHKooHRXDmZ

Le premier bit donne effectivement le signe du nombre, mais l’interprétation d’un nombre n’est
pas aussi simple que ce que l’on pourrait croire de prime abord.

Exemple 34.3 (Entier signé en 8 bits).
Que pouvons nous faire avec 8 bits ? Le plus grand nombre est codé par r01111111s qui vautř6
k“0 2k “ 27 ´ 1 “ 127. (avez-vous utilisé la somme (1.657) ?)

Le plus petit nombre codable en 8 bits n’est pas r11111111s mais bien r10000000s (cela est plus
clair en regardant la formule (34.2) qu’en tentant de suivre la construction du complément à deux)
qui signifie ´27 “ ´128.

Nous pouvons donc coder tous les nombres de ´128 à 127. △

Plus généralement un système qui codes des entiers signés en N bits utilisant le complément à
deux peut coder de ´p2N´1q à 2N´1 ´ 1.

34.4 (Le dépassement).
Que se passe-t-il lorsque nous commettons un dépassement ? Calculons sur 3 bits la somme r011s`
r001s qui revient à ajouter 1 au nombre le plus grand :

0 1 1
0 0 1
1 0 0
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qui signifie ´22 “ ´4. Lors d’un dépassement, nous retombons automatiquement sur le plus petit.
Ce phénomène est bien connu des personnes qui programment sans faire attention dans certains

languages de programmation qui ne font pas attention à votre place.

Définition 34.5 (Représentation en virgule fixe).
Soit x un réel. On définit sa représentation en virgule fixe par

x “ trxnxn´1...x0, x´1...x´ms, b, su (34.3)

avec b P N, b ě 2, s P t0, 1u et xj P N, xj ă b suivant la formule

x “ p´1qs
nÿ

j“´m
xj .b

j . (34.4)

34.2.2 Représentation en virgule flottante
DEFooLYONooBNskty

Définition 34.6 (Représentation en virgule flottante[721]).
La représentation en virgule flottante normalisée en base b d’un nombre est la donnée de

(1) Un bit s pour le signe
(2) Un entier non signé q de e chiffres pour l’exposant
(3) Une suite de chiffres ra1 . . . ams pour la mantisse.

Ces données s’interprètent via la formule

flps, q, ra1, . . . , amsq “ p´1qs
mÿ

j“1
bjaj ˆ bq´d (34.5)EQooAGWJooRuBbBnEQooAGWJooRuBbBn

où d “ be´1 est le décalage.

Une idée à retenir est que l’exposant est un entier non signé parce qu’il est plus simple d’intro-
duire un décalage dans la formule (34.5) que de compliquer l’écriture de l’exposant.

34.2.3 Simple précision, IEEE-754

En écriture binaire, la représentation en virgule flottante est un peu différente parce qu’il y a
une idée supplémentaire ; la simple précision que nous allons voir maintenant n’est donc pas un
cas particulier de 34.6 avec b “ 2.

Nous commençons par une description informelle de la précision simple avant de donner la
définition. La représentation en précision simple d’un nombre se fait sur 32 bits répartis comme
suit :

(1) 1 bit pour le signe,
(2) 8 bits pour l’exposant interprété comme nombre entier non signé
(3) 23 bits pour la mantisse

Soit le triple `
s, q, ra1, . . . , a23s

˘
(34.6)

Dans le cas générique, l’idée est de donner 24 bits pour la mantisse, mais en gardant en tête le fait
que de toutes façons, le premier bit doit être 1, sinon il suffirait de décaler, c’est-à-dire changer
l’exposant. Par conséquent la mantisse ne reçoit que 23 bits ; il y a un « 1 » sous-entendu en
première position. Donc la mantisse ra1, . . . , a23s est à lire comme le nombre

1, a1 . . . a23 “ 1`
23ÿ

j“1
aj2´j . (34.7)

Exemple 34.7.
La mantisse r011100 . . . 0s signifie 1, 0111 “ 1` 2´2 ` 2´3 ` 2´4 “ 1` 1

4 ` 1
8 ` 1

16 . △
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Cela pour justifier la formule

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s

˘ “ p´1qs`1`
23ÿ

j“1
aj2´j˘2q´127. (34.8)

Notons :
(1) Le « 1` » dans la parenthèse correspond au 1 implicite en première position de la mantisse.
(2) Il y a un décalage de 127 dans l’exposant, parce que q est un entier non signé.

Notons que cette règle du 1 implicite dans la mantisse empêche d’écrire le nombre 0, et ne
permet pas d’écrire des nombres franchement petits parce que le 1 implicite est en première position
dans la mantisse.

D’où l’idée de donner une règle particulière lorsque l’exposant vaut 0. Lorsque l’exposant est
q “ 0, alors nous ne considérons pas de 1 implicite dans la mantisse, et le décalage de l’exposant
est ´126 au lieu de ´127. D’où la formule

spps, q “ 0, ra1 . . . a23sq “ p´1qs2´126
23ÿ

j“1
aj2´j . (34.9)

En particulier, si q “ 0 et a “ r0 . . . 0s, nous avons le nombre zéro exact (il y a deux possibilités
pour le code).

Enfin, nous avons des cas particuliers lorsque l’exposant est maximum, c’est-à-dire lorsque
q “ r1111 1111s “ 28 ´ 1 “ 255. Dans ce cas, le nombre codé est soit `8 soit NaN. Nous posons

spps, q “ 255, a “ 0q “ `8 (34.10)

et
spps, q “ 255, a ‰ 0q “ NaN. (34.11)

Il y a en réalité plusieurs valeurs différentes de NaN, mais nous n’entrons pas dans ces détails[722].
DEFooEIOZooYLDVjs

Définition 34.8 (Représentation en simple précision (binaire)).
La représentation en précision simple d’un nombre se fait sur 32 bits répartis comme suit :

(1) 1 bit pour le signe,
(2) 8 bits pour l’exposant interprété comme nombre entier non signé
(3) 23 bits pour la mantisse

Un nombre est représenté par un triple
`
s, q, ra1, . . . , a23s

˘
(34.12)

Selon que l’exposant q´ d soit égal à 0, 28´ 1 “ 255 ou autre chose, les règles d’interprétation
sont différentes. Il y a donc trois cas.
Exposant q générique[723] Si q ‰ 0 et q ‰ 255 alors le nombre est normalisé. La règle de

lecture est alors

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s

˘ “ p´1qs`1`
23ÿ

j“1
aj2´j˘2q´127. (34.13)EQooEFEKooIrUaKjEQooEFEKooIrUaKj

Exposant q égal à 0 Le nombre est dit dénormalisé et la règle de lecture est

sp
`
s, q, ra1, . . . , a23s

˘ “ p´1qs2´126
23ÿ

j“1
aj2´j . (34.14)EQooRTBFooIplydiEQooRTBFooIplydi

Exposant q égal à 255 La règle de lecture est alors au cas pas cas ou à peu près.
(1) spps, q “ 255, a “ 0q “ `8.
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(2) spps, q “ 255, a ‰ 0q “ NaN.

Vous pouvez jouer avec la simple précision dans [724].

Exemple 34.9 (Plus petit normalisé).
Pour faire un nombre normalisé, il faut au minimum q “ 1. En prenant aj “ 0 nous obtenons le
plus petit nombre normalisé possible en simple précision. La formule (34.13) donne

spp1, q “ 1, a “ 0q “ 21´127 “ 2´126 » 1.17549435082229ˆ 10´38. (34.15)

△

Exemple 34.10 (Plus grand normalisé).
L’exposant q ne peut pas être maximum, sous peine de tomber dans les règles spéciales de `8
ou NaN. Donc q “ r1111 1110s “ 28 ´ 2 “ 254. En ce qui concerne la mantisse, il faut la prendre
maximale, c’est-à-dire aj “ 1 pour tout j. Nous avons alors le nombre

spp1, q “ 254, a “ r1 . . . 1sq “ `
1`

23ÿ

j“1
2´j˘2254´127 “ p1´ 1

224 q2128 (34.16a)

“ 3.40282346638528859811704183484516925440ˆ 1038 (34.16b)EQooFRPYooRnxiFPEQooFRPYooRnxiFP

où nous avons utilisé la somme (1.657) (et Sage pour le dernier calcul). △

Notons ceci avec Sage :

1

2 SageMath Version 7.0, Release Date: 2016 -01 -19
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: A=(1- (1/2**24) ) *2**(128)
7 sage: type (A)
8 < type ’ sage . rings . r a t i o n a l . R a t i o n a l ’>

tex/sage/sageSnip003.sage

La précision du nombre donné en (34.16b) aurait été embarrassante si le type avait été un
nombre en simple précision. Précision technique : en Python, le type int n’a pas de limite supérieure
à part la mémoire.

Exemple 34.11 (Plus petit non nul dénormalisé).
Pour être dénormalisé il faut q “ 0 (ce qui est toutefois assez logique si nous voulons un petit
nombre), et pour ne pas être nul, il faut une mantisse non nulle. Donc a “ r0 . . . 01s. La formule
(34.14) donne alors

spps “ 0, q “ 0, a “ r0 . . . 01sq “ 2´1262´23 “ 2´149 » 1.40129846432482ˆ 10´45. (34.17)

△
EXEMooRHENooGwumoA

Exemple 34.12 (Plus grand dénormalisé).
Pour être dénormalisé il faut toujours q “ 0, mais cette fois nous prenons la plus grande mantisse
possible :

spps “ 0, q “ 0, a “ r1 . . . 1sq “ 2´126
23ÿ

j“1
2´j “ 2´126p1´ 2´23q “ 1.17549421069244ˆ 10´38

(34.18)
△
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Notons ceci avec Sage :

1 sage: B=2**( -126) *(1 -2**( -23))
2 sage: A=2**( -126)
3 sage: n(A-B)
4 1.40129846432482e -45

tex/sage/sageSnip004.sage

Vu que 2´23 » 1.2 ˆ 10´7, approximer la parenthèse par 1 donne une faute sur la septième
décimale, ce qui est visible en simple précision.

34.3 Problèmes pour écrire des nombres

Définition 34.13.
L’erreur relative commise en remplaçant un nombre réel x par une valeur approchée x̂ est définie
par

ϵx :“
ˇ̌
ˇ̌x´ x̂
x

ˇ̌
ˇ̌ . (34.19)

L’erreur relative n’est pas influencée par l’ordre de grandeur de x. En effet, l’ordre de grandeur
de x̂ est certainement la même que celle de x, dans la majorité des cas sans problèmes. Du coup
si x1 “ 200x alors x̂1 » 200x̂ et le 200 se simplifie.

Le nombre de chiffres significatifs correct dans l’approximation est donné par ´ log10pϵxq. La
partie entière de ce nombre est le nombre de chiffres tout à fait exacts et la partie décimale donne
une idée sur le fait que le chiffre suivant est plus ou moins bien.

Remarque 34.14.
Si nous voulons donner x P R à un ordinateur, nous sommes soumis à deux erreurs :

(1) D’abord, vu que nous ne pouvons pas taper sur le clavier toutes les décimales de x, nous
faisons une erreur de troncature.

(2) L’ordinateur devant convertir cela en base deux, il commet une seconde erreur, dite erreur
d’assignation.

34.3.1 Troncature : la base

Supposons que nous voulions écrire le nombre (écrit ici en base 10)

0.4567894251 (34.20)

de façon plus facile à lire, on peut demander de ne laisser que t chiffres significatifs. Disons t “ 3.

Technique de troncature On garde 3 chiffres significatifs : 0.456. Facile.
Technique d’arrondi Vu que le premier qu’on supprime est un 7, le dernier qu’on garde est

majoré de 1 : on écrit 0.457.

Que faire si le premier chiffre rejeté est un 5 ? En première approximation, nous pouvons prendre
la règle suivante : si le premier chiffre rejeté est un 5, il faut augmenter de 1 de dernier chiffre
gardé parce qu’il y a presque certainement encore un chiffre non nul derrière.

Remarque 34.15.
Les ordinateurs travaillent tous en mode d’arrondi.

Exemple 34.16.
Si on doit entrer le nombre 0.38358546 dans un ordinateur qui ne garde que 3 chiffres significatifs,
il faut taper 0.384 au clavier (erreur classique dans les exercices). △
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34.3.2 Troncature : le drift

Soit une machine ne pouvant retenir que 3 chiffres significatifs et effectuant les arrondis vers
le haut lorsque le chiffre à éliminer est un 5. Nous notons ‘ et a les opérations d’addition et
soustraction avec arrondis[725]. Les égalités comprenant plus de trois chiffres significatifs sont des
égalités au sens de la machine. Nous écrirons donc sans états d’âme :

1‘ 0.555 “ 1.555 “ 1.56. (34.21)

Considérons la suite numérique
"
x0 “ 1.00 (34.22a)
xn “ pxn´1 a yq ‘ y (34.22b)

avec y “ ´0.555.
Nous avons

x1 “ p1‘ 0.555q a 0.555 “ 1.56a 0.555 “ 1.005 “ 1.01 (34.23)

et ensuite

x2 “ p1.01‘ 0.555q a 0.555 “ 1.565a 0.555 “ 1.57a 0.555 “ 1.015 “ 1.02. (34.24)

Et ainsi de suite. La suite est donc croissante alors que la définition nous donnerait envie d’avoir
xn “ x0 pour tout n.

Remarque 34.17.
En réalité, cette suite se stabilise à xn “ 10 pour tout n à partir de n “ 845. En effet,

p10‘ 0.555q a 0.555 “ 10.555a 0.555 “ 10.6a 0.555 “ 10.045 “ 10. (34.25)

Le fait est qu’à ce moment, l’erreur de troncature est assez loin dans les décimales pour que le
premier chiffre négligé soit un “0” au lieu d’un “5”.

Notons toutefois que cette stabilité n’est pas là pour nous rassurer parce qu’elle n’en est pas
moins complètement fausse.

La règle de troncature adoptée dans Sage est d’arrondir au nombre pair le plus proche lorsque
le premier nombre à négliger est un 5. Donc 12.5 s’arrondit à 12 plutôt que 13.

Exemple 34.18.
Soient les expressions (algébriquement égales) :

(1) A “ xpx` 1q
(2) B “ x2 ` x

Nous savons que
x “ flpxq “ 10´30 (34.26)

et
1 “ flp1q (34.27)

parce que pour 1 et 10´30, il n’y a pas d’erreurs d’assignation.
En précision simple, 10´30 ` 1 “ 1 parce qu’en précision simple, il n’y a que 7 ou 8 chiffres

significatifs 1.
Nous avons A “ 10´30, mais x2 donne un underflow parce que 10´60 ne peut pas être représenté

en précision simple. En pratique, beaucoup de logiciels en font 0. Dans ce cas, en réalité B donne
effectivement 10´30 après avoir fait x2 ` x “ 0` x “ 10´30. △

1. Erreur de « relation normale ».
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34.3.3 Quelques bonnes règles

(1) Si on a plusieurs nombres à additionner ou soustraire, il vaut mieux commencer par sommer
ou soustraire ceux dont on sait qu’ils ont le même ordre de grandeur. Il n’y a donc pas tout
à fait « associativité » des erreurs.

(2) Les opérations délicates sont l’addition et la soustraction. La multiplication et la division
sont sans dangers, à part l’erreur de dépassement du maximum. Dans une multiplication, on
perd au pire quelques chiffres significatifs, mais certainement les derniers, pas les premiers.

34.3.4 Erreur de “cancellation”

Lorsque deux nombres sont de même ordre de grandeur, avec plusieurs nombres significatifs
identiques, la cancellation est le fait que, suite à la soustraction, tous les chiffres significatifs ou
presque se sont simplifiés et qu’il ne reste plus que des chiffres non significatifs.

Exemple 34.19 ([726]).
Sur une machine ne gardant que 4 chiffres significatifs, faire

0.5678ˆ 106 ´ 0.5677ˆ 106 “ 0.0001ˆ 106 “ 0.1000ˆ 103. (34.28)

Le fait est que les trois derniers zéros ne sont pas significatifs, mais maintenant la machine nous
fait croire qu’ils le sont.

Une autre façon de voir ce problème est d’imaginer qu’il faille calculer la différence

0.5678 289798ˆ 106 ´ 0.5677 3136907 (34.29)

sur cette machine. Certes la machine nous autorise à avoir 4 chiffres significatifs, donc au moment
d’entrer les nombres nous perdons un beau paquet de chiffres. Mais au moment de faire la différence,
nous perdons (presque) tout le reste. Donc là où nous pouvions espérer avoir 4 chiffres significatifs
de la différence, nous n’en avons que 1. Les trois derniers zéros de la réponse (0.1000 ˆ 103) sont
faux. △

REMooRQIJooNLdAZE

Remarque 34.20.
L’erreur de cancellation provoque des chiffres significatifs faux, mais ne provoque pas de faute dans
l’ordre de grandeur des réponses 2. Donc si nous voulons nous assurer que a et b sont égaux « à
erreur numérique près », le test

|a´ b| ă ϵ (34.30)

est valide, malgré l’erreur de cancellation qui ne manquera pas de se produire dans le calcul de la
différence.

Exemple 34.21.
Soit à résoudre l’équation ax2 ` bx` c “ 0 avec a, b, c ‰ 0 et b2 ´ 4ac ą 0. Solution :

x1,2 “ ´b˘
?
b2 ´ 4ac

2a . (34.31)

Supposons que |4ac| ! b2 avec tout de même pas tellement petit qu’on se perd dans la précision.
Bref, on suppose que seules quelques dernières décimales de b2 ´ 4ac sont différentes de zéro.

On a :
a
b2 ´ 4ac “

a
b̃2 “ |b̃| (34.32a)

x1 “ ´b´
?
b2 ´ 4ac

2a (34.32b)

x2 “ ´b`
?
b2 ´ 4ac

2a (34.32c)

2. Est-ce bien vrai, cela ?
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Si b ą 0, nous avons une erreur de cancellation dans x2 parce qu’on fait la différence entre deux
nombres presque égaux. Donc x2 mal calculé. Par contre x1 est bien calculé.

Si par contre b ă 0, c’est le contraire.
Avec a “ 10´3, b “ 0.8, c “ ´1.2ˆ10´5. À la main nous obtenons : x1 “ ´800, x2 “ 1.5ˆ10´5,

et un ordinateur se tromperait . . .

1

2 SageMath Version 7.0, Release Date: 2016 -01 -19
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: f(x)=10**( -3)*x **2+0.8*x -1.2*10**( -5)
7 sage: solve(f(x)==0,x)
8 [x == -1/50* sqrt (400000030) - 400, x == 1/50* sqrt (400000030) - Ðâ

400]
9 sage: numerical_approx ( -1/50* sqrt (400000030) )

10 -400.000015000000
11 sage: numerical_approx ( 1/50* sqrt (400000030) - 400 )
12 0.0000149999996779115

tex/sage/sageSnip001.sage

Donc Sage ne tombe pas dans le piège. △

Comment résoudre ce problème ? Ou, autre façon de poser la question : comment Sage a fait
pour résoudre le problème ?

Utilisons les relations coefficients-racines :

x1 ` x2 “ ´b{a (34.33a)
x1x2 “ c{a (34.33b)

La première lie les deux racines par des opérations de addition et soustractions, et donc n’est pas
intéressantes. La seconde est bien. Si nous connaissons x1, nous calculons

x2 “ c

ax1
. (34.34)

Quitte à redéfinir x1 et x2, la solution bien calculée est :

x1 “ ´b´ sgnpbq?b2 ´ 4ac
2a . (34.35)

Exemple 34.22.
Nous considérons :

fpxq “ cospx` δq ´ cospxq. (34.36)

Cela a une erreur de cancellation lorsque |δ| ! |x|. On élimine l’erreur de cancellation par

fpxq “ ´2 sinpδ{2q sin
ˆ
x` δ

2

˙
. (34.37)

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 34.23
Pourquoi la condition pour avoir l’erreur est δ ! x et non simplement δ ! 1 ?

△

Exemple 34.24.
Pour

fpxq “ ?x` δ ´?x. (34.38)
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On fait la coup du binôme conjugué :

fpxq “ δ?
x` δ `?x. (34.39)

Plus d’erreur de cancellation, vu qu’au dénominateur nous avons une somme de deux positifs. △

Les erreurs de cancellation ne se résolvent pas en augmentant la précision des nombres donnés.

Exemple 34.25 (Dans la vie réelle).
La préparation de l’exemple 17.49 nous a porté à calculer la différence entre exppxq et f30pxq où
f30 est censée être une bonne approximation de l’exponentielle. Des erreurs de cancellation sont
donc à craindre.

Et en effet, le code suivant produit un résultat non déterministe :

1 f =1/152444172305856930250752000000* x^28 + Ðâ

1/10888869450418352160768000000* x^27 + Ðâ

1/15511210043330985984000000* x^25 + Ðâ

1/310224200866619719680000* x^24 + 1/25852016738884976640000* xÐâ

^23 + 1/51090942171709440000* x^21 + 1/1216451004088320000* x^20Ðâ

+ 1/121645100408832000* x^19 + 1/355687428096000* x^17 + Ðâ

1/10461394944000* x^16 + 1/1307674368000* x^15 + 1/6227020800* xÐâ

^13 + 1/239500800* x^12 + 1/39916800* x^11 + 1/362880* x^9 + Ðâ

1/20160* x^8 + 1/5040* x^7 + 1/120* x^5 + 1/12* x^4 + 1/6*x^3 + x Ðâ

- cos(x) + 2 -exp(x)
2 a= numerical_approx (10)
3 print (f(a))

tex/sage/sageSnip016.sage

Voir la question ici :
https://ask.sagemath.org/question/37946/undeterministic-numerical-approximation/

△

34.3.5 Calcul d’une dérivée

Pour calculer la dérivée de f en a, il est loisible d’utiliser la formule

f 1paq “ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq
h

. (34.40)

Le numérateur est alors sujet à une erreur d’absorption dans le calcul de a`h et ensuite une erreur
de cancellation dans le calcul de la différence.

En utilisant la formule
f 1paq “ lim

hÑ0

fpa` hq ´ fpa´ hq
2h (34.41)

nous pouvons espérer avoir une erreur de cancellation plus petite.

34.3.6 Erreur d’absorption

L’addition d’un nombre avec un nombre très différent peut faire perdre de l’information sur le
plus petit. Par exemple avec 4 chiffres significatifs,

0.5678‘ 0.0001237 “ 0.5679 (34.42)

où nous avons perdu presque toute l’information du petit nombre.

https://ask.sagemath.org/question/37946/undeterministic-numerical-approximation/
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Une situation particulièrement ennuyeuse est celle où justement c’est le petit nombre qui nous
intéresse parce que le grand est censé se simplifier :

p0.0001327‘ 0.5678q a 0.5678 “ 0.5679a 0.5678 “ 0.0001 (34.43)

qui ne possède qu’un seul chiffre significatif correct alors que voyant le calcul, la réponse aurait pu
être trouvée.

Moralité : si certains manipulations algébrique peuvent faire apparaitre des simplifications
avant de passer le calcul à la machine, il est bon de les effectuer.

34.4 Conditionnement et stabilité
DEFooYIFAooSJbMkC

Définition 34.26.
Soit F une fonction à valeurs réelles définie sur XˆD où X et D sont des espaces vectoriels réels
normés. Le problème de la recherche des solutions de

F px, dq “ 0 (34.44)

est dit stable autour de d0 P D si
(1) la solution x “ xpdq existe et est unique pour tout d ;

ItemProbStableB

(2) Pour tout η ą 0, et pour tout d0, il existe un nombre K ą 0 tel que }d ´ d0} ă η entraine
}xpdq ´ xpd0q} ď K }d´ d0}.

La seconde condition est le fait que x soit Lipschitz 3 sur un voisinage de d0.
ExooXJONooTAYZVc

Exemple 34.27 (Stabilité de la différence).
Prenons le problème qui consiste à calculer la différence entre deux nombres : x “ a ´ b. Cela se
traduit par

F : RˆR2 Ñ R`
x, pa, bq˘ ÞÑ x´ a` b. (34.45)

Nous avons :
ˇ̌
xpa, bq ´ xpa1, b1qˇ̌ “ |a´ b´ a1 ` b1| (34.46a)

ď |a´ a1| ` |b´ b1| (34.46b)
“ }pa, bq ´ pa1, b1q}1 (34.46c)

où nous avons utilisé la norme }.}1 sur R2. Par la proposition 11.44 sur les équivalences de normes,
le nombre K “ ?2 fonctionne pour toute valeurs de η.

La problème de la différence est donc un problème stable. △

Exemple 34.28 (Stabilité de la multiplication).
Si a est fixé, le problème de calculer ab (b est la donnée) est stable. En effet ce problème est donné
par la fonction F px, bq “ x´ ab, dont la solution est xpbq “ ab. Nous avons donc

ˇ̌
xpbq ´ xpb1qˇ̌ “ |ab´ ab1| “ |a||b´ b1|. (34.47)

La constante de Lipschitz de ce problème est donc |a|. △

Définition 34.29.
Le nombre

Kabspd0, ηq :“ sup
d tel que |d0´d|ăη

}xpdq ´ xpd0q}X
}d´ d0}D (34.48)EqDefAABSOLUEqDefAABSOLU

est appelé le conditionnement absolu du problème autour de d0.

3. Définition 12.313.



2500 CHAPITRE 34. NUMÉRIQUE

Soit F px, dq “ 0 un problème stable de conditionnement absolu Kabspd, ηq. Le conditionnement
relatif est défini par

Krelpd, ηq :“ Kabspd, ηq }d}D
}xpdq}X . (34.49)DEFEQooSXDBooYbvGrCDEFEQooSXDBooYbvGrC

Le problème est dit bien conditionné près de d si Krelpd, ηq est petit.

Exemple 34.30 (Mauvais conditionnement de la différence).
Reprenons le problème de la différence, mais en fixant a. Nous avons donc xpbq “ a ´ b et le
conditionnement absolu est

sup |xpbq ´ xpb0q|
|b´ b0| “ 1 (34.50)

Le conditionnement relatif est :
Krelpb0, ηq “ |b|

|a´ b| . (34.51)

Et donc le problème est mal conditionné autour de a.
Autrement dit, si a1 est un nombre proche de a, calculer la différence a ´ a1 est un problème

mal conditionné. △

Exemple 34.31 (Bon conditionnement de la multiplication).
Pour le problème F px, bq “ x´ ab nous avons

Kabs “ sup
b1

|ab´ ab1|
|b´ b1| “ |a|. (34.52)

Et aussi
Krel “ a

|b|
|ab| “ 1. (34.53)

Le conditionnement relatif du problème de la multiplication est donc toujours 1. Il est donc toujours
un problème bien conditionné. △

Ne pas confondre :
Le conditionnement provient du problème lui-même.
La stabilité provient de l’algorithme de résolution.

Exemple 34.32 (Un problème mal conditionné).
Le système

" 2.1x` 3.5y “ 8 (34.54a)
4.19x` 7.0y “ 15 (34.54b)

Solution : x “ 100, y “ ´57.714285 . . . (périodique)
Perturbons : nous remplaçons 4.19 par 4.192. L’erreur relative est : 4.77ˆ 10´4.
Solution : x̄ “ 125, ȳ “ ´72.714285 . . ., avec donc erreur relative de 0.26. Autrement dit :

l’erreur relative sur la solution est grande même avec une petite erreur relative sur la donnée.
C’est un problème mal conditionné.
Le fait est que c’est une intersection de deux droites presque parallèles. Donc effectivement une

petite perturbation d’une des deux droites donne une grande perturbation du point d’intersection.
Le fait est qu’un ordinateur effectue toujours une perturbation, au moins de l’ordre 10´16 pour

ne fut-ce que représenter les nombres. C’est-à-dire une perturbation sur les six nombres définissant
le système. Il n’y a donc pas d’espoir d’obtenir un algorithme donnant une bonne réponse. △

Un résultat pratique pour étudier le conditionnement d’un problème est le suivant.
CorConditionnementNormeNabla

Corolaire 34.33.
Soit x “ xpdq un problème stable. Supposons D de dimension finie, supposons que U est ouvert
dans D. Supposons encore x : U Ñ R différentiable en d0. Alors quand η est petit, on a

Kη
abspd0q „ }∇xpd0q}. (34.55)



34.4. CONDITIONNEMENT ET STABILITÉ 2501

LemITCxqyS

Lemme 34.34.
Tout problème de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C1pRq est stable.

Démonstration. Il faut démontrer qu’une fonction C1 sur R vérifie automatiquement la condi-
tion (2) de la définition de la stabilité. Pour cela, remarquons qu’une fonction C1 possède une
dérivée continue, et donc bornée sur tout compact 4

Prenons η ą 0 et d0 P R et puis un d tel que |d´d0| ă η. Par le théorème des bornes atteintes,
la fonction x1 est bornée sur l’intervalle rd0 ´ η, d0 ` ηs. Appelons K un majorant de x1 sur cet
intervalle. La fonction

xpdq “ xpd0q `K|d´ d0| (34.56)

majore xpdq, et donc on a ˇ̌
xpdq ´ xpd0q

ˇ̌ ď K|d´ d0|. (34.57)

Attention : vérifier si ce raisonnement est correct avec d0 ą d, et adapter au besoin.
ExRZrOeoi

Exemple 34.35.
Un exemple de problème stable de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C0pRqzC1pRq.

La fonction

xpdq “
#

0 si d ě 0
x si d ă 0

(34.58)

est continue, mais pas C1 (non dérivable en x “ 0). La dérivée est partout bornée par 1, et donc
le problème est stable.

Un autre exemple très classique serait de prendre xpdq “ |d|. Dans ce cas, on peut prendre
n’importe que η et K “ 1. Le calcul est que

|xpdq ´ xpd0q| ă K|d´ d0| (34.59a)ˇ̌|d| ´ |d0|
ˇ̌ ă |d´ d0|. (34.59b)

Cette dernière inéquation est correcte, comme on peut le voir en mettant au carré les deux membres.
△

PIluknK

Exemple 34.36.
Un exemple de problème instable de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C0pRq.

Un exemple assez classique de fonction dont la dérivée n’est pas bornée sans pour autant que
la fonction aie un comportement immoral 5 est x ÞÑ ?

x. Afin d’avoir une fonction définie sur R
tout entier, nous regardons la fonction

xpdq “a|d|. (34.60)

Si nous considérons maintenant d0 “ 0 et n’importe quel η, nous avons

|xpdq ´ xpd0q|
|d´ d0| “

?
d

d
“ 1?

d
. (34.61)

Il n’est pas possible de trouver un K qui majore ce rapport. Le problème est donc mal conditionné.
Attention : dans ce calcul nous avons supposé d ą 0. Pensez à adapter au cas d ă 0. △

Exemple 34.37 (Problème bien conditionné avec algorithme instable).
Soit à calculer

In “ 1
e

ż 1

0
xnexdx (34.62)

4. Un compact est un ensemble fermé et borné, typiquement un intervalle du type ra, bs.
5. Penser à x ÞÑ x sinp1{xq.
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avec n ě 0. Par partie, nous obtenons :
In “ 1´ nIn´1. (34.63)

D’autre part, I0 “ e´1
e , I1 “ 1

e . Puis par récurrence, c’est tout en main.
Du côté de l’ordinateur, nous lui donnons forcément une approximation de I1, parce que nous

lui donnons une approximation de e. Soit l’erreur ϵ1 sur I1.
Sans démonstration :

Lemme 34.38.
Nous avons limnÑ8 In “ 0.

Mais numériquement, il n’est pas possible de rester longtemps sous ϵ1 parce que nous n’espérons
pas avoir une erreur plus petite que ça. Donc à partir du moment où In ă ϵ1, les valeurs sont toutes
complètement fausses. Cela est le mieux que l’on puisse espérer. Mais la réalité est pire.

En réalité, en lançant le calcul sur un ordinateur, les valeurs sont même croissantes avec n à
partir d’un certain moment.

On peut étudier l’erreur et montrer que l’erreur est donnée par :
ϵn “ p´1qn´1n!ϵ1. (34.64)

Mais comme la factorielle est tellement forte que c’est sans espoir d’aller loin en essayant très fort
de donner une petite erreur sur ϵ1.

△

Il existe heureusement un algorithme stable pour cette intégrale. La formule est :

In´1 “ 1
n
p1´ Inq. (34.65)

Si nous savons un IN avec N grand, cette formule donne les Ii avec i “ N,N ´ 1, . . . , 2. Posons
donc IN “ a P R n’importe comment. Donc ϵN est grand. Mais il se trouve que l’erreur sur ϵ1 est
donnée par

ϵ1 “ p´1qN´1

N ! ϵN . (34.66)

Donc même en prenant vraiment n’importe quoi pour IN , nous obtenons de bonnes approximations
pour Ii avec les petits i. Même avec I20 “ 1000 (qui est complètement faux), nous trouvons
énormément de chiffres significatifs corrects pour I1.

34.4.1 Comment choisir et penser le K ?

La formule (34.48) contient une formule qui ressemble étrangement à la dérivée. La stabilité
d’un problème est très liée à la dérivée de F . La stabilité et la dérivée ne sont pas les mêmes choses,
mais il n’est pas mauvais de penser au K de la stabilité comme la dérivée. Ou plus précisément :
le supremum de la dérivée.

Un fil conducteur du lemme 34.34 et des exemples 34.35, 34.36 est que l’on a unK qui fonctionne
lorsque la dérivée est bornée sur l’intervalle sd0´ η, d0` ηr. Dans le cas où ce supremum existe, le
prendre en guise de K fonctionne souvent.

Il faut cependant parfois faire acte d’imagination. La fonction x ÞÑ |x| n’est pas dérivable en
0. Il n’empêche que K “ 1 fait fonctionner la définition de la stabilité. Remarquez que K “ 1 est
le supremum de la dérivée là où elle existe.

À partir du moment où c’est clair que le K est le supremum de la dérivée, on comprend pourquoi
c’est le gradient qui arrive dans le corolaire 34.33. En effet, le gradient indique la direction de plus
grande pente. C’est donc bien dans cette direction qu’il faut chercher la « plus grande dérivée ».

Proposition 34.39.
Pour le problème stable x “ xpdq avec x P C1pRn,Rq, on a

Kabspdq „ }dxd} (34.67)
où dxd désigne la différentielle de x en d et la norme est la norme opérateur.
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34.5 Un peu de points fixes
SECooWUVTooMhmvaW

34.5.1 Choix de la fonction à point fixe

Pour l’équation fpxq “ 0, il existe une infinité de fonctions g pour lesquelles l’équation est
équivalente à x “ gpxq.

Exemple : fpxq “ x2 ´ 2´ lnpxq, nous pouvons faire
(1) x “ x2 ´ 2´ lnpxq ` x
(2) Poser x2 “ 2` lnpxq et donc

x “ ´a2` lnpxq (34.68a)
x “a

2` lnpxq. (34.68b)

(3) Ou encore

x “ 2` lnpxq
x

(34.69)

où nous savons déjà que x ‰ 0 parce que x “ 0 n’est pas dans le domaine de f .
(4) Ou par l’exponentielle :

x “ ex
2´2. (34.70)

Dans tous ces cas nous pouvons construire une suite pxnq en posant un nombre arbitraire pour x0
et ensuite la récurrence

xn`1 “ gpxnq. (34.71)

Graphiquement, la solution de l’équation est l’intersection entre les courbes y “ x et y “ gpxq.
Un petit dessin pour montrer la convergence :

‚P2‚Q2

‚
x2

Attention : cette méthode ne converge pas toujours. Parfois elle converge de façon monotone,
et parfois pas. Le choix de la fonction g qui fait x “ gpxq peut énormément changer la vitesse de
convergence.

Théorème 34.40 (Condition suffisante pour existence d’un point fixe).
Une fonction continue f : ra, bs Ñ ra, bs admet au moins un point fixe dans ra, bs.
Théorème 34.41 (Condition suffisante pour l’unicité).
Soit f continue sur ra, bs avec gpxq P ra, bs pour tout x P ra, bs. Supposons qu’il existe 0 ă k ă 1
tel que pour tout x P ra, bs nous ayons |g1pxq| ď k alors

(1) La fonction g possède un unique point fixe dans ra, bs.
(2) Pour tout x0 P ra, bs, tous les termes de la suite xn`1 “ gpxnq sont dans ra, bs.
(3) Ladite suite pxnq converge vers le point fixe.
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Théorème 34.42.
Soit f continue sur ra, bs avec gpxq P ra, bs pour tout x P ra, bs. Supposons

(1) qu’il existe 0 ă k ă 1 tel que pour tout x P ra, bs nous ayons |g1pxq| ď k et
(2) g est p fois dérivable sur ra, bs.
(3) g1pαq “ g2pαq “ . . . “ gpp´1qpαq et gppqpαq ‰ 0 où α est l’unique point fixe.

Alors la suite pxnq converge avec un ordre p.

Exemple 34.43.
Nous reprenons

fpxq “ x2 ´ 2´ lnpxq. (34.72)

Et nous voulons résoudre fpxq “ 0. Graphiquement c’est l’intersection entre y “ x2´2 et y “ lnpxq.
Il est vite tracé de savoir qu’il y a deux solutions : α1 P r0, 1s et α2 P r

?
2, 2s.

Déjà un petit problème : l’intervalle r0, 1s ne va pas parce que f n’y est pas continue. Un petit
raffinement d’analyse nous fournit α1 P re´2, 1s.

Nous avons au moins les fonctions de points fixes suivantes :

g1pxq “
a

2` lnpxq (34.73a)
g2pxq “ ex

2´2. (34.73b)

Pour la première, il y avait un ˘ qui a été négligé parce que nous savons que les deux solutions
cherchées sont positives. Travaillons avec la première. D’abord

g1
1pxq “

1
2x

a
2´ lnpxq . (34.74)

Nous avons limxÑe´2 g1
1pxq “ `8. Il ne sera donc pas possible de trouver 0 ă k ă 1 tel que

|g1pxq| ď k. Tentons quand même la méthode :

x0 “ 0.5 (34.75)

Il se fait que cela est plus proche de α1 que de α2. Mais en réalité la suite converge vers α2.
Passons à la seconde méthode.

g1
2pxq “ 2xex2´2. (34.76)

Sur l’intervalle re´2, 1s, g1
2 est croissante et prend toutes ses valeurs dans re´2, 1s. Nous pouvons

prouver que
|g1

2pxq| ď 2e´1 ă 1. (34.77)

Donc poser k “ 2e´1 fait fonctionner la proposition. Donc quel que soit le x0 pris dans cet
intervalle, nous aurons une suite convergente vers un point fixe à l’intérieur de l’intervalle. C’est-
à-dire convergente vers α1.

Cela est un exemple de problème pour lequel changer de fonction g change réellement la vie. △

34.5.2 Convergence quadratique
DEFooSUTRooAcXXjj

Définition 34.44.
Une suite pxnq a une convergence quadratique vers α si elle converge vers α et si il existe un C
tel que pour tout n nous ayons

}xn`1 ´ α} ď C}xn ´ α}2. (34.78)EQooMWBIooLGashpEQooMWBIooLGashp

Il est bien entendu possible de parler de convergence quadratique si la relation (34.78) a lieu
seulement à partir d’un certain indice.

Le lemme suivant donne l’importance du choix de point de départ lorsqu’on utilise une méthode
itérative dont la convergence est quadratique.
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LEMooLQMAooICcmrn

Lemme 34.45.
Soit une suite xn Ñ α de convergence quadratique. Si }x0 ´ α} ď r alors

}xn ´ α} ď 1
C
pCrq2n (34.79)EQooVYRIooTxetPnEQooVYRIooTxetPn

Démonstration. Nous pourrions directement prouver la formule (34.79) par récurrence, mais nous
allons la reconstruire un peu. Nous cherchons

}xn ´ α} ď Ckpnqr2n
. (34.80)EQooZCZVooHqpkqsEQooZCZVooHqpkqs

Nous avons les inégalités

}xn`1 ´ α} ď C}xn ´ α}2 (34.81a)
ď CC2kpnqr2n`1 (34.81b)
“ C2kpnq`1r2n`1 (34.81c)

d’où nous voyons que la fonction k doit vérifier
"
kp0q “ 0 (34.82a)
kpn` 1q “ 2kpnq ` 1 (34.82b)

La première équation est l’hypothèse }x0´α} ď r comparée à la formule (34.80). Il est vite vérifié
que kpnq “ 2n ´ 1. D’où le résultat.

Si le point de départ est choisi de façon à avoir Cr ă 1 alors nous avons là un très bon majorant
parce qu’il s’agit d’un majorant convergeant très rapidement vers zéro. Si au contraire Cr ą 1 alors
ce majorant ne sert à rien.

34.46.
Le fait d’avoir une convergence quadratique signifie que le nombre décimales correctes double
(environ) à chaque itération, dans n’importe quelle base. En effet supposons que xn ait k décimales
correctes ; cela signifie que |xn ´ α| „ 10´k. Donc

|xn`1 ´ α| ÆM10´2k. (34.83)

Cela est le double de décimales correctes de |xn ´ α|, moins l’ordre de grandeur de M .
Pour la méthode de bisection, le nombre de décimales augmente de 1 à chaque itération, mais

seulement en base 2. En base 10, de façon générique 6 il faut entre 3 et 4 itérations pour avoir une
décimale de plus.

NTooVXLXooXlAGEq

34.47 (Condition d’arrêt[727]).
D’autre part, lorsqu’une méthode a une convergence quadratique, nous avons un test d’arrêt. Pour
ce voir, nous avons la limite

lim
nÑ8

|xn`1 ´ α|
|xn ´ α| ď lim

nÑ8
C|xn ´ α|2
|xn ´ α| “ 0. (34.84)

Cette limite est alors également valable sans les valeurs absolues et si nous soustrayons xn ´ α au
numérateur, la limite devient ´1 :

´1 “ lim
nÑ8

xn`1 ´ xn
xn ´ α . (34.85)

Ou encore
lim
nÑ8

xn ´ xn`1
xn ´ α “ 1. (34.86)

Cela a pour conséquence que si n est grand,
6. C’est-à-dire sauf coup de malchance ou coup de chance.
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(1) xn`1 a le même ordre de grandeur que xn ´ α.
(2) xn ´ xn`1 et xn ´ α ont le même signe.

Donc si nous voulons une approximation de α avec une erreur ϵ, il suffit d’arrêter le calcul lorsque
|xn`1 ´ xn| ď ϵ. Et ce faisant nous savons de plus si l’approximation est par excès ou par défaut.

34.5.3 Convergence
PROPooRPHKooLnPCVJ

Proposition 34.48 (Convergence d’une méthode de point fixe[727]).
Soit g : R Ñ R de classe C1 et α un point fixe attractif 7 de g. Soit k tel que |g1pαq| ă k ă 1 et δ
tel que }g1}Bpα,δq ă k.

Alors ITEMooOQKMooTRSvUo

(1) La fonction g est k-contractante 8 sur Bpα, δq.
ITEMooFTAQooPBsBcR

(2) Nous avons g
`
Bpα, δq˘ Ă Bpα, δq.

ITEMooFSOAooKlcxih

(3) Pour tout x0 P Bpα, δq la suite xn`1 “ gpxnq converge vers α et

|xn ´ α| ď |x0 ´ α|kn. (34.87)

Si de plus g1pαq “ 0 et g est de classe C2 alors nous avons convergence quadratique (défini-
tion 34.44).

Démonstration. Vu que α est un point fixe attractif de g nous pouvons considérer un k tel que
|g1pαq| ă k ă 1. Et comme g est de classe C1, la fonction g1 est continue et donc bornée sur toute
boule du type Bpα, δq. Soit δ le plus grand nombre tel que }g1}

Bpα,δq ď k. Nous notons I “ Bpα, δq
pour cette valeur de δ.

Pour tout x P I nous avons, en utilisant le théorème des accroissements finis 12.190(2) : SUBEQooYXLHooSCnnRA

|gpxq ´ α| “ |gpxq ´ gpαq| (34.88a)
ď sup

tPI
|g1ptq||x´ α| (34.88b)

ď k|x´ α| (34.88c)
ă δ (34.88d)

parce que k ă 1 et |x ´ α| ď δ. Par conséquent gpxq P Bpα, δq. Cela prouve le point (2). Pour le
point (1), soient x, y P Bpα, δq et

|gpxq ´ gpyq| ď sup
aPI
|g1paq||x´ y| ď k|x´ y|. (34.89)

Pour le point (3) nous avons |gpxnq ´ α| ď k|xn ´ α|, c’est-à-dire

|xn`1 ´ α| ď k|xn ´ α|. (34.90)

Le résultat annoncé s’obtient par récurrence sur n.
En ce qui concerne la convergence quadratique, c’est du Taylor (proposition 12.452). Dévelop-

pons gpxnq autour de gpαq :

gpxnq “ gpαq ` g1pαqpxn ´ αq ` 1
2pxn ´ αq

2ϵpxn ´ αq (34.91)

avec limtÑ0 ϵptq “ 0. En posant C “ 1
2 suptăδ |ϵptq| nous avons |gpxnq ´ gpαq| ď C|xn ´ α|2,

c’est-à-dire
|xn`1 ´ α| ď C|xn ´ α|2. (34.92)

7. Définition 17.33.
8. Définition 17.37
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Ce corolaire est une paraphrase de la proposition 34.48. Il en retient seulement les points
intéressants en pratique.

CORooHKZCooEXRzcW

Corolaire 34.49.
Soit α une solution de l’équation x “ gpxq, avec g continue sur un voisinage de α et dérivable dans
l’intérieur. Nous supposons que

|g1pαq| ă 1. (34.93)

Alors il existe un rayon δ tel que si x0 P Bpα, δq, la suite pxnq converge vers α.

Certes cette proposition demande moins d’hypothèses, mais en réalité, il ne donne pas de vrais
moyens de choisir un point de départ x0. Avec les deux théorèmes précédents, nous pouvions
prendre x0 n’importe où dans ra, bs. Le fait est que pour choisir x0 nous pouvons tracer et donner
à la main un x0 proche de ce qui semble être α. Si ça ne converge pas, il faut donner un x0 plus
proche. La proposition nous assure que si nous jouons bien à choisir x0 très proche, la suite finira
par converger.

Notons que le corolaire 34.49 a encore l’inconvénient de demander de calculer g1pαq alors que α
est inconnu. La résolution de l’inéquation |g1pxq| ă 1 nous donne un certain nombre d’intervalles
dans R.

Soient In les intervalles solutions de l’inéquation. Si α P In alors la méthode converge. Sinon,
c’est pas garanti. En tout cas nous ne devons pas savoir réellement α pour appliquer le théorème.
Il suffit de savoir que α est dans un des In.

34.6 Méthode de Newton
SECooIKXNooACLljs

L’objectif de la méthode de Newton est d’évaluer une racine α de l’équation fpxq “ 0 lorsque
nous avons déjà une approximation x0 de la racine α.

C’est la méthode de Newton qui est à l’origine de la suite de la proposition 1.397 donnant une
suite dans Q qui converge vers

?
A.

DEFooXSOQooAnWqKM

Définition 34.50.
Le nombre α est une racine simple de l’équation fpxq “ 0 si fpαq “ 0 et f 1pαq ‰ 0. Le nombre
α est une racine multiple d’ordre r de fpxq “ 0 si

fpαq “ f 1pαq “ . . . “ f pr´1qpαq “ 0 (34.94)

et f prqpαq ‰ 0.

Exemple 34.51.
La fonction x ÞÑ x3 admet une racine d’ordre 3 en x “ 0. △

34.6.1 « Justification » par la formule de Taylor

Soit une fonction f continue et dérivable sur ra, bs. Soit α une racine de f et xn une de ses
approximations. Nous notons l’erreur θ et nous avons α “ xn`θ. Du coup nous avons fpxn`θq “
fpαq “ 0.

Écrivons la série de Taylor du théorème 12.442 autour de xn : il existe une fonction ϵ : RÑ R

telle que limtÑ0 ϵptq “ 0 telle que

fpαq “ fpxn ` θq “ fpxnq ` θf 1pxnq ` θ2ϵpθq. (34.95)EQooOPUBooYaznayEQooOPUBooYaznay

Nous isolons le θ du terme d’ordre 1 en nous souvenant que le membre de gauche est nul :

θ “ ´fpxnq ´ θ
2ϵpθq

f 1pxnq (34.96)
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Vu que α “ xn ` θ, nous pouvons écrire

α “ xn ´ fpxnq ` θ2ϵpθq
f 1pxnq . (34.97)

Il est donc raisonnable de poser
xn`1 “ xn ´ fpxnq

f 1pxnq (34.98)

en espérant que cela soit une meilleure approximation de α que xn.
En tout cas l’erreur sur xn`1 est

α´ xn`1 “ xn ` θ ´ xn ` fpxnq ` θ2ϵpθq
f 1pxnq “ θ ` fpxnq ` θ2ϵpθq

f 1pxnq , (34.99)

qui ne doit pas être fondamentalement plus grand que θ dès que θ est petit, surtout que si xn est
une approximation de α, nous pouvons espérer que fpxnq soit également petit. Là où les choses
peuvent déraper en grand, c’est si f 1pxnq est petit.

Cette méthode de Newton ne converge pas toujours. Le pire est lorsque par malheur il y a une
bosse pas loin de la racine. Alors il y a un risque de tomber sur f 1pxn`1q “ 0 ou en tout cas très
proche de zéro. Dans ce cas le point xn`2 est envoyé très loin.

34.6.2 « Justification » par points fixes
SUBSECooIBLNooTujslO

Nous savons que pour résoudre fpxq “ 0 par une méthode de point fixe, il y a de nombreux
choix possibles de fonctions g telles que gpxq “ x donne la même solution que fpxq “ 0. Soit α
une solution de fpxq “ 0 et cherchons une fonction g de la forme

gpxq “ x´ kfpxq. (34.100)EQooYVFIooJXnJXaEQooYVFIooJXnJXa

Nous savons par la proposition 34.48 que la fonction g donne une convergence quadratique lorsque
g1pαq “ 0. Pour la forme (34.100) nous avons g1pαq “ 1´ kf 1pαq, ce qui nous donne l’idée de poser
k “ 1

f 1pαq .
Le fait est que f 1pαq n’est pas connu, mais nous pouvons l’approximer par f 1pxq lorsque x est

proche de α. D’où l’idée de considérer la fonction

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq , (34.101)

et donc la suite xn`1 “ gpxnq c’est-à-dire

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (34.102)

Dès que xn est proche de α, sous l’hypothèse (raisonnable par continuité) que f 1pxnq soit proche
de f 1pαq, la méthode devrait donner une convergence quadratique.

Remarque 34.52.
Cette justification par points fixes n’est pas vraiment différente de celle par Taylor parce que Taylor
est utilisé dans la preuve de la proposition 34.48.

Définition 34.53 (Méthode de Newton).
La méthode de Newton pour la fonction f est la suite définie par récurrence

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (34.103)

Cette définition ne précise pas la valeur de x0, ni de condition d’arrêt.
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34.6.3 Convergence de la méthode de Newton
THOooDOVSooWsAFkx

Théorème 34.54 (Convergence quadratique de la méthode de Newton[727]).
Soit f une fonction continue vérifiant fpαq “ 0 et f 1pαq ‰ 0. Nous considérons la fonction

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq (34.104)

que nous supposons être de classe C2.
Si C est une majoration de }g2} sur un intervalle contenant α, alors en posant δ “ 1{C nous

avons ITEMooVXSKooWCVWQc

(1) La boule Bpα, δq est préservée par g : g
`
Bpα, δq˘ Ă Bpα, δq.

ITEMooZPSXooGgbfhG

(2) Pour tout x0 P Bpα, δq nous avons convergence quadratique vers α de la suite définie par
xn`1 “ gpxnq. ITEMooZCXZooCjeWPl

(3) Nous avons l’estimation
|xn ´ α| ď 1

C

`
C|x0 ´ α|

˘2n

(34.105)EQooFAIPooDpoNWKEQooFAIPooDpoNWK

où C est la constante de la définition de convergence quadratique.

Démonstration. Nous commençons par calculer la dérivée de g :

g1pxq “ fpxqf2pxq
f 1pxq2 , (34.106)

d’où nous déduisons que g1pαq “ 0. Ensuite nous utilisons abondamment la formule des accroisse-
ments finis (théorème 12.311) en commençant par

|gptq ´ gpαq| ď }g1}rt,αs|t´ α| (34.107)EQooZITHooEbGVKGEQooZITHooEbGVKG

où par }f}A nous entendons la norme uniforme de f sur A, c’est-à-dire }f}A “ supxPA }fpxq}.
Note : nous écrivons rt, αs, mais ça pourrait être rα, ts.

Si x P rt, αs alors

|g1pxq| “ |g1pxq ´ g1pαq| (34.108a)
ď }g2}rx,αs|x´ α| (34.108b)
ď }g2}rx,αs|t´ α| (34.108c)
ď }g2}rt,αs|t´ α|. (34.108d)

En particulier, }g1}rt,αs ď }g2}rt,αs|t´ α|, et nous pouvons continuer les majorations (34.107) :

|gptq ´ gpαq| ď }g2}rt,αs|t´ α|2. (34.109)

La fonction g étant de classe C2, la dérivée seconde g2 est bornée (nous supposons déjà travailler
sur un compact contenant α). Soit C une borne. Nous sommes en mesure de prouver le point (1)
avec δ “ 1{C. En effet si t P Bpα, 1{Cq alors

|gptq ´ α| “ |gptq ´ gpαq| ď C|t´ α|2 ď C
1
C2 “

1
C
, (34.110)

ce qui prouve que gptq P Bpα, 1{Cq.
Le point (2) se prouve de la même manière : si xn P Bpα, 1{Cq alors

|xn`1 ´ α| “ |gpxnq ´ gpαq| ď C|xn ´ α|2, (34.111)

ce qui est bien la convergence quadratique.
La majoration du point (3) s’obtient par récurrence sur n. Pour n “ 0, la relation (34.105)

devient |x0 ´ α| ď |x0 ´ α| qui est vraie. Ensuite par la convergence quadratique et la récurrence,

|xn`1 ´ α| ď C|xn ´ α|2 ď C
“ 1
C
pC|x0 ´ α|q2n‰2 “ 1

C

“
C|x0 ´ α|

‰2n`1
. (34.112)
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34.55.
Dans les cas pratiques, nous commençons souvent par résoudre l’équation fpxq “ 0 par dichotomie.
Au moment où nous sommes assez proche de la solution nous commençons Newton.

La raison est que la dichotomie fonctionne toujours : nous allons toujours nous approcher de
la solution. Si par contre le point de départ est mal choisi, la méthode de Newton peut envoyer
n’importe où, y compris très loin de la solution.

La proposition suivante nous indique que dans le cas d’une fonction convexe, le choix de point
de départ de la méthode de Newton n’est pas tellement crucial parce qu’ils sont tous bons. De plus
la convergence se faisant de façon décroissante (si on part de la droite), nous savons que le résultat
sera une approximation par excès de α.

PROPooVTSAooAtSLeI

Proposition 34.56 (Newton dans le cas convexe).
Soit f de classe C2 et une racine α telle que f 1pαq ą 0. Soit b ą α tel que f soit convexe sur rα, bs.

Alors pour tout x0 P rα, bs la suite de la méthode de Newton est
(1) décroissante
(2) reste dans rα, bs
(3) converge vers α.

Démonstration. Nous savons par la proposition 17.87(2) que la fonction f 1 est croissante, et par
hypothèse f 1pαq ą 0, donc sur rα, bs nous avons f 1 ą 0. Par conséquent, nous avons aussi f ą 0
sur rα, bs.

Le graphe de f est au dessus de la tangente de f en x “ xn (proposition 17.93). Si nous
nommons tx la fonction qui donne la tangente en x nous avons txnpαq ă 0 parce que fpαq “ 0.
Par conséquent

txnpxq “ 0 (34.113)

pour α ă x ă xn. Cela prouve que xn`1 P rα, bs, et que pxnq est une suite décroissante
Étant donné que pxnq est une suite décroissante dans le compact rα, bs, elle est convergente.

Notons β sa limite. Nous avons la relation de récurrence

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (34.114)

En passant à la limite nÑ8 nous avons l’équation

β “ β ´ fpβq
f 1pβq . (34.115)

Vu que fpxq ą 0 sur sα, bs nous avons automatiquement β “ α.

34.6.4 Racine carrée par la méthode de Newton

Nous avons vu dans la proposition 1.397 une suite dont la limite était
?
A.

EXooDLSVooMHPpcl

Exemple 34.57.
Utilisation de la méthode de Newton pour calculer

?
A. La première idée serait d’appliquer le

théorème 34.54 à la fonction fpxq “ x´?A. Je vous laisse voir pourquoi ça ne marche pas.
Nous faisons fpxq “ x2 ´A. Le calcul donne :

gpxq “ x´ x2 ´A
2x “ 1

2
`
x` A

x

˘
. (34.116)

Cela explique la formule (1.561). △
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34.6.5 Formalisation de l’algorithme

La méthode de Newton consiste a exprimer la solution x de fpxq “ 0 avec f P C1pRq comme
limite d’une suite txnunPN définie par récurrence par la formule

xn`1 “ xn ´ fpxnq
f 1pxnq . (34.117)

où x0 est arbitraire.
Si on veut exprimer cela en termes d’algorithmes, nous disons que l’algorithme de Newton est

donné par la suite de problèmes

Fnpxn`1, xn, fq “ xn`1 ´ xn ` fpxnq
f 1pxnq . (34.118)EqFPourNewtonUnEqFPourNewtonUn

La donnée du problème est la fonction f , et rien que elle.
Plus précisément, une fois que la fonction f est donnée, il existe une infinité de problèmes :

pour chaque a P R nous avons le problème

Gapxn, fq “ x´ a` fpaq
f 1paq . (34.119)

La méthode de Newton consiste à sélectionner une partie de ces problèmes de la façon suivante :
"
F0 “ Gx0 (34.120a)
Fn “ Gxn . (34.120b)

Le problème F0 fournit un nombre x1 qui nous permet de sélectionner le problème Gx1 qui va
fournir le nombre x2, etc.

Au moment de calculer le conditionnement de Fn, nous ne devons pas voir xn´1 comme fonction
de x0 et de la donnée f . Il ne faut donc pas dériver à travers les xn.

Proposition 34.58.
Si une racine est multiple, alors l’ordre de convergence de la méthode de Newton est 1.

Voici un algorithme possible :

1 def Newton (f,x0 ,toll ,maxit):
2 fp=f. derivative ()
3 n=0
4 x=x0
5 diff=toll +1
6 while abs (diff)>toll and n<maxit:
7 n=n+1
8 diff=-f(x)/fp(x)
9 x=x+diff

10 r e t u r n x,n

tex/frido/codeSnip_2.py

Commentaires :
(1) Notons que dans un langage vraiment numérique comme Matlab, il faut passer f 1 en argu-

ment.
(2) Dans le while il faudrait mettre xn`1´xn (en valeur absolue), mais cette différence est aussi

utilisée pour calculer xn`1 donc on la calcule une seule fois.
(3) Il faudrait faire une vérification sur fpxnq ‰ 0. Il n’y a pas tellement de choix que de changer

le point initial.
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34.6.6 Caractéristiques

L’algorithme de Newton a les caractéristiques suivantes :
(1) Pour résoudre le problème numéro n, il faut avoir résolu le problème numéro n´ 1.
(2) Aucune des solutions xn aux problèmes intermédiaires n’est une solution au problème de

départ (à moins d’un coup de chance).
(3) Étant donné que la donnée du problème Fn est la fonction f de départ, nous avons dm “

dn “ d pour tout m et n.
THOooMACHooLofCVu

Théorème 34.59.
Soit f continue sur un voisinage de α, racine simple. Alors il existe un voisinage de α de rayon
σ tel que pour tout x0 dans ce voisinage, la méthode converge vers α avec ordre de convergence
p “ 2.

Donc dès qu’on a continuité autour de la solution recherchée, il suffit de prendre x0 assez proche
pour que tout se passe bien. Cela se fait par localisation des racines, par exemples en traçant la
fonction avec un bon niveau de zoom. Le fait est qu’on cherche disons 3 décimales à la main (travail
sur ordinateur et graphique) et Newton donne les 20 décimales suivantes à la vitesse de la lumière.

34.6.7 Exemple de la racine carrée

Nous allons nous lancer dans un exemple : le cas de la racine carrée. Soit à calculer une
approximation numérique de

?
2. Il s’agit d’une racine de la fonction fpxq “ x2 ` 2. La fonction

de la méthode de Newton associée est :

gpxq “ x´ fpxq
f 1pxq “

x2 ´ 2
2x . (34.121)

Cherchons un intervalle autour de
?

2 sur lequel nous avons convergence de la méthode de Newton.
Cela s’obtient grace à la proposition 34.48 qui nous informe qu’il suffit de trouver un intervalle
autour de

?
2 sur lequel |g1pxq| ď 1.

Nous avons
g1pxq “ x2 ´ 2

2x2 , (34.122)

et nous cherchons à résoudre |g1pxq| ď 1. D’abord g1pxq “ 1 n’a aucune solutions alors que g1p?2q “
0. Donc nous avons g1pxq ď 1 pour tout x P R`. Par contre l’équation g1pxq “ ´1 a des solutions :
x “ ˘a2{3.

Nous avons donc convergence de la méthode de Newton pour x0 dans un intervalle de la forme

ra2{3,?2` . . .s (34.123)

où les les trois points représentent l’expression qu’il faut pour que ce soit symétrique autour de
?

2.
La valeur précise n’a pas tellement d’importance parce, vu que nous sommes en train de chercher?

2, il est peu probable que nous ayons déjà en main une bonne approximation de nombres du typea
2{3.

Proposition 34.60.
La méthode de Newton pour la fonction fpxq “ x2´2 converge vers

?
2 pour toute valeur de départ

dans s0,`8r.
Démonstration. La fonction fpxq “ x2 ´ 2 est convexe et f 1p?2q “ 2

?
2 ą 0. Donc la méthode

converge vers
?

2 pour tout x0 ě
?

2 par la proposition 34.56.
Si par contre x0 P s0,

?
2r nous avons

x1 “ x2
0 ` 2
2x0

. (34.124)
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En posant hpxq “ px2`2q{2x et en résolvant h1pxq “ 0 nous trouvons x “ ?2. Et là, hp?2q “ ?2.
Donc hpxq est toujours plus grand que

?
2 pour tout x P s0,?2r.

En d’autres termes, si x0 P s0,
?

2r alors x1 ě
?

2 et nous retombons dans le premier cas.

34.6.8 Si multiplicité

Supposons que α soit de multiplicité r (définition 34.50).
Cela se remarque en voyant que la méthode de Newton demande plutôt 20 itérations que 5.

Le problème que cela pose est que chaque itération, les évaluations provoquent des erreurs. Donc
moins d’itérations, c’est mieux.

Nous pouvons modifier la formule avec

xn`1 “ xn ´ r fpxnq
f 1pxnq . (34.125)

Il est possible de prouver que cette suite est à nouveau à convergence quadratique.
Ou alors on pose F pxq “ f pr´1qpxq et α est une racine simple pour F . Donc faire Newton pour

F est à nouveau quadratique, tout en donnant la même solution parce que F pαq “ 0 et F 1pαq ‰ 0.
La seconde façon est bien parce que le théorème de localisation fonctionne 34.59
Et si r n’est pas connu ?
Il est toujours possible de faire r “ 2 puis r “ 3 et caetera jusqu’au moment où l’on remarque

que le nombre d’itérations baisse un grand coup.
Mais ça demande beaucoup de calculs. Le mieux est de changer de méthode.

34.6.9 Et la dérivée ?

Un des problèmes de la méthode de Newton est que l’on doit pouvoir calculer la dérivée.
Typiquement, il faut savoir f de façon analytique. Si cela n’est pas possible, nous pouvons changer
de méthode et utiliser la méthode des sécantes décrite en 34.9.

34.6.10 Méthode de Newton : le cas général
LemXdObnV

Lemme 34.61.
Soient A et B deux matrices inversibles telles que la matrice pA` ϵBq soit inversible pour tout ϵ
assez petit. Alors il existe une matrice Xpϵq telle que

pA` ϵBq´1 “ pA´1 ` ϵXq (34.126)

et telle que limϵÑ0Xpϵq “ ´A´1BA´1.

Démonstration. Le candidat matrice X est relativement simple à trouver en écrivant

pA` ϵBqpA´1 ` ϵXq “ 1` ϵAX ` ϵBA´1 ` ϵ2BX. (34.127)

En imposant que cela soit 1, nous trouvons

Xpϵq “ ´pA` ϵBq´1BA´1. (34.128)

La matrice Xpϵq étant un inverse à droite de pA ` ϵBq, son déterminant est non nul et X est
inversible. Par conséquent elle est également inversible au sens usuel. Le calcul de la limite est
direct :

lim
ϵÑ0

´pA` ϵBq´1BA´1 “ A´1BA´1 (34.129)

parce que l’inverse est une fonction continue sur GLpn,Rq.
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Remarque 34.62.
Un calcul naïf nous permet de trouver le même résultat de façon plus heuristique. En effet un
développement usuel (dans R) est

1
a` ϵb “

1
a
´ ϵb

a2 ` . . . (34.130)

Si nous récrivons cela avec des matrices, nous écrivons (attention : passage heuristique !) :

pA` ϵBq´1 “ A´1 ´ ϵA´1BA´1 ` . . . (34.131)

Notons le choix de généraliser b{a2 par a´1ba´1. Dans les réels les deux écritures sont équivalentes,
mais pas dans les matrices.

Étudions si A´1 ´ ϵA´1BA´1 est bien un inverse à ϵ2 près de pA` ϵBq :

pA`ϵBqpA´1`ϵA´1BA´1q “ 1´ϵBA´1`ϵBA´1´ϵ2BA´1BA´1 “ 1´ϵ2BA´1BA´1. (34.132)

Par conséquent, à des termes en ϵ2 près la matrice A´1´ϵA´1BA´1 est bien un inverse de A`ϵB.
ThoHGpGwXk

Théorème 34.63 (Méthode de Newton[728]).
Soit f : Rn Ñ Rn une application de classe C2 et un point a P Rn tel que fpaq “ 0. Nous supposons
que dfa est inversible.

Alors il existe un voisinage V de a tel que pour tout x0 P V la suite définie par récurrence

xn`1 “ xn ´ pdfaq´1`fpxnq
˘

(34.133)

converge vers a. De plus la vitesse est quadratique au sens où il existe C ą 1 tel que

}xn ´ a} ď C´1´2n
. (34.134)EqtkiDXtEqtkiDXt

Démonstration. Étant donné que dfa est inversible et que df est continue, l’application dfx est
continue 9 pour tout x dans un voisinage de a. Nous prenons r ą 0 tel que dfx est inversible pour
tout x P Bpa, rq.

Nous considérons la fonction

F : Bpa, rq Ñ Rn

x ÞÑ x´ pdfxq´1`fpxq˘. (34.135)

Cela est une application C1. La clef est de montrer que l’application de F à un point a`h rapproche
de a pourvu que h soit assez petit. Nous avons la formule suivante :

F pa` hq ´ F paq “ h´ `
dfa`h

˘´1`
fpa` hq˘. (34.136)EqyDLQeEEqyDLQeE

Nous allons maintenant utiliser un développement de Taylor par rapport à h en suivant la formule
(12.1278). Nous avons

fpa` hq “ fpaq ` dfaphq ` }h}2ξphq (34.137)
où ξ : Rn Ñ Rn est une fonction qui tend vers une constante lorsque hÑ 0. Nous avons aussi

dfa`h “ dfa ` }h}τphq (34.138)

où τ : Rn Ñ Mpn,Rq est une application qui tend vers une constante lorsque h Ñ 0. En ce qui
concerne l’inverse nous utilisons le lemme 10 34.61 :

`
dfa ` }h}τphq

˘´1 “ pdfaq´1 ` }h}Aphq (34.139)

9. Nous pouvons voir df comme l’application qui à x fait correspondre la matrice dfx P Mpn,Rq. Cette application
étant continue et la non inversibilité d’une matrice étant donnée par l’annulation du déterminant, les matrices
inversibles forment un ouvert dans l’ensemble des matrices.

10. Pour l’inversibilité de }h}τphq, notons que dfa est inversible et que par hypothèse la somme dfa ` }h}τphq est
inversible.
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où A est une autre matrice fonction de h qui tend vers une constante lorsque h tend vers zéro. En
substituant le tout dans (34.136) nous trouvons

F pa` hq ´ F paq “ }h}2pdfaq´1ξphq ` }h}`Aphq ˝ dfa
˘phq ` }h}3Aphqξphq. (34.140)

En ce qui concerne la norme nous utilisons le fait que si T est un opérateur, }Tx} ď }T }}x}. Nous
trouvons

}F pa` hq ´ F paq} ď }h}2}pdfaq´1}}ξphq} ` }h}2}Aphq ˝ dfa} ` }h}3}Aphq}}ξphq} (34.141a)
“ }h}2αphq (34.141b)

pour une certaine fonction α : Rn Ñ R qui tend vers une constante lorsque hÑ 0.
En posant C “ limhÑ0 αphq nous avons la majoration

}F pxq ´ a} ď C}x´ a}2. (34.142)EqSYiuYFEqSYiuYF

Nous pouvons également supposer que C ą 1. Afin de prouver la vitesse de convergence (34.134),
nous allons encore redéfinir r en demandant r ă 1{C2. De cette manière nous avons

}x0 ´ a} ď 1
C2 (34.143)

et la récurrence sur n est :

}xn`1 ´ a} “ }F pxnq ´ a} ď C}xn ´ a}2 ď C
`
C´1´2n˘2 “ C´1´2n`1

. (34.144)

Note : ce dernier calcul est le lemme 34.45 appliqué à r “ p1{C2q.
Remarque 34.64.
La valeur de la constante C a été fixée par l’équation (34.142). Certes nous pouvons toujours
choisir C plus grand afin d’augmenter la vitesse de convergence, mais le point de départ x0 devant
être dans une boule de taille 1{C2 autour de a, demander C plus grand revient à demander un
point de départ plus précis.

34.7 Estimation de l’ordre de convergence
Définition 34.65 ([729]).
Nous disons que la suite pxnq de limite x est convergente d’ordre q pour q ą 1 si il existe µ ą 0
tel que

lim
kÑ8

|xk`1 ´ x|
|xk ´ x|q “ µ. (34.145)

En particulier :
— la convergence d’ordre 2 est dite quadratique,
— la convergence d’ordre 3 est dite cubique,
— la convergence d’ordre 4 est dite quartique.

Comment estimer numériquement l’ordre p de convergence de la méthode ? Soit une suite pxnq
convergente vers α. Considérons les 4 termes xn´3, xn´2, xn´1, xn. Alors nous pouvons écrire
l’approximation

|xn ´ xn´1|
|xn´1 ´ xn´2| »

ˆ |xn´1 ´ xn´2|
|xn´1 ´ xn´3|

˙p
. (34.146)

Cette approximation ne serait pas trop mauvaise tant que n est assez grand pour que la convergence
soit bien engagée. Passons au logarithme :

ln |xn ´ xn´1|
|xn´1 ´ xn´2| » p ln

ˆ |xn´1 ´ xn´2|
|xn´1 ´ xn´3|

˙
. (34.147)
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et donc

p »
ln
´ |xn´xn´1|

|xn´1´xn´2|
¯

ln
´ |xn´1´xn´2|

|xn´1´xn´3|
¯ . (34.148)

Avec cette approximation, en réalité nous calculons une suite ppiq qui sont les approximations de
p à partir des termes i à i` 3 de la suite pxnq. Il s’agit d’une suite d’estimations de p.

(1) Dans le cas de la bisection, nous obtenons toujours pi “ 1.
(2) Dans le cas de la méthode de Newton (34.6) nous avons p “ 2. Mais les premières valeurs de

pi peuvent être aussi bien 0 que 7. Après quelques itérations pourtant les pi se regroupent
autour de 2.

En tout cas, le plus important est de savoir si p ą 1 ou non. Rappel : nous voulons la superlinéarité
parce que nous voulons utiliser le test d’arrêt de la différence entre deux termes, voir 34.47.

34.8 Autres méthodes

34.8.1 Méthode de Schröder

La formule est
xn`1 “ xn ´ fpxnqf 1pxnq

f 1pxnq2 ´ fpxnqf2pxnq (34.149)

Cette méthode est d’ordre 2 pour toute racine et toute valeur de multiplicité. Le problème de cette
méthode est qu’elle demande 3 évaluations de f . Son efficacité :

E “ 3?2 » 1.25 (34.150)

Cela est donc moins efficace que Newton.

34.8.2 Halley

Il a p “ 3 lorsque α est racine simple. Mais encore p “ 1 pour les racines multiples. Plus efficace
que Newton pour les racines simples, mais même problème pour les racines multiples.

xn`1 “ xn ´ 2fpxnqf 1pxnq
2f 1pxnq2 ´ fpxnqf2pxnq (34.151)

34.9 Méthode des sécantes variables
SECooIUEUooVcHAoc

Si nous n’avons pas de formule analytique pour f , mais seulement la possibilité de calculer
fpxq pour tout x. Newton ne fonctionne pas, mais la bisection fonctionne.

Nous pouvons approximer
f 1pxnq “ fpxnq ´ fpxn´1q

xn ´ xn´1
. (34.152)

En substituant dans la formule de Newton, nous obtenons

xn`1 “ xn ´ fpxnqpxn ´ xn´1q
fpxnq ´ fpxn´1q . (34.153)

Il s’agit de prendre la droite qui passe par pxn´1, fpxn´1qq et par pxn, fpxnqq et de prendre
l’intersection de cette droite avec l’axe y “ 0. Cela donne le xn`1.

Pour cette méthode, il ne faut pas seulement x0 mais également x1.
L’ordre de convergence est le nombre d’or

p “ 1´?5
2 » 1.618. (34.154)EQooQEFCooUsGVjPEQooQEFCooUsGVjP
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Cela est donc superlinéaire.
Le nombre d’évaluations est s “ 1 (il y a deux apparitions de f dans la formule, mais l’une des

deux est récupérée dans l’itération suivante). Donc l’efficacité est

E “ p. (34.155)

Donc bien efficace.

Proposition 34.66.
Si α est racine simple, il existe un voisinage de α tel que pour tout choix de x0, x1 dans ce voisinage,
la méthode converge.

Psychologiquement, on est tenté de prendre x0 et x1 de part et d’autre de α (pensant à la
bisection), mais en réalité ce n’est pas obligatoire du tout et n’a aucune influence. Il faut seulement
les prendre très proches de α.

Remarque 34.67.
La méthode de la sécante est souvent écrite sous la forme

xn`1 “ xn´1fpxnq ´ xnfpxn´1q
fpxnq ´ fpxn´1q . (34.156)EQooYVKLooKTFjwvEQooYVKLooKTFjwv

C’est évidemment algébriquement équivalent.
Les formules (34.154) et (34.156) ont toutes deux des erreurs de cancellation. Laquelle est la

plus grave ?
Dans la première, si la fraction est mal calculée, elle ne fait que modifier xn. C’est-à-dire qu’on

peut espérer qu’à la prochaine itération, ça aille mieux. En tout cas, dans ce cas si la fraction est
mal calculée, ça ne détruit pas tout.

Dans la seconde, c’est la valeur elle-même qui risque d’être mal calculée. Et si la fraction est
mal calculée, alors on casse complètement l’éventuelle bonne approximation que nous avions déjà.

34.9.1 Aitken

La méthode du ∆2 de Aitken est une méthode d’accélération de la convergence.
Soit pxnq une suite qui converge. Nous voudrions une nouvelle suite pynq telle que

lim
nÑ8

yn ´ α
xn ´ α “ 0. (34.157)

C’est la définition d’une convergence accélérée.
La façon de faire est :

yn “ xn`2xn ´ x2
n`1

xn`2 ´ 2xn`1 ` xn “ xn ´ pxn`1 ´ xnq
xn`2 ´ 2xn`1 ` xn . (34.158)

La première expression a deux cancellations (la seconde une seule) et de plus la première est yn
elle-même alors que la seconde est une correction.

Donc la seconde expression est numériquement meilleure.
L’opérateur ∆ appliqué à une suite est :

p∆xqn “ xn`1 ´ xn (34.159)

Donc

p∆2xqn “ p∆xqn`1 ´ p∆xqn “ xn`2 ´ xn`1 ´ xn`1 ` xn “ xn`2 ´ 2xn`1 ` xn. (34.160)

L’accélération a alors la formule
yn “ p∆xq2n

p∆2xqn . (34.161)

Le problème est que ça accélère tellement que l’on arrive vite à des erreurs de cancellations, et
donc à une précision en pics oscillants.
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34.10 Équations algébrique
C’est une équation du type P pxq “ 0 où P est un polynôme. Soit un polynôme de degré n.

Nous en savons des choses.
(1) L’équation a exactement n solutions dans C en comptant les multiplicités.
(2) Les racines complexes arrivent par paire complexes conjuguée. Elles sont donc toujours en

nombre pair.
Si donc nous avons n “ 3, nous ne pouvons pas avoir 2 racine réelles. Il y en a donc 1 ou 3

réelles. Pas zéro ni deux.
Quelques méthodes : Müller, matrice compagnon, Laguerre.

34.10.1 Résoudre un système linéaire

Pour résoudre un système linéaire d’équations, nous échelonnons la matrice du système. Soit à
résoudre le système Ax “ b où

A “
¨
˝

2 4 ´6
1 5 3
1 3 2

˛
‚, et b “

¨
˝
´4
10
5

˛
‚. (34.162)

En termes de problèmes, on écrit F
`
x, pA, bq˘ “ Ax ´ b. La donnée de ce problème est le couple

pA, bq.
En ce qui concerne l’algorithme, on pose comme premier problème

F1
`
x1, pA1, b1q

˘ “ A1x1 ´ b1 “ 0 (34.163)

avec A1 “ A et b1 “ b.
Ensuite, on commence à échelonner et le second problème est

F2
`
x2, pA2, b2q

˘ “ A2x2 ´ b2 “ 0 (34.164)

avec

A “
¨
˝

2 4 ´6
0 3 6
0 1 5

˛
‚, et b “

¨
˝
´4
12
13

˛
‚. (34.165)

Le troisième problème sera
F3

`
x3, pA3, b3q

˘ “ A3x3 ´ b3 “ 0 (34.166)

avec

A “
¨
˝

2 4 ´6
0 3 6
0 0 3

˛
‚, et b “

¨
˝
´4
12
3

˛
‚. (34.167)

Ce problème est facile à résoudre « à la main ». Nous nous arrêtons donc ici avec l’algorithme, et
nous trouvons le x3 qui résous le problème F3.

34.10.2 Caractéristiques

L’algorithme de résolution de systèmes linéaires d’équations a les propriétés suivantes, à mettre
en contraste avec celles de Newton :

(1) Pour résoudre le problème numéro n, il n’a pas fallu résoudre le problème numéro n´ 1.
(2) Toutes les solutions xn des problèmes intermédiaires sont solutions du problème de départ.

Nous avons Fnpx, dnq “ 0 pour tout n (ici, dn “ pAn, bnq).
(3) D’un problème à l’autre, les données changent énormément : la matrice échelonnée peut être

très différente de la matrice de départ.



34.11. ÉQUATIONS NON LINÉAIRES 2519

34.10.3 Définitions

Nous allons maintenant formaliser en donnant quelques définitions pour nommer les propriétés
que nous avons vues. D’abord, un algorithme est une suite de problèmes. Un algorithme pour
résoudre un problème F px, dq “ 0 est une suite de problèmes tFnpxn, dnq “ 0unPN.

Définition 34.68.
Un tel algorithme est dit fortement consistant si pour toutes données admissibles dn, on a

Fnpx, dnq “ 0 @ n, (34.168)

où x est la solution de F px, dq “ 0.

L’algorithme des matrices est fortement consistant, mais pas l’algorithme de Newton.

Définition 34.69.
Un algorithme est consistant si limnÑ8 Fnpx, dnq “ 0.

Dans le cas de l’algorithme de Newton, c’est plutôt une telle consistance qu’on attend.
L’algorithme est dit stable si pour tout n le problème correspondant est stable. Dans ce cas,

on note Knum le conditionnement relatif asymptotique défini par

Knum “ lim sup
n

Kn (34.169)

où Kn est le conditionnement relatif du problème Fnpxn, dnq “ 0.
DefAlgoConverge

Définition 34.70.
Un algorithme est dit convergent (en d) si pour tout ϵ ą 0, il existe N “ Npϵq et δ “ δpN, ϵq tels
que pour n ě 0 et |d´ dn| ă δ, on ait |xpdq ´ xnpdnq| ă ϵ.

RemConvAlgoNewton

Remarque 34.71.
Dans le cas de l’algorithme de Newton, nous avons vu que la donnée dn du problème Fn était
en fait la même que la donnée initiale d, donc nous avons dn “ d, et par conséquent nous avons
toujours |d´ dn| ă δ. Dans ce cas, la définition de la convergence revient à demander que la suite
numérique des xn converge vers la solution x.

Remarque 34.72.
Dans le cas des matrices par contre, les données sont très différentes les unes des autres, nous
avons donc en général que |d ´ dn| ą δ. Mais en revanche nous savons que tous les problèmes
intermédiaires Fn acceptent une solution unique 11 xnpdnq “ xpdq. Par conséquent, |xnpdnq ´ xpdq|
est toujours plus petit que ϵ. L’algorithme des matrices est donc toujours un algorithme convergent.

34.11 Équations non linéaires

Certaines équations non linéaires sont résolubles explicitement, par exemples les polynômes de
degré jusqu’à 4 ou des choses comme

sin2pxq ` 3 sinpxq ` 5 “ 0. (34.170)

Mais ces exemples sont très rares.
Nous allons étudier des équations du type fpxq “ 0, dans R.

(1) Un problème écrit sous la forme x “ gpxq peut utiliser des théorèmes de points fixes.
(2) Un problème sous la forme fpxq “ 0 peut utiliser des méthodes de bisection, Newton ou

autres.
11. Nous n’envisageons que le cas où le déterminant est non nul.
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Il y a évidemment beaucoup de façons de transformer un problème pour passer d’une forme à
l’autre.

Exemple 34.73.
Soit fpxq “ x2 ´ a “ 0 avec a ą 0. Nous pouvons l’écrire

x2 ` x´ a “ x (34.171)
qui donne une forme gpxq “ x pour gpxq “ x2 ` x´ a.

Ou encore x “ a
x et donc gpxq “ a{x (si par ailleurs on sait que x ‰ 0). Notons que x ‰ 0 n’est

pas une hypothèse très forte parce qu’on la vérifie directement sur a. △

Exemple 34.74.
Soit l’équation à résoudre

fpxq “ x2 ´ 2´ lnpxq “ 0 (34.172)
Les solutions de cette équation peuvent être vues comme les intersections avec l’axe X du graphe
y “ x2 ´ 2´ lnpxq. Tracer peut donc aider. Par ailleurs, il faut noter que

lim
xÑ˘8 fpxq “ 8, (34.173)

donc les solutions sont certainement contenues dans un compact de R.
À part tracer nous pouvons écrire

x2 ´ 2 “ lnpxq. (34.174)
Et là, ce sont deux fonctions dont nous pouvons tracer le graphe pour trouver graphiquement
les points d’intersection. Une étude de fonction montre vite qu’il y a exactement deux solutions,
qu’elles sont strictement positives. Pour trouver des bornes, il faut calculer par exemple pour x “ 2
les valeurs de lnpxq et x2 ´ 2 pour voir si le graphe de x2 ´ 2 est déjà plus haut. △

La majorité des méthodes numériques de résolution d’équations du type fpxq “ 0 ou x “ gpxq
seront sous la forme de suites. Avec questions à la clef :

(1) Quel point de départ choisir ?
(2) Convergence ?
(3) Est-ce que la limite est bien une solution ?
(4) Vu que la limite est unique, comment faire si l’équation a plusieurs solutions ? (souvent c’est

le choix du point initial qui va jouer sur ce point)

34.75.
Si la fonction est très plate, il est possible d’avoir

|fpα̃q| ď ϵ (34.175)
sans que α̃ ne soit une bonne approximation.

Lorsqu’on fait tourner une méthode itérative résolvant fpxq “ 0, il n’est pas suffisant de
s’arrêter lorsque

fpxnq ď ϵ1. (34.176)
Il faut aussi s’assurer que, si x̄ est la solution exacte, |xn´x̄| ď ϵ2. Ici ϵ1 et ϵ2 sont deux « précisions »
que nous nous fixons au départ.

Évidemment, vérifier la condition |xn´ x̄| ď ϵ2, il faudrait savoir x̄. Et savoir x̄ c’est justement
le problème. Nous sommes donc amenés à faire des estimations de |xn ´ x̄|.
34.76.
Lorsque nous effectuons une méthode itérative, il faut donc contrôler deux grandeurs :

|x̄´ xn| ď ϵ1 (34.177a)
|xn`1 ´ xn| ď ϵ2. (34.177b)

Proposition 34.77.
Soit p l’ordre de convergence de la suite pxnq vers x̄. Si p ą 1 et |xn`1´xn| ď ϵ2 alors |x̄´xn| ď ϵ2.
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34.11.1 Méthode de bisection

Il y a ce théorème des valeurs intermédiaires.

Théorème 34.78.
Soit f continue sur ra, bs telle que fpaqfpbq ă 0. Alors il existe au moins une solution à l’équation
fpxq “ 0 sur l’intervalle sa, br.

Pour démarrer une bisection, il est toujours bon de prendre l’intervalle ra, bs de façon à ne
contenir qu’une seule solution.

Soit donc un premier intervalle ra0, b0s tel que fpa0qfpb0q ă 0 et ne contenant qu’une seule
solution. À chaque itération nous considérons la moitié de l’intervalle précédent, mais la moitié
contenant la solution.

Le test d’arrêt de la méthode de bisection se base uniquement sur la taille de l’intervalle qui
reste. En effet si nous avons

|bn ´ an| ď ϵ (34.178)

nous avons certainement
|x̄´ xn| ď ϵ

2 (34.179)

où xn est le point du milieu de ran, bns.
34.79.
La fonction f n’intervient dans la méthode que via son signe, pas via ses valeurs exactes.

34.80.
Notons que le théorème des valeurs intermédiaires n’est pas très puissant pour choisir l’intervalle
de départ ; penser à la fonction

fpxq “ x2 ´ 5 (34.180)

sur l’intervalle r´10, 10s. Il y a bien deux solutions dans l’intervalle, mais elles sont invisibles du
théorème des valeurs intermédiaires. La fonction x ÞÑ x2 a sa solution en x “ 0, mais elle aussi
n’est pas visible.

34.81.
Certes la méthode de bisection assure la convergence vers une solution, mais elle n’assure pas la
convergence monotone. Il peut arriver que |x̄ ´ xn| ă |x̄ ´ xn`1|. C’est le cas lorsque la solution
est très proche du milieu de l’intervalle choisi. Le x0 est alors proche de x̄ alors que x1 sera à une
distance de x̄ d’environ un quart de l’intervalle de départ.

Supposons déjà avoir trouvé un intervalle ra, bs dans lequel se trouve une unique solution à
fpxq “ 0. Voici un algorithme possible.

1 from __future__ i m p o r t division
2

3 def bissection (f, a, b, toll , mmax):
4 """
5 f : une f o n c t i o n
6 a , b : les l i m i t e s de l ’ i n t e r v a l l e
7 toll : la t o l é r a n c e . C ’ est l ’ a m p l i t u d e de l ’ i n t e r v a l l e à Ðâ

p a r t i r d u q u e l nous nous a r r ê t o n s .
8 nmax : le n o m b r e m a x i m u m d ’ i t é r a t i o n s .
9

10 Nous s u p p o s o n s que \( b > a \) .
11

12 R e t o u r n e un tuple (x , n ) où ’x ’ est la s o l u t i o n a p p r o c h é e et ’nÐâ

’ est le n o m b r e d ’ i t é r a t i o n s e f f e c t u é e s
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13 """
14 n = -1
15 amp = toll + 1 # Pour s ’ a s s u r e r que l ’ on entre dans le cycle
16 while amp > toll and n < nmax :
17 n = n + 1
18 amp= abs (b - a)
19 x = a + amp / 2
20 if f(a) * f(x) < 0:
21 b = x
22 elif f(a)*f(x) > 0:
23 a = x
24 else : # P r o b l è m e ZERO
25 amp = 0
26 r e t u r n (x, n)

tex/frido/codeSnip_1.py

Plusieurs remarques :
(1) Le fait de retourner le nombre d’itérations effectuées permet à l’utilisateur de savoir la pré-

cision et si le nombre maximum d’itérations est dépassé. Si ce n retourné est égal à nmax,
l’utilisateur sait que le x retourné n’est pas fiable.

(2) La ligne from __future__ import division fait en sorte que l’opération / est bien la
division usuelle. Sinon, le défaut en python 2 est que / soit la division entière, c’est-à-dire
que 1{2 “ 0 en python 2. En python 3, le symbole / désigne bien la division usuelle, mais
Sage utilise Python 2 12.

(3) Même si l’intervalle ra, bs contient plus d’une solution, la méthode fonctionne et donne une
solution. Il est simplement éventuellement très compliqué de savoir laquelle.

(4) Nous faisons amp=toll+1 parce que nous voulons absolument lancer le cycle au moins une
fois. Sinon, le x à retourner ne serait pas défini au moment de sortir du cycle (si le cycle n’est
pas exécuté).

(5) Calculer le point milieu d’un intervalle ra, bs est par la formule pa ` bq{2 sauf que cette
opération est numériquement dangereuse parce qu’à cause de l’arithmétique en précision
finie, il est possible que cela tombe exactement sur a ou b. D’où le fait de calculer le point
milieu par

x “ a` amp

2 . (34.181)

(6) Dans le cas Problème ZERO nous déduisons fpxq “ 0. Attention que c’est pas que fpxq “ 0
mais simplement que en mettant x dans f , la machine retourne son zéro.
Il peut cependant avoir une fonction telle que fp1q “ 10´50 et fp2q “ 0. L’algorithme de
bisection risque de s’arrêter si xn “ 1. Parce que la machine risque de calculer fpxnq “ 0.
Quoi qu’il en soit, nous y mettons amp=0 pour être sûr de sortir de la boucle dès la prochaine
vérification.

(7) Il y a moyen de sauver les valeurs de fpaq et fpxq pour ne pas les recalculer, et en particulier
au moment de faire b=x nous pouvons poser fa=fx.

Si τ est la précision de la solution voulue, nous pouvons fixer à priori le nombre d’itérations à
faire grâce à la formule

n ě
R
log2

`b´ a
τ

˘V
. (34.182)

Il y a un “ě” et non une égalité parce qu’en arithmétique numérique, le nombre obtenu à droite
pourrait ne pas être le bon à 1 près.

Ici pour ν P R le nombre rνs est le plus petit entier à être plus grand ou égal à ν.

12. Cela était vrai au moment d’écrire l’exemple. Aujourd’hui, Sage utilise la version 3. Il n’y a aucune raison
d’importer future.
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34.82.
Notons l’importance de la continuité de f . Par exemple que ferait la bisection sur la fonction
fpxq “ 1{x pour l’intervalle r´3, 1s ?

Il y a changement de signe sans avoir de racine.

Vu que 210 est déjà 1024. Donc si on veut de la précision de l’ordre de 1{1000, dix itérations
suffisent. Si donc nous avons besoin de 200 itérations pour atteindre la précision voulue, c’est
l’occasion de trouver un intervalle plus petit. Par exemple en traçant la fonction, en faisant un
zoom et en trouvant des valeurs de a et b qui sont déjà proches.

34.83.
Dans le monde réel, il arrive souvent d’utiliser une méthode de bisection pour se donner un point
de départ pour une autre méthode.

34.12 Efficacité
Définition 34.84.
L’efficacité est le nombre

E “ s
?
p (34.183)

où p est l’ordre de convergence de la méthode et s est le nombre de fois qu’il faut calculer une
valeur de la fonction à chaque itération (nous ne comptons pas l’initialisation).

Que le nombre de d’évaluations de f intervienne est logique parce que chaque évaluation pro-
voque une erreur possible.

Exemple 34.85 (Bisection).
Pour la méthode de bisection, nous avons s “ 1 parce que chercher xn`1, il faut seulement calculer
fpxnq. △

Exemple 34.86 (Newton).
Pour l’algorithme de Newton nous avons p “ 2 et il y a deux évaluations à chaque itération (une
fois f et une fois f 1), donc s “ 2 et E “ ?2. △

34.13 Exemples sous forme d’exercices
Exemple 34.87.
Nous supposons une machine acceptant 5 chiffres significatifs. Elle retient les nombres sous la forme
˘0.x ¨ ¨ ¨ ˆ 10....

x “ 1.403, y “ 0.4112ˆ 10´3, z “ ´0.4111ˆ 10´3.
Soient a “ px‘ yq ‘ z et b “ py ‘ zq ‘ x.

(1) D’abord la calculer à la main.
(2) Quel est le calcul préférable ?
(3) Donner l’erreur relative avec 3 chiffres significatifs.

Dans le cas du calcul à la main, il faut en faire un seul parce que, algébriquement, a “ b.
Nous avons x “ 1.403, y “ 0.0004112 et z “ ´0.0004111. Et la somme donne :

a “ b “ 1.4030001 “ 0.14030001ˆ 101. (34.184)

Faisons d’abord la normalisation de x, c’est-à-dire flpxq.
flpxq “ 0.1403ˆ 101. (34.185)

et y est déjà normalisé :
flpyq “ 0.4112ˆ 10´3. (34.186)
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Il n’y a pas d’erreurs d’assignation pour ces deux nombres.
Pour faire la somme, il faudra déjà un peu casser les nombres pour les écrire de façon à pouvoir

les sommer. En effet, il faut écrire les deux nombres avec le même exposant de 10 (le plus grand),
pour pouvoir les mettre en colonne :

0.1403ˆ 101 Ñ 0.1403ˆ 101 (34.187a)
0.4112ˆ 10´3 Ñ 0.00004ˆ 101. (34.187b)

La somme donne 0.14034ˆ 101. Et ça, c’est à nouveau arrondi. Le premier chiffre supprimé est un
4, donc

x‘ y “ 0.1403ˆ 101. (34.188)

Et là on remarque que nous avons la même chose que x. C’est un classique du calcul numérique.
Nous avons aussi

flpzq “ 0.4111ˆ 10´3. (34.189)

Et pour faire la somme de cela avec x‘ y nous devons le remettre sous la forme d’un 101 :

flpzq Ñ ´0.00004ˆ 101 (34.190)

(erreur de conversion), et en sommant on trouve

px‘ yq ‘ z “ 0.140216ˆ 101, (34.191)

qui est encore arrondi. Le premier chiffre supprimé est un 6, donc

flpaq “ 0.1403ˆ 101, (34.192)

Nous avons donc x ‘ y “ x. Le nom de l’erreur qui consiste à avoir x ‘ y “ x est relation
anormale.

Calculons b.
Les nombres y et z ont même ordre de grandeur, donc pas d’erreur au moment de les mettre

sous forme sommable.
flpyq ` flpzq “ 0.00010ˆ 10´3. (34.193)

Cela est renormalisé et arrondi : flpxq ‘ flpyq “ 0.1000ˆ 10´6.
Notons que nous avons ici commis potentiellement une erreur de cancellation parce que entre

y et z, il y a 3 chiffres sur 4 qui sont identiques. Seul le chiffre 1 est significatif en réalité.
Il faut maintenant ajouter x à cela. D’abord

flpxq “ 0.1403ˆ 101. (34.194)

Pour cette somme, il faudra remettre notre 0.1000 ˆ 10´6 avec une puissance 101. Et là, nous
obtenons zéro parce que vraiment ce nombre est trop petit pour être écrit avec 101. Résultat des
courses :

flpbq “ 0.1403ˆ 101. (34.195)

Dans le premier calcul nous avons deux “relations anormales” et dans le second nous en avons
une plus une cancellation.

Nous préférons avoir deux relations anormales, parce que l’erreur de cancellation est plus grave :
elle consiste à une perte de chiffre significatifs. Le fait est que faisant la différence à l’ordinateur
nous avons obtenu 0.1 qui est certes exact, mais qui est un coup de bol : la différence aurait aussi
bien pu être 0.19 avec d’autres nombres, machinement égaux.

Note : avec les données ici, il n’y a en fait pas d’erreur de cancellation. Mais il y a une erreur
potentielle de cancellation, potentiellement grave.

En ce qui concerne l’erreur relative. Dans la formule

ϵr “ |a´ a
˚|

|a| , (34.196)
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la différence ne peut pas être calculée à la calculatrice justement parce qu’elle est très potentielle-
ment sujette à erreur de cancellation.

ϵr “ |0.1030001ˆ 101 ´ 0.1403ˆ 101|
0.14030001ˆ 101 “ 0.1ˆ 10´6

0.14030001ˆ 101 » 0.712758ˆ 10´7. (34.197)

En passant à 3 chiffres significatifs, 0.713ˆ 10´7 (le premier chiffre supprimé est un 7).
△

Exemple 34.88.
Soient x “ 0.1ˆ 1021 et y “ 0.5ˆ 1020 et les expressions

(1) z1 “ x´y
y ` x`y

x

(2) z2 “ x2`y2

xy .
Ces deux expressions sont algébriquement équivalentes.

(1) Calculer les valeurs.
(2) On suppose une machine en précision simple. Laquelle des deux expressions est préférable ?

Pour z1, en arithmétique exacte :

z1 “ 0.5ˆ 1020

0.5ˆ 1020 `
1.5ˆ 1020

1ˆ 1020 “ 0.25ˆ 101. (34.198)

Le calcul exact de z2 donne la même chose.

(1) Calcul de z1

Les deux valeurs sont mémorisables et la différence x´ y se fait sans erreurs de cancellation.
Idem pour la somme x` y. Idem pour les divisions.

(2) Calcul de z2

Pour faire x2, c’est pas possible parce que c’est de l’ordre de 1040 alors que nous sommes en
précision simple. Idem pour le produit xy.

Morale : z2 donne un overflow alors que z1 fonctionne de façon exacte.

Remarque 34.89.
En réalité le z1 n’est pas tout à fait calculable de façon exacte sur la machine parce qu’elle doit
d’abord convertir en binaire, ce qui n’est pas toujours possible. Mais sur notre machine qui fonc-
tionne en base 10, il n’y a pas de problèmes.

△

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 34.90
Dans l’exemple suivant, je ne sais plus du tout ce qu’est la fonction g. Par conséquent, je ne sais
pas quel est le signe à indiquer dans gpx2q du dernier tableau.

Si vous avez tout suivi jusqu’ici, écrivez-moi pour éclaircir ces points.

Exemple 34.91.
Soit la fonction

fpxq “ 2x2 ´ 4x` 2´ e´x. (34.199)

(1) Identifier la plus grande des solutions réelles de fpxq “ 0.
(2) Effectuer une bisection pour la savoir.
(3) Sachant que

α » 1.358500220734946, (34.200)

quelle est l’erreur relative ?
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Note : si c’est pour chercher à la main des approximations pour démarrer, il est évidemment
préférable de dessiner f1pxq “ 2x2 ´ 4x` 2 et f2pxq “ ´e´x séparément.

Quoi qu’il en soit, voici un graphique :

´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

´20

´10

10

20

30

Nous voyons trois racines : α1 P r0, 0.5, s, α2 P r1, 1.5s et α0 P r´4,´3.5s.
La plus grande solution est α2. Nous pouvons déjà remplir le tableau des précisions :

n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
. . . . . . . . . . . . . . . 0.5
. . . . . . . . . . . . . . . 0.25
. . . . . . . . . . . . . . . 0.125

Et nous calculons les valeurs de f aux points d’extrémité de l’intervalle. Note que seul le signe
nous importe :

fp1q » ´0.368 (34.201a)
fp1.5q » 0.278. (34.201b)

Voici donc le tableau avec le signe de f indiqué :

n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q . . . ´0.162ˆ 100 0.5
1 . . . . . . . . . . . . 0.25
2 . . . . . . . . . . . . 0.125

Puis :
n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q 1.25p´q ´0.162ˆ 100 0.5
1 . . . . . . .. . . . 0.25
2 . . . . . . . . . . . . 0.125

Et enfin :
n an bn xn gpxnq |bn ´ an|
0 1p`q 1.5p´q 1.25p´q ´0.162ˆ 100 0.5
1 1.25p´q 1.5p`q 1.375p`q `0.284ˆ 10´1 0.25
2 1.25p´q 1.375p`q 1.3125p´q 0.738ˆ 10´1 0.125

Note que les fpxnq restent toujours du même ordre de grandeur. Si un moment on voit un 1.6ˆ107,
c’est qu’une erreur a été commise.

En ce qui concerne le calcul de l’erreur relative, la première chose à faire est de vérifier que le
α proposé est dans l’intervalle qui nous reste. Sinon c’est qu’une erreur a été commise.
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De plus notre approximation est xn “ 1.3125, dont déjà deux chiffres sont corrects. En deux
itérations de bisection en partant de 0.5, nous ne pouvons pas nous attendre à mieux.

△

34.14 Approximations de fonctions

(1) D’habitude on n’approxime pas une fonction sur tout son domaine, mais seulement sur une
partie.

(2) Il y a le problème du choix de la classe des fonctions qui vont approximer. Nous allons
travailler avec des polynômes.

(3) Il nous faut un critère disant si une approximation est bonne ou non.

34.14.1 Critère d’interpolation

À partir de n ` 1 abscisses points distinctes xi, nous calculons yi “ fpxiq. Il y a ce théorème
qui dit qu’il existe un unique polynôme de degré (au plus) n` 1 passant par les points pxi, yiq.
Proposition-Définition 34.92 (Base de Lagrange).
Étant donnés n` 1 valeurs distinctes xi, l’espace des polynômes de degré n admet la base

L
pnq
i pxq “

nź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj (34.202)

pour i “ 0, . . . , n.

Soit par exemple les valeurs de f données dans

xi yi “ fpxiq
x0 “ 5 1
x1 “ ´7 ´23
x2 “ 6 ´54
x3 “ 0 ´954

Les polynômes de Lagrange pour ces données dépendent seulement des xi, pas des yi. En
particulier,

L
p3q
0 pxq “ px´ x1qpx´ x2qpx´ x3q

px0 ´ x1qpx0 ´ x2qpx0 ´ x3q , (34.203)

etc.
La réponse est que

L
p3q
0 pxq “ x3 ` 13x2 ` 42x

660 (34.204a)

L
p3q
1 pxq “ ´x

3 ´ x2 ` 30x
84 (34.204b)

etc. (34.204c)

Ce qu’il y a de bien avec cette base est que en posant ai “ fpxiq alors le polynôme

nÿ

i“0
aiL

pnq
i pxq (34.205)

passe par les points pxi, fpxiqq. Du coup il suffit d’écrire

P3pxq “ L
p3q
0 pxq ´ 23Lpnq

1 pxq ´ 54Lpnq
2 pxq ´ 954Lpnq

3 pxq “ 4x3 ` 35x2 ´ 84x´ 954. (34.206)



2528 CHAPITRE 34. NUMÉRIQUE

Un inconvénient de cette base est qu’elle est complètement dépendante des points choisis. Si
on ajoute un point ou qu’on en prend un à peine différent, tous les coefficients changent. Mais en
pratique, ajouter des points est quelque chose qui arrive souvent parce que souvent, après avoir vu
le résultat d’un polynôme d’interpolation, on veut ajouter un point pour avoir un meilleur résultat.

34.93.
Une habitude : le premier et le dernier nœud se choisissent aux extrémités de l’intervalle sur lequel
nous voulons une approximation.

Le but d’une approximation est d’avoir des approximations de fpx˚q pour des valeurs de x˚
qui ne soit pas une des abscisses données (parce que sur ces points, le polynôme et la fonction sont
égaux). Nous considérons donc

fpx˚q » Pnpx˚q. (34.207)

Si x˚ est dans l’intervalle I “ rxmin, xmaxs alors nous disons que nous calculons f par interpola-
tion. Si au contraire x˚ est en dehors de cet intervalle nous parlons d’extrapolation.

Si x˚ est pris à l’extérieur de I, alors l’erreur risque d’être très grande, surtout parce que les
polynômes tendent tous vers ˘8 lorsque xÑ ˘8.

Autant l’interpolation via polynômes est le plus souvent valable, il faut garder à l’esprit que
les extrapolations sont souvent mauvaises si x˚ est trop loin des extrémités de I.

34.14.2 Base de Newton

Après la base canonique et la base de Lagrange, nous voyons la base de Newton. Soient encore
n` 1 points donnés du graphe de f .

Définition 34.94.
La base de Newton pour les abscisses xi est l’ensemble des polynômes suivants :

1, px´ x0q, px´ x0qpx´ x1q, . . . , px´ x0qpx´ x1q . . . px´ xn´1q (34.208)

Notons que ces polynômes n’utilisent pas le dernier point des xi. Le polynôme passant par les
points est

Pnpxq “ x0 `
nÿ

i“1
ci

i´1ź

j“0
px´ xjq. (34.209)

Le calcul des ci n’est pas absolument évident. Mais si nous ajoutons un point d’interpolation, les
polynômes déjà calculés sont encore bons ; en particulier

Pn`1pxq “ Pnpxq ` cn`1

nź

j“0
px´ xjq. (34.210)

Et cela est bien, parce que ça donne une façon de les calculer par récurrence.
Il y a plusieurs façons de calculer les ci.
Les différences divisées sont des façons d’approximer les dérivées.

Définition 34.95.
Soient n` 1 nœuds xi pour la fonction f . La différence divisée sont :
Ordre 0

f rxis “ fpxiq (34.211)

Ordre 1
f rxi, xjs “ f rxis ´ f rxjs

xi ´ xj . (34.212)

Ordre 2
f rxi, xj , xks “ f rxi, xjs ´ f rxj , xks

xi ´ xk . (34.213)
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Ordre n

f rx0, . . . , xns “ f rx0, . . . , xn´1s ´ f rx1, . . . , xns
x0 ´ xn . (34.214)

Les ordres font référence à l’ordre de dérivation qui est approximé.
Nous avons alors

ci “ f rx0, . . . , xis. (34.215)

Cela donne effectivement une méthode de récurrence pour trouver les coefficients ci.

Remarque 34.96.
Pour calculer c0, il faut seulement calculer f rx0s “ fpx0q. Mais pour calculer c1 il faut f rx0s et
f rx1s. Et pour c2 il faut f rx0, x1, x2s qui demande f rx0, x1s et f rx1, x2s, qui demande etc.

Il faut donc calculer en réalité tous les f rxis pour terminer le calcul. Par contre, pour ajouter
un point, il ne faut pas tout recalculer, et même pas tout conserver en mémoire. Il faut seulement
garder en mémoire la dernière diagonale.

Exemple 34.97.
Soit les nœuds

x fpxq
3 1
1 ´3
5 2
6 4

Trouver le polynôme d’interpolation via la base de Newton.

xi f rxis f rxi, xjs f rxi, xj , xks
3 1 1`3

2 “ 2 f rx0,x1s´f rx1,x2s
x0´x2

“ 2´ 5
4´2 “ ´3

8

1 ´3 ´3´2
´4 “ 5

4
5
4 ´2
´5 “ 3

20
5 2 2´4

´1 “ 2 f rx0,x1,x2s´f rx1,x2,x3s
x0´x3

“ 4
40

6 4 . . . . . .

Le polynôme d’interpolation sera

P3pxq “ c0 ` c1px´ x0q ` c2px´ x0qpx´ x1q ` c3px´ x0qpx´ x1qpx´ x2q. (34.216)

△

Un exercice typique serait de donner tout pour 3 points puis de demander le polynôme qui
aurait un quatrième point.

34.14.3 Méthode des minimums quadratiques

Soient m` 1 points connus sur le graphe de la fonction f que nous devons approximer. Au lieu
d’exiger que notre approximation ne passe par tous les points, nous allons chercher une approxi-
mation qui minimise la somme des carrés des erreurs sur ces points.

Soit F une classe de fonctions dans laquelle nous allons chercher l’approximation. Nous cher-
chons g P F qui minimise

Epgq “
mÿ

i“0

`
fpxiq ´ gpxiq

˘2
ωi (34.217)EQooJGQVooKwZZVJEQooJGQVooKwZZVJ

où ωi ą 0 est une pondération. Souvent on prend ωi “ 1, mais pas toujours. La fonction E sur F
est la fonction d’erreur.

34.98.
À part dans les exercices à la main, le nombre de points est grand, du type du milliard. Il est bien
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entendu pas envisageable de faire passer un polynôme exactement par un milliard de points, parce
que cela demanderait un polynôme de degré un milliard.

Plus généralement, d’un point de vue scientifique, avoir n paramètres libres pour n données
expérimentales, ça ne passe pas Popper.

Afin de faire de la science qui passe Popper nous nous restreignons à une classe de fonction F
dont la dimension n’est pas grande : dimpFq ! m. Et nous notons dimpFq “ n` 1.

Exemple 34.99.
La qualité d’une expérience peut être influencée par des paramètres extérieurs comme l’humidité,
le vent, etc. Donc il est normal d’avoir des mesures moins précises que d’autres. On les pèse
moins. △

Soit g P F , et une base tgiui“0,...,n de F . Nous écrivons

g “ a0g0 ` a1g1 ` ¨ ¨ ¨ ` angn (34.218)

La fonction donnée E donnée en (34.217), est, à partir du moment où F et une base sont choisis,
une fonction des paramètres ai que nous nommons F pa0, . . . , anq. Il faut minimiser F , c’est-à-dire
poser

BF
Baj “ 0 (34.219)

pour j “ 0, . . . , n. Cela sont n` 1 équations pour n` 1 inconnues. Notons que ces équations sont
linéaires parce que chacun des termes est du type

˜
fpxiq ´

mÿ

j“0
ajgjpxiq

¸2

, (34.220)

et lors de la dérivation par rapport à aj , nous obtenons du degré 1.

34.14.4 Notre espace de Hilbert

Nous allons maintenant formaliser un peu tout cela. Dans [730] il est expliqué que si ω est une
fonction strictement positive, alors l’espace L2

ω

`ra, bs˘ dérivé de la norme

}f}2L2
ω
“
ż b

a
|fpxq|2ωpxqdx (34.221)

est un espace de Hilbert. Nous allons tenter le coup avec ω “ řm
i“0 ωiδxi où δa est la distribution

de Dirac 13 centrée en a.
Sur l’ensemble des fonctions R Ñ R nous considérons la relation d’équivalence f „ g si

fpxiq “ gpxiq pour tout i “ 0, . . . ,m. Nous notons L2
ω cet ensemble.

Proposition 34.100.
La formule

xf, gy “
mÿ

i“0
fpxiqgpxiqωi (34.222)EQooVUKMooIjpkXOEQooVUKMooIjpkXO

définit un produit scalaire sur L2
ω. Ce dernier devient un espace de Hilbert.

Démonstration. Pour être un produit scalaire (définition 9.165), la forme considérée doit être
symétrique et strictement définie positive. La symétrie de la formule (34.222) ne fait pas de doute.
Le fait que ce soit semi-défini positif non plus. Pour le strict,

xf, fy “
mÿ

i“0
|fpxiq|2ωi. (34.223)

13. Définition 30.59.
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Étant donné que ωi ą 0 pour tout i, l’annulation de xf, fy implique l’annulation de fpxiq pour
tout i. Cela signifie que f est dans la classe de 0 et donc est nul dans L2

ω.
En ce qui concerne la complétude, la proposition 7.281 répond à notre place, étant donné que

L2
ω est de dimension finie. Une base est donnée par exemple par eipxq “ δx,xi . Ici le δ est celui de

Kronecker, et non celui de Dirac.

Lemme 34.101.
Si la classe de fonctions F est un sous-espace vectoriel de L2

ω et si f P L2
ω il existe un unique

élément g de F minimisant la distance à f .

Démonstration. Le théorème de projection (au choix 12.139 ou 25.7) nous assure l’existence et
l’unicité d’un élément de F minimisant la distance à f P L2

ω.

34.102.
Ce lemme est gentil, mais ne nous donne pas de méthodes pour trouver ce minimum. Nous allons
donc écrire explicitement un système d’équations permettant de le trouver. Si tgαu est une base
(finie) de F alors nous cherchons le minimisant sous la forme g “ ř

α aαgα.
Nous devons minimiser

Epgq “
mÿ

i“0

`
fpxiq ´ gpxiq

˘2
ωi “

mÿ

i“0

`
fpxiq ´

ÿ

α

aαgαpxiq
˘2
ωi. (34.224)

Vu que cela est maintenant plutôt une fonction des coefficients aα que de la fonction g nous la
notons F pa0, . . . , anq. Il s’agit d’étudier le système d’équations

BF
Baα “ 0. (34.225)

Un tout petit peu de calcul mène au système
ÿ

i

ÿ

β

aβωigαpxiqgβpxiq “
ÿ

i

ωigαpxiqfpxiq. (34.226)

À droite nous reconnaissons xf, gαy. et à gauche,
ř
β aβxgα, gβy. Donc le système s’écrit

ÿ

β

aβxgα, gβy “ xf, gαy. (34.227)

Il y a une équation pour chaque valeur de α.
La matrice A P Mpn ` 1,Rq donnée par xgα, gβy étant strictement définie positive (c’est un

produit scalaire), le système a une unique solution. Et comme cette matrice est de plus symétrique,
elle est diagonalisable par le théorème spectral 9.224. Toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.

Notons pour la curiosité que si l’on considère la matrice B PMpmˆ nq donnée par

Bij “ ?ωigjpxlq, (34.228)

alors nous avons A “ BtB.

34.14.5 Droite de régression

La droite de régression est le cas particulier n “ 1, c’est-à-dire un système 2ˆ2. Nous cherchons
P “ a0 ` a1x. Et la base choisie est g0pxq “ 1, g1pxq “ x. Nous avons

xg0, g0y “
ÿ

i

ωig0pxiqg0pxiq “
ÿ

i

ωi (34.229a)

xg0, g1y “
ÿ

i

ωixi (34.229b)

xg1, g1y “
ÿ

i

ωix
2
i . (34.229c)
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Donc pour approximer une fonction f il faut résoudre le système
ˆ ř

i ωi
ř
i ωixiř

i ωixi
ř
i ωix

2
i

˙ˆ
a0
a1

˙
“
ˆxf, g0y
xf, g1y

˙
. (34.230)

Pour calculer les produits xf, gαy il suffit de savoir f sur les points xi. Et encore heureux, parce
que toute la méthode est basée sur le fait que nous ne connaissons pas f ailleurs. C’est pour cela
que nous avons défini L2

ω comme un ensemble quotient.

Exemple 34.103.
Faisons la droite de régression pour les données avec tous les poids ωi “ 1.

xi fpxiq
´5 18
´3 7
1 0
3 7
4 16
6 50
8 67

Nous avons

xf, g0y “
ÿ

i

fpxiq “ 165 (34.231a)

xf, g1y “
ÿ

i

fpxiqxi “ 810. (34.231b)

et donc le système ˆ
7 14
14 160

˙ˆ
a0
a1

˙
“
ˆ

165
810

˙
(34.232)

dont résolution donne la droite de régression. △

Proposition 34.104.
Si tous les poids sont identiques, alors la droite de régression passe par le barycentre des points
donnés :

$
’’’’&
’’’’%

xM “ 1
m` 1

mÿ

i“0
xi (34.233a)

yM “ 1
m` 1

mÿ

i“0
yi. (34.233b)

Cela donne une vérification possible de la réponse trouvée.

Définition 34.105.
L’erreur quadratique est la fonction F pa0, . . . , anq dont il est question plus haut. Et si une
solution est connue, son erreur quadratique est la valeur de F pour cette solution.

34.15 Conditionnement d’une matrice
SECooQGLRooZQzzsA

Soit le système d’équations linéaires Au “ b avec la matrice inversible A ainsi que le système
perturbé pA ` ∆Aqu1 “ pb ` ∆bq. Nous notons ∆u “ u1 ´ u et nous voudrions pouvoir dire des
choses de l’erreur relative }∆u}

}u} .
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Exemple 34.106 ([382]).
Soit la matrice

A “
ˆ

10 7
7 5

˙
(34.234)

et b “
ˆ

32
23

˙
. La solution de Au “ b est u “

ˆ´1
6

˙
. Si nous conservons la même matrice mais nous

considérons b “
ˆ

32.1
22.9

˙
. La solution devient u1 “

ˆ
0.2
4.3

˙

En norme }.}8 nous avons 14

}∆b}
}b} “ 0.1

32 “ 0.003125 (34.235)

et }∆u}
}u} “ 1.7

6 “ 0.28. (34.236)

Cela montre environ amplification d’un facteur 100 entre l’erreur sur b et l’erreur sur la solution.
△

DEFooBKQWooJuoCGX

Définition 34.107.
Le conditionnement de la matrice inversible A P GLpn,Cq est le nombre positif

CondpAq “ }A}}A´1}. (34.237)

Cette dénomination sera justifiée par le corolaire 34.113 parce qu’il est évident que le condi-
tionnement d’une matrice est lié au conditionnement du problème de résolution d’un système
linéaire.

Remarque 34.108.
Le conditionnement dépend de la norme choisie, mais cette dependence est contrôlée par la propo-
sition 11.44 qui nous indique que si le conditionnement d’une matrice est grand dans une norme,
il sera grand dans une autre norme.

D’autre part, lorsque nous écrirons }A} nous supposerons toujours que }.} est une norme d’al-
gèbre 15 et donc que nous avons toujours

}AB} ď }A}}B}. (34.238)

De plus nous supposerons toujours avoir une norme subordonnée à une norme sur l’espace Cn, de
telle sorte à avoir

}Au} ď }A}}u} (34.239)

pour tout u P Cn. Voir aussi le lemme 11.59.

Proposition 34.109 ([382]).
Si A est une matrice inversible et si α P C nous avons :

(1) CondpAq ě 1
(2) CondpAq “ CondpA´1q
(3) CondpαAq “ CondpAq.

Si Q P Opnq alors
(1) Nous avons Cond2pQq “ 1 où Cond2 est le conditionnement pour la norme }.}2.
(2) Nous avons aussi

Cond2pAq “ Cond2pAQq “ Cond2pQAq. (34.240)
14. La proposition 11.44(3) montre que si nous voulions des estimations en norme }.}2, il y aurait au maximum

un facteur
?

2 par-ci par là.
15. Définition 11.56.
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Démonstration. Nous savons que Condp1q “ 1 et donc

1 “ }1} ď }A}}A´1} (34.241)

parce que la norme utilisée est une norme matricielle.
Les deux autres formules sont évidentes à partit du fait que la définition du conditionnement

de A est symétrique entre A et A´1.
En ce qui concerne les formules relatives à la matrice orthogonale Q nous savons par la propo-

sition 9.43(3) qu’une matrice orthogonale est une bijection de l’ensemble tx P Rn tel que }x} “ 1u.
Par conséquent

}AQ} “ sup
x tel que }x}“1

}AQx} “ sup
Q´1x tel que }x}“1

}AQQ´1x} “ }A}. (34.242)

Donc }AQ} “ }A}. Les assertions s’ensuivent immédiatement en remarquant que Q´1 est également
orthogonale.

Soit une matrice inversible A P GLpn,Cq. La matrice A˚A est hermitienne 16 et le théo-
rème 11.18 nous assure que ses valeurs propres sont réelles. Par la remarque 11.19, ses valeurs
propres sont même positives.

PROPooNUAUooIbVgcN

Proposition 34.110 ([382]).
Soit une matrice inversible A P GLpn,Cq, et µ1 ď . . . ď µn les valeurs propres de A˚A. Alors nous
avons la formule

Cond2pAq “
c
µn
µ1
. (34.243)

Démonstration. Par le théorème 12.117, la norme de A est liée au au rayon spectral de A˚A par

}A}2 “
a
ρpA˚Aq “ ?µn. (34.244)

Vu que le spectre de AA˚ est le même que celui de A˚A (lemme 12.100) nous avons aussi

}A´1}2 “
b
ρ
`pA´1q˚A´1

˘ “
b
ρ
`pA˚Aq´1

˘ “ 1?
µ1

(34.245)

parce que la plus grande valeur propre de pA˚Aq´1 est l’inverse de la plus petite de A˚A.
Ces deux calculs étant,

Cond2pAq “ }A}2}A´1}2 “
c
µn
µ1
. (34.246)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 34.111
À mon avis ce qui est dans la proposition 17.118 est le conditionnement de la matrice ou sa racine
carrée ou un truc du genre. Il faut voir le lien entre les valeurs propres de A et celles de AA˚.

34.15.1 Perturbation du vecteur
PROPooGIXFooAhJkIs

Proposition 34.112 (Système linéaire : perturbation du vecteur[382]).
Soit une matrice inversible A et les systèmes d’équations linéaires EQooYQIGooPXqWoX

Au “ b (34.247a)
Au1 “ b1. (34.247b)

En notant ∆u “ u1 ´ u et ∆b “ b1 ´ b nous avons

}∆u}
}u} ď CondpAq}∆b}}b} . (34.248)EQooESXRooMYuvRaEQooESXRooMYuvRa

16. Définition 9.176.
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Démonstration. En soustrayant les équations (34.247) nous avons ∆b “ A∆u, et donc ∆u “
A´1∆b. D’une part nous avons alors

}∆u} ď }A´1}}∆b}. (34.249)

Et d’autre part, }b} ď }A}}u}, ce qui donne

}b}
}A} ď }u}. (34.250)

En mettant les deux ensemble,

}∆u}
}u} ď }A

´1}}∆b}
}b} }A} “ CondpAq}∆b}}b} . (34.251)

Le corolaire suivant justifie le nom « conditionnement » au conditionnement d’une matrice.
CORooXKPWooJVHVvh

Corolaire 34.113.
Soit A P GLpn,Cq fixée et le problème de résoudre Au “ b, c’est-à-dire la fonction

F pu, bq “ Au´ b. (34.252)

(1) Ce problème est stable pour toute valeur de b.
(2) Nous avons une majoration pour le conditionnement relatif 17 :

Krelpη, b0q ď CondpAq. (34.253)EQooZHQJooTMKYfrEQooZHQJooTMKYfr

Démonstration. (1) Stabilité Vu que A est inversible, il existe une solution unique à tout
système de la forme Au “ b1. De plus upbq “ A´1b, donc

}upbq ´ upb0q} “ }A´1pb´ b0q} ď }A´1}}b´ b0}, (34.254)

de telle sorte que la condition 34.26(2) fonctionne avec K “ }A´1}.
(2) Conditionnement En partant de la définition 34.49, et en utilisant la majoration de la

proposition 34.112 sous la forme

}upbq ´ upb0q} ď CondpAq}upb0q}}∆b}}b0} , (34.255)

nous obtenons :

Krelpb0, ηq “ Kabspb0, ηq }b0}
}upb0q} (34.256a)

“ sup
}b´b0}ďη

}upbq ´ upb0q}
}b´ b0}

}b0}
}upb0q} (34.256b)

ď sup
b

CondpAq}upb0q}
}b0} }∆b} 1

}b´ b0}
}b0}
}upb0q} (34.256c)

“ CondpAq. (34.256d)

REMooAIKIooJEBEqi

Remarque 34.114.
La notion de conditionnement relatif dépend aussi de la norme choisie. Dans la formule (34.253)
il faut prendre le conditionnement CondpAq pour la norme dans laquelle le Krel est écrit. Encore
une fois, toutes les normes étant équivalentes, cette majoration est à constante près bonne pour
toutes les normes. Si la dimension est très grande, cette constante peut par contre être grande.

17. Si vous doutez de la norme à prendre, lisez la remarque 34.114
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34.15.2 Perturbation de la matrice

Proposition 34.115 (Système linéaire : perturbation de la matrice[382]).
Soient les systèmes linéaires

Au “ b (34.257a)
A1u1 “ b (34.257b)

avec A et A1 inversibles. Nous notons ∆A “ A1 ´A. Alors ITEMooJMTKooSEBavB

(1)
}∆u}
}u1} ď CondpAq}∆A}}A} (34.258)

(2)
}∆u}
}u} ď CondpAq}∆A}}A}

`
1` αp}∆A}q˘ (34.259)

où limxÑ0 αpxq “ 0.

Démonstration. D’abord nous avons

0 “ A1u1 ´Au (34.260a)
“ pA1 ´Aqu1 ´Au1 ´Au (34.260b)
“ ∆Au1 `A∆u. (34.260c)

Par conséquent, ∆u “ ´A´1p∆Aqu1 et

}∆u} ď }A´1}}∆A}}u1}. (34.261)EQooYYITooSSczEjEQooYYITooSSczEj

Donc }∆u}
}u1} ď }A

´1}}A}}∆A}}A} “ CondpAq}∆A}}A} . (34.262)

Cela est (1).
Pour l’autre inégalité, nous avons A1 “ A`∆A et donc

}A1´1} “ }pA`∆Aq´1} (34.263)

Nous repartons alors de (34.261) en changeant le rôle de A et A1 (et donc aussi de u et u1). Ce
changement étant, }∆u} et }∆A} ne changent pas. Nous avons :

}∆u}
}u} ď }A1´1}}∆A} (34.264a)

“ }pA`∆Aq´1}}∆A} CondpAq
}A}}A´1} (34.264b)

“ }pA`∆Aq´1}
}A´1}

}∆A}
}A} CondpAq. (34.264c)

Il reste à voir que

lim
}∆A}Ñ0

}pA`∆Aq´1}
}A´1} “ 1, (34.265)

ou autrement dit que

lim
AÑA1

}A1´1}
}A´1} “ 1 (34.266)EQooJURGooFvYiAsEQooJURGooFvYiAs

où la limite est celle dans GLpn,Cq. Par définition de la topologie, la norme est continue (quelle
qu’elle soit par l’équivalence de norme 11.46). Par le théorème 11.282, l’application A ÞÑ A´1 est
également continue et commute donc avec la limite. Nous avons donc

lim
A1ÑA

}A1´1} “ }p lim
A1ÑA

A1q´1} “ }A´1}. (34.267)

Donc la limite du quotient (34.266) est bien 1.
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34.16 Système linéaires (généralités)
Soit un système d’équations linéaires Ax “ b avec A PMpn,Rq. Le problème est évidemment

de savoir si il existe une unique solution x et de la déterminer. Nous supposons l’existence et
l’unicité. C’est-à-dire que les conditions équivalentes 18 sont vérifiées :

(1) A est inversible, c’est-à-dire qu’il existe une matrice notée A´1 telle que AA´1 “ A´1A “ 1.
(2) detpAq ‰ 0.

Note : si nous avons un système pas carré du type Bx “ v avec B PMpnˆmq alors nous pouvons
nous ramener à un système carré en écrivant

BtBx “ Btv. (34.268)

Mais attention : bien que BtB soit symétrique et semi-définie positive, certaines valeurs propres
peuvent être nulles.

34.116.
Deux choses générales en calcul numérique :

(1) On ne calcule pas l’inverse d’une matrice.
(2) On ne calcule même pas son déterminant.

Par conséquent nous ne faisons pas x “ A´1v.
Il faut garder en tête le fait que dans la pratique, la matrice A possède des millions de lignes et

colonnes, si pas pire. Pour une matrice de taille de l’ordre du million, il y a 1000 milliards d’entrées.
Si on compte 32 bits par nombre (précision simple, définition 34.8), c’est-à-dire 4 octets, il faut
4000 giga-octets pour enregistrer la matrice. Même pour la mémoire actuellement disponible, ce
n’est pas rien. Surtout que souvent, la précision simple n’est pas utilisée, mais la précision double,
ce qui donne 8000 giga pour enregistrer la matrice.

Heureusement, dans la majorité des cas pratiques, les matrices géantes qui apparaissent sont
pleines de zéros.

Définition 34.117.
Une matrice est creuse si elle possède beaucoup de zéros. Une matrice non creuse est dite dense.

Notons que lorsqu’on parle de matrice comprenant beaucoup de « zéros », nous pensons à des
éléments très petits, et non de vrai zéros.

Les matrices creuses ne sont pas mémorisées entièrement, mais plutôt comme un dictionnaire
pi, j, vq qui donne la valeur v de Aij .

Définition 34.118.
Une matrice est de « grande dimension » si elle ne peut pas être mise en mémoire sur un ordinateur
donné. Sur certains ordinateurs, ça commence à 5000 inconnues. Mais sur des plus forts, on peut
aller jusqu’au million ou le milliard.

Si la matrice est de petite dimension, il est possible d’utiliser des méthodes dites « directes ».
Sinon, il faudra utiliser des méthodes itératives.

34.16.1 Les méthodes directes

Une méthode directe consiste à successivement transformer un système Ap0qx “ bp0q en de
nouveaux systèmes Apiqx “ bpiq dont la solution est identique jusqu’à obtenir un système Apn´1qx “
bpn´1q qui est à résolution immédiate.

L’avantage d’une méthode directe est qu’elle fournit une réponse exacte, pour autant que les
calculs intermédiaires soient bien faits (ce qui n’est pas le cas sur un ordinateur).

Une méthode directe fonctionne en général avec un nombre de pas fixés par la taille du système.
Par exemple pour un système nˆ n, la méthode de Gauss demande exactement n pas, et il n’y a

18. L’équivalence est la proposition 9.13(2).
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pas moyen de faire mieux. Or chaque pas demande de recalculer tous les éléments de la matrice.
Encore une fois, si la matrice a une taille de l’ordre du milliard, cela fait 1018 éléments à recalculer
un milliard de fois (sans compter les éléments du vecteur b). Infaisable.

Souvent une méthode directe passe par une factorisation A “ BC avec B,C PMpnˆ nq.
Quelques types de matrices dont la résolution est immédiate :

— Matrice diagonale.
— Matrice orthogonale parce que si A est orthogonale alors Ax “ v se résout par x “ Atv qui

n’est pas particulièrement lourd à faire numériquement.
— Matrice triangulaire.

Remarque 34.119.
Pour une matrice diagonale, le déterminant et l’inverse sont faciles. Mais également pour la trian-
gulaire. Pour une matrice triangulaire, le déterminant est le produit des éléments diagonaux, et il
se fait qu’il y a une algorithme facile pour calculer l’inverse.

Donc en fait les matrices à résolution immédiates sont des matrices pour lesquelles l’inverse et
le déterminant sont facile à calculer.

34.16.2 Méthodes itératives

Si la matrice est trop grande, il n’est pas possible de faire des manipulations de matrices à
chaque itération.

En général, les méthodes itératives ne convergent pas toujours. Mais lorsqu’une méthode
converge, c’est une propriété de la matrice, et donc la convergence aura lieu pour tout vecteur
de départ x0. Cela est très différent du cas des équations non linéaires type Newton pour lesquelles
la convergence peut fortement dépendre du point de départ.

34.17 Système linéaires (méthodes directes)

Les matrices que nous sommes autorisés à inverser sont les matrices

— orthogonales : l’inverse est la transposée
— diagonales : l’inverse est diagonale avec les inverses sur la diagonale
— triangulaires : nous en parlons maintenant.

34.17.1 Inversion de matrice triangulaire

Si T est une matrice triangulaire (mettons supérieure pour fixer les idées), il est possible d’en
calculer l’inverse sans trop d’efforts. Notons B la matrice inverse que nous allons construire ligne
par ligne. Vu que BT “ 1 nous avons

δ1j “
nÿ

k“1
B1kTkj “

jÿ

k“1
B1kTkj (34.269)

parce que Tkj “ 0 pour k ą j. Donc nous pouvons calculer les éléments B1j un par un parce que
chacun ne dépend que des précédents. Le même procédé fonctionne pour les autres lignes :

δij “
jÿ

k“1
BijTkj . (34.270)

Et tu notes que le calcul peut être parallélisé : le calcul de la ligne numéro j ne dépend pas du
résultat des autres lignes.
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34.17.2 Transformation gaussienne
DEFooOJRKooDcrbeU

Définition 34.120 (Transformation gaussienne[731]).
Soit x P Rn avec xk ‰ 0. La ketransformation gaussienne pour x est la matrice

Mkpxq “ 1´ Tkpxq (34.271)

où Tkpxq est la matrice unité à qui on a ajouté le vecteur

τkpxq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
0

xk`1{xk
...

xn{xk

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(34.272)

à la kecolonne.

Autrement dit, la matrice Mkpxq est la matrice

Mkpxq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
0 . . .
... 0 1
...

... ´xk`1{xk 1
...

...
... 0 . . .

0 0 ´xn{xk 0 1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(34.273)EQooMWXLooBDtsKSEQooMWXLooBDtsKS

En coordonnées nous avons `
Mkpxq

˘
ij
“ δij ´ τkpxqiδkj . (34.274)

34.121.
Les matrices de transformation gaussienne sont des matrices triangulaires de diagonale unitaire
(c’est-à-dire avec des 1 sur la diagonale).

Lemme 34.122.
Si x P Rn alors nous avons

Mkpxqx “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

x1
...
xk
0
...
0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (34.275)

Démonstration. Nous avons
`
Mkpxqx

˘
i
“
ÿ

l

Mkpxqilxl “
ÿ

l

`
δil ´ τkpxqiδkl

˘
xl “ xi ´ τkpxqixk. (34.276)

Si i ď k nous avons τkpxqi “ 0 et donc
`
Mkpxqx

˘
i
“ xi. Si par contre i ě k ` 1 alors τkpxqi “ xi

xk

et alors
`
Mkpxqx

˘
i
“ 0.

LEMooPFWWooUmMsVH

Lemme 34.123.
Si y P Rn vérifie yi “ 0 pour i ą k alors Mk`1pxqy “ y.
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Démonstration. C’est une simple vérification :
`
Mk`1pxqy

˘
i
“
ÿ

l

`
δil ´ τk`1pxqiδk`1,l

˘
yl “ yi ´ τk`1pxqiyk`1. (34.277)

Mais comme yk`1 “ 0 il nous reste automatiquement yi.

Le sens de ce lemme est si un vecteur est déjà « gaussiannisé » au niveau k, alors en lui
appliquant une transformation gaussienne de niveau plus élevé que k, il ne change pas. Ce fait est
important parce qu’il assure que lorsque l’on avance dans le processus de Gauss, chaque étape ne
détruit pas les précédentes.

Le lemme suivant nous indique que l’inverse d’une matrice de transformation gaussienne est
facile à calculer 19.

LEMooFHZDooZiKdbr

Lemme 34.124.
L’inverse de la transformation gaussienne

Mkpxqij “ δij ´ τkpxqiδkj . (34.278)

est la matrice donnée par
Mkpxq´1

ij “ δij ` τkpxqiδkj . (34.279)

Autrement dit, il suffit de changer le signe de la partie non diagonale.

Démonstration. Il s’agit d’une simple vérification, utilisant le produit matriciel explicite, et en
remarquant que τkpxqk “ 0 pour tout k.

34.17.3 Méthode de Gauss pour résoudre des systèmes d’équations linéaires

Pour résoudre un système d’équations linéaires, on procède comme suit :
(1) Écrire le système sous forme matricielle.

p.ex.
#

2x` 3y “ 5
x` 2y “ 4

ô
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙

(2) Se ramener à une matrice avec un maximum de 0 dans la partie de gauche en utilisant les
transformations admissibles :
(2a) Remplacer une ligne par elle-même + un multiple d’une autre ;

p.ex.
ˆ

2 3 5
1 2 4

˙
L1´2.L2 ÞÑL1

1ùñ
ˆ

0 ´1 ´3
1 2 4

˙

(2b) Remplacer une ligne par un multiple d’elle-même ;

p.ex.
ˆ

0 ´1 ´3
1 2 4

˙ ´L1 ÞÑL1
1ùñ
ˆ

0 1 3
1 2 4

˙

(2c) Permuter des lignes.

p.ex.
ˆ

0 1 3
1 0 ´2

˙
L1 ÞÑL1

2 et L2 ÞÑL1
1ùñ
ˆ

1 0 ´2
0 1 3

˙

(3) Retransformer la matrice obtenue en système d’équations.

p.ex.
ˆ

1 0 ´2
0 1 3

˙
ô

#
x “ ´2
y “ 3

19. Elle rentre d’ailleurs dans la catégorie des matrices triangulaires dont nous avons déjà discuté l’inverse.
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Remarques :
— Si on obtient une ligne de zéros, on peut l’enlever :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 0

˛
‚ô

ˆ
3 4 ´2 2
4 ´1 3 0

˙

— Si on obtient une ligne de zéros suivie d’un nombre non-nul, le système d’équations n’a pas
de solution :

p.ex.

¨
˝

3 4 ´2 2
4 ´1 3 0
0 0 0 7

˛
‚ô

$
’&
’%

¨ ¨ ¨
¨ ¨ ¨
0x` 0y ` 0z “ 7

ñ Impossible

— Si on moins d’équations que d’inconnues, alors il y a une infinité de solutions qui dépendent
d’un ou plusieurs paramètres :

p.ex.
ˆ

1 0 ´2 2
0 1 3 0

˙
ô

#
x´ 2z “ 2
y ` 3z “ 0

ô

$
’&
’%

x “ 2` 2λ
y “ ´3λ
z “ λ

34.17.4 Méthode de Gauss sans pivot (décomposition LU)

La méthode de Gauss est souvent aussi appelée méthode « LU » qui va décomposer A “ LU
où L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure. La décomposition est même plus
précise que cela : on demande que L ait seulement des 1 sur la diagonale.

Si A est une matrice nous notons

∆kpAq “ pAijq1ďi,jďk (34.280)

la matrice tronquée dont nous ne gardons que le carré k ˆ k en haut à gauche.
LEMooXEJFooGiYoyb

Lemme 34.125.
Soit S une matrice triangulaire inférieure. Soient également A et B telles que B “ SA. Alors

∆kpBq “ ∆kpSq∆kpAq. (34.281)

Démonstration. En effet nous avons

∆kpBqij “
nÿ

l“1
SilAlj . (34.282)EQooHBZZooHtjjsEEQooHBZZooHtjjsE

Dans la somme sur l il ne reste que les termes l ď i. Mais dans le calcul des éléments de matrice
∆kpBqij , nous avons évidemment i, j ď k. Donc l ď i ď k. Les seuls éléments de matrice de A qui
sont utilisés dans la somme (34.282) sont les éléments Alj avec l, j ď k.

Nous pouvons donc limiter la somme à l “ k au lieu de l “ n et écrire ∆kpAqlj au lieu de Alj .
Même chose en ce qui concerne S. À partir du moment où l est limité à k, les éléments Sil et

∆kpSqil sont les mêmes.
THOooUXKJooYaPhiu

Théorème 34.126 (Décomposition LU [732, 1]).
Soit une matrice A inversible telle que detp∆kpAqq ‰ 0 pour tout k. Alors il existe un unique couple
de matrices pL,Uq telles que

— U soit triangulaire supérieure
— L soit triangulaire inférieure, de diagonale unité
— A “ LU .
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De plus pour tout k ď n nous avons

∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq. (34.283)

Démonstration. Nous allons prouver par récurrence le fait suivant : pour tout 1 ď k ď n ´ 1 il
existe des matrices Ei (i “ 1, . . . , k) telles que en posant

Ak “ Ek . . . E1A, (34.284)

— Ej est une transformation gaussienne 20 pour la je colonne,
— pour tout j ď k, Aij “ 0 dès que i ą j. Autrement dit la matrice Ak est triangulaire

supérieure jusqu’à (non comprise) la pk ` 1qe colonne (laquelle est quelconque). Exemple
pour fixer les idées : pour une matrice A PMp4ˆ 4q, la matrice A2 doit avoir la forme

A2 “ E2E1A “

¨
˚̊
˝

˚ ˚ ˚ ˚
0 ˚ ˚ ˚
0 0 f ˚
0 0 ˚ ˚

˛
‹‹‚ (34.285)

où les éléments notés ˚ sont à priori non nuls,
— l’élément de matrice pAkqk`1,k`1 est non nul (celui entouré dans l’exemple).
La chose un peu triste dans cette démonstration est que l’initialisation va être très ressemblante

au pas de récurrence.
(1) Initialisation : k “ 1

Vu que ∆1pAq est inversible, l’élément A11 est non nul. Il existe donc une transformation
gaussienne E1 telle que la première colonne de la matrice A1 “ E1A soit nul sauf la première
composante. En particulier pA1q21 “ 0.
Par le lemme 34.125, nous avons ∆2pA1q “ ∆2pE1q∆2pAq, donc 21

det
`
∆2pA1q

˘ “ det
`
∆2pE1q

˘
det

`
∆2pAq

˘
. (34.286)

Étant donnée la forme (34.273), toutes les matrices du type ∆kpEiq ont un déterminant
unité, et par hypothèse ∆2pAq est inversible, donc de déterminant non nul. Par conséquent
det

`
∆2pA1q

˘ ‰ 0. Mais comme ce déterminant est le produit des éléments diagonaux (c’est
une matrice triangulaire), ces derniers ne sont pas nuls. Finalement, pA1q22 ‰ 0.

(2) Le pas de récurrence
Nous supposons avoir Ak “ Ek . . . E1A avec pAkqk`1,k`1 ‰ 0. Alors il existe une transforma-
tion gaussienne Ek`1 de la pk ` 1qe colonne telle que Ak`1 “ Ek`1Ak soit une matrice dont
la pk` 1qe colonne n’ait que des zéros en dessous de la pk` 1qe position. Vu le lemme 34.123,
cette transformation n’affecte pas les colonnes précédentes.
La matrice Ak`1 est donc triangulaire supérieure jusqu’à la pk ` 1qe colonne.
Vu que le produit Ek`1 . . . E1 est une matrice triangulaire inférieure, le lemme 34.125 fonc-
tionne encore et nous avons

∆k`1pAk`1q “ ∆k`1pEk`1 . . . E1q∆k`1pAq. (34.287)

En ce qui concerne les déterminants, par hypothèse, nous avons det
`
∆k`1pAq

˘ ‰ 0 ainsi que
det

`
∆k`1pEk`1 . . . E1q

˘ “ 1. Donc

det
`
∆k`1pAk`1q

˘ ‰ 0. (34.288)

Cette matrice étant triangulaire de déterminant non nul, ses éléments diagonaux sont tous
non nuls ; en particulier pAk`1qk`2,k`2 ‰ 0.

20. Transformation gaussienne, définition 34.120.
21. Le déterminant est multiplicatif, proposition 9.13(1).
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En poussant la récurrence jusqu’au bout, la matrice

An´1 “ En´1 . . . EnA (34.289)

est triangulaire supérieure.
Nous posons alors L “ pEn´1 . . . Enq´1 et U “ An´1. Cela prouve l’existence parce que

A “ pEn´1 . . . E1q´1An1 . (34.290)

Encore une fois, le lemme 34.125 nous donne

∆kpAq “ ∆k

´
pEn1 . . . E1q´1

¯
∆kpAn´1q, (34.291)

ou encore ∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq.
En ce qui concerne l’unicité, si A “ L1U1 “ L2U2 alors L´1

2 L1 “ U2U
´1
1 . Vu qu’à gauche nous

avons une matrice triangulaire inférieure et que à droite nous avons une triangulaire inférieure,
nous savons que les deux membres représentent une matrice diagonale. Mais à gauche, la diagonale
est unitaire. Donc les deux membres représentent la matrice unité.

34.127.
En pratique, pour résoudre Ax “ b, il faut seulement appliquer les transformations gaussiennes à
la matrice élargie pA|bq pour finir sur un système du type

Ux “ b1 (34.292)

qui est immédiatement soluble. Autrement dit, en effectuant les annulations de colonnes, la matrice
U est « gratuite ».

Il n’est pas indispensable de calculer la matrice L qui, elle, demande à chaque étape de se
souvenir de la matrice Ei utilisée. Si il faut résoudre plusieurs systèmes Axi “ bi, nous pouvons
encore travailler avec la matrice encore plus élargie pA|b1 . . . bmq.

Si par contre nous ne connaissons pas à l’avance l’ensemble des vecteurs b avec lesquels il faudra
résoudre le système, il est bon de calculer la décomposition A “ LU in extenso, c’est-à-dire de
garder une trace des matrices L et U séparément. Dans ce cas, résoudre Ax “ b revient à résoudre
Ly “ b, et ensuite Ux “ y. Ce sont deux systèmes de résolution directe parce que les matrices sont
triangulaires.

34.128.
Le fait que

∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq (34.293)

nous dit que si après avoir calculé L et U nous remarquons que le système est un peu plus petit
ou un peu plus grand que prévu, tout le travail n’est pas perdu. En particulier si le système est
plus petit que prévu, l’adaptation de L et U est immédiate.

Notons que U et L sont inversibles, et que detpLq “ 1. Donc detpUq “ detpAq.
Exemple 34.129.
Pour travailler la méthode de Gauss pour le système Ax “ b, nous introduisons la matrice un peu
augmentée pA|bq. Nous faisons un exemple. Soit à résoudre

¨
˝

2 1 3
4 3 10
´2 1 73

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

11
28
3

˛
‚. (34.294)

Nous introduisons la matrice augmentée

pA|bqp0q “
¨
˝

2 1 3 11
4 3 10 28
´2 1 7 3

˛
‚. (34.295)
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Le premier pas consiste à annuler tous les éléments sous la diagonale de la première colonne.
Autrement dit, nous prenons le 2 comme pivot. Nous introduisons les multiplicateurs lij “ Aij

Ai1
. La

nouvelle matrice est :

pA|bqp1q “
¨
˝

2 1 3 11
0 1 4 6
0 2 10 14

˛
‚ (34.296)

où nous avons utilisé les multiplicateurs l21 “ 2, l31 “ ´1.
Et la matrice suivante est :

pA|bqp2q “
¨
˝

2 1 3 11
0 1 4 6
0 0 2 2

˛
‚ (34.297)

où nous avons utilisé le multiplicateur l32 “ 2.
Cela est un système de résolution immédiate :

$
’&
’%

2x` y ` 3z “ 11 (34.298a)
y ` 4z “ 6 (34.298b)
2z “ 2. (34.298c)

La troisième donne z “ 1. Ensuite y ` 4 “ 6, donc y “ 2. Et la première donne : 2x` 2` 3 “ 11,
c’est-à-dire 2x “ 6, enfin : x “ 3.

Solution : px, y, zq “ p3, 2, 1q.
Nous notons surtout que dans pA|bqp2q nous avons une matrice triangulaire supérieure. Où est

la matrice triangulaire inférieure ? En réalité la matrice L est la matrice des multiplicateurs :

L “
¨
˝

1 0 0
2 1 0
´1 2 1

˛
‚. (34.299)

△

Le problème de cette méthode est que faisant ainsi nous risquons d’avoir un zéro sur un des
pivots. Par exemple tomber sur

pA|bq “
¨
˝

2 1 3 11
0 0 4 6
0 2 10 14

˛
‚. (34.300)

Le zéro sur la deuxième ligne nous ennuie si nous voulons tout faire dans l’ordre. Mais notons
qu’en échangeant les deux dernières lignes, tout va bien : le système donné par

pA|bq “
¨
˝

2 1 3 11
0 2 10 14
0 0 4 6

˛
‚ (34.301)

fonctionne très bien. Et même tellement bien qu’il est de résolution immédiate, dans ce cas.
Un autre problème est que si un des pivots est 10´14, le multiplicateur sera de l’ordre 1014,

qui est mal représenté en mémoire. Il est donc bon de prendre les pivots le plus grand possible. Si
le pivot est le plus grand nombre en valeur absolue d’une colonne, alors les nombres xk`i{xk qui
entrent dans la matrice de transformation gaussienne sont des nombres dans r´1, 1s qui sont bien
représentés en mémoire.

Tout cela nous incite à développer une méthode de Gauss qui permet de tenir une trace des
permutations.
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34.17.5 Matrice de permutation élémentaire

Définition 34.130.
Une matrice de permutation élémentaire est une matrice obtenue en permutant deux lignes
de la matrice identité. Nous notons Pij la matrice obtenue en inversant les lignes i et j de la
matrice identité.

Les autres opérations sur les lignes sont répertoriées en 4.87.

Exemple 34.131.
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚Ñ

¨
˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛
‚“ P12. (34.302)

△

Lemme 34.132.
La matrice PijA est la matrice A avec ses lignes i et j inversées.

Démonstration. Il suffit d’écrire

pPijAqkl “
ÿ

m

pPijqkmAml (34.303)

et de faire trois cas selon que k “ i, k “ j ou k différent de i et j. Si k “ i alors pPijqim “ δmj et
si k est différent de i et j alors pPijqmk “ δkm (troisième cas similaire au premier).

Et la matrice AP12 est la A avec ses deux premières colonnes échangées.
Avec ces notations, notre matrice pA|bq01 est

P12pA|bqp0q. (34.304)

Puis la matrice pA|bqp11q est
P23pA|bqp1q. (34.305)

Et la matrice P qui arrive dans PA “ LU est la matrice P “ P23P21, qui est une matrice de
permutations non élémentaire. Elle vaut :

P “
¨
˝

0 1 0
0 0 1
1 0 0

˛
‚. (34.306)

LEMooYIYIooYhnaOt

Lemme 34.133 ([733]).
Si i, j ą k alors les matrices de permutation élémentaires ont la relation de « commutation »
suivante avec les transformations gaussiennes :

MkpxqPij “ PijMk

`
Pijpxq

˘
. (34.307)

Démonstration. Il suffit de calculer les éléments de matrice :
`
PijMkpxq

˘
st
“ pPijqst ´

ÿ

m

pPijqsmτkpxqmδkt, (34.308)

mais ÿ

m

pPijqsmτkpxqm “
`
Pijτkpxq

˘
s
“ τk

`
Pijpxq

˘
s

(34.309)

parce que i, j ą k implique que dans Pijτkpxq nous inversons deux élément non nuls de τkpxq, tout
en laissant le keélément. Le dénominateur ne change pas et il s’agit réellement d’une inversion de
ligne. Donc `

PijMkpxq
˘
st
“ pPijqst ´ τk

`
Pijx

˘
s
δkt. (34.310)EQooIBVJooTOWCGTEQooIBVJooTOWCGT
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De l’autre côté, `
MkpyqPij

˘
st
“ pPijqst ´ τkpyqspPijqkt. (34.311)

Mais comme i, j ą k la keligne de Pij est la même que celle de la matrice unité, donc pPijqkt “ δkt.
`
MkpyqPij

˘
st
“ pPijqst ´ τkpyqsδkt. (34.312)

Cela correspond bien à (34.310).

34.18 Méthode de Gauss avec pivot partiel (décomposition PLU)

34.18.1 L’idée

À chaque pas, nous faisons une permutation de ligne. Nous permutons à chaque pas la première
ligne avec celle qui a le pivot le plus grand (en valeur absolue). Donc :

pA|bqp0q “
¨
˝

2 1 3 11
4 3 10 28
´2 1 7 3

˛
‚ (34.313)

Nous commençons par déplacer des lignes :

pA|bqp01q “
¨
˝

4 3 10 28
2 1 3 11
´2 1 7 3

˛
‚. (34.314)

Les multiplicateurs sont l21 “ 1{2 et l31 “ ´1{2. Le fait est que les multiplicateurs ont toujours le
plus grand dénominateur possible et nous avons alors toujours 0 ď |lij | ď 1, qui sont des nombres
relativement petits, et bien représentés en mémoire.

Nous avons la nouvelle matrice

pA|bqp1q “
¨
˝

4 3 10 28
0 ´1{2 ´2 ´3
0 5{2 12 17

˛
‚. (34.315)

Le pivot serait ´1{2. Nous cherchons un pivot plus grand en dessous de ce ´1{2 (et pas au dessus,
sinon on casserait les zéros déjà trouvés). Nous trouvons le 5{2 qui est plus grand. Nous permutons
donc les deux dernières lignes :

pA|bqp11q “
¨
˝

4 3 10 28
0 5{2 12 17
0 ´1{2 ´2 ´3

˛
‚ (34.316)

où le pivot est maintenant l32 “ ´1{5. La matrice suivante :

pA|bqp1q “
¨
˝

4 3 10 28
0 5{2 12 17
0 0 2{5 2{5

˛
‚ (34.317)

Dans ce cas, la matrice L n’est pas aussi simple à construire parce que nous avons permuté des
choses. Dans ce cas, la matrice L est encore de la forme

L “
¨
˝

1 0 0
. 1 0
. . 1

˛
‚. (34.318)

Mais vu que nous avons permuté les lignes 2 et 3 au deuxième pas, nous devons permuter l21 et
l31 avant de remplir la matrice L avec les multiplicateurs :

L “
¨
˝

1 0 0
´1{2 1 0
1{2 ´1{5 1

˛
‚. (34.319)
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Notons que ces L et U ne sont pas les mêmes que le LU obtenu sans pivot. Où est l’unicité ?
Elle est que en fait maintenant nous n’avons pas A “ LU , mais

PA “ LU (34.320)

où P est une matrice de permutation.

34.18.2 Le théorème
PROPooGCPAooDrlrGu

Proposition 34.134 (Méthode de Gauss avec pivot partiel[733]).
Soit une matrice inversible A PMpn,Cq. Il existe

— une matrice de permutations P
— une matrice triangulaire inférieure de diagonale unitaire L,
— une matrice triangulaire supérieure inversible U

telles que
PA “ LU. (34.321)

Notons que cette proposition ne demande que l’hypothèse d’inversibilité pour A. Il n’y a pas
d’hypothèses sur tous les mineurs comme c’était le cas avec Gauss sans pivot.

Démonstration. Nous prouvons par récurrence qu’il existe des matrices Qk, E1, . . ., Ek et Ak telles
que

QkA “ E1 . . . EkAk (34.322)EQooOBXWooXxwXSeEQooOBXWooXxwXSe

avec
(1) Qk est une matrice de permutation
(2) Ei est une transformation gaussienne sur la ie ligne
(3) Ak est triangulaire supérieure jusqu’à la ke colonne.

Sachant que detpQkq “ ˘1, et que detpEiq “ 1, le passage au déterminant dans (34.322) nous
donne detpAkq ‰ 0 et si nous notons ΩkpAq la matrice tronquée de A, ne gardant que les entrées
plus grandes que k, nous avons

detpAkq “
kź

i“1
pAkqii det

`
Ωk`1pAkq

˘
. (34.323)

Donc : pAkqii ‰ 0 pour i ď k et det
`
Ωk`1pAkq

˘ ‰ 0.
Pour fixer les idées, voici une image de k “ 2 :

¨
˚̊
˚̊
˚̋

˛
‹‹‹‹‹‚

* * * * *
0 * * * *
0 0 * * *
0 0 * * *
0 0 * * *

∆kpA2q

Ωk`1pA2q (34.324)

Étant donné que det
`
Ωk`1pAkq

˘ ‰ 0, parmi les nombres pAkqi,k`1 (i ě k` 1), au moins un est
non nul et nous posons rk`1 tel que |pAkqrk`1,k`1| soit maximum parmi ces éléments.

Le nombre rk`1 est enregistré parce qu’il servira à écrire la matrice P plus tard. Les matrices
Ei ne sont pas enregistrées, parce que nous verrons qu’elles vont encore changer. Seule la dernière
sera enregistrée.

La composante pk ` 1, k ` 1q de la matrice

Prk`1,k`1Ak (34.325)
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est non nulle et peut donc servir de pivot. Soit Mk`1 la transformation gaussienne pour la pk `
1qecolonne de la matrice Prk`1,k`1Ak. La matrice

Ak`1 “Mk`1Prk`1,k`1Ak (34.326)EQooCFIFooNDvPFEEQooCFIFooNDvPFE

est alors une matrice triangulaire supérieure jusqu’à la pk ` 1qecolonne. En posant Ek`1 “ M´1
k`1

nous avons
Prk`1,k`1Ek`1Ak`1 “ Ak, (34.327)

et nous nous sentons en droit de récrire l’équation de départ (34.322) :

QkA “ E1 . . . EkAk “ E1 . . . EkPrk`1,k`1Ek`1Ak`1. (34.328)

Le lemme 34.133 nous permet de ramener la matrice Prk`1,k`1 en première position, quitte à
modifier un peu (pas beaucoup) chacune des matrices Ei (i “ 1, . . . , k). C’est pour cela que nous
n’enregistrons pas les matrices Ei. Nous avons donc

Prk`1,k`1QkA “ E1
1 . . . E

1
kEk`1Ak`1 (34.329)

où
— Le produit Prk`1,k`1Qk est encore une matrice de permutation, et mieux : elle vaut

k`1ź

i“1
Pri,i. (34.330)

Cela montre qu’il est suffisant d’enregistrer les nombres ri pour reconstituer cette partie.
— La matrice E1

i est une transformation gaussienne pour la ie colonne.
— La matrice Ak`1 est triangulaire supérieure jusqu’à la k ` 1e ligne.
La récurrence est maintenant finie et nous pouvons écrire avec k “ n :

QnA “ E1 . . . EnAn (34.331)EQooFUEUooHVPFwnEQooFUEUooHVPFwn

où le produit E1 . . . En est triangulaire inférieure et An est triangulaire supérieur.
Maintenant nous enregistrons la matrice U “ An, le produit L “ śn

i“1En et les nombres ri
qui permettent de retrouver P .

Note : dans l’équation (34.331) nous avons bien entendu massivement renommé les E1
i en Ei.

En réalité la matrice E1 vient avec n primes sur la tête.
Dans les exemples 34.138, 34.139 et 34.140, nous allons résoudre le système

ˆ
10´9 1

1 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

1
2

˙
(34.332)

d’abord de façon exacte, et ensuite en supposant une machine ne tenant que 8 chiffres significatifs
en utilisant la méthode de Gauss avec ou sans pivot.

Commençons par voir comment se passe en pratique la décomposition PA “ LU de Gauss avec
pivot partiel.

EXooAZTDooTUXZJb

Exemple 34.135.
Décomposons la matrice

A “
¨
˝

1 2 3
2 5 0
3 8 0

˛
‚. (34.333)

Sur la première colonne, le plus grand nombre est 3. Nous commençons par permuter la première
et la troisième ligne en utilisant la matrice de permutation P1 “ P3,1 et nous enregistrons r1 “ 3.
Nous avons alors la matrice

A1
0 “

¨
˝

3 8 0
2 5 0
1 2 3

˛
‚. (34.334)EQooJCCLooOZVajjEQooJCCLooOZVajj
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Pour trouver la matrice A1 nous suivons l’équation (34.326). Bien que le résultat net soit des
combinaisons de lignes : L2 Ñ L2 ´ 2L1{3 et L3 Ñ L3 ´ L1{3 (que nous pourrions savoir dès à
présent), il est important de passer par la matrice gaussienne pour obtenir la matrice L1.

La matrice de transformation gaussienne pour la première colonne de (34.334) est :

M1 “
¨
˝

1 0 0
´2{3 1 0
´1{3 0 1

˛
‚ (34.335)

et L1 “M´1
1 . Le lemme 34.124 nous dit comment calculer facilement cet inverse :

L1 “
¨
˝

1 0 0
2{3 1 0
1{3 0 1

˛
‚ (34.336)

En suivant l’équation (34.326) nous posons A1 “M1A1
0 :

A1 “
¨
˝

1 0 0
´2{3 1 0
´1{3 0 1

˛
‚
¨
˝

3 8 0
2 5 0
1 3 3

˛
‚“

¨
˝

3 8 0
0 ´1{3 0
0 ´2{3 3

˛
‚ (34.337)EQooUBRPooRJbCYnEQooUBRPooRJbCYn

et nous avons
Q1A “ L1A1 (34.338)

où L1, A1 et r1 “ 3 sont enregistrés. La matrice Q1 peut être retrouvée en sachant r1 parce que P
est la matrice de permutation Pr1,1.

Nous travaillons maintenant sur la deuxième colonne de A1. Le plus grand élément en valeur
absolue (sur ou sous la diagonale) est ´2{3. Nous posons r2 “ 3 et

A1
1 “

¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 ´1{3 0

˛
‚ (34.339)

et la matrice gaussienne pour la deuxième colonne est

M2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 ´1{2 1

˛
‚ (34.340)

Le ´1{2 provient du calcul ´`p´1{3q{p´2{3q˘. L’inverse de cette matrice est facile :

L2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 1{2 1

˛
‚ (34.341)

et la matrice suivante à enregistrer est

A2 “M2P3,2A1 “M2A
1
1 “

¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 0 ´3{2

˛
‚. (34.342)

Notons toutefois que pour calculer cette matrice, seul le dernier élément demande un calcul. La
première colonne ne change pas (par construction), la seconde gagne un zéro en dernière ligne (la
matrice M2 sert à ça) et sur la dernière colonne, seule la dernière ligne est sujette à changement.

Avec la matrice A2, la trigonalisation supérieure est faite. La décomposition n’est cependant
pas terminée. Nous devons encore trouver la partie triangulaire inférieure. Nous en sommes à

Q1A “ L1A1 “ L1P3,2L2A (34.343)
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où Q1 est la première matrice de permutation.
Utilisant le lemme 34.133, il est facile de permuter L1 avec P3,2 :

L1P3,2 “ P3,2

¨
˝

1 0 0
1{3 1 0
2{3 0 1

˛
‚

looooooomooooooon
L1

1

(34.344)

Nous avons donc
P3,2P3,1A “ L1

1L2A (34.345)

Deux multiplications matricielles plus tard nous terminons :

PA “ LU (34.346)

avec

P “
¨
˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛
‚, L “

¨
˝

1 0 0
1{3 1 0
2{3 1{2 1

˛
‚, U “ A2 “

¨
˝

3 8 0
0 ´2{3 3
0 0 ´3{2

˛
‚. (34.347)

△

Notons que Sage utilise la méthode de Gauss avec pivots :

1 sage: A= matrix ([ [1 ,2 ,3] ,[2 ,5 ,0] ,[3 ,8 ,0] ])
2 sage: A
3 [1 2 3]
4 [2 5 0]
5 [3 8 0]
6 sage: A.LU()
7 (
8 [0 1 0] [ 1 0 0] [ 3 8 0]
9 [0 0 1] [1/3 1 0] [ 0 -2/3 3]

10 [1 0 0], [2/3 1/2 1], [ 0 0 -3/2]
11 )

tex/sage/sageSnip006.sage

Mais attention : Sage crée une décomposition A “ PLU et non PA “ LU . D’où le fait que la
matrice de permutations de Sage est l’inverse de celle donnée ici.

34.18.3 D’un point de vue algorithmique

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 34.136
Je ne suis pas certain de l’optimalité de ce que je raconte ici. Je décris simplement ce que j’ai fait
pour écrire mon programme finitediff.

Si vous êtes expert en calcul numérique, n’hésitez pas à donner votre avis.

Nous décrivons à présent la décomposition A “ PLU (du théorème 34.134, avec le P à droite).
En suivant l’exemple 34.135 nous voyons assez bien comment créer les matrices U et P au fur et
à mesure. La construction de L est peut-être moins évidente.

Écrivons un exemple très explicite pour

A “
¨
˝

2 1 3
4 3 10
´2 1 7

˛
‚. (34.348)

https://github.com/LaurentClaessens/finitediff
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Nous commençons par permuter des lignes pour avoir un grand pivot :

P12A “
¨
˝

4 3 10
2 1 3
´2 1 7

˛
‚. (34.349)

Et nous effectuons l’élimination avec la matrice

M1 “
¨
˝

1 0 0
´1{2 1 0
1{2 0 1

˛
‚. (34.350)

Cela donne le premier résultat :

M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 ´1{2 ´2
0 5{2 12

˛
‚ (34.351)EQooKTBLooHeOkgkEQooKTBLooHeOkgk

Nous continuons avec P23 pour avoir un nouveau grand pivot :

P23M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 5{2 12
0 ´1{2 ´2

˛
‚. (34.352)

Nous utilisons la matrice

M2 “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 1{5 1

˛
‚ (34.353)

et au final :

M2P23M1P12A “
¨
˝

4 3 10
0 5{2 12
0 0 2{5

˛
‚“ U. (34.354)

L’égalité obtenue est
M2P23M1P12A “ U. (34.355)

Pour avoir la décomposition PLU il faut écrire

A “ P12M
´1
1 P23M

´1
2 U, (34.356)EQooWKUYooUBQYtcEQooWKUYooUBQYtc

et permuter P23 avec M´1
1 , ce qui est facile par le lemme 34.133.

Remarque 34.137.
Nous ne devons permuter la matrice Mk avec une matrice de permutations qu’à partir de la
deuxième étape. En effet l’équation (34.351) revient à

A “M´1
1 P12mU (34.357)

qui est dans le bon ordre. Ce n’est qu’à partir de la seconde étape que des matrices de permutations
apparaissent à droite des matrices gaussiennes.

Cependant dans un cas 4 ˆ 4, cette méthode deviendrait fastidieuse parce que nous aurions
encore des étapes à faire. En repartant de (34.356), mais avec mU (la matrice pas encore tout à
fait triangularisée) au lieu de U , nous aurons, pour un certain k ą 3 :

M3P3kM2P23M1P12A “ U, (34.358)

ce qui fait :
A “ P12M

´1
1 P23M

´1
2 P3kM

´1
3 U. (34.359)
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Tous les Pij peuvent être mis à gauche parce que leurs indices sont toujours strictement supérieurs
à ceux des Ml placés devant eux. Mais c’est fastidieux.

Nous allons donc permuter à chaque étape pour ne retenir que l’important. Si à une certaine
étape nous avons

A “ P1,r1 . . . Pk,rk
M´1

1 . . .M´1
k mU (34.360)

avec
mU “ Pk`1,rk`1M

´1
k`1U (34.361)

alors nous allons directement permuter Pk`1,rk`1 avec tous les M´1
i . Si nous notons Pk la permu-

tation (pas élémentaire) à l’étape k et Lk la matrice triangulaire inférieure à de l’étape k,

A “ PkLkmU “ PkLkPk`1,rk`1M
´1
k`1m

1
U . (34.362)

Nous enregistrons alors Pk`1 “ PkPk`1,rk`1 et pour Lk`1 nous partons de Lk et nous faisons deux
opérations suivantes :

— nous permutons, sur ses colonnes non triviales, les indices k ` 1 et rk`1,
— nous multiplions par M´1

k`1, ce qui revient à simplement lui ajouter une colonne non triviale.
Notons que rk`1 ě k ` 1, de telle sorte que sur les colonnes non triviales (qui sont jusqu’au
numéro k), la permutation des lignes k` 1 et rk`1 ne change pas l’aspect de la matrice : elle reste
multi-gaussienne de dernière colonne k.

34.18.4 Exemples

Nous nous lançons dans la résolution du système
ˆ

10´9 1
1 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

1
2

˙
. (34.363)

ExooNTECooXvTcoh

Exemple 34.138.
Nous commençons de façon exacte, par la méthode de Gauss sans pivot. La première transformation
gaussienne est

E1 “
ˆ

1 0
´109 1

˙
(34.364)

et nous calculons
E1A “

ˆ
1 0

´109 1

˙ˆ
10´9 1

1 1

˙
“
ˆ

10´9 1
0 1´ 10´9

˙
. (34.365)

Vu que cette dernière est triangulaire supérieure, nous avons fini la méthode de Gauss et U “ E1A.
En ce qui concerne la matrice L, elle est donnée par L “ E´1

1 , c’est-à-dire

L “
ˆ

1 0
´109 1

˙´1
“
ˆ

1 0
109 1

˙
. (34.366)

Au final nous avons la décomposition A “ LU exacte suivante :

L “
ˆ

1 0
109 1

˙
U “

ˆ
10´9 1

0 1´ 109

˙
. (34.367)

Résoudre le système Ax “ b revient à résoudre LUx “ b et donc résoudre successivement les
systèmes

"
Ly “ b (34.368a)
Ux “ y. (34.368b)

D’abord le système ˆ
1 0

109 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“
ˆ

1
2

˙
(34.369)
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donne y1 “ 1 et y2 “ 2´ 109.
Ensuite nous résolvons

ˆ
10´9 1

0 1´ 109

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

1
2´ 109

˙
. (34.370)

Cela donne ˆ
x1
x2

˙
“
˜
´ 109

1´109
2´109

1´109

¸
»
ˆ

1
1

˙
. (34.371)

C’est également le résultat que trouve Sage :

1 sage: var( ’y ’)
2 y
3 sage: solve( [10**( -9)*x+y==1,x+y==2] ,[x,y] )
4 [[x == (1000000000/999999999) , y == (999999998/999999999) ]]

tex/sage/sageSnip007.sage

△
EXooNVRNooJgQmQc

Exemple 34.139 ([733]).
Nous recommençons tout le calcul avec une précision limitée à 8 chiffres significatifs, sans pivot.

Nous avons à nouveau la transformation gaussienne

E1 “
ˆ

1 0
´109 1

˙
, (34.372)

mais pour calculer U nous effectuons le produit matriciel

U “ E1A “
ˆ

1 0
´109 1

˙ˆ
10´9 1

1 1

˙
“
ˆ

10´9 1
0 ˚

˙
. (34.373)

Nous détaillons à présent le calcul de l’élément noté ˚. Le calcul de 109 a 1 donne

999999999 “ 9.99999999ˆ 108, (34.374)

mais la précision étant limitée à 8 chiffres, un arrondi arrive. Étant donné que le premier chiffres
supprimé est un 9 nous retombons sur 109, et donc notre machine à précision limitée donnera

U “
ˆ

10´9 1
0 ´109

˙
. (34.375)

Ensuite le calcul de L “ E´1
1 ne cause pas de problèmes :

L “
ˆ

1 0
´109 1

˙
. (34.376)

Maintenant il s’agit de résoudre les systèmes Ly “ b et Ux “ y. Du système
ˆ

1 0
109 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“
ˆ

1
2

˙
(34.377)

nous tirons tout de suite y1 “ 1 et ensuite 109 ` y2 “ 2, c’est-à-dire y2 “ 2´ 109, qui en précision
limitée donne encore y2 “ ´109. À résoudre maintenant :

ˆ
10´9 1

0 ´109

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

1
´109

˙
. (34.378)
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Cela donne immédiatement x2 “ 1 et ensuite

10´9x1 ` 1 “ 1, (34.379)

donc x1 “ 0. La solution trouvée est ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

0
1

˙
, (34.380)EQooBGWEooVGSVoeEQooBGWEooVGSVoe

qui est complètement faux au niveau de la première variable. △
EXooNCRSooTfmPFr

Exemple 34.140 ([733]).
Nous résolvons encore le même système en précision limitée, mais en utilisant cette fois la méthode
de Gauss avec pivot partiel.

Le plus grand élément de la première colonne est 1 ; nous utilisons donc la permutation P1,2 :

P1,2A “
ˆ

1 1
10´9 1

˙
. (34.381)

La matrice de transformation gaussienne pour la première colonne de cette matrice est

M1 “
ˆ

1 0
´10´9 1

˙
(34.382)

et nous posons

A1 “M1P1,2A “
ˆ

1 0
´10´9 1

˙ˆ
1 1

10´9 1

˙
“
ˆ

1 1
0 ´10´9 ` 1

˙
“
ˆ

1 1
0 1

˙
“ U (34.383)

où un arrondi a eu lieu pour ´10´9 ` 1 “ 1. En inversant M1 nous avons

L1 “M´1
1 “

ˆ
1 0

10´9 1

˙
. (34.384)

La décomposition est

A “
ˆ

0 1
1 0

˙

looomooon
P

ˆ
1 0

10´9 1

˙

looooomooooon
L

ˆ
1 1
0 1

˙

looomooon
U

(34.385)

Le moment de résoudre est venu. Vu que PLUx “ b nous devons résoudre les systèmes
$
’&
’%

Pz “ b (34.386a)
Ly “ z (34.386b)
Ux “ y. (34.386c)

Pour z c’est facile :
z “

ˆ
2
1

˙
. (34.387)

Pour y il y a un arrondi : ˆ
1 0

10´9 1

˙ˆ
y1
y2

˙
“
ˆ

2
1

˙
. (34.388)

Tout de suite : y1 “ 2 et ensuite 2ˆ 10´9 ` y2 “ 1, ce qui donne y2 “ 1a 2ˆ 10´9 “ 1. Donc

y “
ˆ

2
1

˙
. (34.389)

Et enfin pour x c’est le système ˆ
1 1
0 1

˙ˆ
x1
x2

˙
“
ˆ

2
1

˙
. (34.390)

Nous avons x2 “ 1 et ensuite x1 ` 1 “ 2 c’est-à-dire x1 “ 1. Au final la solution trouvée est

x “
ˆ

1
1

˙
. (34.391)

Cette solution est considérablement meilleure que (34.380). △
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34.141.
L’utilisation du pivot non seulement assure le fait que la trigonalisation va bien se passer (on évite
les zéros en pivot), mais aussi et surtout, en choisissant de prendre le plus grand pivot possible,
nous obtenons une meilleur stabilité numérique.

34.19 Résolution de systèmes linéaires (suite)

34.19.1 Déterminant

Pour calculer un déterminant lorsque nous avons la décomposition A “ LU nous pouvons faire

detpAq “ detpLUq “ detpLq detpUq “ detpUq (34.392)

parce que L est triangulaire avec des 1 sur la diagonale.
Si par contre nous avons fait des pivots, nous avons PA “ LU . Il nous faut le déterminant de

P , qui n’est autre que ˘1. Nous avons

detpP q “ p´1qs (34.393)

où s est le nombre de permutations effectives effectuées. Nous précisons « effectives » parce qu’il
ne faut pas compter le pas où nous n’avons pas permuté (les cas où le bon pivot était présent du
premier coup). Nous avons alors

detpAq “ p´1qs detpUq. (34.394)

34.19.2 Plusieurs termes indépendants

Mettons un système Ax “ b qu’il faut résoudre pour plusieurs b différents. C’est typiquement
le cas où l’on voudrait calculer l’inverse de A. Mais on va directement se calmer. Soient donc à
résoudre Ax1 “ b1, . . ., Axn “ bn.

Les opérations (avec ou sans pivot) que nous faisons ne dépendent que de la matrice A, mais
aucune décision concernant les pivots ou la matrice des multiplicateurs ne dépend de b. Autre façon
de dire : si le système pA|b1q devient pU |y1q, le système pA|biq devient pU |yiq avec le même U .

Nous ne sommes donc pas obligés de faire tout le travail autant de fois qu’il n’y a de systèmes
à résoudre. Donc si on a plusieurs systèmes à résoudre avec la même matrice, on fait mieux de
retenir une fois pour toute la décomposition LU (avec ou sans pivots), avant de vraiment résoudre.

Ou alors on peut aussi faire que, au lieu de faire pA|biq plein de fois, faire une seule fois

pA|b1 . . . bnq. (34.395)

Et on fait tout le travail sur tous les vecteurs d’un en même temps.
Soit ei la base canonique. Si nous notons xn les solutions des problèmes Axi “ ei, tous les

problèmes Axi “ ei s’écrivent d’un seul coup

AX “ Y (34.396)

où X est la matrice des xi en colonnes, et Y est celle des ei en colonnes. Oh, mais Y “ 1

évidemment. Donc
AX “ 1. (34.397)

Si nous supposons que A est inversible, alors ce X est l’inverse.
Donc pour calculer l’inverse d’une matrice de dimension non trop grande, il suffit d’utiliser la

méthode de Gauss sur les vecteurs de la base canonique. Cette idée est la base du calcul de l’inverse
par matrice companion. En effet, si nous partons du problème

pA|1q (34.398)

et nous appliquons la méthode de Gauss avec pivot, nous arrivons à

pU |L´1P q. (34.399)
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Attention : le produit L´1P est une permutation des colonnes de L´1. Vu que L est triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale, L´1 est triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.
Donc si la matrice n’est pas trop grande, on peut assez facilement remettre les colonnes de L´1P
dans l’ordre pour recomposer une matrice triangulaire inférieure avec 1 sur la diagonale.

Une autre façon de calculer l’inverse, si A “ LU est connue, il suffit de faire

A´1 “ U´1L´1. (34.400)

Et il existe un algorithme facile pour l’inverse d’une matrice triangulaire.

34.19.3 Cholesky

La méthode de Gauss s’applique sans hypothèses sur la matrice A, à part qu’elle doit être
de petite dimension, comme pour toute méthode directe. Souvent nous savons des choses sur la
matrice. Ici nous allons supposer que A est symétrique et définie positive.

Comment numériquement vérifier ces hypothèses ? En ce qui concerne la symétrie, il suffit de
faire le test complet :

At “ A. (34.401)

La vérification de cela coûte au maximum n2 comparaisons (et en fait la moitié de ça moins la
diagonale).

Le fait que A soit définie positive est facile à vérifier pour utiliser Cholesky parce que il suffit
de le faire, et si il n’y a pas de nombres complexes qui arrivent, c’est que la matrice était définie
positive.

Un lemme très simple à mettre en oeuvre numériquement nous permet de traiter certains cas.

Lemme 34.142.
Une matrice symétrique possédant un élément négatif sur la diagonale n’est pas définie positive.

Démonstration. Un simple calcul ou effort d’imagination montre que xMek, eky “ Mkk. Donc si
M doit être définie positive, Mkk doit être positive par le lemme 9.231.

Ce lemme est un moyen déjà de faire quelques vérifications. Et si les éléments diagonaux de A
sont tous négatifs, on peut prendre ´A.

LEMooVEIYooZbShQb

Lemme 34.143.
Si A est une matrice symétrique strictement définie positive, alors pour tout k, la matrice tronquée
∆kpAq l’est également.

Démonstration. Le fait que ∆kpAq soit symétrique est évident. Le fait qu’elle soit définie positive
l’est moins. Soit y P Rk et le vecteur τy P Rn, qui est « complété » avec des zéros.

Nous avons x∆kpAqy, yyk “ xAτy, τyyn. En effet

x∆kpAqy, yy “
kÿ

i“1

kÿ

l“1
Ailylyi. (34.402)

Et à droite :

xAτy, τyy “
nÿ

i“1
pAτyqipτyqi “

kÿ

i“1
pAτyqiyi “

kÿ

i“1

nÿ

l“1
Ailpτyqlyi “

kÿ

i“1

kÿ

l“1
Ailylyi (34.403)

où nous avons utilisé le fait que pτyqi “ 0 dès que i ą k et que pτyqi “ yi sinon.
En conséquence de quoi x∆kpAqy, uy ą 0 pour tout y P Rk et la matrice ∆kpAq est strictement

définie positive.
LEMooLBQLooIYvacH

Lemme 34.144.
Si T est une matrice triangulaire, alors pTiiq´1 “ pT´1qii.
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Démonstration. Il suffit de se rendre compte que le coefficient ii de l’égalité 1 “ TT´1 donne

1 “
ÿ

l

TilpT´1qli. (34.404)

Dans la somme il ne reste que le terme l “ i.

Nous allons chercher une décomposition de type LU sous la forme A “ LLt, c’est-à-dire U “ Lt.
Attention : maintenant nous n’avons plus des 1 sur la diagonale. Ce n’est donc pas exactement la
décomposition LU dont nous parlions plus haut. C’est pour cela que nous n’allons pas la noter
LLt mais BBt.

Théorème 34.145 (Cholesky[732]).
Soit une matrice réelle symétrique strictement définie positive. Il existe une unique matrice réelle
B telle que

— B est triangulaire inférieure,
— la diagonale de B est positive,
— A “ BBt.

Démonstration. Par la décomposition LU du théorème 34.126 nous avons des matrices L et U
telles que A “ LU . Soit D la matrice diagonale donnée par

Dii “
a
Uii. (34.405)

Cette définition fonctionne parce que Uii ą 0. En effet nous savons que ∆kpAq “ ∆kpLq∆kpUq, et
en passant au déterminant,

det
`
∆kpAq

˘ “ det
`
∆kpUq

˘
. (34.406)

Vu que ∆kpAq est strictement définie positive par le lemme 34.143, son determinant est strictement
positif 22 et nous avons

det
`
∆kpUq

˘ ą 0. (34.407)

En appliquant cela à k “ 1 nous avons U11 ą 0 puis de proche en proche, Uii ą 0 pour tout i.
Nous posons :

B “ LD qui est triangulaire inférieure (34.408a)
C “ D´1U qui est triangulaire supérieure. (34.408b)

Nous avons bien entendu A “ BC et nous allons prouver que C “ Bt. Vu que A “ At nous
pouvons identifier BC et CtBt :

BC “ CtBt. (34.409)

En mettant les matrices triangulaires supérieures à gauche et inférieures à droite :

CpBtq´1 “ B´1Ct, (34.410)

qui sont donc deux matrices diagonales. Nous montrons que cette diagonale est en réalité l’identité.
D’abord

Bii “
nÿ

l“1
LilDli “ Lii

a
Uii “

a
Uii (34.411)

parce que Lii “ 1. Notons en passant que la diagonale de B est positive. Ensuite

Cii “
nÿ

l“1
pD´1qilUli “ pD´1qiiUii “ 1?

Uii
Uii “

a
Uii. (34.412)

22. Le théorème 9.224 donne une diagonalisation par des matrices de déterminant 1. Vu que les valeurs propres
forment sur la diagonale, et qu’elles sont toutes positives, el déterminant est positif.
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Donc B et C ont des diagonales égales. Calculons alors la diagonale de B´1Ct :
`
B´1Ct

˘
ii
“
ÿ

l

pB´1qilpCtqli “ pB´1qiiCii (34.413)

parce que encore une fois, de la somme il ne reste que le terme l “ i.
Mais B est une matrice triangulaire qui tombe sous le coup du lemme 34.144. Donc pB´1qii “

pBiiq´1 “ pCiiq´1. Nous avons alors
pB´1Ctqii “ 1. (34.414)

Cela conclut l’existence de la décomposition de Cholesky.
En ce qui concerne l’unicité, soient A “ BBt “ CCt. Nous regroupons les supérieures et les

inférieures :
BtpCtq´1 “ B´1C. (34.415)EQooRRJHooJrFBLnEQooRRJHooJrFBLn

Ces deux matrices sont donc diagonales et nous posons D “ B´1C, c’est-à-dire C “ BD. Nous
remplaçons donc C par BD dans (34.415) :

A “ BBt “ BDpBDqt “ BDDtBt. (34.416)

Donc DDt “ 1, ce qui signifie que les éléments diagonaux de D sont ˘1. Nous montrons qu’ils
sont positifs : à partir de C “ BD nous déballons

Cii “
ÿ

l

BilDli, (34.417)

et donc
BiiDii “ Cii. (34.418)

En sachant que les conditions de la décomposition de Cholesky demandent les éléments diagonaux
positifs nous en déduisons que Dii est positif et donc égal à 1. Finalement D “ 1 et B “ C.

Prenons la matrice

A “
¨
˝

4 2 ´2
2 10 ´7
´2 ´7 9

˛
‚ (34.419)

Elle est symétrique et définie positive. Nous posons EQooFMWUooFdTgiF

"
l11 “ ?a11 (34.420a)
li1 “ ai1{l11 (34.420b)

pour i “ 2, . . . , n. Et aussi EQooJTVGooEkynpH

$
’’’’’&
’’’’’%

ljj “ pajj ´
j´1ÿ

k“1
l2jkq1{2 (34.421a)

lij “ paij ´
j´1ÿ

k“1
likljkq{ajj (34.421b)

pour i “ j ` 1, . . . , n.
Les formules (34.420) nous disent comment remplir la première colonne. Cela donne la matrice

L “
¨
˝

?
4 “ 2 . .

2{2 “ 1 . .
´2{2 “ ´1 . .

˛
‚ (34.422)

Les formules (34.421) donnent les autres colonnes en fonction des précédentes.
Dans Sage :
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1 sage: A= matrix ( [ [4 ,2 , -2] ,[2 ,10 , -7] ,[ -2 , -7 ,9] ] )
2 sage: A
3 [ 4 2 -2]
4 [ 2 10 -7]
5 [-2 -7 9]
6 sage: A. cholesky ()
7 [ 2 0 0]
8 [ 1 3 0]
9 [-1 -2 2]

tex/sage/sageSnip005.sage

34.20 Système linéaire (méthodes itératives)
Nous trouvons des méthodes itératives lorsque les matrices sont grandes, ce qui arrive lorsque

l’on discrétise une équation différentielle.
Nous allons chercher des méthodes de la forme xn`1 “ Bxn` q ; ce sont des méthodes station-

naires. La convergence d’une méthode est toujours liée à la matrice B et en général, la convergence
ne dépend pas du choix du vecteur initial. Nous faisons donc souvent x0 “ 0 et donc x1 “ q. Voilà
donc une itération de faite gratuitement.

Nous notons ek le vecteur d’erreur qui est défini par ek “ x ´ xk. Et le vecteur résidu
rk “ q ´Bxk. Attention : ici k n’est pas un indice mais un numéro de vecteur.

Notons que si x est solution, alors q ´Bx “ 0, ce qui motive le vecteur résidu.
Les conditions d’arrêt d’un algorithme seraient

" }ek}8 ! ϵ1 (34.423a)
}rk}8 ă ϵ2 (34.423b)

où ϵ1 et ϵ2 sont des précisions décidées à l’avance par l’utilisateur.

Proposition 34.146.
Si A est une matrice inversible, alors

lim
kÑ8 ek “ lim

kÑ8 rk “ 0. (34.424)

Vu que rk “ Aek, si la matrice A est mal conditionnée, il peut arriver que rk reste grand alors
que ek est déjà petit.

Remarque 34.147.
Dans les méthode stationnaires, nous avons xn`1 “ Bxn ` q avec B et q fixés au départ de
l’algorithme. Il existe des méthodes non stationnaires pour lesquelles l’itération prend la forme
xn`1 “ Bnxn ` qn avec Bn et qn qui changement avec les étapes.

PROPooAQSWooSTXDCO

Proposition 34.148.
Pour la méthode xn`1 “ Bxn ` q nous avons équivalence de

(1) La méthode converge pour tout x0

(2) B est une matrice convergente 23

(3) ρpBq ă 1 (rayon spectral).
De plus si }B} ă 1 alors la méthode converge (quelle que soit la norme algébrique).

La norme d’une matrice (en tout cas, certaines normes) est quelque chose de facile à calculer
à l’ordinateur. Typiquement }.}8 est un simple maximum. Cependant si après avoir calculé }B}i
pour des dizaines de normes i différentes, nous avons toujours }B}i ě 1, alors nous ne pouvons
rien conclure.

23. C’est-à-dire limkÑ8 Bk
“ 0.
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34.20.1 La méthode générale

Nous décomposons la matrice A sous la forme A “ M ´ N avec M inversible. Le système
Ax “ b devient

Mx´Nx “ b (34.425)

puis Mx “ Nx` b et finalement
x “M´1Nx`M´1b, (34.426)

et voilà une méthode stationnaire avec B “M´1N et q “M´1b.
Mais ici nous voyons que M doit être non seulement inversible, mais en plus doit être facile-

ment calculable. En sachant que nous travaillons avec des grandes matrices, il n’est pas question
d’inverser M avec une méthode de Gauss.

En bref, il faut choisir M triangulaire parce que c’est en gros la seule que nous pouvons inverser
facilement 24.

Remarque 34.149.
La matrice B ne doit pas spécialement être inversible. Si elle ne l’est pas, ce n’est pas un problème.

34.20.2 Jacobi

Nous décomposons
A “ D ´ E ´ F (34.427)EQooOCJYooCqsfQMEQooOCJYooCqsfQM

où D est la diagonale de A, ´F est la partie triangulaire supérieure (sans la diagonale) et ´E
la triangulaire inférieure (sans la diagonale). Donc D, E et F sont simplement des extractions de
parties de la matrice A (et quelques changements de signes).

La méthode de Jacobi prend M “ D et N “ pE`F q. L’inverse de M est facile à calculer parce
que M est diagonale. Nous notons BJ la matrice B de la méthode de Jacobi.

Remarque 34.150.
Il se peut que la matrice A ait des zéros sur la diagonale, même si elle est inversible. Et cela est
un problème parce qu’alors la matrice D ici construite n’est pas inversible. Dans ce cas, avant de
nous lancer dans la méthode de Jacobi, il faut permuter deux lignes de A et donc de b.

Attention cependant que l’on pourrait vouloir effectuer ces permutations en mettant sur la
diagonale des nombres les plus grands possibles (parce qu’ensuite, ce qui rentre dans les calculs,
c’est D´1 qui aura alors des petits nombres). Mais il faut toutefois faire en sorte que le rayon
spectral de la matrice B résultante reste plus petit que 1.

Chaque changement dans A induit des changements dans B et donc sur la convergence de la
méthode.

34.20.3 Gauss-Seidel

Nous partons de la même décomposition A “ D ´ E ´ F que dans (34.427). La méthode de
Gauss-Seidel prend M “ pD ´ Eq et N “ F .

34.20.4 Autres

Voir la méthode des gradients, et des gradients conjugués.

34.21 Indices connectés, matrice irréductible
Définition 34.151.
Soit A PMpn,Rq et i, j P t1, . . . , nu. Nous disons que les indices i et j sont directement connec-
tés si Aij ‰ 0 ou Aji ‰ 0.

24. Les matrices orthogonales sont aussi facilement inversibles, mais ne se prêtent pas bien à une décomposition
de type somme.
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DEFooADAAooAAMscc

Définition 34.152.
Soit A PMpn,Rq et i, j P t1, . . . , nu. Nous disons que les indices i et j sont connectés si il existe
un ensemble d’indices i0 “ i, i1, . . . , ir´1, ir “ j tels que Aik,ik`1 ‰ 0 pour tout 0 ď k ď r.

Par exemple pour que les indices 1 et 4 soient connectés, on peut avoir les éléments A13, A32
A24 non nuls.

DEFooXIREooQtlzkO

Définition 34.153 ([734]).
Une matrice carrée A est réductible si il existe une permutation σ telle que

σtAσ “
ˆ
K L
0 M

˙
(34.428)EQooGGZKooUyXSJkEQooGGZKooUyXSJk

où K et M sont carrées.

Notons que par définition de la matrice d’une application linéaire,

Bij “ xei, Bejy “ xei, σtAσejy “ xσei, Aσejy “ Aσpiq,σpjq. (34.429)
PROPooZTYDooZAxQxF

Proposition 34.154 ([734]).
Soit une matrice carrée A. Les faits suivants sont équivalents : ITEMooYULAooVqgOnt

(1) A est réductible.
ITEMooNLVXooYSQKwO

(2) Il existe une partition non triviale I, J de t1, . . . , nu telle que I Y J “ t1, . . . , nu, I X J “ H
et pour tout i P I, et pour tout j P J , Aij “ 0.

ITEMooVNOHooRUNpwG

(3) La matrice A admet des indices non connectés (définition 34.152).

Démonstration. Dans plusieurs sens. . .
(1) (1) implique (2)

Nous notons j˚ la taille de la matrice K dans (34.428). Nous avons Bij “ 0 si
"
j˚ ` 1 ď i ď n (34.430a)
1 ď j ď j˚. (34.430b)

Donc en posant I “ σtj˚`1, . . . , nu et J “ σt1, . . . , j˚u nous avons une partition non triviale
de t1, . . . , nu telle que si i P I et j P J alors i “ σpi0q, j “ σpj0q et

Aij “ Aσpi0q,σpj0q “ Bi0,j0 “ 0. (34.431)

(2) (2) implique (1) Soit une partition I, J comme indiquée dans l’hypothèse. Soit j˚ le
nombre d’éléments dans J . Soit σ une permutation de t1, . . . , nu telle que σtj˚`1, . . . , nu “ I
et σt1, . . . , j˚u “ J . Nous posons ensuite B “ σtAσ. Par construction si i P I et j P J alors
Aij “ 0.
Mais si

"
J˚ ` 1 ď i ď n (34.432a)
1 ď j ď j˚. (34.432b)

alors Bij “ Aσpiqσpjq “ 0. Donc B a la bonne forme.
(3) (3) implique (2)

Soient i et j deux indices non connectés : il n’existe pas de chaines partant de i et arrivant
à j. Nous notons I l’ensemble des indices connectés à i, et J les autres. Pat hypothèses ces
ensembles sont non vides.
Si k P I et l P J alors Akl “ 0 parce que sinon on aurait une chaine de i à k puis de k à l et
donc de i à l, ce qui signifierait que l est connecté à i.
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(4) (2) implique (3) Soit une partition I, J comme dans l’hypothèse. Si j P J est connecté à
i P I alors il existe une chaine

i “ i0, i1, . . . , ir “ j. (34.433)

Si is est le premier dans J alors is´1 P I et Ais´1,is “ 0, ce qui empêche la chaine de connecter
j à i.

34.22 Localisation des valeurs propres

Sur l’ensembleMpn,Rq des matrices nˆn à coefficients réels nous introduisons l’ordre partiel 25

donné par A ě B lorsque Aij ě Bij pour tout i et j. Nous définissons de façon similaire les relations
A ď B, A ă B et A ą B.

Si x P Rn nous notons |x| “ `|x1|, . . . , |xn|
˘

et x ď y lorsque xi ď yi pour tout i.
PROPooGVRVooZEvKcn

Proposition 34.155.
Soit A PMpn,Rq et x, y P Rn.

ITEMooXQOPooPVLjFh

(1) Si A ě 0 et si x ď y alors Ax ď Ay.
ITEMooQLCJooKIbws

(2) Si A ě 0 alors Ax ď |Ax| ď A|x|.
Démonstration. Pour la première inégalité, pour tout i et k nous avons Aikxk ď Aikyk et donc

pAxqi “
ÿ

k

Aikxk ď
ÿ

k

Aikyk “ pAyqk. (34.434)

Pour la seconde, d’abord l’inégalité Ax ď |Ax| est évidente. Ensuite vu que Aik ě 0 nous avons

|Ax|i “ |
ÿ

k

Aikxk| ď
ÿ

k

Aik|xk| “
`
A|x|˘

i
. (34.435)

Soit une matrice A PMpn,Rq. Nous notons

ri “
ÿ

j‰i
|Aij |. (34.436)

Notons la somme sur la ligne i, pas sur la colonne : la somme est horizontale.

Définition 34.156.
Les ensembles

Di “ tz P C tel que |z ´Aii| ď riu (34.437)

sont les disques de Gershgorin. Nous allons également noter Bi “ IntpDiq les boules ouvertes
correspondantes.

THOooUJNFooHpvCCF

Théorème 34.157 (Gershgorin).
Soit A PMpn,Rq. Si λ P C est valeur propre de A alors λ P Di pour un certain i.

Démonstration. Soit une valeur propre λ et un de ses vecteurs propres u P Rn : Au “ λu avec
u ‰ 0. Soit i un indice réalisant le maximum |ui| “ maxt|uk|uk. Nous écrivons la ieligne de
Au “ λu : ÿ

k

Aikuk “ λui, (34.438)

25. Définition 1.12.
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c’est-à-dire Aiiui `ř
k‰iAikuk “ λui, ou encore

Aii `
ÿ

k‰i
Aik

uk
ui
“ λ, (34.439)

qui donne
|Aii ´ λ| ď

ÿ

k‰i
|Aik| |uk||ui| ď

ÿ

k‰i
|Aik| (34.440)

parce que |ui| ě |uk|. Notons que sur la ligne précédente, |.| est le module dans C, pas la valeur
absolue dans R.

THOooTXAPooQqsBCj

Théorème 34.158 (Gershgorin 2[734]).
Soit une matrice irréductible A PMpn,Rq et une valeur propre λ de A. Si elle est sur la frontière
de l’union des disques de Gershgorin, alors elle est sur le bord de tous les disques.

Démonstration. Soit une valeur propre λ de A telle que λ P B`ŤiDi

˘
. Alors λ n’est dans l’intérieur

d’aucune boule et nous avons |λ´Aii| ě ri pour tout i.
Soit un vecteur propre u de A tel que }u}8 “ 1. Nous posons I “ t1 ď i ď n tel que |ui| “ 1u

et J “ t1 ď j ď n tel que |uj | ă 1u. Par hypothèse I n’est pas vide, et de plus I X J “ H et
I Y J “ t1, . . . , nu parce qu’aucune composante de u n’a un module 26 plus grand que 1.

La iecomposante de la relation Au “ λu peut s’écrire

pAii ´ λqui `
ÿ

k‰i
Aikuk “ 0. (34.441)

Forts de cela nous écrivons les inégalités suivantes :

ri ď |λ´Aii| “
ˇ̌pλ´Aiiqui

ˇ̌ “ |
ÿ

k‰i
Aikuk| ď

ÿ

k‰i
|Aik||uk| ď

ÿ

k‰i
|Aik| “ ri. (34.442)

Donc les inégalités sont des égalités :

ri “ |λ´Aii| “
ˇ̌pλ´Aiiqui

ˇ̌ “ |
ÿ

k‰i
Aikuk| “

ÿ

k‰i
|Aik||uk| “

ÿ

k‰i
|Aik|. (34.443)EQooBIBJooFlscrxEQooBIBJooFlscrx

En particulier l’égalité
ř
k‰i |Aik||uk| “

ř
k‰i |Aik| donne

ÿ

k‰i
|Aik|

`|uk| ´ 1
˘ “ 0. (34.444)

Donc pour tout k P J nous avons Aik “ 0. Vu que A est irréductible, cela donnerait une partition
impossible t1, . . . , nu “ I Y J . Nous en déduisons que J est vide et donc que |uj | “ 1 pour tout j.
En repartant de (34.443) nous avons alors

ri “
ˇ̌pλ´Aiiqui

ˇ̌ “ |λ´Aii||ui| “ |λ´Aii|. (34.445)

Cela prouve que λ P BDi pour tout i.
EXooUKQIooQqteHx

Exemple 34.159.
Soit la matrice

B “
¨
˝

2 0 1
0 1 ´1{2
´1 0 3

˛
‚. (34.446)

D’abord nous rappelons que si vous voulez entrer cette matrice dans Sage (ou plus généralement
dans Python2 27), vous devez faire attention au 1{2 qui, tel quel, est évalué à 0. Nous vous rappelons
donc que tous vos codes Sage doivent commencer par ceci :

26. Les composantes de u sont à priori dans C, et non spécialement dans R, même si A est une matrice réelle.
27. Que vous n’avez aucune raison d’utiliser autre que Sage.
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1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2 from __future__ i m p o r t unicode_literals
3 from __future__ i m p o r t division

tex/sage/sageSnip015.sage

Les éléments non nuls hors diagonale sont B13, B31 et B23. Elle n’est donc pas irréductible ;
nous avons par exemple la partition I “ t1, 3u, J “ t2u pour le critère de la proposition 34.154(2).

Les disques de Gershgorin sont

D1 “ tz P C tel que |z ´ 2| ď 1u (34.447a)
D2 “ tz P C tel que |z ´ 1| ď 1{2u (34.447b)
D3 “ tz P C tel que |z ´ 3| ď 1u (34.447c)

Les valeurs propres de la matrice sont sur des bords de disques de Gershgorin, sans être sur tous
les bords, comme ça aurait été le cas par le théorème 34.158 si la matrice avait été irréductible.
Elles sont sur la figure 34.1 ; notez en particulier les valeurs propres λ2 et λ3 qui sont sur le bord
de deux disques mais pas sur le bord des trois disques en même temps.

‚λ1

‚λ2

‚
λ3

1 2 3 4

´1

1

Figure 34.1: Les disques de Gershgorin et les valeurs propres pour l’exemple 34.159.LabelFigDNRRooJWRHgOCw

△
EXooDQYDooPxqHjZ

Exemple 34.160.
Soit la matrice

A “
¨
˝

0 ´1 0
0 1 2
3 0 2

˛
‚. (34.448)

Nous avons

D1 “ tz P C tel que |z| ď 1u, (34.449a)
D2 “ tz P C tel que |z ´ 1| ď 2u, (34.449b)
D3 “ tz P C tel que |z ´ 2| ď 3u, (34.449c)

Le polynôme caractéristique est

χpλq “ ´λ3 ` 3λ2 ´ 2λ´ 6. (34.450)

Une fois remarqué que λ1 “ ´1 est une racine, les autres sont faciles à trouver (division euclidienne
de χpλq par λ` 1) : λ2 “ 2` i?2 et λ3 “ 2´ i?2.

La matrice A est irréductible. En effet les éléments non diagonaux non nuls sont A12, A23 et
A31. Ils peuvent former une chaine reliant tous les indices entre eux.

Les contraintes sur la localisation des valeurs propres est donc qu’elles doivent être dans ou
sur les disques de Gershgorin, mais que celles qui sont sur le bord d’un disque doivent être sur le
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‚λ1

‚
λ2

‚λ3

´1 1 2 3 4 5

´3

´2

´1

1

2

3

Figure 34.2: Les disques de Gershgorin et les valeurs propres pour l’exemple 34.160.LabelFigDNHRooqGtffLkd

bord de tous les disques en même temps. C’est cela que nous observons sur la figure 34.2. Notez
en particulier la position de la valeur propre λ1.

△

34.22.1 Matrices à diagonale dominante
DEFooLSUTooHuXabV

Définition 34.161 ([735, 734]).
La matrice A PMpn,Kq est à diagonale dominante si pour tout i,

ÿ

j‰i
|Aij | ď |Aii| (34.451)

où |.| est la module dans C ou la valeur absolue dans R.
Elle est à diagonale fortement dominante si elle est à diagonale dominante et si il existe

un i tel que ÿ

j‰i
|Aij | ă |Aii|. (34.452)

Elle est à diagonale strictement dominante si
ÿ

j‰i
|Aij | ă |Aii| (34.453)EQooQLNLooJCLramEQooQLNLooJCLram

pour tout i (entier entre 1 et n).

Nous avons les inclusions suivantes :

strictement dominante Ă fortement dominante Ă dominante. (34.454)
LEMooMQAEooUCkQxU

Lemme 34.162.
Si A est dans un des deux cas suivant :

— diagonale strictement dominante,
— diagonale dominante et irréductible 28

alors Aii ‰ 0 pour tout i.

28. Définition 34.153.
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Démonstration. Si A est à diagonale strictement dominante, alors l’inégalité stricte (34.453) n’est
pas possible.

Si A est à diagonale dominante, alors si Aii “ 0, toute la ligne est nulle. Dans ce cas, la matrice
ne peut pas être irréductible.

Proposition 34.163 ([735]).
Une matrice à diagonale strictement dominante est inversible.

Démonstration. Soit une matrice A à diagonale strictement dominante. Soit x tel que Ax “ 0. Le
but est de montrer que x “ 0. Soit un indice i0 réalisant la norme maximum :

|xi0 | “ }x}8. (34.455)

Nous écrivons la composante i0 de l’égalité Ax “ 0 :
ÿ

k

Ai0kxk “ 0, (34.456)

et nous séparons le terme k “ i0 des autres :
ÿ

k‰i0
Ai0kxk `Ai0i0xi0 “ 0. (34.457)

Nous prenons le module et majorons les sommes :

|Ai0i0 ||xi0 | ď
ÿ

k‰i0
|Ai0k||xk| ď

ÿ

k‰i0
|Ai0k||xi0 |. (34.458)

Si |xi0 | est non nul nous pouvons simplifier :

|Ai0i0 | ď
ÿ

k‰i0
|Ai0k|. (34.459)

Hélas, l’hypothèse de diagonale strictement dominante implique l’inégalité stricte dans le sens
inverse. Impossible. Nous en déduisons que |xi0 | “ 0. Donc }x}8 “ 0, ce qui signifie que x “ 0.

Le fait que le noyau de A se réduise à t0u implique l’inversibilité de A.
PROPooTQWUooSLoniQ

Proposition 34.164.
Soit A PMpn,Cq une matrice qui est dans un des deux cas suivants :

— à diagonale strictement dominante
— à diagonale dominante et irréductible

Si A “ D ´M où D est la diagonale de A (et M est « le reste ») alors D est inversible et

ρpD´1Mq ă 1 (34.460)

où ρ est le rayon spectral (thème 40).

Démonstration. Le lemme 34.162 nous dit que les éléments diagonaux de A sont non nuls. Cela
donne déjà le fait que la matrice D est inversible et que la produit D´1M ait un sens. Nous posons
T “ D´1M . Nous avons alors

Tii “
ÿ

k

pD´1qikMki. (34.461)

Si k “ i alors Mki “ 0 et si k ‰ i alors Dik “ 0. Donc Tii “ 0 pour tout i.
En ce qui concerne les autres éléments de T ,

Tij “
ÿ

k

pD´1qikMkj “
ÿ

k

1
Aik

δikMkj “ ´Aij
Aii

. (34.462)

Notes :
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— Les hypothèses sur A jouent pour dire que Aii ‰ 0.
— Le signe moins est dû au fait que Mij “ ´Aij lorsque i ‰ j.

En faisant la somme des modules :
ÿ

j‰i
|Tij | “

ÿ

j‰i

|Aij |
|Aii| “

1
|Aii|

ÿ

j‰i
|Aij | ď 1. (34.463)

La dernière inégalité est le fait que A soit à diagonale dominante.
(1) Si A est à diagonale strictement dominante Alors nous avons l’inégalité stricte

ÿ

j‰i
|Tij | ă 1. (34.464)

Et le théorème de Gershgorin 34.157 dit que le spectre de T est contenu dans l’union des
disques

Di “ tz P C tel que |z ´ Tii| ď riu (34.465)
où

ri “
ÿ

j‰i
|Tij |. (34.466)

Mais nous avons prouvé que pour tout i, Tii “ 0 et
ř
j‰i |Tij | ă 1. Donc toutes ces boules

sont contenues dans Bp0, 1q. Cela prouve que ρpT q ă 1.
(2) Diagonale dominante, irréductible

La matrice T est alors également irréductible parce que les éléments non nuls de A et de T sont
les mêmes : Tij “ ´Aij{Aii. Nous utilisons alors le second théorème de Gershgorin 34.158.
Si λ est une valeur propre de T , alors soit

λ P
ď

i

B
`
0, ri

˘
(34.467)

soit
λ P

č

i

BBp0, riq. (34.468)

Vu que ri ď 1 pour tout i, dans le premier cas λ est dans l’union des boules ouvertes de
rayon 1. Le nombre λ est donc une la boule ouverte de rayon 1. Bref, |λ| ă 1.
Dans le second cas, l’intersection de deux cercles de même centre sont soit vide soit tout le
cercle (auquel cas les rayons sont égaux). Dans le second cas, ledit rayon est certainement
strictement plus petit que 1 parce que

ri “
ÿ

j‰i
|Tij | “

ÿ

j‰i

|Aij |
|Aii| ă 1. (34.469)

34.22.2 M-matrice
DEFooZAWWooEAujPy

Définition 34.165.
Une matrice A PMpn,Rq est une M-matrice si

(1) Aii ą 0 pour tout i,
(2) Aij ď 0 si i ‰ j

(3) A est inversible et A´1 ě 0.
PROPooWVHXooCfsvGq

Proposition 34.166.
Soit A PMpn,Rq telle que Aii ą 0 pour tout i et Aij ď 0 pour tout i ‰ j. Nous posons A “ D´M
où D est la diagonale de A.

La matrice A est une M-matrice si et seulement si ρpD´1Mq ă 1.
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Démonstration. En deux morceaux.
(1) Si ρpD´1Mq ă 1 Nous posons encore T “ D´1M . Par le théorème 15.148, la matrice 1´T

est inversible et
p1´ T q´1 “

8ÿ

k“0
T k. (34.470)

D’autre part, via des calculs déjà faits, et les hypothèses sur les signes des éléments de A,

Tij “ ´Aij
Aii

ě 0. (34.471)

Donc tous les éléments de T sont positifs (ou nuls). Par conséquent T k ě 0 pour tout k et
p1´ T q´1 est positive.
Mais A “ D ´M “ Dp1 ´D´1Mq “ Dp1 ´ T q. Vu que D et 1 ´ T sont inversibles, nous
savons que A est inversible et

A´1 “ p1´ T q´1D´1, (34.472)

qui est un produit de matrices positives. Donc A´1 ě 0.
Au final, A est une M-matrice.

(2) Si A est une M-matrice
Soit une valeur propre λ de T “ D´1M et un vecteur propre u : Tu “ λu. Vu que T ě 0
nous avons d’une part |λu| “ |λ||u| et d’autre part |λu| “ |Tu| ď T |u|, ce qui donne

|λ||u| ď T |u|. (34.473)

Dans cette inégalité nous substituons T par 1´ p1´ T q pour avoir

|λ||u| ď |u| ´ p1´ T q|u| (34.474)

ou encore
p1´ T q|u| ď `

1´ |λ|˘|u|. (34.475)EQooGFEOooBpiDJREQooGFEOooBpiDJR

Mais p1´T q´1 “ A´1D ě 0 parce que A et D sont positives. Donc en appliquant p1´T q´1

à l’inégalité (34.475), elle est conservée (proposition 34.155(2)) :

|u| ď p1´ T q´1`1´ |λ|˘|u|. (34.476)

Si |λ| ě 1 alors toutes les composantes de
`
1 ´ |λ|˘|u| sont négatives et l’inégalité n’est

possible qu’avec |u| “ 0. Dans ce cas, λ n’est pas une valeur propre (le vecteur propre soit
être non nul).
Nous en déduisons que |λ| ă 1 et donc que ρpT q “ ρpD´1Mq ă 1.

Le théorème suivant résume ce que nous avons vu en donnant une condition suffisante facile à
vérifier pour être une M-matrice.

THOooLZGSooSevggj

Théorème 34.167.
Soit A PMpn,Rq telle que

(1) Aii ą 0
(2) Aij ď 0 pour i ‰ j

(3) vérifiant une des deux conditions suivantes :
— à diagonale strictement dominante
— à diagonale dominante et irréductible.

Alors A est une M-matrice.
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Démonstration. Au vu de la proposition 34.166, il suffira de montrer que ρpD´1Mq ă 1 où D et
M sont la décomposition A “ D ´M habituelle. C’est le cas grâce à la proposition 34.164.

PROPooZDMQooIZAbKK

Proposition 34.168.
Soit A PMpn,Rq, une M-matrice irréductible. Alors A´1 ą 0.

Démonstration. Nous posons T “ D´1M . En comparant la définition 34.165 de M-matrice et la
caractérisation de la proposition 34.166, nous avons ρpD´1Mq ă 1. Par conséquent

p1´ T q´1 “
8ÿ

k“0
T k (34.477)

par la proposition 34.166. D’autre part, A´1 “ p1 ´ T q´1D où les éléments D sont strictement
positifs. Donc nous devons encore prouver que p1´ T q´1 ą 0. Nous savons que T ě 0, et vu que

`ÿ

k

T kqij “
ÿ

k

pT kqij (34.478)

il nous suffit de prouver que pour chaque pijq, un des pT kqij est strictement positif. Soient donc deux
indices i et j. Vu que A est irréductible, ils sont connectés par une suite d’indice i “ i0, i1, . . . , , ir “
j tels que

Tik,ik`1 “ ´
Aik,ik`1

Aik,ik
ą 0. (34.479)

Or les indices ik sont choisis de telle sorte que les numérateurs soient non nuls et donc strictement
négatifs. Nous avons, en général :

pT kqij “
ÿ

l1,...,lr´1

Ti,l1Tl1,l2 . . . Tlr´1,j . (34.480)

Chacun des termes est positif ou nul, mais pour k “ r, il y a entre autres le terme

Ti,i1Ti1,i2 ¨ ¨ ¨Tir,j ‰ 0. (34.481)

Donc pT rqij ą 0 et
ř8
k“0pT kqij ą 0. Et par conséquent

A´1 “ p1´ T q´1D ą 0. (34.482)

THOooWIFGooBQpddF

Théorème 34.169.
Soit une M-matrice A PMpn,Rq et g P Rn tel que pAgqi ě 1 pour tout i. Alors }A´1}8 ď }g}8.

Démonstration. Nous posons u “ p1, . . . , 1q et considérons x P Rn. Vu que A est une M-matrice,
nous avons A´1 ě 0, donc

|A´1x| ď A´1|x| ď }x}8A´1u ď }x}8g. (34.483)

Justifications :
— La première inégalité est la proposition 34.155(2).
— La seconde provient de

`
B|x|˘

i
“
ÿ

k

Bik|xk| ď
ÿ

k

Bik}x}8 “ }x}8
ÿ

k

Bikuk “ }x}8Bu. (34.484)

— Étant donné que A´1 ě 0 nous conservons l’inégalité et Ag ě u implique g ě A´1u (c’est la
proposition 34.155(1)).
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En ce qui concerne la norme de A´1 nous avons donc

}A´1}8 “ sup
}x}8“1

}A´1x}8 ď sup
}x}8“1

}x}8}g}8 “ }g}8. (34.485)

PROPooQBWQooBbeZLO

Proposition 34.170.
Une matrice de Mpn,Rq qui

(1) est symétrique,
(2) Vérifie une des deux conditions suivantes

— est irréductible à diagonale fortement dominante
— est à diagonale strictement dominante,

(3) vérifie Aii ą 0 pour tout i
est strictement définie positive.

Démonstration. D’après le théorème de Gershgorin 34.157, chaque valeur propre de A est dans un
des disques fermés

Di “ tz P C tel que |z ´Aii| ď riu. (34.486)

Par hypothèse, les centres de ces disques sont réels et strictement positifs. Mais le fait que A
soit à diagonale dominante donne que le rayon de ces cercles sont plus petits que Aii. Donc Di

n’intersecte pas s´8, 0r. Mais le fait que A soit symétrique implique que les valeurs propres soient
réelles (théorème 9.224(1)). Cela montre que les valeurs propres de A sont toutes dans r0,8r.

Si la matrice A est à diagonale strictement dominante, alors les inégalités sont strictes et le
théorème est prouvé.

Sinon nous somme dans le cas irréductible à diagonale fortement dominante et nous avons le
théorème de Gershgorin numéro 2 34.158. Soit une valeur propre λ. Soit elle est dans un des disques
ouvert (qui est inclus dans s0,8r), soit elle est dans l’intersection des bords des disques. Mais au
moins un des disques n’intersecte pas 0 (parce que la diagonale est fortement dominante). Dans ce
cas non plus λ ne peut pas être nul.

Nous en déduisons que dans tous les cas, les valeurs propres sont toutes réelles strictement
positives.



Chapitre 35

Méthode des différences finies

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 35.1
Dans toute la partie sur la méthode des différences finies, il y a un flottement entre Ω et Ω̄.

D’une part je ne vois pas bien pourquoi on ne peut pas se contenter de travailler avec une
fonction u : Ω Ñ R avec Ω ouvert dans R et u même pas définie sur le bord.

Mais d’autre part, de nombreuses sources demandent de la régularité sur un fermé, à commencer
par wikipédia :

https: // fr. wikipedia. org/ wiki/ Méthode_ des_ différences_ finies
Si vous avez une idée sur la question, écrivez-moi, ou répondez directement sur la page de

discussion de la page Wikipédia, sur laquelle j’ai laissé une question.

35.1 Problèmes de dimension un

Soit u : R Ñ R une fonction et h ą 0. Nous définissons les opérations suivantes (qui sont
supposées approximer la dérivée u1pxq lorsqu’elle existe).

Définition 35.2.
La différence progressive est

pD`
h uqpxq “

upx` hq ´ upxq
h

, (35.1)

la différence régressive est

pD´
h uqpxq “

upxq ´ upx´ hq
h

, (35.2)

la différence centrée est

pD0
huqpxq “

upx` hq ´ upx´ hq
2h . (35.3)

Nous ne noterons pas toujours la dépendance en h, c’est-à-dire que nous noterons D`u au lieu
de D`

h u lorsque cela ne pose pas de problème.
Notons que u2 peut être approximé par D`

hD
`
h u, D0

hD
`
h , D`

hD
´
h , et encore de nombreuses

autres possibilités.
Voici un lemme qui dit que tout cela n’est pas si mal, pourvu que u soit assez régulière.

LEMooZECZooVKxOZZ

Lemme 35.3.
Soit un ouvert connexe Ω de R, soit x P Ω et h ą 0 tel que Bpx, hq Ă Ω.

(1) Si u P C2pΩq alors

|u1pxq ´D`
h upxq| ď

h

2 }u
2}Ω (35.4)

et
|u1pxq ´D´

h upxq| ď
h

2 }u
2}Ω. (35.5)

2571
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ITEMooSAWJooJUTWAb

(2) Si u P C3pΩq alors

|u1pxq ´D0
hpxq| ď

h2

2 }u
p3q}Ω (35.6)

ITEMooRWUHooZJLKuL

(3) Si u P C4pΩq alors

|u2pxq ´D´
hD

`
h upxq| ď

h2

12}u
p4q}Ω. (35.7)

Démonstration. Nous prouvons le point (3). D’abord nous regardons de quoi nous avons besoin :

D´D`upxq “ pD
`uqpxq ´ pD`uqpx´ hq

h
“ upx` hq ´ 2upxq ` upx´ hq

h2 (35.8)EQooBLIIooWHXbqDEQooBLIIooWHXbqD

Nous allons y mettre les approximations de upx`hq et upx´hq par Taylor, proposition 12.453(2) :

upx` hq “ upxq ` hu1pxq ` h2

2 u
2pxq ` h3

6 u
3pxq ` h4

24u
p4qpx` θ1hq (35.9)

avec θ1 P r0, 1s. De même,

upx´ hq “ upxq ´ hu1pxq ` h2

2 u
2pxq ´ h3

6 u
3pxq ` h4

24u
p4qpx´ θ2hq (35.10)

avec θ2 P r0, 1s.
Donc

upx` hq ` upx´ hq ´ 2upxq “ h2u2pxq ` h4

4!

´
up4qpx` θ1hq ` up4qpx´ θ2hq

¯
, (35.11)

ce qui donne

pD´D`uqpxq “ u2pxq ` h2

4!

´
up4qpx` θ1hq ` up4qpx´ θ2hq

¯
. (35.12)

Chacun des deux termes dans la parenthèse peut être majoré par }up4q}Ω parce que x ` θ1h ne
prend ses valeurs que dans rx, x ` hs Ă Bpx, hq Ă Ω. Quoi qu’il en soit nous ne pouvons pas dire
mieux que

|u2pxq ´D´D`upxq| ď h2

12}u
p4q}Ω. (35.13)

Remarque 35.4 ([1]).
Si nous avons l’égalité

|u1pxq ´D`
h upxq| ď δ (35.14)EQooHSPFooTJIoFyEQooHSPFooTJIoFy

pour tout x, il faut faire attention en écrivant

}u1 ´D`
h u}8 ď δ (35.15)

parce que l’inégalité (35.14) n’est valable que pour les x tels que rx´ h, x` hs Ă Ω, de telle sorte
que l’inégalité n’est pas spécialement correcte sur Ω. Il faut donc d’abord se mettre d’accord sur
ce que signifie }.}8. Est-ce une norme supremum sur Ω ou sur Ω̄ ?

35.1.1 Un schéma à cinq points

35.1.1.1 Poser le système

Soit Ω “ s0, 1r et l’équation différentielle
$
’&
’%

´u2pxq ` cpxqupxq “ f sur Ω
up0q “ α

up1q “ β

(35.16)EQooXJBWooRhCsLyEQooXJBWooRhCsLy
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où c est une fonction positive et α, β P R. Nous considérons h ą 0 assez petit pour que le reste ait
un sens. Si nous cherchons des solutions dans C4pΩq, le lemme 35.3 nous dit que

|u2pxq ´D´D`upxq| “ ηph2q (35.17)

où η est une fonction telle que limtÑ0 ηptq “ 0. Nous pouvons récrire l’équation différentielle sous
la forme

´D´D`upxq ` cpxqupxq “ fpxq ` ηph2q. (35.18)

Si nous négligeons le terme ηph2q qui est supposé être petit nous pouvons tenter de résoudre pour
la fonction uh

´D´D`uhpxq ` cpxquhpxq “ fpxq. (35.19)

Notons ici l’importance de la notion de problème bien posé parce qu’en remplaçant le paramètre
(fonctionnel) f par f ` ηph2q, nous modifions les solutions. Dans la mesure où le problème est
bien posé, cette petite modification ne modifiera pas trop la solution et nous pouvons espérer que
}u´ uh} soit petit pour une norme ou une autre.

Utilisant l’expression (35.8) pour D´D` nous avons l’équation suivante pour uh :

1
h2

´
2uhpxq ´ uhpx` hq ´ uhpx´ hq

¯
` cpxquhpxq “ fpxq. (35.20)EQooECLXooFxZEeAEQooECLXooFxZEeA

Avons-nous gagné quelque chose ? Pas encore. L’idée de la discrétisation est de ne considérer uh
qu’en certains points, et de prendre ces points à intervalles réguliers de taille h. Soient donc N un
nombre entier et h “ 1{pN ` 1q. Nous posons

xk “ kh (35.21)

pour k “ 0, . . . , N ` 1. Avec cela nous avons

Ω “
Nď

k“0
rxk, xk`1s (35.22a)

x0 “ 0 (35.22b)
xN`1 “ 1. (35.22c)

Nous posons surtout
Ωh “ txiui“1,...,N (35.23)

et
Ωh “ txiui“0,...,N`1. (35.24)

Enfin, nous ne considérons plus uh que comme une fonction uh : Ωh Ñ R. C’est-à-dire que uh est
un vecteur à N ` 2 composantes.

L’équation (35.20) devient

1
h2

`
2uhpxiq ´ uhpxi`1q ´ uhpxi´1q ` cpxiquhpxiq

˘ “ fpxiq (35.25)EQooZMVMooTqlpkFEQooZMVMooTqlpkF

pour i “ 1, . . . , N . Sur les bords, cette équation n’est pas possible parce que xi´1 ou xi`1 n’existerait
pas. Au contraire, sur les bords nous avons les conditions aux bords

uhpx0q “ α (35.26)

et
uhpxN`1q “ β. (35.27)

Nous posons ci “ cpxiq et ui “ uhpxiq. Les nombres u0 et uN`1 sont donnés par les condi-
tions aux bords, et les inconnues du problème sont donc les nombres ui (i “ 1, . . . , N). Pour les
déterminer, nous devons résoudre un système d’équations linéaire.



2574 CHAPITRE 35. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

L’écriture du système linéaire à résoudre consiste essentiellement à écrire (35.25) en séparant
les cas i “ 1 et i “ N parce que nous connaissons déjà les valeurs de u0 et uN`1. Le système que
nous avons est :

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

ˆ
2
h2 ` c1

˙
u1 ´ 1

h2u2 “ f1 ` α

h2 i “ 1 (35.28a)
ˆ

2
h2 ` cN

˙
uN ´ 1

h2uN´1 “ fN ` β

h2 i “ N (35.28b)
ˆ

2
h2 ` ci

˙
ui ´ 1

h2ui`1 ´ 1
h2ui´1 “ fi autres. (35.28c)

Cela se met sous la forme matricielle
LhUh “ Fh (35.29)

pour
Fh “

`
f1 ` α

h2 , f2, . . . , fN´1, fN ` β

h2
˘

(35.30)EQooMNTJooYPYoAjEQooMNTJooYPYoAj

et les éléments non nuls de Lh sont :

pLhqi,i´1 “ ´ 1
h2 pour i “ 2, . . . , N (35.31a)

pLhqi,i`1 “ ´ 1
h2 pour i “ 1, . . . , N ´ 1 (35.31b)

pLhqi,i “ 2
h2 ` ci pour i “ 1, . . . , N. (35.31c)

Cette matrice est pleine de zéros, à part les trois diagonales centrales, et il existe des méthodes
efficaces pour résoudre le système d’équations correspondant.

35.1.1.2 Propriétés du système

La matrice est la suivante :

Lh “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

2
h2 ` c1 ´1{h2 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
´1{h2 2

h2 ` c2 ´1{h2 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 ´1{h2 2

h2 ` c3 ´1{h2 . . . ...
0 0 ´1{h2 . . . . . . 0
...

... . . . . . . . . . ´1{h2

0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1{h2 2
h2 ` cN

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(35.32)

où nous avions déjà posé l’hypothèse ci ě 0 pour tout i.
LEMooGGHQooNnVsuu

Lemme 35.5.
La matrice Lh est irréductible 1 à diagonale fortement dominante 2.

Démonstration. Nous décomposons la preuve en plusieurs parties, en notant L pour Lh, afin d’al-
léger les notations.

(1) La première ligne Sur la première ligne, seuls deux éléments sont non nuls et nous avons
|L11| “ 2

h2 ` c1 parce que c est une fonction positive et |L12| “ 1
h2 . Nous avons donc

|L11| ´ |L12| “ 2
h2 ` c1 ´ 1

h2 “
1
h2 ` c1 ą 0. (35.33)

L’inégalité stricte est importante.

1. Caractérisation 34.154.
2. Définition 34.161.
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(2) La dernière ligne Elle est semblable à la première.
(3) Les autres lignes Sur les autres lignes nous avons trois éléments non nuls et

ÿ

j‰i
|Lij | “ 2

h2 ď
2
h2 ` ci “ Lii. (35.34)

(4) Diagonale fortement dominante Nous avons prouvé jusqu’à présent que Lh était une
matrice à diagonale fortement dominante.

(5) Irréductible Nous allons utiliser la caractérisation de la proposition 34.154(3). Pour cela,
nous considérons la chaine d’éléments non nuls

L12, L23, . . . , LN´1,N “ ´ 1
h2 . (35.35)

Soient deux indices i et j avec i ă j. Cette suite d’indice (ou une sous-suite) rend i et j
connectés.
Si par contre i ą j, il faut considérer la suite inversée grâce au fait que Lh est symétrique :

LN,N´1, LN´1,N´2, . . . , L32, L21 “ ´ 1
h2 . (35.36)

PROPooOQJVooJMTkVM

Proposition 35.6.
Soit le problème $

’&
’%

´u2pxq ` cpxqupxq “ f sur Ω
up0q “ α

up1q “ β

(35.37)EQooEUHQooWHRelrEQooEUHQooWHRelr

où c est une fonction positive et α, β P R. Nous considérons h ą 0 assez petit pour que le reste ait
un sens. Et nous approximons u2 par D´D`u.

La matrice Lh des différences finies associée à ce problème est
(1) une M-matrice,
(2) strictement définie positive,
(3) d’inverse L´1

h ą 0.

Démonstration. Le théorème 34.167 dit que Lh est une M-matrice. La proposition 34.170 nous
donne aussi que Lh est strictement définie positive.

Le lemme 35.5 dit que Lh est irréductible, ce qui permet à la proposition 34.168 de conclure
que L´1

h ą 0.

Cela étant rappelé, nous pouvons continuer.
LEMooDXPRooOhwqSZ

Lemme 35.7.
Soit Ω “ s0, 1r, soit N P N et h “ 1{pN ` 1q. La solution wh : Ωh Ñ R du problème discrétisé SUBEQooFJKIooLvzMBG

$
’&
’%

´pD´D`whqpxkq “ 1 (35.38a)
whp0q “ 0 (35.38b)
whp1q “ 0 (35.38c)

pour tout xk “ kh (k “ 1, . . . , N) donne les valeurs exactes des wpxkq lorsque w est la solution de SUBEQooCRFWooJegcUk

$
’&
’%

´w2pxq “ 1 (35.39a)
wp0q “ 0 (35.39b)
wp1q “ 0. (35.39c)
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Démonstration. Un enseignement de la proposition 35.6 est que le système (35.38) peut être écrit
sous la forme d’un système linéaire L0

hwh “ Fh où L0
h est inversible. Il y a donc unicité de la

solution.
D’autre part, la solution du système (35.39) est wpxq “ 1

2px ´ x2q, qui est de classe C8. Le
lemme 35.3(3) dit que D´D`w “ w2. Donc les valeurs wpxkq résolvent aussi le système (35.38).

Lemme 35.8 (Quelques estimations).
La matrice Lh du problème sus-mentionné en (35.37) vérifie 3 :

(1) }Lh}8 ď 4
h2 ` }c}8

(2) }L´1
h }8 ď 1

8 .

Démonstration. Nous nous souvenons de la formule (11.163) :

}A}8 ď max
i“1,...,n

nÿ

j“1
|Aij |. (35.40)

La première ligne a pour somme : 3
h2 ` c1, la dernière a pour somme 3

h2 ` cn et les autres ont pour
somme 4

h2 ` ci. Elles sont donc toutes majorées par 4
h2 ` }c}8.

Pour l’estimation de }L´1
h }8 nous allons nous appuyer sur le théorème 34.169.

Commençons par considérer le problème SUBEQSooRENKooZaRjvL

" ´w2 “ 1 (35.41a)
wp0q “ wp1q “ 0. (35.41b)

La première équation dit que w est un polynôme de degré 2. En écrivant wpxq “ ax2 ` bx ` c et
en imposant toutes les contraintes, nous trouvons l’unique solution

wpxq “ ´1
2px

2 ´ xq. (35.42)

Le lemme 35.7 nous dit que la fonction w prise aux points xk “ kh donne les valeurs de wh.
La matrice L0

h est une M-matrice et le vecteur wh vérifie L0
hwh “ 1. Donc le théorème 34.169

s’applique et
}pL0

hq´1} ď }wh}8 “ 1
8 . (35.43)

L’obtention de 1{8 n’est rien d’autre que la recherche du maximum (en valeur absolue) de la
parabole x ÞÑ px´ x2q{2 pour x P r0, 1s. Le maximum est atteint pour x “ 1{2 ; calcul de dérivée
et tout ça . . .

Nous retournons maintenant à notre matrice originale Lh. Nous avons

Lh ´ L0
h “ diagpc1, . . . , cnq ě 0, (35.44)

et aussi
L´1
h ´ pL0

hq´1 “ L´1
hloomoon

ě0

pL0
h ´ Lhqloooomoooon

ď0

pL0
hq´1loomoon
ě0

(35.45)

parce que Lh est une M-matrice. Donc tous les coefficients de L´1
h ´ pL0

hq´1 sont négatifs. Cela
implique

L´1
h ď pL0

hq´1. (35.46)

Mais nous savons que les coefficients de L´1
h sont positifs, donc le maximum de ses coefficients en

valeur absolue est plus petit que ceux de pL0
hq´1, c’est-à-dire

}L´1
h }8 ď }pL0

hq´1}8 ď 1
8 . (35.47)

3. Dans le CTES d’analyse numérique de Marseille, l’estimation donnée est }L´1
h }8 ď 1

4 .
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35.1.2 Exemple

Soit Ω “ s0, 1r et une fonction u : Ω Ñ R de classe C4 vérifiant
$
’&
’%

´u2pxq ` upxq “ sinpxq (35.48a)
up0q “ 0 (35.48b)
up1q “ 0. (35.48c)

Nous allons écrire la méthode des différences finies pour h “ 1{4. Nous posons donc les points
$
’’’’’’&
’’’’’’%

x0 “ 0 (35.49a)
x1 “ 1{4 (35.49b)
x2 “ 1{2 (35.49c)
x3 “ 3{4 (35.49d)
x4 “ 1. (35.49e)

Puisque nous avons supposé u de classe C4, le lemme 35.3(3) nous donne 4

u2pxq “ pD´D`uqpxq ` αphq (35.50)

avec limhÑ0 αphq{h “ 0. L’équation discrétisée serait alors SYSTooNEQHooOWJSbT

" ´pD´D`uqpxq ` upxq “ sinpxq (35.51a)
up0q “ up1q “ 0. (35.51b)

où nous n’avons pas précisé l’indice h au bas des opérateurs D` et D´. Les équations (35.51) ne
doivent être posées que pour x1, x2 et x3 parce que les valeurs en x0 et x4 sont déjà connues.

(1) Pour x1
u2 ´ 2u1 ` u0

h2 ` u1 “ sinpx1q (35.52)

(2) Pour x2
u3 ´ 2u2 ` u1

h2 ` u2 “ sinpx2q (35.53)

(3) Pour x3
u4 ´ 2u3 ` u2

h2 ` u3 “ sinpx3q. (35.54)

Nous tenons compte du fait que u0 “ u4 “ 0 et que h “ 1{4 pour écrire le système
¨
˝
´31 16 0
16 ´31 16
0 16 ´31

˛
‚
¨
˝
u1
u2
u3

˛
‚“

¨
˝
s1
s2
s3

˛
‚ (35.55)

où les sk sont des nombres parfaitement connus : par exemple s1 “ sinpx1q “ sinp1{4q » 0.247403959254523.

35.2 Problèmes de dimension deux
Nous allons considérer le système

#
´∆u “ f sur Ω
u “ g sur BΩ (35.56)SYSooTANLooRgnIMpSYSooTANLooRgnIMp

où Ω “ s0, ar ˆ s0, br.
Remarque 35.9.
Pourquoi un signe moins devant le laplacien ? Pour avoir la proposition 35.6 qui dira que la matrice
correspondant aux différences finies appliquées à ce système est une M-matrice. Sinon, c’est la
matrice ´Lh qui en serait une.

4. Nous ferions n’importe quoi pour ne pas écrire u2
pxq “ pD´D`uqpxq ` oph2

q. Notez que vous faites ce que
vous voulez : écrivez avec la notation « petit o » si cela vous chante.



2578 CHAPITRE 35. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

35.2.1 Discrétisation en croix

Nous allons maintenant déduire une discrétisation du laplacien en discrétisant les opérations
B2
x et B2

y . Nous discrétisons Ω en mailles carrées de côté h : xk “ kh et yk “ kh. L’opération de
dérivée partielle Bx est discrétisée par

pDx̀ uqpx, yq “
upx` h, yq ´ upx, yq

h
(35.57)

ou
pDx́ uqpx, yq “

upx, yq ´ upx´ h, yq
h

(35.58)

ou
pD0

xuqpx, yq “
upx` h, yq ´ upx´ h, yq

2h (35.59)

où le h est sous-entendu dans les opérateurs D0, D` et D´.
La dérivée partielle seconde B2

xu peut être approximée par toutes les combinaisons imaginables,
par exemple

pDx́Dx̀ uqpx, yq “
upx` h, yq ´ 2upx, yq ` upx´ h, yq

h2 . (35.60)

Pour évaluer la différence entre pB2
xuqpx, yq et pD´D`uqpx, yq, il est possible d’utiliser le théorème

de Taylor en deux dimensions, mais nous pouvons également recycler ce qui a été fait. Nous posons
uypxq “ upx, yq et alors pB2

xuqpx, yq “ u2
ypxq et le lemme 35.3(3) donne, si uy est de classe C4,

|u2
ypxq ´D´D`uypxq| ď 1

12h
2}up4q

y }8. (35.61)

Là, les opérateurs D` et D´ sont ceux à une dimension. Mais nous avons pD´D`uyqpxq “
pD´D`uqpx, yq (à droite ce sont les opérateurs à deux dimensions), donc

ˇ̌pB2
xuqpx, yq ´ pD´D`uqpx, yqˇ̌ ď 1

12h
2}B4

xu}8 (35.62)

et nous pouvons écrire

pB2
xuqpx, yq “ pD´D`uqpx, yq ` h2Rpx, y, hq (35.63)EQooCLSCooYLYJkUEQooCLSCooYLYJkU

où R est une fonction qui dépend de x, y et h, mais aussi de u. Le point important est que R soit
majoré par une quantité indépendante de h, de telle sorte que nous ayons quelques garanties que
négliger ce terme soit une bonne approximation lorsque hÑ 0.

Au niveau de la discrétisation, nous considérons xi avec i “ 0, . . . , Nx et yj avec j “ 0, . . . , Ny.
La discrétisation de ´p∆uqpx, yq “ fpx, yq donne, pour i “ 1, . . . , Nx ´ 1 et j “ 1, . . . , Ny ´ 1,

1
h2 p´ui`1,j ` 4uij ´ ui´1,j ´ ui,j`1 ` ui,j´1q “ fij . (35.64)EQooPWXBooPimUrUEQooPWXBooPimUrU

Les équations avec i ou j valant 0 ou Nx, Ny sont les valeurs aux bords.

35.10.
Nous notons pour référence ultérieure la discrétisation suivante du laplacien :

p∆huqpxi, yjq “ 1
h2

`´ 4ui,j ` ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j´1 ` ui,j`1
˘
. (35.65)EQooQQUHooNYVqtaEQooQQUHooNYVqta

Elle vérifie
∆hf “ ∆f ` h2αphq. (35.66)

Cette discrétisation est dite « en croix » parce que les points exploités forment une croix.
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35.2.2 Discrétisation en carré

L’opérateur laplacien est défini par ∆ “ B2
x`B2

y , mais il existe de nombreuses autres façons de
l’écrire.

Lemme 35.11.
Le laplacien est invariant par changement de coordonnées orthogonales. Plus précisément, si A est
une matrice orthogonale, en posant ui “ ř

k Aikek nous avons

ÿ

i

B2

Bu2
i

f “ ∆f. (35.67)

Démonstration. Nous avons :
Bf
Bui “

ÿ

k

Aik
Bf
Bxk , (35.68)

et donc
ÿ

i

B2f

Bu2
i

“
ÿ

i

B
Bui

˜ÿ

k

Aik
Bf
Bxk

¸
“
ÿ

ijk

pAtqjiAikB2f “
ÿ

jk

pAtAqjkB2
jkf. (35.69)

En particulier si A est une matrice orthogonale, pAtAqjk “ δjk et le résultat est prouvé.

Les plus convaincus diront que ∆ “ ∇ · ∇ et que le produit scalaire est invariant sous chan-
gement de coordonnées orthogonales.

Nous avons déjà déduit la discrétisation (35.65) du laplacien :

p∆huqpxi, yjq “ 1
h2

`´ 4ui,j ` ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j´1 ` ui,j`1
˘
. (35.70)

Nous allons maintenant en déduire une par l’idée de décomposer le laplacien dans la base u “ e1`e2,
v “ e1´e2. Pour cela nous introduisons les opérations (le nombre h dont dépendent ces opérateurs
est sous-entendu)

pDù fqpx, yq “
fpx` h, y ` hq ´ fpx, yq

h
(35.71a)

pDv̀ fqpx, yq “
fpx` h, y ´ hq ´ fpx, yq

h
(35.71b)

pDú fqpx, yq “
fpx, yq ´ fpx´ h, y ´ hq

h
(35.71c)

pDv́ fqpx, yq “
fpx, yq ´ fpx´ h, y ` hq

h
. (35.71d)

Puisque
B2
u ` B2

v “ 2∆, (35.72)

nous discrétisons le laplacien par

∆1
h “

1
2
`
DúDù `Dv́ Dv̀

˘
. (35.73)

Un peu de calcul donne : EQooLHBDooSBFkho

p∆1
hfqpx, yq “

1
2h2

´
´ 4fpx, yq ` fpx` h, y ` hq ` fpx´ h, y ` hq (35.74a)

` fpx` h, y ´ hq ` fpx´ h, y ´ hq
¯
. (35.74b)
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35.2.3 Résolution de la discrétisation en croix

Les équations (35.64) forment un système d’équations linéaires à résoudre. Certaines peuvent
être simplifiées parce qu’elles « touchent » le bord. Nous verrons cela un peu plus tard.

Nous allons d’abord numéroter correctement les équations de façon à ne pas avoir deux mais
un seul indice. Notre fonction de numérotation sera

φpi, jq “ pj ´ 1qpNx ´ 1q ` i (35.75)

avec i “ 1, . . . , Nx´1 et j “ 1, . . . , Ny´1. Cela correspond à numéroter les points de l’intérieur du
quadrillage ligne par ligne de bas en haut, et de gauche à droite. Avec cela les équations (35.64) vont
être numérotées par un seul indice I allant de φp1, 1q “ 1 à φpNx´ 1, Ny ´ 1q “ pNx´ 1qpNy ´ 1q.

Si I “ φpi, jq alors nous avons vite

φpi` 1, jq “ I ` 1 (35.76a)
φpi, j ` 1q “ I `Nx ´ 1 (35.76b)
φpi´ 1, jq “ I ´ 1 (35.76c)
φpi, j ´ 1q “ I ´Nx ` 1. (35.76d)

Nous posons UI “ uφ´1pIq, et l’équation (35.64) devient

1
h2 p´UI`1 ` 4UI ´ UI´1 ´ UI`Nx´1 ´ UI´Nx`1q “ fI . (35.77)

Pour écrire la matrice représentant ce système, nous devons simplifier les équations qui doivent
l’être. Par exemple avec I “ 1, le terme UI´1 “ U0 vaut u0,1 “ f0,1. Ce n’est donc pas réellement
une inconnue de notre problème.

Nous voulons mettre les équations sous la forme du système

LhU “ F. (35.78)

Sur la ligne numéro I de Lh, les éléments non nuls sont : SUBEQQooSRQNooYrCNhj

LI,I “ 4 (35.79a)
LI,I`1 “ ´1 (35.79b)
LI,I´1 “ ´1 (35.79c)

LI,I`Nx´1 “ ´1 (35.79d)
LI,I´Nx`1 “ ´1 (35.79e)

pour peu qu’ils existent. Par exemple pour I “ 1, il n’y a pas d’éléments LI,I´1. Les indices I et
J de LI,J vont de 1 à φpNx ´ 1, Ny ´ 1q “ pNy ´ 1qpNx ´ 1q.

Voici un dessin de notre situation :

Ny· · · · · ·
· * * * * ·
· * * * * ·
· * * * * ·
· * * * * ·

0
0
· · · · ·

Nx

·

Ny·

0
0
·

Nx

·

À chaque élément du quadrillage correspond une équation.
— Aux points simples sur le bord, correspondent des équations triviales parce que la fonction

u y est directement donnée par les conditions aux bords.
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— Aux points étoilés entourés en traits continus correspondent des équations « incomplètes »
parce que certains termes de l’équation (35.64) sont donnés par les conditions aux bords. Elle
correspondent aussi aux lignes incomplètes de la matrice Lh où certains éléments donnés en
(35.79) n’existent pas.
Le membre de droite de ces équations est par contre enrichi de ce qui à gauche est « donné ».

— Aux points étoilés du centre entourés en traits discontinus correspondent des équations com-
plètes.

Notons que f0,0 ne joue aucun rôle dans notre histoire parce que dans les équations (35.64),
chaque point pi, jq du maillage n’est lié qu’aux quatre points situés « à côté ».

PROPooWGTRooVjWhYY

Proposition 35.12.
La matrice Lh est

(1) irréductible et à diagonale fortement dominante 5,
ITEMooOOHPooDsvUPP

(2) une M-matrice,
(3) inversible avec Lh ą 0,
(4) symétrique,
(5) strictement définie positive.

Démonstration. On divise la preuve.
(1) Irréductible Une matrice nˆn dont les deux premières diagonales sont entièrement com-

posées d’éléments non nuls est toujours irréductible. En effet, la première lie l’élément p1, 2q
à l’élément pn´ 1, nq et donc permet de dire que tous les i ă j sont connectés.
La seconde diagonale lie l’élément pn, n´ 1q à l’élément p2, 1q.

(2) Diagonale fortement dominante En ce qui concerne la dominance de la diagonale, il
faut sommer sur les lignes. Or chaque ligne contient (en valeur absolue) un 4 sur la diagonale
et au plus quatre éléments qui valent 1. D’où

|LII | ě
ÿ

J‰I
|LIJ |. (35.80)

La première ligne n’est jamais complète : elle contient un 4 sur l’élément p1, 1q et au maximum,
deux 1, plus à droite. Donc la matrice Lh est à diagonale fortement dominante.

(3) M-matrice
D’après ce que nous venons de voir (proposition 35.12), le théorème 34.167 s’applique et Lh
est une M-matrice 6.

(4) Inverse strictement positif La proposition 34.168 nous assure qu’une M-matrice irré-
ductible est d’inverse strictement positif. Donc L´1

h ą 0.
(5) Symétrique La ligne numéro I est

`
. . . , ´1loomoon

I´Nx`1

, . . . ,´1, 4,´1, . . . , ´1loomoon
I`Nx´1

, . . .
˘

(35.81)

Prenons par exemple l’élément pI, I ´ Nx ` 1q qui vaut ´1. Son symétrique est l’élément
pI ´Nx ` 1, Iq qui se trouve sur la ligne I ´Nx ` 1. Sur cette dernière ligne nous avons un
´1 sur la colonne I ´Nx ` 1`Nx ´ 1 “ I. Donc l’élément pI ´Nx ` 1, Iq vaut bien ´1 et
la matrice est symétrique.

5. Définition 34.161. Le cas 1 ˆ 1 est discutablement à diagonale fortement dominante, il faut avouer.
6. Notons que c’est ici que nous sommes content d’avoir posé ´∆u “ f dans le système (35.56), avec un signe

négatif devant le laplacien. Sinon tous les signes auraient changé, et la matrice ´Lh aurait été une M-matrice, au
lieu de Lh.
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(6) Strictement définie positive Vu que la matrice Lh est symétrique, irréductible à diago-
nale fortement dominante (proposition 35.12), et comme ses éléments diagonaux sont stric-
tement positifs (ils valent 4), la proposition 34.170 nous dit que Lh est strictement définie
positive.

35.3 Consistance, convergence

35.3.1 Définitions, mise en place

Soit un ouvert Ω Ă Rn et un opérateur différentiel L sur Ω. Nous considérons le problème qui
consiste à trouver une fonction u sur Ω telle que

Lu “ f (35.82)

pour une fonction f donnée.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 35.13
La définition suivante est une invention personnelle, n’est pas précise et mérite des commentaires
de la part du lecteur.

Définition 35.14 ([1]).
Un schéma numérique de pas h pour Lu “ f est la donnée de

(1) un nombre h ą 0 supposé petit,
(2) une quantité N de points xi dans Ω formant l’ensemble discret Ωh,
(3) une matrice Lh de taille N ˆN ,
(4) une solution uh : Ωh Ñ R de l’équation pLhuhqpxiq “ fi où nous avons posé fi “ fpxiq.

35.15.
Évidemment pour qu’un schéma mérite le nom de schéma de pas h pour l’équation Lu “ f , il
faut que le nombre h soit lié au choix des points xi, et que la matrice Lh soit liée à l’opérateur
L. La définition n’impose pas formellement de tels liens, parce qu’il y a de nombreuses façons
d’approximer une équation différentielle en un système linéaire, sans compter que même l’équation
pLhuhqi “ fi peut se résoudre de beaucoup de façons, exactes ou approchées.

Cela pour dire que le lien entre la solution exacte u et la solution approchée n’a rien d’évident,
et va dépendre des choix faits lors de la discrétisation et lors de la résolution du système linéaire.
Nous allons supposer dans un premier temps que l’équation Lhuh “ f est résolue exactement (nous
avons un peu parlé de ces problèmes dans les sections 34.15 et suivantes).

Définition 35.16.
L’erreur de consistance d’un schéma numérique est la fonction τh : Ωh Ñ R définie par

τhpxiq “ pLhuqi ´ pLuqpxiq. (35.83)EQooPFBBooJumDZOEQooPFBBooJumDZO

Il y a un jeu de notation pas tout à fait évident dans la définition (35.83). En effet, Lh est
une matrice, et ne s’applique donc à priori pas immédiatement à une fonction. Ce que signifie la
notation pLhuqi est que l’on applique la matrice Lh au vecteur j ÞÑ upxjq et que l’on prend la
composante i du résultat.

Définition 35.17.
Nous disons que le schéma est consistant avec l’opérateur différentiel L lorsque

lim
hÑ0`

}τh} “ 0 (35.84)EQooMPQYooCZsaATEQooMPQYooCZsaAT

où la norme }.} est souvent la norme uniforme, c’est-à-dire }τh} “ maxi τhpxiq.
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Notons que le lien entre h et le choix des xi fait partie de la définition du schéma. Sur un
segment de longueur ℓ, lorsque h n’est pas un diviseur de ℓ, le schéma devrait expliquer ce que l’on
fait pour que la limite (35.84) ait un sens.

Définition 35.18.
Le schéma pΩh, Lhq est consistant à l’ordre p avec l’opérateur différentiel L pour la norme }.}
si il existe une constante C indépendante de h telle que

}τh} ď Chp. (35.85)

Définition 35.19.
L’erreur de discrétisation entre la solution u du problème Lu “ f et la solution approchée uh
sur Ωh est la fonction

eh : Ωh Ñ R

xi ÞÑ upxiq ´ ui. (35.86)

où ui “ uhpxiq est la solution approchée.
Le schéma discret pLhuhqpxiq “ fi est convergent si limhÑ0 }eh} “ 0. Si de plus, il existe une

constante C, et p ą 0, tels que
}eh} ď Chp, (35.87)

alors nous disons que le schéma est convergent à l’ordre p.

Si l’erreur de consistance est petite, le problème est bien approximé par le système linéaire.
Cela n’implique cependant pas que la solution trouvée soit bien approximée.

Exemple 35.20 (Deux opérateurs différentiels proches dont les solutions sont loin).
Soit la partie Ω “ s0,8r, et les problèmes

"
L1u “ u1 “ 0 (35.88a)
up0q “ 1 (35.88b)

et
"
L2v “ v1 ´ ϵv “ 0 (35.89a)
vp0q “ 1. (35.89b)

Les solutions exactes sont upxq “ 1 et vpxq “ eϵx.
En ce qui concerne les opérateurs, quelle que soit la norme utilisée, nous avons

}L1 ´ L2} “ sup
}f}“1

}L1pfq ´ L2pfq} (35.90a)

“ sup
}f}“1

}ϵf} (35.90b)

“ ϵ. (35.90c)

Donc lorsque ϵ est petit, l’opérateur L2 approxime bien l’opérateur L1. Pour toutes les normes.
Mais

ˇ̌
upxq ´ vpxqˇ̌ “ |1´ eϵx|, (35.91)

donc quel que soit ϵ nous avons }u´ v}8 “ 8. Et d’ailleurs, quelle que soit la norme raisonnable
que nous mettons sur l’espace des fonctions, avoir }u´ v} “ 8 semble inévitable.

Donc deux opérateurs différentiels proches peuvent avoir des solutions lointaines. △
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35.3.2 Exemple

Soit l’opérateur différentiel L donné par

Lu “ ´u2 ` cu (35.92)

où c est une fonction. Nous considérons sur Ω “ s0, 1r l’équation différentielle

Lu “ 0. (35.93)

En ce qui concerne la discrétisation, nous définissons le maillage Ωh “ txi “ ihu avec i “ 0, . . . , N`
1. La solution approchée discrètement sera le vecteur v qui peut être vu comme fonction v : Ωh Ñ R.
Les nombres v0 et vN`1 sont à priori donnés par les conditions aux bords. Pour les autres vi nous
avons les équations

pLhvqi “ ´vi`1 ´ 2vi ` vi´1
h2 ` cpxiqvi. (35.94)

Cela est la définition de l’opérateur Lh, et le vecteur v solution de Lhv “ 0, est la solution du
problème au sens de la méthode des différences finies (pour peu qu’il existe, soit unique et tout
ça).

Pour calculer l’erreur de consistance, nous considérons une fonction u et nous posons ui “ upxiq.
Le vecteur puiq ainsi construit est approximé par v (on espère). Nous avons :

τhpxiq “ ´ui`1 ´ 2ui ` ui´1
h2 ´ cpxiqui ´ pLuqpxiq. (35.95)

Pour étudier cela nous développons ui`1 “ upxi ` hq et ui´1 “ upxi ´ hq à l’ordre 4 : il existe
αi P rxi, xi ` hs et βi P rxi ´ h, xis tels que

ui`1 “ upxiq ` hu1pxiq ` h2

2 u
2pxiq ` h3

3! u
p3qpxiq ` h4

4! u
p4qpαiq (35.96)

et
ui´1 “ upxiq ´ hu1pxiq ` h2

2 u
2pxiq ´ h3

3! u
p3qpxiq ` h4

4! u
p4qpβiq. (35.97)

Après simplification de plusieurs termes,

τhpxiq “ ´ui`1 ´ 2ui ` ui´1
h2 ´ ciui ` u2pxiq ` ciui “ h2

4!
`
up4qpαiq ` up4qpβiq

˘
. (35.98)

Parler de la consistance du schéma demande d’étudier limhÑ0` }τh}, et pour cela, il faut préciser
la norme avec laquelle nous voulons travailler. L’ordre de consistance va dépendre de la norme
utilisée.

Pour la norme }.}8, les nombres up4qpαiq et up4qpβiq se majorent par }up4q}8 et nous avons

}τh}8 ď h2

12}u
p4q}8. (35.99)

Nous avons consistance d’ordre 2.

Remarque 35.21.
La valeur de }τh}8 dépend de la fonction u sur laquelle nous la calculons. Cependant nous avons
convergence }τh}8 Ñ 0 pour toute fonction (de classe disons, C4).

La constante C pour laquelle nous avons }τh} ď Ch2 et donc qui nous vaut de pouvoir dire que
la consistance est d’ordre 2 ne dépend pas de h, ni des valeurs ponctuelles de u ou de ses dérivées,
mais dépend des normes de u et de ses dérivées (en l’occurrence seulement de la norme de up4q.)

Étudions la consistance pour la norme L1 :

}τh}1 “
ÿ

i

|τhpxiq| ď h2

12
ÿ

i

}up4q}8 (35.100)
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où nous avons majoré chacun des up4qpαiq par }up4q}8. Combien de termes dans la somme ? Nous
avons h “ 1{pN ´ 1q et donc N “ p1` hq{h, ce qui donne

}τh}1 ď N
h2

12}u
p4q}8 “ p1` hqCh. (35.101)

La constante 1` h se majore par n’importe quelle constante strictement plus grande que 1. Nous
pouvons donc la rentrer dans C et écrire

}τh}1 ď Ch (35.102)

et donc avoir la consistance à l’ordre 1.

35.3.3 Consistance, stabilité et convergence
LEMooUOUMooPCoAtA

Lemme 35.22.
Soit un opérateur différentiel L, soit u la solution de Lu “ f et un schéma numérique pLh,Ωhq
pour cette équation. Nous notons uh la solution de Lhuh “ f . Alors nous avons

Lheh “ τh (35.103)

Et si de plus Lh est inversible,
}eh} ď }L´1

h }}τh}. (35.104)

Démonstration. Par définition uh est solution de Lhuh “ f en tant que fonction sur Ωh. Nous
avons donc

Lheh “ Lhuh ´ Lhu (35.105)

où u doit être compris comme la restriction de u à Ω. En appliquant au point xi,

pLhehqpxiq “ pLhuhqpxiqlooooomooooon
“fi

´pLhuqpxiq, (35.106)

mais fi “ pLuqpxiq parce que u est solution de Lu “ f . Donc

pLhehqpxiq “ pLuqpxiq ´ pLhuqpxiq “ τhpxiq. (35.107)

Si la matrice Lh est inversible nous avons eh “ L´1
h τh et donc

}eh} ď }L´1
h }}τh} (35.108)

par le lemme 11.59.

Bien entendu, en tant qu’opérateur linéaire sur un espace de dimension finie, l’opérateur L´1
h

est borné pour chaque h. Mais si il n’y a pas une borne uniforme en h, alors le lemme 35.22 dit
qu’il n’y a pas d’espoir de majorer }eh} de façon à passer à la limite limhÑ0 }L´1

h }.
Définition 35.23.
Un schéma numérique est stable si il existe une constante C ą 0 indépendante de h telle que
}L´1

h } ď C.
THOooEPQQooUQMcgF

Théorème 35.24.
En deux parties.

(1) Si un schéma discret est consistant et stable, alors il est convergent.
(2) Si de plus il est consistant à l’ordre p, alors il est convergent à l’ordre p.
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Démonstration. Nous savons du lemme 35.22 (qui s’applique parce que l’inversibilité de Lh est
dans la définition de la stabilité) que }eh} ď }L´1

h }}τh} et que }L´1
h } ď C. En passant à la limite 7,

lim
hÑ0

}eh} ď C lim
hÑ0

}τh} “ 0. (35.109)

La dernière limite est le fait que le schéma soit consistant. Le schéma est donc convergent.
Si de plus il est consistant à l’ordre p, alors

}eh} ď C}τh} ď C 1hp (35.110)

Il est donc également convergent à l’ordre p.

35.3.4 Exemple : schéma à cinq points, laplacien en croix

Nous avions développé le schéma dont l’opérateur sur Ωh est (voir (35.64))

pLhuhqpxi, yjq “ 1
h2

`´ ui`1,j ´ ui,j`1 ` 4ui,j ´ ui´1,j ´ ui,j´1
˘
. (35.111)

Proposition 35.25.
Le schéma est :

(1) consistant à l’ordre 2,
(2) stable pour la norme uniforme et

}L´1
h }8 ď

1
8 , (35.112)

(3) convergent à l’ordre 2 pour la norme }.}8.

Démonstration. Cet opérateur avait été construit de telle sorte à avoir (voir (35.63))

p∆uqpxi, yjq “ pLhuqpxi, yiq ` h2Rpx, y, hq (35.113)

où R peut être majoré indépendamment de h. En tant que fonctions sur Ωh nous avons

τh “ ∆u´ Lhu “ h2Rpx, y, hq, (35.114)

et donc }τh}8 ď Ch2, parce que le lemme 35.3(3) donne aussi

}R}8 ď C maxt}B
4u

Bx4 }8, }
B4u

By4 }8u. (35.115)

En ce qui concerne la stabilité nous allons utiliser le théorème 34.169. Nous considérons la
fonction

gpx, yq “ ´1
4px

2 ` y2q, (35.116)

qui vérifie ´∆g “ 1 sur le carré r0, 1s2. Nous considérons le vecteur gh d’indices pi, jq ÞÑ gij “
gpxi, yjq sur lequel nous calculons Lh :

pLhghqij “ 1
h2 p´gi`1,j ´ gi,j`1 ` 4gij ´ gi´1,j ´ gi,j´1q; (35.117)

en remplaçant les g par leurs valeurs en termes de xi, xi´1, xi`1, yj , yj´1 et yj`1, et en tenant
compte du fait que xk “ kh et yl “ lh, nous avons :

pLhghqij “ 1
4
`pi` 1q2´ j2` i2` pj ` 1q2´ 4i2´ 4j2` pi´ 1q2` j2` i2` pj ´ 1q2˘ “ 1. (35.118)

Donc Lhgh “ 1.

7. Toutes les limites h Ñ 0 sont en réalité des limites h Ñ 0`, mais nous allégeons cette notation.
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Comme Lh est une M-matrice (proposition 35.12(2)), le théorème 34.169 nous dit alors que
L´1
h vérifie

}L´1
h }8 ď }gh}8. (35.119)

Mais
}gh}8 ď }g}8 “ g

`1
2 ,

1
2
˘ “ 1

8 . (35.120)

Notons que cela est bien une inégalité et non une égalité parce que rien n’assure que le point
p1{2, 1{2q soit sur le maillage ; donc rien n’assure que la valeur gp1{2, 1{2q ne soit parmi les valeurs
du vecteur discrétisé gh.

Notre schéma numérique est stable et consistant à l’ordre 2 pour la norme }.}8. Le théo-
rème 35.24 dit alors que le schéma est convergent à l’ordre 2 pour la même norme.

35.4 Autres laplaciens
Nous avons vu le laplacien en croix (35.65) EQooOBWUooDEWKYv

p∆hfqpx, yq “ 1
h2

`´ 4fpx, yq ` fpx` h, yq ` fpx´ h, yq (35.121a)

` fpx, y ` hq ` fpx, y ´ hq˘ (35.121b)

qui vérifie
∆hf “ ∆f `Kh2, (35.122)EQooQITHooZVJlVaEQooQITHooZVJlVa

ainsi que le laplacien en carré (35.74) EQooUOYVooRpAMOC

p∆1
hfqpx, yq “

1
2h2

´
´ 4fpx, yq ` fpx` h, y ` hq ` fpx´ h, y ` hq (35.123a)

` fpx` h, y ´ hq ` fpx´ h, y ´ hq
¯

(35.123b)

qui vérifie également ∆1
hf “ ∆f `Kh2.

À priori toutes combinaisons de la forme

a∆h ` b∆1
h (35.124)

avec a ` b “ 1 sont valable comme tentative de discrétiser le laplacien. Ce sont des schémas à 9
points. Évidemment la matrice Lh correspondante va être moins creuse, mais nous pouvons espérer
ajuster a et b de telle sorte à obtenir une consistance d’un ordre supérieur à 2.

Nous allons développer les ∆hf et ∆1
hf à l’ordre 4 (reste à l’ordre 6). Quelques remarques avant

de commencer.
(1) Allez relire la proposition 12.347 et les notations qui vont avec pour comprendre les différen-

tielles.
(2) Écrivez les formules du type (12.956) pour d2f et d4f .
(3) Allez relire le développement de Taylor du théorème 12.446.
(4) À l’ordre zéro, il n’y a rien, parce que le terme ´4fpx, yq compense les quatre termes d’ordre

zéro des autres termes.
(5) Aux ordres impairs, il n’y a rien. En effet, prenons un nombre impair l et la formule

pdlfqxph, . . . , hq “
ÿ

i1,...,il

hi1 . . . hil
Blf

Bxi1 . . . Bxil
pxq. (35.125)

Nous avons
pdlfqxph, . . . , hq ` pdlfqxp´h, . . . ,´hq “ 0. (35.126)

Or dans les expressions (35.123) et (35.121), les termes arrivent par paires opposées.



2588 CHAPITRE 35. MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

Commençons par calculer h2p∆hfqpx, yq.
Ordre 4 . Le premier terme est :

pd2fqpx,yq
`ph, 0q, ph, 0q˘ “ h2pd2fqpx,yq

`p1, 0q, p1, 0q˘. (35.127)

La formule (12.956) à peine adaptée permet de calculer ça explicitement.
Il y a encore les termes du même type avec p0, 1q, p´1, 0q et p0,´1q.

Ordre 4 Cette fois, ce sont 4 termes du type

h4pd4fqpx,yq
`p1, 0q, p1, 0q, p1, 0q, p1, 0q˘ (35.128)

à calculer.
Cela fait beaucoup de termes à calculer. Je vous laisse vous persuader que le programme suivant
en Sage nous donne les coefficients.

1 # ! / usr / bin / env p y t h o n 3
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4

5 x,y=var("x , y ")
6

7 C=[]
8 C. append (x)
9 C. append (y)

10

11 def coef4(h):
12 S=0
13 for i in [0 ,1]:
14 for j in [0 ,1]:
15 for k in [0 ,1]:
16 for l in [0 ,1]:
17 S=S+h[i]*h[j]*h[k]*h[l]*C[i]*C[j]*C[k]*C[l]
18 r e t u r n S
19

20 def coef2(h):
21 S=0
22 for i in [0 ,1]:
23 for j in [0 ,1]:
24 S=S+h[i]*h[j]*C[i]*C[j]
25 r e t u r n S
26

27 cross =[]
28 square =[]
29

30 cross. append ( [1 ,0] )
31 cross. append ( [-1,0] )
32 cross. append ( [0 ,1] )
33 cross. append ( [0,-1] )
34

35 square =[]
36 square . append ( [-1,-1] )
37 square . append ( [1,-1] )
38 square . append ( [-1,1] )
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39 square . append ( [1 ,1] )
40

41

42 print (" Cross s c h e m e : ")
43

44 K= sum ( coef2(v) for v in cross )
45 L= sum ( coef4(v) for v in cross )
46 print (K)
47 print (L)
48

49 print (" s q u a r e s c h e m e : ")
50

51 K= sum ( coef2(v) for v in square )
52 L= sum ( coef4(v) for v in square )
53 print (K)
54 print (L)

tex/sage/coefs.sage

Le résultat est, en utilisant la formule

B4
xf ` 2B4

xxyyf ` B4
yf “ ∆∆f, (35.129)

nous avons

p∆hfqpx, yq “ 1
2p2B

2
xf ` 2B2

yfqpx, yq `
1
4!2h

2pB4
xf ` B4

yfqpx, yq `Kh4 (35.130a)

“ p∆fqpx, yq ` 1
12h

2pB4
xf ` B4

yfqpx, yq `Kh4 (35.130b)

“ ∆f ` h2

12∆∆f ´ h2

122B4
xxyyf `Kh4 (35.130c)

“ ∆f ` h2

12∆∆f ´ h2

6 B
4
xxyyf `Kh4 (35.130d)

où K est une constante qui peut être majorée en termes des dérivées quatrièmes de f . En particulier
la plus grande des normes supremum de ces dérivées.

Le même genre de calculs donnent

p∆1
hfqpx, yq “

1
2

”1
24∆f ` h2

4! p4B
4
xf ` 24B2

xB2
yf ` 4B2

yfq
ı
`Kh4. (35.131)

Ça donne :

p∆1
hfq “ ∆f ` h2

12∆∆f ` h2

3 B
4
xxyyf `Kh4 (35.132)

avec redéfinition du K ; nous ne le préciserons plus à chaque fois.
Nous avons donc le résultat proposé dans [736] :

a∆hf ` b∆1
hf “ pa` bq∆f ` pa` bq

h2

12∆2f ` h2 1
6pa´ 2bqB4

xxyyf `Kh4. (35.133)

L’idée est d’appliquer ça à une fonction u qui vérifie l’équation différentielle ´∆u “ f (attention au
clash de notation pour f). Le mieux est de supprimer le terme en Bxxyyf en demandant a´2b “ 0.
Nous avons donc à résoudre le système

"
a` b “ 1 (35.134a)
a´ 2b “ 0. (35.134b)

Qui propose une décomposition PLU pour résoudre ce système linéaire ? Quelle que soit la manière,
la solution est

a “ 2
3 , b “ 1

3 .
(35.135)
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Nous allons donc étudier la discrétisation à neuf points

Lh “ 2
3∆h ` 1

3∆1
h. (35.136)EQooRFJVooVplhErEQooRFJVooVplhEr

En faisant quelques additions nous trouvons que l’opération

pLhuqpxi, yjq “ 1
6h2

´
´ 20uij ` 4

`
ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ` ui,j´1

˘

` ui`1,j`1 ` ui´1,j`1 ` ui`1,j´1 ` ui´1,j´1
¯ (35.137)EQooKBIIooDWciKlEQooKBIIooDWciKl

vérifie
Lhf “ ∆f ` h2

12∆2f `Kh4. (35.138)EQooTLHQooXgZGefEQooTLHQooXgZGef

35.4.1 Travail avec le laplacien à 9 points

Nous allons écrire un schéma numérique pour l’équation différentielle ´∆u “ f utilisant la dis-
crétisation à 9 points du laplacien. Nous recopions ses propriétés fondamentales (35.136), (35.137),
(35.138) :

Lh “ 2
3∆h ` 1

3∆1
h, (35.139)

et
pLhuqpxi, yjq “ 1

6h2

´
´ 20uij ` 4

`
ui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ` ui,j´1

˘

` ui`1,j`1 ` ui´1,j`1 ` ui`1,j´1 ` ui´1,j´1
¯
,

(35.140)

et
Lhf “ ∆f ` h2

12∆2f `Kh4. (35.141)EQooSUKTooXyWQQmEQooSUKTooXyWQQm

Nous appliquons (35.141) à u et nous isolons ∆u :

∆u “ Lhu´ h2

12∆2u`Kh4 “ 1
6h2Thu`

h2

12∆f `Kh4 (35.142)

où nous avons utilisé ∆2u “ ´∆f et avons noté

Thu “ ´20uij`4pui`1,j`ui´1,j`ui,j`1`ui,j´1q`ui`1,j`1`ui´1,j`1`ui`1,j´1`ui´1,j´1. (35.143)

Nous imposons maintenant ∆u “ ´f en écrivant

1
6h2Thu “ ´f ´

h2

12∆f ` αphqh4. (35.144)

Une idée est de remplacer ∆f par son approximation en croix (35.122) :

Thu “ ´6h2f ´ h4

2 p∆hf `Kh2q ` αphqh6 (35.145)

Avec quelques calculs nous trouvons le schéma numérique suivant : EQooKUMVooCVrzjt

20uij ´ 4pui`1,j ` ui´1,j ` ui,j`1 ´ ui,j´1q ´ ui`1,j`1 ´ ui´1,j`1 ´ ui`1,j´1 ´ ui´1,j´1 (35.146a)

“ h2

2 p8fij ` fi`1,j ` fi´1,j ` fi,j`1 ` fi,j´1q ` αphqh6. (35.146b)

En oubliant le terme en αphqh6, nous obtenons un système d’équations linéaires.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 35.26
Il me semble que ce schéma donne une convergence d’ordre 6. C’est correct ?



Chapitre 36

Variables aléatoires et théorie des
probabilités

36.1 Espace de probabilité
Définition 36.1.
Une mesure de probabilité sur un espace mesurable 1 pΩ,Aq est une mesure positive telle que
P pΩq “ 1. Dans ce cas, le triple pΩ,A, P q est un espace de probabilité.

Un point ω P Ω est une observation, une partie mesurable A P A est un événement.
L’ensembleAYB représente l’événementA ouB tandis que l’ensembleAXB représente l’événement
A et B.

Si les An sont des événements, nous avons défini en 10.43 limite supérieure et la limite inférieure
de la suite An par

lim sup
nÑ8

An “
č

ně1

ď

kěn
Ak (36.1)

et
lim inf
nÑ8 An “

ď

ně1

č

kěn
Ak (36.2)

Si ω P lim inf An, alors ω réalise tous les An sauf un nombre fini.
Nous avons

lim supAn “ tω P Ω tel que ω P Anpour une infinité de nu. (36.3)

Théorème 36.2 (Borel-Cantelli).
Si 8ÿ

n“1
P pAnq ă 8 (36.4)

alors P plim supAnq “ 0.

Démonstration. La condition
ř
ně1 P pAnq ă 8 signifie que la fonction

φ “
ÿ

ně1
1An (36.5)

est P -intégrable. Par conséquent, elle est finie presque partout (au sens de P ), c’est-à-dire

P pφ “ 8q “ 0. (36.6)

Les points ω sur lesquels φpωq “ 8 sont ceux tels que
ÿ

ně1
1Anpωq “ 8, (36.7)

1. Espace mesurable : 14.1, mesure positive : 14.18.

2591
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c’est-à-dire les ω qui appartiennent à une infinité d’ensembles An, ou encore les ω P lim supAn.
Nous avons donc montré que

tω tel que φpωq “ 8u “ tω P Ω tel que ω P Anpour une infinité de nu “ lim supAn. (36.8)

Or l’hypothèse signifie que la probabilité du membre de gauche est nulle.

CORooUWLZooFLYmcY

Corolaire 36.3.
Si

ř8
n“1 P pAAnq ă 8, alors presque surement tous les Bn sont réalisés à l’exception d’un nombre

fini.

36.2 Variables aléatoires
DEFooSZRXooQUSZYU

Définition 36.4.
Une variable aléatoire est une application mesurable

X : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq. (36.9)

Nous convenons que R1 “ R̄, c’est-à-dire que dans le cas où la variable aléatoire X est réelle,
nous acceptons les valeurs ˘8.

DEFooRNKZooRczFwB

Définition 36.5 ([737]).
Une variable aléatoire réelle X : Ω Ñ Rd est absolument continue si il existe une fonction
positive et intégrable f : RÑ R telle que pour tout borélien A Ă Rd,

P pX P Aq “
ż

Rd

1Apxqfpxqdx. (36.10)

Nous disons alors que f est la densité de X.

Cela ne devrait pas être sans rappeler la définition 17.22.

36.2.1 Indépendance
DEFooVYCUooKWvReO

Définition 36.6 ([738]).
Nous disons que les événements A1, . . . , An sont indépendants si pour tout choix ti1, . . . , iku Ă
t1, . . . , nu nous avons

P pAi1 X . . .XAikq “ P pAi1q . . . P pAikq. (36.11)

Les sous tribus A1, . . . ,An sont indépendantes si pour tout choix Ai P Ai, les événements Ai
sont indépendants.

Exemple 36.7.
Soit Ω “ r0, 1sˆr0, 1s muni de la mesure de Lebesgue. Soient A “ r0, asˆr0, 1s et B “ r0, 1sˆr0, bs.
Nous avons P pAq “ a et P pBq “ b ainsi que P pAXBq “ ab. △

LemIndepEvenCompl

Lemme 36.8.
Les événements pAiqi“0,...,n sont indépendants si et seulement si les événements que nous obtenons
en remplaçant certains des Ai par AAi le sont.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons nous contenter de prouver que les événe-
ments AA0, A1, . . . , An sont indépendants sous l’hypothèse que les événements A0, A1, . . . , An sont
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indépendants. Soit I un sous-ensemble de t1, . . . , nu. Nous avons

P
`AA0

č

iPI
Ai

˘ “ P
`č

iPI
Aiz

č

iPI
Ai XA0

˘
(36.12a)

“ P
`č

iPI
Ai

˘´ P `
č

iPI
Ai XA0

˘
(36.12b)

“ P
`č

iPI
Ai

˘`
1´ P pAA0q

˘
(36.12c)

“ P
`č

iPI
Ai

˘
P pAA0q. (36.12d)

LemTribIndepProdProb

Lemme 36.9.
Les tribus A1, . . . ,An sont indépendantes si et seulement si

P pA1 X . . .XAnq “ P pA1q . . . P pAnq (36.13)

pour tout Ai P Ai.

Démonstration. L’implication dans le sens direct découle immédiatement des définitions.
Nous supposons avoir un choix pAiqi“1,...,n avec Ai P Ai et nous devons montrer que ces

événements sont indépendants, c’est-à-dire que si J Ă t1, . . . , nu alors les événements pAjqjPJ sont
indépendants. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que si i R J , Ai “ Ω. Alors nous
avons

P
` č

jPJ
Aj

˘ “ P
` nč

i“1
Ai

˘ “
nź

i“1
P pAiq “

ź

jPJ
P pAjq (36.14)

parce que P pAiq “ P pΩq “ 1 lorsque i n’est pas dans J .
DefNJUkotc

Définition 36.10.
Nous disons que les variables aléatoires Xk : Ω Ñ Rd sont indépendantes lorsque les tribus
engendrées 2 AX1 , . . . ,AXn le sont.

Remarque 36.11.
Il n’a de sens de dire que X1 et X2 sont indépendants que si X1 et X2 sont des applications dont
l’espace de départ est identique.

Si nous voulons modéliser le jet de deux pièce indépendantes, le mauvais choix est de faire
Ω “ t0, 1u, y mettre la mesure d’équiprobabilité, et de considérer les deux variables aléatoires

Xipωq “
#
f si ω “ 0
p si ω “ 1.

(36.15)

Ces deux variables sont évidemment pas indépendantes. Il faut poser Ω “ t0, 1u ˆ t0, 1u, y mettre
la mesure d’équiprobabilité et poser

X1px, yq “
#
f si x “ 0
p si x “ 1

, (36.16)

X2px, yq “
#
f si y “ 0
p si y “ 1

, (36.17)

Ces variables aléatoires sont indépendantes. Par exemple

X´1
1 tpu “ tp1, 0q, p1, 1qu (36.18a)

X´1
2 tpu “ tp0, 1q, p1, 1qu (36.18b)

2. Définition 14.6.



2594 CHAPITRE 36. VARIABLES ALÉATOIRES ET THÉORIE DES PROBABILITÉS

et on a bien
P
`
X´1

1 tpu XX´1
2 tpu˘ “ P tp1, 1qu “ 1

4 (36.19)

ainsi que
P tX´1

i ppqu “ 1
2 (36.20)

pour i “ 1 et i “ 2.
PropMLbfRTk

Proposition 36.12.
Soient pXk : Ω Ñ Rdkq des variables aléatoires indépendantes.

(1) Si Bk P BorpRdkq. Alors

P pXk P Bk@k ď nq “ P pX1 P B1q . . . P pXn P Bnq. (36.21)
ItemHRjuTTii

(2) Les événements tXi P Biu sont indépendants.
ItemHRjuTTiii

(3) Les tribus engendrées par des Xi et d’autres sont indépendantes. Plus précisément, si I et J
sont deux ensembles disjoints de N alors les tribus

σptXi, i P Iuq (36.22)

et
σptXi, i P Juq (36.23)

sont indépendantes.

Démonstration. Lorsque nous écrivons Xi P Bi, nous parlons de l’événement

pXi P Biq “ tω P Ω tel que Xipωq P Biu “ X´1
i pBiq P AXi . (36.24)

Vu que par hypothèse les tribus pAiq sont indépendantes, le lemme 36.9 nous montre que

P
` nč

i“1
Xi P Bi

˘ “
ź

i

P pXi P Biq. (36.25)

Il reste à voir que l’ensemble X´1
i pBiq fait partie de la tribu A de départ. Cela est la définition du

fait que l’application Xi soit une variable aléatoire : elle doit être mesurable en tant qu’application

Xi : pΩ,Aq Ñ pRd,BorpRdqq. (36.26)

Les affirmations (2) et (3) ne sont que des façons alternatives d’exprimer la même chose.

Proposition 36.13.
Les événements pAiqi“1,...,n sont indépendants 3 si et seulement si les variables aléatoires associées
1A1 , . . . ,1An le sont.

Démonstration. La tribu engendrée par la variable aléatoire 1Ak
est

A1Ak
“ tH, Ak, AAk,Ωu. (36.27)EqtribAAimtuEqtribAAimtu

En effet si 1 P B, alors Ai Ă 1´1
Ai
pBq, et si 0 P B, alors AAi Ă 1´1

Ai
pBq. Les éléments 0 et 1 sont

tous deux soit dans B, soit hors de B. Cela donne les 4 possibilités énumérées dans (36.27).
Supposons que les événements pAiq sont indépendants. Nous devons vérifier que les tribus le

soient, c’est-à-dire que les événements Ai et AAj sont indépendants. Cela est une conséquence du
lemme 36.8.

3. Événements indépendants, définition 36.6.
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PROPooSYNQooAlpGdI

Proposition 36.14.
Soient des variables aléatoires indépendantes Xk : Ω Ñ Rdk et des fonctions boréliennes fk : Rdk Ñ
Rpk . Alors les variables aléatoires

fk ˝Xk (36.28)
sont indépendantes.

Démonstration. Le théorème 14.116 assure que les applications

fk ˝Xk : Ω Ñ Rpk : (36.29)

sont AXk
-mesurables. En particulier pour tout borélien B Ă Rpk , nous avons X´1

k ˝f´1
k pBq P AXk

.
Nous avons donc

σpfk ˝Xkq Ă σpXkq, (36.30)
et par conséquent les tribus σpfk ˝ Xkq sont indépendantes étant donné que les tribus σpXkq le
sont.

LEMooWBAZooLVVRjO

Lemme 36.15.
Soient des variables aléatoires X,Y : Ω Ñ E que nous supposons être indépendantes et identique-
ment distribuées. Si f : E Ñ F est mesurable,alors les variables aléatoires f ˝ X et f ˝ Y sont
indépendantes et identiquement distribuées.

LemHOjqqw

Lemme 36.16 (Lemme de regroupement[739]).
Soit pΩ,A, P q un espace de probabilité et pAiqiPI une famille de tribus indépendantes dans A. Si
pMjqjPJ est une partition de I, alors les tribus

Bj “ σ
` ď

iPMj

Ai

˘
(36.31)

sont indépendantes.
Si les variables aléatoires tX1, X2, X3, X4, X5u sont indépendantes, et si f et g sont des fonc-

tions mesurables, alors les variables aléatoires fpX2, X3, X5q et gpX1, X4q sont indépendantes.

36.2.2 Lois conjointes et indépendance

Définition 36.17 (Loi conjointe et loi marginale).
Si nous considérons n variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn : Ω Ñ R, la loi du n-uplet X “
pX1, . . . , Xnq est une variable aléatoire X : Ω Ñ Rn appelée la loi conjointe des lois Xi. Dans ce
cas, les variables aléatoires Xi elles-mêmes sont dites lois marginales de X.

PropPXXXPXPXPX

Proposition 36.18.
Les variables aléatoires tXiu sont indépendantes 4 si et seulement si

PpX1,...,Xnq “ PX1 b . . .b PXn . (36.32)
DefFonrepConj

Définition 36.19.
Soient tXiu1ďiďn des variables aléatoires réelles (pas spécialement indépendantes). Une fonction
f : Rn Ñ R qui satisfait

(1) fpx1, . . . , xnq ě 0 pour tout px1, . . . , xnq P Rn,
(2)

ş
Rn f “ 1,

ItemDefFonrepConjiii

(3) pour tout Ai Ă R nous avons

P p
nč

i“1
Xi P Aiq “

ż
ś

i Ai

fpx1, . . . , xnqdx1 . . . dxn (36.33)

4. Variables aléatoires indépendantes, définition 36.10.



2596 CHAPITRE 36. VARIABLES ALÉATOIRES ET THÉORIE DES PROBABILITÉS

est nommée densité conjointe de X1,. . .,Xn
PROBooPVIXooNLpmIn

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 36.20
Il manque un théorème d’unicité pour la densité conjointe. Écrivez-moi si vous en connaissez un.

PropDensiteConjIndep

Proposition 36.21.
Si les variables aléatoires X1,. . .Xn sont indépendantes et ont des densités fX1,. . .,fXn, alors la
variable aléatoire conjointe X “ pX1, . . . , Xnq a pour densité conjointe la fonction

fXpx1, . . . , xnq “ fX1px1q . . . fXnpxnq. (36.34)

Démonstration. En partant de la définition de l’indépendance et de la fonction de densité conjointe,
ainsi qu’en utilisant le théorème de Fubini,

ż

A1ˆ...ˆAn

fXpx1, . . . , xnqdx1 . . . dxn “ P pX1 P A1, . . . , Xn P Anq
“ P pX1 P A1q . . . P pXn P Anq
“
ˆż

A1

fX1px1qdx1

˙
. . .

ˆż

An

fXnpxnqdxn
˙

“
ż

A1ˆ...ˆAn

fX1px1q . . . fXnpxnqdx1 . . . dxn.

(36.35)

La fonction px1, . . . , xnq ÞÑ fX1px1q . . . fXnpxnq vérifie donc la condition (3) de la définition 36.19.
La vérification des autres conditions est immédiate.

36.2.3 Espérance
DEFooQKFBooCBZtRG

Définition 36.22.
Si X P L1pΩ,A, P q est à valeurs dans Rn, nous définissons l’espérance de X par

EpXq “
ż

Ω
XpωqdP pωq. (36.36)EqdCBLstEqdCBLst

Pour l’espérance de f ˝X, il y a le lemme de transfert 36.85.
PROPooESPWooAfLmeW

Proposition 36.23.
Soit une variable aléatoire X sur Ω. Nous avons : ITEMooWSJVooAlZSBZ

(1) EpXq existe et est finie si et seulement si Ep|X|q ă 8. ITEMooLDFWooXjyZyz

(2) Si Ep|X|q ă 8, alors |EpXq| ď Ep|X|q ă 8. ITEMooFJCTooEBeFaz

(3) Si 0 ă r ď s alors si Ep|X|sq ă 8 alors Ep|X|rq ă 8.

Démonstration. Point par point.
(1) Pour (1) C’est le lemme 14.183.
(2) Pour (2) C’est la proposition 14.184.
(3) Pour (3) C’est la proposition 27.35.

La proposition suivante provient du fait que la mesure d’une loi conjointe est le produit des
mesures lorsque les variables aléatoires sont indépendantes (proposition 36.18).

PROPooDKQDooREiSSf

Proposition 36.24 ([422]).
Si les variables aléatoires réelles X1,. . .,Xn sont intégrables et indépendantes, alors leur produit est
intégrable et l’espérance 5 du produit est égal au produit des espérances :

EpX1 ¨ ¨ ¨Xnq “ EpX1q . . . EpXnq. (36.37)
5. Espérance d’une variable aléatoire, définition 36.22.
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LEMooIVIWooUUVStW

Lemme 36.25.
Soit une variable aléatoire à densité X : Ω Ñ Rn. Soit une fonction f : Rn Ñ R telle que pour
tout choix a1 ă b1 ă a2 ă . . . ă an ă bn nous ayons

P pX P Iq “
ż

I
f (36.38)

où I “śn
i“1sai, bis.

Alors f est une densité pour X.
PROBooAHJSooWUuJhb

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 36.26
Je n’ai pas vérifié que ce lemme est correct. Soyez prudent. À mon avis il doit être bon parce que
les pavés donnés engendrent la tribu des boréliens d’une façon ou d’une autre. C’est à peu près ce
qui est dit dans [740].

Écrivez-moi si vous avez une preuve ou un contre-exemple.

36.2.4 Moment
DEFooTECPooMzGYgG

Définition 36.27.
Soit 1 ď p ă 8. Le moment d’ordre p d’une variable aléatoire X P sur pΩ,A, P q est l’espérance

mppXq “ EpXpq (36.39)

pour autant que Xp soit intégrable 6.
PROPooIQGWooZeQJgb

Proposition 36.28.
Soit une variable aléatoire X. Si elle admet un moment d’ordre p P N, elle admet un moment
d’ordre k pour tout k ď p.

Démonstration. L’hypothèse est que
ş
Ω |X|p ă 8, c’est à dire que Ep|X|pq ă 8. La proposition

36.23(3) conclu que Ep|X|sq ă 8 pour tout s ď p.
LEMooEHTYooWmMAgf

Lemme 36.29 ([1]).
Soit un espace de probabilité Ω ainsi qu’une variable aléatoire X : Ω Ñ R prenant seulement les
valeurs tykukPN. Alors

EpXq “
8ÿ

k“0
ykP pX “ ykq. (36.40)

Démonstration. Vu que l’application X : Ω Ñ R ne prend que les valeurs yk, nous avons Ω “Ť8
k“0X

´1pykq, avec une union disjointe. Nous avons

EpXq “
ż
Ť

i X
´1pyiq

XpωqdP pωq (36.41a)

“
8ÿ

i“0

ż

X´1pykq
Xpωqloomoon

“yk

dP pωq (36.41b)SUBEQooVLTMooOflpAISUBEQooVLTMooOflpAI

“
8ÿ

k“0
yk

ż

X´1pykq
dP pωq (36.41c)

“
8ÿ

k“0
ykP

`
X´1pykq

˘
(36.41d)SUBEQooXRHOooJVuFtYSUBEQooXRHOooJVuFtY

“
8ÿ

k“0
ykP pX “ ykq (36.41e)SUBEQooHDIBooNxnBwgSUBEQooHDIBooNxnBwg

Justifications :
6. C’est à dire que

ş
Ω |X|

p
ă 8. Voir 14.182.
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— Pour (36.41b), nous avons utilisé la σ-additivité de l’intégrale de la proposition 14.205.
— Pour (36.41d), l’intégrale de la fonction 1 donne la mesure de la partie, c’est le lemme 14.170.
— Pour (36.41e), la notation P pX “ yq signifie P

`tω P Ω tel que Xpωq “ yu˘ ; c’est la mesure
de X´1pyq.

36.2.5 Somme et produit de variables aléatoires indépendantes
subsecscnvommevariablsindepPROPooBNUEooOUvpdp

Proposition 36.30.
La densité de la somme de deux variables aléatoires réelles indépendantes est le produit de convo-
lution des densités :

fX`Y “ fX ˚ fY (36.42)
dès que X et Y sont indépendantes.

Démonstration. Soient X et Y , deux variables aléatoires réelles indépendantes. Nous voudrions
étudier la loi de la variable aléatoire S “ X ` Y . Nous commençons par calculer la fonction de
répartition en utilisant le résultat de la proposition 36.21 :

FX`Y pzq “ P pX ` Y ď zq “
ż

x`yďz
fX,Y px, yqdx dy (36.43a)

“
ż 8

´8
dx

ż z´x

´8
dyfXpxqfY pyq (36.43b)

“
ż

R

ˆż z´x

´8
fY pyqdy

˙
fXpxqdx (36.43c)

“
ż

R

FY pz ´ xqfXpxqdx. (36.43d)

Pour calculer la fonction de densité de S, nous dérivons la fonction de répartition :

fX`Y pzq “ dFX`Y
dz

pzq (36.44a)

“
ż

R

fY pz ´ xqfXpxqdx, (36.44b)

ce qui nous amène à dire que la densité de la somme est le produit de convolution 7 des densités :

fX`Y pxq “
ż

R

fY px´ tqfXptqdt, (36.45)EQooFKHHooWvUBMVEQooFKHHooWvUBMV

ou encore fX`Y “ fX ˚ fY .

Notez que nous avons passé sous le silence la difficulté d’inverser la dérivée et l’intégrale. Un
exemple sera donné au point 36.5.8.

LemEXYEXEYprodindep

Lemme 36.31.
Soient X et Y , deux variables aléatoires indépendantes. Alors 8

EpXY q “ EpXqEpY q. (36.46)

Démonstration. Par indépendance et par proposition 36.21, la fonction de densité conjointe de X
et Y vaut fX,Y “ fXfY . Par conséquent l’utilisation de Fubini sous la forme (14.957) entraine

EpXY q “
ż

RˆR
xyfX,Y px, yqdxdy “ EpXqEpY q. (36.47)

7. Définition 27.56.
8. Espérance d’une variable aléatoire, définition 36.22.
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Nous dirons tout un tas de chose sur l’indépendance et la variance en 36.5.13, mais pour
l’instant nous allons mentionner et démontrer déjà ceci :

LemVarXpYsmindep

Lemme 36.32.
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Alors

VarpX ` Y q “ VarpXq `VarpY q. (36.48)

Démonstration. Par définition, VarpX ` Y q “ E
`rX ` Y ´ EpXq ´ EpY qs2˘. En développant le

carré et en utilisant le lemme 36.31,

VarpX ` Y q “ EpX2q ´ EpXq2 ` EpY 2q ´ EpY q2 “ VarpXq `VarpY q. (36.49)

ExWLzkuWd

Exemple 36.33.
Deux variables aléatoires non indépendantes dont la covariance est nulle. Nous considérons la
variable aléatoire

Z : Ω Ñ tp1, 0q, p´1, 0q, p0, 1q, p0,´1qu (36.50)
de loi uniforme. C’est-à-dire que P

`
Z “ z

˘ “ 1
4 pour tout z. Ensuite nous considérons les variables

aléatoires X “ proj1 ˝Z et Y “ proj2 ˝Z. Toute personne étant capable de compter jusqu’à 4
voit que

P pX “ 1q “ P pX “ ´1q “ 1
4 (36.51a)

P pX “ 0q “ 1
2 , (36.51b)

et les mêmes probabilités pour Y . De même EpXq “ EpY q “ 0. Par conséquent

CovpX,Y q “ EpXY q “ 0 (36.52)

parce que pour tout ω P Ω nous avons soit Xpωq “ 0 soit Y pωq “ 0. Ces variables aléatoires X et
Y ne sont donc pas corrélées.

Mais elles ne sont pas indépendantes pour autant, comme nous allons le voir pas plus tard
qu’immédiatement. Nous avons

P pX “ 0|Y “ 0q “ P pX “ 0, Y “ 0q
P pY “ 0q “ 0 (36.53)

parce que X et Y ne peuvent pas être simultanément nulles, tandis que

P pX “ 0qP pY “ 0q “ 1
4 . (36.54)

△

Définition 36.34.
Si EpXq “ 0 nous disons que la variable aléatoire est centrée. La variable aléatoire X ´EpXq est
la variable aléatoire centrée associée à X.

PropZBnsCgh

Proposition 36.35 ([741, 742]).
Soient deux variable aléatoires X,Y P L1pΩ,A, P q. Alors

EpX ` Y q “ EpXq ` EpY q. (36.55)

Démonstration. Il suffit d’écrire

EpX ` Y q “
ż

Ω
pX ` Y qpωqdP pωq, (36.56)

et de faire jouer la linéarité de l’intégrale de la proposition 14.188.
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Une application de l’inégalité de Hölder (proposition 27.33) est la suivante. Si X et Y sont des
variables aléatoires intégrables alors

EpXY q ď EpX2q1{2EpY 2q1{2. (36.57)

En effet
EpXY q ď }XY }L1pΩq ď }X}L2pΩq}Y }L2pΩq. (36.58)EqEXYleqXdYdNormHolderEqEXYleqXdYdNormHolder

36.2.6 Variance

Si X P L2pΩ,A, P q alors nous définissons la variance de X par

VarpXq “ E
`rX ´ EpXqs2˘. (36.59)

PrropVarAlterfrom

Proposition 36.36.
La variance de la variable aléatoire X peut être exprimée par la formule

VarpXq “ EpX2q ´ rEpXqs2 (36.60)EqtWqMGBEqtWqMGB

où X2 “ X ·X et EpXq2 “ EpXq·EpXq sont des produits scalaires dans Rd.

Démonstration. De façon explicite, nous avons

E
`rX ´ EpXqs2˘ “

ż

Ω

`
Xpωq ´ EpXq˘·

`
Xpωq ´ EpXq˘dP pωq (36.61)

où EpXq P Rd est une constante. En développant le produit scalaire nous avons

E
`rX ´ EpXqs2˘ “ E

`
X2 ´ 2X ·EpXq ` EpXq2˘ (36.62a)

“ EpX2q ´ 2EpXq2 ` EpXq2 (36.62b)
“ EpX2q ´ EpXq2. (36.62c)

Définition 36.37 (écart-type).
Nous définissons l’écart-type de X par

σX “
a

VarpXq, (36.63)

c’est à dire
σX “ }X ´ EpXq}L2 . (36.64)

Définition 36.38 (moyenne quadratique).
On définit encore la moyenne quadratique de X par

}X}L2 “ “
EpX2q‰1{2

. (36.65)

Définition 36.39 (moyenne empirique).
Si les X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires on considère la moyenne empirique

X̄n “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn

n
. (36.66)

Définition 36.40 (variance empirique).
Si pX1, . . . , Xnq sont des variables aléatoires, nous notons X̄n leur moyenne empirique, et la va-
riable aléatoire

V̄n “ 1
n

ÿ

i

pXi ´ X̄nq2 (36.67)

est la variance empirique de l’échantillon pXiq.
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LemEXYEXEYindep

Lemme 36.41.
Si X est une variable aléatoire,

(1) VarpaXq “ a2 VarpXq pour tout a P R ;
(2) Si de plus Y est une variable aléatoire indépendante de X, alors VarpX ` Y q “ VarpXq `

VarpY q.
Démonstration. Nous avons

VarpX ` Y q “ EpX2 ` Y 2 ` 2XY q ´ `
EpXq ` EpY q˘2 (36.68a)

“ EpX2q ` EpY 2q ` 2EpXY q ´ EpXq2 ´ EpY q2 ` 2EpXqEpY q. (36.68b)

Étant donné que X et Y sont indépendantes nous avons EpXY q “ EpXqEpY q par le lemme 36.31.

36.2.7 Covariance

Soient X et Y , deux variables aléatoires réelles. Leur covariance est définie par

CovpX,Y q “ E
”`
X ´ EpXq˘`Y ´ EpY q˘

ı
(36.69)EqHUWtttNEqHUWtttN

L’idée est que la covariance devient grande si X et Y s’écartent de leurs moyennes dans le même
sens. Il existe une formule alternative :

CovpX,Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q (36.70)

En ce qui concerne les dimensions plus hautes, si X : Ω Ñ Rd est un vecteur aléatoire de carré
intégrable, nous définissons

CovpXq “ E
”`
X ´ EpXq˘b `

X ´ EpXq˘
ı

(36.71)EqZlvLWxEqZlvLWx

où par a b b nous entendons la matrice pa b bqij “ aibj . Cela peut aussi être noté atb si l’on fait
bien attention à qui est un vecteur colonne et qui est un vecteur ligne.

PropoVarXpYCov

Proposition 36.42.
Si X et Y sont deux variables aléatoires non spécialement indépendantes, nous avons

VarpX ` Y q “ VarpXq `VarpY q ` 2 CovpX,Y q. (36.72)

Démonstration. Il s’agit d’un calcul en partant de

VarpX ` Y q “ E
`pX ` Y q2˘´ EpX ` Y q2

“ EpX2q ` EpY 2q ` 2EpXY q
` `

EpXq ` EpY q˘2 ´ 2EpXq2 ´ 2EpXqEpY q
´ 2EpY qEpXq ´ 2EpY q2.

(36.73)

À partir d’ici il s’agit de recombiner tous les termes pour former la formule annoncée.

Plus généralement nous avons la formule

Varp
ÿ

i

Xiq “
ÿ

i

VarpXiq ` 2
ÿ

1ďiăjďn
CovpXi, Xjq. (36.74)
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36.2.8 Probabilité conditionnelle : événements
DEFooGJVHooVbhVYv

Proposition-Définition 36.43.
Soit pΩ,A, P q un espace de probabilité et B P A avec P pBq ą 0. Alors avec la formule

PBpAq “ P pAXBq
P pBq , (36.75)EqProbCondEqProbCond

l’espace pΩ,A, PBq est un espace probabilisé. Nous notons P pA|Bq le nombre PBpAq et nous le
nommons probabilité conditionnelle de A sachant B.

Démonstration. On vérifie que pΩ,A, PBq est un espace de probabilité parce que PBpΩq “ 1 et

PBp
ď

i

Aiq “
ÿ

i

PBpAiq (36.76)

si les Ai sont deux à deux disjoints.

Une conséquence immédiate de (36.75) est que si A et B sont des événements indépendants
alors

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq “ P pAq. (36.77)

La probabilité conditionnelle à B est quelque chose qui ne tient compte que de ce qui se passe
dans B. Si K est un événement tel que AXB “ K XB, alors

P pA|Bq “ P pK|Bq. (36.78)EqOVHCWomEqOVHCWom

EXooIAYTooFjFTrT

Exemple 36.44 ([743]).
Soient des événements A, B et X dont A et B sont indépendants. Intuitivement, nous devrions
avoir 9

P pA|B XXq “ P pA|Xq. (36.79)
Cela est faux. Prenez par exemple Ω “ t1, 2, 3, 4u avec la mesure d’équiprobabilité. Ensuite A “
t1, 2u, B “ t1, 3u et X “ t1, 4u. Alors P pAq “ 1{2, P pBq “ 1{2 de telle sorte que

P pAqP pBq “ 1
4 “ P pAXBq (36.80)

parce que AXB “ t1u. Les événements A et B sont donc bien indépendants. Nous avons

P pA|B XXq “ P pAXB XXq
P pB XXq “ P pt1uq

P pt1uq “ 1, (36.81)

mais
P pA|Xq “ P pAXXq

P pXq “ 1{4
1{2 “

1
2 . (36.82)

△
ThoBayesEtAutres

Théorème 36.45.
Soient pBnqně1 une partition finie de Ω telle que P pBiq ą 0. Soit A P A tel que P pAq ą 0.

(1) Si A, B et C sont des événements, alors

P pAXB|Cq “ P pA|B X CqP pB|Cq. (36.83)

(2) Si P pBq ą 0, alors P pAXBq “ P pA|BqP pBq “ P pB|AqP pAq.
(3) On a la formule des probabilités totales :

P pAq “
nÿ

i“1
P pA|BiqP pBiq “

ÿ

i

P pAXBiq. (36.84)

9. Probabilité conditionnelle, définition 36.43.
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(4) On a la formule de Bayes :

P pBk|Aq “ P pA|BkqP pBkqř
i P pA|BiqP pBiq

. (36.85)

Démonstration. (1) En développant le membre de droite,

P pAXB|Cq “ P pAXB X Cq
P pB X Cq

P pB X Cq
P pCq

“ P pAXB|Cq.
(36.86)

(2) C’est la définition de P pA|Bq et P pB|Aq.
(3) Vu que les Bi forment une partition, nous avons

P pAq “
ÿ

i

P pAXBiq “
ÿ

i

P pA|BiqP pBiq. (36.87)

(4) En utilisant les deux premiers points, nous trouvons

P pA|BkqP pBkq “ P pAXBkq
“ P pBk|AqP pAq
“ P pBk|Aq

ÿ

i

P pA|BiqP pBiq.
(36.88)

Lemme 36.46 ([1]).
Soient une variable aléatoire X : Ω Ñ R ainsi qu’un réel y ‰ 0 et qu’une partie A Ă Ω de mesure
non nulle 10. Alors

P pX1A “ yq “ P pX “ y|AqP pAq. (36.89)

Démonstration. Juste pour être clair avec les notations,
— La notation X “ y désigne l’ensemble tω P Ω tel que Xpωq “ yu “ X´1pyq
— De même X1A “ y désigne l’ensemble tω P Ω tel que Xpωq1Apωq “ yu. Comme ici y ‰ 0, il

s’agit des éléments de A tels que Xpωq “ y, ou encore X´1pyq XA.
Nous avons :

P pX “ y|Aq “ P pX “ y XAq
P pAq (36.90a)SUBEQooTJDIooHlIiTDSUBEQooTJDIooHlIiTD

“ P pA1A “ yq
P pAq . (36.90b)SUBEQooDAATooBeClLaSUBEQooDAATooBeClLa

Justifications :
— Pour (36.90a), c’est la définition 36.43.
— Pour (36.90b), vu que y ‰ 0 nous avons

tω P Ω tel que Xpωq “ yu XA “ tω P Ω tel que pX1Aqpωq “ yu. (36.91)

LEMooRDXRooQLMRGF

Lemme 36.47 ([1]).
Soit un espace de probabilité pΩ,F , P q. Nous considérons un mesurable B P F ainsi que des
mesurables pAiqiPN deux à deux disjoints. Alors

P
` 8ď

i“0
Ai|B

˘ “
8ÿ

i“0
P pAi|Bq. (36.92)

10. Ceci est exactement synonyme de « un événement de probabilité non nulle ».
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Démonstration. Nous commençons par la définition 36.43 de la probabilité conditionnelle :

P
`ď

i

Ai|B
˘ “ P

`Ť
iAi XB

˘

P pBq “ P
`Ť

ipAi XBq
˘

P pBq . (36.93)EQooRUXMooNzxnxgEQooRUXMooNzxnxg

Ensuite, les Ai étant disjoints, les Ai XB le sont aussi. Vu que P est une probabilité (et donc une
mesure), elle vérifie la condition de la définition 14.18(2), qui donne ici

P
` 8ď

i“0
pAi XBq

˘ “
8ÿ

i“0
P pAi XBq. (36.94)

En remettant dans (36.93),

P
`ď

i

Ai|B
˘ “

8ÿ

i“0

P pAi XBq
P pBq “

8ÿ

i“0
P pAi|Bq. (36.95)

LEMooVYDTooGELPRY

Lemme 36.48 ([1]).
Soient des ensembles E, F , G. Soit une application f : E ˆ F Ñ G. Soient des éléments a P G,
x P E. Nous considérons des variables aléatoires X : Ω Ñ E et Y : Ω Ñ F .

Soit B Ă Ω tel que Xpωq “ x pour tout ω P B. Alors nous avons

P
`
fpX,Y q “ a|B˘ “ P

`
fpx, Y q “ a|B˘. (36.96)

Démonstration. Posons A “ tω P Ω tel que f
`
Xpωq, Y pωq˘ “ au. Ce que nous cherchons à calculer

est P pA|Bq qui est défini en 36.43. En posant A1 “ tω P Ω tel que f
`
x, Y pωq˘ “ au, nous avons

AXB “ tω P Ω tel que f
`
Xpωq, Y pωq˘ “ a, ω P Bu (36.97a)

“ tω P Ω tel que f
`
x, Y pωq˘ “ a, ω P Bu (36.97b)

“ A1 XB. (36.97c)

Donc
P pA|Bq “ P pAXBq

P pBq “ P pA1 XBq
P pBq “ P pA1|Bq. (36.98)

LEMooZTBSooLemswG

Lemme 36.49 ([1]).
Soient des ensembles Ei (i “ 1, . . . , n), F et E. Soient des variables aléatoires Xi : Ω Ñ Ei et
Y : Ω Ñ E, et une application f : E1 ˆ . . .ˆ En Ñ F .

Nous supposons que Y est indépendante des Xi. Pour y P E et z P F nous avons

P
`
Y “ y|fpX1, . . . , Xnq “ z

˘ “ P pY “ yq. (36.99)
LEMooWAOSooBsGucQ

Lemme 36.50 ([1]).
Soient des variables aléatoires Xi : Ω Ñ Ei (i “ 1, . . . , n) et Yi : Ω Ñ Fi. Nous supposons qu’elles
sont toutes indépendantes. Nous considérons des applications f : E1ˆ. . .ˆEn Ñ S et g : F1ˆFm Ñ
T . Alors les variables aléatoires

ω ÞÑ f
`
X1pωq, . . . , Xnpωq

˘
(36.100)

et
ω ÞÑ g

`
Y1pωq, . . . , Ympωq

˘
(36.101)

sont indépendantes.
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36.2.9 Espérance conditionnelle
ThoMWfDPQ

Théorème-Définition 36.51 (Définition de l’espérance conditionnelle[603]).
Soit un espace de probabilité pΩ,A, P q et une variable aléatoire intégrable X : Ω Ñ R. Pour chaque
sous tribu F de A, il existe une (presque partout) unique variable aléatoire Y : Ω Ñ R telle que

(1) Y est F-mesurable
(2) Y est P -intégrable
(3) pour tout B P F , ż

B
XdP “

ż

B
Y dP. (36.102)EqBwBkgEEqBwBkgE

Cette variable aléatoire sera notée EpX|Fq pour des raisons qui apparaîtront plus tard.

Démonstration. Remarquons que prendre Y “ X ne fonctionne pas parce qu’en général si O est
mesurable dans R, alors X´1pOq est dans la tribu A, mais n’est pas automatiquement dans la
tribu F . Il faudra donc un peu plus travailler.

(1) Unicité Si Y1 et Y2 vérifient tous les deux les conditions, l’ensemble tY1 ă Y2u est un
élément de F et nous avons

ż

tY1ăY2u
X “

ż

Y1ăY2

Y1 “
ż

Y1ăY2

Y2. (36.103)

En particulier nous avons
ş

tY1ăY2upY1 ´ Y2q “ 0 et donc

pY1 ´ Y2q1Y1ăY2 “ 0 (36.104)

presque partout. Le corolaire 14.195 montre alors que Y1 ´ Y2 ě 0 presque partout. De la
même manière, l’ensemble tY2 ă Y1u est dans F et nous trouvons que Y2 ´ Y1 ě 0 presque
partout. Par conséquent Y1 “ Y2 presque partout.

(2) Existence dans le cas de carré intégrable
Nous supposons à présent que X P L2pΩ,A, P q et nous considérons K, le sous-ensemble de
L2pΩ,A, P q des fonctions F-mesurables. Le théorème des projections 25.7 nous indique que

L2pΩ,A, P q “ K ‘KK (36.105)

par la décomposition X “ projK X ` pX ´ projK Xq. La variable aléatoire Y “ projK X
a les propriétés d’être F-mesurable et xY ´X,Zy “ 0 pour tout Z P K. Soit A P F , si nous
considérons Z “ 1A, la dernière condition signifie que

ż

Ω
X1A “

ż

Ω
Y 1A, (36.106)

ou encore ż

A
Y “

ż

A
X. (36.107)

La variable aléatoire Y “ projKpXq répond donc à la question lorsque X P L2pΩ,A, P q.
(3) Existence en général

Nous considérons maintenant que X P L1pΩ,A, P q. Quitte à décomposer X en deux fonctions
positives X` et X´ telles que X “ X` ` X´, nous pouvons supposer que X est positive.
Par hypothèse X P L1pΩ,A, P q ; pour chaque n P N nous posons

Xnpωq “ mintXpωq, nu. (36.108)

Étant donné que la mesure P est une mesure de probabilité, les constantes sont intégrables
et Xn P L2pΩ,A, P q. De plus la suite pXnq est croissante et

lim
nÑ8Xnpωq “ Xpωq. (36.109)
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Si nous notons encore K l’ensemble des variables aléatoires dans L2pΩ,A, P q qui sont F-
mesurables, pour chaque n nous avons donc la variable aléatoire

Yn “ projK Xn “ EpXn|Fq (36.110)

qui est F-mesurable et telle que ż

A
Xn “

ż

A
Yn (36.111)

pour tout A P F . Nous voudrions prouver que la variable aléatoire Y “ limn Yn existe et est
la solution au problème, c’est-à-dire est EpX|Fq.
Commençons par prouver que Yn ě 0 presque partout. Pour cela nous remarquons que
l’ensemble tYn ă 0u est mesurable et

0 ě
ż

Ynă0
Yn “

ż

Ynă0
Xn ě 0. (36.112)

La première inégalité est évidente et la dernière est due au fait que Xn est positive. Par
conséquent ż

Ynă0
Yn “ 0 (36.113)

et le lemme 14.195 conclut que P pYn ă 0q “ 0.
Soit Z : Ω Ñ R une variable aléatoire positive dans L2pΩ,A, P q. Montrons que projK Z est
encore positive. Pour cela nous considérons l’ensemble A “ tprojK Z ă 0u et les inégalités

0 ď
ż

A
Z “

ż

A
projK Z ď 0, (36.114)

ce qui montre que
ş
A projK Z “ 0 et par conséquent que P tprojKpZq ă 0u “ 0. Cela nous

montre que la projection depuis L2 conserve la positivité.
Étant donné que Xn`1 ´Xn ě 0 nous avons aussi

Yn`1 ´ Yn ě 0 (36.115)

La suite de fonctions
n ÞÑ Yn “ EpXn|Fq (36.116)

est croissante et vérifie le théorème de la convergence monotone :
ż

A
X “ lim

nÑ8

ż

A
Xn “ lim

nÑ8

ż

A
EpXn|Fq “

ż

A
lim
nÑ8EpXn|Fq “

ż

A
Y. (36.117)

Par conséquent EpX|Fq existe et

Y “ lim
nÑ8EpXn|Fq “ EpX|Fq. (36.118)

NORMooHPHOooUuJWHR

36.52.
Vu la définition 36.51 nous pourrions croire que la variable aléatoire EpX|Fq “ X fait l’affaire. Il
n’en est rien parce que la variable aléatoire X n’est pas spécialement F-mesurable alors qu’il est
requis que EpX|Fq le soit. Avec la tribu F “ tH,Ωu, nous n’avons en général pas que X´1pBq P F
pour tout borélien B.

Par contre si σpXq est la tribu engendrée par la variable aléatoire X, alors E
`
X|σpXq˘ “ X.

DefooKIHPooMhvirn

Définition 36.53.
Soit Z une variable aléatoire. L’espérance conditionnelle « X sachant Z » est la variable aléa-
toire

EpX|Zq “ EpX|σpZqq (36.119)
où σpZq est la tribu engendrée par Z. Le membre de droite est une variable aléatoire définie
en 36.51.
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DEFooEYVCooCeyOXW

Définition 36.54.
Soient A P A un événement et F une sous-tribu de A. Nous définissons P pA|Fq par

P pA|Fq “ Ep1A|Fq. (36.120)

Notons que cela est une variable aléatoire et non un réel. Le membre de droite est l’espérance
conditionnelle de la variable aléatoire 1A par rapport à F définie en 36.51.

Et l’espérance conditionnelle d’un événement par rapport à une variable aléatoire est :

EpA|Xq “ E
`
A|σpXq˘. (36.121)

Proposition 36.55.
Soit un espace probabilisé pΩ,A, P q ainsi qu’une variable aléatoire X à valeurs dans Rd, et un
événement A. Alors

E
`
P pA|Xq˘ “ P pAq. (36.122)

Démonstration. Tout le point de la preuve est de remarquer que Ep1Aq “ Ep1A|Xq.
(1) La formule Ep1Aq “ Ep1A|Xq

La notation Ep1A|Xq est un raccourci pour écrire la variable aléatoire E
`
1A|σpXq

˘
. Cette

dernière est l’application Ω Ñ Rd telle que
ż

B
E
`
1A|σpXq

˘ “
ż

B
1A (36.123)

pour tout borélien B de Rd tout en étant σpXq-mesurable. Comme expliqué en 36.52, il est
tentant de dire E

`
1A|σpXq

˘ “ 1A, mais ce n’est pas le cas parce qu’il n’y a aucune raisons
que 1A soit une application σpXq-mesurable. Au niveau des espérances, par contre, l’égalité
tient :

E
`
Ep1A|Xq

˘ “
ż

Ω
Ep1A|Xq “

ż

Ω
1A “ Ep1Aq (36.124)

où nous avons utilisé le fait que Ω lui-même soit σpXq-mesurable.
(2) La preuve

Nous avons alors
P pAq “ Ep1Aq “ E

`
Ep1A|Xq

˘
, (36.125)

alors que Ep1A|Xq “ P pA|Xq. En mettant l’un dans l’autre :

P pAq “ E
`
P pA|Xq˘. (36.126)

PropRGcscXj

Proposition 36.56 (Transitivité de l’espérance conditionnelle).
Si B2 Ď B1 Ă A alors

E
´
EpX|B1q|B2

¯
“ EpX|B2q. (36.127)

Démonstration. Si B P B2, nous avons
ż

B
E
`
EpX|B1q|B2

˘
dP “

ż

B
EpX|B1qdP “

ż

B
XdP. (36.128)

La première égalité est la définition de l’espérance conditionnelle par rapport à B2. La seconde
égalité est celle de l’espérance conditionnelle par rapport à B1 et le fait que B P B2 Ă B1. Ce que
nous avons prouvé est que

E
`
EpX|B1q|B2

˘
(36.129)

est une variable aléatoire B2-mesurable vérifiant la condition
ż

B
E
`
EpX|B1q|B2

˘ “
ż

B
EpX|B2q (36.130)

pour tout B P B2. C’est donc EpX|B2q par la partie unicité du théorème 36.51.
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Proposition 36.57.
Soit pΩ,F , P q un espace de probabilité, soit A une sous tribu de F et X, une variable aléatoire F-
mesurable et intégrable. Alors la variable aléatoire EpX|Aq du théorème 36.51 est l’unique (presque
partout) variable aléatoire à être A-mesurable telle que nous ayons

E
`
EpX|AqY ˘ “ EpXY q. (36.131)

pour toute variable aléatoire Y A-mesurable.

Démonstration. Supposons pour commencer que Y soit une fonction simple positive, alors Y “řn
i“1 ai1Ei et nous avons

ż

Ω
EpX|Y q “

ÿ

i

ai

ż

Ei

EpX|Aq (36.132a)

“
ÿ

i

ai

ż

Ei

X (36.132b)

“
ż

Ω
XY. (36.132c)

Maintenant si Y est mesurable et bornée, elle est limite croissante de fonctions étagées bornées
(proposition 14.115) et le résultat tient par la convergence monotone, théorème 14.173.

Si Y n’est pas positive, nous séparons Y “ Y` ´ Y´.
Pour l’unicité, soit Z et Z 1 deux variables aléatoires telles que pour toute variable aléatoire Y ,ż

Ω
ZY “

ż

Ω
XY “

ż

Ω
Z 1Y. (36.133)

Si nous prenons Y “ 1tZ‰Z1u, nous avons

0 “
ż

Ω
pZ ´ Z 1q1Z‰Z1 “

ż

Z‰Z1

Z ´ Z 1, (36.134)

d’où le fait que P pZ ‰ Z 1q “ 0.

Si X est une variable aléatoire dont la tribu engendrée est indépendante de la tribu F , nous
voudrions que la connaissance de F n’influence pas la connaissance de X, c’est-à-dire que

EpX|Fq “ EpXq. (36.135)
Ce que nous avons est même mieux. Nous avons le lemme suivant qui dit que conditionner une
variable aléatoire par rapport à une tribu indépendante ne change pas notre connaissance de la
variable aléatoire.

LemxUZFPV

Lemme 36.58 ([422]).
Les tribus F1 et F2 sont indépendantes si et seulement si

EpU |F1q “ EpU |F2q “ EpUq (36.136)
pour toute variable aléatoire U étant F1-mesurable.

Ici, par EpUq nous entendons la variable aléatoire constante prenant la valeur numérique EpUq
en tout point de Ω.

Démonstration. Si F1 et F2 sont indépendantes, alors pour tout B P F2 nous avons EqGGqgxl

ż

B
UdP “ EpU1Bq (36.137a)

“ EpUqEp1Bq (36.137b)subeqBZWLNSsubeqBZWLNS

“ EpUq
ż

Ω
1BdP (36.137c)

“
ż

B
EpUqdP. (36.137d)

Justifications.
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— L’intégrale
ş
B UdP a un sens même si B P F2 alors que U est F1-mesurable. Le supremum

(14.461) définissant l’intégrale est tout de même bien défini, en particulier, l’ensemble sur
lequel on prend le supremum est non vide.

— Pour (36.137b), la variable aléatoire U est F1-mesurable (donc la tribu engendrée par U
est dans F1) alors que 1B est F2-mesurable. Les tribus engendrées étant indépendantes, les
variables aléatoires le sont et nous pouvons décomposer l’espérance.

Ce que montre le calcul (36.137) est que EpUq est une variable aléatoire F2-mesurable (parce que
constante) dont l’intégrale sur chaque élément de F2 vaut l’intégrale de U . Par la partie unicité du
théorème 36.51, nous déduisons que EpUq “ EpU |F2q.

Pour l’autre sens, écrivez-moi si vous avez une démonstration.
CorakyvMp

Corolaire 36.59.
Si X est une variable aléatoire et si F est une tribu, alors

E
`
EpX|Fq˘ “ EpXq. (36.138)

Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition (36.102) à B “ Ω :

E
`
EpX|Fq˘ “

ż

Ω
EpX|FqpωqdP pωq “

ż

Ω
XpωqdP pωq “ EpXq. (36.139)

Exemple 36.60.
Soient X1, X2 deux variables aléatoires à valeurs dans t0, 1u avec probabilité 1{2 et indépendantes.
Nous considérons S “ X1 `X2. La situation est modélisée par l’espace

Ω “ tp0, 0q, p0, 1q, p1, 0q, p1, 1qu (36.140)

et les variables aléatoires

Xipω1, ω2q “ ωi (36.141a)
Spω1, ω2q “ ω1 ` ω2. (36.141b)

Pour vérifier que de cette manière nous avons bien que X1 est indépendante de X2, nous commen-
çons par voir les tribus associées. Un ouvert de R soit contient 0 et 1, soit contient un seul des
deux soit n’en contient aucun des deux. En appliquant X´1

1 à chacune de ces quatre situations
nous voyons que la tribu σpX1q est

F1 “ σpX1q “
␣tp0, 0q, p0, 1qu, tp1, 0q, p1, 1qu,Ω,Hu. (36.142)

De la même façon nous avons

F2 “ σpX1q “
␣tp0, 0q, p1, 0qu, tp0, 1q, p1, 1qu,Ω,Hu. (36.143)

Nous posons

A0 “ tp0, 0q, p0, 1qu (36.144a)
A1 “ tp1, 0q, p1, 1qu (36.144b)
B0 “ tp0, 0q, p1, 0qu (36.144c)
B1 “ tp0, 1q, p1, 1qu. (36.144d)

Étant donné que Ai X Bj “ pi, jq, nous avons toujours que P pAi X Bjq “ 1
4 “ P pAiqP pBjq.

L’indépendance est donc assurée.
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Calculons l’espérance conditionnelle EpS|F1q. Une fonction F1-mesurable doit être constante
sur A0 et A1, donc l’espérance conditionnelle est une fonction constante sur A0 et A1 dont l’intégrale
sur ces ensembles est égale à l’intégrale de S. Nous avons en particulier

ż

A0

EpS|F1q “
ż

A0

S, (36.145)

c’est-à-dire
EpS|F1qp0, 0q ` EpS|F1qp0, 1q “ Sp0, 0q ` Sp0, 1q “ 1. (36.146)

Nous en concluons que EpS|F1qp0, 0q “ EpS|F1qp0, 1q “ 1
2 . Cela correspond à l’intuition que si on

est au point p0, 1q ou au point p0, 0q en ne sachant que X1, nous ne savons que le premier zéro, et
donc l’espérance de la somme est 1

2 .
Un calcul très similaire montre que

EpS|F1qp1, 0q “ EpS|F1qp1, 1q “ 3
2 . (36.147)

Cela correspond au fait qu’en ces points, nous ne savons que le fait que le premier tirage a donné
1, et donc que l’espérance est 3

2 .
Complétons ce tour d’horizon en mentionnant que la tribu engendrée par X1 et X2 est la tribu

des parties de Ω, de telle façon que l’espérance conditionnelle de S sachant X1 et X2 est égale à
S. △

PropRNBtfql

Proposition 36.61 ([422]).
Soit pΩ,A, P q un espace probabilisé et X,Y deux variables aléatoires sur Ω réelles. Soit B une sous-
tribu de A. Nous supposons que X P L1pΩ,A, P q, que Z P L8pΩ,B, P q et que XZ P L1pΩ, P q.
Alors

EpZX|Bq “ ZEpX|Bq (36.148)

presque surement.

Démonstration. Nous commençons par prouver que
ż

Ω
ZEpX|Bq “

ż

Ω
ZX. (36.149)EqNDQWIeaEqNDQWIea

Si Z “ 1B pour un ensemble B P B, alors cette égalité est vraie par définition de l’espérance
conditionnelle 11. Donc cette égalité est correcte tant que Z est une variable aléatoire B-mesurable
et étagée. Nous considérons alors, grâce au lemme 14.113, une suite Zn de variables aléatoires
étagées et B-mesurables avec |Zn| ă Z. Pour chaque n nous avons donc

ż

Ω
ZnX “

ż

Ω
ZnEpX|Bq. (36.150)EqNVpOSaHEqNVpOSaH

Notre idée est de passer à la limite. Vu que Z et Zn sont bornées (et donc intégrables sur Ω),
pour chaque n nous avons |ZnX| ď M |X| où M majore Z et donc tous les Zn de façon uniforme
vis-à-vis de n. Tout cela pour dire que le théorème de la convergence dominée fonctionne et que

lim
nÑ8

ż

Ω
ZnX “

ż

Ω
ZX. (36.151)

D’autre part vu que X P L1 et que Ω P B nous avons l’égalité
ş
ΩEpX|Bq “

ş
ΩX, ce qui prouve que

|EpX|Bq| est intégrable. Cela nous permet d’utiliser encore la convergence dominée avec l’inégalité
|ZnEpX|Bq| ďM |EpX|Bq| pour écrire

lim
nÑ8

ż

Ω
ZnEpX|Bq “

ż

Ω
ZEpX|Bq. (36.152)

11. Théorème 36.51.
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En passant à la limite des deux côtés de (36.150) nous avons donc
ż

Ω
ZEpX|Bq “

ż

Ω
ZX. (36.153)

L’égalité (36.149) est prouvée.
Nous passons maintenant à la preuve de l’égalité demandée : EpZX|Bq “ ZEpX|Bq. Pour cela

il faut montrer que pour tout B P B nous avons
ż

B
ZEpX|Bq “

ż

B
ZX. (36.154)

Cela n’est rien d’autre que l’égalité (36.149) que nous venons de prouver avec Z1B au lieu de
Z.

Proposition 36.62.
Soit une variable aléatoire réelle X P L1pΩ,A, P q. Pour toute variable aléatoire Y : Ω Ñ Rd, il
existe une fonction borélienne AY -mesurable h : Rd Ñ R telle que

EpX|Y q “ h ˝ Y. (36.155)

Démonstration. Nous utilisons le résultat de Doob (théorème 14.116). Par définition EpX|Y q est
une variable aléatoire réelle AY -mesurable, et il existe une fonction borélienne h : Rd Ñ R telle
que EpX|Y q “ h ˝ Y .

Cette fonction h : Rd Ñ R nous permet de définir

EpX|Z “ zq “ hpzq. (36.156)

Cela est l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire par rapport à une valeur donnée d’une
autre variable aléatoire.

DEFooOMLCooJgrbpx

Définition 36.63 (Espérence conditionnelle à un événement[744]).
Si X est une variable aléatoire et si A est un événement, nous définissons

EpX|Aq “ EpX1Aq
P pAq . (36.157)

Pour rappel, la définition de l’espérance d’une variable aléatoire est 36.22.
LEMooRTVBooCEeIxL

Lemme 36.64 ([1]).
Soit un espace de probabilité pΩ,F , P q. Nous considérons une variable aléatoire X à valeurs réelles,
prenant ses valeurs dans la partie dénombrable

t0u Y tykukPN (36.158)

avec yk ‰ 0. Si A est mesurable dans Ω, alors

EpX|Aq “
8ÿ

k“0
ykP pX “ yk|Aq, (36.159)

c’est-à-dire que nous prenons la somme sur les valeurs non nulles atteintes par X.

Démonstration. Nous partons de la définition 36.63 de l’espérance conditionnelle : EpX|Aq “
EpX1Aq{P pAq. La variable aléatoire X1A peut prendre les valeurs 0 et yk. Nous pouvons utiliser
le lemme 36.29 pour écrire

EpX1Aq “ 0ˆ P pX1A “ 0q `
8ÿ

k“0
ykP pX1A “ ykq “

8ÿ

k“0
ykP pX1A “ ykq. (36.160)EQooZSRJooZNtajKEQooZSRJooZNtajK
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Afin de traiter le dernier terme, nous prouvons que tX1A “ yku “ X´1pykq X A. En effet si
ω P tX1A “ yku, c’est que

Xpωq1Apωq “ yk. (36.161)

Mais dans notre cas, yk ‰ 0, donc 1Apωq “ 1, ce qui signifie ω P A. Donc ω P A et Xpωq “ yk, ce
qui signifie ω P X´1pykq XA. Nous avons donc

P pX1A “ ykq “ P
`
X´1pykq XA

˘
. (36.162)

En utilisant (à l’envers) la définition de la probabilité conditionnelle 36.43,

P pX1A “ ykq “ P
`
X´1pykq|A

˘
P pAq. (36.163)

En remettant ça dans (36.160) et dans la définition de EpX|Aq,

EpX|Aq “
ř8
k“0 ykP pX1A “ ykq

P pAq “ 1
P pAq

8ÿ

k“0
P pX “ yk|AqP pAq “

8ÿ

k“0
ykP pX “ yk|Aq (36.164)

36.2.10 Probabilité conditionnelle : tribu

Soit un espace probabilisé pΩ,A, P q.
LEMooXXTYooZCXiYr

Lemme 36.65.
Soit pBiqiPN une partition de Ω en éléments de A deux à deux disjoints tels que P pBiq ‰ 0. Soit F
la tribu engendrée par les Bi. Une variable aléatoire réelle est F-mesurable si et seulement si elle
est constante sur chaque Bi.

Proposition 36.66.
Soit pBiqiPN une partition de Ω en éléments de A deux à deux disjoints tels que P pBiq ‰ 0. Soit
F la tribu engendrée par les Bi. Soit une variable aléatoire X. Alors nous avons :

EpX|Fq “
ÿ

iPN

ˆ
1

P pBiq
ż

Bi

XdP

˙
1Bi . (36.165)EqCibwoGEqCibwoG

Démonstration. Si X est une variable aléatoire, alors la variable aléatoire EpX|Fq définie en 36.51
est une variable aléatoire F-mesurable et elle est donc constante sur les ensembles Bi par le
lemme 36.65 :

EpX|Fq “
ÿ

iPN
ai1Bi . (36.166)

Étant donné que, par construction, Bi est F-mesurable, nous avons
ż

Bi

XdP “
ż

Bi

EpX|Fq “
ÿ

j

aj

ż

Bi

1Bj “
ÿ

j

ajδijP pBjq “ aiP pBiq. (36.167)

Par conséquent
ai “ 1

P pBiq
ż

Bi

XdP (36.168)

et
EpX|Fq “

ÿ

iPN

ˆ
1

P pBiq
ż

Bi

XdP

˙
1Bi , (36.169)

ce qu’il fallait.

Notons que si B P A alors la tribu engendrée par B est aussi celle engendrée par la partition
tB, ABu de Ω. Cette circonstance nous permet d’aller plus loin.
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Proposition 36.67.
Soit un espace probabilisé pΩ,A, P q et un événement B P A avec sa tribu engendrée F “ σpBq.
Alors

Ep1A|Fq “ P pA|Bq1B ` P pA|ABq1AB. (36.170)

Démonstration. Nous allons particulariser la formule (36.165). Si B P A nous considérons la par-
tition tB, ABu de Ω et la tribu engendrée

F “ tH, B, AB,Ωu. (36.171)

La formule (36.165) devient

EpX|Fq “
ˆ

1
P pBq

ż

B
XdP

˙
1B `

ˆ
1

P pABq
ż

AB
XdP

˙
1AB. (36.172)

Si nous considérons A P A, nous écrivons cette égalité avec X “ 1A pour obtenir

Ep1A|Fq “ P pAXBq
P pBq 1B ` P pAX ABq

P pABq 1AB “ P pA|Bq1B ` P pA|ABq1AB (36.173)

parce que nous avons reconnu la probabilité conditionnelle P pA|Bq de la définition 36.43.

Remarque 36.68.
Le nombre P

`
A|σpBq˘ “ P

`
1A|σpBq

˘
n’est pas la probabilité conditionnelle de A sachant B.

Il nous reste à définir la probabilité conditionnelle d’un événement relativement à une variable
aléatoire.

DEFooFRLFooNvXuPK

Définition 36.69.
Si la variable aléatoire X est à valeurs discrètes, nous disons que P pA|Xq est la variable aléatoire
de valeur

P pA|Xqpωq “ P pA|X “ Xpωqq. (36.174)

Dans le cas d’une variable aléatoire à valeurs continues, cette définition ne fonctionne pas parce
que la condition X “ Xpωq est souvent de probabilité nulle, tandis que c’est toujours une mauvaise
idée de conditionner par rapport à un événement de probabilité nulle. C’est la base du paradoxe de
Borel. La bonne définition du conditionnement de l’événement A par rapport à la variable aléatoire
X est

DEFooIUJMooBAVtMW

Définition 36.70.
Si A est un événement et X une variable aléatoire à valeurs continues dans R, nous définissons

P pA|Xq “ P pA|σpXqq “ E
`
1A|σpXq

˘
. (36.175)

La première égalité est une notation. La seconde est la définition.

Cette définition s’appuie également sur la définition 36.51.

Proposition 36.71.
Si X est une variable aléatoire et si A est un événement, alors

E
`
P pA|Xq˘ “ P pAq. (36.176)

Démonstration. Nous commençons par le cas discret, c’est-à-dire X : Ω Ñ N. Nous notons pk “
P pX “ kq. En décomposant l’intégrale sur Ω par rapport à l’union disjointe

Ω “
ď

kPN
Ak “

ď

kPN
tω P Ω tel que Xpωq “ ku, (36.177)

http://en.wikipedia.org/wiki/Borel's_paradox
http://en.wikipedia.org/wiki/Borel's_paradox
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nous obtenons

E
`
P pA|Xq˘ “

ż

Ω
P pA|XqpωqdP pωq (36.178a)

“
8ÿ

k“0

ż

Ak

P pA|X “ XpωqqdP pωq (36.178b)

“
ÿ

k

ż

Ak

P pAXX “ kq
P pX “ kq dP pωq dans Ak, Xpωq “ k (36.178c)

“
ÿ

k

1
pk
P pAXX “ kq

ż

Ak

1dP pωq
looooomooooon
“P pAkq“pk

(36.178d)

“
ÿ

k

P pAXX “ kq (36.178e)

“ P pAq. (36.178f)

Nous devons maintenant prouver la propriété dans le cas où X prend des valeurs continues. Pour
cela il suffit d’appliquer le corolaire 36.59 :

E
`
Ep1A|σpAqq

˘ “ Ep1Aq “ P pAq. (36.179)

36.2.11 Variables de Rademacher indépendantes
SUBSECooWOOGooVxflVZ

Une variable aléatoire de Rademacher est une variable aléatoire qui prend les valeurs 1 et
´1 avec probabilité 1

2 . Nous pouvons en décrire une explicitement de la façon suivante. L’espace
probabilité est à deux éléments : Ω “ ta, bu avec la mesure P ptauq “ P ptbuq “ 1

2 . La variable
aléatoire est alors l’application X : Ω Ñ R donnée par Xpaq “ 1 et Xpbq “ ´1.

Soient X et Y deux variables aléatoires de Rademacher indépendantes. Cela donne Ω “ ta, bu2
et

Xpa, aq “ 1 Xpa, bq “ 1 Xpb, aq “ ´1 Xpb, bq “ ´1
Y pa, aq “ 1 Y pa, bq “ ´1 Y pb, aq “ 1 Y pb, bq “ ´1

(36.180)

Remarque 36.72.
Si une variable aléatoire d’un certain type est donnée par une application X : Ω Ñ R, pour
construire des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, il faut considérer les
variables aléatoires sur (au moins) le produit Ωˆ Ω muni de la mesure produit.

(1) Tribu du produit XY
Quelle est la tribu de la variable aléatoire produit XY ? Le produit XY peut prendre les
valeurs 1 et ´1. Nous avons

pXY q´1p1q “ tpa, aq, pb, bqu (36.181a)
pXY q´1p´1q “ tpa, bq, pb, aqu (36.181b)

La tribu est donc
σpXY q “ tΩ,H, A,Bu (36.182)

avec A “ tpa, aq, pb, bqu et B “ tpa, bq, pb, aqu.
(2) Calcul de EpX|XY q

La définition de l’espérance à calculer est le théorème 36.51. Pour chaque élément B de
σpXY q nous avons besoin de

ş
BX “ ş

B EpX|XY q. Nous notons V “ EpX|XY q pour alléger
la notation. Nous avons

4
ż

A
V “ V pa, aq ` V pb, bq (36.183)
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et
4
ż

A
X “ Xpa, aq `Xpb, bq “ 0. (36.184)

Pourquoi le facteur 4 ? Parce que sur Ω2 nous avons la mesure produit de celle que dont nous
avions parlé sur ta, bu. C’est la mesure d’équiprobabilité et donc chaque singleton a mesure
1{4. Pour plus de détails, il y a le théorème 14.241.
Nous en déduisons V pa, aq ` V pb, bq “ 0. Mais pour tout t P R nous avons V ´1ptq P σpXY q
parce que la contrainte est que V soit XY -mesurable. En particulier

V ´1`V pa, aq˘ (36.185)

est un mesurable qui contient pa, aq. C’est donc soit Ω, soit tpa, aq, pb, bqu. Dans les deux cas
nous avons V pa, aq “ V pb, bq et nous en déduisons V pa, aq “ V pb, bq “ 0.
En faisant de même avec

ş
B V “ V pa, bq ` V pb, aq nous déduisons V pa, bq “ V pb, aq “ 0 et

au final nous avons
EpX|XY q “ 0. (36.186)

Cette égalité signifie EpX|XY qpωq “ 0 pour tout ω P Ω2.
(3) Calcul de EpX|X ` Y q Il ne faudrait pas croire que, seulement parce que X a une es-

pérance nulle, nous trouverons une espérance nulle quel que soit le conditionnement. Juste
pour le plaisir, nous calculons EpX|X ` Y q.
La variable aléatoire X ` Y peut prendre trois valeurs : ´2, 0 et 2. La tribu engendrée par
X ` Y doit en particulier contenir A “ tpa, aqu, B “ tpb, bqu et C “ tpa, bq, pb, aqu.
Nous notons V “ E

`
X|σpX ` Y q˘. Vu que

ż

A
V “

ż

A
X, (36.187)

nous avons V pa, aq “ Xpa, aq “ 1. Même chose pour B qui donne V pb, bq “ Xpb, bq “ ´1.
En ce qui concerne l’intégrale sur C nous avons

V pa, bq ` V pb, aq “ Xpa, bq `Xpb, aq “ 0. (36.188)EQooGWDYooTNxYAgEQooGWDYooTNxYAg

Par ailleurs l’ensemble V ´1`V pa, bq˘ est un ensemble mesurable qui doit au moins contenir
pa, bq. Vu la tribu que nous avons, cela doit également contenir pb, aq, de telle sorte que
V pa, bq “ V pb, aq. La relation (36.188) nous permet alors de conclure que V pa, bq “ V pb, aq “
0.
Quoi qu’il en soit, l’espérance conditionnelle EpX|X ` Y q n’est pas nulle.

(4) Calcul de EpXY |σpXY qq . Celle-là, elle est facile par 36.52 : c’est XY .

Nous aurions pu croire que si X et Y sont indépendantes, alors

EpXY |Aq “ EpX|AqEpY |Aq. (36.189)EQooHSVCooAcgRhwEQooHSVCooAcgRhw

L’exemple que nous venons de faire montre qu’il n’en est rien.

Exemple 36.73 ([745]).
Un autre exemple, peut-être plus simple, pour contredire l’équation (36.189). Soient X et Y des
expériences indépendantes de pile ou face non truquées. Les résultats sont représentés par 0 et 1.
Nous notons A la tribu engendrée par l’événement « les résultats des deux lancers sont différents » ;
c’est-à-dire la tribu engendrée par l’événement A “ p1, 0q, p1, 0q. La variable aléatoire X et la tribu
A sont indépendants (définition 36.6), donc, donc EpX|Aq “ EpXq “ 1{2. Pareil pour Y. En
revanche, le produit XY est nul sur A donc EpXY |Aq aussi. Ça ne peut donc être égal à la
constante 1{4 “ p1{2q2. △
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36.2.12 Un petit paradoxe
subSecGXVYooTDdZaB

Attention : ce qui est écrit ici est ma réflexion personnelle sur le sujet. Merci de me dire si je
me trompe.

Soit une famille dont vous savez seulement qu’il y a exactement deux enfants. Trois situations :ITEMooNUPAooWCXwBE

(1) Vous frappez, une fille ouvre la porte et dit « Bonjour, je suis l’aînée ». Quelle est la probabilité
que l’autre enfant soit une fille ? ITEMooBGIWooLnVCpm

(2) Vous frappez, une fille ouvre la porte et dit « Bonjour ». Quelle est la probabilité que l’autre
enfant soit une fille ? ITEMooCBNSooMaIwwB

(3) Vous demandez aux parents si il y a au moins une fille, ils répondent « oui ». Quelle est la
probabilité que les deux enfants soient des filles ?

Dans les trois cas l’intuition dit que la probabilité est 1{2. Il semble que de plus la (2) et la (3)
soient les mêmes parce que l’on sait qu’il y a une fille et on se demande quelle est la probabilité
qu’il y ait deux filles.

Nous allons voir ça de plus près.

36.2.12.1 « Bonjour, je suis l’aînée »

Résolution Si nous notons X0 et X1 les variables aléatoires donnant le sexe des deux enfants,
ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, avec P pXi “ fq “ 1

2 .
La formule (36.75) de la probabilité conditionnelle ainsi que l’indépendance donnent :

P pX1 “ f |X2 “ fq “ P pX1 “ f,X2 “ fq
P pX2 “ fq . (36.190)

Le numérateur vaut 1
4 et le dénominateur vaut 1

2 ; le résultat vaut 1
2 . Fin de l’histoire.

Simulation Voici un petit programme qui simule la situation. Il retourne clairement 1{2.

1 # ! / usr / bin / p y t h o n 3
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous f r a p p e z à la porte d ’ une f a m i l l e qui a deux e n f a n t s . Une Ðâ

fille ouvre la porte et vous dit " Je suis l ’ aînée ".
6 Q u e l l e est la p r o b a b i l i t é que l ’ autre soit une fille ?
7 """
8

9

10 i m p o r t random
11

12 def famille ():
13 """
14 r e t u r n a pair of ’f ’ and ’g ’.
15 """
16 a=[ random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] )]
17 a. append ( random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] ))
18 r e t u r n a
19

20 def toctoc ():
21 """
22 - C r e a t e a f a m i l y with two c h i l d r e n .
23 - Pick the s e c o n d one , the elder .
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24 - if it is a ’g ’, r e t u r n None .
25 - if it is a ’f ’, r e t u r n the other one .
26 """
27 F= famille ()
28 if F[1] != ’f ’:
29 r e t u r n None
30 else :
31 if F[0]== ’f ’:
32 r e t u r n 1
33 else :
34 r e t u r n 0
35

36 N_girl_opens =0
37 N_girl_other =0
38 for k in range (1 ,10000):
39 res= toctoc ()
40 if res is not None:
41 N_girl_opens = N_girl_opens +1
42 N_girl_other = N_girl_other + res
43

44 proba= N_girl_other / N_girl_opens
45 print (proba) # ~0.5 , i n t u i t i v e l y c o r r e c t .

tex/sage/simul_famille_aine.py

36.2.12.2 « Bonjour »

Nous frappons à la porte, une fille ouvre en disant « bonjour », sans préciser si elle est la
première ou la seconde. Quelle est la probabilité que l’autre soit une fille ? Naïvement on croirait
que la probabilité est également 1

2 .
Un raisonnement moins naïf montre le contraire.
Et nous allons voir qu’un raisonnement encore moins naïf montre que la probabilité est bien 1

2 .

Premier raisonnement (incorrect) Voici le raisonnement qui est, à mon avis, faux. Vu que
l’enfant qui ouvre la porte est une fille, la famille a une des compositions suivantes : fg, ff ou
gf . Le cas où une fille ouvre la porte et que l’autre est également une fille est seulement le cas ff
dont la probabilité est 1

3 .
Pour justifier cela nous considérons le couple de variables aléatoires pX1, X2q et le condition-

nement A “ tX1 “ fu Y tX2 “ fu : évidemment P pAq “ 3
4 . Nous calculons facilement la loi du

couple pX1, X2q conditionné à A :

P pX1 “ f,X2 “ f |Aq “ P ptX1 “ f,X2 “ fu XAq
P pAq “ 1{4

3{4 “
1
3 . (36.191)

Donc sachant A, la probabilité que la famille soit constituée de deux filles est 1
3 .

Comment faire mieux ? Ce calcul semble être correct, mais il ne l’est pas. Ce raisonnement
fait l’hypothèse implicite que l’espace probabilisé décrivant la situation contient deux variables
aléatoires X1 et X2 représentant les deux enfants. Or nous avons bien trois événements aléatoires
dans l’histoires : le sexe des deux enfants et le choix de l’enfant qui ouvre la porte.

Certes, nous pouvons penser que cette troisième variable aléatoire ne change rien. Oui oui, on
peut le penser. Mais ici, on ne doit pas penser, on doit démontrer.

Nous allons donc rédiger un calcul complet, en introduisant toutes les variables aléatoires, et
en décrivant correctement l’espace probabilisé Ω et la mesure de probabilité P .



2618 CHAPITRE 36. VARIABLES ALÉATOIRES ET THÉORIE DES PROBABILITÉS

Peut-être que ça ne changera rien. Ou peut-être pas. Mais au moins nous serons surs d’avoir
résolu le problème correctement.

La vraie réponse Nous considérons les variables aléatoiresX0, X1 : ΩE Ñ tf, gu avec probabilité
1
2 . De plus nous considérons une nouvelle variable aléatoire qui donne le numéro de l’enfant qui
ouvre la porte :

σ : ΩC Ñ t1, 2u. (36.192)

Notre espace de probabilité est donc l’ensemble Ω “ tf, gu ˆ tf, gu ˆ 0, 1 sur lequel nous
considérons la mesure d’équiprobabilité 12.

Nous introduisons les variables aléatoires 13

X1 : Ω Ñ tf, gu
ps1, s2, nq ÞÑ s1

(36.193)

et
X2 : Ω Ñ tf, gu

ps1, s2, nq ÞÑ s2
(36.194)

et
σ : Ω Ñ t1, 2u

ps1, s2, nq ÞÑ n
(36.195)

Nous devons calculer

P
`
X1´σ “ f |Xσ “ f

˘ “ P
`
X1´σ “ f,Xσ “ f

˘

P pXσ “ fq . (36.196)

Pour être explicite jusqu’au bout, nous énumérons tous les éléments de Ω :

(1) g, g, 0
(2) g, g, 1

(3) g, f, 0
(4) g, f, 1

(5) f, g, 0
(6) f, g, 1

(7) f, f, 0
(8) f, f, 1.

Et tant qu’à être explicite, l’événement vulgairement noté tXσ “ fu est la partie

tXσ “ fu “ tω P Ω tel que Xσpωqpωq “ fu (36.197a)
“ tps1, s2, nq tel que Xnps1, s2, nq “ fu (36.197b)
“ tps1, s2, nq tel que sn “ fu. (36.197c)

Méditez la dernière égalité ; elle n’est pas totalement indispensable au raisonnement, mais elle est
cool.

Nous avons
tXσ “ fu “ tpg, f, 1q, pf, g, 0q, pf, f, 0q, pf, f, 1qu. (36.198)

et
tX1´σ “ fu X tXσ “ fu “ tpf, f, 0q, pf, f, 1qu. (36.199)

Donc
P
`
X1´σ “ f,Xσ “ f

˘ “ 2
8 “

1
4 (36.200)

et
P pXσ “ fq “ 4

8 “
1
2 . (36.201)

Au final,
P
`
X1´σ “ f |Xσ “ f

˘ “ 1{4
1{2 “

2
4 “

1
2 . (36.202)

12. C’est une hypothèse forte faisant appel d’un part ce que l’on sait de la reproduction humaine, et d’autre part
ce que l’on sait de la sociologie de deux enfants qui entendent une sonnette.

13. Sur Ω, sur tf, gu et sur t0, 1u nous mettons la tribu des parties. Vérifiez que X1, X2 et σ sont mesurables.
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Simulation Vous avez encore un doute ? Faites tourner la simulation suivante :

1 # ! / usr / bin / p y t h o n 3
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous f r a p p e z à la porte d ’ une f a m i l l e qui a deux e n f a n t s . Une Ðâ

fille ouvre la porte .
6 Q u e l l e est la p r o b a b i l i t é que l ’ autre soit une fille ?
7 """
8

9

10 i m p o r t random
11

12 def famille ():
13 """
14 r e t u r n a pair of ’f ’ and ’g ’
15 """
16 a=[ random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] )]
17 a. append ( random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] ))
18 r e t u r n a
19

20 def toctoc ():
21 """
22 - C r e a t e a f a m i l y with two c h i l d r e n .
23 - C h o o s e one ( the one who opens the door )
24 - if it is a ’g ’, r e t u r n None .
25 - if it is a ’f ’, r e t u r n the other one .
26 """
27 F= famille ()
28 s= random . choice ([0 ,1])
29 if F[s] != ’f ’:
30 r e t u r n None
31 else :
32 t=(s+1) %2
33 if F[t]== ’f ’:
34 r e t u r n 1
35 else :
36 r e t u r n 0
37

38 N_girl_opens =0
39 N_girl_other =0
40 for k in range (1 ,10000):
41 res= toctoc ()
42 if res is not None:
43 N_girl_opens = N_girl_opens +1
44 N_girl_other = N_girl_other + res
45

46 proba= N_girl_other / N_girl_opens
47 print (proba) # ~0.5 , i n t u i t i v e l y c o r r e c t .

tex/sage/simul_famille_simple.py

Le faisant tourner, la réponse est sans appel : la fréquence observée est beaucoup plus proche
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de 0.5 que de 0.33 ou 0.66.

36.2.12.3 Le parent qui répond aux questions

Nous avons une famille de deux enfants dont nous savons qu’au moins un des deux est une fille.
Quelle est la probabilité que la famille contienne deux filles ? Cela est à priori la même question
que celle où une fille ouvre la porte sans dire si elle est l’aînée ou non.

Simulation Commençons par la simulation :

1 # ! / usr / bin / p y t h o n 3
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 """
5 Vous savez qu ’ une f a m i l l e a deux e n f a n t s .
6 Vous d e m a n d e z à un p a r e n t si il y a une fille .
7 R é p o n s e : Oui .
8 Q u e s t i o n : q u e l l e est la p r o b a b i l i t é que ce s o i e n t deux f i l l e s ?
9 """

10

11

12 i m p o r t random
13

14 def famille ():
15 """
16 r e t u r n a pair of ’f ’ and ’g ’.
17 """
18 a=[ random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] )]
19 a. append ( random . choice ( [ ’g ’, ’f ’] ))
20 r e t u r n a
21

22 def toctoc ():
23 """
24 - C r e a t e a f a m i l y with two c h i l d r e n .
25 - If ’ gg ’, there are no girls -> r e t u r n None
26 - If ’ gf ’, there is a girl but the other is a boy -> 0
27 - If ’ fg ’, there is a girl but the other is a boy -> 0
28 - If ’ ff ’, there is a girl and the other is a girl -> 1
29 """
30 F= famille ()
31 if F==[ ’g ’, ’g ’] :
32 r e t u r n None
33 if F==[ ’g ’, ’f ’]:
34 r e t u r n 0
35 if F==[ ’f ’, ’g ’]:
36 r e t u r n 0
37 if F==[ ’f ’, ’f ’]:
38 r e t u r n 1
39

40 N_at_least_one_girl =0
41 N_two_girls =0
42 for k in range (1 ,10000):
43 res= toctoc ()
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44 if res is not None:
45 N_at_least_one_girl = N_at_least_one_girl +1
46 N_two_girls = N_two_girls +res
47

48 proba= N_two_girls / N_at_least_one_girl
49 print (proba) # ~ 0 . 3 3 3 . B e w a r e !

tex/sage/simul_famille_une_fille.py

Et là, bing, la réponse est clairement plutôt 0.33 que 0.5.

Résolution Nous avons les variables aléatoiresX1 etX2 qui valent 0 ou 1 suivant que l’enfant soit
une fille ou un garçon ; ce sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Nous définissons la variable aléatoire somme

S “ X1 `X2 (36.203)

qui compte le nombre de filles. La question est de calculer

P pS “ 2|S ě 1q “ P pS “ 2X S ě 1q
P pS ě 1q “ P pS “ 2q

P pS ě 1q . (36.204)

L’événement S “ 2 est réduit au singleton tffu et sa probabilité est 1
4 . Au contraire l’événement

S ě 1 est l’ensemble tfg, gf, ffu et sa probabilité est 3
4 . Nous avons donc

P pS “ 2|S ě 1q “ 1{4
3{4 “

1
3 . (36.205)

Et là, la réponse est 1{3 et non 1{2 comme d’aucuns auraient pu le croire.

Précision Notons que l’événement S ě 1 n’est pas le même que l’événement Xσ “ f . En effet

S ě 1 “ tpff, 1q, pff, 2q, pfg, 1q, pfg, 2q, pgf, 1q, pgf, 2qu (36.206)

tandis que
tXσ “ fu “ tpff, 1q, pff, 2q, pfg, 1q, pgf, 2qu. (36.207)

36.2.12.4 Conclusion

L’internet regorge de sites discutant du paradoxe des deux enfants 14.
Beaucoup insistent sur le fait que non seulement certaines informations apparemment anodines

sont importantes, mais en plus la façon dont on obtient l’information est importante. Dans la
situation « une fille ouvre », nous obtenons l’information « il y a au moins une fille » en en voyant
une ; dans la situation « la parent dit qu’il y a au moins une fille », nous obtenons l’information
« il y a au moins une fille » de façon plus « pure ».

Personnellement je ne souscris pas vraiment à cette façon de penser. Le fait est que la formule

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq (36.208)

n’est pas seulement une formule dans laquelle il faut remplacer A par « la question » et B par « ce
qu’on sait ». Il faut également remplacer P par « la bonne » mesure de probabilité.

Il est important de construire le bon espace de probabilité, avec la bonne mesure. Et pour
cela, il faut bien s’assurer d’introduire une variable aléatoire pour chaque événement aléatoire se
produisant dans l’histoire.

14. Par exemple [746].
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36.2.12.5 Une analogie

Imaginez un parc de jeux réservée aux familles de deux enfants dont au moins une fille. Le
videur à l’entrée a (au moins) trois stratégies possibles pour ne laisser entrer que les familles
contenant au moins une fille.

(1) Regarder l’ensemble de la famille, et ne laisser entrer que les familles ayant au moins une
fille.

(2) Ne regarder que l’aîné et ne laisser entrer que les familles dont l’aîné est une fille.
ITEMooRKUAooGtfavc

(3) Prendre un des deux enfants au hasard et ne laisser rentrer la famille que si cet enfant est
une fille.

Je vous laisse déterminer à quel scénario correspondent ces trois stratégies. Notez que la stra-
tégie (3) contient un énorme biais de sélection : la moitié des familles fille-garçon et garçon-fille
sont supprimées, alors que toutes les familles fille-fille entrent.

36.2.12.6 La belle au bois dormant

Vous avez aimé les questions avec les filles qui ouvrent la porte ? Vous trouvez que Monty Hall
est trop facile ?

Cadeau de numperphile : « Sleeping Beauty Paradox » https://www.youtube.com/watch?v=
cW27QJYNXtU

36.2.13 Inégalité de Jensen
PropABtKbBo

Proposition 36.74 (Inégalité de Jensen).
Soit g une fonction convexe 15 sur R et une variable aléatoire Y P L1pΩ,A, P q telle que g ˝ Y soit
également L1. Alors

g
`
EpY |Fq˘ ď E

`pg ˝ Y q|F˘
. (36.209)

Démonstration. La convexité de g et la proposition 17.95 nous donnent deux suites panq et pbnq
dans R telles que pour tout x P R,

gpxq “ sup
nPN
panx` bnq. (36.210)

Nous avons alors
anEpY |Fq ` bn p.s.“ E

`
anY ` bn|F

˘ ď Epg ˝ Y |Fq. (36.211)EqVAvCziGEqVAvCziG

L’inégalité est due au fait que g˝Y est le supremum sur les n de anY `bn. Pour chaque n, l’inégalité
(36.211) est fausse sur un ensemble de mesure nulle Rn Ă Ω. L’union

R “
ď

nPN
Rn (36.212)

est encore de mesure nulle. Sur ΩzR, nous avons

anEpY |Fq ` bn ď Epg ˝ Y |Fq. (36.213)

Vu que cela est vrai presque partout et pour tout n nous passons au supremum et nous avons
encore presque partout l’inégalité

sup
nPN

`
anEpY |Fq ` bn

˘ ď Epg ˝ Y |Fq. (36.214)

Si nous ne nous intéressons pas à EpY |Fq mais seulement à EpY q, alors une démonstration
plus simple est donnée sur Wikipédia[747].

15. Définition 17.80.

https://www.youtube.com/watch?v=cW27QJYNXtU
https://www.youtube.com/watch?v=cW27QJYNXtU
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36.2.14 Fonction de répartition
DefooYAZVooNdxDCx

Définition 36.75.
Si X est une variable aléatoire réelle, nous définissons sa fonction de répartition par

FX : RÑ r0, 1s
FXpxq “ P pX ď xq. (36.215)

Remarque 36.76.
La fonction de répartition est discontinue en a si P pX “ aq ą 0. En particulier nous ne pouvons
pas dire

P pX ě aq “ 1´ FXpaq. (36.216)
LEMooMNXJooBdGXWg

Lemme 36.77.
La fonction de répartition de la loi exponentielle est

F pxq “ 1´ e´λx, (36.217)

36.2.15 Fonction caractéristique
DefooEIVXooNtHLQQ

Définition 36.78.
La fonction caractéristique de la variable aléatoire X : Ω Ñ R est la fonction réelle définie par

ΦXptq “ EpeitXq. (36.218)

Une autre façon d’écrire la définition est

ΦXptq “
ż

R

eitXdPXpxq, (36.219)

ou encore, si X a une densité fX ,

ΦXptq “
ż

R

eitxfXpxqdx (36.220)EqFnCaractfncadensEqFnCaractfncadens

Nous reconnaissons la transformée de Fourier :

ΦXptq “ f̂Xp´t{2πq. (36.221)
PropDerFnCaract

Proposition 36.79.
Soit X une variable aléatoire qui accepte un moment 16 d’ordre r ě 1. Alors la fonction caracté-
ristique ΦX est r fois continument dérivable et

Φprq
X ptq “ E

`piXqreitX˘. (36.222)EQooVOZTooFDkWjdEQooVOZTooFDkWjd

Démonstration. Nous étudions la fonction

Φptq “
ż

Ω
eitXpωqdP pωq. (36.223)

Nous prouvons par récurrence que Φ est r fois dérivable et que

Φpkqptq “ E
`piXqkeitX˘ (36.224)

pour tout ď r.

16. Définition 36.27.
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Lorsque r “ 0 c’est immédiat. Supposons que la récurrence soit correcte pour k ă r, et prouvons
pour k ` 1. Par hypothèse de récurrence,

Φpkqptq “ E
`piXqkeitX˘ “

ż

Ω

`
iXpωq˘keitXpωqdω. (36.225)

Nous posons
f : Rˆ Ω Ñ R

pt, ωq ÞÑ `
iXpωq˘keitXpωq,

(36.226)

et nous vérifions que ce f satisfait aux hypothèses du théorème 17.19.
(1) ft P LpΩq Pour chaque t fixé, nous posons ftpωq “ fpt, ωq. Cette application est dans L1pΩq

parce que
|ftpωq| “ |Xpωq|k. (36.227)

La proposition 36.28 nous enseigne que X a un moment d’ordre k. Donc l’intégrale de |ft|
existe et est finie.

(2) Majoration En posant Gpωq “ |Xpωq|k`1 nous avons G P L1pΩq parce que k ` 1 ď r et
que X a des moments finis à tous les ordres jusqu’à r. Et G vérifie aussi

|pBtfqpt, ωq| “
ˇ̌`
iXpωq˘k`1

eitXpωq ˇ̌ “ |Xpωq|k`1. (36.228)

Toutes les hypothèses étant vérifiées, nous avons

Φpk`1qptq “ d

dt
rfpt, ωqst“0 “

ż

Ω
pBtfqpt, ωqdω “ E

`piXqk`1eitX
˘
, (36.229)

ce qu’il fallait.

Exemple 36.80.
Sachant la fonction caractéristique de X, nous pouvons calculer les moments. Par exemple en
posant r “ 2 et t “ 0 dans la formule (36.222) nous avons

EpX2q “ ´Φ2
Xp0q. (36.230)

△
ThonMxtTy

Théorème 36.81.
Si ΦX “ ΦY , alors PX “ PY .

Notons que cela n’implique pas que X “ Y . En effet X et Y peuvent même être définis sur des
espaces probabilisés différents.

Dans le cas d’une variable aléatoire vectorielle, nous définissons ΦX : Rd Ñ R par

ΦXpvq “ E
`
eixv,Xy˘ (36.231)EqydvDxgEqydvDxg

36.2.16 Fonction génératrice des moments, transformée de Laplace

Soit X une variable aléatoire. Sa transformée de Laplace ou fonction génératrice des
moments est la fonction

MXptq “ EpetXq (36.232)
pour chaque t tel que cette espérance existe.

Théorème 36.82 ([748]).
Soit X une variable aléatoire réelle et

IX “ tt P R tel que EpetXq existeu. (36.233)

La fonction
MX : IX Ñ R

t ÞÑ EpetXq (36.234)

est la transformée de Laplace de X.
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(1) IX est un intervalle contenant 0.
(2) Si IX n’est pas réduit à t0u alors MX se développe en série entière

MXptq “
8ÿ

n“0

EpXnq
n! tn. (36.235)

(3) Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes, alors IX`Y “ IX X IY et

MX`Y “MXMY (36.236)

sur IX`Y .

Démonstration. Le fait que 0 soit dans IX est évident : Ep1q “ 1. Pour montrer que IX est un
intervalle nous prenons z P IX et 0 ă s ă z ou z ă s ă 0, puis nous montrons que s P IX . Il faut
remarquer que dans tous les cas,

esX ď 1` ezX . (36.237)
En effet soit sX et zX sont tous deux à gauche de zéro et alors ils sont tous deux plus petit que
1 ; soit ils sont tous deux à droite de 0 et alors ezX ą esX par croissance de l’exponentielle. Nous
avons donc dans tous les cas que

EpesXq “
ż

R

fXpxqesXdx ď
ż

R

fXpxqp1` ezxq “ 1` EpezXq. (36.238)

Soit maintenant a ą 0 tel que r´a, as Ă IX . Étant donné que ea|X| ă eaXe´aX , l’espérance
Epea|X|q existe toujours pour |t|. Nous avons

ˇ̌
ˇ̌
ˇMXptq ´

Nÿ

n“0

EpXnq
n! tn

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇE

´
etX ´

Nÿ

n“0

Xn

n! t
n
¯ˇ̌ˇ̌
ˇ (36.239a)

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇE

´ 8ÿ

n“N`1

Xn

n! t
n
¯ˇ̌ˇ̌
ˇ (36.239b)

ď E

˜ 8ÿ

n“N`1

|tX|n
n!

¸
. (36.239c)

Maintenant le but est de prendre la limite N Ñ 8 en inversant la limite et l’espérance par le
théorème de la convergence dominée (14.202). L’intégrale à traiter est

lim
NÑ8

ż

Ω

8ÿ

n“N`1

|tXpωq|n
n! dP pωq. (36.240)

L’intégrande est uniformément borné (en N) par etXpωq, qui est intégrable par hypothèse (choix
de t). Du coup

lim
NÑ8

ż

Ω

8ÿ

n“N`1

|tXpωq|n
n! dP pωq “ E

˜
lim
NÑ8

8ÿ

n“N`1

|tX|n
n!

¸
“ 0. (36.241)

36.2.17 Loi d’une variable aléatoire
DEFooBKJVooRJdMeA

Proposition-Définition 36.83 (Loi d’une variable aléatoire[749]).
Soient un espace probabilisé pΩ,F , P q ainsi qu’une variable aléatoire X : Ω Ñ Rn. En définissant

PX : BorpRnq Ñ R`

B ÞÑ pP ˝X´1qpBq, (36.242)

le triple pRn,BorpRnq, PXq est un espace probabilisé.
La mesure PX est la loi de la variable aléatoire X
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LEMooHVFJooBDZYnT

Lemme 36.84.
Soient un espace de probabilité pΩ,A, P q ainsi qu’une variable aléatoire X : Ω Ñ Rn. Nous consi-
dérons un autre espace probabilisé pS,AS , µq ainsi que l’application

Y : Ωˆ S Ñ Rn

pω, sq ÞÑ Xpωq. (36.243)

Alors : ITEMooDSIKooSqdyJb

(1) L’application Y est une variable aléatoire sur 17 `
Ωˆ S,AbAS , P b µ

˘
.

ITEMooQMMHooPcGKoD

(2) La loi de Y est la même 18 que celle de X.

Démonstration. Tout repose sur le fait que Y soit la même chose que X, mais « diagonalisé » sur
S. Commençons par prouver que si B Ă Rn, alors Y ´1pBq “ X´1pBq ˆ S.

(1) Dans un sens Soit pω, sq P X´1pBqˆS. Alors Y pω, sq “ Xpωq P B. Nous avons donc bien
X´1pBq ˆ S Ă Y ´1pBq.

(2) Dans l’autre sens Soit pω, sq P Y ´1pBq. Nous avons Xpωq “ Y pω, sq P B, donc ω P
X´1pBq et donc pω, sq P X´1pBq ˆ S.

Passons maintenant à la preuve proprement dite.
(1) Pour (1) Soit un borélien B Ă Rn. Nous avons Y ´1pBq “ X´1pBqˆS. La partie X´1pBq

est un borélien de Ω, et S est un borélien de S. Donc X´1pBq ˆ S est un borélien de Ωˆ S.
L’application Y est donc mesurable. Elle est une variable aléatoire.

(2) Pour (2) Soit un borélien B de Rn. Nous avons

PY pBq “ pP b µq
`
Y ´1pBq˘ (36.244a)

“ pP b µq`X´1pBq ˆ S˘ (36.244b)
“ P

`
X´1pBq˘µpSq (36.244c)

“ P
`
X´1pBq˘ (36.244d)

“ PXpBq. (36.244e)

Nous avons utilisé le fait que µpSq “ 1.

La proposition suivante permet de calculer en pratique les intégrales qui définissent par exemple
l’espérance mathématique d’une variable aléatoire.

PropintdPintdPXeR

Proposition 36.85 (Théorème de transfert[751]).
Si X : Ω Ñ Rd est une variable aléatoire, alors dès que f : Rd Ñ R̄ est telle qu’une des deux
intégrales existe,

Epf ˝Xq “
ż

Ω
f
`
Xpωq˘dP pωq “

ż

Rd

fpxqdPXpxq (36.245)

où PX est la loi de X 19.
En particulier, ça marche si f est borélienne.

En utilisant cette proposition nous trouvons une formule pratique pour l’espérance d’une va-
riable aléatoire réelle :

EpXq “
ż

Ω
XpωqdP pωq “

ż

R

xdPXpxq, (36.246)

en vertu de la proposition 36.85 appliquée à la fonction fpxq “ x.

17. Produit de tribus, définition 14.124 ; produit de mesure, définition 14.241.
18. La même ; pas seulement la même à abus de notation près. Ce lemme est une partie du bout manquant dont

il est question dans [750].
19. Définition 36.83.
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PROPooNNTNooOmCLvy

Proposition 36.86.
Une variable aléatoire réelle X est intégrable si et seulement si P px “ ˘8q “ 0 et

ż

R

|x|dPXpxq ă 8. (36.247)

Le lien entre la densité fX de la variable aléatoire X et sa loi est

PXpAq “
ż

A
fXpxqdx (36.248)

pour tout ensemble mesurable A Ă R. Le lien entre la mesure de Lebesgue et celle de la loi de X
est alors donné par

dPXpxq “ fXpxqdx. (36.249)

En particulier l’espérance de X peut être calculée à partir de sa densité via la formule

EpXq “
ż

R

xdPXpxq “
ż

R

xfXpxqdx. (36.250)EqEspDensformEqEspDensform

LEMooYVJAooXUkRTh

Lemme 36.87.
Soit une variable aléatoire X : Ω Ñ Rn de densité gX . ITEMooBUWNooJkiRPp

(1) Nous avons
EpXq “

ż

Rn

xgXpxqdx. (36.251)
ITEMooKZHAooKQQmno

(2) Si la fonction f : Rn Ñ R̄ est borélienne, alors

Epf ˝Xq “
ż

Rn

fpxqgXpxqdx. (36.252)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 36.88
Je n’ai pas vérifié le lemme 36.87. Écrivez-moi si vous en connaissez une démonstration, ou si
vous croyez qu’il est faux.

À mon avis le point (1) est une variation autour de (36.250) et (2) utilise ça et le théorème de
transfert 36.85.

LEMooAVTFooIQRvop

Lemme 36.89.
Soient des variables aléatoires Xi : Ω Ñ Rn (i “ 1, . . . , n). Nous supposons qu’il existe une appli-
cation g : Rn Ñ R telle que

E
`
fpX1, . . . , Xnq

˘ “
ż

Rn

fpxqgpxqdx (36.253)

pour tout fonction borélienne f : Rn Ñ R.
Alors g est une densité pour la variable aléatoire pX1, . . . , Xnq : Ω Ñ R.

PROPooNYNUooTCJgpl

Proposition 36.90 ([752]).
Soient des variables aléatoires Xi : Ω Ñ R (i “ 1, . . . , n). Nous posons Z “ pX1, . . . , Xnq et nous
supposons que Z est une variable aléatoire à densité notée fZ .

Alors les Xi sont à densité et les densités de Xi sont

fiptq “
ż

Rn´1
fZpx1, . . . , t, xi`1, . . . , xnqdx1, . . . , dxi´1dxi`1 . . . dxn. (36.254)

PROPooVUTLooDPdhxK

Proposition 36.91.
Soient des variables aléatoires à densité Xi : Ω Ñ R (i “ 1, . . . , n) ; nous notons fi leurs densités.
Nous posons Z “ pX1, . . . , Xnq.
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(1) La variable aléatoire Z est à densité. ITEMooUQEFooAAFXJY

(2) Les variables aléatoires Xi sont indépendantes si et seulement si fZ “śn
i“1 fi.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 36.92
Je n’ai pas vérifié si cette proposition est vraie. Écrivez-moi si vous connaissez une démonstration,
ou si vous savez que c’est faux.

36.2.18 Changement de variables
THOooDSTYooXMWfNw

Théorème 36.93.
Soit O, un ouvert de Rn et O1 un ouvert de Rm ainsi qu’un difféomorphisme C1 φ : O Ñ O1. Soit
X : Ω Ñ Rn une variable aléatoire prenant presque surement ses valeurs dans O. Si nous supposons
que X a la densité fX , alors la variable aléatoire Y “ φpXq accepte la densité fY : O1 Ñ R donnée
par

fY pvq “ fX
`
φ´1pvq˘|Jφ´1pvq|. (36.255)

Démonstration. Nous devons vérifier la relation

P pY P Bq “
ż

B
fY pvqdv (36.256)

pour tout borélien B Ă O1. Nous avons

P pY P Bq “
ż

Rm

1BpvqdPY pvq (36.257a)

“ Ep1B ˝ Y q (36.257b)
“ E

`p1B ˝ φq ˝X
˘

(36.257c)

“
ż

Rn

p1B ˝ φqpuqdPXpuq (36.257d)

“
ż

Rn

p1B ˝ φqpuqfXpuqdu. (36.257e)

À ce niveau, nous utilisons la formule de changement de variables du théorème 14.292. Nous
trouvons alors

P pY P Bq “
ż

Rm

1B
`
φ´1pvq˘fX

`
φ´1pvq˘|Jφ´1pvq|dv. (36.258)

36.3 Convergence
DEFooZKLFooZkKuMC

Définition 36.94.
Soit un espace de probabilité pΩ,A, P q. Soient des variables aléatoires 20 Xi : Ω Ñ RYt˘8u. Nous
disons que Xi converge presque surement vers la variable aléatoire X et nous notons

Xn
p.s.ÝÑ X (36.259)

si
P
`tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu˘ “ 1 (36.260)

où la convergence Xnpωq Ñ Xpωq est la convergence usuelle dans RY t˘8u.
Définition 36.95 ([753]).
Nous disons que les variables aléatoires réelles Xn convergent en probabilité vers la variable
aléatoire X si pour tout η ą 0, on a

P
`|Xn ´X| ě η

˘Ñ 0, (36.261)

20. Définition 12.24 pour la topologie et donc les boréliens sur la droite réelle achevée.
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et on note
Xn

PÝÑ X. (36.262)

Définition 36.96 (Convergence en loi).
Nous disons que Xn converge vers X en loi vers la variable aléatoire X et nous notons

Xn
LÝÑ X (36.263)

si pour toute fonction continue et bornée g nous avons

E
`
gpXnq

˘Ñ E
`
gpXq˘ “

ż
gdPX . (36.264)

LEMooADHZooGCxVvn

Lemme 36.97.
Nous avons Xn

p.s.ÝÑ X si et seulement si il existe un événement A P A tel que P pAq “ 1 et tel que
Xnpωq Ñ Xpωq pour tout ω P A.

LEMooNTNIooKbLwgX

Lemme 36.98.
Si X est une variable aléatoire à valeurs dans RY t˘8u, alors

(1) Pour tout n P N, l’application

minpX,nq : Ω Ñ RY t˘8u
ω ÞÑ min

`
Xpωq, n˘ (36.265)

est une variable aléatoire.
(2) Nous avons la convergence presque sure 21

minpX,nq p.s.ÝÑ X (36.266)

Démonstration. Le fait que minpX,nq soit mesurable est le lemme 14.96. D’ailleurs pour la suite,
nous la notons Xn “ minpX,nq. Sinon il faudrait écrire des choses comme minpX,nqpωq pour
Xnpωq, et ça deviendrait compliqué.

Nous allons montrer que pour tout ω P Ω, nous avons Xnpωq Ñ Xpωq. Ainsi le lemme 36.97
conclura.

Soit ω P Ω. Si Xpωq “ 8, alors nous avons Xnpωq “ n pour tout n et alors Xnpωq RÝÑ 8 “
Xpωq.

Si par contre Xpωq ă 8. Alors en choisissant N ą Xpωq dans N (lemme 1.421), nous avons
Xnpωq “ Xpωq pour tout n ě N . Et donc aussi Xnpωq Ñ Xpωq.
36.99.
Dans certains textes, la variable aléatoire minpX,nq est notée X ^ n. Donc le lemme 36.98 s’écrit

X ^ n p.s.ÝÑ X (36.267)
PrpopCaractCvL

Proposition 36.100.
Deux autres caractérisations de la convergence en loi.

(1) Nous avons Xn
LÝÑ X si et seulement si

ΦXnpvq Ñ ΦXpvq (36.268)

pour tout v P Rd. Ici ΦX est la fonction caractéristique de X.
(2) Dans la définition de la convergence en loi nous pouvons indifféremment utiliser les fonctions

continues et bornées, les fonctions continues à support compact ou les fonctions bornées
uniformément continues.

21. Définition 36.94.
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PropJFVJDuX

Proposition 36.101.
Les types de convergence sont reliées par les implications suivantes :

presque sure ñ en probabilité ñ en loi. (36.269)

La convergence en loi n’implique pas la convergence en probabilité, et par conséquent pas non
plus la convergence presque certaine.

Dans le cas particulier d “ 1 nous avons quelques critères supplémentaires.
PropoFnrepCvL

Proposition 36.102.
Supposons que les variables aléatoires Xn soient réelles, et notons Fn la fonction de répartition de
Xn. Si Fnpxq Ñ F pxq pour tout x dans l’ensemble des points de continuité de F , alors Xn

LÝÑ X.
PROPooNRQJooXoCcbZ

Proposition 36.103.
Si les Xn sont des variables aléatoires réelles positives, et si X est une variable aléatoire positive,
alors Xn

LÝÑ X si les transformées de Laplace des fonctions de répartition convergent ponctuelle-
ment, c’est-à-dire si

E
`
e´αXn

˘Ñ E
`
e´αX˘ (36.270)

pour tout α ě 0.
PROPooZMHKooLwCwqs

Proposition 36.104.
Si les Xn et X sont des variables aléatoires réelles discrètes à valeurs dans tx0, x1, . . .u alors
Xn

LÝÑ X si et seulement si
P pXn “ xkq Ñ P pX “ xkq (36.271)

pour tout k P N.
PropXncvXFXcvFxt

Proposition 36.105 ([738]).
Soient Xn et X des variables aléatoires réelles. Nous avons

Xn
LÝÑ X (36.272)

si et seulement si pour tout t où FX est continue,

lim
nÑ8FXnptq “ FXptq. (36.273)

PropCvLfcvPsicst

Proposition 36.106 ([738]).
Soit Xn une suite de variables aléatoires Ω Ñ Rd et a P Rd. Si Xn

LÝÑ a, alors

Xn
PÝÑ a. (36.274)

Démonstration. Quitte à passer aux composantes, nous pouvons supposer que d “ 1. Soit η ą 0 ;
nous savons que l’inégalité |x| ą a a pour solution x ą a ou x ă ´a. Dans notre cas,

P
`|Xn ´ a| ą η

˘ “ P pXn ´ a ą ηq ` P pXn ´ a ă ´ηq (36.275a)
“ P pXn ą η ` aq ` P pXn ă a´ ηq (36.275b)
“ 1´ P pXn ď η ` aq ` P pXn ď a´ ηq ´ P pXn “ a´ ηq (36.275c)
ď 1´ FXnpη ` aq ` FXnpa´ ηq (36.275d)

où la majoration est l’oubli du terme P pXn “ a´ηq, lequel est positif ou nul et FXn est la fonction
de répartition de Xn, définition 36.75. Nous allons utiliser la proposition 36.105. La fonction de
répartition de la variable aléatoire constante X “ a est donnée par

Faptq “ P pa ď tq “ 1r0,8rpt´ aq. (36.276)
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Par conséquent, la convergence en loi Xn
LÝÑ a nous montre que

FXnptq Ñ 1r0,8rpt´ aq (36.277)

pour tout t ‰ a parce que t “ 0 est un point de discontinuité de 1r0,8r. Nous avons par conséquent

P
`|Xn ´ a| ą η

˘ “ 1´ 1r0,8rpηq ` 1r0,8rp´ηq “ 1´ 1` 0 “ 0 (36.278)

parce que η ą 0.

Le lemme de Slutsky sera utilisé en combinaison avec la proposition 36.108 pour calculer des
intervalles de confiance, voir par exemple ce qui se passe autour de l’équation (37.126).

LemgXDlhs

Lemme 36.107 (Slutsky[754]).
Soient Xn et Yn des suites de variables aléatoires réelles telles que

Xn
LÝÑ X

Yn
PÝÑ a P R.

(36.279)

Alors pXn, Ynq LÝÑ pX, aq.

Démonstration. Étant donné que Yn LÝÑ a, nous avons Yn PÝÑ a par la proposition 36.106. Soit
une fonction f : R2 Ñ R2 ; nous devons prouver que

E
`
fpXn, Ynq

˘Ñ E
`
fpX, aq˘. (36.280)

Soit ϵ ą 0. Nous avons

E
`}fpXn, Ynq ´ fpX, aq}

˘ ď E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}

˘` E`}fpXn, aq ´ fpX, aq}
˘
. (36.281)EqEparXnYnfXaEqEparXnYnfXa

La fonction gptq “ fpt, aq étant continue et bornée, la convergence en loi Xn
LÝÑ X donne

E
`}fpXn, aq ´ fpX, aq}

˘Ñ 0. (36.282)

Étudions à présent le premier terme du membre de droite de (36.281). Pour tout η ą 0 et toute
variables aléatoires Z et Z 1 nous avons

EpZq “ EpZ1|Z1|ăηq ` EpZ1|Z1|ěηq. (36.283)

Nous décomposons donc le premier terme de (36.281) en

E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}

˘ “ E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ăη

˘

` E`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ěη
˘
.

(36.284)EqEXnADecomsecvoltaEqEXnADecomsecvolta

Choisissons maintenant une valeur de η telle que

|px, yq ´ px1, y1q| ă η ñ |fpx, yq ´ fpx1, y1q| ď ϵ. (36.285)

Un tel η existe par l’uniforme continuité de f . Dans le premier terme, |Yn´a| ă η, par conséquent

}pXn, Ynq ´ pXn, aq} “ |Yn ´ a| ă η (36.286)

et donc
}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq} ď ϵ. (36.287)

Le premier terme devient donc

E
`}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq}1|Yn´a|ăη

˘ ď ϵEp1|Yn´a|ăηq ď ϵ (36.288)
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parce que Ep1Aq “ P pAq ď 1. Pour le second terme de (36.284) nous effectuons la majoration

}fpXn, Ynq ´ fpXn, aq} ď 2}f}8 (36.289)

tandis que la convergence Yn PÝÑ a entraine

P
`|Yn ´ a| ě η

˘Ñ 0. (36.290)

PropcvLsousfonc

Proposition 36.108 ([755]).
Soient Xi des variables aléatoires telles que

Xi
LÝÑ X (36.291)

et h, une fonction mesurable sur l’espace d’arrivée de Xi. Soit C l’ensemble des points de continuité
de h au sens

C “ tω P Ω tel que h est continue en Xipωqu. (36.292)
Alors si P pX P Cq “ 1, nous avons

hpXiq LÝÑ hpXq. (36.293)

Une conséquence de cette proposition couplée au lemme de Slutsky est le résultat suivant, qui
est donné sous le nom de théorème de Slutsky sur wikipédia.

CorINgTPH

Corolaire 36.109.
En reprenant les notations du lemme de Slutsky, si

Xn
LÝÑ X (36.294a)

Yn
PÝÑ a, (36.294b)

alors

Xn ` Yn LÝÑ X ` a (36.295a)

XnYn
LÝÑ aX (36.295b)

Y ´1
n Xn

LÝÑ a´1X (36.295c)
(36.295d)

pourvu que a soit inversible.
LEMooXWMXooYEwWBn

Lemme 36.110 (Borel-Cantelli).
Soit pAnq une suite d’événements (avec An P A pour tout n).

(1) Si
ř8
n“0 P pAnq converge, alors

P pAn i.s.q “ 0. (36.296)

(2) Si la somme
ř
n P pAnq diverge, et si de plus les Ai sont indépendants, alors

P pAn i.s.q “ 1. (36.297)

La notation P pAn i.s.q signifie « infiniment souvent », c’est-à-dire

P pAn i.s.q “ P
` č

NPN

ď

kěN
Ak

˘ “ P plim supAnq (36.298)

Une façon de paraphraser le lemme de Borel-Cantelli est que nous avons l’alternative

P plim supAnq “
#

0 si
ř
ně0 P pAnq ă 8

1 sinon.
(36.299)EqparaphrCantelliEqparaphrCantelli

http://en.wikipedia.org/wiki/Slutsky's_theorem
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Proposition 36.111.
Soit Xn, une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. Si

ÿ

n

P
`}Xn ´X} ą ϵ

˘ ă 8 (36.300)

pour tout ϵ, alors Xn
p.s.ÝÑ X.

Démonstration. Fixons ϵ et considérons les événements An “ }Xn ´X} ą ϵ. L’hypothèse dit que
ÿ

n

P pAn,ϵq ă 8 (36.301)

et le lemme de Borel-Cantelli implique que

P plim sup }Xn ´X} ą ϵq “ 0. (36.302)

Un élément ω est dans lim supAn si il est contenu dans tous les An, par conséquent, pour chaque
ϵ nous avons l’inclusion

tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu Ă A lim supAn. (36.303)

Nous pouvons aller plus loin et écrire

tω P Ω tel que Xnpωq Ñ Xpωqu “ Atω P Ω tel que }Xn ´X} ą ϵ,@ϵ ą 0u. (36.304)EqProbomOmXnmXforallepsEqProbomOmXnmXforalleps

Or la probabilité de l’ensemble

tω P Ω tel que }Xn ´X} ą ϵu (36.305)

est 0 pour chaque ϵ, et par conséquent la probabilité du membre de droite de (36.304) est 1.

Exemple 36.112.
Considérons une suite de 0 et de 1 dans laquelle le 1 arrive avec une probabilité p et le 0 avec une
probabilité 1 ´ p. Une telle suite est modélisée par une suite de variables aléatoires de Bernoulli
pXnqnPN indépendantes de paramètre p.

Question : une telle suite contient elle une infinité de 1 ? Considérons les événements indépen-
dants An “ tXn “ 1u. Nous avons

ÿ

n

P pAnq “
ÿ

n

P pXn “ 1q “
ÿ

n

p “ 8. (36.306)

Par Borel-Cantelli et son expression (36.299), nous avons alors

P plim supAnq “ 1. (36.307)

Donc une infinité d’événements An se produisent, et nous avons bien une infinité de 1 dans la suite.
Remarque : dans ce raisonnement nous pouvons considérer une probabilité non constante pn

tant que la série
ř
n pn diverge. △

EXooSRQUooWEpXRi

Exemple 36.113.
À propos de maximum. La fonction h : Rd Ñ R donnée par hpx1, . . . , xdq “ maxitxiu est une
fonction continue. Nous voudrions prouver que si on a une famille (finie en i “ 1, . . . , l) de suites
(en n) de variables aléatoires Xpiq

n
p.s.ÝÑ a convergeant toutes vers la même limite a, alors

Mn “ max
i
tXpiq

n u p.s.ÝÑ a. (36.308)

D’abord si nous avons l suites numériques pxpiq
n q, alors la suite

Mn “ max
i
xpiq
n (36.309)
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converge vers la même limite. En effet si ϵ ą 0 est donné, il suffit de prendre Ni l’entier tel que
|xpiq
n ´ a| ď ϵ pour tout n ą Ni. Et ensuite on prend N ą maxtNiu.

Si maintenant au lieu de suites numériques, nous avons des variables aléatoires, le résultat reste
valable. Nous cherchons à prouver que

P
´
tω P Ω tel que maxtXpiq

n pωqu Ñ au
¯
“ 1. (36.310)EqMZcnwThEqMZcnwTh

Par ce que nous venons de dire sur les suites numériques, un élément ω n’est pas dans cet ensemble
seulement si il y a un i pour lequel Xpiq

n ne converge pas vers a. Or cela, pour chaque i est un
événement de probabilité zéro.

Les ω qui ne fonctionneront pas dans l’équation (36.310) sont ceux de la réunion d’un ensemble
fini d’ensembles de probabilité nulle. C’est donc de probabilité nulle. △

36.4 Loi des grands nombres, théorème central limite

36.4.1 Loi des grands nombres

Lemme 36.114 (Inégalité de Markov[756]).
Soit une variable aléatoire X P Lp et ϵ ą 0. Nous avons

P p|X| ě ϵq ď 1
ϵr
Ep|X|rq. (36.311)

Démonstration. Nous avons

Ep|X|rq ě
ż

|X|ěϵ
XpωqdP pωq ě ϵr

ż

|X|ěϵ
dP “ ϵrP p|X| ě ϵq. (36.312)

CorEWhIsBB

Corolaire 36.115 ([756]).
Soit ϕ, une fonction croissante et positive ou nulle sur l’intervalle I. Soit aussi une variable
aléatoire Y : Ω Ñ R telle que P pY P Iq “ 1. Alors pour tout b P I tel que ϕpbq ą 0 nous avons

P pY ě bq ď E
“
ϕpY q‰
ϕpbq . (36.313)

ThoefQyKZ

Théorème 36.116 (Loi forte des grands nombres).
Soit pXnq une suite de variables aléatoires réelles

(1) indépendantes et identiquement distribuées,
(2) intégrables (c’est-à-dire dans L1),

alors
1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q. (36.314)

Note : étant donné que les variables aléatoires sont identiquement distribuées, nous avons
évidemment EpX1q “ EpX2q “ . . .

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 36.117
Est-ce que les variables aléatoires doivent vraiment être réelles ?

CORooAYTPooMdAdoN

Corolaire 36.118.
Si les variables aléatoires réelles Xn sont

(1) indépendantes et identiquement distribuées,
(2) dans L2
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alors
X̄n

PÝÑ EpX1q. (36.315)

Démonstration. Nous voulons prouver que pour tout η ą 0,

P
`|X̄n ´ EpX1q| ą η

˘Ñ 0. (36.316)

Remarquons d’abord que les variables aléatoires Xn étant identiquement distribuées, EpX̄nq “
EpX1q parce que EpXiq “ EpX1q pour tout i. L’inégalité de Markov avec r “ 2 nous donne

P
`|X̄n ´ EpX̄nq| ą η

˘ ď 1
η2E

`|X̄n ´ EpX̄nq|2
˘

(36.317a)

“ 1
η2 VarpX̄nq (36.317b)

“ 1
nη2 VarpX1q (36.317c)

où nous avons utilisé la la proposition 36.41 : VarpX̄nq “ VarpX1q{n. Au final nous avons prouvé
que

P
`|X̄n ´ EpX̄nq| ą η

˘ ď 1
nη2 VarpX1q, (36.318)

qui tend vers zéro lorsque nÑ8.

Proposition 36.119.
Soient Xn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec Xn ě 0. Nous
acceptons EpX1q “ 8, c’est-à-dire que nous relaxons la condition Xn P L1 par rapport à la loi des
grands nombres.

Alors
X̄n

p.s.ÝÑ EpX1q P r0,8s. (36.319)

Démonstration. Si EpX1q ă 8, nous sommes dans le cas de la loi des grands nombres. Pour chaque
N P N nous considérons la suite de variables aléatoires

XpNq
n “ minpXn, Nq. (36.320)

Nous avons évidement X̄pNq
n ď X̄n. Les variables aléatoires XpNq

n étant bornées par N , elles vérifient
la loi des grands nombres pour chaque N séparément. Par conséquent nous avons pour chaque N
la limite

X̄pNq
n Ñ EpXpNq

1 q (36.321)EqbarXNbtoXnubusEqbarXNbtoXnubus

Nous supposons que EpX1q “ 8, par conséquent limNÑ8 EpXpNq
1 q “ 8. Soit η ą 0 et choisissons

N de telle manière à avoir
EpXpNq

1 q ą η ` 1. (36.322)

La limite (36.321) nous permet de trouver n0 tel que pour tout n ą n0 nous ayons X̄pNq
n ą η. Au

final,
η ă X̄pNq

n ď X̄n, (36.323)

ce qui montre que X̄n Ñ8.

Exemple 36.120.
La loi des grands nombres justifie la pratique courante d’approximer une grandeur physique par
la moyenne empirique d’un grand nombre de mesures. △

Exemple 36.121.
Citons ici le dernier paragraphe de Le mystère de Marie Roget par Edgar Allan Poe, traduit par
Charles Baudelaire 22.

22. Disponible sur https://fr.wikisource.org/wiki/Le_Mystère_de_Marie_Roget

https://fr.wikisource.org/wiki/Le_Myst�re_de_Marie_Roget
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Rien, par exemple, n’est plus difficile que de convaincre le lecteur non spécialiste que,
si un joueur de dés a amené les six deux fois coup sur coup, ce fait est une raison
suffisante de parier gros que le troisième coup ne ramènera pas les six. Une opinion
de ce genre est généralement rejetée tout d’abord par l’intelligence. On ne comprend
pas comment les deux coups déjà joués, et qui sont maintenant complètement enfouis
dans le Passé, peuvent avoir de l’influence sur le coup qui n’existe que dans le Futur.
La chance pour amener les six semble être précisément ce qu’elle était à n’importe
quel moment, c’est-à-dire soumise seulement à l’influence de tous les coups divers que
peuvent amener les dés. Et c’est là une réflexion qui semble si parfaitement évidente,
que tout effort pour la controverser est plus souvent accueilli par un sourire moqueur
que par une condescendance attentive.

Dans le cours de la nouvelle, Edgar Poe cite et utilise la théorie des probabilités avec une justesse
inaccoutumée dans la littérature. Mais dans ce paragraphe final, Poe montre de façon la plus
formelle qu’il n’a rien compris à la loi des grands nombres. △

36.4.2 Théorème central limite
Lemexpznznsurnton

Lemme 36.122.
Soit zn Ñ z une suite convergente dans C. Alors

´
1` zn

n

¯n Ñ ez. (36.324)

ThoOWodAi

Théorème 36.123.
Si les variables aléatoires Xn sont

(1) indépendantes et identiquement distribuées de loi parente X,
(2) X1 P L2pΩ,Aq,

alors nous notons X̄n “ 1
n

řn
i“1Xi, m “ EpX1q et σ2 “ VarpX1q et nous avons

X̄n ´ EpXqb
VarpX̄nq

“ X̄n ´m
σ{?n

LÝÑ N p0, 1q. (36.325)

Démonstration. Nous allons écrire la démonstration dans le cas de variables aléatoires réelles. La
proposition 36.100 dit que la suite Xn converge en loi vers X si et seulement si les fonctions
caractéristiques convergent ponctuellement. Nous devons donc prouver, pour chaque 23 t P R, que

Φ Sn´nm
σ

?
n

ptq Ñ ΦN p0,1qptq. (36.326)EqPhitophidNtznuEqPhitophidNtznu

Supposons dans un premier temps que EpXiq “ 0 et σpXiq “ 1. Dans ce cas nous considérons la
fonction

Φ Sn?
n

“ E
`
e
i t?

n

řn
k“1 Xk

˘
(36.327a)

“
nź

k“1
E
`
e
i t?

n
X1˘ (36.327b)

“
nź

k“1
ΦX1

ˆ
t?
n

˙
(36.327c)

“ ΦX1

ˆ
t?
n

˙n
. (36.327d)

23. Chuck Norris peut vraiment le faire pour chaque t P R
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Cette quantité est à priori complexe ; nous ne pouvons donc pas immédiatement passer au loga-
rithme. Nous pouvons par contre utiliser un développement en puissances de t en nous servant de
la proposition 36.79 et de l’hypothèse comme quoi X1 P L2 :

ΦX1ptq “ ΦX1p0q ` Φ1
X1p0qt` Φ2

X1p0q
t2

2 ` αptqt
2 (36.328)

où α est une fonction qui a la propriété limxÑ0 αpxq “ 0.
En utilisant les hypothèses et la formule de dérivation de la fonction caractéristique,

ΦX1p0q “ 1 (36.329a)
Φ1
X1p0q “ E

`piXq˘ “ 0 (36.329b)
Φ2
X1p0q “ Ep´X2q “ ´VarpX1q “ ´1. (36.329c)

Nous avons donc
ΦX1

ˆ
t?
n

˙
“ 1´ 1

2
t2

nlooomooon
PR

` t2

n
α

ˆ
t?
n

˙

looooomooooon
PC

, (36.330)

de telle sorte que, en considérant une valeur fixée de t,

Φ Sn?
n

ptq “
˜

1´
t2

2 ` βn
n

¸n

(36.331)EqPhifracfacbetanrighEqPhifracfacbetanrigh

où βn “ t2αpt{?nq. Nous avons bien entendu limnÑ8 βn “ 0.
Nous pouvons appliquer le lemme 36.122 pour obtenir la limite

lim
nÑ8 Φ Sn?

n

ptq “ e´t2{2. (36.332)EqlimninfySnsqrtntdsndEqlimninfySnsqrtntdsnd

La convergence (36.326) est par conséquent prouvée dans le cas où EpXiq “ 0 et VarpXiq “ 1.
Considérons maintenant des variables aléatoires avec EpXiq “ m et VarpXiq “ σ2. Elles peuvent

être écrites sous la forme
Xi “ σX 1

i `m (36.333)

où X 1
i est d’espérance nulle et de variance un. Nous avons alors

Sn “ σ
nÿ

i“1
X 1
i ` nm, (36.334)

et
Sn ´ nm
σ
?
n

“ S1
n?
n

(36.335)

où S1
n “

ř
iX

1
i. L’étude de la variable aléatoire

Sn ´ nm
σ
?
n

(36.336)

revient donc à celle de S1
n{
?
n qui vient d’être effectuée.

36.124.
À propos du théorème central limite 36.123. Si pour une certaine variable aléatoire X on a EpXq “
m, alors nous n’avons pas forcément P pX “ m ` aq “ P pX “ m ´ aq. Est-ce que le théorème
central limite permet cependant d’affirmer que dans un certaine mesure nous avons

P pX̄n “ m` aq “ P pX̄n “ m´ aq (36.337)EQooNAGLooKYYWpYEQooNAGLooKYYWpY

lorsque n est grand ?
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Tel quelle, l’équation (36.337) est en général fausse pour chaque n parce qu’il existe des dis-
tributions non symétriques. Mais bien entendu les deux membres tendent vers zéro pour n Ñ 8.
Mais cela n’est pas lié à la symétrie de la distribution gaussienne. C’est seulement le fait que la
gaussienne n’a pas de masses ponctuelles.

Par contre, il y a effectivement une assurance de symétrie pour X̄n lorsque nÑ8. Le fait est
que Xn

LÝÑ X où X est une gaussienne. La fonction de répartition de X est continue partout et
la proposition 36.105 nous dit que pour tout x P R,

lim
nÑ8FXnpxq “ FXptq. (36.338)

Vu que le nombre P
`
X̄n P Bpm ` a, δq˘ peut être exprimé avec des sommes et différences FXn ,

nous avons
lim
nÑ8P

`
X̄n P Bpm` a, δq

˘ “ P
`
X P Bpm` a, δq˘. (36.339)

Par symétrie de la gaussienne le membre de droite est égal à P
`
X P Bpm ´ a, δq˘ et nous avons

bien
lim
nÑ8P

`
X̄n P Bpm` a, δq

˘ “ lim
nÑ8P

`
X̄n P Bpm´ a, δq

˘
. (36.340)

RemRHFDooGbaPYu

Remarque 36.125.
Le théorème central limite s’applique quelle que soit la distribution des variables aléatoires Xi (dans
les limites de hypothèses) ; en particulier il ne dit rien sur la moyenne des Xi. Il dit seulement que
l’écart de la moyenne « mesurée » à la moyenne « théorique » est une variable aléatoire gaussienne
si on a mesuré assez de fois.

Autrement dit, si la durée d’attente à la poste est de 5 minutes, et si j’y vais 2000 fois, alors
la probabilité que ma moyenne d’attente soit de 4 minutes est la même que la probabilité qu’elle
soit de 6 minutes 24.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 36.126
La remarque 36.125 est une interprétation personnelle. J’aimerais avoir l’avis de quelqu’un de plus
compétent.

Remarque 36.127.
Nous pouvons obtenir la limite (36.332) d’une façon alternative. Nous considérons la détermination
du logarithme complexe sur CzR´ ; cela est une fonction analytique (théorème 26.34) vérifiant
l’équation

elnpzq “ z (36.341)

pour tout z P CzR´ et le développement

lnp1` zq “
8ÿ

n“1
p´1qn`1 z

n

n
. (36.342)

En particulier, lnp1` zq “ z ` zαpzq où limzÑ0 αpzq “ 0. Nous reprenons à l’équation (36.331) en
fixant t. Nous avons

Φ Sn?
n

ptq “ exp
„
ln
`
Φ Sn?

n

ptq˘
ȷ

(36.343a)

“ exp
«
n ln

˜
1` ´

t2

2 ´ βn
n

¸ff
(36.343b)

“ exp
«
´ t

2

2 ´ βn `
`´ t2

2 ´ βn
˘
α

˜
´ t2

2 ´ βn
n

¸ff
. (36.343c)

À la limite nÑ 0 nous tombons sur e´t2{2.
24. Et en l’occurrence, cette probabilité est nulle parce qu’on est en train de parler de variable aléatoire continue,

mais vous voyez l’idée.
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Remarque 36.128.
Étant donné que la variable aléatoire

Sn ´ nm
σ
?
n

(36.344)

converge en loi vers N p0, 1q, nous avons la convergence des fonctions de répartition partout où la
fonction de répartition de la normale est continue 25 (donc sur tout R). En particulier,

ˇ̌
ˇ̌P

ˆ
Sn ´ nm
σ
?
n

ď x

˙
´
ż x

´8
1?
2π
e´y2{2dy

ˇ̌
ˇ̌Ñ 0. (36.345)

Nous avons la borne de Berry-Esséen qui donne une estimation de la vitesse de convergence : si
X P L3, alors il existe une constante C, indépendante de x, des Xi et de n telle que

ˇ̌
ˇ̌P

ˆ
Sn ´ nm
σ
?
n

ď x

˙
´
ż x

´8
1?
2π
e´y2{2dy

ˇ̌
ˇ̌ ď Cµ3

σ3?n (36.346)

où µ3 “ E
`|X1´m|3

˘
est le moment d’ordre 3 de X. La chose à retenir est que la convergence est

à la vitesse de 1{?n.

En dimension d ą 1, nous avons encore un théorème central limite.
THOooADSIooFrWawC

Théorème 36.129.
Si d ą 1, et si nous avons des variables aléatoires Xn à valeurs dans Rd avec

(1) les Xn sont indépendantes et identiquement distribuées
(2) les Xn sont dans L2.

Alors nous notons X1 “ pXp1q
1 , . . . , X

pdq
1 q. Nous avons

Sn ´ nm?
n

LÝÑ N p0,Σq (36.347)

où Σ est ma matrice de covariance du vecteur aléatoire X1 :

Σ “ `
CovpXp1q

1 , . . . , X
pdq
1 q˘

i,j“1,...,d. (36.348)

36.4.3 Marche aléatoire

Nous considérons un mobile qui se déplace sur l’axe Z. À chaque pas de temps, nous supposons
qu’il va faire un pas à gauche avec une probabilité p et un pas à droite avec une probabilité p1´pq.
Nous nous demandons quel est le mouvement du mobile sur le long terme.

La position Sn du mobile à l’instant n est donnée par

Sn “
nÿ

i“1
Xi (36.349)

où Xi est le pas effectué à l’instant i. Ce sont des variables de Bernoulli indépendantes avec

Xi
L“ pδ´1 ` p1´ pqδ1 (36.350)

c’est-à-dire

P pXi “ ´1q “ p (36.351a)
P pXi “ 1q “ 1´ p. (36.351b)

Ces variables vérifient les hypothèses de la loi des grands nombres :
(1) elles sont indépendantes et identiquement distribuées,

25. Proposition 36.105.
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(2) elles sont intégrables.
Pour le second point, le calcul est

ż

Ω
|Xi|dP “

ż

R

|x|dPX “
ż

R

|x|ppδ´1 ` p1´ pqδ1q “ |1´ p| ` |p| “ 1. (36.352)

Nous avons par conséquent

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q “ p1´ 2pq (36.353)

et
Sn
n
Ñ p1´ 2pq. (36.354)

Si p ‰ 1{2 nous pouvons conclure que
(1) si p ą 1{2, alors Sn

p.s.ÝÑ ´8
(2) si p ă 1{2, alors Sn

p.s.ÝÑ 8.
De plus nous connaissons la vitesse de divergence : elle est linéaire. Le mobile suit essentiellement
l’équation ppnq “ p1´ 2pqn.

Remarque 36.130.
Cela ne traite pas le cas p “ 1{2. Dans ce cas, nous pouvons simplement dire que Sn “ opnq.

36.5 Les lois usuelles

36.5.1 Loi de Bernoulli

Une expérience de Bernoulli consiste à tirer au hasard un 0 ou un 1 avec une probabilité p de
tomber sur 1 et 1´ p de tomber sur zéro. Il s’agit donc d’une expérience qui réussit ou qui rate.

Le cas typique est une urne avec des boules indiscernables blanches ou noires. La probabilité p
est la proportion de blanches dans l’urne (avec remise entre les tirages). Dans ce cas, nous avons
l’espace de probabilité pΩ,A, P q où Ω représente l’ensemble des boules, A est l’ensemble des parties
de Ω et P est l’équiprobabilité sur Ω. Une variable aléatoire est une application

X : Ω Ñ t0, 1u
ω ÞÑ couleur de la boule ω.

(36.355)

Nous notons Bp1, pq la loi de Bernoulli. Elle a une expression très simple :

Bp0, 1q`t1u˘ “ p (36.356a)
Bp0, 1q`t0u˘ “ 1´ p (36.356b)

Une variable aléatoire réelle est de Bernoulli de paramètre p (0 ă p ă 1) si

X : Ω Ñ R (36.357)

avec P px “ 1q “ p et P pX “ 0q “ 1´ p. En tant que mesure sur R, nous avons

PX “ pδ1 ` p1´ pqδ0. (36.358)

Une fonction h qui réalise le supremum de la formule (14.461) est par exemple une fonction en
escalier qui vaut en x le plus petit entier plus grand ou égal à x. L’espérance d’une loi de Bernoulli
est alors

Epxq “ p. (36.359)
Étant donné que la variable aléatoire X prend seulement les valeurs 0 et 1, nous avons pour tout
ensemble mesurable B

PX2pBq “ P pX2 P Bq “ P pX P Bq, (36.360)
et par conséquent PX2 “ PX et EpX2q “ EpXq. Nous trouvons donc la variance

VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ p´ p2 “ pp1´ pq. (36.361)EqVarBernEqVarBern
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36.5.2 Loi binomiale

Une expérience binomiale consiste à répéter n expériences de Bernoulli de paramètre p et de
compter le nombre de réussites. Une telle expérience peut être réalisée selon la procédure suivante.

Soit une urne contenant N boules dont une proportion p de 1 et 1 ´ p de 0. Une expérience
binomiale de paramètres n et p consistera à prendre n boules avec remise et à compter le nombre
de 1 obtenus.

En termes d’espaces probabilisé, nous avons Ω qui est l’ensemble des tuples de taille n à valeurs
dans t0, 1u, la tribu A est l’ensemble des parties de Ω, et la probabilité P est l’équiprobabilité :

P pωq “ 1
Nn

(36.362)

si il y a N boules dans l’urne. Nous construisons alors la variable aléatoire

Xpωq “
nÿ

i“1
ωi (36.363)

où ω est une suite de taille n de 0 et de 1.
Calculons P pX “ kq. Il s’agit de considérer tous les sous-ensembles de taille n de Ω contenant

exactement k fois 1. Il y a
`
n
k

˘
manière de décider lesquelles des n boules seront blanches. Ensuite,

chaque boule blanche peut être choisie parmi les m boules disponibles, et chaque boule noire peut
être choisie parmi les pN ´mq disponibles. Nous avons donc

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
mkpN ´mqn´k

Nk
. (36.364)EqformunPxkBinEqformunPxkBin

En effet la mesure de probabilité sur Ω est la mesure de comptage renormalisée par le cardinal de
Ω qui vaut Nm. Étant donné que p “ m{N , nous transformons facilement (36.364) en

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
pkp1´ pqn´k. (36.365)

Une variable aléatoire de loi binomiale étant une somme de variables aléatoires de Bernoulli
indépendantes, l’espérance 26 et la variance 27 s’obtiennent en sommant les espérances et variances
termes à terme :

EpXq “ np (36.366)EqDGbBgrvEqDGbBgrv

et

VarpXq “
nÿ

i“1
VarpXiq “ npp1´ pq (36.367)EqKLubWlhEqKLubWlh

en vertu de (36.361).
La loi binomiale lorsque p “ 0.7 et n “ 10.

‚ ‚ ‚ ‚ ‚
‚

‚
‚ ‚

‚

‚ ‚
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

26. Valable même sans indépendance, proposition 36.35
27. Lemme 36.32.
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36.5.3 Loi multinomiale

La loi multinomiale M pn; k; p1, . . . , pkq consiste à effectuer n épreuves d’une démarche aléatoire
qui peut avoir k issues différentes avec probabilités p1, . . . , pk. Les variables aléatoires multinomiales
sont Ni avec les contraintes

kÿ

i“1
Ni “ n (36.368a)

kÿ

i“1
pi “ 1. (36.368b)

La fonction de probabilité multinomiale est

P pN1 “ n1, . . . , Nk “ nkq “ n!
n1! . . . nk!

pn1
1 . . . pnk

k . (36.369)

Chacune des Ni est une binomiale de probabilité pi.

36.5.4 Loi géométrique

Soit pXnq une suite indépendante et identiquement distribuée de lois de Bernoulli de paramètre
p. Alors la variable aléatoire

Z “ inftn ě 1 tel que Xn “ 1u (36.370)

est une loi géométrique de paramètre p.
La loi géométrique compte donc le nombre d’expériences de Bernoulli à effectuer avant que le

premier succès soit au rendez-vous. Nous avons

P pZ “ kq “ P pXk “ 1qP pX1, . . . , Xk´1 “ 0q “ pp1´ pqk´1 (36.371)

La loi géométrique de paramètre p “ 0.2.

‚

‚

‚
‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ ‚

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Note : si p est trop grand, on ne voit vite plus rien parce que la probabilité d’attendre longtemps
est vite très faible.

36.5.5 Loi de Poisson
DEFooUWKHooUFKlcr

Définition 36.131 (Loi de Poisson).
Une variable aléatoire Z suit une loi de Poisson de paramètre λ, notée Ppλq si

P pZ “ kq “ e´λλk

k! (36.372)EQooLGLUooLXohWeEQooLGLUooLXohWe

pour tout k P N.
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La loi de Poisson est une loi de probabilité discrète qui décrit le comportement du nombre
d’évènements se produisant dans un laps de temps fixé, si ces évènements se produisent avec une
fréquence moyenne connue et indépendamment du temps écoulé depuis l’évènement précédent.

Si un événement se produit en moyenne p fois par seconde, la probabilité d’observer l’événement
k fois durant n secondes est donnée par P pZ “ kq où Z est une loi de Poisson de paramètre λ “ pn.

ThojDZjuj

Théorème 36.132 (wikipedia).
L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de Poisson sont λ :

EpXq “ λ (36.373a)
VarpXq “ λ. (36.373b)

La loi de Poisson de paramètre λ “ 2.

‚

‚ ‚

‚

‚
‚ ‚ ‚ ‚ ‚

1 2 3 4 5 6 7 8 9

36.5.6 Loi exponentielle

La loi exponentielle représente le temps qu’il faut attendre pour qu’une particule se désintègre
si elle a en permanence une probabilité 28 λdt de se désintégrer entre t et t ` dt. L’espérance est
donc 1{λ.

Il se passe donc en moyenne λ événements par seconde. La proposition 36.140 nous montrera
que le nombre d’événements se produisant en une seconde suit une loi de Poisson de paramètre λ.

DEFooTSFNooULWNHY

Définition 36.133 (Loi exponentielle).
La loi exponentielle de paramètre λ ą 0, notée E pλq est la mesure de probabilité sur

`
R,BorpRq˘

ayant pour densité 29 l’application

f : RÑ R`

x ÞÑ
#
λe´λx si x ě 0
0 sinon.

(36.374)

Voir la définition 36.83 pour ce qu’est la loi d’une variable aléatoire.

Densité de la loi exponentielle de paramètre λ “ 2.

28. Étant donné que λ n’est pas limité à 1, en réalité ce n’est pas une probabilité. Je suis preneur d’une bonne
interprétation physique de ce paramètre.

29. Densité, définition 36.5.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_Poisson
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

PropTxGcWn

Proposition 36.134.
Soit X „ E pλq. La fonction caractéristique est donnée par

EpeitXq “ λ

λ´ it . (36.375)EQooMDJFooKhZkJoEQooMDJFooKhZkJo

L’espérance et la variance sont données par

EpXq “ 1
λ

VarpXq “ 1
λ2 .

(36.376)

Démonstration. Pour la fonction caractéristique,

EpeitXq “
ż 8

´8
eitxλe´λx1r0,8rpxqdx (36.377a)

“ λ

ż 8

0
exp´λ`itqdx (36.377b)

“ lim
AÑ8

«
exp´λ`itq

it´ λ

ffx“A

x“0

(36.377c)

“ λ lim
AÑ8

eApit´λq

it´ λ ´ λ

it´ λ. (36.377d)

Le premier terme est nul parce que si on prend la norme,
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
eAp´λ`itq

´λ` it

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

e´λA

|it´ λ| Ñ 0. (36.378)

Cela prouve la formule (36.375).
En ce qui concerne l’espérance nous faisons le calcul suivant :

EpXq “
ż

R

xfXpxqdx “ λ

ż

R`

xe´λxdx “ 1
λ
. (36.379)

Pour la variance, nous utilisons la formule (36.60). Nous avons

EpX2q “
ż

R

x2fXpxqx “
ż 8

0
x2λe´λxdx “ 2

λ2 . (36.380)

Donc VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ 1
λ2 .
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La loi exponentielle est une loi sans mémoire en ce sens que

P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą xq. (36.381)

En effet nous utilisons la règle de la probabilité conditionnelle

P pA|Bq “ P pAXBq
P pBq . (36.382)

Ici,
P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą x` yq

P pX ą yq “ e´λx. (36.383)

La proposition suivante montre que la loi exponentielle est à peu près la seule à être sans mémoire.
D’où son importance dans l’étude des machines dont les pièces ne subissent pas d’usure.

PropREXaIBg

Proposition 36.135.
Soit X, une variable aléatoire admettant une densité continue f par rapport à la mesure de Le-
besgue. Si elle est sans mémoire, alors elle est exponentielle.

Démonstration. Nous posons φpxq “ P pX ě xq. Cela est la fonction de répartition de X (à part
que cette dernière est 1´ φpxq mais c’est pas grave), et est donnée par

φpxq “ 1´
ż x

0
fptqdt. (36.384)

Cette dernière intégrale vérifie les hypothèses du théorème 36.135, de telle sorte que φ soit une
fonction dérivable et φ1pxq “ fpxq.

D’autre part en utilisant la définition de la probabilité conditionnelle la propriété de ne pas
avoir de mémoire donne

φpx` yq “ φpxqφpyq (36.385)
et de plus φp0q “ 0. Calculons la dérivée de φ :

φ1pxq “ lim
ϵÑ0

φpx` ϵq ´ φpxq
ϵ

“ φpxq lim
ϵÑ0

φpϵq ´ 1
ϵ

“ φpxqφ1p0q. (36.386)

Donc φ vérifie l’équation différentielle de l’exponentielle.

Exemple 36.136.
Une machine a une durée de vie représentée par une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de paramètre λ. Soit Ty la variable aléatoire qui représente le temps de vie restant sachant que
la machine a déjà vécu un temps y. Nous voulons trouver la fonction de répartition de Ty. Nous
avons

P pTy ą xq “ P pX ą x` y|X ą yq “ P pX ą xq “ e´λx. (36.387)
Dans ce cas, la loi de Ty ne dépend pas de y. Cela signifie que la machine ne vieillit pas et surtout
que le modèle n’est pas réaliste. △

Proposition 36.137.
Si X „ E pλq et Y „ E pµq sont indépendantes, alors

(1) P pX ă Y q “ λ
λ`µ

(2) P pX ą Y q “ µ
λ`µ

(3) P pX “ Y q “ 0
(4) minpX,Y q „ E pλ` µq.

De plus les variables aléatoires exponentielles ont une propriété d’absence de mémoire :

P pX ą t` s|X ą sq “ P pX ą tq “ e´λt. (36.388)
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Démonstration. Étant donné que X et Y sont indépendantes, la densité conjointe est le produit
des densités (36.21). Nous avons donc

P pX ą Y q “
ż

D
λe´λxµe´µydxdy (36.389)

où D est le domaine D “ tpx, yq P R2 tel que x, y ą 0, x ą yu. Nous avons donc

P pX ą Y q “ λµ

ż 8

0
dx

ż x

0
dye´λxe´µy “ µ

λ` µ. (36.390)

sage: var(’a,b’)
(a, b)
sage: f(x,y)=exp(-a*x)*exp(-b*y)
sage: assume(a>0)
sage: assume(b>0)
sage: a*b*f.integrate(y,0,x).integrate(x,0,oo)
(x, y) |--> a*b/(a^2 + a*b)

Pour trouver la loi de minpX,Y q, nous écrivons

P
`

minpX,Y q ą t
˘ “ P pX ą t, Y ą tq (36.391a)
“ P pX ą tqP pY ą tq par indépendance (36.391b)
“ `

1´ FXptq
˘`

1´ FY ptq
˘

(36.391c)
“ e´pλ`µqt1r0,8rptq (36.391d)
“ 1´ FZptq (36.391e)

où Z „ E pλ` µq.

36.5.7 Approximation de la binomiale par une Poisson

Proposition 36.138.
Soit pXnq une suite de variables aléatoires avec Xn „ Bpn, pnq telle que npn converge vers une
constante λ ą 0. Alors Xn

LÝÑ Ppλq.
Démonstration. Commençons par écrire la loi binomiale sous une forme plus adaptée au passage
à la limite :

P pX “ kq “
ˆ
n

k

˙
pkp1´ pqn´k “ npn´ 1q . . . pn´ k ` 1q

k! pkp1´ pqn´k. (36.392)

Le produit au numérateur contient k termes dans lesquels nous mettons n en évidence. Nous
trouvons

P pX “ kq “ pnpq
k
`
1´ 1

n

˘ `
1´ 2

n

˘
. . .

`
1´ k´1

n

˘

k! pkp1´ pqn´k. (36.393)

Lorsque nous passons à la limite, tous les facteurs du type 1´l{n tendent vers 1 ainsi que p1´pnqn´k.
Les facteurs dont la limite n’est pas 1 sont donc

P pXn “ kq » pnpnq
k

k! p1´ pnqk. (36.394)

Nous avons
lim
nÑ8p1´ pnq

n “ lim
nÑ8

´
1´ npn

n

¯n “ e´λ. (36.395)

La thèse est alors obtenue en remettant les morceaux ensemble.
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Exemple 36.139.
Considérons un serveur informatique qui reçoit des requêtes. Toutes les 10´3 s il reçoit une requête
avec une probabilité p “ 0.05. La variable aléatoire qui consiste à donner le nombre de requêtes
effectivement effectuées en une seconde suit une loi binomiale Bp1000, pq.

Déterminons la probabilité que le serveur reçoive 20 requêtes en une seconde. Nous approximons
Bp1000, 0.05q par Pp50q, et la réponse est

e´50 5020

20! » 7 · 10´7. (36.396)

△

36.5.8 Loi de Poisson et loi exponentielle
subsecPoissonetexpo

Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles indépendantes de loi exponentielle de para-
mètre λ. En utilisant le produit de convolution, nous pouvons trouver la fonction de densité de la
somme (voir point 36.2.5). Commençons avec deux variables aléatoires X et Y . Les densités sont

fXpxq “ 1rxě0sλe´λx (36.397a)
fY pyq “ 1ryě0sλe´λy, (36.397b)

et la densité conjointe est alors

fX`Y pxq “
ż

R

1rx´tě0sλe´λpx´tq1rtě0sλe´λtdt (36.398a)

“ λ2e´λx
ż x

0
1 dt (36.398b)

“ xλ2e´λx. (36.398c)

Par récurrence si S “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn nous trouvons

fSpxq “ xn´1λne´λx. (36.399)
PropGMntiy

Proposition 36.140 ([757]).
Soit pTkqkPN une suite de variables aléatoires indépendantes de loi E pλq. Nous considérons la
variable aléatoire Sn “ řn

i“1Xi et pour chaque t P R` nous considérons

Nt “ maxtn ě 1 tel que
nÿ

i“1
Ti ď tu. (36.400)

Alors Nt „ Ppλtq.
Démonstration. Ce que nous devons calculer est

P pNt “ kq “ P pSn ď t ď Sn`1q. (36.401)

Nous introduisons la variable aléatoire Vn“1 “ pX1, . . . , Xn`1q ainsi que l’ensemble

An`1 “ tx P Rn`1 tel que x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ď t ď x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` xn`1u. (36.402)

Le problème est donc de calculer

P pSn ď t ď Sn`1q “ P pVn`1 P A`
n`1q “

ż

A`
n`1

fn`1pxqdx (36.403)

où A`
n`1 est la partie de An`1 dans laquelle xi ě 0 pour tout i et fn`1 est la fonction de densité

conjointe des variables aléatoires Xi. Nous effectuons le changement de variables

sk “
ÿ

iďk
xi (36.404a)

xk “ sk ´ sk´1 (36.404b)
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dont le déterminant vaut 1. D’autre part par indépendance des variables aléatoires Xi, la fonction
de partition jointe fn`1 s’exprime sous la forme

fn`1px1, . . . , xn`1q “ fX1px1q . . . fXn`1pxn`1q (36.405a)
“ λn`1e´λpx1`¨¨¨`xn`1q (36.405b)
“ λn`1e´λsn`1 . (36.405c)

En ce qui concerne les bornes de l’intégrale dans les variables si, nous voulons que tous les xi soient
positifs, par conséquent s1 ě 0 et ensuite l’équation xk “ sk´sk´1 demande sk ě sk´1. Les bornes
sont donc données par l’ensemble

0 ď s1 ď s2 ď . . . ď sn ď t ď sn`1, (36.406)

c’est-à-dire Bn ˆ st,8r où

Bn “ tps1, . . . , snq tel que 0 ď s1 ď s2 ď . . . ď sn ď tu. (36.407)

Le théorème de Fubini nous permet de décomposer l’intégrale :

P pSn ď t ď Sn`1q “
ż

Bnˆst,8r
λn`1e´λsn`1ds1 . . . dsn`1 (36.408a)

“ λn`1
ˆż

Bn

ds1 . . . dsn

˙ˆż 8

t
e´λsn`1dsn`1

˙

loooooooooooomoooooooooooon
“λ´1e´λt

(36.408b)

“ λne´λt VolpBnq (36.408c)

où VolpBnq est le volume de Bn qui reste à calculer. L’ensemble Cn “ r0, tsn se décompose en
cellules disjointes (à ensemble de mesure nulle près) de la forme

Cσ “ t0 ď sσp1q ď sσp2q ď . . . ď sσpnq ď tu (36.409)

pour chaque permutation σ P Sn. Il y a exactement n! telles cellules dans Cn. Par conséquent

tn “ VolpCnq “ n! VolpCσq “ n! VolpBnq (36.410)

et VolpBnq “ tn

n! . Finalement nous avons

P pNt “ nq “ P pSn ď t ď Sn`1q “ pλtq
n

n! e´pλtq. (36.411)

36.5.9 Loi normale

La loi normale de paramètres m et σ ą 0, notée N pm,σ2q est la loi donnée par la densité

γm,σ2pxq “ 1
σ
?

2π
exp

«
´1

2

ˆ
x´m
σ

˙2
ff
. (36.412)

Proposition 36.141.
Si la variable aléatoire réelle X suit une loi normale N pm,σ2q, alors nous avons EpXq “ m et
VarpXq “ σ2.

Démonstration. L’espérance d’une variable aléatoire se calcule à partir de la formule (36.250) :

EpXq “ 1
σ
?

2π

ż

R

x exp
«
´1

2

ˆ
x´m
σ

˙2
ff
dx (36.413a)

“ 1
σ
?

2π
σ

ż

R

pσu`mqe´u2{2 (36.413b)
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où nous avons effectué le changement de variable u “ px´mq{σ. Nous utilisons ensuite l’intégrale
remarquable ż

R

e´u2{2du “ ?2π. (36.414)

En ce qui concerne la variance, nous avons le même genre de calculs.

La loi normale réduite est la densité

γpxq “ γ0,1pxq “ 1?
2π
e´x2{2. (36.415)

La variable aléatoire X suit la loi N pm,σ2q si et seulement si la variable aléatoire Z “ X´m
σ suit

la loi normale réduite N p0, 1q.
PropFnCaractNorm

Proposition 36.142.
La fonction caractéristique de la distribution normale N pm,σ2q est

ΦN pm,σ2qptq “ exp
ˆ
itm´ σ2t2

2

˙
. (36.416)

Démonstration. En suivant la formule (36.220), l’intégrale à calculer est

ΦN pm,σ2qptq “ 1
σ
?

2π

ż

R

eitxe´ 1
2px´m

σ q2
dx. (36.417)

Nous reconnaissons une transformée de Fourier. Afin de la calculer sans encombres, nous passons
par les fonctions intermédiaires suivantes :

gpxq “ e´ 1
2x

2

hpxq “ g
´x
σ

¯

kpxq “ hpx´mq.
(36.418)

La fonction caractéristique que nous cherchons est 1
σ

?
2π k̂ptq. Les formules liées à la transformée

de Fourier nous donnent

k̂ptq “ ĥptqeitm (36.419a)subeqhatktrTFinvitmsubeqhatktrTFinvitm

ĥptq “ σĝpσtq (36.419b)

ĝptq “
ż

R

e´itxe´ 1
2x

2
dx “ ?2πe´t2{2. (36.419c)

Attention : l’intégrale à calculer est une transformée de Fourier inverse, d’où la formule (36.419a)
qui a un signe de différence avec la formule usuelle. En recombinant toutes ces expressions nous
trouvons

ΦN pm,σ2q “ e´σ2t2{2eitm, (36.420)

ce qu’il nous fallait.

Lemme 36.143.
Si Z „ N p0, 1q, alors l’espérance de X “ eβZ est

EpeβZq “ eβ
2{2. (36.421)
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Démonstration. L’espérance se calcule en remarquant que x2 ´ 2βx “ px´ βq2 ´ β2 : EqEspexpbetaZnorm

EpeβZq “ 1
2π

ż

R

eβxe´x2{2dx (36.422a)

“ 1?
2π

ż

R

e´ 1
2 px´βq2

eβ
2{2 (36.422b)

“ eβ
2{2

?
2π

ż

R

e´y2{2dy (36.422c)

“ eβ
2{2. (36.422d)

36.5.10 Vecteurs gaussiens

Source : [422, 758].

Définition 36.144.
Un vecteur aléatoire X : Ω Ñ Rd est un vecteur gaussien si toutes les combinaisons linéaires
de ses composantes sont des variables aléatoires normales. En d’autres termes, X est un vecteur
gaussien si pour tout vecteur u, la variable aléatoire u·X est gaussienne.

Le vecteur moyenne d’un vecteur gaussien est EpXq “ `
EpX1q, . . . , EpXnq

˘
et sa matrice de

variance-covariance est la matrice

KX “ VarpXq “ E
”`
X ´ EpXq˘b `

X ´ EpXq˘
ı

(36.423)

où l’opération b est celle introduite autour de l’équation (11.644). Cela n’est rien d’autre que la
matrice de covariance de la variable aléatoire X : Ω Ñ Rd.

Lemme 36.145.
Si les variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn sont des variables aléatoires réelles gaussiennes indé-
pendantes, alors le vecteur X “ pX1, . . . , Xnq est un vecteur gaussien.

Démonstration. Nous devons montrer que si X et Y sont des variables aléatoires gaussiennes
indépendantes, alors X`Y est encore gaussienne. L’indépendance nous assure les égalités suivantes
pour la fonction caractéristique :

ΦX`Y ptq “ E
`
eitpX`Y q˘ “ E

`
eitX

˘
E
`
eitY

˘
. (36.424)

Dans le cas où X et Y sont gaussiens nous trouvons

ΦX`Y ptq “ exp
ˆ
im1t´ σ2

1t
2

2

˙
exp

ˆ
im2t´ σ2

2t
2

2

˙
“ exp

ˆ
ipm1 `m2qt´ pσ

2
1 ` σ2

2qt2
2

˙
.

(36.425)
Étant donné que la loi d’une variable aléatoire est entièrement déterminée par sa fonction carac-
téristique (théorème 36.81), nous déduisons que X ` Y est une normale de moyenne m1 `m2 et
de variance σ2 “ σ2

1 ` σ2
2.

Propfmzuol

Proposition 36.146.
La fonction caractéristique d’un vecteur gaussien est donnée par

ΦXpuq “ exp
ˆ
iu·EpXq ´ 1

2u·KXu

˙
(36.426)

où KX est la matrice de covariance de X.
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Démonstration. Nous considérons la variable aléatoire réelle gaussienne u·X. Son espérance m “
Epu·Xq “ u·EpXq. Nous commençons par établir la formule suivante :

utKXu “ u·KXu “ E
”`rX ´ EpXqs·u

˘2
ı
. (36.427)

Utilisant la linéarité de l’espérance,
ÿ

kl

EpAklqukul “
ÿ

kl

EpAklukulq, (36.428)

nous trouvons

KXpu, uq “ E
´
rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs

¯
pu, uq (36.429a)

“ E
´`rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs˘pu, uq

¯
(36.429b)

“ E
´`rX ´ EpXqs·u

˘`rX ´ EpXqs·u
˘¯

(36.429c)

“ E
´`rX ´ EpXqs·u

˘2
¯
. (36.429d)

Par la linéarité du produit scalaire et de l’espérance,

rX ´ EpXqs·u “ u·X ´ Epu·Xq, (36.430)

ce qui nous ramène à la variable aléatoire u·X. Nous avons alors

KXpu, uq “ E
”`rX ´ EpXqs·u

˘2
ı
“ Varpu·Xq. (36.431a)

Nous avons donc obtenu une forme pour la variance de la variable aléatoire u·X. Étant donné
que u·X est gaussienne de moyenne m “ u·EpXq et de variance σ2 “ KXpu, uq, nous avons

Φu·Xptq “ exp
`
itm´ 1

2σ
2t2

˘
. (36.432)EqJJftOXEqJJftOX

Par ailleurs nous avons ΦXpuq “ Φu·Xp1q parce que

ΦXpuq “ E
`
eiu·X

˘ “ Φu·Xp1q. (36.433)

En utilisant la forme (36.432) pour Φu·X nous trouvons

ΦXpuq “ Φu·Xp1q “ exp
`
im´ 1

2σ
2˘ “ exp

´
iEpu·Xq ´ 1

2u·KXu
¯
. (36.434)

ThoPRkxPdQ

Théorème 36.147.
Soit X “ pX1, . . . , Xdq, un vecteur gaussien. Les composantes sont indépendantes si et seulement
si elles sont non corrélées.

Démonstration. Nous savons que les variables aléatoires indépendantes sont non corrélées. Nous
devons donc surtout prouver le contraire. Le fait que les variables aléatoires Xi soient non corrélées
signifie que la matrice de covariance est

KX “

¨
˚̋
σ2

1 0
. . .

0 σ2
d

˛
‹‚ (36.435)
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où σ2
k “ VarpXkq. Notons mk “ EpXkq. Si u P Rd, nous avons en vertu de la proposition 36.146

que

ΦXpuq “ exp
´
ipu1m1 ` ¨ ¨ ¨ ` udmdq ´ 1

2pσ
2
1u

2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` σ2

du
2
dq
¯

(36.436a)

“ exp
`
iu1m1 ´ 1

2σ
2
1u

2
1
˘
. . . exp

`
iudmd ´ 1

2σ
2
du

2
d

˘
(36.436b)

“ ΦX1pu1q . . .ΦXd
pudq. (36.436c)

Les variables aléatoires Xi sont donc indépendantes parce que la fonction caractéristique se facto-
rise.

Exemple 36.148.
Nous donnons à présent un exemple de deux variables aléatoires gaussiennes qui ne forment pas un
vecteur gaussien. Pour ce faire nous devons chercher des variables aléatoires non indépendantes.
Soit Y „ N p0, 1q et ϵ une variable aléatoire (indépendante de Y ) donnée par P pϵ “ ´1q “ 1

2 ,
P pϵ “ 1q “ 1

2 . Nous considérons le vecteur pY, ϵY q.
D’abord montrons que ϵY est une variable aléatoire gaussienne. Soit A un borélien de R. Nous

avons
P pϵY P Aq “ P pϵ “ 1, Y P Aq ` P pϵ “ ´1,´Y P Aq. (36.437)

Par indépendance et par symétrie de Y 30 nous trouvons

P pϵY P Aq “ P pϵ “ 1qP pY P Aq ` P pϵ “ ´1qP p´Y P Aq (36.438a)

“ 1
2P pY P Aq `

1
2P p´Y P Aq (36.438b)

“ P pY P Aq. (36.438c)

Nous avons donc Y „ ϵY , et donc ϵY est gaussienne.
En ce qui concerne la covariance, nous savons que EpY q “ Epϵq “ 0, donc

CovpY, ϵY q “ EpY · ϵY q “ EpϵY 2q “ EpϵqEpY 2q “ 0. (36.439)

Note : EpY 2q “ 1.
Les variables aléatoires Y et ϵY ne sont pas indépendantes. En effet si elles l’étaient, Y serait

aussi indépendante de pϵY q2 “ Y 2, alors que Y et Y 2 ne sont pas indépendantes. Donc X “ pY, ϵY q
n’est pas un vecteur gaussien. △

THOooLRZNooFXWwqy

Théorème 36.149 ([422]).
Soit m P Rd et K PMpd,Rq une matrice symétrique et positive. Alors il existe un vecteur gaussien
de moyenne m et de matrice de covariance K.

Démonstration. Nous effectuons la preuve avec m “ 0 31. Nous choisissons l’espace probabilisé
pΩ,Aq “ pRr,BorpRrqq où r est le rang de K muni de la probabilité de densité

γpuq “ 1
p2πqr{2 exp

`´ 1
2}u}

2˘. (36.440)EqozOZiQEqozOZiQ

Nous considérons la variable aléatoire
Y0 : Ω Ñ Rr

u ÞÑ u.
(36.441)

C’est une variable aléatoire gaussienne de loi PY0 “ γλr où λr est la mesure de Lebesgue sur Rr. Sa
densité (36.440) s’écrit comme le produit de r gaussiennes indépendantes ; sa matrice de covariance
est donc 1rˆr.

30. C’est-à-dire que P pY P Aq “ P pY P ´Aq “ P p´Y P Aq.
31. À mon avis le cas m ‰ 0 se déduit alors facilement. Écrivez-moi pour me donner la preuve quand vous l’avez.
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Étant donné que K est symétrique et positive, il existe une matrice dˆ r telle que K “ AAt.
Pour voir cela, remarquons qu’il existe une matrice dˆd qui fait le travail. En effet K se diagonalise
par une orthogonale (théorème 9.224) :

K “ ADAt “ A
?
D
?
DAt (36.442)

où D est une matrice diagonale contenant d´ r zéros et
?
D est la matrice que l’on imagine. Donc

la matrice L “ A
?
D est une matrice telle que LLt “ K. Maintenant, étant donné que les d ´ r

dernières lignes de D sont vides, les d´ r dernières lignes de L n’ont pas d’importance et peuvent
être choisies nulles, voire même ne pas exister. La matrice A P Mpd ˆ r,Rq qui réalise AAt “ K
est la « troncature » de L à ses r premières lignes.

Nous considérons la variable aléatoire Y “ AY0 : Ω Ñ Rd. Étant donné que AY0 est une
transformation linéaire d’un vecteur gaussien, c’est un vecteur gaussien. Nous avons encore mpY q “
0 et

VarpY q “ EpY b Y q “ E
`pAY0q b pAY0q

˘ “ AEpY0 b Y0qAt “ AAt “ K (36.443)

parce que EpY0bY0q “ 1. Nous avons utilisé les formules du produit tensoriel introduit en (11.644),
et en particulier la formule (11.647).

Lorsqu’une matrice symétrique et positive K est donnée, nous avons créé un vecteur gaussien de
covariance K en créant X “ AY où Y est le vecteur gaussien « le plus simple » et où A est donnée
par AAt “ K. La proposition suivante montre l’inverse : un vecteur gaussien X peut se réduire
au vecteur gaussien « le plus simple » en utilisant la transformation Y “ A´1X où A est encore
donnée par AAt “ K. Ce résultat nous permettra de voir les vecteurs gaussiens généraux comme
des « changements de coordonnées » par rapport au vecteur gaussien simple Y “ pY1, . . . , Ydq avec
Yi „ N p0, 1q.

PropGacmRi

Proposition 36.150.
Soit Y “ pY1, . . . , Ynq le vecteur gaussien formé des variables aléatoires indépendantes Yi „
N p0, 1q. Soit K une matrice symétrique et positive et la matrice A telle que AAt “ K. Alors
le vecteur X “ AY est gaussien de covariance K.

Démonstration. Nous montrons que la covariance de X “ AY est donnée par K. Nous avons

KX “ E
`rX ´ EpXqs b rX ´ EpXqs˘ (36.444a)

“ E
`
ApY ´ EpY qq bApY ´ EpY qq˘ (36.444b)

“ E
´
A
`rY ´ EpY qs b rY ´ EpY qs˘At

¯
(36.444c)

“ EpAAtq (36.444d)
“ K. (36.444e)

Nous avons utilisé le lemme 11.223 ainsi que le fait que

rY ´ EpY qs b rY ´ EpY qs “ KY “ 1. (36.445)

Notons que EpY q “ 0, mais cela ne joue pas ici.

Théorème 36.151.
Un vecteur gaussien X : Ω Ñ Rd possède une densité par rapport à la mesure de Lebesgue si et
seulement si sa matrice de covariance est inversible. Dans ce cas nous avons la densité

fXpxq “ 1
p2πqd{2

1a| detpKXq|
exp

ˆ
´1

2 rX ´ EpXqs·K´1
X rX ´ EpXqs

˙
. (36.446)EqzulwmYEqzulwmY

Démonstration. Nous supposons que EpXq “ 0. En utilisant la proposition 36.150, nous posons
X “ AY où Y est un vecteur gaussien Y „ N p0,1q et AAt “ KX . Si K n’est pas inversible, alors
A n’est pas inversible non plus. Notons r ă d le rang de A. Étant donné que X “ AY , la variable
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aléatoire X prend presque surement ses valeurs dans l’image de A, c’est-à-dire dans un sous-espace
de dimension r ă d de Rd. Ce sous-espace est de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, mais
de mesure 1 pour la mesure PX . La mesure PX ne peut donc pas avoir de densité par rapport à
celle de Lebesgue.

Supposons maintenant que KX soit inversible. La matrice A l’est aussi. Nous anticipons l’uti-
lisation du théorème de changement de variable 14.292. Ici le changement de variable sera la
transformation linéaire A dont le jacobien vaut

| detpA´1q| “ 1
detA “ 1a| detKX |

. (36.447)

Soit γ la densité de Y . Nous posons

fXpxq “ 1a| detKX |
γpA´1Xq (36.448)

où γ est le produit des densités de d gaussiennes usuelles N p0, 1q. Nous allons d’abord montrer
que cette formule est bien la fonction (36.446) et ensuite que X admet fX comme densité. Nous
avons

γpA´1q “ 1
p2πqd{2 exp

ˆ
´1

2}A
´1x}2

˙
, (36.449)

et

}A´1x}2 “ xA´1x,A´1xy (36.450a)
“ xpA´1qtA´1x, xy (36.450b)
“ xpAAtq´1x, xy (36.450c)
“ x·K´1

X x, (36.450d)

ce qui nous donne bien la formule (36.446). Nous vérifions maintenant que fX est bien une densité
pour X. Soit B un borélien de Rd. Nous avons d’abord

P pX P Bq “ P pAY P Bq “ P pY P A´1Bq. (36.451)

Ici nous avons utilisé le fait que A était bijectif. Nous avons ensuite

P pX P Bq “
ż

A´1B
γptqdy “

ż

B
γ
`
A´1x

˘|JA´1pxq|dx “
ż

B
fXpxqdx. (36.452)

C’est ici que nous avons utilisé le théorème de changement de variable 14.292.

36.5.11 Variable aléatoire de Rademacher

Une variable aléatoire de Rademacher est une variable aléatoire de loi

ϵ „ δ0 ´ δ1, (36.453)

sur l’ensemble Ω “ t0, 1u. C’est la variable aléatoire qui prend valeur 1 ou ´1 avec probabilité 1
2 .

Parmi les propriétés évidentes de cette variable aléatoire nous avons Epϵq “ 0 et Epϵ2q “ 1.
PropCZRNRsf

Proposition 36.152 (Inégalité de Khintchine[104]).
Soient r1, . . . , rn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de Rademacher
et une combinaison linéaire

X “
nÿ

i“1
airi (36.454)

avec ai P R. Alors
}X}2 ď

?
eE

`|X|˘. (36.455)EqYBZlMgaEqYBZlMga
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Démonstration. Pour rappel la définition est que

}X}2 “
b
E
`|X|2˘. (36.456)

Vu que c’est de la quantité E
`|X|˘ que nous voulons parler, nous notons l’inégalité

E
`|X|˘ “

ż

Ω

ˇ̌
Xpωqˇ̌dP pωq ě ˇ̌ ż

Ω
XpωqdP pωqˇ̌ “ ˇ̌

EpXqˇ̌. (36.457)

Nous supposons que
řn
j“1 a

2
j “ 1 ; sinon nous multiplions les aj par ce qu’il faut pour l’avoir

et ce facteur sortira des deux côtés de (36.455).
Nous allons passer par la variable aléatoire intermédiaire

Y “
nź

j“1
p1` iajrjq (36.458)

et pour presque tout ω P Ω nous avons

|Y pωq| “
nź

j“1
|1` iajrjpωq| (36.459a)

“
nź

j“1

d
1` a2

j rjpωq2loomoon
“1

(36.459b)

“
nź

j“1

b
1` a2

j (36.459c)

ď
nź

j“1

b
ea

2
j (36.459d)

“
gffe

nź

j“1
ea

2
j (36.459e)

“
b
e
ř
a2

j (36.459f)
“ ?e. (36.459g)

Donc }Y }8 ď ?e où }.}8 est la norme supremum sur Ω. Cela nous permet de donner une première
inégalité à propos de Ep|X|q. D’abord

ˇ̌
EpXY qˇ̌ “ ˇ̌ ż

Ω
XpωqY pωqdP pωqˇ̌ ď

ż

Ω

ˇ̌
Xpωqˇ̌}Y }8dP pωq “ }Y }8E

`|X|˘, (36.460)

ensuite en remplaçant }Y }8 par la majoration que nous venons de donner de |Y pωq|,
?
eE

`|X|˘ ě ˇ̌
EpXY qˇ̌. (36.461)EqYVbzyGbEqYVbzyGb

Il nous reste à prouver que
ˇ̌
EpXY qˇ̌ ě }X}2.

Pour ce faire nous commençons par noter que pour chaque j nous avons Eprjq “ 0 et Epiajr2
j q “

iaj ; en utilisant l’indépendance des rj et le lemme 36.31 nous avons alors

EprjY q “ E
´
rjp1` iajrjq

ź

k‰j
p1` iakrkq

¯
(36.462a)

“ E
`
rjp1` iajrjq

˘ź

k‰j
Ep1` iakrkq (36.462b)

“ iaj
ź

k‰j

`
1` iakEprkq

˘
(36.462c)

“ iaj . (36.462d)
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Par conséquent, en utilisant la proposition 36.35 dans le cas non indépendant,

EpXY q “
nÿ

j“1
ajEprjY q “

ÿ

j

ajiaj “ i
ÿ

j

a2
j “ i. (36.463)

Nous pouvons compléter l’équation (36.461) en

?
eE

`|X|˘ ě ˇ̌
EpXY qˇ̌ “ 1, (36.464)

et nous nous empressons de montrer que }X}2 “ 1. En effet }X}2 “
a
Ep|X|2q alors que

}X}22 “ E
`p
ÿ

i

airiq2
˘

(36.465a)

“ E
´ÿ

k

a2
kr

2
k ` 2

ÿ

i‰j
aiajrirj

¯
(36.465b)

“
ÿ

k

a2
k ` 2

ÿ

i‰j
aiajEprirjq (36.465c)

“ 1 (36.465d)

36.5.12 Loi de Student

Définition 36.153.
La loi χ2 à d degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire Y 2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` Y 2
n si les pYiq sont des

variables aléatoires normales indépendantes centrées et réduites.
La loi de Student à d degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire

Xa
K{d (36.466)

où X „ N p0, 1q et K „ χ2pdq sont des variables aléatoires indépendantes. Cette loi est notée
T pdq

Nous avons une illustration de la densité de la loi χ2p10q à la figure 36.1.

5 10 15 20 25 30

1
20

1
10

Figure 36.1: La densité de χ2p10q. LabelFigChiSquared

L’importance de cette loi sera dans le théorème de Cochrane 37.15.
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36.5.13 Indépendance, covariance et variance de somme
subsecTTHohur

Si X et Y sont des variables aléatoires réelles, nous avons défini la covariance par (36.69) :

CovpX,Y q “ E
”`
X ´ EpXq˘`Y ´ EpY q˘

ı
(36.467)

Une clef est le lemme 36.31 qui dit que lorsque X et Y sont indépendantes, alors EpXY q “
EpXqEpY q. Nous avons les liens suivants.

(1) Si X et Y sont indépendantes, alors CovpX,Y q “ 0.
(2) La réciproque n’est pas vraie par l’exemple 36.33.
(3) Si Z est un vecteur gaussien, les composantes Zi sont indépendantes si et seulement si la

matrice de covariance est diagonale, c’est-à-dire que les Zi sont deux à deux non corrélées ;
c’est le théorème 36.147.

(4) En ce qui concerne la variance d’une somme,

VarpX ` Y q “ VarpXq `VarpY q ` 2 CovpX,Y q. (36.468)

Donc lorsqueX et Y ne sont pas corrélées, la variance est sympa avec la somme. En particulier
lorsqu’elles sont indépendantes, mais pas seulement.

36.6 Estimation des grands écarts

Si Sn est une somme de variables aléatoires de Bernoulli Xi indépendantes de probabilité p,
l’espérance de Sn{n est p, et nous voudrions savoir quelle est la probabilité d’avoir un taux de
succès un peu plus important :

P
`Sn
n
ě p` ϵ˘. (36.469)

La loi des grands nombres nous permet de dire que ça ne va pas être très grand. En effet si nous
posons

Yi “ Xi ´ p´ ϵ (36.470)

et
Zn “ 1

n

nÿ

i“1
Yi “ Sn

n
´ p´ ϵ, (36.471)

la loi des grands nombres (théorème 36.116) nous indique que

Zn
p.s.ÝÑ EpY1q “ ´ϵ. (36.472)

La proposition 36.101 sur le lien entre les types de convergence nous donne immédiatement la
convergence en loi. C’est-à-dire que pour tout η ą 0,

P
´
|Zn ` ϵ| ě η

¯
Ñ 0. (36.473)

En prenant η “ ϵ
2 ,

P pZn “ 0q ď P
`|Zn ` ϵ| ě ϵ

2
˘Ñ 0. (36.474)

Tout cela montre que
lim
nÑ8P

`Sn
n
ě p` ϵ˘ “ 0. (36.475)

Autrement dit, la probabilité de tomber à une distance fixée de la moyenne tend vers zéro lorsque
le nombre d’essais augmente. Rien d’étonnant.

Le théorème suivant nous indique la vitesse de convergence. Elle est exponentielle et le coeffi-
cient est donné en fonction de p et de ϵ.
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ThoYYaBXkU

Théorème 36.154 ([104]).
Soient des variables aléatoires Xi „ Bppq et

Sn “
nÿ

i“1
Xi „ Bpn, pq. (36.476)

Pour ϵ P s0, 1´ pr, nous définissons

h`pϵq “ pp` ϵq ln
ˆ
p` ϵ
p

˙
` p1´ p´ ϵq ln

ˆ
1´ p´ ϵ

1´ p
˙
. (36.477)

Alors ItemUWyKcpMi

(1) h`pϵq ą 0.
ItemUWyKcpMii

(2) Pour tout n ě 1, nous avons

P

ˆ
Sn
n
ě p` ϵ

˙
ď e´nh`pϵq. (36.478)EqXFortLpEqXFortLp

ItemUWyKcpMiii

(3) L’estimation (36.478) est optimale au sens que

lim
nÑ8

1
n

ln
ˆ
P
`Sn
n
ě p` ϵ˘

˙
“ ´h`pϵq. (36.479)

Démonstration. Pour tout t ě 0 nous avons :

P

ˆ
Sn
n
ě p` ϵ

˙
“ P

`
Sn ě np` nϵ˘ (36.480a)

ď E
´
etpSn´np´nϵq

¯
(36.480b)subeqDUYpBeFsubeqDUYpBeF

“ e´ntpp`ϵqE
`
etSn

˘
(36.480c)

“ e´ntpp`ϵq
8ÿ

k“0
etkP pSn “ kq (36.480d)subeqXEHKoqksubeqXEHKoqk

“ e´ntpp`ϵq
nÿ

k“0
etk

ˆ
n

k

˙
pkp1´ pqn´k (36.480e)

“ e´ntpp`ϵq`p1´ pq ` pet˘n (36.480f)

“ exp
´
´ n`tpp` ϵq ´ lnp1´ p` petq˘

¯
. (36.480g)

Justifications :
— L’inégalité (36.480b) est l’inégalité de Markov (corolaire 36.115) avec ϕpxq “ etx.
— La ligne (36.480d) est une utilisation du théorème de transfert 36.85.

Nous posons maintenant
h “ sup

tą0

`
tpp` ϵq ´ lnp1´ p` petq˘. (36.481)

Pour cette valeur de h nous avons

P

ˆ
Sn
n
ě p` ϵ

˙
ď e´nh. (36.482)

Nous considérons la fonction

g : R` Ñ R

t ÞÑ tpp` ϵq ´ lnp1´ p` petq. (36.483)
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Elle vérifie gp0q “ 0 et

g1ptq “ pp` ϵq ´ pet

1´ p` pet (36.484a)

g1p0q “ pp` ϵq ´ p

1´ p` p “ ϵ ą 0. (36.484b)

Par conséquent sur un voisinage de t “ 0 la fonction g est strictement croissante et nous concluons
que g prend (au moins) quelques valeurs strictement positives. Du coup nous avons

h “ }g}8 ą 0. (36.485)

Nous cherchons maintenant pour quelle valeur de t est réalisé le maximum de g. D’abord résoudre
g1ptq “ 0 donne

t0 “ ln
ˆpp` ϵqp1´ pq
pp1´ p´ ϵq

˙
(36.486)

Vu que g1ptq Ñ p ` ϵ ´ 1 ă 0, nous avons limtÑ8 gptq “ ´8 et donc le t0 trouvé est bien un
maximum et non un minimum.

Il est maintenant loisible de calculer une valeur pour h : il suffit de calculer gpt0q. La calcul
n’est pas très compliqué et donne

h “ gpt0q “ pp` ϵq ln
ˆ
p` ϵ
p

˙
` pp` ϵ´ 1q ln

ˆ
1´ p

1´ p´ ϵ
˙
, (36.487)

ce qui est bien h “ h`pϵq. Cela démontre les points (1) et (2).
Nous montrons à présent l’aspect optimal de l’estimation. Nous savons déjà que

1
n

ln
ˆ
P
`Sn
n
ě p` ϵ˘

˙
ď h`pϵq. (36.488)EqUIplgUDEqUIplgUD

Nous posons kn “ rnpp` ϵqs. Vu que p` ϵ ă 1 et que Sn ď n, nous avons

P
`Sn
n
ě p` ϵ˘ “ P

`
Sn ě npp` ϵq˘ ě P pSn “ knq “

ˆ
n

kn

˙
pknp1´ pqn´kn . (36.489)

C’est maintenant que nous utilisons la formule de Stirling (lemme 20.204) pour chacune des fac-
torielles intervenant dans le coefficient binomial. Nous trouvons :

P

ˆ
Sn
n
ě p` ϵ

˙
ě P pSn “ knq “ ♣ “

`
n
e

˘n?2πnαpnqpknp1´ pqn´kn

`
kn
e

˘kn ?2πknαpknq
`
n´kn
e

˘n´kn
a

2πpn´ knq
. (36.490)

Nous savons que kn “ npp ` ϵq ` σpnq avec σ borné par 1. Par conséquent n ´ kn Ñ 8 et nous
pouvons regrouper les coefficients en α en

βpnq “ αpnq
αpknqαpn´ knq Ñ 1. (36.491)

Nous remarquons aussi que les e se simplifient. Nous récrivons ♣ sous la forme

♣ “ 1?
2π

c
n

knpn´ knqβpnqloooooooooooooomoooooooooooooon
“Apnq

nnpknp1´ pqn´kn

kkn
n pn´ knqn´kn

(36.492a)

“ Apnqnn
ˆ
p

kn

˙kn
ˆ

1´ p
n´ kn

˙n´kn

(36.492b)

“ Apnq
ˆ
np

kn

˙kn
ˆ
np1´ pq
n´ kn

˙n´kn

. (36.492c)
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Nous passons au logarithme et nous étudions 1
n ln

`
P pSn “ knq

˘
. Nous avons les termes suivants à

étudier :

1
n

ln
`
P pSn “ knq

˘ “ ´ 1
2n lnp2πq ` 1

2n ln
ˆ

n

knpn´ knq
˙

` kn ln
ˆ
np

kn

˙
` pn´ knq ln

ˆ
np1´ pq
n´ kn

˙
` 1
n

ln
`
αpnq˘.

(36.493)

Nous étudions terme à terme la limite de cela lorsque nÑ8.
(1) Le terme 1

2n lnp2πq ne pose pas de problèmes. Il tend vers zéro.
(2) Si nous remplaçons kn par npp` ϵq ` σpnq nous voyons que ce qui est dans le logarithme est

majoré par 1
P pnq pour un certain polynôme P . Ce terme est dans le cas lnpP pnqq

n qui tend vers
zéro lorsque nÑ8.

(3) Pour ce terme nous remplaçons kn par npp` ϵq ` kn´npp` ϵq. Nous devons alors étudier la
limite de

pp` ϵq ln
ˆ
np

kn

˙
` kn ´ npp` ϵq

n
ln
ˆ
np

kn

˙
. (36.494)EqZTmKdSnEqZTmKdSn

Ce qui est dans les logarithmes est encadré de la façon suivante :

npp` ϵq
np

ď kn
np
ď npp` ϵq ` 1

np
. (36.495)

Donc la limite de kn{np est pp` ϵq{p. Les logarithmes restent bornés. Pour le second terme
de (36.494), le numérateur du coefficient est borné par 1. Donc le second terme tend vers
zéro et le tout tend vers

pp` ϵq ln
ˆ

p

p` ϵ
˙
. (36.496)

(4) Nous devons enfin étudier le dernier terme. La combinaison n´kn
n s’étudie de la façon sui-

vante :

n´ kn
n

“ n´ npp` ϵq ` npp` ϵq ´ kn
n

“ np1´ p´ ϵq ` npp` ϵq ´ kn
n

Ñ 1´p´ϵ (36.497)

parce que npp` ϵq ´ kn est borné par 1. Sachant cela, notre terme a pour limite

n´ kn
n

ln
ˆ
np1´ pq
n´ kn

˙
Ñ p1´ p´ ϵq ln

ˆ
1´ p

1´ p´ ϵ
˙
. (36.498)

En remettant tous les morceaux bouts à bout,

1
n
P pSn “ knq Ñ p1` ϵq ln

ˆ
p

p` ϵ
˙
` p1´ p´ ϵq ln

ˆ
1´ p

1´ p´ ϵ
˙
“ ´h`pϵq. (36.499)

Étant donné que nous avions déjà prouvé que P
`
Sn
n ě p` ϵ˘ ě P pSn “ knq, nous avons

lim inf
nÑ8

1
n

ln
´
P pSn

n
ě p` ϵq

¯
ě lim

nÑ8
1
n
P pSn “ knq “ ´h`pϵq. (36.500)

En combinant avec (36.488) nous trouvons que

lim
nÑ8

1
n

ln
´
P
`Sn
n
ě p` ϵ˘

¯
“ h`pϵq. (36.501)

Pour cette dernière déduction nous utilisons le fait que si panq est une suite telle que an ď l et
lim infnÑ8 an “ l, alors panq admet une limite qui vaut l.
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36.7 Simulations de réalisations de variables aléatoires

Le générateur de base que possède un système informatique est un générateur de nombres
pseudo-aléatoires de nombres entiers entre 0 et m´ 1 généré par une suite du type

xn`1 “ paxn ` bq mod m. (36.502)

36.7.1 Générateur uniforme

36.7.1.1 Première méthode

Une première façon de générer une variable aléatoire de loi uniforme sur s0, 1r est de diviser
par m´ 1 la suite de xn. En effet nous avons la proposition suivante.

Proposition 36.155.
Si pYnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
uniforme sur t0, . . . , n´ 1u. Alors

Yn
n

LÝÑ U r0, 1s. (36.503)

Démonstration. Nous prouvons la convergence en loi en passant par la fonction de répartition et
la proposition 36.102. La fonction de répartition de la densité U r0, 1s est

FXpxq “ x1|r0,1s. (36.504)

La fonction de répartition de la variable aléatoire (discrète) Xn “ Yn
n est

P pYn
n
ď xq “ P pYn ď nxq “ tnxu

n
(36.505)

où tau est le plus grand entier inférieur à a. Nous avons évidemment

lim
nÑ8

tnxu

n
“ x, (36.506)

ce qui montre la convergence des fonctions de répartitions et donc la convergence en loi qui nous
intéresse.

36.7.1.2 Seconde méthode

Soit pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon la
loi Yn „ U t0, . . . ,m´ 1u. Alors la série de variables aléatoires

Z “
8ÿ

k“0

Yk
mk`1 (36.507)

est une série qui converge presque surement parce que Yk est borné par m. Avec probabilité zéro
nous avons Z “ ř

k 1{mk qui converge. Nous avons

Z „ U r0, 1s. (36.508)

L’argument pour montrer cette loi est qu’en base m, la variable aléatoire Z a un développement
décimal Z “ 0.Y1Y2Y3Y4 ¨ ¨ ¨.

36.7.2 Simulation par inversion

Nous cherchons maintenant à simuler une loi X de fonction de répartition F .
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Définition 36.156.
Soit f : RÑ r0, 1s une fonction croissante, continue à droite et telle que

lim
xÑ´8 fpxq “ 0 (36.509a)

lim
xÑ8 fpxq “ 1. (36.509b)

L’inverse généralisé de f , notée f´1 est la fonction définie par

f´1ptq “ inftx tel que fpxq ě tu. (36.510)

Remarque 36.157.
L’inverse généralisé d’une fonction bijective est la vraie fonction réciproque usuelle.

PropInvgenecntddr

Proposition 36.158.
Soit f une fonction admettant un inverse généralisé f´1. Alors nous avons f´1ptq ď a si et
seulement si t ď fpaq.

La continuité à droite joue pour démontrer cette proposition.

Proposition 36.159.
Si F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X et si U est une variable aléatoire de
loi uniforme U r0, 1s, alors F´1pUq a la même loi que X.

Démonstration. Nous montrons que les fonctions de répartition de X et de F´1pUq sont identiques.
En utilisant la proposition 36.158, nous avons

P
`
F´1pUq ď y

˘ “ P
`
U ď F pyq˘ (36.511a)

“ F pyq (36.511b)
“ P pX ď yq. (36.511c)

Donc F´1pUq est la fonction de répartition de X.

La difficulté de la méthode par inversion est qu’il faut être capable de calculer l’inverse de la
fonction de répartition de la loi à simuler.

36.7.2.1 Loi exponentielle

La loi exponentielle est une loi qui peut être simulée par inversion. Nous savons du lemme 36.77
que sa fonction de répartition 32 vaut

F pxq “ 1´ e´λx, (36.512)

et l’inverse vaut
F´1pyq “ ´ 1

λ
lnp1´ yq. (36.513)

Par conséquent, une bonne formule pour simuler une loi exponentielle est

´ 1
λ

lnp1´ Uq. (36.514)

Notez que U étant uniforme, nous pouvons tout autant prendre ´ lnpUq{λ.

32. Définition 36.75.
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36.7.3 Algorithme de Box-Muller

Il s’agit de simuler une loi gaussienne. La proposition est la suivante.

Proposition 36.160.
Si U et V sont des variables aléatoires indépendantes de même loi uniforme sur r0, 1s, alors le
couple

pX,Y q “ `a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘ (36.515)

vérifie
(1) X est indépendante de Y
(2) X et Y sont de loi N p0, 1q.

Démonstration. Nous allons montrer la proposition en utilisant les fonctions tests. Soit donc
φ : R2 Ñ R une fonction bornée et mesurable. Soient Z et W , deux variables aléatoires indé-
pendantes de loi N p0, 1q. Nous allons montrer que

F
`
φpX,Y q˘ “ E

”
φ
`a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘

ı
. (36.516)

Par indépendance de U et V , la densité du couple est le produit des densités, donc en passant aux
coordonnées polaires,

♢ “ E
“
φpZ,W q‰ (36.517a)

“ 1
2π

ż 8

´8

ż 8

´8
φpx, yqe´x2{2e´y2{2dxdy (36.517b)

“ 1
2π

ż 2π

0
dθ

ż 8

0
φpr cos θ, r sin θqe´r2{2rdr. (36.517c)

Nous posons u “ e´r2{2 et v “ θ
2π . En particulier r “a´2 lnpuq et

♢ “
ż 1

0

ż 1

0
φ
`a´2 lnpuq cosp2πvq,a´2 lnpuq sinp2πvq˘dudv (36.518a)

“ E
´
φ
`a´2 lnpUq cosp2πV q,a´2 lnpUq sinp2πV q˘

¯
(36.518b)

parce que mesure dudv est la densité de la loi uniforme.

En pratique, la formule

px, yq ÞÑ `?´2 ln x cosp2πyq,?´2 ln x sinp2πyq˘ (36.519)

est une façon d’obtenir deux gaussiennes à partir de deux variables uniformes.

36.7.4 Méthode du rejet

La méthode du rejet permet de simuler des lois à densité. Soit f la densité de la loi à simuler.
Nous faisons les hypothèses suivantes.

(1) Il existe une densité g d’une variable aléatoire facile à simuler.
(2) Il existe un k ě 0 tel que fpxq ď kgpxq.

Remarque 36.161.
Le k de la seconde hypothèse est nécessairement plus grand que 1. En effet,

1 “
ż
f ď k

ż
g “ k (36.520)

parce que f et g sont des densités et ont donc une intégrale égale à 1.
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Proposition 36.162.
Soient pXnq et pUnq des suites de variables aléatoires indépendantes au sens où non seulement les
Xi et Uk sont indépendants entre eux, mais de plus Xi est indépendant de Uj pour tout i et j.
Nous supposons que les Xi sont indépendantes et identiquement distribuées, de densité g et que les
Ui sont indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme.

Nous introduisons la variable aléatoire à valeurs dans N

ppωq “ inftn ě 0 tel que α
`
Xnpωq

˘ ě Unpωqu (36.521)

où α est la fonction définie par

αpxq “
#

fpxq
kgpxq si gpxq ‰ 0
0 si gpxq “ 0.

(36.522)

Alors la variable aléatoire Y définie par

Y pωq “ Xppωqpωq (36.523)

admet f pour densité.

Démonstration. D’abord étant donné que fpxq ď kgpxq nous avons αpxq P r0, 1s. Nous pouvons
à priori avoir ppωq “ 8, ce qui rendrait caduque la définition de Y pωq. Montrons donc pour
commencer que P pp “ 8q “ 0. En utilisant l’indépendance nous avons EqSubEqPnNinftyalphaUu

P
`
αpXnq ă Un,@n

˘ “ lim
NÑ8

Nź

i“1
P
`
αpXiq ă Ui

˘
(36.524a)

“ lim
NÑ8P

`
αpX1q ă U1

˘N
. (36.524b)

Pour conclure nous devons prouver que P
`
αpX1q ă U1

˘ ă 1. Pour cela nous calculons

P
`
αpX1q ă U1

˘ “
ż

R

dx

ż 1

0
du1αpxqăugpxq (36.525a)

“
ż

R

gpxq`1´ αpxq˘dx (36.525b)

“
ż

R

ˆ
gpxq ´ fpxq

k

˙
dx (36.525c)

“ 1´ 1
k

(36.525d)

ă 1. (36.525e)

L’équation (36.524) nous permet donc de conclure que P
`
αpXnq ă Un,@n

˘ “ 0. Par conséquent
la variable aléatoire Y pωq “ Xppωqpωq a un sens.

Nous devons maintenant prouver que Y a bien f pour densité. Pour cela nous considérons un
ensemble mesurable A P BorpRq et nous montrons que P pY P Aq “ ş

A fpxqdx. Nous avons

P pY P Aq “ P pXp P Aq “
8ÿ

i“1
P pXj P A, p “ jq. (36.526)EqdscPAYXjApjEqdscPAYXjApj

Par ailleurs nous avons

P pXj P A, p “ jq “ P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj , αpXmq ă Um @m ď j ´ 1

˘

“ P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘
P
`
αpX1q ă U1

˘j´1

“ P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘ˆ
1´ 1

k

˙j´1
.

(36.527)EqalPXjAvpjalphaXjEqalPXjAvpjalphaXj
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Étant donné que gpxqdx est la densité de Xj et que du est la densité de U , nous avons

P
`
Xj P A,αpXjq ě Uj

˘ “
ż

R

ż 1

0
1xPA1αpxqěugpxqdudx (36.528a)

“
ż

R

gpxq1xPA
ż 1

0
1αpxqěudu

looooooomooooooon
αpxq

dx. (36.528b)

“
ż

R

1xPA
fpxq
k

dx (36.528c)

“ 1
k
P pX P Aq. (36.528d)

En remplaçant dans l’équation (36.527) nous trouvons

P pXj P A, p “ jq “ 1
k
P pX P Aq

ˆ
1´ 1

k

˙j´1
. (36.529)

Et enfin, l’équation (36.526) donne

P pY P Aq “ 1
k
P pX P Aq

8ÿ

i“1

ˆ
1´ 1

k

˙j´1
“ P pX P Aq. (36.530)

36.7.5 Simuler une loi géométrique à l’ordinateur

Si pXnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec
Xn „ Bppq, alors

Z “ mintk ě 1 tel que Xk “ 1u „ G ppq. (36.531)

Nous avons alors P pZ “ kq “ p1´ pqkp.
Si nous avons un générateur de lois de Bernoulli de paramètre p, alors nous simulons jusqu’à

obtenir 1 et nous comptons combien de simulations ont été nécessaires.

36.7.6 Simuler une loi exponentielle à l’ordinateur

Nous pouvons utiliser la méthode de l’inversion. Étant donné que la fonction de répartition de
la loi exponentielle est F pxq “ 1´ e´λx, nous avons F´1pyq “ 1

λ lnp1´ yq. Par conséquent à partir
d’un générateur uniforme U , nous pouvons calculer

F´1pUq “ 1
λ

lnpUq (36.532)

qui suivra une loi exponentielle d’espérance 1{λ.

36.7.7 Simuler une loi de Poisson à l’ordinateur

Nous savons du point 36.5.8 que si les Ti sont des variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi E pλq, alors nous avons

maxtn ě 1 tel que
ÿ

i

Ti ď 1u „Ppλq. (36.533)

La façon usuelle pour créer une loi exponentielle est d’avoir un générateur de loi uniforme Ui et
d’écrire que

´ 1
λ

lnpUiq „ E pλq. (36.534)
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Nous devons donc faire la somme de telles variables aléatoires et voir à partir de quel moment la
somme dépasse 1. Le calcul est le suivant :

´
nÿ

i“1

1
λ

lnpUiq ď 1 (36.535)

implique
nź

i“1
Ui ď e´λ. (36.536)

En pratique, la variable aléatoire qui se comporte comme une loi de Poisson de paramètre λ est

N “ maxtn ě 1 tel que
nź

i“1
Ui ě e´λu. (36.537)

Nous générons donc des nombres aléatoires entre 0 et 1 et nous effectuons le produit jusqu’à ce
qu’il passe en dessous de e´λ. À ce moment, nous retournons le nombre de nombres qu’il a fallu
générer.

36.8 Sage
Nous allons montrer maintenant quelques trucs importants dans l’utilisation de Sage pour

réaliser des petits graphiques.

Remarque 36.163.
Dans ce qui suit, nous allons parler de « Sage », mais en réalité nous allons surtout parler du
module scipy qui fait partie des modules hyper-usuels de Python. Les remerciements vont donc
au moins autant du côté de l’équipe de scipy que vers celle de Sage.

36.8.1 Loi exponentielle

Il faut savoir que la définition d’une loi continue retourne automatiquement la loi centrée
réduite. Pour avoir une loi exponentielle de moyenne donnée, il faut donc préciser de façon plus
maligne que ce que l’on croit.

1 from scipy i m p o r t stats
2

3 X=stats.expon(scale =5)
4 print (X.mean ()) # r e t o u r n e 5
5

6 P=plot( X.pdf ,x ,0 ,10 )
7 show(P) # A f f i c h e le g r a p h i q u e

tex/frido/code_sage1.py

36.8.2 Inverser des lois

Pour trouver des intervalles de confiance, il faut souvent calculer des inverses de loi. Bien
entendu Sage le fait. Ce que sage connaît, c’est l’inverse de la fonction de survie. Autrement dit si
X est une variable aléatoire, X.sf est la fonction x ÞÑ 1´P pX ă xq et X.isf en est l’inverse. Pour
résoudre P pX ă ξq “ α, il faut résoudre F pξq “ α, c’est-à-dire

1´ F pξq “ 1´ α, (36.538)

ce qui se fait de la façon suivante : le programme suivant donne pour une loi normale centrée
réduite la valeur de ξ pour laquelle P pN ă ξq “ 0.05 :
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1 from scipy i m p o r t stats
2

3 N=stats.norm
4 print N.mean () # 0
5 print N.var () # 1
6

7 xi = N.isf (0.95)
8 print xi # -1.64485
9

10 N.cdf(xi) # V é r i f i c a t i o n : 0.05
11

12 # G r a p h i q u e s de la f o n c t i o n de d e n s i t é et la c u m u l a t i v e .
13 P=plot(N.cdf ,x , -10 ,10)
14 Q=plot(N.pdf ,x,-10,10, color=" red ")
15 show(P+Q)

tex/frido/code_sage2.py

36.9 Monte-Carlo
Nous voudrions calculer une valeur approchée de l’intégrale

I “
ż b

a
fpxqdx. (36.539)

Les méthodes classiques consistent à discrétiser l’intervalle ra, bs et en calculant une somme de la
forme

ř
iwifpxiq.

L’idée de Monté Carlo est de remplacer le découpage déterministe xi par des variables aléatoires
Xi en trois étapes.

(1) Pour cela nous commençons par écrire l’intégrale comme une espérance : I “ EpXq où X est
une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé pΩ,F , P q à déterminer. Une contrainte
est évidemment d’avoir X P L1pΩ,F , P q.

(2) Nous générons une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
pXnq de même loi que X et la loi (forte) des grands nombres implique que

X̄n “ 1
n

nÿ

k“1
Xk

p.s.ÝÑ EpXq “ I. (36.540)

(3) Le dernier point sera de donner un intervalle de confiance.
ExempleIintfdxEXu

Exemple 36.164.
Nous voudrions déterminer de façon approchée l’intégrale I “ ş1

0 fpxqdx. Si U „ U r0, 1s, alors

I “ E
`
fpUq˘ (36.541)

et il suffit de faire
I » 1

n

nÿ

k“1
fpUiq. (36.542)

où mes Ui sont indépendantes et identiquement distribuées de loi U r0, 1s. △

Exemple 36.165.
Supposons que la fonction à intégrer se présente sous la forme fpxq “ hpxqgpxq avec g ě 0 et telle
que l’intégrale

ş
R
g existe. Notons

c “
ż

R

g (36.543)
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et
I “

ż

R

hpxqcgpxq
c
dx. (36.544)

Nous avons alors I “ E
`
chpY q˘ où Y admet la densité gpxqc. △

Passons au cas de plusieurs variables et considérons l’intégrale

I “
ż

r0,1sd

fpx1, . . . , xdqdx1 . . . dxd. (36.545)

Nous écrivons
I “ E

`
fpU1, . . . , Udq

˘
(36.546)

où les Ui sont de loi uniforme sur r0, 1s. En pratique, nous générons une suite de variables aléatoires
pZkq de lois uniformes que nous regroupons par paquets :

Vk “ pZdk, Zdk`1, . . . , Zdpk`1q´1q. (36.547)

Ces variables aléatoires Vk sont indépendantes et identiquement distribuées de loi U r0, 1sd. Ensuite
la loi des grands nombres nous indique que

I „ 1
n

nÿ

k“1
fpVkq. (36.548)

36.9.1 Intervalle de confiance

36.9.1.1 Principe

Nous supposons que nous travaillons sur une approximation de Monte-Carlo telle que la variable
aléatoire choisie soit dans L2. La loi des grands nombres nous dit que X̄n „ I tandis que le théorème
central limite nous enseigne que

X̄n ´ EpXq
σ{?n

LÝÑ N p0, 1q . (36.549)

Par conséquent

P

ˆ
X̄n ´ EpXq
σ{?n P r´u, us

˙
» P p´u ď Z ď uq (36.550)

où Z „ N p0, 1q. En remplaçant EpXq par I et en effectuant les manipulations usuelles, nous
trouvons que P pI P Jαq “ 1´ α si

Jα “
“
X̄n ´ uα σ?

n
, X̄n ` uα σ?

n

‰
(36.551)

où σ2 est la variance de X. Si σ n’est pas connue, alors nous le remplaçons par un estimateur

S1
n “

1
n´ 1

nÿ

k“1
pXk ´ X̄nq2 (36.552)

et nous considérons l’intervalle

J 1
α “

“
X̄n ´ uα S

1
n?
n
, X̄n ` uα S

1
n?
n

‰
. (36.553)

Il y a deux façons de faire diminuer la longueur de l’intervalle de confiance : augmenter n ou
diminuer σ. Pour le second point, le choix de X dans I “ EpXq est essentiel.
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Exemple 36.166.
Soit à calculer

I “ 1?
2π

ż

R

eβze´z2{2dz (36.554)

avec β ą 0. Nous introduisons la variable aléatoire X “ eβZ avec Z „ N p0, 1q. Nous avons alors

I “ EpXq. (36.555)

Par ailleurs l’intégrale demandée vaut eβ2{2. En appliquant les formules vues plus haut nous trou-
vons

Jα “
“
X̄n ´ uα σ?

n
, X̄n ` uα σ?

n

‰
(36.556)

où
σ2 “ VarpXq “ Epe2βZq ´ Epeβzq2 “ e2β2 ´ eβ2

. (36.557)

Nous avons utilisé la formule (36.422). Si nous choisissons β “ 2, nous trouvons σ2 » 2926. Donc
si nous voulons une longueur de Jα plus petite que 10´2 tout en demandant α “ 0.05 (ce qui
implique uα “ 1.96), nous devons avoir

1.962973?
n
ă 10´2, (36.558)

c’est-à-dire environ n “ 1011, ce qui soit dit en passant est très largement au delà des capacités de
la commande de scilab[759] 33. △

Nous allons maintenant voir quelques méthodes pour réduire la variance.

36.9.1.2 Échantillonnage préférentiel

Nous devons calculer I “ ş
R
fpxqdx. Pour cela nous introduisons une densité g et nous écrivons

I “
ż

R

fpxq
gpxq gpxqdx “ E

ˆ
fpY q
gpY q

˙
(36.559)

où Y est de densité g. Il faut essayer de trouver g de telle sorte que

Var
ˆ
fpY q
gpY q

˙
(36.560)

soit la plus petite possible.

36.9.1.3 Méthode de la variable de contrôle

Soit I “ EpXq. Nous introduisons une variable aléatoire Z et nous écrivons

I “ EpX ´ Zq ` EpZq. (36.561)

Il faut alors choisir Z de telle sorte que EpZq soit calculable et que X ´ Z ait une variance plus
faible. En particulier, Z ne peut pas être indépendante de X.

33. Je n’ai pas vérifié si c’est encore le cas avec les nouvelles versions de scilab. Écrivez-moi si vous le savez.
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36.9.1.4 Variables antithétiques

Soit I “ ş1
0 fpxqdx. La première idée (exemple 36.164) est d’écrire

I “ E
`
fpUq˘ (36.562)

où U „ U r0, 1s, mais nous n’avons pas de garanties sur la variance de fpUq. Nous pouvons écrire

I “ E
`
fpUq˘ “ E

”1
2
`
fpUq ´ fp1´ Uq˘

ı
. (36.563)

Ici 1´U est encore une variable aléatoire uniforme sur r0, 1s, mais il se fait que la variable aléatoire

Z “ 1
2
`
fpUq ` fp1´ Uq˘ (36.564)

a une variance inférieure à Var
`
fpUq˘. En effet, fpUq et fp1´Uq ne sont pas indépendantes, par

conséquent le résultat du lemme 36.32 n’est pas valide, par contre la proposition 36.42 reste vraie
et nous avons

VarpZq “ 1
4 Var

`
fpUq˘` 1

4 Var
`
fp1´ Uq˘` 1

2 Cov
`
fpUq, fp1´ Uq˘. (36.565)

Nous avons Var
`
fp1´Uq˘ “ Var

`
fpUq˘. En ce qui concerne le terme avec la covariance, nous lui

appliquons l’équation (36.58) :

Cov
`
fpUq, fp1´ Uq˘ “ E

´
pfpUq ´ Iqpfp1´ Uq ´ Iq

¯
(36.566a)

ď E
`pfpUq ´ Iq2˘1{2

E
`pfp1´ Uq ´ Iq2˘1{2 (36.566b)

“ Var
`
fpUq˘ (36.566c)

où nous avons utilisé le fait que E
`
fpUq˘ “ E

`
fp1´ Uq˘ “ I. Au final nous avons bien obtenu

VarpZq ď Var
`
fpUq˘. (36.567)

36.10 Résultats qui se démontrent avec des variables aléatoires

36.10.1 Nombres normaux

Tout nombre x P r0, 1r admet un unique 34 développement en base b ě 2 :

x “
8ÿ

n“1

ϵnpxq
bn

(36.568)

avec ϵpxq P Db. Nous excluons x “ 1 parce que son développement en puissances négatives de b
est zéro.

Nous notons A “ t0, . . . , b´ 1u. Soit k ě 1 et r P Ak ; nous posons

Nxpr, nq “ Card
␣
i P t1, . . . , n´ k ` 1u tel que ϵ1pxq “ r1, . . . , ϵi`k´1 “ rk

(
. (36.569)

C’est le nombre d’occurrences du motif r (de longueur k) dans les n premières décimales de x.

Définition 36.167.
Un nombre x P r0, 1r est normal en base b si pour tout r P t0, . . . , b´ 1uk nous avons

Nxpr, nq
n

Ñ 1
bk
. (36.570)

Un nombre est normal si il est normal en toute base.
34. Voir le théorème 11.133 pour plus de détails.
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PropEEOXLae

Proposition 36.168 ([760, 104]).
Au sens de la mesure de Lebesgue, presque tous les nombres de r0, 1r sont normaux.

Démonstration. Pour x P r0, 1r, nous notons ϵnpxq son développement en base b. Cela nous donne
des variables aléatoires ϵi : r0, 1rÑ A dont la loi de probabilité est donnée par

P pϵ1 “ dq “ P
`rd
b
,
d` 1
b
r˘ “ 1

b
(36.571)

parce que l’intervalle rdb , d`1
d r est l’ensemble des nombres de r0, 1r dont la première décimale est d.

Pour la loi des ϵi, il faut un peu plus découper, mais ça donne le même résultat : P pϵi “ dq “ 1{b.
Ces variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées. Nous considérons aussi
la variable aléatoire

Npr, nq : r0, 1r Ñ N

x ÞÑ Nxpr, nq (36.572)

Pour un r P A fixé, nous définissons encore la variable aléatoire

Xj : A Ñ t0, 1u

x ÞÑ
#

1 si ϵjpxq “ b

0 sinon.
.

(36.573)

Les variables aléatoires Xj sont des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et identique-
ment distribuées de paramètre EpXjq “ P pXj “ 1q “ P pϵ1 “ bq “ 1

b . Nous pouvons utiliser dessus
la loi forte des grands nombres (théorème 36.116). Pour dire que

1
n

nÿ

i“1
Xi

p.s.ÝÑ EpX1q “ 1
b
. (36.574)EqNALwzshEqNALwzsh

Mais en réalité nous avons aussi
řn
j“1Xj “ Npr, nq parce que en appliquant à x P r0, 1r :

nÿ

j“1

#
1 si ϵjpxq “ r

0 sinon
“ Card

␣
i P t1, . . . , nu tel que ϵipxq “ r

( “ Nxpr, nq, (36.575)

de sorte que l’équation (36.574) nous dit exactement que pour tout r P A,

lim
nÑ8

Nxpr, nq
n

“ 1
b

(36.576)

pour presque tout x P r0, 1r.
Il reste à prouver la même chose pour tout r P Ak. Voyons avec k “ 2 et r “ pu, vq P A2. Nous

posons
Yj “ 1tϵj“u,ϵj`1“vu, (36.577)

et Npr, nq “ řn´1
j“1 Yj . Les Yi sont encore des binomiales de paramètre 1

b2 , mais elles ne sont pas
indépendantes. En effet pour avoir Y1pxq “ Y2pxq “ 1, il faut que les trois premières décimales de
x soit en même temps de la forme uv. et .uv, donc

P pY1, Y2 “ 1q “ δu,v{b3 (36.578)

alors que P pY1 “ 1qP pY2 “ 2q “ 1{b4. Nous pouvons contourner ce problème en remarquant que
les ϵi, eux, sont indépendants. Donc le lemme de regroupement 36.16 nous dit que la famille tY2nu
est une famille de variables aléatoires indépendantes (et idem pour la famille Y2n´1). En effet, les
variables aléatoires Y2n correspondent à la partition 23, 45, 67, etc.
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Nous appliquons la loi des grands nombres sur les deux familles indépendamment :

1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

p.s.ÝÑ 1
b2 (36.579)

et
1
n

nÿ

j“1
Y2j

p.s.ÝÑ 1
b2 (36.580)

Pour rappel, le but pour l’instant est d’établir la limite limnÑ8 1
n

řn
j“1 Yj “ 1

b2 . Nous allons l’établir
séparément pour les termes pairs et impairs de la suite. Pour les pairs :

1
2n

2nÿ

j“1
Yj “ 1

2

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

¸
` 1

2

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j

¸
p.s.ÝÑ 1

b2 (36.581)

Pour les impairs 35,

1
2n´ 1

2n´1ÿ

j“1
Yj “ n

2n´ 1

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j´1

¸
` n

2n´ 1

˜
1
n

nÿ

j“1
Y2j

¸
Ñ 1

b2 (36.582)

parce que les deux parenthèses convergent vers 1
b2 alors que les coefficients devant convergent vers

1
2 .

Au final nous avons bien

Npr, nq
n

“ 1
n

n´1ÿ

j“1
Yj “ n´ 1

n

˜
1

n´ 1

n´1ÿ

j“1
Yj

¸
Ñ 1

b2 (36.583)

tant que r P A2.
Pour prouver la même chose avec r P Ak, il suffit de faire le même raisonnement en divisant

en plus de paquets : tYkj`mum“1,...,k´1 sont indépendants et nous utilisons k fois la loi des grands
nombres.

Donc pour toute base b nous savons que les nombres non-normaux en base b forment un
ensemble de mesure nulle dans r0, 1r. Il reste à voir que leur union reste de mesure nulle. Cela est
vrai parce que nous avons une union dénombrable et qu’une union dénombrable d’ensembles de
mesure nulle est de mesure nulle par le lemme 14.27.

RemUXAkcuH

Remarque 36.169.
Un nombre x est normal en base b si et seulement si la suite uk “ xbk est équirépartie modulo
1 sur r0, 1s (c’est-à-dire quel la suite des parties fractionnelles des uk est équirépartie). Pour le
nombre 0.2357873 . . ., nous parlons de la suite 0.2357873 . . . ; 0.357873 . . . ; 0.57897 . . . etc. C’est la
suite des queues de suites de la suite de ses décimales 36.

36.10.2 Théorème de Bernstein
ThoDJIvrty

Théorème 36.170 (Théorème de Bernstein[104]).
Soit f P C0`r0, 1s,C˘ et son module de continuité

ω : r0, 1s Ñ R

h ÞÑ supt|fpuq ´ fpvq| tel que |u´ v| ă hu. (36.584)

Pour n ě 0 nous définissons le ne polynôme de Bernstein de f par

Bnpfqpxq “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
xkp1´ xqn´kf

ˆ
k

n

˙
. (36.585)

Alors il existe C tel que pour tout n ě 1 :
35. Ici dans [104], la seconde somme va jusqu’à n´ 1 et je ne comprends pas pourquoi.
36. C’est pas trop bien dit, mais on se comprend, non ?
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(1)

}f ´Bnpfq}8 ď Cω

ˆ
1?
n

˙
. (36.586)EqZQgnVqMEqZQgnVqM

(2)
Bnpfq unifÝÑ f (36.587)

sur r0, 1s.
(3) L’inégalité (36.586) est optimale : il existe une fonction g P C0`r0, 1s,C˘ et δ ą 0 tels que

pour tout N ě 1, }g ´ Bnpgq}8 ě δ?
n

. Cette fonction peut être choisie Lipschitzienne. Une
telle fonction est donnée par exemple par gpxq “ |x´ 1

2 |.
(4) Les polynômes forment une partie dense dans

´
C0`r0, 1s˘, }.}8

¯
.

Démonstration. Soit x P r0, 1s et une suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes 37 et
identiquement distribuées pXiqiě1 de paramètre x. Nous notons Sn “ řn

k“1Xk.
(1) Pour cette histoire de convergence, il faut majorer la quantité

ˇ̌
fpxq´Bnpfqpxq

ˇ̌
. Pour cela il

y a trois astuces. La première est de se souvenir que E
`
fpxq˘ “ fpxq, et la seconde est que

le théorème de transfert 36.85 appliqué à x ÞÑ fpx{nq donne 38

E

ˆ
f
`Sn
n

˘˙ “
nÿ

k“0
f

ˆ
k

n

˙
P pSn “ kq “

nÿ

k“0
f

ˆ
k

n

˙ˆ
n

k

˙
xkp1´ xqn´k, (36.588)

c’est-à-dire que
Bnpfqpxq “ E

ˆ
f
`Sn
n

˘˙
. (36.589)

Et enfin la troisième astuce est d’utiliser le lemme 11.293 pour avoir

ω

ˆ
|x´ Sn

n
|
˙
“ ω

ˆ
1?
n
|?n´ Sn?

n
|
˙
ď
ˆ?

n|x´ Sn
n
| ` 1

˙
ω
` 1?

n

˘
. (36.590)

À partir de là nous pouvons un peu calculer :

ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxq

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇE

ˆ
fpxq ´ f`Sn

n

˘˙ ˇ̌
ˇ (36.591a)

ď E

ˆ
|fpxq ´ f`Sn

n

˘|
˙

(36.591b)

ď E

ˆ
ω
´
|x´ Sn

n
|
¯˙

(36.591c)

ď ω

ˆ
1?
n

˙
E

ˆ
|?nx´ Sn

n
| ` 1

˙
. (36.591d)

Le dernier facteur peut être récrit sous la forme

E

ˆ?
n
ˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌` 1
˙
“ ?nE

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌˙` 1, (36.592)

et c’est là que nous pouvons utiliser l’inégalité de Hölder 27.33 :

E
`|X|˘ “ }X}1 ď }X}2 (36.593)

où }X}2 désigne
}X}2 “

b
E
`|X|2˘. (36.594)

37. Définition 36.10.
38. Nous avons aussi utilisé la formule de l’espérance pour les variables aléatoires discrètes.
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Nous pouvons donc écrire

ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxq

ˇ̌ ď ω

ˆ
1?
n

˙ˆ?
n
››x´ Sn

n

››
2 ` 1

˙
. (36.595)

Nous étudions maintenant de plus près la quantité }x´ Sn
n }2. D’abord

E

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌2
˙
“ x2 ´ 2x

n
EpSnq ` 1

n2EpS2
nq. (36.596)

Ensuite nous savons l’espérance de Sn (qui vaut EpSnq “ nx) par (36.366) et le lemme 36.31
nous permet de calculer EpS2

nq par indépendance des Xi qui composent Sn. Nous avons alors

E

ˆˇ̌
x´ Sn

n

ˇ̌2
˙
“ x2 ´ 2x2 ` 1

n2

ÿ

1ďi‰jďn
EpXiqEpXjq ` 1

n2

nÿ

i“1
EpX2

i q (36.597a)

“ ´x2 ` n2 ´ n
n2 x2 ` nx

n2 (36.597b)

“ xp1´ xq
n

. (36.597c)

Quelques justifications :
— EpXiq “ EpX2

i q “ x parce que Xi est une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre
x.

— La première somme contient tous les couples pi, jq sauf les diagonaux ; il y en a donc
n2 ´ n.

En recombinant le tout, subEqsRSuRoCJ

ˇ̌
fpxq ´Bnpfqpxq

ˇ̌ ď ω

ˆ
1?
n

˙˜
?
n

c
xp1´ xq

n
` 1

¸
(36.598a)

“ ω

ˆ
1?
n

˙`a
xp1´ xq ` 1

˘
(36.598b)

ď 3
2ω

ˆ
1?
n

˙
. (36.598c)

La dernière majoration est une rapide étude de la fonction xp1´ xq.
Étant donné que les majorations (36.598) sont valables pour tout x, en passant au supremum
nous avons

}f ´Bnpfq}8 ď 3
2ω

ˆ
1?
n

˙
Ñ 0. (36.599)

Ceci prouve les deux premiers points du théorème.
(2) Fait.
(3) Nous considérons la fonction

gpxq “ |x´ 1
2 | (36.600)

et nous vérifions qu’elle vérifie toutes les conditions. D’abord si u, v P r0, 1s alors
ˇ̌
gpuq ´ gpvqˇ̌ ď |u´ v| (36.601)

et donc ωphq ď h, ce qui signifie que g est 1-Lipschitz. Le principe de cette partie est de
montrer que }g ´Bnpgq}8 est plus grand que d’autres trucs (et non plus petit que d’autres
trucs comme d’habitude). Nous commençons par

}g ´Bnpgq}8 ě gp12q ´Bnpgqp
1
2q. (36.602)
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Très vite nous nous rendons compte que gp1{2q “ 0. Ensuite nous nous souvenons que

Bnpgqp12q “ E

ˆ
gpSn
n
q
˙
“ E

ˆ
|Sn
n
´ 1

2 |
˙
“ 1

2nE
`|2Sn ´ n|

˘
. (36.603)

si nous posons ϵi “ 2Xi ´ 1, alors les ϵi sont des variables aléatoires de Rademacher indé-
pendantes et identiquement distribuées qui satisfont à 2Sn ´ n “ řn

i“1 ϵi. Nous utilisons la
proposition 36.152 :

}g ´Bnpgq}8 ě 1
2nE

`|
ÿ

i

ϵi|
˘ ě 1

2n
?
e

››
nÿ

i“1
ϵj
››

2. (36.604)

Calculons ce qui est dans la norme :

››
nÿ

j“1
ϵj
››2

2 “ E

˜
` nÿ

j“1
ϵj
˘2
¸
“

ÿ

1ďi‰jďn
EpϵiqEpϵjq `

nÿ

i“1
Epϵ2i q “ 0` n “ n. (36.605)

Nous finissons alors notre travail de majoration :

}g ´Bnpgq}8 ě 1
2n
?
e

››
nÿ

i“1
ϵj
››

2 ě
1

2
?
n
?
e
ě 1

2
?
e
ω

ˆ
1?
n

˙
. (36.606)

(4) Nous avons trouvé une suite de polynômes qui converge uniformément vers un élément arbi-
traire de C0`r0, 1s˘. Cela prouve la densité.

CORooCWLMooWwCOAP

Corolaire 36.171.
Dans R, si I “ ra, bs alors les polynômes forment une partie dense dans

`
C0pIq, }.}8

˘
.

Démonstration. Nous supposons que b ą a. Le cas a “ b est assez facile parce que l’espace des
fonctions sur tau est de dimension 1.

Nous considérons une bijection affine φ : r0, 1s Ñ ra, bs telle que φp0q “ a et φp1q “ b. Soit
f P C0pIq.

Si g “ f ˝ φ, alors le théorème de Bernstein 36.170 nous donne une suite de polynômes gk sur
r0, 1s tels que

gk
unifÝÑ g. (36.607)

Nous considérons fk “ gk ˝φ´1 qui est encore un polynôme parce que φ´1 est affine. Étant donné
que φ´1 est une bijection, si h est une fonction sur r0, 1s, nous avons

sup
xPra,bs

}ph ˝ φ´1qpxq} “ sup
yPr0,1s

}hpyq}. (36.608)

Cela nous permt le calcul suivant :

}fk ´ f}8 “ }gk ˝ φ´1 ´ g ˝ φ´1} (36.609a)
“ }pgk ´ gq ˝ φ´1} (36.609b)
“ sup

xPra,bs
}pgk ´ gq

`
φ´1pxq˘} (36.609c)

“ sup
yPr0,1s

}pgk ´ gqpyq} (36.609d)

“ }gk ´ g}8. (36.609e)

Nous avons donc
lim
kÑ8 }fk ´ f}8 “ 0, (36.610)

ce qui prouve la densité.



2676 CHAPITRE 36. VARIABLES ALÉATOIRES ET THÉORIE DES PROBABILITÉS



Chapitre 37

Statistiques

37.1 Notations et hypothèses

Nous notons X le caractère à étudier, et Ω l’ensemble des individus. Le caractère à étudier est
vu comme une fonction sur Ω :

X : Ω Ñ R,N, t0, 1u, . . . (37.1)

Les statistiques descriptives sont les techniques pour présenter et résumer les données : dia-
grammes, graphiques, indicateurs numériques : moyenne, écart-type, médiane, . . .

Nous faisons les hypothèses suivantes :
(1) Chaque observation xi est la réalisation de la variable aléatoire X qui sera de loi inconnue µ.
(2) Le n-uple px1, . . . , xnq est la réalisation de pX1, . . . , Xnq qui est l’échantillon de taille n.
(3) Les variables aléatoires Xi sont indépendantes et identiquement distribuées, de loi commune

µ. La loi µ est la loi parente de l’échantillon.

Exemple 37.1.
Un échantillon de taille 1 consisterait à tirer au sort une personne dans une population et mesurer
sa taille. △

Exemple 37.2.
Une échantillon de taille n consisterait à tirer au sort n personnes dans une population et de
mesurer leurs tailles. △

L’inférence statistique est l’art de dégager des informations sur la population à partir d’in-
formations partielles : intervalles de confiance, estimateurs, test d’hypothèses, . . .

En théorie des probabilités, nous connaissons la loi de la variable aléatoire X et nous en
déduisons des informations sur la réalisations de X : valeur la plus probable, moyenne, intervalle
dans lequel Xpωq a le plus de chance d’appartenir. En statistique, au contraire, la loi est inconnue
et nous cherchons des informations sur la loi à partir d’un échantillon de données numériques
observées.

37.2 Modèle statistique

Un modèle statistique est un triplet

S “
”
pΩ,F , P q, pXθqθPΘ, pµθqθPΘ

ı
(37.2)

où pΩ,F , P q est un espace probabilisé, pXθq est une famille de variables aléatoires définies sur Ω
et telles que pour tout θ P Θ, la variable aléatoire Xθ suive la loi µθ. Les µθ sont des mesures sur
les boréliens de R et pour tout B P BorpRq nous avons

P pXθ P Bq “ µθpBq. (37.3)

2677
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Remarque 37.3.
D’une certaine manière, l’introduction de µθ dans la définition est redondante parce que ces mesures
sont déjà contenues dans la donnée des variables aléatoires Xθ.

Exemple 37.4 (Modèle statistique gaussien).
Si nous savons que les variables aléatoires Xi suivent une loi gaussienne, alors nous considérons
Θ “ RˆR` et θ “ pm,σ2q. Dans ce cas, µθ “ N pm,σ2q et le but de la statistique est de déterminer
la valeur de θ qui correspond à une population en partant de l’observation d’un échantillon. △

Définition 37.5.
Si Θ Ă Rk, nous disons que le modèle statistique est un modèle paramétrique.

Le modèle gaussien est un modèle paramétrique : dès que m et σ2 sont déterminés, la loi du
phénomène X est connue.

Définition 37.6.
Pour chaque θ P Θ, nous disons qu’un échantillon de taille n associé à un modèle statistique“pΩ,F , P q, pXθq, pµθq

‰
est un vecteur

`
Xθ,1, . . . , Xθ,n

˘
de taille n de variables aléatoires indépen-

dantes et identiquement distribuées de la même loi que la variable aléatoire Xθ. La loi µθ est la
loi parente de l’échantillon.

Définition 37.7.
Un modèle d’échantillonnage sur le modèle statistique S est une famille pXθ,1, . . . , Xθ,nqθPΘ
d’échantillons de taille n ě 1.

Nous noterons souvent pX1, . . . , Xnq à la place de pXθ,1, . . . , Xθ,nq un échantillon, mais il faut
se souvenir que les Xi suivent toujours la même loi donnée par θ. La loi du vecteur pX1, . . . , Xnq
est µθ b . . .b µθ et est définie sur l’espace pΩn,F b . . .b F , Pbnq.
Remarque 37.8.
Le travail du statisticien est de proposer un modèle statistique S à priori. Si nous étudions la taille
d’une population, nous allons choisir un modèle gaussien. Plus le modèle est précis, plus l’espace
Θ est petit mais plus il y a de risques que la vérité soit hors de l’ensemble considéré.

Exemple 37.9.
Soit X une variable aléatoire de carré intégrable que l’on sait simuler. Afin d’évaluer la moyenne
µ de X, nous pouvons considérer la moyenne empirique des simulations : X̄n “ 1

n

řn
i“1Xi où les

variables aléatoires Xi sont indépendantes, identiquement distribuées et de même loi que X.
La loi des grands nombres nous enseigne que X̄n Ñ µ. De plus,

lim
nÑ8P

ˆ
µ P

„
X̄n ´ aσ?

n
, X̄n ` aσ?

n

ȷ˙
“
ż a

´a
e´x2{2 dx?

2π
. (37.4)

En effet, la condition sur µ est équivalente à

´a ď X̄n ´ µ
σ{?n ď a, (37.5)

tandis que le théorème central limite nous enseigne que la variable aléatoire X̄n´µ
σ{?

n
se comporte

comme N p0, 1q lorsque n est grand. Dans ce cas, nous avons que

P

ˆ
X̄n ´ µ
σ{?n P r´a, as

˙
“ 1?

2π

ż a

´a
e´x2{2dx. (37.6)

Notons que dans ce calcul nous avons utilisé le fait que µ “ EpX1q.
Montrons que la suite

σ2
n “

1
n

nÿ

i“1
X2
i ´

˜
1
n

nÿ

i“1
Xi

¸2

(37.7)
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converge presque surement vers σ2. Le théorème central limite implique que

1
n

nÿ

i“1
X2
i
p.s.ÝÑ EpX2

1 q (37.8)

et que ˜
1
n

nÿ

i“1
Xi

¸2
p.s.ÝÑ EpX1q2. (37.9)

La différence converge donc presque surement vers σ2 en vertu de la proposition 36.36.
Nous avons également Epσ2

nq “ σ2. En effet, sachant que EpXiq “ EpX1q “ µ et que EpX2
i q “

EpX2
1 q “ µ2 ` σ2,

Epσ2
nq “

1
n

nÿ

i“1
EpX2

i q ´
1
n2

˜
nÿ

i“1
EpX2

i q
¸
`

ÿ

i‰j
EpXiXjqq (37.10a)

“ σ2 ` µ2 ´ 1
n2

`
npσ2 ` µ2q ` pn2 ´ nqµ2˘ (37.10b)

“ σ2 ´ 1
n
σ2, (37.10c)

dont la limite nÑ8 donne bien σ2.
Nous voudrions à présent montrer que

X̄n ´ µ
σn{?n

LÝÑ N p0, 1q. (37.11)

Vu que le théorème central limite donne une convergence en loi, nous pouvons utiliser le lemme de
Slutsky pour montrer que ˆ

X̄n ´ µ
1{?n , σ2

n

˙
LÝÑ pσZ, σ2q (37.12)

où Z „ N p0, 1q. En vertu de la proposition 36.108 appliquée à la fonction f : R2 Ñ R,

fpx, yq “
#

x?
y si y ‰ 0

0 sinon
(37.13)

nous avons la convergence en loi

f

ˆ
X̄n ´ µ
1{?n , σ2

n

˙
LÝÑ fpσZ, σ2q, (37.14)

c’est-à-dire
X̄n ´ µ
σn{?n

LÝÑ Z. (37.15)

Afin d’être complet, précisons que

P
`pσZ, σq P Rˆ t0u˘ “ 0. (37.16)

△
PropLimxBNpxbxbsqrt

Proposition 37.10.
Soient des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées Xi de loi parente Bpn, pq.
Alors si X̄n désigne la moyenne empirique,

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.17)
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Démonstration. Cela est une application de la loi des grands nombres, tu théorème central limite,
du lemme de Slutsky et de la proposition 36.108.

D’abord, la loi des grands nombres nous indique que X̄n Ñ p parce que p est l’espérance de
Bernoulli. Ensuite nous avons

X̄n ´ EpXqa
VarpXq{?n “

?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq (37.18)

parce que la variance d’une loi de Bernoulli est pp1´ pq. Le théorème central limite nous indique
par conséquent que

?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.19)

Le lemme de Slutsky implique alors la convergence du couple :
˜
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq , X̄n

¸
LÝÑ pZ, pq. (37.20)

Nous appliquons maintenant la proposition 36.108 avec la fonction

fpx, yq “
a
pp1´ pqxa
yp1´ yq (37.21)

qui est une fonction dont l’ensemble des points de discontinuité est C “ t0u. Étant donné que
P pX̄n “ 0q “ 0, la proposition s’applique et nous avons

f

˜
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq , X̄n

¸
LÝÑ fpZ, pq, (37.22)

c’est-à-dire ?
n

X̄n ´ pb
X̄np1´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.23)

37.3 Modèles d’échantillonnages
Soit X, une variable aléatoire sur pΩ,F , P q. Un échantillon de taille n pour X est une suite

de n variables aléatoires pX1, . . . , Xnq définies sur pΩ,F , P q indépendantes et de même loi que X.
Nous disons que la loi de X est la loi parente de la suite Xi.

Définition 37.11.
Soit

S “
”
pΩ,F , P q, pXθq, pµθq

ı
θPΘ

, (37.24)

un modèle statistique. Un modèle d’échantillonnage de taille n associé au modèle statistique S
est la donnée d’une famille de n-échantillons pXθ,1, . . . , Xθ,nq telle que pour tout θ P Θ, l’échantillon
pXθ,iq soit de variable parente Xθ.

La moyenne empirique du n-échantillon pXiq est la variable aléatoire

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (37.25)

La proposition suivante signifie que la moyenne empirique est une « bonne » façon d’approcher
la variable aléatoire.
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Proposition 37.12.
Soit X, une variable aléatoire dans L2pΩq (c’est-à-dire EpX2q ă 8) d’espérance m et de variance
σ2. Alors

(1) EpX̄nq “ m et VarpX̄nq “ σ2

n .

(2) Nous avons les convergences

X̄n
p.s.ÝÑ m (37.26a)

X̄n ´m
σ{?n

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.26b)

(3) Si X est de loi N pm,σ2q, alors X̄n „ N pm, σ2

n q, c’est-à-dire

X̄n ´m
σ{?n „ N p0, 1q. (37.27)

Remarque 37.13.
L’intérêt de cette proposition en statistique descriptive expérimentale est le suivant. La taille
moyenne des français est un nombre m qui existe, mais qui est largement hors de portée de
l’expérience (mesurer 65 · 106 personnes risque de prendre un sacré temps). Si on mesure seulement
n personnes dont les tailles sont pxiqi“1,...,n (ici xi est un nombre expérimental, pas une variable
aléatoire), alors on peut calculer la moyenne x̄n de ces n personnes-là. La proposition indique que
si n est assez grand, alors x̄n donne une bonne idée de m.

Ne pas confondre Xn qui est une variable aléatoire, c’est-à-dire une application mesurable, qui
nous sert à démontrer des théorèmes en mathématique, avec xn qui est un nombre mesuré sur le
terrain, qui a une existence physique bien définie, mais aucun statut mathématique.

Si on croit que toute cette histoire de variables aléatoires, de tribu et de mesures décrit ef-
fectivement la réalité, alors on peut croire que le comportement de la suite X̄n décrit bien le
comportement de la suite x̄n (cette dernière n’étant même pas une suite parce qu’on n’a jamais
qu’un nombre fini de mesures expérimentales).

La variance empirique d’un échantillon est la variable aléatoire

V 2
n “

1
n

nÿ

i“1
pXi ´ X̄nq2. (37.28)

La variance empirique corrigée est la variable aléatoire

S2
n “

1
n´ 1

nÿ

i“1
pXi ´ X̄nq2. (37.29)EqdefvarempicorriEqdefvarempicorri

Lemme 37.14.
La variance corrigée et la variance empirique ont comme espérances :

EpV 2
n q “

n´ 1
n

σ2 (37.30a)

EpS2
nq “ σ2. (37.30b)

Démonstration. Nous commençons par calculer l’espérance de la variance non corrigée. La première
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étape est de la récrire sous la forme

V 2
n “

1
n

ÿ

k

pX2
k ´ 2XkX̄n ` X̄2

nq

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´

2
n
X̄n

ÿ

k

Xk

loomoon
“nX̄n

` 1
n

ÿ

k

X̄2
n

loomoon
“nX̄2

n

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´ 2X̄2

n ` X̄2
n

“ 1
n

ÿ

k

X2
k ´ X̄2

n.

(37.31)

Nous calculons séparément l’espérance de ces deux termes. Si X est la loi parente des Xi, en
utilisant l’indépendance des Xi nous trouvons

E

˜
1
n

ÿ

k

X2
k

¸
“ 1
n

nÿ

k“1
EpX2

kq

“ EpX2q
“ EpXq2 ´VarpXq.

(37.32)

Nous devons à présent calculer l’espérance de X̄2
n :

EpX̄2
nq “ EpX̄nq2 `VarpX̄nq. (37.33)

En utilisant le lemme 36.32,

VarpX̄nq “ Var
˜

1
n

ÿ

k

Xk

¸
(37.34a)

“ 1
n2

ÿ

k

VarpXkq (37.34b)

“ 1
n

VarpXq. (37.34c)

Par conséquent
EpV 2

n q “ VarpXq
ˆ

1´ 1
n

˙
“ n´ 1

n
VarpXq. (37.35)

En ce qui concerne la variance corrigée,

S2
n “

1
n´ 1

ÿ

k

pXk ´ X̄nq2 “ n

n´ 1V
2
n , (37.36)

par conséquent EpS2
nq “ n

n´1EpV 2
n q “ VarpXq.

ThoCochraneChiStudent

Théorème 37.15 (Théorème de Cochran[422]).
Soient pXiq des variables aléatoires gaussiennes indépendantes de loi N pm,σ2q avec σ ą 0. Alors

(1) X̄n „ N pm, σ2

n q, ItemThoCochraneChiStudentii

(2)
`
n´1
σ2

˘
S2
n “

`
n
σ2

˘
V̄ 2
n „ χ2pn´ 1q,

(3) les variables aléatoires X̄n et V̄n sont indépendantes et

X̄n ´m
Sn{?n “ X̄n ´m

V̄n{
apn´ 1q „ T pn´ 1q. (37.37)
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Nous pouvons aussi écrire le dernier résultat en termes de la variance corrigée Sn, l’estimateur
sans biais de la variance, parce que

V̄n

c
1

n´ 1 “
1?
n
Sn (37.38)

en vertu de la définition (37.29).

Proposition 37.16.
Soit X une variable aléatoire de variance VarpXq “ σ. Si EpX4q ă 8, alors

(1) S2
n
p.s.ÝÑ σ2.

(2)
S2
n ´ σ2

b
µ4´σ4

n

LÝÑ Z „ N p0, 1q (37.39)

où µ4 “ EpX4q est le moment d’ordre 4 de X.

Théorème 37.17.
Si pX1, . . . , Xnq est un n-échantillon de loi parente N pm,σ2q, alors

(1) Les variables aléatoires
X̄n ´m
σ{?n et pn´ 1qS

2
n

σ2 (37.40)

sont indépendantes.
(2) La loi de pn´ 1qS2

n
σ2 est χ2pn´ 1q.

Si un échantillon vérifie ces deux propriétés, alors les Xi sont de loi N pm,σ2q.
L’inégalité de Markov donne une borne supérieure à la probabilité qu’une variable aléatoire

positive soit plus grande ou égale à une constante.
ThoInegMarkov

Théorème 37.18 (Inégalité de Markov).
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd et φ : Rd Ñ r0,8r. Alors

P
`
φpXq ě a

˘ ď E
`
φpXq˘
a

(37.41)

pour tout a ą 0.

Démonstration. Calculons le second membre :

E
`
φpXq˘
a

“
ż

Ω

φpXq
a

dP

“
ż

φpXqěa
φpXq
aloomoon

ě1

dP `
ż

φpXqăa
φpXq
a

dP

ě
ż

φpXqďa
dP

“ P
`
φpXq ď a

˘
.

(37.42)

D’où l’inégalité voulue.

37.4 Estimation ponctuelle
Nous considérons un modèle statistique

S “ “pΩ,F , P q, pXθq, pµθq
‰
θPΘ (37.43)
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et pour tout θ nous notons X “ pXθ,1, . . . , Xθ,nq un échantillon de loi parente µθ. Tant que nous
travaillerons avec un θ fixé, nous écrirons X “ pX1, . . . , Xnq sans expliciter la paramètre θ. Nous
noterons

Eθ
`
φpX1, . . . , Xnq

˘ “
ż

Rn

φpx1, . . . , xnqdµbn
θ px1, . . . , xnq. (37.44)EqFbKGZDEqFbKGZD

Dans cette notation nous plaçons le θ sur l’espérance, tandis qu’en réalité le θ devrait être sur
chaque X1. Tant qu’aucune confusion n’est possible nous ferons toujours cet abus d’écriture.

Le but de la théorie de l’estimation est de déduire la valeur de θ (et donc la loi µθ) à partir
d’un échantillon de loi parente θ.

Nous posons les hypothèses suivantes.
(1) Le modèle statistique S est paramétré, c’est-à-dire que Θ Ă Rd avec le plus souvent d “ 1, 2.

Typiquement les paramètres seront la moyenne et la variance.
(2) Le modèle statistique est identifiable, c’est-à-dire que pour tout couple pθ1, θ2q P Θ2, si

θ1 ‰ θ2, alors µθ1 ‰ µθ2 .
(3) Le modèle S est dominé par la mesure de Lebesgue si les lois µθ sont continues et par la

mesure de comptage si les lois µθ sont discrètes.

Exemple 37.19.
Quelques familles identifiables :

— La famille des lois exponentielles
`
E pλq˘

λą0 est identifiable.
— Les lois gaussiennes

`
N pm,σ2q˘

mPR,σ2ą0 sont également identifiables.
En réalité il est assez compliqué de trouver un exemple de modèle non identifiable à moins de la faire
exprès. Par exemple en paramétrant les lois exponentielles de la façon suivante :

`
E psinpλqq˘

λPR.
Cette famille n’est pas identifiable. △

Le corolaire 14.232 ainsi que l’hypothèse de modèle dominé impliquent que les lois ont des
densités. Si la loi µθ est discrète, nous notons

ppx, θq “ µθptxuq (37.45)

la densité de µθ par rapport à la mesure de comptage. Si La loi µθ est continue, nous notons

ppx, θq “ fθpxq (37.46)

la densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
Si µθ est une loi discrète et si pX1, . . . , Xnq est un échantillon de taille n, alors pour tout

px1, . . . , xnq P Rn nous avons

pnpx1, . . . , xn; θq “ µbn
θ

`tx1, . . . , xnu
˘ “ µθptx1uq . . . µθptxnuq “ ppx1, θq . . . ppxn, θq. (37.47)

La première et la dernière égalité sont des notations ; la seconde est une conséquence de l’indépen-
dance des Xi contenues dans l’échantillon. Pour une loi continue, nous adoptons la même notation.
Le vecteur aléatoire pX1, . . . , Xnq admet la densité

px1, . . . , xnq ÞÑ pnpx1, . . . , xn; θq “ fθpx1q . . . fθpxnq “ ppx1, θq . . . ppxn, θq. (37.48)

Exemple 37.20.
Soit pX1, . . . , Xnq un n-échantillon de loi Bp1, θq avec θ P s0, 1r. C’est une loi discrète portée par
l’ensemble t0, 1u. Nous avons

ppx, θq “

$
’&
’%

0 si 0 ‰ x ‰ 1
1´ θ si x “ 0
θ si x “ 1.

(37.49)
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De façon plus condensée nous pouvons écrire

ppx, θq “ θxp1´ θq1´x1t0,1upxq. (37.50)

Pour tout px1, . . . , xnq P Rn, la densité du n-échantillon est donnée par

pnpx1, . . . , xn; θq “ θx1`¨¨¨`xnp1´ θqn´ř
i xi1t0,1unpx1, . . . , xnq. (37.51)

△

37.5 Statistiques et estimateurs
Définition 37.21.
Une statistique sur un modèle d’échantillonnage est une variable aléatoire fonction de l’échantillon
pX1, . . . , Xnq ne dépendant pas de θ 1. C’est-à-dire une application borélienne T : Rn Ñ R ne
dépendant pas de θ. La statistique associée à cette application est S “ T pX1, . . . , Xnq.

Les fonctions T pX1, . . . , Xnq données par
ř
iXi, e

ř
Xi sont des statistiques. La constante 1

2 est
également une statistique (mais elle est moins intéressante).

Un estimateur est une statistique qui prend ses valeurs dans Θ. Nous la noterons

θ̂n “ θpX1, . . . , Xnq. (37.52)

La fonction θ̂n est borélienne à valeurs dans Θ.

Exemple 37.22.
Soit un n-échantillon de loi Bp1, θqθPr0,1s. Les fonctions θ̂n “ 1

n

řn
i“1Xi et φ̂n “ 1

2 sont des
estimateurs. Cependant nous devinons que la première va être plus intéressante que la seconde. △

Pour la suite, nous travaillerons avec des estimateurs de carré intégrable, c’est-à-dire que

Eθ
`|θ̂npX1, . . . , Xnq|2

˘ ă 8 (37.53)

pour tout θ P Θ.

37.5.1 Qualité des estimateurs

Définition 37.23.
Un estimateur est convergeant ou consistant si pour tout θ P Θ, la suite de variables aléatoires
θ̂npX1, . . . , Xnq converge en probabilité vers θ.

En d’autres termes, l’estimateur θ̂n est convergent si pour tout θ P Θ et pour tout η ą 0,

lim
nÑ8P

`|θ̂npX1, . . . , Xnq ´ θ| ą η
˘ “ 0. (37.54)

La probabilité dans le membre de gauche est donnée par

µbn
θ

´␣px1, . . . , xnq P Rn tel que |θ̂npx1, . . . , xnq ´ θ| ą η
(¯
. (37.55)

Soit θ̂n un estimateur pour θ. Nous cherchons à minimiser l’erreur commise en remplaçant θ
par θ̂n. Nous introduisons donc le risque quadratique de l’estimateur θ̂n par

Rpθ̂n, θq “ Eθ
`pθ̂n ´ θq2

˘
. (37.56)

Nous disons qu’un estimateur θ̂n,1 est préférable à θ̂n,2 si pour tout θ P Θ nous avons

Rpθ̂n,1, θq ă Rpθ̂n,2, θq. (37.57)
1. Parce que d’habitude c’est ce qu’on cherche à estimer.
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Lemme 37.24.
Une formule alternative pour le risque quadratique :

Rpθ̂n, θq “ Varpθ̂nq `
`
Eθpθ̂nq ´ θ

˘2 (37.58)

Démonstration. Nous avons

Eθ

´
pθ̂n ´ θq2

¯
“ Varpθ̂n ´ θq ` Eθpθ̂n ´ θq2. (37.59)

D’une part Varpθ̂n ´ θq “ Varpθ̂nq et d’autre part Eθpθ̂n ´ θq2 “
“
Epθ̂nq ´ θ

‰2. Par conséquent

Rpθ̂n, θq “ Varpθ̂nq `
´
Epθ̂nq ´ θ

¯2
. (37.60)EqRisqueetbaisiVarEqRisqueetbaisiVar

Le biais de l’estimateur θ̂n est la quantité

Eθpθ̂nq ´ θ. (37.61)

À ce niveau, nous rappelons que nous écrivons Eθ l’espérance calculée en supposant la valeur θ
pour le paramètre des différentes variables aléatoires entrant dans le calcul. Voir la discussion
autour de la définition (37.44).

ExytNlTq

Exemple 37.25.
Dans le cadre de la proposition 36.140, nous voulons savoir si Nt

t est un estimateur sans biais de
λ. Pour ce faire nous calculons

Eλ

ˆ
Nt

t

˙
“ 1
t
EλpNtq “ λ (37.62)

parce que EpNtq “ λt. Ici nous avons calculé EpNtq en prenant λ pour valeur du paramètre du
processus de Poisson, alors qu’en principe c’est justement le paramètre que nous voulons estimer.

△

Exemple 37.26.
La moyenne empirique X̄n est un estimateur sans biais de la moyenne. L’estimateur

1
n´ 1

nÿ

i“1
pXi ´ X̄iq2 (37.63)

est un estimateur sans biais de la variance. △

Un estimateur sans biais n’est pas toujours de meilleure qualité qu’un estimateur avec biais.
En effet ce que nous voulons est de se donner un (petit) intervalle I autour de la bonne valeur
de θ et de maximiser P pθ̂n P Iq. Sur la figure 37.1, c’est l’estimateur biaisé rouge qui tombe plus
souvent sur le bon intervalle que l’estimateur non biaisé bleu.

Nous allons maintenant étudier quelques manières de construire des estimateurs convergeant.
Il vont évidemment s’appuyer sur la loi des grands nombres.

37.5.2 Méthode des moments

Sans surprises, un bon estimateur pour la moyenne est

θ̂npX1, . . . , Xnq “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (37.64)

Plus généralement, nous supposons qu’il existe une fonction borélienne 2 M : RÑ R telle que

Eθ
`|MpXq|˘ ă 8 (37.65)

2. Définition 14.52.
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I

´3 ´2 ´1 1 2 3

1

2

Figure 37.1: Un estimateur sans biais et un avec biais. LabelFigBiaisOuPas

où X est la loi parente de l’échantillon. Supposons également que la fonction

hpθq “ Eθ
`
MpXq˘ (37.66)

soit inversible et continue sur Θ. Dans ce cas, pour estimer le paramètre θ, nous considérons
l’estimateur

θ̂n “ h´1

˜
1
n

nÿ

i“1
MpXiq

¸
. (37.67)

Cela est un estimateur convergent. En effet, la loi des grands nombres dit que
1
n

ÿ

i

MpXiq p.s.ÝÑ Eθ
`
MpXq˘. (37.68)

En composant avec la fonction h, nous avons

θ̂n
p.s.ÝÑ h´1

´
Eθ

`
MpXq˘

¯
“ θ. (37.69)

Dans cette construction, MpXq est le moment de X que l’on souhaite déterminer.

Exemple 37.27.
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi E pλq. Construire λ̂n. Pour une loi exponentielle,

EpXq “ 1
λ
. (37.70)

Nous devons donc déterminer le moment d’ordre 1 deX (c’est-à-dire sa moyenne). Nous considérons
donc la fonction Mpxq “ x ; par conséquent

hpλq “ EpXq “ 1
λ

(37.71)

et h´1pθq “ 1{θ. L’estimateur que nous considérons pour λ est finalement

θ̂n “ 1
1
n

řn
i“1Xi

. (37.72)

△

37.5.3 Méthode de substitution

Supposons que nous connaissions un estimateur convergent θ̂n Ñ θ. Si g : Rd Ñ R est une
fonction continue, alors

gpθ̂nq Ñ gpθq. (37.73)
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37.5.4 Méthode du maximum de vraisemblance
ExVrasMaxLp

Exemple 37.28.
Nous désirons contrôler la qualité d’une chaine de production ; pour cela nous prélevons un échan-
tillon de 10 pièces, et nous en trouvons 3 défectueuses. Que dire de la proportion de pièces défec-
tueuses ?

Évidemment, le plus probable est que la proportion de pièces défectueuses soit de 1{3. Analysons
en détail comment nous arrivons à ce résultat. Nous considérons que le fait de tirer 10 pièces
revient à une expérience binomiale de paramètres 10 et de probabilité p inconnue. Dans ce cas, la
probabilité d’observer exactement 3 pièces défectueuses est de

Lppq “ P pX “ 3q “
ˆ

10
3

˙
p3p1´ pq7. (37.74)

Le maximum de Lppq est p “ 3{10.

‚

pp3
10

3
5

9
10

LppqLppq

1
5

Figure 37.2: La fonction de vraisemblance de l’exemple 37.28. LabelFigMaxVraissLp

△

Soit px1, . . . , xnq, une réalisation de l’échantillon pX1, . . . , Xnq. L’application

θ ÞÑ pnpx1, . . . , xn; θq “
nź

i“1
ppxi, θq (37.75)

est la vraisemblance de l’échantillon. Nous définissons θ̂n par

pnpx1, . . . , xn; θ̂nq “ sup
θPΘ

pnpx1, . . . , xn; θq. (37.76)

Remarque 37.29.
Nous passons sous le silence le fait que la fonction sup soit une fonction mesurable, et que par
conséquent θ̂n soit bien une variable aléatoire.

La variable aléatoire θ̂n “ θ̂npX1, . . . , Xnq est l’estimateur de maximum de vraisemblance
de θ.

37.5.5 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 37.30.
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi Bp1, θq avec θ P r0, 1s. Trouver l’estimateur de maximum
de vraisemblance de θ.

En utilisant la densité de la loi multinomiale,

pnpx1, . . . , xn; θq “
ź

i

ppxi, θq “
ź

i

θxip1´ θq1´xi1t0,1unpx1, . . . , xnq. (37.77)

En passant au logarithme, si xi P t0, 1u,
Lnpθq “

ÿ

i

xi lnpθq ` p1´ xiq lnp1´ θq (37.78)
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En passant à la dérivée, nous trouvons que l’extrémum est donné par

θ “ 1
n

nÿ

i“1
xi. (37.79)

△

Exemple 37.31.
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi E pλq avec θ ą 0. Trouver l’estimateur de maximum de
vraisemblance de θ.

Nous avons
pnpx1, . . . , xnq “

nź

i“1
θe´θxi . (37.80)

En passant au logarithme la fonction à maximiser est

Lpθq “ n lnpθq ´ θ
ÿ

i

xi. (37.81)

La maximisation donne
θ “ nř

i xi
, (37.82)

c’est-à-dire
θ̂npX1, . . . , Xnq “ nř

iXi
“ 1
X̄n

. (37.83)

Ce résultat n’est pas étonnant vu que le paramètre λ de la loi exponentielle est l’inverse de la
moyenne.

△

Exemple 37.32.
Soit pX1, . . . , Xnq, un échantillon de loi parente uniforme sur r0, θs avec θ ą 0.

(1) Montrer que la fonction de vraisemblance est donnée par

Lpx1, . . . , xn; θq “ 1
θn
1r0,8r

`
minpx1, . . . , xnq

˘
1rmaxpx1,...,xnq,8rpθq. (37.84)

(2) Déterminer l’estimateur du maximum de vraisemblance de θ.
Lorsque nous parlons de paramètres qui peuvent prendre un spectre continu de valeurs, il

est inutile de calculer la probabilité parce qu’elle est nulle. Le système de maximum de vraisem-
blance fonctionne avec les densités. Dans notre cas, la fonction de vraisemblance est le produit des
densités :

Lpx1, . . . , xn; θq “
nź

i“1
ppxi; θq (37.85a)

“
ź

i

1
θ
1r0,θspxiq (37.85b)

“ 1
θn
1r0,θsnpx1, . . . , xnq. (37.85c)

De cette expression nous voyons que mintx1, . . . , xnu doit être positif en même temps que le
maximum doit être plus petit que θ. Cette seconde condition peut s’écrire 1rmaxtx1,...,xnu,8rpθq. Au
final nous avons

Lpx1, . . . , xn; θq “ 1
θn
1r0,8r

`
minpx1, . . . , xnq

˘
1rmaxtx1,...,xnu,8rpθq. (37.86)

Il n’est évidemment pas possible de dériver explicitement cette expression. Par contre pour
que cette fonction soit non nulle, il faut obligatoirement θ ě maxtx1, . . . , xnu. Par conséquent elle
prend son maximum pour θ “ maxtx1, . . . , xnu.

La conclusion est que l’estimateur de maximum de vraisemblance de θ est θ̂n “ maxitXiu. △
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Exemple 37.33.
Déterminer l’estimateur de maximum de vraisemblance de la moyenne pour un modèle statistique
dans laquelle la famille de probabilités est

pµθq “ tN pθ, σ2q tel que θ P Ru. (37.87)

Nous supposons que σ est connu.
La densité de la variable aléatoire conjointe pX1, . . . , Xnq au point px1, . . . , xnq est le produit

des densités, donc
nź

i“1
γm,σpx1, . . . , xnq “ 1

σnp2πqn{2 exp´1
2

˜ÿ

i

ˆ
xi ´m
σ

˙2
¸
. (37.88)

Étant donné que le but est de maximiser, nous pouvons oublier le facteur et passer au logarithme :

L0px̄q “ ´1
2

nÿ

i“0

ˆ
xi ´m
σ

˙2
. (37.89)

Nous pouvons également supprimer le 1
2 et le 1{σ2. La fonction à maximiser devient

Lpx1, . . . , xnq “ ´
ÿ

i

pxi ´mq2, (37.90)

dont la dérivée vaut 2nm´ 2
ř
i xi. Par conséquent nous avons un maximum avec

m “ 1
n

nÿ

i“1
xi. (37.91)

△

37.5.6 Estimation d’une fonction de répartition
ThoXAEMbTI

Théorème 37.34 (Glivenko-Cantelli[761]).
Soient Xi des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant une loi dont
la fonction de distribution est F (inconnue). Nous définissons l’estimateur

Fnpxq “ 1
n

nÿ

i“1
1Xiďx. (37.92)EqMQNRVcTEqMQNRVcT

Alors
P
`

lim
nÑ8 }Fn ´ F }8 “ 0

˘ “ 1. (37.93)

Autrement dit, pour presque tout ω P Ω,

lim
nÑ8 }Fnpω, .q ´ F }8 “ 0. (37.94)

C’est-à-dire qu’il y a presque certainement convergence en probabilité.

Notons que de façon générale lorsqu’on parle d’estimateurs, partout où il y a un « n » dans une
variable aléatoire, il y a une dépendance sous-entendue en ω.

PropHSHFbEq

Proposition 37.35.
Pour presque tout x, l’estimateur Fnpxq est sans biais par rapport à F pxq :

E
`
Fnpxq

˘ “ F pxq. (37.95)

Démonstration. C’est juste un calcul :

E
`
Fnpxq

˘ “ 1
n

nÿ

i“1
E
`
1tXiďxu

˘ “ 1
n

nÿ

i“1
F pxq “ F pxq. (37.96)
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37.5.7 Exemples sous forme d’exercices

Exemple 37.36.
Dans cet exercice nous construisons un estimateur biaisé qui présente un risque quadratique infé-
rieur à un estimateur non biaisé.

Soit un modèle statistique dont la famille de lois est tN pm,σ2quθPs0,8r où m est un paramètre
réel connu. En ce qui concerne la variance nous considérons

σ̂2
n “

1
n

nÿ

i“1
pXi ´mq2. (37.97)

(1) Montrer que σ̂2
n est un estimateur sans biais de θ.

(2) Montrer que le risque quadratique de σ̂2
n est

Rpσ̂2
n, θq “

2θ2

n
. (37.98)

(3) Considérer la famille d’estimateurs cσ̂2
n avec c ą 0. Déterminer la valeur de c qui minimise

le risque quadratique de l’estimateur.

(1) Nous calculons
Epσ̂2

nq “
1
n

ÿ

i

E
“pXi ´mq2

‰

“ 1
n

ÿ

i

VarpXi ´mq ´ 1
n

ÿ

i

EpXi ´m2q

“ 1
n

ÿ

i

VarpXiq

“ σ2.

(37.99)

(2) Par la formule (37.60) nous savons que le risque d’un estimateur sans biais est donné par sa
variance :

Rpσ̂n, θq “ Varp|σ̂2
n ´ θ|q “ Varpσ̂2

nq. (37.100)

Étant donné que les variables aléatoires Xi sont indépendantes et identiquement distribuées,
le lemme 36.32 nous enseigne que la variance de la somme est la somme des variances. Nous
avons donc à calculer

Varp|σ̂2
n ´ θ|q “ Varpσ̂2

nq
“ 1
n2

ÿ

i

Var
“pXi ´mq2

‰

“ 1
n2

ÿ

i

E
“pXi ´mq4

‰´ E“pXi ´mq2
‰2
.

(37.101)

Ces espérances ne sont pas très compliquées à calculer en utilisant la fonction caractéristique
donnée par la proposition 36.142 :

ΦX´mptq “ E
`
eitpX´mq˘ “ e´itmEpeitXq “ e´itmΦXptq “ exp

ˆ
´σ

2t2

2

˙
. (37.102)

Nous avons Φp4qp0q “ 3σ4 et Φ2p0q “ ´σ2. Par conséquent

Varpσ̂2
nq “

1
n2

ÿ

i

2θ2 “ 2θ2

n
. (37.103)

Notez ici que θ “ σ2.
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(3) En tenant compte du fait que Varpσ̂2
nq “ 2θ2

n et Epσ̂2
nq “ θ, nous avons

E
`pcσ̂2

n ´ θq2
˘ “ Varpcσ̂2

n ´ θq ` Epcσ̂2
n ´ θq2 (37.104a)

“ 2c
2θ2

n
` pc´ 1q2θ2. (37.104b)subeqcdtedestcthecmusubeqcdtedestcthecmu

La dérivée (par rapport à c) de cela s’annule pour c0 “ n
n`2 . Notons que nous n’avons pas tout

à fait démontré que cela est bien un minimum. Calculons cependant le risque quadratique
de notre estimateur pour cette valeur de c. Pour cela nous reportons c “ c0 dans l’expression
(37.104b) :

E
` n

n` 2 σ̂
2
n

˘ “ 2θ2

n` 2 . (37.105)

Cela est effectivement plus petit que Rpσ̂2
n, θq.

Nous avons ainsi construit un estimateur biaisé qui a un risque quadratique plus petit que l’esti-
mateur non biaisé. △

Exemple 37.37.
Nous considérons la famille de probabilités µθ “ N pθq où θ “ pm,σ2q P R ˆ s0,8r. Déterminer
l’estimateur de maximum de vraisemblance du paramètre θ “ pm,σ2q.

Pour chaque observation xi nous avons une densité gaussienne. Le produit donne

p
`
x1, . . . , xn; pm,σ2q˘ “ 1

σ2p2πqn{2 exp
«
´ 1

2σ2

ÿ

i

pxi ´mq2
ff
. (37.106)

En passant au logarithme et en supprimant des facteurs inutiles à la maximisation,

Lpm,σq “ ´n lnpσq ´ 1
2σ2

ÿ

i

pxi ´mq2. (37.107)

L’annulation de la dérivée par rapport à m donne immédiatement m “ 1
n

ř
i xi. L’annulation de

la dérivée par rapport à σ donne

´nσ2 `
ÿ

i

pxi ´mq2 “ 0 (37.108)

et donc
σ2 “ 1

n

ÿ

i

pxi ´ x̄nq. (37.109)

L’estimateur de maximum de vraisemblance du couple θ “ pm,σ2q est donc

θ̂n “
˜

1
n

ÿ

i

Xi,
1
n

ÿ

i

pXi ´ X̄nq2
¸
. (37.110)

△

37.5.8 Espérance et variance d’un estimateur

Soit Tn “ T pX1, . . . , Xnq un estimateur du paramètre θ dans un modèle d’échantillonnage. Les
moyennes et variances de l’estimateur sont les variables aléatoires

mθ,n “ EθpTnq “
ż

Rn

Tnpx1, . . . , xnqdµbn
θ px1, . . . , xnq, (37.111a)

VarθpTnq “
ż

Rn

rTnpx1, . . . , xnq ´mθ,ns2dµbn
θ px1, . . . , xnq, (37.111b)
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Lemme 37.38.
Si l’estimateur Tn satisfait

lim
nÑ8EθpTnq “ θ (37.112a)

lim
nÑ8 VarθpTnq “ 0, (37.112b)

alors il est convergent.

Démonstration. Nous utilisons l’inégalité de Markov (théorème 37.18) et nous introduisons l’espé-
rance de l’estimateur :

P
`|TnpX1, . . . , Xnq ´ θ| ą ϵ

˘ ď 1
ϵ
E
`
TnpX1, . . . , Xnq ´ θ

˘
(37.113a)

ď 1
ϵ
E
`|Tn ´mn,θ|

˘` 1
ϵ
E
`|mn,θ ´ θ|

˘
(37.113b)

(37.113c)

Le second terme est l’espérance d’une constante. Nous majorons le premier terme en utilisant le
fait que }.}1 ď }.}2 (voir la remarque 27.34 après l’inégalité de Hölder) :

P
`|TnpX1, . . . , Xnq ´ θ| ą ϵ

˘ ď 1
ϵ
E
`|Tn ´mn,θ|2

˘1{2 ` 1
ϵ
|EθpTnq ´ θ| (37.114a)

“ 1
ϵ

VarpTnq1{2 ` 1
ϵ
|EθpTnq ´ θ|. (37.114b)

Les deux termes tendent séparément vers zéro par hypothèse. Nous avons par conséquent la conver-
gence en probabilité Tn Ñ θ.

37.6 Estimation par intervalle de confiance
Nous voudrions estimer la proportion d’individus dans une population ayant un certain ca-

ractère déterminé par une variable booléenne : chaque individu a ou non le caractère étudié.
L’échantillon sera donc une suite de 0 et de 1.

Pour tout i P t1, . . . , nu nous notons

xi “
#

1 si le ième individu a le caractère
0 sinon.

(37.115)

et x̄n “ 1
n

řn
i“1 xi. Notre modèle statistique sera

S “
”
pΩ,F , P q, pXθq,Bp1, θq

ı
(37.116)

où Ω est l’ensemble des individus étudiés, P est la manière de choisir les individus lors du sondage
(essentiellement c’est une loi uniforme) et Xθ est la variable aléatoire

Xpωq “
#

1 si ω a le caractère
0 sinon

(37.117)

Cela est une variable aléatoire de distribution Bp1, pq où p est inconnu. Ici, Θ “ r0, 1s est l’ensemble
des p possibles.

Remarque 37.39.
Nous supposons que Ω est la population entière et que la variable aléatoire est l’opinion de la
personne ω. En cela, nous considérons que le tirage de l’échantillon est sans remise. Le fait que nous
modélisions par une variable aléatoire de Bernoulli signifie que nous considérons l’approximation
dans laquelle la population globale est grande.
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Nous supposons que nous ayons un échantillon pX1, . . . , Xnq dont nous avons observé une
réalisation px1, . . . , xnq de fréquence x̄n. Nous voudrions déterminer un intervalle dans lequel X̄n

a de fortes chances de se trouver. Plus précisément nous considérons un petit α et nous cherchons
ϵ tel que

P
`
p P rX̄n ´ ϵ, X̄n ` ϵs

˘ “ 1´ α. (37.118)

Typiquement, α “ 5%. Le nombre α est le niveau de confiance que nous nous fixons à priori.
Si nous trouvons un intervalle I tel que P pp P Iq “ 1´α, nous disons que l’intervalle est exact,

si nous avons P pp P Iq ě 1´ α, nous disons que l’intervalle est par excès.
Il y a deux points de départ pour trouver l’intervalle. Le plus simple est d’utiliser le théorème

central limite et considérer
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq

LÝÑ N p0, 1q. (37.119)

La seconde est d’utiliser la loi exacte : nX̄n “ ř
iXi „ Bpn, pq.

Bien entendu la seconde donne lieu à des calculs plus compliqués.

Remarque 37.40.
Dans certaines vraies vies (par exemple en médecine), la taille des échantillons est très réduite.
Dans ce cas le théorème central limite n’a aucun sens et les calculs exact s’imposent.

De plus dans de nombreux cas de la vraie vie, nous avons un ordinateur à disposition pour
calculer avec la loi exacte. L’utilisation du théorème central limite dans le but de produire un
intervalle de confiance semble donc de plus en plus être une survivance du passé.

Dans la suite, nous allons supposer que n est suffisamment grand pour justifier l’approximation
normale du théorème central limite 36.123. Si Z est une variable aléatoire normale centrée réduite,
notre premier essai est de faire

1´ α “ P
`
p P rX̄n ´ ϵ, X̄n ` ϵs

˘
(37.120a)subEqumaleftLthesubEqumaleftLthe

“ P

˜
´ϵ?na
pp1´ pq ď

?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq ď

ϵ
?
na

pp1´ pq

¸
(37.120b)

» P

˜
´ ϵ

?
na

pp1´ pq ď Z ď ϵ
?
na

pp1´ pq

¸
(37.120c)

“ 2P
˜
Z ď ϵ

?
na

pp1´ pq

¸
´ 1. (37.120d)

La dernière ligne utilise la symétrie de la distribution N p0, 1q. Le nombre ϵ que nous cherchons
vérifie donc

P

˜
Z ď ϵ

?
na

pp1´ pq

¸
“ 1´ α

2 . (37.121)

De nos jours, les ordinateurs donnent la loi de répartition inverse des normales. Cela nous fournit
un nombre tα tel que

ϵ
?
na

pp1´ pq “ tα (37.122)EqepsnqsrtpptalpahEqepsnqsrtpptalpah

où tα est le nombre tel que P pZ ď tαq “ 1´ α{2.
Conclusions de ce premier essai :

(1) Le problème est que nous ne pouvons pas déduire ϵ de l’équation (37.122) parce que p est
inconnu.

(2) Cela ruine notre premier essai et nous demande de trouver mieux.
(3) L’astuce est évidemment de remplacer p par X̄n, mais il faut le justifier.
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Méthode Slutsky Le point de départ du premier essai infructueux était la convergence

?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq

LÑ N „ N p0, 1q (37.123)

donnée par le théorème central limite 36.123. Ce que nous voudrions en réalité est la conver-
gence

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1´ X̄nq

LÑ N (37.124)

La loi des grands nombres nous donne

X̄np1´ X̄nq p.s.ÝÑ pp1´ pq. (37.125)

Par conséquent le lemme de Slutsky implique la convergence en loi du couple :
˜
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq ,

b
X̄np1´ X̄nq

¸
LÑ `

N,
a
pp1´ pq˘. (37.126)EqGJxxjqsEqGJxxjqs

À ce point des opérations nous pouvons utiliser la proposition 36.108 au couple avec la
fonction

fpx, yq “ x

y

a
pp1´ pq (37.127)

dont la probabilité d’être continue est 1 (y “ 0 est de mesure nulle dans R2). La conclusion
du théorème est que

?
n

X̄n ´ pb
X̄np1´ X̄nq

LÝÑ N p0, 1q. (37.128)

C’est à partir de là que nous pouvons construire notre intervalle de confiance :

1´ α “ P pX̄n ´ ϵ ď p ď X̄n ` ϵq (37.129a)

“ P

¨
˝

?
nϵb

X̄np1´ X̄nq
ě ?n X̄n ´ pb

X̄np1´ X̄nq
ě ´?nϵb

X̄np1´ X̄nq

˛
‚ (37.129b)

» P

¨
˝

?
nϵb

X̄np1´ X̄nq
ě N ě ´?nϵb

X̄np1´ X̄nq

˛
‚. (37.129c)

Nous cherchons maintenant dans les tables le ξ qui fait

P p´ξ ď N ď ξq “ 1´ α (37.130)

puis nous cherchons ϵ de telle sorte à avoir
?
nϵb

X̄np1´ X̄nq
“ ξ. (37.131)

Dans cette équation tout est connu à part le ϵ qui se découvre.
Méthode piétonne Nous remarquons que l’événement

´ ϵ
?
na

pp1´ pq ď
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq ď

ϵ
?
na

pp1´ pq (37.132)

est le même que l’événement ˇ̌
ˇ̌
ˇ
?
n

X̄n ´ pa
pp1´ pq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď tα. (37.133)
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Vu que tα est positif, cela est encore le même événement que

n
pX̄n ´ pq2
pp1´ pq ď t2α (37.134)

ou encore
p2pn` t2αq ´ pp2nX̄n ` t2αq ` nX̄2

n ď 0. (37.135)

Les racines du polynôme du membre de gauche sont

p˘ “
2nX̄n ` t2α ˘

b
p2nX̄n ` tαq2 ´ 4pn` t2αqnX̄2

n

2pn` t2αq
. (37.136)

Le but étant d’effectuer une limite nÑ8, nous factorisons d’abord n. Après simplification

p˘ “
X̄n ` t2α

2n ˘
b

t2α
4n2 ` tαX̄np1´X̄nq

n

1` t2α
2n

. (37.137)

Étant donné que nous considérons que n est grand, nous allons négliger les termes en 1
n en

faisant attention à ce que le terme en 1
n sous la racine est en réalité 1{?n et ne doit pas être

négligé. Nous trouvons, à cette approximation, que

p P
”
X̄n ´ tα

d
X̄np1´ X̄nq

n
, X̄n ` tα

d
X̄np1´ X̄nq

n

ı
(37.138)

avec une probabilité 1´ α.

37.6.1 Région de confiance

Soit un n-échantillon pX1, . . . , Xnq de loi parente µθ. Nous supposons Θ Ă R avec Θ ouvert.
Soit α P r0, 1s un intervalle de confiance et une application mesurable

Λ: Rn Ñ BorpΘq
px1, . . . , xnq ÞÑ Λpx1, . . . , xnq. (37.139)

On appelle région de confiance exacte au niveau de confiance 1 ´ α une région aléatoire
Λpx1, . . . , xnq telle que

P
`
θ P Λpx1, . . . , xnq

˘ “ 1´ α. (37.140)

Si d “ 1, la région Λpx1, . . . , xnq est un intervalle.

37.6.2 Fonction pivotale

Soit θ̂n, un estimateur de θ. Une fonction v sur ΘˆΘ est pivotale pour θ si la loi de la variable
aléatoire vpθ̂n, θq ne dépend pas de θ. Elle est asymptotiquement pivotale si

vpθ̂n, θq LÝÑ ξ (37.141)

où ξ est une variable aléatoire indépendante de θ.
En pratique, nous essayons de faire apparaitre une variable aléatoire de loi connue qui ne

dépend pas du paramètre que l’on recherche. Si la variance est connue et si l’échantillon est grand,
le théorème central limite nous permet d’introduire une loi normale centrée réduite.

Exemple 37.41.
Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires de loi parente N pm,σ2q. Une fonction asymptotiquement
pivotale pour m est

vpz1, z2q “ z1 ´ z2
α{?n (37.142)
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parce que la variable aléatoire

vpX̄n,mq “ X̄n ´m
α{?n (37.143)

tend vers N p0, 1q qui ne dépend pas de m. △

Exemple 37.42.
Si pXnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de moyenne
m et d’écart type σ que nous supposons inconnus. Le fonction suivante est asymptotiquement
pivotale pour m :

vpX̄n,mq “ X̄n ´m
σ{?n . (37.144)

△

Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi N pm,σ2q avec σ2 connu. Nous cherchons un intervalle
de confiance 1´α pour m. Pour cela nous allons utiliser une fonction asymptotiquement pivotale,
à savoir

X̄n ´m
σ2{?n „ N p0, 1q. (37.145)

Nous devrions chercher des valeurs z` et z´ telles que

P

ˆ
z´ ď X̄n ´m

σ{?n ď z`
˙
“ 1´ α. (37.146)

Pour des raisons de symétries (de la courbe gaussienne), nous allons chercher un intervalle symé-
trique : z´ “ ´z`. Le nombre à chercher est donc le zα tel que

P
`|Z| ď zα

˘ “ 1´ α. (37.147)

Si nous demandons α “ 5%, la réponse est zα “ 1.96, c’est-à-dire que

P

ˆ
´1.96 ď X̄n ´m

σ{?n ď 1.96
˙
“ 0.95. (37.148)

Nous avons donc
P

ˆ
m P “X̄n ´ 1.96σ?

n
, X̄n ` 1.96σ?

n

‰˙ “ 0.95. (37.149)

Supposons maintenant que nous avons observé 100 valeurs numériques avec x̄n “ 12 et σ “ 1.
La réalisation de l’intervalle de confiance pour m au niveau de confiance 0.95 est :

“
12´ 0.196, 12` 0.196

‰
. (37.150)

Cet intervalle est à interpréter de la façon suivante : si nous recommençons un grand nombre de
fois le sondage, la moyenne tombera 95% des fois dans l’intervalle ainsi calculé. Mais il faut bien
comprendre que la probabilité

P
`
m P “12´ 0.196, 12` 0.196

‰˘
(37.151)

vaut zéro ou un.

Exemple 37.43.
Soit un échantillon pX1, . . . , Xnq de loi parente N pm,σ2q où m et σ2 sont inconnus. Déterminer
un intervalle de confiance exact symétrique au niveau de confiance 1´ α.

Déterminer un intervalle de confiance pour σ2.
Nous savons que la moyenne empirique est un estimateur de la moyenne :

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi. (37.152)
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Nous cherchons un intervalle du type I “ rX̄n ´ ϵ, X̄n ` ϵs pour lequel P pm P Iq “ 1 ´ α. Nous
savons que la variable aléatoire

X̄n ´m
σ{?n (37.153)

suit une loi N p0, 1q, mais la variance est inconnue. La subtilité à savoir est que la variable aléatoire

Z “ X̄n ´m
Sn{?σ (37.154)

où S2
n “

ř
ipXi ´ X̄nq2{pn´ 1q suit une loi de Student à n degrés de liberté T pn´ 1q en vertu du

théorème de Cochran 37.15. Comme il est usuel de le faire, nous inversons l’intervalle :

1´ α “ P
`´ϵ ď X̄n ´m ď ϵ

˘
(37.155a)

“ P

ˆ
´ϵ
?
n

Sn
ď Z ď ϵ

?
n

Sn

˙
. (37.155b)

Les valeurs se trouvent dans des tables ; par exemple pour n “ 10 et α “ 5% nous trouvons

ϵ
?
n

Sn
“ 2.262. (37.156)

Plus généralement nous notons tn´1,1´ α
2

le quantile d’ordre 1´ α
2 de la loi T pn´ 1q, c’est-à-dire

le nombre tel que
P pZ ď tn´1,1´ α

2
q “ 1´ α

2 (37.157)

si Z „ T pn´ 1q. L’intervalle de confiance est alors donné par

I “
„
X̄n ´

tn´1,1´ α
2
Sn?

n
, X̄n `

tn´1,1´ α
2
Sn?

n

ȷ
. (37.158)

Cela est un intervalle exact pour m au niveau de confiance 1´ α.
Nous pouvons aussi trouver un intervalle asymptotique en utilisant le théorème central limite :

X̄n ´m
Sn{?n

LÝÑ T (37.159)

avec T „ N p0, 1q.
Rappel : dire que In est un intervalle de confiance asymptotique signifie que

lim
nÑ8P pm P Inq “ 1´ α. (37.160)

En ce qui concerne la variance σ2, l’intervalle de confiance se construit en utilisant la partie
(2) du théorème de Cochran 37.15. Nous introduisons la variable aléatoire pivot

Z “ pn´ 1qS
2
n

σ2 (37.161)

qui suit une loi χ2pn ´ 1q. Cette loi n’étant pas symétrique (voir figure 36.1), nous n’allons pas
chercher un intervalle de confiance symétrique. Nous cherchons c1 et c2 tels que

$
’’’&
’’’%

P
`
σ2 P rc1, c2s

˘ “ 1´ α (37.162a)

P
`
σ2 P r0, c1s

˘ “ α

2 (37.162b)

P
`
σ2 P rc2,8r

˘ “ α

2 (37.162c)

La situation est représentée à la figure 37.3.
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Figure 37.3: L’intervalle de confiance pour une χ2. LabelFigChiSquaresQuantile

La construction des nombres c1 et c2 passe par la relation

P pc1 ď σ2 ď c2q “ P

ˆpn´ 1qS2
n

c2
ď Z ď pn´ 1qS2

n

c1

˙
. (37.163)

Nous notons tn´1,α
2

et tn´1,1´ α
2

les quantiles donnés sur la figure 37.3, c’est-à-dire

P pZ ď tn´1,α
2
q “ α

2P pZ ě tn´1,1´ α
2
q “ 1´ α

2 . (37.164a)

Ce que nous obtenons est

pn´ 1qS2
n

c2
“ tn´1,α

2
(37.165a)

pn´ 1qS2
n

c1
“ tn´1,1´ α

2
, (37.165b)

et par conséquent l’intervalle de confiance pour σ2 est

I “
«
pn´ 1qS2

n

tn´1,1´ α
2

,
pn´ 1qS2

n

tn´1,1´ α
2

ff
(37.166)

avec P pσ2 P Iq “ 95%.

Remarque 37.44.
Il n’est pas clair à priori que la longueur de l’intervalle I décroisse avec n parce qu’il y a n dans
les t au numérateur.

△

37.6.3 Sondage de proportion

Une utilisation classique des statistiques est d’interpréter une proportion donnée par un son-
dage. Nous considérons une élection avec deux candidats A et B. Nous avons interrogés n “ 2500
personnes et nous avons obtenu 51% pour le candidat A et 49% pour le candidat B. Que peut on
dire ?

La modélisation de cette situation est que nous avons des variables aléatoires Xi „ BppAq et
que nous en avons observés n avec une moyenne

x̄n “ 0.51. (37.167)
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La loi de X̄n est une binomiale. Sa densité n’est pas symétrique, mais si n est grand, elle le devient.
Nous cherchons un intervalle

I “ rX̄n ´ ϵ, X̄n ` ϵs (37.168)

tel que P ppA P Iq “ 1 ´ α. Pour cela nous considérons le fait que n “ 2500 est grand et nous
utilisons la limite de la proposition 37.10 :

Zn “
?
n

X̄n ´ pAb
X̄np1´ X̄nq

LÝÑ Z „ N p0, 1q. (37.169)

La variable aléatoire Zn est asymptotiquement pivotale et normale centrée réduite. Nous cherchons
donc un intervalle symétrique pour X̄n ´ pA :

1´ α “ P p´ϵ ď X̄n ´ pA ď ϵq, (37.170)

c’est-à-dire, si n est grand,

1´ α “ P

¨
˝´ϵ

?
nb

X̄np1´ X̄nq
ď Zn ď ϵ

?
nb

X̄np1´ X̄nq

˛
‚ (37.171)

où Zn est une normale centrée réduite. Nous trouvons ainsi, via les tables que

ϵ
?
nb

X̄np1´ X̄nq
“ 1.96 (37.172)

si nous voulons un intervalle à 5%. Par conséquent nous avons ϵ “ 1.96
?
X̄np1´X̄nq?

n
et l’intervalle

de confiance est

IC “
»
–X̄n ´

1.96
b
X̄np1´ X̄nq?

n
, X̄n `

2.96
b
X̄np1´ X̄nq?

n

fi
fl . (37.173)

La propriété de cet intervalle est que

lim
nÑ8P ppA P Icq “ 1´ α. (37.174)

Remarque 37.45.
À quel moment avons nous fait une hypothèse sur la taille de la population globale ? En modélisant
les sondés par des variables de Bernoulli et leur somme par une binomiale, nous supposons que
le sondage est avec remise, sinon, elles ne seraient pas indépendantes. En supposant les sondés
indépendants, nous avons donc fait comme si la population totale était infinie.

37.7 Estimer une densité lorsqu’on ne sait rien

Nous supposons avoir une série d’observations issues d’un processus complexe dont nous n’avons
aucune idée de la loi parente, et nous voudrions nous faire une idée de la densité de cette loi
inconnue.

Nous observons une suite de réalisations que nous modélisons comme étant des variables aléa-
toires pX1, . . . , Xnq de loi parente (inconnue) µ. Notre but est de trouver un estimateur µ̂ de µ.
Par simplicité nous allons nous restreindre aux lois admettant une densité par rapport à la mesure
de Lebesgue. C’est-à-dire que nous allons estimer µ par une suite de lois µ̂n qui sont toutes des
lois acceptant une densité par rapport à la mesure de Lebesgue.
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37.7.1 Distance entre des mesures

Si ν1 et ν2 sont deux mesures de densité sur R, la distance entre ν1 et ν2 est définie par

dpν1, ν2q “ sup
APBorpRq

ˇ̌
ν1pAq ´ ν2pAq

ˇ̌
(37.175)

où BorpRq désigne l’ensemble des boréliens de R.

Théorème 37.46 (de Scheffé[762]).
Si f1 et f2 sont les densités de ν1 et ν2 par rapport à la mesure de Lebesgue, alors

dpν1, ν2q “
ż

R

pf1 ´ f2q` “ 1
2

ż

R

|f1 ´ f2| “ 1
2}f1 ´ f2}1 (37.176)

où f` est la partie positive de f (pour la décomposition fpxq “ f`pxq ´ f´pxq).
Démonstration. La dernière égalité est simplement une notation usuelle ; nous devons seulement
prouver les deux premières. Pour la première nous commençons par prouver que le borélien réalisant
le supremum est

B “ tx P R tel que f1pxq ě f2pxqu. (37.177)

En effet si A est un borélien nous avons

ν1pAq ´ ν2pAq “
ż

A
f1´ f2 ď

ż

AXB
f1´ f2 ď

ż

B
f1´ f2 “

ż

B
pf1´ f2q` “

ż

R

pf1´ f2q` (37.178)

Justifications :

— f1 ´ f2 négative sur AX AB.

— Vu que f1 ´ f2 ě 0 sur B, l’intégrale augmente si on augmente le domaine.

— Sur B nous avons f1 ´ f2 “ pf1 ´ f2q`.

Donc pour tout borélien A nous avons

dpν1, ν2q ď
ż

R

pf1 ´ f2q`. (37.179)

Mais pour A “ B nous avons égalité :

ν1pBq ´ ν2pBq “
ż

B
f1 ´ f2 “

ż

B
pf1 ´ f2q` “

ż

R

pf1 ´ f2q. (37.180)

Pour la seconde égalité nous savons que f1 et f2 s’intègrent toutes deux à 1 (parce que ce sont
des densités de probabilité), donc ż

R

f1 ´ f2 “ 0. (37.181)

En particulier nous avons ż

R

pf1 ´ f2q` “
ż

R

pf1 ´ f2q´, (37.182)

ce qui donne bien ż

R

pf1 ´ f2q` “ 1
2

ż

R

|f1 ´ f2|. (37.183)
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37.7.2 Estimateur par fenêtres glissantes

Nous considérons les estimations suivantes de la fonction de répartition :

Fnpxq “ 1
n

nÿ

i“1
1tXiďxu, (37.184)

et un nombre hn qui sera la taille de la fenêtre glissante. Nous avons en tête de faire limnÑ8 hn “ 0.
Nous considérons ceci comme estimateur de la densité inconnue f des variables aléatoires Xi :

f̂npxq “ Fnpx` hnq ´ Fnpx´ hnq
2hn

. (37.185)

L’idée sous-jacente est de prendre la dérivée de la fonction de répartition comme densité.

Lemme 37.47 ([762]).
Pour tout hn ą 0, l’estimateur f̂n est une densité de probabilité.

Démonstration. D’abord f̂n est bien à valeurs positives ou nulle. Ensuite devons parler de son
intégrale. Pour le numérateur nous avons

Fnpx` hnq ´ Fnpx´ hnq “ 1
n

nÿ

i“1
1XiPBpx,hnq. (37.186)

En réalité cette égalité est valable seulement presque partout parce qu’elle n’est pas valable en
x “ x˘ hn, mais cela ne va pas nous ennuyer dans la mesure où nous avons dans l’idée d’intégrer
cela sur R. Avant de nous lancer dans l’intégrale nous remarquons que Xi P Bpx, hnq est la même
chose que x P BpXi, hnq, c’est-à-dire que

tXi P Bpx, hnqu “ tx P BpXi, hnqu. (37.187)

Donc ż

R

f̂n “ 1
2hn

1
n

nÿ

i“1

ż

R

1BpXi,hnq
loooooomoooooon

2hn

“ 1
2nhn

nÿ

i“1
2hn “ 1. (37.188)

LemTZopXDd

Lemme 37.48 ([762]).
L’estimateur f̂n est déjà pas mal parce que

lim
hnÑ0

E
`
f̂npxq

˘ “ fpxq (37.189)

pour presque tout x P R.

Démonstration. Nous commençons par nous rappeler le fait que Fnpxq est un estimateur sans biais
de F pxq (proposition 37.35). Donc

E
`
f̂npxq

˘ “ F px` hnq ´ F px´ hnq
2hn

. (37.190)EqJEjrfFdEqJEjrfFd

Nous devons prendre la limite de cela lorsque hn Ñ 0, c’est-à-dire considérer la dérivée de F .
Attention : rien ne dit que F soit dérivable, si ce n’est la proposition 17.27 qui indique qu’elle est
dérivable presque partout avec f comme dérivée.

La limite hn Ñ 0 dans (37.190) nous donne donc bien presque partout

lim
hnÑ0

E
`
f̂npxq

˘ “ fpxq. (37.191)
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Proposition 37.49 ([762]).
Si la suite phnq est telle que hn Ñ 0 et nhn Ñ 8, alors pour presque tout x P R nous avons les
convergences

f̂npxq L
2pP qÑ fpxq (37.192)

et
f̂npxq PÑ fpxq. (37.193)

Démonstration. Il faut d’abord comprendre ce que signifie la convergence L2pP q pour presque tout
x. Pour cela il faut comprendre que f̂npxq est en soi une variable aléatoire et est en réalité une
fonction ω ÞÑ f̂npx, ωq. Ce que nous allons montrer est que pour presque tout x (maintenant fixé),
cette variable aléatoire converge vers une constante (par rapport à ω) et que cette constante est
fpxq.

La convergence Xn
L2pP qÑ X signifie E

`|Xn ´X|2
˘Ñ 0, c’est-à-dire

ż

Ω

ˇ̌
Xnpωq ´Xpωq

ˇ̌2
dP pωq Ñ 0. (37.194)

En faisant une décomposition biais-variance nous devons donc étudier

E
”`
f̂npxq ´ fpxq

˘2
ı
“ E

“
f̂npxq ´ fpxq

‰2 `Var
`
f̂npxq ´ fpxq

˘
(37.195)

Ici fpxq doit être vue comme la variable aléatoire constante sur Ω. Par le lemme 37.48 et la
proposition 36.35 le terme de biais converge vers zéro lorsque nÑ8.

Pour traiter le terme de biais, nous savons déjà que

2nhnf̂npxq “
nÿ

i“1
1tXiPBpx,hnqu, (37.196)

où le membre de droite (et donc aussi celui de gauche) est une variable aléatoire binomiale comptant
le nombre de succès de l’expérience Xi P Bpx, hnq en n essais. Nous notons px,n “ P

`
Xi P

Bpx, hnq
˘
. Si µ est la loi parente des Xi, alors

pn,x “ P
`
Xi P Bpx, hnq

˘ “ µ
`
Bpx, hnq

˘ “ F px` hnq ´ F px´ hnq (37.197)EqKBKrSHJEqKBKrSHJ

où F est la fonction de répartition (parente) des Xi.
Alors la variance de ladite binomiale est donnée par (36.367), c’est-à-dire npx,np1´ px,nq. Nous

avons alors
Var

`
2nhnf̂npxq

˘ “ npx,np1´ px,nq (37.198)
et

Var
`
f̂npxq

˘ “ 1
4n2h2

n

npx,np1´ px,nq. (37.199)

Nous pouvons faire la majoration tp1´ tq ď t qui est valable pour tout t et écrire

Varpf̂npxqq ď 1
4nhn

px,n
hn

. (37.200)

Le premier facteur tend vers zéro parce que nous avons supposé que nhn Ñ 8. Pour le second
facteur, il faut remarquer que l’expression (37.197) nous donne presque partout

lim
hnÑ0

pn,x
hn

“ 2fpxq, (37.201)

qui est constant et certainement borné.
Nous avons maintenant prouvé que pour presque tout x nous avons f̂npxq L

2pP qÑ fpxq. Montrons
que cela implique la convergence en loi, c’est-à-dire que pour tout η ą 0, nous avons la limite

P
`|f̂npxq ´ fpxq| ą η

˘Ñ 0. (37.202)



2704 CHAPITRE 37. STATISTIQUES

Si cela n’était pas vrai, nous aurions un nombre η0 ą 0 et ϵ ą 0 tel que pour tout n à partir d’une
certaine taille,

P
´
|f̂npxq ´ fpxq|2 ą η0

¯
ą ϵ, (37.203)

et en particulier en notant A l’événement |f̂npxq ´ fpxq|2 ą η2
0, P pAq ą ϵ. Alors

ż

Ω

ˇ̌
f̂npx, ωq ´ fpx, ωq

ˇ̌2
dP pωq ě

ż

A

ˇ̌
f̂npx, ωq ´ fpx, ωq

ˇ̌2
dP pωq ě

ż

A
η2

0 “ η2
0P pAq. (37.204)

Cela signifie que
}f̂npxq ´ fpxq}L2pP q ě η0P pAq, (37.205)

ce qui contredit la première convergence démontrée.

Note : l’hypothèse nhn Ñ 8 revient à dire que nous voulons que chaque boîte contienne de
plus en plus d’observations. Si nous avions nhn Ñ 0, alors avec n qui augmente, la majorité des
boîtes deviendraient vides, ce qui reviendrait à une perte d’information.

37.8 Test d’hypothèses, prise de décision

37.8.1 Exemple : qualité des pièces d’usine

Une usine fabrique des composantes électroniques garantis un an. Le constructeur ne veut pas
accepter que plus de 5% des pièces tombent en panne avant un an.

Nous supposons que la durée de vie T d’une pièce soit une variable aléatoire suivant une loi
exponentielle de paramètre λ (qui est l’inverse de la moyenne : θ “ 1{λ). Le fabriquant veut donc
s’assurer que

0.95 ď P pT ě 1q, (37.206)

ou encore
P pT ě 1q “

ż 8

0

1
θ
e´x{θdx “ e´1{θ ě 0.95, (37.207)

donc le fabriquant doit s’assurer que
θ ě 1

ln
` 1

0.95
˘ . (37.208)

Nous posons donc θ0 “ 19.5 et nous prenons comme modèle de décision que si θ ă θ0, alors la
chaine de production doit être revue, et si θ ą θ0, alors l’usine peut continuer son travail.

Ce dont nous disposons n’est pas de θ, mais d’une estimation de θ à partir d’un échantillon.
Cela étant il faudra aussi pouvoir estimer la probabilité de faire un mauvais choix.

37.8.2 Exemple : la résistance d’un fil
subsecExempLFilResituzz

Un artisan a besoin d’un fil qui a une résistance à une traction de 100 g en moyenne. Si la
résistance est trop faible, le fil casse ; si elle est trop grande, c’est trop rigide et ça ne convient pas.

Remarque 37.50.
Dans l’exemple précédent, avoir θ ą θ0 ne dérange pas. Si la durée de vie moyenne est de 2 ans, le
directeur de l’usine ne sera pas malheureux. Ici par contre l’artisan cherche une valeur précise et
a donc une borne vers le haut et vers le bas.

L’artisan reçoit un lot de fils et souhaite savoir si il est conforme. Pour cela, il prend 4 fils au
hasard et mesure une moyenne de 112 g. Est-ce que cela est cohérent avec une moyenne de 100 g ?

Nous faisons l’hypothèse que la résistance des fils suit une loi normale N pm,σ2q avec m
inconnu. Pour la simplicité nous supposons que σ est connu et vaut 10.

Nous devons prendre une décision entre deux hypothèses. L’hypothèse H0 sera de dire que le
lot a une résistance de 100 g et l’hypothèse alternative sera que le lot a une résistance différente.
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Les 4 observations sont quatre variables aléatoires pXiqi“1,2,3,4, et le nombre 112 est une réali-
sation de la variable aléatoire

X̄4 “ 1
4pX1 `X2 `X3 `X4q. (37.209)

Nous supposons que H0 est vraie, et nous calculons quel est l’intervalle autour de m “ 100 qui
a 95% de chances de contenir la moyenne observée. Si 112 est dedans, nous acceptons H0 et si 112
est hors de cet intervalle, nous refusons H0.

Compte tenue de l’hypothèse H0, nous avons

X̄4 ´ 100
10?

4
“ X̄4 ´ 100

5 „ N p0, 1q. (37.210)

Nous commençons à connaitre par cœur l’intervalle de confiance à 95% d’une loi normale centrée
réduite ; le quantile est à 1.96, c’est-à-dire

P

ˆ
´1.96 ď X̄4 ´ 100

5 ď 1.96
˙
“ 0.95, (37.211)

ou encore
P
`
X̄4 P r90.2, 109.8s˘. (37.212)

Il y a donc moins de 5% de chances que la moyenne de ces quatre fils tombe en dehors de l’intervalle
r90.2, 109.8s. L’artisan doit donc rejeter l’hypothèse et considérer que le lot est mauvais.

La région
s´8, 90.2s Y r109.8,8r (37.213)

est la région de rejet, ou région critique.
Ici, le nombre 5% représente le risque de refuser H0 alors qu’elle était vraie. Notons que nous ne

pouvons pas calculer le risque d’accepter H0 alors qu’elle est fausse. En effet, si H0 est fausse, nous
ne savons pas quelles sont les valeurs de X̄4 acceptables parce qu’il y a une infinité de possibilités
pour m qui soient alternatifs à m “ 100.

Évidemment si la vraie moyenne est 100`10´7, l’hypothèse H0 sera acceptée, mais nous n’avons
aucun moyen de savoir si elle est vraie ou non.

37.8.3 Vocabulaire et théorie

Nous avons un modèle d’échantillonnage paramétrique pXθ,1, . . . , Xθ,nq de taille n et de para-
mètre inconnu θ, de loi parente µθ appartenant à une famille paramétrique de lois pµθqθPΘ.

Soient H0 et H1 deux ensembles disjoints tels que Θ “ H0 YH1. L’ensemble H0 sera nommé
hypothèse nulle et l’ensemble H1 sera l’hypothèse alternative.

Pour l’exemple des fils, nous avions H0 “ t100u et H1 “ Rzt100u. Si une hypothèse est réduite
à un singleton, nous parlons d’hypothèse simple et sinon c’est une hypothèse composite ou
multiple. Faire un tests consiste à déterminer une région critique.

Définition 37.51.
Un test est une application mesurable δ qui à px1, . . . , xnq P Rn associe

δpx1, . . . , xnq P t0, 1u. (37.214)

Si δpx1, . . . , xnq “ 0 on accepte l’hypothèse H0 pour l’échantillon x1, . . . , xn, et si δpx1, . . . , xnq “ 1,
alors on rejette H0 et on choisit H1. L’ensemble

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que δpx1, . . . , xnq “ 1u (37.215)

est la région de rejet ou la région critique.
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L’ensemble W “ δ´1p1q est un borélien de Rn parce que δ est mesurable. L’événement auquel
nous sommes intéressés est l’événement

R “ tpXθ,1, . . . , Xθ,nq PW u. (37.216)

Exemple 37.52.
Pour l’exemple de 37.8.2 nous avions

δpx1, . . . , x4q “ 1Ar90.2,109.8spx̄4q. (37.217)

△

37.8.4 Risque de première et seconde espèce

Le modèle de décision que nous avons introduit comprend deux façons de se tromper. Soit nous
rejetons H0 alors qu’elle est vraie (c’est le risque de première espèce), soit nous acceptions H0
alors qu’elle est fausse (risque de seconde espèce). Nous pouvons formaliser ces concepts de la
façon suivante.

Nous considérons un test de région critique W . Le risque de première espèce, noté α est la
fonction

α : H0 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq PW
˘
.

(37.218)

Il s’agit de la probabilité de rejeter H0 alors qu’elle es vraie. Le risque de seconde espèce est la
fonction

β : H1 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq RW
˘
.

(37.219)

C’est la probabilité d’accepter H0 alors qu’elle est fausse.
DefPuisszYkrQa

Définition 37.53.
Soit δ un test de région critique W . La puissance du test est la fonction

η : H1 Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq PW
˘
.

(37.220)

La courbe d’efficacité du test est la fonction

h : Θ Ñ r0, 1s
θ ÞÑ P

`pXθ,1, . . . , Xθ,nq RW
˘
.

(37.221)

La puissance d’un test est la probabilité de rejeter H0 lorsque H1 est vraie. Plus la puissance
est grande, mieux c’est. La courbe d’efficacité du test est la probabilité d’accepter H0 pour une
certaine valeur de θ.

Soit un test δ. Une statistique Tθ “ TnpXθ,1, . . . , Xθ,nq est une variable de décision pour δ
si AW peut s’écrire d’une des façons suivantes

AW “

$
’&
’%

tpx1, . . . , xnq P Rn tel que Tnpx1, . . . , xnq ă cu test unilatéral à droite
tpx1, . . . , xnq P Rn tel que Tnpx1, . . . , xnq ą cu test unilatéral à gauche
tpx1, . . . , xnq P Rn tel que c1 ď Tnpx1, . . . , xnq ă c2u test bilatéral.

(37.222)

Le plus souvent la variable de décision sera la moyenne : Tnpx1, . . . , xnq “ 1
n

řn
i“1 xi. Les valeurs

c, c1, c2 sont des valeurs critiques.
En ce qui concerne les notations, ici Tn représente la valeur mesurée sur un n-échantillon (d’où

l’indice n) alors que Tθ est la valeur théorique de T lorsque θ est la vraie valeur du paramètre qu’on
veut estimer.
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Pour un test unilatéral à droite, nous fixons la valeur critique c de telle manière à avoir

P pTθ ą cq ď α. (37.223)

Pour un test unilatéral à gauche, nous fixons c de telle manière à avoir

P pTθ ă cq ď α (37.224)

et pour un test bilatéral nous fixons c1 et c2 de telle façon à avoir

P pTθ ą c2q “ P pTθ ă c1q ď α

2 . (37.225)

37.8.5 Modèle paramétrique de loi gaussienne

Soit un modèle statistique paramétrique de lois gaussiennes N pm, 1q de moyenne m inconnue
avec m P R`. Nous avons Θ “ r0,8r.

Nous observons un échantillon de taille n “ 36. Avec un risque de première espèce de 5% nous
voulons estimer l’hypothèse H0 “ t0u contre l’hypothèse H1 “ s0,8r. De notre échantillon nous
construisons la variable aléatoire

X̄n “ 1
n

nÿ

i“1
Xi (37.226)

dans laquelle les Xi sont les éléments de l’échantillon, elles sont indépendantes et identiquement
distribuées de loi N pm, 1q avec m inconnu.

Si X̄n est proche de zéro nous acceptons H0, sinon nous la rejetons. La région de rejet s’écrit
donc sous la forme

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que x̄n “ 1
n

nÿ

i“1
xi ą uu (37.227)

dans lequel il faut fixer le u pour satisfaire au risque de première espèce de 5%. La contrainte est
d’avoir

P pX̄n ą uq “ α (37.228)EqQaNgBoEqQaNgBo

si H0 est vérifiée. Cela revient à dire que dans 5% des cas où H0 est correcte, nous la rejetterons.
Si H0 est vraie alors X̄n est une moyenne de gaussiennes de moyennes m et nous avons

X̄n ´m
σ{?n „ N p0, 1q (37.229)

avec m “ 0 et σ “ 1. L’équation (37.228) devient donc

α “ P

ˆ
X̄n

1{?n ą
u

1{?n
˙
“ P pT ą ?nuq (37.230)

où T „ N p0, 1q. Avec n “ 36 et α “ 5% nous trouvons

u “ 1.645
6 » 0.274 (37.231)

La règle de décision est donc la suivante : si x̄n ą 0.274 alors nous rejetons H0, et sinon nous
l’acceptons.

Calculons la puissance de ce test (définition 37.53). C’est la fonction donnée par

η : H1 Ñ R

m ÞÑ P
`pX1,m, . . . , Xn,mq PW

˘ “ P

ˆ
1
n

ÿ
Xi ą u

˙
.

(37.232)
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Dans ce calcul, les Xi sont d’une loi normale N pm, 1q, et non N p0, 1q. En retranchant m et en
divisant par 1{?n nous trouvons

ηpmq “ P

˜
1
n

ř
Xi ´m

1{?n ą u´m
1{?n

¸
(37.233a)

“ P pT ą ?npu´mqq (37.233b)
“ P pT ą 16.45´ 6mq (37.233c)
“ 1´ Φp1.645´ 6mq (37.233d)

où Φ est la fonction de répartition de N p0, 1q. La fonction η a les propriétés suivantes :

lim
mÑ´8 ηpmq “ 0 (37.234a)

lim
mÑ8 ηpmq “ 1 (37.234b)

ηp0q “ 5
100 . (37.234c)

Remarque 37.54.
Si nous regardons m “ 0.001, le risque de seconde espèce est quasiment de 90%. En effet le risque
de seconde espèce est d’accepter H0 alors qu’il est faux. Lorsque m “ 0.001, l’hypothèse H0 est
fausse, mais la probabilité qu’on l’accepte est grande. D’ailleurs les conséquences de l’accepter à
tort ne sont peut-être pas si grandes que cela.

37.9 Tests paramétriques
La proposition suivante montre le lien entre région de confiance et les tests.

Proposition 37.55.
Soit ΛpX1, . . . , Xnq une région de confiance par excès de niveau de confiance 1´ α. Alors il existe
un test pur de niveau α pour tester H0 “ tθ0u de région de rejet

Wn “ tx “ px1, . . . , xnq P Rn tel que θ0 R Λpx1, . . . , xnqu. (37.235)

Démonstration. L’hypothèse sur Λ signifie qu’avec les observations pX1, . . . , Xnq, il y a une forte
probabilité (plus grande que 1 ´ α) que θ soit dans ΛpX1, . . . , Xnq. Avec ou sans H0 nous avons
donc

P pθ P Λq ě 1´ α. (37.236)
Supposons maintenant l’hypothèse H0, alors

P
`pX1, . . . , Xnq PWn

˘ “ P
`
θ0 R ΛpX1, . . . , Xnq

˘ ď α. (37.237)

Remarque 37.56.
Soit Wn la région de confiance d’un test de niveau α pour tester H0 “ tθ0u. Alors

Λ “ tx P Rn tel que x RWnu (37.238)

est une région de confiance 1´ α pour θ.

Exemple 37.57.
Soit pX1, . . . , Xnq un échantillon de loi parente N pθ, 1q avec θ P tθ0, θ1u. Nous supposons θ0 ă θ1.
Nous voulons tester H0 “ tθ0u contre H1 “ tθ1u. Nous proposons le test suivant. La variable de
décision sera X̄n et la région de rejet sera

W “ tpx1, . . . , xnq P Rn tel que 1
n

ÿ

i

xi ą θ0 ` θ1
2 u. (37.239)
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(1) Donner le risque de première espèce de ce test.
(2) Soit 0 ă α ă 1. Pour quelle valeur de n le test a-t-il un risque de première espèce égal à α ?
(3) Donner la puissance du test.

Les réponses peuvent être exprimées en termes de la fonction de répartition F de la loi normale
centrée réduite.

Le risque de première espèce est donné par

α “ P

˜
1
n

ÿ

i

Xi ą θ0 ` θ1
2

¸
(37.240)EqwxFBMuEqwxFBMu

où les Xi sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi parente
N pθ0, 1q. Cela est la probabilité d’être dans la région de rejet alors que l’hypothèse H0 est vraie.
La formule (37.240) se transforme en

α “ P

˜
1
n

ř
Xi ´ θ0

1{?n ą
θ0`θ1

2 ´ θ0
1{?n

¸
(37.241a)

“ P pT ą ?nθ1 ´ θ0
2 q. (37.241b)

En termes de la fonction de répartition nous avons alors

α “ 1´ F `?nθ1 ´ θ0
2

˘
(37.242)

Il s’agit maintenant de trouver le nombre n qui réalise cette égalité. Pour cela nous utilisons
l’inverse F´1 de la fonction de répartition de la normale :

n “
ˆ

2
θ1 ´ θ0

F´1p1´ αq
˙2

. (37.243)EqQLFsJpiEqQLFsJpi

Le risque de seconde espèce est la possibilité d’accepter H0 lorsque H1 est vraie, c’est-à-dire

β “ P

˜
1
n

ÿ

i

Xi ă θ0 ` θ1
2

¸
(37.244)EqBKQoyLEqBKQoyL

sous l’hypothèse H1. Dans le calcul de (37.244) nous prenons donc Xi „ N pθ1, 1q. Le résultat est
que

β “ F
`?
n
θ0 ´ θ1

2
˘
. (37.245)

Remarque 37.58.
L’expression (37.243) diminue lorsque θ0 et θ1 s’éloignent, ce qui est normal : plus les nombres à
discerner sont éloignés, moins l’échantillon à prendre pour réaliser le travail doit être grand.

Notons aussi que θ0 ´ θ1 ă 0, par conséquent augmenter n diminue la valeur de

β “ F
`?
n
θ0 ´ θ1

2
˘

(37.246)

△

37.10 Tests d’adéquation

Soit X1, . . . , Xn un échantillon de loi parente X finie prenant ses valeurs dans ta1, . . . , aku. La
loi de X est donnée par les nombres

pi “ P pX “ aiq (37.247)
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pour i “ 1, . . . , k. Nous introduisons l’effectif empirique, la variable aléatoire Ni qui compte
le nombre de fois que ai est observé dans l’échantillon. La fréquence empirique est la variable
aléatoire

Fi “ Ni

n
. (37.248)

Nous savons que la loi de Ni est Bpn, piq, et la loi des grands nombres dit que

Fi
p.s.ÝÑ pi (37.249)

pour chaque i. Le théorème central limite nous indique de plus que

Ni ´ npia
npip1´ piq

LÝÑ T „ N p0, 1q. (37.250)

Nous considérons un cas où les pi sont inconnus. Ils peuvent être approchés par Ni » npi. Le
théorème de Pearson nous indique comment.

Théorème 37.59 (Théorème de Pearson).
Nous avons

kÿ

i“1

pNi ´ npiq2
npi

LÝÑ K „ χ2pk ´ 1q (37.251)

où la distribution χ2plq est la somme des carrés de l gaussiennes centrées réduites indépendantes.

Démonstration. Nous commençons par le cas k “ 2. Dans ce cas nous avons N2 “ n ´ N1 et
p1 ` p2 “ 1. La somme que nous regardons est

pN1 ´ np1q2
np1

` pN2 ´ np2q2
np2

“ pN1 ´ np1q2
np1

` pN1 ´ np1q2
np1´ p1q (37.252a)

“ pN1 ´ np1q2
np1p1´ p1q . (37.252b)subeqHETRlCsubeqHETRlC

Étant donné que N1 est une variable aléatoire binomiale nous avons

N1 ´ np1a
np1p1´ p1q

LÝÑ T „ N p0, 1q. (37.253)

Par conséquent la limite de (37.252b) est
˜

N1 ´ np1a
np1p1´ p1q

¸2
LÝÑ T 2 » χ2p1q. (37.254)

Cela conclut le cas k “ 2.
Passons à présent au cas général. Le k-uple pN1, . . . , Nkq est une variable aléatoire multinomiale

de loi
M pn; k; p1, . . . , pkq. (37.255)

Nous introduisons les variables aléatoires Ui données par Ui : Ω Ñ Rk avec

P
`
Ui “ p0, . . . , 1, . . . , 0q

˘ “ pi; (37.256)

c’est le vecteur aléatoire qui prend ses valeurs dans les vecteurs de la base canonique de Rk et qui
prend la valeur ei avec probabilité pi. Par construction nous avons

pN1, . . . , Nkq “
nÿ

i“1
Ui. (37.257)
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Nous allons étudier la fonction caractéristique de pN1, . . . , Nkq définie par l’équation (36.231) :

ΦpN1,...,Nkq : Rk Ñ C

ej ÞÑ Epeiej ·N q “ EpeiNj q. (37.258)

Plus généralement,
ΦpN1,...,Nkqpt1, . . . , tkq “ E

`
eixt,Ny

Rk
˘
. (37.259)

Nous avons
eixt,Ny “ ei

ř
jxt,Ujy “

ź

j

eixt,Ujy (37.260)

et vu que les Ui sont indépendantes et identiquement distribuées nous pouvons écrire U1 à la place
de Uj de façon à avoir EqOhTHia

ΦpN1,...,Nkqpt1, . . . , tkq “
ź

j

E
`
eixt,U1y˘ (37.261a)

“
ź

j

ÿ

l

ple
ixt,ely (37.261b)

“
ź

j

ÿ

l

ple
itl (37.261c)

“
˜

kÿ

l“1
ple

itl

¸n

. (37.261d)

Nous allons montrer que

lim
nÑ8 ΦpN1,...,Nnqpt1, . . . , tkq “ e´ 1

2
řn

j“1 t
2
j ´

˜
kÿ

j“1
tj
?
pj

¸2

. (37.262)

Pour ce faire, nous allons effectuer un développement limité. D’abord nous introduisons les variables
aléatoires

αj “ Nj ´ npj?
npj

(37.263)EqmdROCDEqmdROCD

et nous calculons

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ E

„
exp

ˆ
ixt, `N1 ´ np1?

np1
, . . . ,

Nk ´ npk?
npk

˘y
˙ȷ

(37.264)

Étant donné que n et pj sont des variables déterministes, nous pouvons les sortir de l’espérance.
Nous avons alors

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜
´i

kÿ

j“1
tj
?
npj

¸
ΦpN1,...,Nkq

ˆ
t1?
np1

, . . . ,
tk?
npk

˙
(37.265)EqlgeCLSEqlgeCLS

parce que

E

˜
e
tj

Nj ´npj?
npj

¸
“ e

´tj npj?
npj E

´
etjNj{?

npj

¯
(37.266)

En remplaçant (37.261) dans (37.265) nous trouvons

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜
´i

kÿ

j“1
tj
?
npj

¸˜
kÿ

j“1
pje

i
tj?
npj

¸n

looooooooomooooooooon
A

(37.267)EqrUYsnDEqrUYsnD



2712 CHAPITRE 37. STATISTIQUES

Nous analysons maintenant le terme A. Nous écrivons l’égalité A “ A ` 1 ´ 1 en tenant compte
de

ř
j pj “ 1 sous la forme

A “
˜

1`
kÿ

j“1
pj
`

exppitj{?npjq ´ 1
˘
¸n

, (37.268)

Nous avons alors

lnpAq “ n ln
«

1`
8ÿ

j“1
pj
`
eitj{?

npj ´ 1q
ff

(37.269)

Nous développons l’exponentielle en

eitj{?
npj ´ 1 “ itj?

npj
´ t2j

2npj
` 1
n
ϵp1{nq (37.270)

et ensuite le logarithme selon la formule

lnp1` xq “ x´ x2

2 ` x2αpx2q. (37.271)

Nous avons

lnpAq “ n ln
«

1`
ÿ

j

pj

´ itj?
npj

´ t2j
2npj

` 1
n
ϵp 1
n
q
¯ff

(37.272a)

“ n ln
«

1`
ÿ

j

pj

´
itj

c
pj
n
´ t2j

2n `
1
n
ϵp 1
n
q
¯ff

(37.272b)

“ n
kÿ

j“1

˜
itj

c
pj
n
´ t2j

2n `
1
n
ϵp1{nq

¸

loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon
K

(37.272c)

´ n1
2

»
–ÿ

j

˜
itj

c
pj
n
´ t2j

2n `
1
n
ϵp1{nq

¸2
fi
fl (37.272d)

` nK2αpKq (37.272e)

Nous introduisons dans ϵ tous les termes en 1{n2 et nous trouvons

lnpAq “
ÿ

j

˜
itj
?
pjn´

t2j
2

¸
´ 1

2

˜ÿ

j

itj
?
pj

¸2

` ϵp1{nq `K2αpKq. (37.273)

En remplaçant dans (37.267) et en passant à la limite pour nÑ8,

Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq “ exp
˜
´1

2
ÿ

j

t2j `
1
2
`ÿ

j

tj
?
pj
˘2
¸
. (37.274)EaqTXgCWEaqTXgCW

Nous reconnaissons des lois gaussiennes dans le premier terme de l’exponentielle. Nous allons
maintenant nous atteler à identifier le second terme.

Soit C une matrice orthogonale dont la dernière ligne est p?p1, . . . ,
?
pkq. Nous considérons les

vecteurs

α “

¨
˚̋
α1
...
αk

˛
‹‚, t “

¨
˚̋
t1
...
tk

˛
‹‚. (37.275)
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et ensuite nous notons U “ pu1, . . . , ukq le vecteur Ct et pβ1, . . . , βkq le vecteur Cα. Étant donné
que C est orthogonale, nous avons

řk
i“1 α

2
i “

řk
i“1 β

2
i et

ř
i t

2
i “

ř
i u

2
i . Nous avons alors

Φpβ1,...,βkq “ E
`
eixu,βy˘ “ E

`
eixt,αy˘ “ Φpα1,...,αkqpt1, . . . , tkq. (37.276)

Nous pouvons récrire l’argument de l’exponentielle (37.274) de la façon suivante :

kÿ

i“1
t2j “

ÿ

j

u2
j (37.277a)

kÿ

j“1
tj
?
pj “ pCtqk, (37.277b)

Nous avons alors

lim
nÑ8 Φpβ1,...,βkqpt1, . . . , tkq “ lim

nÑ8 Φpα1,...,αkqpu1, . . . , ukq (37.278a)

“ exp
˜

1
2

k´1ÿ

j“1
u2
j

¸
(37.278b)

“ ΦpZ1,...,Zk´1,0qpu1, . . . , ukq (37.278c)

où les Zi sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de distribution
normale centrée réduite. Nous avons donc montré que

pβ1, . . . , βkq LÝÑ pZ1, . . . , Zk´1, 0q. (37.279)

Étant donné que l’application x ÞÑ }x}2 est continue, nous avons aussi

}pβ1, . . . , βkq}2 LÝÑ }pZ1, . . . , Zk´1, 0q}2, (37.280)

et par conséquent

}pα1, . . . , αkq}2 LÝÑ
k´1ÿ

j“1
Z2
j „ χ2pk ´ 1q. (37.281)

D’après la définition (37.263) nous avions

}pα1, . . . , αkq}2 “
kÿ

j“1

pNj ´ pjq2
npj

. (37.282)
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Chapitre 38

Chaînes de Markov à temps discret

Mets tes deux pieds en canard, c’est la chaine de Markov qui se prépare.

38.1 Généralités

Les chaines de Markov interviennent pour la description des systèmes dont l’évolution future
ne dépend que de l’état présent.

DEFooGDPFooWsvfRv

Définition 38.1.
Soit E un ensemble au plus dénombrable 1 et pΩ,F , P q un espace de probabilité. Une chaine de
Markov à valeurs dans E est une famille pXnqnPN de variables aléatoires telles que pour tout
x0, . . . , xn`1 P E,

P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q “ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (38.1)

Pour une chaine de Markov, il n’est pas important de savoir l’historique pour prédire le futur :
Xn`1 est seulement déterminé par Xn.

Remarque 38.2.
Il existe une théorie des chaines de Markov à temps continu ou avec E non dénombrable, mais ce
n’est pas au programme.

38.3.
Vu que l’ensemble E des états est au plus dénombrable, nous rappelons très humblement à la
lectrice la proposition 11.113 qui nous permet de changer des sommes sur E en des sommes sur N
sans nous soucier de l’ordre sur E. Si f est une fonction sur E, nous nous écrirons

ÿ

xPE
fpxq “

8ÿ

k“0
fpxkq (38.2)

sans citer 11.113 à chaque fois.
DEFooVVWUooKIBQDv

Définition 38.4.
Si pXnq est une chaine de Markov 2, nous notons

pnpx, yq “ P pXn`1 “ y|Xn “ xq (38.3)

la probabilité de transition de la chaine à l’instant n. Si cette probabilité ne dépend pas de n,
nous disons que la chaine de Markov est homogène, et nous notons ppx, yq au lieu de pnpx, yq.

1. Une chaine de Markov sur un ensemble indénombrable demanderait plus de technique à cause du lemme 11.109
qui fait que toutes les sommes sur des ensembles indénombrables sont infinies.

2. Définition 38.1.

2715
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DEFooKQROooYvJvvl

Définition 38.5 (Matrice de transition).
Nous notons Qpnq la matrice de transition qui est éventuellement infinie :

Qpnq
xy “ pnpx, yq. (38.4)

Si l’ensemble des états E est infini, ce n’est pas une matrice à proprement parler.

Le lemme suivant est intuitivement rien d’autre que le fait que la somme des probabilités doit
être 1.

LEMooQNIWooQBMlge

Lemme 38.6.
Soit un processus de Markov pXnq sur l’ensemble E. Pour chaque x P E pour pour tout n P N
nous avons ÿ

yPE
pnpx, yq “ 1. (38.5)

Démonstration. Nous avons le calcul
ÿ

yPE
pnpx, yq “

ÿ

yPE
P pXn`1 “ y|Xn “ xq (38.6a)

“ P pΩ|Xn “ xq (38.6b)SUBEQooIRGEooHDOxOdSUBEQooIRGEooHDOxOd

“ P pΩXXn “ xq
P pXn “ xq (38.6c)

“ 1. (38.6d)SUBEQooBRMTooQJiKfRSUBEQooBRMTooQJiKfR

Justifications :
— Pour (38.6b), c’est le lemme 36.47 en observant que Ω “ Ť

yPEtXn`1 “ yu.
— Pour (38.6d), c’est ΩXA “ A.

Remarque 38.7.
Attention à ce que ce lemme 38.6 ne fonctionne que sur les colonnes de pn. En effet, la sommeř
xPE ppx, yq ne vaut pas spécialement 1. Si les états x1 et x2 arrivent tous les deux en y de façon

certaine, alors nous avons
ř
x ppx, yq ě 2. Il n’y a donc pas de limites aux sommes des lignes.

LEMooZIEPooXHGnvy

Lemme-Définition 38.8 (Produit de matrices de transition).
Soient deux processus de Markov pXnq et pYnq sur le même ensemble E. Si nous notons p et q
leurs matrices de transition 3 alors ITEMooWNWXooCKOYpE

(1) La somme
ř
xPE ppa, xqqpx, bq converge pour tout a, b P E.

ITEMooEZIEooFEbwhj

(2) Nous notons pq la « matrice de transition »

ppqqpa, bq “
ÿ

xPE
ppa, xqqpx, bq. (38.7)

ITEMooKEFXooMLREkO

(3) La matrice pq vérifie ÿ

yPE
ppqqpx, yq “ 1 (38.8)

pour tout x P E.

Démonstration. Nous considérons la mesure de comptage sur E (définition 14.257). Cela nous
permet d’écrire la somme comme une intégrale.

3. Qui n’est pas spécialement une matrice, voir la définition 38.5.
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(1) Pour (1) Nous devons donc démontrer la convergence de

ÿ

xPE
ppa, xqqpx, bq “

ż

E
ppa, xqqpx, bqdmpxq (38.9)EQooCNNCooGJRWyiEQooCNNCooGJRWyi

où dmpxq n’est pas du tout la mesure de Lebesgue (qui n’aurait aucun sens), mais bien la
mesure de comptage en x.
Nous pouvons majorer qpx, bq par 1 (tous les nombres sont strictement plus grands que zéro) :
pour chaque x nous avons

ppa, xqqpx, bq ď ppa, xq, (38.10)

alors que
ş
E ppa, xqdmpxq “ 1 par le lemme 38.6.

Vu que la fonction x ÞÑ ppa, xqqpx, bq est dominée par la fonction x ÞÑ ppa, xq et que cette der-
nière est intégrable, le lemme 14.187 conclut à l’intégrabilité de la première. Bref, l’intégrale
(38.9) existe et est finie.

(2) Pour (2) Il n’y a rien à prouver, c’est seulement une définition.
(3) Pour (3) Nous devons calculer la valeur de

ÿ

bPE

` ÿ

xPE
ppa, xqqpx, bq˘ “

ż

E

` ż

E
ppa, xqqpx, bqdmpxq˘dmpbq. (38.11)

Pour cela nous allons utiliser le théorème de Fubini comme expliqué en 14.300, et nous
partons de la somme dans le sens inverse. D’abord nous prouvons que px, bq ÞÑ ppa, xqqpx, bq
est dans L1pE ˆ Eq en étudiant les intégrales en chaine :

ż

E

´ ż

E
|ppa, xqqpx, bq|dmpbq

¯
dmpxq “

ż

E
ppa, xq

´ ż

E
qpx, bqdmpbq

loooooooomoooooooon
“1

¯
dmpxq (38.12a)

“
ż

E
ppa, xqdmpxq (38.12b)

“ 1. (38.12c)

Donc la fonction est L1pEˆEq et nous pouvons fusionner et permuter les intégrales à volonté.
Nous avons alors

1 “
ż

E

´ ż

E
|ppa, xqqpx, bq|dmpbq

¯
dmpxq (38.13a)

“
ż

EˆE
ppa, xqqpx, bqdmpx, bq (38.13b)

“
ż

E

´ ż

E
ppa, xqqpx, bqdmpxq

¯
dmpbq. (38.13c)

38.1.1 Matrice stochastique
DefGJEBooZvuIAV

Définition 38.9.
Une matrice dont tous les éléments sont positifs ou nuls et dont la somme de chaque ligne vaut 1
est une matrice stochastique.

Notons que l’ensemble des matrices stochastiques est un fermé dans l’ensemble des matrices.

Exemple 38.10.
Nous considérons une fourmi qui se déplace dans un appartement à trois pièces A, B, C. Supposons
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qu’à chaque minute, elle a une probabilité 1{3 de rester dans la pièce et une probabilité 2{3 de se
déplacer. Le plan de l’appartement est

A // B // C (38.14)

De la pièce A il est donc uniquement possible d’aller vers la pièce B ; de la B il est possible d’aller
en A et en C et de la C il est uniquement possible d’aller en B.

La matrice de transition de cette chaine de Markov est

Q “
¨
˝

1{3 2{3 0
1{3 1{3 1{3
0 2{3 1{3

˛
‚ (38.15)

△

38.2 Chaînes de Markov sur un ensemble fini

Définition 38.11.
Une chaine de Markov est finie si l’ensemble E dans lequel elle prend ses valeurs est fini.

PROBooNEMXooLbPpIN

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 38.12
Je ne suis pas totalement certain du lemme suivant (38.13). Soyez prudente, et écrivez-moi si vous
avez une démonstration ou un contre-exemple.

Le lemme 38.42 donne une partie de la preuve, je crois.
LEMooYKFZooUEOWbi

Lemme 38.13.
Une matrice est stochastique 4 si et seulement si elle est la matrice de transition d’une chaine de
Markov sur un ensemble fini.

Définition 38.14.
Soit une matrice stochastique p. Une loi stationnaire pour p est un vecteur µ tel que

(1) µ “ µP ,
(2) µj ě 0 pour tout j,
(3)

ř
i µi “ 1.

Lorsque nous parlons d’une chaine de Markov sur un ensemble fini E, la matrice stochastique
est indexée par les éléments de E, et, par exemple, la condition µ “ µP s’écrit

µj “
ÿ

iPE
µipij (38.16)

pour tout j P E.
Notez que dans ce cas si A Ă E, nous pouvons définir µpAq “ ř

iPA µi. Cette application µ est
alors une mesure positive 5 sur E.

DEFooGKRQooFNuwRm

Définition 38.15 ([763]).
Une chaine de Markov est irréductible si pour tout x, y P E, il existe n tel que pnpx, yq ą 0 où

pnpx, yq “ P pXn “ y|X0 “ xq. (38.17)

Le nombre n peut dépendre de x et y.
Une chaine de Markov finie est régulière si il existe un n P N tel que Pn a uniquement des

éléments strictement positifs.
4. Matrice stochastique, définition 38.9.
5. Définition 14.18.
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PropUMPpOHW

Proposition 38.16 ([764]).
Soit une chaine de Markov irréductible 6 finie. Alors il existe une unique loi stationnaire π et de
plus nous avons πi ą 0 pour tout état i de E.

Je crois que pour prouver ça, il faut utiliser le théorème de Perron-Frobenius 10.108.

Théorème 38.17 ([763]).
Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov régulière 7 sur un ensemble E de cardinal
N . Alors il existe des nombres π1, . . . , πN tels que

(1) πi ą 0 pour tout i “ 1, . . . , N
(2) π1 ` ¨ ¨ ¨ ` πN “ 1
(3)

lim
nÑ8P

n “ Π “

¨
˚̋
π1 π2 . . . πN
...

...
...

π1 π2 . . . πN

˛
‹‚ (38.18)

De plus le vecteur π “ pπ1, . . . , πN q est l’unique solution de

πP “ π. (38.19)

Démonstration. Si la chaine n’a qu’un seul état c’est évident parce que la probabilité de transition
est toujours 1 ; fin de l’histoire.

(1) Hypothèse
Sinon nous supposons que P n’a que des éléments positifs, quitte à considérer Pn au lieu de
P . Nous notons d le plus petit élément de P ; il vérifie d ď 1

2 parce que la somme des élément
d’une ligne de la matrice P doit être égale à 1.

(2) Les suites min et max
Soit x un vecteur quelconque (de composantes positives). Nous notons m0 “ mintxiu et
M0 “ maxtxiu. Étant donné que les éléments du vecteur Px sont des moyennes pondérées
des éléments de x, si nous posons

mk “ mintpP kxqiui“1,...,N (38.20a)
Mk “ maxtpP kxqiui“1,...,N , (38.20b)

la suite pmkq est croissante et la suite pMkq est décroissante.
(3) Stricte croissance et décroissance

Si Mk`1 “ Mk, alors toutes les composantes de P kx sont égales à Mk et le théorème est
prouvé. Cela est encore une propriété de la moyenne. Même remarque pour la suite pmkq.
Nous pouvons donc supposer que la suite pmkq est strictement croissante et que la suite pMkq
est strictement décroissante. Elles sont toutes les deux bornées dans rm0,M0s. Le lemme 10.35
nous donne la convergence.

(4) Égalité des limites
Vu que les éléments de P kx ne sont pas tous les mêmes et s’étalent de mk à Mk, pour
majorer Mk`1 nous mettons le plus petit coefficient possible (c’est-à-dire d) devant mk et
nous supposons que toutes les autres composantes sont Mk ; nous avons alors

Mk`1 ď dmk ` p1´ dqMk (38.21)

parce que tous les autres coefficients de la ligne contenant le d (dans P k) sont plus petits ou
égaux à 1´ d. De la même façon nous avons la minoration

mk`1 ě dMk ` p1´ dqmk. (38.22)

6. Définition 38.15.
7. Définition 38.15.
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En faisant la différence, et en nous souvenant que 0 ă 1´ 2d ă 1,

Mk`1 ´mk`1 ď p1´ 2dqpMk ´mkq, (38.23)

ce qui signifie que
Mk`1 ´mk`1 ď p1´ 2dqkpM0 ´m0q, (38.24)

et donc que les deux limites sont égales.
(5) Conclusion pour la limite

Pour tout vecteur x, la suite P kx tend vers un vecteur dont toutes les composantes sont
égales. En particulier pour le vecteur ei de la base canonique,

P kei Ñ

¨
˚̋
πi
...
πi

˛
‹‚. (38.25)

Mais P kei est la ie colonne de la matrice P k. Cela prouve la convergence annoncée P k Ñ Π.
Réglons rapidement le cas des deux autres allégations du théorème. D’abord les matrices P k

sont toutes des matrices stochastiques ; et l’ensemble des matrices stochastiques est fermé, donc
la convergence se fait à l’intérieur de l’ensemble des matrices stochastiques. Cela prouve que π1 `
. . .` πN “ 1.

Ensuite la suite pmkq étant strictement croissante et m0 étant égal à 0 dans le cas de ei nous
avons toujours πi ą 0 (strictement).

38.2.1 Graphe de transition

Le graphe de transition d’une chaine de Markov est le graphe dont les sommets sont les
éléments de l’espace des états de la chaine et dont les sommets sont reliés par des arêtes pondérées
par la probabilité de transition correspondante.

Lemme 38.18.
Une chaine de Markov homogène est irréductible si et seulement si son graphe de transition est
connexe.

Démonstration. Pour chaque couple px, yq P E2 nous avons

pnpx, yq “
ÿ

ziPE
P pXn “ y,Xn´1 “ zn´1, . . . , X1 “ z1, X0 “ xq

“
ÿ

zi

ppzn´1, yqppzn´2, zn´1q . . . ppz1, z2qppx, z1q.
(38.26)

La positivité d’un des termes de la somme signifie que le graphe est connexe tandis que la positivité
de pnpx, yq signifie que la chaine est irréductible.

38.2.2 Nombre de visites

La fonction
1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu (38.27)

est la fréquence empirique de la chaine de Markov.
Soit x un état récurrent, c’est-à-dire que P

`
T pxq ă 8|X0 “ x

˘ “ 1. Nous classons les visites
de la façon suivante : SubEqsDefTirectempsretou

T1pxq “ T pxq “ inftk ě 1 tel que Xk “ xu (38.28a)
T2pxq “ inftk ě 1 tel que XT1pxq`k “ xu (38.28b)

... (38.28c)
Tnpxq “ inftk ě 1 tel que XTn´1pxq`k “ xu (38.28d)
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La variable aléatoire Ti représente le temps entre la visite numéro i ´ 1 et la visite numéro i (si
X0 ‰ x, sinon il faut décaler). Nous définissons l’instant la visite numéro n :

Sn “
nÿ

k“1
Tkpxq. (38.29)

Lemme 38.19.
Les variables aléatoires Ti sont indépendantes.

Démonstration. Nous choisissons n des Ti et nous calculons la probabilité

♠ “ P pTi1 “ k1, Ti2 “ k2, . . . , Tin “ knq (38.30)

où nous supposons i1 ą i2 ą . . . ą in. Nous décomposons cette probabilité en sommant sur toutes
les histoires de la chaine de Markov compatibles avec les nombres ki donnés :

♠ “
ÿ

tzju
compatibles

P pXj “ zj , j “ 1, . . . , Nq. (38.31)

Notons qu’ici, le numéro du dernier terme de la somme n’est pas certain parce que tous les Ti
ne sont pas fixés. Nous l’avons noté N , mais en réalité il est différent d’un terme à l’autre de la
somme. Il est certain que zN “ x et zN´k1 “ x et si N ´ k1 ă j ă N , alors zj ‰ x. Cela est
simplement le fait que nous demandions aux zi de respecter les conditions données par les ki. Nous
avons

♠ “
ÿ

tzju
P pXN “ x,Xj “ zj , N ´ k1 ă j ă N |Xj “ zj , j ď N ´ k1qP pXj “ zj , j ă N ´ k1q

(38.32a)
“

ÿ

tzju
P pXN “ x,Xj “ zj , N ´ k1 ă j ă N |XN´k1 “ xqP pXj “ zj , j ă N ´ k1q (38.32b)

(38.32c)

Le premier facteur est P pTi1 “ k1q tandis que le second facteur est précisément P pTij “ kj , j ą 1q.
Nous avons donc montré que

P pTi1 “ k1, Ti2 “ k2, . . . , Tin “ knq “ P pTi1 “ k1qP pTij “ kj , j ą 1q, (38.33)

et donc les Ti sont indépendants.
DEFooDWLAooINqgep

Définition 38.20 (Temps de première atteinte).
Soit pXkq une chaine de Markov dont l’espace des états est noté E. Pour chaque x P E nous notons

T pxq “ inftk ě 1 tel que Xk “ xu. (38.34)

Ce nombre est le temps de première atteinte de l’état x.
Si X0 “ x, alors T pxq est le temps de retour en x. Si p P N nous notons

Tppxq “ inftk ě 1 tel que Xk`p “ xu (38.35)

C’est le temps mis pour atteindre x à partir de l’instant p.
LembyftKs

Lemme 38.21.
Soit pXkq une chaine de Markov dont l’espace des états est noté E. Pour chaque x P E nous
considérons les temps de premier atteinte 8 T et Tp. Alors nous avons

P pTppxq “ k|Xp “ yq “ P pT pxq “ k|X0 “ yq. (38.36)
8. Définition 38.20.
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Remarque 38.22.
La loi des grands nombres est encore vraie sans l’hypothèse de variables aléatoires dans L1 pourvu
qu’elles soient positives. Alors dans la conclusion de la loi nous devons accepter la possibilité que
l’espérance soit infinie.

PropMrkIrreLoishLCkpjkptXk

Proposition 38.23.
Soit pXnq est une chaine de Markov irréductible. Nous notons T le temps de première atteinte 9

Alors
(1) Si x est un état récurrent, alors T pXq ă 8 presque surement.
(2) Nous avons une égalité entre les lois

L
`
Xk`T pxq|T pxq ă 8

˘ “ L pXk|X0 “ xq. (38.37)PropMrkIrreLoishLCkpjkptXkItemiiPropMrkIrreLoishLCkpjkptXkItemii

DefWknULk

Définition 38.24.
Un état x est récurrent si P pT pxq “ 8|X0 “ xq “ 0, c’est-à-dire si la probabilité de ne jamais
retourner en x lorsqu’on y est passé est nulle. L’état x est transient ou transitoire dans le cas
contraire.

Si x est un état récurrent, et si E
`
T pxq|X0 “ x

˘ ă 8, nous disons que x est récurrent positif.
Si E

`
T pxq|X0 “ x

˘ “ 8 alors nous disons que est récurrent nul.

38.2.3 Récurrent et transient
DEFooPVHHooBkIDpW

Définition 38.25.
Nous introduisons une variable aléatoire qui compte le nombre de fois que la chaine de Markov
passe par l’état x :

Nx “
8ÿ

k“0
1tXk“xu. (38.38)EqDefNxmtuXknEqDefNxmtuXkn

C’est une variable aléatoire à valeurs dans NY t8u.
PropEquivEPrecuequiv

Proposition 38.26.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes à dire que x est récurrent 10 :

(1) P pNx ă 8|X0 “ xq “ 0
(2) EpNx|X0 “ xq “ 8.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes à dire que x est transient : ItemiMnGpD

(1) P pNx ă 8|X0 “ xq “ 1
(2) EpNx|X0 “ xq ă 8.

Démonstration. En tant que événements, nous avons l’égalité

Nx ă 8 “
ď

nPN
tXn “ x,Xn`k ‰ x@k ě 1looooooooooooooomooooooooooooooon

Fn

u. (38.39)

Nous avons donc
P pNx ă 8|X0 “ xq “

8ÿ

n“0
P pFn|X0 “ xq, (38.40)EqreprencalculstdEqreprencalculstd

et

P pFn|X0 “ xq “ P pXn`k ‰ x,@k ě 1, Xn “ x|X0 “ xq (38.41a)
“ P pXn`k ‰ x, k ě 1|Xn “ x,X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (38.41b)
“ P pXn`k ‰ x, k ě 1|Xn “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (38.41c)subEqPFnXkneqxiisubEqPFnXkneqxii

“ P pXk ‰ x, k ě 1|X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (38.41d)subEqPFnXkneqxisubEqPFnXkneqxi

“ P pT pxq “ 8|X0 “ xqP pXn “ x|X0 “ xq (38.41e)subEqPFnXkneqxiiisubEqPFnXkneqxiii

9. Définition 38.20.
10. La variable aléatoire Nx est définie par 38.25.
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Justifications :
(1) Pour (38.41c), nous utilisons le fait que la chaine soit « sans mémoire ».
(2) Pour (38.41d), nous utilisons le fait que la chaine soit homogène.
(3) Pour (38.41e), l’événement Xk ‰ x pour tout k ě 1 est exactement l’événement T pxq “ 8.

En nous servant de la proposition 14.303 (théorème de Fubini et mesure de comptage), nous
permutons l’espérance et la somme dans l’expression EqPEEEntstq

8ÿ

n“0
P pXn “ x|X0 “ xq “

8ÿ

n“0
Ep1tXn“xu|X0 “ xq (38.42a)

“ E
` 8ÿ

n“0
1tXn“xu|X0 “ x

˘
(38.42b)

“ EpNx|X0 “ xq. (38.42c)

Voyons ce passage plus en détail. D’abord, en général nous avons

EpY |X “ x0q “
ż

tX“x0u
Y pωqdP pωq “

ż

Ω
1tX“x0upωqY pωqdP pωq. (38.43)

Dans notre cas,
E
`
1tXn“xu|X0 “ x

˘ “
ż

Ω
1X0“xpωq1tXn“xupωqdP pωq. (38.44)

La fonction qui correspond à la proposiiton 14.303 est

fpn, ωq “ fnpωq “ δX0pωq,xδXnpωq,x, (38.45)

qui est bien une fonction positive et mesurable.
Nous reprenons à présent le calcul (38.40) en remplaçant les éléments par leurs valeurs que

nous avons calculées :

P pNx ă 8|X0 “ xq “ P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘
EpNx|X0 “ xq. (38.46)EqPnxXzTxarnEqPnxXzTxarn

Si x est récurrent, nous avons P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘ “ 0, mais la relation (38.46) ne permet pas de
conclure que le membre de gauche est nul parce qu’il reste la possibilité que EpNx|X0 “ xq “ 8.
Nous devons donc faire un pas en arrière et écrire cette espérance comme la limite des sommes
partielles :

P pNx ă 8|X0 “ xq “ lim
NÑ8

Nÿ

n“0
P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘
P pXn “ x|X0 “ xq “ 0 (38.47)

parce que tous les termes de la suite des sommes partielles sont nuls. Nous avons donc bien que
P pNx ă 8|X0 “ xq “ 0. Il s’ensuit immédiatement que EpNx|X0 “ xq “ 1.

Nous devons maintenant démontrer l’implication inverse. Supposons que P pNx ă 8|X0 “
xq “ 0. Dans ce cas nous avons immédiatement P pNx “ 8|X0 “ xq “ 1 et EpNx|X0 “ xq “ 8.
L’équation (38.46) nous indique alors que

P
`
T pxq “ 8|X0 “ x

˘ “ 0, (38.48)

c’est-à-dire que x est récurrent.

38.2.4 Chaînes irréductibles
Proptoustanstousrecirrsi

Proposition 38.27.
Soit pXnq une chaine de Markov irréductible.

(1) Un état x est récurrent si et seulement si tous les états sont récurrents.
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(2) Un état x est transient si et seulement si tous les états sont transients.

Démonstration. Soient x et y des états de la chaine de Markov. Nous devons tester la valeur de
P pXn “ y|X0 “ yq. Afin d’exploiter l’hypothèse d’irréductibilité, nous considérons r, s P N tels
que

prpx, yq ą 0 (38.49a)
pspy, xq ą 0 (38.49b)

et nous minorons en passant par quelques intermédiaires :

P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě P pXn`r`s “ y,Xn`s “ x,Xs “ x|X0 “ yq (38.50a)
“ P pXn`r`s “ y|Xn`s “ x,Xs “ x,X0 “ yq (38.50b)

P pXn`s “ x|Xs “ x,X0 “ yqP pXs “ x|X0 “ yq.
Les deux premiers facteurs se calculent en utilisant la propriété de Markov et l’homogénéité de la
chaine. Pour le premier,

P pXn`s “ x|Xs “ x,X0 “ yq “ P pXn`s “ x|Xs “ xq “ P pXn “ x|X0 “ xq. (38.51)

Nous avons donc
ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě prpx, yqpspy, xq

ÿ

nPN
P pXn “ x|X0 “ xq. (38.52)EqRmuXtGEqRmuXtG

En réutilisant Fubini, avec la mesure de comptage, nous permutons somme et probabilité 11 comme
ceci : ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq ě KEpNx|X0 “ xq (38.53)

où K est une constante strictement positive, par hypothèse d’irréductibilité de la chaine de Markov.
Si x est un état récurrent, alors le membre de gauche est infini par la proposition 38.26 et donc

ÿ

nPN
P pXn`r`s “ y|X0 “ yq “ 8. (38.54)

Aux r ` s premiers termes près (qui ne changent pas la somme), nous avons
ÿ

nPN
P pXn “ y|X0 “ yq “ 8, (38.55)

ce qui signifie que y est récurrent.

Nous rappelons 12 que T pxq est le temps de première atteinte de l’état x. Nous notons

πpxq “ 1
E
`
T pxq|X0 “ 8

˘ . (38.56)EqKyuLYkEqKyuLYk

Étant donné que T pxq est un entier positif ou nul nous avons E
`
T pxq|X0 “ x

˘ P r1,8s et donc
πpxq P r0, 1s.

Si x est un état transient, alors T pxq “ 8 lorsque X0 “ x et donc E
`
T pxq|X0 “ x

˘ “ 0 et
πpxq “ 0. Si x est récurrent par contre, P

`
T pxq ă 8|X0 “ x

˘ “ 1 et il n’y a pas de garanties sur
la valeur de E

`
T pxq|X0 “ x

˘
.

CorLhpRsk

Corolaire 38.28.
Un état récurrent est récurrent positif si et seulement si πpxq ą 0. Un état récurrent est récurrent
nul si et seulement si πpxq “ 0.

11. Un autre exemple de telle utilisation dans (38.42).
12. Définition 38.20.
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Démonstration. C’est la formule (38.56).
PropjOjDux

Proposition 38.29.
Si pXnq est une chaine de Markov irréductible et si x P E alors

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu (38.57)EqPiEndempropropkeuEqPiEndempropropkeu

presque surement.

Démonstration. Étant donné que la chaine est irréductible, les états sont soit tous transient soit
tous récurrents par la proposition 38.27. Nous commençons par considérer que x est transient.

En comparant la définition (38.38) de Nx et le membre de droite de (38.57), nous avons pour
chaque n l’inégalité

1
n

nÿ

k“1
1tXk“xu ď 1

n
EpNxq. (38.58)EqkkueusnfracunENxEqkkueusnfracunENx

Dans le cas d’un élément transient, nous avons πpxq “ 0, donc il serait bon de montrer que
EpNxq ă 8, de sorte que prendre la limite nÑ8 dans (38.58) donne zéro.

Nous décomposons le calcul en deux morceaux :

EpNxq “ E
`
Nx|T pxq “ 8

˘
P
`
T pxq “ 8˘` E`Nx|T pxq ă 8

˘
P
`
T pxq ă 8˘

. (38.59)

Le fait que le premier terme soit fini découle immédiatement du fait que T pxq “ 8 implique Xk ‰ x
pour tout k ě 1. Dans ce cas l’espérance de Nx est évidemment finie.

Pour le second terme nous avons

E
`
Nx|T pxq ă 8

˘ “ E
` 8ÿ

k“0
1tXk“xu|T pxq ă 8

˘
(38.60a)

“
8ÿ

k“1
E
`
1tXk“xu|T pxq ă 8

˘
. (38.60b)

Pour inverser la somme et l’espérance, nous avons utilisé le théorème de Fubini-Tonelli qui est
encore valable pour des fonctions qui prennent la valeur 8. Le fait d’inverser ne signifie pas que
ni la somme ni l’intégrale soit finie. D’ailleurs c’est exactement ce que nous sommes en train de
déterminer.

Étant donné que nous voulons seulement savoir si cette somme est finie ou non, nous pouvons
nous restreindre à la somme depuis k “ 1 et oublier le premier terme. D’autre part nous avons

8ÿ

k“1
1tXk“xu “

8ÿ

j“0
1tXj`T pxq“xu (38.61)

parce que les T pxq premiers termes sont par définition nuls. Nous regardons donc
8ÿ

j“0
E
`
1Xj`T pxq“x|T pxq ă 8

˘ “
ÿ

j

P
`
Xj`T pxq “ x|T pxq ă 8˘

(38.62a)

“
ÿ

j

P pXj “ x|X0 “ xq (38.62b)subeqsumkPXjXzseziisubeqsumkPXjXzsezii

“
ÿ

j

E
`
1tXj“xu|X0 “ x

˘
(38.62c)

“ E
`ÿ

j

1Xj“x|X0 “ x
˘

(38.62d)

“ EpNx|X0 “ xq (38.62e)
ă 8 parce que x est transient.

(38.62f)
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L’équation (38.62b) provient de la proposition 38.23 et plus précisément de l’égalité entre les lois
(38.37). Nous avons terminé la preuve dans le cas où x est transient.

Nous passons maintenant au cas où x est récurrent, c’est-à-dire P pT pxq ă 8|X0 “ xq “ 1.
Les variables aléatoires Ti définies en (38.28) pour i ě 2 sont indépendantes et identiquement
distribuées et

L
`
Tkpxq

˘ „ L
`
T pXq|X0 “ x

˘
. (38.63)

La loi des grands nombres nous indique que EqlgnMarkdemked

Sn
n
“ T1pxq

n
` 1
n

nÿ

k“2
Tkpxq p.s.ÝÑE`T2pxq

˘
(38.64a)

“ E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. (38.64b)

Nous posons pour m P N
npmq “

mÿ

j“1
1tXj“xu (38.65)EqDennmsumjmtuEqDennmsumjmtu

qui est le nombre de visites de x avant l’instant m. Nous avons évidemment npmq ď m. Mais Sn
est l’instant de la nième visite, par conséquent Snpmq est l’instant de la dernière visite avant le
moment m. Pour tout m nous avons les inégalités

Snpmq ď m ă Snpmq`1. (38.66)

Nous divisons par npmq et nous effectuons la limite mÑ8 :

Snpmq
npmq ď

m

npmq ď
Snpmq ` 1
npmq (38.67)EqdrembSnmEqdrembSnm

En ce qui concerne la limite de npmq, nous utilisons la définition (38.65) :

lim
mÑ8npmq “ lim

mÑ8

mÿ

n“1
1tXj“xu “

8ÿ

j“1
1tXj“xu

p.s.ÝÑ 8 (38.68)

par la proposition 38.26. Plus précisément, la limite vaut Nx qui vaut presque surement 8 dans le
cas où x est récurrent. Par ailleurs la loi des grands nombres (38.64) nous enseigne en particulier
que

Snpmq
npmq

p.s.ÝÑ E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. (38.69)

Le terme de droite dans (38.67) se traite de façon usuelle :

Snpmq`1
npmq “ Snpmq`1

npmq ` 1
npmq ` 1
npmq . (38.70)

Le dernier facteur tend vers 1 et le tout a pour limite E
`
T pxq|X0 “ x

˘
. Par conséquent nous avons

m

npmq
p.s.ÝÑ E

`
T pxq|X0 “ x

˘
(38.71)

et
npmq
n

“ 1
m

mÿ

j“1
1tXj“xu Ñ 1

E
`
T pxq|X0 “ x

˘ “ πpxq. (38.72)

La proposition suivante nous permet de parler de chaine de Markov récurrence positive.
PropUyLCzp

Proposition 38.30.
Soit pxnq une chaine de Markov irréductible.



38.2. CHAÎNES DE MARKOV SUR UN ENSEMBLE FINI 2727

(1) Un état x est transient si et seulement si tous les états sont transients.
(2) Un état est récurrent positif si et seulement si tous les états sont récurrents positifs.

Démonstration. Nous rappelons (proposition 38.29) que si la chaine est irréductible

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
1rXk“xs (38.73)EqZZMqsmEqZZMqsm

Notons aussi que
Nÿ

k“1
1Xk“x “

#
0 si N ă T pxqřN´T pxq
k“0 1Xk`T pxq“x si N ą T pxq (38.74)

où dans la seconde ligne nous avons effectué le changement de variable de sommation k1 “ k`T pxq.
Dans la limite (38.73) nous sommes toujours dans le cas où N est assez grand. Nous pouvons donc
écrire

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x. (38.75)

Nous pouvons aussi écrire

1
N ´ T pxq

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “ N

N ´ T pxq
1
N

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x. (38.76)

Dans cette dernière égalité le membre de droite tend vers πpxq et nous avons

lim
NÑ8

1
N ´ T pxq

N´T pxqÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “ πpxq (38.77)

ou encore

lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“0
1Xk`T pxq“x “ πpxq (38.78)

Étant donné que πpxq est une constante nous avons évidemment Epπpxqq “ πpxq. Nous pouvons
cependant considérer les variables aléatoires

Zn “ 1
n

nÿ

k“1
1Xk`T pxq“x (38.79)

et remarquer que Zn
p.s.ÝÑ πpxq avec 0 ď Zn ď 1. Le théorème de la convergence dominée (14.202)

nous permet d’inverser la limite et l’espérance et écrire

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
E
`
1Xk`T pxq“x

˘
(38.80a)

“ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
P
`
Xk`T pxq “ x

˘
. (38.80b)

Par le lemme 38.21 nous avons

P pXk`T pxq “ xq “ P pXk “ k|X0 “ xq (38.81)

et πpxq prend la forme

πpxq “ lim
nÑ8

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ x|X0 “ xq. (38.82)EqurCteKEqurCteK

Soit maintenant un état x positif récurrent et y, un autre état. Par définition 38.24 et par
corolaire 38.28 nous avons πpxq ą 0. Nous devons prouver que πpyq ą 0.
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Étant donné que la chaine est irréductible il existe r et s tels que
"
prpx, yq “ P pXr “ y|X0 “ xq ą 0 (38.83a)
pspx, yq “ P pXs “ x|X0 “ yq ą 0 (38.83b)

Nous reprenons l’équation (38.52) multipliée par 1{N :

1
N

Nÿ

n“1
P pXr`s`n“y|X0“yq ě prpx, yqpspy, xqloooooooomoooooooon

ě0

1
N

Nÿ

n“1
P pXn “ x|X0 “ xq

loooooooooooooooomoooooooooooooooon
Ñπpxq

(38.84)

et nous prenons la limite lorsque N Ñ8. À r`s termes près, nous trouvons à gauche l’expression
(38.82) de πpyq. Par conséquent

πpyq ě lim
NÑ8

1
n

Nÿ

n“1
P pXr`s`n “ y|X0 “ yq ě απpxq (38.85)

où α est une constante positive. Le nombre πpxq étant strictement positif par hypothèse nous avons
montré que πpyq ą 0, c’est-à-dire que y est récurrent positif.

38.2.5 Périodique et irréductible

Nous voudrions savoir sous quelles conditions la variable aléatoire Xn converge en loi vers
quelque chose lorsque n Ñ 8. Une telle loi limite doit dépendre de la loi initiale 13 comme le
montre l’exemple de la chaine de Markov

A1
&&

C
1{2oo 1{2 // B 1

ww
(38.86)

Si X0 “ C, alors la loi limite est
1
2pδA ` δBq. (38.87)

Si par contre X0 “ B, la loi limite est δB. Notons que la chaine de Markov proposée ici est
irréductible.

Notons qu’il n’y a pas toujours de lois limite comme le montre l’exemple

A
1 //

B
1

oo (38.88)

avec X0 “ A. La loi en est

Xk “
#
δA si k est pair
δB si k est impair.

(38.89)

Lemme 38.31.
Si nous avons une loi limite

P pXn “ xq Ñ lpxq, (38.90)EqmbQMAYEqmbQMAY

et que la chaine est irréductible, alors nous avons l “ π.

Démonstration. D’après la proposition 38.29 nous avons

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ xq Ñ πpxq. (38.91)

13. Lorsque la loi limite ne dépend pas de la loi initiale, nous disons que la chaine de Markov est ergodique, nous
y reviendrons.
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Par le lemme 11.129 sur la moyenne de Cesàro et l’hypothèse (38.90), nous avons aussi

1
n

nÿ

k“1
P pXk “ xq Ñ lpxq. (38.92)

Du coup πpxq “ lpxq.
Lemme 38.32 ([764]).
Si π est une loi stationnaire et si x est un étant transient, alors πpxq “ 0.

Ce lemme (qui peut être prouvé rigoureusement) est principalement dû au fait que la chaine
de Markov ne visite un état transitoire qu’un nombre fini de fois par la proposition 38.26(1).

DefCxvOaT

Définition 38.33.
Un état x P E est apériodique si

pgcdtn ě 1 tel que pnpx, xq ą 0u “ 1. (38.93)

Mettons que tous les n tels que pnpx, xq ą 0 ont 2 comme diviseur. L’état n’est alors pas
apériodique, mais on voit que si X0 “ x, alors les états impairs ne peuvent pas être sur x. Cela est
une forme de périodicité.

Si un état est apériodique, il existe r et s premiers entre eux tels que prpx, xq et pspx, xq sont non
nuls. En particulier pour tout n P rN` sN, P pXn “ xq ‰ 0. Par conséquent la proposition 1.255
nous indique qu’à partir d’un certain moment tous les Xk pourraient être x.

L’état C de la chaine de Markov suivante est apériodique :

A
1 // B

2{3
oo

1{3~~
C

1

__ (38.94)

En effet p3pC,Cq ‰ 0 par le chemin C Ñ A Ñ B Ñ C tandis que p5pC,Cq ‰ 0 également par le
chemin C Ñ AÑ B Ñ AÑ B Ñ C. Or pgcdt3, 5u “ 1.

PropSaOysS

Proposition 38.34 ([764]).
Soit pXnq, une chaine de Markov irréductible. Un état x est apériodique si et seulement si il existe
N tel que

pkpx, xq “ P pXk “ x|X0 “ xq ą 0 (38.95)

pour tout k ě N .
DEFooBNBVooBuWQqi

Proposition-Définition 38.35.
Si une chaine de Markov est irréductible, alors un état est apériodique si et seulement si tous les
états sont apériodiques.

Dans ce cas nous disons que la chaine est apériodique.

Démonstration. Soit x un état apériodique de la chaine de Markov pXnqnPN. En vertu de la pro-
position 38.34 il existe Nx tel que pkpx, xq ‰ 0 pour tout k ě Nx. Soit y P E. Étant donné que la
chaine est irréductible, il existe r et s tels que prpx, yq ą 0 et pspy, xq ą 0. Nous avons

pk`r`spy, yq “ P pXk`r`s “ y|X0 “ yq ě pspx, yqP pXk “ x|X0 “ xqprpy, xq. (38.96)

Si k est assez grand, cette quantité est strictement positive. Donc il suffit de prendre Ny “ Nx`r`s
pour savoir que y est également apériodique.

Exemple 38.36.
Quelle est la différence entre une chaine irréductible et une chaine apériodique ? Une chaine est
irréductible lorsque aucune sous-chaine ne peut piéger le système. Pour toute paire d’états x, y P E,
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il existe un n tel qu’il soit possible d’aller de x à y en n pas. Une chaine est apériodique lorsqu’après
un temps suffisamment long, tous les états soient possibles en même temps.

Un exemple de chaine irréductible non apériodique :

A
1 ))

B
1

ii (38.97)

Cette chaine est irréductible parce que le graphe est connexe, par contre il n’est pas apériodique
parce que si X0 “ A il n’est pas possible d’être dans l’état A après un nombre impair de pas.

Plus formellement, pnpA,Aq “ 1 dès que n est pair ; le PGCD de la définition 38.33 n’est donc
certainement pas 1. △

ThoQSuLZoz

Théorème 38.37 ([764]).
Si pXnq est une chaine de Markov finie, irréductible 14 et apériodique 15 de loi stationnaire π, alors

(1) La suite de matrices stochastiques pk converge vers la matrice

pk Ñ Π “

¨
˚̋
π
...
π

˛
‹‚. (38.98)

(2) Nous avons convergence des variables aléatoires au sens où

P pXk “ µpkq Ñ π. (38.99)

38.3 Marche aléatoire sur Z

Soit pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées valant
´1 avec une probabilité p et 1 avec une probabilité p1´ pq. La loi est

Yn „ pδ´1 ` p1´ pqδ1. (38.100)

Nous considérons la variable aléatoire

Xn “ X0 `
nÿ

i“1
Yi (38.101)

où X0 est une variable aléatoire indépendante des Yi à valeurs dans Z. Nous vérifions à présent
que Xn est une chaine de Markov avec comme espace d’états E “ Z. Nous devons montrer que

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn

˘
. (38.102)EqAVoirMarkovMAZEqAVoirMarkovMAZ

Pour ce faire nous allons exprimer tout cela en termes des Yi au lieu des Xi. D’abord étant donné
que nous avons égalité des événements

tXn`1 “ xn`1u X tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u “ tYn`1 “ xn`1 ´ xnu X tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u,
(38.103)

nous pouvons, en vertu du principe (36.78), remplacer Xn`1 “ xn`1 par Yn`1 “ xn`1 ´ xn dans
le membre de gauche de (38.102). Nous avons donc déjà

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xnloooooooooomoooooooooon

A

|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0looooooooooooomooooooooooooon
B

˘
.

(38.104)

14. Irréductible, définition 38.15.
15. Définition 38.35.
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L’événement B est égal à l’événement

tX0 “ x0, Y1 “ x1 ´ x0, Y2 “ x2 ´ x1, . . . , Yn “ xn ´ xn´1u, (38.105)

qui n’est autre que l’ensemble

X´1
0 px0q X Y ´1

1 px1 ´ x0q X . . .X Y ´1
n pxn ´ xn´1q (38.106)

qui est dans la tribu engendrée par les variables aléatoires X0, pYiqi“1,...,n. Le point délicat du
raisonnement est de montrer que les événements A et B donnés par

A “ tYn`1 “ xn`1 ´ xnu (38.107a)

B “ tX0 “ x0u X
nč

i“1
tYi “ xi ´ xi´1u (38.107b)

sont indépendants. Nous ne pouvons pas montrer directement que P pA X Bq “ P pAqP pBq parce
que cela est la formule que nous voulons utiliser pour montrer que la chaine est de Markov. Nous
passons donc par les tribus : subesqqsABtribsYYXzY

A P σpYn`1q (38.108a)
B P σpX0, Y1, . . . , Ynq. (38.108b)

Nous utilisons maintenant l’hypothèse d’indépendance des variables aléatoires X0 et Yi pour
conclure que les deux tribus des équations (38.108) sont indépendantes. Les événements A et
B sont par conséquent indépendants.

L’événement A est indépendant de l’événement tXn “ xnu. Nous avons donc successivement

P
`
Xn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘

“ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xn|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘
(38.109a)

“ P
`
Yn`1 “ xn`1 ´ xn|Yi “ xi ´ xi´1, X0 “ x0

˘
(38.109b)

“ P pYn`1 “ xn`1 ´ xnq cf. justif. (38.109c)EqEDQkUcm_cEqEDQkUcm_c

“ P pYn`1 “ xn`1 ´ xn|Xn “ xnq cf. justif. (38.109d)EqEDQkUcm_dEqEDQkUcm_d

“ P pYn`1 “ xn`1 ´Xn|Xn “ xnq cf. justif. (38.109e)EqEDQkUcm_eEqEDQkUcm_e

“ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (38.109f)

Justifications :
— (38.109c) parce que les tribus σpYn`1q et σpYi, X0q sont indépendantes.
— (38.109d) Nous avons

tXn “ xnu P σpX0, Y1, . . . , Ynq (38.110)

tandis que
tYn`1 “ xn`1 ´ xnu P σpYn`1q; (38.111)

ce sont donc deux événements issus de tribus indépendantes. Donc conditionner ou non
l’événement Yn`1 “ xn`1 ´ xn à l’événement Xn “ xn ne change rien.

— (38.109e) est encore l’utilisation du fait que P pA|Bq “ P pK|Bq dès que AXB “ K XB.
La chaine est par conséquent de Markov.
La matrice de transition de cette chaine de Markov est une matrice infinie « dans tous les

sens » :

ppx, yq “

$
’&
’%

p si y “ x´ 1
p1´ pq si y “ x` 1
0 sinon.

(38.112)
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Remarque 38.38.
La plupart du temps lorsqu’il faut démontrer qu’une chaine est de Markov, il faut suivre la procé-
dure que nous venons de suivre pour la marche aléatoire sur Z.

— Écrire tout en fonction des incréments.
— Dire que les incréments conditionnés sont indépendants des incréments qui conditionnent

(via les tribus engendrées).
— Écrire que la probabilité cherchée est égale à l’événement conditionné dans lequel on a juste

remplacé l’incrément par sa valeur.
— Conditionner à nouveau par rapport au dernier incrément qui est indépendant.
— Changer la valeur du dernier incrément par la variable aléatoire.

Dans ce raisonnement nous utilisons deux fois le fait que P pA|Bq “ P pK|Bq si AXB “ K XB.

38.3.1 Chaînes de Markov homogènes
PROPooYIDWooAKTVvS

Proposition 38.39.
Voici quelques propriétés des chaines de Markov homogènes 16.

ITEMooSDDUooVRnpjv

(1) La probabilité d’une trajectoire donnée est

P pXn “ xn, Xn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0q “ ppxn´1, xnq . . . ppx0, x1qP pX0 “ x0q (38.113)

où les ppx, yq sont les probabilités de transitions introduits dans la définition 38.4.
ITEMooJZNRooXFQTQc

(2) La probabilité de transition « en n coups » est donnée par la puissance ne de la matrice de
transition :

P pXn “ xn|X0 “ x0q “ Qnx0,xn
. (38.114)

ITEMooJUEMooWXEkBO

(3) Si l’espace des états E est fini, l’espérance d’une fonction bornée 17 f : E Ñ R de l’état est
donnée par

E
`
fpXn`1q|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “ E
`
fpXn`1q|Xn “ xn

˘ “
ÿ

yPE
fpyqppxn, yq (38.115)

pour tout x0, . . . , xn P E.

Pour être précis, ce que nous notons « fpXn`1q » est la composée f ˝Xn`1.

Démonstration. En plusieurs étapes.

(1) Pour (1) Nous écrivons la formule P pA X Bq “ P pA|BqP pBq pour les événements A “
tXn “ xnu et B “ Şn´1

i“0 tXi “ xiu :

P pXn “ xn, . . . ,X0 “ x0q “
P pXn “ xn|Xn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0qP pXn´1 “ xn´1, . . . , X0 “ x0q.

(38.116)
Par la propriété de Markov, le premier facteur est

P pXn “ xn|Xn´1 “ xn´1q “ ppxn´1, xnq. (38.117)

Le reste est une récurrence sur n.

16. Définition 38.4.
17. L’hypothèse de borne sur f n’est pas très chère parce que E est fini. Il suffit que f ne soit infinie en aucun

point.
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(2) Pour (2) Montrons avec n “ 2. En utilisant les divers points du théorème 36.45, nous
avons

P pX2 “ x2|X0 “ x0q “
ÿ

yPE
P pX2 “ x2, X1 “ y|X0 “ x0q (38.118a)

“
ÿ

yPE
P pX2 “ x2|X1 “ y,X0 “ x0qP pX1 “ y|X0 “ x0q (38.118b)

“
ÿ

yPE
P pX2 “ x2|X1 “ yqP pX1 “ y|X0 “ x0q (38.118c)

“
ÿ

yPE
ppy, x2qppx0, yq (38.118d)subEqyExdyyxzsubEqyExdyyxz

“ Q2
x2,x0 . (38.118e)

Nous avons utilisé l’homogénéité de la chaine de Markov au moment d’écrire l’expression
(38.118d). En principe nous aurions dû écrire p2py, x2qp1px0, yq.

(3) Pour (3) Vu que E est fini, fpEq est fini et nous notons takuk“1,...,N l’ensemble des valeurs
non nulles (dansR) atteintes par f . Nous utilisons le lemme 36.64 pour la variable aléatoire 18

f ˝Xn`1 : Ω Ñ t0, akuk“1,...,N :

E
`
fpXn`1q|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “
Nÿ

k“1
akP

`
f ˝Xn`1 “ ak|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘
.

(38.119)EQooLRZJooJGceeVEQooLRZJooJGceeV

L’événement f ˝Xn`1 “ ak signifie Xn`1 P f´1pakq ou encore

tω P Ω tel que Xn`1pωq P f´1pakqu. (38.120)

Vu que E est fini, l’ensemble f´1pakq est fini et nous écrivons

f´1pakq “ tyk,1, . . . , yk,Nk
u. (38.121)

Nous avons

tω P Ω tel que Xn`1pωq P f´1pakqu “
Nkď

i“1
tω P Ω tel que Xn`1pωq “ yk,iu. (38.122)

Nous pouvons utiliser le lemme 36.47 pour décomposer

P pf ˝Xn`1 “ ak| ¨ ¨ ¨ q “
Nkÿ

i“1
P pXn`1 “ yk,i| ¨ ¨ ¨ q (38.123)

et continuer (38.119) pas

E
`
fpXn`1q|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘ “
Nÿ

k“1
ak

Nkÿ

i“1
P pXn`1 “ yk,i|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q

(38.124a)

“
Nÿ

k“1
ak

Nkÿ

i“1
P pXn`1 “ yk,i|Xn “ xnq (38.124b)SUBEQooOWSUooTlUXAsSUBEQooOWSUooTlUXAs

“
Nÿ

k“1
akP

`
f ˝Xn`1 “ ak|Xn “ xn

˘
(38.124c)

“ E
`
fpXn`1q|Xn “ xn

˘
. (38.124d)

Pour (38.124b), nous avons utilisé la propriété de Markov.

18. La composée de fonctions mesurables est mesurable, proposition 14.43. De plus f est mesurable parce que E
étant dénombrable, nous y mettons la tribu de toutes les parties.
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38.3.2 Chaîne de Markov définie par récurrence

38.3.2.1 Le cas général
PropqiMdHh

Proposition 38.40.
Soit X0 une variable aléatoire à valeurs dans E, un ensemble au plus dénombrable. Soit pYnq une
suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées indépendantes de
X0.

Soit pXnq la suite de variables aléatoires à valeurs dans E définie par récurrence selon la formule

Xn`1 “ GpXn, Yn`1q (38.125)

où G : E ˆRÑ E est une fonction mesurable. Alors pXnq est une chaine de Markov.

Démonstration. Soient x0, . . . , xn`1 des éléments de E. Nous devons calculer la valeur de

P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q. (38.126)

Commençons par préciser les espaces sur lesquels nos variable aléatoires sont définies. Nous avons

X0 : Ω0 Ñ E (38.127)

et
Yi : Ω Ñ R. (38.128)

La variable aléatoire X1 est donnée par

X1 : Ω0 ˆ Ω Ñ E

pω0, ω1q ÞÑ G
`
X0pω0q, Y1pω1q

˘
.

(38.129)

La variable aléatoire X2 est

X2 : Ω0 ˆ Ω2 Ñ E

pω0, ω1, ω2q ÞÑ G
`
X1pω0, ω1q, Y2pω2q

˘

“ G
´
G
`
X0pω0q, ω1

˘
, Y2pω2q

¯ (38.130)

et ainsi de suite.
Considérons maintenant l’événement

tX1 “ x1, X0 “ x0u Ă Ω0 ˆ Ω. (38.131)

Il est donné explicitement par

tX1 “ x1, X0 “ x0u “ tpω0, ω1q tel que G
`
X0pω0q, Y1pω1q

˘ “ x1, X0pω0q “ x0u (38.132a)
“ tpω0, ω1q tel que G

`
x0, Y1pω1q “ x1

˘
, X0pω0q “ x0u (38.132b)

“ tω0 P Ω0 tel que X0pω0q “ x0u ˆ tω1 P Ω tel que G
`
x0, Y1pω1q

˘ “ x1u.
(38.132c)

Le premier terme du produit cartésien est dans σpX0q, tandis que le second est dans σpY1q. Étant
donné la définition des tribus produit (définition 14.124) nous avons

tX1 “ x1, X0 “ x0u P σpX0, Y1q. (38.133)

Ce raisonnement se généralise immédiatement et nous trouvons que

tXn “ xn, . . . , X0 “ x0u P σpX0, Y1, . . . , Ynq. (38.134)
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Nous en sommes donc à calculer

♢ “ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ Xn, . . . , X0 “ x0q (38.135a)
“ P

`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1looooooooooomooooooooooon

PσpYn`1q
|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0looooooooooooomooooooooooooon

PσpX0,Y1,...,Ynq

˘
. (38.135b)

Les tribus σpYn`1q et σpX0, Y1, . . . , Ynq étant indépendantes nous avons

♢ “ P
`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1

˘
(38.136a)

“ P
`
Gpxn, Yn`1q “ xn`1|Xn “ xn

˘
(38.136b)jdvyUKjdvyUK

“ P
`
GpXn, Yn`1q “ xn`1|Xn “ xn

˘
(38.136c)

“ P pXn`1 “ xn`1|Xn “ xnq. (38.136d)

Pour (38.136b) nous avons utilisé le fait que σpYn`1q est indépendante de σpXnq. Nous avons
prouvé que la chaine était de Markov.

Les probabilités de transition de la chaine de Markov définie dans la proposition 38.40 sont

P pX1 “ y|X0 “ xq “ P
`
GpX0, Y1q “ y|X0 “ x0

˘ “ P
`
Gpx0, Y1q “ y

˘
. (38.137)

PROPooBYELooKLsthC

Proposition 38.41 ([765]).
Soient :

(1) Un ensemble F , un ensemble au plus dénombrable E,
(2) Des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées Zn : Ω Ñ F ,
(3) Une variable aléatoire X0 : Ω Ñ E, indépendante des Zn
(4) Une application mesurable f : E ˆ F Ñ E.

Alors la définition par récurrence

Xn`1 : Ω Ñ E

ω ÞÑ f
`
Xnpωq, Zn`1pωq

˘ (38.138)

est une chaine de Markov homogène dont la matrice de transition est donnée par

Pij “ P
`
fpi, Z1q “ j

˘
. (38.139)

Démonstration. Nous commençons par construire des applications gn : E ˆ Fn Ñ E telles que
Xnpωq “ gn

`
X0pωq, Z1pωq, . . . , Znpωq

˘
. D’abord nous posons g1 “ f . Ensuite, pour la récurrence

nous posons
gn`1 : E ˆ Fn`1 Ñ E

pi, x1, . . . , xn`1q ÞÑ f
`
gnpi, x1, . . . , xnq, xn`1

˘
.

(38.140)

Nous vérifions que c’est bon :

gn`1pi, x1, . . . , xn`1q “ f
`
gnpi, x1, . . . , xnq, xn`1

˘
(38.141a)

“ f
`
Xnpωq, Zn`1pωq

˘
(38.141b)

“ Xn`1pωq. (38.141c)

Et maintenant il faut vérifier que les Xn forment une chaine de Markov homogène. C’est un bon
calcul, et nous commençons par une étape simple :

♣ “ P pXn`1 “ j|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q “ P
`
fpXn, Zn`1q “ j|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘

(38.142a)
“ P

`
fpxn, Zn`1q “ j|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0

˘
(38.142b)
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Pour la seconde ligne, nous avons utilisé le lemme 36.48. Pour la suite, nous nous souvenons que
Xk “ gkpX0, Z1, . . . , Zkq. Nous pouvons exprimer le conditionnement de la façon suivante :

B “ tω P Ω tel que Xnpωq “ xn, . . . , X0pωq “ x0u (38.143a)

“
nč

k“1
tXk “ xku X tX0 “ x0u (38.143b)

“
nč

k“1
tgkpX0, Z1, . . . , Zkqu X tX0 “ x0u (38.143c)

(38.143d)

Maintenant, en considérant l’application

g : E ˆ Fn Ñ En`1

`
i, pz1, . . . , znq

˘ ÞÑ

¨
˚̊
˚̋

i
g1pi, z1q

...
gnpi, z1, . . . , znq

˛
‹‹‹‚,

(38.144)

nous avons

B “ tω P Ω tel que g
`
X0pωq, Z1pωq, . . . , Znpωq

˘ “ px0, x1, . . . , xnqu. (38.145)

Nous avons
♣ “ P

`
fpxn, Zn`1q “ j|gpX0, Z1, . . . , Znq “ px0, . . . , xnq

˘
. (38.146)

Le lemme 36.50 dit que les variables aléatoires fpXn, Zn`1q et gpX0, Z1, . . . , Znq sont indépen-
dantes. Donc les événements fpxn, Zn`1q “ j et gpX0, Z1, . . . , Znq “ px0, . . . , xnq sont indépendants
par la proposition 36.12(2).

Nous avons donc montré que

♣ “ P pXn`1 “ j|Xn “ xn, . . . , X0 “ x0q “ P
`
fpxn, Zn`1q “ j

˘
. (38.147)

Des calculs similaires 19 montrent que

P pXn`1 “ j|Xn “ xnq “ P
`
fpxn, Zn`1q “ j

˘
. (38.148)

Nous avons donc bien une chaine de Markov.
Nous montrons à présent que cette chaine est homogène en montrant que les probabilités de

transitions P pXn`1 “ j|Xn “ iq ne dépendent pas de n. Posons

An “ tω P Ω tel que f
`
i, Zn`1pωq

˘ “ ju. (38.149)

Nous voudrions prouver que P pAnq “ P pA1q pour tout n. Les variables aléatoires Zn et Z1 sont
indépendantes et identiquement distribuées ; utilisant le lemme 36.15 avec

g : F Ñ E

x ÞÑ fpi, xq, (38.150)

nous voyons que les variables aléatoires fpi, Znq et fpi, Z1q sont indépendantes et identiquement
distribuées. Donc

P
`
fpi, Znq “ j

˘ “ P
`
fpi, Z1q “ j

˘
, (38.151)

et la chaine de Markov est homogène.
19. Je n’ai pas vérifié ; écrivez-moi si il y a un problème.
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LEMooQBOIooMNbJlV

Lemme 38.42.
Si P est une matrice stochastique 20 N ˆN ainsi qu’un ensemble E de cardinal N , alors il existe
une chaine de Markov dont la matrice de transition est P .

Démonstration. Nous supposons que E “ t1, . . . , Nu. Si E est un ensemble quelconque, il faut
considérer une bijection 21 φ : E Ñ t1, . . . , Nu et écrire φpiq partout au lieu de i.

Nous considérons des variables aléatoires Zn : Ω Ñ r0, 1s indépendantes et uniformes sur r0, 1s.
Nous considérons aussi une variable aléatoire X0 : Ω Ñ E, indépendante des Zn.

Ensuite nous construisons les variables aléatoires Xn : Ω Ñ E par récurrence en posant

Xn`1pωq “ j si
j´1ÿ

k“1
PXnpωq,k ď Zn`1pωq ă

jÿ

k“1
PXnpωq,k. (38.152)

Notons que pour j “ 0, la première somme est « vide » et vaut donc zéro. La proposition 38.41
appliquée à la fonction

f : E ˆ r0, 1s Ñ E

pi, tq ÞÑ
#
j si

řj´1
k“1 Pik ď t ă řj

k“1 Pik

N si t “ 1
(38.153)

implique que les Xk forment une chaine de Markov homogène dont la matrice de transition est
donnée par

Pij “ P
`
fpi, Z1q “ j

˘
. (38.154)

Nous calculons facilement cette probabilité :

tfpi, Z1q “ ju “ tω P Ω tel que f
`
i, Z1pωq

˘ “ ju (38.155a)

“ tω P Ω tel que
j´1ÿ

k“0
Pik ď Z1pωq ă

jÿ

k“0
Piku (38.155b)

“ tω P Ω tel que Z1pωq P r
j´1ÿ

k“1
Pik,

jÿ

k“1
Pikru. (38.155c)

Vu que Z1 est uniforme sur r0, 1s, la probabilité de cet ensemble est la mesure de Lebesgue de
l’intervalle rřj´1

k“1 Pik,
řj
k“1 Pikr, c’est-à-dire Pij .

38.3.2.2 Exemple : la file de réparation de machines à laver

38.43.
David Madore parle de file d’attente[766]. En bref, il est inexplicable qu’une file d’attente soit
durablement longue sans s’allonger à l’infini.

Nous considérons un magasin de réparation d’électroménager. Durant le jour n, un nombre
aléatoire Zn de machines en panne arrivent au magasin. Une machine est réparée chaque jour
(aucune si le magasin est vide). Nous supposons que les Zn soient indépendantes et identiquement
distribuées, et nous posons Xn, le nombre de machines en magasin le jour n.

La loi d’avancement de Xn est

Xn`1 “
#
Xn ` Zn ´ 1 si Xn ‰ 0
Zn si Xn “ 0.

(38.156)

Cela est une chaine de Markov en vertu de la proposition 38.40. Ici la fonction est

Gpx, yq “ x` y ´ 1x‰0. (38.157)

20. Définition 38.9.
21. Existence par la définition 1.122 du cardinal d’un ensemble fini.
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Les probabilités de transitions sont

ppx, yq “

$
’&
’%

0 si y ď x´ 2
P pZ “ 0q si y “ x´ 1
P pZ “ kq si y “ x` k ´ 1

(38.158)

pour x ‰ 0.

38.3.2.3 Cadeau numberphile

Vous aimez les chaînes de Markov ? « The Beautiful Math of Snakes and Ladders » https:
//www.youtube.com/watch?v=nlm07asSU0c

Et si vous aimez les échelles, autre cadeau de numberphile : « Travelling to the Stars by Ladder »
https://www.youtube.com/watch?v=hzcdcrsyA9Y Ce ne sont pas des math, mais ça détend.

38.4 Classification des états

Sauf mention expresse du contraire, nous considérons toujours une chaine de Markov homogène.
DEFooFIQUooScQDMI

Définition 38.44.
Un état x P E est absorbant pour la chaine pXnq si ppx, xq “ 1.

Il n’est pas spécialement impossible d’arriver sur un état absorbant, mais il est impossible d’en
sortir.

Proposition 38.45.
En notant T le temps de première atteinte 22, a loi de la variable aléatoire rTppxq|Xp “ xs est la
même que celle de la variable aléatoire rT pxq|X0 “ xs.
Démonstration. Nous devons montrer que

P pTppxq “ k|Xp “ xq “ P pT pxq “ k|X0 “ xq. (38.159)

Cela est intuitivement évident du fait qu’une chaine de Markov soit un processus sans mémoire.
Afin de prouver, nous allons sommer sur tous les états intermédiaires possibles :

P pTppxq “ k|X0 “ xq “ P pXp`k “ x,Xp`k´1 ‰ x, . . . ,Xp`1 ‰ x|Xp “ xq (38.160a)
“

ÿ

zi‰x
P pXp`k “ x,Xp`k´1 “ zk´1, . . . , Xp`1 “ z1|Xp “ xq (38.160b)

“
ÿ

zi

P pXp`k “ x,Xp`k´i “ zi|Xp`1 “ z1, Xp “ xqP pXp`1 “ z1|Xp “ xqlooooooooooooomooooooooooooon
“ppx,z1q

(38.160c)

“
ÿ

zi

P pXp`k “ x,Xp`k´i “ zi|Xp`2 “ z2, Xp`1 “ z1, Xp “ xq (38.160d)

P pXp`2 “ z2|Xp`1 “ z1, Xp “ xqlooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon
P pXp`2“z2|Xp`1“z1q“ppz1,z2q

ppx, z1q (38.160e)

“ . . . (38.160f)
“
ÿ

zi

ppx, z1qppz1, z2q . . . ppzk´2, zk´1qppzk´1, xq. (38.160g)

À ce point ci, nous avons éliminé toute référence à p grâce à l’homogénéité de la chaine. Nous

22. Définition 38.20.

https://www.youtube.com/watch?v=nlm07asSU0c
https://www.youtube.com/watch?v=nlm07asSU0c
https://www.youtube.com/watch?v=hzcdcrsyA9Y


38.4. CLASSIFICATION DES ÉTATS 2739

pouvons refaire le calcul à l’envers pour reconstituer l’expression de départ sans le p :
ÿ

zi

ppx, z1qppz1, z2q . . .ppzk´1, zk´1qppzk´1, xq (38.161a)

“ P pxk “ x,Xk´1 ‰ x, . . . ,X1 ‰ x|X0 “ xq (38.161b)
“ P pT pxq “ kq, (38.161c)

ce qu’il fallait obtenir.

Exemple 38.46.
Soit pXnq une chaine de Markov de matrice de transition

P “
¨
˝

0.2 0.5 0.3
0.1 0.1 0.8
0.5 0.2 0.3

˛
‚. (38.162)

Calculer P pX3 “ 1|X0 “ 1q et P pX7 “ 0|X4 “ 0q.
Déterminer, si il en existe, une loi stationnaire vers laquelle converge la chaine.
Nous avons

P 3 “
¨
˝

0.344 0.251 0.405
0.283 0.307 0.41
0.287 0.248 0.465

˛
‚. (38.163)

La probabilité d’aller de l’état 1 à l’état 1 en trois étapes est donc 0.307. La chaine étant de Markov,
sans mémoire, les probabilités entre les temps 4 et 7 sont les mêmes qu’entre 0 et 3. Nous avons
alors

P pX7 “ 0|X4 “ 0q “ 0.344. (38.164)

La chaine est irréductible et n’a pas d’états absorbants. △

Si une chaine de Markov contient r état absorbants, nous convenons de numéroter les états de
telle sorte à mettre en premier les N ´ r états non absorbants. La matrice de transition s’écrit
alors sous forme canonique :

P “
ˆ
Q R
0 1

˙
(38.165)EQooGJVFooNLCgueEQooGJVFooNLCgue

où Q est une matrice N ´ r ˆN ´ r.
PROPooUNBDooVhXZxi

Proposition 38.47 ([763]).
Soit une chaine de Markov contenant des états absorbants. Nous considérons la matrice de transi-
tion sous forme canonique 23. Alors

(1) limnÑ8 Qn “ 0.
(2) La matrice 1´Q est inversible et

p1´Qq´1 “
8ÿ

k“0
Qk. (38.166)

PROPooCAORooMEaxtq

Proposition 38.48 ([763, 1]).
Si pXnq est une chaine de Markov irréductible 24 sur un ensemble fini, alors pour toute partie
A Ă E nous avons

P pτA ă 8q “ lim
nÑ8P pτA ď nq “ 1 (38.167)

où τA “ mintk tel que Xk P Au.
23. C’est à dire sous la forme (38.165).
24. Chaine de Markov irréductible, définition 38.15.
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Démonstration. Soit P la matrice de transition de la chaine pXnq. Nous considérons une nouvelle
matrice stochastique

P 1
ij “

#
δij si i P A
Pij sinon.

(38.168)

Nous considérons pYkq la chaine de Markov construite par le lemme 38.42 à partir de la matrice
P , ainsi que pY 1

kq celle construite à partir de P 1.
Les chaines X et Y ont la même matrice de transition, mais l’intérêt de Y est d’être définie

sur le même espace que Y 1. Nous allons procéder de la façon suivante :
(1) Prouver le résultat sur Y 1

(2) Le déduire pour Y parce que τA ne change pas entre Y 1 et Y .
(3) Le déduire pour X parce que la matrice de transition de X et Y sont les mêmes.

Pour la suite, voir [763] en utilisant la proposition 38.47.

38.5 Mesure invariante

Définition 38.49.
Une mesure de probabilité µ sur l’espace des états E d’une chaine de Markov est invariante si
pour tout x P E

µpxq “
ÿ

yPE
ppy, xqµpyq. (38.169)

Remarque 38.50.
Une mesure invariante est une mesure de probabilité et nous noterons par abus µpxq pour µptxuq.
Si A Ă E nous avons

µpAq “
ÿ

xPA
µpxq. (38.170)

RemwcRRFZ

Remarque 38.51.
Une loi invariante associée à une chaine de Markov est une loi associée à la matrice de transition
de la chaine, mais pas à la loi de X0. Par conséquent nous pouvons tester si µ est une mesure
invariante pour une certaine chaine de Markov pXkq en considérant la chaine pYkq avec Yk “ Xk

pour k ą 0 et Y0 arbitraire.

L’adjectif invariant provient du lemme suivant.
LemUVMwbM

Lemme 38.52.
Soit pXnq une chaine de Markov homogène 25 telle que X0 „ µ où µ est une mesure invariante sur
l’espace des états. Alors Xk „ µ pour tout k.

Démonstration. Par hypothèse, P pX0 “ xq “ µpxq. Ensuite nous avons

P pX1 “ yq “
ÿ

xPE
P pX1 “ y|X0 “ xqP pX0 “ xq (38.171a)

“
ÿ

x

ppx, yqµpxq (38.171b)

“ µpyq. (38.171c)

Par conséquent X1 suit également la loi µ. Par récurrence tous les états suivent cette même loi.

Définition 38.53.
Si les états d’une chaine de Markov ont comme loi une mesure invariante, alors nous disons que
la chaine est stationnaire.

25. Définition 38.4.
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RemcOEylF

Remarque 38.54.
Pour une chaine de Markov stationnaire de loi invariante µ nous avons

µpxq “
ÿ

y

ppy, xqµpyq (38.172)

et si l’ensemble E est fini cette équation signifie

µ “ Qµ (38.173)

où Q est la matrice de transition de la chaine de Markov.

Théorème 38.55 (Théorème ergodique).
Une chaine de Markov irréductible est positive récurrente si et seulement si elle accepte une mesure
invariante. Cette mesure est invariante est alors unique et vérifie µ “ Qµ où Q est la matrice de
transition.

Démonstration. Nous allons seulement prouver le théorème ergodique dans le cas où E est fini.
Soit pXnq une chaine de Markov récurrente positive ; nous avons πpxq ą 0 pour tout x P E. Nous
allons montrer que π est une mesure invariante.

Nous commençons par montrer que
ÿ

xPE
πpxq “ 1. (38.174)

Pour cela nous reprenons la propriété de chaine irréductible pour écrire

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
1Xk“x (38.175)

Étant donné que E est fini nous pouvons sommer sur x P E et permuter la somme avec la limite :

ÿ

xPE
πpxq “ lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1

ÿ

xPE
1Xk“x

loooomoooon
“1

. (38.176)

Nous nous retrouvons donc avec limNÑ8 1
NN “ 1. La fonction π définit donc bien une mesure de

probabilité sur E.
Nous montrons à présent que cette mesure est invariante, c’est-à-dire que

πpxq “
ÿ

yPE
ppy, xqπpyq. (38.177)

Pour cela nous utilisons encore le théorème de la convergence dominée pour permuter la limite et
l’intégrale dans

πpxq “ Epπpxqq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
E
`
1Xk“x

˘
loooomoooon
P pXk“xq

“ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
P pXk`1 “ xq. (38.178)EqcKxNcLEqcKxNcL

La dernière égalité découle du fait qu’en divisant par N et en faisant tendre N vers l’infini, le fait
d’enlever un terme à la somme ne change pas la valeur de la limite. Nous pouvons substituer dans
(38.178) la valeur

P pXk`1 “ xq “
ÿ

yPE
ppy, xqP pXk “ yq. (38.179)
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Nous avons alors

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1

ÿ

yPE
ppy, xqP pXk “ yq (38.180a)

“
ÿ

yPE
ppy, xq lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1
P pXk “ yq (38.180b)

“
ÿ

yPE
ppy, xqπpyq, (38.180c)

ce qui signifie que π est une mesure invariante. Notons que nous avons encore utilisé le fait que E
soit fini pour permuter avec la limite.

Il nous reste à montrer l’unicité de la mesure invariante sur la chaine de Markov. Soit µ une
mesure invariante pour la chaine de Markov pXkq. Comme indiqué dans la remarque 38.51 nous
pouvons supposer que X0 suit la loi µ. Par le lemme 38.52 nous avons P pXk “ xq “ µpxq pour
tout k. Par conséquent

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
P pXk “ xq “ µpxq. (38.181)

Théorème 38.56 (loi des grands nombres pour les chaines de Markov).
Soit pXnq une chaine de Markov irréductible acceptant une mesure invariante. Soit f : E Ñ R une
fonction dans L1pE,µq. Alors nous avons

1
N

Nÿ

k“1
fpXkq p.s.ÝÑ

ÿ

xPE
fpxqµpxq. (38.182)

En ce qui concerne les notations, l’hypothèse f P L1pE,µq signifie
ÿ

xPE
|fpxq|µpxq “

ż

E
|fpxq|dµpxq ă 8. (38.183)

Démonstration. Nous prouvons le théorème dans le cas où E est fini. Si nous écrivons

fpXkq “
ÿ

yPE
fpyq1Xk“y, (38.184)

alors
1
N

Nÿ

k“1
fpXkq “

ÿ

yPE
fpyq 1

N

Nÿ

k“1
1Xk“y. (38.185)

Étant donné que E est fini nous pouvons permuter les sommes et prendre la limite N Ñ8 :

lim
NÑ8

1
N

ÿ

k

fpXkq “
ÿ

yPE
fpyq lim

NÑ8
1
N

Nÿ

k“1
1Xk“y “

ÿ

yPE
fpyqπpyq. (38.186)

38.6 Convergence vers l’équilibre
Théorème 38.57 (Convergence en loi des chaine de Markov).
Si pXnq est

(1) irréductible,
(2) récurrente positive,
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(3) apériodique,
alors Xn converge en loi vers l’unique probabilité invariante π vérifiant

πpxq “
ÿ

uPE
ppy, xqπpyq “ 1

E
`
T pxq|X0 “ x

˘ . (38.187)

Cette convergence est indépendante de la loi de X0 et on a

P pXn “ x|X0 “ yq ÑnÑ8 πpxq. (38.188)

38.7 Processus de Galton-Watson
SecBPmrPdtGalton

Nous considérons une maladie et notons Zn le nombre de malades à l’instant n. Nous posons
Z0 “ 1 et

Zn`1 “
#

0 si Zn “ 0řZn
i“1 ξ

pnq
i sinon

(38.189)EqBvILKjEqBvILKj

où ξpnq
i est le nombre de personnes contaminées par le malade i à l’instant n. Nous supposons que

ces variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées et admettent un moment
d’ordre 1.

L’équation de propagation 38.189 signifie que nous supposons qu’une personne malade à l’ins-
tant n n’est plus malade à l’instant n`1. Par ailleurs les hypothèses d’indépendance signifient qu’à
chaque instant, le nombre de personnes contaminées par le malade i est indépendant du nombre de
personnes contaminées par le malade j. De plus la façon dont la contamination se passe à l’instant
n est indépendante de la façon dont la contamination se passe à l’instant m. Ces hypothèses sont
raisonnables tant que le nombre de personnes non contaminées est grand. À partir du moment où
presque tout le monde est malade, l’approximation de Galton-Watson ne fonctionne plus.

Nous notons ξ la loi parente des ξpnq
i . Ensuite nous considérons

Gpsq “ Epsξq (38.190a)
m “ Epξq (38.190b)

Gnpsq “ EpsZnq. (38.190c)

Par le théorème de transfert (proposition 36.85) avec fptq “ st, ce que nous avons est

Gnpsq “ E
`
fpZnq

˘ “
ż

R

sxdPZnpxq “
8ÿ

k“0
skP pZn “ kq (38.191)EqNRtXdCEqNRtXdC

où l’intégrale s’est transformée en somme parce que la loi de Zn est discrète : dPZn est une somme
de masses de Dirac. En particulier nous avons

Gnpsq “
8ÿ

k“0
skP pZn “ kq (38.192a)

Gp0q “ P pZn “ 0q (38.192b)

et
η “ lim

nÑ8P pZn “ 0q “ lim
nÑ8Gnp0q. (38.193)

D’où l’intérêt d’étudier Gn.
LemezrOiI

Lemme 38.58.
Pour tout n P N˚ et pour tout s P r0, 1s, nous avons

Gnpsq “ G ˝G ˝ . . . ˝Gpsqloooooooooomoooooooooon
n fois

. (38.194)
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Démonstration. Pour n “ 1, nous avons Z1 “ ξ
p1q
1 et donc

G1psq “ Epsξq “ Gpsq, (38.195)

comme il se doit.
Si n ‰ 1 nous écrivons subEqsxhILKg

Gnpsq “ EpsZnq (38.196a)

“ E

ˆ
s
řZn´1

i“1 ξ
pn´1q

i

˙
(38.196b)

“ E

˜ 8ÿ

k“0
1tZn´1“kus

řk
i“1 ξ

pn´1q

i

¸
. (38.196c)

À ce niveau, nous voulons permuter la somme et l’espérance. Étant donné que le lemme est facile
à vérifier pour s “ 1, nous supposons s ă 1. Du coup

s
řk

i“1 ξ
pn´1q

i ă 1 (38.197)

et ce qui se trouve dans l’espérance est majoré par

8ÿ

k“0
1Zn´1“k “ 1. (38.198)

La fonction constante 1 est intégrable sur Ω (ici nous utilisons à fond le fait que l’espace Ω
soit un espace de probabilité) et nous pouvons utiliser le théorème de convergence dominée de
Lebesgue 15.2 pour permuter la somme et l’intégrale. Nous continuons donc le calcul (38.196) :

Gnpsq “
8ÿ

k“0
E
´
1tZn´1“kus

řk
i“1 ξ

pn´1q

i

¯
. (38.199)

La tribu engendrée par la variable aléatoire 1tZn´1“ku est une fonction des variables aléatoires ξpmq
i

avec m ď n´ 2 tandis que la variable aléatoire s
řk

i“1 ξ
pn´1q

i est une fonction des variables aléatoires
ξ

pn´1q
i . Par conséquent le lemme de regroupement 36.16 nous dit que ces variables aléatoires sont

indépendantes, donc

Gnpsq “
8ÿ

k“0
E
`
1tZn´1“ku

˘
looooooomooooooon

“P pZn´1“kq

E
`
s
řk

i“1 ξ
pn´1q

i
˘
. (38.200)

Nous avons utilisé le fait que l’espérance d’une fonction indicatrice est la probabilité de l’événement.
En ce qui concerne la puissance de s, les événements ξn´1

i sont indépendants et suivent tous la
même loi ξ, donc

s
řk

i“1 ξ
pn´1q

i “
kź

i“1
sξ

pn´1q

i (38.201)

et

E
` kź

i“1
sξ
˘ “ Epsξqk “ Gpsqk. (38.202)

En mettant tout bout à bout,

Gnpsq “
8ÿ

k“1
P pZn´1 “ kqGpsqj “ Gn´1

`
Gpsq˘. (38.203)
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ThoJZnAOA

Théorème 38.59.
La probabilité d’extinction η est donnée par

η “ P

˜ď

ně1
pZn “ 0q

¸
“ lim

nÑ8P pZn “ 0q. (38.204)

Ce nombre est la plus petite solution positive de l’équation Gpsq “ s.
De plus la classification des cas est comme suit.

(1) Si P pξ “ 0q “ 0 alors η “ 0.
(2) Si P pξ “ 0q ‰ 0 alors

(2a) si m ď 1 alors η “ 1,
(2b) si m ą 1 alors η P s0, 1r.

Le cas m ă 1 est dit sous-critique, le cas m “ 1 est dit critique. Le cas m ą 1 est dit
sur-critique.

Démonstration. Commençons par prouver queG est une fonction continue. En utilisant le théorème
de transfert comme pour l’équation (38.191) nous trouvons que

Gpsq “ Epsξq “
8ÿ

k“0
pks

k (38.205)EqQWTBfnEqQWTBfn

où nous avons noté pk “ P pξ “ kq. Si r ă 1, alors la suite pkrk est bornée, donc le critère d’Abel
(15.18) nous indique que la série (38.205) converge absolument et la théorie générale des séries
entières conclut que la fonction G est en particulier dérivable terme à terme pour tout s P s´1, 1r.

(1) La probabilité d’extinction est un point fixe de G

En utilisant la continuité de G en 0 nous passons à la limite dans Gn`1p0q “ G
`
Gnp0q

˘
et

nous obtenons
η “ Gpηq, (38.206)

ce qui signifie que la probabilité d’extinction est un point fixe de G.
(2) η est le plus petit point fixe de G

Nous démontrons maintenant que η est plus précisément le plus petit point fixe de G sur
r0, 1s. Nous allons effectuer cette partie en décomposant selon les valeurs de p0 et de p1.
Au vu de l’écriture (38.205), si p1 “ 1 alors Gpsq “ s pour tout s P r0, 1s. Mais dans ce cas
nous savons par ailleurs que l’extinction est impossible. Zéro est bien la plus petite solution
de Gpsq “ s.
Supposons maintenant que p1 ă 1 et p0` p1 “ 1. Alors Gpsq “ p0` p1s et s “ 1 est l’unique
solution. Mais vu que nous savons que η est solution, c’est que η “ 1 et l’extinction est
certaine.
Nous passons au cas général : p0 ` p1 ă 1. D’abord nous remarquons que s “ 1 est solution
parce que

Gp1q “ p0 ` p1 ` ¨ ¨ ¨ “ 1. (38.207)

Remarquons aussi que dans ce cas s “ 0 n’est plus solution.
La fonction G est strictement convexe sur r0, 1s (parce que G2 ą 0). Cela se voit en effectuant
deux dérivations terme à terme (le rayon de convergence de la dérivée est le même que celui
de la fonction). Cette stricte convexité entraine que l’équation Gpsq “ s a au maximum une
autre solution que s “ 1. Nous nommons s0 la plus petite solution dans r0, 1s. Étant donné
que G est croissante on a

Gp0q ď Gps0q “ s0. (38.208)
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En appliquant G à cette équation nous obtenons G
`
Gps0q

˘ ď Gps0q “ s0 et en appliquant n
fois,

Gnp0q ď s0. (38.209)

En passant à la limite, η ď s0 mais η étant solution, nous avons η “ s0. Nous avons donc
prouvé que la probabilité d’extinction η est la plus petite solution de Gpsq “ s.

(3) Classification des cas
Nous devons encore discuter les cas. Si P pξ “ 0q “ 0, alors p0 “ 0 et Gp0q “ 0, ce qui signifie
que s0 “ η “ 0 et l’extinction est impossible.
Nous passons au cas p0 ‰ 0. Si p0 ` p1 “ 1, alors m “ p1 ă 1 et nous avions déjà vu que
dans le cas p0 ` p1 “ 1, la probabilité d’extinction est η “ 1.
Il nous reste à traiter le cas p0`p1 ă 1. Encore une fois, la courbe G est strictement convexe
sur r0, 1s et elle est en particulier plus grande que sa tangente en s “ 1, c’est-à-dire

Gpsq ą G1p1qps´ 1q `Gp1q. (38.210)

Nous savons que Gp1q “ 1. En ce qui concerne G1p1q, nous dérivons encore terme à termes :

G1psq “
8ÿ

k“1
kpks

k´1, (38.211)

donc
G1p1q “

8ÿ

k“1
kpk “ Epξq “ m. (38.212)

Ce que nous avons donc est
Gpsq ą 1`mps´ 1q. (38.213)

Nous nous particularisons au cas sous-critique (m ď 1). En nous rappelant que s´ 1 ă 0,

Gpsq ą 1` ps´ 1q “ s, (38.214)

donc s “ 1 est la plus petite solution et effectivement nous avons déjà vu que η “ 1 dans ce
cas.
Si m ą 1, alors on a

Gpsq ą 1`mps´ 1q. (38.215)

Mais dire m ą 1 revient à dire G1p1q ą 1 et donc dans un voisinage de s “ 1 on a

Gpsq ´Gp1q
s´ 1 ą 1, (38.216)

ce qui implique que
Gpsq ă s´ 1`Gp1q “ s. (38.217)

Nous avons donc Gpsq ă s dans un voisinage de 1. Mais Gp0q ´ 0 “ p0 ą 0, donc la fonction
fpsq “ Gpsq ´ s est positive en 0 et négative proche de s “ 1. Le théorème de la valeur
intermédiaire nous indique alors qu’il existe un s P s0, 1r tel que fpsq “ 0, c’est-à-dire tel que
Gpsq “ s.



Chapitre 39

Martingales

39.1 Convergence de martingales
Définition 39.1.
Si A est une tribu, une filtration de A est une suite croissante de sous-tribus Bi Ď Bi`1 Ď A.

Nous disons qu’une suite de variables aléatoires pXnq est adaptée à une filtration pFnq si Xi

est Fi-mesurable pour tout i.

Ces définitions impliquent immédiatement que si pXnq est adapté à pFnq alors Xn est Fk-
mesurable pour k ě n.

Définition 39.2.
Une martingale adaptée à la filtration pBnqnPN est une suite de variables aléatoires Mn telle que

(1) Mn P L1pΩ,A, P q,
(2) Mn est Bn-mesurable,
(3) EpMn`1|Bnq “Mn.

Le processus Mn est une sur-martingale si EpMn`1|Bnq ď Mn pour tout n, et c’est une
sous-martingale si EpMn`1|Bnq ěMn.

Exemple 39.3.
Si M P L1pΩ,A, P q et si pBnqnPN est une filtration, nous pouvons considérer la martingale Mn “
EpM |Bnq. △

ExtFFKTr

Exemple 39.4.
Soit pXiqiě1 une suite de variables aléatoires indépendantes et centrées. On pose

Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn (39.1)

et la filtration Bn “ σpX1, . . . , Xnq. Pour montrer que cela est une martingale, nous commençons
par remarquer que

EpXn`1|Bnq “ EpXn`1q “ 0 (39.2)

par indépendance des tribus Bn et σpXn`1q. Ici c’est le lemme 36.58 qui joue.
Ensuite nous argumentons que EpX1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn|Bnq “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn. En effet d’une part

X1`¨ ¨ ¨`Xn est Bn-mesurable et évidemment la condition intégrale de l’espérance conditionnelle
est satisfaite.

Plus généralement si X est une variable aléatoire et si σpXq Ă B alors EpX|Bq “ X. △
LemqanhgJ

Lemme 39.5.
Soit pMnq une martingale adaptée à la filtration pFnq et n ě k. Alors

EpMn|Fkq “Mk (39.3a)
EpMk|Fnq “Mk. (39.3b)

2747
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Démonstration. La seconde relation revient seulement à dire que Mk est Fn-mesurable, ce qui est
évident parce que Fk Ă Fn.

Nous prouvons la première par récurrence (à l’envers) sur k. D’abord si k “ n, l’égalité
EpMn|Fnq “ Mn. Nous supposons maintenant que EpMn|Fkq “ Mk, et nous prouvons que
EpMn|Fk´1q “Mk´1. Si Bk´1 P Fk´1, nous avons

ż

Bk´1

Mk´1 “
ż

Bk´1

Mk “
ż

Bk´1

Mn. (39.4)

La première égalité est la définition d’une martingale, et la seconde est l’hypothèse de récurrence.

ThobysyWI

Théorème 39.6 ([767, 768]).
Soit pMnqně0 une martingale bornée dans L2pΩq, c’est-à-dire telle que

α “ sup
ně0

EpM2
nq ă 8. (39.5)

Alors la suite Mn converge dans L2pΩq.
Démonstration. Nous écrivons Mn en somme télescopique

Mn “M0 `
nÿ

k“1
∆k (39.6)

où ∆k “ Mk ´Mk´1. Nous commençons par montrer que les incréments sont orthogonaux au
sens où Ep∆n∆kq “ 0. Pour n ą k, la variable aléatoire E

`
∆n∆k|Fn´1

˘
est la variable aléatoire

Fn´1-mesurable telle que ż

Bn´1

E
`
∆n∆k|Fn´1

˘ “
ż

Bn´1

∆n∆k (39.7)

pour tout Bn´1 P Fn´1. En particulier avec Bn´1 “ Ω nous trouvons

E
´
E
`
∆n∆k|Fn´1

˘¯ “ Ep∆n∆kq (39.8)

par la définition de l’espérance (36.36). Par conséquent, en utilisant le lemme 39.5 nous avons 1

Ep∆n∆kq “ E
´
Ep∆n∆k|Fn´1q

¯
“ E

´
∆kEp∆n|Fn´1q

¯
“ 0 (39.9)

parce que Ep∆n|Fn´1q “ EpMn|Fn´1q ´ EpMn´1|Fn´1q “ 0.
Utilisant l’orthogonalité des incréments, nous avons

EpM2
nq “ EpM2

0 q `
nÿ

k“1
Ep∆2

kq. (39.10)

En prenant le supremum (par rapport à n des deux côtés),

EpM2
0 q `

8ÿ

k“1
Ep∆2

kq “ α ă 8. (39.11)

Cela prouve que la suite
řn
k“1 ∆k converge dans L2pΩq. Nous en déduisons immédiatement que

pMnq est de Cauchy dans L2pΩq parce que si k, l ą n, nous avons (en utilisant encore l’orthogonalité
des incréments)

E
`|Mk ´Ml|2

˘ “
lÿ

i“k`1
Ep∆2

i q ď
8ÿ

i“k`1
Ep∆2

i q, (39.12)

qui tend vers zéro lorsque nÑ8.

1. À ce niveau je crois qu’il y a une faute dans [768] qui conditionne par rapport à Fn.
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Le théorème suivant complète la conclusion du théorème 39.6.
ThofcttYW

Théorème 39.7 ([768]).
Soit pMnqnPN une martingale bornée dans L2. Alors pMnq converge dans L2pΩq et presque surement
vers une même variable aléatoire M8 qui vérifie

Mn “ EpM8|Fnq. (39.13)EqmDMfZfEqmDMfZf

Notons en particulier que la variable aléatoire M8 est presque surement finie parce qu’en vertu
de (39.13) nous avons ż

Ω
M8 “

ż

Ω
Mn ă 8. (39.14)

Exemple 39.8.
Soient des variables aléatoires indépendantes Vk „ E p2kλq et la variable aléatoire somme

Sn “
nÿ

k“1
Vk. (39.15)

Nous allons montrer que Sn
p.s.ÝÑ X où X est une variable aléatoire presque surement finie. Nous

posons

Mn “ Sn ´
nÿ

k“1

1
2kλ (39.16)

Cela est une martingale adaptée à la filtration Fn “ σpV1, . . . , Vnq en vertu de l’exemple 39.4. Nous
montrons à présent qu’elle est bornée dans L2pΩq au sens où

ř
ně1EpM2

nq ă 8. Nous avons

EpM2
nq “ E

˜
“
Sn ´

ÿ

k

1
2kλ

‰2
¸
“ E

˜
“ÿ

k

pVk ´ 1
2kλq

‰2
¸
. (39.17)

La variable aléatoire Vk ´ 1{2kλ est une variable aléatoire centrée de variance 1{p2kλq2 (voir pro-
position 36.134). Étant donné que Mn est centrée, VarpMnq “ EpM2

nq et nous avons

EpM2
nq “

nÿ

k“1
Var

ˆ
Vk ´ 1

2kλ

˙
“

nÿ

k“1

1
p2kλq2 , (39.18)

cette dernière somme étant bornée par l “ ř8
k“1

1
p2kλq2 , nous avons

EpM2
nq ď l (39.19)

avec l indépendant de n. C’est pour cela que pMnqnPN est une martingale bornée dans L2pΩq. Par
le théorème 39.7 nous avons Mn ÑM8 et en faisant nÑ8 dans

Sn “Mn `
nÿ

k“1

1
2kλ, (39.20)

nous trouvons

Sn ÑM8 `
8ÿ

k“1

1
2kλ “M8 ` 1

λ
(39.21)

qui est presque surement finie. △
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39.2 Temps d’arrêt et martingale terminée
Définition 39.9.
Soit pΩ,Fn,F , P q un espace de probabilité filtré. Une application T : Ω Ñ N̄ est un temps d’arrêt
adapté à la filtration pFnq si pour tout n P N nous avons tT ď nu P Fn.

Le temps d’arrêt T est borné si il existe k P N tel que T pωq ď k pour presque tout ω P Ω.
LemXYeCLXW

Lemme 39.10.
Si T est un temps d’arrêt presque surement fini, alors 2

(1) T ^ n p.s.ÝÑ T ,
ItemIPPkxmAii

(2) limnÑ8 EpT ^ nq “ EpT q.
Note : il est d’usage assez classique de noter a^ b le minimum de a et b.

Démonstration. Vu que T est presque surement finie, il suffit de prouver que

pT ^ nqpωq Ñ T pωq (39.22)EqRVoKxsNEqRVoKxsN

pour tout ω tel que T pωq “ k pour tout k P N. Soient donc ω P Ω tel que T pωq “ k et n ą k. Nous
avons

pT ^ nqpωq “ T pωq ^ n “ k “ T pωq. (39.23)

En ce qui concerne la seconde assertion, la suite de variables aléatoires Xn “ T^n est croissante
et positive, donc le théorème de la convergence monotone 14.173 montre que

lim
nÑ8EpT ^ nq “ EpT q. (39.24)

Remarque 39.11.
Notons la différence subtile entre ST pωq et pST qpωq. La première est la variable aléatoire

ω1 ÞÑ ST pω1qpωq (39.25)

et la seconde est le nombre ST pωqpωq.
ThoQMsRbkp

Théorème 39.12 (Théorème d’arrêt borné[768]).
Soit pXnq une sur-martingale et S ď T , deux temps d’arrêts bornés. Alors

(1) les variables aléatoires XS et XT sont intégrables,
(2) EpXT |σpSqq ď XS presque surement.

Si par contre pXnq est une martingale alors XS et XT sont bornées, et

EpXT |σpSqq “ XS . (39.26)
RemKCdpnid

Remarque 39.13.
Un cas particulier intéressant de ce théorème 39.12 est le cas S “ 0 qui est un temps d’arrêt
vérifiant F0 “ tΩ,Hu. Si X est n’importe quelle variable aléatoire, la tribu engendrée σpXq est
toujours indépendante de la tribu tΩ,Hu, donc le résultat EpXT |FSq “ XS donne

EpXT q “ X0. (39.27)
ThoZTrdjtZ

Théorème 39.14 (Premier théorème d’arrêt de Doob[769]).
Soient pXnq une martingale et T un temps d’arrêt ; tous deux pour la filtration pFnq. Nous suppo-
sons qu’une des trois propriétés suivantes soit vérifiée :

2. Dans [104], dans le problème de la ruine du joueur, la seconde assertion est avec une limite sup et non avec une
limite normale.
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(1) T est presque surement bornée.
(2) EpT q ă 8 et il existe une constante c telle que

E
`|Xn`1 ´Xn| |Fn

˘ ď c (39.28)

sur l’événement tT ě nu. ItemQVWZuBkiii

(3) Il existe une constante c telle que |XT^n| ď c presque surement.
Alors XT est une variable aléatoire presque surement bien définie nous avons

EpXT q “ EpX0q. (39.29)

Si pXnq est une sur-martingale, alors la conclusion est EpXT q ď EpX0q et si pXnq est une sous-
martingale, la conclusion est EpXT q ě EpX0q.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 39.15
D’après la page de discussion de l’article sur Wikipédia, il semblerait que la seconde condition soit
mal énoncée. Je n’ai pas vérifié.

Remarque 39.16.
Sous l’hypothèse (3), il est possible d’avoir T “ 8 sur un ensemble de mesure non nulle. Sur cet
ensemble, la variable aléatoire XT doit être définie de façon plus fine.

Définition 39.17.
Nous disons que la martingale pMnqně1 est terminée si il existe M P L1pΩ,A, P q telle que
EpM |Anq “M pour tout n ą 1.

DefOZlZnse

Définition 39.18.
Un ensemble H Ă L1pΩ, µq est équi-intégrable si

lim
aÑ8

˜
sup
fPH

ż

|f |ąa
|fpxq|dµpxq

¸
“ 0. (39.30)

Notons dans cette définition que vu que f P L1 nous avons toujours

lim
aÑ8

ż

|f |ąa
|fpxq|dµpxq “ 0. (39.31)

L’équi-intégrabilité donne une sorte d’uniformité en f de cette limite.
ThoEFbpVXb

Théorème 39.19.
Si pMnq est une martingale, nous avons équivalence entre

(1) pMnq converge dans L1 ;
(2) pMnq est terminée ;
(3) l’ensemble tMnuně1 est équi-intégrable.

Attention : en vertu de la proposition 27.18 et surtout de l’exemple 27.19, la convergence L1

n’implique pas la convergence presque partout.
ThoHBvnTRk

Théorème 39.20 (Théorème de Doob[422]).
À propos de convergence de martingales.

(1) Toute martingale terminée converge presque surement et pour la norme L1.
(2) Toute martingale bornée dans L2 converge presque surement et pour la norme L2.

PropAYJpGsc

Proposition 39.21 ([770]).
Soient pMnq une martingale et T un temps d’arrêt (pour la même filtration pBnq). Alors le processus
Vn “Mn^T est une martingale.

https://en.wikipedia.org/wiki/Talk:Optional_stopping_theorem
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Démonstration. Nous décomposons Vn de la façon suivante :

Vn “Mn^T “Mn1Těn `MT1Tăn “Mn1Těn `
ÿ

kăn
Mk1T“k. (39.32)EqYJjUZrvEqYJjUZrv

Nous avons, grâce au lemme 14.3,

tT ě nu “ AtT ă nu “ AtT ď n´ 1u P Bn´1 (39.33)

et, si k ď n,
tT “ ku “ tT ď kulooomooon

PBk

z tT ď k ´ 1uloooooomoooooon
PBk´1

P Bk Ă Bn. (39.34)

La forme (39.32) donne donc manifestement la Bn-mesurabilité de Vn.
En ce qui concerne l’espérance nous devons calculer

EpVn`1|Bnq “ EpMn`11Těn`1|Bnq `
ÿ

kăn`1
EpMk1T“k|Bnq (39.35)

où nous avons utilisé la proposition 36.35. Étant donné que 1Těn`1 et 1T“k sont des variables
aléatoires Bn-mesurables nous pouvons utiliser la proposition 36.61 pour les sortir :

EpVn`1|Bnq “ 1Těn`1Mn `
ÿ

kďn
1T“kMk “MT^n “ Vn. (39.36)

Pour cette ligne, nous avons aussi utilisé les égalités suivantes :
— EpMn`1|Bnq “Mn parce que pMnq est une martingale
— EpMk|Bnq “Mk parce que Mk est Bn-mesurable.

Définition 39.22.
Si pXnq est un processus adapté à la filtration pFnq et si T est un temps d’arrêt Fn-mesurable alors
le processus arrêté à l’instant T est le processus Yn “ Xn^T .

Nous avons déjà vu par la proposition 39.21 que si pXnq est une martingale alors son processus
arrêté est encore une martingale.

39.3 Décomposition de martingales

Définition 39.23 (Processus croissant prévisible[768]).
Un processus Xn adapté à la filtration Fn est un processus croissant prévisible si

(1) A0 “ 0
(2) An ď An`1 ; c’est cette condition qui correspond à « croissant »,
(3) An`1 est Fn-mesurable ; c’est cette condition qui correspond à « prévisible ».

Proposition 39.24 (Décomposition de Doob pour une sous-martingale[768]).
Toute sous-martingale pXnq s’écrit de façon unique sous la forme

Xn “Mn `An (39.37)EqCCsAwbZEqCCsAwbZ

où pMnq est une martingale et pAnq est un processus croissant prévisible.

Démonstration. Nous considérons le processus EqQFlGRzo

"
A0 “ 0 (39.38a)
An`1 “ An ` EpXn`1 ´Xn|Fnq. (39.38b)
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Nous vérifions que cela est un processus croissant prévisible. D’abord

EpXn`1 ´Xn|Fnq “ EpXn`1|Fnq ´ EpXn|Fnq. (39.39)

Le second terme est égal à Xn parce que cette variable aléatoire est Fn-mesurable tandis que pXnq
étant une sous-martingale nous avons EpXn`1|Fnq ě Xn. Nous avons donc bien An`1 ě An et le
processus pAnq est croissant.

En ce qui concerne la prévisibilité nous devons prouver que An`1 est Fn-mesurable. D’une
part An est Fn-mesurable et d’autre part par définition de l’espérance conditionnelle, la variable
aléatoire EpXn`1 ´Xn|Fnq est également Fn-mesurable.

Nous posons alors Mn “ Xn ´ An et nous devons prouver que cela est une martingale. Nous
avons

EpMn`1 ´Mn|Fnq “ EpXn`1 ´Xn|Fnq ´ EpAn`1 ´An|Fnq. (39.40)

Le second terme vaut

EpAn`1 ´An|Fnq “ E
´
EpXn`1 ´Xn|Fnq|Fn

¯
“ EpXn`1 ´Xn|Fnq (39.41)

par la proposition 36.56. Le processus pMnq est donc une martingale. La preuve de l’existence
d’une décomposition (39.37) est achevée.

Nous passons maintenant à l’unicité en posant Xn “ Mn ` An “ M 1
n ` A1

n. Nous avons
A0 “ A1

0 “ 0 et A1
n “ Xn ´M 1

n, donc

A1
n`1 ´A1

n “ Xn`1 ´Xn `M 1
n`1 ´M 1

n “ Xn`1 ´Xn ´ pM 1
n`1 ´M 1

nq. (39.42)

Nous appliquons Ep.|Fnq des deux côtés de cette égalité :

EpA1
n`1 ´A1

n|Fnqloooooooooomoooooooooon
“A1

n`1´A1
n

“ EpXn`1 ´Xn|Fnq ´ EpM 1
n`1 ´M 1

n|Fnqlooooooooooomooooooooooon
“0

. (39.43)

Nous avons utilisé le que que pMnq étant une martingale, EpMn`1 ´Mn|Fnq “ 0, et idem avec
pM 1

nq. Donc

A1
n`1´A1

n “ EpXn`1´Xn|Fnq “ EpMn`1´Mn|Fnq `EpAn`1´An|Fnq “ An`1´An. (39.44)

Nous avons donc montré que An`1´An “ A1
n`1´A1

n et donc que An “ A1
n pour tout n. Nous en

déduisons immédiatement que Mn “M 1
n pour tout n et l’unicité de la décomposition.

LemPVgeKfc

Lemme 39.25.
Si pXnq est une martingale de carré intégrable adaptée à la filtration pFnq alors

(1) Le processus pX2
nq est une sous-martingale.

(2) Si X2
n “Mn `An est la décomposition de Doob, alors

An “
nÿ

i“1

´
EpX2

i |Ai´1q ´X2
i´1

¯
“

nÿ

i“1
E
´
pXi ´Xi´1q2|Ai´1

¯
. (39.45)EqSTGxVWPEqSTGxVWP

Démonstration. Pour la première assertion, nous utilisons l’inégalité de Jensen 36.74 :

EpX2
n|Fn´1q ě

`
EpXn|Fn´1q

˘2 “ X2
n (39.46)

parce que EpXn|Fn´1q “ Xn du fait que pXnq soit une martingale.
En ce qui concerne la seconde assertion, nous nous souvenons que le processus prévisible de

la décomposition de Doob d’une sous-martingale est donné par la récurrence (39.38) que nous
recopions ici :

"
A0 “ 0 (39.47a)
An`1 “ An ` EpX2

n`1 ´X2
n|Fnq (39.47b)
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Vu que X2
n est Fn-mesurable, il peut sortir de l’espérance :

An`1 “ An ` EpX2
n`1|Fnq ´X2

n (39.48)

et donc
An “

nÿ

i“1

´
EpX2

i |Fi´1q ´X2
i´1

¯
. (39.49)

Pour obtenir la dernière partie de (39.45) nous travaillons un peu :

E
`pXi ´Xi´1q2|Fi´1

˘ “ E
`
X2
i `X2

i´1 ´ 2XiXi´1|Fi´1
˘

(39.50a)
“ EpX2

i |Fi´1q `X2
i´1 ´ 2EpXiXi´1|Fi´1q (39.50b)

“ EpX2
i |Fi´1q `X2

i´1 ´ 2Xi´1EpXi|Fi´1q (39.50c)EqFBkXiJHEqFBkXiJH

“ EpX2
i |Fi´1q `X2

i´1 ´ 2Xi´1Xi (39.50d)

où nous avons utilisé la proposition 36.61 pour obtenir (39.50c).

39.4 Problème de la ruine du joueur
SecMSOjfgM

Nous considérons un joueur compulsif qui joue à un jeu très simple 3 : il joue à pile ou face
contre la banque avec une pièce truquée. Si pile sort, la banque donne 1 au joueur et si c’est face,
c’est le joueur qui donne 1 à la banque. Nous nommons a la fortune initiale du joueur, b celle de
la banque et p la probabilité d’obtenir pile.

Nous supposons que le jeu se poursuit jusqu’à la ruine du joueur ou de la banque. La modé-
lisation est comme suit : nous considérons pYnq une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi

Yn „ pδ1 ` p1´ pqδ´1. (39.51)

C’est le résultat financier pour le joueur du ne jet. La fortune du joueur au bout de n jets est la
variable aléatoire

Sn “ a`
nÿ

j“1
Yj . (39.52)

Nous notons Y0 “ a.
Nous considérons la filtration

An “ σ
`
Si tel que 0 ď i ď n

˘ “ σ
`
Yi tel que 0 ď i ď n

˘
, (39.53)

et le temps d’arrêt du jeu :

T “ inftn ě 1 tel que Sn P t0, a` buu; (39.54)

c’est le temps qu’il faut pour que tout l’argent appartienne soit au joueur soit à la banque.
Nous voulons étudier les paramètres suivants :

(1) ρ “ P pST “ a`bq, c’est-à-dire la probabilité que ce soit le joueur qui gagne contre la banque.
(2) P pT ă 8q, c’est-à-dire la probabilité que le jeu se finisse.
(3) EpT q, la durée moyenne du jeu.

LemEOAmVyZ

Lemme 39.26.
Le processus Sn du problème de la ruine du joueur, en notant q “ 1´ p, vérifie

EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q. (39.55)EqZQtwVMXyiBEqZQtwVMXyiB

De plus le processus Sn est

3. Le gros des choses dites à propos de la ruine du joueur provient de [104].
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(1) une martingale si p “ q “ 1
2 ,

(2) une sous-martingale si p ą q.

Démonstration. Pour n ě 1 nous avons

EpSn|An´1q “ a`
nÿ

j“1
EpYj |An´1q “ a`

n´1ÿ

j“1
EpYj |An´1q ` EpYn|An´1q. (39.56)

Si j ď n´ 1 alors Yj P mpAn´1q. Mais nous savons que si X est F-mesurable, alors EpX|Fq “ X
(c’est la définition de l’espérance conditionnelle), donc

řn´1
j“1 EpYj |An´1q “ řn´1

j“1 Yj .
En ce qui concerne le terme j “ n nous utilisons le fait que σpYnq soit une tribu indépendante

de An´1 ; nous avons donc au final pour tout j que EpYj |An´1qEpYjq “ p´ q. Nous avons donc

EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q. (39.57)

Si p “ q “ 1
2 alors c’est une martingale, et si p ą q c’est une sous-martingale.

LemXDlNxtE

Lemme 39.27.
La variable aléatoire T est un temps d’arrêt.

Démonstration. Par définition T “ inftn ě 1 tel que Sn P t0, a`buu. Vu que les variables aléatoires
Si avec i ď n sont An-mesurables, les ensembles

␣
Sk R t0, a` bu

(
avec k ď n sont An-mesurables.

Donc les ensembles

tT “ nu “
č

kďn

␣
Sk R t0, a` bu

(X ␣
Sn P t0, a` bu

(
(39.58)

sont An-mesurables. Nous en concluons que l’ensemble tT ď nu est également mesurable.

39.4.1 Le cas où la pièce est truquée

Nous supposons être dans le cas p ą q.

39.4.1.1 Introduction d’une martingale

Considérons le processus
"
A0 “ 0 (39.59a)
An “ An´1 ` EpSn ´ Sn´1|An´1q. (39.59b)

Vu que EpSn|An´1q “ Sn´1 ` p´ q (lemme 39.26) et que EpSn´1|An´1q “ Sn´1 (parce que Sn´1
est dans la tribu de An´1), nous avons An “ An´1 ` pp´ qq et donc

An “ npp´ qq. (39.60)

Ce processus pAnq est croissant et prévisible. Nous introduisons le processus

Mn “ Sn ´An (39.61)EqMUajTwlEqMUajTwl

et nous montrons que c’est une martingale 4. Nous conditionnons la définition (39.61) par rapport
à An´1 :

EpMn|An´1q “ EpSn|An´1q ´ EpAn|An´1qloooooomoooooon
“An

(39.62a)

“ An ´An´1 ` EpSn´1|An´1q ´An (39.62b)
“ EpSn´1|An´1q ´An´1. (39.62c)

Mais Sn´1 est An´1-mesurable, donc EpSn´1|An´1q “ Sn´1 et

EpMn|An´1q “ Sn´1 ´An´1 “Mn´1, (39.63)

ce qui signifie que pMnq est une martingale.
4. Ceci est un peu le contraire de la décomposition de Doob.
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39.4.1.2 Finitude du temps d’arrêt

Nous montrons maintenant, en étudiant MT^n que T est intégrable et nous prouvons que
P pT “ 8q “ 0.

Proposition 39.28.
La variable aléatoire T est intégrable, et P pT “ 8q “ 0, c’est-à-dire que le jeu se termine presque
certainement après un temps fini.

Démonstration. Nous rappelons que le lemme 39.27 nous indique que T est un temps d’arrêt. Le
temps d’arrêt T ^n est borné (par n évidemment) et nous pouvons donc lui appliquer le théorème
d’arrêt 39.14 pour dire que

EpMT^nq “ EpM0q. (39.64)

Le membre de droite est simple parce que M0 “ S0 ´ A0 “ S0 “ a parce que c’est l’argent de
départ du joueur. Pour l’autre :

EpMT^nq “ EpST^nq ´ EpAT^nq. (39.65)EqKEkJvBgEqKEkJvBg

D’une part, EpAT^nq “ E
`pT ^ nqpp ´ qq˘ et d’autre part, EpST^nq ď a ` b parce que ST vaut

zéro ou a ` b (avec des probabilités encore inconnues 5). En combinant avec ce qui était dit juste
au dessus et remarquant que pp´ qqEpT ^ nq ě 0 nous pouvons écrire

0 ď pp´ qqEpT ^ nq ď b. (39.66)EqHWtxOcWEqHWtxOcW

La suite de variables aléatoires T ^ n est donc croissante, positive et intégrable 6 et donc nous
avons du travail pour le théorème de la convergence monotone 14.173. La variable aléatoire T est
alors mesurable et 7

lim
nÑ8EpT ^ nq “ EpT q. (39.67)EqABPXmgrEqABPXmgr

Notons que nous n’avons pas encore prouvé que EpT q ă 8, mais en passant à la limite dans (39.66)
nous écrivons

0 ď pp´ qqEpT q ď b. (39.68)

Maintenant nous avons prouvé que T est intégrable et même L1. Par conséquent

P pT “ 8q “ 0. (39.69)

Le jeu se termine donc presque certainement après un temps fini.

39.4.1.3 Temps moyen de jeu

Le lemme 39.10 nous indique que ST^n
p.s.ÝÑ ST .

Nous avons les bornes 0 ď ST^n ď a` b et comme a` b est intégrable, ST^n l’est aussi et nous
pouvons parler de EpST^nq. Repartons de (39.65) :

a “ EpM0q “ EpMT^nq “ EpST^nq ´ EpAT^nq “ EpST^nq ´ pp´ qqEpT ^ nq. (39.70)EqLKdCOQgEqLKdCOQg

La variable aléatoire ST^n est majorée par a ` b indépendamment de n ; donc le théorème de
la convergence dominée 14.202 donne limnÑ8 EpST^nq “ EpST q. En ce qui concerne le second
terme, la convergence dominée ne fonctionne pas parce que T ^ n n’est pas à priori majoré par
quelque chose d’indépendant de n. Heureusement, le théorème de la convergence monotone donne
limnÑ8 EpT ^ nq “ EpT q. Au final en passant à la limite dans (39.70) nous avons

a “ EpST q ´ pp´ qqEpT q. (39.71)

5. Mais on y travaille.
6. Je rappelle que les constantes sont des fonctions intégrables sur Ω. Oui, je sais, quand on est habitué à faire

de l’analyse sur Rn c’est un truc qu’on perd toujours un peu de vue.
7. Dans [104], l’équation (39.67) vient avec une lim sup et non une limite normale. Je ne comprends pas pourquoi.
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Étant donné que T ą 0 et p´ q ą 0 nous pouvons récrire cela sous la forme

0 ď pp´ qqEpT q “ EpST q ´ a. (39.72)

Par définition de T nous avons aussi

EpST q “ pa` bqP pST “ a` bq ` 0 ·P pST “ 0q “ ρpa` bq. (39.73)

Nous déduisons
EpT q “ pa` bqρ´ a

p´ q . (39.74)EqRHUVuKvEqRHUVuKv

Ne crions pas victoire trop vite : nous n’avons pas encore d’expression de ρ “ P pST “ a ` bq. Le
temps moyen de jeu n’est donc pas encore tout à fait connu.

39.4.1.4 Probabilité de victoire du joueur

Nous avons besoin d’exprimer ρ en termes de a, b et p. Pour cela nous introduisons la variable
aléatoire 8

Un “
ˆ
q

p

˙Sn

. (39.75)EqFUsSnitEqFUsSnit

Nous commençons par prouver que c’est une martingale en calculant

EpUn|An´1q “ E

˜ˆ
q

p

˙Sn´1 ˆq
p

˙Yn ˇ̌
ˇAn´1

¸
(39.76)

Nous utilisons la proposition 36.61. Dans notre cas, Sn´1 et Yn sont des variables aléatoires An-
mesurables ; la variable aléatoire Yn est même An´1-mesurable et sort donc du conditionnement ;
nous avons donc

EpUn|An´1q “
ˆ
q

p

˙Sn´1

E

˜ˆ
q

p

˙Yn
¸

(39.77)EqWTkXcEKEqWTkXcEK

Nous allons utiliser le théorème de transfert 36.85 :

EpsYnq “
ż

Ω
sYnpωqdP pωq “

ż

Yn“1
sdP pωq `

ż

Yn“´1

1
s
dP pωq. (39.78)

Mais nous savons que P pYn “ 1q “ p et P pYn “ ´1q “ 1´ p “ q, donc

EpsYnq “ ps` 1´ p
s

. (39.79)

En posant s “ q{p et en tenant compte de 1´ p “ q, nous trouvons

E

˜ˆ
q

p

˙Yn
¸
“ p` q “ 1. (39.80)

Donc
EpUn|An´1q “

ˆ
q

p

˙Sn´1
“ Un´1, (39.81)

ce qui prouve que pUnq est une martingale.
Par définition nous avons toujours Sn ě 0 tant que n ď T 9, donc UT^n P r0, 1s. Il est donc

évident que si a ě 1 nous avons ż

|UT ^n|ąa
|UT^n|dP “ 0 (39.82)

8. Nous dirons un mot sur ce choix dans le « petit complément » 39.4.3.
9. Pour n ą T le jeu est terminé, donc on ne se pose pas la question.
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parce que le domaine d’intégration est vide. Donc les variables aléatoires Vn “ UT^n sont équi-
intégrables 10 et le théorème 39.19 montre que la martingale pVnq est terminée ; par ricochet 11 le
théorème de Doob 39.20 montre qu’il existe une variable aléatoire X telle que Vn

p.s.ÝÑ X. Nous
allons prouver que X “ UT presque partout. Nous savions déjà (voir l’équation (39.22) et ses
alentours) que

Sn^T
p.s.ÝÑ ST . (39.83)

Nous avons alors (au sens du presque surement) :

lim
nÑ8Vn “ lim

nÑ8UT^n “ lim
nÑ8

ˆ
q

p

˙ST ^n

“
ˆ
q

p

˙ST

“ UT . (39.84)

Donc par unicité de la limite presque partout nous avons X “ UT presque partout. Par le théorème
de transfert 36.85 nous évaluons

EpUT q “
ˆ
q

p

˙0
P pST “ 0q `

ˆ
q

p

˙a`b
P pST “ a` bq “ p1´ ρq `

ˆ
q

p

˙a`b
ρ. (39.85)EqYFycUagEqYFycUag

La remarque 39.13 nous permet de dire que

EpUT^nq “ U0. (39.86)

Mais par définition

U0 “
ˆ
q

p

˙S0

“
ˆ
q

p

˙a
, (39.87)

donc nous avons
EpUT^nq “

ˆ
q

p

˙a
. (39.88)

Nous voudrions passer à la limite n Ñ 8 dans cette équation. Pour permuter la limite et l’es-
pérance, il faut utiliser le théorème de la convergence dominée 14.202. Vu que nous avons choisi
q ą p, nous avons q{p ą 1 et donc UT^n ď pq{pqa`b, ce qui montre que la fonction ω ÞÑ pUT^nqpωq
est majorée par une constante (qui est une fonction intégrable). Nous pouvons donc permuter la
limite et l’espérance :

lim
nÑ8EpUT^nq “ E

`
lim
nÑ8UT^n

˘
. (39.89)

Mais nous avion déjà montré que UT^n
p.s.ÝÑ UT . Donc

EpUT q “
ˆ
q

p

˙a
. (39.90)

En égalisant avec l’expression (39.85) de EpUT q nous trouvons

ρ “
´
q
p

¯a ´ 1
´
q
p

¯a`b ´ 1
(39.91)

et ensuite nous trouvons EpT q en remettant ce ρ dans l’expression (39.74) donnée plus haut.

39.4.2 Le cas où la pièce est non truquée

Maintenant p “ q “ 1{2.

10. Définition 39.18.
11. Nous rappellons que la convergence L1 n’implique pas la convergence presque partout.
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39.4.2.1 Probabilité de gagner

Le lemme 39.26 nous indique alors que pSnq est une martingale et le lemme 39.25 nous permet
de dire que pS2

nq est alors une sous-martingale. Le processus croissant prévisible de pS2
nq est donné

par (39.38) qui en adaptant les notations est
#
B0 “ 0 (39.92a)
Bn “ Bn´1 ` E

´
pSn ´ Sn´1q2|An´1

¯
.
subEqJQbqJEq (39.92b)

Nous avons toujours Sn ´ Sn´1 “ ˘1 parce que soit le joueur gagne soit le joueur perd, mais de
toutes façons sa fortune varie de 1 à chaque étape du jeu. Donc (39.92b) nous donne Bn “ Bn´1`1
et

Bn “ n. (39.93)

Cela nous dit que la variable aléatoire

S2
n ´Bn “ S2

n ´ n (39.94)

est une martingale (une sur-martingale moins son processus prévisible croissant). Nous lui appli-
quons le théorème d’arrêt 39.12 avec les temps d’arrêt 0 et T ^ n :

EpS2
T^n ´ T ^ n|F0q “ S2

0 ´ 0 (39.95)EqINevNUVEqINevNUV

où F0 est la tribu engendrée par la variable aléatoire 0, c’est-à-dire tΩ,Hu. Cette tribu est indé-
pendante de toute autre tribu et nous pouvons donc supprimer le conditionnement dans (39.95).
Nous avons aussi S0 “ a par définition. Avec tout ça nous avons la majoration

EpT ^ nq “ EpS2
T^nq ´ a2 ď pa` bq2 ´ a2 (39.96)EqQXeFPpqEqQXeFPpq

parce que Sk est toujours positif et entre 0 et a` b. En utilisant le lemme 39.10 et en passant à la
limite,

EpT q ď pa` bq2 ´ a2. (39.97)

En particulier, T P L1pΩq et P pT ă 8q “ 1.
En suivant exactement les mêmes étapes que dans le lemme 39.10(2) nous avons aussi

lim
nÑ8ST^n “ ST (39.98)

presque partout. De plus nous savons que

0 ď S2
T^n ď pa` bq2, (39.99)

et nous pouvons donc utiliser le théorème de la convergence dominée 14.202 pour dire que

lim
nÑ8EpS

2
T^nq “ EpS2

T q. (39.100)

Nous montrons à présent que ST^n L2ÝÑ ST . Pour cela nous devons évaluer la limite

lim
nÑ8

ż

Ω
|ST^n ´ ST |2. (39.101)

La fonction |ST^n´ST |2 est majorée par pa` bq2 et nous pouvons à nouveau appliquer la conver-
gence dominée :

lim
nÑ8Ep|ST^n ´ ST |2q “ lim

nÑ8

ż

Ω
|ST pωq^npωq ´ ST pωqpωq|2dP pωq “

ż

Ω
lim
nÑ8 |ST^n ´ ST |2 “ 0.

(39.102)
La même chose en n’écrivant pas les carrés montre que l’on a aussi ST^n L1ÝÑ ST .
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Il n’y a pas que n ÞÑ S2
n ´ n qui est une martingale. Il y a aussi pSnq lui-même (lemme 39.26).

Nous pouvons lui appliquer le théorème d’arrêt 39.12 pour les temps d’arrêts T ^ n et 0 :

EpST^nq “ EpS0q “ a. (39.103)EqGWrUwWEEqGWrUwWE

En passant à la limite, EpST q “ a. L’espérance EpST q peut par ailleurs être calculée comme

EpST q “ 0 ·P pST “ 0q ` pa` bqP pST “ a` bq. (39.104)EqDRXoLXtEqDRXoLXt

En égalisant les valeurs (39.103) et (39.104) de EpST q nous trouvons

ρ “ a

a` b . (39.105)EqIHhbeCBEqIHhbeCB

Cette formule est assez logique : la probabilité que le joueur gagne est égale à la proportion d’argent
en jeu qu’il a amené.

39.4.2.2 Temps moyen de jeu

Nous calculons maintenant l’espérance EpT q du temps de jeu (sans compter les pauses ni les
jours de fermeture du casino 12).

Nous recopions la première égalité de (39.96) sous la forme

a2 “ EpS2
T^n ´ T ^ nq (39.106)

et nous passons à la limite 13 en sachant que EpS2
T q “ ρpa` bq2 :

a2 “ ρpa` bq2 ´ EpT q. (39.107)

En reprenant la valeur (39.105) de ρ,
EpT q “ ab. (39.108)

Et là, on voit que si le joueur amène 1000 euros contre une banque qui en a un million, et si ils
jouent toutes les secondes , on en a pour 32 ans de jeu en moyenne.

Voilà. C’est fini pour la ruine du joueur.

39.4.3 Un petit complément
SUBSECooACWWooBuSxGv

Nous avons introduit lors de l’équation (39.75) la variable aléatoire Un “ pp{qqSn . Sans aller
jusqu’à motiver complètement ce choix, nous nous proposons maintenant de voir que parmi les
variables aléatoires Un “ sSn , le choix s “ p{q est le seul qui donne une martingale.

Soit donc Un “ sSn et exprimons le fait que ce soit une martingale. Nous avons

EpUn|An´1q “ EpsSn´1sYn |An´1q (39.109a)
“ sSn´1EpsYn |An´1q (39.109b)subeqYQzYOxSsubeqYQzYOxS

“ sSn´1EpsYnq. (39.109c)

Le passage à (39.109b) se justifie en disant que sSn´1 est une variable aléatoire bornée et An´1-
mesurable, et en invoquant proposition 36.61. La variable aléatoire Yn vaut 1 avec probabilité p et
´1 avec probabilité q ; donc l’espérance est vite vue :

EpsYnq “ ps` q1
s

(39.110)

et nous avons
EpUn|An´1q “

ˆ
ps` q1

s

˙
sSn´1 “ pps` q

s
qUn´1. (39.111)

12. Le joueur est un vrai joueur compulsif.
13. Comme il est dit dans La Grande Illusion, à quoi sert un n ? À passer à la limite.
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Pour que pUnq soit une martingale il faut (et il suffit) que

ps` q

s
“ 1. (39.112)EqFMRHybkEqFMRHybk

Les solutions de cette équation sont s P t1, pq u. C’est évidemment s “ p{q qui donne une martingale
non triviale. Attention pour être complet, il faut se demander ce qu’il se passe si s “ 0 séparément
parce que manifestement l’équation (39.112) ne traite pas ce cas. Encore une fois, en repartant du
début, s “ 0 ne se révèle pas être une martingale très excitante.

Bref, nous devons poser

Un “
ˆ
p

q

˙Sn

(39.113)

pour avoir une martingale.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 39.29
Les variables p et q sont inversées par rapport à (39.75). Écrivez-moi si vous voyez pourquoi.
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Chapitre 40

Processus de Poisson

40.1 Processus de Poisson
SecHxbtzQ

Définition 40.1 (processus de comptage).
Un processus de comptage est une famille de variables aléatoires tNt : Ω Ñ RutPR` telles que

(1) N0pωq “ 0 pour tout ω P Ω.
(2) Pour tout t P R` et pour tout ω P Ω, Ntpωq P N.
(3) Pour chaque ω P Ω, la fonction t ÞÑ Ntpωq est croissante.

DEFooWDXDooRGCtXL

Définition 40.2 (processus de Poisson[740]).
Un processus de Poisson d’intensité λ est un processus de comptage pNtqtPR` tel que

(1) Pour tout choix de 0 ď t1 ă . . . ă tm, les variables aléatoires Nti´Nti´1 sont indépendantes 1.
(2) Pour tout ps, tq P R2, la variable aléatoire Ns`t ´Ns suit une loi de Poisson 2 de paramètre

λt.
PROPooGMBBooCIkVCB

Proposition 40.3 ([740]).
Soit un processus de Poisson pNtq. Pour tout t ě 0 nous avons

lim
hÑ0`

P
`
Nt`h ´Nt ě 1

˘ “ 0. (40.1)

LEMooLNIZooDWUvRN

Lemme 40.4 ([771]).
Si les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont indépendantes et identiquement distribuées de densité
f , alors le vecteur pX1, . . . , Xnq est à densité et sa densité est

gpx1, . . . , xnq “ n!
nź

i“1
fpxiq1tx1ă...ăxnu. (40.2)

LEMooXTVNooSBnnAd

Lemme 40.5 ([1]).
Soit un processus de Poisson tNt : Ω Ñ NutPR` d’intensité λ. Pour chaque n P N nous posons

Tn : Ω Ñ R

ω ÞÑ inftt ě 0 tel que Ntpωq ě nu. (40.3)

Soit h ą 0. ITEMooXVSQooSQmIUv

(1) Il existe une partie de mesure nulle 3 Z P Ω telle que tTn ď hu Ă tNh ě nu Y Z.

1. Ceci demande en particulier que l’ensemble Ω soit assez grand pour contenir une infinité non dénombrable de
variables aléatoires indépendantes.

2. Définition 36.131.
3. Cette subtilité est manquante dans [772, 773, 774]. Plus généralement, je ne l’ai vue nulle part. Si vous savez

démontrer que les événements Tn ď h et Nh ě n sont égaux, dites-le moi.
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ITEMooIPKCooIfjUzS

(2) Nous avons tNh ě nu Ă tTn ď hu.
(3) Au final,

P pTn ď hq “ P pNh ě nq. (40.4)

Démonstration. En plusieurs parties
(1) tTn ď hu Ă tNn ě nu Y Z Soit ω P tTn ď hu. Cela signifie que

inftt ě 0 tel que Ntpωq ě nu ď h. (40.5)

Si Tnpωq ă h, alors Nhpωq ě n, et le point est démontré.
Nous prouvons maintenant que Z “ tTn “ hu X tNh ď nu est de mesure nulle. Soient ω P Z
ainsi que ϵ ą 0. Vu que Tnpωq “ h, nous avons Nh`ϵpωq ě n. Donc, pour ω P Z nous avons

Nh`ϵpωq ´Nhpωq ě 1. (40.6)

En posant Zϵ “ tNh`ϵ ´ Nh ě 1u, nous avons donc Z Ă Zϵ pour tout ϵ. Nous avons alors,
pour tout ϵ, que P pZq ď P pZϵq. Mais la proposition 40.3 nous indique que limϵÑ0 P pZϵq “ 0.
Donc P pZq “ 0.

(2) tNh ě nu Ă tTn ď hu Soit ω P Ω satisfaisant Nhpωq ě n. C’est direct parce que si Nhpωq ě
n, alors

Tnpωq “ infty ě 0 tel que Ntpωq ě nu ď h. (40.7)
(3) Les probabilités Le point (1) donne

P pTn ď hq ď P pNh ě nq ` P pZq “ P pNh ě nq, (40.8)

le point (2) donne P pNh ď nq ď P pTn ď hq. Au final, nous avons l’égalité des probabilités.

LEMooJHMTooQWvOaI

Lemme 40.6 ([774]).
Soient λ ą 0 et t ą 0. Nous posons

In “
ż t

0
λe´λx pλxqn´1

pn´ 1q!dx. (40.9)

Alors
In`1 “ In ´ e´λt pλtqn

n! . (40.10)

Démonstration. Nous intégrons In`1 par partie en posant upxq “ xn et v1pxq “ λe´λx ; u1pxq “
nxn´1, vpxq “ ´e´λx. Cela donne

In`1 “ λn

n!

ż t

0
v1pxqupxqdx (40.11a)

“ λn

n!

”
´xne´λx

ıt
0
` λn

n!

ż t

0
nxn´1e´λxdx (40.11b)

“ ´pλtq
n

n! e´λt ` In (40.11c)

Lemme 40.7 ([1]).
Soit un processus de Poisson tNt : Ω Ñ NutPR` d’intensité λ. Pour chaque n P N nous posons

Tn : Ω Ñ R

ω ÞÑ inftt ě 0 tel que Ntpωq ě nu. (40.12)

Soit t ě 0. Pour tout n nous avons

P pTn ď tq “
ż t

0
λe´λx pλxqn´1

pn´ 1q!dx. (40.13)EQooRHQLooVxFfjVEQooRHQLooVxFfjV
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Démonstration. Nous y allons par récurrence sur n. D’abord pour n “ 0 nous savons que T0 “ 0,
donc

P pNn “ 0q “ P pT0 ď tq ´ P pT1 ď tq. (40.14)EQooNCMMooHnvIpQEQooNCMMooHnvIpQ

Nous savons que Ns`t ´ Ns suit une loi de Poisson de paramètre λt. En particulier avec s “ 0,
nous voyons que Nt suit une loi de Poisson de paramètre λt. Donc P pNt “ 0q “ e´λt (définition
36.131).

L’équation 40.14 donne donc e´λt “ 1´P pT1 ď tq. Par ailleurs, pour n “ 1, l’intégrale (40.13)
est facile à calculer et donne bien 1´ e´λt.

Pour la récurrence, en reprenant la notation du lemme 40.6, nous supposons que P pTn ď tq “
In, et nous prouvons que P pTn`1 ď tq “ In`1. Pour cela nous repartons de

P pNt “ nq “ P pTn ď tq ´ P pTn`1 ď tq, (40.15)

et nous substituons P pNt “ nq “ e´λtpλtqn{n! ainsi que P pTn ď tq “ In. Il reste

P pTn`1 ď tq “ In ´ e´λt pλtqn
n! . (40.16)

Et le lemme 40.6 nous indique que le tout est égal à In`1.

Voici un théorème donnant des propriétés d’un processus de Poisson. Une réciproque partielle
est donnée dans la proposition 36.140.

THOooYRIMooSREVEO

Théorème 40.8 ([775, 740, 1]).
Soit un processus de Poisson tNt : Ω Ñ NutPR` d’intensité λ. Pour chaque n P N nous posons

Tn : Ω Ñ R

ω ÞÑ inftt ě 0 tel que Ntpωq ě nu. (40.17)

et Sk “ Tk ´ Tk´1.
Alors ITEMooSLWOooRjYhBA

(1) Tn est une variable aléatoire.
ITEMooHGXTooOdonXa

(2) Pour tout n, la variable aléatoire pT1, . . . , Tnq a pour densité la fonction

g : Rn Ñ R

px1, . . . , xnq ÞÑ 10ďx1ď...ďxnλ
ne´λxn .

(40.18)

ITEMooGBIXooSjXpsx

(3) Les variables aléatoires Si sont à densité.
ITEMooUTTWooOUhkZh

(4) La variable aléatoire pS1, . . . , Snq est à densité.
ITEMooUZGFooAbCvvG

(5) pSnq est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
exponentielle 4 E pλq.

ITEMooDXZFooXkklhG

(6) La variable aléatoire Tn suit la loi de densité

fn : RÑ R

s ÞÑ
#

λ
pn´1q!e

´λspλsqn´1 si s ě 0
0 sinon.

(40.19)

Démonstration. En plusieurs parties.

Pour (1)

Pour (2)

4. Définition 36.133.
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Soient des nombres ai et bi tels que

0 ă a1 ă b1 ă a2 ă . . . ă an ă bn. (40.20)

Pour éviter les petits effets de bord, nous supposons que n ą 2. Nous considérons les événements

An “
nč

i“1
tTi P sai, bisu (40.21)

et

Bn “
n´1č

i“1
tNbi

´Nai “ 1u X
n´1č

i“1
tNai`1 ´Nbi

“ 0u X tNbn ´Nan ě 1u X tNa1 “ 0u, (40.22)

et nous allons prouver qu’il existe des parties Y et Z de Ω telles que 5

$
’&
’%

An Ă Bn Y Y (40.23a)
Bn Ă An Y Z (40.23b)
P pY q “ P pZq “ 0. (40.23c)

Courage.
(1) Quelques valeurs au bord dans An Soit ω P An.

(1a) Si i ă n Nous montrons que si i ă n, alors SYSooCWKCooLtrVhn

"
Naipωq “ i´ 1 (40.24a)
Nbi
pωq P ti´ 1, iu. (40.24b)

Pour cela, rien de tel qu’une récurrence. D’abord

T1pωq “ inftt ě 0 tel que Ntpωq ě 1u P sa1, b1s. (40.25)

Donc T1pωq ą a1 et nous déduisons que Na1pωq “ 0. De la même manière 6,

T2pωq “ inftt ě 0 tel que Ntpωq ě 2u P sa2, b2s. (40.26)

En particulier T2pωq ą a2 ą b1 et nous avons Nb1pωq ă 2. Donc Nb1 P t0, 1u.
Soit i ă n ´ 1, et supposons que (40.24) soit valide. Nous avons Tipωq ď bi, et donc
Nbi`hpωq ě i pour tout h ą 0. En particulier Nai`1pωq ě i. Mais Ti`1pωq ą ai`1. Donc
Nai`1pωq ă i` 1. Nous en déduisons que Nai`1pωq “ i.
Comme i` 1 ă n nous pouvons encore écrire

Ti`2pωq ą ai`2 ą bi`1, (40.27)

donc Nbi`1pωq ă i`2. Vu que Nbi`1pωq ě Nai`1pωq “ i, nous avons Nbi`1pωq P ti, i`1u.
(1b) Pour i “ n De la même manière, nous avons Nan ă n, et Tn´1pωq ă an. Nous en

déduisons Nanpωq ě n´ 1 et donc Nan “ n´ 1.
Nous avons aussi Nbnpωq ě n´ 1 et, vu que Tnpωq P san, bns, nous avons Nbn`hpωq ě n
pour tout h ą 0.

(2) Une partie de mesure nulle Pour i “ 1, . . . , n, nous posons Zi “ tNbi
“ i´ 1u. Ensuite

nous définissons Z “ Ťn
i“1 Zi. Nous démontrons que P pZ X Anq “ 0. Si ω P Z X An, alors

Nbi
pωq “ i´ 1 et Nbi`hpωq ě i pour tout h ą 0. Donc

Zi XAn Ă tNbi`h ´Nbi
ě 1u. (40.28)

5. Je suis impressionné à quel point cette subtilité est absente de [740]. Soit il y a un truc macroscopique qui m’échappe,
soit il y a un gros trou dans les livres sur lesquels est basé [740], soit il y a quelque chose que je ne comprends pas.

6. Nous utilisons le fait que n ą 2 pour être sûr ; mais je crois que ce n’est pas nécessaire.
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Donc
P pZi XAnq ď P

`tNbi`h ´Nbi
ě 1u˘. (40.29)

En prenant la limite hÑ 0`, la proposition 40.3 fait que

P pZi XAnq “ 0. (40.30)

Nous en déduisons que P pZ XAnq “ 0.
(3) An Ă Bn Y Z Soit ω P An. Nous devons montrer que si ω R Z, alors ω P Bn, c’est à dire

(3a) Nbi
pωq ´Naipωq “ 1 pour i “ 1, . . . , n´ 1,

(3b) Nai`1pωq ´Nbi
pωq “ 0 pour i “ 1, . . . , n´ 1,

(3c) Nbnpωq ´Nanpωq ě 1
(3d) Na1pωq “ 0
Si i ď n ´ 1, alors Naipωq “ i ´ 1 et Nbi

pωq P ti ´ 1, iu. Mais si ω n’est pas dans Z, alors
Nbi
pωq “ i. Dans ce cas, nous avons bien ω P tNbi

´Nai “ 1u.
De même si ω est dans An mais pas dans Z, il vérifie Nai`1pωq “ i “ Nbi

pωq “ i.
Pour i “ n, nous avons Nanpωq “ n´ 1 et Nbnpωq ě n´ 1. Et encore une fois, si ω n’est pas
dans Z, alors Nanpωq ´Nbnpωq ě 1.
Enfin pour ω P An, nous avons T1pωq “ inftt ě 0 tel que Ntpωq ě 1u ą a1. Donc Na1pωq “ 0.
Nous avons fini de prouver que An Ă Bn Y Z.

(4) P pAnq ď P pBnq En utilisant le lemme 14.22(2), et (4), nous avons

P pAnq ď P pBn Y Zq ď P pBnq ` P pZq “ P pBnq. (40.31)EQooGLVAooGGSZYnEQooGLVAooGGSZYn

(5) Quelques valeurs au bord pour Bn Soit ω P Bn. Nous avons Na1pωq “ 0. Donc

T1pωq “ inftt ě 0 tel que Ntpωq ě 1u ě a1. (40.32)

De même nous prouvons les valeurs suivantes. Pour i ă n nous avons :
"
Naipωq “ i´ 1 (40.33a)
Nbi
pωq “ i (40.33b)

et pour i “ n nous avons
"
Nanpωq “ n´ 1 (40.34a)
Nbnpωq ě n. (40.34b)

Nous avons donc l’appartenance
Tipωq P rai, bis (40.35)EQooVYVJooHEshGEEQooVYVJooHEshGE

pour tout i ď n.
Cela n’est pas suffisant pour dire que ω P An parce que la possibilité Tipωq “ ai n’est pas
exclue.

(6) Une partie de mesure nulle Nous posons Yi “ tω P Ω tel que Tipωq “ aiu, et nous
prouvons que P pYi XBnq “ 0. Pour ω P Yi XBn nous avons Naipωq “ i´ 1 et Nai`hpωq “ i
pour tout h ą 0. Donc pour tout h ą 0 nous avons

Yi XBn Ă tNai`h ´Nai ě 1u, (40.36)

et donc
P pYi XBnq ď P

`
Nai`h

´Nai ě 1
˘
. (40.37)

En utilisant à nouveau le lemme 40.3, nous trouvons P pYi XBnq “ 0.
Nous posons Y “ Ťn

i“1 Yi.
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(7) P pBnq ď P pAnq Si ω P Bn, nous avons (40.35) : Tipωq P rai, bis. Par définition de Y , si
ω P BnzY nous avons

Tipωq P sai, bis. (40.38)
Autrement dit, BnzY Ă An et donc Bn Ă An Y Y . Nous en déduisons que

P pBnq ď P pAn Y Y q ď P pAnq ` P pY q “ P pAnq. (40.39)EQooWQZPooPBjPsGEQooWQZPooPBjPsG

(8) P pAnq “ P pBnq En mettant ensemble (40.31) et (40.39) nous avons

P pAnq “ P pBnq. (40.40)

Calculons la probabilité de Bn. Vu que N0 “ 0, l’événement Nai “ 0 peut être écrit Nai ´N0 “ 0.
Donc Bn peut être écrit comme intersection d’incréments indépendants. Nous pouvons donc écrire
P pAnq comme un produit :

P pAnq “
n´1ź

i“1
P pNbi

´Nai “ 1qˆ
n´1ź

i“1
P pNai`1´Nbi

“ 0qˆP pNbn´Nan ě 1qˆP pNa1 “ 0q. (40.41)

En posant li “ bi ´ ai et δi “ ai`1 ´ bi et en utilisant la formule (36.372) pour

P pNs`t ´Ns “ kq “ e´λt pλtqk
k! , (40.42)

nous trouvons

P pAnq “
n´1ź

i“1
pλliqe´λli ˆ

n´1ź

i“1
e´λδi ˆ e´λa1p1´ e´λlnq. (40.43)

Note : pour le dernier nous avons posé X “ Nbn ´Nan qui suit une loi exponentielle de paramètre
λln et nous avons dit P pX ě 1q “ 1 ´ P pX “ 0q “ 1 ´ eλln . Remarquez que li ` δi “ ai`1 ´ ai ;
en regroupant les exponentielles, nous avons une somme téléscopique ; au final

P pAnq “ λn´1e´λanp1´ e´λlnq
n´1ź

i“1
pliq. (40.44)

Pour le plaisir d’ajouter des notations, nous posons In “ sa1, b1s ˆ . . . ˆ san, bns. Cela permet
d’écrire

An “ tpT1, . . . , Tnq P Inu (40.45)
et nous incite à calculer

ş
In
g. Pour alléger le calcul suivant, notez que

ż b

a
e´λtdt “

„
´ 1
λ
e´λt

ȷb

a

“ 1
λ
e´λa`1´ e´λpb´aq˘. (40.46)EQooFXPWooRDBkUEEQooFXPWooRDBkUE

Ensuite nous calculons pour de vrai :
ż

In

gpx1, . . . , xnq “
ż b1

a1

. . .

ż bn

an

1x1ď...ďxnλ
ne´λxn dx1 . . . dxn (40.47a)

“
ż b1

a1

. . .

ż bn

an

λne´λxn dx1 . . . dxn cf. justif. (40.47b)SUBEQooPMLZooJhEjdsSUBEQooPMLZooJhEjds

“ ` n´1ź

i“1
li
˘ ż bn

an

λne´λxndxn (40.47c)

“ ` n´1ź

i“1
li
˘
λn

1
λ
e´λan

`
1´ e´λpba´anq˘ eq. (40.46) (40.47d)

“ ` n´1ź

i“1
li
˘
λn´1e´λan

`
1´ e´λln˘ (40.47e)

“ P pAnq (40.47f)
“ P

`pT1, . . . , Tnq P In
˘
. (40.47g)

Justifications :



40.1. PROCESSUS DE POISSON 2769

— Pour (40.47b). Vu que nous avons choisi a1 ă b1 ă . . . ă an ă bn, nous avons toujours
10ďx1ď...ďxn “ 1. La fonction à intégrer ne dépend pas de x1, . . . , xn´1. Les intégrales sur
x1, . . . , xn´1 sont immédiates, et nous avons

Nous savons que les Ti sont à valeurs dans R`. Donc sur les pavés N contenant des coordonnées
négatives, nous avons P

`pT1, . . . , Tnq P N
˘ “ 0. Heureusement nous avons aussi

ş
N gpxqdx “ 0.

En prenant tous les pavés In ainsi que tous ceux avec des coordonnées négatives, nous en-
gendrons les boréliens. Le lemme 36.25 conclut que la fonction g proposée est une densité pour
pT1, . . . , Tnq.

Pour (3)

Pour (4)

Pour (5)

(1) Densité pour pS1, . . . , Snq
Le point (4) nous indique que pS1, . . . , Snq est à densité. Nous notons h : Rn Ñ R sa densité.
Soit une application borélienne f : Rn Ñ R. En posant

m : Rn Ñ Rn

pt1, . . . , tnq ÞÑ pt1, t2 ´ t1, . . . , tn ´ tn´1q, (40.48)

nous avons

E
`
fpS1, . . . , Snq

˘ “ E
`
fpT1, T2 ´ T1, . . . , Tn ´ Tn´1q

˘
(40.49a)

“ E
`pf ˝mqpT1, . . . , Tnq

˘
(40.49b)

“
ż

Rn

pf ˝mqpxqgpxqdx (40.49c)SUBEQooGLXSooMcZeSrSUBEQooGLXSooMcZeSr

“
ż

Rn

pf ˝m ˝ ϕqpxqpg ˝ ϕqpxqdx (40.49d)SUBEQooFRNHooGtSNphSUBEQooFRNHooGtSNph

“
ż

Rn

fpxqpg ˝ ϕqpxqdx (40.49e)SUBEQooETUFooIYIOOOSUBEQooETUFooIYIOOO

(40.49f)

Justifications.
— Pour (40.49c), c’est le lemme 36.87(2).
— Pour (40.49d), nous effectuons le changement de variables 7 pour la bijection linéaire

ϕ : Rn Ñ Rn

pt1, . . . , tnq ÞÑ

¨
˚̊
˚̋

t1
t1 ` t2

...
t1 ` . . .` tn

˛
‹‹‹‚.

(40.50)

Notons que ϕ est de déterminant 1 : c’est une matrice triangulaire avec des 1 sur la
diagonale.

— Pour (40.49e). Parce que pm ˝ ϕqpxq “ x dans Rn.
Bref, pour toute application borélienne f : Rn Ñ R, nous avons

E
`
fpS1, . . . , Snq

˘ “
ż

Rn

fpxqpg ˝ ϕqpxqdx. (40.51)

7. Formule (14.889).
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Le lemme 36.89 nous indique que g ˝ϕ est une densité pour pS1, . . . , Snq. Plus explicitement,
la densité de pS1, . . . , Snq est

h : Rn Ñ R

x ÞÑ 1Rn
`
pxqλne´λpx1`...`xnq.

(40.52)

(2) Densités marginales La proposition 36.90 nous assure que les variables aléatoires Si sont
à densité et que pour trouver les densités, il suffit d’intégrer. La densité de Si est

hiptq “
ż

Rn´1
1Rn

`
px1, . . . , t, . . . , xnqe´λx1´...´λt´...´λxn (40.53)

Les différentes intégrales sont indépendantes et valent
ż

R

1r0,8rpuqe´λudu “
„
´ 1
λ
e´λu

ȷ8

0
(40.54a)

“ ´ 1
λ
p0´ 1q (40.54b)

“ 1
λ
. (40.54c)

Au final, nous avons
hipuq “ 1r0,8rpuqλe´λu. (40.55)EQooBZNBooHGeaQxEQooBZNBooHGeaQx

(3) Conclusions Nous voyons que (40.55) est la densité d’une loi exponentielle (définition
36.133). La proposition 36.91(2) nous dit que les Si sont indépendantes.

Pour (6)

DEFooWXHEooEHQUJU

Définition 40.9.
Une famille de variables aléatoires pNtqtě0 est un processus de Poisson d’intensité λ si il existe
une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées pTkqkPN de loi expo-
nentielle 8 E pλq telles que

Nt “ suptn ě 0 tel que
nÿ

k“1
Tk ď tu. (40.56)

Plus explicitement, un processus de Poisson sur espace probabilisé pΩ,A, P q est une famille de
variables aléatoires Nt : Ω Ñ N telles que qu’il existe des variables aléatoires Tk : Ω Ñ R vérifiant

Ntpωq “ suptn ě 0 tel que
nÿ

k“1
Tkpωq ď tu (40.57)

pour tout ω P Ω.

Si nous posons Sn “ řn
k“1 Tk, alors nous avons une expression plus pratique pour Nt :

Nt “
8ÿ

n“1
1tSnďtu. (40.58)

Nous avons par la proposition 36.140 vu que Nt „ Ppλtq.
Pour chaque ω P Ω, la fonction t ÞÑ Ntpωq est une fonction (pas du tout strictement) croissante

à valeurs dans N. Cette fonction part de 0 et fait un saut de taille 1 après des intervalles de temps
T1pωq, T2pωq, etc. Elle est continue à droite.

Nous avons les égalités d’événements suivantes qui sont pratiques :

ts ă Sn ď tu “ tNt ě n ą Nsu (40.59a)
tNt “ nu “ tSn ď t ď Sn`1u. (40.59b)

8. Définition 36.133.
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THOooVDMCooVycibj

Théorème 40.10.
Les variables aléatoires pNtqtě0 forment un processus de Poisson d’intensité λ si et seulement si
elles vérifient les trois propriétés suivantes.
Accroissements indépendants Pour tout choix 0 ă t0 ă t1 ă . . . tn, les variables aléatoires

Nti`1 ´Nti sont indépendantes.
Accroissements stationnaires Si 0 ă s ă t et h ą 0 alors

Nt`h ´Ns`h
L“ Nt ´Ns, (40.60)

c’est-à-dire que les accroissements décalés suivent les mêmes lois.
Poisson Pour tout t nous avons Nt suit une loi de Poisson 9 : Nt „ Ppλtq.

Une conséquence des accroissements stationnaires est que Nt ´Ns
L“ Nt´s ´N0 “ Nt´s parce

que N0 “ 0.

Proposition 40.11.
Si pNtq est un processus de Poisson d’intensité λ, alors

lim
tÑ8Nt “ `8 (40.61)

presque surement. De plus
lim
tÑ8

Nt

t
“ λ (40.62)EqvaVYAsEqvaVYAs

presque surement.

La relation (40.62) est appelée loi des grands nombres.

Démonstration. Par définition nous savons que

Nt “ suptn ě 0 tel que Sn ď tu. (40.63)

Évidemment la fonction t ÞÑ Nt est croissante, donc la limite

lim
tÑ8Ntpωq (40.64)

existe dans r0,8s. Nous pouvons nous restreindre à t P N et considérer Lpωq “ limnÑ8 Nnpωq.
Par somme télescopique avec N0 “ 0,

Nn

n
“

řn
k“1pNk ´Nk´1q

n
. (40.65)EqfRpnfFEqfRpnfF

Étant donné que le processus est de Poisson, les variables aléatoires pNk ´ Nk´1qk“1,...,n sont
indépendantes et suivent toutes la loi de N1 ´N0, c’est-à-dire la loi de N1. Encore par le fait que
Nt soit de Poisson nous savons que N1 „ Ppλq. La loi des grands nombres (36.116) appliquée aux
variables aléatoires Nk ´Nk´1 nous dit que

Nn

n

p.s.ÝÑ EpN1q “ λ ą 0. (40.66)

Du coup Nn Ñ8 et Lpωq “ 8.
Nous démontrons maintenant la loi des grands nombres pour les processus de Poisson. Étant

donné que pour les entiers Nn{n Ñ λ, pour les réels, si la limite existe, ça ne peut pas être autre
chose. Si nous notons t̄ la partie entière de t P R`,

Nt

t
“ Nt ´Nt̄

t
` Nt̄

t
. (40.67)

9. Définition 36.131.
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Le second terme est relativement simple à traiter :

Nt̄

t
“ Nt̄

t̄loomoon
Ñλ

· t̄

tloomoon
Ñ1

. (40.68)

où nous avons utilisé le premier point, t̄ étant entier. Pour le premier terme nous savons que t ÞÑ Nt

est croissante et donc que

Nt ´Nt̄

t
ď Nt̄`1 ´Nt̄

t
“ Nt̄`1 ´Nt̄

t̄` 1
t̄` 1
t

. (40.69)

Le second facteur tend vers 1 lorsque tÑ8. Le premier s’écrit

Nn ´Nn´1
n

(40.70)eqtPgPpJeqtPgPpJ

et tend vers zéro en tant que terme général de la série (40.65) qui converge.

Proposition 40.12.
La variable aléatoire Nt{t est un estimateur sans biais de λ. De plus il converge vers λ en moyenne
quadratique.

Démonstration. Vu que Nt{t Ñ λ presque surement, la variable aléatoire Nt{t est un estimateur
de λ. Le fait qu’il soit sans biais a été fait dans l’exemple 37.25.

D’autre part nous avons (voir théorème 36.132)

Var
ˆ
Nt

t

˙
“ 1
t2

VarpNtq “ λ

t
. (40.71)

En appliquant la formule VarpXq “ EpX2q ´ EpXq2 à X “ Nt{t nous trouvons

E

ˆ
N2
t

t2

˙
“ λ

t
` λ2. (40.72)

Cela montre que Nt
t

L2ÝÑ λ.

Pour le théorème central limite d’un processus de Poisson, nous visons un résultat du style de
1
n

ř
iXi ´mn
σ
?
n

LÝÑ N p0, 1q. (40.73)

Nous écrivons le théorème central limite pour le nombre de sauts que le processus de Poisson a
connu en un temps t. Le rôle de la moyenne empirique est joué par Nt. Nous considérons avoir
fait une seule expérience qui a duré un temps t. Donc le rôle de n est joué par 1 (et non t comme
on pourrait le croire). Pour le reste, le nombre de succès en un temps t d’une variable aléatoire
exponentielle de paramètre λ est une variable aléatoire de Poisson de paramètre λt, en vertu de ce
qui est raconté au point 36.5.8. C’est cela qui motive l’énoncé suivant.

ThoCSuLLo

Théorème 40.13 (Théorème central limite pour les processus de Poisson).
Si pNtqtą0 est un processus de Poisson de paramètre λ, alors nous avons

Nt ´ λt?
λt

LÝÑ N p0, 1q. (40.74)

Remarque 40.14.
Avant de nous lancer dans la démonstration, remarquons que si nous nous limitons à t P N, alors
nous avons

Nn ´ λn?
λn

“
řn
k“1pNk ´Nk´1q ´ λn?

λn
(40.75)
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or par définition nous avons les égalités de lois

Nk ´Nk´1 „ N1 „ Ppλq, (40.76)

donc
Sn ´ λn?

λn
“

1
nSn ´ λ?

λn
n

“
1
nSn ´ λ?
λ{?n , (40.77)

ce qui est exactement le théorème central limite pour une suite de lois de Poisson 10.

Démonstration. Nous écrivons t̄ la partie entière de t̄ et nous décomposons :

Nt ´ λt?
λt

“ Nt ´Nt̄?
λtlooomooon
A

` Nt̄ ´ λt̄?
λtlooomooon
B

` λt̄´ λt?
λtlooomooon
C

. (40.78)

En ce qui concerne le terme B, nous avons

B “
c
t̄

t

Nt̄ ´ λt̄?
λt̄

Ñ N p0, 1q. (40.79)

Notons que nous utilisons le fait que si an Ñ 1 (en tant que suite de nombres) et si Xn Ñ N p0, 1q
(limite en loi), alors anXn Ñ N p0, 1q en loi.

Le terme C est également facile parce que λt̄´ λt est majoré en norme par λ. Du coup

´ λ?
λt
ď C ď λ?

λt
. (40.80)

Donc limtÑ8 C “ 0.
Reste à travailler sur A. Vu que t ÞÑ Nt est croissante, la différence Nt ´Nt̄ est positive. Soit

η ą 0, nous avons

P p|A| ą ηq “ P pNt ´Nt̄ ą
?
λtηq ď P

`
Nt̄`1 ´Nt̄ ě

?
λtη

˘ “ P pN1 ě η
?
λtq (40.81)

parce que nous savons que Nt̄`1 ´Nt̄ „ N1 „ Ppλq. En vertu des propriétés de la loi de Poisson,

lim
tÑ8P pN1 ě η

?
λtq “ 0. (40.82)

En effet si Z est une variable aléatoire de Poisson de paramètre λ nous avons

P pZ ą lq “
8ÿ

k“l
P pZ “ kq “ e´λ

8ÿ

k“l

λk

k! . (40.83)

Nous reconnaissons la queue de série de eλ, qui tend donc vers zéro lorsque l Ñ 8. Nous avons
donc prouvé que

lim
tÑ8P

`|A| ą η
˘ “ 0, (40.84)

c’est-à-dire la convergence en probabilité de A vers zéro.
Nous avons montré que

B ` C LÝÑ U „ N p0, 1q (40.85a)

A
PÝÑ 0. (40.85b)

Le lemme de Slutsky (36.107) nous avons une convergence du couple

pA,B ` Cq LÝÑ p0, Uq. (40.86)

Utilisant le corolaire 36.109, nous trouvons la convergence en loi

A` pB ` Cq LÝÑ 0` U, (40.87)

ce qu’il fallait.
10. Au fait près que nous devrions encore montrer que Sn est de carré intégrable.



2774 CHAPITRE 40. PROCESSUS DE POISSON

PROPooWAVPooHDVsER

Proposition 40.15.
Si Nt est un processus de Poisson 11, alors les variables aléatoires Xn “ Nn avec n P N forment
une chaine de Markov 12.

J’espère qu’un jour une preuve arrivera ici : https://math.stackexchange.com/q/4563414

40.2 Quelques trucs sur la simulation
Le théorème ergodique dit que

πpxq “ lim
NÑ8

1
N

Nÿ

k“1
1Xk“x. (40.88)

C’est avec cela qu’on calcule πpxq à partir d’une simulation de chaine de Markov.

40.2.1 Le théorème central limite pour Markov
THOooBCKQooCkoUEV

Théorème 40.16 (Version allégée).
Si pXnq est irréductible et positive récurrente, alors pour toute fonction f ,

1?
N

«
Nÿ

k“1
´N

ż
fdπ

ff
LÝÑ N p0, σ2q (40.89)

où σ2 dépend de la fonction f et de la chaine de Markov.
Ici,

ş
fdπ “ ř

xPE fpxqπpxq.
Nous allons simuler la variable aléatoire

Z “ 1?
N

«ÿ
fpXkq ´N

ÿ

xPE
fpxqπpxq

ff
(40.90)

et puis on va mettre sa réalisation dans un histogramme. Dans le cas où on prend fpiq “ 1i“i0 , il
y a de la simplification dans l’intégrale qui devient

Z “ 1?
N

«
Nÿ

i“1
1Xk“i0 ´Nπpi0q

ff
. (40.91)

40.2.2 Feuille 5

On pose
Dn “

?
n sup
xPR

|Fnpxq ´ F pxq|. (40.92)

On en génère un millier de fois Dn, on note Dpkq
n ces réalisations, et on regarde ce que vaut

1
1000

1000ÿ

k“1
1
D

pkqěc
n

. (40.93)

Cela nous donne une approximation de

P
`?
n sup
xPR

|Fnpxq ´ F pxq| ě c
˘
. (40.94)

Note que chacun des Dpkq
n demande de créer un nouveau vecteur Yi de lois qu’on veut regarder.

Par exemple de loi exponentielle.
11. Définition 40.9.
12. Définition 38.1.

https://math.stackexchange.com/q/4563414
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40.2.3 Feuille 6

Pour créer une fonction qui renvoie i avec probabilité pi pour i “ 1, 2, 3, on peut faire

U „ U r0, 1s (40.95)

et puis on a

P pU ă p0q “ p0 (40.96a)
P pp0 ă U ă p0 ` p1q “ p1 (40.96b)
P pp0 ` p1 ă U ă p2q “ p2. (40.96c)

Une façon de faire une loi uniforme r0, 1s est de faire rand

40.2.4 Feuille 7

L’échantillon est pY1, . . . , Ynq et nous écrivons le vecteur

Y “ Xβ ` ϵ (40.97)

où Y „ N pXβ, σ2 Idq et ϵ „ N p0, σ2 Idq. Nous utilisons le principe de maximum de vraisemblance.
Soit py1, . . . , ynq un échantillon et

Pθpy1, . . . , ynq “
ź

i

1
σ
?

2π
exp

«
´1

2

ˆ
yi ´Xt

iβ

σ

˙2
ff
. (40.98)

L’astuce est de faire que yi ´Xt
iβ est la iième composante du vecteur Y ´Xβ et donc la somme

qui est dans l’exponentielle devient la norme de Y ´Xβ :

fθpy1, . . . , ynq “
ˆ

1
σ
?

2π

˙n
exp

„
´1

2}Y ´Xβ}
2
ȷ
. (40.99)

On passe au logarithme et on dérive par rapport à σ2. Attention : la variable est σ2, donc la dérivée
de σ2 est 1 et non 2σ. Bref, on trouve

σ2 “ 1
2n}U `Xβ}. (40.100)

40.2.5 Simuler des lois conditionnelles

Nous voulons générer des couples pX,Y q tels que Y prend les valeurs 0 ou 1 et tels que
"
P pX|Y “ 0q „ E pλ0q (40.101a)
P pX|Y “ 1q „ E pλ1q. (40.101b)

Le plus simple est de générer une liste

pX1, 0q pX4, 1q (40.102a)
pX2, 0q pX5, 1q (40.102b)
pX3, 0q pX6, 1q (40.102c)

avec X1, X2, X3 „ E pλ0q et X4, X5, X6 „ E pλ1q.
Avec cette méthode cependant la liste est triée et en plus on a autant de 1 que de 0. On

peut faire un peu plus technologique pour corriger cela. Pour créer un couple, on commence par
Y „ Bppq et puis suivant que Y “ 0 ou y “ 1, on génère X „ E pλ0q ou X „ E pλ1q.
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Chapitre 41

Langages

41.1 Alphabets et mots
Définition 41.1.
Un alphabet est un ensemble fini de symboles appelés lettres.

On utilise aussi parfois le terme vocabulaire pour désigner un alphabet.

Définition 41.2.
Un mot sur l’alphabet Σ est une suite finie et ordonnée, éventuellement vide, de lettres de Σ. Le
mot vide est toujours noté ε.

Définition 41.3.
La longueur d’un mot w, noté |w|, est le nombre de lettres constituant le mot w. Le mot vide a
une longueur de 0.

Soit w un mot de longueur k, on peut désormais noter w “ w1 ¨ ¨ ¨wk, où chacun des wi, 1 ď i ď k
représente une lettre de w. Par convention, si k “ 0, alors le mot w est le mot vide.

Définition 41.4.
Soient w un mot sur l’alphabet Σ et a P Σ une lettre, le nombre d’occurrences de la lettre a
dans le mot w, noté |w|a, est le nombre de fois où apparaît la lettre a dans le mot w, c’est-à-dire
le cardinal de l’ensemble ti | wi “ a, 1 ď i ď |w|u.
Définition 41.5.
Soit Σ un alphabet, l’ensemble des mots non-vides sur l’alphabet Σ, noté Σ`, est l’ensemble :

Σ` “ tw “ w1 . . . wn, n ą 0u (41.1)

Définition 41.6.
Soit Σ un alphabet, l’ensemble des mots sur l’alphabet Σ, noté Σ˚, est l’ensemble :

Σ˚ “ tw “ w1 . . . wn, n ě 0u (41.2)

Des deux définitions précédentes, on tire l’égalité suivante :

Σ˚ “ Σ` Y tεu (41.3)

Définition 41.7.
Soient Σ un alphabet et x, y P Σ˚ deux mots sur l’alphabet Σ de longueur respective n et m, le
produit w de x et y, noté x· y est défini par w “ x1 . . . xny1 . . . ym.

Le produit est également appelé concaténation.

Proposition 41.8 (Longueur du produit de deux mots).
La longueur du produit de deux mots x et y est la somme des longueurs des mots x et y.
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|x· y| “ |x| ` |y| (41.4)

Proposition 41.9 (Monoïde pΣ˚, · , εq).
L’ensemble Σ˚ muni de l’opération produit d’élément neutre ε est un monoïde 1.

Démonstration. Soient x, y, z P Σ˚, avec les définitions précédentes, on peut vérifier facilement
que :

— le produit est une loi interne : x· y P Σ˚ ;
— le produit est associatif : x· py· zq “ px· yq· z ;
— ε est l’élément neutre du produit : x· ε “ ε·x “ x.

Le produit n’est pas commutatif.

Définition 41.10.
Soient Σ un alphabet et w P Σ˚, la puissance ned’un mot w, notée wn, est définie par :

wn “
#
ε si n “ 0
w·wn´1 si n ą 0

41.2 Langages

Définition 41.11.
Un langage sur un alphabet Σ est un sous-ensemble de Σ˚. C’est un ensemble de mots sur l’al-
phabet Σ.

Un langage étant défini comme un ensemble, on peut appliquer toutes les notions de la théorie
des ensembles aux langages.

Définition 41.12.
Le langage vide, noté ∅ est le langage qui ne contient aucun mot.

Définition 41.13.
Le langage unité est le langage qui contient uniquement le mot vide : tεu.
Définition 41.14.
Soient Σ un alphabet et L1, L2 Ď Σ˚ deux langages sur l’alphabet Σ, on définit le produit L de L1
et L2, noté L1.L2 par :

L “ L1.L2 “ tu1 ·u2, u1 P L1, u2 P L2u (41.5)

Le produit de langages est également appelé concaténation. Il ne faut pas confondre le produit
de langage avec le produit cartésien de deux ensembles. Le langage unité est l’élément neutre du
produit de langages.

Proposition 41.15 (Distributivité du produit de langage par rapport à l’union).
Le produit de langage est distributif par rapport à l’union. Soient Σ un alphabet et L1, L2, L3 Ď Σ˚,
alors :

L1.pL2 Y L3q “ pL1.L2q Y pL1.L3q et pL1 Y L2q.L3 “ pL1.L3q Y pL2.L3q (41.6)

Démonstration. Soit w P L1.pL2 Y L3q, montrons que w P pL1.L2q Y pL1.L3q. Dw1 P L1, w1 P
L2 Y L3, w “ w1 ·w1. Donc w1 P L2 ou w1 P L3. Si w1 P L2, alors w “ w1 ·w1 P L1.L2. Si w1 P L3,
alors w “ w1 ·w1 P L1.L3. Donc, w P pL1.L2q Y pL1.L3q. Donc L1.pL2 Y L3q Ď pL1.L2q Y pL1.L3q.

1. Définition 6.23.
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Soit w P pL1.L2q Y pL1.L3q, montrons que w P L1.pL2 Y L3q. w P L1.L2 ou w P L1.L3. Si
w P L1.L2, i avec i P t2, 3u alors Dw1 P L1, wi P Li, w “ w1 ·wi. Donc w P L1.pL2 Y L3q. Donc,
pL1.L2q Y pL1.L3q Ď L1.pL2 Y L3q

Donc pL1.L2q Y pL1.L3q “ L1.pL2 Y L3q
L’autre partie de la proposition se montre de manière analogue.

Définition 41.16.
Soient Σ un alphabet et L Ď Σ˚, la puissance nedu langage L, notée Ln est définie par :

Ln “
#
tεu si n “ 0
L.Ln´1 si n ą 0

Définition 41.17 ([776]).
L’étoile de Kleene est un opérateur unaire noté ˚. L’itéré d’un langage L, noté L˚, est l’appli-
cation de l’étoile de Kleene à un langage L et est défini par :

L˚ “
ď

iě0
Li (41.7)

En particulier, on remarque que le mot vide fait toujours partie de l’itéré d’un langage, y
compris quand ce même langage ne contient pas le mot vide.

Définition 41.18.
L’itéré strict d’un langage L, noté L`, est défini par :

L` “
ď

ią0
Li (41.8)

Proposition 41.19 (Relations entre itéré et itéré strict).
Soit L un langage, alors on a :

L˚ “ L` Y tεu (41.9)

L` “ L.L` “ L`.L (41.10)
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Chapitre 42

Utilisation dans les autres sciences

Dans ce chapitre nous donnons des applications de divers théorèmes dans les autres sciences
que la mathématique.

42.1 Démystification du MRUA
SecMRUAsecondeGGdQoT

42.1.1 Preuve de la formule

Nous sommes maintenant en mesure de donner une démonstration complète de la formule du
MRUA :

xptq “ at2

2 ` v0t` x0. (42.1)EqMRUAINTEqMRUAINT

Au niveau de la physique, nous considérons un mobile qui se déplace avec une accélération
constante a. Nous notons par v0 sa vitesse initiale et par x0 sa position initiale.

Nous savons que, pour tout mouvement, si xptq est la position en fonction du temps, et si vptq
et aptq représentent la vitesse et l’accélération en fonction du temps, alors

vptq “ x1ptq et aptq “ v1ptq “ x2ptq. (42.2)

Afin de trouver xptq en connaissant aptq, il « suffit » donc de prendre deux fois la primitive. Essayons
ça dans le cas facile du MRUA où aptq “ a est constante.

La vitesse vptq doit être une primitive de la constante a. Il est facile de voir que vptq “ at est
une primitive de a. Par le corolaire 12.197(bis),

vptq “ at` C1 (42.3)EqvtatCEqvtatC

pour une certaine constante C1. Afin de fixer C1, il faut faire appel à la physique : d’après la
formule (42.3), la vitesse initiale est vp0q “ C1. Donc il faut identifier C1 à la vitesse initiale :
C1 “ v0. Nous avons donc déjà obtenu que

vptq “ at` v0. (42.4)

Afin de trouver xptq, il faut trouver une primitive de vptq. Il n’est pas très difficile de voir que
at2{2` v0t fonctionne, donc il existe une constante C2 telle que

xptq “ at2

2 ` v0t` C2. (42.5)

Encore une fois, regardons la condition initiale : la formule donne comme position initiale xp0q “ C2,
et donc nous devons identifier C2 avec la position initiale x0. En définitive, nous avons bien

xptq “ at2

2 ` v0t` x0. (42.6)

Cette formule est donc maintenant démontrée à partir de la seule définition de la vitesse comme
dérivée de la position et de l’accélération comme dérivée de la vitesse.
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Remarquons cependant que la preuve complète fut très longue. En effet, nous avons utilisé les
règles de dérivation de la proposition 12.169, pour la démonstration desquels, les résultats de la
proposition 12.6 ont étés utiles. Mais nous avons surtout utilisé le corolaire 12.197(bis) qui repose
sur le théorème de Rolle 12.187, qui lui-même demande le théorème de Borel-Lebesgue 10.19 dans
lequel la notion d’ensemble compact a été cruciale.

42.1.2 Interprétation graphique

La distance parcourue xptq en un temps t est la primitive de la vitesse. Nous savons, par ailleurs,
que la primitive est liée à la surface 1 sous la courbe. Pour reprendre les mêmes notations, nous
notons Svptq la surface contenue en dessous de la fonction v entre 0 et x. Nous ne serions donc pas
étonné que

Svptq “ at2

2 ` v0t` x0 (42.7)EqEncoreMRUASvtEqEncoreMRUASvt

soit la surface en dessous de la fonction vptq “ at ` v0. Nous voyons que la surface totale sous la
fonction vptq “ at` v0 est exactement

Svptq “ at2

2 ` v0t. (42.8)

Cela est un bon début, mais hélas nous ne retrouvons pas le terme « `x0 » de la formule (42.7).
Cela n’est pas tout à fait étonnant parce que nous savons que la surface sous une fonction était une
primitive de la fonction, mais nous n’avons pas dit laquelle. D’après le fameux corolaire 12.197(bis),
la primitive n’est définie qu’à une constante près. Ici, c’est la constante x0 qu’on a perdue en chemin.

Nous parlerons plus en détail du lien entre les surfaces et les primitives dans la section dédiée
à l’intégration.

42.2 Relativité en mécanique newtonienne

42.2.1 Relativité du mouvement

Prenons quelqu’un qui court le cent mètres en onze secondes. Par rapport à un spectateur
dans les gradins, il se sera déplacé de cent mètres. Mais si je cours à côté de lui de telle façon à
avoir parcouru 80 mètres le temps qu’il en fasse cent, alors par rapport à moi l’athlète ne se sera
déplacé que de 20 mètres. Par contre, par rapport à mon chronomètre, il aura également mis onze
secondes : ce n’est pas parce que je cours que mon chronomètre s’affole !

Entre moi et les spectateurs, on a donc une loi de transformation

x1 “ x´ vt t1 “ t. (42.9)EqTransGalEqTransGal

C’est-à-dire que la distance x1 qu’aura parcouru l’athlète par rapport à moi vaut la distance x
parcourue par le spectateur moins la distance que j’ai courue moi-même, c’est-à-dire moins vt.

42.2.2 Bob et Alice

Formalisons le concept de changement de repères. Pour cela, prenons deux amoureux, Bob et
Alice 2. Mettons que Bob reste assis sur un banc pendant qu’Alice court en ligne droite à une
vitesse v. Tout deux déclenchent leur chronomètre quand Alice passe devant Bob. À tout moment,
Bob et Alice ont leur repères de temps et d’espace. Par exemple si après un temps t, Alice voit
une peau de banane à 1 mètre devant elle, elle va dire « Il y a une peau de banane à un mètre. »,
tandis que Bob va dire « Il y a une peau de banane à p1` vtq mètres ».

Plus généralement, si il se passe quelque chose à la position x au temps t pour Bob, ce quelque
chose se passera au temps t1 “ t à l’endroit x1 “ x ´ vt pour Alice parce qu’en un temps t, elle
aura déjà avancé d’une distance vt.

Ça c’est ce dont tout le monde était persuadé depuis Galilée jusqu’au début du vingtième siècle.
1. L’intégrale d’une fonction entre deux valeurs de t donne l’aire sous la courbe.
2. C’est plus poétique que dire « soient A et B deux observateurs ».
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42.3 Invariance de la vitesse de la lumière

42.3.1 Champ de gravitation et électrique

Nous savons que la force de gravitation s’écrit :

Fgrav “ G
mm1

r2 ,

tandis que la force électrique entre deux charges q et q1 est donnée par

Felec “ k
qq1

r2 . (42.10)EqRappelFelecEqRappelFelec

Nous avons aussi fait remarquer que dans le cas de la gravitation, la force a l’air d’être instantanée,
et que cela posait quelques problèmes conceptuels. La force électrique a apparemment le même
problème. Une différence entre les deux est qu’une charge électrique c’est tout petit et qu’on
peut expérimenter à souhait, tandis que pour avoir une masse dont on peut mesurer le champ de
gravitation correctement, il faut quelque chose grand comme la Terre 3.

42.3.1.1 Finitude de la vitesse de propagation de la force électrique

Si un micro est placé juste à côté de ton oreille, et qu’il commence à faire biiiiip, tu l’entends
directement. Quand il s’arrête, tu ne l’entends plus. Si le micro est placé à 600 m de toi, tu ne
commenceras à l’entendre que deux secondes après le commencement du son, et tu continueras à
l’entendre deux secondes après qu’il a fini.

Eh bien, pour la force électrique, on a pu mesurer que c’est la même chose (sauf que ça va
beaucoup plus vite). Si on place une charge quelque part, on ne ressent la force (42.10) qu’après
qu’elle a eut le temps d’arriver. Si on déplace la charge électrique, on continue à ressentir la même
force pendant un certain temps : il faut que la modification du champ électrique ait le temps
d’arriver. Exactement comme quand on fait des remous quelque part dans un étang : il faut du
temps que les remous arrivent plus loin.

On a pu faire des dizaines d’expériences de ce type avec l’électricité, le magnétisme et la
lumière ; et les résultats sont clairs : il faut du temps pour que ça se déplace. Tout cela provoque
des ondes électromagnétiques qui se déplacent à une vitesse finie. On peut produire de telles ondes
avec n’importe quel courant électrique alternatif.

42.3.1.2 Pourquoi pas la gravitation ?

La gravitation telle que donnée par Newton pose le même problème de vitesse de propagation
que l’électricité. Est-ce qu’en réalité la gravitation se propage également à une vitesse finie ?

Avec la gravitation c’est beaucoup plus compliqué parce qu’elle est beaucoup plus faible, et donc
c’est beaucoup plus difficile à détecter. D’après la théorie d’Einstein de la gravitation, la gravitation
devrait également produire des ondes gravitationnelles. Seulement, si un simple courant électrique
suffit pour mesurer une onde électromagnétique, afin de mesurer une onde gravitationnelle, il
faudrait un déplacement de masse de l’ampleur d’une étoile qui explose. Or ça, on ne sait pas
produire dans un laboratoire.

Des ondes gravitationnelles ont été observées pour la première fois en 2016[777].

42.3.2 Support du champ : pas d’éther

Nous avons dit qu’une onde électromagnétique se propage comme une onde sonore (quoique
beaucoup plus vite). Une question se pose alors. En effet, une onde sonore est matérialisée par de
l’air qui vibre. Qu’est-ce qui vibre pour une onde électromagnétique ?

3. Une autre différence fondamentale est qu’il existe des charges électriques négatives, mais pas de masses néga-
tives ; de ce fait on ne peut pas construire d’isolant gravitationnel, contrairement aux isolants électriques qui existent.
Cela augmente encore la difficulté de faire des expériences avec la gravitation.
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Étant donné que les ondes électromagnétiques se propagent dans le vide (c’est pour ça que la
radio fonctionne dans l’espace), la question est problématique. Les physiciens ont donc supposé
que tout l’univers était rempli d’un fluide invisible appelé l’éther. L’électromagnétisme consiste
en une vibration de l’éther, exactement comme l’acoustique consiste en une vibration de l’air.

En fait, vérifier cette hypothèse n’est pas très compliqué. En effet il n’y a aucune raison que
l’éther suive la Terre dans son mouvement. Or la Terre se déplace à environ 30 km{s autour du
Soleil. Donc les ondes électromagnétiques doivent se propager plus vite dans le sens du mouvement
de la Terre que dans le sens perpendiculaire. Tout comme le son se propage plus vite dans le sens
du vent.

La célèbre expérience d’interférométrie de Michelson-Morley[778] a mesuré cet effet . . .et ce fut
la consternation : il n’y a aucun effet ! Or, la lumière se déplace à 300.000 km{s 4 ; une variation de
30 km{s devrait être détectable !

Mais rien ! On a recommencé les expériences dans tous les sens, à tous les mois de l’année, à
tous les endroits de la Terre. On n’a pas observé un poil de variation de la vitesse de la lumière.
Et ça, ça pose un gros problème à la physique.

42.3.3 Le problème

Si je joue au football dans un train qui avance à 100 km{h et que je lance une balle à 20 km{h,
quelqu’un au sol mesura la vitesse de la balle soit à 120 km{h soit à 80 km{h d’après que l’on ait
shooté vers l’avant ou l’arrière du train. Cela paraît logique. Mais ce qu’on vient de voir c’est que
ça ne marche pas avec la lumière.

Si un train avance à 100.000 km{s et qu’on y allume une lampe de poche, la lumière avancera
à 300.000 km{s par rapport au train et 400.000 km{s par rapport au sol. Non ! Justement pas ! La
lumière avancera quand même à 300.000 km{s par rapport au sol.

Là encore, on a fait des dizaines d’expériences partout, sur Terre, dans des avions, dans l’espace
avec des atomes, des lampes de poche et des horloges atomiques, et dans tous les sens, le sens de
déplacement de la Terre, le sens inverse, le sens perpendiculaire, vers le haut, vers le bas : rien !
Personne n’a jamais observé un rayon de lumière se déplacer à une autre vitesse que 300.000 km{s.

Le problème est que le principe d’addition des vitesses est faux pour la lumière. Puisque l’ex-
périence nous force, nous devons faire avec.

LoiVitLum

Loi numéro 1.
La réalité est que la vitesse de la lumière est la même dans tous les référentiels. On note c cette
vitesse. C’est une constante fondamentale de la Nature.

Étant donné que c’est une loi expérimentale, nous n’y pouvons rien. C’est la nature qui est
comme ça. En particulier tu ne peux pas en vouloir à ton prof de physique d’avoir inventé une
théorie compliquée. Ce n’est pas lui qui l’a inventée et ce n’est pas de sa faute.

42.4 Conséquences

C’est maintenant que les choses vraiment graves commencent (cela soit dit sans vouloir te
faire peur). Afin d’un peu simplifier les choses, nous n’allons étudier que les mouvements en une
dimension, c’est-à-dire sur une droite.

42.4.1 Ligne d’univers

Un événement a une coordonnée pt, xq. Si je pose un objet juste à mes pieds (disons en x “ 0),
ses coordonnées seront à tout moment pt, 0q. Il est bon de voir cette coordonnée comme l’équation
paramétrique d’une droite horizontale dans le plan des coordonnées t et x. Plus généralement
quand un mobile effectue un mouvement xptq, on appelle la ligne d’univers du mobile la ligne
(pas forcément droite) pt, xptqq. Dans le premier exemple, on avait xptq “ 0 pour tout t.

4. 299.792.458 m{s très exactement
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Le cas d’un mobile se déplaçant à vitesse constante v donne comme ligne d’univers la droite 5

pt, x0 ` vtq, et un objet qui se déplace selon un MRUA a comme ligne d’univers
`
t, x0 ` v0t` at2

2
˘
.

42.4.2 Transformations de Lorentz

Reprenons les amours scientifiques de Bob et Alice, mais cette-fois, analysons celles-ci en tenant
compte du fait que la vitesse de la lumière soit invariante. Maintenant, si Bob voit se passer quelque
chose au temps t à l’endroit x, on va dire qu’Alice voit cette chose au temps t1 à la position x1, et
on va chercher pt1, x1q en fonction de pt, xq.

Posé en termes mathématiques, le problème s’énonce ainsi : trouver les fonctions f et g telles
que les formules SubEqLorGen

t1 “ fpt, xq (42.11a)
x1 “ gpt, xq (42.11b)

donnent les coordonnées vues par Alice pour un événement vu par Bob à l’instant t au point x.
Une première étape importante est franchie par la proposition suivante 6.

Proposition 42.1.
Les fonctions f et g contenues dans les transformations (42.11) sont nécessairement linéaires
(affines), c’est-à-dire qu’elles doivent s’écrire sous la forme

t1 “ αt` βx` p
x1 “ γt` δx` q

pour certaines fonctions α, β, γ, δ, p et q de la vitesse d’Alice relativement à Bob.

Démonstration. Pendant qu’Alice court et que Bob la regarde, Ève tente de lancer une pierre sur
Alice (Ève est jalouse). Bob et Alice regardent deux événements. Le premier est la pierre qui quitte
la main de Ève, et le second est la pierre qui percute le sol. Pour Bob, le jet s’est passée au temps
t0 au point x0, et la pierre touche le sol un petit peu plus tard, au temps t0 `∆t et un peu plus
loin, au point x0 `∆x. Bob écrit donc ceci sur sa feuille de papier :

E1 “ pt0, x0q
E2 “ pt0 `∆t, x0 `∆xq,

tandis qu’Alice, en observant les mêmes deux événements, aura noté

E1
1 “

`
fpt0, x0q, gpt0, x0q

˘

E1
2 “

`
fpt0 `∆t, x0 `∆xq, gpt0 `∆t, x0 `∆xq˘.

Bob et Alice se demandent combien de temps la pierre est restée en l’air et quelle distance elle a
parcourue. Par le principe général d’homogénéité, les deux seules quantités pertinentes (qui ont
un sens physique) pour Bob sont pt0 `∆tq ´ t0 et px0 `∆xq ´ x0, c’est-à-dire ∆t et ∆x. En effet,
si Bob avait choisi de s’asseoir autre part et si Alice avait commencé à courir un peu plus tard, ça
n’aurait rien changé à la longueur du jet de Ève.

D’une façon ou d’une autre, il doit exister une façon de déduire les mesures de Alice en connais-
sant celles de Bob ; je ne connais pas avec quelles formules, mais ces formules ne peuvent contenir
que ∆t, ∆x et v parce que ce sont les seules quantités qui définissent tous les événements.

Cela dit, Alice va caractériser le mouvement de la pierre avec la différence des coordonnées
entre le jet et la chute sur le sol mesurées par elle-même. En d’autres termes, pour Alice ce qui
compte c’est la différence entre E1

1 et E1
2, soit

`
fpt0 `∆t, x0 `∆xq, gpt0 `∆t, x0 `∆xq˘´ `

fpt0, x0q, gpt0, x0q
˘
. (42.12)EqAlfxdelmoinsEqAlfxdelmoins

5. bon exercice de révision de ton cours de math de vérifier que c’est une droite.
6. dont je te suggère fortement de ne pas lire la preuve si tu ne veux pas que ton cerveau éclate.
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Mais nous venons de signaler que ce qu’Alice mesurait devait pouvoir être exprimé en termes de
∆t et ∆x. Nous concluons que la différence (42.12) ne dépend en fait pas de x et t mais seulement
de ∆x et ∆t.

Prenons maintenant une notation plus compacte et notons X “ pt, xq, ∆X “ p∆t,∆xq puis
F “ pf, gq. Avec ça, l’expression (42.12) se note F pX ` ∆Xq ´ F pXq. Comme mentionné, cette
expression ne dépend que de ∆x. En particulier, elle ne dépend pas de X.

Maintenant tu vas comprendre pourquoi on apprend les dérivées dans ton cours de math.
Comme F pX`∆Xq´F pXq ne dépend pas de X, le rapport

`
F pX`∆Xq´F pXq˘{∆X non plus.

La limite de ce rapport quand ∆X tend vers zéro non plus :

lim
∆XÑ0

F pX `∆Xq ´ F pXq
∆X (42.13)

ne dépend pas de X. Tu reconnais là la dérivée de F au point X. En d’autres termes, F 1pXq est
constante, elle ne dépend pas de X. Disons donc que F 1pXq “ a. Tu connais beaucoup de fonctions
dont la dérivée est constante ? Non ? En effet, il n’y en a pas beaucoup. Les fonctions qui vérifient
F 1pXq “ a sont toutes de la forme

F pXq “ aX ` b.

À ce niveau, il convient de re-déballer les notations compactes : si a “
ˆ
α β
γ δ

˙
et b “ pp, qq on

trouve EqLoUn

fpt, xq “ αt` βx` p (42.14a)
gpt, xq “ γt` δx` q, (42.14b)

comme annoncé.

Nous savons que lorsque pt, xq “ p0, 0q, alors pt1, x1q “ p0, 0q. En effet, Bob et Alice ont lancé
leurs chronos en même temps au moment où ils étaient au même endroit. En mettant pt, xq “ p0, 0q
dans les équations (42.14), on trouve pt1, x1q “ pp, qq, et donc p “ q “ 0. Ça fait une chose de réglée ;
on se retrouve avec EqLoDeux

"
t1 “ αt` βx (42.15a)
x1 “ γt` δx. (42.15b)

Quelles sont les contraintes à vérifier pour que ces transformations décrivent correctement la phy-
sique que l’on cherche à écrire ?

(1) Il faut que les transformations décrivent correctement que Alice avance à une vitesse v par
rapport à Bob,

(2) dans le même ordre d’idée, il faut que l’on trouve que Bob avance à la vitesse ´v par rapport
à Alice,

(3) il faut que si Alice et Bob observent un rayon lumineux, ce rayon aille à la vitesse c par
rapport à Alice et à la même vitesse c par rapport à Bob,

(4) enfin, il faut avoir le principe de relativité, c’est-à-dire que comme les équations (42.15) disent
ce que Alice voit en fonction de ce que Bob voit, on demande que les équations qui disent ce
que Bob voit en fonction de ce que Alice voit soient les mêmes. En d’autres termes, il faut
que les transformations et les transformations inverses soient les mêmes au changement près
du signe de v.

Étudions une à une ce que chacune de ses contraintes impose. Rappelons que pt, xq et pt1, x1q
sont les coordonnées que Bob et Alice mettent sur le même événement. Par exemple sur l’événement
qui consiste à ce que Ève, par jalousie envers Bob, jette une peau de banane sous les pieds d’Alice.
Cet événement a lieu à un certain moment, à un certain endroit. C’est ce moment et cet endroit
qui sont notés pt, xq et pt1, x1q.
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(1) Les coordonnées pt, xq et pt1, x1q peuvent décrire n’importe quoi. Regardons les coordonnées
de Alice qui cours. Pour Alice, cela correspond à pt1, x1q “ pt1, 0q parce que si x1 désigne
la position de Alice par rapport à Alice, alors x1 est toujours nul. Pour Bob par contre,
Alice ne reste pas en place, mais se déplace à une vitesse v. C’est-à-dire que si pt, xq sont
les coordonnées de Alice pour Bob, alors x{t “ v. Écrivons les équations (42.15) en tenant
compte de tout ça : avec x1 “ 0, la seconde équation donne

0 “ γt` δx, (42.16)

d’où on déduit que x{t “ ´γ{δ. En imposant que cela soit v, on trouve γ “ ´vδ, et on
ré-écrit les transformations en tenant compte de ça :

"
t1 “ αt` βx (42.17a)
x1 “ ´vδt` δx. (42.17b)

Nous voilà débarrassé d’un paramètre.
(2) Maintenant, on regarde ce qu’il se passe quand pt, xq et pt1, x1q décrivent les positions de Bob.

On a pt, xq “ pt, 0q parce que selon Bob, Bob est au repos. Les équations deviennent :

t1 “ αt x1 “ ´vδt. (42.18)

La vitesse de Bob par rapport à Alice est ´v, donc on exige que x1{t1 “ ´v, c’est-à-dire que

´vδt
αt

“ ´v,

ce qui implique que δ “ α. On avance encore un peu. Écrivons à nouveau les lois de trans-
formation en en tenant compte :

"
t1 “ αt` βx (42.19a)
x1 “ ´vαt` αx. (42.19b)

(3) Si maintenant Bob et Alice regardent un même rayon de lumière (comme c’est romanesque !),
alors pt, xq et pt1, x1q expriment les coordonnées d’un rayon lumineux. Le fait que Bob regarde
un rayon lumineux fait que x “ ct, et donc que les coordonnées du rayon lumineux, observé
par Alice sont :

t1 “ αt` βct x1 “ ´αvt` αct. (42.20)

L’invariance de la vitesse de la lumière exige que Alice mesure une vitesse c pour le rayon de
lumière, c’est-à-dire x1 “ ct1. On exige donc que

´αvt` αct “ cαt` βc2t,

ce qui implique que
β “ ´αv

c2 .

Une fois de plus, l’avant-dernière, on ré-écrit les lois de transformations en tenant compte de
ce fait ; mais cette fois, on fait l’effort d’écrire aussi les transformations inverses :

t1 “ αt´ αv

c2 x t “ 1
∆
`
αt1 ` αv

c2 x
1˘ (42.21)EqLorAvdEqLorAvd

x1 “ ´αvt` αx x “ 1
∆pαvt

1 ` αx1q (42.22)

où ∆ “ α2 ´ α2v2

c2 que tu noteras au passage être toujours positif, et nul uniquement quand
v “ c.
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(4) Maintenant il reste à imposer le principe de relativité. Les transformations (42.21) montrent
comment Alice voit le monde (c’est-à-dire pt1, x1qq en fonction de la façon dont Bob voit le
monde (c’est-à-dire pt, xq). On se demande donc quelle seraient, pour Bob, les coordonnées
pt, xq d’un point vu en pt1, x1q par Alice. Cela signifie que l’on impose que les deux systèmes
(42.21) soient en réalité les mêmes, à un changement de signe près.
Attention : il est à priori faux de dire qu’en changeant le signe de v dans αv{c2, j’obtiens
´αv{c2 parce que α est une fonction de v. En réalité, il faut noter αpvqv{c2 et donc le
changement de signe de v donne ´αp´vqv{c2. Ceci étant clair, on peut un petit peu calculer.
Commençons par égaliser le coefficient de x dans t1 à celui de x1 dans t, en changeant le signe
de v :

αp´vqv
c2 “ αpvqv

c2 ,

et donc αpvq “ αp´vq. Ça c’est une bonne nouvelle. Égalisons maintenant le coefficient de t
dans t1 à celui de t1 dans t en changeant le signe de v :

αp´vq “ αpvq
∆pvq “

αpvq
αpvq2`1´ v2

c2

˘ .

Comme αp´vq “ αpvq, on en déduit que

αpvq “ 1b
1´ v2

c2

. (42.23)EqalphaLoEqalphaLo

Maintenant qu’on a tout, on peut écrire les transformations de Lorentz. On met donc l’expres-
sion (42.23) dans les lois de transformations (42.21) :

t1 “ 1b
1´ v2

c2

´
t´ v

c2x
¯

t “ 1b
1´ v2

c2

´
t1 ` v

c2x
1
¯

x1 “ 1b
1´ v2

c2

px´ vtq x “ 1b
1´ v2

c2

pvt1 ` x1q.
(42.24)EqTrLorentzEqTrLorentz

Tu remarqueras que ∆ “ 1 ; si tu ne sais pas ce qu’est le déterminant d’une application linéaire,
ça n’a pas d’importance. Mais si tu sais ce qu’est le déterminant d’une application linéaire, alors
ce ∆ “ 1 est crucial !

Afin d’avoir des équations un peu plus courtes, à partir de maintenant nous allons noter

γpvq “
c

1´ v2

c2 .

42.4.3 Conditions d’existence

Comme tu vois une racine carrée et un dénominateur dans ces formules, tu dois te demander
quelles sont les conditions d’existence. Étant donné que v ă c, on a v2{c2 ď 1 et en particulier,
v2{c2 “ 1 si et seulement si v “ c.

Ce qui se trouve dans la racine carrée ne pose donc jamais de problèmes parce que ce n’est
jamais négatif.

Le dénominateur est par contre plus problématique : quand v “ c il n’y a plus rien qui fonc-
tionne. Quelle est la physique de ce problème ? Pour le comprendre, il faut se souvenir ce que
représente v. Nous avons dit que v est la vitesse à laquelle Alice court. Ce que la condition d’exis-
tence nous enseigne, c’est que personne ne peut courir à la vitesse de la lumière. C’est une vitesse
que l’on ne peut pas atteindre.

Dit en termes plus savants, on ne peut pas choisir un repère qui se déplace à la vitesse de la
lumière.

La question qui se pose alors est « ah bon, on ne peut pas atteindre la vitesse de la lumière !
Et la lumière, comment elle fait ? ». Bonne question, merci de l’avoir posée. Hélas la réponse sort
du cadre de ce cours.
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loivitlumlimite

Loi numéro 2.
Aucun objet ne peut atteindre la vitesse de la lumière.

Loi numéro 3.
Tu ne dois pas te demander pourquoi la lumière elle-même se déplace à la vitesse de la lumière
malgré la loi numéro 2.

42.4.4 La notion d’intervalle

Un événement est quelque chose qui se passe à un endroit à un certain moment. C’est donc
caractérisé par le moment et le lieu. Comme on travaille à une dimension, c’est un couple de réels
pt, xq.

Regardons un rayon de lumière. Un événement est le fait d’allumer une lampe de poche, et
un autre est le fait que la lumière arrive sur l’objet qu’on éclaire. Appelons-les pt1, x1q et pt2, x2q.
Comme d’habitude, on note ∆t “ t2 ´ t1 et ∆x “ x2 ´ x1. Comme le rayon de lumière va à la
vitesse c, on a c “ ∆x{∆t, ou encore

c2∆t2 ´∆x2 “ 0.

Pour cette raison, on va dire que l’intervalle entre deux événements pt1, x1q et pt2, x2q vaut en
général

s2 “ c2pt2 ´ t1q2 ´ px2 ´ x1q2. (42.25)

Par invariance de la vitesse de la lumière, si un intervalle est nul pour un observateur, il sera nul
pour tous les observateurs.

42.4.4.1 En mécanique newtonienne

Afin de voir un peu mieux l’enjeu de l’invariance de l’intervalle, regardons un exemple chiffré.
Si par exemple je me déplace de 10 m en 5 s, mon intervalle mesuré par une personne extérieure
est

c2∆t2 ´∆x2 “ p300.000.000q2 · p5q2 ´ p10q2 “ 2, 25 · 1018 m.

Si je fais le calcul pour moi, j’ai que ∆x1 “ 0 parce que je ne me déplace pas, et ∆t1 “ 5 parce que
je me suis déplacé en 5 secondes. Le truc est que à côté de p300.000.000q2, l’intervalle spatial ∆x
ne pèse pas grand chose. Ça ne change presque rien qu’il soit de 5 mètres ou de zéro. Ça ne change
pas grand chose, mais ça change quand même ! Entre moi qui calcule ou une personne extérieure,
l’intervalle change de 100 sur un nombre de la grandeur de 200.000.000.000.000.000.0000 !

Reprenons plus clairement le raisonnement. D’après la mécanique classique, l’intervalle mesuré
par deux personnes est différent, mais très peu différent. Inutile de dire que du temps de Newton,
on n’avait pas les moyens techniques de mesurer si cet intervalle est effectivement différent ou bien
si il est en réalité égal. C’est un peu comme si on te mettait un spot dans les yeux et qu’on te
demandait si c’est un spot de 1000 W ou de 1001 W. Bonne chance pour le dire !

42.4.4.2 En mécanique relativiste

Maintenant qu’on a des moyens techniques nettement plus poussés que Newton, on a pu mesurer
que l’intervalle est égal. L’intervalle est un invariant. Cela n’est pas un nouveau principe physique
parce qu’il découle des transformations de Lorentz.

42.4.5 Le cône de lumière d’un point

Il est intéressant de dessiner dans le plan pt, xq l’ensemble des points atteints par le rayon
lumineux. Le point pt, xq est atteint si c2t2´x2 “ 0, ou encore si x “ ˘ct. Cela forme deux droites
dans le plan tracé par les coordonnées t et x. Ces deux droites forment ce qu’on appelle le cône
de lumière du point p0, 0q.
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42.4.6 Contraction des longueurs

Bob prend un morceau de bois qu’il mesure de longueur l et le dépose devant lui. À l’instant t
(de Bob), les deux extrémités sont aux coordonnées e1 “ pt, 0q et e2 “ pt, lq.

Afin de savoir quelle est la longueur de ce même morceau de bois pour Alice, il faut qu’elle
mesure les deux extrémités en même temps (pour elle), et qu’elle fasse la différence. Comme Bob
et Alice déclenchent leurs chronomètres en même temps, le plus simple est de faire la mesure à cet
instant.

Pour Bob, c’est clair : les coordonnées des deux extrémités sont e1 “ p0, 0q et e2 “ p0, lq.
La longueur du bois est l. Pour savoir quelle est la longueur mesurée par Alice, on utilise les
transformations de Lorentz qui donnent les coordonnées e1

1 et e1
2 relatives à Alice. On trouve

e1
1 “ p0, 0q et

e1
2 “

ˆ´vl{c2

γpvq ,
l

γpvq
˙
. (42.26)EqepdeuxfautEqepdeuxfaut

En d’autres termes, on a x1 “ 0 et x2 “ l{γpvq, ce qui fait que la longueur observée par Alice est
l1 “ x2 ´ x1 “ l{γpvq.

Eh bien ce résultat est faux. Si tu vois pourquoi sans lire la suite, tu es très fort.
Pour mesurer la longueur d’un objet, il faut mesurer la position des deux bouts en même temps

puis faire la différence entre les deux. Effectivement, e1 et e2 sont en même temps pour Bob, et
donc Bob peut mesurer la longueur de son bout de bois en faisant la différence x2´x1. Mais comme
le montre les coordonnées (42.26), les événements e1

1 et e1
2 ne se passent pas en même temps pour

Alice ! Eh oui : t11 “ 0 et t12 “ ´vl{c2γpvq ; c’est pas la même chose.
Il faut donc trouver un événement qui pour Alice correspond à l’extrémité du bout de bois

au temps t1 “ 0. Comme l’événement général qui correspond au bout du bois pour Bob est pt, lq,
l’événement général est pour Alice

t1 “ t´ v
c2 l

γpvq x1 “ l ´ vt
γpvq . (42.27)

Afin d’avoir t1 “ 0, il faut t “ vl{c2. En mettant cette valeur de t dans x1, on trouve

x1 “ l ´ v ` vl
c2

˘qb
1´ v2

c2

“
l
´

1´ v2

c2

¯
q

b
1´ v2

c2

“ lγpvq.

Et là, c’est la bonne formule. Si un objet a une longueur l dans le référentiel où il est au repos, il
aura une longueur

l1 “ l

c
1´ v2

c2 (42.28)

dans un référentiel qui se déplace à la vitesse v par rapport à l’objet.

42.4.7 Dilatation des intervalles de temps

Encore un petit effort et nous passons à une application concrète que tu connais des bizarreries
de la relativité. Mais en attendant, regarde bien ta montre, tu ne va pas en croire tes yeux !

Reprenons Bob et Alice. On se rappelle que Bob et Alice avaient déclenché leurs chronomètres
en même temps quand Alice était passée devant Bob. Un peu plus tard, Alice regarde sa montre
qui indique un temps t. Et elle se demande si Bob a aussi à ce moment une montre qui indique un
temps t.

Ce serait dingue que non hein ! ? ! En effet, si je synchronise ma montre avec quelqu’un et que
je pars faire un tour, ma montre ne sera pas tout d’un coup désynchronisée. Oui, mais Alice, elle
cours presque à la vitesse de la lumière . . .et à ces vitesses-là, on a déjà vu des choses incroyables.
Calculons donc pour en avoir le cœur net.

Le fait qu’Alice regarde sa montre est un événement qui se passe pour Alice aux coordonnées
pt1, 0q (le zéro c’est parce que par rapport à elle-même, Alice est toujours au repos). À quelles
coordonnées pt, xq pour Bob correspond cet événement ?
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L’équation de t en fonction de t1 et x1 dans les transformations de Lorentz (42.24) prise avec
x1 “ 0 donnent

t “ t1

γpvq .
Et si, juste pour le plaisir, on faisait l’inverse ? Bob regarde sa montre, il voir un temps t et sa
coordonnée spatiale est x “ 0. À quel temps d’Alice cela correspond ? Mettons x “ 0 dans la
transformation de Lorentz de t1 en fonction de t et x. Ce qu’on obtient c’est

t1 “ t

γpvq .

N’est-ce pas génial ? C’est la même ! Évidemment, ça ne pouvait pas être autre chose : le principe
de relativité demande qu’on ne puisse pas faire la différence entre Alice qui cours vers la droite
avec Bob assis et Alice assise avec Bob qui cours vers la gauche. C’est exactement pour ça que dans
une gare, quand le train d’à côté démarre, il t’arrive de croire que c’est ton train qui démarre : tu
ne peux pas faire la différence, c’est un principe physique.

42.4.8 Invariance de l’intervalle

Dans deux secondes, je vais te montrer comment une utilisation intelligente des exponentielles
permet de trouver un résultat très fort en relativité. Quoi ? Les exponentielles, les mêmes qu’au
cours de math ? Eh oui : la même exponentielle que celle qu’on t’a introduit avec des populations
de bactéries qui se multiplient, cette même exponentielle qui la la miraculeuse propriété d’être
égale à sa propre dérivée.

Mais n’anticipons pas.
Nous avons déjà signalé que si la quantité ∆s2 “ c2∆t2´∆x2 était nulle pour un observateur,

alors elle était nulle pour tous les observateurs. Supposons deux événements A et B observés par
Alice et Bob. Bob les note aux coordonnées pta, xaq, et ptb, xbq tandis qu’Alice les note en pt1a, x1

aq
et pt1b, x1

bq.
L’intervalle entre les deux événements mesuré par Bob sera

s2 “ c2ptb ´ taq2 ´ pxb ´ xaq2,
tandis que ce même intervalle mesuré par Alice sera

s12 “ c2pt1b ´ t1aq2 ´ px1
b ´ x1

aq2.
On peut bien entendu remplacer dans la première équation les ta, tb, xa et xb par leurs valeurs en
termes de t1a, t1b, x1

a et x1
b données par les transformations de Lorentz. Tu paries que les trois quart

des termes dans le calcul se simplifient et qu’il restera exactement s12 ? Je te dis que oui, et je te
conseille de me croire sur parole, sinon tu vas devoir lire le calcul suivant :

s2 “ c2ptb ´ taq2 ´ pxb ´ xaq2 “ c2
ˆ

1
γpvqpt

1
b `

v

c2x
1
bq ´

1
γpvqpt

1
a `

v

c2x
1
aq
˙2

´
ˆ

1
γpvqpvt

1
b ` x1

bq ´
1

γpvqpvt
1
a ` x1

aq
˙2

.

Jusqu’ici, on n’a fait que remplacer les choses par leurs valeurs données par les transformations
de Lorentz. Maintenant on regroupe à l’intérieur de chaque parenthèse les termes de façon à faire
apparaitre ∆x1 et ∆t1 :

s2 “ c2

γpvq2
´
pt1b ´ t1aq `

v

c2 px1
b ´ x1

aq
¯2

´ 1
γpvq2

`px1
b ´ x1

aq ` vpt1b ´ t1aq
˘2

“ c2

γpvq2
ˆ
p∆t1q2 ` 2 v

c2 ∆t1∆x1 ` v2

c4 p∆x1q2
˙

´ 1
γpvq2

´
p∆x1q2 ` 2v∆x1∆t1 ` v2p∆t1q2

¯
.
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Là, on a utilisé le produit remarquable pa`bq2 “ a2`2ab`b2, et on a systématiquement renommé
tous les intervalles avec la notation ∆ pour être plus compact. Maintenant, on va regrouper tous
les termes contentant p∆t1q2 ensemble, tous ceux qui contiennent ∆t1∆x1 ensemble et ceux qui
contiennent p∆x1q2 ensemble. Autre manière de le dire, on met les ∆ en évidence comme on peut.
On trouve ceci :

p∆t1q2
ˆ

c2

γpvq2 ´
v2

γpvq2
˙
`∆t1∆x1

ˆ
2vc2

γpvq2c2 ´
2v
γpvq2

˙

` p∆x1q2
ˆ

c2v2

c4γpvq2 ´
1

γpvq2
˙
.

À partir de là, je te laisse vérifier (en utilisant le fait que γpvq2 “ 1´ v2{c2) que les coefficients se
simplifient beaucoup et valent finalement respectivement c2, 0 et ´1 comme il se doit. Avec tout
ça, nous avons montré le résultat très important suivant :

L’intervalle entre deux événements est invariant sous les changements de repères d’iner-
tie, c’est-à-dire que la valeur mesurée par n’importe qui qui se déplace en MRU sera
toujours la même.

Pourquoi cela est tellement important ? À cause de Pythagore et d’une petite démonstration à
coups d’exponentielles 7.

42.4.8.1 Rappel de trigonométrie hyperbolique
SUBSUBSECooZVHLooYwuhAj

Les fonctions de trigonométrie hyperboliques sont :

coshpxq “ ex ` e´x

2 sinh “ ex ´ e´x

2 . (42.29)

Elles ont pas mal de propriétés en commun avec les sinus cosinus et normaux. D’abord, leurs
dérivées sont faciles à calculer :

cosh1pxq “ sinhpxq
sinh1pxq “ coshpxq

où tu noteras qu’il n’y a pas de signe moins qui apparaît, contrairement au cas de la trigonométrie
normale. Une autre propriété qui ressemble fort à une propriété de la trigonométrie est :

Proposition 42.2.
Pour tout x P R,

cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1 (42.30)
avec un signe moins comme différence avec la trigonométrie.

Démonstration. La preuve revient simplement à calculer en utilisant le produit remarquable de
pa` bq2. D’abord, on a :

cosh2pxq “ 1
4
`
ex ` e´x˘2 “ 1

4
`
e2x ` 2exe´x ` e´2x˘ “ 1

4pe
2x ` 2` e´2xq

où l’on a utilisé le fait que pexq2 “ e2x et que exe´x “ 1. Il te reste à faire la même chose pour
sinh2pxq, la réponse est :

sinh2pxq “ 1
4
`
e2x ´ 2` e´2x˘.

En faisant la différence entre les deux, il reste 1.

Une propriété qui est par contre très différente entre la trigonométrie plane et la trigonométrie
hyperbolique, c’est la périodicité. Les fonctions usuelles cos et sin sont périodiques. Pas les fonctions
hyperboliques.

7. oui oui tout ton cours de math va finir par y passer.
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Proposition 42.3.
La fonction sinh : RÑ R est bijective.

Démonstration. Il faut démontrer que sinus hyperbolique est injective et surjective. Calculons
d’abord les limites. Comme tu sais que limxÑ8 ex “ 8 et limxÑ´8 ex “ 0, tu vois facilement que

lim
xÑ´8 sinhpxq “ ´8 lim

xÑ8 sinhpxq “ 8. (42.31)

Par ailleurs, la fonction sinus hyperbolique est continue et respecte donc le théorème de la valeur
intermédiaire 8. Soit y P R. Voyons si il existe un x P R tel que sinhpxq “ y. Les deux limites
indiquent qu’il existe x1 P R tel que sinhpx1q ă y et x2 P R tel que sinhpx2q ą y. Le théorème de
la valeur intermédiaire conclut qu’il existe un x entre x1 et x2 tel que sinhpxq “ y. Cela prouve la
surjectivité.

Pour l’injectivité, on va utiliser le théorème de Rolle 12.187 et une petite preuve par l’absurde.
Supposons que sinhpx1q “ sinhpx2q avec x1 ‰ x2. Dans ce cas, le théorème de Rolle nous dit qu’il
existe un x entre x1 et x2 tel que sinh1pxq “ 0. La dérivée de sinus hyperbolique étant cosinus
hyperbolique, il faut se demander il existe un x tel que coshpxq “ 0. Étant donné que ex ą 0 pour
tout x, en fait le cosinus hyperbolique ne s’annule jamais.

´2 ´1 1 2

´7
´6
´5
´4
´3
´2
´1

1
2
3
4
5
6
7

Figure 42.1: En rouge, la fonction x ÞÑ sinhpxq et en bleu, la fonction x ÞÑ coshpxq.LabelFigSYNKooZBuEWsWw

Un très bon exercice serait de faire un étude complète des fonctions cosinus et sinus hyperbo-
lique. Leur graphes sont donnés à la figure 42.1

Un corolaire de la surjectivité de sinh sur R est que si je prends n’importe quel deux nombres
dont la différence des carrés vaut 1, alors ces carrés sont représentables avec des fonctions hyper-
boliques :

@x, y P R tels que x2 ´ y2 “ 1, Dξ P R tel que x2 “ coshpξq et y2 “ sinhpξq.
La tangente hyperbolique est définie par

tanhpxq “ sinhpxq
coshpxq . (42.32)

Un bon exercice est de prouver les deux relations suivantes :

sinhpxq “ tanhpxqb
1´ tanh2pxq

coshpxq “ 1b
1´ tanh2pxq

. (42.33)EqRelSinhthcoshEqRelSinhthcosh

8. Théorème 10.91.
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42.4.8.2 Les transformations de Lorentz (bis)

Nous avons prouvé qu’en relativité, l’intervalle est un invariant. Pour cela, nous avons utilisé
les transformations de Lorentz démontrées à partir de l’hypothèse d’invariance de la vitesse de la
lumière. Eh bien, oublions un instant que la vitesse de la lumière soit invariante, et posons à la
place comme hypothèse que l’intervalle soit invariant. C’est-à-dire que si Bob mesure un événement
aux coordonnées pt, xq et Alice en pt1, x1q, alors c2t2 ´ x2 “ c2pt1q2 ´ px1q2.

Théorème 42.4.
Les transformations de Lorentz sont les seules qui laissent l’intervalle invariant.

Démonstration. Toute la partie comme quoi les transformations doivent êtres linéaires reste parce
que cette partie ne demandait pas l’invariance de la vitesse de la lumière.

Nous cherchons donc les transformations entre Alice et Bob sous la forme

t1 “ αt` βx
x1 “ γt` δx

telles que c2pt1q2 ´ px1q2 “ c2t2 ´ x2. Lorsque Alice passe devant Bob, ils déclenchent tous deux
leurs chronomètre et leurs axes. C’est-à-dire que si à ce moment un événement se trouve à droite
pour Alice, il est aussi à droite pour Bob. On doit donc avoir, quand t “ t1 “ 0, que x ą 0 implique
x1 ą 0. Cela donne la contrainte que δ ą 0. D’autre part, comme leurs chronomètres vont dans le
même sens (ils choisissent tout les deux de compter le temps et non décompter), on a α ą 0.

En développant l’expression de ps1q2 en termes de t et x, on trouve la condition d’invariance de
l’intervalle sous la forme :

c2pα2t2 ` 2αβtx` β2x2q ´ pγ2t2 ` 2γδtx` δ2x2q “ c2t2 ´ x2, (42.34)EqCondInvINterEqCondInvINter

qui doit être valable pour tout t et pour tout x. En t “ 0 on trouve la condition

δ2 ´ c2β2 “ 1. (42.35)

Cela implique qu’il existe un ξ P R tel que δ2 “ cosh2pξq et c2β2 “ sinhpξq. La première équation
donne δ “ coshpξq (il faut rejeter δ “ ´ coshpξq parce qu’on a demandé que δ ą 0). Pour la
seconde, on trouve cβ “ sinhpξq où l’on peut oublier la possibilité cβ “ ´ sinhpξq parce que cela
revient juste à renommer ξ Ñ ´ξ (la fonction sinus hyperbolique est impaire). Bref, il existe un ξ
tel que

δ “ coshpξq
β “ sinhpξq

c

(42.36)EqCondxiEqCondxi

En mettant maintenant x “ 0 dans la condition (42.34), on trouve la condition

α2 ´ γ2

c2 “ 1.

Pour les mêmes raisons qu’avant, il existe un η P R tel que

α “ coshpηq
γ “ c sinhpηq. (42.37)EqCondetaEqCondeta

Rien qu’en regardant deux cas très particuliers, on a déjà bien avancé, non ? Remettons maintenant
les valeurs (42.36) et (42.37) dans la condition (42.34). En utilisant l’identité cosh2pxq´sinh2pxq “
1, et en séparant les termes en t2, x2 et tx pour satisfaire la condition, il faut

coshpηq sinhpξq “ sinhpηq coshpξq (42.38)EqConsetaxiEqConsetaxi



42.5. APPLICATIONS 2795

parce que les termes en t2 et x2 donnent exactement c2t2 ´ x2 et qu’il faut que le terme en
tx s’annule. Mettons la condition (42.38) au carré, et substituons cosh2pηq “ 1 ` sinh2pηq et
cosh2pξq “ 1` sinh2pξq, il reste

sinh2 ξ “ sinh2 η,

ce qui signifie sinh ξ “ ˘ sinh η, ou encore ξ “ ˘η. On voit que ξ “ ´η ne fonctionne pas dans
(42.38), donc on reste avec ξ “ η et les transformations prennent la forme

t1 “ coshpξqt` sinhpξq
c

x

x1 “ c sinhpξqt` coshpξqx.
(42.39)EqLorxiEqLorxi

Ce que nous avons prouvé, c’est qu’il existe un ξ P R tel que les transformations entre Alice et Bob
aient cette forme. Il faut trouver ce que vaut ξ en fonction de la vitesse v à laquelle Alice court.

Pour ce faire, étudions le mouvement d’Alice. Bob la voit aux coordonnées pt, vtq, ce qui cor-
respond à

x1 “ c sinhpξqt` coshpξqvt
pour Alice. Mais ces coordonnées sont celles de Alice elle-même, donc x1 “ 0, ce qui donne 9

vt “ ´c sinhpξqt{ coshpξq, ou encore
tanhpξq “ ´v

c
(42.40)

En utilisant les relations (42.33), on trouve

coshpξq “ 1b
1´ v2

c2

sinhpξq “ ´v{cb
1´ v2

c2

. (42.41)

En remettant ces valeurs dans les transformations (42.39), on trouve

t1 “ t´ v
c2x

γpvq (42.42)

x1 “ x´ vt
γpvq , (42.43)

exactement les transformations de Lorentz !

Ce résultat est important pour une raison assez simple : maintenant, la théorie de la relativité
est indépendante de toute considérations sur la lumière. En effet, ce que nous venons de prouver,
c’est que si il existe une vitesse c telle que c2t2´ x2 “ c2pt1q2´ px1q2, alors pt, xq et pt1, x1q sont liés
par les transformations de Lorentz.

42.4.9 Vitesse limite

Afin de nous passer de l’hypothèse d’invariance de la vitesse de la lumière, nous avons prouvé
que l’hypothèse d’invariance de l’intervalle était suffisante. Mais il faut avouer que cette hypothèse
n’est pas très intuitive. Nous allons montrer maintenant que l’existence d’une vitesse limite est une
troisième hypothèse qui peut être utilisée comme alternative aux deux premières.

42.5 Applications
Une première application sympa est le logiciel 10 lightspeed. Si tu es sous Ubuntu-Linux, installe

juste le paquet nommé lightspeed, et régales-toi ! Tu verras c’est marrant. Si tu utilise des fenêtres,
je laisse faire l’adage « Windows c’est facile ».

9. Conditions d’existence : coshpξq ‰ 0 ; heureusement, nous avons vu que le cosinus hyperbolique ne s’annule
jamais.

10. jeu de mot sur « application » ! ah ah !
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42.5.1 Le GPS

Pour qu’un système GPS puisse te localiser, en gros, il t’envoie un signal, tu lui réponds et il
mesure le temps qu’il a fallu à la lumière pour faire l’aller-retour. Déjà, tu remarques que cela n’est
possible que grâce au fait que la vitesse de la lumière soit finie. Sinon, le GPS ne fonctionnerait
pas. Mais il y a mieux.

Comme pour te localiser il faut plusieurs satellites en plus de ton appareil, il faut que les horloges
internes de tout ce petit monde soient bien synchronisées, sinon pour mesurer des intervalles de
temps et calculer des distances, c’est mal parti. Eh mais un satellite, ça bouge assez vite (surtout
que les mesures doivent être très précises), et en plus ça ne fait même pas un MRU, vu que ça
tourne en rond. Comme tu vois tout le travail qu’il a fallu faire pour trouver les transformations
de Lorentz d’un MRU, tu t’imagines le travail pour un mouvement circulaire ! Eh bien ce travail
a été fait, et le résultat est que si on en tient pas compte, les contractions temporelles liées à la
relativité sont suffisamment grandes pour complètement dérégler le GPS.

42.5.2 Les ondes électromagnétiques

Tu te souviens qu’au début du chapitre, nous avons dit que le problème qui a amené la relati-
vité était la propagation du champ électrique. Maintenant que nous avons déjà vu une partie des
conséquences du problème, il est temps de se rendre compte que les champs électriques et magné-
tiques sont les objets les plus soumis aux bizarreries relativistes du monde : elles se propagent à la
vitesse de la lumière. Regarde un coup autour de toi ; tout ce qui est champ électromagnétique a
besoin de la relativité pour être bien compris : GSM, lumière, four à micro-onde, radio, wifi, fibre
optique, . . .

Si un jour un ingénieur te dit qu’il n’y a pas besoin de connaitre la relativité pour inventer la
radio (c’est vrai : la radio a été inventée avant la relativité), ni pour construire une fibre optique,
dis lui en pensant à moi qu’il utilise tout le temps les équations de Maxwell 11, et que ces équations
sont relativistes.

Bref, soit convaincu que tu vis dans un monde relativiste et que les transformations de Lorentz
te suivent à chacun de tes pas.

42.6 Mécanique relativiste

Cela est bien beau, mais la dilatation du temps, et les contractions de longueurs doivent bien
avoir des répercussions sur la cinématique et la dynamique des objets. Est-ce que le théorème de
l’énergie cinétique est encore valable ? est-ce que les lois de Newton tiennent encore la route ?

42.6.1 Des problèmes, toujours des problèmes

Attardons-nous un peu pour faire quelques commentaires sur cette citation du chevalier pégase
dans les chevaliers du zodiaque :

Ses coups vont à la vitesse de la lumière et pourtant je les vois distinctement arriver.
Est-ce possible ? Nous avons vu qu’il y avait des dénominateurs qui s’annulent quand des objets
se déplacent plus vite que la lumière ; or pour voir venir un rayon de lumière qui vient vers soi, il
faudrait que le rayon émette de la lumière devant elle. Ça semble un peu mal parti pour respecter
les lois de la relativité, non ?

Cela pose en tout cas une question qu’il faudra résoudre. On entend venir une ambulance parce
qu’elle émet du son qui avance plus vite qu’elle. Pas de problèmes avec ça. Mais quid de la voir
venir ?

On peut voir venir un tram parce qu’il émet de la lumière ; cette lumière allant plus vite que
le tram, elle arrive à nos yeux avant le tram lui-même. Cela est très bien. Mettons que le tram
avance à 50 km{h ; pour le conducteur, la lumière de son phare avant avance devant lui à la vitesse

11. C’est sous ce nom là qu’on nomme l’ensemble des équations de l’électromagnétisme comme la loi de l’induction.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Global_Positioning_System
http://fr.wikipedia.org/wiki/Les_Chevaliers_du_Zodiaque
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c. Par conséquent pour un observateur au sol, cette même lumière devrait avancer à la vitesse
c ` 50. Encore une fois, on a un problème d’invariance de la vitesse de la lumière ; mais comme
c’est de la lumière, on est habitué à ce que des trucs bizarres arrivent. On ne sera pas étonné
que c ` 50 “ c d’une manière ou d’une autre 12. Pire. Si un vaisseau spatial avance à la vitesse
200000 km{s et qu’il envoie en reconnaissance un vaisseau devant lui à la vitesse de 150000 km{s,
le vaisseau de reconnaissance ira à la vitesse 150000 km{s par rapport au vaisseau principal. Et par
rapport au sol, il ira à la vitesse 150000` 200000 “ 350000 km{s, ce qui est impossible. Il faudra
trouver quelque chose pour que ça se passe bien.

Un autre problème maintenant.
Prenons une masse m que l’on soumet à une force constante F . Par la loi de Newton, a “ F {m

est constante et la vitesse après un temps t vaut v “ Ft{m. Pas de bol, ça devient plus grand que
la vitesse de la lumière à partir du temps t “ cm{F . Ça est un problème hein ? Il faut trouver un
truc pour qu’avec une force constante, l’accélération diminue.

42.6.2 Loi d’addition des vitesses

Si Bob observe un objet se déplacer à la vitesse V , alors Alice devrait l’observer bouger à la
vitesse V ´ v. Tout comme si une vache voit passer un train à 90 km{h, alors le vélo qui avance à
25 km{h le voit passer à 65 km{h.

Maintenant, tu es habitué à ce que rien ne se passe comme d’habitude, donc tu te doutes bien
qu’en réalité la bonne formule ne va pas être V ´ v.

Bob observe l’objet aux coordonnées pt, V tq, ce qui fait pour Alice :
ˆ
t´ v

c2V t

γpvq ,
V t´ vt
γpvq

˙
.

En divisant le x1 d’Alice par le t1 d’Alice, on trouve la vitesse mesurée par Alice :

V 1 “ pV ´ vqt
γpvq

γpvq
t
`
1´ vV

c2

˘ “ V ´ v
1´ vV

c2
.

La loi de transformation des vitesses relativiste est donc

V 1 “ V ´ v
1´ vV

c2
. (42.44)EqAddRelVitEqAddRelVit

Qu’en est-il de notre c ` 50 “ c ? Disons que Bob lance un bisou à Alice pendant qu’elle arrive
vers lui. Le bisou arrive à la vitesse de la lumière (càd V “ c) tandis que Alice s’approche de Bob
à la vitesse 50 m{s (càd v “ 50). Donc la vitesse à laquelle Alice devrait voir arriver le bisou est
bien c` 50. En utilisant la formule d’addition relativiste des vitesses (42.44), nous trouvons

V 1 “ c´ 50
1´ 50c

c2
“ c´ 50

1´ 50
c

“ cpc´ 50q
c´ 50 “ c.

Donc effectivement en relativité quand on additionne des vitesses il faut penser à la règle du
« c` 50 “ c ».

42.6.3 L’action d’une force

L’équation fondamentale de la mécanique classique est

F “ ma.

Or tu n’es pas sans savoir que l’accélération est la dérivée seconde de la position par rapport au
temps. Nous noterions donc F “ mx2ptq. Le problème est évidemment que si F est constante, on
trouve v “ Ft{m qui dépasse toujours la vitesse c quand t est assez grand. Il faudra donc modifier

12. et je ne te cache pas que c’est ce qui va arriver.



2798 CHAPITRE 42. UTILISATION DANS LES AUTRES SCIENCES

la loi F “ ma. Pour cela, posons-nous des questions sur la dérivée x1ptq. On dérive par rapport au
temps ; oui mais nous avons vu que le temps n’est pas le même pour tout le monde. Introduisons
donc la notation

v “ dx

dt
(42.45)EqvdxdtEqvdxdt

qui ne signifie rien d’autre que nous dérivons x par rapport à t et non par rapport au temps t1 de
quelqu’un d’autre. Dans le cadre de la relativité, ce que signifie l’équation (42.45) est que v est
la dérivée de x par rapport à t. Dans le cas où x et t sont les coordonnées de la position d’Alice
mesurées par Bob, cela signifie qu’on dérive la position mesurée par Bob par rapport au temps
mesuré par Bob.

Ce que dit la relativité est que cette quantité v ne peut pas varier proportionnellement à la
force sous peine de dépasser la vitesse de la lumière. La subtilité est de modifier la loi de Newton
en disant que la quantité qui varie sous l’action d’une force n’est plus dx{dt “ v, mais

dx

dt1 “
vb

1´ v2
c2

,

c’est-à-dire la dérivée de la position mesurée par Bob par rapport au temps mesuré par Alice ! La
loi de Newton v “ Ft{m devient donc

vb
1´ v2

c2

“ Ft

m
. (42.46)EsNEwModifEsNEwModif

Est-ce que cela résoud le problème ? Pour le savoir, regardons la vitesse acquise par le mobile de
masse m soumit à la force F pendant un temps t Il faut résoudre l’équation (42.46) par rapport à
v et voir si cela reste bien toujours inférieur à c. On commence par mettre la racine à droite et à
élever toute l’équation au carré :

v2 “ F 2t2

m2

ˆ
1´ v2

c2

˙

v2
ˆ

1` F 2t2

c2m2

˙
“ F 2t2

m2

v “
a
F 2t2{m2

b
1` F 2t2

c2m2

,

et donc finalement
vptq “ Ft

m
b

1` F 2t2
c2m2

. (42.47)EqVfntRelEqVfntRel

Tu dois remarquer que si F et t ne sont pas trop grands, l’expression F 2t2{c2m2 est minuscule
parce que c est énorme. Si on fait l’approximation F 2t2{c2m2 “ 0 dans cette expression, on
retrouve v “ Ft{m. Cela montre qu’à moins de faire des expérience avec de très grandes forces
pendant énormément de temps, on ne peut pas voir la différence entre la mécanique de Newton et
la mécanique relativiste.

1 2 3

1

Sur le graphe suivant, la vitesse en fonction du temps lorsqu’une particule de masse m “ 1 est
soumise à une force constante. Pour les besoins du graphique, nous avons mis à 1 la vitesse c. Tu
vois que quand la vitesse n’est pas très grande, le graphique est presque celui d’une droite ; et à
partir d’un certain moment, la courbe s’infléchit pour tendre vers 1 sans l’atteindre.
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Remarque que si on maintient une accélération constante égale à celle de la gravité terrestre
pendant deux heures, on arrive déjà sur la Lune, à une vitesse de 75 km{s, c’est-à-dire encore rien
par rapport à la vitesse de la lumière ! Cela pour te dire que la formule (42.47) a l’air d’être très
différente de la formule classique v “ Ft{m, mais en réalité tant qu’on n’atteint pas des forces
énormes, elle ressemble très fort.

Vérifions maintenant que la formule (42.47) n’est pas en contradiction avec l’impossibilité de
dépasser la vitesse de la lumière. Pour cela, regardons ce qu’il se passe si on applique une force
constante F sur un objet de masse m pendant un temps très long. C’est-à-dire : calculons la limite

lim
tÑ8 vptq.

Tu vois tout de suite qu’on est sur un cas 8
8 , ce qui t’oblige à utiliser la règle de l’Hospital. On

peut cependant un peu réfléchir et deviner la réponse sans passer par des math trop compliquées.
En effet, quand t est vraiment énorme, l’expression F 2t2

m2c2 devient très grande, et le 1 qui se
trouve à côté ne vaut plus grand chose, on peut le négliger.

lim
tÑ8

Ft

m
b

1` F 2t2
c2m2

“ lim
tÑ8

Ft

m
b

F 2t2
m2c2

“ lim
vÑ8

Ft

m Ft
cm

“ c.

(42.48)

Tout est bien : on arrive au maximum à la vitesse de la lumière, mais il faut un temps infini pour
y parvenir. Conclusion : il n’est pas possible d’accélérer un objet jusqu’à atteindre la vitesse de la
lumière.

42.6.4 Équivalence entre la masse et l’énergie

Le moment est venu de montrer ce que signifie la fameuse formule E “ mc2.

42.7 Principe de correspondance

Nous ne sommes pas parvenu à démontrer la formule (42.46) de la mécanique relativiste qui
montre comme un objet accélère sous l’effet d’une force constante. Nous avons juste montré qu’il
fallait modifier la loi v “ Ft{m et nous avons prit la première modification qui nous soit tombée
sous la main, à savoir qu’il faut dériver la position par rapport au temps de l’objet qu’on observe
plutôt que par rapport au temps de l’observateur.

En fait, il est possible de prouver rigoureusement 13 la formule

Ft

m
“ αvb

1´ v2
c2

.

Mais il n’y a pas moyen de trouver la valeur de la constante α. Tout ce qu’il y a moyen de trouver
avec l’hypothèse de l’invariance de la vitesse de la lumière est l’existence d’une constante telle que
cette formule soit vraie.

Afin de fixer la constante α, il faut faire intervenir un principe physique supplémentaire, le
principe de correspondance

Loi numéro 4.
Lorsque la vitesse d’une particule est faible, les équations doivent être en première approximation
les mêmes que celles de la mécanique classique.

13. Mais il n’existe pas de démonstrations simples à ma connaissance.
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Que signifie en première approximation ? Tu sais qu’une fonction x ÞÑ fpxq peut être approxi-
mée (pour des petits x) par la formule

fpxq » fp0q ` xf 1p0q.
Nous voudrions donc que Ft{m soit en première approximation égal à v. Nous devons étudier la
fonction

fpvq “ αvb
1´ v2

c2

.

Voir ce que vaut cette fonction en première approximation lorsque v est petit est un exercice de
dérivation. En utilisant la règle de dérivation des fractions, on trouve que

f 1pvq “ αb
1´ v2

c2

` αv2

c2
´

1´ v2
c2

¯3{2 ,

et donc que f 1p0q “ α. Bien entendu, fp0q “ 0. En première approximation, nous trouvons donc

fpvq » αv (42.49)

qui doit être égal à la quantité non relativiste v. Nous en déduisons qu’il faut fixer α “ 1, et on
tombe sur la formule relativiste proposée plus haut

Ft

m
“ vb

1´ v2
c2

L’utilisation cruciale du principe de correspondance a une répercussion énorme sur notre vision
de la physique. En effet, la relativité d’Einstein ne parvient pas à remplacer la mécanique de
Newton. On a besoin d’invoquer la mécanique de Newton pour fixer la théorie. On peut écrire
l’axiome suivant :

lim
vÑ0

Einstein “ Newton. (42.50)

Cela n’est pas une propriété de la théorie d’Einstein, mais un de ses axiomes !
La relativité ne fait donc pas table rase des principes physiques de la mécanique newtonienne :

elle les complète et les contient.



Chapitre 43

Exemples avec Sage

Ce chapitre est un foure-tout de choses que l’on peut faire avec Sage.

43.1 Graphiques
Pour afficher le graphe d’une fonction, vous pouvez faire

+--------------------------------------------------------------------+
| SageMath version 8.1, Release Date: 2017-12-07 |
| Type "notebook()" for the browser-based notebook interface. |
| Type "help()" for help. |
+--------------------------------------------------------------------+
sage: plot(cos(x),0,5)
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: f(x)=sin(x)
sage: f.plot(-pi,pi)
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

Un programme externe se lance automatiquement pour afficher le graphique que vous avez de-
mandé.

Il se peut qu’aucun programme ne se lance et vous ayez, au lieu de Launched png viewer for
Graphics object ... uniquement Created graphics object .... Disons pour faire court que
Sage a produit un png et qu’il ne sait pas quel programme externe utiliser pour l’afficher.

La solution est à l’adresse http://doc.sagemath.org/html/en/reference/misc/sage/misc/
viewer.html

43.1.1 Autres

Dans le but d’automatiser certaines tâches, j’ai écrit ce module, nomé outilsINGE.sage, dans
le cadre d’un cours de première année donné à des ingénieurs. Certaines des fonctions définies ici
sont utilisée dans les exemples qui suivent.

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2 from sage. all i m p o r t *
3

4 """
5 This m o d u l e p r o v i d e s _ p r a g m a t i c _ tools for s o l v i n g e x e r c i s e for
6 a first year in g e n e r a l m a t h e m a t i c s .
7 """
8

9 # TODO : t r o u v e r une bonne t r a d u c t i o n pour " point de selle ."
10

2801

http://doc.sagemath.org/html/en/reference/misc/sage/misc/viewer.html
http://doc.sagemath.org/html/en/reference/misc/sage/misc/viewer.html
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11 def automatedVar (symbol ,n):
12 """ If s y m b o l = " x " and n =4 , r e t u r n the s t r i n g ’x1 , x2 , x3 , x4 ’ Ðâ

"""
13 s = " ,".join ([ symbol + str (i) for i in range (1,n+1) ])
14 r e t u r n s
15

16 class SolveLinearSystem ( o b j e c t ):
17 """
18 Solve Ax = v and print it in a nice way
19

20 E x a m p l e :
21

22 A = m a t r i x ([ [1 , -2 ,3 , -2 ,0] ,[3 , -7 , -2 ,4 ,0] ,[4 ,3 ,5 ,2 ,0] ])
23 v = v e c t o r ((0 ,0 ,0 ,0 ,0) )
24 print S o l v e L i n e a r S y s t e m (A , v )
25 """
26 def __init__ (self ,A,v):
27 self. matrix = A
28 self. vector = v
29 self.nvars = A.ncols ()
30 s = automatedVar (" x " ,self. nvars)
31 self.xx=var(s)
32 def equations (self):
33 """ R e t u r n the e q u a t i o n s c o r r e s p o n d i n g to the
34 self . m a t r i x and self . v e c t o r as a list of e q u a t i o n sÐâ

"""
35 X= matrix ( [self.xx[i] for i in range (0, self.nvars) ]).Ðâ

transpose ()
36 eqs =[]
37 for i in range (0, self. matrix .nrows ()):
38 exp = (self. matrix *X)[i ][0]== self. vector [i]
39 eqs. append (exp)
40 r e t u r n eqs
41 def solutions (self):
42 r e t u r n solve(self. equations (),self.xx)
43 def latex(self):
44 """ " R e t u r n the LaTeX ’s code of the s y s t e m . """
45 a=[]
46 a. append (r """
47

48 \ item
49 $
50 \ left \{
51 \ begin { array }{ ll }
52 """ )
53 for eq in self. equations ():
54 a. append (" "+ str (eq). replace (" x " ," x_ "). replace (" * "Ðâ

," "). replace (" == " ," = ")+" \\\\ \ n ")
55 a. append (r """
56 \ end { array }
57 \ right .
58 $
59 """ )
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60 r e t u r n " ".join(a)
61 def __str__ (self):
62 a = []
63 a. append (" The given m a t r i x c o r r e s p o n d s to the s y s t e m ")
64 for eq in self. equations ():
65 a. append ( str (eq))
66 a. append (" And the s o l u t i o n s are ")
67 a. append ( str (self. solutions ()))
68 r e t u r n " \ n ".join(a)
69

70 def QuadraticMap (A,v):
71 """
72 R e t u r n the r e s u l t of the q u a d r a t i c form a s s o c i a t e d
73 with A a p p l i e d on the v e c t o r v , that is the n u m b e r
74 A_ij v ^ iv ^ j
75 using the s u m m a t i o n c o n v e n t i o n .
76 """
77 n = A.nrows ()
78 if not A. is_symmetric ():
79 print " W a r n i n g : Given m a t r i x is not s y m m e t r i c "
80 if not A. is_square ():
81 raise TypeError ," Error : The m a t r i x A is not s q u a r e "
82 if not v. degree ()==n :
83 raise TypeError ," The size do not agree "
84 r e t u r n sum ([ A[i,j]*v[i]*v[j] for i in range (n) for j in range (Ðâ

n) ]). simplify_full ()
85

86 class SymmetricMatrix ( o b j e c t ):
87 """
88 P r o v i d e i n f o r m a t i o n s about the m a t r i x A a s s u m i n g it is s y m m e t r i cÐâ

.
89 """
90 def __init__ (self ,A):
91 if not A. is_square ():
92 print " Error : A s y m m e t r i c m a t r i x must be s q u a r e "
93 raise TypeError
94 self. matrix = A
95 self. degree = A.nrows ()
96 self. matrix . set_immutable ()
97 def primary_principal_submatrix (self ,n):
98 """
99 R e t u r n the p r i m a r y p r i n c i p a l s u b m a t r i x of order n , that is theÐâ

m a t r i x o b t a i n e d
100 by r e m o v i n g the n last lines and c o l u m n s from selfÐâ

.
101 """
102 taille =self.degree -n
103 v=[]
104 for i in range (0, taille ):
105 v. append (self. matrix [i][0: taille ])
106 r e t u r n matrix (v)
107 def principal_minors (self):
108 """
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109 R e t u r n the list of p r i n c i p a l m i n o r s . The p r i n c i p a l minor of Ðâ

order k is
110 the d e t e r m i n a n t of the p r i m a r y p r i n c i p a l m a t r i x ofÐâ

order k .
111 """
112 a=[]
113 for i in range (self. degree ):
114 a. append (self. primary_principal_submatrix (i). determinant ())
115 r e t u r n a
116 def genre_list (self):
117 """
118 R e t u r n the g e n i u s of the m a t r i x as a list of b o o l e a n s in the Ðâ

order
119 p o s i t i v e defined , n e g a t i v e d e f i n e d ;
120 s e m i d e f i n i t e positive , s e m i d e f i n i t e negative , Ðâ

i n d e f i n i t e .
121

122 """
123 defpos = True
124 defneg = True
125 semidefpos = True
126 semidefneg = True
127 indefinie =True
128 mineurs = self. principal_minors ()
129 for i in range ( len ( mineurs )):
130 m = mineurs [i]
131 if m == 0:
132 defneg =False
133 defpos =False
134 if m < 0:
135 defpos =False
136 semidefpos =False
137 if i %2==0:
138 defneg =False
139 if m > 0:
140 semidefneg =False
141 if i %2==1:
142 defneg =False
143 if 0 not in mineurs :
144 semidefneg =False
145 semidefpos =False
146 if ( defpos == True) or ( defneg == True) or ( semidefpos == True) or (Ðâ

semidefneg == True): indefinie =False
147 r e t u r n [defpos ,defneg ,semidefpos ,semidefneg , indefinie ]
148 def __str__ (self):
149 r e t u r n str (self. matrix )
150

151 class QuadraticForm ( SymmetricMatrix ):
152 """
153 From a s y m m e t r i c m a t r i x A , p r o v i d e i n f o r m a t i o n s c o n c e r n i n g the Ðâ

a s s o c i a t e d q u a d r a t i c form .
154 """
155 def __init__ (self ,A):
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156 SymmetricMatrix . __init__ (self ,A)
157 if not A. is_symmetric ():
158 print " W a r n i n g : m a t r i x is not s y m m e t r i c "
159 def evaluate (self ,v):
160 """
161 R e t u r n the value of the q u a d r a t i c form on the v e c t o r v .
162 """
163 r e t u r n QuadraticMap (self.matrix ,v)
164 def diagonalizing_martrix (self):
165 """
166 R e t u r n the m a t r i x B such that B ^ tAB is d i a g o n a l .
167 """
168 # The t r a n s p o s i t i o n is because , in the m a t r i x B , the Ðâ

e i g e n v e c t o r s have
169 # to be read as c o l u m n while Sage ’s m a t r i x c o n s t r u c t o r takes Ðâ

rows .
170 r e t u r n matrix (self. orthonormal_basis ()). transpose ()
171 def new_variables (self):
172 """
173 Give the c h a n g e of v a r i a b l e s n e e d e d to put the q u a d r a t i c form Ðâ

under its n o r m a l form
174 X = BY
175 where X are the " old " v a r i a b l e s
176 """
177 variables = var( automatedVar (" y " ,self. degree ))
178 Y = vector ( variables )
179 r e t u r n self. diagonalizing_martrix ()*Y
180 def eigenmatrix_left (self):
181 r e t u r n self. matrix . eigenmatrix_left ()
182 def eigenvectors (self):
183 """
184 R e t u r n a list of e i g e n v e c t o r s of the m a t r i x .
185

186 As the m a t r i x is symmetric , that list has to be a basis .
187 """
188 D,P = self. eigenmatrix_left ()
189 r e t u r n [P[i] for i in range (P.nrows ())]
190 def eigenvalues (self):
191 """
192 R e t u r n a list of e i g e n v a l u e s of the m a t r i x in the same order Ðâ

as the list of e i g e n v e c t o r s given in
193 self . e i g e n v e c t o r s ()
194 """
195 D,P = self. eigenmatrix_left ()
196 r e t u r n [ D[i,i] for i in range (D.nrows ()) ]
197 def orthonormal_basis (self):
198 """
199 R e t u r n a basis of e i g e n v e c t o r s n o r m a l i s e d to 1 as a list .
200 """
201 M,mu = matrix (self. eigenvectors ()). gram_schmidt ()
202 r e t u r n [ v/v.norm () for v in M ]
203 def verification (self):
204 """
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205 r e t u r n the value of the q u a d r a t i c form on the v e c t o r Ðâ

n e w _ v a r i a b l e s ()
206 """
207 r e t u r n self. evaluate (self. new_variables ())
208

209 def __str__ (self):
210 a = []
211 a. append (" Hi guy ; I ’m the q u a d r a t i c form a s s o c i a t e d with the Ðâ

matix ")
212 a. append ( str (self. matrix ))
213 a. append (" My e i g e n v a l u e s and e i g e n v e c t o r s are : ")
214 veps = self. eigenvectors ()
215 vaps = self. eigenvalues ()
216 for i in range ( len (veps)):
217 a. append (" % s -> % s " %( str (vaps[i]), str (veps[i])))
218 a. append (" I ’ ve the f o l l o w i n g o r t h o n o r m a l basis of e i g e n v e c t o r sÐâ

: ")
219 for v in self. orthonormal_basis ():
220 a. append ( str (v))
221 a. append (" A m a t r i x B such that B ^ tAB is d i a g o n a l is ")
222 a. append ( str (self. diagonalizing_martrix ()))
223 a. append (" I ’m quite p r e t t y in the f o l l o w i n g v a r i a b l e s ... ")
224 for i in range (self. degree ):
225 a. append (" x % s = % s " %( str (i+1) , str (self. new_variables ()[i]))Ðâ

)
226 a. append (" Look at me when I wear my cool v a r i a b l e s ")
227 a. append ( str (self. verification ()))
228 r e t u r n " \ n ".join(a)
229

230 class Extrema ( o b j e c t ):
231 """
232 From a f u n c t i o n f , p r o v i d e s the i n f o r m a t i o n s for the study of Ðâ

the e x t r e m a :
233 p a r t i a l d e r i v a t i v e
234 c r i t i c a l p o i n t s
235 H e s s i a n m a t r i x at the c r i t i c a l p o i n t s
236 G e n i u s of the H e s s i a n and c o n c l u s i o n as local min / max
237

238 Dear s t u d e n t : r e m e m b e r that this class does not f u r n i s h any Ðâ

i n f o r m a t i o n s
239 c o n c e r n i n g * g l o b a l * e x t r e m a . The l a t t e r have to be found
240 among the c r i t i c a l p o i n t s OR on the b o r d e r of the d o m a i n .
241 """
242 def __init__ (self ,f):
243 var( ’x , y ’)
244 self.fun = f
245 self.gx=self.fun.diff(x). full_simplify ()
246 self.gy=self.fun.diff(y). full_simplify ()
247 self.gxx=self.gx.diff(x). simplify_full ()
248 self.gxy=self.gx.diff(y). full_simplify ()
249 self.gyy=self.gy.diff(y). full_simplify ()
250 self.cp = solve( [self.gx(x,y)==0, self.gy(x,y)==0] ,[x,y] )
251 def critical_points (self):
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252 """
253 R e t u r n the c r i t i c a l p o i n t s as a list of t u p l e s (x , y )
254 """
255 a = []
256 for pt in self.cp :
257 try :
258 px = SR(pt [0]. rhs ())
259 py = SR(pt [1]. rhs ())
260 a. append ((px ,py))
261 e x c e p t TypeError :
262 a. append (" I ’m not able to solve these e q u a t i o n s . ")
263 r e t u r n a
264 def hessienne (self ,a,b):
265 r e t u r n matrix (SR ,2,2,[ self.gxx(a,b),self.gxy(a,b),self.gxy(a,Ðâ

b),self.gyy(a,b)])
266 def __str__ (self):
267 a = []
268 a. append (" The f u n c t i o n : ")
269 a. append ( str (self.fun))
270 a. append (" D e r i v a t i v e x and y : ")
271 a. append ( str (self.gx))
272 a. append ( str (self.gy))
273 a. append (" H e s s i a n m a t r i x : ")
274 a. append ( str (self. hessienne (x,y)))
275 a. append (" C r i t i c a l p o i n t s : ")
276 for pt in self. critical_points () :
277 a. append ( str (pt))
278 for pt in self. critical_points ():
279 try :
280 px = pt [0]
281 py = pt [1]
282 a. append (" At (% s ,% s ) , the H e s s i a n is " %( str (px), str (py)))
283 try :
284 Hess = SymmetricMatrix (self. hessienne (px ,py))
285 for l in Hess. matrix :
286 a. append (" "+ str (l))
287 a. append (" P r i m a r y p r i n c i p a l m i n o r s are % s "% str (Hess.Ðâ

principal_minors ()))
288 l = Hess. genre_list ()
289 if l[0]== True:
290 a. append (" H e s s i a n p o s i t i v e d e f i n e d ")
291 a. append (" local m i n i m u m ")
292 if l[1]== True:
293 a. append (" H e s s i a n n e g a t i v e d e f i n e d ")
294 a. append (" local m a x i m u m ")
295 if l[2]== True:
296 a. append (" H e s s i a n p o s i t i v e s e m i d é f i n i t e ")
297 a. append (" I don ’t c o n c l u d e ")
298 if l[3]== True:
299 a. append (" H e s s i a n n e g a t i v e s e m i d e f i n i t e ")
300 a. append (" I don ’t c o n c l u d e ")
301 if l[4]== True:
302 a. append (" U n d e f i n i t e H e s s i a n ")
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303 a. append (" « s e l l e » point ")
304 e x c e p t RuntimeError ,data :
305 a. append (" "+ str (data))
306 e x c e p t TypeError :
307 a. append (" I ’m not able to solve these e q u a t i o n s . ")
308 r e t u r n " \ n ".join(a)

tex/sage/outilsINGE.sage

ExBCRXooDVUdcf

Exemple 43.1.
Calculer la limite

lim
xÑ8

sinpxq cospxq
x

(43.1)

var(’x’)
f(x)=sin(x)*cos(x)/x
limit(f(x),x=oo)

La première ligne déclare que la lettre x désignera une variable. Pour la troisième ligne, notez que
l’infini est écrit par deux petits « o ». △

ExCWDRooKxnjGL

Exemple 43.2.
Quelques limites et graphes avec Sage.

(1) limxÑ0
sinpαxq
sinpβxq .

Pour effectuer cet exercice avec Sage, il faut taper les lignes suivantes :

sage: var(’x,a,b’)
(x, a, b)
sage: f(x)=sin(a*x)/sin(b*x)
sage: limit( f(x),x=0 )
a/b

Notez qu’il faut déclarer les variables x, a et b.
(2) limxÑ˘8

?
x2`1´x
x´2

sage: f(x)=(sqrt(x**2+1))/(x-2)
sage: limit(f(x),x=oo)
1
sage: limit(f(x),x=-oo)
-1

Notez la commande pour la racine carré : sqrt. Étant donné que cette fonction diverge en
x “ 2, si nous voulons la tracer, il faut procéder en deux fois :

sage: plot(f,(-100,1.9))
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: plot(f,(2.1,100))
Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive

La première ligne trace de ´100 à 1.9 et la seconde de 2.1 à 100. Ces graphiques vous
permettent déjà de voir les limites. Attention : ils ne sont pas des preuves ! Mais ils sont de
sérieux indices qui peuvent vous inspirer dans vos calculs.
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△
exJMGTooZcZYNy

Exemple 43.3.
Calculer les dérivées partielles Bxf , Byf , B2

xf , B2
xyf , B2

yxf et B2
yf des fonctions suivantes.

(1) 2x3 ` 3x2y ´ 2y2

(2) lnpxy2q
(3) tanpx{yq
(4) xy2

x`y

Le script Sage suivant (exoDV002.sage) résout l’exercice :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 def LesCalculs (f):
4 print " Pour la f o n c t i o n % s "% str (f)
5 print " d_x " ,f.diff(x). simplify_full ()
6 print " d_y " ,f.diff(y). simplify_full ()
7 print " d ^2 _x " ,f.diff(x).diff(x). simplify_full ()
8 print " d _ x d _ y " ,f.diff(x).diff(y). simplify_full ()
9 print " d _ y d _ x " ,f.diff(y).diff(x). simplify_full ()

10 print " d ^2 _y " ,f.diff(y).diff(y). simplify_full ()
11 print " "
12

13 def exercise_DV002 ():
14 var( ’x , y ’)
15 fa(x,y)=2*x **3+3* x**2*y -2*y**2
16 fb(x,y)=ln(x*y**2)
17 fc(x,y)=tan(x/y)
18 fd(x,y)=x*y**2/(x+y)
19 LesCalculs (fa)
20 LesCalculs (fb)
21 LesCalculs (fc)
22 LesCalculs (fd)

tex/sage/exoDV002.sage

La sortie est :

Pour la fonction (x, y) |--> 2*x^3 + 3*x^2*y - 2*y^2
d_x (x, y) |--> 6*x^2 + 6*x*y
d_y (x, y) |--> 3*x^2 - 4*y
d^2_x (x, y) |--> 12*x + 6*y
d_xd_y (x, y) |--> 6*x
d_yd_x (x, y) |--> 6*x
d^2_y (x, y) |--> -4

Pour la fonction (x, y) |--> log(x*y^2)
d_x (x, y) |--> 1/x
d_y (x, y) |--> 2/y
d^2_x (x, y) |--> -1/x^2
d_xd_y (x, y) |--> 0
d_yd_x (x, y) |--> 0
d^2_y (x, y) |--> -2/y^2

Pour la fonction (x, y) |--> tan(x/y)
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d_x (x, y) |--> 1/(y*cos(x/y)^2)
d_y (x, y) |--> -x/(y^2*cos(x/y)^2)
d^2_x (x, y) |--> 2*sin(x/y)/(y^2*cos(x/y)^3)
d_xd_y (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y^3*cos(x/y)^3)
d_yd_x (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y^3*cos(x/y)^3)
d^2_y (x, y) |--> 2*(x^2*sin(x/y) + x*y*cos(x/y))/(y^4*cos(x/y)^3)

Pour la fonction (x, y) |--> x*y^2/(x + y)
d_x (x, y) |--> y^3/(x^2 + 2*x*y + y^2)
d_y (x, y) |--> (2*x^2*y + x*y^2)/(x^2 + 2*x*y + y^2)
d^2_x (x, y) |--> -2*y^3/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d_xd_y (x, y) |--> (3*x*y^2 + y^3)/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d_yd_x (x, y) |--> (3*x*y^2 + y^3)/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d^2_y (x, y) |--> 2*x^3/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)

△
exKGDIooVefujD

Exemple 43.4.
Résoudre les systèmes suivants.

(1)

$
&
%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 2x4 “ 0
3x1 ´ 7x2 ´ 2x3 ` 4x4 “ 0
4x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 2x4 “ 0

(2)

$
&
%

2x1 ` x2 ´ 2x3 ` 3x4 “ 0
3x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 “ 4
3x1 ` 3x2 ` 3x3 ´ 3x4 “ 9

(3)

$
&
%

x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
3x1 ´ x2 ´ 4x3 “ 0

(4)

$
’’&
’’%

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 7x3 “ 0
x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 0

(5)

$
’’&
’’%

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0
x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 4
x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ ´4
x1 ´ x2 ` x3 ` x4 “ 2

(6)

$
&
%

x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 1
x1 ` 3x2 ` 4x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 3x3 “ 3

(7)

$
&
%

x1 ´ 3x2 ` 2x3 “ ´6
´3x1 ` 3x2 ´ x3 “ 17
2x1 ´ x2 “ 3

(8)

$
&
%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 2x4 “ 0
3x1 ´ 7x2 ´ 2x3 ` 4x4 “ 0
4x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 2x4 “ 0

(9)

$
&
%

2x1 ` x2 ´ 2x3 ` 3x4 “ 0
3x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 “ 4
3x1 ` 3x2 ` 3x3 ´ 3x4 “ 9

(10)

$
&
%

x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
3x1 ´ x2 ´ 4x3 “ 0

(11)

$
’’&
’’%

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 7x3 “ 0
x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 0

(12)

$
’’&
’’%

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0
x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 4
x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ ´4
x1 ´ x2 ` x3 ` x4 “ 2

(13)

$
&
%

x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 1
x1 ` 3x2 ` 4x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 3x3 “ 3

(14)

$
&
%

x1 ´ 3x2 ` 2x3 “ ´6
´3x1 ` 3x2 ´ x3 “ 17
2x1 ´ x2 “ 3

Nous résolvons les systèmes en utilisant Sage avec le script suivant.

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2 """
3 Ce s c r i p t Sage r é s o u t un c e r t a i n n o m b r e
4 de s y s t è m e s d ’ é q u a t i o n s l i n é a i r e s du cours I N G E 1 1 2 1
5 """
6
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7 i m p o r t outilsINGE
8

9 def exercise_1_1_bcdefhi ():
10 # E x e r c i c e 1.1. b ( I N G E 1 1 2 1 )
11 A= matrix ([ [1 , -2 ,3 , -2 ,0] ,[3 , -7 , -2 ,4 ,0] ,[4 ,3 ,5 ,2 ,0] ])
12 v= vector ((0 ,0 ,0 ,0 ,0))
13 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
14 # E x e r c i c e 1.1. c ( I N G E 1 1 2 1 )
15 A= matrix ([ [2 ,1 , -2 ,3] ,[3 ,2 , -1 ,3] ,[3 ,3 ,3 , -3] ])
16 v= vector ((0 ,4 ,9))
17 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
18 # E x e r c i c e 1.1. d ( I N G E 1 1 2 1 )
19 A= matrix ([ [1 ,2 , -3] ,[2 ,5 ,2] ,[3 , -1 , -4] ])
20 v= vector ((0 ,0 ,0))
21 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
22 # E x e r c i c e 1.1. e ( I N G E 1 1 2 1 )
23 A= matrix ([ [1 ,2 , -1] ,[2 ,5 ,2] ,[1 ,4 ,7] ,[1 ,3 ,3] ])
24 v= vector ((0 ,0 ,0 ,0))
25 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
26 # E x e r c i c e 1.1. f ( I N G E 1 1 2 1 )
27 A= matrix ([ [1 ,1 ,1 ,1] ,[1 ,1 ,1 , -1] ,[1 ,1 , -1 ,1] ,[1 , -1 ,1 ,1] ])
28 v= vector ((0 ,4 , -4 ,2))
29 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
30 # E x e r c i c e 1.1. h ( I N G E 1 1 2 1 )
31 A= matrix ([ [1 ,3 ,3] ,[1 ,3 ,4] ,[1 ,4 ,3] ])
32 v= vector ((1 ,0 ,3))
33 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
34 # E x e r c i c e 1.1. i ( I N G E 1 1 2 1 )
35 A= matrix ([ [1 , -3 ,2] ,[ -3 ,3 , -1] ,[2 , -1 ,0] ])
36 v= vector (( -6 ,17 ,3))
37 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)

tex/sage/exo11.sage

Le résultat est le suivant :

The given matrix corresponds to the system
x1 - 2*x2 + 3*x3 - 2*x4 == 0
3*x1 - 7*x2 - 2*x3 + 4*x4 == 0
4*x1 + 3*x2 + 5*x3 + 2*x4 == 0
And the solutions are
[
[x1 == -23/16*r19, x2 == -5/16*r19, x3 == 15/16*r19, x4 == r19, x5 == r18]
]
The given matrix corresponds to the system
2*x1 + x2 - 2*x3 + 3*x4 == 0
3*x1 + 2*x2 - x3 + 3*x4 == 4
3*x1 + 3*x2 + 3*x3 - 3*x4 == 9
And the solutions are
[
[x1 == 3*r20 - 7, x2 == -4*r20 + 11, x3 == r20, x4 == 1]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 2*x2 - 3*x3 == 0
2*x1 + 5*x2 + 2*x3 == 0
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3*x1 - x2 - 4*x3 == 0
And the solutions are
[
[x1 == 0, x2 == 0, x3 == 0]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 2*x2 - x3 == 0
2*x1 + 5*x2 + 2*x3 == 0
x1 + 4*x2 + 7*x3 == 0
x1 + 3*x2 + 3*x3 == 0
And the solutions are
[
[x1 == 9*r21, x2 == -4*r21, x3 == r21]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + x2 + x3 + x4 == 0
x1 + x2 + x3 - x4 == 4
x1 + x2 - x3 + x4 == -4
x1 - x2 + x3 + x4 == 2
And the solutions are
[
[x1 == 1, x2 == -1, x3 == 2, x4 == -2]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 3*x2 + 3*x3 == 1
x1 + 3*x2 + 4*x3 == 0
x1 + 4*x2 + 3*x3 == 3
And the solutions are
[
[x1 == -2, x2 == 2, x3 == -1]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 - 3*x2 + 2*x3 == -6
-3*x1 + 3*x2 - x3 == 17
2*x1 - x2 == 3
And the solutions are
[
[x1 == 37, x2 == 71, x3 == 85]
]

△
ExBGCEooPIQgGW

Exemple 43.5.
Pour chacun des systèmes suivants A·X “ B,

(1) Résoudre le système par échelonnement,
(2) Calculer A´1,
(3) Vérifier votre réponse en calculant A´1B. Qu’êtes-vous censé obtenir ?

Les énoncés sont
(1)

A “
¨
˝

2 1 ´2
3 2 2
5 4 3

˛
‚, B “

¨
˝

10
1
4

˛
‚ (43.2)
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Nous utilisons Sage pour fournir la réponse. Le code suivant résout le système et donne l’inverse
de la matrice :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_1_3 ():
6 A= matrix ([[2 ,1 , -2] ,[3 ,2 ,2] ,[5 ,4 ,3]])
7 v= vector ((10 ,1 ,4))
8 print outilsINGE . SolveLinearSystem (A,v)
9 print " M a t r i c e i n v e r s e : "

10 print A. inverse ()

tex/sage/exo13.sage

La sortie est ici :

The given matrix corresponds to the system
2*x1 + x2 - 2*x3 == 10
3*x1 + 2*x2 + 2*x3 == 1
5*x1 + 4*x2 + 3*x3 == 4
And the solutions are
[
[x1 == 1, x2 == 2, x3 == -3]
]
Matrice inverse :
[ 2/7 11/7 -6/7]
[ -1/7 -16/7 10/7]
[ -2/7 3/7 -1/7]

△
exBNGVooIvKfTT

Exemple 43.6.
Sachant que p´1, 0, 1, 0q est un vecteur propre de la matrice

A “

¨
˚̊
˝

2 1 ´1 1
1 0 1 1
´1 1 2 1
1 1 1 0

˛
‹‹‚ (43.3)

(1) Diagonaliser A au moyen d’une matrice orthogonale
(2) Écrire la forme quadratique XtAX sous forme d’une somme pondérée de carrés.

Calculons Av afin de savoir la valeur propre associée au vecteur donné :
¨
˚̊
˝

2 1 ´1 1
1 0 1 1
´1 1 2 1
1 1 1 0

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

´1
0
1
0

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

´3
0
3
0

˛
‹‹‚. (43.4)

La valeur propre est donc 3. Nous savons donc que pλ´ 3q pourra être factorisé dans le polynôme
caractéristique.

Pour le reste de l’exercice c’est standard et c’est résolu de la façon suivante :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
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2

3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_6_5 ():
6 A= matrix (QQ ,4 ,4 ,[2 ,1 , -1 ,1 ,1 ,0 ,1 ,1 , -1 ,1 ,2 ,1 ,1 ,1 ,1 ,0])
7 x= outilsINGE . QuadraticForm (A)
8 print x

tex/sage/exo65.sage

qui retourne

Hi guy; I’m the quadratic form associated with the matix
[ 2 1 -1 1]
[ 1 0 1 1]
[-1 1 2 1]
[ 1 1 1 0]
My eigenvalues and eigenvectors are :
3 -> (1, 0, -1, 0)
3 -> (0, 1, 2, 1)
-1 -> (1, 0, 1, -2)
-1 -> (0, 1, 0, -1)
I’ve the following orthonormal basis of eigenvectors :
(1/2*sqrt(2), 0, -1/2*sqrt(2), 0)
(1/2, 1/2, 1/2, 1/2)
(1/6*sqrt(6), 0, 1/6*sqrt(6), -1/3*sqrt(6))
(-1/2*sqrt(1/3), 3/2*sqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3))
A matrix B such that B^tAB is diagonal is
[ 1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 0 3/2*sqrt(1/3)]
[ -1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 -1/3*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
I’m quite pretty in the following variables ...
x1 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2*sqrt(2)*y1 + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
x2 = 3/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2*y2
x3 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 - 1/2*sqrt(2)*y1 + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
x4 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 - 1/3*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
Look at me when I wear my cool variables
3*y1^2 + 3*y2^2 - y3^2 - y4^2

△
exZHGRooTQpVpq

Exemple 43.7.
Rechercher les extrémums des fonctions suivantes

(1) fpx, yq “ 2´a
x2 ` y2

(2) fpx, yq “ x3 ` 3xy2 ´ 15x´ 12y
(3) fpx, yq “ x3

3 ` 4y3

3 ´ x2 ´ 3x´ 4y ´ 3
Les corrigés sont créés par le script Sage exo101.sage

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_1_A():
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var(’x,y’)
f(x,y)=2-sqrt(x**2+y**2)
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_1_B():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3+3*x*y**2-15*x-12*y
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_1_C():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3/3+4*y**3/3-x**2-3*x-4*y-3
print outilsINGE.Extrema(f)

Des réponses :
(1) The function :

(x, y) |--> -sqrt(x^2 + y^2) + 2
Derivative x and y :
(x, y) |--> -x/sqrt(x^2 + y^2)
(x, y) |--> -y/sqrt(x^2 + y^2)
Hessian matrix :
[-sqrt(x^2 + y^2)*y^2/(x^4 + 2*x^2*y^2 + y^4) x*y/(x^2 + y^2)^(3/2)]
[ x*y/(x^2 + y^2)^(3/2) -sqrt(x^2 + y^2)*x^2/(x^4 + 2*x^2*y^2 + y^4)]
Critical points :
(0, 0)
At (0,0), the Hessian is

power::eval(): division by zero

Ici nous voyons que Sage a du mal à calculer la matrice hessienne en p0, 0q. En effet, nous
tombons sur une division par zéro. Pour résoudre l’exercice, il faut se rendre compte que
la fonction px, yq ÞÑ a

x2 ` y2 est toujours positive et est nulle seulement au point p0, 0q.
Donc f est toujours plus petite ou égale à deux tandis que fp0, 0q “ 2. Le point est donc un
maximum global.

(2) The function :
(x, y) |--> x^3 + 3*x*y^2 - 15*x - 12*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> 3*x^2 + 3*y^2 - 15
(x, y) |--> 6*x*y - 12
Hessian matrix :
[6*x 6*y]
[6*y 6*x]
Critical points :
(2, 1)
(1, 2)
(-1, -2)
(-2, -1)
At (2,1), the Hessian is

(12, 6)
(6, 12)
Primary principal minors are [108, 12]
Hessian positive defined
local minimum

At (1,2), the Hessian is
(6, 12)
(12, 6)
Primary principal minors are [-108, 6]
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Undefinite Hessian
«selle» point

At (-1,-2), the Hessian is
(-6, -12)
(-12, -6)
Primary principal minors are [-108, -6]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-2,-1), the Hessian is
(-12, -6)
(-6, -12)
Primary principal minors are [108, -12]
Hessian negative defined
local maximum

(3) The function :
(x, y) |--> 1/3*x^3 - x^2 + 4/3*y^3 - 3*x - 4*y - 3
Derivative x and y :
(x, y) |--> x^2 - 2*x - 3
(x, y) |--> 4*y^2 - 4
Hessian matrix :
[2*x - 2 0]
[ 0 8*y]
Critical points :
(3, 1)
(-1, 1)
(3, -1)
(-1, -1)
At (3,1), the Hessian is

(4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [32, 4]
Hessian positive defined
local minimum

At (-1,1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [-32, -4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (3,-1), the Hessian is
(4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [-32, 4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-1,-1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [32, -4]
Hessian negative defined
local maximum

△
exHWIHooOAvaDQ
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Exemple 43.8.
Déterminer les valeurs extrêmes et les points de selle des fonctions suivantes.

(1) fpx, yq “ x2 ` 4x` y2 ´ 2y.
(2) fpx, yq “ ex

2`xy.
(3) fpx, yq “ ex sinpyq.

Certains corrigés de cet exercice ont étés réalisés par Sage. Le script utilisé est exo103.sage

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_10_3_A ():
6 var( ’x , y ’)
7 f(x,y)=x **2+4* x+y**2 -2*y
8 print outilsINGE . Extrema (f)
9

10 def exercise_10_3_H ():
11 var( ’x , y ’)
12 f(x,y)=exp(x**2+x*y)
13 print outilsINGE . Extrema (f)
14

15 def exercise_10_3_Q ():
16 var( ’x , y ’)
17 f(x,y)=exp(x)*sin(y)
18 print outilsINGE . Extrema (f)

tex/sage/exo103.sage

Des réponses :

(1) The function :
(x, y) |--> x^2 + y^2 + 4*x - 2*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> 2*x + 4
(x, y) |--> 2*y - 2
Hessian matrix :
[2 0]
[0 2]
Critical points :
(-2, 1)
At (-2,1), the Hessian is

(2, 0)
(0, 2)
Primary principal minors are [4, 2]
Hessian positive defined
local minimum

(2) The function :
(x, y) |--> e^(x^2 + x*y)
Derivative x and y :
(x, y) |--> (2*x*e^(x^2) + y*e^(x^2))*e^(x*y)
(x, y) |--> x*e^(x^2 + x*y)
Hessian matrix :
[(4*x*y*e^(x^2) + y^2*e^(x^2) + 2*(2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y) (x*y*e^(x^2) + (2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y)]
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[ (x*y*e^(x^2) + (2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y) x^2*e^(x^2 + x*y)]
Critical points :
(0, 0)
At (0,0), the Hessian is

(2, 1)
(1, 0)
Primary principal minors are [-1, 2]
Undefinite Hessian
«selle» point

(3) The function :
(x, y) |--> e^x*sin(y)
Derivative x and y :
(x, y) |--> e^x*sin(y)
(x, y) |--> e^x*cos(y)
Hessian matrix :
[ e^x*sin(y) e^x*cos(y)]
[ e^x*cos(y) -e^x*sin(y)]
Critical points :

I’m not able to solve these equations.
I’m not able to solve these equations.

At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equations.

At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equations.

Ici, Sage n’est pas capable de résoudre les équations qui annulent le jacobien. Les équations
à résoudre sont pourtant faciles :

"
ex cospyq “ 0 (43.5a)
ex sinpyq “ 0 (43.5b)

Étant donné que l’exponentielle ne s’annule jamais, il faudrait avoir en même temps cospyq “
0 et sinpyq “ 0, ce qui est impossible. La fonction n’a donc aucun extrémums local.

△
exEEHPooKDxLTJ

Exemple 43.9.
Considérons la fonction

fpx, yq “ xy2e´px2`y2q{4. (43.6)

(1) Montrer qu’il y a une infinité de points critiques.
(2) Déterminer leur nature.

Voici la fonction Sage qui fournit les informations :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_10_4 ():
6 var( ’x , y ’)
7 f(x,y)=x*y**2* exp (-(x**2+y**2) /4)
8 print outilsINGE . Extrema (f)

tex/sage/exo104.sage
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La sortie est

The function :
(x, y) |--> x*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
Derivative x and y :
(x, y) |--> -1/2*(x^2 - 2)*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
(x, y) |--> -1/2*(x*y^3 - 4*x*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
Hessian matrix :
[ 1/4*(x^3 - 6*x)*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2) 1/4*((x^2 - 2)*y^3 - 4*(x^2 - 2)*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)]
[1/4*((x^2 - 2)*y^3 - 4*(x^2 - 2)*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2) 1/4*(x*y^4 - 10*x*y^2 + 8*x)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)]
Critical points :
(r17, 0)
(-sqrt(2), -2)
(sqrt(2), -2)
(-sqrt(2), 2)
(sqrt(2), 2)
At (r17,0), the Hessian is

(0, 0)
(0, 2*r17*e^(-1/4*r17^2))
Primary principal minors are [0, 0]
Hessian positive semidéfinite
I don’t conclude
Hessian negative semidefinite
I don’t conclude

At (-sqrt(2),-2), the Hessian is
(4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, 4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), 4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum

At (sqrt(2),-2), the Hessian is
(-4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), -4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

At (-sqrt(2),2), the Hessian is
(4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, 4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), 4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum

At (sqrt(2),2), the Hessian is
(-4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), -4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

Notez la présence de r1 comme paramètres dans les solutions. Tous les points avec y “ 0 sont
des points critiques. Cependant, Sage 1 ne parvient pas à conclure la nature de ces points px, 0q.

Notons que le nombre fpx, yq a toujours le signe de x parce que y2 et l’exponentielle sont
positives. Toujours ? En tout cas lorsque x ‰ 0. Prenons un point pa, 0q avec a ą 0. Dans un

1. ou, plus précisément, le programme que j’ai écrit avec Sage.
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voisinage de ce point, nous avons fpx, yq ą 0 parce que si a ą 0, alors x ą 0 dans un voisinage de
a. Le point pa, 0q est un minimum local parce que 0 “ fpa, 0q ď fpx, yq pour tout px, yq dans un
voisinage de pa, 0q.

De la même façon, les points pa, 0q avec a ă 0 sont des maximums locaux parce que dans un
voisinage, la fonction est négative.

Le point p0, 0q n’est ni maximum ni minimum local. C’est un point de selle.
△

exRNZKooUIOfPU

Exemple 43.10.
Dériver les fonctions suivantes.

(1) sin
`

lnpxq˘

(2) sin x
x

;

(3) ex
2

(4) cospxqsinpxq

Le programme suivant par Sage résout l’exercice :

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 var( ’x ’)
7 f=sin(ln(x))
8 print f.diff(x)
9 f=sin(x)/x

10 print f.diff(x)
11 f=exp(x**2)
12 print f.diff(x)
13 f=cos(x)**( sin(x))
14 print f.diff(x)

tex/sage/corrDerive_0002.sage

Le résultat est :

cos(log(x))/x
cos(x)/x - sin(x)/x^2
2*x*e^(x^2)
(log(cos(x))*cos(x) - sin(x)^2/cos(x))*cos(x)^sin(x)

△
exLFYFooNCXCJz

Exemple 43.11.
Donner une approximation de lnp1.0001q.
----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.5.3, Release Date: 2010-09-04 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: numerical_approx(ln(1.0001))
0.0000999950003332973

△
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Épilogue : la constante de Weiner

Nous voici à la fin du Frido. Nous avons étudié beaucoup de math, et beaucoup reste à voir.
En guise de conclusion, je voudrais vous parler de la constante de Weiner, introduite dans [779].
Il s’agit d’une constante, qui comme π ou e intervient dans à peu près tous les domaines de la
mathématique.

Comme toujours, il existe énormément de définitions équivalentes différentes ; nous choisissons
celle-ci, motivée par le théorème de Weinersmith 27.46.

DEFooXVXSooVJDTPy

Définition 44.1.
La constante de Weiner Wc est l’unique réel p tel que l’espace LppR7q soit un espace de Hilbert.

Cette constante intervient de façon centrale dans de nombreux résutats dans tous les domaines ;
nous en citons quelques-uns.

(1) La moyenne de tout couple de réels peut être calculée en divisant leur somme par la constante
de Weiner 1.

(2) La constante de Weiner donne l’indice du groupe alterné dans le groupe symétrique pour
tous les ordres, théorème 5.44.

(3) La constante de Weiner donne une borne inférieure optimale pour l’ensemble des nombres
premiers.

(4) La constante de Weiner est à la fois l’unique point fixe non trivial de la fonction factorielle
et le nombre de points fixes de la même fonction.

(5) Tout automorphisme d’anneau a un polynôme minimal dont le degré est donné par la
constante de Weiner.

(6) Le théorème de Jordan 27.201 affirme que le nombre de composantes connexes du complé-
mentaire d’une courbe de Jordan dans R2 est donné par la constante de Weiner.

(7) L’égalité ab “ 0 dans un anneau n’implique pas spécialement a “ 0 ou b “ 0 lorsque la
caractéristique de l’anneau est égale à la constante de Weiner, et seulement dans ce cas.

(8) Pour l’anecdote, la constante de Weiner donne le rapport τ{π ; elle est aussi la partie entière
de e.

Il reste encore de nombreuses conjectures mettant en valeur la constante de Weiner :
(1) La fameuse droite critique de la conjecture de Riemann est donnée par l’inverse de la

constante de Weiner.
(2) Soit P l’ensemble de nombres premiers. Est-ce que l’ensemble

tpp, qq P P ˆ P tel que 0 ă |p´ q| “Wcu (44.1)

est fini ?
1. C’est historiquement la première propriété énoncée de la constante de Weiner ; elle suggère également une

notion de constante de Weiner généralisée pour moyenner un nombre arbitraire de nombres. La construction des
nombres de Weiner généralisés est en projet dans la section 1.3.

2821



2822 CHAPITRE 44. ÉPILOGUE : LA CONSTANTE DE WEINER

D’aucuns pourraient objecter que tout cela n’est que fantaisie et trivialité. Il n’en est rien. La
preuve que la constante de Weiner est centrale en mathématique est précisément qu’elle avait déjà
un nom et un symbole réservé bien avant le début de l’histoire des mathématiques.

Le fait est que toutes les mathématiques que vous connaissez se basent sur les nombres entiers ;
cela n’est pas du tout une trivialité.



Chapitre 45

Développements possibles

Nous donnons ici quelques idées de développements associés aux leçons mises à jour en 2021.
Parfois, il est bon d’ajouter quelques lemmes au développement proposé, si il est trop court. Si
l’un ou l’autre ne vous semble pas adapté à l’énoncé de la leçon, faites le moi savoir.

45.1 Algèbre et géométrie

Exemples d’équations en arithmétique.

PGCD et PPCM, algorithmes de calcul. Applications.

Racines d’un polynôme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applica-
tions.

Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.

Formes linéaires et dualité en dimension finie. Exemples et applications.

Distances et isométries d’un espace affine euclidien.

Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

Exemples d’utilisation de techniques d’algèbre en géométrie.

— Partitions d’un entier en parts fixées, théorème 26.99.
— Théorème de Sophie Germain, théorème 6.19.

Groupes abéliens et non abéliens finis. Exemples et applications.

— Structure des groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Les groupes abéliens finis, théorème 5.23.

Conjugaison dans un groupe. Exemples de sous-groupes distingués et de groupes
quotients. Applications.

— Le groupe alterné An est simple, théorème 5.50.
— Structure des groupes d’ordre pq, théorème 5.25.

2823
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Méthodes combinatoires, problèmes de dénombrement.
— Coloriage de roulette (18.10.15.1) et composition de colliers (18.10.15.2).
— Nombres de Bell, théorème 15.166.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.99.

Barycentres dans un espace affine réel de dimension finie, convexité. Applications.
— Théorème de Carathéodory 8.41.
— Points extrémaux de la boule unité dans LpEq, théorème 13.37.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.

Formes quadratiques sur un espace vectoriel de dimension finie. Orthogonalité, iso-
tropie. Applications.

— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.122, voir le lemme de Morse lui-même 20.195.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.121.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.126.

Systèmes d’équations linéaires ; opérations élémentaires, aspects algorithmiques et
conséquences théoriques.

— Algorithme des facteurs invariants 4.113.
— Méthode du gradient à pas optimal 17.118.

Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).
— Décomposition polaire 13.32.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théorème 9.224 sur la diagonalisation de matrices symétriques.

Matrices symétriques réelles, matrices hermitiennes.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.122.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.121.
— Théorème 9.224 sur la diagonalisation de matrices symétriques.

Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.
— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.262.
— Théorème de Lie-Kolchin 12.103.

Exponentielle de matrices. Applications.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.262.
— Théorème de Von Neumann 17.65.
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Endomorphismes diagonalisables en dimension finie.
— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27, parce qu’un utilise le

résultat de diagonalisation simultanée.
— Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.48.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.262.
— Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 9.298.

Sous-espaces stables par un endomorphisme ou une famille d’endomorphismes d’un
espace vectoriel de dimension finie. Applications.

— Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.48.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.262.
— Théorème de Lie-Kolchin 12.103.

Polynômes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction d’un endomorphisme en
dimension finie. Applications.

— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.262.
— Algorithme des facteurs invariants 4.113.

Déterminant. Exemples et applications.
— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.7, parce que c’est ce théorème qui donne

l’unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.
— Théorème de Rothstein-Trager 20.94 parce que le résultant en est un.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.126.

Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang.
Exemples et applications.

— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.7, parce que c’est ce théorème qui donne
l’unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.

— Théorème de la dimension 4.13.
— Extrema liés, théorème 17.77.
— Théorème 9.224 sur la diagonalisation de matrices symétriques.
— Stabilité du rang par extension des scalaires, proposition 9.281.

Exemples d’actions de groupes sur les espaces de matrices.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.96.
— Lemme de Morse, lemme 20.195.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Algorithme des facteurs invariants 4.113.

Polynômes irréductibles à une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applica-
tions.

— Irréductibilité des polynômes cyclotomiques, proposition 19.23.
— Polynômes irréductibles sur Fq.
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Extensions de corps. Exemples et applications.
— Polynômes séparables, proposition 6.161.
— Lien entre les racines (multiples) de P et P 1, proposition 6.161.
— Théorème de l’élément primitif 6.170.
— À propos d’extensions de Q, le lemme 6.181.
— Polynômes irréductibles sur Fq.
— Polygones réguliers constructibles, théorème de Gauss-Wantzel, 19.87.

Corps finis. Applications.
— Théorème de Chevalley-Warning 19.43.
— Loi de réciprocité quadratique 19.39.
— pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.32.
— Polynômes irréductibles sur Fq.

Nombres premiers. Applications.
— Structure des groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théorème 15.118.
— RSA, section 19.2, plus l’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Forme faible du théorème de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.28.
— pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.32, peut-être redondant avec les groupes d’ordre pq.
— Irréductibilité des polynômes cyclotomiques, proposition 19.23.
— Théorème des deux carrés, théorème 6.25.

Anneaux Z{nZ. Applications.
— RSA, section 19.2, plus l’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Forme faible du théorème de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.28.
— pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.32.
— Groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Irréductibilité des polynômes cyclotomiques, proposition 19.23.

Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.
— RSA, section 19.2. Assez indirect : la système RSA se base sur la formule φppqq “ pp´1qpq´1q,

laquelle se base sur l’isomorphisme Z{pZˆ Z{qZ » Z{pqZ et leurs générateurs.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.96, parce que c’est

avec lui qu’on montre les générateurs du groupe modulaire dans le corolaire 23.97.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.175
— Table des caractères du groupe diédral, section 18.17.
— Le groupe alterné est simple, théorème 5.50.
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.219.

Représentations et caractères d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples
— Table des caractères du groupe diédral, section 18.17.
— Table des caractères du groupe symétrique S4, section 16.5.
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Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie E , sous-groupes de GLpEq.
Applications.

— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
— Décomposition de Bruhat, théorème 13.39.
— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.122.
— Décomposition polaire 13.32.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théorème de Von Neumann 17.65.

Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
— RSA, section 19.2, plus l’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Coloriage de roulette (18.10.15.1) et composition de colliers (18.10.15.2).
— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.7.
— Décomposition de Bruhat, théorème 13.39.
— Polynômes semi-symétriques, proposition 9.17.
— Table des caractères du groupe diédral, section 18.17.
— Table des caractères du groupe symétrique S4, section 16.5.
— Isométries du cube, section 5.7.
— Le groupe alterné est simple, théorème 5.50.

Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l’unité.
Applications.

— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
— Forme faible du théorème de Dirichlet (avec ses deux lemmes) 19.28 (parce qu’on parle de

polynômes cyclotomiques qui sont basés sur les racines de l’unité).
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.96, parce qu’on y

utilise un peu les propriétés des nombres du type |z| “ 1.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.175.
— Irréductibilité des polynômes cyclotomiques, proposition 19.23.
— Théorème de Wedderburn 19.29.

Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.219.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.96.
— Polynômes semi-symétriques, proposition 9.17.
— Lemme de Morse, lemme 20.195.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.175.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théorème de Wedderburn 19.29.
— Isométries du cube, section 5.7.
— Algorithme des facteurs invariants 4.113.

45.2 Analyse
Extremums : existence, caractérisation, recherche. Exemples et applications.
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Approximation d’une fonction par des fonctions régulières. Exemples et applications.

Théorème d’inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applica-
tions en analyse et en géométrie.

Applications différentiables définies sur un ouvert de Rn . Exemples et applications.

Équations différentielles ordinaires. Exemple de résolution et d’études de solutions en
dimension 1 et 2.

Exemples d’équations aux dérivées partielles linéaires

Suites numériques. Convergence, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

Suites vectorielles et réelles définies par une relation de récurrence un`1 “ fpunq.
Exemples. Applications à la résolution approchée d’équations.

Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes par-
tielles des séries numériques. Exemples.

Analyse numérique matricielle : résolution approchée de systèmes linéaires, recherche
de vecteurs propres, exemples.

Fonctions et espaces de fonctions Lebesgue-intégrables.

Problèmes d’interversion de limites et d’intégrales.

Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables.

Fonctions d’une variable complexe. Exemples et applications

Loi d’une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théorèmes limite. Exemples et ap-
plications.

Variables aléatoires discrètes. Exemples et applications.

Exemples d’études et d’applications de fonctions usuelles et spéciales.

Illustration de la notion d’indépendance en probabilité.

Exemples d’utilisation de courbes en dimension 2 ou supérieure.

Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramètre. Exemples et applica-
tions.

— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.106.
— Les théorèmes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Lemme de Morse, lemme 20.195.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.
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Utilisation de la notion de convexité en analyse.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.126.
— Peut-être la méthode de Newton, théorème 34.63, mais je ne sais pas très bien pourquoi.

Transformation de Fourier. Applications.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.51.

Séries de Fourier. Exemples et applications.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Inégalité isopérimétrique, théorème 28.23.
— Fonction continue et périodique dont la série de Fourier ne converge pas, proposition 28.21.

Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.106.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp.
— Théorème de Montel 27.232.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.

Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.
— La proposition 32.46 donne un résultat sur y2`qy “ 0 à partir d’une hypothèse de croissance.
— L’inégalité de Jensen, proposition 36.74.
— Méthode de Newton, théorème 34.63, si on parvient à expliquer quelle est le lien entre la

méthode de Newton et la convexité.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.126.

— Extrema liés, théorème 17.77.
— Théorème d’inversion locale, théorème 17.51.
— Lemme de Morse, lemme 20.195.

Espaces de Hilbert. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.
— Espace de Sobolev H1pIq, théorème 31.6.
— Inégalité isopérimétrique, théorème 28.23.
— Dual de Lp

`r0, 1s˘ pour 1 ă p ă 2, proposition 27.170.

Espaces de fonctions : exemples et applications.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.45.
— Espace de Sobolev H1pIq, théorème 31.6.
— Théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43.
— Dual de Lp

`r0, 1s˘ pour 1 ă p ă 2, proposition 27.170.
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Utilisation de la notion de compacité.
— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.106.
— Suite telle que limkÑ8 dpuk`1, ukq “ 0, théorème 7.292.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Théorème de Montel 27.232.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.126.

Connexité. Exemples et applications.
— Théorème de Runge 26.70.
— Suite telle que limkÑ8 dpuk`1, ukq “ 0, théorème 7.292.
— Théorème de Brouwer en dimension 2 via l’homotopie 26.66.
— Théorème de Lie-Kolchin 12.103.

Espaces complets. Exemples et applications.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp.
— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théorème 17.132
— Complétion d’un espace métrique, théorème 17.139.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.45.
— Théorème de Cauchy-Lipschitz global 17.44.

Prolongement de fonctions. Exemples et applications.
— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théorème 17.132
— Lemme de Borel 15.164.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.
— Théorème de Tietze 27.164.

Espaces vectoriels normés, applications linéaires continues. Exemples.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.45.
— Théorème de Banach-Steinhaus 11.139.
— Dual de Lp

`r0, 1s˘ pour 1 ă p ă 2, proposition 27.170.

45.3 Anciennes leçons

Transformation de Fourier. Applications.
— Théorème de Cauchy-Lipschitz global 17.44.

Équations différentielles linéaires. Systèmes d’équations différentielles linéaires.
Exemples et applications.

— Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.48.
— Théorème de stabilité de Lyapunov 32.43.
— Le système proie-prédateur de Lotka-Volterra 32.44
— Théorème de Cauchy-Lipschitz global 17.44, si on parvient à réexprimer le théorème dans le

cas linéaire.
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Exemples de parties denses et applications.
— Prolongement de fonction définie sur une partie dense, théorème 17.132
— Complétion d’un espace métrique, théorème 17.139.
— Points extrémaux de la boule unité dans LpEq, théorème 13.37.
— Critère de Weyl, proposition 28.10.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.170.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.

Applications des formules de Taylor.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Lemme de Morse, lemme 20.195.

Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et ap-
plications.

— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théorème 15.118.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Nombres de Bell, théorème 15.166.
— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.99.
— Théorème d’Abel angulaire 20.85.

Espaces Lp, 1 ď p ď 8
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.45.
— Espace de Sobolev H1pIq, théorème 31.6.
— Dual de Lp

`r0, 1s˘ pour 1 ă p ă 2, proposition 27.170.

Convergence des séries entières, propriétés de la somme. Exemples et applications.
— Processus de Galton-Watson, théorème 38.59.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Nombres de Bell, théorème 15.166.
— Théorème d’Abel angulaire 20.85.

Applications des nombres complexes à la géométrie.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.96.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.175
— Le groupe circulaire, proposition 23.95.

Sous-groupes discrets de R2. Réseaux. Exemples
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.219.

Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Applications en dimensions
2 et 3.

— Isométries du cube, section 5.7.
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Exemples d’équations diophantiennes.
— Dans 3.2.6, nous résolvons ax` by “ c en utilisant Bézout (théorème 1.229).
— L’exemple 3.92 résout l’équation x2`2 “ y3 en parlant de l’extension Zri?2s et de stathme.
— Les propositions 3.96 et 3.98 parlent de triplets pythagoriciens.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.99.

Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.
— Suites de décomposition et théorème de Jordan-Hölder 2.21.
— Groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Le groupe alterné est simple, théorème 5.50.
— Théorème de Lie-Kolchin 12.103.

Sous-groupes finis de Op2,Rq et Op3,Rq. Applications
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.219.

Groupes finis. Exemples et applications.
— RSA, section 19.2, plus l’exponentielle rapide, plus la recherche de couples de Bézout.
— Théorème de Wedderburn 19.29.
— Théorème de Sylow 5.11. Tout le théorème, c’est un peu long. On peut se contenter de la

partie qui dit que G contient un p-Sylow.
— Coloriage de roulette (18.10.15.1) et composition de colliers (18.10.15.2).
— Suites de décomposition et théorème de Jordan-Hölder 2.21.
— Théorème de Burnside sur les sous-groupes d’exposant fini de GLpn,Cq, théorème 9.310.
— pZ{pZq˚ » Z{pp´ 1qZ, corolaire 19.32.
— Groupes d’ordre pq, théorème 5.25.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.175.
— Le groupe alterné est simple, théorème 5.50.
— Isométries du cube, section 5.7.

Angles : Définitions et utilisation en géométrie
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.219.

Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Formes réduites. Applica-
tions

— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.219.

Applications affines
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.219.

Utilisation des groupes en géométrie.
— Coloriage de roulette (18.10.15.1) et composition de colliers (18.10.15.2).
— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.7, parce que c’est ce théorème qui donne

l’unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.96.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.175
— Isométries du cube, section 5.7.
— Les groupes de pavage de R2, théorème 18.219.
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Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice. Exemples et
applications.

— Décomposition de Bruhat, théorème 13.39.
— Algorithme des facteurs invariants 4.113.

Exemples de décompositions remarquables dans le groupe linéaire. Applications
— Décomposition polaire 13.32.
— Décomposition de Dunford, théorème 9.262.

Résultant. Applications.
— Théorème de Rothstein-Trager 20.94.
— Théorème de Kronecker 9.25.

Matrices équivalentes. Matrices semblables. Applications.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.

Exemples d’utilisation de la notion de dimension d’un espace vectoriel.
— Forme alternées de degré maximum, proposition 9.7, parce que c’est ce théorème qui donne

l’unicité du déterminant du fait que l’espace est de dimension un.
— Théorème de la dimension 4.13, bien que ce soit plutôt dans la définition de la dimension

que dans l’utilisation.
— Théorème de Carathéodory 8.41.

Corps des fractions rationnelles à une indéterminée sur un corps commutatif. Appli-
cations.

— Théorème de Rothstein-Trager 20.94.
— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.99.

Anneau de séries formelles. Applications.
— Nombres de Bell, théorème 15.166.
— Partitions d’un entier en parts fixes, proposition 26.99.

Formes linéaires et hyperplans en dimension finie. Exemples et applications.
— Extrema liés, théorème 17.77.
— Enveloppe convexe du groupe orthogonal 13.38.
— Une forme canonique pour les transvections et dilatations, théorème 13.8.

Algèbre des polynômes d’un endomorphisme en dimension finie. Applications.
— Racine carrée d’une matrice hermitienne positive, proposition 13.27.

Formes quadratiques réelles. Exemples et applications.
— Le lemme au lemme de Morse, lemme 17.122.
— Connexité des formes quadratiques de signature donnée, proposition 17.121.
— Sous-groupes compacts de GLpn,Rq, lemme 13.40 ou proposition 13.41.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.126.
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Polynômes d’endomorphisme en dimension finie. Applications à la réduction d’un
endomorphisme en dimension finie.

— Endomorphismes cycliques et commutant dans le cas diagonalisable, proposition 9.298.

Applications des nombres complexes à la géométrie. Homographies.
— Action du groupe modulaire sur le demi-plan de Poincaré, théorème 23.96. Parce que l’action

est avec des homographies.

Anneaux principaux. Applications
— Polynôme minimal d’endomorphisme semi-simple, théorème 9.107.
— Théorème de Bézout, corolaire 3.73.
— Théorème des deux carrés, théorème 6.25.
— Algorithme des facteurs invariants 4.113.

Représentations de groupes finis de petit cardinal.
— Table des caractères du groupe diédral, section 18.17.
— Table des caractères du groupe symétrique S4, section 16.5.

Algèbre des polynômes à n indéterminées (n ě 2). Polynômes symétriques. Applica-
tions.

— À propos d’extensions de Q, le lemme 6.181.
— Polynômes semi-symétriques, proposition 9.17.
— Théorème de Chevalley-Warning 19.43.
— Théorème de Kronecker 9.25.

Racines d’un polynômes. Fonctions symétriques élémentaires. Localisation des racines
dans les cas réel et complexe.

— À propos d’extensions de Q, le lemme 6.181.

135 - Isométries d’un espace affine euclidien de dimension finie. Forme réduite. Ap-
plications en dimensions 2 et 3.

— Points extrémaux de la boule unité dans LpEq, théorème 13.37.
— Générateurs du groupe diédral, proposition 18.175
— Isométries du cube, section 5.7.

248 - Approximation des fonctions numériques par des fonctions polynomiales.
Exemples.

— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Théorème de Runge 26.70.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.170.

250 - Loi des grands nombres. Théorème central limite. Applications.
— Presque tous les nombres sont normaux, proposition 36.168.
— Estimation des grands écarts, théorème 36.154.
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251 - Indépendance d’événements et de variables aléatoires. Exemples.
— Presque tous les nombres sont normaux, proposition 36.168.
— Estimation des grands écarts, théorème 36.154.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.170.
— Problème de la ruine du joueur, section 39.4.

252 - Loi binomiale. Loi de Poisson. Applications.
— Estimation des grands écarts, théorème 36.154.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.170.
— Problème de la ruine du joueur, section 39.4.

219 - Problèmes d’extrémums.
— Extrema liés, théorème 17.77.
— Lemme de Morse, lemme 20.195.
— Ellipsoïde de John-Loewner, proposition 17.126.

Équations différentielles X 1 “ fpt,Xq. Exemples d’étude des solutions en dimension 1
et 2.

— Théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43.
— Théorème de stabilité de Lyapunov 32.43.
— Équation de Hill y2 ` qy “ 0, proposition 32.48.
— Le système proie-prédateur de Lotka-Volterra 32.44

223 - Convergence des suites numériques. Exemples et applications.
— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.
— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Théorème d’Abel angulaire 20.85.

224 - Comportement asymptotique de suites numériques. Rapidité de convergence.
Exemples.

— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières
et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.99.

— Divergence de la somme des inverses des nombres premiers, théorème 15.118.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15, grâce à l’exemple 29.16.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Estimation des grands écarts, théorème 36.154.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.99.

226 - Comportement d’une suite réelle ou vectorielle définie par une itération un`1 “
fpunq. Exemples.

— Processus de Galton-Watson, section 38.7.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Méthode du gradient à pas optimal 17.118.
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245 - Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. Exemples et appli-
cations.

— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.106.
— Théorème de Montel 27.232.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.

238 - Méthodes de calcul approché d’intégrales et de solutions d’équations différen-
tielles.

— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.

222 - Exemples d’équations différentielles. Solutions exactes ou approchées.
— Équation y2 ` qy “ 0, 32.9.3.

225 - Étude locale de surfaces. Exemples.
— Lemme de Morse, lemme 20.195.

Exemples de problèmes d’interversion de limites.
— Théorème taubérien de Hardy-Littlewood 17.6 parce que l’énoncé revient à montrer la limite

limxÑ1´

ř
nPN anxn “

ř
nPN an.

— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.106.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp. Ça utilise la

convergence monotone pour pour permuter une somme et une intégrale.
— Les théorèmes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Nombres de Bell, théorème 15.166.

254 - Espaces de Schwartz et distributions tempérées.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.51.

Théorème d’inversion locale, théorème des fonctions implicites. Exemples et applica-
tions.

— Extrema liés, théorème 17.77.
— Théorème d’inversion locale, théorème 17.51.
— Lemme de Morse, lemme 20.195.
— Théorème de Von Neumann 17.65.

Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et
contre-exemples.

— Les théorèmes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Lemme de Borel 15.164.

232 - Méthodes d’approximation des solutions d’une équation F pXq “ 0. Exemples.
— Méthode de Newton, théorème 34.63
— Méthode du gradient à pas optimal 17.118.
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Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une
ou plusieurs variables réelles.

— Calcul d’intégrale par suite équirépartie 28.10.
— Théorème de Rothstein-Trager 20.94.

256 - Transformation de Fourier dans S pRdq et S 1pRdq.
— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.51.

Espaces de Schwartz S pRdq et distributions tempérées. Transformation de Fourier
dans S pRdq et S 1pRdq

— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.51.

Espaces de Schwartz. Distributions. Dérivation au sens des distributions.
— L’équation px´ x0qαu “ 0 pour u P D 1pRq, théorème 30.51.
— Espace de Sobolev H1pIq, théorème 31.6.
— Équation de Schrödinger, théorème 32.51.

Fonctions développables en série entière, fonctions analytiques. Exemples.
— Le dénombrement des solutions de l’équation α1n1 ` . . . αpnp “ n utilise des séries entières

et des décompositions de fractions en éléments simples, théorème 26.99.

Théorèmes de point fixe. Exemples et applications.
— Processus de Galton-Watson, théorème 38.59.
— Théorème d’inversion locale, théorème 17.51.
— Théorème de Brouwer en dimension 2 via l’homotopie 26.66.
— Théorème de Picard 17.38 et l’inséparable théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43

— Inégalité isopérimétrique, théorème 28.23.
— Théorème des quatre sommets, théorème 21.106.

— Formule sommatoire de Poisson, proposition 29.15.

Sous-variétés de Rn. Exemples.
— Extrema liés, théorème 17.77.
— Théorème de Von Neumann 17.65.
— Lemme de Morse, lemme 20.195.

Suites et séries de fonctions intégrables. Exemples et applications.
— La proposition 27.18 qui donne des indications sur la notion de classes dans Lp.
— Le théorème de Weierstrass sur la limite uniforme de fonctions holomorphes, théorème 26.106.
— Les théorèmes sur les fonctions définies par des intégrales, section 17.4.
— Théorème de Fischer-Riesz 27.45.
— Prolongement méromorphe de la fonction Γ d’Euler.
— Problème de la ruine du joueur, section 39.4.
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Utilisation en probabilités du produit de convolution et de la transformation de Fou-
rier ou de Laplace.

— Processus de Galton-Watson, lemme 38.58 et théorème 38.59.
— Fonction caractéristique 36.79.
— Théorème central limite 36.123.

Suites de variables de Bernoulli indépendantes.
— Processus de Galton-Watson, section 38.7.
— Estimation des grands écarts, théorème 36.154.
— Densité des polynômes dans C0`r0, 1s˘, théorème de Bernstein 36.170.
— Problème de la ruine du joueur, section 39.4.
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Chapter 46

Some old results

46.1 Some old questions

46.2 Still some questions and problems
(1) 83.1, page 4054 Où vient le ∇ dans la définition de WKB ?
(2) 84.4, page 4085 à voir que quand on a une courte suite exacte d’espaces qui s’injèctent les

uns dans les autres, on a une longue suite exacte dans les espaces de cohomologie.
(3) 84.10, page 4089 En réalité, c’est sans doute l’avant-dernière ligne de la preuve du théorème

3.1 dans Semisimple Symplectic Symmetric spaces. Ou bien (i.2) de la proposition 4.1
(4) 79.30, page 3871 Encore le problème de θ comme automorphisme interne.
(5) 83.3, page 4055 Une référence pour l’équivalence entre Moyal et Weyl
(6) 83.20, page 4070 Un énoncé exact du produit sur SLp2,Rq.
(7) 83.19, page 4068 Prouver que Tθ entrelace réellement ρν et dL.
(8) A friend said me that the condition (85.32) means that the form is closed in the sense of

Chevalley and thus its left invariant prolongation is closed in the sense of de Rahm.
(9) L’espace symétrique M est vu comme G{H où G est la composante connexe à l’identité

de AffpMq, c’est-à-dire le plus grand groupe connexe de transformations affines (c’est le
théorème 66.27), où AffpMq “groupe des transformations affines de M .
A-t-on forcement : composante connexe à l’identite de AffpMq “ larger connex group of
AffpMq ? (genre, pourrait-on avoir un ss-groupe connexe qui ne passe pas par l’identité,
plus grand que tous ceux qui passent par l’identité ?)
On sait que toutes les symétries sx sont des transformations affines, mais le contraire n’est
pas vrai ; en particulier, AffpMq peut contenir des elements qui ne sont pas des symétries.
Ceci pour savoir la definition du théorème 66.27, était la même que celle du théorème 2.4
du papier de Bieliavsky, où il exprime M “ G{H, avec cette fois G “ transvection group de
M , qui est INCLUS dans AffpMq.
Dans ton théorème 66.27, G be the LARGER connex group of affine transformation, tandis
que chez Bieliavsky (i), le transvection group G is the SMALLEST subgroup of Aff(M) which
is transitive etc.

46.3 Some statements waiting for proofs
We provide here some results that are at undergrad level. Some of them are contained in the

part “Pour l’agrégation” in French.
lem:Schur

Lemma 46.1 (Schur’s lemma).
If ϕ : gÑ glpV q is irreducible, then the only endomorphism of V which commutes with all ϕpgq are
multiples of identity.

2841
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Now we consider W “ tu P V tel que Dn P N : Anu “ 0u and v P V . There exists a v1 P V such
that Appvq “ Ap`1pv1q. Writing v “ Apv1q ` pv ´Apv1qq, we find

V Ă ApV q `W (46.1)eq:VAWeq:VAW

because Appvq ´Ap`1pv1q “ 0, v ´Apv1q PW .
If we apply A on this, we find ApV q Ă A2pV q `ApW q. Reinserting it into the right hand side

of (46.1), we find V Ă A2pV `W q and repeating p times this process, we find V “ AppV q `W
and the sum is direct because none of the elements of AppV q is annihilated by A:

V “ AppV q ‘W. (46.2)eq:ApoplusWeq:ApoplusW

ThoCayleyHamilton

Theorem 46.2 (Cayley-Hamilton).
A square matrix on R or C satisfies its own characteristic equation. If A P MnpKq, we consider
the polynomial ppλq “ detpA´ λ1q. Thus ppAq “ 0.

For a proof see Wikipedia, theorem 9.118 and theorem 13.25.
PropMtrDiagablaUnit

Proposition 46.3 ([780]).
If M is a complex nˆ n matrix, then there exists an unitary matrix U such that U˚MU is upper
triangular.

Definition 46.4.
A positive defined matrix is a matrix B such that

ÿ

ij

Bijxixj (46.3)

is real and positive for every complex vector x.

Proposition 46.5.
A positive defined matrix is Hermitian.

Proof. We define the Hermitian matrices M “ pB`B˚q{2 and N “ pB´B˚q{2i, so B “M ` iN
and

x̄Bx “ x̄Mx` ix̄Nx. (46.4)

The matrices M and B being Hermitian, the numbers x̄Mx and x̄Nx are real. If x̄Bx has to be
real, we need x̄Nx “ 0 for every x. This shows that N “ 0, so that B “ N .

Theorem 46.6.
Let G be a Lie group and H a subgroup (with no special other structures) of G. If H is a closed
subset of G then there exists an unique analytic structure on H such that H is a topological Lie
subgroup of G. Helgason2.3

This comes from [781], chapter 2, theorem 2.3.

Lemma 46.7.
Let G be a connected Lie group with Lie algebra G and let φ be an analytic homomorphism of G
into a Lie group X with Lie algebra X . Then

(1) The kernel φ´1peq is a topological Lie subgroup of G. Its Lie algebra is the kernel of dφe.
(2) The image φpGq is a Lie subgroup of X with Lie algebra dφpGq Ă X .

Helgason5.1

This comes from [781], chapter 2, lemma 5.1.

Lemma 46.8.
Let G and H be two Lie group, whose Lie algebra are G and H. If θ : GÑ H is a surjective map,
then we have H » G{Ker dθe. 1203r1

http://en.wikipedia.org/wiki/Cayley-Hamilton_theorem
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Theorem 46.9.
Let us consider Ad : SUp2q Ñ GLp3q, AdpUqX “ UXU´1. We have the following properties:

(1) Ad is a linear homomorphism,
(2) it takes his values in SOp3q; then we can write Ad : SUp2q Ñ SOp3q,
(3) it is surjective,
(4) KerAd “ Z2,
(5) all these properties show that

SOp3q “ SUp2q
Z2

.

Definition 46.10.
If pakq is a sequence in R, its upper limit is the real number

lim sup
nÑ8

an “ lim
lÑ8 suptak : k ě lu.

Lemma 46.11.
If ω is a k-form (not specially a symplectic one), and ∇ a torsion free connection, one has

pdωqpX0, . . . , Xkq “
kÿ

i“0
p´1qip∇XiωqpX0, . . . , X̂i, . . . Xkq. (46.5)eq:d_omega_nablaeq:d_omega_nabla

Remarque 46.12.
The link between d and ∇ comes from the fact that in the left hand side of (46.5) appears some
commutators rXi, Xjs, but since the connection is torsion-free,

rXi, Xjs “ ∇XiXj ´∇XjXi

The main consequence of this lemma is that ∇ω “ 0 implies dω “ 0.
prop:fdefint

Proposition 46.13.
Consider a function f : X ˆ E Ñ R and z0 P E such that

— for all z P E, the function xÑ px, zq is integrable,
— for (almost) all x P X, the function z Ñ fpx, zq is continuous at z0,
— there exists a function g ě 0 such that for all z P E, |fpx, zq| ď gpxq almost everywhere in

X.
Then the function h : E Ñ R defined by hpzq “ ş

X fpx, zq is continuous at z0.

This proposition is (up to “almost”) the theorem 17.15.



2844 CHAPTER 46. SOME OLD RESULTS



Chapter 47

Categories

chap_category

47.1 Functor

47.1.1 Functor and equivalence

For reference, see [782, 783].
If C and D are categories, a (covariant) functor is a map F : C Ñ D such that

(1) if f : A Ñ B is an arrow in C , then Ff : FA Ñ FB is an arrow in D (A and B are objects
in C ),

(2) F pIdAq “ IdFA,
(3) if g : B Ñ C, then F pg ˝ fq “ Fg ˝ Ff .

A contravariant functor is F : C Ñ D with F pXq P D and F pfq P hom
`
F pY q, F pXq˘ for

every X P C and f P hompX,Y q such that PgPropFnctConvtra

(1) F pIdXq “ IdF pXq,
(2) F pg ˝ fq “ F pfq ˝ F pgq.

Notice that in the contravariant case, F pfq P hom
`
F pY q, F pXq˘, and not hom

`
F pXq, F pY q˘

A functor is an isomorphism if it has an inverse.
When A and B are objects in the category C , we denote by homC pA,Bq the set 1 of arrows

from A to B. Such a set is called an homset. We say that a functor is faithful when its
restriction to each homset is injective. It is full when it is surjective on each homset, i.e. for every
f P hompFA,FBq, there exists a g P hompA,Bq such that f “ Fg. The functor F between C and
D is an equivalence when

(1) it is full,
(2) it is faithful
(3) for every object B in D , there exists an object A in C such that F pAq is isomorphic to B.

The notion of equivalence of categories applies on categories whose objects have a notion of iso-
morphism, such like category of groups, manifold or vector space.

47.2 Direct limit
SecDirectLimit

47.2.1 Direct limit of sets

Let pAiq be a family of set labeled by an ordered set I, and functions fij : Ai Ñ Aj for i ď j
such that

— fii is the identity on Ai,
— fik “ fjk ˝ fij for every i ď j ď k.

1. In general, it is actually not a set.

2845
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We say that pI, Ai, fijq is an direct system. The direct limit denoted by A “ limÑ Ai is defined
as the quotient of the disjoint union

Ů
iPI Ai by the equivalence relation xi „ xj if and only if there

exists a k ě i, j such that fikpxiq “ fjkpxjq (xi P Ai and xj P Aj).
If one sees the maps fij as inclusions, equivalent elements are the ones which finish to be equal.

47.2.2 Direct limit of vector spaces

Consider a diagram V1 Ñ V2 Ñ ¨ ¨ ¨ of vector spaces and linear maps. A direct limit of that
system is a vector space V endowed with a collection of maps Vn Ñ V such that the diagram

Vn //

  

Vn`1

}}
V

commutes. Moreover, we impose the following universal property: for every vector space W and
compatible maps

Vn //

  

Vn`1

||
W,

there exists an unique map V ÑW which is compatible with everything, i.e. such that

Vn

~~   
V //W

commutes.
One can show that the direct limit exists and is unique in the category of vector spaces. If the

diagram is V1 Ă V2 Ă ¨ ¨ ¨ , each of them being a vector subspace of V , then the direct limit is given
by

Ť
n Vn.

As an examplePgExDirectLimVS, let consider a sequence of matrix algebras M1, M2,. . . For simplicity, we suppose
that these are full matrix algebras: Mk »Mnk

pCq. Put An “M1bC . . .bCMn; each of these An
is a matrix algebra and we define An Ñ An`1,

T1 b . . .b Tn ÞÑ T1 b . . .b Tn b 1.

For instance if M1 “M2 “M2pCq, we have M1 bM2 »M4pCq and A1 Ñ A2,
ˆ
a b
c d

˙
ÞÑ

ˆ
a12 b12
c12 d12

˙
.

Notice that the rank is not preserved, for example

ˆ
1 0
0 0

˙
ÞÑ

¨
˚̊
˝

1
1

0
0

˛
‹‹‚.

47.2.3 Direct limit in categories

Let now pXi, fijq be a direct system in a category C (the definition is the same as in the case
of sets). The direct limit of this system is an object X of C with arrows φj : Xj Ñ X satisfying
φi “ φj ˝ fij whenever i ď j and which fulfils the following universal property: for every object
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Y P C with arrows ψj : Xj Ñ X such that ψi “ ψj ˝ fij (when i ď j), there exists an arrow
u : Y Ñ X which makes the following diagram commutative when i ď j

Xi
fij //

φi

  
ψi

��

Xj
φj

~~
ψj

��

X

u
��
Y

(47.1)

All the arrows here are arrows of the category C . One can prove that the direct limit is unique
in every category, but the existence is not always guarantee. In the case of the category of sets
however it exists as we saw an explicit construction as quotient space.

47.3 Categories with tensor product

Definition 47.1 ([784]).
A category C with a functor b : C ˆ C Ñ C and a collection of morphisms

aXY Z : pX b Y q b Z Ñ X b pY b Zq (47.2)

for X,Y, Z P Ob C is a monoidal if

(1) aXY Z is an isomorphism for every X, Y and Z;
(2) for every X,Y, Z,W P Ob C the diagram

`pX b Y q b Z˘bW aXY ZbId //

aXbY,Z,W

��

`
X b pY b Zq˘bW

aX,Y bZ,W

��
pX b Y q b pZ bW q

aX,Y,ZbW **

X b `pY b Zq bW ˘

Id baY ZWtt
X b `

Y b pZ bW q˘

(47.3)EqDiagPentagonalAxiomEqDiagPentagonalAxiom

commutes;
(3) there exists an object I named identity object such that IbI “ I and the functors X ÞÑ XbI

and X ÞÑ I bX are autoequivalences of C .

The commutativity of diagram (47.3) is sometimes called the pentagonal axiom. The trans-
formation a is the associativity constraint.

Exemple 47.2.
The category of finite dimensional vector spaces over K with the usual tensor product is monoidal
if we set

aXY Z : pX b Y q b Z Ñ X b pY b Zq
pxb yq b z ÞÑ xb py b zq, (47.4)

i.e. the identity map. The unit object is K itself seen as one dimensional K-vector space. △

A monoidal category is strict if aXY Z “ Id for every objects X, Y and Z and if there exists
an object 1 such that

(1) X b 1 “ 1bX “ X;
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(2) the diagram
X b Y Id //

Id
��

pX b 1q b Y
aX,1,Y

��
X b Y

Id
// X b p1b Y q

(47.5)

commutes.
The category of finite dimensional K-vector space becomes a strict monoidal category when we
set 1 “ I “ K.

An object X in a strict monoidal category is rigid if there exists an object Y and a pair of
morphisms

iX : 1Ñ X b Y
eX : Y bX Ñ 1

(47.6)

such that the diagrams
X

Id //

Id
��

1bX
iX bIdX

��
X X b Y bX

IdX beX

oo

(47.7)

and
Y

Id //

Id
��

Y b 1
IdY biX
��

Y Y bX b Y
eX bIdY

oo

(47.8)

commute. In this case we say that Y is dual of X and we write Y “ X˚.

Exemple 47.3.
In the case of K-vector spaces, the object X˚ is the usual dual of X. The map eX is the evaluation

eX : X˚ bX Ñ K

αb v ÞÑ αpvq (47.9)

for α P X˚ and v P X. The map iX is

iX : KÑ X bX˚

z ÞÑ z
ÿ

i

ei b ei̊ (47.10)

where teiu is a basis of X and tei̊ u is the dual basis (that is ei̊ pejq “ δij). Notice that iX is
independent of the choice of the basis. Indeed let us apply

ř
i eibei̊ to the element αbv P X˚bX.

We have ÿ

i

ei b ei̊ pαb vq “
ÿ

i

eipαqei̊ pvq “
ÿ

i

αivi (47.11)

where αi and vi are the coordinates of α and v with respect to the basis tei̊ u and tei̊ u. The numberř
i αivi is nothing else than the trace of the map X Ñ X, w ÞÑ αpwqv and thus is independent on

the choice of the basis.
These definitions satisfy the axioms of a rigid monoidal category since

v //

��

1b v

��ř
i ei b ei̊ pvq

ř
i ei b ei̊ b voo

(47.12)

commutes because, identifying X with X bK, we have
ř
i ei̊ pvqei “ v. The other diagram is the

same and we found that it commutes because
ř
i αpeiqei̊ “ α. △
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A strict monoidal category is rigid if all the objects are rigid and if for every object X we have
an object Y such that X is isomorphic to Y ˚.

Exemple 47.4.
The category of finite dimensional K-vector spaces is rigid since X˚˚ “ X. △

Let C be a strict monoidal category. A braiding on C is a collection c “ tcX,Y u of functorial
isomorphisms between the functors pX,Y q ÞÑ X b Y and pX,Y q ÞÑ Y bX such that

(1) xX,1 “ c1,X “ IdX ;
(2) for every objects X, Y and Z the diagrams

pX b Y q b Z
Id

((

cXbY,Z

vv
Z b pX b Y q

Id
��

X b pY b Zq
IdX bcY,Z

��
pZ bXq b Y

Id ((

pX b Zq b Y

cx,ZbIdYvv
pZ bXq b Y

(47.13)

and
pX b Y q b Z

Id

((

cX,Y bZ

vv
pY b Zq bX pX b Y q b Z

cX,Y bIdZ

��
Y b pZ bXq

Id

OO

pY bXq b Z

Idvv
Y b pX b Zq

IdY bcX,Z

hh

(47.14)

commute.
The commutativity of these two diagrams is sometimes called the hexagonal identities.

Exemple 47.5.
The category of finite dimensional K-vector spaces is a braided category with

cXY : X b Y Ñ Y bX
xb y ÞÑ y b x. (47.15)

△

Let C be a braided strict monoidal category. A balancing on C is a collection b “ tbXu of
automorphisms of the identity functor such that the diagram

X b Y bXbY //

bX bby

��

X b Y
cXY

��
X b Y

bY X

// Y bXcY X

oo

(47.16)

commutes.
In a balanced category one can define the trace of an arrow f : X Ñ X. The trace is the arrow

TrXpfq : 1Ñ 1 (47.17)
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given by

1
iX // X bX˚ fbId // X bX˚bX bIdX˚// X bX˚ eX˚ // 1. (47.18)

Exemple 47.6.
In the case of the finite dimensional K-vector spaces, we have the balancing bX “ IdX . We check
that the trace of a linear map f : X Ñ X is the well known map:

1 //
ř
i ei b ei̊ //

ř
i fpeiq b ei̊ //

ř
i ei̊

`
fpeiq

˘ “ ř
i fpeiqi. (47.19)

△

Definition 47.7.
A rigid balanced braided monoidal category is a ribbon category.
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48.1 Main definitions
As for notations, when we have a topological space X and a point x P X, we denote by Vpxq

the set of neighbourhoods of x. If F is a subset of X, we denote by F the closure of F and by
IntF , its interior.

Definition 48.1.
Let O be a topology on a set X. A subset B Ă O (the elements of B are subsets of X) is a basis
of topology O of X when any element of O is an union of elements of B.

Definition 48.2.
If X is a topological space, a subset A Ă X is a topological subspace when we consider on A the
induced topology from X. This is the topology on A where then open sets are the subsets of A
which can be written as AXO for an open set O Ă X in the sense of the topology on X.

Remarque 48.3.
In some literature, a topological subspace of X is just a subset A endowed with a topology for
which the inclusion ι : AÑ X is continuous. This is a less restrictive condition.

From this definition, we see that the topology on a topological subspace is at least the induced
one. Indeed if O is an open subset of X, the set i´1pOq must be open in A, but it is clear that
i´1pOq “ AXO.

48.1.1 Separability axioms

The following definitions are the separability axioms. A topological space X is said to be
T0 if for every pair of points in X, at least one of them has an open neighbourhood which does
not contain the other.

The topological space X is T1 if every point is closed or, equivalently, when for every two
points, each has a neighbourhood which does not contain the other.

The topological space X is T2 if every two points belong to disjoint neighbourhoods.

48.1.2 Axioms of countability

A topological space X is
(1) first countable if every point has a countable neighbourhood basis,
(2) second countable if the topology has a countable basis,
(3) separable if there exists a countable dense subspace.

Lemma 48.4.
If φ : X Ñ Y is a linear map between two normed vector spaces such that

}φpAq} ď }A},

2851
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then φ is continuous. lem:lin_vec_cont

Proof. Let U be open in Y , namely, consider that it is a ball centered at y P Y with ray δ; if
x P φ´1pUq, we have to prove that A posses a neighbourhood contained in φ´1pUq. Let’s see the
condition on a P X for x` a to belongs to φ´1pUq. We have

}φpx` aq ´ y} ď }φpxq ´ y} ` }a},

but }φpxq´y} ď δ. Taking }a} suitably small, it is always possible to x`a to belong to φ´1pUq.

Definition 48.5.
If V and W are topological vector spaces, the map f : V Ñ W is uniformly continuous when
for every neighbourhood B of zero in W , there exists a neighbourhood A of zero in V such that

v1 ´ v2 P Añ fpv1q ´ fpv2q P B.
def:unif_cont

Definition 48.6.
A topological space is separable when it admits a countable basis.

Lemma 48.7.
Let Γ be a family of subsets of a set X such that X “ Ť

APΓA.
There exists a topology on X of basis Γ if and only if the intersection of any finite subfamily

of Γ can be written as the union of elements of Γ. lem:topo_base

Lemma 48.8.
A metric space pE, dq is separable if and only if it contains a dense sequence. lem:sep_metric

Proof. Necessary condition. If the countable basis is pBiq, we take a xi in each Bi. For any x P E
and open set A containing x, there is a Bi Ă A and then a xi P A. Thus the sequence pxiq is dense
in E.
Sufficient condition. Let pxiq be the dense sequence. We consider Bi,k, the open ball centred in xi
of radius 1{k. This is a countable system of open set in E. Let A be an open set in E and S, the
union of all the Bi,k which are contained in A. It is clear that S Ă A. Let x P A and D, an open
ball of radius δ chosen in order to have D Ă A. We choose k P N such that 1{k ă δ and xi such
that dpxi, xq ă 1{k. Then x P S; namely x belongs to a ball of center xi and of radius 1{k.

Definition 48.9.
A subset of a topological space is connected if it cannot be written as an union of disjoint open
sets.

If A is a part of the topological space X, the boundary is the subset of X defined by

FrpAq “ AX AA

Lemma 48.10.
Every path connected part of a topological space is connected.

Theorem 48.11.
Let E be a topological space and A,B two connected parts of E. If A intersects B and AB, then A
intersects FrpBq.tho:doine

Proposition 48.12.
Let X be a topological space and A, B two subsets of X such that AYB is closed and there exist A1,
B1, two disjoint sets containing respectively the closure of A and B. Then A and B are separately
closed.prop:sep_ferme
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Proof. We consider a converging sequence in A. If x is the limit, x P A Y B and x P A Ă A1.
But it is clear from the assumptions that A1 X pAYBq “ A. Then x P A, which proves that A is
closed.

Proposition 48.13.
Let X be a topological space, K Ă X a compact and ϕ : K Ñ X a continuous map. Then ϕpKq is
compact in X.

Definition 48.14.
A family tXiuiPI of subsets of a topological space E is said to be locally finite if each x P E has
a neighbourhood V such that V XXi ‰ H for only finitely many values of i.

DefParacompact

Definition 48.15.
A topological space E is paracompact if every open cover admits a locally finite subcovering.

Definition 48.16.
A topological space E is locally compact if @x P E, there exists a compact neighbourhood of x in
E.

For example, a (non-empty) open subset of Rn is never compact 1 but always locally compact.

Definition 48.17.
A subset A of a metric space is relatively compact when A is compact.

Definition 48.18.
An Hausdorff space is a topological space in which any two distinct elements have disjoint
neighbourhoods.

Lemma 48.19.
If a set is Hausdorff for a topology τ1 and compact in a weaker topology τ2, then τ1 “ τ2.lem:Hausweak

Proposition 48.20.
If K is a compact topological space and E a separated 2 one and if f : K Ñ E is a continuous
bijection, then f is an homeomorphism. lem:wiki

Definition 48.21.
A space is normal when for all disjoint closed subset E and F of the topological space X, there
exist neighbourhoods U and V of E and F which are disjoint too. A topological result says that a
compact Hausdorff space is normal.

lem:Urysohn

Lemma 48.22.
If X is a normal space, F a closed subset of X and U an open set containing F , then there exists
a continuous function f : X Ñ r0, 1s such that fpF q “ 0 and fpXzUq “ 1.

Definition 48.23.
A metric space is complete when any Cauchy sequence is converging in the space.

Pay attention not to be confused with a characterization of a closed subset: the limit of any
converging sequence lies in the space.

def:separe

Definition 48.24.
Let E and F be two spaces in duality 3; if A Ă E and B Ă F , we say that A separates B if
@x ‰ y P B, Da P A such that âpxq ‰ âpyq where the hat denotes the duality.

1. The compacts subsets of Rn are the closed and bounded subsets.
2. Comment on dit un espace séparé?
3. I’m not sure what it means.
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For an Hausdorff X space, we denote by CpXqpg_def_Czthe space of all continuous functions on X. For
a locally compact space X, the set C0pXq contains continuous functions which decrease to zero at
infinity in the sense that for any ε ą 0, there exists a compact set K such that |fpXq| ă ε for all
x outside K.

Definition 48.25.
If X is an Hausdorff compact space, one can define the supremum norm on CpXq by

}f}8 :“ sup
xPX

|fpxq|. (48.1)
def:sup_norm

Definition 48.26.
Let E be a vector space on R or C. A seminorm on E is a map p : E Ñ R such that @x, y P E,
@λ P C,

(1) ppxq ě 0
(2) ppλxq “ |λ|ppxq
(3) ppx` yq ď ppxq ` ppyq.

A seminorm is a norm without the condition ppxq “ 0 if and only if x “ 0.

Definition 48.27.
An ecart 4 on a set E is a map d : E ˆ E Ñ R such that @x, y, z P E,

(1) dpx, xq “ 0
(2) dpx, yq ě 0
(3) dpx, yq “ dpy, xq
(4) dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq.

It is a distance minus the condition dpx, yq “ 0 if and only if x “ y. It is clear that dpx, yq “
ppx´yq is an ecart on E when p is a seminorm. Moreover, this d is invariant under the translations
and fulfils dpλx, λyq “ |λ|dpx, yq.
Proposition 48.28.
Let p be a seminorm on a topological vector space. Then p is continuous if and only if there exists
a neighbourhood of o in which p is bounded. prop:semi_norm_cont

From a family of ecarts, we can define a topology. Let pdαqαPI be a family of ecarts on the set
E. For an element a P E, a finite subset pαjqj“1...m of I and some numbers prjqj“1...m ą 0, we
write

Bpa; pαjq, prjqq “ tx P E ˚ dαj pa, xq ă rj ,@j “ 1, . . . ,mu.
topo_semi_normA subset U Ă E is said open by respect of the family pαiqiPI when for any x P U , there exists a
sub-family pαjq and some numbers prjq ą 0 such that Bpx; pαjq, prjqq Ă U .

Definition 48.29.
When a topology can be defined from a family of ecarts, it is said an uniformisable topology.

If we have a family ppαqαPI of seminorm, we can build the ecarts dαpx, yq “ pαpx ´ yq. One
can show that this topological structure is compatible with the vector space structure.

Definition 48.30.
A metric space is separable if there exists a subset at most countable which is everywhere dense.

Proposition 48.31.
If E is a metric locally compact space, then the following are equivalent:

4. C’est pas joli la traduction du mot “Écart“.



48.2. TOPOLOGY AND CONVERGENCE 2855

(1) There exists an increasing sequence pAnq of open relatively compacts subset of E such that
An Ă An`1 and E “ Ť

nAn,
(2) E is a countable union of compact subsets,
(3) E is separable.

If A is a topological space with an equivalence relation „ and the canonical projection φ : AÑ
A{ „, then V Ă A{ „ is open in then quotient topology if and only if φ´1pV q Ă A is open.

48.2 Topology and convergence
When we have a topological space X, we can define a convergence notion for the sequences.

Definition 48.32.
We say that the sequence pxnq in X converges to x P X if @V P Vpxq, Dn0 such that n ě n0 implies
xn P V . def:convergence

Definition 48.33.
If X and Y are two topological spaces, a map f : X Ñ Y is said continuous if f´1pUq is open in
Y for any open set U in X.

If f is continuous and U open in X, it is not true that fpUq is open in Y . Simple counter-
example are given by the constants functions from R to R. So it is false that continuity preserves
the openness. But it preserves the convergence.

Proposition 48.34.
Let ak be a converging (ak Ñ a) sequence in X and g : X Ñ Y , a continuous map. Then gpaq “
limkÑ8 gpakq. prop:continu_cv

Proof. If U is an open in Y which contains gpaq, g´1pUq is an open subset of X which contains
a. Then from a certain N , ak P g´1pUq, so that gpakq P U ; it proves that the sequence gpakq in Y
converges to gpaq in the sense of the topology of Y .

Let us define a notion which depend only on the convergence notion.

Definition 48.35.
An usinage around x P X is a subset U Ă X which contains x P U and such that for any
convergent sequence panq Ñ x, there exists n0 such that n ą n0 implies an P U .

Lemma 48.36.
Let X be a metric topological space. The topology is completely determined by his convergence
notion.

An other way to state this proposition: there is only one metric topology which gives rise to a
given convergence notion. prop:usinage

Proof. We will show that, provided that the topology comes from a metric, the notion of neigh-
bourhood is the same as the notion of usinage.

On the one hand, from topological definition 48.32 of convergence, it is clear that any neigh-
bourhood is an usinage.

On the other hand, any usinage must contains a metric ball centred at x and then is a neigh-
bourhood. Indeed, if U doesn’t contains any ball, then

@ϵ ą 0, Dapϵq such that dpapϵq, xq ă ϵ and apϵq R U .
In such a case, any sequence papϵ1q, . . .q with ϵn Ñ 0 contradict the fact that U is an usinage.

Proposition 48.37.
For a given notion of usinage (i.e. for a given notion of convergence) on any set, there exists a
topology (maybe no metric!) for which the usinage form a basis.
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Proof. This is a direct application of lemma 48.7 and the fact that the intersection of two usinages
is an usinage.

The fact that a convergence notion gives rise to a topology is summarized by the following
scheme:

Basis of topology (always)

Convergence // Usinage

33

++
Unique metric topology (when it exists)

Definition 48.38.
Let U be an open subset of Rn. A increasing sequence pKmq of compacts subset of U is funda-
mental if Km Ă IntKm`1 for all m and

ď

m

Km “ U

48.3 Locally convex
DEFooCGJBooSvDpyC

Definition 48.39 ([785]).
A topological vector space is called locally convex if the origin has a neighborhood basis consisting
of convex sets.

Proposition 48.40.
A topological vector space is locally convex if and only if its topology can be defined from a family
of seminorms.

LEMooDVZWooWKRQWC

Lemma 48.41 ([1]).
Let X be a locally convex vector space. Let K be compact in X and let U be an open set containing
0. There exists λ P R such that K Ă λU .

LEMooAHUMooBwxzPj

Lemma 48.42.
Let U be convex, u1, u2 P U and a, b P R`. Then there exists u P U such that

au1 ` bu2 “ pa` bqu. (48.2)

Proof. We have

au1 ` bu2 “ pa` bq
ˆ

a

a` bu1 ` b

a` bu2

˙
. (48.3)

Since a, b P R`, the coefficients a{pa` bq and b{pa` bq belong to r0, 1s and they sum to 1. From
convexity of U , the element a

a`bu1 ` b
a`bu2 belongs to U .

prop:topo_E

Proposition 48.43.
On E pUq, there exists one and only one structure of locally convex metrisable Hausdorff space
whose convergence notion is:
pfkq Ñ 0 in E pUq when for any compact K Ă U and any multi-indices ν, the sequence of

restriction pDνfk|Kq converges uniformly to 0.
Here the Dν denotes the multi-derivation with respect to the coordinates contained in the multi-

index ν.
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Proof. The unicity part is given by lemma 48.36. Now, we will build such a topology. First remark
that we can find a fundamental sequence Km in U . Next, for any couple of integer s ě 0, m ą 0
and for any function f P E prqpUq with r ě s, we define

ps,mpfq “ sup
xPKm|ν|ďs

|pDνfqpxq|.

One can see that these ps,m are seminorms, moreover ps,m ď pr,m. Remark that if p0,mpfq “ 0
for any m, f “ 0 on any Km, and then f “ 0 in U . Thus p0,m “ 0 for all m implies ps,mpfq “ 0.

Now, we consider only the ps,m with 0 ď s ď m and the induced topology on E pUq.
First, we prove that this topology is Hausdorff. Let us consider f , g P E pUq, and suppose that

any ball centred at f contains g. Then we must obtain f “ g. For any sequences psiq, priq with
0 ď si ď ri and for any sequence pϵjq ą 0,

g P Bpf ; ppsi,riq, pϵjqq “ tx P E pUq| dpsi,ri
pf, xq ă ϵj , @ju.

In particular, for a sequence ϵj Ñ 0 and si “ 0, the condition becomes p0,ripf ´ gq ă ϵj for any f .
Then p0,ripf ´ gq “ 0 and f “ g.

By the way, remark that this topology is almost the “supremum norm“ topology, then one can
guess that the convergence notion will be something as the uniform convergence. There are just
some subtleties as “for any compact“ or “for any derivatives“. But these are just what we need in
the statement. Let us be more precise.

Definition (5) of a compact subset makes that any compact subset of U is a subset of one of
the Km. This makes our topology independent of the choice of the fundamental sequence Km.

Let us consider pfkq, a sequence in E pUq. The condition to converge to 0 in the sense of our
new topology is that if A is an open subset of E pUq which contains 0, there exists a k0 such that
k ą k0 implies fk P A.

Then for any real sequences pϵjq ą 0 and psi,ri with 0 ď si ď ri, fk P Bp0; ppsi,riq, pϵjqq. Thus,
Dk0 such that k ą k0 implies that @sj , rj ,

sup
xPKrj

|ν|ďsj

|Dνfkpxq| ă ϵj .

Taking a sequence ϵj Ñ 0, we get the thesis.

Definition 48.44.
A subset H Ă E pUq is bounded is each of the seminorm ps,m is bounded in H. def:bounded

One can see that this notion only depend on the topology of E pUq. Let us once again give
some properties without proof.

Proposition 48.45.
There exists a sequence of functions in E pUq with compact support which is dense in each E prqpUq
and in E pUq. With others words, the spaces E prqpUq and E pUq are Fréchet separable spaces. prop:E_Frechet

Proposition 48.46.
Any bounded subset of E pUq is relatively compact in E pUq.
Proposition 48.47.
For any multi-index ν, the linear map Dν : E pUq Ñ E pUq, f Ñ Dνf is continuous.

48.3.1 Topological group
DEFooCHZVooHnvSgW

Definition 48.48.
A topological group is a group G equipped with a topological structure such that the maps px, yq P
G2 Ñ xy P G and x P GÑ x´1 P G are continuous.
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rem:ouvert

Remarque 48.49.
From the existence of an unique inverse for any element of G, the multiplication and the inversion
are also open maps.

DEFooUEBTooDqipcL

Definition 48.50 (Uniform continuity).
Let G be a topological group and pE, dq a metric space. A map f : GÑ E is uniformly contin-
uous if for every ϵ ą 0, there exists a neighbourhood V of e in E such that

y´1x P V ñ d
`
fpxq, fpyq˘ ă ϵ. (48.4)

PROPooSHBAooVRdAFM

Proposition 48.51.
If K is compact in the topological group G, and if f is continuous on K, then it is uniformly
continuous 5 on K.

48.4 Metrisable groups
sec:metrisable_groups

Let G be any group. The function f : GˆGÑ R is said left invariant if for any x, y, z P G,
fpxy, xzq “ fpy, zq. If G is abelian, the notion of left invariant and of right invariant are the same;
in this case, we say it to be translation invariant.

For example, when a distance is left invariant, the left translations are isometries. For example,
in a normed space vector, the distance dpx, yq “ }x´ y} is always translation invariant: }px` aq´
py ` aq} “ }x´ y}.
Proposition 48.52.
Let G be a topological group 6.

— G is metrisable if and only if there exists a countable fundamental system of neighbourhoods
of e (the neutral) whose intersection is only e.

— In this case, the topology of G ca be defined by a left invariant distance or a right invariant
distance.

On a metrisable topological group, one has thus two types of distance. But in general, one can
not find a distance which defines the topology being left and right invariant.

Proposition 48.53.
Let G be a metrisable group. A sequence panq in G is a Cauchy sequence for a left invariant
distance if and only if
@V P Vpeq, Dn0 ą 0 such that x´1

n xm P V @n,m ě n0. prop:Cauchy_metrisable

The point is that if a sequence is a Cauchy sequence for a left invariant distance, then it
is a Cauchy sequence for any left invariant distance. This yields the important conclusion: in
metrisable groups, the notion of Cauchy sequence is a topological notion which only depends on
the neighbourhood notion.

A right invariant Cauchy sequence is the same but with xnx´1
m instead of x´1

n xm. By definition
of a topological group, the map xÑ x´1 is continuous. Thus, if all the left Cauchy sequences are
convergent, then all the right Cauchy sequences are convergent. In this case, the group G is said
complete.

If the group is abelian, we have only one notion of Cauchy sequence, and it is independent of
the metric.

5. Definition 48.50.
6. Definition 48.48.
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48.5 One point compactification
sec:compactificDEFooAKWJooWKcYav

Definition 48.54.
Let X be a non compact topological space. We consider the “extended” space X̃ :“ X Y t8u on
which we put the following topology. Open sets of X are open in X̃ and when O Ă X̃ contains 8,
it is open if and only if the complementary in is compact in X. It is easy to see that X̃ is compact.
It is the one point compactification of X.

Let us now consider X̃, any compact space and X “ X̃zt8u where 8 is a point in X̃. If we
put on X the induced topology from X̃, we get a locally compact space whose compactification is
X̃.

Exemple 48.55.
When X “ R we add one infinity to get the compactification R̃ “ R Y t8u which is isomorphic
to the circle S1.

This is not the same space as R̄ “ RY t`8,´8u which is not compact. △

In this context we make the difference between8 and `8. When we write `8 we are speaking
of the infinity in R̄ while writing 8 with no sign we are speaking about the infinity in the one
point compactification. The difference is important since for the one point compactification of R
we have the limit

lim
xÑ0

1
x
“ 8 (48.5)

while for the topology on R̄ the limite does not exist.

48.5.1 Example: the Riemann sphere
SEBSECooLJSEooNlyFYv

We already defined the Riemann sphere as a projective space in the definition 23.58.
DEFooMAHAooGUYyqU

Definition 48.56.
The Riemann sphere is the one point compactification of C. We denote it by Ĉ.

See the definition 48.54 for the topology.
PROPooDTPKooYcSzYq

Proposition 48.57.
Let γ : RÑ Ĉ be a path in Ĉ. We have limtÑ8 γptq “ 8 if and only if }γptq} Ñ `8.

Proof. To be clear: the first limit is a limit in Ĉ for its one point compactification topology while
the second limit is an usual limit in R.

(1) ñ Let M ą 0. Since γptq Ñ 8, there exists a T such that t ą T implies

γptq P BpO,Mqc (48.6)

because this is an open set around 8. For that t ą T we thus have }γptq} ąM . This proves
that }γptq} Ñ `8.

(2) ð Let O be an open neighbourhood of 8 in Ĉ. This Oc is compact in C; Oc is then
bounded 7 and there exists M such that Oc Ă Bp0,Mq.
There also exists T such that t ą T implies }γptq} ą M . Thus for t ą T we also have
γptq P Bp0,Mqc Ă O.

As far as arithmetic is concerned, the proposition 48.57 makes us define 1
0 “ 8 and 1

8 “ 0.

7. The theorem 10.24 applies because C has the topology of R2.
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Remarque 48.58.

1

2 SageMath Version 7.0, Release Date: 2016 -01 -19
3 Type " n o t e b o o k () " for the browser -based notebook interface .
4 Type " help () " for help .
5

6 sage: f(x)=1/x
7 sage: limit(f,x=0)
8 x |--> Infinity
9 sage: g(x)=x**2

10 sage: limit(g,x=oo)
11 x |--> + Infinity

tex/sage/sageSnip002.sage

Sage makes the difference between `8, ´8 and 8.
In the first case, 1{x is seen in Ĉ and the limit is 8, while in the second case, the limit is

understood in R and sage provides `8.
DEFooPXYYooOMZYOT

Definition 48.59 (Pole of a complex function [786]).
Suppose U is an open subset of the complex plane C, p is an element of U and f : Uztpu Ñ C is
an holomorphic function over its domain. If there exists a holomorphic function g : U Ñ C, such
that gppq is nonzero, and a positive integer n, such that for all z P Uztpu,

fpzq “ gpzq
pz ´ pqn (48.7)

holds, then p is called a pole of f . The smallest such n is called the order. A pole of order 1 is
called a simple pole.

A function f : Ĉ Ñ C which is holomorphic on a neighbourhood of 8 has a pole at z “ 8 if
the function z ÞÑ fp1{zq has a pole at z “ 0.

48.6 Topological approximation

48.6.1 Introduction

In this section, we follow [787]. Let consider a particle moving on a circle S1, and suppose that
we have three detectors, each of them cover a surface, let

U1 “s ´ π

3 ,
2π
3 r U2 “sπ3 ,

4π
3 r, U3 “sπ, 2πr.

If the detectors U1 and U2 are react, we know that the particle is in U1 X U2 (which is an open
set), but no more; while if the detector U1 reacts alone, we know that the particle is not in U2 or
U3, so that the particle belongs to

U1z
`
U2 X U3

˘
,

which is closed. Our experimental setting allows us to distinguish six parts of S1 that we name in
the following way

U1 X U3 ÞÑ α U1zpU2 Y U3q ÞÑ a

U1 X U2 ÞÑ β U2zpU1 Y U3q ÞÑ b

U2 X U3 ÞÑ γ U3zpU1 Y U2q ÞÑ c.

Notice that each point in S1 belongs to one and only one of these sets. One says that a point of
S1 is open when it belongs to α, β or γ and that it is closed when it belongs to a, b, c. Now let us
consider the six point space

P “ tα, β, γ, a, b, cu,
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on which we put the topology induced from S1. A basis of that topology is given by

tαu, tβu, tγu, tα, a, βu, tα, c, γu, tβ, b, γu.

48.6.2 Generalization

Let pX,Uλq, a topological space. We define the equivalence relation x „ y if and only if
x P Uλ ô y P Uλ for every λ. In other words, x is equivalent to y when they cannot be distinguished
by the topology. Now we consider the quotient space

PU pXq “ X{ „
with its quotient topology: A Ă PU pXq is open if and only if π´1pAq is open in X where π : X Ñ
PU pXq is the canonical projection. It is the finest topology in which π is continuous.

When X is compact, the covering Uλ can be finite, so that PU pXq is finite. If X is only locally
finite, the space PU pXq will be countable and it is said to be unitary. Notice that PU pXq is not
Hausdorff in general, for example in P6pS1q, the point a cannot be separated from α. Neither it is
T1 because points α, β and γ are open (in genera, it is even possible to get points which are open
neither closed). The space PU pXq is however always T0.

48.6.3 Order and topology

When P is a finite topological space, the collections τ of open sets in P is closed under arbitrary
unions and intersections. For each x P P we can consider the set

Λpxq “
č
tO P τ tel que x P Ou (48.8)

which is the smallest neighbourhood of x. We define the relation x ĺ y if and only if Λpxq Ď Λpyq,
or equivalently if and only if every open neighbourhood of y contains x. Yet another way to express
it is x ĺ y if and only if y P txu where the bar denotes the closure. The relation ĺ is reflexive and
transitive.

The space P is T0 by assumptions, so that for every couple of points x, y P P , there always is
a neighbourhood of x which does not contain y (or vice versa). That makes the relation antisym-
metric:

x ĺ y and y ĺñ x “ y.

So the relation ĺ is reflexive, antisymmetric and transitive. Such a relation is a partial order; a
partially ordered set is often called poset for short.

The construction can be carried in the inverse sense: if pP,ĺq is a poset, we define Λpxq “
ty P P tel que y ĺ xu and we define an open set in P as an union of such subsets. The resulting
topological space is T0.

A map f : P Ñ Q between two posets is continuous if and only if it preserves order:

x ĺP y ñ fpxq ĺQ fpyq. (48.9)

When x ĺ y and x ‰ y, we write x ă y.
With every poset, there is a Hasse diagram associated. It is obtained by drawing one point

for each element of the poset on different levels and lines between them respecting the following
two rules:

(1) if x ă y, then the point associated with x has to be one level below the one of y,
(2) if x ă y and if there does not exist z such that x ă z ă y then the point of x in one level

bollow the one of y and the two points are connected by a line.
Let us draw the Hasse diagram for P6pS1q “ ta, b, c, α, β, γu. We have

Λpαq “ tαu Λpβq “ tβu Λpγq “ tγu
Λpaq “ tα, a, βu Λpbq “ tβ, b, γu Λpcq “ tα, c, γu
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and

α ă a, α ă c β ă a β ă b γ ă b γ ă c,

so that the Hasse diagram of P6pS1q is

‚
α

‚
β

‚
γ

‚a ‚b ‚c

The smallest open set containing a point x is the set of points below x which are connected to x
by a sequence of lines.

48.7 Partition of unity
DEFooKFXLooFRLaBG

Definition 48.60 ([788]).
Let X be a topological space. A partition of unity of X is a family of continuous functions
tψjujPJ such that

(1) ψj : X Ñ r0, 1s;
(2) for every x P X there exists a neighbourhood of x in X in which only a finite number of the

ψj’s is non zero;
(3) for every x P X we have ÿ

jPJ
ψjpxq “ 1. (48.10)

Definition 48.61 ([788]).
Let X be a topological space and tUiuiPI be a locally finite cover of X. A partition of unity is
subordinate to that cover if it is indexed by I (J “ I in the definition 48.60) and such that
supppψiq Ă Ui for every i P I.

THOooPCHDooITWKpC

Theorem 48.62 ([788]).
Let Ω be an open set in Rd and tUiuiPI be an open cover of Ω. There exists

(1) a C8 partition of unity tψjujPJ such that supppψjq is compact in one of the Ui;ITEMooFGMJooQPLqGY

(2) a C8 partition of unity tαiuiPI subordinated to the cover, such that for every compact K only
a finite number of these ψi’s is non zero.

Remarque 48.63.
This theorem does not furnish a smooth compactly supported partition of unity subordinated to
the given cover. Either you choose the partition to be compactly supported, either you choose
them subordinated to the cover.

Definition 48.64 ([788]).
Let X be a topological space and tUiuiPI be a locally finite cover of X. A partition of unity is
subordinate to that cover if it is indexed by I (J “ I in the definition 48.60) and such that
supppψiq Ă Ui for every i P I.

CORooMSWPooCxvuhm

Corollary 48.65.
If Ω is bounded and tUiuiPI is an open cover of Ω, there exists a partition of unity subordinated to
tUiuiPI such that each ψi belongs to DpUiq.
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Proof. If Ω is bounded in Rd we can consider U 1
i “ Ui XΩ and use the point (2) of theorem 48.62

for the cover tU 1
iuiPI . So we have a partition of unity subordinated to that cover with supports in

the U 1
i ’s. Since the support is closed and the Ui’s are bounded, the supports are compact. The

functions of this partition of unity are also subordinated to the original Ui’s.
DEFooTUYIooCRkgDm

Definition 48.66 ([789]).
Let X be a topological space. A part A Ă C0pXq is normal is for every disjoint parts A,B Ă X,
there exists f : X Ñ r0, 1s such that

(1) fpXq P r0, 1s,
(2) fpAq “ t0u
(3) fpBq “ t1u.

LEMooDZGCooIGFXnA

Lemma 48.67.
If X is a locally compact topological space, the part C0

c pXq is normal 8

DEFooEDFIooHKnGdE

Definition 48.68.
Let X be a topological space and U “ tU1, . . . , Unu be an open covering of X. A partition of
unity subordinated to U is a set of functions tϕiui“1,...,n such that

(1) ϕipXq Ă r0, 1s
(2) supppϕiq Ă Ui

(3)
řn
i“1 ϕpxq “ 1 for every x P X.

If A Ă C0pXq we say that tϕiu is a A-partition of unity of ϕi P A for every i.
THOooUGQCooFVySMP

Theorem 48.69 ([789]).
Let X be a topological space. Let A Ă C0pXq be

(1) normal
(2) closed under finite sums
(3) if f, g P A and gpxq ‰ 0 for every x P X, then f{g P A.

For every finite open covering U1, . . . , Un of X, there exists a A-partition of unity 9 subordinated
to tUiu.

48.8 Directed sets and net

Definition 48.70.
A directed set is a pre-ordered set (i.e. a set with a reflexive and transitive binary relation) such
that every pair of elements has an upper bound.

As a consequence, when a1, . . . an are elements of the directed set A, then there exists a a P A
such that a ě ai.

Definition 48.71.
A net is a map AÑ X from a directed set to a topological space. We denote by xα the element of
X which corresponds to α P A.

As example, if S is any set, the set A of finite subsets of S with the inclusion is an example of
net.

There is a notion of convergence of net. We say that the net α ÞÑ xα converges to x and we
write xα Ñ x if and only if for every open set U Ď X containing x, there exists a α P A such that
α1 ě α implies xα1 P U .

8. Definition 48.66.
9. Definition 48.68.
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So a topology implies a convergence notion for nets, as well as for sequences. However, there ex-
ists different topologies which have the same notion of convergence of sequences, but two topologies
having the same notion of convergence of nets are the same.

48.9 Homotopy group
Let X be a topological space with a base point b, and Sn be the n-sphere. The nth group of

homotopy on the point b of X is

πnpX, bq “ thomotopy classes of maps f : Sn Ñ X such that fpaq “ bu. (48.11)

The classes are taken up to homotopy, i.e. continuous deformations. In an equivalent way, πnpX, bq
can be seen as the set of classes of maps p : r0, 1sn Ñ X which sent the whole border of the cube
to b.

48.10 Covering spaces
DEFooQBDWooVVrkkh

Definition 48.72.
Let M be an Hausdorff connected topological space. Let X be a topological space. A map π : X ÑM
is a covering if

(1) it is continuous
(2) it is surjective
(3) for every p PM , there exists a neighbourhood V of p such that π´1pV q is a union of disjoint

open sets tAiu in X such that the restriction π : Ai Ñ V is homeomorphic 10.

Proposition 48.73 (lifting property).
Let ρ : C Ñ X be a covering and γ : r0, 1s Ñ X, a continuous map. Let c P ρ´1`γp0q˘. Then there
exists one unique path σ in C such that σ ˝ ρ “ γ and σp0q “ 0.

Proof. No proof.

If x and y in X are connected by a path, the lifted path provides a bijection between the fibres
ρ´1pxq and ρ´1pyq.

PROPooPWIFooFAZhVe

Proposition 48.74.
If M is a simply connected manifold, then every covering is an homeomorphism.

48.10.1 Universal covering

Definition 48.75.
One says that a covering q : D Ñ X is universal if D is simply connected.

The following proposition states that an universal covering is a covering that covers all other
coverings.

Proposition 48.76.
Let q : D Ñ X be an universal covering, and ρ : C Ñ X be a covering of X with C being connected.
Then there exists a covering map f : D Ñ C such that ρ ˝ f “ q.

The following proposition states that the universal covering is essentially unique.

Proposition 48.77.
Let qi : Di Ñ X (with i “ 1, 2) be two universal coverings of the topological space X. Then there
exists an homeomorphism f : D1 Ñ D2 such that q2 ˝ f “ q1.

10. Definition 7.38.
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48.10.2 Monodromy action
sssMonodromyact

Let ρ : C Ñ X be a covering with C being connected and locally arc connected. First, that
shows that X has these two properties too. Now, let x P X and c P ρ´1pxq and a path γ : r0, 1s Ñ X
with γp0q “ γp1q “ x. By the lifting property, that path lifts to an unique path in C starting at
c, while it is not guarantee that the lifted path will end at x. One only knows that the lifted path
will end in ρ´1pxq.

It turns out that the end point of the lifted path only depends on the class of γ in πpX,xq.
Thus we define an action if πpX,xq on the fibre over x. This is the monodromy action. Notice
that by taking that action pointwise on X, the group πpXq acts on C.

48.11 Haar measure
THOooWXQFooQrWcLY

Theorem 48.78 (Kakutani fixed point[790, 791]).
Let X be an Hausdorff locally convex 11 topological vector space. Let K be compact in X and S be
a group of linear endomorphisms of X such that

(1) S is equicontinuous 12 on K,
(2) SpKq Ă K.

There exists a point p P K such that T ppq “ p for every T P S.

Proof. We’ll use the Zorn lemma. Let

A “ ␣
L Ă K tel que L is non empty, compact, convex andSpLq Ă L

(
. (48.12)

The set A is ordered with L1 ď L2 if and only if L2 Ă L1 (this is the opposite of what we usually
do).

(1) pA,ďq is inductive Let F Ă A be a totally ordered subset. We prove that

M “
č

APF
A (48.13)

is a upper bound of F .
(1a) Finite intersection property We prove that the family F has the finite intersection

property 13. Let I be finite in F . The set pI,ďq is totally ordered and the lemma
1.15 says that I has a maximum. Here the order is the inverse inclusion, so that the
maximum is in fact the smaller set, which is contained in all the others. In other words,
the maximum, which is an element of I is the intersection

Ş
API A.

(1b) M is non empty The family F is a family of closed 14 parts of X which has the finite
intersection property. Thus the intersection of F is non empty by theorem 7.104.

(1c) M is compact Since X is Hausdorff, every intersection of compacts parts is compact
by the proposition 7.95.

(1d) M is convex Proposition 7.150 says that every intersection of convex is convex.
(1e) SpMq Ă SpMq Let x P M . For every A P F , we have x P A. Since SpAq Ă A we also

have Spxq P A and Spxq P ŞAPF A.
(2) Zorn, definition of K1 Since A is inductive we use the Zorn lemma 1.23 and we let K1

be a maximal element of A.
(3) If K1 has only one point Let us suppose that K1 contains only one element p. We prove

that T ppq “ p for every T P S. Since K1 P A we have T pK1q Ă K1 and since K1 “ tpu we
have T ppq P tpu which means T ppq “ p.

11. Locally convex, definition 48.39.
12. Definition 7.305.
13. Definition 7.103.
14. Compacts are closed, see 7.92.
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We suppose that K1 has at least 2 points and we will reach a contradiction. As far as the notations
are concerned, we write K1 ´K1 “ tk1 ´ k2 tel que k1, k2 P K1u.

(1) K1 ´K1 has a non zero element The part K1 contains at least two elements. Let k1
and k2 be two distinct elements in K1. Then k1 ´ k2 ‰ 0 in K1 ´K1.

(2) Definition of V From lemma 7.61, we consider in X a neighbourhood V of 0 such that V̄
is not contained in K1 ´K1.

(3) Definition of V1 Since X is locally convex, 0 has a basis of convex neighbourhoods. Let
V1 Ă V be a convex neighbourhood of 0.

(4) Definition of U1 The set S is equicontinuous on K and then equicontinuous on K1. There
exists a neighbourhood U1 of 0 in X such that for every k1, k2 P K1 such that k2 ´ k1 P U1,
we have Spk1 ´ k2q Ă V1. In other words,

S
`
U1 X pK1 ´K1q

˘ Ă V1. (48.14)EQooPELQooJgcrzrEQooPELQooJgcrzr

(5) Open map Since S is a group, each of the linear maps T P S is invertible and its inverse
is part of S. In other words, the elements of S are continuous linear maps with continuous
inverse.
In particular, if O is open in X, then T pOq is open in X.

(6) Définition of U2 We define

U2 “ Conv
´

S
`
U1 X pK1 ´K1q

˘¯
. (48.15)

Since the elements T P S are linear and inversible, we have T pA X Bq “ T pAq X T pBq and
T
`

ConvpAq˘ “ Conv
`
T pAq˘ for every parts A,B Ă X. Thus we have

SpU2q “ U2. (48.16)

(7) K1 ´K1 Ĺ U2 The set U2 is the convex hull of S
`
U1 X pK1 ´K1q

˘
which is a part of the

convex set V1 by (48.14). Thus U2 Ă V1. We have the inclusions chain

U2 Ă V1 Ă V. (48.17)

Since K1 ´K2 is not included in V , it is not included in U2.
(8) Definition of U Since the operators T are continuous and since T pU2q Ă U2, we also have

SpŪ2q Ă Ū2. The part U2 is an open convex containing 0 and K1 ´ K2 is compact. Thus
lemma 48.41 implies the existence of λ ą 0 such that K1 ´K2 Ă λU2. Let

δ “ inftλ ą 0 tel que K1 ´K1 Ă λU2u. (48.18)

Notice that δ ă 8 because of lemma 48.41 and δ ą 1 because K1 ´K1 Ć U2 . We define

U “ δU2. (48.19)

(9) Some sums Let 0 ă ϵ ă 1. For every λ ą δ we have K1 ´K1 Ă λU2. In particular with
λ “ p1` ϵqδ. Thus

K1 ´K1 Ă p1` ϵqδU2 “ p1` ϵqU. (48.20)
In the same way, for every λ ă δ we have K1 ´K1 Ć λU2. Thus

K1 ´K2 Ć p1´ ϵqŪ . (48.21)EQooNYNTooQScVJLEQooNYNTooQScVJL

For k P K1 we consider Ok “ 1
2U`k. Since 0 P U the set tOkukPK1 is an open covering of K1.

The set K1 being compact we can extract a finite subcovering: there exists k1, . . . , kn P K1
such that

K1 Ă
nď

i“1
p12U ` kiq. (48.22)

Let
p “ k1 ` . . .` kn

n
. (48.23)

Let k P K1. Two statements:
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(9a) For each l we have kl ´ k P p1` ϵqU .
(9b) There exists i such that ki ´ k P 1

2U .
Thus there exist u1, . . . , un P U such that EQSooZFRQooJoFhXF

$
&
%
ki ´ k “ 1

2ui (48.24a)

kl ´ k “ p1` ϵqul. (48.24b)

Inserting the values of ki from (48.24) in the definition of p,

p “ 1
n

nÿ

j“1
kj (48.25a)

“ 1
n

´1
2ui ` k `

ÿ

j‰i

“p1` ϵqul ` k
‰¯

(48.25b)

“ 1
n

´1
2ui `

ÿ

j‰i
p1` ϵqul

¯
(48.25c)

The set U is convexe because U “ δU2 where U2 is convex. Thus if u1, u2 P U we have
u1`u2

2 P U and u1 ` u2 P 2U . In the same way, there exists u1 P U such that
ÿ

j‰i
ul “ pn´ 1qu1. (48.26)

So we write
p “ 1

n

`1
2ui ` pn´ 1qp1` ϵqu1˘` k. (48.27)

Using lemma 48.42, there exists u P U such that

p “ 1
n

`1
2 ` pn´ 1qp1` ϵq˘u` k. (48.28)

We write that with ϵ “ 1
4pn´1q . The coefficient becomes

1
2 ` pn´ 1qp1` ϵq “ 4n´ 1

4 (48.29)

and we have proven that, for each k P K1, there exists u P U such that

p “ 4n´ 1
4n u` k. (48.30)

(10) Definition of K2 Let, for each k P K1,

Ak “ 4n´ 1
4n Ū ` k (48.31)

and
K2 “ K1 X

č

kPK1

Ak. (48.32)

We give some properties of K2.
(10a) K2 is non empty We know that p P K2.
(10b) K2 Ĺ K1 From what we said around equation (48.21), there exists k1, k2 P K1 such

that
k1 ´ k2 R

ˆ
1´ 4n´ 1

4n

˙
Ū , (48.33)

which means that k1 R Ak2 . In particular k1 R K2. Thus the inclusion K2 Ă K1 is
strict.
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(10c) K2 is compact and convex The sets K1 and Ak are closed. The set K2 is closed as
intersection of closed sets. Since K2 is closed in the compact K1, it is compact (lemma
7.92(1)).
The set K2 is convex as intersection of convexes.

(10d) SpK2q Ă K2 Let T P S and u P Ū . We have u “ δu2 with u2 P Ū2. Then

T puq “ δT pu2q P δT pŪ2q Ă δŪ2 “ Ū (48.34)

because T pU2q Ă U2 and T is continuous. We proved that T pŪq Ă Ū .
Let a P K2. We have a P K1 and, since a P Ak for each k P K1, we have a map
u : K1 Ñ Ū such that

λupkq ` k “ a (48.35)EQooFDOZooNTThIjEQooFDOZooNTThIj

where λ “ 4n´1
4n . Consider l P K1 and let us show that T paq P Al. Since T pK1q “ K1,

there exists l1 P K1 such that T pl1q “ l. Writing (48.35) with l1 we have

T paq “ λT
`
upl1q˘` T pl1q “ λT

`
upl1q˘` l. (48.36)

Since upl1q P Ū and T pŪq Ă Ū , we have

T paq P λŪ ` l “ Al. (48.37)

We have proved that T paq P Al for each l P K1.
(11) Conclusion The part K2 belong to A and satisfies the strict inclusion K2 Ĺ K1. This

means that K2 ą K1, which contradicts the maximality of K1.
We conclude that K1 has only one point, so that S has a unique fixed point as shown before.

We recall the regular left action. If G is a group, u is a map u : GÑ E and s P G, we write

pLsuqpxq “ ups´1xq. (48.38)
DEFooSBRZooUbzMnN

Definition 48.79 (Haar measure).
Let G be a compact topological group 15. A linear form m : C0pG,Cq Ñ C is a Haar functional 16

if it satisfies
(1) mpfq ě 0 for every f ě 0.
(2) mp1q “ 1 where 1 is the constant function 1pxq “ 1.
(3) mpLsfq “ mpfq for every f P C0pG,Cq and s P G.

DEFooXIKEooWOxHlr

Definition 48.80.
Let G be a topological group. A Haar measure on G is a positive measure 17 µ such that

(1) µpgAq “ µpAq for every g P G and measurable part A Ă G,
ITEMooNETPooYTwhBx

(2) µpKq ă 8 for every compact part K Ă G.

The link between measure and functional is given by the Riesz-Markov representation theorem
48.87.

LEMooRWOFooDOSUYo

Lemma 48.81 ([792]).
A Haar functional 18 on a compact topological group G is continuous on

`
C0pG,Cq, }.}8

˘
.

15. Definition 48.48.
16. Several place say Haar measure, but we prefer to keep the word “measure” for the good old concept of measure,

and give a Haar measure in definition 48.80.
17. Definition 14.18.
18. Definition 48.79.



48.11. HAAR MEASURE 2869

Proof. Let f P C0pG,Cq, and let m be a Haar functional on G.
Support for the moment that f is real valued. For every x P G we have

´}f} ď fpxq ď }f}. (48.39)

If we consider }f} as the constant function on G we can write the inequalities ´}f} ď f ď }f} in
C0pG,Cq. Since m is positive, we can apply m to these inequalities :

mp´}f}q ď mpfq ď mp}f}q. (48.40)

By linearity of m we have ´}f}mp1q ď mpfq ď }f}mp1q, and then

´}f} ď mpfq ď }f}. (48.41)

Now we suppose that f is complex-valued and that fpxq “ upxq ` ivpxq where u and v are
real-valued. We have: SUBEQooKMQEooOoydWP

|mpfq| “ |mpuq ` impvq| (48.42a)
ď |mpuq| ` |mpvq| (48.42b)
ď }u} ` }v} (48.42c)
ď 2}f}. (48.42d)

We used the result for real valued functions and lemma 12.352. The inequality (48.42) shows that
m is continuous at 0. Since m is linear, it is continuous.

THOooHZNRooLWmJMB

Theorem 48.82 (Haar functional[790, 792]).
Let G be a compact topological group.

(1) There exists a unique Haar functional 19 on G.
(2) The Haar functional satisfies mpRsfq “ mpfq.

Proof. Here is a summary of the proof.
(1) We prove the existence by building a Haar functional m.
(2) We show that m satisfies mpRsfq “ mpfq.
(3) We show the unicity by showing that every Haar functional is equal to m.

For f P C0pG,Cq we consider Cf , the set of convex combinations of the functions of the form
Lspfq. In other words, g P Cf is there exists tpai, siq P R`ˆGui“1,...,N such that ai ą 0,

ř
i ai “ 1

and gpxq “ ř
i aifpsixq.

Since f is continuous in the compact space G, we define

}f} “ max
xPG |fpxq|. (48.43)

If g P Cf we have }g} ď }f} because

}g} “ max
xPG |

ÿ

i

aifpsixq| (48.44a)

ď
ÿ

i

max
xPG |aifpsixq| (48.44b)

ď
ÿ

i

ai max
xPG |fpsixq| (48.44c)

“
ÿ

i

ai}f} (48.44d)

“ }f}. (48.44e)

19. Definition 48.79.
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For x P G we also define
Cf pxq “ tgpxq tel que g P Cfu. (48.45)

This is a bounded set in C because each element is bounded by }f}. The closure Cf pxq is then
compact in C. The function f being continuous, it is uniformly continuous on Cf pxq (proposition
48.51.). Let ϵ ą 0 and an open neighbourhood V of e as in the definition of uniform continuity. If
x, y P V we have

|pLsfqpxq ´ pLsfqpyq| “ |fps´1xq ´ fps´1yq| ă ϵ (48.46)

because ps´1yq´1ps´1xq “ y´1x.
This shows that the set tLspfqusPG is equicontinuous 20. Now we prove that Cf is equicontin-

uous. Let g P Cf and x, y P V . We have

|gpxq ´ gpyq| “
ˇ̌
ˇ
ÿ

i

ai
“
fpsixq ´ fpxiyq

‰ˇ̌
ˇ (48.47a)

ď
ÿ

i

ai|ss´1
i
pxq ´ Ls´1

i
pyq| (48.47b)

ď
ÿ

i

aiϵ (48.47c)

“ ϵ, (48.47d)

so Cf is equicontinuous. The Ascoli theorem 27.4 implies that Cf is relatively compact in C0pG,Cq,
which means that Kf “ Cf is compact.

The action
L : Gˆ C0pG,Cq Ñ C0pG,Cq

pg, uq ÞÑ Lgpuq (48.48)

is isometric: }Lspuq} “ }u} and leaves Cf invariant.
(1) LspCf q Ă Cf We write

ψ : RN ˆGN Ñ Cf

paiq, psiq ÞÑ
ÿ

i

aiLsipfq. (48.49)

If g P Cf we have
gpxq “ ψ

`paiq, psiq
˘pxq “

ÿ

i

aifpsixq, (48.50)

so that

pLsgqpxq “
ÿ

i

aifpsis´1xq (48.51a)

“ ψ
`paiq, psis´1q˘pxq. (48.51b)

This shows that Lspgq P Cf .
(2) Cf Ă LspCf q The same kind of computation shows that

ψ
`paiq, psiq

˘ “ Ls

´
ψ
`paiq, psisq

˘¯
. (48.52)

(3) Kakutani Let us summarise some facts.
— LspKf q “ Kf by lemma 7.163.
— Kj is compact and convex in C0pG,Cq.
— G is a group of linear transformations acting on Kf : GpKf q Ă Kf .
— G is isomectric on Kf , and then equicontinuous on Kf by lemma 7.306.

20. Definition 7.305.
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The Kakutani theorem 48.78 is then valid and there exists a fixed point h P Kf for the action
of G. In other words, Lsphq “ h for every s P G. The function h is constant because for
every s P G we have

hpsq “ pLs´1hqpeq “ hpeq. (48.53)
Thus Kf contains one constant function. We prove now that it contains only one constant.

(4) Kf contains only one constant We have just seen that Kf contains a constant function.
We are going to show that Kf contains only one constant. Let c P C be such a constant,
and let ϵ ą 0. Since c P Kf “ C̄j , there exists an element g P Cf such that }c´ g} ă ϵ. More
precisely, there exists ai ą 0 and ts1, . . . , sNu P G such that SUBEQSooDGOPooQLxVjw

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

gpxq “
Nÿ

i“1
ajfpsixq (48.54a)

Nÿ

i“1
ai “ 1 (48.54b)

|c´ gpxq| ă ϵ. (48.54c)

The third condition holds for every x P G.
We can make the whole work with the right action instead of the left action of G on C0pG,Cq.
That leads us to build C 1

f , K 1
f and a constant function c1 P K 1

f , elements bj ě 0 and tj P G
such that SUBEQSooBQIZooApBecK

$
’’’’’&
’’’’’%

|c1 ´
Nÿ

j“1
bjfpxtjq| ă ϵ (48.55a)

Nÿ

j“1
bj “ 1. (48.55b)

You may wonder why the conditions (48.55) hold for the same N as the conditions (48.54).
In fact, we took N as the maximum of the two and we set ai “ 0 or bi “ 0 for the indices i
between the «correct» N and N .
Let us fix i, multiply the first condition (48.55) by ai and set x “ si :

|c1ai ´
Nÿ

j“1
aibjfpsitjq| ă ϵai. (48.56)

Making the sum over i we get 21

|
ÿ

i

c1ai ´
ÿ

ij

aibjfpsitjq| ă
ÿ

i

ϵai, (48.57)

and then
|c1 ´

ÿ

ij

aibjfpsitjq| ă ϵ. (48.58)

We make the same from (48.54) : multiply by bj , x “ tj and sum over j :

|c´
ÿ

ij

aibjfpsitjq| ă ϵ. (48.59)

And we deduce that c “ c1 because

|c´ c1| ď |c´
ÿ

ij

aibjfpsitjq| ` |
ÿ

ij

aibjfpsitjq ´ c1| ă 2ϵ. (48.60)

We have shown that if c is a constant in Kf and if c1 is a constant in K 1
f , then c “ c1. We

deduce that the set of constants in Kf and K 1
f are the same and contain only one element.

21. We can enter the sum in the module because if |ai| ă bi, then |
ř

i ai| ď
ř

ß|ai| ă
ř

i bi.
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(5) Definition of m We denote by mpfq the unique c P Kf such that }c ´ Cf } “ 0. This
defines a map

m : C0pG,Cq Ñ C. (48.61)
We prove now a lot of properties.

(6) mp1q “ 1 We consider the constant function 1. A function in C1 has the form

gpxq “
ÿ

i

ai1pxixq “
ÿ

i

ai “ 1. (48.62)

Thus C1 “ K1 “ t1u, so that mp1q “ 1.
(7) mpfq ě 0 if f ě 0 An element of Cf has the form gpxq “ ř

i aifpsixq where ai ě 0. Thus
all functions of Cf are positive. A function in Kf cannot take a strictly negative value. In
particular, the constant one is positive.

(8) mpλfq “ λmpfq An element of Cλf has the form gpxq “ ř
i aipλfqpsixq “ λ

ř
i aifpsixq, so

that Cλf “ λCf and Kλf “ λKf . If c is the constant in Kf , then λc is the constant in Kλf .
(9) mpLsfq “ mpfq An element in CLsf has the form

gpxq “
ÿ

i

aipLsfqpsixq “
ÿ

i

fps´1sixq. (48.63)

This shows that CLsf Ă Cf . The same shows that Cf Ă CLsf .
(10) mpRsfq “ mpfq Same as mpLsfq “ mpfq.
(11) m is linear We have already shown that mpλfq “ λmpfq. So let f, g P C0pG,Cq and let

us prove that mpf ` gq “ mpfq ` mpgq. Let ϵ ą 0; we consider some reals ai and some
elements si P G such that

|mpfq ´
ÿ

i

aifpsixq| ă ϵ, (48.64)EQooDDZXooWIPAhXEQooDDZXooWIPAhX

and we define
hpxq “

ÿ

i

aigpsixq. (48.65)

We have h P Cg, so that Ch Ă Cg and Kh Ă Kg. Since there is only one constant in Kg and
only one constant in Kh, we deduce that mphq “ mpgq. There exist a function l P Ch such
that }h´ l}8 ă ϵ; in other words we can choose bj P R` and tj P G such that

|mphq ´
ÿ

j

bjhptjxq| ă ϵ (48.66)

for every x P G. We inject therein the definition of h and the fact that mphq “ mpgq :

|mpgq ´
ÿ

j

bj
ÿ

i

aigpsitjxq| ă ϵ. (48.67)EQooZZOSooQwJtjpEQooZZOSooQwJtjp

We multiply (48.64) by bj , we evaluate it at tjx and we make the sum over j :

|
ÿ

j

bjmpfq
loooomoooon

“mpfq

´
ÿ

ij

aibjfpsitjxq| ă ϵ. (48.68)

Combining with (48.67) we have the majorations :

|mpfq `mpgq ´
ÿ

ij

aibjpf ` gqpsitjxq| ď |mpfq ´
ÿ

ij

aibjfpsitjxq| (48.69a)

` |mpgq ´
ÿ

ij

aibjgpsitjxq|

ă 2ϵ. (48.69b)

This proves that the constant mpfq `mpgq belong to Kf`g. Since Kf`g contains only one
constant, which is mpf ` gq, we deduce that mpfq `mpgq “ mpf ` gq.
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Up to now we build a Haar functional m : C0pG,Cq Ñ C which satisfies mpRsfq “ mpfq. We
prove the unicity.

Let m2 : C0pG,Cq Ñ C be an other Haar functional on G. We will prove that m2pfq “ mpfq
for every f .

(1) m2 is constant on Cf Let g P Cf . We have gpxq “ ř
i aiLsipfqpxq, so that

m2pgq “
ÿ

i

aim2
`
Lsipfq

˘ “
ÿ

i

aim2pfq “ m2pfq. (48.70)

We used the left invariance of m2 and the fact that
ř
i ai “ 1.

(2) m2 is constant on Kf We know from lemma 48.81 thatm2 is continuous on C0pG,Cq. Let

g, h P Kf . There exists sequences pgiq ang phiq in Cf such that gi
C0pG,CqÝÑ g and hi

C0pG,CqÝÑ h.
For every i we have m2pgiq “ m2phiq (because m2 is constant on Cf ). By continuity of m2
we also have m2pgq “ m2phq.

(3) m2 “ m Let f P C0pG,Cq. We consider the constant function

g : GÑ C

x ÞÑ mpfq. (48.71)

This function belongs to Kf ; this is even, by definition, the only constant function in Kf .
Thus m2pfq “ m2pgq because m2 is constant on Kf . Now we have

m2pfq “ m2pgq “ m2
`
mpfq1˘ “ mpfqm2p1q “ mpfq. (48.72)

Thus every Haar functional on G is equal to m and we deduce that there exists only one Haar
functional on G.

48.11.1 Modular function
LEMooLBEZooVuQnan

Lemma 48.83.
If µ and ν are Haar measures on pG,Aq, then there exists λ P R` such that

µpAq “ λνpAq (48.73)

for every A P A.
THOooKVLYooBmeMHM

Theorem-Definition 48.84 ([793]).
Let G be a compact Hausdorff topological group. There exists a unique group morphism ∆: GÑ R`
such that for every Haar measured space pG,A, µq we have

µpAtq “ ∆ptq´1µpAq (48.74)

for every t P G and every A P A.
This morphism is the modular function of G.

Proof. Let pG,A, µq be a Haar measure on G. We prove the existence of a unique morphism
∆: G Ñ R` such that µpAtq “ ∆ptq´1µpAq. Then we will prove that ∆0 has the same property
for the other Haar measures pG,A1, µ1q.

Let t P G. We define
ν : A Ñ R`

A ÞÑ µpAtq. (48.75)

It is easy to check that ν is measure 22 on pG,Aq, among others because the sets Ait are disjoint
when the sets Ai are. Moreover ν is left invariant :

νpgAq “ µpgAtq “ µpAtq “ νpAq. (48.76)

22. Check definition 14.18.
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Moreover if K is compact in G, the part Kt is also compact, so that ν is a Haar measure 23 on G.
Lemma 48.83 says that there exists λ P R` such that νpAq “ λµpAq. We denote by ∆ptq´1

this number. Thus for every A P A we have

µpAtq “ ∆ptq´1µpAq. (48.77)

We have to prove that ∆ is a morphism. Let s, t P G. We have

µpAstq “ ∆pstq´1µpAq (48.78)

and
µpAstq “ ∆ptq´1µpAsq “ ∆ptq´1∆psq´1µpAq. (48.79)

Thus ∆pstq´1 “ ∆psq´1∆ptq´1 and ∆ is a morphism.
Now we see that ∆ has the property µ1pAtq “ ∆ptq´1µ1pAq for every Haar measure λ1. From

lemma 48.83, there exists λ such that µ1 “ λµ. Then

µ1pAtq “ λµpAtq “ λ∆ptq´1µpAq “ ∆ptq´1µpAq. (48.80)

PROPooYUQRooJfoApW

Proposition 48.85 ([793]).
The modular function 24 ∆: GÑ R` is continuous and satisfy

∆ptq
ż

G
pstqdµpsq “

ż

G
fpsqdµpsq. (48.81)

LEMooRNXNooOPbzfN

Lemma 48.86 ([793]).
Let G be a compact Hausdorff topological group. Then its modular function is identically equal to
1.

Proof. Suppose that t P G satisfy ∆ptq ‰ 1. We can suppose that ∆ptq ą 1; if not, ∆pt´1q ą 1.
Since ∆ is a morphism, we have

∆ptnq “ ∆ptqn Ñ8, (48.82)

so that ∆ is not bounded.
But wait. The modula function is continuous (proposition 48.85) on the compact G. It has to

be bounded. We conclude that ∆ptq “ 1 for every t P G.

48.11.2 Riesz-Markov representation theorem
THOooTWZWooHqGDAx

Theorem 48.87 (Riesz-Markov representation theorem[794, 795, 796, 1]).
Let X be a Hausdorff locally compact space. Let m be a positive linear form on C0

c pX,Rq. There
exists a unique measured 25 space pX,A, µq containing the Borel sets such that

ITEMooAKLQooWLetDk

(1) The integral build on µ satisfies
mpfq “

ż

X
fdµ (48.83)

for every f P C0
c pX,Rq. ITEMooFLYHooTNUENu

(2) µpKq ă 8 for every compact set K Ă X.
ITEMooKDTLooJuUTaW

(3) If E P A and µpEq ă 8, then

µpEq “ inftµpV q tel que E Ă V and V is open in X u, (48.84)
23. Definition 48.80.
24. Definition 48.84.
25. I’m not completely sure about the unicity of the σ-algebra. At least if pA1, µ1q and pA2, µ2q satisfy the requirements,

we have µ1 “ µ2 on A1 X A2. Please, contact me if you have an opinion.
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ITEMooVKDEooXGJYgg

(4) If E P A and µpEq ă 8, then

µpEq “ suptµpKq tel que K Ă E and K is compact in X u, (48.85)
ITEMooLOQQooFcHyaM

(5) The measured space pX,A, µq is complete 26

Proof. We initiate with the unicity.

Unicity

Let A be a σ-algebra containing the Borel set and let µ1, µ2 be measures on pX,Aq satisfying the
conditions.

(1) Unicity on compacts parts
Let K be compact in X. Since it is closed, it is a Borel set and K P A. Let ϵ ą 0. By (2)
and (3) there exists an open set V such that µ1pV q ă µ1pKq ` ϵ. From Urysohn’s lemma
15.161, there exists a map f P C0

c pX,Rq such that fpKq “ t1u and fpxq “ 0 when x R V .
We have

µ2pKq “
ż

X
1Kdµ2 (48.86a)SUBEQooWVQVooLbgJDZSUBEQooWVQVooLbgJDZ

ď
ż

X
fdµ2 (48.86b)

“ mpfq (48.86c)SUBEQooXKADooTpXNlSSUBEQooXKADooTpXNlS

“
ż

X
fdµ1 (48.86d)

ď
ż

X
1V dµ1 (48.86e)

“ µ1pV q (48.86f)
ă µ1pKq ` ϵ. (48.86g)

Justifications.

— For (48.86a). Link between integral and measure, lemma 14.170.
— For (48.86c). Property (1).

Thus for every ϵ ą 0 we have µ2pKq ď µ1pKq ` ϵ. Permuting the roles of µ1 and µ2 we also
get µ1pKq ď µ2pKq ` ϵ.
We conclude that µ1pKq “ µ2pKq.

(2) Unicity Let E P A. We have

tµ1pKq tel que K is compact in V u “ tµ2pKq tel que K is compact in V u, (48.87)

thus µ1pV q “ µ2pV q.

Existence

Existence is the big part. Let us introduce some notations. If f P C0
c pX,Rq and E Ă X we write

(1) f ă E if supppfq Ă E and fpXq Ă r0, 1s.
(2) E ă f if fpEq “ t1u and fpXq Ă r0, 1s.
26. Definition 14.65.
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For open sets V Ă X we define

µopV q “ suptmpfq tel que f ă V u. (48.88)

Then, for every part E we define

µ`pEq “ inftµopV q tel que E Ă V and V openu, (48.89)

and
µ´pEq “ suptµ`pKq tel que K Ă E and K compactu, (48.90)EQooSIKUooJeeIqIEQooSIKUooJeeIqI

and
AF “ tE Ă X tel que µ´pEq “ µ`pEq ă 8u, (48.91)

and
A “ tE Ă X tel que E XK P AF @ compact K in Xu, (48.92)

and finally, for E P A we define
µpEq “ µ`pEq. (48.93)

We have to prove that pX,A, µq is a complete measured space which satisfies all the conditions.
We subdivise the proof into an incredible number of steps.

(1) µo is increasing ITEMooOMDSooQiYmaPLet V1 Ă V2 be open sets. If f ă V2, then f ă V1, so that

tmpfq tel que f ă V1u Ă tmpfq tel que f ă V2u (48.94)

and we deduce that µopV1q ď µopV2q.
(2) µ` is increasing ITEMooGODTooQNQzfzLet E Ă F . Then tV tel que F Ă V u Ă tV tel que E Ă V u. The

infimum of the largest set is smaller, then µ`pEq ď µ`pF q.
(3) µ´ is increasing

Same argument as for µ`, but with the inclusions inverted.
(4) If V is open, µopV q “ µ`pV q ITEMooBRBTooAJBxGO

Let V be open and let us show µopV q “ µ`pV q. Per definition

µ`pV q “ inftµopW q tel que U ĂW and W is openu. (48.95)

If W is open with V ĂW we have µopV q ď µopW q. Thus µopV q is a lower bound of the set
whose infimum is µ`pV q. Thus µopV q ď µ`pV q.
Since V Ă V , the number µopV q is part of the set tµopW q tel que V ĂW and W is openu.
Thus µ`pV q ď µopV q.

(5) For every part, µ´pEq ď µ`pEq ITEMooIHLQooCjqhPY

Let K be compact and V open such that K Ă E Ă V . Using points (2) and (4),

µ`pKq ď µ`pEq ď µ`pV q “ µopV q. (48.96)

In particular, for each open set V containing E we have

µ´pEq “ suptµ`pKq tel que K Ă Eu ď µopV q. (48.97)

Taking the infimum on V we get

µ´pEq ď inftµopV q tel que E Ă V u “ µ`pEq. (48.98)

(6) If K is compact, µ`pKq ă 8 ITEMooQVOGooQvTTzw

From lemma 7.83, we consider an open set V such that K Ă V and V̄ is compact. Urysohn’s
lemma provides a function g such that V̄ ă g. If f P C0

c pX,Rq satisfies f ă V , we have
f ď g. Indeed if x P V̄ , gpxq “ 1 ě fpxq and if x R V̄ , then fpxq “ 0 ď gpxq.
We have

µ`pV q “ µopV q “ suptmpfq tel que f ă V u. (48.99)
And since K Ă V we have

µ`pKq ď µ`pV q “ suptmpfq tel que f ă V u ď mpgq ă 8. (48.100)
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(7) µ`pKq “ inftmpfq : K ă fu Let ϵ ą 0. The definition is µ`pKq “ inftµopV q tel que K Ă
V u. There exists an open set V such that µ`pKq ą µopV q ´ ϵ and K Ă V . From Urysohn’s
lemma we consider a function f P C0

c pXq such that K ă f ă V . In particular µopV q ě mpfq.
Putting the two inequalities together,

mpfq ď µopV q ă µ`pKq ` ϵ. (48.101)

We proved that for every ϵ ą 0, there exists f such that K ă f and mpfq ă µ`pKq` ϵ. This
means that

µ`pKq ě inftmpfq tel que K ă fu. (48.102)

Now we prove the reverse inequality.
We want to prove that

inftµopV q : K Ă V u ď inftmpfq : K ă fu. (48.103)

Let ϵ ą 0 and f P C0
c pXq such that K ă f . We will build an open set V such that

"
µopV q ă mpfq ` ϵ (48.104a)
K Ă V. (48.104b)

Let 0 ă α ă 1 and Vα “ tx tel que fpxq ą αu. This is an open set satisfying K Ă Vα. We
have

µ`pVαq “ µopVαq “ suptmpgq : g ă Vαu. (48.105)

Let g ă Vα. For every x P Vα we have

αgpxq ď α ă fpxq, (48.106)

and, if x R Vα we have gpxq “ 0. Thus αg ď f and

mpαgq ď mpfq. (48.107)

That inequality is valid for every g ă Vα, so that

α suptmpgq : g ă Vαu ď mpfq. (48.108)

In other words,
αµopVαq ď mpfq (48.109)

for every 0 ă α ă 1. For α “ 1´ ϵ we have

µopVαq ď mpfq ` ϵµopVαq. (48.110)

Each Vα is contained in the compact supppfq, if s “ µ`` supppfq˘, we have s ă 8 and
µopVαq “ µ`pVαq ă s for every α. Writing ϵ1 instead of ϵ, we have proved that for every ϵ1,
we have

µopV1´ϵ1q ď mpfq ` sϵ1. (48.111)

Now let ϵ ą 0. Taking ϵ1 as small as ϵ1s ă ϵ we have

µopV1´ϵ1q ď mpfq ` ϵ1s ă mpfq ` ϵ. (48.112)

So for every ϵ ą 0, there exists an open Vα such that
"
µopVαq ă mpfq ` ϵ (48.113a)
K Ă Vα. (48.113b)

This shows that
inftµopV q : V is open and K Ă V u ă mpfq ` ϵ, (48.114)
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and than that
µ`pKq ă mpfq ` ϵ. (48.115)

Since this is true for every ϵ, we deduce

µ`pKq ď mpfq, (48.116)

and then
µ`pKq ď inftmpfq : K ă fu. (48.117)

(8) K P AF
ITEMooSMHRooIxgdeOWe already have µ`pKq ă 8 (point (6)). The equality µ´pKq “ µ`pKq is from

the definition (48.90) itself: the set K realises the supremum.
(9) K P A ITEMooNAIAooDnPhPNIf E is compact, the set E XK is compact (proposition 7.94) and then belongs to

AF . Thus if E is compact, E P A.
(10) µ`pV q “ µopV q “ µ´pV q ITEMooEDOSooPwvyAO

Let V be open in X. The equality µ`pV q “ µopV q is the point (4).
Let 0 ă α ă µopV q. From the definition of µopV q, there exists f ă V such that mpfq ą α.
We write K “ supppfq; since f ă V we have K Ă V .
Let W be an open set with K Ă W . We have supppfq “ K Ă W and then f ă W , so that
mpfq ď µopW q. Here is a summary of the inequalities so far:

α ď mpfq ď µopW q. (48.118)

These inequalities hold for every open W such that K ĂW . Thus we have

α ď inftµopW q : W is open and K ĂW u “ µ`pKq ď µ`pV q “ µopV q. (48.119)

These inequalities hold for every α ă µopV q. So for every α ă µopV q, there exists a compact
K Ă V such that α ď µ`pKq ď µopV q. We deduce that

suptµ`pKq : K compact in V u ě µopV q. (48.120)

For the reverse inequality, if K Ă V we have µ`pKq ď µ`pV q “ µopV q.
(11) If µopXq ă 8, then V P AF

Let V be open in X. From points (4) and (10) we have µopV q “ µ`pV q “ µ´pV q. Since µo
is increasing (point (1)), we have

µ´pV q “ µ`pV q “ µopV q ă µopXq ă 8, (48.121)

so V P AF .
(12) µ`pV1 Y V2q ď µ`pV1q ` µ`pV2q ITEMooLPYWooONCYTiLet V1 and V2 be open sets in X. Since V1 Y V2 is open,

using point (4) we have

µ`pV1 Y V2q “ µopV1 Y V2q “ suptmpfq : f ă pV1 Y V2qu. (48.122)

Let ϵ ą 0. There exists g P C0
CpXq such that g ă V1 Y V2 and

µopV1 Y V2q ´ ϵ ď mpgq. (48.123)LEMooFYAAooDaOYUyLEMooFYAAooDaOYUy

Let K “ supppgq; we have K Ă V1 Y V2.
We consider V1 Y V2 as topological vector space with the induced topology. Since V1 Y V2
is open in X, the induced topology makes no difficulties: the open parts of V1 Y V2 are the
same as the open parts of X. The sets V1 and V2 themselve form an open covering of V1YV2.
We use a C0

c pV1 Y V2q-partition of unity 27, i.e. functions ϕi : V1 Y V2 Ñ r0, 1s such that
ϕi P C0

c pV1 Y V2q and supppϕiq Ă Vi.

27. Theorem 48.69 and lemma 48.67.
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We consider the extensions

hi : X Ñ r0, 1s

x ÞÑ
#
ϕipxq is x P Vi
0 otherwise.

(48.124)

The functions hi belong to C0
c pXq (lemma 17.128). Here are their properties:

(12a) hi P C0
c pXq

(12b) hi ă Vi

(12c) h1 ` h2 “ 1 on V1 Y V2 and, in particular, on K.
(12d) hig ă Vi because suppphiq Ă Vi

(12e) h1g ` h2g “ g on K.
We have

mphigq ď suptmpfq tel que f ă Viu “ µopViq. (48.125)

Using the linearity of m,

mpgq “ mph1gq `mph2gq ď µopV1q ` µopV2q (48.126)

Combining with (48.123) we find

µopV1 Y V2q ´ ϵ ď mpgq ď µopV1q ` µopV2q. (48.127)

Since it is true for every ϵ ą 0 we deduce

µopV1 Y V2q ď µopV1q ` µopV2q. (48.128)

(13) µ`pŤiEiq ď
ř
i µ

`pEiq ITEMooQZTEooJhWFna

Let Ei be parts of X. Let ϵ ą 0. There exists an open set Vi such that Ei Ă Vi and

µopViq ă µ`pEiq ` ϵ

2i . (48.129)

Let E “ Ť
iEi and V “ Ť

i Vi. We have E Ă V while V is open as union of open parts.
Thus µ`pEq ď µ`pV q. Let f ă V . We have µ`pV q “ µopV q ď mpfq. Using point (12), and
the geometric series 28

µopV q ď
ÿ

i

µopViq ď
ÿ

i

`
µ`pEiq ` ϵ

2i
˘ “

ÿ

i

µ`pEiq ` ϵ. (48.130)

Since this is valid for every ϵ, we deduce

µ`pEq ď µ`pV q ď
ÿ

i

µ`pEiq. (48.131)

(14) µ`pAYBq “ µ`pAq ` µ`pBq when A,B are disjoint compacts ITEMooCVWSooCmPoPL

Let A,B be disjoint compacts. We know from point (8) that A,B P A, so that µpAq “
µ`pAq “ µ´pAq, and the same for B. Point (13) says that µpA Y Bq ď µpAq ` µpBq. We
have to prove the reverse inequality.
Let ϵ ą 0. We consider an open set W such the K ĂW and

µ`pW q “ µpKq ` ϵ. (48.132)

The set A is closed 29 and W is open. Thus V “ W zA is open. Since A and B are disjoint,
we also have BzV .

28. Proposition 11.122(2).
29. Lemma 7.92.
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The set V is open and contains the compact B. By lemma 7.84, there exists an open set V2
such that

B Ă V2 Ă V̄2 Ă V (48.133)

with V̄2 being compact.
Let V1 “W zV̄2. Since V̄2 is closed and W is open, V1 is open. Moreover we have V1XV2 “ H.
Since A ĂW and since V̄2 XA “ H, A Ă V1. Let us summarise the important properties of
V1 and V2 :

— A Ă V1

— B Ă V2

— V1 X V2 “ H.
Let finally

V 1
1 “ V1 X

`
W zB˘ (48.134a)

V 1
2 “ V2 X

`
W zA˘. (48.134b)

These open sets have the same properties as V1 and V2
Let fi ă V 1

i such that µ`pV 1
i q ă mpfiq ` ϵ. Since V 1

1 X V 1
2 “ H we also have

f1 ` f2 ă V1 Y V2 Ă AYB ĂW. (48.135)

Now we can make the small computation

µ`pAq ` µ`pBq ď µ`pV 1
1q ` µ`pV 1

2q (48.136a)
ď mpf1q `mpf2q ` 2ϵ (48.136b)
“ mpf1 ` f2q ` 2ϵ (48.136c)
ď µ`pW q ` 2ϵ (48.136d)
ď µ`pKq ` 3ϵ. (48.136e)

These inequalities hold for every ϵ ą 0, then µ`pAq ` µ`pBq ď µ`pKq.
(15) µ`pŤ8

n“1Eiq “
ř8
i“1 µ

`pEiq is Ei are disjoint in AF
ITEMooJHIAooVoHLqt

Let tEiui“1,...,8 be disjoint elements of AF We write E “ Ť8
i“1. Let ϵ ą 0. For each i, there

exist a compact K1 Ă Ei such that

µ`pEiq ´ ϵ

2i ď µ`pKiq. (48.137)

Let Hn “ Ťn
i“1Ki. We have Hn Ă E for every n and we make the following computation: SUBEQooHCNFooFmHJoJ

nÿ

i“1
µ`pEiq ´ ϵ “

nÿ

i“1

´
µ`pEiq ´ ϵ

2i
¯

(48.138a)SUBEQooILZMooYwLCkCSUBEQooILZMooYwLCkC

ď
nÿ

i“1
µ`pKiq (48.138b)

“ µ`` nď

i“1
Ki

˘
(48.138c)SUBEQooSPIXooJqDeCjSUBEQooSPIXooJqDeCj

“ µ`pHnq (48.138d)
ď µ`pEq (48.138e)SUNEQooFUWQooFzxDxOSUNEQooFUWQooFzxDxO

Justification:
— For (48.138a). Geometric series, proposition 11.122(4).
— For (48.138c). Disjoint compacts, point (14).
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The inequality
řn
i“1 µ

`pEiq´ ϵ ď µ`pEq holds for every ϵ ą 0 and every n. Taking the limit
nÑ8 and ϵÑ 0 we get

8ÿ

i“1
µ`pEiq ď µ`pEq. (48.139)

The opposite inequality is the point (13).
(16) Ei disjoint in AF and µ`pEq ă 8 implies

Ť
iEi P AF

ITEMooKVQIooKqHXGO

Let Ei be disjoint elements of AF . We write E “ Ť8
i“1Ei. We suppose that µ`pEq ă 8,

and we prove that E “ Ť8
i“1 P AF .

Let ϵ ą 0. We already know by (15) that µ`pEq “ ř8
i“1 µ

`pEiq. It means that there exists
N ą 0 such that

µ`pEq ă
Nÿ

i“1
µ`pEiq ` ϵ. (48.140)

The computation (48.138) shows, among other things, that
řN
i“1 µ

`pEiq ă µ`pHN q ` ϵ.
Thus we have the computation

µ`pEq ă
Nÿ

i“1
µ`pEiq ` ϵ (48.141a)

ă `
µ`pHN q ` ϵ

˘` ϵ (48.141b)
“ µ`pHN q ` 2ϵ (48.141c)
ď suptµ`pKq tel que K is compact in Eu ` 2ϵ HN is compact in E (48.141d)
“ µ´pEq ` 2ϵ. (48.141e)

We proved that µ`pEq ď µ´pEq. Since we always have µ`pEq ě µ´pEq, we deduce that
µ`pEq “ µ´pEq and then that E P AF .

(17) µ`pV YKq “ µ`pV q ` µ`pKq if V XK “ H ITEMooZSUIooPrPhtD

Let V be open and K be compact such that V X K “ H. If L is compact in V , we have
LXK “ H and then µ`pK Y Lq “ µ`pK ` µ`pLq. Using point (14), we have:

µ`pV YKq “ suptµ`pMq tel que M is compact and M Ă V YK u (48.142a)
ě suptµ`pLYKq tel que L is compact and L Ă V u (48.142b)
“ suptµ`pKq ` µ`pLq tel que L is compact and L Ă V u (48.142c)
“ µ`pKq ` suptµ`pLq tel que L is compact and L Ă V u (48.142d)
“ µ`pKq ` µ`pV q. (48.142e)

We proved that µ`pV YKq ě µ`pKq ` µ`pV q. The reverse inequality is from point (13).
(18) µ`pAX V q ` µ`pAzV q ď µ`pAq, A open ITEMooMWJBooCHUrot

Let A, V be open. We consider K Ă A X V and we define W “ AzK. The set W is open
and we have the inclusions

AzV Ă AzK “W. (48.143)

Thus we have the following computation: SUBEQSooOSJAooBgpKec

µ`pKq ` µ`pAzV q ď µ`pKq ` µ`pAzKq (48.144a)
“ µ``K Y pAzKq˘ (48.144b)SUBEQooUEFQooMbLiTCSUBEQooUEFQooMbLiTC

“ µ`pAq. (48.144c)

Justifications:
— For (48.144b): point (17).
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Taking the supremum over compacts K in AX V we have

µopAX V q ` µ`pAzV q “ µ´pAX V q ` µ`pAzV q (48.145a)SUBEQooHHXTooAcuBNlSUBEQooHHXTooAcuBNl

“ suptµ`pKq tel que K is compact and K Ă AX V u (48.145b)
ď µ`pAq. (48.145c)SUBEQooRLOHooVCPVeGSUBEQooRLOHooVCPVeG

Justifications:
— For (48.145a): point (10)
— For (48.145c): inequality (48.144)

(19) µ`pE X V q ` µ`pEzV q ď µ`pEq, E arbitrary ITEMooHQPDooPEsgYN

Let E be an arbitrary subset of X. Let W be an open set containing E: E ĂW . We have

µ`pE Y V q ` µ`pEzV q ď µ`pW X V q ` µ`pW zV q (48.146a)
ď µ`pW q (48.146b)ITEMooLMDTooTDpnPUITEMooLMDTooTDpnPU

“ µ`pW q. (48.146c)

Justifications:
— For (48.146b), point (18).

Taking the supremum,

µ`pE X V q ` µ`pEzV q ď inftµopW q tel que W is open, EzW u “ µ`pEq. (48.147)

(20) If E P AF , there exists K Ă E Ă V such that µ`pV zKq ă ϵ
ITEMooTWGLooHVvkUW

Let E P AF and ϵ ą 0. By definition, µ´pEq “ µ`pEq ă 8. Thus:
(20a) There exists compact K such that K Ă E and µ´pEq ´ ϵ ă µ`pKq.
(20b) There exists open V such that E Ă V and µ`pEq ` ϵ ă µopV q.

Thus we have K Ă E Ă V with µopV q ´ ϵ ď µ`pEq ď µ`pKq ` ϵ, and in particular

µ`pV q ´ µ`pKq ď 2ϵ. (48.148)EQooKILTooVSeQsvEQooKILTooVSeQsv

Using point (19) we have

µ`pV XKq ` µ`pV zKq ď µ`pV q (48.149)

and then
µ`pKq ` µ`pV zKq ď µ`pV q, (48.150)

and combining with (48.148),

µ`pV zKq ď µ`pV q ´ µ`pKq ă 2ϵ. (48.151)

(21) If A,B P AF , then AzB P AF
ITEMooDSKEooPQmrcW

First AzB Ă A, while, by hypothesis, A P AF . Thus, using the point (2),

µ`pAzBq ď µ`pAq ă 8. (48.152)

We still have to prove that µ`pAzBq “ µ´pAzBq. Let ϵ ą 0 and VA, VB,KA,KB be as in
point (20). We have

AzB Ă pVAzKBq Y pKAzVBq Y pVBzKBq. (48.153)
Using now point (13) on this decomposition, we have an estimation of µ`pAzBq: SUBEQSooCULSooCFFloL

µ`pAzBq ď µ`
´
pVAzKBq Y pKAzVBq Y pVBzKBq

¯
(48.154a)

ď µ`pVAzKAq ` µ`pKAzVBq ` µ`pVBzKBq (48.154b)
ď 2ϵ` µ`pKAzVBq. (48.154c)
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The part KAzVB is closed in the compact KA; it is thus compact by lemma 7.92(1). So
KA Ă VB is a compact inside A. We can continue the inequalities (48.154) :

µ`pAzBq ď 2ϵ` µ`pKAzVBq (48.155a)
ď 2ϵ` suptµ`pKq tel que K is compact and K Ă AzBu (48.155b)
“ 2ϵ` µ´pAzBq. (48.155c)

Since this is true for every ϵ, we have

µ`pAzBq ď µ´pAzBq. (48.156)

From point (5) we deduce µ`pAzBq “ µ´pAzBq and then AzB P AF .
(22) If A,B P AF , then AYB P AF

We have the decomposition AYB “ pAzBq YB where AzB and B are disjoint elements of
AF (see point (21)). By (15) we have

µ`pAYBq “ µ`pAzBqloooomoooon
ă8

`µ`pBqloomoon
ă8

ă 8 (48.157)

Point (16) concludes that AYB P AF .
(23) If A,B P AF , then AXB P AF

ITEMooGJBSooQsLmAg

Simply write AXB “ AzpAzBq. Using twice the point (21), we get the result.
(24) AF Ă A ITEMooPOJQooCwbpkE

Let E P AF . We show that E P A. Let K be compact in X; by point (9), K P AF . Now by
point (23), E XK P AF , which means that E P A.

(25) AF “ tE P A tel que µ`pEq ă 8u ITEMooNXZTooOyKbfy

Let E P A be such that µ`pEq ă 8. We have to prove that µ`pEq “ µ´pEq. Let ϵ ą 0.
There exist an open set V such that µopV q ă µ`pEq`ϵ. Since µ`pEq ă 8, we have V P AF .
From point (20) applied to V itself, there exists an open set V 1 and a compact set K such
that K Ă V Ă V 1 and µ`pV 1zKq ă ϵ. Since V Ă V 1 we also have

µ`pV zKq ă ϵ. (48.158)

Since K is compact we have K P AF and then E X K P AF (points (8) and (23)). There
exists a compact H in E XK such that

µ´pE XKq ă µ`pHq ` ϵ. (48.159)

From the “decomposition” E Ă pE XKq Y pV zKq we have

µ`pEq ď µ`pE XKq ` µ`pV zKq (48.160a)
ď µ`pHq ` 2ϵ (48.160b)
ď suptµ`pMq tel que M compact in Eu ` 2ϵ (48.160c)
“ µ´pEq ` 2ϵ. (48.160d)

Thus we have µ`pEq ď µ´pEq and thus µ`pEq “ µ´pEq.
(26) X P A ITEMooOQZLooMqPYTP

Let K be compact. We have X XK “ K P AF .
(27) If E P A, then XzE P A ITEMooCJRFooJAEZIV

Let E P A and K be compact in X. Since E P A, we have K X E P A. The trick lies in the
equality

K X Ec “ KzpE XKq. (48.161)

We know that K and E XK belong to AF , so the whole right hand side belong to AF .
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(28) If Ak P A, then A “ Ť8
k“1Ak P A ITEMooUGTIooWqVFIo

Let Ak P A and K be compact. We have to show that
` 8ď

k“1
Ak

˘XK P AF . (48.162)

We build the auxiliary sequence pBkq in the following way 30:
"
B1 “ A1 XK (48.163a)
Bn “ pAn XKqz

`
B1 Y . . .YBn´1

˘
. (48.163b)

Using the fact that Ak P A for every k (in particular An XK P AF ), we prove by recursion
that Bn P AF for every n. Moreover, the Bn are disjoint. A key observation:

K XAn “
nď

k“1
Bn. (48.164)

Here is a computation:

K XA “ K X ` 8ď

k“1
Ak

˘
(48.165a)

“
8ď

k“1
pK XAkq (48.165b)

“
8ď

k“1
Bk Y pB1 Y . . . Bk´1q (48.165c)

“
8ď

k“1
Bk. (48.165d)

Since K XA is the disjoint union of the Bk, point (15) gives

µ`pAXKq “
8ÿ

k“1
µ`pBnq (48.166a)

“ lim
nÑ8

nÿ

k“1
µ`pBnq (48.166b)

“ lim
nÑ8µ

`` nď

k“1
Bn

˘
(48.166c)

“ lim
nÑ8µ

`pK XAnq (48.166d)

ď µ`pKq (48.166e)
ă 8. (48.166f)

The sets Bk are disjoint and µ`pŤ8
k“1Bkq ă ϵ. Point (16) shows that

K XA “
8ď

k“1
Bk P AF . (48.167)

Thus A P A.
(29) A is a σ-algebra containing all the Borel sets

The fact that A is a σ-algebra 31 is already checked by points (26), (27) and (28).
Let C be closed in X. If K is compact, K X C is closed in the compact K and is then
compact. Thus K X C P AF . Thus C P A.
By complementarity (point (27)), the σ-algebra A contains all the open sets and then all the
Borel sets.

30. See 1.48 to make it formal.
31. Definition 14.1.
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(30) µ is a positive measure on A
We have to check the conditions of the definition 14.18.

(30a) µp0q “ 0 We have

µpHq “ µ`pHq (48.168a)
“ inftµopV q tel que V is openu (48.168b)
ď µopHq (48.168c)SUBEQooFITMooZexFioSUBEQooFITMooZexFio

“ mp0q (48.168d)SUBEQooFMDQooDWPdDkSUBEQooFMDQooDWPdDk

“ 0. (48.168e)

For (48.168c), the set H is open. For (48.168d), function f “ 0 is the only one to satisfy
f ă H.

(30b) µpEq ě 0 for every E P A The function µ` is increasing while µ`pHq “ 0 as we have
just seen.

(30c) Countable additive Let pAiqiPN be a sequence of measurable sets (i.e. elements of
A). We have to show that

µ
` 8ď

k“1
Ak

˘ “
8ÿ

k“1
µpAkq. (48.169)EQooNYATooWKSkoGEQooNYATooWKSkoG

If Ak P AF for all k, the equality (48.169) holds by point (15).
Now suppose that An P AzAF for some n P N. By point (25) we have µpAnq “ 8, and
then the right hand side of (48.169) is 8.
Since An Ă Ť8

k“1Ak, since µ` is increasing 32,

8 “ µpAnq “ µpAnq ď µ
` 8ď

k“1
Ak

˘
, (48.170)

so that µ
`Ť8

k“1Ak
˘ “ 8.

From now on we can say that pX,A, µq is a measure space. This is quite a achievement, and
you are allowed to relax yourself having a cup of tea.
Done ? We continue.

(31) pX,A, µq is a complete measure space
Let E P A satisfying µpEq “ 0. Let A Ă E. We have to show that A P A. Since µ` is
increasing we have

µ`pAq ď µ`pEq “ 0. (48.171)

Thus µ`pAq “ 0. The same works with µ´: since E P AF we have µ´pEq “ µ`pEq and

µ´pAq ď µ´pEq “ µ`pEq “ 0. (48.172)

Thus we have µ`pAq “ µ´pAq “ 0 ă 8 and A P AF Ă A. We used point (24).
(32) Summary

The points (2), (3), (4) and (5) are proved. We still have to show the point (1) about the
relation between m and the integral.

(33) We have mpfq ď ş
X fdµ for every f P C0

c pXq
Let f P C0

c pXq and denote by K its support. First we show that mpfq ď ş
X fdµ. Since f is

continuous on the compact K, it is bounded; let a, b P R such that fpXq Ă ra, bs. Let ϵ ą 0
and consider numbers tyiui“0,...,n such that

y0 ă a ă y1 ă . . . ă yn “ b (48.173)

32. We have µ`
“ µ for every sets we are interested in.
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and yi ´ yi´1 ă ϵ. We consider the sets

Ei “ f´1`syi´1, yis
˘
. (48.174)

Since f is continuous, it is Borel measurable and the sets Ei are Borel sets. In particular
Ei P A. The sets Ei are covering K without intersections, so

řn
i“1 µpEiq “ µpKq.

Now consider open sets V 1
i such that µpV 1

i q ă µpEiq ` ϵ
n and Ei Ă V 1

i . Then define

Vi “ V 1
i zf´1`syi ` ϵ,8r

˘
. (48.175)

The set Vi is open and satisfy

µpViq ď µpV 1
i q ă µpEiq ` ϵ

n
(48.176)

while Ei Ă Vi.
Since the sets Ei form a covering of K “ supppfq, the open sets Vi are an open covering
of the compact K. We consider a partition of unity (theorem 27.66). These are functions
hi P C0pXq such that hi ă Vi and

nÿ

i“1
hipxq “ 1 (48.177)

for every x P K. We have
hif ď hipyi ` ϵq (48.178)

and we start with a long computation:

mpfq “
nÿ

i“1
mphifq (48.179a)

ď
nÿ

i“1
pyi ` ϵqmphiq (48.179b)

“
nÿ

i“1
p|a| ` yi ` ϵqmphiq ´ |a|

nÿ

i“1
mphiq (48.179c)

Since hi ă Vi we have mphiq ď µpViq ă µpEiq ` ϵ
n and we continue the computation:

mpfq ď
nÿ

i“1
p|a| ` yi ` ϵq

`
µpEiq ` ϵ

n

˘´ |a|m`ÿ

i

hi
˘

(48.180)

Since
ř
i hi “ 1 on K we have K ă

ř
i hi and mpři hiq ě µpKq “ řn

i“1 µpEiq, so that

mpfq ď
nÿ

i“1
p|a| ` yi ` ϵq

`
µpEiq ` ϵ

n

˘´ |a|m`ÿ

i

hi
˘

(48.181a)

“
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵq
`
µpEiq ` ϵ

n

˘´ |a|µpKq (48.181b)

“
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵqµpEiq `
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵq ϵ
n
´ |a|µpKq (48.181c)

“
ÿ

i

p|a| ` yi ´ ϵqµpEiq ` 2
ÿ

i

ϵµpEiq `
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵq ϵ
n
´ |a|µpKq (48.181d)

“
ÿ

i

p|a| ` yi ´ ϵqµpEiq ` 2ϵµpKq `
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵq ϵ
n
´ |a|µpKq (48.181e)

“
ÿ

i

|a|µpEiq `
ÿ

i

pyi ´ ϵqµpEiq ` 2ϵµpKq `
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵq ϵ
n
´ |a|µpKq (48.181f)

“ |a|µpKq `
ÿ

i

pyi ´ ϵqµpEiq ` 2ϵµpKq `
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵq ϵ
n
´ |a|µpKq (48.181g)

“
ÿ

i

pyi ´ ϵqµpEiq ` 2ϵµpKq `
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵq ϵ
n

(48.181h)

(48.181i)
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We find a majoration for the first and third terms. For the first term, recall that for every
x P Ei we have

fpxq ą yi`1 ą yi ´ ϵ, (48.182)

so that
nÿ

i“1
pyi ´ ϵqµpEiq ď

ż

X
fdµ. (48.183)

And for the last,

ϵ

n

nÿ

i“1
p|a| ` yi ` ϵq “ ϵ

n

nÿ

i“1
p|a| ` ϵq ` ϵ

n

ÿ

i

yi (48.184a)

ď ϵp|a| ` ϵq ` ϵ

n
nb (48.184b)

“ ϵp|a| ` ϵ` bq (48.184c)

because each of the yi satisfy yi ď b.
We continue the majoration of mpfq:

mpfq ď
ÿ

i

pyi ´ ϵqµpEiq ` 2ϵµpKq `
ÿ

i

p|a| ` yi ` ϵq ϵ
n

(48.185a)

ď
ż

X
fdµ` 2ϵµpKq ` ϵp|a| ` ϵ` bq (48.185b)

“
ż

X
fdµ` ϵp2µpKq ` |a| ` ϵ` nq (48.185c)

Taking the limit ϵÑ 0 we get
mpfq ď

ż

X
fdµ. (48.186)

That inequality is correct for every f P C0
c pXq.

Now we prove the opposite inequality. We have

´mpfq “ mp´fq ď
ż

X
p´fqdµ “ ´

ż

X
fdµ. (48.187)

Removing the negative signs and flipping the inequality,
ż

X
dfµ ď mpfq. (48.188)

We proved that mpfq “ ş
X fdµ.

ThoBZBooOTxqcI

Theorem 48.88.
Let G be a Hausdorff compact topological. ITEMooVFCCooXevpMx

(1) G accepts a unique normalized 33 Haar measure.
ITEMooWDIHooHEkcDz

(2) The Haar measure is unimodular:

µpAgq “ µpgAq “ µpAq (48.189)

for every measurable subset A Ă G and every g P G. ITEMooJQMBooCsSWws

(3) For every s P G, the integral satisfies
ż

G
fpxsqdµpxq “

ż

G
fpsxqdµpxq “

ż

G
fpxqdµpxq. (48.190)EQooGHNFooZMEeohEQooGHNFooZMEeoh

33. Normalized in the sense that µpGq “ 1.
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Each time we will speak about a Haar measure on a compact Lie group, we are speaking about
this one.

Proof. The theorem 48.82 says that G accepts a unique Haar functional m : C0pG,Cq Ñ C. We
also know from lemma 48.81 that this functional is continuous for the supremum norm on C0pG,Cq.
We restrict m to the real functions. The Riesz-Markov representation theorem 48.87 provides the
measured space pG,A, µq such that

mpfq “
ż

G
fdµ. (48.191)

Since G is compact, we have µpGq ă 8 (this is the condition 48.80(2)). If µpGq ‰ 1, we consider
µ1 “ µ{µpGq. This measure is normalized and shows the existence part of item (1).

As far as the unicity is concerned, we recall the lemma 48.83. If µ and ν are normalized Haar
measures, we have µ “ λν and then 1 “ µpGq “ λνpGq “ λ, so that λ “ 1.

Now we prove item (2). The equality µpgAq “ µpAq is a requirement for every Haar measure.
The specific feature to prove here is µpAgq “ µpAq. Using the associated integral,

µpAgq “
ż

G
1Agptqdµptq. (48.192)

Since 1Agpxq “ 1Apxg´1q for every x P G we can compute

µpAgq “
ż

G
1Agptqdµptq (48.193a)

“
ż

G
1Aptg´1qdµpAq (48.193b)

“ ∆pg´1q
ż

G
1Aptqdµptq prop. 48.85 (48.193c)

“ ∆pg´1qµpAq (48.193d)
“ µpAq lem. 48.86 (48.193e)

Now we prove item (3). First using the fact that mpLg´1fq “ mpfq (inside definition 48.79)
we have

ż

G
fpsxqdµpxq “

ż

G
pLs´1fqpxqdµpxq (48.194a)

“ mpLs´1fq (48.194b)
“ mpfq (48.194c)

“
ż

G
fpxqdµpxq. (48.194d)

For the other equality,
ż

G
fpxsqdµpwq “ ∆ps´1q

ż

G
fpxqdµpxq prop. 48.85 (48.195a)

“
ż

G
fpxqdµpxq lem. 48.86. (48.195b)

THOooCXARooScQJdU

Theorem 48.89 ([797]).
Every representation of a compact Hausdorff topological group an be made unitary with a choice
of the scalar product on the representation space.
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Proof. Let pρ, V q be a finite dimensional representation of the compact Hausdorff topological group
G. We consider the Haar measure on G whose existence is guaranteed by theorem 48.88.

Let x., .y be an hermitian product 34 on V . It is very unlikely that ρpsq is unitary on
`
V, x., .y˘

for every s P G. But one can define a new hermitian product · such that ρpsq is unitary on
pV, · q. Here it is:

v·w “
ż

G
xρpgqv, ρpgqwydµpgq. (48.196)

Using the linearity of ρpgq, the linearity of the integral and the properties of the hermitian product
x., .y, we see that · is an hermitian product on V .

Now we show that ρpsq is unitary. Let v, w P V . For the sake of simplicity, define

g : GÑ C

g ÞÑ xρpgqv, ρpgqwy. (48.197)

We have

ρpsqv· ρpsqw “
ż

G
xρpgqρpsqv, ρpgqρpsqwydµpgq (48.198a)

“
ż

G
fpgsqdµpgq (48.198b)

“
ż

G
fpgqdµpgq eqs. (48.190) (48.198c)

“ v·w. (48.198d)

34. Definition 9.173.
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Chapter 49

Manifolds
Chapitre_FB

49.1 Topological manifold
DEFooJOMAooZscKwn

Definition 49.1 ([798]).
A topological manifold of dimension n is a topological space M such that: ITEMooZZXHooPICcjz

(1) M is Hausdorff,
ITEMooKOSMooSawqbB

(2) M is second-countable 1
ITEMooJOPDooPiOadZ

(3) for each p P M , the exists a triple pU,φ, V q where V is an open set containing p, U is open
in Rn and φ : U Ñ V is homeomorphic 2.

DEFooKUJWooXHoCFI

Definition 49.2.
Let M be a topological manifold. A chart on M is a couple pU,φq where U is an open part in Rn,
and φ : U ÑM is homeomorphic between U and φpUq.
49.3.
Some notations.

(1) We will often write tpUα, φαquαPΛ the set of all the charts on a topological manifold.
(2) If φα : Uα ÑM is a chart, we write Mα “ φαpUαq.

THOooFIHIooLiSUxH

Theorem 49.4 ([799, 1]).
Let X be a set. We consider maps tpUαq, φαuαPΛ such that

ITEMooDWSWooWdcDdI

(1) Uα is open in Rn,
ITEMÃźooPEXDooNuJBKH

(2)
Ť
αPΛ φαpUαq “ X,

ITEMooSRPQooNUPzlj

(3) For each α P Λ, the map φα is injective,
ITEMooWFAWooAqQfzZ

(4) For every α, β P Λ, the part
φ´1
α

`
φαpUαq X φβpUβq

˘
(49.1)

is open in Rn, ITEMooZHLXooBpWSXr

(5) For every α, β P Λ, the map

φ´1
β ˝ φα : φ´1

α

`
φαpUαq X φβpUβq

˘Ñ φ´1
β

`
φαpUαq X φβpUνq

˘
(49.2)

is continuous.
For each α P Λ we set τα “ tφαpAq tel que A is open in Uαu and

τ0 “
ď

αPΛ
τα. (49.3)

1. Has a countable basis of topology.
2. Continuous with continuous reciprocal, definition 7.38.

2891
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Then we define τX as the topology generated by τ0.
Then: ITEMooLNAPooIZVFVZ

(1) τ0 is a basis of topology for τX .
ITEMooRSZOooFfNrCQ

(2) If m P φαpUαq, then τα is a basis of topology around m.
ITEMooXGDRooRWiVnF

(3) The maps φα : Uα Ñ X are continuous.
ITEMooPPZIooViYPck

(4) If we set Mα “ φαpUαq, the maps φα : Uα ÑMα are homeomorphic.
ITEMooCMUKooBvlXbs

(5) τX is the unique topology on X such that the maps φα : Uα Ñ X are homeomorphic.
ITEMooAZHPooWzAjlS

(6) If this topology is Hausdorff and second countable, then X is a topological manifold tpUα, φαquαPΛ
is an atlas.

Proof. Several steps.
(1) Finite intersections

Let Sα P τα and Sβ P τβ be such that Sα X Sβ ‰ H. We prove that there exists S P τ0 such
that S Ă Sα X Sβ. There exists open parts Aα Ă Uα and Aβ Ă Uβ such that Sα “ φαpAαq
and Sβ “ φβpAβq.
By hypothesis, the part pφ´1

α ˝ φβqpAβq is open in Uα. The intersection

A “ pφ´1
α ˝ φβqpAβq XAα (49.4)

is open and non empty. Setting S “ φαpAq we have S P τα Ă τ0 and

S “ φαpAq “ φα
`pφ´1

α ˝ φβqpAβq XAα
˘

(49.5a)
“ φα

`pφ´1
α ˝ φβqpAβq

˘X φαpAαq (49.5b)
“ φβpAβq X φαpAαq (49.5c)
“ Sα X Sβ. (49.5d)

If, for each i P t1, . . . , nu we have Sαi P ταi , using what we just did, we have a S2 P τα1 such
that S2 Ă Sα1 X Sα2 . Then we have S3 P τα1 with S3 Ă S2 X Sα3 , and so on.

(2) Proof of (1) : τ0 is a basis of topology Let O P τX . There exists a finite part Λ0 Ă Λ
such that č

αPΛ0

Oα Ă O (49.6)

with Oα P τα and the intersection being non empty 3. By the finite intersection part, there
exists S P τ0 such that

S Ă
č

αPΛ0

Oα Ă O. (49.7)

Thus τ0 is a basis of topology for τX .
(3) Proof of (2)

Let m P φαpUαq and let O P τX containing m. Since τ0 is a basis of topology of τX , there
exists β P Λ and an open part Aβ Ă Uβ such that m P φβpAβq Ă O. Let y “ φ´1

β pmq. We
have

φα
`pφ´1

α ˝ φβqpyq
˘ “ m, (49.8)

and then pφ´1
α ˝ φβqpyq “ x. Setting Aα “ pφ´1

α ˝ φβqpAβq, the part Aα is open in Uα and
we have

m P φαpAαq Ă φβpAβq Ă O. (49.9)

3. The set O is a union of such intersections, see proposition 7.12.
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(4) Proof of (3)
Let O be open in X. We prove that φ´1

α pOq is open in Uα by proving that it contains a
neighbourhood of each of its points. Let x P φ´1

α pOq and m “ φαpxq. Since τα is a basis of
topology around m, there exists an open part Aα Ă Uα such that m P φαpAαq Ă O. This
means that

x P Aα Ă φ´1
α pOq, (49.10)

and φ´1
α pOq contains a neighbourhood of x.

(5) Proof of (4) The maps φα are injective by hypothesis, and surjective on their image. We
know from point (3) that φα is continuous. The map φ´1 is continuous too since φαpAαq is
open when Aα Ă Uα is open.

(6) Proof of (5) Let τ 1
X be a topology on X such that the maps φα are homeomorphic. We

prove that τX “ τ 1
X .

(6a) τX Ă τ 1
X If Aα Ă Uα is open, then φαpAαq P τ 1

X because φ´1
α is continuous on pX, τ 1

Xq.
Thus τα Ă τ 1

X . We deduce that τ0 Ă τ 1
X , and since τX is the topology generated by τ0

it is contained in all the topologies containing τ0. Thus τX Ă τ 1
X .

(6b) τ 1
X Ă τX

Let O P τ 1
X . For each α P λ, the part φαpOq is open in Uα. We write Aα “ φαpOq. We

have φαpAαq P τX and
O “

ď

αPΛ
φαpAαq P τX . (49.11)

(7) Proof of (6)
Definition 49.1 of a topological manifold.

49.1.1 Topology
PROPooDEVUooCATTZI

Proposition 49.5 ([1]).
Let M be a topological manifold. We denote by Λ the set of all the charts on M and

τΛ “ tS ĂM tel que @α P Λ, φ´1
α pS XMαq P τnu. (49.12)

Then τΛ is the topology of M .

Proof. We denote by τM the topology on M .
(1) τΛ Ă τM Let A P τΛ. In order to prove that A is open, we prove that each a P A is contained

in an open part contained in A (theorem 7.8).
Let a P A. We consider a chart φa : Ua Ñ M such that a P φapUaq. By definition, the part
φ´1
a pAXMaq is open in Rn. Since φα is homeomorphic, the image of an open by φα is open.

Namely,
φα

´
φ´1
α pAXMaq

¯
“ AXMa (49.13)

is open in M . Thus the par AXMa satisfy a P AXMa Ă. This proves that A is open.
(2) τM Ă τΛ Let A P τM . Let α P Λ; we have to check that φ´1

α pA XMαq is open. The part
Mα is open (because it is the image of the open Uα by the homeomorphism φα). Thus the
intersection AXMα is open and finally the part φ´1

α pAXMαq is open.

PROPooGAZZooWIPVuf

Proposition 49.6 ([1]).
Let M be a topological manifold. Let m PM and φ : U ÑM be a chart such that m “ φp0q. The
set

tφ`Bp0, ϵq˘uϵą0 (49.14)
is a basis of neighbourhood of m in M .
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49.1.2 Covering with compact closure
LEMooDHIHooQtAWUJ

Lemma 49.7 ([799, 798, 1]).
Let M be a topological manifold. There exists a countable collection of open parts tXiuiPN such
that

(1) X̄i is compact,
(2) X̄i Ă Xi`1

(3) M “ Ť
iPNXi.

Proof. We suppose that M is connected and we prove the result in several steps.
(1) Countable basis Since M is second countable, we consider a countable basis of topology

tOjujPJ . We pick among them the ones with compact closure and we denote them by tYiuiPN.
(2) Yi covers M We prove that

Ť
iPN Yi “ M . Let p P M and a chart φ : U Ñ M around p.

We write x “ φ´1ppq. Let S be a bounded open neighbourhood of x in U . The part φpSq is
open, and since tOjujPJ is a basis of topology, there exists j P J such that Oj Ă φpSq. Using
lemma 7.40,

Ōj Ă φpSq “ φpS̄q. (49.15)

Since S̄ is closed and bounded, it is compact (Borel-Lebesgue 10.24). Nous the part Ōj is
closed in a compact so that it is compact by lemma 7.92(1).
The set Oj has compact closure and is then one of the tYiuiPN.

(3) The function m We consider R, the set of parts of M whose closure is compact. Then we
define

m : RÑ N

X ÞÑ mintn P N tel que X̄ Ă
nď

i“1
Yiu. (49.16)

Now we argue that the minimum exists. The set X̄ is compact and covered by the tYiuiPN.
Thus there exists a finite subset IX Ă N such that X̄ Ă Ť

iPIX
Yi. The finite integer maxpIXq

belongs to the set tn P N tel que X̄ Ă Ťn
i“0 Yiu. Thus this set has a minimum.

(4) Union and compacity SPITEMooJGIXooJPVzjPThe part
Ťn
i“1 Ȳi is compact as finite union of compacts; it is thus

closed and we have
nď

i“1
Yi Ă

nď

i“1
Ȳi “

nď

i“1
Ȳi. (49.17)

The part
Ťn
i“1 Yi is compact as a closed subset of a compact set.

(5) The function g We define
g : RÑ R

X ÞÑ
mpXqď

i“0
Yi.

(49.18)

The function g takes its values in R from point (4).
(6) A recursion We define the Xi by the following recursion:

"
X1 “ Y1 (49.19a)
Xi`1 “ gpXiq (49.19b)

and the theorem 1.47. Now we have to prove that these Xi satisfy the properties.
(7) Xi is open The part Xi is the union of open sets Yk.
(8) X̄i is compact This is by construction because the image of g is in R.
(9) X̄i Ă Xi`1 This is by construction of m.
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(10) M “ Ťn
i“1 Yi At this point, I remember you that we are dealing with the hypothesis that

M is connected. There are two possibilities: either there exists k such that Xk`1 “ Xk, or
it does not.

(10a) If there is k such that Xk`1 “ Xk For such a k we have X̄k Ă Xk`1 “ Xk Ă X̄k, so
that X̄k “ Xk and Xk is closed. Since Xk is also open, it is equal to M by proposition
7.70(4).

(10b) If not We have mpXi`1q ą mpXiq. Since m is a N-valued function, this means that
mpXiq Ñ 8. In other words, every Yi belong to some Xi. Since tYiuiPN is a covering of
M , we also have that tXiuiPN is a covering of M .

What if M is not connected ? There are at most countably many connected components. For
each component, we make the whole construction and we get the covering tXpkq

iPNu for the k-th
connected component. The we set

Xi “
ď

kďi
X

pkq
i . (49.20)

(1) X̄i is compact We have
X̄i “

ď

kďi
X

pkq
i “

ď

kďi
X

pkq
i , (49.21)

which is compact as finite union of compacts.
(2) X̄i Ă Xi`1 We have

X̄i “
ď

kďi
X

pkq
i (49.22a)

“
ď

kďi
X

pkq
i (49.22b)

Ă
ď

kďi
X

pkq
i`1 (49.22c)

Ă
ď

kďi
X

pkq
i`1 YXpi`1q

i`1 (49.22d)

“ Xi`1. (49.22e)

(3) M “ Ť
iPNXi Let p P M . Since tXpkq

i uiPN is a covering of the k-th connected component,
there exists k, i P N such that p P Xpkq

i . In this case, p P Xi.

DEFooBDJJooAxszUA

Definition 49.8 ([799]).
Let W “ tWαuαPA be a covering of a set E. A covering Y “ tYiuiPI is a refinement if for every
i P I, there exits a α P A such that Yi ĂWα.

PROPooKAXIooNhNkNB

Proposition 49.9 ([799]).
Let M be a topological manifold. We consider a basis B “ tBsusPS of the topology of M and an
open covering W “ tWαuαPA.

There exists a countable part I of S such that tBiuiPI is
(1) a refinement 4 of W,
(2) locally finite.

Proof. We consider a covering tXiuiPN as in lemma 49.7.
(1) X̄i`1zXi is compact For each i, the part X̄i`1zXi is closed (lemma 7.7(1)) in the compact

X̄i`1, and then compact (lemma 7.92).

4. Definition 49.8.
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(2) X̄i`1zXi Ă Xi`2zX̄i´1 Because X̄i`1 Ă Xi`1 and X̄i´1 Ă Xi.
(3) Xi`2zX̄i´1 is open By lemma (2)(2).
(4) The open covering O We show that the set

O “ tX4, Xi`2zX̄i´1ui“3,4,... (49.23)

is an open covering of M . Let p P M . From the construction (49.7) of the Xi, the point p
belongs to one of the Xi. If p belongs to X1, X2, X3 or X4, it is in X4.
Suppose that p P Xi with i ą 4. Let m “ minti tel que p P Xiu. We have p P XmzX̄m´1 Ă
XmzX̄m´3 P O.

(5) The basis B1 We consider the set

B1 “ tB P B tel que
#
Dα P A tq B ĂWα

Di P N tq B Ă Oi

u (49.24)

where we denoted

Oi “
#
X4 if i “ 2
Xi`2zX̄i´1 otherwise.

(49.25)

We prove now that B1 is a basis of the topology on M . Let x P M and D be an open set
containing x. Since W and O are coverings of M ,we consider α P A and i P N such that
x PWα XOi. Now Wα XOi XD is an open set containing x. Since B is a basis, there exists
B P B such that B ĂWα XOi XD. This set belongs to B1.

(6) Next steps For each part Oi we are going to build a finite subset Si Ă S such that
Oi Ă Ť

sPSi
Bs. The whole will be a countable subset of S covering M as we wish.

(7) S3 Since X4 is open and B1 is a basis of topology, the set

tB P B1 tel que B Ă X4u (49.26)

is an open covering of X4, and then an open covering of the compact X̄3. We extract a finite
covering; in other words we consider a finite subset S3 Ă S such that
(7a) Bs P B1 for every s P S3,
(7b) Bs Ă X4 for every s P S3,
(7c) X̄3 Ă Ť

sPS3
Bs.

(8) Si with i ě 4 The part Xi`2zX̄i´1 is open, thus the set

tB P B1 tel que B Ă Xi`2zX̄i´1u (49.27)

is an open covering of Xi`2zX̄i´1. Then it is also an open covering of the compact part
X̄i`1zXi Ă Xi`2zXi`2zX̄i1 . We extract a finite subcovering, that is a finite subset Si Ă S
such that
(8a) Bs P B1 for every s P Si,
(8b) Bs Ă Xi`2zX̄i´1 for every s P Si,
(8c) X̄i`1zXi Ă Ť

sPSi
Bs.

(9) The answer We set I “ Ť8
i“3 Si. This is a countable subset of S such that Bi P B1 for

every i P I. Our work now is to prove that I satisfies the requested conditions.
(10) Covering We prove that I “ Ť

iPI Bi is a covering of M . In this purpose, we see that the
elements of O are covered by I.

(10a) X4 Ă I We know that X̄3 Ă Ť
sPS3

Bs. It remains to prove that X4zX̄3 Ă I. We have

X̄4zX3 Ă X5zX̄2 Ă
ď

sPB4

Bs Ă I. (49.28)
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(10b) The others We have Xi`2zX̄i´1 Ă I by construction.
(11) Locally finite We prove that tBiuiPI is locally finite. Let x P M . The exists a i P I such

that x P Bi.
(11a) If x P Bs with s P S3 If i ě 5, we have Bs XXi`2zX̄i1 “ H. Thus an element of Bs

is covered by (at most) the sets Bt with t P S3 Y S4. Since S3 and S4 are finite, there
are only finitely many elements of I containing x.

(11b) If x P Si with i ě 4 We have Bs Ă Xi`2zX̄i´1, and then

Bs X
`
Xi`5zX̄i`2

˘ “ H. (49.29)

Thus Bs XBt “ H for every t ě i` 3. This shows that x P Bs is contained at most in
the sets Bt with t P S2 Y . . .Y Si`3 which is finite.

(12) Refinement It remains to be shown that

B1 “ tBi tel que i P Iu1 (49.30)

is a refinement of W. We have

B2 Ă B1 “ tB P B tel que
#
Dα P A tq B ĂWα

Di P N tq B Ă Oi.
u (49.31)

Thus every element of B2 is contained in some Wα.

PROPooYJKOooRwbOXF

Proposition 49.10 (Countable locally finite atlas[1]).
Let M be a topological manifold and let tpUα, φαquαPΛ be an atlas. There exists an atlas tpVβ, ϕβquβPΣ
such that

(1) Σ is countable.
(2) tϕβpVβqu is a locally finite covering.
(3) There exists a map f : Σ Ñ Λ such that

(3a) Vβ Ă Ufpβq
(3b) ϕβpxq “ φfpβqpxq.

Proof. Let tBsusPS be a basis of topology of M . The set tφαpUαqu is an open covering of M .
Proposition 49.9 says that there exists a countable subset Σ Ă S such that tBβuβPΣ is a refinement
of tφαpUαquαPΛ. In other words, there exists a map f : Σ Ñ Λ such that

Bβ Ă φfpβqpUfpβqq. (49.32)

We define
Vβ “ φ´1

fpβqpBβq Ă Ufpβq. (49.33)

and
ϕβ : Vβ ÑM

x ÞÑ φfpβqpxq.
(49.34)

49.2 Differentiable manifolds

49.2.1 Definition, charts
DEFooRUVIooSZDjlE

Definition 49.11.
Let M be a topological manifold 5. An atlas is a set tpUα, φαquαPΛ such that

5. Definition 49.1.
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(1) For every α P Λ, the part Uα is open in Rn, and φαpUαq is open in M ,
(2) The map φα is homeomorphic.
(3) For every p PM , there exists α P Λ such that p P φαpUαq.

DEFooVMWRooGQYJwl

Definition 49.12.
Let A be a class of functions as C8, Ck, or analytic. A n-dimensional A-manifold is a topological
manifold M with an atlas 6 tpUα, φαquαPΛ such that for every α, β P Λ,

pφ´1
β ˝ φαq : φ´1

α pφαpUαq X φβpUβqq Ñ Uβ (49.35)

is in the class A. ITEMooUOXXooAzRrAk

(1) every x PM is contained in at least one set φαpUαq, ITEMooQHIYooBISPjL

(2) for any two charts φα : Uα ÑM and φβ : Uβ ÑM , the set

φ´1
α pφαpUαq X φβpUβqq (49.36)

is an open subset of Uα, ITEMooHICSooDrPwuV

(3) the map
pφ´1

β ˝ φαq : φ´1
α pφαpUαq X φβpUβqq Ñ Uβ (49.37)

is in the class A as map from Rn to Rn.
In most of the cases, we will use C8 or analytic manifolds. The expression “smooth manifold”
means C8 manifold.

The maps pUα, φαq are said “definition charts”, but the definition 49.14 and the proposition
49.21 will show that they are not really special.

Exemple 49.13.
Any open set of Rn is a smooth manifold if we choose the identity map as maps. △

Most of surfaces z “ fpx, yq in R3 are manifolds, depending on certain regularity conditions
on f .

DEFooQLPIooPGagtz

Definition 49.14 ([1]).
Let M be a manifold with its maps tpUα, φαquαPI . A Ck-chart of M is a couple pV, ψq where V
is open in Rn and ψ : V ÑM is such that for every α P I, the maps

ψ´1 ˝ φα : φ´1
α

`
ψpV q˘Ñ V (49.38)

and
φ´1
α ˝ ψ : ψ´1`φαpUαq

˘Ñ Uα (49.39)

are of class Ck.
DEFooUFHTooTXUVpN

Definition 49.15 ([1]).
Let A be a class of functions (Ck, smooth, analytic). Let M,N be two manifolds. We consider the
charts pU,φq and pV, ϕq of M and N . We say that a map f : M Ñ N is in the class A with respect
to these charts if the map

ϕ´1 ˝ f ˝ φ : φ´1`ϕpV q˘Ñ V (49.40)

is in the class A.
If A is a set of charts of M and B is a set of charts of N , we say that f is in the class A if it

is in the class A for every choice of charts in A and B.
PROPooCWPAooKDnwHR

Proposition 49.16.
If f and g are Ck functions on M , then the functions f ` g and fg are Ck.

6. Definition 49.11.
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Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

DEFooMLNQooEgEfdq

Definition 49.17 ([1]).
Let M be a manifold. An atlas for M is a set of charts 7 tpUj , ϕjqujPJ such that

Ť
jPJ ϕjpUjq “M .

49.18.
An atlas is a set of charts which is sufficient to reach each point of M . It is however not required
that every open sets in M is the image of a chart in the atlas.

PROPooUFGQooACIjVL

Proposition-Definition 49.19.
Let A be an atlas 8 of M and B an atlas of N . If a map f : M Ñ N is in the class 9 A for these
atlas, it is in the same class A for every charts of M and N .

In this case, one say that the map f is in the class A.
LEMooGAMVooIWUzmy

Lemma 49.20.
Let pM, tpUα, φαquαPIq be a manifold. If pV, ψq is a chart, the set

ψ´1`φαpUαq
˘

(49.41)

is open in Rn.

Proof. By definition 49.14, the map φα ˝ψ : V Ñ Uα is Ck and, in particular, continuous 10. Thus
if O is open in Uα, then pφ´1

α ˝ ψq´1pOq is open in V . Since V is open in Rn, an open set in V is
open in Rn. The set Uα is in particular open in Uα, thus the part

pφ´1
α ˝ ψq´1pUαq “ pψ´1 ˝ φαqpUαq (49.42)

is open in Rn.
PROPooUDVFooEJeluM

Proposition 49.21 ([1]).
If pV1, ψ1q and pV2, ψ2q are Ck-charts, then the map

ψ´1
2 ˝ ψ1 : ψ´1

1
`
ψ2pV2q

˘Ñ V2 (49.43)

is of class Ck.

Proof. Let q P ψ´1
1

`
ψ2pV2q

˘
. We will prove that ψ´1

2 ˝ ψ1 is Ck on a neighbourhood of q. Let
p “ ψ1pqq and pUα, φαq be a definition chart around p. We consider

A “ φαpUαq X ψ1pV1q X ψ2pV2q. (49.44)

The point p belongs to A. We set U 1 “ φ´1
α pAq, V 1

1 “ ψ´1
1 pAq and V 1

2 “ ψ´1
2 pAq. We show that

ψ´1
2 ˝ ψ1 : V 1

1 Ñ V 1
2 (49.45)

is Ck.
We have

ψ´1
2 ˝ ψ1 “ ψ´1

2 ˝ φ ˝ φ´1 ˝ ψ1. (49.46)
Since ψ1 and ψ2 are charts, the maps ψ´1

2 ˝φ and φ´1 ˝ψ1 are Ck, so that the compound function
is Ck by theorem 11.262.

LEMooOPPJooXezOHS

Lemma 49.22.
Let M be a Ck manifold and p P M . There exists a chart pV, ψq of M around p such that 0 P V
and p “ ψp0q.

7. Definition 49.14.
8. Definition 49.17.
9. Being in a class, definition 49.15.

10. Definition 7.33(2).
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Proof. By definition there exists a chart pUα, φαq around p and u P Uα such that p “ φαpuq. Let
V “ U ´ u and ψpxq “ φαpx` uq.

Then V is an open set and ψp0q “ φαpuq “ p.

49.2.2 Topology

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 49.23
The proposition-definition 49.24 should not exist because of the proposition 49.5.

DEFooHGNOooNqGmxE

Proposition-Definition 49.24 (Topology on a differntiable manifold).
Let M be a manifold with the set of all the charts tpUα, φαquαPΛ. We denote by τn the topology on
Rn. The set

τM “ tS ĂM tel que @α P Λ, φ´1
α

`
S X φαpUαq

˘ P τnu (49.47)
is a topology on M .

Proof. First we prove that the open system defines a topology. For this, remark that φ´1
α is

injective (if not, there should be some multivalued points). Then φ´1pAXBq “ φ´1pAqXφ´1pBq.
If V1 and V2 are open in M , then

φ´1pV1 X V2 X φpUqq “ φ´1pV1 X φpUqq X φ´1pV2 X φpUqq (49.48)

which is open in Rn. The same property works for the unions.
THOooIAXUooDqMrav

Theorem 49.25.
Let M be a manifold. Its topology has the following properties.

(1) the charts maps are continuous,
(2) the sets φαpUαq are open.

Proof. We proof the continuity of φ : U Ñ M ; for an open set V in M , we have to show that
φ´1pV q is open in U Ă Rn. But the definition of the topology on M , is precisely the fact that
φ´1pV X φpUqq is open.

LEMooGDMZooLCtnuA

Lemma 49.26.
The topology of Rn as manifold is the same as the usual one.

49.2.3 Partition of unity
LEMooBBBNooVmpLok

Lemma 49.27 ([799]).
Let M be a smooth manifold. There exists a basis of topology tBiuiPI such that

(1) B̄i is compact for every i P I,
(2) For every i P I, there exists a smooth function ϕi : M Ñ R such that

(2a) ϕipxq “ 0 if x R Bi
(2b) ϕipxq ą 0 if x P Bi

Proof. We consider the open cubes in Rn:

Cprq “ tx P Rn tel que xi P s´r, rru. (49.49)

(1) The set Λp
We consider the set tpUα, φαquαPΛ of all the charts of M . For each p PM we define

Λp “ tα P Λ tel que p “ φαp0q, Cp3q Ă Uαu. (49.50)

Notice that any chart containing p can be translated and dilated in order to satisfy the
conditions. For every p, the set Λp is non empty and, in fact, infinite.

(2) The set Rppq We define Rppq “ tφα
`
Cp2q˘uαPΛp and we prove that this is a basis of

neighbourhood at p.
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49.2.4 Regularity
DEFooMELXooEkEnwz

Definition 49.28.
If M and M are two analytic manifolds, a map ϕ : M Ñ N is regularPgDefRegularat p P M if it is analytic
at p and dϕp : TpM Ñ TϕppqN is injective.

DEFooFNTHooEwsqXB

Definition 49.29 ([800]).
Let M and N be Ck-manifolds. We say that a map h : M Ñ N is Ck if the two following conditions
hold:

(1) The map h is continuous 11.
(2) for every p PM , there exists charts pU,φq around p and pV, ψq around hppq such that

(2a) h
`
φpUq˘ Ă ψpV q

SUBITEMooXQFUooRxMVnw

(2b) the map ψ´1 ˝ h ˝ φ : U Ñ V is Ck (definition 11.247).

For the sake of the following lemma, we say «mCk» for «manifold»-Ck (definition 49.29) and
«uCk» for «usual» Ck (definition 11.247 for normed vector spaces). The lemma will say that the
two notions are the same, so that we can say «Ck» without more precisions.

Lemma 49.30 ([1]).
We consider the manifolds M “ Rm and N “ Rn with the identify as charts. A map f : M Ñ N
is mCk if and only if it is uCk.

Proof. For the sake of notations, we set the charts U “ Rm, V “ Rn and ψm : U ÑM , ψn : V Ñ
N . The maps ψn and ψm are the identity.

(1) ñ The hypothesis that f : M Ñ N is mCk says that the map ψ´1
n ˝ f ˝ ψm is uCk. Thus

the map
f “ ψn ˝ ψ´1

n ˝ f ˝ ψm ˝ ψ´1
m (49.51)

is uCk too.
(2) ð Since f is uCk and since ψn and ψm are the identity, the map ψ´1

n ˝f ˝ψm is uCk, which
means that f is mCk.

49.2.5 Product of manifolds
DEFooYOLXooDPrnHa

Definition 49.31.
TODO: Definition of M ˆN if M and N are manifolds.

PROPooCHVLooVFScOl

Proposition 49.32 ([1]).
Let A be a class of functions: Ck, smooth or analytic. Let M and N be A-manifolds.

(1) The permutation
σ : M ˆN Ñ N ˆM

pp, qq ÞÑ pq, pq (49.52)

is in the class A. ITEMooRFFAooRSeBPl

(2) The projection
π1 : M ˆN ÑM

pp, qq ÞÑ p
(49.53)

is in the class A.
(3) Let p PM . The inclusion map

ι : N ÑM ˆN
q ÞÑ pp, qq (49.54)

is in the class A.
11. With respect to the topology of the definition 49.24.
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49.3 Tangent vector
Definition 49.33.
An open set Ω Ă Rn is a manifold with the identify chart pΩ, φq where ϕ : Ω Ñ Ω is the identity.

Lemma 49.34.
Let γ : R Ñ M be a C1 path. Let f : M Ñ R be a C1-function. Then the map f ˝ γ : R Ñ R is
C1.

Proof. Let a P R and p “ γpaq. We consider a chart pU,φq of M around p. We decompose

f ˝ γ “ f ˝ φ ˝ φ´1 ˝ γ. (49.55)

Since φ is a chart, the maps f ˝ φ and φ´1 ˝ γ are C1.

49.3.1 Tangent vector
DEFooJJVIooDUBwDJ

Definition 49.35.
Let γ : RÑM be a C1 path 12. We consider the operator

∇γ : CkpM,Rq Ñ R

f ÞÑ d

dt

”
pf ˝ γqptq

ı
t“0

.
(49.56)

We define
TaM “ t∇γ tel que γ P CkpR,Mq, γp0q “ au. (49.57)

This is the tangent space at a.

If γ : RÑM is a path, we also use the notation

∇γ “ d

dt

”
γptq

ı
t“0

. (49.58)EQooJQVRooLziKoHEQooJQVRooLziKoH

If one sees R as a manifold, then the expression d
dt

”
2t` 1

ı
t“0

can stand for the number 1 (usual
derivative of t ÞÑ 2t` 1 at t “ 0) or for the operator

d

dt

”
2t` 1

ı
t“0

ϕ “ 2ϕ1p1q. (49.59)
REMooJQFHooQuoZxt

Remarque 49.36.
The notation γ1p0q for the tangent vector to the curve γ has to be taken with caution. In particular,
γ1p0q is not defined by the limit

lim
ϵÑ0

γpϵq ´ γp0q
ϵ

(49.60)EQooVMGFooFUCNEYEQooVMGFooFUCNEY

because when M is a manifold, there is in general no notion of difference between the points of
M , so that the difference γpϵq ´ γp0q has no meaning.

The only definition of γ1p0q is as differential operator.
LEMooMHSQooQyTZCg

Lemma 49.37 ([1]).
Let γ : I ÑM be a C1 path. Let u P R. We consider the path

σ : I ÑM

t ÞÑ γputq. (49.61)

Then we have σ1pt0q “ uγ1pt0q.
12. The concept of map of class Ck between two manifolds is the definition 49.29.
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49.3.2 Vector space structure on the tangent space
DEFooRNPJooHpUDTiPROPooEJBWooSbvypo

Definition 49.38 (TpM is a vector space[1]).
Let M be a Ck manifold. If X and Y are elements of TpM , and if λ P R, we introduce the
operations

λX : C8pMq Ñ R

f ÞÑ λXpfq (49.62)

and
X ` Y : C8pMq Ñ R

f ÞÑ Xpfq ` Y pfq. (49.63)

Then:
(1) The operators λX and X ` Y belong to TpM .
(2) With these operations, TpM is a vector space.
(3) The dimension of TpM is the dimension of M .

Note: the fact that tBiu is a basis of TpM is proposition 49.72.

Proof. Let p PM and a chart pU,φq of M around p such that p “ φp0q (lemma 49.22). We consider
X,Y P TpM and paths γ : RÑM , σ : RÑM such that X “ ∇γ and Y “ ∇σ.

(1) Sum
We aim to find a path s : RÑM such that ∇s “ X ` Y . We set

s : RÑM

t ÞÑ φ
´
φ´1`γptq˘` φ´1`σptq˘

¯
.

(49.64)EQooYNAOooKkKmxoEQooYNAOooKkKmxo

This path satisfy sp0q “ φ
´
φ´1ppq`φ´1ppq

¯
“ φp0q “ p. In order to prove that ∇s “ X`Y

we consider f P CkpM,Rq and we compute ∇spfq : SUBEQSooKOGNooGISCax

d

dt

”
pf ˝ sqptq

ı
t“0

“ d

dt

”
pf ˝ φq

´
φ´1`γptq˘` φ´1`σptq˘

¯ı
t“0

(49.65a)

“
ÿ

k

Bkpf ˝ φqp0q d
dt

”
φ´1`γptq˘

k
` φ´1`σptq˘

k

ı
t“0

. (49.65b)

We used the theorem 12.298 with the maps f ˝ φ : Rn Ñ R and

g : RÑ Rn

t ÞÑ φ´1`γptq˘` φ´1`σptq˘. (49.66)

We focus on one term:
ÿ

k

Bkpf ˝ φqp0q d
dt

”
φ´1`γptq˘

k

ı
t“0

“ d

dt

”
pf ˝ φq`φ´1pγptqq˘

ı
t“0

(49.67a)

“ d

dt

”
f
`
γptq˘

ı
t“0

(49.67b)

“ ∇γpfq. (49.67c)

The two terms of (49.65) sum to ∇γpfq `∇σpfq, so that ∇s “ ∇γ `∇σ “ X ` Y .
(2) Product

We ail to find a path s : R Ñ M such that ∇s “ λX. The answer is easy: sptq “ γpλtq.
Indeed:

d

dt

”
pf ˝ sqptq

ı
t“0

“ d

dt

”
pf ˝ γqpλtq

ı
t“0

“ λ
d

dt

”
pf ˝ γqptq

ı
t“0

“ λXpfq. (49.68)

We used the lemma 12.173.
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(3) It is a vector space
(4) Dimension

PROPooJVSQooGvNqIx

Proposition 49.39 ([1]).
Let V be a n-dimensional vector space.

(1) V has a structure of n-dimensional manifold.
(2) For every a P V , the map

i : V Ñ TaV

v ÞÑ
ÿ

i

viBi (49.69)

is a vector space isomorphism.

49.3.3 Tangent vector on a product manifold
LEMooTONEooFiysTA

Lemma 49.40.
Let M and N be Ck manifolds 13. Let γM : I ÑM and γN : I Ñ N be Ck paths. We define

γ : I ÑM ˆN
t ÞÑ `

γM ptq, γN ptq
˘
.

(49.70)

We have:
(1) A vector space isomorphism Tpa,bqpMˆNq » TaM ˆ TbN .
(2) Under that isomorphism,

d

dt

”
γptq

ı
t“0

“ `
γ1
M p0q, γ1

N p0q
˘
. (49.71)

49.4 Differential of a map
DEFooDRGUooDPFIJa

Proposition-Definition 49.41 (Differential of a map[1]).
Let M , N be C1-manifolds. Let a P M . Let ϕ P C1pM,Nq. We consider two paths γ and σ such
that γp0q “ σp0q “ a and

∇γ “ ∇σ. (49.72)

Then
∇ϕ˝γ “ ∇ϕ˝σ. (49.73)

We define
dϕa : TaM Ñ TϕpaqN

∇γ ÞÑ ∇ϕ˝γ .
(49.74)EQooQNZPooMVaSQCEQooQNZPooMVaSQC

We have the formula
dϕap∇γqf “ ∇ϕ˝γpfq “ d

dt

”
pf ˝ ϕ ˝ γqptq

ı
t“0

(49.75)EQooEWMRooFsSVpbEQooEWMRooFsSVpb

where a “ γp0q.
Proof. Let f P C1pN,Rq. The map f ˝ ϕ : M Ñ R belongs to C1pM,Rq so that we can apply ∇γ

and ∇σ on it. By hypothesis,
∇γpf ˝ ϕq “ ∇σpf ˝ ϕq. (49.76)

Using the definition of ∇,

∇γpf ˝ ϕq “ d

dt

”
pf ˝ ϕ ˝ γqptq

ı
t“0

“ ∇ϕ˝γpfq. (49.77)

13. The product of manifolds is defined in 49.31.
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and
∇σpf ˝ ϕq “ d

dt

”
pf ˝ ϕ ˝ σqptq

ı
t“0

“ ∇ϕ˝σpfq. (49.78)

PROPooALATooGgcVQV

Proposition 49.42 ([1]).
Let M , N be C1-manifolds. Let I be an interval around 0 in R and a C1 path γ : I Ñ M . We
consider a C1 map ϕ : M Ñ N and a function f : N Ñ R.

We have the formula

d

dt

”
pf ˝ ϕq`γptq˘

ı
t“t0

“ dϕγpt0q
`
γ1pt0q

˘
f, (49.79)EQooYHBZooUqInICEQooYHBZooUqInIC

or
dϕγpt0q

`
γ1pt0q

˘ “ d

dt

”
pϕ ˝ γqptq

ı
t“t0

. (49.80)EQooVLUIooAbGZEiEQooVLUIooAbGZEi

Proof. It’s a computation. We write sptq “ γpt0 ` tq and

d

dt

”
pf ˝ ϕq`γptq˘

ı
t“t0

“ d

dt

”
pf ˝ ϕq`sptq˘

ı
t“0

(49.81a)SUBEQooMYOQooTBvFTnSUBEQooMYOQooTBvFTn

“ dϕsp0q
`
s1p0q˘f (49.81b)SUBEQooNINCooIwqrdPSUBEQooNINCooIwqrdP

“ dϕγpt0q
`
γ1pt0q

˘
f. (49.81c)

Justifications.
— For (49.81a). The left hand side of is a classical derivative of the map f ˝ ϕ ˝ γ : I Ñ R.
— For (49.81b). This is formula (49.75).

LEMooBOZBooNJMccB

Lemma 49.43 ([1]).
Let M,N be C1-manifolds. We consider C1-maps f : M Ñ N and ϕ : N Ñ R. Let γ : RÑ M be
a C1-path. We have

∇γpϕ ˝ fq “ ∇f˝γpϕq. (49.82)

Proof. By definition,

∇γpϕ ˝ fq “ d

dt

”
pϕ ˝ f ˝ γqptq

ı
t“0

“ d

dt

”
ϕ
`pf ˝ γqptq˘

ı
t“0

“ ∇f˝γpϕq. (49.83)

Here we prove that dfa is linear. The proposition 49.56 will provide the reciprocal map :
pdfaq´1 “ pdf´1qfpaq.

PROPooNRLVooChhiIS

Proposition 49.44.
Let M and N be C1-manifolds. Let f P C1pM,Nq and a P M . The map dfa : TaM Ñ TfpaqN is
linear.

Proof. We consider two tangent vectors ∇γ and ∇σ to M at a. We know that there exists a path
s : RÑM such that ∇γ `∇σ “ ∇s. This is proposition 49.38, see equation (49.64).

Let ϕ P C1pN,Rq be a test function; we have

dfap∇γ `∇σqϕ “ dfap∇sqϕ (49.84a)EQooIMZIooQlZODREQooIMZIooQlZODR

“ ∇spϕ ˝ fq (49.84b)EQooXMHHooGpbAgeEQooXMHHooGpbAge

“ ∇γpϕ ˝ fq `∇σpϕ ˝ fq (49.84c)
“ ∇f˝γpϕq `∇f˝σpϕq (49.84d)EQooHMZAooArgfTNEQooHMZAooArgfTN

“ dfap∇γqϕ` dfap∇σqϕ. (49.84e)

Justifications:



2906 CHAPTER 49. MANIFOLDS

— For (49.84a): definition od the path s.
— For (49.84b): definition (49.74) of dfa.
— For (49.84d): lemma 49.43.

The following lemma will be generalized to vector fields in 49.62.
LEMooSCVHooYPiGse

Lemma 49.45.
Let φ : U Ñ M be a chart around a P M with φpsq “ a (s P U). We have v P TaM if and only if
there exists reals numbers tvkuk“1,...,n such that

vpfq “
nÿ

k“1
vkBkpf ˝ φqpsq. (49.85)EQooNEDSooOhyrCZEQooNEDSooOhyrCZ

Proof. Two parts.
(1) ñ Let γ : RÑM be a path for the vector v: v “ ∇γ . By the regularity hypothesis 14, the

maps f ˝ φ : U Ñ R and φ´1 ˝ γ : RÑ U are differentiable usual maps.
Thus, using the equalities of lemma 12.253 and theorem 11.261, we can write

∇γf “ d

dt

”
pf ˝ γqptq

ı
t“0

(49.86a)

“ d

dt

”
pf ˝ φq ˝ pφ´1 ˝ γqptq

ı
t“0

(49.86b)

“ dpf ˝ φqpφ´1˝γqp0q
`pφ´1 ˝ γq1p0q˘ (49.86c)

“ dpf ˝ φqs
`pφ´1 ˝ γq1p0q˘ (49.86d)

“
ÿ

k

Bkpf ˝ φqpsqpφ´1 ˝ γq1p0qk (49.86e)

Let vk “ pφ´1 ˝ γq1p0qk and we have the result.
(2) ð

PROPooLHMSooMMXrSS

Proposition 49.46.
Let M be a n-dimensional manifold. Let X P TpM be a tangent vector. There exists a unique
v P Rn such that

X “ d

dt
rφαps0 ` tvqst“0 (49.87)

where s0 “ φ´1
α ppq.

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

LEMooZXEFooZgXbNP

Lemma 49.47.
Let φ : U ÑM be a chart around a PM with φpsq “ a (s P U). Let v P TaM . We have

vpfq “
nÿ

k“1
vkBkpf ˝ φqpsq (49.88)

with v “ pφ´1 ˝ γq1p0q.
Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

14. The manifold M is Ck, the charts maps are Ck and all that.
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NORMooXAJGooDNyxjv

49.48.
If v P Rn and if a P Rn, we can speak of v P TaRn with the abuse of notation v “ ∇γ where

γ : RÑ Rn

t ÞÑ a` tv. (49.89)

You have to keep in mind that v is an element of Rn (a list of numbers) while ∇γ is an element of
TaR

n (a differential operator). Writing «v “ ∇γ» is an abuse of notation.
The object ∇γ is what one could name «the vector v tied to the point a».

This remark is formalised by the following proposition which provides a canonical isomorphism
between Rn and TaR

n.
PROPooRXIIooFmhqJd

Proposition 49.49.
Let M be a Ck manifold and a P M . We consider a chart φ : U Ñ M around a. For v P Rn we
define

γa,vptq “ φ
`
φ´1paq ` tv˘. (49.90)

(1) The map γa,v : RÑM is Ck.
(2) The map

ψ : Rn Ñ TaM

v ÞÑ ∇γa,v

(49.91)

is a bijection.
(3) We have the handy equalities

ψpvqf “ dφspvqf “ ∇s,vpfq “ d

dt

”
pf ˝φq`φ´1paq`tv˘

ı
t“0

“
ÿ

k

vkBkpf ˝φq
`
φ´1pxq˘ (49.92)

where ∇s,v is the operator defined in proposition 49.49.

Proof. The map γa,v is continuous as composed of continuous maps. The set R is a manifold with
the identity as charts. Thus the condition 49.29(2b) to be checked reduces to

γ̃a,v “ φ´1 ˝ γa,v. (49.93)

We consider the C8 map
l : RÑ Rn

t ÞÑ φ´1paq ` tv. (49.94)

We have γ̃a,v “ φ´1 ˝ φ ˝ l. Thus γ̃ is C8.
Remain to prove that ψ is a bijection.

(1) Injective Suppose that ψpvq “ ψpwq. For every f P CkpMq we have ∇a,vpfq “ ∇a,wpfq,
which means

d

dt

”
f
´
φ
`
φ´1paq ` tv˘

¯ı
t“0

“ d

dt

”
f
´
φ
`
φ´1paq ` tw˘

¯ı
t“0

. (49.95)EQooMXJWooQKpzCGEQooMXJWooQKpzCG

We apply this to the function f “ projk ˝φ´1 :

f
´
φ
`
φ´1paq ` tv˘

¯
“ φ´1paqk ` tvk, (49.96)

so that
∇a,vpfq “ d

dt

”
φ´1paqk ` tvk

ı
t“0

“ vk. (49.97)

The equation (49.95) implies vk “ wk for every k.
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(2) Surjective The map f ˝ φ : U Ñ R is a usual Ck function. The formulas of the lemma
12.253 are valid; in particular the ones concerning the directional derivative. We have

∇a,vpfq “ d

dt

”
pf ˝ φq`φ´1paq ` tv˘

ı
t“0

(49.98a)

“ Bvpf ˝ φq
`
φ´1paq˘ (49.98b)

“
ÿ

k

vkBkpf ˝ φq
`
φ´1paq˘. (49.98c)

This is the general form (49.85) for the action of a tangent vector on f .

PROPooKMCGooDEuaWz

Proposition 49.50.
Let φ : U ÑM be a chart satisfying φpsq “ a.

ITEMooSFUBooNXgGuu

(1) The set 15 tdφspeiqui“1,...,n is a basis of TaM .
ITEMooPYPVooKkHrkQ

(2) For every X P TaM , there exists an unique v P Rn such that

X “ dφspvq. (49.99)

Proof. For part (1), we have to prove that the vectors of the form dφspeiq are linearly independent
and spanning TaM .

(1) Spanning Lemma 49.45 says that, if v P TaM , there exist numbers vk such that

vpfq “
nÿ

k“1
vkBkpf ˝ φqpsq (49.100)

We consider the path
γk : RÑ U

t ÞÑ s` tek.
(49.101)

Now we have

vpfq “
nÿ

k“1
vkBkpf ˝ φqpsq (49.102a)

“
ÿ

k

vk
d

dt

”
pf ˝ φqps` tekq

ı
t“0

(49.102b)

“
ÿ

k

vk
d

dt

”
pf ˝ φ ˝ γkqptq

ı
t“0

(49.102c)

“
ÿ

k

vkdφγkp0qp∇γk
qf (49.102d)

“
ÿ

k

vkdφsp∇γk
qf (49.102e)

“
ÿ

k

vkdφspekq. (49.102f)

The last equality is the abuse of notation explained in 49.48.
(2) Independent We suppose that

nÿ

k“1
vkdφspekq “ 0 (49.103)

15. We use the abuse of notation of 49.48.
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for some numbers vk. It means that for every Ck functions f : M Ñ R we have
ÿ

k

vkBkpf ˝ φqpsq “ 0. (49.104)

Since the function
proji : Rn Ñ R

x ÞÑ xi
(49.105)

is C8, we can choose f “ projk ˝φ´1. Then we have

0 “
ÿ

k

vkBkpproji ˝φ´1 ˝ φqpsq (49.106a)

“
ÿ

k

vkBps ÞÑ siqpsq (49.106b)

“
ÿ

k

vkδki (49.106c)

“ vi. (49.106d)

We conclude that vi “ 0 for every i and we are done.
Now we prove part (2). From part (1) there is a set of numbers vi such that

X “
ÿ

i

vi (49.107)

We pose v “ ř
i viei and we use the linearity of dφs :

X “
ÿ

i

vidφspeiq “
ÿ

i

dφspvieiq “ dφs
`ÿ

i

viei
˘ “ dφspvq. (49.108)

For the unicity, let v, w P Rn such that dφspvq “ dφspwq. Thus we have dφspv ´ wq “ 0 which
implies v “ w.

Lemma 49.51 ([1]).
Let a and b be different points in the manifold M . Then

TaM X TbM “ t0u. (49.109)

Proof. The operator which maps every function to zero belongs to TaM and TbM . This is easy.
The tricky part is the contrary. Let v P TaM and w P TbM both non zero. We consider charts
φ : U ÑM and ψ : V ÑM such that

— U X V “ H
— φpUq X ψpV q “ H
— a “ φpsq and b “ ψptq with s P U and t P V .

Let ϕ P CkpM,Rq. By lemma 49.45 we have

vpϕq “
ÿ

k

vkBkpϕ ˝ φqpsq (49.110)EQooTQKZooIeQNaUEQooTQKZooIeQNaU

and
wpϕq “

ÿ

k

wkBkpϕ ˝ φqptq. (49.111)

The trick now is to build a function ϕ for which vpϕq ‰ wpϕq.
Let r ą 0 such that Bps, rq Ă U . We use the Urysohn lemma 27.65 to create a function

p : U Ñ R such that
— p “ 1 on a neighbourhood of s,
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— p “ 0 outside Bps, rq,
— p P C8pUq.

We also consider a C8 function q : U Ñ R such that pBkqqpsq “ αk for some numbers αk to be
fixed later.

Finally we build
ϕ : M Ñ R

x ÞÑ
#
ppqq`φ´1pxq˘ if x P φpUq
0 otherwise.

(49.112)

This function is Ck. Indeed there are two possibilities : x P φpUq or x R φpUq. In the first case ϕ
is the composition of pq (which is C8) with φ´1 which is Ck. If x R φpUq, then it is in particular
outside φ

`
Bps, rq˘ which is closed.

The set of points outside of φ
`
Bps, rq˘ is open. Thus there is a neighbourhood of x which does

not intersect φ
`
Bpr, sq˘. The function ϕ is zero in this neighbourhood, so that ϕ is Ck.

We can compute the values of vpϕq and wpϕq. The easiest if wpϕq “ 0 because ϕ “ 0 on a
neighbourhood of b. For vpϕq we use the formula 49.110. We have

Bkpϕ ˝ φqpsq “ Bkpqqpsq “ αk (49.113)
because p “ 1 on a neighbourhood of φ´1paq. Thus we have

vpϕq “
ÿ

k

vkαk. (49.114)

We can choose the αk in such a way that vpϕq ‰ 0 because v ‰ 0.
PROPooLJYEooMjevio

Proposition 49.52.
Let M be a submanifold of the manifold N . If p P M , then there exists a coordinate system
tx1, . . . , xnu on a neighbourhood of p in N such that x1ppq “ . . . “ xnppq “ 0 and such that the set

U “ tq P V tel que xjpqq “ 0@m` 1 ď j ď nu
gives a local chart of M containing p.

The sense of this proposition is that one can put p at the center of a coordinate system on N
such that M is just a submanifold of N parametrised by the fact that its last m´ n components
are zero.

lem:var_cont_diff

Lemma 49.53.
Let V,M be two manifolds and φ : V ÑM , a differentiable map. We suppose that φpV q is contained
in a submanifold S of M . If φ : V Ñ S is continuous 16, then it is differentiable.

Proof. Let p P V . By proposition 49.52, we have a coordinate system tx1, . . . , xmu valid on a
neighbourhood N of φppq in M such that the set

tr P N tel que xjprq “ 0@s ă j ď mu
with the restriction of px1, . . . xsq P NS form a local chart which contains φppq. From the continuity
of φ, there exists a chart pW,ψq around p such that φpW q Ă NS . The coordinates xjpφpqqq are
differentiable functions of the coordinates of q in W . In particular, the coordinates xjpφpqqq for
1 ď j ď s are differentiable and φ : V Ñ S is differentiable because its expression in a chart is
differentiable.

A consequence of this lemma: if V and S are submanifolds of M with V Ă S, and if S has the
induced topology from M , then V is a submanifold of S. Indeed, we can consider the inclusion
ι : V Ñ S: it is differentiable from V to M and continuous from V to S then it is differentiable
from V to S by the lemma. Thus V “ ι´1pSq is a submanifold of S (this is a classical result of
differential geometry).

16. This hypothesis states the continuity for the topology of S, which is different from the continuity with respect
to the topology of M .
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49.4.1 Chain rule and inverse
LEMooEGITooXbAPDe

Lemma 49.54.
If M is a Ck manifold, and if Id : M ÑM is the identity map, we have

d Ida “ IdTaM . (49.115)

In other words, the differential of the identity map is the identity.
LEMooGRRAooXxDMuw

Lemma 49.55 (Chain rule[801]).
Let Mi be Ck manifolds. If the maps g : M1 ÑM2 and f : M2 ÑM3 are Ck, thus the composition
f ˝ g is Ck and for every a PM1 we have

dpf ˝ gqa “ dfgpaq ˝ dga. (49.116)
PROPooPEMLooPQcywG

Proposition 49.56 ([801]).
Let f : M Ñ N be a diffeomorphism between the Ck manifolds M and N . For every a P M , the
map dfa : TaM Ñ TfpaqN is a vector space isomorphism and the inverse is given by

pdfaq´1 “ pdf´1qfpaq. (49.117)

Proof. The linearity of dfa is the proposition 49.44. Since f is a diffeomorphism we have the
equality f´1 ˝ f “ IdM . Using the chain rule of lemma 49.55 and the differential of the identity of
lemma 49.54, we get

pdf´1qfpaq ˝ dfa “ Id . (49.118)

The same with f ˝ f´1 “ Id provides

dfa ˝ pdf´1qfpaq “ Id . (49.119)

This proves that dfa is invertible and that its inverse is pdf´1qfpaq.

49.4.2 Topology on a tangent space
PROPooHJOXooMGANfd

Proposition-Definition 49.57 ([802]).
Let M be a Ck manifold. Let a PM and φ : U ÑM be a chart around a. We define s “ φ´1paq.
For v P TaM we define

}v}TaM “ }pdφsq´1pvq}Rn . (49.120)

This is a norm on the vector space TaM .
The topology on TaM is the one induced by this norm 17.

Proof. Several points.
(1) }v} ě 0 From the very definition, yes.
(2) }v} “ 0 si et seulement si v “ 0 If }v} “ 0, then }pdφsq´1pvq}Rn “ 0. Since the norm on

Rn is a norm, this implies pdφsq´1pvq “ 0. And since dφs is a linear bijection, we conclude
v “ 0.

(3) }λv} “ |λ|}v} Because dφ´1
s is linear.

(4) }v ` w} ď }v} ` }v} Because dφ´1
s is linear and the corresponding property on Rn.

Now we are allowed to write }v} when v P TaM . But we have to keep in mind that it depends
on the choice of a local chart.

17. Keep in mind that, since TaM is finite dimensional, all the norm are equivalent (theorem 11.46), so that this
norm is not special.
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49.5 Vector field
LEMooXFNQooXwCMNB

Lemma 49.58.
Let M be a manifold and pU,φq be a chart and γ be a path. We set a “ φ´1`γp0q˘, v “ pφ´1˝γq1p0q
and

σ : RÑM

t ÞÑ φpa` tvq. (49.121)

Then we have ∇γ “ ∇σ.

Proof. Let ϕ P CkpM,Rq.

∇σpϕq “ d

dt

”
ϕ
`
σptq˘

ı
t“0

(49.122a)

“ d

dt

”
pϕ ˝ φq`a` tpφ´1 ˝ γq1p0q˘

ı
t“0

(49.122b)

“
ÿ

k

Bkpϕ ˝ φqpaqpφ´1 ˝ γq1p0qk (49.122c)SUBEQooFDVFooFzACbXSUBEQooFDVFooFzACbX

“ d

dt

”
pϕ ˝ φq`pφ´1 ˝ γqptq˘

ı
t“0

(49.122d)

“ d

dt

”
pϕ ˝ φ ˝ φ´1 ˝ γqptq

ı
t“0

(49.122e)

“ d

dt

”
pϕ ˝ γqptq

ı
t“0

(49.122f)

“ ∇γpϕq. (49.122g)

For (49.122c): the maps ϕ ˝ φ : U Ñ R and φ´1 ˝ γ : R Ñ U are Ck maps, so that we can apply
the formula (12.796):

LEMooGPCBooXMTddG

Lemma 49.59.
Let M be a manifold, pU,φq be a chart, a P U and v, w P Rn. We define γvptq “ φpa ` tvq and
γwptq “ φpa` twq. If v ‰ w then

∇γv ‰ ∇γw . (49.123)

Proof. We suppose v ‰ w. If w is a multiple of v, an adaptation of the «product» part of
proposition 49.38 shows that ∇γv ‰ ∇γw .

Of v and w are nor aligned, we consider a basis te1, . . . , enu of Rn such that e1 “ v and e2 “ w
(theorem 4.24). Now we consider the function

f : Rn Ñ R

x ÞÑ px´ aq1. (49.124)

We will show that the result of ∇γv and ∇γw on the function f ˝φ´1 are not equal. First we have

∇γvpf ˝ φ´1q “ d

dt

”
pf ˝ φ´1q`γvptq

˘ı
t“0

(49.125a)

“ d

dt

”
pf ˝ φ´1 ˝ φqpa` tvq

ı
t“0

(49.125b)

“ d

dt

”
fpa` tvq

ı
t“0

(49.125c)

“ d

dt

”
ptvq1

ı
t“0

(49.125d)

“ d

dt

”
t
ı
t“0

(49.125e)

“ 1. (49.125f)
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In the same way we get

∇γwpf ˝ φ´1q “ d

dt

”
fpa` twq

ı
t“0

“ d

dt

”
ptwq1

ı
t“0

“ d

dt

”
0
ı
t“0

“ 0. (49.126)

PROPooMEPPooRonxuh

Proposition 49.60.
Let M be a manifold, pU,φq a chart. If s P U the map 18

ψ : Rn Ñ TφpsqM

v ÞÑ d

dt

”
φps` tvq

ı
t“0

(49.127)EQooJMTJooZNzREyEQooJMTJooZNzREy

is a vector space isomorphism.

Proof. We need to prove that ψ is surjective, injective and linear.
(1) Surjective Lemma 49.58.
(2) Injective Lemme 49.59.
(3) Linear Let v, w P Rn. If set σptq “ s` tpv ` wq, we have

ψpv ` wqϕ “ d

dt

”
pϕ ˝ φq`s` tpv ` wq˘

ı
t“0

(49.128a)

“ d

dt

”
pϕ ˝ φq ˝ σptq

ı
t“0

(49.128b)

“
ÿ

k

Bkpϕ ˝ φq
`
σp0q˘σ1p0qk (49.128c)

“
ÿ

k

Bkpϕ ˝ φq
`
σp0q˘pvk ` wkq (49.128d)

“
ÿ

k

Bkpϕ ˝ φq
`
σp0q˘vk `

ÿ

k

Bkpϕ ˝ φq
`
σp0q˘wk (49.128e)

“ d

dt

”
pϕ ˝ φq`σp0q ` tv˘

ı
t“0
` d

dt

”
pϕ ˝ φq`σp0q ` tw˘

ı
t“0

(49.128f)

“ ψpvqϕ` ψpwqϕ. (49.128g)

In the same way, if λ P R we set σptq “ s` tλv and we have

ψpλvqϕ “ d

dt

”
pϕ ˝ φqps` tλvq

ı
t“0

(49.129a)

“ d

dt

”
pϕ ˝ φq`σptq˘

ı
t“0

(49.129b)

“ dpϕ ˝ φqσp0qσ1p0q (49.129c)
“ λdpϕ ˝ φqσp0qpvq (49.129d)
“ λψpvqϕ. (49.129e)

PROPooXURIooYPytwa

Proposition 49.61.
Let M be a Ck manifold, and φ : U Ñ M be a local chart. A map X : M Ñ TM is a Ck vector
field on φpUq if and only it can be written under the form

Xx “
nÿ

i“1
XipxqBi (49.130)

for some Ck maps Xi : M Ñ R.
18. We use the notation (49.58).
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LEMooZWFAooDlYaJm

Lemma 49.62 ([1]).
Let M be a Ck manifold, and φ : U Ñ M be a local chart. A map X : M Ñ TM is a Ck vector
field on φpUq if and only it can be written under the form

Xxpfq “
nÿ

k“1
vkpxqBkpf ˝ φq

`
φ´1pxq˘ (49.131)

for some Ck maps vk : M Ñ R.
LEMooIQZWooOSLNXB

Lemma 49.63.
If x PM and v P Rn. The isomorphism ψ of proposition 49.60 satisfies

ψpvqf “
ÿ

k

vkBkpf ˝ φqpsq (49.132)EQooBVOBooBTfYWCEQooBVOBooBTfYWC

where s “ φ´1pxq.
Proof. We use the linearity of proposition 49.60:

ψpvqf “
ÿ

k

vkψpekqf (49.133a)

“
ÿ

k

vk
d

dt

”
f
`
φps` tekq

˘ı
t“0

(49.133b)

“
ÿ

k

vk
d

dt

”
pf ˝ φqps` tekq

ı
t“0

(49.133c)

“
ÿ

k

vkBkpf ˝ φqpsq. (49.133d)

THOooTSQXooLvJMQb

Theorem 49.64.
Let M be a manifold. We consider the definition maps tUα, φαu of M . Then the set TM becomes
a manifold with the maps Vα “ Uα ˆRn and

ψα : Uα ˆRn Ñ TM

px, vq ÞÑ d

dt

”
φαpx` tvq

ı
t“0

.
(49.134)

49.5.1 Vector field
DEFooAATTooLhNqDb

Definition 49.65 (Vector field).
Let M be a C8 manifold. A vector field is a map X : M Ñ TM such that Xppq P TpM for every
p PM .

We will often write Xp instead of Xppq.
PROPooGYWRooPIyocN

Proposition 49.66.
Let M be a Ck`1 manifold, X be a Ck vector field and f : M Ñ R be a Ck function. Then the
map

Xpfq : M Ñ R

p ÞÑ Xppfq (49.135)

is Ck´1.
LEMooLNIAooCmbLQp

Lemma 49.67.
Let X be a smooth vector field on M . Let p P M such that Xp ‰ 0. There exists a local chart
φ : U ÑM around p such that X “ B1 in that chart. More precisely, for every q P φpUq and every
smooth function f on M we have

Xqpfq “ B1pf ˝ φq
`
φ´1pqq˘. (49.136)
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49.6 Tangent and cotangent bundle

If M is a n dimensional manifold, as set the tangent bundle is the disjoint union of tangent
spaces

TM “
ď

xPM
TxM. (49.137)

Theorem 49.68.
The tangent bundle admits a 2n dimensional manifold structure for which the projection

π : TM ÑM

TpM ÞÑ p
(49.138)

is a submersion.

The structure is easy to guess. If φα : Uα ÑM is a coordinate system on M (with Uα Ă Rn),
we define ψα : Uα ˆRn Ñ TM by

ψpx1, . . . xnloooomoooon
PUα

, a1, . . . anlooomooon
PRn

q “
ÿ

i

ai
B
Bxi

ˇ̌
ˇ̌
φpx1,...,xnq

.

The map ψ´1
β ˝ ψβ is differentiable because

pψ´1
β ˝ ψβqpx, aq “ pypxq,

ÿ

i

ai
Byj
Bxi

ˇ̌
ˇ̌
ypxq
q

which is a composition of differentiable maps. The set TM endowed with this structure is called
the tangent bundle.

49.6.1 Basis vectors

Proposition-Definition 49.69.
Let M be a Ck manifold. Let φα : Uα Ñ M be a chart. Let f : M Ñ R be a Ck function. We
define

pBα,iqpfq “ d

dt

“
f
`
φ´1
α ppq ` tei

˘‰
t“0 . (49.139)

Then pBα, iqp P TpM .
LEMooXDESooHXzIJU

Lemma 49.70.
The action of a vector X P TpM on a function f : M Ñ R can be decomposed into

Xf “
nÿ

i“1
XipBifq (49.140)

with Xi P R
Proof. Let φ : M Ñ Rn be a chart of a neighbourhood of p with φppq “ 0. We determine the value
of Xi using the function

fipxq “ φpxqi, (49.141)

that is the ith component of the point φpxq P Rn. Then if we write φ
`
Xptq˘ “ ř

j ajptqej we have

Xpfiq “ d

dt

”
fi
`
Xptq˘

ı
t“0

“ d

dt

”“ÿ

j

ajptqej
‰
i

ı
t“0

“ d

dt

”
aiptq

ı
t“0

“ a1
ip0q. (49.142a)
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Notice that aip0q “ 0 since Xp0q “ p and φppq “ 0. The combination f ˝ φ´1 is an usual function
from Rn to R, so that we can use the chain rule on it. The following computation thus make
sense:

Xf “ d

dt

”
f
`
Xptq˘

ı
t“0

(49.143a)

“ d

dt

”
f
´
φ´1φ

`
Xptq˘

¯ı
t“0

(49.143b)

“ d

dt

”
pf ˝ φ´1q`

ÿ

j

ajptqej
˘ı
t“0

(49.143c)

“
ÿ

k

Bpf ˝ φ´1q
Bxk

`ÿ

j

ajp0qej
loooomoooon

“φppq“0

˘ d
“ř

j ajptqej
‰
k

dtloooooooomoooooooon
“a1

k
p0q

(49.143d)

“
ÿ

k

a1
kp0q

Bpf ˝ φ´1q
Bxk p0q. (49.143e)

Now using the definition of a derivative of a function Rn Ñ R and of the “basis” tangent vector
Bk,

Bpf ˝ φ´1q
Bxk p0q “ d

dt

”
pf ˝ φ´1qptekq

ı
t“0

(49.144a)

“ Bkf (49.144b)

At the end of the day we have
Xf “

ÿ

k

a1
kp0qBkf. (49.145)

PROPooCGKRooLjlULU

Proposition 49.71.
We have the formula ˜ÿ

k

XkBk
¸
`
˜ÿ

k

YkBk
¸
“
ÿ

k

pXk ` YkqBk (49.146)

when Xk and Yk are reals.
PROPooAAAXooKAMsfK

Proposition 49.72.
Let M be a n-dimensional manifold and p “ φαps0q PM . The vectors

Bi “ d

dt
rφαps0 ` teiqst“0 (49.147)

form a basis of the vector space 19 TpM .

49.6.2 Dual basis
DEFooZNHIooKIpND

Definition 49.73 (dual basis).
The vectors tBα,iui“1,...,n make a basis of TpM . We denote by tBα̊,iui“1,...,n the dual basis.

LEMooSZTOooBIzMCc

Lemma 49.74 ([1]).
Let M be a Ck manifold. We consider two charts φα : Uα ÑM and φβ : Uβ ÑM . We have

Bα̊,ipBβ,jq “ pdφαβqij (49.148)

where φαβ “ φ´1
α ˝ φβ.

19. Proposition 49.71 for the vector space structure on TpM .
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Proof. Let x P φαpUαq X φβpUβq “Mαβ, a “ φ´1
α pxq and b “ φ´1

β pxq. If t is small enough to keep
φβpb` tejq PMαβ we have SUBEQSooYFBPooPFeuLy

Bβ,j “ d

dt
rφβpb` tejqst“0 (49.149a)

“ d

dt

“
φα ˝ φ´1

α ˝ φβpb` tejq
‰
t“0 (49.149b)

“ pdφαqa d
dt
rφαβpb` tejqst“0 (49.149c)

“ pdφαqa
´
pdφαβqbpejq

¯
. (49.149d)

Dropping some index, we denote by pdφαβqij the matrix elements of the linear map pdφαβqb : Rn Ñ
Rn, so that

pdφαβqej “
ÿ

k

pdφαβqkjek. (49.150)

Plugging in (49.149) we find

Bβ,j “
ÿ

k

pdφαβqkj pdφαqeklooomooon
“Bα,k

“
ÿ

k

pdφαβqkjBα,k. (49.151)

We can finish the computation:

Bα̊,ipBβ,jq “
ÿ

k

pdφαβqkj Bα̊,ipBα,kqloooomoooon
“δik

“ pdφαβqij . (49.152)

49.6.3 Field of basis
PROPooMLSCooEGemdf

Proposition-Definition 49.75.
Let M be a Ck manifold, and φα : Uα ÑM be a chart. For p PM we define

pBα,iqp “ d

dt
rφαpt0 ` teiqst“0 (49.153)

where t0 “ φ´1
α ppq and teiu is the canonical basis of Rn.

The vector field p ÞÑ pBiqα,p is Ck.
Most the time we will simply we will write Bi, dropping the indices α and p.

PROPooGSTWooPvvwIF

Proposition-Definition 49.76.
Let M be a Ck manifold, and φα : Uα Ñ M be a chart. For each p P M we consider the basis 20

tpBiqα,pu of TpM , and the dual basis tpαiqα,pu of Tp̊M .

αi : M Ñ T ˚M
p ÞÑ pαiqα,p (49.154)

are Ck.
LEMooVCSJooEuDZFz

Lemma 49.77.
Let M and N be smooth manifolds of dimension m and n with charts φ : U ÑM and ψ : V Ñ N
around p PM and fppq P N . We consider basis teiui“1,...,m of Rm and te1

αuα“1,...,n of Rn.
The matrix of dfp : TpM Ñ TfppqN in the basis tdφφ´1ppqpeiqu and tdψψ´1pfppqqpe1

αqu is the same
as the matrix of dpψ´1 ˝ f ˝ φqφ´1ppq as map from Rm to Rn.

Proof. Let subdivise.

20. See definition 49.75.
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(1) Notations As a preliminary remark, the fact that the proposed sets are basis is the propo-
sition 49.50(1). For the notations, we write

B
Bxi “ dφφ´1ppqpeiq, (49.155a)

B
Byα “ dψ

ψ´1
`
fppq

˘pe1
αq. (49.155b)

(2) Component Let v P TfppqN . We prove that

vα “
´
pdψ´1qfppqv

¯
α

(49.156)EQooISXNooJOzUmSEQooISXNooJOzUmS

where in the left-hand side we are speaking of component with respect to the basis tByαu
while in the right-hand side, the ones with respect to the basis te1

αu.
First we decompose v:

v “
ÿ

α

vα
B
Byα “

ÿ

α

vαdψψ´1
`
fppq

˘e1
α, (49.157)

then we apply dψ´1
fppq to that equation:

dψ´1
fppqv “

ÿ

α

vαe
1
α. (49.158)

Taking the αþ component on both side we have our result (49.156).
(3) Matrix The matrix of a linear map is defined by the proposition 4.70. In our case,

pdfpqαi “
ˆ
dfp

` B
Bxi

˘˙

α

“
´
dfp ˝ dφφ´1ppqei

¯
α
. (49.159)

Using the formula (49.156),

pdfpqαi “
´
dfp ˝ dφφ´1ppqei

¯
α

(49.160a)

“ `pdψ´1qfppq ˝ dfp ˝ dφφ´1ppqei
˘
α

(49.160b)
“ `pdψ´1qfppq ˝ dfp ˝ dφφ´1ppq

˘
αi

(49.160c)
(49.160d)

LEMooPSWEooVKLWMQ

Lemma 49.78.
If X is a ck vector field on the Ck manifold M and if f is a ck function, then the formula

pXfqpxq “ Xxpfq (49.161)

defines a Ck´1 function Xf on M .

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

PROPooVZNUooVoyFnx

Proposition 49.79.
Let teiu be a Ck field of basis on an open set around x P M . Let X be a Xk vector field on M .
For each i, the map

g : M Ñ R

x ÞÑ Xpxqi (49.162)

is Ck.
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Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

PROPooLAQTooRHYmqy

Proposition 49.80.
Let M be a Ck manifold. Let teiu be a Ck field of basis of TM . The projection map

proji : TM Ñ R

v ÞÑ vi
(49.163)

is Ck.

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

PROPooYPLLooZaQEMx

Proposition 49.81.
Let f : M Ñ N be a Ck map. The map

detpdsq : M Ñ R

x ÞÑ detpdsxq (49.164)

is Ck´1

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

PROPooNTSLooCXQQXy

Proposition 49.82 ([1]).
Let f : M Ñ N be a Ck map between Ck manifolds. If X is a Ck vector field on M , then the map

f : M Ñ TN

x ÞÑ pdfqxXx
(49.165)

is Ck´1.

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

LEMooPWMUooRalWxC

Lemma 49.83.
Let M be a Ck manifold. Let φ : U Ñ M be a chart around a P M . Let ψa : Rn Ñ TaM be the
map defined in proposition 49.60.

A map X : M Ñ TM is a Ck vector field on φpUq if and only if there exist a Ck function
v : M Ñ Rn such that

X “ ψ ˝ v (49.166)

where it is understood that pψ ˝ vqpxq “ ψx
`
vpxq˘.

49.6.4 Commutator of vector fields
DEFooHOTOooRaPwyo

Proposition-Definition 49.84.
Let M be a Ck manifold with k ě 2. Let X, Y P XpMq.

ITEMooZKKUooQjYftU

(1) For every x PM , the operator rX,Y sx defined by

rX,Y sxf “ XxpY fq ´ YxpXfq (49.167)EQooDSKWooXdjPPPEQooDSKWooXdjPPP

is an element of TxM .
Here, Y f and Xf are defined by virtue of lemma 49.78. ITEMooPGPLooQrKxWY

(2) The map x ÞÑ rX,Y sx is a vector field of class Ck´1.
The so-defined vector field rX,Y s is the commutator of X and Y .
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Proof. Point by point.
(1) (1) From lemma 49.62, we have Ck functions vk : M Ñ R such that

Xxpfq “
ÿ

k

vkpxqBkpf ˝ φq
`
φ´1pxq˘, (49.168)

and the same for Y :
Yypfq “

ÿ

l

wlpyqBlpf ˝ φq
`
φ´1pyq˘. (49.169)

We need to compute XxpY fq, that is

XxpY fq “
ÿ

k

vkpxqBkpY f ˝ φq
`
φ´1pxq˘. (49.170)EQooAHMYooWRttQrEQooAHMYooWRttQr

The easy part of that is

pY f ˝ φqpsq “ pY fq`φpsq˘ “
ÿ

l

pwl ˝ φqpsqBlpf ˝ φqpsq. (49.171)

This is a product of two functions wl ˝ φ : U Ñ R and f ˝ φ : U Ñ R. For computing the
partial derivative, we use the usual Leibniz rule :

BkpY f ˝ φqpsq “
ÿ

l

Bkpwl ˝ φqpsqBlpf ˝ φqpsq `
ÿ

l

pwl ˝ φqpsqBkBlpf ˝ φqpsq. (49.172)

We can put that in (49.170), with the definition s “ φ´1pxq P U Ă Rn :

XxpY fq “
ÿ

k

vkpxq
ÿ

l

Bkpwl ˝ φqpsqBlpf ˝ φqpsq (49.173a)

`
ÿ

kl

vkpxqpwl ˝ φqpsqBkBlpf ˝ φqpsq (49.173b)

“
ÿ

kl

vkpxqBkpwl ˝ φqpsqBlpf ˝ φqpsq (49.173c)

`
ÿ

kl

vkpxqwlpxqBkBlpf ˝ φqpsq. (49.173d)

The expression of YxpXfq is the same, permuting v and w. The commutator has 4 terms :

rX,Y sxf “
ÿ

kl

vkpxqBkpwl ˝ φqpsqBlpf ˝ φqpsq

`
ÿ

kl

vkpxqwlpxqBkBlpf ˝ φqpsq

´
ÿ

kl

wkpxqBkpvl ˝ φqpsqBlpf ˝ φqpsq

´
ÿ

kl

wkpxqvlpxqBkBlpf ˝ φqpsq.

(49.174)

By virtue of theorem 12.340, the two terms with second derivatives cancel out because the
maps are of class Ck with k ě 2. Only two terms remain :

rX,Y sxf “
ÿ

l

“ÿ

k

vkpxqBkpwl ˝ φqpsq ´ wkpxqBkpvl ˝ φqpsq
‰
. (49.175)

We pose

ul : M Ñ R

x ÞÑ
ÿ

k

“
vkpxqBkpwl ˝ φq

`
φ´1pxq˘´ wkpxqBkpvl ˝ φq

`
φ´1pxq˘‰. (49.176)

For each x we have
rX,Y sxpfq “

ÿ

l

ulpxqBlpf ˝ φqpsq. (49.177)EQooVUOKooAyGoaeEQooVUOKooAyGoae

By lemma 49.45, this means that rX,Y sx P TxM .
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(2) (2)
Now the functions ul are of of class Ck´1 (theorem 12.327) which satisfies, so that the lemma
49.78 makes rX,Y s a vector field of class Ck´1.

Lemma 49.85.
Let M be a smooth manifold 21. Let X,Y be smooth vector fields given by X “ ψ˝v and Y “ ψ˝w.
Then we have

rψ ˝ v, ψ ˝ ws “ ψ ˝ u (49.178)

with
ul : φpUq Ñ R

x ÞÑ Xxpwlq ´ Yxpvlq.
(49.179)

This equation can be shorthanded into

u “ Xpwq ´ Y pvq. (49.180)

Proof. We start from the expression 49.177 in which we substitute the values of (49.62) :

ulpxq “
ÿ

k

vkpxqBkpwl ˝ φqpsqloooooooooomoooooooooon
“Xxpwlq

´wkpxqBkpvl ˝ φqpsq “ Xxpwlq ´ Yxpvlq. (49.181)

49.7 Submanifold
DEFooLQHWooMOTgzq

Definition 49.86.
If M is a differentiable manifold and S, a subset of M , we say that S is a submanifold of
dimension k if @ p P S, there exists a chart φ : U ÑM around p such that

φ´1pφpUq X Sq “ Rk X U :“ tpx1, . . . , xk, 0 . . . , 0q P Uu. (49.182)EQooLWQRooQJCQbAEQooLWQRooQJCQbA

Let k ď n in N. We consider the maps

projk : Rn Ñ Rk

x ÞÑ px1, . . . , xkq.
(49.183)

and
j : Rk Ñ Rn

x ÞÑ px1, . . . , xk, 0, . . . 0q.
(49.184)

Proposition 49.87 ([803]).
Let S be a smooth submanifold of the smooth manifold M . Let p P S. We consider a map
φ : U ÑM around p such that 22

φ´1`φpUq X S˘ “ U X jpRkq. (49.185)

Let X “ φpUq X S and Y “ pprojk ˝φ´1qpXq. Then we define

ψ : Y Ñ X

x ÞÑ pφ ˝ jqpxq. (49.186)

We have:
21. When one deal with commutators, the natural setting is (at least) C8 manifolds since the bracket diminishes

by 1 the regularity of the vector fields.
22. we write the condition 49.182 in a more condensed way.
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(1) ψ is bijective,
(2) for every chart φα : Uα ÑM of M , the maps

ψ´1 ˝ φα : φ´1
α

`
ψpY q˘Ñ Y (49.187)EQooBAGFooDnpctJEQooBAGFooDnpctJ

and
φ´1
α ˝ ψ : ψ´1`φαpUαq

˘Ñ Uα (49.188)EQooKQIUooDCCczDEQooKQIUooDCCczD

are smooth.

Proof. In several parts.
(1) ψ is injective Let a, b P Y Ă Rk such that ψpaq “ ψpbq, that is pφ ˝ jqpaq “ pφ ˝ jqpbq.

Since φ and j are injective, we have a “ b.
(2) j ˝ projk “ Id |jpRkq If a P jpRkq, we have a “ pa1, . . . , ak, 0, . . . , 0q, so that

j ˝ projkpaq “ jpa1, . . . , akq “ pa1, . . . , ak, 0, . . . , 0q “ a. (49.189)

(3) ψ is surjective Let x P X. By definition of Y , we have y “ projk
`
φ´1pxq˘ P Y . We prove

that ψpyq “ x. We have

ψpyq “ pψ ˝ projk ˝φ´1qpxq “ pφ ˝ j ˝ projk ˝φ´1qpxq. (49.190)EQooFFSTooCddIyXEQooFFSTooCddIyX

Since x P X “ φpUq X S we have φ´1pxq Ă U X jpRkq. We know that j ˝ projk “ Id |jpRkq,
so that

pj ˝ projkq
`
φ´1pxq˘ “ φ´1pxq. (49.191)

We continue (49.190):

ψpyq “ pφ ˝ j ˝ projk ˝φ´1qpxq “ φ
`
φ´1pxq˘ “ x. (49.192)

So ψ is surjective. And we proved that ψ is a bijection.
By the way, we have a formula for the inverse of ψ :

ψ´1 “ projk ˝φ´1 : X Ñ Y. (49.193)EQooQSZUooWsAqCzEQooQSZUooWsAqCz

(4) First smoothness We prove that (49.187) is smooth. First notice that

φα

´
φ´1
α

`
ψpY q˘

¯
Ă ψpY q “ X “ φpUq X S Ă φpUq. (49.194)

Thus it makes sense to write

ψ´1 ˝ φα “ ψ´1 ˝ φ ˝ φ´1 ˝ φα (49.195)EQooOTSUooXHGAZzEQooOTSUooXHGAZz

as maps defined on φ´1
α

`
ψpY q˘. Since φ and φα are charts, the map φ´1 ˝ φα is smooth.

We know the inverse of ψ from equation (49.193). We have

ψ´1 ˝ φ “ projk ˝φ´1 ˝ φ “ projk, (49.196)

which is smooth.
Equation (49.195) is now the composition of two smooth functions.

(5) Second smoothness We prove that (49.188) is smooth. We have

φ´1
α ˝ ψ “ φ´1

α ˝ φ ˝ j (49.197)

while φ´1
α , φ and j are smooth.

The following proposition shows that a submanifold is a manifold for itself.
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PROPooRZIHooXIhnpq

Proposition 49.88 ([1]).
Let S be a smooth submanifold of the smooth manifold M . For each p P S, we consider the set
tφp,iuiPI of the charts φp,i : Up,i ÑM around p such that

φ´1
p,i

`
φpUp,iq X S

˘ “ Up,i X jpRkq. (49.198)

Let Xp,i “ φp,ipUp,iq X S and Yp,i “ pprojk ˝φ´1
p,i qpXp,iq. Then we define

ψp,i : Yp,i Ñ Xp,i

x ÞÑ pφp,i ˝ jqpxq. (49.199)

The couple
`
S, tpUp,i, φp,iquiPI

˘
is a manifold 23.

When S is a submanifold, we will always consider this manifold structure on S.
DEFooZKUIooXWVGvh

Definition 49.89.
Let a map f : M1 ÑM2.

(1) It is an immersion at p PM1 if dfp : TpM1 Ñ TfppqM2 is injective 24.
(2) It is a submersion if dfp is surjective.

PROPooEWUCooTStAvb

Proposition 49.90 ([803]).
If S is a submanifold of M , the inclusion map ι : S ÑM is an immersion 25.

PROPooZACHooCNgLSl

Proposition 49.91.
A manifold S is a submanifold of M if S ĂM (as sets) and the identity ι : S ÑM is regular 26.

prop:topo_sub_manif

Proposition 49.92.
The own topology of a submanifold is finer than the induced one from the manifold.

Proof. Let M be a manifold of dimension n and N a submanifold 27 of dimension k ă n. We
consider V , an open subset of N for the induced topology, so V “ N XO for a certain open subset
O of M . The aim is to show that V is an open subset in the topology of N .

Let us define P “ φ´1pOq. The charts of N are the projection to Rk of the ones of M . We
have to consider W “ φ´1pV q, since N is a submanifold, φ´1pO XNq “ Rk X P. It is clear that
W “ Rk X P is an open subset of Rk because it is the projection on the k first coordinates of an
open subset of Rn.

The subset V of N will be open in the sense of the own topology of N if φ1´1pV X φ1pU 1qq is
open in Rk where φ1 is the restriction of φ to his k first coordinates: φ1paq “ φpa, 0q and U 1 is the
projection of U .

prop:subvar_ouvert

Proposition 49.93.
A submanifold is open if and only if it has the same dimension as the main manifold.

Proof. Necessary condition. We consider some charts φi : Ui Ñ M on some open subsets Ui of
Rn. If N is open in M , then this can be written as

N “
ď

i

Ui.

If we choose the charts on M in such a manner that φi : Ui XRk Ñ N are charts of N , we must
have φipUi XRkq “ φipUiq. Then it is clear that k “ n is necessary.
Sufficient condition. If N has same dimension as M , the charts φi : Ui ÑM are trivially restricted
to N .

23. Well. The index set I may depend on p, but the notations are already complicated enough.
24. Differential of map, definition 49.41.
25. Definition 49.89
26. Definition 49.28.
27. In the whole proof, we should say “there exists a sub-neighbourhood such that. . . “
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The following result allow to extend a smooth function defined on a submanifold to an open
set of the «larger» manifold.

PROPooOTZQooIfboXV

Proposition 49.94.
Let N be a submanifold of M and f P C8pNq. Let p P N . There exists a neighbourhood W of p
in M and a function f̃ P C8pW q such that

f̃pnq “ fpnq (49.200)

for every n P N .

Proof. Since N is a submanifold of M , the definition 49.86 provides a chart φ : U ÑM around p
such that

φ´1`φpUq XN˘ “ tpx1, . . . , xn, 0, . . . , 0qu. (49.201)

From the function f : N Ñ R we consider

f1 : φ´1`φpUq XN˘Ñ R

f1 “ f ˝ φ (49.202)

This is the function f seen trough the chart. The function f1 is only defined on the “N” part of
the chart, but can be extended as

f̃1 : U Ñ R

px1, . . . , xmq ÞÑ f1px1, . . . , xn, 0, . . . , 0q,
(49.203)

which is a good definition since px1, . . . , xn, 0, . . . , 0q is in φ´1`φpUq XN˘
.

Finally we write
f̃ : φpUq Ñ R

f̃ “ f̃1 ˝ φ´1.
(49.204)

This is the extension we are searching for. Indeed it is defined on φpUq which is an open set in M
which contains p and if q P N X φpUq we have q “ φpx1, . . . , xn, 0, . . . , 0q and then

f̃pqq “ pf̃˝φ´1qφpx1, . . . , xn, 0, . . . , 0q (49.205a)
“ f̃1px1, . . . , xn, 0, . . . , 0q (49.205b)
“ f1px1, . . . , xn, 0, . . . , 0q (49.205c)
“ pf ˝ φqpx1, . . . , xn, 0, . . . , 0q (49.205d)
“ fpqq. (49.205e)

Thus f̃ “ f on φpUq XN .

49.8 Flow and integral curve
PROPooJACTooXBSxfE

Proposition-Definition 49.95 (Integral curve, flow of a vector field[1, 804]).
Let X be a Ck vector field on M and let p P M . There exists a unique maximal interval I Ă R
and Ck map 28 Φp : I ÑM such that

(1) Φpp0q “ p,

(2) d
dt

”
Φpptq

ı
t“t0

“ XΦppt0q.

28. The map Φp is Ck. We are not speaking of the regularity with respect to p. For more regularity, see the
proposition 49.96.
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The map Φ satisfy
Φt`u “ Φt ˝ Φu. (49.206)EQooCHYXooCbECRNEQooCHYXooCbECRN

We say that Φp is the integral curve of X at p, and that Φ is the flow of X. We will often write
Φpp, tq instead of Φpptq. When we are interested in only one point p, we can write γX or simply γ.

When we want to specify the vector field, we write ΦX
g ptq.

Proof. In several parts.
(1) Local unicity ITEMooZPSEooPivDiw

Let p P M , we show that there exists an interval I Ă R such that a Ck integral curve
γ : RÑM satisfying γp0q “ p is unique. Here the existence is not yet discussed.
Let J be an interval around 0 in R and γ : J ÑM , an integral curve of X such that γp0q “ p.
Let φ : U Ñ M be a local chart around p. We know from lemma 49.62 that there exist
functions vk P CkpM,Rq such that

Xxpfq “
nÿ

k“1
vkpxqBkpf ˝ φq

`
φ´1pxq˘. (49.207)

We consider the map γ̃ : I Ñ U defined by

γ̃ “ φ´1 ˝ γ, (49.208)

and, if f is a function on M we define f̃ : U Ñ R by f̃ “ f ˝ φ.
On the one hand,

γ1paqf “ d

dt

”
pf ˝ φ ˝ φ´1 ˝ γqptq

ı
t“a

“ d

dt

”
pf̃ ˝ γ̃q

ı
t“a

. (49.209)

On the other hand,

Xγpaqpfq “
ÿ

k

pBkf̃q
`
γ̃paq˘ d

dt

”
γ̃kptq

ı
t“a

“
ÿ

k

pBkf̃q
`
φ´1ppq˘γ̃1

kpaq “
ÿ

k

pBkf̃q
`
aqγ̃1

kpaq
(49.210)

where γ̃1
k is an usual derivative.

So, in order to be an integral curve, we need the equality SUBEQSooXSIYooPlVcEI

"
vk
`
φpaq˘ “ γ̃1

kpaq (49.211a)
γ̃p0q “ φ´1ppq. (49.211b)

for every a P I. Each map γ̃k satisfy the equations SUBEQSooBLWCooATQGEn

"
γ̃1
k “ vk ˝ φ (49.212a)
γ̃kp0q “ φ´1ppqk. (49.212b)

The function vk ˝φ : U Ñ R is a Ck function. We know from the Cauchy-Lipschitz theorem
17.43 that the system (49.212) has a unique solution on an interval I around 0 in R.

(2) Local existence
Consider a solution of (49.212).

(3) Maximum interval

PROPooQVQAooJVdwOa

Proposition 49.96 ([1]).
Let X be a Ck vector field on M .

Let Φ: M ˆRÑM be a map satisfying
(1) Φpp0q “ p,
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(2) d
dt

”
Φpptq

ı
t“t0

“ XΦpt0q.

Then Φ is Ck.
DEFooMZSBooFkfKkS

Definition 49.97.
A vector field X is complete if for every p P M , there exists an integral curve γ : R Ñ M such
that γp0q “ p.

The point of a complete vector field is that the integral curves are defined on R, not just a
neighbourhood of 0.

The integral curve given by point (1) is only valid on a neighbourhood given by a local chart.
PROPooQNWOooBOxYtu

Proposition 49.98 ([1]).
Let X be a complete Ck vector field on M . For every p P M , there is an unique integral curve
γp : RÑM such that γpp0q “ p.

Proof. The existence is not an issue because it is part of the definition of a complete vector field.
The trick is the unicity. We already know from point (1) that we have the unicity on each chart.
The difficulty is to glue them together.

Let γ : RÑM and σ : RÑM be integral curves satisfying γp0q “ σp0q “ p.
Let K be a compact interval containing 0 in R. For each a P K, the point (1) provides us an

open interval Ia containing a and such that there exists a unique α : Ia ÑM satisfying EQSooCEPBooJCuFJL

"
α is an integral curve ofX (49.213a)
αpaq “ γpaq. (49.213b)

Since γ satisfy these requirements, we know that every map satisfying the conditions (49.213) is
equal to γ on Ia.

The intervals Ia make a cover of K which is compact; we extract a finite subcover tIiui“1,...,n.
Lemma 10.53 allows us to sort these intervals in such a way that 0 P I1 and

Im X
m´1ď

i“1
Ii ‰ H (49.214)

for every m “ 1, . . . , n.
From unicity on I1 we know that γ “ σ on I1 because γp0q “ σp0q and 0 P I1. We make a

induction. We suppose that, for some m we have γ “ σ on
Ťm
i“1 Ii. Let

t0 P Im`1 X
mď

i“1
Ii. (49.215)

From the induction hypothesis, we have γpt0q “ σpt0q because t0 P Ťm
i“1 Ii.

The curve σ is, on Im`1 an integral curve of X satisfying σpt0q “ γpt0q with t0 P Im`1. Thus
σ “ γ on Im`1. We deduce that σ “ γ on

Ťn
i“1 Ii and in particular σ “ γ on K.

Since the whole is valid for every compact K Ă R we conclude that σ “ γ on R.

Let X be a vector field on M and p P M . We denote by Φpp, tq “ Φtppq P M the point γpptq
where γp is the integral curve of proposition 49.98. In other terms, for every p PM , there exist an
interval Ip such that

d

dt

”
Φpp, tq

ı
t“t0

“ XΦpp,t0q. (49.216)

and for every p PM , we have Φpp, 0q “ p.
PROPooDPXIooTvXOIP

Proposition 49.99 ([804]).
Let X,Y be smooth vectors fields on the manifold M . Let ΦX and ΦY be their flows 29. The
following are equivalent:

29. Proposition 49.95.
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(1) rX,Y s “ 0,
(2) pdΦX

t qY “ Y

(3) For every t, u in the domains, ΦX
t ˝ ΦY

u “ ΦY
u ˝ ΦX

t .

49.8.1 Next stuff

The manifold could, of course have some additional structure which allows to write the differ-
ential quotient (49.60). This is the case when M “ Rn or when M is a matrix group. In these
cases, the question of the link between γ1p0q and the “true” derivative of γ has to be studied.

In that case we have the same notational problem with “df”. Let f : M Ñ R where M is a
manifold like Rn. The symbol dfa with a PM can be the differential of f as function M Ñ R, so
that dfa is a linear map from Rn to R. But dfa can also be the linear map dfa : TaM Ñ TfpaqR
where the spaces TaM and TfpaqR are made of differential operators.

This is the point of the section 53.2.
Using the chain rule dpg˝fqpaq “ dgpfpaqq˝dfpaq for the differentiation inRn, one sees that this

equivalence notion doesn’t depend on the choice of φ. In other words, if φ and φ̃ are two charts for
a neighbourhood of x, then pφ´1 ˝γq1p0q “ pφ´1 ˝σq1p0q if and only if pφ̃´1 ˝γq1p0q “ pφ̃´1 ˝σq1p0q.
The space of all tangent vectors at x is denoted by TxM . There exists a bijection rγs Ø pφ´1˝γq1p0q
between TxM and Rn, so TxM is endowed with a vector space structure.

If pU , φq is a chart around Xp0q, we can express Xf using only well know objects by defining
the function f̃ “ f ˝ φ and X̃ “ φ´1 ˝X

Xf “ d

dt

”
pf̃ ˝ X̃qptq

ı
t“0

“ Bf̃
Bxα

ˇ̌
ˇ̌
x“X̃p0q

dX̃α

dt

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

In this sense, we write

X “ dX̃α

dt

B
Bxα (49.217)

and we say that tB1, . . . , Bnu is a basis of TxM . As far as notations are concerned, from now
a tangent vector is written as X “ XαBα where Xα is related to the path X : R Ñ M by
Xα “ dX̃α{dt. We will no more mention the chart φ and write

Xf “ d

dt

”
fpXptqq

ı
t“0

.

Correctness of this short notation is because the equivalence relation is independent of the choice
of chart. When we speak about a tangent vector to a given path Xptq without specification, we
think about X 1p0q.

All this construction gives back the notion of tangent vector when M Ă Rm. In order to see
it, think to a surface in R3. A tangent vector is precisely given by a derivative of a path: if
c : RÑ Rn is a path in the surface, a tangent vector to this curve is given by

lim
tÑ0

cpt0q ´ cpt0 ` tq
t

which is a well know limit of a difference in Rn. pg:vecto_vecto

Let us precise how does a tangent vector acts on maps others than R-valued functions. If V is
a vector space and f : M Ñ V , we define

Xf “ pXf iqei
where teiu is a basis of V and the functions f i : M Ñ R, the decomposition of f with respect
to this basis. If we consider a map φ : M Ñ N between two manifolds, the natural definition is
Xf :“ dfX. More precisely, if we consider local coordinates xα and a function f : M Ñ R,

pdφXqf “ d

dt

”
pf ˝ φ ˝Xqptq

ı
t“0

“ Bf
Bxα

Bφα
Bxβ

dXβ

dt
. (49.218)eq:dvp_phieq:dvp_phi
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Now we are in a notational trouble: when we write X “ XαBα, the “Xα“ is the derivative of the
“Xα“ which appears in the path Xptq “ pX1ptq, . . . , Xnptqq which gives X by X “ X 1p0q. So
equation (49.218) gives

Xpφq :“ dφX “ XβpBβφαqBα. (49.219)

49.8.2 Differential of a map

Let f : M1 Ñ M2 be a differentiable map, x P M1 and X P TxM1, i.e. X : R Ñ M1 with
Xp0q “ x and X 1p0q “ X. We can consider the path Y “ f ˝X in M2. The tangent vector to this
path is written dfxX.

Proposition 49.100.
If f : M1 ÑM2 is a differentiable map between two differentiable manifolds, the map

dfx : TxM1 Ñ TfpxqM2

X 1p0q ÞÑ pf ˝Xq1p0q (49.220)

is linear.

Proof. We consider local coordinates x : Rn ÑM1 and y : Rm ÑM2. The maps f : M1 ÑM2 and
y´1 ˝ f ˝ x : Rn Ñ Rm will sometimes be denoted by the same symbol f . We have px´1 ˝Xqptq “
px1ptq, . . . , xnptqq and py´1 ˝ Y qptq “ `

y1px1ptq, . . . , xnptq, . . . , ympx1ptq, . . . , xnptq
˘
, so that

Y 1p0q “
˜

nÿ

i“1

By1
Bxi x

1
ip0q, . . . ,

nÿ

i“1

Bym
Bxi x

1
ip0q

¸
P Rm

which can be written in a more matricial way under the form

Y 1p0q “
ˆ Byi
Bxj x

1
jp0q

˙
.

So in the parametrisations x and y, the map dfx is given by the matrix Byi{Bxj which is well
defined from the only given of f .

Let x : U Ñ M and y : V Ñ M be two charts systems around p P M . Consider the path
cptq “ xp0, . . . , t, . . . 0q where the t is at the position k. Then, with respect to these coordinates,

c1p0qf “ d

dt

”
fpcptqq

ı
t“0

“ Bf
Bxi

dci

dt
“ Bf
Bxk ,

so c1p0q “ B{Bxk. Here, implicitly, we wrote ci “ pxiq´1 ˝ c where pxiq´1 is the ith component of
x´1 seen as element of Rn. We can make the same computation with the system y. With these
abuse of notation,

B
Bxi “

ÿ

j

Byj
Bxi

B
Byj (49.221)

as it can be seen by applying it on any function f : M Ñ R. More precisely if x : U Ñ M and
y : U Ñ M are two charts (let U be the intersection of the domains of x and y), let f : M Ñ R

and f “ f ˝ x, f̃ “ f ˝ y. The action of the vector Bxi of the function f is given by

Bxif “ Bf
Bxi

where the right hand side is a real number that can be computed with usual analysis on Rn. This
real defines the left hand side. Now, f “ f̃ ˝ y´1 ˝ x, so that

Bf
Bxi “

Bpf̃ ˝ y´1 ˝ xq
Bxi “ Bf̃

Byj
Byj
Bxi
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where Bf̃
Byj is precisely what we write now by Byjf and Byj

Bxi must be understood as the derivative
with respect to xi of the function py´1 ˝ xq : Rn Ñ Rn.

Let f : M Ñ N and g : N Ñ R; the definitions gives

pdfxXqg “ d

dt

”
pg ˝ fqpXptqq

ı
t“0

“ Bg
Byi

Bf i
Bxα

dXα

dt
.

This shows that Bf i

Bxα
dXα

dt is pdfxXqi. But dXα{dt is what we should call Xα in the decomposition
X “ XαBα then the matrix of df is given by Bf i

Bxα . So we find back the old notion of differential.

49.8.3 Examples

49.8.3.1 Example: the sphere

The sphere Sn is the set

Sn “ tpx1, . . . , xn`1q P Rn`1 tel que }x} “ 1u

for which we consider the following open set in Rn:

U “ tpu1, . . . , unq P Rn tel que }u} ă 1u

and the charts φi : U Ñ S, and φ̃i : U Ñ S

φipu1, . . . , unq “ pu1, . . . , ui´1,
a

1´ }u}2, ui, . . . , unq (49.222a)
φ̃ipu1, . . . , unq “ pu1, . . . , ui´1,´

a
1´ }u}2, ui, . . . , unq. (49.222b)

These map are clearly injective. To see that φpUq Y φ̃pUq “ S, consider px1, . . . , xn`1q P S. Then
at least one of the xi is non zero. Let us suppose x1 ‰ 0, thus x2

1 “ 1´ px2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

n`1q and

x1 “ ˘
a

1´ p. . .q. (49.223)eq:xupmeq:xupm

If we put ui “ xi`1, we have x “ φpuq or x “ φ̃puq following the sign in relation (49.223). The
fact that φ´1 ˝ φ̃ and φ̃´1 ˝ φ are differentiable is a “first year in analysis exercise“.

49.8.3.2 Example: projective space

On Rn`1ztou, we consider the equivalence relation v „ λw for all non zero λ P R, and we put

RPn “ `
Rn`1ztou˘ { „ .

This is the set of all the one dimensional subspaces of Rn`1. This is the real projective space of
dimension n. We set U “ Rn and

φipu1, . . . , unq “ Spantpu1, . . . , ui´1, 1, ui, . . . , unqu.

One can see that this gives a manifold structure to RPn. Moreover, the map

A : Sn Ñ RPn v ÞÑ Span v (49.224)

is differentiable.
Let us show how to identify R Y t8u to RP 1, the set of directions in the plane R2. Indeed

consider any vertical line l (which does contain the origin). A non vertical vector subspace of R2

intersects l in one and only one point, while the vertical vector subspace is associated with the
infinite point.
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49.8.4 Some Leibniz formulas

Lemma 49.101 ([805]).
If M and N are two manifolds, we have a canonical isomorphism

Tpp,qqpM ˆNq » TpM ` TqN.
lemLeibniz

Proof. A Z P Tpp,qqpM ˆ Nq is the tangent vector to a curve pxptq, ypyqq in M ˆ N . We can
consider X P TpM given by X “ x1p0q and Y P TqN given by Y “ y1p0q. The isomorphism is
the identification pX,Y q » Z. Indeed, let us define X P Tpp,qqpM ˆNq, the tangent vector to the
curve pxptq, qq, and Y P Tpp,qqpM ˆNq, the tangent vector to the curve pp, yptqq. Then Z “ X ` Y
because for any f : M ˆN Ñ R,

Zf “ d

dt
fpxptq, yptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
fpxptq, yp0qq

ˇ̌
ˇ̌
t“0
` d

dt
fpxp0q, yptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ Xf ` Y f. (49.225)

Leibniz

Proposition 49.102 (Leibniz formula).
Let us consider M,N, V , three manifold; a map φ : M ˆN Ñ V and a vector Z P Tpp,qqpM ˆNq
which corresponds (lemma 49.101) to pX,Y q P TpM ` TqN .

If we define φ1 : M Ñ V and φ2 : N Ñ V by φ1pp1q “ φpp1, qq and φ2pq1q “ φpp, q1q, we have
the Leibniz formula:

dφpZq “ dφ1pXq ` dφ2pY q. (49.226)

Proof. Since Z “ X ` Y , we just have to remark that

dφpXq “ d

dt
φpxptq, qq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ dφ1pXq,

so dφpZq “ dφpX ` Y q “ dφ1pXq ` dφ2pY q.
One of the most important application of the Leibniz rule is the corollary 56.51 on principal

bundles.

49.8.5 Cotangent bundle

A form on a vector space V is a linear map α : V Ñ R. The set of all forms on V is denoted
by V ˚ and is called the dual space of V . On each point of a manifold, one can consider the
tangent bundle which is a vector space. Then one can consider, for each x P M the dual space
Tx̊M :“ pTxMq˚ which is called the cotangent bundle. A 1-differential form on M is a
smooth map ω : M Ñ T ˚M such that ωx :“ ωpxq P Tx̊M . So, for each x P M , we have a 1-form
ωx : TxM Ñ R.

Here, the smoothness is the fact that for any smooth vector field X P XpMq, the map x Ñ
ωxpXxq is smooth as function on M . One often considers vector-valued forms. This is exactly
the same, but ωxXx belongs to a certain vector space instead of R. The set of V -valued 1-forms
on M is denoted by ΩpM,V q and simply ΩpMq if V “ R The cotangent space Tp̊M of M at
p is the dual space of TpM , i.e. the vector space of all the (real valued) linear 30 1-forms on
TpM . In the coordinate system x : U ÑM , we naturally use, on Tp̊M , the dual basis of the basis
tB{Bxi , . . . B{Bxiu of TpM . This dual basis is denoted by tdx1, . . . , dxnu, the definition being as
usual:

dxipBjq “ δji . (49.227)eq:dx_veq:dx_v

The notation comes from the fact that equation (49.227) describes the action of the differential of
the projection xi : U Ñ R on the vector Bj .

30. When we say a form, we will always mean a linear form.
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If pUα, φαq is a chart of M , then the maps

ϕα : Uα ˆRn Ñ T ˚M px, aq ÞÑ aidxi|x (49.228)

give to T ˚M a 2n dimensional manifold structure such that the canonical projection π : T ˚M ÑM
is an immersion.

When V is a finite-dimensional vector space, we denote by V ˚ its dual 31 and we often use the
identifications V » V ˚ » TvV » TwV » Tv̊ V where v and w are any elements of V . Note however
that there are no canonical isomorphism between these spaces, unless we consider some basis.

49.8.6 Immersion, embedding
DEFooZEWNooMVOzWI

Definition 49.103 ([806]).
A smooth map f : M Ñ N between the manifolds M and N is an immersion if its differential
dfp : TpM Ñ TfppqN is injective for every p PM .

Definition 49.104 (Topological embedding[807]).
Let X, Y be topological spaces. A map f : X Ñ Y is a topological embedding if

(1) f is continuous
(2) f is injective
(3) f : X Ñ fpXq is an homeomorphism when fpXq is equipped with the induced topology from

Y .
DEFooQLGLooNyXaOV

Definition 49.105 (Embedding[807]).
Let M and N be smooth manifolds. A smooth function f : M Ñ N is an embedding if

(1) f is an immersion,
(2) f is a topological embedding.

The following theorem says that immersions are local embeddings.
THOooXAOUooRKHMBm

Theorem 49.106 ([808]).
Let M be a n-dimensional manifold and S be a m-dimensional manifold. Let f : M Ñ S be an
immersion. For every a PM , there exists an open set O containing a in M such that f : O Ñ fpOq
is an embedding.

Proof. We consider maps φ : U Ñ M and ψ : V Ñ S around a and fpaq respectively. Then we
consider :

(1) f̃ “ ψ´1 ˝ f ˝ φ
(2) We rename U in such a way that f ˝ φpUq Ă ψpV q and we restrict φ to that subset of U .
(3) With that restriction of U , the map f̃ : U Ñ V is defined on U .
(4) q “ φ´1paq.

By hypothesis, f is an immersion. It means that the map dfa : TaM Ñ TfpaqS is injective. The
differential df̃q : Rn Ñ Rm of f̃ : U Ñ V is injective too. This has two consequences :

detpdf̃qq ‰ 0 (49.229)

and its image has dimension n. We suppose that

Imagepdf̃qq “ Spante1, . . . , enu. (49.230)

If not, we consider a linear bijection map h : Rm Ñ Rm which maps Imagepdf̃qq to Spante1, . . . , enu
and we rewrite the whole proof with f̃ ˝ h instead of f̃ .

31. The vector space of all the linear map V Ñ R.
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Let k “ m´ k. We consider the map

ϕ : U ˆRk Ñ Rm

px1, . . . , xn, t1, . . . , tkq ÞÑ
`
f̃pxq1, . . . , f̃pxqn, f̃pxqn`1 ` t1, . . . , f̃pxqm ` tk

˘
.

(49.231)

It satisfies ϕpx, 0q “ f̃pxq and the matrix of its differential is

dϕpq,0q “
ˆ
df̃q 0
M 1k

˙
(49.232)

where M a is some k ˆ n matrix. Since it is block-diagonal, its determinant is given by

det
`
dϕpq,0q

˘ “ detpdf̃qqdetp1kq “ detpdf̃qq ‰ 0. (49.233)

Since detpdϕpq,0qq ‰ 0, we can apply the local inversion theorem 17.51 for ϕ at pa, 0q. We have a
neighbourhood W of pq, 0q in U ˆRk such that ϕ : W Ñ ϕpW q is a diffeomorphism.

Let U 1 “ projRnpW q. We will prove that f̃ : U 1 Ñ f̃pU 1q is a diffeomorphism.
(1) Injective Let x, y P U 1 such that f̃pxq “ f̃pyq. It means ϕpx, 0q “ ϕpy, 0q. The points px, 0q

and py, 0q belong to W while ϕ is injective on W , thus px, 0q “ py, 0q and x “ y.
(2) Surjective This is not an issue since f̃ is obviously surjective on f̃pU 1q.
(3) The inverse The prove that the inverse of f̃ is projRn ˝ϕ´1. Let w P U 1 “ projRnpW q

and compute

pprojRn ˝ϕ´1 ˝ f̃qpwq “ pprojRn ˝ϕ´1q`ωpw, 0q˘ “ projRnpw, 0q “ w. (49.234)

(4) Diffeomorphism Since projRn and ϕ´1 are differentiable, the inverse of f̃ is differentiable
and f̃ is a diffeomorphism.

The fact for f̃ to be a diffeomorphisms implies that f itself (restricted to φpU 1q) is bijective,
differentiable with the inverse being differentiable.

PROPooYHOKooYASzRL

Proposition 49.107.
If f : M Ñ N is an embedding, the image Imagepfq is a smooth dimpMq-dimensional submanifold
of N .

49.9 Distribution and Frobenius theorem
LEMooQXRSooHDRequ

Lemma 49.108.
Let a, b P C8pMq. We have

raBi, bBjs “ apBibqBj ´ bpBjaqBi. (49.235)
In particular, rBi, Bjs “ 0.

LEMooGHQZooMIWAfn

Lemma 49.109 ([1]).
Let M be a n-dimensional manifold. Let φ : U ÑM be a chart, and X1, . . . , Xr (r ă n) be vectors
fields such that for each p P φpUq, the set tXippqui“1,...,r is linearly independent in TpM .

There exist vector fields Xr`1, . . . , Xn such that tX1ppq, . . . , Xnppqu is a basis of TpM for every
p P φpUq.

DEFooYOMHooZJvsSt

Definition 49.110.
Let M be a manifold. A k dimensional distribution is the data, for each p PM of a k dimensional
vector subspace Dp of TpM .

The distribution D is said to be smooth if for each p P M , there exists a neighbourhood S of
p and smooth vector fields 32 tXiui“1,...,k in S such that

Dp “ SpantXippqu. (49.236)

32. Definition 49.65.
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We denote by Γ8pDq the set of smooth vector fields with values in D. These are the smooth
vector fields X such that Xp P Dp for every p. More precisely,

Γ8pDq “ tX P ΓpTMq tel que Xp P Dp @p PMu. (49.237)

Definition 49.111.
Let D be a distribution on M . A smoothly immersed 33 submanifold N Ă M is an integral
manifold of D if for every p P N we have

dippTpNq “ Dp (49.238)

where i : N ÑM is the immersion.
When an integral submanifold exists, we say that the distribution is integrable.

Definition 49.112.
A distribution D is involutive if we have

rX,Y s P Γ8pDq (49.239)

for every X,Y P Γ8pTMq. In other words, for every p PM we have rX,Y sp P Dp.
PROPooDYJNooAwnaFK

Proposition 49.113.
An smooth integrable distribution is involutive.

Proof. Let N be a smooth integral manifold for the distribution D. Let X,Y P Γ8pDq. Since
TpN “ Dp, for each p PM , we have X,Y P Γ8pTNq. So

rX,Y s P Γ8pTNq “ Γ8pDq (49.240)

and D is involutive.
THOooDVBHooGRhuGl

Theorem 49.114 (Frobenius[801, 804]).
An involutive distribution on a smooth manifold is integrable.

Proof. Let D be an involutive r-dimensional distribution of the smooth n-dimensional manifold
M . Let p P M . We will build a submanifold N of M such that TqN “ Dq for every q in a
neighbourhood of p. By definition of a smooth distribution, there exists a neighbourhood S of p
and vector fields tYiui“1,...,r such that

Dq “ SpantYipqqui“1,...,r (49.241)

for every q P S. The vectors Yipqq are linearly independent since there are r of them and they span
the r-dimensional vector subspace Dq of TqM .

We may reduce S to fit in a local chart φ : U ÑM around p. We denote by Bi the basis vector
associated with the chart φ. For some aijpqq we have

Yi “
nÿ

j“1
aijBj . (49.242)

We use the lemma 49.109 to consider Yr`1, . . . , Yn such that, for every q P φpUq, SpantY1pqq, . . . , Ynpqqu “
TqM . Each of these Yi can be decomposed in the basis tBiu:

Yipqq “
nÿ

j“1
aijpqqBjpqq. (49.243)

The matrix aijppq is invertible. By lemma 4.96, let σ P Sn be such that the matrix A P Mpr,Rq
given by

Aij “ ai,σ´1pjqppq (49.244)

33. Definition 49.89.
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is invertible. We also consider the associated linear bijection

σ : Rn Ñ Rn

ei ÞÑ eσpiq.
(49.245)

Now we consider a new chart U 1 “ σ´1pUq with

φ1 : U 1 ÑM

x ÞÑ pφ ˝ σqpxq. (49.246)

By continuity of the determinant, there exists an open neighbourhood S of p such that det
`
aiσ´1pjqpqq

˘ ‰
0 for every q P S. We restrict U 1 in such a way for φ1pU 1q to fit in S.

We denote by B1
i the corresponding vectors in TM . We have B1

ipqq “ Bσpiqpqq; indeed let
q “ φ1pv1q and compute:

B1
ipqqf “

d

dt

”
pf ˝ φ1qpv1 ` teiq

ı
t“0

(49.247a)

“ d

dt

”
pf ˝ φq`σpv1q ` teσpiq

˘ı
t“0

(49.247b)

“ Bσpiqpqqf (49.247c)

because φ
`
σpv1q˘ “ q. We can express Yi in terms of B1

j instead of Bj :

Yipqq “
nÿ

j“1
aijpqqBjpqq “

ÿ

j

aijpqqB1
σpjqpqq “

ÿ

j

aiσ´1pjqpqqB1
jpqq. (49.248)

For the sake of simplifying the notations, we redefine U for being U 1, φ for φ1 and so on. Thus we
have

Yipqq “
nÿ

j“1
aijBjpqq (49.249)

with paijqi,j“1,...,r being invertible.
Let A P GLpr,Rq be the matrix given by Aij “ aij . We consider B “ A´1 and, for i “ 1, . . . , r,

we define
Xi “

rÿ

k“1
BikYk. (49.250)

We can express them in terms of the Bi’s:

Xi “
rÿ

k“1
BikYk (49.251a)

“
rÿ

k“1
Bik

ÿ

j

akjBj (49.251b)

“
rÿ

k“1
Bik

` rÿ

j“1
akjBj `

nÿ

j“r`1
akjBj

˘
(49.251c)

“
rÿ

k,j“1
BikakjBj `

rÿ

k“1

nÿ

j“r`1
BikakjBj (49.251d)

“
rÿ

j“1
δijBj `

nÿ

j“r`1
cijBj (49.251e)

“ Bj `
nÿ

j“r`1
cijBj (49.251f)

where cij is matrix whose value has no importance here.
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We know that Dq “ SpantY1pqq, . . . , Yrpqqu for every q. Since the Yi’s are linearly independent
and since the matrix B is invertible, the vectors tXipqqui“1,...,r are linearly independent and belong
to Dq. Thus we have

Dq “ SpantX1pqq, . . . , Xrpqqu. (49.252)
We compute the commutators of the Xi’s using the lemma 49.108:

rXi, Xjs “ rBi, Bjs `
nÿ

k“r`1
rBi, cikBks `

nÿ

k“r`1
rcikBk, Bjs `

nÿ

k“r`1

nÿ

l“r`1
rcikBk, cjlBls (49.253a)

“
nÿ

k“r`1
dkBk (49.253b)

for some functions dk. Now the distribution D is involutive, so there exists functions fk such that

rXi, Xjs “
rÿ

k“1
fkXk “

rÿ

k“1
fk
`Bk `

nÿ

l“r`1
cklBl

˘
. (49.254)

Thus we have
nÿ

k“r`1
dkBk “

rÿ

k“1
fk
`Bk `

nÿ

l“r`1
cklBl

˘
. (49.255)

On the left hand side there are no components in tBkuk“1,...,r; then on the right hand side we
deduce

řr
k“1 fkBk “ 0 and then fk “ 0 for every k “ 1, . . . , r. We proved that

rXi, Xjs “ 0. (49.256)

We consider the flows Φi of each Xi (proposition 49.95), and the map

s : I ÑM

pt1, . . . , trq ÞÑ pΦ1
t1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Φt

t2qppq
(49.257)

where I is an open neighbourhood of p0, . . . , 0q in Rr. The differential at 0 P Rr is a map
ds0 : T0Rr Ñ TpM and satisfy

ds0pBiq d
dt

”
Φi
tppq

ı
t“0

“ Xippq. (49.258)

Since the vectors tXippqu are linearly independent, the map ds0 is injective. This means that
s : I Ñ M is an immersion 34. Theorem 49.106 says that, reducing the size of I, the map s
becomes an embedding.

We define N “ Imagepsq. This is a r-dimensional submanifold of M by proposition 49.107.
Since sp0q “ p and ds0pBiq “ Xi we have TpN “ Dp. Ou task is to prove that Dq “ TqN for every
q P N .

Let q P N . There exists pt1, . . . , trq P Rr such that

q “ spt1, . . . , trq “ pΦ1
t1 ˝ . . . ˝ Φr

trqppq. (49.259)

We fix i. As a recall, the vector Bi P Tpt1,...,trqRn is the derivative of the path pt1, . . . , trq ` tei. We
have

dspt1,...,trqpBiq “ d

dt

”
s
`pt1, . . . , trq ` tei

˘ı
t“0

(49.260a)

“ d

dt

”
pΦi

t ˝ Φ1
t1 ˝ . . . ˝ Φr

trqppq
ı
t“0

(49.260b)SUBEQooDNCWooXPRFNzSUBEQooDNCWooXPRFNz

“ d

dt

”
Φi
tpqq

ı
t“0

(49.260c)SUBEQooYCSQooFdYfPbSUBEQooYCSQooFdYfPb

“ Xipqq. (49.260d)

Justifications.
34. Definition 49.103.
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— For (49.260b). We used the property (49.206) of proposition 49.95 and the commutation of
proposition 49.99.

— For (49.260c). By definition q “ pΦt1 ˝ . . . ˝ Φr
trqppq.

So SpantX1pqq, . . . , Xrpqqu is a r-dimensional subspace of TqM which is included in the r-dimensional
subspace TqN . We conclude that

TqN “ SpantX1pqq, . . . , Xrpqqu “ DqN. (49.261)

THOooVRDYooIusxwW

Theorem 49.115 (Frobenius[801, 804]).
About distributions. ITEMooLDUZooJCwZek

(1) A distribution is integrable if and only if it is involutive.
ITEMooCQEAooRsLSOV

(2) If D is involutive, for every p P M , there exists a unique maximal 35 connected integral
submanifold containing p.

Proof. Point (1) is given by the proposition 49.113 and the theorem 49.114.
Proof of point (2) still to be done. . .

49.9.1 Analytic
PROPooKAXOooZCwcwi

Proposition 49.116 ([809]).
Let M , N and S be analytic manifolds and f : M Ñ N be analytic.

(1) We suppose that f is an immersion and that g : S ÑM is continuous. The map g is analytic
if and only if f ˝ g is analytic.

(2) We suppose that f is a submersion and that g : N Ñ S is continuous. The map g is analytic
if and only if g ˝ f is analytic.

49.9.2 Tensor algebra
DEFooHPQXooETvEyn

Definition 49.117 (Tensor algebra).
Let V be a vector space over C. The tensor algebra of V is the vector space

T pV q “ à
ně0

pbnV q “ C‘ V ‘ pV b V q ‘ . . . (49.262)

49.10 Rank theorem

We proof a generalization of the rank theorem 4.46.

Definition 49.118.
Let M and N be smooth manifolds of dimension m and n. Let a smooth map f : M Ñ N . The
rank of f at p PM is the rank of the linear map dfp : TpM Ñ TfppqN .

Lemma 49.119.
Let a smooth map f : M Ñ N and p P M . Let φ : U Ñ M and ψ : V Ñ N be chats around p and
fppq. Then

rkpdfpq “ rk
`
fφ´1ppqpψ´1 ˝ f ˝ φq˘ (49.263)

where the rank on the right han side is the usual rank of a map Rm Ñ Rn.

35. As far as understand, here «maximal» means that every integral manifold containing p is contained in that one. It
is used in that sense during the proof the theorem 53.80.
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Proof. By proposition 4.109 we can compute the rank of a linear map in whatever base. When a
basis is chosen in Rm and Rn we know from lemma 49.77 that the matrix of dfp is the same as
the one of fφ´1ppqpψ´1 ˝ f ˝ φq. Since these two linear maps have the same matrix, they have the
same rank.

THOooSWKVooTJQsXc

Theorem 49.120 (Rank theorem[810]).
Let M and N be smooth manifolds of dimension m and n. Let f : M Ñ N be a smooth map. Let
p PM . We suppose that the rank of f is equal to k at every point x in a neighbourhood of p.

There exists charts φ : U ÑM around p PM and ψ : V Ñ N around fppq PM such that
(1) φp0q “ p,
(2) ψp0q “ fppq
(3) the function f is more or less trivialized in the sense that

pψ´1 ˝ f ˝ φqpx1, . . . , xmq “ px1, . . . , xk, 0, . . . , 0q (49.264)

for every px1, . . . , xmq P U .

Proof. We prove in two parts. Fist we consider the case in which M and N are open sets of Rm

and Rn. Then we will generalize to any smooth manifolds.
(1) The case of Rm and Rn Let W be open in Rm, W 1 be open in Rn. We consider a smooth

map f : W ÑW 1 such that fp0q “ 0 and rkpfq “ k on W .
By hypothesis, the rank of df0 is k, so that is one chooses good bases on Rm and Rn we can
suppose that the matrix of df0 has a upper-left square kˆ k with non-zero determinant. We
write A that square matrix:

Aij “ Bfi
Bxj p0q (49.265)

with i, j ď k.
(1a) On the Rm side

We consider the map

φ : W Ă Rm Ñ Rm

px1, . . . , xmq ÞÑ
`
f1px1, . . . , xmq, . . . , fkpx1, . . . , xmq, xk`1, . . . , xm

˘
.

(49.266)

We have φp0q “ 0 because fip0q “ fp0qi “ 0. The matrix of the differential is

dφ0 “
ˆ
A ˚
0 1n´k

˙
(49.267)

where A is kˆk and ˚ is some kˆpn´kq matrix. Thus we have detpdφ0q “ detpAq ‰ 0.
From the inverse function theorem 17.51, the map φ is a local diffeomorphism, more
precisely there exists an open set W1 ĂW Ă Rm such that the restriction

φ : W1 ÑW1 (49.268)

is a diffeomorphism. From now on we only consider φ as being that restriction.
The vector py1, . . . , ymq such that φ´1px1, . . . , xmq “ py1, . . . , ymq has the property that

φpy1, . . . , ymq “ px1, . . . , xmq, (49.269)

which means that 36

fipy1, . . . , ymq “ xi (49.270)
when i “ 1, . . . , k and

yl “ xl (49.271)
when l “ k ` 1, . . . ,m.

36. At this point, it is really important that f takes its values in Rn, not in a general manifold: if pyq was in a
manifold, the expression fipyq would not make sense.
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(1b) On the middle side
Thus we have

pf ˝ φ´1qpx1, . . . , xmq “ fpy1, . . . , ymq (49.272a)EQooAQJGooLqlnXJEQooAQJGooLqlnXJ

“ `
x1, . . . , xk, fk`1py1, . . . , ymq, . . . , fnpy1, . . . , ymq

˘
(49.272b)

“ `
x1, . . . , xk, f̃k`1pxq, . . . , f̃npxq

˘
(49.272c)

where f̃i “ fi ˝ φ´1 : W1 Ñ R are some smooth functions.
For every x PW1 we have

fpf ˝ φ´1qx “
ˆ
1kˆk 0
˚ df̃x

˙
(49.273)EQooEDJIooLyPslkEQooEDJIooLyPslk

where df̃x is the matrix whose elements are
´ Bf̃iBxs

¯
with i “ k ` 1, . . . , n and s “

k ` 1, . . . ,m. This is not a square matrix by the way. We have, by theorem 11.261,

dpf ˝ φ´1qx “ dfφ´1pxq ˝ pdφ´1qx (49.274)

while pdφ´1qx is invertible. Thus

rk
`
dpf ˝ φ´1qx

˘ “ rk
`
dfφ´1pxq

˘ “ k. (49.275)

So the rank of f ˝φ´1 is k all over W1. But the image of dpf ˝φ´1qx is spanned by the
columns of its differential given by (49.273). The k columns spanned by the identity
matrix are obviously linearly independent; these are thus a basis of the image. Since
the vectors in the “df̃x” part are linearly independent of these k vectors, they must be
vanishing:

Bf̃i
Bxs pxq “ 0 (49.276)

for every x PW1, i “ k ` 1, . . . ,m and s “ k ` 1, . . . , n.
(1c) On the Rn side

We do not know if n ě m or m ě n. If n ě n, we choose V1 such that the projection of
V1 on its m first components is included in W1. If n ă m we choose V1 such that the
projection of W1 on its n first components is included in V1 37.
With that choice of V1 in mind we can remember the functions f̃i : W1 Ñ R. If y P V1,
we define f̃pyq as f̃pxq with x P W1 created from y either by adding zeroes or by
projecting on Rm. In both cases, the resulting y belongs to V1.
So now we consider the map

T : V1 Ñ Rn

py1, . . . , ynq ÞÑ
`
y1, . . . , yk, yk`1 ` f̃k`1pyq, . . . , yn ` f̃npyq

˘
.

(49.277)EQooKEZOooSOTBloEQooKEZOooSOTBlo

If y P V1, the differential is the matrix given by

pdTyqij “ BTiByj pyq (49.278)

where
— The upper-left k ˆ k corner is 1kˆk.
— The upper-right k ˆ pn´ kq corner (non square in general) is given by elements of

the form Byi
Byj (49.279)

with i ď k and j ą k. So this is vanishing.
37. This precision about the choice of V1 is not done in [810] and seems strange to me. Am I correct ? By the way,

there could be a misprint in the definition of T in [810]: y must have n components, not m.
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— The lower-left (non square in general) corner is made of

Bpyi ` f̃ipyqq
Byj “ Bf̃ipyqByj (49.280)

with i ą k and j ď k. The elements in this pars are some numbers.
— The lower-right square pn´ kq ˆ pn´ kq corner is made of

Bpyi ` f̃ipyqq
Byj “ δij ` Bf̃iByj (49.281)

with i ą k and j ě k. For these elements we have Bf̃ipyq
Byj

“ 0 and then the identity
matrix.

With all that,

dTy “
ˆ
1kˆk 0
˚ 1n´k

˙
. (49.282)

Moreover T p0q “ 0 because

f̃ip0q “ fi
`
φ´1p0q˘ “ fip0q “ 0. (49.283)

We deduce that there exist an open set V Ă Rn included in V1 such that T : V Ñ T pV q
is a diffeomorphism. We restrict V in such a way that T pV q Ă V1.

(1d) The final map
Finally we consider the map

T´1 ˝ f ˝ φ´1 : W1 Ñ V. (49.284)

If px1, . . . , xmq PW1 from (49.272a) we have

pf ˝ φ´1qpx1, . . . , xmq “
`
x1, . . . , xk, f̃k`1pxq, . . . , f̃npxq

˘
. (49.285)

Using the definition (49.277) we see that

T px1, . . . , xk, 0, . . . , 0q “
`
x1, . . . , xk, f̃k`1pxq, . . . , f̃npxq

˘
(49.286)

which proves that

T´1`x1, . . . , , xk, f̃k`1pxq, . . . , f̃npxq
˘ “ px1, . . . , xk, . . . , 0q. (49.287)

(2) The general case
Now we consider the manifolds M and N with the map f : M Ñ N . Let p P M and charts
φ0 : U0 ÑM , ψ0 : V0 Ñ N where U0 is a neighbourhood of 0 in Rm and V0 a neighbourhood
of 0 in Rn. We suppose that φ0p0q “ p and ψ0p0q “ fppq.
Now we consider the function f̃ “ ψ´1

0 ˝ f ˝φ0 from U0 to V0 and we are left in the previous
case.

If the differential is bijective, then the function is a local diffeomorphism.
THOooDWEXooMClWVi

Theorem 49.121 (local inversion[1]).
Let M,N be Ck manifolds. Consider a Ck map f : M Ñ N . If dfp : TpM Ñ TfppqN is a bijection,
the f is a local Ck-diffeomorphism.

More precisely, there exists a neighbourhood V1 of p in M and a neighbourhood V2 of fppq in
M such that f : V1 Ñ V2 is a Ck-diffeomorphism.

Due to proposition 52.6, a local diffeomorphism can be often converted into a global diffeomor-
phism.
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49.11 Exterior calculus

49.11.1 The exterior algebra

Definition 49.122 (Exterior product).
If V is a vector space, we denote by ΛkV ˚ the space of all the k-form on V . We define the exterior
product ^ : ΛkV ˚ ˆ ΛlV ˚ Ñ Λk`lV ˚ by

pωk ^ ηlqpv1, . . . , vk`lq “ 1
k!l!

ÿ

σPSk`l

p´1qσωpvσp1q, . . . , vσpkqqηpvσpk`1q, vσpk`1qq (49.288)

If te1, . . . , enu is a basis of V , the dual basis tσ1, . . . , σnu of V ˚ is defined by σipejq “ δij .
If I “ t1 ď i1 ď . . . ik ď nu, we write σI “ σi1 ^ . . . σik any k-form can be decomposed as

ω “
ÿ

I

ωIσ
I .

The exterior algebra is provided with the interior product denoted by ι. It is defined bypg_DefProdExt

ιpv0q : ΛkW Ñ Λk´1W

pιpv0qωqpv1, . . . , vk´1q “ ωpv0, v1, . . . , vk´1q.
(49.289)

Lemma 49.123.
Let σ be an element of the symmetric group 38 of the set ta1, . . . , anu where the ai are integers.
Then

pdxa1 ^ . . .^ dxanqpeσpa1q, . . . , eσpanqq “ p´1qσ. (49.290)

Proof. We make it by induction over n. With n “ 1 the only permutation is the identity; the
claim reduces to dxa1pea1q “ 1. Let us try with n “ 2. Up to renumbering we have

pdx1 ^ dx2qpe1, e2q “ 1 (49.291)

and
pdx1 ^ dx2qpe2, e1q “ ´1. (49.292)

We pass to the induction. Let σ P Sn. We have

pdxa1 ^ dxanqpeσpa1q, . . . , eσpanqq “ dxa1 ^ pdxanqpeσpa1q, . . . , eσpanqq (49.293a)

“
ÿ

ϕPSn

p´1qϕ 1
pn´ 1q!dxa1

`
eϕσpa1q

˘pdxa2 ^ . . .^ dxanqpeϕσpa2q, . . . , eϕσpanqq

(49.293b)

“
ÿ

ϕPSn

p´1qϕ 1
pn´ 1q!δa1,ϕσpa1qp´1qϕσ (49.293c)

“
ÿ

ϕPSn

δa1,ϕσpa1qp´1qσ 1
pn´ 1q! (49.293d)

where we used the fact that the sign of a permutation provides a morphism between Sn and t´1, 1u
(proposition 1.293(1)). In the sum over Sn, only the ϕ that make σpa1q Ñ a1 remain; there are
|Sn´1| “ pn´ 1q! such elements. Thus the whole evaluates to p´1qσ.

LEMooICRXooFKPCRd

Lemma 49.124 ([1]).
Let τi : Rn Ñ Rn´1 defined by

τipvqk “
#
vk if k ă i

vk`1 if k ě i.
(49.294)

38. Definition 1.267.



49.11. EXTERIOR CALCULUS 2941

Then we have

pdx1 ^ . . .^ xdxi ^ . . .^ dxnqpv1, . . . , pvi, . . . , vnq “ det
´
τipv1q, . . . , zτipviq, . . . , τipvnq

¯
(49.295)

where the hat denotes a non present term.

Proof. We extend τi to the dual : τi : pRnq˚ Ñ pRn´1q˚ is defined by

τipdxkq “
#
dyk if k ă i

dyk´1 if k ą i
(49.296)

(not defined on dxi). It is easy to check that, if k ‰ i,

τipdxkqτipvq “ dxkpvq. (49.297)

The value of pdx1^ . . .^ xdxi^ . . .^dxnqpv1, . . . , pvi, . . . , vnq is a polynomial in the variables dxkpvlq
(with k ‰ l). Since dxkpvlq “ τßpdxkq

`
τivl

˘
, the same polynomial will give the value of

pτidx1 ^ . . .^ zτidxi ^ . . .^ τidxnqpτiv1, . . . ,yτivi, . . . , τivnq. (49.298)

Thus we have

pdx1 ^ . . .^ xdxi ^ . . .^ dxnqpv1, . . . , pvi, . . . , vnq (49.299a)
“ pτidx1 ^ . . .^ zτidxi ^ . . .^ τidxnqpτiv1, . . . ,yτivi, . . . , τivnq (49.299b)
“ pdy1 ^ . . .^ dyn´1qpτiv1, . . . ,yτivi, . . . , τivnq (49.299c)SUBEQooQGSKooSgfxJhSUBEQooQGSKooSgfxJh

“ det
`
τiv1, . . . ,yτivi, . . . , τivn

˘
(49.299d)

The last equality is because (49.299c) is is a pn´ 1q-form applied to n´ 1 vectors in Rn´1 and so
is the determinant.

49.11.2 Differential of k-forms

The differential of a k-form is defined by the following theorem.

Theorem 49.125.
Let M be a differentiable manifold. Then for each k P N, there exists an unique map

d : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMq
such that

(1) d is linear,
(2) for k “ 0, we find back the d : C8pMq Ñ Ω1pMq previously defined,
(3) if f is a function and ωk a k-form, then

dpfωkq “ df ^ ωk ` fdωk, (49.300)

(4) dpωk ^ ηlq “ dωk ^ ηl ` p´1qkωk ^ dηl,
(5) d ˝ d “ 0.

An explicit expression for dωk is actually given by

dωk “
ÿ
dωI ^ dxI (49.301)

if ωk “ ř
ωIdx

I . An useful other way to write it is the following. If ω is a k-form and X1, . . . , Xp`1
some vector fields,

pk ` 1qdωpX1, . . . , Xp`1q “
p`1ÿ

i“1
p´1qi`1XiωpX1, . . . X̂i, . . . , Xp`1q

`
ÿ

iăj
p´1qi`jωprXi, Xjs, X1, . . . , X̂i, X̂j , . . . , Xp`1q.

(49.302)eq:formule_domegaeq:formule_domega
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Let us show it with p “ 1. Let ω “ ωidx
i and compute dωpX,Y q “ Biωjpdxi ^ dxjqpX,Y q. For

this, we have to keep in mind that the Bi acts only on ωj while, in equation (49.302), a term XωpY q
means –pointwise– the action of X on the function ωpY q : M Ñ R. So we have to use Leibniz
formula:

pBiωjqXiY j “ pXωjqY j “ XpωjY jq ´ ωjXY j .

On the other hand, we know that rX,Y si “ XY i ´ Y Xi, so

dωpX,Y q “ XωpY q ´ Y ωpXq ´ ωprX,Y sq. (49.303)

49.11.2.1 Hodge dual operator

Let us take a manifold M endowed with a metric g. We can define a map r : Tx̊M Ñ TxM by,
for α P Tx̊M ,

xrpαq, vy “ αpvq.
for all v P TxM , where x· , · y stands for the product given by the metric g. If we have α, β P Tx̊M ,
we can define

xα, βy “ xrpαq, rpβqy.
With this, we define an inner product on ΛppTx̊Mq:

xα1 ^ . . . αp, β1 ^ . . . βpy “ detijxαi, βjy.
DEFooUOJQooSzKjNR

Definition 49.126.
The Hodge operator is ‹ : ΛppTx̊Mq Ñ Λn´ppTx̊Mq such that for any ϕ P ΛppTx̊Mq,

ϕ^ p‹ψq “ xϕ, ψyΩ “ xϕ, ψya| detpgq|dx1 ^ . . .^ dxn. (49.304)
EXooCIYIooFPMLMU

Exemple 49.127.
We consider Rn with the euclidian metric. If σ “ dxj , then we expect ‹σ to be sdx1^ . . .^ydxj ^
. . .^ dxn for a certain factor s to be fixed (something like p´1qj).

For every 1-form ϕ we need ϕ^p‹σq “ xϕ, σydx1^. . .^dxn. A basis of
Ź1pTMq is tdxkuk“1,...,n,

so we test on dxk.
First we have

xdxk, dxjy “ xek, ejy “ δkj . (49.305)

Then
s dxk ^ dx1 ^ . . .^ydxj ^ . . .^ dxn “ sδkjp´1qj`1dx1 ^ . . .^ dxn. (49.306)

Thus we need s “ p´1qj`1 and we have

‹dxj “ p´1qj`1dx1 ^ . . .^ydxj ^ . . .^ dxn. (49.307)

△

49.11.2.2 Volume form and orientation
DEFooGMOQooVzqFxy

Definition 49.128 (orientation[801]).
Let M be a n-dimensional manifold and two charts φα : Uα Ñ M and φβ : Uβ Ñ M . We write
Vα“φαpuαq and Vβ “ φβpUβq and

φαβ “ φ´1
β ˝ φα : φ´1

α pVα X Vβq Ñ Uβ. (49.308)

We say that the charts φα and φβ have the same orientation if

det
`pdφαβqx

˘ ą 0 (49.309)

for every x P φ´1
α pVα X Vβq.
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DEFooQZJPooOwMbim

Definition 49.129.
Let M be a manifold. An orientation of M is an atlas A “ tpUα, φαquαPΛ whose charts have the
same orientation 39.

If such an atlas exists, we say that the manifold M is orientable.
THOooQEFUooQTtPDD

Theorem 49.130 ([801]).
A differentiable manifold of dimension n is orientable 40 if and only if it admits a non-zero n-form.

Let M be a n dimensional smooth manifold. A volume form on M is a nowhere vanishing
n-form and the manifold itself is said to be orientable if such a volume form exists. Two volume
forms µ1 and µ2 are describe the same orientation if there exists a function f ą 0 such that 41

µ1 “ fµ2.
One says that the ordered basis pv1, ¨ ¨ ¨ , vnq of TxM is positively oriented with respect to

the volume form µ is µxpv1, ¨ ¨ ¨ , vnq ą 0.

49.11.3 Musical isomorphism
subsec_musique

In some literature, we find the symbols v5 and α7. What does it mean ? For X P XpMq and
ω P Ω2pMq, the flat operation v5 P Ω1pMq is simply defined by the inner product:

v5 “ ipvqω (49.310)EQooBTWXooTqoNxaEQooBTWXooTqoNxa

In the same way, we define the sharp operation by taking a 1-form α and defining α7 by

ipα7qω “ α. (49.311)

An immediate property is, for all v P XpMq, v57 “ v, and for all α P Ω1pMq, α75 “ ω.

49.11.4 Pull-back and push-forward

49.131.
Let φ : M Ñ N be a smooth map, α a k-form on N , and Y a vector field on N . Consider the map
dφ : TxM Ñ TφpxqM . The aim is to extend it to a map from the tensor algebra 42 of TxM to the
one of TφpxqM .

The pull-back of φ on a k-form α is the map

φ˚ : ΩkpNq Ñ ΩkpMq

defined by
pφ˚αqmpv1, . . . , vkq “ αφpmqpdφmv1, . . . , dφmvkq (49.312)306e1306e1

for all m PM and vi P XpMq.
Note the particular case k “ 0. In this case, we take –instead of α– a function f : N Ñ R and

the definition (49.312) gives φ˚f : M Ñ R by

φ˚f “ f ˝ φ.

The push-forward of φ on a k-form is the map

φ˚ : ΩkpMq Ñ ΩkpNq
39. Definition 49.128
40. Definition 49.129.
41. Recall that the space of n-forms is one-dimensional.
42. Definition 49.117
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defined by φ˚ “ pφ´1q˚. For v P TnN , we explicitly have:

pφ˚αqnpvq “ αφ´1pnqpdφ´1
n vq.

Let now φ : M Ñ N be a diffeomorphism. The pull-back of φ on a vector field is the map

φ˚ : XpNq Ñ XpMq
defined by

pφ˚Y qpmq “ rpdφ´1qm ˝ Y ˝ φspmq,
or

pφ˚Y qφ´1pnq “ pdφ´1qnYn,
for all n P N and m PM . Notice that

pdφ´1qn : TnN Ñ Tφ´1pnqM,

and that φ´1pnq is well defined because φ is an homeomorphism.
The push-forward is, as before, defined by φ˚ “ pφ´1q˚. In order to show how to manipulate

these notations, let us prove the following equation:

f˚ξ “ pdfqξ.
For φ : M Ñ N and Y in XpNq, we just defined φ˚ : XpNq Ñ XpMq, by

2112r1pφ˚Y qφ´1pnq “ pdφ´1qnYn. (49.313)

Take f : M Ñ N ; we want to compute f˚ “ pf´1q˚ with pf´1q˚ : XpMq Ñ XpNq. Replacing the
“´1“ on the right places, the definition (49.313) gives us

”
pf´1q˚X

ı
fpmq

“ pdfqmXm,

if X P XpMq, and m PM .
We can rewrite it without any indices: the coherence of the spaces automatically impose the

indices: pf´1q˚X “ pdfqX. It can also be rewritten as pf´1q˚ “ df , and thus f˚ “ df . From there
to f˚ξ “ pdfqξ, it is straightforward.

49.12 Lie derivative
Consider X P XpMq and α P ΩppMq. Let φt : M ÑM be the flow of X. The Lie derivative

of α is
LXα “ lim

tÑ0

1
t
rpφt̊ αq ´ αs “

d

dt
φt̊ α

ˇ̌
ˇ̌
t“0

. (49.314)liesurformeliesurforme

More explicitly, for x PM and v P TxM ,

pLXαqxpvq “ lim
tÑ0

1
t
rpφt̊ αqxpvq ´ αxpvqs

In the definition of the Lie derivative for a vector field, we need an extra minus sign:

pLXY qx “ d

dt
φ´t˚Yφtpxq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

. (49.315)EqDefLieDerivativeVectEqDefLieDerivativeVect

Why a minus sign ? Because Yφtpxq P TφtpxqM , but pdφ´tqa : TaM Ñ Tφ´tpaqM so that, if we want,
φ´t˚Yφtpxq to be a vector at x, we can’t use φt˚.

These two definitions can be embedded in only one. Let X P XpMq and φt its integral curve 43.
We know that φt˚ is an isomorphism φt˚ : Tφ´1pxqM Ñ TxM . It can be extended to an isomorphism
of the tensor algebras at φ´1pxq and x. We note it φ̃t. For all tensor field K on M , we define

pLXKqx “ lim
tÑ0
rKx ´ pφ̃tKqxs.

On a Riemannian manifold pM, gq, a vector field X is a Killing vector field if LXg “ 0.
43. i.e. for all x P M , φ0pxq “ x and d

dt
φu`tpxq

ˇ̌
t“0 “ Xφupxq.

http://en.wikipedia.org/wiki/Killing_vector_fields
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Lemma 49.132.
Let f : p´ϵ, ϵq ˆM Ñ R be a differentiable map with fp0, pq “ 0 for all p P U . Then there exists
g : p´ϵ, ϵq ˆM Ñ R, a differentiable map such that fpt, pq “ tgpt, pq and

gp0, qq “ Bfpt, qq
Bt

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

Proof. Take

gpt, qq “
ż 1

0

Bfpts, pq
Bptsq ds,

and use the change of variable sÑ ts.

Lemma 49.133.
If φt is the integral curve of X, for all function f : M Ñ R, there exists a map g, gtppq “ gpt, pq
such that f ˝ φt “ f ` tgt and g0 “ Xf .

Proof. Consider fpt, pq “ fpφtppqq ´ fppq, and apply the lemma:

f ˝ φt “ tgtppq ` fppq.
Thus we have

Xf “ lim
tÑ0

1
t
rfpφtppqq ´ fppqs “ lim

tÑ0
gtppq “ g0ppq.

One of the main properties of the Lie derivative is the following:
ThoLieDerrComm

Theorem 49.134.
Let X, Y P XpMq and φt be the integral curve of X. Then

rX,Y sp “ lim
tÑ0

1
t
rY ´ dφtY spφtppqq,

or
LXY “ rX,Y s. (49.316)

where the commutator is given by the definition 49.84.

Proof. Take f : M Ñ R and the function given by the lemma: gt : M Ñ R such that f ˝φt “ f`tgt
and g0 “ Xf . Then put pptq “ φ´1

t ppq. The rest of the proof is a computation:

pφt˚Y qpf “ Y pf ˝ φtqpptq “ pY fqpptq ` tpY gtqpptq,

so

lim
tÑ0

1
t
rYp ´ pφt˚Y qpsf “ lim

tÑ0

1
t
rpY fqp ´ pY fqpptqs ´ lim

tÑ0
pY gtqpptq

“ XppY fq ´ Ypg0

“ rX,Y spf.
(49.317)

A second important property is

Theorem 49.135.
For any function f : M Ñ V ,

LXf “ Xf.

Proof. If Xptq is the path which defines the vector X, it is obvious that at t “ 0, Xptq is an integral
curve to X, so that we can take Xptq instead of φt in (49.314). Therefore we have:

LXf “ d

dt
φt̊ f

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ Xf (49.318)

by definition of the action of a vector on a function.
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49.12.1 Notions of topology

Let X be a set. A topology on X is a choice of a set τ of parts of X such that
— X P τ , H P τ ,
—

Ş
finiteAi P τ if Ai P τ ,

—
Ť
Ai P τ if Ai P τ .

Elements of τ are said open in X for the topology τ . Let us point out the difference between the
second and the third point: the third point allows infinite unions. If we consider Ai “s0, 1` 1

i rĂ R,
we have č

iPN0

Ai “s0, 1s

which is not open in R.
If E Ă X, the induced topology on E by X is the one for which a subset A of E is open in E

if and only if there exists a subset U of X which is open in X and such that A “ E X U . In other
words, A P τE if and only if A “ E X U for a certain U P τX .

When X and Y are topological spaces, we say that f : X Ñ Y is continuous if for all A P τY ,
f´1pAq P τX , that is, if the inverse image of any open set is open. Let us see a non trivial example.

We consider X as R endowed with the usual topology and Y as R with the topology τY “
tH,Ru. We have X “ Y as sets, but X ‰ Y as topological spaces. The identity map Id : X Ñ Y
is continuous because Id´1pHq “ H P τX and Id´1pRq “ R P τX . But the identity Ĩd : Y Ñ X is
not continuous because Ĩd´1ps0, 1rq “ s0, 1r which is not open in Y .

49.12.2 Differential, path and extensions

Let’s take X0 P Tx0C, a map f : C Ñ C 1 and an extension f̂ of f on a neighbourhood V around
x0. If one consider the path η : RÑ V , ηptq “ x0 ` tX0, we know that

df̂x0

`
η1p0q˘ “ d

dt

”
f̂
`
ηptq˘

ı
t“0

“ Bf̂
Bxi

dηi

dt
.

On the latter expression, we see that if ηp0q “ γp0q “ x0 and γ1p0q “ η1p0q, then dfx0

`
γ1p0q˘ “

dfx0

`
η1p0q˘. In particular, we can chose a path γ such that γptq P c for all t. For this path, we can

put f
`
γptq˘ in the derivative instead of f̂

`
γptq˘.

Hence we can consider the differential of a map f : C Ñ C 1 as an object intrinsically defined
on C without extensions. So we set dfx0 : Tx0C Ñ Tfpx0qC,

dfx0pη1p0qq “ d

dt

”
pf ˝ ηqptq

ı
t“0

.

49.12.3 Vector fields

A tangent vector field along an embedded curve C in R2 is a rule which assigns to every point
x P C a vector Xx tangent to C at x. Moreover, one requires the dependence on x “to be smooth”.

More precisely, let T pCq denote the set of all vectors tangent to C:

T pCq “
ď

xPC
TxpCq (49.319)eq_TC_bigcupeq_TC_bigcup

where the union is a disjoint union. A tangent vector field on C is a map X : C Ñ T pCq,
x ÞÑ Xx such that

(1) for all x, one has

Xx P TxpCq, (49.320)eq_XxTxCeq_XxTxC
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(2) the map C Ñ R2 ˆR2,

x ÞÑ px,Xxq (49.321)eq_xmapstoxXxeq_xmapstoxXx

is smooth.
The latter is a non trivial point since C is not open in R2.

Exercise 1 Some students noticed that equation (49.321) was a wrong because of (49.320):
firstly TxC is vector space of dimension one (so Xx cannot belong to a R2) and secondly, the union
(49.319) being a disjoint union, if x and y are different points of C, Xx and Xy belongs to two
different spaces: TxC and TyC.

Try to understand the problem and to find a solution.

49.12.4 Cohomology

When C is a curve in R2, the cohomology of C is the quotient

H1pCq “ Ω1pCq
dC8pCq

of differential forms on C by forms which are differential of some functions. When α P Ω1pCq,
rωs “ tω ` df |f P C8pCqu.

We are going to study two examples: H1pRq and H1pS1q.

49.12.4.1 Cohomology of R

We begin by defining the form dt on R by the following action of a tangent vector 9γptq “ v P R:
dtp 9γptqq “ v. Each form on R can be written as

α “ a dt

where a is a smooth function on R. Why? Because for each x P R, Tx̊R has dimension one. We
are going to prove the following:

Theorem 49.136.
The cohomology of R is zero:

H1pRq “ 0.

In other words, each form α on R, reads df for a suitable function f P C8pRq. For the proof,
we explicitly give a function f such that α “ df for any α P Ω1pRq.

Let α P Ω1pRq and let us write it as αx “ apxq dt P Tx̊ pRq. We pose

fpxq “
ż x

0
apuq du

and we compute that df “ α. Let γ be a path in R,

dfγp0q 9γp0q “ d

dt

”
pf ˝ γqptq

ı
t“0

“ d

dt

” ż γptq

0
apuq du

ı
t“0

“ apγp0qqγ1p0q.

(49.322)

On the other hand,

αγp0q 9γp0q “ apxq`dt 9γp0q˘

“ apγp0qq 9γp0q; (49.323)

this is the same!
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49.12.4.2 Cohomology of S1

In the whole part about S1, γ will denote the path

γptq “ eit,

and σ will denote a parametrization of S1 used in integrals.
We begin to show that H1pS1q ‰ 0: there exists some 1-forms on S1 that cannot be written

under the form df . For this, we begin to prove that
prop_intdfz

Proposition 49.137.
For all f P C8pS1q, ż

S1
df “ 0.

Proof. If σ : r0, 2πs Ñ S1 is a parametrization of S1, we have
ż

S1
df “

ż

r0,2πs
dfσptq 9σptq dt

“
ż 2π

0

d

du

”
pf ˝ σqpuq

ı
u“t

dt

“ pf ˝ σqp2πq ´ pf ˝ σqp0q
“ 0.

(49.324)

We define the differential 1-form α by

αp 9γptqq “ 1.

So ż

s1
α “

ż 2π

0
ασptqp 9σptqq dt “ 2π ‰ 0.

Then this α is not an exact form.
There exists an alternative way to define this form. We consider the function θ : S1 Ñ R given

by
θpeiηq “ η. (49.325)eq_defthetaeq_deftheta

This is the function which gives the angular coordinate of a point in S1. As a map from S1 to R,
one can compute its differential applied on a tangent vector; for example on 9γptq:

dθ
`

9γptq˘ “ d

dt

”
θpeitq

ı
t“0

“ d

dt

”
t
ı
t“0

“ 1,

so this is the previously defined form α. By the way, it proves that this form is a smooth differential
form.

We have proved that dθ is the differential of the function θ and that it is not an exact form
(because its integral is not zero). It is a problem. In fact, equation (49.325) doesn’t globally defines
a function on S1 because θpei· 0q “ 0 but θpei· 2πq “ 2π. In other words, θp1q is not well defined.
Then we can only define the function θ on a local chart. For example on the half circle, we define
θ : S1 Ñs ´ π

2 ,
π
2 r by θpeiσq “ σ. This is a well defined function.

The following theorem is the main part of the proof that H1pS1q “ R.

Theorem 49.138.
A form α P Ω1pS1q fulfil ż

S1
α “ 0

if and only if there exists a function f : S1 Ñ R such that df “ α.



49.12. LIE DERIVATIVE 2949

Proposition 49.137 is the first half of the proof. Let’s see the second one

Proof. Let α P Ω1pS1q such that
ş
S1 α “ 0 . It can be written under the form

αeiθ “ apeiθq dθ
and we define f : S1 Ñ R by

fpeiθq “
ż θ

0
apeiσq dσ.

Since αeiθ

`
9γpσq˘ “ apeiθq dθ` 9γpσq˘ “ apeiθq, in fact f is

fpeiθq “
ż θ

0
α. (49.326)

It is important to remark that this function has not the problem of definition of the previously θ
because

ş
S1 α “ 0.

Now we want to prove that df “ α. For this we consider a path cptq “ eiθptq in S1 and we
compute dfeiθp0qc1p0q. We have:

dfeiθp0qc1p0q “ d

dt

”
pf ˝ cqptq

ı
t“0

“ d

dt

” ż θptq

0
apeiσq dσ

ı
t“0

“ apeiθp0qqθ1p0q.

(49.327)

On the other hand,

αeiθp0qc1p0q “ apeiθp0qq dθ`c1p0q˘

“ apeiθp0qq d
dt

”
θpeiθptqq

ı
t“0

“ apeiθp0qq d
dt

”
θptq

ı
t“0

“ apeiθp0qqθ1p0q.

(49.328)

This concludes the proof.

It is now easy to see that
I : rαs ÞÑ

ż

S1
α

defines a vector space isomorphism between H1pS1q and R. We check that I is well defined: if
rαs “ rβs, we must have Iprαsq “ Iprβsq. It is correct because rαs “ rβs means that there exists a
function f such that β “ α` df . Then

Iprβsq “
ż

S1
β “

ż

S1
pα` dfq “

ż

S1
α “ Iprαsq.

49.12.5 Integral curve

A map c : R Ñ Rn is an integral curve of the vector field X P XpRnq if for all t (in the
domain of c),

c1ptq “ Xcptq. (49.329)eq_defintcurveq_defintcurv

As a vector field, X is a map X : Rn Ñ Rn, so equation (49.329) reads

c1ptq “ X
`
cptq˘.

Now, “to be an integral curve” means “to satisfy a differential equation”. You know some existence
and unicity theorems; for example this one:
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tho_exuniintcur

Theorem 49.139.
Let u : I Ñ R and f : J Ñ R where J is open in R and I has non empty interior. We consider
the following differential equation:

y1ptq “ uptqfpyptqq. (49.330)eq:eqdiffeq:eqdiff

Suppose that u is continuous on I and f is continuous on J with fpηq ‰ 0 for all η P J . Let t0 P I
and y0 P J . Then there exists an interval I 1 Ă I with non empty interior with t0 P I 1 and a C1

function y : I 1 Ñ J such that

(1) y is solution of (49.330) on I 1 and fulfils the initial condition ypt0q “ y0,
(2) if z is a solution of (49.330) in an interval I2 Ă I with t0 P I2 and zpt0q “ y0, then I2 Ă I 1

and zptq “ yptq for t P I2.

When one says that an embedded curve C is an integral curve of a vector field X, one means
that there exists a system of charts φα : Uα Ñ C on this curve which solve condition (49.329) as
map φα : Uα Ñ Rn. In particular, X must be tangent to C on each point.

49.12.6 Christoffel symbols

When f : U Ñ R3 is a parametrization of a surface S in R3, there exists two interesting tangent
vectors fields:

ex|x0,y0 “
d

dt

”
fpx0 ` t, y0q

ı
t“0

and ey|px0,y0q “ d

dt

”
fpx0, y0 ` tq

ı
t“0

. (49.331)eq_basvectoeq_basvecto

They form a basis of Tfpx0,y0qS. These vectors are often called Bi. You can ask yourself why this
partial derivative notation.

The problem of finding the first fundamental form (see exercise 13) reduce to computes products
e1 · ej . These products form the matrix g:

gij :“ ei · ej .

Now, there are no reasons for Biej to be a tangent vector. In fact, it is even difficult to define the
object Biej because it should be something like

Biej “ lim
tÑ0

ejpx` tq ´ ejpxq
t

.

But ejpxq and ejpx ` tq are not vectors on the same points, therefore the difference on the right
hand side is not well defined as difference in TS. This difference is however well defined in the
ambient space R3. So in order to define the derivative of a tangent vector field, we have to consider
the surface as a part of R3. In other words, we have to extend the coordinate system px, yq Ñ S
into a coordinate system px, y, zq Ñ R3 which reduce to original coordinates when z “ z0 and such
that the vector ez is normal.

As an example, polar coordinates on the (unit) sphere in R2 are given by

pφ, θq Ñ pcosφ sin θ, cosφ cos θ, sinφq

and an extension of the system is the full spherical coordinates on R3:

pφ, θ, rq Ñ pr cosφ sin θ, r cosφ cos θ, r sinφq;

it is easy to see that er is normal. Now, our new set of ei’s form a basis of the whole R3, then we
define the Christoffel symbols Γkij of the new coordinates system

Biej “
ÿ

k

Γkijek. (49.332)eq_def_scheq_def_sch
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In this formula, k is summed over all coordinates, including the normal one.
There exists a funny formula to explicitly compute these Christoffel symbols. We begin by

taking the derivative Bk of gij “ ei · ej , where k, i and j are tangent coordinates. So we do not
take care about the normal coordinate. Remark that in formula

Bkgij “ Γlkiel · ej ` ei · Γlkjel,

the summed index l take a priori all values including the normal coordinate, but the scalar product
with ej and ei kill the normal component. So in the sequel we are left with only tangent coordinates.
Replacing the products el · ej and ei · el by the corresponding elements of the matrix g,

Bkgij “ Γlkiglk ` Γlkjgil.

Computing the combination Bkgij ` Bigjk ´ Bjgki and taking the symmetry property Γkij “ Γkji,
gij “ gji into account, we find the relation

2Γlkiglj “ Bkgij ` Bigjk ´ Bjgki.
If we write gab :“ pg´1qab, we can rewrite it as

Γkij “
1
2g

lk
`Bigjl ` Bjgli ´ Blgij

˘
. (49.333)eq_Gamaformeq_Gamaform

This is the promised formula. Now we are able to write down elements Γkij by simply derive and
invert the matrix g.

In formula (49.333), indices (including the summed one) only take values in tangent coordinates.
The normal one is completely forgotten.

Information Here is the definition given in the oral course. Let r : U Ă R3 Ñ Σ Ă R3 be
a chart on an embedded surface Σ. Set ri :“ Bxir ; N :“ 1

}r1ˆr2}r1 ˆ r2 pi “ 1, 2q. Then the
Christoffel symbols Γkij are defined by the relations:

Bxiprjq :“
ÿ

k

Γkijrk ` νijN .

Do you understand why the latter formula has two terms while formula (49.332) has only one?
Is there really one term less in (49.332)?

49.12.7 Commutator of vector field

Let M be a surface and X, Y P XpMq. We want to define rX,Y s P XpMq, so for each x P M
and f P C8pMq we have to define rX,Y sxf . We know that Xx is an element in TxM which acts
on f by

Xxpfq “ d

dt

”
f
`
Xxptq

˘ı
t“0

“ dfxXx P R,
so one can consider Xf as a function, pXfqpxq “ Xxf . We can apply the vector Yx to this function
and get a real:

YxpXfq “ d

dt

”
pXfqpYxptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
f
`
XYxptqpuq

˘ı
t“0

s0.

This allows us to define rX,Y sxf “ XxpY fq´YxpXfq. If, in a local coordinate system, X “ XiBi
and Y “ Y jBj , we have

pXY qf “ XiBipY jBjfq
“ XipBiY jqBjf `XiY jB2

ijf.
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The same computation withX Ø Y shows that the second derivative disappears in the commutator
rX,Y s. So rX,Y s is a combination of the ei’s and therefore is a vector fields.

The set of vector fields endowed with the bracket r., .s is an algebra. It is even a Lie algebra
because the bracket

(1) is bilinear,
(2) is skew-symmetric: rX,Y s “ ´rY,Xs,
(3) fulfills the Jacobi identity: rrX,Y s, Zs ` rrY, Zs, Zs ` rrZ,Xs, Y s “ 0,

for all X, Y , Z P XpMq.

49.13 Exercises
Exercise 2 exo002

Find a smooth parametrization of the set

E :“ tpt, |t|qutPs´1,1r.

Is E an embedded curve in R2 ?
A parametrization is like a chart, but without the regularity condition. corr002

Correction of the exercise 2
The parametrization given in the question is not smooth because the derivative is discontinuous

at t “ 0. Remark that tangent vectors in this parametrization must be parallel to p1,´1q in the
left part and to p1, 1q in the right part. The only way for a function (namely the vertical part
of the derivative of the parametrization) to change sign without discontinuity is to vanish. One
thus needs a parametrization whose derivative vanishes at p0, 0q. This already answers the second
question: this is not an embedded curve.

Consider the parametrization φptq “ `
t2, xptq˘ where

xptq “
#
´t2 when t P s ´ 1, 0s
t2 when t P s0, 1r.

This parametrization doesn’t work because the second derivative has a discontinuity at t “ 0. Try
to convince yourself that a correct parametrization is given by

φptq “
#
p1,´1qfptq if t P s ´ 1, 0s
p1, 1qfptq if t P s0, 1r

where f : RÑ R is a function which gives 1 at 1 and ´1 and vanishes at zero with all its derivatives.
Such a function can be built from Cauchy’s regularization function ρpxq “ e´1{x2 .

The annihilation of all derivatives of the parametrization at p0, 0q is required by the fact that
on the left, a derivative of any order must be a multiple of p1,´1q while on the right it must be a
multiple of p1, 1q.

Exercise 3 exo001

Is the following set E an embedded curve in R2 ?

E :“ tpt, sinp1
t
qqutPs0,1r Y tp0, squsPr´1,1s.

corr001

Correction of the exercise 3
Let us denote E1 “ tpt, sinp1

t qqutPs0,1r (figure 49.1 ) and E2 “ tp0, squsPr´1,1s. If one wants E
to be an embedded curve in R2, one has to find maps φα : Uα Ñ E such that the famous three
conditions hold.
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1

´1

1

Figure 49.1: The graph of the function x ÞÑ sinp1{xq. LabelFigTZCISko

One of these maps must contain the point a “ p0,´1q; let’s say φp1q “ a. Consider the open
set Bpa, rq of radius r ă 1

2 around a. If φ is continuous, there exists a δ such that ϵ ď δ implies
φp1` ϵq P Bpa, rq.

It is possible to find an open neighbourhood B1 of a which does not contain the oscillation
on which b lies. Let b1 “ φp1 ` ϵ1q P B1. Since φ is continuous, the path c : rϵ1, ϵs Ñ C given by
cptq “ φp1` tq is continuous (as path in R2). A point of the image of c has the form φp1` sq with
s ď ϵ ď δ. So c

`rϵ1, ϵs˘ Ă Bpa, rq.
But the fact that c reaches b1 from b which is not on the same oscillation forces at least one

point of c to be on the top of an oscillation and then to get out from Bpa, rq. This contradicts the
continuity.

Exercise 4 exo004Consider the set

E “
"ˆ

cos θ sin θ
´ sin θ cos θ

˙
, θ P R

*
.

(1) It this set an embedded curve in R4 ?
(2) Write a general tangent vector at θ “ 0. Is it surprising ? enum004ii

Now, fix a v P R2, and let fv : E Ñ R2 be defined by

fvpθq “ θv

with a slight abuse of notation between θ and the element of E which is defined by θ. You have
to guess the product in the right hand side.

(1) Give an explicit form of pdfvq1 where 1 is the 2ˆ 2 unit matrix.
(2) Can you give a geometric interpretation as “infinitesimal” rotation ? Does it help to answer

point (2) ?

For general culture, remark that E is a group for the matrix product and that the anti-
symmetric matrices form an algebra over R for the product A·B :“ AB ´ BA where the dot
denotes the algebra product and the product in the right hand side is the usual matrix product.

The elements of E depend smoothly on one parameter, turning E into what is called a Lie
group of dimension 1. The set of antisymmetric matrices (which form the tangent space to E at
the identity), endowed with the dot product, forms the Lie algebra associated with the Lie group
E. Note that in this case, the dot product always gives zero. This is common to all Lie algebras
of dimension 1.

More generally, consider a curve xptq in Opnq (the group of orthogonal matrices) such that
xp0q “ 1. For each t, one has xptqxptqT “ 1. Taking the derivative of this equation with respect
to t at t “ 0, Leibniz rule yields 9xp0qxp0qT ` xp0q 9xp0qT “ 0, or, taking xp0q “ 1 into account,

9xp0q ` 9xp0qT “ 0.
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This proves that 9xp0q is an antisymmetric matrix. So the Lie algebra of the Lie group of orthogonal
matrices is the algebra of antisymmetric matrices. When n ě 3, the algebra product AB ´BA is
no longer identically zero. corr004

Correction of the exercise 4
The natural mistake is to say “θ takes values in r0, 2πr which is not an open interval. Then I

cannot parametrize E ”. One can use more than one local chart ! For instance it is possible to
take

U1 “s0, 2πr ,
U2 “s3π2 ,

5π
2 r

and in both cases

φipθq “
ˆ

cos θ sin θ
´ sin θ cos θ

˙
.

In order to write a tangent vector at θ “ 0, we consider a general path in E given by a path
θ : RÑ R such that θp0q “ 0. We have

d

dt

”ˆ cos θptq sin θptq
´ sin θptq cos θptq

˙ı
t“0

“
ˆ´θ1p0q sin θp0q θ1p0q cos θp0q
´θ1p0q cos θp0q ´θ1p0q sin θp0q

˙

“ θ1p0q
ˆ

0 1
´1 0

˙ (49.334)

which is a general anti-symmetric matrix. Formally, you have to interpret it as a vector in R4, but
matrix realization is fruitful to interpret the sequel.

Now the map pdfvq1 has to be applied to a tangent vector at point 1, so one computes (we set
v “ pvx, vyq)

pdfvq1
ˆ

0 a
´a 0

˙
“ d

dt

”
fv

ˆ
cos at sin at
´ sin at cos at

˙ı
t“0

“ d

dt

”ˆ vx cos at` vy sin at
´vx sin at` vy cos at

˙ı
t“0

“ a

ˆ
vy
´vx

˙
.

(49.335)

If you apply a “very little” rotation on the vector
ˆ
vx
vy

˙
, the displacement is given by the vector

ˆ
vy
´vx

˙
.

Exercise 5 exo017Consider the algebra C8pS2q of smooth functions on the sphere S2 and the Lie
algebra XpS2q of smooth vector fields. Consider the vector field

Yi “
3ÿ

j,k“1
ϵijkxj

B
Bxk

with
ř
jpxjq2 “ 1 . Check that Yi is actually a tangent vector and prove that these vector fields

generate the whole algebra. Then, prove that this set is not free because
ÿ

j

xjYj “ 0.

This proves that the tangent space of S2 is non trivial. corr017
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Correction of the exercise 5
Let us pick a point x “ px1, x2, x3q P S2 and check that the vector Yipxq is tangent to S2 at

the point x. For that, we just have to prove that the product of Yipxq and x is zero (when you are
tangent to a sphere, you are perpendicular to the radius):

Yipxq·

¨
˝
x1
x2
x3

˛
‚“

3ÿ

j,k“1
ϵijkxjxk “ 0

because contraction of symmetric indices (jk in xjxk) and skew-symmetric indices (jk in ϵijk) is
zero.

Exercise 6 exo003

Show that the set, T pS1q, of all tangent vectors to S1 Ă C is naturally diffeomorphic to a
cylinder in R3. Describe, in terms of the cylinder, the differential of the map ϕ : S1 Ñ S1,

ϕpzq “ zN .

where N P N0 is fixed. corr003

Correction of the exercise 6
A point z P S1 can be written under the form z “ eiθ0 . A tangent vector of S1 at the point

z can be expressed by means of the derivative of a path X : R Ñ S1 such that Xp0q “ z. Let us
consider a general path Xptq “ eiθptq with θ0 “ θ0. Its tangent vector is

X “ d

dt

”
eiθptq

ı
t“0

“ iθ1p0qeiθ0 “ θ1p0qei
`

π
2 `θ0

˘
. (49.336)eq:ecrXeq:ecrX

Let us point out the fact that the velocity θ1p0q of the path describes the norm of the tangent
vector while eiθ0 is the point of S1 on which X is fixed. The differential of ϕ at z on the vector X
reads

dϕzX “ d

dt

”
ϕpXptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
eiNθptq

ı
t“0

“ Nθ1p0qeipN´1qθ0ei
`

π
2 `θ0

˘

“ NzN´1X.

(49.337)eq:dphizeq:dphiz

Now let us see TS1 as subset of R4. Any X P TS1 can be written as pz, vq where z P S1 Ă
C » R2 is the point at which X is “fixed” and v P C » R2 is the vector itself. Relation (49.336)
contains strong constraints on elements pz, vq P R4: if z “ eiθ0 “ pcos θ, sin θq, the element v must
be of the form heipπ

2 `θ0q “ p´h sin θ, h cos θq. Now TS1 is seen as the subset of R4 of vectors of
the form

pz,Xq “ pcos θ, sin θ,´h sin θ, h cos θq.
At this point it is important to underline two points.

— The map h can be negative as well as positive.
— An element in C does not uniquely determines an element in TS1 although tangent spaces

of eiθ and eipπ`θq look like the same (draw a picture if you are unsure). When one deals with
a tangent vector, one has to keep trace of the point on which the vector is fixed. If one does
not, one can believe that Tz1S

1 “ Tz2S
1 and then that finally, TS1 “ C, see figure 49.2.

The way to see a cylinder (of radius 1) as a subset ofR3 is to take the coordinates pcos θ, sin θ, hq.
A diffeomorphism f : TS1 Ñ Cyl is given by

fpcos θ, sin θ,´h sin θ, h cos θq “ pcos θ, sin θ, hq. (49.338)
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‚z1

‚
z2

Figure 49.2: A possible mistake is to confuse Tz1S
1 and Tz2S

1. LabelFigALIzHFm

We have to check that it is diffeomorphic: it is smooth, bijective and the inverse is smooth too.
This needs the “new” definition of smooth map. Indeed the map f is defined on a rather non
trivial subset of R4: the set of px, y, u, vq such that

x2 ` y2 “ 1 and
#
v “ ´ux{y if y ‰ 0
v P R if y “ 0

which is not open. We have to consider pointwise a neighbourhood and a prolongation. Let’s
take the part A0 ” x ‰ 0, y ‰ 0 of the domain of f . On this part of the domain, f reads
px, y, u, vq ÞÑ px, y, vxq. We can find an open set A Ă R4 which contains A0 and such that x and y
don’t vanish on A. The prolongation of f from A0 to A by the same formula px, y, u, vq ÞÑ px, y, vxq
is a smooth map.

When x “ 0, the map f reads p0, 1, 0, hq ÞÑ p1, 0, hq which can be prolongated to the smooth
map px, y, z, hq ÞÑ py, x, hq. The same idea is true on y “ 0 where f reads p1, 0, 0, hq ÞÑ p1, 0, hq.

The inverse map f´1 is px, y, hq ÞÑ px, y,´hy, hxq with the constraint x2 ` y2 “ 1 on the
domain.

The following diagram is the definition of the dotted line; this is what one means when one
says “dϕ seen on the cylinder”:

p P Cyl f´1
//

dϕ
��

f´1ppq P TS1
z

dϕz

��
pf ˝ dϕ ˝ f´1qppq P Cyl dϕz

`
f´1ppq˘ P TϕpzqS1.

f
oo

In this, we suppose that p P Cyl is the image by f of a tangent vector on S1 at the point z.
In order to express the dϕz of equation (49.337) in terms of the cylinder, we pick X “

p´ sin θ, cos θ, rq P Cyl, i.e. X “ heip
π
2 `θq P TeiθS1 and we apply dϕz on it:

dϕz

ˆ
hei

`
π
2 `θ

˘˙
“ NeipN´1qθhei

`
π
2 `θ

˘

“ Nhei
`

π
2 `Nθ

˘

“ p´ sinNθ, cosNθ,Nhq.
Exercise 7 exo005

Let C be an embedded curve in R2 globally traced out by a regular path γ : s ´ 1, 1rÑ R2. It
means that γ is a global chart of C. Prove that the velocity field t 9γptqutPs´1,1r naturally defines a
tangent vector field 9γ on C. corr005

Correction of the exercise 7
For each t0, it is clear that 9γpt0q P Tt0C. The problem is to prove that the function f : C Ñ

R2ˆR2, fpxq “ px,Xxq is smooth. Let x be a point of C and U an open neighbourhood of x. We
have to find a smooth extension f̃ : U Ñ R2ˆR2 of f . In particular, we have to find an extension
X̂ of X in a neighbourhood Ĉ of C in R2.
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First method Since γ is a chart, it can be extended to a smooth bijection γ̃ : s´1, 1rˆs´1, 1rÑ
U such that γ̃p0, tq “ γptq. For each y “ γ̃pu0, t0q P U , we define

X̃y “ d

dt

”
γ̃pu, tq

ı
t“t0

.

Now we define f̃pyq “ py, X̃yq. The vector field X̃ being a directional derivative of a smooth
function, it is itself a smooth function.

Here is a partial proof of the existence of the extension γ̂.

Lemma 49.140.
Let φ be a chart of an embedded curve C in R2; is is seen as a map φ : U Ñ Ĉ where Ĉ is an open
neighbourhood of C in R2.

Then there exists an open set W Ă R2 and a smooth map φ2 : W Ñ Ĉ such that φ̃ “ φ´1
2 ˝

φ : U ÑW has the form
φ̃pxq “ px, 0q.

We will not prove it here.
Now we can extend this φ̃ to the map ˆ̃φ : U ˆ I Ñ W by ˆ̃φpx, yq “ px, yq for a suitable

neighbourhood I of 0 in R. Then we look at

φ̂ “ φ2 ˝ ˆ̃φ : U ˆ I Ñ Ĉ

which is smooth.
How to choice I ? For each x P U , the point px, 0q belongs to the open set W Ă R2. Therefore

there exists a non empty neighbourhood Ix of 0 such that px, Ixq Ă W . Taking if necessary a
smallest chart U 1 instead of U , one can take the non empty set I “ Ş

xPU Ix.
Exercise 8 exo007

Prove that the data of a tangent vector field X on a curve C is equivalent to the data of a
smooth map Ξ: C Ñ R2 with Ξpxq P TxC, the identification being given by Ξpxq “ Xx. In other
words, locally, a tangent vector field on a curve embbeded in R2 is the restriction to C of a vector
field Ξ̂ on some open neighbourhood U of C in R2. Draw a picture illustrating this fact. corr007

Correction of the exercise 8
Let us consider a smooth map Ξ: C Ñ R2 with Ξpxq P TxpCq. It defines the tangent vector

field Xx “ Ξpxq. It is smooth because Ξ is, and thus so is x ÞÑ px,Xxq. The inverse sense is the
same.

Exercise 9 exo006

Prove that, identifying T pS1q with the cylinder Cyl :“ S1 ˆ R Ă R3 “ R2 ˆ R, the data of
a tangent vector field X on S1 is equivalent to the data of a smooth map ξ : S1 Ñ Cyl such that
proj1 ˝ξ “ IdS1 where proj1 : R3 Ñ R2 : px, y, zq ÞÑ px, yq. corr006

Correction of the exercise 9
A general form of a function ξ : S1 Ñ Cyl is

ξpx, yq “ px, y, hpx, yqq
only defined on x2 ` y2 “ 1. Here, h is a smooth function. We naturally associate to ξ the field

Xpx,yq “ hpx, yqei
`

π
2 `θ

˘

where θ is the angular polar coordinate of px, yq. We have to prove that this field is smooth. For
this, we have to prove that

px, yq Ñ px, y, hpx, yqei
`

π
2 `θ

˘
q (49.339)eq:xytohxyeq:xytohxy

is smooth at each point of x2 ` y2 “ 1. Since h is smooth, by definition it can be extended. So
we can extend equation (49.339) keeping the same form around any px0, y0q P S1. The result is
smooth in the sense of functions from an open set of R2 to an open set in R3.
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Let us now prove that a vector field defines a function. The general form of a vector field on
S1 is

Xpx,yq “ hpx, yqei
`

π
2 `θ

˘
(49.340)

where h is smooth on S1 and can thus be extended into a smooth function on a neighbourhood of
each point of S1. The map ξ : S1 Ñ Cyl we were looking for is thus

ξpx, yq “ px, y, hpx, yqq.

A second way is possible The reader should remark that the construction given up to here is
essentially the construction of exercise 6. We can direclty exploit the diffeomorphism f : TS1 Ñ
Cyl. So in a first time, we pick a ξ : S1 Ñ Cyl and we want to buils a vector field Xξ, i.e. a map
Xξ : S1 Ñ TS1. The natural candidate is

Xξ “ f´1 ˝ ξ.
On the one hand, smoothness comes from smoothness of f´1 and ξ and on the other hand,
Xξpxq P TxS1 because of projection property of ξ.

In a second time, we pick a vector field X : S1 Ñ TS1 and we want to build a map ξX : S1 Ñ
Cyl. The candidate is

ξX “ f ˝X.
You have to check that proj1 ˝ξX “ Id; it comes from construction of f .

Now in order to say that the data of the function is “the same” that the data of the vector
field, we have to prove that the two constructions are inverse each other. In other words, you are
now able to do two things: if I give you a vector field, you can give me a function and if I give
you a function, you can give me a vector field. Let me give you the function ξ. So you give me a
vector field Xξ. Now I give you Xξ; will you give back the original function ξ ? If not, the whole
construction has no interest.

ξ Ñ Xξ Ñ ξX
ξ ?“ ξ.

From definitions, ξXξ “ f ˝Xξ “ f ˝ f´1 ˝ ξ “ ξ. This is a good point. The other is

X Ñ ξX Ñ XξX ?“ X;

from definitions, XξX “ f´1 ˝ ξX “ f´1 ˝ f ˝X “ X.
Exercise 10 exo009

Let C be a curve in R2 and X, Y P XpCq with Xx ‰ 0 for all x P C. Then there exists a
smooth curve f : C Ñ R such that Y “ fX, i.e. Yx “ fpxqXx for each x P C.

Hint Show the property in the case C “ R and C “ S1. In the general case, you can use a
diffeomorphism to transform C into R or S1. corr009

Correction of the exercise 10
When C “ R, a vector field is just a smooth function R Ñ R (be sure that you deeply

understand this assertion !). If gX is the function of the vector field X and fY the one of Y , the
answer is given by

fpxq “ gY pxq
gXpxq (49.341)

which is smooth as quotient of smooth functions.
We turn our attention to the case C “ S1. The formula, for each x P C

Yx “ fpxqXx

completely defines f because X doesn’t vanishes. The problem is to prove that it is smooth
(extensions and all that). The natural way to begin is to say that X and Y admit smooth
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extensions X̂ and Ŷ in terms of which, we should be able to build an extension f̂ . The problem is
that you have no guarantee that X̂ and Ŷ are parallel outside C.

One can build normal vectors to the curve and translate X and Y along these lines. Then one
gets smooth parallel extensions. Such a construction was given in the course during the proof of
the lemma just below the inverse function theorem. From there, one defines the extension of f by

Ŷz “ f̂pzqX̂z

for all z in a neighbourhood of C. But how to prove that it is smooth ? Maybe it is possible. I
don’t know, but this formula seems to define a smooth function since f is a quantity which relates
two smooth quantities each other.

A possible way to solve the exercise is to use results of exercise 9. Let ξX : S1 Ñ Cyl be the
map associted to X, and ξY the one associated with Y . They can be written under the form

ξXpxq “ p., ., hXpxqq (49.342a)
ξY pxq “ p., ., hY pxqq (49.342b)

where the dots represent some non essential functions. The functions hX and hY are smooth and
we define

f̂pzq “ ĥY pzq
ĥXpzq

which is smooth and a correct extension of f .
Now a general curve C is diffeomorphic ofR or S1. We denote by α : C Ñ E the diffeomorphism

where E denotes R or S1. The map α allows us to transform a complicated problem on C into a
solved problem on E. We consider X̃ “ dαX and Ỹ “ dαY , two vector fields on E. Then there
exists f̃ : E Ñ R such that

Ỹx “ f̃pxqX̃x (49.343)eq_tildeffxeq_tildeffx

for each x P E.
Let us summarize the functions that we have at hand:

α : C Ñ E

f̃ : E Ñ R

and we are searching for
f : C Ñ R.

Obvioulsly the candidate is f “ f̃ ˝ α which is smooth because it is a composition of smooth
functions. In order to check that it is the right function, we have to prove that, for all x P C,
Yx “ pf̃ ˝ αqpxqXx.

The defining property of f̃ is

dαxYx “ f̃pαpxqqdαxXx.

Since α is diffeomorphic, dαx is a linear injective map for each x; so we can “simplify” both sides
by dαx.

Exercise 11 exo010

Prove the following.
lem_XYparall

Lemma 49.141.
Let X be a smooth non vanishing vector field on an open set U in R2, f : U Ñ R a smooth non
vanishing function and Y the smooth vector field on U defined by Yx “ fpxqXx. If c : I Ñ R2 is
an integral curve of X, then there exists a smooth map α : I Ñ R such that c ˝ α is an integral
curve of Y .

In other words, if one changes the norm of a vector field, then one just has to change the
parametrization of integral curves.
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corr010

Correction of the exercise 11
By definition of c as an integral curve of X, we have

9cptq “ Xcptq

for all t. The requirement for c ˝ α to be an integral curve of Y reads

pc ˝ αq1ptq “ c1`αptq˘α1ptq
!“ Ypc˝αqptq
“ f

`pc ˝ αqptq˘Xpc˝αqptq.

(49.344)

Since we supposed that X is non vanishing, c1ptq ‰ 0 everywhere. So we find the following
differential equation for α:

α1ptq “ pf ˝ cqpαptqq. (49.345)

The existence of a solution for this equation is given by the following powerful theorem 49.139.
Remark that this theorem only deals with continuity (not smoothness). It should be an exercise

to find an even more powerful theorem which ensures the smoothness of α.
Exercise 12 exo008

In the setting of exercise 8, prove that the curve C is an integral curve of Ξ̂ i.e. for all initial
data x0 P C the solution x “ xptq, t Ps ´ ϵ, ϵr to the Cauchy problem

9x “ Ξ̂ ; xp0q “ x0

is a local chart on C around x0. We suppose that X is non vanishing.

Hints Draw a circle and any smooth tangent vector field. Extend it in any smooth manner.
Then pick a point on the circle. Is it possible to find an integral curve of your vector field which is
not the circle ? Try and convince yourself that the integral curves of a vector field X are defined
by the field of directions and are independent of the norm of Xx. corr008

Correction of the exercise 12
Let us begin by almost true proof. Why “almost” ? Because we will not care about locality

problems. We will speak about C, R2,. . . while we should speak about “a neigborhood of x0 P
C”. . . You should do it as an exercise.

Let φ : U Ñ C be a paramertization of C with tangent vector field V . We want to find a new
parametrization ϕ : U 1 Ñ C with tangent vector field Xx “ fpxqVx where the smooth function f
is given. In other words, we want a a : U 1 Ñ U and ϕ “ φ ˝ a with

ϕ1ptq “ pφ ˝ aq1ptq “ φ1paptqqa1ptq.
The function a is the solution of the differential equation

a1ptq “ f
`
aptq˘.

So another way to state this result is to say that there always exists a reparametrization of a
curve for which the tangent vector field is given.

Exercise 13 exo011

Prove that on an embedded surface Σ Ă R3, the following formula

Ixpv, wq :“ v·w

for each x P Σ and v, w P TxpΣq Ă R3 defines a Riemannian metric, I, on Σ called the first
fundamental form of Σ. corr011
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Correction of the exercise 13
The fact for I to be bilinear, symmetric, positive definite and nondegenerate comes from the

corresponding properties of the inner product on R3. The eventual problem is smoothness. As
usual, we have to find extensions. Let X, Y P XpΣq; the problem is to find a (local) smooth
extension of the function IpX,Y q : Σ Ñ R, x ÞÑ IxpXx, Yxq “ Xx ·Yx. If X̂ and Ŷ are extensions
of X and Y , what do you think about

ÎpX,Y qpyq “ X̂y · Ŷy ?

Exercise 14 exo012

Give the expression of the first fundamental form of the sphere S2:
(1) within spherical coordinates pθ, ϕq;
(2) within stereographical coordinates z P C.

corr012

Correction of the exercise 14
The chart f : R2 Ñ S2 of S2 that we chose is

fpθ, φq “ pcos θ sinφ, cos θ cosφ, sin θq.

In these coordinates, a basis of Tpθ0,φ0qS2 is given by

d

dt

”
fpθ0 ` t, φ0q

ı
t“0

and d

dt

”
fpθ0, φ0 ` tq

ı
t“0

.

Computations give

Bθ “ ´
¨
˝

sin θ0 sinφ0
sin θ0 cosφ0
´ cos θ0

˛
‚, (49.346a)

Bφ “
¨
˝

cos θ0 cosφ0
´ cos θ0 sinφ0

0

˛
‚. (49.346b)

One can check that Bθ · fpθ0, φ0q “ Bφ · fpθ0, φ0q “ 0: tangent vectors are orthogonal to radius.
It is easy to see that Bφ · Bθ “ 0, Bθ · Bθ “ 1 and Bφ · Bφ “ cos2 θ.

Exercise 15 exo013Compute the first fundamental form of the torus T 2 Ă R3. corr013

Correction of the exercise 15
Let us parametrize the torus by two angles θ (radius R) and φ (radius r). We suppose that θ

descibes a circle in the plane xz (or a parallel plane when φ is non zero) while the plane of the
rotation φ depends of θ.

A simple rotation (an isometry of R3) allows us to only consider points with θ “ 0. So we
expect that the result will not depend of θ. Let us explicitly give the parametrization f : R2 Ñ T 2.
When φ0 is fixed, the curve fpθ, φ0q is a circle of radius R` r cosφ0 in a plane parallel to xz with
center at p0, r sinφ0, 0q. Thus we have

fpθ, φq “
´
pR` r cosφq sin θ, r sinφ, pR` r cosφq cos θ

¯
. (49.347)

We find

Bφ|pθ0,φ0q
d

dt

”
fpθ0, φ` tq

ı
t“0

“ ´r
´

sin0 φ sin θ0,´ cosφ0, sinφ0 cos θ0
¯

(49.348a)

Bθ|pθ0, φ0q “ d

dt

”
fpθ0 ` t, φ0q

ı
t“0

“ pR` r cosφ0q
´

cos θ0, 0,´ sin θ0
¯
. (49.348b)
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Given under a matrix form, the result is

g “
ˆ
r2 0
0 pR` r cosφq2

˙
.

Can you geometrically understand the dependance in r, R and φ ?
Note that the norm of an angular coordinate is the radius of the corresponding circle.
Exercise 16 exo014Same question for a surface of revolution generated by the curve ry “ fpxqsXrz “

0s. corr014

Correction of the exercise 16
We parametrize the surface by x and θ:

fpx, θq “ px, fpxq cos θ, fpxq sin θq.

In this parametrization, the basis vectors are given by

ex “ p1, f 1pxq cos θ, f 1pxq sin θq (49.349a)
eθ “ p0,´fpxq sin θ, fpxq cospθqq, (49.349b)

and the matrix g is given by

g “
ˆ

1` f 1pxq2 0
0 fpxq2

˙

Christoffel symbols are obtained by formula

Γkij “
1
2g

lkpBigjl ` Bjgli ´ Blgijq

where the glk are elements of the inverse matrix of g. The non zero symbols are

Γxθθ “ ´
ff 1

1` f 12 , Γθθx “ Γθxθ “
f 1

f
, Γxxx “

f 1f2

1` f 12 . (49.350)

Covariant derivatives of basis vectors are

∇xex “ Γxxxex ∇θex “ Γθθxeθ (49.351)
∇xeθ “ Γθxθeθ ∇θeθ “ Γxθθex. (49.352)

As far as Riemann tensor and related curvature issues are concerned, we do not need to compute
∇x∇xei and ∇θ∇θei. Computations are as follows:

∇x∇θex “ BxpΓθθxqeθ ` ΓθxθΓθxθeθ

“ f2

f
eθ.

Other results —up to personal faults— are

∇x∇θeθ “
´ 3ff 12f2

p1` f 12q2 “
f 12 ` ff2

1` f 12
¯
ex

∇θ∇xex “
´ f 1f2

1` f 12
¯f 1

f
eθ

∇θ∇xeθ “ ´f
1

f

ff 1

1` f 12 ex.

(49.353)
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Isometry criterion All this part is “without proof”.
We consider the following tensor:

RpX,Y q “ ∇X∇Y ´∇Y ∇X ´∇rX,Y s

and the Ricci curvature pointwise defined by

rpY,Zq “ Tr
“
X ÞÑ RpX,Y qZ‰.

It is a trace in the sense of the trace of a matrix of a linear operator in a vector space:

Rp., Y qZ : TxΣf Ñ TxΣf . (49.354)

For a general A : V Ñ V , it is defined by

TrA “
ÿ

i

xei, Aeiy

where teiu is a basis of V . We define the scalar curvature by

ρ “
2ÿ

a“1
rpea, eaq.

This defines a real valued function ρf : Σf Ñ R for the surface Σf and a corresponding one
ρg : Σg Ñ R for Σg. From symmetry of the problem, these functions do not depend on the angular
part of the parametrization of Σf and Σg. So one can only consider the restrictions

ρf : sa, brÑ R, (49.355a)
ρg : sc, drÑ R. (49.355b)

The criterion for Σf and Σg to be isometric is the existence of a diffeomorphism φ : sa, brÑsc, dr
such that

ρf “ ρg ˝ φ.
Explicit proof of existence of such a φ can be very hard.

Exercise 17 exo015

Compute the Christoffel symbols in the following cases: the plane XoY Ă R3, the sphere
parametrized by spherical coordinates pθ, ϕq, a surface of revolution. corr015

Correction of the exercise 17
The polar coordinate on the sphere is given by

fpθ, φq “ r

¨
˝

cos θ cosφ
cos θ sinφ

sin θ

˛
‚

where r is the (constant) radius. Simple derivations shows that

eθ “ r

¨
˝
´ sin θ cosφ
´ sin θ sinφ

cos θ

˛
‚, eφ “ r

¨
˝
´ cos θ sinφ
cos θ cosφ

0

˛
‚.

The metric matrix is given by

g “ r2
ˆ

1
cos2 θ

˙
.

The non zero Christoffel symbols are

Γθφφ “ cos θ sin θ,
Γφθφ “ ´ tan θ.

(49.356)



2964 CHAPTER 49. MANIFOLDS

Exercise 18 exo016

Since basis vectors given in equation (49.331) are just derivatives with respect to coordinates,
it is obvious that they commute: rei, ejs “ 0. The fact that basis vectors commute seems to prove
that any vector field should commute. Find the mistake. Can you find two vector fields on the
sphere which doesn’t commute ? corr016

Correction of the exercise 18
When coeficient of a vector field are non constant functions, the computation of XY f shows

that X act not only on f but also on the coeficients of X. For example X “ eθ and Y “ sin θ eφ.
At pθ0, φ0q, the path which define these vectors are

Ypθ0,φ0qptq “ pθ0, φ0 ` t sin θ0q, (49.357a)
Xpθ0,φ0qptq “ pθ0 ` t, φ0q. (49.357b)

So Xf “ Bf
Bθ and Y f “ sin θ Bf

Bφ ,

pXY qf “ B2f

Bθ Bφ sin θ ` BfBφ cos θ

pY Xqf “ sin θ B
2f

Bθ Bφ.
(49.358)



Chapter 50

Representations

50.1 Definitions

The concept of representation of a group is already defined in 4.134.

Definition 50.1.
[495] If V is a locally convex space, a continuous representation of a Lie group G on V is a
left invariant action π : G ˆ V Ñ V such that for any x P G, the map πpxq : V Ñ V is a linear
endomorphism of V .

Definition 50.2.
If g is a Lie algebra, a representation of g in V is a bilinear map σ : gÑ EndpV q such that

σprX,Y sqv “ rσpXq, σpY qsv “ σpXqσpY qv ´ σpY qσpXqv. (50.1)

In other words, σ : gÑ EndV is an algebra homomorphism.

A vector space equipped with a representation of a Lie algebra g is a g-module. A complete
locally convex space equipped with a representation of a Lie group is a G-module.

If π is a representation of G in a (eventually complex) vector space V , an invariant subspace
is a vector subspace W Ă V such that πpxqW ĂW for any x P G. A continuous representation in
a complete locally compact vector space V is irreducible if t0u and V are the only two invariant
closed subspaces of V .

In the case of finite dimensional vector space, any subspace is closed; in this class, we find back
the usual notion of irreducibility.

Definition 50.3.
An unitary representation of G is a continuous representation π of G in a complex (or real)
Hilbert space H such that πpxq is unitary for any x P G. This is: π is unitary if and only if
@x P G, v, w P H,

xπpxqv, wy “ xv, πpxq´1wy. (50.2)

A continuous and finite dimensional representation is unitarisable if there exists an hermitian
product for which the representation is unitary.

50.1.1 Complex conjugate representation

Definition 50.4.
Let pV,`, · q be a vector space on C (the dot is the multiplication by a scalar). The complex
conjugate vector space is pV,‘,dq with the definitions

(1) x‘ y “ x` y for every x, y P V
(2) λd x “ λ̄ 9x for λ P C and x P V .

We usually denote by V̄ the complex conjugate vector space, but as sets, V “ V̄ .

2965
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LEMooEKTRooBApWlp

Lemma 50.5.
If the map f : V ÑW is linear, then the (same) map f : V̄ Ñ W̄ is linear.

Proof. There is no requirements for the sum since the complex conjugation of the sum is the same.
For the product,

fpλd xq “ fpλ̄xq “ λ̄fpxq “ λd fpxq. (50.3)

Definition 50.6.
If G is a group and pρ, V q a representation of G, the complex conjugate is the representation
ρ̄ : GÑ GLpV̄ q given by

ρ̄pgq “ ρpgq (50.4)

by the lemma 50.5.

50.1.2 Faithful representation
DEFooAFSAooGDSDBb

Definition 50.7.
The representation pV, T q is faithful if the map T : G Ñ GLpV q is injective. It means that
T pgq “ Id only when g is the neutral in G.

When G is a subgroup of GLpV q we say that

ρ : GÑ GLpV q
g ÞÑ g

(50.5)

is the definition representation. This is in particular the case when G is a group of matrix;
the definition representation of G is then the action of these matrices on Rn or Cn. This is a
representation by proposition 4.136.

Definition 50.8.
Let G be a group. Two representations pT1, V1q, pT2, V2q of G are equivalent is there exists a
vector space isomorphism 1 m : V1 Ñ V2 such that

T2pgq ˝m “ m ˝ T1pgq (50.6)

for every g P G.

Definition 50.9.
If T : GÑ GLpV q is a representation, a subspace W Ă V is invariant under T if

T pgqW ĂW (50.7)

for every g P G.
A representation is irreducible if V and t0u are the only invariant subspaces of V .

50.1.3 Schur lemma

Lemma 50.10 (Schur[811]).
Let pT, V q and pS,W q be two irreducible representations of G. Let α : V Ñ W be a linear map
such that

α ˝ T pgq “ Spgq ˝ α (50.8)

for every g P G. If α ‰ 0, then α is a bijection.

Proof. Let L be the image of α: L “ αpV q.
1. Linear bijection
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(1) L is invariant under S Let y P αpV q: there exist x P V such that y “ αpxq. Then we
have

Spgq`αpxq˘ “ `
α ˝ T pgq˘x “ α

`
T pgqx˘ P αpV q. (50.9)

(2) Two possibilities Since S is irreducible, there are two possibilities: αpV q “ t0u and
αpV q “W .

(3) First: αpV q “ t0u In this case, α “ 0.
(4) Second: αpV q “W This means that α is surjective. We show that α is injective too. The

space kerpαq is invariant under T because, if z P kerpαq, then

α
`
T pgqz˘ “ Spgq`αpzq˘ “ Spgqp0q “ 0. (50.10)

There are two possibilities: kerpαq “ t0u and kerpαq “ V . The possibility kerpαq “ V says
α “ 0 while we are in the case αpV q “ W . So we deduce kerpαq “ t0u which means that α
is injective.

50.1.4 Irreducible representations
THOooXHVHooDQdgDI

Theorem 50.11 ([811]).
Let pT, V q be an irreducible finite dimensional representation of G. Let α P EndpV q be such that

α ˝ T pgq “ T pgq ˝ α (50.11)

for every g P G. There exists λ P C such that α “ λ Id.

Proof. The endomorphism α has at least one eigenvalue λ P C (proposition 12.93). Let Vλ “ tx P
V tel que αpxq “ λxu be the associated eigenspace.

We prove that Vλ is an invariant subspace: if x P Vλ, then T pgqx has eigenvalue λ for α. Let’s
do that:

α
`
T pgqx˘ “ T pgq`αpxq˘ “ T pgqpλxq “ λT pgqx. (50.12)

Since T is irreducible, the invariant subspace Vλ is t0u or V . The space Vλ has at least dimension
one because λ is an eigenvalue. Thus Vλ “ V and αpxq “ λx.

THOooFFJGooCekFQc

Theorem 50.12 ([811]).
Every irreducible representation of an abelian group has dimension 1.

Proof. Let G be an abelian group and pT, V q an irreducible representation of G. If g1, g2 P G we
have g1g2 “ g2g1 and thus

T pg1qT pg2q “ T pg2qT pg1q. (50.13)

The endomorphism α “ T pg1q commutes with every T pgq and is then a multiple of Id by the
theorem 50.11. So there exists a map λ : GÑ C such that T pgq “ λpgq Id.

Every subspace of V is invariant. In particular a subspace of dimension 1 is the whole space
V .

50.1.5 Direct sum of representations
DEFooGKALooIjJcpV

Definition 50.13.
Let G be a group and pρk, Vkq be representations of G. We define the direct sum representation
pρ1 ‘ . . .‘ ρnq on V1 ‘ . . .‘ Vn by the formula

pρ1 ‘ . . .‘ ρnqpgqpx1 ` . . .` xnq “ ρ1pgqx1 ` . . .` ρnpgqxn. (50.14)
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Definition 50.14.
A representations pρ, V q of the group G is completely reducible if it is a direct sum 2 of irreducible
representations.

Lemma 50.15 ([811]).
A finite dimensional unitary representation is completely reducible.

Proof. Let pρ, V q an unitary representation for the hermitian product of V . If ρ is irreducible, the
theorem is proved. If not, we consider an invariant non trivial subspace M Ă V and

MK “ tx P V tel que xx, yy “ 0@y PMu. (50.15)

We know from proposition 9.182 that V “ M ‘MK. We show that MK is invariant under the
representation ρ; namely we take x PMK and we show that ρpgqx PMK. Let y PM ; we have

xρpgqx, yy “ xρpg´1qρpgqx, ρpgq´1yy (50.16a)
“ xx, ρpg´1qyy (50.16b)
“ 0. (50.16c)

Justifications:
— We can insert ρpg´1q “ ρpgq´1 in the hermitian product because ρ is unitary.
— Since M is invariant, ρpg´1qy PM .
— Since x PMK, we have xx, ρpg´1qyy “ 0.

Thus ρ is a direct sum of is restrictions to M and MK.

Proposition 50.16 ([811]).
A completely reducible representation finite dimensional is irreducible if and only if the only oper-
ators commuting with every operator in the representation are multiple of the identity.

Proof. In the direct sense, we suppose that the representation is irreducible. The theorem 50.11
concludes.

In the reverse sense we suppose that pρ, V q is completely reducible and the only operator
commuting with the representation is the identity. We have to prove that ρ is irreducible. For
that we suppose that ρ is not irreducible and we will found an operator which is not a multiple of
the identity while commuting with ρpgq for every g P G.

Let V1 and V2 be invariant subspaces such that V “ V1‘V2. We consider T “ λ1 IdV1 ‘λ2 IdV2

where λ1 ‰ λ2 are two non vanishing numbers.
Let g P G and x P V . We can write x “ x1 ` x2 with x1 P V1 and x2 P V2. We have:

`
T ˝ ρpgq˘pxq “ T

`
ρpgqx1 ` ρpgqx2

˘
(50.17a)

“ λ1ρpgqx1 ` λ2ρpgqx1 (50.17b)
“ ρpgqpλ1x1q ` ρpgqpλ2x2q (50.17c)
“ ρpgqpλ1x1 ` λ2x2q (50.17d)
“ `

ρpgq ˝ T ˘px1 ` x2q (50.17e)
“ `

ρpgq ˝ T ˘x. (50.17f)

So T commutes with the representation while not being a multiple of the identity.

50.1.6 Tensor product of representations

The notion of tensor product of vector spaces is given in 11.157. The tensor product of two
maps is defined, when f : E Ñ E and g : F Ñ F are linear,

f b f : E b F Ñ E b F
xb y ÞÑ fpxq b fpyq. (50.18)

2. Definition 50.13.
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Definition 50.17.
Let ρ1 and ρ2 be representations of G on V1 and V2. We define the representation ρ1 b ρ2 on
V1 b V2 by

pρ1 b ρ2qpgq “ ρ1pgq b ρ2pgq. (50.19)

Proposition 50.18 ([811]).
Let pρ1, V1q be a representation of G1 and pρ2, V2q be representations of G2. The formula

ρpg1, g2q “ ρ1pg1q b ρ2pg2q (50.20)

defines a representation of G1 ˆG2 on V1 b V2.
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Chapter 51

Lie algebras

DEFooVBPKooGxlDBn

Definition 51.1.
A Lie algebra is a vector space g on Kp“ R,Cq endowed with a bilinear operation px, yq ÞÑ rx, ys
from gˆ g with the properties

(1) rx, ys “ ´ry, xs
(2)

“
x, ry, zs‰` “

y, rz, xs‰` “
z, rx, ys‰ “ 0.

The second condition is the Jacobi identity.
DEFooHINCooYoxPFj

Definition 51.2 (Representation of a Lie algebra[812]).
If g is a Lie algebra, a representation is a map a vector space V with a linear map ρ : gÑ EndpV q
such that

ρ
`rX,Y s˘ “ ρpXqρpY q ´ ρpY qρpXq (51.1)

for every X,Y P g.
Notice that a representation of a Lie algebra takes its value in EndpV q instead of GLpV q. The

reason is that EndpV q is a Lie algebra while GLpV q is not.
DEFooDUEUooZLhKdv

Definition 51.3.
derivation of a:

DrX,Y s “ rDX,Y s ` rX,DY s (51.2)

for every X, Y P a.
LemadhomomadXadYadXY

Lemma 51.4.
The adjoint map is an homomorphism ad: gÑ GLpgq. In other terms for every X,Y P g we have

“
adpXq, adpY q‰ “ ad

`rX,Y s˘ (51.3)

as operators on g. In particular the algebra acts on itself and g carries a representation of each of
its subalgebra.

Proof. Using the fact that adpXq is a derivation and Jacobi, for Z P g we have
“

adpXq, adpY q‰Z “ adpXq adpY qZ ´ adpY q adpXqZ (51.4a)
“ “rX,Y s, Z‰` “

Y, rX,Zs‰´ “rY,Xs, Z‰´ “
X, rY, Zs‰ (51.4b)

“ ad
`rX,Y s˘Z. (51.4c)

PROPooSWQSooSEfTuX

Proposition 51.5 ([813]).
The set of all the smooth 1 vector fields on a manifold is a Lie algebra 2.

1. Smooth means C8.
2. Definition 51.1.

2971
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Proof. If X and Y are smooth vector fields, the commutator rX,Y s is still smooth by proposition
49.84. From the definition (49.167), it is apparent that rX,Y s “ ´rY,Xs. The Jacobi identity
remains to be proven.

Let X,Y, Z be smooth vector fields. If f : M Ñ R is a smooth function, we write XY f the
function x ÞÑ XxpY fq and similarly XY Zf and other combinations. In particular we have

rX,Y sf “ XpY fq ´ Y pXfq “ XY f ´ Y Xf (51.5)

which is shorthanded into rX,Y s “ XY ´ Y X. We also have
“
X, rY, Zs‰ “ rX,Y Z ´ ZY s “ XY Z ´XZY ´ Y ZX ` ZY X. (51.6)

Making the same with the two other terms we see that
“
X, rY,Zs‰` “

Y, rZ,Xs‰` “
Z, rX,Y s‰ “ 0. (51.7)

51.1 Adjoint representation
Let G be a Lie group and g P G we consider the map Adpgq : GÑ G given by Adpgqh “ ghg´1.

This is an analytic automorphism of G. We define:

Adpgq “ dAdpgqe.
Using equation φpexpXq “ exp dφepXq with φ “ Ipgq,

geXg´1 “ exprAdpgqXs (51.8)eq:sigma_X_sigmaeq:sigma_X_sigma

for every g P G and X P g. The map g Ñ Adpgq is a homomorphism from G to GLpgq. This
homomorphism is called the adjoint representation of G.

Proposition 51.6.
The adjoint representation is analytic.

Proof. We have to prove that for any X P g and for any linear map ω : g Ñ R, the function
ωpAdpgqXq is analytic at g “ e. Indeed if we take as ω , the projection to the ith component
and X as the jth basis vector (g seen as a vector space), and if we see the product AdpgqX as a
product matrix times vector, pAdpgqXqi is just Adpgqij . Then our supposition is the analyticity of
g Ñ Adpgqij at g “ e. 3

Now we prove it. Consider f P C8pGq, analytic at g “ e and such that Y f “ ωpY q for any
Y P g. Using equation (51.8),

ωpAdpgqXq “ pAdpgqXqf “ d

dt

”
fpetAdpgqXq

ı
t“0

“ d

dt

”
fpgetXg´1q

ı
t“0

, (51.9)

which is well analytic at g “ e.

Proposition 51.7.
Let G be a connected Lie group and H, an analytic subgroup of G. Then H is a normal subgroup
of G if and only if h is an ideal in g.

Proof. We consider X, Y P g. Formula exp tX exp tY exp´tY “ expptY ` t2rX,Y s ` opt3qq and
equation (51.8) give

exp
´

AdpetXqtY
¯
“ exp

´
tY ` t2rX,Y s ` opt3q

¯
.

3. L’analicité de Ad, elle vient par prolongement analytique depuis juste un point ?
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Since it is true for any X, Y P g, AdpetXqtY “ tY ` t2rX,Y s; thus
AdpetXq “ 1` trX,Y s ` opt2q. (51.10)

Since we know that dAde : gÑ glpgq is a homomorphism (Ad is seen as a map Ad: GÑ GLpgq),
taking the derivative of the last equation with respect to t gives

dAdepXq “ adX. (51.11)
Then AdpeXq “ eadX . Since is connected, an element of G can be written as expX for a certain
X P g 4. The purpose is to prove that g expXg´1 “ exppAdpgqXq remains in H for any g P G if
and only if h is an ideal in g. In other words, we want AdpgqX P h if and only if h is an ideal. We
can write g “ eY for a certain Y P g. Thus

AdpgqX “ AdpeY qX “ eadYX.

Using the expansion
eadY “

ÿ

k

1
k!padY qk, (51.12)

we have the thesis.

51.2 Representation of the complex algebra
When g is a real Lie algebra, the corresponding complex Lie algebra is defined as

gC “ gbR C. (51.13)
We have, as an example, in the lemma 55.62 the equality sup2qC “ slp2,Cq.

LEMooIGAFooTSUsJR

Lemma 51.8 ([1]).
Let g be a real Lie algebra and ρ : g Ñ GLpV q be an irreducible representation. There exists an
irreducible representation ρ1 : gC Ñ GLpV q such that ρ “ ρ1|g.
Proof. We prove that the map

ρ1 : gC Ñ GLpV q
X ` iY ÞÑ ρpXq ` iρpY q (51.14)

is the representation we are searching for.
(1) This is a representation Using the linearity, rX`iY, Z`iT s “ rX,Zs´rY, T s`irX,T s`

irY, Zs. On the one hand we have
ρ1`rX ` iY, Z ` iT s˘ “ ρ

`rX,Zs ´ rY, T s˘` iρ`rX,T s ` rY,Zs˘; (51.15)
while on the other hand,

“
ρ1pX ` iY q, ρ1pZ ` iT q‰ “ “

ρpXq ` iρpY q, ρpZq ` iρpT q‰ (51.16a)
“ “

ρpXq, ρpZq‰` i“ρpXq, ρpT q‰ (51.16b)
` i“ρpY q, ρpZq‰´ “

ρpY q, ρpT q‰ (51.16c)
“ ρ

`rX,Zs˘´ ρ`rY, T s˘` iρ`rX,T s ` rY, Zs˘. (51.16d)
This proves that the map ρ1 commutes with the Lie bracket, so that ρ1 is a representation.

(2) Irreducible Let W be a subspace of V and suppose that W is invariant under ρ1. This
means that, for every X,Y P gC, we have ρ1pX ` iY qW Ă W . In particular, with Y “ 0 we
have

ρpXqW “ ρ1pXqW ĂW. (51.17)
This shows that W is invariant under ρ. Since ρ is irreducible, the subspace W must be t0u
or V . Thus ρ1 is irreducible.

4. Because G is generated by any neighbourhood of e and there exists such a neighbourhood of e which is
diffeomorphic to a subset of g by exp.
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51.3 Jordan decomposition
If V is a finite dimensional space, a subspace W in V is invariant under a subset G Ă

HompV, V q if sW Ă W for any s P G. The space V is irreducible when V and t0u are the
only two invariant subspaces. The set G is semisimple if any invariant subspace has an invariant
complement. In this case, the vector space split into V “ ř

i Vi with Vi invariant and irreducible.

Theorem 51.9 (Jordan decomposition).
Any element A P HompV, V q is decomposable in one and only one way as A “ S ` N with S
semisimple and N nilpotent and NS “ SN . Furthermore, S and N are polynomials in A. More
precisely:

If V is a complex vector space and A P HompV, V q with λ1, . . . , λr his eigenvalues, we pose

Vi “ tv P V tel que pA´ λi1qkv “ 0 for large enough ku.
Then tho:jordan

(1) V “ řr
i“1 Vi,

(2) each Vi is invariant under A,
(3) the semisimple part of A is given by

Sp
rÿ

i“1
viq “

rÿ

i“1
λivi,

for vi P Vi,
(4) the characteristic polynomial of A is

detpλ1´Aq “ pλ´ λ1qd1 . . . pλ´ λrqdr

where di “ dimVi (1 ď i ď r).

Now we give a great theorem without proof.

Theorem 51.10 (Jordan decomposition).
Let V be a finite dimensional vector space and x P EndV .

(1) There exists one and only one choice of xs, xn P EndpV q such that x “ xs ` xn, xs is
semisimple, nn is nilpotent and rxs, xns “ 0.

(2) There exists polynomials p and q without independent term such that xs “ ppxq, xn “ qpxq;
in particular if y P EndV commutes with x, then it commutes with xs and xn.

(3) If A Ă B Ă V are subspaces of V and if xpBq Ă A, then xspBq Ă A and xnpBq Ă A.
prop:Jordan_decomp

lem:Jordan_ad

Lemma 51.11.
Let x P EndV with his Jordan decomposition x “ xs`xn. Then the Jordan decomposition of adx
is

adx “ adxs ` adxn. (51.18)eq:ad_x_xs_xneq:ad_x_xs_xn

Proof. We already know that adxs is semisimple and adxn is nilpotent. They commute because
radxs, adxns “ adrxs, xns “ 0. Then the unicity part of Jordan theorem 51.10 makes (51.18) the
Jordan decomposition of adx.

lem:M_nil

Lemma 51.12.
Let A Ă B be two subspace of glpV q with dimV ă 8. We pose

M “ tx P glpV q tel que rx,Bs Ă Au,
and we suppose that x PM verify Trpx ˝ yq “ 0 for all y PM . Then x is nilpotent.
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Proof. We use the Jordan decomposition x “ xs ` xn and a basis in which xs takes the form
diagpa1, . . . , amq; let tv1, . . . , vmu be this basis. We denotes by E the vector space on Q spanned
by ta1, . . . , amu. We want to prove that xs “ 0, i.e. E “ 0. Since E has finite dimension, it
is equivalent to prove that its dual is zero. In other words, we have to see that any linear map
f : E Ñ Q is zero.

We consider y P glpV q, an element whose matrix is diagpfpa1q, . . . , fpamqq and pEijq, the usual
basis of glpV q. We know that

padxsqEij “ pai ´ ajqEij , (51.19a)
pad yqEij “ pfpaiq ´ fpajqqEij . (51.19b)

It is always possible to find a polynomial r on R without constant term such that rpai ´ ajq “
fpaiq´ fpajq. Note that this is well defined because of the linearity of f : if ai´ aj “ ak ´ al, then
fpaiq´ fpajq “ fpakq´ fpalq. Since adxs is diagonal, rpadxsq is the matrix with rpadxsqii on the
diagonal and zero anywhere else. Then rpadxsq “ ad y. By lemma 51.11, adxs is the semisimple
part of adx, then ad y is a polynomial without constant term with respect to adx (second point
of theorem 51.10).

Since pad yqB Ă A, y P M and Trpxyq “ 0. It is easy to convince ourself that the sn part of
x will not contribute to the trace because xn is strictly upper triangular and y is diagonal. From
the explicit forms of xs and y,

Trpxyq “
ÿ

i

aifpaiq “ 0.

This is a Q-linear combination of element of E: we have to see it as ai being a basis vector and
fpaiq a coefficient, so that we can apply f on both sides to find 0 “ ř

i fpaiq2. Then for all i,
fpaiq “ 0, so that f “ 0 because the ai spans E.

Definition 51.13 (semisimple endomorphism).
If V is a finite dimensional vector space, we say that an element u P EndV is semisimplepg:def_semisimpleif
every u-invariant subspace of V has a complementary u-invariant.

Proposition 51.14 ([814]).
If V a vector space over an algebraically closed field, an endomorphism is semisimple if and only
if it is diagonalizable.

pg:E_ij

Let Ekl be the pn ` 2q ˆ pn ` 2q matrix with a 1 at position pk, lq and 0 anywhere else:
pEklqij “ δkiδlj . An easy computation show that

EklEab “ δlaEkb, (51.20)EqFormMulEmtrEqFormMulEmtr

and
rEkl, Erss “ δlrEks ´ δskErl. (51.21)comm_de_Ecomm_de_E

51.4 Killing form

Definition 51.15.
The Killing form of G is the symmetric bilinear form:

BpX,Y q “ TrpadX ˝ adY q. (51.22)

Proposition 51.16.
It is invariant in the sense of

B
`padSqX,Y ˘ “ ´B`X, padSqY ˘, (51.23)eq:Killing_invarianteq:Killing_invariant

@X, Y , S P G.
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PropAutomInvarB

Proposition 51.17.
If φ : G Ñ G is an automorphism of G, then

BpφpXq, φpY qq “ BpX,Y q.
prop:auto_2

Proof. The fact that φ is an automorphism of G is written as φ ˝ adX “ adpφpXqq ˝ φ, or

adpφpXqq “ φ ˝ adX ˝ φ´1.

Then

TrpadpφpXqq ˝ adpφpY qqq “ Trpφ ˝ adX ˝ φ´1 ˝ φ adY ˝ φ´1q
“ TrpadX ˝ adY q. (51.24)

Remarque 51.18.
The Killing 2-form is a map B : GˆG Ñ R. When we say that it is preserved by a map f : GÑ G,
we mean that it is preserved by df : Bpdf · , df · q “ Bp· , · q.
Remarque 51.19.
The Killing form is a priori only defined on G “ TeG. For A, B P TgG, one naturally defines

BgpA,Bq “ BpdLg´1A, dLg´1Bq. (51.25)

This assures the left invariance of B. Now we prove the right invariance.

An other important property of the Killing form is its bi-invariance.

Lemma 51.20.
Let g be a Lie algebra and i an ideal in g. Let B : g ˆ g Ñ R be the Killing form on g and
B1 : iˆ iÑ R, the one of i. Then B1 “ B|iˆi, i.e. the Killing form on g descent to the ideal i. lem:Killing_descent_ideal

Proof. If W is a subspace of a (finite dimensional) vector space V and ϕ : V Ñ W and endomor-
phism, then Trϕ “ Trpϕ|W ). Indeed, if tX1, . . . , Xnu is a basis of V such that tX1, . . . , Xru is a
basis of W , the matrix element ϕkk is zero for k ą r. Then

Trϕ “
nÿ

i“1
ϕii “

rÿ

i“1
ϕii “ Trpϕ|W q.

Now consider X, Y P i; padX ˝ adY q is an endomorphism of g which sends g to i (because i is
an ideal). Then

B1pX,Y q “ Tr
`padX ˝ adY q|i

˘ “ TrpadX ˝ adY q “ BpX,Y q.

51.5 Solvable and nilpotent algebras
If g is a Lie algebra, the derived Lie algebra is

Dg “ SpantrX,Y s tel que X,Y P gu.
We naturally define D0g “ g and Dng “ DpDn´1gq this is the derived series. Each Dng is an
ideal in g. We also define the central decreasing sequence by a0 “ a, ap`1 “ ra, aps.
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Definition 51.21.
The Lie algebra g is solvable if there exists a n ě 0 such that Dng “ t0u. A Lie group is solvable
when its Lie algebra is.

The Lie algebra g is nilpotent if gn “ 0 for some n. We say that g is ad-nilpotent if adpXq is
a nilpotent endomorphism of g for each X P g.

Do not confuse nilpotent and solvable algebras. A nilpotent algebra is always solvable, while
the algebra spanned by tA,Bu with the relation rA,Bs “ B is solvable but not nilpotent.

If g ‰ t0u is a solvable Lie algebra and if n is the smallest natural such that Dng “ t0u, then
Dn´1g is a non zero abelian ideal in g. We conclude that a solvable Lie algebra is never semisimple
(because the center of a semisimple Lie algebra is zero).

A Lie algebra is said to fulfil the chain condition if for every ideal h ‰ t0u in g, there exists
an ideal h1 in h with codimension 1.

Lemma 51.22.
A Lie algebra is solvable if and only if it fulfils the chain condition.

Proof. Necessary condition. The Lie algebra g is solvable (then Dg ‰ g) and h is an ideal in g.
We consider h1, a subspace of codimension 1 in h which contains Dh. It is clear that h1 is an ideal
in h because rH1, Hs P Dh Ă h1.
Sufficient condition. We have a sequence

t0u “ gn Ă gn´1 Ă . . . Ă g0 “ g (51.26)eq:solvable_chaineeq:solvable_chaine

where gr is an ideal of codimension 1 in gr´1. Let A be the unique vector in gr´1 which don’t
belong to gr. When we write rX,Y s with X, Y P gr´1, at least one of X or Y is not A (else, it is
zero) then at least one of the two is in gr. But gr is an ideal; then rX,Y s P gr. Thus Dpgr´1q Ă gr
and

Dng “ Dn´1Dg Ă Dn´1g1 Ă . . . Ă gn “ 0.

tho:Lie_Vu

Theorem 51.23 (Lie theorem).
Consider g, a real (resp. complex) solvable Lie algebra and a real (resp. complex) vector space
V ‰ t0u. If π : g Ñ glpV q is a homomorphism, then there exists a non zero vector in V which is
eigenvector of all the elements of πpgq.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.24
It is strange to be stated for real and complex Lie algebras. Following [815], this is only true for
complex Lie algebras while there exists other versions for reals ones.

Proof. Let us do it by induction on the dimension of g. We begin with dim g “ 1. In this case,
π is just a map π : g Ñ glpV q such that πpaXq “ aπpXq. We have to find an eigenvector for the
homomorphism πpXq : V Ñ V . Such a vector exists from the Jordan decomposition 51.9. Indeed,
if there are no eigenvectors, there are no spaces Vi and the decomposition V “ ř

Vi can’t be true.
Now we consider a general solvable Lie algebra g and we suppose that the theorem is true for

any solvable Lie algebra with dimension less that dim g. Since g is solvable, there exists an ideal
h of codimension 1 in g; then there exists a e0 ‰ 0 P V which is eigenvector of all the πpHq with
H P h. So we have λ : hÑ R naturally defined by

πpHqe0 “ λpHqe0.

Now we consider X P gzh and e´1 “ 0, ep “ πpXqpe0 for p “ 1, 2, . . . We will show that πpHqep “
λpHqep mod pe0, . . . , ep´1q for all H P h and p ě 0. It is clear for p “ 0. Let us suppose that it is
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true for p. Then

πpHqep`1 “ πpHqπpXqep
“ πprH,Xsqep ` πpXqπpHqep
“ λprH,Xsqep ` πpXqλpHqep

mod pe0, . . . , ep´1, πpXqe0, . . . , πpXqep´1q.
(51.27)

But we can put πprH,Xsq and πpXqei into the modulus. Thus we have

πpHqep`1 “ λpHqep`1 mod pe0, . . . , epq.
Now we consider the subspace of V given by W “ Spantepup“1,.... The algebra πphq leaves W

invariant and our induction hypothesis works on pπphq,W q; then one can find in W a common
eigenvector for all the πpHq. This vector is the one we were looking for.

Corollary 51.25.
Let g be a solvable Lie group and π a representation of g on a finite dimensional vector space V .
Then there exists a basis te1, . . . , enu of V in which all the endomorphism πpXq, X P g are upper
triangular matrices. cor:de_Lie_Vu

Proof. Consider e1 ‰ 0 P V , a common eigenvector of all the πpXq, X P g. We consider E1 “
Spante1u. The representation π induces a representation π1 of g on the space V {E1. If V {E1 ‰ t0u,
we have a e2 P V such that pe2 ` E1q P V {E1 is an eigenvector of all the πpXq.

In this manner, we build a basis te1, . . . , enu of V such that πpXqei “ 0 mod pe1, . . . , eiq for
all X P g. In this basis, πpXq has zeros under the diagonal.

Theorem 51.26.
Let V be a real or complex vector space and g, a subalgebra of glpV q made up with nilpotent
elements. Then

(1) g is nilpotent;
(2) Dv ‰ 0 in V such that @Z P g, Zv “ 0;
(3) There exists a basis of V in which the elements of g are matrices with only zeros under the

diagonal.
tho:trois_nil

Proof. First item. We consider a Z P g and we have to see that adg Z is a nilpotent endomorphism
of g. Be careful on a point: an element X of g is nilpotent as endomorphism of V while we want
to prove that adX is nilpotent as endomorphism of g. We denote by LZ and RZ , the left and
right multiplication; since we are in a matrix algebra, the bracket is given by the commutator:
adZ “ LZ ´RZ . We have

padZqppXq “
pÿ

i“0
p´1qp

ˆ
p

i

˙
Zp´iXZi (51.28)

There exists a k P N such that Zk “ 0. For this k, padZq2k`1 is a sum of terms of the form
Zp´iXZi: either p´ i either i is always bigger than k. But adg Z is the restriction of adZ (which
is defined on glpV q) to g. Then g is nilpotent.
Second item. Let r “ dim g. If r “ 1, we have only one Z P g and Zk “ 0 for a certain (minimal)
k P N. We take v such that w “ Zk´1v ‰ 0 (this exists because k is the minimal natural with
Zk “ 0). Then Zw “ 0.

Now we suppose that the claim is valid for any algebra with dimension less than r. Let h be a
strict subalgebra of g with maximal dimension. If H P h, adgH is a nilpotent endomorphism of g
which sends h onto itself. Thus adgH induces a nilpotent endomorphism H˚ on the vector space
g{h. We consider the set A “ tH˚ tel que H P hu; this is a subalgebra of glpg{hq made up with
nilpotent elements which has dimension strictly less than r.
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The induction assumption gives us a non zero u P g{h which is sent to 0 by all A, i.e. padgHqu “
0 in g{h. In other words, u P gzh is such that padgHqu P h.

The space h `KX (here, K denotes R or C) of g is a subalgebra of g. Indeed, with obvious
notations,

rH ` kX,H 1 ` k1Xs “ rH,H 1s ` adHpk1Xq ´ adH 1pkXq ` kk1rX,Xs. (51.29)eq:H_k_Xeq:H_k_X

The first term lies in h because it is a subalgebra; the second and third therms belongs to h by
definition of X. The last term is zero. Since h is maximal, h`KX “ g. Then (51.29) shows that
h is also an ideal. Now we consider

W “ te P V tel que @H P h, He “ 0u.
Since dim h ă r, W ‰ t0u from our induction assumption. Furthermore, for e P W , HXe “
rH,Xse ` XHe “ 0. Then X ·W Ă W . The restriction of X to W is nilpotent. Then there
exists a v PW such that Xv “ 0. For him Hv “ 0 because v PW and Xv “ 0 by definition of X.
Then Gv “ 0 for any G P h`KX “ g.
Third item. Let e1 be a non zero vector in V such that Ze1 “ 0 for any Z P g (the existence comes
from the second item). We consider E1 “ Span e1. Any Z P g induces a nilpotent endomorphism
Z˚ on the vector space V {E1. If V {E1 ‰ t0u, we take a e2 P V zE1 such that e2`E1 P V {E1 fulfils
Z˚pe2 ` E1q “ 0 for all Z P g. By going on so, we have Ze1 “ 0, Zei “ 0 mod pe1, . . . , ei´1q. In
this basis, the matrix of Z has zeros on and under the diagonal.

Corollary 51.27.
Let us consider V , a finite dimensional vector space on K and g, a subalgebra of glpV q made up
with nilpotent elements. Then if s ě dimV and Xi P g, we have X1X2 . . . Xs “ 0. cor:nil_XXX

Proof. We write the Xi’s in a basis where they have zeros on and under the diagonal. It is rather
easy to see that each product push the non zero elements into the upper right corner.

Corollary 51.28.
A nilpotent algebra is solvable.

Proof. The algebra adgpgq is a subalgebra of glpgq made up with nilpotent endomorphisms of g.
The product of s (see notations of previous corollary) such endomorphism is zero. In particular g
is solvable.

We recall the definition of the central decreasing sequence: a0 “ a, ap`1 “ ra, aps.
Corollary 51.29.
A Lie algebra a is nilpotent if and only if am “ t0u for m ě dim a. cor:nil_Gn

Proof. The direct sense is easy: we use corollary 51.27 with g “ adpaq (dim g “ dim a). Since g is
nilpotent, for any Xi P g we have X1 . . . Xs, so that am “ 0. The inverse sense is trivial.

Corollary 51.30.
A nilpotent Lie algebra a ‰ t0u has a non zero center

Proof. If m is the smallest natural such that am “ 0, am´1 is in the center.

Lemma 51.31.
If i and j are ideals in g, then we have a canonical isomorphism ψ : pi` jq{jÑ i{piX jq given by

ψprxsq “ i

if x “ i` j with i P i and j P j. Here classes with respect to j are denoted by r.s and the one with
respect to piX jq by a bar. lem:pre_trois_resoluble
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Proof. We first have to see that ψ is well defined. If x1 “ i` j ` j1, ψprxsq “ i because j ` j1 P j.
If x “ i1 ` j1 (an other decomposition for x “ i ` j), i “ j, j1 ´ j “ i ´ i1 P j X i. Then
i “ i1 ` j1 ´ j “ i1.

Now it is easy to see that ψ is a homomorphism.

Proposition 51.32.
Let g and g1 be Lie algebras.

(1) If g is solvable then any subalgebra is solvable and if ϕ : g Ñ g1 is a Lie algebra homomor-
phism, then ϕpgq is solvable in g1.

(2) If i is a solvable ideal in g such that g{i is solvable, then g is solvable.
(3) If i and j are solvable ideals in g, then i` j is also a solvable ideal in g.

prop:trois_resoluble

Proof. First item. If h is a subalgebra of g, then Dkh Ă Dkg, so that h is solvable. Now consider
h “ ϕpgq Ă g1. This is a subalgebra of g1 because rh, h1s “ rϕpgq, ϕpg1qs “ ϕprg, g1sq P h. It is clear
that Dpϕpgqq Ă ϕpDpgqq and

D2pϕpgqq “ D
`
Dϕpgq˘ Ă DpϕDpgqq Ă ϕDDpgq “ ϕpD2pgqq. (51.30)

Repeating this argument, Dkphq Ă ϕpDkgq. So h is also solvable. Note that

ϕprg, g1sq “ rϕpgq, ϕpg1qs Ă Dpπpgqq. (51.31)

Then
Dkπpgq “ πpDkgq. (51.32)

Second item. Let n be the smallest integer such that Dnpg{iq “ 0; we look at the canonical
homomorphism π : g Ñ g{i. This satisfies Dnpπpgqq “ πpDngq “ 0. Then Dnpgq Ă i. If Dmi “ 0,
then Dm`ng “ 0.
Third item. The space i{pi X jq is the image of i by a homomorphism, then it is solvable and
pi` jq{j is also solvable. The second item makes i` j solvable.

Now we consider g, any Lie algebra and s a maximum solvable ideal i.e. it is included in none
other solvable ideal. Let us consider i, an other solvable ideal in g. Then i` s is a solvable ideal;
since s is maximal, i ` s “ s. Thus there exists an unique maximal solvable ideal which we call
the radical of g. It will be often denoted by Rad g. If β is a symmetric bilinear form, his radical
is the set

S “ tx P g tel que βpx, yq “ 0 @y P gu. (51.33)

The form β is nondegenerate if and only if S “ t0u.
Proposition 51.33.
Let g and g1 be Lie algebras.

(1) If g is nilpotent, then his subalgebras are nilpotent and if ϕ : g Ñ g1 is a Lie algebra homo-
morphism, then ϕpgq is nilpotent.

(2) If g{Zpgq is nilpotent, then g is nilpotent. For recall,

Zpgq “ tz P g tel que rx, zs “ 0 @x P gu.

(3) If g is nilpotent, then Zpgq ‰ 0.
prop:nil_homom_nil

Proof. The proof of the first item is the same as the one of 51.32. Now if pg{Zpgqqn “ 0, then
gn{Zpgq “ 0; thus gn Ă Zpgq, so that gn`1 “ rg,Zpgqs “ 0. Finally, if n is the smallest natural
such that gn “ 0, then rgn´1, gs “ 0 and gn´1 Ă Zpgq.
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The condition to be nilpotent can be reformulated by Dn P N such that @Xi, Y P g,

padX1 ˝ . . . ˝ adXnqY “ 0,

in particular for any X P g, there exists a n P N such that padXqn “ 0. An element for which
such a n exists is ad-nilpotent. If g is nilpotent, then all his elements are ad-nilpotent.

Some results without proof:
lem:pre_Engel

Lemma 51.34.
If X P glpV q is a nilpotent endomorphism, then adX is nilpotent.

Lemma 51.35.
If x P glpV q is semisimple, then adpxq is also semisimple.

Proof. We choose a basis tv1, ¨ ¨ ¨ , vnu of V in which x is diagonal with eigenvalues a1, . . . , an. For
glpV q, we consider the basis tEiju in which Eij is the matrix with a 1 at position pi, jq and zero
anywhere else. This satisfies rEkl, Erss “ δlrEks ´ δskErl. We easily check that Eklpviq “ δlivk.
Since we are in a matrix algebra, the adjoint action is the commutator: padxqEij “ rx,Eijs; as we
know that x “ akEkk,

padxqEij “ akrEkk, Eijs “ pai ´ ajqEij (51.34)

which proves that adx has a diagonal matrix in the basis tEiju of glpV q. Furthermore, we have
an explicit expression for his matrix: the eigenvalues are pai ´ ajq.

Remarque 51.36.
The inverse implication is not true, as the unit matrix shows.

tho:Engel

Theorem 51.37 (Engel,[815]).
A Lie algebra is nilpotent if and only if all his elements are ad-nilpotent.

PropBDrongP

Proposition 51.38.
If an algebra g Ă glpV q is made up with nilpotent endomorphisms of V , then g is nilpotent as Lie
algebra.

PropKillingTraceDeuxn

Proposition 51.39 ([816, 815]).
On the Lie algebra glpRnq, the following formula holds:

BpX,Y q “ 2nTrpXY q. (51.35)

Proof. We consider a simple subalgebra g of glpV q for a certain vector space V and a nondegenerate
ad-invariant symmetric 2-form f . Then there exists a S P GLpgq such that

fpX,Y q “ BpSX, Y q (51.36a)eq:S_uneq:S_un

BpSX, Y q “ BpX,SY q. (51.36b)eq:S_deuxeq:S_deux

If we consider a basis of g, we can write fpX,Y q (and the Killing) in a matricial form 5 as

fpX,Y q “ fijX
iY j , BpX,Y q “ BijX

iY j .

Since B is nondegenerate, we can define the matrix pBijq by BijBjk “ δik. It is easy to see that
the searched endomorphism of g is given by Skl “ fkjB

jl.
Using the invariance (51.23) of the Killing form and (51.36b), we find

B
`padX ˝ SqY, Z˘ “ ´B`pS ˝ adXqZ, Y ˘

5. We systematically use the sum convention on the repeated subscript.
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for any X, Y , Z P g. Now using (51.36a),

f
`pS´1 ˝ adX ˝ SqY,Z˘ “ ´f`padXqZ, Y ˘ “ f

`padZqX,Y ˘ “ f
`
Z, padXqY ˘. (51.37)

Since f is nondegenerate, we find adX ˝S “ S ˝ adX. It follows from Schurs’lemma that S “ λI.
Note that fpX,Y q “ λBpX,Y q; this proves a certain unicity of the Killing form relatively to his
invariance properties.

Now we consider fpX,Y q “ TrpXY q. This is symmetric because of the cyclic invariance of the
trace and this is ad-invariant because of the formula Trpra, bscq “ Trparb, csq which holds for any
matrices a, b, c.

The next step to show that f is nondegenerate; we define

gK “ tX P g tel que fpX,Y q “ 0@Y P gu.

The simplicity of g (g has no proper ideals) makes g equal to 0 or g. Indeed consider Z P gK. For
any X, Y P g, we have

0 “ fpZ, rX,Y sq “ fprZ,Xs, Y q.
Then rZ,Xs P gK and gK is an ideal. We will see that the reality is gK “ 0 (cf. error 88.6). Let us
suppose gK “ g and consider the lemma 51.12 with A “ B “ g. We define

M “ tX P g tel que rX, gs Ă gu “ g.

If X P M satisfies TrpXY q “ 0 for any Y P M , then X is nilpotent. Here, X P M is not a true
condition because M “ g. Since gK “ g, the trace condition is also trivial. Then g is made up
with nilpotent endomorphisms of V . Then lemma 51.34 makes all the X P g ad-nilpotent, so that
g is nilpotent by proposition 51.38.

By the third item of proposition 51.33, Zpgq ‰ 0 which contradicts the simplicity of g. Then
gK “ 0 and f is nondegenerate. Finally,

BpX,Y q “ λTrpX,Y q (51.38)

for a certain real number λ. With a certain amount of work, one can determine the exact value of
λ when g is the Lie algebra of nˆ n matrices with vanishing trace.

51.6 Flags and nilpotent Lie algebras

Here we give a “flag description” of some previous results. In particular the chain (51.26). If
V is a vector space of dimension n ă 8, a flag in V is a chain of subspaces 0 “ V0 Ă V1 Ă . . . Ă
Vn´1 Ă Vn “ g with dimVk “ k. If x P EndV fulfils xpViq Ă Vi, then we say that x stabilise the
flag.

Theorem 51.40.
If g is a subalgebra of glpV q in which the elements are nilpotent endomorphisms and if V ‰ 0, then
there exists a v P V , v ‰ 0 such that gv “ 0.

Proof. This is the second item of theorem 51.26.

Corollary 51.41.
Under the same assumptions, there exists a flag pViq stable under g such that gVi Ă Vi´1. In other
words, there exists a basis of V in which the matrices of g are nilpotent; this basis is the one given
by the flag.

Proof. Let v ‰ 0 such that gv “ 0 which exists by the theorem and V1 “ Span v. We consider
W “ V {V1; the action of g on W is also made up with nilpotent endomorphisms. Then we go on
with V1 and W1 “W {V2,. . .
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Lemma 51.42.
If g is nilpotent and if i is an non trivial ideal in g, then iX Zpgq ‰ 0.

Proof. Since i is an ideal, g acts on i with the adjoint representation. The restriction of an element
adX for X P g to i is in fact a nilpotent element in glpiq. Then we have a I P i such that gI “ 0.
Thus I P iX Zpgq.

Theorem 51.43.
Let g be a solvable Lie subalgebra of glpV q. If V ‰ 0, then V posses a common eigenvector for all
the endomorphisms of g. tho:sol_ss_dem

Proof. This is exactly the Lie theorem 51.23

Corollary 51.44 (Lie theorem).
Let g be a solvable subalgebra of glpV q. Then g stabilize a flag of V . tho:Lie_Vd

Proof. This corollary is the corollary given in 51.25.
We consider v1 the vector given by theorem 51.43. Since it is eigenvector of all g, Span v1 is

stabilised by g. Next we consider v2 in the complementary which is also a common eigenvector,. . .

Corollary 51.45.
If g is a solvable Lie algebra, then there exists a chain of ideals in g

0 “ g0 Ă g1 Ă . . . Ă gn “ g

with dim gk “ k.

Proof. If ϕ : gÑ glpV q is a finite-dimensional representation of g, then ϕpgq is solvable by propo-
sition 51.33. Then ϕpgq stabilises a flag of V . Now we take as ϕ the adjoint representation of g. A
stable flag is the chain of ideals; indeed if gi is a part of the flag, then @H P g adHgi Ă gi because
the flag is invariant.

Corollary 51.46.
If g is solvable then X P Dg implies that adgX is nilpotent. In particular Dg is nilpotent.

Proof. We consider the ideals chain of previous corollary and an adapted basis: tX1, . . . , Xnu is
such that tX1, . . . , Xiu spans gi. In such a basis the matrices of adpgq are upper triangular and it
is easy to see that in this case, the matrices of rad g, ad gs are strictly upper triangular: they have
zeros on the diagonal. But rad g, ad gs “ adgrg, gs. Then for X P adg Dg, adgX is nilpotent. A
fortiori, adDgX is nilpotent and by the Engels’theorem 51.37, Dg is nilpotent.

The following lemma is computationally useful because it says that if X is a nilpotent element
of a Lie algebra, then g·X is also nilpotent with (at most) the same order.

Lemma 51.47.
The following formula

adpg·XqnY “ g· adpXqnpg´1 ·Y q (51.39)

holds for all g P G and X,Y P g, lem:nil_Ad

The proof is a simple induction on n.

51.7 Semisimple Lie algebras

A useful reference to go trough semisimple Lie algebras is [817]. Very few proofs, but the
statements of all the useful results with explanations.
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Definition 51.48.
A Lie algebra is semisimple if it has no proper abelian invariant Lie subalgebra. A Lie algebra
is simple if it is not abelian and has no proper Lie subalgebra.

In that definition, we say that a Lie subalgebra h is invariant if adpgqh Ă h.
There are a lot of equivalent characterisations. Here are some that are going to be proved (or

not) in the next few pages. A Lie algebra is semisimple if an only if one of the following conditions
is respected.

(1) The Killing form is nondegenerate.
(2) The radical of g is zero (theorem 51.57).
(3) There are no abelian proper invariant subalgebra.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.49
I think that in the following I took the degenerateness of Killing as definition.

The Killing form is a convenient way to define a Riemannian metric on a semisimple 6 Lie
group.

Proposition 51.50.
Let g be a semisimple Lie algebra, a an ideal in g, and aK “ tX P g tel que BpX,Aq “ 0@A P au.
Then

(1) aK is an ideal,
(2) g “ a‘ aK,
(3) a is semisimple,

prop:a_aperp

Proof. First item. We have to show that for any X P g and P P aK, rX,P s P aK, or @Y P a,
BpY, rX,P sq “ 0. From invariance of B,

BpY, rX,P sq “ BpP, rY,Xsq “ 0.

Second item. Since B is nondegenerate, dim a ` dim aK “ dim g. Let us consider Z P g and X,
Y P aXaK. We have BpZ, rX,Y sq “ BprZ,Xs, Y q “ 0. Then rX,Y s “ 0 because BpZ, rX,Y sq “ 0
for any Z and B is nondegenerate. Thus a X aK is abelian. It is also an ideal because a and aK
are.

Now we consider b, a complementary of aX aK in g, Z P g and T P aX aK. The endomorphism
E “ adT ˝ adZ sends a X aK to t0u. Indeed consider A P a X aK; padZqA P a X aK because it is
an ideal, and then padT ˝ adZqA “ 0 because it is abelian.

The endomorphism E also sends b to aXaK (it may not be surjective); then TrpadT ˝adZq “ 0
and a X aK “ t0u. Since B is nondegenerate, dim a ` dim aK “ dim g. Then a ‘ aK “ g is well a
direct sum.
Third item. From lemma 51.20, the Killing form of g descent to the ideal a; then it is also
nondegenerate and a is also semisimple.

Corollary 51.51.
A semisimple Lie algebra has center t0u. cor:ss_no_centre

Proof. If Z P ker g, adZ “ 0. So BpZ,Xq “ 0 for any X P g. Since B is nondegenerate, it implies
Z “ 0.

Corollary 51.52.
If g is a semisimple Lie algebra, it can be written as a direct sum

g “ g1 ‘ . . .‘ gr

where the gi are simples ideals in g. Moreover each simple ideal in g is a direct sum of some of
them. cor:decomp_ideal

6. In this case, B is nondegenerate.
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Proof. If g is simple, the statement is trivial. If it is not, we consider a, an ideal in g. Proposi-
tion 51.50 makes g “ a‘ aK. Since a and aK are semisimple, we can once again brake them in the
same way. We do it until we are left with simple algebras.

For the second part, consider b a simple ideal in g which is not a sum of gi. Then rgi, bs Ă
gi X b “ t0u. Then b is in the center of g. This contradict corollary 51.51.

Proposition 51.53.
If g is semisimple then

adpgq “ Bpgq,
i.e. any derivation is an inner automorphism: prop:ss_derr_int

Proof. We saw at page 3129 that adpgq Ă Bpgq holds without assumptions of (semi)simplicity. Now
we consider D, a derivation: @X P g,

adpDXq “ rD, adXs.
Then adpgq is an ideal in Bpgq because the commutator of adX with any element of Bpgq still
belongs to adpgq. Let us denote by a the orthogonal complement of adpgq in Bpgq (for the Killing
metric). The algebra adpgq is semisimple because of it isomorphic to g. Since the Killing form on
adpgq is nondegenerate, aX adpgq “ t0u. Finally D P a implies rD, adXs P aX adpgq “ t0u. Then
adpDXq “ 0 for any X P g, so that D “ 0. This shows that a “ t0u, so that adpgq “ Bpgq.

51.7.1 Cartan criterion

Let us recall a result: Dg “ g1, rDg,Dgs Ă g2; then Dkg Ă gk. Thus if g is nilpotent, it is
solvable. On the other hand, by the Engel theorem 51.37, Dg is nilpotent if and only if all the
adDg x are nilpotent for x P Dg.

Theorem 51.54 (Cartan criterion).
Let g be a subalgebra of glpV q. We suppose that Trpxyq “ 0 @x P Dg, y P g. Then g is solvable.

Proof. It is sufficient to prove that Dg is nilpotent indeed if we write Dkg Ă gk with Dg instead
of g, Dk`1g Ă pDgqk. If Dg is nilpotent, pDgqn “ 0 and Dn`1g “ 0 so that g is solvable.

Let us consider x P Dg. We have to prove that it is ad-nilpotent (see the Engel theorem 51.37).
Let A “ Dg, B “ g and M “ tx P glpV q tel que rxgs Ă Dgu. By definition of Dg, g Ă M . The
lemma 51.12 will conclude that x P Dg is nilpotent if Trpxyq “ 0 for any y PM . Here we just have
this equality for y P g.

A typical generator of Dg is rx, ys with x, y P g. Take a z P M ; by the formula Trprx, yszq “
Trpxry, zsq, the trace that we have to check is

Trprx, yszq “ Trpxry, zsq “ Trpry, zsxq. (51.40)

But with z P M , ry, zs P Dg, then Trprx, yszq “ Trpry, zsxq “ 0. Thus we are in the situation of
the lemma.

cor:ad_g_sol

Corollary 51.55.
A Lie algebra g for which Trpadx ˝ ad yq “ 0 for all x P Dg, y P g is solvable.

Proof. We consider h “ ad g; this is a subalgebra of glpV q such that a P Dh and b P h imply
Trpabq “ 0. In order to see it, remark that a P Dh can be written as a “ radx, ad ys “ adrx, ys for
certain x, y P g. Then Trpabq “ Trpadrx, ys ad zq with x, y, z P g; this is zero from the hypothesis.
Then h “ ad g is solvable.

It is also known that kerpadq “ Zpgq is also solvable. Now we consider m a complementary of
Zpgq in g: g “ Z ‘ m. The Lie algebra adpmq is solvable and the homomorphism ϕ : adm Ñ m
defined by ϕpadxq “ x is well defined. From the first item of the proposition 51.32, m is solvable.
With obvious notations, an element of Dm can be written as rm,m1s (because Zpgq don’t contribute
to Dg). Then Dg “ Dm, so that g is as much solvable than m.
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Lemma 51.56.
The radical of a Lie algebra is non zero if and only if it has at least non zero abelian ideal. lem:ss_ideal

Proof. The radical of g is its unique maximal solvable ideal. An eventually non empty abelian
ideal should be in the radical.

Let us now consider that the radical is non zero, and consider the derived series of Rad g.
Since Rad g is solvable, we can consider n, the minimal integer such that Dn Rad g “ 0. Then
Dn´1 Rad g is a non zero abelian ideal.

ThoRadicalEquivSS

Theorem 51.57.
A Lie algebra is semisimple if and only if its radical is zero.

Proof. Direct sense. We suppose Rad g “ 0 and we consider S, the radical of the Killing form:

S “ tX P g tel que BpX,Y q “ 0@Y P gu.

By definition, for any X P S and Y P g, TrpadX ˝ adY q “ 0. The Cartan criterion makes adS
solvable and the corollary 51.55 makes S solvable.

Now, the ad-invariance of the Killing form turns S into an ideal, so that S Ă Radpgq because
any solvable ideal is contained in Rad g. From the assumptions, RadS “ 0, then S Ă Rad g “ 0.
This shows that the Killing form is nondegenerate.
Inverse sense. We suppose S “ 0 and we will show that any abelian ideal of g is in S. In this
case, if A is a solvable ideal with DnA “ 0, then Dn´1A is an abelian ideal, so that Dn´1A “ 0.
By induction, A “ 0.

Let I be an abelian ideal of g, X P I and Y P g. Then adX ˝ adY is nilpotent because for
Z P g,

padX adY adX adY qZ “ padX adY q prX, rY,Zssqloooooomoooooon
“X1PI

“ padXq rY,X1sloomoon
“X2PI

“ padXqX2 “ 0. (51.41)

Then 0 “ TrpadX adY q “ BpX,Y q and X P S, so that I Ă S “ 0.

51.7.2 More about radical

If g is a Lie algebra whose radical is r, we say that a subalgebra s of g is a Levi subalgebra
if g “ r‘ s.

Any Lie algebra posses a Levi subalgebra 7.

Lemma 51.58.
If a is an ideal in a Lie algebra g, then

Rad a “ pRad rq X a.

lem:rad_ideal

Before to begin the proof, let us recall that lemma 51.31 gives us an isomorphism ψ : pa`bq{aÑ
b{paX bq when a and b are ideals in g.

Proof of the lemma. If r is the radical of g, then the radical of g{r is zero, so that r{r is semisimple.
Let a be an ideal in g, then pa ` rq{r is an ideal in the semisimple Lie algebra gr, so that it is
also semisimple. From the isomorphism, a{paX rq is also semisimple and aX r must contains the
radical of a. Indeed if a solvable ideal of a where not in aX r, then this should give rise to a non
zero solvable ideal in a{paX rq although the latter is semisimple. Then aX r “ Rad a.

7. Reference needed.
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Proposition 51.59.
If A is a compact group of automorphisms of the Lie algebra g, then there exists a Levi subalgebra
of g which is invariant under A.

Proof. Let r be the radical of g; we will split our proof into two cases following rr, rs “ 0 or not.
The radical is abelian. In this first case we consider an induction with respect to the dimension
of g. We consider g “ g{rr, rs and r “ r{rr, rs: these are algebras with one less dimension that g
and r. We denote by π : gÑ g the natural projection.

We begin to prove that r is the radical of g. It is clear from the Lie algebra structure on a
quotient that r is an ideal because r is. It is also clear that r is solvable. We just have to see that
r is maximal in g. For this, suppose that rYX is a solvable ideal in g. Then it is easy to see that
rYX is an ideal in g. Taking commutators in rYX, we always finish in 0 P g, i.e. in rr, rs. Taking
again some commutators, we finish on 0 P g because r is solvable. This contradict the maximality
of r.

Since A is made up of automorphisms, it leaves r invariant, so that it also acts on g as an
automorphism group: aX “ aX for a P A and X P g. From the induction assumption, we can find
a Levi subalgebra s in g: s‘r “ g. In this case, the radical of π´1psq is rr, rs. Indeed in the one hand,
rX s “ 0, so that π´1prX sq “ rr, rs. In the other hand π´1prX sq “ π´1prq X π´1psq “ rX π´1psq.
The lemma 51.58 conclude that Radπ´1psq “ rr, rs.

Now A is a compact group of automorphism which leaves invariant π´1psq, so we have a Levi
subalgebra s of π´1psq invariant under A. We will see that this is in fact a Levi subalgebra of the
whole g, i.e. we have to prove that s‘ r “ g. From the definition of s,

s‘ rr, rs “ π´1psq,

and by definition of s,
s‘ r

rr, rs “ g.

Then
g “ π´1psq ‘ r` rr, rs “ s‘ rr, rs ‘ r` rr, rs “ s‘ r. (51.42)

We can now pass to the second case: rr, rs “ 0.
The radical is not abelian. Let s0 and s be Levi subalgebras of g. For X P s0, we write

X “ fpXq `Xs

with respect to the decomposition g “ s ‘ r. This defines a linear map f : s0 Ñ r. For any X,
Y P s0, rXs, Xss “ rX,Y s ´ rX, fpyqs´ rfpXq, Y s because r is abelian. Since 8, rXs, Xss “ rX,Y ss,

fprX,Y sq “ rX, fpY qs ´ rfpXq, Y s. (51.43)eq:f_presque_isomeq:f_presque_isom

Now let us consider a map f : s0 Ñ r which satisfy this equation. Then the map X Ñ X ´ fpXq
is an isomorphism between s0 and his image which is a Levi subalgebra of g. Indeed

rX,Y s Ñ rX,Y s ´ fprX,Y sq
“ rX,Y s ´ rX, fpY qs ´ rfpXq, Y s
“ rX ´ fpXq, Y ´ fpY qs.

(51.44)

Now we consider V , the space of all the linear maps s0 Ñ r which fulfil the condition (51.43). We
have a bijection between V and the Levi subalgebras of g: for any Levi subalgebra we associate
the map f P V given by X “ fpXq `Xs.

So our proof can be reduced to find a fixed point of V under the action of A. In order to do
that, we will see that A is a group of affine transformations on V . Consider a α P A and f0, fα0 ,

8. C’est pas clair pourquoi on a a̧.
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fα be the elements of V corresponding to s0, s and αpsq. We take a X P s0 and we denote by
αpXq the s0-component of αpXq with respect to the decomposition g “ r‘ s0:

αpXq “ αpXq ` βpXq.

This also defines β : gÑ r and ´βpXq is the r-component of αpXq with respect to g “ r‘ αps0q.
Since fα0 just correspond to this decomposition, fα0 pαpXqq “ ´βpXq, so that

αpXq “ fα0 pαpXqq ` αpXq
“ fα0 pαpXqq ` αpfpXqq ´ αpfpXqq ` αpXq.

(51.45)

Since X ´ fpXq P s, αpXq ´ αpfpXqq P αpsq, then fα0 pαpXqq ` αpXq is the r-component of αpXq
with respect to g “ r‘ αpsq. Then

fα0 pαpXqq ` αpfpXqq “ fαpαpXqq “ fαpαpXqq.

Since X was taken arbitrary, fα “ fα0 ` α ˝ f ˝ α´1. Then the map V Ñ V , f Ñ fα is an affine
transformation with translation equals to fα0 and linear part being f Ñ α ˝ f ˝ α.

A general result shows that a compact group of affine transformations on a vector space has a
fixed point.

An other result that will be used:
lem:Killing_ss_descent

Lemma 51.60.
If G is a semisimple Lie group and H a semisimple subgroup of G, the restrictions on H of the
Killing form of G is nondegenerate.

51.7.3 Lorentz algebra
LemCommsopqAlg

Lemma 51.61 ([818]).
The matrices of sopp, qq satisfy the definition relation

M tη ` ηM “ 0, (51.46)

and if Mab is the “rotation” in the place of directions a and b (i.e. a trigonometric or an hyperbolic
rotation following that a and b are of the same type or not), then the action on Rpp,qq is given by
px1qµ “ pMabqµνxν with

pMabqµν “ ηaµδbν ´ ηbµδaν . (51.47)

The commutation relations are given by

rMab,M cds “ ´ηacM bd ` ηadM bc ` ηbcMad ´ ηbdMac. (51.48)

Notice that Mab “ ´M ba.

There is an other physical reason (which is in fact the same, but differently presented) justifying
the study of the Clifford algebra. The quantum field theory need representation of the Lorentz
algebra 9

rJµν , Jρσs “ ipηνρJµσ ´ ηµρJνσ ´ ηνσJµρ ` ηµσJνρq.
Dirac had a trick to find such J matrices from a representation of the Clifford algebra. If we have
nˆ n matrices γµ such that

γµγν ` γνγµ “ 2ηµν1nˆn,

9. When one think to real infinitesimal rotation matrices, the presence of i seems not natural, but one redefines
J Ñ iJ for formalism reasons.
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a n-dimensional representation of the Lorenz algebra is obtained by

Sµν “ i

4 rγ
µ, γνs .

By a simple redefinition J “ iM , one obtains

rJ, Js “ iηJ (51.49)EqJJietaJcommEqJJietaJcomm

instead of rM,M s “ ηM , and the matrices J are Hermitian. Here η is the matrix

η “ diagp`, . . . ,`looomooon
ptimes

,´, . . . ,´looomooon
q times

q. (51.50)

As convention, we say that a direction corresponding to a positive entry in the metric is a time
direction, while the spatial directions are negative. That corresponds to the convention of page
3841 to say that a time-like vector has positive norm.

51.8 Clifford algebra

51.8.1 Definition and universal problem

Theorem 51.62.
Let E be an unital associative algebra and j : V Ñ E a linear map such that

jpvq· jpvq “ qpvq1. (51.51)102r1102r1

Then we have an unique extension of j to a homomorphism ȷ̃ : ClpV, qq Ñ E. Moreover, ClpV, qq
is the unique associative algebra which have this property for all such E.

ClpV, qq� _
i
��

j̃

##
V

j
// D

tho_Cliffunif

This theorem can be seen as a definition of ClpV, qq.
Proof. The proof shall belongs two parts: the first one will show how to extend j and why it is
unique, and the second one will prove the unicity of ClpV, qq.

We begin by define the extension of j. First note that any linear map f : V Ñ E can be extended
to an algebra homomorphism f : T pV q Ñ E in only one way. Indeed, the homomorphism condition
require that fpvbwq “ fpvq· fpwq. The whole map f is then well defined by the data of f alone.

As far as the map j is concerned, we have the relation (51.51) which says that jpIq “ 0. Indeed,

jpv b v ´ qpvq· p1qq “ jpvq· jpvq ´ qpvqjp1q “ jpvq· jpvq ´ qpvq1 “ 0. (51.52)

Thus j : T pV q Ñ E is a class map for I, and we can descent j from T pV q to ClpV, qq, We define
ȷ̃ : ClpV, qq Ñ E by

ȷ̃rxs “ jpxq (51.53)

where rxs is the class of x. That’s for the existence part.
The unicity is clear: f1 “ f2 on V implies that f1 “ f2 on T pV q. Thus f̃1 “ f̃2 on ClpV, qq.
We turn now our attention to the unicity of ClpC, qq. Let D be an unital associative algebra

such that
(1) V Ă D,
(2) For any unital associative algebra E and for any f : D Ñ E such that fpvq· fpvq “ ´qpvq1,

there exists only one homomorphic map f̃ : D Ñ E which extend f .
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We should find a homomorphic map k̃ : D Ñ ClpV, qq. Let i be the canonical injection i : V Ñ D.
Clearly, we have a homomorphism V Ñ ipV q. Now, as a space E, we can take ClpV, qq; i can be
seen as a linear map i : V Ñ ClpV, qq such that ipvq· ipvq “ qpvq1. The assumptions say that i
can be extended (in only one way) to a homomorphic map ĩ : D Ñ ClpV, qq.

The Clifford algebra is thus unique up to a homomorphism.

What we proved is the following: if for any E and for any j : V Ñ E such that jpvq· jpvq “
qpvq1, there exist an unique j̃ : D Ñ E which extend j, then D “ ClpV, qq up to a homomorphism.
One ays that ClpV, qq solve an universal problem.

51.8.2 Representations of the algebra sup2q “ sop3q
subsecPJmtqrG

If one knows a load of theory, it is possible to determine the irreducible representations of sop3q
in a very short way; This will be done in example 51.174. We are now going to determine the
irreducible representations of sop3q in a quite explicit way.

51.8.2.1 Ladder operators

The algebra sup2q is the real algebra generated by the matrices of the form
ˆ

α β
´β˚ ´α

˙
with

α, β P C. A convenient basis is given by

u1 “ 1
2

ˆ
i 0
0 ´i

˙
, u2 “ 1

2

ˆ
0 1
´1 0

˙
, u3 “ 1

2

ˆ
0 i
i 0

˙
. (51.54)EqGenssudeuxEqGenssudeux

That algebra satisfies the commutation relations

rui, ujs “ ϵijkuk. (51.55)

The trick to build finite dimensional representations of that algebra is common (see [819] for
example). The first step is to perform a change of basis Jk “ iuk that brings the algebra under
the form (see section 53.19 to understand why)

rJi, Jjs “ iϵijkJk. (51.56)EqAlgsuiepsijkEqAlgsuiepsijk

We are going to construct all the finite dimensional irreducible representations of the algebra
(51.56). The key point of that new basis is that one can define the ladder operators

J˘ “ J1 ˘ iJ2 (51.57)

that have the property that
rJ3, J˘s “ ˘J˘. (51.58)

Notice that for every i, we have pJiq˚ “ Ji, so that pL˘q˚ “ L¯. An other important property is
that, defining J2 “ J2

1 ` J2
2 ` J2

3 , we have

rJi, J2s “ 0, (51.59)

which show that J2 is a Casimir operator, and is thus by Schur’s lemma a multiple of identity.
Notice that we are using an abuse of notation between Ji as element of sup2q and Ji as the
operator that represent Ji. In the first case, products like JiJj make no sense 10, but it makes
sense as operator composition.

10. In fact, one has to understand these products as elements of the universal enveloping algebra. What we are
building is a reprensentation of that algebra, which, obviously, restricts to a representation of the algebra. When we
use the Schur’s lemma, in fact we invoke it in U

`
sop3q

˘
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The subalgebra tJ2, J3u being abelian, we can simultaneously diagonalise J2 and J3. Let |m,σy
be an orthonormal basis of the eigenspace of J3 associated with the eigenvalue m. The index σ is
for a possible degenerateness to be studied later. We have

J3|m,σy “ m|m,σy.
Using the commutation relations between J3 and the ladder operators, we have

J3J˘|m,σy “
`˘ J˘ ` J˘J3

˘|m,σy “ pm˘ 1qJ˘|m,σy. (51.60)EqJtroisJpmmplusunEqJtroisJpmmplusun

Thus J˘|m,σy is an eigenvector of J3 with the eigenvalue m˘ 1, which means that J˘|m,σy is a
linear combination of the vectors |m ˘ 1, σy with different values of σ. This is the reason of the
name of the ladder operators: they raise and lower the eigenvalue of J3.

We can now prove that one has to drop the index σ because eigenvalues of J3 cannot be
degenerated. For, compute

J`J´ “ pJ1 ` iJ2qpJ1 ´ iJ2q “ J2 ´ J2
3 ` irJ2, J1s “ J2 ´ J2

3 ` J3, (51.61)JpJmJcarrerelationJpJmJcarrerelation

so that
J`J´|m,σy “ pα´m2 `mq|m,σy

where α is defined by J2 “ α1. That proves that the space generated by |m,σy and the action of
J3, J` and J´ is invariant under the representation, while one cannot obtain |m,σ1y by action of
J˘ on |m,σy. Since we are looking for irreducible representations, that space must actually be all
the representation space. That rules out the possibility to have two different vectors |m,σ1y and
|m,σ2y.

The explicit matrix form of J˘ are:

J` “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

... . . .

˛
‹‹‹‹‹‚
, J´ “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
0 0 0 0 . . .
0 0 0 1 . . .
...

...
...

... . . .

˛
‹‹‹‹‹‚
, (51.62)

Since we are searching for finite dimensional representations, there exists a maximal eigenvalue of
J3. Let us denote by j that maximal eigenvalue and by |jy the corresponding eigenvector. The
relation (51.60) shows that if J`|jy ‰ 0, then J`|jy is an eigenvector for J3 with eigenvalue j ` 1,
which contradicts maximality. Then we have J`|jy “ 0.

Since we know the action of J3 and J` on |jy, it is convenient to write J2 in terms of these
two operators. This is done in the same way as probing equation (51.61):

J2 “ J2
3 ` J3 ` J´J`, (51.63)

so that
J2|jy “ jpj ` 1q|jy. (51.64)EqJcarrejjplusunEqJcarrejjplusun

We know that J2 “ α1 and that α is a characteristic of the representation. What equation (51.64)
tells us is that the maximal eigenvalue of J3 is related to α by jpj ` 1q “ α.

We are now able to determine the proportionality constant of relation J˘|my9|m˘ 1y. Since
pJ´q˚ “ J`, we have

}J´|my}2 “ xm|J`J´|my “ jpj ` 1q ´m2 `m. (51.65)EqnormeJmoinmEqnormeJmoinm

Then one has

J´|my “
a
jpj ` 1q ´mpm´ 1q|m´ 1y, (51.66a)EqJmoinsmanglemmointunEqJmoinsmanglemmointun

J`|my “
a
jpj ` 1q ´mpm` 1q|m` 1y. (51.66b)
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As expected, J´|´jy “ 0 and J`|jy “ 0. Notice that we avoid the possibility J´|my “ ´?¨ ¨ ¨|m´1y
by a simple redefinition |m´ 1y Ñ ´|m´ 1y.

Equation (51.65) shows that the norm of |my becomes negative for m ă ´j and m ą j ` 1.
We conclude that the minimal eigenvalue of J3 is ´j. Since |jy has to be reached from | ´ jy by
action of J`, the difference j ´ p´jq must be an integer. Thus j P N{2. The number j is the spin
of the representation.

Let us give the explicit example with spin one half. When j “ 1
2 , the vector space is generated

by the vectors |1{2y and | ´ 1{2y, and the operators are given by

J3 “ 1
2

ˆ
1 0
0 ´1

˙
, J´ “

ˆ
0 0
1 0

˙
, J` “

ˆ
0 1
0 0

˙
, (51.67)

from which we deduce

J1 “ 1
2

ˆ
0 1
1 0

˙
, J2 “

ˆ
0 ´i
i 0

˙
.

Notice that we have Ji “ 1
2σi with the Pauli matrices,

σ1 “
ˆ

0 1
1 0

˙
, σ2 “

ˆ
0 ´i
i 0

˙
, σ3 “

ˆ
1 0
0 ´1

˙
. (51.68)

These matrices fulfil the relation
σiσj “ δij ` iϵijkσk. (51.69)

51.8.2.2 Weight vectors
subSubSecweightsotrois

The algebra sop3q does not contain abelian subalgebra of dimension bigger than one, so a
Cartan subalgebra is generated by J3. The unique (up to dilatation) element of H ˚ is thus given
by αpJ3q “ 1. The relation rJz, J˘s provides the root spaces:

sop3q1 “ tJ`u
sop3q´1 “ tJ´u, (51.70)

thus n˘ is generated by J˘.

51.9 Cartan subalgebras in complex Lie algebras
SecCartaninComplex

About Cartan algebra, one can read [820, 821, 822, 815].
In this section g will always denotes a complex finite dimensional Lie algebra.

PgDefCentralisateur

Definition 51.63.
When h is a subalgebra of g, the centralizer of h is the set

Zphq “ tx P g tel que rx, hs Ă hu. (51.71)

More generally if g is a Lie algebra and if a, b are two subset of g, the centraliser of a in b is

Zbpaq “ tX P b tel que rX, as “ 0u. (51.72)

If a is a subalgebra of g, its normalizer is

na “ tX P g tel que rX, as Ă au. (51.73)

One can check that a is an ideal in na.
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DEFooUNWJooVsBZgJ

Definition 51.64.
A subalgebra h of a Lie algebra g is a Cartan subalgebra if it is nilpotent and if it is its own
centralizer: rx, hs Ă h implies x P h.

Our first task is to show that every Lie algebra has a Cartan algebra.

Lemma 51.65 (Primary decomposition theorem).
Let V be a complex vector space and A : V Ñ V be linear map. Then we have the direct sum
decomposition

V “ à
λPC

VλpAq (51.74)EqPrimDecomThoEqPrimDecomTho

where VλpAq “ tv tel que pA´ λ1qnv “ 0 for some n P Nu
This is the result that restricts ourself to complex Lie algebras when proving that Cartan

subalgebras exist. Notice that the sum in (51.74) is reduced to the eigenvalues of A since gλpAq “ 0
when λ is not an eigenvalue. Indeed if

`
A ´ λ1

˘n
Y “ 0 then pA ´ λ1qn´1Y is an eigenvector for

A with eigenvalue λ.
For any λ P C and X P g we consider the space

gλpXq “ tY P g tel que
`

adpXq ´ λ1˘nY “ 0 for some nu. (51.75)

The primary decomposition theorem implies the decomposition

g “à
λ

gλpXq (51.76)EqDecomplGpRimDecombijkEqDecomplGpRimDecombijk

for each X P g.
A small useful formula: if u is a derivation of the Lie bracket and if rX,Y s is any bracket, then

pu´ λ1qrX,Y s “ “pu´ λ1qX,Y ‰` rX,uY s. (51.77)EqWGujmeFEqWGujmeF

LemVZzSnUW

Lemma 51.66.
For each X P g and λ, µ P C we have

“
gλpXq, gµpXq

‰ Ă gλ`µpXq. (51.78)

Proof. Let Xλ P gλpXq and Xµ P gµpXq. Using the fact that adpXq is a derivation we have

adpXqrXλ, Xµs ´ pλ` µqrXλ, Xµs “
”`

adpXq ´ µ1˘Xλ, Xµ

ı
`
”
Xλ,

`
adpXq ` µ1˘Xµ

ı
(51.79)

Let us show by induction the following equality for all n:

`
adpXq ´ pλ` µq1˘nrXλ, Xµs “

8ÿ

i“0

ˆ
n

i

˙”`
adpXq ´ λ1˘iXλ,

`
adpXq ´ µ1˘n´i

Xµ

ı
. (51.80)EqPIzsRhbEqPIzsRhb

In order to prove that, it is sufficient to apply
`

adpXq ´ pλ ` µq1˘ to that equality and use the
fact that adpXq is a derivation of the Lie bracket. Then apply formula (51.77).

The expression (51.80) vanishes when n is large enough.

We say that X is regular if dim g0pXq is the smallest with respect to the others dim g0pY q.
The following proposition shows that every complex Lie algebra has a Cartan Lie subalgebra.

Proposition 51.67.
If X is regular in g then the subalgebra g0pXq is Cartan.
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Proof. Since X P g0pXq we have adpXqgλpXq Ă gλpXq. Thus we see adpXq as a linear operator
on gλpXq. The operator adpXq|gλpXq is nonsingular 11 when λ ‰ 0. Indeed all the eigenvalues of
adpXq on gλpXq are equal to λ because

`
adpXq ´ µ1˘Y “ 0 (51.81)

implies Y P gµpXq. If Y P gλpXq it only occurs when µ “ λ since the sum (51.74) is direct.
For each eigenvalue λ we have a neighborhood Uλ of X in g0pXq such that for all Y P Uλ,

adpY q is nonsingular on gλpXq. We consider U “ Ş
λ Uλ which is a non empty open set since the

intersection is taken over the eigenvalues of adpXq that are in finite numbers.
Let us prove that the restriction to g0pXq of the linear operator adpY q is nilpotent for each

Y P U . First we have
g0pY q Ď g0pXq (51.82)EqLgzsubsetlzYEqLgzsubsetlzY

because by construction adpY q cannot be nilpotent on the other spaces gλpXq. But by hypothesis
the element X is regular, thus the inclusion (51.82) cannot be strict. Thus g0pXq Ă g0pY q which
means that adpY q is nilpotent on g0pXq.

Now the fact for adpY q to be nilpotent means the vanishing of a polynomial determined by the
coefficients of the matrix of adpY q. Since this polynomial vanishes on the open set U , it vanishes
identically, so that adpY q is nilpotent on g0pXq. It results that g0pXq is a ad-nilpotent algebra
and the Engel’s theorem 51.37 concludes that g0pXq is nilpotent.

We still have to prove that g0pXq is its own centralizer. Since g0pXq is a subalgebra we have
the inclusion

g0pXq Ď Z
`
g0pXq

˘
. (51.83)

Let Z P Z
`
g0pXq

˘
. For each Y P g0pXq we have rZ, Y s P g0pXq. In particular with Y “ X we

have adpXqZ P g0pXq. Thus
adpXqnZ “ adpXqn´1 adpXqZlooomooon

Pg0pXq
(51.84)

and there exists a n such that adpXqn´1 adpXqZ “ 0.

If g is a Lie algebra, the group of inner automorphism is the subgroup of Autpgq generated
by the elements of the form eadpXq with X P g. This definition is motivated in the context of
matrix groups by the fact that when g “ eY P G and X P g we have

gXg´1 “ eadpY qX. (51.85)

Exemple 51.68.
If

g “
¨
˝

cosptq sinptq 0
´ sinptq cosptq 0

0 0 1

˛
‚, X “

¨
˝

0 a b
´a 0 0
´b 0 0

˛
‚, (51.86)

then one checks that g “ eY with

Y “
¨
˝

0 t 0
´t 0 0
0 0 0

˛
‚ (51.87)

and

gXg´1 “ eadpY qX “
¨
˝

0 a b cosptq
´a 0 ´b sinptq

´b cosptq b sinptq 0

˛
‚. (51.88)

△

Theorem 51.69.
The group of inner automorphisms of g acts transitively on the set of Cartan subalgebras.

11. it means that adpY q is invertible.
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For a proof, see [823]. In particular they have all the same dimension and the definition of
the rank as the dimension of its Cartan algebra make sense. In [823] we have a more abstract
definition of the rank, see page III-2.

PropCartanLzXtjs

Proposition 51.70.
If h is a Cartan subalgebra of the complex Lie algebra g, there exists a regular element X P g such
that h “ g0pXq.

For a proof, see [823].
prop:Cartan_max_nil

Proposition 51.71.
A Cartan subalgebra is a maximal nilpotent subalgebra.

Proof. Let h be a Cartan subalgebra of g and n, a nilpotent algebra which contains h. Let
tX1, . . . , Xnu be a basis of g chosen in such a way that the p first vectors form a basis of h
while the r first, a basis of n (r ą p of course). As notational convention, the subscript i, j are
related to h and u, t to na h.

Let us first suppose dim n “ dim h ` 1 and let Xu be the basis vector of n which is not in h.
Since h is Cartan, we can find Xi P h such that Y “ rXu, Xis R h. Then Y has a Xu-component
and this contradict the fact that adXi is nilpotent.

The next case is n “ h‘Xu‘Xt. In this case we can find a Xi P h such that Y “ rXu, Xis R h.
The fact to be nilpotent makes that Y has no Xu-component, so that it has a Xt-component. Now
it is clear that for any Xj P h, rY,Xjs still has no Xu-component (because padXi ˝ adXjq has to
be nilpotent), but has also no Xt-component. Then for any X P h, rY,Xs P h with Y R h. There
is a contradiction.

Now the step to the general case is easy: if dim n “ dim h `m, we consider X1, . . . , Xm P h
and A “ padX1 ˝ adXmqXu. This is not in h although rA,Xs P h for any X P h.

Proposition 51.72.
If g is a semisimple Lie algebra, a subalgebra h is Cartan if and only if the two following conditions
are satisfied:

(1) h is a maximal abelian subalgebra
(2) the endomorphism adpHq is diagonalizable for every H P h.

51.10 Root spaces in semisimple complex Lie algebras
SecRootcomplexss

In this section we particularize ourself to complex semisimple Lie algebras. A very good
reference about complex semisimple algebras including the reconstruction via the Cartan matrix
and Chevalley-Weyl basis is [823].

51.10.1 Introduction and notations

Real and complex Lia algebras deserve quite different treatment with root space. We review
here the main steps in both cases, emphasising the differences. We restrict ourself to semisimple
Lie algebras. See [817].

51.10.1.1 Complex Lie algebras

If g is a complex semisimple Lie algebra, we choose a Cartan subalgebra h and the root spaces
are given by

gα “ tX P g tel que rH,Xs “ αpHqX@H P hu. (51.89)

The dimension of h is the rank of g. Then the root space decomposition reads

g “ h‘à
αPΦ

gα (51.90)
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where Φ is the set of roots.

51.10.1.2 Real Lie algebras

If g is a real semisimple Lie algebra we consider a Cartan involution and the Cartan decompo-
sition g “ k‘ p. Then we choose a maximally abelian subalgebra a in p and we define

gλ “ tX P g tel que rJ,Xs “ αpJqX@J P au. (51.91)

The rank of g is the dimension of a. The root space decomposition then reads

g “ g0 ‘
à
λPΣ

gλ (51.92)

where Σ is the set of λ P a˚ such that λ ‰ 0 and gλ ‰ 0.

51.10.1.3 Notations
SubsecNotationRootsDel

We summarize the notations that will be used later. Let h be a Cartan algebra in the complex
semisimple Lie algebra g. An element α P h˚ is a root if the space

gα “ tX P g tel que adpHqX “ αpHqx,@H P hu (51.93)

is non empty.
(1) Φ is the set of all the roots. We consider an ordering notion on Φ and Φ` “ Π is the set of

positive roots.
(2) An element in Φ` is simple if it cannot be written as the sum of two positive roots.
(3) ∆ is the set of simple roots 12. The simple roots are denoted by tα1, . . . , αlu.

51.10.2 Root spaces

We are considering a complex semisimple Lie algebra g with a Cartan subalgebra h.
DefRootSpace

Definition 51.73.
For each α P h˚ we define

gα “ tx P g tel que @h P h, ` adh´ αphq˘nx “ 0 for some n P Nu. (51.94)eq:lG_alpha_nsseq:lG_alpha_nss

If gα is not reduced to 0, we say that α is a root and gα is a root space.

Corollary 51.81 will provide an easier formula for the root spaces when the algebra g is complex
and semisimple.

TholGCartalphaplusbeta

Theorem 51.74.
Let g be a complex Lie algebra with Cartan subalgebra h. If α, β P g˚ then ItemTholGCartalphaplusbetai

(1) rgα, gβs “ gα`β,
(2) g0 “ h.

prop:deux_racine

Proof. For z P h and x, y P g we have
`

ad z ´ pα` βqpzq˘rx, ys “ rpad z ´ αpzqqx, ys ` rx, pad z ´ βpzqqys. (51.95)

Using the same induction as in the proof of lemma 51.66 we show that
`

ad z ´ pα` βqpzq˘nrx, ys “
ÿ

k

ˆ
k

n

˙”
pad z ´ αpzqqkpxq, pad z ´ βpzqqn´kpyq

ı
. (51.96)

12. The symbol ∆ has not a fixed signification in the literature. As example, in [824] the symbol ∆ is the set of
roots while in [825] it denotes the set of simple roots.
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This formula shows that rgα, gβs Ă gα`β. Indeed let x P gα, y P gβ and n be large enough,

pad z ´ pα` βqpzqqn rx, ys “ 0. (51.97)

Now we turn our attention to the second part. Let us apply the Lie theorem 51.23 to the action
of g on the quotient g0{h. There exists rX0s P g0{h such that hrX0s “ λphqrX0s where the bracket
stand for the class. Since h is nilpotent on g0 we have λ “ 0 identically. Looking outside the class,
the existence of a non vanishing rX0s P g{h such that hrX0s “ 0 means that there exists X0 P g0zh
such that rh,X0s P h for every h P h. This contradicts the fact that h is its own centralizer.

Proposition 51.75.
The complex Lie algebra decomposes into the root spaces as

g “ à
αPh˚

gα. (51.98)

Proof. Let H P h. We consider the primary decomposition (51.76) with respect to the operator
adpHq:

g “à
λ

gλpHq. (51.99)

If H 1 P h the operator adpH 1q acts the space gλpHq because H 1 P g0pHq so that

rH 1, gλpHqs Ă gλpHq. (51.100)

Thus we can write the primary decomposition of gλpHq with respect to the operator adpH 1q
knowing that

`
gλpHq

˘
µ
pH 1q “ tX P gλpHq tel que

`
adpH 1q ´ µ˘nX “ 0u “ gλpHq X gµpH 1q. (51.101)

What we get is the decomposition

g “à
λ

à
µ

gλpHq X gµpH 1q. (51.102)

We continue the decomposition with H2, H3, . . . until each adpHq with H P h has only one eigen-
value on each of the summand of the decomposition

g “ à
λ1,...,λl

gλ1pH1q X . . .X gλl
pHlq. (51.103)

For each l-uple pλ1, . . . , λlq, the eigenvalue of Hi on gλ1 X . . . X gλl
is λi. Thus we can see λ as a

1-form on h and write
g “à

λ

gλ (51.104)EqdirectumlGRootsEqdirectumlGRoots

with
gλ “ tX P g tel que

`
adpHq ´ λpHq˘nX “ 0u. (51.105)

cor:Bxy_zero

Corollary 51.76.
If Xα P gα and Xβ P gβ with α` β ‰ 0, then BpXα, Xβq “ 0.

Proof. From the second point of proposition 51.74, we have adXα ˝ adXβ : gµ Ñ gµ`α`β. If
α` β ‰ 0, the fact that the sum (51.104) is direct makes the trace of adXα ˝ adXβ zero.

Since g is semisimple, the restriction of the Killing form on h is nondegenerate 13. Thus we can
introduce, for each linear function ϕ : hÑ C, the unique element tϕ P h such that

ϕphq “ Bptϕ, hq (51.106)

13. Because the Killing form is zero on each space gα with α ‰ 0.
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for every h P h. This element is nothing else that the dual ϕ˚ with respect to the Killing form.
Indeed

tϕ̊phq “ Bptϕ, hq “ ϕphq, (51.107)

so that tϕ̊ “ ϕ. Incidentally, this proves that when ϕ runs over a basis of h˚, the vector tϕ runs
over a basis of h. The space h˚ is endowed with an inner product defined by

pα, βq “ Bptα, tβq “ βptαq “ αptβq. (51.108)EqDefInnprHestrarEqDefInnprHestrar

LemXYBXYtalphaPropoxalphaymoinaalpha

Lemma 51.77.
If X P gα and Y P g´α, then

rX,Y s “ BpX,Y qtα. (51.109)

Proof. By theorem 51.74(1), rX,Y s P g0 “ h. Now we consider h P h and the invariance formula
(51.23). We find:

B
`
h, rX,Y s˘ “ ´B`rX,hs, Y ˘ “ αphqBpX,Y q “ Bph, tαqBpX,Y q “ B

`
h,BpX,Y qtα

˘
. (51.110)

The lemma is proven since it is true for any h P h and B is nondegenerate on h.

The elements tα allow to introduce an inner product on h˚ and hence on the roots by defining

pα, βq “ Bptα, tβq. (51.111)
Leminnerabequaaggb

Lemma 51.78.
If α and β are roots we have the formula

pα, βq “
ÿ

γPΦ
pdim gγqpα, γqpβ, γq. (51.112)

Proof. We consider for g a basis in which all the elements are part of one of the root spaces and we
look at the endomorphism adptαq of g. This is diagonal and has zeros on the entries corresponding
to h. The other entries on the diagonal are of the form γptαq. Thus

Bptα, tβq “
ÿ

γPΦ
pdim gγqγptαqγptβq. (51.113)

Thus we have pα, βq “ Bptα, tβq “ ř
γPΦpdim gγqpα, γqpβ, γq.

PropScalrooTsQ

Proposition 51.79 ([824]).
Let α and β be roots. We have

(1) pα, βq P Q,
(2) pα, αq ě 0.

Proof. Let α, β P Φ and consider the space

V “ à
mPZ

gβ`mα. (51.114)

If Xα P gα and X´α P g´α with rXα, X´αs “ tα we have, for all v P V ,

rXα, vs P V (51.115a)
rX´α, vs P V (51.115b)
rtα, vs P V. (51.115c)

Thus we can consider the restrictions to V of the operators adpXαq, adpX´αq and adptαq. Since
ad is an homomorphism we have, as operator on V ,

adptαq “
“

adpXαq, adpX´αq
‰
, (51.116)
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and then Tr
`

adptαq|V
˘ “ 0.

Let us compute that trace on the basis tvpiq
k u where vpiq

k P gβ`kα. Since

adptαqvpiq
k “ pβ ` kαqptαqvpiq

k (51.117)

we have

0 “ Tr
`

adptαq|V
˘

(51.118a)
“

ÿ

kPZ
dim gβ`kαpβ ` kαqptαq (51.118b)

“
ÿ

kPZ
dimβ`kα

`pα, βq ` pα, αq˘ (51.118c)

and ˜ÿ

kPZ
dim gβ`kα

¸

loooooooooomoooooooooon
APN

pα, βq “ ´pα, αq
˜ÿ

kPZ
k dim gβ`kα

¸

looooooooooomooooooooooon
BPZ

. (51.119)EqunderbAabmaaBEqunderbAabmaaB

If pα, αq “ 0 then we have pβ, αq “ 0 for every β P Φ, hence Bptα, tβq “ 0 which contradicts non
degeneracy of the Killing form. We conclude that pα, αq ‰ 0. By the formula of lemma 51.78 we
get

pα, αq “
ÿ

βPΦ
dim gβpα, βq2. (51.120)

Replacing in that formula the value of pα, βq taken from formula (51.119) we found

pα, αq “
ÿ

βPΦ
dim gβ

B2

A2 pα, αq2 (51.121)

and then pα, αq P Q`. The fact that pα, βq is rational follows.
Notice that the sign ofB is not guaranteed because it’s not sure because we do not know whether

there are more positive or negative terms in the sum of the right hand side of (51.119).

Proposition 51.80.
Let α be a root of the complex semisimple Lie algebra g. Then

(1) dim gα “ 1,
(2) the only integer multiple of α to be roots are ˘α.

Proof. Let Xα P gα and consider the vector space

V “ Ctα ‘CXα ‘
à
mă0

gmα. (51.122)

Let y P g´α be chosen in such a way that rXα, ys “ tα; by lemma 51.77 this is only a matter of
normalization. The space V is invariant under adpXαq and adpyq. Indeed

(1) adpXαqtα “ ´αptαqXα P CXα;
(2) adpXαqXα “ 0;
(3) adpXαqgmα Ă gpm`1qα; if m ă ´1, pm ` 1q ă 0, while if m “ ´1 we know that the

commutator rXα, g´αs is included in Ctα P V ;
(4) adpyqtα P g´α
(5) adpyqXα “ ´tα by definition;
(6) adpyqgmα Ă gpm´1qα.
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Since ad: gÑ GLpgq is an homomorphism (lemma 51.4) we have
“

adpXαq, adpyq‰ “ adptαq (51.123)

and then Tr
`

adptαq
˘ “ 0 because the trace of a commutator is zero 14. Since V is an invariant

subspace, the trace of adptαq restricted to V is also vanishing. Let us compute that trace on the
basis tXα, tα, X

i
mαumă0 where i takes as many values as the dimension of gmα.

We have adptαqX´α “ ´αptαqX´α, adptαqtα “ 0 and adptαqXi
mα “ mαptαqXmα, thus the trace

is
0 “ αptαq

´
´ 1`

8ÿ

m“1
mdim gmα

¯
. (51.124)EqzequalmulsumnotinftyEqzequalmulsumnotinfty

Notice that the sum is in fact finite since the dimension of g is finite. We know that αptαq “
Bptα, tαq ‰ 0, so that equation (51.124) is only possible with dim gα “ 1 and dim gmα “ 0 for
m ‰ 1.

A very similar proof can be found in [824], page 827.
CorCoolWrlGbalpha

Corollary 51.81.
In the case of semisimple complex Lie algebra,

(1) the root spaces are given by

gα “ tX P g tel que @h P h, rh,Xs “ αphqXu; (51.125)EqExpWeightSemiSimpleEqExpWeightSemiSimple

(2) for every xα P gα, and for every h P h, we have

rh, xαs “ αphqxα. (51.126)

Proof. Let X P gα, we have `
adphq ´ αphq˘nX “ 0, (51.127)

so `
adphq ´ αphq˘ ` adphq ´ αphq˘n´1

Xloooooooooooomoooooooooooon
v

“ 0. (51.128)EqadhalphahnnmuvXEqadhalphahnnmuvX

In particular the vector v “ `
adphq ´ αphq˘n´1

X belongs to gα. Since the latter space has
dimension one, the vector v is a multiple of X and consequently equation (51.128) shows that

`
adphq ´ αphq˘v “ `

adphq ´ αphq˘X “ 0. (51.129)

The second point is only an other way to write the same.
LemHzesialphaHz

Lemma 51.82.
If H is an element of h with αpHq “ 0 for every root, then H “ 0

Proof. Consider the decompositions (not unique) H “ ř
αPΦ aαtα and H 1 “ ř

βPϕ a1
βtβ. Then

BpH,H 1q “
ÿ

α,β

aαa
1
βBptα, tβq (51.130a)

“
ÿ

α,β

a1
ββpaα, tαq (51.130b)

“
ÿ

β

a1
ββpHq (51.130c)

“ 0. (51.130d)

Such an element is thus Killing-orthogonal to the whole space h but we already know the h is
orthogonal to each space gα (α ‰ 0). By non degeneracy of the Killing form we must have
H “ 0.

14. From the cyclic invariance of the trace.
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Proposition 51.83.
The set of roots of a complex semisimple Lie algebra spans the dual space h˚.

Proof. Consider a basis tHiu of h with tH0, . . . ,Hmu “ SpanpΦq and tHm`1, . . . ,Hru be outside
of Span Φ. A root reads α “ řm

k“0 akHk̊ . Thus αpHm`1q “ 0, which implies that Hm`1 “ 0 by
lemma 51.82.

Corollary 51.84.
A Cartan algebra h of a complex semisimple Lie algebra is abelian.

Proof. Let H 1, H2 P h and consider H “ rH 1, H2s, a root α and Xα P gα. On the one hand we
have “rH 1, H2s, Xα

‰ “ ´αpH 1qrXα, H
1s ` αpH 1qrXα, H

2s “ 0 (51.131)

and on the other hand we have
“rH 1, H2s, Xα

‰ “ rH,Xαs “ αpHqXα. We deduce that αpHq “ 0
for every root and then that H “ 0 by lemma 51.82.

We denote by Φ the set of roots. These are the elements λ P h˚ such that gλ is non trivial. We
suppose to have chosen a positivity notion on h˚, so that we can speak of Φ`, the set of positive
roots.

A positive root is simple is it cannot be written as the sum of two positive roots.

51.10.3 Generators

We are going to build the Chevalley basis of the complex semisimple Lie algebra g. That will
essentially be a choice of a basis vector in each of the root spaces. We are following the notations
summarized in point 51.10.1.3.

Now, for each root α, we pick eα P gα. We will see that, up to renormalization, we can set the
in nice commutation relations.

LemBalpahbetaef

Lemma 51.85.
If α and β are roots such that α` β ‰ 0, then

Bpeα, eβq “ 0. (51.132)

If fα P g´α we also have Bpeα, fαq ‰ 0.

Proof. By definition Bpeα, eβq “ Tr
`

adpeαq ˝ adpeβq
˘
. If we apply adpeαq ˝ adpeβq to an element

of eγ (including g0 “ h), we get an element of gα`β`γ . Thus the trace defining the Killing form is
zero and Bpeα, eβq “ 0 when α` β “ 0.

Since the Killing form is nondegenerate, we conclude that Bpeα, e´αq ‰ 0.
CorrExistInverseRoot

Corollary 51.86.
Let g be a semisimple complex Lie algebra and h be a Cartan subalgebra of g. Let α be a root of g
and hα “ rgα, g´αs. There exist an unique Hα P hα such that αpHαq “ 2.

Proof. We have reα, fαs “ Bpeα, fαqtα and the lemma 51.85 shows that the Killing form is non
zero. Multiplying by a suitable number provides the result.

The element Hα P h defined in this lemma is the inverse root of α.
Lemalphaakbetaknimport

Lemma 51.87.
Let tβ1, . . . , βlu be a choice of elements in h˚ such that the set ttβ1 , . . . , tβl

u is a basis of h. Thus
the roots can be decomposed as

α “
lÿ

k“1
akβk (51.133)

with ak P Q.
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Proof. Let α “ řl
k“1 akβk. We know that the vectors tβi

form a basis of h, so we have the
decomposition tα “ ř

k aktβk
. Indeed

B
`
h,
ÿ

k

aktβk

˘ “
ÿ

k

akBph, tβk
q “

ÿ

k

akβkphq “ αphq. (51.134)

For each k “ 1, 2, . . . , l we have

pαk, αq “
lÿ

j“1
akpαk, αjq. (51.135)

This is a system of linear equations for the l variables ak. Since the coefficients pαk, αq and pαk, αjq
are rational by proposition 51.79, the solutions are rational too.

Remarque 51.88.
The lemma 51.87 deals with a quite general basis of h. We will see in the proposition 51.103 that
in the case of the basis of simple roots, the coefficients ak are integers, either all positive or all
negative.

51.10.4 Subalgebra slp2qi
SubSecCopiedeSLdansGi

For each nonzero root α P h˚, we choose eα P gα and fα P g´α in such a way to have

Bpeα, fαq “ 2
Bptα, tαq , (51.136)

and then we pose
hα “ 2

Bptα, tαq tα. (51.137)

Notice that these choices are possible because the Killing form is non degenerated on h.
PropWEzZYzC

Proposition 51.89 ([825]).
For each root, the set teα, fα, hαu generates an algebra isomorphic to slp2,Rq, i.e. they satisfy

rhα, eαs “ 2eα (51.138a)
rhα, fαs “ ´2fα (51.138b)
reα, fαs “ hα (51.138c)

(51.138d)

Proof. Since αptαq “ Bptα, tαq we have αphαq “ 2. Now the computations are quite direct. The
first is

rhα, eαs “ αphαqeα “ 2eα. (51.139)

For the second,
rhα, fαs “ ´αphαqfα “ ´2fα. (51.140)

For the third, we know that reα, fαs P h; thus B
`
X, reα, fαs

˘ “ 0 whenever X P gλ with λ ‰ 0.
Let h P h. Using the invariance of the Killing form,

B
`
h, reα, fαs

˘ “ B
`rh, eαs, fα

˘ “ αphqBpeα, fαq “ Bptα, tαqBpeα, fαq “ B
`
Bpeα, fαqtα, h

˘
.

(51.141)
Thus

reα, fαs “ Bpeα, fαqfα “ hα. (51.142)

Remark that we used the non degeneracy of the Killing form in a crucial way. The copy of
slp2,Rq formed by teα, fα, hαu is denoted by slp2,Rqα.
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Proposition 51.90.
In the universal enveloping algebra,

rhj , fk`1
i s “ ´pk ` 1qαiphjqfk`1

i (51.143)EqhjfikplusunEqhjfikplusun

as generalisation of the previous one.

Proof. We use an induction over k. Since adphjq is a derivation in Upgq, the induction hypothesis
and the definition relation rh, fis “ ´αiphqfi with h “ hi, we have

adphjqfk`1
i “ `

adphjqfki
˘
fi ` fki adphjqfi.

“ ´kα` iphjqfki fi ´ αiphjqfk`1
i

“ ´pk ` 1qαiphjqfk`1
i .

(51.144)

Now the Lie algebra g can be seen as a slp2,Rq-module. As an example, for each choice of
β P Φ, the algebra slp2qα acts on the vector space

V “à
kPZ

gβ`kα. (51.145)

The vector space g carries thus several representations of slp2q; this fact will be used in a crucial
way during the proof of proposition 51.101.

51.10.5 Chevalley basis

The Chevalley basis corresponds to an other choice of normalization of the element eα, hα. If
we set

"
Hα “ Kαtα (51.146a)
Eα “ Nαeα (51.146b)

with
Kα “ 2

pα, αq

Nα “
d

2
Bpeα, e´αqpα, αq ,

(51.147)

then we have the Chevalley relations: EqsChevalleuRels

rEα, E´αs “ Hα (51.148a)

rHα, Eβs “ 2pα, βq
pα, αq Eβ (51.148b)

rHα, Hβs “ 0. (51.148c)

The last relation is nothing else than the fact that the Cartan subalgebra h is abelian. Notice that
we don’t give relations between Eα and Eβ. Of course rEα, Eβs „ Eα`β but the spaces gα and gβ
being Killing orthogonal, the Killing does not provides a natural relative normalisation between
Eα and Eβ.

DefORftFjP

Definition 51.91.
If tαiui“1,...,l is the set of simple roots, we consider the notation X`

i “ Eαi, X´
i “ E´αi, Hi “ Hαi

and we introduce the Cartan matrix

Aij “ 2pαi, αjq
pαi, αiq . (51.149)
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Reduced to the simple roots the relations (51.148) become

rX`
i , X

´
j s “ δijHi

rHi, X
˘
j s “ ˘AijX˘

j

rHi, Hjs “ 0.
(51.150)EqChevalleySimpleEqChevalleySimple

The first relation comes from the fact that αi ´ αj is not a root when αi and αj are simple roots.

Remarque 51.92.
The idea behind the Chevalley relations is that the algebra g is generated by the elements X˘

i ,
Hi and the commutation relations (51.150). Even if these elements do not form a basis (while the
elements Eα, Hα do), one can define a function on g by giving its values on X˘

i and Hi providing
one has a canonical way to extend it on commutators.

The definition 54.147 of standard cobracket works in this way.

Exemple 51.93.
The basis tH,E, F u given by

H “
ˆ

1 0
0 ´1

˙
, E “

ˆ
0 1
0 0

˙
, F “

ˆ
0 0
1 0

˙
, T “

ˆ
0 1
´1 0

˙
(51.151)

satisfy the relations subEqsSBhuAWx

rH,Es “ 2E (51.152a)
rH,F s “ ´2F (51.152b)
rE,F s “ H. (51.152c)

which are nothing else than the relations (51.150).
The only positive root is αpHq “ 2. The Cartan matrix 15 reduces to one number:

A “ A11 “ 2pα, αq
pα, αq “ 2. (51.153)

The Killing form, in the basis tH,E, F u is given by

B “
¨
˝

8 0 0
0 0 4
0 4 0

˛
‚ (51.154)

and the element tα is then
tα “ 1

4H. (51.155)

The inner product on h˚ is then
pα, αq “ Bptα, tαq “ 1

2 . (51.156)EqinnerhstarsldcEqinnerhstarsldc

△

Remarque 51.94.
Notice that these relations do not give the value of

rEα, Eβs “ Nα,βEα`β (51.157)

when α` β is a root.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.95
It has to be possible to compute Nα,β, but I do not know how. The answer is given in equation
(51.395) but I don’t know where I got them. Maybe there are some hints in [824] (Il faut ajouter
Cornwell à la bibliographie et enlever le problème 66.9).

15. Definition 51.91.
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¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 51.96
It seems that Aij is the larger integer k such that αi ` kαj is a root. This is the justification of
the other Serre’s relations that read

ad1´Aij pX˘
i qX˘

j “ 0. (51.158)

That relation has to be written with the Chevalley’s ones.

One can choose the coefficients in a more scientific way[823]. Let α be a positive root, let Hα

be the inverse root of α and eα P gα. We have

reα, eβs “
#
Nα,βeα`β if α` β is a root
0 if α` β is not a root.

(51.159)

We are going to find a multiple Eα of eα in such a way to have in the same time
" rEα, E´αs “ Hα (51.160a)
Nα,β “ ´N´α,´β. (51.160b)

Let σ be an involutive automorphism of g such that σ|h : ´ Id. First we have σpgαq “ g´α
because

rh, σpeαqs “ σrσphq, eαs “ ´σαphqeα “ ´αphqσpeαq (51.161)
for every h P h and eα P gα. From corollary 51.86 there exist a number aα such that

reα, σpeαqs “ aαHα. (51.162)

We pose
$
&
%
Eα “ 1?´aα eα (51.163a)

E´α “ ´σpEαq. (51.163b)

With that choice we immediately have rEα, E´αs “ Hα. We also have Nα,β “ ´N´α,´β; in order
to see it, consider

rσEα, σEβs “ σrEα, Eβs “ Nα,βσpEα`βq “ ´Nα,βE´α´β. (51.164)

But the same is also equal to

r´E´α,´E´βs “ rE´α, E´βs “ N´α,´βE´α,´β. (51.165)

Proposition 51.97.
With these choices we have

Nα,β “ ˘pp` 1q (51.166)
where p is the largest integer j such that β ´ jα is a root.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.98
I don’t know a proof of that, but [823] gives a reference.

From proposition 51.77 we know that tα P hα, so that Hα is a multiple of Hα. The proportion-
ality factor is easy to fix since

αpHαq “ 2 definition of Hα

αptαq “ pα, αq definition (51.108)EqRealsHalpatalphaNorsmdEqRealsHalpatalphaNorsmd
.

(51.167)EqRealsHalpatalphaNorsmdEqRealsHalpatalphaNorsmd

Thus Hα “ 2
pα,αq tα and

rHα, Eβs “ βpHαqEβ “ 2
pα, αqβptαq “

2pα, βq
pα, βq (51.168)

again by the definition (51.108).
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51.10.6 Coefficients in the Cartan matrix

In this section we search to give the form of the coefficients in the Cartan matrix. We will
show that the values of pα, βq are quite restricted.

Remarque 51.99.
The notations are not standard. Here the symbol ∆ denotes the set of simple roots while the set
of all roots is denoted by Φ. In the book [824], the symbol ∆ is the set of all roots. This makes
quite a difference!

Definition 51.100.
If α and β are roots of the complex semisimple Lie algebra g, then the α-string containing β is
the set of roots of the form α` kβ with k P Z.

Among other things, the following proposition shows that a string has no gap.
Proppqasbabaa

Proposition 51.101.
Let α, β P Φ. Then there exits integers p, q such that tβ` kαu´pďkďq is the α-string containing β.
The numbers p and q satisfy

p´ q “ 2pα, βq
pα, αq (51.169)Eq2qbaaapmqEq2qbaaapmq

and the form

β ´ 2pβ, αq
pα, αq α (51.170)

is a nonzero root.

Proof. We consider the vector space
V “à

kPZ
gβ`kα (51.171)

and the Lie algebra slp2qα “ xeα, fα, hαy defined in subsection 51.10.4. The latter acts on V .
Simple computation using the fact that βphαq “ 2pα, βq{pα, αq shows that

r12hα, eβ`kαs “
ˆ pα, βq
pα, αq ` k

˙
eβ`kα. (51.172)

Thus the matrix of adp1
2hαq is diagonal and has no multiplicity in its eigenvalues. We deduce

that the representation if irreducible. From general theory of irreducible representations of slp2q
we know that there exists an half-integer number j such that the diagonal entries of adp1

2hαq
take all the values from ´j to j by integer steps. Thus the α-string containing β has the form
tβ ` kαu´pďkďq where p and q satisfy

$
’’&
’’%

pα, βq
pα, αq ´ p “ ´j (51.173a)

pα, βq
pα, αq ` q “ j. (51.173b)

Summing we get

p´ q “ 2pα, βq
pα, αq . (51.174)

If λ is an eigenvalue of adp1
2hαq, then ´λ is also an eigenvalue (this is still from the irreducible

representation theory of slp2q). The number pα, βq{pα, βq is obviously an eigenvalue (with k “ 0),
thus the string contains a k such that

pα, βq
pα, αq ` k “ ´

pα, βq
pα, αq . (51.175)
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The solution is k “ ´2pα, βq{pα, αq and we deduce that

β ´ 2 pα, βqpα, αqα (51.176)

is a root of g.

Proposition 51.102.
Let α, β be two roots. Then we have

2pα, βq
pα, αq “ 0,˘1,˘2,˘3. (51.177)

Proof. First, equation (51.169) shows that 2pα,βq
pα,αq is integer. If α “ ˘β, the result is 2. If α ‰ ˘β,

the vectors tα and tβ are linearly independent and the Schwarz inequality shows

pα, βq2 “ |Bptα, tβq| ă Bptα, tαqBptβ, tβq “ pα, αqpβ, βq. (51.178)EqprofmqxqCqrtmaiEqprofmqxqCqrtmai

Thus ˇ̌
ˇ̌2pα, βq
pα, αq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌2pα, βq
pβ, βq

ˇ̌
ˇ̌ ă 4|pα, βqpα, βq|

pα, βq2 “ 4. (51.179)EqprofmqxqCqrtmaiiEqprofmqxqCqrtmaii

Consequently the number |2pα, βq{pα, αq| being integer can only take the values 0, 1, 2 and 3.
Notice that the inequality in (51.178) and (51.179) are strict since αi is not collinear to αj .

51.10.7 Simple roots

As seen before, Φ admits an order inherited from hR̊. A root α ą 0 is simple if it cannot be
written as a sum of two positive roots.

ThoposrootnjajnZ

Theorem 51.103.
Let tα1, . . . , αlu be the set of simple roots. Then every root β P Φ can be decomposed into

β “
lÿ

i“1
niαi (51.180)

where non vanishing the numbers ni P Z are either all positive or all negative.

Proof. Let β be positive. If it is not simple, the one can decompose it into two positive roots:

β “ γ ` δ (51.181)

with γ, δ ą 0. If γ and/or δ are not simple, they can be decomposed further. This process has to
be finite, indeed if the process is not finite, the decomposition of at least one positive root has to
contains itself (because there are finitely many of them) while it is impossible to have γ “ γ ` α
with α ą 0.

Two corollaries: a root is either positive or negative (this is part of the definition of positivity)
and when a root is positive, its decomposition into simple roots has only positive coefficients.

51.10.8 Weyl group

References about Weyl group: [826]. See also [824], page 530.
If α is a root of g we define the symmetry of α as

sα : h˚ Ñ h˚

β ÞÑ β ´ βpHαqα (51.182)

where Hα P h is the inverse root of α. Since αpHαq “ 2 we have sαpαq “ ´α. The group generated
by the symmetries and the identity is the Weyl group.
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From what is said around equation (51.167) and the definition pα, βq “ αptβq, we have

sαpβq “ β ´ 2pα, βq
pα, αq α. (51.183)

We know from proposition 51.101 that sαpβq is a root while there are only finitely many roots;
thus the Weyl group is finite since there are only a finite number of maps from a finite set to itself.

The symmetries associated to roots are involutive:

s2
α “ Id . (51.184)

Indeed
s2
αpβq “ sα

`
β ´ βpHαqα

˘

“ β ´ βpHαq ´
`
β ´ βpHαqα

˘pHαqα
“ β

(51.185)

if we take into account αpHαq “ 2.
Relative to the symmetry sαi we have the symmetry si on h defined by

siphq “ h´ αiphqHi (51.186)EqSymsiReltosalphaiEqSymsiReltosalphai

where h P h and Hi is the inverse root of αi.

Remarque 51.104.
The simple roots αi are not orthogonal.

Let ∆ be a reduced abstract root system on a real finite dimensional vector space V . The
group W generated by the sα : α P ∆ is the Weyl group.

PropWeylIsomalphai

Proposition 51.105.
The elements sαi are isometries of h˚, i.e.

`
sαipαq, sαipβq

˘ “ pα, βq. (51.187)

Proof. For the sake of shortness, let us write

ni,α “ 2pαi, αq
pαi, αiq . (51.188)

We have tsαi pαq “ tα ´ ni,αtαi . Thus

B
`
tsαi pαq, tsαi pβq

˘ “ Bptα ´ ni,αtαi , tβ ´ ni,βtαiq (51.189)

distributing and taking into account the fact all the relations like Bptα, tαiq “ pα, αiq, the right
hand side reduces to Bptα, tβq “ pα, βq.

When Φ is the root system, one can chose many different notions of positivity; each of them
bring to different simple systems. It turns out that the action of the Weyl group on a simple
system produces the simple system of an other choice of positivity on Φ.

LemalphajsPhipinjsasbab

Lemma 51.106.
If sαiα “ sαiβ, then α “ β.

Proof. The hypothesis sαj pα´ βq “ 0 provides

0 “ α´ β ´ 2pα´ β, αjq
pαj , αjq αj (51.190)

so that α “ β ` zαj for some z P C. Thus we have

sαj pαq “ sαj pβq ` zsαj pαjq “ sαj pαq ´ zαj . (51.191)

Thus z “ 0 and α “ β.
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PropsalphaisurjPhipmaj

Proposition 51.107.
Let αi a simple root. The set Φ`ztαiu is stable under sαi, i.e.

sαi

`
Φ`ztαiu

˘ “ Φ`ztαiu. (51.192)

Proof. Let λ P Φ` be a positive root. By theorem 51.103 we have

λ “
ÿ

j

ajαj (51.193)EqllamsumajajajposEqllamsumajajajpos

with aj ě 0. Since λ ‰ αi we have aj ą 0 for some j ‰ i. Indeed the only multiple of αi to
be a root are 0 and ˘αi. Since λ P Φ` and λ ‰ αi, none of these three solutions are taken into
consideration.

Let’s apply sαi on both sides of (51.193):

sαipλq “ sαi

`ÿ

j

ajαj
˘

“
ÿ

j‰i
ajsαipαjq ` ai sαipαiqloomoon

´αi

“
ÿ

j‰i
ajαj ´

ÿ

j‰i
aj

2pαi, αjq
pαi, αiq αi ´ aiαi

(51.194)eqalialphaillamfracalphaieqalialphaillamfracalphai

Since a root is either positive or negative, the coefficients are either all positive or all negative.
Since all the coefficients (apart for the one of αi) are the same as the ones of λ, the root (51.194)
is positive.

We still have to prove that sαipλq ‰ αi. Indeed if sαipλq “ αi we have

λ “ sαisαipλq “ sαipαiq “ ´αi, (51.195)

which contradicts the positivity of λ.
Up to now we proved that sαi

`
Φ`ztαiu

˘ Ă Φ`ztαiu. If λ P Φ`ztαiu, then

σ “ sαipλq P sαi

`
Φ`ztαiu

˘ Ă Φ`ztαiu (51.196)

and sαipσq “ λ, so that λ is the image by sαi of σ P Φ`ztαiu.
ThosajBijSurpPpsmaj

Theorem 51.108.
The map sαj : Φ`ztαju Ñ Φ`ztαju is bijective.

Proof. Surjectivity is proposition 51.107 while injectivity is lemma 51.106.

Lemma 51.109 ([824], page 533).
We consider the half sum of the positive roots:

δ “ 1
2

ÿ

αPΦ`

α. (51.197)

We have
(1) If αj is a simple root, sαjδ “ δ ´ αj.
(2) If αj is a simple root, pδ, αjq “ 1

2pαj , αjq.
Proof. We compute sαjδ dividing the sum into two parts:

sαjδ “
1
2

ÿ

αPΦ`

α‰αj

sαj pαq `
1
2sαj pαjq (51.198a)

“ 1
2

ÿ

αPΦ`

α‰αj

α´ 1
2αj . (51.198b)
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The second inequality is from the fact that sαj is bijective on Φ`ztαju by theorem 51.108. Adding
a subtracting αj

2 we get
sαjδ “

1
2

ÿ

αPΦ`

α´ αj
2 ´ αj

2 “ δ ´ αj (51.199)

Using the proposition 51.105, we have

pδ, αjq “ psαjδ, sαjαjq “ pδ ´ αj ,´αjq “ ´pδ, αjq ` pαj , αjq, (51.200)

consequently, 2pδ, αjq “ pαj , αjq and the result follows.

51.10.9 Abstract root system

The material about abstract root system mainly comes from [826].
DefAbsRootSystSerre

Definition 51.110.
An abstract root system in a finite dimensional vector space V endowed with an is a subset Φ
of V such that

— Φ is finite and Span Φ “ V ,
— For every α P Φ, there is a symmetry sα of vector α leaving Φ stable.
— For every α, β P Φ, the vector sαpβq ´ β is an integer multiple of α.

The abstract system is reduced when α P Φ implies 2α R Φ. It is irreducible is Φ doesn’t
admits non trivial decomposition as Φ “ Φ1 Y Φ2 with pα, βq “ 0 for any α P Φ1 and β P Φ2. We
use the notation Φ :“ ΦY t0u.

The following is a consequence of all we did up to now.

Theorem 51.111.
The root system of a complex semisimple Lie algebra is a reduced abstract root system.

The Weyl group of Φ is the subgroup of GLpV q generated by the transformations sα with
α P Φ.

51.10.9.1 Link with other definitions

The definition 51.110 is not the “usual” one (in [817], page 14 for example). We show now that
we retrieve the usual features of an abstract.

Lemma 51.112.
An abstract root system admits a bilinear positive symmetric non degenerate form which is invariant
under its Weyl group.

Proof. If p., .q1 is a bilinear positive non degenerate symmetric form on the vector space V , the
form

pα, βq “
ÿ

wPW
pwα,wβq1 (51.201)

is invariant under the Weyl group. This construction is possible since the Weyl group is finite.

Definition 51.113.
Let V be a vector space and v P V a non vanishing vector. A symmetry of vector v is an automor-
phism s : V Ñ V such that

(1) spvq “ ´v;
(2) the set H “ tw P V tel que αpwq “ wu is an hyperplane in V .

A symmetry of vector v induces the decomposition V “ H ‘Rv. The symmetries are of order
2: s2 “ Id.
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Lemma 51.114.
let v be a nonzero vector of V and A be a finite part of V such that SpanpAq “ V . Then there
exists at most one symmetry of vector v leaving A invariant.

Proof. Let s and s1 be two such symmetries and consider u “ ss1. We immediately have upAq “ A
and upvq “ v. Let us prove that u induce the identity on the quotient V {Rv. A general vector in
V can be written (in a non unique way) under the form

h` h1 ` v (51.202)

with h P H and h1 P H 1. Let h “ h1
1 ` βv be the decomposition of h in H 1 ‘Rv and h1 “ h1 ` γv

be the decomposition of h1 with respect to the direct sum V “ H ‘Rv. Then we have

ss1ph` h1 ` αvq “ ss1`ph1
1 ` βvq ` h1 ` αv˘ (51.203a)

“ s
`ph1

1 ´ βvq ` h1 ` αv˘ (51.203b)
“ sph´ 2βv ` h1 ` γv ` αvq (51.203c)
“ h` 2βv ` h1 ´ γv ` αv (51.203d)
“ h` h1 ` pα´ 2γ ` 2βqv. (51.203e)

Thus at the level of the quotient, u leaves invariant h` h1.
It is not guaranteed that u is the identity, but the eigenvalues of u are 1. For each xi P A,

there exists ni P N such that unixi “ x. If n is a common multiple of all the ni (these are finitely
many), we have unpxq “ x for every x P A. Since A generates V , we have un “ Id and then u is
diagonalizable.

We already mentioned the fact that the eigenvalues of u are 1. Since u is diagonalizable, it is
the identity and s “ s1.

The invariant form give to V a structure of euclidian vector space for which the elements of
the Weyl group are orthogonal matrices. Thus the symmetries read

sαpxq “ x´ 2 px, αqpα, αqα. (51.204)EqSymparnnusulEqSymparnnusul

This is the only transformation which makes sαpαq “ ´α in the same time as being implemented
by an orthogonal matrix. The symmetry sα is nothing else than the orthogonal symmetry with
respect to the hyperplane orthogonal to α.

The expression (51.204) has the consequence that

sαpβq ´ β “ ´pβ, αqpα, αqα. (51.205)

By the definition of an abstract root system, the latter has to be an integer multiple of α, so

2pβ, αq
pα, αq P Z. (51.206)

Definition 51.115.
Two abstract root systems Φ on V and Φ1 on V 1 are isomorphic is there exists an isomorphism
of vector space ψ : V Ñ V 1 such that ψpΦq “ Φ1 and

2 pα, βqpα, αq “ 2
`
ψpαq, ψpβq˘`
ψpαq, ψpαq˘ (51.207)

for every α, β P Φ.
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51.10.9.2 Basis of abstract root system

The part about basis of abstract root system comes from [823].
DefbasisabsRoot

Definition 51.116.
Let Φ be an abstract root system. A part S Ă Φ is a basis of Φ if

(1) S is a basis of V as vector space;
(2) every β P Φ can be written under the form

β “
ÿ

αPS
mαα (51.208)

where mα are all integers of the same sign.

The set ∆ of simple roots of the root system of a complex semisimple Lie algebra is a basis.
We are going to build a basis of an abstract root system. Let h P V ˚ be such that αphq ‰ 0

for every α P Φ and define
Φ`
h “ tα P Φ tel que αphq ą 0u. (51.209)

We have Φ “ Φ`
h Y´Φ`

h . We say that an element α P Φ`
h is decomposable if there exist β, γ P Φ`

h

such that α “ β ` γ. We write Sh the set of undecomposable elements in Φ`
h .

LemShPhihpCBLSh

Lemma 51.117.
Any element in Φ`

h is a linear combination with positive coefficients of elements of Sh.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 51.118
It seems to me that Serre’s book[823] has a misprint here. At page V-11 he writes:

Tout élément de Rt̀ est combinaison linéaire, à coefficients entiers ě 0 des éléments
de S.

Shouldn’t he have written St.

Proof. Let I be the set of α P Φ`
h that cannot be written under such a decomposition. We choose

α P I such that αphq is minimal. If α is undecomposable, then α P Sh and the condition α P I
is contradicted. Thus α is decomposable. Let β, γ P Φ`

h be such that α “ β ` γ. Since αphq is
minimal,

βphq ď αphq
γphq ď αphq. (51.210)

Thus we have βphq “ αphq´γphq ă 0 which contradicts β P Φ`. We conclude that I is empty.

51.10.9.3 Properties

The main properties of an abstract root system are given in the following proposition.
PropPropAbstrRootviiiikl

Proposition 51.119.
If Φ is an abstract root system in a vector space V , one has the following properties:

enubi

(1) If α P Φ then ´α P Φ.
enubii

(2) If α P Φ, the multiples of α which could also be in Φ are either ˘α, or ˘α and ˘2α or ˘α
and ˘1

2α.
enubiii

(3) If αβ P Φ then 2pα,βq
pα,αq can take the nonzero values ˘1, ˘2, ˘3 or ˘4. The case ˘4 can only

arise if β “ ˘2α. enubiv

(4) If α, β P Φ are not proportional each other and if |α| ď |β|, then 2pβ,αq
pβ,βq equals 0 or ˘1.

enubv

(5) If α, β P Φ and pα, βq ą 0, then α´ β P Φ and if pα, βq ă 0, the α` β P Φ.
enubvi

(6) If α, β P Φ and neither α` β neither α´ β belongs to Φ, then pα, βq “ 0.
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enubvii

(7) If α P Φ and β P Φ, the n P Z such that β ` nα P Φ fulfils ´p ď n ď q for certain p, q ě 0.
Moreover there are no gap,

p´ q “ 2pα, βq
pα, αq ,

and there are at most four roots in the set tβ ` nαu´pďnďq. enubviii

(8) If Φ is reduced,
enubviiia

(8a) If α P Φ, the only multiples of α to lies in Φ are ˘α,
enubviiib

(8b) If α P Φ and β P Φ, then 2pα,βq
pα,αq can be equal to 0, ˘1, ˘2 or ˘3.

prop:Cartan_matr

The proof will not use the fact that Φ spans V .

Proof. (1) sαα “ ´α.
(2) If β “ cα with |c| ă 1, then

2pα, βq
pα, αq “ 2c

must belongs to Z, then c “ 0,˘1
2 . If |c| ą 1, we use exactly the same with α “ 1

cβ, so that
1
c “ 0;˘1

2 . Now if 2α is a root, it is clear that 1
2α can’t be.

If Φ is reduced, the fact that 1
2α P Φ implies that α R Φ, so that ˘1

2α is excluded if α P Φ,
under the same assumption, 2α is also excluded. This proves (8a).

(3) The Schwartz inequality |pα, βq| ď |α||β| gives
ˇ̌
ˇ̌2pα, βq
pα, αq

2pβ, αq
pβ, βq

ˇ̌
ˇ̌ ď 4.

The equality only holds for β “ cα. In this case, we just saw that 2pα,βq
pα,αq “ 2c with c “ 2 at

most. If the equality is strict, then 2pα,βq
pα,αq and 2pβ,αq

pβ,βq are two integers whose product is ď 3. The
possibilities are 0, ˘1, ˘2, ˘3.

(4) If |α| ď |β|, then the following integer inequality holds:
ˇ̌
ˇ̌2pα, βq
pα, αq

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌2pβ, αq
pβ, βq

ˇ̌
ˇ̌ .

Since the product of the two is ď 3, the smallest is 0 or 1.
(5) If β “ cα, then c “ ˘1

2 ,˘2,˘1. All the cases are easy. If pα, βq ą 0, then c ą 0 and
α´ β “ α´ 1

2α “ 1
2α or α´ β “ α´ 2α “ ´α.

Then we can suppose that α and β are not proportional each other. We consider α, β P Φ and
pα, βq ą 0 (the other case is proved in much the same way). We just saw in (4) that 2pβ,αq

pβ,βq could
be equals to 0 or ˘1, then the fact that pα, βq ą 0 imposes 2pβ,αq

pβ,βq “ 1, so that sβpαq “ α´ β.
If |β| ď |α|, we use

sαpβq “ β ´ 2pβ, αq
pβ, βq α “ β ´ α, (51.211)

(6) is an immediate consequence of the previous point.
(7) Let ´p and q be the smallest and the largest values of n such that β ` nα P Φ. They exist

because Φ is a finite set. Suppose that there is a gap between r and s (r ă s´ 1), i.e. β ` rα P Φ,
β ` sα P Φ, but β ` pr ` 1qα, β ` ps´ 1qα R Φ.

By the point (5), pβ ` rα, αq ě 0 and pβ ` sα, αq ď 0. Making the difference between these
two inequalities,

pr ´ sq|α|2 ě 0,
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then r ě s, which contradict the definition of r and s. So there is no gap. Now let us compute

sαpβ ` nαq “ β ` nα´ 2pα, β ` nαq
pα, αq α

“ β ` nα´
ˆ

2pα, βq
pα, αq ` 2n

˙
α

“ β ´ nα´ 2pα, βq
pα, αq α P Φ.

(51.212)

Then for any n in ´p ď n ď q,
´q ď n` 2pα, βq

pα, αq ď p.

With n “ q, the second inequality gives 2pα,βq
pα,αq ď p ´ q while the first one with n “ ´p gives

p´ q ď 2pα,βq
pα,αq .

The last point is to check the length of the string of root. We can suppose q “ 0 (i.e to look
the string of β ´ qα instead of the one of α; of course this is the same), then the length is p ` 1
and

p “ 2pα, βq
pα, αq .

If α and β are not proportional, the point (3) makes it equals at most to 3. If they are proportional,
then the possibilities are α “ ˘β,˘1

2β,˘2β. The string β ` nα with α “ β is at most tβ, 2βu, if
α “ 1

2β, this is just tβu and if α “ 2β, this is tβ,´βu.
The proof is complete.

LemShabShablesz

Lemma 51.120.
If α, β P Sh, then pα, βq ď 0.

Proof. If pα, βq ě 0, then proposition 51.119(5) shows that γ “ α ´ β is a root. There are two
possibilities: γ P ˘Φ`

h . If γ P Φ`
h , then α “ γ ` β is decomposable; contradiction. If γ P ´Φ`

h ,
then β “ α´ γ is decomposable; contradiction.

LemIndepAhVstar

Lemma 51.121 (Lemme 4 page V-12).
Let h P V ˚ and A Ă V be a subset satisfying

(1) αphq ą 0 for every α P A;
(2) pα, βq ď 0 for every α, β P A.

Then the elements in A are linearly independent.

Proof. Let us consider a vanishing linear combination of elements in A:
ÿ

αPA
mαα “ 0. (51.213)EqNullCombinsumAmAuAdEqNullCombinsumAmAuAd

We can sort the terms following that mα is positive or negative and cut the sum in two parts:
ÿ

βPA1

yββ “
ÿ

γPA2

zγγ (51.214)

with yβ, zγ ě 0 and where A1 and A2 are disjoint subsets of A. Let us consider λ “ ř
βPA1

yββ
and compute

pλ, λq “
ÿ

βPA1
γPA2

yβzγpβ, γq. (51.215)EqllamllamnprofAunAdeuxsomEqllamllamnprofAunAdeuxsom

By hypothesis pβ, γq is lower than zero and by construction the product yβ, zγ is positive. Thus
the right hand side of equation (51.215) is negative. We conclude that λ “ 0. Thus

0 “ λphq “
ÿ

βPA1

yββphq. (51.216)
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Since all the terms in the sum are larger than zero we have yβ “ 0. In the same way we get
zγ “ 0. The vanishing linear combination (51.213) is then trivial and the elements of A are
linearly independent.

PropSestShsi

Proposition 51.122.
The elements of Sh form a basis of Φ in the sense of definition 51.116. Conversely, if S is a basis
of Φ and if h P V ˚ is such that αphq ą 0 for every α P S,we have S “ Sh.

Proof. The set Sh satisfies the conditions of lemma 51.121 since by definition αphq ą 0 for every
α P Sh and by lemma 51.120 the inner products are all negative. Thus Sh is a free set. It is
generating by lemma 51.117. Again by lemma 51.117, every element in Φ can be written as sum
of elements of Sh with all coefficients of the same sign. Here we use the fact that v is positive if
and only if ´v is negative and that every vector is either positive or negative.

For the second part, let S be a basis and h P V ˚ such that αphq ą 0 for all α P S. Let

Φ` “ t
ÿ

αPS
mαα with mα P Nu. (51.217)

We have Φ` Ă Φ`
h and ´Φ` Ă ´Φ`

h . Since Φ “ Φ`Y´Φ` we also have Φ` “ Φ`
h . Since elements

of S are indecomposable in Φ`, they are indecomposable in Φ`
h and we have S Ă Sh.

The sets S and Sh have the same number of elements because they both are basis of V , thus
S “ Sh.

LemwShShpahwahp

Lemma 51.123.
If h and h1 are elements of V ˚ related by αphq “ pwαqh1, then wpShq “ Sh1 (if these space can be
defined).

Proof. Let α P Sh. The element wpαq belongs to Φ`
h1 because

wpαqh1 “ αphq ą 0 (51.218)

because α P Φ`
h . We still have to check that wpαq is undecomposable in Φ`

h1 . If wpαq “ β` γ with
β, γ P Φ`

h1 , we have α “ w´1β ` w´1γ. From the link between h and h1 we have

pw´1βqphq “ pww´1βqh1 “ βph1q ą 0. (51.219)

Thus w´1β P Φ`
h which is a contradiction because we supposed that α is undecomposable.

Lemswwsbwemucirc

Lemma 51.124.
If α, β P Φ and if w PWS, then swpβq “ w ˝ sβ ˝ w´1.

Proof. Using the fact that the symmetries are isometries of the inner product,

swpβqpαq “ α´
`
wpβq, α˘`

wpβq, wpβq˘wpβq “ α´ pβq, w
´1α

pβ, βq wβ. (51.220)

Applying that to wpαq instead of α and applying w´1, we have

w´1swpβq
`
wpαq˘ “ w´1

ˆ
wα´ pβ,w

´1wαq
pβ, βq wβ

˙
(51.221a)

“ α´ pβ, αqpβ, βqw
´1wβ (51.221b)

“ sβpαq. (51.221c)

ThoWeylGenere

Theorem 51.125 ([823]).
Let W be the Weyl group of the abstract root system Φ. Let S a basis of Φ and WS the subgroup
of W generated by sα with α P S. Then



3016 CHAPTER 51. LIE ALGEBRAS

ItemThoWeylGenerei

(1) for every h P V ˚, there exists w PWS such that pwαqphq ě 0 for every α P S.ItemThoWeylGenereii

(2) If S1 is a basis of Φ, the there exists a w PWS such that wpS1q “ S. ItemThoWeylGenereiii

(3) For every β P Φ there exists w PWS such that wpβq P S. ItemThoWeylGenereiv

(4) The group W is generated by the symmetries sα with α P S.

Proof. For item (1), consider h P V ˚ and δ “ 1
2
ř
γPS γ. Let w P WS be such that wpδqh is the

largest possible 16. If α P S we have

wpδqh ě wsαpδqh “ wpδqh´ wpαqh, (51.222)

so that wpαqh ě 0 for every α P S. This proves our first assertion.
We pass to point (2). Let h1 P V ˚ be such that α1ph1q ą 0 for every α1 P S1. By the first item

there exists w PWS such that
pwαqph1q ě 0 (51.223)

for every α P S. In fact we even have wαh1 ą 0 for every α P S. Indeed wα can be decomposed asř
α1PS1 mα1α1 where all the mα1 have the same sign. In this case

pwαqh1 “
ÿ

α1

mα1α1ph1q ‰ 0 (51.224)EqwapsummapaphpEqwapsummapaphp

because each of α1ph1q is strictly positive while all the terms of the sum have the same sign. This
means, by the way, that S1 “ Sh1 following the proposition 51.122.

We define h P V ˚ by the relation

αphq “ pwαqph1q. (51.225)

By what we said in equation (51.224) we have αphq ą 0 for every α P S, so that we have S “ Sh.
Finally by lemma 51.123, wpShq “ Sh1 .

We prove now the point (3). For γ P Φ we consider the hyperplane

Lγ “ th P V ˚ tel que γphq “ 0u. (51.226)

Consider a particular β P Φ the hyperplanes Lγ with γ ‰ ˘β do not coincide with Lβ and there is
only finitely many of them, so there exists a h0 P Lβ such that h0 do not belong to any Lγ for any
γ ‰ ˘β. In particular we have βph0q “ 0 and γph0q ‰ 0 for every γ P Φ, γ ‰ ˘β. If we choose ϵ
small enough, there exists h near from h0 such that

"
βphq “ ϵ ą 0 (51.227a)
|γphq| ą ϵ if γ ‰ ˘β. (51.227b)

Let Sh be the basis associated with this h. We have β P Sh. Indeed first βphq “ ϵ ą 0 and if
β “ γ ` ρ, we would have

γphq “ βphq ´ ρphq “ ϵ´ ρphq ă 0, (51.228)
so that β is undecomposable in Φ`

h . Now from point (2) there exists w PWS such that wpShq “ S.
In particular wpβq P S.

We turn our attention to the item (4). We are going to prove that W “ WS . Since W is
generated by the symmetries sβ (β P Φ), it is sufficient to prove that WS generates the symmetries
sβ.

Let β P Φ and consider the element w P WS such that α “ wpβq P S. From lemma 51.124 we
have

sα “ swpβq “ w ˝ sβ ˝ w´1, (51.229)
so that

sβ “ w´1 ˝ sα ˝ w PWS . (51.230)

16. We can consider that w because W is finite.
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What this theorem says in the case of complex semisimple Lie algebras is that if tα1, . . . , αlu
is the set of simple roots, the symmetries sαi generate the Weyl group. Now, since any root can
be mapped on a simple one using the Weyl group, any root can be recovered from a simple one
acting with the Weyl group that is generated by the simple ones.

Thus one can determine all the roots from the data of the simple ones by computing sαiαj and
then acting again with the sαi on the results and again and again. This is the fundamental reason
from which the root system can be recovered for the Cartan matrix.

When we have the Cartan matrix A of a semisimple complex Lie algebra, the first point is to
find the norm of the roots by finding the diagonal matrix D. We have pαi, αiq “ Dii. For the other
products we write

Aij “ 2pαi, αjq
Dii

, (51.231)

thus
pαi, αjq “ DiiAij

2 . (51.232)

51.10.10 Abstract Cartan matrix

The following proposition summarize the properties of the of the Cartan matrix.
DeabstrCartanmatr

Definition 51.126.
A matrix pAijq1ďi,jďl satisfying the following conditions is an abstract Cartan matrix

(1) Aij P Z,
(2) Aii “ 2, ItempoprCartaniii

(3) Aij ď 0 if i ‰ j,
(4) Aij “ 0 if and only if Aji “ 0,

ItempoprCartanv

(5) there exists a diagonal matrix D with positive coefficients such that DAD´1 is symmetric
and positive defined.

The classification of abstract Cartan matrix will be performed in subsection 51.10.11. The data
of an abstract Cartan matrix defines an abstract root system. For a proof, see [827].

Proposition 51.127.
The Cartan matrix of a semisimple complex Lie algebra is an abstract Cartan matrix.

Proof. The first two points are already done. For the point (3), note that the sign of pα, βq is not
sure when α is any root. However here we are speaking of simple roots. Let us consider the root

λ “ αi ´ 2pαi, αjq
pαi, αiq αi (51.233)

Since it is a root, proposition 51.103 says that the coefficients in the decomposition in simple roots
have to be all integer and of the same sign. Thus the combination pαi, αjq{pαi, αiq has to be
negative.

The point (5) is also non trivial. Consider the diagonal matrix D “ diag
`pαi, αiq

˘
i“1,...,l. We

have

pDAD´1qij “
ÿ

kl

DikAklpD´1qlj (51.234a)

“ 2pαi, αjq
pαi, αiq1{2pαj , αjq1{2 . (51.234b)

This is a symmetric matrix. In order to proof that this is positive defined, we are going to provide
a matrix B such that DAD´1 “ BBt. Let tλiu be an orthonormal basis of h˚ and consider the
matrix b given by the decomposition of the simple roots in this basis:

αi “
ÿ

j

bijλj . (51.235)
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In particular we have pαi, αjq “ ř
k bikbjk. Then we consider the matrix

Bij “ bij
pαi, αiq1{2 (51.236)

which is non degenerate since the αi are simple and thus a re linearly independent. Small compu-
tation shows that

pBBtqij “
ÿ

k

bik
pαi, αiq1{2

bjk
pαj , αjq1{2 (51.237a)

“ pαi, αjq
pαi, αiq1{2pαj , αjq1{2 (51.237b)

“ pDAD´1qij . (51.237c)

But BBt is positive defined, then DAD´1 is.

51.10.11 Dynkin diagrams
SubsecDynkindiam

The sources for Dynkin diagrams is [825, 817].
We are going to associate to each abstract Cartan matrix, a diagram that will uniquely corre-

spond to an abstract root system. In other words what we are going to do is to classify the matrix
satisfying the conditions of definition 51.126.

If A is an abstract Cartan matrix we build the Dynkin diagram of A with the following rules.
(1) We put l vertices (one for each root)
(2) The vertex i and j are joined with AijAji lines.

A step by step construction is available in [817].
In the following we are considering an abstract Cartan matrix A and its associated abstract

root system tαiu.
LesmabsCartDynk

Lemma 51.128.
A abstract Cartan matrix with its abstract root system and its Dynkin diagram have the following
properties.

ItemLesmabsCartDynki

(1) If one remove the ith line an column of an abstract Cartan matrix, one still has an abstract
Cartan matrix. In other words, each subdiagram of a Dynkin diagrm is a Dynkin diagram.

ItemLesmabsCartDynkii

(2) Two vertices are linked by at most three lines.
ItemLesmabsCartDynkiii

(3) Each Dynkin diagram has more vertices than linked pairs.
ItemLesmabsCartDynkiv

(4) A Dynkin diagram has no loop.
ItemLesmabsCartDynkv

(5) A vertex in a Dynkin diagram has at most three lines attached (including multiplicities).
Note: this is a generalization of point (2).

ItemLesmabsCartDynkvi

(6) Two root linked by a simple edge have equal weight, that is pαi, αiq “ pαj , αjq.ItemLesmabsCartDynkvii

(7) If the two roots αi, αi are connected by a simple edge, we can collapse them, removing the
connecting edge and conserving all the other edges.

Proof. For point (2) we have

AijAji “ 4pαi, αjqpαi, αiq
pαj , αiq
pαj , αjq ă 4 (51.238)

by Cauchy-Schwarz inequality. We insist on the fact that the inequality is strict since αi and αj
are not collinear: they are simple roots.
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For point (3) consider the form

γ “
lÿ

i“1
αipαi, αiq1{2. (51.239)

Since the simple roots are linearly independent, this sum is nonzero and we have 0 ă pγ, γq. We
have

0 ă pγ, γq “
ÿ

ij

pαi, αjqapαi, αiqpαj , αjq

“ 2
ÿ

iăj

pαi, αjqapαi, αiqpαj , αjq
` number of nodes

“ ´
ÿ

iăj
pAijAjiq1{2 ` number of nodes.

(51.240)

Since for each linked pair pi, jq we have a term AijAji ě 1, we have

´
ÿ

iăj
pAijAjiq1{2 ď number of pairs (51.241)

and the positivity of the sum shows that

number of nodes ą
ÿ

ij

AijAji ě number of pairs. (51.242)

For item (4), suppose that a loop is given by the roots α1, . . . , αn. Since any sub-Dynkin
diagram is a Dynkin diagram (from point (1)), we can consider only the loop. This is a diagram
with n vertices and n pairs, which contradicts point (3).

We pass to item (5). Let α0 be a root linked to n simple lines, m double lines and p triple
lines. For notational convenience, we write vi “ αi{pαi, αiq, tviu1ďiďn is the set of “simply” linked
roots to α0, tv1

iu1ďiďm the set of “doubly” linked and tv2
i u1ďiďp the set of “triply” ones. Consider

the vector

γ “ v0 `
nÿ

i“1
fivi `

mÿ

i“1
giv

1
i `

pÿ

i“1
hiv

2
i (51.243)

where fi, gi and hi are constant to be determined. In order to compute the norm of γ, notice
that since there are no loops, no lines join vi, v1

i and v2
i together, so we have pvi, v1

jq “ pvi, v2
j q “

pv1
i, v

2
j q “ 0 and from the number of lines, pv0, viq “ ´1{2, pv0, v1

iq “ ´1{?2 and pv0, v2
i q “ ´

?
3{2.

Thus we have

pγ, γq “ 1`
mÿ

i“1
pf2
i ´ fiq `

mÿ

i“1
pg2
i ´

?
2giq `

pÿ

i“1
ph2
i ´

?
3hiq. (51.244)

The minimum is realised with fi “ 1{2, gi “
?

2{2 and hi “
?

3{2 and for these values we have

pγ, γq “ 1´ n` 2m` 3p
4 . (51.245)

Since the inner product has to be positive we must have n ` 2m ` 3p ă 4, the is the number of
lines issued from α0 has to be lower or equal to 3.

In order to proof (6), remark that if αi and αj are connected by a simple edge, then AijAji “
1, which is only possible with Aij “ Aji “ ´1. In particular we have 2pαi, αjq{pαi, αiq “
2pαj , αiq{pαj , αjq, which proves that pαi, αiq “ pαj , αjq.

Proof of item (7). Since the two roots have same weight, the item (6) says that up to permu-
tation the Cartan matrix has a block 2ˆ 2 looking like

ˆ
2 ´1
´1 2

˙
. (51.246)
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The proposed move consist to replace that block with the 1ˆ 1 matrix p2q. As an example,
¨
˚̊
˝

2 ´1 0 0
´1 2 ´1 ´1
0 ´1 2 0
0 ´1 0 2

˛
‹‹‚ ÞÑ

¨
˝

2 ´1 ´1
´1 2 0
´1 0 2

˛
‚. (51.247)

It is clear that the obtained matrix is still an abstract Cartan matrix.

From these properties we can deduce much constrains on the Dynkin diagrams. First, the only
diagram containing a triple edge is

α1 α2 (51.248)

Let pass to the diagrams with only simple and double edges. If there is a double, there cannot
be a triple point: the following is impossible

α5

α1 α2 α3 α4

α6

(51.249)

since collapsing the roots α2, α3 and α4 should create a point with four edges. Thus a diagram
with a double edge is only possible inside a straight chain. Let us study the diagram

α1 α2 α3 α4 α5 (51.250)EqdiaguduuuDyEqdiaguduuuDy

Once again we denote vi “ αi{|αi| and we consider the (non vanishing) vector

γ “ v1 ` bv2 ` cv3 ` dv4 ` ev5 (51.251)

whose norm is given by

pγ, γq “ 1` b2 ` c2 ` d2 ` e2 ´ b´?2bc “ cd “ de. (51.252)

Equating all the partial derivative to zero provides the point

b “ 2 c “ 3?
2

d “ ?2 e “ 1?
2
. (51.253)

One check that with these values pγ, γq “ 0 which is impossible. The diagram (51.250) is thus
impossible. By the collapsing principle, all the diagrams of the form

α1 α2 α3 α4 . . . αl (51.254)

are impossible. The only possible diagrams with double edge are thus

α1 α2 α3 α4 (51.255a)
α1 α2 . . . αl (51.255b)subEqDynkdspdssubEqDynkdspds

α1 α2 . . . αl´1 αl. (51.255c)subEqdunksspdsubEqdunksspd

The diagrams (51.255b) and (51.255c) are the same. They however do not completely determine
the abstract Cartan matrix because the diagram (51.255c) induces an asymmetry between α1 and
α2. The so written Dynkin diagram cannot distinguish between the matrices

¨
˝

2 ´2 0
´1 2 ´1
0 ´1 2

˛
‚ and

¨
˝

2 ´1 0
´2 2 ´1
0 ´1 2

˛
‚ (51.256)
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Thus we split the diagram (51.255c) into suBeqdfynkabGP

α1 α2 . . . αl´1 +3 αl. (51.257a)
α1 α2 . . . αl´1 ks αl. (51.257b)

In which the arrow points to the biggest root. The first one means that |α1| “ . . . “ |αl´1| “ 1,
αl “ 2 while the second diagram means |α1| “ . . . “ |αl´2| “ |αl| “ 1, αl´1 “ 2.

We’ll have to come back on this point later in subsection 51.10.12. Notice that this is the only
diagram on which that problem occurs.

We are left to study the diagrams with only single edge. The following diagram is the simplest
possible one:

α1 α2 . . . αl. (51.258)
We have to know under what conditions one can have a triple point. We already know that there
can be only one triple point.

If a diagram has a triple point, then one of the branch is of length 1. Indeed if not we would
have the following diagram:

α2 α5

α7 α4 α1

α6 α6

(51.259)

Looking at the vector γ “ 3v1 ` 2pv2 ` v3 ` v4q ` v5 ` v6 ` v7 provides pγ, γq “ ´3 which is
impossible. Thus the diagrams with a branch are straight chains with one unique triple point
which has a branch of length one. The question is: where can happen that branch? The diagram

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

α8

(51.260)

cannot happen since the corresponding vector v1` 2v2` 3v3` 4v4` 3v5` 2v6` v7` 2v8 has norm
zero. Thus on a triple point, one branch has one branch of length 1 and at least one other to be
of length 1 or 2. It turns out that all the diagrams of the form

αl´1

α1 . . . αl´2

αl

(51.261)

are possible. We are thus left with diagrams with a triple point with a branch of length 1 and a
branch of length 2:

α1 α2 α3 α5 . . . αl

α4

(51.262)

The diagram with a branch of length 5

α1 α2 α3 α5 α6 α7 α8 α9

α4

(51.263)

does not exist. We achieve the proof of that fact using for example this code for sage:

http://www.sagemath.org
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----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: a=[var(’a’+str(i-1)) for i in range(1,11)]
sage: l=9
sage: a[1]=1
sage: squares = sum( [a[i]**2 for i in range(1,l+1)] ) # The sum goes to l

# The sum goes up to l-2
sage: lines = sum( [a[i]*a[i+1] for i in range(1,l-1) ] )+a[3]*a[9]
sage: f=symbolic_expression(squares - lines)
sage: X = solve( [f.diff(a[i])==0 for i in range(2,l+1)],

[ a[i] for i in range(2,l+1) ] )
sage: print X[0]
[a2 == 2, a3 == 3, a4 == (5/2), a5 == 2,
a6 == (3/2), a7 == 1, a8 == (1/2),
a9 == (3/2)]
sage: f(*tuple( [ X[0][i].rhs() for i in range(0,l-1)]) )
0

This proves that the vector v1` 2v2` 3a3` 5
2v4` 2v5` 3

2v6` v7` 1
2v8` 3

2v9 has vanishing norm,
which is impossible.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.129
This code raises a deprecation warning that I’m not able to solve.

We are finally left with the diagrams with one triple point with one branch of length 1, one
branch of length 2 and the third branch with length 1, 2, 3 or 4:

α1 α2 α3 α4

α5

(51.264a)

α1 α2 α3 α4 α5

α6

(51.264b)

α1 α2 α3 α4 α5 α6

α7

(51.264c)

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

α8

(51.264d)

In order to list all the possible complex semisimple Lie algebra, we have to check each of the
left Dynkin diagrams if they give rise to an abstract Cartan matrix.

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2 from sage. all i m p o r t *
3

4

5 def Dynkin ():
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6 """
7 This p r o v e s that the D y n k i n d i a g r a m with a t r i p l e point whose Ðâ

b r a n c h e s are
8 of l e n g t h 1 ,3 ,5 does not exist .
9

10 The r e s u l t is zero .
11 """
12 a=[ var( ’a ’+ str (i -1)) for i in range (1 ,11)]
13 l=9
14 a[1]=1
15 squares = sum ( [a[i]**2 for i in range (1,l+1)] ) # The sumÐâ

goes to l
16 lines = sum ( [a[i]*a[i+1] for i in [1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7] ] )+aÐâ

[3]*a[9] # The sum goes up to l -1
17 f= symbolic_expression ( squares - lines)
18 X = solve( [f.diff(a[i]) ==0 for i in range (2,l+1) ],[ a[i] forÐâ

i in range (2,l+1) ] ) # We put a1 =1 , so we don ’t solveÐâ

with r e s p e c t to a1
19 print f( * tuple ( [ X[0][i]. rhs () for i in range (0,l -1) ]Ðâ

) )
20

21

22 def gXgemu ():
23 a,b,t=var( ’a ,b , t ’)
24 X= matrix (3,3,[0,a,b,-a,0,0,-b ,0 ,0])
25 g= matrix (3,3,[ cos(t),sin(t) ,0,-sin(t),cos(t) ,0,0,0,1])
26 A=g*X*g. inverse ()
27 for i in range (0 ,3):
28 for j in range (0 ,3):
29 print i,j," -- " ,A[i,j]. simplify_full ()
30 Y= matrix (3,3,[0,t,0,-t ,0 ,0 ,0 ,0 ,0])
31 g=Y.exp ()
32 print g
33 for i in range (0 ,3):
34 for j in range (0 ,3):
35 print i,j," -- " ,g[i,j]. real_part (). simplify_full ()

tex/research/calculs.py

51.10.12 Example of reconstruction by hand
subsecRecbyhanfd

We turn now our attention on the difference between the two diagrams (51.257). The Cartan
matrix of the diagram α1 α2 +3 α3 is given by

A “
¨
˝

2 ´1 0
´1 2 ´2
0 ´1 2

˛
‚. (51.265)

The diagonal matrix D of definition 51.126 is

D “
¨
˝

1
1

2

˛
‚ (51.266)
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and the length of the roots are }α1} “ }α2} “ 1 and |α3| “ 2. Let us compute the angles between
the roots. In order to compute pα1, α2q we look at A12:

A12 “ ´1 “ 2pα1, α2q
pα1, α1q , (51.267)

and the same computation with A23 provides

pα1, α2q “ ´1
2 (51.268a)

pα2, α3q “ ´1 (51.268b)

We compute all the roots using the theorem 51.125 which basically says that acting with the
“simple” Weyl group WS on the simple roots generates all the roots. On the first strike we have

s1pα2q “ α2 ` α1 s2pα1q “ α1 ` α2 s3pα1q “ α1

s1pα3q “ αα3 s2pα3q “ α3 ` 2α2 s3pα2q “ α2 ` α3.
(51.269)

We discovered the roots α2 ` α1, α3 ` 2α2 and α2 ` α3. Acting again on these roots by sα1 , sα2

and sα3 the only new results are

s1pα3 ` α2q “ α1 ` α2 ` α3

s1pα3 ` 2α2q “ 2α1 ` 2α2 ` α3.
(51.270)

Acting again we find only one new root:

sα2pα1 ` α2 ` α3q “ α1 ` 2α2 ` α3. (51.271)

We check that acting once again with the three simple roots on this last one does not brings new
roots. Thus we have 9 positive roots. Adding the negative ones, we are left with 18 root spaces
of dimension one. The Cartan algebra has dimension 3, so the algebra we are looking at has
dimension 21.

Now take a look at the similar Dynkin diagram and its Cartan matrix:

α1 α2 ks α3 A “
¨
˝

2 ´1 0
´1 2 ´1
0 ´2 2

˛
‚ (51.272a)

The inner products are
|α1| “ |α3| “ 1, |α2| “ 2

pα1, α2q “ ´1{?2, pα2, α3q “ ´1
(51.273)

and the roots are

α1 (51.274a)
α2 (51.274b)
α3 (51.274c)

α1 ` α2 (51.274d)
α2 ` α3 (51.274e)
α2 ` 2α3 (51.274f)

α1 ` α2 ` α3 (51.274g)
α1 ` α2 ` 2α3 (51.274h)

α1 ` 2α2 ` 2α3. (51.274i)

We see that the inner products are already not the same. Notice that the roots are really different:
it is not simply a renaming α2 Ø α3.

Thus the two Dynkin diagrams (51.255c) are describing two different Lie algebras.
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51.10.13 Reconstruction

The construction theorem is the following.

Theorem 51.130.
Let R be an abstract root system in a complex vector space V ˚ and tα1, . . . , αnu be a basis of R.
We denote by Hi P V the inverse root of αi(i.e. αpHαq “ 2). We define the Cartan matrix

Aij “ αjpHiq. (51.275)

Let g be the Lie algebra defined by the 3n generators Xi, Yi, Hi and the relations

rHi, Hjs “ 0 (51.276a)
rXi, Yjs “ δijHi (51.276b)
rHi, Xjs “ AijXj (51.276c)
rHi, Yjs “ ´AijYj (51.276d)

and, for i ‰ j,

adpXiq´Aij`1pXjq “ 0 (51.277a)EqSerreaEqSerrea

adpYiq´Aij`1pYjq “ 0. (51.277b)

Then g is a semisimple Lie algebra in which a Cartan subalgebra is generated by H1, . . . ,Hn and
its root system is R.

A complete proof can be found in [823] at page VI-19. We are going to give some ideas.
We consider g, the Lie algebra generated by the elements Hi, Xi and Yi. We denote by h the

abelian Lie algebra generated by the elements Hi.
LemadXiNilpotent

Lemma 51.131.
The endomorphism adpXiq and adpYiq are nilpotent.

Proof. Let Vi the subspace of g of elements z such that adpXiqkz “ 0 for some k P N. The space
Vi is a Lie subalgebra of g because

adpXiqrz, z1s “ ´rz, adpXiqz1s ` rz1, adpXiqzs. (51.278)

Acting with adpXiqn we get terms of the form radpXiqkz, adpXiqlz1s with k ` l “ n. If n is large
enough, all the terms vanish.

From the relation (51.277a) we see that Xj P Vi for every j. Since rXi, Hjs is proportional to
Xi we also have Hj P Vi and then Yj P Vi because rXi, Yjs “ δijHi P Vi. Thus the Lie algebra Vi
contains all the Chevalley generators and then Vi “ g.

For λ P h˚ we define

gλ “ tz P g tel que adphqz “ λphqz@h P hu. (51.279)

Then one prove that dim gαi “ 1 and dim gmαi “ 0 if m ‰ ˘1, 0. This corresponds to the fact
that we have a reduced root system, which is always the case in complex semisimple Lie algebras 17.
We denote by Φ the subset of λ P h˚ such that gλ ‰ 0.

It turns out that we have the direct sum decomposition

g “ h‘à
αPΦ

gα. (51.280)

One of the key ingredients in this building is the following lemma.

17. However, at this point we have not proved yet that g is semisimple and has that root system.
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Lemma 51.132.
If λ and µ are related by an element of the Weyl group, then dim gλ “ gµ.

Proof. Lemma 51.131 allows us to introduce the automorphism

θi “ eadpXiqe´ adpYiqeadpXiq (51.281)

of g. We see that the restriction of θi to h is the symmetry associated to αi (see (51.186)). Indeed
the first exponential reduces to

eadpXiqHk “ Hk ´AkiXi (51.282)

where Aki “ αipHkq. The second exponential gives

eadp´YiqpHk ´AkiXiq “ Hk ´AkiXi ` p´AkiYi ´AkiHiq ` 1
2p2AkiYiq

“ Hk ´AkiHi ´AkiXi.
(51.283)

Notice the simplification of AkiYi. The third exponential then provides the result (after some
simplifications):

eadpXiqpHk ´AkiHi ´AkiXiq “ Hk ´AkiHi “ Hk ´ αipHkqHi. (51.284)

We proved that θipHkq “ sIpHkq. We deduce that θieα P gsαi pαq whenever eα P gα. Since θi is an
automorphism of g we have

rHk, θieαs “ θirθ´1
i Hk, eαs. (51.285)

Since θi reduces to the involutive automorphism si on h we have θ´1
i Hk “ θiHk “ sipHkq. Then

we have
rHk, θieαs “ θirsipHkq, eαs “ θiα

`
sipHkq

˘
eα. (51.286)

The eigenvalue of θieα for adpHkq is thus α
`
sipHkq

˘
. Using the definition and Aki “ αipHkq we

have
α
`
sipHkq

˘ “ αpHkq ´ αipHkqαpHiq
“ `

α´ αpHiqαi
˘
Hk

“ sαipαqHk.

(51.287)

At the end we got
rHk, θieαs “ sαipHkqθieα (51.288)

and then θieα P gsαi pαq. Thus the automorphism θi transforms gλ into gµ when µ “ sipλq and

dim gλ “ dim gsipλq. (51.289)

From here we prove that dim gα “ 1 for every root α 18.
Now if α ` β “ γ ` µ, the elements rEα, Eβs and rEγ , Eµs are proportional since they belong

to the one-dimensional space gα`β.
RemChevDefmapCommXH

Remarque 51.133.
A linear map ϕ : g Ñ V from g to a vector space V can be defined on the generators Xi, Yi and
Hi among with a formula giving ϕprX,Y sq in terms of ϕpXq and ϕpY q.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 51.134
This remark could be made more precise. I’m thinking to the proposition 54.57 giving the standard
bialgebra structure on a Lie algebra.

The classification of complex semisimple Lie algebras is the following:

18. [823] page VI-23. Be careful: this is not the statement of page VI-2.
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(1) Al avec l “ 1, 2, . . ..
— Al “ slpl ` 1,Cq
— dimpAlq “ lpl ` 2q
— α1 α2 . . . αl

(2) Bl avec l “ 2, 3, . . ..
— Bl “ op2l ` 1,Cq
— dimpBlq “ lp2l ` 1q
— α1 +3 α2 . . . αl´1 αl.

(3) Cl avec l “ 3, 4, . . .
— Cl “ sppl,Cq
— dimpClq “ lp2l ` 1q
— α1 // α2 . . . αl´1 +3 αl.

(4) Dl avec l “ 4, 5 . . .
— Dl “ op2l,Cq
— dimpDlq “ lp2l ´ 1q
— αl´1

α1 α2 . . . αl´2

;;

αl
(5) E6

— E6
— dimpE6q “ 78
— α6

α1 α2 α3 α4 α5
(6) E7

— E7
— dimpE7q “ 133
— α7

α1 α2 α3 α4 α5 α6
(7) E8

— E8
— dimpE8q “ 248
— α8

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7
(8) F4

— F4
— dimpF4q “ 52
— α1 α2 +3 α3 α4

(9) G2
— G2
— dimpG2q “ 14
— α1 α2
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51.10.14 Cartan-Weyl basis

Let us study the eigenvalue equation

adpAqX “ ρX. (51.290)EqvalpradAprhoEqvalpradAprho

The number of solutions with ρ “ 0 depends on the choice of A P g.

Lemma 51.135.
If A is chosen in such a way that adpAqX “ 0 has a maximal number of solutions, then the
number of solutions is equal to the rank of g and the eigenvalue α “ 0 is the only degenerated one
in equation (51.290).

We suppose A to be chosen in order to fulfill the lemma. Thus we have linearly independent
vectors Hi (i “ 1, . . . l) such that

rA,His “ 0 (51.291)

where l is the rank of g. Since rA,As “ 0, the vector A is a combination A “ λiHi. Since adpAq
is diagonalisable, one can find vectors Eα with

rA,Eαs “ αEα, (51.292)

and such that tHi, Eαu is a basis of g. Using the fact that adpAq is a derivation, we find

rA, rHi, Eαss “ αrHi, Eαs, (51.293)

The eigenvalue α “ 0 being the only one to be degenerated, one concludes that rHi, Eαs is a
multiple of Eα:

rHi, Eαs “ αiEα. (51.294)

Replacing A “ λiHi, we have
αEα “ rλiHi, Eαs “ λiαiEα, (51.295)

thus α “ λiαi (with a summation over i “ 1, . . . , l).
Before to go further, notice that the space spanned by tHiui“1,...,l is a maximal abelian subal-

gebra of g, so that it is a Cartan subalgebra that we, naturally denote by h˚. Thus, what we are
doing here is the usual root space construction. In order to stick the notations, let us associate
the form σα P h˚ defined by σαpHiq “ αi. In that case,

σαpAq “ σαpλiHiq “ λiαi “ α (51.296)

and we have
rA,Eαs “ σαpAqEα. (51.297)

On the other hand, we have rHi, Eαs “ αiEα “ σαpHiqEα, so that the eigenvalue α is identified
to the root α, and we have Eα P gα.

Let us now express the vectors tα in the basis of the Hi. The definition property is Bptα, Hiq “
αpHiq “ αi. If tα “ ptαqiHi, we have

αi “ Bptα, Hiq “ Bklptαqk pHiqlloomoon
“δl

i

“ Bkiptαqk. (51.298)

If pBijq are the matrix elements of B´1, we have

plαql “ αiB
il “ αl (51.299)

where αl is defined by the second equality. Using proposition 51.77, we have

rEα, E´αs “ BpEα, E´αqαlHl. (51.300)
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Thus one can renormalise Eα in such a way to have

rHi, Hjs “ 0,
rEα, E´αs “ αiHi

rHi, Eαs “ αiEα “ αpHiqEα
rEα, Eβs “ NαβEα`β

(51.301)

where the constant Nαβ are still undetermined. A basis tHi, Eαu of g which fulfill these require-
ments is a basis of Cartan-Weyl.

51.10.15 Cartan matrix

We follow [828]. We denote by Π the system of simple roots of g. All the positive roots have
the form ÿ

αPΠ
kαα (51.302)

with kα P N.

Theorem 51.136.
Let α and β be simple roots Thus

(1) α´ β is not a simple root
(2) we have

2pα, βq
pα, αq “ ´p (51.303)EqabSuraaStrictNEfEqabSuraaStrictNEf

where p is a strictly positive integer.

Partial proof. We are going to prove that 2pα,βq
pα,αq is an integer. Let α and γ be non vanishing roots

such that α` γ is not a root, and define

E1
γ´jα “ adpE´αqkEγ P gγ´kα. (51.304)

Since there are a finite number of roots, there exists a minimal positive integer g such that
adpE´αqg`1Eγ “ 0. We define the constants µk (which depend on γ and α) by

rEα, E1
γ´kαs “ µkE

1
γ´pk´1qα. (51.305)

Using the definition of E1
γ´kα and Jacobi, one founds

µkE
1
γ´pk´1qα “

“
E1
α, rE´α, E1

γ´pk´1qαs
‰ “ αirHi, E

1
γ´pk´1qαs ` µk´1E

1
γ´pk´aqα, (51.306)

so that µk “ αiγi ´ pk ´ 1qαiαi ` µk´1, and we have the induction formula

µk “ pα, γq ´ pk ´ 1qpα, αq ` µk´1 (51.307)

for k ě 2. If we define µ0 “ 0, that relation is even true for k “ 1. The sum for k “ 1 to k “ j is
easy to compute and we get

µj “ jpα, γq ´ jpj ´ 1q
2 pα, αq. (51.308)

Since µg`1 “ 0, we have
pα, γq “ gpα, αq{2, (51.309)EqalphagammapargdeuxEqalphagammapargdeux

and thus
µj “ jpg ´ j ` 1qpα, αq

2 . (51.310)
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Let β be any root and look at the string β` jα. There exists a maximal j ě 0 for which β` jα is
a root while β`pj` 1qα is not a root. Now we consider γ “ β` jα with that maximal j. Putting
γ “ α` jβ in (51.309), one finds

pα, βq “ pg ´ 2jqpα, αq
2 , (51.311)

and finally,
2pα, βq
pα, αq “ g ´ 2j, (51.312)

which is obviously an integer.

From the inner product on h˚, we deduce a notion of angle:

cospθα,βq “ pα, βqapα, αqpβ, βq . (51.313)

The length of the root α is the number
apα, αq.

Lemma 51.137.
If α and β are roots, then

2pα, βq
pα, αq P Z, (51.314)

and
β ´ 2pα, βq

pα, αq (51.315)

is a root too.
If α and β are non vanishing, then the α-string which contains β contains at most 4 roots.

Finally, the ratio
2pα, βq
pα, βq (51.316)

takes only the values 0, ˘1, ˘2 or ˘3.

Let Π “ tα1, . . . , αlu be a system of simple roots. The Cartan matrix is the lˆ l matrix with
entries

Aij “ 2pαi, αjq
pαi, αiq . (51.317)EqDefMatriceCartanEqDefMatriceCartan

Notice that, in the literacy, one find also the convention Aij “ 2pαi, αjq{pαj , αjq, as in [829], for
example.

LemRatdjaijdjaji

Lemma 51.138.
There exist positive rational numbers di such that

diAij “ djAji (51.318)EqdiAijdjAjiEqdiAijdjAji

where A is the Cartan matrix.

Proof. The numbers are given by
di “ pαi, αiq

pα1, α1q . (51.319)

The relations (51.318) are easy to check using the definition (51.317). The fact that di is a strictly
positive rational number comes from (51.303).

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.139
I think that there is a property saying (something like) that Aij is the larger integer k such that
αi ` kαj is a root.
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51.11 Other results

51.11.1 Abstract Cartan matrix

As before if we chose a basis tφ1 . . . φlu of V , we can consider a lexicographic ordering on V .
A root is simple when it is positive and can’t be written as as sum of two positive roots. As in a
non abstract case, abstract simple root also have the following property:

Proposition 51.140.
If dimV “ l, one has only l simple roots α1, . . . , αl; they are linearly independent and if β P Φ
expands into β “ ř

cjαj, the cj’s all are integers and the non zero ones all have the same sign.

An ordering on V gives a notion of simple roots. The l ˆ l matrix whose entries are

Aij “ 2pαi, αjq
pαi, αiq

is the abstract Cartan matrix of the abstract root system and the given ordering.

Theorem 51.141.
The main properties are

(1) Aij P Z,
(2) Aii “ 2,
(3) if i ‰ j, then Aij ď 0 and Aij can only take the values 0,´1,´2 or ´3,
(4) if i ‰ j, AijAji ă 4 (no sum),
(5) Aij “ 0 is and only if Aji “ 0,
(6) detA is integer and positive.

Proof. The last point is the only non immediate one. The matrix A is the product of the diagonal
matrix with entries 2{|αi|2 and the matrix whose entries are pαi, αjq. The fact that the latter
is positive definite is a general property of linear algebra. If teiu is a basis of a vector space
V , the matrix whose entry ij is given by pei, eiq is positive definite. Indeed one can consider an
orthonormal basis tfiu and a nondegenerate change of basis ei “ Bikfk. Then pei, ejq “ pBBtqij .
It is easy to see that for all v P V , we have pBBtqijvivj “ ř

kpviBikq2 ą 0.
The fact that the determinant is integer is simply the fact that this is a polynomial with integer

variables.

If we have an ordering on V we define Φ`, the set of positive roots. From there, one can
consider Π, the set of simple roots. Any element of Φ expands to a sum of elements of Π. Note
that the knowledge of Π is sufficient to find Φ` back because α ą 0 implies α “ ř

ciαi with ci ě 0.
We can make this reasoning backward. Let us consider Π “ tα1, . . . , αlu be a basis of V such

that any α P Φ expands as a sum of αi with all coefficients of the same sign. Such a Π is a simple
system. From such a Π, we can build a Φ` as the set of elements of the form α “ ř

ciαi with
ci ě 0.

Proposition 51.142.
The so build Φ` is the set of positive roots for a certain ordering.

Proof. If we consider on V the lexicographic ordering with respect to the basis Π, a positive element
α “ ř

ciαi has at least one positive coefficient among the ci. If α P Φ, we can say (by definition
of Π) that in this case all the coefficients are positive, then the positive roots exactly form the set
Φ`.

From now when we speak about a Φ`, it will always be with respect to a simple system. The
advantage is the fact that there are no more implicit ordering.
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Lemma 51.143.
Let Π “ tα1, . . . , αlu be a simple system and α P Φ`. Then

sαi “
#
´αi if α “ αi

ą 0 if α ‰ αi.

Proof. The first case is well know from a long time. For the second, compute

sαip
ÿ
cjαjq “

ÿ

j‰i
cjαj ` ciαi ´ 2ciαi ´

ÿ

j‰i

2cj
|αi|2 pαj , αiqαi

“
ÿ

j‰i
`
˜
´
ÿ

i‰j

2cj
|αi|2 pαj , αiq ` ci

¸
αi.

(51.320)

We see that between
ř
ckαk and sαip

ř
ckαkq, there is just the coefficient of αi which changes.

Then if α ‰ αi, the positivity is conserved.

Proposition 51.144.
Let Π “ tα1, . . . , αlu be a simple system. Then W is generate by the sαi’s. If α P Φ, then there
exists a αi P Π and s PW such that sαj “ α.

Proof. We denote by W 1 the group generate by the sαi ’s; the purpose is to show that W “ W 1.
We begin to show that if α ą 0, then α “ sαj for certain s P W 1 and αj P Π. For this, we write
α “ ř

cjαj and we make an induction with respect to Levelpαq “ ř
cj . If Levelpαq “ 1, then

α´ αj and s “ Id works. Now we suppose that it works for Level ă Levelpαq. We have

0 ă pα, αq “
ÿ
cipα, αiq.

Since all the ci are positive, it assures the existence of a i0 such that pα, αi0q ą 0. Then from the
lemma, β “ sαi0

pαq ą 0 (α ‰ αi0 because Levelpαq ą 1). The root β can be expanded as

β “
ÿ

j‰i0
cjαj `

˜
ci0 ´

ÿ

j‰i0

cj
|αi0 |2

pα, αi0q
¸
αi0 . (51.321)

Since pα, αi0q ą 0, it implies Levelpβq ă Levelpαq and thus β “ s1αj for a certain s1 P W 1. So
α “ sαi0

s1αj with sαi0
s1 P W 1. This conclude the induction. For α ă 0, the same result holds by

writing ´α “ sαj and α “ ssαjαj .
Now it remains to prove that W 1 ĎW . For a α P Φ, we write α “ sαj with s PW 1. Then

sα “ ssαjs
´1 PW 1.

51.11.2 About group representations

Let π be a representation of a group G. The character of π is the function

χπ : GÑ C

g ÞÑ Tr
`
πpgq˘. (51.322)

From the cyclic invariance of trace, it fulfils χπpgxg´1q “ χπpxq, so that the character is a central
function.

Let G be a Lie group with Lie algebra g. We denote by Z˘ the subgroup of G generated by n˘.
The Cartan subgroup D of G is the maximal abelian subgroup of G which has h as Lie algebra.

A character of an abelian group is a representation of dimension one.
Let T be a representation of G on a complex vector space V . One say that ξ P V is a highest

weight if
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— T pzqξ “ ξ for every z P Z`,
— T pgqξ “ αpgqξ for every g P D.

The function α : D Ñ C is the highest weight of the representation T .

Lemma 51.145.
The function α is a character of the group D.

Proof. The number αpgg1q is defined by T pgg1qξ “ αpgg1qξ. Using the fact that T is a representa-
tion, one easily obtains T pgg1qξ “ αpgqαpg1qξ.

51.11.3 Modules and reducibility

As far as terminology is concerned, one can sometimes find the following definitions. A g-
module is simple when the only submodules are g and 0. It is semisimple when it is isomorphic
to a direct sum of simple modules. The module is indecomposable if it is not isomorphic to the
direct sum of two non trivial submodules.

An vector space endomorphism a : V Ñ V is semisimple if V is semisimple as module for the
associative algebra spanned by A. In this text, we will not use this terminology but the one in
terms of reducibility. It is clear that g is itself a g-module for the adjoint representation. From this
point of view, a g-submodule is an ideal. Then a simple Lie algebra is an irreducible g-module and
a semisimple Lie algebra is completely reducible by corollary 51.52. This explains the terminology
correspondence

simple Ø irreducible
semisimple Ø completely reducible.

Theorem 51.146 (Weyl’s theorem).
A representation of a semisimple Lie algebra is completely reducible.

51.11.4 Weight and dual spaces

In general, when T : V Ñ V is an endomorphism of the vector space V and λ P K (K is the
base field of V ), we define

Vλ “ tv P V tel que pT ´ λ1qnv “ 0 for a n P Nuq. (51.323)

If V pλq ‰ 0, we say that λ is a weight and V pλq is a weight space.
Let now particularize to the case where g is a Lie algebra, and g˚ its dual space (the space of

all the complex linear forms on g). Let ρ be a representation of g on a complex vector space V
(seen as a g-module), and γ P g˚. For each x P g, we have ρpxq : V Ñ V and γpxq P C; then it
makes sense to speak about the operator ρpxq ´ γpxq : V Ñ V and to define

Vγ “ tv P V tel que @x P g, Dn P N tel que
`
ρpxq ´ γpxq˘nv “ 0u. (51.324)

If Vγ ‰ 0, we say that γ is a weight for the representation ρ while Vγ is the corresponding weight
space.

Notice that a root is a weight space for the adjoint representation, see definition 51.73. We
denote by Φ the set of non empty root spaces.

Lemma 51.147.
Let EndpV q be the algebra of linear endomorphism of a vector space V . Let x1, . . . , xk, y1, . . . , yk P
EndpV q and

e “
ÿ

i

rxi, yis.

If e commutes with all xi, then it is nilpotent. lem:EndV_e

A proof of this lemma can be found in [822]



3034 CHAPTER 51. LIE ALGEBRAS

Theorem 51.148.
Let g be a Lie algebra of linear endomorphisms of a finite dimensional vector space V . We suppose
that V is a completely reducible g-module and we denote the center of g by Z. Then

(1) rg, gs X Z “ 0,
(2) L{Z has a non zero abelian ideal,
(3) any element of Z is a semisimple endomorphism.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.149
The following proof seems me to be quite wrong.

Proof. Let A be the associative algebra spanned by g and the identity on V . It is clear that the
A-stable subspaces are exactly the g-stable ones. Then V is a completely reducible A-module and
it has no non zero nilpotent left ideal. Indeed let B be a left ideal in A such that BB “ 0. In
this case, B·V is a A-submodule of V (because B is an ideal) and V “ B·V ‘W for a certain
A-submodule W . Since B·V is a A-submodule,

B·W Ă pB·V q XW

(because W is stable under A) which implies B·W “ 0 and B·V “ B· pBV `W q0. Conse-
quently, B “ 0.

Let T be the center of A; this is an ideal, so that T has no non zero nilpotent elements. To
see it, consider a nilpotent element z P T . Remark that T “ Az is a nilpotent ideal because
AzAz “ Az2A. Now, we prove that z is a semisimple linear endomorphism of V . There exists
n such that znpV q “ zn`1pV q. Let q “ ř

vPV The space Vs “ znpV q is not zero because z is
not nilpotent. Let W be the set of elements of V which are annihilated by a certain power of z.
Equation (46.2) makes z semisimple because Vs and W are z-stables.

By lemma 51.147, any element of rA,As X T is nilpotent; but we just saw that it has no non
zero nilpotent elements then rA,As X T “ 0, so that

rg, gs X Z “ 0.

This proves the first point.
Now we consider an ideal J such that rJ, Js Ă Z. Then rJ, Js “ rJ, Js X Z “ 0. We looks at

the abelian ideal rg, Js of g. This is an ideal because rrg, js, hs “ ´rrj, hs, gs ´ rrh, gs, js. By the
lemma, the elements of rg, Js are nilpotent and the associative algebra generated by rG, Js is also
nilpotent because rg, Js is abelian.

The elements of B are polynomials with respect to elements of rg, Js, then AB Ă BA ` B
because AB is made up with elements of the form aphj ´ jhqn which itself is made up with
elements ahkjl. By commutating jl, we get

jlahk ` elements of rg, Js,

but J is an ideal and jl P J . By induction,

pABqk Ă BkA`Bk. (51.325)

Since B is nilpotent, AB is a nilpotent left ideal. Then AB “ 0 which in turn implies B “ 0. In
particular rg, Js “ 0, so that J Ă Z. But any abelian ideal in g{Z is the canonical projection of
an ideal J of g such that rJ, Js P Z. We conclude that g{Z has no non zero abelian ideal.

Now we are able to prove a third version of Lie’s theorem:
tho:Lie_trois

Theorem 51.150 (Lie).
If g is a solvable ideal, then any completely reducible g-module is annihilated by rg, gs.



51.11. OTHER RESULTS 3035

Proof. Let V be such a g-module, ρ the representation of g on V and A “ ρpgq Ă EndpV q. By
assumption, a is a solvable subalgebra of EndpV q; let Z be the center of a. It is clear that a{Z
is solvable, so that it has no non zero abelian ideal. But the fact that a{Z is solvable makes one
of the Dkpa{Zq an abelian ideal. The conclusion is that a{Z “ 0, or a “ Z. Clearly this makes
ra, as “ 0.

51.11.5 Dynkin diagram

Proposition 51.151.
If α and β are simple roots, then the angle θα,β can only take the values 90˝, 120˝, 135˝ or 150˝.

Proof. No proof.

In order to draw the Dynkin diagram of a Lie algebra, one draws a circle for each simple
root, and one joins the roots with 1, 2 or 3 lines, following that the value of the angle is 120˝, 135˝
or 150˝. If the roots are orthogonal (angle 90˝), they are not connected. If the length of a root is
maximal, the circle is left empty. If not, it is filled.

One easily determines the number of lines between two roots by the following proposition.
PropProdNbLignes

Proposition 51.152.
If α and β are two simple roots with pα, αq ď pβ, βq, then

pα, αq
pβ, βq “

$
’&
’%

1 if θα,β “ 120˝

2 if θα,β “ 135˝

3 if θα,β “ 150˝.
(51.326)

Proof. No proof.

If M is a weight of a representation, its Dynkin coefficients are

Mi “ 2pM,αiq
pαi, αiq , (51.327)

and we can compute the Dynkin coefficients from one weight to another by the simple formula

pM ´ αjqi “Mi ´Aij . (51.328)EqCofDynMmoisAlphaEqCofDynMmoisAlpha

A weight is dominant if all its Dynkin coefficients are strictly positive.
prop:trois_poids

Proposition 51.153.
Let g be a nilpotent complex Lie algebra and ρ, a representation of g on a finite dimensional vector
space V . Then

(1) @γ P g˚, the space Vγ is a g-submodule of V ,
(2) if γ is a weight, then there exists a nonzero vector v P Vγ such that @x P g, x· v “ γpxqv, prop:trois_poids:deux

ItemVSEZlhviii

(3) V “À
γ Vγ where the sum is taken over the set of weight.

Proof. Since ρ is a representation,
`
ρpxq ´ γpxq˘ρpyq “ ρpyq`ρpxq ´ γpxq˘` ρprx, ysq.

Now let us suppose that
`
ρpxq ´ γpxq˘mρpyq is a sum of endomorphism of the form

ρppadxqpyq`ρpxq ´ γpxq˘q

with p` q “ m. We just saw that it was true for m “ 1. Let us check for m` 1:

ρpxqρppadxqpyq`ρpxq ´ γpxq˘q “ ρprx, padxqpysq`ρpxq ´ γpxq˘q
` ρppadxqpyqρpxq`ρpxq ´ γpxq˘q. (51.329)
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Then, since g is nilpotent, the space Vγ is a submodule of V because for large enough m and for
all y,

`
ρpxq ´ γpxq˘mρpyqv “ 0 if v P Vγ .

Any nilpotent algebra is solvable, then from Lie theorem 51.150, the restrictions of ρpxq (with
x P g) to irreducible submodules commute. By Schur’s lemma 46.1, they are multiples of identity.
But if all g is the identity on an irreducible module, then the module has dimension one. In
particular, any irreducible submodule of Vγ has dimension one 19.

Then, in the weight space Vγ , there is a v which fulfils ρpxqv “ λpxqv for all x P g. It is rather
clear that it will only works for λ “ γ. Our conclusion is that there exists a v P Vγ such that
ρpxqv “ γpxqv.

Now we consider γ1, . . . , γk, distinct weights. They are linear forms; then there exists a
x P g such that γ1pxq, . . . , γkpxq are distinct numbers. In fact, the set th P h tel que αiphq “
αjphq for a certain pair pi, jqu is a finite union of hyperplanes in h; then the complementary is non
empty.

With this fact we can see that the sum Vγ1 ` ¨ ¨ ¨ ` Vγk
is direct. Indeed let v P Vγi X Vγj ; for

the chosen x P g and for suitable m,
`
ρpxq ´ γipxq

˘m
v “ `

ρpxq ´ γjpxq
˘m
v “ 0 (51.330)

which implies γipxq “ γjpxq or v “ 0. In particular one has only a finitely many roots and we can
suppose that our choice of γi is complete.

For a P C, we define Va as the set of elements in V which are annihilated by some power of
ρpxq ´ a with our famous x. By the first lines of the proof, Va is a g-submodule of V .

For the same reasons as before 20, if Va ‰ 0, there exists a v P Va and a weight γi such that
@y P g,

ρpyqv “ γipyqv.
But as v is annihilated by a power of

`
ρpxq ´ a

˘
, it is clear that a “ γipxq, and some theory of

linear endomorphism 21 shows that V is the sum of the Va’s:

V “
kÿ

i“1
Vγipxq. (51.331)

It remains to be proved that Vγipxq Ă Vγi . Let y P g and

Vi,a “ tv P Vγipxq tel que Dn : pρpyq ´ aqnv “ 0u.
As usual 22 if Vi,a ‰ 0, there exists a v P Vi,a and a weight γj such that ρpzqv “ γjpzqv for any
z P g. Then a “ γjpyq “ γipyq. But Vγipxq being the sum of the Vi,a’s, we have Vγipxq “ Vi,γipyq for
any y P g. This makes VγipxqĂVγi

.

From proposition 51.153(3), an element y P g can be decomposed as

y “
ÿ

βPΦ
yβ (51.332)eq:decomp_racineeq:decomp_racine

with yβ P gβ.
tho:Killing_Cartan

Theorem 51.154.
Let g be a Lie algebra, h a Cartan subalgebra of g and B the Killing form of g. Then for all x,
y P h,

Bpx, yq “
ÿ

γPΦ
dγγpxqγpyq (51.333)

where gγ “ dim gγ.
19. Encore que soit pas bien clair pourquoi un tel module existerait... donc l’affiramation suivante ne me semble pas

trop justifiée
20. Celles que je n’ai pas bien comprises
21. théorie que je ne connais pas trop
22. et comme d’hab, l’argument que je ne saisit pas
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Proof. We are seeing g as a h-module for the adjoint representation. In particular, proposi-
tion 51.153 makes g a direct sum of the h-submodules gγ . Then

Bpx, yq “ Trpadx2q “
ÿ

γPΦ
Trpadx|2γq (51.334)

where adx|γ means the restriction of adx to gγ . It is clear that adx|γ ´ γpxq is nilpotent, then
adx|2γ ´ γpxq2 is also nilpotent because

adx|2γ ´ γpxq2 “ padx|γ ` γpxqqpadx|γ ´ γpxqq
and the fact that these two terms commute. The trace of a nilpotent endomorphism is zero, then
Trpadx|2γ ´ γpxq2q “ 0 or for all x P g,

Bpx, xq “
ÿ

γPΦ
dγγpxq2. (51.335)eq:Bxxeq:Bxx

on the other hand, we know that a quadratic form determines only one bilinear form. Here the
form (51.335) gives

Bpx, yq “
ÿ

γPΦ
dγγpxqγpyq.

tho:six_Cartan

Theorem 51.155.
If α, β are roots of a semisimple Lie algebra g with respect to a Cartan subalgebra h, then

(1) if xα ‰ 0 P gα fulfils rh, xαs “ αphqxα for all h P h, then @y P g´α

rxα, ys “ Bpxα, yqhα,
ite:six_deux

(2) αphαq is rational and positive. Moreover

αphαq
ÿ

γPΦ
pγα ´ γαq2 “ 4,

(3) 2βphαq “ pβα ´ βαqαphαq, ite:six_trois

(4) the forms 0, α,´α are the only integer multiples of α which are roots, ite:six_quatre

(5) dim gα=1, ite:six_cinq

(6) any k which makes β ` kα a root lie between ´βα and βα. In other words, β ` kα P Φ is
only true with ´βα ď k ď βα. ite:six_six

Proof. The fact that y P g´α and that x P gα make rx, ys P g0 “ h. Now we consider h P h and the
invariance formula (51.23). We find:

Bph, rxα, ysq “ ´Bprxα, hs, yq “ αphqBpxα, yq “ Bph, hαqBpxα, yq “ Bph,Bpxα, yqhαq. (51.336)

Since it is true for any h P h and B is nondegenerate on h we find the first point. In order to
prove (2), we consider

U “ à
´βαďmďβα

gβ`mα.

By definition of αβ and αβ, each term of the sum is a root space. If z P gα‘ g´α, then U is stable
under ad z because the terms in ad zU are of the form rz, xβ`mαs P gβ`mα˘α. Note however that
this ad zU is not equal to U .

Let xα ‰ 0 P gα. There exists a y P g´α such that rxα, ys “ Bpxα, yqhα (here we use semi-
simplicity). By fitting the norm of y, we can choose it in order to get rxα, ys “ hα, so that

adhα “ radxα, ad ys.
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Now we look at the restriction of adhα to U :

Trpadhαq “ Trpadxα ˝ ad yq ´ Trpad y ˝ adxαq “ 0. (51.337)

Since hα P h “ g0, we have adhα : U Ñ U , so that the annihilation of the trace of adhα can be
particularised to

Trpadhα|U q “ 0.

On the other hand, by definition adhα ´ pβ ` mαqphαq is nilpotent on gβ`mα. Then it has a
vanishing trace: ÿ

m

Trpadhα ´ pβ `mαqhαq “ 0.

But we had yet seen that the term with adhα is zero; then
ÿ

´βαďmďβα

pβ `mαqhα dim gβ`mα “ 0. (51.338)eq:trace_Ueq:trace_U

If we suppose that αphαq “ 0 this gives βphαq “ 0. Since this conclusion is true for any root β,
we find Bph, hαq “ 0 for any h P h. In other words, αphq “ 0 for any h P h. This contradicts the
assumption, so that we conclude αphαq ‰ 0.

Let V “ h`pxαq`ř
mă0 gmα where pxαq is the one dimensional space spanned by xα. On the

one hand, from the definition of xα, adxαh Ă pxαq and adxαgmα Ă gpm`1qα. On the other hand,
y P g´α is defined by the relation rxα, ys “ hα, then ad yh Ă g´α Ă ř

mă0 gmα, ad ypxαq Ă g0 “ h
and ad y

ř
mă0 gmα “

ř
mă0 gpm´1qα. All this make V invariant under adxα and ad y.

Since adhα “ radxα, ad ys, the trace of adhα is zero so that the invariance of V gives

Trpadhα|V q “ 0.

By the definition of xα particularised to hÑ hα, we have Trpadhα|pxαqq “ αphαq. By the definition
of g0, for any x P h and v P g0, adx is nilpotent on v. Taking hα as x, we see that padhαqh don’t
contain “h-component”. Then Trpadhα|hq “ 0. Finally the operator padhα´mαphαqq is nilpotent
on gmα, so that Trpadhα|gmαq “ Trpmαpαq|gmαq “ mαphαqdim gmα. All this gives

αphαq
˜

1`
ÿ

mă0
m dim gmα

¸
“ 0. (51.339)

As we saw that αphαq ‰ 0, we conclude that dim gmα “ 0 for m ă ´1 and dim g´α “ 1. This
proves (5).

This also prove (4) in the particular case of integer multiples. It is rather simple to get relations
such that 0α “ 1, 0α “ 1, αα “ 2, p´αqα “ 0, and it is easy to check (3) in the cases β “ ´α, 0, α.
Now we turn our attention to the case in which β is not an integer multiple of α. By (4) applied
to αÑ β `mα, we have dim gβ`mα “ 1 whenever ´βα ď m ď βα.

From equation (51.338),
ř

´βαďmďβαpβphαq `mαphαqq “ 0, then

pβα ` βα ` 1qβphαq “ p
ÿ

m

mqαphαq “
ˆ
βαpβα ` 1q

2 ´ pβ
α ´ 1qβα

2

˙
αphαq. (51.340)

This gives (3). Now we consider the formula of theorem 51.154 in the case x “ y “ hα and we use
the fact that Bph, hαq “ αphq in the case h “ hα:

Bphα, hαq “ αphαq “
ÿ

γPΦ
dim gγγphαq2 “

ÿ

γPΦ
γphαq2. (51.341)

Since βphαq “ 1
2pβα´βαqαphαq, we find (2). In order to prove (4), we consider β “ cα for a c P C.

By (3), 2cαphαq “ pβα´βαqαphαq, so that c is an half integer: c “ p{2 with p P Z. If c is non zero,
we can interchange α and β and see that α “ c´1β implies c´1 “ q{2 with q P Z. It is clear the
pq “ 4. But we had already discussed the case of integer multiples of α, so that we can suppose
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that p is odd. The only odd p such that pq “ 3 with q P Z are p “ 1,´1, which are two excluded
cases: they are α “ ˘2β which lies in the case of integer multiples.

It remains to prove (6). By definition of βα, the form β ` pβα ` 1qα is not a root. But it
remains possible that β`pβα` 2qα is. We suppose that k1, . . . , kp are the p positive integers such
that β ` kiα P Φ. We pose

W “
pà
i“1

gβ`kiα.

As usual we see that W is stable under adxα and ad y (because ki ě βα ` 2). The trace of ad gα
on W is zero, thus

0 “
pÿ

i“1
pβ ` kiαqphαq. (51.342)

By (3), we find
ppβα ´ βαqαphαq “ 2pk1 ` ¨ ¨ ¨ ` kpq ą ppβα ` 1q.

This is not possible because it would gives ´βα ´ βα ą 2.

51.11.5.1 Strings of roots

Let α, β be two roots with respect to h and suppose β ‰ 0. We denote by αβ the largest integer
m such that α `mβ is a root and by αβ the one such that α ´mβ is a root. Let x P gα; since
the Killing form is nondegenerate, there exists a y P g such that Bpx, yq ‰ 0. Using the root space
decomposition (51.332) for y and corollary 51.76, Bpx, yq “ Bpx, y´αq . Then pg:root_ss

@x P gα, Dy P g´α such that Bpx, yq ‰ 0.

In particular if α is a root, ´α is also a root and the restriction of B to h ˆ h is nondegenerate
because h “ g0. So

@µ P h˚, D!hµ P h such that @h P g, Bph, hµq “ µphq.
This is a general result about nondegenerate (here we use the semi-simplicity assumption) bilinear
forms on a vector space. If Bpx, yq “ Bijx

iyj and apxq “ aix
i, then a vector v such that Bpx, vq “

apxq exists, is unique and is given by coordinates vk “ Bkiai where the matrix pBijq is the inverse
of pBijq.

We will sometimes use the following notation if α and β are roots:

pα, βq “ Bphα, hβq, |α|2 “ pα, αq.
By proposition 51.155, the roots come by pairs pα,´αq. For each of them, we choose xα P gα.

Our choice of x´α is made as following. From discussion at page 3039 we can find a x´α P g´α such
that Bpx´α, xαq “ 1. Note that this choice is unambigous: if we had chosen first x´α P g´α, this
construction would have given the same xα than our starting point. Note also that h´α “ ´hα.
These xα fulfil rxα, x´αs “ hα.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.156
Here the notation ∆ does not follow our convention of subsection 51.10.1.3.

Let ∆ be the set of non zero roots. We define an antisymmetric map c : ∆ˆ∆ Ñ C as following.
If α, β P S are such that α` β R ∆, we pose cpα, βq “ 0. If α` β P ∆,

rxα, xβs “ cpα, βqxα`β. (51.343)

It is easy to see that cpα, βq “ ´cpβ, αq.
Proposition 51.157.
If α, β, α` β P ∆, then
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(1)
cp´α, α` βq “ cpα` β,´βq “ cp´β,´αq,

enuai
enuaii

(2) If α, β, γ, δ P ∆ and α` β ` γ ` δ “ 0 wile δ is neither ´α, nor ´β nor ´γ, then

cpα, βqcpγ, δq ` cpβ, γqcpα, δq ` cpγ, αqcpβ, δq “ 0, (51.344)eq:enuaiieq:enuaii

(3) if β ‰ α ‰ ´β, then

cpα, βq ` cp´α,´βq “ cpα,´βqcp´α, βq ´Bphα, hβq,
enuaiii

enuaiv

(4) if α` β ‰ 0 then
2cpα, βqcp´α,´βq “ βαp1` βαqαphαq. (51.345)eq:enuaiveq:enuaiv

prop:enua

Proof. From our choice of xα, we find that Bpxβ, x´βq “ Bpx´α, xαq “ Bpxα`β, xα´βq “ 1, but

B
`
cp´α, α` βqxβ, x´β

˘ “ B
`
x´α, cpα` β,´βqxα

˘

“ B
`
xα`β, cp´β,´αqx´α´β

˘
.

(51.346)

This proves (1). In order to prove (2), suppose that

cpα, βqcpγ, δq “ B
´“rxα, xβs, xγ

‰
, xδ

¯
(51.347)eq:amontrereq:amontrer

Then the Jacobi identity gives the result:

0 “ B
´“rxα, xβs, xγ

‰
, xδ

¯
`B

´“rxβ, xγs, xα
‰
, xδ

¯
`B

´“rxγ , xαs, xβ
‰
, xδ

¯

“ cpα, βqcpγ, δq ` cpβ, γqcpα, δq ` cpγ, αqcpβ, δq,
(51.348)

Here, we used the hypothesis ´γ ‰ δ ‰ ´β by supposing that (51.347) still hold after permutation
of α, β, γ. Now we show the (51.347) is true. The assumptions imply α` β “ ´pγ ` δq ‰ 0, then

B
`“rxα, xβs, xγ

‰
, xδ

˘ “ B
`rxα, xβs, rxγ , xδs

˘

“ cpα, βqcpγ, δqBpxα`β, xγ`δq
“ cpα, βqcpγ, δq.

(51.349)

Now we turn our attention to (3). If α and β fulfil the condition β ‰ α ‰ ´β, we can apply (2) on
the quadruple pα, β,´α,´βq to get cpα, βqcp´α,´βq “ ´B`rxα, xβs, rx´α, x´βs

˘
. If we replace β

by ´β and if we make the difference between the two expressions,

cpα, βqcp´α,´βq “ ´B`rxα, xβs, rx´α, x´βs
˘`B`rxα, x´βs, rx´α, xβs

˘

“ B
`rxα, rx´β, x´αss, xβ

˘´B`rx´α, rxα, x´βss, xβ
˘

“ ´B`rx´α, xαs, rx´β, xβs
˘

“ ´Bphα, hβq.
(51.350)

In order to prove (4), we consider α` β ‰ 0 and we pose

dpα, βq “ cpα, βqcp´α,´βq ´ 1
2β

αp1` βαqαphαq.

Our aim is to prove that it is zero. We will do it by induction on βα. First βα “ 0 means that
β ` α “ 0, so that cpα, βq “ 0 and dpα, βq “ 0. Now we suppose that βα ą 0 and that (4) is yet
checked for lower cases. Note that β`α P ∆ and pβ`αq`α ‰ 0 because ´2α is not a root. Then
β “ 2α is not possible. From the fact that pβ ` αqα “ βα ´ 1, we conclude dpα, β ` αq “ 0. Then

cpα, α` βqcp´α,´α´ βq “ cpα,´α´ βqcp´α, α` βq ´Bphα, hα`βq.
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On the other hand, (1) and the antisymmetry of c give

cp´α, α` βq “ cp´β,´αq “ ´cp´α,´βq (51.351a)

and

cpα,´α´ βq “ cpβ, αq “ ´cpα, βq (51.351b)

With all this

dpα, β ` αq “ cpα, α` βqcp´α,´α´ βq ´ 1
2pα` βq

αp1` pα` βqαqαphαq
“ cpα, βqcp´α,´βq ´ kpα, βq

(51.352)

where kpα, βq “ Bphα, hα`βq ` 1
2pα ` βqαp1 ` pα ` βqαqαphαq. But hα`β is definied in order to

have Bph, hα`βq “ pα ` βqphq for any h P h. Then using 2βphαq “ pβα ´ βαqαphαq, we find
kpα, βq “ 1

2αphαqβαp1` βαq.
prop:lHeR

Proposition 51.158.
Let

hR “
ÿ

αP∆
Rhα. (51.353)

Then:
(1) any root is real on hR,
(2) the Killing form is real and strictly positive definite on hR,
(3) h “ hR ‘ ihR.

The last item shows that hR is a real form of h. Remark also that hR can also be written as

hR “ th P h tel que αphq P R@α P Φu.
Proof. Let β P ∆; we looks at βphαq. From (2) of theorem 51.155, we know that αphαq is real and
positive, and (3) makes βphαq real. From the formula Bphα, hβq “ ř

γP∆ γphαqγphβq, the Killing
form is real and positive definite on hRˆ hR. If Bph, hq “ 0 for a certain h P hR, we find αphq “ 0
for all α P ∆. Then any x “ xαxα P g commutes with h because

rh, xs “
ÿ

αPΦ
aαpadhqxα “

ÿ

α

aααphq “ 0.

So h is in the center of g and so h “ 0 be cause g is semisimple. Thus the Killing form is strictly
positive definite on hR ˆ hR.

Now we are going to show that h “ hR ‘ ihR. If h P hR X ihR, it can be written as h “ ih1
with h, h1 P hR. Then

0 ă Bph, hq “ Bpih1, ih1q “ ´Bph1, h1q ă 0,
so that h “ 0 because B is nondegenerate. This shows that hR X ihR “ 0. It is clear thatř
αP∆Chα Ă h; thus it remains to be proved that h Ă ř

αP∆Chα. It it is not, we can build a linear
function λ : h Ñ C which is not identically zero but which is zero on the subspace

ř
αP∆Chα.

Then there exists (only one) hλ P h such that Bph, hλq “ λphq for every h P h. In particular,
αphλq “ 0 for every α P ∆ because αphλq “ Bphα, hλq “ λphαq. This implies that hλ “ 0, so that
λ ” 0.

One interest in the third point of this proposition is that we are now able to see ∆ as a subset
of hR̊ because the definition of α P ∆ on hR only is sufficient to define α on the whole h.

If teiu is a basis of a vector space V , we say that x “ xiei ą y “ yiei if x ´ y “ aiei and the
first non zero ai is positive. This is the lexicographic order on V . It is clear that it doesn’t
works on a complex vector space (because in this case we should first define ai ą 0), but we can
anyway get an order on ∆ by seeing it as a subset of hR.
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Lemma 51.159.
If α´ β are simple roots with α ‰ β, then β ´ α is not a root and Bphα, hβq ď 0.

Proof. Define γ “ β ´ α P ∆ (and not Φ because α ‰ β). If γ ą 0, the fact that β “ γ ` α
contradict the simplicity of β while if γ ă 0, in the same way α “ β ´ α contradict the simplicity
of α.

Since β ´ α is not a root, βα “ 0 and βα ě 0 thus formula 2βphαq “ pβα ´ βαqαphαq gives

2Bphα, hβq “ pβα ´ βαqloooomoooon
ď0

Bphα, hαq. (51.354)

Now proposition 51.158 gives the result.

Lemma 51.160.
The simple roots are linearly independent.

Proof. In the definition of a simple root, we need an order notion on ∆ which is then seen as a
subset of hR. But the roots are real thereon. Then the right notion of “independence” for the
simple root is the independence with respect to real combinations.

If one has a combination ciαi “ 0 (sum over i) with at least one non zero among the ci’s by
putting the negative ci’s at right, one can write

aiαi “ bjαj

with ai, bj ě 0. Let us consider γ “ aiαi and hγ . For every h P h, we have

Bph, hγq “ γphq “ aiαiphγq.

but hγ “ ajhα, then
Bphγ , hγq “ aiajαiphαj q “ aiajBphαi , hαiq. (51.355)

Since the αi are all simple roots, the right hand side is negative, but proposition 51.158 makes the
left hand side positive. Thus γ “ 0.

Theorem 51.161.
If tα1, . . . , αru is the set of all the simple roots, then dim hR “ r and every β P Φ can be decomposed
as

β “
rÿ

i“1
niαi

where the ni are integers either all positive either all negative.

Proof. Let β be a non simple positive root. Then it can be decomposed as β “ γ ` δ with
γ, δ ą 0.We can also separately decompose γ and δ and continue so until we are left with simple
roots. We have to see why the process stops. Since there are only a finite number of positive
root, if the process does not stop, then the decomposition of (at least) one of the positive roots γ
contains γ itself. So we have a situation γ “ γ ` α for a certain positive α. This contradict the
notion of order.

In particular SpanNtαiu “ tpositive rootsu. Thus it is clear that

SpanRtαiu “ Φ.

tho:Phi_base

Theorem 51.162.
The Cartan algebra of a complex semisimple Lie algebra is abelian and the dual is spanned by the
roots: Span Φ “ h˚.
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Proof. Let α be a non zero root; from the point (2) of proposition 51.153, there exists a v P gα
such that for any x P h, rx, vs “ αpxqv. Since dim gα “ 1 it is in fact true for any v P gα. In
particular @v P gα and h P h, we have rh, xs “ αphqx.

Let n Ă h be the set of elements which are annihilated by all the roots:

n “ tH P h tel que αpHq “ 0@α P Φu. (51.356)

First remark that
rgα, ns “ 0 (51.357)eq:GNzeq:GNz

because for x P gα and h P n Ă h, we have rh, xs “ αphqx “ 0. An other property of n is

rh, hs Ă n. (51.358)eq:HHNeq:HHN

Indeed consider a root α and x P gα. We have

´αprh, h1sqx “ rx, rh, h1ss “ rh, rh1, xss ` rh1, rx, hss “ αphqrh1, xs ` αph1qrx, hs
“ αphqαph1q ´ αph1qαphq “ 0.

(51.359)

If x P g is decomposed as x “ ř
αPΦ xα and if n P n, then

rx, ns “
ÿ

α

rxα, ns “
ÿ

α

αpnqxα “ 0.

In particular, n is an ideal 23. Moreover, the fact that n Ă h makes n a nilpotent ideal in the
semisimple Lie algebra g. Then n “ 0. Equation (51.357) makes h abelian while equation (51.358)
says that no element of h is anihilated by all the roots. This implies that Span Φ “ h˚. To see it
more precisely, if Φ don’t span a certain (dual) basis element ei̊ of h˚, then a basis of Span Φ is at
most tejuj‰i. Then it is clear that αpeiq “ 0 for any root α.

The following important result is the fact that a complex semisimple Lie algebra is determined
by its root system.

Theorem 51.163.
Let g and g1 be two semisimple complex Lie algebras; h and h1, Cartan subalgebras. We suppose
that we have a bijection Φ Ñ Φ1, αÑ α1 which preserve the root system:

— α1 ` β1 “ 0 if and only if α` β “ 0,
— α1 ` β1 is not a root if and only if α` β is also not a root,
— pα` βq1 “ α1 ` β1 whenever α` β is a root.

Then we have a Lie algebra isomorphism η : gÑ g1 such that ηphq “ h1 and α1 ˝ η|h “ α.

Proof. From the assumptions, βα “ pβ1qα1 and βα “ pβ1qα1 and the point (2) of theorem 51.155
makes α1phα1q “ αphαq. The fourth point of the same theorem then gives

β1phα1q “ βphαq. (51.360)eq:beta_h_betaeq:beta_h_beta

Now we choose a maximally linearly independent set pα1, . . . , αRq of roots of g. Because of the-
orem 51.162, this is a basis of h˚. For notational convenience, we put hr “ hαr and naturally,
h1
r “ hα1

r
. It is easy to see that the set of hr is a basis of h. Indeed if arhr “ 0 (with sum over r),

then Bph, ar, hrq “ arαrphq “ 0 which implies that arαr|h “ 0 but it is impossible because the αr
are free in h˚.

tα1, . . . , αru is a basis of h˚,
th1, . . . , hru is a basis of h.

23. Ça me semble quand même fort de prouver que c’est le centralisateur pour dire que c’est un idéal. D’autant plus
que je pourais directement dire que n est centralisateur dans un semisimple et donc nulle.



3044 CHAPTER 51. LIE ALGEBRAS

Then the matrix pAijq “ αiphjq has non zero determinant. Since α1
iph1

jq “ αiphjq, the set
tα1

1, . . . , α
1
ru is free and th1

1, . . . , h
1
ru is a basis of h1.

tα1
1, . . . , α

1
ru is a basis of h1˚,

th1
1, . . . , h

1
ru is a basis of h1.

Then can define an isomorphism ηh : h Ñ h1 by ηhphiq “ h1
i. If x P h is decomposed as x “ arhr,

from equation (51.360) we have pα1
i ˝ ηhqparhrq “ arα1ph1

rq “ αiphrq. Then

α1
i ˝ ηh “ αi.

Let α P Φ; we can write α “ ciαi and α1 “ c1
iα

1
i (with a sum over i). We have

ciαiphkq “ αphjq “ α1phjq “ c1
iαiphjq. (51.361)

As the determinant of pαiphjqq is non zero, this implies ci “ c1
i, so that

α1 ˝ ηh “ α (51.362)

because α1 ˝ ηh “ c1
ipα1

i ˝ ηhq “ ciαi “ α. Now we “just” have to extend ηh into a Lie algebra
isomorphism η : g Ñ g1. As before for each α P ∆ we choose xα P gα such that Bpxα, x´αq “ ´1
and rx´α, xαs “ hα. We naturally do the same for xα1 P g1

α1 . We also consider the function c as
before: rxα, xβs “ cpα, βqxα`β. Since h “ g0, these xα form a basis of ga h and η can be defined
by the date of ηpxαq. We set ηpxαq “ aαxα1 (without sum).

The condition η
`rxα, xβs “ rηpxαq, ηpxβqs

˘
gives

cpα, βqaα`β “ cpα1, β1qaαaβ if α` β ‰ 0 (51.363a)eq:ca_caa_aeq:ca_caa_a

and

aαa´α “ 1 @α P Φ. (51.363b)eq:ca_caa_beq:ca_caa_b

These two conditions are necessary and also sufficient. Indeed there are three cases of rx, ys to
check: x, y P h, one of these two is out of h or x, y are booth out of h. In the third case, using
(51.363a),

ηprxα, xβsq “ cpα, βqaα`βxα1`β1 “ xpα1, β1qaαaβxα1`β1 “ aαaβrxα1 , aβ1s “ rηpxαq, ηpxβqs.
(51.364)

If x, y P h, then from theorem 51.162, ηprx, ysq “ 0 “ rηpxq, ηpyqs. Using the fact that rh, xαs “
αphqxα, we find the third case:

η
`rhβ, xαs

˘ “ η
`
αphαqxα

˘ “ η
`
α1phβ1qxα

˘ “ aαrhβ1 , xα1s “ rηphβq, ηpxαqs. (51.365)

Now we are going to find some aα P C such that
— aαa´α “ 1 for any α,
— cpα, βqaα`β “ cpα1, β1qaαaβ if α` β ‰ 0.

We consider the lexicagraphic order on Φ: this is the order on Φ seen as a subset of hR on which
we put the lexicagraphic order. For a root α ą 0, we will fix the coefficient aα by an induction
with respect to the order and put a´α “ a´1

α . Let us consider ρ ą 0 and suppose that aα is already
defined for ´ρ ă α ă ρ in such a manner that aαa´α “ 1 and cpα, βqaα`β “ cpα1, β1qaαaβ for
every α, β such that α, β and α` β are stricly between ´ρ and ρ. We have to define aρ in such a
way that if a´ρ “ a´1

ρ , the second condition holds for every α, β such that α, β and α ` β are no
zero roots between ´ρ and ρ.

If such a pair pα, βq doesn’t exist, there are no problem to put aρ “ a´ρ “ 1. Let us suppose
that such a pair exists: α ` β “ ρ. Then βα ‰ 0 and the point (3) of proposition 51.157 shows
that cpα, βq ‰ 0; in the same way, pβ1qα1 “ βα ‰ 0 implies cpα1, β1q ‰ 0. We define eq:def_abr

aρ “ cpα, βq´1cpα1, β1qaαaβ, (51.366a)
a´ρ “ a´1

ρ . (51.366b)
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Since the value of the right hand side of (51.345) doesn’t change under αÑ α1 and β Ñ β1, it
gives cpα, βqcp´α,´βq “ cpα1, β1qcp´α1,´β1q and thus

cp´α,´βqa´ρ “ cp´α,´βqcpα, βqcpα1, β1q´1a´αa´β
“ cpα1, β1qcp´α1,´β1qcpα1, β1q´1aαa´β
“ cp´α1,´β1qa´αa´β.

(51.367)

Thus the definition (51.366) fulfils the requirements for the pair pα, βq. It should be shown whether
that works as well with another pair pγ, δq such that ´ρ ď γ, δ ď ρ and γ ` δ “ ρ. If this second
pair is really different that pα, βq, then δ is neither α nor β; it is allso clear that δ is not ´γ. Then
formula (51.344) works with the quadruple p´α,´β, γ, δq:

cp´α,´βqcpγ, δq ` cp´β, γqcp´α, δq ` cpγ,´αqcp´β, δq “ 0. (51.368)eq:c_uneq:c_un

If α ă 0, the assumption α ` β “ ρ makes β ą ρ, which is in contradiction with ´ρ ď β ď ρ.
Then α, β, γ, δ ą 0 and moreover, the difference of any two of them is strictly between ´ρ and ρ.
Since δ ´ α “ ´pγ ´ βq, if γ ´ β is a root, δ ´ α is also a root and the induction hypothesis gives eq:c_deux_un

cpγ,´βqaγ´β “ cpγ1,´β1qaγa´β, (51.369a)eq:c_deux_un_aeq:c_deux_un_a

cp´α, δqa´α`δ “ cp´α1, δ1qa´αaδ. (51.369b)eq:c_deux_un_beq:c_deux_un_b

If we take for the convention aµ “ 1 whenever µ is not a root, these relations still hold if γ ´ β is
not a root. In the same way, eq:c_deux_deux

cpγ,´αqaγ´α “ cpγ1,´α1qa´αaγ , (51.370a)eq:c_deux_deux_aeq:c_deux_deux_a

cp´β, δqa´β`δ “ cp´β1, δ1qa´βaδ. (51.370b)eq:c_deux_deux_beq:c_deux_deux_b

As δ ´ α “ ´pγ ´ βq, we have aδ´αaγ´β “ 1 and in the same way, aγ´αaδ´β “ 1. Taking it into
account and multiplicating (51.369a) by (51.369b) and (51.370a) by (51.370a), we find: eq:c_deux_trois

cp´β, γqcp´α, δq “ cp´β1, γ1qcp´α1, δ1qa´αa´βaγaδ (51.371a)eq:c_deux_trois_aeq:c_deux_trois_a

cpγ,´αqcp´β, δq “ cpγ1,´α1qcp´β1, δ1qa´αa´βaγaδ. (51.371b)

We can use it to rewrite equation (51.368). After multiplication by aαaβa´γa´δ,

cp´α,´βqcpγ, δqaαaβa´γa´δ ` cp´β1, γ1qcp´α1, δ1q ` cpγ1,´α1qcp´β1, δ1q “ 0. (51.372)

But equation (51.368) is also true for pα1, β1, γ1, δ1q instead of pα, β, γ, δq, so that the last two terms
can be replaced by only one term to give

cp´α,´βqcpγ, δqaαaβa´γa´δ ´ cp´α1,´β1qcpγ1, δ1q “ 0.

Since the pair pα, βq fulfils cp´α,´βqa´α´β “ cp´α1,´β1qa´αa´β, using α` β “ γ ` δ, we find

cpγ, δqaγ`δ “ cpγ1, δ1qaγaδ.

Corollary 51.164.
The elements xα P gα can be chosen in order to satisfy

— Bpxα, x´αq “ 1,
— rxα, x´αs “ hα,
— cpα, βq “ cp´α,´βq.

These vectors xα P gα are called root vectors.
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Proof. We consider the isomorphism αÑ α from Φ to Φ; by the theorem this induces an isomor-
phism η : gÑ g given by some constants cα:

ηpxαq “ c´αx´α

without sum on α, because of course ηpxαq P g´α. We choose axα P C in such a way that

a2
α “ ´c´α (51.373a)

aαa´α “ 1, (51.373b)

and then we put yα “ aαxα. It is immediate that Bpyα, y´αq “ 1, thus the redefinition xα Ñ yα
doesn’t change the obtained relations. Acting on yα, the isomorphism η gives

ηpyαq “ aαc´αx´α “ ´a´αx´α “ ´y´α. (51.374)

If α, β, α` β P ∆, we naturally define c1pα, βq by

ryα, yβs “ c1pα, βqyα,β.
Using the fact that η is a Lie algebra automorphism of g we have:

´c1pα, βqy´pα`βq “ η
`
c1pα, βqyα`β

˘ “ r´y´α,´y´βs “ c1p´α,´βqy´pα`βq. (51.375)

From now we always our xα in this way.

Remarque 51.165.
It is also possible to choice the xα in such a way that

— Bpxα, x´αq “ ´1,
— cpα, βq “ cp´α,´βq.

This is the choice of the reference [822].

Here is a characterization for Cartan subalgebras of semisimple Lie algebras. This is sometimes
taken as the definition of a Cartan subalgebra in books devoted to semisimple Lie algebras (for
example in [781]).

PropCartanMaxAnel

Proposition 51.166.
A subalgebra h of a semisimple Lie algebra g is a Cartan subalgebra if and only if

— h is maximally abelian in g,
— the endomorphism adh is semisimple 24 for every h P h.

Proof. Necessary condition. We know from theorem 51.162 that h is abelian and from proposi-
tion 51.71 that it is maximally nilpotent. Then it is maximally abelian. On the other hand, let
h P h; the endomorphism adh is diagonalisable with respect to the decomposition g “ h

À
αP∆ hα.

Sufficient condition. Firstly it is clear that a maximal abelian subalgebra is nilpotent and the
adhi are simultaneously diagonalisable for the different hi P h. Let tx1, . . . , xnu be a basis of g
which diagonalise all the adhi. In this basis, if padhqii “ 0 for any h P h, then xi P h: if it was
not, hY txiu would be abelian.

Let x P g such that padhqx P h for every h P h. Suppose that x has a xi-component with xi R h.
There is a h P h with padhqii ‰ 0. Then padhqx has a xi-component and can’t lies in h.

This characterization of Cartan subalgebras is used to prove the existence of Cartan subalgebra
for any complex semisimple Lie algebra.

24. If the base field is C, this means “diagonalizable”.
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51.11.6 Weyl: other results

Proposition 51.167.
Two immediate properties of the Weyl group are

(1) W is a finite group of orthogonal transformations of V ,
(2) if r is an orthogonal transformation of V , the srα “ rsαr

´1.

Proof. First item. By definition of an abstract root system, W leaves ∆ invariant; since V is
spanned by V , it implies that W also leaves V invariant. From an easy computation, psαφ, sαϕq “
pφ, ϕq. Since ∆ is a finite set, there are only a finite number of common permutations of elements
of ∆ a fortiori W is finite.
Second item. It is easy to see that srαprφq “ rsαφ, then srα “ r ˝ sα ˝ r´1.

We introduce the root reflexion sα : hR̊ Ñ hR̊ for α P Φ and φ P hR̊ by

sαpφq “ φ´ 2pφ, αq
|α|2 α. (51.376)

Proposition 51.168.
If α P Φ, then sα leaves Φ invariant.

Proof. If α or φ is zero, then it is clear that sαpφq belongs to Φ. Thus we can suppose that α P ∆
and proof that sα leaves ∆ invariant. For, we use the theorem 51.155 to find

sαβ “ β ´ 2pβ, αq
|α|2 α “ β ´ pβα ´ βαqα. (51.377)

If βα´βα ą 0, we are in a case β´nα with βα´βα ă βα, so that sαβ is a root. The case βα ą βα
is treated in the same way. It just remains to check that if α, β P ∆, then sαβ ‰ 0. The problem
is to show that the equation (with a given α in ∆)

β “ 2pα, βq
pα, αq α (51.378)eq:beta_frZ_alphaeq:beta_frZ_alpha

has no solution in ∆ (the indeterminate is β). The only nonzero multiples of β which are roots
are ˘β, then if we set β “ rα, equation (51.378) gives r “ ˘1

2 , which is impossible.

Proposition 51.169.
The Weyl group permutes simply transitively the simple systems.

51.11.7 Longest element

Let w PW . The length of w is the smallest k such that w can be written as a composition of
k reflexions sαi . That is the smallest k such that

w “ sαi1
sαi2

. . . sαik
. (51.379)

Lemma 51.170.
If w and w1 are elements of the Weyl group,

(1) lpwq “ lpw´1q,
(2) lpwq “ 0 if and only if w “ Id,
(3) lpww1q ď lpwq ` lpw1q,
(4) lpww1q ě lpwq ´ lpw1q,
(5) lpwq ´ 1 ď lpwsαiq ď lpwq ` 1.
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Let npwq be the number of positive simple roots that are send to a negative root:

npwq “ CardΠX w´1p´Πq. (51.380)

Proposition 51.171.
Let ∆ be a system of simple roots and Π the associated positive system. The following conditions
on an element w of the Weyl group are equivalent:

(1) wΠ “ Π;
(2) w∆ “ ∆;
(3) lpwq “ 0;
(4) npwq “ 0;
(5) w “ Id.

For a proof see page 15 in [830].

Theorem 51.172.
If w is an element of the Weyl group,

lpwq “ npwq. (51.381)

Proof. No proof.

51.11.8 Weyl group and representations

This subsection comes from [824].
Thoirrepllamifffmor

Theorem 51.173.
There exists an irreducible representation of highest weight Λ if and only if

Λα “ 2pΛ, αq
pα, αq P N (51.382)

for every simple root α. Moreover, if ξ is a highest weight vector and if α is a simple root, then

Ek´αξ

#
‰ 0 if k ď Λα
“ 0 if k ą Λα.

(51.383)

Proof. No proof.
ExHESKimc

Exemple 51.174.
We already studied the irreducible representations if sop3q in the subsection 51.8.2. The theo-
rem 51.173 allows to determine them in a much more synthetic way.

In the case of sop3q, the Cartan subalgebra is one dimensional, and one has only one simple
root: α “ J1̊2. If Λ “ aJ1̊2, one has pΛ, αq “ a, and theorem 51.173 says that Λ is highest weight
of an irreducible representation if and only if a P N{2. △

ThoLOngestlowestrepres

Theorem 51.175.
If Λ is the highest weight of a representation and if w0 is the longest element of the Weyl group,
then w0Λ is the lowest weight.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 51.176
It is still not clear for me how does the proof works. Questions to be answered:

(1) existence, unicity
(2) w0 is the longest element of the Weyl group
(3) if Λ is the highest weight, then w0Λ is the lowest.
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51.11.9 Chevalley basis (deprecated)

See [831].
Let Φ be the finite set of roots of g. Then chose a positivity notion on h˚ and consider Φ`, the

positive subset of Φ. We also take ∆, a basis of the roots. An element of Φ` is a simple root if
it cannot be written under the form of a sum of two elements of Φ`. Every positive root is a sum
of simple roots.

Let
tα1, . . . , αlu (51.384)

be a basis of h˚ made of simple roots and

th1, . . . , hlu, (51.385)

the dual basis. One can choose the αi in such a way that th1, . . . , hlu is orthogonal with respect
to the Killing form 25. One consequence of that is that

Bphi, hq “ αiphq (51.386)EqBhihalphaihEqBhihalphaih

for every h P h. Indeed, h can be written, in the basis, as h “ hjhj where hj “ Bphj , hq. Thus
one has

Bphi, hq “ hi “ hjδij “ αiphjhjq “ αiphq. (51.387)

We consider tα1, . . . , αmu, the positive roots (the roots α1,. . . ,αl are some of them). One knows
that gαi is one dimensional, so one take ei P gαi and fi P g´αi as basis of their respective spaces.
If we denote by n` “ Spante1, . . . , emu and n´ “ Spantf1, . . . , fmu, we have the decomposition

g “ n´ ‘ h‘ n`. (51.388)

It tαiu are the simple roots, we consider the following new basis for h:

Hαi “
2αi̊
pαi, αiq (51.389)

where αi̊ is the dual of αi with respect to the inner product on h˚, this means

αjpαi̊ q “ pαi, αjq. (51.390)

Since h is abelian (proposition 51.166), we have

rHαi , Hαj s “ 0. (51.391)

Each root is a combination of the simple roots. If β “ řl
i“1 kiαi, we generalise the definition of

Hαi to

Hβ “ 2β˚

pβ, βq “
ÿ

i

ki
pαi, αiq
pβ, βq Hαi . (51.392)

The element Hβ is the co-weight associated with the weight β.
Using the inner product p., .q, we have the decomposition β “ ř

ipβ, αiqαi of the roots. An
immediate consequence is that

βpαi̊ q “ pαi, βq. (51.393)

If β is any root, we denote by βi the result of β on Hαi :

βi “ βpHαiq “
2pαi, βq
pαi, αiq . (51.394)EqbetaialphaiHEqbetaialphaiH

25. Why?
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Theorem 51.177 (Chevalley basis).
For each root β, one can found an eigenvector Eβ of adpHβq such that

rHβ, Hγs “ 0
rEβ, E´βs “ Hβ

rEβ, Eγs “
#
˘pp` 1qEβ`γ if β ` γ
0 otherwise

rHβ, Eγs “ 2 pβ, γqpβ, βqEγ

(51.395)EqChevalleyBasisEqChevalleyBasis

where p is the biggest integer j such that γ` jβ is a root. Moreover, if αi and αj are simple roots,
the latter becomes

rHαi , E˘αj s “ ˘AijE˘αj (51.396)
where A is the Cartan matrix.

An important point to notice is that, for each positive root α, the algebra generated by
tHα, Eα, E´αu is slp2q. This is the reason why the representation theory of g reduces to the
representation theory of slp2q.

51.12 Iwasawa decomposition of Lie groups
In this section, we show the main steps of the Iwasawa decomposition for a semisimple Lie

group. For proofs, the reader will see [832] VI.4 and [781] III,§ 3,4 and VI,§ 3. In the whole
section, G denotes a semisimple group, and g its real (finite dimensional) Lie algebra. The two
main examples that are widely used are SLp2,Rq and SOp2, nq.

51.12.1 Cartan decomposition

If g is a finite dimensional Lie algebra and X, Y P g, the composition of the adjoint adX ˝
adY : gÑ g makes sense.

Definition 51.178.
An involutive automorphism θ on a real semi simple Lie algebra g for which the form Bθ,

BθpX,Y q :“ ´BpX, θY q (51.397)

(B is the Killing form on g) is positive definite is a Cartan involution.

Proposition 51.179.
There exists a Cartan involution for every real semisimple Lie algebra.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 51.180
The theorem 4.1 in [781] is maybe a proof of this proposition.

See [781], theorem 4.1. Since θ2 “ id, the eigenvalues of a Cartan involution are ˘1, and we
can define the Cartan decomposition g

g “ k‘ p (51.398)

into ˘1-eigenspaces of θ in such a way that θ “ p´ Idq|p ‘ Id |k. These eigenspaces are subject to
the following commutation relations:

rk, ks Ď k, rk, ps Ď p, rp, ps Ď k. (51.399)Ieq:comm_KPIeq:comm_KP

The dimension of a maximal abelian subalgebra of p is the rank of g. One can prove that it does
not depend on the choices (Cartan involution and maximal abelian subalgebra). We denote by a
such a maximal abelian subalgebras of p.
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Lemma 51.181.
If g0 is a real semisimple Lie algebra and θ a Cartan involution, then for all X P g0,

padXq˚ “ ´ adpθXq, (51.400)

where the star on an operator on g is defined by

BθpX,AY q “ BθpA˚X,Y q. (51.401)

Lemma 51.182.
The set of operators adpaq is an abelian algebra whose elements are self-adjoint.

Proof. We have to prove that padHq˚ “ padHq and radH, ad Is “ 0 for every H, I P a. First,
note that H P a Ă p, thus θH “ ´H, and padHq˚ “ ´ adpθHq “ adH.

For the second, adH ˝ ad I “ adpH ˝ Iq so that radH, ad Is “ adrH, Is “ 0 because a is
abelian.

51.12.2 Root space decomposition

From the lemma, the operators adpHq with H P a are simultaneously diagonalisable. That
means that there exists a basis tXiu of g and linear maps λi : aÑ R such that

adpHqXi “ λipHqXi.

For each λ P a˚, we define

gλ “ tX P g|padHqX “ λpHqX,@H P au. (51.402)

Elements 0 ‰ λ P a˚ such that gλ ‰ 0 are called restricted roots of g. The set of restricted roots
is denoted by Σ.

prop:somme_de_G

Proposition 51.183.
The restricted root together with a itself span the whole space:

g “ g0 ‘λPΣ gλ, (51.403)eq:somme_de_Geq:somme_de_G

This decomposition is called the restricted root space decomposition.

Proof. We first prove that the sum is direct. If the sum is not so, we can find a H˚ P g0 and
Xi P gλi

(λi P Σ) such that
H˚ `

ÿ

i

Xi “ 0 (51.404)eq:2906r2eq:2906r2

Let us consider
N “ tH P g0| the λipHq are all differents and not zerou

A H which is not in N fulfils some relations as λipHq “ λjpHq which are linear equations, so the
complement of N is an union of hyperplanes and thus N is not empty. This allows us to consider
a H P N .

We have choice the Xi in gλi
, i.e.

padAqXi “ λipAqXi (51.405)eq:2906r1eq:2906r1

for all A P a. In other words, Xi diagonalise adA with eigenvalues λipAq. Now, let us consider
adH for a H P N . Since all the λipHq are different and not zero, the equation (51.405) implies
that all the Xi (and H˚) are in separate eigenspaces of adH. Thus they are linearly independent,
hence the equation (51.404) is not possible. The sum (51.403) is thus a direct sum. For the rest
of the proof, see [781] theorem 4.2.

Other properties of the root spaces are listed in the following proposition.
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Proposition 51.184.
The spaces gλi

satisfy also:
(1) rgλ, gµs Ď gλ`µ,
(2) θgλ “ g´λ; in particular, if λ belongs to Σ, then ´λ belongs to Σ too,
(3) g0 “ a‘ Zkpaq orthogonally.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 51.185
Il faut définir quelque part ce qu’est cet espace Zkpaq

51.12.3 Positivity, convex cone and partial ordering
SubsecPosiCconePartOrder

Definition 51.186 ([832]).
Let V be a vector space. A positivity notion is the data of a subset V ` of V such that

(1) for every nonzero v P V , we have v P V ` xor ´v P V `,
(2) for every v, w P V ` and every λ P R`, the elements v ` w and λv are positive.

If v P V `, we say that v is positive and we note v ą 0.
DefConvexCone

Definition 51.187.
A convex cone in a vector space A is a subset C such that

(1) x P C and t P R` imply tx P C, enuli

(2) x, y P C implies x` y P C,enulii

(3) C X p´Cq “ t0u.enuliii

To a convex cone C is attached a notion of positivity by defining x ě 0 if and only if x P C.
The converse is also true: if we have a notion of positivity on V , we define the corresponding
convex cone byPgConeAndPositive

V ` “ tx P V tel que x ě 0u. (51.406)
A linear partial ordering relation is a partial ordering ď such that

— A ď B implies A` C ď B ` C for all C,
— λA ď λB for all λ P R`.

From a positivity notion gives rise to a linear partial ordering on V by defining x ě y if and only
if y ´ x ě 0.

51.12.4 Iwasawa decomposition

Let us consider a notion of positivity on a˚ and denote by Σ` the set of positive roots. We
define

n :“ ‘λPΣ`gλ. (51.407)
The Iwasawa decomposition is given by the following theorem ([832], theorem 5.12):

Theorem 51.188.
Let G be a linear connected semisimple group and A “ exp a, N “ exp n where a and n are the
previously defined algebras. Then A, N and AN are simply connected subgroups of G and the
multiplication map

ϕ : AˆN ˆK Ñ G

pa, n, kq ÞÑ ank
(51.408)

is a global analytic diffeomorphism. In particular, the Lie algebra g decomposes as vector space
direct sum

g “ a‘ n‘ k. (51.409)
The group AN is a solvable subgroup of G which is called the Iwasawa group, or Iwasawa
component of G. ThoIwasawaVrai
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Remarque 51.189.
It can be proved that this theorem is independent of the choices: the Cartan involution, the
maximal abelian subalgebra a and the notion of positivity.

Notice that A, N and K are unique up to isomorphism. Their matricial representation of
course depend on choices.

This theorem from [781], chapter VI, Theorem 3.4. will be useful.

Theorem 51.190.
The Lie algebra a‘ k is solvable.

This theorem implies that the group AN is solvable. 26 Before to go into concrete situations,
let us prove an useful property of the k part of g:

Theorem 51.191.

Stabpkq “ K

for the adjoint action of G on k. tho:Stab_K

The proof of it is given by two lemmas. [833]

Lemma 51.192.
For any k P K,

Adpkqk “ k,
lem:stab_1

and

Lemma 51.193.
If for any L P k, AdpxqL belongs to k, then x P K. lem:stab_2

Proof of lemma 51.192. Let us take a L P k and define M P K k “ eM . We have AdpkqL “ eadML.
But in general, we have the relations (51.399) which give eadML P k. Then Adpkqk Ă k.

In order to show that k Ă Adpkqk, let us consider a L P k. We have to find a N P k such that
AdpkqN “ L. It is clear that N “ Adpk´1qL fulfils the conditions.

Proof of lemma 51.193. Let us consider X P g such that x “ eX . We have eadXL P k for all L P k.
This implies that all the terms of the expansion of eadXL are in k. In particular, rX,Ls P k for all
L P k. Let us consider the Cartan decomposition of X: X “ Xk `Xp. We need X such that

rXk, Ls ` rXp, Ls P k
for any L P k. But inclusions (51.399) make rXp, Ls P p. Then the Xp part of X must vanish
(because g “ k‘ p is a direct sum).

51.13 Other results about Cartan algebras
Lemma 51.194.
A Cartan subalgebra 27 of a semisimple complex Lie algebra is maximally abelian.

Proof. If h is a Cartan subalgebra of g, proposition 51.70 provides H0 P g such that h “ g0pH0q;
in particular H0 P h. We are going to prove that if H1, H2 P h, then for every Y P g we have
B
`rH1, H2s, Y

˘ “ 0, so that the non degeneracy of the Killing form will conclude that rH1, H2s “ 0.
Let X P gpH0, λq, H P h. The map adX ˝ adH sends gpH0, µq to gpH0, λ ` µq. If we

choose a basis of g made up with basis of the spaces gpH0, λiq (by the primary decomposition

26. J’esère que ce que je raconte ici n’est pas trop débile pcq j’ai pas été fouiller à fond.
27. Definition 51.64.
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theorem) it is clear that BpH,Xq “ TrpadH ˝ adXq “ 0. In particular with H “ rH1, H2s we get
B
`rH1, H2s, X

˘ “ 0.
On the other hand, h is solvable because it is nilpotent. Since the adjoint action provides a

representation of h on h, corollary 51.25 says that we have basis of h in which all the matrices of
are upper triangular. Now if A, B and C are upper triangular matrices, ABC and BAC have
same elements on the diagonal;in particular they traces are the equal: TrpABCq “ TrpBACq. Let
us consider H1, H2, H P h By Jacobi, adrH1, H2s “ radH1, adH2s, then

TrpadrH1, H2s adHq “ TrpadH1 adH2 adHq ´ TrpadH2 adH1 adHq
“ TrpadH2 adH1 adHq ´ TrpadH1 adH2 adHq
“ 0.

(51.410)

Up to now we had seen that BprH1, H2s, Hq “ 0 and BpH,Xq “ 0 if X P ‘λ‰0gpH0, λq. In the
latter, we can consider rH1, H2s as H. Then

BprH1, H2s, Y q “ 0

for all Y P g. Then rH1, H2s “ 0 because the Killing form is nondegenerate (g is semisimple). This
proves that h is abelian.

Now it remains to see that h is contained in no larger abelian subalgebra of g. For this, we
naturally consider a larger abelian subalgebra h1 of g. For any H 1 P h1 and H P h, we have
rH,H 1s “ 0. In particular rH 1, H0s “ 0; the property

h “ gpH0, 0q “ tX P g tel que padH0qkX “ 0 for a cerain k P Nu.
makes H 1 P h.

prop:G_x_central

Proposition 51.195.
Let g be a Lie algebra, x P g and

gx “ ty P g tel que Dn P N : padxqny “ 0u. (51.411)

Then gx is a subalgebra of g which is its own centralizer in g.

Proof. Since adpxq is a derivation 28 of g

padxqnpru, vsq “
nÿ

k“0

ˆ
n

k

˙
rpadxqku, padxqn´kvs;

then rgx, gxs Ă gx. This proves that gx is a subalgebra of g. Let y P g be such that ry, gxs Ă gx.
Clearly rx, ys P gx (because x P gx) then padxqny “ padxqn´1rx, ys, so that y P gx.

Proposition 51.196.
Let g be a Lie algebra and x P g. Then there exists a subspace gx of g such that g “ gx ‘ gx and
rgx, gxs Ă gx. prop:G_x_G_x

Proof. We claim that the space is given by

gx “ padxqpg (51.412)

where p is taken large enough to have padxqpg “ padxqp`1g. The lemma and the discussion below
show the correctness of the definition of gx and that g “ gx ‘ gx. It remains to be proved that
rgx, gxs Ă gx. For we will prove (by induction with respect to m) for any m that padxqmy “ 0
implies pad yqgx Ă gx.

For m “ 1, the induction assumption becomes rx, ys “ 0 and Jacobi gives adx ˝ ad y “
ad y ˝ adx, then pad yqgx “ padxqppad yqg Ă gx. Now we suppose that padxqm´1z “ 0 implies

28. Definition 51.3.
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pad zqgx Ă gx and we consider y P g such that padxqmy “ 0 and u P gx. We are going to show
that pad yqu P gx. Let f be the characteristic polynomial of adx:

fptq “ det
`

adx´ t1˘

where adx and 1 are taken on gx. Since padxqu “ 0, fp0q ‰ 0 and by the Cayley-Hamilton
theorem, fpadxqu “ 0. Then

pfpadxq ad yqu “ pfpadxq ad y ´ pad yqfpadxqqu, (51.413)

and, on the other hand, @q P N,

padxqq ad y ´ ad ypadxqq “
q´1ÿ

r“0
padxqrpadrx, ysqpadxqq´r´1.

It follows that fpadxq ad y ´ pad yqfpadxq is a linear combination of terms of the form

padxqapadrx, ysqpadxqb

and the induction hypothesis shows that fpadxqpad yqu P gx.
Now we consider a n such that padxqngx “ 0; the fact that fp0q ‰ 0 implies the existence of

polynomials gptq and hptq such that gptqtn ` hptqfptq “ 1. If we decompose pad yqu “ v ` w with
respect to g “ gx ‘ gx we find

pad yqu “ rgpadxqpadxqn ` hpadxqfpadxqspad yqu
“ fpadxqpadxqnv ` hpadxqfpadxqpad yqu P gx. (51.414)

Proposition 51.197.
Let g be a Lie algebra and x P g such that gx is as small as possible. Then gx is a Cartan subalgebra.

Proof. From proposition 51.195, it is sufficient to prove that gx is nilpotent. Let y P gx and
fyptq be the characteristic polynomial of ad y. Since it is a subalgebra, gx is stable under ad y and
proposition 51.196 makes gx also stable under ad y. Then ad y can be written under a bloc-diagonal
form with respect to the decomposition g “ gx ‘ gx, so that the characteristic polynomial can be
factorised as

fyptq “ gyptqhyptq (51.415)

where gy and hy are the characteristic polynomials of the restrictions of ad y to gx and gx. Let
py1, . . . , ymq be a basis of gx and tn, the greatest power of t which divide all the gyptq with y P gx.
The coefficient of tn in gciyi

ptq is a polynomial with respect to the ci because of the expression

gciyi
ptq “ det

´
adpciyiq ´ t1

¯
.

Let u be this polynomial: gciyi
ptq “ . . . ` upc1, . . . , cmqtn. By definition of n, this is not an

identically zero polynomial and there are no terms with tn´1. For the same reasons, we have a
polynomial v such that

hciyi
p0q “ vpc1, . . . , cmq. (51.416)

We know that none of the non-zero elements in gx are annihilated by adx (because of the definition
of gx). Then hxp0q ‰ 0 and v is not identically zero. With all this we can find some ci P C such
that upc1, . . . , cmqvpc1, . . . , cmq ‰ 0. If y “ ciyi, the coefficient of tn in fyptq is upcqvpcq ‰ 0, so
that fyptq is not divisible by tn`1.

But in the other hand gx has minimal dimension, then dim gy ě m “ dim gx. Moreover
tdim gy divide fyptq because there is a certain power of ad y which has zero as eigenvalue with
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multiplicity dim gy 29. Since fyptq can not be divided by tn`1 this shows that n` 1 ą dim gy and
n ě dim gy ě m.

Now we consider y, any element of gx. From the fact that tn divide all the gyptq and that
n ě m, we see that tm divide gyptq. But the degree of gyptq is dim gx “ m. Finally, gyptq “ m and
ad y is nilpotent on gx for any y P gx.

The Engel’s theorem 51.37 makes gx nilpotent.

The following holds for complex or real Lie algebras and comes from [816] see also [815]. We
denote by K the base field of g, i.e. R or C. For X P g and λ P K we define

gpX,λq “ tY P g tel que padX ´ λ1qnY “ 0 for a certain n P Nu. (51.417)

A first useful result is given in

Lemma 51.198.
If Z P g, then

rgpZ, λq, gpZ, µqs Ă gpZ, λ` µq,
in particular h is a subalgebra of g. lem:lambda_mu_plus

Proof. We consider Xλ P gpZ, λq and Xµ P gpZ, µq. We have
`

adZ ´ pλ` µqI˘rXλ, Xµs “ rpadZ ´ λIqXλ, Xµs
` rXλ, padZ ´ µIqXµs. (51.418)

By induction,

`
adZ ´ pλ` µq1˘nrXλ, Xµs “

8ÿ

i“0

ˆ
n

i

˙
rpadZ ´ λIqiXλ, padZ ´ µIqn´iXµs. (51.419)

It will become zero for large enough n.

An element X P g is regular if dim gpX, 0q is minimum 30. This minimum is the rank of g.

Proposition 51.199.
If X P g is a regular element then the algebra

h “ gpX, 0q “ tY P g tel que padXqnY “ 0 for some n P Nu (51.420)

is nilpotent.

Proof. We have to show that for any H P h, the endomorphism adH of h is nilpotent. Consider
the characteristic polynomial of adX

pptq “ detpadX ´ t1q “ trqptq

where tr is the maximal factorization of t; in other words, qptq is not divisible by t and r “ dim h.
In particular

h “ tY P g tel que padXqrY “ 0u. (51.421)

Let
k “ tY P g tel que qpadXqY “ 0u (51.422)

From the Cayley-Hamilton theorem (46.2), ppadXq “ 0, then padXqrqpadXq “ 0 and g “ h‘ k.
Moreover h and k are adX-invariants: padXqh Ď h and padXqk Ď k.

29. This is not a good reason.
30. Anglais ?
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Every weight of adX are in C. As we know that h is Cartan in g if and only if hC is Cartan
in gC, we can suppose that g is a complex algebra by considering gC if g is real. So all the weight
are in the base field and we can define

k “
ÿ

λP∆
gpX,λq.

where ∆ is the set of all the non zero weight of adX. A property 31 of the weight space is that

g “ gpX,λ1q ‘ . . .‘ gpX,λmq
if the λi’s are the weight of adX. Now we prove that

ř
λ‰0 gpX,λq “ k. First consider a Y P gpX,λq

which can be decomposed as Y “ H `K with H P h and K P k. Then padX ´ λ1qnpH `Kq “
padX ´ λ1qnH ` padX ´ λ1qnK where the first term is not zero (because H P h) and lies in h
while the second term lies in k. Then the sum can be zero only if H “ 0.

Let g be a complex semisimple Lie algebra, H P g and 0 “ λ0, λ1, . . . , λr, the eigenvalues of
adH. For any λ P C, one can consider

gpH,λq “ tX P g tel que padH ´ λIqkX “ 0u. (51.423)

From the Jordan decomposition, gpH,λq “ 0 except if λ is one of the λi, and

g “
rà
i“0

gpH,λiq. (51.424)eq:g_sum_g_Heq:g_sum_g_H

An element H P g is regular if

dim gpH, 0q “ min
XPg dim gpX, 0q.

Let H0 be a regular element and h “ gpH0, 0q.
Lemma 51.200.
The algebra h “ gpH0, 0q is nilpotent

Proof. Let 0 “ λ0, λ1, . . . , λr be the eigenvalues of adH0 and

g1 “
rÿ

i“1
gpH0, λiq

which is a subspace of g. From the lemma,

rgpH0, 0q, gpH0, λiqs Ă gpH0, λiq Ă g1.

For each H P h, we denote H 1, the restriction of adH to g1 and dpHq “ detH 1. The function
H Ñ dpHq is a polynomial on h in the sense of the coordinates on h as vector space. If H 1

0 has
a zero eigenvalue we would have adpH0qX “ 0 for some X P g1. In this case rH0, Xs “ 0, but
X P gpH0, λiq, then for a certain k, padH0 ´ λiqkX “ 0, so that λiX “ 0. Since g is defined by
excluding λ0, X “ 0. Thus H 1

0 has only non zero eigenvalues and dpH0q ‰ 0.
We know that a polynomial which is zero on an open set is identically zero; then on any open

set of h, d has a non zero value somewhere. In particular,

S “ tH P h tel que dpHq ‰ 0u
is dense in h. We consider a H P S. The endomorphism H 1 has only non zero eigenvalues, so that
gpH, 0q Ă h from lemma 51.198; but H0 is regular, then gpH, 0q Ă h. Thus the restriction of adH
to h is nilpotent because it is nilpotent on gpH, 0q 32.

If l “ dim h, then padhHql “ 0 because adhH is nilpotent. By continuity, this equation is true
for any H P h from the density of S in h. Then h is nilpotent.

31. Que je dois encore faire, cf Sagle
32. Ce paragraphe n’est pas vraiment clair. . .
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Here is an alternative proof (that I do not really understand) for theorem 51.74.

Theorem 51.201.
Let g be a complex Lie algebra with Cartan subalgebra h. Then g0 “ h.

Proof. Since h is Cartan, it is nilpotent. So h Ă g0. If v P g0, there exists a n such that for any
z P h, pad zqnv “ 0. The fact that h is nilpotent makes pad znq ˝ . . . ˝ pad z1qv “ 0 for any z P g0
and for all z1, . . . , zn P h. If we write pad z1qv with v P g0zh, we can always choose z1 in order the
result to not be h. Next we can choose z2 P h such that pad z2q ˝ pad z1qv is also not in h and so
on. . . Since g0 is nilpotent, we always finish on zero. If n is the maximum of adjoint that we can
take before to fall into zero; we have

rh, pad zn´1q ˝ pad z1qvs “ 0

for all h P h and with a good choice of zi, it contradicts the fact that h is Cartan.

51.14 Representations
References for Lie algebras and their modules are [825, 815, 834, 828, 835, 829, 831].
Since h is abelian, the operators Hαj (j “ 1, . . . , l) are simultaneously diagonalisable. In that

basis of the representation space W , the basis vectors are denoted by |uΛy and have the property

Hαi |uΛy “ ΛpHαiq|uΛy, (51.425)

and, as notation, we note Λi “ ΛpHαiq. The root Λ is a weight of the vector |uΛy. The vector
Eβ|uΛy is of weight β ` Λ, indeed,

HαiEβ|uΛy “
`rHαi , Eβs ` EβHαi

˘|uΛy “
ˆ

2pαi, βq
pαi, αiq ` Λi

˙
Eβ|uΛy. (51.426)

Thus the eigenvalue of Eβ|uΛy for Hαi is, according to the relation, (51.394), βpHαiq ` ΛpHαiq.
We suppose that the roots αi are given in increasing order:

α1 ě α2 ě . . . ě αl, (51.427)

and one says that a weight is positive if its first non vanishing component is positive. Then one
choose a basis of W

|uΛp1qy, . . . , |uΛpNqy (51.428)

of weight vectors. One say that this basis is canonical if

Λp1q ě . . . ě ΛpNq. (51.429)

Theorem 51.202.
A vector if weight Λ which is a combination of vectors of weight Λpkq all different of Λ vanishes.

Proof. No proof.

A consequence of that theorem is that, if W is a representation of dimension N of g, there are
at most N different weights. When several vectors have the same weight, the number of linearly
independent such vectors is the multiplicity of the weight. A weight who has only one weight
vector is simple.

Proposition 51.203.
The weights Λ and Λ´ 2αpΛ, αq{pα, αq have the same multiplicity for every root α.

Theorem 51.204.
Two representation are equivalent when they have the same highest weight.
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PropMakalMmoinsinten

Proposition 51.205.
For any weight M and root α,

2pM,αq
pα, αq P Z, (51.430)

and
M ´ 2pM,αq

pα, αq α (51.431)

is a weight.

Notice, in particular, that for every weight M , the root ´M is also a weight.

51.14.1 List of the weights of a representation

We consider a representation of highest weight Λ. For each weight M , we define

δpMq “ 2
ÿ

αiPΠ
Mαi (51.432)

where, as usual, Mα “ 2pM,αq{pα, αq. For any root α, we define

γpαq “ 1
2
`
δpΛq ´ δpαq˘. (51.433)

Proposition 51.205 shows in particular that γpαq is an integer.
PropgammasubMLLweight

Proposition 51.206.
When M is a weight, γpMq is the number of simple roots that have to be subtracted from the highest
weight Λ in order to get M .

Proof. No proof.

Let us consider the sets
∆k
ϕ “ tM tel que γpMq “ ku. (51.434)

That set is the layer of order k. Of course, there exists a T pϕq such that

∆ϕ “ ∆0
ϕ Y∆1

ϕ Y . . .Y∆T pϕq
ϕ . (51.435)

That T pϕq is the height of the representation ϕ. If Λ is the highest weight and Λ1 is the lowest
weight, then we have γpΛq “ 0 and γpΛ1q “ T pϕq.

A corollary of proposition 51.206 is that, if M P ∆r
ϕ and if α is a simple root, then M`α P ∆r´1

ϕ ,
and M ´ α P ∆r`1

ϕ .
Let us denote by Skpϕq the multiplicity of the layer of order k; we have

S0 ` S1 ` ¨ ¨ ¨ ` ST “ N, (51.436)

where N is the dimension of the representation ϕ. The number

IIIpϕq “ maxSkpϕq (51.437)

is the width of the representation.

Lemma 51.207.
If Λ is the highest weight and Λ1 is the lowest weight, then δpΛq ` δpΛ1q “ 0.

Proof. No proof.
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From that lemma and the definition of γpMq, we deduce that δpΛq ´ δpΛ1q “ 2γpΛ1q “ T pϕq,
so that δpΛq “ T pϕq and

δpMq “ T pϕq ´ 2γpMq. (51.438)
In particular, δpMq has a fixed parity for a given representation ϕ. It is the parity (even or odd)
of the representation.

ThoLLralphatablefo

Theorem 51.208.
If Λ is the highest weight of the irreducible representation ϕ, then

T pϕq “
ÿ

αiPΠ
rαiΛα (51.439)

where the coefficients rαi only depend on the algebra, and in particular not on the representation.

Proof. No proof.

The coefficients rαi are known for all the simple Lie algebra, see for example page 105 of [828].

51.14.1.1 Finding all the weights of a representation

The following can be found in [829, 828].

Theorem 51.209.
If ∆ϕ is the weight system of the irreducible representation ϕ, then

Sk “ ST´k (51.440)

and
Sr ě Sr´1 ě . . . ě S2 ě S1 (51.441)

where r “ T
2 ` 1.

The theorem says that when T pϕq is even (let us say T pϕq “ 2r), then IIIpϕq “ Srpϕq and
when T pϕq is odd (let us say T pϕq “ 2r ` 1), then

IIIpϕq “ Srpϕq “ Sr`1pϕq. (51.442)

Let α be a root. The α-series trough the weight M is the sequence of weights

M ´ rα, . . . ,M ` qα (51.443)

such that M ´ pr ` 1qα and M ` pq ` 1qα do not belong to ∆ϕ.
PropweightCondprstring

Proposition 51.210.
Let M be a weight of the representation ϕ and α, any root of g. If the α-series trough M begins at
M ´ rα and ends at M ` qα, then

2pM,αq
pα, αq “ r ´ q, (51.444)

or, more compactly, Mα ` q “ r.

Notice that, in that proposition, q and r are well defined functions of M and α.
We are now able to determine all the weights of the representation ϕ. Let us suppose that we

already know all the layers ∆0
ϕ, . . . ,∆r´1

ϕ . We are going to determine the weights in the layer ∆r
ϕ.

An element of ∆r
ϕ has the form M ´ α with M P ∆r´1

ϕ and α, a root. Thus, in order to
determine ∆r

ϕ, we have to test if M ´α is a weight for each choice of M P ∆r´1
ϕ and α P Π. Using

proposition 51.210, if 33

Mα ` q ě 1, (51.445)

33. At page 104 of [828], that condition is (I think) wrongly written Mα ` q ě 0; that mistake is repeated in the
example of page 106.



51.14. REPRESENTATIONS 3061

then M ´ α P ∆ϕ. The number Mα ´ qpM,αq is the lucky number of the root M ´ α. The
root is a weight if its lucky number is bigger or equal to 1. Notice that qpM,αq depends on the
representation we are looking at.

Since M `kα P ∆r´k
ϕ , the value of q is known when one knows the “lower” layers. We are thus

able to determine, by induction, all the layers from ∆0
ϕ which only contains the highest weight.

For this one, by definition, we always have q “ 0.
The Dynkin coefficients of one weights can be more easily computed using the following formula,

which is a direct consequence of definition of the Cartan matrix:

pM ´ αjqi “Mi ´Aji. (51.446)EqCoefDynkMalphaEqCoefDynkMalpha

As example, let us determine the weights of the representation o o
1

of sup3q. The
algebra sup3q has two simple roots α and β whose inner products are pα, αq “ pβ, βq “ 1 and

pα, βq “ ´1{2. The highest weight of ϕ “ o o
1

is Λ “ pα` 2βq{3.
We first test if Λ´ α is a weight. Easy computations show that Λα “ 0 wile q “ 0; thus Λ´ α

is not a weight. The same kind of computations show that Λβ “ 1, so that Λβ “ qpΛ, βq “ 1.
That shows that ∆1

ϕ “ tΛ´ αu.
Let now M “ Λ´β “ pα´βq{3. Since M `α R ∆ϕ, we have qpM,αq “ 0. On the other hand,

Mα “ 1, so that M ´ α P ∆2
ϕ. The last one to have to be tested is M ´ β. Since M ` β “ Λ, we

have qpM,βq “ 1, but Mβ “ ´1. Thus Mβ ` qpM,βq “ 0 and M ´ β is not a weight.
We can obviously continue in that way up to find ∆r

ϕ “ 0, but there is an escape to be more
rapid. Indeed, using theorem 51.208 with coefficients rα that can be found in tables (for example
in [828]), we find

T pϕq “ 2Λα ` 3Λβ “ 2, (51.447)

thus we immediately know that ∆3
ϕ does not exist.

On the other hand, one knows the width IIIpϕq “ maxSkpϕq because (since T pϕq “ 2r, with
r “ 1), we have IIIpϕq “ S1pϕq. Thus, once ∆1pϕq is determined, we know that the next ones will
never have more elements.

In the example, when we know that M ´ α is a weight, we do not have to test M ´ β. LeTravail

51.14.2 Tensor product of representations

51.14.2.1 Tensor and weight

Let ϕ and ϕ1 be representations of g on the vector spaces R and R1 of dimensions n and m. If
A PMnpRq and B PMmpR1q, the tensor product, also know as the Kronecker product of A
and B is the matrix AbB PMmnpRbR1q whose elements are given by

Cik,jl “ AijBkl. (51.448)

The principal properties of that product are

pA1A2q b pB1B2q “ pA1 bB1qpA2 bB2q (51.449a)
pAbBq´1 “ A´1 bB´1 (51.449b)
1R b 1R1 “ 1RbR1 (51.449c)

If φ1 and φ2 are two representations of a group G, the tensor product is defined by

pφ1 b φ2qpgq “ φ1pgq b φ2pgq. (51.450)

If ϕ and ϕ1 are two representations of a Lie algebra g, the tensor product representation is defined
by

pϕb ϕ1qpXqpv b v1q “ `
ϕpXqv˘b v1 ` v b `

ϕ1pXqv1˘. (51.451)
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If tϕku are the irreducible representations, a natural question that arise is to determine the coeffi-
cients Γ which decompose ϕb ϕ1 into irreducible representations:

ϕb ϕ1 “
ÿ

k

Γkpϕ, ϕ1qϕk (51.452)

Let W and W 1 be the representation spaces and consider the following decompositions in weight
spaces:

W “ à
ΛP∆1

WΛ, W 1 “ à
ΛP∆2

W 1
Λ. (51.453)

By definition,

pW bW 1qα “ tv b v1 tel que pϕb ϕ1qphqpv b v1q “ αphqpv b v1qu. (51.454)

If
`
ϕphqv˘b v1 ` v b `

ϕ1phqv1˘ is a multiple of v b v1, one requires that

ϕphqv “ α1phqv, (51.455a)
ϕ1phqv “ α2phqv1 (51.455b)

for the weights α1 and α2 of ϕ and ϕ1. Thus we have

pW bW 1qα1`α2 “Wα1 bWα2 . (51.456)

We have in particular that the simple root system ∆ϕbϕ1 of the representation ϕb ϕ1 is given
by

∆ϕbϕ1 “ ∆ϕ `∆ϕ1 . (51.457)EqDeldelDElphitensEqDeldelDElphitens

What we proved is 34

Propphihwrepplullllam

Proposition 51.211.
If ϕ is a representation of highest weight Λ and ϕ1 is a representation of highest weight Λ1, then
ϕb ϕ1 is a representation of height weight Λ` Λ1.

If, moreover, ϕ and ϕ1 are irreducible, then ϕb ϕ1 is irreducible.

An irreducible representation that cannot be written under the form of a tensor product of
irreducible representations is a basic representation.

Lemma 51.212.
A representation is basic if and only if its highest weight Λ is such that the Λαi are all zero but
one which is 1.

The basic representations of sop10q are given by the Dynkin diagrams of figure 51.1. All the
irreducible representations are obtained by tensor products of the basic ones. An elementary is
a basic representation which has his “1” on a terminal point of the Dynkin diagram.

51.14.2.2 Decomposition of tensor products of representations

Proposition 51.211 allows us to decompose a tensor product of representations into irreducible
representations. Let us do it on a simple example in sup3q. We consider the representations ϕ “
o
1

o and ϕ1= o o
1

. The first representation has weights

∆ϕ “
"
α` 2β

3 ,
α´ β

3 ,
´p2α` βq

3

*
, (51.458)

and the second one has
∆ϕ1 “

"
α` 2β

3 ,
α´ β

3 ,
´p2α` βq

3

*
. (51.459)

34. The second part is not proved.
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o o o

o

o

o
1

LabelFigDynkinNUtPJxssLabelSubFigDynkinNUtPJx0

(a)

o o o

o

o

o
1

LabelFigDynkinNUtPJxssLabelSubFigDynkinNUtPJx1

(b)

o o o

o

o

o
1

LabelFigDynkinNUtPJxssLabelSubFigDynkinNUtPJx2

(c)

o o o

o

o

o
1 LabelFigDynkinNUtPJxssLabelSubFigDynkinNUtPJx3

(d)

o o o

o

oo
1

LabelFigDynkinNUtPJxssLabelSubFigDynkinNUtPJx4

(e)

Figure 51.1: Basic representations of sop10q LabelFigDynkinNUtPJx

According to equation (51.457), we have 9 weights in the representation ϕ b ϕ1 (all the sums
of one element of ∆ϕ with a one of ∆ϕ1). The highest one is

2α` 4β
3 ,

which is the double of the highest weight in o o
1

, so ϕb ϕ1 contains the representation
o o

2
. Now, we remove from the list of weights of ϕb ϕ1 the list of weight of o o

2
;

the result is
2α` β

3 ,
´pα´ βq

3 ,
´pα` 2βq

3 , (51.460)

which are the weights of o
1

o . The conclusion is that 35

o o
1 b o o

1 “ o o
2 ‘ o

1
o . (51.461)

That procedure of decomposition is quite long because it requires to compute the complete set of
weights for some intermediate representations.

51.14.2.3 Symmetrization and anti symmetrization

Let ϕ be a irreducible representation. We want to compute the symmetric and antisymmetric
parts of the representation ϕbk “ ϕb . . .b ϕlooooomooooon

k times

. These symmetric and antisymmetric parts are

denoted by ϕbk
s and ϕbk

a respectively.

Proposition 51.213.
If tξ1, . . . , ξNu is a canonical basis of ϕ and if we denote by Λi the weight of the vector ξi, the
followings hold:

(1) the weight system of ϕbk
a is

Λi1 ` Λi2 ` ¨ ¨ ¨ ` Λik (51.462)

with ik ą . . . ą i2 ą i1, and the highest weight is

Λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` Λk. (51.463)

The dimension of the representation ϕbk
a is

N
`
ϕbk
a

˘ “
ˆ
n

k

˙
. (51.464)

35. I guess the following line is a typo and should be 1–o times o–1.
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(2) The weight system of the representation ϕbk
s is

Λi1 ` Λi2 ` ¨ ¨ ¨ ` Λik (51.465)

with ik ě . . . ě i2 ě i1, and the highest weight is

kΛ1 (51.466)

The dimension of the representation ϕbk
s is

N
`
ϕbk
s

˘ “
ˆ
n` k
k

˙
. (51.467)

Proof. No proof.

The representations ϕbk
a and ϕbk

s might be decomposable and we denote by ϕbk
są and ϕbk

aą their
highest weight parts.

Let α be a terminal point in a Dynkin diagram. The branch of α is the sequence of points of
the Dynkin diagram α “ α1, α2, . . . , αk defined by the following properties.

— The point αi is connected with (and only with) the points αi´1 and αi`1,
— the connexion between αi and αi`1 is of one of the following forms

o
αi o

αi`1
(51.468a)

‚αi ‚αi`1
(51.468b)

‚αi o
αi`1

(51.468c)

— the sequence α1, . . . , αk is maximal in the sense that no αk`1 can be added without violating
one of the two first rules.

Proposition 51.214.
Let α be a terminal point in a Dynkin diagram and α1, . . . , αk be the corresponding branch. Then
we have

ϕαr » ϕbr
α aą (51.469)

for every r “ 1, 2, . . . , k.

51.15 Semi-direct product

51.15.1 From Lie algebra point of view
subsec:semi_Lie

Here, the matter comes from [832, 836]. When a and b are Lie algebras, one can consider
g “ a‘ b as vector space, and define a Lie algebra structure on g by

rpa, bq, pa1, b1qs “ pra, a1s, rb, b1sq.
This is the direct sum of a and b.

An endomorphism D of the Lie algebra a is a derivation when

DrX,Y s “ rDX,Y s ` rX,DY s.
The set of the derivations of a is written Der a.

prop:Lie_derr

Proposition 51.215.
Let a be a Lie algebra

(1) Der a is a Lie algebra for the usual commutator,
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(2) ad: aÑ Der a Ď End a is a Lie algebra homomorphism.

Proof. For the first statement, we just have to compute to see that if D, E P Der a,

rD, EsrX,Y s “ pDE ´ EDqrX,Y s “ rrD, EsX,Y s ` rX, rD, EsY s.

The second comes from the fact that adX P Der a for any X P a and adrX,Y s “ adX adY ´
adY adX.

Let us now consider the vector space direct sum g “ a‘ b. Let us suppose moreover that a is
a Lie subalgebra of g and that b is an idea in g. So we have that

ad |b P Der b.

By proposition 51.215, we have a homomorphism π : a Ñ Der b, πpAq “ adA|b. So if A P a and
B P b, rA,Bs “ πpAqB. The conclusion is that the Lie algebra structure of g is given by a, b and
π. In this case, we write g “ a‘π b, and we say that g is the semidirect product of a and b. The
following theorem gives the general definition of semidirect product.

Theorem 51.216.
Let a and b be two Lie algebras, and π : aÑ Der b, a Lie algebra homomorphism. There exists an
unique Lie algebra structure on the vector space g “ a‘ b such that

— the commutators on a and b are the old ones,
— rA,Bs “ πpAqB for any A P a and B P b.

In this case, in the so defined Lie algebra g, a is a subalgebra and b is an ideal.

The vector space g “ a‘b endowed with this Lie algebra structure is the semidirect product
of a and b, it is denoted by

g “ a‘π b
One also often speak about split extension of a by b, with the splitting map π.

Proof. The unicity part is clear: the Lie algebra structure is completely defined by the two con-
ditions and the condition of antisymmetry. The matter is just to see that this structure is a Lie
algebra structure: we have to check Jacobi. If in rrX,Y s, Zs, X,Y, Z are all three in a or b, it is
trivial. The two other cases are:

— X, Y P a and Z P b. In this case, we use πprX,Y sq “ πpXqπpY q ´ πpY qπpxq (because π is a
Lie algebra homomorphism) to find

rrX,Y s, Zs “ πprX,Y sqZ “ ´rrY, Zs, Xs ´ rrZ,Xs, Y s.

— The second case is X, Y P b and Z P a. Here, we use the fact that πpZq is a derivation of b.
The computation is also direct.

It is clear that b is an ideal because for any A P a and B P b, rB,As “ ´rA,Bs “ ´πpAqB P b.

The theory of split extension is often used in the following sense. We have a Lie algebra g
which decomposes (as vector space) into a direct sum a‘b. If in g the map a ÞÑ adpaq is an action
of a on b, we say that g is a split extension

g “ a‘ad b.

This way to use split extensions is used for example in the proof of proposition 84.13.
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51.15.1.1 Example: extensions of the Heisenberg algebra

Let H pV,Ωq “ V ‘RE be the Heisenberg algebra. A derivation is a map D : H Ñ H such
that

DrX,Y s “ rDX,Y T s ` rX,DY s. (51.470)EqderCOndHeisEqderCOndHeis

Let us look at the derivations under the form

D “
ˆ
X v
ξ a

˙
(51.471)

where a P R, X P EndpV q, v P V and ξ P V ˚. The left hand side of the condition (51.470) reads
Drw ` zE,w1 ` z1Es “ D

`
Ωpw,w1qE˘ “ Ωpw,w1qpv ` aEq. (51.472)EqderCOndHeisAEqderCOndHeisA

Now, using Dw “ Xw ` ξpwqE and DpzEq “ v ` aE, the right hand side is
`
ΩpXw, v1q ` Ωpzv, v1q ` Ωpw,Xw1q ` Ωpw, z1vq˘E. (51.473)EqderCOndHeisBEqderCOndHeisB

Equating (51.472) and (51.473) we find v “ 0 and
ΩpXw,w1q ` Ωpw,Xw1q “ aΩpw,w1q. (51.474)EqPourEtreDerHeinEqPourEtreDerHein

If we write it as matrices, we find
XtΩ` ΩX “ aΩ. (51.475)

The derivations with a “ 0 form the algebra
DerpH q0 “ sppΩ, V q ˆ V ˚. (51.476)

If a ‰ 0, we find the symplectic conform group
ConfpV,Ωq “ tA : V Ñ V tel que ΩpAv,Awq “ λΩpv, wq with λ P R`

0 u. (51.477)
Taking the derivative of the group condition, we find

d

dt

”
Ω
`
Aptqv,Aptqw˘

ı
t“0

“ d

dt

”
λptqΩpv, wq

ı
t“0

, (51.478)

which produces the condition (51.474) with X “ 9A and a “ 9λ.
(1) If X “ Id and ξ “ 0, then we must have a “ 2 and we have the derivation

H “ Id |V ‘ 2 Id |RE . (51.479)

(2) If ξ “ 0, a “ 0 and X if exchange the Lagrangian in the decomposition V “W ‘ W̄ .

51.15.2 Group algebra

Let A and B be abelian algebras and ρ : A Ñ Der B be a homomorphism. We want to put a
group structure on the set AˆB in such a way that the Lie algebra of AˆB has Lie bracket given
by “pA`Bq, pA1 `B1q‰ “ rA,B1s ` rB,A1s “ ρpAqB1 ´ ρpA1qB. (51.480)
We claim that the group law should be

pa, bqpa1, b1q “ pa` a1, eρpaqb1 ` bq (51.481)
whose inverse is

pa, bq´1 “ p´a,´e´ρpaqbq (51.482)
Indeed, the general form of the commutator is

rX,Y s “ d

dt

d

ds

”
AdpXptqqY psq

ı
s“0
t“0

with respect to the group law. A path in Aˆ B with tangent vector pa, bq is pat, btq. Then
“pa, bq, pa1, b1q‰ “ d

dt

d

ds

”
pat, btqpa1s, b1sqpat, btq´1

ı
s“0
t“0

“ `
0,´ρpaqb` ρpaqb1˘.

(51.483)
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Lie groups

Do you know what is violet and commutative? Answer in the footnote 1.

52.1 Lie groups
The notion of topological group is defined in 48.48.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 52.1
It seems to me that every smooth Lie group is in fact an analytic Lie group [837, 838]. I’m not
sure of that, I have not a precise statement. See also 53.66.

The reason is that we need power expansions of the exponential map.
DEFooGDWTooTvINuw

Definition 52.2 ([1, 839, 840]).
Let A be a class of functions: Ck, C8, analytic, etc. A A-Lie group is a group G which is in the
same times a A-manifold such that the group operations

i : GÑ G

h ÞÑ g´1 (52.1)

and
m : GˆGÑ G

pg, hq ÞÑ gh
(52.2)

are in the class A.
In particular, a Lie group is analytic if the manifold is analytic and the group operations are

analytic.

For a Lie subgroup, see definition 52.25.

52.3 (Smooth or analytic ?).
At this point, when we say “Lie group”, we intend a smooth Lie group. That has the advantage
of not being obliged to prove analyticity of the maps. But at some point we want to use power
expansions of the exponential map, which are typical question requiring analyticity.

Thus we will turn to analytic Lie groups.
The theorem 53.64 will help us saying that every single smooth Lie group we already studied

can be turned into an analytic Lie group by choosing a good atlas. So we will not lose any results
in the “conversion”.

PROPooAXYRooWVhXRa

Proposition 52.4 (Leibniz rule[1]).
Let G be a Lie group. We consider two smooth paths γ : I Ñ G and σ : I Ñ G where I is an
interval containing 0. We suppose that γp0q “ σp0q “ e. We have

d

dt

”
γptqσptq

ı
t“0

“ γ1p0q ` σ1p0q. (52.3)
1. An abelian grape!

3067
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PROPooSBVCooOZnszF

Proposition 52.5 (2-torus).
Consider the equivalence relation „ on R2 px, yq „ px1, y1q if there exists integers k, l P Z such that
x1 “ x` k and y1 “ y ` k. We have:

(1) R2{ „ is a manifold.
(2) R2{ „ is a Lie group.

52.1.1 Connected component of Lie groups
PropUssGpGenere

Proposition 52.6.
If G is a connected Lie group and U , a neighbourhood of the identity e, then G is generated by U
in the sense that @g P G, there exists a finite number of gi P U such that

g “ g1 . . . gn. (52.4)

Notice that the number n is function of g in general.

Proof. Eventually passing to a subset, we can suppose that U is open. In this case, U´1 is open
because it is the image of U under the homeomorphism g ÞÑ g´1. Now we consider V “ U X U´1.
The main property of this set is that V “ V ´1. Let

rV s “ tg1 . . . gn tel que gi P V u;
we will prove that rV s “ G by proving that it is closed and open in G (the fact that G is connected
then concludes).

We begin by openness of rV s. Let g0 “ g1 ¨ ¨ ¨ gn P rV s. We know that g0V is open because the
multiplication by g0 is an homeomorphism. It is clear that g0V Ă rV s and that g0 “ g0e P g0V .
Hence g0 P g0V Ď rV s. It proves that rV s is open because g0V is a neighbourhood of g0 in rV s.

We now turn our attention to the closeness of rV s. Let h P rV s. The set hV is an open set
which contains h and hV X rV s ‰ H because an open which contains an element of the closure of
a set intersects the set (it is almost the definition of the closure). Let g0 P hV X rV s. There exists
a h1 P V such that g0 “ hh1. For this h1, we have hh1 “ g0 “ g1 ¨ ¨ ¨ gn, and therefore

h “ g1 ¨ ¨ ¨ gnh´1
1 P rV s.

This proves that h P rV s because h´1
1 P V from the fact that V “ V ´1.

Remark that this proof emphasises the topological aspect of a Lie group: the differential
structure was only used to prove thinks like that A´1 is open when A is open.

Proposition 52.7.
Let G be a Lie group and G0, the identity component of G. We have the following:

(1) G0 is an open invariant subgroup of G,
(2) G0 is a Lie group,
(3) the connected components of G are lateral classes of G0. More specifically, if x belongs to

the connected component G1, then G1 “ xG0 “ G0x.

Proof. We know that when M1 is open in the manifold M , one can put on M1 a differential
structure of manifold of same dimension as M with the induced topology. Since G0 is open, it is a
smooth manifold. In order for G0 to be a Lie group, we have to prove that it is stable under the
inversion and that gh P G0 whenever g, h P G0.

First, G´1
0 is connected because it is homeomorphic to G0 in G. The element e belongs to

the intersection of G0 and G´1
0 , so G0 YG´1

0 is connected as non-disjoint union of connected sets.
Hence G0 YG´1

0 “ G0 and we conclude that G´1
0 Ď G0. The set G0G0 is connected because it is

the image of G0 ˆG0 under the multiplication map, but e P G0G0, so G0G0 Ď G0 and G0 is thus
closed for the multiplication. Hence G0 is a Lie group.
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For all x P G, we have e “ xex´1 P xG0x´1, but xG0x´1 is connected. Hence xG0x´1 Ď G0,
which proves that G0 is an invariant subset of G.

Lateral classes xG0 are connected because the left multiplication is an homeomorphism. They
are moreover maximal connected subsets because, if xG0 Ă H (proper inclusion) with a connected
H, then G0 Ă x´1H (still proper inclusion). But the definition of G0 is that this proper inclusion
is impossible. Therefore, the sets of the form xG0 are maximally connected sets. It is clear thatŤ
gPG gG0 “ G.

Notice that the last point works with G0x too.

52.1.2 What is g´1dg?
SubSecgmudg

The expression g´1dg is often written in the physical literature. In our framework, the way
to gives a sense to this expression is to consider it pointwise acting on a tangent vector. More
precisely, the framework is the data of a manifold M , a Lie group G and a map g : M Ñ G.
Pointwise, we have to apply gpxq´1dgx to a tangent vector v P TxM .

Note that dgx : TxM Ñ Tgp0qG ‰ TeG, so dgx R G. But the product gpxq´1dgxv is defined by

gpxq´1dgxv “ d

dt

”
gpxq´1gpvptqq

ı
t“0

P G. (52.5)

52.1.3 Product of Lie groupe
PROPooKENCooMKJJjV

Proposition-Definition 52.8.
Let G, H be Lie groups. Then GˆH is a Lie group for the product manifold structure 2 and the
product group structure.

When we speak about the Lie group GˆH, we are intending that structure.
PROPooKITOooTcsIiu

Proposition 52.9.
If G and H are smooth Lie groups with Lie algebras g and h, then the Lie algebra of G ˆ H is
gˆ h.

52.1.4 Left and right translations
LEMooPIUFooHjyXln

Lemma 52.10.
Let G be a Lie group. Let g, h P G. We consider the left translation

Lh : GÑ G

g ÞÑ hg.
(52.6)

(1) The map Lh is a diffeomorphism.
(2) The differential pdLhqg is a vector space isomorphism.

52.2 Two words about Lie algebra

52.2.1 Adjoint map

The ideas of this short note comes from [841]. A more traumatic definition of the adjoint group
can be found in [781], chapter II, §5.

Definition 52.11.
Let G be a Lie group, and G, its Lie algebra. We define the adjoint map at the point x P G by

Adx : GÑ G

Adx y “ xyx´1 (52.7)

2. Product of manifolds, definition 49.31.
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Then we define
Adx :“ pdAdxqe : G Ñ G;

the chain rule applied on Adxy “ Adx ˝Ady leads to Adxy “ Adx ˝Ady, and thus we can see Ad
as a group homomorphism Ad : GÑ GLpGq, Adpxq “ Adx.

Definition 52.12.
This homomorphism is the adjoint representation of the group G in the vector space G.

Finally, we define
ad :“ dpAdq1 : G Ñ LpG,Gq

where we identify T1GLpGq with LpG,Gq.
LEMooEALFooJOeOgk

Lemma 52.13.
If f : G Ñ G is an automorphism of G (i.e.: fpxyq “ fpxqfpyq), then dfe is an automorphism of
G: df rX,Y s “ rdfX, dfY s
Proof. First, remark that fpAdx yq “ Adfpxq fpyq. Now, AdxX “ pdAdxqeX, so that one can
compute:

dfpAdxXq “ d

dt

”
fpAdxXptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
Adfpxq fpXptqq

ı
t“0

“ pdAdfpxqqfpeqdfX
“ Adfpxq dfX.

(52.8)

On the other hand, we need to understand how does the ad work.

adXY “ d

dt

”
AdXptq

ı
t“0

Y “ d

dt

”
AdXptq Y

ı
t“0

because AdXptq : G Ñ G is linear, so that Y can enter the derivation (for this, we identify G and
TXG). Since AdXptq Y is a path in G the true space is

padXqY “ d

dt

”
AdXptq Y

ı
t“0

P TrX,Y sG » G.

For the same reason of linearity, df can get in the derivative in the expression df d
dt

”
AdXptq Y

ı
t“0

.
Thus

padXqY “ d

dt

”
df
`

AdXptq Y
˘ı
t“0

“ d

dt

”
AdfpXptqq dfY

ı
t“0

“ d

dt

”
AdfpXptqq

ı
t“0

dfY

“ adpdfXqdfY
“ rdfX, dfY s

(52.9)

because fpXptqq is a path which gives dfX.

Corollary 52.14.
An automorphism of a semisimple Lie group is an isometry for the Killing metric. Stated in other
words,

AutpGq Ă IsoG. (52.10)eq:Aut_Isoeq:Aut_Iso

Proof. By lemma 52.13, if f is an automorphism of G, df is an automorphism of G. Now, by
proposition 51.17, f is an isometry of G.
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Theorem 52.15.
The Killing form is bi-invariant on G. tho:bi_invariance

Proof. Because of the left invariance,

BpdRgX, dRgY q “ BpdLg´1dRgX, dLg´1dRgY q “ BpAdg´1 X,Adg´1 Y q.

But Adg´1 “ dpAdg´1q and Adg´1 is an automorphism of G. Thus by lemma 52.13 and proposi-
tion 51.17,

B
`

Adpg´1qX,Adpg´1qY ˘ “ BpX,Y q. (52.11)eq_KillAdinvarianteq_KillAdinvariant

Lemma 52.16.
In the case of Lie algebra, the bracket is given by the derivative of the adjoint action:

d

dt

”
AdpetXqY

ı
t“0

“ rX,Y s (52.12)

Proof. Let us make rX̃, Ỹ se act on a function f . Using the definition (49.315) and the property of
theorem 49.134, we have

rX̃, Ỹ sef “ d

dt

”
pdφX´tqỸ

ı
t“0

f

“ d

dt

”
pdφX´tqφX

t peq
`
ỸφX

t peq
˘ı
t“0

f

“ d

dt

”
ỸetX · pf ˝ φX´tq

ı
t“0

(52.13)

Now, we use the fact that, by definition, φXt pxq “ xetX , so that φYs petXq “ etXesY and we get

rX̃, Ỹ sef “ d

dt

” d
ds

”
f
`
φX´tpetXesY q

˘ı
s“0

ı
t“0

“ d

dt

” d
ds

”
fpetXesY e´tXq

ı
s“0

ı
t“0

“ d

dt

” d
ds

”
f
`
esAdpetX qY ˘ı

s“0

ı
t“0

“ d

dt

”`
AdpetXqY ˘

e
· f

ı
t“0

(52.14)

52.3 Universal enveloping algebra
subsec:env_alg

Let A be a Lie algebra. One knows that the composition law pX,Y q Ñ rX,Y s is often non
associative. In order to build an associative Lie algebra which “looks like” A, one considers T pAq,
the tensor algebra of A (as vector space) and J the two-sided ideal in T pAq generated by elements
of the form

X b Y ´ Y bX ´ rX,Y s
for X, Y P A. The universal enveloping algebra of A is the quotient

UpAq “ T pAq{J . (52.15)

For X P A, we denote by X˚ the image of X by canonical projection π : T pAq Ñ UpAq and by 1
the unit in UpAq. One has 1 ‰ 0 if and only if A ‰ t0u.
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Proposition 52.17 ([781]).
Le V be a vector space on K. Then there is a natural bijection between the representations of A
on V and the ones of UpAq on V . If ρ is a representation of A on V , the corresponding ρ˚ of
UpAq is given by

ρpXq “ ρ˚pX˚q
(X P A).

Let tX1, . . . , Xnu be a basis of A. For a n-uple of complex numbers ptiq, one defines

X˚ptq “
nÿ

i“1
tiXi̊ . (52.16)

On the other hand, we consider a n-uple of positive integers M “ pm1` . . .mnq, and the notation

|M | “ m1 ` ¨ ¨ ¨ `mn

tM “ tm1
1 ¨ ¨ ¨ tmn

n .
(52.17)

When |M | ą 0, we denote by X˚pMq P UpAq the coefficient of tM in the expansion of
p|M |!q´1pX˚ptqq|M |. If |M | “ 0, the definition is X˚p0q “ 1. Once again a proposition with-
out proof.

Proposition 52.18.
The smallest vector subspace of UpAq which contains all the elements of the form X˚pMq is UpAq
itself:

UpAq “ SpantX˚pMq : M P Nnu.
cor:/24

Corollary 52.19.
Let A be a Banach algebra of dimension n, B a Banach subalgebra of dimension n´ r and a basis
tX1, . . . , Xnu of A such that the n ´ r last basis vectors are in B. We denotes by B the vector
subspace of UpAq spanned by the elements of the form X˚pMq with m “ p0, . . . , 0,mr`1, . . . ,mnq.
Then B is a subalgebra of UpAq.
Definition 52.20.
Two Lie groups G and G1 are isomorphic when there exists a differentiable group isomorphism
between G and G1.

They are locally isomorphic when there exists neighbourhoods U and U 1of e and e1 and a
differentiable diffeomorphism f : U Ñ U 1 such that
@x, y, xy P U , fpxyq “ fpxqfpyq,

and
@x1, y1, x1y1 P U 1, f´1px1y1q “ f´1px1qf´1py1q.
The following universal property of the universal enveloping algebra explains the denomination:

Proposition 52.21.
Let σ : G Ñ UpGq the canonical inclusion and A an unital complex associative algebra. A linear
map φ : G Ñ A such that

φrX,Y s “ φpXqφpY q ´ φpY qφpXq (52.18)
can be extended in only one way to an algebra homomorphism φ0 : UpGq Ñ A such that φ0 ˝σ “ φ
and φp1q “ 1 prop:extunifmap

For a proof, see [826].

52.3.1 Adjoint map in UpGq
ssadjunif

We know that Adpgq : G Ñ G fulfils

AdpgqrX, ys “ rAdpgqX,AdpgqY s,
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and we can define Adpgq : G Ñ UpGq by AdpgqX “ X where in the right hand side, X denotes the
class of X for the quotients of the tensor algebra which defines the universal enveloping algebra.

When rA,Bs is seen in UpGq, we have rA,Bs “ AbB ´B bA. Then Adpgq : G Ñ UpGq fulfils
proposition 52.21 and is extended in an unique way to Adpgq : UpGq Ñ UpGq with Adpgq1 “ 1.

Lemma 52.22.
If D P UpGq, the following properties are equivalent:

— D P ZpGq
— D bX “ X bD for all X P G
— eadXD “ D for all X P G
— AdpgqD “ D for all g P G.

lem:equivDAd

52.3.2 Invariant fields

If X P g, we have the associated left invariant vector field on G given by X̃x “ dLxX. That
field is left invariant as operator on the functions because

X̃xpuq “ X̃epLx̊uq (52.19)

as the following computation shows

X̃epL˚uq “ d

dt

”
pLx̊uq

`
etX

˘ı
t“0

“ d

dt

”
u
`
xetX

˘ı
t“0

“ d

dt

”
u
`
X̃xptq

˘ı
t“0

“ X̃xpuq (52.20)

because the path defining X̃x is xetX .
We can perform the same construction in order to build left invariant fields based on Upgq. If

X and Y are elements of g, the differential operator on C8pGq associated to XY P Upgq is given
by

pXY qpfq “ d

dt

d

ds

”
f
`
XpsqY ptq˘

ı
s“0
t“0

(52.21)

The path defining the field ĄXY is
ĄXY x “ xXpsqY ptq. (52.22)

Thus we have
ČpXY qepL˚uq “ ČpXY qxu (52.23)EqInvarUgFieldEqInvarUgField

LemAdesthioo

Lemma 52.23.
If X,Y P g we have

radpXq, adpY qs “ adprX,Y sq. (52.24)

Proof. Let f P g and compute the action of radpXq, adpY qs:
radpXq, adpY qsf “ adpXqrY f, fY s ´ adpY qpXf ´ fXq (52.25a)

“ pXY ´ Y Xqf ` fpY X ´XY q (52.25b)
“ adprX,Y sqf. (52.25c)

52.3.3 Representation of Lie groups

Proposition 52.24.
Let G be a Lie group and G its Lie algebra. A representation φ : GÑ EndpV q of the group induces
a representation ϕ : UpGq Ñ EndpV q of the universal enveloping algebra with the definitions

ϕpXq “ dφepXq, (52.26a)
ϕpXY q “ ϕpXq ˝ ϕpY q (52.26b)

where e is the unit in G and X, Y are any elements of G.
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Proof. We have
ϕpXq “ d

dt

”
φpetXqv

ı
t“0

“ dφepXqv. (52.27)

Notice that, by linearity of the action of φpetXq on v, one can leave v outside the derivation. Now,
neglecting the second order terms in t in the derivative, and using the Leibniz formula 3, we have

ϕprX,Y sqv “ d

dt

”
φpetXY e´tXY q

ı
t“0

v

“ d

dt

”
φpetXY qφp1q

ı
t“0

v ` d

dt

”
φp1qφpe´tXY q

ı
t“0

v

“ ϕpXY qv ´ ϕpY Xqv
“ `

ϕpXqϕpY q ´ ϕpY qϕpXq˘v
“ rϕpXq, ϕpY qsv,

(52.28)

which is the claim.

52.4 Lie subgroup
DEFooGCHDooHUMSju

Definition 52.25 ([840]).
We say that H is a Lie subgroup of the Lie group G if

(1) H is a subgroup of G,
(2) H is a Lie group by itself,
(3) the inclusion map from ι : H Ñ G is an injective immersion 4 and a group morphism.

Remarque 52.26.
A Lie subgroup is not always a submanifold. See the proposition 52.27.

PROPooJGYRooSKPVSX

Proposition 52.27 (Lie subgroup which is not a submanifold[840]).
Let G be the 2-torus 5. Let α P R be irrational and consider H “ tpx, αxq P R2u{ „. Then :

(1) As sets H ‰ G.
(2) The set H is a subgroup of G.
(3) H is not a submanifold of G.
(4) The closure of H in G is G.
(5) H is a Lie subgroup of G.

PROPooFXZJooCOFXZX

Proposition 52.28.
A closed Lie subgroup is a submanifold 6.

Proof. Let H be a Lie subgroup of the Lie group G; we have to prove that H is a submanifold
of G. As far as the notation are concerned we write dimpHq “ m and dimpGq “ n. Let h P H.
We know from the definition 52.25 that the inclusion ι : H Ñ G is an injective immersion, and in
particular the map

dιh : ThH Ñ TιphqG (52.29)

is injective. In particular the rank of dιh is equal to dimpHq and the rank theorem 49.120 applies.
There exists charts φ : U Ñ H and ψ : V Ñ G such that

ψ´1 ˝ ι ˝ φ : U Ñ V

px1, . . . , xmq ÞÑ px1, . . . , xm, 0, . . . , 0q. (52.30)

3. Proposition 52.4.
4. Definition 49.89.
5. Definition 52.5.
6. Definition 49.86.
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What we need is a map α : W Ñ G such that

α´1`αpW q XH˘ “ tpx1, . . . , xm, 0, . . . , 0qu XW. (52.31)

We prove that α “ ψ with W “ V works. Indeed suppose that x P V satisfies ψpxq P H. In
that case we have ψpxq “ φpx1q for some x1 P U and

ψ´1pψpxqq “ ψ´1`φpx1q˘ “ pψ´1 ˝ ι ˝ φqpx1q “ px1
1, . . . , x

1
m, 0, . . . , 0q. (52.32)

CORooMCWWooXkpkNO

Corollary 52.29.
If H1 and H2 are two Lie subgroups of the Lie group G such that H1 “ H2 as topological groups,
then H1 “ H2 as Lie groups.

Proposition 52.30.
Let G1 and G2 be two Lie groups with same Lie algebra such that π0pG1q “ π0pG2q and π1pG1q “
π1pG2q, then G1 and G2 are isomorphic.

Proof. The assumptions of equality of Lie algebras and of the π0 make that the universal covering
G̃1 and G̃2 of G1 and G2 are the same. But we know that Gi “ G̃i{π1pGiq. Now equality
π1pG1q “ π1pG2q concludes that G1 “ G2.

52.5 Semi-direct product of Lie groups

Definition 52.31.
A subgroup H is normal in the group G if for any g P G and a P H, gag´1 P H.

If G is a group, N a normal subgroup and L a subgroup, we have LN “ NL where, by notation,
if A and B are subsets of G, AB “ txy|x P A, y P Bu.

If N and L are groups, an extension of N by G is a short exact sequence

e // N
i // G

π // L
L // e (52.33)

which means that

(1) i is injective because only eN is sent to eG,
(2) π is surjective because the whole L is sent to e.

One often say that G is an extension of N by L. In the most common case, i is the inclusion,
L “ G{N and π is the natural projection.

We say that the extension is split when there exists a split homomorphism ρ : L Ñ G such
that ρ ˝ π “ IdG.

Definition 52.32.
We say that G is the semidirect product of N and L when any g P G can be written in one and
only one way as g “ nl with n P N and l P L.

Definition 52.33.
A Lie group homomorphism between G and G1 is a map u : G Ñ G1 which is a group homo-
morphism and a morphism between G and G1 as differentiable manifolds.

Lemma 52.34.
Any continuous (group) homomorphism between two Lie groups is a Lie group homomorphism.

We consider G, a connected Lie group; N , a closed normal subgroup; and L, a connected
immersed Lie group. Moreover, we suppose that G is semidirect product of N and L.
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Proposition 52.35.
The restriction to L of the canonical projection π : GÑ G{N is continuous for the induced topology
from G to L.

Proof. The definition of an open set U in G{N is that π´1pUq is open in G. Then it is clear that
π is continuous. The matter is to check it for π|L. Let U be a subset of πpLq. It is unclear that
π´1pUq Ă L, but it is true that π|´1

L pUq Ă L.
As far as the induced topology on L is concerned, A Ă L is open when A “ OXL for a certain

open set O in G.
Let U be an open subset of π|LpLq; this is π´1pUq is open in G. We have to compare π´1pUq

and π|´1
L pUq. Since

π|´1
L pUq “ tx P L|πpxq P Uu,

we have π|´1
L pUq “ π´1pUq X L. But π´1pUq is open in G, then π´1pUq X L is open in L.

Proposition 52.36.
The group G is the semidirect product of N and L if and only if G “ NL and N X L “ teu.
Proof. If G is semidirect product of N and L, G “ NL is clear. In this case, if e ‰ z P N X L,
z “ ez “ ze, thus z P G can be written in two ways as xy with x P N and y P L.

For the converse, let us consider n1l1 “ nl. Then x´1x1 “ yy1´1 P N X L “ teu. Thus x1 “ x
and y1 “ y.

Now, we consider N , a normal subgroup of G. If π : GÑ G{N is the canonical homomorphism,
the restriction π|L : L Ñ G{N is an isomorphism. Indeed, on the one hand, this is surjective
because G “ NL yields rgs “ rnls “ rls “ π|Lplq. On the other hand, π|Lplq “ π|Lpl1q implies that
l “ nl1 for a certain n P N . Then ll1´1 “ n P N X L “ teu. So n “ e and l “ l1.

Remarque 52.37.
If N is any normal subgroup of G, there doesn’t exist in general any subgroup L of G such that G
should be the semidirect product of N and L.

If G is the semidirect product of N and L, for any y P L, σy : xÑ yxy´1 is an automorphism
of N . The point is that σypaq P N for all a P N because N is a normal subgroup.

It is also clear that @u, v P L, σuv “ σu ˝ σv. Then σ : L Ñ AutN 7 is a homomorphism.
Moreover, the data of σ, N and L determines the law in G (provided the fact that the product
NL is seen as formal) because any element of G can be written as nl; thus a product GG is
pnlqpn1l1q “ pnσypn1qqpll1q
Proposition 52.38.
Let N and L be two Lie groups and σ : LÑ AutN a homomorphism. With the law

px, yqpx1, y1q “ pxσypx1q, yy1q,

the set S “ N ˆ L is a group.

Proof.

The set N ˆ L endowed with this inner product is denoted

N ˆσ L.

Proposition 52.39.
If G is the semidirect product of N and L, then G is isomorphic to N ˆσ L.

7. AutN is the set of all the automorphism of N .
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Proof. The isomorphism is T : N ˆσLÑ G, T px, yq “ xy. On the one hand, it is bijective because
an element of G can be written as nl with n P N and l P L in only one way. On the other hand,
it is easy to check that T ppx, yqpx1, u1qq “ T px, yqT px1, y1q.

One can now give the final definition. Let us consider two connected Lie groups N , L and a
Lie group homomorphism σ : L Ñ AutN . The map N ˆ L Ñ N , px, yq Ñ σypxq is C8. So, the
group structure on N ˆ L given by

px, yqpx1, y1q “ pxσypx1q, yy1q (52.34)eq:prod_semi_directeq:prod_semi_direct

is compatible with the C8 structure of N ˆL (seen as a Lie group). The manifold N ˆL endowed
with the group structure (52.34) is the semidirect product on N and L; this is denoted by

N ˆσ L.

52.5.1 Introduction by exact short sequence

52.5.1.1 General setting

Let G0, G1 and G2 be tree connected Lie groups. A short exact sequence between them is
two group homomorphisms

ι : G0 Ñ G1

π : G1 Ñ G2
(52.35)

such that Imagepιq “ kerpπq. In that case, one says that G1 is an extension of G2 by G0.
Since the group ιpG0q is the kernel of an homomorphism, it is normal and we write ιpG0q�G1.

Moreover, ιpG0q “ π´1pe2q and is then closed in G1. As group, we have

G2 “ G1{ιpG0q. (52.36)

The extension is split if there exists a Lie group homomorphism j : G2 Ñ G1 such that

π ˝ j “ Id |G2 . (52.37)

This condition imposes j to be injective. In that case we have an action of G2 on G0 defined by

R : G2 Ñ AutpG0q
Rg2pg0q “ ι´1

´
Ad

`
jpg2q

˘
ιpg0q

¯
.

(52.38)

Notice that Ad
`
jpg2q

˘
ιpg0q belongs to ιpG0q because the latter is normal.

As manifold we consider
G “ G0 ˆG2 (52.39)

and we define the multiplication law

· : GˆGÑ G

pg0, g2q· pg1
0, g

1
2q “

`
g0Rg2pg1

0q, g2g
1
2
˘
.

(52.40)

For associativity we have

pg0, g2q·
`pg1

0, g
1
2q· pg2

0 , g
2
2qq

˘ “
´
g0Rg2

`
g1

0Rg1
2
pg2

0q
˘
, g2g

1
2g

2
2

¯
(52.41)

while `pg0, g2q· pg1
0, g

1
2q
˘

· pg2
0 , g

2
2q “

`
g0Rg2pg1

0qRg2g1
2
pg2

0q, pg1
2g

2
2q
˘
. (52.42)

Thus the product is associative if and only if

g0Rg2

`
g1

0Rg1
2
pg2

0q
˘ “ `

g0Rg2pg1
0q
˘
Rg2g1

2
pg2

0q. (52.43)
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That equality is in fact true because R is a morphism from G2 to AutpG0q, so that Rg2Rg1
2
“ Rg2g1

2
.

The neutral in G is pe0, e2q.
Since Rg2pg0q is smooth with respect to both variables, the product is smooth. In that way, G

becomes a Lie group named the semi direct product of G2 by G0 and is denoted by
G0 ¸R G2. (52.44)

All the construction is still valid when R is an homomorphism which does not comes from a split
extension.

We define the product G0 ˆG2 Ñ G by
g0 · g2 “ pg0, e2q· pe0, g2q (52.45)

The diagram
G1

π

!!
G0

ι
==

Id ˆteu !!

G2

G

φ

OO

proj2

==

(52.46)

suggests us to define the map
φ : G0 ˆG2 Ñ G1

pg0, g2q ÞÑ ιpg0qjpg2q (52.47)

This is a Lie group homomorphism because on the one hand
φpg0, g2q·φpg1

0, g
1
2q “ ιpg0qjpg2q· ιpg1

0qjpg1
2q, (52.48)

while on the other hand
φ
`pg0, g2q· pg1

0, g
1
2q
˘ “ φ

`
g0Rg2pg1

0q, g2g
1
2
˘

“ φ
´
g0ι

´1`Adpjpg2qqιpg1
0q
˘
, g2g

1
2

¯

“ ι
´
g0ι

´1
´

Adpjpg2qqιpg1
0q
¯
qjpg2g

1
2q

“ ιpg0qjpg2qιpg1
0qjpg1

2q

(52.49)

because ι and j are homomorphisms.
The Leibniz rule on ιpg0qjpg2q provides the differential

pdφqe “ pdιqe0 ‘ pdjqe2 . (52.50)
This is injective because j is injective. The kernel of φ is the set

kerpφq “ tpg0, g2q tel que ιpg0q “ jpg2q´1u. (52.51)
Since ιpG0q and jpG2q have no intersections 8 (a part the identity), we have that the kernel reduces
to the identity:

kerpφq “ teu. (52.52)
The differentials provide the diagram

G0
pdιqe0 // G1

pdπqe1 // G2.pdjqe2

oo (52.53)

We have pdπqe1 ˝ pdjqe2 “ Id |G2 and the map
pdφqe : G1 Ñ G0 ‘ G2 (52.54)

is an algebra homomorphism (as differential of group homomorphism). It is also an isomorphism
by dimension counting. The inverse theorem then shows that φ is a local diffeomorphism: φpGq
contains a neighborhood of the identity and then is surjective by proposition 52.6.

We conclude that φ is a Lie group isomorphism.
8. They are transverse because j ˝ π “ Id |G2 .



Chapter 53

Lie group and Lie algebra

Here are the results which relate Lie groups and Lie algebras.

53.1 Lie algebra of a Lie group
DEFooSSDYooOwjHso

Lemma-Definition 53.1.
Let G be a smooth Lie group and X P TeG. The vector field XL defined by

XL
g “ dLXv (53.1)

is smooth. This is the left invariant vector field associated with the vector X P TeG.

Definition 53.2.
Let G be a group. The left translation by g on G is the map

Lg : GÑ G

h ÞÑ gh.
(53.2)

The right translation by g on G is the map

Rg : GÑ G

h ÞÑ hg.
(53.3)

DEFooYHKXooVoJalX

Definition 53.3 ([842]).
If G is a Lie group, a vector field X P Γ8pTGq is left invariant if

pdLgqX “ X, (53.4)

which means that for every g, h P G,

pdLhqgXg “ Xhg. (53.5)

In the same way, the vector field Y is right invariant if

pdRgqY “ Y. (53.6)

PROPooLEIAooTnnYRw

Proposition-Definition 53.4.
Let G be a Lie group and X P TeG.

(1) The vector field XL defined by
XL
g “ pdLgqeX. (53.7)DEFooYPUIooAzcdjPDEFooYPUIooAzcdjP

is left-invariant.

3079
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(2) The vector field XL defined by
XR
g “ pdRgqeX. (53.8)

is right-invariant.

They are called the left and right-invariant vector fields associated with X.
DEFooKDCPooZOJsMD

Proposition-Definition 53.5.
Let G be a smooth Lie group. If X,Y P TeG we define the bracket 1

rX,Y s “ rXL, Y Lse. (53.9)

The set TeG with this bracket is a Lie algebra. This is the Lie algebra of the Lie group G. It
will usually be denoted by g.

The topology on g “ TeG is the usual one of the tangent spaces, definition 49.57.

Proof. We know from proposition 49.38 that TeG is a vector space. We have to define a Lie bracket
on it. For that we use the left-invariant vector field. Let X P TeG and g PM we define

XL
g “ dLgX (53.10)

where Lg : GÑ G is the left translation: Lgphq “ gh. If X,Y P TeG we define

rX,Y s “ rXL, Y Lse (53.11)

where the bracket on the right hand side is the commutator of vector field defined in 49.84. It
defines a Lie algebra structure by the proposition 51.5.

In order to make the notations clear, let us write the formula explicitly. If X,Y P TeG are
given by X “ α1p0q and Y “ β1p0q we have SUBEQSooHKWMooQbeStl

pXY qf “ XpY pfqq (53.12a)

“ d

dt

”
pY fq`αptq˘

ı
t“0

(53.12b)

“ d

dt

”
Yαptqpfq

ı
t“0

(53.12c)

“ d

dt

”
Y L
αptqpfq

ı
t“0

(53.12d)

“ d

dt

d

ds

”
f
`
αptqβpuq˘

ı
s“0
t“0

. (53.12e)

Now a great theorem without proof:
tho:loc_isom

Theorem 53.6.
Two Lie groups are locally isomorphic if and only if their Lie algebras are isomorphic.

ThoSubGpSubAlgtho:gp_alg

Theorem 53.7.
If G is a Lie group, then

ThoSubGpSubAlgi

(1) if h is the Lie algebra of a Lie subgroup H of G, then it is a subalgebra of g,
(2) Any subalgebra of g is the Lie algebra of one and only one connected Lie subgroup of G.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 53.8
À mon avis, il faut dire “connexe et simplement connexe”, et non juste “connexe”.

1. On the right, this is the bracket of vector fields defined in 49.84.
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Proof. First item. Let i : H Ñ G be the identity map; it is a homomorphism from H to G, thus
die is a homomorphism from h to g. Conclusion: h is a subalgebra of g.
Characterization for h. Before to go on with the second point, we derive an important character-
ization of h:

h “ tX P g : the map tÑ exp tX is a path in Hu. (53.13)eq:path_algeq:path_alg

For that, consider expH : hÑ H and expG : gÑ G; from unicity of the exponential, for any X P h,
expH X “ expGX, so that one can simply write “exp” instead of “exph” or “expG”.

Now, if X P h, the map t Ñ exp tX is a curve in H. But it is not immediately clear that
such a curve in H is automatically build from a vector in h rather than in g. More precisely,
consider a X P g such that t Ñ exp tX is a path (continuous curve) in H. By lemma 49.53, the
map t Ñ exp tX is differentiable and thus by derivation, X P h. The characterisation (53.13) is
proved.

Thus h is a Lie subalgebra of g.
Second item. For the second part, we consider h any subalgebra of g and H, the smallest subgroup
of G which contains exp h. We also consider a basis tX1, . . . , Xnu of g such that tXr`1, . . . , Xnu
is a basis of h.

By corollary 52.19, the set of linear combinations of elements of the form XpMq with M “
p0, . . . , 0,mr`1, . . . ,mrq form a subalgebra of Upgq. If X “ x1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnXn, we define |X| “
px2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
nq1{2 (xi P R).

Let us consider a δ ą 0 such that exp is a diffeomorphism (normal neighbourhood) from
Bδ “ tX P g : |X| ă δu to a neighbourhood Ne of e P G and such that @x, y, xy P Ne,

pxyqk “
ÿ

M,N

C
rks
MNx

MyN (53.14)eq:coord_xyeq:coord_xy

holds 2. We note V “ expphXBδq Ă Ne. The map

exppxr`1Xr`1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnXnq Ñ pxr`1, . . . , xnq

is a coordinate system on V for which V is a connected manifold. But hXBδ is a submanifold of
Bδ, then V is a submanifold of Ne and consequently of G.

Let x, y P V such that xy P Ne (this exist: x “ y “ e); the canonical coordinates of xy are
given by (53.14). Since xk “ yk “ 0 for 1 ď k ď r, pxyqk “ 0 for the same k because for pxyqk to
be non zero, one need m1 “ . . . “ mr “ n1 “ . . . “ nr “ 0 – otherwise, xM or yN is zero. Now
we looks at Crks

MN for such a k (say k “ 1 to fix ideas): rks “ pδ11, . . . , δ1kq “ p1, 0, . . . , 0q and by
definition of the C’s,

XpMqXpNq “
ÿ

P

CPMNXpP q.

But we had seen that the set of the XpAq with A “ p0, . . . , 0, ar`1, . . . , anq form a subalgebra of
Upgq. Then, only terms with P “ p0, . . . , 0, pr`1, . . . , pnq are present in the sum; in particular,
C

rks
MN “ 0 for k “ 1, . . . , r. Thus V V XNe Ă V .

The next step is to consider V, the set of all the subset of H whose contains a neighbourhood
of e in V . We can check that this fulfils the six axioms of a topological group:

(1) The intersection of two elements of V is in V;
(2) the intersection of all the elements of V is teu;
(3) any subset of H which contains a set of V is in V;
(4) If U P V, there exists a U1 P V such that U1U1 Ă U because V V XNe Ă V ;
(5) if U P V, then U´1 P V because the inverse map is differentiable and transforms a neighbour-

hood of e into a neighbourhood of e;
(6) if U P V and h P H, then hUh´1 P V.

2. The validity of this second condition is assured during the proof of theorem 53.6 which is not given here.
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To see this last item, we denote by log the inverse map of exp: Bδ Ñ Ne. By definition of V ,
it sends V on hXBδ. If X P g, there exists one and only one X 1 P g such that hetXh´1 “ etX

1 for
any t P R. Indeed we know that heXh´1 “ eAdh X , then X 1 must satisfy etX

1 “ eAdh tX . If it is
true for any t, then, by derivation, X 1 “ AdhX.

The map X Ñ X 1 is an automorphism of g which sent h on itself. So one can find a δ1 with
0 ă δ1 ă δ such that

h exppBδ1 X hqh´1 Ă V.

Indeed, hehh´1 Ă h, so that taking δ1 ă δ, we get the strict inclusion. We can choose δ1 even
smaller to satisfy heBδ1h´1 Ă Ne. Since the map X Ñ logpheXh´1q from Bδ1Xh to Bδ X h is
regular, the image of Bδ1 X h is a neighbourhood of 0 in h. Thus heBδ1 Xhh´1 is a neighbourhood
of e in V . Finally, hUh´1 P V and the last axiom of a topological group is checked.

This is important because there exists a topology on H such that H becomes a topological
group and V is a family of neighbourhood of e in H. In particular, V is a neighbourhood of e in
H.

For any z P G, we define the map ϕz : zNe Ñ Bδ by

ϕzpzex1X1`¨¨¨`xnXnq “ px1, . . . , xnq, (53.15)

and we denote by φz the restriction of ϕz to zV . If z P H, then φz sends the neighbourhood zV
of z in H to the open set Bδ X h in Rn´r. Indeed, an element of zV is a zeZ with Z P h X Bδ
which is sent by φz to an element of h X Bδ. (we just have to identify x1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnXn with
px1, . . . , xnq).

Moreover, if z1, z2 P H, the map φz1 ˝φ´1
z2 is the restriction to an open subset of h of ϕz1 ˝ ϕz2 .

Then φz1 ˝ φ´1
z2 is differentiable. Conclusion: pH,φz : z P Hq is a differentiable manifold.

Recall that the definition of h was to be a subalgebra of g; therefore V “ ehXBδ is a submanifold
of G. But the left translations are diffeomorphism of H and H is the smallest subgroup of G
containing eh. Thus H is a manifold on which the multiplication is diffeomorphic and consequently,
H is a Lie subgroup of G.

Rest to prove that the Lie algebra of H is h and the unicity part of the theorem.
We know that dimH “ dim h and moreover for i ą r, the map t Ñ exp tXi is a curve in H.

Now, the fact that h is the set of X P g such that t Ñ exp tX is a path in H show that Xi P h.
Then the Lie algebra of H is h and H is a connected group because it is generated by exp h which
is a connected neighbourhood of e in H.

We turn our attention to the unicity part. Let H1 be a connected Lie subgroup of G such that
TeH1 “ h. Since exphX “ exph1 X, H “ H1 as set. But exp is a differentiable diffeomorphism
from a neighbourhood of 0 in h to a neighbourhood of e in H and H1, so as Lie groups, H and H1
are the same.

Let us consider an element X P g such that exp tX P H for every t P R, and the map φ : RÑ G,
φptq “ exp tX. This is continuous, then there exists a connected neighbourhood U of 0 in R such
that φpUq Ă V . Then φpUq Ă H X V and the connectedness of φpUq makes φpUq Ă exp Uh. But
exp Uh is an arbitrary small neighbourhood of e in H; the conclusion is that φ is a continuous map
from R into H. Indeed, we had chosen X such that exp tX P H.

Moreover, we know that
ept0`ϵqX “ et0XeϵX ,

but exp ϵX can be as close to e as we want (this proves the continuity at t0). Then φ is a path in
H.

In definitive, we had shown that exp tX P H implies that tÑ exp tX is a path. Now equation
(53.13) gives the result.

Corollary 53.9.
Let G be a Lie group and H1, H2, two subgroups both having a finite number of connected compo-
nents (each for his own topology). If H1 “ H2 as sets, then H1 “ H2 as Lie groups.
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Proof. The proposition shows that H1 and H2 have same Lie algebra. But any Lie subalgebra
of g is the Lie algebra of exactly one connected subgroup of G (theorem 53.7). Then as Lie
groups, H10 “ H20. Since H1 and H2 are topological groups, the equality of they topology on one
connected component gives the equality everywhere (because translations are differentiable).

pg:ex_topo_Lie

Consider the group T “ S1 ˆ S1 and the continuous map γ : RÑ T given by

γptq “ peit, eiαtq

with a certain irrational α in such a manner that γ is injective and Γ “ γpRq is dense in T .
The subset Γ is not closed because his complementary in T is not open: any neighbourhood of

element p P T which don’t lie in Γ contains some elements of Γ. We will show that the inclusion
map ι : Γ Ñ T is continuous. An open subset of T is somethings like

O “ peiU , eiV q

where U, V are open subsets of R. It is clear that

ι´1pOq “ tγptq tel que t P U ` 2kπ, αt P V ` 2mπu,

but the set of elements t of R which satisfies it is clearly open. Then Γ has at least the induced
topology from T (as shown in proposition 49.92). In fact, the own topology of Γ is more than
the induced: the open subsets of Γ whose are just some small segments clearly doesn’t appear
in the induced topology. Thus the present case is an example (and not a counter-example) of
theorem 53.111.

This example show the importance of the condition for a topological subspace to have ex-
actly the induced topology. If not, any Lie subgroup were a topological Lie subgroup because a
submanifold has at least the induced topology. We will go further with this example after the
proof.

53.2 Matrix Lie group and its algebra
SECooTSAJooNtjgMD

In this section we deal with Lie groups made from matrices, that is subgroups of GLpn,Cq
(typically SOpnq or SUpnq) and their Lie algebra. We will denote the identity either by e or by 1.

NORMooHZGKooJEiamo

53.10.
It is time to reread the remark 49.36. In this section, when γ is a path in the matrix group G,
we denote by γ1p0q the “usual” derivative of γ: that is the component-wise derivative; not the
differential operator.

We denote by Dγ the differential operator

Dγ : C8pGq Ñ R

f ÞÑ d

dt

”
f
`
γptq˘

ı
t“0

.
(53.16)

We aim to study the link between Dγ and γ1p0q.
From the Lie group of matrix G we can build (at least) two Lie algebras 3:

— The usual Lie algebra of the group: TeG with the definition 53.5. As set, this is

TeG “ tDγ such that γp0q “ eu (53.17)

with the implicit that γ is a smooth path in G.

3. Definition 51.1.
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— The set of “usual” derivatives of the paths in G:

G1 “ tγ1p0q tel que γp0q “ eu. (53.18)

This is a set of matrices on which we can use the bracket rX,Y s “ XY ´ Y X (matrix
product). We will see the following facts.

— The set G1 is a Lie algebra in proposition 53.13,
— The Lie algebras G1 and TeG are isomorphic as Lie algebras in theorem 53.15 for the

case G “ GLpn,Cq
— When H is a Lie subgroup of GLpn,Cq, the Lie algebras H 1 and TeH are isomorphic

as Lie algebras in proposition 53.16 for the Lie subgroups of GLpn,Cq.
Lemma 53.11 ([1]).
Let G be a matrix Lie group, et g P G and X P G1. Then gXg´1 P G1.

Proof. Let x : RÑ G be a smooth path such that X “ x1p0q. Then we the derivative of the path
given by the matrix product

t ÞÑ gxptqg´1 (53.19)

is gXg´1.
LEMooHQUYooSoiKbI

Lemma 53.12 ([1]).
Let G be a matrix Lie group. Then G1 is a vector space on R.

Proof. Let X,Y P G1 be the derivatives of the paths x and y. If we set φ1ptq “ xptqyptq we have

φ1
1p0q “ x1p0qyp0q ` xp0qy1p0q. (53.20)

Since xp0q “ yp0q “ e we have φ1p0q “ X ` Y , so that X ` Y P G1.
For the product by a scalar, let the path φ2ptq “ xpλtq. The component-wise derivative

φ1
2p0q “ λx1p0q “ λX, (53.21)

so that λX P G1.
PROPooUKITooLnEKZW

Proposition 53.13.
Let G be a matrix Lie group. The vector space G1 is a Lie algebra for the matrix commutator.

Proof. We already know that G1 is a real vector space by lemma 53.12. The fact that pX,Y q ÞÑ
XY ´ Y X satisfies the axioms of a Lie algebra is easy to check. The only point is to show that if
X,Y P G1, then rX,Y s “ XY ´ Y X P G1.

Let
φptq “ xptqY xp´tq. (53.22)EQooJDTLooGWsDiqEQooJDTLooGWsDiq

This is for sure a path in the full matrix vector space, and this is derivable because x is derivable
while the matrix product is linear. So the derivative φ1p0q is still a matrix. The question is: why
φ1p0q P G1 ?

By lemma 53.12, for each t we have

φptq ´ φp0q
t

P G1. (53.23)

Now, G1 is a vector subspace of Mpn,Cq which is finite dimensional; is is thus closed and the limit
belongs to G1.

Is is now a simple computation to show that φ1p0q “ rX,Y s.
53.14.
The following theorem is a Giulietta’s masterpiece in the following sense:
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— It is fundamental because the Lie algebra isomorphism between TeGLpn,Rq and the matrices
is used everywhere one says «The Lie algebra of SOp3q is the set of skew-symmetric traceless
matrices».

— Either I’m idiot, either I never seen that theorem even stated (let alone being proved) 4.
— I think that the fundamental misunderstanding 5 is that in the context of Lie groups, people

define rX,Y s as being adpXqY while ad is defined as the “second differential” of Adpgqh “
ghg´1. In that case, obviously we get rX,Y s “ XY ´ Y X with the matrix product. This
way fails to make the link with the commutator of vector fields as defined by 49.84.

— So you must read this proof with much care and write me if you see any mistake or unclear
point.

So here it is with the notations explained in 53.10.
THOooWQGMooHyjRtx

Theorem 53.15.
Let G “ GLpn,Cq be the group of invertible matrices. The map

ϕ : G1 Ñ TeG

γ1p0q ÞÑ Dγ
(53.24)

is
(1) well defined,
(2) bijective,
(3) linear,
(4) a Lie algebra isomorphism.

Proof. Several points to be proved.
(1) ϕ is well defined Let α and β be paths in G such that α1p0q “ β1p0q and let f : G Ñ R

be a smooth function. We have to prove that Dαpfq “ Dβpfq.
We consider a chart φ : U Ñ O where U is a neighbourhood of 0 in Rm and O is a neigh-
bourhood of e in GLpn,Cq. We suppose that φp0q “ e. We set f̃ “ f ˝ φ, α̃ “ φ´1 ˝ α and
β̃ “ φ´1 ˝ β. We have

Dαpfq “ d

dt

”
f
`
αptq˘

ı
t“0

(53.25a)

“ d

dt

”
f̃
`
α̃ptq˘

ı
t“0

(53.25b)

“
mÿ

i“1

Bf̃
Bxi

`
α̃p0q˘α̃ip0q. (53.25c)

Since α̃p0q “ β̃p0q we still have to prove that α̃1
ip0q “ β̃1

ip0q. As you remember, α̃ is a map
from R to Rm, so that the following derivative is quite usual:

α̃1p0q “ d

dt

”
pφ´1 ˝ αqptq

ı
t“0

(53.26a)

“ dφ´1
αp0q

`
α1p0q˘ (53.26b)

“ dφ´1
βp0q

`
β1p0q˘. (53.26c)

Thus the map ϕ is well defined.
(2) ϕ is linear This is from the linearity of the derivation.

4. There is in fact a third possibility: this theorem is a classic one but cannot be found on internet.
5. Once again, either I’m idiot either everybody is wrong but me. . . well . . .
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(3) ϕ is injective If ϕpα1q “ ϕpβ1q, then Dαpfq “ Dβpfq for every function f . In that case,

mÿ

i“1

Bf̃
Bxi peqα̃

1
ip0q “

mÿ

i“1

Bf̃
Bxi peqβ̃

1
ip0q. (53.27)

That equation must be satisfied for every function. Taking the projection on the components,
we get α̃1

ip0q “ b̃1
ip0q, which means α1p0q “ β1p0q because φ´1 is bijective.

(4) ϕ is surjective Every element of TeG is of the form Dα for some path α, so ϕ is surjective.
(5) ϕ is a Lie algebra isomorphism Let X,Y P G1 being the derivative of the paths α and

β. We have to prove that
rϕpXq, ϕpY qs “ ϕrX,Y s. (53.28)

If t is small enough, the paths

αptq “ 1` tX (53.29a)
βptq “ 1` tY (53.29b)

(53.29c)

are good ones because detp1q ‰ 0, so that the determinant of 1` tX remains different from
zero when t is small, whatever X is. So α and β are paths in GLpn,Cq. Using the general
definition in differential geometry, SUBEQSooCYRDooFOdLrn

rϕpXq, ϕpY qsf “ rϕpXqL, ϕpY qLsef (53.30a)
“ ϕpXqLe

`
ϕpY qLpfq˘´ ϕpY qLe

`
ϕpXqLpfq˘. (53.30b)SUBEQooOPUAooZYsZlXSUBEQooOPUAooZYsZlX

We focus on the first term: SUBEQooTUNFooFkDmuP

ϕpXqL`ϕpY qLpfq˘ “ d

dt

”
ϕpY qLϕpXqL

e ptqpfq
ı
t“0

(53.31a)

“ d

dt

d

ds

”
f
`p1` tXqp1` sY q˘

ı
s“0
t“0

(53.31b)

“ d

dt

d

ds

”
fp1` tX ` sY ` tsXY q

ı
s“0
t“0

(53.31c)

“ d

dt

”
df1`tX

`p1` tXqY ˘
ı
t“0

(53.31d)SUBEQooLHPBooTnXiZdSUBEQooLHPBooTnXiZd

“ d

dt

”
df1`tXpY q

ı
t“0
` d

dt

”
df1`tXptXY q

ı
t“0

(53.31e)SUBEQooMXJJooBFTLsMSUBEQooMXJJooBFTLsM

where we have used the linearity of df1`tX and where XY stands for the matrix product.
In the expression (53.31d), the symbol df stands for the differential of f as function from
Mpn,Cq (as vector space), not for the differential of f on G as manifold. This is why we
are allowed to put an expression as the matrix Y as argument of df1`tX while Y is not an
element of T1`tXG.
The expression (53.31e) is still made of two terms. The second one is

d

dt

”
df1`tXptXY q

ı
t“0

“ d

dt

”
tdf1`tXpXY q

ı
t“0

“ df1pXY q (53.32)

where we used the Leibniz rule 6.
The first term in (53.31e) is computed as

d

dt

”
df1`tXpY q

ı
t“0

“ d

dt

d

ds

”
fp1` tX ` sY q

ı
s“0
t“0

. (53.33)

6. In general, notice that d
dt

”
tfptq

ı
t“0

“ fp0q
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We set
γ : R2 Ñ G

pt, sq ÞÑ 1` tX ` sY, (53.34)

so that

d

dt

”
df1`tXpY q

ı
t“0

“ d

dt

d

ds

”
fp1` tX ` sY q

ı
s“0
t“0

(53.35a)

“ d

dt

d

ds

”
pf̃ ˝ φ´1 ˝ γqpt, sq

ı
s“0
t“0

(53.35b)

“ d

dt

d

ds

”
gpt, sq

ı
s“0
t“0

(53.35c)

where the function g “ f̃ ˝ φ´1 ˝ γ is a smooth function from R2 to R.
The expression (53.31) is now

ϕpXqL`ϕpY qLpfq˘ “ d

dt

d

ds

”
gpt, sq

ı
s“0
t“0

` df1pXY q. (53.36)

The commutator we have to compute, with the same computations is

rϕpXq, ϕpY qsf “ d

dt

d

ds

”
gpt, sq

ı
s“0
t“0

` df1pXY q ´ d

dt

d

ds

”
gps, tq

ı
s“0
t“0

´ df1pY Xq. (53.37)

The function g being C8, the derivative commute and the corresponding termes annihilate
each other and we are left with

rϕpXq, ϕpY qsf “ df1pXY q ´ df1pY Xq “ df1pXY ´ Y Xq (53.38)

where we used the linearity of the differential.
In the other sense,

ϕrX,Y sf “ d

dt

”
fp1` tXY ´ tY Xq

ı
t“0

“ df1
`rX,Y s˘ (53.39)

where, once again, df stands for the “usual” differential.

Ok. This is proved for G “ GLpn,Cq, the full matrix group. What about subgroups ? Here is
the result.

PROPooSQHLooGQAykc

Proposition 53.16 ([1]).
Let H be a closed Lie subgroup of GLpn,Cq. With the same notations as above, the map

ϕ : H 1 Ñ TeH

γ1p0q ÞÑ Dγ
(53.40)

is a Lie algebra isomorphism.

Proof. We have to prove that
ϕrX,Y sf “ rϕpXq, ϕpY qsf (53.41)EQooRLBBooYgHhtHEQooRLBBooYgHhtH

for every X,Y P H 1 and f P C8pHq. For that, we will see the left and right hand sides of (53.41)
in G “ GLpn,Cq, and use the already proved result, theorem 53.15.

If X,Y P H 1 we know from proposition 53.13 that rX,Y s P H 1. Thus there exists a path
γ : RÑ H such that rX,Y s “ γ1p0q. We consider the extension 7 f̃ : W Ñ R of f such that f̃ “ f

7. The proposition 49.94 can be used since H is a submanifold of G by 52.28.
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on H and W is an open set around e in GLpn,Cq. For the sake of making things complicated we
also define γ̃ “ ι ˝ γ where ι : H Ñ GLpn,Cq is the inclusion. With all that we have

ϕrX,Y sf “ d

dt

”
f
`
γptq˘

ı
t“0

“ d

dt

”
f̃
`
γ̃ptq˘

ı
t“0

“ ♣. (53.42)

At this point, notice that rX,Y s P GLpn,Cq1 and rX,Y s “ γ̃1p0q, so that if we consider the map
ϕ̃ : GLpn,Cq Ñ TeGLpn,Cq we also have

♣ “ d

dt

”
f̃
`
γ̃ptq˘

ı
t“0

“ ϕ̃rX,Y sf̃ “ “
ϕ̃pXq, ϕ̃pY q‰f̃ (53.43)

where we used the result 53.15 on GLpn,Cq.
We still have to prove that ϕ̃pXqϕ̃pY qf̃ “ ϕpXqϕpY qf . Using, among others the formula 53.12

adapted to ϕ̃pXq instead of X:

ϕ̃pXqϕ̃pY qf̃ “ d

dt

”`
ϕ̃pY qLf̃˘`αptq˘

ı
t“0

(53.44a)

“ d

dt

”
ϕ̃pY qLαptqf̃

ı
t“0

(53.44b)

“ d

dt

d

ds

”
f̃
`
αptqβpuq˘

ı
s“0
t“0

. (53.44c)

At this point, notice that αptq and βpuq are elements in H which is a group, so f̃
`
αptqβpuq˘ “

f
`
αptqβpuq˘. Thus

ϕ̃pXqϕ̃pY qf̃ “ d

dt

d

ds

”
f̃
`
αptqβpuq˘

ı
s“0
t“0

(53.45a)

“ d

dt

d

ds

”
f
`
αptqβpuq˘

ı
s“0
t“0

(53.45b)

“ ϕpXqϕpyqf. (53.45c)

Lemma 53.17 ([1]).
Let G be a Lie group of matrices and X P TeG such that

dfepXq “ 0 (53.46)

for every smooth function f : GÑ R. Then X “ 0.

Proof. We consider the functions projij : G Ñ R defined by projijpAq “ Aij . If g : R Ñ G is a
path, for every t we have projij gptq “ gptqij and then

d

dt

”
projij gptq

ı
t“0

“ g1p0qij . (53.47)

Then we build
f : GÑ R

A ÞÑ proj11pAq projijpAq.
(53.48)

If g : RÑ G is a path such that gp0q “ e and g1p0q “ X, then we have

d

dt

”
f
`
gptq˘

ı
t“0

“ d

dt

”
proj11

`
gptq˘ projij

`
gptq˘

ı
t“0

(53.49a)

“ proj11 gp0q
d

dt

”
projij gptq

ı
t“0
` d

dt

”
proj11 gptq

ı
t“0

projij gp0q (53.49b)

“ Xij ` δijX11 (53.49c)
“ Xij ` δijX11. (53.49d)
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We know that this is zero for every choice of ij:

Xij ` δijX11 “ 0 (53.50)

In particular with i “ j “ 1 we have 2X11 “ 0, so that X11 “ 0. Then we are left with Xij “ 0
for every ij.

53.3 Fundamental vector field
sec:fond_vec

Definition 53.18.
If G is the Lie algebra 8 of a Lie group G acting on a manifold M (the action of g on x being
denoted by x· g), the fundamental vector field associated with A P G is given by

Ax̊ “
d

dt

”
x· e´tA

ı
t“0

. (53.51)EqDefChmpFondEqDefChmpFond

If the action of G is transitive, the fundamental vectors at point x P M form a basis of TxM .
More precisely, we have the

Lemma 53.19.
For any v P TxM , there exists a A P G such that v “ Ax̊, in other terms

SpantAx̊ tel que A P Gu “ TxM.

LemFundSpansTan

Proof. The vector v is given by a path vptq in M . Since the action is transitive, one can write
vptq “ x· cptq for a certain path c in G which fulfills cp0q “ e. We have to show that v depends
only on c1p0q P G. We consider

R : GˆM ÑM

Rpg, xq “ x· g,
(53.52)eq_def_RGMeq_def_RGM

so
v “ d

dt

”
Rpcptq, xq

ı
t“0

“ dRpe,xq
“pdtcptq, xq ` pcp0q, xq

‰
. (53.53)eq:v_Rceq:v_Rc

lem:As_Bs_A_B

Lemma 53.20.
If A, B P G are such that A˚ “ B˚, and if the action is effective, then A “ B.

Proof. We consider once again the map (53.52) and we look at

v “ d

dt

”
Rpcptq, xq

ı
t“0

“ pdRqpe,xq
d

dt

”
pcptq, xq

ı
t“0

,

keeping in mind that cptq “ e´tA. In order to treat this expression, we define

R1 : GÑM, R1phq “ Rph, xq, (53.54a)
R2 : M ÑM, R2pyq “ Rpg, yq. (53.54b)

So
v “ dR1pXq ` dR2p0q “ dR1c

1p0q
and the assumption Ax̊ “ Bx̊ becomes dR1A “ dR1B. This makes, for small enough t,

R1petAe´tBq “ x· etAe´tB “ x; (53.55)

if the action is effective, it imposes A “ B.
8. Lie algebra of a Lie group, definition 53.5.
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Lemma 53.21.
If we consider the action of a matrix group, Rg acts on the fundamental field by

dRgpAξ̊ q “
`

Adpg´1qA˘˚
ξ· g

.

lem:dRgAstar

Proof. Just notice that e´tAdpg´1qA “ Adg´1pe´tAq “ g´1e´tAg, thus

`
Adpg´1qA˘˚

ξ· g
“ d

dt

”
ξ· ge´tAdpg´1qA

ı
t“0

“ dRgpAξ̊ q. (53.56)

53.4 Invariant vector fields
LEMooWTNRooCjlYMJ

Lemma 53.22 ([839]).
Let G be a Lie group and X1, . . . , Xk be linearly independent vectors in its Lie algebra g. For every
g P G, the vectors 9 XL

i pgq are linearly independent in TgG.

Proof. Let λi be reals such that
řk
i“1 λiX

L
i pgq “ 0; in other terms,

0 “ pdLgqe
`ÿ

i

λiXi

˘
. (53.57)

We apply pdLg´1qe on both side: 0 “ ř
i λiXi. By hypothesis, λi “ 0 for every i. This proves that

the vectors XL
i pgq are linearly independent.

Theorem 53.23 ([842]).
The map φ : X ÞÑ XL where XL

g “ pdLgqeX is a bijection from TeG to the set of left-invariant
vector fields.

Proof. Two parts.
(1) Surjective Let X be a left-invariant vector field. We have X “ pXeqL because

pXeqLg “ pdLgqXe “ Xg. (53.58)

The first equality is the definition of the left-invariant associated vector field (equation (53.7)
applied to Xe) and the second equality is the fact that X is left-invariant. Thus X is the
left-invariant vector field associated with Xe.

(2) Injective Let X,Y P TeG be such that XL “ Y L. In particular XL
e “ Y L

e , which means
X “ Y .

Proposition 53.24 ([842, 1]).
Let G be a Lie group. The map

φ : Gˆ gÑ TG

pg,Xq ÞÑ XL
g

(53.59)

is a bijection.
Moreover for each g P G, the map

φg : gÑ TgG

X ÞÑ XL
g

(53.60)

is a vector space isomorphism.
9. Left invariant vector field, definition 53.3.
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Proof. Several points.
(1) φ is surjective Let X P TG; there is some g P G such that X P TgG. Since X “

pdLgqepdLg´1qgX we have

X “ pdLg´1XqLg “ φpg, dLg´1Xq. (53.61)

(2) φ is injective If φpg,Xq “ φph, Y q, we have XL
g “ Y L

h , so that g “ h. The equality
XL
g “ Y L

g means pdLgqeX “ pdLgqeY . Applying pdLg´1qg on both sides we get X “ Y .
(3) φg is bijective These are the same verifications.
(4) φg is linear The map φg is nothing else than pdLgqe, so it is linear.

PROPooWWXKooWEBpMf

Proposition 53.25 ([1]).
Let G be a Lie group and g its Lie algebra. The map

L : gÑ ΓpTGq
X ÞÑ XL

(53.62)

is linear.

53.5 Exponential map

53.5.1 Integral curve

The integral curve of a vector field on a manifold is given by definition 49.95. Here we are
dealing with special manifolds: Lie groupe. From definition 53.3 we know that one can create
vector fields (invariant) on G from an element of TeG.

We want to prove that the vector space of left invariant vector fields is isomorphic to the
tangent vector space TeG to G at identity. If X P TeG, we introduce the left invariant vector field
XL “ dLX, more explicitly:

XL
g “

d

dt

”
gXptq

ı
t“0

. (53.63)

Then we consider αX : I Ñ G the integral curve of maximal length to XL trough Xe. Here, I is
the interval on which αX is defined. This is the solution of SUBEQSooBJUVooEeOVVA

$
&
%

d

dt

”
αXpt0 ` tq

ı
t“0

“ XαX pt0q (53.64a)

αXp0q “ e. (53.64b)
PROPooWEYCooCvyHNr

Proposition 53.26.
Let X P TeG. The integral curve of XL is defined on R and for every s, t P R,

αXps` tq “ αXpsqαXptq. (53.65)

Proof. Let α be any integral curve for XL and y P G. If we put α1ptq “ yαptq, we have

d

dt

”
α1ptq

ı
t“0

“ XL
y , (53.66)

so that α1 is an integral curve for XL trough the point y.
Let now I be the maximal domain of αX , and t1 P I. If we set x1 “ αXpt1q, the path

α1ptq “ x1αXptq (53.67)
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is an integral curve of XL trough x1 and has the same maximal definition domain I. On the other
hand, the maximal integral curve starting at e being αX , the maximal integral curve starting at
αXpt1q is

α2 : t ÞÑ αXpt` t1q. (53.68)

Its domain is I ´ t1, but since it starts at x1, it has to be the same as α1, then I Ă I ´ t1 which
proves that I “ R.

For each s and t in R, the maximal integral curve starting at αXpsq can be written as

cptq “ αXpsqαXptq (53.69)

as well as
dptq “ αXps` tq, (53.70)

so again by unicity, αXps` tq “ αXpsqαXptq.
LEMooNZCJooSltfLg

Lemma 53.27 ([1]).
Let G be a Lie group and X P h. For every u P R we have

ΦpuXqL

e ptq “ ΦXL

e ptuq. (53.71)EQooMNQLooHNDpJSEQooMNQLooHNDpJS

Proof. First observation: proposition 53.26 ensures that the flow exists for every u, so that the left
and right hand sides of (53.71) makes sense for every u P R.

Let u P R. We define
γ : RÑ G

t ÞÑ ΦXL

e ptuq (53.72)

and we prove that this is the integral curve of puXqL by checking the two conditions of proposition
49.95. The first condition is easy:

γp0q “ ΦXL

e p0q “ e. (53.73)

The second condition to be checked is

γ1pt0q “ puXqLγpt0q. (53.74)

We have

γ1pt0q “ upΦXL

e q1pt0uq lem. 49.37 (53.75a)
“ upXLqΦXL

e pt0uq (53.75b)

“ upXLqγpt0q (53.75c)
“ puXqLγpt0q prop. 53.25 (53.75d)

PROPooUXFQooIwimav

Proposition 53.28.
The flow 10 of a smooth left-invariant vector field X is given by

Φpt, gq “ gΦpt, eq. (53.76)

Proof. In few steps.
(1) Left invariance

The left invariance means that pdLgqhXh “ Xgh for every h P G. We write that condition
with h “ Φept0q:

pdLgqΦept0qXΦept0qpfq “ XgΦept0qpfq. (53.77)EQooPGWKooWNKslJEQooPGWKooWNKslJ

for every smooth function f : M Ñ R.

10. Definition 49.95.
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(2) The path In order to prove that Φgptq “ Φeptq we consider the path

γ : I ÑM

t ÞÑ gΦeptq (53.78)

and we prove that it satisfy the properties to be the integral curve of X at g, that is the two
conditions of definition 49.95.

(3) First condition This is the easy one: γp0q “ gΦep0q “ ge “ g.
(4) Second condition We apply γ1p0q to a function f :

γ1p0qf “ d

dt

”
pf ˝ γqptq

ı
t“t0

(53.79a)

“ d

dt

”
f
`
gΦeptq

˘ı
t“t0

(53.79b)

“ d

dt

”
pf ˝ Lgq

`
Φeptq

˘ı
t“t0

(53.79c)

“ pdLgqΦept0q
`
Φ1
ept0q

˘
f proposition 49.42 (53.79d)

“ pdLgqΦept0qXΦept0qpfq (53.79e)SUBEQooOMDOooFZaCLpSUBEQooOMDOooFZaCLp

“ XgΦept0qpfq by (53.77) (53.79f)
“ Xγpt0qpfq. (53.79g)

Justifications.
— For (53.79e), by definition of an integral curve, Φ1

ept0q “ XΦept0q

Proposition 53.29.
The flows of XL and XR are defined on R.

53.5.2 Integral curve and exponential
DEFooOLLZooMHRgsz

Definition 53.30 (Exponential map).
If G is a Lie group with algebra g, we define the exponential is the map

exp: gÑ G

X ÞÑ ΦXL

e p1q (53.80)EqdefExpoLieTgFGpEqdefExpoLieTgFGp

where Φ is the flow defined in 49.95 and XL is the left-invariant vector field defined in 53.4.

53.31.
This definition works on Lie groups thanks to the group structure that allows to build a natural
vector field XL from the data of a single vector X. On general manifolds, one has not a notion of
exponential. However, if one has a Riemannian manifold, one consider the geodesic.

In the case of groups for which the Killing form defines a scalar product, the notion of expo-
nential associated with the Riemannian structure propagated from the Killing form coincides with
the definition (53.80).

PROPooMAGKooInwNom

Proposition 53.32.
The map exp: gÑ G is continuous.

53.5.3 Flow and exponential
LEMooEQFHooRjUAin

Lemma 53.33.
We have

expp0q “ e. (53.81)
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LEMooGKDKooFTsDSr

Lemma 53.34 ([1]).
Let G be a Lie group, h its Lie algebra. Let t P R. We have

expptXq “ ΦXL

e ptq. (53.82)

In other words, t ÞÑ expptXq is an integral curve of X.

Proof. Computation:

expptXq “ ΦptXLq
e p1q definition (53.83a)

“ ΦXL

e ptq lem. 53.27. (53.83b)

PROPooMIMZooAwxvkB

Proposition 53.35 ([839]).
Let G be a smooth Lie group. The exponential map exp: gÑ G is smooth.

Proof. We consider the product manifold 11 M “ Gˆ g and the vector field Ypg,Xq “ pXL
g , 0q, and

the map
Φ: RˆGˆ gÑ Gˆ g

pt, g,Xq ÞÑ pgetX , Xq. (53.84)

We prove the Φ is the flow 12 of the vector field Y . Since expp0q “ e (lemma 53.33), we have
Φp0, g,Xq “ pg,Xq. For the second condition, we use the lemma 49.40:

d

dt

”
Φpg,Xqptq

ı
t“0

“ d

dt

”`
g expptXq, X˘ı

t“0
(53.85a)

“
´ d
dt

”
g expptXq

ı
t“0

,
d

dt

”
X
ı
t“0

¯
(53.85b)

“ pXL
g , 0q (53.85c)

“ Ypg,Xq. (53.85d)

Since the vector field Y is smooth, the proposition 49.96 says that Φ is smooth.
Let

α : gÑ Gˆ g

X ÞÑ Φp1, e,Xq “ `
exppXq, X˘

.
(53.86)

As restriction of Φ, the map α is smooth.
The projection map

π1 : Gˆ gÑ G

pg,Xq ÞÑ g
(53.87)

is smooth from the proposition 49.32(2). As composition, the map

exp “ π1 ˝ α (53.88)

is smooth.
LEMooKSTKooNCnxzB

Lemma 53.36.
If φ : GÑ H is a Lie group morphism, then

dφepXqL “ dφpXLq. (53.89)

More explicitly, for every g P G we have

dφepXqLφpgq “ dφgX
L
g . (53.90)

11. See the proposition 49.39 for the manifold structure on the vector space g and the definition 49.31 for the
product of manifolds.

12. Definition 49.95.
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Proof. Let h P H. We compute the vector field dφepXqL at h:

dφepXqLh “ pdLhqe
`
dφepXq

˘
(53.91a)

“ d

dt

”
pLh ˝ φq

`
expptXq˘

ı
t“0

(53.91b)

“ d

dt

”
φ
`
φ´1phqetX˘

ı
t“0

(53.91c)SUBEQooEWJUooMNJdHjSUBEQooEWJUooMNJdHj

“ dφφ´1phq
d

dt

”
Lφ´1phqetX

ı
t“0

(53.91d)

“ dφφ´1phq
`
dLφ´1phq

˘
e
X (53.91e)

“ dφφ´1phqXL
φ´1phq. (53.91f)

Justifications.

— For (53.91c). Since φ is a group morphism, hφpgq “ φ
`
φ´1phqg˘.

LEMooHQYMooJjdKkG

Lemma 53.37 ([839]).
Let G be a Lie group and g be its Lie algebra. We have

pd expq0 ˝ j “ Id (53.92)

where j is given by 13

j : gÑ T0g

X ÞÑ d

dt

”
tX

ı
t“0

.
(53.93)

Proof. Let γptq “ tX, so that jpXq “ γ1p0q. We have

pd expq0jpXq “ pd expq0γ1p0q (53.94a)

“ d

dt

”
exp

`
γptq˘

ı
t“0

(53.94b)

“ d

dt

”
expptXq

ı
t“0

(53.94c)

“ d

dt

”
ΦXL

e ptq
ı
t“0

lem. 53.34 (53.94d)

“ XL
e (53.94e)

“ X. (53.94f)

lemsur5d

Lemma 53.38 ([841]).
Let G, H be two Lie groups with algebras 14 G and H. Let ϕ : GÑ H be a group morphism which
is differentiable at e P G. Then for every X P g, the following formula holds:

ϕpexpXq “ exppdϕeXq. (53.95)
PROPooKYNDooVAEzFw

Proposition 53.39 ([839, 841]).
Let φ : GÑ H be a Lie groupe morphism. We have

exp ˝dφ0 “ φ ˝ exp . (53.96)

13. See also the proposition 49.39.
14. Lie algebra of a Lie group, definition 53.5.
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Proof. Let x P g and define
ϕX : RÑ H

t ÞÑ pφ ˝ expqptXq. (53.97)

We prove that this is an integral curve of dφpXLq. Using lemma 53.34 and the fact that φ is a
group morphism (φpeq “ e), we have the first condition:

ϕXp0q “ pφ ˝ expqp0q “ φpeq “ e. (53.98)

The second condition to be checked is, for every t0 in a neighborhood of 0 P R,
d

dt

”
ϕXptq

ı
t“t0

“ dφpXLqϕX pt0q. (53.99)

To prove that, we write h “ ϕXpt0q. We have
d

dt

”
ϕXptq

ı
t“t0

“ d

dt

”
φ
`

expptXq˘
ı
t“t0

(53.100a)

“ dφexppt0Xq
d

dt

”
expptXq

ı
t“t0

(53.100b)

“ dφexppt0Xq
d

dt

”
ΦXL

e ptq
ı
t“t0

lem. 53.34 (53.100c)

“ dφexppt0XqXL
exppt0Xq (53.100d)SUBEQooDKLLooSMJbVfSUBEQooDKLLooSMJbVf

“ dφ
φ´1

`
ϕX pt0q

˘XL

φ´1
`
ϕX pt0q

˘ (53.100e)SUBEQooPKFUooNwMkeCSUBEQooPKFUooNwMkeC

“ dφepXqLϕX pt0qlem. 53.36 (53.100f)

Justifications.
— For (53.100d). From the definition of the flow,

d

dt

”
ΦXL

e ptq
ı
t“t0

“ XL
ΦXL

e pt0q “ XL
exppt0Xq. (53.101)

— By definition of ϕX , exppt0Xq “ φ´1`ϕXpt0q
˘
.

We proved that ϕX is an integral curve of dφpXq. But lemma 53.34 says that the integral curve
of dφpXq is t ÞÑ exp

`
tdφpXq˘. We deduce that these two curves are equal, and that, for every t

we have
φ
`

expptXq˘ “ exp
`
dφeptXq

˘
. (53.102)

The following proposition is a generalization of 15.69.
PROPooNRVJooEDCpOI

Proposition 53.40.
If X P g and s, t P R we have

esXetX “ eps`tqX . (53.103)
LEMooRPHVooAtZJnz

Lemma 53.41.
Let G be a Lie group with algebra g. If n P N we have

exppXqn “ exppnXq. (53.104)

Proof. Apply n times the proposition 53.40.
LEMooLMTZooCvunSl

Lemma 53.42.
Let G be a Lie group and X P G. We have

XR
g “

d

dt

”
expptXqg

ı
t“0

(53.105)EQooNBENooPXLENsEQooNBENooPXLENs

and
XL
g “

d

dt

”
g expptXq

ı
t“0

(53.106)
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53.5.4 Invariant vector and derivation

Proof. We prove the one about XR; the other one is similar. We have

d

dt

”
expptXqg

ı
t“0

“ d

dt

”
Rg

`
expptXq˘

ı
t“0

(53.107a)

“ pdRgqe d
dt

”
expptXq

ı
t“0

by (49.80) (53.107b)

“ pdRgqeX. (53.107c)

NORMooSATDooIhwXXr

53.43.
We will often write the relation (53.105) under the form

XR
g ptq “ etXg. (53.108)

This is a way to implies that t ÞÑ etXg is a path for the vector XR
g . It is a common abuse of

notation to write the vector and a path representing the vector with the same symbol.

You may want to know how the exponential can be used to write some formulas linking left-
invariant vector field and derivation of functions. Here you are.

53.44.
Let X P g, g P G and u P R. Let f : G Ñ R be a smooth function. Using the abuse of notation
described in 53.43 and the proposition 53.40,

pXLfqpgeuXq “ d

dt

”
f
`
XL
geuX ptq

˘ı
t“0

(53.109a)

“ d

dt

”
f
`
geuXetX

˘ı
t“0

(53.109b)

“ d

dt

”
f
`
gept`uqXq˘ı

t“0
(53.109c)

“ d

dt

”
fpgetXq

ı
t“u

. (53.109d)

The formula
pXLfqpgeuXq “ d

dt

”
fpgetXq

ı
t“u

(53.110)

means that XL derives f in the direction of the path etX at right.

53.45.
By the way, we recall that, if f is a function and X a vector field, pXfq is a new function, given
by

pXfqpaq “ Xapfq. (53.111)

In that sense we can write combinations like XY f or pX2`Xqf where X and Y are vector fields.
PROPooKSIDooVIFkiM

Proposition 53.46 ([843]).
Let G be a Lie group with Lie algebra g. We consider X,Y P g and a smooth function f : GÑ R.
We have 15

`pXRqnpY Lqmf˘pesXetY q “ dn

dun
dm

dvm

´
fpeuXevY q

¯
u“s
v“t

. (53.112)

Proof. We have to do a proof by induction on pn,mq. We start with pn,mq “ p0, 0q and we prove
the steps pn,mq Ñ pn` 1,mq and pn,mq Ñ pn,m` 1q.

(1) p0, 0q With pn,mq “ p0, 0q we are okay.

15. My source [843] seems to write pXR
q

n
pY R

q
m instead of pXR

q
n

pY L
q

m. Let me know where I’m wrong.
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(2) pn` 1,mq We have
´
pXRqn`1pY Lqmf

¯
pesXetY q “ `pXRqpXRqnpY Lqmf˘pesXetY q. (53.113)

We will apply the induction hypothesis on the function pXRqnpY Lqmf , but in a first time
we just apply the vector field XR to the function pXRqnpY Lqm and we evaluate at esXetY .
Here is a couple of computations:

´
pXRqpXRqnpY Lqmf

¯
pesXetY q “ d

du

”´
pXRqnpY Lqmf

¯`
XR
esXetY puq

˘ı
u“0

(53.114a)

“ d

du

”´
pXRqnpY Lqmf

¯
peuXesXetY q

ı
u“0

(53.114b)

“ d

du

”´
pXRqnpY Lqmf

¯
peuXetY q

ı
u“s

. (53.114c)

At this point we use the induction hypothesis:

d

du

”´
pXRqnpY Lqmf

¯
peuXetY q

ı
u“s

“ d

du

ˆ
dn

dwn
dm

dvm
`
fpewXevY q˘w“u

v“t

˙

u“s
(53.115a)

“ dn`1

dwn`1
dm

dvm
`
fpewXevY q˘w“s

v“t . (53.115b)

(3) pn,m` 1q Same kind of computations.

53.6 Exponential as bijection on a neighborhood
PROPooYFZZooLUOuOj

Proposition 53.47 ([844]).
Let G be a smooth Lie group. There exists a neighbourhood U of 0 in g and a neighbourhood V of
e in G such that

exp: U Ñ V (53.116)

is a C8-diffeomorphism 16.

Proof. Proposition 53.35 shows that the exponential is smooth. On the other hand, lemma 53.37
says that the differential is invertible. The local inversion theorem 49.121 makes exp a local
C8-diffeomorphism.

THOooFMFLooCnLJPr

Theorem 53.48.
Let G be an analytic Lie group. There exists a neighbourhood U of 0 in g and a neighbourhood V
of e in G such that

exp: U Ñ V (53.117)

is an analytic diffeomorphism 17.

53.6.1 Analytic Lie group, Taylor formula

In this subsection we study the analytic functions over an analytic Lie group.
LEMooPILVooHQbtAH

Lemma 53.49 ([843]).
Let G be an analytic Lie group. We consider an analytic function f : G Ñ R, an element X P g,
a basis tXiu of g and g P G. There exists an absolutely converging power series P such that

fpgex1X1`...`xnXnq “ P px1, . . . , xnq. (53.118)
16. exp is C8, invertible and he inverse is C8 as well.
17. exp is analytic, invertible and its inverse is analytic too.
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Proof. First we make the proof for g “ e.
We consider a basis teiu of g. Let U be a neighbourhood of 0 in g and V a neighbourhood of

e in G such that exp: U Ñ V is an analytic diffeomorphism 18.
We consider U 1, the open set in Rn which correspond to U via the basis teiu. The map

φ : U 1 Ñ V

px1, . . . , xnq ÞÑ exppx1e1 ` . . .` xnenq (53.119)

is analytic chart of V .
The fact that f is analytic means that the composition of f with the charts are analytic. In

our case, the map f̃ “ f ˝ φ is analytic from U 1 Ă Rn to R. Thus there exists an absolutely
converging power series P such that

f̃px1, . . . , xnq “ P px1, . . . , xnq. (53.120)

We conclude:

f
`

exppx1e1 ` . . .` xnenq
˘ “ f

`
φpx1, . . . , xnq

˘ “ P px1, . . . , xnq. (53.121)

If g is not e, we consider the neighbourhood gV and the map

φ : U Ñ gV

px1, . . . , xnq ÞÑ g exppx1e1 ` . . .` xnenq (53.122)

is a chart, so that
fpgex1e1`...`xnenq “ f̃px1, . . . , xnq (53.123)

which is a power series.
PROPooIYWQooZJtKiu

Proposition 53.50 (Taylor formula[843]).
Let G be an analytic Lie group. We suppose that f : G Ñ R is an analytic functions. For g P G
and X P g we have

fpgeXq “
8ÿ

k“0

1
n!
`pXRqnf˘pgq. (53.124)

Proof. We know from proposition 53.49 that fpgeXq “ P px1, . . . , xnq for some power series P . We
consider a neighbourhood U of 0 in g and V of g in G such that

φ : U Ñ V

X ÞÑ geX
(53.125)

is an analytic diffeomorphism (i.e. an analytic chart for G around g). Let X P U and δ such that
tX P U for all t P s´δ, δr. Notice that δ ą 1. Now, X being fixed, the value of P ptx1, . . . , txnq is
an absolutely convergent power series of t. We have

fpgetXq “ P ptx1, . . . , txnq “
8ÿ

k“0

am
m! t

m (53.126)

for some constants am P R.
But considering the function

r : RÑ R

t ÞÑ fpgetXq, (53.127)

there is an unicity of its power series expansion; thus am is the m-th derivative of r at t “ 0.

18. By theorem 53.48.
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But we also know from proposition 53.46 that

`pXLqmf˘pgetXq “ dm

dum
`
fpgeuXq˘

u“t; (53.128)

taking that at t “ 0 we have
am “

`pXLqmf˘pgq (53.129)

and the Taylor formula

fpgetXq “
8ÿ

k“0

1
k!

dk

duk
`
fpgeuXq˘

u“0t
m. (53.130)

Finally taking t “ 1 (recall that δ ą 1, so it is valid):

fpgeXq “
8ÿ

k“0

1
k!

1
k!
`pXLqkf˘pgq. (53.131)

DEFooEUTBooVqlEGM

Definition 53.51 (normal neighbourhood).
Let M be a differentiable manifold. If V is a neighbourhood of zero in TpM on which the exponential
expp : TpM ÑM is a diffeomorphism, then expp V is normal neighbourhood of p.

LEMooWKFIooRHsrFX

Lemma 53.52.
Let G be an analytic Lie group with algebra g. We consider a basis teiui“1,...,n of g and the functions

fi : U Ñ R

exppx1e1 ` . . .` xnenq ÞÑ xi
(53.132)

defined on a normal neighbourhood 19 U of e.
If X,Y P g satisfy

Xfi “ Y fi (53.133)

for every i, then X “ Y .

Proof. If X “ ř
kXkek we have

Xpfiq “ d

dt

”
fipetXq

ı
t“0

“ d

dt

”
fi
`
et

ř
k Xkek

˘ı
t“0

“ d

dt

”
tXi

ı
t“0

“ Xi. (53.134)

LEMooDHXPooGOmNYT

Lemma 53.53 ([1]).
Let G be a Lie group. Let smooth paths γ : R Ñ G and σ : R Ñ G satisfying γp0q “ σp0q “ e. If
∇γ “ ∇σ, then there exists a smooth map α : RÑ G such that

$
’&
’%

σptq “ αptqγptq (53.135a)
αp0q “ e (53.135b)
α1p0q “ 0 (53.135c)

LEMooGMMNooVlDkNm

Lemma 53.54 ([1]).
Let G be an analytic Lie group with Lie algebra g. Let X,Y P g.

(1) We have the formula

rX,Y s “ d

dt

”
exp

`?
tX

˘
exp

`?
tY

˘
exp

`´?tX˘
exp

`´?tY ˘
ı
t“0

, (53.136)EQooDCUJooYDDZHDEQooDCUJooYDDZHD

19. Definition 53.51.
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(2) There exists a smooth map α : RÑ G such that αp0q “ e, α1p0q “ 0 and

exp
`
trX,Y s˘ “ αptq exp

`?
tX

˘
exp

`?
tY

˘
expp´?tXq expp´?tY q (53.137)

LEMooMJBRooMOuJpa

Lemma 53.55 ([843]).
Let G be an analytic Lie group with Lie algebra g. For X,Y P g we have: ITEMooHVOIooKDrUSw

(1) expptXq expptY q “ exp
`
tpX ` Y q ` t2

2 rX,Y s ` t2αptq
˘
,

ITEMooWIQIooHphJcP

(2) exp
`
tpX ` Y q˘ “ expptXq expptY q expptαptqq

ITEMooVMDCooExpIrp

(3) expp´tXq expp´tY q expptXq expptY q “ exp
`
t2rX,Y s ` t3αptq˘.

In both formulas, α is a function α : RÑ g satisfying limtÑ0 αptq “ 0.

Proof. Several steps.
(1) A good function

Let teiui“1,...,n be a basis of g. We consider a neighbourhood U of 0 in g and V of e in G
such that exp: U Ñ V is an analytic diffeomorphism. On that U we consider the function

f : U Ñ R

exppx1e1 ` . . .` xnenq ÞÑ xi
(53.138)

for some fixed i. This function is analytic and satisfies fpeq “ 0.
(2) Some Taylor expansions Using proposition 53.46 we have

`pXRqnpXLqmf˘pesXetY q “ dn

dun
dm

dvm
`
fpeuXevY q˘u“s

v“t . (53.139)

Considering the function qps, tq “ fpesXetY q, we have the Taylor expansion

fpesXetY q “ qps, tq “
ÿ

m,ně0

sn

n!
tm

m!
`pXRqnpY Lqmf˘peq “

ÿ

m,ně0

sn

n!
tm

m!
`
XnY mf

˘peq.
(53.140)EQooNBOIooRxlZmPEQooNBOIooRxlZmP

Here the second equality is due to the fact that pXLfqpeq “ pXRfqpeq “ Xpfq.
(3) The function Z

On the other hand, when t is small enough, the element etXetY belongs to a normal neigh-
bourhood of e, so that there exists an element Zptq P g satisfying

etXetY “ eZptq. (53.141)

The element Zptq is given by
Zptq “ exp´1 `etXetY

˘
. (53.142)

Since the exponential is an analytic diffeomorphism 20 (the inverse is analytic), Z is an
analytic function around t “ 0. Thus there exists a function α : RÑ g such that

Zptq “ tZ1 ` t2Z2 ` t2αptq (53.143)EQooRPGGooXtZzFyEQooRPGGooXtZzFy

and limtÑ0 αptq “ 0. Notice that Zp0q “ 0, which explain the absence of constant term in
(53.143).

(4) A formula for f
`
eZptq˘

We pose Z1 “ ř
k a1kek, Z2 “ ř

k a2kek and αptq “ ř
k σkptqek, so that

Zptq “
ÿ

k

`
ta1k ` t2a2k ` t2αkptq

˘
ek. (53.144)

Applying f we have

f
`
eZptq˘ “ ta1i ` t2a2i ` t2αiptq “ f

`
etZ1`t2Z2

˘` t2αiptq. (53.145)
20. Theorem 53.48.
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(5) Some more Taylor expansions
We use the Taylor expansion of proposition 53.50 with g “ e and X “ Zptq:

fpeZptqq “
ÿ

k

1
k!
`rtZL1 ` t2ZL2 skf

˘peq ` t2αiptq. (53.146)EQooSFKOooDAavVyEQooSFKOooDAavVy

Once again we can drop the L exponent since pXLfqpeq “ Xpfq. We collect out of (53.146)
the terms with t and t2:

fpetXetY q “ fpeZptqq “ tZ1pfq ` t2Z2 ` t2

2 Z
2
1 ` t2βptq (53.147)EQooEYUSooTDntymEQooEYUSooTDntym

with limtÑ0 βptq “ 0.
(6) Comparison

The formulas (53.140) with s “ t and (53.147) are Taylor expansions of the same quantity.
They are equal; we copy them here:

ÿ

m,n

tm`n

m!n!
`pXRqnpY Lqmf˘peq “ tZ1pfq ` t2Z2 ` t2

2 Z
2
1 ` t2βptq (53.148)

On the left hand side, the terms with t and t2 are obtained when pn,mq is among the
possibilities p0, 1q, p1, 0q, p2, 0q, p0, 2q, and p1, 1q. Collecting we have on the left

pX ` Y qf `XY f ` 1
2X

2f ` 1
2Y

2f (53.149)

where we used the fact that
`pXRq2f˘peq “ XpXfq “ X2f .

Using lemma 53.52 we have Z1f “ pX ` Y qf , so that Z1 “ X ` Y and then

1
2 rX,Y s “ Z2. (53.150)

At this point we proved that

etXetY “ etpX`Y q` t2
2 rX,Y s`t2αptq. (53.151)

This is (1).
For point (2), we are searching for a function β such that

etXetY etβptq “ etpX`Y q. (53.152)

We replace in the left-hand side the value of etXetY given by the point (1) (this is the reason why
we write β instead of α) and we isolate etβptq:

etβptq “ etpX`Y qe´tpX`Y q´t2rX,Y s{2´t2αptq. (53.153)EQooLTMBooVIChyCEQooLTMBooVIChyC

So now our aim is to show that the right-hand side of (53.153) can be written as only one expo-
nential with an argument of the form tβptq satisfying βptq Ñ 0. For that, we use (1) once again
with X ` Y instead of X and ´pX ` Y q ´ trX,Y s{2´ tαptq instead of Y . What we get is

etβptq “ exp
`
tp´trX,Y s{3´ tαptqq ` t2

2
“
X ` Y,´pX ` Y q ´ trX,Y s{2´ tαptq‰˘ (53.154a)

“ exp
`´ t2

2 rX,Y s ´ t
2αptq ´ t3

4
“
X ` Y, rX,Y s‰´ t3

2 αptq
˘
. (53.154b)

We are done with (2).
et
(3)
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53.6.2 Exponential and subspace
LEMooFXKBooRnzZKQ

Lemma 53.56 ([838]).
Let G be an analytic Lie group and H be a closed subgroup of G. The set

h “ tX P g tel que etX P H@t P Ru (53.155)

is a vector subspace of g.

Proof. Let X,Y P h, λ P R and t P R. The element λX belongs to h. We have to prove that
X ` Y P h.

For every n P N, we have etX{netY {n P H because H is a subgroup. For every n we also have
`
etX{netY {n˘n P H. (53.156)

we have to following computation : SUBEQSooMDRVooQXBwiS

`
etX{netY {n˘n “

„
exp

ˆ
tpX ` Y q

n
` t2

n2αpt{nq
˙ȷn

(53.157a)SUBEQooUYNCooJVIWMiSUBEQooUYNCooJVIWMi

“ exp
ˆ
tpX ` Y q ` t2

n
αpt{nq

˙
(53.157b)SUBEQooUYKKooXtGaxLSUBEQooUYKKooXtGaxL

Justifications.
— For (53.157a). This is lemma 53.55(2).
— For (53.157b). The n enters the exponential from lemma 53.41.

We have the limit
lim
nÑ8 exp

ˆ
tpX ` Y q ` t2

n
αpt{nq

˙
“ etpX`Y q (53.158)EQooTJWDooVJsDJtEQooTJWDooVJsDJt

because the exponential is continuous 21 and the properties of α. Since the limit exists on the right
hand side of (53.157), the limit exists on the left hand side too.

The limit
lim
nÑ8

`
etX{netY {n˘n (53.159)

is a limit of elements in H. Since H is closed, this is an element of H. We deduce that (53.158) is
an element of H.

LEMooFDIIooCkSJpY

Lemma 53.57 ([838]).
Let G be an analytic Lie group and H be a closed subgroup of G. We consider the set

h “ tX P g tel que etX P H@t P Ru. (53.160)

Let pXiq be a sequence in g such that 22
ITEMooWQZAooTTnenM

(1) Xi Ñ 0
(2) eXi P H for every i.

ITEMooFLLRooCUXnHb

(3) The limit limiÑ8 Xi}Xi} exists. We name it X.
Then X P h.

Proof. We consider ni “ intpt{}Xi}q where int is the «integer part» defined in 1.459, and we write

niXi “ int
` t

}Xi}
˘
Xi “ }Xi} int

` t

}Xi}
˘ Xi

}Xi} . (53.161)

21. See 53.47.
22. The topology and the norm on h are given in definition 49.57.
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Using the hypothesis (1) and (3) and the limit of lemme 12.13 we have

lim
iÑ8niXi “ lim

iÑ8 }Xi} int
` t

}Xi}
˘ Xi

}Xi} “ tX. (53.162)

Using the continuity of the exponential (it commutes with the limit), we have

etX “ exp
`

lim
iÑ8niXi

˘
(53.163a)

“ lim
iÑ8 e

niXi (53.163b)

“ lim
iÑ8 exppXiqni . (53.163c)

Since Xi P h, we have exppXiq P H, and exppXiqni P H because H is a group.
Thus the sequence exppXiqni is a sequence contained in the closed space H and which has a limit

(expptXq). Thus the limit is contained in H by proposition 7.53. We conclude that etX P H.
LEMooNPLBooBrwNWY

Lemma 53.58 ([844]).
Let G be a Lie group, g its Lie algebra and H, a closed subgroup of G. We consider

h “ tX P g tel que expptXq P H@t P Ru. (53.164)

There exists a neighbourhood O of 0 in h and V of e in H such that

exp: U Ñ V (53.165)

is a bijection.

Proof. Several steps.
(1) The map ϕ Let h1 be a subspace of g such that g “ h‘ h1 and consider the map

ϕ : h‘ h1 Ñ G

X ` Y ÞÑ exppXq exppY q. (53.166)

(2) ϕ : gÑ G is a local bijection Let X P h and Y P h1. Using the Leibniz rule 52.4 we have

dϕ0pX ` Y q “ d

dt

”
ϕptX, tY q

ı
t“0

“ d

dt

”
expptXq expptY q

ı
t“0

“ X ` Y. (53.167)

In other words, dϕ0 “ Id. Since the exponential is continuous 23, the local inversion theorem
49.121 says that ϕ is a local bijection.
Let O be a neighbourhood of 0 in G and v a neighbourhood of e in G such that ϕ : O Ñ V
is a bijection.

(3) ϕ is a local bijection between h and H

We recall that the definition 53.32 says that the topology on g is any norm topology. Suppose
that ϕ is not a local bijection between h and H. That means that if U is a neighbourhood
of 0 in h and V is a neighbourhood of e in H, then ϕ is not a bijection between U and V .
Let Oi “ Bp0, riq in g with ri Ñ 0 be as small as Oi Ă O for every i. Let Vi “ ϕpOiq. The
part Bp0, riqX h is a neighbourhood of 0 in h and ViXH is a neighbourhood of e in H. This
ϕ is not a bijection between Bp0, riq X h and Vi XH.
Since ϕphq Ă H, we have ϕ

`
Bp0, riq X h

˘ Ă Vi X h. Since the map ϕ is injective and not
bijective, it has to be not surjective. Thus there exists hi P pVi XHqzϕ`Bp0, riq X h

˘
. Now

every element of Vi is the image of an element of Bp0, riq, thus there exits Zi P Bp0, riq such
that ϕpZiq “ hi.
The element Zi can be decomposed into Zi “ Xi ` Yi with Xi P h and Yi P h1. Since hi is
not in the image of Bp0, riq X h we deduce that Yi ‰ 0. Let us summarize:

23. Proposition 53.32.
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— Xi ` Yi gÝÑ 0
— ϕpXi ` Yiq P H
— Yi ‰ 0
— exppXiq P H.

We have
ϕpXi ` Yiqlooooomooooon

Ph
“ exppXiqlooomooon

Ph
exppYiq, (53.168)

and then exppYiq P h.
Now we consider the limit Lemme 53.57 says that the limit Y “ limiÑ8 Yi{}Yi} exists and
belongs to h. But h1 is closed (because finite dimensional vector subspace), so that a limit in
h1 remains in h1. We deduce that

Y P hX h1 “ t0u. (53.169)

This is impossible because }Y } “ 1.
Then ϕ is a local bijection between h and H: there exists a neighbourhood O of 0 in h and
a neighbourhood V of e in H such that ϕ : O Ñ V is a bijection.

(4) Conclusion
The map exp: O Ñ V is bijective because, on h we have exp “ ϕ.

LEMooOBIMooVvIDnb

Lemma 53.59 ([844]).
Let G be a Lie group and H, a Lie subgroup of G (g and h are the corresponding Lie algebras). If
H is a topological subspace of G, then there exists an open neighbourhood U of 0 in G such that

(1) exp is a diffeomorphism between U and an open neighbourhood of e in G,
(2) exp: U X hÑ exppUq XH is a smooth diffeomorphism.

LEMooEBQUooKXkCda

Lemma 53.60.
Let g admit a direct sum decomposition (as vector space) g “ m ‘ n. Then there exists open and
bounded neighbourhoods Um and Un of 0 in m and n such that the map

ϕ : Um ˆ Un Ñ G

pA,Bq ÞÑ eAeB
(53.170)

is a diffeomorphism between Um ˆ Un and an open neighbourhood of e in G.

Corollary 53.61.
Let G be a Lie group, and K, H two differentiable subgroups of G. We suppose K Ă H. Then K
is a differentiable subgroup of the Lie group H.

Proof. The Lie algebras of K and H are respectively denoted by k and h. We denote by K˚ the
differentiable subgroup of H which has k as Lie algebra. The differentiable subgroups K and K˚
have same Lie algebra, and then coincide as Lie groups.

THOooDEJHooVKJYBL

Theorem 53.62 (Cartan[845, 839]).
Let G be a smooth Lie group. If H is a closed subgroup of G.

(1) There exists a unique structure of smooth manifold on H such that the inclusion map ι : H Ñ
G is a smooth embedding 24.

(2) With that structure, H is a smooth Lie subgroup of G.

Proof. By proposition 53.47 . . .
24. Definition 49.105.
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53.6.3 Campbell-Baker-Hausdorff formula
THOooYJPEooSpKHnC

Theorem 53.63.
Let G be a Lie group with Lie algebra g. For every X,Y P g, there exists Z P g such that

eXeY “ eZ . (53.171)

53.6.4 Smooth and analytic Lie group

We recall that a manifold is a set with its charts. Usually we write “Let M be a manifold”
where we should write “Let pM, tφαuαPIq be a manifold”. Changing the set of charts can completely
change the properties of a manifold. That subtlety is crucial in the following theorem which
basically says “every smooth Lie group is analytic”.

THOooSQVCooCyEPOS

Theorem 53.64 ([846]).
Let pG, tφαuαPAq be a smooth manifold. We suppose that G is a group for which the multiplication
and the inverse are smooth functions.

(1) There exists an atlas tϕiuiPI of G for which the transition functions are analytic.
(2) The multiplication and the inverse of G are analytic on the manifold

`
G, tϕiuiPI

˘
.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 53.65
We have to complete the proof; in particular we have to state and prove all the quoted results.

Proof. We initiate by considerate a vector space isomorphism σ : Rn Ñ g where g is the Lie algebra
of G. Let U 1 be a neighbourhood of 0 in g from which the exponential is a smooth diffeomorphism.
We write U “ σ´1pU 1q. For g P G we consider the chart

ϕg : U Ñ G

v ÞÑ g exp
`
σpvq˘. (53.172)

Here are some facts 25.
(1) These maps ϕg are smooth and then are charts of pG, tφαuq.
(2) The set tϕgugPG is an atlas of pG, tφαuq.
(3) The transitions functions ϕ´1

h ˝ ϕg are analytic 26 where they are defined.
(4) The multiplication and the inverse are analytic for the manifold pG, tϕgugPGq.

Here is an hint for the last point. Let g, h be in a neighbourhood of e such that g, h P ϕepUq. Let
g “ exppX0q and h “ exppXq. We look at the map

µ : gÑ G

X ÞÑ g exppXq. (53.173)

The element ϕe
`
µpXq˘ satisfy

exppX0q exppXq “ exp
´
ϕ´1
e

`
µpXq˘

¯
. (53.174)

In other terms, ϕ´1
e pXq is given by the Campbell-Baker-Hausdorff formula, which is analytic 27,

theorem 53.63.
NORMooKCBMooGWQZJY

53.66.
From now on, we will always consider analytic Lie groups. The interesting point is that, if we
show that some charts are smooth, theorem 53.64 allows us to say that the group is analytic by
choosing the correct atlas.

25. that need some justifications.
26. As functions from an open set of Rn to an open set of Rn.
27. This affirmation should require some more work.
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53.6.5 Topological Lie subgroup

Remarque 53.67.
A topological Lie subgroup is stronger that a common Lie subgroup because it needs to be a
topological subgroup: it must carry exactly the induced topology. In our definition of a Lie group,
this feature doesn’t appears.

THOooXVXBooZDJzQo

Theorem 53.68.
Let G be a Lie group whose Lie algebra is g and H, a closed subgroup (not specially a Lie subgroup)
of G. Then there exists one and only one analytic structure on H for which H is a topological Lie
subgroup of G.

Proof. The unicity part comes from the corollary 52.29.
We will work with

h “ tX P g tel que @t P R, etX P Hu. (53.175)eq:lH_de_Geq:lH_de_G

53.6.6 Action from Lie algebra to Lie group

A very important point[847] is that when G is acting on M , one can reconstruct the action of
G only knowing the action of g. Let X P g and x PM . We consider the path

γ : RÑM

t ÞÑ expptXqpxq. (53.176)

This map satisfies γp0q “ x. We also have, using proposition 53.26,

γpt0 ` uq “
`

exppuXq ˝ exppt0Xq
˘pxq “ exppuXqγpt0q. (53.177)

In that, we used the fact that G acts on M , so that we have transformed the product inside the
group exp

`pu` t0qX
˘ “ exppuXq exppt0xq into a composition of map. Then

d

du

”
γpt0 ` uq

ı
u“0

“ X
`
γpt0q

˘
(53.178)

We conclude that γ satisfies the differential equation

γ1ptq “ ´X`
γptq˘. (53.179)EQooFGSIooUplbmNEQooFGSIooUplbmN

When M “ Rn, the Cauchy-Lipschitz theorem 17.43 provides unicity of the solution on a maximal
domain providing the map X : Rn Ñ Rn has nice properties.

NORMooMGAUooIoLtjW

53.69.
If we have to determine the transformations of Rn that satisfies some properties, the strategy is
then the following:

— Suppose the searched group to be a connected Lie group.
— Write the condition with the groupe element expptXq and differentiate with respect to t.

This point is what physicist call “consider an infinitesimal transformation and neglect the
higher order terms”.

— This provides an equation for X. Typically a differential equation for the map X : Rn Ñ Rn.
Solve it.

— The group action is then retrieved solving the differential equation (53.179).
Using that technique we will determine the isometries of Rn in proposition 53.71 and determine
the conformal group around definition 71.2.

Remarque 53.70.
When the Lie algebra is made of linear transformations, the last differential equation to solve is
actually exponentiating a matrix.
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53.6.7 Example: determining the smooth isometries of the flat vector space

We know from theorem 9.155 that the isometries of Rn are affine functions. We give now an
alternative proof of that result.

PROPooDVIWooAFDNPy

Proposition 53.71.
The smooth 28 isometries of pRn, }.}q are affine maps.

Proof. The condition for a diffeomorphism ϕ : Rn Ñ Rn to be an isometry is

}ϕpxq ´ ϕpyq}2 “ }x´ y}2. (53.180)EQooRKYWooFIKfYZEQooRKYWooFIKfYZ

We write ϕtpxq “ e´tXx and take the derivative of (53.180) with respect to t at t “ 0 taking into
account that ϕ0pxq “ x: `

Xpyq ´Xpxq˘· px´ yq “ 0. (53.181)EQooXEKMooGOktOjEQooXEKMooGOktOj

We used the fact that d
dt

”
ϕtpxq

ı
t“0

“ ´Xpxq.
We write the condition (53.181) with tx and take the derivative with respect to t: dX0pxq· y`

Xpyq·x “ 0. The same with y gives

dX0pxq· y ` dX0pyq·x “ 0. (53.182)

Taking x “ ei and y “ ej this equation reads

BXj

Bxi `
BXi

Bxj “ 0. (53.183)

With i “ j we get BXiBxi
“ 0. The we compute

B
Bxj

BXi

Bxj “ ´
B
Bxj

ˆBXj

Bxi
˙
“ ´ B

Bxi
BXj

Bxj “ 0. (53.184)

We used the fact that Xj is of class C2 in order to permute the derivatives (lemma 12.485). We
proved that

B2Xi

Bxj “ 0 (53.185)

for all i, j. Thus X is linear.

53.6.8 Other stuff

Lemma 53.72.
Let g be a Lie algebra and A, a linear operator on g (see as a common vector space) such that
@t P R, the map etA is an automorphism of g. Then A is a derivation of g. lem:autom_derr

Proof. Let us consider X, Y P g; the assumption is

etArX,Y s “ retAX, etAY s.
Since etA is a linear map, it has a “good behavior” with the derivations:

d

dt

´
etArX,Y s

¯
t“0

“ d

dt

´
etA

¯
t“0
rX,Y s “ ArX,Y s.

Using on the other hand the linearity of ad, we can see

padpetAXqqpetAY q
28. In fact we only need C2.
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as a product “matrix times vector”. Then
d

dt

´
retAX, etAY s

¯
t“0

“ d

dt

´
pad etAXqY

¯
t“0
` d

dt

´
padXqpetAY q

¯
t“0

“ padAXqY ` padXqpAY q.
(53.186)

Finally, ArX,Y s “ rAX,Y s ` rX,AY s.

As notational convention, if G and H are Lie groups, their Lie algebra are denoted by g and h.
LemAlgEtGroupesGenere

Lemma 53.73.
Let g be a Lie algebra ans s be a subset of g. The algebra of the group generated by es is the algebra
generated by s.

Invariant vector fields are also often used in order to transport a structure from the identity of
a Lie group to the whole group by AgpXgq “ AepdLg´1Xgq where Ae is some structure and Xg, a
vector at g.

Ad_e

Corollary 53.74.
An useful formula:

AdpeXq “ eadX .

Corollary 53.75.
Another useful corollary of lemma 53.38 is the particular case ϕ “ AdpeXq:

eXeY e´X “ eAdpeY qX .
cor:eXeYe-X

Proposition 53.76.
Let G be a connected Lie group.

(1) All the left invariant vector fields are complete. That means that the map X ÞÑ eX is defined
for every X P G.

(2) The map exp: G Ñ G is a local diffeomorphism in a neighbourhood of 0 in G.

Proof. (1) The flow is a one parameter subgroup. Thus if etX is defined for t P r0, as, by
composition, e2a is defined. So etX is defined for every value of t in R.

(2) Let us consider the manifold Gˆ G and the vector field Ξ defined by

Ξpg,Xq “ X̃g ‘ 0 P TgpGq ‘ TXG » Tpg,XqpGˆ Gq. (53.187)

The flow of that vector field is given by

Φtpg,Xq “
`
g expptXq, X˘

. (53.188)

In particular, Ξ is a complete vector field, and we consider the global diffeomorphism

Φ1 : Gˆ G Ñ Gˆ G
pg,Xq ÞÑ `

g exppXq, X˘
.

(53.189)

On the point pe,Xq we have Φ1pe,Xq “ pexppXq, Xq. Thus the exponential is the projection
on the first component of Φ1pe,Xq and we can write

exppXq “ proj1 ˝Φ1pe,Xq. (53.190)

It is a smooth function since both the projection and Φ1 are smooth.
Now, the differential pd expq0 is the identity on G, so that the theorem of inverse function 29

makes exp a local diffeomorphism.

29. Theorem 17.51.
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Lemma 53.77.
In a Lie group, e is an isolated fixed point for the inversion.

Proof. One can use an exponential map in a neighbourhood of e. In this neighbourhood, an
element g can be written as g “ eX for a certain X P g. The equality g “ g´1 gives (because the
exponential is a diffeomorphism) X “ ´X, so that X “ 0 and g “ e.

53.6.9 Lie algebra of a Lie subgroup

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 53.78
The proposition 53.86 is the same as 53.79, but with more assumptions. Why ?

PROPooLUEJooAAyHVh

Proposition 53.79 ([803]).
Let G be a Lie group and H be a Lie subgroup of G. If g is the Lie algebra of G and h the one of
H, then we have

h “ tX P g tel que expptXq P H @t P Ru. (53.191)

53.7 Lifting a Lie subalgebra
THOooXALIooGiPVdD

Theorem 53.80 (Chevalley[839]).
We consider a class A (smooth, analytic) of functions. Let G be a A-Lie group and h be a Lie
subalgebra of g. There exists an unique connected A-Lie subgroup H whose Lie algebra is h.

Proof. Let X1, . . . , Xk be a basis of h in g. We consider the corresponding left invariant vector
fields XL

i pgq “ pdLgqepXiq.
(1) A distribution By lemma 53.22, the vectors XL

i pgq are linearly independents in TgG.
Thus by setting

Dg “ SpantXL
i pgqu (53.192)

we define a k dimensional distribution 30 on G.
(2) Involutive Since pdLgqe is linear we have

rXL
i , X

L
j s “ rXi, XjsL, (53.193)

and since h is a Lie algebra, we have rXi, Xjs P h, so that rXi, XjsL P D.
(3) Frobenius The Frobenius theorem 49.115 says that D is integrable : there exists an unique

maximal integral connected manifold H trough e. There exists in particular an immersion
i : H Ñ G.

(4) H is a group Note that, if g P G, then LgpHq is still an integral manifold of D. Let
h1, h2 P H. We have

h1 “ Lh1peq P H X Lh1pHq (53.194)

because h1 P H and Lh1peq P Lh1pHq. We have:
— The integral manifold H is maximal,
— Lh1pDq is still an integral manifold
— The intersection Lh1pDq XH is not empty.

From these properties we deduce Lh1pHq Ă H. Since h2 P H, we have in particular Lh1ph2q P
H, so that h1h2 P H.
For the inverse, let h P H. We have Lh´1phq “ e P H. So Lh´1pHq is an integral manifold
with an intersection with H. Thus Lh´1pHq Ă H. In particular h´1 “ Lh´1peq P H.
We conclude that H is a subgroup of G.

30. Definition 49.110.
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(5) G is a Lie group The manifold structure on H is the one of submanifold of G. The fact
that the multiplication and the inverse are in the class A as maps on the manifold G implies
that they are in the same class A for the manifold H.
Thus H is a A-Lie group.

(6) The inclusion is injective This is always true for an inclusion map.
(7) H is a Lie group The manifold structure on H is given by the charts ψi of proposition

49.88 which are composition of charts of G with the inclusion. The product and the inverse of
H are the restrictions of the product and the inverse on G; just check that their composition
with the charts ψi are smooth.

(8) The inclusion is an immersion The inclusion of a submanifold is an immersion from
proposition 49.90.

(9) H is a Lie subgroup of G The conditions of the definition 52.25 are satisfied.
The existence part is proven. Now we prove the unicity.

Let K be a Lie subgroup of G whose algebra is h.
(1) TkK “ Dk The map pdLgqe : TeGÑ TgG is an isomorphism of vector spaces. Thus we have

TkK “ pdLkqephq “ SpantpdLkqepXiqu “ SpantXL
i pkqu “ Dk. (53.195)

(2) Maximality Thus K is an integral manifold of D trough e. Thanks to the maximality of
H, we have K Ă H. Since TeK “ TeH, the inclusion ι : K Ñ H is a local isomorphism.
There exists a neighbourhood V of e in G such that K X V “ H X V .
Since a connected Lie group is generated by any neighbourhood of e, we have K “ H.

53.8 Covering
LEMooSYVQooTjkgBL

Lemma 53.81 ([839]).
Let G and H be connected Lie groups. We consider map Φ: GÑ H such that

(1) Φ is a smooth Lie group diffeomorphism 31.
(2) The map dΦe : gÑ h is bijective.

Then Φ is a covering 32.

Proof. Several points.
(1) Φ is surjective Let h P H. From proposition 53.47, there exists a neighbourhood V of e

in H on which the exponential is surjective. From proposition 52.6, there exist h1, . . . , hn in
V such that h “śn

i“1 hi.
Since exp: h Ñ V is surjective, there exist Yi P h such that hi “ exppYiq. We know that
dΦ: gÑ h is surjective, so there exist Xi P g such that Yi “ dΦepXiq. Thus we have

hi “ exp
`
dΦpXiq

˘ “ Φ
`

exppXiq
˘

(53.196)

from lemma 53.38.
As far as a product is concerned,

hihj “ Φ
`

exppXiq
˘
Φ
`

exppXjq
˘

(53.197a)
“ Φ

`
exppXiq exppXjq

˘
(53.197b)SUBEQooRTXGooZNrvUYSUBEQooRTXGooZNrvUY

“ Φ
`

exppZq˘. (53.197c)SUBEQooFHKGooGHUITsSUBEQooFHKGooGHUITs

Justifications.
31. See definition 11.251. Everywhere “smooth” means C8.
32. Definition 48.72.
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— For (53.197b). The map Φ is a group morphism.
— For (53.197c). The element Z is given by the Campbell-Baker-Hausdorff formula, the-

orem 53.63.
(2) Continuous The map Φ is continuous as part of the definition of smooth diffeomorphism.
(3) The third condition Since the differential dΦe : gÑ h is bijective, the inversion theorem

49.121 says that there exist open neighbourhood U0 of e and V0 of Φpeq such that the
restriction Φ: U0 Ñ V0 is bijective.
Since U0 and U´1

0 are open sets, the intersection is still open and still contain e. We consider
U “ U0 X U´1

0 , and V “ ΦpUq. Now the restriction Φ: U Ñ V is still a bijection.
Let Γ “ Φ´1peq. Since Φ is not injective, this Γ can be a set.
(3a) Γ is a subgroup Let g1, g2 P Γ. Since Φ is a group morphism, we have Φpg1g2q “

Φpg1qΦpg2q “ ee “ e, so that g1g2 P Γ.
(3b) As an union Let g P Φ´1pV q. There exists a g0 P U such that Φpg0q “ Φpgq. Recall

that Φ is not injective; g0 and g are element of G that are mapped on the same point
in V . Since Φ is a morphism,

Φpgg´1
0 q “ ΦpgqΦpg´1

0 q “ ΦpgqΦpg0q´1 “ e. (53.198)

Thus gg´1
0 P Γ. Since U´1 “ U we have proved that if g P Φ´1pV q, there exists a P Γ

and s P U such that as “ g. In other words,

Φ´1pV q “
ď

aPΓ
LapUq. (53.199)EQooEZBDooBIfRJxEQooEZBDooBIfRJx

(3c) Disjoint It remain to be proven that the union (53.199) is disjoint. Let a, b P Γ such
that LapUq X LbpUq ‰ H. We’ll prove the a “ b. Let x P LapUq X L(

¯
Uq; we have

Lb´1pxq P Lb´1apUq X U. (53.200)

So, with c “ b´1a, we have c P Γ and

LcpUq X U ‰ H. (53.201)EQooVNIFooBtjxRiEQooVNIFooBtjxRi

Thus there exist p1, p2 P U such that cp1 “ p2 (these are two ways to write an element
of (53.201)). In particular we have Φpcp1q “ Φpp2q. Since c P Γ we also have

Φpp2q “ Φpcp1q “ ΦpcqΦpp1q “ Φpp1q. (53.202)

But Φ: U Ñ V is injective. We deduce that p1 “ p2, so that c “ e and b´1a “ e. Thus
a “ b.

PROPooIORNooLeuXPW

Proposition 53.82 ([848]).
Let G,H be smooth Lie groups. If f : GÑ H is a smooth morphism 33, then it has constant rank.

Proof. Let G and H be Lie groups, let f : G Ñ H be a smooth morphism and g0 P G. We will
prove that dfg0 has the same rank as dfe.

Since f is a morphism we have

pf ˝ Lg0qpgq “ fpg0gq “ fpg0qfpgq “ Lfpg0q
`
fpgq˘ “ `

Lfpg0q ˝ f
˘pgq. (53.203)

Thus we have f ˝ Lg0 “ Lfpg0q ˝ f . We take the differential on both sides. On the left hand side:

dpf ˝ Lg0qe “ dfLg0 peq ˝ pdLg0qe, (53.204)

33. The map is smooth with respect to the manifold structure while being a morphism of groups.
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and on the right hand side:
d
`
Lfpg0q ˝ f

˘ “ pdLfpg0qqfpg0q ˝ dfe (53.205)

We know from lemma 52.10 that for every g, h P G, the differential pdLhqg is a vector space
isomorphism. The composition of a linear map with a vector space isomorphism does not change
the rank. Thus

rk
”
pdLfpg0qqfpg0q ˝ dfe

ı
“ rkpdfeq, (53.206)

and
rk

“
dfg ˝ pdLg0qe

‰ “ rkpdfgq, (53.207)

so that rkpdfgq “ rkpdfeq.
Proposition 53.83 ([839]).
Let f : GÑ H be a smooth morphism of Lie groups 34. Then

(1) The set kerpfq is a closed subgroup of G.
(2) The group kerpfq is a Lie group.
(3) The Lie algebra of kerpfq is kerpdfq.

Proof. In several parts.
(1) kerpfq is a subgroup If g1, g2 P kerpfq, then

fpg1g2q “ fpg1qfpg2q “ ee “ e, (53.208)

so that g1g2 P kerpfq. Moreover fpeq “ e, so that e P kerpfq. This proves that kerpfq is a
subgroup of G.

(2) kerpfq is closed We are going to prove that Gz kerpfq is open. For that we consider g P
Gz kerpfq and we prove that there exists a neighbourhood of g contained in Gz kerpfq.
Let g P Gz kerpfq. We know that fpgq ‰ e in H, so that we can consider an open neighbour-
hood V of fpgq in H such that e R V .
Since f is continuous, f´1pV q is an open set which contains g. We have f´1pV qXkerpfq “ H
because if x P f´1pV qXkerpfq, we would have fpxq P V and fpxq “ e which is impossible. We
deduce that f´1pV qXkerpfq “ H. Thus Gz kerpfq contains f´1pV q which is a neighbourhood
of g. We conclude that Gz kerpfq is open, so that kerpfq is closed.

(3) kerpfq is a Lie group From the Cartan theorem 53.62, we know that kerpfq is a Lie sub-
group of G.

(4) Lie algebra Proposition 53.79 says that the Lie algebra of kerpfq is

k “ tX P g tel que expptXq P kerpfq @t P Ru. (53.209)

We have to prove that k “ kerpdfq. Let X P g. We have:

X P kerpdfq ô dfpXq “ 0 (53.210a)
ô dfptXq “ 0@t P R (53.210b)
ô exp

`
dfptXq˘ “ e@t P R (53.210c)SUBEQooVVVKooVHdrfCSUBEQooVVVKooVHdrfC

ô f
`

expptXq˘ “ e@t P R (53.210d)SUBEQooCUSGooKTlkJnSUBEQooCUSGooKTlkJn

ô tX P kerpfq @t P R (53.210e)
ô X P k. (53.210f)

Justifications.
— For (53.210c). The exponential is a bijection between a neighbourhood of 0 in g and a

neighbourhood of e in G (proposition 53.47). Thus if X ‰ 0 we can choose t1, t2 P R
such that exppt1Xq ‰ exppt2Xq.

34. This is a morphism of groups which is smooth.
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— For (53.210d). Lemma 53.38.

Proposition 53.84 ([839]).
A continuous morphism between Lie groups is smooth.

Proof. Let ϕ : GÑ H be a continuous morphism. We consider

Γ “ tpg, hq P GˆH tel que ϕpgqh´1 “ eu. (53.211)

(1) Γ is a subgroup of GˆH Let pg1, h1q and pg2, h2q be in Γ. We have pg1, h1qpg2, h2q “
pg1g2, h1h2q while

ϕpg1g2qph1h2q´1 “ ϕpg1qϕpg2qh´1
2loooomoooon

“e
h´1

1 “ e (53.212)

(2) Γ is closed We consider
f : GˆH Ñ H

pg, hq ÞÑ ϕpgqh´1.
(53.213)

This is a continuous map because ϕ is continuous (as well as the product and the inverse in
H) and Γ “ kerpfq. Thus Γ is closed.

(3) Γ is a Lie subgroup The Cartan theorem 53.62 says that Γ being a closed subgroup, it
is a smooth Lie subgroup.

(4) The projection We introduce the projection

p : Γ Ñ G

pg, hq ÞÑ g
(53.214)

and we given some properties.
(4a) Smooth By proposition 49.32, the projection is smooth.
(4b) Bijective Let pg1, h1q, pg2, h2q P Γ such that ppg1, h1q “ ppg2, h2q. Then g1 “ g2. But

for each i we have ϕpgiq “ hi, so h1 “ ϕpg1q “ ϕpg2q “ h2.
(4c) Morphism Because

p
`pg1, h1qpg2, h2q

˘ “ ppg1g2, h1h2q “ g1g2 “ ppg1, h1qppg2, h2q. (53.215)

For the inverse, pg, hq´1 “ pg´1, h´1q, so that

p
`pg, hq´1˘ “ ppg´1, h´1q “ g´1 “ ppg, hq´1. (53.216)

So p is a group morphism.
(5) Smooth diffeomorphism The differential of p at pe, eq is the map 35 dppe,eq : g ˆ h Ñ g

given by
dppe,eqpX,Y q “ d

dt

”
ppetX , etXq

ı
t“0

“ d

dt

”
etX

ı
t“0

“ X, (53.217)

so that dppe,eq is surjective on g. Its rank is the dimension of g.
Proposition 53.82 shows that p has constant rank. We know that this rank is maximal, so
that the theorem 49.121 thus says that p is a local smooth diffeomorphism everywhere.
Since p is invertible, it is a global smooth diffeomorphism.

(6) Conclusion We have
ϕ “ proj2 ˝p´1. (53.218)

Since p´1 and proj2 are smooth, the map ϕ is smooth.

35. Proposition 52.9.
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THOooZAEYooXCdxKI

Theorem 53.85 ([839]).
Let G and H be Lie groups. We suppose that G is connected and simply connected. Let ρ : gÑ h
be a morphism of Lie algebra.

There exists an unique smooth morphism f : GÑ H such that dfe “ ρ.

Proof. Let s be the graph of ρ:

s “ tpX,Y q P g‘ h tel que Y “ ρpXqu. (53.219)

Since ρ is linear, the set s is a vector subspace of g‘ h. Moreover s is a Lie subalgebra. Indeed, if
Yi “ ρpXiq we have

rY1, Y2s “
“
ρpX1q, ρpX2q

‰ “ ρ
`rX1, X2s

˘
(53.220)

and then
“pX1, Y1q, pX2, Y2q

‰ “ `rX1, X2s, rY1, Y2s
˘ “

´
rX1, X2s, ρ

`rX1, X2s
˘¯ P s. (53.221)

The Chevalley theorem 53.80 says that there exists a unique connected Lie subgroup S of GˆH
whose Lie algebra is s.

We consider the inclusion ι : S Ñ GˆH and the map

φ “ proj1 ˝ι : S Ñ G

pg, hq ÞÑ g.
(53.222)

This is a smooth morphism, so that its differential is a morphism of Lie algebra.
(1) dφpe,eq is bijective We study the map

dφpe,eq “ pd proj1qpe,eq ˝ dιpe,eq : sÑ g. (53.223)

(1a) Injection Let pX1, Y1q and pX2, Y2q be elements of s such that dφpe,eqpX1, Y1q “
dφpe,eqpX2, Y2q. Since dιpe,eq is the identity, we have

pd proj1qpe,eqpX1, Y2q “ pd proj1qpe,eqpX2, Y2q. (53.224)

We deduce X1 “ X2. By definition of s we also have Yi “ ρpXiq and then

Y1 “ ρpX1q “ ρpX2q “ Y2. (53.225)

(1b) Surjection Let X P g. We consider Y “ ρpXq, so that pX,Y q P s and

dφpe,eqpX,Y q “ X. (53.226)

(2) Diffeomorphism We know that φ : S Ñ G is a smooth morphism and that dφpe,eq is
bijective. Theorem 49.121 concludes that φ is a local smooth diffeomorphism. So there exists
a neighbourhood V1 of pe, eq in S and a neighbourhood V2 of e in G such that V2 “ φpV1q.
By proposition 52.6, the map φ is surjective on the connected component of e in G. Since G
is connected, φ is a global smooth diffeomorphism.

(3) The map Φ We define
Φ: GÑ H

Φ “ proj2 ˝φ´1.
(53.227)

As composition of smooth morphisms, the map Φ is a smooth morphism. We have to prove
that dΦe “ ρ.
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(4) The map dφ´1
e Let X P g. We have

dφpe,eq
`
X, ρpXq˘ “ pd proj1qe ˝ dιpe,eq

`
X, ρpXq˘ (53.228a)

“ pd proj1qe
`
X, ρpXq˘ (53.228b)

“ X. (53.228c)

The proposition 49.56 concludes that

pdφ´1qepXq “
`
X, ρpXq˘. (53.229)

(5) Conclusion Now we conclude with the differential of Φ; if X P g we have

dΦepXq “ pd proj2qφ´1peq ˝ pdφ´1qepXq (53.230a)
“ pd proj2qφ´1peq

`
X, ρpXq˘ (53.230b)

“ ρpXq (53.230c)

and Φ is the map we were searching for.

PROPooCRKMooIIbKUM

Proposition 53.86.
Let G be a Lie group and H, a Lie subgroup of G (g and h are the corresponding Lie algebras).
We suppose that H has at most a countable number of connected components. Then

h “ tX P g : @t P R, etX P Hu (53.231)

Proof. We will once again use the lemma 53.60 with n “ h and m, a complementary vector space
of h in g. We define

V “ exp Um exp Uh
where Um and Uh are the sets given by the lemma. We consider on V the induced topology from
G. If we define

A “ tA P Um : eA P Hu,
we have

H X V “
ď

APA
eAeUh . (53.232)eq:union_Aeq:union_A

First, the definition of V makes clear that the elements of the form expA exp Uh are in V . They
are also in H because expA P H (definition of A) and exp Uh still by definition. In order to see
the inverse inclusion, let us consider a h P H X V . We know that

pA,Bq Ñ expA expB (53.233)eq:AB_to_expeq:AB_to_exp

is a diffeomorphism between Um ˆ Uh and a neighbourhood of e in G which we called V . Thus
any element of V (a fortiori in V XH) can be written as expA expB with A P Um and B P Uh.
Then h “ eAeB for some A P Um, B P Uh. Since H is a group and eB P H, in order the product
to belongs to H, eA must lies in H: A P A.

rem:union_disj

Remarque 53.87.
Note that since (53.233) is diffeomorphic, the union in right hand side of (53.232) is disjoint.
Each member of this union is a neighbourhood in H because it is a set h exp Uh where exp Uh is a
neighbourhood of e in H.

Now we consider the map π : V Ñ Um,

πpeXeY q “ X

if X P Um and Y P Uh. This is a continuous map which sends H X V into A. The identity
component of HXV (in the sense of topology of V ) is sent to a countable subset of Um. Indeed by
remark 53.87, identity component of H XV is only one of the terms in the union (53.232), namely
A “ 0. But we know that π´1poq “ exp Uh, thus exp Uh is the identity component of H X V for
the topology of V .
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Now we take back our example with G “ S1ˆS1, H “ γpRq. In this case, the theorem doesn’t
works. Let us see why as deep as possible. We have g “ R‘R “ R2 and h “ R, a one-dimensional
vector subspace of g. (h is a “direction ” in g) First, we build the neighbourhood V of 0 in g. It
is standard to require that exp is diffeomorphic between V and an open around p1, 1q P S1 ˆ S1.
It also must satisfy eV Xh “ eV XH. This second requirement is impossible.

Intuitively. We can see V Ă g as a little disk tangent to the torus. The exponential map
deposits it on the torus, as well that eV covers a little area on G. Then eV X H is one of these
amazing open subset of Γ which are dense in a certain domain of G.

On the other hand, V X h is just a little vector in h; the exponential deposits it on a small line
in G. This is not the same at all. Then lemma 53.59 fails in our case. Let us review the proof of
this lemma until we find a problem.

Let W0 Ă g be a neighbourhood of 0 which is in bijection with an open around e in G.
We consider N0, an open subset of H such that N0 Ă W0 and N0 is in bijection with Ne, a
neighbourhood of e in G. Until here, no problems. But now the proof says that there exists an
open Ue in G such that Ne “ UeXH. This is false in our case. Indeed, Ne “ eN0 is just a segment
in G while any subset of G of the form Ue XH is an “amazing” open.

So we see that deeply, the obstruction for a Lie subgroup to be a topological Lie subgroup
resides in the fact that the topology of a submanifold is more than the induced topology, so that
we can’t automatically find the open Ue in G.

Note that two groups which have the same Lie algebra are not necessarily isomorphic. For
example the sphere S2 and R2 both have R2 as Lie algebra. But two groups with same Lie algebra
are locally the same. More precisely, we have the following lemma.

Lemma 53.88.
If G is a Lie group and H, a topological subgroup of G with the same Lie algebra (h “ g), then
there exists a common neighbourhood A of e of G and G on which the products in G and H are
the same.

Proof. The exponential is a diffeomorphism between U Ă g and V Ă G and between U 1 Ă h and
W Ă H (obvious notations). We consider an open O Ă h such that O Ă U Ă U 1. The exponential
is diffeomorphic from O to a certain open A in G and H. Since H is a subgroup of G, the product
eXeY of elements in A is the same for H and G. (cf error 88.5)

Under the same assumptions, we can say that H contains at least the whole G0 because it is
generated by any neighbourhood of the identity. Since H is a subgroup, the products keep in H.

For a semisimple Lie group, the Lie algebras Bpgq and adpgq are the same. Then Intpgq contains
at least the identity component of Autpgq. Since Intpgq is connected, for a semisimple group, it is
the identity component of Autpgq.

ProplGcompactKillNegprop:compact_Killing

Proposition 53.89.
Let g be a real Lie algebra.

(1) If g is semisimple, then g is compact if and only if the Killing form is strictly negative definite.
(2) If it is compact then it is a direct sum

g “ Z ‘ rg, gs (53.234)

where Z is the center of g and the ideal rg, gs is compact and semisimple.

Proof. If the Killing form is nondegenerate. We consider g, a Lie algebra whose Killing form is
strictly negative definite. Up to some dilatations (and a sign), this is the euclidian metric. Then
OpBq, the group of linear transformations which leave B unchanged is compact in the topology of
GLpgq: this is almost the rotations. From equation (52.10), Autpgq Ă OpBq. With this, Autpgq is
closed in a compact, then it is compact. Then Intpgq is closed in Autpgq –here is the assumption
of semi-simplicity– and Intpgq is compact.
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If g is compact. Since g is compact, Intpgq is compact in the topology of Autpgq; then there exists
an Intpgq-invariant quadratic form Q. In a suitable basis tX1, . . . , Xnu of g, we can write this form
as

QpXq “
ÿ
x2
i

for X “ ř
xiXi. In this basis the elements of Intpgq are orthogonal matrices and the matrices

of adpgq are skew-symmetric matrices (the Lie algebra of orthogonal matrices). Let us consider a
X P g and denote by aijpXq the matrix of adpXq. We have

BpX,Xq “ TrpadX ˝ adXq “
ÿ

i

ÿ

j

aijpXqajipXq “ ´
ÿ

ij

aijpXq2 ď 0. (53.235)

Then the Killing form is negative definite 36. On the other hand, BpX,Xq “ 0 implies adpXq “ 0
and X P Zpgq. Thus gK Ă Z. If g is semisimple, this center is zero; this conclude the first item of
the proposition.

Now Z is an ideal and corollary 51.52 decomposes g as

g “ Z ‘ g1. (53.236)

Let us suppose that the restriction of B to g1 ˆ g1 is actually the Killing form on g1 (we will prove
it below). Then the Killing form on g1 is strictly negative definite; then g1 is compact.

Now we prove that the Killing form on g descent to the Killing form on g1. Remark that Z
is invariant under all the automorphism. Indeed consider Z P Z, i.e. rX,Zs “ 0. If σ is an
automorphism,

rX,σZs “ σrσ´1X,Zs “ 0.

Here the difference between Intpgq and Autpgq is the fact that Intpgq is compact; then we can
construct a Intpgq-invariant quadratic form Q, but not a Autpgq-invariant one. We consider an
orthogonal complement (with respect to Q) g1 of Z:

g “ g1 ‘K Z. (53.237)

The algebra g1 is also invariant because for any Z P Z,

QpZ, σXq “ Qpσ´1pZq, Xq “ 0.

It is also clear that Z is invariant under ad g because padXqZ “ 0. Finally g1 is invariant as well
under adpgq. Indeed a P adpgq can be written as a “ a1p0q for a path aptq P Intpgq. We identify g
and his tangent space (as vector spaces),

aX “ d

dt

”
aptqX

ı
t“0

.

If X P g1, aptqX P g1 for any t because g1 is invariant under Intpgq 37. Thus aptqX is a path in g1
and his derivative is a vector in g1.

All this make g1 an ideal in g; then the Killing form descent by lemma 51.20. Now if X P g,
we have

BpX,Xq “ TrpadX ˝ adXq “
ÿ

ij

aijpXqajipXq “ ´
ÿ

ij

aijpXq2; (53.238)

then BpX,Xq ď 0 and the equality holds if and only if adX “ 0 i.e. if and only if X P Z. Thus
B is strictly negative definite on g1.

Up to now we have proved that g1 is semisimple (because B is nondegenerate) and compact
(because B is strictly negative definite).

36. Here we use “negative definite” and “strictly negative definite”; in some literature, the terminology is slightly
different and one says “semi negative definite” and “negative definite”.

37. As physical interpretation, if something is invariant under a group of transformations, it is invariant under the
infinitesimal transformations as well.
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It remains to be proved that g1 “ rg, gs “ Dpgq. From corollary 51.52, Dg has a complementary
a which is also an ideal: g “ Dg` a. Then rg, as Ă Dg and rg, as Ă aXDg : t0u. Then a Ă Z, so
that

g “ Z `Dg (non direct sum). (53.239)eq:G_Z_Beq:G_Z_B

Now we have to prove that the sum is actually direct. The ideal Z has a complementary ideal b:
g “ Z ‘ b and

Dg “ rg, gs Ă rg,Zsloomoon
“0

`rg, bs Ă b.

Then Dg Ă b which implies that Dg X Z “ t0u because the sum g “ Z ‘ b is direct. Then the
sum (53.239) is direct.

Proposition 53.90.
A real Lie algebra g is compact if and only if one can find a compact Lie group G which Lie algebra
is isomorphic to g. prop:alg_grp_compact

Proof. Direct sense. Since g is compact, g “ Z ‘ Dg with Dg “ g1 compact and semisimple; in
particular, the center of g1 is t0u. Since Z is compact and abelian, it is isomorphic to the torus
S1ˆ. . .ˆS1. Since g1 is compact, Intpg1q is compact, but the Lie algebra if Intpg1q is –by definition–
adpg1q. The center of a semisimple Lie algebra is zero; then adX 1 “ 0 implies X “ 0 (for X P g1).
Then ad is an isomorphism between g1 and ad g1.

All this shows that –up to isomorphism– Z and rg, gs are Lie algebras of compact groups. We
know from lemma 49.101 that the Lie algebra of GˆH is g‘ h. Thus, here, g is the Lie algebra
of the compact group S1 ˆ . . .ˆ S1 ˆ Intpgq.
Reverse sense. We consider a compact group G and we have to see the its Lie algebra g is
compact. If G is connected, AdG is an analytic homomorphism from G to Intpgq. If G is not
connected, the Lie algebra of G is TeG0 (G0 is the identity component of G) where G0 is connected
and compact because closed in a compact.

Proposition 53.91.
Let g be a real Lie algebra and Z, the center of g. We consider k, a compactly embedded in g. If
kX Z “ t0u then the Killing form of g is strictly negative definite on k. prop:K_Z_Killing

Proof. Let B be the Killing form on g and K the analytic subgroup of Intpgq whose Lie algebra
is adgpkq. By assumption, K is a compact Lie subgroup of GLpgq. Then there exists a quadratic
form on g invariant under K, and a basis in which the endomorphisms adgpT q for T P k are
skew-symmetric because the matrices of K are orthogonal. If the matrix of adT is paijq, then

BpT, T q “
ÿ

ij

aijpT qajipT q “ ´
ÿ

ij

a2
ijpT q ď 0, (53.240)

and the equality hold only if adT “ 0 i.e. if T P Z. From the assumptions, k X Z “ t0u; then
BpT, T q “ 0 if and only if T “ 0.

53.9 Representations from the Lie algebra to the Lie group
PROPooXCGMooKlJlwp

Proposition 53.92 ([811]).
Let G be a Lie group and g be its Lie algebra. Let pρ, V q be a smooth representation of G. We
consider the map

s : gÑ EndpV q
spXqv “ d

dt

”
ρpetXqv

ı
t“0

.
(53.241)
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We have the equality
ρpetXq “ etspXq (53.242)

as operators on V .

Proof. Let X P g. We define Mptq “ ρpetXq and Nptq “ etspXq. These are maps from R to EndpV q;
the proposition 15.71 helps to derive them.

For N we immediately have
N 1ptq “ spXqetspXq. (53.243)

For M , we have few more prudence. We fix ϵ ą 0 and we write (thanks to proposition 15.69)

Mpt` ϵq “ ρpept`ϵqXq “ ρpetXeϵXq “ ρpetXqeϵX . (53.244)

Now for the differential quotient,

Mpt` ϵq ´Mptq
ϵ

“ ρpetXqρpe
ϵXq ´ Id
ϵ

. (53.245)

If we compute the limit ϵÑ 0, the second factor goes, by definition to spXq. So

M 1ptq “ ρpetXqspXq “ spXqMptq. (53.246)

So M and N satisfy the same differential equation
"
y1 “ spXqyptq (53.247a)
yp0q “ 1 (53.247b)

for the function y : R Ñ EndpV q. This is a work for Cauchy-Lipschitz, theorem 17.44. So we
define fpt,mq “ spXqm and we show that this is Lipschitz with respect to m :

}fpt0,m0q ´ fpt,mq} “ }spXqpm0 ´mq} ď }spXq}}m0 ´m}. (53.248a)

So the function f is Lipschitz with respect to m with a Lipschitz constant bounded by }spXq}.
The unicity part of Cauchy-Lipschitz shows that Mptq “ Nptq for every t for which the expres-

sions make sense.
THOooLVSNooOpzYgO

Theorem 53.93 ([811, 1]).
Let G be a Lie group and g be its Lie algebra. If pρ, V q is a finite dimensional representation of
G, the map

s : gÑ EndpV q
spXqv “ d

dt

”
ρpetXqv

ı
t“0

(53.249)

is a representation 38 of g on V .

Proof. We choose a basis of V and we consider the matrix representation associated with ρ,
namely 39

ρ̃ : GÑ GLpn,Cq. (53.250)

We have
ρ
`

expptXq˘v “
ÿ

kl

ρ̃
`

expptXq˘
kl
vlek. (53.251)

38. Representation of a Lie algebra, definition 51.2.
39. If you want details, this is ρ̃ “ ψ´1

˝ ρ where ψ : Mpn,Cq Ñ GLpV q is defined in 4.70.
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and then

spXqv “ d

dt

”ÿ

kl

ρ̃
`

expptXq˘
kl
vkel

ı
t“0

(53.252a)

“
ÿ

kl

ˆ
d

dt

”
ρ̃
`

expptXq˘
ı
t“0

˙

kl

vkel (53.252b)SUBEQooZGVHooStJJQmSUBEQooZGVHooStJJQm

“
ÿ

kl

ˆ
d

dt

”
exp

`
tdρ̃epXq

˘ı
t“0

˙

kl

vkel lem. 53.38 (53.252c)

“
ÿ

kl

dρ̃epXqklvkel (53.252d)

“ dρ̃epXqv. (53.252e)

We keep in mind that, expressed with matrices, we have

spXqv “ dρ̃epXqv. (53.253)EQooAZTTooIFjJmfEQooAZTTooIFjJmf

(1) s is linear This is equation (53.253).
(2) Lie bracket We have to prove that s

`rX,Y s˘v “ rspXq, spY qsv. On the left-hand side, the
bracket is the commutator in GLpV q. We start from the expression (53.252b) and we focus
on what lies inside the derivative.
The trick is to use the formulas of lemma 53.54 to enter dρ̃e inside the commutator via the
lemma 53.38. Here is the computation:

ρ̃
`

expptrX,Y sq˘ “ ρ̃
´
αptq expp?tXq expp?tY q expp´?tXq expp´?tY q

¯
(53.254a)

“ ρ̃
`
αptq˘ρ̃` expp?tXq˘ρ̃` expp?tY q˘ (53.254b)
ρ̃
`

expp´?tXq˘ρ̃` expp´?tY q˘

“ ρ̃
`
αptq˘ exp

`?
tdρ̃epXq

˘
exp

`?
tdρ̃epXq

˘
(53.254c)

exp
`?
tdρ̃epXq

˘
exp

`?
tdρ̃epXq

˘

Thus, using the Leibniz rule, ans the properties αp0q “ e, α1p0q “ 0 we have

d

dt

”
ρ̃
´

exp
`
trX,Y s˘

¯ı
t“0

“ d

dt

”
ρ̃
`
αptq˘ exp

`?
tdρ̃epXq

˘
. . .

ı
t“0

(53.255a)

“ d

dt

”
ρ̃
`
αptq˘

ı
t“0

(53.255b)

` ρ̃`αp0q˘ d
dt

”
exp

`?
tdρ̃epXq

˘
. . .

ı
t“0

“ d

dt

”
exp

`?
tdρ̃epXq

˘
exp

`?
tdρ̃epY q

˘
(53.255c)

exp
`´?tdρ̃epXq

˘
exp

`´?tdρ̃epY q
˘ı
t“0

“ “
dρ̃epXq, dρ̃epY q

‰
eq. (53.136)

(53.255d)
“ “

spXq, spY q‰ eq. (53.253).
(53.255e)

53.10 Old stuff
I move here the theorems which are not really well proven and which are replaced by better

ones.
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53.11 Cosets
We consider G, a Lie group and H, a closed subgroup. Then from theorem 53.68, there exists

an unique analytic structure on H for which H is a topological Lie subgroup of G. We naturally
consider this structure on H. We also consider g and h, the Lie algebras of G and H, and m be a
subspace of g such that g “ m‘ h.

Now we will study the structure of the coset space G{H on which we put the topology such
that π is continuous and open; this is the natural topologypg:natur_topo. As notations, we define p0 “ πpeq
and ψ : mÑ G, the restriction to m of the exponential.

Lemma 53.94.
The dimension of G{H is dimpG{Hq “ dimG´ dimH. lem:dim_G_H

Proof. We decompose the Lie algebra g as g “ h‘m, and we will see that there exists a real vector
space isomorphism ψ : TrespG{Hq Ñ m given by

ψpXq “ d

dt

”
emptq

ı
t“0

(53.256)

if Xptq “ rgptqs with gptq “ emptqehptq where mptq P m and hptq P h (the existence of such a
decomposition in reasonably small neighbourhood of e is given by lemma 53.60). The fact that ψ
is surjective is clear. The injectivity is also easy: ψpXq “ 0 implies that expmptq is a constant.
Thus

X “ d

dt

”
rcst ehptqs

ı
t“0

“ d

dt

”
rcsts

ı
t“0

“ 0.

lem:vois_U

Lemma 53.95.
There exists a neighbourhood U of 0 in m such that

(1) ψ is homeomorphic on U ,
(2) π sends homeomorphically ψpUq on a neighbourhood of p0 in G{H.

Proof. By lemma 53.60, we consider bounded, open and connected neighbourhoods Um and Uh of
0 in m and h such that

ϕ : pA,Bq Ñ eAeB

is a diffeomorphism from Um ˆ Uh to an open neighbourhood of e in G. Since H has the induced
topology from G, we can find a neighbourhood V of e in G such that V XH “ exp Uh.

Now we take U , a compact neighbourhood of 0 in Um such that

e´UeU Ă V. (53.257)eq:UUVeq:UUV

So, ψ is an homeomorphism from U to ψpUq. Indeed for X P U , ψpXq “ eX “ ϕpX, 0q and ϕ is
diffeomorphic.

On the other hand, π is bijective on ψpUq. In order to see that it is injective, let us consider X,
Y P U such that πpeXq “ πpeY q. Then expX and expY are in the same class with respect to H:
expX P rexpY s. Then expp´Xq expY P H, and reversing the role 40of X and Y , expp´Y q expX P
H. Since X 1, X2 P U and (53.257),

e´Y eX P V XH.
Then there exists a Z in Uh such that expX “ expY expZ, but U is a subset of Um (so that
pA,Bq Ñ eAeB is diffeomorphic), then X “ Y and Z “ 0.

Since π is bijective on ψpUq, it is homeomorphic because the topology is build in order for π
to be open and continuous.

On a third hand, UˆUh is a neighbourhood of p0, 0q in UmˆUh, so that eUeUh is a neighbourhood
of e in G. Since π is open, πpexpU exp Uhq “ πpψpUqq is a neighbourhood of p0 in G{H.

40. Anglais ?
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Let N0 be the interior of πpψpUqq and tX1, . . . , Xru a basis of m. If g P G, we looks at the map

πpg· ex1X1`¨¨¨`xrXrq Ñ px1, . . . , xrq.
This is an homeomorphism from g·N0 to an open subset of Rr because π is homeomorphic from
U . With this chart, G{H is an analytic manifold and moreover if x P G, the map

τpxq : rys Ñ rxys (53.258)eq:tau_x_yeq:tau_x_y

is an analytic diffeomorphism of G{H. Let us prove it. If we consider rxs P G{H, we can write
x “ gm for a certain m P ψpUq. Hence the chart around rxs will be around rgms “ rgex1X1`¨¨¨`xrXr s
(in other word, we can find an open set around rxs on which can be parametrised so). We can
forget the g because the action is a diffeomorphism. Then we looks at the chart φ : G{H Ñ Rr,
φrex1X1`¨¨¨`xrXr s “ px1, . . . , xrq. The map (53.258) makes

py1, . . . , yrq Ñ pCBH1px1, . . . , xr, y1, . . . yrq, . . . , CBHrpx1, . . . , xr, y1, . . . yrqq. (53.259)

But CBH is a diffeomorphism.
Helgason4.2tho:struc_anal

Theorem 53.96 ([781]).
Let G be a Lie group, H a closed subgroup of G and G{H with the natural topology. Then G{H
has an unique analytic structure with the property that G is a Lie transformation group of G{H.

Proof. We denote by Ů the interior of the U given by the lemma 53.95, and B “ ψpŮq Ă G. Since
ϕ : pA,Bq Ñ expA expB is a diffeomorphism, ψpŮq “ ϕpU, 0q is a submanifold of G. We consider
the following diagram:

GˆB
I ˆ π

��

Φ // G

π
��

GˆN0 G{H
with, for g P G and x P B,

I ˆ π : pg, xq ÞÑ pg, rxsq
and

Φ: pg, xq ÞÑ gx.

The classes rxs are taken with respect to H. The map µ : GˆN0 Ñ G{H, µpg, rxsq “ rgxs can be
written under the form

µ “ π ˝ Φ ˝ pI ˆ πq´1

which is analytic 41. So G is a Lie transformation group on G{H.

lem:categ

Lemma 53.97 (Category theorem).
If a locally compact space M can be written as a countable union

M “
8ď

n“1
Mn (53.260)eq:M_unioneq:M_union

where each Mi is closed in M , then at least one of them contains an open subset of M .

Proof. We suppose that none of the Mi contains an open subset of M . Let U1 be an open whose
closure is compact, a1 P U1zM1 and a neighbourhood U2 of a1 such that U2 Ă U1 and U2XM1 “ ∅.
Let a2 P U2zM2 and a neighbourhood U3 of a2 such that U3 Ă U2 and U3 XM2 “ ∅. . . and so on.
The existence of the ai comes from the fact that Uj is open, so that it is contained in no one of
the Mk.

The decreasing sequence U1, U2, . . . is made up from non empty compacts sets. Then
Ş8
i“1 Ui ‰

H and the elements of this intersection are in none of the Mi; this contradict (53.260).
41. Notice that the inverse of I ˆ π exists because π is homeomorphic on the spaces considered here.
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tho:homeo_action

Theorem 53.98.
Let G be a locally compact group with a countable basis. Suppose that it is a transitive, locally
compact and Hausdorff topological group of transformation on M . Consider p PM and H “ tg P
G tel que g· p “ pu. Then

(1) H is closed,
(2) the map rgs Ñ g· p is homeomorphic between G{H and M .

Proof. By definition of a group action, the map φ : G Ñ M , φpgq “ g· p is continuous. Then
H “ φ´1ppq is closed in G.

As usual, the topology considered on G{H is a topology which makes the canonical projection
π : G Ñ G{H continuous and open. Now we study the map ψ : G{H Ñ M , ψprgsq “ g· p which
is well defined because H fixes p by definition. It is clearly injective, and it is surjective because
the action is transitive.

Now remark that ψ “ φ ˝ π´1. Since π is continuous and open, and φ is continuous, it just
remains to be proved that φ is open in order for ψ to be continuous and open. In order to do
it, consider V , an open subset of G, g P V and a compact neighbourhood U of e in G such that
U “ U´1 and gU2 Ă V . If U is small and u, v P U close to e, then guv can keep in V , so that
such a U exists.

We can find a sequence pgnq in G such that G “ Ť
n gnU ; the transitivity of G on M implies

that
M “

ď

n

gnU · p.

Each term in this union is compact, and therefore closed in M . By lemma 53.97, one of the gnU · p
contains an open subset of M . Since the action “g· ” is continuous, U · p also contains an open
subset in M . The conclusion is that one can find a u· p in the interior of M , and p is then an
interior point of u´1U · p Ă U2 · p. Then g· p in in the interior of V · p and φ is therefore
open.

Proposition 53.99.
Let G be a transitive transformation Lie group on a C8 manifold M . Consider p0 P M and H,
the stabilizer of p0:

H “ tg P G tel que g· p0 “ p0u.
Let

α : G{H ÑM

rgs ÞÑ g· p0.
(53.261)

We have:
(1) The stabilizer H is closed in G.
(2) If α is homeomorphic, then it is diffeomorphic (if G{H has the analytic structure of theo-

rem 53.96).
(3) If α is homeomorphic and if M is connected, then G0, the identity component of G, is

transitive on M . propHelgason4.3

This comes from [781], chapter 2, proposition 4.3. The interest of this theorem is the fact that
one only has to check the continuity of α and α´1 in order to have a diffeomorphism M » G{H.

Proof. The group H is closed in G. We consider the map φ : G Ñ M , φpgq “ g· p0. This is
continuous; therefore φ´1pp0q is closed. Remark that we are in the situation of theorem 53.98
First item. We will use lemma 53.95. Se denotes by h, the Lie algebra of H and we consider a
m such that g “ m‘ h; the lemma 53.95 assure us that we have a neighbourhood U of 0 in m on
which ψ is homeomorphic and such that π sends homeomorphically ψpUq to a neighbourhood of
p0 in G{H. We define Ů , the interior of U , B “ ψpŮq and N0, the interior of πpψpUqq.

The set B is a submanifold of G, diffeomorphic to N0 by π because everything is continuous
and then everything respect the interiors.
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¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 53.100
C’est n’importe quoi comme justification. C’est lié au problème 53.102. prob:diffeo_1

Consider ι : B Ñ G, the identity and β : G Ñ M , βpgq “ g· p0. The restriction αN0 of α to
N0 is an homeomorphism (this is a part of the assumptions) from N0 to an open subset of M : N0
is open (this is an interior), then its image by an homeomorphism is open.

Now we can see that αN0 is differentiable. The reason is that it can be written as αN0 “
β ˝ ι ˝ π´1 : N0 ÑM . The construction makes π a diffeomorphism and β a diffeomorphism when
G is a Lie group of transformations (as it is the case here); ι is clear. Now we have to see that the
whole α is also differentiable, and then we will have to prove the same for α´1.

By definition, αprgsq “ g· p0 (the classes rgs is taken with respect to H). Consider rns P H;
for any g P G, one can write rgs “ rgn´1ns. Then

αprgsq “ αprgn´1nsq “ gn´1n· p0 “ gn´1αprnsq “ gn´1 ·αN0prnsq, (53.262)
but the last dot denotes a differentiable action, and αN0 is differentiable. Thus α is differentiable.

In order for α to be a diffeomorphism, we still have to prove that α´1 is differentiable., we
begin to show that the Jacobian of β at g “ e has rank rβ “ dimM . We looks at dβe : gÑ Tp0M ,
and consider X P kerpdβeq. For f P C8pMq, we compute

0 “ pdβeXqf “ Xpf ˝ βq “ d

dt

”
fpetX · p0q

ı
t“0

. (53.263)

Let s P R, and we write this equation for f˚ instead of f , which f˚ defined by f˚pqq “ fpesX · qq
for each q PM :

0 “ d

dt

”
f˚petX · p0q

ı
t“0

“ d

dt

”
fpeps`tqX · p0q

ı
t“0

“ d

dt

”
fpetX · p0q

ı
t“s
. (53.264)

Thus fpesX · p0q is a constant with respect to s. Since f is arbitrary, esX · p0 “ p0 for any s. So
X P h because exp sX P H for any s. Then ker dβe Ă h.

On the other hand, h Ă ker dβe is clear, then
ker dβe “ h

and rβ “ dim g´ dim h.
Since α is an homeomorphism, the dimension of the origin and the target space are the same:

dimG{H “ dimM . On the other hand, lemma 53.94 gives dimG{H “ dim g ´ dim h, so that
rβ “ dimM .

Now we prove that α´1 is differentiable. Remark that βpgq “ g· p0 and αprgsq “ g· p0 “ βpgq
is a good definition for α because the class are taken with respect to the stabilizer of p0. Since
rβ “ dimM , the map β is locally a diffeomorphism from a neighbourhood of e to a neighbourhood
of p0.

If p “ g· p0, α´1ppq “ rgs because rks P α´1poq if αprksq “ p, i.e. k· p0 “ p. But k “ gr for
a certain r P G. It is clear that p “ k· p0 “ gr· p0. In particular, g· pr· p0q. We know that in
general g· p “ g· q implies p “ q; here it gives us r P H, so that k P rgs.

We consider a n P G such that n· and n´1 · are diffeomorphic. We can make the following
manipulation:

α´1ppq “ rgs “ rgnn´1s “ πpgnqα´1pn´1 · p0q. (53.265)
Under this form, α´1 is diffeomorphic.
Second item. If α is an homeomorphism, then β is open. Let us denote by G0 the identity
component of G. There exists a subset txγ tel que γ P Iu of G such that

G “
ď

γPI
G0xγ .

This comes from the fact that the components are all some left translations of the identity com-
ponent (this is true for any Lie group). Each orbit G0xγ · p0 is open in M and two orbits are
either disjoint either equals. Since M is connected, all these orbits must coincide; thus each orbit
contains the whole M . In particular, the orbit G0 · p0 “M : G0 is transitive on M .



3126 CHAPTER 53. LIE GROUP AND LIE ALGEBRA

53.12 Connected components
lem:vp_G_X

Lemma 53.101.
Let G be a connected Lie group with Lie algebra g. If φ : G Ñ X is an analytic homomorphism
(X is a Lie group with Lie algebra x), then

(1) The kernel φ´1peq is a topological Lie subgroup of G; his algebra is the kernel of dφe.
(2) The image φpGq is a Lie subgroup of X whose Lie algebra is dφpgq Ă x.
(3) The quotient group G{φ´1peq with his canonical analytic structure is a Lie group. The map

gφ´1peq ÞÑ φpgq is an analytic isomorphism G{φ´1peq Ñ φpGq. In particular the map
φ : GÑ φpGq is analytic.

Proof. First item. We know that a subgroup H closed in G admits an unique analytic structure
such that H becomes a topological Lie subgroup of G. This is the case of φ´1peq. We know
that Z P g belongs to the Lie algebra of φ´1peq if and only if φpexp tZq “ e for any t P R. But
φpexp tZq “ expptdφpZqq “ e if and only if dφpZq “ 0.
Second item. Consider X1, the analytic subgroup of X whose Lie algebra is dφpgq. The group
φpGq is generated by the elements of the form φpexpZq for Z P g. The group X1 is generated by
the exppdφZq. Because of lemma 53.38, these two are the same. Then φpGq “ X1 and their Lie
algebras are the same.
Third item. We consider H, a closed normal subgroup of G; this is a topological subgroup and the
quotient G{H has an unique analytic structure such that the map GˆG{H Ñ G{H, pg, rxsq Ñ rgxs
is analytic. We consider a decomposition g “ h‘ m and we looks at the restriction ψ : m Ñ G of
the exponential. Then there exists a neighbourhood U of 0 in m which is homomorphically send
by ψ into an open neighbourhood of e in G and such that π : G Ñ G{H sends homomorphically
ψpUq to a neighbourhood of p0 P G{H (cf. lemma 53.95).

We consider Ů , the interior of U and B “ ψpŮq. The following diagram is commutative:

GˆG{H Φ //

π ˆ I ''

G{H

G{H ˆG{H
α

88
(53.266)

with Φpg, rxsq “ rg´1xs, pπ ˆ Iqpg, rxsq “ prgs, rxsq and αprgs, rxsq “ rg´1xs. Indeed,

α ˝ pπ ˆ Iqpg, rxsq “ αprgs, rxsq “ rg´1xs.
In order to see that α is well defined, remark that if rhs “ rgs and rys “ rxs rg´1xs “ rh´1ys
because H is a normal subgroup of G.

Now, we consider g0, x0 P G and the restriction of pπ ˆ Iq to pg0Bq ˆ pG{Hq. Since π is
homeomorphic on ψpUq and B “ ψpŮq, on g0B, π is a diffeomorphism (because the multiplication
is diffeomorphic as well)

prob:diffeo_2

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 53.102
Why is the π a diffeomorphism? I understand why it is qn homeomorphism, but no more.

This diffeomorphism maps to a neighbourhood N of prg0s, rx0sq in G{H ˆ G{H. From the
commutativity, we know that α “ Φ ˝ pπˆ Iq´1, so that α is analytic. Consequently, G{H is a Lie
group. On N , α is analytic, then αpNq is analytic.

All this is for a closed normal subgroup H of G. Now we consider H “ φ´1peq and h, the
Lie algebra of H. From the first item, we know that the Lie algebra of H is the kernel of dφ:
h “ dφ´1p0q which is an ideal in g.

From the second point, the Lie algebra of G{H is dπpgq which is isomorphic to g{h; the
bijection is γpdπpXqq “ rXs P g{h. In order to prove the injectivity, let us consider γpAq “ γpBq;
A “ dπpXq, B “ dπpY q. The condition is rXs “ rY s; thus it is clear that dπpXq “ dπpY q



53.12. CONNECTED COMPONENTS 3127

Let us consider on the other hand the map Z`hÑ dφpZq for Z P g 42. In other words, the map
is rZs Ñ dφpZq. This is an isomorphism g{h Ñ dφpgq, which gives a local isomorphism between
G{H and φpGq. This local isomorphism is rgs Ñ φpgq for g in a certain neighbourhood of e in G.

Since rgs Ñ φpgq has a differential which is an isomorphism, this is analytic at e. Then it is
analytic everywhere.

Corollary 53.103.
If G is a connected Lie group and if Z is the center of G, then

(1) AdG is an analytic homomorphism from G to IntpGq, with kernel Z,
(2) the map rgs Ñ AdGpgq is an analytic isomorphism from G{Z to Intpgq (the class rgs is taken

with respect to Z).
cor:Ad_homom

Proof. First item. A connected Lie group is generated by a neighbourhood of identity, and any
element of a suitable such neighbourhood can be written as the exponential of an element in the
Lie algebra. So Intpgq is generated by elements of the form exppadXq “ AdpexpXq; this shows
that Intpgq Ă AdpGq. In order to find the kernel, we have to see Ad´1

G peq by the formula

eAdpgqX “ geXg´1.

We have to find the g P G such that @X P g, AdGpgqX “ X. We taking the exponential of the
two sides and using (51.8),

geXg´1 “ eX . (53.267)

Then g must commute with any eX P G: in other words, g is in the kernel of G.
Second item. This is contained in lemma 53.101. Indeed G is connected and we had just proved
that AdG : GÑ Intpgq with kernel Z; the third item of lemma 53.101 makes G{Z a Lie group and
the map rgs Ñ AdGpgq an analytic isomorphism from G{Z to AdGpGq “ Intpgq.
Lemma 53.104.
Let G1 and G2 be two locally isomorphic connected Lie groups with trivial center (i.e. g1 “ g2 “ g
and ZpGiq “ teu). In this case, we have G1 “ G2 “ Intpgq where Int g stands for the group of
internal automorphism of g.

Proof. We denote by G0 the group Int g. The adjoint actions Adi : Gi Ñ G0 are both surjective be-
cause of corollary 53.103. Let us give an alternative proof for injectivity. Let Zi “ kerpAdiq “ tg P
Gi tel que AdpgqX “ X, @X P gu. Since Gi is connected, it is generated by any neighbourhood of
the identity in the sense of proposition 52.6; let V0 be such a neighbourhood. Taking eventually a
subset we can suppose that V0 is a normal coordinate system. So we have

g expGi
pXqg´1 “ expgi

pXq
for every X P V0. Using proposition 52.6 we deduce that gxg´1 “ x for every x P Gi, thus
g P ZpGiq. That proves that kerpAdiq Ă ZpGiq. The assumption of triviality of ZpGiq concludes
injectivity of Adi.

CORooDBIGooTUplRL

Corollary 53.105.
Let g be a real Lie algebra with center t0u. Then the center of Intpgq is only composed of the
identity.

Proof. We note G1 “ Intpgq and Z his center; ad is the adjoint representation of g and Ad1, ad1, the
ones of G1 and adpgq respectively. We consider the map θ : G1{Z Ñ Intpadpgqq, θprgsq “ Ad1pgq.
By the second item of the corollary 53.103, rgs Ñ AdG1pgq is an analytic homomorphism from G1
to Intpg1q where g1 is the Lie algebra of G1; this is adpgq. So θ : G1{Z Ñ Intpg1q is isomorphic.

42. Note that g and h are not groups; by rXs, we mean rXs “ tX ` h tel que h P hu.
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Now we consider the map s : g Ñ adpgq, spXq “ adpXq; this is an isomorphism. We also
consider S : G1 Ñ GLpadpgqq, Spgq “ s ˝ g ˝ s´1. The Lie algebra of SpG1q is adpg1q “ ad

`
adpgq˘.

Then SpG1q is the subset of GLpad gq whose Lie algebra is ad
`

ad g
˘
, i.e. exactly Intpad gq. So S

is an isomorphism S : G1 Ñ Intpad gq. From all this,

SpeadXq “ s ˝ eadX ˝ s´1 “ ead1padXq “ Ad1peadXq. (53.268)

With this equality, S´1 ˝ θ : G1{Z Ñ G1 is an isomorphism which sends rgs on g for any g P Z.
Then Z can’t contains anything else than the identity.

53.106.
The corollary 53.105 does not hold i we relax the assumptions of the trivial center. We have a
counter-example with g “ R3 and the commutations relation

rX1, X2s “ X3, rX1, X3s “ rX2, X3s “ 0.

The group Intpgq is abelian; then his center is the whole group, although g is not abelian.

53.13 Adjoint group, inner automorphisms
sec:adj_gp

Let a be a real Lie algebra. We denote byGLpaq the group of all the nonsingular endomorphisms
of a: the linear and nondegenerate operators on a as vector space. An element σ P GLpaq does
not specially fulfils somethings like σrX,Y s “ rσX, σY s. The Lie algebra glpaq is the vector
space of the endomorphisms (without non degeneracy condition) endowed with the usual bracket
padAqB “ rA,Bs “ A ˝ B ´ B ˝ A. The map X Ñ adX is a homomorphism from a to the
subalgebra adpaq of glpaq.

The group Intpaq is the analytic Lie subgroup of GLpaq whose Lie algebra is adpaq by theo-
rem 53.7. This is the adjoint group of a.

Proposition 53.107.
The group Autpaq of all the automorphisms of a is a closed subgroup of GLpaq.
Proof. The property which distinguish the elements in Autpaq from the “commons” elements of
GLpaq is the preserving of structure: φrA,Bs “ rφA,φBs. These are equalities, and we know that
a subset of a manifold which is given by some equalities is closed.

Now, theorem 53.68 provides us an unique analytic structure on Autpaq in which it is a topo-
logical Lie subgroup of GLpaq. From now we only consider this structure. We denote by Bpaq the
Lie algebra of Autpaq: this is the set of the endomorphisms D of a such that @t P R, etD P Autpaq.
By differencing the equality

etDrX,Y s “ retDX, etDY s (53.269)eq:exp_dereq:exp_der

with respect to t, we see 43 that D is a derivation 44 of a
Conversely, consider D, any derivation of a; by induction,

DkrX,Y s “
ÿ

i`j“k

k!
i!j! rD

iX,DjY s (53.270)

where by convention, D0 is the identity in a. This relation shows that D fulfils condition (53.269),
so that any derivation of a lies in Bpaq. Then

Bpaq “ tderivations of au.
43. As usual, if we consider a basis of a as vector space, the expression in the right hand side of

retDX, etDY s “ adpetDXqetDX

can be seen as a product matrix times vector, so that Leibniz works.
44. Definition 51.3.
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The Jacobi identities show that
adpaq Ă Bpaq.

From this, we deduce 45:
Intpaq Ă Autpaq. (53.271)eq:int_sub_auteq:int_sub_aut

Indeed the group Intpaq being connected, it is generated 46 by any neighbourhood of e; note that
Autpaq has not specially this property. We take a neighbourhood of e in Intpaq under the form
expV where V is a sufficiently small neighbourhood of 0 in adpaq to be a neighbourhood of 0 in
Bpaq on which exp is a diffeomorphism. In this case, expV Ă Autpaq and then Intpaq Ă Autpaq.

Elements of adpaq are the inner derivations while the ones of Intpaq are the inner auto-
morphisms.

Let O be an open subset of Autpaq; for a certain open subset U of GLpaq, O “ U X Autpaq.
Then

ι´1pOq “ O X Intpaq “ U XAutpaq X Intpaq “ U X Intpaq. (53.272)
The subset U X Intpaq is open in Intpaq for the topology because Intpaq is a Lie 47 subgroup of

GLpaq and thus has at least the induced topology. This proves that the inclusion map ι : Intpaq Ñ
Autpaq is continuous.

The lemma 49.53 and the consequence below makes Intpaq a Lie subgroup of Autpaq. Indeed
Intpaq and Autpaq are both submanifolds of GLpaq which satisfy (53.271).

By definition, Autpaq has the induced topology from GLpaq. Then Intpaq is a submanifold of
Autpaq. This is also a subgroup and a topological group : Intpaq is not a topological subgroup of
Autpaq. Then Intpaq is a Lie subgroup of Autpaq. Schematically, links between Int g, ad g, Aut g
and Bg are eq:schem_ad_int

Int gÐÝ ad g (53.273a)
Aut g ÝÑ Bg. (53.273b)

Remark that the sense of the arrows is important. By definition Bg is the Lie algebra of Aut g, then
there exist some algebras g and g1 with Aut g ‰ Aut g1 but with Bg “ Bg1, because the equality
of two Lie algebras doesn’t implies the equality of the groups. The case of Int g and ad g is very
different: the group is defined from the algebra, so that ad g “ ad g1 implies Int g “ Int g1 and
Int g “ Int g1 if and only if ad g “ ad g1.

A result about the group of inner automorphism which will be useful later:
lem:Int_g_gR

Lemma 53.108.
If g is a complex semisimple Lie algebra, then Int g “ Int gR.

Proof. If tXiu is a basis of g, then tXj , iXju is a basis of gR. We define ψ : ad gÑ ad gR by

ψpadpajXjqq “ adpajXjq.
It is clearly surjective. On the other hand, if adpajXjq adpbkXkq as elements of ad gR, then they
are equals as elements of ad g. The discussion following equations (53.273) finishes the proof.

Corollary 53.109.
Any two real compact form of a complex semisimple Lie algebra are conjugate by an inner auto-
morphism.

Proof. We know that any real form of g induces an involution (the conjugation) and that if the
real form is compact, the involution is Cartan on gR. Let u0 and u1 be two compact real forms of
g and τ0, τ1 the associated involutions of g (which are Cartan involutions of gR). For a suitable
φ P Int gR,

τ0 “ φτ1φ
´1.

45. See error 88.3
46. See proposition 52.6
47. Is it true??
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The fact that Int g “ Int gR (lemma 53.108) finishes the proof.

Proposition 53.110.
The group Intpaq is a normal subgroup of Autpaq.
Proof. Let us consider a s P Autpaq. The map σs : Autpaq Ñ Autpaq, σspgq “ sgs´1 is an
automorphism of Autpaq. Indeed, consider g, h P Autpaq; direct computations show that σspghq “
σspgqσsphq and rσspgq, σsphqs “ σsprg, hsq. From this, pdσsqe is an automorphism of Bpaq, the Lie
algebra of Autpaq. For any D P Bpaq we have

pdσsqeD “ d

dt

”
sDptqs´1

ı
t“0

“ sDs´1. (53.274)eq:ad_s_2eq:ad_s_2

Since s is an automorphism of a and adpaq, a subalgebra of glpaq,
s adXs´1 “ adpsXq (53.275)eq:ad_s_1eq:ad_s_1

for any X P a, s P Autpaq. Since adpaq Ă Bpaq, we can write (53.274) with D “ adX and put it in
(53.275):

pdσqe adX “ s adXs´1 “ adps·Xq.
We know from general theory of linear operators on vector spaces that if A,B are endomorphism of
a vector space and if A´1 exists, then AeBA´1 “ eABA

´1 . We write it with A “ s and B “ adX:

σs · eadX “ seadXs´1 “ es adXs´1 “ eadps·Xq,

sot that
σs · eadX “ eadpsXq. (53.276)eq:sigma_aut_seq:sigma_aut_s

Ont the other hand, we know that Intpaq is connected, so it is generated by elements of the
form eadX for X P a. Then Intpaq is a normal subgroup of Autpaq; the automorphism s of a induces
the isomorphism g Ñ sgs´1 in Intpaq because of equation (53.276).

More generally, if s is an isomorphism from a Lie algebra a to a Lie algebra b, then the map
g Ñ sgs´1 is an isomorphism between Autpaq and Autpbq which sends Intpaq to Intpbq. Indeed,
consider an isomorphism s : aÑ b and g P Autpaq. If g P Intpaq, we have to see that sgs´1 P Intpbq.
By definition, Intpaq is the analytic subgroup of GLpaq which has adpaq as Lie algebra. We have
g “ eadA, then sgs´1 “ eadpsAq which lies well in Intpbq.
Theorem 53.111.
Let G be a Lie group and H, a Lie subgroup of G.

(1) If H is a topological Lie subgroup of G, then it is closed in G,
(2) If H has at most a countable number of connected components and is closed in G, then H is

a topological subgroup of G.
tho:H_ferme

Proof. First point. It is sufficient to prove that if a sequence hn P H converges (in G) to g P G,
then g P H (this is almost the definition of a closed subset). We consider V , a neighbourhood of
0 in g such that

— exp is diffeomorphic between V and an open neighbourhood of e in G,
— exppV X hq “ pexpV q XH.

This exists by the lemma 53.59; we can suppose that V is bounded. Consider U , an open neigh-
bourhood of 0 in g contained in V such that exp´U exp U Ă expV .

Since hn Ñ g, there exists a N P N such that n ě N implies hn P g exp U (i.e hn is the product
of g by an element rather close to e; since the multiplication is differentiable, the notion of “not
so far” is good to express the convergence notion). From now we only consider such elements in
the sequence. So, h´1

N hn P pexpV q XH (n ě N) because

h´1
N hn P exp´Ug´1g exp U Ă expV.
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(note that H is a group, then h´1
i P H) From the second point of the definition of V , there exists

a Xn P V X h such that h´1
N hn “ expXn for any n ě N .

Since V in bounded, there exists a subsequence out of pXiq (which is also called Xi) converging
to a certain Z P g. But h is closed in g because it is a vector subspace (we are in a finite dimensional
case), then Z P h and thus the sequence phiq converges to hN expZ; therefore g P H.
Second point. The subgroup H is closed in G and has a countable number of connected component.
Since H is closed, theorem 53.68 it has an analytics structure for which it is a topological Lie
subgroup of G. We denotes by H 1 this Lie group.

The identity map I : H Ñ H 1 is continuous 48 (see error 88.4). Thus any connected component
of H is contained in a connected component of H 1, the it has only a countable number of connected
components. By corollary 52.29, H “ H 1 as Lie group.

With the notations and the structure of theorem 53.68, the subgroup H is discrete if and only
if h “ t0u. Indeed, recall the definition (53.175):

h “ tX P g : @t P R, etX P Hu,

and the fact that there exists a neighbourhood of e in H on which the exponential map is a
diffeomorphism.

Theorem 53.112.
Let G and H be two Lie groups and φ : GÑ H a continuous homomorphism. Then φ is analytic.

Proof. The Lie algebra of the product manifold GˆH as gˆ h is given in 49.101. We define

K “ tpg, φpgqq : g P Gu Ă GˆH. (53.277)

It is clear that K is closed in GˆH because G is closed and φ is continuous. By theorem 53.68,
there exists an unique differentiable structure on GˆH such that K is a topological Lie subgroup
of GˆH (i.e.: Lie subgroup 49 + induced topology). The Lie algebra of K is

k “ tpX,Y q P gˆ h : @t P R, petX , etY q P Ku. (53.278)

Let N0 be an open neighbourhood of 0 in h such that exp is diffeomorphic between N0 and an
open neighbourhood Ne of e in H. We define M0 and Me in the same way, for G instead of H.
We can suppose φpMeq Ă Ne: if it is not, we consider a smaller Me: the openness of Ne and the
continuity of φ make it coherent.

The lemma 53.59 allow us to consider M0 and N0 small enough to say that

exp: pM0 ˆN0q X kÑ pMe ˆNeq XK

is diffeomorphic. Now, we are going to show that for any X P g, there exists an unique Y P h such
that pX,Y q P k. The unicity is easy: consider pX,Y1q, pX,Y2q P k; then p0, Y1 ´ Y2q P k (because a
Lie algebra is a vector space). Then the definition of k makes for any t P R, pe, exp tpY1 ´ Y2qq P K.
Consequently, exp tpY1 ´ Y2q “ φpeq “ e and then Y1 ´ Y2 “ 0.

In order to show the existence, let us consider a r ą 0 such that Xr “ p1{rqX keeps in M0. This
exists because the sequence Xr Ñ 0 (then it comes M0 from a certain r). From the definitions, exp
is diffeomorphic between M0 and Me, then expXr PMe and φpexpXrq P Ne because φpMeq Ă Ne.

From this, there exists an unique Yr P N0 such that expYr “ φpexpXrq and an unique Zr P
pM0 ˆ N0q X k satisfying expZr “ pexpXr, expYrq. But exp is bijective from M0 ˆ N0, so that
Zr “ pXr, Yrq and we can choose Y “ rYr as a Y P h such that pX,Y q P k (it is not really a choice:
the unicity was previously shown). We denotes by ψ : gÑ h the map which gives the unique Y P h
associated with X P g such that pX,Y q P k. This is a homomorphism between g and h.

48. pourquoi ?
49. Definition 52.25.
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By definition, pX,ψpXqq P k, i.e. pexp tX, exp tψpXqq P K or

φpexp tXq “ exp tψpXq. (53.279)

Let us now consider a basis tX1, . . . , Xnu of g. Since φ is a homomorphism,

φ
`pexp t1X1qpexp t2X2q . . . pexp tnXnq

˘ “ `
exp t1ψpX1q

˘
. . .

`
exp tnψpXnq

˘
(53.280)eq:coord_vp_expeq:coord_vp_exp

Now, we apply lemma 53.60 on the decomposition of g into the n subspace spanned by the n vector
basis (this is n applications of the lemma), the map

pexp t1X1q . . . pexp tnXnq Ñ pt1, . . . , tnq

is a coordinate system around e in G. In this case, the relation (53.280) shows that φ is differen-
tiable at e. Then it is differentiable anywhere in G.

53.14 Compact Lie algebra
pg:compact_Lie

We consider g, a real Lie algebra and h, a subalgebra of g. Let K˚ be the analytic subgroup of
Intpgq which corresponds to the subalgebra adgphq of adgpgq.

DEFooROMGooTLicyL

Definition 53.113.
We say that h is compactly embedded in g if K˚ is compact. A Lie algebra is compact when it
is compactly embedded in itself.

The analytic subgroup of Intpgq which corresponds to adgpgq, by definition, is Intpgq. Then the
compactness of g is the one of Intpgq.
Remarque 53.114.
The compactness notion on a Lie group is defined from the topological structure of the Lie group
seen as a manifold. It is all but trivial that the compactness on a Lie group is related to the
compactness on its Lie algebra; the proposition 53.90 will however make the two notions related
in the natural way.

Remarque 53.115.
The topology on K˚ is not necessary the same as the induced one from Intpgq and Intpgq has also
not necessary the induced topology from GLpgq. However the next proposition will show that the
compactness notion is well the one induced from GLpgq.
Proposition 53.116.
We consider rK, the same set and group as K˚, but with the induced topology from GLpgq. Then
rK is compact if and only if K˚ is compact.

Note however that K˚ and rK are not automatically the same as manifold.

Proof. K˚ compact implies rK compact. The identity map ι : K˚ Ñ GLpgq is analytic, and then
is continuous because Intpgq is by definition an analytic subgroup of GLpgq and K˚ an analytic
subgroup of Intpgq. If we have a covering of rK with open set Oi X rK of rK (Oi is open in GLpgq),
the continuity of ι make the finite subcovering of K˚ good for rK.
rK compact implies K˚ compact. If rK is compact, then it is closed in GLpgq. As set, K˚ is
closed in GLpgq and by definition it is connected. Then by the theorem 53.111, K˚ is a topological
subgroup of GLpgq. Consequently, K˚ and rK are homeomorphic and they have same topology.

Lemma 53.117 ([1]).
If G is a compact group in GLpn,Rq, then there exists a G-invariant quadratic form on Rn 50.

50. Is it true ? I’ve not even found a precise statement of this claim.
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53.15 Real Lie algebras

53.15.1 Real and complex vector spaces

If V is a real vector space, the complexification of V is the vector space

V C :“ V bR C.
If tviu is a basis of V on R, then tvi b 1u is a basis of V C on C. Then

dimR V “ dimC V C.

Let W be a complex vector space. If one restrains the scalars to R, we find a real vector space
denoted by WR. If twju is a basis of W , then twj , iwju is a basis of WR and

dimCW “ 1
2 dimRWR.

Note that pV CqR “ V ‘ iV .
A real vector space V is a real form of a complex vector space W if WR “ V ‘ iV . If V is a

real form of W , the map φ : V C Ñ V C given by the identity on V and the multiplication by ´1
on iV is the conjugation of V C with respect of the real form V .

53.15.2 Real and complex Lie algebras

For notational convenience, if not otherwise mentioned, g will denote a complex Lie algebra
and f a real one. If f is a real Lie algebra and fC “ f bC, its complexification (as vector space),
we endow fC with a Lie algebra structure by defining

rpX b aq, pY b bqs “ rX,Y s b ab.
This is a bilinear extension of the Lie algebra bracket of f. It is rather easy to see that rf, fsC “
rfC, fCs.

Now we turn our attention to the Killing form. Let f be a real Lie algebra with a Killing form
Bf. A basis of f is also a basis of fC. Then the matrix Bij “ TrpadXi ˝ adXjq of the Killing form
is the same for fC than for f. In conclusion:

BfC |fˆf “ Bf.

Let us study the inverse process: g is a complex Lie algebra and gR is the real Lie algebra
obtained from g by restriction of the scalars. If B “ tvju is a basis of g, B1 “ tvj , ivju is a one
of gR. For a certain X P g we denote by pcklq the matrix of adgX. Now we study the matrix of
adgR X in the basis B1 by computing

padgXqvi “ cikvk “
“

Repcikq ` i Impcikq
‰
vk “ aikvk ` bikpivkq (53.281)

if a “ Re c and b “ Im c. Then the columns of adgR which correspond to the vi P B1’s are given by

adgR X “
ˆ
a ·
b ·

˙

where the dots denote some entries to be find now:

padgXqpiviq “ i
`
aikvk ` bikpivkq

˘ “ aikpivkq ´ bikvk, (53.282)

so that the complete matrix of adgR X in the basis B1 is given by

adgR X “
ˆ
a ´b
b a

˙
.
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So,

adgR X ˝ adgR X
1 “

ˆ
aa1 ´ bb1 ·

· aa1 ´ bb1
˙
.

Then BpX,X 1q “ 2 Trpaa1 ´ bb1q while

BpX,Y q “ Tr
`pa` ibqpa1 ` ib1q˘ “ Trpaa1 ´ bb1q ` iTrpab1 ` ba1q. (53.283)

Thus we have
BgR “ 2 ReBg, (53.284)

so that gR is semisimple if and only if g is semisimple.

53.15.3 Split real form

Let g be a complex semisimple Lie algebra, h a Cartan subalgebra, Φ the set roots, ∆ the set
of non zero roots and B, the Killing form. From property (51.345) and the fact that cp´α,´βq “
cpα, βq, we find cpα, βq2 “ 1

2β
αp1` βαq|α|2, so that cpα, βq2 ě 0 which gives cpα, βq P R. We can

define

gR “ h0
à
αPΦ

Rxα.

Remark that gα has dimension one with respect to C, not R; then Rxα ‰ gα, but Cxα “ gα and
gα “ Rxα ‘ iRxα. Since it is clear that

À
αP∆pRxα ‘ iRxαq “À

αP∆ gα, the proposition 51.158
gives

g “ gR ‘ igR. (53.285)

Any real form of g which contains the hR of a certain Cartan subalgebra h of g is said a split real
form. The construction shows that any complex semisimple Lie algebra admits a split real form.

53.15.4 Compact real form

Definition 53.118.
A compact real form of a complex Lie algebra is a real form which is compact as Lie algebra 51.

Theorem 53.119.
Any complex semisimple Lie algebra contains a compact real form.

Proof. Let h be a Cartan algebra of the complex semisimple Lie algebra g and xα, some root
vectors. We consider the space

u0 “
ÿ

αPΦ
Rihα

loooomoooon
A

`
ÿ

αPΦ
Rpxα ´ x´αq

looooooooomooooooooon
B

`
ÿ

αPΦ
Ripxα ` x´αq

loooooooooomoooooooooon
C

. (53.286)

Since u0 ‘ iu0 contains all the Chα, h Ă u0 ‘ iu0; it is also rather clear that u0 is a real form of
g (as vector space), for example, iRpxα ´ x´αq `Ripxα ` x´αq “ Rixα. Now we have to check
that u0 is a real form of g as Lie algebra, i.e. that u0 is closed for the Lie bracket. This is a lot of

51. Definition 53.113.
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computations:

rihα, ihβs “ 0,
rihα, pxα ´ x´αqs “ ipαphαqxα ´ p´αqphαqx´αq

“ iαphαqpxα ` x´αq P C,
rihα, ipxα ` x´αqs “ ´αphαqpxα ´ x´αq P B,

rpxα ´ x´αq, pxβ ´ x´βqs “ cpα, βqpxα`β ´ x´pα`βqq P B
´ cpα, βqpxα´β ´ xβ´αq P B,

rpxα ´ x´αq, ipxβ ` x´βqs “ icpα, βqpxα`β ` x´pα`βqq P C
` icpα,´βqpxα´βq ` x´α`βq P C

rihα, pxβ ´ x´βqs “ iβphαqpxβ ´ x´βq P C
rihα, ipxβ ` x´βqs “ ´βphαqpxβ ´ x´βq P B

ripxα ` x´αq, ipxβ ` x´βqs “ ´cpα, βqpxα`β ´ x´pα`βqq
´ c1pα,´βqpxα´β ´ x´α`βq.

From proposition 53.89, it just remains to prove that the Killing form of u0 is strictly negative
definite. We know that Bgpgα, gβq “ 0 if α, β P Φ and α ` β ‰ 0; then A K B and A K C. It is
a lot of computation to compute the Killing form; we know that B is strictly positive definite onř
αP∆Rhα (and then strictly negative definite on A) a part this, the non zero elements are (recall

that if α ‰ 0, Bpxα, xαq “ 0 from corollary 51.76)

Bppxα ´ x´αq, pxα ´ x´αqq “ ´2Bpxα, x´αq “ ´2
Bpipxα ` x´αq, ipxα, x´αqq “ ´2.

What we have in the matrix of Bg|u0ˆu0 is a negative definite block (corresponding to A), ´2
on the rest of the diagonal and zero anywhere else. Then it is well negative definite and u0 is a
compact real from of g.

53.15.5 Involutions

Let g be a (real or complex) Lie algebra. An automorphism σ : gÑ g which is not the identity
such that σ2 is the identity is a involution. An involution θ : fÑ f of a real semisimple Lie algebra
f such that the quadratic form Bθ defined by

BθpX,Y q :“ ´BpX, θY q

is positive definite is a Cartan involution.

Proposition 53.120.
Let g be a complex semisimple Lie algebra, u0 a compact real form and τ , the conjugation of g with
respect to u0. Then τ is a Cartan involution of gR. prop:conj_invol

Proof. From the assumptions, g “ u0‘iu0, τu0 “ id and τiu0 “ ´id; then it is clear that τ2
gR
“ id|gR .

If Z P g, we can decompose into Z “ X ` iY with X, Y P u0. For Z ‰ 0, we have

BgpZ, τZq “ BgpX ` iY,X ´ iY q “ BgpX,Xq `BgpY, Y q “ Bu0pX,Xq `Bu0pY, Y q ă 0 (53.287)

because B restricts itself to u0 which is compact. Then

pBgRqτ pZ,Z 1q “ BgRpZ, τZq “ ´2 ReBgpZ, τZ 1q (53.288)

is positive definite because pBgqτ is negative definite. Thus τ is a Cartan involution of gR.
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Lemma 53.121.
If φ and ψ are involutions of a vector space V (we denote by Vψ` and Vψ´ the subspaces of V for
the eigenvalues 1 and ´1 of ψ and similarly for φ), then

rφ,ψs “ 0 iff
#
Vφ` “ pVφ` X Vψ`q ‘ pVφ` X Vψ´q
Vφ´ “ pVφ´ X Vψ`q ‘ pVφ´ X Vψ´q,

i.e. if and only if the decomposition of V with respect to φ is “compatible” with the one with respect
to ψ. lem:invol_compat

Proof. Direct sense. Let us first see that φ leaves the decomposition V “ Vψ` ‘ Vψ´ invariant.
If x “ xψ` ` xψ´ ,

φpxψ`q “ pφ ˝ ψqpxψ`q “ pψ ˝ φqpxψ`q.
Then φpxψ`q P Vψ` , and the matrix of φ is block-diagonal with respect to the decomposition given
by ψ. Thus Vψ` and Vψ´ split separately into two parts with respect to φ.
Inverse sense. If x P V , we can write x “ x`` ` x`´ ` x´` ` x´´ where the first index refers
to ψ while the second one refers to ψ; for example, x`´ P Vψ` X Vφ´ . The following computation
is easy:

pφ ˝ ψqpxq “ φpx`` ` x`´ ´ x´` ´ x´´q
“ x`` ´ x`´ ´ x´` ` x´´
“ ψpx`` ´ x`´ ´ x´` ´ x´´q
“ pψ ˝ φqpxq.

(53.289)

cor:Cartan_conj_inner

Corollary 53.122.
Any two Cartan involutions of a real semisimple Lie algebra are conjugate by an inner automor-
phism.

Proof. Let σ and σ1 be two Cartan involutions of f. We can find a φ P inf f such that rφσφ´1, σ1s “
0. Thus it is sufficient to prove that any two Cartan involutions which commute are equals. So
let us consider θ and θ1, two Cartan involutions such that rθ, θ1s “ 0. By lemma 53.121, we know
that the decompositions into `1 and ´1 eigenspaces with respect to θ and θ1 are compatibles. If
we consider X P f such that θX “ X and θ1X “ ´1 (it is always possible if θ ‰ θ1), we have

0 ă BθpX,Xq “ ´BpX, θXq “ ´BpX,Xq
0 ă Bθ1pX,Xq “ ´BpX, θ1Xq “ BpX,Xq

which is impossible.

Theorem 53.123.
Let f be a real semisimple Lie algebra, θ a Cartan involution on f and σ, another involution (not
specially Cartan). Then there exists a φ P Int f such that rφθφ´1, σs “ 0 tho:sigma_theta_un

Proof. If θ is a Cartan involution, then Bθ is a scalar product on f. Let ω “ σθ. By using
σ2 “ θ2 “ 1, θ “ θ´1 and the invariance property 51.17 of the Killing form,

BpωX, θY q “ BpX,ω´1θY q “ BpX, θσθY q “ BpX, θωY q. (53.290)

Then BθpωX, Y q “ BθpX,ωY q. This is a general property of scalar product that in this case, the
matrix of ω is symmetric while the one of ω2 is positive definite. If we consider the classical scalar
product whose matrix is pδijq, the property is written as Aijvjwj “ viAijwj (with sum over i and
j); this implies the symmetry of A. To see that A2 is positive definite, we compute (using the
symmetry):

AijAjkvivk “ viAijvkAkj “
ÿ

j

pviAijq2 ą 0.
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The next step is to see that there is an unique linear transformation A : fÑ f such that ω2 “ eA,
and that for any t P R, the transformation etA is an automorphism of f.

We choose an orthonormal (with respect to the inner product Bθ) basis tX1, . . . , Xnu of f in
which ω is diagonal. In this basis, ω2 is also diagonal and has positive real numbers on the diagonal;
then the existence and unicity of A is clear. Now we take some notations:

ωpXiq “ λiXi (53.291a)
ω2pXiq “ eaiXi, (53.291b)

(no sum at all) where the ai are the diagonals elements of A. The structure constants are as usual
defined by

rXi, Xjs “ ckijXk. (53.292)

Since σ and θ are automorphisms, ω2 is also one. Then

ω2rXi, Xjs “ ckijω
2pXkq “ ckije

akXk

can also be computed as

ω2rXi, Xjs “ rω2Xi, ω
2Xjs “ eaieajckijXk,

so that ckijeak “ ckije
aieaj , and then @t P R,

ckije
tak “ ckije

taietaj ,

which proves that etA is an automorphism of f. By lemma 53.72, A is thus a derivation of f. The
semi-simplicity makes Bf “ ad f, then A P ad f and etA P Int f because it clearly belongs to the
identity component of Aut f.

Now we can finish de proof by some computations. Remark that ω “ eA{2 and retA, ωs “ 0
because it can be seen as a common matrix commutator. Since ω´1 “ θσ, we have θω´1θ “ σθ,
or θω2θ “ ω2 and

eAθ “ θe´A. (53.293)eq:eAtheq:eAth

From this, one can deduce that etAθ “ θe´tA. Indeed, as matricial identity, equation (53.293)
reads

peAθqik “ peAqijθjk “ eaiθik “ e´akθik.

Then for any ik such that θik ‰ 0, we find eai “ e´ak and then also etai “ e´tak . Thus petAθqik “
petAqijθjk “ etaiθik “ θike

´tak “ pθe´tAqik. So we have

etAθ “ θe´tA. (53.294)

Now we consider φ “ eA{4 P Int f and θ1 “ φθφ´1. We find θ1σ “ eA{2ω´1 and σθ´1 “ e´A{2ω.
Since ω2 “ A, we have eA{2 “ e´A{2ω2 and thus θ1σ “ σθ1.

Corollary 53.124.
Every real Lie algebra has a Cartan involution.

Proof. Let f be a real Lie algebra and g be his complexification: g “ fC. Let u0 be a compact
real form of g and τ the induced involution (the conjugation) on g. By the proposition 53.120, we
know that τ is a Cartan involution of gR. We also consider σ, the involution of g with respect to
the real form f. It is in particular an involution on the real Lie algebra f. Then one can find a
φ P Int gR such that rφτφ´1, σs “ 0 on gR. Let u1 “ φu0 and X P u1. We can write X “ φY for
a certain Y P u0. Then

φτφ´1X “ φτY “ φY “ X,
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so that φτφ´1 “ id|u1 . Note that u1 is also a real compact form of g because the Killing form is
not affected by φ. Let τ1 be the involution of g induced by u1. We have

τ1|u1 “ φτφ´1
u1 “ Id |u1 .

Since φ is C-linear, we have in fact τ1 “ φτφ´1. Now we forget u0 and we consider the compact
real form u1 with his involution τ1 of g which satisfy rτ1, σs “ 0 on gR This relation holds also on
igR, then

rτ1, σs “ 0
on g “ fC. Let X P f, i.e. σX “ X; it automatically fulfils

στ1X “ τ1σX “ τ1X,

so that τ1 restrains to an involution on f (because τ1f Ă f). Let θ “ τ1|f. For X, Y P f, we have

BθpX,Y q “ ´BfpX, θY q “ ´BfpX, τY q “ 1
2pBgRqτ1pX,Y q, (53.295)

which shows that θ is a Cartan involution. The half factor on the last line comes from the fact
that gR “ pfCqR “ f‘ if.

53.15.6 Cartan decomposition

Examples of Cartan and Iwasawa decomposition are given in sections 53.17, 66.4.3,66.5, 55.8
and 55.7. An example of how it works to prove isomorphism of Lie algebras is provided in subsec-
tion 66.5.7.

Let f be a real semisimple Lie algebra. A vector space decomposition f “ k ‘ p is a Cartan
decomposition if the Killing form is negative definite on k and positive definite on p and the
following commutators hold:

rk, ks Ď k, rk, ps Ď p, rp, ps Ď k. (53.296)eq:comm_Cartaneq:comm_Cartan

If X P k and Y P p, we have padX ˝ adY qk Ď p and padX ˝ adY qp Ď k, therefore BfpX,Y q “ 0.
Let θ : fÑ f be a Cartan involution, k its `1 eigenspace and p his ´1 one. It is easy to see that

the relations (53.296) are satisfied for the decomposition f “ k ‘ p. For example, for X,X 1 P k,
using the fact that θ is an automorphism,

rX,X 1s “ rθX, θX 1s “ θrX,X 1s,
which proves that rk, ks Ď k. Since θ is a Cartan involution, Bθ is positive definite. For X P k,

BpX,Xq “ BpX, θXq “ ´BθpX,Xq
proves that B is negative definite on k; in the same way we find that B is also positive definite on
p. Then the Cartan involution gives rise to a Cartan decomposition. We are going to prove that
any Cartan decomposition defines a Cartan involution.

Let us now do the converse. Let f “ k ‘ p be a Cartan decomposition of the real semisimple
Lie algebra f. We define θ “ Id |k ‘ p´ Idq|p. If X,X 1 P k, the definition of a Cartan algebra makes
rX,X 1s P k and so

θrX,X 1s “ rX,X 1s “ rθX, θX 1s,
and so on, we prove that θ is an automorphism of F . It remains to prove that Bθ is positive
definite. If X P k,

BθpX,Xq “ ´BpX, θXq “ ´BpX,Xq.
Then Bθ is positive definite on k because on this space, B is negative definite by definition of a
Cartan involution. The same trick shows that Bθ is also positive definite on p. We had seen that
p and k where Bθ-orthogonal spaces. Thus Bθ is positive definite and θ is a Cartan involution.

Let f “ k‘ p be a Cartan decomposition. Then it is quite easy to see that k‘ ip is a compact
real form of g “ pfCq.
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Proposition 53.125.
Let L and q be the `1 and ´1 eigenspaces of an involution σ. Then σ is a Cartan involution if
and only if L‘ iq is a compact real form of fC.

Proof. First remark that L ‘ iq is always a real form of fC. The direct sense is yet done. Then
we suppose that BfC is negative definite on L ‘ iq and we have to show that L ‘ q is a Cartan
decomposition of f. The condition about the brackets on L and q is clear from their definitions.
If X P L, BpX,Xq ă 0 because B is negative definite on L. If Y P q, BpY, Y q “ ´BpiY, iY q ą 0
because B is negative definite on iq.

53.16 Root spaces in the real case
Let f be a real semisimple Lie algebra with a Cartan involution θ and the corresponding Cartan

decomposition f “ k‘p. We consider B, a “Killing like” form, i.e. B is a symmetric nondegenerate
invariant bilinear form on f such that BpX,Y q “ BpθX, θY q and Bθ :“ ´BpX, θXq is positive
definite. Then B is negative definite on the compact real form k‘ ip. Indeed if Y P p,

BpiY, iY q “ ´BpθY, θY q “ BpY, θY q “ ´BθpY, Y q ă 0. (53.297)

The case with X P k is similar. It is easy to see that Bθ is in fact a scalar product on f, so that we
can define the orthogonality and the adjoint from Bθ. If A : fÑ f is an operator on f, his adjoint
is the operator A˚ given by the formula

BθpAX,Y q “ BθpX,A˚Y q
for all X, Y P f.
Proposition 53.126.
With this definition, when X P f, the adjoint operator of adX is given by means of the Cartan
involution:

padXq˚ “ adpθXq.
Proof. This is a simple computation

Bθ
`pad θXqY,Z˘ “ ´B`Y, rθX, θY s˘ “ ´BθpY, rX,Zsq “ ´Bθ

`padXq˚Y, Z˘. (53.298)

Let a be a maximal abelian subalgebra of p (the existence comes from the finiteness of the
dimensions). If H P a, the operator adH is self-adjoint because

padHq˚X “ p´ ad θHqX “ rH,Xs “ padHqX, (53.299)

where we used the fact that H P p. For λ P a˚, we define the space

fλ “ tX P f tel que @H P a, padHqX “ λpHqXu. (53.300)

If fλ ‰ 0 and λ ‰ 0, we say that λ is a restricted root of f. We denote by Σ the set of restricted
roots of f. We may sometimes write Σf if the Lie algebra is ambiguous.

The main properties of the real root spaces are given in the following proposition.
PropPropRacincesReelles

Proposition 53.127.
The set Σ of the restricted roots of a real semisimple Lie algebra f has the following properties: prop:enuc

enuci

(1) f “ f0
À

λPΣ fλ,
enucii

(2) rfλ, fµs Ď fλ`µ,
enuciii

(3) θfλ “ f´λ,
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enuciv

(4) λ P Σ implies ´λ P Σ,
enucv

(5) f0 “ a‘m where m “ Zkpaq and a K m.

Proof. Proof of (1). The operators adH with H P a form an abelian algebra of self-adjoint
operators, then they are simultaneously diagonalisable. Let tXiu be a basis which realize this
diagonalisation, and fi “ SpanXi, so that f “ ‘ifi. We have padHqfi “ fi and then padHqXi “
λipHqXi for a certain λi P a˚. This shows that fi Ď fλi

. 52

Proof of (2). Let H P a, X P fλ and Y P fµ. We have

padHqrX,Y s “ rrH,Xs, Y s ` rX, rH,Y ss “ `
λpHq ` µpHq˘rX,Y s. (53.301)

Proof of (3). Using the fact that θH “ ´H because H P p,

padHqθX “ θrθH,Xs “ ´θλpHqX “ ´λpHqpθXq. (53.302)

Proof of (4). It is a consequence of (3) because if fλ ‰ 0, then θf
λ
‰ 0.

Proof of (5). By (3), θf0 “ f0, then f0 “ pkX f0q‘ ppX f0q. If X P f0, then it commutes with all
the elements of a and by the maximality property of a, provided that X P p, it also must belongs
to a. This fact makes a “ pX f0. Now,

m “ Zkpaq “ tX P k tel que rX, as “ 0u “ kX f0.

All this gives f0 “ Zkpaq ‘ a.

We choose a positivity notion on a˚, we consider Σ`, the set of restricted positive roots and
we define

n “ à

λPΣ`

fλ.

From finiteness of the dimension, there are only a finitely many forms λ P a˚ such that fλ ‰ 0.
Then, taking, more and more commutators in n, the formula rfλ, fµs Ď fλ`µ shows that the result
finish to fall into a fµ “ 0. On the other hand, since a Ă f0, we have ra, ns “ n. If a1, a2 P a and
n1, n2 P n,

ra1 ` n1, a2 ` n2s “ ra1, a2sloomoon
“0

`ra1, n2sloomoon
Pn

`rn1, a2sloomoon
Pn

`rn1, n2sloomoon
Pn

, (53.303)

then ra‘ n, a‘ ns “ n. This proves the three following important properties:

(1) n is nilpotent.
(2) a is abelian.
(3) a‘ n is a solvable Lie subalgebra of f.

53.16.1 Iwasawa decomposition

Theorem 53.128.
Let f be a real semisimple Lie algebra and k, a, n as before. Then we have the following direct sum:

f “ k‘ a‘ n. (53.304)

This is the Iwasawa decomposition for the real semisimple Lie algebra f.

52. pourquoi ça n’implique pas que dim fλi “ 1? Réponse par Philippe: tu as oublié les valeurs propres nulles dans ta
base ce qui doit entrainer quelques modifs dans ton texte(par ex. adHfi “ fi pas toujours )
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Proof. We yet know the direct sum f “ f0
À

λPΣ fλ. Roughly speaking, in n we have only vectors
of Σ`, in θn, only of Σ´ and in a, only in “zero”. Then the sum a‘ n‘ θn is direct.

Now we prove that the sum k ` a ` n is also direct. It is clear that a X n “ 0 because a Ď f0.
Let X P kXpa‘nq. Then θX “ X. But θX P a‘ θn. Thus X P a‘nX a‘n which implies X P a.
All this makes X P p‘ k and X “ 0.

Now we prove that k‘ a‘ n “ f. An arbitrary X P f can be written as

X “ H `X0 `
ÿ

λPΣ
Xλ

where H P a, X0 P m and Xλ P fλ. Now there are just some manipulations. . .
ÿ

λPΣ
Xλ “

ÿ

λPΣ`

pX´λ `Xλq “
ÿ

λPΣ`

pX´λ ` θX´λq `
ÿ

λPΣ`

pXλ ` θX´λq, (53.305)

but θpX´λ ` θX´λq “ X´λ ` θX´λ, then X´λ ` X´λ P k. Moreover, Xλ, θX´λ P fλ, then
Xλ ´ θX´λ P fλ Ď n. Then

X “ X0 `
ÿ

λPΣ`

pX´λ ` θX´λq `H `
ÿ

λPΣ`

pXλ ´ θX´λq (53.306)

where the two first term belong to k, H P a and the last term belongs to n.

Lemma 53.129.
There exists a basis tXiu of f in which

enudi

(1) The matrices of ad k are symmetric,
enudii

(2) The matrices of ad a are diagonal and real,
enudiii

(3) The matrices of ad n are upper triangular with zeros on the diagonal.

Proof. We have the orthogonal decomposition f “ f0
À

λPΣ fλ given by proposition 53.127. Let
tXiu be an orthogonal basis of f compatible with this decomposition and in such an order that
i ă j implies λi ě λj . From the orthogonality of the basis it follows that the matrix of Bθ is
diagonal. Thus the adjoint is the transposition.

(1) If X P k, padXqt “ padXq˚ “ ´ ad θX “ ´ adX.
(2) Each Xi is a restricted root; then padHqXi “ λipHqXi, then the diagonal of adH is made

of λipHq whose are real.
(3) If Yi P fλi

with λi P Σ`, padYiqXj has only components in fλi`λj
with λi`λj ą λj because

λi P Σ`.

Lemma 53.130.
Let h be a subalgebra of the real semisimple Lie algebra f. Then h is a Cartan subalgebra if and
only if hC is Cartan in fC.

Proof. Direct sense. If h is nilpotent in f, it is cleat that hC is nilpotent in fC. We have to prove
that rx, hCs Ď hC implies x P hC. As set, fC “ F ‘ if (but not as vector space!), then we can write
x “ a` ib with a, b P f. The assumption makes that for any h P h, there exists h1, h2 P h such that

ra` ib, hs “ h` ih2.

This equation can be decomposed in f-part and if-part: for any h P h, there exists a h1 P h such
that ra, hs “ h1, and for any h P h, there exists a h2 P h such that rb, hs “ h2. Thus a, b P h
because h is Cartan in f.
Inverse sense. The assumption is that rx, hCs Ă hC implies x P hC. In particular consider a x P h
such that rx, hs Ă h. Then x P hC because rx, hCs Ă hC. But hC X f “ h.

In the complex case, the Cartan subalgebras all have same dimensions because they are maximal
abelian.
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53.17 The group SLp2,Rq and its algebra
SecToolSL

The study of SLp2,Rq and slp2,Cq is required before to go further in the general study because
of proposition 51.79 that will reduce the study of genera Lie algebras into combinations of slp2,Cq
algebras.

53.17.1 Iwasawa decomposition

Let G “ SLp2,Rq the group of 2 ˆ 2 matrices with unit determinant. The Lie algebra g “
slp2,Rq is the algebra of matrices with vanishing trace:

g “ tX P EndpR2q tel que TrpXq “ 0u “
"ˆ

x y
z ´x

˙
with x, y, z P R

*
. (53.307)

The following elements will be intensively used:

H “
ˆ

1 0
0 ´1

˙
, E “

ˆ
0 1
0 0

˙
, F “

ˆ
0 0
1 0

˙
, T “

ˆ
0 1
´1 0

˙
(53.308)EqsXPdnZlGEqsXPdnZlG

where T “ E ´ F has been introduced for later convenience. The commutators are EqTableSLdR

rH,Es “ 2E rT,Hs “ ´2T (53.309a)
rH,F s “ ´2F rT,Es “ H (53.309b)
rE,F s “ H rT, F s “ H. (53.309c)

The exponentials can be easily computed and the result is

etH “
ˆ
et 0
0 e´t

˙
, etE “

ˆ
1 t
0 1

˙
, etF “

ˆ
1 0
t 1

˙
. (53.310)EqExpMatrsSLdeuxREqExpMatrsSLdeuxR

Notice that the sets tH,E, F u, tH,E, F u and tH,E`F, T u are basis. A Cartan involution is given
by θpXq “ ´Xt, and the corresponding Cartan decomposition is

k “ SpantT u, p “ SpantH,E ` F u. (53.311)

Indeed, we are in a matrix algebra, then TrpXY q is proportional to TrpadX ˝adY q. In order to see
that θ is a Cartan involution, we have to prove that B|kˆk is negative definite and B|pˆp positive.
It is true because for X P k,

TrpadX ˝ adXq “ TrpXXq “ Tr
ˆ´x2 0

0 ´x2

˙
ă 0,

and for Y P p,

TrpY Y q “ Tr
ˆ
x y
y ´x

˙ˆ
x y
y ´x

˙
“ Tr

ˆ
x2 ` y2 0

0 x2 ` y2

˙
ą 0.

Up to some choices, the Iwasawa decompositionpg_iwasldrof the group SLp2,Rq is given by the expo-
nentiation of a, n and k

a “ SpantHu n “ SpantEu k “ SpantT u, (53.312)

so that
A “

ˆ
ea 0
0 e´a

˙
N “

ˆ
1 l
0 1

˙
K “

ˆ
cos k sin k
´ sin k cos k

˙
. (53.313)eq:expo_ANKeq:expo_ANK

A common parametrization of AN by R2 is provided by

pa, lq “
ˆ
ea lea

0 e´a
˙
. (53.314)EqParmalSLEqParmalSL
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One immediately has the following formula for the left action of AN on itself:

Lpa,lqpa1, l1q “
ˆ
ea`a1

ea`a1

l1 ` ea´a1

l

0 e´a´a1

˙
“ pa` a1, l1 ` e´2a1

lq.

In this setting, the inverse is given by pa, lq´1 “ p´a,´le2aq.
Let’s give some formulas in SLp2,Rq. Using corollary 53.74 and exponentiating commutation

relations, eq_eaHsldr

AdpeaHqE “ e2aE, (53.315a)
AdpeaHqF “ e´2aF, (53.315b)
AdpeaHqT “ e2aE ´ e´2uE ` e´2uT (53.315c)
AdpetEqH “ H ´ 2tE, (53.315d)eq_AdetEeq_AdetE

AdpetEqT “ ´tH ` pt2 ` 1qE ´ E ` T (53.315e)
AdpetT qH “ cosp2tqH ` sinp2tqp2E ´ T q (53.315f)

AdpetT qE “ 1
2

´
sinp2tqH ` cosp2tqp2E ´ T q ` T

¯
(53.315g)

where z belongs to the center: z “ ˘1.

53.17.2 A companion: AN̄

We can consider the Iwasawa decomposition which is θ-conjugated to the AN that we just saw.
That decomposition is generated by

n̄ “
ˆ

0 0
1 0

˙
. (53.316)

The exponentiation produces

N̄ “
ˆ

1 0
t 1

˙
, (53.317)

and the Iwasawa group is given by

AN̄ “
ˆ
ea 0
le´a e´a

˙
. (53.318)EqGeneANbarSLdeuxREqGeneANbarSLdeuxR

53.17.3 Killing form

In the basis tH,E, T u, the adjoint operators are given by

adH “
¨
˝

0 0 ´2
0 0 0
0 2 2

˛
‚, adE “

¨
˝

0 0 0
0 0 ´1
´2 0 0

˛
‚, and adT “

¨
˝

2 0 0
0 1 0
´2 0 0

˛
‚.

so that the Killing form can be computed directly from definition BpX,Y q “ TrpadX, adY q. The
result is

BpT,Hq “ 0 BpH,Hq “ 8 (53.319a)
BpT,Eq “ ´4 BpE,Eq “ 0 (53.319b)
BpH,Eq “ 0 BpT, T q “ ´4. (53.319c)

Expressed in the basis tH,E, F u, the matrix of the Killing form reads

B “
¨
˝

8
4

4

˛
‚ (53.320)
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while, in the basis tH,E ` F, T u, we find

B “
¨
˝

8
8
´8

˛
‚. (53.321)EqBHEFTsldREqBHEFTsldR

The latter is the reason of the name of the vector T : the sign of its norm is different, so that T is
candidate to be a time-like direction.

53.17.4 Abstract root space setting

Looking on the table (53.309) from an abstract point of view, we see that E and F are eigen-
vectors of adpHq with eigenvalues 2 and ´2. So a “ g0 “ RH; g2 “ RE; and g´2 “ RF . Using a
more abstract notation, the table of SLp2,Rq becomes subeq_rootSLR

rA0, A2s “ 2A2 (53.322a)
rA0, A´2s “ ´2A´2 (53.322b)
rA2, A´2s “ A0. (53.322c)

53.17.5 Isomorphism

As pointed out in the chapter II, §6 of [826], the map (seen as a conjugation in SLp2,Cq)
ψ : SUp1, 1q Ñ SLp2,Rq

U ÞÑ AUA´1 (53.323)

with A “
ˆ

1 i
i 1

˙
is an isomorphism between SLp2,Rq and SUp1, 1q.

53.18 The complex algebra slp2,Cq and its representations
SecsldeuxCandrepres

The book [849] contains the representations of slp2,Cq.
The algebra slp2,Cq is the complex algebra of complex 2ˆ 2 matrices with vanishing trace. As

generating matrices, one can take the elements ui of (51.54) and complete them by

v1 “ 1
2

ˆ´1 0
0 1

˙
, v2 “ 1

2

ˆ
0 i
´i 0

˙
, v3 “ 1

2

ˆ
0 ´1
´1 0

˙

which satisfy the commutation relations

rvi, vjs “ ´ϵikjuk (53.324a)
rvi, ujs “ ϵikjvk. (53.324b)

Remarque 53.131.
This is not the algebra slp2,Cq used in physics. The latter is the four-dimensional real algebra of
trace vanishing 2ˆ2 complex matrices. There is one more generator and the representation theory
is different. Moreover the physics works with the group instead of the algebra.

The change of basis

xj “ 1
2puj ` ivjq, yj “ 1

2puj ´ ivjq (53.325)

provides the simplification

rxi, xjs “ ϵijkxk ryi, yjs “ ϵijkyk rxi, yjs “ 0, (53.326)
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so that, as algebras, we have the isomorphism

slp2,Cq “ sup2q ‘ sup2q. (53.327)

Thus the representation theory of slp2,Cq is determined by the one of sup2q.
Consider the space Pm of homogeneous polynomials of degree m in two variables with complex

coefficients[[850]]. The dimension of Pm is m ` 1 and we have the following representation of
SLp2,Cq thereon:

`
πmpgqf

˘pu, vq “ f
`
g

ˆ
u
v

˙˘ “ fpau` bv, cu` dvq (53.328)

if g “
ˆ
a b
c d

˙
. We are going to determine the corresponding representation ρm of the Lie algebra

slp2,Cq as algebra over complex numbers.
A basis of slp2,Cq over C is given by the matrices tH,E, F u given in equation (53.308) and

are subject to the commutation relations (51.152).
Using the exponentiation (53.310), we find

`
πmpetHqf

˘pu, vq “ fpetu, e´tvq,

so that
`
ρmpHqf

˘pu, vq “ u
Bf
Bu ´ v

Bf
Bv . (53.329)

In the same way, we find

`
ρmpEqf

˘pu, vq “ d

dt

”`
πmpetEqf

˘pu, vq
ı
t“0

“ v
Bf
Bu, (53.330)

and
`
ρmpF qf

˘pu, vq “ u
Bf
Bv . (53.331)

A natural basis of Pm is given by the monomials fjpu, vq “ ujvm´j with j “ 0, . . . ,m. The
representation ρm on this basis reads

ρmpHqfj “ p2j ´mqfj
ρmpEqfj “ pm´ jqfj`1

ρmpF qfj “ jfj´1.

(53.332)EqReprezgsldeuxCEqReprezgsldeuxC

ProprhomirredsldeuxC

Proposition 53.132.
The representation ρm is irreducible.

Proof. Let W ‰ t0u be an invariant subspace of Pm. If p PW , from invariance, ρmpHqppq PW . If
p is a linear combination of tfjujPI (I Ď t0, . . .mu), then ρmpHqp is still a linear combination q of
elements in the same set. Thus there exists a linear combination of p and ρmpHqp which is a linear
combination of tfjujPJ with J Ă I (strict inclusion). Using the same trick with q and ρmpHqq, we
still reduce the number of basis elements. Proceeding in the same way at most m times, we find
that one of the fj belongs to W . From there, acting with ρmpEq and ρmpF q, one generates the
whole Pm. That proves that W “ Pm and thus that ρm is irreducible.

Theorem 53.133 ([850]).
Every C-linear irreducible finite dimensional representation of slp2,Cq is equivalent to one of the
ρm.

These results will be proved also in the quantum case in theorems 73.54 and 73.55.
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53.19 The group SOp3q and its Lie algebra
SubSecTheGroupSotrois

Proposition 53.134 ([851]).
An element of SOp3q has exactly one eigenvector with eigenvalue 1. That vector is the rotation
axis.

The generator of rotation around the axis n (unit vector) is given by the matrix
¨
˝

0 ´n3 n2
n3 0 ´n1
´n2 n1 0

˛
‚. (53.333)

That form results form the requirement that Nr “ nˆ r. If we denote by Rpn, θq the operator of
rotation in R3 by an angle θ around the axis n, one shows that

Rpb, θq “ 1` sinpθqN ` `
1´ cospθq˘N2. (53.334)

53.19.1 Rotations of functions

Consider any function f : R3 Ñ C; we define the rotation operator Upn, θq by
`
Upnθqf˘prq “ f

`
Rpn, θq´1r

˘
. (53.335)EqRotFunSOtroisEqRotFunSOtrois

These operators form a group, and we have in particular that

Upn, θ1qUpn, θ2q “ Upn, θ1 ` θ2q.

We are interested in infinitesimal rotations, that is rotations of angle dθ for which pdθq2 ! dθ, or
in other words, we are interested in a development of equation (53.335) restricted to linear terms
in θ. What one obtains is

`
Upn, dθqf˘prq “ `p1´ idθ n· lqf˘prq (53.336)

where the operator l is defined by
l “ ´ir ˆ∇. (53.337)

Its components li “ ´iϵijkrjBk satisfy commutation relations

rli, ljs “ iϵijklk. (53.338)EqAldllepslEqAldllepsl

The operator n· l is refereed as the generator of infinitesimal rotations. One can derive an
expression of Upn, θq in terms of n· l by the following:

Upn, θ ` dθqf “ Upn, θqUpn, dθqf “ Upn, θqp1´ idθ n· lqf,

so that we have the differential equation

dU

dθ
pn, θq “ ´iUpn, θqn· l (53.339)

with the initial condition Upn, 0q “ 1. The solution is

Upn, θq “ e´iθ n· l. (53.340)
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53.20 Verma module
When g is a semisimple Lie algebra, we have the usual decomposition[852]

g “ n´ ‘ h‘ n`, (53.341)

where each of the three components are Lie algebras. In particular, the universal enveloping algebra
Upn´q makes sense. Let µ P h˚. We build a representation πµ of g on Vµ “ Upn´q in the following
way

— If Yα P n´, we define

πµpYαq1 “ Yα (53.342a)
πµpYα1 . . . Yαnq “ YαYα1 . . . Yαn , (53.342b)

— if H P h, we define

πµpHq1 “ µpHq (53.343a)

πµpYα1 . . . Yαk
q “ `

µpHq ´
kÿ

j“1
αjpHq

˘
Yα1 . . . Yαk

, (53.343b)

— and if Xα P n`, we define

πµpXαq1 “ 0 (53.344a)
πµpXαqYα1 . . . Yαk

“ Yα1

`
πµpXαqYα2 . . . Yαk

˘
(53.344b)

´ δα,α1

kÿ

j“1
αjpHαqYα1 . . . Yαk

. (53.344c)

In the last one, we do an inductive definition.

Lemma 53.135.
The couple pπµ, Vµq is a representation of g on Vµ.

Proof. No proof.

That representation is one Verma module for g. If the algebra g is an algebra over the field
K, the field K itself is part of Upnq´, so that the scalars are vectors of the representation. In that
context, the multiplicative unit 1 P K is denoted by v0.

Theorem 53.136.
The representation pπµ, Vµq of the semisimple Lie algebra g is a cyclic module of highest weight,
with highest weight µ and where v0 is a vector of weight µ.

Proof. No proof.

The Verma module is, a priori, infinite dimensional and non irreducible, thus one has to perform
quotients of the Verma module in order to build finite dimensional irreducible representations.

53.21 Cyclic modules and representations
An example over sop3q is given in subsection 51.8.2.2. The case of sop5q is treated in subsec-

tion 55.5.1. Let g be a semisimple Lie algebra with a Cartan subalgebra h and a basis ∆ for its
roots Φ “ Φ` Y Φ´. Let W be a finite dimensional g-module.

Lemma 53.137.
If g is a nilpotent complex algebra and if γ is a weight, then there exists a v in Vγ such that
c· v “ γpxqv for every x P g.
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This is the proposition 51.153. Notice that a Cartan algebra is nilpotent, thus one has at least
one vector of W which is a common eigenvector of every elements of h, in other words, Dµ P h˚
and Dw PW such that

hw “ µphqw (53.345)

for every h P h, and w ‰ 0. If w is such and if x P gα, we have

phxq·w “ rh, xs·w ` pxhq·w “ αphqx·w ` xµphqw “ pα` µqphqx·w. (53.346)

If we define
S “ tw PW tel que Dµ P h˚ tel que hw “ µphqwu, (53.347)

this is not a vector space, but the vector space SpanS generated by S is invariant under g because
S itself is invariant under all the gα with α P g˚.

On the other hand, we suppose that g and W are finite dimensional, so that their dual are
isomorphic. Since a Cartan subalgebra is chosen, we have the decomposition

g “ h‘αPh˚ gα (53.348)

where gα “ tx P g tel que rh, xs “ αphqx@g P hu. When α P h˚, the two following spaces are
independent of the choice of the Cartan subalgebra h:

Wα “ tv PW tel que hv “ αphqv @h P hu
gα “ tx P g tel que rh, xs “ αphqx@h P hu. (53.349)

If vα PWα and xβ P gβ, we have

hpxβvαq “
`rh, xβs ` xβh

˘
vα “

`
βphq ` αphq˘xβvα, (53.350)

so xβvα PWα`β. Thus xβ is a map
xα : Wα ÑWα`β. (53.351)

Since W is finite dimensional, there exists a maximal α such that Wα ‰ 0. We name it λ. For
every β P Φ`, we have Wλ`β “ t0u. In particular, if vλ PWλ,

xαxλ “ 0 (53.352)

for every α P Φ`, and, of course,
hvλ “ λphqvλ. (53.353)

On the other hand, for every vector v P W , and for vλ in particular, the space Upgqv is invariant,
so

W “ Upgqvλ (53.354)

by irreducibility. One say that W is the cyclic module generated by vλ.

53.21.1 Choice of basis
ThoBaseUGxxmono

Theorem 53.138.
Let g be a Lia algebra on a field of characteristic zero. If txiu is an ordered basis of g, then

txi1 ¨ ¨ ¨xin tel que i1 ď . . . ď inu (53.355)

is a basis for the universal enveloping algebra Upgq of g.

One can find a proof in [834].
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53.21.2 Roots and highest weight vectors
PropoIrrrgenffflamble

Proposition 53.139.
An irreducible cyclic module is generated by the elements of the form f i11 ¨ ¨ ¨ f imm vλ.

Proof. From theorem 53.138, the monomials of the form

pf i11 ¨ ¨ ¨ f imm q· phj11 ¨ ¨ ¨hjll q· pek1
1 ¨ ¨ ¨ ekm

m q (53.356)

form a basis of Upgq. When one act with such an element on vλ, the ei kill it, while the hi do not
act (a part of changing the norm). Thus, in fact, the module W is generated by the only elements
f i11 ¨ ¨ ¨ f imm vλ

In very short, one can write
W “ pn´qnvλ. (53.357)EqWnmoinvlambldarootmodulEqWnmoinvlambldarootmodul

Since fkvα P gα´αk
, we have

f i11 · f imm vλ P gλ´pimαm´...i1α1q. (53.358)EqfmlaphamoinsmounsEqfmlaphamoinsmouns

The set of roots is ordered by

µ1 ă µ2 iff µ2 ´ µ1 “
ÿ

i

kiαi (53.359)

with αi ą 0 and with ki P N. Equation (53.358) means that

µ ă λ (53.360)

for every weight µ of W .

Definition 53.140.
Let g be a finite dimensional Lia algebra. A cyclic module of highest weight for g is a module
(not specially of finite dimension) in which there exists a vector v` such that x`v` “ 0 for every
x` P n` and hv` “ λphqv` for every h P h.

Proposition 53.141.
Every submodule of a cyclic highest weight module is a direct sum of weight spaces.

Proof. No proof.

From the relation x`v` “ 0, we know that all the weight spaces satisfy Vµ satisfy µ ă λ, and,
since a module is the sum of all its submodules,

V “à
Vµ. (53.361)EqVsumValphaEqVsumValpha

Notice that if v` is in a submodule, then that submodule is the whole V , thus the sum of two
proper submodules is a proper submodule. We conclude that V has an unique maximal submodule,
and has thus an unique irreducible quotient.

53.21.3 Dominant weight
SubSecDomiunSei

We know that every representation is defined by a highest weight. The following proposition
shows that every root cannot be a highest weight of an irreducible representation.

Proposition 53.142 ([853]).
The highest weight of an irreducible representation of a simple complex Lie algebra is an integral
dominant weight.
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Proof. Let αi be a simple root and consider the corresponding copy of slp2,Cq generated by
tei, fi, hiu (see proposition 51.89). The following part of LpΛq is a slp2,Cqi-module:

V pαiq “
à
nPZ

VΛ`nαi
“ VΛ ‘ VΛ´αi

‘ VΛ´2αi
‘ . . .‘ VΛ´rαi

(53.362)

for some positive integer r. Notice that the sum over n P Z does not contain terms with n ă 0
because Λ being an highest weight, VΛ`kαi

“ H when k ą 0. We know that in a slp2,Cq-module
the eigenvalues of h run from ´m to m (see equations (53.332) for example). Thus here

Λphiq “ ´pΛ´ rαiqphiq. (53.363)

By construction αiphiq “ 2, so Λphiq “ r and the proof is finished.

Proposition 53.143.
If Λ is the highest weight of the representation LpΛq of the complex simple Lie algebra g and if w0
is the longest elements of the Weyl group, then w0Λ is the lowest weight.

Proof. First remember that whenever λ is a weight of a representation and w is an element of the
Weyl group, the root wλ is a weight 53; in particular w0Λ is a weight of LpΛq. Let v P LpΛqw0Λ;
we want to show that X´

i v “ 0.
If X´

i v ‰ 0, then w0Λ´αi is a weight and w0
`
w0Λ´αi

˘ “ Λ´w0αi is a weight too. Here we
used the fact that w2

0 “ Id.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 53.144
Still to be shown:

(1) wλ is a weight
(2) w2

0 “ Id

53.21.4 Verma modules

Let us consider
b “ h‘ n`, (53.364)

and take α P h˚. Now, we define Cα as the vector space C (one dimensional, generated by z` P C)
equipped with the following action of b:

`
h`

ÿ

µă0
xµ

˘
z` “ αphqz`. (53.365)

The vector space Cα becomes a left Upbq-module. On the other hand, Upgq is a free right Upbq-
module because Upbq Y Upgq Ď Upgq. As Upbq-module, a basis of Upgq is given by n´, i.e. by
tf i11 ¨ ¨ ¨ f ilmu. The Verma module is the cyclic module

Vermpαq “ Upgq bUpbq Cα (53.366)

which has a highest weight vector vλ “ 1 b z`. The tensor product over Upbq beans that, when
X P Upgq, then
`
h`

ÿ

µ

xµ
˘
X bUpbq zz` “ X b `

h`
ÿ

µ

xµ
˘
zz` “ X bUpgq zαphqz` “ αphqX bUpbq zz`. (53.367)

The Verma module is generated by 1b z` and the fact that

zXp1b z`q “ X b zz`. (53.368)

Proposition 53.145.
Two irreducible cyclic modules with same highest weight are isomorphic.

53. To be proved.
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Proof. Let V and W be two highest weight cyclic modules with highest weight λ and highest
weight vectors vλ and wλ. In the module V ‘W , the vector vλ ‘wλ is a highest weight vector of
weight λ. Let us consider the module

Z “ Upgqpvλ ‘ wλq. (53.369)

That module is a highest weight cyclic module. The projections onto V “ Z{W and W “ Z{V
are non vanishing surjective homomorphisms, so V and W are irreducible quotients of Z. But we
saw bellow equation (53.361) that Z can only accept one irreducible quotient. Thus V and W are
isomorphic.

We denote by Irrgpλq the unique cyclic highest weight g-module with highest weight λ.
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Chapter 54

A lot of algebra

54.1 Algebraic structures

54.1.1 Algebraic structures

A set with operations pR,`, · q is a ring if
— pR,`q is an abelian group (we denote the neutral by 0),
— the multiplication pR, · q is unital and associative,
— the multiplication is distributive with respect to addition.

A ring is not always a vector space because there are no multiplication by scalar.
A field is a commutative ring whose nonzero elements form a group under multiplication.
An algebra is a vector space A on R or C (or any field K) with an operation ˆ : Aˆ AÑ A

such that
— ˆ is distributive at left and right with respect to addition (vector structure),
— for all z, z1 P A and A, B P A,

zAˆ z1B “ pzz1qpAˆBq.

Most of time, the element A ˆ B is just denoted by AB. In the case of Lie algebra, X ˆ Y is
rX,Y s. We will often treat with unital associative algebras on C; these algebras are in fact rings.

When A is an algebra, the opposite A0 is given by A0 “ A as sets, but multiplication in A0 is

a0b0 :“ pbaq0

where the left hand side product is the one in A0 while the right hand side one is the product
in A. A trace aver an algebra is a linear form which satisfies the cyclic property τpxyq “ τpyxq
for every elements x and y in the algebra.

54.1.2 Morphisms and such

When pE,ˆq and pF, · q are two set with composition law and appropriate differential struc-
ture, a map φ : E Ñ F is a
monomorphism if kerφ “ 0,
epimorphism if φ is surjective,
homomorphism if φpxˆ yq “ φpxq·φpyq,
homeomorphism if φ and φ´1 are continuous (φ´1 needs to exist!).

If pE,ˆq and pF, · q are two sets with a composition law, a map φ : E Ñ F is a homomor-
phism if it satisfies

φpxˆ yq “ φpxq·φpyq.
It is a monomorphism when kerφ “ 0 and an epimorphism if φpEq “ F .

3153
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If M and N are differentiable manifolds of respective dimension m and n, a map f : M Ñ M
is differentiable if the coordinate associated map fαi : Uα Ñ Ui is of class C8 for any chart Uα
of M and Ui of N .

The map f : M Ñ N is a diffeomorphism if f is bijective and if g and g´1 are both differen-
tiable. An homeomorphism is a continuous map which has a continuous inverse.

Remarque 54.1.
Take care to not confuse homomorphism and homeomorphism. The first is only a map which respect
an algebraic structure (a composition law) while the second also satisfies topological conditions:
it must be continuous and open.

54.1.3 Group ring

Let G be a group and R, a ring. The set RrGs, called the group ring of G is

RrGs “ t
ÿ

gPG
aggu (54.1)

where ag P R is non vanishing only for a finite number of g. The set RrGs becomes a group by
combining the composition law of G and R in the following way:

´ÿ

g

agg
¯´ÿ

h

bhh
¯
“
ÿ

g,h

pagbhqgh. (54.2)

One can show that this definition is the only one for which the property

p1gqp1hq “ p1ghq
holds when R has an unit 1. If R and G are commutative, then RrGs is commutative.

54.2 Tensor products

54.2.1 Tensor product of vector spaces

When V and W are vector spaces, it is well known that the Cartesian product V ˆW is a
vector space. A tensor product of V and W is a vector space V bW endowed with a bilinear
map σ : V ˆW Ñ V bW such that for every vector space X and bilinear map B : V ˆW Ñ X,
there exists an unique linear map φ : V bW Ñ X such that φ ˝ σ “ B, i.e. the following diagram
commutes:

V ˆW
B $$

σ // V bW
φ

zz
X.

One can exhibit an explicit construction for the tensor product. Let tvαu and twβu be basis of V
and W respectively and define V bW as the free vector space generated by the symbols vα b wβ
endowed with the bilinear map V ˆW Ñ V bW ,

`ÿ

α

aαvα,
ÿ

β

bβwβ
˘ ÞÑ

ÿ

αβ

aαbβ vα b wβ.

One can form in that way tensor product of any finite number of vector space. For the infinite
product case, we make a direct limit, namely if Vk are normed vector spaces, we choose unit vectors
vk P Vk and we define

8â
k“1

Vk “ completion of
˜

limÑ
Nâ
k“1

Vk

¸
, (54.3)

the maps being w1 ÞÑ w1 b v2, and so on. . .
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Lemma 54.2.
If Vi are finite dimensional vector spaces, there exists an isomorphism ϕ : pV1 b V 2q˚ Ñ V1̊ b V2̊ .

Proof. Indeed an element of pV1 b V2q˚ reads F “ F iαpei b eαq˚ where teiu is a basis of V1 and
teαu is a basis of V2. Then we define

ϕpF q “ F iαei̊ b eα̊.

Lemma 54.3.
When V1 and V2 are finite dimensional, an inner product on V1 b V2 such that

xw1 b w2, z1 b z2y “ xw1, z1yxw2, z2y
exists and is unique.

54.2.2 Some conversions
SUBSECooAASYooVHZEhz

Let A,B be vector spaces and a bilinear map

ψ : AˆB Ñ B. (54.4)

This can also be seem as a map ψ : A b B Ñ B. Here the tensor product is taken with respect
to the base field R. We consider a basis teku of A and tfαu of B and we define ψkα P B by
ψkα “ ψpek, fαq. Thus if a “ ř

k akek and b “ ř
α bαfα we have

ψpa, bq “
ÿ

kα

ψkαakbα. (54.5)

This induces a map
φ : B Ñ B bA˚ (54.6)

defined by
φpbq “

ÿ

kα

pψkαbαq b ek̊. (54.7)

It can also be seen as a map φpbq : AÑ B by

φpbqa “ φpbqpAb aq “
ÿ

kα

`pψkαbαq b ek̊
˘p1b aq “

ÿ

kα

ψkαbαak “ ψpa, bq. (54.8)

Here “1” is the B-valued 1-form over B that is defined by 1pbq “ b.

54.2.3 Contraction of tensors

Let pM, gq be a (pseudo)Riemannian manifold and X P ΓpTMq, ω P ΓpT ˚Mq. We can consider
the tensor product

X b ω P ΓpTMq b ΓpT ˚Mq. (54.9)

Definition 54.4.
The contraction of X b ω is the function

CpX b ωq “
ÿ

kj

pg´1qkjωjXk (54.10)EQooDODKooOxCzZPEQooDODKooOxCzZP

where we have decomposed X “ ř
kXkBk and ω “ ř

l ωldxl.

The fact to have used the inverse of the metric allows to use the Einstein’s summation conven-
tion:

CpX b ωq “ ωiXi “ gikωkXi (54.11)
where gik “ pg´1qik.
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54.2.4 Tensor product of groups

Let A and B be two abelian groups, we define the tensor product of A and B as the abelian
group A bZ B endowed with a map A ˆ B Ñ A bZ B which is an homomorphism onto A when
b P B is fixed and an homomorphism onto B when a P A is fixed, and such that for every morphism
AˆB Ñ C to an abelian group C, there exists a morphism AbZB Ñ C which makes the following
diagram commute

AˆB //

@ ##

AbZ B

D!zz
C.

Let R be a ring; A, a right R-module and B, a left R-module. We define

AbR B “ AbZ B
subgroup generated by elements of the form ar bZ b´ abZ rb . (54.12)EqdefAtensRBEqdefAtensRB

54.3 Modules over algebras

Some more details can be found in [787].
Let A be an algebra on C. A vector space E is a right module on A if it carry a right

representation of A. In other terms, if we have a right multiplication

E ˆ AÑ E
pη, aq ÞÑ ηa

(54.13)

such that

ηpabq “ pηaqb (54.14a)
ηpa` bq “ ηa` ηb (54.14b)
pη ` ξqa “ ηa` ξa (54.14c)

for all η, ξ P E and a, b P A. Let E and F be two right A-module. A morphism of E on F if a
A-linear map ρ : E Ñ F which fulfils ρpηaq “ ρpηqa for all a P A and η P E . When E is a right
A-module, we have a left A0-module E0 defined by a0ηa.

Let A and B be two algebras; the vector space E is a A-B-bimodule if E is a left A-module, a
right B-module and if the two actions commute: paξqb “ apξbq for every ξ P E , a P A and b P cB.

The algebra Ae :“ AbC A0 is the enveloping algebra of A. A A-bimodule can be seen as a
right Ae-module with definition ηpab b0q “ bηa.

Let Γ be a directed set; a family petqtPΓ is generating for the right module E if any element
of E can be written under the form

ř
tPΓ etat with at P A with only a finite non zero terms in the

sum. The family petq is free if it is made of A-linearly independent elements. A family is a basis
when it is both free and generating. A module is of finite type if it possesses a generating family
of finite cardinality. Notice that the decomposition is in general not unique.

Let us now consider the set AN “ CN bC A. An element of this space can be written under
the form

η “

¨
˚̋
η1
...
ηN

˛
‹‚

with ηi P A. A module structure on AN is given by the map pCN bC Aq ˆ AÑ CN bC A,
¨
˚̋
η1
...
ηn

˛
‹‚a “

¨
˚̋
η1a

...
ηNa

˛
‹‚.
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A basis of this module can be identified with the canonical basis of CN because
¨
˚̋
η1
...
ηN

˛
‹‚“ η1

¨
˚̋

1
...
0

˛
‹‚` ¨ ¨ ¨ ` ηN

¨
˚̋

0
...
1

˛
‹‚.

Hence the module AN is free and of finite type. The inclusion map (inverse of p in a certain sense)
λ : E Ñ CN bCA

PgdeflambdaModwill also be sometimes used. A general element of AN reads
řN
j“1 ejbC aj where

aj P A and teju is the canonical basis of CN . If we pose fi “ ei bC 1, every element of AN isř
j jjaj , so that AN is a finitely generated module.

Since p is a module homomorphism,

p
`ÿ

j

fjaj
˘ “

ÿ

j

ppfjqaj

with fj P AN and aj P A. We deduce that tppfjqu is a basis of the finitely generated module pAN .
If E is a A-bimodule, the center of E is the set

ZpEq “ tξ P E tel que aξ “ ξa, @a P A, ξ P Eu. (54.15)

Proposition 54.5.
If we define the maps

j : E bA Ω1AÑ E bC A

ξ bA δa ÞÑ ξ bC a´ ξabC 1
(54.16)

and
m : E bC AÑ E

ξbC ÞÑ ξa,
(54.17)

the sequence
0 // E bA Ω1 j // E bC A

m // E // 0
is exact

Proof. An element in the kernel of m has the form ξ bC ba ´ ξb bC a which is the image by j of
ξ bA pδbqa. Indeed

j
`
ξ bA pδbqa

˘ “ j
`
ξ bA δpbaq ´ ξ bA bδa

˘

“ ξ bC ba´ ξbabC A´ ξbbC a` ξbabC 1
“ ξCba´ ξbbC a.

54.3.1 Endomorphism

Let us prove that an endomorphism A P EndApEq is identified with a matrix A P MNˆN pAq
such that A “ Ap “ pA “ pAp. The action of A must satisfy

A
`ÿ

i

ppfiqai
˘ “

ÿ

i

A
`
ppfiq

˘
ai,

so that A acts on the generating part tppfiqu of E . We pose

Appfiq “
ÿ

k

ppfiqAik (54.18)

for some Aik P A. So we have

Ap
`ÿ

i

ei bC ai
˘ “

ÿ

i

ÿ

k

ppfiqAikai “
ÿ

i

ppfiq
ÿ

k

Aikai “ p
´ÿ

i

ei bC
`ÿ

k

Aikai
˘¯
.
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Using the notation ξ “ p
`ř

i ei bC ξi
˘

we have

Aξ “ p
´ÿ

i

ei bC pAξqi
¯
, (54.19)

that we note pAξ by abuse of notation. For the same reason of notations, the equation ξ “
p
`ř

i ei bC ξi
˘

is denoted by ξ “ pξ, thus we have

A “ Ap “ pA,

where A and p have different meaning.

54.3.2 Dimension of a module
subsec_DimofModule

There exists some free modules which admit several basis of different cardinality; for them,
there are no way to define the notion of dimension. For a free module whose all basis have same
cardinality, the latter is the dimension of the module.

If E is a module of finite type, there exists an integer N and a surjective map ρ : AN Ñ E .
Indeed, the fact the E is of finite type gives a generating part te1, . . . , eNu. Then the definition

ρ

¨
˚̋
a1
...
aN

˛
‹‚“

Nÿ

i“1
eiai

works. In general, it is not possible to extract a free part of this generating part. Let us see an
example. Consider C8pS2q, the algebra of smooth functions on the sphere and the Lie algebra
XpS2q. The latter is a module of finite type on C8pS2q and a generating part is given by the three
following vector fields:

Yipxq “
3ÿ

j,k“1
ϵijkxjBk.

These vectors are tangent vectors because scalar product Yipxq·x vanishes:

Yi ·x “
ÿ

l

pYiqlxl “
ÿ

l,j

ϵijlxjxl “ 0.

In order to prove that this set is generating, let us suppose that Y1 is proportional to Y2 and Y3.
If we impose bY3 “ Y1, we find, for each k:

ϵ1jkxjBk “ bϵ3jkBk,

taking k “ 1, we find x2 “ 0. The same with Y1 “ aY2 leads to x3 “ 0. So the only candidate
point where the set of Yi can fail to be generating is x1 “ ˘1, x2 “ x3 “ 0. At this point, Y2 “ ˘B3
and Y3 “ ˘B2 whose are linearly independent. Hence the set of Yj is a generating part. It is not
a free part (with respect to C8pS2q) because

3ÿ

j“1
xjYj “ 0.

We can however not find two vector fields X1 and X2 which form a global basis of XS2 because
we would have X1 ´X2 ‰ 0 everywhere on S2.
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54.3.3 Tensor product of modules (first)

Let E1, . . . , En, and F , some modules on C. We denote by LnpE1, . . . , En; Fq the module of n-
multi-linear maps f : E1ˆ . . .ˆEn Ñ F . Let M the free module generated by n-uples px1, . . . , xnq,
xi P Ei; we denote by N the submodule generated by elements of the form

px1, . . . , xi ` x1
i, . . . , xnq ` px1, . . . , xi, . . . , xnq ´ px1, . . . , x

1
i, . . . , xnq (54.20a)

px1, . . . , zxi, . . . , xnq ´ zpx1, . . . , xnq (54.20b)

for all xi, x1
i P Ei and z P C.

We have a canonical injection E1ˆ . . .ˆ En ÑM and MÑM{N. We denote by φ : E1ˆ . . .ˆ
En Ñ M{N the composition of these two. This φ is the tensor product E1 b . . . b En, and we
write

ξ1 bC ξ2 “ φpξ1, ξ2q.
The tensor product has an universal property.

Proposition 54.6.
If f : E1ˆ. . .ˆEn Ñ G is a n-multi-linear, there exists a map f˚ : M{NÑ G such that the following
diagram commutes:

E1 ˆ . . .ˆ En
φ //

f
&&

M{N
f˚

��
G

(54.21)

Proof. It is first clear that there exists a f 1 : M Ñ G such that i ˝ f 1 “ f . This map takes the
value 0 on N because i´1pNq “ 0. So f 1 can be factorised by N to give f˚.

54.3.4 Tensor product of module (second)

Let E1 and E2 be two A-bimodule. We consider M, the free A-bimodule generated by E1 ˆ E2,
i.e. the set of (formal) linear combinations of elements of the form

apξ1, ξ2q and pξ1, ξ2qa
with xii P A and a P A. We define the sub-module N generated by elements of the form

ipξ1 ` η1, ξ2 ` η2q ´ ipξ1, ξ2q ´ ipξ1, η2q ´ ipη1, ξ2q ´ ipη1, η2q (54.22a)
aipξ1, ξ2q (54.22b)

aipξ1, ξ2q ´ ipaξ1, ξ2q (54.22c)
aipξ1, ξ2q ´ ipξ1, aξ2q (54.22d)
ipξ1, ξ2qa´ ipξ1, ξ2aq (54.22e)
ipξ1, ξ2qa´ ipξ1a, ξ2q. (54.22f)

We define φ : E1 ˆ E2 ÑM{N as
φ “ π ˝ i

where i is the inclusion of E1 ˆ E2 in M. The definition ξ1 bA ξ2 “ φpξ1, ξ2q has an universal
property.

Proposition 54.7.
Let G be a A-bimodule and a A-linear map f : E1 ˆ E2 Ñ G. Then there exists one and only one
A-linear map f˚ : M{NÑ G such that the diagram

E1 ˆ E2
φ //

f
%%

M{N
f˚

��
G

(54.23)eq_diagprodtensunifeq_diagprodtensunif

is commutative.
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Proof. We first consider a map f 1 : MÑ G such that f 1˝i “ f . From A-linearity of f 1, we conclude
that

f 1`aipξA, ξ2q ´ ipaξ1, ξ2q
˘ “ apf 1 ˝ iqpξ1, ξ2q ´ pf 1 ˝ iqpaξ1, ξ2q
“ afpξ2, ξ2q ´ fpaξ2, ξ2q
“ 0.

So f 1pNq “ 0, and we can consider the quotient map f˚ “ f 1{N which gives commutativity of
diagram (54.23). We still have to prove the unicity part. Let g˚ : M{N Ñ G be an other map
which has the same commutativity property that f˚:

f “ f˚ ˝ φ “ g˚ ˝ φ
and f˚pNq “ g˚pNq “ 0. A general element in M{N has the form (of linear combination of)
φpξ1, ξ2q, so we following computation concludes the proof:

f˚φpξ1, ξ2q ´ g˚φpξ1, ξ2q “ fpξ1, ξ2q ´ fpξ2, ξ2q “ 0.

54.3.5 Tensor product of modules (third)

This definition of tensor mainly product comes from [854].
We suppose the algebra A to be unital and associative, so it is a ring. Note that C is a ring too;

so we will in the same time define bC and bA. Let E be a right A-module and F a left A-module
on the ring R, in particular, recall that E and F are vector spaces on C. For η P E , ξ P F , and
a P R, we have maps

E ˆRÑ E
pη, aq ÞÑ ηa,

(54.24)

and
Rˆ F Ñ F
pa, ξq ÞÑ aξ.

(54.25)

A balanced product of E and F is an abelian group pP,`q with a map f : E ˆ F Ñ P such
that

fpη ` η1q “ fpη, ξq ` fpη1, ξq (54.26a)
fpη, ξ ` ξ1q “ fpη, ξq ` fpη, ξ1q (54.26b)

fpηa, ξq “ fpη, aξq. (54.26c)

This balanced product is denoted by pP, fq. The function f must fulfil

fp0, ξq “ 0 “ fpη, 0q
because fp0, ξq “ fp0` 0, ξq “ fp0, ξq ` fp0ξq. The same kind of reason leads to

fp´η, ξq “ ´fpη, ξq
where the minus sign in the right hand side is in the sense of the inverse in the additive group
pP,`q.

When pP, fq and pP, gq are two balanced products, a morphism is a group homomorphism
φ : P Ñ Q such that

gpη, ξq “ φ
`
fpη, ξq˘.

Definition 54.8.
A tensor product of E and F is a balanced product pA,bRq such that for each balanced product
pP, fq, there exists an unique morphism pA,bRq Ñ pP, fq such that

bRpη, ξq “ fpη, ξq.
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The element bRpη, ξq is often denoted by η bR ξ.
Unicity of tensor product is given by the following proposition.

Proposition 54.9.
Let pA,b1q and pB,b2q be two tensor products of E and F . There exists an unique isomorphism
φ : AÑ B such that

φ
`b1 pη, ξq

˘ “ b2pη, ξq.
Proof. Since pA,b1q is a tensor product and pB,b2q is a balanced product, there exists an unique
morphism φ : pA,b1q Ñ pB,b2q such that

φpη b1 ξq “ η b2 ξ.

We have to prove that this morphism is an isomorphism. There also exists an unique morphism
ϕ : pB,b2q Ñ pA,b1q such that

ϕpη b2 ξq “ η b1 ξ.

Then
pφ ˝ ϕqpη b2 ξq “ φpη b1 ξq “ η b2 ξ

and φ is the inverse of ϕ.

Proposition 54.10.
If pA,bq is a tensor product of E and F , then the group A is generated by products η b ξ.
Proof. Let us suppose the existence of ω P A which cannot be written under the form

ř
i ηib ξi. If

pP, fq is a balanced product, a morphism φ : AÑ P is not completely defined by the requirement
φpη b ξq “ fpη, ξq because φpωq can take any value in A.

54.3.6 Explicit building of tensor product

We will now explicitly build a tensor product E bR F that will be named the tensor product.
First we consider the abelian free group M of basis E ˆ F , i.e. the set of formal sums

n1pη1, ξ1q ` ¨ ¨ ¨ ` nrpηr, ξrq
with ni P Z, ηi P E and ξi P F . We put the usual addition and if pηi, ξiq ‰ pηj , ξjq for all i ‰ j,
this sum is zero only if ni “ 0 for all i. In M , we consider the subgroup N generated by

pη ` η1, ξq ´ pη, ξq ´ pη1, ξq (54.27a)
pη, ξ ` ξ1q ´ pη, ξq ´ pη, ξ1q (54.27b)
pηa, ξq ´ pη, aξq (54.27c)

with η, η1 P E , ξ, ξ1 P F and a P R. Now we define

E bR F “M{N (54.28)

and
η bR ξ “ rpη, ξqs. (54.29)

Proposition 54.11.
The group pE bR F ,bRq is a tensor product.

Proof. We begin by proving that pE bR F ,bRq is a balanced product. From definition of the
equivalence defining the class rpη, ξqs, we have

bRpη ` η1, ξq “ bRpη, ξq ´ bRpη1, ξq
“ rpη ` η1, ξqs ´ rpη, ξqs ´ rpη1, ξqs
“ r0s.
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and
bRpηa, ξq “ rpηa, ξqs “ rpη, aξqs “ bRpη, aξq.

Now let pP, fq be a balanced product. Since M is generated by elements of the form pη, ξq, the
prescription

φ : M ÑM

pη, ξq ÞÑ fpη, ξq (54.30)

completely defines φ. Now we try to defines something on M{N from this φ. Let K be the kernel
of φ. Elements of the form

pη ` η1, ξq ´ pη, ξq ´ pη1, ξq
pη, ξ ` ξ1q ´ pη, ξq ´ pη, ξ1q
pη, a, ξq ´ pη, aξq

belongs to K. Then N Ă K and one has a well defined morphism

M{N Ñ P

rpη, ξqs ÞÑ fpη, ξq. (54.31)

Uniqueness comes from the fact that elements of the form rpη, ξqs are generating M{N .

54.3.7 Unitary group
SubsecUnitGroup

Let E “ pAN be an Hermitian finite projective module. The algebra of endomorphism is

EndApEq “ tT : E Ñ E tel que T pηaq “ T pηqau.
We naturally define the involution ˚ : EndApEq Ñ EndApEq defined by

xT ˚η, ξy “ xη, Tξy (54.32)

If A P MNˆN pAq is an endomorphism of E , in particular for each ξ P E , the element Aξ must
belongs to E , so that pAξ “ Aξ. That proves that pA “ A. Since ξ “ pξ, we have moreover
pAp “ Ap. Finally

A “ Ap “ pA “ pAp.

So we have an isomorphism EndApEq » pMNˆN pAqp.
Definition 54.12.
An endomorphism u is unitary if u˚u “ uu˚ “ 1. We denote by UpEq the space of unitary
endomorphism of E.

As an example, let us take M , a differentiable manifold and C8pMq, the algebra of smooth
functions over M . We want to study UN

`
C8pMq˘ “ U

`
C8pMqN˘. An element of that algebra is

a N ˆN matrix whose entries are functions on M or, equivalently, a function u : M ÑMNˆN pCq.
The 1 in the unitary condition u˚u “ uu˚ “ 1 has to be understood as the function on M with 1
as constant value. So we have the isomorphism

UN
`
C8pMq˘ » C8`

M,UpNq˘

where UpNq is the usual unitary group.

54.4 Module over unital ring
SecModUnitalAnneau

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 54.13
This section is a mess. Several propositions have to be merged. We have to check that everything
said in the algebra case hold in the ring case, and then change algebra to ring everywhere. The
module over algebra part mainly comes from [787].
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54.4.1 Projective module of finite type on unital algebra

Let A be an unital algebra.
PropEquivProjModule

Proposition 54.14.
Let E be a right A-module where A is an unital algebra. The three following are equivalent:

(1) If ρ : F1 Ñ F2 is surjective homomorphism of right A-module, then every homomorphism
λ : E Ñ F2 can be lifted into a homomorphism λ̃ : E Ñ F1 which satisfies ρ ˝ λ̃ “ λ.

F1

ρ
����

E

λ̃
??

λ
// F2

(54.33)eq_diag_proj_modeq_diag_proj_mod

That property is the lifting property.
ItemTroisCarecterisationProjectif

(2) If ρ : F1 Ñ E is a surjective morphism of module, there exists a module morphism s : E Ñ F1
such that ρ ˝ s “ Id |E .

F1
ρ // E
s
jj

prop_def_proj_module_iii

(3) There exists a free module F which decomposes as a direct sum which one component is E:

F “ E ‘ E 1.

In this case, E 1 is also free.
prop_def_proj_module

Proof. For a proof, see [787] at page 59.

A right module which fulfils these properties is said to be projective.

54.4.2 Projective module of finite type on unital ring

Let R be an unital ring, and E , F , . . . be left modules over R. One says that E is a projective
module if for every surjective module homomorphism λ : F2 Ñ F1, there exists a lifting map
λ̃ : E Ñ F2 such that the following diagram commutes:

F2

λ����
E //

λ̃
??

F1

(54.34)EqLiftPropProjModulesEqLiftPropProjModules

where the double arrow denotes the surjectivity.
PropFGPRkP

Proposition 54.15.
Every finitely generated projective module over the unital ring R has the form

RkP

for some k P N and some idempotent matrix P PMkpRq. The choices of k and P are not unique.

Proof. We suppose that E is projective and finitely generated by tξ1, . . . , ξku. A module map
T : Rk Ñ Rk is given by a matrix r defined by

T p0, . . . , 1, . . . , 0q “ pr1j , . . . , rkjq
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where, in the left hand side, the 1 is on the jth position, and T is the right matrix multiplication

T pa1, . . . , akq “
`
a1 . . . ak

˘

¨
˚̊
˚̋

r11 r21 . . . rk1
r12 r22 . . . rk2
...

...
...

rk1 rk2 . . . rkk

˛
‹‹‹‚. (54.35)

Item (2) of proposition 54.14 assures the existence of a direct sum decomposition Rk “ E ‘ F
of submodules of Rk, then, associated with the projection onto E , there is an idempotent matrix
P PMkpRq such that

E » RkP. (54.36)EqMRkPdecEqMRkPdec

The following proposition shows that every finitely generated projective module over R come
from that construction.

Proposition 54.16.
A module E is projective of finite type on A if and only if there exists a matrix p PMNˆN pAq such
that

(1) p is idempotent: p2 “ p,
(2) E “ pAN .

Proof. Since E is projective as well as of finite type, we have a surjective map ρ : AN Ñ E . Let us
draw the diagram (54.33) in the particular case with F1 “ AN and F2 “ E :

AN

ρ

��
E

λ“Id
//

λ̃

>>

E

(54.37)

Hence we have a map λ̃ : E Ñ AN such that ρ ˝ λ̃ “ Id |E . The map p “ λ̃ ˝ ρ : AN Ñ AN fulfils
p2 “ Id |E and is therefore idempotent in EndpAN q. It allows us to decompose AN as a sum of
submodules

AN “ pAN ` p1´ pqAN .
We know that ρ and λ̃ are two isomorphism between E and pAN . We now prove that ρ is bijective
on pAN . Surjectivity is clear; we have to prove that ρ : pAN Ñ E is injective. Let ρppaq “ ρppbq
and apply λ̃ on both sides of this equality. Since λ̃ρ “ p, we find p2a “ p2b, en therefore pa “ pb.
Remark that this does not imply a “ b.

For the inverse sense, we suppose a module E on A and a map p PMNˆN pAq such that p2 “ p
and E “ pAN . The module E fulfils point (3) of proposition 54.14 with

AN “ pAN ‘ p1´ pqAN .
The fact that E is of finite type is clear because AN is such.

An element of E can be seen as a p-invariant column vector with entry in A:

ξ “

¨
˚̋
ξ1
...
ξN

˛
‹‚

with ξi P A and pξ “ ξ. Remark that it does not mean that pξi “ ξi for each i: such a condition
is in fact senseless.

A beautiful result that provides a concrete realisation of projective finite module is the following.
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Theorem 54.17 (Serre-Swan).
Let M be a compact finite dimensional manifold. A C8pMq-module E is isomorphic to the space
of sections ΓpM,Eq of a vector bundle E ÑM if and only if it is finite and projective.

In other words, to any projective finite module, we can associate a vector bundle whose sections
give E.

Proof. No proof
LemRklQkR

Lemma 54.18.
If RkP » E » RlQ, then there are matrices U P MkˆlpRq and V P MlˆkpRq such that UV “ P
and V U “ Q.

Proof. No proof.

This lemma says that if we perform two times the constructions which lead to decomposition
(54.36) with different choices, then the two results are in a certain sense equivalent.

Let E Ď F be a R-submodule. The closure of E in F , denoted by ClF pEq, or Ē when there
are no confusion, is

ClF pEq “ tf P F tel que φpfq “ 0, @ module map φ : F Ñ R such that φ|E “ 0u. (54.38)

We are not interested in the topology on F that this definition provides.
The lemmas 54.19 and 54.20 will help to reduce numerous problems to singly generated mod-

ules.
LemEprojEEEfproj

Lemma 54.19.
If E is a finite projective module over R, then E‘ . . .‘E is a finite projective module over MnpRq.

If F is a submodule of E, then

ClE‘...‘EpF ‘ . . .‘ F q “ ClEpF q ‘ . . .‘ ClEpF q.

Proof. No proof.
LemFGenEEEsingleGen

Lemma 54.20.
If E is generated by te1, . . . , enu, then E ‘ . . .‘E is generated over MnpRq by the single element
pe1, . . . , enq.
Proof. No proof.

Now we suppose that we have a trace map φ : RÑ A where A is a commutative ring (or any
abelian group). If S is a square matrix of elements in R, we define

φpSq “
ÿ

i

φpSiiq, (54.39)

and one checks that φpST q “ φpTSq, so that φ is a trace over MkpRq for every k. Now, we define

φpEq “ φpP q (54.40)EqPreDefDimModuleRAEqPreDefDimModuleRA

where P is defined by the condition E “ RkP . Lemma 54.18 assures that this condition does not
depend on the choice.

DefHDhfMGJ

Definition 54.21.
The dimension function associated with the trace φ is

dimφ : tisomorphism class of finitely generated projective modulesu Ñ A

E ÞÑ φpEq. (54.41)DefDimFunctModuleDefDimFunctModule
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Lemma 54.22.
It fulfills the condition

dimφpE ‘ Fq “ dimφpEq ` dimφpFq. (54.42)

We will show in section 74.12 that the construction of the dimension function (54.41) extends
to all modules over von Neumann algebras.

Lemma 54.23.
If H1 and H2 are modules over the ring R, they are isomorphic if and only if H1 ‘ . . . ‘ H1 »
H2 ‘ . . .‘H2 as module over MnpRq.

54.5 Bialgebras and co-properties

54.5.1 Bialgebras

Some generalities about bialgebras are taken from [855].
Let A be an unital algebra and r P A ˆ A. There exists a (non unique) decomposition r “ř

i αibβi with αi, βi P A. There exists three ways to extend that in order to embed r in AbAbA.
We introduce the Sweedler notation in order to distinguish them:

r12 “
ÿ

i

αi b βi b 1

r13 “
ÿ

i

αi b 1b βi

r23 “
ÿ

i

1b αi b βi.

One can define rij in the same way in Abn. We denote by τ : Ab AÑ Ab A,

τpab bq “ bb a.

If we denote by µ : Ab AÑ A the algebra law in A, the unit 1 defines (and is defined by) the
map

η : KÑ A

ηpzq “ z1.
(54.43)

The fact that 1 is an unit is expressed by the equalities 1a “ a1 “ a for all a P A, or equivalently
by the commutativity of the diagrams

Kb A
ηbId //

ψ
%%

Ab A

µ

��
A

AbK Id bη //

ψ
%%

Ab A

µ

��
A

(54.44)EqDiagUnitHopfEqDiagUnitHopf

where we indifferently denoted by ψ the identification ψpz b aq “ za and ψpaq “ 1b a.
So an algebra can be defined as a vector space endowed with operations µ and η such that the

latter two diagrams commute. One define a coalgebra taking the dual of that construction. So a
coalgebra is a vector space A endowed with two linear maps

ϵ : AÑ K,

∆: AÑ AbK A



54.5. BIALGEBRAS AND CO-PROPERTIES 3167

such that the following diagrams commute

Ab Ab A

Ab A

∆bId
88

Ab A

Id b∆
ff

A
∆

ff

∆

88

Kb A Ab A
ϵbIdoo

A
ψ

ee

∆

OO AbK Ab A
Id bϵoo

A
ψ

ee

∆

OO (54.45)EsDigcococoEsDigcococo

pIdb∆q∆ “ p∆b Idq∆ pIdbϵq∆ “ Id pϵb Idq∆ “ Id . (54.46)

The first diagram expresses the coassociativity of ∆ while the two last ones are the counit
definition for ϵ. When these three diagrams commute, we say that pA,∆, ϵq is a coalgebra.

Notice that, since the tensor product is defined by a quotient, we have 1b za “ zb a for every
z P C and a P A. We also have pϵb Idqpab bq “ ϵpaq b b “ 1b ϵpaqb.

DefBialgebra

Definition 54.24.
A bialgebra structure on A is the data of pµ, η,∆, ϵq such as before (the six diagrams commute)
and which fulfills the following compatibility conditions:

∆phgq “ ∆phq∆pgq ϵphgq “ ϵphqϵpgq (54.47)EqSixBialgebraformdefEqSixBialgebraformdef

∆p1q “ 1b 1 ϵp1q “ 1 (54.48)

where in the last equality, the 1 of the left hand side denotes the unit in A while the 1 in the right
hand side is the unit in K. Such an operation ∆ is said to be a coproduct and such an operation
ϵ is a counit.

It is interesting to write the formula ∆pabq “ ∆paq∆pbq in a more abstract way. The product

pab bqpcb dq “ acb bd (54.49)

reads pµb µqpIdbσ b Idqpab bb cb dq. Thus we consider

m2 : pAbAq b pAbAq Ñ AbA
m2 “ pµb µq ˝ pIdbσ b Idq (54.50)EqDefmdeuxAAotAAmtAAEqDefmdeuxAAotAAmtAA

and we have the property
∆ ˝ µ “ m2p∆b∆q. (54.51)EqDelMumdexEqDelMumdex

Among other interesting formulas, the identification AbK “ A allows us to write

a “ pIdbϵq∆paq “
ÿ

i

pIdbϵqpai b biq “
ÿ

i

aiϵpbiq. (54.52)EqInterAmongOtheaaepsbEqInterAmongOtheaaepsb

LemUnicityCounit

Lemma 54.25.
A coalgebra has at most one counit.

Proof. Let ϵ1 and ϵ2 be counits of pA,∆q. We have

ϵ1 “ ϵ1 ˝ pIdbϵ2q∆ “ pϵ1 b ϵ2q∆ “ ϵ2pϵ1 b Idq∆ “ ϵ2. (54.53)
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54.5.2 Other co-properties
subSecOtherCoPropoerties

We usually denote by σ the flip operation:

σ : Ab AÑ Ab A

ab b ÞÑ bb a. (54.54)

As a general rule, one defines a “coproperty” by writing a property as a commutative diagram
and then reversing all the arrows. A map φ : AbAÑ A is skew symmetric if the following diagram
commutes:

Ab A
φ //

σ
��

A

Ab A φ
// A

´1

OO (54.55)

Then one say that a map ϕ : AÑ Ab A is co-skew symmetric if the diagram

Ab A A
ϕoo

´1
��

Ab A

σ

OO

A
ϕ
oo

(54.56)

commutes. In formula, it means that for every a P A, we have ϕpaq “ σϕp´aq or

pσ ` Idq ˝ ϕ “ 0. (54.57)EqDefCoSkewSymEqDefCoSkewSym

A typical example of co-skew symmetric map is ϕpaq “ 1b a´ ab 1.
Let ξ be the cyclic permutation operator

ξ : Ab Ab AÑ Ab Ab A

ab bb c ÞÑ bb cb a. (54.58)

A map ϕ : Ab AÑ A satisfies the Jacobi relation

φ
`
a, φpb, cq˘ “ ´φ`b, φpc, aq˘´ φ`c, φpa, bq˘ (54.59)

if the diagram

Ab Ab A
Id bφ //

´ξ´ξ2

��

Ab A
φ // A

Ab Ab A
Id bφ

// Ab A

φ

OO (54.60)

commutes. Thus one says that a map ϕ : AÑ AbA satisfies the co-Jacobi relation if the diagram

Ab Ab A Ab A
Id bϕoo A

ϕoo

ϕ

��
Ab Ab A

´ξ´ξ2

OO

Ab A
Id bϕ

oo

(54.61)

commutes. In formula,
pId`ξ ` ξ2q ˝ pIdbϕq ˝ ϕ “ 0. (54.62)EqDefCoJacobiEqDefCoJacobi
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54.6 Hopf algebras

54.6.1 Convolution product

We define the convolution product between two linear maps f, g : AÑ A by

f ‹ g “ µpf b gq∆ (54.63)

Lemma 54.26.
The map η ˝ ϵ is a neutral for the convolution product.

Proof. First, notice that in general, pη ˝ ϵqpaq “ ϵpaq1. Let now consider a P A and a1, a2 P A such
that ∆paq “ a1 b a2. We look at

µpf b gq∆paq “ fpa1qgpa2q (54.64)

which, using linearity of g, becomes µpη ˝ ϵ b gq∆paq “ ϵpa1q1gpa2q “ ϵpa1qgpa2q “ g
`
ϵpa1qa2

˘
.

Now if we see ϵpa1qa2 P K b A, using the commutativity of the second diagram in (54.45), we
deduce ∆

`
ϵpa1qa2

˘ “ a1 b a2 “ ∆paq, so that ϵpa1qa2 “ a by injectivity of ∆.
In the same way, we prove that a1ϵpa2q “ a and that, consequently,

µpf b η ˝ ϵq∆paq “ f
`
a1ϵpa2q

˘ “ fpaq.

A bialgebra is a Hopf algebra if the identity map Id : A Ñ A is invertible for the convolution
product. In that case the inverse is denoted by S and is called antipode. The defining property
of S is

S ‹ Id “ Id ‹S “ η ˝ ϵ.
That can equivalently be expressed by the commutativity of the diagram

AbA
Id bS

��

A
∆oo ∆ //

η˝ϵ
��

AbA
SbId
��

AbA µ
// A AbA.µ
oo

(54.65)

DefHopfAlgebra

Definition 54.27.
A tuple pA,µ, η,∆, ϵ, Sq is a Hopf algebra if the maps

µ : AbAÑ A ∆: AÑ AbA S : AÑ A

η : KÑ A ϵ : AÑ A
(54.66)

satisfy
(1) pA,µ, ηq is an associative algebra:

µpµb Idq “ µpIdbµq (54.67a)
µpη b Idq “ µpIdbηq, (54.67b)

(2) pA,∆, ϵq is a coassociative coalgebra:

pIdb∆q∆ “ p∆b Idq∆ (54.68a)
pIdbϵq∆ “ pϵb Idq∆ “ Id, (54.68b)EqformCounitDefEqformCounitDef

(3) the compatibility relations (54.47) which turn pA,µ, η,∆, ϵq into a bialgebra:

∆µ “ µp∆b∆q ϵµ “ µpϵb ϵq (54.69a)
∆p1q “ 1b 1 ϵp1q “ 1, (54.69b)
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(4) S is an antipode:
µpIdbSq∆ “ µpS b Idq∆ “ ηϵ. (54.70)EqDefPorpAntipodeEqDefPorpAntipode

In all these conditions, we identify A “ AbK “ KbA.
LemSuuSetaeta

Lemma 54.28.
We have ItemLemSuuSetaetai

(1) Sp1q “ 1 and S ˝ η “ η;
ItemLemSuuSetaetaii

(2) Sµ “ µpS b Sqσ where µ is the multiplication on A and σ is the flip operator on AbA.

Proof. On the one hand we have 1 “ pη ˝ ϵqp1q and on the other hand, by the property (54.70) of
the antipode,

pη ˝ ϵqp1q “ µpS b Idq∆p1q “ Sp1q (54.71)

because ∆p1q “ 1b1. Thus Sp1q “ 1. Now if z P K, we have ηpzq “ z· 1 and Spz· 1q “ zSp1q “
z· 1. This proves (1).

The statement (2) is a reformulation of the identity Spabq “ SpbqSpaq.
Proposition 54.29.
The antipode satisfies

∆ ˝ S “ σpS b Sq∆ “ pS b Sqσ∆. (54.72)

Proof. We will prove that ∆S and σpS bSq∆ are both inverses of ∆ in a well chosen algebra. We
consider F “ LpA,AbAq with the product

f ‹ g “ m2pf b gq∆ (54.73)

where
m2 “ pµb µqpIdbσ b Idq. (54.74)

The product m2 is the one introduced in equation (54.50). Note that f ‹ g : A Ñ A b A. The
unit of that algebra is η2ϵ where η2 “ η b η. That function A Ñ A b A has to be understood as
identifying K “ KbK and then

η2ϵpaq “ pη b ηqϵpaqp1b 1q “ ϵpaq1b 1. (54.75)

In the latter formula the “1” is the unit in A. Let us show that this is the unit of the algebra F .
As far as the notations are concerned, we write ∆paq “ ř

i ai b bi and fpbiq “ ř
k fkpbiq b gkpbiq,

so
pη2ϵ ‹ fqpaq “ m2pη2ϵb fq∆paq

“
ÿ

i

pµb µqpIdbσ b Idqpη2ϵb fqpai b biq

“
ÿ

i

pµb µqpIdbσ b Idq`ϵpaiq1b 1b fpbiq
˘

“
ÿ

ik

ϵpaiqpµb µqpIdbσ b Idq`1b 1b fkpbiq b gkpbiq
˘

“
ÿ

ik

ϵpaiqpµb µq
`
1b fkpbiq b 1b gkpbiq

˘

“
ÿ

ik

ϵpaiqfkpbiq b gkpbiq

“
ÿ

i

ϵpaiqfpbiq

“
ÿ

i

f
`
ϵpaiqbi

˘

“ fpaq.

(54.76)

Thus η2ϵ ‹ f “ f .
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Now in order to check that ∆ ˝ S is an inverse of ∆, we have to check that

m2p∆b∆Sq∆ “ η2ϵ. (54.77)

Notice that η2 satisfies ∆ηϵ “ η2ϵ. Indeed ∆p1q “ 1b 1 and ηϵpaq “ ϵpaq1, so

∆ηϵpaq “ ϵpaq1b ϵpaq1 “ pη b ηqpaq. (54.78)

Using the formula (54.51) we have

m2p∆b∆Sq∆ “ m2p∆b∆qpIdbSq∆
“ ∆µpIdbSq∆
“ ∆ηϵ
“ η2ϵ.

(54.79)

Thus ∆˝S is an inverse of ∆ in the algebra F . Let us now check that σpSbSq∆ is also an inverse
of ∆. We introduce the short hand notation ∆3 “ p∆ b ∆q∆. Let us show that this operator
satisfies

p∆b∆q∆ “ pIdb∆b IdqpIdb∆q∆. (54.80)EqDDDrelDifetcEqDDDrelDifetc

Using the relation pIdb∆q∆ “ p∆b Idq∆ we have

p∆b∆q∆ “ p∆b Idb IdqpIdb∆q∆
“ p∆b Idb Idqp∆b Idq∆
“ `p∆b Idq∆b Id

˘
∆

“ `pIdb∆q∆b Id
˘
∆

“ pIdb∆b Idqp∆b Idq∆
“ pIdb∆b IdqpIdb∆q∆.

(54.81)

We have
♢ “ m2p∆b σpS b Sq∆q∆
“ m2

”
pIdb Idq b `

σpS b Sq˘
ı
p∆b∆q∆

“ m2σ34pIdb IdbS b Sq∆3

“ pµb µqpIdbσ b Idqσ34pIdb IdbS b Sq∆3

(54.82)

where σ34 is the flip of the third and fourth component in AbAbAbA. Now we have

pIdbσ b Idqσ34pab bb cb dq “ pIdbσ b Idqpab bb db cq “ ab db bb c, (54.83)

thus pIdσb Idqσ34 “ σ234 where σ234 is the cyclic permutation ab bb cb d ÞÑ ab db bb c. Using
that and the relation (54.80) we continue the computation:

♢ “ pµb µqσ234pIdb IdbS b Sq∆3 (54.84a)

“
”
µpIdbSq b µpIdbSq

ı
σ234p∆b∆q∆ (54.84b)

“
”
µpIdbSq b µpIdbSq

ı
σ234pIdb∆b IdqpIdb∆q∆ (54.84c)

“
”
µpIdbSq b µpIdbSq

ı
pIdb Idb∆qpIdbσqpIdb∆q∆. (54.84d)

On the last line we did σ234pIdb∆ b Idq “ pIdb Idb∆qpIdbσq; one checks that equality by
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applying both sides to ab bb c. In the following lines we use pIdbϵqσ “ σpϵb Idq:

♢ “
”
µpIdbSq b µpIdbSq∆looooomooooon

η˝ϵ

ı
pIdbσqpIdb∆q∆ (54.85a)

“
”
µpIdbSq b η

ı
pIdb IdbϵqpIdbσqpIdb∆q∆ (54.85b)

“
”
µpIdbSq b η

ı
pIdbσ pϵb Idq∆loooomoooon

1bId

q∆ (54.85c)

“
”
µpIdbSq b η

ı
pIdb Idb1q∆ (54.85d)

“ µpIdbSq∆b 1 (54.85e)
“ ηϵb 1. (54.85f)

The last line is the map a ÞÑ ϵpaq1b 1 and then is the unit for LpA,AbAq.

54.6.2 Opposite algebra

From a Hopf algebra pA,∆q we define the opposite algebra pA,∆qop “ pAop,∆q and the
coopposite coalgebra pA,∆qcop “ pA, σ ˝∆q. The opposite and coopposite algebras are not always
Hopf algebras.

LemATSopHofounon

Lemma 54.30.
Let pA,∆q be a Hopf algebra and a linear map T : AÑ A. The following statements are equivalent:

ItemLemATSopHofounoni

(1) the bialgebra pA,∆qop is Hopf with T as antipode;
ItemLemATSopHofounonii

(2) µ ˝ σ ˝ pT b Idq ˝∆ “ µ ˝ σ ˝ pIdbT q ˝∆ “ η ˝ ϵ;
ItemLemATSopHofounoniii

(3)
ř
i biT paiq “

ř
i T pbiqai “ η ˝ ϵpaq where ∆a “ ř

i ai b bi; ItemLemATSopHofounoniv

(4) µ ˝ pIdbT q ˝ σ ˝∆ “ µ ˝ pT b Idq ˝ σ ˝∆ “ η ˝ ϵ;
ItemLemATSopHofounonv

(5) the bialgebra pA,∆qcop is Hopf with T as antipode.

Proof. The equivalence (1) ô (2) is the definition of an antipode. For the equivalence (1) ô (3),
following the definition of an antipode on pA,∆qop, the two following lines are equal to ηϵpaq:

µσpT b Idq∆a “
ÿ

i

µσT paiq b bi “
ÿ

i

biT paiq (54.86)

while on the other hand

µσpIdbT q∆a “ µσai b T pbiq “
ÿ

i

T pbiqai. (54.87)

The equivalence (2) ô (4) is the fact that σpαb βq “ pβ b αqσ whenever α, β : AÑ A.
The equivalence (4) ô (5) is the definition of the antipode on pA,∆qcop since in the latter

algebra the comultiplication is given by σ ˝∆ instead of ∆.
The proof is finished.

PropAAopAcopHopfSSemu

Proposition 54.31.
Let pA,∆q be a Hopf algebra. The following statements are equivalent:

ItemPropAAopAcopHopfSSemui

(1) S is bijective;
ItemPropAAopAcopHopfSSemuii

(2) pA,∆qop is a Hopf algebra with antipode S´1;
ItemPropAAopAcopHopfSSemuiii

(3) pA,∆qcop is a Hopf algebra with antipode S´1.
In this case the antipode of pA,∆qop and pA,∆qcop is given by S´1.
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Proof. First we suppose that S is invertible and we prove that S´1 is an antipode for pA,∆qop; in
this case it will be an antipode for pA,∆qcop by the points (1) and (5) of lemma 54.30. We have
to check that

µoppIdbS´1q∆ “ η ˝ ϵ. (54.88)

First we have
µoppIdbS´1q

ÿ

i

ai b bi “ S´1pbiqai. (54.89)

Let us take the antipode on both sides and use the fact that S is an antipode for pA,∆, µq:
SµoppIdbS´1q∆paq “

ÿ

i

Spaiqbi “ µpS b Idq∆a “ η
`
ϵpaq˘. (54.90)

Thus
µoppIdbS´1q∆ “ S´1 ˝ η ˝ ϵ, (54.91)

but S´1 ˝ η “ η by lemma 54.28, so we have proved (1) ñ (2),(3).
Let us now prove that (2) ñ (1). For this part of the proof we follow[856]. Let pA,∆qop be a

Hopf algebra with antipode T . We are going to prove that ST is an inverse of S for the convolution
product, so that ST “ Id and T “ S´1 and S is bijective. What we have to check is

µpST b Sq∆ “ ηϵ. (54.92)

Using µpS b Sqσ “ Sµ we have

µpST b Sq∆ “ µpS b SqpT b Idq∆
“ SµσpT b Idq∆
“ SµpIdbT qσ∆
“ S ˝ η ˝ ϵ

(54.93)

because µpIdbT qσ∆ “ η ˝ ϵ from the fact that T is an antipode for pA,∆qcop. Now we conclude
because Sη “ η.

54.6.3 Dual of a Hopf algebra

Let pA, µ,∆, η, ϵ, Sq be a Hopf algebra and A˚ the dual as vector space. We can create a Hopf
algebra structure pm˚, µ˚,∆˚, ϵ˚, S˚q on A˚ in the following way. First we extend the duality by
xf b g, xb y, y “ xf, xyxg, yy and then we define the following

xm˚pf b gq, xy “ xf b g,∆pxqy (54.94a)subeqDualHopfmultsubeqDualHopfmult

x∆˚pfq, xb yy “ xf, xyy (54.94b)
xη˚pαq, xy “ αϵpxq (54.94c)

ϵ˚pfq “ xf, 1y (54.94d)
xS˚pfq, xy “ xf, Spxqy (54.94e)

for every f , g P A˚ and x, y P A. One can show that these definitions fulfill all the condition of a
Hopf algebra.

We say that a pair pA,Bq is a dual pair of ˚-Hopf algebra is there exists a map x., .y : AbB Ñ C

which fulfils the conditions
(1) xxb y,∆pfqy “ xab, fy,
(2) ϵpfq “ x1, fy,
(3) x∆pxq, f b gy “ xx, fgy,
(4) xx, Spfqy “ xSpxq, fy,
(5) xx, f˚y “ xSpxq˚, fy

for every x, y P A and f, g P B
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54.6.4 Involution, ˚-Hopf algebra
subsecHopfInvolution

We follow [855]. Let K be a commutative ring with unity.

Definition 54.32.
An involution on a complex vector space V is a map a ÞÑ a˚ such that

(1) pa` bq˚ “ a˚ ` b˚ for a, b P V ;
(2) pλaq˚ “ λa˚ for every λ P K and a P A;
(3) pa˚q˚ “ a.

An involution on a K-algebra A is an involution a ÞÑ a˚ on A (as vector space) which satisfies
pabq˚ “ b˚a˚ for every a, b P A. An algebra equipped with an involution is a ˚-algebra.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 54.33
In [857], one does not require a˚˚ “ a while it required in [855]. In [849] they include S

`
Spxq˚˘˚ “

x in the definition of a Hopf˚-algebra.

Definition 54.34.
A ˚-coalgebra pA,∆, ˚q is a coalgebra equipped with an involution such that

∆pa˚q “ ∆paq˚ (54.95)

where pab bq˚ “ a˚ b b˚.

Definition 54.35.
A Hopf algebra pA,∆q equipped with an involution ˚ such that pA, ˚q is a ˚-algebra and pA,∆, ˚q
is a ˚-coalgebra is a ˚-Hopf algebra.

LemcounitstarHopfalg

Lemma 54.36.
The counit of a counital ˚-coalgebra is ˚-linear, namely we have ϵpa˚q “ ϵpaq where the bar stands
for the involution in K.

Proof. Let pA,∆, ˚q be a ˚-coalgebra with counit ϵ. We consider the map

ϵ˚ : AÑ K

a ÞÑ ϵpa˚q. (54.96)

We prove that ϵ˚ is a counit for A. We have to check the property (54.68b) for ϵ˚. If ∆a “ ř
i aibbi,

pIdbϵ˚q∆paq “
ÿ

i

ai b ϵpbi̊ q

“
ÿ

i

aiϵpbi̊ q AbK “ A

“
ÿ

i

´
ϵpbi̊ qai̊

¯˚

“ pa˚q˚ by formula (54.52)
“ a.

(54.97)

By unicity of the counit (lemma 54.25) we have ϵ˚ “ ϵ and then ϵpa˚q “ ϵpaq.
Theorem 54.37.
The antipode of a ˚-Hopf algebra is a bijection and S ˝ ˚ ˝ S ˝ ˚ “ Id.

Proof. We consider the map
S˚ : AÑ A

a ÞÑ Spa˚q˚ (54.98)
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and we show that S˚ is an antipode for the opposite Hopf algebra pA,∆qop. We have to check the
definition property (54.70) in Aop. The multiplication in Aop being

µoppab bq “ ba (54.99)

we have
µoppS˚ b Idq∆paq “

ÿ

i

biS
˚paiq

“
ÿ

i

biSpa˚q˚

“
ÿ

i

´
Spa˚qbi̊

¯˚
.

(54.100)

Since S is an antipode for pA,∆q the property (54.70) provides
ÿ

i

Spai̊ qbi̊ “ ηϵpa˚q, (54.101)

thus we have
µoppS˚ b Idq∆paq “ `

ηϵpa˚q˘˚ “ ηϵpaq. (54.102)
So S˚ is an antipode for pA,∆qop which becomes a Hopf algebra. Using the proposition 54.31 it
proves that S is bijective and that S˚ is the inverse of S.

Definition 54.38.
Let A be a Hopf algebra. The action of A on itself defined by

adpaq : AÑ A

b ÞÑ
ÿ

i

aibSpbiq (54.103)

where a P A and ∆paq “ ř
i ai b bi is the adjoint action.

54.6.5 Example: universal enveloping algebra
SUBSECooTKZAooWVXXug

The set of function on a Lie group and the universal enveloping algebra of a Lie algebra are
the two classical examples of Hopf algebras. The important example of Hopf algebra of continuous
functions needs some more analysis and is the reported to definition 72.126.

The following puts a structure of Hopf algebra on the universal enveloping algebra Upgq when
G is a Lie group:

(1) X ·Y “ X b Y , the ordinary multiplication in Upgq,
(2) ∆X “ X b 1` 1bX,
(3) ηpλq “ λ1, ItemCounitUg

(4) ϵp1q “ 1 and ϵpXq “ 0 otherwise
(5) SpXq “ ´X.

It is proven in [858] that the two latter constructions are dual. See also the remark 62.55 for
an example.

PropHopfSurDual

Proposition 54.39.
Let A be a finite dimensional Hopf algebra on a field of characteristic zero. The following structure
defines a canonical Hopf algebra structure on the dual A˚

pf1f2qpaq “ pf1 b f2q∆a (54.104a)
p∆fqpab bq “ fpabq (54.104b)DefHopfSurAstarDefHopfSurAstar

Spfqa “ f
`
Spaq˘ (54.104c)

ϵpfq “ fp1q (54.104d)

where pf1 b f2qpab bq “ f1paqf2pbq
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Proof. We check the property ∆
`
Spfq˘ “ pS b Sq∆1pfq where ∆1 “ σ∆ and σpab bq “ bb a. On

the one hand we have

∆
`
Spfq˘pab bq “ Spfqpabq “ f

`
Spabq˘ “ f

`
SpbqSpaq˘. (54.105)

On the other hand, if
∆pfq “

ÿ

i

fi b gi (54.106)

we have
♣ “ pS b Sqp∆1fqpab bq “ pS b Sq

ÿ

i

σpfi b giqpab bq

“
ÿ

i

Spgiq b Spfiqpab bq

“
ÿ

i

gi
`
Spaq˘fi

`
Spbq˘.

(54.107)

Using the fact that K is commutative (it is a field), we continue

♣ “
ÿ

i

fi
`
Spbq˘gi

`
Spaq˘

“
ÿ

i

pfi b giq
`
Spbq b Spaq˘

“ p∆fq`Spbq b Spaq˘

“ f
`
SpbqSpaq˘.

(54.108)

DefInvolutionHopf

Definition 54.40.
Let A be a K-algebra with involution. A A-module V is unitarizable if there exists an Hermitian
scalar product V b V Ñ K such that

xav1, v2y “ xv1, a
˚v2y (54.109)

for every a P A, v1, v2 P V .
PropAstarstaralg

Proposition 54.41.
Let A be a ˚-Hopf algebra. The dual A˚ becomes a ˚-Hopf algebra with the involution l ÞÑ l˚ defined
by

l˚paq “ l
`
Spaq˚˘ (54.110)

with l P A˚ and a P A.

Proof. We check the condition ∆pl˚q “ ∆plq˚. We recall the definition (54.104b): ∆plqpa b bq “
lpabq. On the one hand we have

∆pl˚qpab bq “ l˚pabq
“ l

`
Spabq˚˘

“ l
´`
SpbqSpaq˘˚¯

“ l
`
Spaq˚Spbq˚˘

(54.111)EqCalculDellstraotbEqCalculDellstraotb

http://en.wikipedia.org/wiki/Field_%28mathematics%29
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On the other hand if we write ∆plq “ ř
i fi b gi we have

∆plq˚pab bq “
ÿ

i

pfi̊ b gi̊ qpab bq

“
ÿ

i

fi
`
Spaq˚˘gi

`
Spbq˚˘

“
ÿ

i

pfi b giq
`
Spaq˚ b Spbq˚˘

“ ∆plq`Spaq˚ b Spbq˚˘

“ l
`
Spaq˚Spbq˚˘,

(54.112)

which is the same as the last line of (54.111).

Let A be a Hopf algebra. A linear form α P A˚ is left invariant if

pIdbαq ˝∆ “ η ˝ α. (54.113)

The linear form α is right invariant if

pαb Idq ˝∆ “ η ˝ α. (54.114)

54.6.6 Modules and representations
SubSecMOdulREepe

Definition 54.42.
Let A be a Hopf algebra. A A-module is a module for the algebra structure.

Let V1 and V2 be two A-modules. The tensor product is the K-module V1 b V2 with the
action of A given by

a· pv1 b v2q “ ∆paqpv1 b v2q. (54.115)

If A is a Hopf algebra on K, we say that a A-module is finite dimensional if it is a free K-
module of finite type. The homomorphism π : AÑ EndV corresponding to the module structure
is a finite dimensional representation.

The following definitions are from [856].
If V is a left A-module, the dual V ˚ becomes a right A-module by the definition

pα· aqpvq “ αpa· vq (54.116)

for every a P A, α P V ˚ and v P V . If V is a right module, we turn it into a left module using the
antipode:

a· v “ v·Spaq. (54.117)

In such a way, V ˚ is a left A-module by a·α “ α·Spaq, that is

pa·αqpvq “ α
`
Spaq· v

˘
. (54.118)EqDefacctrleftUqGLstatEqDefacctrleftUqGLstat

Yet another way to make V ˚ a left A-module is to use S´1 instead of S. This will also produce
a left module structure since S´1pbqS´1paq “ S´1pabq. This representation of A will be denoted
by L:

L : AÑ EndpV ˚q
`
Lpaqf˘pvq “ f

`
S´1paqv˘. (54.119)EqDefTroisleftmodAstarEqDefTroisleftmodAstar

Remarque 54.43.
This is not the regular left representation of definition 54.45. One difference is that the regular
left representation is well defined by itself while the action Lpaq : V ˚ Ñ V ˚ is only defined when a
representation of A is given on V .
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54.6.7 Matrix elements of modules

Let K be a commutative ring with unit and A, an unital K-algebra. Let V be a A-module. A
pair pl, vq P V ˚ ˆ V defines a linear functional on A by

a ÞÑ lpavq. (54.120)

This functional is the matrix element of the representation π : AÑ EndKpV q corresponding to
the pair pl, vq. It is denoted by cπl,v or cVl,v .

In this section we suppose that the A-modules are projective as K-modules.
PropHopfDual

Proposition 54.44.
Let A be a Hopf algebra on K. The matrix elements of the finite dimensional A-modules form a
Hopf subalgebra of the dual A‹ “ HomKpA,Kq.

The Hopf algebra defined in proposition 54.44 is denoted by A˚ and is the dual Hopf algebra
of A.

DefUMXgVdT

Definition 54.45.
Let A be a Hopf algebra. The regular left representation of A on A˚ is given by

Rpaqf “ xIdba,∆pfqy. (54.121)

The regular right is
Lpaqf “ xS´1paq b Id,∆pfqy (54.122)

where ∆ is the antipode of A˚.

More explicitly, for every a, x P Uqg,
`
Rpaqf˘pxq “ p∆fqpxb aq (54.123)

and `
Lpaqf˘pxq “ p∆fq`S´1paq b x˘. (54.124)

One common idea is to see A˚ as a UqgbUqg-modules by the representation LbR. With that
structure we have `pab bqf˘pxq “ `

LpaqRpbqf˘pxq. (54.125)EqmRmLAAsurAstarEqmRmLAAsurAstar

Using the definition of the coproduct given in proposition 54.39,
`
LpaqRpbqf˘pxq “ ∆pRpbqfq`S´1paq b x˘

“ `
Rpbqf˘`S´1paqx˘

“ ∆pfq`S´1paqxb b˘

“ f
`
S´1paqxb˘.

(54.126)EqmRmLabfEqmRmLabf

54.6.8 Quasitriangular Hopf algebra

Definition 54.46.
A quasitriangular Hopf algebra (or a braid) is a Hopf algebra pA, µ, η,∆, ϵ, Sq together with an
invertible element R P Ab A such that

(1) R∆pxqR´1 “ τ ˝∆pxq,ItemCondUnifRi

(2) (2a) p∆b IdqpRq “ R13R23,
(2b) pIdb∆qpRq “ R13R12

ItemCondUnifRiib

In that situation, the element R is said to be an universal R-matrix.

Theorem 54.47 (Yang-Baxter equation).
An universal R-matrix satisfies

R12R13R23 “ R23R13R12. (54.127)
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Proof. We compute the quantity pIdbτ ˝∆qR in two different ways. First we compute it using (2b),
and then we first use (1) before (2b). In the first case we have (a sum is implied over repeated
indices)

pIdbτ ˝∆qR “ pId τq ˝ pIdb∆qR
“ pIdbτqpR13R12q
“ pIdbτqpai b 1b biqpak b bk b 1q
“ pIdbτqpaiak b bk b biq
“ aiak b bi b bk
“ pai b bi b 1qpak b 1b bkq
“ R12R13.

Now if we denote ∆pbiq “ bi1 b bi2 and R´1 “ αk b βk, remark that we have R´1
ij “ pR´1qij , so

that

pIdbτ ˝∆qpai b biq “ ai b
´
paj b bjqpbi1 b bi2pαk b βkqq

¯

“
´
ai b

`pai b bjqpbi1 b bi2q
˘¯p1b αk b βkq

The first factor of the last line can be written as

ai b ajbi1 b bjbi2 “ p1b aj b bjqpai b bi1 b bi2q “ R23
`pIdb∆qR˘ “ R23R13R12,

while the second factor is pR´1q23. Finally we find pIdbτ ˝∆qpaibbiq “ R23R13R12R
´1
23 . Equating

with the first value obtained, we find the claim.

54.7 Convolution semigroup
Definition 54.48.
A convolution semigroup of linear functionals on B is a set of functionals φt such that

(1) φ0 “ ϵ,
(2) limtŒ0 φtpbq “ ϵpbq
(3) φs ˚ φt “ φs`t

for every b P B.

Definition 54.49.
If j1 and j2 are linear functionals on a coalgebra C taking values in an algebra A, we define the
convolution by

j1 ˚ j2 “ mA ˝ pj1 b j2q ˝∆. (54.128)

Lemma 54.50.
Let C be a coalgebra. We have

(1) If ψ : C Ñ C is a linear functional on C, then the series

exppψqa “
8ÿ

n“0

ψ˚n

n! paq “ ϵpaq ` ψpaq ` 1
2pψ ˚ ψqpaq ` . . . (54.129)

converges for every a P C. This defines the map exppψq : C Ñ C.
(2) Let pφtqtě0 be a convolution semigroup on C. Then the limit

Lpaq “ lim
tŒ0

1
t

`
φtpaq ´ ϵpaq

˘
(54.130)

exists for every a P C. Moreover we have

φt “ expptLq (54.131)

for t ě 0.
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54.8 Modules bialgebras

54.8.1 Module (bi)algebras
subSecModulebialgebra

This subsection comes from [859] and we follow the notations of [860]. The notions of module
algebra and module coalgebra will be used when we will study twists in section 81.1.

Let B be a bialgebra and E , a left B-module. For each b P B, we have the map

bl : E Ñ E
blpmq “ b·m.

(54.132)

In the same way, if F is a right B-module, we have the map

br : F Ñ F
brpmq “ m· b.

(54.133)

In that case, E b E becomes a right B bB-module by

pbb b1ql : E b E Ñ E b E
pbb b1qlpmbm1q “ pb·mq b pb1 ·m1q. (54.134)

DefBModuleAlgebra

Definition 54.51.
A left B-module A is a algebra B-module if for every b P B and a, a1 P A,

(1) b· 1A “ ϵpbq· 1A. This equality has to be seen in K Ă B

(2) b· paa1q “ řpbp1q · aqpbp2q · a1q where ∆Bpbq “ ř
bp1q b bp2q.

The second condition is the commutativity of the diagram

AbA µA //
`

∆Bpbq
˘

l ��

A

bl

��
AbA µA

// A

(54.135)EqDiagModAlgEqDiagModAlg

for every b P B.

Definition 54.52.
We say that C is a coalgebra and B is a bialgebra, we say that C is a B-module coalgebra if it is
a B-module satisfying ItemDefCoalgModuleUn

(1) ∆pa· bq “ řpap1q · bp1qq b pap2q b bp2qq,
(2) ϵpa· bq “ ϵpaqϵpbq

for any a P C and b P B.

From a notational point of view, notice that

∆Cpaq “
ÿ

i

aip1q b aip2q

∆Bpbq “
ÿ

j

bjp1q b bjp2q
(54.136)

and the sum in the point (1) is a double sum. The formula is equivalent to commutativity of the
diagram

C b C C
∆oo

C b C
∆pbqr

OO

C
∆oo

br

OO (54.137)EqDiagModCoAlgEqDiagModCoAlg

for every b P B, which is the dual diagram of (54.135).
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54.8.2 Tensor product of representations

Let pψ1, V1q and pψ2, V2q be two representations of the algebra A. We want to define the tensor
product pψ1, Vq b pψ2, V2q. The two first ideas are

apv1 b v2q “
`
ψ1paqv1

˘b `
ψ2paqv2

˘
(54.138a)

apv1 b v2q “ ψ1paqv1 b v2 ` v1 b ψ2paqv2. (54.138b)

The bad news is that the first possibility cannot be linear while the second one fails in genera
to complete the homomorphism condition. Notice however that, on a Lie algebra, the second
possibility works because the product is skew-symmetric.

The trick in order to construct a tensor product of two representations is to take a map
∆: AÑ Ab A and to define the tensor representation by

Ψ “ pψ1 b ψ2q∆, (54.139)

in other words if a P A and ∆paq “ a1 b a2, we define

Ψpaqpv1 b v2q “ pψ1 b ψ2q∆paqpv1 b v2q “ ψ1pa1qv1 b ψ2pa2qv2. (54.140)

Proposition 54.53.
If we impose Ψ to be

— linear,
— homomorphic,
— associative, i.e.

`pψ1, V1q b pψ2, V2q
˘b pψ3, V3q “ pψ1, V1q b

`pψ2, V2q b pψ3, V3q
˘
,

then ∆ must be a comultiplication.

Proof. No proof.

54.9 Poisson structure

A Poisson algebra is a commutative algebra pA,m, ηq endowed with a map t., .u : AˆAÑ A
called the Poisson bracket such that

(1)
`
A, t., .u˘ is a Lie algebra,

(2) tab, cu “ atb, cu ` ta, cub
for all a, b, c P A. The second condition shows that ta, .u is a derivation of A. Since the bracket
is bilinear, it defined and is defined by a map γ : A b A Ñ A and the properties of the Poisson
bracket are translated in terms of algebra structure in the following way.

First the antisymmetry is encoded by the requirement

γ ˝ τ “ γ. (54.141)

The Jacobi identities ta, tb, cuu ` tb, tc, auu ` tc, ta, buu “ 0 becomes

γ
`
ab γpbb cq˘` γ`bb γpcb aq˘` γ`cb γpab bq˘ “ 0,

or after rearrangements,

γp1b γq`1b 1b 1` p1b τqpτ b 1q ` pτ b 1qp1b τq˘ “ 0 (54.142)

and the last condition reads

γpmb 1q “ mp1b γq`1b 1b 1` p1b τq˘. (54.143)
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54.9.1 Homomorphism

Let
`
A,mA, t., .uA

˘
and

`
A,mB, t., .uB

˘
two Poisson algebras. An homomorphism is a map

f : AÑ B such that
(1) fpabq “ fpaqfpbq,
(2) f

`ta, buA
˘ “ tfpaq, fpbquB

for every a, b P A. These conditions can be written in terms of mA, mB, γA and γB:
— f ˝ γA “ mB ˝ pf b fq,
— f ˝ γA “ γB ˝ pf b fq.

54.9.2 Tensor product

We can build the tensor product Ab B and define the product mAbB by

pa1 b b1q· pa2 b b2q “ a1a2 b b1b2

which can immediately be rewritten under the form

mAbB “ pmA bmBqp1b τ b 1q. (54.144)

We define the Poisson bracket over the tensor product by

ta1 b b1, a2 b b2u “ ta1, a2u b b1b2 ` a1a2 b tb1, b2u
which is nothing else that

γAbB “ pγA bmB `mA b γBqp1b τ b 1q. (54.145)

Definition 54.54.
A co-Poisson bialgebra is a co-commutative bialgebra pA,m,∆, η, ϵq with a map δ : AÑ Ab A
such that

(1) τ ˝ δ “ ´δ,
(2)

`
1b 1b 1` p1b τqpτ b 1q ` pτ b 1qp1b τq˘p1b γqδ “ 0,

(3) p∆b 1qδ “ p1b 1b 1` τ b 1qp1b δq∆,
(4) pmbmq ˝ δAbA “ δ ˝m

where δAbA “ p1 b τ b 1qpδ b ∆ ` ∆ b δq is the co-Poisson structure associated with the tensor
product space.

54.10 Lie bialgebra
Definition 54.55.
A vector space g equipped with a map ϕ : gÑ gb g is a Lie coalgebra[861] if the map ϕ satisfies
the co-skew symmetry and co-Jacobi properties, that is if

(1) pσ ` Idq ˝ ϕ “ 0;
(2) pId`ξ ` ξ2q ˝ pIdbϕq ˝ ϕ “ 0

where σ is the flip operator in gb g, σpub vq “ vb u and ξ is the cyclic permutation operator on
gb gb g, ξpub v bwq “ v bwb u. See subsection 54.5.2 for a justification of these expressions.

Definition 54.56.
A pair pg, ϕq in which g is a Lie algebra and ϕ is a Lie coalgebra structure on g is a Lie bialgebra
if the commutator and ϕ satisfy the following compatibility property:

ϕ
`rX,Y s˘ “ X ·ϕpY q ´ Y ·ϕpXq (54.146)

where X · pY b Zq “ rX,Y s b Z ` Y b rX,Zs.



54.11. POISSON-LIE GROUP 3183

PropStandardBialgStruct

Proposition 54.57.
Let g be a complex simple Lie algebra with its Killing form B and a Cartan subalgebra h. Let
n “ dim h be the rank of g. Let X˘

i and Hi (i “ 1, . . . , n) be the Chevalley generators and di be
the numbers such that diAij “ djAji given by the lemma 51.138. Then the cobracket ϕ : gÑ gb g

ϕpHiq “ 0
ϕpX˘

i q “ diX
˘
i ^Hi

(54.147)EqDefCobrackStandardEqDefCobrackStandard

is a Lie bialgebra structure on g.

This structure is the standard bialgebra structure on g. The definition (54.147) is given in
the spirit of the remark 51.133.

Proof. There are three conditions to be satisfied.
(1) If one apply pσ ` Idq ˝ ϕ to Hi, we get zero. If one apply this to X˘

i , one gets

pσ ` Idq ˝ ϕpX˘
i q “ dipσ ` IdqpX˘

i bHi ´Hi bX˘
i q

“ dipHi bX˘
i ´X˘ bHi `X˘

i bHi ´Hi bX˘
i q

“ 0.
(54.148)

(2) The co-Jacobi identity is easy to check on Hi. For X˘
i we have

pId`ξ ` ξ2q ˝ pIdbϕq ˝ ϕpX˘
i q “ dipId`ξ ` ξ2q ˝ pIdbϕqpX˘

i bHi ´Hi bX˘
i q

“ ´d2
i pId`ξ ` ξ2qpHi bX˘

i bHi ´Hi bHi bX˘
i q

“ ´d2
i pHi bX˘

i bHi ´Hi bHi bX˘
i q

` d2
i pX˘

i bHi bHi ´Hi bX˘
i bHiq

` d2
i pHi bHi bX˘

i ´X˘
i bHi bHiq

“ 0.
(54.149)

(3) We have to check the value of ϕ
`rHi, X

˘
j s

˘
and ϕ

`rX`
i , X

´
j s

˘
. For the first one we know that

rHi, X
˘
j s “ αjpHiqX˘

j , so that

ϕ
`rHi, X

˘
j s

˘ “ ˘αjpHiqϕpX˘
j q “ ˘diαjpHiqX˘

j ^Hi. (54.150)EqphiHXcobrackEqphiHXcobrack

On the other hand

Hi ·ϕpX˘
j q ´X˘

j ·ϕpHiq “ djHi · pX˘
j bHj ´Hj bX˘

j q
“ djrHi, X

˘
j s bHj ´ djHj b rHi, X

˘
j s

“ djrHi, X
˘
j s ^Hj ,

(54.151)

which is the same as what we found in (54.150).
We check the property for ϕ

`rX`
i , X

´
j s

˘ “ ϕpδijHiq “ 0 in the same way (but there are more
terms).

54.11 Poisson-Lie group

Definition 54.58.
A Lie group is a Poisson-Lie group if the space of smooth functions is Poisson Hopf algebra.
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Notice that the Hopf structure on C8pGq is defined by the group structure of G, so that the
fact to be a Lie-Poisson group only imposes conditions on the Poisson structure. The condition to
be fulfilled is

t∆paq,∆pbquAbA “ ∆
`ta, buA

˘
. (54.152)EqCondcmpDelPoissEqCondcmpDelPoiss

We know on the other hand that every Poisson structure on C8pGq reads

tf, hupgq “
ÿ

ij

ηijpgqXipgqpfqXjpgqphq (54.153)PoissgeneetafoPoissgeneetafo

for a certain η. That Poisson bracket can be rewritten as

tf, hupgq “ ηpgqpdfg b dhgq (54.154)

where we defined
η : GÑ G b G
ηpgq “ ηijpgqpXi bXjq.

(54.155)

Let CnpG,Gq be the set of maps λ : Gˆ ¨ ¨ ¨ ˆGÑ G b G. The union of that spaces can be turned
into a complex taking the coboundary

δG : CnpG,Gq Ñ Cn`1pG,Gq
pδGλqpg1, ¨ ¨ ¨ , gn`1q “ g·λpg2, ¨ ¨ ¨ , gn`1q

`
nÿ

i“1
p´1qiλpg1, ¨ ¨ ¨ , gigi`1, ¨ ¨ ¨ , gn`1q

` p´1qn`1λpg1, ¨ ¨ ¨ , gnq.

(54.156)

For that, we defined the action of G on G b G by

g· pX b Y q “ AdpgqX bAdpgqY “ `
Adpgq bAdpgq˘pX b Y q,

and we can prove that δ2
G “ 0. The interest of that complex is that the compatibility condition

(54.152) reads δGη “ 0, or more specifically

pδGηqpg1, g2q “ g1 · ηpg2q ´ ηpg1, g2q ` ηpg1q “ 0.

The claim is that for the Poisson structure (54.153) to be compatible with the natural Hopf algebra
structure, one needs

δGη “ 0. (54.157)

That is only compatibility. Every such η does not define a Poisson-Lie group. Let us introduce
the function dηe, that we denote by ϕη:

ϕη : G Ñ G b G

X ÞÑ d

dt

”
ηpetXq

ı
t“0

.
(54.158)

Theorem 54.59.
In order to define a Poisson-Lie group G, the map ϕη must define a Lie bialgebra structure on g.

One way to find such a η is to take a r P G b G and to define η “ δGr. By the definitions, we
have δGrpgq “ r ´ g· r and thus

ϕηpXq “ d

dt

”
ηpetXq

ı
t“0

“ d

dt

”
r ´ etXr

ı
t“0

“ ´X · r.

A generic r reads r “ rijpXi bXjq and then we have

ϕηpXq “ rr, 1bX `X b 1s. (54.159)
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54.12 Cyclic cohomology
SecCyclicHomol

Let A be an algebra over C. We consider the complex pCnλ , bq defined by
— Cnλ is the set of pn` 1q-linear functionals φ on A such that

φpa1, ¨ ¨ ¨ , an, a0q “ p´1qnφpa0, ¨ ¨ ¨ , anq, (54.160)

— the Hochschild coboundary b is defined by

pbφqpa0, ¨ ¨ ¨ , an`1q “
nÿ

j“0
p´1qjφpa0, ¨ ¨ ¨ , ajaj`1, ¨ ¨ ¨ , an`1q

` p´1qn`1φpan`1a0, ¨ ¨ ¨ , anq.
(54.161)

We denote by C0
λ the set of linear functionals.

We denote by HC˚pAq the cohomology of this complex.
DefCycleCoh

Definition 54.60.
A n-dimensional cycle is a triple pΩ, d, şq with

— Ω “ řn
j“0 Ωj is a graded algebra over C,

— d is graduate derivative of degree 1,
—

ş
: Ωn Ñ C is a closed trace, that is

ş
dω “ 0.

When A is an algebra over C, we say that a cycle over A is a cycle endowed with a homomorphism
ρ : AÑ Ω0.

An important subset of Cnλ is the set

Znλ pAq “ tφ tel que bφ “ 0u. (54.162)

When n “ 0, the condition bφ “ 0 becomes pbφqpa0, a1q “ φpa0a1q ´ φpa1a0q “ 0, in such a way
that the elements of Z0

λ are exactly the traces on A.
If pΩ, d, şq is a cycle and ρ : AÑ Ω0 a homomorphism, then the character of ρ is the functional

τ defined by
τpa0, ¨ ¨ ¨ , anq “

ż
ρpa0qd`ρpa1q˘ ¨ ¨ ¨ d`ρpanq˘. (54.163)

54.12.1 Example: de Rham homology

Let M be a differentiable manifold and C, a closed de Rham q-current on M with q ď dimM . If
ω is a form onM , we denote by Cpωq the evaluation of C on ω. We consider Ωi “ C8`

M,
Źi T ˚M

˘
,

the space of differential forms of degree i. It provides a graded differential algebra pΩ, dq on which
we can put the trace

ş
: Ωq Ñ C, ż

ω “ Cpωq.

54.12.2 Hochschild cohomology

Let A be an algebra over C and A1 “ A ‘ C1 be the algebra obtained by adduction of an
unity to A. We define

Ω1pAq “ A1 ˆC A

and an A-bimodule structure by

x
´
pa` λ1q ˆ b

¯
y :“ pxa` λxq ˆ by ´ pxa` λxbq ˆ y
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with a, b, x, y P A and λ P C. Then we consider

d : AÑ Ω1pAq
da “ 1b a (54.164)

which can be checked to be a derivation.

Proposition 54.61.
Let E be a A-bimodule and δ : A Ñ E, a derivation. Then there exists a bimodule morphism
ρ : Ω1pAq Ñ E such that δ “ ρ ˝ d.

Proof. No proof.

This proposition says that
`
Ω1pAq, d˘ is an universal derivation in a A-bimodule. From Ω1pAq,

we define Ω0pAq “ A.
ΩnpAq “ Ω1pAq bA ¨ ¨ ¨ bA Ω1pAq,

and the differential extends to an unique graded derivation of Ω˚pAq such that d2 “ 0. Note the
isomorphism

j : A1 b Abn Ñ ΩnpAq
pa0 ` λ1q b a1 b ¨ ¨ ¨ b an ÞÑ a0da1 ¨ ¨ ¨ dan ` λda1 ¨ ¨ ¨ dan (54.165)

for each aj P A and λ P C.

Lemma 54.62.
The cohomology of the complex

`
Ω˚pAq, d˘ is zero in any dimension, including zero.

Proof. No proof.

A product in Ω˚pAq is defied as usual by juxtaposition and rearrangement using the fact that
d is a derivation, see for example the proof of proposition 80.1:

pa0da1 ¨ ¨ ¨ danqpan`1dan`2 ¨ ¨ ¨ danq “
nÿ

j“1
p´1qn´ja0da1 ¨ ¨ ¨ dpajaj`1q ¨ ¨ ¨ dandan`1 ¨ ¨ ¨ dam

` p´1qna0a1da2 ¨ ¨ ¨ dam.
It is nothing else than define the product in such a way that Ω˚pAq is a right A-module and d a
derivation.

Proposition 54.63.
Let τ be a pn` 1q-linear functional on A. The three following properties, where a0, ¨ ¨ ¨ an are some
elements of A, are equivalent

(1) There exists a cycle pΩ, d, şq of dimension n and a homomorphism ρ : AÑ Ω0 such that

τpa0, ¨ ¨ ¨ , anq “
ż
ρpa0qd`ρpa1q˘d`ρpanq˘

for all a0, ¨ ¨ ¨ , an P A. In other words, φ is the character of a cycle.
(2) There exists a closed graded trace τ̂ of dimension n on Ω˚pAq such that

τpa0, ¨ ¨ ¨ , anq “ τ̂pa0da1, ¨ ¨ ¨ , danq
(3) The functional τ satisfies bτ “ 0 and τ ˝ γ “ ϵpγqτ where γ is any cyclic permutation of

t0, 1, ¨ ¨ ¨ , nu and ϵpγq is its parity, or more explicitly,

τpa1, ¨ ¨ ¨ , an, a0q “ p´1qnτpa0, ¨ ¨ ¨ , anq
and

nÿ

i“0
p´1qnτpa0, ¨ ¨ ¨ aiai`1, ¨ ¨ ¨ , an`1q ` p´1qn`1τpan`1a0, ¨ ¨ ¨ , anq “ 0.

The most compact way to express this condition is just τ P Znλ .
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54.12.3 Hochschild groups of cohomology

Definition 54.64.
Let Ae “ A b A0, the tensor product of A with its opposite algebra. Let M be a module over A.
The Hochschild cohomology is defined as follows.

— Let CnpA,Mq is the set of n-linear maps from A to M.
— A cochain is an element of C˚pA,Mq and the differential is given by

pbT qpa1, ¨ ¨ ¨ , an`1q “ a1T pa2, ¨ ¨ ¨ , an`1q `
nÿ

i“1
p´1qiT pa1, ¨ ¨ ¨ , aiai`1, ¨ ¨ ¨ , an`1q

` p´1qn`1T pa1, ¨ ¨ ¨ , anqan`1.

(54.166)

— The Hochschild cohomology of A with coefficients in M is finally defined as the cohomology
of the complex

`
C˚pA,Mq, b˘

Let us study a particular case. The space A˚ of functionals on A becomes a A-bimodule when
one defines paφbqpcq “ φpabcq for each a, b, c P A.

Let T P CnpA,A˚q; this is a n-linear functional from A to A˚ which can be seen as a pn` 1q-
linear function τT on A by

τT pa0, a1, ¨ ¨ ¨ , anq “ T pa1, ¨ ¨ ¨ , anqpa0q.

If one defines b acting on τ by

bpτqpa0, ¨ ¨ ¨ , an`1q “
nÿ

i“0
p´1qiτpa0, ¨ ¨ ¨ , aiai`1, ¨ ¨ ¨ , an{1q (54.167)

` p´1qn`1τpan`1a0, ¨ ¨ ¨ , anq, (54.168)

we have τbT “ bτT .
Let A : CnpA,A˚q Ñ CnpA,A˚q, the linear map defined by

pAφq “
ÿ

γPΓ
ϵpγqpφ ˝ γq

where Γ is the group of cyclic permutations of t0, 1, ¨ ¨ ¨ , nu, and ϵpγq, the parity of γ. The image
of A is Cnλ pAq.
Lemma 54.65.
If one defines b1 : CnpA,A˚q Ñ Cn`1pA,A˚q by

pb1φqpa0, ¨ ¨ ¨ , an`1q “
nÿ

j“0
p´1qjφpa0, ¨ ¨ ¨ , ajaj`1, ¨ ¨ ¨ , anq, (54.169)

we have b ˝A “ A ˝ b1.

Proof. No proof.

As corollary,

Corollary 54.66.
The complex

`
Cnλ pAq, b

˘
is a subcomplex of the Hochschild complex.

Proof. No proof.
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54.12.4 Homomorphisms

Let A and B be two algebras. From a homomorphism ρ : AÑ B, one induces a homomorphism
of complex ρ˚ : Cnλ pBq Ñ Cnλ pAq with the definition

pρ˚φqpa0, ¨ ¨ ¨ , anq “ φ
`
ρpa0q, ¨ ¨ ¨ , ρpanq˘.

In order for ρ˚ to pass to quotient and define a homomorphism ρ˚ : HCnpBq Ñ HV npAq, we need
that, for each φ, a certain η fulfills ρ˚bφ “ b1η.

Proposition 54.67.
Let u P Aˆ, and θ : A Ñ A defined by θpxq “ uxu´1. Then the induced map θ˚ : HC˚pAq Ñ
HC˚pAq is the identity.

Proof. No proof.

The so defined map θ is called the inner automorphism associated with u.

Lemma 54.68.
Let A be an unital algebra for which there exists a homomorphism ρ and an invertible element X
in M2pAq such that

X

ˆ
a 0
0 ρpaq

˙
X´1 “

ˆ
0 0
0 ρpaq

˙

for all a P A. Then HCnpAq “ 0 for all n.

Proof. No proof.

We say that the cycle pΩ, d, şq vanishes if the algebra Ω0 fulfills the hypothesis of the latter
lemma.

54.12.5 The cup product

In general, the space Ω˚pAb Bq is different to the space Ω˚pAq b Ω˚pBq, but the first if a left
A-module and a right B-module and Ω˚pAb Bq is the universal algebra with this property. So we
have a homomorphism π : Ω˚pAb Bq Ñ Ω˚pAq b Ω˚pBq such that π ˝ dAbB “ pdA b dBq ˝ π.

Let now φ be a pn` 1q-linear functional on A. One define the linear functional φ̂ on ΩnpAq by
the formula

φ̂ ˝ j`pa0 ` λ1q b a1 b ¨ ¨ ¨ b an˘ “ φpa0, a1, ¨ ¨ ¨ , anq. (54.170)

This definition can be of course be adapted to B. Now we consider φ P CnpA,A˚q and ψ P
CmpB,B˚q and the corresponding hat functions φ̂ : ΩnpAq Ñ A˚ and ψ̂ : ΩmpBq Ñ B˚. We can
also consider the tensor product φ̂ b ψ̂. The homomorphism π : Ω˚pA b Bq Ñ Ω˚pAq b Ω˚pBq
allows us to consider the composition map pφ̂b ψ̂q˝π which has to be the hat function of a certain
multilinear functional on Ab B. The latter is denoted by φ7ψ:

yφ7ψ “ pφ̂b ψ̂q ˝ π. (54.171)

The map φ7ψ and is called the cup product of φ and ψ.
An element of ΩlpAbBq is of the form ω1bω2b ¨ ¨ ¨bωl with ωi P Ω1pAbBq. But an element

of the latter is of the form `pab bq ` λ1˘b pa1 b b1q
where a, a1 P A and b, b1 P B. Notice that taking b “ b1 “ 1, one can identify the result to an
element of Ω1pAq. Hence an element of ΩnpAq b ΩmpBq can be seen as a very special element of
Ωn`mpAb Bq. From this point of view, we can see π as a map

π : Ωn`mpAb Bq Ñ ΩnpAq b ΩmpBq.
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Proposition 54.69.
The cup product enjoys the following main properties.

(1) The map φb ψ ÞÑ φ7ψ is a homomorphism

HCnpAq bHCmpBq Ñ HCn`mpAb Bq.

(2) The character of the tensor product of two cycles is the cup product of their character.
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Chapter 55

Examples of groups and
representations

ChapThoComsGroupes

55.1 Connectedness of some groups
The following is a general result about Lie groups:

LemConnSpecMo

Lemma 55.1.
If G is a Lie group and G0 is its identity component, the connected components of G are lateral
classes of G0. More specifically, if x P G1, then G1 “ xG0 “ G0x.

LemOHjzfsL

Lemma 55.2 ([862]).
Connectedness of some usual groups:

— The groups SUpp, qq, SU˚p2nq, SO˚p2nq, ppn,Rq, and SPpp, qq are connected.
— The group SOpp, qq (0 ă p ă p` q) have exactly two connected components.

55.2 Young tableau and diagrams
We follow [863]. Let n P N. A Young diagram is a diagram of n boxes arranged in rows of

decreasing number of boxes. Here is an example with n “ 8:

A Young tableau is a Young diagram in each box of which we placed a number between 1
and n such that

— in each line, the numbers are increasing from left to right,
— in each line, the numbers are increasing from up to down.

It is standard if each of the integers t1, . . . , nu appears one and only one time. Here is an example:

1 2 3 4 7 8
3 5 6 9
10

Let Sn be the symmetric group of all the permutations of n objects. Let us see how does a Young
tableau define symmetry properties of tensors. If λ is a Young tableau with n boxes, its applies on
the tensor Tµ1,...,µn by symmetrization over the set of indices in each line, and antisymmetrization
over the sets of indices in each column. Now, the group Sn can act on the so-obtained tensor in
order to produce n! new tensors, which are not independent.

3191
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Lemma 55.3.
The space spanned by

tgT̃ tel que g P Snu (55.1)
where T̃ is λT is an irreducible representation of Sn. Moreover, two representations coming from
two different tableau with the same diagram are equivalent.

Proof. No proof.

As an example, consider the following tableau
1 3
2 4

The corresponding symmetrization of the tensor Tabcd is as follows. First, we symmetrize over ac
(i.e the row 1, 3):

1
2pTabcd ` Tcbadq, (55.2)

and then we symmetrize over bd:
1
4pTabcd ` Tcbad ` Tadcb ` Tcdabq. (55.3)

Then we have to take the ansisymmetrization over ab (8 terms), and we finish by antisymmetriza-
tion over cd to get the 16 terms result.

55.2.1 Representations of GLpV q

If v P RD, then the action of all the non-singular DˆD matrices on v creates a representation
space for GLpDq. In the same way, the 2-indices tensors Tab form a D2-dimensional representation
of GLpV q by acting separately on each index:

pg·T qab “ gacgbdTcd. (55.4)EqYoungAgitIndicesEqYoungAgitIndices

That representation is, however, reducible because a symmetric tensor remains symmetric; indeed
pg·T qba “ gbcgadTcd “ gbcgadTdc “ gbdgacTcd “ pg·T qab. (55.5)

The same is true for the antisymmetric tensors. Thus,
V b V » pV d V q ‘ pV ^ V q. (55.6)

More generally, when GLpDq acts on V bn, the irreducible representations are the different combi-
nations of (anti)symmetrizations, namely: the irreducible representations of Sn.

Let λ be a Young tableau with n boxes. The Schur module V
GLpDq
λ is the vector space of

tensor T̃ of rank n such that
— T̃ is completely antisymmetric for all the labels of each column of λ,
— the antisymmetrization of all the labels of one column of λ with another label on the right

vanishes.

55.2.2 Representations of Opp, qq

Theorem 55.4 ([863]).
If the sum of the length of the two first column of a Young diagram λ is strictly bigger than D,
then the irreducible representation of OpDq given by λ is identically vanishing.

Young diagrams such that the sum of the lengths of the first two columns does not exceed D
are said to be allowed.

ThoOpqrepreTens

Theorem 55.5.
Every non vanishing finite dimensional irreducible representation of Opp, qq is isomorphic to a
completely traceless tensor representation whose symmetry properties are given by an allowed Young
diagram.
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55.3 Two words about sup3q

Using the Cartan matrix of sup3q and formula (51.446), we will determine the Dynkin coeffi-

cients of the representation o
1

o without even explicitly compute the weights. For that,
we follow the construction of [829]. The Cartan matrix is

A “
ˆ

2 ´1
´1 2

˙
. (55.7)

The Dynkin coefficients of the highest weight is given by

Λi “
ˆ

1
0

˙
. (55.8)

Since Λ is highest weight, we have qpΛ, αiq “ 1, so that Λ1 ` qpΛ, α1q “ 1 and Λ2 ` qpΛ, α2q “ 0.
Thus the only weight of the first layer is M “ Λ´ α1. Using formula (51.446), we find

pΛ´ α1qi “ Λi ´A1i “
ˆ

1
0

˙
´
ˆ

2
´1

˙
“
ˆ´1

1

˙
. (55.9)

We also have, by construction, ppM,α1q “ 1 and ppM,α2q “ 0, so that M1`ppM,α1q “ ´1`1 “ 0
and M2 ` ppM,α2q “ 1. We conclude that M ´ α2 is a weight, and its Dynkin coefficients are
given by

pM ´ α2qi “
ˆ´1

1

˙
´
ˆ´1

2

˙
“
ˆ

0
´1

˙
. (55.10)

55.4 Representations of sopnq

55.4.1 Ladder operators

We follow [864], and we restrict ourself to the case where n is even. We will use two abuse
of language. The first one is to denote by the same symbol the matrices Jij of sopnq and the
endomorphisms of V that represent them (and that we are searching for). The second one is to
improperly speak about J2

ij as elements of sop3q when they are in fact in the universal covering.
If we denote by pijq the rotation in the plane generated by the directions i and j, the algebra has
the block structure (here for sop8q)

p12q p13q p14q
p23q p24q

p15q p16q
p25q p26q

p17q p38q
p27q p28q

p34q p35q p36q
p45q p46q

p37q p38q
p47q p48q

p56q p57q p58q
p67q p68q

p78q

(55.11)

The elements Ap “ J2p´1,2p are simultaneously diagonalisable (because they form an abelian
subalgebra). We denote by |m1,m2, . . .y the eigenvector for the corresponding eigenvalue

Ap|my “ mp|my. (55.12)

The remaining four operators in each block can be arranged in the following way (here in the block
between A1 and A2): subEqLppmmettouteca

L``
12 “ ´J13 ` iJ14 ` iJ23 ` J24 (55.13a)

L`´
12 “ J13 ` iJ14 ´ iJ23 ` J24 (55.13b)

L´`
12 “ J13 ´ iJ14 ` iJ23 ` J24 (55.13c)

L´´
12 “ ´J13 ´ iJ14 ´ iJ23 ` J24. (55.13d)
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Using the fact that the Jij are Hermitian, we see that pL˘˘
pq q˚ “ L¯¯

pq . These operators are build
in such a way to have SubEqCommsLppmmettoutca

rAp, L˘ .
pq s “ ˘L˘ .

pq (55.14a)
rAq, L.˘pq s “ ˘L.˘pq (55.14b)

These relations make that

L˘˘
pq |my9 | . . . ,mp ˘ 1, . . . ,mq ˘ 1, . . .y. (55.15)

To find the proportionality coefficient is one part of our work now. We denote by jp the maximal
eigenvalue of Ap. Using the matricial expression Jij “ ipEij ´Ejiq and the multiplication formula
(51.20), we find

J2 “
ÿ

ij

pJijq2 “ pn´ 1q1 (55.16)EqJsqnmunmtuEqJsqnmunmtu

which is thus a Casimir operator that is represented as a multiple of identity 1.
Since we are searching for finite dimensional representations, each of mp have minimal and

maximal value. To find these values is the second part of our work now. We denote by jp the
maximal eigenvalue of Ap and by

Using the commutation relations and the fact that products like J13J24 vanish, a simple com-
putation yields

L``
12 L

´´
12 “

ÿ

pi,jqPb12

J2
ij ` 2pA1 `A2q (55.17)EqLppLmmundeuxEqLppLmmundeux

where b12 denotes the block associated with A1 and A2, namely
ř

pi,jqPb12
“ J2

13 ` J2
23 ` J2

14 ` J2
24.

In the case of even n, we have n{2 elements Ap, each of them generating pn2 ´ 1q blocks, so that
formula (55.17) can be summed up on all the blocks to have

ÿ

b

L´´
b L``

b “ J2 ` pn´ 2q
ÿ

p

Ap ´
ÿ

p

A2
p. (55.18)

On the other hand, notice that in the definition representation, for each block the matrix
ř

pi,jqPb J2
ij

is diagonal, so that its belongs to the center of sopnq. From, its representative is a multiple of
identity and we can in fact simultaneously diagonalise the operators

tAp, J2
b , J

2u. (55.19)

If we take J2
a in the equation (55.17), and apply that to |ȷy we obtain

J2
a |ȷy “

´
J2 ´

ÿ

bza
J2
b ´

ÿ

p

Ap

¯
|ȷy “

´
pn´ 2q

ÿ

p

jp ´ 2
ÿ

p

j2
p ´

ÿ

bza
j2
b

¯
|ȷy, (55.20)

so that we have the following constrain over the j2
b :

ÿ

b

j2
j “ pn´ 2q

ÿ

p

jp ´ 2
ÿ

p

j2
p . (55.21)EqCondCompajsqsumjdeuxEqCondCompajsqsumjdeux

Once these j2
b are fixed, the representation is fixed because

}L``
a |my}2 “ xm|L´´

a L``
a |my “ xm|`J2

a ` 2pAa1 `Aa2q
˘ “ j2

a ` 2pma1 `ma2q, (55.22)

Thus we have

L``
a |my “a

j2
a ` 2pma1 `ma2q| . . . ,ma1 ` 1, . . . ,ma2 ` 1, . . .y. (55.23)EqLppketmsqrtjjjldotsEqLppketmsqrtjjjldots

We are now going to prove that one can choice the values of j2
a.

1. Take care that the expression (55.16) is an expression for J2 in its definition representation. This is not the
expression of J2 acting on |my. Indeed we make a systematic abuse between elements Jij in sopnq and the operators
which represent them on the vector space V generated by the ket |my.
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Proposition 55.6.
Different choices of j2

a give rise to equivalent representations.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 55.7
Je ne sais pas où est la faute dans la preuve qui suit, mais cette proposition me semble fausse.
Doit y avoir un moyen de fixer ces j2

a.

Proof. Let π1 and π2 be two representations of sopnq that differ only by the value of Ja (for every
a). We have

π1pL``
a q|my “ k``

a |ny (55.24a)
π2pL``

a q|my “ l``
a |ny. (55.24b)

Notice that the numbers k and l are not arbitrary: they have to be of the form of the square root
of equation (55.23) for some j2

a that fulfil compatibility condition (55.21). We are searching for an
operator A : V Ñ V such that

π1pL``
a qA|my “ Aπ2pL``

a q|my (55.25a)
π1pJpqA|my “ Aπ2pJpq|my (55.25b)

where π1pJpq “ π2pJpq. The numbers k˘˘
a and l˘˘

a are given by the representations πi and are
non zero. We write A under the form

A|my “ xpmq|my, (55.26)

so that the second condition is automatically satisfied. We have

π1pL``
a qA|my “ xpmqπ1pL``

a q|my “ xpmqk``
a pmq|m``

a y (55.27)

where m``
a “ p. . . ,ma1 ` 1, . . . ,ma2 ` 1, . . .q. The constrain is

Aπ2pL``
a qm “ Al``

a pmq|m``
a y “ l``

a xpm``
a q|m``

a y. (55.28)

One can choose one of the xpmq and then construct the other with the law

xpm˘˘
a q “ k˘˘

a pmq
l˘˘
a pmq xpmq. (55.29)

One choice of j2
a that respect the condition (55.21) is

j2
a “

n´ 2
2 pja1 ` ja2q ´ pj2

a1 ` j2
a2q. (55.30)

55.4.2 Root spaces and Dynkin diagram for sop2lq

The Cartan algebra of sop2lq is the abelian algebra generated by tA1, . . . , Alu where Ap “
J2p´1,2p. The roots are of the form

˘Ap̊ ˘Aq̊ (55.31)

with p ‰ q. Among of them, the positive roots are

αp “ Ap̊ ˘Aq̊ (55.32)

with p ă q. The positive root Ap `Ap`k is not simple, indeed

Ap̊ `Ap̊`k “ pAp̊ ´Ap̊`1q ` pAp̊`1 ´Ap̊`2q ` ¨ ¨ ¨ ` pAp̊`k´1 ´Ap̊`kq
` 2pAp̊`k ´Ak̊´1q ` ¨ ¨ ¨ ` 2pAl̊´2 ´Al̊´1q
` pAl̊´1 ´Al̊ q ` pAl̊´1 `Al̊ q.

(55.33)
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The simple roots of sop2lq are thus Ap̊ ´Ap̊`1 and Al̊´1 `Al̊ with p “ 1, . . . , l ´ 1.
All the length are maximal (and equal to 1{?2) and all the angles between two “consecutive”

simple roots are the same, but the last one:

pAl̊´1 ´Al̊ , Al̊´1 `Al̊ q “ 0, (55.34)

thus the Dynkin diagram of sop2lq is given by

‚α1 ‚α2 ‚ ‚
αl´2 ‚

αl´1

‚αl

55.5 Orthogonal algebra in the odd dimensional case

55.5.1 An odd dimensional example: sop5q
SubSecsocinq

55.5.1.1 Root spaces

Elements of sop5q are arranged in the following picture:

p12q p13q p14q
p23q p24q

p15q
p25q

p34q p35q
p45q

(55.35)

Because of the fact that J12 and J34 commute and because of commutators (55.14), the subalgebra

h “ tJ12, J34u (55.36)

is a Cartan subalgebra of sop5q.
Using the commutators (51.49), and the convention 2 that Xαβ “ 0 when β ď a, we find

rJ12, X
αβJαβs “ ipX2βJ1β ´X1βJ2βq.

Thus, if we are searching for vectors X such that rJ12, Xs “ λX, we are lead to the equation

ipX2βJ1β ´X1βJ2βq “ λXabJab, (55.38)

and therms proportional to Jab with a and b different to 1 and 2 have to vanish. There only
two possible values for λ, apart of zero, are ˘1. What we find is that rA1, Xs “ X implies that
X “ ř

b“3,4pJ2b ` iJ1bq. One finds similar results for A2. One also finds that rA1, Xs “ 0 implies
that X2β “ X1β “ 0.

Putting all that together, one finds that EqRootSOImpaircinq

sop5qp˘1,0q “ tJ25 ˘ iJ15u (55.39a)
sop5qp0,˘1q “ tJ45 ˘ iJ35u (55.39b)
sop5qp1,˘1q “ t¯J13 ` iJ14 ˘ iJ23 ` J24u (55.39c)

sop5qp´1,˘1q “ t˘J13 ´ iJ14 ˘ iJ23 ` J24u. (55.39d)

2. One can take that convention because Jαβ “ ´Jβα. One other possible convention would has been Xαβ
“

´Xβα. In that case, the result is
rJ12, X

αβJαβs “ 2ipXβ1J2β ´Xβ2J1βq. (55.37)
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The positivity of the root pa, bq is defined by the positivity of a, or the one of b when a is vanishing.
The positive roots of sop5q are p1, 0q, p1,˘1q and p0, 1q:

α1 “ p1, 0q, α2 “ p0, 1q,
α3 “ p1, 1q, α4 “ p1,´1q, (55.40)

among which α2 and α4 are simple. Indeed, the root p0, 1q is obviously simple. The root p1, 1q is
not simple, as sum of p1, 0q and p0, 1q; the root p1, 0q is the sum of p1, 1q and p1,´1q and is thus
not simple. We are left with the simple roots p1,´1q and p0, 1q. So we have

α2 “ A2̊ , (55.41a)
α4 “ A1̊ ´A2̊ (55.41b)

and the dual basis is

h2 “ A1 `A2. (55.42a)
h4 “ A1 (55.42b)

One shows easily compute the inner product (51.108):
`pa, bq, pc, dq˘ “ 1

4pac` bdq. (55.43)EqPridScalacbdrootEqPridScalacbdroot

The length of pa, bq is thus 1
4pa2 ` b2q. The angle between α1 and α2 is given by

cospθα1,α2q “
pα1, α2qapα1, α2qpα4, α4q

“
1
4p´1qb

1
4

1
42
“ ´ 1?

2
. (55.44)

Thus we have θα1,α2 “ 135˝, and the Dynkin diagram of sop5q is
‚
α2

o
α4

55.5.1.2 Irreducible representations

We saw around equation (53.357) that an irreducible representation of sop5q has to look like
f i11 ¨ ¨ ¨ f imm vλ. In our case, we consider λ, the highest weight and we denote by |λy the cyclic vector
which has the following properties

L`
1p5q|λy “ L`

2p5q|λy “ L1˘
12 |λy “ 0 (55.45a)

Ap|λy “ λpApq|λy. (55.45b)

Proposition 53.139 says that a general element of the carrying space W of an irreducible represen-
tation of sop5q is given by

|i1i2i3i4y “
`
L´

1p5q
˘i1`L´

2p5q
˘i2`L´´

12
˘i3`L´`

12
˘i4 |λy (55.46)

In order to know to which root space it belongs, we apply Ap on that 3. Using the relation (51.143)
and the fact that α1p5qpA1q “ 1, we find

A1
`
L´

1p5q
˘i1 “ ´i1

`
L´

1p5q
˘i1 ` `

L´
1p5q

˘i1A1. (55.47)

Since α2p5qpA1q “ 0, we also have A1
`
L´

2p5q
˘i2 “ `

L´
2p5q

˘
A1. One found the other ones in the same

way. The result is
A1|i1i2i3i4y “

`
λpA1q ´ i1 ´ i3 ´ i4

˘|i1i2i3i4y, (55.48)
which has to be seen as a straight generalisation of (51.60).

3. In fact, equation (53.358) answers the question. The computation that we give here is more pedestrian, but
still is independent of any explicit matricial choices, and is easily generalisable to others sopnq algebras.
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55.5.1.3 List of irreducible representations

Let us determine the possible irreducible representations of sop5q using theorem 51.173. The
simple roots are α2 “ p0, 1q and α4 “ p1,´1q. A simple computation with equation (55.43) and
Λ “ pa, bq gives

Λp1,0q “ 2b
Λp1,´1q “ a´ b. (55.49)

The requirement these two to be nonnegative integer produces the list of the irreducible represen-
tations:

b P N{2
a “ b, b` 1, . . .

(55.50)EqIrrepsso5EqIrrepsso5

In particular, a and b are both integer or half-integer.

55.5.2 Cartan matrix and Dynkin diagram of sop2l ` 1q

The Cartan subalgebra of g “ sop2l`1q is generated by the elements h “ tJ12, J34, . . . , J2l´1,2lu.
We denote them by

Bp “ J2p´1,2p (55.51)

with p “ 1, . . . , l. As explained in equations (55.39), the roots are ˘Bp̊ ˘ Bq̊ and ˘Bp̊ with p “
1, . . . l. The root spaces of the roots ˘Bp̊ are the combinations J1,2l`1˘iJ2,2l`1, J3,2l`1˘iJ4,2l`1, . . .

The positive roots are
Bp̊ ˘Bq̊ and Bp̊ (55.52)

with p ă q. In order to determine the simple roots, first remark that Bp̊ ` Bq̊ is the sum of Bp̊
and Bq̊ . The root Bp̊ (with p ‰ l) is not simple because

Bp̊ “ pBp̊ ´Bq̊ q `Bq̊ . (55.53)

If k ą 1, we have
Bp̊ ´Bp̊`k “ pBp̊ ´Bp̊`k´1q ` pBp̊`k´1 ´Bp̊`kq. (55.54)

Thus the simple roots for sop2l ` 1q are

αi “ Bi̊ ´Bi̊`1 and αl “ Bl̊ , (55.55)EqRacinesSimplessolEqRacinesSimplessol

i “ 1, ¨ ¨ ¨ , l ´ 1. The inversion of that is easy:

Bi̊ “ αi ` αi`1 ` ¨ ¨ ¨ ` αl, (55.56)EqsonBenFnDesAlphaEqsonBenFnDesAlpha

and in particular, Bl̊ “ αl. Now we have to determine the basis ttαiu defined by

αiphq “ Bptαi , hq (55.57)

for every h P h. In the dual basis of tαiu if h´ hjαj̊ , we have αiphq “ hjδij “ hi. We have

hi “ Bptα, hq “ hjBklptαiqk pαj̊ qlloomoon
“δjl

“ hjBkjptαiqk, (55.58)

so we have
ptαiql “ Bil (55.59)

where Bij are the component of the inverse of the Killing form matrix in the basis tαi̊ u of h. The
inner product on h˚ is thus determined, in function of the Killing form, by

Bptαi , tαj q “ Bklptαiqkptαj ql “ BklB
ikBjl “ Bji, (55.60)

so that we write
pαi, αjq “ Bij . (55.61)
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We know that, for a vector space V , if ξi “ Bijej̊ is a basis of the dual V ˚, then the dual basis
of V is given by vk “ Aklel with A “ pBtq´1. In our case, αi “ Bi̊ ´Bi̊`1, so that

B “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

1 ´1
1 ´1

1 ´1
. . . . . .

0 1

˛
‹‹‹‹‹‚

(55.62)

Inverting that matrix, one finds that

αk “ B1̊ ` ¨ ¨ ¨ `Bk̊ . (55.63)

Now, we have to find the matrix of the Killing for in the basis tαi̊ u. Since BpBk, Blq “ ´2δkl,
we have Bpαk̊ , αl̊ q “ ´2 minpk, lq, and the inverse of that matrix is given by

´Bij “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

1 ´1
2´1

2 1 ´1
2´1

2 1 ´1
2

. . . . . . . . .
1
2

˛
‹‹‹‹‹‚
, (55.64)

so that
pαk, αk`1q “ 1

2 , pαk, αkq “ ´1, pαl, αlq “ ´1
2

(55.65)EqProdsoimpairracEqProdsoimpairrac

when k ď l ´ 1. The Cartan matrix and the Dynkin diagram can now be written down easily:

A “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

2 ´1
´1 2 ´1

´1 2 ´1
. . . . . . . . .

´1 2 ´1
´2 2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

(55.66)EqCartanSOimpairEqCartanSOimpair

One sees form the products (55.65) that all the roots but αl are of maximal length, so that the
Dynkin diagram has l´ 1 withe circles and one black one. Using proposition 51.152, we find that
the Dynkin diagram of sop2l ` 1q is

o
α1

o
α2

o
α3

o
αl´1 ‚αl

(55.67)

55.5.3 Irreducible representations of sop2, l ´ 1q

We use the same technique as the one from which we deduced the values (55.50), using the-
orem 51.173. The simple roots tαku are given in (55.55) and the inner product is (55.65). We
are thus able to compute the numbers Λαk

for every Λ “ řl
i“1 aiBi̊ . Let Λ “ řl

i“1 aiBi̊ ; taking
(55.56) into account, we compute first Λαj . With Bk̊ (k ă l), we have

pBk̊ , αlq “ pαl´1 ` αl, αlq “ 1
2 ´

1
2 “ 0, (55.68)

so we have
řl
i“1 aipBi̊ , αlq “ ´al

2 , and
Λαl

“ 2al. (55.69)

From that, we deduce al P N{2. The computation of Λα1 is easy too because pαk, α1q ‰ 0 only
when k “ 1 or k “ 2. So Λα1 “ ´2pa1B1̊ ` a2B2̊ , α1q “ a1 ´ a2. That result generalises to

Λαk
“ ak ´ ak`1. (55.70)
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Since al must belongs to N{2, we deduce that the irreducible representations of sop2l ` 1q are
parametrized by

al ě al´1 ě . . . ě a1 (55.71)
which are all integer or half integer.

55.5.4 Elementary and basic representations of sop2l ` 1q

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 55.8
Attention : ici j’utilise la formule (51.328), et je crois que je l’utilise avec la transposée de la
matrice de Cartan; j’ai peut-être une faute de convention qui invalide la fin de la récurrence.

The Dynkin diagram of sop2l ` 1q is

o o o o ‚ (55.72)EqDynkSOimpairEqDynkSOimpair

We are looking at the elementary representation

τ1 “ o
1

o o o ‚ (55.73)

Other basic representations on the same branch are given by

τk
`
τbk

1
˘

1. (55.74)EqReprBasTausoimpairEqReprBasTausoimpair

Notice, however, that the last line in the diagram (55.72) is not of the kind which is allowed to
form a branch. Thus the process (55.74) does not produce the representation

o o o o ‚1 (55.75)

which is called the spinor representation. Let us now determine the list of weights for the
representation τ1. As showed on the diagram (55.74), the Dynkin coefficients of the highest weight
are

Λi “

¨
˚̋

1
0
...

˛
‹‚, (55.76)

and we have qpΛ, αiq “ 0 for every i. Thus Λi ` qpΛ, αiq ě 1 only for i “ 1, and the only weight
in the first layer is

M p1q “ Λ´ α1. (55.77)
Using formula (51.446) and the first line of the Cartan matrix (55.66), we find

M
p1q
i “

¨
˚̊
˚̋

1
0
0
...

˛
‹‹‹‚´

¨
˚̊
˚̋

2
´1
0
...

˛
‹‹‹‚“

¨
˚̊
˚̋

´1
1
0
...

˛
‹‹‹‚, (55.78)

and, by construction,

qpM p1q, αiq “

¨
˚̊
˚̋

1
0
0
...

˛
‹‹‹‚. (55.79)

In order to know what belongs to the second layer, we look at the lucky numbers of M p1q ´ αi:

M
p1q
i ` qpM p1q, αiq “

¨
˚̊
˚̋

´1
1
0
...

˛
‹‹‹‚`

¨
˚̊
˚̋

1
0
0
...

˛
‹‹‹‚“

¨
˚̊
˚̋

0
1
0
...

˛
‹‹‹‚, (55.80)
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and we deduce that M p2q “M p1q´α2 is the only weight in the second layer. Its Dynkin coefficients
are given by

M
p2q
i “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

´1
1
0
0
...

˛
‹‹‹‹‹‚
´

¨
˚̊
˚̊
˚̋

´1
2
´1
0
...

˛
‹‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0
´1
1
0
...

˛
‹‹‹‹‹‚
. (55.81)

We can now proceed by induction. Let us suppose that

M
pkq
i “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
´1
1
0
...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

, and qpM pjq, αiq “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
1
0
0
...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(55.82)

where in both, the first non zero element is on the kth line. The, we see that the only weight in
the next layer is

M pk`1q “M pkq ´ αk`1, (55.83)

and, using the corresponding line of the Cartan matrix, we find

M
pk`1q
i “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
´1
1
0
0
...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

´

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
´1
2
´1
0
...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0
...
0
´1
1
0
...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (55.84)

The induction finishes with
M plq “M pl´1q ´ αl (55.85)

which as the following Dynkin coefficients:

M
plq
i “M

pl´1q
i ´Ali “

¨
˚̊
˚̋

...
0
´1
1

˛
‹‹‹‚´

¨
˚̊
˚̋

...
0
´2
2

˛
‹‹‹‚“

¨
˚̊
˚̋

...
0
1
´1

˛
‹‹‹‚. (55.86)

Notice that

M
plq
i ` qpM plq, αiq “

¨
˚̊
˚̋

...
0
1
0

˛
‹‹‹‚, (55.87)

so that
M pl`1q “M plq ´ αl´1 (55.88)

is a weight, and its Dynkin coefficients are
¨
˚̊
˚̋

...
0
1
´1

˛
‹‹‹‚´

¨
˚̊
˚̋

...
´1
2
´1

˛
‹‹‹‚“

¨
˚̊
˚̋

...
1
´1
0

˛
‹‹‹‚ (55.89)
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with

qpM pl`1q, αiq “

¨
˚̊
˚̋

...
0
1
0

˛
‹‹‹‚. (55.90)

At this point, a new induction can be done up to get

M p2l´1q “M p2l´2q ´ α1. (55.91)

Thus we have

M
p2l´1q
i “

¨
˚̊
˚̋

1
´1
0
...

˛
‹‹‹‚´

¨
˚̊
˚̋

2
´1
0
...

˛
‹‹‹‚“

¨
˚̊
˚̋

´1
0
0
...

˛
‹‹‹‚ (55.92)

and

qpM p2l´1q, αiq “

¨
˚̊
˚̋

1
0
0
...

˛
‹‹‹‚ (55.93)

We immediately check that there are no M p2lq. Thus the Dynkin coefficients of the weights of the
representation are ¨

˚̊
˚̋

1
0
0
...

˛
‹‹‹‚,

¨
˚̊
˚̊
˝

...
1
´1
...

˛
‹‹‹‹‚
,

¨
˚̊
˚̊
˝

...
´1
1
...

˛
‹‹‹‹‚
,

¨
˚̊
˚̋

´1
0
0
...

˛
‹‹‹‚. (55.94)

We have l´1 weights of each of the two middle types. Thus the representations is 2l-dimensional.

55.6 Explicit choices in sop2, l ´ 1q

In the case of AdS4 the matrices are 5ˆ 5. We will write them down, but the general form are
entirely similar. Our choice of Iwasawa decomposition is

N “ tWi, Vj ,M,Lu (55.95a)
A “ tJ1, J2u. (55.95b)

The basis of sop2, nq in which we want to decompose all our elements is the root space one:

G “ SpantJ1, q1, X, Y, V,W,M,N, F, Lu (55.96)

note in particular that Gp0,0q “ SpantJ1, q1u and W,J1 P H.

1
2pW ´ Y q “

¨
˚̊
˚̊
˝

0
0 0 0 0 1

0
0
1

˛
‹‹‹‹‚
,

1
2pV `Xq “

¨
˚̊
˚̊
˝

0
0
1
0

0 0 ´1 0 0

˛
‹‹‹‹‚
, (55.97)

1
2pW ` Y q “

¨
˚̊
˚̊
˝

0
0
0
1

0 0 0 ´1 0

˛
‹‹‹‹‚
, q3 “ 1

2pV ´Xq “

¨
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 0 1
0
0
0
1

˛
‹‹‹‹‚
. (55.98)
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55.6.1 Decompositions and commutators for Q

First, the root space decomposition of the basis tqiu of Q:

q0 “ 1
4pM `N ` L` F q q2 “ 1

4pN ` F ´M ´ Lq (55.99a)

“ 1
4pX11 `X1,´1 `X´1,1 `X´1,´1q “ 1

4pX´1,1 `X´1,´1 ´X11 ´X1,´1q (55.99b)

q1 “ q1 “ J2 q3 “ 1
2pV ´Xq (55.99c)

“ 1
2pX01 ´X0,´1q. (55.99d)

The commutators:

rq0, q1s “ 1
4pL` F ´M ´Nq rq1, q2s “ 1

4pL`N ´ F ´Mq (55.100a)

“ 1
4pX1,´1 `X´1,´1 ´X11 ´X´1,1q “ 1

4pX1,´1 `X´1,1 ´X´1,1 ´X11q
(55.100b)

rq0, q2s “ ´J1 rq1, q3s “ 1
2pV `Xq (55.100c)

rq0, q3s “ 1
2pY ´W q rq2, q3s “ 1

2pW ` Y q (55.100d)

55.6.2 Commutators between root spaces and Q

rq0, J1s “ 1
4pN ` F ´M ´ Lq rq1, J1s “ 0 rq2, J1s “ q0 (55.101a)

“ 1
4pX´1,1 `X´1,´1 ´X11 ´X1,´1q (55.101b)

“ q2 (55.101c)

rq0, q1s “ 1
4pL` F ´M ´Nq rq2, q1s “ 1

4pF `M ´ L´Nq
(55.101d)

“ 1
4pX1,´1 `X´1,´1 ´X11 ´X´1,1q (55.101e)

rq0, Xs “ 1
2pW ´ Y q rq1, Xs “ ´X rq2, Xs “ ´1

2pW ` Y q (55.101f)

rq0, Y s “ 1
2pX ´ V q rq1, Y s “ 0 rq2, Y s “ 1

2pV ´Xq (55.101g)

rq0, V s “ 1
2pY ´W q rq1, V s “ V rq2, V s “ 1

2pW ` Y q (55.101h)

rq0,W s “ 1
2pV ´Xq rq1,W s “ 0 rq2,W s “ 1

2pV `Xq (55.101i)

rq0,M s “ q1 ` J1 rq1,M s “M rq2,M s “ q1 ` J1 (55.101j)
rq0, N s “ q1 ´ J1 rq1, N s “ N rq2, N s “ ´q1 ` J1 (55.101k)
rq0, Ls “ ´q1 ` J1 rq1, Ls “ ´L rq2, Ls “ ´q1 ` J1 (55.101l)
rq0, F s “ ´q1 ´ J1 rq1, F s “ ´F rq2, F s “ q1 ` J1 (55.101m)
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rq3, J1s “ 0 rq3,M s “W rq3, V s “ ´q1 (55.102a)

rq3, q1s “ ´1
2pV `Xq rq3, N s “ ´Y rq3,W s “ 1

2pM ` Lq (55.102b)

rq3, Ls “W rq3, Xs “ ´q1 (55.102c)

rq3, F s “ ´Y rq3, Y s “ ´1
2pN ` F q (55.102d)

55.6.3 Commutators in the root spaces

rJ1, q1s “ 0 (55.103a)
rJ1, Xs “ 0 rq1, Xs “ ´X (55.103b)
rJ1, Y s “ ´Y rq1, Y s “ 0 rX,Y s “ F (55.103c)
rJ1, V s “ 0 rq1, V s “ V rX,V s “ 2q1 (55.103d)
rJ1,W s “W rq1,W s “ 0 rX,W s “ ´L (55.103e)
rJ1,M s “M rq1,M s “M rX,M s “ ´2W (55.103f)
rJ1, N s “ ´N rq1, N s “ N rX,N s “ 2Y (55.103g)
rJ1, F s “ ´F rq1, F s “ ´F rX,F s “ 0 (55.103h)
rJ1, Ls “ L rq1, Ls “ ´L rX,Ls “ 0 (55.103i)

rV,W s “M (55.104a)
rV,M s “ 0 rW,M s “ 0 (55.104b)
rV,N s “ 0 rW,N s “ ´2V rM,N s “ 0 (55.104c)
rV, F s “ ´2Y rW,F s “ 2X rM,F s “ ´4q1 ´ 4J1 (55.104d)
rV,Ls “ 2W rW,Ls “ 0 rM,Ls “ 0 (55.104e)

rN,F s “ 0 (55.105a)
rN,Ls “ ´4q1 ` 4J1 rF,Ls “ 0 (55.105b)

55.6.4 Killing form

The adopted definition is Bpx, yq “ Trpadx ˝ ad yq with no one half or such coefficient.
BpJ1, q1q “ 0 BpV,Xq “ ´12
BpJ1, J1q “ 6 BpN,Lq “ ´24
BpW,Y q “ ´12 BpM,F q “ ´24

(55.106)

Some easy computations show that for g P SOp2q,

dLgq0 “
ˆ´ sin u cosu
´ cosu sin u

˙
, dLgq1 “

¨
˝

0 0 cosu
0 ´ sin u
1

˛
‚

dLgH1 “
¨
˝

0 0 sin u
0 cosu
0 1

˛
‚

dRgJ1 “

¨
˚̊
˝

0
0 0 0 1
0

´ sin u cosu

˛
‹‹‚, dRgJ2 “

¨
˝

0 0 1
0

cosu sin u

˛
‚
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So

dRgJ1 “ ´ sin u dLgq2 ` cosu dLgH2 (55.107a)
dRgJ2 “ sin u dLgH1 ` cosu dLgq1. (55.107b)

and

BrgspJ1̊ , J1̊ q “ 6 sin2 u (55.108a)
BrgspJ2̊ , J2̊ q “ 6 cos2 u. (55.108b)

55.7 Iwasawa decomposition for slp2,Cq
SecIwasldeuxC

Matrices of slp2,Cq are acting on C2 as
ˆ
α β
γ ´α

˙ˆ
a` bi
c` di

˙

“
ˆpα1a´ α2b` β1c´ β2dq ` ipα2a` α1b` β2c` β1dq
pγ1a´ γ2b´ α1c` α2dq ` ipγ2a` γ1b´ α2c´ α1dq

˙

if α “ α1 ` iα2. Our aim is to embed SLp2,Cq in SPp2,Rq (see sections 55.8 and 79.27), so that
we want a four dimensional realization of slp2,Cq. It is easy to rewrite the previous action under

the form of
ˆ
α β
γ ´α

˙
acting of the vertical four component vector pa, b, c, dq. The result is that a

general matrix of slp2,Cq reads

slp2,Cq;

¨
˚̊
˚̊
˝

α1 ´α2
α2 α1

β1 ´β2
β2 β1

γ1 ´γ2
γ2 γ1

´α1 α2
´α2 ´α1

˛
‹‹‹‹‚
. (55.109)EqGenslMatrEqGenslMatr

The boxes are drawn for visual convenience. Using the Cartan involution θpXq “ ´Xt, we find
the following Cartan decomposition:

Kslp2,Cq ;

¨
˚̊
˚̊
˝

0 ´α2
α2 0

β1 ´β2
β2 β1

´β1 ´β2
β2 ´β1

0 α2
´α2 0

˛
‹‹‹‹‚
,

Pslp2,Cq ;

¨
˚̊
˚̊
˝

α1 0
0 α1

β1 ´β2
β2 β1

´β1 ´β2
β2 ´β1

0 α2
´α2 0

˛
‹‹‹‹‚
.

(55.110)

We have dim Pslp2,Cq “ 3 and dim Pslp2,Cq “ 3. A maximal abelian subalgebra of Pslp2,Cq is the one
dimensional algebra generated by

A1 “

¨
˚̊
˝

1
1
´1

´1

˛
‹‹‚.

The corresponding root spaces are
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— slp2,Cq0:

I1 “

¨
˚̊
˝

1
1
´1

´1

˛
‹‹‚, I2 “

¨
˚̊
˝

0 ´1
1 0

0 1
´1 0

˛
‹‹‚

— slp2,Cq2:

D1 “

¨
˚̊
˝

1 0
0 1

0 0
0 0

˛
‹‹‚, D2 “

¨
˚̊
˝

0 ´1
1 0

0 0
0 0

˛
‹‹‚

— slp2,Cq´2

C1 “

¨
˚̊
˝

0 0
0 0

1 0
0 1

˛
‹‹‚, C2 “

¨
˚̊
˝

0 0
0 0

0 ´1
1 0

˛
‹‹‚.

It is natural to choose slp2,Cq2 as positive root space system. In this case, Nslp2,Cq “ tD1, D2u,
Aslp2,Cq “ tI1u and the table of A‘N is

rI1, D1s “ 2D1 rD1, D2s “ 0 (55.111)
rI1, D2s “ 2D2 (55.112)

The full table is

rI1, D1s “ 2D1 rI2, D1s “ 2D2 rD1, D2s “ 0 (55.113)
rI1, D2s “ 2D2 rI2, D2s “ ´2D1 rD1, C1s “ I1 (55.114)
rI1, C1s “ ´2C1 rI2, C1s “ ´2C2 rD1, C2s “ I2 (55.115)
rI1, C2s “ ´2C2 rI2, C2s “ 2C1 rD2, C1s “ I2 (55.116)

rD2, C2s “ ´I1. (55.117)

55.8 Symplectic group
SecSympleGp

55.8.1 Iwasawa decomposition

A simple computation shows that 4ˆ 4 matrices subject to AtΩ` ΩA “ 0 are given by
ˆ
A B
C ´At

˙

where A is any 2 ˆ 2 matrix while B and C are symmetric matrices. Looking at general form
(55.109), we see that the operation to invert the two last column and then to invert the two last
lines provides a homomorphism ϕ : slp2,Cq Ñ spp2,Rq. The aim is now to build an Iwasawa
decomposition of spp2,Rq which “contains” the one of slp2,Cq.

Using the Cartan involution θpXq “ ´Xt, we find the Cartan decomposition

Kspp2,Rq ;
ˆ
A S
´S A

˙
, Pspp2,Rq ;

ˆ
S S1
S1 ´S

˙
(55.118)

where S and S1 are any symmetric matrices while A is a skew-symmetric one. As far as the
dimensions are concerned, we have dim Kspp2,Rq “ 4 and dim Pspp2,Rq “ 6. It turns out that
ϕpKslp2,Cqq Ă Kspp2,Rq and ϕpPslp2,Cqq Ă Pspp2,Rq. A maximal abelian subalgebra of Pspp2,Rq is
spanned by the matrices A1

1 and A1
2 listed below and the corresponding root spaces are:
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— spp2,Rqp0,0q:

A1
1 “

¨
˚̊
˝

1 0
0 1

´1 0
0 ´1

˛
‹‹‚, A1

2 “

¨
˚̊
˝

0 1
1 0

0 ´1
´1 0

˛
‹‹‚

— spp2,Rqp0,2q:

X 1 “

¨
˚̊
˝

1 ´1
1 ´1

´1 ´1
1 ´1

˛
‹‹‚

— spp2,Rqp0,´2q:

V 1 “

¨
˚̊
˝

1 1
´1 ´1

´1 1
´1 1

˛
‹‹‚

— spp2,Rqp2,0q:

W 1 “

¨
˚̊
˝

1 0
0 ´1

0 0
0 0

˛
‹‹‚

— spp2,Rqp2,2q:

L1 “

¨
˚̊
˝

1 1
1 1

0 0
0 0

˛
‹‹‚

— spp2,Rqp2,´2q:

M 1 “

¨
˚̊
˝

1 ´1
´1 1

0 0
0 0

˛
‹‹‚

— spp2,Rqp´2,0q

Y 1 “

¨
˚̊
˝

0 0
0 0

1 0
0 ´1

˛
‹‹‚

— spp2,Rqp´2,2q:

N 1 “

¨
˚̊
˝

0 0
0 0

1 ´1
´1 1

˛
‹‹‚

— spp2,Rqp´2,´2q:

F 1 “

¨
˚̊
˝

0 0
0 0

1 1
1 1

˛
‹‹‚
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It is important to notice how do the root spaces of slp2,Cq embed:

ϕpI1q “ A1
1 ϕpI2q “ V 1 ´X 1

2 (55.119)

ϕpD1q “ L1 ´M 1

2 ϕpD2q “ ´W 1 (55.120)

ϕpC1q “ F 1 ´N 1

2 ϕpC2q “ Y 1. (55.121)

So Nspp2,Rq must at least contain the elements L1, M 1 and W 1. We complete the notion of positivity
by V 1. The Iwasawa algebra reads

Aspp2,Rq “ tB1, B2u
Nspp2,Rq “ tL1,M 1,W 1, V 1u

with

rL1, V 1s “ ´4W 1 rW 1, V 1s “ ´2M 1

rB1
1, L

1s “ 2L1 rB1
2,M

1s “ 2M 1

rB1
1,W

1s “W 1 rB1
2,W

1s “W 1

rB1
1, V

1s “ ´V 1 rB1
2, V

1s “ V 1

where B1
1 “ 1

2pA1
1 `A1

2q and B2 “ 1
2pA1

1 ´A1
2q. The generators of Kspp2,Rq are

K 1
t “

¨
˚̊
˝

1 0
0 1

´1 0
0 ´1

˛
‹‹‚ K 1

1 “

¨
˚̊
˝

0 1
´1 0

0 1
´1 0

˛
‹‹‚

K 1
2 “

¨
˚̊
˝

0 1
1 0

0 ´1
´1 0

˛
‹‹‚ K 1

3 “

¨
˚̊
˝

1 0
0 ´1

´1 0
0 1

˛
‹‹‚.

Notice that rK 1
t,K

1
is “ 0 for i “ 1, 2, 3.

55.8.2 Isomorphism
SubSecIsosp

The following provides an isomorphism ψ : sop2, 3q Ñ spp2,Rq:
ψpHiq “ B1

i ψpuq “ K 1
t

ψpW q “W 1 ψpR1q “ 1
2K

1
1

ψpMq “M 1 ψpR2q “ 1
2K

1
2

ψpLq “ L1 ψpR3q “ 1
2K

1
3

ψpV q “ 1
2V

1

where the Ri’s are the generators of the sop3q part of Ksop2,3q satisfying the relations rRi, Rjs “
ϵijkRk. It is now easy to check that the image of the embedding ϕ : slp2,Cq Ñ spp2,Rq is exactly
sop1, 3q, so that

ψ´1 ˝ ϕ : slp2,Cq Ñ H (55.122)

is an isomorphism which realises H as subalgebra of spp2,Rq. This circumstance will be useful in
defining a spin structure on AdS4.
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One can prove that the kernel of the adjoint representation of SPp2,Rq on its Lie algebra is
˘1, in other words, Adpaq “ Id if and only if a “ ˘1. We define a bijective map h : SOp2, 3q Ñ
SPp2,Rq{Z2 by the requirement that

ψ
`

AdpgqX˘ “ Ad
`
hpgq˘ψpXq (55.123)EqdefhspslEqdefhspsl

for every X P sop2, 3q. The following is true for all ψpXq:

Ad
`
hpgg1˘qψpXq “ ψ

´
Adpgq`Adpg1qX˘¯

“ Ad
`
hpgq˘ψ`Adpg1qX˘

“ Ad
`
hpgqhpg1q˘ψpXq,

the map h is therefore a homomorphism. If an element a P SPp2,Rq reads a “ eXAeXN eXK

in the Iwasawa decomposition, the property AdpaqψpXq “ ψ
`

AdpgqX˘
holds for the elementPgSolhpsiSP

g “ eψ
´1XAeψ

´1XN eψ
´1XK of SOp2, 3q. This shows that h is surjective.

55.8.3 Reductive structure on the symplectic group
SubSecRedspT

A lot of structure of sop2, 3q, such as the reductive homogeneous space decomposition as Q‘
H, can be immediately transported from sop2, 3q to spp2,Rq. Indeed, let T “ ψpQq and I “
ϕ
`
slp2,Cq˘. We have the direct sum decomposition

spp2,Rq “ T ‘ I.

Let X P T X I, then ψ´1X belongs to Q XH which only contains 0. The fact that ψ is an iso-
morphism yields that X “ 0. Since ψ preserves linear independence, a simple dimension counting
shows that the sum actually spans the whole space.

Putting g “ h´1paq in the definition (55.123) of h, we find

ψ
`
Ad

`
h´1paq˘X˘ “ AdpaqψpXq.

Considering a path aptq with ap0q “ e, we differentiate this expression with respect to t at t “ 0
we find

adpdh´1 9aqX “ dψ´1` adp 9aqψpXq˘ “ adpdψ´1 9aqpdψ´1ψXq,
but dψ “ ψ because ψ is linear, hence rdh´1 9a,Xs “ rψ´1 9a,Xs for all X P sop2, 3q and 9a P spp2,Rq.
We deduce that pdh´1qe “ ψ´1. We define

θsp “ Id |Ksp ‘ p´ Idq|Psp

σsp “ Id |T ‘ p´ Idq|I .
We can check that ψ´1 ˝ θsp ˝ ψ “ θ and ψ´1 ˝ θsp ˝ ψ “ θ. Then it is clear that

rσsp, θsps “ 0

using the corresponding vanishing commutator in sop2, 3q. We denote Ta “ dLaT and the fact
that dp “ dπ ˝ dh´1 “ dπ ˝ ψ´1 shows that dppTaq is a basis of TppaqpG{Hq. So we consider the
basis ti “ ψpqiq of T and the corresponding left invariant vector fields t̃ipaq “ dLati.

55.9 Heisenberg group and algebra
Let V be a symplectic vector space with the symplectic form Ω. The Heisenberg algebra build

on V is the vector space
H pV,Ωq “ V ‘RE (55.124)

endowed with the bracket defined by



3210 CHAPTER 55. EXAMPLES OF GROUPS AND REPRESENTATIONS

(1) rH pV,Ωq, Es “ 0,
(2) rv, ws “ Ωpv, wqE for every v, w P V .

The first conditions makes E central in H .
The Heisenberg group is, as set, the same as the algebra: H “ V ‘RE with the product

g1 · g2 “ g1 ` g2 ` 1
2 rg1, g2s (55.125)EqProduitHeisenbergGpEqProduitHeisenbergGp

where the bracket is the one in the Lie algebra. Direct computations show that this product is
associative, the neutral is p0, 0q and that the inverse is given by

g´1 “ ´g. (55.126)

We are now going to prove that the Lie algebra of that group actually is H pV,Ωq.

55.9.1 The exponential mapping

Let us build the exponential map between the Heisenberg algebra and its group. Let px, τq P
TeH and consider gpsq “ espx,τq “ `

vpsq, hpsq˘. This map is subject to the following three relations:
(1) gpsqgptq “ gps` tq,
(2) gp0q “ 0,
(3) g1p01q “ px, tq.

Taking the derivative of the first one with respect to s and taking into account v1p0q “ x and
h1p0q “ τ , we find

d

ds

”
gpsq ` gptq ` 1

2
“
gpsq, gptq‰

ı
s“0

“ d

ds

”`
vps` tq, hps` tq˘

ı
s“0

(55.127a)
d

ds

”
vpsq ` vptq, hpsq ` hptq ` 1

2Ω
`
vpsq, vptq˘

ı
s“0

“ `
v1ptq, h1ptq˘ (55.127b)

´
x, τ ` 1

2Ω
`
x, vptq˘

¯
“ `

v1ptq, h1ptq˘ (55.127c)

We deduce that v1ptq “ x and h1ptq “ τ ` 1
2Ω

`
x, vptq˘, so that vptq “ tx and hptq “ tτ . The

exponential mapping is thus given by the identity:

exppx, τq “ px, τq. (55.128)

In order to prove that the law (55.125) accepts the Heisenberg algebra as Lie algebra, we need
to compute the adjoint action.

Adpetpx,τqqpx1, τ 1q “ d

ds

”
Adpetpx,τqqespx1,τ 1q

ı
s“0

“ d

ds

”
ptx, tτqpsx1, sτ 1qp´tx,´tτq

ı
s“0

“ d

ds

”`
tx` sx1, tτ ` sτ 1 ` ts

2 Ωpx, x1q˘p´tx, tτq
ı
s“0

“ `
x1, τ 1 ` tΩpx, x1q˘.

(55.129)

Now, the Lie algebra bracket is given by

“px, τq, px1, τ 1q‰ “ d

dt

”
Adpetpx,τqqpx1, τ 1q

ı
t“0

“ `
0,Ωpx, x1q˘

“ Ωpx, x1qE,
(55.130)

which is the bracket of H pV,Ωq.
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55.10 Hermitian conjugate, unitary operators

Lemma 55.9.
Let H be an Hilbert space. Let A be a linear continuous operator on H . The map

SA : H 1 Ñ H 1

α ÞÑ α ˝A (55.131)

is well defined and continuous.

Proof. We have to prove two elements: firstly α˝A must be continuous, so that SA takes its values
in H 1, and secondly we want SA itself to be continuous.

The fact that α ˝A is continuous is simply the fact that α and A are continuous.
Now we compute the norm of SA; first we have

}SA} “ sup
αPH 1

}SApαq}
}α} . (55.132)

Then we compute

}SApαq} “ sup
}u}“1

}SApαqu} “ sup
}u}“1

}αpAuq} ď }α}}A}}u} “ }α}}A}. (55.133)

Then we have
}SA} “ sup

αPH 1

}SApαq}
}α} ď sup

αPH 1

}α}}A}
}α} “ }A} ă 8. (55.134)

The proposition 11.62 shows that SA is continuous because it is bounded.

We will use the map
Φ: H Ñ H 1

y ÞÑ Φy
(55.135)

where Φy is defined by Φypxq “ xx, yy. From the Riesz representation theorem 25.18 we know that
Φ is a bijective isometry. For the sake of notational convenience we will write Φpuq for Φu.

Notice the following formula:
xu,Φ´1pαqy “ αpuq (55.136)EQooHWQPooNeYokTEQooHWQPooNeYokT

for every u P H and α P H 1.
DEFooAAKCooZJCHPS

Proposition-Definition 55.10 ([1]).
Let H be an Hilbert space over C. We consider a continuous A : H Ñ H . There exists an unique
linear operator B : H ÑH such that

xAu, vy “ xu,Bvy (55.137)

for every u, v P H .
The so-defined operator B is the hermitian conjugate of A and is denoted A:. In other

words, A: is defined by the equality

xAu, vy “ xu,A:vy (55.138)EQooPTUWooPCbNxAEQooPTUWooPCbNxA

for every u, v P H .

Proof. In two parts.
(1) Unicity We have to prove that, v being given, there exists an unique w such that

xAu, vy “ xu,w, y (55.139)EQooVBJXooOtdmlQEQooVBJXooOtdmlQ
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for every u. Be clear: the same w must works for every u. The condition (55.139) can be
written as

ΦpvqAu “ Φpwqu (55.140a)
SA

`
Φpvq˘u “ Φpwqu (55.140b)

SA
`
Φpvq˘ “ Φpwq, (55.140c)

and finally
w “ Φ´1

´
SA

`
Φpvq˘

¯
. (55.141)EQooPRVGooUfIELgEQooPRVGooUfIELg

This proves the unicity: Bv must be given by the expression (55.141).
(2) Existence We check that the formula

A: “ Φ´1 ˝ SA ˝ Φ. (55.142)EQooOIROooXUjCWLEQooOIROooXUjCWL

satisfy the properties. Using the formula (55.136) we have:

xu, pΦ´1 ˝ SA ˝ Φqpvqy “ pSA ˝ Φqpvqu (55.143a)
“ ΦpvqAu (55.143b)
“ xAu, vy, (55.143c)

so that we see that the operator given by (55.142) makes the work.

DEFooOKGXooFCzCHu

Definition 55.11 (Unitary, hermitian).
An operator A : H ÑH is unitary if it satisfies

A:A “ AA: “ Id . (55.144)

An operator A : H ÑH is hermitian if it satisfies

A: “ A. (55.145)

This was already the definition 9.176.

Lemma 55.12.
An unitary operator is an isometry: it preserves the hermitian product on an Hilbert space.

Proof. Let u, v P H and A be an unitary operator on the Hilbert space H . We have

xAu,Auy “ xA:Au, vy “ xu, v, y. (55.146)

LEMooJYGRooPTMZwY

Lemma 55.13 ([1]).
The hermitian conjugation 4 satisfies:

(1) xA:u, vy “ xu,Avy for every u, v P H

(2) pA:q: “ A.
ITEMooULJLooAqnbHI

(3) pABq: “ B:A:.

Proof. We have
xA:u, vy “ xv,A:uy “ xAv, uy “ xu,Avy. (55.147)

This proves the first point.

4. Definition 55.10.
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For the second point, pA:q: is the unique operator satisfying

xA:u, vy “ xu, pA:q:vy (55.148)

for every u, v P H . Using the first point,

xu, pA:q:vy “ xu,Avy. (55.149)

This shows that Φ
`pA:q:v˘ “ ΦpAvq. Since Φ is bijective, pA:q:v “ Av for every v P H .

For (3), for every x, y we have

xpABqx, yy “ xBx,A:yy “ xx,B:A:yy. (55.150)

LEMooZILJooFfDEAF

Lemma 55.14 ([1]).
The map

f : GLpn,Cq Ñ GLpn,Cq
U ÞÑ U : (55.151)

is continuous.

Proof. Let U P GLpn,Cq and a sequence Uk
GLpn,CqÝÑ U . We want to prove that U :

k

GLpn,CqÝÑ U :. Let
x, y P Cn; from the definition 55.10 we have

xpU :
k ´ U :qpxq, yy “ xx, pUk ´ Uqyy. (55.152)

Since Uk Ñ U , we have
xpU :

k ´ U :qpxq, yy RÝÑ 0. (55.153)

Since the scalar product is non degenerate, this implies U :
k ´ U : GLpn,CqÝÑ 0. Notice that we used

the fact that pUk ´ Uq: “ U :
k ´ U :.

55.11 The group GLpn,Cq of invertible operators
PROPooWRVKooLfqLfV

Proposition 55.15.
The group GLpn,Cq is an analytic Lie group.

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

PROPooPZABooXxQkFi

Proposition 55.16.
The group GLpn,Rq is an analytic Lie group.

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

In the remaining we will always consider analytic charts on GLpn,Cq.
PROPooRRNXooXJZYSB

Proposition 55.17 ([1]).
Let V and W be finite dimensional vector spaces. Let S be open in the manifold M . We have
A P Cp`S,EndpV,W q˘ if an only if Aij P CppS,Rq for every i, j.

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.
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PROPooLANVooKPiLuu

Proposition 55.18 ([1]).
Let S be open in the manifold M . If A P Cp`S,GLpR, kq˘ and B P Cp`S,GLpR, lq˘, then 5

AbB P Cp`S,GLpRk bRlq˘. (55.154)

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

55.12 The group SUpnq of special unitary operators
LEMooKFQOooBVtyoW

Lemma 55.19 ([1]).
The part SUpnq is closed in GLpn,Cq.
Proof. The definition of the hermitian adjoint is in the proposition 55.10. The map U Ñ U : is
continuous by lemma 55.14. Since pU,U :q ÞÑ UU : is continuous too, the set of operators satisfying
UU : ‰ 1 is open. By complementarity, SUpnq is closed.

55.12.1 Some settings

We particularize ourself to the finite dimensional Hilbert space H “ Cn. The vector space
Cn has a canonical basis; so we use it, and the linear maps Cn Ñ Cn are identified with their
matrices in that very basis. Using the conventions described in the proposition 4.70 we have

Apejq “
ÿ

i

Apejqiei “
ÿ

i

Aijei (55.155)

where teiui“1,...,n is the canonical basis of Cn.
When u P Cn, we denote by uk P C the ke component of u with respect to the canonical basis.

The vector space Cn has an hermitian product 6 given by

xu, vy “
nÿ

k“1
ukv̄k. (55.156)

LEMooKEUZooUjQVmp

Lemma 55.20.
Let A be a linear continuous operator on the Hilbert space H . We have

detpA:q “ detpAq (55.157)

where the bar stands for the complex conjugate.
If A is unitary, then detpAq P S1 where S1 is the set of elements of norm 1 in C.

Proof. We use for the determinant the formula given by lemma 11.5:

detpA:q “
ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
xeσpiq, A:eiy “

ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
xAeσpiq, eiy “

ÿ

σPSn

ϵpσq
nź

i“1
ei, Aeσpiq. (55.158)

At this point we re-index the product and we make a change of variable σ Ñ σ´1 for the sum (as
in the proof for the transposed matrix, lemma 4.80).

If the operator is unitary,

1 “ detpAA:q “ detpAq detpA:q “ |detpAq|2. (55.159)

Thus | detpAq| “ 1.

5. Definition 11.185 for the tensor product of linear maps.
6. Definition 9.173.
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Recall: the hermitian conjugate is definition 55.10.

Lemma 55.21.
As for the matrices,

pU :qij “ Uji. (55.160)

Proof. The matrix convention are summarized in -2.1. We write the definition (55.138) for the
basis vectors:

xUei, ejy “ xei, U :ejy. (55.161)

This means Uji “ xU :ej , eiy “ U :
ij .

DEFooVIQUooQbnYMu

Definition 55.22 ([865]).
The group of the unitary operators with determinant 1 is SUpnq. More explicitly,

SUpnq “ tU P GLpn,Cq tel que U :U “ Id,detpUq “ 1u. (55.162)
PROPooYXPRooBgikdE

Proposition 55.23.
A unitary endomorphism of Cn is diagonalizable by a unitary operator.

Proof. A unitary operator U is normal (definition 12.98), so that the spectral theorem 12.99
provides an unitary matrice V such that V :UV is diagonal.

PROPooZBJSooEIguXR

Proposition 55.24.
A special unitary matrix is the exponential of a skew-hermitian matrix with vanishing trace.

Proof. Let U P SUpnq. We prove that here exists an hermitian operator H with U “ eiH and
TrpHq “ 0. Then iH is the requested skew-hermitian operator.

By mean of the proposition 55.23, we diagonalize it with the unitary operator S. We have

U “ SDS:, (55.163)

and
detpUq “ 1, (55.164)

and

D “

¨
˚̋
eiφ1

. . .
eiφn

˛
‹‚. (55.165)

Since U P SUpnq we have

1 “ detpUq “ detpSq detpDqdetpS:q “ |detpSq|2 detpDq “ detpDq. (55.166)

Thus detpDq “ 1 and we deduce
nÿ

i“1
φi “ 2kπ (55.167)

for some k P Z. We consider the two following operators:

∆ “

¨
˚̋
φ1

. . .
φn

˛
‹‚, (55.168)

and H “ S∆S:. Since ∆: “ ∆, we have H: “ H, so that H is hermitian. We also have U “ eiH .
Indeed, since pS∆S:qk “ S∆kS: we have

eiH “
8ÿ

k“0

piHqk
k! “

ÿ

k

ik

k!pS∆S:qk “
ÿ

k

ik

k!S∆kS: “ Sei∆S: “ SDS: “ U. (55.169)
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We also have TrpHq “ 2kπ.
This means that H is almost the operator we are searching for. It is easy to modify H in order

to get our answer. We set

∆1 “

¨
˚̋
φ1

. . .
φn ´ 2kπ

˛
‹‚. (55.170)

This matrix satisfies ei∆1 “ ei∆ and Trp∆1q “ 0. If we set H 1 “ S∆1S: we still have TrpH 1q “
Trp∆1q “ 0 because of the cyclic invariance of the trace. And finally the operator H 1 satisfies

eiH
1 “ Sei∆

1

S: “ eiH “ U. (55.171)

55.12.2 The center of SUpnq
PROPooLMGHooKrKpsa

Proposition 55.25.
The center 7 of the group SUpnq, Z

`
SUpnq˘, is the subgroup of the element of the form

eiφ Id . (55.172)

In particular, the center of SUp2q is tId,´ Idu.
Proof. Let Z P Z

`
SUpnq˘. It can be diagonalized by an unitary matrix S:

SZS: “ D. (55.173)

The operator S belongs to Upnq while Z only commutes with the elements of SUpnq. Thus we
cannot immediately deduce Z “ D. However, the operator S0 “ S{ detpSq diagonalizes Z as well
as S: S0ZS

:
0 “ D. But since S0 is in SUpnq we can deduce Z “ D.

Long story short, the elements of Z
`

SUpnq˘ are diagonal. Let Zei “ λiei. We consider the
operator A of SUpnq given by the formula

Ae1 “ ´e2 (55.174a)
Ae2 “ e1 (55.174b)
Aek “ ek otherwise. (55.174c)

This is the element of SUpnq which permutes e1 with e2 (with a sign for the sake of the determinant).
Since ZA “ AZ, we have

AZe1 “ λ1Ae1 “ ´λ1e1 (55.175)

and
ZAe1 “ Zp´qe2 “ ´λ2e2. (55.176)

So we have λ1 “ λ2. The same being true not only for 1 and 2 but for the other ones, we know
that the numbers λi are all equal.

So far, Z “ λ Id. The value of λ is not arbitrary: we must impose Z P SUpnq. The determinant
condition provides

1 “ detpZq “ λn (55.177)EQooZZPJooCeKPDDEQooZZPJooCeKPDD

and the unitary condition imposes

1 “ xei, eiy “ xZei, Zeiy “ |λ|2, (55.178)

so that |λ|2 “ 1. This conditions imposes λ “ eiφ for some φ P R while the condition (55.177)
furnishes

einφ “ 1. (55.179)

7. The set of elements which commute with all the elements, see definition 1.166.
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This shows the existence of k P Z such that inφ “ 2kiπ and finally

φ “ 2kπ
n
. (55.180)

In the case n “ 2 we have φ “ kπ and eiφ “ ˘1.

55.12.3 Lie group
PROPooPXRJooLNnMFn

Proposition 55.26 (Lie group structure for SUpnq[1]).
There exists a unique analytic manifold structure on SUpnq such that :

ITEMooHZQRooFGCVjP

(1) The group SUpnq is Lie subgroup 8 of GLpn,Cq.
(2) There exists an atlas in which SUpnq is an analytic Lie group.
(3) With such an atlas, the inclusion map ι : SUpnq Ñ GLpn,Cq is analytic.

Proof. Since SUpnq is closed in GLpn,Cq (lemma 55.19), the Cartan theorem 53.62 provides us a
unique smooth manifold structure on SUpnq such that the inclusion map ι : SUpnq Ñ GLpn,Cq is
a smooth embedding. The Cartan theorem adds that SUpnq is then a Lie subgroup of GLpn,Cq

Theorem 53.64 allows us to choose an atlas for SUpnq in which it becomes analytic.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 55.27
Thus proof is not finished: lacks of the analytic statement. I may have to prove an analytic version
of the Cartan theorem.

55.13 Representations of Up1q

Proposition 55.28.
Let V be a complex vector space of dimension 1. Let ξ ‰ 0 P V . If x., .y is an hermitian product
on V , there exists m P R such that

xz1ξ, z2ξy “ mz1z̄2. (55.181)

Proof. Every element of V can be written under the form zξ for some z P C. The properties of an
hermitian product say

xz1ξ, z2ξy “ z1z̄2xξ, ξy (55.182)

and xξ, ξy P R.

55.29.
What we write S1 and Up1q are the same thing. When we write S1 we have in mind the geometrical
object (with a measure) made of the complex numbers of norm 1; when we write Up1q we have in
mind the group structure. But it’s the same.

However the generalizations S2 and Up2q are not the same.

55.30 ([1]).
We are searching now for the irreducible representations of Up1q. More precisely we will determine
the irreducible continuous representations of Up1q. Here the fact to be «continuous» means that
ρ : Up1q Ñ GLpV q is continuous; in particular, V has to be a topological vector space.

This is not a restriction because the theorem 50.12 shows that every irreducible representation
of Up1q has dimension 1.

8. Definition 52.25.



3218 CHAPTER 55. EXAMPLES OF GROUPS AND REPRESENTATIONS

PROPooLWWEooUmqbRA

Proposition 55.31 (Irreducible representations of Up1q).
Let m P Z. We consider

Tm : Up1q Ñ GLpCq
Tmpgqz “ gmz.

(55.183)EQooXPXKooJasMyYEQooXPXKooJasMyY

(1) The formula (55.183) defines a representation of Up1q.
(2) The representation Tm is irreducible.
(3) The representation Tm is continuous.
(4) If m ‰ l, then the representations Tm and Tl are not equivalent. ITEMooUPVQooQddQOJ

(5) Every continuous 9 irreducible representation of Up1q is equivalent to one of them.

Proof. Several points.
(1) It is a representation Since Up1q is abelian, pg1g2qm “ gm1 g

m
2 .

(2) Irreducible The representation Tm is irreducible because the vector space is C which has
dimension 1.

(3) Continuous Let gk
Up1qÝÑ g. We have

}Tmpgkq ´ Tmpgq} “ sup
|z|1“1

|gmk ´ gmz| “ |gmk ´ gm| Ñ 0. (55.184)

This shows that Tm is continuous.
(4) Non equivalence Let ψ : CÑ C be a linear map such that Tmpgq˝ψ “ ψ ˝Tlpgq for every

g P Up1q. This implies
gmψpzq “ ψpglzq, (55.185)

hence
gmψpzq “ glψpzq. (55.186)

Taking z such that ψpzq ‰ 0 we have gm “ gl for every g P Up1q, or gl´m “ 1. Writing
g “ eix we have

eipl´mqx“1 (55.187)
for every x P R. We conclude l ´m “ 2kπ. Since l ´m P Z the only solution is l ´m “ 0.

At this point, it “remains” to prove the point (5). Let pρ, V q be a continuous irreducible represen-
tation of Up1q.

(1) The function λ Since Up1q is abelian, dimpV q “ 1 (theorem 50.12). So there exist a
function λ : Up1q Ñ C such that

ρpgq “ λpgq Id . (55.188)
(2) λ is continuous

The spaces V , GLpV q and C are metric, thanks to the restriction we imposed on the topology
of V . Let gk Ñ g in Up1q. Since ρ is continuous we have ρpgkq GLpV qÝÑ ρpgq. From the definition
of the operator norm, that implies, for each v P V that

ρpgkq VÝÑ ρpgqv, (55.189)

which means
λpgkqv VÝÑ λpgqv. (55.190)EQooTPAXooAPSgxPEQooTPAXooAPSgxP

Using the definition of the topology on V ,

}λpgkqv ´ λpgqv} “ }
`
λpgkq ´ λpgq

˘
v} “ }λpgkq ´ λpgq}}v}. (55.191)

The convergence (55.190) means

|λpgkq ´ λpgq|}v} RÝÑ 0, (55.192)

which implies the convergence λpgkq Ñ λpgq, hence the continuity of λ.
9. For the norm of proposition 11.50 on V and the corresponding operator norm one on GLpV q, definition 11.51.



55.13. REPRESENTATIONS OF Up1q 3219

(3) λ takes values in S1

We show that |λpgq| “ 1 pour tout g P Up1q. An element of Up1q reads g “ e2πix with
x P R 10.
If x P Z we have g “ 1, so that λpgq “ 1. If x “ 1{n (n P Z) we have gn “ 1, but

λpgnq “ λpgqn, (55.193)

so that |λpgq|n “ 1 which proves that |λpgq| “ 1.
From here we know that |λpe2πiqq| “ 1 for every q P Q.
Since λ is continuous, the function x ÞÑ |λpe2πixq| is continuous. A continuous function whose
value is 1 over Q is constant.

(4) Functional equation For x, y P R we have ρpeixqρpeitq “ ρpeixeiyq “ ρpeipx`yqq. We
introduce the notation

α “ λ ˝ φ (55.194)

where φ : RÑ Up1q is φpxq “ eix. The function

α : RÑ S1

x ÞÑ λpeixq (55.195)

satisfies
"
αp0q “ 1 (55.196a)
αpx` yq “ αpxqαpyq. (55.196b)

The proposition 12.434 shows that there exists m P R such that

αpxq “ eimx. (55.197)

Since αp2πq “ αp0q “ 1 we have e2πim “ 1 and we conclude that m P Z.
(5) The value of λ

We have defined α “ λ ˝φ. Since φ is not a bijection, we cannot write λ “ α ˝φ´1. However
for every x P R we have

λpeixq “ αpxq “ eimx “ peixqm. (55.198)

So
λpgq “ gm. (55.199)

(6) Equivalence
We prove that ρ is equivalent to the representations Tm. Let tvu be a basis of V ; we consider
the linear map

ψ : V Ñ C

sv ÞÑ s.
(55.200)

We have `
Tmpgq ˝ ψ

˘psvq “ Tmpgqs “ gms (55.201)

while `
ψ ˝ ρpgq˘psvq “ ψ

`
gmsv

˘ “ gmsψpvq “ gms. (55.202)

So we have
Tmpgq ˝ ψ “ ψ ˝ ρpgq (55.203)

which proves that Tm and ρ are equivalent.

10. Proposition 18.61(1).
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55.14 The group SUp2q

The group SUp2q is already defined in 55.22.
PROPooZMPLooUFyAPW

Proposition 55.32 ([865, 866]).
The matrices of SUp2q are

SUp2q “ t
ˆ
α ´β̄
β ᾱ

˙
tel que α, β P C, |α|2 ` |β|2 “ 1u. (55.204)

Proof. We initiate with a matrix U “
ˆ
α β
γ δ

˙
P Mp2,Cq. Then we impose the conditions. The

unitary property gives:

UU : “
ˆ
α β
γ δ

˙ˆ
α γ
β δ

˙
“
ˆ
αα` ββ αγ̄ ` βδ̄
γᾱ` δβ̄ γγ ` δδ

˙
!“
ˆ

1 0
0 1

˙
. (55.205)

Among with the determinant conditions, we have the system SUBEQSooGUDNooOoxdSO

$
’’’&
’’’%

αδ ´ γβ “ 1 (55.206a)
|α|2 ` |β|1 “ 1 (55.206b)
|γ|2 ` |δ|2 “ 1 (55.206c)
αγ̄ ` βδ̄ “ 0.SUBEQooSPRRooWjAUNi (55.206d)

We multiply (55.206d) by γ, and we substitute γγ̄ “ 1´ |δ|2 and γβ “ αδ ´ 1. What we get is

αp1´ |δ|2q ` pαδ ´ 1qδ̄ “ 0. (55.207)

If you develop the products, you see some simplifications and you remain with δ “ ᾱ.
Now we substitute δ “ ᾱ in (55.206d) again. We obtain

αpγ̄ ` βq “ 0. (55.208)EQooNOVWooYSTXqJEQooNOVWooYSTXqJ

There are two possibilities: α “ 0 or α ‰ 0.
(1) If α ‰ 0 In that case the equality (55.208) produces γ “ ´β̄ and the result is proved.
(2) If α “ 0 The system (55.206) reduces to

$
’&
’%

γβ “ ´1SUBEQooVCDOooTGejzi (55.209a)
|β|2 “ 1 (55.209b)
|γ|2 “ 1.SUBEQooWJJMooItqDsi (55.209c)

There exist θ P R such that β “ eiθ. The equation (55.209a) then shows that γ “ ´e´iθ.
The condition (55.209c) is automatically satisfied. At the end we have the matrix

U “
ˆ

0 β

´β̄ 0

˙
. (55.210)

55.14.1 SUp2q as compact group
PROPooGLPQooKOfrjl

Proposition 55.33.
The group SUp2q is compact.

Proof. The proposition 55.32 show that SUp2q is contained in a bounded subset of R8, and it is
clear that SUp2q is closed in R8 because it is defined by equalities.
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55.14.2 Pauli matrices

We denote by V the set of the hermitian traceless matrices. These are the elements u PMp2,Cq
such that

u: “ u (55.211a)
Trpuq “ 0. (55.211b)

This is not the Lie algebra sup2q because the elements of sup2q are anti-hermitian 11. This set V is
a vector space over R, but not over the field C because if u P V , then piuq: “ ´iu: “ ´iu ‰ iu.

DEFooRNTDooTVkPtB

Definition 55.34.
We consider the following matrices:

σ0 “
ˆ

1 0
0 1

˙
σ1 “

ˆ
0 1
1 0

˙
, σ2 “

ˆ
0 ´i
i 0

˙
, σ3 “

ˆ
1 0
0 ´1

˙
. (55.212)

The Pauli matrices are the matrices σ1, σ2 and σ3.

The matrix σ0 “ Id is introduced for later use.
For the sake of notations, we write σ the vector of V 3 given by σ “ pσ1, σ2, σ3q. This allows us

to write combinations like
a·σ “ a1σ1 ` a2σ2 ` a3σ3 (55.213)EQooXNRGooZaRQoZEQooXNRGooZaRQoZ

when a P R3. It must be noticed however that the notation «a·σ» is not a scalar product. In
particular, the formula (55.213) depends on the chosen basis tσiu of V and teiu on R3.

LEMooZNCQooLgoReX

Lemma 55.35.
The Pauli matrice form a basis 12 of the real vector space V of hermitian traceless matrices.

Proof. An element of V is a matrice of the form

u “
ˆ
a b
c d

˙
(55.214)

with a, b, c, d P C. The condition u “ u: imposes the relations a “ ā, d “ d̄ and c “ b̄, so that

u “
ˆ
x z
z̄ y

˙
. (55.215)

The trace condition imposes x “ ´y. Finally a general element of V has the form

u “
ˆ
x z
z̄ ´x

˙
(55.216)

with x P R and z P C. We have:

u “ ´ Impzqσ1 ` Repzqσ2 ` xσ3. (55.217)

This proves that tσiui“1,2,3 spans V .
We still have to prove that tσiui“1,2,3 is free. For that, consider a, b, c P R such that aσ1 `

bσ2 ` cσ3 “ 0: ˆ
c a´ bi

a` bi ´c
˙
“
ˆ

0 0
0 0

˙
. (55.218)

We immediately deduce c “ 0, a` bi “ 0 and a´ bi “ 0. Thus a “ b “ c “ 0.

11. Proposition 55.56.
12. Definition 4.5.
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Notice that the hermitian matrices do not form a vector space overC because, if X is hermitian,

pλXq: “ λ̄X: “ λ̄X ‰ λX. (55.219)

Lemma 55.36.
The matrices iσk are unitary.

Proof. A simple computation show that σ2
k “ 1 and σ:

k “ σk, so that

piσkqpiσkq: “ piσkqp´iσkq “ σ2
k “ 1. (55.220)

55.14.2.1 Some relations
LEMooIBJMooTYnooZ

Lemma 55.37.
For every i, j “ 1, 2, 3 we have the formula

σiσj “ δij1` i
ÿ

m

ϵijmσm. (55.221)

In particular σ2
i “ 1.

Proof. Explicit matricial computation.

LEMooJRWXooMkzRnk

Lemma 55.38.
We have the commutator 13

rσi, σjs “ 2i
ÿ

k

ϵijkσk. (55.222)

Proof. This is a computation using the lemma 55.37:

rσi, σjs “ δij1`
ÿ

k

iϵijkσk ´ δji1´
ÿ

k

iϵjikσk “ 2i
ÿ

k

ϵijkσk (55.223)

where we used the fact that ϵjik “ ´ϵijk.
LEMooLNCSooPHsVut

Lemma 55.39.
If a, b P R3 we have

pa·σqpb·σq “ pa· bq1` ipaˆ bq·σ. (55.224)

Proof. We use lemme 55.37:

pa· bqpb·σq “ `ÿ

i

aiσi
˘p
ÿ

j

bjσjq (55.225a)

“
ÿ

ij

aibjσσj (55.225b)

“
ÿ

ij

aibjpδij1`
ÿ

m

iϵijmσmq (55.225c)

Then we use the property
ř
kl akblϵklm “ paˆ bqm.

13. We are adult here; I believe you will not confuse the i of the index and the i of the imaginary numbers.
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55.14.2.2 Isomorphism with R3

The following lemme does not aims to provide a norm on V . The norm on V is already the
operator norm:

}X} “ sup
|z|“1

|Xz| (55.226)

where z P C and X P V . This is not something new.
In the same perspective, the elements of SUp2q are normed to 1 because, if U P SUp2q,

}U}SUp2q “ sup
|z|“1

|Uz| “ supxUz, Uzy “ sup
|z“1|

xU :Uz, zy “ sup
|z|“1

xz, zy “ 1. (55.227)

LEMooRFBTooIRDbEq

Lemma 55.40.
The map

ϕ : R3 Ñ V

a ÞÑ a·σ
(55.228)

is a vector space isomorphism and satisfies

det
`
ϕpxq˘ “ ´}x}2. (55.229)

Proof. Some immediate facts:
— ϕ is linear,
— ϕ is bijective because tσiui“1,2,3 is a basis (lemme 55.35).
— Thus ϕ is a vector space isomorphism.

The formula det
`
ϕpxq˘ “ ´}x}2 is a computation:

det
`
ϕpxq˘ “ det

ˆ
x3 x1 ´ ix2

x1 ` ix2 ´x3

˙
(55.230a)

“ ´x2
3 ´ px1 ´ ix2qpx1 ` ix2q (55.230b)

“ ´px2
1 ` x2

2 ` x2
3q (55.230c)

“ ´}x}2. (55.230d)

Some more properties about the Pauli matrices and the map ϕ.

Proposition 55.41 ([867]).
Let x, y P R3. We have

ITEMooDDRNooGZASBN

(1) rσi, σjs “ 2i
ř
k ϵijkσk. ITEMooXORKooXFwQhR

(2) ϕpxˆ yq “ 1
2i rϕpxq, ϕpyqs. ITEMooREMBooLPVnxz

(3) Tr
`
ϕpxqϕpyq˘ “ 2x· y.

Proof. Several points.

(1) Formula (1) We use the product formula of lemma 55.37:

rσi, σjs “ σiσj ´ σjσi “ δij Id`i
ÿ

k

ϵijkσk ´ δij Id´i
ÿ

k

ϵjikσk. (55.231)

Using the fact that ϵijk “ ´ϵjik we get the result.
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(2) Formula (2) We have

rϕpxq, ϕpyqs “ rx·σ, y·σs “
ÿ

ij

xiyjrσi, σjs. (55.232)

Substituting the first result and using the formula
ř
ij xiyjϵijk “ pxˆ yqk 14 we get

rϕpxq, ϕpyqs “
ÿ

ijk

xiyj2iϵijkσk “ 2i
ÿ

k

pxˆ yqkσk “ 2ipxˆ yq·σ “ 2iϕpxˆ yq. (55.233)

(3) Formula (3) Using formula of lemma 55.39,

Tr
`
ϕpxqϕpyq˘ “ Tr

`px·σqpy·σq˘ (55.234a)
“
ÿ

i

“px·σqpy·σq‰
ii

(55.234b)

“ Tr
`px· yq12 ` ipxˆ yq·σ

˘
(55.234c)SUBEQooRJKRooNrLhhVSUBEQooRJKRooNrLhhV

“ px· yqTrp12q (55.234d)
“ 2px· yq. (55.234e)

We used the fact that the Pauli matrice have vanishing trace, so that the second term in
(55.234c) is zero.

55.14.2.3 Path connection
PROPooLEKXooSXPhRX

Proposition 55.42.
The Lie groups SOp3q and SUp2q are path connected.

Proof. Particular cases of theorem 13.4 and proposition 13.6.

55.14.2.4 One representation

We still consider V , the real vector space of hermitian matrices with vanishing trace. Thanks
to the lemma 55.40 we define the following norm on V :

}X} “ }ϕ´1pXq}R3 “ ´detpXq. (55.235)

For the sake of notational convenience in the proof of the next proposition, we introduce the
maps L and R.

LEMooQVYXooQFNaGc

Lemma 55.43.
The maps

L : GLpV q Ñ End
`

EndpV q˘

LpAqX “ AX
(55.236)

and
R : GLpV q Ñ End

`
EndpV q˘

RpAqX “ XA
(55.237)

are continuous.

Proof. We prove our statement for L. Let Ak
EndpV qÝÑ A. We want to prove that

}LpAkq ´ LpAq}End
`

EndpV q
˘ Ñ 0. (55.238)

14. Definition 11.25.
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Using the definition of the operator norm 15, and the fact that it is an algebra norm (lemme 11.61),

}LpAkq ´ LpAq} “ sup
XPEndpV q

}LpAkqX ´ LpAqX}
}X} (55.239a)

“ sup
XPEndpV q

}pAk ´AqX}EndpV q
}X} (55.239b)

ď sup
XPEndpV q

}Ak ´A} (55.239c)

Ñ 0. (55.239d)

Thus L is continuous by proposition 7.242.
PROPooRQUZooAoZzwx

Proposition 55.44.
We still consider V , the real vector space of hermitian matrices 16 with vanishing trace. Let

ρ : SUp2q Ñ EndpV q
ρpUqX “ UXU :.

(55.240)

Then ITEMooLZBSooZUQGgJ

(1) The map ρ is well defined: ρpUqX P V for every U P SUp2q and X P V .
(2) The map ρ is a representation of SUp2q on V by isometries,

ITEMooBZUQooNXNVfs

(3) for each U the map ρpUq : V Ñ V is continuous,
ITEMooGHZYooQuabWb

(4) the map ρ : SUp2q Ñ End
`

EndpV q˘ is continuous.

Proof. Let us prove that ρpUqX P V . First, using the properties of lemma 55.13,

pUXU :q: “ pU :q:X:U : “ UXU :. (55.241)

Then, with the cyclic invariance of the trace (lemma 4.64),

TrpUXU :q “ TrpU :UXq “ TrpXq “ 0. (55.242)

So UXU´1 “ UXU : P V .
The fact that ρpUq is linear is a small computation. It is a representation because

ρpU1qρpU2qX “ ρpU1qU2XU
:
2 “ U1U2XU

:
2U

:
1 “ ρpU1U2qX. (55.243)

For the isometry part, the determinant being multiplicative (proposition 9.246),

}UXU :} “ ´detpUXU :q “ ´detpUqdetpXqdetpU :q “ ´|detpUq| detpXq. (55.244)

Since U P SUp2q we have | detpUq| “ 1 and then }ρpUqX} “ }X}.
The last point to check is the continuity of ρ : SUp2q Ñ EndpV q. With the notations of lemma

55.43 we have ρpUq “ LpUq ˝ RpU :q while LpUq and RpUq are continuous 17. This is point (3) of
continuity.

The point (4) of the continuity statement is more subtle. It is done in proposition 12.110.

15. Definition 11.51.
16. Definition 55.11.
17. They are matrix multiplication.
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55.14.3 Link with SOp3q
PROPooGEHAooPCReoU

Proposition 55.45 ([811]).
The map

f : SUp2q Ñ SOp3q
U ÞÑ ϕ´1 ˝ ρpUq ˝ ϕ (55.245)EQooSOZTooTIkONxEQooSOZTooTIkONx

where
ϕ : R3 Ñ V

x ÞÑ xx, σy (55.246)

is
(1) continuous,
(2) a group homomorphism,

ITEMooZSSHooDUCqSQ

(3) surjective,
(4) kerpfq “ t˘1u.

Proof. Several points.
(1) Continuous We know from proposition 55.44 that U ÞÑ ρpUq is continuous. The inequality

}ϕ´1 ˝ ρpUkq ˝ ϕ´ ϕ´1 ˝ ρpUq ˝ ϕ} ď }ϕ´1}}ϕpUkq ´ ρpUq}}ϕ} (55.247)

shows that f is continuous too.
(2) Group homomorphism Let U1, U2 P SUp2q and x P R3. We have

fpU1U2qx “ ϕ´1`U1U2ϕpxqU´1
2 U´1

1
˘

(55.248a)

“ ϕ´1
´
ρpU1q

`
U2ϕpxqU´1

2
˘¯

(55.248b)

“ ϕ´1`ρpU1q ˝ ρpU2qϕpxq
˘

(55.248c)
“ `

ϕ´1 ˝ ρpU1q ˝ ρpU2q ˝ ϕ
˘pxq. (55.248d)

We can suppress the dependency on x and continue:

fpU1U2q “ ϕ´1 ˝ ρpU1q ˝ ρpU2q ˝ ϕ (55.249a)
“ ϕ´1 ˝ ρpU1q ˝ ϕ ˝ ϕ´1 ˝ ρpU2q ˝ ϕ (55.249b)
“ fpU1q ˝ fpU2q. (55.249c)

Since ρpIdq “ Id we also have fpIdq “ Id. Thus f is a group homomorphism.
(3) Surjective Elements of SOp3q are compositions of two reflexions by corollary 18.89. A

generic element of SOp3q has the form ST where S and T are reflexions. They have the form

S : R3 Ñ R3

x ÞÑ x´ 2px·n1qn1
(55.250)

and
T : R3 Ñ R3

x ÞÑ x´ 2px·n2qn2
(55.251)

with }n1} “ }n2} “ 1.
Let M “ ϕpn1q “ n1 ·σ and Q “ ϕpn2q “ n2 ·σ. We will prove that MQ P SUp2q and
fpMQq “ S ˝ T .

(3a) M2 “ 1 We have

M2 “ pn1 ·n1q12 ` ipn1 ˆ n1q·σ “ 12. (55.252)
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(3b) detpMq “ ´1 We know from lemma 55.40 that detpMq “ det
`
ϕpn1q

˘ “ ´}n1}2 “ ´1.
(3c) MQ P SUp2q First, detpMQq “ detpMqdetpQq “ ´1. Second, since M and Q are

hermitian, pMQq: “ Q:M : “ QM and then

pMQq:pMQq “ QMMQ “ 12 (55.253)

because M2 “ Q2 “ 1.
(3d) ϕpSxq “ ´MϕpxqM Let x P R3. We have EQooSHKEooAhOxfH

ϕpSxq “ ϕ
`
x´ 2px·n1qn1

˘
(55.254a)

“ ϕpxq ´ 2px·n1qϕpn1q (55.254b)
“ ϕpxq ´ 2px·n1qM. (55.254c)

Using the formula pa·σqpb·σq “ pa· bq1` ipaˆ bq·σ we have

ϕpxqM “ ϕpxqϕpn1q “ px·n1q1` ipxˆ n1q·σ (55.255)

and
Mϕpxq “ pn1 ·σqpx·σq “ pn1 ·xq1` ipn1 ˆ xq·σ, (55.256)

si that
ϕpxqM `Mϕpxq “ 2px·n1q1. (55.257)

Multiplying that by M and using M2 “ 1 we deduce

ϕpxq “ 2px·n1qM ´MϕpxqM. (55.258)

Now we substitute that into (55.254) in order to see that

ϕpSxq “ ´MϕpxqM. (55.259)

(3e) Conclusion (surjective) We can now compute the action of fpMQq on x P R3:

fpMQqx “ `
ϕ´1 ˝ ρpMQq ˝ ϕ˘x (55.260a)

“ ϕ´1`MQϕpxqQM˘
(55.260b)

“ ϕ´1`MϕpTxqM˘
(55.260c)

“ ϕ´1`ϕpSTxq˘ (55.260d)
“ STx. (55.260e)

So we have fpMQq “ ST and f is surjective.
(4) Kernel A less technological proof will be given for fun in the lemma 55.101. Let U P SUp2q

be such that fpUq “ 13 P SOp3q. For every x P R3 we have x “ fpUqx while

fpUqx “ ϕ´1`UϕpxqU´1˘. (55.261)

We conclude that UϕpxqU´1 “ ϕpxq for every x P R3. Since f is surjective on the vector
space V of hermitian matrices with vanishing trace, we have

UXU : “ X (55.262)

for every X P V . In particular UX “ XU . Since the matricial product is continuous, we can
commute U and the infinite sum and get

U
8ÿ

k“0

piXqk
k! “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0

UpiXqk
k! “ lim

NÑ8

Nÿ

k“0

piXqkU
k! “ eiXU. (55.263)

So we have rU, eiXs “ 0 for every X P V . Since proposition 55.24 says that every element
of SUp2q is the exponential of an element in V the element U is in the center of SUp2q. The
center of SUp2q is t˘ Idu by the proposition 55.25.
Until now we have kerpfq Ă tId,´ Idu. It is a simple verification to check that tId,´ Idu are
in the kernel of f . We conclude that kerpfq “ t˘12u.
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PROPooDKPTooBnLflt

Proposition 55.46.
We have the group isomorphism

SOp3q “ SUp2q
Z2

. (55.264)

Proof. We use the first isomorphism theorem 2.6 with θ being the map f : SUp2q Ñ SOp3q defined
by the proposition 55.45. It says that

SUp2q
kerpfq “ Imagepfq. (55.265)

The known properties of f are that kerpfq “ Z2 and Imagepfq “ SOp3q. This is the expected
result.

LEMooSYGUooVWxGYX

Lemma 55.47.
The images of the unitary matrices iσk by f are

fpiσ1q “
¨
˝

1
´1

´1

˛
‚, fpiσ2q “

¨
˝
´1

1
´1

˛
‚, fpiσ3q “

¨
˝
´1

´1
1

˛
‚. (55.266)

Proof. We know that

ϕpxq “
ˆ

x3 x1 ´ ix2
x1 ` ix2 ´x3

˙
. (55.267)

We have

piσ1qϕpxqpiσ1q: “ σ1ϕpxqσ1 “
ˆ ´x3 x1 ` ix2
x1 ´ ix2 x3

˙
“ ϕ

¨
˝
x1
´x2
´x3

˛
‚. (55.268)

This shows that

fpiσ1q “
¨
˝
x1
´x2
´x3

˛
‚, (55.269)

so that the matrix of iσ1 is

fpiσ1q “
¨
˝

1
´1

´1

˛
‚. (55.270)

The same kind of computations provide the result.

Proposition 55.48.
Let f : SUp2q Ñ SOp3q be the map of the proposition 55.45:

f : SUp2q Ñ SOp3q
fpUq “ ϕ´1 ˝ ρpUq ˝ ϕ. (55.271)

There exist no group homomorphism g : SOp3q Ñ SUp2q such that f ˝ g “ Id.

Proof. Let g be such an homomorphism and let’s derive a contradiction. Since g is an homomor-
phism it satisfies gp13q “ 12. Let

Tx “
¨
˝

1 0 0
0 ´1 0
0 0 ´1

˛
‚P SOp3q. (55.272)
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The map f is surjective, so there exist U P SUp2q such that fpUq “ Tx. From lemma 55.47 we
have

fpiσ1q “ fp´iσ1q “ Tx. (55.273)

Thus gpTxq “ iσ1 or gpTxq “ ´iσ1. In both cases we have a contradiction. Indeed, since T 2
x “ 1

and gpT 2
x q “ gpTxq2 we must have gpTxq2 “ 1 while

piσ1q2 “ p´iσ1q2 “ 1. (55.274)

LEMooRCSSooTvAaJY

Lemma 55.49.
Let α0 P SOp3q and U P SUp2q such that fpUq “ α0. There exists a neighborhood O of α0 in SUp2q
such that

f´1pOq “ V1 Y V2 (55.275)

where V1 is a neighborhood of U , V2 is a neighborhood of ´U1 and V1 X V2 “ H.

Proof. We know that fpUq “ fp´Uq “ α0. Let W1 be a neighborhood of U and W2 be a
neighborhood of ´U such that W1 XW2 “ H.

The part ´W2 is a neighborhood of U . we consider V1, a neighborhood of U contained in
W1 X´W2. Then we set V2 “ ´V1. This is a neighborhood of ´U contained in W2.

Thus we have V1 X V2 “ H and fpV1q “ fpV2q is a neighborhood of α0. It remains to define
O “ fpV1q.

PROPooHQENooUsQeiZ

Proposition 55.50.
Let U P SUp2q be such that

UX “ XU (55.276)

for every X P V . Then U P t1,´1u.

Proof. The proof is a simple computation. Let a, b, c, d P C such that U “
ˆ
a b
c d

˙
. We have

Uσ1 “
ˆ
a b
c d

˙ˆ
0 1
1 0

˙
“
ˆ
b a
d c

˙
(55.277)

while
σ1U “

ˆ
c d
a b

˙
. (55.278)

We deduce b “ c and a “ d and U “
ˆ
a b
b a

˙
. Taking that into account, the same work with σ2

provides

Uσ2 “
ˆ
bi ´ia
ia ´ib

˙
(55.279)

and
σ2U “

ˆ´bi ´ia
ia bi

˙
, (55.280)

so that b “ 0. Now U “
ˆ
a 0
0 a

˙
for some a P C.

The constrain Uσ3 “ σ3U does not provide new informations.
Since U P SUp2q we have detpUq “ 1 which implies a2 “ 1, which in turn means a “ ˘1.

LEMooBHVBooEPbWwZ

Lemma 55.51 ([1]).
Let Uk P SUp2q such that

(1) ρUk

EndpV qÝÑ IdV
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(2) there exists a neighborhood of ´1 in SUp2q which contains no element Uk.

Then we have Uk
SUp2qÝÑ 1.

Proof. Let Ak be a converging subsequence of Uk (we will see later that it exists) with Ak
SUp2qÝÑ A.

For each X P V we have AkXA´1
k

SUp2qÝÑ X, so that

}AkX ´XAk} “ }AkXA´1
k Ak ´XAk} (55.281a)

ď }AkXA´1
k ´X}}Ak} (55.281b)

ď }AkXA´1
k ´X}M Ñ 0 (55.281c)

where M is some constant majoration of }Ak}. Thus we have AkX ´XAk Ñ 0 which means

XA “ AX. (55.282)

If it is true for everyX, we conclude that A “ ˘1 (proposition 55.50). Since there is a neighborhood
of ´1 in which there are no elements Uk, we cannot have Ak Ñ ´1, so we have A “ 1.

Now Uk is a sequence in the compact SUp2q (proposition 55.33), so that every subsequence has
a converging subsequence 18. We are in the case of the lemma 7.63 and we conclude Uk

SUp2qÝÑ 1.
LEMooMNWSooAjmBQK

Lemma 55.52 ([1]).
Let U P SUp2q. We consider the linear map 19

ρU : V Ñ V

v ÞÑ UvU´1.
(55.283)

Then }ρU} ď 1.

Proof. By definition, the norme of ρU : V Ñ V is

}ρU} “ sup
}v}“1

}ρUv} “ sup
}v}“1

}UvU´1}. (55.284)

In the last expression, the norms are in EndpC2q because U and v are both 2ˆ2 complex matrices.
The operator norm is an algebra norm 20, so that

}UvU´1} ď }U}}U´1}}v} “ }v} (55.285)

because the éléments of SUp2q are normed to 1. Thus

}ρ1} ď sup
}v}“1

}v} “ 1. (55.286)

LEMooHPQQooIGwljm

Lemma 55.53.
Let Uk be a sequence in SUp2q and U P SUp2q such that

(1) ρUk

EndpV qÝÑ ρU

(2) there exists a neighborhood 21 of ´A in SUp2q which contains no element Uk.

Then we have Uk
SUp2qÝÑ U .

Proof. Several steps.

18. Bolzano-Weierstrass 10.40.
19. See proposition 55.44.
20. Lemma 11.61.
21. Ultimately, the topological properties of SUp2q are given by its analytic structure defined in the proposition

55.26.
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(1) ρU´1
k
U Ñ Id We start by proving that ρU´1

k
U Ñ Id. For each v P V we have

}ρU´1
k
Uv ´ v} “ }ρU´1

k

`
ρUv ´ ρUk

v
˘} ď }ρU´1

k
}ρUv ´ ρUk

v}} (55.287)

Thus we have

}ρU´1
k
U ´ Id } “ sup

}v}“1
}ρU´1

k
Uv ´ v} (55.288a)

ď }ρU´1
k
} sup

}v}“1
}ρUv ´ ρUk

v} (55.288b)

“ }ρUk
}}ρu ´ ρUk

} (55.288c)
ď }ρU ´ ρUk

}. (55.288d)

We used lemme 55.52. In conclusion,

}ρU´1
k
U ´ Id } ď }ρU ´ ρUk

} Ñ 0. (55.289)

(2) No neighborhood of ´1 We prove that there exists a neighborhood of ´1 which contains
no elements of the sequence U´1

k U . Suppose that each neighborhood of ´1 contains one of
the U´1

k U . At this point we have a subsequence pBkq of pUkq such that

B´1
k U Ñ ´1. (55.290)

Since the multiplication and the inverse are continuous operations 22 we also have

B´1
k Ñ ´U´1 (55.291)

and
Bk Ñ ´U. (55.292)

This prove that for every neighborhood of ´U we have a Bk and then a Uk, which is a
contradiction with the hypothesis.

(3) Conclusion The sequence U´1
k U satisfies the lemma 55.51 and we conclude U´1

k U Ñ 1.
Thus Uk Ñ U .

PROPooHCVZooMOSzTm

Proposition 55.54 ([811, 1]).
Let α0 P SOp3q and O be a neighborhood of α0 such that f´1pOq “ V1 Y V2 with V1 X V2 “ H 23.

The map
φ : O Ñ SUp2q

α ÞÑ f´1pαq X V1
(55.293)

is continuous.

Proof. Let σk
SOp3qÝÑ α with αk P O. We have to prove that φpαkq SUp2qÝÑ φpαq.

(1) General setting First we suppose that αk converges to the identity. For each k we have

f
`
φpαkq

˘ “ αk, (55.294)

with the map (55.245). That means, for each k:

ϕ´1 ˝ ρφpαkq ˝ ϕ “ αk, (55.295)

or
ρφpαkq “ φ ˝ αk ˝ ϕ´1 (55.296)

as operator on V .
22. The group SUp2q is a Lie group, proposition 55.26(1).
23. Such choice is possible by the lemma 55.49.
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(2) Norm convergence We have the following computation:

}ρφpαkq ´ ρφpαq}EndpV q “ }ϕ ˝ αk ˝ ϕ´1 ´ ϕ ˝ α ˝ ϕ´1} (55.297a)
“ }ϕ ˝ pαk ´ αq ˝ ϕ´1} (55.297b)
ď }ϕ}}αk ´ α}}ϕ´1} Ñ 0. (55.297c)

This shows that
ρφpαkq Ñ ρφpαq. (55.298)EQooCEFUooTCocziEQooCEFUooTCoczi

(3) Conclusion
The sequence Uk “ φpαkq and the element U “ φpαq satisfy the lemma 55.53, so that
φpαkq Ñ φpαq.

Proposition 55.55.
The map f : SUp2q Ñ SOp3q is a representation of SUp2q on R3, but is not faithful 24.

Proof. The function f is written as

fpUq “ ϕ´1 ˝ ρU ˝ ϕ. (55.299)

On the other hand, we have

ρU1U2v “ U1U2vpU1U2q´1 “ U1U2vU
´1
2 U´1

1 “ pρU1 ˝ ρU2qv. (55.300)

Thus
fpU1U2q “ ϕ´1 ˝ ρU1 ˝ ρU2 ˝ ϕ “ ϕ´1ρU1ϕlooomooon

fpU1q
phi´1ρU2ϕlooooomooooon

fpU2q
“ fpU1q ˝ fpU2q. (55.301)

Thus f is a representation.
It is not faithful because fp1q “ fp´1q “ Id.

55.14.4 The Lie algebras sup2q and sop3q
PROPooSERWooFtxBgV

Proposition 55.56.
The Lie algebra supnq of SUpnq is isomorphic to the algebra of traceless anti-hermitian matrices 25.

supnq “ tX P glp2,Cq tel que X: “ ´X,TrpXq “ 0u. (55.302)

Proof. Let consider G “ SUpnq; the elements are complexes nˆ n matrices U such that UU : “ 1
and detU “ 1. An element of the Lie algebra is given by a path u : R Ñ G in the group with
up0q “ 1. Since SUpnq is a Lie subgroup of GLpn,Cq 26, by the proposition 53.16, it is sufficient
to compute the usual derivative of such a path. Since for all t, uptquptq: “ 1,

0 “ d

dt

”
uptquptq:

ı
t“0

(55.303a)

“ up0q d
dt

”
uptq:

ı
t“0
` d

dt

”
uptq

ı
t“0

up0q: (55.303b)

“ rdtuptqs: ` rdtuptqs. (55.303c)

So a general element of the Lie algebra supnq is an anti-hermitian matrix.
An element of SUpnq has also a determinant equal to 1. What condition does it implies on the

elements of the Lie algebra?

24. Définition 50.7.
25. See the definitions 53.5 and 49.35.
26. Proposition 55.26(1).
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Let X be an element of sup2q. For each t, the element etX is part of the Lie group and satisfy
detpetXq “ 1. Using the formula 27

d

dt

”
detpetXq

ı
t“0

“ TrpXq (55.304)

we deduce TrpXq “ 0.
An other way to prove the same result is to consider a path in SUpnq and derive; let’s do it. If

gptq is a path in SUpnq with gp0q “ 1. For each t we have det
`
gptq˘ “ 1.

Using the formula expression the determinant with the minors,

det

¨
˚̋
g11ptq g12ptq . . .
f21ptq g22ptq . . .

...
... . . .

˛
‹‚“ g11ptqM11ptq ` g12ptqM12ptq ` . . . “ 1 (55.305)

where Mij is the minor of g. If we derive the left hand side we get

g1
11p0qM11p0q ` g11p0qM 1

11p0q ` g1
12p0qM12p0q ` g12p0qM 1

12p0q ` . . . (55.306)

where the numbers g1
ijp0q are the matrix entries of the tangent matrix, that is the matrix elements

of a general element in supnq. Since gp0q “ 1 we have M11p0q “ 1, g11p0q “ 1, M12p0q “ 0 and
g12p0q “ 0. Thus we have

pdet gq1p0q “ X11 `M 1
11p0q (55.307)

where X “ g1p0q. By induction we found that the trace of X appears. Thus the elements of supnq
have vanishing trace.

55.57.
The space V spanned by the matrices σi is not sup2q.

PROPooDNNEooMOdrkq

Proposition 55.58.
The Lie algebra sopnq is the vector space of antisymmetric matrices.

Proof. As said in the proposition 53.16, the Lie algebra sopnq can be seen as SOpnq1, the Lie algebra
of the matrices obtained by componentwise derivate paths in SOpnq.

(1) Inclusion in one sense So let be a path g : RÑ SOpnq. For each t we have the equality

gptqgptqt “ 1. (55.308)

We differentiate that equation with respect to t at t “ 0 taking into account gp0q “ 1:

g1p0q ` g1p0qt “ 0. (55.309)

This shows that the matrices of the Lie algebra sopnq are skew-symmetric.
(2) Inclusion in the other sense Now we prove that every skew-symmetric matrix is of the

form γ1p0q for some path γ : R Ñ SOpnq. Let X be a skew-symmetric matrix. We consider
the path

γptq “ etX (55.310)

defined in the proposition 11.283. We have to prove that γptq P SOp3q for every t (at least
in a neighborhood of t “ 0) and that γp0q “ 1.
(2a) γp0q “ 1 This is the proposition 15.68(1).

27. Corollary 13.24.
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(2b) γptq is orhogonal By proposition 15.68(3) we know that

petXqt “ etX
t
. (55.311)

Since X is skew-symmetric we also have rX,Xts “ 0, because

pXXtqij “
ÿ

k

XikX
t
kj “

ÿ

k

XikXjk (55.312)

while
pXtXqij “

ÿ

k

Xt
ikXkj “

ÿ

k

XkiXkj “
ÿ

k

XikXjk. (55.313)

The last equality accounts the fact that X is skew-symmetric. Since X and Xt commute
we can use the theorem 15.72:

etXpetXqt “ etXetX
t “ etpX`Xtq “ e0 “ 1. (55.314)

(2c) γptq is special We prove that det
`
γptq˘ “ 1. The proposition 13.23 provides

detpetXq “ eTrptXq “ e0 “ 1. (55.315)

By the way, these equalities are equalities in R, not equalities on GLpn,Rq.
(2d) Pause We finished to prove that γptq P SOpnq for every t P R. We still have to prove

that γ1p0q “ X.
(2e) γ1p0q “ X This is from proposition 15.71 :

d

dt

”
etX

ı
t“0

“ X. (55.316)

55.59.
Notice that antisymmetric matrices are automatically with vanishing trace.

PROPooHOOLooOrcquD

Proposition 55.60.
Two Lie algebras. ITEMooFSTMooGSjovL

(1) The Lie algebra of Upnq is the set upnq of anti-hermitian matrices.
ITEMooYEFMooRmGmlF

(2) The Lie algebra of SUpnq is the set supnq of anti-hermitian matrices with vanishing trace 28.
ITEMooXXTRooQZzCfs

(3) A basis of sup2q is given by the matrices tk “ ´iσk where σk are the Pauli matrices 29, that
is

t1 “ iσ1 “
ˆ

0 i
i 0

˙
t2 “ iσ2 “

ˆ
0 1
´1 0

˙
t3 “ iσ3 “

ˆ
i 0
0 ´i

˙
. (55.317)

(4) The commutation relations in sup2q are

rti, tjs “ 2
ÿ

k

ϵijktk. (55.318)EQooFJIDooRtQGjAEQooFJIDooRtQGjA

Proof. The point (1) is the same kind of proof that the one of proposition 55.58; the only difference
is that one starts with gptqgptq: “ 1. Then one use eX: “ peXq:.

The point (2), is already proved in the proposition 55.56.
For the point (3), an explicit computation shows that the matrices tk belong to sup2q and are

linearly independent. Now there are two ways to proceed.

28. Just to be clear: as set this is the skew-hermitian matrices. As vector space, this is a real vector space. The
fact to be skew-hermitian is not preserved by a multiplication by i.

29. Definition 55.34.
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One way is to prove that sup2q has dimension 3. For that, you can write down an explicit
manifold structure on SUp2q and show that it is a manifold of dimension 3. Then the Lie algebra
has the same dimension.

An other way is to make it by hand. We consider a matrix
ˆ
a c
d b

˙
PMpC, 2q. The fact to be

traceless imposes a “ ´b. Then we have
ˆ
a c
d ´a

˙:
“
ˆ
ā d̄
c̄ ´ā

˙
. (55.319)

The condition to be skew-hermitian is
ˆ
a c
d ´a

˙
“ ´

ˆ
ā d̄
c̄ ´ā

˙
. (55.320)

That provide the constrains that a is purely imaginary and that, if c “ x` iy, then d “ ´x` iy.
Thus a generic matrix in sup2q is given by
ˆ

λi x` iy
´x` iy ´λi

˙
“ λ

ˆ
i 0
0 ´i

˙
` x

ˆ
0 1
´1 0

˙
` y

ˆ
0 i
i 0

˙
“ xpiσ2q ` ypiσ1q ` λpiσ3q. (55.321)

with x, y, λ P R. That shows that tiσku is a basis of sup2q. In the same time this is a proof a proof
that sup2q has dimension 3.

The lemma 55.38 provides the commutators for the Pauli matrices. We can adapt them for
our basis of sup2q:

rti, tjs “ riσi, iσjs “ ´rσi, σjs “ ´2i
ÿ

k

ϵijkσk “ 2
ÿ

k

ϵijktk. (55.322)

Proposition 55.61.
The Lie algebras sup2q and sop3q are isomorphic.

Proof. The propositions 55.58 and 55.60 provide a description of sup2q and sop3q. The easiest way
to prove the isomorphism is to show an explicit isomorphism. A basis of sop3q is

O1 “
¨
˝

0 0 0
0 0 1
0 ´1 0

˛
‚, O2 “

¨
˝

0 0 1
0 0 0
´1 0 0

˛
‚, O3 “

¨
˝

0 1 0
´1 0 0
0 0 0

˛
‚. (55.323)

These matrices satisfy
rOi, Ojs “

ÿ

k

ϵijkOk. (55.324)EQooWJMUooOtFAkWEQooWJMUooOtFAkW

A basis of sup2q is given by tk “ iσk. Our isomorphism is

φ : sop3q Ñ sup2q
Oi ÞÑ ´ iσk2 .

(55.325)

The fact that φ is a bijection derives from the fact that it maps a basis on a basis. We have to
check that φ is a morphism, that is

“
φpOiq, φpOjq

‰ “ φ
`rOi, Ojs

˘
. (55.326)

This is done by virtue of the commutators (55.324) and of lemma 55.38.



3236 CHAPTER 55. EXAMPLES OF GROUPS AND REPRESENTATIONS

55.14.5 Irreducible representations of slp2,Cq

We are not here to joke or to be funny. We are here to make quantum fields theory. So we
need (among maaaaaany other things) the irreducible representations of the groups SLp2,Cq and
SUp2q. Here is a good news: at the Lie algebra level, these two are more or less related by the
lemma 51.8.

LEMooVEJZooUVNdmE

Lemma 55.62 ([865]).
As sets,

sup2qC “ sup2q bR C “ slp2,Cq “ t
ˆ
α β
γ ´α

˙
tel que α, β, γ P Cu. (55.327)

The first equality is a definition for the notation sup2qC.

Proof. A basis of sup2q is tt1, t2, t3u; so sup2qC “ Ct1 ‘Ct2 ‘Ct3, that is

sup2qC “ t
ˆ

0 ix
ix 0

˙
`
ˆ

0 y
´y 0

˙
`
ˆ
iz 0
0 ´iz

˙
tel que x, y, z P Cu (55.328a)

“ t
ˆ

iz ix` y
ix´ y ´iz

˙1
x, y, z P Cu (55.328b)

“ t
ˆ
α β
γ ´α

˙
tel que α, β, γ P Cu. (55.328c)

In order to determine the Lie algebra slp2,Cq of SLp2,Cq we use the proposition 53.16 to allow
ourself to work at the matrix level. Let g be a smooth path in SLp2,Cq such that gp0q “ 1. A
generic element of slp2,Cq has the form g1p0q. We have

gptq “
ˆ
αptq βptq
γptq δptq

˙
(55.329)

with
αptqδptq ´ γptqβptq “ 1 (55.330)EQooMNXMooVkbfDgEQooMNXMooVkbfDg

for every t. Moreover gp0q “ 1 implies αp0q “ 1, βp0q “ 0, γp0q “ 0 and δp0q “ 1. Now we
differentiate (55.330) with respect to t at t “ 0 :

α1p0qδp0q ` αp0qδ1p0q ´ γ1p0qβp0q ´ γp0qβ1p0q “ 0 (55.331)

which reduces to α1p0q ` δ1p0q “ 0. An element of slp2,Cq is thus of the form
ˆ
a b
c ´a

˙
with

a, b, c P C.

55.63.
Lemma 55.62 speaks about the sets of sup2qC and slp2,Cq. The Lie bracket, in both cases, is the
matrix commutator. As a vector space, one can consider on slp2,Cq a vector space structure on C
or on R. If you want tt1, t2, t3u to be a basis, you have to consider the complex linear combinations.
If you really want real linear combinations, you need a larger basis.

We consider the following basis for slp2,Cq: EQSooORIBooAsgdDp

h3 “
ˆ

1{2 0
0 ´1{2

˙
(55.332a)

h` “
ˆ

0
?

2{2
0 0

˙
(55.332b)

h´ “
ˆ

0 0?
2{2 0

˙
(55.332c)
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They satisfy the commutation relations SUBEQSooXMMVooKtnRXW

rh3, h`s “ h` (55.333a)
rh3, h´s “ ´h´ (55.333b)
rh`, h´s “ h3. (55.333c)

LEMooDGUYooPUkDNr

Lemma 55.64 ([865]).
Let pρ, V q be a representation of slp2,Cq. If Vλ is the eigenspace of the eigenvalue λ P C for ρph3q,
then

ρph`qVλ Ă Vλ`1 (55.334a)
ρph´qVλ Ă Vλ´1 (55.334b)

Proof. Let w P Vλ. We test the eigenvalue of ρph3q on ρpH`qw:

ϕph3qρph`qw “
`rρph3q, ρph`qs ` ρph`qρph3q

˘
(55.335a)

“ ρph`qw ` λρph`qw (55.335b)
“ pλ` 1qρph`qw, (55.335c)

so that ϕph`qw P Vλ`1.
The computation is the same for the other one.

LEMooWXDYooUyijnm

Lemma 55.65.
Let pV, ρq be a finite dimensional representation of slp2,Cq over the complex vector space V . There
exists λ0 P C such that Vλ0 ‰ t0u and ρph`qVλ0 “ t0u.
Proof. A vector w P V belong to Vλ if ρph3qw “ λw, which meas that

`
ρph3q ´ λ Id

˘
w “ 0. The

equation det
`
ρph3q ´ λ Id

˘
has (at least) one solution λ P C. So there exists λ P C such that

Vλ ‰ t0u.
Let λ be such a number and a non vanishing vector w P Vλ.
Now the sequence of elements wk “ ρph`qw satisfy wk P Vλ`k. Since V is finite dimensional

only a finite number of the Vλ`k are different to t0u. The space Vλ on the other hand contains
w ‰ 0. Let k0 be the lowest natural such that Vλ`k0 “ t0u. What we have is Vλ`k0´1 ‰ t0u and
Vλ0`k0 “ t0u.

The proposition is done with λ0 “ λ` k0.
PROPooZCAOooHHGxQk

Proposition 55.66 ([865]).
Let pρ, V q be a finite dimensional complex representation of slp2,Cq. Let λ0 be such that Vλ0 ‰ t0u
and ρph`qVλ0 “ t0u. Let w0 P Vλ0 and

wk “ ρph´qkw0. (55.336)

Then ITEMooBPPFooKdGyqO

(1) wk P Vλ0´k ITEMooHNULooHoTgEa

(2) ρph`qwk “ 1
2kp2λ0 ` 1´ kqwk´1 ITEMooHDAPooClASpy

(3) There exists n P N such that wn ‰ 0 and wn`1 “ 0.
ITEMooJBZFooGqallS

(4) λ0 “ n{2.

Proof. Notice that the existence of λ0 such that Vλ0 ‰ t0u and ρph`qVλ0 ‰ t0u is provided by
lemma 55.65.

(1) For (1) By recursion, using lemma 55.64.
(2) For (2) We’ll have a recursion. Just to be clear here are two facts that are not yet proved:

— The spaces Vλ0`k are one-dimensional.
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— ρph`qwk`1 is a multiple of wk.
We will now prove by recursion that the first fact is true. The second one is, in general, false.
We will see later that it is true when the representation is irreducible.
Ok. So let’s begin our work. For k “ 0 we already have

ρph`qw0 “ 0. (55.337)

Let work out the case of k “ 1.

ρph`qw1 “ ρph`qρph´qw0 (55.338a)
“ ` rρph`q, ρph´qslooooooomooooooon

“ρph3q
`ρph´qρph`q

˘
w0 (55.338b)

“ ρph3qw0 (55.338c)
“ λ0w0. (55.338d)

For the recursion, suppose that ρph`qwk “ fpkqwk´1 for some function f : NÑ C. Then we
compute ρph`qwk`1:

ρph`qwk`1 “ ρph`qρph´qwk “
` rρph`q, ρph´qslooooooomooooooon

“ρph3q
`ρph´qρph`q

˘
wk (55.339a)

“ λ0wk ` fpkqρph´qwk´1 (55.339b)
“ `

λ0 ` fpkq
˘
wk. (55.339c)

This shows that ρph`qwk`1 is a multiple of wk and that the proportionality factor fpkq
satisfy SUBEQSooHGQNooRjMCap

"
fpk ` 1q “ fpkq ` λ0 ´ k (55.340a)
fp1q “ λ0. (55.340b)

The function f is defined by recursion and you see that at each step k, we substrat k and
add λ0. The guess is

fpkq “ kλ0 ´ kpk ´ 1q
2 . (55.341)

Check that this satisfy (55.340).
(3) For (3) The sequence of elements wk P Vλ0´k has to finish on 0 because the space V is

finite dimensional.
(4) For (4) Let n P N such that wn ‰ 0 and wn`1 “ 0. This means fpk ` 1q “ 0. Solving

pn` 1q`λ0 ` 1´ pn` 1q
2

˘ “ 0 (55.342)

we get λ0 “ n{2.

This is quite an achievement because we proved not only that ρph3q has a real eigenvalue, but
that it has an eigenvalue in N{2.

PROPooDAIQooPZVjju

Proposition 55.67.
Let λ0 and w0 be as before. We suppose that the representation is irreducible. Then

V “ Spantρph´qkw0uk“0,...,2λ0 (55.343)

The eigenspaces of ρph3q are one-dimensional.
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Proof. Let W “ Spantρph´qkw0uk“0,...,2λ0 . This space is invariant under ρ because of the defini-
tions and the proposition 55.66:

ρph3qwk “ pλ0 ´ kqwk
ρph`qwk “ 1

2kp2λ0 ` 1´ kqwk´1

ρph´qwk “ wk`1

(55.344)

with the convention that wk`1 could be 0.
Since W is a non trivial invariant subspace, it has to be V . So W “ V .

55.68.
In the proposition 55.66 and 55.67, the vectors wk are more or less enumerated in the reverse order:
the larger k is, the lower is the eigenvalue. That leads to missleading formula like ρph´qvk “ vK`1.
In the following theorem, we make it in the correct order and one has to think vm as being wλ0´m.

Notice that up to now, the results we have collected are «if a representation of slp2,Cq exists».
The next theorem 55.69 will show that a representation exists.

Here is the theorem which provides every irredicible finite-dimensional representations of the
Lie algebra slp2,Cq “ sup2qC.

THOooSRQYooXQDZpT

Theorem 55.69.
Let j P N{2. Let Vj be a complex vector space of dimension 2j ` 1; we label a basis of Vj in the
following way: tvmum“j,j´1,...,´j.

We define the map ρj : slp2,Cq Ñ EndpVjq by

ρjph3qvm “ mvm, (55.345a)

ρjph`qvm “
#

0 if m “ j
1
2pj ´mqpj `m` 1qvm`1 otherwise ,

(55.345b)

ρjph´qvm “
#
vm´1 if m ‰ ´j
0 if m “ ´j. (55.345c)

Two statements.
(1) The map ρj is a representation of slp2,Cq.
(2) Every finite dimensional complex irreducible representation is isomorphic to ρj for some

j P N{2.

Proof. For the first item we have to check the algebra of sup2q given by (55.333). There are three
computations.

We begin to check rρjph3q, ρjph`qs “ ρjph`q. The bracket in the left-hand side is the commu-
tator of operators in EndpV q. We have:

`
ρjph3qρjph`q ´ ρph`qρph3q

˘
vm “ ρjph3q12pj ´mqpj `m` 1qvm`1 ´mρjph`qvm (55.346a)

“ pm` 1q12pj ´mqpj `m` 1qvm`1 (55.346b)

´m1
2pj ´mqpj `m` 1qvm`1 (55.346c)

“ 1
2pj ´mqpj `m` 1qvm`1 (55.346d)

“ ρjph`qvm. (55.346e)

The two other ones are checks with the same kind of computations.
For the second item, we consider an irreducible finite-dimensional representations pρ, V q of

slp2,Cq. Combining the propositions 55.66 and 55.67 we have:
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— A vector w0 P V such that ρph`qw0 “ 0.
— Letting n “ 2λ0 we have n P N,
— we let j “ λ0 (pure notational purpose),
— V “ Spantwk “ ρph´qkw0u,
— wk P Vλ0´k where Vλ is the eigenspace of ρph3q for the eigenvalue λ,
— wk ‰ 0 if and only if k “ 0, . . . , n, so dimpV q “ 2n` 1
— ρph3qwk “ pλ0 ´ kqwk
— ρph`qwk “ 1

2kp2λ0 ` 1´ kqwk´1

We choose j “ λ0 P N{2. Do you believe that the map

ϕ : V Ñ Vj

wk ÞÑ vj´k
(55.347)

provides an equivalence of representations between ρj and ρ ? No ? Ok. We check that for every
X P slp2,Cq we have

ϕ ˝ ρpXq “ ρjpXq ˝ ϕ. (55.348)

For X “ h3 we have

ϕ ˝ ρph3qwk “ ϕ
`pλ0 ´ kqwk

˘ “ pλ0 ´ kqvj´k “ pj ´ kqvj´k (55.349)

while
ρjph3qϕpwkq “ ρjph3qvj´k “ pj ´ kqvj´k. (55.350)

Ok for the first one. Next: X “ h`. We have

ϕ ˝ ρph`qwk “ ϕ
`1

2kp2j ` 1´ kqwk´1
˘ “ 1

2kp2j ` 1´ kqvj´k`1 (55.351)

while

ρjϕpwkq “ ρjph`qvj´k “ 1
2
`
j ´ pj ´ kq˘`j ` pj ´ kq ` 1

˘
vj´k`1 “ 1

2kp2j ´ k` 1qvj´k`1. (55.352)

Ok again. And last one: X “ h´; we have

ϕ ˝ ρph´qwk “ ϕpwk`1q “ vj´k´1 (55.353)

while
ρjph´qϕpwkq “ ρjph´qvj´k “ vj´k´1. (55.354)

Done 30.

55.70.
The representations ρj of the theorem 55.69 are not yet hermitian for two reasons.

— The representations we expect to be hermitian are the ones of sup2q. The basis th2, h`, h´u
of sup2qC defined by (55.332) is made of elements which do not belong to sup2q.

— We did not defined a scalar product on Vj ; thus the notion of «hermitian» makes no sene.

55.14.6 Representations of sup2q

We know every representations of sup2qC by the theorem 55.69. Let ρ : sup2q Ñ EndpV q be
an irreducible representation of sup2q. By lemma 51.8, there exists an irreducible representation
ρ1 : sup2qC Ñ EndpV q such that ρ “ ρ1|sup2q.

Thus there exists a j such that ρpXq “ ρjpXq.
30. Now that we reached the end, I recognize that I did not belive neither until the last check.
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55.14.7 Haar measure on SUp2q

The quaternion field H can be embed in M2pCq as a genera element reads

q “
ˆ
α β

´β̄ ᾱ

˙
(55.355)

with α, β P C. Under that isomorphism, we have

|q|2 “ |α|2 ` |β|2 “ det q.

Thus we have the identification

SUp2q “ tq P H tel que |q| “ 1u. (55.356)

We can act on H by SUp2q ˆ SUp2q by

pu, vq· q “ uqv´1 (55.357)

for every pu, vq P SUp2q ˆ SUp2q and q P H. That action defines an homomorphism from SUp2q ˆ
SUp2q onto Op4q.
Proposition 55.71.
The previously defined homomorphism

ϕ : SUp2q ˆ SUp2q Ñ Op4q.
is surjective over SOp4q (which is the identity component of Op4q) and, moreover, the kernel is␣pe, eq, p´e,´eq(.

Proof. The group SUp2qˆSUp2q being connected, its image can only be included in SOp4q. Let us
first determine the kernel of ϕ. If pu, vq P kerϕ, we have uqv´1 “ q for every q P H. In particular,
with q “ 1, we find u “ v. Then the relation uqu´1 “ q means that u belongs to the center of H,
which is R. We conclude that u “ ˘1. That proves that kerϕ “ ␣pe, eq, p´e,´eq(.

The differential pdϕqpe,eq is an homomorphism

dϕ : sup2q ‘ sup2q Ñ sop4q.
Let pS, T q P sup2q ‘ sup2q, we have

dϕpS, T qq “ d

dt

”
ϕpetpS,T qqq

ı
t“0

“ d

dt

”
ϕpetS , etT qq

ı
t“0

“ d

dt

”
etSqe´tT

ı
t“0

“ Sq ´ qT,

on which one sees that dϕ is injective. Moreover we have dim
`
sup2q ‘ sup2q˘ “ 6 “ dim sop4q.

An injective map between vector space of same dimension being an isomorphism, the image of ϕ
contains a neighborhood of identity in SOp4q. From connectedness of SOp4q, that neighborhood
generates the whole group (see proposition 52.6), so that ϕ is in fact surjective.

Since the map ϕ : SUp2qˆSUp2q Ñ SOp4q is a surjective homomorphism with a discrete kernel,
we have an isomorphism at the algebra level:

sop4q » sup2q ‘ sup2q.

55.14.8 Building some representations for SUp2q

Since SUp2q acts on C2, we can build a representation of SUp2q on functions on C2. We define
T : SUp2q Ñ End

`
C8pC2q˘ by

pT pUqfqpξq “ fpU´1ξq,
if f P C8`

C2˘, ξ P C2 and U P SUp2q.
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Let Vj be the space of the homogeneous polynomials of degree j on C2; a basis of this space is
given by the ϕpq, p` q “ 2j defined by

ϕpqpξq “ ξp1ξ
q
2 (55.358)

(ξ “ ξ1 ` iξ2). If j is fixed, we will often write ϕm instead of ϕpq. The signification is p “ j `m,
q “ j ´m, and m takes its values in ´j, . . . , j. Note that p´ q “ 2m. It is clear that if A is any
invertible 2ˆ 2 matrix , and f P Vj , then

ρpAqf :“ fpA´1 · q
is still an element of Vj . This representation ρ is defined on the whole C8pC2q. We will descent
it to Vj later. Now, we fix j and a m between ´j and j.

Consider the diagonal matrix

U´θ “
ˆ
e´iθ 0

0 eiθ

˙
P SUp2q.

One has
pρpU´θqϕpqq pξq “ ϕpq

ˆ
eiθξ1
e´iθξ2

˙
“ epiθe´qiθξp1ξ

q
2 “ e2miθϕpqpξq. (55.359)

First conclusion: the ϕ’s are eigenvectors of ρpU´θq because

ρpU´θqϕm “ e2miθϕm.

Second, the trace of ρpU´θq is

χjpθq “
sÿ

m“´s
e2miθ. (55.360)

By the way, the χj are the characters of the representation ρ.
From considerations about the Haar 31 invariant measure on SUp2q, one knows that the good

notion product between functions is:

pf1, f2qSUp2q “ 2
π

ż π

0
f1pθqf2pθq sin2 θ dθ, (55.361)

so that pχj , χjq “ 1. This and the fact that SUp2q is compact make the theorem of Peter-Weyl (cf.
[868]) applicable, thus the restrictions of ρ to the Vj ’s are irreducible and moreover, these provide
all the irreducible representations.

55.14.9 Special case: j “ 1
2

Consider a matrix A P SUp2q:

A “
ˆ
α ´β
β α

˙
, A´1 “

ˆ
α β
´β α

˙
. (55.362)

A basis of V 1
2

is given by ϕ10 and ϕ01. Let us see how ρpAq acts on. Since

A´1
ˆ
ξ1
ξ2

˙
“
ˆ
αξ1 ` βξ2
´βξ1 ` αξ2

˙
,

we find

pρpAqϕ10qpξq “ αξ1 ` βξ2 “ pαϕ10 ` βϕ01qpξq
pρpAqϕ01qpξq “ ´βξ1 ` αξ2 “ p´βϕ10 ` αϕ01qpξq.

(55.363)

31. In project. . .
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Thus in the basis tϕ10, ϕ01u, the matrix of ρpAq is given by

ρpAq “
ˆ
α ´β
β α

˙
“ A. (55.364)

Up to here, we were looking at the representation ρ of SUp2q on the whole set of functions on
C2, and more precisely, its restriction to Vj . We could define the representation ρ 1

2
as ρ 1

2
“ ρ|V 1

2
,

but we will not do it. Our definition is

ρ 1
2
pAq “ ρpAq|V 1

2
. (55.365)

Note that ˆ
0 ´1
1 0

˙
A

ˆ
0 1
´1 0

˙
“ A,

thus the representation AÑ ρpAq|V 1
2

is equivalent to AÑ ρpAq|V 1
2
. This equivalence can also be

seen because these two representations have the same characters 32.
The basis ϕpq is orthogonal; we will build an orthonormal one: empξq is the vector whose

coordinates are
ejmpξq “

ξj`m
1 ξj´m

2apj `mq!pj ´mq! (55.366)

for m “ ´j,´j ` 1, . . . , j. The metric to take in order to define pem, enq is the unique one on Vj
which is SUp2q-invariant.

The Newton’s formula for the binomial yields:
sÿ

m“´s
empξqempηq “

ÿ ξj`m
1 ξj´m

2 ηj`m
1 ηj´m

2
pj `mq!pj ´mq!

“ 1
p2jq!pξ1η1 ` ξ2η2q2

“ 1
p2jq!xξ, ηy

2j .

(55.367)

But we know that A P SUp2q preserves the scalar product: xAξ,Aηy “ xξ, ηy. Therefore:
ÿ
pρjpAqemqpξqpρjpAqemqpηq “

ÿ
empξqempηq. (55.368)eq:produit_e_meq:produit_e_m

Now, instead of considering the matrices ρjpAq on Vj for the basis ϕm, we looks at the ones with
respect to the basis em:

ρjpAqem “ rpAqkmek; (55.369)

in others words, we looks at the representation AÑ rpAq. The equations (55.368) makes

jÿ

m“´j

´
rpAqlmelpξqrpAqkmekpηq ´ δlmelpξqδkmekpηq

¯
“ 0.

Since the functions
ek b el : C2 ˆC2 Ñ C

pξ, ηq ÞÑ ekpξqelpηq
(55.370)

are linearly independent, one gets
ř
m rpAqkl rpAqlm “ δkl, or

rpAqrpAq˚ “ 1, (55.371)

the conclusion is that in this basis, the matrices ρjpAq are unitary.

32. In project. . .
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55.14.10 Clebsch-Gordan

From the knowledge of the characters of ρj , one can decompose the product ρs b ρr into
irreducible representations. For example,

V 1
2
b V 1

2
“ V0 ‘ V1.

More generally,
Vs b Vr “ V|r´s| ‘ V|r´s|`1 ‘ . . .‘ Vr`s. (55.372)

For this reason, the representation ρj is sometimes called the spin j representation of SUp2q.

55.15 Representations of SOp3q

The group SOp3q is strongly linked with SUp2q by the following property:

SOp3q “ SUp2q
Z2

. (55.373)

proved in proposition 55.46.
lem:SO_3

Lemma 55.72.
A representation ρj of SUp2q is a representation of SOp3q if and only if ρjpXq “ Id for any X in
the kernel of the homomorphism SUp2q Ñ SOp3q, namely: ρjp˘1q “ Id.

Proof. We consider ρj : SUp2q Ñ EndVj . By proposition 55.46 we have SOp3q “ SUp2q{Z2 and
there exists a group homomorphism 33 ψ : SUp2q Ñ SOp3q such that ψp1q “ ψp´1q “ 1, which is
an important equation because it ensures us that the rest of the expressions are well defined with
respect to the class representative.

If ρjp´1q “ 1, we define dj : SOp3q Ñ EndV by djprxsq “ ρjpxq (check that this is well
defined). With this,

djprxsqdjprysq “ ρjpxqρjpyq “ ρjpxyq “ djprxysq.
Now let us suppose that djprxsq “ ρjpxq is a representation. Thus

ρjpxq “ djprxsq “ djpr´xsq “ ρjp´xq “ ρjp´1qρjpxq,

so ρjp´1q “ IdVj .

Moreover, any representation of SOp3q comes from a representation ρ̃ of SUp2q by setting
ρ̃p´1q “ Id and ρ̃pxq “ ρprxsq.

Now, we research the representations of SUp2q for which the matrix ´1 is represented by the
identity operator. These will be representations of SOp3q. The spin j representations of SUp2q is
given by

ρjpXqϕpqpξq “ ϕpqpX´1ξq. (55.374)

With X “ ´1, this gives: ϕpqp´ξq “ p´1qp`qϕpqpξq. If we want it to be equal to ϕpqpξq, we need
p` q “ 2j even. This is true if and only if j P N.

NORMooHWAYooPlSDOp

55.73.
The conclusion is that the irreducible representations of SOp3q are the integer spin irreducible
representations of SUp2q. Note that the non relativistic mechanics has SOp3q as group of space
symmetry. Thus there are no hope to find any half integer spin in a non relativistic theory.

33. Defined and studied in proposition 55.45.
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55.16 Lorentz group
Definition 55.74.
We consider the vector space R4 with its usual scalar product x., .y which is positive defined. Using
the matrix 34

η “

¨
˚̊
˝

1
´1

´1
´1

˛
‹‹‚, (55.375)

we introduce the Minkowskian product

x· y “ xηx, yy. (55.376)EQooQAXNooXhGUQVEQooQAXNooXhGUQV

This product is not positive defined and is often called «pseudo-scalar product».
LEMooICEYooNcjJjD

Lemma 55.75.
A map Λ: R4 Ñ R4 such that

Λx· Λy “ x· y (55.377)
for every x, y P R4 is linear.

Proof. The bilinear form
b : R4 ˆR4 Ñ R

x, y ÞÑ x· y
(55.378)

is non degenerated. An element of Op3, 1q satisfy bpΛx,Λyq “ bpx, yq. Thus the theorem 9.155
says that Λ must be linear.

Lemma-Definition 55.76.
The set of maps Λ: R4 Ñ R4 such that

Λx· Λy “ x· y (55.379)EQooLPXWooNgrAXzEQooLPXWooNgrAXz

for every x, y P R4 is a group.
This group is named the Lorentz group and is denoted by Op3, 1q or L.

Proof. From lemma 55.75 we know that the elements of Op3, 1q are linear operators.
(1) The identify is part of Op3, 1q.
(2) The product is associative.
(3) The only tricky part is to prove that if Λ P Op3, 1q, then Λ is invertible and Λ´1 P Op3, 1q.

Let z ‰ 0 P R4 being such that Λz “ 0, then there exists y P R4 such that z· y ‰ 0 while
obviously Λz· Λy “ 0. Thus every element in Op3, 1q is invertible.

Let Λ P Op3, 1q, x, y P R4. Using the fact that Λ P Op3, 1q we have

x· y “ ΛpΛ´1xq· ΛpΛ´1yq “ Λ´1x· Λ´1y, (55.380)

so that Λ´1 P Op3, 1q.

55.16.1 Adjoint map

We have a notational issue here. We already defined the adjoint map A˚ by

xAx, yy “ xx,A˚yy (55.381)

for the usual scalar product. Since the main product we consider now in R4, is the Minkowskian
one, we will define Λ˚ by Λx· y “ x· Λ˚y and leave the notation At for the adjoint with respect
to the usual scalar product.

34. The plus/minus convention is, by far, not universal. As an example, [811] uses the opposite.
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Proposition-Definition 55.77.
Let A P LpR4q. There exists a unique operator B P LpR4q such that

Ax· y “ x·By (55.382)

for every x, y P R4.
This operator is called adjoint, is written A˚ and is given by

A˚ “ ηAtη. (55.383)EQooPFPGooXiGcXsEQooPFPGooXiGcXs

Proof. For the existence, we just have to check that B “ ηAtη works. Using the fact that ηt “ η
and η2 “ 1,

x· ηAtηy “ xηx, ηAtηyy (55.384a)
“ xx,Atηyy (55.384b)
“ xAx, ηyy (55.384c)
“ xηAx, yy (55.384d)
“ Ax· y. (55.384e)

For the unicity, we suppose Ax· y “ x·By for every x, y P R4. We have

x·By “ Ax· y “ x· ηAtηy (55.385)

Since the product is non degenerate, this implies B “ ηAtη.
LEMooVRWJooPsDRwU

Lemma 55.78.
The adjoint operator satisfy pΛ˚q˚ “ Λ.

Proof. We use the formula (55.383): pΛ˚q˚ “ ηpΛ˚qtη “ ηpηΛtηqtη “ ηηtΛηtη “ Λ.
LEMooDLWDooWCXlWq

Lemma 55.79 ([1]).
If Λ P LpR4,R4q, the following are equivalent:

(1) Λ P Op3, 1q, ITEMooWHGKooFPfujT

(2) Λ˚ P Op3, 1q, ITEMooNISDooMajEMS

(3) Λ˚Λ “ 1, ITEMooNLZGooUINRiP

(4) ΛΛ˚ “ 1, ITEMooFFRVooOwLmnz

(5) ΛtηΛ “ η, ITEMooOYTDooCWImBJ

(6) ΛηΛt “ η. ITEMooAEEYooDiJuEi

Proof. We prove the equivalences.
(1) (1) implies (3) Since Λ P Op3, 1q we have x· y “ Λx· Λy “ x· Λ˚Λy for every x, y P R4.

This implies Λ˚Λ “ 1.
(2) (3) implies (1) Since Λ˚Λ “ 1 and the fact that pΛ˚q˚ (lemma 55.78) we have

x· y “ Λ˚Λx· y “ Λx· Λy. (55.386)

This shows that Λ P Op3, 1q.
(3) (3) if and only if (4) Le corolaire 4.50 nous dit que AB “ 1 if and only if BA “ 1.
(4) (2) if and only if (4) Same proof as (1) if and only if (3).

At this point, we have the equivalence between (1), (2), (3) and (4).
(1) (3) implies (5) We plug the expression (55.383) of the adjoint in the equation Λ˚Λ “ 1:

1 “ Λ˚Λ “ ηΛtηΛ. (55.387)

Multiplying by η on the left, we get the result.
(2) (5) implies (3) We write ΛtηΛ “ η and we multiply by η.
(3) (4) if and only if (6) It is the same as (5) if and only if (3).
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55.16.2 Structure
LEMooBMDUooHoYYae

Lemma 55.80.
Elements Λ P Op3, 1q satisfy detpΛq “ ˘1.

Proof. Taking the determinant on both sides of Λ˚ηΛ “ η (lemma 55.79), we get detpΛ˚q detpΛq “
1. Since the operator Λ is real, the proposition 9.36 says that detpΛ˚q “ detpΛq˚ “ detpΛq. Thus
detpΛq2 “ 1. The result follows.

LEMooHRNXooJOgfpy

Lemma 55.81.
Let Λ P Op3, 1q. We have

Λ2
00 ´

3ÿ

k“0
pΛk0q2 “ 1 (55.388a)SUBEQooFLECooUFvwOySUBEQooFLECooUFvwOy

Λ2
00 ´

3ÿ

k“0
pΛ0kq2 “ 1 (55.388b)SUBEQooBLTOooPUTztZSUBEQooBLTOooPUTztZ

In particular, Λ2
00 ě 1.

Proof. Just write the 00 component of the equation ΛtηΛ “ η (lemma 55.79):

1 “
ÿ

kl

Λt0k ηklloomoon
ηkkδkl

Λl0 (55.389a)

“
ÿ

k

Λt0kηkkΛk0 (55.389b)

“ Λt00Λ00 ´
3ÿ

k“1
Λt0kΛk0 (55.389c)

“ Λ2
00 `

3ÿ

k“1
Λ2
k0. (55.389d)

This is (55.388a); the same computation from ΛηΛt “ η provides (55.388b).
LEMooEKXWooLEMBIj

Lemma 55.82.
The set

LÒ “ Op3, 1qÒ “ tΛ P Op3, 1q tel que Λ00 ě 1u (55.390)
is a subgroup of Op3, 1q.

Elements of Op3, 1qÒ are said orthochronous. We will not use the notation LÒ.

Proof. Let A,B P LÒ. We have

pABq00 “
3ÿ

k“0
A0kBk0 “ A00B00 `

3ÿ

k“1
A0kBk0. (55.391)EQooBUMZooFGCDEaEQooBUMZooFGCDEa

Using lemma 55.81, we write

A2
00 “ 1`

3ÿ

k“1
A2
k0 (55.392)EQooBFWTooZNIdlPEQooBFWTooZNIdlP

and

B2
00 “ 1`

3ÿ

k“1
B2

0k. (55.393)

Since A00 ě 1, taking the square root of (55.392) does not require additional caution:

A00 ą
gffe

3ÿ

k“1
A2
k0. (55.394)
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The same holds for B. Using these (strict) inequalities in (55.391) we have

pABq00 ą
gffe

3ÿ

k“1
A2
k0

gffe
3ÿ

k“1
B2

0k `
3ÿ

k“1
A0kBk0. (55.395a)

If we set a “ ř3
k“1Ak0ek and b “ ř3

k“1B0kek (here ei P R3), we have

pABq00 ą }a}}b} ` xa, by ě }a}}b} ´ |xa, by| ě 0 (55.396)

because of the Cauchy-Schwarz identity, theorem 11.1. The strict inequality pABq00 ą 0 implies
the inequality pABq00 ě 1 because AB P Op3, 1q (see lemma 55.81).

LEMooLJMMooOXCyOl

Lemma 55.83.
About adjoint.

(1) If Λ P Op3, 1q, then Λ˚ P Op3, 1q.
(2) If Λ P SOp3, 1q, then Λ˚ P SOp3, 1q.
(3) If Λ P Op3, 1qÒ, then Λ˚ P Op3, 1qÒ.

In particular, if Λ P SOp3, 1qÒ, then Λ˚ P SOp3, 1qÒ.

Proof. Just compute Λ0̊0 and detpΛ˚q with the formula (55.383).
DEFooVQLPooWyINoc

Definition 55.84.
A boost in the direction x is an element Λ P SOp3, 1qÒ such that Λpe2q “ e2 and Λpe3q “ e2. In
other words, this is a transformations which only involves the components t and x.

The boost in the directions y and z are defined in a similar way.
A spatial rotation is an element Λ P Op3, 1q such that Λpe0q “ e0.

Lemma 55.85.
An operator Λ: R4 Ñ R4 is a boost if and only if there exists γ P R such that the matrix of Λ has
the form

Λ “

¨
˚̊
˝

coshpγq sinhpγq 0 0
sinhpγq coshpγq 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‹‚. (55.397)

Proof. It is easy to see that the proposed matrix is a boost. The only difficult part is the direct
sense. We suppose that Λ is a boost. The conditions Λe2 “ e2 and Λe3 “ e3 imply that the matrix
of Λ has the form

Λ “

¨
˚̊
˝

. . 0 0

. . 0 0

. . 1 0

. . 0 1

˛
‹‹‚ (55.398)

where the dots are to be determined. Since Λ P Op3, 1q we have

0 “ e0 · e2 “ Λe0 · Λe2 “ Λe0 · e2 “ ´Λ20. (55.399)

The same shows that Λ20 “ Λ21 “ Λ30 “ Λ31 “ 0. The matrix of Λ is block diagonal:

Λ “

¨
˚̊
˝

a c 0 0
b d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‹‚ (55.400)

where a, b, c and d are still to be determined. Here are the constrains.
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First the operator Λ preserve the product, so that Λe0 · Λe0 “ 1, Λe1 · Λe1 “ ´1, and
Λe0 · Λe1 “ 0. These conditions are translated into

a2 ´ c2 “ 1 (55.401a)SUBEQooWEJSooPWfmNSSUBEQooWEJSooPWfmNS

d2 ´ b2 “ 1 (55.401b)SUBEQooKLZFooCovszDSUBEQooKLZFooCovszD

ab´ cd “ 0. (55.401c)SUBEQooUZQWooUxUCSeSUBEQooUZQWooUxUCSe

Second, the operator Λ has determinant equals to 1:

ad´ bc “ 1, (55.402)EQooJAEKooTCZaIGEQooJAEKooTCZaIG

and finally the element Λ is orthochronous: Λ00 ě 0, so that

a ě 0. (55.403)EQooQCMYooPhHeasEQooQCMYooPhHeas

The proposition 15.126 about hyperbolic functions along with the conditions (55.401a) and
55.401b show that there exist x P R, y P R, σ P t˘1u and ϵ P t˘1u such that

a “ σ coshpxq (55.404a)
b “ sinhpyq (55.404b)
c “ sinhpxq (55.404c)
d “ ϵ coshpyq. (55.404d)

(1) σ “ 1 The condition (55.403) show that σ “ 1 because the hyperbolic cosine is always
strictly positive.

(2) ϵ “ 1 The determinant condition (55.402) provides

ϵ coshpxq coshpyq ´ sinhpxq sinhpyq “ 1. (55.405)

If ϵ “ ´1 we are left with

1 “ ´pcoshpxq coshpyq ` sinhpxq sinhpyqq (55.406)

Using the formula of proposition 15.123(6) we get 1 “ ´ coshpx ` yq which is impossible
because the hyperbolic cosine is always positive.

(3) x “ y The orhogonality condition (55.401c) implies

0 “ coshpxq sinhpyq ´ sinhpxq coshpyq “ ´ sinhpx´ yq. (55.407)

Since the hyperbolic sine is bijective (proposition 15.125) we deduce x ´ y “ 0 and then
x “ y.

We define the projection from R4 to R3 as

projpxq “ px1, x2, x3q P R3 (55.408)

and, if b P R3 we write
b̄ “ p0, b1, b2, b3q. (55.409)

So if b P R3 we have
b̄·x “ ´xb, projpxqy. (55.410)EQooOIBWooAvxfYzEQooOIBWooAvxfYz

PROPooYADMooQOTpWX

Proposition 55.86 (Standard decomposition[811]).
Every operator Λ P SOp1, 3qÒ can be decomposed as

Λ “ RLS (55.411)

where R and S are spatial rotations and L is a boost in the x direction 35.
35. Definition 55.84.
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Proof. We initiate with a “ projpΛe0q. If a ‰ 0 we define b1 “ a
}a} P R3 and we consider b2 and

b3 in R3 such that tb1, b2, b3u is an orthonormal basis of R3 with the same orientation 36 as the
canonical basis..

(1) The first spatial rotation Now we define the spatial rotation R : R4 Ñ R4 by
"
Re0 “ e0 (55.412a)
Rei “ b̄i. (55.412b)

Since the basis tb̄iu is positive-oriented, the determinant of R is positive 37 and since Re0 “ e0,
we have R00 “ 1, so that R P SOp3, 1qÒ.

(2) One property We prove that Λ˚Rei · e0 ´ 0 for i “ 2, 3. For that:

Λ˚Rei · e0 “ Λ˚b̄i · e0 (55.413a)
“ b̄i · Λe0 (55.413b)
“ ´xbi, projpΛe0qy (55.413c)
“ ´xbi, }a}b1y (55.413d)
“ 0. (55.413e)

We used the relation (55.410) and the fact that tbiu is an orthonormal basis of R3.
(3) A new basis We define the following vectors:

f0 “ e0 (55.414a)
f2 “ Λ˚Re2 (55.414b)
f3 “ Λ˚Re3. (55.414c)

We check that these vectors are orthonormal. First:

f0 · f2 “ e0 · f2 (55.415a)
“ e0 · Λ˚Re2 (55.415b)
“ Re2 · Λe0 (55.415c)
“ b̄2 · Λe0 (55.415d)
“ ´xb2, projpΛe0qy (55.415e)
“ 0. (55.415f)

We get f0 · f3 “ 0 in the same way. Second:

f2 · f3 “ Λ˚Re2 · Λ˚Re3 “ e2 · e3 “ 0. (55.416)

Now we fix f1 in such a way that tf0, f1, f2, f3u is a pseudo-orthonormal basis of pR4, · q.
Up to redefinition f1 Ñ ´f1 we also suppose that tf1, f2, f3u is a basis of R3 with the same
orientation as the canonical basis.

(4) The second spatial rotation We define the spatial rotation S : R4 Ñ R4 by

Sfi “ ei (55.417)

for i “ 0, 1, 2, 3.
Due to our choice of orientation for f1 we have S P SOp3, 1qÒ.

36. Definition 9.26.
37. Proposition 9.31.
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(5) Boost We show that SΛ˚R is a boost in the x direction. We have

SΛ˚Re2 “ Sf2 “ e2 (55.418)

and the same for e3: SΛ˚Re3 “ e3.
We made some choices such that S and R belong to SOp3, 1qÒ. Moreover by hypothesis
Λ P SOp3, 1qÒ and the lemma 55.83 implies that Λ˚ P SOp3, 1qÒ. The whole shows that SΛ˚R
is a boost.
Finally, Λ˚ “ S´1LR´1 and taking onto account the fact that the adjoint is the inverse
(lemma 55.79),

Λ “ RL´1S. (55.419)EQooSJNLooWZztHUEQooSJNLooWZztHU

The operator L´1 is a boost because L is a boost.

The decomposition (55.419) is the requested one.

55.16.3 Isomorphism SOp3, 1qÒ “ SLp2,Cq{Z2

.
We are now going to prove the isomorphism

SOp3, 1qÒ “ SLp2,Cq
Z2

. (55.420)

We know from lemma 55.35 that the Pauli matrices form a basis of the hermitian 2ˆ2 matrices.
Here we introduce a new Pauli matrix σ0 “ Id :

σ0 “
ˆ

1 0
0 1

˙
, σ1 “

ˆ
0 1
1 0

˙
, σ2 “

ˆ
0 ´i
i 0

˙
, σ3 “

ˆ
1 0
0 ´1

˙
. (55.421)

We denote by H the spanned vector space H “ Spantσiui“0,1,2,3.

55.87.
We recall that x·x “ x2

0 ´
ř3
i“1 x

2
i ; we could write it as }x}2 but we cannot figure out what }x}

should mean.
LEMooXKHYooFTzHhg

Lemma 55.88.
We define

ϕ : R4 Ñ H
3ÿ

i“0
xiei ÞÑ

ÿ

i

xiσi.
(55.422)

Then

(1) The map ϕ is a vector space isomorphism
ITEMooISFKooItVpre

(2) We have det
`
ϕpxq˘ “ x·x for every x P R4.

55.89.
We will often write }x}2 for x·x, but we know that this is an abuse since we don’t really want to
define }x} itself.

In an euclidian space like R endowed with its scalar product, we always have x·x ą 0 so that
one can define }x} “ ?x·x.

In the Minkowskian space, the situation is quite different because the number x·x can be
positive as well as negative. Thus we will often use the notation }x}2, and if you realty want to,
}x} “ ?x·x with the convention that

?´r “ i
?
r for r P R`. So, if you want, }e1} “ i.
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Proof. We have

ϕpxq “
ˆ
x0 ` x3 x´ 1´ ix2
x1 ` ix2 x0 ´ x3

˙
(55.423)

and then

det
`
ϕpxq˘ “ px0 ` x3qpx0 ´ x3q ´ px1 ` ix2qpx1 ´ ix2q (55.424a)

“ x2
0 ´ x2

3 ´ x2
1 ´ x2

2. (55.424b)

LEMooHPSJooEVIaoE

Lemma 55.90.
Let S P SLp2,Cq. We define the map

gS : H ÑMp2,Cq
X ÞÑ SXS:.

(55.425)

(1) The map gS is linear,
(2) the target space is included in H : gSpHq Ă H.

Proof. For the linearity,

gSpX ` Y q “ SpX ` Y qS: “ SXS: ` SY S: “ gSpXq ` gSpY q (55.426)

and
gSpλXq “ SλXS: “ λSXS: “ λgSpXq. (55.427)

Since the map gS is linear, it is sufficient to check that gSpσiq P H for each i “ 0, 1, 2, 3. Each of
these matrices is hermitian, we have

gSpσiq: “ pSσiS:q: “ Sσ:
iS

: “ SσiS
: “ gSpσiq. (55.428)

Thus we have gSpσiq “ gSpσiq and we deduce that gSpσiq is hermitian.
When i “ 0 we have gSpσ0q “ Sσ0S: “ SS: “ 1 “ σ0.
When i ‰ 0, using the cyclic invariance of the trace 38, we also have

Tr
`
gSpσiq

˘ “ TrpSσiS:q “ TrpS:Sσiq “ Trpσiq “ 0. (55.429)

Thus gSpσiq is an hermitian matrix with null trace, so that gSpσiq P H.

Now we can consider the map gS : H Ñ H.
LEMooEDIMooNIURdn

Lemma 55.91.
Let S P SLp2,Cq. We consider the map of the lemma 55.90

gS : H Ñ H
X ÞÑ SXS: (55.430)

Then det
`
gSpXq

˘ “ detpXq.
Proof. We use the proposition 4.102 :

detpSXS:q “ detpSq detpXqdetpS:q “ detpXq (55.431)

because the determinant of S P SLp2,Cq is 1.
38. Lemma 4.64.
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LEMooXDPPooPImUQX

Lemma 55.92.
For S P SLp2,Cq we define

ΛpSq : R4 Ñ R4

x ÞÑ ϕ´1
´
gS
`
ϕpxq˘

¯
.

(55.432)

Then ΛpSq P Op3, 1q.
Proof. The lemma 55.88(2) shows that det

`
ϕpyq˘ “ }y}2 for every y P R4. We use that equation

with y “ ΛpSqx :

}ΛpSqx}2 “ }ϕgSϕ´1x}2 (55.433a)
“ detpϕϕ´1gSϕxq (55.433b)
“ detpgSϕxq (55.433c)
“ det

`
ϕpxq˘ (55.433d)

“ }x}2 (55.433e)

We used the fact that det
`
gSpXq

˘ “ detpXq by lemma 55.91.

LEMooJBYDooSFEUFr

Lemma 55.93.
The map Λ: SLp2,Cq Ñ Op3, 1q is a group homomorphism.

Proof. Let S, T P SLp2,Cq and X P H. We have

gST pXq “ STXpST q: “ STXT :S: “ SgT pXqS: “ pgSgT qpXq. (55.434)

Now we can prove that Λ is an homomorphism:

ΛpST q “ ϕgSTϕ
´1 “ ϕgSgTϕ

´1 “ ϕgSϕ
´1ϕgTϕ

´1 “ ΛpSqΛpT q. (55.435)

LEMooTLQKooGntuRH

Lemma 55.94.
The map Λ: SLp2,Cq Ñ Op3, 1q is continuous.

Proof. In several steps.

(1) If Si
SLp2,CqÝÑ 1 then gSi

EndpHqÝÑ Id For each X P H we have gSiX “ SiXS
:
i . Using the fact

that the matrix product is continus (proposition 10.34), we deduce

lim
iÑ8 gSipXq “ X. (55.436)

The proposition 12.115 concludes that gSi

EndpHqÝÑ Id.

(2) If Si
SLp2,CqÝÑ 1 then ΛpSiq Op3,1qÝÑ Id For each i we have

ΛpSiq “ ϕ´1 ˝ gSi ˝ ϕ. (55.437)

Since ϕ and ϕ´1 are continuous, they commute with the limit and we have

lim
iÑ8 ΛpSiq “ ϕ´1 ˝ lim

iÑ8 gSi ˝ ϕ “ ϕ´1 ˝ Id ˝ϕ “ Id . (55.438)
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(3) If Si
SLp2,CqÝÑ g then ΛpSiq Op3,1qÝÑ Λpgq We successiveny have :

Si
SLp2,CqÝÑ g (55.439a)SUBEQooPXXZooYJrxqkSUBEQooPXXZooYJrxqk

g´1Si
SLp2,CqÝÑ 1 (55.439b)SUBEQooWRHNooNPPceWSUBEQooWRHNooNPPceW

Λpg´1Siq Op3,1qÝÑ Id (55.439c)SUBEQooUJAKooRtfQzESUBEQooUJAKooRtfQzE

Λpg´1qΛpSiq Op3,1qÝÑ Id (55.439d)SUBEQooUNJDooOwTFhkSUBEQooUNJDooOwTFhk

ΛpSiq Op3,1qÝÑ Λpg´1q´1 “ Λpgq. (55.439e)SUBEQooSNAVooEeQlHzSUBEQooSNAVooEeQlHz

Justifications:
— For (55.439b), the group law is continuous; thus we can multiply by g´1 to both sides
— For (55.439c), we apply Λ and we use the previous step.
— For (55.439d), we use the fact that Λ is an homomorphism (lemma 55.93)
— For (55.439e), we multiply both sides by Λpg´1q´1 and Λ and we use once again the

fact that Λ is an homomorphism : Λphq´1 “ Λph´1q.
(4) Λ is continuous Since SLp2,Cq and Op3, 1q are metric spaces, the proposition 7.248

makes sequential continuity (the one we ) equivalent to the continuity. Thus the conver-
gence (55.439e) says that Λ is continuous.

Lemma 55.95.
We have Λ

`
SLp2,Cq˘ Ă SOp3, 1qÒ.

Proof. The group SLp2,Cq is connected from proposition 13.18, and Λ is continuous by lemme
55.94. Thus the image of SLp2,Cq by Λ is connected by lemma 7.212.

Thus Λ
`

SLp2,Cq˘ is contained in the part of SOp3, 1q which is connected to 1, namelly in
SOp3, 1qÒ.

Before to prove that Λ: SLp2,Cq Ñ SOp3, 1qÒ is surjective, we need some computations.

Lemma 55.96.
We have

etσ1 “ coshptq1` sinhptqσ1 (55.440)

where σ1 is the Pauli matrix (55.34).

Proof. We have σ2
1 “ 1 and, by definition,

etσ1 “
ÿ

kPN

tkσk1
k! . (55.441)

We use the proposition 11.107 to split the sum into even and odd terms:

etσ1 “
ÿ

k even

tkσk1
k! `

ÿ

k odd

tkσk1
k! (55.442a)

“
ÿ

k even

tk

k!σ1 `
ÿ

k odd

tk

k!1 (55.442b)

“ sinhptqσ1 ` coshptq1. (55.442c)

LEMooPKYXooWGZkkG

Lemma 55.97.
Some results with the matrices tσiui“0,...,3.



55.16. LORENTZ GROUP 3255

(1) eγσ1{2σ0eγσ1{2 “ eγσ1

(2) eγσ1{2σ1eγσ1{2 “ coshpγqσ1 ` sinhpγq1
(3) eγσ1{2σ2eγσ1{2 “ σ2

(4) eγσ1{2σ3eγσ1{2 “ σ3

Proof. These are computations using the formulas of lemma (55.37) as well as the hyperbolic
trigonometry relations of proposition 15.123. As an example,
`

coshpγ{2q1` sinhpγ{2qσ1
˘
σ2
`

coshpγ{2q1` sinhpγ{2qσ1
˘

(55.443a)
“ `

coshpγ{2qσ2 ` i sinhpγ{2qσ3
˘`

coshpγ{2q1` sinhpγ{2qσ1
˘

(55.443b)
“ coshpγ{2qσ2 ´ i coshpγ{2q sinhpγ{2qσ3 ` i sinhpγ{2q coshpγ{2qσ3 ` i sinh2pγ{2qiσ2 (55.443c)
“ `

cosh2pγ{2q ´ sinh2pγ{2q˘σ2 (55.443d)
“ σ2. (55.443e)

The following lemma provides a clearly non trivial element in Λ
`

SLp2,Cq˘.
LEMooGURFooRTBBmi

Lemma 55.98 ([811]).
Let γ P R. We write Spγq “ eγσ1{2. We have

Λ
`
Spγq˘ “

¨
˚̊
˝

coshpγq sinhpγq 0 0
sinhpγq coshpγq 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‹‚. (55.444)

Proof. Let x P R4. We have

Λ
`
Spγq˘x “ pϕ´1gSpγqϕqpxq (55.445a)

“ pϕ´1 ˝ gSpγqq
` 3ÿ

k“0
xkσk

˘
(55.445b)

“
ÿ

k

xkϕ
´1`SpγqσkSpγq:

˘
(55.445c)

“
ÿ

k

xkϕ
´1`SpγqσkSpγq

˘
. (55.445d)

At this point, we use the relations of lemma 55.97. We have:

Λ
`
Spγq˘x “ x0ϕ

´1`eγσ1
˘` x1ϕ

´1` coshpγqσ1 ` sinhpγq1˘` x2ϕ
´1pσ2q ` x3ϕ

´1pσ3q (55.446a)
“ x0 coshpγqe0 ` x0 sinhpγqe1 ` x1 coshpγqe1 ` x1 sinhpγqe0 ` x2e2 ` x3e3 (55.446b)
“ `

x0 coshpγq ` x1 sinhpγq˘e0 (55.446c)
` `

x0 sinhpγq ` x1 coshpγq˘e1 (55.446d)
` x2e2 (55.446e)
` x3e3. (55.446f)

The matrix of Λ
`
Spγq˘ is now easy to write.

LEMooTZPAooWGjMgU

Lemma 55.99.
We have SOp3q Ă Λ

`
SLp2,Cq˘ where SOp3q denotes the block-diagonal matrices of the form

ˆ
1 0
0 Ā

˙
(55.447)

in which Ā is a 3ˆ 3 matrix of SOp3q.
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Proof. A matrix of SOp3q in our context has the form
¨
˚̊
˝

1
`
0 0 0

˘
¨
˝

0
0
0

˛
‚ Ā

˛
‹‹‚ (55.448)

where Ā is a 3 ˆ 3 matrix of the authentic SOp3q. Now we use the proposition 55.45(3) addind
bars everywhere to distinguish the objects about R3 from the objects about R4. There exists an
element U P SUp2q such that `

ϕ̄´1 ˝ ρpUq ˝ ϕ̄˘pȳq “ Āȳ (55.449)
for every ȳ P R3. In other words,

ϕ̄´1`Uϕ̄pȳqU :˘ “ Āȳ. (55.450)
We know that SUp2q Ă SLp2,Cq and we will prove that ΛpUq “ A, that is ΛpUqy “ Ay for every
y P R4. Since ΛpUq and A are linear, we can prove the cases y “ ek with k “ 0 and k ‰ 0
separately.

(1) y “ e0 We have

ΛpUqe0 “ ϕ´1`Uϕpe0qU :˘ (55.451a)
“ ϕ´1`Uσ0U

:˘ (55.451b)
“ ϕ´1pσ0q (55.451c)
“ e0. (55.451d)

because σ0 “ Id.
(2) y “ ek with k ‰ 0 We have

fpUqek “ ϕ´1`UϕpekqU :˘ “ ϕ´1pUσkU :q. (55.452)

Since k ‰ 0, we know from proposition 55.44(1) that UσkU : P V . Thus it makes sense to
consider ϕ̄´1`UσkU :˘, and in fact we have

ϕ´1`UσkU :˘ “
ˆ

0
ϕ̄pUσkU :q

˙
“
ˆ

0
Āēk

˙
“ Aek. (55.453)

It is now proven that A “ ΛpUq, so that SOp3q Ă Λ
`

SLp2,Cq˘.
Notice that we even have SOp3q Ă Λ

`
SUp2q˘.

PROPooFPSLooSzvSYF

Proposition 55.100.
The map Λ: SLp2,Cq Ñ SOp1, 3qÒ is surjective.

Proof. Let A P SOp1, 3qÒ. The standard decomposition 55.86 provides two rotations R and S and
a boost L such that A “ RLS. The lemmas 55.99 and 55.98 show that R, S and L are part of
Λ
`

SLp2,Cq˘. Since Λ is an homomorphism (lemma 55.93), we have the result.
LEMooQKCQooTIaesa

Lemma 55.101.
We have kerpΛq “ Z2.

Proof. We can use the same proof as the one given in 55.45, but we present here a simpler one.
Let S P SLp2,Cq be an element of kerpΛq, that is ΛpSq “ Id, or

ΛpSqy “ ϕ´1`SϕpyqS:˘ “ y. (55.454)

We begin our investigations with y “ e0. Since ϕpe0q “ σ0 “ Id, it provides ϕ´1pSS:q “ e0 “ σ0,
so that

SS: “ Id . (55.455)
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We conclude that S P SUp2q. From here we can continue as in proposition 55.45, but we provide
a simpler computation (just for fun).

For every i “ 1, 2, 3 we have ϕ´1`SϕpeiqS:˘ “ ei. We apply ϕ on both sides:

SσiS
: “ ϕpeiq “ σi. (55.456)EQooFMQQooDHtAGlEQooFMQQooDHtAGl

Since S P SUp2q we have S: “ S´1. We multiply both sides of (55.456) by S:

Sσi “ σiS. (55.457)

Let S “
ˆ
a b
c d

˙
with a, b, c, d P C. We have

Sσ1 “
ˆ
b a
d c

˙
(55.458a)

σ1S “
ˆ
c d
a b

˙
, (55.458b)

so that b “ c and a “ d and we are left with S “
ˆ
a b
b a

˙
. The same with σ2:

Sσ2 “ i

ˆ
b ´a
a ´b

˙
(55.459a)

σ2S “ i

ˆ´b ´a
a b

˙
, (55.459b)

so that b “ 0 and we are left with S “
ˆ
a 0
0 a

˙
. Since S P SUp2q we have 1 “ detpSq “ a2.

Thus a is an element of C such that a2 “ 1. Theorem 3.130 says that a polynomial of degree
2 has at most 2 roots. Thus a2 “ 1 implies a “ ˘1. No other possibilities. Thus S “ ˘1. It is
easy to check that 1 and ´1 are part of kerpΛq.

We conclude that kerpΛq “ ˘1 “ Z2.

Theorem 55.102.
We have the group isomorphism

SOp1, 3qÒ “ SLp2,Cq
Z2

. (55.460)

Proof. The proof follows the same lines as the proof of proposition 55.46. We use the first isomor-
phism theorem 2.6 with θ being the map Λ: SLp2,Cq Ñ SOp1, 3q defined by the lemma 55.92. It
says that

SLp2,Cq
kerpΛq “ ImagepΛq. (55.461)

Lemma 55.101 says that kerpΛq “ Z2 and proposition 55.100 says that ImagepΛq “ SOp1, 3qÒ.

55.16.4 Lie group structure
LEMooISDKooUnafZR

Lemma 55.103.
Some manifolds.

(1) The part Op3, 1q is a 6-dimensional submanifold of GLp4q.
(2) The part SOp3, 1q is a 6-dimensional submanifold of Op3, 1q.
(3) The part SOp3, 1qÒ is a 6-dimensional submanifold of SOp3, 1q.
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55.16.5 Lie algebra of SOp3, 1q
LEMooEEDYooKuRxbW

Lemma 55.104.
If ω PMp4,Rq satisfy ηω “ ´ωtη, then for every k P N we have

ηωk “ p´1qkpωtqkη. (55.462)

Proof. By induction. For k “ 0 or k “ 1 it’s okay. For the induction,

ηωk`1 “ ηωkω “ p´1qkpωtqkηω “ p´1qkpωtqkp´qωtη “ p´1qk`1pωtqk`1η. (55.463)

PROPooGNHJooKILwuI

Proposition 55.105 ([1, 811]).
The Lie algebra sop3, 1q of SOp3, 1q is the set of the 4ˆ 4 matrices ω satisfying

ωtη ` ηω “ 0. (55.464)

Proof. We are going to determine the set SOp3, 1q1 of the componentwise derivative of paths of
matrices in SOp3, 1q. See 53.10 and the proposition 53.16.

Let
A “ tω PMp4,Rq tel que ωtη ` ηω “ 0u. (55.465)

(1) SOp3, 1q1 Ă A
Let Λ be a path in SOp3, 1q; for each t P R we have

ΛptqtηΛptq “ η. (55.466)

Taking the componentwise derivative at t “ 0 we have

Λ1p0qtηΛp0q ` Λp0qtηΛ1p0q “ 0. (55.467)

Notice that the derivative and the transposition commute. Since Λp0q “ 1, the element
ω “ Λ1p0q satisfy

ωη ` ωtη “ 0. (55.468)

This shows that the elements ω of sop3, 1q satisfy ωtη ` ηω “ 0.
(2) A Ă SOp3, 1q Let ω P A. We consider the path Λptq “ eωt. Here the exponential is a

«normal» exponential of matrix 39. The proposition 15.71 says that Λ1p0q “ ω. We have to
prove that Λptq P SOp3, 1q for every t in a neighborhood of 0. For that, our first task is to
prove that ηetω “ e´tωt

η :

ηetω “ η
8ÿ

k“0

tkωk

k! (55.469a)

“
ÿ

k

tk

k!ηω
k (55.469b)SUBEQooBFPHooSVCAoOSUBEQooBFPHooSVCAoO

“
ÿ

k

tk

k!p´1qkpωtqkη (55.469c)SUBEQooGDTPooZPNJOgSUBEQooGDTPooZPNJOg

“ e´tωt
η (55.469d)SUBEQooMZOAooJFqwgTSUBEQooMZOAooJFqwgT

Justifications:
— For (55.469b). Proposition 11.94.
— For (55.469c). Lemma 55.104.
— For (55.469d). Proposition 11.94 again.

39. Definition 15.59.
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We are now able to prove that Λptq P SOp3, 1q. Using propositions 15.68(3) and 15.70, we
see that

ΛptqtηΛptq “ etω
t
e´ωt

η “ η. (55.470)

This proves that Λptq P Op3, 1q.
For the determinant, det

`
Λp0q˘ “ 1 and t ÞÑ det

`
Λptq˘ is continuous. Lemma 55.80 says

that det
`
Λptq˘ can take only the values ˘1. By continuity, det

`
Λptq˘ “ 1 for every t.

55.106.
The link between the matrices ω satisfying ωtη` ηω “ 0 and the authentic Lie algebra of SOp3, 1q
is that the element ω P Te SOp3, 1q associated with the matrix ω is given by

ωpfq “ d

dt

”
fpeωtq

ı
t“0

(55.471)

when f is a function on SOp3, 1q.
LEMooVAYBooHcPKHU

Lemma 55.107 ([1, 811, 869]).
Let the matrices tMλµuλ,µ“0,1,2,3 given by the following matrix elements

pMλµqαβ “ δµαηλβ ´ δλαηµβ. (55.472)

(1) They belong to sop3, 1q.
(2) The commutator is given by

rMλµ,Mρσs “ ηµσMλρ ´ ηµρMλσ ` ηλρMµσ ´ ηλσMµρ. (55.473)

Proof. By proposition 55.105, we have to prove that Mλµη is antisymmetric. Here you are:

pMλµηqij “
3ÿ

k“0
pMλµqikηkj (55.474a)

“
ÿ

k

pδiµηλk ´ δλiηµkqηkj (55.474b)

“ δiµpηηqλj ´ δλipηηqµk (55.474c)
“ δiµδλj ´ δλiδµj (55.474d)SUBEQooWIRYooLnzyMwSUBEQooWIRYooLnzyMw

We used the fact that ηη “ δ. The expression (55.474d) is antisymmetric with respect to i, j.
The commutation relation is a computations:

rMλµ,Mρσsij “
ÿ

k

pMλµqikpMρσqkj ´
ÿ

k

pMρσqikpMλµqkj (55.475a)

“ δiµηλσηρj ´ δiµηλρησj ´ δλiηµσηρj ` δλiηµρησj (55.475b)
´ δiσηρµηλi ` δiσηρληµj ` δρiησµηλj ´ δρiησληµj (55.475c)

“ ηλσpMρµqij ` ηλρpMµσqij ` ηµρpMσλqij ` ησµpMλρqij . (55.475d)

Keep in mind that Mλµ “ ´Mµλ and you get the result.

Lemma 55.108.
We set

M1 “M32 N1 “M01

M2 “M13 N2 “M02

M3 “M21 N3 “M03

(55.476)
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We have the commutation relations

rMi,Mjs “
ÿ

k

ϵijkMk (55.477a)

rMi, Njs “
ÿ

k

ϵijkNk (55.477b)

rNi, Njs “ ´
ÿ

k

ϵijkMk (55.477c)

(55.477d)

Proof. Direct computation using the commutators of lemma 55.107. An alternative is to ask
Sage[870] to make the job.

First define the matrices:

1 """ Some d e f i n i t i o n s for the Lie a l g e b r a so (3 ,1) . """
2

3

4 from sage. all i m p o r t matrix
5

6

7 def fun_delta (i, j):
8 """ The f u n c t i o n under the m a t r i x delta . """
9 if i == j:

10 r e t u r n 1
11 r e t u r n 0
12

13

14 def matrix_delta ():
15 """ R e t u r n the m a t r i x delta . """
16 r e t u r n matrix (4, fun_delta )
17

18

19 def fun_eta (i, j):
20 """ The f u n c t i o n under the m a t r i x eta . """
21 if i == j == 0:
22 r e t u r n 1
23 if i == j:
24 r e t u r n -1
25 r e t u r n 0
26

27

28 def matrix_eta ():
29 """ R e t u r n the m a t r i x eta . """
30 r e t u r n matrix (4, fun_eta )
31

32

33 def matrix_M (lam , mu):
34 """ The m a t r i x M_ { lam , mu } """
35

36 def fun_M(alpha , beta):
37 """ The f u n c t i o n for the m a t r i x alpha , beta """
38 delta = matrix_delta ()
39 eta = matrix_eta ()
40 r e t u r n delta[mu , alpha] * eta[lam , beta] \
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41 - delta[lam , alpha] * eta[mu , beta]
42

43 r e t u r n matrix (4, fun_M)
44

45

46 def epsilon (i, j, k):
47 """ R e t u r n e p s i l o n _ { ijk }. """
48 if i == j:
49 r e t u r n 0
50 if i == k:
51 r e t u r n 0
52 if j == k:
53 r e t u r n 0
54 if (i, j, k) == (1, 2, 3):
55 r e t u r n 1
56 if (i, j, k) == (1, 3, 2):
57 r e t u r n -1
58 if (i, j, k) == (2, 1, 3):
59 r e t u r n -1
60 if (i, j, k) == (2, 3, 1):
61 r e t u r n 1
62 if (i, j, k) == (3, 2, 1):
63 r e t u r n -1
64 if (i, j, k) == (3, 1, 2):
65 r e t u r n 1
66

67

68 def epsilon_matrices (i, j, matrices ):
69 """ r e t u r n sum_k e p s i l o n _ { ijk } m a r t i c e s [ k ]. """
70 r e t u r n sum ([ epsilon (i, j, k) * matrices [k] for k in [1, 2, Ðâ

3]])
71

72

73 def com(A, B):
74 """ R e t u r n the c o m m u t a t o r of A and B """
75 r e t u r n A * B - B * A

tex/sage/sageSnip020.py

The make the checks:

1 """
2 Some check for the Lie a l g e b r a so (1 ,3) .
3

4 This file has to be a t t a c h e d to sage ’s t e r m i n a l .
5

6 sage : i m p o r t os
7 sage : os . chdir ( ’/ path / to / tex / sage ’)
8 sage : a t t a c h ( ’ s a g e S n i p 0 2 1 . sage ’)
9

10 This s h o u l d only print a list of ’ True ’.
11 """
12

13
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14 from sageSnip020 i m p o r t matrix_M
15 from sageSnip020 i m p o r t epsilon_matrices
16 from sageSnip020 i m p o r t com
17

18

19 def do_work ():
20 """ Do the work . """
21 M = {1: matrix_M (3, 2),
22 2: matrix_M (1, 3),
23 3: matrix_M (2, 1)}
24 N = {1: matrix_M (0, 1),
25 2: matrix_M (0, 2),
26 3: matrix_M (0, 3)}
27

28 # Check [ M_i , M_j ]= e p s i l o n _ { ijk } M_k
29 for kk in range (1, 4):
30 for ll in range (1, 4):
31 ans = epsilon_matrices (kk , ll , M)
32 print (com(M[kk], M[ll]) == ans)
33

34 # Check [ M_i , N_j ]= e p s i l o n _ { ijk } N_k
35 for kk in range (1, 4):
36 for ll in range (1, 4):
37 ans = epsilon_matrices (kk , ll , N)
38 print (com(M[kk], N[ll]) == ans)
39

40 # Check [ N_i , N_j ]= - e p s i l o n _ { ijk } M_k
41 for kk in range (1, 4):
42 for ll in range (1, 4):
43 ans = - epsilon_matrices (kk , ll , M)
44 print (com(N[kk], N[ll]) == ans)
45

46

47 do_work ()

tex/sage/sageSnip021.sage

Lemma 55.109.
We set

Li “ 1
2pMi ` iNiq (55.478a)

Si “ 1
2pMi ´ iNiq (55.478b)

and

B1 “ SpanCtLiu (55.479a)
B2 “ SpanCtSiu (55.479b)

(1) The sets B1 et B2 are Lie algebras.
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(2) The commutation relations are

rLi, Ljs “
ÿ

k

ϵijkLk (55.480a)

rSi, Sjs “
ÿ

k

ϵijkSk (55.480b)

rLi, Sjs “ 0. (55.480c)

Proof. It is sufficient to check the commutation relations. One again, these are only computations.
You can do it with Sage:

1 """
2 Some check for the Lie a l g e b r a so (1 ,3) .
3

4 This file has to be a t t a c h e d to sage ’s t e r m i n a l .
5

6 sage : i m p o r t os
7 sage : os . chdir ( ’/ path / to / tex / sage ’)
8 sage : a t t a c h ( ’ s a g e S n i p 0 2 2 . sage ’)
9

10 This s h o u l d only print a list of ’ True ’.
11 """
12

13 from sage. all i m p o r t I
14 from sageSnip020 i m p o r t matrix_M
15 from sageSnip020 i m p o r t epsilon_matrices
16 from sageSnip020 i m p o r t com
17

18

19 def do_work ():
20 """ Do the v e r i f i c a t i o n s . """
21 M = {1: matrix_M (3, 2),
22 2: matrix_M (1, 3),
23 3: matrix_M (2, 1)}
24 N = {1: matrix_M (0, 1),
25 2: matrix_M (0, 2),
26 3: matrix_M (0, 3)}
27 L = {k: (M[k] + I * N[k])/2 for k in [1, 2, 3]}
28 S = {k: (M[k] - I * N[k])/2 for k in [1, 2, 3]}
29

30 # Check [ L_i , L_j ] = e p s i l o n _ { ijk } L_k
31 for kk in range (1, 4):
32 for ll in range (1, 4):
33 ans = epsilon_matrices (kk , ll , L)
34 print (com(L[kk], L[ll]) == ans)
35

36 # Check [ L_i , S_j ] = 0
37 for kk in range (1, 4):
38 for ll in range (1, 4):
39 print (com(L[kk], S[ll]) == 0)
40

41 # Check [ S_i , S_j ] = e p s i l o n _ { ijk } S_k
42 for kk in range (1, 4):
43 for ll in range (1, 4):
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44 ans = epsilon_matrices (kk , ll , S)
45 print (com(S[kk], S[ll]) == ans)
46

47 do_work ()

tex/sage/sageSnip022.sage

55.17 Representations of SLp2,Rq and SUp2q

The representation πm of SLp2,Cq restricts to SLp2,Rq.
Lemma 55.110.
The representation πm of SLp2,Rq is irreducible.

Proof. If W is an invariant space under πm
`

SLp2,Rq˘, then is is invariant under the derived
representation ρm

`
slpe,Rq˘. The proof of proposition 53.132 still holds here, so that W “ Pm.

Theorem 55.111.
Let π be an irreducible representation of G “ SLp2,Rq or SUp2q in a complex finite dimensional
vector space V . Then π is equivalent to one of the πm.

Proof. Let g be the Lie algebra of G. One important property shared by SLp2,Rq and SUp2q
is that G “ exppgq. It is clear that the representation dπ on slp2,Rq extends C-linearly to a
representation ρ of slp2,Cq. Looking on the basis (51.54), one sees that in fact the same is true
for sup2q which C-linearly extends to slp2,Cq.

Let us prove that ρ is irreducible. Let W ‰ t0u be a subspace of V invariant under ρpgq. Then
W is invariant under eρpXq “ πpeXq for every X P g. Since exppgq “ G, the space W is in fact
invariant under πpGq, and is therefore equal to V .

Since ρ is irreducible, we have ρ “ ρm for a certain m. Thus there exists an intertwining
operator A : V Ñ Pm such that

AρpXq “ ρmpXqA
for every X P g. By linearity, for every N P N, we have Aρ

`řn
k“1X

k{k!
˘ “ ρm

`řn
k“1X

k{k!
˘
A,

and at the limit, we have
AeρpXq “ eρmpXqA. (55.481)

From that we deduce that AπpeXq “ πmpeXqA which means that

Aπpgq “ πmpgqA.
That shows that A intertwines π and πm, so that π is equivalent to πm.

55.18 Representations of sop2, d ´ 1q

Here we deal with the representations of sop2, d ´ 1q. For singleton theory as field theory,
see the section 70.5 (you are welcome if you can fill that section which is for the moment almost
empty).

55.18.1 Verma module

One can find text about these representations in [871, 864, 872], while we will mainly follow the
developments of [873, 874, 875]. We are going to study representations of the algebra sop2, d´ 1q
which fulfills the commutation relations described in lemma 51.61:

rMab,Mcds “ ´iηacMbd ` iηadMbc ` iηbcMad ´ iηbdMac. (55.482)EqCommsodeuxdmoinsunEqCommsodeuxdmoinsun
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Notice that Mab “ ´Mba. As convention, the indices a, b,. . . run over t0, 01, 1, 2, . . . d´ 1u while r,
s, . . . run over t1, 2, . . . , d´ 1u. As on page 3841, we choose the convention

η “
ˆ
12ˆ2

´1pd´1qˆpd´1q

˙
. (55.483)

Notice that this convention numerically holds for the matrix ηst as well as for its inverse ηst.
The algebra separates into two parts: the compact and the non compact part. The maximal

compact subalgebra is sop2q ‘ sopd´ 1q which is generated by E “M001 and Jrs “Mrs. The non
compact generators are M01r and M0r that we rearrange into ladder operators

Lr̆ “M0r ¯ iM01r. (55.484)

Using commutation relations (55.482), one computes the commutators in the new basis. For
example

rE,Lr̆ s “ rM010,M0rs ¯ irE010,M01rs “ ˘M0r ´ iM01r “ ˘Lr̆ .
The table of sop2, d´ 1q in this basis is SubEqsCommssodeuxd

rE,Lr̆ s “ ˘Lr̆ (55.485a)
rJrs, Lt̆ s “ ´ipδrtLs̆ ´ δstLr̆ q (55.485b)
rLŕ , Ls̀ s “ 2piJrs ` δrsEq (55.485c)
rJrs, Jtus “ ´iδacMbd ` iδadMbc ` iδbcMad ´ iδbdMac. (55.485d)

The unitary properties are pMrsq: “Mrs, E: “ E and pLr̆ q: “ Lr̄ . From these commutators, we
deduce the following rules that will be always used

Lŕ Ls̀ “ Ls̀ Lŕ ` 2piJrs ` δrsEq (55.486a)
JrsLt̀ “ Lt̀ Jrs ´ ipδrtLs̀ ´ δstLr̀ q (55.486b)
ELr̀ “ Lr̀ E ` Lr̀ . (55.486c)

The Cartan algebra of sopdq is given by the elements Ap “M2p´1,2p with p “ 1, . . . , r for sop2rq
and sop2r ` 1q.

The unitary irreducible representations of sop2, nq have the form Dpe0, ȷ̄q. It is given by a basis
vector |e0, ȷ̄y on which E and Jrs act by their respective representations (of sopnq and sop2q). The
energy of the vector |e,my is its eigenvalue for the operator E, namely e:

E|e,my “ e|e,my. (55.487)

Using the commutators (55.485), we find Lr̆ “ pE ˘ 1qLr̆ , so that

ELr̆ |e,my “ pe˘ 1q|e,my. (55.488)

We see that the ladder operator Lr̀ raises the value of the energy of one unit, while the operator
Lŕ lower the energy of one unit. The vector |e0, ȷ̄y is the vacuum vector, it has the lowest energy
in the sense that Lŕ |e0, ȷy “ 0. A scalar representation is a representation with ȷ̄ “ 0. They
are, logically, denoted by Dpe0q and its vacuum is |e0y which satisfies

Jrs|e0y “ 0 pE ´ e0q|e0y “ 0 Lŕ |e0y “ 0. (55.489)EqaldefketezerovacEqaldefketezerovac

Then one build the generalised Verma module

Vpe0, 0q ”
␣
Lr̀1 . . . Lr̀n

|e0y
(8
n“0. (55.490)EqmVVermaldotsEqmVVermaldots

Notice that the Verma module is not automatically irreducible. We will soon build irreducible
representations by taking quotient of the Verma module by its singular module.
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In order to compute the norm of Ls̀ Lr̀ |e0y, we compute Lŕ Lś Ls̀ Lr̀ |e0y “ 4
`
E`E2`δrsE2`

pJrsq2
˘|e0y. In order to get that result, we moved all the L´ on the right using the commutation

relation, and we taken into account the simplifications induced by the definition relations (55.489).
Now, using the relation Jrs|e0y “ 0, we have

4
`
E ` E2 ` δrsE2˘|e0y. (55.491)

We also have
pE ´ e0qLs̀ Ls̀ |e0y “ 0. (55.492)

Proposition 55.112.
The vectors Lr̀1 . . . Lr̀k

|e0y and Lt̀1 . . . Lt̀l |e0y are orthogonal if k ‰ l.

That proposition says that different layers are orthogonal 40

Proof. We proceed by induction. We suppose that the result is proved for k, l ě n, and we prove
that

Lt́1 . . . Lt́n`1Lr̀1 . . . Lr̀n
|e0y “ 0. (55.493)

First, remark that, using the commutation relations and the fact that Jrs|e0y “ 0 and E|e0y “
e0|e0y, the vectors SubEqsJELLket

JstLr̀1 . . . Lr̀k
|e0y (55.494a)

ELr̀1 . . . Lr̀k
|e0y (55.494b)

are combinations of vectors of the form Là1 . . . Làk
|e0y. Now, we have

Lt́1 . . . Lt́n`1Lr̀1 . . . Lr̀n
|e0y “ Lt́1 . . . Lt́n

`
Lr̀1Lt́n`1`2ipJtn`1,r1`δtn`1,r1Eq

˘
Lr̀2 . . . Lr̀n

|e0y (55.495)

which decomposes in three terms. The first one is

Lt́1 . . . Lt́nLr̀1Lt́n`1Lr̀2 . . . Lr̀n
|e0y, (55.496)

and according to equations (55.494), the two other terms reduce to zero. Continuing that way, the
operator Lt́n`1 advance of one position at each step and finishes to kill himself on |e0y.

55.18.2 Singular module

Let us compute the norm of the general vector Lr̀1 . . . Lr̀k
|s0, sy. We have

Lŕk
. . . Lŕ1Lr̀1 . . . Lr̀k

|e0, sy “ Lŕk
. . . Lŕ2pLr̀1Lŕ2 ` 2EqLr̀2 . . . Lr̀k

|e0, sy
“ Lŕk

. . . Lŕ2Lr̀1Lŕ2Lr̀2 . . . Lr̀k
|e0, sy

` 2pe0 ` k ´ 1qLŕk
. . . Lŕ2Lr̀2 . . . Lr̀k

|e0, sy
(55.497)

Using again and again the commutation relations, we eliminate all the operators Lr̀ and we obtain
a sum of terms of the form pe0 ` k ´ lq. It will, obviously be positive for large enough e0. Thus,
unitarity of the representation is enforced for large values of e0, and there exists a lower bound
E0psq such that negative norm states appears when e0 ă E0psq. If e0 “ E0psq, then these vectors
have a vanishing norm.

Let us consider a limit representation: e0 “ E0; there are vectors of vanishing norm, but no
vectors with negative norm. In that case, if v· v “ 0, then v·w “ 0 for every other vector w.
Indeed, if v·w ‰ 0, we have

pv ´ wq· pv ´ wq “ w·w ´ v·w ´ w· v, (55.498)

which holds for every positive multiple λv and µw. Choosing a big λ and a small µ, the norm of
λv ´ µw becomes negative. What we proved is

40. À justifier en analysant qui est exactement h et les racines simples, mais ça me semble ok.
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Lemma 55.113.
If the energy e0 of a representation saturates the unitary condition, then a vector with vanishing
norm is orthogonal to every other vectors. Moreover, the vectors with vanishing norm form an
invariant subspace.

The second part is the fact that, if A P g, and }|ψy} “ 0 then }A|ψy} “ 0, because it is the
scalar product of |ψy with the vector A:A|ψy. The submodule made of vectors of zero norm is the
singular submodule, and is denoted by Spe0, sq.

PropSinModRedSSIADesNuls

Proposition 55.114.
A module is reducible if and only if it possesses a vector |vy (different from |e0, sy) such that
Lŕ |vy “ 0 for every r. Such a vector is said to be null.

Proof. Since the energy is bounded from bellow, applying several times the lowering operators Lŕ
on any vector ends up on zero. Thus, any submodule contains a vector |vy such that L´|vy “ 0
for every r. If that vector is not |e0, sy, then the submodule is a proper submodule.

If |vy ‰ |e0, sy, then it is of the form L`̄
r |e0, sy and its norm is given by

}L`̄
r |e0, sy} “ xe0, s|L´̄

r L
`̄
r |e0, sy “ 0 (55.499)

because L´̄
r L

`̄
r |e0, sy “ 0 by assumption.

From the Verma module (55.490), we thus extract the irreducible representation taking the
quotient by the singular module:

Hpe0q “ Vpe0q{Spe0q. (55.500)

Most of time, we have only one extra vacuum, let |e1
0, s

1y, and in this case, the whole singular
module is generated by vectors of the form

Lr̀1 . . . Lr̀k
|e1

0, s
1y. (55.501)

Let |e0, sy be the vacuum with s “ ps1, s2, 0, . . . , 0q, corresponding to the Young diagram

(55.502)

where the first line has s1 boxes and the second one has s2 boxes. Thanks to theorem 55.5, it can
be realized with the tensor

va1,...as2b1...s1pe0q (55.503)

which is separately symmetric in the indices a and b, in the same time as being antisymmetric in
the couples ai, bi when i ď s2, for example,

va1...as2 ,b1...bs1
“ ´vb1a1...as2 ,b2...bs1

. (55.504)

In particular, if we symmetrise v on s1 ` 1 indices, we always found zero. Moreover, all the traces
vanishes. If η is the metric of OpD ´ 1q, we have for example

ηb1b2va1...as2 ,b1,...bs2
“ 0. (55.505)

The vectors of the first level are the ones of the form Lr̀ |e0, sy. As far as notations are
concerned, we have

Lr̀ va1...as2 ,b1...bs2
“ pLr̀ vqa1...as2 ,b1...bs2

. (55.506)

Remark that the operators tLr̀ ur“1,...,D´1 carry a representation of opD ´ 1q, namely the vector
representation. Thus, the states of the first level form the representation given by the tensor
product of ps1, s2, 0, . . .q and the vector representation. In order to see the irreducible components
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of that representation, we have to know what are the symmetry properties that we can give to the
indices

r, a1, . . . , as2 , b1, . . . , bs1 . (55.507)

There are three possibilities: we can contract the r with one of the ai (by symmetry, all of
these contractions are equivalent), or with one of the bi, or add one box in the Young diagram.
The latter possibility splits into three cases: the diagram ps1, s2, 0, . . .q can be transformed in
ps1 ` 1, s2, 0, . . .q, ps1, s2 ` 1, 0, . . .q or ps1, s2, 1, 0, . . .q. So we have 5 irreducible component in the
opD ´ 1q representation carried by the level one.

The question that naturally arises is to know if one of these have a singular vacuum. In other
words, if Πβ are the projections to the irreducible components, do we have

Lt́ Πα

`
Lr̀ vā,b̄pe0q

˘ “ 0 (55.508)

for a certain e0?
Notice that the contraction with the last bi’s is not the same as the one with the firsts ones

because of the symmetry properties with respect to the ai’s. The first representation with cell cut
is given by

v1
ā,b1...bs1´1 “ ηrtLr̀

␣
vā,b1...bs1´1tpe0q ` s2

s1 ´ s2 ` 1vca1...as2´1,b1...bs1´1as2 pe0q
(
, (55.509)

while the second representation with cell cut is easier:

v2
a1...as2´1,b̄

“ ηrtLr̀ vta1...as2´1,b̄
pe0q. (55.510)

Now, the sport is to compute Lq́ v1
ā,b1...bs1´1

and Lq́ v
2
a1...as2´1,b̄

.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 55.115
Il y a du calcul non terminé, ici.

55.18.3 The quotient for the scalar singleton

The value of the energy which saturates the unitary condition is 1 when s “ 1
2 and 1

2 when
s “ 0. That is the reason why we consider the two special representations

Di “ Dp1, 1
2q Rac “ Dp12 , 0q. (55.511)

We are now interested in the scalar case, the Rac.
We know that, when ϵ0 is the value of the energy which saturates the unitary condition e0 ě d´3

2
(in the scalar case, then

(1) the vectors Ls̀ Ls̀ |ϵ0y are singular vectors,
(2) the vectors Lr̀1 ¨ ¨ ¨Lr̀n

Ls̀ Ls̀ |ϵ0y is orthogonal to all other states, it is a null vector.
On the other hand, we know from proposition 55.114 that a module is reducible if and only if
it has a vector |vy ‰ |e0, sy such that Lŕ |vy “ 0 for every r. Thus one constructs irreducible
representations by taking the quotient of the Verma module by the singular module.

What is the dimension of the scalar singleton? We have to count how many different vec-
tors we have in the Verma module Vpe0, 0q ”

␣
Lr̀1 . . . Lr̀n

|e0y
(8
n“0, and which are not build over

Ls̀ Ls̀ |e0y. In the case of SOp2, 3q, we have the generators L`
1 , L`

2 and L`
3 (which are commuting),

so the only vectors that are left after removing the singular modules are the seven following ones:
L`

1 |e0y, L`
2 |e0y,L`

3 |e0y, L`
1 L

`
2 |e0y, L`

1 L
`
3 |e0y,L`

2 L
`
3 |e0y, and L`

1 L
`
2 L

`
3 |e0y. The scalar singleton

representation is thus 7 dimensional.



Chapter 56

Fiber bundle

56.1 Vector bundle
DEFooFRPLooTxMUzg

Definition 56.1 ([1, 876]).
Let M be a smooth manifold with charts tφα : Iα Ñ MuαPτ . A k-dimensional vector bundle on
M is the given of ITEMooIVKKooNEfxVi

(1) A vector space Vx for each x PM .
Formally, we suppose that the vector space Vx has the form Vx “ tpx, vq tel que v PWxu for
some vector space Wx. The reason is that we want the union E “ Ť

xPM Vx to be disjoint.
(2) For each chart φα : Uα ÑM , a map

σα : Uα ˆRk Ñ
ď

xPφαpUαq
Vx. (56.1)

With the following conditions. ITEMooVIYBooMXFaKb

(a) The maps σα give a manifold structure on E.
ITEMooXHOBooERubro

(b) The projection
π : E ÑM

px, vq ÞÑ x
(56.2)

is smooth for the differential structure of E given by the atlas tσαuαPτ . ITEMooXJIVooVJTorK

(c) For every s P Uα and v P Rk we have σαps, vq P Vφαpsq. ITEMooOBCMooOCqoQo

(d) For each s P Uα, the map
τα,s : Rk Ñ Vφαpsq

v ÞÑ σαps, vq
(56.3)

is a vector space isomorphism (linear bijection).
ITEMooPNLXooLQWGqc

(e) The map gαβ : Uα X Uβ Ñ FunpRk,Rkq defined by

pσ´1
α ˝ σβqps, vq “

`
s, gαβpsqv

˘
(56.4)

belongs to C8`
Uα X Uβ,GLpR, kq˘.

Most of the time, we will denote the whole vector bundle only by the couple pE, πq.
The maps gαβ are the transition functions.

DEFooDSKKooEFgmPU

Definition 56.2.
Let E1, E2 be two vector bundles over the same manifold M . A map f : E1 Ñ E2 is a vector
bundle isomorphism if

(1) f is a manifold smooth diffeomorphism.

3269
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(2) π1 ˝ f “ π2

(3) f
`
π´1

1 pxq˘ “ π´1
2 pxq for every x PM .

(4) The restriction f : π´1
1 pxq Ñ π´1

2 pxq is a vector space isomorphism.
PROPooJZLEooYFgjnY

Proposition 56.3.
Let V be a k-dimensional vector space. Let f : Rk Ñ V be an isomorphism and M , a manifold.
We define

Vx “ tpx, vq tel que v P V u (56.5)

and
σα : Uα ˆRk Ñ

ď

xPφαpUαq
ps, vq ÞÑ `

φαpsq, fpvq
˘
.

(56.6)

We have: ITEMooYHUVooXUSryK

(1) This is a vector bundle structure.
ITEMooCZLRooIJjQUn

(2) If f and g are two isomorphisms between Rk and V , the corresponding vector bundle are
isomorphic 1.

Proof. For (1), this is a long verification 2.
We prove (2). We name E1 the vector bundle created by f and E2 the one created by g. We

define
h : E1 Ñ E2

px, vq ÞÑ `
x, pf ˝ g´1qpvq˘. (56.7)

It satisfies π1 ˝ h “ π2 because πipx, vq “ x for every v. The map h is a bijection because f
and g are bijections. Since f and g are linear, the restriction map h : Vx Ñ Vx is a vector space
isomorphism.

We prove that h is a manifold isomorphism: h and h´1 have to be smooth.
(1) h is smooth In order to say that h : E1 Ñ E2 is smooth, we have to check that

σ´1
f,α ˝ h ˝ σg,β : Uα X Uβ ˆRk Ñ Uα X Uβ ˆRk (56.8)

is smooth. We have

σ´1
f,α ˝ h ˝ σg,βps, vq “ pσf,α ˝ hq

`
φβpsq, gpvq

˘
(56.9a)

“ σ´1
f,α

´
φβpsq, pf ˝ g´1q`gpvq˘

¯
(56.9b)

“ σ´1
f,α

`
φβpsq, fpvq

˘
(56.9c)

“ `pφ´1
α ˝ φβqpsq, v

˘
. (56.9d)

The last expression is smooth with respect to ps, vq.
(2) h´1 is smooth The verification is the same for σ´1

g,α ˝ h´1 ˝ σg,β.

56.1.1 Transition functions

Proposition 56.4.
Let pE, πq be a vector bundle. The transition functions satisfy

gαβ ˝ gαγ ˝ gγα “ 1. (56.10)eq:g_compateq:g_compat

1. Definition 56.2
2. Make it, write it and send me your proof, so that I can add it here.
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56.1.2 Inverse construction
subsec:inv_g

Let us consider a manifold M , an open covering tUα : α P Iu and some functions gαβ : Uαβ Ñ
GLpr,Kq which fulfill relations (56.10). We will build a vector bundle E pÝÑ M whose transition
functions are the gαβ’s. Let Ẽ be the disjoint union

Ẽ “
ğ

αPI
Uα ˆKr,

i.e. triples of the form px, v, αq P M ˆ Kr ˆ I with the condition that x P Uα. We define an
equivalence relation on Ẽ by px, v, αq „ py, w, βq if and only if x “ y and w “ gαβpxqv. Next, we
define E “ Ẽ{ „ and ω : Ẽ Ñ E, the canonical projection. The projection p : E ÑM is naturally
defined by pprx, v, αsq “ x. The chart diffeomorphism is φα : Uα ˆKr Ñ p´1pUαq,

φαpx, vq “ ωpx, v, αq.
Now we have to prove that E endowed with the φα’s is a vector bundle.

First we prove that φα is surjective. For this we remark that a general element in p´1pUαq can
be written under the form ωpx, v, αq with x P Uαβ. But

φαpx, gαβpxqwq “ ωpx, gαβpxqw,αq
“ ωpx, gαβpxqgαβpxqw, βq
“ ωpx,wβq,

(56.11)

then φα is surjective. Now we suppose φαpx, vq “ φαpy, wq. Then ωpx, v, αq “ ωpy, w, αq and
x “ y, w “ gααv which immediately gives v “ w. Then φα is injective.

Finally, we have

pφα ˝ φ´1
β qpωpx, v, αqq “ φαpx, gαβpxqvq “ ωpx, gαβpxqv, αq, (56.12)

which proves that the maps g are the transition functions of the vector bundle E.

56.1.3 Equivalence of vector bundle

Let E pÝÑM and F p1ÝÑM be two vector bundles on M . They are equivalent if there exists
a smooth diffeomorphism f : E Ñ F such that

— p1 ˝ f “ p,
— f |Ex : Ex Ñ Fx is a vector space isomorphism.
Let E and F be two equivalent vector bundles, tUα tel que α P Iu, an open covering which

trivialize E and F in the same time and ϕEα , ϕFα the corresponding trivializations. A map f : E Ñ F
reads “in the trivialization” as ϕFα ˝ f |p´1pµαq ˝ ϕE´1

α : Uα ˆ Kr Ñ Uα ˆ Kr and defines a map
λα : Uα Ñ GLpr,Kq by

pϕFα ˝ f |p´1pµαq ˝ ϕE´1
α qpx, vq “ px, λαpxqvq. (56.13)

If we denote by gE the transition functions for E (and gF for F ),

ϕFα ˝ ϕFβ ´1 “ pϕFα ˝ f ˝ ϕEα´1q ˝ pϕEα ˝ ϕEβ ´1q ˝ pϕEβ ˝ f´1 ˝ ϕEβ ´1q,
so that

gFαβpxq “ λαpxqgEαβpxqλpxq´1. (56.14)eq:g_l_g_leq:g_l_g_l

Once again we have an inverse construction. We consider a vector bundle E on M with
transition functions gE and some maps λα : Uα Ñ GLpr,Kq; then we define gFαβpxq by equation
(56.14).

From subsection 56.1.2, one can construct a vector bundle F on M whose transition functions
are these gF . With the trivializations ϕF of F , one can define f : E Ñ F by

pϕFα ˝ f ˝ ϕEα´1qpx, vq “ px, λαpxqvq.
When a basis space B is given, we denote by VectpBq the set of isomorphism classes of vector

bundles over B. In the complex case, we denote it by VectCpBq.
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Proposition 56.5.
Any vector bundle over Rn is trivial.

Proof. Let p : F Ñ M be a vector bundle on M “ Rn and tUαu be covering of Rn by local
trivializations. Now consider a partition of unity related to the covering Uα: a set of functions
fα : M Ñ R such that

— fα ą 0,
— @x PM , one can find a neighbourhood of x in which only a finite number of fα is non zero,
— @x PM ,

ř
α fαpxq “ 1.

— fα “ 0 outside of Uα.
Using that partition of unity, we build the trivialization function f : F Ñ Rn ˆ V by fplq “
px,řα fαpxqϕαxplqq.

The following two propositions have some importance in K-theory.
PropEoplusEprimetriv

Proposition 56.6.
Let π : E Ñ B be a complex vector bundle over a basis compact, Hausdorff, connected basis B.
Then there exists a vector bundle E1 such that E ‘ E1 is trivial.

PropmapfEEsun

Proposition 56.7.
Let f : A Ñ B be a map between the topological spaces A and B, and consider a vector bundle
π : E Ñ B. Then there exists one and only one vector bundle π1 : E1 Ñ A and a map f 1 : E1 Ñ E
such that f 1|E1

x
: E1

x Ñ Efpxq is an isomorphism. The vector bundle E1 is unique up to isomorphism.

Proofs can be found in [877]. Let us denote by f˚pEq the function given by proposition 56.7.
It satisfies the following properties

pfgq˚pEq “ g˚`f˚pEq˘

Id˚pEq “ E

f˚pE1 ‘ E2q “ f˚pE1q ‘ f˚pE2q
f˚pE1 b E2q “ f˚pE1q b f˚pE2q.

(56.15)EqPropfstarEVectEqPropfstarEVect

56.1.4 Sections of vector bundle
DEFooULPGooZeVheH

Definition 56.8.
A section of the vector bundle p : E Ñ M is a smooth map s : M Ñ E such that p ˝ s “ Id |M .
The set of all the sections is denoted by Γ8pMq or simply ΓpEq.

PROPooMCJWooNAqmIQ

Proposition 56.9.
Let E “ `tVxuxPM , tσαu

˘
be a vector bundle. We consider a set of sections ei : M Ñ E such that

for each x PM , the set teipxqu is a basis of Vx.
For every v P Γ8pEq, there exist smooth functions vi P C8pMq such that

vpxq “
ÿ

i

vipxqeipxq (56.16)

for every x PM .

If pUα, ϕαq is a local trivialization, one can describe the section s by a function sα : Uα Ñ V
defined by ϕαpspxqq “ px, sαpxqq, or equivalently by

spxq “ ϕ´1
α px, sαpxqq.

As usual when we define such a local quantity, we have to ask ourself how are related sα and sβ
on Uα X Uβ. The best is sα “ sβ, but most of the time it is not. Here, we compute

ϕβ ˝ ϕ´1
α ˝ ϕαpspsqq “ px, gαβpxqsαpxqq,
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which is obviously also equal to px, sβpxqq. Then

sβpxq “ gαβpxqsαpxq (56.17)eq:tr_seceq:tr_sec

without summation.

56.1.5 Tensor product
DEFooCSDZooJuzGuE

Proposition-Definition 56.10 ([1, 878]).
Let M be a smooth manifold with charts tpUα, φαquαPΛ. We consider two vector bundles 3 V

piq
x ,

σ
piq
α : Uα ˆRki Ñ Ť

xPM V
piq
x with transition functions gpiq

αβ : Uα X Uβ Ñ GLpR, kq.
Let r : Rk1 bRk2 Ñ Rk1k2 be a vector space isomorphism 4.
We consider the following :

(1) Vx “ V
p1q
x b V p2q

x ,

(2) T “ Ť
xPM Vx

(3) For each α P Λ we define

σα : Uα ˆRk1k2 Ñ T
`
s, rp

ÿ

ij

aijvi b wjq
˘ ÞÑ

ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq (56.18)EQooXHURooBpOMlUEQooXHURooBpOMlU

for every s P Uα, vi P Rk1 and wj P Rk2.

We have: ITEMooDTGOooSCsElj

(1) There exists a unique topology τT on T such that the maps σα are homeomorphic.
ITEMooRALUooFvLQaV

(2) The topological space pT, τT q is a topological manifold 5

(3) The set tσαuαPΛ is an atlas of T .

(4) The topological manifold T with the atlas tσαuαPΛ is a smooth vector bundle of dimension
k1k2 over M .

(5) The vector bundle does not depend on the choice of the isomorphism r in the sense that two
vector bundles build from two different isomorphisms r1 and r2 are equivalent.

Proof. There are numerous points to be checked.

Some properties of σα.

Before to begin with all the verifications, we check few properties of σα.
We introduce the maps

τα,s : Rk1k2 Ñ Vφαpsq
ξ ÞÑ σαps, ξq.

(56.19)EQooYICAooRDhYnzEQooYICAooRDhYnz

And we prove that τα,s is a linear bijection. If ξ “ r
`ř

ij aijvi b wj
˘
,

τα,spξq “
ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq. (56.20)

3. Definition 56.1.
4. For the dimension, see the proposition 11.166.
5. Definition 49.1.
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(1) τα,s is linear ITEMooCMQEooReGOduFor the linearity, for λ P R we have

τα,spλξq “ τα,s

´
r
`ÿ

ij

aijpλviq b wj
˘¯

(56.21a)

“
ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, λviq b σp2q

α ps, wjq (56.21b)

“ λ
ÿ

ij

σp1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq (56.21c)

“ λτα,spξq (56.21d)

because σp1q
α ps, λviq “ λσ

p1q
α ps, viq. The same kind of computations hold to prove that τα,spξ1`

ξ2q “ τσ,spξ1q ` τα,spξ2q.
(2) τα,s is injective Suppose τα,spξq “ 0. Let teiu be a basis of V and te1

ju be a basis of W . By
proposition 11.166(1), the set tei b e1

ju is a basis of V bW . We write ξ “ r
`ř

ij aijei b e1
j

˘
,

so that ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, eiq b σp2q

α ps, e1
jq “ 0. (56.22)EQooVGWPooTRDuJWEQooVGWPooTRDuJW

Since v ÞÑ σ
piq
α ps, vq is a linear bijection, the set tσpiq

α ps, vqu is a basis of V piq
φαpsq. We conclude

that the set
tσp1q

α ps, eiq b σp2q
α ps, e1

jqu (56.23)

is a basis of Vφαpsq “ V
p1q
φαpsq b V

p2q
φαpsq. Thus equation (56.22) implies that aij “ 0 for every

i, j. We conclude that ξ “ 0 and that τα,s is injective.
(3) τα,s is surjective The set tσp1q

α ps, eiq b σ
p2q
α ps, e1

jqu is a basis and is in the image of τα,s
which is linear. Thus τα,s is surjective.

(4) σα is injective ITEMooXSPDooKMXlBNLet σαps1, t1q “ σαps2, t2q. In particular we have

ϕ
`
σαps1, t1q

˘ “ (56.24)

Now we introduce the projection map

π : T ÑM

ξ ÞÑ x if ξ P Vx. (56.25)

Let s P Uα and t P Rk1k2 . For some vi and wj we have

σαps, tq “
ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq P V p1q
φαpsq b V p2q

φαpsq. (56.26)

Thus we have
pπ ˝ σαqps, tq “ φαpsq. (56.27)EQooRSRJooWNtWIAEQooRSRJooWNtWIA

Proof of (1): topology

We prove that the set T with the maps σα satisfy the theorem 49.4.
(1) Theorem 49.4, hypothesis (1) The domain of σα is UαˆRk1k2 which is open inRn`k1k2 .
(2) Theorem 49.4, hypothesis (2) A generic element of T has the form

ξ “
ÿ

ij

aijvi b wj “
ÿ

ij

paijviq b wj (56.28)

with vi P V p1q
x and wj P V p2q

x for some x P M . There exists a α such that x P φαpUαq. Let
s P Uα such that x “ φαpsq. There exist vectors v1

ij P Rk1 such that

aijvi “ σ1
αps, v1

ijq, (56.29)
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and w1
j P Rk2 such that wj “ σ2

αps, w1
jq. Now we have

σα
`
s, rp

ÿ

ij

v1
ij b w1

jq
˘ “

ÿ

ij

σp1q
α ps, v1

ijq b σp2q
α ps, w1

jq (56.30a)

“
ÿ

ij

aijvi b wj (56.30b)

“ ξ. (56.30c)

This proves that ξ belongs to σαpUα ˆRk1k2q.
(3) Theorem 49.4, hypothesis (3) The fact that σα is injective is already proved.
(4) Theorem 49.4, hypothesis (4) We have to prove that, for every α, β P Λ,

σ´1
α

´
σαpUα ˆRk1k2q X σβpUβ ˆRk1k2q

¯
(56.31)

is open in Uα ˆRk1k2 .
First we prove that

σαpUα ˆRk1k2q X σβpUβ ˆRk1k2q “
ď

xPφαpUαqXφβpUβq
V p1q
x b V p2q

x . (56.32)EQooNWFCooWcxQxaEQooNWFCooWcxQxa

(4a) First inclusion Let ξ P σαpSαˆXαq X σβpSβ ˆXβq. There exists s P Sα and v P Xα

such that, using the condition 56.1(c),

ξ “ σαps, vq P Vφαpsq “ V
p1q
φαpsq b V p2q

φαpsq. (56.33)

In the same way, there exists t P Uβ and w P Rk1k2 such that

ξ “ σβpt, wq P Vφβptq “ V
p1q
φβptq b V p2q

φβptq. (56.34)

We deduce that φαpsq “ φβptq, which is, by the way, πpξq. Thus, setting x “ φαpsq we
have

ξ P V p1q
x b V p2q

x . (56.35)

(4b) Second inclusion Let ξ P V p1q
x b V p2q

x with x P φαpUαq X φβpUβq. We can write ξ “ř
ij aijvibwj with vi P V p1q

x and wj P V p2q
x . Since the map σp1q

α : UαˆRk1 Ñ Ť
xPM V

p1q
x

is a chart, there exist v1
i P Rk1 such that

vi “ σp1q
α

`
φ´1
α pxq, v1

i

˘
. (56.36)

In the same way, there exists w1
ij P Rk2 such that

aijwj “ σp2q
α

`
φ´1
α pxq, w1

ij

˘
. (56.37)

Few computations:

ξ “
ÿ

ij

aijvi b wj (56.38a)

“
ÿ

ij

vi b paijwjq (56.38b)

“
ÿ

ij

σp1q
α

`
φ´1
α pxq, v1

i

˘b σp2q
α

`
φ´1
α pxq, w1

ij

˘
(56.38c)

“ σα

´
φ´1
α pxq, r

`ÿ

ij

v1
i b w1

ij

˘¯
(56.38d)

P σαpUα ˆRk1k2q. (56.38e)

In the same way we see that ξ P σβpUβ ˆRk1k2q. Equation (56.32) is proven.
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Now let A be a part of Uα. We prove that

σ´1
α

` ď

xPφαpAq
V p1q
x b V p2q

x

˘ “ AˆRk1k2 . (56.39)EQooJCUAooYxMMvCEQooJCUAooYxMMvC

(4a) First inclusion Let ξ P V p1q
x b V p2q

x and let s P Uα be such that x “ φαpsq. We have
ξ “ ř

ij aijvi b wj with vi “ σ
p1q
α ps, v1

iq and aijwj “ σ
p2q
α ps, w1

ijq. Now we have

ξ “
ÿ

ij

σp1q
α ps, v1

iq b σp2q
α ps, w1

ijq (56.40a)

“ σα
`
s, rp

ÿ

ij

v1
i b w1

ijq
˘

(56.40b)

P σα
`
φ´1
α pxq,Rk1k2

˘
. (56.40c)

(4b) Second inclusion Let ps, ωq P AˆRk1k2 . We have to prove that σαps, ωq P ŤxPφαpAq V
p1q
x b

V
p2q
x . For that, notice that ω P Rk1k2 can be written as ω “ r

`ř
ij aijvi bwj

˘
for some

vi P Rk1 and wj P Rk2 . Now compute

σαps, ωq “
ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2qq

α ps, wjq. (56.41)

Since σp1q
α ps, viq P Vφαpsq and σ

p2q
α ps, wjq P V p2q

φαpsq we found that

σαps, ωq P V p1q
φαpsq b V p2q

φαpsq (56.42)

The equality (56.39) is proved.
Recall what we have in equations (56.32) and (56.39) :

σαpUα ˆRk1k2q X σβpUβ ˆRk1k2q (56.43a)
“

ď

xPφαpUαqXφβpUβq
V p1q
x b V p2q

x (56.43b)

“
´ ď

xPφαpUαq
V p1q
x b V p2q

x

¯
X
´ ď

xPφβpUβq
V p1q
x b V p2q

x

¯
(56.43c)SUBEQooPFDVooPuzjYlSUBEQooPFDVooPuzjYl

and
σ´1
α

` ď

xPφαpAq
V p1q
x b V p2q

x

˘ “ AˆRk1k2 . (56.44)EQooSYTEooEfyxPiEQooSYTEooEfyxPi

The map σ´1
α is injective, so that we can use proposition 1.8. Now we make the final

computation, writing Mα “ φαpUαq:

σ´1
α

`
σαpUα ˆRk1k2q X σβpUβ ˆRk1k2q˘ (56.45a)

“ σ´1
α

´ ď

xPφαpUαq
V p1q
x b V p2q

x

¯
X σ´1

α

´ ď

xPφβpUβq
V p1q
x b V p2q

x

¯
eq. (56.43c) (56.45b)

“ `
Uα XRk1k2

˘X σ´1
α

´ ď

xPφα

`
pφ´1

α ˝φβqpUβq
˘V

p1q
x b V p2q

x

¯
eq. (56.44) (56.45c)

“ `
Uα ˆRk1k2

˘X `pφ´1
α ˝ φβqpUβq ˆRk1k2

˘
eq. (56.44) (56.45d)

(56.45e)

We know that pφ´1
α ˝ φβqpUβq is open in Uα since φα and φβ are charts of M .
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(5) Theorem 49.4, hypothesis (5)
We have to prove that

σ´1
β ˝ σα : σ´1

α

´
σαpUα ˆRk1k2q X σβpUβ ˆRk1k2q

¯
Ñ Uβ ˆRk1k2 (56.46)

is continuous. In fact, we will prove that this map is even smooth. It is the same price and
we will need it later.
(5a) First step

We have :

pσ´1
β ˝ σαq

´
s, r

`ÿ

ij

aijvi b wj
˘¯ “ σ´1

β

´ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq
¯
. (56.47)EQooNROCooARFfPaEQooNROCooARFfPa

(5b) Notation A1 and A2 Small point about the notations. When we have a map A : Uαˆ
Rk1 Ñ Uβ ˆ Rk2 , we write A1ps, vq the Uβ component of Aps, vq and A2ps, vq the
component in Rk2 .
With that notation we have

pσp1q´1
β ˝ σp1q

α q1ps, vq “ pφ´1
β ˝ φαqpsq. (56.48)EQooSBLDooRxPKQREQooSBLDooRxPKQR

Indeed, by definition 56.1(d), we have σp1q
α ps, vq P V p1q

φαpsq, and by the same point,

σ
p1q´1
β

`
Vφαpsq

˘ “ `pφ´1
β ˝ φαqpsq,Rk1

˘
. (56.49)

The first component is pφ´1
β ˝ φαqpsq as expected.

(5c) Next step We continue (56.47) by proving

σ´1
β

´ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq
¯

“
´
pφ´1

β ˝ φαqpsq, r
`ÿ

ij

aijpσp1q´1
β ˝ σp1q

α q2ps, viq b pσp2q´1
β ˝ σp2q

α q2ps, wjq
˘¯
.

(56.50)EQooGVGEooRbGZUdEQooGVGEooRbGZUd

Notice that, setting x “ pφ´1
β ˝φαqpsq, the equation (56.48) says that pσp1q´1

β ˝σp1q
α q1ps, viq “

x, so that `
x, pσp1q´1

β ˝ σp1q
α q2ps, viq

˘ “ pσp1q´1
β ˝ σp1q

α qps, viq. (56.51)EQooZEBYooXtCaUPEQooZEBYooXtCaUP

Now we prove (56.50) by applying σβ to the right hand side :

σβ

´
x, r

`ÿ

ij

aijpσp1q´1
β ˝ σp1q

α q2ps, viq b pσp2q´1
β ˝ σp2q

α q2ps, wjq
˘¯

(56.52a)

“
ÿ

ij

aijσ
p1q
β

`
x, pσp1q´1

β ˝ σp1q
α q2ps, viq

˘b σp2q
β

`
x, pσp2q´1

β ˝ σp2q
α q2ps, wiq

˘
(56.52b)

“
ÿ

ij

aijσ
p1q
β

`pσp1q´1
β ˝ σp1q

α qps, viq
˘b σp2q

β

`pσp2q´1
β ˝ σp2q

α qps, wiq
˘

eq. (56.51)

(56.52c)
“
ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq. (56.52d)

(5d) Conclusion We have SUBEQSooRYKSooBkBmaF

pσ´1
β ˝ σαq

´
s, r

`ÿ

ij

aijvi b wj
˘¯

(56.53a)

“ σ´1
β

´ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq
¯

(56.53b)

“
´
pφ´1

β ˝ φαqpsq, r
“ÿ

ij

aijpσp2q´1
β ˝ σp1q

α q2ps, viq b pσp1q´1
β ˝ σp2q

α q2ps, wjq
‰¯
.

(56.53c)
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Since the maps φα, φβ are charts of M , the composition φ´1
β ˝φα is smooth. The same

way, the maps σpiq
α and σ

piq
β are charts of

Ť
xPM V

piq
x , the composition σ

piq´1
β ˝ σp

αiq is
smooth.

Condition (2): topological manifold

We have to check the definition 49.1.
(1) For 49.1(3): the σα are a covering
(2) For 49.1(3): the σα are homeomorphic
(3) For 49.1(1): Hausdorff Let ξ1, ξ2 P T . There are two possibilities: either πpξ1q “ πpξ2q

or not.
If πpξ1q “ πpξ2q, then by writing πpξ1q “ πpξ2q “ φαpsq, we have ξ1 “ σαps, t1q and
ξ2 “ σαps, t2q. Let V be an open neighbourhood of s. Since Rk1k2 is Hausdorff, we can
consider open parts A and B such that t1 P A, t2 P B and AXB “ H. Then the open parts
σαpV,Aq and σαpV,Bq are open sets separating ξ1 and ξ2.
If πpξ1q ‰ πpξ2q, we use the fact that M is Hausdorff. Let A be an open neighbourhood of
πpξ1q and B be an open neighbourhood of πpξ2q with A X B “ H. Then the open parts
σαpA,Rk1k2q and σαpB,Rk1k2q are separating ξ1 and ξ2 because σα is injective, see point (4).

(4) For 49.1(2): second countable

(4a) The set B By proposition 49.10, the manifold M has a countable atlas tpWs, ϕsqusPΣ
with a map f : Σ Ñ Λ such that Ws Ă Ufpsq and ϕs “ φfpsq. When s P Σ, we write
σs “ σfpsq.
Let tBiuiPN be a countable basis of topology of Rk1k2 . Each Ws being part of Rn, we
consider countable basis of topology tWs,iuiPN of Ws. Then we consider

A “ tσspWs,i ˆBjqu sPΣ
i,jPN

. (56.54)

The set A is countable as product of countable sets by the proposition 1.137(2). Finally
we define B as the set of finite intersections of elements of A. The set B is countable as
union of finites parts of a countable set (lemma 1.135).

(4b) Elements of τ0
We show that every element of τ0 contains an element of B. Let O P τ0. There exists
an open A Ă Uα ˆRk1k2. Then we can choose s P Σ, i, j P N such that

Ws,i ˆBj Ă A. (56.55)

Notice that fpsq “ α. Then the element σαpWs,i ˆBjq is contained in O.
(4c) Finite intersection

Let O1 “ σαpA1q and O2 “ σβpA2q be two elements of τ0. Here A1 is open in UαˆRk1k2

and A2 is open in Uβ ˆRk1k2 . There exist s, t P Σ, i, j, k, l P N such that

Ws,i ˆBk Ă A1

Wt,j ˆBl Ă A2.
(56.56)

So the part
σαpWs,i ˆBkq X σβpWt,j ˆBlq Ă O1 XO2. (56.57)

(4d) Union
If the sets tOiuiPI are (each) intersections of elements of τ0, then, in particular O1 ĂŤ
iPI Oi and we can find an element in B included in O1.

Other stuff to do.
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Since the spaces V piq
x are distinct, the spaces Vx “ V

p1q
x b V p2q

x are distinct. We have to check the
conditions of definitions 49.11 and 56.1.

(1) Condition (a) We have to check the conditions of definition 49.12.
(1a) Condition (1)
(1b) Condition (2)
(1c) Condition (3)

(2) Condition (b) We have to prove that 6

π :
ď

xPM
V p1q
x b V p2q

x ÑM

ÿ

ij

aijvi b wj ÞÑ x
(56.58)

is smooth. In other words, for each α and β, the map

φ´1
β ˝ π ˝ σα : Uα Ñ Uβ (56.59)

must be smooth. We have

pφ´1
β ˝ π ˝ σαq

`
s, rp

ÿ

ij

aijvi b wjq
˘

(56.60a)

“ pφ´1
β ˝ πq

´ÿ

ij

aijσ
p1q
α ps, viq b σp2q

α ps, wjq
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

PVφαpsq

¯
(56.60b)

“ pφ´1
β ˝ φαqpsq. (56.60c)

So we have
pφ´1

β ˝ π ˝ σαqps, ξq “ pφ´1
β ˝ φαqpsq, (56.61)

which leads us to φ´1
β ˝ π ˝ σα “ φ´1

β ˝ φα ˝ proj where proj : Rn ˆ Rk1k2 Ñ Rn is the
projection. Since proj is smooth and φ´1

β ˝ φα is smooth, we conclude that φ´1
β ˝ π ˝ σα is

smooth.
(3) Condition (c) Since σpiq

α is a chart for the vector bundle
Ť
xPM V

piq
x we have σiαps, vq P

Vφαpsq. Thus for right hand side of (56.18) is an element of V p1q
φαpsq b V p2q

φαpsq “ Vφαpsq.

(4) Condition (d) We fix s P Uα. We have to prove that the map τα,s is a linear bijection.
This is already done after the definition ((1)), with the items (1) and the following ones.

(5) Condition (e) Two points to be proven.
(5a) gαβpsq P GLpR, k1k2q The condition

pσ´1
α ˝ σβqps, vq “

`
s, gαβpsqv

˘
(56.62)

for every v P Rk1k2 says
gαβpsqv “ pτ´1

α,s ˝ τα,sqpvq. (56.63)

Thus gαβpsq is linear and invertible. This means that for every s, the map gαβpsq belongs
to GLpR, k1k2q.

6. Here we use the fact that the spaces V piq
x have the form tpx, vq tel que v P W

piq
x u, so that when we write vi bwj ,

we could have written px, viq b px,wjq. Just keep in mind that the base point x is contained in the vector vi in the
following formula.
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(5b) gαβ is smooth We are going to prove that

gαβpsq “ r ˝ `gp1q
αβ psq b gp2q

αβ psq
˘ ˝ r´1. (56.64)EQooAUMXooCoqPTOEQooAUMXooCoqPTO

Let teiuiPI be a basis of Rk
1 and te1

jujPJ be a basis of Rk2 . We consider v “ rpei b e1
jq

and we compute EQSooUIMFooMBbBvp

σα

´
s, r ˝ `gp1q

αβ psq b gp2q
αβ psq

˘ ˝ r´1v
¯
“ σα

´
s, r ˝ `gp1q

αβ psq b gp2q
αβ psq

˘pei b e1
jq
¯

(56.65a)

“ σα

´
s, r

`
g

p1q
αβ psqei b gp2q

αβ psqe1
j

˘¯
(56.65b)

“ σp1q
α

`
s, g

p1q
αβ psqei

˘b σp2q
α

`
s, g

p2q
αβe

1
j

˘
(56.65c)

“ σ
p1q
β ps, eiq b σp2q

β ps, e1
jq cf. justif.

(56.65d)SUBEQooSZDEooLQBGoQSUBEQooSZDEooLQBGoQ

“ σβ
`
s, rpei b e1

jq
˘

(56.65e)
“ σβ

`
s, rpvq˘. (56.65f)

Justifications.
— For (56.65d). We have

`
s, g

p1q
αβ psqei

˘ “ `
σ

p1q´1
α ˝ σβ

˘ps, eiq, and similar for e1
j .

Putting σα on the right hand side the equalities (56.65) show that

pσ´1
α ˝ σβq

`
s, rpvq˘ “

´
s, r ˝ `gp1q

αβ psq b gp2q
αβ psq

˘
r´1v

¯
. (56.66)

The left hand side can be expressed in terms og gαβpsq. We have
`
gαβpsq ˝ r

˘pei b e1
jq “ r ˝ `gp1q

αβ psq b gp2q
αβ psq

˘pei b e1
jq. (56.67)

Since the operators gαβpsq˝r and r ˝`gp1q
αβ psqbgp2q

αβ psq
˘

are linear and since the elements
ei b e1

j form a basis we have the operator equality

gαβpsq ˝ r “ r ˝ `gp1q
αβ psq b gp2q

αβ psq
˘
, (56.68)

which is the announced equality (56.64).
(5c) Conclusion The maps gp1q

αβ and gp2q
αβ are smooths by hypothesis. By proposition 55.18,

the tensor product is smooth. The maps r and r´1 are linear on finite dimensional
vector spaces; they are smooth too.

PROPooEYSWooOeQNyX

Proposition 56.11 ([1]).
The tensor product 7 of vector bundles is associative : if E1, E2 and E3 are vector bundles, then

pE1 b E2q b E3 “ E1 b pE2 b E3q. (56.69)

56.2 Tensor bundle
Definition 56.12.
Let pk, lq be integers. The k, l-tensor bundle is

k,lâpTMq “ pTMqbk b pT ˚Mqbl. (56.70)

A pk, lq-tensor field is a smooth section of
Âk,lpTMq.

7. Definition 56.10.
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PROPooIMOJooKzEDXA

Proposition 56.13.
The set TM becomes a vector bundle with the charts

σα : Uα ˆRn Ñ TM

ps, vq ÞÑ d

dt
rφαps` tvqst“0 .

(56.71)

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

56.2.1 Dual basis

The proposition 49.72 says that the vectors

Bi “ d

dt
rφαps0 ` teiqst“0 (56.72)

form a basis of TpM where p “ φαps0q. We denote by tBi̊ u the dual basis.

56.14.
When I “ pi1, . . . , ikq is a multiindex, we write

B˚̂
I “ Bi1 ^ . . .^ Bik . (56.73)

56.15.
The object B˚̂

I is build from the elements of the basis Bi̊ which is the dual of the basis

Bi “ d

dt
rφαps` teiqst“0 . (56.74)

Thus B˚̂
I is a function of s.

LEMooKCBSooPjEwEl

Lemma 56.16 ([1]).
Let pU,φq be a chart of a smooth manifold. We have the local expression

Bi̊ “ dfi (56.75)

where fi is the function
fi : M Ñ R

q ÞÑ φ´1pqqi.
(56.76)

Proof. Let q “ φpxq P M . At q we have Bj “ d
dt rφpx` tejqst“0 and, using the definition fi “

proji ˝φ´1, we have

dfipBjq “ d

dt

“
fi
`
φpx` tejq

˘‰
t“0 (56.77a)

“ d

dt

“pproji ˝φ´1 ˝ φqpx` tejq
‰
t“0 (56.77b)

“ d

dt
rprojipx` tejqst“0 (56.77c)

“ d

dt
rxi ` tδijst“0 (56.77d)

“ δij , (56.77e)

which proves that dfi “ Bi̊ .
LEMooGEFSooVlPLOs

Lemma 56.17 ([1]).
Let f be a smooth function over the manifold M . We consider a chart pU,φq. The differential of
f is

df “
ÿ

i

pBifqBi̊ . (56.78)
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Proof. Let X be the vector X “ ř
i Bi. Since tBi̊ u is the dual basis, we express the components of

X under the form Xi “ Bi̊ pXq. Now, by definition,

dfpXq “ Xpfq “
ÿ

i

XiBif “
ÿ

i

pBifqBi̊ pXq. (56.79)

Since it is valid for every vector X, we have the equality.
LEMooIAASooDnnhRA

Lemma 56.18.
The map

B˚̂
I : Uα Ñ

kľ
pT ˚Mq (56.80)

is smooth and satisfy

B˚̂
Ipsq P

kľ`
T ˚
φαpsqM

˘
. (56.81)

NORMooDQEZooHaJPoa

56.19.
Let φα : Uα ÑM be a chart. We introduce two maps to make the link between the real world and
the manifold world. One for the forms :

τα,s :
kľ
pRnq˚ Ñ

kľ
T ˚
φαpsqMÿ

IPCk

ωIe
˚̂
I ÞÑ

ÿ

IPCk

ωIB˚̂
I .

(56.82)

An one for the vectors:
τα,s : Rn Ñ TφαpsqM

v ÞÑ
ÿ

i

viBi. (56.83)

These two maps have the same name «τα,s», but their arguments are different enough not to cause
confusion.

DEFooZELVooFfosEn

Proposition-Definition 56.20 (Exterior bundle).
Let M be a n-dimensional manifold. We write 8

Ck “ tpi1, . . . , ikq tel que 1 ď i1 ă . . . ă ik ď nu. (56.84)

The set
Źk T ˚M is a vector bundle with the charts

σα : Uα ˆ
kľ
pRnq˚ Ñ

kľ
T ˚M

ps,
ÿ

IPCk

ωIe
˚̂
Iq ÞÑ

´
φαpsq,

ÿ

IPCk

ωIB˚̂
I

¯
.

(56.85)EQooOMWMooKKWhqfEQooOMWMooKKWhqf

In other words,
σαps, ω1q “ `

φαpsq, τα,spω1q˘. (56.86)

Two notes.
(1) There is an hidden choice of isomorphism between Rm and

Źk
Rn with m “ `

n
k

˘
.

(2) The vector space Vφαpsq is the set of elements of the form
`
φαpsq, ω

˘
with ω P Źk T ˚

φαpsqM .
The purpose of that is to make explicit the fact that all the vector spaces Vx are distinct. See
the point (1) of the definition 56.1 of a vector bundle.

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

8. This provides a basis of
Źk T˚m, see proposition 11.203.
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56.3 Differential form
DEFooBRSSooWOgoov

Definition 56.21.
A k-differential-form is a section of

Źk T ˚M . We denote by ΩkpMq the set of k-differential
forms.

When the context is clear, we could simply say "k-form" instead of k-differential form.

56.22.
Formally, a k-differential form ω is a smooth map

ω : M ÑM ˆ
kľ
T ˚M (56.87)

where the M -component of ω is the identity.
We will, however, often make the abuse of notation and drop that M -component.

PROPooQOUXooZfFHNb

Proposition-Definition 56.23.
If ω P ΩkpMq and η P ΩlpMq we define ω ^ η pointwise by

pω ^ ηqp “ ωp ^ ηp (56.88)

where the exterior product is defined by 11.198.
We have ω ^ η P Ωk`lpMq.

LEMooUVRQooVZDKir

Lemma 56.24 ([1]).
If f is a function and ω is a k-differential form we have

f ^ ω “ fω. (56.89)EQooYHCKooNLgJWGEQooYHCKooNLgJWG

where, on the left hand side, f is seen as a 0-differential form while, on the right hand side this is
the pointwise product.

Proof. We compute the left-hand side of (56.89) at x PM . From definition 56.23,

pf ^ ωqx “ fpxq ^ ωx. (56.90)

Now we are reduced to check pλ b ωq “ λω for λ P R and ω P ŹkpV ˚q for some vector space V .
Using the definitions 11.198 and 11.193,

λ^ ω “ p0` kq!0!k! Altpλb ωq (56.91a)

“ Altpλb ωq (56.91b)

“ 1
k!

ÿ

πPSk

p´1qπpλb ωqπ. (56.91c)

Each term in the sum is subject to the relation pλb ωqpv1, . . . , vkq “ λωpv1, . . . , vkq.
PROPooNOGKooQedJba

Proposition 56.25.
Let ω P ΩkpMq. There exist functions ωI P C8pMq for each

I P Ck “ tpi1, . . . , ikq tel que 1 ď i1 ă . . . ă ik ď nu (56.92)

such that
ωx “

ÿ

IPCk

ωIpxqB˚̂
I . (56.93)

Notes:
— When I “ pi1, . . . , ikq, the notation a^I means ai1 ^ . . .^ aik .
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— Even if we don’t write it explicitly, Bi̊ is a vector field, and then a function of x.

Proof. No proof for the moment. You can help sending me a proof based on theorems already stated
before.

PROPooHTKMooVzYQdW

Proposition 56.26.
We consider a k-form ω P ΩkpMq and smooth vector fields X1, . . . , Xk. The map

ωpX1, . . . , Xkq : M Ñ R

x ÞÑ ωx
`pX1qx, . . . , pXkqx

˘ (56.94)

is smooth.

Proof. We have to prove that ωpX1, . . . , Xkq ˝ φα is smooth as function from Uα to R. Using
proposition 56.25, we have smooth functions ωI P C8pM,Rq such that

ωx “
ÿ

iPCk

ωIpxqB˚̂
I . (56.95)

From proposition 49.61, there exist smooth functions Xij P C8pMq such that

Xipxq “
ÿ

j

XijpxqBj . (56.96)

We have

ωpX1, . . . , Xkqφαpsq “
ÿ

IPCk

pωI ˝ φαqpsqB˚̂
I

´
pX1 ˝ φαqpsq, . . . , pXk ˝ φαqpsq

¯
(56.97a)

“
ÿ

I

pωI ˝ φαqpsqpBi̊1 ^ . . . Bi̊kq
´
pX1 ˝ φαqpsq, . . . , pXk ˝ φαqpsq

¯
. (56.97b)SUBEQooKPRLooFzreMJSUBEQooKPRLooFzreMJ

The function ωI ˝φα is smooth. The rest of (56.97b) are sum of products of elements of the form 9

Bi̊mpxq
´
pXl ˝ φαqpsq

¯
“ Bi̊mpxq

nÿ

j“1
pXlj˝φαqpsqBjpxq (56.98a)

“
ÿ

j

pXlj ˝ φαqpsqδj,im (56.98b)

“ pXl,im ˝ φαqpsq. (56.98c)

The last line is a smooth function of s since Xij are smooth. The proposition 49.16 about sum
and product of smooth functions makes ωpX1, . . . , Xkq smooth.

LEMooMEZCooGXpOOa

Lemma 56.27.
Let v P Rn. The maps of 56.19 satisfy ITEMooZSFDooAuUnPd

(1)
τspei̊ q

`
τspvq

˘ “ ei̊ pvq “ vi. (56.99)
ITEMooSVEFooBKhHnc

(2) For every miltiindex I “ pi1, . . . , ikq and Xj P TφαpsqM , we have

τα,spe˚̂
IqpX1, . . . , Xkq “ e˚̂

I

`
τ´1
α,spX1q, . . . , τ´1

α,spXkq
˘
. (56.100)

ITEMooQUZCooGcJrLe

(3) For every ω1 PŹkpRnq˚ and Xi P TφαpsqM we have

τα,spω1qpX1, . . . , Xkq “ ω1`τ´1
α,spX1q, . . . , τ´1

α,spXkq
˘
. (56.101)

9. We write the dependence of B
˚
i in x “ φαpsq.
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Proof. Each point is a generalisation of the previous one.
(1) For (1) We have ei̊ P

Źk
Rn with k “ 1; we can apply τs to it. We have

τspei̊ q
`
τspvq

˘ “ Bi̊
`ÿ

j

vjBj
˘ “

ÿ

j

vjδij “ vi “ ei̊ pvq. (56.102)

(2) For (2) Let Xj P TφαpsqM . Thanks to proposition 49.72, we write Xj “ ř
lXjlBl. Applying

Bm̊ we have
Bm̊pXjq “

ÿ

l

Xjlδml “ Xjm. (56.103)EQooBGWWooXQqAdcEQooBGWWooXQqAdc

Now we can compute. On the one hand,

τα,spe˚̂
IqpX1, . . . , Xkq “ B˚̂

IpX1, . . . , Xkq (56.104a)
“ pBi̊1 ^ . . .^ Bi̊kqpX1, . . . , Xkq (56.104b)
“ k! AltpBi̊1 b . . .b Bi̊kqpX1, . . . , Xkq lem. 11.200. (56.104c)
“

ÿ

πPSk

p´1qπpBi̊1 b . . . Bi̊kqpXπp1q, . . . , Xπpkqq def. 11.193 (56.104d)

“
ÿ

πPSk

p´1qπBi̊1pXπp1qq . . . BikpXπpkqq (56.104e)

“
ÿ

πPSk

p´1qπXi1πp1q . . . Xikπpkq by (56.103). (56.104f)

On the other hand we can make the same calculation 10 for e˚̂
I

`
τ´1
α,spX1q, . . . , τ´1

α,spXkq
˘

using
the fact that

ei̊
`
τα,spXjq

˘ “ ei̊
`ÿ

l

Xjlel
˘ “ Xji. (56.105)

(3) For (3) Using the linearity of τα,s and point (2).

LEMooOLSHooZNRoZs

Lemma 56.28.
Let ω P ΩkpMq. There exists a smooth ω1 : Uα ÑŹkpRnq˚ such that

ωφαpsq “
´
φαpsq, τα,s

`
ω1psq˘

¯
. (56.106)

Proof. Saying that the map ω : M ÑMˆŹk T ˚M is smooth means that the map f “ σ´1
β ˝ω˝φα

is smooth as map from Uα to Uβ. In particular with β “ α we are looking at fpsq “ pσ´1
α ˝ω˝φαqpsq:

fpsq “ σ´1
α

`pω ˝ φαqpsq
˘

(56.107a)
“ σ´1

α

`
φαpsq, ξpsq

˘
(56.107b)

“ `
s, ω1psq˘ (56.107c)

for some ξpsq PŹkpT ˚
φαpsqq and ω1psq PŹkpRnq˚. Since f is smooth, the map

ω1 : Uα Ñ
kľ
pRnq˚ (56.108)

is smooth. From the definition of f ,

pω ˝ φαqpsq “ pσα ˝ fqpsq “ σα
`
s, ω1psq˘ “

´
φαpsq, τα,s

`
ω1psq˘

¯
. (56.109)

We proved that
pω ˝ φαqpsq “

´
φαpsq, τα,s

`
ω1psq˘

¯
. (56.110)EQooMAINooBKsaexEQooMAINooBKsaex

10. I did not. Check and send me a message saying if it works or not.



3286 CHAPTER 56. FIBER BUNDLE

PROPooFWEQooIqTFSa

Proposition 56.29.
If ω : Uα ÑŹkpRnq˚ is smooth, then the map

f : Uα Ñ
kľ`

T ˚
φαpsqM

˘

s ÞÑ τα,s
`
ωpsq˘

(56.111)

is smooth.

Proof. Proposition 11.206 says that there exist smooth functions ωI : Uα Ñ R such that

ωpsq “
ÿ

IPCk

ωIpsqeλ̊I . (56.112)

Thus
τα,s

`
ωpsq˘ “

ÿ

IPCk

ωIpsqB˚̂
I . (56.113)

The functions ωI are smooth as well as B˚̂
I (lemma 56.18).

The following definition is in the same spirit of definition 11.214.
DEFooZMQNooRNhWXk

Definition 56.30.
Let ω1 PŹkpRnq˚, p “ φαpsq PM and X P TpM . We define iXpωq by

iXpωqpX1, . . . , Xk´1q “ ωpX,X1, . . . , Xk´1q. (56.114)

Let X be a smooth vector field and ω a smooth k-differential form. We defin iXpωq for each
p PM by

iXpωqp “ iXppωpq. (56.115)
PROPooLCFAooLrbqeh

Proposition 56.31.
Let ω1 PŹkpRnq˚, v P Rn and p “ φαpsq PM . We have

τα,s
`
ivpω1q˘ “ iτα,spvq

`
τα,spω1q˘. (56.116)

Proof. Using lemma 56.27(3) twice (once in each direction) we have

ivpω1qpX1, . . . , Xk´1q “ ivpω1q`τ´1
α,spX1q, . . . , τ´1

α,spXk1q
˘

(56.117a)
“ ω1`v, τ´1

α,spX1q, . . . , τ´1
α,spXk´1q

˘
(56.117b)

“ ω1`τ´1
α,sτα,spvq, τ´1

α,spX1q, . . . , τ´1
α,spXk´1q

˘
(56.117c)

“ pτα,sω1q`τα,spvq, X1, . . . , Xk´1
˘

(56.117d)
“ iτα,spvq

`
τα,spω1q˘pX1, . . . , Xk´1q. (56.117e)

LEMooEKYDooKkgZJB

Lemma 56.32 ([1]).
Let v : Uα Ñ Rn and ω : Uα ÑŹkpRnq˚ be smooth. Then the map

r : Uα Ñ
k´1ľ
pRnq˚

s ÞÑ ivpsqωpsq
(56.118)

is smooth.
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Proof. Notice that
Źk´1pRnq˚ is a part of End

´
pRnqk´1,R

¯
, thus we can consider

r : Uα Ñ End
`pRnqk´1,R

˘
. (56.119)

If ωpsq “ ř
I“pi1,...,ikqpsqeb̊I , proposition 11.216 gives

rpsq “
ÿ

J“pj1,...,jk´1q
ω1
Jpsqeb̊J (56.120)

with
ω1
J “

ÿ

i

ωiJpsqvpsqi. (56.121)

Thus we write
rpsq “

ÿ

J

ÿ

i

ωiJpsqvpsqieb̊J . (56.122)EQooQKQHooGXUzHYEQooQKQHooGXUzHY

The map s ÞÑ ωiJpsq is smooth as well as s ÞÑ vpsqi. The whole expression (56.122) is smooth.
PROPooTBFLooVCqycE

Proposition-Definition 56.33 ([1]).
Let X be a smooth vector field and ω a smooth k-differential form. Then the map

iXpωq : M Ñ
kľ
pT ˚Mq (56.123)

is smooth and is then a k-differential form.

Proof. Let p “ φαpsq PM . We have, for some ω1psq PŹkpRnq˚,
`
iXpωq

˘
p
“ iXppωpq (56.124a)

“ iXpτα,s
`
ω1psq˘ (56.124b)

“ τα,s

´
iτ´1

α,s
pXpqω1

¯
prop. 56.31. (56.124c)

Since τα,s is smooth by proposition 56.29, it remains to prove that the map

r : Uα Ñ
k´1ľ
pRnq˚

s ÞÑ iτ´1
α,spXφαpsqqω

1psq
(56.125)

is smooth. Since X is a smooth vector field, proposition 49.61 says that we can write

Xφαpsq “
nÿ

i“1
Xi

`
φαpsq

˘Bi (56.126)

for some smooth functions Xi : M Ñ R. With these notations we have

τ´1
α,spXφαpsqq “

ÿ

i

pXi ˝ φα,sqpsqei. (56.127)

The latter is smooth with respect to s.

56.3.1 Interior product

In the algebraic setting (without regularity and manifolds), the interior product we introduced
in definition 11.214, and we already had the Leibniz rule in proposition 11.217. Recall: the we
denote by ΩkpMq the space of k-differential forms on the smooth manifold M . These are the
sections of

ŹkpT ˚Mq, see definition 56.21.
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PROPooIQIUooTDNJdB

Proposition 56.34 ([801]).
Let X be a smooth vector field. Let ω P ΩkpMq and η P ΩlpMq be k and l differential forms.

Then we have
iXpω ^ ηq “ iXpωq ^ η ` p´1qkω ^ iXpηq. (56.128)

Proof. For each p PM we have
´
iXpω ^ ηq

¯
p
“ iXppωp ^ ηpq (56.129a)

“ iXppωpq ^ ηp ` p´1qkωp ^ piXpηq prop. 11.217 (56.129b)

“
´
iXpωq ^ η

¯
p
` p´1qk

´
ω ^ iXη

¯
p
. (56.129c)

56.3.2 Exterior derivative
PROPooTXFRooMtaVrU

Proposition 56.35 (exterior derivative[1, 879]).
There exists a unique set of maps d : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMq (k P N) such that ITEMooPQYCooHMjgIR

(1) d is R-linear : dpλωq “ λdω and dpω ` ηq “ dω ` dη for every λ P R and ω, η P ΩkpMq.ITEMooRKJRooWwHUiS

(2) If f P Ω0pMq “ C8pMq, then df is the usual differential of f . ITEMooBBFLooWpZJuT

(3) Leibniz rule : if ω P ΩkpMq, we have dpω ^ ηq “ pdωq ^ η “ p´1qkω ^ dη ITEMooJXMFooHFTFYi

(4) dpdωq “ 0.

Proof. First unicity, then existence.

Unicity

We initiate by proving the unicity by showing that d has a fixed form in a chart. Let pU,φq be a
chart. From 56.25 a generic differential form reads ωx “ ř

I ωIpxqB˚̂
I .

(1) dpB˚̂
Iq “ 0 Let I “ pi1, . . . , ikq and compute dpB˚̂

Iq. We denote ω “ Bi̊1 ^ . . .^ Bi̊k´1
:

dpB˚̂
Iq “ d

`
ω ^ Bi̊k

˘
(56.130a)

“ pdωq ^ Bi̊k ` p´1qk´1ω ^ dpBi̊kq by item (3). (56.130b)
“ dpBi̊1 ^ . . . Bi̊k´1q ^ Bi̊k see bellow. (56.130c)SUBEQooOWTHooIZcNWwSUBEQooOWTHooIZcNWw

Justification for (56.130c). From lemma 56.16, Bi̊k “ dfik , so that item (4) gives dpBi̊k`1
q “

dpdfiq “ 0.
By recursion we have dpB˚̂

Iq “ 0.
(2) Computation of dpfB˚̂

Iq From lemma 56.24 we use the wedge product fB˚̂
I “ f ^ B˚̂

I

and we can use the Leibniz formula of item (3) :

dpfB˚̂
Iq “ dpf ^ B˚̂

Iq “ df ^ B˚̂
I ` f ^ dpB˚̂

Iqloomoon
“0

“ df ^ B˚̂
I . (56.131)

(3) The general case A general differential k-form ω is given by proposition 56.25 which is a
real linear combination of elements of the form fB˚̂

I .

dω “ d
`ÿ

I

aIB˚̂
I

˘ “
ÿ

I

daI ^ B˚̂
I . (56.132)EQooMGAVooCndFmvEQooMGAVooCndFmv

(4) Unicity If a map d satisfying all the conditions exists, it has to be of the form

d
`ÿ

I

aIB˚̂
I

˘ “
ÿ

I

daI ^ B˚̂
I (56.133)

on each coordinate patch. This proves the unicity.
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Local existence

For each chart pUα, φαq we define the operators

dα : Ωk
`
φαpUαq

˘Ñ Ωk`1`φαpUαq
˘

ÿ

I

aIB˚̂
I ÞÑ

ÿ

I

daI ^ B˚̂
I ,

(56.134)

and we prove that they satisfy the conditions.
(1) Property (1) We have

dpλωq “ `ÿ

I

pλaIqB˚̂
I

˘ “
ÿ

I

dpλaIq ^ B˚̂
I “ λ

ÿ

I

daI ^ B˚̂
I . (56.135)

Same kind of computations for dpω ` ηq “ dω ` dη.
(2) Property (2) If ω is a 0-form, the expression (56.132) has no sum over I and reduces to

ω “ f .
(3) Property (3) Let ω “ ř

IPCk
aIB˚̂

I and η “ ř
JPCl

bJB˚̂
J . Since the wedge product is

linear we can group the sums:

ω ^ η “
ÿ

I

ÿ

J

aIbJB˚̂
I ^ B˚̂

J . (56.136)

Using the product rule for usual differential, we have

dαpω ^ ηq “
ÿ

I,J

dpaIbJq ^ pB˚̂
I ^ B˚̂

Jq (56.137a)

“
ÿ

I,J

bJpdaIq ^ pB˚̂
I ^ B˚̂

Jq `
ÿ

I,J

paIdbJq ^ pB˚̂
I ^ B˚̂

Jq (56.137b)

“
ÿ

I,J

pdaI ^ B˚̂
Iq ^ pbJB˚̂

Jq `
ÿ

I,J

aIp´1qkB˚̂
I ^ dbJ ^ B˚̂

J cf. bellow (56.137c)SUBEQooFXOAooCziZnUSUBEQooFXOAooCziZnU

“ dω ^ η ` p´1qkω ^ dη. (56.137d)

For (56.137c). In the first sum, the function bJ commutes with the operation ^. In the
second sum, the differential form dbJ commutes with the wedge products giving a minus
sign. This explains the p´1qk.

(4) dpdfq “ 0 Let f : M Ñ R be a smooth function. Using lemma 56.17, we compute dαpdfq :

dαpdfq “
ÿ

i

ÿ

j

pBjBifqBj̊ ^ Bi̊ . (56.138)

Since BiBif is symmetric with respect to i, j and Bj̊ ^ Bi̊ is anti-symmetric with respect to
i, j, the sum is zero.

(5) Property (4) Let ω “ ř
I aIB˚̂

I . First we have

dαω “
ÿ

I

daI ^ B˚̂
I . (56.139)

Then
dαpdαωq “

ÿ

I

dpdaIqloomoon
“0

^B˚̂
I ´

ÿ

I

daI ^ dpB˚̂
Iqloomoon

“0

. (56.140)

Global existence

By the unicity part, we have dα “ dβ on the part φαpUαq X φβpUβq. Thus the local formula

d
`ÿ

I

aIB˚̂
I

˘ “
ÿ

I

daI ^ B˚̂
I (56.141)

globally defines d.
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PROPooUOQRooAdvYqx

Proposition 56.36 ([1, 880, 881, 882]).
Let ω be a k-differential form and X1, . . . , Xk`1 be vector fields. We have

pdωqpX1, . . . , Xk`1q “
ÿ

i

p´1qi`1Xi

`
ωpX1, . . . , X̂i, . . . Xk`1q

˘

`
ÿ

iăj
p´1qi`jω`rXi, Xjs, X1, . . . X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk`1

˘ (56.142)

where dω is the exterior derivative defined by proposition 56.35.

Proof. We defined s : ΩkpMq Ñ Ωk`1pMq by

psωqpX1, . . . , Xk`1q “
ÿ

i

p´1qi`1Xi

`
ωpX1, . . . , X̂i, . . . Xk`1q

˘

`
ÿ

iăj
p´1qi`jω`rXi, Xjs, X1, . . . X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk`1

˘ (56.143)EQooZPNOooAXitUCEQooZPNOooAXitUC

and we will show that s has the same local form as d:

spfB˚̂
Iq “ df ^ B˚̂

I . (56.144)

Then, as we seen in proposition 56.35, it makes s satisfy the defining properties of the exterior
derivative and the unicity part will conclude that s “ d.

spωq is C8pMq-linear

In this part, we prove that spωqpfX1, X2, . . . , Xk`1q “ fspωqpX1, . . . , Xk`1q for every smooth
function f : M Ñ R.

(1) Splitting the sums
We split the sums in (56.143). We separate the terms i “ 1 in the sums in equation (56.143):

spωqpfX1, X2, . . . , Xk`1q “ fX1
`
ωpX2, . . . , Xk`1q

˘

`
ÿ

ią1
p´1qi`1Xi

`
ωpfX1, X2, . . . , X̂i, . . . , xk`1q

˘

`
ÿ

ją1
p´1q1`jω

`rfX1, Xjs, X2, . . . , X̂j , . . . , Xk`1
˘

`
ÿ

1ăiăj
p´1qi`jω`rXi, Xjs, fX1, . . . , X̂j , . . . , Xk`1

˘
.

(56.145)

Since ω is C8pMq-linear, we can move f outside ω when it is a simple coefficient:

spωqpfX1, X2, . . . , Xk`1q “ fX1
`
ωpX2, . . . , Xk`1q

˘

`
ÿ

ią1
p´1qi`1Xi

`
fωpX1, X2, . . . , X̂i, . . . , xk`1q

˘

`
ÿ

ją1
p´1q1`jω

`rfX1, Xjs, X2, . . . , X̂j , . . . , Xk`1
˘

`
ÿ

1ăiăj
p´1qi`jfω`rXi, Xjs, X1, . . . , X̂j , . . . , Xk`1

˘
.

(56.146)

(2) Apply Xi Using the product rule,

Xi

`
fωpX1, . . . , X̂i, . . . , Xk`1q

˘ “ pXifqωpX1, . . . , X̂i, . . . , Xk`1q
` fXi

`
ωpX1, . . . , X̂i, . . . , Xk`1q

˘ (56.147)
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(3) The commutator If v is a vector we have

rfX1, Xjspvq “ pfX1qpXjvq ´Xj

`
XjpX1vq

˘
(56.148a)

“ pfX1Xjqpvq ´XjpfqX1pvq ´ fXjX1v (56.148b)
“ f rX1, Xjspvq ´XjpfqX1pvq. (56.148c)

So we have rfX1, Xks “ f rX1, Xjs ´ XjpfqX1. Beware: the expression fpX1vq means the
function x ÞÑ fpxqpX1qxv, not the function f applied to X1v (which makes no sense).
Notice that Xjpfq is a function and can get out of ω.

(4) Last computation Using the small computations we’ve just made,

spωqpfX1, . . . , Xk`1q “ fX1
`
ωpX2, . . . , Xk`1q

˘
(56.149a)

`
ÿ

ią1
p´1qi`1pXifqωpX1, . . . , X̂i, . . . , Xk`1q (56.149b)

`
ÿ

ią1
p´1qi`1fX1

`
ωpX1, . . . , X̂i, . . . , Xk`1q

˘
(56.149c)SUBEQooXSVIooWhHJNASUBEQooXSVIooWhHJNA

`
ÿ

ją1
p´1q1`jfω

`rX1, Xjs, X2, . . . , X̂j , . . . , Xk`1
˘

(56.149d)

´
ÿ

ją1
p´1q1`jXjpfqωpX1, . . . , X̂j , . . . , Xk`1q (56.149e)SUBEQooIBWYOooXfVAWtSUBEQooIBWYOooXfVAWt

`
ÿ

1ăiăj
p´1qi`jfω`rXi, Xjs, X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk`1

˘
.

(56.149f)

The terms (56.149c) and (56.149e) simplify. The other can be grouped to get

spωqpfX1, . . . , Xk`1q “
ÿ

i

p´1qi`1fXi

`
ωpX1, . . . , X̂i, . . . , Xk`1q

˘
(56.150a)

`
ÿ

iăj
p´1qi`jfω`rXi, Xjs, X1, . . . , X̂j , . . . , X̂j , . . . , Xk`1

˘

“ fspωqpX1, . . . , Xk`1q. (56.150b)

Do you believe that one can make the same work with Xl instead of X1 ? Okay we are done
for the first part: spωq is C8pMq-linear.

Local expression

Several steps.
(1) Setting

Since spωq is C8pMq-linear, it is sufficient to compute its local expression when acting on
the coordinate vectors pBi1 , . . . , Bik`1q. So consider a multiindex J “ pj1, . . . , jk`1q, let 11

ω “
ÿ

IPCk

aIpB˚̂
Iq (56.151)

and let’s compute spωqpBJq.
(2) Commutators

Since rBi, Bis “ 0 for every i and j, the term containing the commutator in spωq vanishes
when applied to BJ . We are left with

spωqpBJq “
ÿ

l

p´1ql`1
ÿ

I

Bjl
`
aIB˚̂

IpBj1 , . . . , B̂jl , . . . , Bjk`1q
˘
. (56.152)

Notice that the numbers i1 ă i2 ă . . . ă ik because the sum is over I P Ck, see proposition
56.25.

11. We use compact notations like BI “ pBi1 , . . . , Bik q and B^I “ Bi1 ^ . . .^ Bik .
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(3) Intermediate result If I is a multiindex, if η is a 1-form and if k is not part of I, let us
prove that

pη b B˚̂
IqpBk, BIq “ pη ^ B˚̂

IqpBk, BIq. (56.153)EQooLMTCooYAEiOyEQooLMTCooYAEiOy

The wedge product η^B˚̂
I contains terms with ηb^˚̂

I and with B˚̂
I ^ η. The second term

is zero because Bk is part of the arguments of B˚̂
I while k is not part of I.

(4) If J is sorted Let us suppose that j1 ă . . . ă jk`1. We have:

spωqpBJq “
ÿ

l

p´1ql`1
ÿ

I

Bjl
`
aIB˚̂

IpBJl̂
q˘ (56.154)

where Jl̂ “ pj1, . . . , ĵl, . . . , jk`1q. The only terms in the sum over I which do not vanish are
the ones with

ti1, . . . , iku “ tj1, . . . , jk`1uztjlu. (56.155)EQooLOAXooIJERyYEQooLOAXooIJERyY

Since the multiindices I and J are supposed to be sorted, the set equality (56.155) says that
only one term is non zero: the term pi1, . . . , ikq “ pj1, . . . , ĵl, . . . , jk`1q “ Jl̂. We have:

spωqpBJq “
ÿ

l

p´1ql`1Bjl
`
aJl̂
B˚̂

Jl̂
pBJl̂

q˘. (56.156)

In this expression, the factor B˚̂
Jl̂
pBJl̂

q is a constant. The derivative Bil does not act on it.
We continue the computation:

spωqpBJq “
ÿ

l

p´1ql`1Bjl
`
aJl̂
B˚̂

Jl̂
pBJl̂

q˘ (56.157a)

“
ÿ

l

p´1ql`1 BjlpaJl̂
qloomoon

“pdaJ
l̂
qpBjl

q

B˚̂
Jl̂
pBJl̂

q (56.157b)

“
ÿ

l

p´1ql`1pdaJl̂
qpBjlqpBj̊1 ^ . . . B̂j̊l . . .^ Bj̊k`1qpBj1 , . . . , B̂jl , . . . , Bjk`1q (56.157c)

“
ÿ

l

p´1ql`1“pdaIl̂
b B^Jl̂

q‰pBjl , BJl̂
q (56.157d)

We use the intermediate result (56.153) :

spωqpBJq “
ÿ

l

p´1ql`1pdaJl̂
^ B˚̂

Jl̂
qpBjl , BJl̂

q (56.158a)

“
ÿ

l

pdaJl̂
^ B˚̂

Jl̂
qpBj1 , . . . , Bjk`1q. (56.158b)SUBEQooBADJooNmVtewSUBEQooBADJooNmVtew

The second equality correspond to move the argument Bjl to the le position: it requires l´ 1
transpositions, each of them adding an extra minus sign.

(5) Conclusion (J sorted) We are still with J sorted. We have to compare (56.158b) with
the known expression of dω. We have

pdωqpBJq “
ÿ

I

pdaI ^ B˚̂
IqpBJq (56.159a)

“
ÿ

I

ÿ

l

pBlaIqpBl̊ ^ B˚̂
IqpBJq lem. 56.17 (56.159b)

“
ÿ

l

ÿ

I

pBlaIqpBl̊ ^ B˚̂
IqpBJq (56.159c)

“
ÿ

l

pBlaJl̂
qBl ^ B˚̂

Jl̂
pBJq see bellow (56.159d)SUBEQooIKQUooVSVbCmSUBEQooIKQUooVSVbCm

“
ÿ

l

daJl̂
^ B˚̂

Jl̂
pBJq. (56.159e)SUBEQooTVDQooSAfZYQSUBEQooTVDQooSAfZYQ
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Explanation for (56.159d). The only non vanishing term in the sum over I is the one with
tl, i1, . . . , iku “ tj1, . . . , jk`1u, which is I “ Jl̂.
Now we see that the expression (56.158b) and (56.159e) are the same, so that

pdωqpBJq “ psωqpBJq. (56.160)

(6) J is not sorted We suppose now that J is not sorted. Let π be a permutation such that
πpJq is sorted. Using the fact that spωq and dω are anti-symmetric, we have:

spωqpBJq “ p´1qπspωqpBπpJqq (56.161a)
“ p´1qπpdωqpBπpJqq (56.161b)
“ pdωqpBJq. (56.161c)

LEMooJCXRooMQxauV

Lemma 56.37 ([1]).
Let M be a smooth manifold. We consider a chart φ : U ÑM and the maps

xi : M Ñ R

p ÞÑ pproji ˝φ´1qppq. (56.162)

We have Bi̊ “ dxi.

Proof. We prove that dxipBjq “ δij :

dxipBjq “ d

dt

“
xi
`
φps` tejq

˘‰
t“0 (56.163a)

“ d

dt
rprojips` tejqst“0 (56.163b)

“ d

dt
rsi ` tδijst“0 (56.163c)

“ δij . (56.163d)

LEMooQWTXooOkSZmV

Lemma 56.38.
Let f1, . . . , fk be smooth functions we have

dpdf1 ^ . . . dfkq “ 0. (56.164)

Proof. Proof by induction over k. If k “ 1, we have dpdf1q “ 0 by definition 56.35(4). If not we
set ω “ df2 ^ . . .^ dfk and we use the Leibniz rule 56.35(3) :

dpdf1 ^ . . . dfkq “ pddf1q ^ ω ´ df1 ^ dω. (56.165)

In the first term, ddf1 “ 0 and dω “ 0 by the induction hypothesis.
LEMooAONJooDgEJjA

Lemma 56.39 ([1]).
Let a and f1, . . . , fk be smooth functions. If ω “ df1 ^ . . .^ dfk, then

dpaωq “ da^ ω. (56.166)

Proof. Point (3) of definition 56.35 says dpaωq “ da^ ω ` a^ dω. Lemma 56.38 implies that the
second term is zero.

PROPooINQYooXZcfou

Proposition 56.40 ([1]).
Let M and N be smooth manifolds. Let f : M Ñ N and gi : N Ñ R be smooth functions. Let Xi

be smooth vector fields on M . We have

pdg1 ^ . . .^ dgkqpdfxX1, . . . , dfxXkq “ dpg1 ˝ fqx ^ . . .^ dpgk ˝ fqxpX1, . . . , Xkq. (56.167)
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Proof. First take a look at the formulas of corollary 11.202. Then we prove by induction over k.
We set ω “ dg2 ^ . . .^ dgk and we compute :

pdg1 ^ ωqpX1, . . . , Xkq “ 1
pk ´ 1q!

ÿ

πPSk

p´1qπpdg1 b ωqpXπp1q, . . . , Xπpkqq (56.168a)

“ 1
pk ´ 1q!

ÿ

πPSk

p´1qπdg1
`
dfxXπp1q

˘
ω
`
dfxXπp2q, . . . , dfxXπpkq

˘
(56.168b)

Here we transform
dg1pdfxvq “ dpg1 ˝ fqxv (56.169)

and, using the induction hypothesis,

ω
`
dfxXπp2q, . . . , dfxXπpkq

˘ “ dpg2 ˝ fqx ^ . . .^ dpgk ˝ fqx
`
Xπp2q, . . . , Xπpkq

˘
, (56.170)

and we make the computation backward from (11.531b).

56.3.3 Pull back
PROPooLEYOooJfPtmB

Proposition 56.41 ([801]).
Let M and N be smooth manifolds. Let s : M Ñ N be a smooth map. We consider charts
φ : U ÑM and ψ : V Ñ N where U and V are small enough to have

s
`
φpUq˘ Ă ψpV q. (56.171)

If f P C8pNq we define We define s˚f by

ps˚fqppq “ pf ˝ sqppq (56.172)

for each p PM . If ω P ΩkpNq we define

ps˚ωqppX1, . . . , Xkq “ ωsppq
`
dsppX1q, . . . , dsppXkq

˘
(56.173)EQooCQBJooQpJYUfEQooCQBJooQpJYUf

for each p PM and Xi P TpM .
With these definitions, we have

s˚ : C8pNq Ñ C8pMq (56.174)

and
s˚ : ΩkpNq Ñ ΩkpMq. (56.175)

PROPooHUDYooLCAYZW

Proposition 56.42.
Let s P C8pM,Nq, let g P C8pNq. We consider

(1) A field of basis teiu of TM ,
(2) The dual field of basis tαiu of T ˚M ; that means that for each x, the basis tpαiqxu of Tx̊M is

the dual of the basis tpeiqxu of TxM ,
(3) A field of basis te1

iu of TN ,
(4) The dual basis tβiu of T ˚N .

We have 12

s˚`gβ1 ^ . . .^ βn
˘ “ ps˚gq` detpdsq˘α1 ^ . . .^ αn. (56.176)EQooWODAooMroYCOEQooWODAooMroYCO

where detpdsq is the determinant of the matrix ds for the basis teiu and te1
iu.

12. As a side note, the fact that detpdsq is smooth is the proposition 49.81.
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Proof. Let x PM . We apply the left hand side of (56.176) to the field of basis teiu :
´
s˚pgβ1 ^ . . .^ βnq

¯
x
pe1, . . . , enq
“ pgβ1 ^ . . .^ βnqspxq

`
dsxe1, . . . , dsxen

˘
def. (56.173) (56.177a)

“ pg ˝ sqpxqpβ1 ^ . . . βnqspxqpdsxe1, . . . , dsxenq (56.177b)
“ ps˚gqpxqdet

`
βipdsxejq

˘
cf.justif. (56.177c)SUBEQooVLMLooHPxZFRSUBEQooVLMLooHPxZFR

“ ps˚gqpxq det
´
βi
`ÿ

k

pdsxqkje1
k

˘¯
(56.177d)

“ ps˚gqpxq det
´ÿ

k

pdsxqkj βipe1
kqloomoon

“δik

¯
(56.177e)

“ ps˚gqpxqdetpdsxq. (56.177f)

Justifications.
— For (56.177c). We used the proposition 11.201. Formally we should write pβiqspxq and pejqx,

but we drop the indices.
Now we apply the right hand side at x P M to pe1, . . . , enq. Using again proposition 11.201, we
have

pα1 ^ . . .^ αnqpe1, . . . , enq “ det
`
αipejq

˘ “ detpδijq “ 1, (56.178)

thus
ps˚gqpxq detpdsxqpα1 ^ . . .^ αnqpe1, . . . , enq “ ps˚gqpxq detpdsxq. (56.179)

By linearity, the equality still holds pointwise on a general element of pTxMqn.
PROPooACWKooYLbIom

Proposition 56.43 ([801]).
Let M and N be smooth manifolds. We consider a smooth map f : M Ñ N and ω P ΩkpNq. Then
we have

f˚pdωq “ dpf˚ωq, (56.180)EQooWUMCooLdNqmSEQooWUMCooLdNqmS

or rf˚, ds “ 0.

Proof. Since d and f˚ are linear, we check the equality (56.180) on ω “ aB˚̂
I with a P C8pNq and

I being a k-multiindex. Since Bi̊ “ dx1 (lemma 56.37), we have

f˚pdωqpX1, . . . , Xk`1q “ pda^ dxi1 ^ . . .^ dxikq
`
dfpX1q, . . . , dfpXk`1q

˘
(56.181a)

“
´
dpa ˝ fq ^ dpxi1 ˝ fq ^ . . .^ dpxk ˝ fq

¯
pX1, . . . , Xk`1q prop. 56.40

(56.181b)SUBEQooOCCWooUpOtqiSUBEQooOCCWooUpOtqi

Now we search for an expression for dpf˚ωq. For x PM we have

pf˚ωqxpX1, . . . , Xkq “ ωfpxq
`
dfxX1, . . . , dfxXk

˘
(56.182a)

“ a
`
fpxq˘B˚̂

I

`
dfxX1, . . . , dfxXk

˘
(56.182b)

“ pa ˝ fqpxq
´
dpxi1 ˝ fqx ^ . . .^ dpxik ˝ fqx

¯
pX1, . . . , Xkq s.b. (56.182c)SUBEQooAQVZooNuBcVrSUBEQooAQVZooNuBcVr

Justification for (56.182c): proposition 56.40.
Now, using the lemma 56.39 we have

dpf˚ωq “ dpa ˝ fq ^ dpxi1 ˝ fq ^ . . .^ dpxik ˝ fq ` pa ˝ fq d
´
dpxi1 ˝ fq ^ . . .^ dpxik ˝ fq

¯
loooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooon

“0

(56.183)

This is the same as (56.181b).
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56.4 Vector valued differential forms
SecVectValFiffFor

Let E be a vector bundle over M . A E-valued p-form is a section

e P Γ
`
E b

pľ
T ˚M

˘
.

We denote by ΩpM,Eq “ Γ
`
E bŹp T ˚M

˘
the set of E-valued differential forms. An element of

Ω1pM,Eq “ Γ
`
E bŹ

T ˚M
˘

always reads
ř
i si b ωi for some sections si and usual differential

forms ωi.
A form of ΩppM,Eq can be seen as a fiber morphism TM b ¨ ¨ ¨ b TMlooooooooomooooooooon

p times

Ñ E by associating

sb ωpX1, ¨ ¨ ¨ , Xpq “ spxqωpX1, ¨ ¨ ¨ , Xpq P Ex
to the element psb ωq P ΩppM,Eq. There exists a wedge product between vector-valued forms. If
e P ΩppM,E1q and f P ΩqpM,E2q, then we define e^ f P Ωp`qpM,E1 b E2q by

pe^ fqpv1, ¨ ¨ ¨ , vp`qq “ 1
p!q!

ÿ

πPSp`q

p´1qπepvπp1q, ¨ ¨ ¨ vπppqq b fpvπpp`1q, ¨ ¨ ¨ , vπpp`qqq P E1 b E2.

(56.184)EqDefwedgevecorEqDefwedgevecor

where p´1qπ stands for the sign of the permutation π. For example when e, f P Ω1pM,Eq, we
have

pe^ fqpX,Y q “ epXq b fpY q ´ epY q b fpXq P E b E.
When M is a differentiable manifold, the fundamental 1-form is the element θ P ΩpM,TMq

such that
ιpXqθ “ X

for every X P ΓpTMq.

56.4.1 A digression: TY G and G
subsec:digress

We define two product: Gˆ G Ñ TG and G ˆ G Ñ G. If g P G and X P G, we put

gX “ d

dt
getX

ˇ̌
ˇ̌
t“0

, (56.185a)eq_gXdefaeq_gXdefa

and if X, Y P G,
XY “ d

dt

d

du

”
etXeuY

ı
u“0
t“0

. (56.185b)eq:yGyGbeq:yGyGb

We naturally define the product of a G-valued 1-form A by an element g P G by pgAqv “ gApvq.
Note that gX does not belong to G but to TgG. Fortunately, in the expressions which we will

meet, there will always be a g´1 to save the situation.
Let us give some precisions about derivatives as (56.185b). We consider the expression

d

du

ˆ
d

dt
cuptq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

˙

u“0
,

which will be more simply written as:

d

du

d

dt

”
cuptq

ı
t“0
u“0

(56.186)eq:2307e1eq:2307e1

with cuptq P G for all u, t; cup0q “ e for all u and c1
0p0q “ Y P G where the prime stands for the

derivative with respect of t. So d
dtcuptq

ˇ̌
t“0 P G for each u and (56.186) belongs to TY G. But we

know that G is a vector space, then TY G » G, the isomorphism being given by the following idea:
if tBiu is a basis of G and teiu the corresponding basis of TY G, we define the action of Aiei P TY G
on f : GÑ R by pAieiqf :“ AiBif .
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Lemma 56.44.
Seen as an equality in G, for f : GÑ R we have:

d

du

d

dt

”
cuptq

ı
t“0
u“0

f “ d

du

d

dt

”
fpcuptqq

ı
t“0
u“0

. (56.187)

Proof. Let us consider Xu “ Xi
uBi “ c1

up0q and X0 “ Y . We naturally have

Xuf “ d

dt
fpcuptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

, and d

du
Xu

ˇ̌
ˇ̌
u“0

P TY G. (56.188)

Now, we consider a function h : G Ñ R and compute:

d

du

”
Xu

ı
u“0

h “ d

du

”
hpXuq

ı
u“0

“ d

du
hp d
dt

”
cuptq

ı
t“0
q
ˇ̌
ˇ̌
u“0

.

If tBiu is a basis of G and teiu, the corresponding one of TY G, thus

d

du

”
Xu

ı
u“0

h “ Bh
Bei

ˇ̌
ˇ̌
Y

d

du

d

dt

”
ciuptq

ı
t“0
u“0

. (56.189)

So, we can write
d

du

”
Xu

ı
u“0

“ d

du

d

dt

”
ciuptq

ı
t“0
u“0

B
Bei

ˇ̌
ˇ̌
Y

,

and, as element of G, we consider

d

du

”
Xu

ı
u“0

“ d

du

d

dt

”
ciuptq

ı
t“0
u“0
Bi|e.

Now, we can compute the action of d
duXu

ˇ̌
u“0 on a function f : GÑ R as

d

du

”
Xu

ı
u“0

f “ d

du

d

dt

”
ciuptq

ı
t“0
u“0

Bf
Bxi

ˇ̌
ˇ̌
e

“ d

du

” Bf
Bxi

ˇ̌
ˇ̌
e

d

dt
ciuptq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

ı
u“0

“ d

du

” d

dt
fpcuptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

ı
u“0

.

(56.190)

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 56.45
Je ne sais pas pourquoi tout d’un coup la dernière équation était commentée, et donc la phrase
n’était pas finie.

Let us now see a great consequence of the definition (56.185b)
prop:XY_YX

Proposition 56.46.
The formula

XY ´ Y X “ rX,Y s. (56.191)

links the formal product inside the Lie algebra and the Lie bracket.

Proof. From this, we can precise our definition of XY when X, Y P G. The product XY acts on
f : GÑ R by

pXY qf “ d

dt

d

du

”
fpetXeuY q

ı
u“0
t“0

.
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We can get a more geometric interpretation of this. We know how to build a left invariant vector
field Ỹ from any Y P G: for each g P G we just have to define

Ỹgpfq “ d

ds

”
fpgY psqq

ı
s“0

.

First remark: Ỹg is precisely the object that previously named “gY ”. In order to construct the
basis blocks of the formula XY ´ Y X “ rX,Y s, we turn our attention to X̃eỸ . It is clear that
Ỹ pfq is a function from G to R, so we can apply X̃e on it. If Xt is a path which gives the vector
X̃e (for example: Xt “ etX), we have

X̃epỸ pfqq “ d

dt

”
Ỹ pfqXt

ı
t“0

“ d

du

d

dt

”
fpXtY puqq

ı
t“0
u“0

“ d

du

d

dt

”
fpetXeuY q

ı
t“0
u“0

. (56.192)

Thus we have: XY “ X̃eỸ , but it is clear that rX̃, Ỹ se “ X̃eỸ ´ ỸeX̃. The claim reads now:
rX̃, Ỹ se “ rX,Y s. We can actually take it as de definition of rX,Y s. It is done in [781]. The link
with the definition in terms of successive derivations of Adgpxq “ gxg´1 is not trivial but it can
be done.

Now, we can give a powerful definition of the wedge for two G-valued 1-forms. If A, B P
Ω1pM,Gq and v, w P XpMq, we define

pA^Bqpv, wq “ ApvqBpwq ´ApwqBpvq. (56.193)

For A2, we find back the usual definition:

pA^Aqpv, wq “ ApvqApwq ´ApwqApvq “ rApvq, Apwqs.

One can see that for any section σα : Uα Ñ P , we have

σα̊pA^Aq “ pσα̊Aq ^ pσα̊Aq. (56.194)eq:1907r2eq:1907r2

Lemma 56.47.
If A and B are two G-valued 1-forms, one can make “simplifications” as

pAgq ^ pg´1Bq “ A^B. (56.195)
lem:simplif

Proof. We just have to prove that for A, B P G, pAgqpg´1Bq “ AB with definitions (56.185a) and
(56.185b). Remark that Ag “ d

ds

”
esAg

ı
s“0

, so

etAg “ exppt d

ds
esAg

ˇ̌
ˇ̌
s“0
q “ expp d

ds
estAg

ˇ̌
ˇ̌
s“0
q “ etAg.

Therefore

pAgqpg´1Bq “ d

dt

d

du

”
etAgeug

´1B
ı
u“0
t“0

“ d

dt

d

du

”
etAgg´1euB

ı
u“0
t“0

“ AB.

Lemma 56.48.

Fβ “ dAβ `A2
β. (56.196)

Proof. This is a direct consequence of (56.194) and rσβ̊ , ds “ 0.
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56.5 Lie algebra valued differential forms
SecLiaAlgformval

An important particular case of vector valued forms is given by Lie algebra valued forms. That
case appears for example in the connection theory over principal bundle 13. If ω and η are elements
of Ω1pM,Gq for some Lie algebra G, we define

pω ^ ηqpX,Y q “ ωpXq b ηpY q ´ ωpY q b ηpXq.
Combining with the Lie bracket, we define

rω ^ ηspX,Y q :“ rωpXq, ηpY qs ´ rωpY q, ηpXqs. (56.197)EqDefomegawedgebetaEqDefomegawedgebeta

Using the proposition 56.46, we often implicitly transforms the tensor product into a product
(56.185b) and put

pω ^ ωqpX,Y q “ rωpXq, ωpY qs. (56.198)EqAbuswesgeomomEqAbuswesgeomom

Let us point out the fact that that kind of formula only holds for a “wedge square”, but not for a
general product ω^ η. Remark that for ω P Ω1pM,Gq and β P Ω2pM,Gq, a simple computation of
definition (56.184) yields

pω ^ βqpX,Y, Zq “ ωpXq b βpY, Zq ´ ωpY q b βpX,Zq ` ωpZq b βpX,Y q, (56.199)EqomwedgebetaXYZEqomwedgebetaXYZ

so that, using the same trick as for equation (56.198), we find

pω ^ β ´ β ^ ωqpX,Y, Zq “ rωpXq, βpY,Zqs ´ rωpY q, βpX,Zqs ` rωpZq, βpX,Y qs.
But that expression is exactly what we find by exchanging the tensor product by Lie bracket in
expression (56.199). So we define

rω ^ βs “ ω ^ β ´ β ^ ω (56.200)EqDefCrochwedgedeuxEqDefCrochwedgedeux

when ω P Ω1pM,Gq and β P Ω2pM,Gq. The reader should remark that this is what one would
expect from generalisation of definition (56.197).

56.6 Principal bundle

Let M be a manifold and G, a Lie group whose unit is denoted by e. A G-principal bundle
on M is a smooth manifold P , a smooth map π : P ÑM and a right action of G on P denoted by
ξ· g with g P G and ξ P P such that

— πpξ· gq “ πpξq,
— @ξ P π´1pxq, π´1pxq “ tξ· g tel que g P Gu » G,
— @x PM , there exists a neighbourhood Uα of x in M , a diffeomorphism ϕα : π´1pUαq Ñ UαˆG

and a diffeomorphism ϕαx : P Ñ G such that

— ϕαpξq “ px, ϕαxpξqq,
— ϕαxpξ· gq “ ϕαxpξq· g.

The group G is often called the structure group. We suppose that the action is effective. We will
sometimes use the notation P pG,Mq to precise that P is a principal bundle over M with structure
group G.

lem:phixh

Lemma 56.49.
The map ϕ´1

α fulfills
ϕα´1px, hq· g “ ϕ´1

α px, hgq.
13. So in Maxwell and other gauge field theories.
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Proof. From the definition of a principal bundle, any ξ P P can be written under the form ξ “
ϕ´1
α px, ϕαxpξqq with ϕx satisfying ϕxpξ·hq “ ϕxpξqh for a certain function ϕx : P Ñ G. We con-

sider in particular ξ “ ϕ´1
α px, hq· g. Then ξ· g´1 “ ϕ´1

α px, hq. But ξ· g´1 “ ϕ´1
α px, ϕαxpξqg´1q,

then h “ ϕαxpξqg´1 and ϕαxpξq “ hg. So we have

ξ “ ϕ´1
α px, hq· g “ ϕ´1

α px, ϕαxpξqq “ ϕ´1
α px, hgq.

Let
R “ tpx, yq P P ˆ P tel que x “ y· g for a certain g P Gu.

Proposition 56.50.
The function u : RÑ G defined by the condition

p·upp, qq “ q.

is differentiable.

Proof. Let U be an open subset of M and σ : U Ñ P , a section. We consider a differentiable map
ρ : π´1pUq Ñ G such that ρpξ· gq “ ρpξq· g and ρpσpxqq “ e. Such a map is given by

ρpξq “ ϕxpσpxqq´1ϕxpξq
where x “ πpξq. We naturally define RU “ R X pπ´1pUq ˆ π´1pUqq and we pick pξ, ηq P RU . Let
s P G be the one such that ξ· s “ η, so that ρpξq· s “ ρpηq. Then the restriction of u to RU is
given by upξ, ηq “ ρpξq´1ρpηq which makes u|U differentiable. Since this reasoning can be made
on every chart open U , u is differentiable everywhere on P .

The following is a corollary of Leibniz rule, proposition 49.102.
cor_PrincLeib

Corollary 56.51.
If P is a G-principal bundle and v, a are curves in P and G respectively, we can consider the curve
uptq “ vptqaptq. We have:

d

dt
uptq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
vptqap0q

ˇ̌
ˇ̌
t“0
` d

dt
vp0qaptq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

The proof is direct. This result is often written as

9ut “ 9vtat ` vt 9at. (56.201)

A main application is
d

dt

”
r·hptq

ı
t“0

“ d

dt

”
r· eth

1p0q
ı
t“0

. (56.202)eq:rdothteq:rdotht

56.6.1 Transition functions

Let pUα, ϕαq be a local trivialization of P . This induces transition functions gαβ : UαXUβ Ñ G
defined by

ϕα ˝ ϕ´1
β : Uα X Uβ ˆGÑ Uα X Uβ ˆG

px, aq ÞÑ px, gαβpxqaq.
(56.203)eq:transi_princeq:transi_princ

Clearly, gαα “ e and gαβgαβ “ e on Uα X Uβ. Then the triviality

ϕα ˝ ϕ´1
β ˝ ϕβ ˝ ϕ´1

γ ˝ ϕγ ˝ ϕ´1
α “ Id

implies the compatibility conditions
gαβgβγgγα “ e (56.204)
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on Uα X Uβ X Uγ .
There is an inverse construction. Let tUα tel que α P Iu be an open covering of M and

gαβ : UαXUβ Ñ G a family of functions such that gαα “ e, gαβgαβ “ e on UαXUβ and gαβgβγgγα “ e
on Uα X Uβ X Uγ . Then the following construction gives a G-principal bundle whose transition
functions are the gαβ’s.

— P̃ “ Ů
αPI Uα ˆG (disjoint union),

— if px, aq P UαˆG and py, bq P UβˆG, then px, aq „ py, bq if and only if x “ y and b “ gαβpxqa,
— π : P̃ ÑM is defined by πrpx, aqs “ x where rpx, aqs is the class of px, aq for „,
— the action is defined by rpx, aqs· g “ rpx, agqs.

Theorem 56.52.
Let G be a Lie group; M , a differentiable manifold; tUαuαPI , an open covering of M and some
functions φαβ : Uα X Uβ Ñ G such that φαβpxq “ φαγpxqφγβpxq. Then there exists a principal
bundle P whose transition functions are the φα’s for the covering tUαuαPI .

Proof. We consider the topological space

E “
ď

αPI
pGˆ Uα ˆ Iq (56.205)

where we put the discrete topology on I. Each GˆUαˆtαu is a manifold. Thus E has a structure
of differentiable manifold induced from the one of G ˆ M . We consider on E the equivalence
relation given by the following subset of E ˆ E:

R “ ␣`pg, x, αq, ph, y, βq˘ P E ˆ E tel que y “ x and h “ φαβpxqg
(
.

We will show that P “ E{R has a structure of principal bundle. We begin by defining an action
of G on P by

rpg, x, αq·hs “ rpgh, x, αqs.
In order to see that this definition is correct, let us consider rg1, x, βs “ rg, x, αs. From the definition
of the equivalence class, g1 “ φαβpxqg. Then rpg1, x, βqs·h “ rpφαβpgqgh, x, βqs, and the form of
R shows that this is well rpgh, x, αqs. Since the map pg, hq Ñ gh is differentiable on G, the so
defined action is a differentiable action of G on P and G is a transformation group on P 14.

If rpg, x, αqs “ rpgh, x, αqs, then gh “ φααg “ g and h “ e. So the action is effective.
Now we consider the quotient P {G. A typical element is

ps, x, iq “ trs, x, is· g tel que g P Gu.

The projection π : P Ñ M , rps, x, αqs Ñ x is well defined and we can consider φ : P {G Ñ M ,
φps, x, αq “ x. It provides a bijection between P {G and M . So we can identify P {G and M . Now
we are going to show that P endowed with the projection π : P Ñ X is a principal bundle.

We consider the map
hα : Gˆ Uα Ñ P pg, xq ÞÑ ωpg, x, αq (56.206)

where ω : E Ñ P “ E{R is the canonical projection. Since

pπ ˝ hαqpg, xq “ pπ ˝ ωqpg, x, αq “ πrpg, x, αqs “ x,

the map hα actually is hα : G ˆ Uα Ñ π´1pUαq. In order to see that hα is surjective on π´1pUαq,
let us take a general element of π´1pUαq under the form ωpg, x, βq with x P Uα X Uβ. Then
pg, x, βq P rpφαβpxqg, x, αqs and therefore ωpg, x, βq “ hαpφαβpxqg, xq. For the injectivity, remark
that ωpg, x, βq “ ωph, y, αq implies x “ y and h “ φββpxqg “ g. In particular, hαpg, xq “ hαph, yq
implies x “ y and g “ h.

14. Faut voir comment ça correspond à la définition de l’autre texte.
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Now we will prove that the inverse of hα is continuous. For this we consider an open set
Ω Ă Gˆ Uα and we have to show that hαpΩq is open in π´1pUαq.

We recall the quotient topology: if A is a topological space with an equivalence relation „
and the canonical projection φ : A Ñ A{ „, then V Ă A{ „ is open if and only if φ´1pV q Ă A is
open. So in our case, we have to check the openness of V “ ω´1phαpΩqq in E. We consider the
open covering

tGˆ Uα ˆ tαuuαPI
of E and we will show that the intersection of V with any of these open set is open. We have
to show that ω´1`hαpΩq X pG ˆ Uα ˆ tβuq

˘
is open for any β P I. For this, we define a map

α : Gˆ pUα X Uβq ˆ tβu Ñ Gˆ Uα by

αβpg, x, βq “ pφαβpxqg, xq (56.207)

which is continuous. The set phα˝αβq´1phαpΩqq “ α´1
β pΩq is open because hα˝αβ is the restriction

of ω to Gˆ pUα X Uβq ˆ tβu. Then hα is an homeomorphism from Gˆ Uα tp π´1pUαq. Since it is
build from differentiable functions, it is moreover a diffeomorphism.

So we have a chart system tphα,UαquαPI where hα fulfils the “good” properties with respect to
π. It remains to be proved that the φαβ’s are the transition functions and that π´1pπpξqq “ ξ·G
for every ξ P P . We begin by the latter. For ξ “ rpg, x, αqs, πpξq “ x and we have to study the set

π´1pxq “ trph, x, βqs tel que h P G, β P Iu.
Clearly, rph, x, βqs·G Ă π´1pxq. The fact that there is nothing else than rph, x, βqs·G in π´1pxq
is seen by

rh, x, βs “ rφαβpxqg, x, αs P rph, x, αqs·G.

In order to check the change of charts, let us consider g1 “ h´1
β,x ˝ hα,xpgq where

hα,xpgq “ hαpg, xq “ ωpg, x, αq. (56.208)

The fact that hβpg1, xq “ gαpg, xq concludes the proof. To see this fact, remark that hβ,xph´1
β,x ˝

hα,xpgqq “ hα,xpgq, so that hαpg1, xq “ hαpg, xq implies ωpg1, x, βq “ ωpg, x, αq which proves that
g1 “ φαβpgq.

The trivial bundle is simply P “M ˆG and πpx, gq “ x with the action px, aq· g “ px, agq.

56.6.2 Morphisms and such. . .

An homomorphism between P pG,Mq and P 1pG1,M 1q is a differentiable map h : P Ñ P 1 such
that @ξ P P, g P G,

hpξ· gq “ hpξq·hGpgq (56.209)eq:def_princ_homoeq:def_princ_homo

where hG : GÑ G1 is a Lie group homomorphism. From the definition, h maps a fiber to only one
fiber, but it is not specially surjective on any fiber. So h induces a homomorphism hM : M ÑM 1
such that π1 ˝ h “ hM ˝ π.

An isomorphism is a homomorphism g : P pG,Mq Ñ P 1pG1,M 1q such that
— hP is a diffeomorphism P Ñ P 1,
— hG is a Lie group homomorphism GÑ G1, and
— hM is a diffeomorphism M ÑM 1.
A principal bundle is trivial if one can find an isomorphism h : GˆM Ñ P such that π ˝ h “

Id ˝ proj2, i.e. the following diagram commutes:

GˆM
proj2

��

h // P

π
��

M
Id

//M

(56.210)diag:princ_trivdiag:princ_triv

We say that P is locally trivial if for every x P M , there exists an open neighbourhood U in M
such that π´1pUq endowed with the induced structure of principal bundle is trivial.
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56.6.3 Frame bundle: first
pg:frame_bundle

In the ideas, the building of a vector bundle is just to put a vector space on each point of the
base manifold. A principal bundle is to put something on which a group acts on each point. If you
have a vector bundle on a manifold, you can consider, on each point x PM , the set of all the basis
of the fiber Ex over x. The group GLpr,Kq naturally acts on this set which becomes a candidate
to be a GLpr,Kq-principal bundle.

More formally, we consider a vector bundle F pÝÑ M , and for each x, the set of the basis of
the vector space Fx “ p´1pxq. We define

P “
ď

xPM
pbasis of Fxq.

We naturally consider the projection π : P ÑM , πpbxq “ x if bx is a basis of Fx.
Let ϕFα : p´1pUαq Ñ UαˆKr be a local trivialization of F , and te1, . . . , eru, the canonical basis

of Kr. We naturally define
Sαipxq “ ϕFα

´1px, eiq.
The set tSα1pxq, . . . , Sαrpxqu is a “reference” basis of Fx with respect to the trivialization ϕα. If we
choose another basis tv1, . . . vru of Fx, we can find a matrix A P GLpr,Kq such that vk “ AlkSαlpxq.
This gives a bijection

ϕPα : π´1pUαq Ñ Uα ˆGLpr,Kq
pv1, . . . , vrq ÞÑ px,Aq. (56.211)

One can give to P a GLpr,Kq-principal bundle structure such that the ϕPα are diffeomorphism.
Let pUα, ϕFα q be a local trivialization of F and gFαβ : UαXUβ Ñ GLpr,Kq. In this case, pUα, ϕPα q

is a trivialization of P whose transition function is gPαβ “ gFαβ. Indeed

ϕPα ˝ ϕPβ ´1px,Aq “ ϕPα ptv1, . . . , vruq
where vs “ pϕFβ q´1px,Alselq. In order to see it, recall that vs “ AlsSαlpxq and that ϕFα´1px, esq “
Sαspxq. Then

vs “ pϕFβ q´1px,Alselq “ AlsSαspxq.
On the other hand, from the definition of ϕPβ , the basis pϕPβ q´1px,Aq is the one obtained by applying
A on S. With all this,

ϕPα ˝ pϕPβ q´1px,Aq “ ϕPα tpϕFβ q´1px,Alselqus“1,...r

“ ϕPα tpϕFα q´1 ˝ pϕEα ˝ ϕFβ ´1qpx,Alselqus“1,...r

“ ϕPα tpϕEα q´1px, gFαβpxqsiAlselqui“1,...r

“ px, gFαβpxqAq.

(56.212)

The last product gFαβpxqA is a matricial product.

56.6.4 Frame bundle: second
subsec_frbundle

56.6.4.1 Basis
subsubsecframebundle

If M is a m-dimensional manifold, a frame of TxM is an isomorphism b : Rm Ñ TxM . In our
purpose, we will always deal with (pseudo)Riemannian manifold. So, the tangents spaces TxM
comes with a metric, and we ask a frame to be isometric. In other words, we ask b to be an
isometry from pRm, · q to pTxM, gxq, where the dot denotes the (pseudo)euclidian product on
Rm. Such a frame is given by a base point x of M and a matrix S in SOpgxq:

bpvq “ pSvqipBiqx, (56.213)r1504e1r1504e1

if the vector v is written as v “ vi1i in the canonical orthogonal frame t1iu of Rm and SOpgxq is
the set of the mˆm matrix A such that AtgxA “ gx.



3304 CHAPTER 56. FIBER BUNDLE

This frame intuitively corresponds to the basis of TxM (see as a “true” vector space) that we
would have written by tSeiux if ei “ B

Bxi . In order to follow this idea, we will effectively denote by
tSeiux the map b : Rm Ñ TxM given by (56.213).

We will often write the frame b as tbeiux, making no differences in notation between the b of
SOpMq and the b of SOpgxq which implement it.

Remarque 56.53.
One has to distinguish a frame and a basis: a basis is only a free and generating set while a frame
can be interpreted as an ordered basis.

56.6.4.2 Construction

We just saw how to build a frame bundle over a manifold. One can get another expression of
the frame bundle when we express a basis of TxM by means of an isomorphism between Rn and
TxM . If M is a n-dimensional manifold, a frame at x is an ordered basis

b “ pb1, . . . , bnq
of TxM . It is clear that any frame defines an isomorphism (linear bijective map)

b̃ : Rn Ñ TxM

ei ÞÑ ei
(56.214)

where teiu is the canonical basis of Rn. It is also clear that any isomorphism gives rise to a frame.
Then we see a frame of M at x as an isomorphism b̃ : Rn Ñ TxM . Let BpMqx be the of all the
frames of M at x; we define

BpMq “
ď

xPM
BpMqx.

For all b P BpMqx, we define pBpbq “ x and the action BpMq ˆ GLpn,Rq Ñ BpMq by b· g “
pb1

1, . . . , b
1
nq where

b
1
j “ big

j
i . (56.215)

It is easy to see that Ćb· g “ b̃ ˝ g : Rn Ñ TxM . So we can give to

GLpn,Rq // BpMq
pB

��
M

(56.216)

a structure of principal bundle 15. If pUα, φαq is a local coordinate chart on M , we define

φ̃ : p´1
B pUαq Ñ φαpUαq ˆGLpn,Rq b ÞÑ pφαpxq, Apbqq (56.217)

where Apbq P GLpn,Rq is defined by the condition bj “ A i
j Bi|x. The matrix Apbq is the one which

transforms the canonical basis (in the trivialization φα) into b P BpMqx. That’s for the principal
bundle structure.

The manifold structure of BpMq is given by Φα : p´1
B pUαq Ñ Uα ˆGLpRq,

Φpbq “ pφ´1
α ˆ Id |GLpn,Rqq ˝ φ̃pbq

“ px,Apbqq
“ ppBpbq, Apbqq.

(56.218)

It fulfils Apb· gq “ Apbq· g. A section s : Uα Ñ BpMq is sometimes called a moving frame over
Uα.

Frame bundle over R2 is given as example in page 3594

15. Much more details and proofs are given in [883].
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56.6.5 Sections of principal bundle

A section of a G-principal bundle is a smooth map s : M Ñ P such that spxq P π´1pxq for
any x PM . A trivialization ϕPα P on Uα defines a section of P over Uα by

σαpxq “ pϕPα q´1px, eq
where e is the neutral of the group. In the inverse sense, we have the following:

Proposition 56.54.
If σα : Uα Ñ P is local section of P over Uα ĂM , then the definition ϕPα pξq “ px, aq if ξ “ σαpxq· a
is a local trivialization.

Proof. The function ϕPα is well defined because ξ P π´1pUαq implies the existence of a x P Uα such
that ξ P π´1pxq “ tξ· gu » G. For this x, there exists a g P G such that ξ “ σαpxq· g.

Now we prove that the couple px, aq is unique in the sense that sαpxq· a “ σαpyq· b implies
px, aq “ py, bq. The left hand side belongs to π´1pxq while the right one belongs to π´1pyq. Then
x “ y. The condition π´1pxq » G imposes the unicity of the g making ξ “ η· g for each couple,
ξ, η P π´1pxq.

If σ and σ1 are two sections of the same principal bundle P , then there exists a differentiable
map f : M Ñ G such that σ1pxq “ σpxq· fpxq. So all the sections can be deduced from only one
and multiplication by such a f .

Theorem 56.55.
If π : P pG,Mq ÑM is a principal bundle, then the four following propositions are equivalent:

enuymai

(1) P is trivial,
enuymaii

(2) P has a global section,
enuymaiii

(3) there exists a differentiable map γ : P Ñ G such that γpξ· gq “ g´1γpξq for all ξ P P and
g P G, enuymaiv

(4) there exists a differentiable map ρ : P Ñ G such that ρpξ· gq “ ρpξqg.
ThoYPrincBTrivSect

Proof. (1)ñ (2). The diagram (56.210) commutes and

τ : M Ñ GˆM x ÞÑ pe, xq (56.219)

is a local section of GˆM . From it we build the following global section of P :

σ : M Ñ P x ÞÑ hpe, xq. (56.220)

This is injective because π˝h “ proj2 and differentiable because this is a composition of xÑ pe, xq
and pg, xq Ñ hpg, xq.
(2)ñ (1). The principal bundle P admits a global section σ : M Ñ P . From it, we can build the
differentiable map

h : GˆM Ñ P pg, xq ÞÑ σpxq· g (56.221)

which satisfies hpgh, xq “ hpg, xq·h and π ˝ pg, xq “ x. First we show that h is a fiber ho-
momorphism and an isomorphism between P and G ˆM so that P is trivial. For this remark
that

gpgh, xq “ gpg, xq·h “ σpxq· gh,

hence equation (56.209) reduces to hppg, xq·hq “ hpg, xq·hGphq which is true with hG “ Id.
Moreover h : GˆM Ñ P is bijective because σpπpξqq belongs to the fiber of ξ P P , therefore there
is one and only one γpξq “ upξ, σpπpξqqq such that ξ· γpξq “ pσ ˝ πqξ. The inverse map is

θ : P Ñ GˆM ξ ÞÑ pγpξq, πpξqq (56.222)
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which is differentiable because γ and π are. So far we see that h and h´1 are differentiable. Then
h is an isomorphism between P and GˆM .
(2)ñ (3). Let σ be the global section and define

γ : P Ñ G ξ ÞÑ upξ, pσ ˝ πqξq (56.223)

where u : R Ñ G is the map defined by the condition ξ· pξ, ηq “ η. The map γ is differentiable
and we have to prove that γpξ· gq “ g´1γpξq. Since ξ· γpξq “ σ ˝ πpξq,

γpξ· gq “ upξ· g, pσ ˝ πqpξ· gqq “ upξ· g, pσ ˝ πqpξqq.

But pξ· gqpg´1γpξqq “ ξ· γpξq “ x. So γpξ· gq “ upξ· g, xq. Thus γpξ· gq “ g´1γpξq.
(3)ñ (2). The given map γ fulfils ξ· gγpξ· gq “ ξ· pξq, so

φ : P Ñ P ξ ÞÑ ξ· pξq (56.224)

is just function of the class of ξ, thus we have a section σ1 : P {GÑ P , but we know that P {G and
M are isomorphic.
(3)ñ (4). Let us define ρ : P Ñ G by ρ “ J ˝ γ with Jpgq “ g´1, thus ρpξq “ γpξq´1 and

ρpξ· gq “ γpξ· gq´1 “ pg´1γpξqq´1 “ γpξq´1g “ ρpξqg.

(4)ñ (3). The proof is just the same with ρ “ J ˝ ρ.

Definition 56.56.
A section ψ P ΓpP, TP q is G-equivariant when

dτgψpξq “ ψpξ· gq.
DefEqVectPrinc

Be careful: this does not define equivariant sections of the principal bundle.

56.6.6 Equivalence of principal bundle

Two principal bundles π : P ÑM and π1 : P 1 ÑM are equivalent if there exists a diffeomor-
phism φ : P Ñ P 1 such that

— π1 ˝ φ “ π

— φpξ· gq “ φpξq· g.

If tUαuαPI is an open covering of M on which we have trivializations ϕα of P and ψα of P 1, the
diffeomorphism φ induces some functions λ : Uα Ñ G by setting

pϕα ˝ φ´1 ˝ ψ´1
α qpx, aq “ px, λαpxqaq.

This definition works because from the definitions of principal bundle and equivalence, one sees
that pϕα ˝ φ´1 ˝ ψ´1

α qpx, · q “ px, · q.

56.6.6.1 Transition functions

We have some transition functions for P and P 1 given by equations

pϕα ˝ ϕ´1
β qpx, gq “ px, gαβpxqgq

pψα ˝ ψ´1
β qpx, gq “ px, g1

αβpxqgq.
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Now, we want to know what is g1
αβ in function of gαβ. First remark that pψα ˝ φ ˝ ϕ´1

α qpx, aq “
px, λαpxq´1qa, and next, compute

px, gαβpxqaqa “ pψα ˝ φ ˝ ϕ´1
β ˝ ϕβ ˝ φ´1 ˝ ψ´1

β qpx, aq
“ pψα ˝ φ ˝ ϕ´1

β qpx, λβpxqaq
“ pψα ˝ φ ˝ ϕ´1

α ˝ ϕα ˝ ϕ´1
β qpx, λβpxqaq

“ px, λαpxq´1gαβpxqλβpxqaq.

(56.225)

Then
gαβpxq “ λαpxq´1gαβpxqλβ. (56.226)

One can show that if two principal bundle have transition functions whose fulfill this condition, they
are equivalent. A G-principal bundle is trivial if it is equivalent to the one given by π1 : M ˆGÑ
M .

56.6.7 Reduction of the structural group

We say that a principal bundle P pG,Mq is reducible when there exists a principal bundle
P 1pH,Mq such that

— H is a subgroup of G,
— there exists an homeomorphism h : P 1 Ñ P such that hG : H Ñ G is an injective homomor-

phism.

In this case we say that G is reducible to H and that P 1 is a reduced principal bundle.

Theorem 56.57.
If P is a principal bundle over M , the structural group G is reducible to the Lie subgroup H if and
only if there exists an open covering tUiuiPI of M and transition functions φij taking their values
in H.

Proof. No proof.

The following comes from [884]. Let us consider the principal bundle

G // P

πP

��
M

(56.227)

and H, a closed subgroup of G. We denote by j : H Ñ G the inclusion map. The principal bundle

H // Q

πQ

��
M

(56.228)

is a reduction of P to the group H if there exists a map u : Q Ñ P such that πP ˝ u “ πQ and
upξ·hq “ upξq· jphq. In this case, u is an embedding 16 of Q in P and the image is a closed
submanifold of P .

LetM be a n-dimensional manifold and BpMq be its frame bundle. This is a GLpn,Rq-principal
bundle. If G is a closed subgroup 17 of GLpn,Rq, a G-structure is a reduction of BpMq to G.

16. plongement
17. Typically SOpp, qq or SO0pp, qq.
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56.6.8 Density

A density on a d-dimensional manifold M is a section of the principal bundle whose fiber Px
over x PM is the space of homogeneous non vanishing maps

ρ :
dľ
TxM Ñ R˚̀ (56.229)

such that ρpλvq “ |λ|ρpvq for every λ P R and v PŹd TxM .

56.7 Associated bundle
Let π : P ÑM be a G-principal bundle and ρ : GÑ GLpV q, a representation of G on a vector

space V (on K “ R or C) of dimension r.
The associated bundle E “ P ˆρ V pÝÑM is defined as following. On P ˆ V , we consider the

equivalence relation
pξ, vq „ pξ· g, ρpg´1qvq

for g P G, ξ P P and v P V . Then we define
— E “ P ˆρ V :“ P ˆ V { „,
— prpξ, vqs “ πpξq

where rpξ, vqs is the class of pξ, vq in P ˆ V .
If ϕPα pξq “ pπpξq, apξqq is a trivialization of P on Uα, then

ϕErpξ, vqs “ pπpξq, ρpaqvq (56.230)eq:triv_P_Eeq:triv_P_E

is a trivialization of E.
In order to see that it is a good definition, let us consider pη, wq „ pξ, vq. It immediately

gives the existence of a g P G such that η “ ξ· g and w “ ρpg´1qv. Then ϕErpξ· g, ρpg´1qvqs “
pπpξ· gq, ρpbqρpg´1qvq. From the definition of ϕE , the vector b is given by ϕP pξ· gq “ pπpξ· gq, bq,
and the definition of a principal bundle gives b “ ϕπpξqpξ· gq “ ϕπpξqpξq· g “ ag. The fact that ρ
is a homomorphism makes ρpagqρpg´1q “ ρpaqv and ϕE is well defined.

Let G be a Lie group, ρ a representation of G on V and M , a manifold. We consider P “
M ˆG proj1ÝÑ M , the trivial G-principal bundle on M . Then E “ P ˆρ V pÝÑM is trivial, i.e. we
can build a φ : P ˆρ V ÑM ˆ V such that proj1 ˝φ “ p. It is rather easy: we define

φ
“`px, gq, v˘‰ “ px, ρpgqvq.

It is easy to see that pproj1 ˝φqrpx, gq, vs “ x and prpx, gq, vs “ proj1px, gq “ x.

56.7.1 Transition functions

Proposition 56.58.
Let pUα, ϕPα q be a trivialization of P πÝÑ M whose transition functions are gαβ : Uα X Uβ Ñ G.
Then pUα, ϕEα q given by (56.230) is a local trivialization of E pÝÑ M whose transition functions
gEαβ : Uα X Uβ Ñ GLpdimV,Kq are given by

gEαβpxq “ ρpgPαβpxqq.
Proof. If we write a :“ ϕE

βx
pπ´1pxqq, we have ϕPβ pπ´1pxqq “ px, aq and ϕEα ˝ pϕEβ q´1px, vq “

ϕEα rpπ´1pxq, ρpaq´1vqs. So,

ϕEα rpπ´1pxq, ρpaq´1vqs “
´
x, ρ

`
ϕαxpπ´1pxqq˘ρ`ϕβxpπ´1pxqq˘´1

v
¯

“
´
x, ρ

`
ϕαxpπ´1pxqqϕβxpπ´1pxqq˘

¯
.

(56.231)

Then
gEαβ “ ρ

´
ϕαxpπ´1pxqqϕβx

`
π´1pxq˘

¯
“ ρpgPαβpxqq. (56.232)
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56.7.2 Sections on associated bundle
sec_fnequiv

56.7.2.1 Equivariant functions

We consider a bundle E “ P ˆρ V pÝÑ M associated with the principal bundle P πÝÑ M and
a section ψ : M Ñ E.

P

πP ��

E “ P ˆρ V

πEyy
M

A section of E is a map ψ : M Ñ E such that πE ˝ ψ “ idM . We define the function ψ̂ : P Ñ V
by

ψpπpξqq “ rξ, ψ̂pξqs. (56.233)eq:equiv_psieq:equiv_psi

Let us see the condition under which this equation well defines ψ̂. First, remark that a ψ defined
by this equation is a section because prξ, vs “ πpξq, so that pp ˝ ψqpπpξqq “ πpξq. Now, consider
a η such that πpηq “ πpξq. Then there exists a g P G for which η· g “ ξ. For any g and for this
one in particular,

ψpπpηqq “ rη, ψ̂pηqs “ rη· g, ρpg´1qψ̂pηqs.
Then equation (56.233) defines ψ̂ from ψ if and only if

ψ̂pξ· gq “ ρpg´1qψ̂pξq. (56.234)eq:equiv_psi_beq:equiv_psi_b

This condition is called the equivariance of ψ̂. Reciprocally, any equivariant function ψ̂ defines
a section of E “ P ˆρ V .

If η “ ξ· g “ χ· k, one define a sum

rξ, vs ` rχ,ws “ rη, ρpgqv ` ρpkqws. (56.235)eq:def:som_Eeq:def:som_E

If ψ, η : M Ñ E are two sections defined by the equivariant functions ψ̂, η̂ : P Ñ V , then the
section ψ ` η is defined by the equivariant function ψ̂ ` η̂.

56.7.2.2 For the endomorphism of sections of E
equivendo

Let us now make a step backward, and take A in End ΓpEq. We will now see that A defines (and
is defined by) an equivariant function Â : P Ñ EndV . Let ψ : M Ñ E be in ΓpEq. If ψpxq “ rξ, vs,
we define the new section Aψ by

pAψqpxq “ rξ, Âpξqvs “ rξ, Âpξqψ̂pξqs.
In order for Aψ to be well defined, the function Â must satisfy

Âpξ· gq “ ρpg´1qÂpξqρpgq (56.236)equivAequivA

for all g in G.

56.7.2.3 Local expressions

We consider a local trivialization ϕPα : π´1pUαq Ñ Uα ˆ G of P on Uα and the corresponding
section σα : Uα Ñ P given by

σαpxq “ pϕPα q´1px, eq.
We saw at page 3308 that a trivialization of P gives a trivialization of the associated bundle
E “ P ˆρ V ; the definition is

ϕEα rpξ, vqs “ pπpξq, ρpaqvq (56.237)

if ϕPα pξq “ pπpξq, aq. With ξ “ σαpxq, we find

ϕEα rpσαpxq, vqs “ pπpσαpxqq, ρpaqvq “ px, vq. (56.238)



3310 CHAPTER 56. FIBER BUNDLE

The section ψ can also be seen with respect to the “reference” sections σα by means of the
definition

ψpxq “ rσαpxq, ψpαqpxqs (56.239)eq:def:psisaeq:def:psisa

for a function ψpαq : M Ñ V .

Lemma 56.59.
Let ψ : M Ñ E be a section and ψ̂ : P Ñ V , the corresponding equivariant function. Then

ψpαqpxq “ ψ̂pσαpxqq.

Proof. By definition, ψpxq “ ψpπpξqq “ rξ, ψ̂pξqs. Thus if we consider in particular ξ “ σαpxq,
ϕEα pψpxqq “ ϕEα rξ, ψ̂pξqs “ ϕEα rsαpxq, ψ̂pσαpxqqs “ px, ψ̂pσαpxqqq. (56.240)

Let us anticipate. A spinor is a section of an associated bundle E “ P ˆρ V where P is a
Lorentz-principal bundle, V “ C2 and ρ is the spinor representation of Lorentz on C2. So a spinor
ψ : M Ñ E is locally described by a function ψpαq : M Ñ C2. The latter is the one that we are used
to handle in physics. In this picture, the transformation law of ψ under a Lorentz transformation
comes naturally.

Let teiu be a basis of V; we consider some “reference” sections γαi of the associated bundle
E “ P ˆρ V defined by

γαipxq “ rϕ´1
α px, eq, eis. (56.241)eq:def:gamaieq:def:gamai

A general section ψ : M Ñ E is defined by an equivariant function ψ̂ : P Ñ V which can be written
as ψ̂pξq “ aipξqei. If η “ ϕ´1

α px, eq and ξ “ η· gpξq,
ψpxq “ rξ, aieis “ airη, ρpgqeis “ aipξqρpgpξqq ji rη, ejs “ cjpξqγαjpxq. (56.242)

Since the left hand side of this equation just depends on x, the functions cj must actually not
depend on the choice of ξ P π´1pxq. So we have cj : M Ñ R. Indeed, if we choose χ P π´1pxq,

ψpxq “ cjpξqγαjpxq !“ rξ, aipχqeis “ . . . “ cjpχqγαjpxq,
so that cjpξq “ cjpχq. So any section ψ : M Ñ E can be decomposed (over the open set Uα) as

ψpxq “ siαpxqγαipxq. (56.243)

56.7.3 Associated and vector bundle

56.7.3.1 General construction

We are going to see that a vector bundle is an associated bundle. For this, we consider a vector
bundle p : F ÑM with a fiber Fx “ V of dimension m. Let G “ GLpV q, P be the trivial principal
bundle P “ M ˆ G and ρ be the definition representation of G on V . We set E “ P ˆρ V . Our
aim is to put a vector bundle structure on E which is equivalent to the one of F . The bijection
b : F Ñ E will clearly be

bpϕ´1px, vqq “ rpx, eq, vs. (56.244)

We define the projection q : E ÑM by

qrpx, gq, ws “ x

and we have to show that q´1pxq “ trpx, gq, ws tel que g P G and w P V u is a vector space
isomorphic to V . The following definitions define a vector space structure:

— multiplication by a scalar: λrpx, gq, vs “ rpx, gq, λvs,
— addition: rpx, gq, vs ` rpx, hq, ws “ rpx, eq, ρpgqv ` ρphqws.
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As local trivialization map, we consider
χ : q´1pUq Ñ U ˆ V
rpx, gq, vs ÞÑ px, ρpgqvq. (56.245)

With this structure, the bijection b is an equivalence because b|Fx is a vector space isomorphism
and q ˝ b “ p.

56.7.4 Equivariant functions for a vector field
equivvec

In order to define in the same way an equivariant function for a vector field X P XpMq, we
need to see TM as an associated bundle.

Proposition 56.60.
If M is a n dimensional manifold, we have the following isomorphism:

SOpMq ˆρM Rm » TM

where ρM : SOpmq ˆRm Ñ Rm is defined by ρM pAqv “ Av.

Proof. Recall that an element b P SOpMqx is a map b : Rm Ñ TxM . The isomorphism is no
difficult. It is ψ : SOpMq ˆρM Rm Ñ TM defined by

ψrb, vs “ bpvq.
It prove no difficult to see that ψ is well defined, injective and surjective.

Now, let us consider X P XpMq. We can see it as an element of ΓpSOpMqˆρM Rmq, and define
an equivariant function X̂ : SOpMq Ñ Rm.

Let us make it more explicit. A vector field Y P XpMq is, for each x in M , the data of a tangent
vector Yx P TxM . Hence the formula bpvq “ Yx defines an element rb, vs in SOpMq ˆρM Rm, and
Y defines a section Ỹ pxq “ rbpxq, vpxqs of SOpMq ˆρM Rm. The associated equivariant function
is given by Ŷ pbq “ v if bpvq “ Yx. In other words, the equivariant function Ŷ : SOpMq Ñ Rm

associated with the vector field Y P XpMq is given by
Ŷ pbq “ b´1pYxq, (56.246)r1404e1r1404e1

where x “ πpbq.

56.7.5 Gauge transformations

A gauge transformation of the G-principal bundle π : P ÑM is a diffeomorphism φ : P Ñ P
such that

— π ˝ φ “ π,
— φpξ· gq “ φpξq· g.
When we consider some local sections on σα : Uα Ñ P , we can describe a gauge transformation

with a function φ̃α : M Ñ G by requiring
φpσαpxqq “ σαpxq· φ̃αpxq.

This formula defines φ from φ̃ as well as φ̃ from φ.
The group of gauge transformations has a natural action on the space of sections given by

pφ·ψqpxq “ rφpξq, vs. (56.247a)

if ψpxq “ rξ, vs “ rξ, ψ̂pξqs. This law can also be seen on the equivariant function ψ̂ which defines
ψ. The rule is

{φ·ψpξq “ ψ̂pφ´1pξqq. (56.247b)

Indeed, in the same way as before we find pφ·ψqpxq “ rξ,{φ·ψpxqs !“ rφpξq, vs “ rφpξq, ψ̂pξqs.
Taking ξ Ñ φ´1pξq as representative, pφ·ψqpxq “ rξ, ψ̂ ˝ φ´1pξqs.
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56.8 Adjoint bundle
Let π : P Ñ M be a G-principal bundle. The adjoint bundle is the associated bundle

AdpP q “ P ˆAd G. An element of that bundle is an equivalent class given by

rξ,Xs “ rξ· g,Adpg´1qXs
for every g P G. Here ξ P P and X P G.

56.9 Connection on vector bundle: local description
sec:conn_vectDEFooIESVooGNQHzl

Definition 56.61.
A connection on the vector bundle p : E ÑM is a bilinear map

∇ : XpMq ˆ ΓpEq Ñ ΓpEq
pX, sq ÞÑ ∇Xs

(56.248)

such that
— ∇fXs “ f∇Xs,
— ∇Xpfsq “ pX · fqs` f∇Xs

for all X P XpMq, f P C8pMq and s P ΓpEq. The operation ∇ is often called a covariant
derivative.

An easy example is given on the trivial bundle E “ proj1 : M ˆ C Ñ M . For this bundle,
ΓpEq “ C8pM,Cq and the common derivation is a covariant derivation: ∇Xs “ pdsqX.

PROPooWZYOooEVhgFt

Proposition 56.62.
The value of p∇Xsqpxq depends only on Xx and s on a neighbourhood of x PM .

Proof. Let X, Y P XpMq such that Yz “ fpzqXz with fpxq “ 1 and fpzq ‰ 1 everywhere else.
Then

p∇Y sqpxq ´ p∇Xsqpxq “ pfpxq ´ 1qp∇Xsqpxq “ 0.
Since it is true for any function, the linearity makes that it cannot depend on Xz with z ‰ x. If
we consider now two sections s and s1 which are equals on a neighbourhood of x, we can write
s1 “ fs for a certain function f which is 1 on the neighbourhood. Then

p∇Xs
1qpxq ´ p∇Xsqpxq “ pfpxq ´ 1qp∇Xsqpxq ` pXfqspxq

which zero because on a neighbourhood of x, f is the constant 1.

This proposition shows that it makes sense to consider only local descriptions of connections.
Let te1, . . . , eru be a basis of V and consider the local sections Sαi : Uα Ñ E,

Sαipxq “ ϕ´1
α px, eiq.

A local section sα : Uα Ñ V can be decomposed as sαpxq “ siαpxqei with respect to this basis (up
to an isomorphism between the different V at each point). Then on Uα,

siαSαipxq “ siαpxqϕ´1
α px, eiq “ ϕ´1

α px, siαeiq “ ϕ´1
α px, sαpxqq “ spxq. (56.249)

The first equality is the definition of the product Rˆ F Ñ F .
So any s P ΓpEq can be (locally!) written under the form 18 s “ siαSαi; in particular ∇XpSαiq

can. We define the coefficients θ by

∇XpSαiq “ pθαqji pXqSαj . (56.250)

where, for each i and j, pθαqji is a 1-form on Uα. We can consider θα as a matrix-valued 1-form on
Uα.

18. be careful on the fact that the “coefficient” si
α depends on x: the right way to express this equation is

spxq “ si
αpxqSαipxq.
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PropFormnabXthe

Proposition 56.63.
The formula

p∇Xsqα “ Xsα ` θαpXqsα (56.251)eq:nab_thetaeq:nab_theta

gives a local description of the connection.

Proof. For any s P ΓpEq, we have

∇Xs “ ∇X

`ÿ

j

sjαSαj
˘ “

ÿ

j

´
pXsjαqSαj ` sjα∇XSαj

¯
“
ÿ

i

”
pXsiαq ` sjαpθαqijpXq

ı
Sαi. (56.252)

56.9.1 Connection and transition functions

A connection determines some local matrix-valued 1-forms θα on the trivialization Uα. Two
natural questions raise. The first is the converse: does a matrix-valued 1-form defines a connection?
The second is to know what is θα in function of θβ on Uα X Uβ? The answer to the latter is given
by the following proposition:

Proposition 56.64.
The 1-form θα relative to the trivialization pUα, ϕαq is related to the 1-form θβ relative to the
trivialization pUβ, ϕβq by

θβ “ g´1
αβdgαβ ` g´1

αβθαgαβ. (56.253)eq:theta_geq:theta_g

Proof. We can use equation (56.17) pointwise on p∇Xsqα:

p∇Xsqα “ gαβp∇Xsqβ
“ gαβ

`
Xsβ ` θβpXqsβ

˘

“ gαβ
`
Xpgαβsαq ` θβpXqgαβsα

˘
.

(56.254)

We have to compare it with equation (56.251). Note that gαβ and θαpXq are matrices, then one
cannot do

gαβθβpXqgαβ “ gαβgαβθβpXq “ θβpXq
by using gαβgαβ “ 1. Taking carefully subscripts into account, one sees that the correct form
is pgαβqijθβpXqjkpgαβqkl . Applying Leibniz formula (Xpfgq “ fpXgq ` pXfqg), and making the
simplification gαβgαβ “ 1 in the first term, we find

θαpXqsα “ gαβpXgαβqsα ` g´1
αβθβpXqgαβsα.

The claim follows from the fact that Xgαβ “ dgαβpXq.
56.65.
The equation (56.253) are related to the equations (56.350) or (56.358) or any physical equation
of gauge transformation for the bosons.

56.66.
Notice that formula (56.253) shows in particular that θα takes its values in the Lie algebra glpV q,
see for example subsection 52.1.2.

The inverse is given in the
Propformconnve

Proposition 56.67.
If we choose a family of glpV q-valued 1-forms θα on Uα satisfying (56.253),then the formula

p∇Xsqα “ Xsα ` θαpXqsα
defines a connection on E.prop:thet_conn_F
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Proof. Note that θ is C8pMq-linear, thus

p∇fXsqα “ pfXqsα ` θαpfXqsα “ f rXsα ` θαpXqsαs “ fp∇Xsqα. (56.255)

In expressions such that θαpXqpfsαq, the product is a matrix times vector product between θαpXq
and sα; the position of the f is not important. So we can check the second condition:

p∇Xpfsqqα “ Xpfsαq ` θαpXqpfsαq
“ Xpfqsα ` fpXsαq ` fθαpXqsα
“ dfpXqsα ` fp∇Xsqα.

(56.256)

This concludes the proof.

56.9.2 Torsion and curvature

The map T∇ : XpXq ˆ XpXq Ñ XpXq defined by

T∇pX,Y q “ ∇XY ´∇YX ´ rX,Y s (56.257)deftorsiondeftorsion

is the torsion of the connection ∇. When T∇pX,Y q “ 0 for every X and Y in XpXq, we say that ∇
is a torsion free connection. Let X, Y be in XpMq, and consider the map RpX,Y q : ΓpEq Ñ ΓpEq
defined by

RpX,Y q : ΓpEq Ñ ΓpEq
s ÞÑ ∇X∇Y s´∇Y ∇Xs´∇rX,Y ss.

(56.258)

For each x PM , R can be seen as a bilinear map R : TxM ˆ TxM Ñ EndpExq. It is called the
curvature of the connection ∇. For every f P C8pMq, it satisfies

RpfX, Y qs “ fRpX,Y qs “ RpX,Y qfs.

In a trivialization pUα, ϕαq, we have p∇Xsqα “ Xsα ` θαpXqsα. Looking in the expression of
pRpX,Y qsqα, the terms coming from the Xsα part of covariant derivative make

XY sα ´ Y Xsα ´ rX,Y ssα “ 0.

The other terms are no more than matricial product. Hence the formula

pRpX,Y qsqα “ ΩαpX,Y qsα (56.259)

defines a 2-form Ωα which takes values in GLpr,Kq. We can find an expression for Ω in terms of
θ:

ΩαpX,Y q “ XθαpY q ´ Y θαpXq ´ θαprX,Y sq ` θαpXqθαpY q ´ θαpY qθαpXq;
it is written as

Ωα “ dθα ` θα ^ θα “ dθα ` 1
2 rθα, θαs (56.260)eq:Omega_tthetaeq:Omega_ttheta

which is a notational shortcut for

ΩαpX,Y q “ dθαpX,Y q ` rθαpXq, θαpY qs. (56.261)EaCurvdVVsqEaCurvdVVsq

These equations are called structure equations. Pointwise, the second term is a matrix commu-
tator; be careful on the fact that, when we will speak about principal bundle, the forms θ’s will
take their values in a Lie algebra. On Uα X Uβ, we have

ΩβpX,Y q “ g´1
αβΩαpX,Y qgαβ.

The curvature and the connection fulfill the Bianchi identities:
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Lemma 56.68.

dΩα ` rθα ^ Ωαs “ 0.

Proof. For each matricial entry, θα is a 1-form on Uα, then θαpXq is a function which to x P M
assign θαpxqpXxq P R. So we can apply d and Leibniz on the product θαpXqθαpY q.

d
`
θαpXqθαpY q

˘ “ θαpXqdθαpY q ` dθαpXqθαpY q.
Differentiating equation (56.260), dΩα “ dθα ^ θα ´ θα ^ dθα.

56.10 Connexion on vector bundle: algebraic view
We already defined a connection of the vector bundle π : E Ñ M in definition 56.61. As we

know from section 54.2.2, this induces a map

∇ : ΓpEq Ñ ΓpEq b Ω1pMq (56.262)EQooBRLHooJgzIyTEQooBRLHooJgzIyT

Note: there is a non trivial identification ΓpTMq˚ “ ΓpT ˚Mq. This ∇ is bilinear and satisfy the
Leibniz rule

∇pσfq “ p∇σqf ` σ b df (56.263)
for any section σ : M Ñ E and function f : M Ñ C. If tσiu is a local basis of E, one can write
σ “ σif

i and one defines the Christoffel symbols Γjiµ in this basis by

∇σ “ ∇pσif iq “ p∇σiqf i ` σi b fpf iq “ f iΓjiµσj b dxµ ` σi b dpf iq. (56.264)

The notations dσ “ σi b dpf iq and Γσ “ f iΓjiµσj b dxµ lead us to the compact usual form

∇σ “ pd` Γqσ.
When E “ TM over a (pseudo)Riemannian manifold M , we know the Levi-Civita connection

which is compatible with the metric:

gp∇X,Y q ` gpX,∇Y q “ d
`
gpX,Y q˘. (56.265)eq_230605r1eq_230605r1

One can see g as acting on
`
XpMq b Ω1pMq˘ˆ XpMq with

g
`
riνBi b dxν , tjBj

˘
:“ riνj

jgpBi, Bjqdxν ,
which at each point is a form. From condition (56.265), we see ∇ as a Levi-Civita connection on
the bundle E “ T ˚M which values in

Γ8pT ˚Mq b Ω1pMq » Ω1pMq b Ω1pMq.
This is defined as follows. A 1-form ω can always be written under the for ω “ X5 :“ gpX, .q for
a certain X P XpMq. Then (56.265) gives

p∇Xq5Y ` ωp∇Y q “ dpωY q,
and we put ∇ω “ p∇Xq5, i.e

p∇ωqY “ dpωY q ´ ωp∇Y q (56.266)
for all Y P XpMq. When ω “ dxi and Y “ Bj , we find

p∇dxiqBj “ dpdxiBjq ´ dxip∇Bjq “ dpδijq ´ ΓljkBl b dxk “ ´Γljkδil b dxk “ ´Γijk dxk. (56.267)

So we get the local formula
∇dxi “ ´Γijk dxj b dxk. (56.268)

If the form writes locally ω “ dxifi,

∇ω “ ∇pdxiqfi ` dxi b dfi “ ´fiΓijk dxj b dxk ` dω “ pd´ Γ̃qω (56.269)

where we taken the notations dω “ dxi b dfi and Γ̃ω “ fiΓijkdxj b dxk.
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56.10.1 Exterior derivative

If E is a m-dimensional vector bundle over M and s : M Ñ E is a section, we say that a
exterior derivative is a map D : ΓpEq Ñ ΓpE b Ω1Mq such that for every f P C8pMq we have

Dpfsq “ sb df ` fpDsq.

An exterior derivative can be extended toD : ΓpEbΩkMq Ñ ΓpEbΩk`1Mq imposing the condition

Dpω ^ αq “ pDωq ^ α` p´1qkω ^ dα (56.270)EqExtExtDerrkEqExtExtDerrk

for every ω P ΓpE b ΩkMq and α P ΓpE b ΩlMq . The result is an element of ΓpE b Ωk`l`1Mq.
Coordinatewise expressions are obtained when one choose a specific section peiq of the frame

bundle of E. In that case for each i, the derivative ei is an element of ΓpE bΩ1Mq and we define
ωji P Ω1pMq by

Dei “
kÿ

j“1
ej b ωji . (56.271)

For each i and j, we have an element ωji P Ω1pMq, so that we say that ω P Ω1pM, glpmqq. Now a
section can be expressed as s “ siei where si are functions, so we have

Dpsq “ Dpsieiq “ ei b dsi ` siDpeiq “ ei b dsi ` siej b ωji “ ei b dsi ` ei b sjωij . (56.272)

Expressed in component, we find Dpsqi “ dsi ` sjωij , so that we often write

D “ d` ω. (56.273)

When a section e is given, we write s “ sipeqei, indicating the dependence of the functions si in
the choice of the frame e:

Dpsq “ ei b dsipeq ` ei b sjpeqωpeqij .
When we apply both sides to a vector X P ΓpTMq, we find

DXpsq “ ei b
´
Xpsiq ` sjωijpXq

¯
. (56.274)

By convention we say that, when f P C8pMq, is a function, DX reduces to the action of the
vector field X:

DXpfq “ Xpfq. (56.275)

56.10.1.1 Covariant exterior derivative

An important exterior derivative is the covariant exterior derivative. If the vector bundle E is
endowed by a covariant derivative ∇, we define the corresponding covariant exterior derivative
by the following:

(1) for a section s : M Ñ E (i.e. a 0-form) we define

pd∇sqpXq “ ∇Xs, (56.276)

(2) and on the 1-form
ř
ipsi b ωi

˘ P ΓpE b T ˚Mq,

d∇
`ÿ

i

si b ωi
˘ “

ÿ

i

pd∇siq ^ ωi `
ÿ

i

si b dωi. (56.277)

The latter relation is the condition (56.270) with k “ 0.
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56.10.2 Divergence, gradient and Laplacian (general)

When we have a connection (definition 56.61) we define the divergence of a vector field. Recall
from equation (56.262) that when x P ΓpTMq we can see ∇X as an element of ΓpTMq b Ω1pMq.

DEFooTTSFooDdgiKg

Definition 56.69.
The divergence of a vector field X P ΓpTMq, is the function ∇ ·X P C8pMq defined by

p∇ ·Xqpxq “ Trp∇Xq (56.278)

where the trace stands for the contraction of the tensor ∇X with itself.

On an euclidian space, we can describe the divergence in an other way: by proposition 56.62,
the vector p∇XY qx P TxM does depend only on Xx. Thus in fact, when v P TxM , the value of
∇vX is the value of p∇VXqx where V is any vector field such that Vx “ v. Thus we are okay
speaking about the map

TxM Ñ TxM

v ÞÑ ∇vX.
(56.279)

This operation being linear, we can take the trace. Thus the definition could be

∇ ·X “ Trpv ÞÑ ∇vXq. (56.280)EQooEGYQooJAvdTOEQooEGYQooJAvdTO

The point using the contraction notion is that the operation of tracing is more clear: from equation
(56.280) one does not see why the result should depend on the metric (and in particular why does
it depend on the inverse of the metric tensor in a matricial form.).

56.10.3 Divergence, gradient and Laplacian (Riemannian case)

If we have a (pseudo)Riemannian manifold,we define the gradient of a function.

Definition 56.70.
We define the gradient of a function f P C8pMq, denoted by ∇f as the vector field such that

gp∇f,Xq “ Xpfq. (56.281)EQooECZSooYfQFYmEQooECZSooYfQFYm

Moreover on a Riemannian manifold, we have the Levi-Civita connection (see 56.13.2), and
then it is possible to particularize the definition 56.69 to a well defined connection.

The Laplacian of the function f is the function ∆f given by

∆f “ ∇ · p∇fq. (56.282)

56.10.4 Divergence, gradient and Laplacian (coordinatewise)

Proposition 56.71.
Let teiu be a field of base for the riemannian manifold pM, gq, and a function f P C8pMq. Then
the gradient of f is given by the formula

∇f “
ÿ

im

pg´1qimBifem. (56.283)

The important point is that g´1 appears instead of g.

Proof. In coordinates, this is given by the inverse of the metric tensor. Indeed equation (56.281)
expands to (unwritten dependence to x)

ÿ

kl

gklp∇fqkXl “ Xpfq “
ÿ

l

XlBlf. (56.284)
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Since that has to be true for every vector field X, we can “simplify” Xl:
ÿ

k

gklp∇fqk “ Blf. (56.285)

Multiplying by pg´1qlj and making the sum over l:
ÿ

kl

gklpg´1qljp∇fqk “
ÿ

l

pg´1qljBlf, (56.286)

and then
p∇fqj “

ÿ

l

pg´1qljBlf. (56.287)

PROPooLIJTooKFTwPY

Proposition 56.72.
Let pM, gq be a (pseudo)Riemannian manifold with constant g. Then

∇ ·Y “
ÿ

ij

pg´1qijBiYj . (56.288)

Proof. The fact that g is constant implies that the Christoffel symbols are vanishing and the
Levi-Civita connection is given by

∇XY “ XpY q “
ÿ

kl

XlBpYkqBk. (56.289)

As explained around equation 56.262 we see ∇Y P ΓpTMq b Ω1pMq as

∇Y “
ÿ

kl

pBlqpYkqBk b dxl. (56.290)

Using formula (54.10) for the contraction,

Trp∇Y q “
ÿ

kl

pg´1qklBlpYkq. (56.291)

This is the divergence of Y .

56.10.5 Soldering form and torsion

Let us particularize to the case where E has the same dimension as the manifold. In that case,
we can introduce a soldering form, that is an element θ P Ω1pM,Eq such that for every x P M
the map θx : TxM Ñ Ex is a vector space isomorphism. When a soldering form θ is given, the
torsion is the exterior derivative D is

T “ Dθ. (56.292)

Using a local frame e, we have forms θipeq P Ω1pMq such that

θpXq “ θipXqei.
We see θ as an element of ΓpE b Ω1pMqq by identifying θ “ ei b θi. Thus we have

Dθ “ Dpei b θiq “ Dei ^ θipeq ` ei ^ dθipeq “ pejbji q ^ θipeq ` ei ^ dθipeq,
or in coordinates:

pDθqi “ ωij ^ θjpeq ` dθipeq. (56.293)

Notice that it provides the formula
T “ dωθ (56.294)

for the torsion as exterior covariant derivative of the connection form.
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56.10.6 Example: Levi-Civita

We consider the vector bundle E “ TM and the local basis ei “ Bi. An exterior derivative in
this case is a map D : ΓpTMq Ñ Γ

´
TM bΩ1M

¯
. In that particular case, we denote by ∇XY the

vector field DpY qX, and it is computed by first writing DpXqx “ ř
i Z

i
x b ωix with Zi P ΓpTMq

and ωi P Ω1pMq. The we have
DpXqxYx “ ω ` xipYxqZix. (56.295)

A good choice of soldering form is θx “ Id for every x P M , or θpXq “ X. In coordinates, that
soldering form is given by θipBjq “ δij . The Christoffel symbols are defined by

∇BiBj “ ΓkijBk, (56.296)

and the covariant derivative reads

∇XY “ ∇XiBi
pY jBjq “ Xi

´
pBiY jqBj ` Y j∇BiBj

¯
“
´
XpY kq `XiY jΓkij

¯
Bk. (56.297)EqCovDerGamChrEqCovDerGamChr

We can determine the Christoffel symbols in function of the connection form using the fact
that on the one hand, ∇BiBj “ ΓkijBk, and on the other hand,

∇BiBj “ DpBjqpBiq “ Bk b ωkj pωiq,

so that
Γkij “ ωkj pBiq (56.298)

Now we can get the same result as equation (56.297) using the exterior derivative formalism. First
we have DY “ Bi b dY i ` Bi bXjωij , so that

pDY qX “ Bi b dY ipXq “ Bi bXjωijpXkBkq,

in which we use the relation ωijpXkBkq “ XkωijpBkq “ XkΓijk to get

pDY qX “ `
XpY iq `XjXkΓijk

˘Bi.

Notice that the anti-symmetric part of Γ with respect to its two lower indices does not influence
the covariant derivative. Let us compute the torsion in terms of Γ. For that remark that dθi “ 0
because

pdθiqpX,Y q “ XθipY q ´ Y θipXq ´ θi`rX,Y s˘ “ XpY iq ´ Y pXiq ´ rX,Y si “ 0.

Thus we have

pDθqpBk b Blq “
`pDBiqBk

˘
θipBlq ´

`pDBiqBl
˘
θipBkq

“ δilΓ
j
ikBj ´ δikΓjilBj

“ pΓjlk ´ ΓjklqBj .

The connection ∇ is moreover compatible with the metric because

∇Z

`
gpX,Y q˘ “ Z

`
ηpeX, eY q˘ “ η

`
DZpeXqlooomooon
“ep∇ZXq

, eY
˘` η`eX,DZpeY q

˘ “ gp∇ZX,Y q ` gpX,∇ZY q.
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56.11 Connection on principal bundle

56.11.1 First definition: 1-form
pg_connpriic

We consider a G-principal bundle
G // P

π
��
M

and G, the Lie algebra of G.

Definition 56.73.
A connection on P is a 1-form ω P ΩpP,Gq which fulfills pg:def:conne

— ωξpAξ̊ q “ A,
— pRg̊ωqξpΣq “ Adpg´1qpωξpΣqq,

for all A P G, g P G, ξ P P and Σ P TξP defconnform

Here, Rg is the right action: Rgξ “ ξ· g and A˚ stands for the fundamental field associated
with A for the action of G on P :

Aξ̊ “
d

dt

”
ξ· e´tA

ı
t“0

, (56.299)defastardefastar

For each ξ P P , we have ωξ : TξP Ñ G. See section 53.3.
If α is a connection 1-form on P , we say that Σ is an horizontal vector field if αξpΣq “ 0 for

all ξ P P . If Xx P TxM and ξ P π´1pxq, there exists an unique 19 Σ in TξP which is horizontal
and such that π˚pΣq “ Xx. This Σ is called the horizontal lift of Xx. We can also pointwise
construct the horizontal lift of a vector field. The one of X is often denoted by X; it is an element
of XpP q.

56.11.2 Second definition: horizontal space

For each ξ P P , we define the vertical space VξP as the subspace of TξP whose vectors are
tangent to the fibers: each v P VξP fulfills dπv “ 0. Any such vector is given by a path contained in
the fiber of ξ. So, v P VξP if and only if there exists a path gptq P G such that v “ d

dt

”
ξ· gptq

ı
t“0

.
A connection Γ is a choice, for each ξ P P , of an horizontal space HξP such that

— TξP “ VξP ‘HξP ,
— Hξ· g “ pdRgqξHξ,
— HξP depends on ξ under a differentiable way.

The second condition means that the distribution ξ Ñ Hξ is invariant under G. Thanks to the first
one, for each X P TξP , there exists only one choice of Y P HξP and Z P VξP such that X “ Y `Z.
These are denoted by vX and hX and are naturally named horizontal and vertical components of
X. The third condition means that if X is a differentiable vector field on P , then vX and hX are
also differentiable vector fields. We will often write Vξ and Hξ instead of VξP and VξP .

The word connection probably comes from the fact that the horizontal space gives a way to
jump from a fiber to the next one. When we consider a connection Γ, we can define a G-valued
connection 1-form by

ωpXqξ̊ “ vXξ.

The existence is explained in section 53.3. It is clear that ωpXq “ 0 if and only if X is horizontal.
The theorem which connects the two definitions is the following.

Theorem 56.74.
If Γ is a connection on a G-principal bundle, and ω is its 1-form, then

19. See [805], chapter II, proposition 1.2.
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enuyai

(1) for any A P G, we have ωpA˚q “ A,
enuyaii

(2) pRgq˚ω “ Adpg´1qω, i.e. for any X P TξP , g P G and ξ PM ,

ωppdRgqξXq “ Adpg´1qωξpXq

Conversely, if one has a G-valued 1-form on P which fulfills these two requirement, then one has
one and only one connection on P whose associated 1-form is ω.

Proof. (1) The definition of ω is ωpXqξ̊ “ vX. Then ωpA˚qξ̊ “ vAξ̊ “ Aξ̊ because A˚ is vertical.
From lemma 53.20, ωpA˚q “ A.

(2) Let X P XpP q. If X is horizontal, the definition of a connection makes dRdX also horizontal,
then the claim becomes 0 “ 0 which is true. If X is vertical, there exists a A P G such that X “ A˚
and a lemma shows that dRgX is then the fundamental field of Adpg´1qA. Using the properties
of a connection,

pRg̊ωqξpXq “ ωξ· gpdRgXq “ Adpg´1qA “ Adpg´1qωξpXq. (56.300)

Now we turn our attention to the inverse sense: we consider a 1-form which fulfills the two
conditions and we define

Hξ “ tX P TξP tel que ωpXq “ 0u. (56.301)

We are going to show that this prescription is a connection. First consider a X P Vξ, then X “ A˚
and ωpXq “ A. So Hξ X Vξ “ 0. Now we consider X P TξP and we decompose it as

X “ A˚ ` pX ´A˚q
where A˚ is the vertical component of X. If ωpdRgXq “ 0 for all g P G, then ωpXq “ 0, then a
vector X P Hξ fulfills at most dimG independent constraints ωpdRgXq “ 0 and dimHξ is at least
dimP ´ dimG. On the other hand, dimVξ “ dimG; then

dimVξ ` dimHξ ě dimG` dimP ´ dimG.

Then the equality must holds and Vξ ‘Hξ “ TξP .
We have now to prove that ω is the connection form of Hξ, i.e. that ωpXq is the unique A P G

such that Aξ̊ is the vertical component of X. Indeed if X P TξP , it can be decomposed as into
A˚ P Vξ and Y P Hξ and

ωpXq “ ωpA˚ ` Y q “ ωpA˚q “ A.

It remains to be proved that the horizontal space Hξ of any connection Γ is related to the
corresponding 1-form ω by Hξ “ tX P TξP tel que ωξpXq “ 0u. From the connection Γ, the
1-form is defined by the requirement that ωpXqξ̊ “ vXξ. For X P Hξ, it is clear that vX “ 0, so
that ωpXq˚ “ 0. This implies ωpXq “ 0 because we suppose that the action of G is effective.

The projection π : P Ñ M induces a linear map dπ : TξP Ñ TxM . We will see that, when a
connection is given, it is an isomorphism between Hξ and TxM (if x “ πpξq). The horizontal
lift of X P XpMq is the unique horizontal vector field (i.e. it is pointwise horizontal) such that
dπpXξq “ Xπpξq. The proposition which allows this definition is the following.

Proposition 56.75.
For a given connection on the G-principal bundle P and a vector field X on M , there exists an
unique horizontal lift of X. Moreover, for any g P G, the horizontal lift is invariant under dRg.

The inverse implication is also true: any horizontal field on P which is invariant under dRg
for all g is the horizontal lift of a vector field on M .

This proposition comes from [805], chapter II, proposition 1.2.
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Proof. We consider the restriction dπ : Hξ Ñ TπpξqM . It is injective because dπpX ´ Y q vanishes
only when X´Y is vertical or zero. Then it is zero. It is cleat that dπ : TξP Ñ TπpξqM is surjective.
But dπX “ 0 if X is vertical, then dπ is surjective from only Hξ.

So we have existence and unicity of an horizontal lift. Now we turn our attention to the
invariance. The vector dRgXξ is a vector at ξ· g. From the definition of a connection, dRgHξ “
Hξ· g, then dRgXξ is the unique horizontal vector at ξ· g which is sent to Xx by dπ. Thus it is
Xξ· g.

For the inverse sense, we consider X, an horizontal invariant vector field on P . If x P M , we
choose ξ P π´1pxq and we define Xx “ dπpXξq. This construction is independent of the choice of
ξ because for ξ1 “ ξ· g, we have

dπpXξ1q “ πpdRgXξq “ πpXξq.

An other way to see the invariance is the following formula:

Xξ· g “ pdRgqξXξ.

By definition, Xξ· g is the unique vector of Tξ· gP which fulfils dπXξ· g “ Xx if ξπ´1pxq, so the
following computation proves the formula:

pdπqξ· gppdRgqξXξq “ dpπ ˝RgqξXξ “ dπξXξ “ Xx. (56.302)

56.11.3 Curvature

The curvature of a vector or associated bundle satisfies Ωα “ dθα ` θα ^ θα. So we naturally
define the curvature of the connection ω on a principal bundle as the G-valued 2-form

Ω “ dω ` ω ^ ω. (56.303)

When we consider a local sectionPgLocSecCurv
σα : Uα Ñ P on Uα Ă M , we can express the curvature with a

2-form on M instead of P by the formula pg:curv_princ

F pαq “ σα̊Ω,

or, more explicitly, by F pαqxpX,Y q “ ΩσαpxqpdσαX, dσαY qq. Note that if G is abelian, Ω “ dω and
dΩ “ 0.

56.12 Exterior covariant derivative and Bianchi identity
Let ω P Ω1pP,Gq be a connection 1-form on the G-principal bundle P . Using the operation

r.^ .s defined in section 56.5, we define the exterior covariant derivative by

dωα “ dα` 1
2 rω ^ αs when α P Ω1pP,Gq, (56.304)

dωβ “ dβ ` rω ^ βs when β P Ω2pP,Gq, (56.305)

The curvature is the 2-form defined by

Ω “ dωω “ dω ` ω ^ ω (56.306)

where dω is the exterior covariant derivative associated with the connection form ω, and the wedge
has to be understood as in equation (56.198).

Proposition 56.76.
The curvature form satisfies the identity

dωΩ “ 0 (56.307)

which is the Bianchi identity
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Proof. taking the differential of Ω “ dω ` ω ^ ω, we find

dΩ “ d2ω ` dω ^ ω ´ ω ^ dω
in which d2ω “ 0 and we replace dω by Ω´ ω ^ ω, so that

dΩ “ Ω^ ω ´ ω ^ Ω,

which becomes the Bianchi identity using the definition of dω and the notation (56.200).

Remark that the Bianchi identity reads d2
ωω “ 0, but that in general dω does not square to

zero.

56.13 Covariant derivative on associated bundle
Now we consider a general G-principal bundle π : P ÑM and an associated bundle E “ PˆρV .

We define a product Rˆ E Ñ E by

λrξ, vs “ rξ, λvs. (56.308)eq:def:REEeq:def:REE

It is clear that the equivariant function xλψ defines the section λψ. A covariant derivative is a
map

∇ : XpMq ˆ ΓpM,Eq Ñ ΓpM,Eq
pX,ψq ÞÑ ∇Xψ

(56.309)

such that

∇fXψ “ f∇Xψ, (56.310a)
∇Xpfψq “ pX · fqψ ` f∇Xψ (56.310b)eq:def:der_coviieq:def:der_covii

where products have to be understood by formula (56.308).

Theorem 56.77.
A connection on a principal bundle gives rise to a covariant derivative on any associated bundle
by the formula

z∇E
Xψpξq “ Xξpψ̂q (56.311)

where ψ̂ : P Ñ V is the function associated with the section ψ : M Ñ E. tho_dercovassoequiv

We have to prove that it is a good definition: the function z∇E
Xψ must define a section

∇R
Xψ : M Ñ E and the association ψ Ñ ∇E

Xψ must be a covariant derivative.
With the discussion of page 2927 about the application of a tangent vector on a map between

manifolds, we have pdφXqf “ Xpf ˝ φq. By using this equality in the case of X with ψ̂ and Rg,
we find pdRgXqpψ̂q “ Xpψ̂ ˝Rgq and thus

Xξ· gpψ̂q “ XξpdRgψ̂q.
We prove the theorem step by step.

Proposition 56.78.
The function z∇E

Xψ defines a section of P .

Proof. We have to see that z∇E
Xψ is an equivariant function. The equivariance of ψ̂ gives ψ̂ ˝Rg “

ρpg´1qψ̂, thus

z∇E
Xψpξ· gq “ Xξ· gpψ̂q “

`pdRgqξXξ

˘pψ̂q “ Xξpψ̂ ˝Rgq “ Xξpρpg´1qψ̂q “ ρpg´1qXξpψ̂q.
(56.312)

The last equality comes from the fact that the product ρpg´1qψ̂ is a linear product “matrix times
vector” and that Xξ is linear.
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Theorem 56.79.
The definition

z∇E
Xψpξq “ Xξpψ̂q

defines a covariant derivative. tho_nablaE

Proof. We have to check the two conditions given on page 3312.
First condition. By definition, {∇E

fXψpξq “ fXξpψ̂q. Now we prove that

fXξpψ̂q “ pf ˝ πqpξqXξpψ̂q. (56.313)eq:fXhpsieq:fXhpsi

This formula is coherent because Xξpψ̂q P V and pf ˝ πqpξq P R. By definition of the horizontal
lift, fXξ is the unique vector such that

— dπξpfXξq “ pfXqx “ fpxqdπXξ “ pf ˝ πqpξqdπXξ,

— ωξpfXξq “ 0.

We check that pf ˝ πqpξqXξ also fulfills these two conditions because dπ and ω are C8pP q-linear.
Equation (56.313) immediately gives

{∇E
fXψpξq “ pf ˝ πqpξqz∇E

Xψpξq. (56.314)

Now we show that {f∇E
Xψ is the same. The section f∇E

Xψ : M Ñ E is given by pf∇E
Xψqpxq “

fpxqp∇E
Xψqpxq, and by definition of the associated equivariant function,

fpxqp∇E
Xψqpxq “ rξ, fpxqz∇E

Xψpξqs.

Then
{f∇E

Xψpξq “ fpxqz∇E
Xψpξq “ pf ˝ πqpξqz∇E

Xψpξq. (56.315)

All this shows that ∇E
fXψ “ f∇E

Xψ.
Second condition. This is a computation using the Leibniz rule:

{∇E
Xpfψqpξq “ Xξpxfψq paq“ Xξppπ ˝ fqψ̂q

pbq“ Xξpπ˚fqψ̂pξq ` pπ˚fqpξqXξψ̂ “ dpf ˝ πqξXξψ̂pξq ` fz∇E
Xψpxq

“ dfπpξqdπξXξψ̂pξq ` fz∇E
Xψpxq “ Xxpfqψ̂pξq ` fz∇E

Xψpxq
“ {pXfqψpξq ` {f∇E

Xψpξq

(56.316)

where (a) is because xfψ “ π˚fψ̂, and (b) is an application of the Leibniz rule.

Theorem 56.80.
Using the local coordinates related to the sections σα : Uα Ñ P , the covariant derivatives reads:

p∇Xψqpαqpxq “ Xxψpαq ´ ρ˚pσα̊ωxpXqqψpαqpxq (56.317)eq:nabla_coordeq:nabla_coord

where ρ˚ : G Ñ EndpV q is defined by

ρ˚pAq “ d

dt

”
ρpetAq

ı
t“0

(56.318)eq:def_rho_seq:def_rho_s

Proof. The problem reduces to the search of X because

p∇Xψqpαqpxq “ z∇Xψpσαpxqq “ Xσαpxqpψ̂q.
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We claim that Xσαpxq “ dσαXx ´ ωpdσαXxq˚. We have to check that dπX “ X and ωpXq “ 0.
The latter comes easily from the fact that ωpA˚q “ A. For the first one, remark that sα is a
section, then dpπ ˝ sαq “ Id, and dπpdsαXxq “ Xx, while

dπpAξ̊ q “ dπ
d

dt

”
ξ· e´tA

ı
t“0

“ d

dt

”
πpξq

ı
t“0

“ 0. (56.319)

Since the horizontal lift is unique, we deduce

p∇Xψqpαqpxq “
`
dσαXx ´ ωpdσαXxq˚

˘
ψ̂. (56.320)

From the definition of a fundamental vector field,

ωpdσαXxq˚σαpxqψ̂ “
d

dt

”
ψ̂
`
σαpxq· e´tωpdσαXxq˘ı

t“0

“ d

dt

”
ρpetωpdσαXxqqψ̂pσαpxqq

ı
t“0

from (56.234)

“ pdρqepω ˝ dσαqXxpψ̂ ˝ σαqpxq
“ ρ˚

`pσα̊ωqpXxq
˘
ψpαqpxq by (56.318)

(56.321)

We can express the covariant derivative by means of some maps θα : XpMq ˆM Ñ EndpV q
given by

∇Xγαi “ θαpXq ji γαj . (56.322)

where the γαi’s were given in equation (56.241). By the definition (56.310b),

p∇Xψqpxq “ pX · siαqxγαipxq ` siαpxqp∇Xγαiqpxq
“ pX · siαqxγαipxq ` siαpxqθαpXq ji γαjpxq.

On the othre hand with the notations of equation (56.239), γαj “ ei and Xxγαj “ 0. Then equation
(56.317) gives θαpXq “ ρ˚pσα̊ωxpXqq, or

θα “ ρ˚pσα̊ωxq. (56.323)

56.13.1 Curvature on associated bundle

From the definition (56.235), it makes sense to define the curvature 2-form by

RpX,Y qψ “ ∇X∇Y ψ ´∇Y ∇Xψ ´∇rX,Y sψ.

It is also clear that ψpαq defines a section of the trivial vector bundle F “MˆV by xÑ px, ψpαqpxqq,
so one can define ΩαpX,Y q : ΓpM,Eq Ñ ΓpM,Eq by

`
RpX,Y qψ˘pαq “ ΩαpX,Y qψpαq

and take back all the work around Bianchi because of the relation (56.317) which can be written
as p∇Xψqpαqpxq “ Xxψpαq ` θαpXqψpαqpxq and which is the same as in proposition 56.67.

56.13.2 Connection on frame bundle

The frame bundle was defined at page 3303. Let F pÝÑ M be a K-vector bundle with some
local trivialization pUα, ϕEα q and the corresponding transition functions gαβ : Uα X Uβ Ñ GLpr,Kq.
We consider π : P Ñ M , the frame bundle of F ; it is a GLpr,Kq-principal bundle. Let ∇ be a
covariant derivative on F and θα, the associated matrices 1-form. The frame bundle is

P “
ď

xPM
pframe of Fxq.
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A connection is a G-valued 1-form; in our case it is a map

ωαξ : Tξ
`
π´1pUαq

˘Ñ glpr,Kq.

We define our connection by, for g P GLpr,Kq, x P Uα, Xx P TxM and A P glpr,Kq,

ωαSαpxq · g

`
Rg˚sαpxq˚Xx `A˚

Sαpxq · g

˘
:“ A`Adpg´1qθαpXxq. (56.324)eq:def_omega_frameeq:def_omega_frame

where Sα : Uα Ñ P is the section defined by the trivialization ϕPα :

Sαpxq “ tvα “ ϕEα
´1px, eiqui“1,...,r.

Since θαpXxq P EndpKrq Ă glpr,Kq, the second term of (56.324) makes sense. This formula is a
good definition of ω because of the following lemma:

Lemma 56.81.
If ξ “ Sαpxq· g and Σ P TξP , there exists a choice of A P G, and Xx P TxM such that

Σ “ Rg˚sαpXq˚Xx `A˚
Sαpxq · g. (56.325)eq:geneSigmaeq:geneSigma

Proof. If ξ P P is a basis of E at y, there exists only one choice of x P M and g P G such that
ξ “ Sαpxq· g.

Let us consider a general path c : RÑ P under the form cptq “ sαpxptqq· gptq where x and g
are path in M and GLpr,Kq. The frame cptq is the one of Fxptq obtained by the transformation
gptq from sαpxptqq. It is a set of r vectors, and each of them can be written as a combination of
the vectors of sαpxptqq, so we write

ciptq “ sjαpxptqqgijptq (56.326)

where sjαpxptqq P Fxptq and gijptq P K. We compute Σ “ c1p0q by using the Leibniz rule and we
denote x1p0q “ Xx, xp0q “ x and gijp0q “ gij (the matrix of g):

Σi “ d

dt

”
sjαpxptqq

ı
t“0

gij ` sjαpxq
d

dt

”
gijptq

ı
t“0

“ pdsjαqxXxg
i
j ` gij 1p0qsjαpxq.

(56.327)

Going to more compact matrix form, it gives

Σ “ pdsαqxXx · g ` sαpxqg1p0q.

The second term, sjαpxqg1i
j p0q, is a general vector tangent to a fiber. So it can be written as a

fundamental field Aξ̊ .

Lemma 56.82.
On Uα X Uβ, the form fulfills ωα “ ωβ.

Proof. Let γ : RÑM be a path whose derivative is Xx. Then

pRgq˚sαpxq˚Xx “ d

dt

”
sαpγtq· g

ı
t“0

“ d

dt

”
sβpγtqgαβpγtq· g

ı
t“0

“ d

dt

”
sαpγtqgαβpxq· g

ı
t“0
` d

dt

”
sβpxq· gαβpγtq· g

ı
t“0

.

(56.328)

What is in the derivative of the first term is Rgαβpxqgpsβpγtqq. Taking the derivative, we find the
expected Rgαβpxqg˚sβ˚Xx.



56.13. COVARIANT DERIVATIVE ON ASSOCIATED BUNDLE 3327

For the second term, we note r :“ sβpxq· gαβpgqg, and we have to compute the following,
using equation (56.202),

d

dt

”
r· Adg´1pg´1

αβ pxqgαβpγtqq
ı
t“0

“ d

dt

”
r· exp t

`pdAdg´1qepg´1
αβ pxqpdgαβqxXxq

˘ı
t“0

“ d

dt

”
r· exp t

`
Adg´1 g´1

αβ pxqdgαβ
ı
t“0

“
´

Adg´1 g´1
αβ pxqdgαβXx

¯˚
r
.

(56.329)

Using this, we can perform the computation:

ωβSαpxq · g

`
Rg˚sαpxq˚Xx `A˚

Sαpxq · g

˘ “ ωβSβpxq · gαβpxqg
´
Rgαβ

pxqg˚sβpxq˚Xx

` pAdg´1 g´1
αβ pxqdgαβXxqr̊ `A˚

¯

“ Adpgαβpxqgq´1 θβpXxq
`Adg´1 g´1

αβ pxqdgαβpXxq `A
“ Adg´1

`pg´1
αβθβgαβ ` g´1

αβdgαβqpXxq
˘`A

“ ωαSαpxqg
`
Rg˚sαpxq˚Xx `AASαpxq · g

˘
.

(56.330)

Proposition 56.83.
The ω defined by formula (56.324) is a connection 1-form. prop_omconfrom

Proof. The first condition, ωpAξ̊ q “ A, is immediate from the definition. The lemma 53.21 gives
the second condition in the case Σ “ Aξ̊ . It remains to be checked that ωpdRgΣq “ Adpg´1qωpΣq
in the case Σ “ dRhdsαXx. This is obtained using the fact that Ad is a homomorphism.

subsectionLevi-Civita connectionsubsection_levi

Let pM, gq be a Riemannian manifold. We look at a connection 1-form α P Ω1pSOpMq, sopRmqq
on SOpMq, and we define a covariant derivative ∇α : XpMq ˆ T pMq Ñ T pMq, where T pMq is the
tensor bundle on M by (cf. theorem (56.79))

r2804e1z∇α
Xs “ Xŝ, (56.331)

for any s P T pMq. Our purpose now is to prove that an automatic property of this connection is
∇αg “ 0. The unique such connection which is torsion-free is the Levi-Civita one.

The metric g is a section of the tensor bundle T ˚M bT ˚M . So we have, in order to find ĝ and
to use equation (56.331), to see T ˚M b T ˚M as an associated bundle. As done in 56.7.4, we see
that

T ˚M b T ˚M » SOpMq ˆρ pV ˚ b V ˚q,
with the following definitions:

— The isomorphism is given by ψrb, αb βspX b Y q “ αpb´1Xqβpb´1Y q,
— ρpAqα “ α ˝A,
— b·A “ b ˝A.

Here, V “ Rm; b : V Ñ TxM ; α, β P V ˚; X, Y P TxM and A P SOpmq is seen as A : V Ñ V .
The following shows that ψ is well defined:

ψrb·A, ρpA´1qαb βspX b Y q “ pα ˝AqpA´1 ˝ b´1Xqpβ ˝AqpA´1 ˝ b´1Y q
“ ψrb, αb βspX b Y q (56.332)
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Proposition 56.84.
The function ĝ is given by

ĝpbqpv b wq “ gxpbpvq b bpwqq “ v·w.

Proof. The second equality is just the fact that b : pRm, · q Ñ pTxM, gxq is isometric. On the
other hand, if ĝpbq “ αb β, we have:

gxpX b Y q “ ψrb, αb βspX b Y q “ αpb´1Xqβpb´1Y q
“ αb βpb´1X b b´1Y q “ ĝpbqpb´1X b b´1Y q. (56.333)

Since b is bijective, X and Y can be written as bv and bw respectively for some v, w P V , so
that

gxpbv b bwq “ ĝpbqv b w.

It is now easy to see that Xĝ “ 0. As ĝ takes its values in V ˚ b V ˚, Xĝ belongs to this
space and can be applied on v b w P V b V . Let Xptq be a path in SOpMq which defines X; if
X P Tb SOpMq, Xp0q “ b. We have

Xĝpv b wq “ d

dt
ĝpXptqqv b w

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
v·w

ˇ̌
ˇ̌
t“0

, (56.334)

which is obviously zero.

56.13.3 Holonomy

Let the principal bundle
G // P

π
��
M

(56.335)

and ω a connection on G. Let γ : r0, 1s Ñ M , a closed curve piecewise smooth; γp0q “ γp1q “ x.
For each p P π´1pxq, there exists one and only one horizontal lift γ̃ : r0, 1s Ñ P such that γ̃p0q “ p.
There exists of course an element g P G such that γ̃p1q “ p· g.

We define the following equivariance relation on P : we say that p „ q if and only if p and q
can be joined by a piecewise smooth path. The holonomy group at the point p is

Holppωq “ tg P G tel que p „ p· gu.

56.13.4 Connection and gauge transformation

Proposition 56.85.
If ω is a connection on a G-principal bundle and φ, a gauge transformation, the form β “ φ˚ω is
a connection 1-form too. prop:vp_conn

Proof. It is rather easy to see that φ˚Aξ̊ “ A˚
φpxq:

φ˚Aξ̊ “
d

dt

”
φpξe´tAq

ı
t“0

“ d

dt

”
φpξqe´tA

ı
t“0

“ A˚
φpxq.

The same kind of reasoning leads to φ˚Rg˚ “ Rg˚φ˚. From here, it is easy to see that

pφ˚ωqξpAξ̊ q “ ωφpξqpφ˚Aξ̊ q “ A,

and `
Rg̊ pφ˚ωqξ

˘pΣq “ pRg̊ωqφpξqpφ˚Ωq “ Adpg´1q`pφ˚ωqξpΣq
˘
.

So, the “gauge transformed” of a connection is still a connection. It is hopeful in order to define
gauge invariants objects (Lagrangian) from connections (electromagnetic fields).



56.13. COVARIANT DERIVATIVE ON ASSOCIATED BUNDLE 3329

56.13.4.1 Local description

Let π : P ÑM be a G-principal bundle given with some trivializations ϕPα : π´1pUαq Ñ UαˆG
over Uα Ă M and sα : Uα Ñ π´1pUαq, a section. In front of that, we consider an associated
bundle p : E “ P ˆρ V ÑM with a trivialization ϕEα : E Ñ Uα ˆ V . One can choose a section sα
compatible with the trivialization in the sense that ϕPα psαpxq· gq “ px, gq; the same can be done
with E by choosing ϕEα prsαpxq, vsq “ px, vq.

A section ψ : M Ñ E is described by a function ψα : Uα Ñ V defined by ϕEα pψpxqq “ px, ψαpxqq.
In the inverse sense, ψ is defined (on Uα) from ψα by ψpxq “ rsαpxq, ψαpxqs. In the same way, a
gauge transformation φ : P Ñ P is described by functions φ̃α : Uα Ñ G,

φpsαpxqq “ sαpxq· φ̃αpxq. (56.336)

The function φ̃α also fulfils

pϕPα ˝ φ ˝ ϕPα´1qpx, gq “ px, φ̃pxq· gq (56.337)

because

pϕPα ˝ φ ˝ ϕPα´1qpx, gq “ pϕPα ˝ φqpsαpxq· gq
“ ϕPα pφpsαpxqq· gq
“ ϕPα psαpcq· φ̃αpxqgq
“ px, φ̃αpxqgq.

(56.338)

We know that a connection on P is given by its 1-form ω. Moreover we have the following:

Proposition 56.86.
A connection on P is completely determined on π´1pUαq from the data of the G-valued 1-form σα̊ω
on Uα.

Proof. We consider a 1-form ω which fulfils the two conditions of page 3320. Our purpose is to
find back ωξpΣq, @ξ P P,Σ P TξP from the data of σα̊ω alone. For any ξ, there exists a g such that
ξ “ σαpxq· g. We have

Adg´1pωσαpxqΣq “ pRg̊ωqσαpxqpΣq “ ωσαpxq · g

`pdRgqσαpxqΣ
˘
. (56.339)

If we know sα̊ω, then we know ω
`pdsαqxv

˘
for any v P TxM . So

ωσαpxq · g

`pdRgqσαpxqΣ
˘

is given from σα̊ω for every Σ of the form Σ “ pdσαqxv. From the form (56.325) of a vector in
TξP , it just remains to express ωσαpxq · gpA˚

σαpxq · gq in terms of sα̊. The definition of a connection
makes that it is simply A.

56.13.4.2 Covariant derivative

If we have a connection on P , we can define a covariant derivative on the associated bundle E
by

p∇Xψqpαqpxq “ Xxpψαq ` ρ˚psα̊ωxpXqqψpαqpxq,
the matricial 1-form being given by θα “ ρ˚σα̊ω. The gauge transformation φ acts on the connec-
tion ω by defining ωφ :“ φ˚ω.

Proposition 56.87.
If β “ φ˚ω, then

sα̊pβq “ Adφ̃αpxq´1 sα̊pωq ` φ̃αpxq´1dφ̃α.
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Proof. Let γ : R Ñ M be a path such that γp0q “ x and γ1p0q “ Xx. We have to compute the
following:

psα̊βqpXxq “ psα̊φ˚ωqpXxq “ ωpφ˝sαqpxq
`pφ ˝ sαq˚Xx

˘
. (56.340)eq:ppueq:ppu

What lies in the derivative is:

pφ ˝ sαq˚pXxq “ d

dt

”
pφ ˝ sα ˝ γqptq

ı
t“0

“ d

dt

”
sαpγptqq· φ̃αpγptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
sαpγptqq· φ̃αpγp0qq

ı
t“0
` d

dt

”
sαpγp0qq· φ̃αpγptqq

ı
t“0

“ Rφ̃αpxq˚sα˚Xx ` d

dt

”
sαpxq· φ̃αpxqetφ̃αpxq´1pdφ̃αqxγ1p0q

ı
t“0

.

(56.341)

A justification of the remplacement φ̃αpγptqq Ñ φ̃αpxqetφ̃αpxq´1pdφ̃αqxγ1p0q is given in the correspond-
ing proof at page 3332. If we put this expression into equation (56.340), the first term becomes

ωpφ˝sαqpxq
`
Rφ̃αpxq˚sα˚Xx

˘ “ pR˚
φ̃αpxqωqsαpxqpsα˚Xxq

“ Adφ̃αpxq´1
`
ωsαpxqpsα˚Xxq

˘

“ Adφ̃αpxq´1psα̊ωqpXxq.
The second term is the case of a connection applied to a fundamental vector field.

56.14 Product of principal bundle
sec:produit_bundle

In this section, we build a G1 ˆG2-principal bundle from the data of a G1 and a G2-principal
bundle. The physical motivation is clear: as far as electromagnetism is concerned, particles are
sections of Up1q-principal bundle while the relativistic invariance must be expressed by means of
a SLp2,Cq-associated bundle. So the physical fields must be sections of something as the product
of the two bundles. See subsection 70.3.

56.14.1 Putting together principal bundle

Let us consider two principal bundle over the same base space

G1 // P1
p1 //M,

and
G2 // P2

p2 //M.

First we define the set

P1 ˝ P2 “ tpξ1, ξ2q P P1 ˆ P2 tel que p1pξ1q “ p2pξ2qu (56.342)

which will be the total space of our new bundle. The projection p : P1 ˝ P2 Ñ M is naturally
defined by

ppξ1, ξ2q “ p1pξ1q “ p2pξ2q,
while the right action of G1 ˆG2 on P1 ˝ P2 is given by

pξ1, ξ2q· pg1, g2q “ pξ1 · g1, ξ2 · g2q
With all these definitions,

G1 ˆG2 // P1 ˝ P2

p

��
M
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is a G1 ˆG2-principal bundle over M . We define the natural projections

πi : P1 ˆ P2 Ñ Pi pξ1, ξ2q ÞÑ ξi, (56.343)

and if ei denotes the identity element of Gi, we can identify G1 to G1 ˆ te2u and G2 to G2 ˆ te1u;
in the same way, G1 “ G1 ˆ t0u Ă G1 ˆ G2. So we get the following principal bundles:

G2 // P1 ˝ P2
π1 // P1

G1 // P1 ˝ P2
π2 // P2.

It is clear that the following diagram commutes:

P1

P1 ##

P1 ˝ P2
π2 //π1oo

p

��

P2

p2{{
M

56.14.2 Connections

Let ωi be a connection on the bundle pi : Pi Ñ M . Using the identifications, π1̊ω1 is a con-
nection on π2 : P1 ˝ P2 Ñ P2 (the same is true for 1 Ø 2), and π1̊ω1 ‘ π2̊ω2 is a connection on
p : P1 ˝ P2 ÑM . Let us prove the first claim.

Let A P G1. We first have to prove that π1̊ω1pA˚q “ A. For this, remark that A “ pA, 0q P
G1 ‘ G2 and

Aξ̊ “
d

dt

”
ξ· e´tpA,0q

ı
t“0

“ d

dt

”
pξ1, ξ2q· pe´tA, e2q

ı
t“0

“ d

dt

”
pξ1 · e´tA, ξ2q

ı
t“0

, (56.344)

so dπ1A˚ “ d
dt

”
π1p. . .q

ı
t“0

“ ω1pA˚q “ A. Let now Σ P Tpξ1,ξ2qpP1 ˝ P2q be given by the path
pξ1ptq, ξ2ptqq. In this case we have

`
R˚

pg,e2qπ˚
1 ω1

˘
pξ1,ξ2qΣ “ pπ1̊ω1qpdRpg,e2qΣq

“ ω1p d
dt

”
ξ1ptq· g

ı
t“0
q

“ ω1pdRg d
dt

”
ξ1ptq

ı
t“0
q

“ Adpg´1qπ1̊ω1p d
dt

”
pξ1ptq, ξ2ptqq

ı
t“0
q

“ Adpg´1qπ1̊ω1Σ.

(56.345)

56.14.3 Representations

Let V be a vector space and ρi : Gi Ñ GLpV q be some representations such that

rρ1pg1q, ρ2pg2qs “ 0 (56.346)eq:cond_reprezeq:cond_reprez

for all g1 P G1 and g2 P G2 (in the sense of commutators of matrices). In this case, one can define
the representation ρ1 ˆ ρ2 : G1 ˆG2 Ñ GLpV q by

pρ1 ˆ ρ2qpg1, g2q “ ρ1pg1q ˝ ρ2pg2q “ ρ2pg2q ˝ ρ1pg1q. (56.347)

The relation (56.346) is needed in order for ρ1 ˆ ρ2 to be a representation, as one can check by
writing down explicitly the requirement

pρ1 ˆ ρ2q
`pg1, g2qpg1

1, g
1
2q
˘ “ pρ1 ˆ ρ2qpg1g

1
1, g2g

1
2q
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56.15 Connections

56.15.1 Gauge potentials

Let us consider a section σα of P over Uα. It is a map σα : Uα Ñ P such that π ˝ σα “ Id. A
connection on P is a 1-form ω : TpP Ñ G P Ω1pP q which satisfies the following two conditions:

ωppYp̊ q “ Y, (56.348a)conn_1conn_1

ωpdRgξq “ g´1ωpξqg. (56.348b)conn_2conn_2

The gauge potential of ω with respect of the local sectionPgLocSecConn
σα is the 1-form on Uα given by

Aαpxqpvq “ pσα̊ωqxpvq. (56.349)

We will not always explicitly write the dependence of Aα in x. Now we consider another section
σβ : Uβ Ñ P which is related on Uα X Uβ to σα by σβpxq “ σαpxq· gαβpxq for a well defined map
gαβ : Uα X Uβ Ñ G.

Proposition 56.88.
The gauge potentials Aα and Aβ are related by

Aβ “ g´1Aαg ´ g´1dg. (56.350)trans_Atrans_A

prop:trans_A

Proof. By definition, for v P TxUα,

Aβpvq “ pσβ̊ωqxpvq “ ωσαpxq · gαβpxq
`pdσβqxpvq

˘
.

We begin by computing dσβpvq. Let us take a path vptq in Uα such that vp0q “ x and v1p0q “ v.
We have:

pdσβqxpvq “ d

dt
σβpvptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
σαpvptqq· gαβpvptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt

”
σαpvptqq· gαβpxq

ı
t“0
` d

dt

”
σαpxq· gαβpvptqq

ı
t“0

“ dRgαβpxqdσαpvq ` d

dt

”
σαpxq· gαβpxqe´ts

ı
t“0

“ dRgαβpxqdσαpvq ` s˚
σαpxq · gαβpxq

(56.351)eq:1407r1eq:1407r1

where s is defined by the requirementpg:justif_sthat gαβpxq´1gαβpvptqq can be replaced in the derivative
by e´ts, so that we can replace gαβpvptqq by gαβpxqe´ts. As far as the derivatives are concerned,
e´ts “ gαβpxq´1gαβpvptqq, then

s “ ´ d

dt
gαβpxq´1gαβpvptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ ´gαβpxq´1dgαβpvq,

this equality being a notation. Now, properties (56.348a) and (56.348b) make that

Aβpvq “ gαβpxq´1ωσαpxqpdσαpvqqgαβpxq ` s.
The thesis is just the same, with “reduced” notations (see section 56.4.1). .

An explicit form for this transformation law is:

Aβpvq “ d

dt

”
g´1etAαpvqg

ı
t“0
´ d

dt

”
g´1gαβpvptqq

ı
t“0

, (56.352)

where g :“ gαβpxq.
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56.15.2 Covariant derivative

When we have a connection on a principal bundle, we can define a covariant derivative on any
associated bundle. Let us quickly review it. An associated bundle is the semi-product E “ P ˆρ V
where V is a vector space on which acts the representation ρ of G. We denote the canonical
projection by πp : E ÑM . The classes are taken with respect to the equivalence relation pp, vq „
pp· g, ρpg´1qvq.

A section of E is a map ψ : M Ñ E such that π ˝ ψ “ Id. We denote by ΓpEq the set of all
the sections of E. A section of E defines (and is defined by) an equivariant function ψ̂ : P Ñ V
such that

ψpπpξqq “ rξ, ψ̂pξqs, (56.353a)
ψ̂pξ· gq “ ρpg´1qψ̂pξq. (56.353b)

For a section ψ P ΓpEq, we define ψpαq : Uα Ñ V by

ψpαqpxq “ ψ̂pσpxqq.
We saw in (56.317) that a covariant derivative on E is given by

pDXψqpαqpxq “ Xxψpαq ´ ρ˚
´
pσα̊ωqxpXxq

¯
ψpαqpxq. (56.354)3008e13008e1

Since pdψqpXq “ Xpψq, we can rewrite this formula in a simpler manner by forgetting the index
α and the mention of X:

Dψ “ dψ ´ pρ˚Aαqψ.
If we note pρ˚Aαqψ by Aαψ, we have

Dψ “ dψ ´Aψ. (56.355)

One has to understand that equation as a “notational trick” for (56.354). By the way, remark that
pρ˚Aαq is the only “reasonable” way for A to act on ψ.

56.15.3 Gauge transformation

A gauge transformation of a G-principal bundle is a diffeomorphism φ : P Ñ P which
satisfies

π ˝ φ “ π, (56.356a)
φpξ· gq “ φpξq· g. (56.356b)

In local coordinates, it can be expressed in terms of a function φ̃α : Uα Ñ G by the requirement
that

φpσαpxqq “ σαpxq· φ̃αpxq. (56.357)def_vptdef_vpt

We have shown in proposition 56.85 that, if ω is a connection 1-form on P , the form φ·ω :“
φ˚ω is still a connection 1-form on P . Of course, with the same section σα than before, we can
define a gauge potential pφ·Aqα for this new connection. We will see how it is related to Aα.
The reader can guess the result (it will be the same as proposition 56.88). We show it.

Proptr_de_A

Proposition 56.89.

pφ·Aq “ φ̃´1Aφ̃´ φ̃´1dφ̃. (56.358)tr_de_Atr_de_A

Proof. Let us consider x P Uα, and v P TxUα, the vector which is tangent to the curve vptq P Uα.
We compute

σα̊pφ˚ωqxpvq “ ωpφ˝σαqpxqppdφ ˝ dσαqpvqq,
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but equation (56.357) makes

pdφ ˝ dσαqpvq “ d

dt
φpσαpvptqqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
σαpvptqq· φ̃αpvptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

(56.359)

Now, we are in the same situation as in equation (56.351).

If ψ : M Ñ E is a section of E, the gauge transformation φ : P Ñ P acts on ψ by

{φ·ψpξq “ ψ̂pφ´1pξqq. (56.360)

On the other hand, φ acts on the covariant derivative (and the potential): φ·D is the covariant
derivative of the connection φ·ω. Of course, we define

pφ·Dqψ “ dψ ´ pφ·Aqψ. (56.361)

Lemma 56.90.
If φ : P Ñ P is a gauge transformation, then

(1) φ´1 is also a gauge transformation and pĄφ´1qαpxq “ φ̃αpxq´1, lem:i

(2) pφ·ψqpαqpxq “ ρpφ̃´1
x qψpαqpxq.lem:ii

lem:prop_gauge

Proof. The first part is clear while the second is a computation:

pφ·ψqpαq “ {φ·ψpσαpxqq “ ψ̂pφ´1pσαpxqqq “ ψ̂pσαpxq· φ̃αpxq´1q “ ρpφ̃αpxqqψpαqpxq. (56.362)

Now, we will proof the main theorem: the one which explains why the covariant derivative is
“covariant”.

th:covariance

Theorem 56.91.
The covariant derivative D fulfils a “covariant” transformation rule under gauge transformations:

pφ·Dqpφ´1 ·ψq “ φ´1pDψq. (56.363)eq:covariance_matheq:covariance_math

Proof of theorem 56.91. First, we look at pφ·Aqψα. Using all the notational tricks used to give
a sens to Aψ, we write:

rpφ·AqXψspαqpxq “ pφ·AqXψpαqpxq “ ρ˚pφ·ApXqqψpαqpxq.
But we know that φ·A “ φ̃´1Aφ̃´ φ̃´1dφ̃, then

pφ·AqXψpαqpxq “ ρ˚pφ̃´1ApXqφ̃qψpαqpxq
´ ρ˚pφ̃´1dφ̃pXqqψpαqpxq

“ d

dt

”
ρpφ̃´1etApXqφ̃qψpαqpxq

ı
t“0

´ d

dt

”
ρpφ̃´1φ̃pXtqqψpαqpxq

ı
t“0

(56.364)eq:en_deuxeq:en_deux

Now, we have to write this equation with φ´1 ·ψ instead of ψ. Using lemma 56.90, we find:

pφ·AqXpφ´1 ·ψqpαqpxq “ d

dt

”
ρpφ̃´1etApXqφ̃φ̃´1qψpαqpxq

ı
t“0

´ d

dt

”
ρpφ̃´1φ̃pXtqφ̃´1qψpαqpxq

ı
t“0

(56.365)
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After simplification, the first term is a term of the thesis: φ̃pxq´1pAψqαpxq and we let the second
one as it is. Now, we turn our attention to the second term of (56.363); the same argument gives:

dpφ´1ψpαqqxX “ d

dt

”
pφ´1 ·ψqpαqpXtq

ı
t“0

“ d

dt

”
ρpφ̃pXtq´1qψpαqpXtq

ı
t“0

“ d

dt

”
ρpφ̃pXtq´1qψpαqpxq

ı
t“0
` d

dt

”
ρpφ̃´1qψpαqpXtq

ı
t“0

.

(56.366)

The second term is φ̃´1dψαpXq. In definitive, we need to prove that the two exceeding terms
cancel each other:

d

dt

”
ρpφ̃´1φ̃pXtqφ̃´1qψpαqpxq

ı
t“0
` d

dt

”
ρpφ̃pXtq´1qψpαqpxq

ı
t“0

(56.367)eq:le_zeroeq:le_zero

must be zero.
One can find a gptq P G such that φ̃pXtq “ φ̃gptq, gp0q “ e. Then, what we have in the ρ of

these two terms is respectively gptqφ̃´1 and gptq´1φ̃´1. As far as the derivative are concerned, gptq
can be written as etZ for a certain Z P G. So we see that gptq´1 “ e´tZ and the derivative will
come with the right sign to makes the sum zero.

Remarque 56.92.
Let us use more intuitive notations: we write (56.358) under the form A1 “ g´1Ag ´ g´1dg. If we
have two sections ψ and ψ1, they are necessarily related by a gauge transformation: ψ1 “ g´1ψ.
Then, the theorem tells us that the equation Dψ “ dψ ´ Aψ becomes D1ψ1 “ g´1Dψ “under a
gauge transformation”. This is: Dψ transforms under a gauge transformation as dψ transforms
under a constant linear transformation. This is the reason why D is a covariant derivative. The
physicist way to write (56.363) is

D1ψ1 “ g´1Dψ (56.368)eq:covariance_physeq:covariance_phys

rem:intuitif

Remarque 56.93.
If we naively make the computation with the notations of remark 56.92, we replace ψ1 “ g´1ψ and
A1 “ g´1Ag ´ g´1dg in

D1ψ1 “ dψ1 ´A1ψ1,

using some intuitive “Leibniz formulas”, we find: D1ψ1 “ dg´1ψ ` g´1dψ ` g´1Aψ ` g´1dgg´1ψ.
It is exactly g´1dψ ` g´1Aψ with two additional terms: dg´1ψ and g´1dgg´1ψ. One sees that
these are precisely the two terms of the expression (56.367). We will give a sens to this “naive”
computation in section 56.4.1.

56.15.4 Curvature

From the G-valued connection 1-form ω on P , we may define its curvature 2-form:

Ω “ dω ` ω ^ ω. (56.369)

As before, we can see Ω as a 2-form on M instead of P . For this, we just need some sections
σα : Uα Ñ P and define

Fα “ σα̊Ω. (56.370)

This F is called the Yang-Mills field strength. The question is now to see how does it transform
under a change of chart? What is Fβ “ σβ̊Ω in terms of Fα?

First, note that we can’t try to find a relation like dpgωq “ dg ^ ω ` g dω. Pose Ax “ gpxqωx:

Axpvq “ d

dt
gpxqetωxpvq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.
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Using
pdαqpv, wq “ vpαpwqq ´ wpαpvqq ´ αprv, wsq,

we are led to write

wpApvqq “ dpApvqqw “ d

du
Awupvq

ˇ̌
ˇ̌
u“0

“ d

du

d

dt

”
gpwuqetωwu pvq

ı
t“0

ˇ̌
ˇ̌
u“0

. (56.371)

But at t “ u “ 0, the expression in the bracket is gpxq, and not e. Then the whole expression is
not an element of G. In other words, the problem is that for g : M Ñ G, we have dgx : TxM Ñ
TgpxqG ‰ TeG.

Now, remark that in our matter, the problem will not arise because in the expressions Aβ “
g´1Aαg ` g´1dg, each term has a g and a g´1.

Lemma 56.94.

dpg´1qxpvq “ ´gpxq´1dgpvqgpxq´1. (56.372)
lem:dgemu

Proof. Let vt be a path which defines the vector v, and define Y P G such that as far as the
derivative are concerned, we have gpvtq “ gpxqetY . Then,

gpg´1qpvq “ d

dt

”
gpvtq´1

ı
t“0

“ d

dt

”
e´tY gpxq´1

ı
t“0

.

But on the other hand,

g´1dgpvqg´1 “ d

dt

”
gpxq´1gpvtqgpxq´1

ı
t“0

“ d

dt

”
etY gpxq´1

ı
t“0

,

thus dpg´1qxpvq “ ´gpxq´1dgpvqgpxq´1, as we want.

Theorem 56.95.

Fβ “ g´1Fαg. (56.373)
tho:trans_F

Naive proof. Let us accept Fβ “ dAβ`Aβ^Aβ. With proposition 56.88, we can perform a simple
computation with all the intuitive “Leibniz rules”:

dAβ “ ´g´1dg g´1 ^Aαg ` g´1dAαg ` g´1Aα ^ dg ´ g´1dg g´1 ^ dg,
and

Aβ ^Aβ “ g´1Aαg ^ g´1Aαg ` g´1Aαg ^ g´1dg ` g´1dg ^ g´1Aαg ` g´1dg ^ g´1dg.

The sum is obviously the announced result.

This proof seems too beautiful to be false 20. Here is the full proof.

Ultimate proof of theorem 56.95. First we compute dpg´1Aαgq. In order to do this, remark that
the 1-form g´1Aαg is explicitly given on v P XpMq by

pg´1Aαgqpvqx “ d

dt

”
gpxq´1etApvqxgpxq

ı
t“0

.

For all x P M , this expression is an element of G; then we can say that pg´1Aαgqpvq is a map
pg´1Aαgqpvq : M Ñ G. So it is unambiguous to write wppg´1Aαgqpvqq P G for w P TxM .

20. More precisely, it is as beautiful as we want it to be true.
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We will use the formula

dpg´1Aαgqpv, wq “ vpg´1Aαgqpwq ´ wpg´1Aαgqpvq ´ pg´1Aαgqprv, wsq.

As wppg´1Aαgqpvqq “ dppg´1Aαgqpvqqw, we have

wppg´1Aαgqpvqq “ d

du
pg´1Aαgqpvqwu

ˇ̌
ˇ̌
u“0

“ d

du

d

dt

”
gpwuq´1etApvqwugpwuq

ı
t“0

ˇ̌
ˇ̌
u“0

“ d

dt

d

du

”
gpwuq´1

ı
u“0

etApvqxgpxq
ˇ̌
ˇ̌
t“0

` d

dt
gpxq´1 d

du

”
etApvqwu

ı
u“0

gpxq
ˇ̌
ˇ̌
t“0

` d

dt
gpxq´1etApvqx

d

du

”
gpwuq

ı
u“0

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ dpg´1qpwqApvqxgpxq
` gpxq´1wxpApvqqgpxq
` gpxq´1Apvqxdgpwq.

(56.374)

On the other hand, one easily finds that

pg´1Aαgqprv, wsq “ gpxq´1Aprv, wsqgpxq.

Using lemma 56.94, we have

dpg´1Aαgqxpv, wq “ ´gpxq´1dgpvqgpxq´1Apwqxgpxq ` gpxq´1vpApwqqgpxq
` gpxq´1Apwqxdgpvqx
` gpxq´1dgpwqxgpxq´1Apvqxgpxq ´ gpxq´1wpApvqqgpxq
´ gpxq´1Apvqxdgpwq
´ gpxq´1Aprv, wsqgpxq.

(56.375)

We can regroup the terms two by two in order to form dAα and some wedge; with simpler notations,
we can write:

dpg´1Aαgq “ ´pg´1dg gq ^ pAαgq ´ pg´1Aq ^ dg ` pg´1dAgq. (56.376)eq:dA_1eq:dA_1

We compute dpg´1dgq in the same way; the result is

pg´1dgqpvqx “ d

dt

”
gpxq´1gpvtq

ı
t“0

P G.

For v, w P XpMq, we have:

w
`pg´1dgqpvq˘ “ d

du
pg´1dgqpvqwu

ˇ̌
ˇ̌
u“0

“ d

du

d

dt

”
gpwuq´1gpvwuptqq

ı
t“0
u“0

“ d

dt

d

du

”
gpwuq´1gpvtq

ı
u“0
t“0

` d

dt

d

du

”
gpxq´1gpwuptqq

ı
u“0
t“0

“ dpg´1qpwqdgpvq ` d

du

”
gpxq´1dgpvwuq

ı
u“0

“ ´g´1dgpwqg´1dgpvq ` gpxq´1wpdgpvqq

(56.377)
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where wu is a path such that w1
0 “ wx and vwuptq is, with respect of t, a path which gives the

vector vwu . On the another hand, we have

pg´1dgqprv, wsq “ g´1dgprv, wsq.
Remark that the term gpxq´1wpdgpvqq of wppg´1dgqpvqq together with the same with v Ø w

and pg´1dgqprv, wsq which comes from pg´1dgqprv, wsq will give gpxq´1pd2gqpv, wq “ 0 when we will
compute dpg´1dgq. Finally,

dpg´1dgq “ ´pg´1dg g´1 ^ dgq. (56.378)eq:dA_2eq:dA_2

The equations (56.376) and (56.378) allow us to write:

pdAβq “ dpg´1Aαgq ` dpg´1dgq
“ ´pg´1dg g´1q ^ pAαgq ´ pg´1Aαq ^ dg
` pg´1dAαgq ´ pg´1dg g´1q ^ dg.

(56.379)eq:dAeq:dA

Notice that the term pg´1dAαgq corresponds to the first one in Fβ “ g´1pdAβ `Aβ ^Aβqg.
For anyone who had understood the whole computations up to here, it is clear that

rAβpvq, Aβpwqs “ d

dt

d

du

”
etAβpvqetAβpwq

ı
u“0
t“0

´ d

dt

d

du

”
etAβpwqetAβpvq

ı
u“0
t“0

,

(56.380)

so that

Aβ ^Aβ “ g´1Aαg ^ g´1Aαg ` g´1Aαg ^ g´1dg

` g´1dg ^ g´1Aαg ` g´1dg ^ g´1dg.
(56.381)

Lemma 56.47 allows us to write it under the form

Aβ ^Aβ “ g´1Aαg ^ g´1Aαg ` g´1Aαg ^ g´1dg

` g´1dg ^ g´1Aαg ` g´1dg ^ g´1dg.
(56.382)eq:AAeq:AA

Here the term pg´1Aα ^Aαgq corresponds to the second one in Fβ “ g´1pdAβ `Aβ ^Aβqg. The
sum of (56.379) and (56.382) is

Fβ “ g´1Fαg.

56.16 Hodge decomposition theorem and harmonic forms
Among other sources for Hodge decomposition and harmonic forms, we have [885, 886, 887].

Some parts of the wikipedia article Hodge_dual are interesting.
Let E be an oriented Euclidian space of dimension m “ 2n. We define the operation ˚ by

˚ :
ľ

E Ñ
ľ

E

ei1 ^ ei2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eik ÞÑ eik`1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ eim
(56.383)EqGradWedgeEqGradWedge

when teiu is an oriented basis of E and tiku is an even permutation of t1, 2, ¨ ¨ ¨ ,mu. If it is
impossible to build an even permutation, then we add a minus sign. We have ˚ ˚ω “ p´1qppm´pqω
belongs to ω PŹpE.

Exemple 56.96.
If we consider the space R4 with the coordinates px, y, z, tq,

˚pdx^ dz ^ dtq “ dy (56.384)

http://en.wikipedia.org/wiki/Hodge_dual
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because px, z, t, yq is an even permutation of px, y, z, tq. Now, ˚dy “ dz^dx^dt “ ´pdx^dz^dtq
because py, z, x, tq is an even permutation of px, y, z, tq.

More generally, if we have a differential p-form ω on a m dimensional space, we have

˚peσp1q ^ eσp2q ^ . . .^ eσppqq “ eσpp`1q ^ . . .^ eσpmq (56.385)

In order to compute ˚peσpp`1q ^ . . . ^ eσpmqq, we need a permutation of
`
σp1q, . . . , σpmq˘ which

begins by σpp` 1q . . . σpmq. This reduces to permute the m´ p elements σpp` 1q, . . . , σpmq with
the p first elements. Thus we have

˚ ˚ ω “ p´1qppm´pqω. (56.386)

△

Let V be a compact, oriented manifold. Each of the spaces of sections C8`
V,

Źk
CpT ˚V q˘ is

endowed with a 2-form
xω1, ω2y “

ż

V
ω1 ^ ˚ω2. (56.387)EqProdWedgeHOfgeEqProdWedgeHOfge

Lemma 56.97.
The codifferential δ defined by

δ :
kľ

C

pT ˚V q Ñ
k´1ľ

C

pT ˚V q

β ÞÑ p´1qmk`m`1 ˚ d ˚ β
(56.388)

is a formal adjoint of d for the product (56.387).

Proof. If β PŹk
CpT ˚V q and α PŹk´1

C pT ˚V q, we have

˚δβ “ p´1qmk`m`1 ˚ ˚`d ˚ β˘

“ p´1qmk`m`1p´1qpm´k`1qpm´m`k´1qd ˚ β
“ p´1qkd ˚ β.

(56.389)

Using that formula we find

xdα, βy ´ xα, δβy “
ż

V
dα^ ˚β ´ α^ ˚δβ

“
ż

V
dα^ ˚β ´ p´1qkα^ d ˚ β

“
ż

V
dα^ ˚β ` p´1qk`1α^ d ˚ β

“
ż

V
dpα^ ˚βq

“
ż

BV
α^ ˚β

“ 0.

(56.390)

This proves that xdα, βy “ xα, δβy.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 56.98
I do not understand why the integral in the boundary is zero.
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Now we define the Laplace-Beltrami operator by

∆ “ δd` dδ (56.391)

and the space of harmonic forms

Hk “ tω P Ωk tel que ∆ω “ 0u. (56.392)

Lemma 56.99.
If M is a closed manifold, a k-form is harmonic if and only if dω “ δω “ 0.

Proof. No proof.

Theorem 56.100 (Hodge decomposition theorem).
For every integer 0 ď k ď m, the space Hp is finite dimensional and ΩkpMq has the orthogonal
decomposition

ΩkpMq “ Hk ‘∆
`
ΩkpMq˘, (56.393)

i.e. the space splits into the kernel of ∆ and its image.

Theorem 56.101.
Let M be a compact orientable manifold of dimension m. Any exterior differential k-form can be
written as a unique sum of an exact form, a coexact form and an harmonic form:

ω “ dα` δβ ` γ. (56.394)

with ω P ΩkpMq, α P Ωk´1pMq, β P Ωk`1pMq and γ P ΩkpMq harmonic.

The operator ∆ commutes with the differential d and we have d∆ “ ∆d “ dδd since

d∆ω “ ddδω ` dδdω “ dδdω, (56.395)

because d2 “ 0, while
∆dω “ dδdω `∆ddω “ dδdω. (56.396)

Lemma 56.102.
On a close manifold, ∆ω “ 0 if and only if δω “ dω “ 0.

In the case of a closed manifold, a form is harmonic if and only if is belongs to the kernel of
d` δ. Moreover, a form in the image of d` δ is orthogonal to the harmonic forms:

xdαk´1 ` δβk`1, γy “ 0 (56.397)

whenever γ is harmonic on a closed manifold.



Chapter 57

Integration on manifolds

57.1 Orientation
PROPooIDYRooSXTBtw

Proposition-Definition 57.1 ([888]).
Let M be a smooth manifold. Let two charts φα : Uα Ñ M and φβ : Uβ Ñ M . We say that
pUα, φαq „ pUβ, φβq if

det
`
dpφ´1

α ˝ φβqx
˘ ą 0 (57.1)

for every x P Uα X Uβ.
This is an equivalence relation 1.

DEFooAQPOooJeSRAt

Definition 57.2 ([888]).
An orientation on a smooth manifold is an atlas in which all the charts are equivalent 2.

PROPooMKHKooUTiUjF

Proposition-Definition 57.3 ([888]).
We way that two orientations A and B are equivalent if AY B is an orientation.

This is an equivalence relation.
LEMooYMIYooUDOhyR

Lemma 57.4 ([1]).
Let tpUα, φαquαPΛ be charts of the smooth manifold M . For α, β P Λ, we write Mαβ “ φαpUαq X
φβpUβq, and we define the map

fαβ : Mαβ Ñ R

x ÞÑ det
´
dpφ´1

α ˝ φβqφ´1
β

pxq
¯
.

(57.2)

ITEMooLHBBooFxUTHJ

(1) If α, β, σ P Λ and x PMαβ XMασ XMσβ, we have

fαβpxq “ fασpxqfσβpxq (57.3)
ITEMooURXTooRWnYsV

(2) For every x PMαβ, we have
fαβpxq ‰ 0. (57.4)

Proof. Several points.

(1) For (1)
Using the fact that the differential and the determinant are multiplicative (lemma 49.55 and

1. Definition 1.31
2. Equivalence in the sense of definition 57.1.

3341
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proposition 9.13(1)), we have

fαβpxq “ det
´
dpφ´1

α ˝ φβqφ´1
β

pxq
¯

(57.5a)

“ det
´
dpφ´1

α ˝ φσ ˝ φ´1
σ ˝ φβqφ´1

β
pxq

¯
(57.5b)

“ det
´
dpφ´1

α ˝ φσqφ´1
σ ˝φβ˝φ´1

β
pxq ˝ dpφ´1

σ ˝ φβqφ´1
β

pxq
¯

(57.5c)

“ det
´
dpφ´1

α ˝ φσqφ´1
σ
˝ dpφ´1

σ ˝ φβqφ´1
β

pxq
¯

(57.5d)

“ fασpxqfσβpxq. (57.5e)

(2) For (2) The trick is to compute fαα using the point (1). We have

fααpxq “ fαspxqfsαpxq. (57.6)

On the other hand, fααpxq “ detpIdq ‰ 0. A product is non vanishing only when the two
factors are non vanishing. Thus fαspxq ‰ 0.

LEMooXMIJooCRspfz

Lemma 57.5 ([1]).
Let M be an orientable smooth manifold. Let tpUα, φαquαPΛ and tpUs, ϕsqusPS be orientations on
M . For every α, β P Λ and s, t P S we have

fβtpxqfαspxq ą 0. (57.7)

Proof. Using both points of lemma 57.4, we have

fβtpxq “ fβαpxqfαspxq. (57.8)

Since Λ is an orientation, fβαpxq ą 0 and by lemma 57.4(2), we deduce hat fβtpxq and fαspxq have
the same sign.

NORMooPXHIooHTFJoa

57.6.
When we have two charts pUα, φαq and pUβ, φβq, we can write the corresponding «basis» vector
fields

pBα,iqpxq “ d

dt

“
φα

`
φ´1
α pxq ` tei

˘‰
t“0 , (57.9)

and
pBβ,iqpxq “ d

dt

”
φβ

`
φ´1
β pxq ` tei

˘ı
t“0

. (57.10)
DEFooOBZEooMZauZF

Definition 57.7 ([888]).
A volume form on a smooth n-dimensional manifold is a smooth nowhere vanishing n-differential
form.

LEMooQGVMooSHXUmD

Lemma 57.8 ([1]).
Let ω be a n-differential form on M . Let φα : Uα ÑM be a chart. There exists a smooth function
f : Mα Ñ R such that

ωx “ fpxqB1 ^ . . .^ Bn (57.11)

for every x PMα.

Theorem 57.9.
A manifold is orientable if and only if it accepts a volume form 3.

Proof. Two parts.

3. Volume form, definition 57.7.
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(1) ð Let ω P ΩnpMq be such that ωx ‰ 0 for every x P M . Let tpUα, φαquαPΛ be an atlas of
M . We will build an atlas tpVx, ϕxquxPM of M indexed by the elements of M .
Let x PM . There exists α P Λ such that x P φαpUαq. With that chart we have (lemma 57.8)

ωy “ fpyqBα̊,1 ^ . . .^ Bα̊,n (57.12)

for every y P Mα. Since ω is non vanishing, fpxq ‰ 0. If fpxq ą 0, we consider pVx, ϕxq “
pUα, φαq. If fpxq ă 0 we have to twist a little bit. We consider the linear map τ : Rn Ñ Rn

which permutes e1 and e2, that is:

τ : Rn Ñ Rn

ei ÞÑ

$
’&
’%

e2 if i “ 1
e1 if i “ 2
ei otherwise.

(57.13)

Notice that τ´1 “ τ . We set Vx “ τpUαq and ϕx “ φα ˝ τ . Following the notations of 57.6,
we have

pBx,1qpyq “ d

dt

“
ϕx

`
ϕ´1
x pyq ` te1

˘‰
t“0 (57.14a)

“ d

dt

“pφα ˝ τq
`pτ ˝ φ´1

α qpyq ` te1
˘‰
t“0 (57.14b)

“ d

dt

“
φα

`
φ´1
α pyq ` te2

˘‰
t“0 (57.14c)

“ pBα, 2qpyq. (57.14d)

In the same way we have Bx,1 “ Bα,1 and Bx,i “ Bα,i for i ą 2. Thus we have

ωx “ fpxqBα̊,1^Bα̊,2^. . .^Bα̊,n “ fpxqBx̊,2^Bx̊,1^. . .^Bx̊,n “ ´fpxqBx̊,1^. . .^Bx̊,n. (57.15)

Thus using the atlas tpVx, ϕxquxPM , for each y P M , we have a chart pVy, ϕyq and a smooth
map gy : My Ñ R such that

ωx “ gypxqBx̊,1 ^ . . .^ Bx̊,n (57.16)
with gypxq ą 0 for every x PMy.
Now we prove that tpVx, ϕxqu is an orientation of M . Let z P Mxy “ ϕpVxq X ϕypVyq. We
have

ωz “ gxpzqBx̊,1 ^ . . . Bx̊,n “ gypzqBẙ,1 ^ . . .^ Bẙ,n. (57.17)
Applying to pBx,1, . . . , Bx,nq we have

ωzpBx,1, . . . , Bx,nq “ gxpzq “ gypzqpBẙ,1 ^ . . .^ Bẙ,nqpBx,1, . . . , Bx,nq. (57.18)

Using proposition 11.201 and lemma 49.74 on the right hand side, we get

gxpzq “ gypzq det
´
Bẙ,ipBx,jq

¯
“ gypzqdet

`
dpφ´1

y ˝ φxqz
˘
. (57.19)

The charts φx and φy were chosen in such a way that gxpzq ą 0 and gypzq ą 0. Thus

det
`
dpφ´1

y ˝ φxqz
˘ ą 0. (57.20)

Thus the maps tφxuxPM are an atlas and an orientation.
(2) ñ Let A “ tpUα, φαquαPΛ be an orientation on M . For each α P Λ we consider the

differential form
ωα “ Bα̊,1 ^ . . .^ Bα̊,n. (57.21)

PROPooNCNJooHFngBW

Proposition 57.10 ([888]).
If a connected manifold accepts one orientation, then it accepts exactly two classes of orientation.
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57.2 Integral of differential forms
DEFooOMQLooGiJWZS

Proposition-Definition 57.11 (Integral of a differential form on a manifold).
Let M be a manifold. Let tpφi, UiquiPI and tpψj , VjqujPJ be two atlas of M . We consider tfiuiPI
and tgjujPJ be partition of the unity subordinated to the respective two atlases.

Then we have ÿ

iPI

ż

φipUiq
fiω “

ÿ

jPJ

ż

ψjpVjq
gjω. (57.22)

This number is the integral of ω on M and is denoted by
ż

M
ω (57.23)

57.3 Integration of a differential form

57.3.1 Open set in Rn

Let U be an open set of Rn. A differential form of degree n over U can always be written
under the form

ωx “ fpxqdx1 ^ . . .^ dxn; (57.24)
this is proposition 9.7.

DEFooEYRFooRQTmRF

Definition 57.12.
The integral of ω on U is ż

U
f dx1 ^ . . .^ dxn “

ż

U
f (57.25)

The second integral is the integral of a function on Rn, that is definition 14.163 where the measure
is the Lebesgue measure on Rn.

LEMooNCYSooXtnCKq

Lemma 57.13 (Change of variable).
Let f : V Ñ U be a diffeomorphism of open sets in Rn and ω be a n-form on U . Then we have

ż

U
ω “

ż

f´1pUq
f˚ω (57.26)

if detpfq ą 0. A sign change if detpdfq ă 0.

Proof. Let, for y P U , write the form ω as ωy “ hpyqdy1 ^ . . .^ dyn. Taking vi P ΓpTV q we have

pf˚ωqxpv1, . . . , vnq “ ωfpxq
`
dfxv1, . . . , dfxvn

˘
(57.27a)

“ h
`
fpxq˘ det

¨
˚̋
dfxv1

...
dfxvn

˛
‹‚ (57.27b)

“ ph ˝ fqpxq detpdfxqdet

¨
˚̋
v1
...
vn

˛
‹‚ (57.27c)

“ ph ˝ fqpxq detpdfxqpdx1 ^ . . .^ dxnqpv1, . . . , vnq. (57.27d)

Thus
f˚ω “ ph ˝ fqdetpdfqdx1 ^ . . .^ dxn (57.28)

Using the usual change of variable theorem 14.292(3) (and taking a sign if detpdfq ă 0 because
there is an absolute value in around the jacobian in (14.889)) :

ż

f´1pUq
f˚ω “

ż

V
ph ˝ fq detpdfq “

ż

fpV q
h “

ż

U
h “

ż

U
ω. (57.29)
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That is for integrating a differential form on an open set of Rn. In order to integrate on a
manifold we “simply” use a pull-back with a chart system. There will be three complications

— If an atlas is made from more than one chart, what about the intersections ?
— Independence with respect to the choice of the chart.
— Integrating a vector field (that is not obviously a n-form).

57.3.2 One chart on a manifold

We suppose pM, gq to be a n-dimensional Riemannian manifold and S to be a pn ´ 1q-
dimensional submanifold. We suppose that both are inside only one chart

ϕ : U Ă Rn ÑM (57.30)

and
φ : A Ă Rn´1 Ñ S. (57.31)

We also consider a differential form ω PŹnpT ˚Mq and σ PŹn´1pT ˚Mq. These are respectively n
and n´ 1 differential forms on M . We also consider v, a vector field on M and τ , a 1-form on M .

Let us see what is possible to integrate.
DEFooPDRCooPiBklC

Definition 57.14 ([889]).
Let ω be a n-form defined on ϕpUq (vanishing everywhere else). Its integral is :

ż

ϕpUq
ω “

ż

U
ϕ˚ω. (57.32)

The last integral is an integral of type
ş
U F px1, . . . , xnqdx1^ . . .^ dxn on an open set in Rn. That

is definition 57.12.

This definition is nothing if it depend on the parametrisation. The following proposition show
slightly more than the independence.

PROPooNJCLooMqeeeX

Proposition 57.15 ([1, 890]).
Let be the charts ϕ : U ÑM and ψ : V Ñ N and a map f : M Ñ N . The whole is supposed to be
minimal :

f
`
ϕpUq˘ “ ψpV q. (57.33)

Then we have the “change of variable” formula :
ż

ϕpUq
ω “

ż

ψpV q
pf´1q˚ω. (57.34)

Proof. By definition
ş
ϕpUq ω “

ş
U ϕ

˚ω and we have the diffeomorphism

ϕ´1 ˝ f´1 ˝ ψ : V Ñ U, (57.35)

so that we can use the result of lemma 57.13 :
ż

U
ϕ˚ω “

ż

pϕ´1˝f´1˝ψq´1pUq
pϕ´1 ˝ f´1 ˝ ψq˚ϕ˚ω “

ż

pψ´1˝f˝ϕqU
ψ˚pf´1q˚ω “

ż

ψ´1pNq
ψ˚pf´1q˚ω.

(57.36)
The last integral is the definition of an integral on N :

ż

ψ´1pNq
ψ˚pf´1q˚ω “

ż

N
pf´1q˚ω. (57.37)
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Here is the lemma that shows the independence of definition 57.14 with respect to the change
of chart system.

Lemma 57.16.
Let φ : V ÑM be a chart such that φpV q X φpUq “ N is not empty. We define U 1 “ ϕ´1pNq and
V 1 “ φ´1pNq. Then ż

ϕpU 1q
ω “

ż

φpV 1q
ω. (57.38)EQooLSZMooPcyMWNEQooLSZMooPcyMWN

This lemma allows us to write
ş
N ω the common value of both sides of (57.38).

Proof. Taking f “ Id and two charts for the same open set in M in proposition 57.15 shows the
result.

57.3.3 On manifold that require a finite atlas

We restrict ourself to manifolds that accept a finite atlas.
DEFooITDTooWwrPPr

Definition 57.17 ([890]).
If ω is a n-form on M and if tfαu is a partition of unity 4 subordinate to the finite atlas tUαu then

ż

M
ω “

ÿ

α

ż

ϕαpUαq
fαω. (57.39)

We show that this definition does not depend on the choice of the partition of unity.
LEMooCMIZooHhHaHV

Lemma 57.18 ([1, 890]).
The definition 57.17 is independent of the choice of atlas and partition of unity.

Proof. Let tUα, ϕα, fαuαPA and tVi, φi, giuiPI be two choices of atlas, charts and subordinate par-
tition of unity. We have to show that

ÿ

αPA

ż

ϕαpUαq
fαω “

ÿ

iPI

ż

φipViq
giω. (57.40)EQooPVQZooHvbioJEQooPVQZooHvbioJ

Since tgiu is a partition of unity,

♠ “
ÿ

α

ż

ϕαpUαq
fαω “

ÿ

α

ż

ϕαpUαq

ÿ

i

gifαω. (57.41)

Since the atlas are finite, the sums are finite and can be permuted with the integral. Moreover
the function gifα is nonzero only on ϕαpUαq XφipViq so that the integral can be taken on ϕαpUαq,
ϕαpUαq X φipViq or φipViq. We have

♠ “
ÿ

i

ÿ

α

ż

ϕαpUαq

gifαω “
ÿ

i

ÿ

α

ż

ϕαpUαqXφipViq
gifαω (57.42a)

“
ÿ

i

ÿ

α

ż

φipViq
gifαω (57.42b)

“
ÿ

i

ż

φipViq
gi
ÿ

α

fαω (57.42c)

“
ÿ

i

ż

φipViq
giω. (57.42d)

4. See theorem 48.62.
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The common values of both sides of (57.40) is denoted by
ş
M ω.

The following is not really a definition, but a particular case of 57.14. The integral of a n´ 1-
form on a pn´ 1q-submanifold is ż

S
σ “

ż

A
φ˚σ. (57.43)EQooYPOGooRYOXQeEQooYPOGooRYOXQe

Once again the last integral is an integral of a n´ 1-form on an open set in Rn´1.
DEFooAXFXooWiMLKP

Definition 57.19 ([889]).
The integral of a 1-form on a n´ 1 dimensional submanifold is :

ż

S
τ “

ż

S
‹τ (57.44)

where ‹ is the Hodge dual defined by 49.126.

The last integral is the integral of a pn´ 1q-form on a pn´ 1q-submanifold, given by (57.43).
DEFooAXZGooJairMQ

Definition 57.20.
The integral of a vector field on a pn´ 1q-submanifold is :

ż

S
v “

ż

S
v5 (57.45)

where v5 is the 1-form defined by the musical isomorphism (49.310).

The following proposition provides a much more explicit formula for the integral of a vector
field.

PROPooETLZooAVsrwy

Proposition 57.21.
Let φ : A Ă Rn´1 Ñ Rn be an hypersurface and X be a vector field in Rn. Then

ż

S
X “

ż

A
det

`
X,
Bφ
By1

, . . . ,
Bφ
Byn´1

˘
(57.46a)SUBEQooWJSPooImJjQNSUBEQooWJSPooImJjQN

“
ż

A
X · det

¨
˚̊
˚̋

e1 . . . en
By1φ

...
Byn´1φ

˛
‹‹‹‚ (57.46b)

“
ż

A
X ·n (57.46c)

where ty1, . . . , yn´1u are the coordinates on A and n is the normal vector to the parametrization.

Note : thanks to lemma 57.18, the value of n can depend on the choice of coordinates, but the
integral will not depend.

Proof. If X “ řn
i“1XiBi, then X5 “ ř

iXidxi and its Hodge dual is
ÿ

i

p´1qidx1 ^ . . .^ xdxi ^ . . .^ dxn (57.47)

where the hat denotes a factor that is not present. Using the definitions 57.20, 57.19 and 57.14 it
remains to integrate ż

A

ÿ

i

p´1qiXiφ
˚`dx1 ^ . . .^ xdxi ^ . . .^ dxn

˘
. (57.48)

If u1, . . . , un´1 are vectors on A (that is on TxA where x is the integration variable) we have

φ˚pdx1 ^ . . .^ xdxi ^ . . .^ dxnqpu1, . . . , un´1q “ pdx1 ^ . . .^ xdxi ^ . . .^ dxnqpdφu1, . . . , dφun´1q
(57.49a)

“ det
`
τidφu1, . . . , τidφun´1

˘
(57.49b)
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where we used the lemma 49.124.
What lies in the integral is the pn´ 1q differential form EQooEVAPooSbRfaj

pu1, . . . , un´1q ÞÑ
ÿ

i

p´1qiXi det
`
τidφu1, . . . , τidφun´1

˘
(57.50a)

“ det
`
X, dφu1, . . . , dφun´1

˘
. (57.50b)

Since this is a pn´ 1q differential form over Rn´1, this has to be proportional to dy1 ^ . . . dyn´1.
The proportionality factor is found by applying (57.50) to the basis te1, . . . , enu. Since dφpeiq “ Bφ

Byi

we have the proportionality factor

det
ˆ
X,
Bφ
By1

, . . . ,
Bφ
Byn

˙
(57.51)

and the integral to be computed is
ż

A
det

ˆ
X,
Bφ
By1

, . . . ,
Bφ
Byn

˙
dy1 ^ . . .^ dyn´1 “

ż

A
det

ˆ
X,
Bφ
By1

, . . . ,
Bφ
Byn

˙
. (57.52)

The formula (57.46a) is proven. The two others are application of lemma 11.35.

Exemple 57.22.
Let us make the example with n “ 3. We have

φ˚pdx^ dyqpv1, v2q “ pdx^ dyqpdφv1, dφv2q “ det
ˆ
dφpv1qx dφpv2qx
dφpv1qy dφpv2qy

˙
, (57.53)

and then

ÿ

i

p´1qiXiφ
˚p
ľ

k‰i
dxkqpv1, v2q “

ÿ

i

p´1qiXi

ˆ
dφpv1qx dφpv2qx
dφpv1qy dφpv2qy

˙
“ det

¨
˝
X1 dφpv1qx dφpv2qx
X2 dφpv1qy dφpv2qy
X3 dφpv1qz dφpv2qz

˛
‚

(57.54)
△

57.3.4 Integrating by part

Proposition 57.23 ([1]).
Let Ω be an open set in an manifold M of dimension n and φ : A Ñ Rn be a parametrisation of
the boundary BΩ with tangent vector field n (defined on BΩ). Let u, v P C8pMq. Then we have

ż

BΩ
uv nj “

ż

Ω

Bu
Bxj v `

ż

Ω
u
Bv
Bxj . (57.55)EQooQSMNooKHwbqpEQooQSMNooKHwbqp

Proof. We use the Stokes formula (theorem 20.68) on the pn´ 1q-form

ω “ uv dx1 ^ . . .^ydxj ^ . . .^ dxn, (57.56)

and we know from example 49.127 that ω “ p´1qj`1 ‹ dxj . On the other hand,

dω “
ÿ

k

Bpuvq
Bxk dxj ^ dx1 ^ . . .^ydxj ^ . . .^ dxn “ BpuvqBxj p´1qj`1dx1 ^ . . .^ dxn. (57.57)

We can use the Stokes formula :
ż

BΩ
uvdx1 ^ . . .^ydxj ^ . . .^ dxn “ p´1qj`1

ż

Ω

Bpuvq
Bxj . (57.58)

The left-hand side can be transformed asż

BΩ
‹pdxjq “

ż

BΩ
uvBj “

ż

BΩ
uv nj (57.59)

where we used the definition 57.19 and the proposition 57.21.
The coefficients p´1qj`1 simplify and the derivation of product produce the result.
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EXooWLUVooNamnKG

Exemple 57.24.
If we integrate by part the function u B2v

Bx2
j

we have

ż

ω
u
B2

Bx2
j

“ ´
ż

Ω

Bu
Bxj

Bv
Bxj `

ż

BΩ
u
Bv
Bxj nj . (57.60)

Summing over j we have the interesting formula
ż

Ω
u∆v “ ´

ż

Ω
∇u· ∇v `

ż

BΩ
u
Bv
Bn (57.61)EQooJLDTooIMtxEXEQooJLDTooIMtxEX

where ∆v “ ř
j

B2v
Bx2

j
and Bv

Bn is a notation for ∇v·n. △
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Chapter 58

Lie groups of transformations

58.1 Groups of transformations
Definition 58.1.
Let M be an Hausdorff space and G, a topological group. It is a topological group of transfor-
mations of M if to any element g P G, one associates an homeomorphism g : M Ñ M , denoted
by dot (pÑ g· p) such that @p PM ; @g, h P G,

(1) pghq· p “ g· ph· pq,
(2) the map GˆM ÑM ; pg, pq Ñ g· p is continuous.

DefTopoGpTransfo

If g· “ id only for g “ e, then the action is effective.
The isotropy group of M (with respect to the action of G) is naturally defined by

H “ tg P G tel que g· p “ pu. (58.1)

The unit sphere is an example. Let’s consider the vector ÝÑ1 z. It is clear that the action of
SOp3q on this vector covers the whole sphere. But there is a SOp2q subgroup of rotations which
leaves ÝÑ1 z unchanged. So the sphere is given by the quotient

S2 “ SOp3q
SOp2q . (58.2)

Corollary 58.2.
Let G and X be two locally compact groups. We suppose G to have countable basis. Then any
homomorphism ψ : GÑ X is open.

Proof. By terminology, when we say that a group has some topological property (as the local
compactness here), we suppose that the group is a topological group.

For any g P G, we can build an homeomorphism (see remark 48.49) φg : X Ñ X, x Ñ ψpgqx,
so that G is a transitive topological group of transformation on X. Let us denote by f the identity
of X. We know that φg is continuous, open and satisfies

φgpfq “ ψpgqf “ ψpgq.
If we define H “ th P G tel que ψphq “ fu, ψpghq “ ψpgq for any h P H, so that ψ descent

to a map ψ : X{H Ñ X. This is precisely the map which theorem 53.98 assure us to be an
homeomorphism.

58.2 Lie groups of transformations
Definition 58.3.
Let G be a Lie group and M , an analytic manifold. We say that G is a Lie group of transfor-
mation of M when

3351
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(1) G is a topological group of transformation of M ,
(2) the map GˆM ÑM , pg, pq Ñ g· p is analytic.

DefLieGpTransfo

In particular, for any g P G, p Ñ g· p is a diffeomorphism M Ñ M . When G is a Lie
transformation group on M , for any X P g, we define a fundamental vector field X: P XpMq
by 1

X:
p “

d

dt

”
e´tX · p

ı
t“0

(58.3)

The existence comes from the fact that pg, pq Ñ g· p and the exponential are analytic and on a
function f P C8pMq, the vector field acts as

pX:fqppq “ lim
tÑ8

fpe´tX · pq ´ fppq
t

.

Theorem 58.4.
Consider G, a Lie transformation group on M and X, Y P g. Then

rX:, Y :s “ lim
tÑ0

1
t
pY : ´ dgtY :q (58.4)

where gptq “ gt “ etX .

Proof. We consider f P C8pMq and q PM . The function F defined by

F pf, qq “ fpe´tX · qq (58.5)

is analytic with respect to t, so that

F pt, qq ´ F p0, qq “ t

ż 1

0

ˆBF
Bt

˙
pst, qqds “ hpt, qqt (58.6)eq:def_F_heq:def_F_h

for a certain function h P C8pRˆMq which satisfies hp0, qq “ pX:fqpqq. Naturally, gt can be seen
as a map gt : M ÑM by the action. Then dgt is a linear map dgt : TqM Ñ Tgt · qM (we voluntary
omit the index q which was fixed; formally, we speak about pdgtqq)

dgtv “ d

du

”
gt · vpuq

ı
u“0

.

Thus in order to compute pdgtY :qp, we have to consider Y : at r “ g´1
t · p. Consider a path

vr : r0, 1s ÑM such that v1
rp0q “ Y :

r and vrp0q “ r. So,

pdgt ·Y :qpf “ d

du

”
fpgt · vrpuqq

ı
u“0

“ d

du

”
pf ˝ gt ˝ vrqpuq

ı
u“0

“ d

du

”
F pt, vrpuqq

ı
u“0

“ d

du

”
F p0, vrpuqq ` hpt, vrpuqqt

ı
u“0

(58.7)

The two terms are computed separately:

d

du

”
F p0, vrpuqq

ı
u“0

“ d

du

”
fpvrpuqq

ı
u“0

“ Y :
r pfq,

and
d

du

”
thpt, vrpuqq

ı
u“0

“ tpY :hqpt,vrp0qq.

1. Remark, as usual, that some literature (in particular in [781]) gives it without the minus sign.
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Finally,
pdgt ·Y :qpf “ Y :

g´1
t · p

ppq ` tpY :hqpt,g´1
t · pq. (58.8)eq:Y_heq:Y_h

Now we can compute:

lim
tÑ0

1
t

`pY : ´ dgtY :qpf
˘ “ lim

tÑ0

1
t

␣pY :fqp´ pY :fqpg´1
t · pq(

` lim
tÑ0

1
t

␣pY :fqpg´1
t · pq ´ pY :pf ˝ gtqqpg´1

t · pq(

“ d

dt

”
pY :fqpg´1

t · pq
ı
t“0
´ lim
tÑ0

`pY :hqpt, g´1
t · pq˘ .

(58.9)

The latter equality comes from (58.8). The first term is computed as following (Y :pfq is a function):

d

dt

”
Y :pfqpg´1

t · pq
ı
t“0

“ d

dt

”
pY :pfq ˝ g´1

t qppq
ı
t“0

“ `
Y :pfq˘

p
pg´1
t q1p0q “

`
X:Y :pfq˘

p
(58.10)

In the expression pY :hqpt, g´1
t · pq, we have to consider the dependence on t as a parameter: the

vector Y : only acts on the “second slot” of h. From definition (58.6) of h,

hpt, g´1
t · pq “ 1

t

`
F pf, g´1

t · pq ´ F p0, g´1
t · pq˘ ,

but F p0, qq “ fpqq and F pt, g´1
t · pq “ fppq, then

fpt, g´1
t · pq “ 1

t

`
fppq ´ fpe´tX · pq˘

Taking the limit for small t, it becomes

d

dt

”
fpe´tX · pq

ı
t“0

“ pX:fqp

58.2.1 Action of the Lie algebra

58.5.
We will study the infinitesimal action of the two dimensional conformal group on C in 71.8 and
what follows.

DEFooUYOZooWdcClz

Definition 58.6 ([891]).
If the Lie group G acts on the manifold M , then its Lie algebra g has an action

X : M Ñ TM

x ÞÑ d

dt

”
exp´tX ·x

ı
t“0

P TxM.
(58.11)

If you want to know how to integrate this to an action of the group, see the differential equation
(53.179).

Thus an element of the Lie algebra g acts on a function f P C8pMq as Xpfq P C8pMq by

Xxpfq “ d

dt

”
f
`
e´tXx

˘ı
t“0

“ dfx
`´Xpxq˘ “ ´dfx

`
Xpxq˘ (58.12)EQooQDLAooZXnWtaEQooQDLAooZXnWta

where Xxpfq is a notation shortcut for Xpfqpxq. Here Xpxq stands for the map X : M Ñ M
defined by Xpxq “ etXx.
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58.3 Cosets and homogeneous spaces

Proposition 53.99 takes its interest in the setting of homogeneous space. An homogeneous
spaces is a smooth manifolds M which admits a Lie group of transformations. If p0 P M and H
is the stabilizer of p0, proposition 53.99 says that H is closed and therefore theorem 53.96 makes
G a Lie group of transformations of G{H. Hence the latter becomes a homogeneous space. The
map α of proposition 53.99 gives an isomorphism of homogeneous spaces.

This allow us to see a homogeneous space as the quotient of a group by a closed subgroup.

58.4 Isotropy group

If one has a Lie group G and a closed subgroup H, we know from theorem 53.68 that H is
a topological Lie subgroup of G. We naturally consider this structure and the analytic structure
on G{H given by 53.96. For this structure of the coset space G{H, the group H is the isotropy
group. We denote by τpxq : G{H Ñ G{H (x P G) the diffeomorphism τpxqrys “ rxys. The group
H˚ of the linear transformations pdτphqqπpeq (h P H) is the linear isotropy group.

Let N be a Lie subgroup of G. Then the subset N XH is closed 2. Then N XH is closed in
N and we look at N{pN XHq. We can exhibit a bijection between this and the orbit of πpeq in
G{H with respect to the action of N :

tnπpeq tel que n P Nu » N{pN XHq (58.13)

by the map ψ given by ψpnπpeqq “ n. Here the x denotes the class of x with respect to N XH.
Note that for n P N , n ‰ e because there are a priori elements in NzH. The map ψ is well defined
because mres “ rms “ rns if m “ nh for a certain h P H. Then ψprnhsq “ nh. But in order for
nh to belongs to N , one needs h P N XH; then nh “ n. For the same reason, ψ is injective. The
surjectivity is clear.

prop:orbit_N_ss_var

Proposition 58.7.
In this context,

(1) The orbit of e by N in G{H is N{pN XHq. It is submanifold of G{H.
(2) If N is a topological subgroup of G and if H is compact, then the submanifold N{pN XHq is

a closed topological submanifold of G{H.

Proof. First item. We denote by n, the class of n with respect to N XH and by rgs, the class of
g with respect to H. The following diagram is commutative:

N

π1
��

i // G

π
��

N{pN XHq I // G{H

(58.14)eq:dig_4.4eq:dig_4.4

where π1 : N Ñ N{pNXHq and π : GÑ G{H are canonical projections; i : N Ñ G is the inclusion;
and I : N{pN XHq Ñ G{H is defined by n Ñ ripnqs. Indeed, πpipnqq “ ripnqs “ Ipnq “ Ipπ1pnqq
for any n P N .

If n is the Lie algebra of N and h the one of H, h1 “ h X n is the Lie algebra of N XH. We
consider n1 and g1 such that n1‘ h1 “ n and g1‘ph‘ n1q “ g. Let us show why is the sum h‘ n1
direct. First remark that hX n1 because hX n1 Ă hX n “ h1, but h1 X n1 “ t0u. Immediately, the
sum g “ g1 ‘ ph‘ n1q is direct.

Now we apply lemma 53.95 to the decomposition n “ h1 ‘ n1; this give us a submanifold
BN Ă N which contains e and on which π1 is diffeomorphic to an open neighbourhood of π1peq in

2. If H 1 denotes the complementary of H in G (which is open in G), the complementary N X H 1 of N X H is
open in N for the induced topology of N from G.
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N{pN XHq. The same with g “ h‘ pn1 ` g1q gives BG Ă G, a submanifold around e on which π
is diffeomorphic to a neighbourhood of πpeq in G{H. We can see BN as a submanifold of BG.

We denotes V1 “ π1pBN q, V “ πpBGq and IV1 , the restriction of I to V1. The Jacobian of IV1

at πpeq has a rank equal to dim
`
N{pNXHq˘. Indeed we can write IV 1 as IV1 “ π˝i˝π´1 and π1 is

a diffeomorphism, so that π´1 don’t change the dimension. The fact that the Jacobian at identity
is non zero on a neighbourhood makes it regular on this neighbourhood and the analyticity make
it regular everywhere. The characterization for a submanifold given by proposition 49.91 gives the
first item.
Second item. We know that N is a submanifold of G; the commutative diagram (58.14) shows
that I is an homeomorphism because the topologies on G{H and N{pN XHq are made in order
to π and π1 are continuous and open. If N is a topological subgroup of G, an open subset of N is
written under the form N XO where O is open in G. If n P N{pN XHq, Ipnq “ ripnqs.

Now we show that N{pNXHq is closed. Consider a sequence ppkq in N{pNXHq which converges
to q P G{H. The aim is to show that q P N{pN XHq. We take a g P G such that πpgq “ q; we
can suppose that the whole sequence ppkq is in the neighbourhood g·V of q. In order to see that
it is a neighbourhood, recall that π is a diffeomorphism from V to an open neighbourhood of e in
G{H, thus V is an open neighbourhood of πpeq in G{H.

Since π is diffeomorphic, there exists a sequence gk P gBG such that πpgkq “ pk. It satisfies
lim gk “ g. On the other hand, for each k, Dnk P N such that π1pnkq “ pk; then πpgkq “ pk “
π1pnkq, then there exists hk P H such that gk “ nkhk. But H is compact, then hk is a converging
sequence (by eventually passing to a subsequence). Since gk and hk converge, nk also converges.
But N is closed in G, then n˚ “ limnk P N . Finally π1pn˚q “ q, so that N{pN XHq is closed.
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Chapter 59

Classical mechanics

59.1 Some symplectic and Poisson geometry
sec:symple

59.1.1 Symplectic manifold

A symplectic structure on a vector space V is a skew-symmetric, nondegenerate bilinear
2-form Ω: V ˆ V Ñ R. We define the symplectic group SPpΩq as the group of linear operators
A : V Ñ V such that ΩpAu,Avq “ Ωpu, vq for every u, v P V . It is easy to see that elements of
SPpV q satisfy

AtΩA “ Ω. (59.1)EqPropodefMtrsymEqPropodefMtrsym

The Lie algebra of SPpΩq is denoted by sppΩq. Taking the derivative of equation (59.1) with
respect to A, one finds the following condition for B P sppΩq:

ΩB `BtΩ “ 0. (59.2)

If W is a subspace of the symplectic vector space V , the symplectic complement is

Wω “ tx P V tel que ωpx, yq “ 0 @y PW u. (59.3)

We say that W is a Lagrangian of V when W “Wω. Typically, when one consider the canonical
structure Ωppi, qjq “ δij on R2n, the spaces Spantpi tel que i “ 1, . . . , nu and Spantqi tel que i “
1, ¨ ¨ ¨ , nu are Lagrangian.

A symplectic manifold is the data of a smooth manifold M and a symplectic structure ωx
on each tangent space TxM . The map x ÞÑ ωx is required to be a smooth section of the 2-tensor
bundle.

Definition 59.1.
A symplectic Lie algebra is a Lie algebra s endowed with a symplectic structure ω such that @x,
y, z P s,

ωprx, ys, zq ` ωpry, zs, xq ` ωprz, xs, yq “ 0. (59.4)EqDefAlgSympleEqDefAlgSymple

DefSympleAlg

59.1.2 Poisson manifold

Let M be a smooth manifold. A Poisson structure, or a Poisson bracket on M is a map
t., .u : C8pMq ˆ C8pMq Ñ C8pMq such that

(1)
`
C8pMq, t., .u˘ is a Lie algebra,

(2) for each f P C8pMq, the map tf, .u is a derivation of the algebra C8pMq:

tf, ghu “ tf, guh` gtf, hu.

3357
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59.1.3 Hamiltonian action
app:ham_act

Let pM1, ω1q and pM2, ω2q be symplectic manifolds. A symplectomorphism from M1 to M2
is a diffeomorphism φ : M1 ÑM2 such that φ˚ω2 “ ω1.

For any function f P C8pMq, we define the Hamiltonian field Xf P XpMq associated with f
by

ipXf qω “ df. (59.5)EqDefHamVectEqDefHamVect

Existence of such a Xf for each f is assured because ω is nondegenerate. A symplectic structure
induces a Poisson bracket by defining

tf, gu “ ´ωpXf , Xgq “ ´Xgpfq “ Xf pgq. (59.6)eq:def_Poissoneq:def_Poisson

In local coordinates, one can write ω “ 1
2ωijdx

i^dxj and Xf “ ωijBifBj , where pωijq is the inverse
matrix of pωijq. The Poisson tensor defined by

tf, gu “ P klBkfBlg, (59.7)EqPoissonEqPoisson

is nothing else than P “ ω´1.
tho:equiv_Poisson

Theorem 59.2.
If φ : M ÑM 1 is a diffeomorphism between two Poisson manifolds pM,P q and pM 1, P 1q, then the
following are equivalent:

(1) φ˚pXf˝φq “ X 1
f ,

ite_equivii

(2) tu ˝ φ, v ˝ φu “ tu, vu1 ˝ φ,
(3) φ˚P “ P 1,

If moreover the Poisson structures P and P 1 come from symplectic forms ω and ω1, φ˚ω1 “ ω.

Definition 59.3.
Let τ : GˆM ÑM be a symplectic action of a Lie group G on M (i.e. τg : M ÑM is a symplectic
transformation of M for each g P G). That action is Hamiltonian if, for every X P G, there
exists a map λX P C8pM,Cq such that eq:act_ham

ipX˚qω “ dλX , (59.8a)1s17d1s17d

tλX , λY u “ λrX,Y s (59.8b)eq:hamileq:hamil

where X˚ is the fundamental vector field associated with the vector X.

Definition 59.4.
The map λ : G Ñ C8pMq which satisfies (59.8) is the dual momentum map while the momentum
map is J : M Ñ G˚ defined by

λXpxq “ xJpxq, Xy (59.9)eq:defmomm apeq:defmomm ap

for all X P G. def:app_mom_mom_duale

Using the musical isomorphism (see 49.11.3), equation (59.8a) can be written as pdλXq7 “ X˚
or dλX “ pX˚q5.

Since ipXλY
qω “ dλY “ ipY ˚qω, we have:

XλY
“ Y ˚. (59.10)eq_XlambdaYseq_XlambdaYs

The symplectic gradient is
sgradu “ pduq7.

Remarque 59.5.
If the action only fulfils (59.8a), it is said to be weakly Hamiltonian. But one can find some
literature in which the first condition is called a Hamiltonian action and the second, a strongly
Hamiltonian one.
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Remarque 59.6.
Be careful with some choices of signs. We made at least three choices: the definition of λX in
(59.8a) can get a minus sign; the definition of the Poisson bracket (59.6) is modulo a sign; and the
definition of the fundamental fields that we take is

Xx̊ “
d

dt

”
τe´tXx

ı
t“0

. (59.11)EqDefFondsiTHZEqDefFondsiTHZ

It can be written without the minus sign in the exponential. Each of these choice is free, by
condition (59.8b) is not! If one make “wrong” choices, this can become

tλX , λY u “ ´λrX,Y s, (59.12)

with all the consequences in the computations. For example, if one defines Xx̊ “ d
dtτexp tXx

ˇ̌
t“0,

one finds an extra minus sign in equations (83.39), (83.41) and (83.43).

59.1.4 Coadjoint orbits
sub:coadjoint

Let G be a Lie group and G its Lie algebra. We know that G acts on the dual G˚ by

g· ξ “ ξ ˝Adpg´1q “ Adpgq˚ξ (59.13)EqDefActCoadjEqDefActCoadj

for g P G and ξ P G˚. The second equality defines the coadjoint action Ad˚ : G ˆ G˚ Ñ G˚. In
other words, for all X P G,

pg· ξqpXq “ xξ,Adpg´1qXy “ xAdpgq˚pξq, Xy.
This representation is also called the contragredient representation. In this context, the notion
of fundamental fields is given bu Xξ̊ “ ξ ˝ adpXq. Let θξ “ tg· ξ|g P Gu, the orbit of ξ in G˚. It
can be shown that

ω̃xpXx̊ , Yx̊ q “ xx, rX,Y sy (59.14)eq_omega_Gseq_omega_Gs

defines a symplectic form on θξ, the coadjoint orbit of ξ.

Proposition 59.7.
The coadjoint action is Hamiltonian.

Proposition 59.8.
The diffeomorphism

φpgq : θξ Ñ θξ

ξ ÞÑ g· ξ
(59.15)

fulfils `
φpgq˚ω˘

ξ
pXξ̊ , Yξ̊ q “ ωξpXξ̊ , Yξ̊ q.

59.1.5 Example of adjoint and coadjoint orbit

Let us consider the following subgroup of SLp2,Rq

S “ t
ˆ
a n
0 a´1

˙
where a ą 0 and n P Ru. (59.16)

The Lie algebra is

s “ t
ˆ
x y
0 ´x

˙
where x, y P Ru. (59.17)

The following is a basis of s:

H “
ˆ

1 0
0 ´1

˙
E “

ˆ
0 1
0 0

˙
(59.18)

http://en.wikipedia.org/wiki/Dual_representation
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and the commutation relation is rH,Es “ 2E. Since we are in a matrix group, the adjoint action
is given by AdpgqX “ gXg´1 and we can compute

Adpa, nqpx, yq “
ˆ
x ay2 ´ 2nax
0 ´x

˙
“ xH ` pa2y ´ 2naxqE (59.19)

Thus the adjoint orbits are the straight lines.
For the coadjoint orbits, consider an element ξ “ ξHH

˚ ` ξEE˚ P s˚. We have

xAd˚pg´1qξ,X0y “ xξ,AdpgqXy
“ pξH ´ 2naξEqx` a2ξEy.

(59.20)

If we write ξ “ pξH , ξEq we have

Ad˚pa, nq´1pξH , ξEq “
ˆ

1 ´2na
0 a2

˙ˆ
ξH
ξE

˙
. (59.21)

This is the orbit of ξ. Notice that H˚ is fix while E˚ ÞÑ ´2naH˚ ` a2E˚, so that E˚ has a quite
large orbit. If ξ2 ‰ 0, then dim Ad˚pSqξ “ 2. If ξE “ 0, then the orbit is one single point. Thus
we have three kind orbits in the plane pH˚, E˚q:

(1) the upper half plane is one two dimensional orbit,
(2) each of the point on the ξE “ 0 is an orbit,
(3) the lower half plane is a second two dimensional orbit.

These orbits are very different from the adjoint orbits.

59.1.6 A second example

Let g “ SLp2,Rq and the basis tH,E, F u with the relations

rH,Es “ 2E
rH,F s “ ´2F
rE,F s “ H.

(59.22)

The Killing form is given by the matrix

β “
¨
˝

8 0 0
0 0 4
0 4 0

˛
‚. (59.23)

It is nondegenerate and its signature is `,`,´.

Lemma 59.9.
If the Killing form β is nondegenerate, the map

5 : gÑ g˚

X5pyq “ βpX,Y q (59.24)

is a linear Ad-equivariant isomorphism, that is

Ad˚pgqpX5q “ `
AdpgqX˘5

. (59.25)

Proof. We have
xAd˚pgqX5, Y y “ β

`
X,Adpg´1qY ˘

“ β
`

AdpgqX,Y ˘

“ `
AdpgqX˘5

Y.

(59.26)

In that case, the 5 map intertwines the actions and the adjoint orbits are the same as the
coadjoint orbits.
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59.1.7 Kostant theorem

Let G act transitively on M and on G˚ by the coadjoint action (59.13). We suppose this action
to be Hamiltonian. One can prove that J is equivariant:

Jpg·xq “ g· Jpxq (59.27)

where the first dot is the action on M and the second one, the action on G˚. The momentum map
of M and G˚ are related by λMX “ λG˚

X ˝ J . Since G is transitive on M , for any x P M , we have
M “ G·x for any x in M , so

JpMq “ G· Jpxq.
We conclude that JpMq is only one orbit in G˚.

Proposition 59.10.
Let O be the coadjoint orbit of a connected Lie group G. Then O is canonically endowed by a
Ad˚pGq-equivariant symplectic structure given by

ωO
ξ pX˚, Y ˚q “ xξ, rx, Y sy (59.28)EqKKSsympleEqKKSsymple

where X˚ stands for the fundamental vector. Here the equivariance means

Ad˚pgqωO “ ωO (59.29)

for every g P G.

Proof. No proof.

The formula (59.28) is Kirillov-Kostant-Souriau. Notice that this proposition shows that the
coadjoint orbits are always even dimensional.

If ξ P G˚, we know a symplectic structure on its orbit θξ:

ωθηpXη̊ , Yη̊ q “ ηprX,Y sq (59.30)

for all η P θξ. We have

pJ˚ωθqxpX˚M , Y ˚M q “ ωθJpxqpX˚, Y ˚q
“ JpxqrX,Y s
“ λMrX,Y spxq
“ tλMX , λMY upxq,

(59.31)

and if M is symplectic, it also fulfils ωMx pX˚M , Y ˚M q “ tλMX , λMY upxq, so that

J˚ωθ “ ωM . (59.32)

Theorem 59.11 (Kostant theorem).
Let pM,ωq be a symplectic manifold on which the connected Lie group G has a transitive Hamilto-
nian action. Then the momentum map J : M Ñ G˚ takes his values in only one orbit θ and J is
a covering 1 of G in G˚.

Proof. Let us fix a x P M , we pose ξ “ Jpxq and define Gx, the stabilizer of x in G. Formula
ψpgq “ g·x defines a bijection ψ : G{Gx Ñ M . So we identify M “ G{Gx. In the same way,
θξ “ G{Gξ. So we can write Jpxq “ Gξ and

Jpg·Gxq “ g· Jpxq “ g·Gξ.

Since g· ξ “ g· Jpxq “ Jpg·xq “ Jpxq “ ξ, we have Gx Ă Gξ. The nondegenerateness of ωM
and ωθ makes J nondegenerate because ωM “ J˚ωθ. Then dJ is injective and J is an immersion.

We conclude that Gx “ Gξ which proves that Gξ{Gx is discrete and finally that J is a covering.

1. revêtement, en français.
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59.1.8 Central extension

Let G be a Lie algebra. A Chevalley coboundary is a 2-form which reads δξ for a certain
ξ P G˚ with δ defined by

pδξqpA,Bq “ ´ξprA,Bsq. (59.33)EqDefChevCoyclEqDefChevCoycl

Let Ω be a 2-cocycle. If it is not a coboundary, we add an element C in G and we consider
G1 “ G ‘RC with the Lie algebra structure

rA` s,B ` tsG1 “ rA,BsG ` ΩpA,BqC. (59.34)

This is the central extension of G with respect to the 2-cocycle Ω. The terminology comes from
the fact that the extension RC belongs to the center of G1. The point is that Ω is a coboundary
in G1 because

pδC˚qpA,Bq “ C˚rA,BsG1 “ C˚`rA,BsG ` ΩpA,BqC˘ “ ΩpA,Bq, (59.35)

so that Ω “ δC˚.
Now we suppose that the group G acts on a manifold M . We define the action of the extended

group G1 “ Gb eRC by saying that the “new” part does not act: pg, sq·x “ g·x. Fundamental
fields remains unchanged:

pX, sq˚ “ X˚. (59.36)eq:XseqXsseq:XseqXss

If the action of G on M is weakly Hamiltonian, we have functions µx : M Ñ C such that ipX˚qω “
dµX . These functions fulfil X˚ “ tµX , .u. We define

λX,s “ µX ` s. (59.37)eq:lamXsmuXseq:lamXsmuXs

Proposition 59.12.
The action of G1 is (strongly) Hamiltonian for these functions.

Proof. From equation (59.36), we have tµX , .u “ tµX,s, .u hence

tλpX,sq, λpY,tqu “ tµX , µY u “ µrX,Y s ` CX,Y (59.38)

for certain constants CXY which satisfy the property d
`tµX , µY u ´ µrX,Y s

˘ “ 0. Therefore

tλpX,sq, λpY,tqu “ λrX,Y s,CX,Y
“ λrpX,sq,pY,tqs. (59.39)

The sense of the whole construction is the following. When the action G is weakly Hamiltonian
on M , we have functions µX which define Ω by

tµX , µY u “ µrX,Y s ` ΩpX,Y q.

In this case, the corresponding group extension has a strongly Hamiltonian action with momentum
maps given by (59.37).

59.2 Constrained system

59.2.1 Holonomic constraints

References are [892, 893]. An holonomic constraint appears when one force a particle to
move for an example on a circle. More formally let Q be the configuration space; an holonomic
constraint is a submanifold N Ă Q, or more generally an integrable subbundle of TQ. From the
inclusion TN Ă TN , the Lagrangian restricts to LN : TN Ñ R.
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We assume that LN is a regular Lagrangian (see definition on page 2901) and that N is given
by an equation of the form N “ φ´1p0q for a certain section φ : Q Ñ E˚ of the dual of a vector
bundle over Q. The variational principle is given by

δ

ż
LN pq, 9qqdt “ 0 (59.40)

where the function q is constrained by φ
`
qptq˘ “ 0 for every t. We enforce that condition by the

Lagrange multiplier method:

δ

ż ´
L
`
qptq, 9qptq˘´ @

λ
`
qptq, t˘, φ`qptqqD

¯
dt (59.41)

where λ is a function of pq, tq with values in E. The δ denotes a variation on the curves q in Q
and λ in E. In local coordinates, the Euler-Lagrange equations read

d

dt

ˆ BL
B 9qi

˙
“ BL
Bqi ´ λ

Bφa
Bqi , φa “ 0. (59.42)

So the Euler-Lagrange equations for LN on N are the sames as the one of L on Q, with the
constraint φ “ 0.

59.2.2 Primary constraints

The action is given by

Spqq “
ż t2
t1

Lpq, 9qqdt,
and we require the action to be stationary with respect to variations δq vanishing on t1 and t2.
The Euler-Lagrange equations are given by δS

δq “ BL
Bq ´ d

dt

´
BL
B 9q

¯
“ 0 or, in coordinates,

0 “ BL
Bqk ´ 9ql

BL
BqlBqk ´ :ql

BL
B 9qlB 9qk

.

when the Hessian matrix is invertible, i.e. when

det
ˆ BL
B 9qlB 9qk

˙
‰ 0,

one can solve these equations in an algebraic way for the accelerations :q in functions of the positions
q and the velocities 9q. When that determinant is vanishing, some of the Euler-Lagrange equations
are simple relations between components of q and components of 9q, so that the solutions include
some arbitrary functions of time.

59.2.2.1 Example: Maxwell

The action is
SpAq “ ´1

4

ż
FµνF

µνd4x

with Fµν “ BµAν ´ BνAµ. That actions has a gauge invariance

Aµ ÞÑ A1
µ “ Aµ ` Bµf

for any function f . The equations of motion are BνFµν “ 0, in particular the equation ∇ ˆ B “
BtE “ 0 provides the :Ak in terms of the Al and 9Aµ. Indeed the Hessian

B2L

B 9AαB 9Aβ
“ ´4

`
g0βgα0 ` gαβ˘ “

¨
˚̊
˝

0
1

1
1

˛
‹‹‚,

has vanishing determinant.



3364 CHAPTER 59. CLASSICAL MECHANICS

59.2.3 Passage to Hamiltonian formalism

The very principle is to define the momentums pk “ BL
B 9qk , so that

Bpk
B 9ql

“ B2L

B 9qlB 9qk
,

so that the vanishing determinant condition makes that it is not possible to solve the velocities
9qk “ 9qkpq, pq. That means that the momentums are not independent: there exists relations

ϕmpp, qq “ 0 (59.43)

for m “ 1, . . . ,M . These relations are the primary constraints: they do not rely on the equations
of motion. In other terms, we have

ϕm
`
q, ppq, 9qq˘ “ 0

identically, and not only on the solutions.
In the Maxwell example, we pose the momentums πα “ BL

B 9Aα
“ F 0α. Notice that π0 ` F 00 “ 0

and that the remaining is πk “ Ek (the electric field).
If one suppose the rank of the Hessian to be constant, the constraints ϕmpq, pq “ 0 define a

submanifold of the phase space. This is the primary constraint surface.
Suppose that the primary constraints can be divided into one set of independent constraints

ϕm, m “ 1, . . . ,M 1 with the rank of Bϕm1

BX being M 1 (X “ pq, pq) and some dependent constraints
ϕm̄ such that vanishing of all the ϕm1 implies the vanishing of all the ϕm̄.

In that case, we have two important results.

Theorem 59.13.
If a function G vanishes on the constraint surface ϕm “ 0, then there exists functions gm such that
G “ gmϕm.

Theorem 59.14.
If λkδqk ` µkδpk “ 0 for every variations δqk and δpk tangent to the constraint surface, then

λk “ um
Bϕm
Bqk (59.44)

µk “ um
Bϕm
Bpk (59.45)

for some functions um.

The tangent assumption means that

δϕm “ BϕmBqk δq
k ` BϕmBpk δpk “ 0.

Now the Hamilton equations with ϕm “ 0 are provided by the action

Spq, p, uq “
ż t2
t1

`
pk 9qk ´H ´ umϕm

˘
dt (59.46)EaHamSqpuintEaHamSqpuint

where the functions um are Lagrange multipliers. The equations of motion for p and u provide
expressions pk “ Pkpq, 9qq and um “ Umpq, 9qq in a purely algebraic way, so that one has a reduced
action

SLpqq “ Spq, P, Uq
which satisfies

δSL
δqk

“ δS

δqk
,

so that the variational principle for q are the same with SL as with the original S.
One can show that the equations of motion of the action (59.46) read

9F “ rF,Hs ` umrF, ϕms (59.47)EqdotFCrochetEqdotFCrochet

for any function F “ F pq, pq.
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59.2.4 Secondary constraints

For consistency, one can impose that the constraints are preserved in time: 9ϕm “ 0. Using the
evolution equation (59.47) on the function ϕm, one finds, for each m,

9ϕm “ rϕm, Hs ` unrϕm, ϕns

which are relations between q and p. In the case where that relation is independent of the ϕm, one
has a secondary constraint Xpp, qq “ 0 which has to be preserved with the time, so that

rX,Hs ` unrX,ϕns “ 0.

Once again, this is a relation between p and q.

59.3 Lie groupoids and algebroids

The reference for this section are [894, 895].
Let M be a manifold and A, a vector bundle over M . Let r., .s be a Lie algebra structure on A.

Then A becomes a Lie algebroid when we endow it by a homomorphism ρ : AÑ TM such that
DefAloidItemi

(1) it induces a Lie algebra homomorphism on the sections, i.e. a ρ : ΓpM,Aq Ñ ΓpTMq such
that ρrψ,φs “ rρpψq, ρpφqs,

(2) for all f P C8pMq and ψ,φ P ΓpM,Aq,

rfψ, φs “ f rψ,φs “ f rψ,φs ´ `
ρpφqf˘ψ. (59.48)DefAlgoidCondcDefAlgoidCondc

The map ρ is the anchor. In order to be more precise for item (1), the anchor function ρ : AÑ TM
induces the homomorphism ρ1 : ΓpAq Ñ ΓpTMq by formula

ρ1pψqpxq “ ρpψpxqq. (59.49)EqInduitAncraEqInduitAncra

We will omit the prime and simply write ρ for both functions.
The algebroid A admit standard coordinatesPgStandCoordpq, λq where q are coordinates on M and λ some

coordinates on the fibres (whose are vector spaces). These coordinates depends on a choice of a
local base ξ of sections of A: the set of sections tξipxqu is a basis of the fibre Ax for each x P M .
IN terms of these coordinates, the Lie algebra structure of A reads

rξi, ξjs “ cijkξk

where the cijk P C8pMq are the structure constant. In the same way, the anchor is given in terms
of functions aij P C8pMq by

ρpξiq “ aij
B
Bqj .

59.3.1 Example: tangent bundle TM

If we consider A “ TM , the anchor is ρ “ Id. Then formula (59.49) is ρpψqpxq “ ψpxq, and
the condition (59.48), with more familiar notations, reduces to

rfX, Y s “ f rX,Y s ´ pY fqX.

59.3.2 Example: a Lie algebra

Any Lie algebra G can be seen as an algebroid on a manifold M “ tpu is a manifold containing
only one point. In this case, any path in M is constant and the tangent space TM reduces to only
the zero vector. The identically vanishing map ρ : G Ñ TM is an anchor.
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59.3.3 Example: gauge algebroid

We consider the following principal bundle:

G // P

π
��
M

Let’s begin to give a structure of vector bundle on the quotient TP {G. What is clear is that TP
is a vector bundle p : TP ÑM . The action of G on TP is

Xξ · g “ dτgXξ

where τ : P Ñ P is the action. So the quotient TP {G is taken with respect to the equivalence
Xξ „ dτgXξ. Notice that Xξ P TξP and dτgXξ P Tξ· gP ; in fact in each class rXξs, there is one
and only one vector at each point of the fibre of ξ.

The differential dπ of the projection passes to quotient: dπpXξq “ dπpXξ · gq. It follows that
the next definition is correct:

dπ : TP {GÑ TM

dπrXξs “ dπXξ P TπpξqM.
(59.50)

Now let us study the sections ψ : M Ñ TP {G.

Lemma 59.15.
The sections of TP {G are the G-equivariant vector fields on P . (see definition 56.56.)

Proof. We consider the map L : ΓpM,TP {Gq Ñ ΓpP, TP q,
pLψqpξq “ ψpπpξqq|ξ

where, when q P TP {G, the symbol q|ξ denotes the element of TξP which belongs to q. In
particular, rXξs|ξ “ Xξ. The section Lψ is G-equivariant, i.e.

dτgpLψqpξq “ pLψqpξ· gq. (59.51)

Indeed, dτgXξ P rXξs, thus
dτg

“
ψpπξq‰|ξ P rψpπξqs X Tξ· gP,

and there is only one element which is
“
ψpπξq‰|ξ· g “ pLψqpξ· gq.

Now, taking dπ as anchor, this construction gives an algebroid structure to TP {G. In order to
prove that we have to prove that

rfψ, φs “ f rψ,φs ´ `
ρpφqf˘ψ

for any choice of sections ψ,φ : M Ñ TP {G and of function f : M Ñ R. Here we have

ρ : ΓpM,TP {Gq Ñ ΓpM,TMq
ρpψqpxq “ dπ

`
ψpxq˘. (59.52)

The first think to be remarked is that a good choice of local section a : M Ñ P and vector fields
X, Y P ΓpP, TP q on P , one can express ψ and φ under the form

ψpxq “ “pX ˝ aqpxq‰, φpxq “ “pY ˝ aqpxq‰ (59.53)EqXcorrapsiEqXcorrapsi

with the same a. On TP {G, we put the Lie bracket inherited from the one of TP :

rψ,φspxq “
”
rX,Y s ˝ apxq

ı
. (59.54)
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If X corresponds to ψ by (59.53), we have

pfψqpxq “
”
fpxqpX ˝ aqpxq

ı

“
”`pf ˝ ψqX˘`

apxq˘
ı
,

thus pf ˝ πqX corresponds to fψ in the sense of
´
pf ˝ πqX

¯
pξq “ fpπξqXpξq.

Then we have

rfψ, φspxq “
”“pf ˝ πqX,Y ‰ ˝ apxq

ı

“
”`pf ˝ πqrX,Y s ´ Y pf ˝ πqX˘ ˝ apxq

ı

“ “
fpxqrX,Y s ˝ apxq‰´ “

Y pf ˝ πqX ˝ apxq‰.

What lies in the bracket of the second term reads better under the form:
`
Y pf ˝ πqX˘ ˝ apxq “ Yapxqpf ˝ πqXapxq.

We want this thing to be equal to
´`
ρpφqf˘ψ

¯
pxq “ `

ρpφqpxqf˘ψpxq
“ dπ

`
φpxq˘f“pX ˝ aqpxq‰

“ dπ
“pY ˝ aqpxq‰f“pX ˝ aqpxq‰.

In the latter expression, pY ˝ aqpxq P TapxqP while dπ
“pY ˝ aqpxq

ı
P TxM . Since dπ : TP Ñ TM

fulfils dπpXξ · gq “ dπXξ, the differential of π passes to the classes (this is the reason for which
we chose it a anchor) and

dπrpY ˝ aqpxqs “ dπpY ˝ aq P TM.

It remains to be proved that
”`
Y pf ˝ πqX˘ ˝ apxq

ı
“ `

dπpY ˝ aqpxq˘f“pX ˝ aqpxq‰,

which is true because

Yapxqpf ˝ πq “ pY ˝ aqpxq
“ pdf ˝ dπqpY ˝ aqpxq
“ dπpY ˝ aqpxqf.

59.3.4 Poisson structure

Let us describe a Poisson structure on the dual A˚. For this, we put a Poisson bracket on
each Ax̊, x PM . Since the bracket only depends on differential, we just have to define it on affine
functions on the fibres. Two remarks: firstly, the functions which are constant on fibres can be
seen as functions on M and second, linear functions can be seen as sections of A because a linear
function on a vector space is equivalent to the data of a single vector. So let f, g : M Ñ R be two
functions and ψ,φ : M Ñ A be sections. The bracket on C8pA˚q is defined as

tf, gu “ 0, tf, ψu “ ρpψqf, tψ,φu “ rψ,φs. (59.55)
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59.4 Lagrangian formalism
Let A be a Lie algebroid on a manifold M and a function L : A Ñ R which we will call

Lagrangian. The Legendre mapping is the fibre derivative FL : AÑ A˚ given by

FLpaq P A˚
πpaq, FLpaqpbq “ dLapbq. (59.56)

More precisely, the differential of L at a P A is a map from TaA. In order to define FLpaq P A˚,
we begin to consider the restriction L|a of L to the fibre of a. The differential of L|a : Aπpaq Ñ R is

pdL|aqa : TaAπpaq Ñ R,

but the fibre Aπpaq is a vector space which can therefore be identified with its dual space. Then
we have

pdL|aqa P A˚
πpaq Ă A˚.

When one has a Lagrangian on A, one define the action as the function A : AÑ R,

Apvq “ xFLpvq, vy, (59.57)

i.e. the action of FLpvq P A˚
πpvq on v P Aπpvq. The energy is the function

E “ A´ L.
The Lagrangian L is a regular Lagrangian if FL is a local diffeomorphism. In this case, one can
bring the Poisson structure of A˚ on A. The resulting Poisson structure on A is the Lagrange-
Poisson structure. For this, we have to define tξ, ηu when ξ, η P C8pAq. The natural definition
is

tξ, ηuA :“ tFLpξq, FLpηquA˚ (59.58)

with the following definition of FLpξq P C8pA˚q:
FLpξqpωq “ ξpFL´1pωqq. (59.59)

The latter definition says that when ω P A˚
πpaq the element FL´1pωq is the element a such that

pdL|aqa “ ω (this is an equality in A˚
πpaq).

Since we have a Poisson structure, we can consider the Hamiltonian field (see definition (59.5))
corresponding to the energy function E : A Ñ R. This is a vector field on A. This field is the
Lagrangian vector field

In standard coordinates (see page 3365), the Lagrangian is a function pq, λq ÞÑ Lpq, λq. In
order to build FL, we first restrict F to a fibre; so L becomes a function λ ÞÑ Lpq0, λq and thus
the derivatives which appear in FL are

µi “ BL
Bλi .

Now we try to express the Poisson structure on A in the standard coordinates. Fist, qi is a function
on A which associates to one point the component i of its projection. If ω and η both belong to
Ax̊, the elements FL´1pωq and FL´1pηq both belongs to the same fibre Ax. Thus FLpqiq is a
function that is constant on the fibres. So

tqi, qju “ 0.

59.5 Groupoids
A set Γ is a groupoid when we consider some maps

— α, β : Γ Ñ Γ0 Ă Γ,
— m : Γ2 Ñ Γ where Γ2 “ tpx, yq P Γˆ Γ tel que βpyq “ αpxqqu,



59.5. GROUPOIDS 3369

— i : Γ Ñ Γ

such that

(1) mpx,mpy, zqq is defined if and only if mpmpx, yq, zq is defined, and in this case, they are
equal,

(2) mpβpxq, xq “ mpx, αpxqq “ x,
(3) mpx, ipxqq and mpipxq, xq are defined to be respectively equal to βpxq and αpxq.

Notice that the fact for mpx, yq to be defined means that αpxq “ βpxq. As notations and terminol-
ogy, we adopt the following conventions. The map i is the inversion, m is the multiplication and
is denoted by a dot: mpx, yq “ x· y. We also write ipxq “ i´1.

The first hypothesis is called associativity.

Lemma 59.16.
@x P Γ, we have

αpβpxqq “ βpxq (59.60a)
βpαpxqq “ αpxq. (59.60b)

Proof. From definition of a groupoid, βpxq·x “ x, so αpβpxqq “ βpxq. The other statement
comes in the same way.

Notice that the conclusion does not come from the equality βpxq·x “ x, but only from the
existence of the product βpxq·x.

Lemma 59.17.
If px, yq P Γ2, we have

βpx· yq “ βpxq (59.61a)
αpx· yq “ αpyq (59.61b)

Proof. Since px, yq P Γ2, one can write x· y. Using x “ βpxq·x, and associativity we find:

x· y “ `
βpxq·x

˘
· y “ βpxq· px· yq.

Existence of the last product implies αpβpxqq “ βpx·xq. Using the equality αpβpxqq “ βpxq, we
find the second relation. The first one is proven by the same:

x· y “ x·
`
y·αpyq˘ “ px· yq·αpxq.

Lemma 59.18.
For all x P Γ, we have

αpαpxqq “ αpxq (59.62a)
βpβpxqq “ βpxq. (59.62b)

Proof. Using formula x·αpxq “ x in itself, and using associativity,

px·αpxqq·αpxq “ x·
`
αpxq·αpxq˘ “ x.

The existence of the product αpxq·αpxq and the fact that β ˝ α “ α give the result.
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Lemma 59.19.
Let us mention the following other properties:

αpx´1q “ βpxq βpx´1q “ αpxq (59.63)
αpxq·αpxq “ αpxq βpxq·βpxq “ βpxq (59.64)

the simplification rule:

x· y1 “ x· y2 ñ y1 “ y2 (59.65)
x1 · y “ x2 · y ñ x1 ´ x2, (59.66)

and the corollary
px´1q´1 “ x. (59.67)

Proof. No proof.

Proposition 59.20.
The set Γ0 is the set of fixed points of α and β.

Proof. We proof that Γ0 “ tx P Γ tel que αpxq “ xu; the same is true for β. The definition
of Γ0 is to be the image of α. Let x P Γ0: there exists a y P Γ such that x “ αpyq. So
αpxq “ αpαpyqq “ αpyq “ x.

For the reciprocal, let x “ αpxq. Then x P Γ0 because x belongs to the image of α — for
instance, the image of itself.

59.5.1 Example: when Γ0 “ teu

Let us prove that in the case when Γ0 reduces to only one point teu, the groupoid Γ is a group
whose unit is e.

First, remark that for all x P Γ, we have αpxq “ βpxq “ e, so that Γ2 “ Γ and the multiplication
is everywhere defined. Associativity is not a problem. The map x ÞÑ ipxq is the inverse because
x· ipxq “ βpxq “ e and ipxq·x “ αpxq “ e. We also have x· e “ e·x “ x because e “ αpxq
and x·αpxq “ x.

59.5.2 Example: the null groupoid

A null groupoid is a groupoid in which Γ0 “ Γ. In this case, since Γ0 is the set of fix points
of α and β, we have

α “ β “ Id .
In order for x· y to exist, we need βpyq “ αpxq, which in the case of the null groupoid gives x “ y.
So the only products that are defined are

x·x “ x.

59.5.3 The case α “ β

The case α “ β regroup the two preceding cases. We will prove that for each u P Γ0, the set
α´1puq is a group with u as unit. Indeed let x, y P α´1puq; it is clear that x· y exists because
βpyq “ αpyq “ x “ αpxq. So the product is defined everywhere. Proof of the fact that u is the
unit is easy:

x·u “ x “ x·αpxq “ x

u·x “ βpxq·x “ x,

and

x· ipxq “ βpxq “ u

ipxq·x “ αpxq “ u.
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59.5.4 An example on a vector bundle

We consider a vector bundle π : E ÑM and

Γ0 “ tox tel que x PMu,
the set of the zero of each fibre. As groupoid law, we choose the addition in the fibres: when
πpvq “ πpwq, we define v·w “ v ` w, and as map α “ β, we naturally choose

αpvq “ βpvq “ ox

if v P Ex. In this case, α´1poq is the fibre of o which is a group for the addition.

59.5.5 Orbits

Let Γ be a groupoid and u P Γ0. The isotropy group of u is

Γu “ α´1puq X β´1puq
In order to prove that it is a group, remark that if x, y P Γu,

αpxq “ αpyq “ βpxq “ βpyq “ u,

in particular, x· y exists and Γu has a law. It is easy to prove that u is th unit.
Notice that βpα´1pxqq “ αpβ´1pxqq. Indeed if y P βpα´1pxqq, there exists a z such that

y “ βpzq and αpzq “ x. We have to find a z1 such that y “ αpz1q and βpz1q “ x. The element
z1 “ βpzq works.

The set βpα´1pxq “ αpβ´1pxqq is the orbit of Γ trough x.

Proposition 59.21.
The set of orbits of Γ is a partition of Γ0.

Proof. The proof is as easy as I want not to give you.

59.5.6 Morphism

If Γ and Γ1 are two groupoids, the map f : Γ Ñ Γ1 is a morphism if for each existing product
x· y in Γ, we have

fpxq· fpyq “ fpx· yq.
We see that automatically

β1pfpxqq· fpxq “ fpxq “ fpβpxq·xq “ fpβpxqq· fpxq;
so that the simplification rule gives

β1 ˝ f “ f ˝ β (59.68a)
α1 ˝ f “ f ˝ α. (59.68b)

59.6 Lie groupoid
A Lie groupoid is a (maybe non Hausdorff) manifold endowed with a groupoid structure such

that
(1) the set Γ0 is a Hausdorff manifold,
(2) the maps α and β are differentiable submersions,
(3) the multiplication m : Γ2 Ñ Γ is differentiable,
(4) the inversion xÑ x´1 is a diffeomorphism.
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Chapter 60

Hilbert spaces

References for Hilbert spaces are [896, 472].
Do you know what is normed, complete and yellow? Answer in the footnote 1.

60.1 Basis and orthonormal systems

A sesquilinear map map on a complex vector space V is a map p., .q : V ˆ V Ñ C such that

px` y, x1 ` y1q “ px, x1q ` px, y1q ` py, x1q ` py, y1q,
pλx, µyq “ λ̄µpx, yq.

DefBanchHilbertpre

Definition 60.1. (1) A Banach space is a complete and normed vector space.
(2) A pre-Hilbert is a complex vector space with an inner product
(3) An Hilbert space is a complex Banach space whose norm is induced from an inner product.

Equivalently, it is a pre-Hilbert space in which the topology is complete.

From a pre-Hilbert space, one can construct an Hilbert space by completion. The completion
of a pre-Hilbert space H0 is the set of all the Cauchy sequences in H0. It turns out that this set
is an Hilbert space. Points in H0 are identified with Cauchy sequences that converge in H0.

Remarque 60.2.
In some literature[897], a pre-Hilbert space is defined as a complex vector space endowed with a
sesquilinear positive form. That is a sesquilinear form such that xx, xy ě 0. In this case the map
x ÞÑ xx, xy1{2 is only a seminorm: there could be elements with vanishing norm.

If H0 is such a space, before to take its completion, we have to take its separation. The
separation is as follows. Let I “ tx P H0 tel que xx, xy “ 0u. The quotient space H{I is then a
pre-Hilbert in the sense of definition 60.1.

A subset S of a pre-Hilbert P is total if 0 is the only element in P to be orthogonal to each
element of S, in other words: xz|sy “ 0 for any s P P implies z “ 0.

PropCconvminiv

Proposition 60.3.
If C Ă H is a closed convex subset of the Hilbert space H and if v P H , there exists one and
only one cC P C such that

}v ´ vC} “ min
wPC }v ´ w},

i.e. vC minimizes the distance between v and C.

Proof. No proof.

1. A bananach space!

3373
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Proposition 60.4.
In the same setting that proposition 60.3, with the assumption that C is a vector subspace of H ,
we have v ´ vC P CK.

Proof. Let vC be the minimizer given by proposition 60.3; by definition for every w P C, the
distance between vC ` tw and v is bigger than the one between vC and v. In particular, the
derivative of }vc ` tw ´ v}2 with respect to t vanishes on t “ 0. A small computation provides

Re
`xv ´ vC , wy

˘ “ 0

for every w. Doing the same with iw, we find that the imaginary part of xv´ vC , wy vanishes too,
so that the proposition is proved.

We conclude that when C is a convex closed vector subspace of H , the latter accepts the
decomposition H “ C ‘ CK.

A sequence pxnq in a Hilbert space H is an orthonormal basis if
— xxi|xjy “ δij ,
— the sequence pnnq is total.
An Hilbert space H is separable if it posses a total sequence. The link between this and the

topological definition of separable is not completely easy. A first step is done in lemma 48.8.

Theorem 60.5.
An Hilbert space is separable if and only if it posses an orthonormal basis.

A classical but powerful theorem about orthonormal basis:

Theorem 60.6.
Let H be an infinite dimensional Hilbert space and a sequence pxnq in H . Then the following
propositions are equivalent:

(1) pxnq is an orthonormal basis,
(2)

ř8
k“1 |xx|xky|2 “ }x}2 for every x P H ,

(3)
ř8
k“1xxk|xy|xk “ x for every x P H .

We will sometimes denote by |ψy the vector ψ and xϕ| the form |ψy Ñ xϕ, ψy. This notation is
mainly used in the physics literature.

Let tvαu be a maximal orthogonal set in H , then each v P H can be written under the form

v “
ÿ

α

xvα, vyvα, (60.1)EqvsumvalphavmaxorthEqvsumvalphavmaxorth

and the norm is given by
}v}2 “

ÿ

α

|vα, v|2. (60.2)

Notice that the latter sum is absolutely convergent, while the first one is not. The sum in the
right hand side of (60.1) is unconditionally convergent. One says that a sum

ř
αPAXα “ X

unconditionally in a Banach space if @ϵ ą 0, there exists a finite subset F of A such that for every
finite subset F 1 containing F ,

}
ÿ

αPF 1

pXα ´Xq} ď ϵ.

That notion of convergence is the good one in Hilbert space where one does not always have
absolute convergence.

ThoRiesz

Theorem 60.7 (Riesz-Fisher).
If φ : H Ñ C is a continuous linear functional on H , there exists a vector w P H such that

φpvq “ xv, wy
for every v P H .
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Proof. First, remark that, because of continuity, kerφ is a closed subspace of H , so that H “
kerpφq‘kerpφqK. Let z be any non vanishing element of kerpφqK. In that case, the map v ÞÑ xz, vy
has the same kernel as φ. But we know that two linear maps with the same kernel are related by
a simple multiplication by a constant scalar. A rescaling of z by that scalar provides the answer
of the theorem.

In order to be complete, notice that the kernel of v ÞÑ xz, vy has codimension one in H because
the image has dimension one.

A more complete version of that theorem is 25.18.

60.2 Operators on Hilbert spaces
About spectral theory: [898].

DefVecteurTrace

Definition 60.8.
A vector v P H is a trace vector if the functional

T ÞÑ xv, Tvy (60.3)

is a trace (that is ωpT ˚T q “ ωpTT ˚q).
Definition 60.9.
An operator T : X Ñ Y between two Banach spaces is closed if for every sequence pxnq P DpT q
such that xn Ñ x P X and Txn Ñ y P Y we have x P Dpaq and Ax “ y.

PropoOpFermableLim

Proposition 60.10.
An operator admits a closure if and only of for every pair of sequences pxnq and pynq in DpT q with
lim xn “ lim yn “ x and such that Txn and Tyn converge we have limTxn “ limTyn.

In this case the closure of T is defined by Tx “ limTxn.

60.2.1 Adjoint, unitary and projection operator

Let a bounded operator T : H1 Ñ H2. We define the adjoint operator T ˚ : H2 Ñ H1 in the
following way. Let v2 P H2; we define

ϕ : H1 Ñ C

v1 ÞÑ xTv1, v2y. (60.4)

This is an element of H 1
1 , so that the Riesz’s theorem 60.7 produces an elemen ty P H1 such that

ϕpv1q “ xy, v1y (60.5)

for every v1 P H1. We define T ˚v2 to be that element.
DEFooERIYooIIRLuy

Definition 60.11.
In short, T ˚ is defined by the formula

xTv1, v2y “ xv1, T
˚v2y (60.6)

for every v1 P H1 and v2 P H2.
LemTTzepoT

Lemma 60.12.
If TT ˚ “ 0, then T “ 0.

Proof. The assumption makes that for every v P H ,

0 “ xA˚Av, vy “ xAv,Avy “ }Av}2. (60.7)

That proves that Av “ 0 for every v, or that A “ 0.

http://en.wikipedia.org/wiki/Closed_operator
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An operator such that T ˚T “ 1 is an isometry, but is not always invertible. An invertible
isometry is an unitary operator and fulfills U˚U “ 1 “ UU˚. A projection is an operator P
such that P “ P ˚ and P 2 “ P .

A partial isometry is a linear map W : V1 Ñ V2 between two vector spaces such that there
exists a closed subspace K1 Ă V1 with xWψ,Wϕy2 “ xψ, ϕy1 for all ψ, ϕ P K1 and W “ 0 on KK

1 .
The most immediate property is that W is unitary between K1 and WK1.

LemPartIsomCstar

Lemma 60.13.
The element A P A is a partial isometry between A and itself if and only if A˚A is a projection.

Proof. If we pose V1 “ V2 “ A in the definition of a partial isometry, the fact for p to be a
projection is the existence of K1 Ă A such that xpA, pBy “ xA,By for every A, B P K1. For such
a K1, we have p˚p “ Id |K1 and p|KK

1
“ 0.

60.2.2 Topology on space of continuous endomorphism
subsec_topomL

Let H be a Hilbert space and L the space of continuous endomorphism on H . The uniform
topology is the one of the norm T Ñ }T }; the strong topology is given by semi-norms T Ñ }Tξ}
(one semi-norm for each ξ P H ); the weak topology is given by semi-norms T Ñ |xTξ, ηy|.

For a sequence An P LpH q, we write An Ñ 0 in the sense of strong convergence in L if for
all neighbourhood V of 0, there exists a N P N such that An P V for all n ě N . A neighbourhood
of 0 is of the form

V “ tT P LpH q tel que sξpT q ă ϵu
with sξ, the strong semi-norm defined by ξ: sξpT q “ }Tξ}. So we have An Ñ 0 in the sense of
strong topology in LpH q if and only if for all ξ P H , }Anξ} Ñ 0.

60.2.3 Compact operators

Definition 60.14.
The adjoint A˚ of the operator A on a Hilbert space is defined by the property xAψ, ϕy “ xψ,A˚ϕy.
It defines an involution on BpBq. An element x in an involutive algebra A is hermitian if x˚ “ x.
In the case of A “ BpH q –the Banach space of the bounded operators on a Hilbert space H — we
say self-adjoint.

As usual notations, H denotes a Hilbert space, K the space of compact operators and B the
one of bounded operators. Let us recall some properties of compact operators. An operator is
compact when it can be norm approximated by operators of finite rank, more precisely, we define
the characteristic values of the operator T as

µnpT q “ inft}T ´R} where R is an operator of range ď nu (60.8)DefmuncaharacinfnDefmuncaharacinfn

Lemma 60.15.
The characteristic values µnpT q are the eigenvalues of the operator |T | “ pT ˚T q1{2 classified in
decreasing order with multiplicity.

We define σnptq “ řn
k“0 µkpT q. In the case of an infinitesimal of order 1, one has to expect a

divergence
σnpT q “ Oplnnq.

Following the lemma, we have µ0pT q ě µ1pT q ě ¨ ¨ ¨ . One says that the operator T is compact if
limnÑ8 µnpT q “ 0.

LemAstAcomAcomp

Lemma 60.16.
If A is an operator on H such that AA˚ is compact, then A is compact.

Proof. No proof.
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Proposition 60.17.
Let T be a compact operator on a Hilbert space H . Then

(1) The spectrum σpT q is discrete and has no limit point other than eventually zero,
(2) any non zero element in σpT q is eigenvalue of finite multiplicity.

Let us point out that a compact operator has no specially any eigenvalues.

Proposition 60.18.
Let T be a compact and self-adjoint operator on the Hilbert space H . There exists a complete
orthonormal basis tϕnunPN of H such that Tϕn “ λnϕn and λn Ñ 0 when nÑ8.

Proposition 60.19.
Let T be a compact operator on H . Then we have a (norm) uniform convergent expansion

T “
ÿ

ně0
µnpT qψnxϕi, .y.

where 0 ď µj`1pT q ď µjpT q and tψnunPN is orthogonal to tϕnunPN.

This proposition allows us to decompose T as

T “ U |T |
where |T | “ ?T ˚T . Hence the µnpT q are eigenvalues of |T | and

lim
nÑ8µnpT q “ 0

because |T | is compact and self-adjoint. The ϕn are the corresponding eigenvectors and

ψn “ Uϕn.

In this setting, we say that the µnpT q are the characteristic values of T . We have µ0pT q “ }T }.
Remarkpg_char_inv_Uthat the characteristic values µnpT q are invariant under T Ñ UT when U is unitary.

Indeed if µ is eigenvalue of T ˚T with eigenvector ψ, then U˚ψ is eigenvector of U˚TU with the
same eigenvalue µ.

Proposition 60.20.
The operator T is compact if and only if for all ϵ ą 0, there exists a finite dimensional subspace
E Ă H such that

}T }EK ď ϵ.
prop_comp_ini

LemAmtuBcompaBcm

Lemma 60.21.
Let A be a compact operator. If B is an invertible operator such that pA ` 1qB is compact, then
B is compact.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 60.22
The proof is mine; without guarantee.

Proof. Suppose that B is not compact. There exists a σ ą 0 such that for every finite dimensional
subspace G, we have

sup
xPGK

}x}“1

}Bx} ą σ. (60.9)

Let ϵ ą 0. Since A is compact, there exists a finite dimensional subspace F such that }A}FK ă ϵ.
For x P FK, have ››pA` 1qx›› ě

ˇ̌
ˇ}Ax} ´ }x}

ˇ̌
ˇ “ 1´ }Ax} ě 1´ ϵ, (60.10)
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so that
inf
xPFK

}x}“1

}pA` 1qx} ě 1´ ϵ. (60.11)

In the same way from compactness of pA`1qB, there exists a finite dimensional subspace E such
that

sup
xPEK

}x}“1

}pA` 1qBx} ď ϵ. (60.12)

Using these properties,

ϵ ě sup
xPEK

}x}“1

}pA` 1qx} ě sup
xPEK

BxPFK

}x}“1

}pA` 1qx}

“ sup
yPFK

B´1yPEK

σă}y}ă}B
EK }

}pA` 1qy}

ě inf
yPFK

B´1yPEK

σă}y}ă}B
EK }

}pA` 1qy}

ě inf
yPFK

σă}y}ă}B
EK }

}pA` 1qy}

ě inf
yPFK

}y}“σ
}pA` 1qy}

ě σp1´ ϵq.

(60.13)

It is now sufficient to choose ϵ is such a way that ϵ
1´ϵ ă σ in order to get a contradiction.

Theorem 60.23 (Spectral theorem).
If T is a compact self-adjoint operator on the Hilbert space H , then there exists an orthogonal
basis of H of eigenvectors of T . The eigenvalues are moreover real and the sequence converges to
zero.

Proof. No proof.

Proposition 60.24.
Two other characterisations of compact operators:

(1) the operator T is compact if and only if it is the limit (for the operator norm) of finite rank
operators,

(2) if T is an operator over L2pXq and if T can be written under the form

pTfqpxq “
ż

X
kpx, yqfpyqdy,

where k is a square summable function on X ˆX, then T is compact. Such an operator is
said to be Hilbert-Schmidt, and every compact operators over L2pXq are not of that form.

Let T be a bounded operator on H . The singular values of T are defined by

µjpT q “ inf
dimpV q“j

sup
vKV

}Tv}
}v} . (60.14)

The first singular value gives the operator norm: µ0pT q “ }T }.
Proposition 60.25.
The operator T is compact if and only if limjÑ8 µjpT q “ 0.
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Lemmulamequ

Lemma 60.26.
If T is a positive 2 compact operator and if pλjq is the sequence of eigenvalues sorted in decreasing
order with multiplicity, then

µjpT q “ λjpT q (60.15)
to the condition that the eigenvalues are numbered from λ0 instead of λ1.

LemIneqscmpborn

Lemma 60.27.
If T1 and T2 are two compact operators and if S is a bounded operator, then

µjpT1 ` T2q ď µjpT1q ` µjpT2q ď µ2jpT1 ` T2q
µjpST q ď }S}µjpT q
µjpTSq ď }S}µjpT q.

Proof. No proof.

Let H be an Hilbert space and BpH q be the set of bounded operators over H . The trace
class operator ideal is

L 1pH q “ tT P BpH q tel que
ÿ
µjpT q ă 8u. (60.16)

Such an operator is always compact and the inequalities of lemma 60.27 assure that L 1 is an ideal.
An interesting property is that L 1 is not norm-closed, actually its norm closure is the full

BpH q.
From definition of singular values, if tv1, ¨ ¨ ¨ , vnu is any orthogonal set in H , then

Nÿ

j“0
|xvj , T vjy| ď

Nÿ

j“0
µjpT q. (60.17)EqineqstrdavEqineqstrdav

So we can give the definition of a trace. If T P L 1, the trace is given by

TrpT q “
8ÿ

j“1
xvj , T vjy (60.18)

where tvju is any orthonormal basis of H . The relation (60.17) makes the sum absolutely conver-
gent and the independent on the choice of basis, as can see by replacing vj by Ajivi and using the
fact that pAtqljAjk “ δlk.

An interesting property of the trace is

TrpST q “ TrpTSq (60.19)

whenever S P BpH q and T P L 1pH q.

60.2.4 Hilbert-Schmidt operators

If S and T are Hilbert-Schmidt operators, one can show that ST is a trace class operator. An
operator T over L2pXq is Hilbert-Schmidt if and only if

ř
µjpT q2 ă 8.

Lemma 60.28.
Let M be a closed manifold endowed with a smooth measure. If k P C8pMq, then the operator
defined by

pTfqpxq “
ż

M
kpx, yqfpyqdy

is a trace class operator and we have

TrpT q “
ż

M
kpx, xqdx. (60.20)

2. Notice that, for a positive operator, xTv, vy ě 0, so that T is self-adjoint too.
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60.2.5 The Schatten-von Neumann ideal

The Schatten-von Neumann ideal is the set

L ppH q “ tcompact operator T tel que
8ÿ

n“0
µnpT qp ă 8u

Interesting properties of this set (including the fact that it is an ideal) are proven by virtue of
Hölder inequality: when p and q are reals such that 1

p ` 1
q “ 1, we have

ÿ

k

|uk||vk| ď
´ÿ

k

|uk|p
¯1{p´ÿ

k

|vk|q
¯1{q

. (60.21)

There also exists an integral version:
ż
|fg| ď

´ ż
|f |p

¯1{p´ ż |g|q
¯1{q

. (60.22)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 60.29
We should find a precise statement with precise hypothesis for that inequality.

One can prove that when
řk
j“1

1
pj
“ 1

q , we have

L p1L p2 . . .L pk Ă L q. (60.23)EqPropLLLsvnEqPropLLLsvn

Lemma 60.30.
The space L qpH q is a left ideal.

Proof. Let T P L qpH q: ř
n µnpT qq ă 8. If a is an other linear operator on H , µnpaT q “

inft}aT ´R} ; RankpRq ď nu “ inft}aT ´aR}; RankpRq ď nu because RankpaRq and Rankpa´1Rq
are always lower than RankpT q. Thus µn ď inft}a}}T ´R}; RankpRq ď nu “ }a}µnpT q.

The trace of an operator is defined on T P L pH q by

TrpT q “
ÿ

n

xTξn, ξny (60.24)

where ξn runs over an orthonormal basis. One can prove that TrpT q does not depend on the choice
of this basis.

Proposition 60.31.
When T is compact and positive, on has

TrpT q “
ÿ

n

µnpT q.

Proof. No proof.

I found the following definitions in [899].

Definition 60.32.
A sesquilinear form q on an Hilbert space H is symmetric if qpu, vq “ qpv, uq or, equivalently, if
qpu, uq P R for every u, v P Dompqq. It is positive if qpuq “ qpu, uq ě 0 for every u P Dompqq.

The space Dompqq is endowed by the inner product

xu, vyq “ xu, vyH ` qpu, vq. (60.25)EqInnerProdqDomainsqEqInnerProdqDomainsq

Most of time, when we speak about topology on Dompqq, we are speaking about the topology of
that norm. The form q is closed is Dompqq is complete (for the topology of the inner product
(60.25)). In that case, Dompqq is itself an Hilbert space.
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DefFormCoreDomq

Definition 60.33.
A set D Ă Dompqq which is q-norm-dense in Dompqq is a form core for q.

Definition 60.34.
Consider the algebra of bounded operators on an Hilbert space H . Let SpecpT q be the spectrum of
T .

The point spectrum of T , SpecP pT q, is the set of eigenvalues. This is the set of λ P C such
that T ´ λ1 is not injective.

The continuous spectrum, SpecCpT q, is the subset of its spectrum given by the values λ such
that T ´ λ1 is injective but for which the image of T ´ λ1 is a dense proper subspace of H .

The residual spectrum, SpecRpT q, is the part of the spectrum that remains. So λ P SpecRpT q
if T ´ λ1 is injective and the closure ImagepT ´ λ1q is a proper subspace of H .

60.2.6 Normal operators on Hilbert space

Many properties of normal operators can be found in [898].
DefFQFKZbB

Definition 60.35.
An operator T on an Hilbert space is said to be normal if T ˚T “ TT ˚

In the setting of C˚-algebras we will define the same kind of normal element, see definition 72.19.

Proposition 60.36.
If T is a bounded normal operator then T ´ λ1 is a bounded normal operator for every λ P C.

Proof. An immediate computation shows that pT ´λ1qpT ˚´ λ̄1q “ pT ˚´ λ̄1qpT ´λ1q, so T ´λ1
is normal. In order to see that T ´ λ1 is bounded,

}T ´ λ1} “ sup
hPH

}Th´ λh}
}h} (60.26a)

ď sup
hPH

}Th} ` |λ|}h}
}h} (60.26b)

ď sup
hPH

}Th}
}h} ` |λ| (60.26c)

“ }T } ` |λ|. (60.26d)

The last line is bounded because T is bounded.
PropoCartactNormal

Proposition 60.37.
An operator T is normal if and only if }Tx} “ }T ˚x} for every x P H .

Proposition 60.38.
If T is diagonalizable by an unitary operator, then it is normal.

Proof. Let U be unitary and D be diagonal such that

UTU˚ “ D. (60.27)

Then we have pUTU˚qpUTU˚q˚ “ DD˚ and thus

UTT ˚U˚ “ DD˚. (60.28)

In the same time,
DD˚ “ D˚D “ UT ˚TU˚, (60.29)

so we have UTT ˚U˚ “ UT ˚TU˚ and then TT ˚ “ T ˚T because U and U˚ are invertible.
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Proposition 60.39.
If T is normal and bounded, the residual spectrum SpecRpT q is empty.

Proof. See [898] at page 20.

Proposition 60.40.
For a normal operator we have

}T } “ rpT q (60.30)

where rpT q is the spectral radius of T .

Proof. A proof is available on wikipedia.

Proposition 60.41.
If T is a normal operator and if λ is an eigenvalue of T , then λ̄ is an eigenvalue of T ˚ for the
same eigenvector.

Proof. If v is eigenvector of T for the eigenvalue λ, using proposition 60.37 on the normal operator
T ´ λ1 we have

0 “ }pT ´ λ1qv} “ }pT ´ λ1q˚v}. (60.31)

Thus pT ˚ ´ λ̄1qv “ 0 and v is eigenvector of T ˚ for the eigenvalue λ̄.

60.3 Spectral theory on Banach algebras
Sec_SpecBanachDefInvolutionALge

Definition 60.42.
An involution on an algebra A is a R-linear map ˚ : AÑ A which fulfils

A˚˚ “ A, (60.32a)
pABq˚ “ B˚A˚ (60.32b)
pλAq˚ “ λA˚ (60.32c)

where λ is any complex number. An algebra endowed with an involution is a ˚-algebra.

Remarque 60.43.
In the setting of Hopf algebras, we do not require A˚˚ “ A. In that we follow [857]; see subsec-
tion 54.6.4.

Definition 60.44.
The operator norm of a linear map A : B Ñ B on a Banach space is

}A} “ sup
}v}“1

}Av} P R.

The operator A is bounded if its norm is finite. def:normappl

A classical result is

Proposition 60.45.
A linear operator on a Banach space is bounded if and only if it is continuous.prop:cont_born

Proposition 60.46.
The space BpBq of bounded operators on the Banach space B endowed with the norm operator is
a Banach space.

The norm of a functional is defined by

}ρ} :“ supt|ρpvq| : v P B, }v} “ 1u
It is the smallest c that can be used in the definition of the continuity.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Endomorphisme_normal
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We denote by B˚ the dual of the Banach space B. It is the set of all the functionals on B and
it is itself a Banach space.

tho:hahnBanach

Theorem 60.47 (Hahn-Banach).
Any functional defined on a linear subspace B0 of B can be extended to a functional of same norm
defined on the whole B. In particular, if ρpvq “ 0 for all ρ P B˚, then v “ 0.

The set of self-adjoint operators of a C˚-algebra A is written as

AR “ tA P A tel que A˚ “ Au.

As notation, we denotes by GpAq the set of invertible elements of A:

GpAq :“ tA P A|A´1 existsu

Lemma 60.48.
A Banach ˚-algebra with }A}2 ď }A˚A} for all A is a C˚-algebra.lem:STARAlC

Proof. The definition is that a C˚-algebra is a Banach ˚-algebra such that }A˚A} “ }A}2, then we
have to show that if A belongs to a Banach ˚-algebra, then }A}2 ď }A˚A} implies }A}2 “ }A˚A}.
In a Banach algebra, }A}2 ď }A˚A} ď }A˚}}A} so that }A} ď }A˚}. The same with A˚ instead of
A gives the inverse inequality. Then }A} “ }A˚}.
Definition 60.49.
An unit A is an element 1 such that }1} “ 1 and 1A “ A1 “ A for all A P A. A Banach algebra
which contains an unit is unital. When z P C, we often write z instead of z1.

Note that in a C˚-algebra, the definition of an unit don’t impose the norm because definition
of a C˚-algebra applied to A “ 1 automatically gives }1} “ 1.

Let A be a Banach algebra without unit. We define A1 :“ A‘C with the notation A` λ1 for
pA,1q. We enforce an algebra structure on this set following the natural way:

pA` λ1qpB ` µ1q :“ AB ` λB ` µA` λµ1,

in other terms, 1 P C is assimilated to the 1 of A1. The norm on A1 is defined by

}pA` λ1qpB ` µ1q} ď }pA` λ1q}}pB ` µ1q|

So A1 becomes an unital Banach algebra. We have the following:

Proposition 60.50.
For each Banach algebra without unit, there exists an unital Banach algebra A1 and an isometric
morphism AÑ A1 such that A1

A » C.

Note that such an unitization of a Banach algebra is not unique see page 3645 and [472] page
16 and proposition 2.4.6.

60.4 Spectral theorem and some consequences
pg_spectralthe

60.4.1 Spectrum

It is well know that a norm on a set gives rise to a topology. A normed vector space which is
complete in the norm topology a Banach space. A Banach algebra is a Banach space equipped
with an algebra structure such that

}AB} ď }A}B} (60.33)eq:normBanacheq:normBanach

for all A,B in the algebra. def_banach
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def:fonctionelle

Definition 60.51.
A functional on a Banach space A is a continuous linear map ρ : AÑ C.

We say that ρ is continuous when there exists c P R such that @v P A, |ρpvq| ď c}v}. We
recall that, for linear maps, continuity is equivalent to boundedness. In fact we have the following
[900].

Proposition 60.52.
For a map ρ : H1 Ñ H2 between two Hilbert space, the following are equivalent:

(1) ρ is continuous at 0,
(2) ρ is continuous,
(3) ρ is bounded.

Definition 60.53.
Let A be an unital Banach algebra. The resolvent of an element A P A is

ρpAq “ tz P C tel que pA´ z1q´1exists as two-sided inverseu. (60.34)

The spectrum σpAq, or SpecpAq, is the complement of ρpAq in C:

SpecpAq “ tλ P C tel que pA´ λq is not invertible in the algebrau. (60.35)

The spectrum of A is sometimes written σpAq.
Notice that in an algebra of polynomials, the spectrum of an element is is almost always C.

The spectral radius of A P A is
rpAq “ sup

zPSpecpAq
|z|. (60.36)

def:spectreIn the finite dimensional case, the spectrum is equal to the set of eigenvalues.

Remarque 60.54.
When A has no unit, the spectrum and the resolvent are defined by considering the unitization
A1 :“ A‘C instead of A.

60.4.2 Note about operator algebras

This subsection comes from wikipedia. Read it for more informations.
In this subsection we consider an algebra of operators on H. We say that λ is an eigenvalue

of A if there exists h P H such that
Ah “ λh. (60.37)

This implies that λ belongs to the spectrum of A. The contrary is in general not true. If for instance
we consider the algebra of bounded operators on H, it can happen that A ´ λ1 is invertible but
with non bounded inverse. In this case, λ belongs to the spectrum (because A´λ1 is not invertible
in the algebra) but is not an eigenvalue.

The set of eigenvalues is called the pure point spectrum. This is in general a part of the
spectrum.

An operator A P BpH q is positive if xAv, vy ě 0 for every v P H . Notice that A˚A is positive
for every operator A because xA˚Av, vy “ xAv,Avy “ }Av}2 ě 0. We will see in theorem 72.31
that, in the case of unital C˚-algebra, all the positive elements are of that form.

60.4.3 Spectrum: next steps

Lemma 60.55.
The spectrum of a self-adjoint operator is a compact subset of R`.

http://en.wikipedia.org/wiki/Decomposition_of_spectrum_%28functional_analysis%29
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lem:cv_Ak

Lemma 60.56 ([472]).
Let A be an unital Banach algebra, and A P A. Then the formula

lim
NÑ8

Nÿ

k“0
Ak “ p1´Aq´1 (60.38)

holds if }A} ă 1,. As a consequence, pA´ z1q´1 exists when |z| ą }A}.
Proof. Since A is complete, it is sufficient for convergence to prove the fact that the sequence of
partial sums is Cauchy. Suppose n ą m and compute:

}
nÿ

k“0
Ak ´

mÿ

k“0
Ak} “ }

nÿ

k“m`1
Ak} ď

nÿ

k“m`1
}Ak} ď

nÿ

k“m`1
}A}k.

The last inequality comes from the fact that }AB} ď }A}}B}. From the theory of the geometric
series, we know that the last sum converges to zero when n,m Ñ 8 because }A} ă 1. Thenř8
k“0A

k P A. Remains to check that this is the inverse of p1´Aq:
nÿ

k“0
Akp1´Aq “

nÿ

k“0
pAk ´Ak`1q “ 1´An`1,

so
}1´

nÿ

k“0
Akp1´Aq} “ }An`1} ď }A}n`1.

Since }A} ă 1, the limit n Ñ 8 of the right hand side is zero. The conclusion is that
ř8
k“0A

k

is a left inverse of p1 ´ Aq. The same shows that is is also a right inverse. This proves the first
statement. The second is immediate by working with A{z instead of A.

Lemma 60.57.
The set of invertible elements

GpAq :“ tA P A : A´1 existsu
is open in A

lem:G_ouvert

Proof. Let us consider a A P GpAq and B P A such that }B} ă }A´1}´1. By definition 60.4.1,
we have }A´1B} ď }A´1}}B} ă 1. Thus A ` B “ Ap1 ` A´1Bq has an inverse because A and
p1`A´1Bq have both an inverse (}A´1B} ă 1 and lemma 60.56).

Thus, when A has an inverse, the element A ` B also has a one when }B} is not too big. In
other words: any C P A such that }A´ C} ă ϵ is in GpAq when ϵ ď }A´1}´1.

Now we can prove a great and fundamental theorem.
ThoSpecBanach

Theorem 60.58.
For any Banach algebra A and any element A P A, the spectrum σpAq is

ItemThoSpecBanachi

(1) a subset of tz P C : |z| ď }A}u,
(2) compact,
(3) non empty

tho:prop_sigma

Proof. If A has no unit, we can add one and then one can suppose A to be unital.
The first point is contained in lemma 60.56. Thus it is bounded and, in order to prove that it

is compact, we only need to prove that it is closed.
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We consider the map f : C Ñ A , fpzq “ z1 ´ A. Clearly, }fpz ` δq ´ fpzq} “ δ, then f is
continuous 3. Since GpAq is open by the lemma 60.4.3, continuity makes f´1pGpAqq open in C.
But this set is exactly the set of z P C such that z ´ A has an inverse: ρpAq. The complement
σpAq is thus closed and therefore compact.

Now we show that σpAq is non-empty. For this, we begin by defining g : ρpAq Ñ A, gpzq :“
pz ´ Aq´1 (which is well defined by definition of ρpAq). Now, pick a z0 P ρpAq and a z P C such
that

|z ´ z0| ă }pA´ z0q´1}´1.

Since ρpAq is open, we can choose z P ρpAq. Note that pz0 ´ Aq´1 is a two-sided inverse because
z0 P ρpAq. Since }pz0 ´ zqpz0 ´ Aq´1} “ |z0 ´ z|}pz0 ´ Aq´1} ă 1, lemma 60.56 assures the
convergence and makes sense to the following computation:

1
z0 ´A

8ÿ

k“0
p z0 ´ z
z0 ´Aq

k “ pz0 ´Aq´1 `rpz0 ´Aq ´ pz0 ´ zqspz0 ´Aq´1˘´1

“ pz ´Aq´1

“ gpzq.

(60.39)

Then gpzq “ ř8
k“0pz0 ´ zqkpz0 ´Aqk´1 is a norm-converging power series with respect to z. Now,

assume z ‰ 0. We have gpzq “ z´1p1´A{zq´1, then

}gpzq} “ |z|´1}p1´A{zq´1} Ñ 0 (60.40)eq:cv_de_geq:cv_de_g

when z Ñ8.
Let us now consider a functional ρ P A˚. Recall that, by definition, it is bounded, and define

gρ : CÑ C, gρpzq :“ ρpgpzqq. The limit (60.40) makes

lim
zÑ8 |gρpzq| ď lim

zÑ8 c}gpzq} “ 0

where c is the constant of definition 60.51. Then

lim
zÑ8 gρpzq “ 0. (60.41)eq:limite_g_rhoeq:limite_g_rho

Because limzÑ8 |ρgpzq| ď limzÑ8 }gpzq} “ 0.
Suppose that σpAq “ ∅, or ρpAq “ C; the function g is then defined on the whole C. More

precisely, gρ is an analytic complex function whose vanishes at infinity, then Liouville’s theorem
makes it constant 4. Due to equation (60.41), for every functional ρ,

ρ
`
gpzq˘ “ 0 @z P C.

This yields gpzq “ 0 for any z in C, but it is not possible. Thus we are leads to ρpAq ‰ C and
thus σpAq ‰ ∅.

Theorem 60.59.
The spectrum of any element in a Banach algebra is

(1) non empty,
(2) compact.

Proof. Let A be a Banach algebra and A P A, and define rλ “ pA´ λq´1. Formally, we have

rλ “ ´λ´1
ˆ

1´ A

λ

˙´1
“ ´λ´1

ˆ
1` A

λ
` A2

λ2 ` . . .
˙
.

We have to study in which case does that expansion make sense, and check that it actually is an
inverse of pA´ λq.

3. We consider the topology induced by the metric.
4. As far as I remember, holomorphic equals analytic.
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When |λ| ą }A}, that series is absolutely convergent thanks to the condition (60.33), and one
can check that it is an inverse. We conclude that, when |λ| ą }A}, the expression pA ´ λq is
invertible.

Now, the algebraic identity a´1´ b´1 “ a´1pb´ aqb´1 reads rλ´ rµ “ rλpλ´µqrµ, from which
we deduce an expression for rλ in terms of rλ and rµ:

rλ “ rµ ` rλpλ´ µqrµ.
If one substitutes that expression into itself, we find rλ “ rµ` rµpλ´µqrµ` rλpλ´µqrµpλ´µqrµ.
Making the same again and again provides the following expansion:

rλ “ rµ ` pλ´ µqr2
µ ` pλ´ µq2r3

µ ` . . . (60.42)EqDevrllambuEqDevrllambu

So if rµ exists (i.e. µ R SpecpAq), we want to define rλ by that formula. Now, if |λ ´ µ|}rµ} ă 1,
then λ R SpecpAq because formula (60.42) actually works. That proves that the set Cz SpecpAq is
open, and then that SpecpAq is closed. Since it is bounded too, we conclude that, being a part of
C2, the set SpecpAq is compact.

Let us now prove that the map λ ÞÑ rλ is continuous. Indeed, consider rλ ´ rµj, and compute
the difference using the series (60.42). One sees that it converges to 0 when λÑ µ. We know that
pA ´ λq is invertible when |λ| ą }A}, so that it makes sense to compute the limit of }rλ} when λ
goes to infinity. The limit of }rλ} when λÑ 0 is 0. The map λ ÞÑ rλ is a differentiable map over
C and must then be constant, so that it must be zero everywhere, because its limit is zero.

We deduce that SpecpAq ‰ H.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 60.60
Some questions to be elucidated:

— In order to prove that }rλ} Ñ 0 when λÑ8, one has to say that the norm of rλ is the invert
of the one of pA´ λq, and that the latter goes to infinity when λ goes to infinity.

— The lase deduction is not clear at all, but it is done in greater details in theorem 60.58. To
be merged.

Corollary 60.61 (Theorem of Gelfand-Mazur).
If all elements (except zero) of an unital Banach algebra A are invertible, thus A » C as Banach
algebras. cor:GelfandMazur

Proof. We just saw that σpAq ‰ H, thus for all non-zero element A P A, there exists a zA P C such
that A ´ zA1 is not invertible. From assumption, A ´ zA1 “ 0, so that A Ñ zA is the expected
isomorphism. Since }A} “ }zA1} “ |zA|, this isomorphism is isometric.

As a corollary, we have that
rpAq ď }A}. (60.43)

The following version of the spectral theorem is known as the continuous functional calculus.
ThoSpectralTho

Theorem 60.62 (First version of the spectral theorem).
Let H be an Hilbert space, and T P BpH q. If T is self-adjoint, there is an algebra isomorphism

C˚pT,1q »ÝÑ C
`

SpecpT q˘

which maps T to the identity function. That isomorphism is unique and continuous from the norm
topology to the topology of uniform convergence. If we denote by fpT q the image of f P C` SpecpT q˘
by the isomorphism, we have the following properties

(1) fp1q “ Id,
(2) fpT q˚ “ fpT q,
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(3) }fpT q} “ }f} “ supt|fpxq|, x P SpecpT qu,
ItemSpecffSpecThoSpectral

(4) Spec
`
fpT q˘ “ f

`
SpecpT q˘,

(5) fpT q ě 0 if and only if f ě 0.

The map f ÞÑ fpT q is the continuous functional calculus.

Proof. We recall that, by theorem 60.58, the set SpecpT q is non empty and compact.
For the second claim, first suppose that dim H is finite. Then there exists an orthonormal

basis tv1, . . . , vnu such that Tvj “ λjvj , and SpecpT q “ tλ1, . . . , λnu. Define fpT qvj “ fpλjqvj .
Properties of that map are easy to prove.

In the infinite dimensional case, the proof is again to build an orthonormal basis of eigenvectors
of T . We refer to [896, 472] for a proof.

Corollary 60.63.
Every positive operator has an unique positive square root.

Proof. Let A ě 0 and B P C˚pA,1q be the element associated with the square root function on
C
`

SpecpAqq by the spectral theorem. Then B2 “ A because the correspondence is a morphism and
A correspond to the identity. The fact that B is positive comes from the fact that B “ ` 4?A˘2.

Taking the square root of the positive operator T ˚T , we define the absolute value of the
operator T by

|T | “ ?T ˚T . (60.44)EqAbsValTEqAbsValT

LemkerTkersqrtT

Lemma 60.64.
We have

kerpT q “ ker
`?
T ˚T

˘
,

for every T P BpH q.
Proof. Taking the adjoint term by term in the development of fptq “ ?t, we see that

´
pT ˚T q1{2

¯˚ “ pT ˚T q1{2,

then a vector v P kerpT q satisfies

0 “ xTv, Tvy “ xv, T ˚Tvy “ xv,?T ˚T
?
T ˚Tvy “ x?T ˚Tv,

?
T ˚Tvy,

which means that v P ker
`?
T ˚T

˘
.

Lemma 60.65.
Let p be a polynomial on C, if we define

ppσpAqq :“ tppzq : z P σp1qu,
then we have ppσpAqq “ σpppAqq. lem:sigma_poly

Proof. Let us consider z, α P C and write the factorisations:

ppzq ´ α “ c
nź

i“1
pz ´ βipαqq (60.45a)eq:prod_1eq:prod_1

ppAq ´ α1 “ c
nź

i“1
pA´ βipαq1q, (60.45b)eq:prod_2eq:prod_2

where –of course– c and βi are determined by p and α.
Now, particularise to α P ρpppAqq: ppAq ´ α1 is invertible and thus each of A´ βipαq1 is too.

In other words (taking the complement) α P σpppAqq implies that at least one out of A´βipαq1 is
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not invertible: βipαq P σpAq for one of the i. On the other hand, by definition ppβiq ´ α “ 0, then
α P ppσpAqq. All in all, we have shown that σpppAqq Ă ppσpAqq.

For the inverse inclusion, take α P ppσpAqq, i.e. α “ ppzq for some z P σpAq. In this case the
product (60.45a) is zero and thus z is one of the βipzq. For this i, βipαq P σpAq, then A´ βipαq is
non-invertible. By (60.45b), ppAq ´ α1 is also non-invertible, and thus α P σpppAqq.

LemPolarHilbert

Lemma 60.66 (Polar decomposition).
Every operator A P BpH q has a polar decomposition A “ U |A| where |A| “ ?A˚A and U is a
partial isometry with the same kernel as A.

See [472] for a proof. A version of this decomposition in von Neumann algebras is given in
proposition 74.10. The operator

?
A˚A is defined by means of the spectral theorem 60.62, see

equation (60.44).
The partial isometry U is sometimes called the sign of A because when it is selfadjoint, it is

the operator associated with the sign function by the continuous functional calculus. Indeed, let

φA : C
`

SpecpAq˘Ñ C˚pA,1q (60.46)

be the isomorphism. We denote by A1 the restriction of A to the space kerpAqK and Sign the sign
function. This is a continuous function on SpecpA1q, thus we can speak about φA1pSignq. The
identity on SpecpA1q Ă R can be expressed as

Idpxq “ Signpxq|x| “ Signpxq?x˚x, (60.47)

so that we have φA1pIdq “ φA1pSignq ˝apA1q˚A1. Thus we have the decomposition

A1 “ SignpA1q ˝ |A1|. (60.48)EqPolarSSKerSignEqPolarSSKerSign

The operator SignpA1q is a partial isometry of kerpAqK because

SignpA1qSignpA1q˚ “ φA1pSignqφA1pSignq “ φA1p1q “ Id . (60.49)
prop:cv_lim_sup

Proposition 60.67.
If pakq is a sequence in R such that there exists a a P R for which for any k P N,

lim sup
nÑ8

an ď a ď ak

then pakq admits a limit and limnÑ8 ak “ a.

Proposition 60.68.
Let A be an unital Banach algebra, the spectral radius is given by the formula

rpAq “ lim
nÑ8 }A

n}1{n. (60.50)

prop:An_usnfor every A P A.

Proof. Lemma 60.56 says that when |z| ą }A}, the operator pA´ zAq´1 exists. Let us once again
consider the function g. From the lemma,

1
z

8ÿ

k“0

ˆ
A

z

˙k
“ 1
z

ˆ
1´ A

z

˙´1
“ pz ´Aq´1 “ gpzq (60.51)

On the other hand, for any z P ρpAq, one can find an element z0 P ρpAq such that

gpzq “
8ÿ

k“0
pz0 ´ zqkpz0 ´Aqk´1
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converges. If |z| ą rpAq, then z P ρpAq and then this series converges. But in the interior of the
convergence disk, a power series converges uniformly. Then

gpzq “ 1
z

8ÿ

k“0

ˆ
A

z

˙k

uniformly converges with respect to z when |z| ą rpAq.
On the other hand, classical analysis makes this series norm-convergent only if }A}n{}z}n from

a certain large n. Since }An} ď }A}n, one can say:
@|z| ą rpAq, DN such that n ą N implies

}An}
|z|n ă 1.

Of course, the choice of N relies on z. A consequence of this:

lim sup
nÑ8

}An}
|z|n ă 1

Replacing, ă by ď, one can replace |z| by rpAq; this yields

lim sup
nÑ8

}An}1{n ď rpAq. (60.52)

Now, we show that for any n, rpAq ď }An}1{n, so that proposition 60.67 concludes our proof.
Since σpAq is closed (theorem 60.4.3), there exists an element α P σpAq such that |α| “ rpAq.

Lemma 60.65 makes αn P σpAnq, thus |αn| ď }An} and finally

rpAq “ α ď }An}1{n. (60.53)

Now we are in the situation of a real sequence pakq such that lim supnÑ8 an ď a ď ak for all ak 5.
Let us show that in this situation,

lim sup
nÑ8

an “ a. (60.54)eq_limsupnanaeq_limsupnana

First suppose that lim supnÑ8 ak “ b ă a. In this case, @ϵ ą 0, there exists a N such that
| suptak tel que k ě Nu ´ b| ă ϵ; in other words, suptak tel que k ě Nu P Bpb, ϵq. The for all
δ ą 0, there are some ak with Bpb, ϵ` δq. If we choose ϵ and δ suitably small, it gives some ak ă a.
We conclude that

lim
lÑ8tak tel que k ě lu “ a ď an

for all n. Let ϵ ą 0 and assume that there exists a n ą N with an outside Bpa, ϵq, i.e. suppose that
limnÑ8 an ‰ a or doesn’t exist. So for all l, suptak tel que k ě lu ą a` ϵ. This is a contradiction
with equation (60.54).

Now we have to prove that rpAq ď }An}1{n for all n. Since σpAq is closed, there exists a
α P σpAq such that |α| “ rpAq because the supremum of a bounded closed set is reached 6. From
continuous calculus, αn P σpAnq and therefore |αn| ď }An} because rp1q ď }An}. We conclude
that

rpAq “ α ď }An}1{n.

5. We recall the definition of supremum limit:

lim sup
nÑ8

an “ lim
nÑ8

suptak tel que k ě nu.

6. Anglais ?
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60.5 Operators with compact resolvent
The following come from [901] and a remark after the definition of a K-cycle in [902]. Since

the Dirac operator of a spectral triple has compact resolvent, we need to know some theory about
operators with compact resolvent.

LemResComKerFin

Lemma 60.69.
Let T be an operator with compact resolvent and λ P Cz SpecpT q. Then the kernel of T is an
eigenspace of pT ´ λ1q´1 for the eigenvalue λ.

Proof. First notice that λ ‰ 0; if not, the kernel would be empty because we choose λ among the
values that are not eigenvalues of T . If x P kerpT q, then x “ ´ 1

λpT ´ λ1qx. Applying pT ´ λ1q´1

on both sides,
pT ´ λ1q´1x “ ´ 1

λ
x, (60.55)

as claimed.

Since the eigenspaces of a compact operator are finite dimensional, we have in particular
CorRezcomkerfin

Corollary 60.70.
If T is an operator with compact resolvent, then the kernel of T is finite dimensional.

LemResLcmpResLLcmp

Lemma 60.71.
Let D : H Ñ H be an operator and consider Rλ “ pD ´ λ1q´1 for each λ P Cz SpecpDq (i.e. λ
is in the resolvent of D). Then

(1) If λ1, λ2 P Cz SpecpDq, we have

Rλ1 ´Rλ2 “ pλ1 ´ λ2qRλ1Rλ2 ; (60.56)

(2) The operator Rλ1 is compact if and only if Rλ2 is compact. In other words, all the resolvent
are compact if only one is compact.

Proof. We have

λ1 ´ λ2 “ pD ´ λ2q ´ pD ´ λ1q “ pD ´ λ1q
´
pD ´ λ1q´1 ´ pD ´ λ2q´1

¯
pD ´ λ2q, (60.57)

so that
pD ´ λ1q´1 ´ pD ´ λ2q´1 “ pλ2 ´ λ1qpD ´ λ1q´1pD ´ λ2q´1. (60.58)

That proves the first claim. In order to prove the second claim, suppose that Rλ1 is compact and
write

Rλ1 “
`pλ1 ´ λ2qRλ1 ` 1

˘
Rλ2 . (60.59)

We are thus in the case of lemma 60.21 which makes Rλ2 compact.

Proposition 60.72.
Let D be a selfadjoint operator on the Hilbert space H . The operator pD2 ´ 1q´1 is compact on
H if and only if pD ´ λ1q´1 is compact for some λ R SpecpDq.
Proof. The operator pD2 ` 1q´1 can be written under the form

pD2 ` 1q´1 “
´
pD ` i1qpD ´ i1q

¯´1 “ pD ´ i1q´1pD ` i1q´1. (60.60)EqDecDdeuxplusuncmpEqDecDdeuxplusuncmp

Since D is selfadjoint, the latter expression is of the form AA˚. If pD2 ` 1q´1 is compact, this
shows that pD˘ i1q´1 are compacts by lemma 60.16 while the values ˘i are not in the spectra of
D which is real.

If pD´ λ1q´1 is compact for some value λ R SpecpDq, lemma 60.71 shows that pD˘ i1q´1 are
compacts because ˘i are outside the spectrum of D. Now the decomposition 60.60 shows that
pD2 ` 1q is compact.



3392 CHAPTER 60. HILBERT SPACES

60.6 Strong, weak and other topologies
We are dealing with separable Hilbert spaces. More details in [903]. The weak topology on

BpH q is the one associated with the following convergence of nets. One says that Tα Ñ T if and
only if for every v and w in H , we have

xv, Tαwy Ñ xv, Twy. (60.61)

One of the main feature of the weak topology is the Banach-Alaoglu theorem.
ThoBanachAlaoglu

Theorem 60.73 (Banach-Alaoglu).
If H is a Hilbert space, then the unit ball in BpH q is weakly compact.

The strong topology on BpH q is the topology generated by the open sets

UpS, v, ϵq “ tT P BpH q tel que }Tv ´ Sv} ď ϵu (60.62)

for all S P BpH q, v P H and ϵ ą 0. The associated convergence notion is the one of the pointwise
convergence: Tα Ñ T if and only if

}Tαv ´ Tv} Ñ 0 (60.63)EqDEflimforteEqDEflimforte

for all v P H .
The strong topology has more closed and open sets than the weak one. One difference between

weak and strong topology is that the weak one is compatible with the involution while the strong
is not. More precisely, PgStarWeakRespecte

Tα
wÑ T ñ pTαq˚ wÑ T ˚ (60.64)

while the same is not true for convergence in the strong topology.

60.6.1 Ultraweak topology
subSecUltraWtopol

Definition 60.74.
The ultraweak is the weakest topology (the one with the fewest open sets) on BpH q such that the
functionals

T ÞÑ
8ÿ

n“1
xvnT, Twny (60.65)

are continuous for every choice of sequences pvnq and pwnq such that
ř
n }vn} ă 8 and

ř
n }wn} ă

8.

Proposition 60.75.
Every ultraweakly continuous linear functional on BpH q has the form

T ÞÑ
ÿ
xvn, T vny (60.66)

where pvnq is any sequence of vectors such that
ř
n }vn} ă 8.

Proof. No proof.

An operator T P BpH q is Hilbert-Schmidt class if

}T }2HS :“
8ÿ

n,m

|xvn, T vmy|2 ă 8 (60.67)

for some orthonormal basis tvnu of H . The operator T is trace class if

}T }1 :“
ÿ

n

x|T |vn, vny ă 8 (60.68)

http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Alaoglu_theorem
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for some orthonormal basis tvnu of H . Notice that, from a simple change of basis formula, the
fact to put these conditions for some basis of for every basis are equivalent. When T is a trace
class operator, we define its trace by

TrpT q “
ÿ

n

xTvn, vny (60.69)

where tvnu is an orthonormal basis of H . That definition is independent of the choice. We denote
by L 1pH q the set of trace class operators in H .

Proposition 60.76.
One has

}ST }1 ď }S}BpH q}T }1 (60.70)

whenever it makes sense. Here, }.}BpH q denotes the operator norm over BpH q and }.}1 denotes
the trace.

Proof. No proof.

One consequence of that proposition is that the map

S ÞÑ TrpST q (60.71)

is a bounded linear functional on BpH q.
Proposition 60.77.
Every trace class operator is a compact linear operator.

Sketch of the proof. First, we know that T is compact if and only if |T | is compact. From spectral
theory, the largest spectral value is the largest element in the sum

ř
nx|T |vn, vny, and the second

largest spectral value is the second largest element of that sum and so on. Thus the convergence
of the sum implies that |T | is compact.

Thus every positive trace class operator read

Tv “
ÿ

n

λnxvn, vyvn, (60.72)

where the numbers λn are positive reals, while a general trace class operator, being a positive one
followed by a partial isometry, read

Tv “
ÿ

n

λnxvn, vywn (60.73)EqFormTraceClassGeneEqFormTraceClassGene

where tvnu and twnu are orthonormal basis of H related by the partial isometry implied in the
decomposition of T . When T is the trace class operator (60.73), the trace reads

TrpST q “
ÿ

n

λnxvn, Swny. (60.74)

Since the λn are eigenvalues of a compact operator, we have
ř
n λn ă 8, so that one can rede-

fine vn Ñ
?
λnvn and Wn Ñ

?
λnwn that are now summable sequences instead of being actual

orthonormal basis. Thus one has

TrpST q “
ÿ

n

xvn, Swny, (60.75)

which proves that TrpST q is ultraweakly continuous as function of T . In turn, that implies that
the space of ultraweakly continuous linear functions identifies with the space L pH q of trace class
operators by the formula

φSpT q “ TrpST q (60.76)
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for S P L 1pH q. Notice that general theory of trace class operators assures that TrpST q makes
sense when S P L 1pH q, and we have moreover }φS} “ }S}1. There is also the map

BpH q Ñ L 1pH q
T ÞÑ φT

(60.77)

where φT pSq “ φpST q.
In the same way as l1pNq˚ » l8pNq, we have the following.

Theorem 60.78.
The map T ÞÑ φT is an isometric isomorphism between BpH q and L 1.

Proof. No proof.

Notice that if x P l8pNq, the functions φipxq “ xi provide an inclusion of l1pNq in l8pNq˚, the
latter space being in fact much bigger.

Theorem 60.79 (Hahn-Banach).
If M Ď BpH q is a closed subspace in the ultraweak topology, then

M » pM˚q˚ (60.78)

where M˚ is the space of ultraweakly continuous linear functionals on M . Moreover the weak-˚
topology on M is equivalent to th ultraweak one.

60.7 Polar cone

Let H be an Hilbert space and A a part of H . A part H ` is self polar if

H ` “ tξ P H tel que xξ, ηy ě 0@η P H `u. (60.79)

The notation is motivated by the fact mentioned on page 51.12.3 that a cone implies a notion of
positivity.

Proposition 60.80.
Let H ` be a self polar cone in the Hilbert space H . Define

H J “ tξ P H tel que xξ, ηy P R@η P H `u. (60.80)

Then
(1) We have H “ H J ‘ iH J .
(2) If we define J : H Ñ H , Jpξ ` iηq “ ξ ´ iη for ξ, η P H J , then J is an anti-unitary

involution and H J is an ordered vector space. ItemPropDecompJordanH

(3) An J-real element ξ P H J can be written under the form ξ “ ξ` ´ ξ´ where ξ` and ξ´ are
positive orthogonal elements of H `.

The point (3) is called Jordan decomposition.

60.8 Representations of Lie groups on Hilbert spaces

Let G be a Lie group. A linear representation of G is a pair pH , Uq where H is an Hilbert
space and U is a map U : GÑ GLpH q such that

Upgg1q “ Upgq ˝ Upg1q
Upeq “ Id

(60.81)



60.8. REPRESENTATIONS OF LIE GROUPS ON HILBERT SPACES 3395

Definition 60.81.
If H is an Hilbert space, the representation is unitary if

(1) for every element g P G the operator Upgq is unitary:

xUpgqϕ,Upgqψy “ xϕ, ψy (60.82)

for every ϕ, ψ P H .
(2) for every ψ P H , the map

GÑ H

g ÞÑ Upgqψ (60.83)

is continuous.

A famous example is the regular left representation. The vector space is C8pG,Cq and
the representation is given by

L : GÑ EndC
`
C8pG,Cq˘

Lgpuq “ L˚
g´1u

(60.84)

where L˚
g´1u is the function defined by

`
L˚
g´1u

˘pxq “ upg´1xq (60.85)

for x P G.
That is an infinite dimensional representation.

60.8.1 Induced representation
SubSecInducrepresBBGC

Let B be a subgroup of G and let pV, χq be a representation of B. We are going to build a
representation of G from the data of B and χ. First we consider the space of G-equivariant
functions in G:

C8pG,CqB “ tu P C8pG,Cq tel que upgbq “ χpb´1qupgqu. (60.86)

This space is invariant under the regular left representations of G because if u P C8pG,CqB and
g P G,

pLguqpxbq “ upg´1xbq
“ χpb´1qupg´1xq
“ χpb´1qpLguqpxq.

(60.87)

The restriction of the representation L to C8pG,CqB is the induced representation.
Let us now suppose that

(1) the subgroup B is closed
(2) the representation χ is one dimensional.

Let now consider a Lie groupG and a closed subgroup B which admits an unitary representation

χ : B Ñ Up1q
b ÞÑ χpbq. (60.88)

We look at the quotient
Q “ G{B (60.89)

with the natural action
τ : GˆQÑ Q

pg, rxsq ÞÑ rgxs “ τgrxs. (60.90)

In general, φpτgqq is not equal to gφpqq, we denote by β the difference:

φpτgqq “ gφpqqβpq, gq. (60.91)EqDefBetavptaunotEqualEqDefBetavptaunotEqual
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Lemma 60.82.
The function β does not depend on q: βpg, qq “ βpg, q1q.
Proof. No proof.

We suppose that Q has a volume form dq P ΩdimpQqpQq which is G-invariant, i.e.

τg̊ pdqq “ dq (60.92)

for every g P G.
We also suppose that there exists a global section φ : QÑ G which provides the global diffeo-

morphism
QˆB Ñ G

pq, bq ÞÑ φpqqb. (60.93)

In that case we have a linear isomorphism

C8pG,CqB » C8pQ,Cq
f̂ ÞÑ f̃

(60.94)EqIsomTildeHatEqIsomTildeHat

where f̂ is defined from f̃ by the formula

f̂
`
φpqqb˘ “ χpb´1qf̃pqq. (60.95)EqIsomtildehatEqIsomtildehat

This definition makes sense because φpqqb is a general element of G. We have to prove that the
function f̂ is equivariant. For that consider x “ φpgqb P G and b0 P B and compute

f̂
`
φpqqbb0

˘ “ χpbb0q´1f̃pqq
“ χpb´1

0 qχpb´1qf̃pqq
“ χpb´1

0 qf̃pxq.
(60.96)

The map f̃ ÞÑ f̂ given by (60.95) is moreover surjective. Indeed, if f̂ is any element of C8pG,CqB,
it satisfy

f̂
`
φpqqb˘ “ χpb´1qf̃pqq, (60.97)

So that f̂ is the image of a function f̃ .
We can look at the compact supported functions DpQq “ C8

c pQ,Cq under the isomorphism
(60.94). First, we want to know how does the regular representation goes from C8pG,CqB to
C8pQ,Cq. Let ũ P DpQq and look at the equivariant function û (formula (60.95)). We act with
g P G, and we use the function β (equation (60.91)):

`
Upgqû˘`φpqq˘ “ û

`
g´1φpqq˘

“ û
`
φpg´1 · qqβpq, g´1q´1˘

“ pχ ˝ βqpq, g´1qũpg´1 · qq
“ pχ ˝ βqpq, g´1qlooooooomooooooon

PUp1q

`
τ˚
g´1 ũ

˘pqq.
(60.98)

Now, since τg´1 is a diffeomorphism, the function τ˚
g´1 ũ belongs to DpQq. The fact to multiply by

χ
`
βpq, g´1q˘ does not changes the compactness of the support.
We define the representation Ũ as

Ũpgqũ “ χ
`
βpg´1q˘τ˚

g´1 ũ. (60.99)
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60.8.2 Unitary induced representation
SubSecUnitInducedPrep

Let ũ, ṽ P DpQq, we consider the product in L2pQ, dqq:

xũ, ṽy “
ż

Q
ũpqqṽpqqdq. (60.100)

If we look at the action of Ũpgq, we have

xŨpgqũ, Ũpgqṽy “
ż

Q
χ
`
βpq, g´1q˘ũpτg´1qqχ`βpq, g´1q˘ṽpτg´1qqdq

“
ż

Q
pχχqpũ· ṽqpτg´1qqdq.

(60.101)

The factor χχ is equal to one. If we perform the change of variable q1 “ τg´1q, we have τ˚
g´1dq1 “ dq1

because we suppose that the measure is invariant. At the end of the day we have

xŨpgqũ, Ũpgqṽy “
ż

Q
pũṽqpq1qdq1 “ xũ, ṽy (60.102)

Since every unitary operator is continuous and since DpQq is dense in L2pQ, dqq, we can extend
Ũpgq into a continuous operator on L2pQ, dqq, so that we get a representation

´
H , Ũ

¯
. (60.103)

where H stands for L2pQ, dqq. Let ũ P H and consider the map

αpũq : GÑH

g ÞÑ Ũpgqũ. (60.104)

This is the coaction. As composition of continuous maps, the map g ÞÑ Ũpgqũ is continuous, so
that Ũ is an unitary representation.

In a compact notation, we write
Ũ “ mβ ˝ τ˚ (60.105)

where mβ is the multiplication by β. That representation is the unitary induced defined from
B and χ.



3398 CHAPTER 60. HILBERT SPACES



Chapter 61

Sobolev spaces

Notations
Some notations about functional spaces:

(1) E pXq is the set of smooth functions on X also denoted by C8pXq,
(2) DpX;Kq is the subspace of E pXq of functions with support in K,
(3) DpXq is the union of all DpX;Kq when K runs over the compact subsets of X,
(4) CcpXq compactly supported functions on X.
(5) C8

c pXq smooth compactly supported functions on X.
(6) CF pEq is the set of continuous maps from E to F .

(7) D
p0q
R pXq is the set of continuous real functions with compact support in X,

(8) D
prq
p pX;Kq is the set of the differential p-forms of class Cr on K when K is a compact subset

of the manifold X,
(9) E

ppq
F pAq is the set of p times continuously differentiable functions AÑ F ; if p is not mentioned

it means 8,
(10) S , the space of smooth rapidly decreasing Schwartz functions, page 3401.

Some distribution spaces:

(1) MpXq is the space of complex Borel measures on X, page 3405
(2) M0pXq is the subspace of MpXq of compact supported measures, page 3405.
(3) RpGq is the dual of C8pGq. All element of this space are not measures.

When f and g are real function, we write f “ Opgq if there exists C ď 8 such that fpxq ď Cgpxq
for all x.

61.1 Distributions
sec:Distrib

Matter of this section is taken from [904, 905]
Let X be an open set in Rn. A distribution on X is a linear form on DpXq whose restriction

to DpX;Kq is continuous for each compact set K Ă X. We denote it by D 1pXq. More generally,
if A is a space of function, we denote by A 1 the set of linear form on A whose are continuous on
each compact.

If T is a linear form on DpXq. For T to be a distribution, it is necessary and sufficient that
for all sequence pfkq P C8pXq with fk P DpX,Kq such that fk Ñ 0 in E pXq, the sequence pTfkq
converges to 0 in C.

Let T be a distribution for which all the restrictions to DpX;Kq are continuous for the induced
topology from D prqpX;Kq. In this case, we say that T has orderpg:reforderlesser than r. The order of T is
the smaller such r. If it doesn’t exist, then we say that T has order infinite.

3399
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Proposition 61.1.
Let T be of order ď r. Then T is the restriction to DpXq of a linear form T 1 on D prqpXq whose
restriction to each D prqpX;Kq is continuous. This T 1 is unique.

I only give the beginning of the proof 1.

Proof. Let K be a compact in X and K 1 a compact neighbourhood of K in X. There exists a
function h P C8pXq such that h “ 1 in a compact neighbourhood of K and h “ 0 outside K 1.
Consider a function g P D prqpX;Kq; there exists a sequence pfk P DpXqq Ñ g for the topology
of E prq. This is the C8 approximation of Cprq functions. Note that in general, g don’t belong to
DpX;Kq.

Now, the sequence phfkq which is contained in DpX; k1q converges to g in D prqpX; k1q. Then
the closure of DpX;K 1q in E prq contains D prqpX;Kq and is contained in D prqpX;K 1q.

61.1.1 Dirac distribution

The distribution δa : DpRdq Ñ C given by f Ñ fpaq is the Dirac distribution at a. It was
already defined in 30.59.

We have a two-dimensional generalisation of that.
LEMooYABKooWPXIXZ

Lemma-Definition 61.2.
Let C be a curve in R2 and a function f : R2 Ñ C integrable on C. The formula

xδfC , ϕy “
ż

C
fϕ. (61.1)

defines and element δfC P D 1pR2q.

Proof. Let ϕn
DpR2qÝÑ 0; we have

|xδfC , ϕny| ď
ż

C
|fϕn| ď }ϕn}8

ż

C
|f |. (61.2)

Since f is integrable on C, we have a majoration
ş
C |f | ď α for some α ą 0 and then

|xδfC , ϕny| ď α}ϕn}8. (61.3)

The definition of convergence in DpR2q implies that }ϕn} Ñ 0.

The usual Dirac distribution is obtained with C “ t0u and fpxq “ 1 on C.

61.1.2 Distribution defined from functions

If f : X Ñ R is an integrable function, we define the distribution Tf by

Tjpgq “
ż

X
fg.

If U Ă RN , is open and K Ă U is compact, for all multi-index ν, the map f Ñ Dνf is continuous
from DpU ;Kq to DpU ;Kq. This leads us to define the derivative of the distribution T P D 1pUq
by

pDνT qf “ p´1q|ν|T pDνfq. (61.4)eq:defpartialTeq:defpartialT

In particular, if T “ Tf , then

pBiTgqf “ ´
ż
gBif “

ż
pBigqf “ TBigf. (61.5)eq:defTprieq:defTpri

This relation explains the sign in definition (61.4). The boundary term which should appears in
the integral by part is zero because f P DpU ;Kq has compact support.

1. Il faudra la completer
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61.1.3 Fourier transform and Schwartz functions

We consider te1, . . . , enu, a basis of RN and te1
1, . . . , e

1
nu the dual basis defined by xe1

i, ejy “ δij .
If x “ ř

i xiei and ξ “ ř
j ξje

1
j , we write xx, ξy “ xξ, xy “ ř

i ξixi.
The space S pRN qnot_swSof Schwartz functions is the space of C8 functions φ such that for all

polynomials P on RN and all multi-index ν, the quantity

|P pxqDν
xφpxq| (61.6)

is bounded. The topology is given by seminorms

}φ}P,ν “ sup
xPRN

|P pxqDν
xφpxq|. (61.7)

It is possible to prove that it is a Fréchet space in which all bounded and closed sets are compact;
the topology is independent of the basis. A function in this space has special property that its
integral is absolutely convergent: ż

RN

|φpxq| ď 8.
It is proved in [906] that on S pRnq, the following families of seminorms are equivalent:

pαβpfq “ sup
xPRn

|xαBβfpxq| (61.8a)

p1
αβpfq “

ż

Rn

|xαBβfpsq| ds (61.8b)

p2
αβpfq “

ˆż

Rn

|xαBβpsq|2 ds
˙1{2

. (61.8c)

Let ξ P pRN q˚ and consider the function xÑ e´2πixx,ξyφpxq which belongs to S pRN q as long
as φ P S pRN q. The Fourier transform of φ P S pRN q is the function φ̂ : pRN q˚ Ñ C given by

φ̂pξq “
ż
φpxqe´2πixx,ξydx. (61.9)

Classical results are summarized in the following theorem (proof in the case of space S is given
in [904]):

Theorem 61.3.
The Fourier transform is a topological vector space isomorphism from S pRN q into S pRN q and
the inverse is given by formula

φpxq “
ż
φ̂pξqe2πixx,ξydξ.

Equalities of Parseval and Plancherel holds:
ż
ϕψ “

ż
ϕ̂ψ̂ and

ż
|ϕ|2 “

ż
|ϕ̂|2 (61.10)

where the bar denotes the usual complex conjugation. Left hand side integrals are taken on RN

and right integrals over pRN q˚.

Corollary 61.4.
Fourier transform can be extended to an isometry L2pRN q Ñ L2`pRN q˚˘.

61.1.4 Support of a distribution

Let U be an open set in X and K, a compact in U . The map DpX;Kq Ñ DpU ;Kq given by
f Ñ fU is an isomorphism whose inverse is f Ñ fU where fU is just the prolongation of f with
zero outside U . For a distribution T on X, we consider T |U : DpU ;Kq Ñ C,

T |U pfq “ T pfU q.
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This is a distribution on U called the induced from T on U . A distribution on U is not always the
restriction of a distribution on X and when it is, the prolongation is not unique in general. There
exists a prolongation theorem in certain cases:

Theorem 61.5.
Let pUλqλPL be an open covering of X and for each λ P L, a distribution Tλ on Uλ. We suppose
that for all λ, µ P L, Tλ|UλXUµ “ Tµ|UλXUµ. Then there exists an unique distribution T on X such
that for all λ P L, T |Uλ

“ Tλ.

Now if the restriction of T to each Uλ is zero, then the restriction to the union is zero too
because the null distribution answers the theorem. So the union of all the open set on which T
is zero is an open on which T is zero. It is the largest open V Ă X on which T is zero. The
complementary S “ AV is the support of the distribution T . We note it SupppT q.

Let x P SuppT : there exists no open containing x on which T is zero. With other words, for
all neighbourhood V of x, there exists a function f P DpXq with support contained in V with
T pfq ‰ 0.

61.1.5 Duality

If L and M are algebras, the set HompL,Mq contains all the maps f : L Ñ M such that
fpxyq “ fpxqfpyq. We are mainly interested in C-algebras: algebras L endowed with a product
C ˆ L Ñ L. Then we are leads to look at HomCpL,Cq, the subset of HompL,Cq of maps which
commutes with the latter product: A P HomCpL,Cq when A P HompL,Cq and Apzlq “ zAplq. We
denote.

L˚ “ HomCpL,Cq. (61.11)

This is defined when L is a C-module.
We consider now a topological vector space: L is a topological group for addition and the map

C ˆ L Ñ L, pλ, xq Ñ λx is continuous with respect to the two variables. We denote by L1 the
space of linear and continuous maps LÑ C; this is the topological dual of L.

Elements of L˚ have no continuity condition. In the general case, L1 Ă L˚, and in the finite
dimensional case, L1 “ L˚. The space L˚ is the dual module of L while L1 is the topological
conjugate space of L. In both cases, we speak about dual space of L.

Proposition 61.6.
Dual space E 1pXq is the space of distribution with compact support. prop:dualCinfcompact

We can consider the sequence C8
c Ă S Ă C8 of inclusion with dense images. The transposition

of this gives the continuous inclusion sequence

E 1 Ă S 1 Ă D 1.

We say that an element of S 1pRN q is a tempered distribution.

Proposition 61.7.
A distribution on RN is tempered if and only if it is a finite sum of derivatives of continuous
functions which are bounded at infinity by a polynomial. prop_distr_temp_sum

A continuous function is not necessarily derivable. By “derivative of a continuous function” we
mean a distribution of the form pTf q1 (derivative in the sense of distributions) which we write Tf 1

by abuse of notation. This notation is motivated by equation (61.5).

Proof of proposition 61.7 . Let us first proof that a distribution T is tempered if and only if the
map φÑ Tφ is continuous on C8

c for the topology induced from S . Let T̃ : C8
c Ñ C be the map

equals to T on C8
c and not defined anywhere else. If O is open in C, then T̃´1pOq “ C8

c XT´1pOq.
This is open in C8

c (for the induced topology from S ) if and only T´1pOq is open in S .
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Let f be continuous and T “ Tf 1 . We want φÑ pTfφq1 to be continuous on S . We can write
it as

pTf q1φ “ ´Tf pφ1q “
ż

RN

fφ1.

The integral exists because φ P S , so φ1 is decreasing at infinity more rapidly than the inverse of
any polynomials, while f is bounded by a polynomial.

Let us now consider, a tempered distribution T . We have to prove that T “ Tf 1 for a certain
continuous function f bounded by a polynomial. Since T is linear, its continuity is assured by the
only continuity at zero. A neighbourhood of zero in S reads under the form

AP,Q,ε “ tφ P S tel que sup
xPRN

|P pXqQpBxqφpxq| ă εu

for a choice of polynomials P,Q and a ε ą 0. Let O be a neighbourhood of rayon ε around 0 in
C; we have

T´1pOq “ tφ P S tel que |Tφ| ď εu.
In order to be an open set, we have to find two polynomials P and Q (depending on ε but not on
φ) such that

|Tφ| ď sup
xPRN

|P pxqQpBxqφpxq|.

The continuity of T gives the existence of reals m,h ě 0 and C ą 0 such that

|Tφ| ď sup
|p|ďm

sup
xPRN

|p1` |x|2qhpBxqpφpxq|.

Let us pose φhpxq “ p1 ` |x|2qhφpxq. It still belongs to C8
c and moreover, the map φ Ñ φg is a

bijection on C8
c . By induction on h, we see that

|pBxqpφpxq| ď Cp,hp1` |x|2q´h
ÿ

qďp
|pBxqqφhpxq| (61.12)

where q ď p means q1 ď p1, . . . , qn ď pn. 2.

The space of currents is the dual (with respect to R) space of the space of differential forms.
Current is the generalization of differential forms in the same sense that distributions are a gener-
alization of functions. An example of k-current is given by a pn´ kq-form σ by setting

Cσpωq “
ż

M
σ ^ ω.

61.2 Measure, distribution and integral
sec_distrib_mesure

Do you know what is yellow and equivalent to the existence of non measurable functions?
Answer in the footnote 3.

Most of links between measure theory and distribution are given in [907]. We will state a lot
of results without proof; they can be found in this reference. We always suppose that X is locally
compact.

Let D p0qpX;Kq be the set of continuous functions on X whose support is contained in a compact
K Ă X. A measure on X is a linear form µ : D p0qpXq Ñ C such that for all compact K Ă X,
there exist a real aK ě 0 for which for all f P D p0qpX;Kq

|µpfq| ď aK}f}. (61.13)

2. je ne fais pas le reste de la démonstration
3. The Zorn lemon!
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In this case, the restriction µ|D8pX;Kq is continuous for the induced topology from D p0qpX;Kq.
Indeed if O is open in C, then

µ|´1
DpX;KqpOq “ DpX,Kq X µ´1pOq (61.14)eq:18105r1eq:18105r1

but the continuity condition on µ : D p0q Ñ C makes µ´1pOq open in D p0q. Then expression (61.14)
describes an open set in DpX;Kq for the induced topology of D p0qpX;Kq.

The measures are exactly the distribution of order zero, confer page 3399.

61.2.1 Example: the Lebesgue measure

Let f P D p0qpRq. For all a, b P R such that Supp f Ă ra, bs, the value of
şb
a f is the same and is

denoted by
ş
R
f . The map f Ñ ş

R
f is a linear continuous function on DpRq. This is a measure

because if f P D p0qpR,Kq with K “ ra, bs, then

|
ż

R

f | ď pb´ aq}f}

from the mean value theorem. We recognize the usual Lebesgue measure on R.
The measure µ is positive when for all f ě 0 P D

p0q
R , we have µpfq ě 0. It is real if µpfq P R

whenever f P D
p0q
R pXq. Since any function can be decomposed into f “ f` ´ f´, a positive

measure is always real.
From now we only consider positive measures on a locally compact set.

Proposition 61.8.
If µ is a linear form on D

p0q
R pXq with µpfq ě 0 when f ě 0, then µ is a measure.

A function f : X Ñ R is lower semicontinuous at x0 P X when for all α P R such that
α ă fpx0q, there exists a neighbourhood of x0 in which α ă f . It is upper semicontinuous
when for all α1 ą fpx0q, we have α1 ą f on a neighbourhood.

We consider the set SpXq of lower semi continuous functions from X to R which are minored
by a function of D

p0q
R pXq. In particular, if f P SpXq, one can define

µ˚pfq “ sup
gPD

p0q

R
pXq

gďf

µpgq (61.15)

which is a well defined number in RY t`8u
Proposition 61.9.
Let pfn P Sq an increasing sequence and f “ supn fn. Then

(1) f exists and f P S
(2) µ˚pfq “ supn µ˚pfnq “ limnÑ8 µ˚pfnq

If f : X Ñ R is any function, a function h P SpXq with h ě f always exists, so we can define

µ˚pfq “ inf
hěf
hPSpXq

µ˚phq. (61.16)

This number µ˚pfq P R is the upper integral of f .

Proposition 61.10.
If pfn : X Ñ Rq is an increasing sequence with µ˚pfnq ą ´8, then

µ˚psup
n
fnq “ sup

n
µ˚pfnq “ lim

nÑ8µ
˚pfnq.
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Proposition 61.11.
For all sequence of functions pfn ě 0q, we have

µ˚
˜ 8ÿ

n“1
fn

¸
ď
˜ 8ÿ

n“1
µ˚pfnq

¸
.

Now, for a function f : X Ñ R, we put

µ˚pfq “ ´µ˚p´fq (61.17)

and we call it the lower integral of f for the measure µ. It fulfils

µ˚pfq ď µ˚pfq.

When the equality are true, we define µpAq for a subset A Ă X by

µpAq “ µ˚p1Aq “ µ˚p1Aq. (61.18)

We consider MpXqdefMX, the set of all the Borel measures on X: these are measure for which all
Borel sets are measurable. When a measure µ is countably additive, we define

|µ|pEq “ sup
8ÿ

k“1
|µpEkq| (61.19)

where the supremum is taken over all decomposition of E in disjoints sets Ek. It induces a norm
on MpGq by

}µ} “ |µ|pXq.
The subset M0pXqdefMzXcontains the Borel regular measures with compact support. A measure is
regular when for all B Ă X such that µpBq exists, we have

µpBq “ suptµpKq tel que K Ď B is compactu
“ inftµpAq tel que B Ď A, A is openu (61.20)

61.2.2 Integration on more general spaces

Let X be locally compact and µ, a measure on X. We define

}µ} “ sup
}f}ď1
fPDp0qpXq

|µpfq| P RY t`8u (61.21)

We say that the positive measure µ is bounded when µ˚pXq “ µ˚p1Xq is a finite real. Properties
of }µ} are that

}µ} “ |µ|˚p1Xq (61.22)

and that }µ} is finite if and only if |µ| is bounded.

Proposition 61.12.
If µ is bounded, any bounded and measurable function f : X Ñ R is integrable and

ˇ̌
ˇ
ż

X
f dµ

ˇ̌
ˇ ď }f}µpXq (61.23)eq:bornintfmueq:bornintfmu

When µ is not positive, we say that it is bounded if }µ} is finite. Equation (61.23) shows that
f Ñ ş

X f dµ is a continuous linear form on C8pXq. All continuous linear form on this space are
however not of the form (61.23).
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61.2.3 Integration of vector valued functions

Let us consider E, a vector space of finite dimension and a function f : X Ñ E. The functions
fi are defined by

fpxq “
8ÿ

i“1
fipxqei

where teiu is a basis of E. We define
ż
f dµ “

ÿ
r
ż
fisei (61.24)

when all the integrals of the right hand side make sense. The fact for f to be integrable is equivalent
to the fact that xÑ ξpfpxqq is integrable for all ξ P E1 because ξ ˝ f is a linear combination of all
the fi.

Let I be a set and consider a map x Ñ FunpI,Cq, x Ñ fx. We say that this is scalar
integrable if for all α P I, the map xÑ fxpαq is integrable.

The theorem which treat with infinite dimension is the following:

Theorem 61.13.
Let F be a Fréchet space and F 1 his dual. Let x Ñ fx be a map X Ñ F 1 such that for all
converging sequence pan P Fq, there exists a function g : X Ñ R, g ě 0 such that µ˚pgq ď 8 and
|fxpanq| ď gpxq for all n. Then there exists one and only one ξ P F 1 such that

ξpzq “
ż

X
fxpzq dµpxq. (61.25)

61.2.4 Weak integral

Let pX,µq be a measured space and f : X Ñ L a map from X to a locally convex space L. We
say that f is weakly integrable if for all χ P L1, the map xÑ χpfpxqq is integrable for the measure
µ, i.e. if µpχ ˝ fq makes sense. The weak integral of f for with respect to the measure µ is
defined by the requirement

χ

ˆż

X
f dµ

˙
“
ż

X
pχ ˝ fq dµ (61.26)eq:chbilemirhieq:chbilemirhi

for all χ P L1. The weak integral
ş
X f is an element of pL1q˚. In fact the left hand side of equation

(61.26) should better be noted ˆż

X
f dµ

˙
pχq

We know that pL1q˚ can be seen as a subset of L. It can be shown that if f is continuous and X
compact, then

ş
X f P L.

61.3 Distribution on groups

Most of this section comes from [906].
We immediately put the attention to the reader on the fact that pRN ,`q is a Lie group. Let

G be a Lie group, we define RpGq as the dual of C8pGq. This is the space of compact supported
distributions on G. The support of T P RpGq is the smallest compact K for which T pϕq “ 0
whenever ϕ|prq

K “ 0 for all r. When K is compact in G, we consider RpG,Kq, the subspace of RpGq
of distributions with support contained in K.

We focus on RpG, teuq: distributions in this space only depends on values of test functions
(and derivatives) at e. It should be possible to reconstruct this space from the only data of the
Lie algebra g instead of then whole group. We’ll see later that it is indeed possible.
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61.3.1 Convolution product

The convolution of two distributions T1 and T2 in RpGq is given by

pT1 ‹ T2qpϕq “ T1pϕT2q (61.27)

where ϕT2 : GÑ C is given by
ϕT2pgq “ T2pL´1

g ϕq (61.28)

and pLgϕqpg1q “ ϕpg´1g1q or in a more convenient way, ϕνpgq “ νpϕpg· qq.
Let us show that one retrieve the well know distribution convolution in the case of G “ pRN ,`q.

We consider Tf and Tg, the distributions defined from functions f and g on RN . We have ϕTgptq “
TgpL´1

t ϕq where pL´1
t ϕqpxq “ ϕpx` tq. Then

ϕTgptq “
ż
gpxqpL´1

t ϕqpxq dx “
ż
gpxqϕpx` tq dx. (61.29)

A change of variable gives

pTg ‹ Tgqpϕq “
ż
fptqϕtgptq dt “

ż
pf ‹ gqpuqϕpuq du “ Tf‹gϕ (61.30)

with the usual convolution product between function.

Remarque 61.14.
We see that the convolution operation of functions on RN , which has remarkable properties in
experimental physics, naturally generalises to a convolution product on distribution which will give
a homomorphism between these distributions and the enveloping algebra of the group. Wonderful
isn’t?

Lemma 61.15.
The map ψ : G Ñ RpG, teuq given by ψpX̃qf “ Xf is a homomorphism.

Proof. Let us prove that rψpX̃q ‹ ψpỸ qsf “ pX̃Ỹ fqe. We have

rψpX̃q ‹ ψpỸ qs “ ψpX̃q`cpψpỸ q, ϕq˘

“ d

dt

”
cpψpỸ q, ϕqX̃eptq

ı
t“0

“ d

dt

d

ds

”
pL´1

XptqϕqpY psqq
ı
s“0
t“0

“ d

dt

d

ds

”
ϕpXptqY psqqq

ı
s“0
t“0

.

(61.31)

Now, Ỹ ϕ is a function from G to C on which we can apply the vector X̃e “ X. We have:

pX̃Ỹ qeϕ “ X̃epỸ ϕq
“ d

dt

”
pỸ ϕqpX̃eptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
ỸXptqϕ

ı
t“0

“ d

dt

d

ds

”
ϕ
`
ỸXptqpsq

˘ı
s“0
t“0

“ d

dt

d

ds

”
ϕ
`
XptqY ptq˘

ı
s“0
t“0

.

(61.32)
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61.3.2 Representations

Let G be a locally compact metrisable Lie group and V , an Hausdorff topological vector space
on C. We say that U : GÑ EndV is a linear continuous representation of G on V when

(1) Upghq “ Upgq ˝ Uphq for all g, h P G,
(2) for each v P V , then map g Ñ Upgqv is continuous from G into V .

In most of cases, we want the representation to be unitary: for all g P G and for all v, w P V ,

xUpgqv, Upgqwy “ xv, wy. (61.33)

In particular, Upgq˚ “ Upgq´1. Let v, w P V . The function GÑ C given by

g Ñ xUpgqv, wy
is continuous and bounded. The boundary comes from Schwartz and the fact that Upgq is an
isometry:

xUpgqv, wy ď }Upgqv}}w} “ }v}}w}. (61.34)

Equation (61.26) then shows that it is an integrable function and that
ˇ̌
ˇ̌
ż

G
xUpgqv, wy dµpgq

ˇ̌
ˇ̌ ď }µ}}xUp· qv, wy} ď }µ}}v}}w}. (61.35)eq:Tmuvborneq:Tmuvborn

61.3.3 Representation on a Hilbert space

Let H be a Hilbert space and v P H. The map ϕv : H Ñ C,

ϕvpwq “ xv, wy
is linear of norm }w} and then is bounded. This is an element of H 1. A great theorem allows us
to identify H and H 1 by v Ñ ϕv.

Theorem 61.16 (Riesz-Fisher).
Let H be a Hilbert space and ξ P H 1. Then there exists one and only one v P H such that

ξpwq “ xv, wy
for all w P H. In particular, H 1 » H.

Let us now consider a continuous, linear and unitary representation U : GÑ EndH. For given
measure µ and vector v, we consider Tµ,v : H Ñ C,

Tµ,vpwq “
ż

G
xUpgqv, wy.

Equation (61.35) shows that it is continuous and Riesz-Fischer gives us a vector u such that
Tµ,vpwq “ xu,wy. The so defined vector u is written Upµqv:

ż

G
xUpgqv, wy dµpgq “ xUpµqv, wy (61.36)

is the definition of Upµq P EndH. As notation principle, we write

Upµq “
ż

G
Upgq dµpgq.

Proposition 61.17.
This constructions gives a morphism between algebra of bounded measures (the algebra product is
the convolution) and EndH:

Upµ ‹ νq “ Upµq ˝ Upνq (61.37)
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Proof. We have

xUpµ ‹ νqv, wy “
ż

G
xUpgqv, wydpµ ‹ νqpgq “ pµ ‹ νqxUp· qv, wy “ µpfνq (61.38)

where fνpgq “
ş
GxUpghqv, wydνphq. Then

xUpµ ‹ νqv, wy “
ż

G

ż

G
xUphqv, Upgq˚wy dνphqdµpgq

“
ż

G
xUpνqv, Upgq˚wy dµpgq

“ xUpgq ˝ Upνqv, wy.

(61.39)

61.3.4 Slightly more general
4

Let µ P M0pGq and a continuous representation T : G Ñ EndV where V is locally convex 5.
We can weakly integrate T on G for the measure µ by setting that

ż

G
T pgq dµpgq P `EndpV q1˘˚

such that for all χ P Endpvq1,

x
ż

G
T pgq dµpgq, χy “

ż

G
xχ, T pgqy dµpgq. (61.40)

Since T is continuous and µ has compact support, one can see that
ż

G
T pgq dµpgq P EndpV q

in the sense of the usual embedding pEndpvq1q˚ Ă EndpV q. This element is denoted by T pµq.

61.3.5 Representation of M0pGq

6

Let T : G Ñ EndpV q, a representation, µ a compact supported measure on G. Then there
exists one and only one A P EndpV q such that for all χ P EndpV q1, we have

χpAq “
ż

G
χpT pgqq dµpgq, (61.41)

this A is denoted by T pµq. It fulfils

χpT pµqq “
ż

g
χpT pgqq dµpgq. (61.42)

This way to define T : M0pGq Ñ EndpV q is a representation. Indeed, T pµ ‹ νq is defined by

χpT pµ ‹ νqq “ pµ ‹ νqxχ, T p.qy “
ż

G

ż

G
xχ, T pghqy dνphq dµpgq. (61.43)

4. Tout ceci est á préciser.
5. Ce qui implique que EndpV q est locallement convexe pour la topologie forte, il semble que cela joue un rôle.
6. Ceci n’est pas complètement compris non plus
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Let us suppose χpT pgq ˝ T phqq “ χpT pgqqχpT phqq; in this case Fubini theorem gives

pµ ‹ νqxχ, T p.qy “
ż

G

ż

G
xχ, T pgqydµpgqxχ, T phqydνphq

“ χpT pµqqχpT pνqq.
(61.44)

So for all such χ, we have
χ
`
T pµ ‹ νq˘ “ χ

`
T pµq ˝ T pνq˘.

It is not sufficient to conclude that T pµ ‹ νq “ T pµq ˝ T pνq because G is not abelian 7.

61.4 A boundary aware Sobolev space
We want to define H1

0 pΩq as the subset of H1pΩq made of the functions vanishing on BΩ. But
since the elements of H1pΩq are class of functions, and since BΩ is of zero measure, such a definition
makes no sense. Instead we define

DEFooFICWooBWCDyO

Definition 61.18.
The space H1

0 pΩq is the closure of DpΩq in H1pΩq.
Notice that DpΩq is included in H1pΩq, so that the definition makes sense.

61.19.
The intuitive setting of this definition is the following. If v P H1

0 pΩq, we have a sequence vi P DpΩq
such that

}v ´ vi}H1pΩq Ñ 0. (61.45)
If one forgets about the classes, for each i one has vipxq “ 0 when x P BΩ, so with the limit v “ 0
on BΩ.

Due to the class stuff, this is not the truth, but the motivation for the definition 61.18.

Lemma 61.20 ([908]).
The formula

|u|1,Ω “ }∇u}L2pΩq “
˜

dÿ

i“1

ż

Ω

ˆ Bu
Bxi

˙2
¸1{2

(61.46)

is a norm 8 on H1
0 pΩq.

Proof. The condition |λu|1,Ω “ |λ||u|1,Ω is immediate. The triangular inequality is shown in much
the same way as the one for the euclidian norm, see (11.118).

The point to be proven is that |u|1,Ω “ 0 only if u “ 0 in the sense of the classes. Let |u|1,Ω “ 0;
since each of the d integrals is positive we have

ż

Ω

ˆ Bu
Bxi

˙2
“ 0 (61.47)

for every i “ 1, . . . , d. Since pBiuq2 ě 0 we deduce Biu “ 0 almost everywhere. Now, from a
dimensional generalization of proposition 27.176 we get the conclusion 9.

So now we consider the metric space
`
H1

0 pΩq, |.|1,Ω
˘
. (61.48)

The norm on H1pΩq given by the inner product (31.37) can be written

}u}H1pΩq “ }u}L2pΩq ` }∇u}L2pΩq “ }u}L2pΩq ` |u|1,Ω. (61.49)
7. D’où le fait que je ne considère pas ceci comme bien compris.
8. Definition 7.152.
9. If you know a precise statement of the “dimensional generalization”, let me know.
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LEMooEVQKooYoZmbH

Lemma 61.21.
Let vi P H1

0 pΩq satisfying vi
H1pΩqÝÑ v. Then

(1) vi
H1

0 pΩqÝÑ v

(2) vi
L2pΩqÝÑ v

(3) }vi}L2 Ñ }v}L2

(4) |vi|1,Ω Ñ |v|1,Ω.

Proof. By hypothesis we have

}vi ´ v}H1 “ }vi ´ v}L2 ` |vi ´ v|1,Ω Ñ 0. (61.50)

Since the two terms are positive, they separately converge to 0. Thus }vi ´ v}L2 Ñ 0 and |vi ´
v|1,Ω Ñ 0. This means vi L2ÝÑ v and vi

H1
0ÝÑ v.

The two last statement about the norms are immediate consequences of the continuity of the
norm.

THOooMIHQooYShOps

Theorem 61.22 (Poincaré inequality[908]).
Let Ω be an open part of Rd which is bounded in at least one direction. There exists a constant C
(which can depend on Ω) such that

}v}L2pΩq ď C}v}1,Ω (61.51)

for every v P H1
0 pΩq

Proof. Let us first consider v P DpΩq and extend v with 0 outside Ω. For the sake of notational
simplicity we suppose that Ω is bounded in the direction x1, that is Ω Ă tx tel que x1 P sa, bru.

Since v has compact support in Ω, we have vpa, x1q “ 0 for every x1 P Rd´1 and we can write

vpx1, x
1q “

ż x1

a
pB1vqpt, x1qdt “ x1, B1vyL2

`
sa,x1r

˘, (61.52)

so that

|vpx1, x
1q|2 ď x1, 1yxB1v, B1vy (61.53a)

“ px1 ´ aq
ż x1

a
|B1v|2 (61.53b)

ď pb´ aq
ż b

a
|B1v|2. (61.53c)

Let us integrate that inequality over x1 P Rd´1:
ż

Rd´1
|vpx1, x

1q|2dx1 ď pb´ aq
ż

Rd´1

ż b

a
|B1v|2 “ pb´ aq

ż

Rd

|B1v|2 “ pb´ aq}B1v}2L2pRdq. (61.54)

We used the Fubini theorem 14.299. This is allowed because v is compactly supported, so that
|B1v| is integrable on Rd´1 ˆ sa, br.

We integrate with respect to x1 over sa, br. On the left we have
ż b

a

ż

Rd´1
|vpx1, x

1q|2dx1dx1 “
ż

Rd

|vpxq|2dx, (61.55)

And on the right the integration is a simple multiplication by pb´ aq:
}v}2L2pRdq ď pb´ aq2}B1v}2L2pRdq. (61.56)
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Now we have

}v}2L2 ď pb´ aq2}B1v}2 ď C
dÿ

i“1
}B1v}2 “ C|v|1,Ω (61.57)

where C is a majoration of pb´ aq2 and 1.
The result is proved for v P DpΩq.
Let now consider u P H1

0 pΩq. By definition, there exists a sequence vi P DpΩq such that

vi
H1pΩqÝÑ u. (61.58)

For each i we have }vi}2L2pRdq ď C|vi|1,Ω. Taking the limit and using the lemma 61.21 to enter the
limits inside the norms we get the result.

61.5 Smooth diffeomorphisms

We already defined the Sobolev spaces HspRdq in definition 31.13. Let U and V be open parts
of Rd and consider a C8 diffeomorphism ψ : U Ñ V whose derivatives are bounded.

For u P C8pUq we write
Tu : V Ñ C

x ÞÑ pu ˝ ψ´1qpxq. (61.59)EQooHSVBooIZRxzhEQooHSVBooIZRxzh

A diffeomorphism ψ : U Ñ V applies to the functions by

ψ : FunpUq Ñ FunpV q
u ÞÑ u ˝ ψ´1.

(61.60)EQooMZSEooATfSTREQooMZSEooATfSTR

PROPooXAOKooQSBKHg

Proposition-Definition 61.23.
If T P D 1pUq we define ψT by

xψT, φyV “ xT, J · pφ ˝ ψqyU (61.61)

for every φ P D 1pV q.
ITEMooXHELooYhXNRs

(1) This defines a distribution ψT P D 1pV q.
ITEMooGDCYooVDFpuy

(2) The so defined map ψ : D 1pUq Ñ D 1pV q is bijective.
ITEMooNGSJooEdRgHt

(3) The so defined map ψ : D 1pUq Ñ D 1pV q is continuous.

Proof. We have to show that the map ψT : DpV q Ñ C is continuous or, in other words, if φn
DpV qÝÑ 0

we have to show that xψT, φnyV Ñ 0 in C.
In terms of the seminorms we have to prove that for every m P N and every compact K Ă V

we have
pK,m

`
J · pφn ˝ ψq

˘Ñ 0 (61.62)

where J is the Jacobian of ψ and

pK,mpfq “
ÿ

|α|ďm
}Bαf}K,8. (61.63)

By definition of ψT and the fact that T is continuous we have equivalence of these three facts:

xψT, φnyV CÝÑ 0 (61.64a)

xT, J · pφn ˝ ψqyU CÝÑ 0 (61.64b)

J · pφn ˝ ψq DpUqÝÑ 0. (61.64c)
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We are going to prove the last one. The first step is to use Leibniz formula and some obvious
notations like α´ β where α and β are multiindex:

ÿ

|α|ďm
}BαJ · pφn ˝ ψq}K “

ÿ

|α|ďm
}
ÿ

βďα
pBβJq· Bα´βpφn ˝ ψq}K (61.65)

Since ψ is a diffeomorphism, J is bounded and from the fact that K is compact, each of the BγJ
is bounded. Thus we have

pm,KpJ · pφn ˝ ψqq ď
ÿ

|α|ďm
}c

ÿ

βďα
Bβpφn ˝ ψq}K (61.66)

where the constant c depends on K and m.
We show by induction on |β| that for every sequence pφnq in DpV q with φn

DpV qÝÑ 0 we have
}Bβpφn ˝ ψq}K,8 Ñ 0. Starting with |β| “ 0 we have

}|φn ˝ ψ|}K “ }φn}ψpKq. (61.67)

Since ψpKq is compact (proposition 7.214), the latter is one of the seminorms on V , so that
}φn}ψpKq Ñ 0. For the induction we compute

Bi
`Bβpφn ˝ ψq

˘ “ Bβ`Bipφn ˝ ψq
˘

(61.68a)

“ Bβ
˜
x ÞÑ

ÿ

k

Bφn
Byk

`
ψpxq˘BψkBxi pxq

¸
(61.68b)

ď cBβ
˜ÿ

k

Bφn
Byk ˝ ψ

¸
(61.68c)

where we have done the majoration BψkBxi
pxq ď c which is legal because the function is continuous

on a compact and there is a finite number of couple pk, iq, so the bound can be taken uniformly
with respect to x, k and i in the same time. Now the function Bφn

Byn
is an element of DpV q and by

the induction hypothesis,

}Bβ
˜ÿ

k

Bφn
Byk ˝ ψ

¸
}K Ñ 0. (61.69)

This finishes the proof of point (1). We pass to the points (2) and (3).
(1) ψ : D 1pUq Ñ D 1pV q is surjective

Let T2 P D 1pV q. We define T1 on DpUq by T1 “ ψ´1T2; proposition 61.23 shows that T1 is a
distribution over DpUq. Moreover ψT1 “ T2. So ψ is surjective.

(2) ψ : D 1pUq Ñ D 1pV q is injective
Suppose ψT1 “ 0, so

xψT1, ϕyV “ xT1, J ˆ pϕ ˝ ψqyU “ 0 (61.70)

for every ϕ P DpV q. Since J is itself a C8 function, in fact every element φ P DpUq can be
written under the form J ˆ pϕ ˝ ψq for some ϕ P DpV q. We deduce T1 “ 0.

(3) ψ : D 1pUq Ñ D 1pV q is continuous

Let Tn
D 1pUqÝÑ O; we have to show that ψTn

D 1pV qÝÑ 0. We use the proposition 30.32: for
ϕ P DpV q we have to show that pψTnqpϕq Ñ 0, that is:

xψTn, ϕyV “ xTn, J ˆ pϕ ˝ ψqyU . (61.71)

Since Tn converges to zero in D 1pUq, the limit of the right hand side is zero.
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LEMooJHFUooWdAlar

Lemma 61.24.
Let a smooth diffeomorphism ψ : U Ñ V and a smooth map u : U Ñ C. We look at the composition

u ˝ ψ´1 : V Ñ C. (61.72)

We denote by y the coordinates on V and by x the ones on U . Let α be a y-multiindex. Then

Bαpu ˝ ψ´1qpyq “
ÿ

|I|ď|α|
cIαpyqpBIuq

`
ψ´1pyq˘ (61.73)

for some bounded functions cIα.
Written under a compact form,

Bαpu ˝ ψ´1q “
ÿ

|I|ď|α|
cIαpBIuq ˝ ψ´1. (61.74)

Proof. To be clear: β is a x-mutiindex. For α of length 1 we have

B
Byi

`
u ˝ ψ´1˘pyq “

ÿ

k

Bu
Bxk

`
ψ´1pyq˘Bψ

´1
k

Byi pyq. (61.75)

Then applying the Leibniz rule we will have multi-derivatives of u with respect to x, always taken
at the point ψ´1pyq and then derivatives of the components of ψ´1 with respect to y taken at the
point y. The derivatives on u are derivatives with respect to x, and each derivative with respect
to y on u ˝ψ´1 will create derivatives on u with respect to all the components of x. Thus the sum
is over the x-multiindiex of size lower or equal to the number of y-derivatives on u ˝ ψ´1.

Proposition 61.25 ([909]).
Let m P N and a diffeomorphism ψ : U Ñ V such that all the derivatives of ψ and ψ´1 are bounded.
We consider the map

ψ : FunpUq Ñ FunpV q
u ÞÑ u ˝ ψ´1.

(61.76)
ITEMooNJZOooOrzQIT

(1) We have
ψ : L2pUq Ñ L2pV q (61.77)

surjectively.
(2) We have the diffeomorphisms

ψ : HmpUq Ñ HmpV q (61.78a)
ψ : C8

0 pUq Ñ C8
0 pV q (61.78b)

ψ : D 1pUq Ñ D 1pV q. (61.78c)

The last one is defined by
xψT, φyV “ xT, J · pφ ˝ ψqyU . (61.79)

Proof. The hypothesis on ψ implies in particular that dψ and dψ´1 are bounded.
(1) ψ : L2pUq Ñ L2pV q is surjective We consider the operation ψ on the functions as ex-

plained in equation (61.60). We know that x ÞÑ |fpxq|2 is integrable on U . Thus the
change of variable theorem 14.292(3) the function |f |2 ˝ ψ´1 ˆ |J | is integrable on V . That
is the function y ÞÑ |f`ψ´1pyq˘|2|Jψpyq|. Recall that

Jψpaq “ detpdψaq, (61.80)

and that by hypothesis, this is bounded. Also by hypothesis, the inverse is bounded. If c is
a majoration of |1{J |, then

|f ˝ ψ|2 “ |f ˝ ψ|2 ˆ |J | ˆ |1{J | ď c|f ˝ ψ|2 ˆ |J |. (61.81)

The right hand side is integrable, so we deduce that |f ˝ ψ|2 is integrable. At the end of the
day, the function f P L2pV q is the image by ψ of f ˝ ψ´1 which belongs to L2pUq.
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(2) ψ : DpUq Ñ DpV q is bijective and continuous The bijection is the fact that ψ itself is
a bijection of class C8, and that it transforms a compact into a compact. The continuity is
correct for topology of the norm }.}8 because ψ turns out to be an isometry.

(3) ψ : D 1pUq Ñ D 1pV q is bijective and continuous That is the proposition 61.23.
(4) ψ : HmpUq Ñ HmpV q

We denote by y the coordinates on V and by x the ones on U . Let u P HmpUq, let ϕ P DpV q
and a y-multiindex α with |α| ď m. By definition of the weak derivative (and the fact that
ϕ is compactly supported, so that it vanishes at the boundaries of V ) we have

xu ˝ ψ´1, BαϕyV “ xu, |Jψ|BαϕyV (61.82a)subEQooNSBJooCbtTNIsubEQooNSBJooCbtTNI

“ xu,
ÿ

|I|ď|α|
cαIBI ϕ̃yU (61.82b)SUBEQooYBCCooIdpsxESUBEQooYBCCooIdpsxE

“
ÿ

|I|ď|α|
xu, cαIBI ϕ̃yU (61.82c)

“
ÿ

|I|ď|α|
xc̄αIu, BI ϕ̃yU (61.82d)

“
ÿ

|I|ď|α|
xBIpcαIuq, ϕ̃yU (61.82e)SUBEQooCSHLooTdTHvfSUBEQooCSHLooTdTHvf

Justifications:
— For (61.82a): the change of variable formula under the form (14.920).
— For (61.82b), we wrote ϕ̃ “ ϕ ˝ψ and used the lemma 61.24 with Bαpψ̃ ˝ψ´1q. We have

included the function |J | in the coefficients cαI .
— -NoValue- For (61.82e) we redefined cαI in order to include p´1q|I| and the complex

conjugation.
Up to now we have

xu ˝ ψ´1, BαϕyV “
ÿ

|I|ď|α|
xBIpcαIuq, ϕ̃yU (61.83)

where ϕ̃ “ ϕ ˝ ψ P DpUq and the coefficients (and all the derivatives) cαI are smooth and
bounded because they are combinations of derivatives of the ψ’s components.
We can again use the Leibniz rule on the derivative BIpcαIuq. We will get all the derivatives
BJu (J are sub-indices of I) with coefficients that are again derivatives of cαI . Thus we write

BIpcαIuq “
ÿ

JďI
c1
αJBJu, (61.84)

and since J takes any value contained in I and I every values with length lower than |α| we
can as well write

xu ˝ ψ´1, BαϕyV “
ÿ

|I|ď|α|
xBIpcαIuq, ϕ̃yU “

ÿ

|I|ď|α|
xc1
αIBIu, ϕ̃yU . (61.85)

We have |I| ď |α| ď m, so BIu P L2pUq. Since c1
αI is bounded, the product c1

αIBIu belongs
to L2pUq too. The integral change of variable formula (14.920) reads in our case:

xf, gyU “ xf ˝ ψ´1, pg ˝ ψ´1q|J´1|yV , (61.86)

with ϕ̃ in the role of g:
xf, g̃y “ x|J´1|pf ˝ ψ´1q, ϕyV (61.87)

Now with
ř

|I|ď|α| c1
αIBIu in the role of f we have |J´1|pf ˝ψ´1q P L2pV q because of point (1)

and the fact that |J´1| is bounded, so that the product makes sense and we have shown that
the function

f 1 “ |J´1|`
ÿ

|I|ď|α|
c1
αIBIu

˘ ˝ ψ´1 (61.88)
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is an element of L2pV q satisfying

xu ˝ ψ´1, BαϕyV “ xf 1, ϕyV (61.89)

for every ϕ P DpV q. This condition is the definition of p´1qαBαpu ˝ ψ´1q. Thus we have

Bαpu ˝ ψ´1q “ p´1qαf 1 P L2pV q. (61.90)

Notice that the fact that Bαpu ˝ ψ´1q exists is not a big deal: it always weakly exists. The
very point we shown is that the derivative is L2pV q.
Since α is amultiindex of any size up to m we shown that u ˝ ψ´1 P HmpV q.

(5) ψ : HmpUq Ñ HmpV q is continuous
Let u P HmpUq and a smooth diffeomorphism ψ : U Ñ V ; we consider ψu “ uψ´1 and we
want to prove an estimation like }ψu}HmpV q ď C}u}HmpUq. We use the proposition 11.40
with λ “ 1, V “ L2pV q and A “ DpV q:

}Bαpψuq}L2pV q “ supt|xBαpψuq, ϕyV | such that ϕ P DpV q and }ϕ}L2pV q ď 1u. (61.91)

Using lemme 61.24 we have

♣ “ xBαpψuq, ϕyV “
ÿ

|I|ď|α|
xcαIpBIuq ˝ ψ´1, ϕyV ď C

ÿ

|I|ď|α|
xpBIuq ˝ ψ´1, ϕyV . (61.92)

The first majoration is C “ supI,x cαIpxq. In the next lines, we will often modify C in order
to include other majorations. With the change of variable formula (14.920) and including a
majoration of |Jψ| in the constant C,

♣ “
ÿ

|I|ď|α|
xBIu, pϕ ˝ ψq|Jψ|yU ď C

ÿ

|I|ď|α|
xBIu, ϕ ˝ ψyU . (61.93)

Now, again using the change of variable formula (but in the reverse sense) we have

}ϕ ˝ ψ}2L2puq “ xϕ ˝ ψ, ϕ ˝ ψyU “ xϕ, ϕ|J´1|yV ď K}ϕ}2L2pV q (61.94)

where K is a majoration of |J´1|. We can continue the computation:

}Bαpψuq}L2pV q “ supt|♣| such that ϕ P DpV q and }ϕ}L2pV q ď 1u (61.95a)
ď suptC|

ÿ

|I|ď|α|
xBIu, ϕ ˝ ψyU | such that ϕ P DpV q and }ϕ}L2pV q ď 1u

(61.95b)
ď C

ÿ

|I|ď|α|
supt|xBIu, φyU | such that φ P DpUq and }φ}L2pUq ď Ku (61.95c)

ď C
ÿ

|I|ď|α|
}BIu}L2pUq. (61.95d)

We have:
}Bαpψuq}L2pV q ď C

ÿ

|I|ď|α|
}BIu}L2pUq ď C}u}HmpUq (61.96)

because of the expression (31.46) of the norm on HmpUq. Now we can conclude:

}ψu}HmpV q “
ÿ

|α|ďm
}Bαpψuq}L2pV q ď C

ÿ

|α|ďm
}u}HmpV q “ aC}u}HmpUq (61.97)

where a is the number of terms in the sum.
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(6) ψ : HmpUq Ñ HmpV q is a diffeomorphism
Replacing ψ by ψ´1 shows that ψ´1 : HmpV q Ñ HmpUq is continuous. Don’t forget to show
that this is actually the inverse:

ψ´1pψuq “ pψuq ˝ ψ´1 “ u ˝ ψ ˝ ψ´1 “ u. (61.98)

Notice that in the later equation, the symbol “ψ” denotes sometimes the map ψ : U Ñ V
and sometimes the map ψ : FunpUq Ñ FunpV q.

Remarque 61.26.
The hypothesis on the fact that the derivatives of ψ are bounded is not a weak one. As an example,
the map

ψ : s0, 1r Ñ s0, 1r
x ÞÑ x2 (61.99)

is a diffeomorphism with Jacobian given by Jψpxq “ 2x, so that 1{J is not bounded on s0, 1r.

61.6 Restriction operator

Definition 61.27.
Let j “ 1, . . . , d and h P R. We define the translation operator

τj,h : FunpRdq Ñ FunpRdq (61.100)

given by the formula
τj,hpfqpxq “ fpx´ hejq (61.101)

where ej is the canonical unit vector.

The adjoint operator (definition 60.11) τj̊,h : L2pRdq Ñ L2pRdq is

pτj̊,huqpxq “ upx` hejq. (61.102)

Indeed we have

xτpuq, vyL2pRdq “
ż

Rd

upx´ hejqvpxqdx “
ż

Rd

upyqvpy ` hejqdy “ xu, τj̊,hvyL2pRdq (61.103)

by a simple change of variable y “ x´hej . We immediately see that τj,h is an unitary operator of
L2pRdq.

If Ω is an open part of Rd we define the restriction operator rΩ by

rΩ “ u|Ω. (61.104)

We define
Rd` “ tx P Rd such that xn ą 0u, (61.105)

and the same for Rd´. We denote by r˘ the restriction operator to Rd˘. The extension operator is
the extension by 0 outside Ω:

peΩfqpxq “
#
fpxq if x P Ω
0 else.

(61.106)

61.28.
Do you believe that there is a difference between D

`
Rd`

˘
and DpRd`q? Let us see with d “ 1.

Since the support is closed, a function in DpR`q has to be zero on s´8, δs with δ ą 0.
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On the other hand, a function in D
`
Rd`

˘
can be nonzero immediately after x “ 0:

fpxq “

$
’’’’&
’’’’%

0 if x ă 0
x if x P r0, 1s
something if x P r1, 2s
0 if x ą 2.

(61.107)

where “something” stands for something smooth.
PROPooCXYRooPTgSLX

Proposition 61.29 ([909]).
Some densities.

(1) The set DpRdq is dense in HmpRdq for every integer m ě 0.
(2) The set r`DpRdq is dense in HmpRd`q for every m ě 0.

Theorem 61.30 ([909]).
There exists a linear continuous operator

ppmq : HmpRd`q Ñ HmpRdq (61.108)

such that
pr` ˝ ppmqqu “ u (61.109)

for every u P HmpRd`q.
Proof. The map r` a defined as r` : FunpRdq Ñ FunpRdq. Since the norms L2pRd`q are majored
by the ones L2pRdq we have

r` : HmpRdq Ñ HmpRd`q. (61.110)

We initiate by defining the operator ppmq on a dense subset (see proposition 61.29). Let
u P r`DpRdq. More precisely we choose u0 P DpRdq and we write u “ r`u0. We define

pppmquqpx1, xdq “

$
’&
’%

upx1, xdq if xd ą 0
u0px1, 0q if xd “ 0řm´1
k“0 aku0px1,´λkxdq if xd ă 0.

(61.111)

Here are some comments ont the definition.
— The value of ppmqu does not depend on the choice of u0 among all the elements in DpRdq

which restrict to u.
— The positivity of λk makes that ´λkxd ą 0, so that the whole makes sense.
— The numbers λ0, . . . , λm´1 are strictly positive different reals that are arbitrarily chosen.
— The coefficients ak are the solution of the system

m´1ÿ

k“0
λjkak “ p´1qj (61.112)EQooTHYTooUovXKTEQooTHYTooUovXKT

for j “ 0, . . . ,m´ 1.
— The system (61.112) has an unique solution because its matrix is Akj “ λjk whose determinant

is the non vanishing Vandermonde determinant 9.15.
Let us show that ppmqpuq P Cm´1pRdq. The derivatives of ppmqu with respect to the variables

x1,. . . , xd´1 do not create problems. Only the ones with respect to xd at xd “ 0 can be difficult.
Now we show by induction that

pBlnppmquqpx1, 0q “ pBlnu0qpx1, 0q (61.113)

with several steps.
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(1) First: pBnppmquqpx1, 0q “ pBnu0qpx1, 0q
On the one hand we have

lim
tÑ0`

pppmquqpx1, tq ´ pppmquqpx1, 0q
t

“ lim
tÑ0`

u0px1, tq ´ u0px1, 0q
t

“ pBnu0qpx1, 0q. (61.114)

The last equality comes from the fact that for u0 we know that the limits with tÑ 0` and
tÑ 0´ are equal. On the other hand, we know that

řm´1
k“0 ak “ 1, so that

lim
tÑ0´

pppmquqpx1, tq ´ pppmquqpx1, 0q
t

“ lim
tÑ0`

řm´1
k“0 aku0px1,´λktq ´ u0px1, 0q

t
(61.115a)

“
m´1ÿ

k“0
ak lim

tÑ0´

u0px1,´λktq ´ u0px1, 0q
t

(61.115b)

“ ´
m´1ÿ

k“0
akλkpBnu0qpx1, 0q. (61.115c)

We made the change of variable t1 “ ´λkt to compute the limit.
(2) Second: pBlnppmquqpx1, xdq with xd ă 0

In this case the computation is immediate:

pBlnppmquqpx1, xdq “
m´1ÿ

k“0
akp´λkqlpBlnu0qpx1,´λkxdq. (61.116)

(3) Induction
We are going to prove by induction over l that

pBlnppmquqpx1, 0q “ pBlnu0qpx1, 0q. (61.117)EQooVJITooNRgryXEQooVJITooNRgryX

The case l “ 1 is already done. So we compute with l ` 1 assuming that (61.117) holds.
Once again we have to compute separately the limit with tÑ 0` and tÑ 0´. We have

lim
tÑ0`

pBlnppmquqpx1, tq ´ pBlnppmquqpx1, 0q
t

“ lim
tÑ0`

pBlnu0qpx1, tq ´ pBlnu0qpx1, 0q
t

(61.118a)

“ pBl`1
n u0qpx1, 0q. (61.118b)

Now, the limit with negative t. To be computed:

lim
tÑ0´

pBlnppmquqpx1, tq ´ pBlnu0qpx1, 0q
t

. (61.119)EQooFKHJooPqYWeFEQooFKHJooPqYWeF

The numerator can be expanded as

p´1ql
m´1ÿ

k“0
akλ

l
kpBlnu0qpx1,´λktq ´ pBlnu0qpx1, 0q. (61.120)

Since p´1qlřm´1
k“0 akλ

l
k “ 1 we can multiply the second term by that and enter pBlnu0qpx1, 0q

in the sum. What we get is

p´1ql
m´1ÿ

k“0
akλ

l
k

`pBlnu0qpx1,´λktq ´ pBlnu0qpx1, 0q˘. (61.121)
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Back to the limit (61.119) we permute the limit and the sum:

lim
tÑ0´

pBlnppmquqpx1, tq ´ pBlnu0qpx1, 0q
t

“ p´1ql
m´1ÿ

k“0
λlk lim

tÑ0´

pBlnu0qpx1,´λktq ´ pBlnu0qpx1, 0q
t

(61.122a)

“ p´1ql
m´1ÿ

k“0
λlk lim

tÑ0`

pBlnu0qpx1, uq ´ pBlnu0qpx1, 0q
´u{λk

(61.122b)

“ p´1ql`1
m`1ÿ

k“0
λl`1
k pBl`1

n u0qpx1, 0q (61.122c)

“ pBl`1
n u0qpx1, 0q. (61.122d)

The induction is finished.

We are now able to prove that ppmqu is Cm´1pRdq. The only point is to show that pBlnuqq is
continuous at xd “ 0. The limit with xd ą 0 does not pone any problem. For xd ă 0,

lim
xdÑ0´

pBlnppmquqpx1, xdq “
m´1ÿ

k“0
akp´λkql lim

xdÑ0´
pBlnu0qpx1,´λkxdq (61.123a)

“
m´1ÿ

k“0
akp´λkqlpBlnu0qpx1, 0q (61.123b)

“ pBlnu0qpx1, 0q (61.123c)
“ pBlnppmquqpx1, 0q. (61.123d)

When one tries to derive more than m´ 1 times, we have a possible discontinuity at xd “ 0 since
we do not have any formula for the sum

řm´1
k“0 kλ

m
k .

The function ppmqu is compactly supported and the derivatives up to the m´1eare continuous.
The mederivatives is continuous on xd ą 0 and xd ă 0. The whole makes

ppmqu P HmpRdq. (61.124)

We still have to prove that ppmq : r`DpRdq Ñ HmpRdq is continuous and extends to HmpRd`q.
We start proving the inequality

}ppmqu}HmpRdq ď C}u}HmpRd
`

q (61.125)

for some constant C that depend on the λi’s. By the definition 31.46 we know }v}HmpRdq “ř
|α|ďm }Bαv}L2pRdq and what happens on the hyperplane xd “ 0 is of no interest. Let’s consider a

multiindex α containing l times the index xd; of xd ă 0 we have

pBαppmquqpx1, xdq “
m´1ÿ

k“0
p´λkqlakpBαuqpx1,´λkxdq. (61.126)

There is a finite number of combinations λlk with k “ 0, . . . , d´ 1 and l “ 0, . . . ,m (and they are
all strictly positive). We majore them all by K. Taking the maximum of the numbers |ak| and
including it in the K we have

ˇ̌pBαppmquqpx1, xdq
ˇ̌ ď K

m´1ÿ

k“0
|pBαuqpx1,´λkxdq|. (61.127)
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As far as the L2pRdq norm is concerned we have

}Bαppmqu}L2pRd
´

q ď K
m´1ÿ

k“0

ż

Rd
´

ˇ̌pBαuqpx1,´λkxdq
ˇ̌2
dx1 b dxd (61.128a)

“ K
m´1ÿ

k“0

ż

Rd
`

λk
ˇ̌pBαuqpx1, yqˇ̌2dx1 b dy (61.128b)EQooBTCBooHejadMEQooBTCBooHejadM

“ K
m´1ÿ

k“0
λk}Bαu}L2pRd

`
q (61.128c)

ď K}Bαu}L2pRd
`

q. (61.128d)

We made the change of variable y “ ´λkxd (this is why a λk appeared as Jacobian in (61.128b)).
In the last line we included the factor

řm´1
k“0 λk into K.

From the definition we also have

}Bαppmqu}L2pRd
`

q “ }Bαu}L2pRd
`

q. (61.129)

Making the sum (and neglecting the integral over xd “ 0) and redefining K as maxt1,Ku,

}Bαppmqu}L2pRdq ď K}Bαu}L2pRd
`

q ` }Bαu}L2pRd
`

q (61.130a)

“ 2K}Bαu}L2pRd
`

q. (61.130b)

Taking once again the sum over the |α| ď m we have the majoration

}ppmqu}HmpRdq ď C}u}HmpRd
`

q. (61.131)

We have continuity of the map

ppmq :
´
r`DpRdq, }.}HmpRd

`
q
¯
Ñ

´
HmpRdq, }.}HmpRdq

¯
. (61.132)

Taking advantage of the fact that the Sobolev space are complete (thus Banach) and the density
of r`HmpRd`q in HmpRd`q we use the proposition 17.131 to build a continuous extension

ppmq :
´
HmpRd`q, }.}HmpRd

`
q
¯
Ñ

´
HmpRdq, }.}HmpRdq

¯
. (61.133)

61.7 Boundaries

We already made a small step in the world of boundaries and Sobolev space defining H1
0 pΩq

as the part of H1pΩq made from functions that vanishes on BΩ (definition 61.18). This is far from
being the end of the story. The main point in studying Sobolev spaces and boundaries is that the
boundary has zero measure, so that the definitions of the usual functional spaces make no sense.

We need an integration theory on the boundary. Let a ą 0 (in R) and define

Qa “ tx P Rd such that |xj | ă a, @ju (61.134a)
Q1
a “ tx1 P Rd´1 such that |x1

j | ă a, @j “ 1, . . . , d´ 1u (61.134b)
Qà “ tx P Qa such that |xn| ą 0u. (61.134c)

DEFooCDJTooYyibCc

Definition 61.31.
A smooth diffeomorphism φ : AÑ B is an invertible C8-map with C8 inverse.
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Definition 61.32 ([909]).
A open set Ω Ă Rd is smooth if for every x0 P BΩ there exists a neighbourhood U of x0, a a ą 0
and a smooth diffeomorphism 10 φ : Qa Ñ U such that

(1) φpQà q “ U X Ω
(2) φpQ1

aq “ U X BΩ
(3) φp0q “ x0.

The restriction φ : Q1
a Ñ U X BΩ will be denoted by λ.

Definition 61.33.
A triple pφ,U,Qaq is a local coordinates system for Ω around x0.

Lemma 61.34.
Let pφ1, U1, Qaq and pφ2, U2, Qaq be local coordinates system around x1 and x2 in BΩ. The map

φ´1
2 ˝ φ1 : φ´1

1 pU1 X U2q Ñ φ´1
2 pU1 X U2q (61.135)

is a smooth diffeomorphism such that if y P Qa is an element of φ´1
1 pU1XU2q with yn “ 0 we have

pφ´1
2 ˝ φ1qpyqn “ 0. (61.136)

Proof. The fact that φ´1
2 ˝ φ1 is a smooth diffeomorphism is true by composition, and by the

careful choice of the domains.
If yn “ 0, we have y P Q1

a and φ1pyq P U1 X BΩ. In the same time, from the hypothesis,
φ1pyq P U1 X U2, so that

φ1pyq P U1 X U2 X BΩ. (61.137)

In particular, φ´1
2
`
φ1pyq

˘ P Q1
a and pφ´1

2 ˝ φ1qpyqn “ 0.

One can restate the lemma saying that φ´1
2 ˝ φ1 is a smooth diffeomorphism preserving the

property yn “ 0.

61.35.
We suppose that Ω is bounded, so that BΩ is bounded and closed, thus compact (Borel-Lebesgue,
theorem 10.24). If one has a local coordinate system pφx, Ux, Qaq around each x P BΩ, the unionŤ
xPBΩ Ux contains BΩ. There exists a finite subcovering.

We conclude that when Ω is bounded, we have a finite family of local coordinates pφj , Uj , Qaq
(j “ 1, . . . , . . . , N). We also write U0 “ Ω so that

ŤN
j“0 Uj covers Ω̄.

As allowed by the corollary 48.65, we consider a partition of the unity for Ω̄ subordinated to
the open sets tUjuj“0,...,N . For each j “ 0, . . . , N we have ψj P DpUjq and we have

Nÿ

j“0
ψj “ 1 (61.138)

on a neighbourhood of Ω̄.
If u P FunpΩq we have

u “
Nÿ

j“0
ψju (61.139)

and if v P FunpBΩq we have

b “
Nÿ

j“1
ψjv. (61.140)

10. Définition 61.31.



61.8. OLDER WORK 3423

The function ψju : Uj Ñ C can be send to a function on Qà by a chart because the support of
ψju is contained in the interior of Uj while φ´1

j pUj X Ωq “ Qà .
The diffeomorphism φj : Qa Ñ Uj induces a diffeomorphism

λj : Q1
a Ñ Uj X BΩ (61.141)

This is because by definition of a chart, φj : Uj X BΩ Ñ Q1
a is a bijection.

The following defines LplocpBΩq with respect to a chart system. So this should be written
LplocpBΩ, tφjuq.

DEFooFBVPooEeNwuU

Definition 61.36.
Let p ě 1. The space LplocpBΩq is the set of functions u P FunpBΩq such that the map

u ˝ λj : Q1
a Ñ C (61.142)

belongs to LplocpQ1
aq for every j.

We prove that the set LplocpBΩ, tφjuq does not depend on tφju.
Lemma 61.37.
The set defined in 61.36 does not depend on the choice of chart system.

Proof. We consider two coordinates charts pUj , φj , QaqjPJ and pVα, ψα, QaaαPAq and we have to
show that when u is a Lploc function with respect to one chart system, it is Lploc for the other one.
We consider the restrictions

λj : Q1
a Ñ Uj X BΩ (61.143a)

σα : Q1
a Ñ Vα X BΩ. (61.143b)

So we suppose that u ˝ λj P LplocpQ1
aq for every j and we have to show that u ˝ σα P LplocpQ1

aq for
every α P A (from now on we fix some α P A). Let K be compact un Q1

a and we have to show
that u ˝ σα P LppKq.

Let Lj “ Uj X σαpKq; this is a compact part of Rd and we have σαpKq “ Ť
jPJ Lj . The latter

union is however not disjoint. We have
ż

K
|u ˝ σα|p “

ż

σα

|Jσα |p|u|p (61.144a)

ď
ÿ

iPI

ż

Lj

|Jσα |ploomoon
ďC

|u|p (61.144b)

ď C
ÿ

iPI

ż

λ´1
i pLiq

|Jλ´1
i
|loomoon

ďC1

|u ˝ λi|p (61.144c)

The integrals are finites because the integration domain are compacts while the integrand is
LplocpQ1

aq.

61.8 Older work
SECooNJLDooFcUzQv

A lot of theory about Sobolev spaces can be found in [910, 911]. The Fourier transform of
a function φ on Rn is defined by formulas

pFφqppq “ φ̂ppq “
ż

RN

e´2iπp·xφpxq dx (61.145a)

φpxq “
ż

RN

e2iπx· pφ̂ppq dp (61.145b)
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Main properties of Fourier transform are subeq_prop_Four

pBjFφqppq “ ´2iπF pxjφq (61.146a)
pFBjφq “ 2iπpjpFφqppq (61.146b)

The associated formula for the delta Dirac “function” is
ż
e2iπk·x dx “ δpxq. (61.147)

Proposition 61.38.
If Ŝ denote the set of functions φ̂ with φ P S , then Ŝ “ S .

Proof. No proof

We consider the Laplace operator, or Laplacian,

∆ “
Nÿ

j“1
B2
j (61.148)

When k P N, we consider the following norm on S pRN q:

}φ}2Hk “
ż

RN

φpxqr1´ p2πq´2∆skφpxq dx (61.149)eq_def_norm_Sobeq_def_norm_Sob

The Sobolev space Hk
2 pRN q is the completed of S for this norm.

Proposition 61.39.
These Sobolev spaces are Hilbert spaces

Proof. No proof

In order to define Sobolev spaces Hk with k ă 0, we have to find a definition for r´∆` 1s´l.
We define

S plq “ tr1´ p2πq´2∆slφ tel que φ P S u
Lemma 61.40.
For each ψ P S plq, there exists one and only one φ P S such that p´∆` 1qlφ “ ψ.

This unique function φ is naturally denoted by p´∆` 1q´l

Proof. We give the proof with l “ 1, the other are induction. When ψ P S plq, existence is by
definition true and only unicity is non trivial. Let φ1 and φ2 in S such that

r1´ p2πq´2∆sφ1 “ r1´ p2πq´2∆sφ2,

the function f “ φ1 ´ φ2 fulfils p´∆` 1qf “ 0 and thus
ż

RN

fpxqr1´ p2πq´2∆sfpxq dx “ 0.

Since f Ñ 0 at infinity rapidly, an integration by part of the term containing ∆ leads, up to some
constants, to ż

ff ´
ż
f∆f “

ż
|f |2 `

ż
|∇f |2 “ 0.

This proves that f “ 0.

Now, the norm (61.149) can be used to define the Sobolev space H´l. Elements of Hk (k ă 0)
which are not functions are distributions. When m ě 0, formulas (61.146) give

`
F r1´ p2πq´2∆smψ˘ ppq “

´
p1` p2qmψ̂

¯
ppq. (61.150)eq_umdpi_spieq_umdpi_spi
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Proposition 61.41.
When ψ P S pmq, equality (61.150) holds even for m ă 0.

Let us point out that m keep integer; the general real case will be treated later.

Proof. Let m “ ´k ă 0; from definition of the space S pmq, the function φ “ r1 ´ p2πq´2∆s´kψ
exists; we have

ψ̂ “
´
F r1´ p2πq´2∆skφ

¯
ppq “ pp2 ` 1qkφ̂ppq, (61.151)

therefore φ̂ppq “ pp2 ` 1q´kψ̂ppq. Replacing φ by its definition,
´
F r1´ p2πq´2∆s´kψ

¯
ppq “ pp2 ` 1q´kψ̂ppq. (61.152)

Proposition 61.42.
Let φ P S . There exists a ψ P S such that

φ “ r1´ p2πq´2∆slψ
Proof. Let us prove it with l “ 1; other cases are obtained by iteration. We consider the function
ψ defined by the condition

ψ̂ppq “ pp2 ` 1q´1pFφqppq.
For this function we have r1´ p2πq´2∆sψ “ φ

The space ĤspRN q is the completed of S for the norm

}φ}2
Ĥs “

ż

RN

pp2 ` 1q2|φppq|2 dx (61.153)

where s is any positive real.

Theorem 61.43.
For each φ P S and k P N, we have

}Fφ}Ĥk “ }φ}Hk ,

in other words, the Fourier transform in S is an isometry F : Hk Ñ Ĥk.

Proof. Using Parseval and equality (61.150),

}φ}2Hk “
ż

RN

φpxqr1´ p2πq´2∆skφpxq dx “
ż
Fφppqpp2 ` 1qkpFφqppq dp “ }φ}2

Ĥk . (61.154)

The space S is dense in Hk and F is a bounded operator on S (because it is isometric). There-
fore it can be extended to an unique isometric homomorphism F : Hk Ñ Ĥk which is evidently
called Fourier transform.

In the same way, F´1 is extended to an inverse of F and finally,

F : HkpRN q Ñ ĤkpRN q
is an isometric isomorphism. For each s P R, we define

}φ}Hs :“ }Fφ}Ĥs , (61.155)

and the completed of S for this norm is the Sobolev space HspRN q.
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Chapter 62

Analysis

62.1 Fréchet spaces and algebras

Definition 62.1.
A Fréchet space is an Hausdorff locally convex space whose topology can be defined by a countable
family of seminorm and which is complete for any distance invariant under the translations.

Somme results without proof:

Lemma 62.2.
An Hausdorff uniformisable space whose topology can be defined by a sequence pdnq of ecarts is
metrisable.

Lemma 62.3.
An Hausdorff locally convex space whose topology can be defined by a countable family of seminorms
is metrisable.

In particular, a Fréchet space is metrisable.
prop_suiteFk

Lemma 62.4.
Let pFkq be a decreasing sequence of Fréchet spaces such that the canonical injections Id : FK`1 Ñ
Fk are continuous. Let, for each k P N, be a sequence pak,qq of points in Fk which converges to
zero in the sense of Fk. Then there exists an increasing sequence qk Ñ8 such that for all h ě 0,

ÿ

kěh
ak,qk

is a converging sum in Fk.

The following result is easy to prove:

Proposition 62.5.
If A is a Fréchet algebra for the seminorms }.}, the space C5pV,Aq is a Fréchet algebra for the
seminorms

}f}k “
ÿ

vPV
}fpvq}k

Definition 62.6.
A Fréchet algebra is a topological algebra whose topology is given by a countable family of sub-
multiplicative seminorms:

}ab}k ď }a}k}b}k.
Proposition 62.7.
Let A be a Fréchet algebra with seminorms }.}k and α be an action of the vector space V on A.

3427
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We put on A8 the seminorms
}a}jk “ 1

µ! sup
iďj

ÿ

|µ|ďk
}Bµa}i. (62.1)

These seminorms are sub-multiplicative.

Proof. The element Bµa P A8 is defined by the action: for each X P V we set

BXa “ d

dt

”
αtXpaq

ı
t“0

and µ is a multi-index. The sum
ř

|µ|ďk }Bµpabq}i is made of terms of the form

}BαaBβb}i ď }Bαa}i}Bβ}i.
Evidently, supiďj }Bαa}i ď }a}jk. So }ab}jk is made of µ! terms which are all lesser than }a}jk}b}jk.
The factor 1{µ! concludes the proof.

62.2 Gårding spaces

62.2.1 Strongly continuous action and smooth vector
subsec:actionrn

62.2.1.1 Strongly continuous action

Let T : GÑ BpXq be a homomorphism between a topological group G and the space BpXq of
bounded operators on a Banach space, X. In particular, T is an action of G on X. We say that
T is locally bounded if for all g P G, there exists a neighbourhood U of g in G and a real K ą 0
such that }T phq} ď K for all h P U . This norm is the operator norm on a Banach space 60.44.
The action T is strongly continuous if for all x P X, the map g Ñ T pgqx is continuous for the
norm topology on X.

Let V be a d-dimensional vector space with an inner-product denoted by v·w; we consider
tX1, . . . Xdu, an orthonormal basis. Let t}.}ku be a family of seminorm which defines the topology
on a Fréchet space A, and C5pV,Aq the set of continuous bounded maps V Ñ A on which we define
a topology from the seminorms

}f}k “ sup
wPV

}fpwq}k. (62.2)eq:def_semi_neq:def_semi_n

We consider the action τ : V ˆ C5pV,Aq Ñ C5pV,Aq defined by translation:

pτvfqpwq “ fpv ` wq. (62.3)eq:def_act_taueq:def_act_tau

It is naturally isometric for each of the seminorms (62.2), but it is not specially a strongly contin-
uous action. We write

ϕf : V Ñ C5pV,Aq
ϕf pvq “ τvf

(62.4)

Remarque 62.8.
The Fréchet space A is not specially C or something like that. In fact, our intention is to consider
as A a space like C8pRq where R is equipped with seminorms of the form }f}µ “ suprPR |pBµfqprq|.
Proposition 62.9.
The maximal subset of C5pV,Aq on which action τ is strongly continuous is the set CupV,Aq of
uniformly continuous maps.

Proof. We begin by write down the definition of uniform continuity (48.5) of a map f : V Ñ A in
the present setting. Let O be a neighbourhood of zero in A, i.e. a choice of k and ε for which we
say that a P O if }a}k ă ε. Then there exists a neighbourhood Ukε of zero in V such that

v1 ´ v2 P Ukε ñ }fpv1q ´ fpv2q}k ă ε. (62.5)
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The fact for f to be uniformly continuous is the existence of such a Ukε for all k and ε.
We begin to prove that if v Ñ τvf is continuous, then f is uniformly continuous. For this, an

open set R Ă C5pV,Aq is given by a choice of k, ε and g0 P C5pV,Aq:

R “ tg P C5pV,Aq tel que }g ´ g0}k ă εu. (62.6)

The condition for v to belongs to ϕ´1
f pRq is }g0 ´ τvf}k ă ε or

sup
wPV

}g0pwq ´ fpv ` wq}k ă ε. (62.7)

Let us take a particular R: one which is taken with g0 “ f . A necessary condition for ϕf to be
continuous is that the set of v P V such that

sup
wPV

}fpwq ´ fpv ` wq}k ă ε (62.8)eq:vdansUeq:vdansU

is open in V . From hypothesis, we know that it is true (because ϕf is continuous). It is also evident
that v “ 0 belongs to this set; let is write it Ukε and consider v1, v2 P V such that v1 ´ v2 P Ukε.
Then

}fpv1q ´ fpv2q}k “ }fpv2q ´ fpv2 ` pv1 ´ v2qq}k
ď sup

wPV
}fpwq ´ fpw ` pv1 ´ v2qq}k

ď ε

(62.9)

because v1 ´ v2 fulfils (62.8).
Now let us prove that if f is uniformly continuous, then ϕf is continuous; or, in other words,

for all choice of g0 P C5pV,Aq, ε ą 0 and k, the set

A “
"
v P V tel que sup

wPV
}g0pwq ´ fpv ` wq}k ă ε

*
(62.10)

is open in V . For, we consider v1 in this set and we prove that if v1 ´ v2 belongs to a suitably
small open set around zero, then v2 belongs to A too. So let v2 be such that

}fpv1q ´ fpv2q} ă ε1

and let us search for an ε1 such that v2 P A:

sup
wPV

}g0pwq ´ fpv2 ` wq} ď sup
wPV

}g0pwq ´ fpv1 ` wq} ` sup
wPV

}fpv1 ` wq ´ fpv1 ` w2q}. (62.11)

The first term is lesser than ε by construction of v1 while the second is lesser than ε1 from the
uniform continuity of f .

62.2.1.2 Smooth vector of an action

Let α : V ˆ A0 Ñ A0 be a strongly continuous action of the topological vector space V on a
C˚-algebra A0. The space A8 of the smooth vector for the action α is the set

A8 “ ta P A0 tel que xÑ αxpaq is smoothu (62.12)

where “smooth” means infinitely continuously derivable.

Exemple 62.10.
The set of smooth vectors of the action by translation of R on C5pR,Cq: pτxfqy “ fpx` yq P C.
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We define ϕf : RÑ C5pR,Cq by ϕf pxq “ τxf . The derivative is defined as on any vector space by
the limit

pϕf q1pxqy “ lim
εÑ0

ϕf px` εq ´ ϕf pxq
ε

y

“ lim
εÑ0

fpx` ε` yq ´ fpx` yq
ε

“ f 1px` yq
“ ϕf 1pxqy.

(62.13)

So ϕ1
f “ ϕf 1 . First conclusion: f must be smooth. But we just showed that ϕf is continuous if and

only if f is uniformly continuous. Then A8 is the set of function from R to C whose itself and all
their derivatives are uniformly continuous. In particular, these functions and all their derivatives
are bounded on any bounded set (not only compact ones).

△

62.2.2 Action on Hilbert space

Let us particularise definition of C8 vector to action of a Lie group G on a Hilbert space H.
Some proofs will be omitted. They can be found in [826].

For a map f : RN Ñ E, the differential of f at x0 P RN is the linear map dfx0 : RN Ñ E
defined by

pdfx0qa “
d

dt

”
fpx0 ` atq

ı
t“0

“ lim
tÑ0

fpx0 ` atq ´ fpx0q
t

. (62.14)

where the d{dtp. . .q is a notation for the limit in E. It is a particular case of f : G Ñ E where G
is a Lie group. In this case, we define

dfg0X “ d

dt

”
fpXptqq

ı
t“0

“ lim
tÑ0

fpXptq ´ fpg0qq
t

. (62.15)

One can see g Ñ dfg as a map GÑ EndpTgG,Eq. The space EndpTgG,Eq is naturally given with
a structure of topological vector space. We say that f is of class Cr at g0 if dfg0 is Cr. We say
that f is smooth or C8 is it is of class r for all r.

The partial derivative of f in the direction of the tangent vector X at x is pdfqxX. It comes
from the formula dfxX “ Xxpfq which gives the usual partial derivative when f is a function from
Rn to Rm.

When T is a representation of the Lie group G on the Hilbert space H, a vector v P E is a
C8 vector if the map g Ñ T pgqv is C8 as map G Ñ E. The set of C8 vectors is a vector space
identified by 1 C8pT q.

A representation is a map T : GÑ EndpEq in such a way that the resulting map GˆE Ñ E
is continuous. In particular, g Ñ T pgqv is continuous for all v P E. The strong continuity is the
fact that g Ñ T pgqv is continuous at g “ e and }T pgq} is uniformly bounded on a neighbourhood
of e. A closed subspace H1 Ď H is a subrepresentation og T is T pGqH1 Ď H1.

From now, we denote by fv the map

fv : GÑ E g ÞÑ T pgqv. (62.16)

Let v P C8pT q and gv : G Ñ E,
gvpXq “ T peXqv.

As composition of two smooth map, it is a C8 map. We define φpXq : E Ñ E by

φpXqv “ pdgvq0pXq.
1. C’est pas identified with?
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Proposition 62.11.
Let T : GÑ EndpEq, a representation of the Lie group G on a Hilbert space H. For each X P G,
we define φX : C8pT q Ñ E by

φxpvq “ φpXqv “ lim
tÑ0

T petXqv ´ v
t

. (62.17)eq:250105r1eq:250105r1

Then each φX leaves C8pT q unchanged and φ is a representation of G on C8pT q. This
representation naturally extends to a representation of the universal enveloping algebra UpGCq on
C8pT q with φp1q “ 1.

Proof. Let v P C8pT q and fv : GÑ E, fvpgq “ T pgqv. We apply T pgq to the two sides of equation
(62.17):

T pgqφpXqv “ lim
tÑ0

T pgetXqv ´ T pgqv
t

“ lim
tÑ0

ff pgetXq ´ fvpgq
t

“ d

dt

”
fpgetXq

ı
t“0

“ X̃gfv

(62.18)

Since g Ñ fvpgq is C8, the map g Ñ X̃gfv is C8 too. Then g Ñ T pgqφpXqv is C8. This proves
that φpXqv P C8pT q. So φX : C8pT q Ñ C8pT q.

Proposition 52.21 extends φ : G Ñ EndpEq into a representation of UpGCq on C8pT q. In order
to use this proposition, we have to prove that

φrX,Y s “ φpXq ˝ φpY q ´ φpY q ˝ φpXq.

A proof of this equation is given in [826].

Once again, a proposition without proof:

Proposition 62.12.
If U is an unitary representation of G on E, then each φpXq for the associated representation
φ : G Ñ EndpC8pT qq is skew-hermitian.

Proposition 62.13.
Let T be a representation of G on E. Then C8pT q is stable for each T pgq. If φ is the corresponding
representation of UpGCq on C8pEq, then for all D P UpGCq and all g P G, we have

T pgqφpDqT pg´1q “ φpAdpgqDq.

Proof. The map g Ñ T pgqT pg0qv is the composition of the (smooth) product g Ñ gg0 in G and
the smooth map g Ñ T pgqv which are both C8. This proves that for all g0 P G, the vector T pg0qv
belongs to C8pT q.

Let now X P G, g P G and v P C8pT q. We have

T petXq ´ 1
t

T pgq´1v “ T pg´1q
ˆ
T pgetXg´1q ´ 1

t

˙
v (62.19)

Let us consider the limit t Ñ 0 of this equation. From (62.17), the left hand side becomes
φpXqT pgq´1v, while the right hand side is T pg´1qφpAdpgqXqv. Then for all X P G,

T pgqφpXqT pg´1q “ φpAdpgqXq. (62.20)
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This is the thesis in the particular case D P G. The conclusion for all D P UpGq comes from the
discussion of subsection 52.3.1:

T pgqφpX b Y qT pg´1q “ φpAdpgqXqφpAdpgqY q “ φpAdpgqX bAdpgqY q “ φpAdpgqpX b Y qq.
(62.21)

Corollary 62.14.
If T is a representation of G on E and D P ZpUpGqq – the center of UpGq–, then φpDq commutes
with all the T pgq.
Proof. Lemma 52.22 make AdpgqD “ D and the preceding proposition concludes.

Proposition 62.15.
Let T be a representation of the Lie group G on a Hilbert space E and an open subspace E Ď E
stable under all operators φpXq defined by

φpXqv “ lim
tÑ0

T petXqv ´ v
t

. (62.22)eq:ovlphilimeq:ovlphilim

Then S Ď C8pT q.
Proof. Let v P S and fv : G Ñ H, fvpgq “ T pgqv. All the partial derivatives of fv exist at e P G
by hypothesis and their value are given by

pdfvqeX “ φpXqv (62.23)eq:dfeXeq:dfeX

Let us apply T pgq to both side of equation (62.22):

T pgqφpXqv “ lim
tÑ0

T pgetXg´1q ´ 1
t

T pgqv

“ lim
tÑ0

T petAdpgqX ´ 1
t

T pgqv P S by assumption

“ φpAdpgqXqT pgqv.

(62.24)

Equation (62.23) only gives partial derivatives of fv at e. Let us compute, for Xg P TgG,

pdfvqgXg “ d

dt

”
fvpXgptqq

ı
t“0

.

We parametrize Xgptq “ getX , where X P G is chosen in such a way that Xg “ X̃g:

pdfvqgXg “ lim
tÑ0

fvpgerXq ´ fpgq
t

“ lim
tÑ0

T pgetXqv ´ T pgqv
t

“ T pgqφpXqv.

(62.25)

The continuity of T pgq : E Ñ E justifies the inversion of the limit and T pgq. So we have

pdfvqgX̃g “ T pgqφpXqv “ φpAdpgqXqT pgqv.
Let us proceed by induction and suppose that for all v P S, the map fv is Ck. In particular, fφpXqv
is Ck and thus g Ñ T pgqφpXqv “ pdfvqgX is Ck for each X P TgG. This is just the condition for
fv to be Ck`1.

The induction begins by the fact that fv is continuous from definition of a representation.
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Definition 62.16.
If T : G Ñ EndE is a strongly continuous representation of the Lie group G on the Hilbert space
E, the Gårding space is the subspace of E generated by vectors of the form

T pfqv “
ż

G
fpgqT pgqv dµpgq (62.26)

where µis a left invariant Haar measure on G, v P E and f P C8pG,Cq.
Proposition 62.17.
The Gårding space is stable under φpXq and

φpXqrT pfqvs “ ´T pXfqv (62.27)

where X is the right invariant vector field on G generated by X P G.

Proof. For each t ‰ 0, we have

T petXq ´ 1
t

T pfqv “ 1
t
rT petXq ´ 1s

ż

G
fpgqT pgqv dµpgq, (62.28)

let’s say that one can permute the operator and the integral, and apply the change of variable
g1 “ etXg in the first term. The measure being invariant we find

“ 1
t

ż

G
fpe´tXg1qqT pg1qv dµpg1q ´ 1

t

ż

G
fpgqT pgqv dµpgq (62.29)

“
ż

G

fpe´tXgq ´ fpgq
t

T pgqv dµpgq. (62.30)

Taking the limit tÑ 0 (which can be permuted with the integral), it comes

φpXqT pfqv “ p´Xq
g
fT pgqv

“ T p´Xfqv
(62.31)

which is the claim.

Theorem 62.18.
The Gårding space of C8pT q is dense in E. Then C8pT q itself is dense in E.

Proof. Let v P E and ε ą 0. We are going to find an element of the Gårding space at a distance
lower than ε of v. From assumption, T is strongly continuous. We define

S “ tg P G tel que |T pgqv ´ v| ď εu
which is open by strong continuity. Let f be a continuous positive function with support contained
in S and such that

ş
G f dµ “ 1. With this function,

|T pfqv ´ v| “
ˇ̌
ˇ̌
ż

G
fpgqrT pgqv ´ vs dµpgq

ˇ̌
ˇ̌ .

We can change the integral over G into an integral over S because f “ 0 outside S and enforce
the inequality by entering the norm in the integral. So

|T pfqv ´ v| ď
ż

S
fpgq|T pgqv ´ v| dµpgq

ď ε

ż

S
fpgq dµpgq “ ε.

(62.32)
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62.3 Operator symbol

Operator symbol are natural framework to build oscillatory integral. Most of this theory comes
from the book [912] of Dieudonné.

62.3.1 A case without problem

Let X be an open subset of RN 1 and Aν : X Ñ MN2ˆN 1 with |ν| ď m, some C8 maps. A
differential operator is a map P : ERpXqN 1 Ñ ERpXqN2 of the following form:

P puq “
ÿ

|ν|ďm
Aν ·Dνu,

where the dot denotes a product matrix times vector. We suppose that the support of u is compact
in X, so that it can be extended by 0 in RnzX in order to get a function in DRpXqN 1 that we will
also denote by u. One can compute the Fourier transform of u: Fuk P C pRnq, and Fu P C pRnqN 1 .
A main property of Fourier transform is that

Dνu “
ż

Rn

e2πix· ξp2πuξqνpFuqpξqdξ.

If we pose
Apx, ξq “

ÿ

|ν|ďm
p2πiξqνAνpxq,

P puq can be written as

P puq “
ż

Rn

e2πix· ξApx, ξq· pFuqpξqdξ.

This integral makes only sense because we had carefully chosen allows the regularity conditions:
as far as integral over ξ is concerned, the functions Apx, ξq are polynomial with coefficients in
ERpXqN 1N2 while the exponential contains a scalar product. The purpose of oscillatory integral is
to generalise these two circumstances.

62.3.2 A problem

Let us consider the integral
ş8
1

1
xe
ixdx. How to give a sense to that? Since eix “ ´iBxeix, an

integration by parts gives
ż 8

1

1
x
eix “ ´i

ż 8

1

1
x
Bxpeixq “ ie´i ´

ż 8

1

1
x2 e

ix (62.33)

where the last integral exists in the usual sense.

62.3.3 Basic definitions

Definition 62.19.
Let X be an open subset of Rn, a : X ˆRN Ñ R a C8 function and m be any real. We say that
a is an operator symbol of order m in X ˆRN when
@L Ă X compact, @ multi-indices α “ pα1, . . . , αnq, β “ pβ1, . . . , βnq,
D constant cα,β,L ą 0 such that @px, ξq P LˆRN ,

|Dα
xD

β
ξ apx, ξq| ď cα,β,Lp1` |ξ|qm´|β|, (62.34)eq:cond_symboleq:cond_symbol

where |ξ|2 :“ řN
k“1 |ξk|2.
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Note that in X ˆRN , X Ă Rn with n and N not necessarily equals. For short, we will often
say “symbol” instead of “operator symbol”; the set of symbols of order m in X ˆRN is a vector
space denoted by SmpX ˆRN qpg:defmS.

For terminology issues, we say that a property of the point px, ξq P X ˆRN is true when |ξ|
is large if @ compact L Ă X, there exists rL ą 0 such that the property is true @px, ξq with x P L
and |ξ| ě rL.
This allows us to re-express the definition of a symbol. We say that a P C8pX ˆRN q is a symbol
when
@ multi-indices α, β,
p1` |ξ|q´m`|β|Dα

xD
β
ξ apx, ξq is bounded when |ξ| is large.

Indeed, the statement that fpx, ξq is such that p1`|ξ|q´qfpx, ξq is bounded when |ξ| is large is the
existence of a constant c (which depend on L Ă X) such that fpx, ξq ď cp1` |ξ|qq.
Proposition 62.20.
A function in E pX ˆRN q which is zero for large |ξ| is a symbol for all order.

Proof. The assumption is: for all compact subset L Ă X, the restriction of a to L ˆRN have a
compact support. Let us fix a compact L and multi-indices α, β; then on LˆRN , a andDα

xD
β
ξ a have

a compact support. Then it is bounded by continuity. The same makes |Dα
xD

β
ξ apx, ξq|p1`|ξ|q´m`|β|

bounded and then it can be majored by a constant cαβL.

More generally, for same reason, if a P SmpX ˆ RN q and b “ a when |ξ| is large, then
b P SmpX ˆRN q.

The function
σpξq “ 1

1` ξ2

is a symbol of order 2. Here, there are no x part and ξ P R. The problem is to find a cβ for any
β. For β “ 0, the condition (62.34) becomes σpξq ď cp1 ` ξq2, which is true. For |β| “ 1, c “ 2
works because

2ξ
p1` ξ2q2 ď 2p1` ξq.

It is clear that it will always woks because the degree of the denominator becomes bigger a bigger
as |β| grows.

This is a special case of a more general situation.

Proposition 62.21.
A complex function of E pX ˆRN q which is positively homogeneous of degree m when |ξ| is large
is a symbol of order m.

prop:23.16.4

Proof. The assumption is that @ compact L Ă X, DrL ą 0 such that @x P L, |ξ| ě rL, and for all
λ ě 1,

apx, λξq “ λmapx, ξq.
Let us define bpx, ξq “ apx, λξq. We have pDξbqpx, ξq “ λpDξaqpx, ξq, then

pDβ
ξ bqpx, ξq “ λ|β|pDβ

ξ aqpx, λξq.

Since bpx, ξq “ apx, λξq “ λmapx, ξq, we have pDβ
ξ bqpx, ξq “ λmpDβ

ξ aqpx, ξq. By equalizing both
expression of pDβ

ξ bqpx, ξq, we find

pDα
xD

β
ξ aqpx, λξq “ λm´|β|pDα

xD
β
ξ aqpx, ξq,

when x P L, |ξ| ě rL and λ ě 1.
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On the (compact) sphere |ξ| “ rL, |pDα
xD

β
ξ aqpx, ξq| is bounded. Let c be a majoration, de-

pending only on α, β and L. Any η P RN with |η| ě rL can be written as η “ λξ with λ ě 1 and
|ξ| “ rL. Then

|pDα
xD

β
ξ aqpx, ηq| ď cλm´|β|. (62.35)eq:majoeq:majo

It is cleat that 1` |η| ě |η| ě |η|{|ξ| “ λ. Then, for m´ |β| ą 0, the majoration (62.35) keep
if we replace λm´|β| by p1` |η|qm´|β|.

If m´|β| ă 0, the replacement of λm´|β| by p1`|η|qm´|β| need to change the constant c. More
precisely, it raises the question to find a constant k such that |η|´r ď kp1` |η|q´r. It is easy to see
that any

k ą
ˆ

rL
1` rL

˙´r

works. Finally,
|pDα

xD
β
ξ aqpx, ηq| ď cλm´|β| ď ckp1` |η|qm´|β|. (62.36)

This proposition speaks about a function which is homogeneous when |ξ| is large. There exist
functions which are homogeneous although not symbol because of problems of continuity at 0. For
example, apx, ξq “ |ξ| when N “ 1. It is not C8 at zero.

Remarque 62.22.
A function in E pXq is a C8 function on X ˆRN which is positively homogeneous of degree zero.
Then

E pXq Ă S0pX ˆRN q.
We now give an useful result without proof.

Proposition 62.23.
Let a be a C8 function which is only defined for large |ξ| and such that for all α, β,

p1` |ξ|q´m`|β|Dα
xD

β
ξ apx, ξq

is bounded for large |ξ|.
Then there exists a symbol b of order m on X ˆRN such that a “ b when |ξ| is large.

For notational convenience, we define

aλpx, ξq “ apx, λξq. (62.37)eq:def_ablambdaeq:def_ablambda

Let us clearly compute a derivative of aλ. The notation pDξaλqpx0, ξ0q has to be read as “The
derivative of aλ with respect to his second argument at point px0, ξ0q”. If Mλpx, ξq “ px, λξq,

pDξaλqpx0, ξ0q “ Dξpa ˝Mλqpx0, ξ0q
“ pDξaqpMλpx0, ξ0qq· dMλ

dξ
px0, ξ0q

“ λpDξaqpx0, λξ0q.
(62.38)

tho:dieu23.16.6

Theorem 62.24.
A function a P E pX ˆRN q is a symbol of order m if and only if the set of the restrictions of the
functions λ´maλ (with λ ě 1) to X ˆ pRNztouq is bounded in the sense of definition 48.44 in the
Fréchet space E pX ˆ pRNztouqq.
Proof. Let a be a symbol of order m. By definition of aλ,

Dα
xD

β
ξ aλpx, ξq “ λ|β|pDα

xD
β
ξ aqpx, λξq,
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but any compact in X ˆ pRNztouq is contained in a compact which can be written as LˆG with
L compact in X and G “ tξ P RN | r ď |ξ| ď Ru with 0 ă r ă R.

Since a is a symbol, we have

|Dα
xD

β
ξ apx, λξq| ď cα,β,Lp1` λ|ξ|qm´|β|;

if we multiply it by p1{λqm´|β|, we find

λ|β|´m|Dα
xD

β
ξ apx, λξq| ď cα,β,L

ˆ
1
λ
` |ξ|

˙m´|β|

ď
#
cα,β,Lp1`Rqm´|β| if |β| ď m

cα,β,Lr
m´|β| if |β| ą m.

(62.39)

Now, we want to know if tλ´maλ|λ ě 1u is bounded in E pX ˆ pRNztouqq. The computation is

psjpλ´maλq “ sup
px,ξqPKj

α,β st |α|`|β|ďs

|Dα
xD

β
ξ pλ´maλqpx, ξq|

“ λ´m sup
...
λ|β|pDα

xD
β
ξ aqpx, λξq|

“ λ´m`|β| sup
...
|pDα

xD
β
ξ aqpx, λξq|.

(62.40)

Then

ps,mpλ´maλq ď
#
cα,β,Lp1`Rqm´|β| if |β| ď m

cα,β,Lr
m´|β| if |β| ą m.

(62.41)

Now, we prove the reverse sense. Let us suppose that psj is bounded, i.e.

|λ´m`|β|pDα
xD

β
ξ aqpx, λξq| ď A

with x P L, r ď |ξ| ď R and λ ě 1. Then, for x P L and |ξ| ě r,

|pDα
xD

β
ξ aqpx, ξq| ď A

ˆ |ξ|
r

˙m´|β|
. (62.42)eq:2409r1eq:2409r1

Since for |ξ| ě r,
r

1` r ď
|ξ|

1` |ξ| ď 1,

one can “forget” the p1{rqm´|β| in (62.42): it can be absorbed in a constant which depend on β.
By the same as in the proof of proposition 62.3.3, we can also replace |ξ|m´|β| by p1 ` |ξ|qm´|β|;
this proves that a is a symbol of order m.

62.3.4 Topology on SmpX ˆRNq

We will endow the vector space SmpX ˆRN q with a locally convex topological structure.
Let ppkq be the family of seminorms defining the topology of E pX ˆ RN q; we consider their

restriction to SmpX ˆRN q. We also consider pp1
kq, the one which defines the topology of E pX ˆ

pRNztouqq. Now we pose for a P SmpX ˆ pRNztouqq,
qkpaq “ sup

λě1
p1
kpλ´maλq.

One can see that these qk are seminorms. Finally, we put on SmpX ˆRN q the topology defined
by the pk and the qk.

First remark: this topology on Sm is finer 2than the one which is induced from E pX ˆRN q.
In particular, SpX ˆRN q is metrisabe 3.

2. Anglais ?
3. Anglais ?
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Lemma 62.25.
Each seminorm defining the topology of a Fréchet space is continuous. lem:q_cont

Proof. Let q be one of them. By proposition 48.28, it is sufficient to find a neighbourhood of 0 on
which q is bounded. Let us show that

Bp0; q, rq “ tx P Sm|qpxq ă ru
works. Indeed, it is an open set by definition of the topology, we just have to prove that this
contains 0, i.e. we have to find a r such that qp0q ă r.

qp0q “ supλě1p
1p0q “ p1p0q

where p defines the topology of E pX ˆ pRNztouqq. In proposition 48.43, we see that p1pfq “
sup...|pD...fqpxq|. It is clear that this is zero when f ” 0.

Proposition 62.26.
For this topology, SmpX ˆRN q is a Fréchet space.

Proof. We already know that SmpX ˆRN q is locally convex space because its topology is defined
by seminorms. It is also Hausdorff because its topology is finer than the one of E which is itself
separable. Now, we consider E pX ˆRN q as an additive group, so that we can use the theory of
metrisable groups developed in point 48.4. Thus we can speak of Cauchy sequences: a sequence
pfnq in E pX ˆRN q is Cauchy when
@V P Vp0q, Dn0 such that @m,n ě n0, fn ´ fm P V ,

where 0: X ˆRN Ñ R is the null function.
From proposition 48.45, we know that E pUq is a Fréchet space; in particular, it is complete for

the distances which defines the Cauchy sequences (the ones whose are invariant under translations).
Let us consider a Cauchy sequence panq in SmpX ˆRN q. It converges (in the sense of E pX ˆ

RN q) to b P E pX ˆ RN q. A Cauchy sequence is always contained in a compact set, and by
lemma 62.25, qk is continuous for any k. Thus for each k the sequence (in R) given by pqkpanqq is
bounded (continuous function on a compact).

So, for each j, the set tp1
kpλ´manλqu is bounded when λ, n ě 1. If we let n goes to infinity, we

find that tp1
kpλ´mbλq : λ ą 1u is bounded, and then b P SmpX ˆRN q.

We had just proved that b where the limit of panq in the sense of E pXˆRnq; we yet have to see
that b is also the limit in the sense of SmpXˆRnq. As panq is a Cauchy sequence, proposition 48.53
assures us that
@V P Vp0q, Dn0 such that @m,n ě 0, fn ´ fm P V .

In particular, a neighbourhood V of 0 is for example tx P Sm|qkpxq ă ru. Then @ϵ ą 0, Dn0
such that i, j ą 0 implies qkpai ´ ajq ă ϵ. So b is the limit of panq when n Ñ 8 in the sense of
SmpX ˆRN q.

LemHIUsKABh

Lemma 62.27.
Let B be a bounded set in E pUq and A ą 0 such that fpzq ą A for all f P B and for all z P U .
Then the set tfsufPB is bounded in E pUq.
Proof. We have to show that pDνpfsqqpzq is bounded when f runs over B and z keeps in a compact
subset of U . Let’s use an induction on |ν| in order to prove that

Dνpfsq “ fs´|ν|Pν
`pdρfρďνq

˘

where Pν is a polynomial with coefficients independent of f . Indeed, let ν “ tν0, σu where ν0 is a
multi-index and σ a single index.

Dνpfsq “ DσDν0pfsq “ Dσ
´
fs´|ν0|Pν0

`pDρfqρďν0

˘¯

“ ps´ |ν0|qf s´|ν0|´1pDσfqPν0 ppDρfqρďν0q
` fs´|ν0|Dσ pPν0pDρfqρďν0q .

(62.43)
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The quantity Pν ppDρfqρďνq remains bounded because |fpzq|´1 ď A´1 and z belongs to a compact
set. The function f take bounded values (continuous on a compact set) and while s´ |ν| ą 0, the
function fs´|ν| is bounded too. If s´ |ν| ă 0, there can be a problem, but th condition fpzq ě A
avoid this case.

tho:lenumf

Theorem 62.28.
Multiplication and derivations on symbols behave rather well:

enufi

(1) For all multi-index γ, δ, the map aÑ Dγ
xD

δ
ξa is a continuous linear map from Sm to Sm´|δ|.

enufii

(2) The map pa, bq Ñ ab is continuous and bilinear from Sm ˆ Sm1 into Sm`m1.
enufiii

(3) Take a P Sm. The function a´1 is defined and is a symbol of order ´m if and only if for all
compact H Ă X there exists a constant cH ą 0 such that, in H ˆRn, the condition

|apx, ξq| ě cHp1` |ξ|qm

holds. In this case, for all real number s, we have |a|s P Ssm.

We only prove the point (3).

Proof. Necessary condition. Let a P Sm such that a´1 is well defined as symbol of order ´m. By
the definition of a symbol, ˇ̌

ˇ̌ 1
apx, ξq

ˇ̌
ˇ̌ ď cHp1` |ξ|q´m (62.44)

for a certain cH determined by the compact H in which x moves. Then |apx, ξq| ě c´1
H p1 ` |ξ|qm

and the claim follows
Sufficient condition. Let a P Sm and for each compact H Ă X, there exists a cH ą 0 such that
@px, ξq P H ˆRN ,

|apx, ξq| ě cHp1` |ξ|qm.
By point (2), |a|2 P S2m and a´1 “ āp|a|3q´1. Let us suppose that the theorem is proved when
apx, ξq ą 0 on X ˆRN . So suppose that a ă 0 somewhere. In this case, a´1 “ āp|a|2q´1 where
|a|2 is positive in such a manner that our assumption makes it a symbol of order ´2m; now by (2),
a´1 is a symbol of order ´m.

So we can restrict ourself to the case where apx, ξq ą 0 in X ˆRN . It is clear that λ´mspasλq “
pλ´maλqs. From theorem 62.24 we just have to prove that λ´maλqs is a bounded set when s “ ´1.
Lemma 62.27 shows it for all s.

Proposition 62.29.
Let Y be an open subset of Rp,

ψ : Y ˆRP Ñ X

and
θ : Y ˆRP Ñ RN ,

two C8 functions such that for large |ξ|, the function ψ is positively homogeneous of degree zero
while θ is of degree 1 with respect to ξ.

Then for all symbol a P SmpX ˆRN q, the function

b : Y ˆRP Ñ R px1, ξ1q ÞÑ apψpx1, ξ1q, θpx1, ξ1qq (62.45)

is a symbol of SmpY ˆRP q and the linear map SmpXˆRN q Ñ SmpY ˆRP q given by aÑ a˝pψ, θq
is continuous.
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Proof. We pose F “ pψ, θq, so that b “ a ˝ F . Homogeneity assumptions make that when λ ě 1
and when |ξ| is large,

λ´mbλ “ pλ´maλq ˝ F.
Then the problem reduces to prove that if B is bounded in E pX ˆ RN

0 q, then the set f ˝ F is
bounded when f runs over B.

Lemma 62.30.
Let m ă m1 P R. Then the canonical injection

Id : Sm Ñ Sm1

is continuous.

Proof. Let O be an open set in Sm1 ; we have to show that Id´1pOq “ O X Sm is open in Sm. Let
pk be the family of seminorm defining the topology on E pX ˆRN q and p1

k the one of E pX ˆRN
0 q

and then
qkpaq “ sup

λě1
p1
kpλ´maλq.

The topology of S is defined from pk and qk. We define the ball

Bpa, d, rq “ tx P E tel que dpa, xq ă ru.
The property for O Ă Sm1 to be open is that one of these ball is included in O. If a ball build
with one of the pk’s is included in O, there are no problems because the seminorms pk are also in
the definition of the topology on Sm. Let

Bpa, dm1

k , rq “ tx P Sm1 tel que qm1

k pa´ xq ă ru.
The candidate ball of Sm to be included in O is

O1 “ tx P Sm tel que qmk pa´ xq ă ru
for a certain r ă r. Let us prove that qmk pyq ď qm

1

k pyq. Here, k “ pn, sq.
qmk pyq “ sup

λě1
sup
xPKn|ν|ăs}

|Dνpλ´myλqpxq|

“ sup
λě1

λm
1´m sup

xPKn|ν|ăs}
|Dνpλ´m1

yλqpxq|

ď sup
λě1

p1
kpλ´m1

yλq

“ qm
1

k pyq.

(62.46)

Lemma 62.31.
The adherence of DpX ˆRN q in SmpX ˆRN q contains Sm1pX ˆRN q for all m1 ă m. lem:DadhS

One can characterize the topology by another choice of seminorms as the following proposition
shows.

Proposition 62.32.
The topology of Fréchet space on SpX ˆRN q is defined by the seminorms

pK,α,βpaq “ sup
xPK,ξPRN

p1` |ξ|q´m`|β||Dα
xD

α
ξ apx, ξq|.

prop:topo_alter
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62.3.5 Asymptotic expansions

Note that DpX ˆ RN q Ă S´8pX ˆ RN q because a compact supported function is always a
symbol of all order. Let us give without proof the two following results [912].

Lemma 62.33.
Let a P Sm1pXˆRN q a symbol whose support is contained in HˆRN where H is a compact subset
of X. Let h P DpX ˆRN q, a function equals to 1 for x P H and |ξ| ď A for a certain constant
A ą 0. Then for all m ą m1,

lim
qÑ8ph1{qaq “ a

in the sense of the convergence in Sm. lem:limha

Proposition 62.34.
The adherence of DpX ˆRN q in SmpX ˆRN q contains Sm1pX ˆRN q for all m1 ă m.

The main theorem is

Theorem 62.35.
Consider a strictly increasing sequence in R pmjq with limjÑ8 mj “ ´8. Let, for each j, aj P
Smj pX ˆRN q. Then there exists a P Sm0 such that for all k,

a´
ÿ

jăk
aj P SmkpX ˆRN q. (62.47)eq:dev_asseq:dev_ass

Furthermore if a1 shares this property with a, then a´ a1 P S´8pX ˆRN q. tho:dev_ass

Proof. The last assertion is easy. Let us subtract equations (62.47) for two such symbols: for all
k,

a´ a1 P SmkpX ˆRN q.
Then a´ a1 P SXˆRN .

Now consider a locally finite countable covering pUαq of open relatively compact sets and pfαq,
a partition of unity for this covering. Let us suppose that, for each α, we know a symbol bα of
order m0 which is zero outside Uα ˆRN and such that for all k,

bα “
ÿ

iăk
fαaj P SmkpX ˆRN q.

In other words, let us suppose that we have the answer for the symbols fαaj instead of the symbols
aj . Then the symbol a “ ř

α bα answer the question for the symbols aj . Indeed
ÿ

α

bα ´
ÿ

j

aj “
ÿ

α

pbα ´
ÿ

j

fαajq (62.48)

where the sums are pointwise finite sums because the covering pUαq is locally finite.
So we are left to consider aj vanishing outside a set Hj ˆRN where Hj is a compact subset of

X. For j ě 1, let us define
aj,q “ p1´ hj,1{qqaj P Smj (62.49)

where hj P DpXˆRN q fulfils hjpx, ξq “ 1 when x P Hj and 0 ď |ξ| ď 1. By hi,1{q, we mean phjq1{q
in the sense of equation (62.37). Since it has a compact support, it is a symbol for all orders. From
lemma 62.33,

lim
qÑ8paj,qq “ lim

qÑ8 aj ´ lim
qÑ8hj,1{qaj “ 0.

Proposition 62.4 makes that for all r ě 0, the sum
ř
jěr aj,qj converges in Smr . We are now going

to prove that the symbol a “ ř
jě0 aj,qj is the one needed by the theorem. First remark that aj,q

has support contained in Hj ˆRN . For all q ą 0,

aj ´ aj,q P DpX ˆRN q Ă S´8pX ˆRN q.
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Now, ´
a´

ÿ

jăk
aj

¯
´
´
a´

ÿ

jăk
aj,qj

¯
“

ÿ

jăk

´
aj,qj ´ aj

¯
P S´8pX ˆRN q,

then
a´

ÿ

jăj
aj,qj “

ÿ

lěk
al,ql

P Smk

from lemma 62.4.

When equation (62.47) holds , we say that the sum
ř
j aj is an asymptotic expansion of the

symbol a and we write a „ ř
j aj . In this case, for all k we have

a´
ÿ

jăk
aj P Smk , (62.50)eq:assaeq:assa

thus for any multi-index ν, the following holds

Dνa „
ÿ

j

Dνaj

as can be seen by derivation of equation (62.50) and using point (1) of theorem 62.28.

62.3.6 Tempered functions

A function f P E pX ˆRN q is tempered with respect to |ξ| if for all compact L Ă X, and
for all pair of multi-index pα, βq, there exists constants cpα, β, Lq and ppα, β, Lq such that

|Dα
xDξfpx, ξq| ď cpα, β, Lqp1` |ξ|qppα,β,Lq

for all px, ξq P LˆRN .

Lemma 62.36.
Let c P E pX ˆRN q be a tempered function with respect to ξ such that for all compact L Ă X and
q ą 0 P N, there exists a constant CqL such that

|cpx, ξq| ď CqLp1` |ξ|q´q

for all px, ξq P LˆRN . Then c P S´8pX ˆRN q. lem:csymbol

The following proposition gives a link between tempered functions and symbols.

Proposition 62.37.
Let X be an open set in RN and pmjq P R a strictly decreasing sequence such that limjÑ8 mj “
´8. For each mj, we consider a symbol aj P Smj . Let a P E pX ˆRN q, a tempered function with
respect to ξ and suppose that for all compact L Ă X, there exists a decreasing sequence pqkq P R
with limkÑ8 qk “ ´8 and for each k, a constant CkL such that

|apx, ξq ´
ÿ

jăk
ajpx, ξq| ď CkLp1` |ξ|qqk (62.51)

for all px, ξq P LˆRN .
Then a is a symbol of order m0 and admits the asymptotic expansion

a „
ÿ

j

aj .
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Proof. Theorem 62.35 holds for symbols aj , then there exists a symbol b P Sm0 such that b „ ř
j aj .

So we have to prove that a´ b P S8 because, in this case,

a´
ÿ

jăk
aj “ pa´ bq ´ p

ÿ

jăk
aj ´ bq P Smk .

On the one hand, the function a´ b is tempered (because a symbol is always tempered). On the
other hand, for all choice of k, we can write

|pa´ bqpx, ξq| “ |a´
ÿ

jăk
aj ´ b`

ÿ

jăk
aj |

ď |a´
ÿ

jăk
aj | ` |b´

ÿ

jăk
aj |

ď CkLp1` |ξ|qqk `DLp1` |ξ|qmk

ď C 1
kLp1` |ξ|qq

1
k

(62.52)

where C 1
kL “ maxpCkL, DLq and q1

k “ maxpqk,mkq. Let us now fix q ą 0; since qk,mk Ñ ´8,
there exists k such that q1

k ă ´q. For this one, we have

|pa´ bqpx, ξq| ď C2
qLp1` |ξ|q´q.

Lemma 62.36 concludes the proof.

62.4 First construction of oscillatory integrals

62.4.1 Construction

Let us consider X be an open set in RN , a continuous map φ : X ˆ RN Ñ R and a symbol
a P SmpX ˆRN q. For any compact L Ă X, the integral

ż

LˆRN

eiφpx,ξqapx, ξqdxdξ

converges when m ă ´N . Indeed
ż
|eiφa| ď

ż
|eiφ||a| ď

ż
Cp1` |ξ|qm. (62.53)

The integral over L is a constant on a compact while the one on RN is performed with spherical
coordinates, sop we are left with

ş
R`p1` rqmrN´1. Under these assumptions, the form

aÑ
ż

LˆRN

eiφa (62.54)eq:formaproleq:formaprol

is linear. In order to see that is is continuous too, we will prove that there exists a neighbourhood
of zero in SmpX ˆRN q in which any a fulfils the majoration

|apx, ξq| ď Cp1` |ξqm

for all xpx, ξq P L ˆ RN and a certain constant C. Let us use the seminorms given in proposi-
tion 62.32 and consider the neighbourhood

O “ ta P Sm tel que sup
xPK,ξPRN

p1` |ξ|q´m|apx, ξq| ă εu

for a certain compact K Ă X and ε ą 0. A symbol a in O fulfils in particular |apx, ξq| ă εp1`|ξ|qm.
Then the linear form (62.54) is bounded and thus continuous.
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def:phase

Definition 62.38.
A function φ : X ˆRN

0 Ñ R is a phase function if
(1) φ P C8pX ˆRN

0 q,
(2) the n`N first derivatives D1

jφ and D2
kφ doesn’t vanish at same point of X ˆRN

0 , in other
words, φ is not singular

(3) for all px, ξq P X ˆRN
0 and all λ ą 0, the formula φpx, λξq “ λφpx, ξq holds.

Here, D1
j denotes the derivative with respect to xj and D2

k the one with respect to ξk. The
third point implies that the prolongation φpX ˆt0uq “ 0 in continuous in X ˆRN but not C8 as
the example φpx, ξq “ |ξ| shows with N “ 1.

An important example of phase function is given when N “ n by φpx, ξq “ ´2πxx, ξy; it gives
rise to the Fourier transforms.

An important result will help us to define oscillatory integrals
lem:defL

Lemma 62.39.
Let φ be a phase. There exists symbols ak P S0, bj P S´1 and c P S´8 (1 ď j ď N and 1 ď j ď n)
such that the differential operator

L “
Nÿ

k“1
akD

2
k `

nÿ

j“1
bjD

1
j ` c1

on X ˆRN fulfil
Leiφ “ eiφ

in X ˆRN
0 . The transposed Lt of L is given by

Lt “ ´
ÿ

ak

D2
k ´

nÿ

j“1
bjD

1
j ` c11

where c1 “ c´ř
D2
kak ´

ř
D1
jbj P S´1.

For all u P E pX ˆRN q and r P N`
0 ,

`pLtqru˘px, ξq “
ÿ

|α|`|β|ďr
gαβpx, ξqDα

xD
β
ξ upx, ξq

where each gαβ is a symbol of order ´r ` |β| on X ˆ RN , independent of u. In other words,
pLtqr “ ř

|α|`|β|ďr gαβDα
xD

β
ξ .

In particular aÑ pLtqra is a continuous linear map from Sm to Sm´r.

We will not prove all assertions.

Proof. We consider the function

gpx, ξq “ |ξ|2
Nÿ

k“1

`
D2
kφpx, ξq

˘2 `
nÿ

j“1

`
D1
jφpx, ξq2.

Since pD2
kφqpx, λξq “ pD2

kφqpx, ξq, the function g is positively homogeneous of degree 2 with respect
to ξ and from the fact the φ has no critical points, there is always at least one no zero term the
two sums, then gpx, ξq ‰ 0 on X ˆRN

0 . Now we consider a C8 function h : RÑ R with compact
support (hence a symbol of all order) and equals to 1 in a neighbourhood of zero.

We are going to study the function 1´hp|ξ|q
gpx,ξq . In a neighbourhood of zero, the numerator is

zero; then we don’t mind with the values of 1{gpx, ξq when |ξ| Ñ 0. Proposition 62.3.3 shows that
gS2pX ˆRN q. On the other hand the inequality

|gpx, ξq ě CHp1` |ξ|q|
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holds for a certain constant CH because both side are of degree two. Then point (1) of theo-
rem 62.28 assures that 1{g is a symbol of S´2. So 1´hp|ξ|q

gpx,ξq P S´2. Now we claim that Leiφ “ eiφ

when
akpx, ξq “ |ξ|2 1´ hp|ξ|q

igpx, ξq D
2
kφpx, ξq

bjpx, ξq “ 1´ hp|ξ|q
igpx, ξq D

1
jφpx, ξq

cpx, ξq “ hp|ξ|q.

(62.55)

A simple counting shows that ak P S0 and bj P S´2. The computation is easy:

pLeiφqpx, ξq “
ÿ

k

akpx, ξqpD2
ke
iφqpx, ξq

`
ÿ

j

px, ξqpD1
je
iφqpx, ξq

` cpx, ξqeiφpx,ξq

“ eiφ
1´ hp|ξ|q

ig

´
i
ÿ

k

|ξ|2pD2
kφq2 `

ÿ

j

ipD1
jφq2

¯
` hp|ξ|qeiφ

“ eiφ.

(62.56)

We don’t prove the other assertions.

The theorem which defines the oscillatory integrals is the following

Theorem 62.40.
Let φ be a phase on X ˆ RN . For all m P R and for all compact H Ă X, the C-linear form
DpX ˆRN q Ñ C

aÑ
ż

HˆRN

eiφpx,ξqapx, ξqdxdξ (62.57)

admits an unique extension into a continuous map SmpXq ˆRN Ñ C.
eskdfml

Proof. As far as integration is concerned, the set X ˆ t0u is negligible, then one can apply the
formula Leiφ “ eiφ although id is only true on XˆRN

0 . From construction of L and the definition
of the transpose,

xeiφ, wy “ xLeiφ, wy “ xeiφ, Ltwy,
then in DpX ˆRN q, the studied linear form reads

aÑ
ż

HˆRN

eiφpLtqra (62.58)eq:intaproleq:intaprol

for any integer r ą 0. If one choses r ą m`N , then pLtqra P Sm´r if a P Sm and the integral exists
and is a continuous function of a from discussion below equation (62.54). Then the integral in
equation (62.58) defines a prolongation of the map uÑ ş

eiφu into the whole Sm when r ą m`N .
Lemma 62.31 makes that any element in SmX ˆ RN is adherent to DpX ˆ RN q, then a

continuous prolongation is unique.

The (prolonged) linear form
aÑ

ż

HˆRN

eiφa

is continuous at all a P Sm for all m P R. If a P S8pX ˆRN q, we write it by

aÑ
Ăĳ

HˆRN

eiφpx,ξqapx, ξqdxdξ, (62.59)
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and it is called an oscillatory integral. It’s value is given by formula

Ăĳ

HˆRN

eiφa “
ż

HˆRN

eiφpLtqra

with r ą m`N . Let h P DpX ˆRN q equals to 1 at px, ξq if x P H and |ξ| ă R; then lemma 62.33
implies limqÑ8 h1{qa “ a in the sense of Sm when a P Sm1 and m ą m1. Since the oscillatory
integral is continuous for each Sm, one can commute the limit and the integral:

Ăĳ

HˆeRN

eiφa “ lim
qÑ8 e

iφh1{qa.

62.4.2 Parametric oscillatory integral

Let us introduce a parameter in the integral. We suppose the parameter belongs to an open
set U Ă RN and we consider a symbol a P SmpX ˆ U ˆ RN q. For each z P U , the function
px, ξq Ñ apx, z, ξq is a symbol of order m in X ˆRN . For all compact sets H Ă X and K Ă U ,
there exists a constant CHK (independent of z P U) such that

|Dα
xD

β
ξ apx, z, ξq| ď CHKp1` |ξ|qm´|β| (62.60)

for all px, z, ξq P H ˆK ˆRN . This comes from the fact that all compact in X ˆU is the product
of a compact in X by a compact in U .

Theorem 62.41.
Let X be an open set in RN , U an open in Rq and φ : XˆU ˆRN Ñ R be a continuous function,
C8 in X ˆ U ˆRN

0 such that for all z P U , the function px, ξq Ñ px, z, ξq is a phase on X ˆRN .
Then

(1) for all a P SmpX ˆ U ˆRN q and all compact H Ă X, the map

z Ñ Fapzq “
Ăĳ

HˆRN

eiφpx,z,ξqapx, z, ξqdxdξ

is C8 in U and aÑ Fa is continuous from SmpX ˆ U ˆRN q to E pUq,
(2) the function φ is a phase on X ˆ U ˆRN and for all compact K Ă U ,

ż

K
Fapzqdz “

Ăĳ

HˆKˆRN

eiφa. (62.61)eq:intKFaeq:intKFa

Proof. Let us begin by proving that φ is a phase on X ˆ U ˆ RN . From assumptions it is C8
on X ˆ U ˆRN

0 , the positive homogeneity comes from the fact that for each z P U , the function
px, ξq Ñ px, z, ξq is positively homogeneous and the partial derivatives cannot vanish at same point
because the one with respect to x and ξ yet doesn’t.

Now we define φz “ φpx, z, ξq and the operator Lz given by lemma 62.39. Then for all
u P E pX ˆ U ˆRN q and for all r ą 0,

`pLtzqru
˘px, z, ξq “

ÿ

|α|`|β|
gαβpx, z, ξqDα

xD
β
ξ upx, z, ξq

where gαβ is a symbol of order´r`|β| inXˆUˆRN , see proof of lemma 62.39. Since Lzeiφz “ eiφz ,
the equation

Fapzq “
ż

HˆRN

eiφpLtzqra

holds for all a P DpXˆUˆRN q. If a is just a symbol, the problem is no more complicated because
the definition is

Ăĳ

HˆRN

eiφa “
ż

HˆRN

eiφpLtzqa,
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with r ą m`N . So we have to prove the continuity of

z Ñ
ż

HˆRN

eiφpLtzqra.

We do it by using proposition 46.13. First, for all z P U , the map px, ξq Ñ eiφpx,z,ξqpLt
zqr
apx, z, ξq is

integrable from our choice of r. Second, the map z Ñ eiφpx,z,ξqpLtzqrapx, z, ξq is continuous on the
whole U . The third assumption of proposition 46.13 is the true point.

|eiφpLtqra| ď |Ltza|
“
ˇ̌
ˇ

ÿ

|α|`|β|ďr
gαβpx, z, ξqDα

xD
β
ξ apx, z, ξq

ˇ̌
ˇ

ď
ÿ
|gαβpx, z, ξq||Dα

xD
β
ξ apx, z, ξq|

ď CαβC
1
αβp1` |ξ|qm´r

(62.62)

which integrable over H ˆRN because r ą m`N .
Now we prove equation (62.61). For this, we write the definition of the oscillatory integral of

the right hand side and we compute:

Ą¡

HˆKˆRN

eiφa “
¡

HˆKˆRN

eiφpLtqra

“
¡

HˆKˆRN

Lreiφza

“
¡

HˆKˆRN

Lrze
iφz

“
¡

HˆKˆRN

eiφzpx,ξqpLtzqrapx, z, ξqdxdzdξ

“
ż

K

Ăĳ

HˆRN

eiφza dz

“
ż

K
Fapzqdz.

(62.63)

We don’t give the rest of the proof.

We give without proof the formula

Dα
z Fapzq “

Ăĳ

HˆRN

Dα
z peiφaq. (62.64)

Now let us consider the situation in which z P U is the only variable in front of ξ. More
precisely, consider a function φ : U ˆRN Ñ R which is C8 on U ˆRN

0 and continuous on U ˆRN

such that for all z P U , the function ξ Ñ φpz, ξq is positively homogeneous of degree 1, without
critical points, i.e. φz is a phase in the sense of definition 62.38 with X “ H. Then for all symbol
a P SmpU ˆRN q, the map

z Ñ Fapzq “
rż

RN

eiφa

is C8 on U and aÑ Fa is continuous from SmpU ˆRN q into E pUq. One can moreover commutes
the integral and the derivative

Dα
z Fapzq “

rż

RN

Dα
z

`
eiφpz,ξqapz, ξq˘dξ
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The function φ is a phase on U ˆRN and for all compact part K of U , one has
ż

K
Fa “

Ăĳ

KˆRN

eiφa.

62.5 Other constructions of oscillatory integral

62.5.1 Derivation definition

This construction is very the same as the first one, and comes from [913].
We consider a strongly continuous action τ of V on CupV,Aq. Let BApV q be the set of smooth

vectors for this action; if W “ V ˆV , the set BApW q is well defined and we choose on V a measure
such that the unit cube has measure 1. Let φ : V ˆ V Ñ R, φpu, vq “ 2πu· v; we want to give a
sense to the integral ĳ

V ˆV
F pu, vqeiφpu,vqdudv

when F P BApW q. As usual, we first consider the case where F is compactly supported; in this
case the integral makes sense with usual definitions. An integration by part gives

ĳ

V ˆV
pBk,uF qeiφ “ ´

ĳ

V ˆV
2πivkFeiφ.

Taking a second derivative and making the same with the variable v,
ĳ

V ˆV
pBsvBrv ` BkuBluqFeiφ “ ´4π2

ĳ

V ˆV
pusur ` vkvlqFeiφ;

taking s “ r and k “ l, and making sum, we find
ĳ

V ˆV
p∆F qeiφ “ ´4π2

ĳ

V ˆV
pu·u` v· vqFeiφ. (62.65)eq:int_Deltaeq:int_Delta

Now we pose w “ pu, vq PW and Qw “ u· v; equation (62.65) reads
ż

W
rp1´∆{4π2qF spwqeiQw “

ż

W
F pwqp1` w·wqeiQw. (62.66)eq:int_unmDeltaeq:int_unmDelta

This equation only holds for compact supported functions F . In particular, it is also true for F 1 “
F {p1` w2q where w2 stands for w·w. For notational convenience, we write Kpwq “ p1` w2q´1

and MK the operator of pointwise multiplication by Kpwq. With F 1 instead of F , equation (62.66)
gives

ş
W p1´∆{4π2qpMKF qeiQ “

ş
W FeiQ. Making k times all the work,

ż

W
rp1´∆{4π2qMKskFeiQ “

ż

W
FeiQ. (62.67)

Now let us see how to write rp1´∆{4π2qKskF . Direct computation shows that

∆pKF q “ Kp∆F ´ 2KF ` 8K3w2F q “ K
ÿ

|ν|ď2
BνBνF

where Bν are bounded functions. By induction, we see that

rp1´∆qKskF “ Kk
ÿ

|ν|ď2k
BνBνF.

So one can write ż

W
FeiQ “

ż

W
Kk

` ÿ

|ν|ď2k
BνBνF

˘
eiQ (62.68)eq:defintosceq:defintosc



62.5. OTHER CONSTRUCTIONS OF OSCILLATORY INTEGRAL 3449

for all k and all function F with compact support. But we know that Kk is integrable when k ą d,
and if F is a smooth vector for the action (62.3), it is bounded on any bounded set (and all the
derivatives of F too). So the function Kk

ř
ν BνBνFeiQ is the product of an integrable function by

a bounded function; it is then integrable. The conclusion is that the right hand side of equation
(62.68) makes sense for all F P BApW q. We take it as definition of the left hand side.

62.5.1.1 Value estimations for the integral

Let us suppose that F has a compact support SpF q and consider the real numbers ck “
max|ν|ď2k ν!}Bν}8 where }.}8 denotes the usual supremum norm.

lem:born_osci_un

Lemma 62.42.
For all k ą 0, there exists a constant ck such that for all F P BApW q with compact support SpF q
and all j,

}
ż

W
FeiQ}j ď cK}F }j,2k

ż

SpF q
Kk

Proof. From definition (62.68),

}
ż

W
pwqFeiQw}j ď

ż

SpF q
}Kpwqk}j

ÿ

|ν|ď2k
}BνpwqBνF pwq}, (62.69)

We can majore }Bνpwq}j by }Bν}8 “ supwPW }Bνpwq}j 4 which can at his turn be majored by ck;
the rest of the sum is precisely }F }j,2k. Since Kpwq ą 0, we can forget the norm around Kk.

Note that when SpF q goes to infinity, the integral
ş
W Kk goes to zero and so does the integralş

W FeiQ. Intuitively, it comes from the fact that when w Ñ 8, the function F doesn’t makes
anything 5 while function eiQ oscillate rapidly and provokes cancellations.

Let us suppose that SpF q is contained in a ball Bpw0, rq of radius r around the point w0 and
suppose that |w0| ă r. In this case, K takes its bigger value when w2 “ p|w0| ´ rq2. But there
exists a constant c1 (depending on r) such that 1 ` p|w0| ´ rq2 ą c1p1 ` |w0|2q. Taking volume of
Bpw0, rq into account ,we can compute the following majoration

ż

Bpw0,rq
Kkpwq ď vol

`
Bpw0, rq

˘ˆ 1
1` p|w0| ´ rq2

˙k

ď
˜
vol

`
Bpw0, rq

˘

c1
k
¸ˆ

1
1` |w0|2

˙k

“ cKpw0qk

(62.70)

where c is a new constant which take into account all other constants. If |w0| ą r, one can redefine
the constant in such a way that this majoration still holds. Using inequality of lemma 62.42 and
absorbing once again all constant in c, we find the

Proposition 62.43.
For all F P BApW q with support in Bpw0, rq and for all j, there exists a constant c depending only
on k and r such that

}
ż

W
FeiQ}j ď c}F }j,2kKpw0qk. (62.71)

In particular, c doesn’t depends on j.

4. Faut voir si ce sup est prit aussi sur les j, et je crois bien que oui; en tout cas, je l’utilise
5. Because it is a function in A8
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62.5.2 Lattice way to define oscillatory integrals

The latter proposition holds for a compact supported function; in order to see what happens
when the support becomes non compact, choose a basis of W and let L be the lattice of points with
integer components in this basis. Consider a function φ0 P C8

c pW q, a smooth compact supported
function on W and Φpwq “ ř

pPL φ0pw`pq. We choose φ0 in such a way that Φ vanishes nowhere.
Let φ “ φ0{Φ and φppwq “ φpw ` pq for p P L. By construction,

ř
pPL φp “ 1 and each compact

in W intersect only finitely many support of φp.
Let F P BApW q; if we suppose Spφq Ă Bp0, rq, then SpF,φpq Ă Bpp, rq and the proposition can

be used with Fφp. By virtue of the Leibniz rule on Fφp, we see that }BνpFφpq}j is domined by a
linear combination of terms of the form }BνF }j}Bρφp}8 with |µ ` ρ| ď |ν|. But for all p P L and
all multi-index ρ, }Bρφ}8 “ }Bρφ}8. Then if we fix r and φ, the value of }Fφp}j,2k is bounded by
a sum from which }Bρφ}8 get out while the remaining sum is }F }j,2k. By redefining the constant
ck, we get

}
ż

W
Fφpe

iQ} ď ckKppqk}F }j,2k. (62.72)eq:pr_abs_conveq:pr_abs_conv

We can find a k large enough that
ř
pPLKppqk. For such a k, formula (62.72) proves the absolute

convergence of the sum
ř
pPL

ş
W pFφpqeiQ.

def:intFeiQ

Definition 62.44.
When F P BApW q has no compact support, we define

ż

W
FeiQ “

ÿ

pPL

ż

W
pFφpqeiQ. (62.73)

When F has a compact support, only finitely many terms are non zero and we can permute
the sum and the integral. Since for all x,

ř
pPLpFφpqpxq “ F pXq, we find back the usual integral.

For such a k, we can sum equation (62.72) over p P L and redefine ck and find

}
ż

W
FeiQ} ď ck}F }j,2k.

prop:leqd_m

Proposition 62.45.
For all k ą d and all positive sequence priq Ñ 8, there exists a real sequence pdiq Ñ 0 such that
for all F P BApW q vanishing on Bp0, rmq, the inequality

}
ż

W
FeiQ}j ď dm}F }j,2k.

holds.

Stated in a more natural way, the statement is that if F “ 0 in Bp0, rq, then there exists
a constant d such that } şW FeiQ}j ď d}F }j,2k. The dependence of r with respect to r is such
that limrÑ8dprq “ 0. This corresponds to the intuition that, since eiQ, oscillates more and more
rapidly with distance to origin, the contribution to the integral is mainly contained in the values
of F near zero.

Proof. Let Em “ tp P L tel que Spφpq Ę Bp0, rmqu. If p P Em, then φp takes non zero values
outside rm. In the expression

ş
W FeiQ “ ř

pPL
ş´WFφpe

iQ, we can reduce the sum because F is
zero on Bpo, rmq: the terms with p R Em are zero. Then, using (62.72),

}
ż

W
FeiQ}j ď

ÿ

pPEm

}
ż

W
φpFe

iQ}j ď
ÿ

pPEm

ckKppqk}F }j,2k.

For suitably large k (i.e. k ą d as in the assumptions), convergence of the sequence

dm “ ck
ÿ

pPEm

Kppqk

can be studied by the integral
ş

ABp0,rmq Kppqkdp which converges to zero when mÑ8.
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62.5.2.1 Independence with respect to choices

We have to show that definition 62.44 don’t depend on the choice of L nor φ. For this, we will
find a sequence of numbers independent of L and φ which converges to

ş
W FeiQ. Let pψiq P C8

c , a
sequence of functions with ψi “ 1 on Bp0, riq for a certain sequence prm P R`q Ñ 8. For each k,
we requires that the functions ψi are equibounded for the norm 2k in the sense that there exists a
real bk such that }ψi}2k ď bk for all i. Such a sequence can be build by choosing ψ1 and defining
ψipwq “ ψ1pw{riq.

Remark that for each i, the sum Fψi “„pPL Fψiφp is pointwise a finite because ψi has compact
support; then we can permute sum and integral and write

ż

W

ÿ

p

Fψiφpe
iQ “

ÿ

p

ż

W
Fψiφie

iQ.

This allows us to write down the following majoration

}
ż

W
FeiQ ´

ż

W
FeiQψi}j “ }

ÿ

pPL

ż

W
Fφpp1´ ψiqeiQ}j Usual integral

“ }
ż

W
F p1´ ψiqeiQ}j Oscillatory integral

ď di}F p1´ ψiq}j,2k
“ di}F }j,2kp1` bkq.

(62.74)

The latter converges to zero when iÑ8. Then

lim
mÑ8

ż

W
Fψme

iQ “
ż

W
FeiQ (62.75)

where the left hand side don’t depend on L and φ.
One can take this equation as definition of the right hand side.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 62.46
Let f P L2pRnq. Does the integral ż

eiξxfpxqdx (62.76)

always exist in the sense of the oscillatory integral?
If yes, does the value of that integral equal the value of the Fourier transform of f as defined

by extension from L1 X L2 by 29.32?

62.6 Decomposition into direct sum
Let W “W0‘W1 be a direct sum decomposition; we denote by w “ w0`w1 the corresponding

decomposition for the vectors w PW . Let Bi be a basis of Wi and Li be the corresponding lattice.
Since B0YB1 is a basis of W , we can consider the lattice L0ˆL1 of W . Let φ P C8

x be a positive
function on W1 with

ř
pPL0

φp “ 0 and the same for φ1 for W1. The function λpwq “ φpw0qφ1pw1q
belongs to C8

c pW q and since the sums are pointwise finite,
ÿ

pPL
λppwq “

ÿ

pPL
φpw0 ` p0qφ1pw1 ` p1q “ 1.

Therefore the function λ has the required properties to define the oscillatory integral
ż

W
FeiQ “

ÿ

pPL

ż

W
λpe

iQ

“
ÿ

p0PL0
p1PL1

F pwqφp0pw0qφ1
p1pw1qeiQwdw (62.77)eq:osc_int_phipeq:osc_int_phip

with an absolutely convergent sum, there are no ordering problem in the summation.
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Proposition 62.47.
Let k ą d and an increasing sequence pri P R`q Ñ 8. Then there exists a sequence pdi P Rq Ñ 0
such that, if F P BApV ˆ V q and F pu, vq “ 0 when u P Bp0, rmq, then

}
ĳ

V ˆV
eiϕpu,vq}j ď dm}F }j,2k

Here, ϕpu, vq “ 2πu· v is the former φ.

Proof. Let Em “ tp tel que Spφpq Ę Bpo, rmqu. The computation is performed in rather the same
way as in proposition 62.45:

}
ĳ

V ˆV
FeiQ}j “ }

ÿ

pPEm

ÿ

q

F pu, vqλp`qpu` vqeiϕ} (62.78)eq:re_fppeeq:re_fppe

where λp`qpu`vq “ φppuqφ1
qpvq because pu, vq and pp, qq are seen as vectors of W . If φ has support

contained in Bpr, 0q, the function Fφpφ
1
q has support contained in the ball centered at p` q; the

proposition 62.42 gives
}
ĳ

V ˆV
Fφpφq} ď ck}Fφpφ1

q}Kpp` qqk.

If we suppose that the sum W “W0 ‘W1 is orthogonal, Kpp` qq “ p1` p· p` q· qq, a simple
redefinition of ck, leads to ck}Fφpφ1

q} ď ck}F }. So we can majore equation (62.78) by
ÿ

pPEm

ÿ

q

ck}F }j,2kp1` p2 ` q2q´k.

Now the definition dm “ ř
pPEm

ř
q ckp1` p2 ` q2q´k gives the thesis.

Proposition 62.48.
Let us consider a sequence pψiq P C8pW0q with ψi “ 1 on Bp0, riq and }ψi}2k ď bk for all i. Then

for all F P BApW q, we have
ż
FeiQ “ lim

mÑ8

ż
F pwqψmpw0qeiQw. (62.79)

Proof. We consider φ and φ1 as in equation (62.77) and we write φp instead of φp ˝ proj0 where
proj0 is the projection into W0. Then

ż

W
FeiQ ´

ż

W
pψm ˝ proj0qeiQ “

ÿ

p,q

ż

W
Fφpφ

1
qe
iQ ´

ÿ

p,q

F pψm ˝ proj0qφpφ1
qe
iQ

“
ÿ

p;q

ż

W
F p1´ ψm proj0qφpφ1

qe
iQ

(62.80)

which converges absolutely. By setting Em “ tp P L0 tel que Spφpq Ę Bp0, rmqu, we can reduce
the sum over p to Em and majore the norm of the latter expression by

ř
pPEm

ř
qKpp ` qqk. It

converges to 0 when mÑ8.

Let us now suppose that we have functions pψ1
iq on W1 with the usual properties. Writing the

latter proposition with Fψ1
n instead of F , we find that, for all b,

lim
mÑ8

ż

W
F pwqψmpw0qψ1

npw1qeiQw “
ż

W
F pwqψ1

npw1qeiQw

and inverting W1 with W2 in the preceding proposition, we see that the right hand side converges
to 0 when nÑ8. So we find

lim
m,nÑ8

ż

W
F pψm ˝ proj0qpψ1

n ˝ proj1qeiQ “
ż

W
FeiQ, (62.81)eq:lim_mn_inteq:lim_mn_int

and we can take the limit of n before m if we want.
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62.6.1 Integral over V ˆ V

Let an orthogonal direct sum decomposition V “ V0 ‘ V1 The decomposition W “ V0 ˆ
V1 ˆ V0 ˆ V1 is naturally orthogonal. Consider an usual function F : V ˆ V Ñ A such that
F
`pv0 ` v1q, pv1

0, v
1
1q
˘

don’t depend on v0.
Let pψiq and pψjq be sequences of functions such that equation (62.81) gives

ĳ
F pu, vqeiQpu,vq “ lim

mnjk

ĳ
F pu1, vqψmpu0qψ1

npu1qψjpv0qψ1
kpv1qeu0 · v0`u1 · v1 . (62.82)eq:runeq:run

We define the Fourier transform of ψm by

ψ̂mpξq “
ż

V0

ψmpu0qe2πiu0 · ξdu0.

The main property is the inverse transform theorem:

ψmpvq “
ż

V0

ψ̂mpξqe´2πiξ· vdξ “ ψmpvq.

Equation (62.82) can be rewritten as

lim
mnjk

ĳ

V ˆV
F pu1, vq

ż

V
ψ̂mpξqe´2πiξ·u0ψ1

npu1qψjpv0qψ1
kpv1q

e2πipu0 · v0`u1 · v1qdududξ

“ lim
mnjk

¡

V ˆV ˆV
F pu1, v1 ` v0qψ̂mpξqψ1

npu1qψjpv0qψ1
kpv1q

e2πiru0 · pv1´ξq`u1 · v1sdvdudξ.

The integral over u0 gives a Dirac delta at ξ ´ v0

“ lim
mnjk

ĳ
F pu1, v1 ` v1qψ̂mpv0qψ1

npu1qψjpv0qψ1
kpv1qe2πiu1 · v1dudv.

(62.83)eq:rdeuxeq:rdeux

We can suppose that the functions ψm are chosen in such a way that pψ̂mq is an approximation
of the delta distribution. Indeed, if we choose ψ1 equals to 1 in Bp0, r1q, the sequence ψm Ñ 1
whose Fourier transform is the Dirac delta. In this case, the limit m Ñ 8 gives v0 “ 0 and the
limit j Ñ8 becomes trivial. Equation (62.83) becomes

lim
nk

ĳ
F pu1, v1qψ̂pv0qψ1

npu1qψ1
kpv1qe2πiu1 · v1

“
ĳ

V1ˆV1

F pu1, v1qeiQpu1,v1q.
(62.84)

In definitive, we had shown
prop:F_pas_uz

Proposition 62.49.
Let F P BApV ˆ V q and an orthogonal decomposition V “ V0 ‘ V1 such that F pu0 ` u1, v0 ` v1q
don’t depend on u0. Then

ĳ

V ˆV
FeiQ “

ĳ

V1ˆV1

F pu1, v ´ 1qeiQpu1,v1q.
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There exists a somewhat degenerate interesting case: V1 “ t0u with a measure 1. In this case
the assumption is that F pu, vq don’t depend on u at all. In this case,

ĳ

V1ˆV1

F pu1, v1qe2πiu1 · v1 “
ż

V1

F pv1qdv1 “ F p0q.

The result is that if F P BApV ˆ V q don’t depend on his first variable (i.e. F P BApV q), then
ż

V ˆV
FeiQ “ F p0q.

62.6.2 Normal operator

Let T be a linear operator on V and a decomposition V “ kerT ‘ V1. In particular, F pTu, vq
doesn’t depends on uO (if we denote kerT by V0) and we can apply proposition 62.49:

ż
F pTu, vqeiQ “

ĳ

V1ˆV1

F pTu1, v1qeiQpu1,v1q.

Note that in general, Tu1 don’t belong to V1. We now suppose that T is normal in the sense that
rT, T ts “ 0. It is invertible on V1. Then when we have a normal operator in an integral, one can
always suppose that it is invertible because the kernel part of the space disappears.

Let T be invertible on V , F P BApV ˆ V q and an usual sequence pψmq of functions. We have
ĳ

F pTu, vqriQpu,vq “ lim
m,nÑ8

ĳ
F pTu, vqψmpuqψnpvqeiQ

“ lim
m,nÑ8pdetT q´1

ĳ
F pu, vqψmpT´1uqψnpvqe2πiT´1u· v

“ lim
m,nÑ8

ĳ
F pu, T tvqψmpT´1uqψnpT tvqeiQ

but the sequences pψm ˝T´1q and pψn ˝T tq have same fundamental properties as pψmq, then taking
the limit,

“
ĳ

F pu, T tvqeiQ.
(62.85)

If T is normal but not invertible, the first integral restricts to V1 and for all normal operator, the
equality 6 ĳ

F pTu, vqeiQ “
ĳ

F pu, T tvqeiQ.
hold. From polar decomposition of any operator into two normal operators, we conclude that this
equation holds for all linear operator on V .

Proposition 62.50.
If S : AÑ C is a continuous linear map from A to a Fréchet space C, then S ˝ F P BCpW q and

Sp
ż

W
FeiQq “

ż

W
pS ˝ F qeiQ. (62.86)

Proof. The absolute convergence of the defining sum for the left hand side integral allows us to
permute linear operator and sum. Since for each term the integral is an usual integral over a
compact set, we can permute the continuous operator S and the integral:

S
ÿ

pPL

ż
Fφpe

iQ “
ÿ
S

ż
Fφpe

iQ “
ÿż

pS ˝ F qφpeiQ. (62.87)

6. Je ne comprends pas pourquoi.
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62.7 Pseudo-differentiable operators

62.7.1 Differential operator

Let π : E Ñ M be a vector bundle of rank k on a compact manifold of dimension n. We
denote by ΓpEq the C8pMq-module of C8 sections of E. The module structure is given by
pf ·ψqpxq “ fpxqψpxq where the product in the right hand side is the product C ˆ Ex Ñ Ex
which defines the vector space structure on Ex “ π´1pxq.

A differential operator of rank m is a linear operator P : ΓpEq Ñ ΓpEq for which there exists
local coordinates px1, ¨ ¨ ¨ , xnq on M in which P is written as

P “
ÿ

|α|ďm
Aαpxqp´iq|α| B|α|

Bxα (62.88)

where α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αnq is a multi-index with 0 ď αj ď m and |α| “ řn
j“1 αj . Each Aα is a k ˆ k

matrix of C8 functions on M and Aα ‰ 0 for at least one α with |α| “ m.
Let ξ P Tx̊M written under the form ξ “ ř

j ξj dxj in the previously given local coordinates.
The complete symbol of P applied to ξ is the following polynomial combination of coordinates
of ξ:

pP px, ξq “
mÿ

j“0
pPm´jpx, ξq (62.89)

where
pPm´j “

ÿ

|α|ďpm´jq
Aαpxqξα

where ξα “ ξα1
1 ¨ ¨ ¨ ξαn

n and B|α|
α “ Bα1

x1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Bαn
xn

. The principal symbol of P is the leading term,
namely

σP px, ξq “ pPmpx, ξq “
ÿ

|α|“m
Aαpxqξα. (62.90)

For each ξ P Tx̊M , the principal symbol gives rise to a map σPx : Ex Ñ Ex because Aαpxq is a kˆk
matrix:

σPx pξqv “
ÿ

|α|“m
ξαAαpxqv.

DefGLpDEHy

Definition 62.51.
The operator P is elliptic if for each non zero ξ P T ˚M , the map σPx pξxq are all invertible.

If pM, gq is a Riemannian manifold, the fact for P to be elliptic is equivalent to be invertible
on the cosphere

S˚M “ tpx, ξq P T ˚M tel que gxpξ, ξq “ 1u Ă T ˚M.

62.7.2 Laplace operator

As first example, we see the Laplace operator. Let pM, gq be a Riemannian manifold and its
Laplace operator ∆: C8pLq Ñ C8pMq where C8pMq is seen as ΓpCˆMq is

∆f “ ´gµνB2
µνf ` lower order terms

Its principal symbol is σ∆px, ξq “ gµνξµξν “ }ξ}2, which is invertible of all ξ ‰ 0. Thus Laplace
operator is elliptic of order 2.

An other example of pseudo-differential operator is the Dirac operator. We will show that it
is an elliptic operator in subsection 68.7.5.
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62.8 Invariant differential operators on Lie groups

This section is intended to understand the paper [860]. Let G be a connected Lie group and g
be its Lie algebra.

An endomorphism P : C8pG,Aq Ñ C8pG,Aq of the space of functions over G with values in
a vector space A is said to be left invariant if

LxpPψq “ P pLxψq (62.91)EqDefLxinvaropEqDefLxinvarop

for all x P G and ψ P C8pG,Aq. Here, L is the regular left representation of G on C8pG,Aq.
Lemma 62.52.
If X P g and if X̃ is the associated left invariant vector field, the operator P defined by

pPψqpxq “ X̃xψ (62.92)

is left invariant.

Proof. On the one hand `
LxpPψq

˘pyq “ pPψqpxyq “ X̃xyψ,

on the other hand,

P pLxψqpyq “ X̃ypLxψq “ d

dt
pLxψqpyetXq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
ψpxyetXq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ X̃xyψ. (62.93)

In fact, if DiffGpGq denotes the space of G-left invariant differential operators on G, we have a
morphism

Upgq Ñ DiffGpGq
X ÞÑ X̃.

(62.94)EqMorphismUgDiffEqMorphismUgDiff

The operator P is left invariant when it satisfies

pPfqpxq “ P
`
Lx̊f

˘peq. (62.95)

As far as notations are concerned, we denote by pLx̊P q the operator defined by

pLx̊P qpfq “ P pLx̊fq. (62.96)

Every differential operator P : C8pGq Ñ C8pGq can be written as a sum of products
ř
i piX̃i of

functions pi P C8pGq by operators X̃i P Upgq. The operator P is left invariant if and only if the
functions pi are constant.

As a consequence we have the
CorUisomDiff

Corollary 62.53.
The map Upgq Ñ DiffGpGq is an isomorphism.

We denote by bi-DiffGpGq the space of G-left invariant bidifferential operators on G. These
are differential operators

A : C8pGq ˆ C8pGq Ñ C8pGq
ub v ÞÑ Apub vq. (62.97)

Since A is a differential operator, the function Apu, vq only depends on the class u b v. The left
invariance means that

Lx
`
Apub vq˘ “ A

`
Lxpub vq

˘
(62.98)EqDefLeftInvarbiDiffEqDefLeftInvarbiDiff

for every x P G.
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PropbidiffUU

Proposition 62.54.
The space of left invariant bidifferential operators bi-DiffGpGq is canonically isomorphic to the
tensor product Upgq b Upgq.
Proof. Let A be a bidifferential operator and tXiu be a basis of g. For every multi-index a “
pa1, . . . , anq we write Xa “ Xa1 ¨ ¨ ¨Xan the corresponding element in Upgq. Thus there exist
functions Aab P C8pGq such that

Apub vq “
ÿ

ab

AabpX̃auqpX̃bvq (62.99)EqdefAabdiffopgpEqdefAabdiffopgp

for every u, v P C8pGq.
Now we are supposing that A is left invariant and we will prove that the functions Aabpxq are

constant. We evaluate the definition (62.98) at g P G:

Apub vqpxgq “ A
`
Lxpub vq

˘pgq
“ A

`pLx̊uq b pLx̊vq
˘pgq

“ AabpgqX̃a
g pLx̊uqX̃b

gpLx̊vq.
(62.100)

If we consider that equation at g “ e, we have

Apub vqpxq “ AabpeqX̃a
e pLx̊uqX̃b

epLx̊vq “ AabpeqX̃a
xuX̃

b
xv (62.101)

where we used the invariance property (52.23) on each of the operators Xa P Upgq. Now, the
expression (62.99) evaluated at x gives

Apub vqpxq “ AabpxqpX̃a
xuqpX̃b

xvq, (62.102)

so that Aabpxq “ Aabpeq when A is left invariant.

Alternative proof. Using the same notations, we have

Apub vqpxq “ Aabpxq
`
X̃a
x b X̃b

x

˘pub vq “ Aabpxq
`
X̃a
xu

˘`
X̃b
xv
˘
. (62.103)EaAuvDeuxDunEaAuvDeuxDun

Using the left invariance of A, on the other hand, we have

Apub vqpxq “ A
`
Lx̊ub Lx̊v

˘peq “ Aabpeq
`
X̃a
eLx̊u

˘b `
X̃b
eLx̊v

˘
, (62.104)EqAuvUnDunEqAuvUnDun

but
X̃a
eLx̊u “

d

dt

”
pLx̊uqpetX̃

aq
ı
t“0

“ d

dt

”
u
`
xetX̃

a˘ı
t“0

“ X̃a
xu, (62.105)

thus the expression (62.104) becomes

Aabpeq
`
X̃a
xu

˘`
X̃a
xv

˘
, (62.106)

and the comparison with (62.103) shows that Aabpxq “ Aabpeq, so that the coefficients Aab are
constant.

REMooGIFYooTphiex

Remarque 62.55.
If X̃ is the left invariant differential operator associated with X P g, the Leibniz rules reads

X̃pfgq “ Č∆pXqpf b gq (62.107)EqXfgDeltaUnifEqXfgDeltaUnif

where ∆ is the coproduct defined in 54.6.5.
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Let us now consider the space DiffpGˆGq of differential operators on GˆG. These operators
an operator in DiffpG ˆ Gq acts on the space of functions C8pG ˆ Gq. Such an operator reads
X ·Y with X,Y P Upgq. If f P C8pGˆGq,

pPfqpx, yq “ pX ·Y fqpx, yq (62.108)

where X acts on the first variable and Y acts on the second variable. The space DiffpGˆGq is then
naturally isomorphic to UpgqbUpgq as an operator P P DiffpGˆGq can be written as P “ XbY .
This acts on tensor product of functions by

P pub vq “ Xub Y v. (62.109)

Since they are both isomorphic to UpgqbUpgq, the spaces of left invariant operators DiffGˆGpGˆGq
and bi-DiffGpGq are isomorphic.

Let us make that isomorphism more explicit. First, an element P P DiffpG ˆGq provides the
element X b Y P Upgq b Upgq. The latter produces the bidifferential operator A P bi-DiffpGq
defined by Apub vqpxq “ XxuXxv. Thus we define

α : DiffpGˆGq Ñ bi-DiffpGq
αpP qpub vqpxq “ XxuYxv.

(62.110)EqDefAlphaDiffbiDiffEqDefAlphaDiffbiDiff

Lemma 62.56.
The map (62.110) is surjective.

Proof. If A P bi-DiffpGq is given by Apu b vqpxq “ XxuYxv, we have αpPAq “ A with PA P
DiffpGˆGq given on f P C8pGˆGq by

pPAfqpx, yq “ pXY fqpx, yq (62.111)

where X acts on the first variable and Y on the second.

Proposition 62.57.
If we restrict to the left invariant operators, the map α : DiffGˆGpG ˆ Gq Ñ bi-DiffGpGq is an
isomorphism.

Proof. First, remark that if A P bi-DiffpGq is invariant, then an operator PA such that αpPAq “ A
is also invariant because of proposition 62.54 which states that

Apub vqpxq “ AabpxqpX̃a
x b X̃b

xqpub vq (62.112)

is invariant only when Aab are constant functions. Thus the map α is surjective from DiffGˆGpGˆ
Gq to bi-DiffGpGq.

Now we have to prove that the map α is injective from the subspace of invariant operators.
Let P P DiffpGˆGq be an operator in the kernel of α, so if P reads

pPfqpx, yq “ cpx, yqpX̃Ỹ fqpx, yq, (62.113)

we have
pαP qpub vqpxq “ cpx, xqX̃xuỸxv “ 0 (62.114)

for every x P G and every u, v P C8pBq. In that case, cpx, xq has to vanish.
What we proved is that the kernel of α is the set of operators with cpx, xq “ 0. In other words,

the kernel is the set of operators P such that

pPfqpx, xq “ 0 (62.115)EqPfxxzeroEqPfxxzero

for every function f P C8pGˆGq.
Let us now suppose that P is left invariant and compute pPgqpx, yq using the left invariance.

We have
pPgqpx, yq “ dLxˆypPgqpe, eq “ P pLx̊ˆygqpe, eq “ 0 (62.116)

because of (62.115) applied to the function f “ Lx̊ˆyg.
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62.9 Pseudo differential operators

62.9.1 Composition

IfA andB are pseudo-differential operators with symbols a and b, the symbol of the composition
is given by

cpx, ξq „
ÿ

αPNn

p´iq|α|

α! Bαξ aBαx b. (62.117)EqCompPSDSymbEqCompPSDSymb

62.9.2 Fourier transform and pseudo-differential operator

Let ψ : M Ñ E be a local section and P a differential operator. One can prove that eq:PspiFour

pPψqpxq “ 1
p2πqn{2

ż
eiξ·xppx, ξqψ̂pξq dξ (62.118a)

ψ̂pξq “ 1
p2πqn{2

ż
e´iξ· yψpyq dy (62.118b)

where ξ·x “ ř
j ξjxj is the usual scalar product. So a pseudo-differential operator has to be

written under the form

pAuqpxq “ p2πqn
ĳ

eipx´yq · ξapx, ξqupyq dy dξ (62.119)

and a is the symbol of A.
Let us see a simple example: Pψ “ B1ψ. In this case, ppx, ξq “ ξ1 and equations (62.118) give

pPψqpxq “ p2πq´n
ĳ

eiξ· px´yqξ1ψpyq dξ dy,

an integration by part gives

p2πq´n
ĳ

eiξ· px´yqp´ i

ξ1
qξ1pBy1ψqpyq dξ dy.

The integration over ξ produce de Dirac distribution centred at x´ y, i.e. a factor p2πq´nδpx´ yq
and the integral over y leads to pB1qψpxq.

To define pseudo-differential operator, we begin by only consider the trivial vector bundle over
Rn and thus functions u : Rn Ñ Ck.

Definition 62.58.
A pseudo-differential operator of order m is an operator P which can be written under the form

pPuqpxq “ p2πq´n{2
ż
eiξ·xppx, ξqûpξq dξ (62.120)

where
ûpξq “ p2πq´n{2

ż
e´iξ· yupyq dy (62.121)

and p P Sm, the space defined at page 3435.

The set of all pseudo-differential operators is denoted by Pm. If p P Sm is the symbol associated
with P P Pm, the principal symbol of P is the class σP “ rps P Sm{Sm´1. Operators with
associated symbol in S8 are call smoothing operator and we denote their space by P´8.

A pseudo-differential operator Q is a parametrix for the pseudo-differential operator P is the
operators PQ´ 1 and QP ´ 1 are compact operators.

http://en.wikipedia.org/wiki/Parametrix
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62.9.3 Example
pg_exem_psdo

The operator r1 ´ p2πq´2∆s1{2 is the pseudo-differential operator on RN with symbol ppξq “
p1`ξ2q1{2 where ξ2 stands for |ξ|2. Indeed if P is the pseudo-differential operator with this symbol

pPuqpxq “
ż
e2iπξ·xp1` ξ2q1{2ûpξq dξ

“
ż
e2iπξ·x

ż
e´2iπξ· yr1´ p2πq´2∆s1{2upyq dy dξ by (61.150)

“
ż
e2iπξ· px´yq

“
ż
δpx´ yqr1´ p2πq´2∆s1{2upyq dy

“ r1´ p2πq´2∆s1{2upxq.

62.9.4 Trace operators
subsec_traceop

A pseudo-differential operator P is expressed by its symbol p and the formula

pPuqpxq “
ż
e2iπξ·xppx, ξqŷpξq dξ.

Assume that P can also be written under the form

pPuqpxq “
ż
Kpx, yqupyq dy

and let us equalize these two expressions for all u (for example in H1{2pRnq. When it makes sense,

Kpx, yq “
ż
e2iπξ· px´yqppx, ξq dξ. (62.122)

The trace of P is defined by

TrP “
ż
Kpx, yq dx “

ĳ
ppx, ξq dx dξ. (62.123)

When the latter converges, one says that P is a trace operator.

62.9.5 Asymptotic expansions

We say that the pseudo-differential operator A is classical and we write A P ΨppMq if the
symbols accepts the asymptotic expansion

apx, ξq „
8ÿ

j“0
ap´jpx, ξq

where each of the ar is r-homogeneous with respect to ξ: arpx, tξq “ trarpx, ξq. Although the
whole definitions are made in local coordinates, one can show that the principal symbol is a
globally defined function over the cotangent bundle T ˚M . The operator is elliptic if anpx, ξq is
invertible for all ξ ‰ 0.

Notice that an element of Ψp has an asymptotic expansion which begins with order p, so that
the spaces Ψd fulfil Ψp´1 Ă Ψp. Now the algebra of classical pseudo-differential operators
is the quotient

P “ Ψ´8{Ψ8. (62.124)EqDefmPalgOpeClassEqDefmPalgOpeClass
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62.10 Dirac and Laplace type operators
Let pM, BMq be a manifold with boundary and V , a vector bundle over M . A second order

differential operator ∆ on V is of Laplace type if its principal symbol is the metric tensor, i.e. if
it has a local expression of the form

∆ “ ´pgijB2
ij `AkBk `Bq (62.125)

where a P ΓpTM b EndpV qq and B P ΓpEndpV qq. A first order operator D on ΓpV q is of Dirac
type if its principal symbol defines a Clifford module over V . Such an operator has a local
expression

D “ γiBi ´ r (62.126)EqFormGeneDiracEqFormGeneDirac

with γ P ΓpTM b EndpV qq and r P ΓpEndpV qq. The condition is that

γiγj ` γjγi “ 2gij Id |V . (62.127)

Proposition 62.59.
The operator D is of Dirac type if and only if D2 is of Laplace type.

Proof. If D is of Dirac type, up to lower order terms we have

D2 “ γiγjB2
ij ` . . . “

1
2pγ

iγj ` γjγiqB2
ij ` . . . “ ´gijB2

ij ` . . .

It is however not true that every Laplace type operator is the square of a Dirac operator.

62.11 Wodzicki residue
Let M be a n-dimensional manifold. In that case the term of order p´nq in the asymptotic

expansion

apx, ξq „
8ÿ

j“0
an´jpx, ξq

of the principal symbol of the pseudo-differential operator A is specially important. Let U Ă M
be a coordinate open set on which the cotangent bundle is trivial. One can see a´n as a smooth
function on T ˚Uˆ (the set of sections from which we remove the zero section).

We define
αpx, ξq “ a´npx, ξqdξ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dξn ^ dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn.

That form is invariant under dilatations ξ Ñ tξ because a´npx, tξq “ t´na´npx, ξq. Let us consider
R “ ř

j ξjBξj
, the dilatation generator.

From formula LR “ ιRd ` dιR, we have dιRα “ LRα “ 0 where L denotes the Lie derivative
(49.314). If we write dx “ dnx “ dx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxn, we have

pιRαqpx, ξq “ a´npx, ξqσn ^ dx
where σξ “ řp´1qj´1ξj dξ1 ^ ¨ ¨ ¨ xdξj ^ ¨ ¨ ¨ ^ dξn. For each particular x P M , σξ is a volume form
on the unit sphere |ξ| “ 1 on Tx̊M . We can integrate ιRα on such a sphere:

ż

|ξ|“1
a´npx, ξqσξ.

One can prove that under the coordinate change w Ñ y “ ϕpxq, ξ Ñ η “ ϕ1pxqtξ, we have
a´npx, ξq Ñ ã´npy, ηq and

ż

|η|“1
ã´npy, ηqση “ |detϕ1pxq|

ż

|ξ|“1
a´npx, ξqσξ.
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That shows that the quantity ˜ż

|ξ|“1
a´npx, ξqσξ

¸
dx (62.128)

is a 1-density over M that we call ResWpxqA. The Wodzicki residue is the integral of that over
M :

ResW A “
ż

M
ResW pxqA “

ż

S˚M
ιRα “

ż

S˚M
a´npx, ξqσξdx (62.129)

where S˚M “ tpx, ξq P T ˚M tel que |ξ| “ 1u. Notice that the latter integral can diverge.

Proposition 62.60.
The operation ResW is a trace on the algebra of classical pseudo-differential operators. That means
that ResW rA,Bs “ 0 whenever A, B are classical pseudo-differential operators.

Proof. If A P ΨdpMq and B P ΨrpMq, then the product AB belongs to the space Ψd`rpMq and
the commutator P “ rA,Bs, seen as in Ψ´8, has symbol (see equation (62.117))

ppx, yq „
ÿ

|α|ą0

p´iq|α|

α!
`Bαξ aBαx b´ Bαξ bBαxa

˘
.

We can suppose that A and B have compact support because the aim is to integrate them with a
partition of unity.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 62.61
Unfinished proof

Proposition 62.62.
The operation ResW is the unique trace on the algebra P defined in equation 62.124.

Proof. No proof.

62.12 Interpolation theory

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 62.63
Il faut citer encore Vá rrily et le second bouquin de Connes et le truc de Landi comme sources

Here is a short review of what is given in the book [914]. Let B0 and B1 be two Banach algebras
continuously embedded in a topological vector space. We begin to define

Kpλ, xq “ inft}x0}B0 ` λ´1}x1}B1 tel que x0 ` x1 “ x, x0 P B0, x1 P B1u

for all x P B0 `B1 and λ Ps0,8r. For a fixed x, we consider the function

fpλq “ λαKpλ, xq,

and we define the norm of x Ppα,βq by

}x}α,β “
˜ż

R`
0

fpλqq dλ
λ

¸1{q
(62.130)

where q “ 1{β.
Now we consider the special case in with B0 is the ideal of compact operators on the Hilbert

space H and B1 “ L 1pH q, both seen as subspaces of L 1pH q.
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Proposition 62.64.
If α “ 1{p and β “ 1{q, and q ă 0, a compact operator T belongs to L pp,qqpH q if and only if

8ÿ

N“1
Nα´1q´1σN pT qq ă 8

where σN pT q “ supt}T |E}1 tel que dimE “ Nu. When q “ 8, we have T P L pp,8q if and only if
Nα´1σN pT q is a bounded sequence.

Proposition 62.65.
Each space L pp,qq with 1 ă p ă 8 and 1 ď q ď 8 is a two-sided ideal in L pH q and when p1 ă p2,
we have

L pp1,q1q Ă L pp1,q1q.

When p1 “ p2, this inclusion holds if q1 ď q2.

Notice that the fact to say that the sequence N pα´1qσN ptq is bounded is the same as to say
that σN pT q “ OpN1´αq. This in turns is noting else than µnpT q “ Opn´αq and the norm that we
put on L pp,8q is

}T }p,8 “ sup
Ně1

1
N1´ασN pT q.

62.13 Trace class operators

62.13.1 Trace

We say that a bounded linear operator A on the Hilbert space H is trace class if for a certain
basis teku, the sum ÿ

k

xA˚Aek, eky1{2 (62.131)EqDeftRCLAssEqDeftRCLAss

converges. In that case the sum
ř
kxAek, eky converges absolutely (because each term in the sum

(62.131) is positive) and is thus independent with respect of the choice of the basis. That number
is called the trace:

TrpAq “
ÿ

k

xAek, eky. (62.132)

In the space L 1 of trace class operators, we have that

}T }1 “ Tr |T | (62.133)

is a norm which is not equal to the operator norm }T } “ µ0pT q. More generally we have the
following lemma.

Lemma 62.66.
We have

σnpT q “ supt}TPn} such that Pn is a projector of rank nu, (62.134)

and each σn is a norm on the space KpH q of compact operators over the Hilbert space H .

From formula (60.8), the sequence of µkpT q is decreasing, so that we get the inequalities

σnpT q ď nµ0pT q “ n}T }.
Lemma 62.67.
We have the formula

σnpT q “ inft}R}1 ` n}S} such that R P K, S P K, R` S “ T u (62.135)EqsigmainfRSTEqsigmainfRST

for every T P KpH q.
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Proof. It T “ R ` S, we have σnpT q ď σnpRq ` σnpSq ď }R}1 ` n}S}. Now we have to prove
that σnpT q actually reaches the infimum. We can suppose that T is positive; if not, we can change
every signs in (62.135), and nothing is changed. So lemma 60.26 is applicable. Let Pn be the
rank n projector over the space spanned by the eigenvectors corresponding to the eigenvalues
µ0, ¨ ¨ ¨ , µn´1 of T . Then we consider R “ pT ´ µnqPn and S “ µnPn ` T p1´ Pnq. Then we have
}R}1 “ ř

kănpµk ´ µnq “ σnpT q ´ nµn and }S} “ µn. We conclude that

σnpT q “ }R}1 ` nµn “ }R}1 ` n}S},
which concludes the proof.

That formula only holds for n P N, but we can define

σλ “ inft}R}1 ` λ}S} such that Ru (62.136)

for every λ P R`.

Proposition 62.68.
If 0 ď λ ď 1, we have

σλ “ λ}T },
and more generally if λ “ n` t with n P N, 0 ď t ď 1 we have

σλpT q “ p1´ T qσnpT q ` tσn`1pT q. (62.137)EqsigunmoinstnEqsigunmoinstn

Moreover we have that the function λ ÞÑ σλpT q is an increasing piecewise linear concave function.

Proof. No proof.

The inequality (62.137) makes that σλ is a norm that satisfies in particular the triangular
inequality.

Proposition 62.69.
The inequality (62.137) can be reinforced into

σλpAq ` σµpBq ď σλ`µpA`Bq (62.138)

when A and B are positive operators. Combining with the triangular inequality, we find

σλpA`Bq ď σλpAq ` σλpBq ďσ 2λpA`Bq (62.139)

under the same assumptions.

62.14 Dixmier traces
We follow the approach given in [787, 902].

62.14.1 Banach limit

Let l8 be the Banach space of complex-valued bounded sequences. A Banach limit is a linear
functional ϕ : l8 Ñ R such that for every real sequences x and y, we have

— ϕpλx` µyq “ λϕpxq ` µλpyq
— if x ě 0, then ϕpxq ě 0,
— if S is the shift operator pSxqi “ xi`1, then ϕpxq “ ϕpSxq,
— if x converges, then ϕpxq “ lim x.

Such a functional is not unique: if ϕ and φ are two such Banach limits, one can find a sequence x
such that ϕpxq ‰ φpxq. Such an example has to be non-convergent.
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62.14.2 Infinitesimal operator

Proposition 60.20 leads us to think to compact operators as infinitesimals because it is almost
zero on th major part of the space. Here is the precise definition.

Definition 62.70.
Let α P R`. An infinitesimal of order α is a compact operator T such that there exists a C ď 8
for which

µnpT q ď Cn´α.

for all n ě 1.

When T1 and T2 are two compact operators, one can prove that

µn`mpT1T2q ď µnpT1qµmpT2qn,

hence if Tj is of order αj , T1T2 is of order ď α1 ` α2. Moreover the infinitesimals of order α form
a two-sided ideal (non closed) in BpH q because for all T P KpH q and B P BpH q, we have

µnpTBq ď }B}µnpT q
µnpBT q ď }B}µnpT q. (62.140)

For a proof, see bibliography of [787].
Remark that for an infinitesimal of order 1, the characteristic values are bounded by µnpT q ď

1{n, so that there are no reason for such a T be belongs to L 1, but the divergence of TrpT q is at
most logarithmic:

N´1ÿ

n“1
µnpT q ď C lnN.

62.14.3 Dixmier trace

We want to build a trace which is non zero on infinitesimals of order 1, but which vanishes on
infinitesimals of lager order. The usual trace is defined, for T P L 1, by

TrT :“
ÿ

n

xTξn|ξny

and is independent of the chosen orthonormal basis tξnu of H . When T is positive and compact,
we define the trace by

TrT “
8ÿ

n“1
µnpT q.

The problem is that infinitesimals of order 1 are not in general in L 1 because on these operators,
we do not have a better control that µnpT q ď C

n . Hence the sum can diverge. Worse: the space L 1

contains infinitesimals of order lager than 1. However we know that in the case of infinitesimals
positive operators of order 1 is at most logarithmic:

N´1ÿ

n“0
µnpT q ď C lnN.

We are going to find a way to extract the coefficient of the logarithmic divergence. We denote by
L p1,8q the ideal of compact operators which are infinitesimals of order 1. If T P L p1,8q, we want
to define the trace by

lim
NÑ8

1
lnN

N´1ÿ

n“0
µnpT q.
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This definition has two main problems: it is not specially linear in T and does not converge in
general. Let the sums

σN pT q “
N´1ÿ

n“1
µnpT q and γN pT q “ σN pT q

lnN .

One can prove that

σN pT1 ` T2q ď σN pT1q ` σN pT2q (62.141a)
σ2N pT1 ` T2q ě σN pT1q ` σN pT2q; (62.141b)

the second relation only holds with T1, T2 ě 0. Therefore, when T1, T2 ą 0, we have

γN pT1 ` T2q ď γN pT1q ` γN pT2q
ď σ2N pT1 ` T2q

lnN

“ γ2N pT1 ` T2q
lnN ln 2N

ď γ2N pT1 ` T2q
`
1` ln 2

lnN
˘

(62.142)eq_gammaNleqeq_gammaNleq

because for suitably large N ,

1` ln 2
lnN “ lnN ` ln 2

lnN ď ln 2N
lnN “ lnN.

If the sequence γN converges, then it is linear because when N Ñ 8, we have 1` ln 2{ lnN Ñ 1;
hence equalities

γN pT1 ` T2q ď γN pT2q ` γN pT2q ď γ2N pT2 ` T2q
`
1` ln 2

lnN
˘
.

fix the limit of γN pT1q ` γN pT2q on the one of γ2N pT1 ` T2q. This however does not resolve the
problem of convergence of γn, even when it is bounded.

The trick is to not take the usual limit, but to define a linear form limω on the space l8pNq of
bounded sequences and to impose to limω to fulfil certain conditions.

From remark on page 3377, we know that the values µnpT q are unitary invariant, hence the
sequence pγN q is also unitary invariant. This leads us to search for an unitary invariant form limω.
The following proposition allows us to only define limω in the positive part of L p1,8q.

Proposition 62.71.
The space L p1,8q is generated by its positive part.

Proof. No proof.

Here are the conditions we impose to limω : l8pNq Ñ N:
(1) it is a linear form,
(2) limωpγN q ě 0 is γN ě 0,
(3) limωpγN q “ lim γN if the usual limit exists,

limomiii

(4) limωpγ1, γ1, γ2, γ2, γ3, γ3q “ limωpγN q, limomiv

(5) limωpγ2N q “ limωpγN q.
The condition (5) is the scale invariance; this property is equivalent to the property (5). Dixmier
has found a lot of such form. For each of them, one has a trace

TrωpT q “ lim
ω

1
lnN

N´1ÿ

n“0
µnpT q (62.143)
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for positive T P L p1,8q. When T1 and T2 are positive, we have linearity:

TrωpT1 ` T2q “ TrωpT1q ` TrωpT2q.
Since L p1,8q is generated by its positive part, the form Trω —which is initially only defined for
positive operators T— extends to the whole L p1,8q with properties

(1) TrωpT q ě 0 if T ď 0,
(2) Trωpλ1T2 ` λ2T2q “ λ1 TrωpT1q ` λ2 TrωpT2q,
(3) TrωpBT q “ TrωpTBq for all B P BpH q,

item_tromTiv

(4) TrωpT q “ 0 if T is an infinitesimal of order larger than 1.
For a proof, see [787]. For (4), remark that the space of infinitesimals of order larger than 1 form
a two-sided ideal whose elements fulfil nµnpT q Ñ 0. Then the sequence pγBq converges to zero too
and the Dixmier trace vanishes.

62.14.4 Dixmier: second

The set of infinitesimals of order 1 is the normed ideal

L 1` “ tT P K tel que }T }1` ă 8u (62.144)

where the norm }T }1` is defined by

}T }1` “ sup
λěa

σλpT q
lnλ . (62.145)

That idea include the trace class operators. We define

L p “ tT P K tel que Tr |T |p ă 8u. (62.146)

Proposition 62.72.
On the space L p, we have

σλ “ Opλ1´1{pq
and L 1` Ă L p when p ą 1.

Notice that, when T P L 1`, the function λ ÞÑ σλpT q{ lnλ is bounded and continuous on the
interval re,8r. It belongs thus to the C˚-algebra Cb

`re,8r˘. So we can use the Cesàro means:

τλpT q “ 1
lnλ

ż λ

e

σupT q
ln u

du

u
, (62.147)EqCearomaenEqCearomaen

and the function λ ÞÑ τλpT q still belongs to CB
`re,8r˘ with }T }1` as upper bound.

Proposition 62.73.
The double inequality

0 ď τλpAq ` τλpBq ´ τλpA`Bq ď
`}A}1` ` }B}1`

˘
ln 2ln lnλ

lnλ .

holds for A, B P L 1`.

Proof. No proof.

That proves that τλ becomes additive when λ goes to infinity. We can work on that in order
to make it additive. First we consider

B “ Cb
`re,8r˘{C0

`re,8r˘,
and we consider rτpAqs, the class of τpAq (i.e. the function λ ÞÑ τλpAq) with respect to that
quotient.
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Proposition 62.74.
The map rτ s is additive, positive and homogeneous from the positive cone in L 1` to B. Moreover

rτpUAU´1qs “ rτpAqs
for every unitary U .

That makes that rτ s extends to a linear map rτ s : L 1` Ñ B such that rτ spST q “ rτ spTSq for
all T P L 1` and S.

Now if ω : B Ñ C is any state, we define the Dixmier trace as

TrωpT q “ ω
`rτ spT q˘. (62.148)

That definition has a problem: the C˚-algebra B being non separable, one cannot exhibit a state,
so that the formula is in practice unusable.

62.14.5 Noncommutative integral

Let us consider f P Cb
`re,8˘

; the limit limλÑ8 fpλq exists if and only if ωpfq does not depend
on ω because of the quotient by C0

`re,8r˘ which makes that ω can only depend on the behaviour
near infinity. We say that the operator T P L 1` is measurable if the function λ ÞÑ τλpT q
converges when λÑ8. In that case, TrωpT q equals that limit, and we denote by

ş́
T the common

value of the Dixmier traces:
´
ż
T “ lim

λÑ8 τλpT q (62.149)

if the limit exists. That is the noncommutative integral of T .

Proposition 62.75.
It T is a compact operator and if σnpT q{ lnn converges when nÑ8, then the limit limλÑ8 τλpT q
exists and T is a measurable operator in L 1`.

Proof. Indeed in that case the quantity σupT q{ ln u becomes constant when u is large, so that we
are left in the definition (62.147) with

lim
λÑ8

C

lnλ

ż λ

e

du

u
“ C lim

λÑ8
lnλ´ 1

lnλ .

which exists.

62.14.6 Residues

Let M be a compact Riemannian spin manifold of dimension n. Let T be a pseudo-differential
operator of order ´n acting on the sections of a complex vector bundle E Ñ M . Its residue is
defined by

ResW T “ 1
np2πqn

ż

S˚M
TrE σ´npT q dµ (62.150)

where σ´n : T ˚M Ñ EndE is the principal symbol of T (is as a homogeneous function of degree
´n) and the integral is taken on the cosphere

S˚M “ tpx, ξq P T ˚M tel que }ξ} “ 1u
with the measure dµ “ dx dξ.



Chapter 63

Partial derivative equation

63.1 Basic definitions
We consider PDE’s for functions u : Rd Ñ R. We denote by Dlu the set of partial derivatives

of order l:
pDluqpxq “ tpDαuqpxqu|α|“l. (63.1)

Some definitions.

Definition 63.1.
A PDE of order k is linear if it is under the form

ÿ

|α|ďk
aαpxqpBαuqpxq ` fpxq “ 0. (63.2)

That equation is homogeneous if f “ 0.

Definition 63.2.
A PDE is semi-linear is it is linear only with respect to the highest derivatives:

ÿ

|α|“k
aαpBαuqpxq ` F

`
x, pDuqpxq, . . . , Dk´1upxq˘ “ 0 (63.3)

where F : ΩˆR... Ñ R is some function. The dots here represent the number of different partial
derivative of order 0 to k ´ 1 one has to consider.

Definition 63.3.
A PDE of order k is quasi-linear if it is linear with respect to the higher order derivatives, with
a coefficient that can depend to the lower order derivatives of the unknown:

ÿ

|α|“k
aα

`
x, upxq, pDuqpxq, . . . , pDk´1qupxq˘pBαuqpxq ` F `x, upxq, . . . , pDk´1uqpxq˘ “ 0. (63.4)

Exemple 63.4.
The equation

xpBxuqpx, yq ` yppartialyuqpx, yq ` u sinpxyq “ 1 (63.5)

is linear of order 1. Indeed the coefficient of the partial derivatives of all orders (0 and 1) depend
on x and y, but not of u or the derivatives of u. △

Exemple 63.5.
The equation

xpBxuqpx, yq ` ypByuqpx, yq ` u2 sinpxyq “ 1 (63.6)

is semi-linear of order 1. Indeed the coefficient of the partial derivatives of order 1 (the higher
order) depend on x and y but not of u or the derivatives of u. However, the derivatives of lower
order (here: 0) are not linear. △

3469
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Exemple 63.6.
The heat equation

Bu
Bt ´

B2u

Bx2 “ 1 (63.7)

is linear ans non homogeneous. △

Exemple 63.7.
The equation

Bu
Bt ´

B
Bx

ˆ
cpuqBuBx

˙
“ 0 (63.8)

is an abuse of notations for asking

Bu
Bt px, tq ´

Bx
B

ˆ
pc ˝ uq ˆ BuBx

˙
px, tq. (63.9)

for every t and x. This is a second order equation whose highest order term is

pc ˝ uqB
2u

Bx2 (63.10)

The coefficient of B2
xu depend on u, but not on the second order derivatives. So this is a quasi-linear

equation. △

63.2 Principal symbol
Let the semi-linear equation

ÿ

|α|“k
aαpxqpBαuqpxq ` F

`
x, upxq, pDuqpxq, . . . , pDk´1uqpxq˘. (63.11)

The differential operator associated with that equation is
ÿ

|α|“k
aαBk ` F (63.12)EQooNSOMooCfAdvtEQooNSOMooCfAdvt

where we admit quite a notational shortcut to say that F applies on u by

pFuqpxq “ F
`
x, upxq, pDuqpxq, . . . , pDk´1uqpxq˘. (63.13)

Definition 63.8.
The principal symbol of the operator (63.12) is the function

σ : Rd ˆRd Ñ R

px, ξq ÞÑ
ÿ

|α|“k
aαpxqξα (63.14)

where
ξα “ ξα1

1 . . . ξαd
d . (63.15)

Definition 63.9.
The characteristic associated with the symbol σ is the set of surfaces S Ă Rd of the form

S “ tx P Rd such that ϕpxq “ 0u (63.16)

where ϕ : Rd Ñ R satisfies
(1) σ

`
x, p∇ϕqpxq˘ “ 0 for every x P Rd,

(2) p∇ϕqpxq ‰ 0 for every x P S.
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Exemple 63.10.
Let the differential equation

a
B2u

Bx2 ` b
B2u

BxBy ` x
B2u

By2 “ f (63.17)

for the function u : R2 Ñ R and some given functions a, b and c.
The principal symbol of that operator is

σpx, y, ξ1, ξ2q “ apx, yqξ2
1 ` bpx, yqξ1ξ2 ` cpx, yqξ2

2 (63.18)

and the characteristic equation reads 1

σpx, y, p∇ϕqpx, yqq “ apx, yq
ˆB2ϕ

Bx px, yq
˙2
` bpx, yqBϕBx px, yq

Bϕ
By px, yq ` cpx, yq

ˆBϕ
By px, yq

˙2
“ 0.

(63.19)EQooTMQAooZPdcWTEQooTMQAooZPdcWT

This is a differential equation for ϕ : R2 Ñ R.
The condition ∇ϕ ‰ 0 seems now natural: if Biϕ “ 0 for every i, the equation trivializes. We

suppose that pByϕqpx0, y0q ‰ 0 and that this condition holds on a neighborhood of px0, y0q. By the
implicit function theorem 17.52 there exists a function x ÞÑ ypxq such that

ϕ
`
x, ypxq˘ “ 0 (63.20)

for every x in a neighborhood of x0. Thus the function

φ : x ÞÑ ϕ
`
x, ypxq˘ (63.21)

is identically zero. Its derivative is

φ1pxq “ BϕBx
`
x, ypxq˘` BϕBy

`
x, ypxq˘y1pxq “ 0. (63.22)

We substitute Bϕ
Bx by ´Bϕ

By y
1 in the characteristic equation (63.19) written on the point px, ypxqq.

We simplify the whole by pByϕqpx, ypxqq2 (which is non vanishing) and obtain

ay1pxq2 ´ by1pxq ` c “ 0. (63.23)

where a, b and c are taken at
`
x, ypxq˘.

The existence of y1pxq depend on the sign of b2 ´ 4ac which is a function of x.
△

Definition 63.11.
Let a partial differential equation.

(1) If the characteristic equation has no real solutions, the equation is elliptic
(2) If the characteristic equation has k distinct real solutions, the equation is hyperbolic
(3) If some solutions to the characteristic equation have a multiplicity, the equation is parabolic

Since the number of solutions of the characteristic equation depend on the coefficients that are
themselves functions, an equation can have different type at different places.

Exemple 63.12.
Let the equation

B2u

Bx2 ´ px2 ´ y2qB
2u

By2 “ 0. (63.24)

The type of this equation is governed by δ “ 4px2 ´ y2q; this can have any sign depending on the
point. △

1. We are not going to explicit all dependencies in x and y.
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63.2.1 Classification with respect to the boundary conditions

For the next few definitions we suppose that Ω is a sufficiently smooth domain in Rd; in
particular we suppose that the boundary BΩ admits a normal outward vector npxq for every
x P BΩ.

Definition 63.13.
A problem with Dirichlet boundary condition is a partial derivative equation with the condition

upxq “ gpxq (63.25)

for x P Γ Ă BΩ. In other words, we impose the value of u on a part of the boundary.

Definition 63.14.
A problem with Neumann boundary condition is a partial derivative equation with the condition

Bu
Bn ·x “ gpxq (63.26)

for x P Γ Ă BΩ. In other words, we impose the normal derivative of u on a part of the boundary.

Definition 63.15.
Let Ω be a domain of Rd and a differential operator L on a part of FunpΩq. Let g be a function on
BΩ. A problem with stationary boundary condition is a problem of the type: find a function u
defined on Ω such that #

Lpuq “ f on Ω
u “ gon BΩ. (63.27)

Definition 63.16.
Let Ω be a domain of Rd and a differential operator L on a part of FunpΩq. Let g be a function
on BΩ. A problem with evolution boundary condition is a problem of the type: find a function
u defined on s0,8r ˆ Ω such that

#Bmu
Btm ` lpuq “ fupt, .q “ gpt, .q on BΩ
up0, .q “ u0 on Ω

(63.28)

where L does not operate on the “t” variable.

Definition 63.17.
A boundary problem is well posed in the sense of Hadamard if

(1) it accepts an unique solution
(2) this solution is continuous with respect to the parameters.

Here the “parameters” are the constants as well as the functions given in the problem. So one
needs to precise the topology on the functional spaces that are implied in the problem.

EXooLTODooOwJtGC

Exemple 63.18 ([915]).
Let the problem: find a function u defined on Ω “ r0, 1s2 such that

#
∆u “ 0 on Ω
u “ g on BΩ. (63.29)

Let us prove the unicity of the solution (we do not prove existence). Let u1 and u2 be two solutions
and define v “ u1 ´ u2. This function satisfies

#
∆v “ 0 on Ω
v “ 0 on BΩ. (63.30)
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Using the by part formula of example 57.24, with u “ v,
ż

Ω
v∆v “ ´

ż

Ω
}∇v}2 `

ż

BΩ
v
Bv
Bn. (63.31)

Since ∆v “ 0 and v “ 0 on BΩ, we are left with
ż

Ω
}∇v}2 “ 0. (63.32)

If v is smooth enough, that implies ∇v “ 0 on Ω. Since the function v is constant on Ω and is
zero on BΩ we deduce that v “ 0 on Ω. This proves the unicity, up to numerous regularity and
topological considerations on the choice of the functional spaces.

Remark that we did not prove existence and even less proved the continuity of the solution
with respect to g. For this we should precise a functional space S in which one chooses g and a
functional space V in which one chooses u (for sure not the same because g is defined on BΩ while
u is defined on Ω) and prove that g ÞÑ u is a continuous map S Ñ V . △

From this example one can believe that under some good choices of functional spaces, the
Dirichlet problem for the Laplace equation is well posed. We give now different conditions for the
same equation, and show that the resulting problem is for sure not well posed.

Exemple 63.19 ([1]).
Let ϵ ą 0 and the problem for uϵ on Ω “ Rˆ s0,8r,

$
’&
’%

∆uϵ “ 0 on Ω
uϵpx, 0q “ 0 for x P R
BuϵBy px, 0q “ ϵ sinpx{ϵq for x P R.

(63.33)EQooUBUEooMCDIlZEQooUBUEooMCDIlZ

We are searching the solutions in `
C8pΩq, pK,m

˘
(63.34)

where pK,m are the semi-norms defined in (30.21). The solution is unique from the same reason
as in example 63.18 2.

One checks that, when ϵ ‰ 0, the unique solution is

uϵpx, yq “ ϵ2 sinp1
ϵ
xq sinhp1

ϵ
yq. (63.35)

The parameters in the equation is ϵ P R, and in order to check the well-posedness we consider the
map ψ that maps ϵ to the unique corresponding solution:

ψ : RÑ C8pΩq

ϵ ÞÑ
#
px, yq ÞÑ ϵ2 sinpxϵ q sinhpyϵ q if ϵ ‰ 0
px, yq ÞÑ 0 if ϵ “ 0.

(63.36)

Our point is that ψ is not continuous at ϵ “ 0. Due to proposition 7.332, in order ψ to be
continuous we need pK,mpuϵq Ñ 0 when ϵÑ 0 for every m and every compact K Ă Ω.

Let m “ 0 and K “ r0, 2πs ˆ r1, 2s. For every ϵ ă 1 we can find x P r0, 2πs such that
sinpx{ϵq “ 1, so that

}uϵ}K,0 ě ϵ2 sinh
ˆ

2
ϵ

˙
“ 1

2ϵ
2|e2{ϵ ´ e´2{ϵ|. (63.37)

Now one has
lim
ϵÑ0

}uϵ}K,0 ě lim
ϵÑ0

1
2ϵ

2|e2{ϵ ´ e´2{ϵ| “ 8. (63.38)

Thus one has not limϵÑ0 ψpϵq “ ψp0q and ψ is not continuous.
We conclude that the problem (63.33) is not well posed in the sense of Hadamard. △

2. Is that true?
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63.2.2 Characteristic speed

Let the PDE for u : R2 Ñ R Bu
Bt ` λ

Bu
Bx “ 0. (63.39)EQooEVOBooTabJIgEQooEVOBooTabJIg

The principal symbol is
σpt, x, ξ1, ξ2q “ ξ1 ` λξ2, (63.40)

so that the characteristic equation is the same as the original equation. Thus in the case of a first
order equation, the characteristic equation has to be something else.

Suppose u to be a solution of (63.39) and pose φptq “ u
`
xptq, t˘ for some function x. We have

φ1ptq “ BuBxx
1 ` BuBt . (63.41)

If x1ptq “ λ then the initial equation says that φ1ptq “ 0 for every t. That means that u is constant
on the characteristic curves

t ÞÑ `
xptq, t˘. (63.42)

The data of an initial condition upx, 0q “ u0pxq fix the value of u on each characteristic curve.

63.2.3 Decoupling a system

Let the system
$
’&
’%

ρ
Bu
Bt `

Bp
Bx “ 0 (63.43a)

Bp
Bt ` ρc

2 Bu
Bx “ 0 (63.43b)

where ρ and c are non vanishing constants. This system can be written under the form

B
Bt

ˆ
u
p

˙
`
ˆ

0 ρ´1

ρc2 0

˙ B
Bx

ˆ
u
p

˙
“ 0. (63.44)

We set ˆ
u1
u2

˙
“
ˆ
u
p

˙
and A “

ˆ
0 ρ´1

ρc2 0

˙
, (63.45)

so that the equation reads
Btū`ABxū “ 0. (63.46)

Now we diagonalize the matrix A. Some computations show that the eigenvalues of A are ˘c
and that the corresponding eigenvectors are

f1 “
ˆ´pρcq´1

1

˙
; (63.47a)

f2 “
ˆpρcq´1

1

˙
. (63.47b)

If one consider
K “

ˆ´pρcq´1 pρcq´1

1 1

˙
(63.48)

we have
K´1 “ 1

2

ˆ´ρc 1
ρc 1

˙
(63.49)

and
D “ K´1AK “

ˆ´c 0
0 c

˙
(63.50)
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Now we consider the new variables v̄ “ K´1ū, so that we have

Btū`ABxū “ 0 (63.51a)
BtKū`ABxKū “ 0 (63.51b)

Btv̄ `K´1AKBxv̄ “ 0 (63.51c)
Btv̄ `DBxv̄ “ 0. (63.51d)

The system is now decoupled:
$
’&
’%

Bv1
Bt ´ c

Bv1
Bx “ 0 (63.52a)

Bv2
Bt ` c

Bv2
Bx “ 0 (63.52b)

and we have two equations of the form (63.39) already treated.

63.3 Some examples

Let the equation
B2u

BxBy `
Bu
Bx “ 0. (63.53)

If we let v “ Bu
Bx we can write the equation as

Bv
By ` v “ 0. (63.54)

Let x0 be fixed and consider the function v0pyq “ vpx0, yq. It satisfies

v1
0pyq “

Bv
By px0, yq “ ´vpx0, yq “ ´v0pyq, (63.55)

so that
v0pyq “ A0e

´y (63.56)

for a constant A0. The latter can be a function of x. We have:

vpx, yq “ Apxqe´y (63.57)

and we we get back to the original equation v “ Bcu:

Bu
Bx “ Apxqe´y. (63.58)

Integrating,
upx, yq “ Bpxqe´y ` Cpxq (63.59)

where B is a primitive of A.
Notice that B is almost completely arbitrary. The fact that it is a primitive only says that it

has to be derivable.

63.4 Principle of superposition

Let L be a linear differential operator and consider the equation

Lu “ f. (63.60)EQooLAZSooGGfMMTEQooLAZSooGGfMMT



3476 CHAPTER 63. PARTIAL DERIVATIVE EQUATION

By linearity of L, if u1 and u2 are solution, the difference v “ u1´u2 satisfies Lv “ 0. Thus if one
has a particular solution uP of Lu “ f and the general solution u0 of Lu “ 0, the general solution
of (63.60) is

u “ uP ` u0. (63.61)
Now suppose that we are working on R2 and that f can be decomposed as fpx, yq “ f1pxq `

f2pxq. We should solve separately the equations SUBEQSooNAWRooPayDFv

pLu1qpx, yq “ f1pxq (63.62a)
pLu2qpx, yq “ f2pyq (63.62b)
pLu0qpx, yq “ 0. (63.62c)

and then write the solution u “ u1 ` u2 ` u0.
This decomposition invites us to solve pLu1qpx, yq “ f1pxq for a function u1 that only depends

on x because (if one suppose that L commutes with the derivative with respect to y),

L

ˆBu1
By

˙
“ B
By

`
Lpu1q

˘ “ B
By

`
f1pxq

˘ “ 0. (63.63)

This shows that Byu1 is a solution of Lu “ 0, and thus will be included in u0.
This is not a proof that searching for u1 that only depends on x is a good idea. But it is

a strong incitation. Anyway, if we solve the equations (63.62) in any way, we are done by the
superposition principle.

Exemple 63.20.
Let the equation

B2u

Bt2 ´ 4B
2u

Bx2 “ sinptq ` x2017. (63.64)

The differential operator L “ B2
t ´ 4B2

x is linear and we can use the principle of superposition. So
we solve the equations

Lu1 “ sinptq (63.65a)
Lu2 “ x2017 (63.65b)
Lu0 “ 0 (63.65c)

and we are searching u1ptq, u2pxq and u0pt, xq.
Since u1 only depends on t, its equation reduces to

B2u1
Bt2 “ sinptq, (63.66)

so that
u1ptq “ ´ sinptq ` Ct`D (63.67)

where C and D are constants with respect to t. One could write

u1pt, xq “ ´ sinptq ` Cpxqt`Dpxq, (63.68)

but we are in no way interested in the general solution for u1. Any solution is sufficient, so that
we write the easiest one:

upt, xq “ ´ sinptq. (63.69)
We already know that the “missing” part will be included in u0.

For u2 we have
u2pt, xq “ ´x2019

4 · 2018 · 2019 . (63.70)

We are left to solve
B2u0
Bt2 ´ 4B

2u0
Bx2 “ 0, (63.71)
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which is the wave equation. This is already solved in the subsection 33.3.2. The general solution
of the problem is

upt, xq “ ´ sinptq ´ x2019

4 · 2018 · 2019 ` g1px` 2tq ` g2px´ 2tq (63.72)

where g1 and g2 are any functions suitable for the functional space in which we are searching for
u. △

63.4.1 Separation of variables

Let the equation for Ω “ s0, lr
$
’&
’%

Bu
Bt ´ k B2u

Bx2 “ 0 on s0,8r ˆ Ω
upt, 0q “ upt, lq “ 0 for t P s0,8r
up0, xq “ u0pxq on Ω.

(63.73)

This is the heat equation in which one has fixed the initial distribution and one maintains the
extremities at zero.

We are searching for a solution under the form

upt, xq “
ÿ

nPZ
fnptqgnpxq. (63.74)

For this we hope that the superposition principle works for infinite sums. So we have to solve

Bu
Bt ´ k

B2u

Bx2 “ 0 (63.75)

with upt, xq “ fptqgpxq. We have

gpxqf 1ptq ´ kfptqg2pxq “ 0, (63.76)

so that
f 1ptq
fptq “

g2pxq
gpxq . (63.77)

The left hand side only depends on t while the right hand one only depend on x. So they are both
constant: there exists λ P R such that

f 1ptq
fptq “ λ “ g2pxq

gpxq . (63.78)

We have the independent equations

f 1ptq “ λfptq (63.79a)
g2pxq “ λgpxq. (63.79b)

The first one produces
fptq “ Ceλt (63.80)

where C is a constant that has to be fixed by the initial and boundary conditions.
For g we have the technique described in subsection 32.5.1. We solve the characteristic equation

r2 ` λ “ 0 and we get the general solution

gpxq “ Ae
?
λx `Be´?

λx. (63.81)

From the condition
upt, 0q “ upt, lq “ 0 (63.82)
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we want to deduce that fptqgp0q “ fptqgplq “ 0 so that gp0q “ gplq “ 0 because fptq “ 0 for every
t leads to a trivial solution. This is however not true because the product fptqgpxq does not have
to satisfy the boundary conditions; only the final sum

ř
nPZ fnptqgnpxq has to.

For each n P Z we have a free parameter λn and the functions

fnptq “ Cne
λnt (63.83a)

gnpxq “ Ane
?
λnx `Bne´?

λnx. (63.83b)

where An, Bn and Cn are still free parameters. We can suppose that λn ‰ λm when n ‰ m; if not
we only have to redefine Cn, An and Bn.

The boundary condition reads ÿ

nPZ
Cne

λntgnp0q “ 0. (63.84)

Having that for every t implies gnp0q “ 0. The same holds for gnplq, so that one indeed has

gnp0q “ gnplq “ 0. (63.85)

The condition gnp0q “ 0 implies
An `Bn “ 0, (63.86)

and the condition gnplq “ 0 then produces

An
`
e

?
λnl ´ e´?

λnl
˘ “ 0. (63.87)

If An “ 0, we have gn “ 0 which is uninteresting. The possibilities for the parenthesis to be
vanishing are not numerous: it needs a

λnl “ kiπ, (63.88)

that gives λn “ ´k2π2

l2 . Since λn ‰ λm we can number the λn in order to have

λn “ ´n
2π2

l2
. (63.89)

In this case,
gnpxq “ An

`
einπx{l ´ e´inπx{l˘, (63.90)

that is
gnpxq “ Ani sin

´nπx
l

¯
. (63.91)

If we want a real solution we have to choice An to be imaginary and up to redefinition we write

gnpxq “ An sin
´nπx

l

¯
(63.92)

with real An. Now we have
unpt, xq “ Cne

´n2π2t{l sin
´nπx

l

¯
(63.93)

and n P Z.
As far as negative n are concerned,

u´npt, xq “ ´C´ne´n2π2t{l2 sin
´nπx

l

¯
“ ´C´n

Cn
unpt, xq. (63.94)

Thus one can skip the negative ones by redefining the coefficients. Obviously n “ 0 produces a
vanishing term (because of the sine). At the end of the day we have the following solution for our
problem:

upt, xq “
ÿ

nPN˚

Cne
´n2π2t{l2 sin

´nπx
l

¯
. (63.95)

At this point we have to check that
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— this is actually a solution,
— the solution is unique up to choice of Cn.

The first point is an exercise of permutation of sum and differentiation. For the second point, we
still have to impose up0, xq “ u0pxq, that is

ÿ

nPN˚

Cn sin
´nπx

l

¯
“ u0pxq. (63.96)

So we have to identify u0 : r0, ls Ñ R with its Fourier development. Thanks to the division by l,
this problem is equivalent to the Fourier development of a function on r0, 2πs.

From the example 27.128, the function u0 being real, it can be written as a series of sine . . . at
least as far as u0 P L2`r0, ls˘.
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Chapter 64

Finite elements

64.1 Lax-Milgram theorem
DEFooGFTZooUQfUdY

Definition 64.1.
A bilinear form a : V ˆ V Ñ R is elliptic or coercive is there exists a α ą 0 such that apu, uq ě
α}u}2 for every u P V .

THOooFDJYooCSNnuv

Theorem 64.2 (Lax-Milgram[612]).
Let V be ah Hilbert space and

(1) a linear and bounded map L : V Ñ R; we write }L} “ C,
(2) a bilinear map a : V ˆ V Ñ R is continuous; we write M a constant such that |apu, vq| ď

M}u}}v} for all u, v P V ,
(3) the bilinear form a is elliptic 1 and we write α a strictly positive constant such that apu, uq ě

α}u}2.
Then the problem of finding u P V such that

apu, vq “ Lpvq (64.1)

for every v P V has one and only one solution u P V . Moreover this solution satisfies

}u} ď M

α
C. (64.2)

The map L is linear and bounded; it is continuous by proposition 11.62. The existence of M is
due to the fact that a is bilinear on V and in particular linear (and continuous, then bounded) on
V ˆ V . But this is not quite obvious from the definition (7.219). It is shown in [602] that putting
on V ˆV the product topology 2 that a sesquilinear map is continuous if and only if there exist such
a constant. And since the topology of the product norm is the product topology (lemma 7.219),
we are safe.

64.2 Variational formulation (not too rigorous)
As mentioned in the title, we are not going to deal with existence of the derivative and the

integrals that we will write down.
Let the partial derivative equation EQooZAISooSylvFH

" ´∆u “ f (64.3a)
u|BΩ “ 0 (64.3b)

where ∆u “ řn
j“1

B2v
Bxj

on the open bounded part Ω of Rn.

1. Définition 64.1
2. Définition 7.15.

3481
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We are searching the solutions in a vector space

V “ tv : Ω Ñ R tel que v|BΩ “ 0u. (64.4)

Our aim is to found a bilinear form a : V ˆ V Ñ R and a linear map L : V Ñ R such that the
solutions of the original problem (64.3) are solutions of the problem

"
u P V (64.5a)
apu, vq “ Lpvq @v P V (64.5b)

The choice of V , a and L is a variational formulation of the differential equation 3.
In order to have a variational formulation of the equation (64.3) we multiply ´∆u “ f by a

test function v P V and we integrate over Ω:

´
ż

Ω
∆u v “

ż

Ω
fv. (64.6)

Now if we set

apu, vq “ ´
ż

Ω
p∆uqv (64.7a)SUBEQooKUNUooOtKVaPSUBEQooKUNUooOtKVaP

Lpvq “
ż

Ω
fv (64.7b)

we have a variational formulation of our problem. A solution of a variational formulation is a
weak solution of the partial derivative equation.

Does the form (64.7a) check the hypothesis of the Lax-Milgram theorem 64.2? Obviously not
because we did not defined the space V , so nothing has any sense here. But we can say more: the
bilinear form a is not obviously positive. As we will see it is positive on V because of the boundary
condition. We want to write is slightly differently in order to, taking into account the boundary
condition, have a bilinear form that is for sure positive.

Using the integration by part of formula (57.61) taking into account the fact that the boundary
term vanishes we have ż

Ω
p∆uqv “ ´

ż

Ω
∇u· ∇v, (64.8)

so that we can as well consider the variational problem

apu, vq “ ´
ż

Ω
∇u· ∇v (64.9a)SUBEQooLFDKooTDKiDASUBEQooLFDKooTDKiDA

Lpvq “
ż

Ω
fv (64.9b)

In this case, the form a is more clearly positive defined:

apu, uq “
ż

Ω
|∇u|2 ě 0. (64.10)

Notons que cette formule pour a est symétrique et que nous n’avons pas encore démontré quoi
que ce soit pour les hypothèses du théorème de Lax-Milgram. Nous espérons seulement que la
forme bilinéaire (64.9a) ait de meilleures propriétés que (64.7a).

The result of this sections is the following.

Proposition 64.3 (Not too rigorous).
A function u P V is solution of the variational problem if and only if it is solution of the Poisson
equation.

3. I said “not too rigorous” in the title, so please don’t ask yourself now what space V can be.
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Proof. The fact that the solution of the Poisson equation (including the boundary conditions) are
solutions of the variational problem is what we just did.

In the other sense we recall the equation:
" ´∆u “ f (64.11a)
u|BΩ “ 0 (64.11b)

The variational problem is searching a function in V , that is a function that automatically satisfy
the boundary condition. If u is solution of the variational problem, then

ż

Ω
∇u· ∇v “

ż

Ω
fv (64.12)

We integrate by part the left hand side:
ż

Ω
∇u· ∇v “ ´

ż

Ω
p∆uqv `

ż

BΩ

Bu
Bnvlooomooon

“0

, (64.13)

so that ż

Ω
pf ´∆uqv “ 0 (64.14)EQooAJMDooNJTYRmEQooAJMDooNJTYRm

for every v P V .
If we really know nothing about the space V , we cannot conclude that f ´∆u “ 0. We can

however do something that will probably work if V is not too strange. If f ´ ∆u ‰ 0 at some
point x P Ω (suppose pf ´∆uqpxq ą 0 in order to fix the ideas), then f ´∆u ą 0 on an open set A
around x. If v is a positive function that vanishes outside A then, taking B Ă A on which v ą 0,

ż

Ω
pf ´∆uqv “

ż

A
pf ´∆uqv ą

ż

B
pf ´∆uqv. (64.15)

The last integral is for sure strictly positive, which contradicts (64.14).

64.3 Galerkin’s approximation
Let us once again be not too rigorous and deal with the problem

" ´u2 ` u “ f (64.16a)
up0q “ up1q “ 0 (64.16b)

on the open interval s0, 1r. The good functional space seems to be

H1
0
`s0, 1r˘ “ tu P H1`s0, 1r˘ such that up0q “ up1q “ 0u. (64.17)

Of course, this definition is not rigorous because the elements in the Sobolev spaces are classes of
functions and the boundary values are not defined. Let us go on and see what happens.

Let v P H1
0 . We multiply the equation by v and integrate over the interval I “ s0, 1r:

´xu2, vy ` xu, vy “ xf, vy, (64.18)

and an integration by part, taking into account the fact that v vanishes at the border gives

xu1, v1y ` xu, vy “ xf, vy, (64.19)

If u P C2pIq, the two formulations are equivalent. If not, we are not sure. The point of the
second formulation is that one can build a piecewise affine approximation. We divide the interval
I into N ` 1 pieces

xj “ j

N ` 1 (64.20)
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with j “ 0, . . . , N`1. Let VN be the set of continuous piecewise affine functions that are vanishing
on the border:

VN “ tv P C0pIq such that v|sxj ,xj`1r is linear and vp0q “ vp1q “ 0u. (64.21)

This is a finite dimensional vector space because the elements are determined by the values on the
xi’s. Moreover the space VN is included in H1

0 pIq.
Proposition 64.4.
There exists an unique element uN P VN satisfying the equation

xu1
n, v

1y ` xuN , vy “ xf, vy (64.22)EQooOFLCooHmjaOMEQooOFLCooHmjaOM

for all v P VN . This solution is the Galerkin approximation.

Proof. We consider the basis tϕjuj“1,...,N of VN defined by

ϕjpxiq “ δij . (64.23)

We are searching for uN under the form uN “ řN
j“1 ajϕj . Just by computing on the point xj we

know that
aj “ uN pxjq. (64.24)

At this moment, this equality does not help, but we keep it in mind. Since the equality (64.22)
has to hold for every v P VN , it holds in particular for v “ ϕk:

xu1
N , ϕ

1
ky ` xuN , ϕky “ xf, ϕky (64.25)

and by linearity of the inner product,
ÿ

l

al
`xϕ1

k, ϕ
1
ly ` xϕl, ϕky

˘ “ xf, ϕky. (64.26)

If we set

Rkl “ xϕ1
k, ϕ

1
ly ` xϕk, ϕly (64.27a)

bk “ xf, ϕky, (64.27b)

we have to solve the linear system
Ra “ b. (64.28)

In order to show that this system has an unique solution, we have to get some informations about
the matrix R. The matrix R is the matrix of the 2-form

Rpf, gq “ xf 1, g1y ` xf, gy (64.29)

in the basis tϕju of VN .

(1) R is strictly positive defined We have Rpf, fq ě 0 and if Rpf, fq “ 0, then xf, fy “ 0
and xf 1, f 1y “ 0. Thus f “ 0 almost everywhere and since elements of VN are continuous,
f “ 0.

(2) R is symmetric Clear from the definition.

The matrix is thus invertible (in fact we do not use the symmetry to reach this conclusion)
and the system has an unique solution in VN .

We can compute the matrix R: the elements are only some inner products and integrals. Here
is a graph of ϕ1 and ϕ2:
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The affines pieces are:

f1pxq “ pN ` 1qx (64.30a)
f2pxq “ ´pN ` 1qx` 2 (64.30b)
f3pxq “ pN ` 1qx´ 1 (64.30c)
f4pxq “ ´pN ` 1qx` 3. (64.30d)

And we have to integrate. We make the computations:

1 var( ’N ’)
2 h=1/(N+1)
3 f1=(N+1)*x
4 f2=-(N+1)*x+2
5 f3=(N+1)*x-1
6 f4=-(N+1)*x+3
7

8 inner11 =(f1*f1). integrate (x,0,h)+(f2*f2). integrate (x,h ,2*h)
9 inner12 =(f2*f3). integrate (x,h ,2*h)

10

11 print ( inner11 . simplify_full ())
12 print ( inner12 . simplify_full ())
13

14 # For the inner p r o d u c t s of the d e r i v a t i v e s :
15

16 d_inner11 =(f1. derivative (x)*f1. derivative (x)). integrate (x,0,h)+(Ðâ

f2. derivative (x)*f2. derivative (x)). integrate (x,h ,2*h)
17 d_inner12 =(f2. derivative (x)*f3. derivative (x)). integrate (x,h ,2*h)
18

19 print ( d_inner11 . simplify_full ())
20 print ( d_inner12 . simplify_full ())

tex/sage/sageSnip008.sage

returns

2/3/(N + 1)
1/6/(N + 1)
2*N + 2
-N - 1

which means that

xϕj , ϕjy “ 2
3pN ` 1q (64.31a)

xϕj , ϕj`1y “ xϕj , ϕj´1y “ xf2, f3y “ 1
6pN ` 1q (64.31b)

xϕ1
j , ϕ

1
jy “ 2N ` 2 (64.31c)

xϕ1
j , ϕ

1
j`1y “ ´N ´ 1 (64.31d)

The inner product xϕi, ϕjy is zero when |i´ j| ě 2.
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64.4 Gradient on a boundary
Let Ω be an open subset of R3 and a smooth function f : R3 Ñ R that assumes positives and

negatives values in Ω. Let Ω1 “ Ω X tf ą 0u, Ω2 “ Ω X tf ă 0u and C “ Ω X tf “ 0u. We have
the decomposition

Ω “ Ω1 Y Ω2 Y C (64.32)
A typical example is Ω “ Bp0, 1q subdivided into Ω1 “ Bp0, 1qXtz ą 0u, Ω2 “ Bp0, 1qXtz ă 0u

and C “ tpx, y, 0q tel que x2 ` y2 ă 1u.
Let u be a vector field defined on Ω by

upxq “
#
u1pxq if x P Ω1

u2pxq if x P Ω2
(64.33)

where u1 and u2 are defined on Ω. We do not define u on C because it is of measure zero, but we
consider the step function

s “ u2 ´ u1 (64.34)
that is defined on Ω. We assume that u is derivable on ΩzC.

Let Tu P D 1pΩq be the distribution associated with u. We compute its gradient:

x∇ ·Tu, ϕy “ ´xTu,∇ ·uy “ ´
ż

Ω
u· ∇ϕ “ ´

ż

Ω1

u1 · ∇ϕ´
ż

Ω2

u2 · ∇ϕ. (64.35)

Here we used the fact that Ω “ Ω1YΩ2YC while the integral on C is zero since we are computing
a three-dimensional integral. We use the integration by part (24.55):

ż

Ω1

u1 · ∇ϕ “
ż

BΩ1

ϕu1 ·n1 ´
ż

Ω1

ϕ∇ ·u1. (64.36)EQooTKJDooOopGtWEQooTKJDooOopGtW

An element of BΩ1 is in particular the limit of a sequence in IntpΩ1q. The limit can a priori belong
in one of the following: IntpΩq, IntpΩ1q, IntpΩ2q, BΩ, BΩ1, BΩ2 or C. Let us review them

— Since we are speaking about an element of BΩ1,it cannot belong to IntpΩ1q.
— Since Ω1 and Ω2 have no intersection, the limit of a sequence contained in Ω1 cannot belong

to IntpΩ2q.
— If the element we are speaking about belong to BΩ2, then it belong to BΩ1 X BΩ2 “ C.
— Let a P BΩ1 X IntpΩq. A neighbourhood around a cannot be completely contained in Ω1 or

Ω2, but it has to have parts in each of these two sets (because C has lower dimension). Thus
it has to belong to BΩ1 X BΩ2 “ C.

Thus we are left with BΩ1 Ă C Y BΩ. Then one can write
ż

BΩ1

ϕu1 ·n1 ď“
ż

C
ϕu1 ·n1 `

ż

BΩXBΩ1

ϕu1 ·n1. (64.37)

But ϕ P DpΩq and Ω is open, so ϕ vanishes on the boundary of Ω, so that the second term is zero.
One can thus reduce the integral over BΩ1 into an integral over C in the equation (64.36):

x∇ ·Tu, ϕy “
ż

Ω1

ϕ∇ ·u1 ´
ż

C
ϕu1 ·n1 `

ż

Ω2

ϕ∇ ·u2 ´
ż

C
ϕu2 ·n2. (64.38)

Since ni is normal and exterior to Ωi, we have n1 “ ´n2 on C. By convention, we name n “ n1
and s “ u2 ´ u1. So we have

u1 ·n1 ` u2 ·n2 “ u1 ·n´ u2 ·n “ ´s·n (64.39)

and we can write

x∇ ·Tu, ϕy “
2ÿ

i“1

ż

Ωi

ϕ∇ ·ui `
ż

C
ps·nqϕ. (64.40)

The whole concludes in
∇ ·Tu “ T∇ ·u ` δs·n

C (64.41)
where we used the Dirac “generalization” of 61.2.
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64.5 Locally integrable functions

Definition 64.5.
A function f : Ω Ñ C is locally integrable if f P L1pKq for every compact K in Ω. The set of
locally integrable functions on Ω is denoted by L1

locpΩq
Proposition 64.6.
We have the inclusion L2pΩq Ă L1

locpΩq.
Proof. Let K be compact in Ω in Rd and f P L2pΩq. We have to show f P L1pKq. Using the
Cauchy-Schwarz inequality 11.1 in L2pKq we have

ż

K
|f | “ xf, 1yL2pKq ď }f}L2pKq}1}L2pKq ď }f}L2pΩq VolpKq ă 8. (64.42)

Since f P L2pΩq,

64.6 An approximation result

Theorem 64.7 ([908]).
Let Ω be an open set in R3 subdivided into a finite number of subdomains Ωi. We suppose that for
each i, the polynomials of degree n are part of H1pΩiq.

We consider a function u : Ω Ñ Ω which is a polynomial of degree n on each of the subdomains
Ωi and we suppose it to be continuous on the boundaries of Ωi.

(1) Then u P H1pΩq
(2) If we suppose that u is differentiable on each boundary, then u P H2pΩq.

Proof. First, the function u belongs to L2pΩq because the integral of |u|2 on Ω reduces to the
integral over the interior of each Ωi (because the boundaries have zero measure). Since u belongs
to L2pΩiq for each i, we have u P L2pΩq.

Now we have to prove that the partial derivatives (in the weak sense) belong to L2pΩq too.
Since u is a polynomial on the interiors we can consider the function

fαpxq “ Bu
Bxα (64.43)

on IntpΩiq (for each i). Here the partial derivative is not in the weak sense. We do not define the
function fα on the boundaries. Let φ P DpΩiq and perform an integration by part:

ż

Ωi

fαφ “
ż

Ωi

Bu
Bxαφ “ ´

ż

Ωi

u
Bφ
Bxα `

ż

BΩi

uφpni · eαq (64.44)EQooMGESooSkBybZEQooMGESooSkBybZ

where ni is the normal vector field to BΩi. In order to make sense, the integrals over Ωi are in fact
integrals over IntpΩiq because fα and Bαu are only well defined on the interior.

We sum (64.44) over i:
ż

Ω
fαφ “

ÿ

i

ż

Ωi

fαφ “ ´
ż

Ω
u
Bφ
Bxα `

ÿ

i

ż

BΩi

uφpni · eαq. (64.45)EQooKACAooGlBMaQEQooKACAooGlBMaQ

The value of u on BΩi is univoque since we assume that u is continuous on the boundaries.
The set

Ť
i BΩi can be subdivided into two parts. Some points are in BΩ and the other ones

are on the intersections BΩi X BΩj .
The function φ vanishes on BΩ. And the contribution of BΩ in

ř
i

ş
BΩi

uφpni · eαq is zero.
The contribution of the intersections in this integral is double: the intersection BΩiXBΩj comes

in the integral over BΩi and in the one over BΩj . Since on the intersection we have ni “ ´nj
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(because they are outwards), the sum vanishes and the whole sum of integrals over BΩi in (64.45)
disappear. Here we also use the fact that u is continuous on the intersections. We are left with

ż

Ω
fαφ “ ´

ż

Ω
u
Bφ
Bxα . (64.46)

We proved that setting

fαpxq “
# Bu

Bxα
if x P IntpΩiqfor some i

whatever otherwise
(64.47)

we get
xfα, φy “ ´xu, Bαφy (64.48)

for every φ P DpΩq. This shows that fα is the weak derivative of u.
Moreover fα is a sum of polynomials of degree n ´ 1 on Ω and is thus integrable. So by

hypothesis fα P H1pΩq Ă L2pΩq.

64.7 Lax-Milgram with a boundary condition
We want to give an example of use of the Sobolev space H1

OpΩq defined in 61.18.

Exemple 64.8.
Let the differential equation for u : r0, 1s Ñ R

" ´u2pxq “ fpxq (64.49a)
up0q “ up1q “ 0 (64.49b)

with f in a not yet well precise functional space. The most obvious prescription for the functional
spaces if to ask f P L2 and then u P H2, so that u has L2 second derivative. Instead of that, we will
look at the variational form of the problem. We consider w P D

`r0, 1s˘ satisfying wp0q “ wp1q “ 0
and compute the inner product between v and the equation:

´xu2, wy “ xf, wy. (64.50)

An integration by part produces the equation
ż 1

0
u1w1 “

ż 1

0
fw. (64.51)EQooRTXVooYmoAJMEQooRTXVooYmoAJM

Since no precision is provided about the functional spaces, the equation (64.51) is by no means
related to initial equation. We only hope that the solution of the variational problem will be a
solution of the initial problem, and that we will be able to furnish a functional setting in which
the integral by part makes sense.

Since the variational formulation only needs first derivative of u and v we are lead to consider
H1`s0, 1r˘. Let us write down the variational problem.

Let f P L2`s0, 1r˘ and consider the space V “ H1
0
`s0, 1r˘. We define the functionals defined by

a : V ˆ V Ñ C

pu,wq ÞÑ
ż 1

0
u1w1 (64.52)

and
l : V Ñ C

w ÞÑ
ż 1

0
fw.

(64.53)

We are searching for u P V such that apu, · q “ l, that is such that

apu,wq “ lpwq (64.54)

for every w P V .
Let us check the hypothesis of the Lax-Milgram theorem 64.2.



64.7. LAX-MILGRAM WITH A BOUNDARY CONDITION 3489

(1) l : H1
0 Ñ R is continuous

Let wi
H1

0ÝÑ 0. Using the Cauchy-Schwarz inequality 11.1 we have

|lpwiq|2 “ |xwi, fy|2 ď }wi}L2}f}L2 ď C|wi|1,Ω}f}L2 (64.55)

where we used the Poincaré inequality of theorem 61.22. By hypothesis we have wi
H1pΩqÝÑ 0

and in particular |wi|1,Ω Ñ 0, so that

|lpwiq|2 Ñ 0, (64.56)

and l is continuous.
(2) a : H1

0 ˆH1
0 Ñ R is continuous

By definition
apu, vq “ xu1, w1y

L2
`

s0,1r
˘. (64.57)

If pui, wiq H
1
0 ˆH1

0ÝÑ p0, 0q we have

|apui, wiq| ď }u1}L2}w1}L2 “ |ui|1,Ω|wi|1,Ω Ñ 0. (64.58)

<++>
<++>

△
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Chapter 65

Chain complexes

65.1 Chain complexes

65.1.1 Homotopy groups

The reference for (co)chain complexes is [916].
Let A be a ring and pM,`q be a commutative group. The triple pM,`, · q is a A-left module

if the operation · : AˆM ÑM fulfils
(1) a· px` yq “ a·x` a· y,
(2) pa` bq·x “ a·x` b·x,
(3) pabq·x “ a· pb·xq,
(4) 1 ·x “ x

for every a, b P A and x, y PM . When M is a field, then we have the notion of vector space where
A is the set of scalars. Let now A be an unital commutative ring. All modules are now taken over
A.

Proposition 65.1.
Every abelian group is a Z-module.

Proof. Let pM,`q be a commutative group. The structure of Z-module is given by

n·x “

$
’’’’’&
’’’’’%

0 if n “ 0
x` ¨ ¨ ¨ ` xlooooomooooon
n terms

if n ą 0

´px` ¨ ¨ ¨ ` xlooooomooooon
n terms

q ifn ă 0.

This is moreover the only way to turn pM,`q into a Z-module.
A chain complex C “ CpC˚, B˚q is a sequence of modules pCnqnPN and of morphisms of

modules Bn`1 : Cn`1 Ñ Cn such that B2˚ “ 0. By convention, we put C´1 “ 0 and B0 “ 0. The
morphisms Bn are the boundary morphisms of C.

If C and D are chain complexes, a morphism ϕ : C Ñ D is a sequence of modules morphisms
ϕn : Cn Ñ Dn such that ϕn ˝ Bn`1 “ Bn`1 ˝ ϕn`1. The diagram

C0

ϕ0
��

C1

ϕ1
��

B0oo C2
B1oo . . .oo Cn´1oo

ϕn´1
��

Cn
Bnoo

ϕn

��

. . .oo

D0 D1B0
oo D2B1

oo . . .oo Dn´1oo DnBn

oo . . .oo

(65.1)

commutes.

3491
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The submodule
ZnpCq “ kerpB : Cn Ñ Cn´1q (65.2)

of Cn is the space of n-cycle. The submodule

BnpCq “ ImagepB : Cn`1 Ñ Cnq (65.3)

of Cn is the space of n-boundary. The nth homology group of C is the quotient

HnpCq “ ZnpCq{BnpCq. (65.4)

The homology group HnpCq has a A-module structure. The direct sum
À
HnpCq is denoted by

H˚pCq. If c P ZnpCq, we denote by rcs the image of c in HnpCq:

rcs “ tc` Bd tel que d P Cn`1u. (65.5)

Since a chain morphism preserves the boundary operator B, it induces a module morphism

ϕ˚ : HnpCq Ñ HnpDq.

If ϕ, ψ : C Ñ D are two morphisms of chain complexes, an homotopy is a sequence of module
morphisms Kn : Cn Ñ Dn`1 such that

ϕn ´ ψn “ Bn`1 ˝Kn `Kn´1 ˝ Bn. (65.6)EqDefmorchEqDefmorch

Proposition 65.2.
Let ϕ and ψ be two morphisms between the chain C and D. Then we have

ϕ˚ “ ψ˚ : H˚pCq Ñ H˚pDq.

when they are related by an homotopy.

Proof. An element of H˚pCq reads rcs with c P Z˚pCq. From Bc “ 0 and (65.6), we have pϕn ´
ψnqpcq “ Bn`1

`
Knpcq

˘
, so that ϕnpcq “ ψnpcq ` Bn`1

`
Knpcq

˘
, which means that rϕnpcqs “ rψnpcqs.

65.1.2 Exact sequences

A short exact sequence of chain complexes is three complexes C, D and E with morphisms
g : D Ñ E and f : C Ñ D such that for every n, the sequence

0 // Cn
fn // Dn

gn // En // 0

is exact. The short exact sequence is logically denoted by

0 // C
f // D

g // E // 0.

A morphism of short exact sequences of chain complexes is a triple pα, β, γq of morphisms of
chain complexes such that the following diagram

0 // C

α
��

f // D

β
��

g // E

γ
��

// 0

0 // C 1
f 1
// D1

g1
// E1 // 0

(65.7)EqmorexactseqMEqmorexactseqM

commutes for each degree.
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Theorem 65.3.
If 0 // C

f // D
g // E // 0. is a short exact sequence of chain complexes, there exists a

long exact sequence of modules

. . . // Hn`1pEq δ // HnpCq f˚ // HnpDq g˚ // HnpEq δ // Hn´1pCq // . . .

such that if pα, β, γq is as in (65.7), then the diagram

. . . // HnpCq
α˚

��

f˚ // HnpDq
β˚

��

g˚ // HnpEq
γ˚

��

δ // . . .

. . . // HnpCq f˚ // HnpDq g˚ // HnpEq δ // . . .

(65.8)

is commutative.

Proof. No proof.

65.1.3 Euler-Poincaré

Let A be a field and C, a chain complex on A. We denote by βk the dimension of HkpCq as
vector space on A. This is the kth Betty number of C. If they are all finite and if they vanish
for sufficiently large k, we pose

χpCq “
ÿ

jPN
p´1qkβk, (65.9)

and we name it the Euler-Poincaré characteristic of C.

65.2 Cochain complexes
A cochain complex is C “ pC˚, d˚q where pCnqnPN is a sequence of modules with morphisms

dn : Cn Ñ Cn`1 such that dn`1 ˝ dn “ 0. The latter is regularly written under the more compact
form d2 “ 0. The morphisms d˚ are the coboundary morphisms. By convention, C´1 “ 0 and
d´1 “ 0.

A morphism of cochain complex is a sequence f : C Ñ D of morphisms of modules
fn : Cn Ñ Dn. The other concepts are defined as before.

Theorem 65.4.
If

0 // C
f // D

g // E // 0. (65.10)EqSeqThoqEqSeqThoq

is a short exact sequence of cochain complexes, there exists a long exact sequence of modules

. . . // Hn´1pEq δ // HnpCq f˚

// HnpDq g˚

// HnpEq δ // Hn`1pCq // . . .

such that if pα, β, γq is a morphism of exact sequence of cochain between (65.10) and

0 // C 1 f 1

// D1 g1

// E1 // 0, (65.11)

then the diagram

. . . // HnpCq
α˚

��

f˚

// HnpDq
β˚

��

g˚

// HnpEq
γ˚

��

δ // Hn`1pCq
α˚

��

// . . .

. . . // HnpC 1q
f 1˚
// HnpD1q

g1˚
// HnpE1q

δ
// Hn`1pC 1q // . . .

(65.12)

is commutative.

Proof. No proof.
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65.2.1 Singular chains

Let p P N. The ordered standard p-simplex ∆p is the affine convex envelop in Rp`1 of the
canonical basis te0, . . . , epu:

∆p “ tpt0, . . . , tpq P Rp`1 tel que ti ě 0, and
ÿ

i

ti “ 1u. (65.13)

When X is a topological space, a singular p-simplex in X is a continuous map σ : ∆p Ñ X. The
0-simplexes in X are the points of X while the 1-simplexes are path in X as can be seen on the
simple explicit expression

∆1 “ tpλ, 1´ λq tel que λ P r0, 1su.
We denote by CppX,Aq the free module over A whose basis is the set of p-simplexes in X. A
general element of this set reads

kÿ

i“1
niσi (65.14)EqExpchainesigmaEqExpchainesigma

with ni P A and where σi is a singular p-simplex. These elements are called singular p-chain.
The face i of the singular p-simplex σ, denoted by Biσ is the pp´ 1q-singular simplex given by

pBiσqpt0, . . . , tp´1q “ σpt0, . . . , ti´1, 0, ti, . . . , tp´1q.

The boundary of the singular p-chain 65.14 is

Bσ “
pÿ

i“0
p´1qiBiσ P Cp´1pX,Aq. (65.15)

By linearity, we define the morphism

B : CppX,Aq Ñ Cp´1pX,Aq, (65.16)

and by convention we pose C´1pXq “ t0u and B : C0pXq Ñ C´1pXq to be the zero map.

Lemma 65.5.
The boundary morphism B fulfils B ˝ B “ 0.

Proof. No proof.

Thus we can consider the following chain complex:

C0pXq C1pXqBoo . . .
Boo Cn´1pXqBoo CnpXqBoo . . .

Boo (65.17)

which is the complex of singular chains whose n-cycles are the singular n-cycles with coeffi-
cients in A. The definitions of ZnpX,Aq and BnpX,Aq are as usual and the singular homology
with coefficients in A is

HnpX,Aq “ ZnpX,Aq{BnpX,Aq. (65.18)

65.3 Singular homology

Let A be a unitary commutative ring. In this section, all modules are taken over A. First we
fix a module M that we call the module of coefficients. When N is a module, we denote by
HomApN,Mq the module of morphisms from N to M . In particular, the module HomApN,Aq is
the dual module of N . When f : N Ñ N 1 is a morphism of module, we define f t : HompN 1,Mq Ñ
HompN,Mq, the module morphism defined by

f tpϕq “ ϕ ˝ f. (65.19)
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It automatically satisfies

Idt “ Id and pf ˝ gqt “ gt ˝ f t. (65.20)

If we denote by C the category of modules over A, what we just did is to define HomAp.,Mq, a
contravariant functor from C to itself. Indeed, let N P C , of course we have HomApN,Mq P C .
Now if N and N 1 are objects of C , then for every f P hompN,N 1q, we have to define the image of
the arrow f by the functor HomAp.,Mq. This is f t which has the right properties given on page
2845.

Let now take two modules N and N 1 and a linear map ϕ : NˆN 1 ÑM . It induces a morphism
of module from N to HomApN 1,Mq by

x ÞÑ ϕpx, .q. (65.21)

Proposition 65.6.
If

C
f // C 1 g // C2 // 0

is an exact sequence of modules, then

HomApC,Mq HomApC 1,Mqf t
oo HomApC2,Mqgt

oo 0oo

is an exact sequence of modules. If f is injective, and if C2 is a free module, then f t is surjective.

Proof. No proof.
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Chapter 66

Homogeneous and symmetric spaces

Most of the material of this section can be found in a more general framework in the references
[781, 917, 805, 918].

66.1 Action of groups on sets
Recall that the action of a group is transitive when it has only one orbit (i.e. each point can

reach anyone other point). An action is free if the fact that g·x “ x for all x PM implies g “ e.
In other words, the action is free when e is the only element to be represented by the identity. The
action is simply transitive when it has only one orbit and the stabilizer of one point is reduced
to identity, in other words when @ px, yq PM2, D! g P G such that x· g “ y.

LemCompactSurFermeFerme

Lemma 66.1.
Let G be a Lie group acting on a manifold M . Consider K, a compact subgroup of G and F , a
closed set in M . The set K ·F is closed in M .

Proof. We will prove that any sequence in K ·F which converges in M converges in K ·F . Let
tknu P K and tξnu P F and suppose that the sequence ϕn “ kn · ξn converges to ϕ PM .

Since K is compact, the sequence tknu has a converging subsequence. Thus, without loss of
generality, we can suppose that kn Ñ k P K and kn · ξn Ñ ϕ P M . Since we are considering
the action of a group, and since K is a subgroup, we also have k´1

n ·ϕn “ ξn. The action being
continuous on M , we have

k´1
n ·ϕn Ñ k´1 ·ϕ, (66.1)

so that ξn Ñ k´1 ·ϕ. But tξnu is a sequence in the closed space F . Thus its limit must belong to
F : we have ϕ P F . Thus k´1 ·ϕ P F and finally ϕ P K ·F .

66.1.1 Fundamental and invariant fields
Subsec_Funda_conv

Let G be a Lie group with Lie algebra g. For each element of g, there are two distinguished
vector fields on G, the left invariant and the right invariant one:

X̃g “ d

dt

”
getX

ı
t“0

Xg “ d

dt

”
etXg

ı
t“0

(66.2)

dLhX̃g “ X̃hg dRhXg “ Xgh. (66.3)

When G is a Lie group with an action on the manifold M denoted by

τ : GˆM ÑM

pg, xq ÞÑ τgpxq, (66.4)

we define the fundamental vector field associated with X P g on the point x PM by

Xx̊ “
d

dt

”
τe´tX pxq

ı
t“0

. (66.5)EqDefChmpFonfOffEqDefChmpFonfOff
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An usual case is the one of a Lie group acting on itself for which we have

Xg̊ “
d

dt

”
e´tXg

ı
t“0

. (66.6)EqChmpFondGpEqChmpFondGp

66.2 Rough introduction to homogeneous spaces
SubSechoappahomspSecRoughomo

An homogeneous spacepg:esp_homois a differentiable manifold with a transitive diffeomorphism group.
An important class of homogeneous space is given by the coset spaces. When we have a

topological group G and a closed subgroup H, the coset space G{H has a structure of homogeneous
space. Theorem 53.98 shows that almost every homogeneous space is of this class. For this, we
use classes on right:

rgs “ tgh : h P Hu.
The canonic projection is π : G Ñ M and we denote ϑ “ res. The following construction shows
that (almost 1) every homogeneous space are of this kind.

Let M be a homogeneous space; ϑ P M , a point; G, a group which acts transitively on M (in
particular, Gϑ “M); and H, the stabilizer of ϑ in G. Then, the map rgs ÞÑ gϑ is a homogeneous
space isomorphism between M and G{H. This thesis only deals with this kind of homogeneous
spaces. The Lie algebras of G and H are denoted by g and h respectively.

Let π : G Ñ M “ G{H be the canonical projection. We denote ϑ :“ res. It is clear that
dπe : gÑ TϑM is surjective.

Proposition 66.2.
The kernel of the differential of the projection is given by

kerpdπeq “ h. (66.7)

Proof. It is easy to see that h Ă kerpdπeq but it turns out to be non trivial to prove the inverse.
Our demonstration follows a part of the one of the proposition 4.3 of [781] (cf proposition 53.99).

Let X be in kerpdπeq. Since dπeX P TϑM , it can be applied on a function f : M Ñ R. As
dπeX “ 0 on any function and X “ d

dt exp tX
ˇ̌
t“0, we have

0 “ pdπeXqf “ d

dt
fpπ ˝Xqptq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
fprexp tXsq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

(66.8)r2904e1r2904e1

But proposition 53.96 makes exp sX P G acting on M . As a f , we can consider gpqq “
fpexp sX · qq. Replacing f by g in (66.8), we get:

0 “ pdπeXqg “ d

dt
gprexp tXsq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
fprexpps` tqXsq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

(66.9)

Then for any function f , the number fprexp tXsq P R doesn’t depend on t, but for t “ 0,
rexp tXs “ ϑ. Then @t P R, exp tX P H, and therefore, X P h.

Lemma 66.3.
We have

dπg ˝ dLg “ dτg ˝ dπe. (66.10)EqdpigdtaudpiEqdpigdtaudpi

Proof. Let X P g be the tangent vector to the curve Xptq in G. We have

pdπg ˝ dLgqpXq “ d

dt

”
π
`
gXptq˘

ı
t“0

“ d

dt

”
τgπ

`
Xptq˘

ı
t“0

“ pdτg ˝ dπeqpXq (66.11)

where we used the fact that, by definition, the action is given by τgπpg1q “ πpgg1q.
1. Problems are possible with topology choices and differentiability of certain maps.
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Definition 66.4.
The homogeneous space M “ G{H is said to be reductive if there exists a subspace m of g such
that

— m‘ h “ g,
— rh,ms Ă m.

Because of the second condition, such a m is said to be H-invariant.
LemdpiisomMTM

Lemma 66.5.
If m is reductive, the restriction dπe : mÑ TϑM is an isomorphism between m and TϑM .

Proof. As dπe : g Ñ TϑM is surjective, g “ h ‘ m and h is the kernel, dπe : m Ñ TϑM must be
surjective. On the other hand, if we have dπem “ dπen for n, m P m, pm ´ nq P Kerpdπeq “ h
which is impossible because g “ h‘m is a direct sum.

We can generalize this proposition by considering the space qg “ dLgq.
PropDiffPiBijTgGHCordpiietwii

Proposition 66.6.
The differential dπ : mg Ñ TrgsM of the canonical projection provides an isomorphism between mg

and TrgsM .

Proof. In order to prove injectivity, take a X P mg (i.e. X “ dLgX
1 for a certain X 1 P m) such

that dπX “ 0. If X 1 “ X 1
h `X 1

m, we have

0 “ d

dt

”
π
`
getX

1
h`tX 1

m
˘ı
t“0

“ d

dt

”
π
`
getX

1
metX

1
h
˘ı
t“0

“ d

dt

”
π
`
getX

1
m
˘ı
t“0

“ dτgdπX
1
m

where dπX 1
m ‰ 0 by definition of the quotient. Now, dτg : TresM Ñ TrgsM is a surjective linear

map between two vector spaces of same dimension. Thus dτg is bijective and dπX 1
m “ 0, which

proves that X 1
m “ 0 by lemma 66.5.

The homogeneous space G{H is endowed with its natural topology which is defined by the
requirement that the projection π is continuous and open. We refer to [781] for the properties of
that topology.

66.2.1 Killing induced product
SubsecKillHomo

The product will be described with more details in point 66.2.4.2.
Since the Killing form B is an AdH -invariant product on q, we can define

BgpX,Y q “ BepdLg´1X, dLg´1Y q (66.12)

which descent (see [919] for properties) to a homogeneous metric on TrgsM :

BrgspdπX, dπY q “ BgpprojX, projY q (66.13)EqDefMetrHomoEqDefMetrHomo

where proj : TgG Ñ dLgq is the canonical projection. An useful property of that projection is
projpdLgXq “ dLgXQ when X “ XQ`XH . Using that property, we can write the product under
the more manageable form

BrgspdµgX, dµgY q “ BepprojX, projY q

for all X, Y P g where we wrote µg “ τg ˝ π.
Although equation (66.6) looks like (66.5), we find a major difference here: the norm of qi̊ rgs is

not a constant. One should expect that it was a constant because (66.5) expresses a left translation
while the Killing form is invariant under left translations. But the metric (66.13) is a composition
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of the Killing form with a projection. Let us study this case in details in computing the product
of two vectors of the form

X˚
rgs “ dπ

d

dt

”
e´tXg

ı
t“0

,

with X P q:

BrgspX˚, Y ˚q “ Bg
`

proj
d

dt

”
e´tXg

ı
t“0

, proj
d

dt

”
e´tY g

ı
t“0

˘

“ Bg
`
dLg proj Adpg´1qX, dLg proj Adpg´1qY ˘

“ Be

´`
Adpg´1qX˘

q
,
`

Adpg´1qY ˘
q

¯

‰ Be

´
Adpg´1qXq,Adpg´1qYq

¯

“ BepX,Y q
where the symbol ‰ has to be understood as “not equal in general” because equality holds of
course for certain particular vectors such as zero.

66.2.2 Homogeneous space

Proposition 66.7.
Let M “ G{K be a homogeneous space where the Lie algebra g has the Cartan decomposition
g “ k‘ p. Then

(1) Tr1sM “ p

(2) TM “ GˆAdpKq p

Proof. The first part is already know. For the second, an element of G ˆAdpKq p is of the form
rg,Xs where g P G, X P p and the equivalence relation pg,Xq „ pgk,AdpkqXq for all k P K.

Let us define ψ : GˆAdpKq pÑ TM by

ψrg,Xs “ rdLgXs
where rY s “ dπgY when Y P TgG. We are going to prove that ψ is injective and surjective.
Suppose ψrg,Xs “ ψrh, Y s. Since rdLgXs “ rdLhY s, we have TrgsM “ TrhsM and there exists a
k P K such that h “ gk. We have to prove that AdpkqX “ Y . We have

dπgpdLgXq “ dπgkpdLgkY q,
but

dπgkpdLgkY q “ d

dt

”
πpgkY ptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
πpgkY ptqk´1q

ı
t“0

“ dπgdLg AdpkqY.
This proves injectivity of ψ. For surjectivity, take Xrgs P TrgsM : there exists a X̃g P tgG such that
Xrgs “ dπgX̃g. So, for a certain X P g,

Xrgs “ dπgdLgX “ rdLgXs
It remains to be proved that one can choose X P p. Let us decompose X “ Xp `Xk; it gives

rdLgpXp `Xkqs “ rdLgXps ` rdLgXks,
but the latter is

d

dt

”
πpgXkptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
πpgq

ı
t“0

“ 0

because Xkptq P K by definition.

Let us consider G{H, a homogeneous space. If the Lie algebra h is moreover the set of points
fixed by an involution θ : gÑ g, the quotient G{H is said to be a symmetric space.

Let us point out that the Iwasawa decomposition naturally gives rise to a symmetric space:
AN “ G{K.
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Remarque 66.8.
This is not our final definition of a symmetric space. A more precise definition will be given later,
see section 66.3.

66.2.2.1 Frame bundle over reductive homogeneous spaces
PgFrameHomo

Let us consider an homogeneous space of the for M “ G{H with G “ SO0pp, qq, and G “ h‘q.
We have TϑpG{Hq “ q and TrgspG{Hq “ dLgq “ qg. Let V “ Rp,q on which G acts by definition.
Let Bpϑq the set of orthonormal frames of q: the linear isometries b : V Ñ q. The we consider

B
`rGs˘ “ trv ÞÑ dLgbpvqs tel que b P Bpϑqu. (66.14)

The frame bundle of G{H is
SOpp, qq // B

`rGs˘

π

��
G{H,

(66.15)

where the action of SOpp, qq is given by

pb· gqpvq “ bpgvq. (66.16)

66.2.3 Invariant metric on homogeneous space (first)

Let G{H be a reductive homogeneous space, i.e. g “ h ‘ m with rh,ms Ď m. We denote by
TA, TB, . . . the generators of g while Ti, Tj , . . . particularise the generators of h and Ta, Tb, . . . the
ones of m. The reducibility condition reads

rTi, Tas “ CAiaTA “ CbiaTb. (66.17)
ProbAvecCorwell

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 66.9
Vas voir dans Cornwell (que tu dois ajouter à la biblio) comment on fait pour montrer que CCAB
est complètement antisymétrique dans tout les sens. Avec ça, je devrais pouvoir dire que CAij sont
nuls.

An element of G can be locally parametrized with dimG real numbers; for example

gpya, xiq “ ey
aTaex

iTi

in a neighbourhood of identity. The classes rgs P G{H are given by only dimG ´ dimH “
dimm “ m real numbers and we can consider a choice of a representative of each class, i.e. a map
L : Rm Ñ G with Lpyq P rgs if g “ ey

aTah. For example, a possible choice is

Lpyq “ ey
aTa .

If we multiply at left Lpyq by g P G, we obtain an element of another class whose representative is
Lpy1q. Then

gLpyq “ Lpy1qh (66.18)eq:gLyLeq:gLyL

where y1 P Rm and h P H both depend on g and y (and the choice of the representative L). We
consider the g-valued 1-form on Rm defined at y P Rm by

V pyq “ Lpyq´1dLy. (66.19)

If vptq is a path in Rm with vp0q “ y, it defines a vector v P TyRm and

V pyqv “ d

dt

”
Lpyq´1Lpvptqq

ı
t“0

P g.
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So we can develop it with respect to a basis of g:

V pyq “ TaV
apyq ` TiΩipyq.

Now we are going to write V py1q when y1 is given by relation (66.18). First, it is clear that
Lpy1q´1 “ hLpyq´1g´1. Now if y1 “ fpyq, we have

dpl ˝ fqy “ dLy1 ˝ dfy,
then

V py1q “ hLpyq´1g´1dpL ˝ fqy ˝ pdf´1qy1 . (66.20)eq:VyphLeq:VyphL

We will forget the pdf´1qy1 , keeping in mind that if V py1q is applied to a vector of TyRm, we have
to transport the vector with f . Now let us explicit the expression (66.20). For this, remark that
L ˝ f “ gLp· qh´1 where h is a map from Rm to H. Then we have tu use the Leibniz formula;
let v P TyRm,

dpL ˝ fqyv “ d

dt

”
gLpvptqqh´1pvptqq

ı
t“0

“ gpdLvqh´1pyq ` gLpyqpdh´1vq. (66.21)

So,

V py1q “ hLpyq´1g´1`gpdLyqh´1 ` gLpyqdh´1
y

˘

“ hV pyqh´1 ` hdh´1
y .

(66.22)

Then the transformation rule of V under an action of G is given by

V py1q “ hV pyqh´1 ` hdh´1
y . (66.23)

In particular this induces a transformation rule for V a by

V apy1q “ `
hV pyqh´1˘a “ `

AdphqV pyq˘a “ V ApyqDph´1q a
A (66.24)eq:trans_Veq:trans_V

where D is defined by Adpg´1qTA “ Dpgq B
A TB.

66.2.3.1 Infinitesimal expressions

Now we want to write the equation (66.18) in the case where g is close to the identity. We start
by considering g under the form g “ eϵ

ATA with small ϵ. If we write h under the form h “ eR
iTi ,

Ri is a function of y and ϵ. If we suppose that ϵ is very small (our intention is to make a derivation
with respect to epsilon at ϵ “ 0), we can suppose that R is linear with respect to epsilon. Then
h “ eϵ

AW i
ApyqTi . For the same reason, y1 is linear with respect to epsilon: y1α “ yα ` ϵAKα

Apyq. So
we write

eϵ
ATALpyq “ Lpyα ` ϵAKα

Apyqqeϵ
AW i

ApyqTi

which an equality in G. Let us derive it with respect to ϵA at ϵ “ 0. Note that by Lpyαq, we mean
Lpyαeαq where teαu is the canonical basis of Rm. Then we find

TALpyq “ dLypKα
ApyqBαq ` LpyqW i

ApyqTi.
If one multiply it at left by Lpyq´1,

DpLpyqq B
A TB “ V pyq`Kα

ApyqBα
˘`W i

ApyqTi. (66.25)eq:DLABeq:DLAB

Remark that Kα
Apyq is just a real number, then it can get out the form V pyq. From notational

convenience, we write V pyqBα “ Vαpyq. We write separately the h and m components in equation
(66.25): eq:DlyA

DpLpyqq i
A Ti “ Kα

ApyqpΩipyqTiqpBαq `W i
ApyqTi (66.26a)

DpLpyqq b
A Tb “ Kα

ApyqpV bpyqTbqpBαq. (66.26b)
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Be careful on one fact: the expression V bpyqTbpBαq means V bpyqpBαqTb where which is the product
of the vector Tb P g by the real V bpyqTbpBαq. So we can “simplify” the TA’s in equations (66.26)
to find

W i
Apyq “ Dplpyq i

A ´Kα
ApyqΩi

αpyq (66.27a)
Dplpyq b

A “ Kα
ApyqV b

αpyq (66.27b)
whose are equalities in R.

Let us find a form for Dph´1q b
A when h is given by equation (66.18) with y1α “ yα` ϵAKα

Apyq
and for small ϵ. The matrix Dpgq is given by

Dpgq B
A TB “ g´1TAg “ d

dt

”
Adg´1 etTA

ı
t“0

“ Adpg´1qTA.
So in our case,

DpeϵBW i
BpyqTiq C

A TC “ Ad
`

exppϵBW i
BpyqTiq

˘
TA. (66.28)

If we derive it with respect to ϵB at ϵ “ 0, we find
d

dϵB

”
DpexppϵBW i

BpyqTiqq C
A TC

ı
ϵ“0

“ adpW i
BpyqTiqTA

“W i
BpyqC D

iA TD,
(66.29)

so that we can power expand Dph´1q a
A with respect to ϵ around ϵ “ 0:

Dph´1q a
A “ δaA ` ϵBW i

BpyqC a
iA ` . . . (66.30)eq:Dinfineq:Dinfin

Then equation (66.24) reads V apy1q ´ V apyq “ V apyqϵBW i
BpyqC a

iA , but remarking that the re-
ducibility makes Caij “ 0,

V apy ` δyq ´ V apyq “ ϵBW i
BpyqC a

ib V
bpyq. (66.31)

The fact that C a
ib can be made skews-symmetric shows that this equation describe the infinitesimal

action of G on V pyq by the action of sopnq. It allows us to state the following theorem.

66.2.3.2 Invariant metric

Theorem 66.10.
The metric

gαβ “ gpBα, Bβq “ δabV
a
α V

b
β (66.32)eq:metric_GHeq:metric_GH

is invariant with respect to the left action of G.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 66.11
Regardes s’il faut semi-simple pour obtenir l’antisymétrie des constantes de structure.

An other way to write this metric is
g “ δabpV a b V bq.

Proof. We have to show that gy1pBα, Bβq “ gypBα, Bβq. For this we will show that the derivative of
gαβpyq with respect to y is zero. So we write y1α ` ϵAKα

Apyq and
gαβpy1q “ δabV

a
α pyqV b

β pyqDph´1q a
A Dph´1q b

B .

The computation is performed using (66.30) which gives Dph´1q a
A

ˇ̌
ϵ“0 “ δaA and

d

dϵC

”
gαβpy1q

ı
ϵ“0

“ δabV
A
α pyqV B

β

"
d

dϵC

”
Dph´1q a

A

ı
ϵ“0

Dph´1q b
B

ˇ̌
ˇ
ϵ“0

.

Dph´1q a

A

ˇ̌
ϵ“0

d

dϵC

”
Dph´1q b

B

ı
ϵ“0

*

“ δabV
a
α pyqV B

β pyq
”
δbBW

i
CpyqC a

iA ` δaAW i
CpyqC b

iB

ı

“
ÿ

a

V A
α pyqV a

β pyqW i
CpyqC a

iA `
ÿ

b

V B
α pyqV B

β pyqW i
CpyqC b

iB

(66.33)



3504 CHAPTER 66. HOMOGENEOUS AND SYMMETRIC SPACES

Taking into account the fact that C a
ij “ 0, one can reduce some summations like V A

α pyqC a
iA “

V b
αpyqC a

ib . Using the antisymmetry of C a
ib with respect to a, b, we find that the sum is zero.

There is an other invariant metric:

gαβ “ BabV
a
α V

b
β (66.34)

where B is the matrix of the Killing form. Following the same proof of the invariance than the
previous one, one finds

d

dϵC

”
gαβpy1q

ı
ϵ“0

“ V a
α pyqV b

β pyqW i
CpBcbC c

ia `BacC c
ib q.

This is zero because of the formula BppadXqY, Zq “ ´BpY, padXqZq.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 66.12
Apparemment cette métrique est invariante indépendamment d’hypothèse de semi-simplicité.

66.2.3.3 The choice of Lpyq
Let us see what happens if we had done the work with L1pyq “ Lpyqhpyq instead of Lpyq. In

this case,
V 1pyq “ L1pyq´1dL1

y “ hpyq´1Lpyq´1dL1
y,

but using Leibniz formula, we find

dL1
yv “

d

dt

”
Lpvptqqhpvptqq

ı
t“0

“ pdLyvqhpyq ` Lpyqdhyv, (66.35)

so that V 1pyq “ V pyq up to a renaming h Ø h´1. The conclusion is that δabV a
α V

b
β and BabV

a
α V

b
β

are independent of the choice of L.

66.2.4 Homogeneous metric on homogeneous spaces

66.2.4.1 One way to obtain it

Let M “ G{H be a homogeneous space. A Riemannian metric x· , · y on M is homogeneous
when

xdLgv, dLgwygrxs “ xv, wyrxs (66.36)eq:def:homo_metriceq:def:homo_metric

for all g P G, rxs PM . Note that this formula cannot define an inner product on each TrxsM from
the data of an inner product on TϑM because –unless certain conditions– it is not well-defined.

From the definition of the homogeneous structure of G{H, all element of H fixes ϑ “ res (by the
left action).Then dLh is an automorphism of TϑM and we can define the isotropic representation
ρ : H Ñ AutpTϑqM by

ρphqX “ dLhX

with X P TϑM .
Now let x· , · y be an inner product on TϑM (for example the Killing form on the m part of

g “ m‘ h in the reductive case). We can try to export this product at rgs by the formula

xv, wyrgs “ xdLg´1v, dLg´1wyϑ. (66.37)eq:scal_gdeeeq:scal_gdee

Proposition 66.13.
The product x· , · yrgs defined by formula (66.37) is well defined if and only if x· , · yϑ is invariant
under the isotropic representation.
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Proof. Let us proof the necessary condition; the sufficient one is just the same written backward.
The assumption makes

xv, wyrghs “ xdLh´1g´1v, , dLh´1g´1wyϑ
!“ xdLg´1v, dLg´1wyϑ

(66.38)

for every v, w P TrgsM , g P G, h P H. In particular,

xdLhX, dLhY yϑ “ xX,Y yϑ
for all X, Y P TϑM .

Two remarkable properties of this inner product are the fact that it is a homogeneous Rieman-
nian structure and that all the homogeneous metric are such. In order to see the first claim, just
remark that if rxs PM ,

xdLgv, dLgwygrxs “ xdLx´1g´1dLgv, dLx´1g´1dLgwyϑ
“ xdLx´1v, dLx´1wyϑ
“ xv, wyϑ.

(66.39)

The second claim comes from the choice g “ x´1 in the definition (66.36).

66.2.4.2 One other way to obtain it
SubSubSecTheKillingHomo

Let us consider a metric on g and see in which case it can be extended to gives rise to a well
defined homogeneous metric on the quotient M “ G{H. Let g “ TeG, h “ TeH and g “ m ‘ h.
Using dL, we can propagate the space m to the point g P G by defining

mg “ dLgm.

We saw in proposition 66.6 that mg was isomorphic to TrgsM .
Let x., .y be a product on g which is AdH -invariant on m. We claim that the following con-

struction gives a well defined and homogeneous product on g. First, the product on g extends to
a product on TgG for every g by

xX,Y yg “ xdLg´1X, dLg´1Y y;
this induces the following inner product on TrgspG{Hq that will reveal to be well defined under the
current assumptions:

xdπgX, dπgY yrgs “ xX,Y yg (66.40)eq:scal_TgMeq:scal_TgM

where X,Y P mg “ dLgm. Indeed, the map dπ : mg Ñ TrgsM is an isomorphism, hence for all
v P TrgsM , there exists one and only one X P mg such that dπX “ v. Since dπ : mgh Ñ TrgsM is
also an isomorphism, the condition for (66.40) to be a good definition, we must have

xX,Y yg “ xdLg´1X, dLg´1Y ye “ xX 1, Y 1ygh (66.41)

where X 1 “ dRhX. It is easy to remark that this condition is the AdH -invariance of the inner
product x· , · ye defined on g.

The reader should remark that all the conditions are satisfied by the Killing inner product.
Now, if X is any element of g, we define successively

xdπgdLgX, dπgdLgY yrgs “ xdπgdLgXm, dπgdLgYmyrgs
“ xdLgXm, dLgYmyg
“ xprojmX, projm Y ye.

(66.42)EqDefProdGsurHEqDefProdGsurH

The last line is the usual Killing form on g, or any other inner product which has the right
properties.
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Let us prove that the first line is well defined. First, notice that dπg : mg Ñ TrgsM is an
isomorphism, thus there exists one and only one X̃ P dLgm such that dπgX̃ “ dπgdLgX. Since

dπg
`
dLgXm

˘ “ d

dt

”
π
`
getXm

˘ı
t“0

“ 0, (66.43)

we know that
dπgdLgXq “ dπgdLgX (66.44)

for every X P g.

66.3 Symmetric spaces
sec:symm

This section is mainly taken from [917, 920, 921, 907].

66.3.1 Basic facts

Definition 66.14.
A symmetric space is a manifold M and an analytic “multiplication“ µ : M ˆM ÑM –written
sxpyq as µpx, yq– such that

(1) @x PM , sx is an involutive diffeomorphism of M called “the symmetry at x “,
(2) @x PM , x is an isolated fixed point of sx,
(3) @x, y PM , sx ˝ sy ˝ sx “ ssxpyq.

def:esp_sym

Definition 66.15.
An homomorphism of symmetric space pM, sq and pM 1, Sq is an analytic map φ : M ÑM 1 which
satisfies

φpsxpyqq “ Sφpxqφpyq.
Immediately, for any z in M , the symmetry sz is an automorphism of M (as symmetric space).

Indeed,
sszpxqpszpyqq “ sz ˝ sx ˝ sz ˝ szpyq “ psz ˝ sxqpyq (66.45)

The group generated by all the sx ˝ sy (x, y PM) is the displacement group and is denoted by
GpMq.
Lemma 66.16.
The displacement group is a normal subgroup of AutpMq.
Proof. If φ is an automorphism of M , we have

φ ˝ sx ˝ sy ˝ φ´1 “ sφpxq ˝ φ ˝ sy ˝ φ´1 “ sφpxq ˝ sφpyq (66.46)

because φ ˝ sx “ sφpxq ˝ φ.

We define Q : M Ñ GpMq by Qpxq “ sxse. This is the quadratic representation of M .
Since QpxqQpyq´1 “ sxsy, QpMq generate GpMq.

ThoStructSymGHtho:sym_homo

Theorem 66.17.
The space M is symmetric for the structure

srxsrys “ rxσpxq´1σpyqs, (66.47)eq:sym_Meq:sym_M

while Lσ is a symmetric space for
sxpyq “ xy´1x. (66.48)

The map q : M Ñ L, qprxsq “ xσpx´1q is a homomorphism from M to Lσ and L{Lσ is isomorphic
to Lσ by q.

Moreover τ : L Ñ AutpMq is a homomorphism and the displacement group GpMq is the sub-
group of τpLq generated by τpLσq.
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Proof. Symmetric structure on M . First we prove that M is symmetric. The symmetry (66.47)
is well defined: if k, k1 P K,

srxksryk1s “ rxkσpxkq´1σpyk1qs “ rxσpxq´1σpyqs. (66.49)

It is clear that srxs ˝ srxs “ id because

srxs ˝ srxsrys “ srxsprxσpxq´1σpyqsq “ rxσpxq´1σpxqσpσpxq´1qpσ ˝ σqpyqs
“ rxx´1ys “ rys. (66.50)

Since L acts transitively by automorphism on M (this is: τpxq is an automorphism of M
and we can always find a x P L such that τpxqrys “ rzs for given y, z P M), we just have to
prove the property of isolated fixed point for res P M “ L{K. So we consider sϑ (ϑ “ res) on a
neighbourhood of ϑ in M .
Identification TϑM “ L´.

Now we show how to identify (as vector spaces) TϑM with

L´ “ tX P L tel que σpXq “ ´Xu.
where L is the Lie algebra of L. For this, we will show that ψ : L´ Ñ TϑM ,

ψpXq “ d

dt

”
rXptqs

ı
t“0

(66.51)

if Xptq is a path in L whose derivative is X. Any vector in TϑM comes from a path rY ptqs where
Y ptq P L can be written as Y ptq “ cptqkptq where kptq P K has no continuity property, and c is the
“main“ part of the path. Then

ψpc1p0qq “ d

dt

”
rY ptqs

ı
t“0

and ψ is surjective. In order to see the injectivity, remark that in a neighbourhood of e,

σpetXq “ etdσX “ e´tX

because X P L´. With other words, if X P L´,

σpXptqq “ Xptq´1

when t is small. But e is an isolated fixed point of the inversion. Then ψpXq “ 0 let only
one possibility: rXptqs “ cst. Thus (for small t) Xptq can be written as Xptq “ gkptq with
σpkptqq “ kptq P L. Since Xp0q “ e, kp0q “ g´1 and σpgq “ kp0q´1 “ g. Then

σpXptqq “ Xptq.
But on the other hand, X P L´ implies σpXptqq “ Xptq´1 and finally Xptq “ Xptq´1, so that
Xptq “ e. See eventually the error 88.2pg:X_t.

Now we can see that 0 is an isolated fixed point of sϑ. We looks at pdsϑqϑX with X P L´ ”
TϑM .

pdsϑqX “ pdsϑ ˝ ψqpXq “ dsϑ
d

dt

”
rXptqs

ı
t“0

“ d

dt

”
rσpXptqqs

ı
t“0

“ dσ
d

dt

”
rXptqs

ı
t“0

“ σpXq “ ´X.
(66.52)

With the notation X˚ “ σpxq´1,

q
`
srxsrys

˘ “ qprxx˚σpyqsq
“ xx˚σpyqσ2pyq´1σpx˚q´1σpxq´1

“ pxx˚qpσpyqy´1qpxx˚q
“ qpxqqpyq´1qpyq,

(66.53)
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then
qpsrxsrysq “ sqpxqqpyq

and q is a homomorphism between M and L for they respective symmetric spaces structure. It is
contained in the definition of q that

qpMq “ Lσ “ txσpxq´1 tel que x P Lu
On the other hand, qprxsq “ qprysq if and only if xx˚ “ yy˚ which is equivalent to x´1y P Lσ.

But x´1y P Lσ implies x “ y where the bar stands for the classes with respect to Lσ. In definitive,
qprxsq “ qprysq if and only if x “ y. Hence, q is an isomorphism of symmetric spaces between Lσ
and L{Lσ.

We recall the definition τpxq : M ÑM , τpxqrys “ rxys, and we use the quadratic representation
of M :

Qprxsqrys “ srxssϑrys “ srxsprσpyqsq “ τpxx˚qrys. (66.54)

Then GpMq is generated by QpMq “ τpqpMqq “ τpLσq.

66.3.2 Choice of a Cartan involution

Let g “ k ‘ p be the Cartan decomposition of g and B, the Killing form on g. We know that
the linear transformation of g defined by

θpXq “
#
X if X P k
´X if X P p

is an involutive automorphism of g; and the bilinear form

pX,Y q Ñ xX,Y y :“ ´BpX, θY q
is positive definite on g.

Theorem 66.18.
Let g be a real semisimple Lie algebra, σ an involutive automorphism and θ a Cartan involution.
Then

(1) there exists a Cartan involution θ1 such that rσ, θ1s “ 0,
(2) if θ1 and θ2 are two such involutions then they are conjugated by an automorphism of g of

the form eadX with σpXq “ X.
tho:sigma_theta

The first point is contained in theorem 53.123 and the second one is exactly the corollary 53.122

66.3.3 Affine Symmetric spaces

The matter may be found in chapter XI of [918]
Let M be a n-dimensional manifold endowed with a connection ∇. The symmetry at x PM ,

denoted by sx, is defined on a normal neighbourhood of x by expxX Ñ expxp´Xq. Properties
of the exponential and normal neighbourhood make it a well defined diffeomorphism because it
doesn’t depends on the choice of the normal neighbourhood.

It clearly fulfils s2
x “ id and x is an isolated fixed point of sx.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 66.19
je ne vois pas comment démontrer que ssxy “ sx ˝ sy ˝ sx.

If we consider the normal coordinates in a neighbourhood around x, it is clear that

sxpx1, . . . , xnq “ p´x1, . . . ,´xnq.
Then pdsxqx “ ´Ix where Ix : TxM Ñ TxM is the identity.



66.3. SYMMETRIC SPACES 3509

If for all x P M , the map sx is an affine transformation, we say that M is a locally affine
symmetric space 2.

Lemma 66.20.
On an affine locally symmetric space, an odd tensor invariant under sx is zero at x.

Proof. From pdsxqx “ ´Ix, the transformation sx transforms a tensor K of degree p into p´1qpK.

Theorem 66.21.
Let M and M 1 be two manifolds with ∇T “ ∇R “ ∇T 1 “ ∇R1 “ 0 and a linear endomorphism
F : Tx0M Ñ Ty0M such that FTx0 “ T 1

y0 and FRx0 “ R1
y0.

Then there locally exists an isometry 3 f : M ÑM 1 such that fpx0q “ y0 and pdfqx0 “ F .

Proposition 66.22.
A manifold M with an affine connection is affine locally symmetric if and only if

T “ 0 and ∇R “ 0.

Proof. Since sx is affine, it preserves T and ∇R whose are tensor of degree 3 and 5. From lemma,
they are zero.

For the converse, ´Ix preserves Rx because R is a tensor of degree 4. In this context, the theo-
rem gives a f : M ÑM such that fpxq “ x and dfx “ ´Ix. But f is also an affine transformation,
then

fpexpXq “ exppdfXq “ expp´IxXq “ expp´Xq. (66.55)

This gives f “ sx.

Two results without proof.

Theorem 66.23 ([805]).
If M is a differentiable manifold with a linear connection such that ∇T “ 0 and ∇R “ 0, then
the atlas of normal coordinates gives to M a structure of analytic manifold and the connection is
analytic.

Proposition 66.24 ([805]).
Let M be a connected, simply connected and complete manifold with a linear connection such that
∇T “ 0 “ ∇R. Let F : TxM Ñ TyM a linear isomorphism such that Tx Ñ Ty and Rx Ñ Ry.

Then there exist one and only one affine transformation f of M such that fpxq “ y and
dfx “ F .

In particular the group ApMq of the affine transformations of M is transitive on M .
A manifold M with an affine connection is an affine symmetric space if for all x P M , the

symmetry sx can be globally extended to an affine transformation of M . Thanks to the latter
proposition, an affine locally symmetric complete and simply connected space is affine.

Proposition 66.25.
An affine symmetric space is complete.

Proof. Let γ be a geodesic from x to y, i.e. γp0q “ x and γp1q “ y. Let us pose γp1 ` tq “
sypγp1 ´ t´q for 0 ď t ď a. It extends γ beyond y. Let us prove that the extension still is a
geodesic. For a certain Y P TxM , we have y “ expx Y , so for t between 0 and 1, γptq “ expxptY q.

2. A differentiable map f : M Ñ M 1 is an affine if df : TM Ñ TM 1 transforms all horizontal curves to an
horizontal curve. An affine transformation automatically fulfils

fpexpXq “ exppdfXq

for all X P TxM .
3. relis pour voir si c’est bien ça.
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Let Yt be the parallel vector field along γ with Y0 “ Y ; for example, x “ expyp´Y1q and expxptY q “
expypt´ 1qY1.

γp1` tq “ sypexpyp´tY1qq “ expyptY1q. (66.56)

Proposition 66.26.
The group of affine transformations of an affine symmetric space is transitive.

Proof. Let x and y be two points in M . There exists a sequence of convex normal neighbourhood
U1, . . . ,Uk such that x P U1, y P Uk, Ui X Ui`1 ‰ H. So one can reach y from x with geodesic
segments. This construction is just the fact that, if c : ra, bs Ñ M , is a path from x to y, the set
cpra, bsq is compact in M . On each point of cpra, bsq we consider a convex neighbourhood which
gives an open covering of a compact set.

It remains to be proved that if x and y are reachable by a geodesic curve, then they can be
reached by an affine transformation. If y “ expx Y and z “ expxp1

2Y q, then szpxq “ y.

One can prove that the group ApMq is a Lie group. We denote by G its identity component.
It is clear that is a group acts transitively on a manifold, then its identity component also acts
transitively. Then G acts transitively on M and one has a homogeneous space structure which
allows us to write M “ G{H.

More precisely, we have the
ThoGplugdSymssgpAff

Theorem 66.27.
Let G be the largest connected group of affine transformation of an affine symmetric space M and
H, the isotropy group of a fixed point o PM , so that M “ G{H.

Let so the symmetry of M at o and σ the automorphism of G defined by

σpgq “ so ˝ g ˝ s´1
o .

Let Gσ the closed subgroup of G which fixes σ. Then Goσ Ă H Ă Gσ.

Proof. Let h P H and σphq “ so ˝ h ˝ s´1
o . We know that pdsoqo “ ´Io, then pdσphqqo “ dho.

But general theory about affine transformations says that if two affine transformations has same
differential at one point then they are equals. In our case, it gives σphq “ h; therefore H Ă Gσ.

Let now gt be a one parameter subgroup of Gσ. From the definition of σ, so ˝ gt “ σpgtq ˝ so,
then so ˝ gtpoq “ gt ˝ sopoq “ gtpoq. Then the orbit gtpoq is fixed by so. But o is an isolated fixed
point of so, then gtpoq “ o for all t and gy P H.

From general theory of Lie groups, a connected Lie group is generated by its one parameter
subgroups. Then Goσ is generated by elements which fix σ. So Goσ Ă H.

66.3.4 Symmetric pair

Let G be a connected Lie group and H, a closed subgroup.

Definition 66.28.
We say that pG,Hq is a symmetric pair if there exists an analytic involutive automorphism
σ : gÑ g such that pHσq Ă H Ă Hσ where Hσ is the set of fixed points by σ. If the group AdGpHq
is compact, the pair is Riemannian.

Note: by AdGpHq we mean the Lie subgroup of AdGpGq which is the image of H by AdG.

Proposition 66.29.
Let pG,Kq be a Riemannian symmetric pair and k the Lie algebra of K. We denote by Z the
center of the Lie algebra g. If kX Z “ t0u, then there exists one and only one analytic involutive
automorphism σ of G such that pKσq0 Ă K Ă Kσ.
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Proof. The point is the unicity: the existence is contained in the definition of a symmetric pair.
Let us consider two such automorphism σ1 and σ2. As far as the Lie algebras are concerned,
the identity component only is relevant. Since pKσ1q0 “ pKσ1q0; thus k1 “ k2. We consider the
respective decompositions of g for σ1 and σ2:

g “ k‘ p1 (66.57a)
g “ k‘ p2. (66.57b)

where pi is the eigenspace with eigenvalue ´1 for the automorphism dσi of g. Since the Killing form
B of g is invariant under σi, k is B-orthogonal to pi. Indeed Bpk, pq “ Bpdσik, dσipq “ ´Bpk, pq;
then Bpk, pq “ 0. Consider X1 P p1 and T P k. We have a X2 P p2 such that X1 “ T `X2. Since
pi K k,

0 “ Bpk,X1q “ Bpk, T q `Bpk,X2q,
then Bpk, T q “ 0 and T K k. In particular, BpT, T q “ 0. From proposition 53.91, B is strictly
negative definite on k; then T “ 0 so that p1 “ p2 and σ1 “ σ2.

Now we have to see that the k here is actually the k of the proposition 53.91 in order to see
that it is applicable. Since the pair is Riemannian, AdpKq –which is the analytic Lie subgroup of
Intpgq image of K by Ad– is compact. The Lie algebra of AdpKq is given by thinks of the form

d

dt

”
Adpkptqq

ı
t“0

“ dAdepk1p0qq “ ad k1p0q (66.58)

then the Lie algebra of Adpkq is adpkq. Thus the fact that AdpKq is compact is equivalent than the
fact that k is compactly embedded in g.

We can build a symmetric pair from an involutive automorphism σ of G. Take H “ pGσq0
and the pair pG,Hq; it is clear that it is a symmetric pair. However it is not automatically a
Riemannian one.

Proposition 66.30.
Consider a Lie algebra g and a direct decomposition g “ h ‘ m. Then the map σ “ idh ‘ p´idqm
is an automorphism of g if and only if

rm,ms Ă h (66.59a)
rh,ms Ă m (66.59b)

prop:invol_ssi_comm

Proof. We just have to compute σrh`m,h1`m1s and rσph`mq, σph1`m1qs and see under which
conditions it is equal.

66.3.4.1 Example: Lie group

Let L be a Lie group endowed with the structure

sxy “ xy´1x. (66.60)

It is immediate to check that @x, y P L, psx ˝ sxqpyq “ y and sx ˝ sy ˝ sx “ ssxpyq. In order to see
that x is an isolated fixed point of s, first remark that

xpsypzqq “ pxyqpxzq´1pxyq “ sxypxzq,

so that one just needs to check the property on se because the left translation is analytic. Since
sepyq “ y´1, the property follows from the fact that e is an isolated fixed point for the inversion
in a topological group.
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66.3.4.2 Example: homogeneous spaces

Let L be a connected Lie group with an involutive automorphism, and Lσ the set of fixed
points by σ. We consider a subgroup K such that Lσ0 Ă K Ă Lσ. The space Lσ is closed because
it is defined by some equalities. The theorem 53.111 assure us that as topological Lie subgroup of
L, K is also closed.

Now we consider M “ L{K and for x P L, we define the translations τpxq : M ÑM , τpxqrys “
rxys where the classes are defined with respect to K: rxs “ rxks for any k P K. We also define

Lσ “ txσpxq´1 : x P Lu; (66.61)

this is the space of the symmetric elements of L.

66.3.5 Symmetric spaces as quotient

We saw in the previous subsection that an affine symmetric space gives rise to a homogeneous
space G{H and an involutive automorphism σ of G. From now we define a symmetric space as
a triple pG,H, σq where

— G is a Lie group,
— H is a closed subgroup of G,
— σ is an involutive automorphism of G such that G0

σ Ă H Ă Gσ

where Gσ “ tg P G tel que σpgq “ gu. The space is effective if the largest normal subgroup N of
G contained in H reduces to the identity. As N is normal in G and contained in H, the quotients
G{N and H{N admits a canonical group structure.

Here, we will suppose that G is connected, but it is not an important issue.

Proposition 66.31.
If σ1 is the involutive automorphism on G{N induced from σ and pG,H, σq is a symmetric space,
then pG{N,H{N, σ1q is an effective symmetric space.

Remark that σ1 is well defined because, from definition, σ1prgsq “ rσpgqs, then for h P H
σ1rghs “ rσpgqσphqs “ rσpgqhs “ rσpgqs (66.62)

because H Ă Gσ implies σphq “ h.

Proof. Let S be a normal subgroup of G{N contained in G{H. From the definitions, S “ tidu.
Indeed S Ă H{N ; let ras P S and rgs P G{N . The first point is that rgag´1s P S. On the other
hand if ras P S, then a P H because S Ă H{N and N Ă H. Then for all representative g of
rgs, gag´1 P H. In particular for all g P G, gag´1 P H and a P H. From this, the thesis is
immediate.

Following definition 66.14 of a symmetric space, we should define good symmetries on G{H
from the data of pG,H, σq. At ϑ P G{H, we define sϑ “ σ1. Let g·ϑ “ rgs be a fixed point of sϑ for
a certain g P G. Hence σ1prgsq “ rgs, but from the definition of σ1, we also have σ1pg·ϑq “ rσpgqs.
Then σpgq P rgs. Let h “ g´1σpgq P H. Since σphq “ h, h2 “ hσphq, but σphq “ σpg´1σpgqq, then
h2 “ e. Since σ is an automorphism, if g is near the identity, then h will be too and h2 “ e. So g
is near the identity and invariant under σ, then g P G0

σ Ă H and g·ϑ “ ϑ.
Let x “ g·ϑ. We set

sx “ g ˝ sϑ ˝ g´1.

As a first remark, the choice of g P G such that x “ g·ϑ. Indeed consider a k P G such that
gk·ϑ “ x “ g·ϑ; we must show that sx “ gksϑk

´1g´1. Since k P H, it is sufficient to prove
that for all h P H, h ˝ sϑ “ sϑ. For this, let rgs P G{H.

sϑrh´1gs “ rσph´1qσpgqs “ rh´1σpgqs “ h´1sϑrgs, (66.63)
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so that phsϑh´1q “ sϑrgs.
The transvection group is the subgroup of AutpM,ω, sq spanned by

tsx ˝ sy tel que x, y PMu.
The definition of sx also fulfils sx ˝sy ˝s´1

x “ ssxpyq. In order to see it, let us consider x “ g·ϑ
and y “ k·ϑ.

sx ˝ sy ˝ s´1
x “ gsϑg

´1ksϑk
´1gs´1

ϑ g´1 “ spgsϑg´1kq ·ϑ “ ssxyy. (66.64)

66.3.6 Symmetric Lie algebras

A symmetric Lie algebra is a triple pg, h, σq with
— g: a Lie algebra,
— h: a Lie subalgebra of g,
— σ: an involutive automorphism of g whose h is the set of fixed points.

Proposition 66.32.
Every symmetric space pG,H, σq gives rise to a symmetric Lie algebra pg, h, σ1q with g and h being
the Lie algebras of G and H while σ1 “ dσe.

Proof. If X P h, one has dσeX “ d
dt

”
σetX

ı
t“0

. Since h is the Lie algebra of a Lie subgroup of G,
equation (53.13) makes

h “ tX P g tel que tÑ etX is a path in Hu.
Then etX P H for all t and σpetXq “ etX P H because H Ă Gσ. This proves that the elements of
h are fixed by σ1.

Let us see the converse. If X is fixed by σ1

dσeX “ d

dt

”
σpetXq

ı
t“0

!“ X “ d

dt

”
etX

ı
t“0

.

This equation shows that etX and σetX “ etσ
1X are two exponential path whose start at the same

point with the same tangent vector. They are equals on a neighbourhood of e. In this case,
σpetXq “ etX and etX P H. This gives X P h.

The association of a symmetric space to a symmetric Lie algebra is less automatic. Let pg, h, σ1q
be a symmetric Lie algebra. We first have to find a connected, simply connected Lie group G whose
Lie algebra is g. From this we define σ : GÑ G by

σpeXq “ eσ
1X .

This is a local definition. Under analyticity hypothesis, one can extend σ into the whole G. Now
one can take any subgroup H of G such that G0

σ Ă H Ă Gσ to complete the symmetric space
pG,H, σq.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 66.33
Il est dit que H est fermé parce qu’il est inclu à Gσ qui l’est.

66.3.6.1 Symmetric and reductive Lie algebras

Let pg, h, σq be a symmetric Lie algebra. As linear transformation of the vector space, σ has
eigenvalues 1 and ´1 (because it is involutive) and then induces a decomposition

g “ h‘m (66.65)
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where h is the `1 eigenspace and m the ´1 eigenspace. This is the canonical decomposition.
It is easy to see that this decomposition fulfils

rh, hs Ă h, rh,ms Ă m, rm,ms Ă h. (66.66)eq:propreduceq:propreduc

On the one hand, if it exists, the homogeneous space G{H is automatically reductive. On the
other hand if we have a Lie algebra g and a decomposition g “ h ‘ m which fulfils (66.66), then
definition σ “ Idh‘p´ Idqm gives a symmetric Lie algebra pg, h, σq.

A homogeneous space is symmetric if and only if it is reductive.

Proposition 66.34.
Let pG,H, σq a symmetric space, pg, h, σ1q the corresponding symmetric Lie algebra and g “ h‘m
its canonical decomposition. Then

AdpHqm Ă m.

Proof. If X P m and h “ eY P H, then

σ1pAdpeY qXq “ Adpeσ1Y qpσ1Xq “ Adpσhqpσ1Xq “ Adphqp´Xq “ ´AdphqX
because σh “ h and σ1X “ ´X. So AdphqX P m because it has eigenvalue ´1 for σ.

66.3.6.2 An affine example

Let M be an affine locally symmetric n-dimensional space. We consider x PM , m “ TxM and
the curvature tensor Rx. Let h be the set of linear endomorphism U : TxM Ñ TxM which sends
Rx on zero. More precisely an endomorphism of TxM extends to a derivation of the tensor algebra
with the definition

pU ·RxqpX,Y q “ U
`
RxpX,Y q

˘´RxpUX, Y q ´RxpX,UY q ´RxpX,Y q ˝ U. (66.67)eq:defHaeq:defHa

In order to understand the last term, let us recall ourself that the curvature is given, from the
connection ∇ : XpMq ˆ XpMq Ñ XpMq by formula

RpX,UqZ “ ∇X∇Y Z ´∇Y ∇XZ ´∇rX,Y sZ.

So one can see pointwise Rx : TxM ˆ TxM Ñ EndpTxMq. Now we define h by the condition
pU ·RxqpX,Y q “ 0 for all X, Y P m. One can prove that h is a Lie algebra for the usual bracket.

Remark that for all X, Y P m, the endomorphism RxpX,Y q belongs to h because RpX,Y q “
r∇X ,∇Y s ´ ∇rX,Y s and ∇R “ 0. We consider the direct sum g “ m ‘ h on which we put a Lie
algebra structure by defining

rX,Y s “ ´RpX,Y q X,Y P m (66.68a)
rU,Xs “ UX U P h, X P m (66.68b)
rU, V s “ rU, V s U, V P h. (66.68c)

We have to check the Jacobi identities. The first case is X,Y , Z P m. It gives rX,Y s “ ´RpX,Y q P
h, then rrX,Y s, Zs “ ´RpX,Y qZ and the cyclic sum is zero from Bianchi. If X, Y P m and U P h,
then

rrX,Y s, U s “ ´rRpX,Y q, U s “ ´RpX,Y q ˝ U ` U ˝RpX,Y q (66.69a)
rrY, U s, Xs “ r´UY,Xs “ RpUY,Xq (66.69b)
rrU,XsY s “ rUX, Y s “ RpUX, Y q. (66.69c)

From definition (66.67), the sum of these three terms is zero. The last case, U , V P h, X P m, is
easy.

With all that, the algebra g “ m ‘ h becomes a Lie algebra satisfying (66.66). Then it gives
rise to a symmetric Lie algebra with σ “ Idm‘p´ Idqh
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66.3.7 Connection on symmetric spaces

We use theory from [917]. First, we extend the notion of tangent bundle. Consider a smooth
curve c : R Ñ M . Its acceleration :cp0q at the point cp0q is defined by its action on a function
f : M Ñ R:

:cp0qj “ d2

dt2
`
fpcptqq˘ (66.70)

with usual abuse of notation. The set of such accelerations at x is denoted by T 2
xM , and we

naturally define the bundle T 2M with a suitable manifold structure. The set of sections of T 2M
is logically denoted by X2pMq. If X, Y P XpMq, we define the symmetric product by

X ˙ Y “ 1
2pX b Y ` Y bXq, (66.71)

and the “composition product”
X ‚ Y “ projT 2M XY, (66.72)

or in local coordinates
pX ‚ Y qxf “ XipxqY jpxq B2f

BxiBxj

ˇ̌
ˇ̌
x

.

We finally define, for X, Y P XpMq
$
&
%
P2pX,Y q “ 1

2pX b Y ` Y bXq
P2pXq “ 0.

(66.73)

Lemma 66.35.
For each connection on TM , there exists one and only one connection form Γ: XpMq ˆ XpMq Ñ
T 2M such that

P2pΓpX,Y qq `X ˙ Y “ 0. (66.74)eq:PdGamlteq:PdGamlt

The correspondence is given by
∇XY “ XY ` ΓpX,Y q (66.75)

Sketch of proof. Let us just give the link between equation (66.74) and our general culture about
Christoffel symbols. The general form of a ΓpX,Y q P T 2M which is bilinear with respect to X
and T is

ΓpX,Y q “ XkY lΓijklB2
ij `XkY lΓiklBi.

If we look at the coefficient of Bi b Bj when we impose the condition

XkY lΓijkl
1
2pBi b Bj ` Bj b Biq `

1
2pX

iY jBi b Bj `XiY jBj b Biq “ 0,

we find
XkY lpΓijkl ` Γjiklq “ ´XiY j .

If we suppose that Γijkl is symmetric with respect to ij, we find Γijkl “ ´1
2δ
i
jδ
j
l , so

ΓpX,Y q “ ´1
2X

iY jB2
ij `XkY lΓiklBi. (66.76)

Let us now consider a manifold M with a product µpx, yq “ x· y which is sxy in the case of
a symmetric space. It induces a product on TM by the following formula:

pX ·Y qf “ pX b Y qpf ˝ µq. (66.77)eq:defcdotXYeq:defcdotXY



3516 CHAPTER 66. HOMOGENEOUS AND SYMMETRIC SPACES

More explicitly, the function f ˝ µ : M ˆM Ñ R has two entries; the product X b Y apply with
X on the first entry and Y on the second one:

pX ·Y qxf “ d

dt

d

ds

”
pf ˝ µqpXxptq, Yxpsqq

ı
s“0
t“0

where Xx, Yx : RÑM are path defining Xx and Yx P TxM . We can extend pointwise this product
to a product between vector fields: pX ·Y qx “ Xx ·Yx when X, Y P XpMq.

An easy adaptation of equation (66.77) defines X ·x when X P TpM and x PM :

pX · pqf “ pub pqpf ˝ µq “ d

dt

”
f
`
uptq· p

˘ı
t“0

(66.78)

because the expression pub µqpf ˝ µq suggests to put u in the first entry of µ and p in the second
one. It defines a X · p P TpM . From v P ToM , we can build ṽ P XpMq by

ṽp “ 1
2v· po· pq, (66.79)

explicitly:
ṽpf “ 1

2
d

dt

”
f
`
vptq· po· pq˘

ı
t“0

Theorem 66.36.
When X, Y P XpMq, formula

ΓpX,Y q “ 1
2X ·Y (66.80)

defines a connection on M .

Proof. Since XY “ XpY iBi `XiY jBij , we immediately see that P2pXY q “ X ˙ T ; it remains to
be proved that ´vũ “ 1

2u· v for all u, v P ToM . This is a computation using the definitions:

pvũqf “ vpũfq “ d

ds

”
pũfqvpsq

ı
s“0

“ d

ds

”1
2
d

dt

”
f
`
uptq· po· vpsqq˘

ı
t“0

ı
s“0

“ 1
2
d

dt

”
pdf ˝ dµuptq ˝ dµoloomoon

“´1
qv
ı
t“0

“ ´1
2
d

dt

”
df ˝ dµuptqv

ı
t“0

“ ´1
2
d

dt

d

ds

”
f
`
uptq· vpsq˘

ı
s“0
t“0

“ ´1
2pu· vqf.

(66.81)

66.3.8 Canonical connection and covariant derivative
subsecCanConCovDer

Let G be a Lie group, H a closed Lie subgroup and let us consider the principal bundle

H // G

π
��

G{H

(66.82)

with the action of H on G being defined by g·h “ gh and π being the canonical projection.
We have a canonical identification TrespG{Hq “ G{H. We suppose that G is connected and that
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pG,Hq is a symmetric pair: we have an involutive automorphism σ : G Ñ G for which H is the
set of fixed points. We suppose moreover that H does not contain non trivial normal subgroups.
Let Q be the space of vector such that dσpXq “ ´X. By the canonical projection parallel to H,
we have an identification Q “ G{H.

When g P G, we define
rpgq : Q Ñ TrgspG{Hq

X ÞÑ dπdLgX.
(66.83)

We have rpgq “ rpg1q when there exists a h P H such that g1 “ gh and ρphq “ Id where ρ is defined
by

ρptq : Q Ñ Q
X ÞÑ dLtpXq (66.84)

for all t P H. This definition works because of the identification Q “ G{H.

66.4 The group SOp2, 1q and its algebra
subsec_IwSOdu

The condition for a matrix A to belong to sop2, 1q is AtgA “ g with g “ diagp1, 1,´1q. Hence
considering the Cartan involutionpg:Cartan_SO

θpXq “ ´Xt, we find

g “ sop2, 1q;
¨
˝

0 a u1
´a 0 u2
u1 u2 0

˛
‚, k ;

¨
˝

0 1
´1 0

0

˛
‚, p ;

¨
˝

u1
u2

u1 u2 0

˛
‚. (66.85)EqMtrsDansSOduEqMtrsDansSOdu

As generator of a, we choose

J “
¨
˝

0
0 0 1

1

˛
‚.

The condition rJ,Xs “ X which defines N is satisfied by

L “
¨
˝

0 1 1
´1
1

˛
‚.

If we denote by X the general matrix of sop2, 1q given in equation (66.85), we have

adpJqX “
¨
˝

0 ´u1 ´a
u1 0 0
´a 0 0

˛
‚

which leads to the following root spaces

S0 “
¨
˝

0 0 0
0 0 1
0 1 0

˛
‚, S1 “

¨
˝

0 1 ´1
´1 0 1
´1 1 0

˛
‚, S´1 “

¨
˝

0 1 1
´1 0 1
1 1 0

˛
‚ (66.86)

with the relations

rS0, S1s “ S1 (66.87a)
rS0, S´1s “ ´S´1 (66.87b)
rS1, S´1s “ ´2S0. (66.87c)

Notice that the comparison with (53.322) shows that SLp2,Rq and SOp2, 1q are not isomorphic.
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66.4.1 Root spaces for sop2, 1q

Proposition 66.37.
The matrices of SOpp, qq satisfy the relation

A´1 “ ηAtη

where η is the diagonal matrix with p times 1 and q times ´1. That relation is often taken as the
definition of SOpp, qq.

The algebra sop2, 1q is made up from 3 ˆ 3 matrices such that Xtη ` ηX “ 0 with vanishing
trace. If we choice η “ diagp´,´,`q, we find matrices of the form

sop2, 1q;
ˆ
a ut

u 0

˙

where a is an antisymmetric 2ˆ 2 matrix and u is any 1ˆ 2 matrix. We find the Cartan decom-
position

K ;

ˆ
sop2q

0

˙
, P ;

¨
˝

0 0 u1
0 0 u2
u1 u2 0

˛
‚.

If one chooses

J “
¨
˝

0 0 1
0
1

˛
‚

as generator for the abelian subalgebra of P, one finds

V1 “
¨
˝

0 1 0
´1 0 1
0 1 0

˛
‚, V´1 “

¨
˝

0 1 0
´1 0 ´1
0 ´1 0

˛
‚

as eigenvectors for adpJq with eigenvalues 1 and ´1. The root space decomposition commutator
table of sop2, 1q is thus given by

rV0, V1s “ V1 (66.88a)
rV0, V´1s “ ´V´1 (66.88b)
rV1, V´1s “ ´2V0. (66.88c)

Notice that the map ϕpA0q “ 2V0, ϕpA2q “ V1, ϕpA´2q “ ´V´1 provides an isomorphism between
this table and the one of slp2,Rq, equations (53.322). This fact assures a Lie algebra isomorphism
slp2,Rq » sop2, 1q. We actually have a stronger result:

Proposition 66.38.
The group SLp2,Rq is a double-covering of the identity component SO0p1, 2q.

66.4.2 Position of SOp1, nq inside SOp2, nq

The quotient SOp2, nq{SOp1, nq has a particular importance in section 79.5. Hence, we will
work out the Iwasawa decompositions of these groups imposing certain compatibility conditions.
We already build the Cartan involution θ in such a way that rσ, θs “ 0. In this section, H is
SOp1, nq and we are searching for an Iwasawa decomposition AH ‘NH ‘KH.

As we want compatibility between the Cartan decomposition of SOp1, nq, the Cartan decompo-
sition of SOp2, nq and the reductive decomposition of SOp2, nq we start by giving the “position” of
SOp1, nq inside SOp2, nq. The in subsection 66.4.3 we will proceed with the Iwasawa decomposition
of SOp1, nq.
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lem:SO_pq_ss

Lemma 66.39.
The Lie group SOpp, qq is semisimple.

Sketch of proof. We are going to give some ideas of the proof. Remark that SOpp, qq essentially
contains “rotations” Jijpλq of angle λ in planes pi, jq. (If the coordinates i and j are not of the
same type 4, then it is not a true rotation but a boost and λ is no more an angle but any real.) If
one try to build an ideal I containing Jij , then the element JklJij must also be in I. If we want
I to be abelian, we must have rJij , JijJkls, or

JklJij “ JijJkl.

It is really easy to find a Jkl for which it is false. Thus SOpp, qq doesn’t contain any abelian ideal,
so that it is semisimple by lemma 51.56.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 66.40
J’ai l’impression que c’est la simplicité de SOpp, qq que je démontre. À vérifier.

The Lie algebra G “ sop2, nq is the set
␣
X PMp2`nqˆp2`nq such that Xtη ` ηX “ 0 and TrX “ 0

(
(66.89)def_sodndef_sodn

where η is the diagonal metric η “ diagp´,´,`, . . . ,`q. An element of sop2, nq can be written as

X “
ˆ
a ut

v B

˙
with the matrices a P M2ˆ2, u P Mnˆ2, v P Mnˆ2, and B P Mnˆn. The conditions

in (66.89) give: a “ ´at, u “ v, and B “ ´Bt. Hence, a general matrix of sop2, nq is given by

X “
ˆ
a ut

u B

˙
(66.90)eq:gene_sodneq:gene_sodn

where a,B are skew-symmetric.
A compatible reductive decomposition is build as follows. The matrices of sop1, nq have

to be seen as matrices of sop2, nq with the condition Y tσ ` σY “ 0 for the “metric” σ “
diagp0,´,`, . . . ,`q. Hence,

H “ sop1, nq;

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 0
0 0

ˆ ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨
Ð vt Ñ

˙

¨
˚̊
˝

... Ò
0 v
... Ó

˛
‹‹‚ B

˛
‹‹‹‹‹‹‚

(66.91)eq:gene_Heq:gene_H

where v PMnˆ1 and B PMnˆn is skew-symmetric. Comparing this with the general form (66.90)
of a matrix of sop2, nq matrix, one immediately finds that, with the choice

Q ;

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 a
´a 0

ˆÐ wt Ñ
¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨

˙

¨
˚̊
˝
Ò ...
w 0
Ó ...

˛
‹‹‚ 0

˛
‹‹‹‹‹‹‚
, (66.92)EqGeneRedQEqGeneRedQ

the decomposition G “ H‘Q is reductive:

rH,Qs Ď Q, rQ,Qs Ď H, (66.93)EqDefRedHQEqDefRedHQ

and BpH,Qq “ 0. In the sequel, we will use the basis of Q defined by

q0 “ E12 ´ E21, qi “ E1,pi´2q ` Epi´2q,1. (66.94)EqDefBaseqiEqDefBaseqi

Notice, for later use that q1 “ J2 in the Iwasawa decomposition of SOp2, nq.
4. i.e. if the metric in the plane pi, jq has signature p`,´q.
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66.4.3 Iwasawa decomposition for SOp1, nq
SubSecIwaSOunn

We want our Cartan involution θ : G Ñ G, θpXq “ ´Xt and to be such that rθ, σs “ 0 with
σ : G Ñ G given by σ “ id|H ‘ p´idq|Q, see theorem 66.18.pg:calcul_sigma_theta

Consider a general matrix h in H (from (66.91)); we have

pσθqphq “ ´σ
¨
˝

0 0 0
0 0 vt

0 v ´B

˛
‚“

¨
˝

0 0 0
0 0 ´vt
0 ´v B

˛
‚,

while

θσphq “ θphq “ ´
¨
˝

0 0 0
0 0 vt

0 v ´B

˛
‚,

then rσ, θs|H “ 0. The same computation with a matrix in Q (see (66.92)) gives rσ, θs|Q “ 0.
Now we show that θ descent to a Cartan involution on H. It is clear that the restriction of θ

is an involutive automorphism of H. Lemma 51.60 assures us that the restriction of the Killing
form of G to H is the Killing form of H, so that the condition of positivity of Bθ holds on H as
well as on G. Last, θ leaves H invariant. Indeed suppose that θXH “ X 1

H `XQ P H ‘Q. Then
σθXH “ h1 ´ q and θσh “ h1 ` q; since rθ, σs “ 0, we have q “ 0.

The whole proves that we can use the same Cartan involution on G as well as on H. Since
θ “ id|K ‘ p´idq|P , it is clear that

KH “ K XH, PH “ P XH (66.95)

is the Cartan decomposition of H. We can write explicit matrices as

KH “ sopnq;

¨
˚̋

0 0 ¨ ¨ ¨
0 0 ¨ ¨ ¨
...

... B

˛
‹‚, (66.96)

where B is skew-symmetric, and

PH ;

¨
˚̋

0 0 ¨ ¨ ¨
0 0 ut

... u 0

˛
‹‚ (66.97)

where u P Mnˆ1pRq is a line. One remark that there are no two-dimensional subalgebra of PH.
So AH reduces to the choice of any element J1 P PH. A positivity notion is easy to find: the form
ω P AH˚ such that ωpJ1q “ 1 is positive while ´ω is negative. We choose

J1 “

¨
˚̊
˝

0
0 0 0 1

0
1

˛
‹‹‚.

The computation of NH “ tX P H tel que pad J1qX “ Xu yields the following:

NH ;

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

¨
˚̊
˝

0 0
a 0

0 a 0 ´a
0 0 a 0

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨
Ð v Ñ
¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨
Ð v Ñ

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

... Ò ... Ò
0 v 0 ´v
... Ó ... Ó

˛
‹‹‚ 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

. (66.98)eq:re_N_Heq:re_N_H

Finally, we consider the algebra RH “ AH ‘NH.
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66.5 Iwasawa decomposition for SOp2, nq

subsecIwasawa_un

As seen in the general construction and in previous examples, the Iwasawa decomposition
of a group or an algebra depends on several choices. We will study two out of them in the
case of SOp2, nq and see that some “compatibility conditions” with the decomposition of SOp1, nq
and the symmetric space structure of AdS (see section 79.5) fix most of choices. When the two
decompositions will be used together, the unadapted one will be tilded (see subsection 79.7.4).

66.5.1 Cartan decomposition and compatible reductive decomposition
SubSecCartandeuxN

The Cartan decomposition of sop2, nq associated with the Cartan involution θpXq “ ´Xt is

K ;

ˆ
sop2q

sopnq
˙
, P ;

ˆ
0 ut

u 0

˙
. (66.99)K_et_PK_et_P

Elements of SOp2q are represented by
ˆ

cosµ sinµ
´ sinµ cosµ

˙
.

A common abuse of notation in the text will be to identify the angle µ with the element of
SOp2q itself. In the same spirit, when we speak about a matrix of A P SOp2q, we mean a matrix
whose upper left corner is A and the rest is the unit matrix. For example, for AdS3, the matrix
´1 P SOp2q is ¨

˚̊
˝

´1 0
0 ´1

1
1

˛
‹‹‚.

That matrix will be denoted 5 by kθ and has the property that

θ “ Adpkθq. (66.100)

Indeed, we have kθ “ 1, so that Adpkθq2 “ Id. Since kθ commutes with every element of K,
Adpkθq|K “ Id, and a simple computation shows that Adpkθq|P “ ´ Id.

Remark that K, the compact part of G is made up from “true” rotations while P contains
boosts. This remark allows us to guess a right choice of maximal abelian subalgebra in P. Indeed
elements of A must be boosts and the fact that there are only two time-like directions restricts
A to a two dimensional algebra. Up to reparametrization, it is thus generated by tBx ` xBt and
uBy ` yBt. Hence the following choice seems to be logical:

J1 “

¨
˚̊
˝

0
0 0 0 1

0
1

˛
‹‹‚P H, J2 “ q1 “

¨
˚̊
˝

0 0 1 0
0
1
0

˛
‹‹‚P Q. (66.101)EqDevineAEqDevineA

66.5.2 Maximal abelian subalgebra

We have to find an abelian subalgebra A Ă P. If we use the convention that the indices a, b
range from 1 to 2 and i, j from 3 to n` 2, we can write

u “
ˆ

0 ut

u 0

˙
“ uaipEai ` Eiaq, (66.102)

5. See also proposition 79.87.
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where Eij denotes the matrix whose only non zero component is a 1 in the place ij. Of course
we use an abuse of notation between the pn` 2q ˆ pn` 2q matrix of P and nˆ 2 matrix u which
defines it. We compute the commutator of two such matrices:

ru, vs “ uaivbjpδibEaj ´ δajEbi ` δijEab ´ δabEji
` δabEij ´ δijEba ` δajEib ´ δibEjaq

(66.103)

Since rP,Ps Ď K, the latter commutator takes the form
ˆ
a 0
0 B

˙
, thus the underlined terms must

vanish. So we are left with:

ru, vs “ uaivbjpδijpEab ´ Ebaq ` δabpEij ´ Ejiqq (66.104)
“ uaivbjpEab ´ Ebaq ` uaivajpEij ´ Ejiq. (66.105)

Finally, ru, vs “ 0 if and only if
ÿ

i

uaivbi “ 0 and
ÿ

a

uaivaj “ 0 (66.106)EqCondSOdnsumiaEqCondSOdnsumia

with a ‰ b, and i ‰ j.
In order to build a maximal abelian subalgebra A of P, we take one element in P and then we

extend it using the relations (66.106). We choose uai “ δa1Ei3.
If this u lies in A, an other v in A must satisfy v P P, v23 “ 0 and v1j “ 0 for j ą 3. We

choose the one with u24 “ 1. It is no difficult to see that these two are maximal. A basis of A is
thus H̃1 ” u24 “ 1 and H̃2 ” u13 “ 1. We immediately perform a change of basis by defining:

H1 “ H̃1 ´ H̃2 (66.107a)
H2 “ H̃1 ` H̃2, (66.107b)

and finally: A “ spantH1, H2u. The matrices are given by

Hp “
ˆ
Np 0
0 0

˙
(66.108)

with

Np “

¨
˚̊
˝

1 0
0 p´1qp

1 0
0 p´1qp

˛
‹‹‚. (66.109)

Up to a change of basis, they are exactly the ones guessed in equation (66.101). That matrix can
be written under the more compact form

The generators of A that we choose are the following linear combination of J1 and J2:

Hp “ E13 ` E31 ` p´1qppE24 ` E42q. (66.110)mtr_Amtr_A

66.5.3 Compatibility conditions between H and G
The decomposition of SOp1, nq of section 66.4.3 incites us to search for a decomposition of

SOp2, nq which satisfies certain compatibility conditions. If you want some explicit matrix, read
subsection 66.5.4 and 66.5.6.

We go back to the choice of A. Remark that PH Ă P. This suggests us to try to get AH Ă A.
So we will choose J as first matrix in A, and then extend it to a maximal abelian subalgebra of
P. Note in particular that this don’t affect the choice of the Cartan involution. Now we consider
Φ and Ψ, the restricted roots for G and H; for recall:

Hα “ tX P H tel que @H 1 P AH, padH 1qX “ αpH 1qXu,
Gλ “ tX P G tel que @H P A, padHqX “ λpHqXu,
Φ “ tλ P A˚ tel que λ ‰ 0,Gλ ‰ 0u,
Ψ “ tλ P AH̊ tel que λ ‰ 0,Hλ ‰ 0u.

(66.111)
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Lemma 66.41.
The root spaces of G and H are related by

Φ|AH “ Ψ,

in other words, elements of Ψ are the restriction to AH of the ones of Φ

Proof. Let us consider a α P Φ: there exists a non-zero subspace Gα of G such that for any H P A,
rH,Xs “ αpHqX. Clearly, α also fulfils rH 1, Xs “ αpH 1qX “ α|AHpH 1qX for any H 1 P AH Ă A.
Then α|AH P Ψ.

In order to prove the inverse sense, consider β P Ψ and X P Hβ. We have rH 1, Xs “ βpH 1qX
for every H 1 P AH. Let us consider H P A:

rH 1, rH,Xss “ rH, rH 1, Xss “ βpH 1qrH,Xs. (66.112)

Thus for any H P A and X P Hβ, rH,Xs P Hβ. In other words,

rA,Hβs Ă Hβ.

Now, ad A is a set of semisimple 6 commuting operators on Hβ; hence there exists a basis of Hβ

of common eigenvectors. Thus we can write a decomposition of Hβ under the form

Hβ “
à
αPΦ

Hα
β , (66.113)eq:decomp_sHeq:decomp_sH

with Hα
β “ Hβ X Gα. In order to see this last point, consider an eigenvector hβ P Hβ of all the

elements of ad A: there exists α P A˚ such that @A P A, rA, hβs “ αpAqhβ. In other words,
hβ P Gα.

This decomposition allows us to write X P Hβ as

X “ à
αPΦ

Xα.

On X P Hα
β , adA acts as padAqX “ αpAqX. So, for X P Hβ, H 1 P AH,

rH 1, Xs “ βpH 1qX “ à
αPΦ

αpH 1qXα.

Then αpH 1q “ βpH 1q, i.e. α|AH “ β.

Now, we choose a clever positivity notion on Φ. The one of Ψ is clear; we extend it to Φ, so
that Ψ` Ă Φ` and NH Ă N . Finally for our new Iwasawa decomposition of SOp2, nq,

RH Ă R.

In the decomposition (66.113), it is possible that, for certain α and β, the set Hα
β reduces to

t0u. We define
ϕpβq “ tα P Φ tel que Hα

β ‰ t0uu; (66.114)

it defines a map ϕ from Ψ to the parts of Φ. Moreover, ϕpΨq gives a partition of Φ because
ϕpβqXϕpβ1q “ H if β ‰ β1. Indeed, ϕpβqXϕpβ1q is the set of all the α P Φ such that HβXGα ‰ t0u
and Hβ1 X Gα ‰ t0u. But for α P ϕpβq, αAH “ β, then αpH 1q “ βpH 1q; for the same reason,
αpH 1q “ β1pH 1q, so that β “ β1.

We know the ˘1 eigenspaces decompositions G σ“ H ‘ Q θ“ K ‘ P with rσ, θs “ 0, and the
Iwasawa decomposition AH ‘NH ‘KH of H.

6. Il faudra encore voir ça. . .
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For compatibility and simplicity purposes, we want the Iwasawa decompositions G “ A‘N‘K
of G in such a way that AH Ă A and NH Ă N . We denote by A, N , K, AH , NH and KH the
analytic connected subgroups of G whose Lie algebras are A, N , K, AH, NH, and KH respectively.

For the A-part, we just perform a change of basis

J1 “ 1
2pH2 ´H1q (66.115a)

J2 “ 1
2pH1 `H2q (66.115b)

in order to have J1 P P XH and J2 P P X Q. The involution σ has a simpler expression in this
basis.

In order to get A Ă AH, we take the element of AH as first basis element of A:

J1 “

¨
˚̊
˝

0
0 0 0 1

0
1

˛
‹‹‚. (66.116)EqGeueuleJunEqGeueuleJun

One can check from from (66.92) and (66.99) that J1 belongs to P XH. Now we want to extend
it to a maximal abelian subalgebra of P. In order to build an Iwasawa decomposition of SOp2, nq
compatible with Q, we search a J2 P P XQ. We know that

P XQ ;

¨
˝

0 0 ut

0 0
u

˛
‚,

so that the matrix

J2 “

¨
˚̊
˝

0 0 1 0
0
1
0

˛
‹‹‚ (66.117)EqgueueleJdeuxEqgueueleJdeux

belongs to P XQ and commutes with J1.

Remarque 66.42.
The new A for SOp2, nq is the abelian Lie algebra spanned by J1 and J2. This is just a change of
basis in A: J1 “ 1

2pH2 ´H1q, J2 “ 1
2pH1 `H2q.

Note that J1 P H and J2 P Q; then the expression of σ on A should be rather simple. Let us
first show the action of σ on the root spaces.

If α P A˚, the notation σ˚α means f ˝ α, and Gα denotes the root space associated with the
form α.

LemSigmaThetaRootSpaces

Lemma 66.43.
The involutions σ and θ act on the root spaces by

σGφ “ Gσ˚φ, θGφ “ G´φ (66.118)eq:sig_G_alphaeq:sig_G_alpha

for all φ P A˚,

Proof. Let H P A and X P Gφ; by definition: rH,Xs “ φpHqX. We have

φpHqσX “ σrH,Xs “ rσH, σXs “ φpσHqσX.
We conclude that σX P Gσ˚φ. For the second equality, we take X P Gφ and

rH, θXs “ θrθH,Xs “ θ
`
φpθHqX˘ “ ´φpHqθpXq.
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LemSigmaChangeDeux

Lemma 66.44.
The involution σ changes the sign of the J2̊ -part of the root spaces:

σGpx,yq “ Gpx,´yq

where px, yq denote the coordinates of a root in the basis tJ1̊ , J2̊ u of A.

Proof. Since σ is an involutive automorphism, it satisfies rσX, Y s “ σrX,σY s. So when X P Gpx,yq,
we have padpJ1qqpσXq “ xσX and adpJ2qpσXq “ ´yσX.

It is also clear that σ˚α “ 0 implies αpJ2q “ 0. Indeed, pσ˚αqpJ2q “ αp´J2q “ ´αpJ2q, because
J2 P Q. Now we can give a precision about the decomposition Hβ “ ‘αPΦ1Hα

β given by (66.113).
In fact, Φ1 “ Φσ “ tα tel que σ˚α “ αu. Indeed σ fixes H and thus fixes Hα

β . If hαβ P Hα
β , it

satisfies σhαβ “ hαβ . But from equation (66.118), σhαβ P Gσ˚α.

Proposition 66.45.
The spaces P and K are Killing-orthogonal. The spaces H and Q are Killing-orthogonal.

Proof. Let consider X P H and Y P Q. Since σ is an automorphism of the algebra G, the Killing
form is σ-invariant and we have

BpX,Y q “ BpσX, σY q “ BpX,´Y q “ ´BpX,Y q, (66.119)

which proves that BpX,Y q “ 0. Exactly the same holds for X P K and Y P P, using θ instead of
σ.

66.5.4 First choice: AN
subsecIwasawa_deux

We turn now our attention to the Iwasawa decomposition. As before we are searching for

matrices under the form E “
ˆ
A B
C D

˙
with dimensions 4`pn´2q. The condition which determines

the root spaces reads

pad JiqE “
ˆrji, As jiB
´Cji 0

˙
!“ λi

ˆ
A B
C D

˙
. (66.120)

The computations are rather the same as the ones of the first time. The result ispg:root_n

Gp0,0q ;

¨
˚̊
˚̊
˝

x 0
0 y

x 0
0 y

D

˛
‹‹‹‹‚
, (66.121)

where D PMpn´2qˆpn´2q is skew-symmetric. Notice that all but the D-part of this space is spanned
by q1 and J1, so the Q-component of that matrix is a multiple of q1. Other root spaces are given
by

Gp1,0q ;Wi “ E2i ` E4i ` Ei2 ´ Ei4 P H, (66.122a)
Gp´1,0q ; Yi “ ´E2i ` E4i ´ Ei2 ´ Ei4, (66.122b)

Gp0,1q ; Vi “ E1i ` E3i ` Ei1 ´ Ei3, (66.122c)
Gp0,´1q ; Xi “ ´E1i ` E3i ´ Ei1 ´ Ei3 (66.122d)
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with 7 i : 5 Ñ n` 2. For example,

Gp1,0q ;W5 “

¨
˚̊
˚̊
˝

0
1
0
1

0 1 0 ´1 0

˛
‹‹‹‹‚
P H Gp´1,0q ; Y5 “

¨
˚̊
˚̊
˝

0
´1
0
1

0 ´1 0 ´1 0

˛
‹‹‹‹‚
P H

Gp0,1q ; V5 “

¨
˚̊
˚̊
˝

1
0
1
0

1 0 ´1 0 0

˛
‹‹‹‹‚

Gp0,´1q ; X5 “

¨
˚̊
˚̊
˝

´1
0
1
0

´1 0 ´1 0 0

˛
‹‹‹‹‚

Gp1,1q ;M “

¨
˚̊
˝

0 1 0 ´1
´1 0 1 0
0 1 0 ´1
´1 0 1 0

˛
‹‹‚ Gp´1,´1q ; F “

¨
˚̊
˝

0 1 0 1
´1 0 ´1 0
0 ´1 0 ´1
1 0 1 0

˛
‹‹‚

Gp1,´1q ; L “

¨
˚̊
˝

0 1 0 ´1
´1 0 ´1 0
0 ´1 0 1
´1 0 ´1 0

˛
‹‹‚ Gp´1,1q ; N “

¨
˚̊
˝

0 1 0 1
´1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 ´1 0

˛
‹‹‚.

(66.123)EqGeueuleVWXYEqGeueuleVWXY

These are the same spaces as the previous ones, but the reasoning at page 3853 shows that there
must be a difference. The subtlety is that we will choose an other notion of positivity, so that the
space N will be different.

‚

‚

‚

‚

♦

♦♦

♦
AH̊AH̊´1 1

´1

1

Figure 66.1: The root space LabelFigHNxitLj

Let us recall the aim of our new decomposition: we want to have RH Ă R. For this purpose,
the equation (66.98) gives us a constraint on the choice of the positivity notion on A˚. First we
must have Gp1,0q Ă N . The upper left 4 ˆ 4 corner of NH is spanned by Gp1,1q ´ Gp1,´1q. We
complete our choice of N with Gp0,1q. The underlying notion of positivity is that the element
αpa, bq is positive in A˚ when pa ą 0q _ pa “ 0^ b ą 0q.

The difference between decomposition and the previous one is the replacement of N by L P
Gp1,´1q. NowPgTablaIwaEqLeANEnDimAlg

N “ tWi, Vj ,M,Lu “ tX1,0, X0,1, X1,1, X1,´1u (66.124a)
A “ tJ1, J2u, (66.124b)

with the commutator table EqTableSOIwa

rVi,Wjs “ δijM rVj , Ls “ 2Wj (66.125a)
rJ1,Wjs “Wj rJ2, Vis “ Vi (66.125b)
rJ1, Ls “ L rJ2, Ls “ ´L (66.125c)
rJ1,M s “M rJ2,M s “M. (66.125d)

7. Let us remember that we are dealing with SOp2, nq and that AdSl is a quotient of SOp2, l ´ 1q, so in the case
of AdSl the index j runs from 5 to l ` 1. The first anti de Sitter space which contains such root spaces is AdS4.
More generally, remark that the table (66.125) of sop2, nq gives the feeling that if something works with AdS4, it will
work for AdSlě4.
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It is important to note that Wi, J1 P H and J2 P Q. On the other hand, the vectors Vi begin
to appear in SOp2, 3q. The structure of SOp2, 3q is thus slightly different to the one of SOp2, 2q,
while the structures of SOp2, nq with n ě 3 are more or less all the same. In the terminology of
chapter 79, theses special vectors arrive with AdS4.

The following change of basis in A reveals to be useful in some circumstances: EqChmHJ

H1 “ J1 ´ J2 H2 “ J1 ` J2 (66.126a)

J1 “ 1
2pH1 `H2q J2 “ ´1

2pH1 ´H2q (66.126b)

which leads to the table TableSeconde

rVi,Wjs “ δijM rVj , Ls “ 2Wj (66.127a)
rH1, Vis “ ´Vi rH2, Vis “ Vi (66.127b)
rH1,Wis “Wi rH2,Wis “Wi (66.127c)
rH1, Ls “ 2L rH2,M s “ 2M. (66.127d)

66.5.5 A companion: AN̄

That Iwasawa immediately induces a new one by conjugation by the Cartan automorphism
θ. That new decomposition will play a central role when we will be interested in black holes
on SOp2, nq{SOp1, nq. See chapter 79, and more precisely the subsection 79.2.3 and the defini-
tion 79.17.

The algebras K and A are not affected by θ, but the algebra N changes into a new algebra
that we denote by N̄ “ θpN q. The maximal parabolic algebra in that new Iwasawa decomposition
is thus given by

A “ tJ1, J2u
N̄ “ tX´1,0, X0,´1, X´1,1, X´1,´1u “ tYi, Xi, N, F u.

(66.128)

Indeed, using lemma 66.43, we have

θpLq P θ`Gp1,´1q
˘ P Gp´1,1q ; N,

θpMq P θ`Gp1,1q
˘ P Gp´1,´1q ; F,

θpViq P θ
`
Gp0,1q

˘ P Gp0,´1q ; Xi,

θpWjq P θ
`
Gp1,0q

˘ P Gp´1,0q ; Yj .

(66.129)

66.5.6 Second choice
SubSecANbarIwa

Here, we show an other set of choices that can be done in order to get an Iwasawa decomposition.
The one that we will create will not be compatible with the Iwasawa decomposition of SOp1, nq.

66.5.6.1 Nilpotent part

We search the eigenvectors and eigenvalues of adpHpq under the form E “
ˆ
A B
C D

˙
with

A P M4ˆ4, B P Mpn´2qˆ4, C P M4ˆpn´2q, D P Mpn´2qˆpn´2q. Remark that, thanks to (66.99), the
matrix C is completely determined by B:

#
Ci1 “ B1i, Ci2 “ B2i,

Ci3 “ ´B3i, Ci4 “ ´B4i.
(66.130)C_de_BC_de_B

The equation to be solved is

padHpqE “
ˆrNp, As NpB
´CNp 0

˙
!“ λpE, (66.131)eq_geneeq_gene

with the notation λp “ λpHpq.
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66.5.6.2 Search for two non zero eigenvalues

By “two non zero eigenvalues”, we mean a λ P A˚ such that λ1 ‰ 0 and λ2 ‰ 0. We immediately
find D “ 0.

The next step is to determine B by the condition NpB “ λpB. We change the range of the
indices. Now, a, b : 1 Ñ 4, and i, j : 5 Ñ n ` 2 and a few computation give

ř
aN

ca
p B

ai “ λpB
ci

(with sum over a). Taking successively c “ 1, 2, 3, 4 and taking into account λp ‰ 0, we find: pour_B

B3i “ λpB
1i (66.132a)

p´1qpB4i “ λpB
2i (66.132b)

λp “ ˘1. (66.132c)

We can check that the equations obtained by ´CNp “ λpC are exactly the one that we can find
directly using (66.130) and (66.132).

Now, we determine A by the condition rNp, As “ λpA. We know that A and Np are 4 ˆ 4
matrices. Again, we redefine the range of the indices: a “ 1, 2 and i “ 3, 4. Symmetry properties
of A are Aai “ Aia, Aij “ ´Aji and Aab “ ´Aba, so that

A “ A12pE12 ´ E21q `AaipEai ` Eiaq `A34pE34 ´ E43q
Using equation (66.110), a quite tedious (but direct) computation give the following for rNp, As:

¨
˚̊
˝

0 A23 ´ p´1qpA14 0 A34 ´ p´1qpA12

´A23 ` p´1qpA14 0 A12 ´ p´1qpA34 0
0 A12 ´ p´1qpA34 0 A14 ´ p´1qpA23

A34 ´ p´1qpA12 0 A14 ´ p´1qpA23 0

˛
‹‹‚ (66.133)grosse_Agrosse_A

which has to be equated to λpA. We immediately have A13 “ A24 “ A31 “ A42 “ 0. The others
conditions are: pour_A

λpA
12 “A23 ´ p´1qpA14 (66.134a)

λpA
14 “A34 ´ p´1qpA12 (66.134b)

Since we are in the case λp ‰ 0, using the fact that λp “ ˘1, we easily find A “ 0. Now, we define
λ˘˘ P A˚ by

λ``pH1q “ 1 λ``pH2q “ 1,
λ`´pH1q “ 1 λ`´pH2q “ ´1,
λ´`pH1q “ ´1 λ´`pH2q “ 1,
λ´´pH1q “ ´1 λ´´pH2q “ ´1.

(66.135)

Root spaces are (with i : 5 Ñ n` 2):

λ`` ; Vi “ E3i ` E1i ` Ei1 ´ Ei3,
λ´` ;Wi “ E4i ` E2i ´ Ei4 ` Ei2,
λ´´ ; Xi “ E3i ´ E1i ´ Ei1 ´ Ei3,
λ`´ ; Yi “ E4i ´ E2i ´ Ei4 ´ Ei2.

(66.136)

66.5.6.3 Search for eigenvalues with one zero

We denote by λpa, bq the element of A˚ defined by λpx1, x2qpHiq “ xi. Equations (66.133) and
(66.134) with for example a “ 0 and b ‰ 0 give λ2 “ ˘2. Serious computation give: EqsTableRacinesSOdeuxn

λp0,´2q; F “

¨
˚̊
˝

0 1 0 1
´1 0 ´1 0
0 ´1 0 ´1
1 0 1 0

˛
‹‹‚, λp2, 0q; N “

¨
˚̊
˝

0 1 0 1
´1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 ´1 0

˛
‹‹‚ (66.137a)
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λp0, 2q;M “

¨
˚̊
˝

0 1 0 ´1
´1 0 1 0
0 1 0 ´1
´1 0 1 0

˛
‹‹‚, λp´2, 0q; L “

¨
˚̊
˝

0 1 0 ´1
´1 0 ´1 0
0 ´1 0 1
´1 0 ´1 0

˛
‹‹‚. (66.137b)

In these expressions, we only wrote the upper left part of the matrices which are zero everywhere
else.

66.5.6.4 Two vanishing eigenvalues

We now search for a matrix E of sop2, nq such that padHpqE “ 0 for p “ 1, 2. Taking a look
at (66.131), we see that D has no more constraints (apart the usual symmetries). The equation
(66.133) gives us A12 “ A23 “ A14 “ A34 “ 0, but A13, A24,A31,A42 are free. Therefore we can
write:

Gλp0,0q “ txpE13 ` E31q ` ypE42 ` E24q `
ˆ

0 0
0 D

˙
u. (66.138)

Remark that Gλp0,0q X P is spanned by matrices of the form
¨
˚̊
˝

0 0 x 0
0 0 0 y
x 0 0 0
0 y 0 0

˛
‹‹‚,

so that Gλp0,0q X P “ A. This is a simple consequence of the very definition of A as maximal
abelian subalgebra of P.

66.5.6.5 Choice of positivity

We are now able to write down the component N . We just have to “elect” some Gλpa,bq
with a

notion of positivity. Our choice is:

N “ tVi,Wi,M,Nu, (66.139)

with i, j : 5 Ñ n ` 2. A basis of K is given by Krs “ Ers ´ Esr, and Ka “ E12 ´ E21 with
r, s : 3 Ñ n` 2. The commutator with A are:

rHp,Kas “ ´p´1qppE41 ` E14q ` E32 ` E23

rHp,Krss “ δr3pE1s ` Es1q ´ δs3pE1r ` Er1q
` p´1qppδ4rpE2s ` Es2q ´ δ4spE2r ` Er2qq

(66.140)

In the decomposition G “ A‘N ‘K, the matrix E32 ` E23 is obtained by

1
2pλp0, 2q ` λp2, 0qq “

¨
˚̊
˝

0 1 0 0
´1 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

˛
‹‹‚

where the upper left corner
ˆ

0 1
´1 0

˙
can be removed by use of Ka:

E32 ` E23 “ 1
2pλp0, 2q ` λp2, 0qq ´Ka

In the same way,
E41 ` E14 “ 1

2pλp2, 0q ´ λp0, 2qq ´K34



3530 CHAPTER 66. HOMOGENEOUS AND SYMMETRIC SPACES

We also have:
E1i ´ Ei1 “ Vi ´K3i

E2i ` Ei2 “Wi ´K4i.
(66.141)

Let us summarize the result obtained. The Iwasawa decomposition of SOp2, nq is given by eq:Iwasawa_explicite

A “ tH1, H2u (66.142a)
N “ tVi,Wj ,M,Nu (66.142b)

K “ t
ˆ
a 0
0 B

˙
u. (66.142c)

with i, j : 5 Ñ n`2, a PM2ˆ2, B PMnˆn skew-symmetric, and Hp “ E13`E31`p´1qppE24`E42q.pg:exp_AN

We are going to write down a general element of AN (forgetting for the moment Wi and Vj).
Since rH1, H2s “ rM,N s “ 0, the only product to be considered is etH1euH2eaMebM . Our first task
is to exponentiate the matrices of A and N . The first is quite easy: since H2

p “ 1,

etHp “
ÿ

k

tk

k! p1if kis even, Hp if k is oddq “ pcosh tq1` psinh tqHp;

then

etH1euH2 “

¨
˚̊
˝

cosh ξ 0 sinh ξ 0
0 cosh η 0 sinh η

sinh ξ 0 cosh ξ 0
0 sinh η 0 cosh η

˛
‹‹‚ (66.143)

with the change of variable eq:chm_xi_eta

ξ “ t` u, (66.144a)
η “ u´ t. (66.144b)

For the second, we remark that eaM “ 1` aM and ebN “ 1` bN because M2 “ N2 “ 0. The
result is:

eaMebN “

¨
˚̊
˝

1´ 2ab b` a 2ab b´ a
´b´ a 1 b` a 0
´2ab b` a 1` 2ab b´ a
b´ a 0 a´ b 1

˛
‹‹‚. (66.145)

Remark that, by construction, matrices of N are nilpotent. But a sum of nilpotent matrices is
nilpotent and exponential on nilpotent matrices is easy to compute. Hence there are no obstructions
to compute an explicit general matrix of AN , this is done at the page 3850.

Now, we compute some commutators of the different matrices that we had seen.

rVi,Wjs “ δijAp0,2q (66.146a)
rVi, Xjs “ 2δijAp0,0qp´1, 0q ` 2pEij ´ Ejiq (66.146b)
rXi, Yjs “ δijλp0,´2q (66.146c)
rWi, Xjs “ δijλp´2, 0q (66.146d)
rVi, Yjs “ δijλp2, 0q (66.146e)
rWi, Yjs “ ´2δijAp0,0qp0, 1q (66.146f)
rVi, Vjs “ 0 (66.146g)

rλp0, 2q, λp0,´2qs “ 4Ap0,0qp´1,´1q (66.146h)
rλp2, 0q, λp´2, 0qs “ 4Ap0,0qp´1, 1q (66.146i)

rHp,Krss “ δr3pVs ´K3sq ´ δs3pVr ´K3rq
` p´1qprδ4rpWs ´K4sq ´ δ4spWr ´K4rqs, (66.147a)
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rHp,Kas “ p´1qp`1p12pN ´Mq ´K34q ` 1
2pN `Mq ´Ka. (66.147b)

The non-zero commutators in A‘N are: TabelPrem

rVi,Wjs “ δijM rWi, N s “ ´2Vi (66.148a)
rH1, Vis “ ´Vi rH2, Vis “ Vi (66.148b)
rH1, N s “ 2N rH2,M s “ 2M (66.148c)
rH1,Wis “Wi rH2,Wis “Wi. (66.148d)

66.5.7 Application: an isomorphism of Lie algebra
sssIsomsoslplussl

Root spaces are a powerful tool in proving isomorphisms of Lie algebras. Comparing the tables
of slp2,Rq and sop2, 2q given in 53.322 and 66.137, it is easy to prove the following.

Proposition 66.46.
We have

sop2, 2q “ slp2,Rq ‘ slp2,Rq (66.149)

as isomorphism of Lie algebras.

Proof. The algebra sop2, 2q has the following root spaces:

λp0, 2q λp2, 0q
λp0,´2q λp´2, 0q

with A “ tH1, H2u. So, by construction the vector space g1 generated by tH1, λp2, 0q, λp´2, 0qu
is a Lie subalgebra of sop2, 2q with roots equal to 2 and ´2; the corresponding root spaces being
one dimensional. Looking on the root spaces of slp2,Rq, we see that they are exactly the same.
Thus g1 “ slp2,Rq. The same is true for g2 “ tH2, λp0, 2q, λp0,´2qu and we also have rg1, g2s “ 0
because of property (2) of proposition 53.127. Thus we have

sop2, 2q “ g1 ‘ g2 “ slp2,Rq ‘ slp2,Rq,

as announced.

66.6 Openness of orbits in homogeneous spaces
SecDNqdJOppg:orbit_ssvar

Proposition 66.47.
The orbits of AN are submanifolds of G{H.

Proof. Indeed proposition 58.7 makes R{pRXHq the orbit of πpeq by R and assure us that it is a
submanifold of G{H. That proves the proposition for the orbit of e.

For the other orbits, we consider the group Rz “ Adpz´1qR which is also a Lie subgroup of
G. The space Rz{pRz XHq is isomorphic to the orbit of πpeq under the action of Rz. Therefore
zRrz´1s is a submanifold of G{H and the very definition of a Lie group makes that Rrz´1s is a
submanifold too.

tho:pr_ouvert

Theorem 66.48.
If R is a subgroup of G with Lie algebra R, then the orbit R·ϑ is open in G{H if and only if the
projection proj : R Ñ Q parallel to H is surjective.

The projection is defined by projpXq “ XQ if X “ XQ `XH is the decomposition of X P G
with respect to the decomposition G “ H‘Q. We need two lemmas before to prove the theorem.
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Lemma 66.49.
The orbit R·ϑ is open if and only if

SpantXϑ̊ |X P Ru “ TϑM

where X˚ is the fundamental field defined by equation (66.5). lem:equiv_1

Proof. From general theory of fundamental fields (lemma 53.19) we know that

SpantXϑ̊ |X P Gu “ TϑM.

The game is now to prove that one can replace G by R if and only if R·ϑ is open.
Necessary condition. If R·ϑ is open, we have a neighbourhood of ϑ which is contained in R·ϑ.
Then for any X P G, and for a small enough t, the element e´tX ·ϑ belongs to R·ϑ. Hence we
have a path rXptq in R such that e´tX ·ϑ “ rXptq·ϑ:

d

dt

”
e´tX ·ϑ

ı
t“0

“ d

dt

”
rXptq·ϑ

ı
t“0

.

Since rXptq is a path in R, we can replace it by a e´tY with a Y P R in the derivative. For this Y ,
we have Xϑ̊ “ Yϑ̊ .
Sufficient condition. We have dimpR·ϑq “ dim SpantXϑ̊ tel que X P Ru “ dimTϑM , so R·ϑ
has the same dimension as M . The conclusion follows from the fact that a submanifold is open if
and only if it has maximal dimension.

Lemma 66.50.
The canonical projection is surjective from R to the tangent space to identity:

SpantXϑ̊ |X P Ru “ dπepRq. (66.150)eq:equiv_2eq:equiv_2

XsdpiR

Proof. Consider the following computation when X P R “ TeR is given by the path Xptq “ etX :

dπeX “ d

dt

”
rXptqs

ı
t“0

“ d

dt

”
etXϑ

ı
t“0

“ Yϑ̊ (66.151)

with Y “ ´X. Reading these lines from left to right shows that dπepRq Ď tXϑ̊ : X P Ru while
reading it from right to left shows the inverse inclusion.

We are now able to prove the theorem.

Proof of theorem 66.48. From lemma 66.49 and lemma 66.50, the orbit R·ϑ is open if and only if
dπe : R Ñ TϑM is surjective. On the one hand any X P R can uniquely be written as X “ XH`XQ
with XH P H and XQ P Q. On the other hand it is clear that dπeXH “ 0, thus R·ϑ is open if
and only if dπe : projQ R Ñ TϑM is surjective.

Now, recall that dπe is surjective from G, hence it is surjective from Q. The first conclusion
is that if proj : R Ñ Q is surjective, then R·ϑ is open. The inverse implication remains to be
proved.

We know that openness R·ϑ implies that dπe : projQ R Ñ TϑM is bijective (surjective
because R·ϑ is open and injective because dπe : Q Ñ TϑM is injective by lemma 66.5). From all
that, one concludes that projQ R “ Q. Indeed, suppose that XQ P Q and XQ R projQ R. Since
dπe : projQ R Ñ TϑM is surjective, there exists a X 1

Q P projQ R such that dπeX 1
Q “ dπeX

1
Q.

This is impossible because dπe is injective from the whole Q.
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66.7 Symplectic symmetric spaces
Definition 66.51.
A symplectic symmetric space is a triple pM, s, ωq where pM, sq is a symmetric space, pM,ωq
is a symplectic space such that sx̊ω “ ω for every x PM .

Remarque 66.52.
We can weaken the symplectic condition in the definition and only ask for ω to be non degenerate
because the condition sx̊ω “ ω implies dω “ 0.

66.7.1 Example

Let G “ SLp2,Rq and look at the coadjoint action Ad˚ : GÑ GLpg˚q. We consider the element
Z “ E ´ F and the orbit

O “ Ad˚pGqpZ5q. (66.152)

The space g˚ has the metric
xX5, Y 5y “ βpX,Y q (66.153)

Let us consider ϑ “ Z5 P g˚ and consider the stabilizer:

StabϑpOq “ tg P G tel que Ad˚pgqZ5 “ Z5u. (66.154)

The Lie algebra is given by

StabϑpOq “ tX P g tel que Z5 ˝ adpXq “ 0u. (66.155)

The condition of the Lie algebra reads

0 “ xZ5, rX,Y sy “ βpZ, rX,Y sq “ ´β`rX,Zs, Y ˘ (66.156)

for every Y , which implies rX,Zs “ 0 because β is nondegenerate. Now, in slp2,Rq, the only
possibility is that X is proportional to Z. Thus the Lie algebra reduces to RZ in fact.

66.7.2 Algebraic setting

We want now to encode the symplectic space structure in an algebraic data. What we are
going to discover is the notion of symplectic triple that will be developed in section 66.7.3.

Let pG, σq be an involutive Lie group and H a closed subgroup of G such that

Gσ0 Ă H Ă Gσ. (66.157)

Let π be the projection π : GÑM “ G{H.
The symmetry on the quotient G{H is given by the theorem 66.17:

srgsrg1s “ “
σpg´1g1q‰ (66.158)EaSymGHEaSymGH

Now, if we denote by σ the differential dσe, we can decompose the Lie algebra G into G “ H‘P
and we have the isomorphism (see lemma 66.5)

dπe|P : P Ñ TϑpMq (66.159)

where ϑ “ res. Thus we can see the form ωϑ on P by

Ω “ `
dπe|P

˘˚
ωϑ (66.160)

and the space pP,Ωq becomes a symplectic vector space.

Lemma 66.53.
We have
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(1) the space K “ rP,Ps is a Lie subalgebra of H,
(2) the adjoint action of K over P preserves the symplectic form, i.e.

Ω
`rZ,Xs, Y ˘` Ω

`
X, rZ, Y s˘ “ 0 (66.161)

Proof. Sketch of the proof.
Let xj , yj P P. Using the Jacobi identity on the nested commutator

“rx1, y1s, rx2, y2s
‰

and the
facts that rP,Ps Ă H and rH,Ps Ă P, we find the commutator of two elements of rP,Ps belongs
to rP,Ps.

First we consider GpMq “ K ‘ P and GpMq, the associated Lie group. Then we have

M » GpMq{K. (66.162)

Now one can see that the group GpMq is generated by the products tsϑsxu with x PM . Indeed
let X P P and look at exppPq as map on M . Using the symmetry (66.158) and the fact that
σeX{2 “ e´X{2, we have

sexppX{2q ·ϑϑ “ eX{2“σre´X{2s‰ “ reXs “ eX ·ϑ. (66.163)

If we act on an other point than ϑ, we have

sreX{2srgs “ eX{2“σpe´X{2gq‰

“ eX{2“eX{2σpgq‰

“ eXsϑrgs
(66.164)

because
“
σpgq‰ “ sϑrgs.

Now, using the lemma 53.73, the fact that the elements eX with X P P generate eP in G
implies that it also generate the elements of the form erP,Ps and then the whole GpMq. Since the
elements eP are of the form sxsϑ, we conclude that GpMq is generated by the products sxsϑ.

Thus we have g˚ω “ ω for every g P GpMq because ω is preserved by all the symmetries.

66.7.3 Symplectic triple
SubSecTripleSylple

A symplectic triple is the data of the triple pG, σ,Ωq where pG, σq is an involutive Lie algebra
and Ω is a K-invariant nondegenerate 2-form Ω P Λ2pP˚q. The K invariance means that for every
Z P K and X,Y P P,

Ω
`rZ,Xs, Y ˘` Ω

`
X, rZ, Y s˘ “ 0. (66.165)

A symplectic triple is the infinitesimal version of a symplectic symmetric space. The following
more abstract version of the definition comes from [922]:

Definition 66.54.
The triple pG, σ,Ωq is a symplectic triple when Ω P Λ2G and

(1) If G “ K‘P is the decomposition of G into eigenspaces of σ, then rP,Ps “ K and the adjoint
representation of K on P is faithful. (K is the eigenspaces with eigenvalue `1 of σ while P
is the one of ´1)

(2) The 2-form Ω is a Chevalley 2-cocycle for the trivial representation of G on R.
(3) ipKqΩ “ 0 and Ω|PˆP is nondegenerate.

Notice that rP,Ps Ă K is automatic from the definition of P and K as eigenspaces of σ; the
hypothesis is the equality.

Let us now see how one build a symplectic symmetric space from the data of the symplectic
triple pG, σ,Ωq. First we consider G, the group associated with G and M “ G{K with the left
invariant form ω build on Ω.
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66.7.4 Example on the Heisenberg algebra

Let H “ V ‘RE be the Heisenberg algebra of pV,Ω0q, and consider the derivation

D “ Id |V ‘ p2 Idq|RE . (66.166)

If we consider the algebra A “ RH, we build the semi direct product

S “ A˙D H (66.167)

with the definition rH,xs “ Dpxq when x P H .
An other split extension that can be done is

G0 “ A¸ρ pH ‘H q (66.168)

with ρ “ D‘p´Dq. The algebra G0 is to be endowed with a symplectic triple structure. We define
σ0 : G0 Ñ G0

σ0px, yq “ py, xq P H ‘H

σ0pHq “ ´H (66.169)

and pG0, σ0q is an involutive automorphism. Indeed, we have

σrH,x‘ ys “ σ
`
Dx‘ p´Dyq˘ “ ´Dy ‘Dx, (66.170)

while “
σH, σpx‘ yq‰ “ r´H, y ‘ xs “ ´Dy ‘Dx. (66.171)

Let us take the notation
W˘ “ tpw,˘wquwPW . (66.172)EqDefNitWpmEqDefNitWpm

If we decompose G0 “ K0 ‘ P0, we have

K0 “ H`
P0 “ A‘H´.

(66.173)

We have H P P x‘ p´xq P P and x‘ x P K.
In fact we have an identification between S and P0 by

S Ñ P0

a` x ÞÑ a` x´
(66.174)

where x˘ “ 1
2px,˘xq. Using the notation (66.172), we write

K “ H`
P “ A‘H´.

(66.175)

Under that identification we have le following lemma.

Lemma 66.55.
We have

Λ2pP0̊ q » Λ2pS˚q (66.176)
and if we define

ΩSpa` x, a1 ` x1q “ Ωpa` x´, a1 ` x1́ q, (66.177)
we have Ω P Λ2pP0̊ q and it is K0 invariant if and only if the two conditions

ΩSpE,H q “ 0

ΩS |V ˆV “ 1
2ΩSpH,EqΩ0.

(66.178)

hold.
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Proof. Let us write down the condition of K-invariance of the symplectic form

Ω
`rx`, a` y´s, a1 ` y 1́ ˘` Ω

`
a` y´, rx`, a1 ` y 1́ s˘ “ 0. (66.179)

If we develop x` and y´, the commutator in the first term becomes

“1
2px, xq, a`

1
2py,´yq

‰ “ ´a2 pDx,´Dxq `
1
4
`rx, ys,´rx, ys˘. (66.180)

The first term is rewritten as rx, as´, while the second term is 1
2 rx, ys´. The sum is then rx, a` 1

2ys´.
Looking at the definition of ΩS , the invariance condition reads

0 “ Ω
`rx, a` 1

2ys, a
1 ` y1˘` ΩS`a` y, rx, a1 ` 1

2y
1s˘

“ ΩS`´ aDx` 1
2Ω0px, yqE, a1 ` y1˘` ΩS`a` y,´a1Dx` 1

2Ω0pxV , y1
V qE

˘
.

(66.181)

If we look at that condition with a1 “ 0, a “ 1, xV “ 0 and y “ 0 and taking into account
Dx “ xV ` 2xEE we find

ΩSp2xEE, y1q “ 0, (66.182)

so that ΩSpE, y1q. We conclude that a necessary condition for the invariance is

ΩZpE,H q “ 0. (66.183)

Now if we consider y1 P V , xE “ 0 and xV ‰ 0, we find

ΩS |V ˆV “ 1
2ΩSpH,EqΩ0. (66.184)

One can check that these two conditions insure the K-invariance of ΩS .

To each non degenerate form satisfying these two conditions corresponds a symplectic triple
pG0, σ0,Ωq.

66.7.5 Realization as coadjoint orbit

Let pM “ G{H, s, ωq be a symmetric symplectic space. We are going to study under which
conditions we can realise M as a coadjoint orbit, i.e. we want the two conditions

(1) there exists a ξ0 P G˚ such that StabGpξ0q “ H where Stab stands for the stabilizer for the
coadjoint action of G. Let

Φ: M Ñ Ad˚pGqξ0 “ O
rgs ÞÑ Ad˚pgqξ0

(66.185)

be the identification between M and the coadjoint orbit O.
(2) The identification Φ fits the symplectic structures:

Φ˚ωO “ ω (66.186)

where ωO is the canonical symplectic structure on the coadjoint orbit given by (59.14).

Definition 66.56.
A good polarization associated to ξ0 is a Lie subalgebra B of G which is maximal for the property
δξ0|BˆB ” 0 where the alternate bilinear 2-form δξ0 on G is defined by

δξ0 “ xξ0, r., .sy. (66.187)
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If B is a good polarization, we consider B “ exppBq and we have a representation χ : B Ñ Up1q
given by

χ : B Ñ Up1q
exppyq ÞÑ eixξ0,yy.

(66.188)

It turns out that χ is a representation even when B is non abelian. Indeed, if x, y P B, we have

χpexeyq “ χpex`y`W q “ eixξ0,x`y`W y “ eixξ0,x`yy “ χpexqχpeyq (66.189)

where W is a combination if commutators of x and y (Campbell-Baker-Hausdorff 8) so that by
definition of B, xξ0,W y “ 0.

Since we are in the hypothesis (see subsection 60.8.2), we can define the induced unitary
representation

U : GÑ UpHχq (66.190)

where Hχ “ L2pQ, dqq. Let dg be the left invariant Haar measure on G. To each u P L1pG, dgq,
we make correspond an operator Upuq on Hχ given by

xUpuqφ,ψy “
ż

G
upgqxUpgqφ,ψydg (66.191)EqDefUudansHhEqDefUudansHh

for every φ,ψ P Hχ. Let us prove that this integral exists. We have

|xUpgqφ,ψy| ď
ż

G
|upgq||xUpgqφ,ψy|dg, (66.192)EqIntdefUgGdgvppsiEqIntdefUgGdgvppsi

but the Cauchy-Schwarz inequality shows that |xUpgqφ,ψy| ď |Upgqφ||ψ| “ |φ||ψ|, so that the
integral in (66.192) is smaller than

|φ||ψ|
ż

G
|upgq|dg (66.193)

which exists because we supposed u P L1pG, dgq.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 66.57
The following paragraph can be more precise.

We can rewrite the definition (66.191) using the measure theory given around section 61.2.
Indeed the space BpH q of bounded operators 9 on the Hilbert space H is endowed with the
operator norm for which BpH q becomes a normed algebra (}AB}op ď }A}op}B}op). The unitary
group UpH q is a subalgebra (because it is closed for the composition), so that one can consider,
for each function u, the function

GÑ BpH q
g ÞÑ upgqUpgq (66.194)

and its integral ż

G
upgqUpgqdg (66.195)

which is an element in BpH q. This integral is well defined in BpHχq because

}
ż

G
upgqUpgqdg}op ď

ż

G
|upgq|· }Upgq}opdg “ }u}L1 . (66.196)

Using the measure theory, one can prove that

xUpuqφ,ψy “ x`
ż

G
upgqUpgqdg˘φ,ψy. (66.197)

8.
9. For linear operators on Hilbert spaces, the fact to be bounded is equivalent to continuity.
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What we build up to here is a map

U : L1pG, dgq Ñ BpHχq
u ÞÑ Upuq (66.198)

given by
Upuq “

ż

G
upgqUpgqdg. (66.199)

This map is linear and continuous because }Upuq}op ď }u}L1 .
We are now going to use the symmetry on M in order to descend U from L1pG, dgq to L1pMq.

Let us take a look at the two projections from G:

G
πM
//

πQ

��

G{H

G{B

(66.200)

If X,Y P H, we recall that the definition of adpXq˚ is

xξ0, rX,Y sy “ ´xadpXq˚ξ0, Y y, (66.201)

but, since etX P Stabpξ0q, we have d
dt

”
AdpexpptXqq˚ξ0

ı
t“0

“ 0, thus

xadpXq˚ξ0, Y y “ 0 (66.202)

and we can suppose that the good polarization B contains H. In that case we have the well defined
map

π̃ : G{H Ñ G{B
gH ÞÑ gB

(66.203)

This is well defined because, since H Ă B, we have

π̃pghHq “ ghB “ gB (66.204)

for every h P H.

Lemma 66.58.
The map π̃ is a submersion.

Proof. No proof.

The following diagram commutes:

G
πM
//

πQ

��

G{H

π̃{{
G{B

(66.205)

Still two assumptions about σ:
(1) we suppose that B is stable under σ,
(2) we suppose that ξ0 is σ-invariant, that is ξ0pσXq “ ξ0pXq.

The second assumption is easy to fulfill. If ξ0 is not σ-invariant, we consider

ξ1
0 “

1
2pξ0 ` σ˚pξ0qq (66.206)

instead.
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Now, the symmetry
σH : M ÑM

gH ÞÑ σpgqH (66.207)

descends to Q as
σ : QÑ Q

gB ÞÑ π̃
`
σHpgHq

˘ “ σpgqB. (66.208)

The so defined map σ is well defined because

σpgbBq “ σpgbqB “ σpgqσpbqB “ σpgqB “ σpgBq. (66.209)

Lemma 66.59.
Using the hypothesis of σ-invariance of ξ0, we have that

σ˚ : C8pG,CqB Ñ C8pG,CqB, (66.210)

the image of a B-equivariant function on G by σ˚ is still B-equivariant.

Proof. Let φ̂ P C8pG,CqB, then we have

pσ˚φ̂qpgbq “ φ̂
`
σpgqσpbq˘

“ χ
`
σpbq´1˘φ̂

`
σpgq˘

“ e´ixξ0,σ logpbqyφ̂pσgq
“ e´ixξ0,logpbqypσ˚φ̂qpgq because ξ0pσXq “ ξ0pXq
“ χpb´1qpσ˚φ̂qpgq.

(66.211)

Since the measure dq is σ˚-invariant by hypothesis, we have
ż

Q
pσ˚uqpqqpσ˚vqpqqdq “

ż

Q
upq1qvpqqσ˚dq “

ż

Q
upq1qvpqqdq (66.212)

where we used the change of variable q1 “ σq. A consequence is that σ˚ is an involution

σ˚ : L2pQ, dqq Ñ L2pQ, dqq. (66.213)

Since, in an abstract way, we denoted L2pQ, dqq by Hχ, we denote by Σ the involution σ˚ on Hχ.
Now we consider the function

Ω: GÑ UpHχq
g ÞÑ UpgqΣUpg´1q (66.214)

which is a composition of unitary maps. This is not a representation of the group G, but we have

Ωpghq “ Ωpgq (66.215)

for every h P H and g P G. Indeed let us compute {Ωpghqφ for φ P DpQq. We have

{Ωpghqφ “ Ûpghqσ˚Ûph´1g´1qφ̂ “ ÛphqÛphqσ˚Ûph´1qÛpg´1qφ̂. (66.216)EqwOshvhvklEqwOshvhvkl

The element h only appears in the combination Ûphqσ˚Ûph´1q, so let us see how it acts on an
equivariant function φ̂. If we evaluate it on g0 we find

`
Ûphqσ˚Ûph´1qφ̂˘pg0q “

`
σ˚Ûph´1qφ̂˘ph´1g0q “ φ̂

`
hσph´1g0q

˘
. (66.217)EqbhUsigmastargziEqbhUsigmastargzi
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Let us recall that we are in the context 10 of subsection 60.8.1: the representation U on DpQq comes
from the regular left representation Û on C8pG,CqB. Thus we have

`
Ûpgqφ̂˘pg0q “ φ̂pg´1g0q.

Equation (66.217) is thus equal to

φ̂
`
hσph´1g0q

˘ “ φ̂
`
hσph´1qσpg0q

˘ “ φ̂
`
σpg0q

˘ “ pσ˚φ̂qpg0q, (66.218)

so that equation (66.216) does not depend on h, which proves that

Ωpghq “ UpgqΣUpg´1q “ Ωpgq. (66.219)

One consequence of this circumstance is that Ω is a function which pass to the quotient GÑ G{H.
Thus we consider the map

Ω: M “ G{H Ñ UpHχq Ă BpH q. (66.220)

Since M is a symplectic manifold, we have a natural volume form

dx “ 1
n!ω

n (66.221)

where n “ 1
2 dimM . This measure allows us to consider the map

Ω: L1pM,dxq Ñ BpH q
u ÞÑ Ωpuq (66.222)

defined by
Ωpuq “

ż

M
upxqΩpxqdx (66.223)

which is a continuous linear map. This is not a representation (even on G the initial Ω was not
a representation and M is not a group), but it is an unitary representation of M in the following
sense.

Definition 66.60.
An unitary representation is a map Ω: M Ñ UpH q of the symmetric space M when it satisfies
to the properties

(1) ΩpxqΩpyqΩpxq “ Ωpsxyq
(2) Ωpxq2 “ Id |H .

for every x, y PM .

66.8 Hermitian and symplectic spaces
SecHermEtSymplecticSpaces

If ANK is the Iwasawa decomposition of a Lie group 11, one can consider the manifold M “
G{K. There is a natural identification

P “ TKM

where P comes from the Cartan decomposition G “ P‘K. Indeed, the Iwasawa theorem says that
M » AN so that a path in it reads gptq “ aptqnptq with gp0q “ e. But one has a diffeomorphism
AˆNˆK Ñ G, so that gp0q “ e implies ap0q “ np0q “ e. Thus Leibniz makes g1p0q “ a1p0q`n1p0q
and g1p0q P A‘N “ P.

Let us recall that when G is a Lie group, and H a closed connected subgroup of G, G{H is a
manifold on which G acts. This structure is an homogeneous space. If moreover H is the set
of the fixed points of an involution on G, G{H is says to be a symmetric space.

More precisely, the involution is a θ : G Ñ G which let fixed H Ă G; then H is the connected Lie
group whose Lie algebra is H. All this makes that the G{K from Iwasawa is a symmetric space.

10. With many notational incoherences.
11. c’est pas mal de dire quel genre de groupes : simple ? semi ? compact ?
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DefCLtjFtD

Definition 66.61.
Here, M denotes a connected smooth manifold. An almost complex structure on M is a p1, 1q
tensor field J such that @X P XpMq,

pJ ˝ JqX “ ´X. (66.224)

The tensor field J is a complex structure when moreover it satisfies the integrability condition:
@X,Y P XpMq,

NpX,Y q :“ rX,Y s ` JrJX, Y s ` JrX, JY s ´ rJX, JY s “ 0. (66.225)DefComplStructDefComplStruct

We already spoke about complex structure in order to define the signed curvature of planar
curve around the definition 21.72.

DefSymHermMGKalg

Definition 66.62.
The symmetric space M “ G{K is hermitian if there exists an endomorphism J P End P,
J : P Ñ P such that

J2 “ ´idP , (66.226a)eq:herm_1eq:herm_1

BpJX, JY q “ BpX,Y q @X,Y P P, (66.226b)eq:herm_2eq:herm_2

adpkq ˝ J “ J ˝ adpkq @ k P K. (66.226c)eq:herm_3eq:herm_3

def:hermitien

Since one has the identification P “ TKM , J is only defined on TresM . The following proposi-
tion extends the definition.

prop:ext_J

Proposition 66.63.
The hermitian structure J can be extended to a complex structure J on the whole TM .

Proof. For X P TrgsM , we define

JpXq :“ dLg ˝ J ˝ dLg´1X. (66.227)

where dL is the differential of Lg : G{K Ñ G{K, Lgrhs “ rghs. From this, J2pXq “ ´X because

pJ ˝ JqX “ pdLgJdLg´1q ˝ pdLgJdLg´1qX “ dLgJ
2dLg´1X “ ´X. (66.228)

On the other hand, J satisfies adpkq ˝ J “ J ˝ adpkq and we want the same for J :

adpXq ˝ J “ J ˝ adpXq
for X P TrgsM . Note that it is true for rgs “ res because TresM “ K. Let us consider X P TrgsM ,
and let us see what is

`padXq ˝ J˘Y for a Y P TrgsM . Consider x, y P TresM such that X “ dLgx
and Y “ dLgy. Suppose one has

adpdLgxqY “ dLg ˝ adpxqpdLg´1Y q; (66.229)eq:supposeeq:suppose

then one can compute
`

adpXq ˝ J˘Y “ adpdLgxq ˝ dLg ˝ J ˝ dLg´1Y (66.230a)
“ dLg adpxq ˝ J ˝ dLg´1Y (66.230b)subEqEMyROwAsubEqEMyROwA

“ dLg ˝ J ˝ adpxq ˝ dLg´1Y (66.230c)
“ pdLg ˝ J ˝ dLg´1q ˝ pdLg ˝ adpxq ˝ dLg´1q (66.230d)
“ J ˝ adpXqY. (66.230e)
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The line (66.230b) comes from adpxq ˝ J “ J ˝ adpxq because x P TresM .
Now, we prove equation (66.229) which is rewritten in a more convenient way as rdLgx, Y s “

dLgrx, dLg´1Y s. Thus one has to see if for any x, y P TresM ,

dLgrx, ys “ rdLgx, dLgys.
This is true because of [781], proposition 3.3, page 34. Now we know that @X P TrgsM we have
J ˝ adpXq “ adpXq ˝ J and J 2X “ ´X. In order to have a complex structure, one also need to
check condition (66.225), which is true because

JrJX, Y s “ ´ adY ˝ JJX “ adpY qX “ rX,Y s,
JrX, JY s “ J ˝ adpXqJY “ ´rX,Y s,
´rJX, JY s “ ´pad JX ˝ JqY “ ´Jpad JXqY “ ´rY,Xs.

(66.231)

If X P TrgsM ,

pJ ˝ dLhqX “ dLhg ˝ J ˝ dLphgq´1dLhX

“ dLhg ˝ J ˝ dLg´1X

“ dLh ˝ dLg ˝ J ˝ dLg´1X

“ pdLh ˝ JqX.
so we have an important property:

J ˝ dLh “ dLh ˝ J. (66.232)eq:J_dLeq:J_dL

From now, it is clear that we will often forget the bar on J . In the same way that J extends to M ,

Proposition 66.64.
For X, Y P TrgsM , the formula

BpX,Y q :“ BpdLg´1X, dLg´1Y q (66.233)eq:BdLeq:BdL

defines a Riemannian metric on M .

Proof. One has to see that it is nondegenerate. Say that Z P TrgsM is such that for any X,
BpZ,Xq “ 0. Then BpdLg´1Z, dLg´1Xq “ 0. But dLg is a vector space isomorphism because
dLgpoq “ d

dt

”
LgpXtq

ı
t“0

with Xt, a constant path at res PM .
But since B is nondegenerate, the definition (66.233) says us dLg´1Z “ 0, and then Z “ 0.

Now, one knows 12 that
ωMx pX,Y q “ gxpJX, Y q (66.234)

defines a G-invariant symplectic structure on M .
In order to see it, one has to show that pM, g, Jq is a Kähler structure. The G-invariance

comes from the extension of Killing form that we had chosen: @X,Y P TrgsM , BrgspX,Y q “
BpdLg´1X, dLg´1Y q. It is clear that

BrhgspdLhX, dLhY q “ BrgspX,Y q. (66.235)

From this and equation (66.232), one can see the G-invariance of ωM :

ωMrhgs
`pdLhqrgsX, pdLhqrgsY

˘ “ BrhgspJdLhX, dLhY q “ BrhgspdLhJX, dLhY q
“ BrgspJX, Y q “ ωMrgspX,Y q.

(66.236)

The formulation of the G-invariance is

ωMrhgs
´
pdLhqrgsX, pdLhqrgsY

¯
“ ωMrgspX,Y q. (66.237)

12. Cf cours de géométrie symplectique
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66.8.1 The Chevalley cohomology

Let G be a Lie algebra (maybe infinite dimensional) and pV, ρq a representation of G on the
vector space V . The Chevalley cohomology of G associated with the representation ρ is given
by the following definitions:

A p-cochain is a map C : G ˆ . . .ˆ Glooooomooooon
p times

Ñ V which is multi-linear and skew-symmetric. In

particular, a 1-cochain is a linear map ξ : G Ñ V . In the case of the trivial representation on R, a
1-cochain is an element of G˚. The coboundary of a p cochain is the p` 1-cochain given by

pδCqpX0, . . . , Xpq “
pÿ

i“0
p´1qiρpXiqCpX0 . . . , X̂i, . . . , Xpq

`
ÿ

iăj
p´1qi`jC`rXi, Xjs, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xp

˘
.

(66.238)

The main property is δ2 “ 0. The others definitions are as usual: a p-cocycle is a p-cochain C such
that δC “ 0, a p-coboundary is a p-cochain which can be written as δB for some pp´ 1q-cochain
B. Finally, the cohomology classes are:

Hp
pV,ρq “

p-cocycles
pcochain “ Hp

ρ pG, V q. (66.239)

When one consider the trivial representation, i.e. ρpXq “ 0, a 1-cochain is ξ P G˚ and

pδξqpX,Y q “ ´ξprX,Y sq. (66.240)EqDefcochaintrivCEqDefcochaintrivC

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 66.65
Au cas où ça t’intéresserait, je te dis que le signe moins, tu ne l’as ajouté qu’en février 2007.
T’étonnes pas si y’a des signes qui foirent plus bas.

Now, on the symmetric hermitian space M “ G{K, one defines a Ω P Λ2pG˚q by

ΩpX,Y q “ BpJX, Y q for X,Y P P (66.241a)eq:def_Omega_1eq:def_Omega_1

ΩpK,Gq “ 0. (66.241b)eq:def_Omega_2eq:def_Omega_2

A great property of this definition is that Ω is a 2-cocycle for the trivial representation of G on
R:

ΩprX,Y s, Zq ` ΩprY,Zs, Xq ` ΩprZ,Xs, Y q “ 0.

Indeed, if X ,Y , Z P P, the commutators are in K, so that (66.241b) makes the whole null. The
second case is X, Y P P and Z P K; for this, we are led to consider the quantity ´BprY, Zs, JXq´
BprZ,Xs, JY q. The first term can be transformed as:

BprY,Zs, JXq “ ´BpJrY,Zs, Xq by def. (66.226b)
“ BprZ, JY s, Xq by def. (66.226c)
“ ´BpJY, rZ,Xsq ad´invariance of B
“ ´BprZ,Xs, JY q.

So it is zero.

Lemma 66.66 (Whitehead’s lemma).
If G is a finite dimensional semisimple Lie algebra and ρ a non trivial 13 representation of G on
V , then @ q ě 0,

HqpG, V q “ 0.
13. Ce qui n’est pas le cas ici
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This gives us the existence of a ξ0 P G˚ (an Chevalley 1-cochain) such that

δξ0 “ Ω.

ξ0 “ BpZ0, .q. (66.242)eq:Z_0eq:Z_0

Definition 66.67.
The center of the Lie algebra G is the set ZpGq Ă G of elements Z such that rZ,Xs “ 0 for every
X P G. See also the definition of a centralizer on page 2992.

Proposition 66.68.
The Z0 defined in (66.242) and the J of proposition 66.63 satisfy

Z0 P ZpKq, (66.243a)
J “ ˘ adpZ0q|P . (66.243b)

Proof. First, we see that for any K P K, rZ0,Ks “ 0. We know from (66.241b) that @G P G,
K P K, ΩpK,Gq “ 0, or

0 “ δBpZ0, .qpK,Gq “ ´BpZ0, .qprK,Gsq “ BprK,Z0s, Gq, (66.244)

thus rK,Z0s “ 0 because B is nondegenerate. We will see below that Z0 P P is not possible. On
the other hand, the condition (66.241a) gives us

BprX,Z0s, Y q “ BpJX, Y q
for any Y P P. Thus rX,Z0s “ JX and the second claim follows. Let us now see that Z0 P P is
not possible (and so we finish the proof of the first claim). We know that J2X “ rZ0, rZ0, Xss,
but for Z0, X P P, rZ0, Xs P K and so J2X “ 0 which is not possible.

Lemma 66.69.
A symmetric space G{K is hermitian if and only if ZpKq ‰ 0.

Proof. If the space is hermitian, we just said that the J can be written under the form J “
´ adpZ0q|P for a Z0 P ZpKq. For the sufficient condition, we define J “ ´ adpZ0q for a certain
Z0 P ZpKq. As a first point for all k P K and p P P,

pJ ˝ ad kqp “ rrk, ps, Z0s “ ´rrp, Z0s, ks ´ rrZ0, ks, ps “ rk, rp, Z0ss “ pad k ˝ Jqp (66.245)

The two other points are

J2 “ p´ adZ0qrX,Z0s “ ´rrZ0, Xs, Z0s (66.246a)

and

BprZ0, Xs, rZ0, Y sq “ ´BpX, rZ0, rZ0, Y ssq “ BpX,Y q (66.246b)

These are true if rrZ0, Xs, Z0s “ X 14

Let us prove that M :“ kerpadZ0q “ 0. For remark that pG, Bq is a Riemannian space and let
W be the orthogonal complement of M in P. We begin to prove that M is pad Kq-invariant.

If x P |Zy0 and k P K, then

rZ0, rk, xss “ ´rk, rx, Z0ss ´ rx, rZ0, kss “ 0

because rx, Z0s “ 0 “ rZ0, ks. Now if M is pad Kq-invariant, then W “ MK is too because

Bprk, xs,mq “ ´Bpx, rk,msq “ 0

14. Mais je ne vois pas comment obtenir ça. Si adZ0 est un automorphisme de P, alors je suis d’accord.
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since rk, xs P M. So we have the orthogonal direct sum P “ M ‘W . We are now going to see
that rM,W s “ 0. Let X,X 1 P P;

B
`rrm,ws, Xs, X 1˘ “ B

`rm,ws, rX,X 1s˘ “ B
`
w, rrX,X 1s,ms˘ “ 0 (66.247)

since rX,X 1s P K and rrX,X 1s,ms P M from the Kinvariance of M. If we define A “ rm,ws, the
endomorphism adpAq|P is zero.

We know 15 that rK,Ks “ P, and then that

rA, ks “ rA, rp, p1ss “ ´rp, rp1, Ass ´ rp1, rA, pss “ 0.

So rA,Gs “ 0 and A “ 0 because G is semisimple. If we write G “ rP,Ps ‘ P, we find

G “ `rM,Ms ‘M
˘‘ `rW,W s ‘W ˘

,

where the two brackets commute. It furnish a decomposition of G into ideals which impossible
from the semi-simplicity assumption. We conclude that M “ and that adZ0 is bijective on P.

Lemma 66.70.
Let G a simple Lie algebra with Iwasawa decomposition G “ K‘A‘N . We suppose that ZpKq ‰ 0.
Then dim A ě dim ZpN q.
Proof. Let i : R Ñ G be the canonical projection and ξ0 P G˚ such that δξ0 “ Ω. Since KXR “ t0u,
the radical of δpi˚ξ0q is trivial. Indeed, when X P R, we have pi˚ξ0qX “ ξ0X and equation
δpi˚ξ0qpX,Y q “ 0 for all X, Y P R gives BpJX, Y q “ 0 because K XR “ t0u. Then JX “ 0 and
X “ 0. 16.

Let V be the radical of Ω in N ; if z P ZpN q, then ΩpN , zq “ pδξ0qpz,N q “ ξ0rz,N s “ 0. Then
ZpN q Ă V . Now let us consider the map ψ : V Ñ A˚,

ψpvq “ Ωpv, .q|A.

Let us prove that ψ is injective. For, we consider a v P V such that Ωpv,Aq “ 0. Since v P V , we
have rv,N s “ 0 and then Ωpv,N q “ 0. So,

0 “ Ωpv,A‘N q “ δpi˚ξ0qpv,Rq,

and then v “ 0 because the radical of i˚ξ0 in R is only zero. Consequently,

dim A “ dim A˚ ě dimV ě dim ZpN q

because there exists an injection from V into A˚ and ZpN q Ă V .

Lemma 66.71.
Let us suppose that dim A “ 1 and dim G ě 3. Then

(1) The root system is Φ “ t˘α,˘2αu,
(2) N “ Gα ‘ G2α and G2α “ ZpN q
(3) dim ZpN q “ dim A “ 1
(4) There exists a E P ZpN q such that rx, ys “ Ωpx, yqE for all x, y P N . The subspaces A‘N

and Gα are symplectic and orthogonal in pR,Ωq. In particular, N is an Heisenberg algebra.

Proof. No proof.

15. Il faut encore voir d’où sort ce truc.
16. Ça demande que B soit non dégénérée sur R, et je ne vois pas trop pourquoi ce serait vrai.
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This lemma allows us to parametrize R as

r “ aA` x` zE
with x P Gα and a P A because ZpN q is spanned by the unique element E. Now if we consider a
function u P C8pRq, we can define a partial Fourier transform

F puqpa, x, ξq “ ûpa, x, ξq “
ż

ZpN q
e´iξzupaA` x` zEqdz.

Theorem 66.72.
Let consider the diffeomorphism ϕℏ : R Ñ R given by

ϕℏpa, x, ξq “
˜
a,

1
coshpℏξ2 q

x,
sinhpℏξq

ℏ

¸
.

Then
(1) ϕℏ̊S pRq Ă S pRq,
(2) pϕ´1

ℏ q˚S pRq Ă S 1pRq.
where S and its dual S 1 are defined in section 61.1.

We recall the notation for functions: φ˚f “ f ˝ φ.

Proof. For sake of simplicity, we forget about variable a, we pose y “ ℏξ and we look at the
function ϕ : R2 Ñ R2 given by

ϕpx, yq “ psechpy2 qx, sinhpyqq.

Formula ?
2

2 p1`
a

1` y2q1{2 “ cosh
`arcsinhpyq

2
˘
,

allows us to write
ϕ´1px, yq “

ˆ
cosh

´arcsinhpyq
2

¯
x, arcsinhpyq

˙
. (66.248)

We pose pnmpx, yq “ xnym and we are going to study

ppnm ˝ ϕ´1qpx, yq.
It has a polynomial grown because, for large y, sinhpln yq “ 1

2y. Hence arcsinhpyq » lnp2yq. The
matrix of dϕpx,yq is given by

dϕpx,yq “
ˆ

sechpy2 q ´x
2 tanhpy2 q sechpy2 q

0 coshpyq
˙
. (66.249)

Since ϕ is a diffeomorphism, and then is bijective,

sup
aPR2

|pnmpaqpu ˝ ϕqpaq| “ sup
aPR2

|pnmpϕ´1paqqupaq|
ď sup

aPR2
|PMN paqupaq|

(66.250)

for a choice of N , M P N. In order to check the derivatives, we need the asymptotic behaviour of
pu ˝ ϕq1px, yq given components of 17

Bapu ˝ ϕqpx, yq “
ÿ

i

pBiuqϕpx,yqpBaϕiqpx, yq.

17. Pour moi, la composante a “ i “ 2 ne fonctionne pas parce que c’est pB2qϕpx,yq coshpyq.
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The derivatives of ϕ˚u are the quantities

Bapu ˝ ϕ´1qpx, yq “ pBiuqpϕ´1px, yqqBapϕ´1
i qpx, yq.

This has a polynomial behaviour. One can see recursively that the same is true for second deriva-
tives B2

abpu ˝ ϕ´1q and higher. This proves that ϕ˚S pR2q Ă S pR2q.
In order to see that pϕ´1q˚u P S 1 when u P S , we have to prove that

ż

U
|x´Ny´M pϕ´1q˚upx, yqdxdy| ă 8 (66.251)eq:r1181205eq:r1181205

for a choice of N,M . Here, U is the complement in R2 of a compact neighbourhood of the origin.
Indeed, the fact for f to belongs to S 1 is the distribution Tf to belongs to S 1. In other words,
the condition f P S 1 is the continuity of φ Ñ ş

X fφ when φ P S . The essentially resides in the
existence of the integral.

In general – here, f take the role of ϕ˚u – we have

|
ż

X
fφ|

ż
|fφ| ď

ż
|fp´N,´M |

for all N,M ě 0 because φ decrease more rapidly than any polynomial. If we find M and N
such that

ş |fp´N,´M | ă 8, then we prove that the distribution belongs to S 1. In our case more
precisely, we know that φ is smooth. Then it can be majored in any compact set. This is the
reason why we write an integral over U instead of the whole R2.

In equation (66.251), we perform the change of variable a1 “ ϕ´1paq:
ż

U
|x´Ny´M pu ˝ ϕ´1qpaq| da “

ż

U 1

| 1
pMN pϕpa1qqupa

1q||Jϕpa1q| da1

“
ż

U 1

|upaq|ˇ̌
ˇ
`

x
coshp y

2 q
˘N sinhpyqM

ˇ̌
ˇ

ˇ̌
ˇ̌coshpyq coshpy2 q

ˇ̌
ˇ̌ da

“
ż

U 1

ˇ̌
ˇ̌ 1
xN

21´M coshpy2 q
N´M sinhpy2 q

1´M
ˇ̌
ˇ̌ |upaq| da.

(66.252)

The latter integral is finite when M ě 1 and M ą N . 18

The same kind of upper bound 19 holds for the derivatives of u˝ϕ´1 for which we have to study
the behaviour of the inverse matrix pdϕq´1. All this proves that pϕ´1q˚S pR2q Ă S pR2q.

66.8.2 Involutive symmetric Lie algebras

Definition 66.73.
An involutive Lie algebra is a doublet pG, σq where G is a real finite dimensional Lie algebra
and σ : G Ñ G is an involutive automorphism of G.

There are three types of triples pG, σ,Ωq:
(1) the symplectic triple,
(2) the exact triple,
(3) the elementary solvable exact triple (ESET).

In these three types, pG, σq is an involutive Lie algebra. The following definitions can be found in
[922].

Symplectic triples were already defined in section 66.7.3.

18. Pierre trouve d’autres choses, mais sa conlusion est la même; comme s’il utilisait un autre formulaire de trigono
hyperbolique que moi.

19. Traduction de «majoration»
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Definition 66.74.
An exact triple is a triple pG, σ,Ωq such that

(1) G σ“ K ‘ P and rP,Ps “ K,
(2) Ω is a Chevalley 2-coboundary such that ipKqΩ “ 0 and Ω|PˆP is a symplectic structure on

P.

The exact triple has the following differences compared to the symplectic one:
— Ω is a coboundary instead as a cocycle,
— Ω|PˆP is not only nondegenerate, but also symplectic.

From definition of a coboundary, in an exact triple, there exists a ξ P G˚ such that Ω “ δξ.

Definition 66.75.
An elementary solvable exact triple (ESET) is an exact triple pG, σ,Ωq such that

(1) The Lie algebra G is a split extension of abelian algebras:

G “ A‘ρ B., (66.253)EqSplitmGABabEqSplitmGABab

(2) the automorphism σ preserves the vector space decomposition G “ A‘ B.

Remarque 66.76.
When one writes G “ A‘π B, one has π : A Ñ DerpBq. This is the inverse convention of the one
chosen in the article [922].

In the case of an ESET, we have AXK Ă AX rG,Gs because K is equal to rP,Ps and is thus
included in rG,Gs. But rG,Gs can be ra, bs, ra, bs or rb, bs. The two latter are zero (because A
and B is abelian) and, by definition of the split extension, ra, bs “ ρpaqb P B. So A X rG,Gs “ 0.
Therefore,

AXK “ 0;

we deduce that A Ă P and K Ă B. Since K Ă B, we define L as the complement:

B “ K ‘ L.

In particular, K and L are abelian.
The dimension of a triple is the dimension of P and two triples pGi, σi,Ωiq are isomorphic if

there exists a Lie algebra isomorphism ψ : G1 Ñ G2 such that ψ ˝ σ1 “ σ2 ˝ ψ and ψ˚Ω2 “ Ω1.

66.8.3 Symplectic symmetric spaces and involutive Lie algebra

Let pM,ω, sq be a symplectic symmetric space; we associate an involutive Lie algebra pg, σq in
the following way (we omit some non trivial proofs). Let o PM , G the transvection group and H,
the stabiliser of o in AutpM,ω, sq and K “ GXH. We consider the map

σ̃ : AutpM,ω, sq Ñ AutpM,ω, sq
σ̃pgq “ so ˝ g ˝ so. (66.254)

Let G be the Lie algebra of the group G and σ : G Ñ G the induced involutive automorphism
from σ̃. Now, pG, σq is an involutive Lie algebra. We have a natural projection π : GÑM because
H stabilises o, so that K “ GXH is the stabiliser of o in AutpM,ω, sq which is transitive on M .
Then M “ G{K as homogeneous spaces. One can see that pG, σ, π˚pωoqq is a symplectic triple.

The precise proposition is the following.

Proposition 66.77.
There exists a bijection between symplectic simply connected symmetric spaces and symplectic
triples. This bijection is given up to isomorphism.
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66.8.4 Symmetric spaces and coadjoint orbits

We are now going to describe pM,ω, sq as coadjoint orbit on G˚. When a Lie group G of
symplectomorphism acts on a symplectic manifold pM,ωq, we say that the action is weakly Hamil-
tonian if there exists µX : M Ñ C such that ipX˚qω “ dµX . If µ : G Ñ C8pMq is a Lie algebra
homomorphism, we say that the action is Hamiltonian and we usually write λ instead of µ.

Proposition 66.78.
Let pG, σ,Ωq be a simple triple, pM,ω, sq the associated symmetric simply connected symplectic
space and G, the transvection group. Then

(1) The action of the transvection group on M is Hamiltonian if and only if there exists a ξ P G˚
with Ω “ δξ for the Chevalley cohomology.

(2) In this case, pM,ω, sq is a G-equivariant symplectic covering of the coadjoint orbit of ξ in
G˚.

Definition 66.79.
A symmetric symplectic space is a triple pM,ω, sq where

— M is a connected smooth (C8) manifold,
— ω is a symplectic form on M ,
— s : M ˆM ÑM is a smooth map which we write with the notation sxpyq :“ spx, yq.

These elements must satisfy the following conditions:
(1) @x P M , sx is an involutive symplectic diffeomorphism of pM,ωq which is called the sym-

metry at x,
(2) @x PM , x is an isolated fixed point of sx,
(3) @x, y PM , sxsysx “ ssxpyq.

Definition 66.80.
Two symplectic symmetric spaces pM,ω, sq and pM 1, ω1, s1q are isomorphic if there exists a sym-
plectic diffeomorphism φ : pM,ωq Ñ pM 1, ω1q such that

φ ˝ sx “ s1
φpxq ˝ φ. (66.255)

Definition 66.81.
An exact triple is a triple pG, σ,Ωq such that

(1) pG, σq is an involutive Lie algebra with rP,Ps “ K if G “ K ‘ P is the decomposition of G
with respect to σ.

(2) Ω is a Chevalley 2-coboundary such that ipKqΩ “ 0 and ΩPˆP is symplectic.

From definition, there exists a ξ P G˚ for which Ω “ δξ. We can choose it in such a way that
ξpPq “ 0; in this case we say that ξ P K˚ by abuse of notation. Indeed, put Ω “ δξ with ξ “ ξ1`η1
where ξ1 P K˚ and η1 P P˚. If we consider k P K and B “ Bk `Bp P G, using ipKqΩ “ 0, we find

0 “ Ωpk,Bq “ ´ξ1rk,Bks ´ η1rk,Bps.

Taking Bk “ 0, we find η1rK,Ps “ 0 while with Bp “ 0, we find η1rK,Ks “ 0. Moreover
η1rP,Ps “ η1K “ 0. Then an acceptable η1 must satisfy η1rG,Gs “ 0, so that

ΩrA,Bs “ ´ξ1rA,Bs

which proves that the η1 part of ξ has no importance; we can choose it as zero.
Let pG, σq be an involutive Lie algebra associated with a triple pM,ω, sq with transvection

group G. If pG, σ,Ωq is exact, ZpGq Ă K because rZ, ps “ 0 for all p P P whenever Z P P X ZpGq.
Then ΩpZ, pq “ 0 for all p P P which is not possible from non degeneracy of Ω.
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66.8.5 Elementary solvable symmetric spaces

Let pM,ω, sq a symmetric space with associated triple pG, σ,Ωq. The space M is elementary
solvable if

(1) G is a split extension (see subsection 51.15.1) of two abelian algebras A and B,
(2) the automorphism σ preserves the decomposition G “ B ‘A.

Since K “ rP,Ps, we have
AXK Ă AX rG,Gs “ 0.

Indeed, let ρ : A Ñ Der B be the split homomorphism; the commutator on the split extension is
defined by

rA,Bs “ ρpAqB P B.
Then rG,Gs Ă B. All this shows that A Ă P. So there exists a L Ă P such that B “ K ‘ L. Let
us show that L is abelian.

0 “ rB,Bs “ rK,Ks ` rK,Ls ` rL,Ks ` rL,Ls.
The three first terms are in P while the last one is included in K. The identical annihilation of
the sum imposes rL,Ls “ 0.

66.8.6 Mid-point map

Let us now take an ESET pG, σ,Ωq and its corresponding ESSS pM,ω, sq. There exists a ξ P G˚
such that Ω “ δξ and we define

ζ : Aˆ L Ñ R

pa, lq ÞÑ ξpsinhpaqlq (66.256)

where sinhpaql has to be understood as 1
2peρpaq ´ e´ρpaqql with ρpaq P EndpBq being the splitting

homomorphism of (66.253).

Proposition 66.82.
Let pM,ω, sq be a ESSS and ω “ Ω “ δξ the symplectic form of the corresponding ESET. The
mid-point map M ÑM , x ÞÑ x{2 defined by

sx{2o “ x

is globally defined if and only if ϕ is a diffeomorphism.

Notice that the affirmation ω “ Ω “ δξ means that one has a symplectic form ω : AˆL Ñ R,

ωpa, lq “ Ωpa, lq “ ´ξ`ra, ls˘.

66.8.7 Kähler structures
DefKONtphK

Definition 66.83.
If M posses an almost complex structure 20 J and a Riemannian metric g, we say that the metric
is hermitian when

gpJX, JY q “ gpX,Y q. (66.257)

Notice that a symmetric space must be hermitian (definition 66.62), hence equation (66.226c),
implies the integrability condition.

Definition 66.84.
If one has an almost complex structure with an hermitian metric such that ∇J “ 0, then pM,J, gq
is a Kähler manifold.

20. Definition 66.61.
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Remarque 66.85.
∇J “ 0 reads @X,Y PM ,

p∇XJqpY q “ ∇XpJY q ´ Jp∇XY q “ 0.

Remarque 66.86.
By “∇” we mean the Levi-Civita connection for g. In particular it is torsion free:

∇XY ´∇YX “ rX,Y s.
Lemma 66.87.
If pM, g, Jq is a Kähler manifold, then J is integrable.

Proof. From the formula ∇ZpJY q “ p∇ZJqY ` J∇ZY and the fact that ∇J “ 0, we know that

∇ZpJY q “ Jp∇ZY q, (66.258)eq:inter_1eq:inter_1

while the torsion-free condition for ∇ gives

∇XY ´∇YX “ rX,Y s. (66.259)eq:inter_2eq:inter_2

With these two, we find ∇ZpJY q ´ ∇Y pJZq “ J∇ZY ´ J∇Y Z “ JrZ, Y s. Writing it with JZ
instead of Z,

∇JZpJY q `∇Y pZq “ JrJZ, Y s.
The anti-symmetric part of this equation gives

∇JZpJY q `∇Y Z ´ JrJZ, Y s ´∇JY pJZq ´∇ZY ` JrJY, Zs.
Using (66.258) and (66.259), one finds the thesis.

When pM, g, Jq is a Kähler manifold, one defines the Kähler 2-form by

ωpX,Y q :“ gpX, JY q. (66.260)

Proposition 66.88.
The Kähler 2-form is a symplectic structure on M .

Proof. Since g is nondegenerate and JX “ 0 implies X “ 0, it is clear that ω is nondegenerate.
The antisymmetry of ω is because the metric is hermitian. The only point is to see that dω “ 0.

From (46.5) which gives dω in terms of ∇ω, we see that we just have to prove that ∇ω “ 0.
By definition,

p∇ZωqpX,Y q “ ZpωpX,Y qq ´ ωp∇ZX,Y q ´ ωpX,∇ZY q
“ ZgpX,JY q ´ gp∇ZX, JY q ´ gpX, J∇ZY q.
“ p∇ZgqpX,JY q “ 0

because the vanishing of ∇J implies that Jp∇ZY q “ ∇ZpJY q.

66.8.8 Symplectic structure on the Iwasawa component

The Iwasawa theorem gives us a global diffeomorphism between R “ AN and M “ G{K by
φ : R Ñ G{K, φpanq “ rans. But one has a symplectic form on M : ωMx pX,Y q “ gxpJX, Y q. So,
R has also a symplectic form defined by, @X,Y P TanR,

ωR “ φ˚ωM , (66.261)

or more explicitly:
ωRanpX,Y q “ ωMφpanqpdφanX, dφanY q.
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Proposition 66.89.
This symplectic form is R-invariant under the left action; in other words, @r P R,

ωRran

´
pdLrqanX, pdLrqanY

¯
“ ωRanpX,Y q. (66.262)

Proof. For a r P R, we want to looks at

ωRranpdLrX, dLrY q “ ωMrranspdφrandLrX, dφrandLrY q (66.263)

But we know the invariance of ωM :

ωMrhgspdLhX, dLhY q “ ωMrgspX,Y q,

Now, let us show that dφrandLrX “ dLrdφanX. For this, we consider a path which givesX P TanR:
Xptq P R, Xp0q “ an. So,

dφranpdLrqanX “ d

dt

”
rrXptqs

ı
t“0

“ d

dt

”
LrrXptqs

ı
t“0

“ pdLrqransdφanX. (66.264)

Finally,

ωRranpdLrX, dLrY q “ ωMrranspdφranpdLrqanX, dφranpdLrqanY q
“ ωMrransppdLrqransdφanX, pdLrqransdφanY q
“ ωMranspdφanX, dφanY q
“ ωRanpX,Y q.

(66.265)

66.8.9 Iwasawa coordinates

We consider M “ G{K, an hermitian symmetric space (irreducible of non-compact type 21).
Let us consider a Z P ZpKq as before: δBpZ, .q|PˆP is a K-invariant 2-form on P. There are some
remarkable spaces: R “ A‘N , the Lie algebra of R “ AN ; O “ AdpGqZ Ă G. We consider the
following diffeomorphism:

I : A‘N Ñ R, Ipa, nq “ eaen, (66.266a)
φ : RÑM, φpanq “ rans, (66.266b)
ϕ : R Ñ O, ϕprq “ AdpIprqqZ, (66.266c)
λ : O ÑM, λpAdpgqZq “ rgs. (66.266d)

Note that R “ TeR “ A‘N “ TrR where R “ TrR is a standard identification of vector spaces.
The symplectic forms on these spaces are naturally defined by

ωR “ φ˚´1ωM (66.267a)
ωR “ I˚ωR (66.267b)
ωO “ λ˚ωR (66.267c)

By the way, the diffeomorphism I is called the Iwasawa coordinates.

Proposition 66.90.
The map ϕ is bijective.

21. je ne sais pas ce que ça veut dire, mais je ne sais pas non plus où on l’utilise. (p. 301 d’Helgason)
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Proof. For the surjective condition, we have to obtain AdpankqZ under the form AdpIpA,NqqZ.
For this, remark that one can find K P K, A P A, N P N such that k “ eK , a “ eA,n “ eN , then

AdpeAeN qZ “ AdpeAeNeKqZ “ AdpankqZ.
In order to see the injective condition, let us consider r, r1 P A‘N such that

AdpIprqqZ “ AdpIpr1qqZ.
Then, AdpIpr1qq´1 ˝AdpIprqq “ Id. This makes Adpe´N 1

e´A1

eAeN q “ id, so that

e´N 1

e´A1 “ `
eAeN

˘´1
,

but exp is a diffeomorphism, then pA,Nq “ pA1, N 1q.
lem:om_O_om_R

Lemma 66.91.
The symplectic forms ωR and ωO are related by

ωO “ pϕ´1q˚ωR. (66.268)

Proof. The definitions make that

pϕ´1q˚ωR “ pϕ´1q˚I˚ωR “ pϕ´1q˚I˚φ˚ωM , (66.269)

so that we just need to see that φ ˝ I ˝ ϕ´1 “ λ. This is true because for any g P K,

φ ˝ I ˝ ϕ´1pAdpgqZq “ φ ˝ IpI´1pgqq “ φpgq “ rgs.

Now, consider u P TrR, with r “ a` n P A‘N , and (just for fun) let us compute dϕrpuq. In
the following computation, uA and uN denotes the unit vectors in the direction of A and N .

dϕrpuq “ d

dt

”
Adpea`tuAen`tuN qZ

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpetuAqAdpeanqZ

ı
t“0

`Adpeaq d
dt

”
AdpenqAdpe´nqAdpen`tuN qZ

ı
t“0

“ ´puÅqϕprq

`Adpeaenq d
dt

”
Adpe´nqAdpen`tuN qZ

ı
t“0

“ ´puÅqϕprq `AdpIprqq d
dt

”
AdpeCBHp´n,n`tuN qqZ

ı
t“0

,

(66.270)

where CBH denote the Campbell-Baker-Hausdorff function defined by

exey “ eCBHpx,yq.

One maybe knows the formula

d

dt

”
CBHp´n, n` tuN q

ı
t“0

“ F padpnqquN , (66.271)

where F padpnqq is defined by the expansion of

F pzq “ 1´ e´z

z

http://en.wikipedia.org/wiki/Baker-Campbell-Hausdorff_formula
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for z P C 22. Finally,

dϕrpuq “ ´puÅqϕprq ´ pAdpIprqqF padpnqquN q˚ϕprq . (66.272)

Now, remark that Adpeaq|A “ id|A because ad a|A “ 0 (A is abelian) and the famous lemma 53.74.
We have 23, ωO

x pX˚, Y ˚q “ ´Bpx, rX,Y sq for x P O, X, Y P G. The lemma 66.91 gives us
immediately

pI˚ωRqrpu, vq “ pϕ˚ωOqrpu, vq.

66.8.10 Summary of the construction

We pick 24 Z P ZpKq. Then one defines

J “ adpZq|P
and

ωM pX, yq “
#
BpJX, Y q If X,Y P P
0 if X or Y belong to K.

The maps I, φ, ϕ and λ between spaces R, A ‘ N , M , R and O are designed to propagate
the symplectic form from ωM to ωR, ωR, ωO. The group R acts on each of these spaces and in
particular on O by the adjoint action. One can prove that ωO :“ λ˚pφ´1q˚ωM is

ωO
x pX˚, Y ˚q “ ´Bpx, rX,Y sq

for all X, Y P R. In the whole construction, σ is the Cartan involution which gives the decompo-
sition

σ “ Id |K ‘ p´ Idq|P .
Therefore σE “ ´E because E P N Ă P.

The Lie algebra G possesses two roots: α and 2α, so we decompose it as 25

G “ A‘ Gα ‘ G2α.

We pick A P A, y P Gα and E P G2α. For example, if B P A, rB, ys “ αpAqy.

66.8.11 Continuation

Proposition 66.92.
Let M “ G{K be an hermitian irreducible symmetric space of non compact type. We suppose that
dim P ě 4. We consider the action τ : RˆR Ñ R,

τgpXq “ I´1pgIpXqq.
This action is Hamiltonian for the constant symplectic structure Ω on R and the dual momentum
maps are given by

λApXq “ 2αpAqBpσA,EqnE (A P A (66.273a)
λypXq “ e´αpaqΩpn, yq (y P Gα (66.273b)
λEpXq “ e´ZαpaqBpσE,Eq (66.273c)

where X “ pa, nq and n “ nα ` nEE for the decomposition N “ Gα ‘RE.
As a consequence, the Moyal star product is R-covariant.

22. Il faut encore aller voir dans Duitsermaat les tenants et aboutissants de ce truc.
23. From proposition 1.1 page 5 in BM
24. L’existence de ce K contre-dit ce que je dis quand une autre question à propos du type non-compact
25. Le fait d’être de type non compact est peut-être l’absence de composante K pour l’Iwasawa, qu’en penses-tu ?
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Proof. From equation (59.10), we have to prove the identities

tλX , λY u “ X˚pλY q.
We begin by proving the identity

tλA, λyupLq “ AL̊pλyq
where L “ pa1, n1q P R. In these coordinate, we suppose without loss of generality that A “ p1, 0q.
As usual, we will use some abuse of notation as IpLq “ ea

1

en
1 “ ea

1Aen
1 ;

AL̊pλyq “
d

dt

”
λypτe´tALq

ı
t“0

“ d

dt

”
pλy ˝ I´1qepa1´tqAen1

ı
t“0

“ d

dt

”
λy
`pa1 ´ tq, n1˘ı

t“0

“ d

dt

”
e´αpa1´tqΩpn1, yq

ı
t“0

“ d

dt

”
ept´a1qαpAq

ı
t“0

Ωpn1, yq
“ αpAqe´αpa1qΩpn1,yq.

(66.274)

In this computation, we used the fact that αpa1 ´ tq “ pa1 ´ tqαpAq. On the other hand,

λrA,yspLq “ αpAqλypLq “ αpAqe´αpa1qΩpn1,yq.

This concludes the first check. The check that tλA, λEu “ λrA,Es is the same, using the fact that
E P G2α and thus that rA,Es “ 2αpAqE. For the third, ry,Es “ 0 therefore, we have to prove
that }λy, λE} “ 0. We have

}λy, λE}pLq “ yL̊pλEq “
d

dt

”
pλE ˝ I´1q`e´tyea1

en
1˘ı

t“0
.

The problem is to commute e´ty with ea
1 . Since the t will always stands in front of y and λE

doesn’t depends on y, the derivative is zero 26. cs

Ao̊ “
d

dt

”
e´tA · p0, 0q

ı
t“0

“ ´A.
Since dI “ Id,

ωRpA˚, Xq “ωRpA, xyy ` xEEq
“ ´ωRpA, xyy ` xEEq,

but for any element in A‘N , via the identification R “ rA‘N s (the additive class),

dλ´1A “ d

dt

”
λ´1retAs

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpetAqZ

ı
t“0

“ ´A˚.

Thus

ωRpA˚, Xq “ ´ωOpdλ´1A, dλ´1pxyy ` xEEqq
“ ´ωOpA˚, xyy˚ ` xEE˚q (66.275)eq_omeOmOeq_omeOmO

26. Je ne crois pas que cette justification soit juste.
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where A˚, y˚ and E˚ are taken in the sense of the adjoint action of R on O.
Now we prove that λA is well a dual momentum map. For this, we choose X “ xAA` xyy `

xEE P R and we check the identity dλAX “ ωRpA˚, Xq where A˚ stands for the given action of
R on R.

A question arise: at which point is taken ωO in equation (66.275)? Since we compute ωR at
identity, we compute ωO at Z. So

ωRpA˚, Xq “ ´ωO
Z pA˚, xyy˚ ` xEE˚q

“ ´BpZ, rA, y ` Esq
“ ´αpAqBpZ, yq ´ 2αpAqBpZ,Eq.

Here, we have to remark that it is not zero because N is not included in P, but is transverse.

66.9 Elementary normal symplectic spaces
SecElemNormSymplSpace

This section is closely related to the Pyatetskii-Shapiro theory treated in section 66.10. See
[860] as reference.

Let pV,Ωq be a symplectic real vector space of dimension 2n. We build the Heisenberg
algebra by

H “ V ‘RE (66.276)

with the relation rv, v1s “ Ωpv, v1qE. Now we consider a new element H and a “ RH and the split
extension

0 ÑH Ñ sÑ aÑ 0 (66.277)

where s “ a‘ρ H and ρ : aÑ DerpH q is given by

ρpHqpv ‘ tEq “ rH, v ‘ tEs “ v ‘ 2tE. (66.278)

We denote by pa, v, tq an element of s, that is

pa, v, tq “ aH ` v ` tE (66.279)

with a, t P R and v P V . We consider the 2-form

ωS “ 2da^ dt` Ω, (66.280)

the pair ps, ωsq is said to be a normal elementary symplectic algebra. We denote by pS, ωq
the associated connected simply connected Lie group.

Prop2807DescSMdarboux

Proposition 66.93.
With the previous notations we have

(1) The map
ps, ωsq Ñ pS, ωq
pa, v, tq ÞÑ eaHev`tE (66.281)

is a global Darboux chart (in particular it is a global diffeomorphism).
By this diffeomorphism we identify s and S, i.e. we will denote by pa, v, tq the element
eaHev`tE P S as well as the element aH ` v ` tE P s.

(2) Within the coordinates pa, v, tq the group law is given by

pa, v, tq· pa1, v1, t1q “ pa` a1, e´a1

v ` v1, e´2a,t` t1 ` 1
2e

´a1Ωpv, v1qq. (66.282)
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(3) If we define

spa,v,tqpa1, v1, t1q “ `
2a´ a1, 2 coshpa´ a1qv ´ v1, 2 coshp2pa´ a1qqt`Ωpv, v1q sinhpa´ a1q ´ t1˘,

(66.283)Eq1807StuctSymMEq1807StuctSymM

the space M “ pS, ω, sq becomes a symplectic symmetric space.
(4) The structure of symplectic symmetric space is preserved by the left translations. In other

words, for every x P S we have Lx P AutpMq. And the subgroup tLx tel que x P Su acts
simply transitively on M.

(5) We have
SPpV,Ωq Ă AutpMq (66.284)

if we define g· pa, v, tq “ pa, g· v, tq for every g P SPpV,Ωq.

66.10 Pyatetskii-Shapiro structure theorem
SecPyateskiiShapiro

Definition 66.94.
A normal j-algebra is a triple ps, α, jq where

(1) the Lie algebra s is solvable and such that adpXq has only real eigenvalues for every X P s,
(2) the map j : sÑ s is an endomorphism of s such that j2 “ ´1 and

rX,Y s ` jrjX, Y s ` jrX, jY s ´ rjX, jY s “ 0 (66.285)

for every X,Y P s,
(3) α is is a linear form on s such that

(3a) α
`rjX,Xs˘ ą 0 if X ‰ 0,

(3b) α
`rjX, jY s˘ “ α

`rX,Y s˘.
If s1 is a subalgebra of s which is invariant under j, then the triple ps1, α|s1 , j|s1q is a also normal

j-algebra and is said to be a normal j-subalgebra of s.
A normal j-algebra has a real inner product defined by the formula

gpX,Y q “ α
`rjX, Y s˘. (66.286)

If g is an Hermitian Lie algebra 27, we can build a normal j-algebra out of g in the following
way. First, we choose an Iwasawa decomposition

g “ a‘ n‘ k, (66.287)EqDecIwalGjEqDecIwalGj

and we pick s “ a ‘ n. Let G “ ANK be the group associated with the Iwasawa decomposi-
tion (66.287). The manifold M “ G{K is an Hermitian symmetric space, and we have a global
diffeomorphism

R “ AN Ñ G{K
g ÞÑ gK

(66.288)

which endows the group R with an exact left invariant symplectic structure and a compatible
complex structure, see section 66.8. We define α by Ωe “ dα (Ω is exact) and j is the complex
structure evaluated at identity.

A normal j-algebra build from an Hermitian symmetric space of rank 1 (i.e. dim a “ 1.) is
elementary. Elementary normal j-algebra are well understood by the following proposition.

27. i.e. the center of its maximal compact is one dimensional.
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PropStructNormalElementaireJalg

Proposition 66.95.
An elementary normal j-algebra is a split extension

sel “ a1 ‘ad n1 “ a1 ‘ad
`
V ‘ z1

˘
(66.289)EqDecoEleJalEqDecoEleJal

where n1 is an Heisenberg algebra n1 “ V ‘ z1 and a1 is one dimensional. Moreover, V is a
symplectic vector space and one can choose H P a1 and E P z1 in such a way that

rH, vs “ v,

rv, v1s “ Ωpv, v1qE,
rH,Es “ 2E.

(66.290)EqRelColNormaljAlgEqRelColNormaljAlg

Any normal j-algebra is build from elementary normal j-algebras by mean of the following
lemma.

PropStructNormalJalg

Proposition 66.96.
Let ps, α, jq, a normal j-algebra and z1, a one dimensional ideal of s.

(1) There exists a vector space V such that

s1 “ jz1 ` V ` z1 (66.291)

is an elementary normal j-algebra, and such that s is a split extension

s “ s1 ‘ad s1 (66.292)EqDecNormaleEqDecNormale

where s1 is, itself, a normal j-algebra.
(2) If s1 “ a1 ‘ad pV ‘ z1q, then

jz1 ` z1 “ a1 ‘ z1 (66.293)

and
rs1, a1 ‘ z1s “ 0,

rs1, V s Ă V.
(66.294)

(3) Such an ideal z1 exists in every normal j-algebra.

Let us see what are the possibilities for j. If jE “ aH ` bivi ` cE, then

rjE,Es “ 2aE. (66.295)

We can prove that a ‰ 0. Indeed, if a “ 0, then jE “ cE and ´E “ j2E “ cjE “ c2E.
Now, we use the following Jacobi identity on rH, rjE, vss and the commutation relations, we

find bi “ 0. Now, suppose that jH “ a1H ` b1
i ` c1E. In that case,

´E “ j2E “ jpaH ` cEq “ aa1H ` ab1
ivi ` ac1E ` caH ` c2E. (66.296)

Since a ‰ 0, we have b1
i “ 0. So we have

jE “ aH ` cE
jH “ a1H ` c1E.

(66.297)

Expressing that j2E “ ´E and j2H “ ´H, we find the following constrains on the coefficients:

aa1 ` ca “ 0
ac1 ` c2 “ ´1
c12 ` c1a “ ´1
c1c` c1c “ 0.

(66.298)
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We check that a ‰ 0, c1 ‰ 0 and a1 “ ´c. The remaining relation is c2 ` c1a “ ´1. Thus in the
basis tH,Eu, the endomorphism j reads

j “
ˆ´c a
c1 c

˙
(66.299)

with det j “ 1.

Lemma 66.97.
An elementary normal j-algebra has no proper j-ideal.

Proof. Let i be a j-ideal of the elementary normal j-algebra sel. Let sel “ a‘ad pV ‘zq. We denote
by H and E the elements of a and z (which are one dimensional) who fulfill the standard relations
(66.290). If X “ aH ` bivi ` cE P i, then

“rX, vs, v‰ P i. Using the relations, we conclude that
z Ă i. By j-invariance of i, we have jz Ă i. Now, the fact that rjE, vs “ av implies that i “ sel.

The structure of a normal j-algebra s is thus as follows. We have the decomposition

s “ s1 ‘ad
´
a1 ‘ad pV1 ‘ z1q

¯
(66.300)

where s1 is again a normal j-algebra. Furthermore, dim a1 “ dim z1 “ 1 and we can choose a basis
H P a1, E P z1 such that

rH, vs “ v

rH,Es “ 2E
rv, v1s “ Ωpv, v1qE
rs1, V s Ă V

rs1, a1 ‘ z1s “ 0.

(66.301)

for all v, v1 P V1. The algebra V1 ‘ z1 is an Heisenberg algebra.
The algebra s1 can be decomposed in the same way again and again up to end up with a

sequence of elementary normal j-algebra.
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Chapter 67

Heat kernel expansions

67.1 Mellin transform
If f is a function, we define its Mellin transform by

pMfqpsq “
ż 8

0
xsfpxqdx

x
“ ϕf psq, (67.1)

and the inverse transform is given by

pM´1ϕf qpxq “ fpxq “ 1
2πi

ż c`i8

c´i8
x´sϕf psqds (67.2)

where the integral is taken on a vertical line of the complex plane.

67.2 General setting
Matter about heat kernel expansions, boundary conditions and related physical consequences

can be found in [923, 924, 925, 926]. Let M be a compact Riemannian manifold without boundary.
A heat kernel is a function K P C8`p0,8q ˆM ˆM˘

which satisfies the equation

pBt ´∆xqKpt, x, yq “ 0 (67.3)

with the initial condition
lim
tÑ0`

Kpt, x, yq “ δypxq (67.4)EqCondLimoplusdeltaEqCondLimoplusdelta

where ∆x is the Laplace-Beltrami operator acting on the variable x. That operator is defined,
in local coordinates, by the expression

∆ “ 1?
g
Bi
`?
ggijBj

˘

The limit in the left hand side of condition (67.4) means that for every smooth function f on M ,
the function

upt, xq “
ż

M
Kpt, x, yqfpyq?gdy

is everywhere (eventually not at t “ 0) and satisfies up0, xq “ fpxq.
Theorem 67.1.
Heat kernel have the following properties:

(1) There is one and only one heat kernel on a given manifold,
(2) for each x PM there is an asymptotic expansion

Kpt, x, xq „ t´m{2`a0pxq ` a1pxqt` a2pxqt2 ` ¨ ¨ ¨
˘

when tÑ 0,
(3) the coefficients aj are smooth functions over M and ajpxq is determined by the metric and

its derivatives at x.

3561
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67.2.1 Mellin

Let D be any operator of order q an pxiq, local coordinates on M . We write D “ ř
I DIBI

where I runs over multi-indices. If D has order 2, we have DpxjBjfq “ 2Df `DikxjBijkf , and in
general one can check that ÿ

i

rD,xjsBj “ qD `R1

where q is the order of D and R1 is of order less or equal to q ´ 1. One also can show that
pn` qqD “ ř

jrBjD,xjs `R2 where the order of R2 is less than q and n “ dimM . Since the trace
of a commutator is always zero, we find

pn` qqTrpDq “ TrpR2q. (67.5)

Let now Dz be a pseudo differential operator of order Repzq. Then we have

TrpDzq “ 1
pz ` nq TrpRzq

with Rz being an operator of order less or equal to Repzq ´ 1. Notice that TrpDzq has a pole on
z “ ´n. If one continues, one sees that TrpDzq has poles on every negative integer.

67.2.2 Residues and zeta function

The main assumption we make about the operator D is that we have the following asymptotic
expansion when t goes to zero Tr

`
e´tD2˘ „ ř

aαt
α. The zeta function is defined by

ζDpsq “ Tr
`|D|´s˘ “ Tr

`
∆´s{2˘ (67.6)

where ∆ “ D2. We suppose that D is invertible.
LemaalphaGammaCo

Lemma 67.2.
Let us suppose that we have an asymptotic expansion of the form

Tr
`
e´tD2˘ „

ÿ

α

aαt
α (67.7)EqDevHeatDsquareEqDevHeatDsquare

when tÑ 0. Then
(1) if aα ‰ 0 with α ă 0, then ζD has pole at ´2α with residue given by

Ress“´2α ζDpsq “ 2aα
Γp´αq . (67.8)

(2) The absence of term proportional to the logarithm of t provides regularity for ζD with

ζDp0q ` dimpkerDq “ a0. (67.9)LemiizetaDzeroLemiizetaDzero

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 67.3
Je te signale que la preuve n’est pas complete.

Proof. We know that the complex power of an operator can be written under the form

|D|´s “ ∆´s{2 “ 1
Γps{2q

ż 8

0
e´t∆tps{2q´1dt. (67.10)

Taking the trace of both sides ,

ζDpsq “ Tr
`|D|´s˘ “ 1

Γps{2q
ż 8

0
Tr

`
e´t∆˘tps{2q´1dt

“
ÿ

α

1
Γps{2q

ż 8

0
aαt

αtps{2q´1dt.
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We can compute the integral using the formula
ż 1

0
tα` s

2 ´1dt “
´
α` s

2

¯´1

and find
ζDpsq “

ÿ

α

1
Γps{2q

´
α` s

2

¯´1
aα. (67.11)

Now we have to compute

Ress“´2α

ˆ
aα

Γ
`
s
2
˘ `
α` s

2
˘
˙

;

using the formula Resz“a fpzq “ limzÑapz ´ aqfpzq we easily find that it is 2aα “ Γp´αq.

67.2.3 Boundary conditions for heat kernel expansions

Let pM, BMq be a m dimensional manifold with boundary and N be the inward vector field
normal to BM . The geodesic flow of N allows to identify C “ BM ˆ r0, ϵr to a neighborhood of
BM in M . If py1, . . . , ym´1q is a coordinate system on BM , we define the coordinate xm saying
that py, xmq is the point at geodesic distance xm of y P BM following the geodesic flow of N . If
te1, . . . , em´1u is an orthonormal basis of T pBMq, we denote by em “ N “ Bm the last vector of
the orthonormal basis te1, . . . , emu of TM |BM .

Let ∆ be a Laplace type operator on ΓpV q. For the moment, we do not suppose it to be the
square of nay Dirac operator. Let χ be an endomorphism of V defined on BM such that χ2 “ 1.
One can extend χ to C with the condition ∇1χ “ 0 where ∇1 is the unique connection on V and E
the unique endomorphism of V such that

∆ “ ´`gij∇1
i∇1

j ` E
˘
.

We denote by V˘ the two complementary bundle of V (eigenspaces of χ) and we consider the
operators Π˘ “ 1

2p1 ˘ χq. Let S P EndpV`q be an auxiliary endomorphism. We consider the
boundary condition for ∆ as the operator B P End

`
C8pV q˘,

Bs “ Π´psq|BM ‘Π`p∇1
m ` SqΠ`psq|BM . (67.12)

The operator we will study is ∆B which is ∆ restricted to the domain

ts P Γpvq tel que Bpsq “ 0u.
In that case we have an expression

TrL2
`
fe´t∆B

˘ „
8ÿ

n“0
tpn´mq{2anpf,∆,Bq (67.13)

when tÑ 0`. If dx and dy are the Riemann measures on M and BM , there exists local invariants
anpx,∆q and an,νpy,∆,Bq such that

anpf,∆,Bq “
ż

M
anpx,∆qdx`

ż

BM

ÿ

νďn
Nνpfqan,νpy,∆,Bqdy. (67.14)

67.2.4 Boundary and Dirac

We use boundary conditions of the form Bϕ “ 0 where the most frequent operators are

B´ϕ “ ϕ|BM Dirichtlet
B`ϕ “ p∇nϕ` Sϕq Neumann
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where S is a matrix valued function and ∇n denotes the covariant derivative in the direction of n in
the sense of the Levi-Civita connection on M . Let Π˘ be projections operators on complementary
bundle over V |BM . We have Π2˘ “ Π˘ because they are projections and Π` ‘ Π´ “ Id because
the projectors are complementary. Thus we have the decomposition

VBM “ V` ‘ V´

where V˘ “ Π˘V |BM . A section of V reads on the boundary ϕ “ ϕ`‘ϕ´. The boundary condition
thus reads

Bϕ “ ϕ´ ‘ p∇nϕ
` ` Sϕ`q|BM (67.15)

where S acts on V`, in particular S “ Π`S “ SΠ`. These conditions are said to be mixed
boundary conditions. One often meets the notations VN and VD instead of V` and V´.

Let D “ γiBi´r be a Dirac type operator. We want operator χ which appears in the boundary
condition to satisfy χ2 “ Id, χγm “ ´γmχ and χγa “ γaχ for every 1 ď a ď m´ 1. Remark that
γm is invertible because, from the definition of a Dirac operator, 2γmγm “ ´2gmm Id, so up to a
(non constant) multiple, γ´1

m “ γm. Then we have γmV “ V and

γmV` “ 1
2pγm ` γmχqV “

1
2pγm ´ χγmqV “

1
2pId´χqγmV

proves that γmV` “ V´. In particular dimV` “ dimV´.
We want to study the boundary problem given by the operator bχs “ Π´s|BM , and Dχ “

D|tsPΓpV q tel que bχs“0u. As far as the Laplace type operator ∆χ “ D2
χ is concerned, we look at the

domain domp∆χq “ ts P ΓpV q tel que Bχs “ 0u where

Bχs “ Π´s|BM ‘Π´Ds|BM . (67.16)
PropCondBordphiform

Proposition 67.4.
The boundary condition

Bχs “ Π´s|BM ‘Ds|BM
has the form

Bs “ Π´s “ Π´s|BM ‘Π`p∇1
m ` SqΠ`s|BM

with S “ Π`
`
γmΦ´ 1

2γmγa∇1
aχ

˘
Π` where Φ P C8`

EndpV q˘ is defined by D “ γi∇1
i ´ Φ.

A proof of this proposition can be found in the lemma 7 of [925].
Here is the main result. Let D “ γi∇i ´ Φ with ∇i “ Bi ` ωi, the connection ω being the

spin connection torsion free. Let E, ∇1 and A be defined by ∆ “ D2 “ ´pgij∇1
i∇1

j ` Eq with
∇1
i “ Bi ` ω1

i and ω1
i “ 1

2gij
`
Aj ` gklΓjkl

˘
. In that case, proposition 67.4 applies and we have

∇1
aχ “ Baχ` rω1

a, χs “ Kabχγ
nγb ` rθa, χs

where θa “ ω1
a´ωa. In that case, we have the following formulae for the first three Seeley-de Witt

coefficients of ∆ “ D2:

a0p∆, χq “ 1
16π2

ż

M
Trp1q?gd4x

a1p∆, χq “ 0

a2p∆, χq “ 1
96π2

ˆż

M
Trp6E `Rq?gd4x`

ż

BM
Trp2K ` 12Sq?hd3x

˙
.

(67.17)EqSeeyleydeWittEqSeeyleydeWitt

An example from [926] is given in section 86.5.



Chapter 68

From Clifford algebras to Dirac
operator

Bibliography for Clifford algebras, spin group and related topics are [927, 928, 929, 930, 931].
More algebraic point of view can be found in [932, 933]. More details about “square rooting”
second order differential operators are in [934]. For physical concerns, the reader should refer to
[935, 936, 937].

68.1 Invitation: Clifford algebra in quantum field theory
Secqft

68.1.1 Schrödinger, Klein-Gordon and Dirac

The origin of the Klein-Gordon equation is almost the same as the one of the Schrödinger: one
replace physical functions by operators. For a free particle, the correspondence are

energy E Ñ iℏ
B
Bt ,

momentum pÑ ´iℏ∇.
The Schrödinger equation (which is the non relativistic quantum wave equation) comes from
replacement in the non non relativistic expression of the Hamiltonian

E “ p2

2m ÝÑ
ˆ
Bt ´ iℏ

2m∇2
˙
ψ “ 0,

while the Klein-Gordon one (which is the relativistic quantum wave equation) comes from the
relativistic corresponding equation:

E2 “ p2c2 `m2c4 ÝÑ
´
BµBµ ` pmcℏ q

2
¯
ψ “ 0.

This is a second order differential equation; there are however no “law of nature” which forbid
a first order equation. We try

iℏ
Bψ
Bt “

ˆ
ℏc
i
αkBk ` βmc2

˙
ψ ” Ĥψ.

There are some physical constraints on the coefficients αk and β. We will study one of them:
we want the components of ψ to satisfy the Klein-Gordon equation, so that the plane waves fulfill
the fundamental relation E2 “ p2c2 `m2c4.

In order to see the implications of this constraint on the coefficients, we apply two times the
operator Ĥ, and we compare the result with the Klein-Gordon equation. We find:

αiαj ` αjαi “ 2δij1, (68.1a)
αiβ ` βαi “ 0, (68.1b)
pαiq2 “ β2 “ 1. (68.1c)

3565
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If we define γ0 “ β and γi “ βαi, we find that the matrices γµ have to give a representation of
the Clifford algebra 1:

γµγν ` γνγµ “ 2ηµν1. (68.2)cliffphyscliffphys

The Dirac equation reads ´
´iγµBµ ` mc

ℏ

¯
ψ “ 0.

If we want to perform some computation with the quantum field theory, we need an explicit form
for the γ’s; that’s the reason why we study representations of the Clifford algebra. The Dirac
operator D is the operator which lies in the Dirac equation:

D “
3ÿ

µ“0
γµ

B
Bxµ . (68.3)dirflatdirflat

Definition 68.1.
Let V be a (finite dimensional) vector space and q, a bilinear quadratic form over V . The Clifford
algebra ClpV, qq is the unital associative algebra generated by V subject to the relation

v· v “ qpvq (68.4)501r1501r1

for all v in ClpV, qq. Here the dot denotes the algebra product and qpvq means qpv, vq.
Theorem proves 51.62 proves unicity of such an algebra, so that it makes sense.

Remarque 68.2.
The relation (68.4) is no more a restriction for the elements in ClpV, qq than a restriction on the
choice of the algebra product.

An explicit construction of ClpV, qq can be achieved in the following way. On the tensor algebra 2

T pV q, we consider the two-sided ideal I generated by elements of the form v b v ´ qpvq1. The
Clifford algebra for pV, qq is given by

Clpp, qq :“ T pV q{I (68.5)defIdefI

in which product of ClpV, qq is naturally defined by rasbrbs “ rab bs if ras is the class of a P T pV q.
Let us now fix some notations more adapted to what we want to do. Let V “ Rp,q the vector

space Rp`q endowed with a diagonal metric which contains p plus sign and q minus signs. For
v, w P V , the inner product with respect to the metric η of v by w will be denoted by ηpv, wq.
The norm on V will be defined by }v}2 “ ´ηpv, vq. It is neither positive defined, nor negative
defined. The explanation of the minus sign will come soon. The Clifford algebra is the quotient
Clpp, qq :“ T pV q{I of the tensor algebra by the two-sided ideal I generated by elements of the
form

pv b wq ‘ pw b vq ‘ 2ηpv, wq1
for v, w in V . Depending on the context, we will often use the notations Clpηq or ClpV q or Clpp, qq.
The algebra product is rxs· rys “ rxbys, x, y P T pV q. As long as z P V Ă Clpp, qq, the expression
ηpz, zq is meaningful. The definition of Cl is such that z· z “ ´ηpz, zq. This leads to the somewhat
surprising formula z2 “ }z}2 “ ´ηpz, zq.

68.1.2 First representation

Let pV, gq be a metric vector space and ClpV, gq its Clifford algebra. For each v P V , we define
the two following elements of EndRpŹV q:

ϵpvq`u1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ uk
˘ “ v ^ u1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ uk (68.6a)

ιpvq`u1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ uk
˘ “

kÿ

j“1
p´1qj´1gpu, ujqu1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ûj ^ ¨ ¨ ¨ ^ uj . (68.6b)

1. Don’t be afraid with the extra minus sign: the quantum field theory is most written with the metric p`,´,´,´q

instead of p´,`,`,`q.
2. Definition 49.117.
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One has ϵpvq2 “ 0 and ιpvq2 “ 0 because v ^ v “ 0. In order to understand the latter, we wonder
what are the terms with gpv, uiqgpv, ujq are in

ιpvq2`u1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ uk
˘ “

kÿ

l“1
p´1qj´1gpv, ujq

k´1ÿ

l“1
p´1ql´1gpv, ulqu1 ^ ûl ^ ûj ^ ¨ ¨ ¨ ^ uk.

Let’s suppose i ă j. The first term comes when the first ιpvq acts on uj , its sign is given by
p´1qj´1p´1qi´1. The second term has the same p´1qi´1, but in this term, uj is on the position
j ´ 1 because ui has disappeared.

Now we use cpvq “ ϵpvq ` ιpvq which fulfils for all u, v P V :

cpvq2 “ gpv, v, q1
cpuqvpvq ` cpvqcpuq “ 2gpu, vq1.

Therefore c can be extended to a representation c : ClpV, gq Ñ EndpŹV q. If te0, ¨ ¨ ¨ enu is an
orthonormal basis of V (i.e. gpei, ejq “ ηij); in this case the cpejq are anticommuting and a basis
of ClpV, gq is given by

tcpek1q ¨ ¨ ¨ cpekrq tel que 1 ď k1 ă ¨ ¨ ¨ ă kr ď nu. (68.7)

68.1.3 Some consequences of the universal property

The map ´ Id |V extends to α P Aut
`

ClpV q˘,
αpv1 ¨ ¨ ¨ vrq “ p´1qrv1 ¨ ¨ ¨ vr

(vi P V ) and provides a graduation

ClpV q “ Cl0pV q ‘ Cl1pV q.
The map τ : ClpV q Ñ ClpV q extends Id |V to an anti-homomorphism:

τpv1 ¨ ¨ ¨ vrq “ vr ¨ ¨ ¨ v1. (68.8)

The complexification of ClpV, gq is

ClCpV, gq :“ ClpV, gq bR C » ClpV C, gCq,
the isomorphism being a C-algebra isomorphism. The R-linear operator v ÞÑ v in V C of complex
conjugation extends to a R-linear automorphism a ÞÑ a. We define the adjoint by

a˚ “ τpaq (68.9)

68.1.4 Trace

Theorem 68.3.
There exists one an only one trace Tr: ClCpV q Ñ C such that

(1) Trp1q “ 1,
(2) Trpaq “ 0 when a is odd.

Proof. Let te1, ¨ ¨ ¨ , enu be an orthonormal basis of pV, gq and a P ClCpV q. When one decomposes
a into the basis of ei, one finds a lot of terms of each order. Since Tr is a trace, when the ki are
all different,

Trpek1 ¨ ¨ ¨ ek2rq “ Trp´ek2 ¨ ¨ ¨ ek2rek1 “ Trp´ek1 ¨ ¨ ¨ ek2rq
So the trace of any even element is zero. We decompose a into

a “
ÿ

K

aK
ź

iPK
ei
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where the sum is taken on the subsets of t1, . . . , nu. A trace which fulfils the conditions must
vanishes on even (but non zero) elements as well as on odd elements, so the only possible form is

Tr a “ aH.

Notice that in order to get this precise form, we used Trp1q “ 1 and linearity. This proves unicity
and existence. Now we have to prove that this is a good definition in the sense that an other choice
of basis gives the same result. So we take a new orthonormal basis

e1
j “

nÿ

k“1
Hjkek

with HtH “ 1nˆn. Now we have

a “
ÿ

K

aK
ź

iPK
ei “

ÿ

K

a1
K

ź

iPK
e1
i,

and we will prove that aH “ a1H. Let’s compute a lot:

e1
ie

1
j “

ÿ

k

ÿ

l

HikHjlekel

“
ÿ

k“l
HikHjlekel `

ÿ

k‰l
HikHjlekel

“
ÿ

k

HikHjk1`
ÿ

k‰l
HikHjlekel

“ pHHtqij1`
ÿ

k‰l
HikHjlekel.

The sense of this formula is that when i ‰ j, the product e1
ie

1
j has no term of order zero. In

other terms, as long as we only have terms of order zero, one and two, a change e Ñ e1 does
not change the term of order zero. We are now going to an induction proof: we want to prove
that e1

j1 . . . e
1
j2r
e1
le

1
k has no scalar term assuming that no even combination has scalar terms up to

2pr ´ 1q. It reads ÿ

K even
aK

ź

iPK
eie

1
le

1
k,

therefore we just have to look at terms of the form

ej1 . . . ej2r

´
pHHqtkl1´

ÿ

i‰j
Cijkleiej

¯

where the ejl are all different. The first term cannot produce a scalar term. In order to find a
scalar term in e1

j1 . . . e
1
j2r
ekel, we begin to look at terms whose decomposition of e1

j1 . . . e
1
j2r

ends by
elek, i.e.

Hj2r´2lHj2r´1ke
1
j1 . . . e

1
2r´3elekekel.

The induction assumption says that there are no scalar term in e1
2r´3elekekel.

One can prove that ClCpCq is a Hilbert space with the scalar product

xa|by “ Trpa˚bq. (68.10)

Let v P V with gpv, vq “ 1 (thus in ClpV q, we have v2 “ 1); since v “ v, we have

a˚v “ vv˚ “ v2 “ 1.
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Lemma 68.4.
The maps a ÞÑ ua and a ÞÑ au are unitary if and only if uu˚ “ u˚u “ 1.

Proof. We pick λ P Up1q and w “ λv P V C which fulfils w˚w “ 1. This is the most general element
such that ww˚ “ w˚w “ 1. Now for an arbitrary a, b P ClCpV q, we compute the two followings:

xwa|wby “ Tr
`pwaq˚wb˘ “ Tr

`
a˚w˚wb

˘ “ Trpa˚bq “ xa|by,

and
xaw|bwy “ Tr

`
w˚a˚bw

˘ “ Trpww˚a˚bq “ Trpa˚bq “ xa|by.
This proves that a ÞÑ wa and a ÞÑ aw are two unitary operators on the Hilbert space ClCpV q.

For the converse, we impose for all a, b P ClCpV q:

xua|uby “ Trpba˚u˚uq !“ Trpba˚q.

In particular with a˚b “ 1, Trpu˚uq “ Trp1q “ 1, thus the scalar part of u˚u is 1. So we write
u˚u “ 1` f where f is non scalar, and for any x P ClCpV q , we have

Trpxq “ Trpxu˚uq “ Trpxq ` Trpxfq.

We conclude that Trpxfq “ 0, and therefore that f “ 0.

68.2 Spinor representation

For the spinor representation, we restrict ourself to the even case p` q “ 2n.
The aim of this subsection is to find some faithful 3 representations of the complex Clifford

algebra ClCpp, qq. In order to achieve this, we first consider V C, the complex vector space of V with
an orthonormal basis te1, ¨ ¨ ¨ , ep´1, ep, ¨ ¨ ¨ , ep`qu. The metric is ηpek, ekq “ 1 and ηpep`k, ep`kq “
´1 for k “ 0, ¨ ¨ ¨ , p´ 1. We use the following basis:

fk “ 1
2pek ` ep`kq, gk “ 1

2pek ´ ep`kq, (68.11)SUBEQooZLYUooUfZQFLSUBEQooZLYUooUfZQFL

fp`s “ 1
2pe2p`2s ` ie2p`2s`1q, gp`s “ 1

2pe2p`2s ´ ie2p`2sq (68.12)

for k “ 0, ¨ ¨ ¨ , p ´ 1. We note that tf0, g0u spans a C2-space which is η-orthogonal to the one
which is spanned by tf1, g1u. The following two spaces will prove to be useful: SUBEQSooHDHKooMWSPxg

W “ SpanCtf0, f1u » C2, (68.13a)
W “ SpanCtg0, g1u » C2. (68.13b)

It is easy to compute the various products; among others we find

ηpf0, f0q “ 0, ηpf1, f0q “ 0, ηpf1, f1q “ 0; (68.14)

so that for any w P W , we have xw,wy “ 0; for this reason, we say that W is a completely
isotropic subspace of pV C, ηCq. The space W has the same property.

Proposition 68.5.
We have

W »W ˚, (68.15)

where W ˚ is the dual space of W . By » we mean that there exists a linear bijective map ψ : W Ñ
W ˚.

3. Definition 4.134.
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Proof. For each w PW , we define ψpwq : W Ñ C by

ψpwqpwq “ ηpw,wq.
We first show that the map ψ is injective. Let w P W be so that ψpwq “ 0. Thus for all v P W ,
we have

ψpwqv “ ηpw, vq “ 0. (68.16)3101r13101r1

By decomposing w “ ag0 ` bg1 and taking successively v “ f0 and v “ f1, we see that a “ b “ 0.
The next step is to see that the map ψ is surjective. We know that dimCW “ dimCW

˚ “ 2
and that ψpg0q ‰ 0. Let’s prove that tψpg0q, ψpg1qu is a basis of W ˚. It is clear by linearity that
tψpag0q : a P Cu “ Spantψpg0qu. The fact that ψ is injective imposes that ψpg1q doesn’t belong
to Spantψpg0qu. So tψpg0q, ψpg1qu is a two-dimensional free subset of W ˚, and therefore is a basis
of W ˚.

We turn our attention to the exterior algebra ΛW “ C‘W ‘pW ^W q‘ ¨ ¨ ¨‘^p`qW of W .
DEFooURQDooMoZVbH

Definition 68.6.
We define the homomorphism ρ̃ : V C Ñ EndpΛW q by

ρ̃pfiqα “ fi ^ α,
ρ̃pgiqα “ ´ιpgiqα (68.17)

(v P V C, α P ΛW ) where ι denotes the interior product defined in page 2940. defrt

More explicitly, for all z P C and for all w,w1 PW , we have

ρ̃pfiqz “ zfi, ρ̃pgiqz “ 0, (68.18a)
ρ̃pfiqw “ fi ^ w, ρ̃pgiqw “ ´ηpgi, wq1, (68.18b)

ρ̃pfiqpw ^ w1q “ 0, ρ̃pgiqpw ^ w1q “ ´ηpgi, wqw1 ` ηpgi, w1qw. (68.18c)

We will see that, via some manipulations, ρ̃ provides a faithful representation of the Clifford
algebra, the spinor representation.

Remarque 68.7.
By “endomorphism of ΛW”, we mean an endomorphism for the linear structure of ΛW . We
obviously not have ρ̃pxqpα^ βq “ ρ̃pxqα^ ρ̃pxqβ.

Proposition 68.8.
The map ρ̃ is injective.

Proof. We have to show that ρ̃pvq “ 0 (v in V C) implies v “ 0. Any v P V C can be written as
v “ aifi ` bigi with a sum over i. We first have that

ρ̃paifi ` bigiqz “ zaifi “ 0,

but the fi are independents and then ai “ 0. We can also write

ρ̃pb0g0 ` b1g1qf1 “ ´b0ηpg0, f1q ´ b1ηpg1, f1q “ ´b
1

2 “ 0,

then b1 “ 0. The same with f0 proves that b0 “ 0.

The homomorphism ρ̃ extends to the whole the tensor algebra of V C by the following definitions:

ρ̃p1q “ IdΛW , (68.19a)
ρ̃pekq “ ρ̃pekq, (68.19b)

ρ̃pek1 b . . .b ekrq “ ρ̃pek1q ˝ . . . ˝ ρ̃pekrq. (68.19c)eq:3101r2eq:3101r2

So we get ρ̃ : T pV Cq Ñ EndpΛW q. The following proposition will allow us to descent ρ̃ to a
representation of the Clifford algebra.
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Proposition 68.9.
The homomorphism ρ̃ maps I to 0: ρ̃pIq “ 0.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 68.10
This proposition is wrong: there is a double covering.

Moreover, there is a sign problem in the proof: the sign in the first lines is not the one used in
the definition of the Clifford algebra.

Proof. We have to check the following:

ρ̃pv b w ‘ w b v ´ 2ηpv, wq1q “ 0

for any choice of v, w in te0, e1, e2, e3u. Here we will just check it explicitly for v “ e0 and w “ e1.
The computation uses the definition (68.19c):

ρ̃pe0 b e1 ‘ e1 b e0 ´ 2ηpe0, e1q “ ρ̃pe0q ˝ ρ̃pe1q ` ρ̃pe1q ˝ ρ̃pe0q
“ 2

“
ρ̃pf0q2 ´ ρ̃pg0q2

‰
.

(68.20)

It is easy to see that ρ̃pf0q2 “ 0:

ρ̃pf0q2 rz ‘ w ‘ w1 ^ w2s “ ρ̃pf0qrzf0 ‘ f0 ^ ws “ zf0 ^ f0,“ 0. (68.21)

The proof that ρ̃pg0q2 “ 0 is almost the same:

ρ̃pg0q2 rz ‘ w ‘ w1 ^ w2s “ ρ̃pg0qr´ηpg0, wq1‘´ηpg0, w1qw2 ‘ ηpg0, w2qw1s.

We can now see ρ̃ as a map ρ̃ : ClCpp, qq Ñ EndpΛW q. By construction, it is a homomorphism
and, thus, is a representation of ClCpp, qq on ΛW . For compactness, we use the notation

γa :“ ?2ρ̃peaq. (68.22)defgammadefgamma

Lemma 68.11.
The γ’s operators satisfy the following relation:

γaγb ` γbγa “ ´2ηab1. (68.23)3101r33101r3

3101l1

Proof. We have to check this equality on any element of ΛW . If we choose w1 “ af0 ` bf1 and
w2 “ a1f0 ` b1f1, we find w1 ^ w2 “ pab1 ´ ba1qf0 ^ f1.

For example, we will explicitly check (68.23) with a “ b “ 0, i.e. ρ̃pe0q ˝ ρ̃pe0q “ 1
2 Id, which

proves that γ0 ˝ γ0 “ Id.

ρ̃pe0q2rz ‘ w ‘ pab1 ´ ba1qf0 ^ f1s “ ρ̃pf0 ` g0q2rz ‘ w ‘ pab1 ´ ba1qf0 ^ f1s
“ ρ̃pf0 ` g0q

”
zf0 ‘ f0 ^ w ‘´ηpg0, wq1

´ pab1 ´ ba1qηpg0, f0qf1

` pab1 ´ ba1qηpg0, f1qf0
ı

“ 1
2pz ‘ w ‘ pab

1 ´ ba1qf0 ^ f1q.

(68.24)

Lemma 68.12.
For any sequence i0, . . . i3 of 0 and 1 (with at least one of them equals to 1), we have

Trpγi00 ¨ ¨ ¨ γi2n´1
2n´1 q “ 0. (68.25)

We take the convention that γ0
a “ 1. 3101l2
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Proof. If the number of nonzero ik is even (say 2m), we have:

Trpγa1 . . . γa2mq “ Trpγa2nγa1 . . . γa2m´1q
because the trace is invariant under cyclic permutations. But we can also permute γa2m with the
2m ´ 1 other γ’s. Trpγa1 . . . γa2mq “ p´1q2n´1 Trpγa2mγa1 . . . γa2m´1q because each permutation
gives an extra minus sign (lemma 68.11). Then the trace is zero.

If the number of nonzero ik is odd (say 2m ´ 1). Let ia “ 0 (we restrict ourself to the even
dimensional case). We have TrpAq “ ´ηaa TrpAγaγaq. Using once again the cyclic invariance of
the trace, Trpγa1 . . . γa2m´1γaγaq “ Trpγaγa1 . . . γa2m´1γaq. But, if we permute the first γa with the
2m ´ 1 first γ’s, we find Trpγa1 . . . γa2m´1γaγaq “ ´Trpγaγa1 . . . γa2m´1γaq , and the trace is zero
again.

Proposition 68.13.
The subset

t1, γaγb pa ă bq, γaγbγc pa ă b ă cq, ¨ ¨ ¨ , γ0 ¨ ¨ ¨ γ2nu
is free in EndpΛW q.
Proof. We consider a general linear combination of these operators:

E “ λ1`
ÿ

a

λaγa `
ÿ

aăb
λabγaγb ` ¨ ¨ ¨ `

ÿ

aăbăcăd
λabcdγaγbγcγd.

The claim is that if E “ 0, then all the coefficients λp...q must be zero. First note that TrpEq “
0 “ λ by lemma 68.12. It is also clear that TrpγiEq “ 0 “ λi. In order to see that λij “ 0, we
compute TrpγjγiEq “ 0 “ λij . And so on.

How many operators does we have in this free system? Any operators in this system can be
written as γi00 , ¨ ¨ ¨ γi2n´1

2n´1 with ik equal to zero or one. Thus we have 22n operators. On the other
hand, we know that dimCΛW “ 2p ` 2, and then that dimC EndpΛW q “ 42 “ 16. The result
is that tγi00 , ¨ ¨ ¨ γi2n´1

2n´1 tel que ik “ 0 or 1u is a basis of EndpΛW q. In other words (if we suppose a
suitable ordering), the image by ρ̃ of

B “ t1, ea, ea b eb, ea b eb b ec, ea b eb b ec b edu
is a basis of EndpΛW q.

If B is a basis of CCpp,qq, then ρ̃ is bijective and thus isomorphic. Therefore, we expect ρ̃ : CCpp,qq Ñ
EndpΛW q to be a faithful representation. It is not difficult to see that B is indeed a basis thanks
to the equivalence relation.

68.2.1 Explicit representation

First, we choose a basis for ΛW :

102r21 “

¨
˚̊
˝

1
0
0
0

˛
‹‹‚, f0 “

¨
˚̊
˝

0
1
0
0

˛
‹‹‚, f1 “

¨
˚̊
˝

0
0
1
0

˛
‹‹‚, f0 ^ f1 “

¨
˚̊
˝

0
0
0
1

˛
‹‹‚. (68.26)

Here is the explicit computation for the matrix γ0 in this basis. First remark that ρ̃pe0q1 “ f0,
ρ̃pe0qf0 “ 1

2 , ρ̃pe0qf1 “ f0 ^ f1, ρ̃pe0qpf0 ^ f1q “ 1
2f1. Then

γ0

¨
˚̊
˝

1
0
0
0

˛
‹‹‚“

?
2

¨
˚̊
˝

0
1
0
0

˛
‹‹‚, γ0

¨
˚̊
˝

0
1
0
0

˛
‹‹‚“

?
2

¨
˚̊
˝

1
2
0
0
0

˛
‹‹‚,

γ0

¨
˚̊
˝

0
0
1
0

˛
‹‹‚“

?
2

¨
˚̊
˝

0
0
0
1

˛
‹‹‚, γ0

¨
˚̊
˝

1
0
0
0

˛
‹‹‚“

?
2

¨
˚̊
˝

0
0
1
2
0

˛
‹‹‚.

(68.27)
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This allows us to write down γ0; the same computation gives the other matrices.

γ0 “
?

2

¨
˚̊
˝

0 1
2 0 0

1 0 0 0
0 0 0 1

2
0 0 1 0

˛
‹‹‚, γ1 “

?
2

¨
˚̊
˝

0 ´1
2 0 0

1 0 0 0
0 0 0 ´1

2
0 0 1 0

˛
‹‹‚,

γ2 “
?

2

¨
˚̊
˝

0 0 ´1
2 0

0 0 0 1
2

1 0 0 0
0 ´1 0 0

˛
‹‹‚, γ3 “

?
2

¨
˚̊
˝

0 0 ´ i
2 0

0 0 0 i
2´i 0 0 0

0 i 0 0

˛
‹‹‚.

(68.28)

It is easy to check that these matrices satisfies (68.23).
Notice that, up to a suitable change of basis in ΛW , these are the usual Dirac matrices.

Indeed we actually solved the physical problem to find a representation of the algebra (68.2). We
understand by the way why do physicists work with 4-components spinors: the γ’s are operators on
the four-dimensional space ΛW ; hence the Dirac operator will naturally acts on four-components
objects.

The main result of this section is an explicit faithful representation of ClCpp, qq. This allows
us to write a Dirac operator which solve (see the invitation 68.1 and [934]) the problem to find
a “square root” of the d’Alembert operator: the differential operator D “ γµBµ satisfies D2 “ l.

68.2.2 A remark

Let us compare the two faithful representations

c : ClpV q Ñ EndRp^V q
ρ̃ : ClC Ñ EndRp^W q.

They obviously comes from the same ideas. One common point is that

cpe1qpe1 ^ e2q “ 2ρ̃pe1qpe1 ^ e2q “ e2,

but they are different:

ρ̃pe3qpe0 ^ e2q “ 0
cpe3qpe0 ^ e2q “ e3 ^ e0 ^ e1.

68.2.3 General two dimensional Clifford algebra

The Clifford algebra for the metric

g “
ˆ
α δ
δ β

˙

is realised by matrices

γ1 “ ϵ

ˆ?
α

´?α
˙
, γ2 “ ϵ

ˆ
δ{?α β ´ δ2{|α|

1 ´δ{?α
˙

where ϵ “ ˘1 is chosen in such a way that ϵ|α| “ α.

68.3 Spin group
We will not immediately go on with Dirac operators on Riemannian manifolds because we still

have to build some theory about the Clifford algebra itself. In particular, we have to define the
spin group which will play a central role in the definition of the Dirac operator. Almost all –and
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(too?) much more– the concepts we will introduce in this section can be found in [933]; a more
physical oriented but useful approach can be found in [938].

Let define the map χ : Γpp, qq Ñ GLpR1,3q by

χpxqy “ αpxq· y·x´1. (68.29)

Let
Γpp, qq “ tx P Clpp, qq tel que x is invertible and χpxqy P V for all y P V u.

It should be remarked that this definition comes back to the real Clifford algebra. The Clifford
algebra product gives this subset a group structure which is called the Clifford group. Any x P V
is invertible since x·x “ ´ηpx, xq1, the inverse of x is given by x´1 “ x{}x}2.

The subset Clpp, qq` (resp. Clpp, qq´) of Clpp, qq is the image of even (resp. odd) tensors of
T pV q by the canonical projection T pV q Ñ Clpp, qq. With these definitions, we have a natural
grading of Cl:

Clpp, qq “ Clpp, qq` ‘ Clpp, qq´, (68.30)directCdirectC

and the subgroups

Γpp, qq` “ Γpp, qq X Clpp, qq`, Γpp, qq´ “ Γpp, qq X Clpp, qq´. (68.31)defgplusdefgplus

For x1, . . . , xn P V , we have τpx1 ¨ ¨ ¨xnq “ xn ¨ ¨ ¨x1. The spin group is

Spinpp, qq “ tx P Γpp, qq`|τpxq “ x´1u (68.32)defSpinundefSpinun

while the spin norm is the map N : Γpp, qq Ñ Γpp, qq defined by

Npxq “ xτpαpxqq.
proppourN

Proposition 68.14.
The map N takes values in R and the formula

Npx· yq “ NpxqNpyq, (68.33)

holds for all x, y P Γpp, qq.
Proof. We write as usual x P Γpp, qq as x “ cv1 ¨ ¨ ¨ vr. So,

Npxq “ cv1 ¨ ¨ ¨ vrτpαpcv1 ¨ ¨ ¨ vrqq “ p´1qrc2v1 ¨ ¨ ¨ vr · vr ¨ ¨ ¨ v1. (68.34)

The first equality comes from the fact that αpcv1 ¨ ¨ ¨ vrq “ p´1qrcv1 ¨ ¨ ¨ vr. Now Npxq P R because
vi · vi “ ´xvi, viy P R for all i. Hence the following hold:

Npx· yq “ v· y· τpαpv· yqq
“ v· y· τpαpyqq· τpαpvqq
“ v·Npyqτpαpvqq
“ NpyqNpxq.

(68.35)

This is the claim.

Therefore N : Γpp, qq Ñ R is an homomorphism.

Remarque 68.15.
The elements of Spinpp, qq are spin-normed at 1. Indeed, take a s in Spinpp, qq. We have Npsq “
s· τpsq “ 1 because αpsq “ s and τpsq “ s´1. In particular Spinpp, qq XR “ Z2. rem:spin_norm_u
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68.3.1 Studying the group structure

Proposition 68.16.
The set Γpp, qq admits a Lie group structure.

Proof. During this proof, µ denotes the Clifford multiplication: µpx, yq “ x· y. We know that
ClCpp, qq is isomorphic to EndpΛW q in which the multiplication is a continuous map. Thus µ is
continuous on ClCpp, qq. But Clpp, qq is a closed subset of ClCpp, qq, so µ is a continuous map in
Clpp, qq. This proves that χ seen as a map from Γpp, qq ˆ V to V is a continuous map.

The space V is closed in Clpp, qq, thus σ´1pV q is also closed. But σ´1pV q “ Γpp, qq ˆ Clpp, qq.
So Γpp, qq is closed in Clpp, qq.

Now the result is just a consequence of theorems 46.6 and 53.96. Indeed, let us study the subset
I which appears in the definitions of the Clifford algebra. It makes no difficult to convince ourself
that it is a closed subgroup of T pV q. The theorem 53.96 thus makes Clpp, qq “ T pV q{I a Lie group.
But we just say that Γpp, qq is closed in Clpp, qq, and the fact that Γpp, qq is a subgroup of Clpp, qq
is clear. By theorem 46.6 we conclude that there exists a Lie group structure on Γpp, qq.
Lemma 68.17.
The map χ is a homomorphism, in other words χ is a representation of Γpp, qq.
Proof. The following computation uses the fact that α is a homomorphism:

χpa· bqy “ αpa· bq· y· pa· bq´1 “ αpaq·αpbqy· b´1 · a´1

“ αpaq·χpbqy· a´1 “ χpaqχpbqy.

Let y P Γpp, qq´ and v P V . Where is y· v? First note that py· vq´1 “ v´1 · y´1, so that

αpy· vq·w· py· vq´1 “ ´αpyq· v·w· v´1 · y´1

“ ´αpyq`2ηpv, wq ´ w· v
˘

· v´1 · y´1

“ ´2ηpv, wqαpyq· v´1 · y ` αpyq·w· y´1
(68.36)

which belongs to V because y P Γpp, qq. This reasoning shows that (apart for 0), y· v P Γpp, qq`
if and only if y P Γpp, qq´.

Lemma 68.18.
If x P V is non-isotropic (i.e. ηpx, xq ‰ 0), the automorphism χpxq is the orthogonal symmetry
with respect to xK.

We recall that
xK “ ty P V tel que ηpx, yq “ 0u.

We will denote by σx the orthogonal symmetry with respect to xK.

Proof. When the operator σx acts on y, it just change the sign of the “x-part” of y. So we can
write σxy “ y ´ 2ηpx, yq1x, where 1x :“ x{}x}. It should be checked if χpxqy “ αpxq· y·x´1 is
equal to y ´ 2ηpx, yq1x or not. We know that x·x “ ηpx, xq1 “ ´}x}. It follows that

x· y ` y·x “ 2ηpx, yqx·x

}x} .

If we multiply this at right by x´1, using the fact that αpxq “ ´x, we find

´αpxq· y·x´1 “ ´y ` 2ηpx, yq1x,
which is precisely the identity we wanted to check.

The following result will help us to identify subgroups of Clifford group as isometry groups.
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Theorem 68.19 (Cartan-Dieudonné theorem).
Each σ in Op1, 3q can be written as σ “ τ1 ˝ . . . ˝ τm, where the τ ’s are orthogonal symmetries with
respect to hyperplanes which are orthogonal to non-isotropic vectors. CartanDieu

Proposition 68.20.

χpΓpp, qqq “ Opp, qq.
prop1001t1

Proof. In order to show that χpΓpp, qqq Ă Opp, qq take z P V and x P Γpp, qq. Since αpxq· z·x´1

lies in V , we can write:

αpxq· z·x´1 “ ´α `αpxq· z·x´1˘ “ ´x·αpzq·αpx´1q “ x· z·αpx´1q.

In order to see that χpxq P Opp, qq, we have to prove that }χpxqy}2pp,qq “ }y}2pp,qq. This is achieved
by the following computation:

}χpxqy}2pp,qq “ ´
`
αpxq· y·x´1˘2 “ `

αpxq· y·x´1˘ `x· y·αpx´1q˘

“ ´αpxq· y2 ·αpx´1q “ }y}2pp,qq.
(68.37)

The last step is simply the fact that y2 P R and therefore commutes with anything. We now know
that χpxq P Opp, qq for all x P Γpp, qq. Thus χpΓpp, qqq Ă Opp, qq.

For the second part, let σ be in Opp, qq. The Cartan-Dieudonné theorem(theorem 68.19) says
that σ “ σx1˝. . .˝σxr for some x1, . . . , xr in V . Thus σ “ χpx1 ¨ ¨ ¨xrq, and Opp, qq Ă χpΓpp, qqq.
Proposition 68.21.

kerχ “ Rˆ (68.38)

where the right hand side is the set of invertible elements of R. prop1001p1

Proof. Before beginning the proof, we want to insist on the fact that x P kerχ does not mean that
χpxqy “ 0 for all y in V . The “zero” of an algebra is the element e which satisfies e· y “ y· e “ y
for all y in the algebra. In other words, x is in the kernel of χ if and only if χpxq “ Id.

First we show that R0 Ă kerχ. If x P R, then αpxq “ x. Therefore, when x ‰ 0,

χpxqy “ αpxq· y·x´1 “ y,

because the algebra product · between an element of Clpp, qq and a real is commutative. Note
that this does not work with x “ 0.

We are now going to show that kerχ Ă R. Let z P kerχ. We decompose (definitions (68.31))
it into his odd and even part: z “ z` ` z´, with z˘ P Γpp, qq˘. These two can be written as
z` “ ej1 ¨ ¨ ¨ ej2r and z´ “ ei1 ¨ ¨ ¨ ei2r´1 with no two ik or jk equals. This is almost the general
form of elements in even and odd part of Γpp, qq: the only other possibility is z in R. Obviously
αpz˘q “ ˘z˘. Multiplying the condition χpzqy “ y at right by pz` ` z´q, we find

pz` ´ z´qy “ ypz` ` z´q.
Thanks to equation (68.30), we can split this condition into even and odd parts:

z`y “ yz`, z´y “ ´yz´. (68.39)

The first equation with y “ ej1 gives ej1 ¨ ¨ ¨ ej2r · ej1 “ ej1ej1 ¨ ¨ ¨ ej2r . In the left hand side, permute
the last ej1 from last to second position. So we find the right hand side, with an extra minus sign.
This means that z` “ 0. In the same way, the second equation gives z´ “ 0. We are left with the
last possibility: z P R.
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Corollary 68.22.
For any s P Γpp, qq, there exists some non-isotropic vectors x1, . . . , xr, and c P R such that s “
cx1 ¨ ¨ ¨xr. 602c1

Proof. Let us take a s P Γpp, qq; we just saw (theorem 68.20) that χpsq is an element of Opp, qq. It
can be written χpsq “ σ1 ˝ . . . ˝ σm. But we had shown that σi “ χpxiq for any xi normal to the
hyperplane defining σi. We thus have

χpsq “ χpx1 ¨ ¨ ¨xmq,

where s belongs to Γpp, qq and is therefore invertible. This leads us to write Id “ χps´1 ·x1 ¨ ¨ ¨xmq.
But the kernel of χ is R (proposition 68.21); so one can find a r P R such that s´1 ·x1 ¨ ¨ ¨xm “ r.
The claim follows.

Lemma 68.23.
If v P V ,

detχpvq “ ´1. (68.40)

Proof. We already know that detχpvq “ ˘1. To check that the right sign is plus, take the following
basis of V : tv, vK

i u where tvK
i u is a basis of vK. Calculating the action of χpvq on this basis, we

find:

χpvqv “ ´v· v· v´1 “ ´v,
χpvqvK

i “ ´v· vK
i · v´1 “ vK

i · v· v´1 “ vK
i .

(68.41)

In this computation, we used the relation v·w “ ´w· v ´ 2xv, wy which is true for all v, w in
V . The action of χpvq on this basis is thus to let unchanged three vectors and to change the sign
of the fourth. This proves the claim.

Theorem 68.24.

χpΓpp, qq`q “ SOpp, qq. (68.42)
2102p1

Proof. From corollary 68.22, and definition 68.31, an element s P Γpp, qq` reads s “ cv1 ¨ ¨ ¨ v2r.
Thus

detχpsq “ detχpv1 ¨ ¨ ¨ v2rq “ det rχpv1q . . . χpv2rqs . (68.43)

But we know that, for all vi in V , detχpviq “ ´1. So detχpsq “ 1 and χpΓpp, qq`q Ď SOpp, qq. As
set,

Γpp, qq “ Γpp, qq` Y Γpp, qq´,
but the lemma shows that detχpΓpp, qq´q “ ´1 so, from theorem 68.20, χpΓpp, qq`q must be the
whole SOpp, qq.

Theorem 68.25.
We have the following isomorphism of groups

Spinpp, qq “ SO0pp, qq.

provided by the map χ.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 68.26
This result is wrong because of a double covering issue. The real proposition is the next one. I
should try to merge the proofs.
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Proof. Let te1, ¨ ¨ ¨ , ep, f1, ¨ ¨ ¨ , fpu be a basis of Rp`q where the ei’s are time-like and the fj ’s are
space-like. Following the discussion at page 3846, we have

SOpp, qq “ SO0pp, qq Y ξ SO0pp, qq

where ξ is defined as follows: ξe1 “ ´e1, ξf1 “ ´f1 and ξek “ ek, ξfk “ fk for k ‰ 1. This
element can be implemented as ξ “ χpgq for g “ e1f1. It is easy to see that g´1 “ ´f1e1 and that
τpgq “ f1e1, so that g R Spinpp, qq.

Is it possible to find another h P Γpp, qq such that χphq “ ξ? If χpaq “ χpbq for a, b P Γpp, qq,
then a “ rb for a certain r P R. So we find that h “ g´1{r is the general form of an element
in Γpp, qq such that χphq “ ξ. This is an element of Spinpp, qq if and only if τphq “ h´1, or
´e1f1{r “ re1f1 which has no solutions. We conclude that no element of Spinpp, qq is send on ξ
by χ. So

χ
`

Spinpp, qq˘ Ă SO0pp, qq.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 68.27
I still have to prove the surjectivity of χ from Spinpp, qq to SOpp, qq.

Theorem 68.28.

χpSpinpp, qqq “ SO0pp, qq (68.44)EqchiSpinSOEqchiSpinSO

where the index 0 means the identity component.

Proof. Proposition 68.21, theorem 68.24 and remark 68.15 show that the map χ : Spinpp, qq Ñ
SOpp, qq is a homomorphism with Z2 as kernel. We begin to prove that χ : Spinpp, qq Ñ SO0pp, qq
is surjective. On the one hand, elements of Spinpp, qq satisfy one more condition than the ones of
Γpp, qq`. Thus the algebra Spinpp, qq has codimension one in Γpp, qq`.

On the other hand, we know that SOpp, qq “ SO0pp, qqYh SO0pp, qq where h is the matrix such
that hei “ ´ei for i “ 0, . . . , 3. Since Spinpp, qq has codimension one in Γpp, qq`, there is at most
one more generator in χpΓpp, qq`q than in χpSpinpp, qqq (because χ is a homomorphism). In order
to prove this theorem, we just need to show that elements of χpΓpp, qq`q which do not belong to
χpSpinpp, qqq is h.

Is is no difficult to see that χpe0 · e1 · e2 · e3qei “ ´ei for i “ 0 . . . 3: just write

χpe0 · e1 · e2 · e3qei “ e0 · e1 · e2 · e3 · ei · e´1
3 · e´1

2 · e´1
1 · e´1

0 (68.45)

and use the commutation relations. An easy computation gives Npe0 · e1 · e2 · e3q “ ´1; then
this is not in Spinpp, qq by remark 68.15.

We write it by the exact sequence

Z2
� � // Spinpp, qq χ // SO0pp, qq (68.46)

we say that the group Spinpp, qq is a double covering of SO0pp, qq.
Lemma 68.29.
If π : X̃ Ñ X is a covering which satisfies

(1) X is path connected,
(2) @x P X, X̃x :“ π´1pxq is path connected in X̃ i.e. for all a, b P X̃, there exist a path in X̃

which joins a and b,

then X̃ is path connected. lem_cov_path_con
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Proof. If x̃ and ỹ are in X̃, we can suppose that πpx̃q ‰ πpỹq (because if πpx̃q “ πpỹq, the second
assumption gives the thesis). We define x and y as their projections: x “ πpx̃q and y “ πpỹq.
Let γ be a path such that γp0q “ x and γp1q “ y, and γ̃ be the lift of γ in X̃ which contains x̃:
γ̃p0q “ x̃ and πpγ̃p1qq “ γp1q “ y. Then γ̃p1q lies in X̃y. Therefore, we can consider γ1 which joins
γ̃p1q and ỹ.

So, γ1 ˝ γ̃ is a path which contains x̃ and ỹ.

Proposition 68.30.
The group Spinpp, qq is connected.

Proof. We will prove that the covering χ : Spinpp, qq Ñ SO0pp, qq fulfils lemma 68.29. We just have
to show that Spinpp, qq fulfills the second assumption of the lemma. First note that χpx̃q “ χpỹq
implies χpx̃ỹ´1q “ e, and then x̃ “ ˘ỹ because of proposition 68.21. Since the other case is trivial,
we can suppose x̃ “ ´ỹ.

It remains to prove that for every g P Spinpp, qq, there is a path in Spinpp, qq which joins g and
´g. The answer is given by the path t ÞÑ γptqg where

γptq “ exppte1 · e2q “ cosptqp´1q ` sinptqe1 · e2

which satisfies γp0q “ 1 and γpπq “ ´1.

Proposition 68.31.
The homomorphism ρ̃ restricts to a homomorphism ρ̃ : Spinpp, qq Ñ GLpΛ`W q.
Proof. An element in Spinpp, qq reads s “ cv1 ¨ ¨ ¨ v2r and its image by ρ̃ is

ρ̃psq “ cρ̃pv1q ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ ρ̃pv2rq.
When one applies ρ̃pv1q to an element α P ΛkW , one obtains a linear combination of an element
of Λk´1W and one of Λk`1W . The element ρ̃psq being an even composition of such maps, its
transforms an element of Λ`W into an element of Λ`W .

Notice that an element of V —no V C— is represented on Λ`W by complex matrices. This is
not a problem. In the case of R1,3, we have dim Λ`W “ 2 and thus

ρ̃
`

Spinp1, 3q˘ Ă GLp2,Cq.
The following is the lemma 8.5 (page 57) of [928].

Lemma 68.32.
Let ρ : Clpp, qq Ñ HomCpE,Eq be a representation of the Clifford algebra on a vector space E. If
p` q ě 2, then for all s P Spinpp´ 1, qq Ă Clpp, qq,

detC
`
ρpsq˘ “ ˘1.

Proof. No proof.

Theorem 68.33.
The representation ρ̃ provides a group isomorphism

Spinp1, 3q » SLp2,Cq
Proof. In the case p “ 2, q “ 3, the lemma assures us that for each s in the spin group, det ρ̃psq “ 1.
Since Spinp1, 3q is connected and the determinant function is continuous, we deduce that det ρ̃psq ”
1. This proves that ρ̃

`
Spinp1, 3q˘ Ă SLp2,Cq. The proposition 52.6 thus implies that

ρ̃
`

Spinp1, 3q˘ “ SLp2,Cq,
but from Clp1, 3q, the representation ρ̃ is yet injective. A forciori, the representation ρ̃ is injective
from Spinp1, 3q. This finishes the proof.
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68.3.2 Redefinition of SpinpV q

As it, this new definition only holds when g is positive defined.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 68.34
When we work with a signature pp, qq, maybe we only get the connected part. To be checked.

Let us take v, x P V with gpv, vq “ 1. We have

´vxv´1 “ ´vxv “ ´2gpx, vqv ` xv2 “ x´ 2gpx, vqv P V.
The effect was to reverse the v component of x; the map x ÞÑ ´vxv´1 is σv. Now, when λ P Up1q
and w “ λv, we also have that x ÞÑ ´wxw´1 is σv. Now we look at χpaq : x ÞÑ αpaqxa´1 with
a “ w1 . . . wr, a product of unitary vectors in V C. Explicitly,

χpaqx “ p´1qrw1 . . . wrxw
´1
r . . . w´1

1 ,

a composition of reflexions in V . When r is even, it is a rotation. We conclude that when a is
an even product of unitary vectors in V C, then χpaq P SOpV q. Theorem 68.19 states that any
rotation of V is a composition of reflexions. So we define

SpincpV q “ tw1 . . . w2k tel que wj P V C, wj̊wj “ 1u Ă ClC0pV q, (68.47)

and χ : SpincpV q Ñ SOpV q is a surjective group homomorphism. The inverse in SpincpV q is given
by

pw1 . . . w2kq´1 “ w2̊k . . . w1̊ “ w2k . . . w1.

In the real case, proposition 68.21 says that kerχ “ Rˆ. In the complex case we get kerχ “ Cˆ
and, when we look at kerχ|SpincpV q, we find

kerχ “ Up1q. (68.48)

Then we find the short exact sequence

1 Id // Up1q Id // SpincpV q χ // SOpV q Id // 1. (68.49)

Let u “ w1 . . . w2k P SpincpV q with wj “ λjvj and λj P V , so τpuq “ w2k . . . w1 and

τpuqu “ w2k . . . w1w1 . . . w2k “ λ2
1 . . . λ

2
2k P Up1q.

This proves that τpuqu is central in SpincpV q. We define the homomorphism

ν : SpincpV q Ñ Up1q
u ÞÑ τpuqu. (68.50)

This is a homomorphism because

νpu1u2q “ τpu1u2qu1u2 “ τpu2q τpu1qu1looomooon
central

u2 “ τpu2qu2τpu1qu1

“ νpu2qνpu1q “ νpu1qνpu2q.
The map ν naturally restricts to Up1q as

νpλq “ λ2.

The combined map pχ, νq : SpincpV q Ñ SOpV q ˆ Up1q has kernel t˘1u. We define

SpinpV q “ ker ν|SpincpV q. (68.51)eq_defSpindeuxeq_defSpindeux
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Lemma 68.35.
This group is the same as the one defined in equation (68.32).

Proof. Let u P SpinpV q (in the sense of equation (68.51)). The fact for u to belongs to SpinpV q
implies the two following:

(1) u P SpincpV q ñ u˚u “ 1,
(2) u P ker ν ñ τpuqu “ 1.

The second point says that u´1 “ τpuq, which is a first good point to fit the first definition of
SpinpV q. Now we have to prove that u P Γ`pV q: u must be invertible and χpuqx must belongs to
V for all x P V . These two points are contained in the definition of SpincpV q.

Let us see in the new definition how is χ : SpinpV q Ñ SOpV q. On SpincpV q, we have kerχ “
Up1q, but on SpinpV q we require moreover τpuqu “ 1, thus an element of kerχ in SpinpV q fulfils
τpλqλ “ 1, so that λ “ t˘1u. We conclude that kerχ|SpinpV q “ t˘1u, and then that SpinpV q is a
double covering of SOpV q.

68.3.3 A few about Lie algebra

Proposition 68.36.
We have an isomorphism

spinpp, qq » sopp, qq
between the Lie algebras of Spinpp, qq and SOpp, qq. prop:spin_so

Proof. Using the second part of lemma 46.7, with the map χ : Spinpp, qq Ñ SOpp, qq, we find that
dχepspinpp, qqq “ sopp, qq. Then we know (lemma 46.8) that

sopp, qq “ spinpp, qq{ ker dχe.

On the other hand, the first part of the same lemma gives us that χ´1peq is a Lie subgroup of
Spinpp, qq whose Lie algebra is ker dχe. But χ´1peq “ Z2, so ker dχe “ t0u.

Let us now shortly speak about the Lie algebra of Γpp, qq`. A basis of Clpp, qq` is

t1, γ0 · γ1, γ0 · γ1, γ0 · γ3, γ0 · γ1 · γ2 · γ3u.
Thanks to the anticommutation relations, we don’t need γ1 · γ2 in the basis.

Remember that Γpp, qq` is the set of the x P Cl`pp, qq such that x· v·αpx´1q lies in V for
all v P V . Let xptq be a path in Γpp, qq` such that xp0q “ e and 9xp0q “ X. Differentiating the
definition relation, we find

9x· v·αpx´1q|0 ` x· v· p´qαp 9xq|0 “ X · v ´ v·X,

therefore
LiepΓpp, qq`q “ ␣

X P Cl`pp, qq such that X · v ´ v·X P V, @v P V ( .
It is clear that C is a subset of LiepΓpp, qq`q, and that V is not. The following computation

shows that V ·V is a subset LiepΓpp, qq`q:
a· b· v ´ v· a· b “ 2ηpv, aqb´ 2ηpv, bqa.

We can also check that V ·V ·V ·V X LiepΓpp, qq`q “ H. A basis of LiepΓpp, qq`q is

t1, eα · eβ tel que α ă βu
We know that kerrχ : Γpp, qq` Ñ SOpp, qqs “ R0. So the kernel of the restriction of dχe to

LiepΓpp, qq`q is the Lie algebra of R0 (see lemma 46.7), which is R. Therefore, a basis of spinpp, qq
is

teα · eβ tel que α ă βu.
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68.3.4 Grading ΛW

We already know that ΛW “ C‘W ‘ Λ2W . This space can be written as

ΛW “ ΛW` ‘ ΛW´,

with ΛW` “W and ΛW´ “ C‘Λ2W . The interest of such a decomposition lies in the definition
of an action of Cl`pp, qq on ΛW . This action will be defined by ‚ : Cl`pp, qq ˆ ΛW Ñ ΛW ,

x ‚ α “ ρ̃pxqα
for any x in Cl`pp, qq and any α in ΛW (see definition 68.6).

Proposition 68.37.
This action preserves the grading of ΛW :

Cl`pp, qq ‚ ΛW` “ ΛW`

Cl`pp, qq ‚ ΛW´ “ ΛW´.
(68.52)

Proof. For x P C, theses equalities are obvious. We have to check it for x “ ei · ej . Here, we will
just check that pe1 · e0q ‚ pv ^ wq P ΛW`. This follows from a simple computation:

ρ̃pe1qρ̃pf0 ` g0qpv ^ wq “ ρ̃pf1 ` g1q r´ηpg0, vqw ` ηpg0, wqvs
“ ´ηpg0, vqf1 ^ w ` ηpg0, wqf1 ^ v
` ηpg0, vqηpg1, wq ´ ηpg0, wqηpg1, vq.

(68.53)

Since Spinpp, qq is a subgroup of Cl`pp, qq, the following two are representations of Spinpp, qq :
ρ˘ : Spinpp, qq ˆ ΛW˘ Ñ ΛW˘,

ρ´psqw´ “ ρ̃psqw´,
ρ`psqw` “ ρ̃psqw`,

(68.54)

for w˘ in ΛW˘. This is no more than the fact that ρ̃ is reducible and that two invariant subspaces
are ΛW` and ΛW´.

68.3.5 Clifford algebra for V “ R2
cliffR2

68.3.5.1 General definitions

The whole construction can also be applied to V “ R2 with the Euclidean metric. This is our
business now. We take the complex vector space V C and an orthonormal basis te1, e2u. As before,
we define

f1 “ 1
2pe1 ` ie2q, g1 “ 1

2pe1 ´ ie2q.
There are no difficulties to see that Spanpf1q is a completely isotropic subspace of V C. Thus we
define W “ Cf1, ΛW “ C ‘W , ΛW` “ C, and ΛW´ “ W . The homomorphism ρ̃ : V C Ñ
EndpΛW q in ΛW is defined by

ρ̃pf1qα “ f1 ^ α,
ρ̃pg1qα “ ´ipg1qα, (68.55)

where α is any element of ΛW . In the basis 1 “
ˆ

1
0

˙
and f1 “

ˆ
0
1

˙
, we easily find that

ρ̃pe1q “
ˆ

0 ´1
2

1 0

˙
, ρ̃pe2q “

ˆ
0 ´ i

2´i 0

˙
.
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For c P R we also have ρ̃pcqf1 “ cf1 and ρ̃pcq1 “ c, thus we assign the matrix
ˆ
c 0
0 c

˙
to the

number c.
As before, we define γi “

?
2ρ̃peiq. We immediately have γ1γ2 ` γ2γ1 “ 0 and γiγi “ ´21, so

that the γ’s satisfy the Clifford algebra for the euclidian metric.
For notational conveniences, it proves useful to make a change of basis so that we get

γ1 “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
, γ2 “ ´

ˆ
0 i
i 0

˙
. (68.56)gammaR2gammaR2

The algebra Clp2q is isomorphic to the algebra which is generated by direct sum Clp2q »
R‘ γ1 ‘ γ2 ‘Rγ1γ2. A general element of Clp2q can be written as xγ1 ` yγ2 ` x1R` y1γ1γ2. In
the representation of ρ̃, a general element of Clp2q is therefore

ˆ
x1 ` iy1 x` iy
´x` iy x1 ´ iy1

˙
,

so that we can write the Clifford algebra of R2 as

Clp2q “
"ˆ

α β
´β α

˙
: α, β P C

*
.

The following four matrices provide a basis:

1 “
ˆ

1 0
0 1

˙
, i “

ˆ´i 0
0 i

˙
, j “

ˆ
0 i
i 0

˙
, k “

ˆ
0 1
´1 0

˙
. (68.57)paulipauli

We can check that these matrices satisfies the quaternionic algebra:

i2 “ j2 “ k2 “ ´1
ij “ ´ji “ k,

jk “ ´kj “ i,

ki “ ´ik “ j.

(68.58)

The algebra Clp2q “ H is represented by ρ̃ on C2 by the Pauli matrices 1, i, j, k which are given
by (68.57).

68.3.5.2 The maps α and τ

What are the matrices which represent V ? These are ρ̃pe1q and ρ̃pe2q. Thus we can write
V “ SpanRtγ1, γ2u “ SpanRtj, ku, or

V “
"ˆ

0 ξ
´ξ 0

˙
: ξ P C

*
.

As before, α is the unique homomorphic extension to Clp2q of ´ Id on V . From the definitions,
we get αpjq “ ´j, αpkq “ ´k. The extension present no difficult. For example: αpiq “ αpjkq “
αpjqαpkq “ jk “ i, but αpjkq “ αpiq; then αpiq “ i. The same gives αp1q “ 1.

The case of τ is treated in similar way. We find: τpjq “ j, τpkq “ k, τpiq “ ´i, τp1q “ 1.
Now, we can find the group Γp2q. The condition for x P Clp2q to be in Γp2q is αpxqyx´1 to

belongs to V for all y P V . We put

x “
ˆ
α β
´β α

˙
, αpxq “

ˆ
α ´β
β α

˙
.

A typical y in V is

y “
ˆ

0 η
´η 0

˙
.
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A few computation gives:

αpxqyx´1 “ 1
|α|2 ` |β|2

ˆ
αηβ ` βηα ααη ´ ββη
ββη ´ ααη ηαβ ` αηβ

˙
.

If we impose it to be of the form
ˆ

0 ξ
´ξ 0

˙
for all η P C, we get, for all η P C, Repαβηq “ 0, which

implies αβ “ 0. So we conclude:

Γp2q “
"ˆ

α 0
0 α

˙
,

ˆ
0 β
´β 0

˙
: α, β P C not both equals zero

*
.

Be careful on a point: Γp2q is the multiplicative group generated by these two matrices, not the
additive one.

68.3.5.3 The spin group

It present no difficult to find that

Γ`
p2q “

"ˆ
α 0
0 α

˙
: α ‰ 0

*
. (68.59)

The spin group is made of elements of Γ`
p2q which satisfy τpxq “ x´1. We know that τ

ˆ
α 0
0 α

˙
“

ˆ
α 0
0 α

˙
and that

ˆ
α 0
0 α

˙´1
“ 1
αα

ˆ
α 0
0 α

˙
. Thus the condition τpxq “ x´1 becomes |α|2 “ 1.

The first conclusion is that
Spinp2q “ Up1q. (68.60)

A typical s in Spinp2q is

s “ eiθ “
ˆ
eiθ 0
0 e´iθ

˙
.

The next point is to see the action of Spinp2q on V . The action of s P Spinp2q on a vector
v P V is still defined by s ‚ v “ χpsqv “ αpsq· v· s´1. More explicitly:

χpsqv “
ˆ
eiθ 0
0 e´iθ

˙ˆ
0 z
´z 0

˙ˆ
e´iθ 0

0 eiθ

˙
“
ˆ

0 e2iθz
´e´2iθz 0

˙
, (68.61)

where the matrix
ˆ

0 z
z 0

˙
denotes the representation of the vector v of V . This equality can be

written eiθ · v “ e2iθv. If we note v “ v1 ` iv2 “
ˆ
v1
v2

˙
, we get

e2iθ ‚ v “
ˆ

cos 2θ ´ sin 2θ
sin 2θ cos 2θ

˙ˆ
v1
v2

˙
.

Therefore, we can write

χpeiθq “
ˆ

cos 2θ ´ sin 2θ
sin 2θ cos 2θ

˙
.

So χ projects Up1q into SOp2q with a kernel Z2, for this reason, we say that Up1q is a double
covering of SOp2q. We note it

Z2 Ñ Up1q χÑ SOp2q. (68.62)
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68.4 Clifford modules
susec_Cliffmodule

References: [931, 930].
Let M be a manifold. We denote by ClCpMq the bundle whose fibre at x PM is the complex

Clifford algebra of the metric gx: ClCpMqx “ ClCpgxq. We define the important map

γ : ΓpM,ClCpMqq Ñ BpH q
γpdxµq ÞÑ γµpxq (68.63)

which can be extended to the whole Clifford algebra.
Let V be a vector space endowed with a bilinear symmetric form. We consider ClpV q, the

corresponding Clifford algebra. A Clifford module is a real vector space E with a Z2-graduation
and a morphism

ρE : ClpV q Ñ EndpEq
of Z2-graded vector spaces. It is defined by a linear map ρE : V Ñ EndpV q such that

ρEpvqρEpwq ` ρEpwqρEpvq “ Bpv, wq Id (68.64)

for every v, w P E. The element ρEpxqv will often be denoted by x· v and the operation ρE is
the Clifford multiplication. The dual module E˚ is defined by ρE˚pxq “ ρEpxtq˚, i.e.

xρE˚pxqψ, vy “ p´1q|ψ||x|xψ, ρE
`
τpxq˘vy (68.65)

for every ψ P E˚ and v P E. Here
Let A be a Z2-graded subalgebra of ClpV q and E1, a A-module. Then the space

E “ IndClpV q
A pE1q “ ClpV q bA E1

has a structure of Clifford module, the induced module. The tensor product bA is the usual one
modulo the subspace spanned by elements of the form

xb a· y ´ xab y
for every x, a P ClpV q and y P E1. In a similar way, if E is a complex vector space we have a
notion of ClCpV q-module.

Let x P ClpV q be such that x2 “ 1. In that case the Clifford multiplication ρEpxq decomposes
E in eigenspaces

E˘ “ 1
2
`
1˘ ρEpxq

˘
E.

If V is a n-dimensional vector space with an oriented orthonormal basis te1, . . . , enu, the algebra
ClpV q has a volume element ω “ e1e2 . . . en which does not depend on the choice of the basis.
The volume element squares to

ω2 “ p´1qnpn`1q{2. (68.66)
In the complex case, we consider the complex vector space V C and the complex Clifford algebra
ClCpV q “ ClpV q bR C, and the volume element is defined as

ωC “ irpn`1q{2sω. (68.67)

where rxs is denotes the integer part of x. Performing a separate computation for n even or odd,
it is easy to see that in both case,

ω2
C “ 1. (68.68)

So in the complex case we always have an element in ClpV q which squares to 1, and a ClCpV q-
module W always accepts a decomposition as W˘ “ 1

2p1` ωCqW .
One says that a representation ρ of ClpV q on W is reducible if there exists a splitting W “

W1 ‘ W2 such that ρpClpV qqWi Ă Wi. If the representation is not reducible, it is said to be
irreducible. Two representations ρj : ClpV q Ñ EndpWjq are equivalent if there exists a linear
isomorphism F : W1 ÑW2 such that F ˝ ρ1pxq ˝ F´1 “ ρ2pxq for every x P ClpV q.
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Proposition 68.38.
The real Clifford algebra has #

2 if n` 1 “ 0 mod 4
1 otherwise

inequivalent irreducible representations. The complex Clifford algebra ClCpV q has
#

2 if n is odd
1 if nis even

inequivalent irreducible representations.

Proof. No proof.

If M is a manifold, we denote by ClpMq “ ClpTMq the bundle whose fiber at x is the Clifford
algebras of TxM . We consider an orthonormal basis teiu and if Σ is a multi-index t1 ď σ1, . . . ,ď
σt ď mu, we pose eΣ “ eσ1 . . . eσt P ClpMq. By convention, eH “ 1. Since the elements ei are
ordered, they provide an orientation:

dVol “ e1 ^ . . .^ em P
mľ
pMq. (68.69)

Since the map eσ1^ . . .^eσt ÞÑ eσ1...eσt
is an isomorphism between ClpMq and

ŹpMq, we say that
dVol P ClpMq. Now we define

κ “ i´rpm`1q{2sdVol,

which is nothing else that the volume form normalised in such a way that κ2 “ 1. If m is even, it
anti-commutes with TM , and if m is odd, it commutes with TM .

Let V be a m-dimensional real vector space, and ClCpV q, the corresponding complex Clifford
algebra.

Lemma 68.39.
Every ClCpV q-module accepts an unique decomposition as sum of irreducible representations as
follows

(1) if m “ 2n, there exists one and only one irreducible ClCpV q-module ∆ and dimp∆q “ 2n,
(2) if m “ 2n` 1, we have two inequivalent irreducible modules ∆˘ with γpκq “ ˘1 on ∆˘ and

dimp∆˘q “ 2n.

Proof. No proof.

Let V be a vector bundle over M . A structure of ClpMq-module over V is a morphism of unital
algebra γ : ClpMq Ñ EndpV q. When one has a basis teiu of V , we pose γi “ γpeiq. The following
lemma is the lemma 1.2 of [931].

LemGammaBaseConstant

Lemma 68.40.
Let V be a ClpV q-module and teiu, an orthonormal basis for TM on a contractible open set V .
Then there exists a local frame for V such that the matrices γpeiq are constant.

We also define γi “ γpdxiq “ gijγj . One easily proves that

γiγj ` γjγi “ ´2gij (68.70)

where pgijq is the inverse matrix of pgijq. If the endomorphisms γi are constant in the basis teiu,
then the endomorphisms γi are constant in the basis tfi “ gkieku.
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68.5 Spin structure
sec:spin_str

We consider a (pseudo-)Riemannian manifold pM, gq with metric signature pp, qq, and SOpMq,
its frame bundle; it admits a SOpp, qq-principal fiber bundle structure which is well defined by the
metric g (see 56.6.4.1).

Definition 68.41.
We say that pM, gq is a spin manifold if there exists a Spinpp, qq-principal bundle P over M and
a principal bundle homomorphism φ : P Ñ SOpMq which induced covering for the structure groups
is χ, i.e. φpξ· sq “ φpξq·χpsq. A choice of P and φ is a spin structure on M . defvarspin

Spinpp, qq // P
φ //

π ��

SOpMq
p{{

SOpp, qqoo

M

The wavy arrows mean “structural group of”.

Remarque 68.42.
When we will use the concept of spin structure in the physical oriented chapters, we will naturally
use SLp2,Cq as group instead of Spinpp, qq. The isomorphism SLp2,Cq » Spinp1, 3q is proved in
[928]. A physical motivation of such a structure is given at page 3620.

68.5.1 Example: spin structure on the sphere S2

It is no difficult to see that SOpS2q » SOp3q. Indeed, each element of SOpS2q is described by
three orthonormal vectors: one which point to an element x of S2 and two which gives a basis of
TxS

2. The action SOp3q ˆ S2 Ñ S2 is transitive, and the stabilizer of any element is SOp2q.
We define α : SOp3q{SOp2q Ñ S2 by αpg SOp2qq “ g. Proposition 53.99 shows that α is a

diffeomorphism. Then
S2 “ SOp3q

SOp2q .
On the other hand, we know that

explsu2
TeSUp2q “ sup2q “

"ˆ
ix ξ
´ξ ´ix

˙
: ξ P C, x P R

*
. (68.71)

It is a classical result that sup2q » R3 not only as set but also as metric space with the identification

xX,Y y “ ´1
2 TrpXY q,

for all X, Y P sup2q. As we are in matrix groups, we know (see [841] to get more details) that
AdxY “ xY x´1. In our case, this gives the formula

xAdpgqX,AdpgqY y “ xX,Y y.
We can now state the result for S2.

Proposition 68.43.
The manifold S2 with the usual metric induced from R3 admits the following spin structure:

spins2Spinp2q // SUp2q φ “ Ad //

Up1q
π

""

SOp3q

SOp2q
p

||
S2

, (68.72)

where the arrow X
f

G
// Y means that G is the kernel of the map f : X Ñ Y .



3588 CHAPTER 68. FROM CLIFFORD ALGEBRAS TO DIRAC OPERATOR

Proof. First, let us precise the concept of frame bundle for S2, and how it is well described by
SOp3q. Let te1, e2, e3u be the canonical basis of R3. To A P SOp3q, we make correspond the basis
tAe2, Ae3u at the point Ae1 of S2. The projection p : SOp3q Ñ S2 is then defined by ppAq “ Ae1.
It is clear that we will define the map π : SUp2q Ñ S2 in the same way: πpUq “ ppAdpUqq.

For the rest of the demonstration, we will use the “sup2q description” of R3 given by (68.71)
with ξ “ y ` iz.

Now, let us show that π : SUp2q Ñ S2 is a Spinp2q-principal bundle. Since we had already
shown that Spinp2q » Up1q, we define the right action of Spinp2q on SUp2q by right multiplication:

U · s “ Us with s “
ˆ
eiθ 0
0 e´iθ

˙
. It is clear that πpUsq “ πpUq:

AdpUsqe1 “ pUsq
¨
˝

1
0
0

˛
‚s´1U´1 “ Us

ˆ
i 0
0 ´i

˙
s´1U´1, (68.73)

because
ˆ
i 0
0 ´i

˙
is the vector e1 in the “sup2q description” of R3.

In order for π : SUp2q Ñ S2 to be a Spinp2q-principal bundle, we still need to show that for all
x P S2,

π´1pxq “ ␣
ξ· g tel que g P Spinp2q @ξ P π´1pxq( .

Take A, B P π´1pxq, i.e. Ae1 “ Be1 “ x. We need to find a s P Spinp2q such that
1603r3
A “ B· s. (68.74)

The matrices A and B are such that
1603r1
B´1A

ˆ
i 0
0 ´i

˙
A´1B “

ˆ
i 0
0 ´i

˙
. (68.75)

This implies that B´1A P Spinp2q. As Ad is surjective from SUp2q into SOp3q, a general C in
SOp3q which acts on e1 can be written Ue1U´1 for U P SUp2q such that AdpUq “ C. The condition
(68.75) becomes ˆ

α β
´β α

˙ˆ
i 0
0 ´i

˙ˆ
α ´β
β α

˙
“
ˆ
i 0
0 ´i

˙
,

which implies α “ eiθ, β “ 0. Then B´1A belongs to Spinp2q, and s “ B´1A fulfills the condition
(68.74).

What about the induced covering for the structural groups? The group Spinp2q is the the
structural group of π : SUp2q Ñ S2, while SOp2q is the one of p : SOp3q Ñ S2. Indeed, for each
x P S2, SOp2q acts on TxS

2, leaving x unchanged. We have the following associations:

U P SUp2q φÝÑ A P SOp3q,
the matrix A being defined by A·X “ UXU´1. For s P Spinp2q we of course also have

Us P SUp2q φÝÑ As P SOp3q,
with As·X “ UsXs´1U´1. As we act by Spinp2q on SUp2q, in the fibres of SOp3q, the action of
Spinp2q is –via φ– the composition with X Ñ sXs´1. But this is exactly χpsqX because αpsq “ s,
since s P Spinp2q.

68.5.2 Spinor bundle

Let us take once again the spin structure on the (pseudo-)Riemannian manifold pM, gq:

Spinpp, qq // P
φ //

π ��

SOpMq
p{{

SOpp, qqoo

M
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with φpξ· gq “ φpξq·χpgq.
Let us define S “ ΛW , and S “ P ˆρ S. Take ρ : Spinpp, qq ˆ S Ñ S, ρpg, sq “ ρ̃pgqs,

where ρ̃ is the spinor representation of Spinpp, qq on S. We also have χ : Spinpp, qq Ñ SO0pp, qq,
χpgqv “ αpgq· v· g´1, with αpgq “ g for g P Spinpp, qq.

The spinor bundle is the associated bundle

S “ P ˆρ S ÑM (68.76)

A spinor field is an element of ΓpSq, the space of section of the spinor bundle.
On SOpMq, we look at a connection 1-form α P Ω1pSOpMq, sopRmqq, and, if T pMq is the tensor

bundle over M , we define a covariant derivative ∇α : XpMq ˆ T pMq Ñ T pMq by

z∇α
Xs “ Xŝ,

for any s P T pMq. See theorem 56.79, and the fact that T pMq can be see as an associated bundle;
it is explicitly done for XpMq at page 3311.

As seen in 56.13.2, an automatic property of this connection is ∇αg “ 0 if g is the metric of
M . The Levi-Civita connection is the unique 4 such connection which is torsion-free: T∇α “ 0.

Proposition 68.44.
The 1-form α̃ “ φ˚α P Ω1pP, sopRmqq defines a connection on P . See definition 56.73 and
theorem 56.79.

Proof. Let us denote by Rg the right action of g P Spinpp, qq on P (id est Rgξ “ ξ· g), and by
R

SOpMq
u the right action of u P SOpp, qq on SOpMq. We have to check the usual two conditions of

a connection.
First condition. The first one is:

pRg̊ α̃qξpΣq “ Adpg´1qpα̃ξpΣqq,

for all ξ P P , and Σ P TξP . In order to check this, we first remark that φ ˝ Rg “ R
SOpMq
χpgq ˝ φ.

Indeed, for all ξ P P , definition 68.41 gives us φpRgξq “ φpξ· gq “ φpξq·χpgq. With this, we can
make the following computation:

Rg̊ α̃ “ Rg̊φ
˚α “ pφ ˝Rgq˚α “ pRSOpMq

χpgq ˝ φq˚α
“ φ˚RSOpMq˚

χpgq α “ φ˚pAdpχpgq´1q ˝ αq.
(68.77)1603r41603r4

The last equality comes from the fact that α is a connection 1-form. As we are in matrix groups,
we have Adpgqx “ gxg´1, so

rAdpχpgqqxsv “ rχpgqxχpgq´1sv “ χpgqrxg´1vgs “ gxg´1. (68.78)

In the first line, the product is the usual matrix product which can be seen as operator composition.
But pAdpgqxqv “ gxg´1v. Then Adpgq “ Adpχpgqq, if we identify spinpp, qq » sopp, qq by

proposition 68.36. Moreover, the action of Ad is linear, so it commutes with φ˚. With these
remarks, we can continue the computation (68.77):

φ˚pAdpχpgq´1q ˝ αq “ φ˚pAdpg´1q ˝ αq “ Adpg´1q ˝ φ˚α “ Adpg´1q ˝ α̃. (68.79)

This proves the first condition.
Second condition. The second one is α̃pAξ̊ q “ ´A with the definition (56.299). This is also a
computation. First remark

α̃ξpAξ̊ q “ pφ˚αqξpAξ̊ q “ αφpξqpφ˚ξAξ̊ q.
4. We will not prove unicity.



3590 CHAPTER 68. FROM CLIFFORD ALGEBRAS TO DIRAC OPERATOR

We compute φ˚ξA˚ with lemma 53.38:

φ˚ξA˚ “ d

dt
φpξ· exp´tAq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
pRSOpMq

χpexp ´tAq ˝ φqpξq
ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
φpξq·χpexp´tAq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
φpξq· expp´tdχeAq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ pdχeAq˚φpξq.
(68.80)

But dχe “ Idsopp,qq, thus φ˚ξA˚ “ A˚
φpξq. The whole makes that:

α̃ξpAξ̊ q “ αφpξqpφ˚ξAξ̊ q “ αφpξqpA˚
φpξqq “ ´A.

This completes the proof.

Definition 68.45.
This connection 1-form on P is called the spinor connection. It gives us a covariant derivative
on any associated bundle and in particular on the spinor bundle, r∇ : XpMq ˆ ΓpSq Ñ ΓpSq. spinconn

Proposition 68.46.
If X, Y P XpMq are such that Xx “ Yx, then for all s P ΓpSq,

pr∇Xsqpxq “ pr∇Y sqpxq.
2303p1

Proof. We just have to show that for all vector field Z such that Zx “ 0, pr∇Zsqpxq “ 0. Such a Z
can be written as Z “ fZ 1 for a function f on M which satisfies fpxq “ 0. We have:

r∇Zs “ r∇fZ1s “ f r∇Z1s,

which is obviously zero at x.

Let x PM and teαxu be an orthonormal basis of TxM . We can extend it to teαu, a local basis
field around x such that eα is a section of the frame bundle (in other words, we ask the extension
to be smooth). The claim of proposition 68.46 is that r∇eαpxq is an element of Sx which doesn’t
depend on the extension.

68.6 Dirac operator
applgamma

68.6.1 Preliminary definition

Let M be a m-dimensional (pseudo)Riemannian manifold with its spin structure

Spinpp, qq // P
φ //

π ��

SOpMq
p{{

SOpp, qqoo

M

where φ satisfies φpξ· gq “ φpξq·χpgq.
Recall that for any vector space, one can see EndV “ V ˚ b V with the definition pv˚ b vqw “

pv˚wqv. This allows us to define an action of Spinpp, qq on EndS by defining an action of Spinpp, qq
on S and S˚ separately. We know the action

Spinpp, qq ˆ S Ñ S

pg, vq ÞÑ ρ̃pgqv, (68.81)

and as action on S˚, we take the dual one

Spinpp, qq ˆ S˚ Ñ S˚

g·α “ α ˝ ρ̃pg´1q (68.82)
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for all g P Spinpp, qq and α P S˚.
Now we can make the following computation with g P Spinpp, qq, α P S˚ and v P S, using the

fact that ρ̃ is linear:

rg· pαb vqsw “ rpα ˝ ρ̃pg´1qqwsρ̃pgqv
“ ρ̃

`rpα ˝ ρ̃pg´1qqwsg˘ v
“ “

ρ̃pgq ˝ pαb vq ˝ ρ̃pg´1q‰w.
(68.83)

Then we write the action of Spinpp, qq on EndS by (A P EndS)

g·A “ ρ̃pgq ˝A ˝ ρ̃pg´1q. (68.84)actspinactspin

Notice that this definition is the one required in condition (56.236).
The tangent bundle TxM is given with a metric gx. As usual, we build Sx “ ΛWx, a completely

isotropic subspace of TxM with respect to the metric gx, and a representation

ρ̃x : TxM Ñ EndpΛWxq
The first step in the definition of γpXq is to build âX : P Ñ EndpΛW q setting 5 âXppq “ ρ̃pX̂φppqq.
Lemma 68.47.
The function â is equivariant, i.e. it satisfies

âXpp· gq “ g´1 · âXppq (68.85)equivaXequivaX

for all g P Spinpp, qq.
Proof. It is no more than a simple computation using the equivariance of X̂. Indeed:

âXpp· gq “ ρ̃pX̂φpp· gqq “ ρ̃pX̂φppqχpgqq “ ρ̃pχpg´1q· X̂φppqq
“ ρ̃pg´1 · X̂φppq · gq “ ρ̃pg´1q ˝ ρ̃pX̂φppqq ˝ ρ̃pgq
“ g´1 · âXppq.

(68.86)

In the fourth line, the dots mean the Clifford product, and the last equality comes from the
definition of the action (68.84) of Spinpp, qq on EndS.

From the discussion of section 56.7.2, the function âX : P Ñ EndS defines a section aX : M Ñ
End S. We define γ : XpMq Ñ End ΓpSq by

γpXq “ aX . (68.87)EqDefgammaxEqDefgammax

We immediately have
zγpXqppq “ ρ̃pX̂φppqq

for any p P P . If we define
{γ· aXppq “ zγpXqppq, (68.88)3103r13103r1

the map γ can be seen as an action on the section of S. Indeed, zγ· sX is an equivariant function:

γ̂pp· gqpâXpp· gqq “ ρpgq´1γ̂ppqρpgqρpg´1qâXppq
“ ρpgq´1γ̂ppqâXppq
“ ρpg´1q{γ· aXppq,

(68.89)

so that
{γ· aXppq “ ρpg´1q{γ· aXppq.

The map {γ· aX : P Ñ End ΛW defined by (68.88) is equivariant, and thus defines a section
γ· aX P ΓpSq, as seen in the section 56.7.2.

5. See subsection 56.7.4 for the definition of X̂.
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68.6.2 Definition of Dirac

If we consider a basis teαu of TM , i.e. m sections eα : M Ñ TM such that for all x in M , the
set teαxu is a basis of TxM , we note γα :“ γpeαq P EndpSq.
Remarque 68.48.
This is not always globally possible. The example of the sphere is given in subsection 54.3.2. rem_secnoglobal

For any s P ΓpSq, we consider the local 6 section ψ of S given by

ψpxq “
ÿ

αβ

gxpeα, eβqγβx pr∇eαsqpxq.

For each x P M , take a Ax in 7 SOpgxq, and consider the new basis e1
α “ A β

α eβ. As A is an
isometry, gxpe1

α, e
1
βq “ gxpeα, eβq; and since ρ̃ is linear, γ1α

x “ ρ̃xpe1
αxq “ A β

α ρ̃peβxq “ A β
α γβx . In

the new basis, the section reads:

ψpxq “
ÿ

αβησ

gxpeα, eβqA σ
β γσx pr∇A η

α eη
sqpxq

“
ÿ

αβησ

pAtqηαgαβpxqA σ
β γσx pr∇eηsqpxq

“
ÿ

ησ

gxpeη, eσqγσx pr∇eηsqpxq,

(68.90)

where we used the fact that AtgA “ g and that all the A β
α are C8 functions on M , so that

r∇
A β

α X
“ A β

α
r∇X . This shows that ψpxq doesn’t depend on the choice of the basis, so it defines a

section from the data of s alone.
NORMooUCULooJVYkzO

68.49.
Let’s summarize how we build the map ρ̃.

(1) We have a metric vector space pV, gq, and a g-orthonormal (g has signature pp, qq) basis
te1, . . . , ep`qu of V .

(2) We consider the vectors f0 “ pe0 ` epq{2 and f1 “ pe1 ` ep`1q{2 (see equations (68.11)).
(3) We set W “ SpanCtf0, f1u.
(4) The map ρ̃ : V C Ñ Endp^W q is defined in (68.6).

The map ρ̃ and the space W depend on the choice of the basis teiu. But I am ready to bet that, if
we consider the isomorphism ϕ : W Ñ C2 given by ϕpf0q “ p1, 0q and ϕpf1q “ p0, 1q (and extended
to ^W in some way), the map

ρ̃0 : V C Ñ Endp^C2q
ρ̃0pvq “ ϕ ˝ ρ̃pvq ˝ ϕ´1 (68.91)

does not depend on the choices 8. Better : the map ρ̃0 only depends on the signature of g.
In the case of a pseudo Riemannian manifold pM, gq and a field of orthonormal basis basis

teαu, we make the whole construction for each TxM, gx, using, at each x P M the orthonormal
basis tpeαqxuα“1,...,p`q.

Up to an abuse of notation writing ρ̃ instead of ρ̃0, we say that the matrix of ρ̃x does not
depend on x.

DEFooEGABooZPccEp

Definition 68.50.
The Dirac operator D : ΓpSq Ñ ΓpSq acting on a spinor field is defined by

pDsqpxq “ gxpeα, eβqγβx pr∇eαsqpxq. (68.92)diracdirac

6. Extensions of eα do not always globally exist, see remark 68.48.
7. By SOpgxq, we mean the set of all the matrix A such that AtgxA “ g; Ax is an isometry of pTxM, gxq. In

other words, we consider A as a section of what we could call the “isometry bundle”.
8. If you are able to prove that, please send me the proof. I am happy with a picture of a hand written proof.
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PROPooUCECooOmdvmn

Proposition 68.51.
If the field of basis eα P XpMq is everywhere an orthonormal basis, the Dirac operator reads

pDsqpxq “ gαβγ
αp∇̃eβ

sqpxq (68.93)

where γα is a constant numeric matrix acting on ΛW .

Proof. The building of the Dirac operator begins by considering the vector space TxM endowed
with the metric gx; then the spinor representation ρ̃x : TxM Ñ EndpΛWxq where ΛWx is build from
isotropic vectors of TxM is defined. If the vector fields eα P XpMq are everywhere orthonormal for
the metric g, then we have the matrix equality 9

ρ̃x
`peαqx

˘
ij
“ ρ̃pvαqij (68.94)EQooQMKEooWwVyusEQooQMKEooWwVyus

where the left hand side describe the matrix component of a linear operator acting on ΛWx while
in the right hand side we have the matrix component of a linear operator acting on ΛW and vα
is a basis on Rn with respect to which the metric is the same as the metric gx in the basis peαqx.
Let ψ̂ : P Ñ ΛW be an equivariant function; from definition (68.87) of γ we have

`
γpeαψ̂q

˘pξq “ paαψ̂qpξq

where aαpξq “ ρ̃
´
ẽα
`
ϕpξq˘

¯
. In this expression, ẽα is the equivariant function associated with the

vector field eα P XpMq. It is defined in subsection 56.7.4 as

ẽα : SOpMq Ñ Rm

b ÞÑ b´1`peαqπpbq
˘
.

(68.95)

So we have âα : P Ñ EndpΛW q defined by

âαpξq “ ρ̃
`
φpξq´1eαpxq

˘

with x “ πpξq. Now if ξ is any element of π´1pxq, we have
`
γpeαqψ

˘pxq “ paαψqpXq “
“
ξ, âαpξqψ̂pξq

‰ “ “
ξ, ρ̃

`
φpξq´1eαpxq

˘
ψ̂pξq‰.

There exists a g P Spinpp, qq such that φpξ· gq “ 1; taking this element and using equivariance of
the latter expression,

`
γpeαqψ

˘pxq “ “
ξ· g, ρ̃

`
eαpxq

˘
ψ̂pξ· gq‰ “ “

ξ· g, γαψ̂pξq‰ “ rξ, γαψ̂pξqs. (68.96)

What we proved is that
`
γeαψ

˘pxq “ γαψpxq is the sense that

{γpeαqψ “ γαψ̂. (68.97)

Hence the Dirac operator reads

pDsqpxq “ gαβγ
α
`
∇̃eβ

s
˘pxq

in the sense that
xDs “ gαβγ

αz̃
eβ
s∇. (68.98)

9. See the more or less justification in 68.49.
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An often more convenient way to write the Dirac operator is to consider an orthonormal basis
(so that the metric g and the matrices γ are constant) and to consider the equivariant functions:

yDψ “ gαβγ
α{∇eαψ.

This formulation is typically used when one search for Dirac operator on Lie groups. In this case,
we choose left invariant vector fields generated by an orthonormal basis of the Lie algebra. The
resulting field of basis is everywhere Killing-orthonormal.

Acting on a function f : M Ñ R, it is defined by D : C8pMq Ñ C8pMq,
pDfqpxq “ gxpeα, eβqγβx peαx · fq. (68.99)eq_defDirac_feq_defDirac_f

With these definitions, one has

pDpfsqqpxq “ pfDsqpxq ` pDfqpxq.
Indeed,

pDpfsqqpxq “ gαβγ
β
x pr∇eαfsqpsq

“ gαβ

´
peα · fqspxq ` fpxqpr∇eαsqpxq

¯

“ fpxqpDsqpxq ` gαβγβx peαx · fq
“ pfDsqpxq ` pDfqpxq.

(68.100)

With that definition, the Dirac operator becomes a derivation of the spinor bundle.

68.7 Example: Dirac operator on R2 with the euclidian metric
Pg_exempleRdeux

Since the frame bundle BpMq is a principal bundle (see subsection 56.6.4), one can consider
some associated bundles on it. We are now going to see that the one given by the definition
representation ρ : GLpn,Rq Ñ GLpn,Rq on Rn is the tangent bundle. So we study BpMq ˆρ Rn.
By choosing a basis on each point of M , we identify each TxM to Rn. An element of BpMq ˆRn

is a pair pb, vq with b “ pb1, . . . , bnq and v “ pv1, . . . , vnq. We can identify v to the element of TxM
given by v “ vibi.

In order to build the associated bundle, we make the identifications

pb, vq· g „ pb· g, g´1vq.
Here, by gv we mean the vector whose components are given by pgvqi “ vjg i

j . The tangent
vector given by pb· g, g´1vq is pg´1vqipb· gqi “ vjpg´1q ij g ki bk “ vkbk So the identification map
ψ : BpMq ˆρ Rn Ñ TM given by

ψprb, vsq “ vibi

is well defined.
The following step is to consider the following spin structure:

Spinp2q // R2 ˆ SOp2q φ // SOpR2q SOp2qoo

We have to define the two actions and φ. One of the main result of section 68.3.5 is that
χ : Spinp2q “ Up1q Ñ SOp2q is surjective. So, we can define the action of Spinp2q on P by

px, bq· s “ px, χpsq´1bq.
On the other hand, an element A in SOpR2q can be written as A “ taeiux where ei is the

canonical basis of TxR2, and a is a matrix of SOp2q. See subsection 56.6.4. For g P SOp2q, we
define

r1504d2
A· g “ tg´1aeiux. (68.101)
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and φ : R2 ˆ SOp2q Ñ SOpR2q by
φpx, bq “ tbeiux.

The following shows that these definitions give a spin structure:

φppx, bq· sq “ φpx, χpsq´1bq “ tχpsq´1beiux “ tbeiux ·χpsq “ φpx, bq·χpsq. (68.102)

68.7.1 Connection on SOpR2q

We are searching for a torsion-free connection on the simplest metric space: the euclidian R2.
Thus we will try the simplest choice of horizontal space: we want an horizontal vector to be tangent
to a curve of the form Xptq “ tbeiuxptq. For this reason, we want to define the connection 1-form
by ωpXq “ b1p0q. For technical reasons which will soon be apparent, we will not exactly proceed
in this manner. For Xptq “ tbeiuxptq, we define

ωpXq “ ´pbptqbp0q´1q1p0q. (68.103)

We of course have ωpXq “ 0 if and only if b1p0q “ 0: this choice of ω follows our first idea. In
order for ω to be a connection form, we have to verify the two conditions of definition 56.73.

Proposition 68.52.
The 1-form defined by

ωpXq “ ´pbptqbp0q´1q1p0q

for X “ d

dt
tbptqeiuxptq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

is a connection 1-form.

Proof. Let A P SOp2q. If u “ tbeiux, equation (68.101) gives:

Aů “
d

dt
te´tAbeiux

ˇ̌
ˇ̌
t“0

,

so that ωpAůq “ ´pe´tAbb´1q1p0q “ A. This checks the first condition. For the second, one remarks
that the path in SOpR2q which defines the vector Rg˚X is pRg˚Xqptq “ tg´1bptqeiux. It follows
that

ωpRg˚Xq “ ´pg´1bptqbp0q´1gq1p0q
“ ´ `

Adg´1pbptqbp0q´1q˘1 p0q
“ ´Adg´1pbptqbp0q´1q1p0q
“ Adg´1ωpXq.

(68.104)

Proposition 68.53.
The covariant derivative induced on M by this connection is

∇XY “ XpY q. (68.105)derrcovexplicitederrcovexplicite

Proof. In this demonstration, we will use the equivariant functions defined in 56.7.4. In order to
compute p∇XY qx, we have to use the definition of theorem 56.79. We first have to compute the
horizontal lift of X. It is no difficult to see that Xtbeiux

is given by the path

Xptq “ tbeiuXptq

if the vector field X is given by the path Xptq in M . Indeed, it is trivial that ωpXq “ 0, and

dπ˚X “ d

dt
πtbeiuXptq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
Xptq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ X.
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Now, we compute pXŝqpbq for b “ tSeiux. We begin using the basic definitions and notations:

pXŝqpbq “ Xbŝ “ d

dt
ŝpXbptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
ŝptSeiuXptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

We can rewrite it with Ŷ instead of ŝ. By construction (see (56.246)), if b “ tSeiux, Ŷ pbq “
S´1pYxq. Thus

pXŶ qpbq “ d

dt
S´1pYXptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

,

where, if t1iu is a basis of Rm, then S is

S : Rm Ñ TXptqM
vi1i ÞÑ Sijv

jpBjqXptq
(68.106)

So if we write Yx “ Y ipxqBi, we have

S´1pYXptqq “ pS´1qijY jpXptqq1i

and
d

dt
S´1pYXptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ pS´1qij
d

dt
Y jpXptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

1i “ pS´1qijXpY jq1i.

Since b is an isomorphism, we can apply b on both side of X̂pbq “ b´1pXxq, and take ∇XY instead
of X:

p∇XY qpxq “ b
`pS´1qijXpY jq1i

˘ “ Ski pS´1qijXpY jqpBkqx “ XpY jqpBjqx “ XpY qx. (68.107)

From this and definition 56.257, we immediately conclude that our connection is torsion-free.
In a certain manner, one can say that our covariant derivative is the usual one.

68.7.2 Construction of γ

Now, we construct the map γ of subsection 68.6. The first step is to define âX : P Ñ End pΛW q
by

âXppq “ ρ̃pX̂φppqq.

Here, ΛW is the completely isotropic subspace of pR2qC with euclidian metric; thus we can use
the result of section 68.3.5. In particular, we know the representation ρ̃.

To see it more explicitly, we need the expression of X̂. It is given in subsection 56.7.4: if b is
the basis tbeiux, Ŷ pbq “ b´1pYxq. As φpb, xq “ tbeiux, we have

âXpb, xq “ ρ̃pb´1pXxqq.

The subsection 56.7.2.2 explains how to explicitly get γpXq with the definition γpXq “ aX . If
ψ is a section of S and ψpxq “ rξ, vs, the general definition gives us paXψqpxq “ rξ, âXpξqvs and in
our particular case, if ξ “ pb, xq, we get:

gammaXpγpXqψqpxq “ rξ, ρ̃pb´1pXxqqvs. (68.108)
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68.7.3 Covariant derivative on ΓpSq

Remember the spin structure of SOpR2q: φpx, Sq “ tSeiux. We now construct the connection
on P “ R2 ˆ SOp2q. It is defined by the 1-form ω̃ “ φ˚ω. If v is a vector of P , it is de-
scribed by a path vptq “ pxptq, bptqq, then the path of dφpvq is tbptqeiuxptq and ω̃pvq “ ωpdφpvqq “
´pbptqbp0q´1q1p0q.

The next step defining the Dirac operator is to find out an explicit form for the map r∇ : XpMqˆ
ΓpSq Ñ ΓpSq. A section s P ΓpSq is a map s : M Ñ S “ pR2 ˆ SOp2qq ˆρ ΛW ; it is defined by an
equivariant function ŝ : P Ñ ΛW . In order to find the value of pr∇Xsqpxq for X P XpMq, we use
the definition

zr
Xs∇pξq “ Xξpŝq

where X is the horizontal lift in the sense of ω̃. For the same reason as in the proof of proposi-
tion 68.105, Xpb,xq is given by the path Xptq “ pb,Xptqq where Xptq is the path which defines X.
So we have

zr
Xs∇pξq “ Xpb,xqpŝq “ d

dt
ŝpb,Xptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

Remark that ΛW is a vector space; so for every α P ΛW , the identification TαΛW “ ΛW is correct.
Our first form of r∇ is

pr∇Xsqpxq “
”
ξ,

d

dt
ŝpb,Xptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

ı
,

but we can modify this in order to get simpler expressions. Remark that we have an equivalence
class, so that we can always choose the element of the class such that ξ “ p1, xq. We define
s : R2 Ñ ΛW , spvq “ ŝp1, vq. Our second and final form for r∇ is:

pr∇Xsqpxq “
”
p1, xq, d

dt
spXptqq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

ı
(68.109a)

“ rp1, xq, Xpsqs, (68.109b)nabsnabs

where Xpsq is well defined because s is a map from R2 into a vector space (namely: ΛW ).

68.7.4 Dirac operator on the euclidian R2

We continue to write explicitly the definition (68.92). Putting together (68.108) and (68.109b),
one finds

γαx pr∇eβ
sqpxq “ γpeαxqrξ, eβpsqs “ rξ, ρ̃pb´1peαxqqeβpsqs. (68.110)

Here, eβ “ Bβ and b “ 1, then

γαx pr∇eβ
sqpxq “ rp1, xq, ρ̃peαqBβss.

Now, the Dirac operator reads
pDsqpxq “ rp1, xq, γαBαss.

We can obtain a more compact expression by defining “Y s” and “As” when s P ΓpSq, Y P XpR2q
and A P End ΛW . The definitions are

pY sqpxq “ rp1, xq, pY sqpxqs,
pAsqpxq “ rp1, xq, Aspxqs.

With these conventions, one writes:

pDsqpxq “ γαpBαsqpxq.
This justifies the expression (68.3): D “ γαBα on flat spaces. With a good choice of basis of ΛW ,
the matrices γα are given by (68.56), and

γαBα “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
Bx ´

ˆ
0 i
i 0

˙
By.
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If we identify R2 with C we have the following definitions:

Bz “ 1
2pBx ´ iByq, Bz “ 1

2pBx ` iByq,

so that
D “

ˆ
0 ´Bz
Bz 0

˙
.

68.7.5 Dirac operator as elliptic pseudo-differential operator
subSecREctBOh

Let pM, gq be a spin manifold and D, its Dirac operator which is locally written under the form
D “ γpdxµqBµ. So Aµpxq “ γpdxµq, and the principal symbol is

ξµAµpxq “ γpξq.
Let us point out that γpξq is not a real number, but an endomorphism of the spinor bundle. Using
relation (68.23), we find that

γpξq2 “ ´}ξ}2 Id,

which is invertible when ξ ‰ 0. We conclude that Dirac is an elliptic operator 10.

68.8 Clifford algebras and Morita equivalence
Let A be an algebra. An algebra B is said to be Morita equivalentPgMoritaEqto A if B “ EndApEq for

some finite projective module E over A. The algebra A is Morita equivalent to itself taking the
trivial module E “ A.

We consider a manifold M of dimension n “ 2m.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 68.54
The two following statements are imprecise.

Proposition 68.55.
A module which implement a Morita equivalence between two C˚-algebras is finite projective.

Theorem 68.56 (Serre-Swan).
If one of the two Morita equivalent is the continuous function space over a manifold A “ CpMq,
then the module which gives the Morita equivalence is the section of continuous sections of a vector
bundle over M , E “ ΓpEq.

Furthermore, if A “ CpMq and B “ ΓpClpMqq, we have EndE » ClpMq as isomorphism of
vector bundle. Since ClM is of rank 2n, EndE has same rank and Ex has dimension

?
2n “ 2m.

So it is possible to choose the Clifford action in such a way that ΓpEq is an irreducible Clifford
module.

We often look at an anti-linear map J : ΓpEq Ñ ΓpEq such that for all ψ P ΓpEq
(1) Jpψfq “ pJψqf for all f P CpMq,
(2) Jpaψq “ ϵpaqaJψ for all a P Γ8pClMq.

How to define aψ? We consider A “ CpMq, B “ ΓpClMq and we define ΓpEq is such a way
that it implements a Morita equivalence between A and B; hence ΓpEq is a CpMq-module. From
dimensional considerations, we can define on ΓpEq a Clifford module structure, i.e. a CpMq-linear

c : ΓpClMq Ñ EndpΓEq, (68.111)

hence aψ makes sense for any a P Γ8pClMq and ψ P ΓpEq with definition

paψqpxq “ `
cpaqψ˘pxq “ cpapxqqψpxq (68.112)

10. Definition 62.51.
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Theorem 68.57.
Let pM,S, Jq be a spin manifold of dimension n. There exists an unique connection

∇S : Γ8pSq Ñ Γ8pSq b Ω1pSq
such that

(1) p∇Sψ|ϕq ` pψ|∇Sϕq “ dpψ|ϕq,
(2) r∇S , Js “ 0,
(3) ∇S

`
cpaqψ˘ “ c

`
∇a

˘
ψ ` cpaq∇Sψ for all a P ClpMq and ψ P Γ8pSq.

In the latter, the action of Γ8pClMq on Γ8pSq is induced from the action c : ClpTx̊Mq Ñ EndS.
The ∇ which acts on a is the connection extended to Γ8pClMq by virtue of Leibniz rule ∇puvq “
∇puqv ` u∇pcq.
Proof. No proof

In this setting, we define
ĉ : Γ8pSq b Γ8pClMq Ñ Γ8pSq

ψ b a ÞÑ cpaqψ. (68.113)

Then we define the Dirac operator D : Γ8pSq Ñ Γ8pSq,
D “ ´ipĉ ˝∇Sq. (68.114)

68.8.1 Example: quantum field theory

Let us show how does this operator gives back the usual Dirac operator of quantum field
theory. Let M be a manifold and with two local basis tBuu and tBαu of TxM . The first one is the
“natural” basis: gpBu, Bvq “ guv has no particular properties while the second one is orthonormal
gpBα, Bβq “ δαβ. The first dual basis is defined by dxαBβ “ δαβ .

We write Bα “ euαBu and for the dual basis, dxα “ eαu dx
u. In order these definition to be

coherent, we impose dxαBβ “ δαβ :

dxαBβ “ eαudx
u
`
evβBv

˘ “ eαue
v
βδ
u
v “ eαue

u
β. (68.115)

We conclude that the vielbein peαuq is the inverse of pevβq: eαueuβ “ δαβ . The vielbein are eventually
complexes.

68.8.2 An other definition of the Dirac operator

Let us consider an orthonormal basis teau of M , i.e. on each x PM ,

gxpeapxq, ebpxqq “ ηab.

This basis is related to a “natural” basis tBµu by

ea “ eµaBµ (68.116)

where eµa is called vielbein (here, they are more precisely n-beins). As far as metric is concerned
we have

gµν “ eµae
ν
bηab (68.117a)

ηab “ eµae
ν
bgµν . (68.117b)

If ∇ is the covariant derivative associated with g, we define the coefficients ωbµa by

∇µea “ ωbµaeb. (68.118)
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On the other hand, ∇ is related to the Christoffel symbols by

∇µBν “ ΓσµνBσ. (68.119)

Let ClpMq be the Clifford module whose fibre is the Clifford complex algebra ClpTx̊MqC. We
consider ΓpClpMqq, the module of corresponding sections. It gives an algebra morphism

γ : ΓpClpMqq Ñ BpH q
dxµ ÞÑ γµpxq “ γaeµa

(68.120)

which can be extended to the whole Clifford algebra. One can choose matrices γµpxq and γa to be
hermitian; they satisfy

γµpxqγνpxq ` γνpxqγµpxq “ ´2gpdxµ, dxνq “ ´2gµν (68.121a)
γaγb ` γbγa “ ´2ηab. (68.121b)

All this allow us to lift the Levi-Civita connection from the tangent bundle to the spinor bundle
by defining

∇S
µ “ Bµ ` ωSµ “ Bµ `

1
2ωµabγ

aγb. (68.122)

The Dirac operator is then given by
D “ γ ˝∇

and can locally be written under the form

D “ γµpxqpBµ ` ωSµ q “ γaeµapBµ ` ωSµ q. (68.123)eq_Dirac_deuxeq_Dirac_deux



Chapter 69

Relativistic fields and group theory

69.1 Mathematical framework of field theory
This is a short review; the aim is to see why the quantum theory of fields needs representations

of the Poincaré group. It will be mostly physics oriented. References dealing with field theory
including gauge theory and representations are [868, 938, 883, 939, 819, 935, 851].

69.1.1 Axioms of the (quantum) relativistic field theory

The quantum mechanics is based on a few number of axioms: pg:axiomes

(1) We have a Hilbert space H . A physical state is given by a ray in H , i.e. a set

R “ tξψ : |ξ| “ 1u
for a certain ψ P H with xψ|ψy “ 1. In other words, the set of physical sates is the quotient
of the set of unital vectors in H by the relation ψ „ ψ1 if and only if ψ “ ξψ1 for some
unimodular complex number ξ. We denote by Ray H the set of all rays in H . ax:vaps

(2) The observables are represented by hermitian linear operators on H . A state R has value
α for the observable A if AR “ αR, where the action of A on the ray is obvious (and well
defined because A is linear).

(3) If one has a system described by a state R, and if one want to measure if it is in one of the
state R1, . . . ,Rn (orthogonal rays), the answer will be Ri with probability

P pR Ñ Riq “ |xR|Riy|2.
If the Rn form a complete system, one has a theorem which states that

ÿ

i

P pR Ñ Riq “ 1.

ax:reprez

(4) The rays of H furnish a representation of the (identity component of) Poincaré group.
This last point can look strange; we will see later (page 3610) how it comes. It is the expression

of a relativistic theory. That axiom is the reason why one make intensive use of representation
theory in relativistic (quantum) field theory . . . or maybe the intensive use of representation theory
is the reason of that axiom. However, we will make an intensive use of representation theory
developed in chapter 55.

69.1.2 Symmetries and Wigner’s theorem

Consider the following situation: someone observes a system in a state R, and makes measures
P pR Ñ Riq. An other person observes the same system which is, for him, in a state R1 and
observes P pR1 Ñ R1

iq.

3601
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If two observers are related by a transformation of the Hilbert state which induces R Ñ R1
and Ri Ñ R1

i, there are said equivalent if

P pR Ñ Riq “ P pR1 Ñ R1
iq. (69.1)eq:sym_isomeq:sym_isom

Let us say it more precisely from a mathematical point of view. A symmetry is an invertible
operator T : Ray H Ñ Ray H such that for any ϕi P Ri, ϕ1

i P TRi and ϕ2
i P T´1Ri,

|xϕ1
1|ϕ1

2y|2 “ |xϕ1|ϕ2y|2 “ |xϕ2
1|ϕ2

2y|2 (69.2)eq:eq:

Remarque 69.1.
Here, neither R nor R1 are measurable: the P ’s only are measurable.

The following can be found in [935] p.91, [868] p.354.
tho:Wigner

Theorem 69.2 (Wigner).
Any symmetry T is induced by an operator U on H such that ψ P R implies Uψ P R1. This
operator is either unitary and linear, either anti-unitary and antilinear.

So, the symmetry operator must satisfy

xUψ|Uϕy “ xψ|ϕy (69.3a)
Upξψ ` ηψq “ ξUψ ` ηUϕ, (69.3b)

or

xUψ|Uϕy “ xψ|ϕy˚ (69.4a)
Upξψ ` ηψq “ ξ˚Uψ ` η˚Uϕ. (69.4b)

In the anti-linear case operator, we do not define U : by xϕ|U :ψy “ xUϕ|ψy because the left-hand
side should be anti-linear with respect to ψ while the right-had should be linear. In place, for an
antilinear operator A, we define A: by

xϕ|A:ψy “ xAϕ|ψy˚ “ xψ|Aϕy. (69.5)

In this way, the definitions of unitary and anti-unitary in term of dagger are the same: U : “ U´1.
For any transformation T : Ray H Ñ Ray H , the Wigner’s theorem provides an operator

UpT q : H Ñ H which induces T on Ray. If the operator T depends on a parameter θ, the
operator UpT pθqq depends on θ. If T depends continuously on the parameter then the family
UpT pθqq only contains unitary/linear operators or only antiunitary/antilinear operators.

In physical cases, T pθq is mostly a Poincaré transformation: θ “ pΛ, pq. But T p1, 0q is the
identity which is represented by Up1, 0q “ 1. Then all the (connected to identity) Poincaré
transformations are represented by linear and unitary operators on H .

We will follow the proof given in [935]. An other form of the proof can be found in [868]. The
latter use a slightly different formalism in the axioms of the quantum mechanics; this is explained
in appendix 88.1. It is now time to prove the theorem.

Proof of Wigner’s theorem. We consider an orthonormal basis tψku of H with ψk P Rk, and a
choice of ψ1

k P TRk. From this and the assumptions, we have

|xψ1
k|ψ1

ly|2 “ |xψk|ψly|2 “ δkl.

Then xψ1
k|ψ1

ky “ 0 whenever k ‰ l and, since xψ1
k|ψ1

ky is real and positive, xψ1
k|ψ1

ky “ 1. So
xψ1

k|ψ1
ly “ δkl.

The set ψ1
k is also complete in H . Indeed suppose that we have a vector ψ1 P H such that

xψ1|ψ1
ky “ 0 for all k. If ψ1 P R, we consider a ψ2 P T´1R and we have

|xψ2|ψky|2 “ |xψ1|ψ1
ky|2 “ 0,
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which contradicts the fact that the ψk’s form a complete set. Now we have to fix a phase convention
for the ψk. Since there are no canonical choice of phase, we fix with respect to an arbitrary one of
the ψk, say ψ1. We put

γk “ 1?
2
pψ1 ` ψkq P Ck (69.6)

for k ‰ 1. Any γ1
k P TCk can be written in the basis tψ1

ku:
γ1
k “

ÿ

l

cklψ
1
l. (69.7)eq:gamma_psi_keq:gamma_psi_k

From assumption (69.1) and the fact that |ckl|2 “ |xγ1
k|ψ1

ly|2, we find, for k, l ‰ 1

|ckl|2 “ 1
2δkl.

We can choose the phase of γ1
k and ψ1

k in order to get ckk “ ck1 “ 1{?2. For this, we begin to fix
γ1
k in such a manner to get ck1 “ 1{?2 (from |ck1| “ |xγ1

k|ψ1
1y|), and next we fix ψ1

k for the ckk.
From now on, the so chosen γ1

k and ψ1
k are denoted by Uγk and Uψk.

What we did until now is to take a basis tψku of H and define γk “ 1{?2pψ1 ` ψkq. Next we
had chosen the phases of ψ1

k P TRk and γ1
k P TCk in order to have

ckk “ ck1 “ 1{?2 @k,
ckl “ 0 if l ‰ k, l ‰ 1.

(69.8)eq:c_kleq:c_kl

This allows us to check a certain linearity for the operator U :

U

ˆ
1?
2
pψk ` ψ1q

˙
“ Uγk

“ γ1
k

“ 1?
2
ψ1

1 `
1?
2
ψ1
k from (69.7) and (69.8)

“ 1?
2
`
Uψ1 ` Uψk

˘
.

(69.9)

Now we have to build U on a general vector ψ “ ř
k ψk P R. Any vector ψ1 P TR can be

decomposed with respect to the basis tψ1
k “ Uψku:
ψ1 “

ÿ

k

C 1
kUψk. (69.10)eq:dev_Upsieq:dev_Upsi

From the conservation of probability |xψk|ψy|2 “ |xUψk|ψ1y|2 and |xγk|ψy|2 “ |xUγk|ψ1y|2, we find eq:deux_C_k

|Ck|2 “ |C 1
k|2, (69.11a)eq:deux_C_k_aeq:deux_C_k_a

|Ck ` C1|2 “ |C 1
k ` C 1

1|2. (69.11b)

If one writes Ck “ ak ` ibk, one finds RepCk{C1q “ paka1 ` bkb1q{|C1|2. By doing the same with
C 1
k and using (69.11),

RepCk{C1q “ RepC 1
k{C 1

1q. (69.12)eq:C_k_C_1eq:C_k_C_1

Equation (69.11a) also imposes
|Ck{C1|2 “ |C 1

k{C 1
1|2, (69.13)eq:frac_C_keq:frac_C_k

while compatibility between (69.13) and (69.12) requires

ImpCk{C1q “ ˘ ImpC 1
k{C 1

1q. (69.14)eq:C_k_C_1_imeq:C_k_C_1_im

Equations (69.12) and (69.14) show that Ck and C 1
k must satisfy

Ck{C1 “ C 1
k{C 1

1 (69.15a)
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xor

Ck{C1 “ pC 1
k{C 1

1q˚. (69.15b)

For a given ψ we have to show that the choice must be the same for all the Ck 1. Let l ‰ k and
suppose that Ck{C1 “ C 1

k{C 1
1 and Cl{C1 “ pC 1

l{C 1
1q˚; we will show that in this case, one of the

two ratios is real. So we can suppose k ‰ 1 ‰ l. We consider the vector Φ “ 1?
3pψ1 ` ψk ` ψlq,

Φ1 “ α?
3
`
Uψ1 ` Uψk ` Uψl

˘

where α P C satisfies |α| “ 1. The conservation of probability |xΦ|ψy|2 “ |xΦ1|ψ1y|2 gives |C1 `
Ck `Cl|2 “ |C 1

1`C 1
k `C 1

l |2. Since |C1|2 “ |C 1
1|2, we can divide the left hand side by |C1|2 and the

right one by |C 1
1|2. We find

ˇ̌
ˇ̌1` Ck

C1
` Cl
C1

ˇ̌
ˇ̌
2
“
ˇ̌
ˇ̌1` C 1

k

C 1
1
` C 1

l

C 1
1

ˇ̌
ˇ̌
2
.

Using the assumption Ck{C1 “ C 1
k{C 1

1 and Cl{C1 “ pC 1
l{C 1

1q˚, we are in a case of an equation
of the form |u ` v|2 “ |u ` v˚|2 with u, v P C. If we write u “ a ` bi and v “ x ` iy, we find
b` y “ ˘pb´ yq, so that it leaves the choice y “ 0 or b “ 0 which corresponds to pCk{C1q P R or
pCl{C1q P R. So the coefficients C 1

k (k ‰ 1) in the expansion (69.10) must satisfy

Ck{C1 “ C 1
k{C 1

1 @k (69.16a)eq:rap_C_aeq:rap_C_a

xor

Ck{C1 “ pC 1
k{C 1

1q˚ @k. (69.16b)eq:rap_C_beq:rap_C_b

Note that the phase of C1 is not yet fixed. We naturally choice C1 “ C 1
1 or C1 “ C 1

1
˚ following

the case. We define U : H ÑH by eq:def_U

U

˜ÿ

k

Ckψk

¸
“
ÿ

k

CkUψk if (69.16a), (69.17a)eq:def_U_aeq:def_U_a

xor

U

˜ÿ

k

Ckψk

¸
“
ÿ

k

Ck̊Uψk if (69.16b). (69.17b)eq:def_U_beq:def_U_b

This preserves the probability because |xψ|ψky|2 “ |Ck|2 while |xUψ|Uψky| is equal to |Ck|2 or
|Ck̊ |2 (which are the same) following the case (69.17a) or (69.17b).

Now we have to prove that the choice (69.17a) or (69.17b) is fixed by the data of T and must
be the same for all the ψ P H . For, let us consider two vectors ϕ “ ř

Akψk, φ “ ř
Bkψk and

suppose that
Uϕ “

ÿ

k

AkUψk but Uφ “
ÿ

k

Bk̊Uψk.

In order to see that it is impossible, looks at the conservation of probability |řk AkBk̊ |2 “
|řk AkBk|2, then

ÿ

kl

`
Bl̊ BkAlAk̊ ´Bl̊ BkAl̊ Ak

˘ “
ÿ

kl

Bl̊ Bk ImpAlAk̊q “ 0. (69.18)

Since AlA˚l P R, we can regroup each term pk, lq with the corresponding term pl, kq. We get

0 “
ÿ

kl

ImpAlAk̊qpBl̊ Bk ´Bk̊Blq “
ÿ

kl

ImpAk̊Alq ImpBk̊Blq. (69.19)eq:imim_zeroeq:imim_zero

1. We will show later that for a given T , the choice must be the same for all the ψ.
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We can find a vector
ř
k Ckψk such that eq:choix_C

ÿ

kl

ImpCk̊Clq ImpAk̊Alq ‰ 0 (69.20a)eq:choix_C_aeq:choix_C_a

and

ÿ

kl

ImpCk̊Clq ImpBk̊Blq ‰ 0. (69.20b)

In order to see how to find such a vector, let us show that there always exists a choice pi, jq
such that Bi̊ Bj is not real. Let us say B1 “ x ` iy and Bk “ ak ` bi. If y ‰ 0, the condition
ImpB1̊Bkq “ 0 gives Bk “ bk

y B1. It is always possible to find a sequence pbkq which gives 1 as
norm for

ř
Bkψk; the problem is not there. The problem is that Bk{B1 P R, so that the choice

(69.17) is not a true choice. For the same reason, all the Bi̊ Bk can’t be pure imaginary.
Now we can find the vector which satisfy (69.20). There are several cases. If there is a pair

pk, lq such that Ak̊Al and Bk̊Bl are both complex, we can take all Ci’s zero for k ‰ i ‰ l and
choose Ck and Cl in such a way that Ck̊Cl is not real. If there is a pair pk, lq with Ak̊Al complex
and Bk̊Bl real, we consider a pair pm,nq such that Bm̊Bn is complex. If Am̊An is complex, we take
all the Ci’s zero except Cm and Cn such that ImpCm̊Cnq ‰ 0. If Am̊An is real, we take all the Ci’s
zero except Ck, Cl, Cm, Cn which we choose in such a way that ImpCm̊Cnq ‰ 0 and ImpCk̊Ckq ‰ 0.

Equation (69.20a) makes that the same choice must be made for
ř
Akψk and

ř
Ckψk (if it was

not the case, we would have an equation of the form of (69.19)). For the same reason, the same
choice must be made for

ř
Bkψk and

ř
Ckψk. So we conclude that the data of T fixes the choice

between (69.17a) and (69.17b) and that this choice must be the same for all the vectors of H .
We have to show that the possibility (69.17a) makes U linear and unitary while the possibility

(69.17b) makes U antilinear and antiunitary. For we consider ψ “ ř
k Akψk and ϕ “ ř

k Bkψk. If
(69.17a) works,

Upαψ ` βϕq “ U
´ÿ

k

pαAk ` βBkqψk
¯

“
ÿ

k

pαAk ` βBkqUψk

“ αUψ ` βUϕ,

(69.21)

and
xUψ|Uϕy “

ÿ

kl

Ak̊BlxUψk|Uψly “
ÿ

k

Ak̊Bk, (69.22)

so that xUψ|Uϕy “ xψ|ϕy. Thus in this case U is linear and unitary. In the case where (69.17a)
works, the computations are almost the same:

Upαψ ` βϕq “ U
´ÿ

k

pαAk ` βBkqψk
¯

“
ÿ

k

pα˚Ak̊ ` β˚Bk̊ qUψk

“ α˚Uψ ` β˚Uϕ,

(69.23)

and
xUψ|Uϕy “

ÿ

kl

AkBl̊ xUψk|Uψly “
ÿ

k

AkBk̊ , (69.24)

so that xUψ|Uϕy “ xψ|ϕy˚. In this case, U is antilinear and antiunitary.
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69.1.3 Projective representations

If T1pRnq “ R1
n and ψn P Rn, then UpT1qψn P R1

n. If T2pR1q “ R2, then UpT2qUpT1qψn P R2
n.

But UpT2T1qψn also belongs to R2
n. Then there exists a ϕnpT2, T1q P R such that

UpT2qUpT1qψn “ eiϕnpT2,T1qUpT2T1qψn.

Note that for any ψ P H , there exists a λ P R such that }λψ} “ 1. Since a real can be sent out
the UpT q’s, for any ψ P H , there exists a ϕ which only depends on ψ{}ψ} such that

UpT2qUpT1qψ “ eiϕpT2,T1qUpT2T1qψ (69.25)

Proposition 69.3.
The ϕ doesn’t depend at all on the ψ:

UpT2qUpT1q “ eiϕpT2,T1qUpT2T1q. (69.26)

Proof. Let us consider a ψA and a ψB which are not proportional each other. One has a ϕABpT2, T1q
such that

eiϕABpT2,T1qUpT2T1qpψA ` ψBq “ UpT2qUpT1qpψA ` ψBq
“ eiϕApT2,T1qUpT2T1qψA
` eiϕBpT2,T1qUpT2T1qψB.

(69.27)

Now, we apply UpT2T1q´1 to both sides. If it is unitary, the eiϕ get out without problems; else is
get out as e´iϕ:

e˘iϕAB pψA ` ψBq “ e˘iϕAψA ` e˘iϕBψB. (69.28)

Since ψA and ψB are linearly independent, the only solution is eiϕAB “ eiϕA “ eiϕB .

Since the operators UpT q must only fulfil

UpT2qUpT1q “ eiϕpT2,T1qUpT2, T1q, (69.29)eq:projectifeq:projectif

these form a projective representation of the symmetry group on the physical Hilbert space
H .

Remarque 69.4.
In order to have some physical relevance, this demonstration supposes that a state ψA`ψB exists
in nature. If one can divide the particles in several “incompatibles” classes labeled by a, b such
that ψa ` ψb doesn’t exist, then equation (69.29) is false and one has to write

UpT2qUpT1qψa “ eiϕapT2,T1qUpT2T1qψa

because we can’t show that ϕa “ ϕb from the simple fact that ψa ` ψb doesn’t exist!
For example, physicists think that there are no superposition of state of integer and semi-integer

spin.

Remarque 69.5.
If the group satisfies some requirements, one can choose ϕ “ 0. From now we suppose that we are
in this case: we work with “true” representations.
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69.1.4 Representations and power expansions

Let G be an arc connected Lie group whose elements are denoted by T pθq with θ, a continuous
family of parameters (from a local chart). The multiplication law is given by a function f : Rn ˆ
Rn Ñ Rn:

T pθ1qT pθq “ T
`
fpθ1, θq˘. (69.30)eq:T_groupeeq:T_groupe

If θ “ 0 is the coordinate of the identity,

fp0, θq “ fpθ, 0q “ θ. (69.31)eq:f_0eq:f_0

We suppose that G acts on the rays of a Hilbert space H , so that there are represented on
H by unitary operators U

`
T pθq˘. We denote by W the group of transformations of H ; roughly

speaking,
W “ UpGq.

Now, we are going to cheat a little. We know that there exists a normal neighbourhood of e in W .
In simple words, the map exp: W ÑW is a diffeomorphism between the elements of W “close” to
0 and the ones of W close to e. By close to, we mean that the components of θ are small enough.
If titau is a basis of W, we define

UpT pθqq “ eiθ
ata . (69.32)eq:U_expoeq:U_expo

In other words, one considers the exponential map for a neighbourhood of identity.
The cheat is the fact that UpT pθqq is actually defined by Wigner’s theorem from the data of

the group G. So equation (69.32) should be seen as a requirement in the choice of the basis ttau.
Remarque 69.6.
The i in the exponential in (69.32) and in the definition of the basis titau is a convention in
order the ta’s to be hermitian. Indeed, the Lie algebra of a group of unitary matrices is made of
antihermitian matrices.

With all that,
UpT pθqq “ 1` iθata ` 1

2θ
bθctbc ` . . . (69.33)eq:dev_Ueq:dev_U

where tbc is defined (among other requirements) to absorb the “intuitive” minus sign in the third
term.

Now we are going to explore some consequences of equation (69.30). Equation (69.31) makes
the expansion of f as

fapθ1, θq “ θa ` θ1a ` fabcθ1bθc ` . . . (69.34)eq:dev_feq:dev_f

From expansions (69.34) and (69.33) of f and UpT pθqq, “group structure” equation (69.30) gives
(at order two):

tbc “ ´tbtc ´ ifabcta (69.35)eq:t_abeq:t_ab

and nothing for the first order. Then, providing that one knows the group structure (the f), one
knows the second order of the representation from the first one. From equation (69.32), one finds
the value of tab:

eiθ
ata “ 1` iθata ` 1

2piq
2pθataqpθbtbq,

up to constant coefficients, one can choose tab to be symmetric with respect to a and b:

tab “ 1
2ptatb ` tbtaq.

Taking this convention and computing tbc ´ tcb from (69.35), we find

rta, tbs “ iCcabtc (69.36)

with Ccab “ f cab ´ f cba.
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On the other hand, one knows that if a group is abelian, its algebra is also abelian; we can see
it here by considering that if G is abelian, fpθ, θ1q “ fpθ1, θq, then f cab is symmetric and rta, tbs “ 0.
We can say more about f Since the ta commute, equations (69.30) and (69.32) make that

eifpθ,θ1qata “ eiθ
ataeiθ

1btb “ eipθa`θ1aqta , (69.37)

so that
fpθ, θ1q “ θ ` θ1.

69.2 The symmetry group of nature

69.2.1 Spin and double covering
subsec:sym_nature

Some of literature carry an ambiguity in the choice of the right space-time symmetry group
in the quantum field theory. A very good and deep discussion about the choice of the space-time
symmetry group of nature is given in the book [883] which will be used here. An other enlightening
review can be found in [863].

From a relativistic point of view, the group is the Poincaré group of all the maps R4 Ñ R4

which leaves invariant the quantity s2 “ ´t2`x2` y2` z2. At this point we can already make an
important remark: the so defined quantity s is in fact not a relativistic invariant. Indeed if I follow
a (spatially) closed path, I will measure ∆t ‰ 0 and ∆x “ ∆y “ ∆z “ 0 because in my frame, my
displacement is zero. A guy who keeps at my starting point will measure (between the beginning
and the end of my travel) ∆1t ‰ 0 and also ∆x “ ∆y “ ∆z “ 0. If s “ s1, then ∆t “ ∆t1.

So the relativistic invariance is only local: ds2 “ ds12, and as far as relativity is concerned, one
can work with infinitesimal transformations only. In this case, the distinction between the groups
LÒ

` and SLp2,Cq is no relevant. Intuitively, we choose LÒ
` to be the space-time symmetry group.

As we will see the difference will reveal to be crucial in relativistic field theory because LÒ
` has no

half-integer spin representations.
This group naturally splits into two parts: the translations and the rotations (and boost). As

far as I know, the translation part makes no difficulties. For the other one, there are some difficulties
to find the minimal group of symmetry. First, one often want to separate the space-time inversions
P and T from the remaining: the group then becomes the homogeneous orthochrone Lorentz group
LÒ

`. An other often presented group is . . . SLp2,Cq. This is our choice here. The physical reason of
this choice is all but immediate. As we will see during the following pages, an elementary particle
is an irreducible representation of the symmetry group.

For massive particles, the relevant subgroup of SLp2,Cq reveals to be SUp2q. If we had chosen
the most intuitive LÒ

`, we would have found SOp3q. There is an important difference between
SUp2q and SOp3q “ SUp2q{Z2: the first one admits representations of any integer and half-integer
spin while the second only posses the integer spin representations (see 55.73).

Let us now be more precise about the relation between LÒ
` and SLp2,Cq. A know result is

LÒ
` “

SLp2,Cq
Z2

.

Let Spin : SLp2,Cq Ñ LÒ
` be the surjective homomorphism with kernel ˘12ˆ2 giving this relation.

We will not give a complete proof, but we will explain how SLp2,Cq acts by isometries on R4.
First, we remark that there exists a bijection between R4 and the 2ˆ2 complex hermitian matrices:

v “
ˆ
t` z x´ iy
x` iy t´ z

˙
“

¨
˚̊
˝

t
x
y
z

˛
‹‹‚. (69.38)

If λ P SLp2,Cq, the matrix λvλ: is also hermitian and }v}2 “ det v. Thus

Λpλq : R4 Ñ R4

v ÞÑ λvλ: (69.39)
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is a Lorentz transformation if and only if | detλ| “ 1. Moreover,

Λpλλ1q “ ΛpλqΛpλ1q.
If λ1 “ eϕλ, then Λpλ1q “ Λpλq, thus it is natural to impose det v “ 1 and to consider SLp2,Cq
instead of Lp2,Cq to fit LÒ

`. Now, Λpλq “ Λp´λq, and we wish to consider SLp2,Cq{Z2.
I think the problem is the following: as far as the action of the “nature group” on the space-

time is concerned, it is sufficient to consider LÒ
`. But the group which acts on the state space is

wider: it must be SLp2,Cq.
From now, when we say “Poincaré group”, we mean SLp2,Cq ˆ R4 while “Lorentz” means

SLp2,Cq acting on R4 by Λpλqv “ λvλ:.
We know by lemma 55.72 a link between the representations of SUp2q and SOp3q. A know result

is the fact that the map Spin restricts to a surjective homomorphism Spin : SUp2q Ñ SOp3q with
kernel ˘1 giving the relation SOp3q “ SUp2q{Z2. If one considers a representation ρ : SOp3q Ñ
GLpV q, then ρ̃ “ ρ ˝ Spin is a representation of SUp2q on V . So every representation of SOp3q
comes from a representation of SUp2q.

As far as the transformation rule of a (quantum mechanical) wave function under a rotation
R P SOp3q is concerned, one can see (it is done in [883]) that the try

ˆ
ψ1
ψ2

˙
Ñ T pRq

ˆ
ψ1
ψ2

˙

doesn’t works if T pRq is a representation of SOp3q on C2. If one allows T to be a representation
of SUp2q, then our choice —for an electron— should naturally be the spin one half representation
T “ Dp1{2q. Let us do it. The remaining problem is the following. Let’s consider that in a certain
frame, an electron is described by the wave function

`
ψ1 ψ2

˘
, the question is to know the wave

function observed by a guy which use another frame linked to the first frame by R P SOp3q. We
always have exactly two elements in SUp2q projected to R by Spin; namely Spinp˘gq “ R; so how
to choose between

Dp1{2qpgq
ˆ
ψ1
ψ2

˙
and Dp1{2qp´gq

ˆ
ψ1
ψ2

˙
?

The trick is to remark that a change of frame is not the mathematical process described by a single
element R of SOp3q, but a physical continuous process which begins at the identity and stops at
R. In other word, we have to ask ourself how to go from a frame to another? Taking as example
the rotations around the x axis, we can look at two different path in SOp3q from 1 to 1 given by
the same expression

R1ptq “ R2ptq “
¨
˝

1 0 0
0 cos t sin t
0 ´ sin t cos t

˛
‚,

but considering t : 0 Ñ 2π for R1 and t : 0 Ñ 4π for R2. The covering map Spin : SUp2q Ñ SOp3q
allows us to lift any path in SOp3q to a path in SUp2q in an unique way providing a starting point.
In other words, if Spinpgq “ R,

D! R̃ptq P SUp2q such that Spin ˝R̃ “ R and R̃p0q “ 1,
D! R̃ptq P SUp2q such that Spin ˝R̃ “ R and R̃p0q “ ´1.

The question is now: how to choose the right path among these two? The answer comes from the
homotopy of SOp3q: the path R1 and R2 belongs to two different classes.

Considering the “change of frame” as a continuous process, the initial point is naturally chosen
to be 1. With this choice, the lift of R1 and R2 are given by

g1ptq “ g2ptq “
ˆ

cos t
2 ´i sin t

2´i sin t
2 cos t

2

˙

with t : 0 Ñ 2π for g1 and t : 0 Ñ 4π for g2. In SUp2q, the ending point of g1 is ´1 while the one
of g2 is 1.
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It is still possible to say a lot of interesting thinks about the space-time symmetry group of
nature; let’s just conclude saying that SUp2q is more adapted to the rotations of non zero spin
than SOp3q. (it is not intuitive!)

69.2.2 How to implement the Poincaré group
pg:poincare_act

We are not making physics here, but differential geometry and group theory; so we will not
discuss the physical relevance of the Poincaré group from a “speed of light” point of view. We
consider the Poincaré group as the group of all the affine isometries of metric η “ diagp´1, 1, 1, 1q
and the Lorentz group as the subgroup of rotations and boost.

A Poincaré transformation of R4 is given by pΛ, aq with Λ a 4 ˆ 4 matrix and a P R4, a
translation vector. The composition of pΛ, aq with pΛ1, a1q is given by pΛ1Λ,Λ1a ` a1q, the inverse
is pΛ´1,´Λ´1aq, the neutral is p1, 0q, and pdet Λq2 “ 1.

The axiom (4) at page 3601 gives us a group of transformation of the rays in H parametrised
by pΛ, aq such that

T pΛ1, a1qT pΛ, aq “ T pΛ1Λ,Λ1a` a1q, (69.40)
T pΛ, aq : Ray H Ñ Ray H . Then Wigner’s theorem defines a representation of the Poincaré
group on H by unitary matrices:

ψ Ñ UpΛ, aqψ.
Remarque 69.7.
Wigner only ensure existence of projective representations. Here we suppose that our symmetry
group (maybe slightly different that Poincaré) is such that any projective representations can be
turn into a classical representation. We will therefore use the composition law

UpΛ1, a1qUpΛq “ UpΛ1Λ,Λ1a` a1q (69.41)eq:composition_Ueq:composition_U

instead of UpΛ1, a1qUpΛ, a1q “ eiϕpΛ,a,Λ1,a1qUpΛ1Λ,Λ1a` a1q.
By axiom, the (connected) Poincaré group acts on rays of H , and we have the representation

U which form a group acting on H . The Lie algebra acts also:

uψ “ d

dt

”
Uptq

ı
t“0

ψ :“ d

dt

”
Uptqψ

ı
t“0

. (69.42)

This definition is natural because H is a vector space: it can be identified with its tangent space:
Uptqψ is a path in H and its derivative at t “ 0 is still a well defined element in H . Now recall
that the operators U are unitary, so that the corresponding operators u are hermitian (therefore
diagonalisable).

Let us consider an abelian subgroup A of Poincaré with Lie algebra a. One can find a basis of
H made of common eigenvectors of a basis of a. In other words, one can find a basis of H which
simultaneously diagonalises all a. If taiu is a basis of a, one can find a basis t|ψλyu (here λ labels
a basis of H : it might take continuous values) such that

ai|ψλy “ λi|ψλy. (69.43)

69.2.3 Momentum operator

Of course, there exists an abelian subgroup of Poincaré: the pure translations, A “ tUp1, aqu.
A basis of the Lie algebra is given by four vectors labeled as Pµ and defined by

Pµ “ d

dt

”
Up1, teµq

ı
t“0

where eµ is the unit vector following the direction µ (for µ “ 0, e0 “ p1, 0, 0, 0q). One can consider
a basis which diagonalises the Pµ’s:

Pµ|p, σy “ pµ|p, σy (69.44)
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where by definition,
Pµ|p, σy “ d

dt

”
Up1, teµq|p, σy

ı
t“0

. (69.45)eq:def_Peq:def_P

Remarque 69.8.
Be careful on a point: we don’t say anything about the symbol “p” in the ket. The only property
is that it labels a Hilbert space H . But nothing is already imposed to H : it must just carry a
representation of the Poincaré group on its rays. In particular, it is a priori false to say that p is
a “momentum 4-vector” and that pµ is a component of p. Naturally, our notations are adapted to
think that! Maybe it is a pedagogical mistake; I don’t know.

This remark can be disturbing: why is generally |p, σy called “a state of momentum p”? Since
Up1, aq is unitary, Pµ is hermitian; the pµ are eigenvalues for an hermitian operator, so by axiom (2)
(page 3601) they are candidate to be physical values. But equation (69.45) shows that Pµ is what
a physicist should call an “infinitesimal translation”, so that Noether suggests us to interpret the
eigenvalue as momentum. We are safe!

The parameters σ are not yet defined neither. It will come later. For the moment, we include
into the definition of a one particle state that σ takes discrete values.

Since Up1, aq “ eaµPµ ,
Up1, aq|p, σy “ eiaµpµ |p, σy.

Now we are interested in the determination of UpΛ, aq|p, σy.
Proposition 69.9.
The operators Pµ are subject to the “transformation law”

UpΛ, aqPµUpΛ, aq´1 “ ΛµνP ν . (69.46)

Proof. Since operators UpΛ, aq are linear, they can be putted in the derivative which defines Pµ.
Using the composition law (69.41) we find:

UpΛ, aqPµUpΛ, aq´1 “ d

dt

”
UpΛ, aqUp1, teµqUpΛ, aq´1

ı
t“0

“ d

dt

”
Up1, tΛeµq

ı
t“0

.

(69.47)

The Λ can be putted out of derivative; let us see it for a sum of two terms (here it is four):

d

dt

”
Up1, tpeµ ` eνqq

ı
t“0

“ d

dt

”
Up1, teµqUp1, teνq

ı
t“0

“ d

dt

”
Up1, teµqUp1, 0q

ı
t“0
` d

dt

”
Up1, 0qUp1, teνq

ı
t“0

“ Pµ ` P ν .

(69.48)

Thus
d

dt

”
Up1,Λµνeνq

ı
t“0

“ Λµν
d

dt

”
Up1, teνq

ı
t“0

“ ΛµνP ν . (69.49)

69.2.4 Pure Lorentz transformation

Now we consider a pure Lorentz transformation UpΛq ” UpΛ, 0q, and we want to look at
UpΛq|p, σy. In order to see its decomposition into others |k, σ1y, we apply a Pµ:

PµUpΛq|p, σy “ UpΛq
´
UpΛq´1PµUpΛq

¯
|p, σy

“ UpΛqpΛ´1qµνP ν |p, σy
“ pΛ´1qµνpνUpΛq|p, σy.

(69.50)
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Thus the vector UpΛq|p, σy P H has pΛ´1qµνpν as eigenvalue for Pµ. If the pµ’s are seen as
components of a 4-vector p, one can write

PµUpΛq|p, σy “ pΛpqµUpΛq|p, σy;

thus we naturally write
UpΛq|p, σy “

ÿ

σ1

Cσ1σpΛ, pq|Λp, σ1y. (69.51)

Note that we had not yet given anything about the nature of the p in the ket |p, σy so we can
define the product Λp by the fact that the ket |Λp, σy has eigenvalue pΛ´1qµνpν for the operator
Pµ. So it is one of the |p1, σ1y.

69.2.5 Rebuilding of a basis for H

From general considerations about the Lorentz group (many physicists had written very better
books than me about) anyone knows that the only functions of the pµ’s which are invariant under
all the Lorentz transformations are p2 “ ηµnup

µpν and the sign of p0 when p2 ă 0.
For any value of p2 and sign of p0, one consider a “standard vector” k. For example:

k “ p1, 0, 0, 1q for p2 “ 0, (69.52a)
k “ p1, 0, 0, 0q for p2 ă 0, p0 ą 0 (69.52b)
k “ p´1, 0, 0, 0q for p2 ă 0, p0 ă 0. (69.52c)

With this convention, p can be written as p “ Lppqk for a suitable Lorentz transformation Lppq.
The vector UpLppqq|k, σy has eigenvalue Lppqk for the operator P , thus it is a linear combination
of some |p, σ1y.

Now we will cheat and redefine our basis of the Hilbert space H . First, we consider a fixed
k; in other words, we build the state space for a given particle which has given momentum p.
The basis vectors must be eigenvectors for the fours operators Pµ. As far as we say no more, any
eigenvalue is possible. Thus our basis must be labelled by at least an element p of R4 with only
one constraint: the value of p2 (plus eventually the sign of p0). So we define the |k, σy to be such
that

Pµ|k, σy “ kµ|k, σy.
Since we know that with this definition of |k, σy, the eigenvalue of UpLppqq|k, σy for Pµ is pµ, we
define |p, σy as

|p, σy “ NppqUpLppqq|k, σy. (69.53)

where Nppq is a normalization to be discussed later. With this construction, we have an eigenvector
for any possible eigenvalue for Pµ. We have to show that these vectors are linearly independent.

The set of the |p, σy with different p is free in H because they are eigenvectors for different
eigenvalue of an hermitian operator 2. There are no reason to think that the set of operators Pµ
is complete; in other words, it remains not clear that there exist only one way to diagonalise the
all the Pµ. The function of the extra label σ is to label different linearly independent vectors with
same eigenvalue for P .

From now, we are interested in |k, σy and Nppq.

69.2.6 Little group

We have:

UpΛq|p, σy “ NppqUpΛLppqq|k, σy
“ NppqUpLpΛpqqU`LpΛpq´1ΛLppq˘|k, σy, (69.54)

2. I did not checked that it is sufficient
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So we will try to understand the operation LpΛpq´1ΛLppq. First remark that

UpLpΛpq´1q|Λp, σy “ NpΛpq|k, σy,
and then compute:

UpLpΛpq´1ΛLppqqNppq|k, 0y “ UpLpΛpq´1Λq|p, σy
“ UpLpΛpq´1q

ÿ

σ1

Cσ1σpΛ, pq|Λp, σ1y

“
ÿ

σ1

Cσ1σpΛ, pqNpΛpq|k, σ1y.
(69.55)

The little group is the subgroup of the Lorentz transformations which leaves the chosen
standard vector k invariant: Wk “ k. For any W in the little group,

UpW q|k, σy “
ÿ

σ1

Dσ1σpW q|k, σ1y

With this definition, the D’s form a representation of the little group. Indeed for any V,W in the
little group,

ÿ

σ1

Dσ1σpVW q|k, σ1y “ UpVW q|k, σy

“ UpV q
ÿ

σ2

Dσ2σpW q|k, σ2y

“
ÿ

σ1σ2

Dσ1σ2pV qDσ2σpW q|k, σ1y.
(69.56)

Since we want the |p, σy with different p and σ to form a basis of H , they are linearly independent,
then we can get rid of the sum over the σ1 and keep the equation

Dσ1σpVW q “
ÿ

σ2

Dσ1σ2pVW qDσ2σpVW q;

if we adopt a more “matricial” notation,

DpVW q “ DpV qDpW q. (69.57)

We are now able to perform a step in the study of the vector UpΛq|p, σy. We naturally define
W pΛ, pq “ LpΛpq´1ΛLppq. This belongs to the little group 3. Then,

UpΛq|p, σy “ NppqUpLpΛpqqUpW pΛ, pqq|k, σy
“ Nppq

ÿ

σ1

Dσ1σpW qUpLpΛpqq|k, σ1y

“ Nppq
NpΛpq

ÿ

σ1

Dσ1σpW pΛ, pqq|Λp, σ1y.
(69.58)

But we have no constraint on the D’s: it must just form a representation of the little group.
Consequently, we are at a point in which our axioms are no more sufficient to continue the building
of quantum field theory: we will get as many theories as representations of the little group.

The physical interpretation is the followingpg:phyz_reprez: each type of particle has its own representation.
When we consider a Hilbert space on which UpΛq acts via one given representation of the little
group, we consider the Hilbert space which describes the corresponding particle. Note that the
little group depends on the choice of k, and therefore depends on the particle which is studied
(massive or not).

In this sense, a particle is a representation of the Poincaré group 4. In particular, the nature
of the index σ can change from the one representation to the other.

3. Pay attention that Lppq depends implicitly on the choice of k.
4. I think that the irreducibility of a representation is related to elementary particles.
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Remarque 69.10.
As far as normalization is concerned, we will pose

Nppq “a
k0{p0.

There are some good reasons to take it; but it is irrelevant from our group point of view of the
theory.

69.2.7 Positive mass

This is the easy case. The choice of standard momentum is k “ `
1 0 0 0

˘
. One could

believe that the little group is SOp3q. It would be the case if we had chosen LÒ
` instead of SLp2,Cq

–see point 69.2.1. In our hermitian representation of R4, k “ 1. Then a matrix of SLp2,Cq which
leaves it invariant fulfills

λkλ: “ λλ: “ 1,
this is λ P SUp2q. By the way, note that SOp3q “ SUp2q{Z2.

The celebrated “law of transformation” of a massive particle of spin j (integer or half integer)
under the Lorentz transformation Λ is

UpΛq|p, σy “
d
pΛpq0
p0

ÿ

σ1

D
pjq
σ1σpW pΛ, pqq|Λp, σ1y (69.59)

where σ runs from ´j to j by step of 1.

69.2.8 Null mass

In the case of a null mass, the standard vector is k “ p1, 0, 0, 1q and an element of the little
group fulfils Wk “ k. As the little group is part of the Lorentz group, this is an isometry, so

xWt|Wky “ xt|ky (69.60a)
xWt|Wty “ xt|ty, (69.60b)

for any t P R4. Taking in particular t “ p1, 0, 0, 0q,
pWtqµkµ “ tµkµ “ ´1 (69.61a)

pWtqµpWtqµ “ tµtµ “ ´1. (69.61b)

If we write Wt “ pa, b, c, dq, the first relation gives d “ a ´ 1, so that Wt “ p1` ξ, α, β, ξq, while
the second one gives ξ “ pα2 ` β2q{2. The conclusion is that W acts on t as a certain Lorentz
transformation Spα, βq:

Wt “

¨
˚̊
˝

1` ξ
α
β
ξ

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

1` ξ ´ξ α β
α ´α 1 0
β ´β 0 1
ξ p1` ξq α β.

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

1
0
0
0

˛
‹‹‚. (69.62)

Be careful: it doesn’t means that W “ S, but Wt “ St. However it is an information: Spα, βq´1W
is a Lorentz transformation which leaves t invariant. Then it is a spatial rotation. More precisely,
since W and S conserve p1, 0, 0, 1q, it is a rotation around the z axis: Spα, βq´1W “ Rpθq, and

W pθ, α, βq “ Spα, βqRpθq (69.63)

is the most general element of the non massive little group.



Chapter 70

Relativistic fields and fiber bundle
formalism

This chapter actually don’t deal with quantum field theory in the sense that our wave functions
aren’t operators which acting on a Fock space. So this is just relativistic field theory.

70.1 Example: electromagnetism

Let us consider the electromagnetism as the simplest example of a gauge invariant physical
theory. We first discuss the theory of free electromagnetic field (this is: without taking into
account the interactions with particles) from Maxwell’s equations [818, 940]. The electric field E
and the magnetic field B are subject to following relations:

∇ ·E “ ρ, (70.1a)M1M1

∇ ·B “ 0, (70.1b)M2M2

∇ˆ E ` BtB “ 0, (70.1c)M3M3

∇ˆB ´ BtE “ j. (70.1d)M4M4

Comparing (70.1a) and (70.1b), we see that Maxwell’s theory does not incorporate magnetic
monopoles. Suppose that we can use the Poincaré lemma. Equation (70.1b) gives a vector field A
such that B “ ∇ˆA, so that (70.1c) becomes ∇ˆpE`BtAq “ 0 which gives a scalar field ϕ such
that ´∇ ·ϕ “ E ` BtA.

Now the equations (70.1a)–(70.1d) are equations for the potentials A and ϕ, and we find back
the “physical” field by BE_de_A

B “ ∇ˆA, (70.2a)
E “ ´∇ϕ´ BtA. (70.2b)

One can easily see that there are several choice of potentials which describe the same electro-
magnetic field. Indeed, if jauge_A

A
1 “ A`∇λ, (70.3a)
ϕ1 “ ϕ´ Btλ, (70.3b)

the electromagnetic field given (via (70.2)) by tϕ1, A1u is the same as the one given by tϕ,Au
The Maxwell’s equations can be written in a more “covariant” way by defining

F “

¨
˚̊
˝

0 ´Ex{c ´Ey{c ´Ez{c
· 0 ´Bz ·
· · 0 ´Bx
· ´By · 0

˛
‹‹‚, (70.4)def_Fdef_F

3615
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Fµν “ ´F νµ and
J “ `

cρ jx jy jz
˘
.

We also define ‹Fαβ “ 1
2e
αβλµFλµ. With all that, Maxwell’s equations read:

BµFµν “ µ0J
ν ,

Bα ‹ Fαβ “ 0.
(70.5)

If we define
A “

´
ϕ
c ´Ax ´Ay ´Az

¯
, (70.6)def_Adef_A

the physical fields are given by
Fµν “ BµAν ´ BνAµ.

The gauge invariance of this theory is the fact that

F 1
µν “ BµA1

ν ´ BνA1
µ “ Fµν (70.7a)

when
A1
µpxq “ Aµpxq ` Bµfpxq (70.7b)

for any scalar function f (to be compared with (70.3)).
This is: in the picture of the world in which we see the A as fundamental field of physics,

several (as much as you have functions in C8pR4q) fields A, A1,. . . describe the same physical
situation because the fields E and B which acts on the particle are the same for A and A1.

Now, we turn our attentions to the interacting field theory of electromagnetism. As far as
we know, the electron makes interactions with the electromagnetic field via a term ψAµψ in the
Lagrangian. The free Lagrangian for an electron is

L “ ψpγµBµ `mqψ. (70.8)eq:freeLeq:freeL

The easiest way to include a ψAψ term is to change Bµ to Bµ ` Aµ. But we want to preserve the
powerful gauge invariance of classical electrodynamics, then we want the new Lagrangian to keep
unchanged if we do

Aµ Ñ A1
µ “ Aµ ´ iBµϕ. (70.9)eq_jaugeA_emeq_jaugeA_em

In order to achieve it, we remark that the ψ must be transformed simultaneously into

ψ1pxq “ eiϕpxqψpxq. (70.10)eq:jaugepsi_emeq:jaugepsi_em

The conclusion is that if one want to write down a Lagrangian for QED, one must find a
Lagrangian which remains unchanged under certain transformation AÑ A1 and ψ Ñ ψ1. In other
words the set tψ,Au of fields which describe the world of an electron in an electromagnetic field is
not well defined from data of the physical situation alone: it is defined up to a certain invariance
which is naturally called a gauge invariance.

70.2 Connections for the gauge invariance
In the physics books, the matter is presented in a slightly different way. We observe that the

Lagrangian (70.8) is invariant under

ψpxq Ñ ψ1pxq “ eiαψpxq (70.11)eq:globaleeq:globale

for any constant α. One can see that the associated conserved current (Noether) is closely related
to the electric current. The idea (of Yang-Mills) is to upgrade this symmetry. Since the symmetry
(70.11) depends only on a constant, we say it a global symmetry; we will simultaneously add a
new field Aµ and upgrade (70.11) to a local symmetry:

ψpxq Ñ ψ1pxq “ eiϕpxqψpxq. (70.12)eq:locateeq:locate

Then, we deduce the transformation law of Aµ.
Because of the form of (70.10), we say that the electromagnetism is a Up1q-gauge theory. The

fact that this is an abelian group has a deep physical meaning and many consequences.
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70.2.1 Little more general, slightly more formal

The aim of this text is to interpret the field A as a gauge potential for a connection. But
equation (70.9) is not exactly the expected one which is (56.358). The point is that equation
(70.9) concerns a theory in which the gauge transformation of the field was a simple multiplication
by a scalar field, so that simplifications as e´iϕpxqAµpxqeiϕpxq “ Aµpxq are allowed.

Now, we consider a vector space V , a manifold M and a function ψ : M Ñ V which “equation
of motion” is

LipBi `miqψ “ 0

Where we imply an unit matrix behind B and m; the indices i, j are the (local) coordinates in M
and a, b, the coordinates in V . Let G be a matrix group which acts on V . If ψ is a solution, Λ´1ψ
is also a solution as far as Λ is a constant –does not depend on x P M– matrix of G. In other
words, LipBi `miqψa “ 0 for all a implies LipBi `miqppΛ´1qbaψbq “ 0.

The function, ψ1pxq “ Λpxq´1ψpxq is no more a solution. If we want it to be solution of the
same equation as ψ, we have to change the equation and consider

LipBi `Ai `miqψ “ 0.

This equation is preserved under the simultaneous change
#

ψ1
a “ pΛ´1qbaψb

pA1
iqab “ pΛ´1qcbpAiqdcpΛadq ´ pBiΛ´1qdbΛad.

(70.13)eq:jaugeGeq:jaugeG

The second line show that the formalism in which A is a connection is the good one to write down
covariant equations. This has to be compared with (56.350). Logically, a theory which includes
an invariance under transformations as (70.13) is called a G-gauge theory.

70.2.2 A “final” formalism

Now, we work with fields which are sections of some fiber bundle build over M , the physical
space. More precisely, let G be a matrix group.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 70.1
For sure, it also works for a much lager class of groups. Which one?

We search for a theory which is “locally invariant under G”. In order to achieve it, we consider
a G-principal bundle P over M and the associated bundle E “ P ˆρ V for a certain vector space
V , and a representation ρ of G on V . Typically, V is C or the vector space on which the spinor
representation acts.

The physical fields are sections ψ : M Ñ E. If we choose some reference sections σα : M Ñ P ,
they can be expressed by ψpαqpxq “ ψ̂pσαpxqq. We translate the idea of a local invariance under G
by requiring an invariance under

ψ1pαqpxq “ ρpgpxqqψpαqpxq

for every g : M Ñ G. By (2) of lemma 56.90, we see that ψ1pαqpxq “ pφ´1 ·ψqpαqpxq, where
φ : P Ñ P is the gauge transformation given by

φpσαpxqq “ σαpxq· gpxq.

We want ψ and ψ1 to “describe the same physics”. From a mathematical point of view, we
want ψ and ψ1 to satisfy the same equation. It is clear that equation dψ “ 0 will not work.

The trick is to consider any connection ω on P and the gauge potential A of ω. In this case
the equation

pd´Aqψ “ 0 or Dψ “ 0 (70.14)eq:Dpsieq:Dpsi
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is preserved under

AÑ φ·A,

ψ Ñ φ´1 ·ψ.

Theorem 56.91 powa!
In this sense, we say that equation (70.14) is gauge invariant, and is thus taken by physicists to

build some theories when they need a “local G-covariance”. This gives rise to the famous Yang-Mills
theories.

In this picture the matter field ψ and the bosonic field A are both defined from a Up1q-principal
bundle. When physicists say

ψ transforms as “blahblah” under a Up1q transformation,
they mean that ψ is a section of an Up1q-associated bundle; when they say

A transforms as “blahblah” under a Up1q transformation,
they mean that A is the gauge potential of a connection on a Up1q-principal bundle. In each case,
the “blahblah” denotes an irreducible 1 representation of Up1q.
Remarque 70.2.
The mathematics of equation (70.14) only requires a G-valued connection on P . There are several
physical constraints on the choice of the connection. These give rise to interaction terms between
the gauge bosons. We will not discuss it at all. This a matter of books about quantum field
theories.

The most used Yang-Mills groups in physics are Up1q for the QED, SUp2q for the weak inter-
actions and SUp3q for chromodynamic.

70.2.3 The electromagnetic field F

Now, we are able to interpret the field F introduced in equation (70.4). We follow [938]. From
now, we use the usual Minkowski metric g “ diagp´,`,`,`q. From the vector given by (70.6),
we define a (local) potential 1-form

A “ Aµdx
µ “ ´ϕdt`Axdx`Aydy `Azdz.

The field strength is F “ dA. We easily find that

F “ pdt^ dxqpBxϕ` BtAxq ` . . .
` pdx^ dyqp´BzAx ` BxAyq ` . . . (70.15)

But the fields B and E are defined from A and ϕ by (70.2), so

F “ ´Expdt^ dxq ´ Eypdt^ dyq ´ Ezpdt^ dzq
`Bxpdy ^ dzq `Bypdz ^ dxq `Bzpdx^ dyq. (70.16)

We naturally have dF “ d2A “ 0. But conversely, dF “ 0 ensures the existence of a 1-form
A such that F “ dA. If we define 2 B “ ∇ ˆ A and E “ ´∇ϕ ´ BtA, equations (70.1b) and
(70.1c) are obviously satisfied. So in the connection formalism, the equations “without sources”
are written by

dF “ 0. (70.17)M23M23

In order to write the two others, we introduce the current 1-form:

j “ jµdx
µ “ ´ρdt` jxdx` jydy ` jzdz.

1. Irreducibility is for elementary particles
2. i.e. we consider F as the main physical field while E and B are “derived” fields.
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One sees that

δF :“ ‹d ‹ F “ ´dtp∇ ·Eq
` dxp´BtEx ` p∇ˆBqxq
` dyp´BtEy ` p∇ˆBqyq
` dzp´BtEz ` p∇ˆBqzq,

(70.18)

so that equation δF “ j gives equations (70.1a) and (70.1d). Now, the complete set of Maxwell’s
equations is:

dF “ 0 (70.19a)SM1SM1

δF “ j (70.19b)SM2SM2

with

j “ ´ρdt` jxdx` jydy ` jzdz, (70.20a)
B “ ∇ˆA (70.20b)
E “ ´∇ϕ´ BtA (70.20c)

where A is a 1-form such that F “ dA whose existence is given by (70.19a).

70.3 Spin manifold for Lorentz invariance
subsec:incl_Lorentz

Up to now we had seen how to express the gauge invariance of a physical theory. In particle
physics, a really funny field theory must be invariant under the Lorentz group; it is rather clear
that, from the bundle point of view, this feature will be implemented by a Lorentz-principal bundle
and some associated bundles. A spinor will be a section of an associated bundle for spin one half
representation of the Lorentz group on C4. In order to describe non-zero spin particle interacting
with an electromagnetic field (represented by a connection on a Up1q-principal bundle), we have
to build a correct SLp2,Cq ˆ Up1q-principal bundle. We are going to use the ideas of 69.2.1.

A space-time is a differentiable pseudo-Riemannian 4-dimensional manifold. The pseudo-
Riemannian structure is a 2-form g P Ω2pMq for which we can find at each point x P M a basis
b “ pb0, . . . , b3q which fulfils

gxpbi, bjq “ ηij .

When we use an adapted coordinates, the metric reads g “ ηijdx
i b dxj .

One says that M is time orientable if one can find a vector field T P XpMq such that
gxpTx, Txq ą 0 for all x P M . A time orientation is a choice of such a vector field. A vector
v P TxM is future directed if gxpTx, vq ą 0.

The Lorentz group L acts on the orthogonal basis of each TxM , but you may note that L don’t
act on M ; it’s just when the metric is flat that one can identify the whole manifold with a tangent
space and consider that L is the space-times isometry group. In the case of a curved metric, the
Lorentz group have to be introduced pointwise and the building of a frame bundle is natural.

Now, we are mainly interested in the frame related each other by a transformation of LÒ
`. An

arising question is to know if one can make a choice of some basis of each TxM in such a manner
that

(1) pointwise, the chosen frames are related by a transformation of LÒ
`,

(2) the choice is globally well defined.
The first point is trivial to fulfil from the definition of a space-time. For the second, it turns out
that a good choice can be performed if and only if there exists a vector field V P XpMq such that
gxpVx, Vxq ą 0 for all x PM . We suppose that it is the case 3.

3. That condition is rather restrictive because we cannot, for example, find an everywhere non zero vector field
on the sphere Sn with n even.
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So our first principal bundle attempt to describe the space-time symmetry is the LÒ
`-principal

bundle of orthonormal oriented frame on M :

LÒ
` // LpMq

pL

��
M

(70.21)bun:LpFbun:LpF

The notion of “relativistic invariance” has to be understood in the sense of associated bundle
to this one. The next step is to recall ourself (see subsection 69.2.1) that the physical fields doesn’t
transform under representation of the group LÒ

` but rather under representations of SLp2,Cq. So
we build a SLp2,Cq-principal bundle

SLp2,Cq // SpMq
pS

��
M

In order this bundle to “fit” as close as possible the bundle (70.21), we impose the existence of a
map λ : SpMq Ñ LpMq such that

(1) pBpλpξqq “ pSpξq for all ξ P SpMq and
(2) λpξ· gq “ λpξq· Spinpgq for all g P SLp2,Cq.

You can recognize the definition of a spin structurepg_spinenphyz. Notice that the existence of a spin structure
on a given manifold is a non trivial issue.

Now a physical field is given by a section of the associated bundle E “ SpMq ˆρ V where ρ
is a representations of SLp2,Cq on V . For an electron, it is V “ C4 and ρ “ Dp1{2,0q ‘ Dp0,1{2q.
That describes a free electron is the sense that it doesn’t interacts with a gauge field. So in
order to write down the formalism in which lives a non zero spin particle, we have to build a
Up1q ˆ SLp2,Cq-principal bundle. For this, we follow the procedure given in section 56.14

70.4 Interactions

70.4.1 Spin zero

The general framework is the following:

Up1q // P

π
��

E “ P ˆρ V

M Uα_?oo
ϕ

99
σα

``

a Up1q-principal bundle over a manifold M (as far as topological subtleties are concerned, we
suppose M “ R4) and a section ϕ of an associated bundle for a representation ρ of Up1q on V .
We consider M with the Lorentzian metric but, since we are intended to treat with scalar (spin
zero) fields, we still don’t include the Lorentz (or SLp2,Cq) group in the picture. We also consider
local sections σα : Uα Ñ P , a connection ω on P and Ω its curvature. We define Aα “ σα̊ω.

Now we particularize ourself to the target space V “ C on which we put the scalar product

xz1, z2y “ 1
2pz1z2 ` z2z1q, (70.22)EqProdScalVeCUEqProdScalVeCU

and the representation 4 ρn : Up1q Ñ GLpCq,
ρnpgqz “ g· z “ gnz

4. We know the list of irreducible representations of Up1q by the proposition 55.31.
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where we identify Up1q to the unit circle in C in order to compute the product. A property of the
product (70.22) is to make ρn an isometry: for all g P Up1q, z1, z2 P C,

xρnpgqz1, ρnpgqz2y “ xz1, z2y.
Our first aim is to write the covariant derivative of ϕ with respect to the connection ω. For this
we work on the section ϕ under the form ϕpαq : M Ñ V and we use formula (56.354):

pDXϕqpαqpxq “ Xxϕpαq ´ ρ˚
`pσα̊ωqxXx

˘
ϕpαqpxq. (70.23)

Let us study this formula. We know that pσα̊ωqx “ Aαpxq : TxUα σÑ TσαpxqP
ωÑ up1q. Thus

AαpxqXx is given by a path in Up1q; it is this path which is taken by ρ˚. Therefore (we forget
some dependences in x)

ρ˚
`
AαpxqXx

˘
ϕpαqpxq “ d

dt

”
ρn
`pAαXqptq

˘
ϕpαqpxq

ı
t“0

“ d

dt

”
pAαXqptqn

ı
t“0

ϕpαqpxq

“ n
d

dt

”
pAαXqptq

ı
t“0

ϕpαqpxq
“ nAαpXqϕpαqpxq.

(70.24)

Thus the covariant derivative is given by

pDXϕqpαqpxq “ Xxϕpαq ´ nAαpxqpXxqϕpαqpxq. (70.25)

One can guess an electromagnetic coupling for a particle of electric charge n. If this reveals to
be physically relevant, it shows that the “electromagnetic identity card” of a particle is given by a
representation of Up1q. This has to be seen in relation to the discussion on page 3613 where the
“type of particle” was closely related to representations of the Lorentz group. It is a remarkable
piece of quantum field theory: the properties of a particle are encoded in representations of some
symmetry groups.

Now we are going to prove that }Dϕ}2 is a gauche invariant quantity. The first step is to give a
sense to this norm. We consider Xi (i “ 0, 1, 2, 3), an orthonormal basis of TxM and we naturally
denote Di “ DXi , Bi “ Xi and Aαi “ AαpBiq. Remark that

AαpxqXx “ pσα̊qxXx “ ωpdσαXxq “ ω
d

dt

”
σαpXptqq

ı
t“0

P up1q, (70.26)

so this is given by a path in Up1q which can be taken by ρ. Let cptq be this path, then

Aαϕpαqpxq “ d

dt

”
eicptqϕpαqpxq

ı
t“0

,

so that under the conjugation, Aαϕpαqpxq “ ´Aαϕpαqpxq. Now our definition of }Dϕ}2 is a com-
position of the norm on V and the one on TxM :

}Dϕ}2 “ ηijxDiϕpαq, Djϕpαqy (70.27)

Using the notation in which the upper indices are contractions with ηij , we have

}Dϕ}2 “
´
pBiϕpαqqpxq ´ nAαiϕpαqpxq

¯´
pBiϕpαqqpxq ` nAiαϕpαqpxq

¯
.

70.4.1.1 Gauge transformation law

A gauge transformation φ is given by an equivariant function φ̃α : Uα Ñ Up1q which can be
written under the form

φ̃αpxq “ eiΛpxq
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for a certain function Λ: Uα Ñ R. From the general formula (2) of lemma 56.90,

pφ·ϕqpαqpxq “ ρnpe´iΛpxqqϕpαqpxq “ e´niΛpxqϕpαqpxq. (70.28)

The transformation of the gauche field A is given by equation (56.358). Let us see the meaning of
the term dφ̃. For v P TxUα,

pdφ̃αqxv “ d

dt

”
φ̃αpvptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
eiΛpvptqq

ı
t“0

“ i
d

dt

”
Λpvptqq

ı
t“0

eiΛpvp0qq “ ipdΛqxveiΛpxq. (70.29)

Thus φ̃´1
α pxqpdφ̃αqx “ ipdΛqx. Since Up1q is abelian, φ̃´1Aφ̃ “ A. Finally,

pφ·Aqαpxq “ Aαpxq ` ipdΛqx. (70.30)

Now we are able to prove the invariance of }Dϕ}2. First,

pφ·Aqiαpxq “ pφ·AqαpBiq “ Aiαpxq ` ipBiΛqpxq; (70.31)

second,
Bi
´
e´niΛpxqϕpαqpxq

¯
“ ´nipBiΛqpxqϕpαqpxq ` e´inΛpxqpBiϕpαqqpxq. (70.32)

With these two results,

Bipφ·ϕqpαqpxq ` npφ·Aqαipφ·ϕqpαqpxq “ e´inΛpxqpnAαipxq ` Biϕpαqpxqq. (70.33)

The Yang-Mills field strength is given by F pαq “ σα̊Ω (cf. page 3322). Since Up1q is abelian,
dF pαq “ 0, so that the second pair of Maxwell’s equations is complete without any Lagrangian
assumptions.

The full Yang-Mills action is written as

Spω, ϕq “
ż

M

„
´1

4F pαqijF pαqij ` 1
2}Dϕ}

2 ` 1
2mϕpαqϕpαq

ȷ
.

The Euler-Lagrange equations are

pBi ´ inAαiqpBi ´ inAiαqϕα `m2ϕα “ 0 (70.34a)
BiF pαqij “ 0. (70.34b)

So the Yang-Mills Lagrangian only gives the first pair of Maxwell’s equations while the second one
is given by the geometric nature of fields.

As explained in [941], the topology of the physical space has deep implications on the physics
of Yang-Mills equations. The absence of magnetic monopoles for example is ultimately linked to
the (simple) connectedness of R4. When one consider the Up1q Yang-Mills on a sphere, some
topological charges appear and magnetic monopoles naturally arise.

70.4.2 Non zero spin formalism

The formalism for a non zero spin particle in an electromagnetic field is described in sec-
tion 56.14. We consider the spinor bundle

SLp2,Cq // SpMq
pS

��
M

with the spinor connection on SpMq, and ρ1, a representation of SLp2,Cq on V . For an electron,
it is V “ C4 and ρ1 “ Dp1{2,0q ‘Dp0,1{2q, so for g1 P SLp2,Cq,

ρ1pg1q

¨
˚̋
z1
...
z4

˛
‹‚“

¨
˝
g1

pg1tq´1

˛
‚

¨
˚̋
z1
...
z4

˛
‹‚. (70.35)
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On the other hand, we consider the principal bundle

Up1q // P

pU

��
M

with a connection ω2 which describes the electromagnetic field. As representation ρ2 : Up1q Ñ
GLpC4q we choose the coordinatewise multiplication:

ρ2pg2q

¨
˚̋
z1
...
z4

˛
‹‚“

¨
˚̋
g2z1

...
g2z4

˛
‹‚. (70.36)

The physical picture of the electron is now the principal bundle

SLp2,Cq ˆ Up1q // SpMq ˝ P
p

��
M,

and the field is a section of the associated bundle pSpMq ˝ P q ˆρ C4.

70.5 Singletons as sections of bundle
SecUKPhZVd

If one wants to see singletons as a field theory, we have to follow the path of section 70.3. So
we consider the frame bundle over M “ AdS4, and an associated bundle for the scalar singleton
representation:

SOp2, 3q // LpG{Hq
π
��

E “ LpG{Hq ˆρ V

M
ϕ

44
(70.37)

where pV, ρq is the scalar singleton representation of SOp2, 3q, and LpG{Hq is the frame bundle
over AdS4, as build page 3501.
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Chapter 71

Conformal fields theory

71.1 The conformal group

71.1.1 Preliminary discussion

If one looks at [942, 943], one sees that a conformal transformation is a transformation of a
(pseudo)riemannian manifold that leaves the metric unchanged up to a positive scalar function:
g1
µνpx1q “ Ωpxqgµνpxq. Thus we are looking for the maps ϕ : M ÑM that realise that condition.

Since our objective is to do differential geometry, we cannot follow the computations in [942,
943] because there are too much “infinitesimal” in that and we don’t understand anything 1.

In order to determine the Poincaré group that leaves the metric invariant, we were fortunate
because of theorem 9.155 that ensured linearity of the map ϕ. Our search for the Poincaré group 2

was thus simplified by two circumstances:
— ϕ and dϕ are the same.
— the condition gµν “ g1

µν does not involve a specific point, so that we had not to ask ourself
questions about the “base point” of the vectors.

Here we are in a more complicated situation.

Definition 71.1.
Let pM, gq be a (pseudo)riemannian manifold. A conformal map will be ϕ : M ÑM such that

gϕpxq
`
dϕxv, dϕxw

˘ “ Ωpxqgxpv, wq (71.1)EQooCCMMooXVbTAdEQooCCMMooXVbTAd

for a function Ω P C8pMq. The condition (71.1) has to hold for every x PM and v, w P TxM .

We particularise ourself to the case where the manifold M is a vector space V of dimension d
with constant metric η. If teiui“1,...,d is a basis of V , we consider the same basis on each TxV and
for v, w P TxV we have

v·w “
ÿ

ij

ηijviwj . (71.2)

All the sums are intended from 1 to d.
DEFooVKNBooFBWQQM

Definition 71.2.
A conformal map is a C8 map ϕ : V Ñ V for which there exists a function Ω P C8pV q satisfying

v·w “ Ωpxqdϕxpvq· dϕxpwq (71.3)EQooOZDUooCDaIrhEQooOZDUooCDaIrh

for every x P V and every v, w P Vx.

1. These books are very okay, but as far as we are interested in bundles, there are some works to do. As far as
the calculations are concerned, we will follow them.

2. By the way given by theorem 18.79.

3625
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NorooVEVOooRBpvXF

71.3.
This is not the group of “angles preserving” transformations, but rather the group of locally
preserving the angles.

In order to understand that, let us imagine a deforming material. A vector at point A is an
arrow joining point A to a point B. The image of the vector ÝÝÑAB has to be ÝÝÝÝÝÝÑϕpAqϕpBq when the
material is deformed. Thus instead of moving the vector by dϕ, we should move both extremities
by ϕ itself. We could speak about affine spaces as described around definition 8.7, but instead we
will describe our subject with a vector bundle.

We will discuss this point in 71.1.4.

Remarque 71.4.
We are going not to determine all the conformal transformations 3, but the (connected to the
identity) Lie group of conformal transformations. That is: we are searching for a Lie group G of
diffeomorphisms M ÑM satisfying the condition (71.1).

We will use the strategy presented in 53.69, as in the proof of proposition 53.71
Since G is a Lie group, each element can be written under the form g “ eX for some X P g

(here g is the Lie algebra, that is TeG). Following the definition 58.6 we define X : V Ñ V by

Xpvq “ d

dt

”
expp´tXqpvq

ı
t“0

(71.4)

The exponential here is the one from the Lie algebra to the Lie group. We also define

ϕtpxq “ d

dt

”
e´tXx

ı
t“0

(71.5)

for t P R and x P V (t being restricted to an open set around 0).

71.1.2 Generators

We consider the case in which the metric is flat an gx “ η for every x. The starting point is
the condition (71.3). We write it for the map

ϕtpxq “ e´tXpxq (71.6)

and we search the function X : V Ñ V . We derive with respect to t the equality (for fixed x P V )

pdϕtqxpvq· pdϕtqxpwq “ Ωtpxqv·w. (71.7)EQooJZDTooVJEUyoEQooJZDTooVJEUyo

Permuting two derivatives, we have

d

dt

”
pdϕtqxpvq

ı
t“0

“ d

dt

” d
du

”
ϕtpx` uvq

ı
u“0

ı
t“0

(71.8a)

“ d

du

” d
dt

”
ϕtpx` uvq

ı
t“0

ı
u“0

(71.8b)

“ d

du

” d
dt

”
e´tXpx` uvq

ı
t“0

ı
u“0

(71.8c)

“ d

du

”
´Xpx` uvq

ı
u“0

(71.8d)

“ ´dXxpvq. (71.8e)

If t “ 0 we also have
pdϕ0qxpwq “ dpIdqxpwq “ w. (71.9)

3. Can you answer the question http://math.stackexchange.com/questions/1549670/
rigorous-definition-of-a-generator-for-a-transformation-group?

http://math.stackexchange.com/questions/1549670/rigorous-definition-of-a-generator-for-a-transformation-group
http://math.stackexchange.com/questions/1549670/rigorous-definition-of-a-generator-for-a-transformation-group
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Thus the derivative of (71.7) produces the following differential equation for X:

dXxpvq·w ` dXxpwq· v “ ωpxqv·w. (71.10)

Let teiu be a basis of V . We have dXxpeiq “ BX
Bxi
pxq and

dXxpeiq· ej “
ÿ

kl

`
dXxpeiq

˘pejqlηkl “
ÿ

k

ηkj
BXk

Bxi “ BiX̃j (71.11)

where X̃ “ ηX, this is X̃i “ ř
k ηikXk. The equation for X, if v “ ei and w “ ej is

BX̃j

Bxi `
BX̃i

Bxj “ ωpxqηij . (71.12)EQooAKZWooOVIdurEQooAKZWooOVIdur

Lemma 71.5 ([943]).
Let V be a vector space of dimension d ě 3 endowed with the constant metric η. The solutions of
the differential equation

Bifj ` Bjfi “ ωpxqηij (71.13)EQooVBIMooOBKAKQEQooVBIMooOBKAKQ

for a function f : V Ñ V of class C8 are

fpxq “ a`
ÿ

km

bkmxkem `
ÿ

klm

qklmxkxlem (71.14)EQooEFOMooUhcgfTEQooEFOMooUhcgfT

where
(1) a P V is any vector.
(2) the antisymmetric part of b is free
(3) the symmetric part of b is proportional to η.
(4) qijk “ ´djηik ` dkηij ´ diηjk and d is arbitrary.

In this case, ω is given by ωpxq “ 2
dp∇ · fqpxq where the divergence is the one of proposition 56.72.

Proof. We can initiate our work by expressing ω in terms of f . For that, multiply both sides by
pη´1qij and make the sum over i and j. On the right hand side we have

ωpxq
ÿ

i

jpη´1qijηij “ ωpxq
ÿ

j

pη´1ηqjj “ ωpxqd. (71.15)

On the left hand side we have (reaming the summation indices iØ j in one of the two terms):

2
ÿ

ij

pη´1qij BfjBxi “ 2∇ · f. (71.16)

For the divergence, see the proposition 56.72. Thus ωpxq “ 2
d∇ · f and the equation is

Bifj ` Bjfi “ 2
d
p∇ · fqηij . (71.17)EQooAPOPooBdKskDEQooAPOPooBdKskD

We apply on both sides the operator 4

ÿ

ijkl

pη´1qikpη´1qjlBkBl (71.18)

which is nothing else than the contraction with BiBj when one uses the uppper-lower index notation.
The first term is

ÿ

ijkl

pη´1qikpη´1qjlBkBlBifj “
ÿ

jl

pη´1qjlBlplfjq “ ∇ · plfq (71.19)

4. Since the function f is supposed to be of class C8, we derivatives commute.



3628 CHAPTER 71. CONFORMAL FIELDS THEORY

where we introduced the operator
l “

ÿ

kl

pη´1qklBkBl. (71.20)

The second term gives the same result. On the right hand side,

2
d

ÿ

ijkl

pη´1qikpη´1qjlBkBlηij∇ · f “ 2
d

ÿ

kl

pη´1qklBkBl∇ · f “ 2
d

∇ · lf. (71.21)

If d ‰ 1 we are left with 5

lp∇ · fq “ 0. (71.22)

Now we go back to equation (71.17).

Bifjloomoon
A

` Bjfiloomoon
B

“ 2
d
p∇ · fqηijloooooomoooooon

C

. (71.23)

We apply the operator ÿ

im

Blpη´1qimBm, (71.24)

which is the contraction with BlBi.
On A, we recognize the l operator:

Bllfj . (71.25)

On B we recognize the divergence operator:

BjBl∇ · f. (71.26)

On C we have η´1η “ 1 and
2
d
BlBj∇ · f. (71.27)

Putting the whole together,
Bllfj `

`
1´ 2

d

˘BjBl∇ · f “ 0. (71.28)EQooCHJAooVzpeosEQooCHJAooVzpeos

Let us write the same equation with lØ j:

Bjlfl `
`
1´ 2

d

˘BlBj∇ · f “ 0. (71.29)EQooSMQVooBqKvdOEQooSMQVooBqKvdO

We sum (71.28) with (71.29) and use the equation (71.17):

l
` Blfj ` Bjfllooooomooooon

“ 2
d
ηlj∇ · f

˘` 2
`
1´ 2

d

˘BlBj∇ · f “ 0. (71.30)

Using the fact that l∇ · f “ 0, the first term vanishes. If d ‰ 2 we have

BlBæ∇ · f “ 0. (71.31)

Applying the operation BkBl on the equation (71.17),

BiBkBl∇ · fj ` BkBlBjfi “ 2
d
ηij BkBl∇ · floooomoooon

“0

“ 0 (71.32)

If we write ∆ijkl “ BiBkBkfl we have
∆ijkl “ ´∆ijlk (71.33)EQooFBXSooLncZtvEQooFBXSooLncZtv

5. By the way, if d “ 1, the question about the angle preserving diffeomorphisms does not make much sense.
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while ∆ is symmetric with respect to its first three indices. Starting from ∆ijlk we permute the
two inner indices and apply (71.33); the whole two times:

∆i jk l “ ∆i kj l “ ´∆iklj “ ´∆il kj “ ∆il jk “ ∆ijlk. (71.34)

Thus ∆ijlk “ 0, and
BiBjBkfl “ 0 (71.35)

for every i, j, k, l. Thus each component of the function f is a polynomial of degree 2 with respect
to x. This leaves us with

fpxq “ a`
ÿ

km

bkmxkem `
ÿ

klm

qklmxkxlem. (71.36)

We get constraints on a, b, q putting that solution into the equation (71.13) with ωpxq “ 2
d∇ · f .

Using the fact that Biem “ δim we get

Bifj “
ÿ

k

bkjδki `
ÿ

kl

qkljpδkixl ` xkδliq “ bij ` 2
ÿ

k

qkijxk, (71.37)

and
∇ · f “

ÿ

ij

pη´1qijbij ` 2
ÿ

ijk

qkijpη´1qijxk “ Trpbη´1q ` 2
ÿ

ijk

qkijpη´1qijxk. (71.38)

Putting all together we have the condition

bij ` bji ` 2
ÿ

k

qkijxk ` 2
ÿ

k

qkjixk “ 2
d
ηij

`
Trpbη´1q ` 2

ÿ

klm

qklmpη´1qlmxk
˘
. (71.39)

Since that condition has to hold for every choice of x we can separate the part with and without
x.

(1) Part without x We have
bij ` bji “ 2

d
ηij Trpbη´1q. (71.40)

The antisymmetric part of b gives zero on left, but also zero on right because η´1 is symmetric.
Let us be more specific; if A is antisymmetric and S be symmetric. Then pASqt “ ´SA
and TrpASq “ Tr

`pASqt˘ “ ´TrpSAq “ ´TrpASq by the cyclic invariance of the trace. We
conclude that the antisymmetric part of b is free.
The symmetric part of b is proportional to η, and the coefficient of proportionality is
2
d Trpbη´1q. We can check that this is not a new constraint by putting directly b “ αη
into the equation:

αηij ` αηji “ 2
d
ηij Trpαηη´1q, (71.41)

after simplifications and taking into account Trpαq “ αd, we see that it is valid for every α.
(2) Path with x

We can factorize xk and write the condition as

2qkij ` 2qkji “ 4
d
ηij

ÿ

lm

pη´1qlmqklm. (71.42)

Thus there exists a vector d such that qijk “ ´qikj ´ 2diηjk (the coefficient 2 is for later
convenience). Maybe each vector d will not produce a solution; we’ll have to check it later.
Using three times the symmetry of q with respect to the first two indices and the latter
formula,

qkij “ ´qkji ´ 2dkηij (71.43a)
“ ´qjki ´ 2dkηij (71.43b)
“ qjik ` 2djηik ´ 2dkηij (71.43c)
“ qijk ` 2djηik ´ 2dkηij (71.43d)
“ ´qikj ´ 2diηkj ` 2djηik ´ 2dkηij . (71.43e)
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Thus
qijk “ ´djηik ` dkηij ´ diηjk. (71.44)EQooKZVTooWSMmyMEQooKZVTooWSMmyM

At this point we proved that every solution of (71.13) are of the given form (71.14) with the
constrains. We still have to check that for every choice of antisymmetric b and every choice of d
(giving q by the formula (71.44)), the corresponding function actually is a solution.

(1) Antisymmetric Let us check for fpxq “ ř
km bkmxkem when b is antisymmetric. We have

Bifj “
ÿ

k

bkj Bixkloomoon
“δik

“ bij (71.45)

and
∇ · f “

ÿ

kl

pη´1qklBkfl “
ÿ

kl

pη´1qklbkl “ 0. (71.46)

The lase zero is because of the contraction of a symmetric matrix (η´1) with an antisymmetric
matrix. Now Bifj ` Bjfi “ bij ` bji “ 0 and the equation is satisfied.

(2) The quadratic part We have to check that the function

fpxq “
ÿ

klm

`´ dlηkm ` dmηkl ´ dkηlm
˘
xkxlem (71.47)

is a solution of Bifj ` Bjfi “ 2
dηij∇ · f . Few computations provide on the one hand

Bif “ 2
ÿ

k

`´ diηkj ` djηki ´ dkηij
˘
xk, (71.48)

and on the other hand,
∇ · f “ ´2d

ÿ

k

dkxk. (71.49)

A few more computations show that the equation is satisfied for every choice of vector d.

71.1.3 Exponentiation

So we have Xpxq “ η´1X̃pxq with

X̃pxq “ a`
ÿ

km

bkmxkem `
ÿ

klm

qklmxkxlem. (71.50)

We are now going to exponentiate each part of that “infinitesimal” transformation.
Translation For the constant part we have Xpxq “ η´1a and up to redefinition of a we suppose

Xpxq “ a. Thus

etXpxq “
8ÿ

k“0
“ x`

8ÿ

k“1

tka

k! “ x` pet ´ 1qa. (71.51)

One can check that with ϕtpxq “ x` pet ´ 1qa we have d
dt

”
ϕtpxq

ı
t“0

“ a.
The corresponding global transformation is the translation ϕ1, that is ϕpxq “ x ` pe ´ 1qa.
This is an arbitrary translation.

Dilatation For the symmetric part of b we have

X̃ “
ÿ

km

pαηqkmxkem (71.52)

and then
Xpxq “ α

ÿ

kml

ηkmxkpη´1qmlel “ α
ÿ

l

xlel “ αx. (71.53)
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Thus Xpxq “ αx for every k (included k “ 0) and

etXpxq “
8ÿ

k“0

tkαk

k! x “ etαx. (71.54)

The corresponding global transformation is

ϕpxq “ eαx, (71.55)

that is a dilatation with positive coefficient.
Rotation For the antisymmetric part of b we have X̃pxq “ bx, that is

Xpxq “ η´1bx. (71.56)

We check that etX is an η-isometry, that is

etXpxq· etXpyq “ x· y. (71.57)

That equality is obviously true with t “ 0. For checking other values of t, we take the
derivative with respect to t and we check that this is zero:

Xpxq· y ` x·Xpyq ?“ 0, (71.58)

that is
η´1bx· y

?“ ´x· η´1by. (71.59)EQooGKSSooBxzEzxEQooGKSSooBxzEzx

Before to make the (simple) computation, we could want to use something like xAx, yy “
xx,Atyy. Since the product here is given by the metric η, the notion of “antisymmetric” has
to be given by η´1A where A is a regular antisymmetric matrix, and search for some notion
of η-transposition. But . . . We know from 9.185 that the notion of transpose of a linear map
is badly defined. So let’s make the computation by brute force.
Computing the two sides of (71.59) with the full indices techniques we find

η´1bx· y “
ÿ

ij

bijxjyi (71.60a)

x· η´1by “
ÿ

ij

bijxiyj , (71.60b)

and the yes we have
Xpxq· y ` x·Xpyq “ 0. (71.61)

In the global conformal group, the infinitesimal transformation

Xpxq “ η´1bx (71.62)

with an antisymmetric matrix b correspond to the global isometries of η.
Special conformal transformations We work on the exponentiation of the transformation

X̃pxq “
ÿ

ijk

qijkxixjek “
ÿ

ijk

p´djηik ` dkηij ´ djηjkqxixjek. (71.63)

The first work is to write down Xpxq “ η´1X̃pxq, that is to replace ek by
ř
lpη´1qlkek. We

have :
Xpxq “ ´2

ÿ

ij

dixixjej `
ÿ

kl

dkpη´1qklelpx·xq. (71.64)

Now we define d1 “ η´1d and we write

Xpxq “ ´2pd1 ·xqx` x2d1 (71.65)
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where x2 stands for x·x (which is not specially positive since the metric η is not positive
defined). Notice that the vector d1 is arbitrary in the sens that, since d can take any value,
d1 can also take any value. For that reason, we will drop the prime.
In order to determine eXpxq we will solve the differential equation for xptq “ etXpx0q (with
xp0q “ x0). We have:

x1psq “ d

dt

”
etXpx0q

ı
t“s

“ d

dt

”
ept´sqXesXpx0q

ı
t“s

(71.66a)

“ d

dt

”
ept´sqXxpsq

ı
t“s

(71.66b)

“ d

du

”
euXxpsq

ı
u“0

(71.66c)

“ X
`
xpsq˘. (71.66d)

Thus for every t we have
x1ptq “ X

`
xptq˘ (71.67)

and dropping the dependence in t on x and x1 the differential equation to solve reads[944]

x1 “ ´2pd·xqx` px·xqd. (71.68)

In order to solve it we pose yptq “ xptq
xptq ·xptq . We have

y1 “ x1x2 ´ xp2x·x1q
px·xq2 (71.69)

Then we substitute x1 by ´2d·x` x2d in the right hand side and after some computations
we get

y1ptq “ d. (71.70)

Thus y1ptq “ y0 ` td and knowing that y0 “ yp0q “ x0
x2

0
we can write

x

x2 “ y “ x0
x2

0
` td. (71.71)

We are left with the algebraic equation
x

x2 “ A (71.72)

with x,A P pV, ηq. Since x2 in only a numerical coefficient we have x “ λA for some λ P C.
Replacing:

A

A2 “ λA (71.73)

and thus λ “ 1
A2 , so that

x “ A

A2 . (71.74)

In our case, A “ x0
x2

0`td , and few computations provide

xptq “ x0 ` tx2
0d

1` tx0 · d` t2x2
0d

2 . (71.75)

As fas as x2
0 ‰ 0, this is the integral curve of the special conformal transformation of param-

eter d. It always exists on an open set around t “ 0.
The generic form of the special conformal transformation is got with t “ 1, which provides

eXpx0q “ x0 ` x2
0d

1` x0 · d` x2
0d

2 . (71.76)EQooPMIGooVLXpYtEQooPMIGooVLXpYt



71.2. TWO DIMENSIONAL CONFORMAL GROUP 3633

The whole derivation of the special conformal transformation (71.76) raises the question of the
well-definiteness. Let us provide an answer in the euclidian case. We suppose that η is strictly
positive defined. Let px0, dq such that the denominator in (71.76) is negative. Taking a rotation R
that brings x0 to e1 (in the canonical basis). The value of x0 · d and x2

0d
2 are not changed if we

substitute x0 by Rx0 and d by Rd. Thus we have a vector d such that with px0, dq “ pe1, dq, the
denominator is zero.o

We have 1` x0 · d` x2
0d

2 “ 1` d1 ` d2, with b2 “ b2
1 ` . . . b2

n ą |b1|. Thus the denominator is
not only positive but larger than 1. This shows (by contradiction) that in the euclidian case, the
expression (71.76) is always well defined.

71.1.4 What about really preserving the angles?
sebsecooCBKEooQOWqFo

We continue the discussion of 71.3. If one wants a map ϕ : M Ñ M that preserves the angles
in the sense that for any three points A,B,C PM the angle formed by ÝÝÑAB and ÝÑAC is the same as
the angle formed by the vectors ÝÝÝÝÝÝÑϕpAqϕpBq and ÝÝÝÝÝÝÑϕpAqϕpCq, we need more structure, since there are
no notion of “vector from one point to another” in a general manifold. So we particularize ourself
to the case in which M is a vector space. Thus we can write differences like ϕpxq ´ ϕpyq.

Let V be a finite dimensional vector space and E “ V ˆ V be the trivial vector bundle with
fibre V . We denote Vx “ tpx, vq tel que v P V u and for each x P V we have a non-degenerate
bilinear form gx : V Ñ V . We define

g
`px, vq, px,wq˘ “ gxpv, wq (71.77)

and we will often directly write gxpv, wq or v·w when v, w belong to Vx instead of V .
A map ϕ : V Ñ V also acts on the vector bundle as

ϕpx, vq “ `
ϕpxq, ϕpx` vq ´ ϕpxq˘. (71.78)EQooFICEooQACFoUEQooFICEooQACFoU

This way to act translates the fact that for a vector, we displace the ending point as well as the
starting point with ϕ. This is not the same as displacing the vector by dϕx.

Remarque 71.6.
We consider a vector bundle with fibre V in order to make sense to the definition (71.78). One
can also working on the more intuitive setting of the tangent bundle TM , but in this case, on has
to deal with a linear bijection between TxM and V .

With no abuse of notations, the condition (71.3) reads, for v, w P V :

gxpv, wq “ Ωpxqgϕpxq
`
ϕpx` vq ´ ϕpxq, ϕpx` wq ´ ϕpxq˘. (71.79)EQooFZUFooTGWpBnEQooFZUFooTGWpBn

71.2 Two dimensional conformal group

Let us consider the euclidian two dimensional space, that is d “ 2 and η “ δ. The equations
(71.12) reduce to

" B1X1 “ B2X2 (71.80a)
B1X2 “ ´B2X1 (71.80b)

that are the Cauchy-Riemann equations (26.2). Theorem 26.2 says that the map Z : C Ñ C

defined by
Zpx` iyq “ X1px, yq ` iX2px, yq (71.81)

is holomorphic.
For the sake of generality, let us note that Z has to be holomorphic on the domain where we

want the global transformation to be conformal: a differential equation is something local. Thus,
if we want to check also for transformations that are only conformal on an open set, we want to



3634 CHAPTER 71. CONFORMAL FIELDS THEORY

study maps Z that are holomorphic on an open set. We can suppose Z to be meromorphic outside
that open set. Thus we say that the infinitesimal generators of the conformal transformations are
meromorphic maps and can be written as 6

Zpzq “
ÿ

kPZ
akz

k. (71.82)

Remarque 71.7.
The map Z has to be seen as the “component” maps of the vector field that is tangent to a global
transformation. That is the vector field which is everywhere tangent to the integral curves.

NORMooHDLPooQBfEif

71.8.
The map Z being seen as an element of the Lie algebra of the conformal group 7, it acts on an
holomorphic 8 function f : CÑ C by the definition 58.6 and its formula (58.12):

Zz0pfq “ ´dfz0

`
Zpz0q

˘ “ ´Zpz0qpBzfqpz0q (71.83)

where we used the proposition 26.4.

Thus for each meromorphic function Z we have a generator of the conformal group that is
written as ZpzqBz. But we know a basis of the meromorphic functions (at least the ones that have
only one pole at zero): these are the functions ln “ zn with n P Z. So we set

ln “ ´zn`1Bz. (71.84)

These operators are a basis of the Lie algebra of conformal transformations that are defined on an
open set Bp0, rqzt0u. The commutation relations are easy to compute:

rlm, lns “ pm´ nqlm`n. (71.85)

Let us determine what are the operators ln which are globally defined[945]. First the operator
zkBz has a pole at z “ 0 for every k ă 0. In order to determine the values of k for which zkBz has
a pole at z “ 8 we follow the definition 48.59 9 and perform the change of variable w “ 1{z.

Let U be a neighbourhood of 0 in C and consider the chart

z : U Ñ Ĉ

w ÞÑ 1
w
.

(71.86)

This is a chart for a neighbourhood of8. The definition of Bw is Bwf
`
zpw0q

˘ “ d
dt

”
f
`
zpw0`tq

˘ı
t“0

.
Here the limit is with t P U . Let us compute, using the fact that the differential of an holomorphic
function f is the multiplication by Bz (proposition 26.4) EQooOCHQooFVHtYV

Bf
Bw

`
zpw0q

˘ “ d

dt

”
f
`
zpw0 ` tq

˘ı
t“0

(71.87a)

“ dfzpw0qz1pw0q (71.87b)

“ pBzfqp 1
w0
q´1
w2

0
(71.87c)

Thus Bf
Bz

`
zpw0q

˘ “ ´w2
0
Bf
Bw

`
zpw0q

˘
. (71.88)

In that sense we write
Bw “ ´z2Bz. (71.89)

6. Theorem 28.26.
7. The extended conformal group in the sense that some of the transformations are not globally well defined.
8. In the context of complex manifold we are dealing with holomorphic functions like we are dealing with C8 function

in real differential geometry?
9. We follow in fact the idea of that definition, but we should have a more precise definition of an holomorphic vector

field and a pole of a vector field.
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Remarque 71.9.
This computation (71.87) is nothing else than the usual chain formula

Bf
Bw “

Bf
Bw
Bw
Bz . (71.90)

We have

zkpBzfq “ zk
´1
z2 Bwf (71.91a)

“ ´zk´2Bwf (71.91b)
“ ´w2´kBwf. (71.91c)

For the limit w Ñ 0 to exist we need k ď 2.
At the end of the day, zkpartialz has no pole at 0 and 8 when k “ 0, 1, 2. The operators ln

are thus well defined with
n “ ´1, 0, 1. (71.92)
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Chapter 72

Banach and C˚-algebras

The main references for this chapter are [920, 472]. In this chapter, all algebras are over C,
or R when it is mentioned. Definition and spectral properties of Banach algebras are given in
chapter 60.3.

72.1 Commutative Banach algebra
We suppose the Banach algebra A to be commutative.

72.1.1 Structure space
DefStructureSpaceDel

Definition 72.1.
The structure space ∆pAq of a commutative algebra is the set of the nonzero linear maps ω : AÑ
C such that @A, B P A,

ωpABq “ ωpAqωpBq.
We say that an element of this space is a character, or a multiplicative map of A.

Proposition 72.2.
Let A be an unital commutative Banach algebra. Then for any ω P ∆pAq,

(1) ωp1q “ 1.
(2) the character ω is bounded (and then continuous from 60.45) with norm }ω} “ 1 and for all

A P A,
}ωpAq} ď }A}. (72.1)eq:omAleqnAeq:omAleqnA

Proof. The first claim is obvious because ωpAq “ ωp1Aq “ ωp1qωpAq. For the second one, we
know from lemma 60.56 that pA´ zq is invertible when |z| ą }A}. By linearity,

ωpA´ zq “ ωpAq ´ z ‰ 0

because ω in a homomorphism. Now remark that A´ z is invertible implies |ωpAq| ‰ |z|. Indeed
let us suppose the opposite, then there exists a α P R such that ωpAq “ eiαz, but |eiαz| “ |z|.
Conclusion: if |z| ą }A}, then |ωpAq| ‰ |z|. This immediately yields |ωpAq| ď }A}.

From there, it is clear that }ω} “ 1 because the norm is the supremum of |ωpAq| with }A} “ 1.
Since ωp1q “ 1, }ω} ě 1, but what we just showed implies }ω} ď 1.

Theorem 72.3.
Let A be an unital commutative Banach algebra. Then we have a bijection between ∆pAq and the
set of maximal ideals in A. More precisely,

(1) kerpωq is an ideal, enuei

(2) ω1 “ ω2 if and only if kerω1 “ kerω2, enueii

3637
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(3) each maximal ideal is the kernel of an element in ∆pAq. enueiii

tho:ideal_kernel

Proof. (1) Since ω is continuous, the set kerpωq is closed. It is also clear that is Z P kerpωq, then
AZ P kerpωq for all Z P A because ω is multiplicative. Then kerpωq is an ideal. In order to see that
it is a maximal ideal, remark that ωpXq “ 0 is a linear equation which describe a vector subspace
of A of codimensionpg_codimun1.

(2) In any vector space, kerω1 “ kerω2 implies that ω1 and ω2 are multiples each others. In
the case of ∆pAq, this in turn implies the equality.

(3) Let I ‰ A be a maximal ideal and B ‰ 0 outside I. Consider

IB “ tBA` J tel que A P A and J P Iu.
By construction it is a left-ideal and by commutativity of A, it is an ideal. We have I Ĺ IB. Since
I is maximal, the conclusion is IB “ A. In particular 1 “ BA ` J for a suitable choice of A P A
and J P I. For these,

τp1q “ τpBAq “ τpBqτpAq,
but B is arbitrary. Then any element of A{I is invertible and the Gelfand-Mazur theorem (corol-
lary 60.61) concludes A{I » C. Let ψ : A{IÑ C be the isomorphism. We consider

ω : AÑ C A ÞÑ ψpτpAqq. (72.2)

It is clearly linear (because ψ and τ are) and ωpAqωpBq “ ωpABq. Furthermore ωpBq ‰ 0 and
ωp1q “ 1 are two good reasons to conclude that ω ‰ 0. Then ω P ∆pAq. It remains to be proved
that I “ kerω. First, I “ ker τ , then I Ď kerω. But when B R I, we have ωpBq ‰ 0, then
I “ kerω. This finish the proof.

Theorem 72.4 (Banach-Alaoglu).
If X is a closed normed vector space, then the unit closed ball in the dual X˚ is compact for the
x˚-topology. tho:Banach_Alaoglu

Proposition 72.5.
When A is an unital commutative Banach algebra, the space ∆pAq is compact and Hausdorff for
the Gelfand topology.

prop:DcA_comp_Hauss

Proof. We first prove that ∆pAq is closed by showing that it contains all limits of converging
sequences 1. Let us take a sequence ωn Ñ ω with ωn P ∆pAq. We will show that ω P ∆pAq:

|ωpABq ´ ωpAqωpBq| ď |ωpABq ´ ωnpABq| ` |ωnpAqωnpBq ´ ωpAqωpBq|,
but

ωnpAqωnpBq ´ ωpAqωpBq “ rωnpAq ´ ωpAqsωnpBq ` ωpAqrωnpBq ´ ωpBqs
ď |ωnpAq ´ ωpAq|}B} ` }A}ωnpBq ´ ωpBq|

because ωnpBq ď }B}. Taking the limit nÑ8, we find

|ωpABq ´ ωpAqωpBq| ď |ωpABq ´ ωnpABq|
` |ωnpAq ´ ωpAq|}B}
` }A}|ωnpBq ´ ωpBq| Ñ 0.

This proves that ω P ∆pAq and therefore that ∆pAq is closed. Since }ω} “ 1 for all ω, we have
∆pAq Ă A1̊ , the unit ball in A˚. Theorem 72.4 claims that A1̊ is compact in the Gelfand topology.
So ∆pAq is closed in a compact. This makes ∆pAq compact by lemma 7.92(1).

Now, we check that it is also Hausdorff. If ω ‰ η P ∆pAq, there exists a A P A such that
ωpAq ‰ ηpAq. We thus consider O and O1, two disjoints open subsets of C around ωpAq and
ηpAq respectively. With these definition, it is easy to see that Â´1pOq and Â´1pO1q are disjoints
neighbourhoods of ω and η.

1. It is no related to complete spaces in which any Cauchy sequence converge
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72.1.2 Topology on ∆pAq
subsec:topo_Delta

We begin to put the w˚-weak topology on A˚ which defined by the convergence notion
ωn Ñ ω if and only if ωnpAq Ñ ωpAq for all A P A.

The Gelfand topology is the induced topology from A˚ on ∆pAq. Let us define the Gelfand
transform

Â : ∆pAq Ñ C

Âpωq ÞÑ ωpAq. (72.3)

General theory of functional analysis shows that the w˚-weak topology is the weakest in which
all linear functional are continuous, so a basis of this topology is given by sets of the form tf P
A˚ tel que fpAq P Ou where O is an open in C and A P A.

A basis of the Gelfand topology is the intersection of these set with ∆pAq:
Â´1pOq “ tω P ∆pAq tel que ωpAq P Ou. (72.4)

Lemma 72.6.
An element A P A is invertible if and only if ωpAq ‰ 0 for all ω P ∆pAq.
Proof. Let A be an invertible element in A and ω P ∆pAq such that ωpAq “ 0. Then

1 “ ωp1q “ ωpAqωpA´1q “ 0.

Let us take now a A R GpAq, then the ideal IA :“ tAB tel que B P Au don’t contain 1 and is
not a proper ideal. From choice axiom, IA is contained in a maximal ideal I. From (3) of 72.3,
there exists a ω P ∆pAq whose kernel is I. In particular, ωpAq “ 0.

Theorem 72.7.
Let A be an unital commutative Banach algebra. Then

(1) The Gelfand transform is a homomorphism AÑ Cp∆pAqq. enugi

(2) The image of A under the Gelfand transform separates the points in ∆pAq, see defini-
tion 48.24. enugii

enugiii

(3) The spectrum of A P A is

σpAq “ σpÂq “ tÂpωq : ω P ∆pAqu.
enugiv

(4) The Gelfand transform is a contraction: }Â}8 ď }A}.
tho:unital_comm

Proof. Item (1) is easy: yABpωq “ ωpABq “ ωpAqωpBq “ ÂpωqB̂pωq. Point (2) is immediate too:
let ω1 ‰ ω2 P ∆pAq. We need a A P A such that Âpω1q ‰ Âpω2q. But the definition of the
inequality ω1 ‰ ω2 is the existence of a A P A such that ω1pAq ‰ ω2pAq.

For (3), recall that
ρpAq “ tz P C tel que pA´ zq´1 existsu.

From the lemma the existence of pA´zq´1 makes that @ω P ∆pAq, ωpAq ‰ z. So the complementary
is

σpAq “ tz P C tel que Dω P ∆pAq such that ωpAq “ zu
“ tωpAq tel que ω P ∆pAqu
“ tÂpωq tel que ω P ∆pAqu.

(72.5)

The fifth point comes from definition 48.25 and the fact that, because of the third point,
rpAq “ suptÂpωq : ω P ∆pAqu. Therefore

}Â}8 “ sup
ωP∆pAq

|Âpωq| “ rpAq ď }A}.
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When a Banach algebra is non unital, one can extend it to A1 and a character ω P ∆pAq can
be extended too as ω̃ P ∆pA1q by

ω̃pA` λ1q “ ωp1q ` λ.
The fact that it is multiplicative is a simple computation.

Theorem 72.8.
For every element A of a commutative Banach algebra A, we have SpecpAq “ SpecpÂq.
Proof. We want to prove that when λ P SpecpAq, there exists a φ such that φpAq “ λ. The
ideal generated by pA ´ λq is a proper ideal which is thus contained in a maximum ideal M by
Zorn’s lemma. This maximal ideal is closed (if not, the closure would be bigger ideal). Consider
an element x in the quotient A{M . Since Specpxq ‰ H, the element px ´ λq is not invertible for
some λ. That provides an isomorphism A{M » C, and we define φ as the composition of that
isomorphism by the projection of A into A{M . For this φ, we have φpAq “ λ.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 72.9
Faudrait creuser pourquoi on a un isomorphisme A{M » C.

72.1.3 An example

Let A “ L1pRq with the norm
}f}1 “

ż

R

|fpxq|dx,

and the convolution product
pf ‹ gqpxq “

ż

R

fpx´ yqgpyqdy.

We don’t take care to analysis subtleties as completion and precise convergence of integrals. For
example, we will use and abuse of Fubini’s theorem and often say “for all” when “for almost all”
should be preferable. From the fact that |fpx ´ yqgpyq| ď |fpx ´ yq||gpyq| and

ş
R
fpx ´ yqdx “ş

R
fpxqdx, we find that

}f ‹ g}1 ď }f}1}g}1
as needed to prove that pL1pRq, ‹q is a Banach algebra. This is a non unital Banach space because
the unit should be the Dirac delta. From analysis, one knows that the dual space of L1pRq is
L8pRq with, for u P L8pRq,

upfq “
ż

R

fpxqupxqdx.

Since ∆pAq is a subset of L8pRq, there exists, for each ω P ∆pL1pRqq, a ω̂ such that ωpfq “ş
R
fpxqω̂pxqdx. With an easy change of variable, the multiplicative condition ωpf ‹ gq “ ωpfqωpgq

gives ż

R2
fptqgpyqω̂pt` yqdtdy “

ż

R2
fpxqgpyqω̂pxqω̂pyqdxdy.

We can conclude that ω̂px` yq “ ω̂pxqω̂pyq, in such a manner that

ω̂pxq “ eipx

for a certain p P C. For ω̂ to belongs to L8pRq, we must have p P R. So we get a bijection
∆pAq » R. By this identification, we denote by p the element of ∆pL1pRqq given by ω̂pxq “ eipx.
With theses notations, the Gelfand Âpωq “ ωpAq transform reads

f̂ppq “ ωpfq “
ż

R

fpxqω̂pxq “
ż

R

fpxqeipxdx. (72.6)
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This is nothing else than the Fourier transform! We know that Fourier transform changes the
convolution product into the pointwise usual product of functions:

zf ‹ gppq “ f̂ppqĝppq “ pf̂ ĝqppq.
This express the fact that the Gelfand transform is a homomorphism between A —i.e. the product
‹— and Cp∆pAqq —i.e. the pointwise product. It is precisely the claim (1) of theorem 72.7.

Theorem 72.10.
Let A be a non unital commutative Banach algebra. Then

enuhi

(1) The space ∆pAq is Hausdorff locally compact for the Gelfand topology,
enuhii

(2) ∆pA1q is the one point compactification of ∆pAq,
enuhiii

(3) the Gelfand transformation is a homomorphism AÑ C0p∆pAqq, enuhiv

(4) the spectrum of A P A is

SpecpAq “ σpAq “ t0u Y tÂpωq tel que ω P ∆pAqu.
enuhv

(5) The image of A by the Gelfand transform separates points in ∆pAq,
enuhvi

(6) Gelfand transform is a contraction:

}Â}8 ď }A}.

For one point compactification issues, see section 48.5.

Proof. (1) We add an unity to A and we remark that

∆pA1q “ ∆pAq Y 8
where 8 is defined by 8pA` λ1q “ λ. Indeed let ψ P ∆pAq and let us ask ourself how to extend
it to a multiplicative functional in φ P ∆pA1q. For, let B P A such that ψpAq ‰ 0 remark that
multiplicative condition imposes φppλ1qpBqq “ φpλqφpBq while the linearity gives φpλBq “ λφpBq.
Thus φpλ1q “ λ and the unique possibility to extends ψ is

φpA` λ1q “ φpAq ` λ
and we note 8 the new functional

8pA` λ1q “ λ.

Since A1 is unital, the character space ∆pA1q is Hausdorff and compact for its Gelfand topology.
As set

∆pAq “ ∆pA1qzt8u.
We should prove that the induced topology on ∆pAq from the Gelfand of ∆pA1q is precisely
the own Gelfand topology of ∆pAq. In this case, properties of compactification shall gives local
compactness.

A basis of the topology of ∆pA1q is given by Â´1 “ tω P ∆pA1q tel que ωpAq P Ou. Then any
open set of ∆pAq is open for the induced topology because

tω P ∆pAq tel que ωpAq P Ou “ tη P ∆pA1q tel que ηpAq P Ou X∆pAq.
For the converse, an open set for the induced topology is given by

tω P ∆pA1q tel que DA P A, λ P C : ωpA` λ1q P Ouzt8u
“ tω P ∆pAq tel que DA P A, λ P C : ωpAq P O ´ λu

where O ´ λ is as open as O. This proves (1) and (2).
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For (3), the point is not to prove that Gelfand transform is a homomorphism (that is trivial),
but rather that it takes values in C0p∆pAqq.

The complementary of a compact set K in ∆pA1q is an open set which contains 8. Since
Âp8q “ 0, the values of Â in the complementary of K are as small as we want when K becomes
larger and larger.

In order to prove (4), recall that, by definition, σApAq “ σA1pAq. Then

σA1 “ tÂpωq tel que ω P ∆pA1qu (72.7a)
“ tÂpωq tel que ω P ∆pAqu Y Âp8q (72.7b)
“ tÂpωq tel que ω P ∆pAqu Y t0u. (72.7c)

Since (5) and (6) are true for A1, they are true for A.

72.2 Commutative C˚-algebras

Definition 72.11.
A C˚-algebra is an involutive (complex) Banach algebra such that for all A, B P A,

(1) }AB} ď }A}}B},
(2) }A˚A} “ }A}2.

One immediately has }A}2 “ }A˚A} ď }A˚}}A}, then

}A} “ }A˚} (72.8)

for all element A in a C˚-algebra.
LemFiniCSestVNa

Lemma 72.12.
Every finite dimensional C˚-algebra is a von Neumann algebra.

Lemma 72.13 (Stone-Weierstrass theorem).
Let X be a compact and Hausdorff space. Any C˚-subalgebra of CpXq containing 1X and separating
points in X is exactly CpXq seen as C˚-algebra.

lem:Stone_W

Here, 1X denotes the constant function 1 on X.
PropcomCstarDelCeqX

Proposition 72.14.
Let X be a compact Hausdorff space and see CpXq as a commutative C˚-algebra. Then ∆pCpXqq
is homeomorphic to X.prop:comHauffhomeo

Proof. For x P X, one defines
ωx : CpXq Ñ C

f ÞÑ fpxq. (72.9)

It is clearly non zero and multiplicative. Then ωx P ∆pCpXqq. We denote by E : X Ñ ∆pCpXqq
the map which makes the correspondence between x and ωx

Epxqf “ fpxq.

Urysohn lemma 48.22 applied to the compact Hausdorff space X “ ∆pCpXqq makes that if x ‰ y,
then there exists a function f P CpXq such that fpxq ‰ fpyq. This proves that E is injective.

From theorem 72.3, we know that

Ix “ kerωx “ tf P CpXq tel que fpxq “ 0u
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is an ideal in CpXq. Suppose that E is not surjective. Then there exists some ω P ∆pCpXqqq
which don’t come from a x P X; for such a ω, we pose

Iω “ kerω “ tf P CpXq tel que ωpfq “ 0u.
This Iω can’t contains any Ix because they are maximal ideals. Then for all x P X , there exists
a f P CpXq such that fpxq “ 0 with f R Iω. If E is not surjective, then there exists a maximum
ideal I, kernel of a character which is not in the image of E. In order this ideal to be included in
none of the Ix, one needs that for all x P X, there exists fx P I such that fxpxq ‰ 0. Let Ox be an
open set on which fx ‰ 0. Since X is compact, one can extract a finite subcovering X “ Ť

i Oxi .
Now we build

g :“
nÿ

i“1
|fxi |2.

This is a strictly positive function, then 1{g P CpXq, and then I “ CpXq and I should be the
kernel of a zero character. This is impossible, then E is surjective and it is a bijection.

In order to prove that E is an homeomorphism, we will use the lemmas 48.19 and 48.20. Let
X0 be the space X endowed with its initial topology and XG the same space with the topology
induced from E´1, i.e. that an open set in XG is always the image by E´1 of an open set in
∆pCpXqq. From definition, E is continuous for the topology XG. We are going to prove that
X0 “ XG. Definitions give for all f P CpXq,

pf̂ ˝ Eqpxq “ f̂pωxq “ ωxpfq “ fpxq.
But Gelfand topology is the weakest topology for which all f are continuous. On the other hand,
f is continuous because it belongs to CpX0q. Then the topology of XG is weaker than the one of
X0. Indeed, let O be an open set for XG and let us prove that it contains an open set of X0. From
definition, O “ E´1pO1q for a certain open set O1 of ∆pCpXqq, i.e. O1 “ f̂´1pAq for an open A in
C. The topology XG is the minimal one for which E´1 ˝ f̂´1pAq is open. But E´1 ˝ ĵ´1 “ f´1,
then pE´1 ˝ f̂´1qpAq “ f´1pAq is open in X0.

Theorem 72.15 (Gelfand theorem).
For any commutative unital C˚-algebra A, there exists an unique (up to isomorphism) compact
and Hausdorff space X such that A is isomorphic to CpXq. thoGelfand

Proof. We immediately give the answer: X “ ∆pAq and the isomorphism is

φ : AÑ Cp∆pAqq
A ÞÑ Â.

(72.10)

We first have to prove that ∆pAq is compact and Hausdorff. Then it should be proved that φ is
an isometric C˚-algebra isomorphism and finally that this is the only possibility.
The space ∆pAq is compact and Hausdorff.

Proposition 72.1.1 gives it.
The map φ takes values in Cp∆pAqq.

From discussion at top of subsection 72.1.2, the functional Â is continuous on X “ ∆pAq.
The map φ is a morphism.

Linearity of φ is clear. Property φpABq “ φpAqφpBq comes from point (1) of proposition 72.1.1.
So we are left to prove that φpA˚q “ φpAq˚. It is sufficient to prove that, if A “ A˚, then φpAq
takes his values in R. So let A P AR and write ωpAq “ α ` iβ with α, β P R. If we define
B “ A´ α1, then ωpBq “ iβ because ωp1q “ 1. Furthermore B “ B˚. Let t P R; we have

|ωpB ` it1q|2 “ |ωpBq ` it|2 “ β2 ` 2βt` t2. (72.11)eq:rcinqeq:rcinq

Using formulas |ωpAq| ď }A} and }AA˚} “ }A}2, we find

|ωpB ` it1q|2 ď }B ` it1}2 “ }B2 ` t2} ď }B}2 ` t2. (72.12)
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Then net result is that for all t P R, β2 ` 2tβ ď }B}2. It is only possible when β “ 0. Then
ωpAq P R as soon as A “ A˚.
The map φ is isometric.

Let us begin with A “ A˚. So }A2} “ }A}2 and }A2m} “ }A}2m . Using proposition 60.68, we
find

rpAq “ }A}.
On the other hand the definition of the supremum norm on the Hausdorff space ∆pAq reads

}Â}8 “ sup
ωP∆pAq

|Âpωq| “ rpAq “ }A}. (72.13)eq:AinfAeq:AinfA

Then φ is isometric when A “ A˚. Now, A˚A is selfadjoint and }A˚A} “ }A}2, then

}A}2 “ }A˚A} “ }zA˚A}8 “ }Â˚Â}8 “ }Â}28.
The map φ is injective.

If φpAq “ φpBq, then φpA´Bq “ 0. The only way for φ to be an isometry is A´B “ 0.
The map φ is surjective.

Since φ is an isometry, it sends a closed set into a closed set, but A is closed because it is a
Banach space. Point (2) of theorem 72.7 says that φpAq separates points in ∆pAq and we just
proved the φ preserves the adjoint, so φpAq is a C˚-subalgebra of Cp∆pAqq. Finally, it is clear that
1̂ “ 1X . Lemma 72.2 concludes φpAq “ Cp∆pAqq.

Now proposition 72.14 makes φ and homeomorphism between A and ∆pAq. So the topological
structure of A is encoded in the algebraic (Banach) structure of Cp∆pAqq. So if CpY q » A » CpXq
as C˚-algebras, then X » Y as topological space. This proves the unicity part and concludes the
Gelfand theorem.

As far as notations are concerned, let us recall that the Gelfand transform is A ÞÑ Â with

Â : ∆pAq Ñ C

ω ÞÑ ωpAq. (72.14)

One particular class of elements in ∆
`
CpXq˘ is the ones of the form ωx for x P X. These are

defined by
ωx : CpXq Ñ C

f ÞÑ fpxq. (72.15)

The Gelfand theorem says that every element of ∆
`
CpXqq reads ωx for a certain x P X.

Lemma 72.16.
Let A be a C˚-algebra, and BpAq, the set of bounded operators on A. Then

(1) The map
ρ : AÑ BpAq

ρpAqB ÞÑ AB
(72.16)

is a diffeomorphism between ρpAq and ρpAq Ă BpAq.
(2) If A has no unit, one can define a norm on A1 by

}A` λ1} “ }ρpAq ` λ1} (72.17)eq:normCAueq:normCAu

where the right hand side norm is the one in BpAq, see 60.44. With the usual multiplication
and the involution

pA` λ1q˚ “ A˚ ` λ1, (72.18)

the set A1 becomes an unital C˚-algebra.
lem:unitariz_C
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Proof. Since A is a C˚-algebra, }ρpAqB} ď }A}}B}, then for all A P A, one has }ρpAq} ď }A}. On
the other hand, we know that }A˚A} “ }A}2 and }A˚} “ }A}, then

}A} “ }AA
˚}

}A} “
››››ρpAq

A˚

}A}
›››› ď }ρpAq}

from definition of the sup norm. Then }ρpAq} “ }A} and ρ is an isometry and then is injective
because it is linear. It is clearly a homomorphism too. The map A ` λ1 Ñ ρpAq ` λ1 is a C˚-
algebra-morphism if we define 2 ρpAq˚ “ ρpA˚q. Since the sup norm fulfils condition (60.33), the
norm (72.17) fulfils the same. So A1 becomes a Banach ˚-algebra and lemma 60.48 will help us to
conclude that it is a C˚-algebra.

The formula }A}2 ´ ε ď }Av}2 holds for an operator A on a general Banach algebra and an
arbitrary vector v with norm 1. In our present case, if }B} “ 1,

}ρpAq ` λ1}2 ´ ε ď }pρpAq ` λ1qB}2
“ }AB ` λB}2
“ }pAB ` λBq˚pAB ` λBq}
“ }ρpB˚qρpA˚ ` λ1qρpA` λ1qB}
ď }ρpB˚q}}pρpAq ` λ1q˚pρpAq ` λ1q}}B},

(72.19)

but we also know that }ρpB˚q} “ }B˚} “ }B} “ 1. Letting ε Ñ 0, we find }A}2 ď }A˚A} in the
Banach ˚-algebra A1.

pg:unit_nonunic

This lemma gives us an unitization of a C˚-algebra which is not the one previously given for a
Banach algebra. This shows that unitization of Banach algebra is not unique. For a C˚-algebra,
however, we have an unicity result:

Proposition 72.17.
For every C˚-algebra without unit, there exists an unique unital C˚-algebra A1 and an isometric
morphism (hence injective) AÑ A1 such that A{A1 “ C. prop_unitariz_csa

Proposition 72.18.
If A is a commutative C˚-algebra, any character is hermitian.

Proof. When χ is a character, χpAq P σpAq for all A P A and when A “ A˚, we have σpAq Ă R.
For any A, we have a decomposition A “ A1 ` iA2 and

χpA˚q “ χpA1 ´ iA2q “ χpA1qloomoon
PR

´i χpA2qloomoon
PR

“ χpAq.

72.3 Functional calculus in unital C˚-algebras

From now, the C˚-algebra A is no more assumed to be commutative, but it is unital.
DefElemNormal

Definition 72.19.
An element A in an involutive algebra is said normal when rA,A˚s “ 0.

This is a direct generalisation of the concept of normal operator in the Hilbert space setting
(definition 60.35).

2. We know a definition of ˚ when we look at BpHq where H is a Hilbert space, but we are here with BpAq where
A is no more than a Banach space; hence we do not have a definition of ˚.
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If A is a C˚-algebra and A, B P A we denotes by C˚pA1, . . . , Anq the C˚-algebra generated by
the Ai. This is the closure of every finite products of the form Z1 ¨ ¨ ¨Zk where each Zj is one of
the Ai.

For any A in a C˚-algebra we know that }A˚A} “ }A}2.
If A is normal, then C˚pA,1q is commutative. Indeed any element of the form AA . . . An with

Ai “ A or A˚ can be written under the form A . . . AA˚ . . . A˚.

Proposition 72.20.

}A} “a
rpA˚Aq (72.20)eq:ray_normeeq:ray_norme

Proof. Let A be in A and consider a z P ρpAq. By definition, pA ´ zq´1 exists in A; since φ is
a morphism, φpA ´ zq is also invertible: it is clear that φppA ´ zq´1q is a two-sided inverse of
φpA ´ zq. Hence ρpAq Ď ρpφpAqq and thus σpφpAqq Ď σpAq. Definition (60.4.1) of the spectral
radius makes rpφpAqq ď rpAq and equation (72.20) gives the thesis.

Theorem 72.21.
Consider an unital C˚-algebra A and a A P A such that A˚ “ A. Then

(1) The spectrum σApAq is the same as σC˚pA,1qpAq, so that one can speak about σpAq without
ambiguities.

(2) σpAq Ă R.
enukiii

(3) ∆pC˚pA,1qq is homeomorphic to σpAq and C˚pA,1q is isomorphic to CpσpAqq. Under this
isomorphism, the Gelfand transformed Â : σpAq Ñ R is the identity idσpAq : tÑ t.

tho:l_2.5.1

Proof. We first consider a normal B P GpAq, and the C˚-algebra C˚pB,B´1,1q generated by B,
B´1 and 1. Since pB´1q˚ “ pB˚q´1 and BB˚ “ N˚B, rB´1, B˚´1s “ 0.

Now, we are going to show that rB˚´1, Bs “ 0. First remark that B˚´1B “ pB´1B˚q´1. We
have to show that B´1B˚BB˚´1 “ 1 and BB˚´1B´1B˚ “ 1. These two equalities comes from
rB,B˚s “ 0 and rB´1, B˚´1s “ 0. The same makes that rB˚, B´1s “ 0.

The result is that C˚pB,B´1,1q is a commutative C˚-algebra So one can simply say that it is
the closure of the polynomials in B, B˚, B´1, and B˚´1.

By the Gelfand theorem, C˚pB,B´1,1q is then isomorphic to a CpXq for some compact Haus-
dorff space X. Since B is invertible and the Gelfand transform is an isomorphism, B̂ is invertible.
Then @x P X, B̂pxq ‰ 0. Indeed, the X is (up to an isomorphism) ∆pC˚pB,B´1,1qq. If for an
ω P ∆pC˚pB,B´1,1qq, B̂pωq, then ωpBq “ 0 and thus ω ” 0. But in the definition of ∆pAq, we
have explicitly excluded the null form.

On the other hand let us consider f P CpXq everywhere non zero. Since (pointwise) 0 ă
}f}´28 ff˚ ď 1,

0 ď 1X ´ }f}´28 ff˚ ă 1. (72.21)eq:ffeq:ff

But if }A} ă 1, then
nÿ

k“0
Ak Ñ p1´Aq´1.

As far as f is concerned for the sup norm, equation (72.21) makes 1X ´ ff˚{}f}28 satisfy this
convergence. Then ˆ

ff˚

}f}28

˙´1
“

8ÿ

k“0

ˆ
1´ ff˚

}f}28

˙k
,

so that
1
f
“ f˚

}f}28
8ÿ

k“0

ˆ
1´ ff˚

}f}28

˙k
. (72.22)
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This is true for any f such that fpxq ‰ 0 @x P X; in particular, it is true for B̂. Thus B̂´1 is
a limit of polynomials in B̂ and B̂˚. By the inverse Gelfand transform (which is obviously an
isomorphism), B´1 is a limit of polynomials in B and B˚. This is:

C˚pB,B´1,1q “ C˚pB,1q. (72.23)

Now, we take our A from the hypothesis: A “ A˚. Clearly, A is normal and A´ z too. If we
take z P ρpAq, our work about B applies to A´ z. Then pA´ zq´1 can be written as polynomials
in pA ´ zq and 1. Thus pA ´ zq´1 P C˚pA ´ z,1q and z P ρC˚pA´z,1qpAq, but it is clear that
C˚pA´ z,1q “ C˚pA,1q. Finally:

ρApAq “ ρC˚pA,1qpAq.
The set σ being nothing else than the complement of ρ, the first point of the theorem is finish.

In the course of the demonstration of the Gelfand theorem, we had shown that since A “ A˚,
@ω P ∆pAq, Âpωq P R. But

σpAq “ tÂpωq : ω P ∆pAqu.
Then σpAq Ă R.

The proof that Â is a bijection and that it is continuous is not done here. Here we will just
prove the continuity of Â´1. From theorem 72.7 and what we just did, we know that

σpAq “ tÂpωq : ω P ∆pAqu Ă R,
but Â´1pzq “ ω when Âpωq “ z, or ωpAq “ z. Then Â´1 is defined on σpAq. So from now, one
can only consider z P σpAq and Â´1pzqpAq “ z. By induction, Â´1pzqpAnq “ zn. An element in
∆pC˚pA,1qq is completely determined by its value on A. Then an open set therein has the general
form

R “ tω P ∆pC˚pA,1qq tel que Âpωq P Ou
where O is any open set in C. From definition, ÂpRq “ O. So Â´1 is continuous.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 72.22
There is a notational clash: what is written σpAq is the spectrum of A. I want to write it SpecpAq
instead.

The following proposition is the continuous functional calculus.
ThoContFuncCalculus

Theorem 72.23 (Continuous functional calculus).
Let A P A be self-adjoint and f P CpSpecpAqq. One can define a map f̃ : A Ñ A in such a way
that when f is a polynomial, f̃ “ f and in other cases, it is the uniform approximation of f by
polynomials. This map f̃ which will be denoted by f fulfills

(1) SpecpfpAqq “ fpSpecpAqq, enuji

(2) }fpAq} “ }f}8.
prop:cont_calc

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 72.24
The proof has to be reordered.

Proof. We know from theorem 72.21 that ∆pC˚pA,1qq is homeomorphic to σpAq and C˚pA,1q to
CpσpAqq.

The Gelfand theorem says that if one has a commutative unital C˚-algebra then one has an
unique (up to homeomorphism) X such that A is isomorphic to CpXq. Moreover, this isomorphism
is an isometry 3. But we just showed that C˚pA,1q where isomorphic to CpσpAqq, then one has

}φpBq} “ }B}, (72.24)eq:norm_vp_Beq:norm_vp_B

3. Is is correct?
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the first norm is taken in CpσpAqq and the second one in C˚pA,1q. But when X is Hausdorff, we
had adopted the }.}8 norm, so that }φpBq} “ }f}8 and equation (72.24) reads:

}f}8 “ }fpAq}. (72.25)

Now remark that fpσpAqq is the set of values that f takes on σpAq, but we know 4 that

σpAq “ σpÂq “ tÂpωq : ω P ∆pC˚pA,1qqu.
It is now times to give a sense to fpÂq. Since f is continuous on σpAq, there exists a converging

infinite sum such that fptq “ ř8
k“0 ckt

k for any t P σpAq. In particular, @ω P ∆pC˚pA,1qq,
Âpωq P σpAq; thus

ř
ckrÂpωqsk converges everywhere we want. This sum will be denoted by

fpÂqpωq:
fpÂqpωq “

8ÿ

k“0
ckrÂpωqsk. (72.26)

In other words, fpÂqpωq “ fpÂpωqq. We have

fpσpAqq “ tfpÂpωqq : ω P ∆pC˚pA,1qqu “ tfpÂqpωq : ω P ∆pC˚pA,1qqu “ σpfpÂqq. (72.27)

It remains to be proved that σpfpÂqq “ σpfpAqq. We already know that σpAq “ σpÂq, so we
just have to prove that fpÂq “ zfpAq. On the one hand,

fpÂqω “
ÿ
ckrÂpωqsk “

ÿ
ckrωpAqsk “ f

`
ωpAq˘,

on the other hand,
zfpAqω “ ω

`
fpAq˘ “ ω

“ÿ
ckA

k
‰
.

On the other hand, one already know that σpAq “ σpAq, thus we just have to see that fpÂq “ zfpAq
when f : σpAq Ñ C is continuous. The problem is a permutation of ω and a limit:

fpÂqω “
8ÿ

k“0
ck ωpAkq, zfpAqω “ ω

˜ 8ÿ

k“0
ckA

k

¸
.

What theorem 72.21 says is that C˚pA,1q is isomorphic to CpσpAqq with
ÿ
ckA

K ÞÑ fpxq “
ÿ
ckx

k.

In this isomorphism, the map Â : σpAq Ñ R corresponds to the identity map. More precisely, the
isomorphism φ : C˚pA,1q Ñ CpσpAqq is the following:

φpBqptq “ a`
ÿ
ckt

k

when B “ a`ř
ckA

k. We know in general that

σpAq “ σpÂq “ tf`Âpωq˘ tel que ω P ∆pAqu.
In the present case, we are working with A “ C˚pA,1q, therefore

f
`
σpAq˘ “ tf`Âpωq˘ tel que ω P ∆

`
C˚pA,1q˘u.

We have to prove that f
`
Âpωq˘ “ fpÂqω. Since f is continuous on σpAq, the sum fptq “ ř

ckt
k

converges for all t P σpAq. In particular for Âpωq P σpAq, the sum
ř8
k“0

“
Âpωq‰k converges.

It is now time to give a sense to fpÂq. We know from theorem 72.21 that Â : ∆
`
C˚pA,1q˘Ñ

σpAq is an isomorphism. As definition we set

fpÂqpωq “
ÿ
ck
“
Âpωq‰k (72.28)

4. Vas voir si on know ça vraiment
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everywhere it converges. But, since Âpωq P σpAq, it converges everywhere it is interesting for us.
By definition,

ř8
k“0 “ limnÑ8

řn
k“0, but the proposition 48.34, which gives link between con-

vergence and continuity, assures us that one can permute the sum and ω because it is a continuous
function on C˚pA,1q which is by definition the closure of all polynomials in A:

ωp
ÿ

k

Bkq “ ωp lim
nÑ8

nÿ

k

Bkq “ lim
nÑ8ωp

nÿ

k

Bkq

“ lim
nÑ8

nÿ

k

ωpBkq “
8ÿ

k“0
ωpBkq.

(72.29)

We now turn our attention to the second point: }fpAq}C˚pA,1q “ }fpAq}A. It uses proposition
2.26, chapter 4 of [946].

72.3.1 The isomorphism C˚pA,1q Ø CpσpAqq

By definition an element B P C˚pA,1q can be written as B “ fpAq where f is a sum of 1, A,
A2, A˚, pA˚q2,. . . In the setting of continuous functional calculus, we suppose that A is selfadjoint,
i.e. A “ A˚, so that fpAq is polynomial (eventually infinite) in A with an independent term 1.
The isomorphism that we consider is

φ : C˚pA,1q Ñ CpσpAqq
φpBq “ f P CpσpAqq (72.30)

where f is the “definition” function of B in C˚pA,1q.
RemExpansionSqrtConCal

Remarque 72.25.
The map φ depends on A. It could be better written φA. As an example, if A “ A˚, the element
A1{2 is computed as follows. First, we know the expansion

?
t “

ÿ

k

akt
k. (72.31)EqExpanSqrttEqExpanSqrtt

Then we define
?
A “ ř

k akA
k as element of C˚pA,1q.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 72.26
An expansion (72.31) is only possible when t is close to 1. Maybe the definition of

?
A has to first

look at B “ λA with λ such that the norm of B is close to 1. Then we write
?
A “ 1?

λ

?
B. The

square root of λ is well defined as a square root in R`.

In order to show that it is actually an isomorphism, we have to show the following points:
(1) it is linear;
(2) bijective;
(3) φpCDq “ φpCqφpDq;
(4) φpB˚q “ φpBq˚.

Here are the proofs.
(1) The linearity is clear.
(2) Suppose φpBq “ φpCq. Definition of φ gives B “ φpBqpAq and C “ φpCqpAq. For the

surjectivity, note that CpσpAqq is given by continuous functions whose can be uniformly
approximated by polynomials; then for each f P CpσpAqq, there corresponds a B “ φpAq P
C˚pA,1q.

(3) Consider C “ fpAq, D “ gpAq; thus CD “ pfgqpAq and φpCDq “ fg “ φpCqφpDq.

http://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
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(4) The last point comes from the fact that A “ A˚. Indeed, consider B “ fpAq “ ř
k ckA

k.
Then

B˚ “
ÿ

k

ck̊pA˚qk “
ÿ

k

ck̊A
k “ f˚pAq.

We have shown that φpBq “ f when B “ fpAq is an isomorphism between C˚pA,1q and
CpσpAqq if A is selfadjoint: A “ A˚.

Corollary 72.27.
For each C˚-algebra, there exists an unique unital C˚-algebra A1 and an isometric morphism
AÑ A1 such that A1{A » C.

cor_csa_unit

Proof. We yet defined A1 in lemma 72.16 and we just prove that the norm was unique. Since all
elements in A1 are given under the form A ` λ1 with A P A, it is obvious that A1{A » C. The
canonical injection φpAq “ A is a morphism.

Lemma 72.28.
If φ : AÑ B is a morphism of C˚-algebra and if A “ A˚, then

fpφpAqq “ φpfpAqq.
for all f P CpσpAqq.

lem:fvpvpf

Proof. Since σpφpAqq Ď σpAq, the function f is well defined on φpAq. If f is a polynomial, the
result comes from the fact that φpABq “ φpAqφpBq. If f is a general continuous function, it can be
approximated by polynomials. Taking partial sums, sn “ řn

k“1 φpckAkq and vn “ φpřk“1 ckA
kq,

the linearity of finite sums gives the result.

Where in the proof did we use the assumptions? The definition of fpAq when f : RÑ R was
given in 72.23 in order to get formulas σ ˝ f “ f ˝ σ and }fpAq} “ }f}.

72.4 Positivity
Let A be a C˚-algebra. We say that A P A is positive when

(1) A “ A˚

(2) SpecpAq Ă R`.
In this case, we write A ě 0 or A P A`,

A` “ tA P AR tel que σpAq Ă R`u.
A set of particular importance is the set of selfadjoint elements:

AR “ tA P A tel que A “ A˚u. (72.32)

These elements have real spectrum. We will see in theorem 72.31 that the set of positive elements
in A is given by

A` “ tA2 tel que A P ARu “ tB˚B tel que B P Au. (72.33)

Lemma 72.29.
For all A such that A “ A˚, we have a decomposition

A “ A` `A´

where A`, A´ P A` and A`A´ “ 0. Furthermore

}A˘} ď }A}.
lem:AsAdecm
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Proof. We apply the continuous functional calculus with f “PσpAq“ f` ` f´ where

IdσpAqptq “ max 0, t because σpAq Ă R`

f`ptq “ maxt0, tu
f´ptq “ maxt´t, 0u.

(72.34)eq:rrdeuxeq:rrdeux

Recall that when A “ A˚, the spectral radius is given by rpAq “ }A}. Then }f˘}8 ď rpAq “ }A}.
Let us prove that f`pAq P A`. From the continuous calculus and the fact that f`pAq˚ “

f`pAq, we find that σpf`pAqq Ă R`. Since A P AR, we know that σpAq Ă R and thus that
f`pσpAqq Ă R`. From equation part (1) of the continuous functional calculus, theorem 72.23, we
conclude that σpf`pAqq Ă R` and then that f`ptqf´ptq “ 0.

lem:rtrois

Lemma 72.30.
If ´C˚C P A` for C P A, then C “ 0.

Proof. We can decompose C “ D ` iE with D, E P AR; then

C˚C “ 2D2 ` 2E2 ´ CC˚. (72.35)eq:rquareeq:rquare

If z ‰ 0 and AB´z is invertible, then BA´z´11 is invertible and pBA´zq´1 “ BpAB´zq´1A´
z´11. Then σpABqYt0u “ σpBAqYt0u and σpC˚Cq Ă R´ imply σp´CC˚q Ă R`. Now all terms
of the right hand side of (72.35) are in A` and C˚C P A`. Since the assumption is ´C˚C P A`,
we conclude that σpC˚Cq “ 0 and C “ 0.

ThoElsPositifsBBstar

Theorem 72.31.
The set of positive elements in A is given by

A` “ tA2 tel que A P ARu “ tB˚B tel que B P Au (72.36)

when A is an unital C˚-algebra.

Proof. If A P A`, one can define
?
A P AR in the same way as in proposition 72.23 with f “ ?· .

With this definition we have p?Aq2 “ A, so that A` Ă tA2 tel que A P ARu.
Using the linearity of the involution term by term in the formula

?
A “ ř

k ckA
k shows that?

A P AR when A “ A˚.
For the inverse inclusion, consider A P AR. Since A “ A˚, we have σpAq Ă R. Using formula

σpfpAqq “ fpσpAqq with fptq “ t2, we find σpA2q “ σpAq2 Ă R`. The first equality is proved.
For the second equality, we begin by applying lemma 72.29 to B˚B, let B˚B “ A` ´ A´.

From equations (72.34) we see that A` ´ A´ “ ´A´. Then pA´q3 “ ´A´pA` ´ A´qA´ “
´A´B˚BA´ “ ´pBA´q˚BA´. Since AA´ is positive, σpA´q Ă R`. Using the continuous
calculus with fptq “ t3, it proves that pA´q3 ě 0 and thus that ´pBA´q˚BA´ ě 0. Lemma 72.30
shows that BA´ “ 0.

This proves that pA´q3 “ 0. From the continuous functional calculus with fptq “ t1{3, it proves
that A´ “ 0 and then B˚B “ A` P A`.

Corollary 72.32.
When A1, A2 P AR and B P A, if A1 ď A2, then B˚A1B ď B˚A2B .

Proof. The assumption is A2 ´ A1 ě 0, but from theorem 72.31, there exists A3 P A such that
A2 ´A1 “ A3̊A3. The same property shows that pA3Bq˚A3B ě 0. This gives the corollary.

Corollary 72.33.
For all A, B P A, we have

B˚A˚AB ď }A}2B˚B.
cor:BeAAeB
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Proof. The inequality ´}A}1 ď A ď }A}1 holds when A “ A˚. Let us write it for A˚A and recall
that }A˚A} “ }A}2 in all C˚-algebra. Then A˚A ď }A}21 and by applying the previous corollary,
we find B˚A˚AB ď }A}2B˚B

An element A P A is a projection if A “ A˚ and A2 “ A. In the case of a C˚-algebra of linear
operators acting on a vector space, if x is an eigenvector of the projection A with the eigenvalue
λ, then Ax “ λx and A2x “ λ2x “ λx. Thus 1 is the only eigenvalue of a projection (or zero,
which is the kernel). In particular a projection is positive and readsPgProjPositif

A “ B˚B for some B P A by
theorem 72.31.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 72.34
I think that the notation AR stand for the elements with real spectrum. I have to check it and add
to the notation index.

Proposition 72.35.
An element A P AR is positive if and only if the Gelfand transform Â is pointwise positive in
CpσpAqq.
Proof. Necessary condition. We know from theorem 72.7, (3) that

σpAq “ σpÂq “ tÂpωq tel que ω P ∆pAqu,

but σpAq Ă R` if A is positive.
Sufficient condition. From hypothesis, A P AR and A˚ “ A. We have to see that positivity of Â
implies σpAq Ă R`. From point (3) of theorem 72.21, the function Â : σpAq Ñ R is identity and
positive, σpAq Ă R`.

PropAplusConvexCone

Proposition 72.36.
The set A` of positive elements of the C˚-algebra A is a convex cone (see definition 51.187).

Note that the C˚-algebra A has to be commutative in order the Gelfand transform to be
defined. It is supposed unital too.

Proof. We have to check the 3 points of definition 51.187.
(1) We know that if A “ A˚ and f P CpσpAqq, the commutator rσ, f s is zero; as a particular

case σptAq “ tσpAq. Then for t ą 0, the element tA is positive.
(2) The fact that σpAq Ă r0, rpAqs implies that for all t P σpAq and for all c ě rpAq, |c´ t| ď c.

Now we study the quantity
sup
tPσpAq

|c1σpAq ´ Â|.

The function 1σpAq is 0 or 1 following the argument belongs to σpAq or not while Âptq “ t in
σpAq. Then

sup
tPσpAq

|c1σpAqptq ´ Âptq| “ sup
tPσpAq

|c´ t| ď c.

This shows that
}c1σpAq ´ Â}8 ď c (72.37)eq:cunhatAeq:cunhatA

for all c ą rpAq and then for all c ą }A}. Since A is commutative and A “ A˚, we know that
}Â}8 “ }A} from (72.13). Taking the inverse Gelfand transform of equation (72.37), we find

}c1´A} ď c (72.38)eq:norcineq:norcin

for all c ě }A}. Be careful on a point: the inverse Gelfand transform is not taken into A, but
into C˚pA,1q which is commutative and unital and then fulfills }Â}8 “ }A}.
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We know that the norm of fpAq in A and in C˚pA,1q are the same, namely equation (72.38)
is a relation for the norm of c1´A in C˚pA,1q. Until now we had proved that if σpAq Ă R`,
then }c1´A} ď c for all c ě }A}.
Taking the inverse argument, we can say that if }c1 ´ A} ď c for a certain c ě }A}, then
σpAq Ă R`. Indeed the Gelfand transform of the assumption gives }cAσpAq ´ Â}8 ď c, i.e.
suptPσpAq |c1σpAqA ´ Â| ď c. As Â is identity on σpAq, for all t P σpAq, we have |c ´ t| ď c.
This shows that t ą 0 for all t P σpAq. Thus σpAq Ă R`.
Let us now take A`B instead of A and c “ }A}` }B}. Remark that c ě }A`B}. We have

}c1´ pA`Bq} ď }p}A} ´Aq} ` }p}B} ´Bq}
where }A} ´ A “ r1 ´ A with r “ }A}. On the other hand, }r1 ´ A} ď r for all r ě }A},
then we can apply the first result to get

}c1´ pA`Bq} ď }A} ` }B} “ c

with c ě }A`B}. Then the inverse argument gives σpA`Bq Ă R` and A`B P A`.
(3) If A P A` Y p´A`q. Then σpAq Ă R` and σpAq Ă R´; we conclude that σpAq “ t0u. Since

}A} “ rpAq, this gives }A} “ 0.

Proposition 72.37.
Let E be a real locally convex space and C a closed convex cone with top on 0 5 and x P E, x R C.
Then there exists a continuous linear function f : E Ñ R such that

— f ě 0 on C,
— fpxq ă 0.

Proof. It is possible to find a continuous linear form f and a real α such that fpyq ě α on C and
fpxq ă α (see Urysohn lemma 48.22). We have 0 “ fp0q ě α, so fpxq ă 0. If fpyq ă 0 fora y P C,
we find fpλyq ă α for a large enough λ. This is absurd and we conclude that f ě 0 on C.

72.5 Ordering relation
We know from proposition 72.36 that the set A` of positive elements in the C˚-algebra A is

a convex cone in A. We saw in subsection51.12.3 that in a real vector space a convex cone is
equivalent to a notion of positivity and to a partial ordering. Here we consider the real vector
space AR and we say that A ď B if when B ´A P A`. Thus we write

A` “ tA P AR tel que A ě 0u. (72.39)
PropAAsmAuAAu

Proposition 72.38.
If A “ A˚, then

´}A}1 ď A ď }A}1.
Proof. Since A “ A˚ and }A} P R`, we know that }A}1´A P AR. We have to show that }A}1´1
is positive. In other words we have to show that its Gelfand transform is pointwise positive in
CpσpAqq. We consider }A}1´A as an element of C˚pA,1q and the Gelfand transform gives

}A}1σpAq ´ Â.
We will explain just after the proof why we write 1σpAq instead of 1. If one apply this on an element
of σpAq, one has to remember that Âptq “ t, so Âptq is at most rpAq because σpAq Ă R`. Since
rpAq ď }A}, one sees that `}A}1σpAq ´ Â

˘ptq “ }A} ´ t, (72.40)
but t P σpAq implies t ď rpAq. Then the latter expression is positive and }A}1´A P A`

R.

5. Par top je veux dire le sommet du cône je ne sais pas comment dire en anglais.
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Let us now see why 1̂ “ 1σpAq in C˚pA,1q. First, we consider 1 P C˚pA,1q; from properties
of characters, 1̂pωq “ ωp1q “ 1. So considering 1 P C˚pA,1q, the character 1̂ is defined by
1̂pωq “ 1 P R for all ω P ∆pC˚pA,1qq. Now, we know that there exists an homeomorphism
between ∆pC˚pA,1qq and σpAq. Under this homeomorphism, 1ptq “ t for all t P σpAq.

Since there is a bijection between σpAq and ∆pC˚pA,1qq, it should make no sense to define 1̂
outside of σpAq.

prop:mBABineq

Proposition 72.39.
If ´B ď A ď B, then }A} ď }B}.
Proof. The relations ´B ď A ď B and ´}B}1 ď B ď }B}1 give ´B ď A ď B ď }B}1. But
B ď }B}1 implies´}B}1 ď ´B from definition of a linear partial order. Then´}B}1 ď A ď }B}1.
All this make that σpAq Ď r´}B}, }B}s and then that }A} ď }B} because rpAq “ }A} when A “ A˚
and rpAq “ supt|z| tel que z P σpAqu.
Proposition 72.40.
Let A, B P A˚ such that }A`B} ď k. Then }A} ď k.

Proof. From assumptions, A “ A˚, the A ď }A}1. Taking this relation with A` B instead of A,
we get A`B ď }A`B}1 ď k1. From linearity of the partial order, this implies 0 ď A ď k1´B.
Since k ě 0, ´k1 ď 0 and k1 ´ B ď k1 because 0 ď B. Finally, proposition 72.39 makes that
}A} ď k}1} implies }A} ď k.

PropMDfqcUs

Proposition 72.41 ([947]).
Let A be an involutive Banach algebra, B a C˚-algebra and π : AÑ B a morphism. Then @A P A,

}πpAq} ď }A} (72.41)eq_morleqpieq_morleqpi

and π is continuous.

Proof. If B P B is hermitian, }B2} “ }B˚B} “ }B}2. An induction shows that }B2n}´2n “ }B}.
With nÑ8, the left hand side goes to the spectral radius (60.68). Then

rpBq “ }B} (72.42)

when B is hermitian.
Let us now take A P A. We have σBpπpAqq Ă σApAq because pπpAq ´ λ1qv “ 1 for a v ‰ 0 in

B implies pA´ λ1qπ´1pvq “ 1 with π´1pvq ‰ 0 (because πp1q “ 1).
Remark that pA´ λ1qpaq “ 0 with a ‰ 0
The continuity of π is now a consequence of lemma 48.4.

prop:vp_geq

Proposition 72.42 ([947]).
Let A be a C˚-algebra B an involutive normed algebra and φ : AÑ B an injective morphism. Then
@A P A,

}φpAq} ě }A}. (72.43)

Proof. Consider A P A, and suppose that }φpA˚Aq} ě }A˚A}. Then

}A2} “ }A˚A} ď }φpA˚Aq} “ }φpAq˚φpAq} ď }φpAq}2,
so that we can only consider the case where A is hermitian. One can also consider only the
restriction of φ to the subC˚-algebra generated by A and then suppose that A is commutative. In
the same way, we consider only φpAq instead of B so that B can also be considered as commutative.
In other words, we consider C˚pA,Aq and C˚pφpAq,1q instead of A and B. But from now to the
end of the proof, we will often write it as A and B.

Now, we consider the completion of B and we add an unit to A and B. Then the structure
spaces S :“ ∆pC˚pA,1qq and T :“ ∆pC˚pφpAq,1qq are compacts in the weak topology.
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If χ P T , it is clear that χ ˝ φ is a character because these are both multiplicative. Then
χ ˝ φ P S, and we denotes it by φ1pχq. It is easy to prove that φ1 : T Ñ S is a continuous map.
Indeed, an open set in S “ ∆pC˚pA,1qq is of the form

B̂´1pOq “ tω P S : ωpBq P Ou
for B P C˚pB,1q. But

φ1´1pB̂´1pOqq “ tχ P ∆pBq : φ1pχq P B̂´1pOqu
“ tχ P ∆pBq : pχ ˝ φqpBq P Ou
“ zφpBq´1pOq,

(72.44)

which is an open subset of T “ ∆pBq.
Thus φ1pT q is a compact subset of S.
Suppose that φ1pT q ‰ S, and consider two functions f, g on S such that fg “ 0, but f ‰ 0

and g “ 1 on φ1pT q. The Urysohn lemma gives a function f which works for it: f “ 0 on φ1pT q
and f ‰ 0 out of φ1pT q. Now, f , g P Cp∆pAqq but we have gives a homomorphism between A and
Cp∆pAqq. Then we have A, B P A such that Â “ f , B̂ “ g with AB “ 0, x ‰ 0, χpφpyqq “ 1 for
any χ P T . From this last equality one conclude that φpBq is invertible in B. But φpAqφpBq “ 0
and φpAq ‰ 0, which contradict.

Thus φ1pT q “ S, so that @A P A, @ξ P S, there exists χ P T such that ξpAq “ φ1pχqpAq.
Finally, for any x P A,

}A} “ sup
ξPS

|ξpAq| “ sup
χPT

|φ1pχqpAq| “ sup
χPT

|χ ˝ φpAq| ď }φpAq}. (72.45)

Proposition 72.43.
Every C˚-algebra isomorphism is isometric.

Proof. This is a combination of propositions 72.41 and 72.42.
lem:injmorpisom

Lemma 72.44.
An injective C˚-algebra morphism is is always an isometry and in particular, the image is closed.

Proof. Let φ be the morphism and suppose that there exists a B P A such that }φpBq} ‰ }B}.
Then

}φpB˚Bq} “ }φpBq}2 ‰ }B}2 “ }B˚B}.
We pose A “ B˚B and we know that }A} “ a

rpA˚Aq because A˚ “ A. By definition, rpBq “
supt|z| tel que z P σpBqqu. If we apply σpfpAqq “ fpσpAqq to fptq “ t2, we conclude that σpAq ‰
σpφpAqq. We saw, during proof of 72.41, that σpφpAqq Ď σpAq. Then we have a strict inclusion

σpφpAqq Ă σpAq.
Thus there exists a continuous function f ‰ 0 on σpAq such that fpxq “ 0 when x P σpφpAqq. In
particular fpφpAqq “ 0 and by 72.3.1, we see that φpfpAqq “ 0. This is in contradiction with the
injectivity of φ.

Corollary 72.45.
The image of a C˚-algebra morphism φ : A Ñ B is closed. In particular φpAq is a C˚-subalgebra
of B.

Proof. We define ψ : A{ kerφÑ B by ψprasq “ φpaq. It is a (bijective) vector space isomorphism,
and φ “ ψ ˝ τ . Since φ is a morphism, |φy is an ideal and then A{ kerφ is a C˚-algebra. Now
φ “ ψ ˝ τ is an injective morphism of C˚-algebra and its image is closed: ψpA{|φyq is closed in
B. Since φ is a morphism, its range is a ˚-algebra in B which is closed for the norm in B. With
induced operation from B, φpAq becomes a C˚-algebra.
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72.6 Approximate unit

Definition 72.46.
A approximate unit of a normed algebra A is a family puiqiPI (where I is an increasing filtered
set, in order to makes sense to iÑ8) such that

(1) @i, }ui} ď 1,
(2) @A P A, }uiA´A} Ñ 0 and }Aui ´A} Ñ 0. enuoii

def:app_unit

It is clear that if A has an unit 1, the choice ui “ 1@i is an approximate unit.

Example

Let C0pRq, the C˚-algebra of continuous functions on R such that for all ε ą 0, there exists a
compact K outside of which |fpxq| ă ε. This has no unit, but we can build an approximate unit
as following. Let n P N and define

1n “

$
’&
’%

1 on r´n, ns
0 when |x| ą n` 1
continuous otherwhise

It should be noted that the limit limnÑ8 1n in the norm }.}8 is not 1R.

Proposition 72.47.
All non unital C˚-algebra admits an approximate unit. If A is separable, then Λ can be chosen
countable.

Proof. Let Λ be the set of finite subsets of A endowed with the partial ordering given by inclusion.
To each λ “ tA1, . . . , Anu P Λ, we define Bλ “ řn

i“1Ai̊Ai. From construction, Bλ̊ “ Bλ and
Bλ P A`. The latter point gives σpBλq Ă R`. Si for all z P R´, the element A´ z1 is invertible
(in A1) and n´11`Bλ is invertible when n ă 0. It allows us to define

1λ “ Bλpn´11`Bλq´1.

Since Bλ “ Bλ̊ and Bλ commutes with all functions of itself (as pn´11 ` Bλq´1), it leads to
1λ “ 1λ̊. The element pn´11 ` Bλq´1 is computed in A1, the it can be written as C ` µ1 for
certain C P A and µ P C. However, 1λ P A. Indeed

1λ “ BλpC ` µ1q “ BλC ` µBλ P A.

Now we use the continuous functional calculus on Bλ with fpfq “ t
n´1`t ; more precisely, we

will use formula σpfpBλqq “ fpσpBλqq where we know that σpBλq Ă R`. We find fpBλq “
Bλpn´11`Bλq´1 “ 1λ. Then

fpσpBλqq Ă fpR`q “ r0, 1s.
In particular, σp1λq Ă r0, 1s.

In order to prove the second condition of definition 72.46, we pose Ci “ 1λAi ´ Ai. One can
prove that 6

nÿ

i“1
CiCi̊ “ n´2Bλpn´1 ` tq´2.

We consider the function fptq “ n´2tpn´1 ` tq´2 on σpBλq, then f ě 0 and in particular

sup
tPR`

|fptq| “ 1
4n

6. Je ne vois pas comment.
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and fptq takes its maximum at t “ 1{n. Since f is defined on σpBλq which is a part of R`, we
have }f}8 ď 1{4n. Then }n´2Bλpn´11`Bλq´2} ď 1{4n and

}
ÿ

i

CiCi̊ } ď
1

4n.

In particular, for each i, we have }CiCi̊ } ď 1
4n .

Now consider A P A. Then A belongs to a λ P Λ and we can build a directed subset of Λ in
which A is always present. For nÑ8,

lim
λÑ8 }1λ ´A}

2 “ lim
λÑ8 }p1λA´Aq

˚p1λA´Aq}
“ lim

λÑ8 }CiCi̊ }
“ 0

(72.46)

because λÑ8 needs nÑ8 and }CiCi̊ } ď 1{4n.
If A is separable, then we can find a countable set of Ai dense in A. We build Λ from them

and the proof works because when λÑ8, any A P A is reached from density.

lem:taulimA

Lemma 72.48.
Let t1λu be an approximate unit in the ideal I and A P A. Then

}τpAq} “ lim
λÑ8 }A´A1λ}. (72.47)

Proof. First remark that property (2) of definition of an approximate unit don’t imply that the
above limit is zero because it holds when t1λu is an approximate unit in A.

Definition }τpAq} :“ infJPI }A` J} immediately gives

}τpAq} ď }A´A1λ}. (72.48)eq:ir512_2eq:ir512_2

In order to prove the inverse inequality, we add (if necessary) an unit to A and we consider a
J in I. Then

}A´A1λ} “ }pA` Jqp1´ 1λq ` Jp1λ ´ 1q}
ď }A` J}}1´ 1λ} ` }J1λ ´ J}.

(72.49)eq:ri512eq:ri512

Remember equation (72.38): for all c ě }A}, we have }c1 ´ A} ď c. Let us write it with 1λ
instead of A and c “ 1:

}1´ 1λ} ď 1.

On the other hand, equation (72.49) with λÑ8 (and then with }J1λ ´ J} Ñ 0) gives

lim
λÑ8 }A´A1λ} ď }A` J}.

From definition of the norm on A{I and of an infimum, for all ε ą 0, there exists a J P I such that
}τpAq} ` ε ě }A` J}. Let us fix an ε and such a J . Then, using equation (72.48) ,

}A` J} ´ ε ď }τpAq} ď }A´A1λ},
and then

lim
λÑ8 }A´A1λ} ´ ε ď }τpAq} ď }A´A1λ},

letting εÑ 0, it gives the lemma:

}τpAq} ě lim
λÑ8 }A´A1λ}.
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prop:ideal_Banach

Proposition 72.49.
If I is an ideal in a Banach algebra A, then the quotient A{I becomes a Banach algebra with the
norm

}τpAq} “ inf
JPI }A` J} (72.50)eq:norm_idealeq:norm_ideal

and the multiplication rule
τpAqτpBq “ τpAqτpBq. (72.51)eq:prod_idealeq:prod_ideal

Proof. The fact that it is a Banach space is non trivial[948]. We begin to prove that (72.51) is a
well defined product:

τpA` J1qτpA` J2q “ τpAB `AJ2 ` J1B ` J1J2q “ τpABq (72.52)

because AJ2 ` J1B ` J1J2 P I.
Next we have to prove that }τpAqτpBq} ď }τpAq}}τpBq}. Remark that

}τpAq} ď }A} (72.53)eq:tauAAeq:tauAA

because
}τpAq} “ inf }A` J} ď infp}A} ` }J}q “ }A} ` inf }J} “ }A}.

Then @ε ą 0, there exists a J P I such that

}τpAq} ` ε ě }A` J} (72.54)eq:tauAepseq:tauAeps

It also gives }τpAq} “ }τpA ` Jq} ď }A ` J}. Take A, B P A and a ε for which (72.54) holds for
both A and B. Then

}τpAqτpBq} “ }τ`pA` J1qpA` J2q
˘}

ď }pA` JAqpB ` J2q}
ď }A` J1}}B ` J2}
ď p}τpAq} ` εqp}τpBq} ` εq,

(72.55)

which gives the result as εÑ 0.

tho_idautadjquo

Theorem 72.50.
Let I be an ideal in the C˚-algebra A. Then

(1) the ideal I is selfadjoint; in other words, if A P I, then A˚ P I, enuni

(2) the quotient A{I is a C˚-algebra for the norm enunii

}τpAq} :“ inf
JPI }A` J},

the multiplication
τpAqτpBq :“ τpABq,

and the convolution
τpAq˚ “ τpA˚q

where τ : AÑ A{I is the canonical projection.

Proof. It is necessary to prove (1) before (2) because the point (1) proves the well definiteness of
the involution. Let I˚ “ tA˚ tel que A P Iu and J P I. Then J˚J P IX I˚ because an ideal is left
and right ideal (it is easy to see that I˚ is an ideal).

We are going to prove that I X I˚ is a C˚-subalgebra of A. If J P I X I˚,then J˚ P I X I˚
too. On the other hand, I X I˚ is closed linear subspaces of A because I and I˚ are such from



72.6. APPROXIMATE UNIT 3659

definition of an ideal. Ideals are Banach space and it is clear that the conditions about norm and
involutions are true in IX I˚.

So I X I˚ is a non unital C˚-algebra and posses an approximate unit t1λu. Let J P I; the
following upper bound holds:

}J˚ ´ J˚1λ}2 “ }pJ ´ 1λJqpJ˚ ´ J˚1λq}
“ }pJJ˚ ´ JJ˚1λq ´ 1λpJJ˚ ´ JJ˚1λq}
ď }JJ˚ ´ JJ˚1λ} ` }1λpJJ˚ ´ JJ˚1λq}
ď }JJ˚ ´ JJ˚1λ} ` }1λ}}JJ˚ ´ JJ˚1λ}.

(72.56)

Since JJ˚ belongs to IXI˚ which is a C˚-algebra an 7 which 1λ is build, we recognize in the latter
two terms something of the form }A1λ ´ A} whose limit is zero. Then limλÑ8 }J˚ ´ J˚1λ} “ 0.
We have proved that J˚1λ P IX I˚ and in particular that J˚1λ P I for all λ. Then J˚ is the limit
of a sequence in I, but the latter is closed, then J˚ P I.

Now we prove (2). From proposition 72.49, the quotient space A{I is a Banach algebra in
the chosen product and norm. We just have to prove that τpAq˚ “ τpA˚q gives a well behaved
involution on A{I, i.e. we have to show that }A˚A} “ }A}2 for A P A{I, or }τpAq˚τpAq} “ }τpAq}2
for A P A. Using lemma 72.48, we can compute

}τpAq2} “ lim
λÑ8 }A´A1λ}

2 The lemma

“ lim
λÑ8 }pA´A1λq

˚pA´A1λq from }A}2 “ }A˚A} in A1

“ lim
λÑ8 }p1´ 1λqA

˚Ap1´ 1λq}
ď lim

λÑ8 }1´ 1λ}}A
˚Ap1´ 1λq}

ď limλÑ8}A˚Ap1´ 1λq} because }1´ 1λ} ď 1
“ lim

λÑ8 }A
˚A´A˚1λ}

“ }τpA˚Aq} definition of the norm
“ }τpAq˚τpAq}.

(72.57)

Now lemma 60.48 makes the Banach A{I a C˚-algebra.

Corollary 72.51.
Morphism of C˚-algebras have following properties related to ideals:

(1) The kernel of a morphism between two C˚-algebras is an ideal. enupi

(2) Any ideal in a C˚-algebra is the kernel of a morphism.enupii

(3) Then any morphism has norm 1.enupiii

Proof. (1) If A P kerφ, then AB P kerφ because φpABq “ φpAqφpBq “ 0. From proposi-
tion 72.41, a morphism is continuous. The kernel of a continuous map is always continuous by the
“intermediate value” property.

(2) Let I be an ideal in the C˚-algebra A and τ : AÑ A{I, the canonical projection. We know
that A{I is a C˚-algebra and that τ is a morphism. Let us show that I “ ker τ .

On the one hand, if J P I, then τpJq “ τp0q which is the zero of A{I. Let, on the other hand,
J P ker τ . Then τpJq “ 0 “ τp0q. The fact that τpJq “ τp0q shows that the difference between 0
and J is an element of I. In other words: J P I.

This and the fact that }τ} “ 1 give (3). 8

7. Cette phase me semble avoir un problème.
8. Je ne vois cependant pas pourquoi.
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Proposition 72.52.
Let A be a C˚-algebra and M a two-sided ideal in A everywhere dense in A. There exists an
increasing filtering approximate unit of A contained in M .

If A is separable, we can ask the approximate unit to be indexed by N.
9

Proof. Let A1 be the algebra obtained by adding an unit to A, and Λ the set of finite parts of M
ordered by inclusion. For λ “ tA1, . . . , Anu, we pose

vλ “ A1A1̊ ` ¨ ¨ ¨ `AnAn̊ PM
and

uλ “ vλ
` 1
n
` vλ

˘´1

with Ai PM and λ P Λ. The fact that A˚ PM when A PM comes from point (1) of theorem 72.50.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 72.53
Cette démonstration n’est pas du tout finie.

The same kind of proof gives the following

Proposition 72.54.
Let A be a C˚-algebra and I a right ideal in A. There exists, in I X A`, a family puλq with λ in
a filtered set such that

(1) }uλ} ď 1,
(2) λ ď µ implies uλ ď uµ,
(3) @A P I, }uλA´A} Ñ 0.

The definition of “A ď B” for A,B in a C˚-algebra comes from the positivity notion.

72.7 Ideal in Banach algebras
Definition 72.55.
An ideal in a Banach algebra A is a closed vector subspace I Ď A such that @I P I, @A P A,
AI P I and IA P I.

A left ideal has just AI P I.
A maximum ideal is an ideal I ‰ A for which there exists no strict intermediary ideal between

I and A, i.e. no ideal Ĩ ‰ I with Ĩ ‰ A and I Ă Ĩ.

An ideal is a Banach algebra, and the only ideal in A which contains an invertible element is
A itself.

If A is unital, then A{I is unital and his unit is given by τp1q. Let us prove that }τp1q} “ 1.
From equation (72.53), }τp1q} ď }1} “ 1. On the other hand, from equation }τpAqτpBq} ď
}τpAq}}τpBq} with B “ 1, we find 1 ď }τp1q}.
Corollary 72.56.
Let A and B be C˚-algebras, φ : A Ñ B a morphism and I the kernel of φ. We consider the
canonical decomposition of φ into

A
τ // A{I ψ // φpAq // B. (72.58)

Then I is closed in A, φpAq is closed in B and ψ is an isometric isomorphism.
9. Ici, y’a un point pas clair dans Landsman 2.7.2. De toutes facons, c’est une démonstration à refaire
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Proof. A morphism of C˚-algebras is always continuous,then I “ kerφ “ φ´1pt0uq is closed
because t0u is closed. The map ψ : A{I Ñ φpAq is injective because when ψprAsq “ ψprBsq, we
have φpAq “ φpBq and A “ B ` I for a certain I P I, hence rAs “ rBs. Proposition 72.42 gives
}φpAq} ě }A} while proposition 72.41 gives }φpAq} ď }A}. So φ is isometric.

Hence φpAq is complete and therefore closed in B.

72.8 States

Theorem 72.57 (Riesz representation theorem).
Let X be a locally compact Hausdorff space and Λ: C0pXq Ñ C be a positive linear functional.
Then there exists a σ-algebra M in X, which contains all Borel sets, and an unique measure µ on
M such that

(1) Λf “ ş
X fdµ,

(2) µpKq ă 8 for all compact K Ă X,
(3) If E P M, then

µpEq “ inftµpV q tel que E Ă V, V openu
(4) If E is open or if E P M with µpEq ă 8, then

µpEq “ suptµpKq tel que K Ă E, K compactu,

(5) The space pX,M, µq is a complete measure space. That is, if E P M, A Ă E and µpEq “ 0,
then A P M.

72.9 States on unital C˚-algebras
DefStateUnital

Definition 72.58.
A state on an unital C˚-algebra A is a linear map ω : AÑ C which is

— positive: ωpAq ě 0 for every A P A`,
— normalised: ωp1q “ 1.

We say that the state ω is faithful if ωpA˚Aq “ 0 implies A “ 0. We denote by SpAq the space of
all states on A.

As an example, consider A Ă BpH q, a C˚-subalgebra of the bounded operators on the Hilbert
space H . Then any ψ P H such that }ψ} “ 1 defines a state on A by ψpAq “ xψ,Aψy. Indeed if
A P A`, there exists a B such that A “ B˚B and from definition of the involution on BpH q, we
have ψpB˚Bq “ }Bψ}2 ě 0.

When a state is not faithful, the set on which ωpa˚aq “ 0 is a vector space, and one usually
takes the quotient of A by that subspace.

As an example, let us prove the following.
Propstaretattraces

Proposition 72.59.
Every state in the ˚-algebra MnpCq of nˆ n matrices with complex coefficients read

φpaq “ Trpasq (72.59)

for a certain positive matrix s P MnpCq with Trpsq “ 1. Moreover, every functional of that form
is a state.

Proof. Let us first prove the second claim. Let s be a positive matrix with trace equal to 1, we
have

φpa˚aq “ Trpa˚asq “ Trpa˚as1{2s1{2q “ Trps1{2a˚as1{2q
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which is positive. Here we used the fact that every positive element reads a˚a and positivity of s
to define s1{2.

By linearity, a state on MnpCq must read φpaq “ ř
i

ř
j φijaij for some coefficients φij , so

that φpaq “ Trpsaq where s is the matrix of pφijq. The condition φp1q “ 1 immediately imposes
Trpsq “ 1. Now we study φpa˚aq “ Trpsa˚aq. In the basis which diagonalises a˚a, we have
pa˚aqij “ δijni (no sum) with ni ą 0. Thus

φpaq “
ÿ

k

psa˚aqkk “
ÿ

k

skknk

which must be positive for every choice of positive nk. That imposes for all skk to be positive, so
that s is a positive matrix.

Notice that s being positive, it is diagonalisable, so that it is nothing else than a list of positive
numbers.

Theorem 72.60.
The space of states of A “ CpXq is the set of probability measures on X. We suppose that X is
compact and Hausdorff.

Proof. If X is compact and Hausdorff, we know from a long time that CpXq is an unital C˚-algebra
with norm

}f}8 :“ sup
xPX

|fpxq|.

We can apply the Riesz representation theorem: we have on X a σ-algebra M which contains all
Borel sets and an (unique) measure µ on M such that, among other properties,

ωpfq “
ż

X
fdµ. (72.60)

Since X is compact, it fulfills µpXq ă 8. We have ωp1q “ ş
X 1dµ “ µpXq “ 1. Then µpXq “ 1

and it is a probability measure.
On the other hand, it is clear that a probability is a state.

Let ω P S be positive. Then the definitionPgStateInn

pA,Bqω :“ ωpA˚Bq (72.61)eq:defprodetateq:defprodetat

gives a pre-inner productpgdef_preinned, i.e. an inner product without the condition v2 “ 0 ñ v “ 0. Indeed,
pA,Aqω “ ωpA˚Aq, but A˚A P A`, then ωpA˚Aq ě 0 because ω is a state. In the case of a faithful
state, we get an inner product.

From Cauchy-Schwarz inequality,

|ωpA˚Bq|2 ď ωpA˚AqωpB˚Bq. (72.62)eq:omABleqeq:omABleq

Moreover, ωpA˚q “ pA,1qω, then
ωpA˚q “ ωpAq. (72.63)eq:omABleqseq:omABleqs

Proposition 72.61.
Let ω : AÑ C, a linear map on an unital C˚-algebra A. It is positive if and only if ω is bounded
and }ω} “ ωp1q. In particular

(1) A state in an unital C˚-algebra is bounded and has norm 1, 71125ai

(2) an element ω P A˚ such that }ω} “ ωp1q “ 1 is a state on A. 7125aii

prop:linposboun
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Proof. Direct sense. Let ω be positive and begin by A “ A˚. Then inequality ´}A}1 ď A ď }A}1
gives ωpAq ď }A}ωp1q. Indeed

A ď }A}1ñ A´ }A}1 ď 0
ñ ωp}A}1´Aq ě 0
ñ }A}ωp1q ě ωpAq.

(72.64)

The same can be done with ´}A}1 ď A as starting point, then for A “ A˚, we have }ωpAq} ď
ωp1q}A}.

Let us now consider any A. We know that |ωpA˚Bq|2 ď ωpA˚AqωpB˚Bq. Writing it for
A “ 1 and using }A˚A} “ }A}2, we find that |ωpBq|2 ď ωp1q2}B}2, and from the definition of the
functional norm, it leads to

}ω} ď ωp1q. (72.65)eq:irquatreeq:irquatre

A C˚-algebra is a normed vector space, then for all A P A, there exists a R P A such that A “ }A}R
and }R} “ 1. For this R, we have

|ωpAq|
}A} “ |ωpRq|,

and the definition of }ω} can be rewritten as

}ω} “ supt |ωpAq|}A} tel que A P Au.

Now equation (72.65) gives }ω} ď ωpAq. From definition of }ω}, we also know that }ω} ě ωp1q.
Finally, }ω} “ ωp1q.
Inverse sense.

We know that ω is bounded and that }ω} “ ωp1q and we want to prove that ω is positive. Let
A P AR and let us decompose ωpAq “ α ` iβ where α, β P R. We can adapt the reasoning that
around equation (72.11) to prove that β “ 0. Namely,

|ωpB ` it1q|1 ď ωp1q2}B ` it1} ď ωp1q2p}B}2 ` t2q, (72.66)

and for the self-adjoint element B :“ ωp1qA´ α1,

|ωpB ` it1q|2 “ β2 ` 2βtωp1q ` t2ωp1q2.

Combining the two equations, and taking into account the fact that ωp1q “ }ω} ą 0,

β2 ` βtωp1q ď ωp1q2}B}2.

Since the right hand side don’t depend on t, we conclude that β “ 0. This shows that ω is real
on AR. Now we are going to prove that ωpAq ě 0 when A ě 0. Let s ą 0 be so small that
}1´ sA} ď 1. Then

1 ě }1´ sA} “ }ω}
ωp1qloomoon

“1

}1´ sA} ě |ωp1´ sAq|
ωp1q .

We conclude that |ωp1q ´ sωpAq| ď ωp1q, which is only possible if ωpAq ě 0. It proves that ω is
positive.

Let us now check that points (1) and (2) are effectively obtained. We proved that for a state
}ω} “ ωp1q and in the definition, we impose ωp1q “ 1.
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72.9.1 States on non unital C˚-algebras

We now relax the unital hypothesis.
DefApplPositive

Definition 72.62.
A linear map q : AÑ B between two C˚-algebra is positive when qpAq ě 0 in B whenever A ě 0
in A.

Proposition 72.63.
A positive map is bounded.prop:posborn

Since for linear map, to be bounded is equivalent to continuous, all positive map is continuous.

Proof. We first prove that a bounded map on A` is bounded on A. Let us decompose A P A into
A “ A1` iA2 with A1, A2 P AR and use lemma 72.29 to write A “ A1̀ ´A1́ ` iA2̀ ´ iA2́ .We have
}A1} ď }A} and }A2} ď }A}. If B is one of A1̄ or A2̆ , lemma also says that }B} ď }A}. Now let
us suppose that }qpBq} ď C}N} for all B P A` and a certain C ą 0. Then }qpAq} ď 4C}A} and q
is then bounded.

We are now going to prove that a positive map q is bounded. Suppose that q is unbounded. In
particular, it is not bounded in A` (if it were, it should be bounded everywhere) and there exists
a sequence pAnq P A`

1 such that }qpAnq} ě n3 for all n. Here, the symbol A`
A denote the elements

A P A` for which }A} ď 1.
Let us consider the series

ř8
n“0 n

´2An. Since }An} ď 1, this converges to an element A P A`.
If q is positive, then qpAq ě n´2qpAnq and from property ´B ď A ď B ñ }A} ď }B}, we see that

}qpAq} ě n´2}qpAnq} ě n

for all n P N. Indeed, q positive implies qpAnq ě 0 because An P A`. Now,

´ qpAq ď n´2qpAnq ď qpAq
ñ }n´2qpAnq} ď }qpAq}
ñ }qpAq} ě n´2}qpAnq} ě n3.

(72.67)

This proves that }qpAq} is greater than n3 for all n; this is impossible (because this is a finite
number). Then q is bounded on A` and on the whole A.

If we consider B “ C, states are particular cases of positive maps and then states on unital
C˚-algebra are bounded and have norm 1.

In order to define a state on a non-unital C˚-algebra, we can’t take the normalization ωp1q “ 1.
But we just prove a condition to get an unit norm in the unital case. So we define

Proposition 72.64.
Let A be an involutive Banach algebra with unit 1 such that }1} “ 1. If f is a positive linear form,
then it is continuous and }f} “ fp1q. prop_Dix214

Proof. This statement is nothing else than propositions 72.61 and 72.63.

Proposition 72.65.
Let A be an involutive Banach algebra with approximate unit and A1 the involutive algebra deduced
from A by adding an unit. We consider f , a linear positive and continuous form on A. Thenitemi_prop_invaddunit

(1) @A P A, fpA˚q “ fpAq and
|fpAq|2 ď }f}fpA˚Aq,

itemii_prop_invaddunit

(2) |fpB˚ABq| ď }A}fpB˚Bq,
itemiii_prop_invaddunit

(3) }f} “ sup APA}A}ď1
fpA˚Aq,
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itemiv_prop_invaddunit

(4) Let pAiqiPI be elements of A indexed by the filtering set I such that }Ai} ď 1 and fpAiq Ñ }f}.
Then fpAi̊Aiq Ñ }f},

itemv_prop_invaddunit

(5) If pujqjPJ is an approximate unit of A, then fpujq Ñ }f} and fpuj̊ ujq Ñ }f},
itemvi_prop_invaddunit

(6) The function f can be extended to an unique positive form f̃ on A1 in such a way that
f̃p1q “ }f}. If a positive form on A1 extends f , it is everywhere bigger than f .

itemvii_prop_invaddunit

(7) With the same pAiqiPI that in (4), we have Ai Ñ 1 for the prehilbert structure defined by f̃
on A1. Then A is everywhere dense in A1 for this structure.

prop_invaddunit

Proof. The definition pA,Bq :“ fpA˚Bq gives a pre-inner product (see page 3662) because

pλA,Bq “ fpλA˚Bq “ λpA,Bq.

So we want to write
fpA˚q “ fpA˚1q “ pA,1q “ p1, Aq “ fpAq,

but we do not have unit. We therefore have to use continuity of f instead:

fpA˚q “ limpA˚ujq “ lim fpuj̊Aq “ lim f
`pA˚ujq˚

˘ “ fpA˚˚q “ fpAq.

The second equality is not a particular case of fpA˚q “ fpAq, but the fact that fpB˚Aq “ fpA˚Bq
because f defines a pre-inner product 10.

Since we have a pre-inner product, we have Cauchy-Schwarz:

lim |fpAujq|2 ď lim fpA˚Aqfpuj̊ ujq,

hence
|fpAq|2 “ lim |fpAujq|2 ď fpA˚Aq lim fpuj̊ ujq. (72.68)

An involutive Banach algebra fulfils }AB} ď }A} }B} for all A, B P A, so }uj̊ uj} ď 1 because
definition of an approximate unit gives }uj} ď 1. We have

}f} “ sup
}A}“1

|fpAq|

Let us consider λ P R such that }λuj̊ uj} “ 1; we necessarily have λ ě 1. We have

}f} ě fpλuj̊ ujq “ λfpuj̊ ujq ě fpuj̊ ujq

because f is positive and uj̊ uj P AR. We conclude that

fpA˚Aq lim fpuj̊ ujq ď }f}fpA˚Aq

and this finally gives the first point:

|fpAq|2 ď }f}fpA˚Aq. (72.69)

(7)ñ(7). Indeed, (1) implies }f}2 ď }f} lim fpAi̊Aiq which in turn gives lim fpAi̊Aiq ě }f}.
But }Ai} ď 1, so }f} ě lim fpAi̊Aiq and we conclude that }f} “ lim fpAi̊Aiq.

(4)ñ(3). On the one hand, for all }A} ď 1, we have fpA˚Aq ď }f}; on the other hand we have
a sequence Ai such that fpAi̊Aiq Ñ }f}. So }f} is an upper bound for the set of fpA˚Aq and in
the same time, it is in the adherence of this set. So }f} is the supremum of this set.

10. C’est un problème pcq sans ça, je ne vois pas comment démontrer que ce f donne bien un pré produit scalaire.
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Proof of (6). Unicity is clear because the prescription f̃p1q “ }f} gives f̃ on a basis of A1. For
existence, we pick pλ,Aq “ λ`A P A1 with λ P C and A P A and we pose f̃pλ`Aq “ λ}f}`fpAq.
It is linear, extends f and f̃p1q “ }f}. To get positivity,

f̃
`pλ`Aq˚pλ`Aq˘ “ fpA˚A´ λA` λA˚q ` |λ|2}f}

“ fpA˚Aq ` 2 ReλfpAq ` |λ|2}f}
ě fpA˚Aq ´ 2|λ|}f} 1

2 fpA˚Aq 1
2 ` |λ|2}f}

“ “
fpA˚Aq 1

2 ´ |λ| }f} 1
2
‰ 1

2

ě 0.

(72.70)

Let g be a positive form on A1 which extends f . The involutive Banach algebra of A is extended
to A1 by setting 1 “ 1. Proposition 72.64 and the fact that g extends f make }f} ď }g} “ gp1q.
Hence

g
`pλ`Aq˚pλ`Aq˘ ě f

`pλ`Aq˚pλ`Aq˘,
and finally g ě f̃ .

Now we take B P A and we look at the form gpAq “ f̃pB˚ABq. It is a positive form because

gpA˚Aq “ f̃pB˚A˚ABq “ f̃
`pABq˚pABq˘ ě 0.

For the norm of g, we have }g} “ gp1q “ f̃pB˚Bq. Since }A˚A}1 ě A˚A, we find }A˚A}fp1q ě
fpA˚Aq and therefore

}f} }A˚A} ě fpA˚Aq.
We find

|fpB˚ABq|2 ď fpB˚Bq}g} }A˚A},
but }g} “ fpB˚Bq and A˚A ď }A}2, so

|fpB˚ABq| ď fpB˚Bq}A}. (72.71)

Verification of (7). The pre-Hilbert structure defined by f̃ is the convergence notion Ai Ñ A
when fpAiq Ñ fpAq. The first part of statement (7) is thus just the fact that

f̃
`pAi ´ 1q˚pAi ´ 1q

˘Ñ 0.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 72.66
Pas fait le reste de la preuve. C’est dans [920].

We consider an involutive Banach algebra A; f , a positive linear continuous form on A and f̃
its extension to A1 by proposition 72.65. We claim that

tA P A tel que f̃pA˚Aq “ 0u
is a left ideal. Indeed let us show that BA belongs to this set when A does. We use (2) of
proposition 72.65 to compute the norm on both side of the identity

f̃
`pBAq˚pBAq˘ “ f̃pA˚B˚BAq.

We find
|f̃`A˚pB˚BqA˘| ď }B˚B}fpA˚Aq “ 0.

Thus f̃
`
A˚pB˚BqA˘ “ 0.

DefStateCSA

Definition 72.67.
A state on a C˚-algebra is a linear map ω : AÑ C which is positive and has norm 1.def:etatnon
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Proposition 72.63 shows that a state is bounded; then one can impose the condition }ω} “ 1.
From proposition 72.61, a state in the sense of definition 72.67 on an unital C˚-algebra is a state
in the sense of definition 72.58 because 1 “ }ω} “ ωp1q.
Proposition 72.68 ([472]).
A state on a non unital C˚-algebra has an unique extension on the unitized algebra. prop_st_unit_ext

Proof. Let ω be a state on the C˚-algebra A and let us define the extension

ω1pA` λ1q :“ ωpAq ` λ

on Acun. It is clear that ωcun “ 1. We have now to show that ωcunpAq ě 0 whenever A P A`.
On A, the form ω is a state and the is bounded; let p1λq be an approximate unit in A. Since
limλÑ8 }A ´ 1λA} “ 0, we have |ωpA ´ A1λq| Ñ 0. Let us use (72.62) and (72.63) in the
particular case A “ B:

|ωpAqωpAq|2 ď ωpA˚Aq2,
but since ω is positive, the right hand side is a positive number and we can remove the square in
both sides; using the fact that for any complex number, |zz| “ |z|2, we find

|ωpAq2| ď ωpA˚Aq.

Then, with ω1, we find

ω1
`pA` λ1q˚pA` λ1q˘ ě |ωpA` λ1q|2 “ |ωpAq ` λ|2,

but pA` λ1q˚pA` λ1q is a general element of A1. It proves that ω is positive.

The following result gives a lot of examples of states.

Lemma 72.69.
For all A P A and a P σpAq, there exists a state ωa on A such that ωapAq “ a. When A “ A˚, we
can find a state ω such that |ωpAq| “ }A}. lem:omAenomA

Proof. If A has no unit, we add one. We define ω̃ : CA`C1Ñ C by ω̃pλA`µ1q :“ λa`µ. Since
a P σpAq, we know that λa` µ P σpλA` µ1q and then that λA` µ1´ pλa` µq1 has no inverse.

When A has an unit, we know that ω P ∆pAq ñ |ωpAq| ď }A}. We want to get the same for
our ω̃. Looking at the proof of (72.1), we see that we have to prove that ω̃pxq ‰ 0 whenever x is
invertible. Be careful on a point: the question is posed in the C˚-algebra CA `C1, not in A or
A1. So we take an invertible element λA ` µ1 . Then ´µ{λ ‰ a because it is not in σpAq. So
ω̃apλA` µ1q “ λa` µ ‰ 0 and we can affirm that

|ω̃apλA` µ1q| ď }pλA` µ1q}. (72.72)

Since ω̃ap1q “ 1, we know that }ω̃a} ě 1, but the equation above shows that }ω̃a} ď 1. We conclude
that }ω̃a} “ 1.

Hahn-Banach theorem 60.47 gives an extension ωa of ω̃a to the whole A with norm 1. Point (2)
of proposition 72.61 shows that ωa is a state on A1 with ωapAq “ ω̃apAq “ a.

For the second assertion, we know that σpAq is a closed set, then there exists a a P σpAq such
that rpAq “ |A|. For this a, |ωpAq| “ |a| “ rpaq “ }A} because }A} “ rpAq when A “ A˚.

Now if A has no unit, we consider as ωa, the restriction to A of the ωa that we build on A1.
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72.10 Uniqueness of the norm
prop:unicitenormcsa

Proposition 72.70.
The norm on a C˚-algebra is unique in the sense that if A is a C˚-algebra, one cannot find an
other norm on A (as Banach algebra) for which A is a C˚-algebra.

Proof. Let us consider an element such that A “ A˚. Point (4) of theorem 60.62 applied to
f “ IdσpAq, and the fact that }f}8 “ r imply that }A} “ rpAq.

Considering this argument with a general A˚A instead of a particular A, we find that

}A} “a
rpA˚Aq. (72.73)

Since the spectral radius is determined by the Banach algebra structure only, this formula shows
that the norm on a general element A is unique.

Remarque 72.71.
The way to complete a ˚-algebra is not unique. Thus one can construct several C˚-algebra from
a given ˚-algebra.

72.10.1 Convexity

A convex subspace C of a vector space V is a subset of V such that for all v, w P C and
λ P r0, 1s, we have λv ` p1´ λqw P C.

If pi ą 0,
ř
i pi “ 1 and vi P C, then

ř
i vi P C.

Lemma 72.72.
If A is an unital C˚-algebra, then the space SpAq of all states on A is convex.

Proof. If ω and η are states, then they are positive and ωp1q “ ηp1q “ 1. Then λω ` p1 ´ λqη is
also positive and λωp1q ` p1´ λqηp1q “ 1.

Proposition 72.73.
In the non unital case, S is convex too.

Proof. Let ω and η be two states on a non unital C˚-algebra A and ωcun, ηcun their extensions
to A1. From lemma, ξcun “ λωcun ` p1 ´ λqηcun is a state on A1. We want the restriction
ξ “ λω ` p1´ λqη to be a state on A.

Since ξcunpA` µ1q “ λωpAq ` p1´ λqηpAq ` µ, the restriction reads

ξpAq “ λωpAq ` p1´ λqηpAq.

Then the unique extension of ξ with same norm is precisely ξcun. It proves that }ξ} “ 1.

The dual B˚ of a Banach space B is the space of functional ρ : B Ñ C and a functional is by
definition linear and continuous. If A is unital, proposition 72.61 ensures that SpAq Ă A˚. Let us
recall the w˚-limit in A˚. We say that ωn Ñ ω when for all v P A, ωnpAq Ñ ωpAq. It is clear that
the w˚-limit preserves the positivity: if ωn ě 0 and ωn Ñ ω, then ω ě 0. This proves that SpAq is
closed in A˚ for the w˚-topology. From normalization }ω} “ 1, we conclude that SpAq is a closed
set in the unit ball of A˚. From Banach-Alaoglu theorem, SpAq is compact. What is proved is

Proposition 72.74.
The space of states of an unital C˚-algebra is convex and compact.

The simplest example is A “ C. From ωp1q “ 1 and linearity, we deduce ωpiq “ iωp1q “ i.
Then ωpa` biq “ a` bi is the only state on C. An isolated point is compact and convex. Let us
now consider a less trivial example.
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We now consider A “ C2. We see C2 as C ‘ C and we write z 9̀ z1 the element pz, z1q P C2.
We define the product by

pλ1 9̀ µ1qpλ2 9̀ µ2q “ λ1λ2 9̀ µ1µ2.

From characterization A` “ tB˚B tel que B P Au, a generic element in A` reads

pλ̄ 9̀ µ̄qpλ 9̀ µq “ λ̄λ 9̀ µ̄µ.

So positive elements in C2 are pλ, µq with λ, µ ě 0. In order for ω to be positive, we need
ωpλ, µq “ cλ`dν ě 0 for all λ, µ ě 0. For normalization ωp1, 1q “ 1, we also need c`d “ 1. Then
SpC2q can be identified with r0, 1s which is convex and compact.

72.11 Representation

72.11.1 Representation of involutive algebra

Let A be an involutive algebra and H a Hilbert space. A representation of A in H is a map
π : AÑ LpHq such that

πpA`Bq “ πpAq ` πpBq, πpλAq “ λπpAq,
πpABq “ πpAq ˝ πpBq, πpA˚q “ πpAq˚. (72.74)

A linear form f : AÑ R on the involutive algebra A is positive if fpAq ě 0 whenever A ą 0.

Lemma 72.75.
If ρ : MnpCq Ñ EndpV q is a representation of the matrix algebra MnpCq on the finite dimensional
space V , then there exists an isomorphism V Ñ Cn ‘ . . . ‘Cn which intertwines ρ to a multiple
of the standard representation of the matrices on Cn.

Proposition 72.76.
Let A be an involutive algebra. We have itemi_prop_invalgrepr

(1) If π is a representation of A in H and if ξ P H, then A ÞÑ xπpAqξ, ξy is a positive form on
A. itemii_prop_invalgrepr

(2) Let π and π1 be two representations of A in H and H 1 respectively, and ξ, ξ1, two corresponding
totalizing vectors. If xπpAqξ, ξy “ xπ1pAqξ1, ξ1y for all A P A, then there exists an unique
isometry H Ñ H 1 which transforms π into π1 and ξ into ξ1, i.e.

UπpAqU´1 “ π1pAq
Uξ “ ξ1

prop_invalgrepr

Proof. For the first point, it is easy:

xπpA˚Aqξ, ξy “ xπpA˚qπpAqξ, ξy “ xπpAqξ, πpAqξy “ }πpAqξ}2 ě 0.

We used property πpA˚q “ πpAq˚.
For the second point, πpAqξ “ H because ξ is totalizing. We have

xπpAqξ, πpBqξy “ xπpB˚Aqξ, ξy “ xπ1pB˚Aqξ1, ξ1y “ xπ1pAqξ, π1pBqξ1y, (72.75)eq_piAxipreiseq_piAxipreis

but vectors of the form πpAqξ are everywhere dense in H (and π1pAqξ1 in H 1), so we have an
isomorphism

U : H Ñ H 1

πpAqξ ÞÑ π1pAqξ1 (72.76)

Equation (72.75) shows that U is an isometry; it is linear because of linearity of π. The map U is
surjective because ξ1 is totalizing and injective because if π1pAqξ1 “ π1pBqξ1, π1pA´Bq “ 0 which
proves that A “ B because π1 is linear.
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Now we check that this U is the searched map. For all A, B P A,
“
U ˝ πpAq‰pπpBqξq “ UπpABqξ “ π1pABqξ1

“ π1pAqπ1pBqξ1 “ “
π1pAq ˝ U‰pπpBqξq, (72.77)

so U transforms π into π1. In order to prove that Uξ “ ξ1, we will use the fact that U is an
isometry:

xξ1, π1pAqξ1y “ xξ, πpAqξy “ xUξ, UπpAqξy “ xUξ, π1pAqξ1y.
For unicity, notice that equation U

`
πpAqξ˘ “ π1pAqξ1 defines U on a dense subspace of H.

Continuity finishes to fix U .

With the same notations, the map AÑ xπpAq, Ay is the form associated with representation
π and the vector ξ. Let B be an involutive subalgebra of LpHq and ξ, any element in H. We
denote by ωξ the form on B defined by

ωξpAq “ xAξ, ξy (72.78)

for all A P B. A positive form η on B is a vector form if there exists a ξ P H such that η “ ωξ.

Proposition 72.77.
Let A be an involutive Banach algebra with approximate unit puiq,π a nondegenerate representation
of A in H, ξ P H and f the positive form defined from π and ξ. We have

}f} “ xξ, ξy. (72.79)

Proof. Point (5) of proposition 72.65 states that if puiqiPJ is an approximate unit in A, then

fpujq Ñ }f} and fpuj̊ ujq Ñ }f}.
Hence }f} “ lim fpujq “ limxπpujqξ, ξy.

Proposition 72.78.
Let A1 be the involutive algebra deduced from A by adding an unit and π, a representation of A in
H. There exists one and only one way to extend π to a representation πp1q of A1 in such a way
that πp1qp1q “ Id.

The representation πp1q is the canonical extension of π. When π is a representation of A in
H, the set

K “ tπpAqξ tel que A P A, ξ P Hu (72.80)

is a closed vector subspace ofH. We say thatK is the essential subspace of π. The representation
is nondegenerate if K “ H.

Proposition 72.79.
Let A be an involutive Banach algebra and π, a nondegenerate representation of A on H. If puiq
is an approximate unit in A, then πpuiq strongly converges to Id (see subsection 60.2.2).

Proof. We have to prove that }πpuiqξ ´ ξ} Ñ 0 for any ξ P H. From non degeneracy, the set
tπpBqξ ,B P Au is total in H, so it is sufficient to prove the convergence for ξ of the form πpBqξ.
We have

}πpuiBq ´ πpBq} ď }uiB ´B} Ñ 0

because ui is an approximate unit and relation (72.41).
The fact that π is nondegenerate makes

tπpAqξ tel que A P A, ξ P Hu “ H.
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If U is an open set in LpHq around Id, we have to prove that πpuiq P U for all i ě i0. Open sets
are taken in the sense of seminorms sξ “ }Aξ}. The balls —which are not open— are of the form

BpA; pξjq, prjqq “ tX P LpHq tel que sξi
pX ´Aq ă rj @ju

“ tX P LpHq tel que }Xξj ´Aξj} ă rj @ju.
If a sequence fall into the balls BpA; pξjq, prjqq for a fixed A and if we consider an open set around
this A, the latter open set will contain at least one of the BpA; pξjq, prjqq, hence the sequence will
fall into this open set too. So we have to prove that for all finite sequence pξjq and rj (ξj P H and
rj P R`),

πpuiq P BpId; pξjq, prjqq
when i is large enough.

Let B P A and ξ P H, we have already proved that }πpuiBq ´ πpBq} ď }uiB ´ B} Ñ 0. We
have to prove that }πpuiqξj ´ ξj} ă rj . Since πpCqζ is a total set, by redefinition of ξj , we can
write ξj under the form πpBjqξj . So

}πpuiqπpBjqξj ´ πpBjqξj} “ }πpuiBjqξj ´ πpBjqξj} “ }rπpuiBjq ´ πpBjqsξj},

but we know that when A is a bounded operator on a Hilbert space, }Av} ď }A} }v}. Thus we
have

}πpuiqπpBjqξj ´ πpBiqξj} “ }rπpuiBjq ´ πpBiqsξj} “ }πpuiBjq ´ πpBiq} }ξj}.
Since the sequence pξjq is finite, one can bound }ξj} by a certain M , hence

}πpuiqπpBjqξj ´ πpBiqξj} ďM}πpuiBjq ´ πpBiq}.

When i is large, the latter is as small as we want and in particular it can become smaller than all
the rj of the sequence. This proves that πpuiq strongly converges to Id in LpHq.

PropGNSanother

Proposition 72.80 (Another version of GNS construction).
Let A be an involutive Banach algebra with an approximate unit and the following elements:

— A1 the involutive algebra obtained by adding an unit to A,
— f a positive continuous form on A,
— f̃ its canonical extension to A1,
— N the left ideal of A1 defined by N “ tA P A1 tel que f̃pA˚Aq “ 0u,
— A1

f the pre-Hilbert space A1{N ,
— Af the Hilbert space obtained by completion of the previous one.

For each A P A1, let
— π1pAq, the operator in A1{N obtained from quotient of the left multiplication by A in A1,
— ξ, the canonical image of 1 in A1

f .
In this setting we have

itemi_prop_DixGNS

(1) Each π1pAq extends in one and only one way to a linear continuous representation of A on
Af ,

itemii_prop_DixGNS

(2) the map AÑ πpAq with A P A is a representation of A in Af ,
itemiii_prop_DixGNS

(3) the vector ξ is totalizing for πpAq,
itemiv_prop_DixGNS

(4) @A P A, we have fpAq “ xπpAqξ, ξy.
prop_DixGNS

In this context, the vector ξ, being the representative of the identity, is sometimes called the
vacuum of the GNS representation.
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Proof. Let η P A1{N and let’s say η “ rBs for B P A1, π1pAqη “ rABs and ξ “ r1s “ t1 `
n tel que n P Nu. If A P N , we have f̃pA˚Aq “ 0, thus for all B P N ,

ˇ̌
f̃
`pBAq˚pBAq˘ˇ̌ “ ˇ̌

f̃
`
A˚pB˚BqA˘ˇ̌ ď }B˚B}fpA˚Aq “ 0.

This proves that N is an ideal. Now π1pBqξ “ π1pBqr1s “ rBs, so

xπ1pAqπ1pBqξ, π1pAqπ1pBqξy “ xrABs, rABsy “ xrB˚A˚ABs, r1sy
where this product is defined by

xrAs , rBsy :“ f̃pABq. (72.81)
So

xπ1pAqπ1pBqξ, π1pAqπ1pBqξy “ f̃pB˚A˚ABq
ď }A˚A}f̃pB˚Bq
“ }A˚A}xπ1pBjξq, π1pBqξy.

It gives }π1pAqrBs} ď }A˚A} }rBs}, and finally

}π1pAq} ď }A˚A}, (72.82)

which proves that π1 is continuous, and therefore bounded. But a bounded operator on a part of
a Hilbert space may be extended to the whole space. This finish the proof of (1).

Now we prove that π is a representation for the structure of involutive algebra. The algebra
structure is clear. For involution,

xπpAqπpBqξ, πpCqξy “ f̃pC˚ABq “ f̃
`pA˚Cq˚B˘ “ xπpBqξ, πpA˚qπpCqξy,

so πpAq˚ “ πpA˚q. Notice that there are no argument as “πpBqξ is dense”; we just use the fact
that πpBqξ “ rBs is the most general element in A1{N . Ok for point (2).

On the one hand, A1 is everywhere dense in A. On the other hand, A1
f is everywhere dense

in Af from the definition of a completion. But πpAqξ is the image of A in A1
f , so πpAqξ “ A1

f is
everywhere dense in Af . This proves that ξ is totalizing for πpAq. This proves (3).

Finally, for all A P A1,
xπpAqξ, ξy “ f̃p1˚A1q “ f̃pAq.

We say that the representation π and the vector ξ are defined from f . So we often write πf
and ξf .

72.11.2 Cyclic representations of C˚-algebra

Definition 72.81.
A representation of the C˚-algebra A on a Hilbert space H is a linear map π : AÑ BpH q such
that

(1) πpABq “ πpAq ˝ πpBq,
(2) πpA˚q “ πpAq˚

for all A, B P A.

Most of time, we will denote a representation by the pair pπ,H q. When the represented
C˚-algebra is ambiguous, we write pA, π,H q.

Lemrepresnormpresou

Lemma 72.82.
A representation π is continuous and fulfills

}πpAq} ď }A}, (72.83)

moreover when the representation is faithful, we have }πpAq} “ }A}.
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Proof. The spaces A and BpH q are C˚-algebra and π is a morphism proposition 72.41 concludes.
The second claims follows from lemma 72.44.

Let pπ1,H1q and pπ2,H2q be two representations. They are equivalent when there exists an
unitary isomorphism U : H1 Ñ H2 such that

Uπ1pAqU˚ “ π2pAq (72.84)

for all A P A.
A representation pA, π,H q is nondegenerate if 0 is the only vector to be cancelled by all

πpAq. It is cyclic if there exists a cyclic vector Ω P H , i.e. the closure of πpAqΩ “ H .

Lemma 72.83.
If π is an irreducible representation on H , then any non zero vector is cyclic.

Proof. Let v ‰ 0; if it were not cyclic, then πpAqv should be a proper invariant subspace of H .

72.11.3 Primitive spectrum

For this short note about primitive spectrum, we follow [787].
When A is any (not specially commutative) BC˚-algebra, the primitive spectrum of A is

the set PrimA of kernels of ˚ irreducible representations. An element in PrimA is a two-sided
ideal.

There exists a suitable topology on this space, the hull-kernel topology or Jacobson topol-
ogy. This is given by means of closure. If W Ă PrimA, then we define the closure of W by

W “ tI P PrimA tel que XW Ď Iu. (72.85)

where XW “ Ş
J PW J . The inclusion XW Ď I is an inclusion of subsets of A.

Proposition 72.84.
This definition defines a topology. Namely, it fulfils the Kuratowsky axioms:

enu802i

(1) H “ H,
enu802ii

(2) W ĎW ,
enu802iii

(3) W “W ,
enu802iv

(4) W1 YW2 “W1 YW2.

Proof. Points (1) and (2) are trivial. For (3), remark that XW “ XW (equality as subsets of
A). Indeed, consider A P XW . Then any J P W contains A and then XW contains A. Now if
A P XW , then any I such that XW Ď I contains A and then A P XW .

The proof of (4) is more complicated. If V ĂW , then pXW q Ď pXV q and then V ĎW . Then
Wi ĎW1 YW2 for each of i “ 1, 2.

The inverse inclusion is as follows. Let I be an ideal kernel of the irreducible representation π
of A on the Hilbert space H . Suppose that I RW1 YW2. Then we will prove that I RW1 YW2.
There exists A P W1 and B P W2 such that πpAq ‰ 0 and πpBq ‰ 0. Let ξ P H such that
πpAqξ ‰ 0. Since π is irreducible, then πpAqξ is cyclic. Since πpBq ‰ 0, then there exists a ψ P H
such that πpBqψ ‰ 0. Cyclicity of πpAqξ shows that there exists a C such that πpCqπpAqξ is
sufficiently close to ψ to satisfy

πpBq`πpCqπpAqξ˘ ‰ 0.

Then BCA R kerπ “ I. Since Wi are ideals,

BCA P pXW1q X pXW2q “ XpW1 YW2q.
Then BCA PW1 and XpW1 YW2q Ę I. Consequently, I RW1 XW2.
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72.11.4 GNS construction

Lemma 72.85.
Let M be a ˚-algebra in BpH q, ψ P H and p, the projection into the closure of Mψ. Then p PM1,
i.e. rp,As “ 0 for all A PM.lem_preGNS

Proof. Let A PM; by definition of p, we have ApH Ď pH . For a A PM, we have

ApH “ tABψ tel que B PMu, (72.86)

but M is an algebra, then AB P M and ApH Ď Mψ Ď pH . If we define pK “ 1 ´ p, we find
pKAp “ 0.

Indeed p1 ´ pqAp “ Ap ´ pAp and Apx ´ pApx can be computed by setting x “ Bψ for a
certain B in the closure of M (the part of x “outside” M has no importance). Then

ApBψ ´ pABψ “ ABψ ´ pABψ because Bψ PM
“ ABψ ´ABψ because ABψ PMψ

“ 0.
(72.87)

It shows that ApBψ ´ pABψ “ 0 and then that pKAp “ 0.
From this, we see that Ap “ pAp. Let us now consider A “ A˚ (for a general element in A,

use the decomposition). We have pApq˚ “ p˚A˚ “ pA, but pApq˚ “ ppApq˚ “ pAp “ Ap. Then
rA, ps “ 0.

Proposition 72.86.
Any nondegenerate representation is direct sum of cyclic representations.

Proof. We apply the lemma with M “ πpAq. The non degeneracy of π makes p non zero: Mψ is
never zero. Now we consider the map ρ : A Ñ BpH q, ρpAq “ pπpAq. This is a representations
because

ρpABq “ pπpAqπpBq “ pπpAqpπpBq “ ρpAqρpBq, (72.88)

and

ρpA˚q “ pπpA˚q “ πpA˚qp
“ πpAq˚p “ ppπpAqq˚ “ ρpAq˚. (72.89)

More precisely, ρ is a representation on pH and when πpAq P pH , we have ρpAq “ πpAq. The
representation ρ is constructed in such a way that ψ is a cyclic vector:

ρpAqψ “ pH .

The same construction with ψ2 P pKH gives and going on gives the thesis.

Let pA, π,H q be a nondegenerate representation and Ψ P H a vector with norm 1. The state
ψ given by formula

ψpAq “ xΨ, πpAqΨy
is the vector state of Ψ relative to π.

ThoGNScontruction

Theorem 72.87 (GNS construction).
Let A be an unital C˚-algebra and ω : AÑ C, a state

GNSi

(1) There exists a Hilbert space H , a representation πω : A Ñ BpHωq and a cyclic unit vector
Ωω such that

ωpAq “ xΩω, πωpAqΩωy (72.90)

for all A P A.
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GNSii

(2) The triple pHω, πω,Ωωq is unique up to isomorphism in the following sense. Let H be a
Hilbert space, π : A Ñ BpAq a representation and Ω P H an unit cyclic vector such that
ωpAq “ xΩ, πpAqΩy for all A P A; then there exists an unitary isomorphism u : Hω Ñ H
such that upΩωq “ ω and

πpAq “ uπωpAqu˚

for all A P A.
tho:GNS

Proof. From (72.62) we know that, if A P Nω and B P A, then ωpB˚Aq “ 0. So we can define N
in the two equivalent ways:

Nω “ tA P A tel que ωpA˚Aq “ 0u
“ tA P A tel que ωpB˚Aq “ 0 for all B P Au. (72.91)

From the second line, we see that Nω is an ideal in A. The set Nω is closed from continuity of ω.
We use the product defined by equation (72.61): pA,Bq :“ ωpA˚Bq. It defines a sesquilinear form
on the quotient A{Nω

xV A, V By “ ωpA˚Bq (72.92)
where V : A Ñ A{Nω is the canonical projection V A “ A `Nω. So A{Nω is a pre-Hilbert space
from which we build Hω by completion. We define the cyclic vector Ωω “ V 1 P Hω.

For each A P A, we define LA : A{Nω Ñ A{Nω by

LAV B “ V pABq. (72.93)eq:defpiomegaeq:defpiomega

We have
}V AB}2 “ xV AB, V ABy2

“ ωpB˚A˚ABq2
ď }A}4ωpB˚Bq2 corollary 72.33
“ }A}4}V B}2,

(72.94)

then for all ψ P A{Nω, }LAψ} ď }A}2}ψ}. We conclude that

}LA} ď }A}2. (72.95)

Then LA can be extended to a bounded operator πωpAq on the whole Hω. The map πω : A Ñ
BpHωq is a representation such that for all A P A,

ωpAq “ xΩω, πωpAqΩωy, (72.96a)
πωpAqΩω “ A{Nω “ Hω. (72.96b)

It proves point (1); we now turn our attention to (2). For all A, B P A, we have

xπωpBqΩω, πωpAqΩωy “ xΩω, πωpB˚AqΩωy “ xV 1, V pB˚Aqy “ ωpB˚Aq, (72.97)eq_r1903r4eq_r1903r4

but from assumptions, ωpAq “ xΩ, πpAqΩy; then

ωpB˚Aq “ xΩ, πpB˚AqΩy “ xπpBqΩ, πpAqΩy. (72.98)eq:BesAOmBeAeq:BesAOmBeA

We conclude that
xπωpBqΩω, πωpAqΩωy “ xπpBqΩ, πpAqΩy. (72.99)

From definition of a cyclic vector, πωpAqΩω is dense in Hω and πpAq in H . This allows us to
define u : Hω ÑH by the condition

uπωpAqΩω “ πpAqΩ.
It is a well defined Hilbert space isomorphism because if πωpAqΩω “ πωpBqΩω, then equation (true
for all D P A) xπωpBqΩω, πωpDqΩωy “ xπpBqΩ, πpDqΩy gives an equation of the form xx, dy “ xy, dy
for all d in a dense subset. This equation implies that x “ y, or πpAqΩ “ πpBqΩ. We know from
general Hilbert space theory that a surjective isometry is unitary; this is the case of u.
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For later use, we mention that equation (72.98) gives

}πωpAqΩω} “ ωpA˚Aq (72.100)eq:piomomaesmeq:piomomaesm

when A “ B.

Corollary 72.88.
Let pπi,Hiq pi “ 1, 2q be two cyclic representations with cyclic vectors Ωi. If for all A P A,

ω1pAq :“ xΩ1, π1pAqΩ1y “ xΩ2, π2pAqΩ2y “: ω2pAq,

then they are equivalent representations.

Proof. The representation πi in Hi is cyclic and induces a GNS representation πωi . Since ω1 “ ω2,
these two GNS representations are the same and π1 and π2 are thus both equivalent to the same
representation.

The following is just a restatement of (2) of theorem 72.87.

Proposition 72.89.
If pA, π,H q is a cyclic representation, then all the GNS constructions build from a vector state
are unitary equivalent to π. prop:cyclequivGNS

72.11.5 Universal representation

Theorem 72.90.
Any C˚-algebra accepts an isometric representation on a Hilbert space.

Proof. Let Ah be the real Banach space build from hermitian elements of A and choose a non
zero A P A. The element ´A˚A does not belong to A`. Since A` is a convex closed cone, there
exists a linear continuous form fA on Ah such that fApBq ě 0 for all B P A` and fAp´A˚Aq ă 0.
One can identify fA to an hermitian form on A because B is decomposed as B “ A1 ` iA2 with
A1, A2 P Ah; we define fApBq “ fApB1q ` fApB2q. The function fA is also a positive form on A
because on any positive element B˚B, we have fApB˚Bq ą 0.

Now we look at πA, the representation defined by fA. We have fApBq “ xπApBqξ, ξy, thus

fApA˚Aq “ xπApA˚qπApAqξ, ξy,

which is zero if πApAq “ 0. Then πApAqξ ‰ 0 and we conclude that πApAq ‰ 0.
We consider π, the direct sum of all the representations πA for all A P A, A ‰ 0. First we

prove that π is injective. Indeed if πpBq “ 0, we have πApBq “ 0 for all A; in particular

0 “ xπApBqξ, πApBqy “ xπApB˚Bqξ, ξy “ fApB˚Bq (72.101)

by (4) of proposition 72.80. So if π is not invertible, there exists a B ‰ 0 such that for all A,
fApB˚Bq “ 0; this implies }B˚B} “ 0 and B “ 0. Contradiction.

The map π is isometric as injective morphism: }πpAq} “ }A}.

The universal representation πu of a C˚-algebra A is the direct sum of all the GNS repre-
sentations πω with ω P SpAq. The representation space is

Hu “
à

ωPSpAq
Hω.

Theorem 72.91 (Gelfand-Neumark).
A C˚-algebra is isomorphic to a subalgebra of BpH q for a certain Hilbert space H .
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Proof. Let’s show that H “ Hu and the isomorphism πu answer the question.
Injective. Let A P A such that πupAq “ 0; from definition of the direct sum and of universal
representation, πωpAq “ 0 for all ω P SpAq. Using equation (72.100) we find that for such a A,
we have 0 “ }πωpAqΩω}2 “ ωpA˚Aq2. It is true for all ω P SpAq. Lemma 72.69 then shows that
}A˚A} “ 0 and then that A “ 0 because of definition of a C˚-algebra.
Surjective. The representation πu is not specially surjective on BpHuq, but it is surjective on the
subalgebra πupAq which is enough for the present purpose.
Morphism. The map πu : AÑ BpHuq is a morphism because it is a representation.
Isometry. Lemma 72.44 says that an injective morphism of C˚-algebra is isometric.

The universal representation is trivially faithful, but it is very huge. For example the smallest
faithful representation of BpH q is the definition representation on H .

Corollary 72.92.
An operator A is positive if and only if πpAq ě 0 for all cyclic representation π.

Proof. Since A is positive, then σpAq Ă R` and A˚ “ A. In order to prove that πupAq is positive,
we have to show that σpπupAqq Ă σpAq. Let z P σpπupAqq: the operator πupAq´z1u where 1u is the
unit operator on Hu is not invertible. From equation (72.93), we have 1u “ πup1q “ ř

ωPSpAq πωp1q.
Let z R σpAq and let us see that z R σpπupAqq. From assumption on z, there exists a B P A

such that BpA´ z1q “ pA´ z1q “ 1. Then πupBq is the inverse of πupAq´ zπup1q. It proves that
z R σpπupAqq and so that πupAq is positive.

We now prove that πωpAq is positive for all GNS representation πω. Since πu acts separately
on each space Hω, all what we said about the invertibility about πu can be said for each πω.

But we know that all cyclic representation is equivalent to a GNS representation from propo-
sition 72.89. We just have to prove that positivity is conserved by equivalence. Suppose that it is
not the case. Let z P σpπωpAqq and B P A such that B

`
πωpAq ´ z1ω

˘ “ 1ω. Then

UBU˚`πpAq ´ z1ω
˘ “ 1ω

and then UBU˚ is the inverse of πpAq ´ z1ω and z R σpπpAqq. Thus

σpπpAqq Ă σpπωpAqq Ă R`

which proves that πpAq is positive.
We now prove the second sense of the corollary. All GNS representation is cyclic, then πupAq is

positive as sum of positive representation. We want to deduce that A ě 0. Since πupAq is positive,
πupAq “ πupAq˚ “ πupA˚q. This implies that A “ A˚ because πu is injective. The positivity of
πupAq gives the existence of a B such that πupAq “ πupBq˚πupBq “ πupB˚Bq. The injectivity
then shows that A is positive.

The GNS construction is done for unital algebras with states. Since there exists a notion of
state on non unital algebras, ones raises the question to generalization of the GNS construction to
non unital algebras.

72.12 Spaces of matrices
Let A be a C˚-algebra and n P N. The C˚-algebra MnpAq is the space on nˆ n matrices with

entries in A.The multiplication is defined by

pMNqij “
ÿ

k

MikNkj (72.102)

where the product in the right hand side is the (in general noncommutative) one in A. The
involution is naturally given by

pM˚qij “Mi̊j . (72.103)
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One can identify MnpAq to AbMnpCq by identifying 11 Eij PMnpAq to Ab Eij P AbMnpCq.
The Gelfand-Neumark gives the existence of a faithful representation π of A on H . If one sees

elements of H bCn as n-uples pv1, . . . , vnq where each vi P H , we can define πn on H bCn by
linear extension of “

πnpMqv
‰
i

:“ πpMijqvj . (72.104)eq:defreprezmfMeq:defreprezmfM

The norm }M} is defined as the norm of πnpMq. Since n ă 8, πnpMnpAqq is a closed ˚-algebra
in BpH bCnq and then MnpAq is a C˚-algebra for this norm. Proposition 72.70 states that the
norm is unique and then that the norm }M} “ πnpMq is independent of the choice of π.

DefComplPositive

Definition 72.93.
A linear map q : A Ñ B is completely positive if for all n P N, the map qn : MnpAq Ñ MnpBq
defined by

pqnpMqqij “ qpMijq
is positive.

As an example, a morphism φ is always completely positive because if a “ b˚b in MnpAq, then
φpaq “ φpbq˚φpbq which is positive in MnpBq.

72.13 Stinespring theorem

Let us state a classical result about Hilbert space

Lemma 72.94.
If K is closed in a Hilbert space H and if the linear operator T : H Ñ H fulfils

— xTx, yy “ xx, Tyy for all x, y P H ,
— Ty “ y for all y P K
— Tz “ 0 for all z P KK,

then T is the projection on K.

This lemma allows us to check that WW ˚ is the projection to the image of W . Let us prove
that W ˚W is the projection on K1. The first condition is clear. The third is satisfied by definition
of W : if z P KK

1 , then W ˚Wz “ 0. For the second one, remark that if y P K1, xW ˚Wx, yy “ xx, yy
and if y P KK

1 , then xW ˚Wx, yy “ 0 “ xx, yy. In both cases y P K1 and y P KK
1 , we have

xW ˚Wx, yy “ xx, yy. It is sufficient to conclude that W ˚Wx “ x because H “ K1 ‘KK
1 .

Theorem 72.95.
Let q : A Ñ B be a completely positive map between unital C˚-algebra such that qp1q “ 1. We
suppose that B is given with a faithful representation B » πχpBq Ď BpHχq for a certain Hilbert
space Hχ. Then there exists a Hilbert space H χ, a representation πχ of A on H χ and a partial
isometry W : Hχ Ñ H χ with W ˚W “ 1 and

πχpqpAqq “W ˚πχpAqW (72.105)eq:stinuneq:stinun

for all A P A.
Stated in an equivalent way, if we define P “ WW ˚ and H̃χ “ PH χ Ă H χ, and U : Hχ Ñ

H̃χ as the restriction of W (in such a way that U is unitary because W is a partial isometry),
then we have

UπχpqpAqqU´1 “ PπχpAqP. (72.106)eq:stindeuxeq:stindeux

tho:stinespring

11. The matrix Eij is the matrix full of zero except a 1 at position ij.
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Proof. On Hχ we have the scalar product x., .yχ and we define the sesquilinear form x., .yχ0 on
AbHχ by sesquilinear extension of

pAb v,B b wqχ0 “ xv, πχpqpA˚Bqqwyχ.
This form is semi positive definite. Let us compute

ÿ

ij

pAi b vi, Aj b vjqχ0 “
ÿ

ij

xvi, πpqpAj̊Ajqqvjyχ. (72.107)

For this, we consider a PMnpAq with elements aij “ Ai̊Aj . Let πn be the faithful representation
(72.104) of MnpAq on H bCn defined by

rπnpMqvsi “
ÿ

j

πpMijqvj P H .

where π is a faithful representation of A. If z P Cn bH , we can define pazq P Cn bH by

pazqi “
`
πnpaqz

˘
i
.

So we have
xz, azy “

ÿ

ij

xzi, πpaijqzjy “
ÿ

ij

xπpAiqzi, πpAjqzjy “ }Az}2 ě 0 (72.108)

where we use the notation Az “ ř
i πpAiqzi P H . The conclusion is that a ě 0. Since q is

completely positive, b is positive if we define bij “ qpAi̊Ajq. Positivity of b gives rise to an element
c PMnpBq such that n “ c˚c where pc˚qij “ pcjiq˚. From the representation πχ of B, we can build
the faithful representation π1

n of MnpBq on Cn bHχ: rπ1
npbqvsi “

ř
j πχpbijqvj where each vi now

belongs to Hχ.
We are now able to prove that x., .yχ0 is a positive form. Indeed

ÿ

ij

pAi b vi, Aj b vjqχ0 “
ÿ

ij

xvi, πχ
`
qpAi̊Ajq

˘
vjyχ “

ÿ

ij

xvi, πχpbijqvjyχ

“
ÿ

ijk

xπχpckiqvi, πχpckjqvjyχ ě 0
(72.109)

where the last equality comes from the fact that pc˚cqij “ ř
kpc˚qikckj “ ř

kpckiq˚ckj . This proves
that p., .qχ0 is positive semi definite.
Definition of πχ..

Now we denote by Nχ the null space of p., .qχ0 . Let Vχ : AbHχ Ñ AbHχ{Nχ be the canonical
projection. We define

xVχpAb vq, VχpB b wqyχ :“ pAb v,B b wqχ0 (72.110)

and we denote by H χ the closure of AbHχ{Nχ with respect to this scalar product. We can now
define πχ, a representation of A on AbHχ{Nχ by linear extension of

πχpAqVχpB b wq “ VχpAB b wq (72.111)

which is well defined because πχpAqNχ Ď Nχ.
Let us now prove that }πχpAq} ď }A}. From equation (72.33) used in MnpAq with B “ 1n,we

know that
0 ď A˚A1n ď }A}21n. (72.112)eq:r502061eq:r502061

Now we consider any B1, ¨ ¨ ¨ , Bn P A and we build the matrix

b “

¨
˚̊
˚̋

B1 ¨ ¨ ¨ Bn
0 ¨ ¨ ¨ 0
... . . . ...
0 ¨ ¨ ¨ 0

˛
‹‹‹‚, b˚ “

¨
˚̋
B1̊ 0 . . . 0
...

... . . . ...
Bn̊ 0 . . . 0

˛
‹‚.
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We conjugate (72.112) with b:
0 ď b˚A˚Ab ď }A}2b˚b,

but q is completely positive, then it respects the inequality:

qnpb˚A˚Abq ď }A}2qnpb˚bq
where qn : MnpAq Ñ MnpBq is defined by

`
qnpMq

˘
ij
“ qpMijq. The definition of complete posi-

tivity of q is precisely positivity of qn. We consider now the representation πχ of B on Hχ. Since
a ě 0, we can find a e PMnpBq such that qnpaq “ e˚e; then

ÿ

ij

xvi, πχ
`
qpaijqvj

˘y “
ÿ

ij

xvi, πχpe˚eqijvjy

“
ÿ

ijk

xvi, πχpek̊iqπχpekjy

“
ÿ

ijk

xπχpeqkivi, πχpeijqvjy ě 0.

(72.113)

Let us consider Ψ “ ř
i VχBi b vi and compute

}πχpAqΨ}2 “
ÿ

ij

pABi b vi, ABj b vjqχ0

“
ÿ

ij

xvi, πχ
`
qpBi̊ A˚ABjq

˘
vjyχ

ď }A}2
ÿ

ij

xvi, πχ
`
qpBi̊ Bjq

˘
vjyχ

“ }A}2
ÿ

ij

xBi b vi, Bj b vjyχ

“ }A}2pVχ
ÿ

i

Bi b vi, Vχ
ÿ

j

Bj b vjqχ

“ }A}2}Ψ}2.

(72.114)

Then }πχpAqΨ} ď }A}2}Ψ} which proves that

}πχpAq} ď }A}2. (72.115)

The formula
πχpAqVχpB b wq “ VχpAB b wq (72.116)

defines a continuous representation πχ on A b Hχ{Nχ which can be extended to a continuous
representation on the whole H χ. This extension fulfils πχpA˚q “ πχpAq˚.

We define W : Hχ Ñ H χ by
Wv “ Vχ1b v. (72.117)

The map W is a partial isometry.
In order to prove that W is a partial isometry, just compute

pWv,Wwqχ “ pVχ1b v, Vχ1b wqχ
“ p1b v,1b wqχ0
“ xv, wyχ.

(72.118)

Adjoint of W .
We claim that W ˚ : H χ Ñ Hχ, W ˚VχAb v “ πχpqpAqqv is the adjoint of W . Recall that the

definition of the adjoint requires that

xw,W ˚ψyχ “ pWw,ψqχ
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for all w P Hχ and all ψ P H χ “ AbHχ{Bχ. A ψ P H χ can be written under the form VχAb v
with A P A and v P Hχ; then

xw,W ˚VχAb vyχ “ xw, πχpqpAqqvyχ
“ p1b w,Ab vqχ0
“ pVχ1b w, VχAb vqχ
“ xWw,ψy

(72.119)

as expected. One can check that W ˚W “ 1 and that W ˚πχpAqW “ πχpqpAqq because

W ˚πχpAqWv “W ˚πχpAqVχp1b vq “W ˚VχpAb vq “ πχpqpAqq. (72.120)

Last point: (72.105)ñ(72.106).
Since W is a partial isometry, P “ WW ˚ is the projection on the image of W and W ˚W

(“ 1) is the projector on the subspace of Hχ on which W is isometric; this space is Hχ itself. The
H̃χ “ PH χ “ H χ and U “W . Then

Uπχ
`
qpAq˘U´1 “Wπχ

`
qpAq˘W ˚ “WW ˚πχpAqWW ˚ “ PπχpAqP (72.121)

This concludes the proof of theorem 72.95.

Remarque 72.96.
If on the one hand qp1q is not 1, then the construction works, but W is no more a partial isometry
and we have

}W }2 “ }qp1q},
so Hχ can not be seen as a subspace of H χ by the map W : Hχ ÑH χ.

If on the other hand A or B is not unital, then works if q can be extended (keeping positive)
to the unitization of A in such a way that it conserves the identity in (the unitization of ) B.

Proposition 72.97.
Any positive map q : AÑ B from a commutative unital C˚-algebra A is completely positive.

The proof will be decomposed into several propositions. Let us begin by a remark: from
theorem 72.15, we can write A “ CpXq for a certain locally compact Hausdorff space X. So
we can identify MnpCpXqq with CpX,MnpCqq because to each a P MnpCpXqq, (aij is a map
aij : X Ñ C) we make correspond the map η : X ÑMnpCq defined by ηpxqij “ aijpxq.
Proposition 72.98.
The set of finite linear combinations of elements F of the form

F pxq “
ÿ

i

fipxqMi

with fi P CpXq and Mi PMnpCq is dense in CpX,MnpCqq. prop:lencombpart

Proof. Let G P CpX,MnpCqq and ε ą 0. Continuity of G makes the set

Oε
x “ ty P X tel que }Gpxq ´Gpyq} ď εu

open for all x P X. These set give an open covering of the compact space X, then we can extract
a finite subcovering and build an unity partition φi. We define Fl P C

`
X,MnpCq˘ by

Flpxq “
lÿ

i“1
φipxqGpxiq. (72.122)eq:Fllimeq:Fllim
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We have

}Flpxq ´Gpxq} “ }
lÿ

i“1
φpxqpGpxiq ´Gpxqq} ď

ÿ
φipxq}Gpxiq ´Gpxq} ď

ÿ
φiε “ ε (72.123)

Then }Fj ´ G} “ ř
xPX }Flpxq ´ Gpxq} ď ε and the sequence Fl converges to G. It proves the

density.

Proposition 72.99.
When tMiu is a basis of MnpCq composed with positive elements, an element F P CpX,MnpCqq
of the form F pxq “ ř

i fipxqMi is positive if and only if it each of fi is positive.

Proof. We know that F P CpX,MnpCqq is positive when F pxq is positive in MnpCq for all x P X.
We have F pxq “ ř

i fipxqMi, but positivity of F pxq requires F pxq “ F pxq˚ and then fipxq “ fipxq˚
because Mi is positive.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 72.100
[472] states a stronger result that seems wrong to me because ´3` 7 is positive.

Proposition 72.101.
If G P CpX,MnpCqq is positive, then there exists a sequence Fk ě 0 such that limkÑ8 Fk “ G

Proof. Each element Fl (72.122) is positive because Gpxiq is positive for all xi.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 72.102
There are too much unclear thinks in my mind; I do not finish the proof.

The main result is the following proposition.

Proposition 72.103.
If A is a commutative unital C˚-algebra, then any positive map q : AÑ B is completely positive.

72.14 Representations
As notational convention, when H is a Hilbert space, we denote by LpHq the set of the con-

tinuous endomorphism of H. Topology on LpHq is discussed in subsection 60.2.2.
When π is a representation of A in H and ξ P H, the space πpAqξ is a closed subspace of H

stable under πpAq.
Definition 72.104.
A vector ξ P H is said totalizing for a representation π of A if πpAqξ “ H.

Proposition 72.105.
Let A be an involutive algebra, H an hermitian space and π a representation of A in H. Then the
following facts are equivalent :

(1) The only closed subspace in H which are stable for πpAq are tou and H.
(2) The subset of LpHq which commutes with πpAq is reduced to C.
(3) Any non zero vector in H is totalizing for π, or π have dimension 1.

prop:reprez_topo

Proof. We begin proving that (ii) implies (iii). Let ξ P H, ξ ‰ 0. If πpAqξ is not everywhere dense
in H, (i) makes πpAqξ “ 0. Then Cξ is stable under πpAq. But Cξ ‰ tou, then Cξ “ H. Thus H
has dimension 1 and π is the null representation.

Now, we prove that (iii) implies (i). Let K ‰ tou be a closed vector subspace of H stable under
πpAq. We have to show that K “ H. If dimH “ 1, it is obvious. Let us consider a non zero
ξ P K. Since K is stable, πpAqξ Ă K, but (iii) implies πpAqξ “ H. Thus K “ H.
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We turn our attention to the equivalence between (i) and (ii). First (ii) implies (i). We consider
K, a vector subspace of H stable under πpAq. We want K “ tou or K “ H. Let us consider
pK : H Ñ K, the orthogonal projection. Since K is a vector subspace, it makes sense to write
H aK.

Let us consider ξ P K and η P H aK. For any A P A, πpA˚qξ P K because πpAqξ P K. This
yields

xπpAqη|ξy “ xη|πpA˚qξy “ 0,

then πpAqη P H aK. We can conclude that

rpK , πpAqs “ 0

because πpAqpKξ “ πpAqξ “ pKπpAqξ, πpAqpKη “ 0 and pKπpAqη “ 0 from xπpAqη|ξy “ 0.
From (ii), pK is then a scalar operator: pK “ 0 or pK “ id, i.e. K “ tou or K “ H.
Finally, we show the implication from (i) to (ii). Let T be an element of LpHq which commute

with the whole πpAq; we have to show that T is scalar. Since it is clear that T ` T ˚ and T ´ T ˚
also commute with πpAq, we can suppose T “ T ˚.

We had shown that a projector pK commutes with πpAq if K is stable under πpAq, closed
and a sub vector space of H. This is the case of the eigenspaces because pT ´ λ1qv “ 0, then
pT ´ λ1qπpAqv “ 0 because rT, πpAqs “ 0.

The spectral projector of T commute with πpAq. Thus, the eigenspaces Hλ are stable under
πpAq, thus (by (i)) these are only tou and H. In other words pT ´ λ1qv “ 0 has solutions which
are on two subspaces whose projectors are 0 and 1. On the space on which pλ “ 1, T “ λ1 and
the one where pλ “ 0 is t0u then T “ 0.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 72.106
We have to show that every v belong to one of these two spaces. Is it because T is hermitian, or
do we need the compact assumption?

Definition 72.107.
Let A be an involutive algebra, H a hermitian space and π a representation of A in H. We
say that π is topologically irreducible if it fulfils proposition 72.105. The representation π is
algebraically irreducible if the only stable vector subspaces of H under πpAq are t0u and H.

When dimH “ 8, the second notion is stronger because it excludes the case where one has an
open stable subspace. Point 2.8.4 in [920] shows that in the case of C˚-algebras, a topologically
irreducible representation is automatically algebraically irreducible, so one can simply speak about
irreducible representations.

72.15 Pure states

A subset C of a vector space is convex if for all λ P r0, 1s and v, w P C, the element λv`p1´λqw
belongs to C.

An extreme point of a convex set K is an element ω P K which can de written under the
form ω “ λω1 ` p1´ λqω2 with λ P r0, 1s only for ω1 “ ω2 “ ω.

Definition 72.108.
An extreme point of the state space SpAq is a pure state and states that are not pure are mixed
states.

The set of extreme points of the convex set K is denoted by BcK and is called the extreme
boundary of K. An extreme point in the state space SpAq of a C˚-algebra is a pure state and
other states are mixed states. As notation, BcpSpAqq is denoted by PpAq or simply P when there
are no ambiguity.
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Example A “ C‘C

Points are given by pλ, µq. Let’s consider the convex set of states r P r0, 1s defined by rpλ, µq “
p1´ rqλ´ rµ. Extreme points are given by 0 and 1: 0pλ, µq “ λ and 1pλ, µq “ µ.

Example: A “ M2pCq

We can identify M2pCq with its dual in the following way. A linear form ω on A can always
be written as

ω

ˆ
A11 A12
A21 A22

˙
“ ω11A11 ` ω12A21 ` ω21A12 ` ω22A22

So to each form ω, one can associate the matrix of ωij and the following holds:

ωpAq “ TrpωAq
The identification between M2pCq and its dual is then well given by ω » pωijq. Let us see in
terms of this identification the set SpAq. The condition ωpAq ě 0 imposes to the matrix pωijq to
be positive and the condition ωp1q “ 1 imposes Trω “ 1. Then SpAq is parametrized by

ρ “ 1
2

ˆ
1` x y ` iz
y ´ iz 1´ x

˙

where x, y, z P R. The pure states are such matrices ρ with x2 ` y2 ` z2 “ 1.
If M is a ˚-algebra in BpH q, the commutant M 1 is

M 1 “ tA P BpH q tel que rA,ms “ 0@m PMu.
Proposition 72.109.
The following properties are equivalent:

enumgz

(1) The representation πpAq is irreducible in H .
enumgi

(2) The commutant of πpAq in BpH q is

πpAq1 “ tλ1 tel que λ P Cu.
enumgii

(3) πpAq2 “ BpH q.
enumgiii

(4) Each vector Ω P H is cyclic for πpAq.
prop_equiv_rep_irred

Proof. (3)ñ(2) We have to see that an operator which commutes with the whole BpH q, then it
is a multiple of identity. If ra,As “ 0 for all A P BpH q, then it commutes in particular with an
operator A which leaves the basis vector eβ (and only this basis vector). In this case, aeβ “ λβeβ.
We conclude that a must be diagonal. Since a must also commute with an operator which leaves
eα ` eβ unchanged, we conclude that λα “ λβ, so that a “ λ1.

(1)ñ(2) Will be done later. (2)ñ(1) Let us suppose that πpAq1 “ C1 and that π is irreducible;
we will find out a contradiction. We have a non trivial subspace of H stable under πpAq. The
projection operator on this space commutes with the whole πpAq although it is not a multiple of
identity.

(1)ñ(4) We proceed by contradiction once again. Let ψ P H such that πpAqψ is not dense
in H and P be the projection on the closure of πpAqψ. Lemma 72.85 assures that P P πpAq1.
Consequently πpAq1 ‰ C1 and πpAq is not irreducible by (2).

(4)ñ(1) If ψ belongs to a (non trivial) invariant subspace, then πpAqψ cannot be dense because
it is a proper subspace of H .

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 72.110
There are still unfinished points in that proof.
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Let us point out the following part of the proposition:

Lemma 72.111 (Schur’s lemma).
The representation π on A is irreducible if and only if the commutant of πpAq in BpH q is

πpAq1 “ tλ1uλPC.

Lemma 72.112.
Let Q̂ be a bounded quadratic form on a Hilbert space H . There exists a bounded operator Q on
H such that for each ψ, ϕ P H we have

Q̂pψ, ϕq “ xψ,Qϕy
and }Q} ď C where C is the “bounding constant”: |Q̂pψ, ϕq| ď }ψ}}ϕ}. Moreover if

Q̂pϕ, ψq “ Q̂pψ, ϕq (72.124)eq_r19032eq_r19032

the operator Q will be selfadjoint. lem_r19031

Proof. Let us fix a ψ P H and look at the map ϕ ÞÑ Q̂pψ, ϕq. It is a bounded form, so Riesz
theorem gives the existence of a Ω P H such that Q̂pψ, ϕq “ xΩ, ϕy. We can define Q by Qψ “ Ω.
It is clear that is is self-adjoint if equation (72.124) is satisfied.

From equalities Q̂pψ, ϕq “ xΩ, ϕy “ xQψ, ϕy, we find

}Qψ}1 “ |xQψ,Qψy|
“ |Q̂pQψ,ψq|

ď }Qψ}}ψ}
“ }Q}}ψ}2.

(72.125)

Taking supremum on }ψ} “ 1, we find }Q}2 ď C}Q} and then

}Q} ď C.

Theorem 72.113.
The GNS representation πω of a state ω P SpAq is irreducible if and only if ω is pure. tho_GNS_irred_pure

Proof. Let us begin to suppose that ω is a pure state and that πω is reducible. Then the projection
P onto the invariant subspace K of πpAq belongs to πpAq1 (see the proof of Schur’s lemma). Let
Ωω be the cyclic vector of πω.

If PΩω “ 0, then for each A P A we have

0 “ πωPΩω “ PπωpAqΩω.

Since Ωω is cyclic, it proves that P “ 0 which is impossible if πω is reducible. For the same reason,
PKΩω is neither not possible because it should implies that P “ 1.

We define the two following states on A:

ψpAq “ kxPΩω, πpAqPΩωy (72.126a)
ψKpAq “ lxPKΩω, πωpAqPKΩωy (72.126b)

From definition of a projection, we have xPx, Pyy “ xP ˚Px, yy “ xPx, yy. Taking any k, λ “ 1{k
and l “ 1{p1´ 1{kq, using the relation ωpAq “ xΩω, πωpAqΩωy we find

ω “ λψ ` p1´ λqψK,

which is in contradiction with the fact that ω is pure.
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We now suppose that πω is irreducible, and that ω reads

ω “ λω1 ` p1´ λqω2

with λ P r0, 1s and ω1, ω2 P SpAq. We will prove that ω1 is proportional to ω, so that ω is pure.
Since elements of SpAq are positive and p1 ´ λq ě 0, the form ω ´ λω1 “ p1 ´ λqω2 is positive.
Therefore for all A P A, we have λω1pA˚Aq ď ωpA˚Aq. From equation (72.62), we find

|λω1pA˚Bq| ď λ2ω1pA˚Aqω1pB˚Bq
ď ωpA˚AqωpB˚Bq. (72.127)eq_r19031eq_r19031

It allows us to define a quadratic form Q̂ on πωpAqΩω by

Q̂
`
πωpAqΩω, πωpBqΩω

˘
:“ λω1pA˚Bq. (72.128)

Q̂ is well defined.
We have to prove that πωpA1q “ πωpA2qΩω implies

Q̂pπωpA1qΩω, · q “ Q̂pπωpA2qΩω, · q.

Equation (72.100) gives
}πωpAqΩω}2 “ ωpA˚Aq

and makes that ω
`pA1 ´A2q˚pA1 ´A2q

˘ “ 0. Thus, using (72.127), we have
ˇ̌
ˇQ̂pπωpA1qΩω, πωpBqΩωq ´ Q̂pπωpA2qΩω, πωpBqΩωq

ˇ̌
ˇ
2

“
ˇ̌
ˇλω1pA1̊Bq ´ λω1pA2̊Bq

ˇ̌
ˇ
2

“
ˇ̌
ˇλω1

`pA1 ´A2q˚B
˘ˇ̌
ˇ
2

ď 0.

(72.129)

The whole is finally zero.
Q̂ is bounded.

Equation (72.100) together with the equality |λω1pA˚Bq|2 ď ωpA˚AqωpB˚Bq give
ˇ̌
ˇQ̂pπωpAqΩω, πωpBqΩωq

ˇ̌
ˇ
2 “ |λω1pA˚Bq|2

ď ωpA˚AqωpB˚Bq
“ }πωpAqΩω}2}πωpBqΩω}2.

(72.130)

Therefore |Q̂pψ, ϕq|2 ď }ψ}}ϕ} and Q̂ is bounded.
The quadratic form Q̂ can be continuously extended to the whole Hω. From general property

ωpA˚q “ ωpAq (when ω is a state),
Q̂pϕ, ψq “ Q̂pψ, ϕq.

Lemma 72.112 immediately applies to our Q̂, so we have an operator Q such that xψ,Qϕy “
Q̂pψ, ϕq. Therefore

xπωpAqΩω, QπωpBqΩωy “ λω1pA˚Bq (72.131)eq_1903r3eq_1903r3

Since π is a representation, we have for all A, B P A:

xπωpAqΩω, QπωpBqΩωy “ Q̂
`
πωpB˚AqΩω,Ωω

˘

“ xπωpB˚AqΩω, QΩωy
“ xπωpAqΩω, πωpBqQΩωy.

(72.132)
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This proves that rQ, πωpCqs “ 0 for each C P A. Therefore Q P πωpAq1 and there exists a t P R
such that Q “ t1. Using equation (72.131) and (72.97), we find

tωpA˚Bq “ txπωpAqΩω, πωpBqΩωy
“ λω1pA˚Bq
“ Q̂xπωpAqΩω, πωpBqΩωy

(72.133)

So tωpA˚Bq “ λω1pA˚Bq; thus ω and ω1 are proportional and the decomposition

ω “ λω1 ` p1´ λqω2

is only possible for ω1 “ ω2 “ ω. This proves that ω is a pure stare.

Corollary 72.114.
If the representation

`
πpAq,H ˘

is irreducible, then the GNS representation
`
πωpAq,Hω

˘
build from

any vector state (corresponding to Ψ P H such that }Ψ} “ 1) is unitary equivalent to pπpAq,H q. cor_GNSirredst

Proof. Since π is irreducible, any vector in H is cyclic from proposition 72.109. So π is cyclic and
proposition 72.89 concludes.

Corollary 72.115.
All irreducible representation of a C˚-algebra is (up to an equivalence) the GNS construction from
a pure state.

Proof. We know that an irreducible representation is unitary equivalent to a GNS representation,
but the GNS representation will only be irreducible when ω is pure state.

Proposition 72.116.
A state ω is pure if and only if for each positive functional ρ such that 0 ď ρ ď ω, there exists a
t P R` such that ρ “ tω. prop_pureiff

Proof. From corollary 72.3.1 and proposition 72.68 we can suppose that A is unital because if not,
the notion of positivity is defined from unitization. When ρ “ 0 or ρ “ ω, the result is trivial.
Now we suppose that 0 ‰ ρ ‰ ω.
Direct sense.

We know that ω is pure and 0 ď ρ ď ω, 0 ă ρp1q ă 1 because ω ´ ρ is positive. Therefore

}ω ´ ρ} “ ωp1q ´ ρp1q “ 1´ ρp1q,
thus ρp1q “ 1 should implies }ω ´ ρ} “ 0 and then ω “ ρ. The possibility ρp1q “ 1 is also not
possible. Thus ρp1q is between 0 and 1.

This allows us to consider the states
ω ´ ρ

1´ ρp1q , and ρ

ρp1q .

For λ “ 1´ ρp1q,
ω “ λ

ω ´ ρ
1´ ρp1q ´ p1´ λq

ρ

ρp1q .

Since ω is pure, it implies ω´ρ
1´ρp1q “ ρ

ρp1q . So, ρ “ ρp1qω.
Inverse sense.

Let us consider a decomposition ω “ λω1 ` p1 ´ λqω2 of ω. In the proof of theorem 72.113,
we find that 0 ď λω1 ă ω. Then the assumption says that λω1 “ ω “ ω2 and the normalization
makes automatically ω1 “ ω “ ω2 which proves that ω is pure.
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Lemma 72.117.
Let A be a C˚-algebra and ρ, a positive form on A. If we pose M “ kerpρq, N “ tA P
A tel que ρpA˚Aq “ 0u, then

N `N˚ ĎM

and if ρ is pure, N `N˚ “M .

Proof. The functional ρ being positive, equation (72.61) holds. With A “ 1 we find

|ρpBq2| ď ρp1qρpB˚Bq (72.134)eq_pos_Bdthoeq_pos_Bdtho

and thus ρpA˚Aq “ 0 implies ρpAq “ 0.
No proof for the second part.

Theorem 72.118.
The space of pure states of the (commutative) C˚-algebra C0pXq (the space of functions which are
decreasing to zero at infinity) endowed with the relative w˚-topology is homeomorphic to X.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 72.119
The following proof is buggy and very unsure.

Proof. The C˚-algebra A “ C0pXq is not specially unital. If it is not, Gelfand theorem 72.15 says
that there exists a locally compact and Hausdorff space Y such that A is isomorphic to C0pY q. If
A “ C0pXq with a non compact X, we begin to prove that the unitization is A1 “ CpX̃q where X̃ is
the one point compactification of X. From proposition 72.17, we have an unique unital C˚-algebra
A1 with an isometric morphism AÑ A1 such that A1{A » C.

Therefore, we have to prove that CpX̃q is a suitable A1 and so it will be the unique unitization
of C0pXq. The identity map Id : C0pXq Ñ CpX̃q works. We have to check that CpX̃q{C0pXq » C.
By identifying all functions of CpX̃q which only differ by a function of C0pXq, there are in fact
only one function for each complex number z: the which is constant (or another which is z at 8).

We have proved that if A “ C0pXq, then A1 “ CpX̃q. From proposition 72.68 pure states on
C0pXq uniquely extend to a pure state on CpX̃q. So if X is non compact, we do not loss anything
by considering CpX̃q instead of C0pXq. We still have to prove that taking CpX̃q instead of CpXq
does not gain anything: we must have S

`
C0pXq

˘ “ S
`
CpX̃q˘. In the case of unital C˚-algebras,

pure states are linear functionals. The way to extend linear functionals from A to A1 is the same
as the one to extend states.

If X is compact, then C0pXq “ CpXq. Hence we are in both case (X compact or not) reduced
to prove the theorem for CpXq with compact X.

Following proposition 72.14, ∆pCpXqq is homeomorphic to X because the latter is compact
and Hausdorff. We have now to prove that there exists an homeomorphism between ∆pCpXqq and
set of pure states on CpXq. We are going to prove a bijection. Let on the one hand ωx P ∆pCpXqq
be defined by

ωx : CpXq Ñ C

ωxpfq “ fpxq, (72.135)

and on the other hand a functional ρ such that 0 ď ρ ď ωx. We have kerpωxq Ă kerpρq. When f
is positive, 0 ď ρpfq ď ωxpfq, so for any function,

o ď ρpf˚fq ď ωxpf˚fq,
but ωx is multiplicative, therefore ρpf˚fq ď ωxpf˚qωxpfq. If f P kerpωxq, we have ρpf˚fq “ 0.
Lemma concludes ρpfq “ 0. So if f P kerωx, we have fpxq “ 0. From theorem 72.3, kerωx is
a maximal ideal while kerpρq is an ideal. So kerpωxq is a maximal ideal contained in an ideal,
therefore if ρ ‰ 0, kerpωxq “ kerpρq which implies that ρ “ λωx. Proposition 72.116 concludes that
ωx is pure.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 72.120
Why is kerpρq an ideal?
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Now we suppose that ω is pure and we take g P CpXq such that 0 ď g ď 1X on CpXq, we
define

ωg : CpXq Ñ C

f ÞÑ ωpfgq (72.136)

So ωpfq ´ ωgpfq “ ω
`
fp1´ gq˘ and if f is positive, ωpfq ´ ωgpfq ě O. So for a certain t P R`, we

have
ωg “ tω

because 0 ď ωg ď ω and proposition 72.116. In particular, kerpωgq “ kerpωq, hence when f P
kerpωq, for any g P CpXq, fg P kerpωq because any function in CpXq is a linear combination of
functions g with 0 ď g ď 1X . This proves that kerpωq is an ideal. On the other hand, kerpωq is a
maximal ideal because the kernel of any functional on a vector space has codimension 1, see page
3638. Theorem 72.3 shows that ω is multiplicative. So ω P ∆

`
CpXq˘.

72.15.1 Existence of pure states

It is possible for S to do not contain pure states. It is the case when S is a convex cone. Such a
C˚-algebra has no irreducible representations. We are going to prove that this case is not possible.
We define the convex hull of the part A of a vector space by

copAq “ tλ` p1´ λqw with w P A, λ P r0, 1su.

Theorem 72.121.
A compact connected set K in a locally convex vector space is the closure of the convex hull of its
extreme points. In other words:

K “ copBeKq.
Proof. No proof

Lemma 72.122.
Let A be an unital C˚-algebra and B an self-adjoint vector subspace of A with 1 P B. Let F be the
set of linear forms g on B such that

— gpA˚q “ gpAq for all A P B,
— gpAq ě 0 for all A P B X A`,
— gp1q “ 1.

Any element of F can be extended into a state on A. lem_DixcBprol

Theorem 72.123.
For all A P A and a a P σpAq, we have a pure state ωa on A such that ωapAq “ a. There also
exists a pure state ω such that |ωpAq| “ }A}. tho_existsetat

Proof. Let us take an intermediary result in proof of lemma 72.68:

ω̃, : CA`C1Ñ C

pλA` µ1q ÞÑ λa` µ (72.137)

We extend this state by continuity and multiplicatively to C˚pA,1q with formulas as ω̃apAnq “ an.
We have to check that this extension is pure: ω̃a is positive and belongs to ∆pC˚pA,1qq.

Positivity comes from assumption that A P AR. Indeed, a P σpAq Ă R` . So positives elements
in C˚pA,1q are even power (and completion) of A. So the images are even powers of a P R and are
therefore positives. The fact that ω̃a is multiplicative on C˚pA,1q comes from the fact that it is
the same, in expressions as ω̃apxyq, to distribute inside the ω̃a and push out terms an by linearity,
or write ω̃apxqω̃apyq and distribute outside. So ω̃ is a pure state in C˚pA,1q.
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We consider the set Ka of extensions of ω̃a which are states on A. The fact that Ka is non
empty comes from the lemma 72.122.

Let us now prove that Ka is convex. For, we take ω1 and ω2, two extensions of ω̃a and we will
prove that ω “ λω1 ` p1 ´ λqω2 is an extension too. By linearity, ω is a state. It is an extension
of ω̃a because

ωp1`A2q “ λω1p1`A2q ` pA´ λqω1p1`A2q
“ λp1` a2q ` p1´ λqp1` a2q
“ 1` a2.

In order to prove that Ka is closed, we prove that its complement is open. Let ω R Ka. We
will prove that there exists ε such that for all η with }ω ´ η} ď ε. Let λ be such that }λA} “ 1 in
such a manner that ω̃apλAq “ λA. Let ωpAq “ s (ω R Ka). We have

}ω ´ η} “ supt|ω ´ η| st }B} “ 1u
ě |pω ´ ηqpλAq|
“ |ωpλAq ´ ηpλAq|,

but
|ωpλAq ´ ηpλAq| ď }ω ´ η} ď ε.

So |s´ ηpλAq| ď ε, and when ε is small (for example when ε ă |s´λa|), ηpλAq is close to s which
is different of λA. This proves that Ka is closed.

We know that Ka is convex and closed. So it has at least one extreme point. Let ωa be one
of them. We are going to prove that it is also extreme in S. If not it can be decomposed as
ω “ λω1 ` p1 ´ λqω2. Taking the latter at A shows that, on C˚pA,1q, the functionals ω, ω1 and
ω2 are equals. So ωa cannot be an extreme point in Ka. This concludes the first part of the proof.

Theorem 60.4.3 says us that in a Banach algebra, σpAq is compact for all A. So there exists a
a P σpAq such that rpAq “ |a|. With this a,

|ωapAq| “ |A| “ rpAq “ }A}.
because A “ A˚.

The Gelfand Neumark theorem was proved using lemma 72.69. Now we have at hand a refining
of this lemma. Hence we can use

πr “
à

ωPPpAq
πω

instead of the universal representation. The justification of this claim is that when A is such that
ωpA˚Aq “ 0 for all pure states, }A˚A} “ 0. Indeed A˚A is positive, so there exists a pure state
ωa such that ωapA˚Aq “ }A˚A}. Then }A˚A} “ 0.

Now we say that two states are equivalent if their GNS representations are equivalent. Gelfand
Neumark theorem says that

A » πrpAq :“ à

ωPrPpAqs
πωpAq.

where rPpAqs stands for the set of equivalences classes in PpAq.
Proposition 72.124.
Any finite dimensional C˚-algebra is isomorphic to a direct sum of matricial algebras.

Proof. No proof.

72.16 Generalization of matrix C˚-algebra
If we want to generalize the C˚-algebra MnpCq to infinite dimensional Hilbert spaces, we first

try to use the C˚-algebra of bounded operators. It does not work because such a C˚-algebra
possesses many non equivalent representations on non separable Hilbert spaces.
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72.16.1 Example

Let us consider the C˚-algebra BpH q and its definition representation which is obviously irre-
ducible. From GNS construction and corollary 72.114, we know that all the GNS representations
build from a vector state are equivalent to the definition one.

On the other hand, there exists some self-adjoint bounded operators with non empty continuous
spectrum. The take A P BpH q and a P σpAq such that there are no ψa P H such that Aψa “ aψa.
Theorem 72.123 gives a pure state ωa such that ωapAq “ a, and hence a GNS representation πa on
H . This representation is irreducible because ωa is pure. In πa, we have a cyclic vector Ωa such
that

xΩa, πapAqΩay “ ωapAq “ a.

72.17 Tensor product
SecTensProdCSA

If A and B are C˚-algebra, the tensor product is the completion of the space generated by
the finite sums of the form

řn
i“1Ai bBi with Ai P A and Bi P B.

As an example of the importance of the completion, consider a compact group G and A “ CpGq
the C˚-algebra of continuous functions on G. We can build the map ∆: AÑ Ab A by

∆pfqpx, yq “ fpxyq (72.138)

for every x and y in G and f P CpGq. The well-definiteness of ∆ is due to the fact that CpGq b
CpGq » CpGˆGq by completion. This trick is used whenever we define a coproduct on a space of
functions on a group, see for example definition 72.126 and section 81.3 around equation (81.53).

If A and B are manifolds, we have

C8pAq b C8pBq » C8pAˆBq (72.139)

by the map
φ : C8pAq b C8pBq Ñ C8pAˆBq

ÿ

i

ai b bi ÞÑ
”
px, yq ÞÑ

ÿ

i

aipxqbipyq
ı
.

(72.140)EqIsoCABCACBCstarEqIsoCABCACBCstar

The image by φ of the algebraic tensor product C8pAq b C8pBq is dense in C8pA ˆ Bq as for
example the polynomials are contained in the image. Indeed let fpx, yq “ ř

ij fijx
iyj . The function

f is the image by φ of ÿ

kl

fklak b bl (72.141)EqDecompffklCABCACBEqDecompffklCABCACB

where akpxq “ xk and bkpyq “ yk. Thus, if we consider the C˚-algebraic tensor product, we have
the equality.

See also [949] for the sequel about tensor products. Let A1 and A2 be C˚-algebra and A1dA2
be their algebraic tensor product. There are at least two ways to define a C˚-norm on the ˚-algebra
A1 d A2.

(1) The maximal norm of A P A1d is defined by

}A}max “ sup
π
}πpAq} (72.142)

where the supremum is taken over all the representations 12 of A1 d A2 over some Hilbert
space H . The maximal tensor product is the completion of A1 d A2 for that norm.

(2) The minimal norm is obtained by taking the supremum only over the representations of
the for π1 b π2:

}x}min “ sup
π1,π2

}pπ1 b π2qpxq} (72.143)

where πi is a representation of Ai on an Hilbert space Hi.
12. i.e. all the homomorphisms π : A1 d A2 Ñ BpH q.
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Lemma 72.125.
If A1 and A2 are sub-C˚-algebra of BpH1q and BpH2q, then A1bmin A2 is the closure of A1dA2
seen as subalgebra of BpH1 bH2q.

72.17.1 Examples: Hopf algebra of functions
DefHopfsurCG

Definition 72.126.
Let CpGq be the set of continuous functions on a topological group G. If we denote by 1 the function
1: GÑ C, 1pxq “ 1 for all x P G, the following produces a structure of Hopf algebra 13 on CpGq:

(1) pf · gqpxq “ fpxqgpxq,
(2) ηpλq “ λ1, the unit,

ItemHopfCGiii

(3) p∆fqpxb yq “ fpxyq,
ItemHopfCGiv

(4) ϵpfq “ fpeq,
(5) Spfqpxq “ fpx´1q.

The item (3) deserves some comments. If f P CpGq, the element ∆pfq P CpGq bCpGq is given
by ∆pfq “ fp1q b fp2q with the requirement that

fp1qpxqfp2qpyq “ fpxyq. (72.144)

Such choice is possible since by density of the functions of the form fpxqgpyq in CpG ˆ Gq, see
section 72.17.

Let us check that pIdbϵq∆ “ Id. First pIdbϵq`fp1q b fp2q
˘ “ fp1q b fp2qpeq. Now we use the

identification between CpGq bC and CpGq (pf b zqpgq “ zfpgq) in order to get
´
pIdbϵq`fp1q b fp2q

˘¯pgq “ `
fp1q b fp2qpeq

˘pgq “ fp1qpgqfp2qpeq “ fpgeq “ fpgq. (72.145)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 72.127
Unicity of fp1q and fp2q seems doubtful to me.

72.18 Traces over C˚-algebra
SecTraceCstar

Source: [947]. For tracial functionals on von Neumann algebras, see section 74.11.

Definition 72.128.
Let A be a C˚-algebra. A trace on A` is a function τ : A` Ñ r0,8s such that

(1) if A and B are in A`, τpA`Bq “ τpAq ` τpBq,
(2) If A P A` and λ P R`, then τpλAq “ λτpAq. Here if λ “ 0, we pose 0ˆ8 “ 0;
(3) If Z P A, we have τpZZ˚q “ τpZ˚Zq.

We say that τ is semifinite if for every A P A`,

τpAq “ suptτpBq tel que B P A`, B ď A, τpBq ă 8u. (72.146)

We recall that for every Z P A, we have ZZ˚ P A`.
The following lemma is the lemma 3 in [947].

LemTraceAplusextmlmn

Lemma 72.129.
Let A be a C˚-algebra and τ a trace on A`. Then the following hold.

(1) The set
L “ tA P A tel que τpAA˚q ă 8u (72.147)

is a bilateral ideal in A.
13. Definition 54.27.
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(2) The set N “ xL2y is the set of complex linear combinations of N `: N “ xN `y.
(3) We have

N ` “ tA P A` tel que τpAq ă 8u. (72.148)

(4) There exists one and only one linear form f on N which coincides with τ on N `.
(5) The linear form f satisfies

(5a) fpA˚q “ fpAq;
(5b) fpABq “ fpBAq for every u and v in L;
(5c) fpZAq “ fpAZq for every A P N and Z P A.

Proof. Let us begin by pointing out the fact that if A ď B, then τpAq ď τpBq because of linearity:
τpBq “ τpAq ` τpB ´Aq ě τpAq since B ´A P A`.

(1) If A P L, then A˚ P L because τpA˚Aq “ τpAA˚q (by definition of a trace). If A,B P L, we
have

pA`BqpA`Bq˚ ď 2pAA˚ `BB˚q, (72.149)
so that

τ
`pA`BqpA`Bq˚˘ ă 2τpAA˚q ` 2τpBB˚q ă 8. (72.150)

This proves that A`B P L.
Let now A P L and Z P A. Since AZZ˚X˚ ď }ZZ˚}AA˚, we have

τ
`
AZpAZq˚˘ ă 8. (72.151)

So L is a right ideal in A. This is also a left ideal because ZA “ pA˚Z˚q˚, but the fact that
A˚ P L implies A˚Z˚ P L, so that ZA P L.

(2) An element X in N reads

X “
nÿ

j“1
AjBj̊ (72.152)

with Aj , Bj P L. The polarization relation reads

4X “
ÿ

j

pAj `BjqpAj `Bjq˚

`
ÿ

j

pAj ´BjqpAj ´Bjq˚

`
ÿ

j

pAj ` iBjqpAj ` iBjq˚

`
ÿ

j

pAj ´ iBjqpAj ´ iBjq˚.

(72.153)EqPolaXABEqPolaXAB

So X is a linear combination of elements in N ` (that is elements of the form AA˚ with
A P L). Notice that A P L implies iA P L because

τ
`
iApiAq˚˘ “ ´τpiAiA˚q “ τpAA˚q ă 8. (72.154)

This proves that N Ă xN `y. The fact that xN `y is a subset of N is by construction.
(3) An element X in xN `y reads X “ ř

j AjBj̊ where, for each j, we have AjBj̊ P N `, in
particular AjBj̊ “ pAjBj̊ q˚ “ BjAj̊ . We can still write down the polarization identity, but
now the last two terms of (72.153) give 2ipBjAj̊ ´AjBj̊ q “ 0.
Thus we have

4X “
ÿ

j

pAj `BjqpAj `Bjq˚ ´
ÿ

j

pAj ´BjqpAj ´Bjq˚

ď
ÿ

j

pAj `BjqpAj `Bjq˚,
(72.155)
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but we already know that τ
`ř

jpAj `BjqpAj `Bjq˚
˘ ă 8. Thus we have τpXq ă 8. So we

proved that
N ` Ă tX P A` tel que τpXq ă 8u. (72.156)

Let now X P A` be such that τpXq ă 8. In order to prove that X P N `, it is sufficient
to prove that X P N . Since X “ X˚, we can use the continuous functional calculus (see
theorem 72.23 and remark 72.25) in order to define X1{2. We have

τ
`
X1{2pX1{2q˚˘ “ τ

`
X1{2X1{2˘ ă 8, (72.157)

so that X1{2 P L.
(4) Since N is generated by N `, the functional τ on N ` there is one and only one extension of

τ to a linear functional f on N .
(5) (5a) An element of N is a linear combination of elements of N `: X “ ř

j λiAi with Ai P N `.
Thus using the linearity of f and the properties of τ , we have

fpX˚q “ f
`ÿ

j

λjAj̊
˘

“
ÿ

j

λjfpAjq

“
ÿ

j

λj τpAjqloomoon
PR`

“
ÿ

j

λjτpAjq

“ fpXq.

(72.158)

This is the first property we had to check.
(5b) If A P L, we have AA˚ P N and by definition of a trace,

fpAA˚q “ τpAA˚q “ τpA˚Aq “ fpA˚Aq. (72.159)

If A and B belong to L, we use the polarization identity:

4AB˚ “ pA`BqpA`Bq˚´pA´BqpA´Bq˚` ipA` iBqpA` iBq˚´ ipA´ iBqpA´ iBq˚,
(72.160)

and we do the same computation in order to get fpAB˚q “ fpB˚Aq whenever A and B
belong to L.

(5c) Let Z P A. An element in N reads X “ ř
j AjBj with Aj and Bj in L. Since L is

an bilateral ideal in A we have ZAj P L and BjZ P L, thus we can make the following
computation:

f
`
Z
ÿ

j

AjBj
˘ “

ÿ

j

f
`pZAjqBj

˘

“
ÿ

j

f
`
BjpZAjq

˘

“
ÿ

j

f
`pBjZqAj

˘

“
ÿ

j

f
`
AjpBjZq

˘

“ f
`p
ÿ

j

AjBjqZ
˘

“ fpXZq.

(72.161)

This concludes the proof of the lemma.



Chapter 73

Compact quantum groups

73.1 Definitions
Literature: [950, 951, 952, 953] and Wikipedia: quantum group and compact quantum group.

For introductions about Hopf algebra and some related topics such as quantum groups and defor-
mation quantization of (co)-Poisson structures, see [858, 954].

Definition 73.1.
A compact quantum group is a pair G “ pA,Φq where A is an unital separable C˚-algebra and
Φ: AÑ AbA is a ˚-homomorphism such that

(1) pIdb IdqΦ “ pIdb1qΦ;
(2) The sets

tpbb 1qΦpcq tel que b, c P Au,
tp1b bqΦpcq tel que b, c P Au (73.1)

are linearly dense in AbA.

73.1.1 Example: representation of groups

If u is a finite-dimensional representation of a group G, we can build the ˚-subalgebra of CpGq
generated by the elements uij and αpuijq where α is defined by

αpuijqpgq “ uijpg´1q. (73.2)

Using the definition 72.126, we turn this algebra into a Hopf algebra 1. Let us particularize the
definitions. For the coproduct we have

∆puijq “
ÿ

k

uik b ukj (73.3)

because if g and h are elements of G, the coproduct on CpGq is equal to

∆puijqpg, hq “ uijpghq “
`
upghq˘

ij
“ `

upgquphq˘
ij
“
ÿ

k

upgqikuphqkj “
´ÿ

k

uik b ukj
¯
pg, hq

(73.4)
where we used the fact that u is a representation and the fact that, by definition, uijpgq “ upgqij .
The counit is given by

ϵpuijq “ δij . (73.5)

since the neutral element e is always represented by the unit matrix. The antipode is

αpuijqpgq “ uijpg´1q. (73.6)

1. This is not trivial since nothing guarantee a priori that the right hand sides of the definitions are elements of
our small algebra.

3695
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The unit is given by the constant function 1. Fortunately, it turns out that this function is a
combination of the functions uij :

1 “
ÿ

k

u1kαpuk1q “
ÿ

k

αpu1kquk1. (73.7)

Indeed, ÿ

k

u1kpgqαpuk1qpgq “
ÿ

k

u1kpgquk1pg´1q

“
´
upgqupg´1q

¯
11

“ upeq11

“ 1.

(73.8)

Let us check one of the diagrams (54.44):

Cb CpGq CpGq b CpGqϵbIdoo

CpGq
ψ

gg

∆

OO
(73.9)

We have
pϵb Idq∆puijq “ pϵb Idq

ÿ

k

uik b ukj

“
ÿ

k

δik b ukj

“
ÿ

k

1b δikukj

“ 1b uij
“ ψpuijq.

(73.10)

73.1.2 Matrix quantum group
DefQuantumMatrixGroup

Definition 73.2.
A matrix quantum group is a pair pC, uq where C is a C˚-algebra and u “ puijq is a matrix
with entries in C such that

(1) The ˚-subalgebra C0 generated by the elements uij is dense in C.
(2) There exists a C˚-algebra homomorphism ∆: C Ñ C b C such that

∆puijq “
ÿ

k

uik b ukj . (73.11)
DefQuantumMatrixGroupItemiii

(3) There exists an antimultiplicative map α : C0 Ñ C0 called coinverse such that
(3a) α

`
αpv˚q˚˘ “ v for any v P C0,

(3b)
ř
k αpuikqukj “

ř
k uikαpukjq “ δij1 where 1 is the unit in C.

73.1.2.1 Example: SUqp2q
As an example, we give the quantum matrix group SUqp2q. Let q be a positive real number.

As C˚-algebra, SUqp2q is generated by the elements a and b and the relations 2

ba “ qab

b˚a “ qab˚

bb˚ “ b˚b
a˚a` q2b˚b “ 1
aa˚ ` bb˚ “ 1

(73.12)EqDefAlfSUabEqDefAlfSUab

2. We follow the notations of [955].
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We build a compact matrix quantum group
´
C
`

SUqp2q
˘
, u
¯

where

u “
ˆ

a qb
´b˚ a˚

˙
. (73.13)

The Hopf-˚-algebra structure on C
`

SUqp2q
˘

is given by the relations in the definition 73.2. We
have to check that these are compatible.

We have

∆paq “ ∆pu11q “
ÿ

k

u1k b uk1 “ u11 b u11 ` u12 b u21 “ ab a´ qbb b˚, (73.14)EqDelaSUEqDelaSU

and

∆pa˚q “ ∆pu22q “
ÿ

k

u2k b uk2 “ u21 b u12 ` u22 b u22 “ ´qb˚ b b` a˚ b a˚, (73.15)

which is compatible with (73.14). Doing the same with b “ 1
qu12 (and checking the compatibility

with b˚), we find the coproduct
∆paq “ ab a´ qbb b˚

∆pbq “ bb a˚ ` ab b. (73.16)

The counit ϵpuijq “ δij provides
ϵpaq “ 1
ϵpbq “ 0.

(73.17)

Using the relations (73.12), we can check that the condition (3) of definition 73.2 are satisfied
by the antipode

αpaq “ a˚, αpa˚q “ a,

αpbq “ ´qb, αpb˚q “ ´q´1b˚.
(73.18)

As an example,
α
`
αpb˚q˚˘ “ α

`p´1
q
b˚q˚˘ “ ´1

q
αpbq “ b (73.19)

and
ř
k αpuikquk2 “ δ12 “ 0 since

αpu11qu12 ` αpu12qu22 “ αpaqqb` qαpbqa˚ “ qa˚b´ q2ba˚ “ 0 (73.20)

because a˚b “ pb˚aq˚ “ pqab˚q˚ “ qba˚.
All this structure provides a Hopf ˚-algebra named C

`
SUqp2qq.

73.1.2.2 Corepresentation

A corepresentation of the quantum group pA,∆q is an element u PMnpAq such that

∆puklq “
nÿ

j“1
ukj b ujl (73.21)

for every k, l P t1, . . . nu.

73.1.3 Haar measure on compact quantum groups

Let A be the C˚-algebra CpGq where G is a compact group. The Haar measure µ on G is
the unique regular Borel measure on G such that µpGq “ 1 and

ż

G
fpstqdµpsq “

ż

G
fptsqdµpsq “

ż

G
fpsqdµpsq. (73.22)
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We can see the Haar measure µ as a positive functional φ : AÑ C,

φpfq “
ż

G
fpsqdµpsq. (73.23)

If h P A is such that ∆phq “ hp1q b hp2q (sum implied), then we have

∆phqps, tq “ hpstq “ `
hp1q b hp2q

˘ps, tq “ hp1qpsqhp2qptq. (73.24)

Thus we have
ż

G
∆phqps, tqdµpsq “

ż

G
hp1qpsqhp2qptqdµpsq “ pφb Idq`hp1q b hp2q

˘ptq “ pφb Idq∆phq. (73.25)

Using the invariance of the Haar measure, this is also equal to
ż

G
∆phqps, tqdµpsq “

ż

G
hpstqdµpsq

“
ż

G
hptsqdµpsq

“
ż

G
hp1qptqhp2qpsqdµpsq

“ pIdbφq`hp1q b hp2q
˘ptq

“ pIdbφq∆phq.

(73.26)

Since CpGq b CCpGq is dense in CpGˆGq, we have

pIdbφq∆phq “ pφb Idq∆phq “ φphq1 (73.27)

for every h P A.
The generalisation of that result to an arbitrary compact quantum group is the following

theorem.

Theorem 73.3.
If pA,Φq is a compact quantum group, there exists one and only one state ϕ : AÑ C such that

pIdbϕqΦpaq “ ϕpaq1 “ pϕb IdqΦpaq (73.28)

for every a P A.

The unique state guaranteed by that theorem is called the Haar state of A. If ω and ω1 are
linear functionals on A, we define the convolution by

ω ˚ a “ pIdbωqΦpaq
a ˚ ω “ pω b IdqΦpaq
ω ˚ ω1 “ pω b ω1qΦpaq.

(73.29)DefProdConvCQGDefProdConvCQG

The first two are elements of A when the lase one is a linear functional on A. Remember that here
the map Φ plays the role of a coproduct; when the context is about a coalgebra, we need to adapt
the notation and write ∆ instead of Φ in the definitions 73.29.

The Haar state is the state ϕ such that

ϕ ˚ a “ a ˚ ϕ “ ϕpaq1. (73.30)



73.2. CONSTRUCTION OF SUQpNq 3699

73.2 Construction of SUqpnq

SecGeneratorsonSUQn

In order to build the quantum group SUqpnq, we will proceed the following step[952]
(1) we consider the n2 elements U “ puijq and we name Aq the algebra generated by these

elements;
(2) we impose some relations;
(3) we define the determinant D;
(4) we impose D “ 1;

ItemQGSUqnC

(5) we define the involution uij ÞÑ ui̊j ;
(6) we impose UU˚ “ U˚U “ 1.

Notice that the point (5) will not introduce new elements ui̊j . It will define ui̊j as combination of
the uij ’s.

The first relations that we impose are
ÿ

kl

Rklijukmulp “
ÿ

kl

Rmpkl uikujl (73.31)EqRelsSUqnAvecREqRelsSUqnAvecR

where R PMn2pRq is the matrix given by

Riiii “ q´1 Rjiij “ 1 if i ‰ j

Rijij “ q´1 ´ q if i ą j

Rklij “ 0 otherwise.

(73.32)

Remarque 73.4.
In [956], there is an alternative compact form for the same constraints.

SUBEquuijcondiv

Proposition 73.5.

uijuil “ quiluij if j ă l (73.33a)subEquuijcondisubEquuijcondi

uijukj “ qukjuij if i ă k (73.33b)subEquuijcondiisubEquuijcondii

uijukl “ ukluij if i ą k, j ă l (73.33c)subEquuijcondiiisubEquuijcondiii

uijukl ´ ukluij “ pq ´ q´1quilukj if i ă k, j ă l. (73.33d)subEquuijcondivsubEquuijcondiv

Proof. Let us check the relation (73.33c). If we consider i, j,m, p with i ă j and m ă p, the only
non vanishing Rklij is k “ j, l “ i and the only non vanishing Rmpkl is k “ p, l “ m. Thus we
immediately get ujmuip “ uipujm.

A particular consequence of (73.33c) is that

uijuji “ ujiuij ; (73.34)

an element commutes with its “transposed”.
lestmunijdiff

Lemma 73.6.
If l “ minpi, jq with i ‰ j then

uijull “ q´1ulluij . (73.35)

Proof. If l “ i then l ă j and the relation (73.33a) provides uljull “ q´1ullulj . Now if l “ j, then
l ă i and the relation (73.33b) provides uilull “ q´1ulluil.

lestmaxjdiff

Lemma 73.7.
If l “ maxpi, jq with i ‰ j then

uijull “ qukkuij . (73.36)



3700 CHAPTER 73. COMPACT QUANTUM GROUPS

Proof. If l “ i, we have j ă i and the relation (73.33a) leads to uliull “ qulluli. If l “ j, then i ă j
and the relation (73.33b) shows uilull “ qulluil.

The R matrix is a Yang-Baxter operator:

Rp12qRp23qRp12q “ Rp23qRp12qRp23q (73.37)

where the operators Rp12q, Rp23q : CbCbCÑ CbCbC are defined by

Rp12q “ Rb Id
Rp23q “ IdbR. (73.38)

Now we define the homomorphisms

∆: Aq Ñ Aq bAq

∆puijq ÞÑ
nÿ

k“1
uik b ukj (73.39)

and
ϵ : Aq Ñ C

ϵpuijq “ δij .
(73.40)

We also set ϵp1q “ 1 as required for a counit (definition 54.24). At this point Aq is a bialgebra.

73.2.1 Determinant

We introduce the quantum determinant

D “
ÿ

σPSn

p´qq|σ|u1σp1q . . . unσpnq (73.41)

where |σ| is the length of the permutation. We also introduce the quantum minor Dij

Dij “
ÿ

σ : t1,...,̂ı,...,nuÑt1,...,ȷ̂,...,nu
p´qq|σ|u1σp1q . . . zuiσpiq . . . unσpnq. (73.42)EqdefdijmineurquanEqdefdijmineurquan

Let I and J be subsets of size t of t1, . . . , nu. We introduce the quantum minor

rI|Js “
ÿ

σPSt

p´qq|σ|uiσp1q,j1
. . . uiσptq,jt

. (73.43)

The coproduct of that minor has the simple expression[957]
LemMineurQuantique

Proposition 73.8.
We have

∆rI|Js “
ÿ

|K|“|I|
rI|Ks b rK|Is (73.44)

where the sum is over all the subset K Ď t1, . . . , nu of size equal to the size of I.

Sketch of the proof. We prove by induction on the size of I. Using the fact that ∆ is an homo-
morphism,

∆rI|Js “
ÿ

σPSt

p´qq|σ|
nÿ

k“1
uiσp1qk b ukj1∆

`
uiσp2qj2 . . . uiσpnqjn

˘

“
tÿ

l“1

ÿ

σPStplq
p´qq|σ|

nÿ

k“1
ulk b ukj1∆

`
uiσp2qj2 . . . uiσpnqjn

˘

“
tÿ

l“1

ÿ

σPStplq
p´qq|σ|

nÿ

k“1
ulk b ukj1

ÿ

|K|“|I|´1
rIztlu|KsrK|Jztj1us

(73.45)

where Stplq is the subset of St of permutations such that σp1q “ l.
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 73.9
This proof is not finished. I think that there remain a few combinatorial work in order to get the
result. At least it looks very like everything is going to sum up correctly.

Using lemma 73.8, we prove that

∆pDq “ D bD. (73.46)

We also have ϵpDq “ 1.
Now we add to Aq an element called D´1 on which we impose the conditions

DD´1 “ D´1D “ 1. (73.47)

We extend ∆ and ϵ by
∆pD´1q “ D´1 bD´1

ϵpD´1q “ 1.
(73.48)

The extension of Aq by D´1 is Pol
`

Uqpnq
˘
, or Pol

`
SUqpnq

˘
if we impose the extra relation

D “ 1.
For the involution we define κ by

κpuijq “ p´qqi´jDjiD´1

κpD´1q “ D.
(73.49)EqDefInvolutionSSUqnEqDefInvolutionSSUqn

This extends in an unique way to κ : Pol
`

Uqpnq
˘Ñ Pol

`
Uqpnq

˘
in such a way that Pol

`
Uqpnq

˘

becomes a Hopf algebra with κ as antipode.
We introduce the involution by

ui̊j “ κpujiq
pD´1q˚ “ D.

(73.50)

We have DD˚ “ 1 “ D˚D.

Lemma 73.10.
We have ϵpui̊jq “ δij.

Proof. If we apply ϵ on the definition (73.42) we get a non vanishing contribution only from the
term σ “ Id. Thus we see that ϵpDijq “ δij and the result follows immediately.

Notice that this result is part of the fact that PolpUqpnqq is an Hopf algebra with involution
(see lemma 54.36).

Using the formula

δijD “
nÿ

k“1
p´qqk´juikDjk, (73.51)

one proves that
nÿ

k“1
uikuj̊k “ δij1 “

nÿ

k“1
uk̊iukj . (73.52)EquustrunsuqnEquustrunsuqn

Lemma 73.11.
In SUqpnq we have the relations[952, 956]

uk̊luij “ uijuk̊l if k ‰ i (73.53a)eqREflsuusikleqREflsuusikl

ui̊jukj “ q´1ukjui̊j ` pq´1 ´ qq
ÿ

săj
uksui̊s if i ‰ k (73.53b)subequkluijeqkneqiuustsubequkluijeqkneqiuust

ui̊juik “ quikui̊j ` pq2 ´ 1q
ÿ

sąi
us̊jusk if j ‰ k (73.53c)

ui̊juij “ uijui̊j ` pq2 ´ 1q
ÿ

sąi
us̊jusj ` p1´ q2q

ÿ

săj
uisui̊s (73.53d)EqLemsumsumstarparEqLemsumsumstarpar
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where i, j, k, l P t1, 2, . . . , nu and the sums are running up to n.

Proof. We are starting from equation (73.31) that we multiply on the left by ui̊r, on the right by
us̊p and sum over i and p:

ÿ

pikl

Rklijui̊rukmulpus̊p “
ÿ

irkl

Rmpkl ui̊ruikujlus̊p. (73.54)

Using (73.52), the sum over p is easy to perform on the left hand side while the sum over i is easy
to perform on the right hand side:

ÿ

ikl

Rklijui̊rukmδls “
ÿ

pkl

Rmpkl δrkujlus̊p. (73.55)

For the sake of unifying the notations, we rename the summation variable p to i in the right hand
side: ÿ

ik

Rksij ui̊rukm “
ÿ

il

Rmirl ujlus̊i. (73.56)

At this point we have four possibilities following s “ j or s ‰ j and m “ r or not. We look at the
case s “ j, m “ r. In the expression ÿ

il

Rmimluslus̊i, (73.57)

only the term i “ l is not zero. Thus the equality reduces to
ÿ

k

Rksksuk̊mukm “
ÿ

i

Rmimiusius̊i. (73.58)

We divide the sum over k into k “ s and k ‰ s and the sum over i into i “ m and i ‰ m:

Rssssus̊musm `
ÿ

jąs
Rksksuk̊mukm “ Rmmmmusmus̊m `

ÿ

iăm
Rmimiusius̊i. (73.59)

Changing the names sÑ i and mÑ j we have

q´1ui̊juij “ uijui̊j ` pq2 ´ 1q
ÿ

kąi
uk̊jukj ` p1´ q2q

ÿ

kăj
uiku

˚uik. (73.60)

This proves the equality (73.53d).

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 73.12
For the other ones, I think that one has to work with the other possibilities about s “ j and m “ r.
To be checked.

The quantum group SUqpnq is the unital C˚-algebra obtained from the completion of Aq on
which the map ∆ extends to a C˚-homomorphism

∆: SUqpnq Ñ SUqpnq b SUqpnq. (73.61)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 73.13
Is the completion with that requirement unique?

73.2.2 Norm
Propqpiideinve

Proposition 73.14.
If π is a representation of Aq on D, then }πpuijq}2 ď 1.
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Proof. Using relation (73.52) we have for every f P D that

}f}2 “ xf, fy
“ x

ÿ

k

πpuikq˚πpuikqf, fy

“
ÿ

k

xπpuikqf, πpuikqfy

“
ÿ

k

}πpuikqf}2.

(73.62)

If }f} “ 1, we thus have }πpuikq} ď 1 and

}πpuikq}2 “ sup
}f}“1

}πpuikqf}2 ď 1. (73.63)

CorOpOdquijInverti

Corollary 73.15.
The operator Id´qπpuijq is invertible.

Proof. Since q ă 1 and }πpuijq} ď 1, it is impossible to have
“

Id´qπpuijq
‰
f “ 0 without violating

}πpuijq} ď 1.

73.3 Representations of SUqp3q

We are following [956].
Lemxijxstijsuqt

Lemma 73.16.
In SUqp3q we have the relations

u11u1̊1 “ p1´ q2q ` q2u1̊1u11 (73.64a)subequustuuuutroisisubequustuuuutroisi

u12u1̊2 “ q2p1´ q2q ` q2u1̊2u12 ´ q2p1´ q2qu1̊1u11 (73.64b)subequustuuuutroisiisubequustuuuutroisii

u21u2̊1 “ p1´ q2q ` q2u2̊1u21 ´ p1´ q2qu1̊1u11 (73.64c)
u22u2̊2 “ p1´ q2q ` q2u2̊2u22 ´ p1´ q2qpu2̊1u21 ` u1̊2u12q ´ p1´ q2q2u3̊1u31. (73.64d)

Proof. Let us set i “ j “ 1 in (73.53d). The second sum vanishes while we reform the first sum
by adding and substracting pq2 ´ 1qu1̊1u11. What we obtain is

u1̊1u11 “ u11u1̊1 ` pq2 ´ 1q
ÿ

k

uk̊1uk1
loooomoooon

“1

´pq2 ´ 1qu1̊1u11. (73.65)

So
q2u1̊1u11 “ u11u1̊1 ` pq2 ´ 1q (73.66)

which is the relation (73.64a).
In order to prove the relation (73.64b) we start from

u12u1̊2 “ u1̊2u12 ´ pq2 ´ 1qpu2̊2u22 ` u3̊2u32loooooooomoooooooon
“1´u˚

12u12

q ´ p1´ q2qu11u1̊1 (73.67)

in which we substitute the value of u11u1̊1 given by (73.64a).

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 73.17
I guess this is the same for the other relations, setting other values for i and j.
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Lemuijustijnstarnsubeqijuk

Lemma 73.18.
In SUqp3q we have the relations

u11pu1̊1qn “ p1´ q2nqpu1̊1qn´1 ` q2npu1̊1qnu11 (73.68a)subeqlemuijuklstarnisubeqlemuijuklstarni

u12pu1̊2qn “ q2p1´ q2nqpu1̊2qn´1 ` q2npu1̊2qnu12 ´ q2p1´ q2nqpu1̊2qn´1u1̊1u11 (73.68b)
u21pu2̊1qn “ p1´ q2nqpu2̊1qn´1 ` q2npu2̊1qnu21 ´ p1´ q2nqpu2̊1qn´1u1̊1u11 (73.68c)

u22pu1̊2qn “ qnpu1̊2qnu22 ´ q2 1´ q2n

qn
pu1̊2qn´1u1̊1u21 (73.68d)subeqlemuijuklstarnivdsubeqlemuijuklstarnivd

u22pu2̊1qn “ qnpu2̊1qnu22 ´ 1´ q2n

qn
pu2̊1qn´1u1̊1u12 (73.68e)

u23pu2̊1qn “ qnpu2̊1qnu23 ´ 1´ q2n

qn
pu2̊1qn´1u1̊1u13. (73.68f)

Proof. Equation (73.68a) is checked by setting i “ j “ 1 in equation (73.53d).
Let us now check the equation (73.68d). First, writing (73.53b) with i “ j “ l “ 1, k “ 2 and

taking the adjoint produces
u21u1̊1 “ qu1̊1u21. (73.69)EquduuuuqstarlemEquduuuuqstarlem

Now if we write equation (73.53b) with k “ 1 and l “ i “ j “ 2 we have

u22u1̊2 “ qu1̊2u22 ´ p1´ q2qu21u1̊1. (73.70)equdduusstarlemequdduusstarlem

Substituting (73.69) into (73.70) we get

u22u1̊2 “ qu1̊2u22 ´ qp1´ q2qu1̊1u21 (73.71)

which is (73.68d) with n “ 1. We proceed now by induction over n. Using the relations

u22u1̊2 “ qu1̊2u22 ´ p1´ q2qu21u1̊1 (73.72a)
u21u1̊2 “ u1̊2u21 (73.72b)

we find

u22pu1̊2qn`1 “ “
qnpu1̊2qnu22 ´ q2´np1´ q2nqpu1̊2qn´1u1̊1u21

‰
u1̊2

“ qn`1pu1̊2qn`1u22 ´ qnp1´ q2qpu1̊2qnu21u1̊1 ´ q2´np1´ q2nqpu1̊2qn´1u1̊1u12u21.
(73.73)

In the second term we substitute u21u1̊1 “ qu1̊1u21 and in the third one we substitute u1̊1u1̊2 “
q´1u1̊2u1̊1. What we get is

u22pu1̊2qn`1 “ qn`1pu1̊2qn`1u22 ´
“
qn`1p1´ q2q ` q1´np1´ q2nq‰pu1̊2qnu1̊1u21 (73.74a)

“ qn`1pu1̊2qn`1u22 ´ pq3`n ´ q1´nqpu1̊2qnu1̊1u21 (73.74b)

“ qn`1pu1̊2qn`1u22 ´ q2 1´ q2pn`1q

qn`1 pu1̊2qnu1̊1u21. (73.74c)

This is equation (73.68d).

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 73.19
I guess the other ones are checked similarly.

By equation (73.33c) we have
u13u31 “ u31u13. (73.75)

Lemma 73.20.
The elements u13 and u31 are normal.
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Proof. What we have to show is u1̊3u13 “ u13u1̊3 (definition 72.19). The relations (73.53d) and
(73.52) provide

u1̊3u13 “ u13u1̊3 ` pq2 ´ 1qpu2̊3u23 ` u3̊3u33loooooooomoooooooon
“1´u˚

13u13

q ` p1´ q2qpu11u1̊1 ` u12u1̊2loooooooomoooooooon
“1´u13u

˚
13

q (73.76a)

“ u13u1̊3 ` pq2 ´ 1qpu13u1̊3 ´ u1̊3u13q. (73.76b)

Thus
u1̊3u13 ´ u13u1̊3 “ pq2 ´ 1qpu13u1̊3 ´ u1̊3u13q (73.77)

and the combination u1̊3u13 ´ u13u1̊3 vanishes.

Let π : SUqp3q Ñ BpHq be a representation. We write xij “ πpuijq.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 73.21
Check if x1n and xn1 are normal for every n and that x1nxn1 “ xn1x1n.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 73.22
I think that looking very hard to [898] can help to justify the fact that x13 and x31 have a basis of
eigenvectors. Since they are commuting, we have a common basis of eigenvectors.

In the remaining I suppose that x13 and x31 have an unique basis of common eigenvectors.
In [956], they ask to see at [958].

Propxuteigenuud

Proposition 73.23.
Let h P Hzt0u be a common eigenvector of x13 and x31, namely suppose x13h “ λh and x31h “ ρh.
Then

x13px11hq “ λ

q
px11hq x13px12hq “ λ

q
px12hq (73.78a)

x31px11hq “ ρ

q
px11hq x31px21hq “ ρ

q
px21hq. (73.78b)

Proof. This is nothing else than the relations

qu13u11 “ u11u13

u12u13 “ qu13u12

u11u31 “ qu31u11.

(73.79)

Let us suppose that ρ ‰ 0 ‰ λ and iterate the equations of proposition (73.23):

x31pxn21qh “
ρ

qn
xn21h. (73.80)

So if not vanishing, the vector xn21h is an eigenvector for x31 with eigenvalue ρ{qn. Since q ă 1,
we must have k P N such that xk21h ‰ 0 and xk`1

21 h “ 0, if not we would have arbitrary large
eigenvalues for x31, which is impossible because }x13} ď 1 by proposition 73.14.

Doing the same with x11 and the eigenvector xk21h of x31 we find l P N such that

xl11x
k
12 ‰ 0 (73.81)

and
xl`1

11 xk12 “ 0. (73.82)
We name h1 that vector: h1 “ xl11x

k
21h. It satisfies

x11h1 “ 0 (73.83a)
x21h1 “ 0 (73.83b)

x31h1 “ ρ

ql`k h1. (73.83c)subeqxtuhurhoqlksubeqxtuhurhoqlk
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Indeed by construction x11h1 “ xl`1
11 xk21h “ 0 and

x21h1 “ x21x
l
11x

k
21h “

1
ql
xl11x

k`1
21 h “ 0 (73.84)

because (73.33b) implies qx21x11 “ x11x21.

Proposition 73.24.
We have }x31} “ 1 and every eigenvalue of x31 is of the form qn for some n P N.

Proof. Using the same way as in the proof of proposition 73.14, we have, for every f P H ,

}f}2 “ x
ÿ

k

xk̊ixkif, fy “
ÿ

k

}xkif}2. (73.85)

Taking f “ h1 and i “ 1 we find

}h1}2 “ }x11h1}2 ` }x21h1}2 ` }x31h1}2 “ }x31h1}2. (73.86)EqhunxtunormsqcompEqhunxtunormsqcomp

Thus
}x31} “ sup

vPH

x13v

}v} ě
}x31h1}
h1

“ 1. (73.87)

From proposition 73.14 we have }x31} ď 1 and thus }x31} “ 1.
Comparing (73.86) with (73.83c) we have

}h1} “
ˇ̌
ˇ̌ ρ

ql`k

ˇ̌
ˇ̌ }h1}, (73.88)

so that |ρ{ql`k| “ 1.

Let h2 be an eigenvector of x31 with eigenvalue ρ2 with |ρ2| “ 1. We have

x31x11h2 “ ρ2
q
x11h2, (73.89)

so that x11h2 has to be an eigenvector of x13 with eigenvalue ρ{q. Since |ρ{q| ą 1 we have x11h2 “ 0.
In the same way we find x21h2 “ 0.

Let m P N be such that xm12h2 ‰ 0 and xm`1
12 h2 “ 0 and set

h0 “ xm12h2. (73.90)

Using the relations

u11u12 “ qu12u11 (73.91a)
u21u12 “ u12u21 (73.91b)
u31u12 “ u12u31 (73.91c)

we have
x11h0 “ x21h0 “ x12h0 “ 0 (73.92)

and, if we set ρ0 “ ρ2,
x31h0 “ ρ0h0 (73.93)

with |ρ0| “ 1.
In addition, if x13h0 “ λ0h0, we have |λ0| “ q2. In order to prove this claim, we need some

more relations. Applying (73.64a) to h0 we have

x11x1̊1h0 “ p1´ q2qh0. (73.94)
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Now we apply to h0 the equality

x11x1̊1 ` x12x1̊2 ` x13x1̊3 “ 1. (73.95)

If x13h0 “ λ0h0 we have x13x1̊3h0 “ λ0λ0h0 “ |λ0|2h0. Thus

x12x1̊2h0 “ pq2 ´ |λ0|2qh0. (73.96)

On the other hand applying (73.64b) to h0 we have

x12x1̊2h0 “ q2p1´ q2qh0. (73.97)

Thus we have |λ0| “ q2.
What we have proved up to here is the following.

Propeignxutxtunonzeroeigvvap

Proposition 73.25.
If there exists h P H such that x13h “ λh and x31h “ ρh with λ ‰ 0 ‰ ρ, then there exists h0 P H
and ψ,φ P S1 such that }h0} “ 1,

x11h0 “ x12h0 “ x21h0 “ 0 (73.98)

and

x13h0 “ λ0h0 (73.99a)
x31h0 “ ρ0h0, (73.99b)

with λ0 “ q2ψ and ρ0 “ φ. The eigenvalues of x31 are of the form qn.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 73.26
Question: do we have }x13} “ q2?

We already know that the representation space H has a basis of common eigenvectors of
x13 “ πpu13q and x31 “ πpu31q. The representations of SUqp3q are now divided in families that
depend on the existence of such eigenvectors with simultaneously non vanishing eigenvalues. The
proposition 73.25 describes the situation where one has a common eigenvector with non vanishing
eigenvalue of x13 and x31. The following theorem describes the representations in that case.

ThoRepresSUqtnz

Theorem 73.27.
Let π be a representation of SUqp3q on H . Suppose that it contains a common eigenvector h0 of x13
and x31 with simultaneously non vanishing eigenvalues. Let us write x13h0 “ λ0h0, x31h0 “ ρ0h0
with λ0 ‰ 0 ‰ ρ0. Then there exist ψ,φ P S1 such that λ0 “ q2ψ and ρ0 “ φ.

Moreover the representation is described in the following way: let

|0, 0, 0y “ h0 (73.100a)

|N, 0, 0y “ 1
AN

px1̊1qN |0, 0, 0y (73.100b)

|N,M, 0y “ 1
qMpN`1q px1̊2qM |N, 0, 0y (73.100c)

|N,M,Ly “ 1
qNLAL

px2̊1qL|N,M, 0y (73.100d)
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where N,M,L P N and AN “
´śN

j“1p1´ q2jq
¯1{2

. Then the action of SUqp3q on H is given by

x11|N,M,Ly “ p1´ q2N q1{2|N ´ 1,M,Ly (73.101a)subeqxijNMLasubeqxijNMLa

x12|N,M,Ly “ qN`1p1´ q2M q1{2|N,M ´ 1, Ly (73.101b)
x13|N,M,Ly “ q2`N`Mψ|N,M ´ 1, Ly (73.101c)
x21|N,M,Ly “ qN p1´ q2Lq1{2|N,M,L´ 1y (73.101d)
x22|N,M,Ly “ ´qL`M`1ψ̄φ̄|N,M,Ly (73.101e)

´
´
p1´ q2Lqp1´ q2M qp1´ q2pN`1qq

¯1{2|N ` 1,M ´ 1, L´ 1y (73.101f)

x23|N,M,Ly “ qL`1p1´ q2pM`1qq1{2φ̄|N,M ` 1, Ly (73.101g)

´ qM`1
´
p1´ q2Lqp1´ q2pN`1qq

¯1{2
ψ|N ` 1,M,L´ 1y (73.101h)

x31|N,M,Ly “ qN`Lφ|N,M,Ly (73.101i)
x32|N,M,Ly “ qM p1´ q2pL`1qq1{2ψ̄|N,M,L` 1y (73.101j)

´ qL
´

1´ q2pN`1qp1´ q2M q
¯
φ|N ` 1,M ´ 1, Ly (73.101k)

x33|N,M,Ly “ ´qL`M`1p1´ q2pN`1qqψφ|N ` 1,M,Ly (73.101l)

´
´
p1´ q2pL`1qqp1´ q2pM`1qq

¯1{2|N,M ` 1, L` 1y, (73.101m)

and

x1̊1|N,M,Ly “ p1´ q2pN`1qq1{2|N ` 1,M,Ly (73.102a)
x1̊2|N,M,Ly “ qN`1p1´ q2pM`1qq1{2|N,M ` 1, Ly (73.102b)
x1̊3|N,M,Ly “ q2`M`N ψ̄|N,M,Ly (73.102c)
x2̊1|N,M,Ly “ qN p1´ q2pL`1qq1{2|N,M,L` 1y (73.102d)
x2̊2|N,M,Ly “ ´qL`M`1φ|ψ|2|N,M,Ly (73.102e)

´
´
p1´ q2pL`1qqp1´ q2pM`1qqp1´ q2N q

¯1{2|N ´ 1,M ` 1, L` 1y (73.102f)

x2̊3|N,M,Ly “ qL`1p1´ q2M q1{2φ|N,M ´ 1, Ly (73.102g)

´ qM`1
´
p1´ q2N qp1´ q2pM`1qq

¯1{2
ψ̄|N ´ 1,M ` 1, Ly (73.102h)

x3̊1|N,M,Ly “ qN`Lp1´ q2Lq1{2ψ|N,M,L´ 1y (73.102i)

qL
´
p1´ q2N qp1´ q2pM`1qq

¯1{2
φ̄|N ´ 1,M ` 1, Ly (73.102j)

x3̊3|N,M,Ly “ qL`M`1p1´ q2N q1{2ψ̄φ̄|N ´ 1,M,Ly (73.102k)

´
´
p1´ q2Lqp1´ q2M q

¯1{2|N,M ´ 1, L´ 1y. (73.102l)

The basis t|N,M,Lyu of H is orthonormal, that is

xL,M,N |A,B,Cy “ δANδBMδCL. (73.103)

Before to pass to the proof, we give some formulas that are used in the proof.
LemTechrepresSUqtnez

Lemma 73.28.
Under the assumptions of theorem 73.27 we have

ItemLemTechrepresSUqtnez

(1) u11pu1̊2qMh0 “ 0.



73.3. REPRESENTATIONS OF SUQp3q 3709

Proof. We proof (1) by induction over M . For M “ 1 we apply the relation

u11u1̊2 “
1
q
u1̊2u11 ` pq´1 ´ qqpu2̊2u21 ` u32u31q (73.104)

to h0. By construction x11h0 “ x21h0 “ 0. Since qu31u3̊2 “ u3̊2u31, the vector u3̊2h0 is an
eigenvector of x31 with eigenvalue ρ0{q. Thus

u3̊2h0 “ 0 (73.105)

because |ρ0{q| ą 1. Item (1) is proved.

proof of theorem 73.27. Existence of h0, ψ and φ are part of proposition 73.25. The action of
SUqp3q on the basis |N,M,Ly is computed using the commutation relations and the lemmas 73.16
and 73.18. That computation proves in the same time that the vectors |N,M,Ly actually form a
basis.

For sake of simplicity in the computations we introduce the vectors

h1
N,M,L “ px2̊1qLpx1̊2qM px1̊1qNh0 (73.106)

or
h1
N,M,L “ ANALq

MpN`1qqNL|N,M,Ly. (73.107)EqhpcoeffndeketNMLEqhpcoeffndeketNML

Let us perform the computation for (73.101a). First we compute x11h1
N,M,0:

x11h
1
N,M,0 “ x11pX1̊2qM px1̊1qN “ qNMx11px1̊1qN px1̊2qMh0. (73.108)

We used x1̊2x1̊1 “ qx1̊1x1̊2. Using lemma 73.18 we get

x11h
1
N,M,0 “ qMN

´
p1´ q2N qpu1̊1qN´1 ` q2N pu1̊1qNu11

¯
pu1̊2qMh0 (73.109)

Using lemma 73.28 it remains

x11h
1
N,M,0 “ qMN p1´ q2N qpx1̊1qN´1px1̊2qMh0 (73.110a)

“ qMN p1´ q2N q 1
qMpN´1q pu1̊2qM pu1̊1qN´1 (73.110b)

“ qM p1´ q2N qh1
N´1,M,0. (73.110c)

Using now the relation u11u2̊1 “ qu2̊1x11 we have

x11h
1
N,M,L “ x11px2̊1qLh1

N,M,0 (73.111a)
“ qLpx2̊1qLx11h

1
N,L,0 (73.111b)

“ qL`M p1´ q2Nqh1
N´1,M,N . (73.111c)

Using the conversion factor (73.107) we get the desired action:

x11|N,M,Ly “ p1´ q2N q1{2|N ´ 1,M,Ly. (73.112)
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73.4 Quantized universal algebras
We follow [857].
Let g be a complex simple Lie algebra of rank n with its standard Lie bialgebra structure

(proposition 54.57). Let q P Czt0u a complex number which is not a root of unity 3.
We denote by h a Cartan subalgebra of g, by α1, . . . , αn the simple roots and Aij “ 2pαi,αjq

pαi,αiq
the Cartan matrix 4. We also introduce the following notations:

qi “ qpαi,αiq{2

pa; tqk “ p1´ aqp1´ atq . . . p1´ atk´1qˆ
m

n

˙

t

“ pt; tqm
pt; tqnpt; tqm´n

.

(73.113)

The latter are the t-binomial coefficients also called Gauss polynomial.

Definition 73.29.
Let g be a simple complex Lie algebra with its Cartan matrix

Aij “ 2pαi, αjqpαi, αiq . (73.114)

The Hopf algebra Uhg on Cvhw is the algebra generated by Xi, Yi, Hi (i “ 1, . . . , n) which is
complete for the h-adic topology and subject to the relations

rHi, Hjs “ 0
rHi, X

˘
j s “ ˘pαi, αjqX˘

j

rX`
i , X

´
j s “ δij

sinh
`
h
2Hi

˘

sinh
`
h
2
˘

1´Aijÿ

k“0
p´1qk

ˆ
1´Aij
k

˙
pX˘

i qkX˘
j pX˘

i q1´Aij´k “ 0 if i ‰ j.

(73.115)

Proposition 73.30.
The following defined a structure of Hopf algebra on Uhg:

∆pHiq “ Hi b 1` 1bHi, ∆pX˘
i q “ q´Hi{2 bX˘

i `X˘
i b qHi{2,

SpHiq “ ´Hi, SpX˘
i q “ ´q˘1

i X˘
i ,

ϵpHiq “ 0, ϵpX˘
i q “ 0.

(73.116)

Lemma 73.31.
The algebra Uhg accepts the set of generators tHi, Ei, Fiu with

#
Ei “ X`

i q
´Hi{2 (73.117a)

Fi “ X´
i q

Hi{2. (73.117b)

The coproduct is given by

∆pEiq “ Ei b 1` q´Hi b Ei (73.118a)
∆pFiq “ 1b Fi ` Fi b qHi , (73.118b)

the antipode is

SpEiq “ ´qHiEi (73.119a)
Spfiq “ ´Fiq´Hi , (73.119b)

3. There are no n P N such that qn
“ 1.

4. This is a different convention from [857] in which Aij “ 2pαi, αiq{pαj , αjq.
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and the counit is

ϵpEiq “ 0 (73.120a)
ϵpFiq “ 0. (73.120b)

Proof. In order to see how it works, we show the formula for ∆pEiq.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 73.32
One has to check the others.

We consider the expansion qx “ ř
k akx

k. We have

pab bqqXb1 “
ÿ

k

akpab bqpX b 1qk (73.121a)

“
ÿ

k

akaX
k b b (73.121b)

“ aqX b b. (73.121c)

In the same way pab bqq1bX “ ab bqX . Using these formulas we find

∆pEiq “ ∆pXiq∆pq´Hi{2q “ `
q´Hi{2 bX˘

i `X˘
i b qHi{2˘q´ 1

2 pHib1qq´ 1
2 p1bHiq (73.122a)

“ q´Hi{2q´Hi{2 bX˘
i q

´Hi{2 `X˘
i q

´Hi{2 b qHi{2q´Hi{2 (73.122b)
“ q´Hi b Ei ` Ei b 1. (73.122c)

If V1 and V2 are Kvhw-modules we define V1b̂V2 as the limit

V1b̂V2 “ limÐn
V1{hnV1 b V2{hnV2. (73.123)

This is the completion of V1 b V2 for the h-adic topology.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 73.33
I’ve to know if that limit is the one defined in section 47.2.

ThoIsomUhGUg

Theorem 73.34.
Let g be a simple complex finite dimensional Lie algebra with its standard Lie bialgebra structure.

(1) There exists an algebra isomorphism

UhgÑ pUgqvhw (73.124)

which is the identity modulo hCvhw.
(2) That isomorphism can be chosen in such a way to be the identity on h.
(3) The center of Uhg is isomorphic to Zvhw if Z is the center of Ug.

For a proof, see [857], page 60.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 73.35
If you understand the proof, please write me an email.

A Uhg-module V is finite dimensional if it is a K-module of finite type. The corresponding
homomorphism π : UhgÑ EndpV q is a finite dimensional representation.

This theorem allows to bring the representation theory of the classical case (Ug) to the quantum
case. More precisely if Mh is the category of finite dimensional Uhg-modules and if Mg is the one
of finite dimensional g-modules, we can define a functor

F : Mg Ñ Mh

V ÞÑ V vhw (73.125)
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and the action of Uhg on V vhw is the composition of the action of pUgqvhw and ψ where

ψ : UhgÑ pUgqvhw (73.126)

is the isomorphism of theorem 73.34.
We also consider the functor

G : Mh Ñ Mg

GpW q “W {hW. (73.127)

The action of Ug on W {hW is given by

X · rvs “ “
ψ´1pXq· v

‰
(73.128)

where v PW , rvs is the class modulo vhw and ψ is the isomorphism of theorem 73.34. Notice that
the action is well defined since

ψ´1pXq· pv ` hwq “ ψ´1pXq· v ` hψ´1pXq·w. (73.129)

The last term belongs to hW .

Proposition 73.36.
The functors F and G are a bijections between the isomorphisms classes of objects of Mg and Mh.
The simple modules in Mg correspond to the indecomposable modules in Mh.

The reference [857] says that the proof is straightforward. I didn’t tried 5.
Let P` be the set of dominant weights of g. We denote by L0pΛq the Ug-module of highest

weight Λ P P`. Then we denote by LpΛq such that

L0pΛq “ LpΛq{hLpΛq. (73.130)

The corresponding representation is written πΛ. If Λ “ ωi is the ith fundamental weight (i.e.
ωipHjq “ δij) then we say that πωi is the ith fundamental representation of Uhg.

Lemma 73.37.
The module LpΛq defined by L0pΛq “ LpΛq{hLpΛq is equivalently given by

LpΛq “ L0pΛqvhw. (73.131)

Proof. The quotient LpΛq{hLpΛq consist in removing all the terms of nonzero order in h. Thus

LpΛq “ LpΛq
hLpΛqvhw. (73.132)

Proposition 73.38.
Let Λ be a dominant weight and L0pΛq be the Ug-module of highest weight Λ. We consider the
Uhg-module LpΛq “ L0pΛqvhw. We have the weight decomposition

L0pΛq “
à

λPP pλq
L0pΛqλ (73.133)

where P pΛq is the set of weights of L0pΛq and

L0pΛqλ “ tv P L0pΛq tel que av “ λpaqv @a P hu. (73.134)

Correspondingly we have the decomposition

LpΛq “ à

λPP pΛq
LpΛqλ (73.135)

where
LpΛqλ “ L0pΛqλvhw “ tv P LpΛq tel que av “ λpaqv @a P h Ă Uhgu. (73.136)

5. Let me know if it is straightforward;)



73.5. QUANTUM UNIVERSAL ENVELOPING ALGEBRA 3713

Proposition 73.39.
The finite dimensional indecomposable Uhg-module LpΛq is generated by a vector vΛ such that

"
X`
i vΛ “ 0 (73.137a)

HivΛ “ ΛpHiqvΛ. (73.137b)

This vector is the highest weight vector and Λ is the highest weight of LpΛq.
In the same way, the module LpΛq is generated by a vector vΛ̃ such that

#
X´
i vΛ̃ “ 0 (73.138a)

HivΛ̃ “ Λ̃pHiqvΛ̃ (73.138b)

where Λ̃ “ w0Λ and w0 is an element of the Weyl group of longest length. The vector vΛ̃ is a
lowest weight vector of LpΛq.

The vectors vΛ and vΛ̃ are unique up to scalar multiple.

73.4.1 Example with slp2,Cq

The classical representations of slp2,Cq are given in section 53.18 and equations (53.332). In
the case of Uh slp2,Cq, the representation space is given by Vmvhw and if v P Vmvhw, Z P Uh slp2,Cq
we define the corresponding representation

Z · v “ ψpZq· v (73.139)

where ψpZq U slp2,Cqvhw has a well defined action on v P Vmvhw. In order to determine the
representation, we have to write the isomorphism ψ.

73.5 Quantum universal enveloping algebra
One speak about the representations of Uqg in the chapter 10 of [959].

DefUqlG

Definition 73.40.
The quantum universal enveloping algebra Uqg is the complex unital algebra with generators
X`
i , X´

i , Ki and K´1
i (i “ 1, . . . , n) and the relations

(1) KiK
´1
i “ K´1

i Ki “ 1;
(2) rKi,Kjs “ 0;

(3) rX`
i , X

´
j s “ δij

K2
i ´K´2

i

qi´q´1
i

;
EqUqlGdefiv

(4) KiX
˘
j “ q˘pαi,αjqX˘

j Ki;
(5)

1´Aijÿ

k“0
p´1qk

ˆ
1´Aij
k

˙

qi

pX˘
i qkX˘

j pX˘
i q1´Aij´k “ 0 (73.140)

where qi “ qpαi,αiq{2.

We will sometimes write Xi for X`
i and Yi for X´

i .

Remarque 73.41.
In the literature we find other conventions. In [849] the algebra Uqg has the relations

rEi, Fjs “ δij
Ki ´K´1

i

q ´ q´1 (73.141)

and
KiEjK

´1
i “ qAijEj . (73.142)

This correspond to an other choice of q and K Ñ K2.
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Proposition 73.42.
The algebra Uqg becomes a Hopf algebra with the definitions

∆pKiq “ Ki bKi ∆pX˘
i q “ X˘

i bKi `K´1
i bX˘

i (73.143a)
SpKiq “ K´1

i SpX˘
i q “ ´q˘1

i X˘
i (73.143b)subEqantpUqGlsubEqantpUqGl

ϵpKiq “ 1 ϵpX˘
i q “ 0 (73.143c)

where qi “ qpαi,αiq{2.

Proof. We have to check the relations of definition 54.27 on the generators. Let us begin by
pIdbϵq∆ “ Id:

pIdbϵq∆Ki “ pIdbϵqpKi bKiq “ Ki b 1 “ Ki (73.144a)
pIdbϵq∆X`

i “ pIdbϵqpX`
i bK `K´1 bX`

i q (73.144b)
“ X`

i b 1`K´1 b 0 (73.144c)
“ X`

i . (73.144d)

We also have

µpIdbSq∆X`
i “ µpX`

i b SK `K´1 b SX`
i q (73.145a)

“ X`
i K

´1 ´ qiK´1X`
i (73.145b)

“ 0 (73.145c)
“ ηϵX`

i . (73.145d)

We used the relation ((4)) of definition 73.40.

We denote by Uqb` the Hopf subalgebra of Uqg generated by tX`
i ,Ki,K

´1
i ui“1,...,n and by

Uqb´ the one generated by tX´,Ki,K
´1
i ui“1,...,n. The Hopf subalgebra generated by tKi,K

´1
i ui

will be denoted by Uqh.
We denote by Uqn` the subalgebra generated by tX`

i ui and by Uqn
´ the one generated by

tX´
i u. These two subalgebras are not Hopf subalgebras since the coproduct of X˘

i involves Ki.
For each ν P N we will denote by pUqn`qν the subspace of Uqn` generated by the monomials of
length ν:

X`
i1X

`
i2 . . . X

`
iν
. (73.146)

73.5.1 Admissible modules

If V is a finite dimensional Uqg-module and if λ P h˚ we define

Vλ “ tv P V tel que Kiv “ qpλ,αiqvu. (73.147)

Definition 73.43.
A finite dimensional Uqg-module is admissible if it accepts the decomposition

V “ à
λPh˚

Vλ. (73.148)

If V and W are admissible Uqg-modules we define

ψV,W : V bW Ñ V bW
v b w ÞÑ qpλ,µqv b w (73.149)

if v P Vλ and w PWµ.

Theorem 73.44.
There exists an element Θ P Uqgb̂Uqg such that
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(1) Θ reads as a sum Θ “ ř8
ν“0 Θν with Θ0 “ 1b 1 and

Θν P pUqn`qνpUqhq b pUqn´qνpUqhq; (73.150)

(2) for every pair of modules V and W we have

ΘψV,W∆paq “ ∆1paqΘψV,W (73.151)

where ∆1 “ σ ˝∆.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 73.45
Write me if you know a proof of that.

Let an admissible module
V “ à

λPh˚

Vλ (73.152)

with
Vλ “ tv tel que Kiv “ qpλ,αiqvu. (73.153)

Let v P Vλ, using the commutation relations we have

KiX
`
j v “ qpαi,αjqX`

j Kiv (73.154a)
“ qpαi,αjqqpλ,αiqX`

j v (73.154b)
“ qpαj`λ,αiqX`

j v. (73.154c)

Thus we have
X`
j Vλ Ă Vαj`λ. (73.155)

73.5.2 Example on Uq slp2,Cq

For notational simplicity we write

rns “ qn ´ q´n

q ´ q´1 (73.156)

and
rns! “ r1sr2s . . . rns. (73.157)

We follow [849] and we consider the algebra Uq slp2,Cq defined by the generators E, F , K,
K´1 and the relations SubEqsDefUrsldc

KK´1 “ K´1K “ 1 (73.158a)
KEK´1 “ q2E (73.158b)EqUqslKEKEqUqslKEK

KFK´1 “ q´2F (73.158c)EqsiKFKqdGFEqsiKFKqdGF

rE,F s “ K ´K´1

q ´ q´1 . (73.158d)

The first point is to show that this family of algebra is the same as the one defined in definition 73.40
in which we pose pα, αq “ 1

2 because of equation (51.156). For this purpose we temporally rewrite
the equations (73.158) as

HEH´1 “ r2E (73.159a)
HFH´1 “ r´2F (73.159b)

rE,F s “ H ´H´1

r ´ r´1 (73.159c)
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and we consider the map ψpHq “ K2, ψpEq “ aX, ψpF q “ bY . We have

ψpHEH´1q “ aK2XK´1 “ aKq1{2XK´1 “ aqX, (73.160)

and on the other hand r2ψpEq “ ar2X, so that we must have q “ r2. As for the commutator we
have

rψpEq, ψpF qs “ abrX,Y s “ ab
K2 ´K´2

q1{4 ´ q´1{4 , (73.161)

so we need to fix a and b in such a way that

ab

q1{4 ´ q´1{4 “
1

r ´ r´1 . (73.162)

The algebras (73.158) is then the same as the algebra (73.40) with g “ slp2,Cq.
Lemma 73.46.
There is an unique automorphism of Uq slp2,Cq such that ωpEq “ F , ωpF q “ E and ωpKq “ K´1.

Proof. Unicity is automatic since ω is defined on the generators. The point is only to see that it
extends as an automorphism. As an example we have ωpKEK´1q “ K´1FK while q2ωpEq “ q2F ,
but equation (73.158c) says that K´1FK “ q2F .

The other relations are checked in the same way.

Lemma 73.47.
Let m ě 0 and n P Z. We have the following relations:

EmKn “ q´2mnKnEm (73.163a)EqComUqslEmKnEqComUqslEmKn

FmKn “ q2mnKnFm, (73.163b)

and

rE,Fms “ rmsFm´1 q
´pm´1qK ´ qm´1K´1

q ´ q´1 (73.164a)EqComUqslEFmEqComUqslEFm

“ rmsq
m´1K ´ q´pm´1qK´1

q ´ q´1 Fm´1 (73.164b)EqComUqslEFmbEqComUqslEFmb

and

rEm, F s “ rmsq
´pm´1qK ´ qm´1K´1

q ´ q´1 Em´1 (73.165a)

“ rmsEm´1 q
m´1K ´ q´pm´1qK´1

q ´ q´1 . (73.165b)

Proof. We check the relations (73.163a) and (73.164a). The other can be deduced applying ω.
For the first one, we use the commutator (73.158b) under the form EK “ q´2KE. We have
EmK “ q´2mKEm.

With m “ 1 the relation (73.164a) reduces to the definition of Uq slp2,Cq. We proceed by
induction on m: assuming that the result is true with m´ 1 we have

rE,Fms “ rE,Fm´1sF ` Fm´1rE,F s (73.166)

in which we substitute

rE,Fm´1sF “ rm´ 1sFm´2 q
´pm´2qK ´ qm´2K´1

q ´ q´1 F. (73.167)

Grouping the terms we find

rE,Fms “ Fm´1

q ´ q´1

´
rm´ 1spq´mK ´ qmK´1q `K `K´1

¯
(73.168)
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The coefficient with K in the parenthesis is

rm´ 1sq´m ` 1 “ qm´1 ´ q´m`1

q ´ q´1 q´m ` 1. (73.169a)

Taking the common denominator we find

q´m`1 q
m ´ q´m

q ´ q´1 “ q´m`1rms. (73.170)

Putting all together we find the result.
CorvKEnvKvaep

Corollary 73.48.
If v is an eigenvector of K with eigenvalue α, and if vn “ Env is non vanishing, then it is an
eigenvector with eigenvalue q2nα. In particular the vectors vn are distinct.

Proof. This is a computations using the relation (73.163a):

KEnv “ q2nEnKv “ q2nαEnv. (73.171)

Since g “ slp2,Cq, the Cartan algebra is one dimensional and the roots are just numbers. Let
V be a Uq slp2,Cq-module. We consider, for λ ‰ 0,

Vλ “ tv P V tel que Kv “ λvu. (73.172)

We say that λ is a weight is Vλ ‰ t0u.
Let V be a Uq slp2,Cq-module and λ P C. One say that v ‰ 0 is a height weight vector of

weight λ if Ev “ 0 and Kv “ λv. The module V is said to be a highest weight if it is generated
by a highest weight vector.

Lemma 73.49.
We have EVλ Ă Vq2λ and FVλ Ă Vq´2λ.

Proof. If v P Vλ the relations (73.158b) and (73.158c) imply

KpEvq “ q2EKv “ q2λpEvq (73.173)

and
KpFvq “ q´2FKv “ q´2λpFvq. (73.174)

PropFDmodulehashiweightvec

Proposition 73.50.
Every finite dimensional Uq slp2,Cq-module has a highest weight vector.

Proof. Since C is algebraically closed, the operator K has an eigenvector. Let Kw “ αv with
α ‰ 0. If Ew “ 0, this is a highest weight vector. If not we consider wn “ Enw (n P N). By
corollary 73.48, the vectors wn are eigenvectors of K with distinct eigenvalues; thus there exists a
n such that wn ‰ 0 and wn`1 “ 0.

Lemma 73.51.
If V is a finite dimensional Uq slp2,Cq-module, the elements E and F are nilpotent as endomor-
phisms of V .

Proof. Let U be an unitary matrix such that U˚EU is upper diagonal (proposition 46.3). The
eigenvalue of E and U˚EU are the same and are on the diagonal of U˚EU . If we prove that the
eigenvalue of E are zero, then U˚EU will be nilpotent and thus E itself will be nilpotent.

Let Ev “ λv. Since EKv “ λq´2Kv, the vectors Knv are eigenvectors of E with distinct
eigenvalues λq´2n. This is impossible in a finite dimensional space, so λ “ 0.
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Proposition 73.52.
Let V be a Uq slp2,Cq-module and v a highest weight vector of weight λ. We consider the sequence
v0 “ v

vp “ 1
rps!F

pv. (73.175)

Then each time vp is nonzero we have subeqsActionUqsldcVp

Kvp “ λq´2pvp (73.176a)EqKvpqdpvpEqKvpqdpvp

K´1vp “ λ´1q2pvp (73.176b)

Evp “ q´pp´1qλ´ qp´1λ´1

q ´ q´1 vp´1 (73.176c)

Fvp´1 “ rpsvp. (73.176d)

Proof. For the first one, using the commutation relations,

Kvp “ 1
rps!KF

pv (73.177a)

“ 1
rps!q

2pF pKv (73.177b)

“ 1
rps!λq

2pF pv (73.177c)

“ λq2pvp. (73.177d)

The action of K´1 is immediately deduced from that one applying K on both sides. For the last
one,

Fvp´1 “ 1
rp´ 1s!F

pv “ 1
rp´ 1s! rps!vp “ rpsvp. (73.178)

And for the second one we write EF pv “ rE,F psv ` F pEvloomoon
“0

in which we substitute (73.164b). We

find
Evp “ qp´1K ´ q´pp´1qK´1

q ´ q´1 vp´1. (73.179)

We already know the action of K and K´1 on vp´1.

Corollary 73.53.
The vectors vp are eigenvectors of K with distinct eigenvalues.

Proof. This is equation (73.176a) and the fact that q is not a root of unity.

The structure of the simple Uq slp2,Cq-modules is described by the theorems 73.54 and 73.55.
ThoVfintemofdsldcun

Theorem 73.54.
Let V be a finite dimensional Uq slp2,Cq-module generated by a highest weight vector v of weight
λ. Then ItemThoVintmoddcuni

(1) The weight λ reads λ “ ϵqn where ϵ “ ˘1 and n “ dimpV q ´ 1.
ItemThoVintmoddcunii

(2) Set v0 “ v and vp “ 1
rps!F

pv. We have vp “ 0 with p ą n and the set

tv0, v1, . . . , vnu (73.180)

is a basis of V . ItemThoVintmoddcuniii

(3) The action of K on V is diagonalisable and has the m` 1 distinct eigenvalues

tϵqn, ϵqn´2, ¨ ¨ ¨ , ϵq´n`2, ϵq´nu. (73.181)
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ItemThoVintmoddcuniv

(4) Any highest weight vector in V is a multiple of v.
ThoVfintemofdslddeux

Theorem 73.55.
A Uq slp2,Cq-module is simple if and only if it is generated by an highest weight. Moreover if two
modules are generated by a highest weight vector of same weight, they are isomorphic as Uq slp2,Cq-
modules.

Proof of theorem 73.54. We know that the vectors vp are eigenvector ofK with distinct eigenvalues.
Thus there exits n P N such that vn “ 0 and vn`1 “ 0. For that value of n we have vm “ 0 @m ą n
and vm ‰ 0 when m ď n. We also have

0 “ Evn`1 “ q´nλ´ qnλ´1

q ´ q´1 vn, (73.182)

so that q´nλ´ qnλ´1 “ 0. This implies λ “ ˘qn.
Let us now prove that tv0, . . . , vnu is a basis of V . This will show that dimpV q “ n` 1. First

we know that the vectors vi are eigenvectors of K for distinct eigenvalues, so that the set tviu is
free. By hypothesis, the vector space V is generated by v0. From the relations (73.176), we see
that the action of Uq slp2,Cq on the vectors vi will only generate linear combinations of the vectors
vi. Thus the set of vi’s is generating. The points (1) and (2) are proved.

For item (3), the operator K is diagonalisable because the vectors vp form a basis of eigenvectors
of K. The eigenvalues are given by the relation Kvp “ λq´2pvp. Since λ “ ϵqn we have the
eigenvalues

tϵqn, ϵqn´2, . . . , ϵq´nu (73.183)
corresponding to p “ 0, . . . , n.

In order to prove point (4) let v1 be an other highest weight vector. By definition Ev1 “ 0
and there exists an λ1 P C such that Kv1 “ λ1v1. Since v1 is eigenvector of V , this is up to scalar
multiple one of the vectors vi. From the constraint Evi “ 0 we see that i “ 0 so that v1 is multiple
of v0 “ v.

Proof of theorem 73.55. First we suppose that V is generated by an highest weight v and we prove
that it is simple. LetV 1 be a submodule of V . By proposition 73.50 V 1 has an highest weight
vector v1. The vector v1 is highest weight for V also, thus v1 is a multiple of v. Since v P V 1 we
have V Ă V 1 and consequently V “ V 1.

Let V be a simple module, v a highest weight vector in V and V 1 the subspace of V generated
by v. The space V 1 is a submodule of V while V is simple, so V 1 “ V and v generated V .

Finally let V be generated by v of weight λ and V 1 be generated by v1 of same weight λ. Since

λ “ ϵqn “ ϵ1qn1 (73.184)

we have ϵ “ ϵ1 and 6 n “ n1, so the modules V and V 1 have same dimension n ` 1. The set
tvp “ F pv{rps!u is a basis of V while the set tv1

p “ F pv1{rps!u is a basis of V 1. One checks that the
map ψ : V Ñ V 1, ψpviq “ v1

i is an isomorphism of Uq slp2,Cq-modules.

The conclusion is that the Uq slp2,Cq-modules are classified up to isomorphisms by their di-
mension n` 1 and ϵ “ ˘1. We denote by Vϵ,n the module of dimension n` 1 with highest weight
λ “ ϵqn. The corresponding representation ρϵ,n : Uq slp2,Cq Ñ EndpVϵ,nq is given by

Kvp “ ϵqn´2pvp

Evp “ ϵrn´ p` 1svp´1

Fvp´1 “ rpsvp
(73.185)

with p “ 0, . . . , n.
6. Once again we use the fact that q is not a root of unity.
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73.6 Quantized function algebra
Definition 73.56.
Let G be the connected simply connected Lie group with Lie algebra g. The quantized algebra of
regular functions on the group G is the Hopf ˚-subalgebra of matrix elements of the unitarizable
finite dimensional Uqg-modules. We denote it by CrGsq

The multiplication law in CrGsq is given by formula (54.94a):

cΛ1

l1,v1cΛ
l,vpxq “ pl1 b lqρΛ1bΛpxqpv1 b vq “ pl1 b lqp∆xqpv1 b vq, (73.186)

so
cΛ1

l1,v1cΛ
l,v “ cΛ1bΛ

l1bl,v1bv (73.187)

where Λ1bΛ stands for the representation of UqgbUqg on LpΛ1qbLpΛq. We can be more explicit
if we write ∆x “ ř

i ai b bi, we have

cΛ
l,vc

Λ1

l1,v1pxq “
ÿ

i

cΛ
l,vpaiqcΛ1

l1,v1pbiq “
ÿ

i

l
`
ρΛpaiqv

˘
l1
`
ρΛ1pbiqv1˘ (73.188)

where ρΛ stands for the representation on LpΛq. At the end the product cΛ1

l1,v1cΛ
l,v is still an element

in CrGsq and so a linear form on Uqg.

Remarque 73.57.
In the setting of Hopf algebra we consider the notion of involution of the definition 54.40 in which
we do not require a˚˚ “ a.

Proposition 73.58.
If q P R0 the map ω : UqgÑ Uqg defined on the generators by

ωpX˘
i q “ X¯

i (73.189a)
ωpKiq “ Ki. (73.189b)

One also speaks about that structure in [960].
Since Uqg is a Hopf ˚-algebra, the dual also becomes a Hopf ˚-algebra by proposition 54.41.

The algebra pUqgq˚ contains in particular the matrix elements of Uqg-modules, so the space CrGsq
is a Hopf ˚-algebra.

Let V “ LpΛq be the simple admissible Uqg-module of highest weight Λ P P` where P` is the
set of dominant weights in h˚. Since it is admissible we have the decomposition

LpΛq “ à
λPh˚

LpΛqλ (73.190)

with
LpΛqλ “ tv P LpΛq tel que Kiv “ qpλ,αiqvu. (73.191)

By general theory (see subsection 54.6.6), the dual vector space LpΛq˚ is also a Uqg-module. We
chose on LpΛq˚ the left Uqg-module structure pa· lq “ Lpaql in the sense of definition (54.119),
that means

pa· lqpvq “ l
`
S´1paqv˘ (73.192)

for any a P Uqg, l P LpΛq˚ and v P LpΛq.
Lemma 73.59.
The module LpΛq˚ accepts the decomposition

LpΛq˚ “ à
λPh˚

LpΛqλ̊ (73.193)EqLLamstdecompllsmaEqLLamstdecompllsma

where LpΛqλ̊ “
`
LpΛq´λ

˘˚.
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Proof. As vector space the decomposition (73.193) is nothing else that pA‘Bq˚ “ A˚ ‘B˚. Let
α P `LpΛqλ

˘˚. By definition (54.119) and using the antipode (73.143b) if v P LpΛqλ we have

pKiαqv “ α
`
S´1pKiqv

˘ “ αpK´1
i vq “ α

`
q´pλ,αiqv

˘ “ q´pλ,αiqαpvq. (73.194)

Thus
Kiα “ q´pλ,αiqα. (73.195)

This proves that `
LpΛqλ

˘˚ “ `
LpΛq˚˘´λ. (73.196)

From a notational point of view, what we write LpΛqλ̊ is

LpΛqλ̊ “
`
LpΛq˚˘

λ
“ `

LpΛq´λ
˘˚ (73.197)

We can consider the regular left and right representations of Uqg on CrGsq, since the latter is
a part of the dual of Uqg. The space CrGsq becomes a Uqgb Uqg-module with the representation
LbR described around equation (54.125).

Proposition 73.60.
The map

ψ : CrGsq Ñ
à

ΛPP`

LpΛq˚ b LpΛq

c
LpΛq
l,v ÞÑ l b v

(73.198)EqhomoCGqLLstarEqhomoCGqLLstar

is an isomorphism of Uqgb Uqg-modules. Here P` is the set of dominant weights of g.

Proof. The fact that ψ is bijective is contained in the definition of CrGsq. The point is to check
that this is a morphism. Let ab b P Uqgb Uqg. The same computation as in (54.126) shows that
`pab bq· cΛ

l,v

˘pxq “ `
LpaqRpbqcΛ

l,v

˘pxq “ cΛ
l,v

`
S´1paqxb˘ “ l

`
S´1paqxbv˘ “ cΛ

Lpaql,bvpxq, (73.199)

so we have
ψpab bq· cΛ

l,v “ Lpaql b bv. (73.200)

On the other hand we have

pab bqψcΛ
l,v “ pab bql b v “ Lpaql b bv. (73.201)

The map ψ is then an homomorphism.
The fact that the sum in (73.198) only runs over the dominant weight comes from subsec-

tion 53.21.3.

Proposition 73.61.
Let w0 be the element of the Weyl group which sends positive roots to negative ones 7. Then we
have

cΛ´Λ,λc
Λ1

´w0Λ1,Λ1 “ q´2xΛ,λycΛ1

´w0Λ1,Λ1cΛ´Λ,λ. (73.202)EqPropcclvlvpppEqPropcclvlvppp

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 73.62
Formula (73.202) is not the one given in [857], equation (2.1.4) page 98. I don’t know where I got
wrong in the computation of the proof.

7. See theorem 51.175
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Proof. Consider the elements cΛ
l,v and cΛ1

l1,v1 in cΛ´Λ,λ and cΛ1

´w0Λ1,Λ1 with

l P LpΛq˚́ Λ, v P LpΛqλ
l1 P LpΛ1q˚́w0Λ1 , v1 P LpΛ1qΛ1 .

(73.203)

First notice that l1pv1q “ 0 because l1 P `
LpΛ1qw0Λ1

˘˚ while v1 P LpΛ1qΛ1 and w0Λ1 ‰ Λ1. In the
same way ρΛ1pX`

i qv1 “ 0 since v1 is a highest weight vector in LpΛ1q.
The product cΛ

l,vc
Λ1

l1,v1 is defined by the equation (54.94a). If we apply it to Ki we find

pcΛ
l,vc

Λ1

l1,v1qpKiq “ pcΛ
l,v b cΛ1

l1,v1qp∆Kiq
“ l

`
ρΛpKiqv

˘
l1
`
ρΛ1pKiqv1˘

“ 0
(73.204)

because ρΛ1pKiqv1 is a multiple of v1. The same shows that pcΛ1

l1,v1cΛ
l,vqpKiq “ 0.

We still have to check the equality on X˘
i . On the left hand side of (73.202) we get

pcΛ
l,vc

Λ1

l1,v1qpX˘
i q “ pcΛ

l,v b cΛ1

l1,v1qpX˘
i bKi `K´1

i bX˘
i q (73.205a)

“ l
`
ρΛpX˘

i qv
˘
l1
`
ρΛ1pKiqv1˘

loooooomoooooon
“0

`l`ρΛpK´1
i qv˘l`ρΛ1pXiq˘v1˘ (73.205b)

“ q´xΛ,λylpvql1`ρΛ1pX˘
i qv1˘. (73.205c)

On the right hand side we have

pcΛ1

l1,v1cΛ
l,vqpX˘

i q “ l1
`
ρΛ1pX˘

i qv1˘l
`
ρKiv

˘` l1`ρΛ1pK´1
i qv1˘

loooooooomoooooooon
“0

l
`
ρΛpX˘

i qv
˘

(73.206a)

“ qxΛ,λyl1
`
ρΛ1pX˘

i qv1˘lpvq.j (73.206b)



Chapter 74

von Neumann algebras

74.1 Functional, representation and automorphism
Let A be an algebra and consider a linear functional φ : A Ñ C. That induces a GNS repre-

sentation π : AÑ EndpV q with

V “ A

tb tel que φpabq “ 0@au. (74.1)

If φ is nondegenerate, the latter ideal reduces to t0u. Let us assume a sort of Riesz theorem: for
every linear functional ψ : AÑ C, there exists a b P A such that ψpaq “ φpabq, @a. If one fixes b,
one can see φpbaq as a functional for a, and thus define σpbq by φpbaq “ φ

`
aσpbq˘.

One can check that this σ is an automorphism of A.

74.2 Commutant
Let M Ă BpH q be a collection of bounded operators on H . The commutant of M in BpH q

is
M 1 “ tS P BpH q tel que TS “ ST @T PMu. (74.2)

From now let M be a self-adjoint algebra of operators on an Hilbert space H which contains 1.
We have three lemmas.

LemUnVN

Lemma 74.1.
If v P H and if P is the projection onto Mv Ď H , then P commutes with all operators in M .

LemDeuxVN

Lemma 74.2.
If S P M2, v P H and ϵ ą 0, there exists a T P M such that }Sv ´ Tv} ď ϵ. Moreover, in the
finite dimensional case, there exists a T PM such that Sv “ Tv.

Proof. Consider P as in lemma 74.1, then P P M 1, so that XP “ PX. Now, the fact that M is
unital gives v PMv from which we deduce Pv “ v. Thus we have

Xv “ XPv “ PXv PMv

because Xv “ P pXvq. The lemma now result from the fact that an element of the closure of Mv
is as close as we want from Mv.

LemTroisVN

Lemma 74.3.
If T P M2, v1, . . . vn P H , and ϵ ą 0, there exists a T P M such that }Svi ´ Tvi} ď ϵ for all i.
Moreover if the finite dimensional case, there exists a T such that Svi “ Tvi.

Proof. Apply lemma 74.2 to the set

N “ tT ‘ T ‘ . . .‘ T P BpH ‘ . . .‘H q tel que T PMu.

3723
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Corollary 74.4.
In the finite dimensional case, we have M2 “M .

Proof. Take a basis of H in the lemma 74.3.
ThoDoubleCommutant

Theorem 74.5 (Double commutant).
Let M Ă BpH q be a set of bounded operators on the Hilbert space H . The double commutant
M2 is the strong closure of M , i.e. the set of strong limits of nets.

Proof. A first evidence is that M Ď M2. Secondly, every commutant is strongly closed, so that
M2 in particular is strongly closed. So it remains to be proved that for each S P M2 is the limit
of some net in M in the strong topology. For that, consider the directed set of finite subsets of H
and consider the directed set

A “ tfinite subsets of H uˆs0,8r

on which we say pF, ϵq ě pF 1, ϵ1q if and only if F 1 Ď F and ϵ ă ϵ1.
For each a “ pF, ϵq P A, we define TpF,ϵq as in lemma 74.3, so we have, for all v P F ,

}TpF,ϵqv ´ Sv} ď ϵ,

which proves that TpF,ϵq converges to S in the strong topology.

Notice that the operator S is in general not a limit of a sequence.

Definition 74.6.
A von Neumann algebra is an unital ˚-subalgebra of BpH q which is equal to its double com-
mutant.

Let G be a group and π, an unitary representation of G and M be the commutant of πpGq.
Since πpgq˚ “ πpgq´1 “ πpg´1q, we have that πpGq is self-adjoint and M is a von Neumann algebra.

We say that a von Neumann algebra is a factor if its center is trivial, i.e. reduces to C Id.
PropprojrepresVN

Proposition 74.7.
Let π be a unitary representation of G on H and H1, an invariant subspace of πpGq. We have

— the orthogonal projection on H1 belongs to M ,
— if P P M is a projection, then PH is a subrepresentation of π, i.e. the closed subspace

πpGqPH .

So, if π is irreducible then M is made of multiples of identity.
LeminvarMprime

Lemma 74.8 ([896]).
Let S be a selfadjoint part of BpH q. A closed subspace H1 of H is S -invariant if and only if
the orthogonal projection on H1 belongs to S 1.

Proof. First, suppose that H1 is S -invariant. Thus for every v P H1 and w P H K
1 , we have

0 “ xSv,w, y “ xv, S˚wy

where S˚ P S by assumption. We conclude that S˚w K H1 for every S P S . Since S ˚ “ S , we
have that H K

1 is S -invariant. Now if P is the orthogonal projector on H1, we decompose x P H
as

x “ Px‘ pId´P qx P H1 ‘H K
1 . (74.3)EqDecomxPxSPEqDecomxPxSP

since H K
1 is S -invariant, or every S P S , we have SpId´P qx P H K

1 , so that PSpId´P qx “ 0.
Thus, using the decomposition (74.3), PSx “ PSPx‘ 0 “ PSPx. But Px P H1, then SPx P H1
and P

`
SPx

˘ “ SPx. We have proven that PS “ SP , it is P P S 1.
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For the second part, assume that P P S 1, then for every v P H1, we have v “ Pv and
Sv “ SPv “ PSv P H1,

which proves that H1 is S -invariant.

Proposition 74.9.
If H1 and H2 are equivalent subrepresentations of H , then the intertwining operator W : H1 Ñ
H2 determines on H a partial isometry such that P1 “W ˚W and P2 “WW ˚.

The following decomposition is the polar decomposition.
PropPolarvNA

Proposition 74.10.
There exists a partial isometry V : Image

`|T |˘Ñ ImagepT ˚q such that T “ V |T |.
In other words, any element of a von Neumann algebra is the product of a positive operator by a

projection. A version of this decomposition for operators in Hilbert spaces is given in lemme 60.66.

Proof. The operator V must satisfy V
`|T |v˘ “ Tv for every v P H . That operator is a partial

isometry because
››|T |v››2 “ x|T |v, |T |vy “ x|T |2v, vy “ xT ˚Tv, vy “ }Tv}2.

It remains to be proved that V PM .
LemVNCommunit

Lemma 74.11.
Every von Neumann algebra is the commutant of an unitary representation.

Proof. Let M be a von Neumann algebra and consider that group G “ UpM 1q, the group of unitary
operators on M 1. Let T PM 1, it reads as the sum of self-adjoint operators by

T “ 1
2pT ` T

˚q ´ i

2piT ´ iT
˚q.

Thus we can restrict ourself to self-adjoint operators. Let S PM 1, it can be written as a combination
of unitary operators:

S “ 1
2

´
S ` i

a
1´ S2

¯
` 1

2

´
S ´ i

a
1´ S2

¯
.

Notice that the square root makes sense because 1 ´ S2 is positive. So M 1 is spanned by UpM 1q
and then M “M2 “ `

UpM 1q˘1.

74.3 Examples of von Neumann algebras
The very first example of von Neumann algebra is BpH q itself which is the commutant of the

identity.

74.3.1 Algebra L8pXq

For the second example, consider an σ-finite measure space pX,µq, and then define H “
L2pX,µq and M “ L8pXq, the set of measurable bounded functions on X. The algebra M acts on
H by pointwise multiplication and is therefore a ˚-subalgebra of BpH q. In order to prove that
L8pXq is a von Neumann algebra, we prove that L8pXq1 “ L8pXq.

Assume for simplicity that µpXq ă 8 for simplicity. Now consider T P L8pXq1 and fqpxq “
1 P L8pXq because the measure is finite. For each g P L8pXq, we have

Tg “ T pgf0q “ gTf0 “ gh

where h “ Tf0. So an element of L8pXq1 reveals to be a multiplication by a function. We have
}gh}2 “ }Tg}2 ď }T }· }g}2

That proves that }h}8 ď }T } because if }h}8 “ }T } ` δ, then we have a set (of non vanishing
measure) on which h is bigger than }T }. We conclude that h P L8pXq.
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74.3.2 Countable direct sum of Hilbert spaces

Consider H8 “ H ‘H ‘ . . . “ tf : NÑ H tel que
ř }fpnq}2 ă 8u. One can show that it

is an Hilbert space. Let
M “ tT8 tel que T P BpH qu

where pT8fqpnq “ T
`
fpnq˘. One claims that this is a von Neumann algebra.

Let us see that of a direct sum of two copies of H . In that case an element of M reads
ˆ
T 0
0 T

˙

with T P BpH q. An element of M 1 must be of the form
ˆ
A B
C D

˙
with rA, T s “ rB, T s “ rC, T s “

rD,T s “ 0 for every T P BpH q. Thus we have

M 1 “
"ˆ

A B
C D

˙
tel que A,B,C,D P C1

*
. (74.4)

In turn, one can see that the commutant of the right hand side is M itself.
Let us now go back with the case of H8. The map T ÞÑ T8 provides an isomorphism M »

BpH q as ˚-algebras. But it is not sufficient to conclude that M is a von Neumann algebra because
the topologies do not correspond. A net Tα strongly converges in M when Tαf converges for every
f PM . But f is an infinite list of vectors in H , so that the strong topology in M is something like
an infinite collection of strong topology on BpH q. Every strongly open set in BpH q is strongly
open in M , while the reciprocal is not true.

74.3.3 Direct limit

Let us take the example of direct limit of vector spaces given on page 2846. We are considering
the matrix algebras Mk “Mnk

pCq, and An “M1 bC . . .bCMn, together with the maps

σn : An Ñ An`1

T1 b . . .b Tn ÞÑ T1 b . . .b Tn b 1. (74.5)

We pose A “ limÑ An.

Lemma 74.12.
If π1 and π2 are ˚-homomorphisms from A to BpH q, then

}π1paq} “ }π2paq} (74.6)EqpiundeuxnirmeaEqpiundeuxnirmea

for every a P A. In other words, there is an unique way to close A in the norm topology.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.13
If one does not ask πi to be faithful, I can take π1pAq “ 0 as counter-example. Thus I think that I
have to add the faithful assumption.

Proof. One has }πipaq}2 “ }πipa˚aq}, so that we only have to prove (74.6) in the case of self-
adjoint elements of A. Using what is said in the proof of proposition 72.70, we have (with obvious
notations) }πipbq} “ rBpH q

`
πipbq

˘
. Since b belongs to one of the Ak “Mnk

pCq and dimAk ă 8.

Now we ask the question of an actual way to represent A on an Hilbert space. First, as matrix
algebra, Mk “ BpHkq for a certain finite dimensional Hilbert space Hk. We form the Hilbert
space

H1 b . . .bHk

with the inner product

xv1 b . . .b vk, w1 b . . .b wky “ xv1, w1y . . . xvk, wky. (74.7)
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Now pick unit vectors vk P Hk and define the maps

H1 b . . .bHk´1 ÑH1 b . . .bHk

w1 b . . .b wk´1 ÞÑ w1 b . . .b wk´1 b vbvkk
(74.8)

that can be shown to be isometries. Finally, we consider the Hilbert space

H “
8â
1
pHk, vkq “ completion of limÑ pH1 b . . .bHkq. (74.9)

Notice the dependence in the vectors vk. Now we define the map π : AÑ BpHq by

πpT1 b . . .b Tkqpw1 b w2 b . . .q “ T1w1 b . . .b Tkwk b wk b wk`1 b . . . (74.10)

More intrinsically, π :
Â
Mk Ñ B

`ÂpHk, vkq
˘
,

π
`b Tk

˘pbwkq “ bTkwk. (74.11)

One can show that the strong closure of πpAq is BpHq. The strong topology on BpH q is generated
by the open sets

UpS, v, ϵq “ tT P BpHq tel que }Tv ´ Sv} ď ϵu
with S P BpH q, v P H and ϵ ą 0. The direct limit H “ limÑpH1 b . . . bHkq, is given by a
vector space H and maps φk such that

H1 b . . .bHk
σ //

φ
&&

H1 b . . .bHk`1

φk`1
ww

H

commutes where σpw1 b . . .b wkq “ w1 b . . .b wk b vk`1. The space H is the free vector space
generated by symbols of the form w1 b . . . b wk b vk`1 b . . . and we pose φipw1 b . . . b wiq “
w1 b . . .b wi b vi`1 b . . . and the Hilbert space H is the completion of H .

The definition of A proceeds in the same way: Mi are matrix algebras and we pose An “
M1 b . . .bMn with the map σpT1 b . . .b Tnq “ T1 b . . .b Tn b 1, and

An
σ //

φn   

Ak`1

φk`1
||

A

with φipT1 b . . .b Tiq “ T1 b . . .b Ti b 1b . . ., the space A being the free vector space generated
by the symbols T1 b . . .b Tj b 1b . . .

Now an element of H reads
8ÿ

i“1
wi1 b . . .b wiki

b viki`1 b . . .

with wil P Hl, and we act on it by an element of A by

πpT1 b . . .b Tk b 1b . . .q
` 8ÿ

i“1
wi1b . . .b wiki

b viki`1 b . . .
˘

“
8ÿ

i“1
T1w

i
1 b . . .b Tki

wiki
b viki`1 b . . .

(74.12)

where some of the Tj are subject to actually be 1. We are now going to prove that the strong closure
of πpAq is BpHq. Let E be the set of finites sets of elements of the form w1b . . .bwk b vk`1b . . .
and the directed set I “ Eˆs0,8r.
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.14
I’m not sure of the next affirmation.

Let T P BpHq. For each pF, ϵq P E, there is a TpF,ϵq P πpAq
}TpF,ϵqXk ´ TXk} ă ϵ (74.13)

for all Xk P F . In that case, the limit of the net pF, ϵq Ñ TpF,ϵq is T , which shows that the strong
closure of πpAq is BpHq.

So that example does not provide new example of von Neumann algebra.

Proposition 74.15.
Let Vk “ Cnk endowed with the standard representation of Mnk

pCq. Then the representation
π :

Â
kMnk

Ñ B
`Â

kpVk, vkq
˘

fulfils
`
πpMq˘2 “ B

`â
k

pVk, vkq
˘

where M “Â
kMnk

.

Proof. No proof.

Notice that
Â8

1 Mnk
can differ from

Â8
1 Mn1

k
when the nk and n1

k do not agree. In fact, we
have 8â

1
Mnk

“
8â
1
Mn1

k

if and only if
ś
k nk “

ś
k n

1
k in the sense of generalised products: each prime factor arise the same

number of time in both side. For example, M2 bM2 b . . . “M4 bM4 b . . . ‰M3 bM3 b . . ..
Take for example Vk “ C2 for every k and then vk “ v, v1

k “ v1. In this case, the representations
π and π1 are equivalent if and only if v “ λv1. This provides an Hilbert sphere of inequivalent
irreducible representations.

74.4 Continuous dimensions

Let A be a ˚-algebra with a faithful state φ defining the inner product xa, by “ φpa˚bq. We
define a representation ρ of A on itself by ρpaqb “ ab.

Let us take the situation and the notations of proposition 72.59, and for n “ 2, consider the
choice

sλ “
ˆ
λ{p1` λq

1{p1` λq
˙

with 0 ď λ ď 1.
Let M “Â8

1 M2pCq and consider the positive continuous form φλ on M defined by

φλpa1 b a2 b . . .b ak b 1b . . .q “ φλpa1qφλpa2q . . . “ Trpa1sλqTrpa2sλq (74.14)

Notice that the product is finite because from a certain point, ai “ 1. It is on the other hand not
difficult to see that the φλpaq “ 0 only if ai “ 0 for every i. The purpose now is to follow the GNS
construction of proposition 72.80. The remark we just made says that there is no ideal to quotient
with in order to have the Hilbert space of representation.

The representation of A we get is the simple ρpaqb “ ab of A on its completion. Let Mλ be the
double commutant in this representation.

Theorem 74.16 (Powers).
The von Neumann algebra Mλ are all distinct for different values of 0 ď λ ď 1.

Proof. No proof.
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Let us see an example of that result. When λ “ 0, we get the standard representation of
matrices on Cn, so that M0 “ BpH q. When λ “ 1, we can show that

TrpT q “ xV, TV y
where V “ v b v b . . . b v b . . . is a trace on M1 while there does not exist any trace on BpH q.
We conclude that M1 ‰M0.

74.5 Cantor
Let M “ À8

k“1Mk with Mk “ Mnk
pCq that can be seen as SpantT1 b . . .u with Tk “ 1 for

sufficiently large k. Now take the case nk “ 2 for all k. The algebra M naturally acts on the space
of locally constant functions on the Cantor set.

More generally, for arbitrary nk, one can think of M as an algebra of endomorphisms of the
space of locally constant functions on

ś
Znk

.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.17
Still to be developed.

74.6 More general state
Let φi be state on Mi. We define

φ : M Ñ C

T1 b T2 b . . . ÞÑ φ1pT1qφ2pT2q . . . (74.15)

where the product is finite because Tk “ 1 for sufficiently large k. One can prove that φ fulfills
(1) φp1q “ 1,
(2) φpT ˚T q ě 0,

enuitemvarpsdex

(3) φpT ˚S˚ST q “ }S}2φpT ˚T q,
so that φ is in particular a state on M . The norm }S} is the following. We know that S PÂN

1 Mk ĎM but, by construction,
ÂN

1 Mk “ EndpCn1 b . . .bCnN q. The norm of S is taken as
the operator norm in the sense of that endomorphism space.

The property (3) shows that the multiplication by S is a bounded operator. We can build the
GNS representation and define Mφ to be M2 is that representation.

Definition 74.18.
A factor of type II1 is an infinite dimensional factor M which accepts a non vanishing linear
functional Tr: M Ñ C such that

— TrpST q “ TrpTSq,
— TrpT ˚T q ě 0,
— the function Tr is continuous for the ultraweak topology.

74.7 Group measure space construction
Let pX,µq be a measured space that we assume to be σ-finite, and G, a discrete countable

group acting on X in such a way that for every g P G,
(1) if E Ă X is measurable then gE is measurable,
(2) if µpEq “ 0, then µpgEq “ 0.

We do not impose the action to preserve the measure. As an example we take G Ă SLp2,Rq “!
ax`b
cx`d

)
acting on RY t8u “ RP 1.
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74.7.1 First attempt

Take L2pX,µq as Hilbert space and, to f P L8pX,µq, we associate the pointwise multiplication
operator Mf : L2pX,µq Ñ L2pX,µq. We also introduce the new measure gµ by

pgµqpEq “ µpg´1Eq, (74.16)

and the action of G on the functions by

pgfqpxq “ fpg´1xq. (74.17)

So we have ż

X
pgfqpxqdpgµqpxq “

ż

X
fpxqdµpxq. (74.18)

Notice that if f P L8pX,µq, we have gf P L8pX,µq, but when f P L2, there are no guarantee
that gf P L2.

Let µ1 and µ2 be two measures on the set X. One says that µ2 is absolutely continuous
with respect to µ1 if every µ1 null set is µ2 null.

ThoRadonNikodym

Theorem 74.19 (Radon-Nikodým).
Let µ1 and µ2 be two σ-finite measures on X. The measure µ2 is absolutely continuous with respect
to µ1 if and only if there exists a measurable positive function f such that µ2 “ fµ1.

The useful statement in our case is:

Proposition 74.20.
There exists an unique function

dfµ

dµ
: X Ñs0,8r

such that ż
pgfqpxq

ˆ
dgµ

dµ

˙
pxqdµpxq “

ż
pgfqpxqdpgµqpxq “

ż
fpxqdµpxq. (74.19)EqDefRadonNikoEqDefRadonNiko

Applying g´1 to the function pgfqpxq
´
dgµ
dµ

¯
pxq and applying the theorem, we see that for every

function f , we have ż
fpxq

ˆ
dgµ

dµ

˙
pgxq

ˆ
dg´1µ

dµ

˙
pxq “

ż
fpfqdµpxq,

so that ˆ
dgµ

dµ

˙
pgxq

ˆ
dg´1µ

dµ

˙
pxq “ 1. (74.20)

Using the function provided by that theorem, we define

Ugf “ pgfq·
ˆ
dgµ

dµ

˙ 1
2
, (74.21)

so that }Ugf}L2pX,µq “ }f}L2pX,µq. Moreover we have the following two important relations
(1) UgUh “ Ugh,
(2) UgMfU´1

g “Mgf

where Mf stands for the operator of pointwise product with f . The second relation implies
UgMf “MgfUg, thus we have

M :“ tMf ,Ugu2 “ t
nÿ

i“1
Mfi

Ugiu (74.22)

(because the double commutant is the strong closure) which is a ˚-algebra of operators. Notice
that UgUg̊ “ 1 because Ug is an isometry.

We say that an action GˆM ÑM is ergodic when gf “ f for every g P G implies that f is
constant almost everywhere.

http://en.wikipedia.org/wiki/Radon-Nikodym_theorem


74.7. GROUP MEASURE SPACE CONSTRUCTION 3731

LemergoBLCmu

Lemma 74.21.
If the action GˆX Ñ X is ergodic, then M “ B

`
L2pX,µq˘.

Proof. Let us first study the commutant tMf ,Ugu1 which is of course contained in tMfu1. But we
know that the commutant of L8pX,µq is L8pX,µq, so that

tMfu1 “ tMf tel que f P L8pX,µqu.
Is there an element in L8pX,µq which commutes with all the elements of the form Ug, or in other
words, is there a f P L8pX,µq such that Mf “ UgMfUg̊ “ Mgf? The only element f such that
Mf “Mgf for every g P G is f “ 1, since the action is ergodic.

That lemma shows that we didn’t construct any interesting von Neumann algebras in the
ergodic case.

74.7.2 Second attempt

Let H “ L2pXˆG,µq. Notice that GˆX is nothing else than a countable number of copies of
X, on which each of them we consider the measure µ. The multiplication operator is now replaced
by

Mf : H Ñ H

pMfφqpx, hq “ fpxqφpx, hq, (74.23)

and the unitary operator Ug is replaced by

Ug : H Ñ H

pUgφqpx, hq “ φpg´1x, g´1hq
ˆ
dgµ

dµ

˙ 1
2 pxq

(74.24)

The introduction of the Radon-Nikodým function serves to preserve the norm. The so defined
operators have the following properties:

(1) UgMfUg̊ “Mgf ,
(2) UgUh “ Ugh,
(3) U´1

g “ Ug´1 “ Ug̊ .
Now we define

MpG,Xq “ tUg,Mfu2 “ t
nÿ

i“1
Mfi

Ugiu, (74.25)

and we will show (later) that

Theorem 74.22.
If the action is ergodic, then MpG,Xq is a factor.

Proof. No proof up to now.

We emphasize the progress: lemma 74.21 says that the commutant is trivial while now the
center only is trivial.

As an example, take X “ S1 Ă C and G “ Z, the action being g· z “ e2πiθgz for some
irrational θ. One can prove, using Fourier transform, that this equation is ergodic.

Let us now define
φ : MpG,Xq Ñ C

T ÞÑ xf0, T f0y (74.26)

where f0 P L2pX ˆG,µq is defined as follows

f0pg, xq “
#
µpXq´2 if g “ e

0 otherwise.



3732 CHAPTER 74. VON NEUMANN ALGEBRAS

We show that the so defined φ is a trace over MpG,Xq, i.e. it satisfies φpTSq “ φpST q for every S,
T PMpG,Xq. We know that MpG,Xq is generated by expressions of the form LfUg. When g ‰ e,
the functions f0 and Ugf0 have disjoint support, so that φpMfUgq “ 0. If g “ e, the computation
is easy and we finally find

φpMfUgq “
#

1
µpXq

ş
X fpxqdµpxq if g “ e

0 if g ‰ e.
(74.27)

It is easy to check that this expression is a trace on třiMfi
Ugiu. Since BpHq has no trace, we

know that MpG,Xq is a non trivial von Neumann algebra. Stated in a different way, what we
just proved is that, provided that µ is a G-invariant probability measure (i.e. µpXq “ 1), the
formula

φµ
` ÿ

hPG
Mfh

Uh
˘ “

ż

X
fepxqdµpxq. (74.28)EqvpmupickidEqvpmupickid

extends to a trace state on MpG,Xq.
Proposition 74.23.
If µ is not invariant (but still µpXq “ 1), then φµ is still a state, but no more a trace.

Proof. By definition, φµpT q “ xf0, T f0y where f0peq “ 1 and f0pgq “ 0 otherwise. We have

φµ

´`ÿ
Mfh

Uh
˘˚`ÿ

Mfh
Uh

˘¯ “ φµ

´ ÿ

h1,h2

Uh̊1Mf̊h1
Mfh2

Uh2

¯

“ φµ

´ ÿ

h1,h2

Mf̊h1
Mfh2

Uh´1
1

Uh2

¯

because Ug̊ “ U´1
g “ Ug´1 commutes with the Mf . Now, according to the expression (74.28), the

function φµ pick up the identity component and integrates. So we have

φµ

´`ÿ
Mfh

Uh
˘˚`ÿ

Mfh
Uh

˘¯ “
ÿ

h

ż

X
h´1pfh̊ fhqdµ

“
ÿ
`h

ż

X
|fh|2ph´1xqdµpxq ě 0.

74.7.3 First generalisation

Let us replace the space L8pX,µq by any von Neumann algebra N of operators on the Hilbert
space H . As Hilbert H space we take the completion of H ˆ l2pGq and we assume to have
an action of G over N . We know that the metric of a C˚-algebra is determined by its algebra
structure, so that the action must be isometric. We assume the action to be via strongly continuous
automorphisms. We have H b l2pGq “ l2pG,Hq. For t P N , we define

pMTφqpgq “ g´1pT qφpgq
where φ P l2pGmHq. We also define

pUhφqpgq “ φph´1gq.
Notice that the group does not act on H while in the previous constructions, it did act on X. We
still have the relation

UhMTUh̊ “MhT . (74.29)

Now, we form the von Neumann algebra

MpG,Nq “ tUh,MT u2. (74.30)
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74.7.4 Second generalisation

Now we replace the discrete group G by a second countable locally compact topological group.

Typical examples are pR,`q or the group “ax ` b” generated by matrices of the form
ˆ
a b
0 1

˙

with a ą 0 and b P R, acting on the real line by affine transformations. Each such group has an
unique (up to constant multiple) Borel measure m such that each compact set has finite measure
and which is in the same time the Haar measure: for every compactly supported functions on G,

ż

G
fphgqdmpgq “

ż

G
fpgqdmpgq.

The measure on “ax` b” is dm “ 1
a2da db.

We consider on G ˆ N the product topology and we assume the action G ˆ N Ñ N to be
strongly continuous. Now, we proceed as before: we take the Hilbert space H the completion of

H b L2pG,mq “ L2pG,H q,

and MT is defined by the same formulas as before. The von Neumann algebra that we obtain is
denoted by MpG,Nq.

74.7.5 One particular case
sssOnePartCaseMG

Take a discrete group G, so that MpGq is generated by the operators Ug P B
`
l2pGq˘ who are

defined by
pUhφqpgq “ φph´1gq. (74.31)

Consider the function

fepgq “
#

1 if g “ e

0 otherwise.
(74.32)

We have

pUhfeqpgq :“ fhpgq “
#

1 if g “ h

0 otherwise,

so that tfhu is an orthonormal basis of l2pGq and Uh1fh2 “ fh1h2 . We conclude that Uh is a
permutation of the basis vectors.

ProplDeuxGFGP

Proposition 74.24.
The module l2pGq over MpGq is projective and finitely generated.

Proof. The fact that l2pGq as module over MpGq is finitely generated comes from the fact that fe
by itself generates the basis tfhu as we just said.

In order to prove that the module is projective, we will prove the condition (2) of proposi-
tion 54.14. Let M be a MpGq-module and ρ : M Ñ l2pGq be a surjective module map. Consider
any ξ PM such that ρpξq “ fe, define spfeq “ ξ and extend by linearity and action of MpGq. The
so defined map s obviously fulfils ρ ˝ s “ Id |l2pGq.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.25
That statement and the proof are correct uhm? I use them on page 3775.

For each S PMpGq1, we define fS “ Spfeq P l2pGq. Now if S PMpGq XMpGq1, we have
(1) SUh “ UhS,
(2) SUhfe “ UhSfe.

The operators Wk defined by
pWkfqpgq “ fpgkq
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commute with Uh. So they commute with MpGq and with S. Therefore we have

WkSfh “ SWkfh “ Sfhk´1 ,

and taking h “ k, we find
fSphgq “ fSpghq (74.33)

for every g, h P G. That means that fS is constant on the conjugacy classes because g and hgh´1

are two elements of the form g1g2 and g2g1 with g1 “ h and g2 “ gh´1.
If G has no finite conjugacy class (except teu), then fS has to be a multiple of fe because its

norm would contains infinitely many constant non zero terms. But when S1 and S2 belongs to
M 1pGq with fS1 “ fS2 , then S1 “ S2 because S1fh “ S1Uhfe “ U1S1fe “ UhfS1 , while the same
computation with S2 gives S2fh “ UhfS2 . So S1 and S2 agree on a basis.

For this reason, if we assume that G has infinite conjugacy class, we have MpGq1XMpGq “ C1.
The most famous example of such a group is G “ Fk, the group of formal words of 1 . . . k with
k ą 1.

Now fix an element of finite order h P G, and the natural homomorphism Z Ñ G given by
n ÞÑ hn. The group G has a natural equivalence relation g1 „ g2 if and only if there exists a n P Z
such that g1 “ gn2 . We denote by G{Z the quotient of G by this relation. One class of this space is

Zg “ tgn tel que n P Zu,

and we have
l2pGq “ à

gPG{Z
l2pZgq. (74.34)

The operator Ug acts on l3pZgq by translation: Uggn “ gn`1. Now we fix a g P G and we make the
identifications

l2pZgq » l2pZq » L2pS1q, (74.35)

the latter identification being given by the Fourier series of a function on the circle (seen as a
periodic function on R). In that framework, Ug acts by translation of 1 on l2pZq:

UgpxiqiPN “ pxi ` 1qiPN.

A function f P CpS1q is bounded (since S1 is compact), to that if s P L2pS1q, the product function
pfsq still belongs to L1pS1q and then corresponds to an element of l2pS1q. Thus we have a map

CpS1q Ñ B
`
l2pZgq

˘
.

If one acts separately on each of the “fixed” g, we obtain an action

CpS1q Ñ B
` à

gPG{Z
l2pZgq

˘
.

We define the operator U PÀgPG{Z l2pZgq as acting on l2pZgq with Ug. That allows us to consider

CpS1q ÑMpGq
zn ÞÑ Un (74.36)

that can be composed with the trace φ to give

f ÞÑ
ż

S1
fpzqdmpzq

for each f P CpS1q.
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74.8 More about projections
Let M be a von Neumann algebra and p, q, two projections in BpH q. We define

p_ q “ projection onto Imageppq ` Imagepqq (74.37)
p^ q “ projection onto Imageppq X Imagepqq (74.38)

A projection is determined by the closed space of its range, so one can order the projection by
ordering the closed subspace of H .

LemDimSupDeuxProjs

Lemma 74.26.
We have

dimpR1 _R2q “ dimR1 ` dimR2 ´ dimpR1 ^R2q (74.39)
for any two projections R1 and R2 in M .

Proof. Left as an exercise.

For two projections p and q, we write that p ĺ q if there exists a partial isometry V such that
(1) V ˚V “ p,
(2) V V ˚ ď q.

One proves that this determines a partial ordering on the projections.

Proposition 74.27.
If p and q belong to M , then the projections p_ q and p^ q belong to M too.

Proof. There exists an unitary representation π : G Ñ EndpH q whose M is the commutant:
M “ πpGq1 by lemma 74.11. Since p is a projection, proposition 74.7 says that pH is an invariant
subspace of πpGq. The same being true for q, we have that the spaces Imageppq ` Imagepqq and
Imageppq X Imagepqq are invariant too. Now the proposition 74.7 assures that the corresponding
projections (namely p_ q and p^ q) are part of M .

Before to define the infinite case p1 _ p2 _ . . ., we need a lemma.

Lemma 74.28.
If tTαu is a net of selfadjoint bounded operators such that

(1) supα }Tα} ă 8,
(2) if α ą β, then xv, Tαvy ą xt, Tβvy for every v P H .

Then tTαu strongly converges to an operator T , see condition (60.63).

Proof. We want the limit T to fulfil xv, Tvy “ limαÑ8xv, Tαvy. From weak-compactness of the
unit ball, that formula defines the quadratic form Qpvq “ limαÑ8xv, Tαvy with }v} “ 1. The form
Q is then defined on the whole space H by homogeneity: Qpλvq “ λ2Qpvq. The polarization
identity

4 Rexv, Tαwy “ xpv ` wq, Tαpv ` wqy ´ xpv ´ wq, Tαpv ´ wqy
defines Qpv, wq and then defines the value of xv, Twy for every v and w. This is the candidate to
be the strong limit of Tα. The question is now to know if this is an actual strong limit.

Since the net is increasing, we have xv, pT ´Tαqvy ě 0, so that T ´Tα is positive which implies
that pT ´ Tαq1{2 is well defined. We have

}pT ´ Tαq1{2v} “ xv, pT ´ Tαqvy Ñ 0,

so that the strong limit of pT ´ Tαq1{2 is zero.
It is not true in general that, in the strong topology, aα Ñ a and bα Ñ b imply aαbα Ñ ab. But

it is true when aα and bα are contained in a ball. Since sup }T ´ Tα}1{2 ă 8, we can thus make

s limpT ´ Tαq “ s lim
`pT ´ Tαq1{2˘2 “ 0. s limaÑ0fpaq
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In short, that lemma claims that M contains the limits of all bounded increasing nets of
selfadjoint operators. In particular, for a net of projections Pα PM with α P X,

ł

α

Pα PM,
ľ

α

Pα PM.

Proposition 74.29.
Let tPαu and tQαu to be two nets of projectors on the same directed set, and suppose that we have
operators Tα : ImagepPαq Ñ ImagepQαq such that

(1) supα }Tα} ă 8,
(2) Tα|ImagepPβq “ Tβ,

then there exists an operator T : Image
`Ž

α Pα
˘Ñ Image

`Ž
αQα

˘
with

T |ImagepPαq “ Tα.

If moreover Pα, Qα and Tα belong to M , then T PM .

Proof. No proof.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.30
I think that p1 _ p2 _ . . . is now well defined when pi are projections. Indeed, the projections
Pk “ p1 _ . . . pk form a net and, by the proposition, the limit belongs to M . More generally, if A
is a set of projections, for

Ž
pPA p, one considers the set of parts of A (which is partially ordered)

and then the net pα “Ž
pPα p where α is a part of A.

Now, one has to understand why the result is still a projection.
LemPTQnnzero

Lemma 74.31.
Let M be a factor. If P and Q are nonzero projections in M , then there is a T P M such that
PTQ ‰ 0.

Proof. Let UpMq be the unitary group of M . We saw that if T commutes with UpMq, then it
commutes with all M . Assume that PTQ “ 0 for every T P M , then in particular it holds for
T “ U P UpMq and we have UPU˚Q “ 0.

Consider the operator R “ Ž
UPUpMq UPU˚ which is a projection in M . Since the set

tUPU˚ tel que U P UpMqu is invariant under the adjoint action of UpMq, we have URU˚ “ R,
or UR “ RU for every U P UpMq. That proves that R P M 1. So R P M XM 1 and is thus a
multiple of identity by the fact that M is a factor: R “ Id (the multiple has to be 1 because R is
a projection).

We said, on the other hand, that UPU˚Q “ 0, which means that the range of UPU˚ is
orthogonal to the one of Q for every U P UpMq, so that the range of R has to be orthogonal too.
That contradicts the fact that R is a multiple of identity.

LemVVPVVQfactreu

Lemma 74.32.
Let M be a factor and P , Q two nonzero projections in M , then there exists a nonzero partial
isometry V PM such that V ˚V ď P and V V ˚ ď Q.

Proof. Let T be such that PTQ ‰ 0 (by lemma 74.31), and V be the partial isometry part of
QTP . The image of V ˚V is at most the one of QTP which is smaller (or equal) to the image of Q,
so V ˚V ď Q. For the same reason, the image of V V ˚ is contained in P ˚T ˚Q˚H “ PY ˚QH Ď
ImagepP q. Then V V ˚ ď P .

Proposition 74.33.
Let M be a factor and P , Q two nonzero projections in M , then there exists a nonzero partial
isometry V PM such that

(1) V ˚V ď P ,
(2) V V ˚ ď Q
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and either V ˚V “ P , or V V ˚ “ Q or both.

Proof. Let X be the set of partial isometries V such that V ˚V ď P and V V ˚ ď Q. We write
PV “ V ˚V and QV “ V V ˚. We define a partial ordering on X by V1 ď V2 if PV1 ď PV2 , QV1 ď QV2

and V2PV1 “ V1. In that case, V2 is some kind of extension of V1.
If one considers an increasing sequence V1 ď V2 ď . . ., the Zorn’s lemma assures the existence

of a V bigger than all the elements of the sequence. We claim that this V is the solution of the
proposition. Indeed, suppose V ˚V ‰ P and V V ˚ ‰ Q. Then the operators P 1 “ P ´ V ˚V and
Q1 “ Q ´ V V ˚ are nonzero projections. Now, lemma 74.32 provides a partial isometry which
contradicts maximality of V .

The dimension of the von Neumann algebra M is the set of equivalence class of projections
in M . This is a linearly ordered set.

Let M “MpGq where G is a group with only infinite conjugacy classes (but the one of identity).
We saw that there is a trace τ : M Ñ C, and that @t P r0, 1s, there exists a projection whose trace
is t.

Proposition 74.34.
If T ě 0 is an element of M such that τpT q “ 0, then T “ 0.

Proof. We know the injection M Ñ l2pGq defined by T ÞÑ fT “ Tfe. Since the right translation
commutes with every T1 (because T1pgfeq “ gpT1feq), we have T1fg “ 0 for every g if T1fe “ 0.
On the other hand,

τpT1̊ T1q :“ xfe, T1̊ T1fey “ }Tfe}2

which is positive. So if τpT1̊ T1q “ 0, then T1fe “ 0, and so T1fg “ 0 which proves that T1 “ 0.
This concludes the proof that T ě 0 and τpT q “ 0 imply T “ 0 because every positive element
reads as a product T1̊ T1.

Now let define τ 1 : dimM Ñ r0, 1s by

τ 1`rP s˘ “ τpP q. (74.40)

It is well defined because if P „ Q, then we have a u such that P “ uu˚ and Q “ u˚u, so that
τpP q “ τpuu˚q “ τpu˚uq “ τpQq by cyclic invariance of the trace. The map τ 1 preserves the order
because P ´Q is positive when P ě Q.

Proposition 74.35.
The map τ 1 is a bijection

Proof. What we have to prove is that P „ Q if τpP q “ τpQq. Let V ˚V “ P and V V ˚ ď Q and
compute

τpQ´ V V ˚q “ τpQq ´ τpV V ˚q “ τpQq ´ τpV ˚V q “ τpQq ´ τpP q “ 0.

The fact that τpQ´ V V ˚q “ 0 implies Q´ V V ˚ “ 0, which in turn proves that V implements the
equivalence P „ Q.

74.8.1 Comparison of projections

In this section we follow [896]. Let M be a von Neumann algebra and p, q, two projectors.
Equivalence of projectorsPgEaivVNMurrayis given by p „ q if there exists a partial isometry u P M such that
u˚u “ p and uu˚ “ q. If p is equivalent to a subprojection of q, we write p ă q.

Proposition 74.36.
If p “ ‘ipi and q “ ‘iqi are orthogonal sums of projectors with pi „ qi, then p „ qi. If moreover
pi ă qi for every i, then p ă q.

Proof. No proof.
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Let T P BpH q. The closed spaces ImagepT q and ImagepT ˚q are the left support and right
support of T .

Theorem 74.37.
Let T be an invertible operator, then it reads under the form

T “ |T |U
where U is unitary. This decomposition is the unique one of the form T “ SU with S positive and
U unitary.

Proof. Let T “ PU , then TT ˚ “ PUU˚P “ P 2, then P “ ?TT ˚ and then U “ P´1T . That
proves unicity of the decomposition. For existence, we pose U “ pTT ˚q´1{2T and P “ pTT ˚q1{2.
Then we check

UU˚ “ pTT ˚q´1{2TT ˚pTT ˚q´1{2 “ 1. (74.41)
Now, the operator U is the product of two invertible operators, so that it is invertible. Thus the
fact that UU˚ “ 1 forces U˚U “ 1.

When T is not invertible, we have a weaker result of decomposition.
PropdecmbTbV

Proposition 74.38.
Every T P BpMq can be written under the form

T “ |T |V
where V : ImagepT ˚q Ñ Imagep|T |q is a partial isometry whose final projection is the support of
|T | “ ?TT ˚.

Proposition 74.39.
The left and right support of any operator in BpH q are equivalent projections.

Proof. Let T “ |T |V be the decomposition of T by proposition 74.38. By definition, e “ V ˚V is
a projection and we have p1 ´ eqV ˚V p1 ´ eq “ 0 as can be checked by developing the expression
and using e2 “ e. Since e “ e˚, the latter equation rewrites

`
V p1´ eq˘˚`

V p1´ eq˘ “ 0,

so that V p1´ eq “ 0 and V e “ V (we used lemma 60.12). Now look at f “ V V ˚, we have

fV “ V V ˚V “ V e “ V,

so f is a projection such that fV “ V . We deduce that V : eH Ñ fH is an isometry. The
projectors e and f are the initial and final projections of V .

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.40
This proof is not finished.

Using lemma 60.64, we have in particular

ImagepT ˚q “ pkerT qK “ `
kerpT ˚T q1{2˘K “ ImagepT ˚T q1{2. (74.42)

74.9 Type I factor and factorization
LemPMPPMPprime

Lemma 74.41.
Let M be a von Neumann algebra and P PM , a projection. Then

pPM 1P q1 “ PMP, (74.43)

and
pPMP q1 “ PM 1P (74.44)EqLemPMPPMPprimedeuxEqLemPMPPMPprimedeux

where we see PMP as an algebra of operators on PH Ď H .
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Let us give an intuitive argument with matrices before to give a proof. For the first claim,

consider M as the set of two by two matrices
ˆ
a b
c d

˙
, and P “

ˆ
1 0
0 1

˙
. In that case, PMP “

ˆ
a 0
0 0

˙
while M 1 “ t

ˆ
α 0
0 β

˙
u with rα, as “ 0. Thus we have PM 1P “

ˆ
α 0
q 0

˙
.

For the second claim, suppose Q P pPNP q1. We are looking for a R PM 1 such that Q “ PRP .
Notice that Q itself does not belong to M 1 in general. Take for example

M “
¨
˝
‹ 0 ‹
0 ‹ 0
‹ 0 ‹

˛
‚, P “

¨
˝

1
1

1

˛
‚, Q “

¨
˝

1
0

0

˛
‚.

we have M 1 “
¨
˝
a

b
a

˛
‚, so that Q does not lie in M 1, but

Q “ P

¨
˝

1
0

1

˛
‚P

anyway. We see on that example that the matrix R to be chosen is bigger than Q.

Proof of lemma 74.41. Let Q P pPMP q1 and R be the projection onto the closure of MQH . The
latter space being invariant under M , the projection R belong to M 1 by lemma 74.8. We are
now going to prove that Q “ PRP . Since P “ P 2 commutes with R, the operator PRP is
the projection onto the intersection of the target spaces of R and P , because PRP “ PR “ RP .
Therefore Q is smaller than P , so that MQH “MPQH . That proves that PRP is the projection
on

PMQH “ PMPQH “ QPMPH “ QPH “ QH

where we used the fact that Q P pPMP q1. That concludes the proof that Q “ PRP .
LemMapipsomPMmP

Lemma 74.42.
If M is a factor and P , a nonzero projection in M , then the map

M 1 Ñ PM 1P
S ÞÑ PSP

(74.45)

is a ˚-algebra isomorphism.

Proof. The fact that the map is multiplicative and surjective is clear. The only point to prove is
injectivity. So we will prove that S “ 0 under the assumption SP “ 0. We have 0 “MSP “ SMP ,
so that S vanishes on MPH .

The latter subspace is obviously invariant under M , but also under M 1 because for every
S1 PM 1, we have S1MPH “MPS1H ĎMPH . We conclude that the projection onto MPH
lies in M 1 XM . Hence that projection must be a multiple of the identity or zero. Since that
space contains at least PH , the zero possibility is ruled out. Thus the projection onto MPH is
the identity and MPH “ H . Now, SMP “ 0 implies S “ 0 which concludes the proof of the
lemma.

A projection P P M is a minimal projection P if if 0 ă Q ď P implies Q “ P . In other
words, the projection P is minimal if PMP “ CP because the projection onto PMP is of course
smaller or equal to P . A minimal projection is always finite, indeed, a projection Q such that
Q „ P and Q ď P (which exists when P is infinite) contradicts minimality of P .

Definition 74.43.
Let M be a factor. It is
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— of type I if M contains a non vanishing minimal projection,
— of type II if M contains a non vanishing finite projection (and is not of type I)
— of type III if no projection in M is finite (but the vanishing one).

A type II factor is of type II1 if it is finite and of type II8 if it is not finite.
Let us now examine what are the type I factors.PgtypeIonavuSuppose that M is a factor of type I and P PM

is a minimal projection. Then CP “ PMP Ď BpPH q, and formula (74.44) in lemma 74.41 makes
pPMP q1 “ PM 1P “ BpPH q. Now the map of lemma 74.42 is an isomorphism, then

M 1 » BpPH q
as ˚-algebra. Thus M 1 is a factor. This factor is moreover of type I because BpPH q has minimal
projections, namely projections on one dimensional spaces.

If we repeat the same argument with M 1 instead of M , we obtain that

M » BpP 1H q (74.46)EqMPHtypeIBhEqMPHtypeIBh

where P 1 is a minimal projection in M 1.
What we proved is

Proposition 74.44.
If M is a factor of type I, there exists a separable Hilbert space H such that

M “ BpH q. (74.47)

When M “ BpH q is of type I says that M is of type In if dim H “ n where 1 ď n ď 8.

Proposition 74.45.
If M is of type In with 1 ď n ă 8, then M » MnpCq and the unique trace is the ususal matrix
trace up to renormalization:

TrpT q “ 1
n

nÿ

i“1
Tii. (74.48)

Proof. No proof.

In particular we have that the composition of the two minimal projection PP 1 “ P 1P is a rank
one projection in BpH q. Now consider Q “ PP 1 and v be the unital vector in the target space of
Q, i.e. Qv “ v and }v} “ 1.

Proposition 74.46.
Let M be a factor of type I and P , a minimal projection. In the same way, let P 1 be a minimal
projection in M 1. Let Q “ PP 1 and v P QH such that }v} “ 1. Then

M 1QÑ PH

SQ ÞÑ Sv
(74.49)

is an isomorphism.

Proof. Since Q projects on the space spanned by v, the fact that S1v “ S2v implies S1 “ S2
and the injectivity is proved. For surjectivity, we know that, M being a factor of type I and P a
minimal projection, we have CP “ PMP Ď BpH q where the last equality has to be understood in
the sense of that T P PMP restricts to an operator on PH , and that this restrictions completely
defines T . But as operators on PH , we have pPMP q1 “ PM 1P (lemma 74.41), while lemma 74.42
assures that the latter algebra is M 1. Thus M 1 “ BpPH q and M 1v “ PH .

Proposition 74.47.
In the same way, we have that

MQÑ P 1H
TQ ÞÑ Tv

(74.50)

is an isomorphism
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Proof. No proof.

Proposition 74.48.
Let M be a factor S PM and T PM 1, then if ST “ 0, then S “ 0 or T “ 0.

Proof. Let P be the projection on the right support of S, i.e. onto ImagepS˚q “ pkerSqK. This
operator is equal to the limit 1

P “ lim
nÑ8pS

˚Sq1{n.

So P is a strong limit, and then belongs to M . Since, by assumption, ST “ 0, we have S˚ST “ 0,
and then PT “ 0. Since M is a factor, it implies that P “ 0 or T “ 0.

Proposition 74.49.
Let M Ď BpH q be a factor. Then the map

M bCM 1 Ñ BpH q
S b T ÞÑ ST

(74.51)

is an injective ˚-homomorphism. Its image is strongly dense in BpH q.
Proof. First, as M is a factor, we have

tST tel que S PM and T PM 1u1 “ C Id,

so that tST u2 “ BpH q, which proves that tST u is strongly dense in BpH q.
We have elements Si PM and Ti PM 1 (i “ 1, . . . , n) such that

nÿ

i“1
SiTi “ 0, (74.52)EqDecSTiMMprimeEqDecSTiMMprime

and we are going to prove that the set tSiu is not linearly independent, so that all the Si, or all
the Ti vanish. An element of M bM 1 can be decomposed under the form (74.52) in several ways.

Let Q be the projection on the closure of the space
␣pTT1v, . . . TTnvq PH ‘ . . .‘H tel que T PM 1, v P H

(
. (74.53)EqEspaceTTHHnvEqEspaceTTHHnv

This space is invariant under the algebra

M 1pnq “
!
¨
˚̋
T 0

. . .
0 T

˛
‹‚ tel que T PM 1

)
, (74.54)

so that Q P
´
M 1pnq

¯1
. Since tT1Tv tel que v P H , T P Mu “ tT1TSv tel que v P H , T P M,S P

M 1u the space (74.53) is also invariant under

!
¨
˚̋
S 0

. . .
0 S

˛
‹‚ tel que S PM

)
, (74.55)EqSSSinvMBigEqSSSinvMBig

On the other hand, the operators which commute with all M 1pnq are element of MnpMq, then

Q P
´
M 1pnq

¯1 “Mnpnq,

and for the same reason, the operators which commute with all (74.55) are elements of MnpM 1q,
so that

Q PMnpM XM 1q “MnpCq.
1. To be proven.
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consider now the operator

R “

¨
˚̊
˚̋

S1 . . . Sn
0 . . . 0
...

...
0 . . . 0

˛
‹‹‹‚.

We havea ¨
˚̊
˚̋

S1 . . . Sn
0 . . . 0
...

...
0 . . . 0

˛
‹‹‹‚·

¨
˚̊
˚̋

TT1v
TT2v

...
TTnv

˛
‹‹‹‚“

¨
˚̊
˚̋

S1TT1v ` ¨ ¨ ¨ ` SnTTnv
0
...
0

˛
‹‹‹‚.

The first component is
T
`ÿ

i

SiTiv
˘

which vanishes by assumption, so that RQ “ 0. Let us write Q “ pqij Idq as element of MnpCq.
The relation RQ “ 0 says that

nÿ

i“1
Siqij “ 0 (74.56)

for every j. Since Q is a non vanishing projector, at least one of these relations is nontrivial. That
nontrivial relation shos that the Si’s are vanishing. If not, we have Q “ 0, which means that
Ti “ 0.

74.9.1 Tensor product of von Neumann algebras

Let M1 Ď BpH1q and M2 Ď BpH2q be two von Neumann algebras. We define the tensor
product

M1b̄M2 “ tS1 b S2 tel que Si PMiu2 Ď BpH1 bH2q (74.57)

74.10 Dimensions

74.10.1 Finite and infinite projections

A projection in a factor is infinite if it is equivalent to a proper subprojection; it is finite is
it is not infinite. The notion of finite and infinite projections descents to the equivalence classes.
A factor is finite when the identity is finite.

Proposition 74.50.
If P and Q are projections with P ď Q and Q is finite, then P is finite.

Proof. Assume that P is infinite, that is there exists a projection P 1 ă P with P „ P 1. So we
have P 1 ă P ď Q and there exists a v P H such that Qv “ v, Pv “ v and P 1v “ 0. Thus we have

Q “ P ` pQ´ P q „ P 1 ` pQ´ P q ă Q,

the last inequality being assured by the vector v. What we proved is that Q is equivalent to a
subprojection of itself, which contradicts the fact that Q is finite.

Corollary 74.51.
Let α, β P dimM . If α is finite and β infinite, then α ď β.

If α “ rP s and β “ rQs with PQ “ 0, we define α` β “ rP `Qs. We denote by nα the sum

nα “ α` ¨ ¨ ¨ ` αlooooomooooon
n times

, (74.58)
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n P N. If nα exists for every positive integer n, we write

8α “
8ł

n“1
nα.

Proposition 74.52.
The sum α` β fulfils

(1) If α` β exists, then it is independent of the representative P and Q in α and β,
(2) It is commutative and associative: α` β “ β ` α and α` pβ ` γq “ pα` βq ` γ,
(3) zero is the neutral: α` r0s “ α.

Proof. No proof.

Lemma 74.53.
If α and β are finite, then α` β is finite when it exists.

Proof. No proof.

Lemma 74.54.
If α is finite and β is infinite, then

(1) 8α exists,
(2) 8α “ β.

In particular, all the infinite projections are equivalent each other.

Proof. Since β is infinite and α is finite, the projection β contains a subprojection equivalent to α.
What remains in β is still an infinite projection, and thus still contains a subprojection equivalent
to α. Let α “ rP s and β “ rQs. We have

Q “ `ÿ

n

Pn
˘`R

where for each n, the projection Pn is equivalent to P , and R is a finite projection which does not
contain a subprojection equivalent to P . Thus P contains a subprojection equivalent to R.

Notice that β can only contain a countable number of copies of α because one only has a
countable number of basis vectors in a separable Hilbert space.

Let us consider the projection

β1 “ rQ´Rs “ r
ÿ
Pns “ 8α. (74.59)

One can construct a partial isometry implementing an equivalence between β and β1 using an
Hilbert hotel argument.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.55
This proof has to be finished.

LemVstarVPP

Lemma 74.56.
If P is a projection and if V ˚V “ P , then V vanishes on the target space of PK.

Proof. It is evident that V ˚ does not vanish on the range of V (apart on zero) because

xv, V ˚V vy “ xV v, V vy ‰ 0.

Thus, in order V ˚V to vanish on the range of PK, one requires V to vanish on ImagepPKq.
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LemfinifactisemVUP

Lemma 74.57.
Let M be a finite factor, the every partial isometry V reads

V “ UP (74.60)

where U is unitary and P is a projection.

Proof. Consider the equivalent projections P “ V ˚V and Q “ V V ˚ and their complement PK,
QK. First, we remark that PK and QK are equivalent. Indeed, if they are not equivalent let say
that QK is equivalent to a subprojection of PK, in this case, the identity 1 “ P ` PK “ Q `QK
provides an equivalence between 1 and a subprojection of 1, which is in contradiction with the
assumption that M is a finite factor.

Thus PK „ QK and wet set W ˚W “ PK and WW ˚ “ QK and then U “ V `W is the answer
because

pV `W qP “ V P `WP,

but P is the projection on the target space of V , so V P “ V and, by lemma 74.56, we have
WP “ 0.

Notice that the decomposition V “ UP is a special feature of the finite factor case. In the
general infinite case, we have for example the operator which shifts the basis vectors

S “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

... . . .

˛
‹‹‹‹‹‚

It has S˚S “ 1 while SS˚ ‰ 1.
PropDecoTUTabsfinifacteur

Proposition 74.58.
Every element T of a finite factor reads

T “ U |T | (74.61)EqDecoTUTabsfinifacteurEqDecoTUTabsfinifacteur

with U unitary.

Proof. One guess the form of U by the decomposition (74.61): U “ T pT ˚T q´1{2. One checks that
U˚U “ 1. Since we are in a finite factor, the unit cannot be equivalent to something else than
itself, so UU˚ “ 1 is forced, and U is thus unitary.

Proposition 74.59.
If N is a finite factor, then so is M2pNq.
Proof. Let us suppose that we have a partial isometry V PM2pNq such that V V ˚ “ 12. We have
to prove that V ˚V “ 12; if not, the identity would be equivalent to a subprojection. In other
words, we have to prove that V is invertible. It will be done by constructing an invertible operator
W such that V ˚W is invertible. In that case, V ˚ is invertible and so is V .

If we set V “
ˆ
a b
c d

˙
, with a, b, c, d P N , the relation V ˚V “ 12 imposes among others

relations SubEassEqaaccunVV

a˚a` c˚c “ Id (74.62a)ssEqaaccunVVssEqaaccunVV

b˚a` d˚c “ 0 (74.62b)ssEqbadczVVssEqbadczVV

Relation (74.62a) says that |a|2 ` |c|2 “ 1, so that in the sense of the continuous functional
calculus, we have |a| “a

1´ |c|2. We deduce that |a| is a limit of polynomials in 1´ |c|2 and that“|a|, |c|‰ “ 0.
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Since a and c belong to a finite factor, proposition 74.58 provide unitary elements u and v of
N such that a “ u|a| and c “ v|c|. Now we consider the unitary element

W “
ˆ
u 0
0 v

˙ˆ|a| ´|c|
|c| |a|

˙

Using relations (74.62), we find

V ˚W “
ˆ

1 ´a˚u|c| ` c˚v|a|
0 x

˙
,

but a˚u|c| “ |a|u˚u|c| “ |a||c| “ |c||a|, so that the upper-right element is actually zero. We are
left with

V ˚W “
ˆ

1 0
0 x

˙

in which we want to prove that x is invertible. Using the fact that W is unitary, we have
pV ˚W qpV ˚W q˚ “ V ˚V “ 1, then

ˆ
1 0
0 x

˙ˆ
1 0
0 x˚

˙ˆ
1 0
0 xx˚

˙
“
ˆ

1 0
0 1

˙
.

Thus we have xx˚ “ 1 in N , which in turn imposes x˚u “ 1 because N is a finite factor. We have
finished to prove that V ˚W is invertible.

Lemma 74.60.
If P and Q are projections with PQ “ 0, then P is equivalent to a subprojection of Q, or Q is
equivalent to a subprojection of P .

Proof. No proof.
PropnnminSTperpssR

Proposition 74.61.
If R is not a minimal projection, then there exist subprojections S, T of R such that S „ T and
S K T .

Proof. Since R is not minimal, we have a non vanishing projection S ă R. Let consider S1 “ R´S.
One checks that SS1 “ 0. Now S or S1 is equivalent to a subprojection of the other. Let
S „ T ď S1. Now, we have S „ T and ST “ 0 which means S K T .

Let P and Q be two projection in M such that PQ “ 0. In M2pMq, we have
ˆ
P `Q 0

0 0

˙
„
ˆ
P 0
0 R

˙

where R is a subprojection of P which is equivalent to Q. Define the partial isometry V by
V ˚V “ Q and V V ˚ “ R. We have

ˆ
P V ˚
0 0

˙ˆ
P 0
V 0

˙
“
ˆ
P `Q 0

0 0

˙
,

and ˆ
P 0
V 0

˙ˆ
P ˚ V ˚
0 0

˙
“
ˆ

P PV ˚
V P ˚ R

˙
“
ˆ
P 0
0 R

˙

because ImagepV ˚q “ ImagepQq implies PV ˚ “ V P ˚ “ V P “ 0. Now,
ˆ
P 0
0 0

˙
is a subprojection

of
ˆ
P 0
0 P

˙
because R is a subprojection of P . Thus we have

ˆ
P `Q 0

0 0

˙
„
ˆ
P 0
0 E

˙
ď
ˆ
P 0
0 P

˙
“ finite. (74.63)
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So we deduce that P `Q is finite.
A factor is semifinite if there are projections Pα such that

Ž
Pα “ Id. Notice that if

tP1, . . . , Pnu is a finite set of finite projections, then
Ž
Pi is a finite projection. A factor is purely

infinite if 0 is the only finite projection.

Proposition 74.62.
If P is any finite projection, one can find a sequence of equivalent projections tPiu such that
1 “ ř

Pi.

Proof. No proof.

A consequence of that proposition is that any factor is semifinite or purely infinite, while a
finite factor is always semifinite.

Remarque 74.63.
A factor of type I is semifinite because a minimal projection is finite. Indeed, when P is infinite,
the projection Q such that Q „ P and Q ď P contradicts minimality of P .

Proposition 74.64.
A factor is semifinite if and only if it reads pfiniteqb̄ptype Iq.
Proof. If a factor reads pfiniteqb̄ptype Iq, the type I part is a BpH q in which one can take as
approximation of the identity the sequence of projections Pi given by

Piej “
#
ej if j ď i

0 otherwise
(74.64)

where teiu is an orthonormal basis of H .
Now if M is semifinite, let Pi be a sequence of finite projections with PiPj “ 0 and Pi „ Pj

such that V Pi “ Id. Then we have H “ ‘iPiH , but each of the Pi is equivalent to P1H , so that
H “ ‘iPiH “ ‘P1H “ P1H b l2pNq.

Under that isomorphism, an operator T PM acts on P1H by P1TP1, so that

M “ P1MP1b̄B
`
l2pNq˘. (74.65)

Thus, in order to understand the semifinite factors, it is sufficient to understand the finite
factors.

74.10.2 Finite factor
LemfassminPPperp

Lemma 74.65.
Every factor without minimal projection contains a projection P such that P „ PK.

Proof. Consider the set Z of triples pP,Q, V q with
— P and Q are projections,
— P K Q,
— V is a partial isometry such that V ˚V “ P and V V ˚ “ Q.

The set Z is endowed with a partial order given by pP1, Q1, V1q ď pP2, Q2, V2q when P1 ď P2,
Q1 ď Q2 and V2P1 “ V1. The Zorn’s lemma provides a maximal element that we denote by
pP,Q, V q. Let us suppose that P ` Q ă 1 (strictly). Then we write R “ 1 ´ P ´ Q and by
proposition 74.61 we have subprojection S and T of R such that S „ T and S K T .

We put W ˚W “ S and WW ˚ “ T , then pP ` S,Q ` T, V `W q contradicts maximality of
pP,Q, V q, and P `Q “ Id with P K Q and P „ Q.
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LemfinfacPPQQPsimQ

Lemma 74.66.
Let M be a finite factor. If P „ PK and Q „ QK, then P „ Q.

This lemma means that there is only one way tu cut H in two equal subspaces.

Proof. Let us suppose that P is not equivalent to Q, thus it is equivalent to a subprojection of Q.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.67
What is the exact statement which says that a projection is equivalent to a subprojection of the
other, or the contrary?

Since P „ subQ, we have PK „ subQK and P ` PK „ subpQ ` QKq. That means that Id
is equivalent to a subprojection of itself, which is impossible because of the assumption of finite
factor. We deduce that P „ Q.

74.10.3 Rational and real dimensions
SubSecRationalRealDim

We consider a factor of finite type M without minimal projection. Lemma 74.65 ensures the
existence of a projection P such that P „ PK while lemma 74.66 says that every such projection
lie in the class rP s. We define 1

2 P dimM by

1
2 “ rP s P dimM (74.66)

where P „ PK. Now we look at the algebra PMP , which posses its own 1
2 that is called 1

4 in M .
So we set the definition

1
4 “ rQs P dimM (74.67)

where Q ď P and Q „ P ´Q. Notice that P ´Q “ QK in PH . In the same way, we define 3
4 by

3
4 “ rP `Rs P dimM (74.68)

with R ď RK and R „ PK ´R. Continuing the process, we can define
r

2n for r P t0, . . . , 2nu,

and we define τ : dimM Ñ r0, 1s by

τpP q “ sup
! r

2n tel que r

2n ď rP s
)
P r0, 1s. (74.69)

ThobijzudimM

Theorem 74.68.
The map τ : dimM Ñ r0, 1s is a bijection for every finite factor without minimal projection.

Proof. No proof.

74.10.4 Summary

When M is a finite factor, it has two possibilities: it contains or not a minimal projection.

74.10.4.1 Finite factor with minimal projection

We saw at page 3740, and more precisely on equation (74.46) that if P 1 is the minimal projection
of M 1, then M » BpH q, so that the possible dimensions are

dimM “ t0, 1, . . . , Nu (74.70)

where N can eventually take the value 8, as shows the example M “ C Id.
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74.10.4.2 Finite factor without minimal projection

In the case of finite factor without minimal projection, we saw by theorem 74.68 that

dimM “ r0, 1s. (74.71)

74.10.4.3 Semifinite factor

If the factor is not finite, there are two possibilities: it is semifinite or purely infinite. In the
semifinite case

74.10.5 Purely infinite factor

One still has to see what are the dimensions for a purely infinite factor.
LemORSneqzeroini

Lemma 74.69.
Let P be an infinite projection in a factor and P “ R‘S (orthogonal sum) with R „ P and S ‰ 0.
Then rP s “ 8rSs.
Proof. Let R „ P and P “ R ` S with S ‰ 0. Since R „ P , we can decompose R in the same
way as P is decomposed, namely

R “ R1 ` S1

with R1 „ R „ P and S1 „ S. Explicitly, if V ˚V “ P and V V ˚ “ R, we put R1 “ V RV ˚ and
S1 “ V SV ˚. Proceeding, we decompose R1 “ R2`S2, R2 “ R3`S3, and so on. Since R K S, we
have S1 K R1, and S2 being a subprojection of R1 which is orthonormal to S1, we have S1 K S2.

What we get is finally is a set S “ tS, SiuiPN of projections two by two orthogonal and
equivalent. Let Z be the set of sets of projections two by two orthogonal and equivalent which
contains S. This is the set of extensions of S. The Zorn’s lemma provides a maximal element in
Z that we name Q “ tQnu. By very definition, S Ď Q.

We want to prove that
ř
nQn “ P , so that P ď 8rSs because 8rSs ď ř

nQn. Let E “
P ´ř

nQn. By maximality, it does not contain a subprojection equivalent to S, so we have E ĺ S.
We are going to prove that E ` ř

nQn „
ř
Qn. The argument is once again an Hilbert hotel

construction.
Let Qi “ Ai `Ei with Ai „ Aj and Ei „ E. That decomposition is nothing else that the fact

that E is equivalent to a subprojection of Qi. Now consider the following equivalences:

E „ E1

A1 „ A1

E1 „ E2

A2 „ A2

E2 „ E3
...

On the left hand side we have E `ř
nQn while on the right hand side we have

ř
nQn. Thus we

have E `ř
nQn „

ř
nQn and then P „ ř

nQn.

Corollary 74.70.
If M is a purely infinite factor, then dimM “ t0,8u
Proof. In a purely infinite factor, zero is the only finite projection, thus any projection reads
P “ R ` S with P „ R and S ‰ 0. The aim is to prove that rP s “ Id, in such a way that there
exists only one infinite.

We have Id “ Q ` S for a certain Q „ Id. The S here can be chosen the same as the S of
P . Indeed Id “ PK ` P “ PK ` R ` S. Using the equivalences PK „ PK and P „ R, we see
that Id “ PK ` P „ PK ` R, so that Id “ Q ` S with Q “ PK ` R. Using lemma 74.69, we



74.11. TRACIAL FUNCTIONAL 3749

have rP s “ 8rSs, and then using the lemma again on rP s, we get rP s “ 8rSs, which proves that
rP s “ rIds.

74.11 Tracial functional
SecTracevonNeuman

References: [947, 961]. This section is related to section 72.18 about trace on C˚-algebra.
A linear functional τ : M Ñ C is

a state when τpA˚Aq ě 0 and τp1q “ 1;
tracial when τpA˚Aq “ τpAA˚q;
faithful when τpA˚Aq “ 0 if and only if A “ 0;
normal when if A “ ř

nAn exists for a sequence tAnu of positive operators, then τpAq “ř
n τpAnq;

semifinite if for every non zero A PM` majorizes some non zero B ě 0 with τpBq ă 8.

Lemma 74.71.
A linear tracial functional on a von Neumann algebra is a trace.

Proof. Let U be unitary, using the tracial property we find τpU˚A˚AUq “ τpAA˚q, so that

τpU˚BUq “ τpBq (74.72)EqtauUBUtauBposEqtauUBUtauBpos

for every positive B. Since any element of M reads as composition of four positive, the relation
(74.72) holds in fact for every B in M . Since every element C P M can be written as C “ U˚B,
we have

τpCUq “ τpU˚BUq “ τpBq “ τpUCq,
and we have τpCUq “ τpUCq for every C and U unitary. Now, every element is a combination of
four unitary, so that τpCDq “ τpDCq for every C and D, which means that τ is a trace.

Notice that the existence of a faithful normal trace on M implies that M is finite because if
V ˚V “ 1,

τp1´ V V ˚q “ 1´ τpV V ˚q “ 1´ τpV ˚V q “ 1´ τp1q “ 0,
which, from faithfulness, implies that V V ˚ “ 1.

Let ϵ ą 0, an ϵ-trace is a normal state φ : M Ñ C such that

φpA˚Aq ď p1` ϵqφpAA˚q. (74.73)

Lemma 74.72.
A normal state on a finite factor is an ϵ-state if and only if P „ Q implies φpP q ď p1` ϵqφpQq.
Proof. No proof.

Lemma 74.73.
If φ is an ϵ-trace, then we have

1
p1` ϵqφpP q ď

dimpP q
dimp1q ď p1` ϵqφpP q (74.74)

for every projection P .

Proof. Let us first suppose that
dimpP q “ dimp1q{n, (74.75)EqdimPsimunmtunEqdimPsimunmtun

and decompose 1 “ P1 ` ¨ ¨ ¨ ` Pn with PiPj “ 0 (i ‰ j) and Pi „ Pj for every i. So we have
Vi̊ Vi “ P and ViVi̊ “ Pi. In that case

nφpP q “ φpV1̊ V1 ` ¨ ¨ ¨ ` Vn̊ Vnq ď p1` ϵqφpV1V1̊ ` ¨ ¨ ¨ ` VnVn̊ q
“ p1` ϵqφp1q “ 1` ϵ, (74.76)
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thus
φpP q ď 1` ϵ

n
“ p1` ϵqdimpP q

dimp1q . (74.77)

The other sense is obtained by the same computation:

1 “ φpV1V1̊ ` ¨ ¨ ¨ ` VnVn̊ q ď p1` ϵqφpV1̊ V1 ` ¨ ¨ ¨ ` Vn̊ Vnq “ p1` ϵqnφpP q.
The lemma is now proved with the assumption (74.75). If that assumption does not hold, we can
build projections Pi with PiPj “ 0, dimpPiq “ dimp1q{ni and P “ ř

i Pi. Then we can use the
fact that φ is normal and carry on the same computation as before.

Corollary 74.74.
If φ1 is an ϵ1-trace and φ2 is an ϵ2-trace, then

}φ1 ´ φ2} Ñ 0

when ϵ1, ϵ2 Ñ 0.

Proof. No proof.

The interest of this lemma resides in the fact that if φk is an ϵk-trace with ϵk Ñ 0, we have a
Cauchy sequence, so that limkÑ8 φk is an actual trace. We are thus not obliged to build traces,
but ϵ-trace are sufficient.

LemPMPnormalfaithstate

Lemma 74.75.
Let φ be a faithful normal state. If ϵ ą 0, there exists a non vanishing projection P PM such that

φpA˚Aq ď p1` ϵqφpAA˚q
if A P PMP . In other words, φ is an ϵ-trace on PMP .

Proof. Let Q “ ř
αQα and Q1 “ ř

αQ
1
α where tpQα, Q1

αqu is a maximal set of projections pairs
such that

(1) Qα K Qβ and Q1
α K Q1

β if α ‰ β,
(2) Qα „ Q1

α,
(3) φpQαq ă φpQ1

αq.
From normality of φ, the third condition implies that φpQq “ φpQ1q. Since Q ‰ 1, we have
φpQ1q ď 1 and thus

φpQq ă φpQ1q ď 1.
Let us now choose a pair pR,R1q such that R K Q, R1 K Q1 and R „ R1. By maximality, that pair
cannot fulfil the third condition of tQα, Q1

αu:
φpRq ě φpR1q.

Now we consider the number

m “ mintk tel que kφpRq ě φpR1q for every pR,R1qu. (74.78)

We just saw that 1 belongs to the set, so m ď 1. Let us suppose that m “ 0. One typical projection
orthogonal to R is 1´R, but φp1´Rq ‰ 0 because φ is faithful and 1´R ‰ 1. So we conclude
that m cannot be zero and

m Ps0, 1s.
Now, take ϵ ą 0 and choose a pair pR,R1q which fulfils the two conditions and such that

mφpRq ă p1` ϵqφpR1q. (74.79)EqcondpaireRRprimeEqcondpaireRRprime

Existence of such a pair is ensured by minimality of m.
We build the projections S “ ř

α Sα and S1 “ ř
α S

1
α where tSα, S1

αu is maximal for the
properties
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(1) Sα ď R and S1
α ď R1,

(2) Sα K Sβ, S1
α K S1

β if α ‰ β,
(3) Sα „ S1

α,
(4) mφpSαq ě p1` ϵqφpS1

αq.
Using normality, the last condition sums to

mφpSq ě p1` ϵqφpS1q. (74.80)

We also have S „ S1 and S ‰ R. Indeed, suppose that S “ R. Then S „ R, but S „ S1, so
R „ R1. Since S1

α ď R for every α, we have S1 ď R1. We conclude that S1 “ R1 because M is a
finite factor: in this case, S1 ď R1 and S1 „ R1 imply S1 “ R1. Now the fourth condition over Sα
becomes mφpRq ě p1` ϵqφpR1q which contradicts the condition (74.79) that we made on the pair
pR,R1q. Thus we conclude that S ‰ R.

Let take P “ R´ S and choose projections E and E1 such that E ď P , E1 ď P 1 with E „ E1.
In this case we have

mφpEq ă p1` ϵqφpE1q,
if not pE,E1q contradicts maximality of tSα, S1

αu. On the other hand, minimality of m provides
mφpEq ě φpE1q, so that we are left with

φpE1q ď mφpEq ă p1` ϵqφpE1q, (74.81)

which shows that φ is an ϵ-trace and that P 1 is the answer to the lemma.

An example of faithful normal state is

φpT q “
ÿ

n

2´nxvn, T vny (74.82)

where tviu is an orthonormal basis of H .

Proposition 74.76.
There is an ϵ-trace on M .

Proof. We just saw that normal states do exist, so we apply lemma 74.75 and we find a projection
P for which we suppose dimpP q “ 1{n, and we choose P1, . . . Pn such that PiPj “ 0 (i ‰ j) and
Pi „ P . We define the partial isometries Vi by

Vi̊ Vi “ P, ViVi̊ “ Pi.

Now we define
ψpAq “

ÿ

i

φpVi̊ AViq

where φ is the normal faithful state on PMP . Thus we have

ψpAq “
ÿ
φpVi̊ AViq “

ÿ
ψpVi̊ AViq “

ÿ
ψpAViVi̊ q “

ÿ
ψpAPiq,

and we find

ψpA˚Aq “
ÿ

i

φpVi̊ A˚AViq

“
ÿ

ij

φpVi̊ A˚Vjlooomooon
PPMP

Vj̊ AViloomoon
PPMP

q

ď p1` ϵq
ÿ

ij

φpVj̊ AViVi̊ A˚Vjq

ď p1` ϵqψpAA˚q,

(74.83)

which means that ψ is a trace.
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PropExistenceTrace

Proposition 74.77.
Every finite factor accepts an unique faithful, normal and tracial state. Moreover, if P and Q are
projections and τ is the trace, then

P „ Qô τpP q “ τpQq. (74.84)
PropFactIIunttedim

Proposition 74.78.
If M is a factor of type II1, then

tτpP q tel que P P PpMqu “ r0, 1s. (74.85)

where τ is the trace given by proposition 74.77.

Proof. No proof.

74.12 Modules over von Neumann algebras
SecOverModVNalgDim

Let X be a topological space and denote by π the group π1pXq. We denote by X̃ the universal
covering of X, and the group π acts on X̃ by the monodromy action defined in subsection 48.10.2.
We denote by CppXq the space of p-chains over X and CppX̃q the one of X̃ from which we build
the complexes

. . .
b // CppXq b // Cp´1pXq b // . . .

and
. . .

b // CppX̃q b // Cp´1pX̃q b // . . .

with b ˝ b “ 0. The chain space CppX̃q is not only a group, but a module over Zrπs.
We are now going to look at the tensor product von Neumann algebra

MppX̃q “Mpπq bZrπs CppX̃q. (74.86)

In the right hand side, Mpπq is the von Neumann algebra described in subsection 74.7.5, which is
generated by the operators Ug P B

`
l2pπq˘ defined by Ugpφqpgq “ φph´1gq, and the tensor product

is the one defined in equation (54.12).
We can then look at the complex of Mpπq-modules

. . .
b //Mp`1pX̃q b //MppX̃q b //Mp´1pX̃q b // . . .

and look at the corresponding Betty numbers which are integers numbers associated with any
topological space.

74.12.1 Modular conjugation and factor of type II1

The results presented here partially come from [896], section 9 and [962], proposition 2.2.6.
A module over a von Neumann algebra M is an Hilbert space 2 E for which there exists a

weakly continuous map πr : M Ñ BpEq such that πrpT q “
`
πrpT q

˘˚ and πrpST q “ πrpSqπrpT q. If
E and F are two modules over M , a map a : E Ñ F is linear if

apSξq “ Sapξq (74.87)

for every S P M and ξ P E . We denote by 3 LM pE ,Fq the set of M -linear maps from E to F .
When E “ F , we write LM pEq. By definition of linearity, we have LM pEq “ πpMq1. The same

2. Hilbert space are generally denoted by H , while modules are denoted by E or F . Here, the notation will
depend on what aspect we are focusing on.

3. This is what [962] denote by M LpH q



74.12. MODULES OVER VON NEUMANN ALGEBRAS 3753

notion exists for linearity at right, and in the general case, we denote by LM,N pE ,Fq, the set of
M -left-linear and N -right-linear maps from E to F .

We say that the modules E and F are isomorphic if there exists an unitary M -linear map
between them.

When M is a type II1 factor, we denote H1 “ L2pMq and H8 “ H1 b l2.
PropTypeIIProjhHinfty

Proposition 74.79.
Let M be a type II1-factor and E be a separable M -module. There exists a projection P PM8pMq
such that E » H8P . All such projections are Murray-von Neumann equivalent.

Proof. No proof, explanations can be found in [962], theorem 2.2.2.

When E is a separable M -module (M is a type II1 factor), we define

dimM E “ Tr p (74.88)

where p P P
`
M8pMq

˘
is the projection such that

`
L2pMqb l2˘p » E and whose existence is given

by proposition 74.79.
Let M be a factor of type II1 with the unique trace τ given by proposition 74.77. We denote

by L2pM, τq the Hilbert space of its GNS representation, and πτ the representation. Since τ is
unique, we will simply denote them by L2pMq and π. We denote by Ω P L2pMq a cyclic vector. If
πpT q “ 0, we have

τpT ˚T q “ }πpT qΩ}2 “ 0,

so that T “ 0 and the representation is faithful. We can thus identify T P M with πpT q P
B
`
L2pMq˘ and we have M Ă B

`
L2pMq˘. The basics properties of the GNS construction say also

that MΩ “ L2pMq and τpT q “ xTΩ,Ωy for every T in M .
If TΩ “ 0, then 0 “ }TΩ}2 “ τpT ˚T q, so that T “ 0. That means that Ω is separating for M .

Lemma 74.80.
If M Ď BpH q is a von Neumann algebra, a vector in H is cyclic for M if and only if it is
separating for M 1.

Proof. A proof is given in [962].

Now, for every ξ P L2pMq, we define the operators πl and πr by

πlpξqpT 1Ωq “ T 1ξ (74.89a)
πrpξqpTΩq “ Tξ (74.89b)

for T 1 P M 1 and T P M . The domains are dom
`
πlpξq

˘ “ M 1Ω and dom
`
πrpξq

˘ “ MΩ. These
operations are well defined because Ω is cyclic and separating for M and M 1.

If πlpξq extends to a bounded operator on L2pMq, one says that ξ is left bounded., and the
(necessarily unique) extension is still denoted by πlpξq. We do the same for πr. Let now the map

J : MΩ ÑMΩ
TΩ ÞÑ T ˚Ω,

(74.90)

this is a conjugate linear isometry, so that it extends to an anti-unitary involution.

J : L2pMq Ñ L2pMq (74.91)

That map J is the modular conjugation operator for the factor M of type II1.
The algebra JMJ acts on L2pMq as well as on L2pJMJq. If ξ P L2pMq, the action is

pJSJqξ “ ξS˚. (74.92)EqActJMJLdMEqActJMJLdM
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That one is inspired by the fact that JSJT “ JpST ˚q “ TS˚. Since J2 “ 1, the action of JMJ
on L2pJMJq is given by

pJSJqpJTJq “ JpST qJ. (74.93)EqActJMJLdJMJEqActJMJLdJMJ

Let M be a type II1 factor. We denote H1pMq “ L2pMq, or simply by H1 when no confusion
is possible, and H8 “ L2pMq b l2. The algebra M acts on H1 by

π1pSqξ “ Sξ, (74.94)

and M acts on H8 by
π8pSq “ π1psq b Idl2 . (74.95)

We also note M8pMq “M bBpl2q, that has to be understood as infinite matrices with elements
in M . It is a type II8 factor, and the trace is a follows. If p PM8pMq “ ppijq, then

Trppq “
8ÿ

i“1
TrM ppiiq. (74.96)EqTraceMinfinuMEqTraceMinfinuM

With that formula, when q P Ppl2q has rank 1, then Trp1mb qq “ 1. Let q PMnpMq and consider
the element of M8pMq given by the following:

ˆ
q 0
0 0

˙
. (74.97)

It’s trace, in M8pMq, is
řn
i“1 Trpqiiq, but the trace of q in MnpMq is 1

n

řn
i´1 Trpqiiq. The normal-

ization is not the same in MnpMq and in M8pMq.
We denote by e11, the element of MnpMq given by

e11 “
ˆ

1
0

˙
. (74.98)

We have Trpe11q “ 1{n, and πepe11q PP
´
πr
`
MnpMq

˘¯
.

Lemma 74.81.
The LM

`
L2pMq˘-modules LM

`
L2pMq˘ and L2pMq are isomorphic.

Proof. The result comes from the fact that an element of LM

`
L2pMq˘ is uniquely defined by its

value at 1 PM .

As a consequence of that lemma, we have

dim
LM

`
L2pMq

˘ L2pMq “ 1, (74.99)

because ´
LM

`
L2pMq˘b l2

¯
p “ L2pMq (74.100)

when p “ Idbe11, whose trace is 4 1.
LemLJMJequalLM

Lemma 74.82.
We have the isomorphism

L2pJMJq » L2pMq (74.101)

as JMJ-module.

4. it is not 1{n or anything like that because of the remark we did bellow the definition (74.96).
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Proof. Let us prove that the map which extend the following is an isomorphism:

ψ : L2pJMJq Ñ L2pMq
JSJ ÞÑ S˚ (74.102)

So we have to prove that for every a P JMJ and ξ P L2pJMJq, we have ψpaξq “ aψpξq. Using
the actions (74.92) and (74.93), if a “ JSJ and ξ “ JTJ , we find

ψpaξq “ ψpJSJJTJq “ ψpJSTJq “ T ˚S˚, (74.103)

while
aψpξq “ pJSJqψpJTJq “ pJSJqT ˚ “ T ˚S˚. (74.104)

That prove that L2pMq » L2pJMJq as JMJ-modules.

Lemma 74.83.
We have

LM

`
L2pMq˘ “ LM,πrpe11qpEnq (74.105)EqoLLdpireununmodEEqoLLdpireununmodE

where En “ L2pMq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ L2pMq (n terms).

Proof. An element in the right hand side of (74.105) is a right-linear map with respect to πrpe11q,
i.e. a map f : E Ñ E ,

f
`pξ1, . . . , ξnqπrpe11q

˘ “ fpξ1, . . . , ξnqπrpe11q. (74.106)

Since the left hand side only depends on ξ1, the right hand side shows that fpξ1, ¨ ¨ ¨ , ξnq only
depends on ξ1. Now, the right hand side takes its values in L2pMq, so that the left hand side
shows that f takes its values in L2pMq.

The following is the proposition 2.2.6 in [962].
PropDimIIun

Proposition 74.84.
Let H be a separable Hilbert space and M Ď BpH q, a factor of type II1. We have

ItemiPropDimIIun

(1) for every d P r0, 1s, there exists a M -module Ed such that dimM Ed “ d.
ItemiiPropDimIIun

(2) There exists an unique d P r0,8s such that H » Ed as M -module.
ItemiiiPropDimIIun

(3) The algebra M 1 is a factor of type II1 if and only if dimM H ă 8.
ItemivPropDimIIun

(4) dimM L2pMq “ 1.
ItemvPropDimIIun

(5) If tFnunPN is a set of separable M -modules, then

dimM

`‘n Fn

˘ “
ÿ

M

dimM Fn. (74.107)

ItemviPropDimIIun

(6) If dimM H ă 8 and if P 1 P PpM 1q, then

dimPMP pPH q “ `
TrM pP q

˘´1 dimM H . (74.108)
ItemviiPropDimIIun

(7) If P is a projection in M , then

dimPMP pPH q “ `
TrM pP q

˘´1 dimM H . (74.109)
ItemviiiPropDimIIun

(8) We have
dimM 1 H “ pdimM H q´1 (74.110)EqDimMMprimeprodunEqDimMMprimeprodun

if M 1 is a factor of type II1
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Proof. For (1), let begin with d “ n P N, and define

En “ L2pMq ‘ . . .‘ L2pMqlooooooooooooomooooooooooooon
n factors

(74.111)

which can be seen as an element of M1ˆn
`
L2pMq˘. This is a M -MnpMq-bimodule, for the matrix

multiplication. What we have is to compute dimM Hn “ Tr p where p P P
`
M8pMq

˘
is the

projection such that
`
L2pMq b l2˘P “ Hn.

Intuitively, P is the projection onto the first n component of the space of infinite vertical
matrices. Indeed, the picture is that Hn “ M1ˆn

`
L2pMq˘ while H8 “ M1ˆ8

`
L2pMq˘. We are

searching for p P PpM8pMqq such that
`
L2pMq b l2˘p “ L2pMq ‘ . . .‘ L2pMq. (74.112)

The answer is p “ IdM b projn where projn stands for the projection onto the first n components.
Using formula (74.96), we conclude that dimM En “ n.

Let us now consider d P r0,8r, and an integer n ě d. Since MnpMq is a factor of type II1,
proposition 74.78 provides a projection q P P

`
MmpMq

˘
such that TrMnpMqpqq “ d{n. Now we

look at
Ed “ Enq. (74.113)

In order to compute dimM pEdq, we have to find r P P
`
M8pMq

˘
such that

`
L2pMq b l2˘r » `

L2pMq ‘ . . .‘ L2pMq˘q. (74.114)

The answer is
r “

ˆ
q 0
0 0

˙
(74.115)

whose trace is
TrM8pMqprq “

8ÿ

i“1
TrM priiq “

nÿ

i“1
TrM pqiiq “ nTrMnpMqpqq, (74.116)

because of the discussion bellow the definition (74.96). This concludes the proof of (1).
We pass to the proof of (8). Since dimM H ă 8, we know that H is a factor of type II1

by (3). We can thus suppose that H “ Ed for some d. One knows that M 1 “ JMJ , so that
dimM 1 Ed “ dimJMJ Ed.

Let us first work with d “ 1. In order to compute dimJMJ

`
L2pMq˘, we are searching for

p P P
`
M8pJMJqq such that

`
L2pJMJq b l2

˘
p » L2pMq as JMJ-modules. From lemma 74.82,

P “ e11 works.
Let us now study the case d “ n P N.

Corollary 74.85.
When M is a factor of type II1, two M -modules are isomorphic if and only if they have same
dimension.

This is a direct consequence of point (2) in proposition 74.84.

74.12.2 Dimension

We are going to associate any M “Mpπq-module with a dimension in r0, 1s such that for every
projection P PM , the dimension of the submodule MpπqP is equal to dim

`
MpπqP ˘ “ TrpP q. We

will in fact give a dimension to every module over a von Neumann algebra accepting a trace. For
that, we use theory developed in section 54.4.

ThofgsurMFSubEEClSplits

Theorem 74.86.
If M is a finite von Neumann algebra and if E is a finitely generated module over M , and if F is
any submodule, then the quotient map E Ñ E{ClEpF q splits and furthermore the quotient space
E{Ē is projective and finitely generated.
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.87
Has one to add the assumption that F is projective?

Proof. Later.

As consequence of the this theorem, F » Ē ‘ pfinite projective moduleq. In particular,

F » ClF p0q ‘ pfinitely generated projective moduleq (74.117)
ThoPropDimiM

Theorem 74.88.
Let M be a finite von Neumann algebra with a normal faithful tracial state φ. There is an unique
function

dimφ : tMu Ñ r0,8s
such that

(1) F1 » F2 implies dimφ F1 “ dimφ F2,
(2) (normalisation) if F is a finitely generated projective module, then the value of dimφpF q

coincides with the definition (54.41), in particular when E »MnP is finitely generated and
projective, we have dimE “ ř

i φpPiiq,
(3) (continuity) if E is any submodule on a finitely generated module F , then dimφpEq “

dimφ

`
ClF pEq

˘ 5,
ItemCofinalitySuiteExact

(4) (cofinality) given an exact sequence

0 // F1 // F // F2 // 0,

then dimφpF q “ dimφpF1q ` dimφpF2q.
Proof. later.

Notice that, since P “ P ˚P for every projection, we have dimE ě 0.
We will prove the following

PropDimClEgalDim

Proposition 74.89.
If E is a finitely generated projective module over M , we have

DimpF q “ Dim
`

ClEpF q
˘

(74.118)

if F is any submodule of E.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.90
One has to check that is it actually proved somewhere in the next pages.

We will not often explicitly write the trace φ and simply write dimpEq. However, we will some-
times precise the ring over which we consider the module and denote by dimM pEq the dimension
of E as module over M .

74.12.2.1 Examples
subsubsecExemDimMMMod

Let M be a von Neumann algebra with a normal faithful tracial state φ, and let us give some
examples of modules over M .

First, M itself is a free module of dimension 1 6 over M . If P is a projection, then MP is a
projective modulePgMPprojModuleand dimφpMP q “ φpP q. The fact that MP is a projective module comes from
the direct sum decomposition M “ MP ‘Mp1 ´ P q and the third characterisation if projective
module in proposition 54.14. Notice that M is a free module over M because M “M1.

5. From an analytic point of view, that condition is not usual, as can be seen on the example dimQ “ 0 while
dimR “ 1.

6. In fact that dimension is Trp1q which is usually normalised at 1, see definition (54.40) and bellow.
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PropMTprojpourtoutT

Proposition 74.91.
For every element T PM , the set MT is a projective M -module.

Proof. Let P be the projection onto ImagepT q, so that P “ limnÑ8pTT ˚q1{n as already seen. We
are going to prove that MT »MP as M -module. For we define Φ: MT ÑMP by ΦpST q “ SP .
In order to see that this is a good definition, suppose S1T “ S2T , then pS1 ´ S2qT “ 0. But we
have

ST “ 0 ñ S|ImagepT q “ 0 ñ S|ImagepT q “ 0 ñ S|ImagepP q “ 0, (74.119)

so that SP “ 0. It shows that Φ is a well defined M -module isomorphism between MT and
MP .

By polar decomposition, we have MT “ M |T |, so we can suppose T ě 0 without loss of
generality. We have the exact sequence

0 //MT
Φ //MP //MP {MT // 0,

so that by property (4) of theorem 74.88, we have dimφpMT q “ dimφpMP q ` dimφpMP {MT q.
Since the modules MP and MT are isomorphic, that means that

dimφpMP {MT q “ 0.

As another example, take projections Pm with φpPmq “ 2´m, and let F be the infinite algebraic
direct sum MP1‘MP2‘ . . .. By cofinality, it has at least the dimension of each of its submodule.
In other words, we have

dimF “ sup
n

dimpMP1 ‘ . . .‘MPnq “ 1.

Since we can embed F into M , we also get dimpM{F q “ 0.

74.12.2.2 Summary

We want to define, for each module, a dimension such that
— if E is a projective left module with E »MnP (see proposition 54.15) and P “ P 2 PMnpMq,

dimpEq “
ÿ
φpPiiq,

and does not depend on the choices.
— If E is not a finitely generated projective module, then

DimpEq “ sup
␣

dimpF q with F
(
. (74.120)DefDimAvecGrandDDefDimAvecGrandD

74.13 Position of submodules

Proposition 74.92.
Let M be a von Neumann algebra (not specially with trace). Every finitely generated submodule of
a finite generated projective module is projective.

Proof. Passing to the matrix algebra (lemmas 54.19 and 54.20), one can assume that the module
and the submodule are in fact singly generated.

A singly generated module over M has the form E “ MT Ď M for some element T P M .
We saw during the proof of proposition 74.91 that MT » MP where P is the projection onto
ImagepT q. The fact that MP is a projective module was already argued on page 3757.
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PropEfgpFssmodQuotProj

Proposition 74.93.
If E is a finite projective module over M and F is a submodule of E, then E{ClEpF q is projective.

Proof. Once again, using the matrix trick, one can suppose that E is singly generated by an element
e. A left module map φ : E Ñ M such that φpF q “ 0 is determined by the value of φpeq P M .
The element φpeq is an operator on H and we define Pφ as the projection onto Image

`
φpeq˘.

Now we define the module map
φ̃ : E ÑM

φ̃pTeq ÞÑ TPφ.
(74.121)

This is well defined. Indeed if Se “ 0, then φpSeq “ Sφpeq “ 0, which implies that SPφ “ 0. For
the same reason, kerpφq “ kerpφ̃q. We define

Q “
ł

φ

Pφ, (74.122)

and
ψ : E ÑM

ψpTeq ÞÑ TQ
(74.123)

which is well defined because TQ “ 0 if and only if TPφ “ 0 for every φ, since the operator T is
bounded 7.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.94
The explanation in the footnote is unclear; it has to be expressed in terms of nets.

By construction, kerpψq “ ClEpF q, while Imagepψq “MQ, so that

E{ kerpψq »MQ, (74.124)

while the latter is projective.
CorEfgpFssIsom

Corollary 74.95.
When E is a finite projective module and F a submodule, we have an isomorphism

E “ ClEpF q ‘ E{ClEpF q
as direct sum of modules.

Proof. If ξ P E, the class of ξ in E{ClEpF q is

rξs “ tξ ` η tel que η P ClEpF qu. (74.125)

Let us choose a representative rξs0 in each of the classes 8. The following is the module isomorphism
we are searching for

ψ : E Ñ ClEpF q ‘ E{ClEpF q
ξ ÞÑ η ‘ rξs0 (74.126)

where η is the unique element of ClEpF q such that rξs0 ` η “ ξ.

When E is a finite projective module over M , we say that ClEp0q is the torsion submodule
of E.

Let us see an example. Let
E “M{MT (74.127)

7. If T is not bounded, it can get bigger and bigger on the range of φk when k goes to infinity, so that the limit
of T

Ž
φPα is not zero when α gets bigger.

8. This uses the famous axiom; it would be possible to do otherwise, isn’t?
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with T ě 0 and ImagepT q “H . We claim that the torsion submodule of E is E itself. A module
map φ : E ÑM is a module map M ÑM composed with a projection, or in other words a module
map φ : M ÑM such that φpT q “ 0. Since φ is a module map, its fulfils

φpSq “ φpS1q “ Sφp1q “ SX (74.128)

for a certain X P M such that TX “ 0. Thus we have ImagepXq Ă kerpT q, but since T ě 0 (in
particular T is self-adjoint) and ImagepT q “H , we have kerpT q “ 0, and we conclude that X “ 0,
so that φ “ 0. The question is to know if E “M{MT has a finitely generated submodule or not.
Let P be a projective submodule of M{MT ; by the lifting property (54.34) we have a map λ̃ such
that the following commutes

M

λ����
P //

;;

M{MT

(74.129)

where the arrow from P to M{MT is injective. The image of P by λ̃ is a submodule MX that
has to be injectively 9 projected in M{MT , so that MX XMT “ H. Notice that it is not possible
when H is finite dimensional because T is invertible (from the fact that the closure of its image
is the whole space), so that MT “M .

Now we suppose that X is positive. This is done without loss of generality because from polar
decomposition, for every X PM , there exists a positive Y such that MX “MY .

Since T is positive, we can consider the spectral theorem 60.62 and the isomorphism

θ : C˚pT,1q Ñ C
`

SpecpT q˘. (74.130)

We define the following function on SpecpT q

fϵ “
#

0 if x ă ϵ
1

pθT qpxq if x ě ϵ
(74.131)

and then one defines the operator Sϵ “ θ´1pfϵq P C˚pT,1q. Let us prove that Pϵ “ SϵT is a
projection. We have P 2

ϵ “ SϵTSϵT . Take an orthonormal basis of H of eigenvectors of T and
let’s call λi the eigenvalues: Tei “ λiei. If λk ă ϵ, then Sϵei “ 0 and of course SϵTSϵei “ Sϵei.
Otherwise, we have

SϵTSϵei “ 1
λi
SϵTei “ Sϵei. (74.132)

That proves that P 2
ϵ “ Pϵ, and so that this is a projection. We obviously also have Pϵ Ñ 1 in MT .

Similarly one can define Q, the projection onto ImagepXq and we have projections Qϵ Ñ Q
with Qϵ “ YϵX for some Y ϵ PM and Qϵ PMX. Now take ϵ1 and ϵ2 and look at the projection

Qϵ1 _ Pϵ2 (74.133)

onto ImagepQϵ1q X ImagepPϵ2q. The latter intersection is in fact 0 because Aϵ1 _ Pϵ2 P MQϵ1 X
MPϵ2 “MX XMT “ 0. Using lemma 74.26, we get

dim1 ě dimpQϵ1 _ Pϵ2q “ dimpQϵ1q ` dimpPϵ2q. (74.134)

Recall that the trace used to define the dimension has to be normal, so that the dimension function
is continuous in such a way that taking the limit ϵ1 Ñ 0 and ϵ2 Ñ 0 provides the expected result

dimp1q ě dimpQq ` dimp1q, (74.135)

from which one deduce that dimQ “ 0 and therefore X “ 0. This finish the proof that the module
E “M{MT with a positive T and ImagepT q “H has no projective submodules.

9. How to say the fact to be injective in English? Does the word injectively exist?
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Proposition 74.96.
If E is a finitely generated module over M , then the torsion submodule does not contains non zero
projective finite submodules.

Proof. Later.
LemFClosEF

Lemma 74.97.
If E is a finitely generated submodule of a finitely generated projective module E, then F is pro-
jective and F » ClEpF q.
Proof. We assume as usual that E and F are singly generated. The singly generated projective
module E reads E “ MP while the general form of a singly generated submodule is F “ MT
for a positive T which vanishes on PKH and ImagepT q Ď ImagepP q. We already proved that
MT »MQ where Q is the projection over ImagepT q.

We have ClMP pMT q “ MQ because of the direct sum decomposition MP “ MQ ‘MpP ´
Qq from which we can build an homomorphism MP Ñ M which vanishes on MT , namely the
projection because MT ĎMQ.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.98
I do not understand one single word about the latter justification : p

Corfgfgdilleqdim

Corollary 74.99.
If F is a finitely generated submodule of a finitely generated projective module E, then dimpF q ď
dimpEq.
Proof. By lemma 74.97, we have dimpF q » dim

`
ClEpF q

˘
while we know that E “ ClEpF q ‘

E{ClEpF q. The latter makes that dimE is given by the trace of two projections:

dimE “ TrPClEpF q ` TrPE{ ClEpF q. (74.136)

Corollary 74.100.
If E is a finitely projective module over a von Neumann algebra with a trace, then dimpEq “
DimpEq.
Proof. By very definition, DimpEq ě dimpEq because E itself belongs to the set on which the
supremum is taken in the definition (74.120) of Dim. The corollary 74.99 provides the opposite
inequality.

PropProjFiniDimCldim

Proposition 74.101.
If E is projective finitely generated and if F Ď E, then dim

`
ClEpF q

˘ “ DimpF q.
Proof. The case where F is finitely generated is already done by lemma 74.97. For the general
case, suppose that the proposition does not hold. In this case, the lemma 74.97 yields

suptdim
`

ClEpHq
˘

tel que H is finite projective u ă dim
`

ClEpF q
˘
. (74.137)

On the one hand, by corollary 74.95, the module ClEpHq is a direct summand of ClEpF q which is
itself (by the same result) a direct summand of E. On the other hand, being a finitely generated
module, it reads E “MnP for some projection P by proposition 54.15. Combining both, we have
a projection PH ď P such that ClEpHq “MnPH .

Now the finitely generated projective submodules of F form a directed system. For every
finitely generated projective submodules H1 and H2 of F , there exists at least H3 “ H1 ‘ H2
which contains H1 and H2. Thus the set of PH is directed too and one can look at

Ž
H PH , the

smalest projection whose range contains the range of all of the PH .
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We have
Ž
H PH ă P because if not, using normality of the trace,

dim
`ł

H

PH
˘ “ sup

H
dimpPHq ă P. (74.138)

Now let Q “ P ´Ž
H PH . If F is some submodule of E, one has

F “
ď
tH Ď F tel que H is finitely generatedu

“
ď
tH Ď F tel que H is finitely generated and projectiveu

(74.139)

because H Ď F Ď E which is finitely generated projective. Such a H has the form MnPH , sp
F ĎMn

`Ž
H PH

˘
. Notice that this F lies in the kernel of the non zero map

ClEpF q “MnP ÑMnQ

V ÞÑ V Q.
(74.140)

Indeed, since
Ž
H PH ă P , we have

`Ž
H PH

˘
P “ Ž

H PH , so that for every T P Mn we have
T
Ž
H PH

`
P ´Ž

H PH
˘ “ 0. By looking at the complement of V Q, one has a nonzero homomor-

phism ClEpF q ÑM which vanishes on F . That contradicts the definition of the closure.

The three point in this demonstration that use the von Neumann algebra background (and not
only general module theory) are the following.

— First we used normality of the trace to commute the dimension with the supremum,
— and second, we used continuity of

Ž
with respect to the dimension.

74.13.1 Summary

We have two dimension functions dim and Dim such that
(1) dimE “ DimE whenever E is a finitely generated projective module,
(2) for every finitely generated module E and every submodule F , the module E{ClEpF q is

finitely generated and projective,

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.102
Check if one does not need the assumption that E is projective too.

(3) If F Ď E and if E is a finitely generated projective module, then DimpF q “ Dim
`

ClEpF q
˘
.

From now we do no more use the “von Neumann algebra” assumption. Instead we suppose to have
a ring R and two dimensions functions satisfying these three properties.

74.13.2 Properties of the dimension function

Proposition 74.103.
If E is the union of a directed system of submodules Eα, then DimpEq “ sup DimEα.

Proof. A finitely generated projective submodule in E is generated by n elements, each of them
being contained in some Eα1 , Eα2 , . . . By definition of a directed set, the union of all the so defined
Eαi is contained in a Eβ. Thus every finitely generated projective submodule in E is of the form
Eβ.

LemHinjectifHdimdim

Lemma 74.104.
If one has a projective module map ρ : H1 Ñ H2, then DimpH1q ě DimpH2q.
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Proof. Let F be any projective module for which there exists an inclusion ι : F Ñ H2. That map
can be lifted because F is projective. So among all the submodules of H1, there is the one which is
the image of F be the lifted map. That one of course contains H2 itself. Thus H2 is a submodule
of H1 and the supremum defining the dimension in H1 is automatically bigger or equal to the one
defining the dimension of H2.

Proposition 74.105.
If

0 // E0 // E1
p // E2 // 0 (74.141)

is a short exact sequence of modules, then dimpE1q “ dimpE0q ` dimpE2q.
Proof. Using last proposition, we can assume that all of E0, E1 and E2 are finitely generated.
Indeed when a module is not finitely generated, it is still the union of the directed system of all
its finitely generated submodules.

Let F be a finitely generated projective submodule of E2, we have the exact sequence

0 // E0 // p´1pF q // F // 0. (74.142)

The module F being projective, we have p´1pF q » F ‘ E0. We do not know if the dimension
function is additive with respect to direct sum, but by definition of a supremum, we have the
inequality DimpE0q `DimpF q ď Dim

`
p´1pF q˘, and the chain

DimpE0q `DimpF q ď Dim
`
p´1pF q˘ ď DimpE1q (74.143)

which in turn provides the inequalities

DimpE0q `DimpE2q ď DimpE1q. (74.144)

For the reverse inequality, let F be a finitely generated projective submodule of E1, and consider
the following exact sequence of finitely generated projective module

0 // ClF pF X E0q // F // F {ClF pF X E0q // 0 (74.145)

The fact that F {ClF pF XE0q is projective is proposition 74.93. Since F {ClF pF XE0q is at most
a subset of F which is finitely generated, it has to be finitely generated too. We also know by
corollary 74.95 that F splits into

F » ClF pF X E0q ‘ F {ClF pF X E0q (74.146)

which is a direct sum of finitely generated projective module, so that we can use the definition of
dimension with traces (which sums up over direct sum) instead of the one with supremum. Thus
we have

dimpEq “ dim
`

ClF pF X E0q
˘` dim

`
F {ClF pF X E0q

˘
. (74.147)

The module F being projective and finitely generated, proposition 74.101 allows us to replace
dim

`
ClF pF X E0q

˘
by DimpF X E0q and write

dimpEq “ DimpF X E0q `Dim
`
F {ClF pF X E0q

˘ ď DimpE0q `DimpF {pF X E0qq (74.148)

where we also used lemma 74.104. Since F {pFXE0q is a quotient of E2, we have DimpF {pFXE0qq ď
DimpE2q, and taking the supremum over all suitable F , we find the result

dimpE1q ď DimpE0q `DimpE2q. (74.149)

Proposition 74.106.
If E is a finitely generated module and F Ď E, then DimpF q “ Dim

`
ClEpF q

˘
.

Proof. Hint: by the proposition, one can assume that E is actually projective.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.107
That has to be completed.
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74.14 Decomposition of operators and representations

74.14.1 Motivation

Let G be a compact topological group and consider the space L2pGq (with respect to the Haar
measure), and M be the von Neumann algebra generated by the left regular representation

M “ tUg tel que g P Gu2 (74.150)

with pUgfqpfq “ gpg´1hq. Each Ug is an unitary operator in H. In this case, the commutant M 1
turns out to be the von Neumann algebra generated by the regular right representation.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.108
The operator R given by

`
Rpfq˘pxq “ fpxq

2 (74.151)

commutes with all the regular left representation, but is not part of the regular right representation.
Do we impose unitarity conditions?

When σ : G Ñ EndpV q is a finite dimensional irreducible representation of the group G, the
character of σ is the function χσ : GÑ C defined by the formula

χσpgq “ Tr
`
σpgq˘. (74.152)

The representation σ thus defines the operator Pσ on H “ L2pGq,

pPσqpfq “ dimpσq
volpGq

ż
χσpg´1qpUgfq dg. (74.153)

ThoPeterWeyl

Theorem 74.109 (Peter-Weyl).
The operator Pσ is a projection which belongs to M XM 1 and for which the following holdItemPeterWeyli

(1) If σ1 fi σ2, then Pσ1Pσ2 “ 0,
ItemPeterWeylii

(2) in the strong topology,
ř
σ Pσ “ 1,

(3) the algebra M XM 1 is generated by tPσu and each of the Pσ is minimal in the center,
(4) PσMPσ is a factor on Hσ and we have pPσMPσq1 “ PσM

1Pσ,
(5) PσMPσ is finite dimensional.

Notice that, because of point (1) and (2), if Hσ denotes the range of Pσ, then

H “à
σ

Hσ. (74.154)

Proof. No proof.

74.14.2 Conventions and definitions

From now, all Hilbert space will be separable and measure spaces pX,µq will be as follows. The
topological space X will be an Hausdorff, secondly countable metrisable space and µ will be the
completion of a Borel measure which is finite on compact sets on X. By completion, we mean
that all subset of a null set are measurable of measure zero.

Now let X be a set. A field of Hilbert space over X is a set of Hilbert spaces Hx for each
x P X. A section of the field is a function V : C Ñ Ů

xPX Hx such that V pxq P Hx. We often
write Vx instead of V pxq. The set of sections is denoted by ΓtHxu.

Let H be a (separable) Hilbert space. A direct integral decomposition of H is
— a measure space pX,µq,
— a field of Hilbert spaces over X,
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— a function from H to the space of sections of the field that we denote by vx, the value at x
of the section associated with v P H

such that

(1) for every v and w in H, the function x ÞÑ xvx, wxy is integrable and
ż

X
xvx, wxydµpxq “ xv, wy, (74.155)

(2) if u is any section of the field such that x ÞÑ xux, wxy is integrable for all w P H, then u is
almost everywhere equal to the section associated with a vector of H,

(3) the set of all decompositions of vectors in H is maximal.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.110
I do not understand the precise signification if the maximality, cf problem 74.115.

Notice that the set of sections that are equal almost everywhere to sections obtained by de-
composition of vectors in H form a module over L8pX,µq.

An technical fact that will be used in much of proofs is the following.
LemdensHdensHx

Lemma 74.111.
If tv1, v2, . . .u Ď H has a dense span in H, then for almost every x P X, the set Spantv1x, v2x, . . .u
is dense in Hx.

74.14.3 Examples

74.14.3.1 First example

Let Hx with x P X be a field of Hilbert space over a countable set X. Then define H “À
xPX Hx. That Hilbert space decomposes by pX,µq with µ being the counting measure, and to

v P H corresponds a component vx in each Hx that are taken as the section associated to the
vector v.

74.14.3.2 Second example

Let pX,µq be the counting measure over the countable set X, and consider the Hilbert space
H “ L2pX,µq. A decomposition of that Hilbert space is given as follows: first pose Hx “ C for
each x P X. Then, for each vector v P H, we associate some choice of function f in the equivalence
class that defines v. Then we define the section associated with v is vx “ fpxq.

Let us check that this construction fulfils the axioms of a direct integral decomposition of
Hilbert space. First the function x ÞÑ xvx, wxy has to be integrable. If f is the function associated
with v and g the one associated with w, we have xvx, wxy “ fpxqgpxq which is integrable by
Cauchy-Schwarz, and by the definition of the product in L2, we have

xv, wy “
ż

X
fpxqgpxq dµpxq. (74.156)

Second, suppose that u is a section such that the map x ÞÑ uxfpxq is integrable for every f
associated with a vector in H. The measured space pX,µq being countable, X is a union of finite
measure sets tXiu on each of them one can consider the characteristic function 1i. Then for every
i, the function x ÞÑ ux1i is measurable on Xi. That proves that u is measurable. We conclude that
it is square integrable and thus defines a function which is almost everywhere equal to the section
associated with a vector v P L2pX,µq, namely the element of L2pX,µq which is the class of u.
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74.14.3.3 Third example

Let H “ L2pX,µ1q ‘L2pX,µ2q and µ “ µ1`µ2 which is still a complete measure. By Radon-
Nikodým theorem 74.19, there exists positive measurable functions f1 and f2 such that µi “ fiµ.
We can decompose H as the direct integral

Hx “ l2
´
txu X tf1 ą 0u \ txu X tf2 ą 0u

¯
. (74.157)

Depending on the x, the set txu X tf1 ą 0u \ txu X tf2 ą 0u has zero, one or two elements. Now
if v “ pv1, v2q P H with v! “ rg1s and v2 “ rg2s, we define the section associated with v as

vx “
`
f1pxq1{2g1pxq, f2pxq1{2g2pxq

˘
. (74.158)

As notation, if f1pxq “ 0, we identify this with the element f2pxq1{2g2pxq instead of the couple
p0, f2pxq1{2g2pxqq.

74.14.4 Decompositions of operators

Suppose that the separable Hilbert space H is provided with a decomposition over pX,µq. A
decomposition of the operator T P BpHq is a family of bounded operators Tx : Hx Ñ Hx such
that for every v P H, the condition

pTvqx “ Txvx (74.159)EqCondTvDecompOpsEqCondTvDecompOps

holds for almost every x P X.

Remarque 74.112.
The conditions 74.159 are in fact uncountably many conditions (one for each v P H) each of
them having the possibility to be wrong on a null set. One has thus to be prudent because an
uncountable union of null set might be a set of non zero measure.

Lemma 74.113.
The set of decomposable operators is a ˚-algebra.

Proof. If the operator T is decomposable, the rule pT ˚qx “ pTxq˚ provides a decomposition of
T ˚.

Lemma 74.114.
Let T be a decomposable operator. We have T ě 0 if and only if Tx ě 0 almost everywhere.

Proof. In order to prove that T is positive, we have to evaluate xTv, vy from the decomposition of
T and v. We suppose that Tx ě 0 for almost every X P X and we compute

xTv, vy “
ż

X
xpTvqx, vxydµpxq “

ż

X
xTxvx, vxydµpxq ě 0. (74.160)

where we were allowed to change pTvqx by Txvx because the equality holds almost everywhere.
For proving the contrary, let pick a dense, countable and rational vector subspace H0 Ď H,

and assume that T ě 0. If v P H and if E Ď X is measurable, then by maximality of the Hilbert
space decomposition there is some vector vE P H such that

pvEqx “
#
vx if x P E
0 otherwise.

(74.161)EqCondvEvxEqCondvEvx

ProbMaximvE

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.115
I do not see why to use the maximality. Indeed, one considers the section

sx “
#
vx if x P E
0 otherwise.

(74.162)
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By definition of decomposition of v, the integral
ż

X
xvx, wxydµpxq (74.163)EqProbIntXEqProbIntX

exists for every w P H. Now we have that
ż

X
xsx, wxydµpxq “

ż

E
xvx, wxydµpxq (74.164)EqProbIntEEqProbIntE

whose existence is assured by existence of (74.163), isn’t?
Existence of integral (74.164) assures the existence of a vector vE P H such that pvEqx “ sx

almost everywhere. So we have the vE without maximality axiom. Do we really want the condition
(74.161) to hold everywhere and not only almost everywhere? Since we only use it in integrals, I
think that one does not care about a violation of condition (74.161) on a null set.

We have that ż

E
xTxvx, vxydµpxq “

ż

X
xTxvEx, vExy “ xTvE , vEy ě 0 (74.165)

because T ě 0 by assumption. So we proved that x ÞÑ xTxvx, vxy is an integrable function on X
for which the integral over any subset is a positive real number. Then the function is real positive
almost everywhere. Thus we have

xTxvx, vxy ě 0 (74.166)

almost everywhere. Therefore there exists a null set N Ď X such that xTxvx, vxy ě 0 for every
v P H0 whenever x P XzN . If x P XzN , then Spantvx tel que v P H0u is dense in Hx because of
lemma 74.111. Notice that H0 is countable and there is one null set for each element of H0 on
which we are unsure of the sign of xTxvx, vxy.

By enlarging the set N we can assume that

pa1v1 ` a2v2q “ a1pv1qx ` a2pv2qx (74.167)

for every x P XzN and ai P Qris. Indeed the equalities are an equation for each ai P Qris and
vi P H0. That is thus a countable set of equations; thus the set where the equations are not
satisfied is a countable union of null sets.

What we have now is that every vector in Hx (with xinXzN) can be written as a limit if
vectors in H0, and then xTxvx, vy ě 0, so that Tx ě 0.

Lemma 74.116.
We have

}T } “ ess- sup }Tx} “ mintc tel que }Tx} ď c almost everywhereu. (74.168)

Proof. The inequality }T } ď ess- sup }Tx} comes from the fact that

}Tv} “
ż

X
xTxvx, Txvxydµpxq (74.169)

which gives the bound. For the inverse inequality, remark that }T }2 “ }T ˚T } and pT ˚T qx “
pTxq˚Tx almost everywhere, so that one can replace T by T ˚T , or more simply we can assume
that T ě 0. Now consider the positive and self-adjoint operator }T }1 ´ T . The “component”
operator is positive almost everywhere: }T }1 “ Tx ě 0 for almost every x P X. We know that the
maximum of the spectrum of Tx is }Tx}, so that the number }TY } ´ }Tx} is almost everywhere
positive because it is an element of the spectrum of }T }1´ Tx which is positive.
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74.14.5 Diagonal and decomposable operators

An operator S is diagonal if it is decomposable and if Sx is multiple of identity for almost
every x P X.

As motivation, consider the example H “ Cn1`n2 “ Cn1 ‘Cn2 , the measure space being two
points with the counting measure. A diagonal operator looks like

ˆ
λ11

λ21

˙
, (74.170)

while decomposable operators are ˆ
T1

T2

˙
. (74.171)

One sees that these two sets are mutually commutant. We will see in theorem 74.119 that this is
a general fact that decomposable operators and diagonal operators are mutually commutant.

ThoKaplanskyDensity

Theorem 74.117 (Kaplansky density theorem).
If A is a ˚-algebra of operators on H, then every strong limit of net in A is a strong limit of a
bounded net of elements in A. In other words, if T “ limÑ Tα, then there exist a net Sβ with
}Sβ} ďM (fixed M) such that T “ limÑ Tβ.

A complete proof is given in [903].

Sketch of proof. First, a convex subset of BpH q is strongly closed if and only if it is weakly
closed. So, using what is said on page 3392 about the fact that weak topology is compatible with
the involution, we know that if T lies in the strong closure of A, and if T “ T ˚, then T is the
limit of a net of self-adjoint elements in A. That allows us to focus the proof of the theorem on
self-adjoint elements of A.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.118
For me, the fact that this reasoning actually allows to restrict ourself to self-adjoint elements. But
I suppose that it would become more clear when one understands the link between the statement
here and the statement of Kaplansky’s theorem in [903], page 32.

Consider the function fpxq “ 2x{p1 ` x2q that provides an homeomorphism from r´1, 1s to
r´1, 1s. Thus by continuous functional calculus, if T “ T ˚ and }T } ď 1, we have T “ fpSq where
S “ S˚ and S belongs to the norm closure of the algebra generated by T .

Now if T is the strong limit of the net Tα of self-adjoint operators, then S is the strong limit
of Sα with Sα P A and Sα̊ “ Sα. Indeed one can prove that Sα Ñ S implies 10 fpSαq Ñ fpSq.

Since }fpSαq} ď 1, thus }T } ď 1.
ThoDecopDiagCommE

Theorem 74.119.
The algebra of decomposable and diagonal operators are mutually commutant.

Proof. The fact that decomposable operators are in the commutant of diagonal operators and vice
versa. The strategy to prove the theorem will be to first prove that decomposable and diagonal
operators are von Neumann algebras, and then show that every operator in the commutant of
diagonal operators is decomposable. From there, the conclusion yields from the double commutant
theorem.

Suppose that T is a strong limit of decomposable operators, i.e

T “ s limTα (74.172)

where Tα is decomposable and supt|Tα|u ă 8. We want to show that T is decomposable. For, let
H0 be a dense countable rational subspace of H. If T is limit of a uniformly bounded net, the fact

10. In the weak topology, that implication is the continuous functional calculus, but in the strong topology (the
one we are considering here), the validity of this assertion relies on the particular form of f .
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that H0 is countable makes that there is a sequence of uniformly bounded decomposable operators
Tn such that Tnv Ñ Tv for every v P H0.

We have
lim
nÑ8

ż

X
}Tnxvx ´ pTvqx}2dµpxq “ 0 (74.173)

for almost every v P H0. A general fact about L2 spaces is that when a sequence goes to zero, then
the functions (representative of the elements of L2) themselves goes to zero on a subsequence. So
for every given v P H0 there is a subsequence tnju such that

}Tnjxvx ´ pTvqx} Ñ 0 (74.174)
for almost every x P X. The subsequence might depends on the v, bu a diagonal argument provides
a subsequence tnku of tnju such that for every v P H0,

}Tnkxvx ´ pTvqx} Ñ 0 (74.175)
for almost every x P X. These relations are a countable number of convergence almost everywhere.
Then there exists a null set N Ď X such that

}Tnkxvx ´ pTvqx} Ñ 0 (74.176)EqTnkxTvxHorsNEqTnkxTvxHorsN

for every v P H0 and x P XzN .
By enlarging again the null set N , we define

H0x “ tvx tel que v P H0u (74.177)
for x P XzN . This is a dense subspace of Hx by lemma 74.111. Since the essential supremum of
}Tnx} is the norm of Tn, we have a “double uniformly bounded” relation

sup
n

sup
x
}Tnx} ă 8. (74.178)

Now for x P XzN we define Tx on H0x by
Txvx “ lim

kÑ8Tnkxvx (74.179)

for each v P H0. That limit exists by construction.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.120
I suppose that this definition together with property (74.176) means that for every w P H0 and
every x P XzN ,

pTwqx ´ Txwx “ 0. (74.180)EqSurHzeroTwTxwxEqSurHzeroTwTxwx

It extends by continuity from H0x to Hx. The resulting operator is bounded because the
sequence Tnkx is uniformly bounded.

Now we enlarge once again the set N by the null set appearing in the definition of the essential
supremum we find that Tx is bounded for every x P XzN . All the work make tTxuxPX a candidate
decomposition of T .

In order to check that this actually is a decomposition of T , we have to prove that pTvqx “ Txvv
for every v P H and almost every x P X. We will prove that property by proving that the integralż

X
}pTvqx ´ Txvx} dµpxq (74.181)

vanishes. For that, we choose w P H0 such that }w ´ v} ď ϵ and, by virtue of (74.180), we add
Txwx ´ pTwqw in the integrand:

ż

X
}pTvqx ´ Txvx}2 dµpxq “

ż

X
}pTvqx ´ pTwqx ` Txwx ´ Txvx}2 dµpxq

ď 2
ż

X
}pTvqx ´ pTwqx}2 dµpxq `

ż

X
}Txwx ´ Txvx}2 dµpxq

“ 2}T pv ´ wq}2 ` 2}T̃ pv ´ wq}2
“ 2}T } }v ´ w}2 ` 2}T̃ } }v ´ w}2
ď constant · ϵ

(74.182)
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where the operator T̃ is defined by pT̃wqx “ Txwx.
Thus the set of decomposable operators is strongly closed, so that it is a von Neumann algebra.

The same argument holds to prove that diagonal operators form a von Neumann algebra too. We
want now to prove that the commutant of diagonal operators is the set of decomposable. For that,
it is sufficient to prove that every operator in the commutant of diagonals is decomposable. Since a
von Neumann algebra is generated by its projections , we have only to prove that every projection
in the commutant of the diagonal is decomposable.

Let P be such a projection and enlarge H0 in order to have PH0 Ă H0. That remains a
countable set because such an enlargement is H 1

0 “ H0 ` PH0 for example. We choose a null set
N Ď X such that if x P XzN then

pa1v1 ` a2v2qx “ a1v1x ` a2v2x (74.183)

for every v1 and v2 in H0 and ai P Qris. The set H0x “ tvx tel que v P H0u is dense in Hx. For
f P L8pX,µq, we define the multiplication operator

pMfvqx “ fpxqvx, (74.184)

which is, by definition, a diagonal operator. Let v P PH0 and w P PKH0, we have
ż

X
fpxqxvx, wxy dµpxq “

ż

X
xfpxqvx, wxy dµpxq “ xMfv, wy. (74.185)

Since P is in the commutant of diagonals, it commutes with Mf , so that Mfv P PH while
w P PKH0 and the latter product is thus zero: xMfv, wy “ 0. That proves that x ÞÑ xvx, wxy is
a function that integrates to zero when multiplicated 11 by any L8 function. That means in turn
that xvx, wxy “ 0 almost everywhere. We enlarge N in such a way that

tvx tel que v P PH0u K twx tel que w P PKH0u (74.186)EqPerpPHPperpHEqPerpPHPperpH

for every x P XzN . Of course, PH0 ‘ PKH0 “ H0, so that the direct sum of the two spaces of
(74.186) is H0x. Taking the strong closure,

tvx tel que v P PH0u ‘ twx tel que w P PKH0u “ Hx (74.187)

where the double bar denotes the strong closure. Now, for x P CzN , define Px : Hx Ñ Hx, the
projection onto tvx tel que v P PH0u. By the same reasoning as for T before, we prove that tPxu
decomposes P .

LemMabelAstrDense

Lemma 74.121.
If M is an abelian von Neumann algebra on a separable Hilbert space H, then M has a strongly
dense C˚-algebra A

Proof. No proof.
ThoVNableHDiag

Theorem 74.122.
If M is an abelian von Neumann algebra on a (as usual separable) Hilbert space H, then there is
a decompositon of H such that M is the set of diagonal operators.

Proof. Pick a A ĎM as in the lemma 74.121, and add an unit is needed. Then we have A » CpXq
for some metrisable compact space X by the Gelfand theorem (see [472]). We can write

H “
8à
k“1

Hk (74.188)

where Hk is invariant under the action of A and has a cyclic vector. Indeed, pick a vector v1 in
H and define H1 “ Av1, then pick v2 in the complement and continue. We have an isomorphism
Hk » L2pX,µkq where µk is some probability measure by vk ÞÑ 1 and Tvk ÞÑ T̂ where the hat
denotes the Gelfand isomorphism.

11. My spelling corrector does not know that word. Bad word or bad corrector?

http://en.wikipedia.org/wiki/Gelfand_isomorphism
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.123
That gives an element of L2pX,µkq for each vector inside Hk. But I do not see the isomorphism.
For example a simple step function belongs to L2pX,µkq and corresponds to which element of Hk?

The map
ψ : Av1 Ñ L2pX,µq

Tv1 ÞÑ T̂
(74.189)

(whose image is included in L2pX,µq because X is compact, so that every continuous function is
square integrable with respect to a probability measure) is injective because two different continuous
functions cannot belong to the same class in L2pX,µq.

For me, surjectivity is not clear (and even wrong) because there exists many elements in
L2pX,µq who have no continuous representative. Do we have to game with limits and exploit
the fact that A is strongly closed?

So we can assume that A “ CpXq and H “À
k L

2pX,µq. Let

µ “
8ÿ

k“1
2´kµk (74.190)

which is still a probability measure, and define Hx “ l2pN, µxq where µx is the measure on N
defined by

µx
`tku˘ “ dµk

dµ
pxq (74.191)

by the Radon-Nikedým theorem. For recall, dµk{dµ is the function on X defined by the fact that
dµk “ pdµk{dµqdµ in the sense that

ż

X
fdµk “

ż

X
f
dµk
dµ

dµ (74.192)

for every functions f on X. Now for each φ “ pφ1, φ2, . . .q P H, we define φx P Hx by

φx : NÑ C

k ÞÑ φkpxq.
(74.193)

One has to show that the so defined φx is actually an element of l2pN, µxq, that is
ÿ

k

|φkpxq|2dµk
dµ
pxq (74.194)EqSumVpNKEqSumVpNK

has to be finite. For, we have the computation
ż

X

ÿ

k

|φkpxq|2dµk
dµ
pxq dµpxq “

ÿ

k

ż

X
|φkpxq|2dµk

dµ
pxq dµpxq

“
ÿ

k

ż

X
|φk|2 dµkpxq

“
ÿ

k

}φj}2

“ }φ}2.

(74.195)EqIntXsumnormVarPhiEqIntXsumnormVarPhi

where, in the first line we permuted the sum and the integral using the monotone convergence
theorem. The fact that integral (74.195) is finite proves that the function (74.194) has finite values
almost everywhere, or

}φx}2l2pN,µxq ă 8 (74.196)
almost everywhere. We redefine now φx as zero for the x for which the former definition gives
}φx}2l2pN,µxq. This is a redefinition over a null set.

One can check that this construction provides a decomposition of H for which M is the algebra
of diagonal operators.
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.124
To be done. . .

Let M be an abelian von Neumann algebra of operators on H and suppose that there are two
decompositions tHxu and tHyu of H using M by theorem 74.122. Let now

M2 “
"ˆ

T
T

˙*
tel que T PM (74.197)

That von Neumann algebra decomposes H ‘H into tHxu ‘ tHyu. The matrix

S “
ˆ

0 1
1 0

˙
(74.198)

is decomposable because it belongs to the commutant of M2. Thus it provides an unitary isomor-
phism of H that applies Hx on Hy.

PropNprimexxNprime

Proposition 74.125.
If N lies in the commutant of M , there are von Neumann algebras Nx Ď BpHxq for almost every
x such that

(1) Nx “ tTx tel que T P Nu2,
(2) pNxq1 “ pN 1qx almost everywhere.

Proof. No proof.

74.14.6 Decompositions of representations

Let A be a separable C˚-algebra and π : A Ñ BpHq be a representation of A on a separable
Hilbert space. We do not assume that π is faithful.

LemHDecPipixxpi

Lemma 74.126.
If H is provided with a decomposition tHxu and if πpAq consists of decomposable operators, then
there are representations πx : AÑ BpHxq such that πpaqx “ πxpaq.
Proof. No proof.

ThoRepDecSepIrrep

Theorem 74.127.
If π : AÑ BpHq is any representation of a separable C˚-algebra, then there is a decomposition of
H such that πpAq consists of decomposable operators. There also exists a decomposition tπxu of π
such that each πx is irreducible.

That theorem says that every representation decomposes into irreducible.

Proof. We do not prove the first part, and suppose then that tπxu is a decomposition given by
lemma 74.126, so that πxpaq “ πpaqx.

Let M be a maximal (Zorn’s lemma) abelian von Neumann subalgebra of
`
πpAq˘1, and decom-

pose H so that M is the algebra of diagonal operators. Now we consider N , the von Neumann
algebra generated by M and πpAq. An element in N 1 belongs to πpAq1 and commutes with M
which is maximal. Thus N 1 “M .

By the property of the decomposition πx, an element of πxpAq1 has to commute with all M , so
that

πxpAq1 “ pNxq1 “ pN 1qx “Mx “ C1, (74.199)

and by Schur’s lemma, the representation πx is irreducible almost everywhere.
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As an example, take A “ C˚pF2q where F2 is the free group with two generators and A is
formed by taking all the linear combination and then the closure as C˚-algebra. One can show
that

(1) There are two decompositions of the regular representation π of A on H “ l2pF2q that we
denote by tHxu and tHyu. These decompositions are a priori built on different measured
spaces.

(2) All the representations in tπxu \ tπ1
yu are irreducible and mutually inequivalent.

So the decomposition in irreducible representations is not unique at all, in contrast to the group
representation case. The point is that the regular representation of C˚pF2q is a factor, while the
following theorem only assures unicity of decomposition into factors.

Theorem 74.128.
Let π : AÑ BpHq be a representation of the C˚-algebra A. There is an essentially unique decom-
position of H such that

(1) the representation πpAq consists of decomposable operators,
(2) the representations πx are factors representations for almost every x.

By “essentially unique”, one means that if
`
X,µ, tHxu, H Ñ ΓtHxu

˘
and

`
X 1, µ1, tH 1

xu, H Ñ ΓtH 1
xu
˘

(74.200)

are two decompositions, there exists a map X Ñ X 1 which is almost everywhere an equiv-
alence of measurable spaces. That is it maps µ to a measure which is mutually absolutely
continuous with µ1, and an unitary isomorphism Hx Ñ H 1

x defined for almost every X which
maps vx to v1

x where v1
x is the decomposition of v with respect to the decomposition tH 1

xu.
Proof. Let us prove the existence part of the theorem For we proceed as in the proof of theo-
rem 74.127, but we take M “ πpAq2 X πpAq1, this is the center of the von Neumann algebra
generated by πpAq. Using proposition 74.125, we find

πxpAq2 X πxpAq1 “
`
πpAq2 X πpAq1˘

x
“ C1. (74.201)

That shows that πxpAq is a factor.

A C˚-algebra is liminal if for every irreducible representation π : AÑ BpHq, we have πpAq “
KpHq, the space of compact operators on H.

Theorem 74.129.
If G is a semisimple Lie group, then C˚pGq is liminal.

Proof. No proof.

Theorem 74.130.
If A is a liminal C˚-algebra, then every factor representation is of type I.

Theorem 74.131.
If π is any representation of a liminal C˚-algebra on a separable Hilbert space, then there is a
decomposition of H such that

(1) the space Hx carries a representation which is a factor of type I,
(2) Hx “ Hπx b Lx where Hπx is an irreducible representation of A, all mutually inequivalent

and Lx is some Hilbert space which says the “multiplicity” of the representation πx inside π.
That decomposition is essentially unique.

Proof. No proof.

Lemma 74.132.
Every irreducible representation of A1 b A2 with both Ai being liminal is a tensor product of
irreducible representations of A1 and A2.
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Now take an unimodular group G such that C˚pGq is liminal. One knows that the von Neumann
algebras generated by the left and right regular representations are mutually commutant. We
consider the bi-regular representation GˆG on L2pGq. The commutant of that representation is
equal to the center of the von Neumann algebra generated by the two regular representation and
is in particular abelian.

Using the lemma, the space L2pGq decomposes into representations Hπτ “ Hπ bHτ of GˆG
where π and τ are irreducible representations. From the unimodular assumption, the symmetry
fpgq Ñ fpg´1q is an isometry that intertwines left and right regular representations. Notice that a
function can be seen as a vector on L2pGq as well as as an operator over L2pGq by the convolution.
Thus we turn Hπτ into a ˚-algebra by the multiplication Hπτ bHπττHπτ .

We denote by Ĝ the set of irreducible representations of G

Theorem 74.133.
Let G be an unimodular locally compact liminal group. There is an unique measure on Ĝ, the
Plancherel measure, denoted by µ such that for every f P L1pGq X L2pGq (as vector in L2pGq
or as operator by involution),

}f}2L2pGq “
ż

Ĝ
}πpfq}2HS dµpπq (74.202)

where }.}HS denotes the Hilbert-Schmidt operator norm. Moreover we have

πpfq “
ż

G
fpgqπpgq dg. (74.203)

That theorem has to be compared to the Fourier theory for abelian groups like R or S1, in
particular the Parseval equality. This has also to be compared with the following theorem.

Theorem 74.134 (Peter-Weyl).
If G is a compact group, then

}f}2L2pGq “
ÿ

Ĝ

dimpπq
volpGq }πpfq}

2
HS (74.204)

where the ration dimpπq{ volpGq is the Plancherel measure made explicit in the compact case.

74.15 Index theory

One speaks about index and subfactors in [903, 914, 962].

74.15.1 Introduction

Let M be a type II1 factor, which, thus, possesses an unique normal, tracial, normalized faithful
state. We can assign a dimension to every modules over M by theorem 74.88. In particular, M
being an algebra of operators on the Hilbert space H , the space H is a M -module and we can
consider the number

dimM pH q. (74.205)

Following the cases, that can be any number in s0,8r. Indeed, taking any v P H , we have the
M -module map

ρ : M ÑH

T ÞÑ Tv,
(74.206)

so that by lemma 74.104, we have

dimM pH q ě dimM M. (74.207)

http://en.wikipedia.org/wiki/Parseval's_identity


74.15. INDEX THEORY 3775

But we saw on page 3757 that dimM M “ Trp1q, see definition (54.40) and bellow. We deduce
that dimM H ě Trp1q, which can be any non vanishing positive real number.

Let N Ď M Ď BpH q be a subfactor, i.e. that N is a factor in BpH q and N Ď M . For the
same reason as before, dimN pH q Ps0,8r. We consider the ratio

rM : N s “ dimN pH q
dimM pH q (74.208)

that is called the index.
The theorem that we are intend to prove is the following.

Theorem 74.135 (Jones).
If rM : N s ă 4, then rM : N s “ 4 cos2pπ{nq for some n ă 2.

Proof. No proof.

n 4 cos2pπ{nq
2 0
3 1
4 2
5 2.618 the golden ratio
6 3
...

...

In the dots, we have an increasing sequence of numbers bigger than 3 that converges to 4.

74.15.2 Example

Let G be a discrete group with infinite conjugacy classes and H, a subgroup which has infinite
conjugacy classes for its own right. Consider M “MpGq Ď B

`
l2pGqq and N “MpHq Ď B

`
l2pHq˘.

By simple inclusion of H in G, we have MpHq Ď B
`
l2pGq˘ too.

As defined in subsection 74.7.5, the von Neumann algebra MpHq is generated by the opera-
tors Uh with h P H. We already proved in proposition 74.24PglDeuxGFGPutiliseIcithat l2pGq is a finitely generated
projective module over MpGq, so that one can address the question of dimMpGq

`
l2pGq˘ using the

decomposition given by corollary 74.95:

l2pGq “ Cll2pGq
`
MpGq˘‘ l2pGq{MpGq. (74.209)

On the one hand, by proposition 74.89, we have dim
´

Cll2pGq
`
MpGq˘

¯
“ dim

`
MpGq˘, and on the

other hand, one can prove that l2pGq{MpGq is a torsion, so that

dimMpGq
`
l2pGq˘ “ dimMpGq

`
MpGq˘ “ 1 (74.210)EqdimmGlDeuxGbigEqdimmGlDeuxGbig

when a correct choice of normalisation is done.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.136
Is it correct that the latter dimension is in fact the trace of 1 on MpGq which has to be normalised?

Let us now consider g1, . . . , gn be representatives of the classes of G{H and look at the decom-
position

l2pGq “ l2pHg1q ‘ . . .‘ l2pHgnq. (74.211)

Since l2pHgiq is a submodule of l2pHq, each of dimn

`
l2pGq˘ lies in the same case as equation

(74.210), so that
dimN

`
l2pGq˘ “ n. (74.212)

Thus rM : N s “ n.
One can explicitly construct examples of index for every real bigger than 4.
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Let M Ď BpH q be a von Neumann algebra and form M p8q Ď BpH ‘ . . .‘H ‘ . . .q,
M p8q “ ␣pT, T, . . .q tel que T PM(

. (74.213)

Since M p8q does not contains more information than M itself, we want to be able to say that
they are the same von Neumann algebra. The interest of ultraweak topology described in subsec-
tion 60.6.1 is that if we consider both M and M p8q with the ultraweak topology, then they are
homeomorphic in a natural way.

74.15.3 Isomorphisms of abstract von Neumann algebras

If M Ď BpH q is an ultraweakly closed subspace (what a von Neumann algebra always is),
then the Hahn-Banach theorem applies and in particular, every von Neumann algebra is the dual
of a space.

A positive linear map Φ between von Neumann algebras is normal if

Φp
ł

α

Pαq “
ł

α

ΦpPαq (74.214)

for every increasing net of projections. A net of projections being said increasing when α ą β
implies Pα ą Pβ. An example of a normal map is the trace of a type II1 factor.

ThoDixLinVNanormifffuwc

Theorem 74.137.
A positive linear functional on a von Neumann algebra is normal if and only if it us ultraweakly
continuous.

A proof can be found in [963].

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.138
It is the right citationm, isn’t?

ThoPhiEquivuwcvna

Theorem 74.139.
Let Φ: M Ñ BpH q be a ˚-homomorphism from a von Neumann algebra into BpH q. The the
following are equivalent: ItemPhiEquivuwcvnai

(1) Φ is ultraweakly continuous,
ItemPhiEquivuwcvnaii

(2) Φ is normal,
ItemPhiEquivuwcvnaiii

(3) ΦpMq is a von Neumann algebra.

Notice that we do not suppose M to be a von Neumann algebra acting on the Hilbert space
H .

Proof. The implication (3) ñ (2) is proved by using the theorem 74.137. The implication (2)
ñ (1) is only the fact that ultraweak continuity is defined in terms of linear functionals.

The difficult part is to prove that (1) implies (3). Since ΦpMq is a ˚-algebra, proving that
it is strongly closed proves that it is a von Neumann algebra. So, let us suppose T to be in the
strong closure of ΦpMq. By Kaplansky density theorem 74.117, there exists a net Tα P ΦpMq with
sup }Tα} ă 8 and

T “ s limTα “ s limΦpSαq (74.215)

for some Sα. Since Φ is isometric, the set tSαu is uniformly bounded: }Sα} ă 8. Thus, using the
Banach-Alaogu theorem 60.73, and taking a subnet, we can assume that there is a S P M such
that

S “ uw limSα. (74.216)

Since Φ is ultraweakly continuous by assumption, we have ΦpSq “ uw limΦpSαq. Since the limit
T “ s limTα exists, the same exists in the weak topology (and is equal), thus T “ ΦpSq, which
proves that ΦpMq is strongly closed.
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So if a von Neumann algebra is algebraically realised as two different algebras of operators
on two different Hilbert spaces, the two realisations are homeomorphic. For short, we say that ˚-
isomorphisms of von Neumann algebras correspond to weakly continuous maps between realisations
of them.

Remark that a map Φ which fulfils the theorem 74.139 is automatically isometric because }T }
is the spectral radius of |T | while the spectral radius (which is a purely algebraic notion) does not
change when we consider T as an operator acting on one Hilbert space or an other. So, the map
Φ preserves the C˚-algebra structure.

Let M be a finite factor. We denote by L2pMqPgLdMthe completion of M in the norm derived from
the inner product

xT1, T2y “ τpT1T2̊ q. (74.217)
This is the GNS construction applied to the tracial state τ . The standard form of the finite factor
M is the realisation of M as left multiplication operators on L2pMq. The image is a von Neumann
algebra because the representation is normal and faithful.

74.15.4 Index of finite subfactors

We say that the vector v P L2pMq is bounded by the positive real K if for every projection
P PM , the condition

}Pv}2L2pMq ď KτpP q. (74.218)

Lemma 74.140.
An element v P L2pMq belongs to M if and only if it is bounded.

Proof. No proof.

We consider the map
J : L2pMq Ñ L2pMq

T ÞÑ T ˚.
(74.219)

A priori, that is only defined on M , but it is an isometry because

}T } “ TrpTT ˚q “ TrpT ˚T q “ }T ˚}. (74.220)

So it extends to the completion L2pMq.
Lemma 74.141.
We have

M 1 “ JMJ (74.221)
in the standard form.

Notice that operators in JMJ are operators of right multiplication on M because pJTJqS “
JT pS˚q “ JpTS˚q “ ST ˚ while the elements of M are left multiplications, so that it is clear that
JMJ ĎM 1.

Proof. No proof.

Let M0 be a subfactor of a finite factor M1. We define the index

rM1 : M0s “ dimM0

`
L2pM1q

˘
. (74.222)

Theorem 74.142.
One has

rM1 : M0s “ dimM0pM1q. (74.223)
and moreover

rM1 : M0s “ dimM0pH q
dimM1pH q (74.224)

if M1 is represented on the Hilbert space H .
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Proof. No proof.

Suppose given M1 and a finite subfactor M0 and suppose rM1 : M0s ă 8. Since M0 is a
subfactor of M1, we can see M 1

0 as subset of B
`
L2pM1q

˘
. If M 1

1 is not finite, then there is a part of
L2pM1q which is identified with L2pM1q as M0-module. That part has obviously the same dimen-
sion as the whole L2pM1q (because the module structure is the same). Thus in this case, L2pM1q
contains infinitely many submodules with all the same dimension, so that dimM0

`
L2pM1q

˘ “ 8,
which contradicts the assumption. We deduce that

M 1
0 Ď B

`
L2pM1q

˘
(74.225)

is a finite von Neumann algebra. We consider

P1 : L2pM1q Ñ L2pM1q (74.226)

be the orthogonal projection onto L2pM0q Ď L2pM1q.
LemTMunPTTPiffTMzero

Lemma 74.143.
If T PM1, then TP1 “ P1T if and only if T PM0.

Proof. It T PM0, we have
TP1 “ P1TP1. (74.227)EqTPPTPTProjEqTPPTPTProj

Taking the adjoint of that equation, P1T ˚ “ P1T ˚P1, and using the relation (74.227) for T ˚, we
find P1T ˚ “ T ˚P1 which holds for every T PM0. Thus we have

TP1 “ P1T (74.228)

for every T PM0.
For the reverse sense, equality TP1 “ P1T is an equality of operators on M1. Let us apply it

to 1 PM1. Since 1 belongs to M0 too (every von Neumann algebra contains the unit), P1p1q “ 1
and we stay with T “ P1T , so that T PM0.

Let now M2 be a von Neumann algebra generated by M1 and P1

M2 “ tM1, P1u2. (74.229)

The properties of M1, P1 and M2 are summarized in the following theorem.

Theorem 74.144.
If rM1 : M0s ă 8, then

(1) M2 is a finite factor, in particular it has a unique normal faithful trace τ ,

(2) rM2 : M1s “ rM1 : M0s,
(3) τpP1q “ rM1 : M0s´1.

Proof. No proof.

The von Neumann algebra M2 was created from M0 and M1, while the theorem shows that
M1 has the same properties in M2 than M0 in M1, so that one can redo the construction starting
from M2 and M1 instead of M0 and M1 to build M3 and P2. The index does not change and the
projection P2 still has the same trace.
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74.15.5 Subfactors

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 74.145
Je pense qu’à partir d’ici, j’ai inversé M0 et M1 partout jusqu’à la subsection 74.15.7.

LetM1 ĎM0 be a subfactor of the finite factorM0, and P : L2pM0q Ñ L2pM0q be the projection
onto L2pM1q. Notice that L2pM1q Ď L2pM0q because the trace on M1 is the restriction to the one
of M0 from unicity. Now we consider xM0, P y, the von Neumann algebra generated by M0 and P .

LemPMNinclu

Lemma 74.146.
We have P pM0q ĎM1.

Proof. No proof.
PropPropMappMN

Proposition 74.147.
The map

p : M0 ÑM1

T ÞÑ P pT q. (74.230)

satisfies
ItemPropMappMNi

(1) ppT ˚q “ ppT q˚,
ItemPropMappMNii

(2) ppT ˚T q ě 0,
ItemPropMappMNiii

(3) ppT ˚T q “ 0 if and only if T “ 0,
ItemPropMappMNiv

(4) ppS1TS2q “ S1ppT qS2 for every S1 and S2 in M1.
for every T PM0.

Proof. The point (1) is the fact that M1 is closed under the involution. The point (2) comes form
lemma 74.146 and the positivity property in M1. For the point (3), remark that Tr

`
ppT q˘ “ TrpT q

because pp1q “ 1, while by unicity up to normalisation, the trace is determined by its value
on 1.

A basic implication if (1) is that
PJ “ JP. (74.231)

LemPTPpTPopLdeux

Lemma 74.148.
If T PM0, then

PTP “ ppT qP (74.232)

as operators on L2pM0q.
Proof. No proof.

LemNMpPNcup

Lemma 74.149.
If M1 Ď M0 is a subfactor of the finite factor M0 and if P is the projection onto L2pM1q (as
operator in L2pM0q), then

M1 “ tM 1
0 Y P u1, (74.233)

and
M 1

1 “ tM 1
0 Y P u2 (74.234)

as consequence.

Proof. First, every element of tM 1
0YP u1 has to commute with M 1

0 and then to belongs to M2
0 “M0.

But we proved in lemma 74.143 that when T PM0 and TP “ PT , then T PM1. That proves that
tM 1

0 Y P u1 “M1.
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As other consequence of lemma 74.143, we have that, when T P M1, the operator PT : S ÞÑ
P pTSq P L2pM0q is equal to the operator S : ÞÑ TP pSq, in other words,

P pTSq “ TP pSq (74.235)EqPTSeqalTPSEqPTSeqalTPS

for every T PM1 and S PM0.
LemMOJNJequal

Lemma 74.150.
We have

xM0, P y “ JM 1
1J, (74.236)EqLemMPJNJequalEqLemMPJNJequal

and as consequence, xM0, P y is a finite factor.

Proof. First note that the commutant of a factor is a factor, so that M 1
1 is a factor and JM 1

1J is
a factor because it is algebraically isomorphic to the factor M 1

1. Thus the lemma proves that the
left hand side of (74.236) is in particular a finite factor.

Let us now prove the equality (74.236). One needs to show that JxM0, P yJ “ M 1
1. The

commutant of the left multiplication action is the right one, while the left action of JTJ is the
right action of T , so one has JM0J “M 1

0. Since JPJ “ P , it is sufficient to show that

xM 1
0, P y “M 1

1. (74.237)

The von Neumann algebra generated byM 1
0 and P is tM 1

0, P u2 that is equal toM 1
1 by lemma 74.149.

So xM0, P y is a factor and it is finite when M 1
1 is finite, which happens when rM0 : M1s ă 8.

Assuming that finiteness, we thus have a trace Tr: xM0, P y Ñ C which extends the trace on M0
(by uniqueness).

Notice that, as particular case of equation (74.236) when M1 “M0, we have P “ Id and

M0 “ JM 1
0J. (74.238)

That gives us an action of M 1
0 on L2pM0q by

S·T “ pJSJqT (74.239)EqScdotTTSJTEqScdotTTSJT

when S PM 1
0 and T PM0.

PropdimMQhHQDIMMhH

Proposition 74.151.
If M0 is any finite factor acting on H and if Q PM 1

0, then QH is invariant by M0, and

dimM0pQH q “ TrpQq dimM0pH q (74.240)

where QH is seen as module over M0 (because of its invariance).

Proof. First, notice that a finite factor always has an unique trace. If Q “ 0 or Q “ 1, the claim
is obvious. Suppose now that TrpQq “ r{s, that is a rational number.

In that case, we have
QH ‘ . . .‘QHloooooooooomoooooooooon

s times

“ H ‘ . . .‘Hlooooooomooooooon
r times

(74.241)EqQhQhHHHeqMmodEqQhQhHHHeqMmod

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.152
I can understad that in the setting of the fractional dimensions as described in subsection 74.10.3,
but there, we have the assumption of no minimal projection.

First, notice that the trace of the identity over QH is the trace of Q on H . Indeed, let tviu
be an Hilbertian basis of QH and twku be a one of QKH . Then

TrpQq “
ÿ

i

xvi, Qviy `
ÿ

k

xwk, Qwky “
ÿ

i

xvi, viy “ Trp1QH q. (74.242)
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Thus, by additivity,
Trp1QH ‘...‘QH q “ sTrpQq “ r. (74.243)

On the other hand, Trp1H ‘...‘H q “ rTrp1H q “ r. So the identity over these two M0-modules
are the same.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.153
Is that enough to deduce that these are isomorphic as M0-modules?

Taking the dimension of both sides of (74.241), we find sdimM0pQH q “ r dimM0pH q, which
proves the statement in the case of TrpQq P Q.

Now, the functions dimM0pQH q and TrpQqdimM0pH q are increasing functions of TrpQq that
coincide on Q. Thus they are equal on R.

ProptrPTMNtrT

Proposition 74.154.
We have the formula

TrpPT q “ 1
rM0 : M1s TrpT q (74.244)EqClaimLemPTfracMNtrTEqClaimLemPTfracMNtrT

for every T PM0.

Proof. We have TrpPT q “ TrpPPT q “ TrpPTP q “ Tr
`
ppT qP ˘ because of lemma 74.148. It is

sufficient to prove the claim (74.244) for T PM1 because when S PM0, we would have TrpPSq “
Tr

`
ppSqP ˘ “ TrpSq{rM0 : M1s because ppSq PM1. Let thus T PM1 and consider the map

T ÞÑ TrpPT q (74.245)

where PT is considered as operator on L2pM0q. Thanks to (74.235), this is a (normal faithful)
trace on M0. So that must be a multiple of the trace on M0, namely there exists a τ P C
such that TrpPT q “ τ TrpT q. Taking that equality with T “ 1 shows that τ “ TrpP q. Using
proposition 74.151, we have thus

dimM1

`
P ·L2pM0q

˘ “ TrpP qdimM0

`
L2pM0q

˘
, (74.246)

but, as M0-module, we have P ·L2pM0q “ L2pM1q by definition of P , so we have

1 “ TrpP q· dimM1

`
L2pM0q

˘
. (74.247)

The set of expressions

T0 `
nÿ

j“1
Tj1PTj2 (74.248)

with T0, Tj1 and Tj2 in M0 is a ˚-algebra. Indeed, in the multiplication of two such expressions,
we get monomials of the form

T1 PT2Ploomoon
“ppT2qP

T3 “ T1ppT2qlooomooon
PM0

PT3. (74.249)

By the double commutant theorem, the von Neumann algebra xM0, P y is the strong closure of
such expressions, and

TrpT1PT2q “ TrpPT2T1q “ 1
rM0 : M1s TrpT1T2q (74.250)

by proposition 74.154. Thus we have an explicit formula for the trace on xM0, P y from the trace
over M0.
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lemPhHPNPfrac

Lemma 74.155.
If P PM1, then we have

dimPM1P pPH q “ 1
TrpP q dimM1pH q, (74.251)

but PH is no more a M1-module.

Proof. Let E be any M1-module. Since PE is a PM1P -module, we can define dimpP qpEq by

dimpP qpEq “ dimPM1P pPEq. (74.252)

That defines a dimension function on the M1-modules, which is thus a multiple of the standard
one. We know that, as M1-module, M1P as dimension TrpP q, so that the proportionality factor
can be fixed on M1P .

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.156
That proof is not complete.

Let take M1 “M3pCq and H “ C3 as example. Each column of a PM1 is an element of C3,
so M1 is three copies of H and, as left module, we have H ‘H ‘H “ N , and dimM1pH q “ 1{3.
Let

P “
¨
˝

1
0

0

˛
‚.

We have PH » C, and PM1P “ C (the upper left element of the matrix). Thus if we have
TrpP q “ 1{3, we conclude by the lemma 74.155 that dimPM1P pPH q “ 1.

Lemma 74.157.
We have

dimM1pH qdimM 1
1
pH q “ 1 (74.253)

if M1 and M 1
1 are finite factors.

Proof. Let us first check for H “ L2pM1q. The action of M 1
1 on L2pM1q is given by (74.239), so

we have dimM 1
1

`
L2pM1q

˘ “ dimJM1J

`
L2pM1q

˘
, so that the action of M 1

1 on L2pM1q is conjugate
of the one of M1. That proves the lemma in the case where H “ L2pM0q.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 74.158
Pourquoi ? Cela est fait dans la proposition 74.84. Et je crois que du côté de cette proposition, on
trouve pas mal de réponses à pas mal de questions ici.

Corollary 74.159.
We have

rM0 : M1s “ rM 1
1 : M 1

0s (74.254)

when M0 P BpH q is a factor of type II1 and M1 is a subfactor of M0.

Proof. No proof.

Theorem 74.160.
We have

rxM0, P y : M0s “ rM0 : M1s (74.255)

under the same assumptions.
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Proof. If E is any representation of xM0, P y, we have the formula

rxM0, P y : M0s “ dimM0 E
dimxM0,P y E . (74.256)EqlangleMOmodEMEEqlangleMOmodEME

We know by formula (74.110) that
´

dimxM0,P y E
¯

·
´

dimxM0,P y1 E
¯
“ 1. (74.257)

On the other hand, since xM0, P y “ JM 1
1J (lemma 74.150), we have

dimxM0,P y1 E “ dimJM1J E “ dimM1 E “ rM0 : M1s. (74.258)

Since formula (74.256) holds for every choice of E , we compute the right hand side in the case
where E “ L2pM0q. In that particular case, dimM0 E “ 1, and the claim follows.

74.15.6 Example of index bigger than 4
Consider R, the hyperfinite factor of type II1 given by 12

R “
8â
1

`
M2pCq,Tr

˘
(74.259)

It turns out that, for that factor, we have R » PRP for every projection P P R. Choose isomor-
phism α : RÑ PRP and β : RÑ PKRPK, and form the algebra

S “ tαpT q ` βpT q tel que T P Ru. (74.260)

That algebra is algebraically isomorphic to R, and the isomorphism is ultraweakly continuous, so
that S is a von Neumann algebra. The index of S in R is given by

rR : Ss “ TrpP q´1 ` TrpPKq´1 (74.261)

where TrpP q can take any value between 0 and 1, and TrpPKq “ 1 ´ TrpP q. The possible values
of the index are then given by the range of the function

fpxq “ 1
x
` 1

1´ x (74.262)

when x runs over r0, 1s. One easily checks that that range is r4,8s.

74.15.7 Properties of the sequence of Mi, Pi
SubSecPropSeqMO

Let M0 be a subfactor of M1. We define

rM1 : M0s “ dimM0

`
L2pM1q

˘
(74.263)

and we consider P1 : L2pM1q Ñ L2pM1q, the projection onto L2pM0q. Then we consider the new
factor

M2 “ xM1, P1y. (74.264)

For that definition, we see M1 as subalgebra of B
`
L2pM1q

˘
. Now, M2 is also a subalgebra of

B
`
L2pM2q

˘
, so that, defining P2 : L2pM2q Ñ L2pM2q as the projection onto L2pM1q, allows to

define
M3 “ xM2, P2y Ď B

`
L2pM2q

˘
. (74.265)

Using that construction again and again, we get a sequence

M0 ĎM1 ĎM2 Ď . . . (74.266)

12. Recall that one needs a functional in order to define the infinite tensor product.
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of factors defined by Mn`1 “ xMn, Pny where Pn : L2pMnq Ñ L2pMnq is the orthogonal projection
onto L2pMn´1q. One can prove that

PnpMnq ĎMn´1. (74.267)

We thus consider the maps
pn : Mn ÑMn´1

pnpTnq ÞÑ PnpTnq, (74.268)

and we have the sequence
Pn´1 PMn

pn //Mn´1
pn´1 //Mn´2. (74.269)

The following is the proposition 3.3.2 in [962].
ProppropsindexMarkov

Proposition 74.161.
We have

(1) rMn : Mn`1s “ λ´1 does not depend on n,
(2) TrpPnq “ λ,
(3) TrpPnTnq “ λTrpTnq for every Tn PMn.

The last property is the Markov property.

Proof. No proof.
LemPnPllamcun

Lemma 74.162.
We have

pnpPn´1q “ λ1 (74.270)
where λ “ TrpPnq does not depends on n by the proposition 74.161.

Proof. Since the map pS, T q ÞÑ TrpST q is a nondegenerate bilinear functional on Mn´1, it is
sufficient to prove that Tr

`
SpnpPn´1q

˘ “ λTrpSq for every S PMn´1. Using point (4) of proposi-
tion 74.147, we have SpnpPn´1q “ pnpSPn´1q, so that

Tr
`
SpnpPn´1q

˘ “ TrpSPn´1q “ λTrpSq, (74.271)

where the last equality is the Markov property.
PropAlgPPPKoi

Proposition 74.163.
The projections Pi fulfil the algebra SubeqPnPalgPPI

PnPn`1Pn “ λPn (74.272a)EqLoiPPunEqLoiPPun

PnPn´1Pn “ λPn (74.272b)EqLoiPPdeuxEqLoiPPdeux

PnPm “ PmPn (74.272c)EqLoiPPtroisEqLoiPPtrois

when |n´m| ě 2.

Proof. Let us prove the second one. Using lemma 74.162, we find

PnPn´1Pn “ pnpPn´1qPn “ λPn, (74.273)

which is the claim.

Corollary 74.164.
The algebra generated by

t1, P1, . . . , Pnu (74.274)
is a finite dimensional C˚-algebra in which there exists an unique tracial state such that for every k,

TrpPkT q “ λTrpT q (74.275)

whenever T belongs to the algebra generated by Sk´1 “ t1, P1, . . . , Pk´1u.
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Sketch of the proof. Let a reduced word in P1, . . . , Pk be a word which is as small as possible using
the three rules (74.272). We prove by induction that such a reduced word contains Pk at most
once. For beginning, the only reduced word in P1 is P1 itself.

Now, let a word containing twice Pk. What is between two successive occurrences of Pk is a
word of Sk´1. That word is reduced, and thus contains Pk´1 only once by induction hypothesis.
From rule (74.272c), the operator Pk commutes with Sk´2, and then the rule (74.272b) reduces
the word (because Pk´1 appears only once).

Now, a general reduced word of Sk has only one Pk and thus has the form m1Pkm2 where m1
and m2 are reduces words of Sk´1. Of course, m1 them self decomposes in n1Pk´1n2 where ni are
reduces words of Sk´2, and the process continues.

Every reduced word in S9 look like

pP5P4P3qpP8P7P6P5P4qpP9P8P7P6q. (74.276)

Some comments
— The sub words are made of consecutive projections. For example the sub word pP5P3q can

be rearranged as the two sub words pP3qpP5q by rule (74.272c).
— The sub words begin by P5, P8 and P9. Notice that 5 ă 8 ă 9. It will always be like that.

If not, a rearrangement is possible.
Now fix a n and consider the set of all the reduced words of Sn; there are only finitely many of
them which will be labelled as Wi. We look at the matrix whose element ij is given by

TrpWi̊ Wjq. (74.277)EqMtrWWtrEqMtrWWtr

Each of Wi̊ Wj is a long string of elements of Sn and the cyclic property of the trace allows us to
do

Tr
`p. . .qp. . .qpPnPn´1 . . .q

˘ “ Tr
`pPnPn´1 . . .qp. . .qp. . .q

˘
. (74.278)

Then, using the Markov property of proposition 74.161, we can extract Pn. That matrix is positive
semidefinite because it is formed of scalar products. If not, that would means that the assumption
M0 ĎM1 is wrong.

74.15.8 Some interesting functions

Consider the polynomials defined by the induction

f0pxq “ 0 (74.279a)
f1pxq “ 1 (74.279b)
fnpxq “ fn´1pxq ´ xfn´2pxq. (74.279c)

Since fnp0q “ fn´1p0q, all these polynomials pass by the point p0, 1q. By induction, one can see
that

fn

ˆ
1

4 cos2 θ

˙
“ sinpnθq

2n´1 cosn´1pθq sinpθq , (74.280)

so that the smallest positive root of fn is

1
4 cos2

`
π
n

˘ , (74.281)

and fn is negative on the interval between 1{4 cos2pπ{nq and 1{4 cos2pπ{pn´ 1qq.
Suppose λ´1 “ rM : M0s and λ ą 1{4. Now, assume that

λ ‰ 1
4 cos2pπ{nq (74.282)
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for any value of n P N. In this case, we will found a negative diagonal entry of the matrix (74.277),
which is impossible because a semipositive definite matrix has no negative diagonal element.

Let
Qk “ 1´ P1 _ . . ._ Pk. (74.283)

From lemma 72.12, the operator Qk is in fact a projection in a finite dimensional algebra, and is
thus a polynomial in the Pi’s.

Lemma 74.165.
We have

pQk´1PkQk´1q2 “ fkpλq
fk`1pλqQk´1P ` kQk´1, (74.284)EqQPQffQPQEqQPQffQPQ

and
Qk`1 “ Qk ´ fk`1pλq

fkpλq Qk´1Qk´1, (74.285)

if fk`1pλq, . . . , f1pλq ‰ 0.

Notice in particular that, up to a factor, the operator of equation (74.284) is a projection.

Proof. No proof.

Corollary 74.166.
The operators Qk´1, Pk and Qk`1 are projection, and the product is a positive operator.

That corollary shows that
fkpλq
fk`1pλq ą 0. (74.286)

But a simple study of the polynomials shows that this ratio is in fact negative. We conclude that
operator satisfying the algebra of proposition (74.163) are only possible when λ “ 1{4 cospπ{nq.

74.16 Modular theory

74.16.1 Modular isometry

Let M be a von Neumann algebra provided with φ, a faithful normal state. We consider
L2
φpMq, the completion of M for the norm associated with the inner product

xT1, T2y “ φpT1̊ T2q. (74.287)

That product is conjugate-linear in his first argument and linear in the second. The algebra M
acts at left by multiplication on L2

φpMq, by extending

T ·S “ TS. (74.288)

The space L2
φpMq has a distinguished vector: the one represented by 1 P M that we call v. It is

a cyclic vector for M , i.e. the space Mv is dense in L2
φpMq. It is also separating, because Tv “ 0

with T PM implies T “ 0.
Conversely, if H is an Hilbert space and v P H is cyclic and separating for a von Neumann

algebra, then the expression
φpT q “ xv, Tvy (74.289)

defines a faithful (because separating) normal state on the von Neumann algebra. Thus, in fact
H » L2

φpMq via an unitary isomorphism compatible with M .
A natural question arising is to know the commutant of M acting by left multiplication on

L2
φpMq. Let us suppose that φ is also a trace, so we drot the index and we write L2pMq instead

of L2
φpMq. We define

J : L2pMq Ñ L2pMq
Tv ÞÑ T ˚v.

(74.290)
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That definition is correct because tTv tel que T P Mu is dense in L2pMq. Notice that T1v “ T2v
implies T1 “ T2, so that, when ξ P L2pMq can be represented as Tv, that T PM is unique.

The following lemma provides the main properties of J .
LemPropJ

Lemma 74.167.
The map J has the following properties.

(1) J is conjugate-linear. ItemPropJii

(2) It is an isometry in the sense of conjugate linear operators.
(3) J2 “ 1. ItemPropJiv

(4) JMJ ĎM 1. ItemPropJv

(5) xSv, JTvy “ xJS˚v, T ˚vy for every S and T in M .

Proof. The proof of (2) is a computation using the definition of J , the definition of the inner
product and the fact that φ is a state:

xJT1v, JT2vy “ xT1̊ v, T2̊ vyφpT1T2̊ q “ φpT2T1̊ q “ φpT1̊ T2q “ xT1v, T2vy. (74.291)

For (4), remark that
pJTJqpSvq “ JT pS˚vq ` JpTS˚vq “ ST ˚v. (74.292)

Definition 74.168.
A modular isometry for M with respect to the cyclic vector v is a map J : L2pMq Ñ L2pMq
which satisfies

(1) Jv “ v.,
(2) J is a conjugate linear isometry,
(3) J2 “ 1,
(4) JMJ ĎM 1,
(5) xJSv, Tvy “ xS˚v, JT ˚vy for every S, T PM 1.

Notice the difference between the claim (5) of lemma 74.167.

Lemma 74.169.
If v is cyclic for M , then it is separating for M 1, and if it is separating for M , then it is cyclic for
M 1.

Proposition 74.170.
If J is a modular isometry, then JMJ “M 1. In particular, M and M 1 are of same type.

Proof. We have to prove that T P JMJ whenever T PM 1. Let S and T be in M 1, and let us prove
that JSJ and T commute. For that, we are going to prove that

xJSJTv, vy “ xTJSJv, vy, (74.293)

which is sufficient because the product is nondegenerate. For all S and T in M 1, one successively
has

xJSJTv, vy “ xJSJTv, J2vy “ xJv, SJTvy “ xv, SJTvy
“ xS˚v, JTvy “ xJSv, T ˚vy “ xTJSJv, vy, (74.294)

where we used the extra property Jv “ v which defines a modular isometry.
Now we repeat the same with S1 “ A˚S and T1 “ TB where A P JMJ Ď M 1 and B P JMJ .

The operators S1 and T1 belong to M 1 because S and T belong to M 1. We find

xJSJT pBvq, pJAvqy “ xTSJSpBvq, pJAvqy. (74.295)

Using the fact that v is cyclic, the vectors Bv and JAv separately span dense subspaces, so that,
as operators, TSJT “ TJSJ because they are equal on a dense subspace.
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Proposition 74.171.
If J is a modular isometry for M (with respect to v), then it is a modular isometry for M 1 (with
respect to v) too.

Proof. The fact that JM 1J “M is obtained by application of J at left and right of both sides of
JMJ “M 1. For the last one, compute

xSw, Twy “ xw, S˚Twy “ xw, TS˚wy “ xT ˚w, S˚y (74.296)

for every S PM and T PM 1.

Proposition 74.172.
If φpT q “ xv, Tvy is a trace, then JSv “ S˚v for every S PM 1.

Proof. When T runs over M , the element Tv spans a dense space, and we have, for T P M and
S PM 1:

xJSv, Tvy “ xJTv, Svy “ xT ˚v, Svy “ xv, TSvy “ xv, STvy “ xS˚v, Tvy. (74.297)

So the inner product of JSv and S˚v on any Tv are the same. That proves that JSv “ S˚v.

Theorem 74.173.
For every von Neumann algebra M and every cyclic and separating vector v, there exists a modular
isometry.

Proof. No proof.

Corollary 74.174.
The algebras M and M 1 are always algebraically isomorphic.

74.16.2 Example

Let MpGq where G is a non unimodular locally compact group. Thus MpGq “ CcpGq2. A
function f P CcpGq defines an operator on L2pGq by

pfξqpgq “
ż

G
fphqξph´1gq dµphq (74.298)

where µ is a left Haar measure. We consider the functional φ on MpGq

φpfq “ fpeq. (74.299)

If G was unimodular, this would be a tracial weight, but in the non unimodular case, φ is not even
a trace on CcpGq.

74.16.3 Other example

Let G be a discrete group with counting measure. Suppose that G0 is an almost normal of
G, that means that each double coset G0gG0 is a finite union of left cosets 13. We define

A “ CrG,G0s “ tf : G0zG{G0 Ñ C such that f is finitely supportedu, (74.300)

and we introduce the product

pf1 ‹ f2qpgq “
ÿ

hPG0{G
f1pgh´1qf2phq, (74.301)

13. In the case of a normal subgroup, the double cosets are made of only one left coset.
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and the involution f˚pgq “ fpg´1q. The map

φ : CrG,G0s Ñ C

f ÞÑ fpeq (74.302)

is not a trace in the general case. Since φpf˚fq ě 0 and φpf˚fq “ 0 implies f “ 0, we conclude
that φ is a state.

In the case where G0 is a normal subgroup, however, it is a trace. We define

σz : CrG,G0s Ñ CrG,G0s`
σzpfq

˘pgq “ ∆pgqzfpgq (74.303)

where ∆pgq “ Lpgq{Rpgq where Lpgq is the number of left cosets in G0gG0 and Rpgq is the number
of left cosets in G0gG0.

Lemma 74.175.
We have

φpf1f2q “ φ
`
f2σpf1q

˘
(74.304)

where σ “ σ1. The map σz is, moreover, an automorphism.

That lemma says that the non triviality of σ measures at what extend φ is not a trace.

Proof. No proof.

If φ is a trace, then the class of identity in CrG,G0s is cyclic and one can make a GNS
construction. Notice that σz is not a ˚-automorphism because

σzpf˚q “ σ´z̄pfq˚. (74.305)

If z is purely imaginary, σz is a ˚-automorphism.
Let H be the completion of A with respect to the inner product defined by the state φ. The

algebra A acts on H by bounded operators of left multiplication 14. Let v P H be defined by

vpgq “
#

1 if g P G0

0 else,
(74.306)

and let H0 “ A· v Ď H .

Lemma 74.176.
We have

}σ1{2pfq˚v} “ }fv}, (74.307)

in other words, f ÞÑ σ1{2pf˚q is a conjugate linear isometry.

Proof. First, notice that for every h P A and z P C,

φ
`
σzphq

˘ “ φphq. (74.308)EqsigmazvarhihEqsigmazvarhih

We have
}σ1{2pf˚qv}2 “ φ

`
σ1{2pf˚q˚σ1{2pf˚q˘ “ φ

`
σ´1{2pfqσ1{2pf˚q˘. (74.309)

Now we apply the relation (74.308) with z “ ´1{2, and we find that the latter line is equal to

φ
`
σ´1pfqσ0pf˚q˘ “ φ

`
σ´1pfqf˚˘ “ φ

´
f˚σ1

`
σ´1pfq

˘¯ “ φpf˚fq “ }fv}2. (74.310)

14. Since A is not a C˚-algebra, we cannot invoke a GNS construction here.
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Let M Ď BpH q be the von Neumann algebra generated by A.

Proposition 74.177.
The formula

Jpfvq “ σ1{2pf˚qv (74.311)
defines a modular isometry for M with respect to v.

Proof. No proof.

74.16.4 Still an other example

Let A “MnpCq and
φ : S ÞÑ TrpST q (74.312)

where T is invertible and chosen in such a way that T ě 0, TrpT q “ 1, so that φ is a positive
faithful state. Let now H be the GNS Hilbert space and consider the map

σz “ T zST´z. (74.313)

We have

φpS1S2q “ TrpS1S2T q “ TrpS2TS1q “ TrpS2TS1T
´1T q “ Tr

`
S2σpS1qT

˘ “ φ
`
S2σpS1q

˘
,

(74.314)
thus σ1 has the same property as before to measure the lack of tracial property of φ.

Once again, we pick v, the vacuum of the GNS representation, i.e. the representative of the
identity. The map

J : Sv ÞÑ σ1{2pS˚qv (74.315)
is a modular isometry for M with respect to v.

74.16.5 Tomita’s theorem

Lemma 74.178.
The map

Tξ ÞÑ T ˚ξ (74.316)EqApplQuiDoitEtreIsomEqApplQuiDoitEtreIsom

is isometric if and only if ξ is a trace vector.

Proof. The fact for the map (74.316) to be an isometry means that xTξ, Tξy “ xT ˚ξ, T ˚ξy. This
is equivalent to

xξ, T ˚Tξy “ xξ, TT ˚ξy, (74.317)
which means that ξ is a trace vector.

Theorem 74.179.
If v is a cyclic and separating vector for M Ď BpH q, and if

φpT q “ xv, Tvy, (74.318)

then there is a strongly dense ˚-subalgebra A Ď M and a one parameter group of automorphisms
σz : AÑ A (z P C) such that

(1) The map z ÞÑ σzpSq is holomorphic as map from C into BpH q in the sense that it accepts
a power expansion σz “ T0 ` zT1 ` z2T2 ` . . . ItemTomitaii

(2) If z P iR, then σz extends to a strongly continuous one parameter group of automorphisms
on M which only depends on φ when the other conditions are satisfied.

(3) The maps φ and σ are related by

φpST q “ φ
`
TσpSq˘ (74.319)

for every S, T P A, where σ “ σ1.



74.16. MODULAR THEORY 3791

Moreover the formula
J : Sv ÞÑ σ1{2pS˚qv (74.320)

defines a modular isometry for M with respect to v.

Notice that the point (2) does not depend on A.

Idea of the proof. We ignore the analytical issues. We define

S : H Ñ H

Tv ÞÑ T ˚v.
(74.321)

For a general v, this is not an isometry (this is even unbounded), but we can try to have in idea
of what is S˚. Since S is conjugate linear, the equation to solve is

xST1v, T2vy “ xS˚T2v, T1vy. (74.322)

We have xT1̊ v, T2vy “ xS˚T2v, T1vy. Since the Hilbert space H is build from a GNS construction,
the inner product is in fact given in terms of φ:

xT1̊ v, T2vy “ φpT1T2q “ φ
`
T2σpT1q

˘ “ φ
`
σ´1pT2qT1

˘ “ xσ´1pT2q˚v, T1vy “ xσpT2̊ qv, T1cy,
(74.323)

so that
S˚pTvq “ σpT ˚qv, (74.324)

which is an equation for S˚ in the same time as for σ. After computations, one shows that

S˚SpTvq “ σ´1pT qv. (74.325)

Conclusion: the automorphism σ´1 (which is the inverse of σ1) can be deduced from S. Moreover,
one can prove that S˚S is a linear (no more conjugate linear) positive, selfadjoint operator and

pS˚SqzSv “ σzpSq. (74.326)eqMsstarMssigmazeqMsstarMssigmaz

Thus, in fact, the whole set tσzuzPC can be recovered from S and thus from φ.
Notice that equation (74.326) makes no sense in the infinite dimensional case. More analytic

work is needed to be right.

Two one parameter families of automorphisms αt, βt : M ÑM (P R) are outer equivalent if
there is a one parameter family of automorphisms γt : M2pMq ÑM2pMq such that

γt

ˆ
S 0
0 T

˙
“
ˆ
αtpSq 0

0 βtpT q
˙
. (74.327)

This is an equivalence relation.

Since
ˆ

0 1

0 0

˙
is a partial isometry, the automorphism γt has to send it to another partial

isometry, i.e.

γt

ˆ
0 1

0

˙
“
ˆ

0 Ut
0 0

˙
(74.328)

where Ut is unitary. I we apply γt to the equality
ˆ

0 0
1 0

˙ˆ
S 0
0 0

˙ˆ
0 1

0 0

˙
“
ˆ

0 0
0 S

˙
, (74.329)

we find
γt

ˆ
0 0
1 0

˙
“
ˆ

0 0
Ut̊ 0

˙
, (74.330)
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so that
Ut̊ αtpSqUt “ βtpSq. (74.331)

The conclusion is that αt and βt only differ by an inner automorphism.
When M “ BpH q, all automorphisms are inner and all the one parameter families of auto-

morphisms are equivalent to the identity.
If α and β are outer equivalent, they define the same homomorphism

RÑ OutpMq “ AutpMq
InnpMq . (74.332)

We recall that if M is a von Neumann algebra of operators of the Hilbert space H , a vector ξ
is cyclic if H “Mξ and it is separating for M is Tξ “ 0 if and only if T “ 0.

Theorem 74.180 (Connes’ theorem).
The modular group of different cyclic and separating vectors are all outer equivalent.

Proof. Given two states φ1 and φ2, we define

φ : M2pMq Ñ C
ˆ
T11 T12
T21 T22

˙
ÞÑ 1

2
`
φ1pT11q ` φ2pT22q

˘
,

(74.333)

which is a faithful normal state. Then apply Tomita’s theorem.

74.16.6 Modular group

This subsection is based on [964].
If ξ is cyclic and separating and if T ÞÑ T ˚ is an isometric involution on M , the antilinear map

Tξ ÞÑ T ˚ξ is densely defined on Mξ Ă H . We denote by

Sξ : H Ñ H (74.334)

the closure. Thus everywhere it makes sense we have SξpTξq “ T ˚ξ. The operator Sξ has the
polar decomposition

Sξ “ Jξ∆1{2
ξ . (74.335)

The antilinear part Jξ is said the modular conjugation while the operator ∆1{2
ξ is the modular

operator associated with the pair pM, ξq. We have ∆ξ “ Sξ̊ Sξ.
Now, instead of referring to the cyclic separating vector, we can consider a faithful normal

state ω and think about its associated cyclic separating vector in the GNS cyclic representation
pπω,Hω, ξωq. In this setting, the modular group of automorphism of the pair pM,ωq is σω
defined by

σωt pT q “ π´1
ω

`
∆it
ωπωpT q∆´it

ω

˘
(74.336)

for T PM and t P R. Here ∆ω is the modular operator associated with the pair
`
πωpMq, ξω

˘
.

Theorem 74.181.
The modular group σω : R Ñ AutpMq associated with the pair pM,ωq satisfies the following con-
ditions (the modular condition):

(1) ω is σω-invariant, that means that ω “ ω ˝ σωt .
(2) for every x, y PM , there exists a bounded function Fxy on the strip

D̄ “ tz P C tel que 0 ď Impzq ď 1u (74.337)

which is holomorphic on the interior of D̄ and such that

Fxyptq “ ω
`
σωt pxqy

˘
(74.338a)

Fxypt` iq “ ω
`
yσωt pxq

˘
. (74.338b)
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Moreover, the map σω is defined in an unique way by these two properties.

Let H be an Hilbert space and an acting von Neumann algebra M of compact operators on
H . Let ξ be a cyclic separating vector. We define

jξ : M ÑM 1

x ÞÑ JξxJξ
(74.339)

Tomita’s theorem shows that this map is well defined and that it takes values in M 1.
If ξ is a trace vector (definition 60.8), the map jξ is the involution:

jξpxq “ x˚ (74.340)

74.16.7 Standard positive cone

The standard positive cone H `
ξ associated wit the pair pM, ξq is the set

txjξpxqξ P H tel que x PMu. (74.341)

A standard form of a von Neumann algebra M acting on H is a self dual cone H ` and an
antilinear involution J such that pM,H ,H `, Jq satisfies

(1) JMJ “M 1;
(2) JxJ “ x˚ for every x PM XM 1;
(3) Jη “ η for every η P H `;
(4) pxJxJqH ` Ă H ` for every x PM .

LaFin
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Chapter 75

Dirichlet forms

75.1 KMS states and CAR algebras

75.1.1 KMS states

We refer to [964] for missing proofs and more details. The document [965] seems interesting
too.

Definition 75.1.
Let tαtutPR be a strongly continuous one parameter semigroup of automorphisms of a C˚-algebra
A and β P R. A state ω is a pα, βq ´KMS-state if is fulfils the KMS condition:

ω
`
aαiβpbq

˘ “ ωpbaq (75.1)EqKMScondPourOmegaEqKMScondPourOmega

for every a and b in a norm dense and α-invariant ˚-subalgebra.

Note that for β “ 0, the state ω is a trace.
A map Φ: A Ñ A is positive when ΦpA`q Ă A` where A` is the set of positive elements in

A (definition 72.62). It is completely positive if for every n P N0, the extension

Φb In : MpAq ÑMnpAq
pΦb Inqraijs “

“
Φpaijq

‰ (75.2)

is positive on the C˚-algebraMnpAq “ AbMnpCq, see definition 72.93. The map Φ is Markovian
is it is positive and if Φpaq ď 1A for every a P A such that a “ a˚ and a ď 1A. The map is
completely Markovian if the map Φb In is Markovian on MnpAq.

A one parameter semigroup tΦtutě0 of maps Φt : AÑ A has one of these properties when each
of Φt has.

75.1.2 CAR algebras

Let V be a vector space with a bilinear non degenerated symmetric form. The ˚-algebra
generated by the elements of V and subject to the relations

"
vw ` wv “ xv, wy (75.3a)
v˚ “ v (75.3b)

is the CAR algebra over V . Formally it is the quotient of the tensor algebra over V by the
relations v b w ` w b v “ xv, wy.

Let H0 be a pre-Hilbert space and H be its completion. We have a CAR algebra UpH q given
by the antilinear map a : H0 Ñ BpH q and the relations

"
apfqapgq ` apgqapfq “ 0 (75.4a)
apfqapgq˚ ` apgq˚apfq “ xf, gysubEqafagssproddCAR (75.4b)

for every f and g in H0[966].
If H is a selfadjoint on H , we can define the automorphism group α : RÑ Aut

`
UpH q˘ by

3795
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(1) αt
`
apfq˘ “ a

`
eitHf

˘
,

(2) αt
`
a˚pfq˘ “ a˚`eitHf

˘

for every f P H0. This is a strongly continuous group of automorphisms of the CAR algebra called
the Bogoliubov transform. If β P R, the condition for a state ω to be pα, βq-KMS requires
among others

ω
`
apgqa˚pe´βHfq˘ “ ω

´
apgqαiβ

`
a˚pfq˘

¯
“ ω

`
a˚pfqapgq˘. (75.5)EqomCARagmmEqomCARagmm

The CAR relation (75.4b) provides

apgqa˚`e´βHf
˘ “ xg, e´βHfy Id´a˚pe´βHfqapgq. (75.6)

Writing the relation (75.5) with pId`e´βHq´1f instead of f , we get

ω
´
apgqa˚`e´βHpId`e´βHq´1f

˘¯ “ ω
´
a˚`pId`e´βHq´1fapgq˘

¯
, (75.7)

but using the (anti)linearity of a˚ and ω we have

ω
´
a˚`pId`e´βHqf˘apgq

¯
“ ω

´`
a˚pfq ` a˚pe´βHfq˘apgq

¯

“ ω
`
a˚pfqapgq˘` ω`a˚peβHfqapgq˘

“ ω
`
a˚pfqapgq˘` xg, e´βHfy ´ ω`apgqa˚pe´βHfq˘

(75.8)

where we used the fact that a˚pe´βHfqapgq “ xg, e´βHfy Id´apgqa˚pe´βHfq and the fact that
ωpIdq “ 1 since ω is a state. In the last line, the first and last terms sum to zero because of the
KMS condition. What we obtained is

ω
´
a˚`rId`e´βHsf˘apgq

¯
“ xg, e´βHfy. (75.9)

If we write this with rId`e´βHs´1f instead of f , we get

ω
`
a˚pfqapgq˘ “ xg, e´βHrId`e´βHs´1fy. (75.10)

It turns out that, using the CAR relations, that formula uniquely defines ω. This is then the
unique pα, βq-KMS state on UpH q and is denoted by ωβ.

75.1.3 KMS symmetric maps

Definition 75.2.
Let tαtutPR be a strongly continuous group of automorphisms of the C˚-algebra A and ω a pα, βq-
KMS-state for some β P R. A bounded map Φ: A Ñ A is said to be pα, βq-KMS symmetric
with respect to ω if

ω
`
bΦpaq˘ “ ω

´
α´ iβ

2
paqΦ`α iβ

2
pbq˘

¯
(75.11)EqKMSCondPhiEqKMSCondPhi

for every a and b in a norm dense and α-invariant ˚-algebra B of Aα.

We already mentioned that, when β “ 0, the state ω is a trace; what happens with the KMS
symmetry condition on Φ in the case β “ 0 is

ω
`
bΦpaq˘ “ ω

`
aΦpbq˘. (75.12)

Let us suppose that, for a generic β, the map Φ commutes with the action. The symmetry
condition becomes

ωpbΦpaqq “ ω
´
α´ iβ

2
paqα iβ

2

`
Φpbq˘

¯

“ ω
`
Φpbqα´ iβ

2
paq˘

“ ω
`
aΦpbq˘

(75.13)

where we used twice the KMS condition for ω.
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Lemma 75.3.
If ω is a pα, βq-KMS state, the map Φ is KMS-symmetric with respect to ω if and only if

ω
`
Φpaqα iβ

2
pbq˘ “ ω

`
α´iβ

2
paqΦpbq˘. (75.14)

Proof. We write the usual KMS condition (75.1) for ω with the replacements b Ñ α´iβ
2
pbq and

aÑ Φpaq:
ω
`
Φpaqα iβ

2
pbq˘ “ ω

`
α´ iβ

2
pbqΦpaq˘, (75.15)

then we use the KMS condition (75.11) for Φ with the replacements a Ñ b and b Ñ α´iβ
2
paq in

order to get ω
`
α´ iβ

2
paqΦpbq˘.

We recall that an entire function is a function holomorphic over C. We define the set Dβ as

Dβ “ tz P C tel que 0 ă Im z ă βu if β ě 0
Dβ “ tz P C tel que β ă Im z ă 0u if β ď 0

(75.16)

Proposition 75.4.
Let α “ tαtutPR be a strongly continuous group of automorphisms of the C˚-algebra A, β P R and
ω be a state on A. The following two conditions are equivalent:

(1) ω is a pα, βq-KMS state;
(2) for every pair a, b in A, there exists an analytic map Fa,b : Dβ Ñ A such that EqDEfFabi

Fa,bptq “ ωpaαtpbqq (75.17a)
Fa,bpt` iβq “ ωpαtpbqaq (75.17b)

for t P R.
If these conditions are satisfied, we have |Fa,bpzq| ď }a}· }b} for every z P Dβ.

Moreover, if a P A and b P Aα, the function Fa,b is the restriction to D̄β of the entire function

z ÞÑ ω
`
aαzpbq

˘
. (75.18)

The point in the proposition is that the relations (75.17) define only Fa,b on the boundary of
Dβ.

We have the same kind of proposition for a KMS symmetry.
PropFabcomegaKSM

Proposition 75.5.
Let α “ tαtutPR be a strongly continuous automorphism group of the C˚-algebra A and ω, a
pα, βq-KMS state for some β P R. Then for a bounded map Φ: A Ñ A, the following conditions
are equivalent:

(1) Φ is pα, βq-KMS symmetric with respect to ω;
(2) pour every pair a, b in A, there exists a continuous bounded analytic map Fa,b : D̄β Ñ A such

that

Fa,bptq “ ω
´
α´ t

2
paqΦ`α t

2
pbq˘

¯
(75.19a)

Fa,bpt` iβq “ ω
´
α t

2
pbqΦ`α t

2
paq˘

¯
(75.19b)subEqFabitbhisubEqFabitbhi

for every t P R.
If these conditions are satisfied, the function Fa,b is bounded on D̄β and

|Fa,bpzq| ď }Φ}· }a}· }b} (75.20)

for every z P D̄β. If a P A and b P Aα, the function Fa,b is the restriction to D̄β of the entire
function

Ga,bpzq “ ω
´
α´ z

2
paqΦ`α z

2
pbq˘

¯
(75.21)

on C.
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Let us briefly recall the GNS construction of a C˚-algebra A (see theorem 72.87). Let ω be a
state on A. First we consider the space

Nω “ ta P A tel que ωpa˚aq “ 0u “ ta P A tel que ωpb˚aq “ 0@b P Au, (75.22)

and we define the Hilbert space Hω as the completion of the quotient A{Nω. The representation
πω on Hω is then defined as

πωpaqrbs “ rabs (75.23)

where the bracket ras denotes the class of a P A for the quotient by Nω.
The kernel of the representation is given by the elements a such that

rabs “ 0 (75.24)

for every b P A. This means that a P Nω. Thus the kernel of the GNS representation is given by
the set of elements a P A such that ωpa˚aq “ 0.

Suppose that we have an semigroup αt of automorphisms of A and a α-invariant state ω. Then
if a P kerpπωq we have

ω
`
αtpa˚qαtpaq

˘ “ ω
`
αtpa˚aq˘

“ ωpa˚aq
“ 0,

(75.25)

so that αtpaq belongs to kerpπωq too.

Proposition 75.6.
Let tαtutPR be a strongly continuous group of automorphisms of the C˚-algebra A and ω be a fixed
pα, βq-KMS state for some β P R. Then a map Φ: A Ñ A which is pα, βq-KMS symmetric with
respect to ω leaves globally invariant the kernel kerpπωq of the GNS representation of ω.

Proof. Let a P kerpπωq. Since αt is an automorphism of A, we also have αtpaq P kerpπωq. Let Fa,b
is the map guaranteed by proposition 75.5; since ω is positive (it is a state, definition 72.67), it
fulfils the condition (72.62), so that

|Fa,bptq|2 “ |ω
´
α´ t

2
paqΦ`α t

2
pbq˘

¯
|2 ď ω

´
α´ t

2
paq`α´ t

2
paq˘˚¯

ω
´`

Φα t
2
pbq˘˚Φ

`
α t

2

˘pbq
¯
. (75.26)

Since αt is an automorphism and since ω is αt-invariant, the first factor becomes

ωpα´ t
2
paa˚qq “ ωpaa˚q “ 0. (75.27)

What we proved is that |Fa,bptq| “ 0 when t is real. Being analytic, the function Fa,b vanishes
everywhere. By property (75.19b),

0 “ Fa,bpiβq “ ω
`
bΦpaq˘. (75.28)

Taking b “ Φpaq˚, we get Φpaq P kerpπωq.

75.2 Dirichlet and traces
Other source: [967, 968].
Let A be a C˚-algebra and τ : A` Ñ r0,8s be a faithful, densely defined, semifinite and lower

semicontinuous trace on A` (see section 72.18). We consider L, the set of square integrable
elements in A, that is:

L “ ta P A tel que τpaa˚q ă 8u. (75.29)

This set is an ideal in A and τ can be uniquely extended to a linear functional on N “ xL˚Ly
(lemma 72.129). We still denote by τ the extension. In particular the formula

pa, bqτ “ τpa˚bq (75.30)
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defines a sesquilinear form on L. We denote by L2pA, τq the Hilbert space obtained by completion
of L with respect to the sesquilinear form p., .qτ . Such a construction is similar to the one of L2pMq
on page 3777. Since the trace is faithful, we have ωpa˚aq “ 0 only when a “ 0. The space L2pA, τq
is thus also the GNS construction described in theorem 72.87.

We denote by ητ : L Ñ L2pA, τq the natural injection whose image is, by construction, dense.
The space ητ pLq has the product

xητ paq, ητ pbqy “ pa, bqτ “ τpa˚bq. (75.31)

If, for a P A and b P L, we define
πτητ paq “ ητ pabq, (75.32)

we have
xητ pcq, πτ paqητ pbqy “ τpc˚abq. (75.33)

The map πτ : AÑ B
`
L2pA, τq˘ is a representation of A on L2pA, τq. We consider the von Neumann

algebra L8pA, τqM “ πτ pAq2. Since τ is defined on πτ pAq and that M is a strong closure of πτ pAq
(theorem 74.5), the form τ can be extended to a normal functional on M. From now we write a
the element ητ paq in L2pA, τq.

Let
C “ ta P L tel que a “ a˚ ď 1Mu Ă L2pA, τq. (75.34)

This set is convex. Indeed, let a, b P C and consider p1´ tqa` tb. We have

p1´ tqa` tb ď p1´ tq1M ` t1M “ 1M. (75.35)

We write a^ 1 the projection of a onto C.
The notation is inspired from the fact that if we consider the real function fptq “ t ^ 1 “

minpt, 1q, we have a ^ 1 “ fpaq in the case a “ a˚ P L by the continuous functional calculus,
theorem 72.23. If b P C, we have Specpbq Ă s´8, 1s, so that fptq “ t and fpbq “ b. If a is outside
C, we have

Specpa^ 1q “ f
`

Specpaq˘ Ă s´8, 1s. (75.36)

Then we have Specp1´ a^ 1q Ă r0,8s, which proves that 1´ a^ 1 ě 0.
A quadratic functional

E : L2pA, τq Ñ s´8,8s (75.37)

can be extended to MnpAq “ A b MnpCq in the following way. First we consider the trace
τn “ τ b Trn on MnpAq then we define En : L2`MnpAq, τn

˘Ñ C by

Enras “
ÿ

ij

Eraijs. (75.38)

The domain of E is the set

F “ tξ P L2pA, τq tel que Erξs ă 8u. (75.39)

The functional E is said to be
(1) J-real if ErJξs “ Erξs for every ξ P L2pA, τq;
(2) Markovian if Erξ ^ 1s ď Erξs for every ξ P L2pA, τq such that ξ “ Jξ;
(3) Dirichlet form if it is Markovian and lower semicontinuous;
(4) completely Dirichlet if the extensions En are Dirichlet for all n ě 1;
(5) regular if the subspace B “ A X F is dense-norm in A and a form core for pE ,Fq (defini-

tion 60.33);
(6) C˚-Dirichlet form if it is regular and completely Dirichlet.
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LemELfermEinter

Lemma 75.7.
Let E “ ta P L tel que a “ a˚ ď 1Mu and C “ E. We recall that L2`pA, τq “ L`. Then

C X L2`pA, τq “ ta P L tel que 0 ď a ď 1Mu. (75.40)

Proof. First, it is obvious that ta P L tel que 0 ď a ď 1Mu “ E XL`. Thus we have to show that
E X L` “ E X L`. The inclusion

E X L` Ă E X L` (75.41)

is only topology.
The delicate part is the reverse inclusion. Let x P E X L`. In a first time we suppose that

}x} “ 1. By hypothesis we can find a sequence xi Ñ x with xi P L`. Since }xi} Ñ 1, we consider
the sequence

yi “ xi
}xi} Ñ x. (75.42)

The element yi still belongs to L` from proposition 72.36. Moreover yi ď 1 because proposi-
tion 72.38 shows that xi ď }xi}1. So we have yi P E X L` and x P E X L`.

Let us now consider any x P E XL`. By the preceding point we build a sequence yi P E XL`
such that

$
&
%
yi Ñ x

}x} (75.43a)

}yi} “ 1. (75.43b)

Then we consider the sequence zi “ }x}yi. This converges to x and zi P L`. We still have to show
that zi P E.

First we prove that }x} ď 1. For that we consider ai Ñ x with ai P E. Since x P L` for every
ϵ we have

Specpaiq Ă r´ϵ, }ai}s. (75.44)

We conclude that ai ě 1. Indeed the spectrum of ai ` 1 is made of λ such that ai ´ pλ ´ 1q1
is not invertible. Thus λ P Specpai ` 1q if and only if λ ´ 1 P Specpaiq and λ ´ 1 ě ϵ, so that
λ ě 1´ ϵ ą 0. The spectrum of ai`1 being positive we have ai ě ´1. Now we have ´1 ď ai ď 1
and proposition 72.39 concludes that }ai} ď 1. Since ai Ñ x we conclude that }x} ď 1.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 75.8
Here I’m using the fact that the norm is continuous. This is due to the fact that we are precisely
working on the completion with respect to the norm.

By the definition zi “ }x}yi and }yi} “ 1, we have }zi} ď 1. Once again by proposition 72.38
we have zi ď }zi}1 ď 1.

Definition 75.9.
Let tTtutě0 be a J-real, symmetric, strongly continuous semigroup acting on L2pA, τq. That semi-
group is said to be

(1) Markovian if it leaves globally invariant the set (see lemma 75.7)

C X L2pA, τq “ ta P L tel que 0 ď a ď 1Mu; (75.45)

(2) completely positive if its extensions to L2`MnpAq, τn
˘

are positive;
(3) completely Markovian if its extensions to L2`MnpAq, τn

˘
are Markovian.
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75.3 Modules over C˚-algebra

Definition 75.10.
Let A be a C˚-algebra. A A-bimodule is an Hilbert space H with commuting left and right
representations. The bimodule is said to be symmetric if there is an isometric antilinear involution
J : H ÑH exchanging the left and right actions:

Jpaξbq “ b˚Jpξqa˚ (75.46)

for every a, b P A and ξ P H .

Let a P A and ξ P H . If π is a representation of A on H we have }πpaqξ} ď }πpaq}}ξ}, and
lemma 72.82 shows that

}πpaqξ} ď }a}}ξ}. (75.47)EqpiaxileqanormxiEqpiaxileqanormxi

In the case of a A-module we do not explicitly write the representation π and we write }aξb} ď
}a}}b}}ξ}.

When H is a bimodule over A, a derivation is a linear map B : DpBq Ă AÑ H such that

Bpabq “ Bpaqb` aBpbq (75.48)

for every a, b P DpBq. Notice that one always has Bp1q “ 0. A derivation is symmetric if its domain
DpBq is a selfadjoint subalgebra and if the A-bimodule pH , Jq is symmetric with Bpa˚q “ JpBaq.

75.3.1 Example: gradient of a function

Let M be a Riemannian manifold and consider A “ CbpMq, the C˚-algebra of continuous
bounded function on M ; H “ L2pTMq the space of square summable vector fields on M . The
gradient

∇ : C8
b pMq Ñ L2pTMq (75.49)

is a derivation and L2pTMq is a CbpMq-bimodule with the pointwise multiplication.

75.3.2 Left and right representation

If a P A is a selfadjoint element, we can represent the C˚-algebra C
`

Specpaq˘ on H by

Lapfqξ “
#
fpaqξ if fp0q “ 0
ξ if f ” 1

(75.50)

where f P C` Specpaq˘ and ξ P H . This is a good definition when f is a polynomial. The action
with non polynomial continuous functions is defined by density. The right action is defined by

Rapfqξ “
#
ξfpaq if fp0q “ 0
ξ if f ” 1.

(75.51)

Let I be an interval in R and f P C1pIq. The quantum derivative of f is the function
f̃ P CpI ˆ Iq defined by

f̃ps, tq “
#
fpsq´fptq

s´t if s ‰ t

f 1psq if s “ t.
(75.52)

Lemma 75.11.
Let H , J a symmetric Hilbert A-bimodule and pB, DpBqq be a symmetric derivation defined on an
involutive subalgebra of A. Let a “ a˚ P DpBq. Then
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(1) For every polynomials f , we have fpaq P DpBq and the chain rule

B`fpaq˘ “ pLa bRaqpf̃qBpaq. (75.53)EqLeibnizDerrAbiomoluleEqLeibnizDerrAbiomolule

holds. Moreover we have the bound

}B`fpaq˘} ď }f 1}CpSpecpaqq}Bpaq}. (75.54)EqBoundpartialfanfpnpaEqBoundpartialfanfpnpa

(2) If pB, DpBqq is closable as operator AÑH , then the closure is a derivation.
(3) If pB, DpBqq is a closed derivative AÑ H , then the formula (75.53) holds for every function

f P C1` Specpaq˘ such that fp0q “ 0. In particular the domain of a closed derivative is closed
for the C1 functional calculus.

Remarque 75.12.
The equation (75.53) is a short notation for the following. First we introduce the following repre-
sentation of AbAop on H :

pab bq7ξ “ aξb. (75.55)
Then pLa bRaqpf̃qξ with f̃p0q “ 0 stands for

pLa bRaqpf̃1 b f̃2q7ξ “
´
Lapf̃1q bRapf̃2q

¯
7ξ “ f̃1paqξf̃2paq. (75.56)EqLaRattfsurxiEqLaRattfsurxi

Here the functions f̃i are associated with f̃ by the map (72.140).

Proof. (1) If a “ a˚ P DpBq, then fpaq P DpBq because the domain of B is an algebra.
Let us begin with the constant function f “ 1. In this case f̃ps, tq “ 0 and all terms are
vanishing in the decomposition (72.141), so f̃ “ 0 b 0. Formula (75.56) then produces
Bp1q “ 0.
If fptq “ t, then f̃ps, tq “ 1 and we get Bpaq “ Bp1q.
The general statement comes from the formula

xn ´ yn
x´ y “

n´1ÿ

k“0
xkyn´1´k. (75.57)

Then, for fptq “ ř
n αnt

n, one defines

Dfa “
ÿ

n

αn

n´1ÿ

k“0
ak b an´1´k (75.58)

and the formula to be checked becomes B`fpaq˘ “ Dfa7Bpaq that can be checked by induction.
Let us now prove the bound (75.54). If fptq “ tn, then

Dfa7ξ “
n´1ÿ

k“0
akξan´1´k. (75.59)

Using the inequality (75.47) we found

}Dfa7ξ} ď
ÿ

k

}akξan´1´k}

ď
ÿ

k

}ak}}an´1´k}}ξ}

ď
n´1ÿ

k“0
}a}n´1}ξ}

“ n}a}n´1}ξ}.

(75.60)

In this computation we also used the fact that }ab} ď }a}}b}. Since }a} ď suptPSpecpaq |t| by
proposition 60.58(1), we have

n}a}n´1 ď sup
tPSpecpaq

|f 1ptq| “ }f 1}CpSpecpaqq. (75.61)
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(2) Let an Ñ a and bn Ñ b and consider the Leibniz formula

Bpanbnq “ anpBbnq ` pBanqbn (75.62)eqPartialanbnLeibnizeqPartialanbnLeibniz

Since the operator B is supposed to be closable (see proposition 60.10), we can define Bpaq “
lim Bpanq. By continuity of the left and right actions, we also have

lim anBbn “ aBb. (75.63)

In the same spirit, limpanbnq “ ab and we have lim Bpanbnq “ Bpabq. Thus taking the limit
in both side of equation (75.62), we found Bpabq “ aBb` pBaqb.

(3) Now we suppose that pB, DpBqq is closed and we consider f P C1` Specpaq˘. In particular f 1
is continuous and we can consider polynomials fn such that f 1

n Ñ f 1 and fn Ñ f uniformly
on Specpaq. Indeed on each connected component K of Specpaq we have

}fnptq ´ fptq} ď sup
tPK

|f 1
nptq ´ f 1ptq|ℓ “ ℓ}f 1

n ´ f 1} ď 2}a}}f 1
n ´ f 1} (75.64)

where ℓ is the length of K. We also used the fact that the length of Specpaq is smaller or
equal to 2}a} by Since f 1

n Ñ fn uniformly, the right-hand side can be made smaller than ϵ
by a suitable choice of n. We suppose that fnp0q “ 0 by choosing the suitable primitive of
f 1
n.

For each n we have
}B`fnpaq

˘} ď }f 1
n}}Bpaq}. (75.65)

We prove now that B`fkpaq
˘

is a Cauchy sequence. By linearity, B`fkpaq
˘ ´ B`flpaq

˘ “
B`pfk ´ flqpaq

˘
. By the bound (75.54) we have

}B`pfk ´ flqpaq
˘} ď }f 1

k ´ f 1
l }}Bpaq}. (75.66)EqpartfkfllmesqCauchyEqpartfkfllmesqCauchy

Since f 1
k Ñ f 1 uniformly, the right hand side of (75.66) can be set smaller than ϵ by choos-

ing suitably large k and l. This shows that fpaq P DpBq and, by definition, B`fpaq˘ “
lim B`fnpaq

˘
.

As far as f̃ is concerned, we have the uniform limit f̃n,i Ñ f̃i and then

B`fnpaq
˘ “ f̃n,1paqBpaqf̃n,2paq. (75.67)

By definition the limit of the left hand side is B`fpaq˘ while the limit of the right hand side
is, by continuity of the actions, f̃1paqBpaqf̃2paq.

Theorem 75.13.
Let

`B, DpBq˘ be a symmetric derivation on A defined on a dense subset with values in a symmetric
Hilbert A-bimodule pH , Jq. We suppose that DpBq is dense in L2pA, τq and that

`B, DpBq˘ is a
closable form from L2pA, τq to H . The form pE ,Fq defined by

E : L2pA, τq Ñ r0,8r
a ÞÑ }Ba}2H

(75.68)

is a C˚-Dirichlet form with F “ DpBq.
Moreover, if ∆ is the generator of the completely Markovian semigroup associated to E, we

have ∆ “ B˚ ˝ B.
Proposition 75.14.
Let

`
E , DpEq˘ be a completely Dirichlet form on L2pA, τq. Then B “ A X DpEq is an involutive

subalgebra of M.
If

`
E , DpEq˘ is a C˚-Dirichlet form, the subalgebra B is an involutive subalgebra of A and a

core form for
`
E , DpEq˘.
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The subalgebra B “ A X DpEq is the Dirichlet algebra of the form
`
E , DpEq˘. We also

consider the hermitian sesquilinear form obtained from E by polarization:

E : DpEq ˆDpEq Ñ C

pξ, ηq ÞÑ 1
4

´
Erξ ` ηs ´ Erξ ´ ηs ` iErξ ` iηs ´ iErξ ´ iηs

¯
.

(75.69)

It allows to recover E .
PropSesquidEmbmb

Proposition 75.15.
The sesquilinear form on the algebraic tensor product B b B given by

pcb d, ab bq ÞÑ 1
2
`
Epc, abd˚q ` Epcdb˚, aq ´ Epdb˚, c˚aq˘ (75.70)

is definite positive.

We denote by H0 the Hilbert space obtained after separation[897] and completion of BbB with
respect to the sesquilinear form given by proposition 75.15. The inner product will be denoted by
p.|.qH0 and if ab b P B b B, we denote by abE b the canonical image in H0.

Theorem 75.16.
Si

`
E , DpEq˘ is a C˚-Dirichlet form on L2pA, τq, there exists a A-bimodule structure on H0 char-

acterised by
(1) apbbE cq “ abbE c´ abE bc

(2) pbbE cqa “ bbE ca

for every a, b, c in the Dirichlet algebra B.



Chapter 76

K-theory

Elements of K-theory are taken from [877, 787].

76.1 The group K0

Let A be an unital C˚-algebra and MN pAq, the C˚-algebra of N ˆN matrices with coefficients
in A. We have

MN pAq » AbCMN pCq. (76.1)
The isomorphism being given by

a ÞÑ
ÿ

ij

aij bC Eij

if aij P A are the coefficients of a PMN pAq. Two projectors p, q PMN pAq are equivalent in the
sense of Murray-von Neumann if there exists a matrix u P MN pAq such that p “ u˚u and
q “ uu˚. In that case, the matrix u is a partial isometry by lemma 60.13. Notice that this notion
of equivalence was already developed on page 3737 when speaking of projectors in von Neumann
algebras.

We consider
M8pAq “

8ď

N“1
MN pAq,

with the inclusion map
ϕ : MN pAq ÑMN`1pAq

a ÞÑ ϕpaq “
ˆ
a 0
0 0

˙
.

(76.2)

We consider the equivalence p „ q in M8pAq if and only if there exists u P M8pAq such that
p “ u˚u and q “ uu˚. The class of q is denoted by rqs and the set of classes is denoted by V pAq.
The set V pAq is a semigroup for the addition

rps ` rqs “
„ˆ
p 0
0 q

˙ȷ
.

Some elements are not invertible.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 76.1
Pour bien faire, il faut encore prouver que cette somme est bien définie.

Proposition 76.2.
The semigroup V pAq is abelian.

Proof. If p “ uu˚ and q “ vv˚ and a “
ˆ
u

v

˙
, we have

rps ` rqs “
„ˆ
uu˚

vv˚
˙ȷ

“
„ˆ
u

v

˙ˆ
u˚

v˚
˙ȷ

“ raa˚s “ ra˚as,

3805
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but
a˚a “

ˆ
v˚

u˚
˙ˆ

u
v

˙
“
ˆ
v˚v

u˚u

˙
“
ˆ
q

p

˙
.

We pose, on V pAq ˆ V pAq, the equivalence relation
`rps, rqs˘ „ `rp1s, rq1s˘

if and only if there exists rrs P V pAq such that

rps ` rq1s ` rrs “ rp1s ` rqs ` rrs. (76.3)EqConfEquivpqrKEqConfEquivpqrK

Now the group K0pAq is defined as

K0pAq “
`
V pAq ˆ V pAq˘

„ .

That construction is not a particularity of K-theory. When S is a semigroup, the group KpSq “
S ˆ S{ „ where ps, tq „ pu, vq if and only if there exists a r P S such that s` v ` r “ t` u` r is
the Grothendiek group of the semigroup S. The group KpSq is always abelian. For example,
KpN,`q “ Z and KpZ, · q “ Q.

An addition in K0pAq is defined by
”
rps, rqs

ı
`
”
rp1s, rq1s

ı
“
”
rps ` rp1s, rqs ` rq1s

ı
.

From definition we have
´
rps, rps

¯
„

´
rqs, rqs

¯
and

”
rps, rps

ı
is the neutral for addition in K0pAq.

The invert is given by
´
”
rps, rqs

ı
“
”
rqs, rps

ı
.

We have a natural homomorphism

κA : V pAq Ñ K0pAq
rps ÞÑ

”
rps, r0s

ı
.

(76.4)

We say that V pAq has the simplification property if

rps ` rrs “ rqs ` rrs ñ rps “ rqs.
Proposition 76.3.
This map is injective if and only if V pAq has the simplification property.

Proof. First, we suppose that κA is injective and we suppose the equality rps ` rrs “ rqs ` rrs for
a certain rrs P V pAq. This implies

”
rps, r0s

ı
“

”
rqs, r0s

ı
and then injectivity of κA gives rps “ rqs

and the simplification property is proved.
Now we suppose that A is such that V pAq fulfils the simplification property. Let rps and rqs such

that κAprpsq “ κAprqsq, or
”
rps, r0s

ı
“
”
rqs, r0s

ı
which means that

´
rps, r0s

¯
„
´
rqs, r0s

¯
. From the

definition of the classes, it provides the existence of a rrs P V pAq such that rps ` 0` rrs “ rqs ` rrs
which in turn proves that rps “ rqs by the simplification rule.

Notice that every element in K0pAq can be written under the form of a difference

κAprpsq ´ κAprgsq,
namely,

”
rps, rqs

ı
“
”
rps, r0s

ı
`
”
r0s, rqs

ı
“ κArps ´

”
rqs, r0s

ı
“ κArps ´ κArqs.
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76.1.1 Example

In the case A “ C, the space V pCq is determined by the simple following result.

Proposition 76.4.
Two projectors of p, q P MN pCq are equivalent if and only if the dimensions of their image are
equal.

Proof. From what was said about projectors on page 3652 , there exists a u P MN pCq such that
p “ uu˚. Moreover p and q are both diagonalisable, and from the dimension assumption, their
diagonal form are the same. In particular, Trppq “ Trpqq is their common dimension of image
space.

If p “ uu˚, then p can be written as uAuÅ with uA “ uA for every matrix A such that AA˚ “ 1.
We are going to find such a matrix A for which q “ uÅuA, i.e. q “ A˚pu˚uqA. Notice that u˚u
and A are diagonalisable; the proposition should be proved if their diagonal form are the same: in
that case A is the unitary matrix which diagonalises u˚u in the basis in which q is diagonal.

We have pu˚uq2 “ u˚uu˚u “ u˚pu, and using the fact that p2 “ p, we find pu˚uq3 “ pu˚uq2, so
that the eigenvalues of u˚u are 0 and 1. From that and the assumptions, we deduce

dim
`

Imagepu˚uq˘ “ Trpu˚uq “ Trpuu˚q “ Trppq “ dim
`

Imageppq˘ “ dim
`

Imagepqq˘,
so that dim

`
Imagepqq˘ “ dim

`
Imagepu˚uq˘ and they have the same diagonal form.

Since two projectors are equivalent if and only if the dimensions of their respective image are
equal, the set of equivalence classes is V pCq “ N. The Grothendieck group associated with the
semigroup N is Z, so that K0pCq “ Z.

76.1.2 Universality

Proposition 76.5.
Let G be an abelian group and Φ: V pAq Ñ G, a semigroup homomorphism such that Φ

`
V pAq˘ is

invertible in G. Then Φ extends in an unique way to an homomorphism Ψ: K0pAq Ñ G such that
Ψ ˝ κA “ Φ.

In other words, one can invent the map Ψ is such a way the following diagram commutes:

K0pAq
κA
��

Ψ

""
V pAq

Φ
// G.

Proof. For unicity, consider Ψ1,Ψ2 : K0pAq Ñ G, two maps extending the map Φ, so

Ψ1
`“rps, rqs‰˘ “ Ψ1

`
κArps ´ κArqs

˘ “ Φrps ´ Φrqs “ Ψ2
`“rps, rqs‰˘ , (76.5)

where we used the assumption Ψ1 ˝ κA “ Φ.
For existence, we define Ψ: K0pAq Ñ G by the formula

Ψ
`“rqs, rps‰˘ “ Φrqs ´ Φrps. (76.6)

Let us prove that it is well defined. Suppose that
`rps, rqs˘ „ `rp1s, rq1s˘, and consider a rrs such

that condition (76.3) holds. Since Φ
`
V pAq˘ is invertible in G, it makes sense to compute

Ψ
`“rp1s, rq1s‰˘´Ψ

`“rps, rqs‰˘ “ Φrp1s ´ Φrq1s ´ Φrps ` Φrqs
“ ´`Φrp1s ` Φrqs ` Φrrs˘` Φrp1s ` Φrqs ` Φrrs
“ Φr0s
“ 0

(76.7)
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where we used the fact that G is abelian in order to rearrange terms and the fact that Φ is an
homomorphism. We have Ψ ˝ κA “ Φ because

Ψ
`
κArps

˘ “ Ψ
`“rps, r0s‰˘ “ Φrps.

Proposition 76.6.
If α : AÑ B is an homomorphism of C˚-algebra, then the map

α˚ : V pAq Ñ V pBq
ras ÞÑ rαpaqs (76.8)

is a well defined group homomorphism which extends to a group homomorphism α˚ : K0pAq Ñ
K0pBq.
Proof. Let consider a projector paijq PM8pAq. Since α is an homomorphism, the matrix αpaijq is
a projector of M8pBq. Since α preserves the involution (by definition of a C˚-algebra homomor-
phism), we have that a „ b implies αpaq „ αpbq. Thus the induced map α˚ : V pAq Ñ V pBq is an
homomorphism.

In order to get the extension, we use the universality property. We know that α is a semigroup
homomorphism and Φ “ κB ˝α˚ is a semigroup homomorphism from the semigroup V pAq and the
group K0pBq. Then universality provides Ψ: K0pAq Ñ K0pBq.

Proposition 76.7.
If A is a C˚-algebra obtained as the inductive limit

A “ limÑ tAi,Φijui,jPN,

then tK0pAiq, pΦijq˚u is an inductive system of groups and

K0pAq “ K0
`

limÑ Ai
˘ “ limÑ K0pAiq. (76.9)

76.2 Vector bundle and K-theory

We follow [877] in which one finds the proofs that are omitted here. In this section, we only
deal with complex vector bundles over compact Hausdorff base. We accept that, when the basis
is non connected, the vector bundle has different dimensions on different components.

We denote by ϵn Ñ X the trivial bundle of dimension n over X and we say that two vector
bundles E1 and E2 are stably isomorphic if there exists a n such that E1 ‘ ϵn » E2 ‘ ϵn. We
write it by E1 »s E2.

We also define the relation E1 „ E2 if and only if E1 ‘ ϵn » E2 ‘ ϵm for some n and m. One
can prove that »s and „ are equivalence relations.

Proposition 76.8.
If X is compact and Hausdorff, the set of equivalence classes for „ is an abelian group for the
direct sum.

Proof. No proof.

That group is denoted by K̃pXq
The set of equivalence classes for »s cannot be a group because the inverse does not exists.

Indeed if E ‘ E1 »s ϵ0, then we have a n such that E ‘ E1 ‘ ϵn “ ϵn, which implies that E and
E1 are zero dimensional.
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Proposition 76.9.
The set of equivalence classes with respect to »s has the simplification property

F ‘ E1 »s F ‘ E2 ñ E1 »s E2 (76.10)

on every compact of X.

Proof. Using proposition 56.6, we can add on both sides of F ‘E1 »s F ‘E2 a vector bundle F 1
such that F ‘ F 1 “ ϵn. Thus we get E1 ‘ ϵn »s E2 ‘ ϵn, which means that E1 »s E2.

We know that the positive rational numbers Q` are build from the integers by taking the pairs
pa, bq P N2 and the quotient by

pa, bq „ pc, dq ô ad “ bc.

We perform the same construction with vectors bundle and we define KpXq “ tpE,E1qu{ „ where

pE1, E
1
1q „ pE2, E

1
2q ô E1 ‘ E1

2 »s E2 ‘ E1
1. (76.11)

Let us prove that that relation is transitive. For this, we suppose pE1, E1
1q „ pE2, E1

2q, and
pE2, E1

2q „ pE{, E1
3q, i.e. there exists integers n and q such that

E1 ‘ E1
2 ‘ ϵn ‘ E1

3 ‘ ϵq “ E2 ‘ E1
1 ‘ ϵn ‘ E1

3 ‘ ϵq.
Now we use the relation E2 ‘ E1

3 ‘ ϵq “ E3 ‘ E1
2 ‘ ϵq in the right hand side and we use the

simplification property by E1
2, we get

E1 ‘ E1
3 ‘ ϵn`q “ E3 ‘ E1

1 ‘ ϵn`q,

which means that pE1, E1
1q „ pE3, E1

3q. Notice that the capacity assumption was used when we
made the simplification by E2. The simplification would have added a ϵm which was implicitly
absorbed in the n or the q.

In that context, the class of the pair pE,E1q is often denoted by E´E1. The set KpXq becomes
a group for the addition

pE1 ´ E1
1q ` pE2 ´ E1

2q “ pE1 ‘ E2q ´ pE1
1 ‘ E1

2q. (76.12)

The zero of the group KpXq is E ´ E for any E and the inverse of E ´ E1 is E1 ´ E. Since
E ‘ pE1 ‘ F q “ E1 ‘ pE ‘ F q, we have

E ´ E1 “ pE ‘ F q ´ pE1 ‘ F q. (76.13)

Taking an inverse of E1 as F , we find that E ´ E1 “ E ‘ F ´ ϵn, so that every element of KpXq
can be written as a difference

E ´ ϵn.
PropvphomKtK

Proposition 76.10.
The map

φ : KpXq Ñ K̃pXq
E ´ ϵn ÞÑ rEs„ (76.14)

is a surjective homomorphism.

Proof. We prove first that it is well defined. Suppose that E´ ϵn “ E1´ ϵm, so E‘ ϵm “ E1‘ ϵm,
so that E1 „ E. Surjectivity is clear.

The kernel of that map of made from the differences E ´ ϵn with E „ ϵ0, or in other words,
E »s ϵm for a certain m,

kerpφq “ tϵm ´ ϵnu Ă KpXq. (76.15)

This is isomorphic to Z.
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76.2.1 Reduced group

Let us fix a base point x0 P X. We have a natural homomorphism KpXq Ñ Kpx0q “ Z. By
the proposition 76.10, this homomorphism restricts to an isomorphism tϵm ´ ϵnu Ñ Z. Thus we
have a decomposition

KpXq “ K̃pXq ‘ Z (76.16)

which depends on the choice of the base point x0. For this reason, we says that K̃pXq is reduced
of KpXq.

Since KpXq is an additive group, we can turn it into a ring by the following multiplication:

pE1 ´ E1
1qpE2 ´ E1

2q “ E1 b E2 ´ E1 b E1
2 ´ E1

1 b E2 ` E1
1 b E1

2. (76.17)

One can check that KpXq becomes a ring with ϵ1 as identity.

76.2.2 Functorial description

If f : X Ñ Y is a map between two compact Hausdorff topological spaces, we have an induces
map

f˚ : KpY q Ñ KpXq
E ´ E1 ÞÑ f˚pEq ´ f˚pE1q (76.18)

which satisfies
(1) f˚pE1 ‘ E2q » f˚pE1q ‘ f˚pE2q,
(2) f˚pE1 b E2q “ f˚pE1q b f˚pE2q,

and is then a ring homomorphism. We are then lead to see K as a functor between
— the category of compact Hausdorff topological spaces with continuous maps as arrows, C ,

and
— the category of rings, D .

The functor K makes the correspondence X Ñ KpXq for the objects and for the arrows,

Kf : KpXq Ñ KpY q
KF ÞÑ pf´1q˚. (76.19)

Since KpIdXq “ IdKpXq and Kpg˝fq “ Kg˝Kf for every f : X Ñ Y and g : Y Ñ Z, the operation
K is a functor.

76.2.3 External product

One has the external product

µ : KpXq bKpY q Ñ KpX ˆ Y q
µpab bq “ projX̊paq projY̊ pbq

(76.20)

where projX and projY are the projections of XˆY onto X and Y . So we have projX̊ : KpXq Ñ
KpXˆY q and the product projX̊paq projY̊ pbq is the internal product in KpXˆY q. It is a general
fact that tensor product of rings is a ring with the rule

pab bqpcb dq “ acb bd. (76.21)

In our case, KpXq bKpY q is a ring. We are going to prove that µ is a ring homomorphism. Let
us denote by f˚pEq the function given by proposition 56.7. We have

µ
`pab bqpcb dq˘ “ µpacb bdq “ projX̊pacq projY̊ pbdq.
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Now suppose that a “ Ea´E1
a and c “ Ec´E1

c. We have ab “ EabEc´EabE1
c “ E1

abEc`E1
abE1

c,
and using the properties (56.15), we find

µ
`pab bqpcb dq˘ “ projX̊paq projX̊pcq projY̊ pbq projY̊ pdq

“ projX̊paq projY̊ pbq projX̊pcq projY̊ pdq
“ µpab bqµpcb dq,

and µ is an homomorphism. We have in particular an homomorphism

µ : KpXq bKpS2q Ñ KpX b S2q. (76.22)EamuhomSdeuxXEamuhomSdeuxX

The main content of Bott periodicity is to prove that (76.22) is in fact an isomorphism.

76.2.4 Clutching function

Let p : E Ñ X be a vector bundle and f : EˆS1 Ñ EˆS1 be an homomorphism where EˆS1

denotes the bundle ppˆ Idq : E ˆ S1 Ñ X ˆ S1. For each x P X and z P S1, the map f produces
an isomorphism fpx, zq : p´1pxq Ñ p´1pxq. Notice that, the S1 part being trivial, we immediately
restrict to X. If not, we would have written ppˆ Idq´1px, zq.

If we identify the boundary of the two copies of D2 in D2YD2 (i.e. we identify the two copies
of S1), what we obtain is the sphere S2. So we take two copies of E ˆ D2 and we identify the
boundaries S1 with f . What we get is a vector bundle over X ˆ S1 that we name re, f s. The
function f is the clutching for rE, f s.

Let ft : EˆS1 Ñ EˆS1, be an homotopy of clutching functions. It allows us to build a vector
bundle on XˆS2ˆI (I is the interval r0, 1s in which t varies) which restricts to rE, f0s and rE, f1s
on X ˆ S2 ˆ t0u and X ˆ S2 ˆ t1u. So we have rE, f0s » rE, f1s.
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Chapter 77

BF theory

77.1 BF theory and relativity
References for BF theory, Palatini formalism and spin foam models are [969, 970, 971, 972].

Let M be a smooth n-dimensional manifold and consider the principal bundle

G // P

��
M

(77.1)

with G being a connected semisimple Lie group with Lie algebra G. We consider the following as
the basics fields of the theory:

— a connection ω on P ,
— a AdpP q-valued pn´ 2q-form E on M .

In order to form the wedge product E^F , we express both fields as G-valued forms on M using a
local coordinate chart σα : Uα Ñ P (see pages 3322 and 3332 ). We pose Aα “ σα̊ω and Fα “ σα̊Ω
where Ω is the curvature of ω.

There exists a η PŹn´2 Tx̊M such that Epxq “ rξ,Xs b η; using the same section σα, we find
an element Xα P G by the condition

Epxq “ rσαpxq, Xαs b η.
Hence we see E as a pn´ 2q form with values in G as

EαpX1, ¨ ¨ ¨ , Xn´2q “ ηpX1, ¨ ¨ ¨ , Xn´2qXαpxq. (77.2)

We are now able, using the wedge product of subsection 56.4, to see Eα ^ Fα as a n-form with
values in G b G. The use of the Killing form G b G Ñ R is what we write Tr. From now we drop
all indices of local coordinates.

When we write E ^ F , we mean the 4-form defined by

pE ^ F qpv1, v2, v3, v4q “ Epv1, v2q b F pv3, v4q ´ Epv1, v3q b F pv2, v4q
` Epv1, v4q b F pv2, v3q ` Epv2, v3q b F pv1, v4q
´ Epv2, v4q b F pv1, v2q ` Epv3, v4q b F pv1, v2q.

Obviously E ^ F ‰ F ^ E, but taking the trace (i.e changing the tensor product by the Killing
form),

TrpE ^ F ` F ^ Eq “ 2 TrpE ^ F q. (77.3)

The action that we want to study first is

SpE,ωq “
ż

M
TrpE ^ F q (77.4)

3813
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where F is the curvature associated with the connection ω. When we vary that action with respect
to E, i.e. when we impose

d

dt

”
SpE ` tE1, ωq

ı
t“0

“ 0

for every pn´ 2q form E1, we find F “ 0 as equation of motion. A small computation shows that

d

dt

”
F pω ` tω1q

ı
t“0

“ dA1 `A^A1 “ dAA
1,

where dA denotes the exterior covariant derivative associated with the connection ω. Now the
action principle imposes that for every connection ω1,

0 “ d

dt

”
SpE,ω ` tω1q

ı
t“0

“
ż

M
TrpE ^ dAA1q “

ż

M
TrpdAE ^A1q

where we used an integral by part. So the equation of motion are

F “ 0 and dAE “ 0. (77.5)

The inclusion of a cosmological constant in the game is done by modifying the action as

SBF pA,Eq “
ż

M
Tr

`
E ^ F ` Λ

12E ^ E
˘
. (77.6)

Using the remark above, the equations of motion for the BF action are

dAE “ 0 and F ` Λ
6E “ 0. (77.7)

The BF action with vanishing cosmological constant, SBF pω,Eq “
ş
M TrpE ^F q has an inter-

esting symmetry. Let η be a pn´ 3q-AdpP q-valued form, and consider the transformation

A ÞÑ A and E ÞÑ E ` dAη. (77.8)EqSymPalaAEdAetaEqSymPalaAEdAeta

We have ż

M
Tr

`
E ^ F ` dAη ^ F

˘ “
ż

M
Tr

`
E ^ F ` p´1qn´3`1η ^ dAF

˘

where we used an integral by part. The Bianchi identity dAF “ 0 makes the last term vanishes,
so that transformation (77.8) actually is a symmetry of the Palatini action without cosmological
constant.

77.2 Palatini formalism
Let M be a smooth four dimensional manifold on which we consider an oriented vector bundle T

which is isomorphic to TM (without being canonically isomorphic) endowed with a nondegenerate
metric η with fixed signature. We say that T is the internal space and that η is the internal
metric.

The basic fields of the theory are
— a T -valued 1-form e on M ,
— and a metric-preserving connection ∇ on T .

One can define a metric on M from the internal metric by the formula

gpX,Y q “ η
`
epXq, epY q˘. (77.9)

In order to do that, we have to see e as a map e : TM Ñ T . We know that e P ΓpT b T ˚Mq, so
that for each x PM , we can write epxq “ ř

i vi b ωi, so that we define

epxqX “
ÿ

i

ωipXqvi
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for all X P TxM . Notice that g is nondegenerate if and only if e is an isomorphism.
We are now going to express the basic fields as forms with values in the exterior algebra bundleŹ T . For e, it is easy: if epxq “ vi b ωi, we consider epxq “ vi̊ b ωi.
We know from propositions 56.63 and 56.67 that, with a choice of a local trivialization, the

connection can be expressed in terms of a glpV q-valued 1-form Aα on Uα Ă M where V is the
vector space on which T is modeled. Here, the connection form takes its values in sopηq because
of the assumption of metric preserving.

Passing to the curvature, we have F P Γpsopηq bŹ2 T ˚Mq. Now an element of G “ sopηq can
be seen as an element of

Ź2 T by the following formula:

Spv, wq “ ηpv, Swq ´ ηpSv,wq (77.10)

where S P sopηq and v, w P Tx. In fact, the knowledge of that 2-form allows to rebuild the element
S because when v and w run over a basis teiu of V , we find the numbers

pSejqi ´ pSeiqi “ Sij ´ Sji “ 2Sij

because S has to be skew symmetric.
The orientation of M provides an everywhere non vanishing volume form, this is an element ofŹ4 T . Now if β is another element of

Ź4 T , it has to be a multiple of µ. When H is a
Ź4 T -valued

n-form on M , we define TrpHq as the usual n-form on M defined by

HpX1, ¨ ¨ ¨ , Xnq “ TrpHqpX1, ¨ ¨ ¨ , Xnqµ.
Now the following action, which is the Palatini action, makes sense as integral of a n-form on a
n-dimensional manifold:

SPalp∇, eq “
ż

M
Tr

ˆ
e^ e^ F ` Λ

12e^ e^ e^ e
˙
. (77.11)

Here the wedge product is a composition of wedge product as forms with values in
Ź T and the

wedge product as elements of
Ź T , so that

pe^ fqpX,Y q “ epXq ^ fpyq ´ epY q ^ fpXq
where the wedge of the right hand side is taken in the sense of

Ź T , so that we actually have
e^ f “ f ^ e. The variation with respect to ∇ provides the equation of motion

dApe^ eq “ 0, (77.12)

while the variation with respect to e provides

0 “ d

dt

”
SPalp∇, e` te1q

ı
t“0

“
ż

M
Tr

`
2e1 ^ e^ F ` Λ

124e1 ^ e^ e^ e˘,

or
e^ `

F ` Λ
3 e^ e

˘ “ 0. (77.13)

77.2.1 Other point of view

Let M be the four dimensional physical space and E, a four dimensional vector bundle. We
suppose to know a local trivialization E “ M ˆR4 and we consider the Lorentzian metric η on
each of the R4. Finally we consider a soldering form e: for each point x, the map ex : TxM Ñ Ex is
an isomorphism. If Bi is the local basis of TM , we use the local basis ξi “ epBiq as local coordinates
on E.

These data allows us to define a metric on M by

gpx, Y q “ ηpeX, eY q. (77.14)
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The second dynamical variable will be an exterior derivative D on E. Any section s P ΓpEq reads
spxq “ siξi and the action of the exterior derivative reads

DXs “
`
Xpsiq ` sjωijpXq

˘
ξi. (77.15)

At this point, we cannot define a torsion for D because we do not have a canonical soldering form
on E. However we pose the hypothesis that D preserves the metric in the sense that

dX
`
ηps, tq˘ “ ηpDXs, tq ` ηps,DXtq (77.16)EqDefDXpreserveMetrEqDefDXpreserveMetr

for all s, t P ΓpEq. Since ηps, tq is a function on M , we have DX

`
ηps, tq˘ “ X

`
ηps, tq˘. So we have

on the one hand ηpDXs, tq “ ηij

´
Xpsiq ` skωik

¯
tj and on the other hand,

DX

`
ηps, tq˘ “ Xiηkl

`Bipskqtl ` skBitl
˘
.

Putting these two expressions into (77.16), we find

ηijω
i
k “ ´ηkiωij , (77.17)

so that ω P Ω1pM, sop1, 3qq. Now we use the isomorphism e to build a connection on TM :

∇XY “ e´1`DXpeY q
˘

(77.18)

where we see eY as a section of E by peY qpxq “ epYxq. The Christoffel symbols of ∇ and D
are defined as usual by ∇BipBjq “ Γ̃kijBk, and ωkj pBiq “ Γkij . It is simple to see that numerically,
Γkij “ Γ̃kij . Indeed

DBipξjq “ ξk b
`Bipδkj q ` δ ´ jlωkl pBiq

˘ “ ξk b ω ` jkpBiq “ ξk b Γkij ,

so that ∇Bj pBjq “ e´1`ξk b Γkij
˘ “ ΓkijBk.

The connection ∇ is compatible with the metric because

∇Z

`
gpX,Y q˘ “ Z

`
ηpeX, eY q˘

“ η
`
DZpeXqlooomooon

“ep∇´ZXq
, eY

˘` η`eX,DZpeY q
˘

“ gp∇ZX,Y q ` gpX,∇ZY q.



Chapter 78

BTZ black hole from identifications

78.1 Group realization of low dimensional anti de Sitter spaces

78.1.1 Two dimensional anti de Sitter
SubsecTwoDimAdSAdGH

Using notations and conventions of section 53.17, the set AdpGqH is a subset of slp2,Rqmade of
elements of norm 8. One can show by brute force computation or using the commutation relations
that

AdpexKT exNEqH “ `´ sinp2xKqxN ` cosp2xKq
˘
H

` `´ cosp2xKqxN ´ sinp2xKq
˘pE ` F q

´ xNT,
which is a, following the Killing form (53.321), general element of norm 8 in slp2,Rq. Thus as
sets, AdS2 is AdpKNqH. Since A is the stabilizer of H for the adjoint action of G on H and
G “ ANK “ KNA, we also have

AdS2 “ G{A “ AdpKNqH “ AdpGqH.
That provides isomorphisms

ϕ : r0, πrˆRÑ AdS2

pxK , xBq ÞÑ AdpexKT exNEqH, (78.1)

or
ϕ : CylÑ AdS2

pθ, hq ÞÑ Adpe θ
2T ehEqH. (78.2)EqCylAdSDeuxEqCylAdSDeux

where Cyl is the usual cylinder in R3.

78.1.2 Three dimensional anti de Sitter
SubsecGpAdsDeux

The space AdS3 is the hyperboloid

u2 ` t2 ´ x2 ´ y2 “ 1 (78.3)hyperboloidehyperboloide

embedded in R2,2. There exists a bijection between R2,2 and the two by two real matrices given
by

v “

¨
˚̊
˝

u
t
x
y

˛
‹‹‚ ÞÑ gpvq “

ˆ
u` x y ` t
y ´ t u´ x

˙
.

As far as norm is concerned, we have }v} “ det gpvq. Among these matrices, the ones of SLp2,Rq
are given by the condition det g “ 1, which is precisely the equation of the hyperboloid in R4.
That shows that AdS3 “ SLp2,Rq.

3817
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From (78.3), the isometry group of AdS3, denoted by IsopGq, is the group Op2, 2q. It is locally
isomorphic to GˆG, through the action

pGˆGq ˆG ÝÑ G : ppgL, gRq, zq Ñ gl zg
´1
R , (78.4)

which corresponds to the identity component of IsopGq (from the bi-invariance of the Killing
metric), and because of the Lie algebra isomorphism

Φ : G ˆ G Ñ isopGq : pX,Y q Ñ X ´ Y , (78.5)IsoIso

where X (resp. Y ) denotes the right invariant (resp. left invariant) vector field on G associated
with the element X (resp. Y ) of its Lie algebra.

78.2 Simple example on AdS2
sec_AdSdeux

As is subsection 78.1.1, we see AdS2 as AdpGqH. By definition the singularity is composed of
closed orbits of AN and AN̄ for the adjoint action on AdS2, and the notion of fundamental field
is

Hx̊ “
d

dt

”
Adpe´tHqx

ı
t“0

“ ´rH,xs. (78.6)

A basis of the Lie algebra A‘N is given by tE,Hu. So x will belong to a closed orbit if and
only if Ex̊ ^Hx̊ “ 0. If we put x “ xHH ` xEE ` xFF , the computation is

Ex̊ ^Hx̊ “ rE, xs ^ rH,xs “ 4xHxF pE ^ F q ` 2xExF pH ^ Eq ´ 2x2
F pH ^ F q.

It is zero if and only if xF “ 0. The closed orbit of AN̄ is given by the same computation with
Hx̊ ^ Fx̊ . The part of these orbits contained in AdS2 is the one with norm 8:

Bpx, xq “ 8px2
H ` xExF q !“ 8.

In both cases, it imposes xH “ ˘1, and the closed orbits in AdS2 are given by EqQuatreLInesDeux

SAN “ ˘H ` λE (78.7a)
SAN̄ “ ˘H ` λF, (78.7b)

with λ P R. The singularity is then the union SAN YSAN̄ of four lines in the hyperboloid.
PropAdSDeuxJannule

Proposition 78.1.
The singularity of AdS2 can equivalently be described as

S “ tx P AdpGqH tel que }Hx̊ } “ 0u, (78.8)condHHcondHH

This result is also proved for AdS3 in corollary 79.20.

Proof. The condition (78.8) on x reads

BprH,xs, rH,xsq “ 0. (78.9)eq:BHxHxeq:BHxHx

The most general 1 element x in slp2,Rq is x “ xAH ` xNE ` xFF . We have rx,Hs “ ´2xNE `
2xFF , so that the condition (78.9) becomes xNxF “ 0. The two possibilities are x “ xAH ` xNE
and x “ xAH ` xFF . The singularity in slp2,Rq is composed of the planes pH,F q and pH,Eq.
The intersection between the plane pH,F q and the hyperboloid is given by the equation

BpaH ` bF, aH ` bF q “ 8

whose solutions are a “ ˘1. The same is also true for the plane pH,Eq. So we find that the set
(78.8) is exactly the four lines (78.7).

1. It is actually more than the most general element to be considered because our space is AdpGqH, which is
only a part of slp2,Rq.
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One can check that light cone of a given point of the hyperboloid is given by the two straight
lines trough the point; so it automatically intersects the singularity. As conclusion, every point
of AdS2 belong to the black hole. For this reason we say that there is no black hole in the two
dimensional case because the black hole should be the whole space while one ask the singularity,
the black hole and the complete space to be different. See also the condition (79.49).

78.3 Still AdS2

If h is the generator of SOp1, 1q in the quotient AdS2 “ SOp2, 1q{SOp1, 1q, then we have

AdS2 “ SOp2, 1q
SOp1, 1q “ AdpGqh (78.10)

by the isomorphism
ψrgs “ Adpgqh. (78.11)

The multiplication table of the algebra sop2, 1q is

rq0, q1s “ h

rh, q0s “ q1

rh, q1s “ q0.

(78.12)

Knowing the adjoint map, we can compute the Killing for. In particular we have, in the basis
q0, q1, h,

B “
¨
˝
´2 0 0
0 2 0
0 0 2

˛
‚. (78.13)

Thus the norm on sop2, 1q is

}aq0 ` bq1 ` ch} “ 2p´a2 ` b2 ` c2q, (78.14)

and
AdS2 “ taq0 ` bq1 ` ch tel que ´ a2 ` b2 ` c2 “ 2u. (78.15)

If x “ Adpgqh, we consider the adjoint action of G over x and the fundamental vector fields

Xx̊ “
d

dt

”
e´tX · Adpgqh

ı
t“0

“ d

dt

”
e´ adptXq Adpgqh

ı
t“0

“ ´ adpXqx, (78.16)

so we have
X˚

Adpgqh “ ´ adpXqAdpgqh. (78.17)

For the metric, the first choice is to set

BpXx̊ , Yx̊ q “ BpAdg´1 X,Adg´1 Y q, (78.18)

but that definition would not take the quotient into account. Indeed, we have Bph, hq ‰ 0 while

hh̊ “ ´ adphqh “ 0. (78.19)

Thus we consider the metric

BpXx̊ , Yẙ q “ B
`

projQpAdg´1 Xq, projQpAdg´1 Y q, ˘. (78.20)

We have in particular

}Xh̊} “ }paq0 ` bq1 ` chqh̊} “ paq0 ` bq1q· paq0 ` bq1q “ ´a2 ` b2. (78.21)
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So the time-like direction at h is q0̊ . We can ask ourself in which direction it goes:

pq0qh̊ “
d

dt

”
Adpe´tq0qh

ı
t“0

“ q1. (78.22)

That provides the orientation of time at the point Adpeqh. Now we would like to know the
orientation of time on other points, like at the point

Adpebq1qh “ coshpbqh´ sinhpbqq0. (78.23)

Since Adpe´bq1qq1 “ q1, we have
}q1̊ }Adpebq1 qh “ }q1} “ 1, (78.24)

the vector q1̊ is not time-like at the point Adpebq1qh. On the other hand, we have

Adpe´bq1qq0 “ coshpbqq0 ` sinhpbqh, (78.25)

so
}q0̊ }Adpebq1 qh “ } projQ

`
coshpbqq0 ` sinhpbqh˘} “ ´2 coshpbq, (78.26)

which is time-like.

78.4 Causal structure of AdS2
SecAdS2

As far as I know, results about AdS2 comes from discussions with Pierre Bieliavsky. The
approach that I followed for AdS3 is the one of [973, 974] although results are already know from
[975, 976].

The two dimensional case does not present black hole structure, but the geometric setting is
very clear as it is no more that intersections of lines in an hyperboloid.

We consider the following situation: G “ SLp2,Rq, H “ SOp1, 1q “ A (the A of Iwasawa for
G), AdS2 » G{A. The generators of SLp2,Rq are given as usual by E,F,H and the generators of
the groups A, N , K are H, E, and E ´ F . We set

S “ R·AYR·A “ πpNq Y πpNq.

where the bar denotes the conjugation by the Cartan involution θ. The light cone of πpgq in AdS2
is given by

C`
πpgq “ tπpgetEq Y πpgetF qutPR` (78.27)

The study of the causal structure on this space is the following question: which are the πpgq P AdS2
such that C`

πpgqXS ‰ H? One can write g “ kna and forget the a-part because all the expressions
appears in a π.

Let us consider the ray πpgetEq “ πpknetEq. The aim is to see what choice of k P K and n P N
makes πpknetEq P S for a certain t. If we set

n “
ˆ

1 n
0 1

˙
k “

ˆ
cos k sin k
´ sin k cos k

˙
,

we find a general element of the ray (before the projections by π) under the form

knetE “
ˆ

cos k pt` nq cos k ` sin k
´ sin k ´pt` nq sin k ` cos k

˙

Taking the quotient into account, we have to see which are the k P r0, 2πs, n P R such that

πpknetEq “
ˆ

cos k pt` nq cos k ` sin k
´ sin k ´pt` nq sin k ` cos k

˙ˆ
ea 0
0 e´a

˙
(78.28)eq:chem_tEeq:chem_tE
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can be fitted on
ˆ

1 l
0 1

˙
by a suitable choice of t P R` and a P R. The equations are

ea cos k “ 1 (78.29a)eq:sys_d_aieq:sys_d_ai

´ea sin k “ 0 (78.29b)eq:sys_d_aiiieq:sys_d_aiii

e´a`pt` nq cos k ` sin k
˘ “ l (78.29c)eq:sys_d_aiieq:sys_d_aii

e´a`´ pt` nq sin k ` cos k
˘ “ 1. (78.29d)eq:sys_d_aiveq:sys_d_aiv

Equation (78.29b) yields sin k “ 0, so that (78.29a) imposes the choice a “ 0 and cos k “ 1. This
makes k “ 1, so that πpgq P S. Then as far as the singularity A·N is concerned, the direction
etE is safe.

Now we study the possibility to fall into A·N by walking in the direction etE , so we have to

fit equation (78.28) with
ˆ

1 0
f 1

˙
:

ea cos k “ 1 (78.30a)eq:sys_d_bieq:sys_d_bi

´ea sin k “ f (78.30b)eq:sys_d_biiieq:sys_d_biii

e´a`pt` nq cos k ` sin k
˘ “ l (78.30c)eq:sys_d_biieq:sys_d_bii

e´a`´ pt` nq sin k ` cos k
˘ “ 1. (78.30d)eq:sys_d_biveq:sys_d_biv

Condition (78.30d) makes cos k ă 0 completely safe. Then we suppose cos k ą 0 and ea “ 1{ cos k.
On the other hand, (78.30b) is always true because f can take any real value. The two last
equations give the system #

pt` nq cos k ` sin k “ 0
´pt` nq sin k ` cos k “ 0

(78.31)

The first gives t “ ´ sin k`n cos k
cos k . When substituted in the second equation, we find sin2 k`cos2 k “

0.
Then the directions etE is completely secure.

The second possible direction in the light cone is etF “
ˆ

1 0
f 1

˙
. It is rather easy to find

knetF “
ˆ p1` ntq cos k ` t sin k n cos k ` sin k
´p1` ntq sin k ` t cos k ´n sin k ` cos k

˙

The equations which explain us how to to fall into
ˆ

1 l
0 1

˙
are

tpcos k ´ n sin kq “ sin k (78.32a)
ea
`p1` ntq cos k ` t sin k

˘ “ 1 (78.32b)
e´a`n cos k ` sin k

˘ “ l (78.32c)
e´ap´n sin k ` cos kq “ 1. (78.32d)

Substituting pcos k ´ n sin kq from the first to the fourth equation, we find ea “ sin k{t. The
third equations is always true because l can take any value (note that sin k must be nonzero).

If we suppose cos k ´ n sin k ‰ 0, we find that the direction etF falls into
ˆ

1 l
0 1

˙
after a time

t “ sin k
cos k´n sin k . Examining the case of cos k´ n sin k “ 0, we see that it is safe with respect to the

hole
ˆ

1 l
0 1

˙
in the direction etF .

The last point is to check what are the points which fall into
ˆ

1 0
c 1

˙
in the direction etF . The
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equations are

ea
`
t cos k ´ p1` ntq sin k

˘ “ c (78.33a)
ea
`p1` ntq cos k ` t sin k

˘ “ 1 (78.33b)
e´a`n cos k ` sin k

˘ “ 0 (78.33c)
e´ap´n sin k ` cos kq “ 1. (78.33d)

We immediately find that n cos k ` sin k ‰ 0 is safe and that ea “ 1{ cos k. Substituting, we find
´n sin k cos k “ 1´ cos2 k and sin k ‰ 0 is obligatory. Then there are no hope to fall down in this
part of the back hole.

As conclusion, the only way for a light ray to fall into the black hole is to begin at πpknq with
cos k ´ n sin k ‰ 0 and to follow the direction etF during a time

t “ sin k
cos k ´ n sin k .

78.4.1 Second point of view

Proposition 78.2.
Any point in the physical space can be written as AdpakqH, with k Ps0, π{2r. prop:AdAK

Proof. The physical space contains the curve cosβH`sin βpE`F q with β Ps0, πr, which is exactly 2

AdpkqH for k Ps0, π{2r. It is also the intersection of AdS2 and the part of slp2,Rq contained between
the planes pE,Hq and pF,Hq. If we use the coordinates x, y, z on slp2,Rq (a point is given by
r “ px, y, zq “ xH ` yE ` zF ), the physical space is given by the relations

$
’&
’%

x2 ` yz “ 1 (78.34)
y ą 0 (78.35)
z ą 0. (78.36)

The first equation gives a β such that x “ cos2 β, yz “ sin2 β. It is always possible to define a
a P R such that y “ e2a sin β and z “ e´2a sin β. Finally, the physical space is parameterized by

pβ, aq ÞÑ cosβH ` sin βpe2aE ` e´2aF q. (78.37)

From commutation relations in slp2,Rq, one finds

AdpeaHqE “ e2aE, (78.38a)
AdpeaHqF “ e´2aF, (78.38b)

and then

AdpakqH “ AdpeaHqpcosβH ` sin βpE ` F qq
“ cosβH ` sin βpe2aE ` e´2aF q. (78.39)

78.4.2 Light cone

The light-like vectors of slp2,Rq are E and F , so the light cone of the point AdpgqH has two
parts:

AdpgqAdpetEqH and AdpgqAdpetF qH
whose are better written under the more compact form

C`
AdpgqH “ tAdpgqAdpetϵEqHutą0

ϵ“Id,θ
(78.40)

2. Remark that the whole closed curve with β running from 0 to 2π is double covered by K.
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where ϵ is the identity or the Cartan involution (θpXq “ ´Xt). Since Hx̊ “ ´rH,xs, the equation
of the cone which falls into the hole is

}rH,AdpgqAdpetϵEqHs} “ 0. (78.41)

It is somewhat easy to remark that for all X,Y in a Lie algebra g and all automorphism φ the
formula, φpAdpeXqY q “ AdpeφXqpφY q holds. Then

AdpetϵEqH “ spϵqϵpAdpetEqHq (78.42)

with

spϵq “
#

1 if ϵ “ Id,
´1 if ϵ “ θ.

In order to see if the cone intersects the singularity, we have to solve –with respect to t– the
equation

B
`“

AdpgqspϵqϵpAdpetEqHq, H‰
, . . .

˘ “ 0 (78.43)

where the dots means that the same lies in the second entry of the Killing form. Using the invariance
of the Killing form, the fact that ϵ´1 “ ϵ and equation (53.315d) that AdpetEqH “ H ´ 2tE, we
rewrite the condition under the form

B
`rH ´ 2tE, spϵqϵ´1 Adpg´1qHs, . . . ˘ “ 0. (78.44)

If we pose g “ a´1n´1k´1 and x “ spϵqϵkn·H “ hH ` lE ` fF , the condition becomes

B
`rH ´ 2tE, xs, rH ´ 2tE, xs˘ “ 32f2t2 ´ 64fht´ 32lf (78.45)

The conclusion is that the point AdpgqH with g “ a´1n´1k´1 falls into the hole in the direction ϵ
if and only if

spϵqϵkn·H “ hH ` lE ` fF
with l ` h2 ă 0.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 78.3
Il faudrait démontrer que lesdits points ne sont jamais dans la lamelle.

78.4.3 The graphical way

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 78.4
C’est quoi la motivation pour dire que cette partie de l’espace est physique ?

Proposition 78.2 fix the form of a light cone in the physical space:

Cx̀ “ AdpaqCc̀ , (78.46)

which is of course also a line. A line can intersect an other line at only one point. Then if the
light cone of a point intersect the singularity at two points, then it intersects the two lines which
delimits the physical space.

7pCx̀ XS q “ 7AdpaqpCc̀ XS q “ 7pCc̀ XS q “ 2. (78.47)

Then every point in the physical space begins and finishes their live in the singularity.
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78.4.4 The black hole

The light cone of the point AdpakqH –which is a general point of the physical part– is given by
AdpakqspϵqϵpAdpetEqHq. The computation of AdpakqpH ´ 2tEq and ´Adpakqp´H ` 2tF q gives eq:lin_light

pcosp2kq ´ t sinp2kqqH ´ e2apsinp2kq ` 2t cos2 kqE ´ e´2apsinp2kq ´ 2t sin2 kqF (78.48a)eq:lin_light_aeq:lin_light_a

and

pcosp2kq ´ t sinp2kqqH ´ e2apsinp2kq ´ 2t sin2 kqE ´ e´2apsinp2kq ` 2t cos2 kqF (78.48b)

With respect to t, these are two straight lines, so they the intersection of AdS2 and the tangent
plane to AdS2 at AdpakqH.

It allows us immediately to infer the non-existence of a black hole structure for this choice of
singularity. The light cone at x P AdS2 is given by the tangent plane C of AdS2 at x. The part of
the singularity passing by H is given by a vertical plane S. The intersection of these two planes
is a line, and the intersection of a line with AdS2 is two points. Then each of the two lines of
C X AdS2 intersect one of the two lines of S X AdS2. The same is true for the other part of the
singularity.

The conclusion is that both two lines of the light cone intersect the singularity passing by H
and the one passing by ´H. So any point comes from the singularity and returns to the singularity;
no point is connected to the infinity.

The AdS2-black hole is doomed.

78.4.5 Closed orbits

Let us show that the singularity are the closed orbits of AN and AN̄ for the adjoint action on
AdS2 “ AdpGqH. A basis of AN is given by tE,Hu. So x will belong to a closed orbit if and only
if Ex̊ ^Hx̊ “ 0. If we put x “ xHH ` xEE ` xFF , the computation is

Ex̊ ^Hx̊ “ rE, xs ^ rH,xs
“ 4xHxFE ^ F ` 2xExFH ^ E ´ 2x2

FH ^ F.
(78.49)

It is zero if and only if xF “ 0. The closed orbit of AN̄ is given by the same computation with
Hx̊ ^ Fx̊ . The part of these orbits contained in AdS2 is the one with norm 8:

Bpx, xq “ 8px2
H ` xExF q. (78.50)

In both cases, it gives xH “ ˘1, and the closed orbits in AdS2 are given by

˘H ` λF (78.51a)
˘H ` λE, (78.51b)

whose just are the singularity previously given in (78.7).

78.4.6 Time orientation

The tangent vectors to the two lines of equations (78.48) give a basis of the tangent space
TAdpakqHAdS2:

´ sinp2kqH ` 2e2a sin2 kE ` 2e´2a cos2 kF (78.52a)

and

´ sinp2kqH ` 2e2a sin2 kE ´ 2e´2a cos2 kF. (78.52b)eq:deux_vec_tgeq:deux_vec_tg
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The norm of the first one is 8 sin2 2k`32 sin2 k cos2 k ą 0 while the one of the second is 8 sin2 2kp1´
2 cos2 kq whose sign is not well defined. We use the first one to define a time-orientation on AdS2:

T “ ´ sinp2kqH ` 2e2a sin2 kE ` 2e´2a cos2 kF. (78.53)

A vector X P TxAdS2 is future directed when BpT,Xq ą 0. Note that the vector (78.52b) is
also future directed. Then the given light cone is well the future light cone.

Remarque 78.5.
We had identified pBH , BE , BF q with pH,E, F q as in any vector space.

At H, the future oriented light-like vectors are E and F because TH “ 2F . It is important to
remark that the ones at ´H are the same E and F . The light cone at ´H “go back” to H! It
can seem counter-intuitive, but it is necessary because, in order to be a physical space, the part
k : π

2 Ñ π must contains its own future. So the time orientation of the AdS2-light cone in slp2,Rq
should be a little complicated. . . and at least uneasy to guess on a picture.

Let’s see for example the destiny of a guy walking at E ` F . Particularising (78.48), we find
the two lines

a ” tH ` p1´ tqE ` p1` tqF (78.54a)
b ” tH ` p1` tqE ` p1´ tqF. (78.54b)

The time orientation is given by H ` E ` F and one can check that a and b are future-directed.
When t “ 1, the light cone intersect H`2F and H`2E and when t “ ´1, it intersects ´HG`2E
and ´H ` 2F .

In the general case, with k : π
2 Ñ π, the line (78.48a) does

— intersect ´H ` lE at l ą 0 and t “ sin 2k
2 sin2 k

ă 0,
— intersect H ` fF at f ą 0 and t “ ´ sin k

cos k ą 0,
— don’t intersect ´H ` fE,
— don’t intersect H ` lE.

78.4.7 Singularity and physical space

The two dimensional case is very special because it doesn’t present a black hole structure. The
particular structure directly appears in the groupal formalism 3.

We look at M “ AdpGqH on which G “ SLp2,Rq acts by the adjoint action. The set A “ eRH ,
which is the abelian part of G with respect to the Iwasawa decomposition, is the stabilizer of H.
Hence the theorem 53.98 makes, up to a double covering,

AdS2 “ G{A “ AdpGqH. (78.55)

The double covering is the fact that SLp2,Rq “ SOp2, 2q{Z2, so that AdpGqH is a double covering
of AdS2. This is the reason why proposition 78.2 works with k Ps0, π{2r instead of s0, πr.

Since the Killing form is Ad-invariant, G{A is a sphere for the metric B.
In the basis tH,E, F u of SLp2,Rq, the matrix of the Killing form is given by

B “
¨
˝

8
4

4

˛
‚ (78.56)

while the basis tH,E ` F,E ´ F u gives

B “
¨
˝

8
8
´8

˛
‚,

3. See section 78.6 for notations related to SLp2,Rq.
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so that we have the following isometry, pslp2,Rq, Bq „ pR3, η1,2q. The latter form of the metric
allows us to visualize AdS2 as an hyperboloid in R3.

We will use the Cartan involution θpXq “ ´Xt, so that N̄ denotes θpNq “ tefF u.
Remarque 78.6.
The vector field H˚ is a Killing because it is the tangent vector of the flow of the one-parameter
isometry group ψt : AdS2 Ñ AdS2 given by ψtpxq “ AdpetHqx.

Another way to express the singularity is

AdpenEqp˘Hq and AdpefF qp˘Hq, (78.57)

which shows that these are orbits of AN and AN̄ . Indeed, as Adpaq fixes H, we can write
AdpanqH “ Adpana´1qH. Using the CBH formula we find

ana´1 “ enE`2anE`... “ ene
2aE “ n1 P N.

The same can be done with f . So AdpanqH “ Adpn1qH and AdpafqH “ Adpf 1qH. This shows
that for all n P N and a P A, there exists n1 P N such that eq:singuAdd

AdpanqH “ Adpn1qH (78.58a)

The same is true with f :

AdpafqH “ Adpf 1qH. (78.58b)

In the basis E, F , H the singularity is made up from four lines with angle 45˝ trough H and
´H. They divide the space AdS2 into four pieces. We define the physical space as the part of
AdS2 contained between H`λE and ´H`λE. The K part of SLp2,Rq gives a double covering of
this curve. The part contained between the parts H ` λF and ´H ` λF of the singularity should
be another choice of physical space.

78.4.8 Light cone

The light-like vectors of slp2,Rq are E and F , so the light cone of point AdpgqH consists in
two parts:

AdpgqAdpetEqH,
AdpgqAdpetF qH.

It is best rewritten in the compact form

C`
AdpgqH “ tAdpgqAdpetϵEqHutą0

ϵ“Id,θ
(78.59)

where ϵ is the identity or the Cartan involution.
It is somewhat easy to remark that for all X,Y in a Lie algebra and all automorphism φ, the

formula φpAdpeXqY q “ AdpeφXqpφY q holds. Then

AdpetϵEqH “ spϵqϵpAdpetEqHq (78.60)

with

spϵq “
#

1 if ϵ “ Id,
´1 if ϵ “ θ.

Since Hx̊ “ ´rH,xs, the intersection of the light cone with the singularity is expressed, using
proposition 78.1, as

}rH,AdpgqAdpetϵEqHs}2 “ 0. (78.61)
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78.5 Causal structure of AdS3

78.5.1 Isometries of AdS3

We consider the group

G :“ SLp2, Rq » AdS3 “ tA P GLp2,Rq : detA “ 1u

on which we put the Killing metric in order to use the fact that AutpGq Ă IsopGq (equation
(52.10)). For notational convenience, we write G :“ GˆG.

Lemma 78.7.
The group SLp2, Rq ˆ SLp2, Rq is locally isomorph to Op2, 2q Ď IsopGq.
Proof. We consider the action ψ : GˆGÑ G defined by

ψpg1, g2, xq “ ψpg1, g2qx “ g1xg
´1
2 .

Since ψpg1, g2q “ Lg1 ˝ Rg´1
2

, the Killing form is invariant under ψpg1, g2q (cf. theorem 52.15).
Thus ψpg1, g2q P IsopGq. Now we define X̃: the left invariant vector field generated by X P G and
X, the right invariant one.

dRX “ X, dLX̃ “ X̃.

We proof that the differential of ψ is dψpX,Y q “ X ´ X̃. Consider the path Xt and Yt in G. One
has ψpXt, Yt, xq “ XtxY

´1
t . Taking the d{dt of this,

dψpe,e,xqpX,Y, 0q “ d

dt

”
ψpXt, Yt, xq

ı
t“0

“ d

dt

”
Xtx

ı
t“0
` d

dt

”
xY ´1

t

ı
t“0

“ Xx ´ Ỹx.

(78.62)

From this to dψepX,Y q “ X ´ Ỹ , there is just a notational game.
On the other hand, dimpGˆGq “ 6 because a basis of G is for example tE,H,F u (cf. page 3142).

But the dimension of LiepOp2, 2qq is also 6. Indeed, if we denotes by pt, u, x, yq the coordinates in
the 4-dimensional space on which Op2, 2q acts, one has the rotations in the planes px, yq, px, tq,
px, uq, py, tq, py, uq, pt, uq, and some reversals. But the reversals are not connected to identity
(because determinant is ´1), then they don’t appear in the Lie algebra. The conclusion is 4

G ˆ G » LiepIsopGqq.

78.5.2 Orbits in AdS3

We know that G :“ SLp2, Rq ˆ SLp2, Rq acts by isometries on G “ SLp2, Rq. The question
is now to see what are the orbits of this actions and are they open? We will use the techniques
developed in section 66.6. Let us take some notations: we denote the action by τ : G ˆ G Ñ G,
τppg, hq, xq “ gxh´1. This is the same as the former ψ. Clearly, AN denotes AN ˆ AN with
respect to the decomposition ANK of SLp2, Rq (see 53.17) The orbits of AN in G are

τpan,pa1n1q´1qpxq “ anxa1n1.

4. Il faut encore conclure, et ça se fait dans le papier des proceedings de Stephane. Mais de toutes façons pour
déformer, tout ce dont nous avons besoin c’est d’avoir une action par isométries de G. Et ça, on l’a.
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78.5.2.1 Two closed orbits

Let us first consider the simplest case: x P AN . Since AN is a group, the orbit τGx is AN
itself.

The second easy case is x P ZpANq. In this case, the orbit is ANx. But it is rather clear
that AN is closed in G because it is the exponential of A‘N which is closed in slp2,Rq, as any
subspace of a vector space.

Now, let us find “natural” representatives of these orbits. For the first one, the choice is clear,
it is 1 P AN . For the second one, we have to find a matrix in G which commutes with the whole
G. Equation (53.313) gives the explicit matrices of SLp2, Rq. It is not hard to see that only ˘1
works:

ZpGq “ t˘1u.
Finally, our two first orbits are ˘AN . These are closed in G.

78.5.2.2 Two open orbits

Consider a k P K. We well see at page 3531 that τGk is a submanifold of G, thus it will be
open if and only if it has dimension three. If X P pA‘N q ˆ pA‘N q, we define its fundamental
vector field X x̊ by

X x̊ “
d

dt

”
τetX pxq

ı
t“0

for any x P G, and we take the notation
O “ τGpkq.

On the other hand, we know that the tangent space of an orbit for a group action is spanned
by the fundamentals fields for this action. Hence, the action is generated by the left and right
actions, and the fundamentals fields are the corresponding invariant fields:

TkpOq “ SpantHk, H̃k, Ek, Ẽku, (78.63)
where we recall that G “ SLp2, Rq and A “ RH, N “ RE.

Remarque 78.8.
Be careful on this fact: in the expression “TkpOq”, the k appears two times: the first is the index
k to T and the second is in the definition of O. We could work with any TspOq, but k is the only
element of G which certainly is in O. So we will work with TkpOq.

As last notation, we define X5pY q “ BpX,Y q. We consider the 3-form
ν “ Ẽ5 ^ H̃5 ^ F̃ 5.

Since E, H and F are linearly independent, this form is nondegenerate. Thus νkpA,B,Cq “ 0 if
and only if A, B and C are linearly independent in TkG. Let us compute:

νkpHk, H̃k, Ẽkq “ νepdLk´1Hk, H,Eq
because H̃ and Ẽ are left invariants. But H is right invariant, so that dLk´1H “ AdpkqH. Finally,

νkpH, H̃, Ẽq “ νepAdpkqH,H,Eq. (78.64)
As we know that 5 AdpkqH “ αH ` βpE ` F q (for k P K), we begin to restrict, with loss of

generality, ourself to a k0 such that Adpk0qH ‰ αH. In this case,

νk0pH, tH, tEq “ νepβE,H, F q ‰ 0. (78.65)
The conclusion is that the orbit of k0 is open because it is three-dimensional.

If on the other hand we chose k1 such that Adpk1qH “ ´H,
νk0pẼ, E, H̃q “ νepE,Adpk1qE,Hq ‰ 0.

Then, such a k1 gives an other open orbit.
5. In view of (53.313), it is possible to determine the exact form of α and β; it will be done soon.
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78.5.2.3 Do we have all the orbits?

Loosely said, we will show that the orbit of k0 contains at least the half of K, and then the
half of G “ ANK. It will then be clear that the orbit of k1 takes the remaining part.

An easy computation shows that if k P K is as in equation (53.313),

AdpkqH “ αH ` βpE ` F q
with α “ cos2 t ´ sin2 t and β “ ´2 sin t cos t. On the one hand, the condition Adpk0qH ‰ αH is
fulfilled for example by

k0 “
?

2
2

ˆ
1 ´1
1 1

˙
.

On the other hand, a general element of AN can be written as
ˆ
ea lea

0 e´a
˙

, so that a general

element of ANk0AN is
?

2
2

ˆ
ea`bpl ` 1q mea`bpl ` 1q ` ea´bpl ´ 1q

eb´a meb´a ` e´pa`bq
˙
.

With a suitable choice of a and b, one can give to ea`b and ea´b any positive value. Thus for any
m, l P R and x, y ą 0, one can find

?
2

2

ˆ
xpl ` 1q mxpl ` 1q ` y´1pl ´ 1q

y my ` x´1

˙
(78.66)

as general element of τAN pk0q. Taking

y “ ´ 2?
2

sin t

x “ cos t?
2

m “ tan t
l “ 1,

(78.67)

one finds the matrix
ˆ

cos t sin t
´ sin t cos t

˙
for any sin t ą 0. In this sense, we say that one has at least

the half of K in τGpk0q. Then, by re-acting with AN , one finds the half of G “ ANK.

78.5.3 The metric

We compute the metric in the basis tBτ , Bu, Bϕu at the point z “ eϕHeeEeτT eαϕH :

dLz´1Bτ “ d

dt

”
e´αϕHe´τT e´uEe´ϕHeϕHeuEepτ`tqT eαϕH

ı
t“0

“ Adpe´αϕHqT.
(78.68)

In the same way,
dLz´1Bu “ Adpe´αϕHe´τT qE
dLz´1Bϕ “ Adpz´1qH ` αH.s (78.69)

In the computation of dLz´1Bϕ, we used the Leibniz rule. The rest is a rather mechanical
computation using the Ad-invariance of B and the fact that, by definition if Bz, BzpX,Y q “
BepdLz´1X, dLz´1Y q. The following relations will be useful:

AdpeuEqT “ T ´ nH ` n2E (78.70a)
AdpeuEqH “ H ` 2nE (78.70b)

Adpe´τT qE “ ´ sin τ cos τH ` cos2 τE ´ sin2 τF (78.70c)
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BpBτ , Bτ q “ BpT, T q “ ´8 (78.71)
BpBτ , Buq “ BpT,Adpe´τT qEq

“ BpAdpeτT qT,Eq
“ BpE ´ F,Eq “ 4,

(78.72)

BpBτ , Bϕq “ BpAdpe´αϕHqT, αHq
`BpT,Adpe´τT e´uEe´ϕHqHq

“ BpT, αHqloooomoooon
“0

`BpAdpeuEqT,Adpe´ϕHqHq

“ BpAdpeuEqT,Hq
“ ´4n,

(78.73)

BpBu, Buq “ BpE,Eq “ 0, (78.74)
BpBu, Bϕq “ BpE,Adpe´uEe´ϕHqHq

`BpAdpe´τT qE,αHq
“ Bp´ sin τ cos τH ` cos2 τE ´ sin2 τF,Hq
“ ´2α cosp2τq.

(78.75)

78.6 Identifications in AdS3
secBTZ

In this section, we recall for the reader convenience the definition and construction of the non-
rotating BTZ black hole [975, 976], emphasizing on some geometrical properties put forwards in
[973, 977, 978, 979]. To lighten the presentation, the proofs will essentially be omitted and referred
to the existing literature.

This situation will serve us as a guideline in defining black holes in general anti de Sitter spaces
(see section 79.8).

Bañados, Henneaux, Teitelboim and Zanelli observed that taking the quotient of (a part of) the
three-dimensional anti de Sitter space (AdS3) under the action of well-chosen discrete subgroups
of its isometry group gives rise to solutions which correspond to axially symmetric and static
black hole solutions of (2+1)-dimensional Einstein gravity with negative cosmological constant,
characterized by their mass M and angular momentum J .

The space AdS3 is defined as the (universal covering of the) simple Lie group SLp2, Rq

AdS3 – SLp2, Rq “ tg P GLp2,Rq |detg “ 1u :“ G (78.76)AdS3AdS3

endowed with its Killing metric B : G ˆ G Ñ R, which can be extended to the whole group by

BgpX,Y q “ BpdLg´1X, dLg´1Y q. (78.77)

Here, G stands for the Lie algebra of SLp2, Rq. See section 53.17 for a review of SLp2,Rq and its
Lie algebra. We define the following one-parameter subgroups of SLp2, Rq:

A “ exppRHq, N “ exppREq, N̄ “ exppRF q, K “ exppRT q, (78.78)IwasawaSubgroupsIwasawaSubgroups

with T “ E ´ F . They are the building blocks of the Iwasawa decomposition

K ˆAˆN ÝÑ SLp2, Rq : pk, a, nq ÝÑ kan or ank. (78.79)

The SLp2, Rq subgroups AN and AN̄ are called Iwasawa subgroups; they are minimal parabolic
subgroups.

We have now dispose of all necessary ingredients to make the definition of BTZ black holes
more precise.
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Definition 78.9.
The one-parameter subgroup of IsopGq defined by

ψtpgq “ exppt aHq g expp´t aHq, a P R0, g P G (78.80)

is called the BHTZ subgroup. Its generator Ξ “ apH,Hq is called the identification vector.
The BHTZ action associated with Ξ is ψZ : GÑ G. It is an action of Z on G. defBHTZ

Definition 78.10.
A safe region in AdS3 is defined as an open connected domain in which

}Ξ}2 :“ βzpΞ,Ξq ą 0 . (78.81)
safe

Definition 78.11.
A non-rotating massive BTZ black hole is defined as the quotient of a safe region in AdS3
under the BHTZ action. NRMassive

This definition deserves some comments. First, the restriction to a safe region in AdS3 ensures
that the resulting quotient space be free of closed time-like curves. This means that the other parts
of AdS3 have to be “cut out” from the original space. Furthermore, due to the identifications, one
may restrict to a fundamental domain of the BHTZ action. Secondly, the black hole singularity
S is defined as the surfaces where the identification vector becomes light-like:

S “ tz P AdS3 tel que βzpΞ,Ξq “ 0u. (78.82)SingularitiesSingularities

Thus, the BTZ singularity represents singularities in the causal structure, not curvature ones. The
resulting space is causally inextensible, i.e. trying to extend it would produce closed time-like
curves. Finally, the BTZ space-time exhibits all characteristic features of a black hole. Namely,
it has event horizons, that is, surfaces hiding a region (the interior region, see hereafter) causally
disconnected from spatial infinity.

Note that it is the choice of identification vector which dictates the nature (rotating, extremal,
vacuum or non-rotating massive) of the resulting black hole. Moreover, not all choices give rise to
black holes.

The reason why we here focus on the non-rotating massive case lies in the peculiar geometrical
properties of its horizons and singularity.

We are now ready to define the horizons. The following definition is adapted to the present
case, but cannot be used in general, see 79.8 for more general definitions:

Definition 78.12.
A point g will be said to lie in the future interior region, denoted by Mint,`, if all future-directed
light rays issued from g necessarily fall into the black hole singularity, that is

g P Mint,` ô @k P K, Ds P R`s.t.}H ´H}2lkg psq “ 0. (78.83)interioreqinterioreq

The future horizon H ` is defined as the boundary of Mint,`. interior-horizons

Equation (78.83) simply expresses that any future-directed causal signal necessarily falls into
the black hole singularity and cannot escape it. The past interior region and past horizon are
defined in a similar way.

Using the embedding (78.3) of AdS3 into R2,2, one finds, from (78.82) and (78.83), that

S ” t2 ´ y2 “ 0,
H ” u2 ´ x2 “ 0,

(78.84)BTZSingHorBTZSingHor

where H “ H ` YH ´.
As pointed out in [978], these results can be stated more intrinsically as follows:
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Proposition 78.13.
In G “ AdS3, the non-rotating BTZ black hole singularity is given by a union of minimal parabolic
subgroups of G:

S “ ZpGqAN Y ZpGqAN, (78.85)

where ZpGq “ te,´eu denotes the center of G “ SLp2, Rq. BTZSing

PropLatClassANSLdeuxR

Proposition 78.14.
In G “ AdS3, the non-rotating BTZ black hole horizon corresponds to a union of lateral classes of
minimal parabolic subgroups of G:

H “ ZpGqANJ Y ZpGqANJ , (78.86)EqHorClassLatdeuxEqHorClassLatdeux

where J “ expp3π
2 T q P K satisfies J2 “ e. BTZHor

These two propositions follow directly from (78.84), using the parametrization (78.3). Note
that the small difference between the formula given here and the one in the paper [978] is simply
due to a different choice of parametrization (78.3).

They show that the black hole structure is closely related to the minimal parabolic subgroup
of SLp2, Rq. Of course, this construction cannot be generalized in a straightforward way to higher-
dimensional anti de Sitter spaces, because of the peculiar nature of the three-dimensional case,
being the only to enjoy a group manifold structure. Rather, we will reconsider in the next section
the case treated here in a more general framework, putting on an equal footing all anti de Sitter
spaces. Again, a minimal parabolic subgroup will reveal crucial in the construction.

78.6.1 Global description of the black hole

In this appendix, we use results and techniques of [973, 974, 978, 979] to derive the equation
of the non-rotating BTZ black holes horizons. We will begin by stating some results which will be
useful in describing the global geometry of the black hole.

Proposition 78.15.
Let σ be the unique exterior automorphism of G fixing pointwise the Cartan subgroup A and
consider the following twisted action of G on itself:

τ : GˆG ÝÑ G : pg, xq Ñ τgpxq :“ g x σpg´1q. (78.87)

Then, the BHTZ action can be rewritten as

ψn “ τexppn?
MHq, n P Z. (78.88)

The proof follows from the fact that σ fixes the generator H. Using the action τ , one finds the
following global decomposition of G:

Proposition 78.16.
The map

ϕ : AˆG{AÑ G

pa, rgsq ÞÑ τgpaq (78.89)

is well-defined as a global diffeomorphism.

This follows from the observation that the application

ϕ : K ˆAˆN Ñ G : pk, a, nq Ñ ϕpk, a, nq “ τknpaq (78.90)twistedItwistedI

is a global diffeomorphism on G (“twisted Iwasawa decomposition”). As a consequence, the space
G appears as the total space of a trivial fibration over A “ SOp1, 1q » R whose fibers are the
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τG´orbits, i.e. the σ´twisted conjugacy classes. As a homogeneous G´space, every fiber is
isomorphic to G{A “ AdS2. Moreover, the BHTZ action is fiberwise, because

τhpϕpa, rgsqq “ ϕpa, h.rgsq “ ϕpa, rhgsq. (78.91)fiberwisefiberwise

The Killing metric on G turns out to be globally diagonal with respect to the twisted Iwasawa
decomposition [973]:

ds2
G “ da2

A ´
1
4 cosh2paqds2

G{A, (78.92)

where ds2
G{A denotes the canonical projected AdS2´metric on G{A. The study of the quotient

space G{Z therefore reduces to the study of pG{Aq{Z.
The space G{A can be realized as the G´equivariant universal covering space of the adjoint

orbit O :“ AdpGqH in slp2,Rq, where it corresponds to a one sheet hyperboloid. In this picture,
we may identify the part of the hyperboloid corresponding to a safe region (see definition 78.10)
in G.

Lemma 78.17.
In O, a connected region where the orbits of the BHTZ action are space-like is given by

tX “ xHH ` xEE ` xFF P O | ´ 1 ă xH ă 1u. (78.93)

Furthermore, it can be parameterized as

X “ Ad

ˆ
exppθ2Hq expp´τ2T q

˙
H, 0 ă τ ă π , ´8 ă θ ă `8. (78.94)

This has been proven in [973]. From this and the preceding proposition, we find a global
description of a safe region in G well adapted to the BHTZ identifications.

Proposition 78.18.
A global description of a safe region in G is given by

zpρ, θ, τq “ τexpp θ
2Hq expp´ τ

2T qpexppρHqq. (78.95)CoordGlobCoordGlob

Furthermore, the action of the BHTZ subgroup reads in these coordinates

pτ, ρ, θq Ñ pτ, ρ, θ ` 2naq. (78.96)

78.6.2 Derivation of the horizons

Now we have to study the equation of (78.83). Using the bi-invariance of the Killing metric
and the Ad-invariance of the Killing form, it reduces to

BpH,Hq ´BpH,Adpe´sAdpkqEqAdpxqHq “ 0. (78.97)EqHorizEqHoriz

Lemma 78.19.
Mint,` is A bi-invariant. BiInv

Proof. This equation is clearly invariant under x Ñ x· a for each a P A. In order to see the
invariance under xÑ a·x, one uses the cyclicity of the trace to bring the second term to

BpH,AdpAdpa´1qeuAdpkqEqAdpxqHq.

But Adpa´1qe´sAdpkqE “ e´s̃Adpk̃qE , with s̃ “ spe´2a cos2 θ`e2a sin2 θq and cot t “ e´2a cot θ, where
k “ eθT and k̃ “ etT . The net result is thus simply a relabelling of the parameters (note that s
and s̃ have the same signs!)
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Let us now consider a light ray starting from a safe region in G. Because of (78.95) and
lemma 78.19, we may restrict our study to

z “ e´τ{2T eρHσpeτ{2T q (78.98)
“ e´τ{2T eρHe´τ{2T . (78.99)

The equation to study reduces to

BpH,Hq ´BpH,Adpe´sAdpkqEqAdpe´τ{2T eρHe´τ{2T qHq “ 0 (78.100)EqHoriz2EqHoriz2

with τ P s0, πr and ρ P R.
Let us focus on the points in AdpGqH corresponding to

B :“ Adpe´τ{2T eρHe´τ{2T qH,

with τ P s0, πr , ρ P R. First note that AdpeρHe´τ{2HqH precisely corresponds to a safe region on
the hyperboloid. Thus B is the region swept out by the a safe region when rotating it counter-
clockwise around the T -axis with an angle π.

It can be seen that the domain B can be decomposed into three regions:

B “ B1 Y B2 Y B3, (78.101)

with

B1 “ AdpAqAdpe´β{2T qH β P s0, 2πr, (78.102a)
B2 “ AdpAqAdpetpE`F qqH t P R, (78.102b)
B3 “ AdpAqp´H ˘ Eq or AdpAqp´H ˘ F q. (78.102c)

Thanks to the A bi-invariance, we may forget about the AdpAq in the above equations. We are thus
led to analyze the existence of solutions of (78.100) with X P B of the form X1 “ Adpe´β{2T qH,
X2 “ AdpetpE`F qqH and X3 “ ´H ˘ E , ´H ˘ F .

Consider the first case. With Adpe´τ{2T eρHe´τ{2T qH of the form Adpe´β{2T qH, equation
(78.100) becomes

1
4s

2pcosβ ´ cospβ ` 4θqq ` s sin β ` 2 sin2 β “ 0. (78.103)EqUEqU

We are looking for the values of β for which this equation admits a solution for s ą 0, for all
θ P r0, πs –this range for θ originates from the fact that G{A is a Z2 covering of AdpGqH. By
considering the particular case θ “ 0, we find s “ ´ tan β

2 , thus the allowed values of β have to lie
in the range sπ, 2πr. Let us look at the constrains imposed by other values of θ. If we denote by
s1 and s2 the two roots of (78.103), we have

s1 · s2 “ 4 sin2 β{2
sin 2θ sinpβ ` 2θq ,

PrRac (78.104)

s1 ` s2 “ ´2 sin β
sin 2θ sinpβ ` 2θq . (78.105)

First note that, @β Ps0, 2πr, the quantity sin 2θ sinpβ ` 2θq may be positive or negative as θ varies
in the range r0, πs. If sin β ă 0, then there are two positive roots when sin 2θ sinpβ ` 2θq ą 0,
and one positive and one negative when sin 2θ sinpβ ` 2θq ă 0. Thus there always exist a positive
solution for u, for any θ. If sin β ą 0, there are two negative roots when sin 2θ sinpβ ` 2θq ą 0.
Consequently, the interior region will correspond to points X1 “ Adpe´β{2T qH , β P sπ, 2πr on the
adjoint orbit.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 78.20
On parle d’une solution pour tout u. Quel u ?
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For the second case, X2 “ AdpetpE`F qqH, the equation we get is

1
4s

2pcosh 2t´ cos 4θ cosh 2t` 2 sin 2θ sinh 2tq ` s cos 2θ sinh 2t` p1´ cosh 2tq “ 0. (78.106)

By considering two special cases, it is easy to see that this equation does not admit a positive
solution in u for all θ. Indeed, for θ “ π{2, one finds s “ ´ tanh t, while for θ “ 0, one gets
s “ tanh t. Thus there is no t ‰ 0 satisfying both conditions. The last case yields no positive
solution for all θ neither.

As a conclusion we find that the interior region is given by

x P Mint,` ô AdpxqH “ AdpAqAdpe´β{2T qH, with β P sπ, 2πr. (78.107)

The boundaries of the corresponding region in AdpGqH are given by ´H ` r2E and ´H ` r2F or

AdpN´qp´Hq YAdpN̄`qp´Hq, (78.108)

with N´ “ tetEutď0 and N̄` “ tetF utě0.
The horizons can be deduced as

x P H` ô AdpxqH “ AdpN´qp´Hq or AdpxqH “ AdpN̄`qp´Hq. (78.109)

Because of the A-invariance, we may write x “ τe´ τ
2 T peρHq and look for the relation between τ

and ρ such that
Adpτe´τ{2T peρHqqH “ AdpN´qAdpeπ{2T qH. (78.110)

This amounts to require that
´

e´τ{2T eρHe´τ{2T
¯´1 pe´t2Eeπ{2T q P AY ZpGq. (78.111)CondHorCondHor

This condition gives cos τ “ tanh ρ, ρ ă 0, τ P sπ{2, πr. By replacing e´t2E with et2F , one gets
cos τ “ ´ tanh ρ, ρ ą 0, τ P sπ{2, πr.

The domain Mint,´ is of course defined as

x P Mint,´ ô @k P K, Du P R´s.t.}H ´H}2lkxpuq “ 0. (78.112)interiorinterior

The past horizon H´ is defined as the boundary of Mint,´. By proceeding the same way, we find
that

x P Mint,´ ô AdpxqH “ AdpAqAdpe´β{2T qH, with β P sπ, 2πr, (78.113)
and

x P H´ ô AdpxqH “ AdpN`qp´Hq or AdpxqH “ AdpN̄´qp´Hq, (78.114)
or in coordinates: τ P s0, π{2r, cos τ “ tanh ρ for ρ ą 0 and cos τ “ ´ tanh ρ for ρ ă 0.

We thus established the following

Proposition 78.21.
In a safe region in G parameterized by

zpρ, θ, τq “ τexpp θ
2Hq expp´ τ

2T qpexppρHqq,

the horizons H :“ H` YH´ of the non-rotating BTZ black hole are given by

cos τ “ ˘ tanh ρ. (78.115)

As a direct consequence, we have the
CorHorClassLat

Corollary 78.22.
In terms of the embedding coordinates (78.3) of G in R2,2, the horizons of the non-rotating BTZ
black hole are

H ” u2 ´ x2 “ 0. (78.116)
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78.6.3 General considerations

78.6.3.1 Construction of the black hole

Let Ξ be a Killing vector field on G “ SLp2, Rq, and ψt : SLp2, Rq Ñ SLp2, Rq be its flow, i.e

d

dt

”
ψtpgq

ı
t“s

“ Ξψspgq

for all g P SLp2, Rq. We will discuss later why we need Ξ to be a Killing vector field, and the
reason why we will choice 6

Ξ “ H ` αH. (78.117)eq:def_Xieq:def_Xi

Theorem 78.23.
There is a diffeomorphism AˆN ˆK Ñ SLp2, Rq given by

pa, n, kq Ñ ankaα

if |α| ă 1.

Proof. No proof.

This theorem suggests us a coordinate system pθ, n, τq given by a “ eθH , n “ enE , k “ eτT

where T ` E ´ F :
gpθ, τ, uq “ eθHeuEeτT e´θαH .

We consider the space BTZ “ AdS3{ψn “ AdS3{ „, where „ is the equivalence relation on
SLp2, Rq given by g „ g1 if and only if there exists a n P Z such that ψnpgq “ g1.

If ψtpgq is a time-like curve, then the identification creates some closed time-like curves; so the
region of AdS3 where }Ξ}2 ă 0 must be banned of our theory. More precisely, we put

S “ tz P SLp2, Rq tel que }Ξz}2 “ 0u,
and we cut the space by S : AdS1

3 “ SLp2, Rqztz P SLp2, Rq tel que }Ξz}2 ď 0u. So it is valuable
to choice Ξ in order to be not everywhere time-like or everywhere space-like. The choice (78.117)
corresponds to

ψtpgq “ etHge´αtH , (78.118)

and it is easy to see that ψtgpθ, τ, uq “ gpθ ` t, τ, uq. In these coordinates, Ξ “ Bθ.

78.6.3.2 Light rays and causal structure

Let us point out that a geodesic expxptΞq has a constant velocity (definition of a geodesic);
then the norm of Ξ along an identification curve is constant, figure 78.1. The part of space in
which this is positive is the physical part and the part in which it is negative is the singular part.

‚̀ ‚̀

‚̀
‚̀

‚̀ ‚̀

Figure 78.1: The norm (in particular its sing) of Ξ is contant along a geodesic.LabelFigNEtAchr

6. Here, H is the left invariant vector field of H and H the right one: Hz “ pdLzqeH and Hz “ pdRzqeH, and α
is a real constant related to some underlying physics.
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A light ray in AdS3 passing through the point g is given by curves of the form

gpsq “ gesAdpeκT qE . (78.119)

The light ray passing through z is the direction κ is written ℓκg psq. We say that g0 is in the black
hole if for any κ, there exists a s ă 8 such that ℓκg0psq P S . The horizon is the boundary of the
black hole. In order to describe it, we have to solve

Bℓκg0 psqpΞ,Ξq “ 0. (78.120)

78.6.4 The metric

We compute the metric in the basis tBτ , Bu, Bϕu at the point z “ eϕHeeEeτT eαϕH :

dLz´1Bτ “ d

dt

”
e´αϕHe´τT e´uEe´ϕHeϕHeuEepτ`tqT eαϕH

ı
t“0

“ Adpe´αϕHqT.
(78.121a)

In the same way,

dLz´1Bu “ Adpe´αϕHe´τT qE (78.121b)
dLz´1Bϕ “ Adpz´1qH ` αH.s (78.121c)

In the computation of dLz´1Bϕ, we used the Leibniz rule. The rest is a rather mechanical
computation using the Ad-invariance of B and the fact that, by definition if Bz, BzpX,Y q “
BepdLz´1X, dLz´1Y q. The following relations will be useful:

AdpeuEqT “ T ´ nH ` n2E (78.122a)
AdpeuEqH “ H ` 2nE (78.122b)

Adpe´τT qE “ ´ sin τ cos τH ` cos2 τE ´ sin2 τF (78.122c)

BpBτ , Bτ q “ BpT, T q “ ´8 (78.123)
BpBτ , Buq “ BpT,Adpe´τT qEq

“ BpAdpeτT qT,Eq
“ BpE ´ F,Eq “ 4,

(78.124)

BpBτ , Bϕq “ BpAdpe´αϕHqT, αHq
`BpT,Adpe´τT e´uEe´ϕHqHq

“ BpT, αHqloooomoooon
“0

`BpAdpeuEqT,Adpe´ϕHqHq

“ BpAdpeuEqT,Hq
“ ´4n,

(78.125)

BpBu, Buq “ BpE,Eq “ 0, (78.126)
BpBu, Bϕq “ BpE,Adpe´uEe´ϕHqHq

`BpAdpe´τT qE,αHq
“ Bp´ sin τ cos τH ` cos2 τE ´ sin2 τF,Hq
“ ´2α cosp2τq.

(78.127)
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Chapter 79

BTZ black holes in anti de Sitter
spaces

ChapBHinAdS

79.1 Introduction

The question arises when one watches movies such as Star Trek: what is a black hole? One
knows from special relativity that light speed cannot be exceeded. So, as a first attempt to define
the notion of black hole, we just say that it is a region of the space from which even light cannot
escape. Such an object causes a scientific problem because it is by assumption not observable.
This fact allows science-fiction writers to invent whatever with no risk of contradiction. That is a
Star Trek black hole.

Physical black holes are much more interesting because they are the signal of a general relativity
failure.

The Newtonian gravitational field is given by a potential which increases as 1{r when you get
closer to a massive object. At r “ 0, this potential makes no sense and physics is in trouble.
One can avoid the problem by postulating that there exist no pointwise masses and that particles
cannot penetrate each other. From these assumptions, the fact that Newtonian mechanics does
not impose any limit speed makes the divergence at r “ 0 unimportant.

In general relativity, the divergence at small distances is much more problematic because there
is a limit speed; hence a pointwise mass always creates a whole region from which nothing (not
even light) can escape. Worse: even a homogeneous ball produces a divergence in the metric when
it is too dense, and such objects may exist in the real world. Stated in a more mathematical
way: solutions of Einstein’s equations for the real world may be singular. From this point of view,
black holes are nothing else than a feature in the mathematical framework of relativity which
indicates that this is not a final theory. That is the notion of black hole in general relativity and
in cosmology.

The transfer of concept from physics to mathematics always consists in taking the key features
of the mathematical framework of a physical theory and posing them as definition of a new math-
ematical object. What are the main mathematical points in the concept of black hole in general
relativity? First, we retain the notion of pseudo-Riemannian manifold. The sign of the norm of a
vector is the crucial property which allows one to define causality (the light cone).

The second main feature that we extract from the physical situation is the fact that a general
relativity black hole has a non empty interior. We saw that this is the key difference between the
Newtonian case in which all points are equivalent except the unique point where the mass lies,
and the general relativistic case in which a whole region was causally disconnected from the rest
of the space.

More precisely, as mathematicians, we ask a black hole to separate the pseudo-Riemannian
manifold into two causally disconnected parts in the sense that no light-like geodesics can reach
the second region from the first one. Notice that we do not include metric singularity in our
mathematical black hole notion. In cosmology, in contrast, black holes always take root in a
divergence of some metric invariant such as the curvature.

3839
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The anti de Sitter space is a solution of Einstein’s equations with constant negative curvature.
We consider this space as our framework. First, we define as singular the closed orbits of the action
of some subgroup of the isometry group SOp2, nq of anti de Sitter. This is done in such a way
to generalize to any dimensions the celebrated BTZ black hole. Then we prove that the resulting
structure is a black hole in the sense that it cuts the space into two parts: an interior region from
which every light-like geodesic intersects the singularity and an exterior region in which every point
accepts at least one light-like geodesics which does not intersect the singularity. Notice that our
black hole does not present any curvature singularity.

The second theme of this thesis is deformation quantization. The key ingredient of quantum
mechanics is the noncommutativity of quantum observables. When one tries to measure the ve-
locity and the position of a classical particle (such as a tennis ball or a planet), one can choose the
order of measurement. It does not matter which of velocity or position is measured first. Quantum
mechanics (the mechanics which governs subatomic particles) is very different. If you measure the
position of an electron and then you measure its velocity, you do not get the same result as if you
had measured the velocity first and then the position. That noncommutativity in measurements
is the very foundation of the quantum mechanics. In the usual mathematical framework, it is
implemented by describing each measurable quantity by an operator acting on a Hilbert space.
The eigenvalues of these operators correspond to physical measurements. The position and mo-
mentum operators for example are respectively fpxq ÞÑ xfpxq and fpxq ÞÑ ´iℏpBxfqpxq. These
two operators obviously do not commute.

In a more abstract way, we say that noncommutativity of quantum mechanics is implemented by
considering some noncommutative algebra of operators acting on a Hilbert space, while the classical
mechanics deals with observables that are usual functions that form a commutative algebra. The
procedure to pass from commutative function algebras to noncommutative operator algebras is the
so-called quantization in physics.

In our sense 1, deforming a manifold is simply putting a one-parameter family of new non-
commutative products on the set of functions on this manifold. We impose that it reduces to the
usual commutative product when the parameter goes to zero. In order to speak of quantization,
we ask the first order term in the expansion with respect to the parameter to somehow “contain”
the symplectic structure given on the original manifold.

Questions that arise in this context are: is it possible to study causality in a noncommutative
framework? does it apply to real physics?

The main result of the present work is not to directly address these large questions, but to
build a concrete example in which one can work. Namely, we consider the anti de Sitter space —
that is the simplest non trivial solution of Einstein’s equations with constant negative curvature
— that we endow with a black hole structure defined from the action of a subgroup of the isometry
group. Then we select the physical part of the space — the one which is causally connected to
infinity — and we perform a deformation of that part.

The work is divided into three main parts. In a first time (chapter 79) we define a “BTZ” black
hole in anti de Sitter space in any dimension. That will be done by means of group theoretical
and symmetric spaces considerations. A physical “good domain” is identified as an open orbit of
a subgroup of the isometry group of anti de Sitter.

Then (chapter 84) we show that the open orbit is in fact isomorphic to a group (we introduce
the notion of globally group type manifold) for which a quantization exists. The quantization of
the black hole is performed and its Dirac operator is computed.

The chapter 81 is given in a pedagogical purpose: it exposes generalities about deformation
quantization and careful examples with SLp2,Rq and split extensions of Heisenberg algebras. Ex-
plicit decompositions are given for every algebra that will be used in the thesis in chapter 55. It
serves to make the whole text more self contained and to fix notations. Basics of quantization by
group action are given in appendix 82.6.

One more chapter is inserted (chapter 85). It contains two small results which have no true

1. Quantization is a very large field of mathematics; as far I know, the idea of noncommutativity is always present,
but precise notion of “to quantize something” may vary from one subject to another
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interest by themselves but which raise questions and call for further development. We discuss
a product on the half-plane (or, equivalently, on the Iwasawa subgroup of SLp2,Rq) due to A.
Unterberger. We show that the quantization by group action machinery can be applied to this
product in order to deform the dual of the Lie algebra of that Iwasawa subgroup. Although this
result seems promising, we show by two examples that the product is not universal in the sense that
even the product of compactly supported functions cannot be defined on AdS2 by the quantization
induced by Unterberger’s product.

Then we show that the Iwasawa subgroup of SOp2, nq (i.e. the group which defines the singular-
ity) is a symplectic split extension of the Iwasawa subgroup of SUp1, 1q by the Iwasawa subgroup
of SUp1, nq. A quantization of the two latter groups being known, a quantization of SOp2, nq is
in principle possible using an extension lemma (section 83.3). Properties of this product and the
resulting quantization of AdSl were not investigated because we found a more economical way to
quantize AdS4.

Abstract
This chapter deals with black holes in anti de Sitter spaces. The latter are the simplest

non flat solutions to Einstein’s equations with constant negative cosmological constant; they
are in particular pseudo-Riemannian manifolds that carry a causal structure, physically due
to the finiteness of speed of light. That physical restriction is mathematically encoded by the
existence of three types of geodesics: the space-, time- and light-like ones, existence which is in
turn implied by the non positivity of the metric. A causal structure is introduced by defining
two points as causally connected when there exists a time- or light-like path connecting them.

The originality of our approach is that the l-dimensional space AdSl is seen as a quotient
of groups SOp2, l ´ 1q{SOp1, l ´ 1q “ G{H, and that the special causal black hole structure is
described in terms of orbits of the action of a subgroup of the isometry group of the manifold.

Using symmetric spaces techniques, we show that closed orbits of the Iwasawa subgroup of
SOp2, l ´ 1q naturally define a causal black hole singularity in anti de Sitter spaces in l ě 3
dimensions. In particular, we recover for l “ 3 the non-rotating massive BTZ black hole.
The method presented here is very simple and in principle generalizable to any semisimple
symmetric space.

The main references for this part are [980, 981, 982].

79.2 Introduction

79.2.1 Physics and mathematics of black holes
SubSecGeneBH

79.2.1.1 Notion of Causality

This subsection is devoted to introduce the mathematical definition of a black hole from the
intuitive physical notions of causality and maximality of the speed of light. Let us pose the origin
of time and space respectively now and here. So we are at p0, 0q. If we denote by c the seed of
light, we cannot reach the moon before time 340000 km{c. More generally we cannot reach a point
at spacial distance d within a time inferior to d{c. Then the space is thus divided into three very
different regions with respect to causality: the points that we can reach traveling slower than light,
the points that only light can reach and points that we cannot reach at all.

It is convenient to introduce the function spt, xq “ c2t2 ´ x2 which basically says you which
points are accepted and which points are unaccepted. The mathematical way to implement these
ideas is to consider a pseudo-Riemannian manifold pM, gq. The norm of a vector X P TxM is
defined as }X}2 “ gxpX,Xq. There are three possibilities: PgDefsGenre

— if }X}2 ą 0, we say that X is time-like,
— if }X}2 ă 0, we say that X is space-like,
— if }X}2 “ 0, we say that X is light-like.

A path c : RÑM is time, space or light-like when its tangent vector is everywhere time, space or
light-like. The manifold M is time orientable if it accepts an everywhere time-like vector field.
A time orientation is the choice of such a vector field. If T is a time orientation on M , we say that
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a vector Xx P TxM is future directed if gxpTx, Xq ą 0. From now we suppose that a choice of
time orientation is possible and done.

The concept of causality is now easy to determine. If x and y belong to M , the point x has
a causal influence on y if there exists a future directed path c : r0, 1s Ñ M such that cp0q “ x
and cp1q “ y. One has to notice that the relation has a causal influence on is not symmetric in
general, but there exist some examples in which it is symmetric.

As example consider the space M “ R2 endowed with the constant pseudo-Riemannian struc-

ture g “
ˆ
c2 0
0 1

˙
. That space is the Minkowski space. The relation of causality is given by the

previously mentioned function s; this relation is never symmetric and there exist pairs of point
who have no causal effect on each other. If one takes the quotient by the relation t „ t` 1, we get
a space in which the causality is everywhere symmetric.

79.2.1.2 Notion of singularity and black hole

Up to the choice of a time orientation, a pseudo-Riemannian manifold is comes with a canonical
notion of causality. In order to have a black hole in our causal space we need an extra structure: the
singularity. We take here a very conservative point of view and we say that a singularity in M is
any strict subset of M . In the literature one often add conditions on the singularity such like to
be a submanifold, time-like, connected,. . . of course most of “real live” singularities fulfil that kind
of conditions.

The singularity defines two types of points in the space: the ones from which every time-like
path intersect the singularity (from a physical point of view, these points correspond to observers
who will fall in the singularity without doubt) and the points from which at least one time-like
path does not intersect the singularity. We define the black hole associated with the singularity
S as

BH “ ␣
x PM tel que @ future directed time-like path c with cp0q “ x, (79.1)

Dt ě 0 such that cptq P S
(
. (79.2)

The easiest example is given by defining a small line as singular in the Minkowski space as shown
in figure 79.1.

xx

tt

Figure 79.1: The red line is the singularity and the green zone is the black hole associated with.LabelFigEJRsWXw

In order the construction to be non trivial, we ask the black hole to be bigger than the singularity
(that is of course part of the black hole), but smaller that the full space.

From a geometric point of view, a black hole is the data of a causal manifold M together with
a subset S Ă M called singularity such that the whole manifold is divided into two parts: the
interior and the exterior of the black hole. A point is said to be interior if all future light-like
geodesics through the point have a non empty intersection with the singularity. A point is exterior
if it is not interior. An important subset of the space is the event horizon: the boundary between
these two subsets.
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79.2.2 BTZ black hole

The BTZ black hole introduced and developed by Bañados, Teitelbaum, Zannelli and Henneaux
in [975, 976] is an example of a black hole whose singularity is not motivated by metric divergences 2.
The construction is roughly as follows. We consider the anti de Sitter space in which we pick up a
Killing vector field whose sign of norm is not constant. Then we perform a discrete quotient along
the integral curves of this vector field. Of course we obtain a lot of closed geodesics. The point is
that, in the region where the Killing vector field is space-like, these closed curves are space-like.
That violates the physical principle of causality. For that reason, we decree that this region is
singular or, equivalently, that the boundary of this region is singular. The BTZ singularity is then
the loci where the chosen Killing vector field has a vanishing norm. Since discrete quotients do not
affect local structures, the resulting space remains a solution of the p2 ` 1q-dimensional general
relativity with negative cosmological constant 3. In this context one can define pertinent notions
of mass and angular momentum which depend on the chosen Killing vector field.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 79.1
Il faut trouver une référence pour dire que la constante cosmologique est positive.

In the case of the non-rotating massive BTZ black hole, the structure of the singularity and
the horizon are closely related to the action of a minimal parabolic (Iwasawa) subgroup of the
isometry group of anti de Sitter, see [974, 978]. The whole work on the BTZ black hole and the
fact that it belongs to the class of causal symmetric spaces (for definitions and some examples, see
[983]) motivate the following definition:

Definition 79.2.
A causal solvable symmetric black hole is a causal symmetric space where the closed orbits of
minimal parabolic subgroups of its isometry group define a black hole singularity. See section 79.8
for definitions of causality and singularity in the AdS case. Def1

79.2.3 Generalization and group setting
SubSecGEneBHGrop

The original BTZ black hole was constructed in dimension three, but we will see in this chapter
that, exploiting their group theoretical description, they can easily be generalized to any dimension,
as pointed out in [977, 980]. Notice that higher-dimensional generalizations of the BTZ construction
have been studied in the physics literature, by classifying the one-parameter isometry subgroups
of IsopAdSlq “ SOp2, l´ 1q, see [984, 985, 986, 987, 988, 989], but these approaches do not exploit
the symmetric space structure of anti de Sitter.

The structure that will be described with full details in next pages may be summarized as
follows. Take G “ SOp2, l ´ 1q, fix a Cartan involution θ and a θ-commuting involutive automor-
phism σ of G such that the subgroup H of G of the elements fixed by σ is locally isomorphic
to SOp1, l ´ 1q. The quotient space M “ G{H is a l-dimensional Lorentzian symmetric space,
the anti de Sitter space-time. We denote by G and H the Lie algebras of G and H. We have
the decomposition G “ H ‘Q into the ˘1-eigenspace of the differential at e of σ that we denote
again by σ. We also consider G “ K ‘ P, the Cartan decomposition induced by θ; and A, a
σ-stable maximally abelian subalgebra of P. A positive system of roots is chosen and let N be the
corresponding nilpotent subalgebra (see Iwasawa decomposition, theorem 51.188). Set N “ θpN q,
R “ A‘N and R “ A‘N . Finally denote by R “ AN and R “ AN the corresponding analytic
subgroups of G. One then has

Theorem 79.3.
2. It turns out that general relativity accepts a lot of solutions presenting metric divergences; or more precisely,

there are a lot of physical situations from which Einstein’s equations lead to divergences of some metric invariant
such as the curvature.

3. For honesty, we have to warn the reader that the real world’s cosmological constant has been measured very
small but positive. We also have to point out that the four dimensional anti de Sitter space is a solution of general
relativity without masses. From a physical point of view, this thesis has to be seen as a toy model.
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The l-dimensional anti de Sitter space with l ě 3, seen as the symmetric space SOp2, l´1q{SOp1, l´
1q, becomes a causal solvable symmetric black hole, as defined above, when the closed orbits of the
Iwasawa subgroup R of SOp2, l ´ 1q and its Cartan conjugated R are said to be singular. There
exists in particular a non empty event horizon. The group R has exactly two such closed orbits. ThoLeBut

This chapter intends to prove this theorem, and for the sake of completeness, we also analyze
in some detail in section 78.2 the two-dimensional case, for which the construction does not yield
a black hole structure.

The black hole causal structure is thus completely determined by the action of a solvable group.
This observation gives prominence to potential embeddings of these spaces in the framework of
noncommutative geometry, in defining noncommutative causal black holes (see also [977]) through
the existence of universal deformation formulae for solvable groups actions which have been ob-
tained in the context of WKB-quantization of symplectic symmetric spaces [922, 990]. These issues
are investigated in chapter 84 and in [981].

79.2.4 Some notations

We are going to use the following notations. We denotes the free part of the space AdSl
by Fl; this is the subset of AdSl for which there exists a light-like direction which escapes the
singularity. We denote by BHl the black hole in AdSl; this is the set of points from which all the
light-like geodesics intersect the singularity.

79.3 Visite guidée

79.3.1 En termes de BTZ

Nous travaillons dans AdSl “ SOp2, l ´ 1q{SOp1, l ´ 1q “ G{H. Nous définissons les orbites
fermées de AN et AN̄ (le groupe d’Iwasawa de G et son conjugué par une involution de Cartan)
comme singulières.

Il a été prouvé il y a déjà bien longtemps que cette définition donne lieu à une structure de
trou noir. Cette structure est par ailleurs la même, en dimension 3, que celle du trou noir BTZ
connu de la physique. J’ai récemment poussé un peu plus loin et donné la structure de l’horizon
en dimension 4 en termes de celle en dimension 3. Il se fait que (théorème 79.49)

Theorem 79.4.
L’horizon de AdS4 est donné par

H4 “ GV · ιpH3q YGX · ιpH3q, (79.3)

où ι : R4 Ñ R5 est l’inclusion de AdS3 dans AdS4 et où les groupes GV et GX sont donnés par

GV “ teαV tel que α P Ru, (79.4)

le vecteur V étant l’élément de base de l’espace de racine Gp0,1q de SOp2, 3q, et X est l’élément de
base de Gp0,´1q. Ces espaces de racines sont vides dans le cas de AdS3.

L’inclusion ι peut également être vue comme l’inclusion du groupe SOp2, 3q dans SOp2, 4q.
La preuve est faite avec du calcul matriciel explicite très peu généralisable à d’autres espaces
symétriques.

L’énoncé de ce théorème est la seule chose élégante de la section 79.11. Le reste est du calcul
matriciel. Ce théorème donne, cependant, une bonne idée de ce vers quoi on va : il semble possible
que les horizons en dimension supérieure s’obtiennent par récurrence. Le groupe qui générerait
la singularité en dimension l serait le groupe généré par les espaces de racines p1, 0q et p0, 1q de
SOp2, l ´ 1q.

Afin de trouver des preuves plus intrinsèques, on commence par bien définir les différents
éléments de l’algèbre, et en particulier la base de Q en termes des espaces de racines. Cela se passe
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à la section 79.16. Je définit par exemple
q0 “ pX``qQK
q2 “ pX``qQP ,

(79.5)

et je montre que le premier est de norme (de Killing) positive et le second de norme négative, mais
qu’en valeur absolue, ils ont la même norme. Je choisit donc X`` de telle façon que q0 et q1 soient
normés à 1. Les vecteurs q0 ˘ q1 sont donc de genre lumière.

Toute une série de propriétés sont ensuite prouvées. Le but est évidement de construire, de
façon intrinsèque, une base de A, N , K et de Q de telle façon à avoir toutes les propriétés agréables
que les matrices explicites avaient.

Cette partie est destinée à être remplacée par une application du théorème de structure de
Pyatetskii-Shapiro. Un petit changement de base sera toutefois indispensable parce que l’élément
dont l’annulation de la norme du champ de vecteur fondamental donne la singularité n’est pas
dans la base donnée par Pyatetskii-Shapiro.

Tant que l’on travaillait avec des matrices et qu’on utilisait explicitement le fait que AdS était
un sous-ensemble de Rn, nous utilisions la caractérisation suivante de la singularité :

S ” t2 ´ y2 “ 0. (79.6)

Maintenant, il est bon d’utiliser une caractérisation de la singularité qui ne fait pas appel aux
coordonnées. Une telle caractérisation existe : si J1 est un élément de AXH (qui est de dimension
1), alors la singularité est donnée par

S ” }J1̊ } “ 0 (79.7)

où J1̊ est le champ de vecteur fondamental de l’action de G sur G{H associé au vecteur J1. Cette
caractérisation fait qu’un point rgs P G{H est dans la singularité si et seulement si le vecteur

projQ
`
Adpg´1qJ1

˘
(79.8)VisiteEqprQcaractVisiteEqprQcaract

a une norme nulle. Ici, projQ est la projection sur Q.
À part une foule de petits détail encore à vérifier, il est maintenant prouvé, en utilisant la

caractérisation (79.8), qu’un point rkans est dans la singularité si et seulement s’il appartient à
rAN s, rAN̄ s, r´1SOp2qAN s ou r´1SOp2qAN̄ s, c’est-à-dire à une des orbites fermées de AN ou de
AN̄ .

Tout cela est dans le chapitre 79.

79.3.2 En termes de généralisations

Afin de se mettre dans une perspective de généralisation, l’idée suivante est proposée.
(1) On considère un espace homogène symétrique G{H où G a 1000 décompositions d’Iwasawa

possibles.
(2) On sait par des arguments d’hermiticité et de ZpKq non nul que la composante d’Iwasawa

de G est une j-algèbre.
(3) Il y a sûrement un argument pour dire qu’il existe des choix d’Iwasawa qui font que les

racines positives et les éléments correspondants de A ‘ N tombent exactement dans les A
,Z et V de la décomposition en j-algèbres élémentaires.

(4) On choisit cette décomposition particulière d’Iwasawa comme décomposition "de référence".
(5) On définit la singularité sur G{H par }H1 ` H2} “ 0. Ici, c’est la première fois que le H

apparaît dans la construction.
(6) On considère l’Iwasawa qui change de base dans A pour choisir J1 “ H1 ` H2 et J2 “

H1´H2. Cela devrait être fait sans changer de décomposition G “ K ‘ P. ItemVGDern

(7) On prouve que la singularité est les orbites fermées de AN et AθpNq pour cette nouvelle
Iwasawa.

Le point (7) est là uniquement pour montrer que l’ensemble de la construction redonne le BTZ
déjà connu.
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79.4 Connectedness of groups and anti de Sitter spaces
PgDisGeoConnSO

Let us give some detail on the geometric nature of the two connected components of SOpp, qq 4.
What is proved in [862] is that SOpp, qq is homeomorphic to the topological product

SOpp, qq “ SOpp, qq X SUpp` qq ˆRd “ SOpp, qq X SOpp` qq ˆRd

for some d P N. Hence an element of SOpp, qq reads
ˆ
A 0
0 B

˙
ˆ v

where v P Rd, A P Oppq, B P Opqq are such that detA detB “ 1. The v part corresponds to
boost while A and B correspond to pure temporal and pure spatial rotations. An element of
Opnq has always determinant equals to ˘1. Therefore one can decompose the rotation part as
pdetA “ detB “ 1q b pdetA “ detB “ ´1q. Both parts are connected.

Hence the first connected component contains 1 while the second one contains the element that
simultaneously changes the sign of one spacial and one time direction.

79.4.1 The quotient for anti de Sitter

Homogeneous space considerations (see section 79.5) will naturally lead us to define the anti
de Sitter space as the quotient G{H “ SOp2, l ´ 1q{SOp1, l ´ 1q while the black hole definition
(section 79.8) needs to consider Iwasawa decompositions of G. So we face the problem that the
Iwasawa theorem 51.188 only works with connected groups. In order to prevent any problems of
this type, we prove now that, if G0 and H0 denote the identity component of SOp2, l ´ 1q and
SOp1, l ´ 1q respectively, then G{H “ G0{H0.

The groups that are considered here have only two connected components G0 and G1. We can
chose i1 P G1 XH such that i21 “ 1. Using lemma 55.1, it easy to prove that

— G0G0 “ G0,
— G0G1 “ G1,
— G1G1 “ G0.

For the last one, take g and g1 in G1. Then consider g0 and g1
0 in G0 such that g “ g0i1 and

g1 “ g1
0i1. If g0ptq and g1

0ptq are path from 1 to g0 and g1
0, then the path g0ptqi1g1

0ptqi1 is a path
from 1 to gg1.

PropGHconn

Proposition 79.5.
The map

ψ : G{H Ñ G0{H0

rgs ÞÑ g0
(79.9)

where we define g0 “ g when g P G0 or g0 “ gi1 when g P G1 is a diffeomorphism. The classes are
rgs “ tgh tel que h P Hu and g “ tgh0 tel que h0 P H0u.
Proof. First we prove that ψ is well defined. For that we suppose that rgs “ rg1s. There are three
cases:

(1) The elements g and g1 both belong to G0. In this case, g1 “ gh0 with h0 P H0 and gh “ g.
(2) The element g belongs to G0 while g1 belongs to G1. In this case, g1 “ gh with h “ h0i1 and

h0 P H0. Then ψrgs “ g and ψrg1s “ pgh0i1q0 “ gh0i1i1 “ gh0 “ g.
(3) The case with g and g1 in G1 is similar.

The fact that the map ψ is surjective is clear. For injectivity, let ψrgs “ ψrg1s, i.e. there exists
a h0 in H0 such that g1

0 “ g0h0. Thus we have g1ik1 “ gil1h0 with k, l “ 0, 1 following the cases.
Then g1 “ gil1h0ik1 in which il1h0ik1 belongs to H, so that rg1s “ rgs.

4. See lemma 55.2. A discussion about the physics is in [818].
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79.5 Symmetric space structure on anti de Sitter
SecSymeStructAdS

The l-dimensional anti de Sitter space AdSl can be described as set of points pu, t, x1, . . . , xl´1q P
R2,l´1 such that u2 ` t2 ´ x2

1 ´ . . . ´ x2
l´1 “ 1. The next few pages are devoted to describe the

homogeneous and symmetric space structures on AdSl induced by the transitive an isometric action
of SOp2, l´ 1q. We suppose that the groups SOp2, l´ 1q and SOp1, l´ 1q are parametrized in such
a way that the second, seen as subgroup of the first one, leaves unchanged the vector p1, 0, . . . , 0q.
In this case, proposition 4.3 of chapter II in [781] provides the homogeneous space isomorphism

SOp2, l ´ 1q{SOp1, l ´ 1q Ñ AdSl

rgs ÞÑ g·

¨
˚̋

1
0
...

˛
‹‚

(79.10)

where the dot denotes the usual “matrix times vector” action of the representative g P rgs in the
defining representation of SOp2, l´ 1q on R2,l´1. As far as notations are concerned, the classes are
taken from the right: rgs “ tgh tel que h P Hu; in particular the class of the identity e is denoted
by ϑ; the groups SOp2, l ´ 1q and SOp1, l ´ 1q are denoted by G and H respectively and their
Lie algebras by G and H. Following proposition 79.5, we can in fact only consider the identity
components of G and H. We denote by τ the natural action of G on G{H:

τ : GˆAdSl Ñ AdSl

τrrgs “ rrgs (79.11)

As far as dimensions are concerned, a candidate R Ă G such that R·ϑ is open must satisfy

dim R ě dimM. (79.12)cond_dimcond_dim

The case that interest us is G “ SOp2, nq and H “ SOp1, nq:

M “ AdSn`1 “ SOp2, nq
SOp1, nq ,

so that we have to consider the action of SOp2, nq on AdSn. If ANK is the Iwasawa decomposition
of SOp2, nq, we can consider more particularly the action of R “ AN , and ask us if the orbit R·ϑ
is open or not. It is easy to see that the condition (79.12) is satisfied. Indeed,

dim g “ npn´ 1q
2 ` 2n` 1, dim k “ npn´ 1q

2 ` 1,

so that dimpA ‘ N q “ 2n, but dimAdSn “ n. The Iwasawa subgroup AN is a candidate for
AN ·ϑ to be open in AdSn.

Proposition 79.6.
The homogeneous space AdSl is reductive. PropAdSreduct

Proof. The proof relies on lemma 51.60 and the fact that SOp2, nq is semisimple. From the Killing
form of G, one defines

Q “ HK “ tX P G : BpX,Hq “ 0@H P Hu.
Let H, H 1 P H and Y P Q. From ad-invariance of the Killing form, we have BprH,Y s, H 1q “ 0.
Hence padpHqQq Ă Q and the claim is proved.

Matrices of SOp2, nq are p2`nqˆ p2`nq matrices while the n-dimensional anti de Sitter space
is a quotient of SOp2, n´ 1q. In order to avoid confusions, we will reserve the letter n to the study
of the group SOp2, nq and the letter l will denote the dimension of the anti de Sitter space which
will thus be AdSl.
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We define the involutive automorphism σ “ Id |H ‘ p´ Idq|Q. The vector space Q can be
identified with the tangent space TresAdSl, and that identification can be extended by defining
Qg “ dLgQ. In this case dπ : Qg Ñ TrgsAdSl is a vector space isomorphism.PgdpibaseQTgMAn homogeneous
metric on TrgsAdSl is defined as in subsection 66.2.1.

Cartan decomposition of SOp2, l´ 1q are of crucial importance in chapter 79, so that we want
to use a Cartan involution θ such that rσ, θs “ 0 (see [917] page 153, theorem 2.1). One can
show that X ÞÑ ´Xt has that property. The corresponding Cartan decomposition is described in
subsection 66.5.1.

As a consequence of relations (66.93),

dπAdphq “ Adphqdπ (79.13)EqdpiAdpiEqdpiAdpi

because, if X P Q, dπ´1pXq “ tX ` Y tel que Y P Hu, so AdphqY P H and AdphqX P Q.

79.5.1 Anti de Sitter as symmetric space
pg:AdS_n_syme

We know the decomposition sop2, nq “ Q‘H. From equation (66.93) one can find an involutive
automorphism σ of G which leaves H invariant.

There exists a neighbourhood U of 0 in sop2, nq on which exp is diffeomorphic to a neighbour-
hood V of e in SOp2, nq. We define σG : V Ñ V by σGpeXq “ eσX . Now, this σG can be extended
to the whole G. From now we will denote by σ this map or its differential (i.e. an abuse of notation
between σ and dσe).

All this make pSOp2, nq,SOp1, nqq a symmetric pair. Since H “ SOp1, nq is connected and
fixed by σ, H “ Hσ “ pHσq0. Thus theorem 66.18 gives us a Cartan involution θ on G such that
rσ, θs “ 0 and theorem 66.17 gives a symmetric structure to M “ G{H. Now we understand the
computations of page 3520.

79.6 Open and closed orbits

79.6.1 Open orbits in anti de Sitter spaces

Let us start by computing the closed orbits of the actions of AN and AN̄ on AdSl. In order
to see if rgs P AdSl belongs to a closed orbit of AN , we “compare” the space spanned by the basis
tdπdLgqiu of TrgsAdSl and the space spanned by the fundamental vectors of the action. If these
two spaces are equal, then rgs belongs to an open orbit (because a submanifold is open if and only
if it has same dimension as the main manifold). That idea is precisely contained in the following
theorem which holds for any homogeneous space M “ G{H.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 79.7
Il faut trouver une référence pour ce théorème.

The strategy is to to check openness of the R-orbit of rgs by checking openness of the Adpg´1qR-
orbit of ϑ using the theorem 66.48.

The problem is simplified by the following remark. We know that matrices of K and H are
given by

K ;

ˆ
SOp2q

SOpnq
˙
, H ;

ˆ
1

SOp1, nq
˙
, (79.14)eq:K_H_SOeq:K_H_SO

so we obviously have
ď

sPSOp2q
τAN prssq “

ď

sPSOp2q
hPSOpnq

rANshs “
ď

kPK
rANks “ rGs.

This is nothing else than the fact that the AN -orbits are AN -invariant. So the K part of rgs “ ank
alone fixes the orbit which contains rgs and we have at most one orbit for each element in SOp2q.
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Computations using theorem 66.48 show that the R-orbits of rµs with

µ “
¨
˝

cosµ sinµ
´ sinµ cosµ

1

˛
‚

is not open if and only if sinµ “ 0. We will see later that they are actually closed (page 3863), so
that the singularity is described as

S “ rANp˘1SOp2qqs
ď
rAN̄p˘1SOp2qqs. (79.15)Sing2Sing2

Because of AN -invariance of the AN -orbits, the equation of the AN -closed orbits can be expressed
as

sinµ “ 0. (79.16)
Let us recall that ´1SOp2q “ kθ “ eπq0 . With these notations, we have that the closed orbits

of AN are
rAN s and rANkθs “ rkθAN̄ s, (79.17)

while the closed orbits of AN̄ are given by

rAN̄ s and rAN̄kθs “ rkθAN s. (79.18)

Notice that there are some differences between the two choices of Iwasawa decompositions
of equations (66.148) and (66.127) in the determination of open and closed orbits. In the AN
Iwasawa decomposition, up to matrices of H (given in equation (66.91)), a general matrix of R is
jJ1 `mM ` lL` kJ2. If we note x “ m` l,

R ;

¨
˚̊
˝

0 x k ´x
´x
k
´x

˛
‹‹‚ (79.19)eq:geneReq:geneR

and it is obvious that the matrix q0 can’t be obtained by combinations of such matrices. So the
R-orbit of ϑ is not open.

We can do the same computation with the Iwasawa group R̄ “ A ‘ N̄ . A general element of
this is of the form jJ1 ` kJ2 ` nN ` fF . If we write a “ n` f and b “ n´ f , we get

¨
˚̊
˚̊
˝

0 a k a 0
´a 0 b j 0
k b 0 b 0
a j ´b 0 0
0 0 0 0 0

˛
‹‹‹‹‚
. (79.20)

Looking at the positions of the a, we see that it is impossible to put the element q0 under that
form. We deduce that the R̄-orbits of ϑ are not open neither.

That situation is, however, not generic. If we use for example the other Iwasawa decomposition,
the one of subsection 66.5.6, the result is completely different. We have

q0 “ proj
ˆ
N `M

2

˙
, q1 “ projH2, q2 “ proj

ˆ
N ´ N `M

2

˙
, (79.21)

and other elements of Q are projections of the matrices Vi’s. So we see that the map proj : R Ñ Q
is surjective and pg:mfo_ouvertthe orbit R·ϑ is open.

Here is some explicit matricial computation.

M `N “ 2

¨
˚̊
˝

0 1 0 0
´1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

˛
‹‹‚

looooooooomooooooooon
P Q

`

¨
˚̊
˝

0 0 0 0
0 0 2 0
0 2 0 0
0 0 0 0

˛
‹‹‚

loooooooomoooooooon
P H

,
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thus projpM`N
2 q is yet a part of Q. An other:

¨
˚̊
˝

0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0

˛
‹‹‚

loooooooomoooooooon
“ m2

“

¨
˚̊
˝

0 0 1 0
0 0 0 ´1
1 0 0 0
0 ´1 0 0

˛
‹‹‚

loooooooooomoooooooooon
“ H1

`

¨
˚̊
˝

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0

˛
‹‹‚

loooooooomoooooooon
“ h P H

,

so that projH1 “ projpm2 ´ hq “ m2. Third,
¨
˚̊
˝

0 0 0 1
0
0
1

˛
‹‹‚

loooooooomoooooooon
“ m3

“ N ´ M `N
2loooooomoooooon

P R

´

¨
˚̊
˝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 ´1 0

˛
‹‹‚

looooooooomooooooooon
P H

,

thus projpN ´ M`N
2 q “ m3. The last possibility in Q is mi “ E1i ` Ei1 (i ě 5), but

Viloomoon
P R

“ E1i ` Ei1loooomoooon
“ mi

`E3i ´ Ei3loooomoooon
P H

.

79.7 Some complements

79.7.1 A first brute force computation

Let us use the “old” Iwasawa decomposition for a little demonstrative and inessential compu-
tation. The exponentiations from A ‘N to AN is given at page 3530. Remark that a matrix of
SOp1, nq leave unchanged the first column of SOp2, nq:

¨
˚̊
˝

a . . .
b . . .
c . . .
d . . .

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

1 0 0 0
0 . . .
0 . . .
0 . . .

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

a . . .
b . . .
c . . .
d . . .

˛
‹‹‚.

Thus, in order to compute the orbit rAN s of r1s, one can begin to compute a general matrix of
AN and impose conditions on the first column (it will not be affected by the equivalence classes).
For example, in order to see if r´1s P rSOp2qs belongs to the orbit rAN s, we compute:PgExplAN

¨
˚̊
˝

cosh ξ 0 sinh ξ 0
0 cosh η 0 sinh η

sinh ξ 0 cosh ξ 0
0 sinh η 0 cosh η

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

1´ 2ab b` a 2ab b´ a
´b´ a 1 b` a 0
´2ab b` a 1` 2ab b´ a
b´ a 0 a´ b 1

˛
‹‹‚ (79.22)eq:gene_Req:gene_R

and we impose the first column to be p´1, 0, 0, 0q: eq:S_14

p1´ 2abq cosh ξ ´ p2abq sinh ξ “ ´1 (79.23a)eq:S1eq:S1

p´b´ aq cosh η ` pb´ aq sinh η “ 0 (79.23b)eq:S2eq:S2

p1´ 2abq sinh ξ ´ p2abq cosh ξ “ 0 (79.23c)eq:S3eq:S3

p´b´ aq sinh η ` pb´ aq cosh η “ 0. (79.23d)eq:S4eq:S4

It is easy to see that these equations doesn’t accept any solutions. Indeed, the sum of equations
(79.23b) and (79.23d) gives

´2apcosh η ` sinh ηq “ 0.
The possibility a “ 0 gives cosh ξ “ ´1 in (79.23a); but the hyperbolic cosine is always bigger
than one. Then cosh η “ ´ sinh η. In this case, (79.23d) gives 2b cosh η “ 0; since cosh η “ 0 is
not possible, b must be zero. But with b “ 0, (79.23a) gives once again cosh ξ “ ´1.
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Now we have to see that the matrices eVi and eWj doesn’t change the resultpg:influence_V_W. Since Wj P H, it
is clear that they will not change any result. If we compute ecV5 for example (V 3

5 “ 0), we find

ecV5 “

¨
˚̊
˚̊
˝

1` c2{2 . ´c2{2 . c
. 1 . . .

c2{2 . 1´ c2{2 . c
. . . 1 .
c . ´c . 1

˛
‹‹‹‹‚

(79.24)EqExpDeVEqExpDeV

By multiply it by matrices of AN , we find
¨
˚̊
˚̊
˝

. . . 0

. . . 0

. . . 0

. . . 0

. . . 1

˛
‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˝

1` c2{2 . . . .
0 . . . .
c2{2 . . . .

0 . . . .
c . . . .

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .
c . . . .

˛
‹‹‹‹‚
.

Then c “ 0 if we want it to be equal to ˘1. As far as the matrices Wj are concerned, it is even
simpler: Wj P H; then it will not affect the classes.

All that suppose that N can globally be written under the form

eaMebN
nź

i“5
eciVi

nź

j“5
ecjWj

It is locally true from lemma 53.60.

79.7.2 Search for ZpKq

Now we are going to find the center of K. From the explicit form (79.14), we see that ZpKq “
SOp2q. Let us show it more abstractly. We consider the decomposition G “ H‘Q of sop2, nq with
respect to the involution σ:

K “ KQ ‘KH;

This is an expression of the fact that SOp2, nq{SOp1, nq is a symmetric space. Since dimZpKq “ 1,
it is a subset of KQ or of KH because ZpKq is σ

On the other hand, we know 5 that a Cartan involution can be written as θ “ AdpexpZq for a
Z P ZpKq. Then

0 “ rσ, θspXq “ σAdpeZqX ´AdpeZqσX
“ σeadZX ´AdpeZqσX
“ AdpeσZqσX ´AdpeZqX.

(79.25)

Since G has ˘1 as center, this implies eσZ “ eZ . Then eZ P H. We can’t however conclude that
z P H.

79.7.3 The same with the “old” Iwasawa decomposition

A general matrix of rR is mM ` nN ` tH1 ` uH2; with the change of variable x “ n ` m,
y “ n´m, a “ t` u and b “ u´ t, it is

r “

¨
˚̊
˝

0 x a y
´x 0 x b
a x 0 y
y b ´y 0

˛
‹‹‚. (79.26)

5. Faudra un peu voir pourquoi
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Now we want to explicitly compute Rz for a general matrix z in the “SOp2q” part of SOp2, nq,
i.e. for

z “

¨
˚̊
˝

cosu sin u
´ sin u cosu

1 0
0 1

˛
‹‹‚.

The result is

AdpzqR “
¨
˚̊
˝

0 x a cosu` x sin u y cosu` b sin u
´x 0 x cosu´ a sin u b cosu´ y sin u

a cosu` x sin u x cosu´ a sin u 0 y
y cosu` b sin u b cosu´ y sin u ´y 0

˛
‹‹‚.

(79.27)

We are interested in the projection of these matrices with respect to H (see equation (66.91)); then
in order to see if Rz “ R, we have to compare

¨
˚̊
˝

0 x a cosu` x sin u y cosu` b sin u
´x

a cosu` x sin u
y cosu` b sin u

˛
‹‹‚

with ¨
˚̊
˝

0 x1 a1 y1
´x1
a1
y1

˛
‹‹‚

By working on a, b, x and y, we can easily fit the first matrix on the second one if c ‰ 0. In other
words, Rz ‰ R only if the SOp2q part of z is the rotation of an angle of ˘π{2. All that we can say
now is that cosu “ 0 is not in the rR-orbit of ϑ.

Up to here we have not taken the matrices Vi and Wj into account. It is rather easy to see
that they don’t change anything because (taking i “ j “ 5 for sake of notational simplicity)

Vi `Wi »

¨
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 0 1
0
0
0
1

˛
‹‹‹‹‚

but

AdpzqpVi `Wiq »

¨
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 0 sin u` cosu
0
0
0

sin u` cosu

˛
‹‹‹‹‚
.

79.7.4 A non-open orbit and a precision
subsec:precision

We consider the situation where rσ, θs “ 0 and the Iwasawa decomposition of SOp2, nq for
which RH is a subgroup of R (RH is the “AN” of SOp1, nq). We denote by ϑ the identity class:
ϑ “ res “ eH. Since H “ RH ‘KH,

TϑpRϑq “ projHpRq “ pR`Hq{H
where the sum R ` H is not a direct sum. But R ` H “ R ` pRH ‘ KHq “ R ‘ KH because
KH Ă K. Thus

TϑpRϑq “ pR‘KHq{pRH ‘KHq “ R{RH .
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pg:subt_tildeIn the case AdS3, dimpRϑq “ 6´ 3 “ 3 ă 4; so that the identity orbit is not open. It is important
to note that it contradicts the result of page 3849. The reason is that the latter was obtained with
the “old” Iwasawa decomposition.

From now the “old” decomposition will be denoted by a tilde:

g “ rA‘ rN ‘K.

In this case, there exists a k0 P K such that Adpk´1
0 q rA “ A. Moreover with this k0, we have

rA “ k0Ak
´1
0 and rN “ k0Nk

´1
0 . This result can be found in [781] and maybe 6 in [817] 7.

With these precisions, the previous computations are still relevant because

rRrgs “ k0Rk
´1
0 rgs, (79.28)

which assures that the rR-orbit of rgs is the R-orbit of rk´1
0 gs translated by k0. Since the translation

is a diffeomorphism, the openness is not affected by the translation. So the open rR-orbit of ϑ stated
at page 3849 is now the open R-orbit of k´1

0 .
Now let us find out this famous k0 matrix. Since the orbits are defined by the elements of the

center of K (i.e. a bloc-diagonal matrix in SOp2, nq with a SOp2q matrix in the upper left corner
and 1 anywhere else), we guess that k0 is such a matrix. Before to compute it, we take a change
of basis in rA: we consider 1

2pH1 ` H2q and 1
2pH2 ´ H1q instead of H1 and H2. If we consider

d “
ˆ

1 0
0 0

˙
, the problem is to find a matrix z P SOp2q such that

ˆ
z 0
0 1

˙ˆ
0 d
d 0

˙ˆ
z´1 0
0 1

˙
“

¨
˚̊
˝

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0

˛
‹‹‚.

We can easily find that the only solution is z “
ˆ

0 ´1
1 0

˙
. Then

k0 “

¨
˚̊
˝

0 1
´1 0

1 0
0 1

˛
‹‹‚. (79.29)

79.7.5 The same with the “old” Iwasawa decomposition

This useless point shows how to get the same conclusion with a bad choice of Iwasawa decom-
position. If we consider some z in the centrer of K (SOp2q) and rRz “ z rRz´1, then the rR-orbit of
ϑ is the rR-orbit of rz´1s translated by z and the R-orbit of k0z´1 translated by zk´1

0 :

rRz “ z rRz´1 “ zk0Rk
´1
0 z´1. (79.30)

Thus the study of the openness of the rRz-orbit of ϑ is the study of the openness of the R-
orbit of k0z´1. Proposition 66.48 allow us to perform this study by means of the surjectivity of
projH : R̃z Ñ Q.

We begin by compute the matrices of Rz: zH1z´1, zH2z´1, zMz´1, zNz´1, zViz´1, zWjz
´1.

We make the following change of basis in rR:

H1, H2 Ñ 1
2pH1 `H2q, 1

2pH2 ´H1q, (79.31a)

M,N Ñ 1
2pM `Nq, 1

2pM ´Nq. (79.31b)

6. Faut que tu vérifies.
7. Quand tu auras refusioné, il faudra référentier ta transcription de Wisser.
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The result is that with
z “

ˆ
S 0
0 1

˙
where S “

ˆ
c s
´s c

˙
, (79.32)

and c2 ` s2 “ 1, we have

H1z “

¨
˚̊
˝

c 0
´s 0

c ´s
0 0

˛
‹‹‚, H2z “

¨
˚̊
˝

s
c
0

s c 0 0

˛
‹‹‚; (79.33)

Mz “

¨
˚̊
˝

0 1 s 0
´1 0 c 0
s c 0 0
0 0 0 0

˛
‹‹‚, Nz “

¨
˚̊
˝

´c
s
´1

´c s 1 0

˛
‹‹‚; (79.34)

Viz “ cpE1i ` Ei1q ´ spE2i ` Ei2q ` E3i ´ Ei3, (79.35a)
Wjz “ spE1j ` Ej1q ` cpE2j ` Ej2q ` E4j ´ Ej4. (79.35b)

The matrices we really need are the projections of these one with respect to H. We denote it
by symbols with a line:

H1z “

¨
˚̊
˝

c 0
0 0

c 0
0 0

˛
‹‹‚, H2z “

¨
˚̊
˝

0 s
0 0

0 0
s 0

˛
‹‹‚, (79.36a)

M z “

¨
˚̊
˝

0 1 s 0
´1 0 0 0
s 0 0 0
0 0 0 0

˛
‹‹‚, N z “

¨
˚̊
˝

´c
0
0

´c 0 0 0

˛
‹‹‚ (79.36b)

V iz “ cpE1i ` Ei1q W jz “ spE1j ` Ej1q. (79.36c)

An explicit study shows that projH : rRz Ñ Q is surjective if and only if c ‰ 0. Then the open
R-orbits are the ones of k´1

0 z´1 with c ‰ 0:
¨
˚̊
˝

0 ´1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

c ´s 0 0
s c 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

´s ´c 0 0
c ´s 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

˛
‹‹‚ (79.37)

Consequently, the not open R-orbits are the ones of r˘1SOp2qs.

79.7.6 Orbits as homogeneous spaces

A homogeneous space is a space with a transitive homeomorphism group. We consider the
orbit O “ Rrzs (z P SOp2q) which is a homogeneous space because the action of G is trivially
transitive. Theorem 53.98 assures us that O can be written as R{S where S is the group which
fixes some point in O.

We will firstly work out the homogeneous structure of the open rR-orbits; the matrices of rR
which leave invariant the point r1s of G{H are the ones of the product (79.22) which satisfy some
equations that are almost the same as (79.23):

p1´ 2abq cosh ξ ´ p2abq sinh ξ “ 1 (79.38a)
p´b´ aq cosh η ` pb´ aq sinh η “ 0 (79.38b)
p1´ 2abq sinh ξ ´ p2abq cosh ξ “ 0 (79.38c)
p´b´ aq sinh η ` pb´ aq cosh η “ 0. (79.38d)
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It is easy to see that the solutions are given by a “ b “ ξ “ 0 and no constraint on η. The set S
is thus given by

S ;

¨
˚̊
˝

1 0 0 0
0 cosh η 0 sinh η
0 0 1 0
0 sinh η 0 cosh η

˛
‹‹‚. (79.39)

which corresponds 8 to etpH1´H2q via the change of variable (66.144). Since this is a matrix of H,
this leaves r1s unchanged. As far as the matrices Vi and Wj are concerned, the reasoning of page
3851 still holds.

So the part of rR which leaves 1 unchanged is rRXH (this is not really amazing). Now recall
that rR “ k0Rk

´1
0 . If rr P rR fixes 1, then k´1

0 rrk0 P R fixes k´1
0 , and if r P R fixes k´1

0 , then
k0rk

´1
0 P rR fixes 1, so that k0rk

´1
0 P rRXH.

Then r P R fixes rk´1
0 s if and only if r P k´1

0 p rR X Hqk0. On the other hand, for the closed
orbits the stabilizer in R is RXH: r P R fixes r1s if rr1s “ r1s, i.e. rrs “ r1s, which needs a h P H
such that r “ h.

79.8 Causality, light cone and related topics on anti de Sitter
SecCausal

We particularize the general definitions of subsection 79.2.1 to the case of the anti de Sitter
space. We consider the l-dimensional 9 anti de Sitter space

AdSl “ SOp2, l ´ 1q
SOp1, l ´ 1qp” u2 ` t2 ´ x2

1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ x2
l´1 “ 1q. (79.40)eq:defAdSeq:defAdS

According to proposition 79.5, we can only consider the identity component of SOp2, l ´ 1q and
SOp1, l´ 1q instead of full groups 10. The metric that we put on AdSl is the one induced from the
Killing form of SOp2, l´ 1q by formula (66.13). This metric has a Minkowskian signature, so that
we have natural notions of time-, space- and light-like vectors. From now we denote by G and H
the groups SOp2, l ´ 1q and SOp1, l ´ 1q.

An other beautiful way to see that the metric on AdS as one and only one time-like direction
is the following. The tangent space of AdS at the point pu, t, x1, ¨ ¨ ¨ , xl´1q is the orthogonal
complement (in R2,l´1) of that vector. From the very definition of AdS, the given vector is time-
like (its norm is 1), so that it remains one and only one time-like vector in the tangent space.

We write ANK the Iwasawa decomposition of the connected group SO0p2, l ´ 1q (see the
theorem 51.188). Let AN̄ be the θ-conjugate 11group of AN where θ is the Cartan involution of
subsection 66.5.1. We will see that the actions of AN and AN̄ have closed and open orbits. The
closed ones are denoted by SAN and SAN̄ . The following definition is motivated all previously
existing work about BTZ black hole.

Remarque 79.8.
Here, we consider SOp1, nq as a subgroup of SOp2, nq. Thus the matrices of SOp1, nq are pn` 2q ˆ

8. More precisely, because of the quotient by H, we had derived a necessary characterization of S, not a sufficient
one. But we will soon see that in facts this is also a sufficient condition.

9. The symbol n denotes the number of space-like directions of the underlying space of the matricial group
SOp2, nq; this space has dimension n ` 2 while AdS is a quotient by (something like) one time-like direction. In
order to avoid confusions, the symbol l denotes the dimension of the AdS space. This is the reason for which we
write SOp2, nq and AdSl. So equation (79.40) is best written as

AdSl “
SOp2, nq

SOp1, nq
.

10. Since we are about to consider Iwasawa decompositions of these groups, actually we have to use the identity
components.

11. Roughly speaking, it corresponds to different choices in the Iwasawa decomposition of SOp2, l ´ 1q.
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pn` 2q of the form ˆ
1 0
0 M

˙

where M is a pn ` 1q ˆ pn ` 1q matrix of the “true” SOp1, nq. From this, one can believe the
closeness of SOp1, nq in SOp2, nq.

In order to get a full definition of the black hole and its structure, we need to define and
characterise the notions of light ray and light cone. These notions are of course directly issued
from physics of relativity.

Definition 79.9.
A light ray is a geodesic whose tangent vector is everywhere light-like. lightraycone

The causal structure of a general pseudo-Riemannian manifold M is the fact that two points
are said to be causally connected when there exists a light ray which passes by both points. More
precisely, we say that x has a causal effect on y if there exists a future oriented time-like path
c : r0, 1s ÑM such that cp0q “ x and cp1q “ y.

A light ray trough ϑ is given by a vector of Q with vanishing norm. So let us study these
vectors. Let E1 “ q0 ` q1 and k, a general element of SOpnq which reads k “ eK with K “
aijpEij ´ Ejiq, i, j ě 3 and aij “ ´aji. If we pose Aj “ E1j ` Ej1, we have rK,E1s “ p2aqj3Aj
and rK,Aks “ ajkAj . Hence,

adpKqnE1 “
`p2aqn˘k3

Ak,

and

AdpkqE1 “ eadKE1 “ E1 `
ÿ

ně1

`p2aqn˘k3
Ak

“ E1 `
8ÿ

n“0

`p2aqn˘k3
Ak ´ δj3Aj

“ E1 ´ E31 ´ E13 `
`
e2a˘j3Aj

“ q0 `
l´1ÿ

j“1
wjqj

(79.41)eq:Adkeueq:Adkeu

where wi “
`
e2a˘i3. Under an explicit form, we have

AdpkqE1 “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 1 w1 w2 . . .
´1
w1
w2
...

˛
‹‹‹‹‹‚

(79.42)eq:AdkEeq:AdkE

The exponential e2a being an element of SOpnq, the parameters wi are restricted by the conditionř
k w

2
k “ 1. Remark moreover that every matrix of SOp2q can be written under the form e2a for a

good choice of a P sop2q. The light cone is therefore given by the set of vectors of the form p1, wiq
with }w}2 “ 1. If we consider the metric diagp` ´ ´ ¨ ¨ ¨ q on Q with respect to the basis tqiu, we
have

}AdpkqE1}2 “ 0.

This is coherent with the intuitive notion of light cone. On the one hand every light-like vector of
Q reads AdpkqE1 for some k P SOpnq. On the other hand every nilpotent element of Q is light-like
because trace of nilpotent matrix is zero (using Engel’s theorem). In definitive, we proved the
following:

http://en.wikipedia.org/wiki/Engel_theorem
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PropNormZeroEQnil

Proposition 79.10.
When E is any nilpotent element of Q, the set of light-like vectors of Q is parametrized by λAdpkqE
with k P SOpnq and λ P R. PropToutVectLumQ

CorNormZeroEQnil

Corollary 79.11.
An element of Q has a vanishing norm if and only if it is nilpotent.

Proof. We know that, when E, is any nilpotent in Q, the set of vanishing norm vectors in Q are
given by tλAdpkqEu, but all these vectors are nilpotent.

Let us point out the fact that only the first column of the “direction” k P SOpnq has an
importance in causality issues. So the word “directions” will often be used to refer to the vector
w. It is not a particular feature of our particular matrix representation choice. Indeed the element
k only appears in the combination AdpkqE which is a light-like vector in Q, i.e. AdpkqE “
tq1

0 `
ř
i xiq

1
i with t2 ´ ř

i x
2
i “ 0 for any orthonormal basis tq1

iu of Q. As far as causality is
concerned, a rescaling AdpkqE to λAdpkqE has no importance, so one can choice t “ 1 and find
back

ř
i x

2
i “ 1. We see that it is a natural feature that the light-like rays are parametrized by

unital vectors of Rn.
LemGeodGenreLumiere

Lemma 79.12.
Let E be a nilpotent element in Q, and π : GÑ G{H, the canonical projection. A light ray through
rgs P AdSl has the form

lkrgspsq “ π
`
ge´sAdpkqE˘ (79.43)

for a certain k P KH “ K XH “ SOpnq. lem:AdkEcone

Proof. General theory of symmetric spaces (see [918], pages 230–233, particularly theorem 3.2)
proves that a light ray through ϑ “ res has the form

lpsq “ π
`
esX

˘
.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 79.13
Il me semble que ce qui est de cette forme, ce sont les géodésiques, et non les rayons de lumière.
Relire Kobayashi-Nomizu.

In our context, we have the additional request for the tangent vector to be light-like. Proposi-
tion 79.10 thus imposes X to be of the form AdpkqE. That proves the claim for geodesics trough
ϑ.

The fact that dτg is an nondegenerate isometry then extends the result to all points.

CorNilLightQ

Corollary 79.14.
If E is nilpotent in Q, then tAdpkqEukPKH

is the set of light-like vectors in TrϑsAdSl » Q. There-
fore

expϑptAdpkqEq “ expptAdpkqEq·ϑ. (79.44)
is the light cone of ϑ in AdSl. Note that in this equation, the first exp is the one defined from the
AdSl-connection while the second is the exponential from a Lie algebra to the Lie group. It comes
from the fact that in a symmetric space, expo v “ ez ·ϑ.

In order to fix ideas, we will always use the element E1 as choice of nilpotent element in Q in
order to parametrize light-cone. Since SOp2, l ´ 1q acts on AdSl by isometries, the light cone at
πpgq is given by a translation of the one at ϑ:

C`
πpgq “ g·Cϑ “ tπ

`
getAdpkqE1

˘u tPR`

kPKH

. (79.45)eq_defconeeq_defcone

The product being taken at left while the quotient being taken at right, one can fear a problem of
well definiteness in this expression. The following proposition shows that all is right.
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PropDefConeIndepRepre

Proposition 79.15.
Definition (79.45) is independent of the representative g in the class πpgq. In other words,

tAdphkqE1ukPKH
“ tAdpkqE1ukPKH

(79.46)eq_statdefconeeq_statdefcone

for all h P H.

Proof. The metric on Q is the restriction of the Killing form of G (notice that Q has no own Killing
form for the simple reason that it is not a Lie algebra). From Ad-invariance, we have in particular

B
`

AdphqX,AdphqY ˘ “ BpX,Y q
for all h P SOp1, l´1q. The point is that reducibility makes AdphqX P Q when X P Q. The element
AdphkqE1 in the left hand side of equation (79.46) being zero-normed in Q, it reads Adpk1qE1 for
some k1 P KH . That proves the inclusion in one sense. For the second inclusion, we have to find
a k1 P KH such that Adphk1qE1 “ AdpkqE1. Existence of such a k1 follows from the fact that
Adph´1kqE1 is a light-like vector of Q.

RemGedNonInvarChoix

Remarque 79.16.
Although the set of geodesics tπpgesAdpkqE2qu is equal to the set of geodesics πpghesAdpkqE1q, each
geodesic are not independent in the choice of the representative g: πpgeAdpkqE1q ‰ πpgheAdpkqE1q
in general.

In particular, in the setting of the anti de Sitter black hole, the property “intersect the singu-
larity” for the geodesic πpgesAdpkqE1q is not invariant under the choice of the representative g in
the class rgs.

It is also possible to prove result of independence 79.15 with a lot of matricial computations: let
us decompose h “ ahnhkh; the part kh is just a redefinition of k in equation (79.46), so we forget it.
We begin by proving that (79.46) holds whenever Adphq P SOpQq. Consider Adpk1qE1 “ X P Q.
If Adphq P SOpQq, then Adph´1q P SOpQq too and we consider Y “ Adph´1qX which is a vector
of norm zero in Q. There exists k̄ P KH such that Adpk̄qE1X “ Y . Now,

Adphk̄k1qE1 “ Adphk̄qX “ AdphqY “ X. (79.47)

In order to prove that Adpahq P SOpQq, we compute

adpJ1q

¨
˚̊
˚̊
˝

0 z w1 w2 w3
´z
w1
w2
w3

˛
‹‹‹‹‚
“ adpJ1qpzq0 ` wiqiq.

In the basis tq0, qiu, we see that

adpJ1q “

¨
˚̊
˝

0 0 ´1 0
0
´1
0

˛
‹‹‚P sop1, 3q,

so AdpJ1q P SOpQq. On the other hand, a general element of NH is

A “

¨
˚̊
˚̊
˝

·
· a · v
a · ´a ·
· a · v
v · ´v ·

˛
‹‹‹‹‚
,
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and simple computations shows that on Q,

adpAq “

¨
˚̊
˝

· ´a · ´v
´a · ´a ·
· a · v
´v · v ·

˛
‹‹‚P sop1, 3q.

79.8.1 Time orientation

A time orientation on Q is the choice of a vector T such that xT, T y ą 0. When such a choice
is made, a vector v is future directed when xv, T y ą 0. In our case, the choice is the intuitive
one: the vector q0 defines the time orientation on Q and v “ pv0, v1, v2, v3q is future directed if
and only if v0 ą 0. So a light-like future directed vector is always –up to a positive multiple– of
the form p1, vq with }v} “ 1. For this reason, the set

ttAdpkqE1utą0
kPSOp3q

(79.48)EqTousVecLumTyEqTousVecLumTy

is exactly the set of light-like future-directed vectors of Q.
We are now able to define causality as follows. A point rgs P AdSl belongs to the interior

region if for every direction k P KH , the future light ray lkrgs intersects the singularity within a
finite time. In other words, it is interior when the whole light cone ends up in the singularity.
A point which is not interior is said to be exterior. A particularly important set is the event
horizon, or simply horizon, defined as the boundary of the interior. When a space contains a non
trivial causal structure (i.e. when there exists a non empty horizon), we say that the definition of
singularity gives rise to a black hole. By extension, the term “black hole” often refers to the set
of interior points.

79.8.1.1 Singularity
Singular

Definition 79.17.
The singularity in AdSl is the set

S “ singularity “ SAN YSAN̄ ,

so that a point is singular when it belongs to a closed orbit of AN or AN̄ . The black hole is
defined as

BH “ tx P AdSl st @ time-like vector k P TxAdSl, lkx X S ‰ Hu
where lkx is the (future directed) geodesic in the direction k starting at x (see equation (79.48) and
the discussion above).

The aim of this chapter is to prove that the so-defined black hole is non trivial in the sense
that the following inclusions are strict:

S Ł BH Ł AdSl. (79.49)EqhSssubBHEqhSssubBH

79.8.2 Action of H and AdpQq

Remember that we decree closed orbits to be singular. Now the fact for a point πpgq P AdSl
to be exterior is that there exists an non empty set O of KH such that @k P O,

π
`
getAdpkqE1

˘X S “ H.
The restriction of the Killing form to Q reads

Bpq0, q0q “ Trpq0q0q “ ´2, (79.50a)
Bpqi, qiq “ Trpqi, qiq “ 2 for i ě 1. (79.50b)
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So the norm on Q is }X} “ ´1
2BpX,Xq. The bi-invariance of the Killing form and the fact that

the decomposition G “ Q‘H is reductive imply }AdphqX} “ }X}, hence

AdpHq|Q Ă SOpQq. (79.51)EqInclAdHSOqEqInclAdHSOq

A question is to know the kernel of this inclusion: which h P H fulfill Adphqqi “ qi for all i? The
equation AqiA

´1 “ qi can be simplified (from a computational point of view) using the relation
A´1 “ ηAtη which defines SOp1, nq. It is a somewhat long but easy computation to prove that
A “ ˘1 are the only two solutions in SOp1, nq to the system ApqiηqAt “ qiη.

One can go further than inclusion (79.51) and prove the following

Proposition 79.18.
Let h P H0 seen as a matrix acting on R1,l´1 and let see Adphq as a matrix acting on Q. In this
case we have Adphqij “ hij. In particular

AdpH0q “ SO0pQq (79.52)

where the index zero denotes the identity component. PropSOADHequal

Proof. We will prove that for each unital vector X P Q, the element AdphqX is a general element
of norm 1 in Q when h runs over H0. Explicit matrix computation will show by the way the
equality Adphqij “ hij . The general product to be computed is

AdphqX “

¨
˚̊
˝

1 0

0

¨
˝ h´1

˛
‚

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˚̋

0 ´w0 w1 ¨ ¨ ¨
w0
w1
...

˛
‹‹‹‚

¨
˚̊
˝

1 0

0

¨
˝ h

˛
‚

˛
‹‹‚.

But we know that the result is a matrix of Q, so it is sufficient to compute the first line. If we
denote by ci the columns of h, we find

AdphqX “
l´1ÿ

i“0
pw· ciqqi

where the dot denotes the inner product of R1,l´1. Since tciu is a general orthonormal basis of
R1,l´1, the latter expression is a general vector of norm 1 in Q.

79.8.3 Two other characterizations of the singularity
SubSecTwoCharSing

In this short section, we first give a coordinatewise characterization of the singularity (which
allows some brute force computations), and then we point out that the vector field J1̊ has vanishing
norm on the singularity (see also proposition 78.1). That should make the connection with the
quotient construction of the original BTZ black hole. Notice that we do not classify all vectors
from which vanishing of the norm define a singularity. The point is that one can make our black
hole “causally inextensible” by making a discrete quotient of AdSl along the integral curves of J1̊ .

Proptcarrycarr

Proposition 79.19.
In term of the embedding of AdSl in R2,l´1, the closed orbits of AN Ă SOp2, l ´ 1q are located at
y´ t “ 0. Similarly, the closed orbits of AN̄ correspond to y` t “ 0. In other words, the equation

t2 ´ y2 “ 0 (79.53)tcarrycarrtcarrycarr

describes the singularity S “ SAN YSAN̄ .
More precisely, a point belongs to a closed orbit of AN if and only if t´ y “ 0 and to a closed

orbit of AN̄ if and only if t` y “ 0.
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Proof. The different fundamental vector fields of the AN action can be computed with the matricial
relation X˚

rgs “ ´Xg·ϑ. For example, in AdS3,

M˚
rgs “

¨
˚̊
˝

0 ´1 0 1
1 0 ´1 0
0 ´1 0 1
1 0 ´1 0

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

u
t
x
y

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

´t` y
u´ x
´t` y
u´ x

˛
‹‹‚

“ py ´ tqBu ` pu´ xqBt ` py ´ tqBx ` pu´ xqBy.
Full results are Gen

J1̊ “ ´yBt ´ tBy (79.54a)EqNormeJunEqNormeJun

J2̊ “ ´xBu ´ uBx (79.54b)eq:Jdseq:Jds

M˚ “ py ´ tqBu ` pu´ xqBt ` py ´ tqBx ` pu´ xqBy (79.54c)
L˚ “ py ´ tqBu ` pu` xqBt ` pt´ yqBx ` pu` xqBy (79.54d)
Wi̊ “ ´xiBt ´ xiBy ` py ´ tqBi (79.54e)
Vj̊ “ ´xjBu ´ xjBx ` px´ uqBj , (79.54f)eq:Vjseq:Vjs

with i, j “ 3, . . . , l´1. First consider points satisfying t´y “ 0. It is clear that, at these points, the
l vectors J1̊ , M˚, L˚ and Wi̊ only span the direction Bt`By. Thus, there are at most l´1 linearly
independent vectors amongst the 2pl ´ 1q vectors (79.54). We conclude that a point satisfying
t´ y “ 0 belongs to a closed orbit of AN .

Now we show that a point with t ´ y ‰ 0 belongs to an open orbit of AN . It is easy to see
that J1̊ , M˚ and L˚ are three linearly independent vectors. The vectors Vi̊ gives us l ´ 3 more.
Then they span a l-dimensional space.

The same can be done with the closed orbits of AN̄ . We have

N˚ “ ´py ` tqBu ` pu´ xqBt ´ py ` tqBx ` px´ uqBy (79.55a)
F ˚ “ ´py ` tqBu ` px` yqBt ` py ` tqBx ´ px` uqBy (79.55b)
Xi̊ “ ´xiBu ` xiBx ´ px` uqBi (79.55c)
Yj̊ “ zBt ´ zBy ` py ` tqBi. (79.55d)

When t`y “ 0, the vectors J1̊ , N˚, F ˚ and Yj̊ only span the direction Bt´By. On the other hand,
if t ` y ‰ 0, we look at the vectors J1̊ , N˚ and F ˚. The vector J1̊ is linearly independent of N˚
and F ˚ because is does not contain a Bu component. Now, the vector N˚ contains a component
Bu`Bx while F ˚ contains Bu´Bx. We conclude that the vectors J1̊ , N˚ and F ˚ span three linearly
independent vectors. Thus a point with t` y ‰ 0 belongs to an open orbit of AN̄ .

The result is that a point belongs to a closed orbit of AN̄ if and only if t` y “ 0.

This shows that in the three dimensional case, our black hole reduces to the previously existing
one.

The following corollary shows that a discrete quotient of AdSl along the orbits of J1̊ gives a
direct higher-dimensional generalization of the non-rotating BTZ black hole 12.

CorJannsingul

Corollary 79.20.
The singularity coincides with the set of points in AdSl where }J1̊ }2 “ 0 for the metric induced
from the ambient space R2,l´1.

Proof. The expression (79.54a) shows that the norm of J1̊ is y2 ´ t2 which vanishes on the singu-
larity.

In the three-dimensional case, it was shown in [976, 973] that the non-rotating BTZ black
hole singularity is precisely given by equation (79.53). Hence, the following is a particular case of
theorem 79.3:

12. It was also proved for AdS2 in proposition 78.1.
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Corollary 79.21.
The non-rotating BTZ black hole is a causal symmetric solvable black hole.

79.8.4 A criterion with the tangent spaces
subsec:R_z

Since G acts transitively on G{H, the tangent spaces of G{H at different points are not really
independents: it is possible to guess global structure from consideration about tangent spaces. If
O denotes the orbit of rzs under R, we have

TrzsO “ SpantX˚
rzs tel que X P Ru.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 79.22
C’est le lemme 66.49 pris en un autre point. Il faut trouver un argument pour voir que c’est correct.

We can work out the structure of the fundamentals vector fields:

X˚
rzs “

d

dt

”
πpe´tXzq

ı
t“0

“ pdπqzpdRzqe d
dt

”
e´tX

ı
t“0

“ ´pdπqzXz (79.56)

where X denotes the right invariant vector field of X P G.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 79.23
Il y a presque certainement une faute de notation entre le tilde au dessus et celui en dessous.

If τ is the action of G on G{H, we can try to bring the expression of X˚
rzs in TresO in the

following sense:
pdτz´1qrzsX˚

rzs “ pdτz´1qπpzqpdπqzXz “ dpτz´1 ˝ πqzXz

“ d

dt

”
πpz´1e´tXzq

ı
t“0

“ pdπqe Adpz´1qX.
(79.57)

Now we define the space
Rz “ pdπqe Adpz´1qR, (79.58)

and we can state a necessary condition for two points to belongs to the same orbit.

Proposition 79.24.
If the elements z and z1 of G are related by r P R (i.e. z1 “ rz), then Rz1 “ Rz.

Proof. If is just a computation. Let z1 “ rz; we have

Rz1 “ pdπqe Adpz1´1qR “ pdπqe Adpz´1r´1qR “ pdπqe Adpz´1qAdpr´1qR “ Rz (79.59)

because Adpr´1qR “ R.

Taking the general form (79.19) of an element in R, we compute

AdpzqR “
¨
˝

cosµ sinµ
´ sinµ cosµ

1

˛
‚

¨
˚̊
˝

0 x k ´x
´x 0 0 j
k 0 0 0
´x j 0 0

˛
‹‹‚

¨
˝

cosµ ´ sinµ
sinµ cosµ

1

˛
‚

»

¨
˚̊
˝

0 x k cosµ ´x cosµ` j sinµ
´x

k cosµ
´c cosµ` j sinµ

˛
‹‹‚

(79.60)

where » stand for “equals up to a matrix of H”. If cosµ “ 0, then Rz ‰ R. This shows that
¨
˚̊
˝

0 1
´1 0

1
1

˛
‹‹‚ and

¨
˚̊
˝

0 ´1
1 0

1
1

˛
‹‹‚ (79.61)

does not belong to the orbit of ϑ. We also see that cosµ “ ´1 is either not in the orbit of ϑ.



79.8. CAUSALITY, LIGHT CONE AND RELATED TOPICS ON ANTI DE SITTER 3863

79.8.4.1 Search for open orbits

We consider the group Rz “ AdpzqR “ zRz´1 for some z P SOp2q. The openness of the
Rz-orbit of ϑ is the same as the one of the R-orbit of rz´1s. Matrices of Rz “ zRz´1 are easy to
find. Here are the projections on Q:

projQMz “

¨
˚̊
˝

0 1 sinµ ´ cosµ
´1

sinµ
´ cosµ

˛
‹‹‚ projQ Lz “

¨
˚̊
˝

0 1 ´ sinµ ´ cosµ
´1

´ sinµ
´ cosµ

˛
‹‹‚

(79.62a)

projQ J1z “

¨
˚̊
˝

0 0 0 sinµ
0
0

sinµ

˛
‹‹‚ projQ J2z “

¨
˚̊
˝

0 0 cosµ 0
0

cosµ
0

˛
‹‹‚ (79.62b)

projQWiz “ sinµpEi1 ` E1iq projQ Viz “ cosµpEi1 ` E1iq (79.62c)
When sinµ and cosµ are non-zero, we have

q0 “ 1
2
`
Mz ` Lz ` cosµ

sinµJ1z
˘

q1 “ 1
cosµJ2z (79.63a)

q2 “ 1
sinµJ1z qi “ 1

sinµWiz “ 1
cosµViz (79.63b)

So when sinµ “ 0, the element q0 does not belong to projQ Rz. Hence the Rz-orbit of ϑ is non
open if and only if sinµ “ 0.

79.8.5 Orbits and topology
PgTopoOrb

Let D˘ “ AN SOpnqSOp2q˘ where SOp2q˘ are the subgroups of SOp2q Ă SOp2, nq with strictly
positive (negative) cosine. We see SOp2q and SOpnq as subgroups of SOp2, nq in the way indicated
by equation (79.14). Notice that the parts SOp2q and SOpnq are commuting and that SOpnq Ă H.
The notation ´1SOp2q refers to the element of SOp2, nq which the identity as AN -component and
´1 as SOp2q-component.

A continuous path from rD`s to rD´s must pass trough an element of the form rAN1SOp2qs.
We saw that the AN -orbit of such an element is not open while the AN -orbit of an element of
rD`s is open. So we deduce that an orbit passing trough rD`s does not intersect rD´s.

The set rD`s is connected in G{H and D` being open in G, the set rD`s “ πpD`q is also
open in G{H from the definition of the topology (see theorem 53.96). Now, the orbits of AN in
rD`s (who are all open) furnish an open partition of rD`s. Such a partition is impossible for an
open connected set. We deduce that rD`s is only one orbit of AN in G{H. The same can be done
with rD´s.

We are left with the sets rAN s and rANp´1SOp2qqs whose union is closed because we just saw
that the complement is open. Now we prove that these two sets are disjoint, in such a way that they
have to be separately closed. Existence of an intersection point between rAN s and rANp´1SOp2qqs
would lead to the existence of a h P H such that an1SOp2q “ p´1SOp2qqh, or

h “ p´1SOp2qqan,
that is a non trivial K-component to h in the decomposition KAN , but the only K-component in
H is SOpnq. Hence such a h does not exist and Rr1s XRr´1SOp2qs “ H.

The conclusion is that the Iwasawa group AN has only four orbits:
rD`s, rD´s, rAN1SOp2qs, rANp´1SOp2qqs. (79.64)

The two first are open and the other two are closed. RemarkPgNoticeKpassungthat an element of rKs does not
belong to a closed orbit of AN or AN̄ .
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79.8.6 The volume form method
subsecVolumeForm

Let us give an alternative to proposition 66.48 to study the openness of an AN -orbit. We
explain the method for SAN , but the same with trivial adaptations is true for SAN̄ .

If x P M belongs to SAN , the tangent space of its AN -orbit has lower dimension than the
tangent space of M . In this case the volume spanned by the fundamental vectors at x is zero. The
idea is to build the volume form νx of TxM and then apply it on a basis of the fundamental fields.
If the result is zero, then x belongs to the SAN . More precisely, the action is given by

τ : AN ˆM ÑM pan, rgsq ÞÑ rangs. (79.65)

If X P A‘N and rgs PM , then
X˚

rgs “ ´dpπ ˝RgqX. (79.66)

As mentioned in corollary 66.6, if tqiu is a basis of Q then a basis of TrgsM is given by tdπdLgqiu.
We define

ν “ q5
0 ^ q5

1 ^ . . .^ q5
l´1

where q5
irgs “ BrgspdπdLgqi, · q. The condition for rgs to belongs to SAN reads

νrgspN1̊ rgs, N2̊ rgs, . . . , Nl̊ rgsq “ 0 (79.67)eq:nusurNeq:nusurN

for every choices of Nj in a basis of A‘N . It corresponds to the vanishing of lˆ l determinants.
Our purpose is now to compute the products

BrgspdπdLgqi, Nj̊ rhsq “ ´Bgpproj dLgqi, proj dRgNjq
“ ´BgpdLgqi, dRgNjq
“ ´Bepqi,Adpg´1qNjq.

where proj : TgM Ñ dLgQ is the projection. The step from the first to the second line is as follows.
First, proj dLgqi “ dLgqi by definition. For the second, let us write dRgX “ dLgXh ` dLgXq

with Xh P H and Xq P Q. From equations (66.93), we see that BpQ,Hq “ 0, so BpdLgqi, dLgXh`
dLgXqq “ BpdLgqi, dLgXqq. Remark that one cannot do it computing }Ji̊ }.

We consider the quantity
∆ijprgsq “ Bpqi,Adpg´1qNjq

where Nj runs over a basis of A‘N and qi a one of Q. Our problem of light cone (see explanations
in section 79.8) leads us to compute

∆ijpπpge´tk·Eqq “ BpAdpe´tk·Eqqi,Adpg´1qNjq (79.68)eq:elemtreq:elemtr

where k·E is a notation for AdpkqE.
A way to proceed is, following proposition 53.127, to express all our elements of sop2, nq in the

root space decomposition
G “ Gp0,0q

à
λPΣ

Gλ.

The purpose of that resides in the fact that the Killing form BpX,Y q is easier to compute when
X and Y belongs to some root spaces.

An important computational remark is the fact that E is nilpotent, so AdpkqE also is and
Adpe´tAdpkqEqX “ e´t adpkqEX only gives second order expressions with respect to t. These com-
putations are nevertheless heavy, but can fortunately be circumvented by a simple counting of
dimensions, as we describe in proposition 79.19.

Let us make some computations now. In a first time, we restrict ourself to elements in K: we
put g “ euR with

R “

¨
˚̊
˝

0 1
´1 0

0
0

˛
‹‹‚P K.
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On the other hand, an useful way to express k·E1 is the following (cf. equations (79.41) ):

AdpkqE1 “

¨
˚̊
˚̊
˝

0 1 w1 w2 w3
´1
w1
w2
w3

˛
‹‹‹‹‚
“ q0 ` w1q1 ` w2q2 ` w3q3 P Q.

It should be noted that by choosing k, all the vectors
`
w1 w2 w3

˘
with }w}2 “ 1 are possible.

Let us begin by systematically computing the elements rk·E1, qis and rk·E1, rk·E1, qiss;
the others adpk·E1qnqi are zero because one can see that adpE1q3Xα “ 0 for all Xα in the
root spaces. All computations can be performed by decomposing the qi’s in the root space basis
and using the known commutations relations between root spaces. The way we choose here is to
directly use the huge formula

rk·E1, rk·E1ss “ w2
1rq1, rq1, qiss

` w1w2
`rq1, rq2, qiss ` rq2, rq1, qiss

˘

` w1w3
`rq1, rq3, qiss ` rq3, rq1, qiss

˘

` w2
2rq2, rq2, qiss

` w2w3
`rq2, rq3, qiss ` rq3, rq2, qiss

˘

` w2
3rq3, rq3, qiss

(79.69)

and use the commutations relations between the qi’s. The results are

adpk·E1qq0 “ w1
4 pM `N ´ L´ F q ` w2J1 ` w3

2 pW ´ Y q

adpk·E1qq1 “ 1
4pL` F ´M ´Nq ` w2

4 pF `M ´ L´Mq ´ w3
2 pV `Xq

adpk·E1qq2 “ J1 ` w1
4 pL`N ´ F ´Mq ´

w3
2 pW ` Y q

adpk·E1qq3 “ 1
2pY ´W q `

w1
2 pV `Xq `

w2
2 pW ` Y q

(79.70)

and
adpk·E1q2q0 “ k·E1

adpk·E1q2q1 “ ´w1q0 ` pw2
2 ` w2

3 ´ 1qq1 ´ w1w2q2 ´ w1w3q3

adpk·E1q2q2 “ ´w2q0 ´ w1w2q1 ` pw2
1 ` w2

3 ´ 1qq2 ´ w2w3q3

adpk·E1q2q3 “ ´w3q0 ´ w1w3q1 ´ w2w3q2 ` pw2
1 ` w2

2 ´ 1qq3

(79.71)

It is rather easy to check that adpk·E1q3qi “ 0 by virtue of }w}2 “ 0. All these expressions have
to be extended in the basis of the root spaces.

adpk·E1q2q0 “ 1
4pM `N ` L` F q ` w2

4 pN ` F ´M ´ Lq
` w3

2 pV ´Xq ` w1q1

adpk·E1q2q1 “ ´w1
4 pM `N ` L` F q ` w1w2

4 pM ` L´N ´ F q
` w1w3

2 pX ´ V q ` pw2
2 ` w2

3 ´ 1qq1

adpk·E1q2q2 “ ´w2
4 pM `N ` L` F q ` w2

1 ` w2
3 ´ 1

4 pN ` F ´M ´ Lq
` w2w3

2 pX ´ V q ´ w1w2q1

adpk·E1q2q3 “ ´w3
4 pM `N ` L` F q ` w2w3

4 pM ` L´N ´ F q

` w2
1 ` w2

2 ´ 1
2 pV ´Xq ´ w1w3q1

(79.72)
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79.8.6.1 The column of V

An explicit computation shows that

AdpeuRqV “

¨
˚̊
˚̊
˝

cosu
´ sin u

1
0

cosu ´ sin u ´1 0 0

˛
‹‹‹‹‚

“ 1
2p1´ cosuqX ` 1

2psin uqY

` 1
2p1` cosuqV ´ 1

2psin uqW.

(79.73)

Remarque 79.25.
Because of the invert in (79.68), we are looking at the destiny of the point re´uRs, not the one of
reuRs.

Thanks to the properties of the root space decomposition, we know that the only non zero
Killing form containing X,Y, V,W are BpW,Y q and BpV,Xq. So in the expression

Adpk·E1qq0 “ q0 ` tw1
4 pN `M ` L` F q ` tw2J1 ` tw3

2 pW ´ Y q ` t2w3
2 pV ´Xq,

we can forget the three first terms when we compute ∆q0,V . The result is

∆q0,V “ BpW,Y q tw3
2 sin u´BpV,Xq t

2w3
4 cosu (79.74)

In the same way,

∆q1,V “ ´BpV,Xq
ˆ
tw3
2 ` t2w2w3

4

˙
, (79.75)

∆q2,V “ BpX,V q t
2w2w3

4 cosu , (79.76)

∆q3,V “ ´BpV,Xq
1
2
`

cosu´ tw1 ` t2

2 pw
2
1 ` w2

2 ´ 1q cosu
˘´BpW,Y q t2 sin u (79.77)

Remark that the only term in this column which doesn’t vanishes when t “ 0 contains cosu.

79.8.6.2 The column of J1

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 79.26
C’est justement un de ceux que tu soupçonnes de ne servir à rien.

A direct computation shows that

AdpeuRqJ1 “ sinpuqq2 ` cospuqJ1

“ 1
4 sinpuqpN ` F ´M ´ Lq ` cospuqJ1.

(79.78)

We only have to consider the non zero Killing form BpJ1, J1q, BpW,Y q, BpV,Xq, BpN,Lq,
BpM,F q.

∆q0,J1 “ 6t2w2 sin u` 6tw2 cosu (79.79)
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79.8.6.3 The column of J2

For the computation of AdpeuRqJ2, we recall that R “ q0 and J2 “ q1. It is easy to see that
rq0, q1s “ 1

4pL`F ´M ´Nq and rq0, rq0, q1ss “ ´q1, so that the exponential series looks good and
gives

AdpeuRqq1 “ cospuqq1 ` sin u
4 pL` F ´M ´Nq.

A lot of computation gives
∆q0,J2 “ 3t2w1 cosu´ 6tw1 sin u (79.80)

∆q1,J2 “ ´3t2w1 cosu` 6t sin u` 6 cosu (79.81)

∆q2,J2 “ ´3t2w1w2 cosu (79.82)

∆q3,J2 “ ´3t2w1w3 cosu (79.83)

79.8.6.4 The column of M

The first computation is

AdpeuRqM “ 1´ cosu
2 pF ´Mq ` sinpuqpq1 ` J1q `M.

∆q0,M “ 6p1` w1 sin uq ` 6tpw1p1´ cosuq ` w2 sin uq ` 3t2p1` w2 cosuq. (79.84)

∆q1,M “ B
´
q1 ` t

4pF ´Mq `
tw2
4 pF ´Mq (79.85)

` t2

2
“´ w1

4 pF `Mq `
w1w2

4 pM ´ F q ´ w2
1q1

‰
, (79.86)

1
2p1´ cosuqpF ´Mq ` sin upq1 ` J1q `M

¯
. (79.87)

Collecting the terms and using the following relations,

BpM ` F, F ´Mq “ 0 BpM ´ F, F ´Mq “ 3 · 16 (79.88a)
BpF ´M,Mq “ 3 · 8 BpF `M,Mq “ 3 · 8. (79.88b)

we find

∆q1,M “ 6 sin u´ 6tp2´ cosuqp1` w2q ` 3t2pw1 ` w1w2 cosu´ w2
2 sin uq (79.89)

∆q2,M “ ´6p2´ cosuq ` 6tpsin u` w1q
` 3t2

`´ w2 ` w2
2

2 p1´ cosuq ´ w1w2 sin u
˘ (79.90)

∆q3,M “ 3t2w3p1` w2p2´ cosuq ´ w1 sin uq. (79.91)
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79.8.6.5 Existence for AdS3

From computer computations, the (non identically zero) volume determinants are given by

´ 32ptw2 ` t cosu´ sin uq2` cosu` tpsin u´ w1q
˘

(79.92a)
´ 32ptw2 ` t cosu´ sin uq9 (79.92b)

16t2w3
´
w2pw1 ´ sin uq ` cosupw1 ´ sin uq ´ w2 cosu

´ cos2 u` sin up´w1 ` sin uq
¯
` 16tw3 cosu sin u

(79.92c)

16tw3
`´ cosu` tpw1 ´ sin uq˘ptw2 ` t cosu´ sin uq (79.92d)

One can deduce the existence of an horizon. Indeed the vanishing of all the determinants for
a point in rSOp2qs with respect to the AN singularity only requires eq:annul_trois

tAN “ sin u
cosu´ sin k (79.93a)

while the same for AN requires

tAN “
sin u

sin k ` cosu (79.93b)

The (class of the) point u belongs to the black hole if for all k P SOp2q, tAN ą 0 or tAN ą 0. In
this case, all light-like geodesic from the point u fall into the hole after a positive time. There are
two possibilities:

sin u ă 0
cosu ă 0

(79.94a)

or

sin u ą 0
cosu ą 0

(79.94b)

Let us insist to the fact that the points u “ 0 and u “ π are not in the horizon although they
separate black points and free points. These two points belongs to the singularity. In fact the
spaces sin u ě 0 and sin u ď 0 are two completely separated spaces.

So in the space sin u ě 0, the point u “ π{2 is part of the horizon. This proves the existence
of an horizon and gives one point of it. The determination of the horizon is not likely easy.

79.8.6.6 Existence for AdS4

One can parametrize AdpkqE1 as

AdpkqE1 “

¨
˚̊
˚̊
˝

0 1 w1 w2 w3
´1
w1
w2
w3

˛
‹‹‹‹‚
. (79.95)

The volume forms for the AN and AN orbits are respectively annihilated by

tAN “ sin u
cosu` w2

, and tAN “
sin u

cosu´ w2
. (79.96)

These are the same as (79.93). Once again the doomed part of the space is given by

sin u ă 0
cosu ă 0

(79.97a)
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or

sin u ą 0
cosu ą 0

(79.97b)eq:possdeuxeq:possdeux

For example in the case (79.97b), the directions with cosu ă w2 ă ´ cosu escape the singularity.

79.9 Existence of a non trivial horizon
SecExistenceHor

We are now able to prove that definition 79.17 provides a non empty horizon satisfying condition
(79.49). First we consider points of the form SOp2q·ϑ, which are parametrized by an angle µ. By
lemma 79.12, up to the choice of this parametrization, a light-like geodesic trough µ is given by

K · e´sAdpkqE1 ·ϑ (79.98)

with k P SOpl´1q and s P R. Using the isomorphism rgs ÞÑ g·ϑ between G{H and AdSl, we find

lkruspsq “ π
`
uesAdpkqE1

˘ “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

cosµ sinµ
´ sinµ cosµ

1
1

1
. . .

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
esAdpkqE1

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

1
0
0
0
0
...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

ukpsq
tkpsq
xkpsq
ykpsq
zkpsq

...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

(79.99)EqhohnCondHOrExplEqhohnCondHOrExpl

According to proposition 79.19, this geodesic reaches the singularity in the future if tkpsq2´ykpsq2 “
0 for a certain positive s. Since AdpkqE1 is nilpotent, the computation of esAdpkqE1 is simple and
we only need the first column because it only acts on the first basis vector. A short computation
shows that

lkrµspsq “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

cosµ´ s sinµ
´ sinµ´ s cosµ

sw1
sw2

...

˛
‹‹‹‹‹‚
. (79.100)EqGedCompoEqGedCompo

We used the computation

esAdpkqE1 “ 1` s

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

0 1 w1 w2 w3 ¨ ¨ ¨
´1
w1
w2
w3
...

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
` s2

2

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0 0 0 0 0 ¨ ¨ ¨
0 ´1 ´w1 ´w2 ´w3 ¨ ¨ ¨
0 w1 w1w1 w1w2 w1w3 ¨ ¨ ¨
0 w2 w2w1 w2w2 w2w3 ¨ ¨ ¨
...

...
...

...
...

˛
‹‹‹‹‹‚
` ¨ ¨ ¨

Notice that the sum if finite because E1 is nilpotent. However, the first power of E1 which vanishes
depends on the dimension.

We conclude that the geodesic reaches SAN and SAN̄ for values sAN and sAN̄ of the affine
parameter, given by

sAN “ sinµ
cosµ´ w2

sAN̄ “
sinµ

cosµ` w2
(79.101)eq:tempssinguleq:tempssingul

where w2 is the second component of the first column of k, see equation (79.42); in particular
´1 ď w2 ď 1.

Since the part sinµ “ 0 is precisely SAN , we may restrict ourselves to the open connected
domain of AdSl given by sinµ ą 0. More precisely, sinµ “ 0 is the equation of SAN in the ANK
decomposition. In the same way, SAN̄ is given by sinµ1 “ 0 in the AN̄K decomposition. In order
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to escape the singularity, the point rµs needs both sAN and sAN̄ to be strictly positive. It is only
possible to find directions (i.e. a parameter w2) which respects this condition when cosµ ą 0. So
the point

u ” cosµ “ 0 (79.102)EqUnPtHorizEqUnPtHoriz

is one point of the horizon. Theorem 79.3 is now proved. Remark that the two-dimensional case
here appears as degenerate. Therefore, it is treated later in section 78.4, where we show that no
black hole arises from this construction in AdS2.

The following proposition contains some physical intuition about the nature of the horizon.

Proposition 79.27.
A light-like geodesic which escapes the singularity (i.e. which does not intersect S ) and which
passes trough a point of the horizon is contained in the horizon.

Proof. Let x “ rgs be a point of the horizon and πpgetAdpkqE1q, a light-like geodesic escaping the
singularity. Near from x, there exists a point y “ rg1s in the black hole. From definition of a black
hole, for all k P SOp3q and t0 P R`, points of the form πpg1et0AdpkqE1q also belong to the black hole.
From continuity, in each neighbourhood of πpget0AdpkqE1q, there is such a πpg1et0AdpkqE1q. This
proves that πpget0AdpkqE1q belongs to the closure of the black hole. But it is not in the interior of
the black hole because (by assumption) the given geodesic escapes the singularity, so every point
of the form π

`
get0 AdpkqE1

˘
belongs to the horizon.

PropTNFerme

Proposition 79.28.
The set BHlzSl is open.

Proof. A point v P AdSl belongs to BHlzSl if and only if all the solutions in s of the equation

pT ˘ Y q`vesAdpkqE1
˘ P Sl (79.103)

are strictly positive (and non infinite). The strict is due to the fact that we excluded Sl itself.
Let s˘pv,kq be these solutions for the point v P AdSl and the direction k P Sl. Let now consider
v0 P BHlzSl. The function s˘pv0, .q : Sl Ñ R is a continuous function on the compact set Sl, thus
its image is a compact subset of R`

0 , because the function reach its extrema.
The function v ÞÑ s˘pv, kq is also continuous, so that, if ϵ is small enough, and if v P Bpv0, ϵq,

the image of s˘pv, .q is still a compact subset of R`
0 . That means that, from the point v, every

light-like geodesic intersect the singularity within a finite strictly positive time, this is the fact that
v P BHlzSl.

CorTNFermeHorEchape

Corollary 79.29.
The set of free points in AdSl is closed and the points on the horizon do have at least one direction
which escape the singularity.

Let us consider the point of the horizon that we know (the one given by (79.102)), and see how
can that point hope to escape the singularity. Equations (79.101) which give the time needed to
fall into the singularity become

tAN “ 1
w2

tAN̄ “ ´
1
w2
. (79.104)

So for every w2 ‰ 0, this point reaches the singularity within a finite time. Taking the direction
w2 “ 0 the point is able to reject his fall to infinity. This agrees to physical intuition which is that
the horizon corresponds to points that fall into the singularity within an infinite time.

Up to a reparametrization of SOpnq, the safe directions are given by (equation (79.42) with
w2 “ 0)

AdpkqE1 “

¨
˚̊
˚̊
˝

0 1 cos a 0 sin a
´1

cos a
0

sin a

˛
‹‹‹‹‚
.
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A direct computation of equation (79.100) shows that the points of the horizon that are joined by

this way are given by

¨
˚̊
˚̊
˝

´1
0

cos a
0

sin a

˛
‹‹‹‹‚
.

79.10 Characterization by angles in SOpl ´ 1q

Let Drgs be the set of light-like directions (vectors in SOpnq) for which the point rgs falls into
SAN . Similarly, the set Drgs is the one of directions which fall into SAN̄ . One can express D in
terms of D:

Drgs “ tk P SOpnq tel que Dt for which π
`
getAdpkqE1

˘ P SAN̄u
“ tk P SOpnq tel que Dt for which π

`
θpgqθpetAdpkqE1q˘ P SANu

“ tk P SOpnq tel que πpkq P D`
θrgs˘u

“ tk P SOpnq tel que k P `Dpθrgsq˘
θ
u,

So
Drgs “ pDθrgsqθ (79.105)eq:DbarDeq:DbarD

where by definition, kθ “ Jk with J being defined by θ “ AdpJq (θ is the Cartan involution). It
is easy to see that θ changes the sign of the spacial part of k, i.e. changes wi Ñ ´wi.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 79.30
C’est la même chose qu’un autre problème que de voir l’involution de Cartan comme un automor-
phisme interne. propCrtadeux

A main property of kθ is
θpAdpkqE1q “ AdpkθqE1.

Since kθ only appears in the expression AdpkqE1, that property is actually a sufficient characteri-
zation of kθ for our purpose. In particular, kθθ ‰ k, but AdpkθθqE1 “ AdpkqE1.

How to express the condition g P H in terms of Drgs? The condition to belong to the black
hole is DrgsYDrgs “ SOpnq. If the complementary of DrgsYDrgs has an interior (i.e. if it contains
an open subset), then by continuity the complementary Drg1s YDrg1s has also an interior for all
rg1s near from rgs. In this case, rgs cannot belong to the horizon. So a characterization of H is
the fact that the boundary of Drgs and Drgs coincide. Equation (79.105) expresses this condition
under the form

FrDrgs “ Fr
`
Dpθrgsq˘

θ
, (79.106)

from which one immediately deduces that H is θ-invariant.
We have an expression of Drµs for µ P SOp2q by examining equations (79.101). The set Drµs

is the set of w2 P r´1, 1s such that cosµ` w2 ą 0:

Drµs “s ´ cosµ, 1r. (79.107)

So in order for µ to belong to H , the point rµs must satisfy

Drµs “ Drθµsθ “s ´ 1,´ cosµr.
Consequently, if µ1 is the K-component of θµ in the ANK decomposition, we impose s´cosµ1, 1r“
Drθµs !“s ´ cosµ1, 1r , and we can describe the horizon by

cosµ “ ´ cosµ1 (79.108)eq:caractcouseq:caractcous

where µ1 is the K-component of µ in the AN̄K decomposition.
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79.10.1 Another (useless) characterisation

A way to express our characterization (79.108) is ank “ a1nk1 with k1 “ eiπk´1. We know 13

that NAN̄ is dense in G. Let k0 P SOp2q and m “ k2
0e
iπ. We define n, n1 P N , a P A such that

m “ n´1aθpn1q. 14. For this n, the point rk0ns belongs to the horizon because

nk0 “ aθpn1qm´1k0 “ aθpn1qe´iπk´1
0 . (79.109)

Then this nk reads in decomposition AN̄K with k1 “ e´iπk´1. Then (almost) all element in SOp2q
give rise to an element in H .

79.11 Characterisation as orbit of group (by the equation)
SecHOrOrbEquation

This section proves that, if we embed AdS3 in AdS4, one can express the horizon in AdS4
as the result of the action of a one dimensional group on the horizon of AdS3 (seen in AdS4),
theorem 79.49.

79.11.1 The old three dimensional case

As mentioned in [978], the singularity of the three dimensional black hole in AdS3 (seen as the
group SLp2,Rq) accepts a nice description as lateral classes of AN and AN̄ . That description is
recalled in the proposition 78.14. We want here to provide a similar description for the dimensional
generalization AdSl “ SOp2, l ´ 1q{SOp1, l ´ 1q.

Let us first make a simple remark. A lateral class in the description of proposition 78.14
is not guaranteed to be a lateral class in the description AdS “ G{H. Moreover the “AN” of
equation (78.86) is not the “AN” of SOp2, 2q, but the one of SLp2,Rq. The results from the
description AdS3 “ SLp2,Rq cannot be that simply translated into results in the description of
AdS3 “ SOp2, 2q{SOp1, 2q.

Let us begin by finding a group description of the horizon in AdS3 in the description AdS3 “
SOp2, 2q{SOp1, 2q. The matricial expression of ANJ in AdS3 “ SLp2,Rq is

ˆ
ea lea

0 e´a
˙ˆ

0 1
´1 0

˙
“
ˆ´lea ea

´e´a 0

˙
(79.110)EqProSLJANexpEqProSLJANexp

The part of the hyperboloid described by these matrices is obtained by equating (79.110) with the
matrix ˆ

u` x y ` t
y ´ t u´ x

˙
. (79.111)EqIdentMatriSLAdSEqIdentMatriSLAdS

The result is the vectors of the form

ψ
`
ZpGqANJ˘ ;

¨
˚̊
˝

u
t
x
y

˛
‹‹‚“ ˘

¨
˚̊
˝

´1
2e
al

coshpaq
´1

2e
al

sinhpaq

˛
‹‹‚“ ˘

¨
˚̊
˝

α
coshpaq
α

sinhpaq

˛
‹‹‚“ ˘rAN (79.112)EqVectoPotementSingANEqVectoPotementSingAN

with α, a P R. This is a (almost 15) general vector of AdS3 with u2 ´ x2 “ 0, which is coherent
with the description (78.84).

The same computation, using (53.318), shows that the other part of the horizon in AdS3 is
given by

ψ
`
ZpGqAN̄J˘ “ ˘ψ

ˆ
0 ea

´e´a le´a
˙

;

¨
˚̊
˝

u
t
x
y

˛
‹‹‚“ ˘

¨
˚̊
˝

1
2e

´al
coshpaq
´1

2e
´al

sinhpaq

˛
‹‹‚“ ˘

¨
˚̊
˝

α
coshpaq
´α

sinhpaq

˛
‹‹‚“ ˘rAN̄ (79.113)EqVectoPotementSingANbarEqVectoPotementSingANbar

13. Mais faudra lire Helgason hein.
14. Il faudra voir si le coup de la densité fait quelque chose dans cette histoire
15. We did not compute the AN̄ part of the horizon in SLp2,Rq.
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where a and α are running over R.
From the equations (79.112) and (79.113), we are able to express the horizon in AdS3 as union

of lateral classes of the element

b “

¨
˚̊
˝

0
1
0
0

˛
‹‹‚ (79.114)

because GXp´1,1q,J1 · b “ GXp1,1q,J1 · b and GJ1,Xp1,´1q,J1 · b “ GJ1,Xp´1,´1q,J1 · b. We can express
the horizon H3 in the following way:

H3 “ ˘GXp´1,1q,J1 · bY˘GXp1,´1q,J1 · b

“ ˘GtJ1,Xp1,1qu · bY˘GtJ1,Xp´1,´1qu · b,
(79.115)

and the two other combinations. Here, GX,Y is the group generated by X and Y .

79.11.2 Characterization by induction on the dimension

From a computational point of view, it reveals to be more or less impossible to directly check
that (79.112) belongs to the singularity using the method of equation (79.99), not even in dimension
4. Here is the strategy to compute the horizon in higher dimension:

(1) The map ψ : SLp2,Rq Ñ AdS3 given by (79.111) is an isometry which maps the singularity
into the singularity. Thus it has to map the horizon to the horizon. If HSLp2,Rq denotes the
horizon in SLp2,Rq, then the set ψ

`
HSLp2,Rq

˘
is the horizon in AdS3 “ SOp2, 2q{SOp2, 1q.

(2) We consider the inclusion ι : SOp2, nq Ñ SOp2, n`1q given by g ÞÑ
ˆ
g 0
0 1

˙
and its differential

dι : sop2, nq Ñ sop2, n` 1q, X ÞÑ
ˆ
X 0
0 0

˙
. Now, we are going to build the horizons of AdSl

by induction over l, starting on l “ 3.

We denote by Hl and Sl the horizon and the singularity in AdSl. The structure of the algebras
(equations (66.124) and (66.125)) show immediately that

pA‘N qsop2,n`1q “ Span
␣
dιpA‘N qsop2,nq, Vn`2,Wn`2

(
, (79.116)

so that the structure of one dimension is defined from the structure of the previous one by adding
the two new vectors V and W . The same holds for A‘ N̄ .

Now, the work is to find what is added to the horizon when one passes from one dimension to
the higher one. From that point of view, the matrix Vi has a wonderful property: eV does not
change the t and y component of the vector on which it acts. Thus we have the following.

LemHorpigeVDdeux

Lemma 79.31.
We have

πpge´sAdpkqE1q P S (79.117)

if and only if
πpeV ge´sAdpkqE1q P S . (79.118)

The same holds replacing V by X.

Proof. The exponential of the matrix V5 is given in equation (79.24). The second and fourth
column being the identity, eV 1t “ 1y and eV 1y “ 1y. Thus the characterisation t2 ´ y2 “ 0 of the
singularity is satisfied for one point x P AdS if and only if it is satisfied by the point eV x.
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We consider the following points in the horizon:

rpa, α,wq “ ewW rAN “ 1
2

¨
˚̊
˚̊
˝

2α
e´aw2 ` 2 coshpaq

2α
e´aw2 ` 2 sinhpaq

2e´aw

˛
‹‹‹‹‚
,

r̄pa, α,wq “ ewW rAN̄ “
1
2

¨
˚̊
˚̊
˝

2α
e´aw2 ` 2 coshpaq

´2α
e´aw2 ` 2 sinhpaq

2e´aw

˛
‹‹‹‹‚
.

(79.119)EqPartewWrANEqPartewWrAN

The tangent vectors of that surface are given by

pBarqpa, α,wq “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

0
´e´aw2`2 sinhpaq

2
0

´e´aw2`2 coshpaq
2´e´aw

˛
‹‹‹‹‹‚
, pBαrqpa, α,wq “

¨
˚̊
˚̊
˝

1
0
1
0
0

˛
‹‹‹‹‚
, pBwrqpa, α,wq “

¨
˚̊
˚̊
˝

0
e´aw

0
e´aw
e´a

˛
‹‹‹‹‚

.

(79.120)
Notice that these three vectors are nowhere vanishing. It is immediate that the vector Bαr is
linearly independent of Bar and of Bwr. It is also immediately apparent that Bar “ ´wBwr is the
worse possible situation. It is, however, not possible because it would imply that

´w2e´a “ ´e
´aw2 ` 2 sinhpaq

2 and ´w2e´a “ ´e
´aw2 ` 2 coshpaq

2 , (79.121)

which is only possible when coshpaq “ sinhpaq, in other words: never. Thus, the part of AdS4
described by (79.119) has dimension 3.

Proposition 79.32.
We have

GW · ιpH3q “ trpa, α,wq Y r̄pa, α,wqua,α,wPR. (79.122)

Proof. The facts that GW · ιpH3q “ trpa, α,wq Y r̄pa, α,wqua,α,wPR and that all the elements of
that set are subject to u2 ´ x2 “ 0 are by construction.

We still have to prove that tu2 ´ x2 “ 0u Ď GW · ιpH3q.
Let v “ py, t, x, y, zq be a vector which satisfies u2 ´ x2 “ 0. Following the signs of u and t, we

are searching v under the form ˘rpα, a, wq or ˘r̄pα, a, wq. In any case, the value of u and x fix α
and we are left with the condition

˘1
2

¨
˝
e´aw2 ` 2 coshpaq
e´aw2 ` 2 sinhpaq

2e´aw

˛
‚“

¨
˝
t
y
z

˛
‚ (79.123)

with t2 ´ y2 ´ z2 “ 1. If t ´ y ą 0, we choose the sign ` and the value of t ´ y fixes a because
t ´ y “ e´a. In that situation, w is given by w “ ea

`
2y ´ 2 sinhpaq˘. If t ´ y ă 0, we have

t´ y “ ´e´a and the same argument holds.

In the sequel, we will use the following notations:

GW “ tewW tel que w P Ru
GV “ teαV tel que α P Ru
GX “ teβX tel que β P Ru
GY “ teyY tel que y P Ru

(79.124)

These are one parameter subgroups of SOp2, 3q.
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PropInclusionsTroisQuatreWVXY

Proposition 79.33.
If v P AdS4 satisfies u´ t ‰ 0, then v “ ewW v1 for a certain v1 P AdS3. In other words,

ty ´ t ‰ 0u4 Ă GW · ιpAdS3q. (79.125)

In particular, every points outside the singularity S4 are obtained by action of GW on a point of
AdS3. We also have

tx´ u ‰ 0u4 Ď GV · ιpAdS3q
tx` u ‰ 0u4 Ď GX · ιpAdS3q. (79.126)

Proof. We have

ewW

¨
˚̊
˚̊
˝

u1
t1
x1
y1
0

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

u1´
1` w2

2

¯
t1 ´ w2

2 y
1

x1
w2

2 t
1 `

´
1´ w2

2

¯
y1

wpt1 ´ y1q

˛
‹‹‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

u
t
x
y
z

˛
‹‹‹‹‚

(79.127)

when

u1 “ u, t1 “ z2 ` 2ty ´ 2t2
2py ´ tq , x1 “ x, y1 “ z2 ´ 2ty ` 2y2

2py ´ tq , w “ ´ z

y ´ t . (79.128)

In the same way, the equation

eαV

¨
˚̊
˚̊
˝

u1
t1
x1
y1
0

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

u
t
x
y
z

˛
‹‹‹‹‚

(79.129)

is solved by

u1 “ z2 ` 2ux´ 2u2

2px´ uq , x1 “ z2 ´ 2ux` 2x2

2px´ uq , α “ ´ z

x´ u. (79.130)

Thus, tx´ u ‰ 0u4 Ď GV · ιpAdS3q. And, finally, the equation

eβX

¨
˚̊
˚̊
˝

u1
t1
x1
y1
0

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

u
t
x
y
z

˛
‹‹‹‹‚

(79.131)

is solved by

u1 “ z2 ´ 2ux´ 2u2

2px` uq , x1 “ z2 ` 2ux` 2x2

2px` uq , β “ ´ z

x` u. (79.132)

Thus, tx` u ‰ 0u4 Ď GX · ιpAdS3q.

One interest of that proposition resides in the fact that every element of AdS4 outside the
singularity is the image of an element of AdS3 by GW .

PropSingQTiV

Proposition 79.34.
We have

S4 “ GV · ιpS3q (79.133)

where GV “ tevV tel que v P Ru is the group generated by V .
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Proof. A point of ιpS3q is of the form

¨
˚̊
˚̊
˝

u
α
x
ϵα
0

˛
‹‹‹‹‚

, while an element of S4 is of the form

¨
˚̊
˚̊
˝

u1
α
x1
ϵα
z1

˛
‹‹‹‹‚

where

ϵ “ ˘1. So we have to solve the equation

evV

¨
˚̊
˚̊
˝

u
α
x
ϵα
0

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

u
´
v2

2 ` 1
¯
` v2

2 x

α´
1´ v2

2

¯
x` v2

2 u

ϵα
vpu´ xq

˛
‹‹‹‹‹‹‚

!“

¨
˚̊
˚̊
˝

u1
α
x1
ϵα
z1

˛
‹‹‹‹‚

(79.134)

with respect to v, u and x. A solution is given by

u “ z12 ` 2u1x1 ´ 2u12

2px1 ´ u1q , x “ z12 ´ 2u1x1 ` 2x12

2px1 ´ u1q , v “ ´ z1

x1 ´ u1 . (79.135)

The condition u12´x12´z12 “ 1 imposes x1 ‰ u1, so that that solution always makes sense: a point
of S4 is always obtained as the result of the action of an element of GV on an element of S3.

Since the operator evV does not touch the variables t and y, it is obvious that GV · S3 Ď
S4.

LemTNTroisIneq

Lemma 79.35.
In AdS3, the black hole is given by u2 ´ x2 ą 0

Proof. The black hole is the set of point from which every light ray intersect the singularity. The
boundary of that set is given by the horizon (this is the definition of the horizon), and we already
proved that H3 ” u2 ´ x2 “ 0. Thus the black hole is u2 ´ x2 ą 0, or u2 ´ x2 ă 0. Since
the singularity (which is part of the black hole) is given by t2 ´ y2 “ 0, the singularity satisfies
u2 ´ x2 “ 1, and is thus in the part u2 ´ x2 ą 0.

Let TN rgs be the subset of tAdpkqE1ukPSOp3q of elements for which there exists a s ą 0 such
that

πpgesAdpkqE1q P S . (79.136)
In other words, TN rgs is the set of directions along which rgs falls in the singularity. If the
complementary TN rgsc has a non empty interior, the by continuity, the complementary TN rg1s
will have an interior as well for every rg1s close enough from rgs. In that case, rgs does not belongs
to the horizon. So a point belongs to the horizon when the set of safe direction has no interior.

Lemma 79.36.
We have

GV · ιpH3q ” u2 ´ x2 ´ z2 “ 0, (79.137)
so that it is the good candidate to be the horizon.

Proof. An element of ιpH3q has the form r “

¨
˚̊
˚̊
˝

u1
t1
x1

˘?t12 ´ 1
0

˛
‹‹‹‹‚

, so that we have to solve the equation

evV r “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

´
v2

2 ` 1
¯
u1 ´ v2

2 x
1

t1´
1´ v2

2

¯
x1 ` v2

2 u
1

˘?t12 ´ 1
vpu1 ´ x1q

˛
‹‹‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

u
t
x

˘?t2 ´ 1
z

˛
‹‹‹‹‚
. (79.138)
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The solution is

u1 “ z2 ` 2ux´ 2u2

2px´ uq , x1 “ z2 ´ 2ux` 2x2

2px´ uq , v “ ´ z

x´ u. (79.139)

Since u2 ´ x2 ´ z2 “ 1, we have x´ u ‰ 0, so that these solutions always make sense.

Lemma 79.37.

If rgs “

¨
˚̊
˚̊
˝

u
t
x
y
z

˛
‹‹‹‹‚
P AdS4 with u and x not both vanishing, then

rgs P GV · ιpAdS3q YGX · ιpAdS3q. (79.140)

Notice that the union is not disjoint.

Proof. The proof is a simple computation. Following proposition 79.33, we have tx ´ u ‰ 0u4 Ď
GV · ιpAdS3q and tx` u ‰ 0u4 Ď GX · ιpAdS3q.

So the only part of AdS4 which is not included in GV · ιpAdS3q Y GX · ιpAdS3q is the part
where x` u “ x´ u “ 0.

Now, we want to study the horizon, that means the boundary of BH4. If v P B`AdhpBH4q
˘
,

there exists, in any neighbourhood of v, an element v̄ and a direction following which the geodesic
from v̄ escapes the singularity.

Up to now, we studied the way AdS3 embed in AdS4. In particular, we proved that the horizon
of AdS3 is included in the horizon of AdS4. We can propagate the results by GV and GX because,
given a v P AdS3, the existence of a α such that eαV v P ιpAdS3q or eαXv P ιpAdS3q is related to
the fact that u2 ´ x2 ‰ 0, while that condition holds in a neighbourhood of v.

79.12 Organization of the next few pages
Abstract

This paper is a sequel of Solvable symmetric black hole in anti de Sitter spaces [980]. In
the latter, we described the BTZ black hole in every dimension by defining the singularity as
the closed orbits of the Iwasawa subgroup of SOp2, nq. In this article, we study the horizon
of the black hole and we show that it is expressed as lateral classes of one point of the space.
The computation is given in the four-dimensional case, but it makes no doubt that it can be
generalized to any dimension.

The main idea is to define an “inclusion map” from AdS3 into AdS4 and to show that all
the relevant structure pass trough the inclusion. We prove, for example, that the inclusion of
the three dimensional horizon into AdS4 belongs to the four dimensional horizon: ιpH3q ĎH4
and then we deduce the expression of the horizon in AdS4.

In section 79.13, we describe some old results about BTZ black hole.
In subsection 79.13.1, we recall how we proved the existence of the black hole structure in [980]

and how the horizon was described in the three dimensional case in [978]. We adapt the latter
result in our homogeneous space setting.

The subsection 79.13.2 gives some topological remarks about the black hole and the horizon.
We point out that there are some light-like geodesics that are intersecting the singularity and then
the free part later in the future. We explain why that circumstance is very different from the
situation of the most famous black holes in physics like the Schwarzschild’s one.

Section 79.14 is devoted to the proof of our main result: the horizon of the BTZ black hole in
AdS4 is given by

H4 “ GX0`
· ιpH3q YGX0´

ιpH3q. (79.141)

where ι is the inclusion of AdS3 in AdS4 and H3 is the horizon of the BTZ black hole in AdS3.
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79.13 Some old results
SecOldResults

From the results of section 79.9, we know that a non trivial horizon exists. However, the
question of the structure of the horizon was not yet addressed. This is what we are going to do
now.

79.13.1 Horizon in the three dimensional case
SubSecHorInThreeDimensionOld

The structure of the horizon of AdS3 was described in [978] in the setting of AdS3 “ SLp2,Rq.
Our first job is to translate that result into the language of quotient of groups. This is done by
the identification

ψ : SLp2,Rq Ñ AdS3

ˆ
u` x y ` t
y ´ t u´ x

˙
ÞÑ

¨
˚̊
˝

u
t
x
y

˛
‹‹‚.

(79.142)

We see that the points of the horizon are given by

˘

¨
˚̊
˝

α
coshpaq
α

sinhpaq

˛
‹‹‚ and ˘

¨
˚̊
˝

α
coshpaq
´α

sinhpaq

˛
‹‹‚, (79.143)EqHOrAdSTroisVecteurEqHOrAdSTroisVecteur

which correspond to the points pu, t, x, yq such that u2 ´ x2 “ 0. One should notice that these
points can be expressed as lateral classes of the point b “ p0, 1, 0, 0q :

H3 “ ˘GtJ1,X``ubY˘GtJ1,X´´ub (79.144)

where GtX,Y u is the group of elements of the form exppaX ` bY q. Notice that GtJ1,X``ub “
GtJ1,X´`ub and GtJ1,X´´ub “ GtJ1,X`´ub. For example,

eaJ2eαX``b “

¨
˚̊
˝

α
coshpaq
α

sinhpaq

˛
‹‹‚. (79.145)

We are now intended to extend that result and express the horizon in AdS4 as lateral classes of
the horizon in AdS3. Before to complete that work, we have to make a few remarks about the
topology.

79.13.2 Topology and horizon
subSecTopoHor

The definition given in the previous sections produces a paradox. Let x P AdS and lpsq be a
light like geodesic trough x which only intersects the singularity in past. We suppose that lp0q “ x
and that s0 ă 0 is the biggest value of s such that lps0q P S . Thus, all points of the form lpsq
with s0 ă s ă 0 are free. That form a sequence of free points which converges to the singularity,
and then lps0q belongs to the horizon.

This is however not possible in AdS3 because the equation of the singularity is t2 ´ y2 “ 0
while the equation of the horizon is u2 ´ x2 “ 0. These two parts are really separated.

The situation here is really different from the situation in the Schwarzschild’s case. In the
latter the singularity is well inside the horizon, and there are no geodesics reaching the infinity
which have intersected the singularity in the past.

In our case, however, such geodesics do exist. The reason of such a difference resides in the fact
that the causal structure (geodesics) are defined by the metric while, in our BTZ black hole, the
singularity is not defined from metric considerations. There are thus no reasons to expect some
compatibility relations like the fact to have a non naked singularity.
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In order to correctly define the horizon, we have to introduce the space BTZ “ AdSzS which
in endowed with the induced topology. Then we define

BH “ tv P BTZ tel que @k P SOpnq, lkvpsq P S has a solution with s ą 0u. (79.146)

Let us point out that the singularity itself is not part of the black hole, because it is not even part
of BTZ. We define the free part of BTZ as the set of points from which there exists a light-like
geodesics which does not intersects the singularity in the future:

F “ tv P BTZ tel que Dk P SOpnq, lkvpsq P S ñ s ă 0u. (79.147)

The first definition makes that the black hole part is open by continuity and compactness of SOpnq:
the minimum and the maximum of time to reach the singularity from one point of the black hole
are both strictly positive numbers, and then can be maintained strictly positive in a neighborhood
of the point.

PropBHouvertLibreFerme

Proposition 79.38.
The set of points in the black hole is open and set of free points is closed. In particular, the horizon
is contained in the free set.

Proof. The first point is the remark above. Now, the free part is closed in BTZ as complementary
of an open set.

The following theorem says that if the set of directions escaping the singularity from a point
in BTZ has an interior, then that point does not lies in the horizon.

PropvFOsvghorvec

Proposition 79.39.
A point v P Fl such that there is an open set O Ă Sl´1 of directions for which lwv psq P S has no
solutions for s P R`

0 belongs to IntpF q.
Proof. Using the matricial representation (79.42), we see that a point v “ rgs belongs to the
singularity if the vector

g·

¨
˝

1
´s
sw̄

˛
‚ (79.148)

satisfies t2 ´ y2 “ 0. That equation is a second order polynomial in s whose coefficients cannot
be a constant for an open set with respect to w̄ P Sl´1. From the assumptions, all the roots of
that polynomial belong to CzR`

0 . The latter being open, the roots of lwv1psq P S are still in CzR`
0

when v1 runs over a small enough open set around v.
We conclude that v is in the interior of the free zone rather than on the horizon.

An important characterisation of the horizon, pointed out in [978], is the following.
ThoHorIntDansS

Theorem 79.40.
A point belongs to the horizon if and only if the set of light-like directions for which the geodesics
does not intersects the singularity has no interior in Sl´1.

79.14 The horizon of the BTZ black hole
SecNewWithMatrices

In this section, we show, that the horizon of the horizon of AdS4 can be obtained using the
action of a very simple group on the horizon of AdS3, which is, itself, the orbit of one point under
a known group. The result opens the possibility of describing the horizon in AdSl by induction on
the dimension, and the possibility to compute the group which generates the horizon. We define
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the inclusion map
ι : AdS3 Ñ AdS4

¨
˚̊
˝

u
t
x
y

˛
‹‹‚ ÞÑ

¨
˚̊
˚̊
˝

u
t
x
y
0

˛
‹‹‹‹‚
.

(79.149)

At the matrix level, it corresponds to add a line and a column of zeros. We will denote by Fl the
free part of AdSl. By definition, if v P Fl, there exists a light like geodesic trough v which does
not intersect the singularity in the future. We also denote by BHl the set of elements of AdSl from
which all the light-like geodesics intersect the singularity in the future.

Notice that BHl is open while Fl is closed, as explained in proposition 79.38.
LemOouversttq

Lemma 79.41.
Let v P AdS4 and g P SOp2, 3q be a representative of v. If the set

t
ˆ
w1
w2

˙
P S2 tel que πg

¨
˚̊
˝

1
´s
sw̄
0

˛
‹‹‚XS4 “ H with s ą 0u (79.150)

has an interior in S1, then the set

t
¨
˝
w1
w2
w3

˛
‚P S2 tel que πg

¨
˝

1
´s
sw̄

˛
‚XS4 “ H with s ą 0u (79.151)

has an interior in S2.

Proof. The matrix g in SOp2, 3q representing the point v has the form

g “

¨
˚̊
˚̊
˝

u . . . .
t a b c d
x . . . .
y a1 b1 c1 d1
z . . . .

˛
‹‹‹‹‚

(79.152)

where the numbers a, b, c, d, a1, b1, c1, d1 are not uniquely determined. We choose the representative
in such a way to have b ‰ ˘b1, which is always possible.

The assumption is that there exists an open set (with respect to pw1, w2q P S1) around
pw1, w2, 0q such that the path

πpgesAdpkqE1qq “

¨
˚̊
˚̊
˝

U
T
X
Y
Z

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

u . . . .
t a b c d
x . . . .
y a1 b1 c1 d1
z . . . .

˛
‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˝

1
´s
sw1
sw2
0

˛
‹‹‹‹‚

(79.153)EqPathgexpUTXYZEqPathgexpUTXYZ

does not intersects the singularity in the future. In other words, we have T ˘ Y “ 0 only with
s ď 0. Let

T pw1, w2q “ t` spbw1 ` cw2 ´ aq
Y pw1, w2q “ y ` spb1w1 ` c1w2 ´ a1q
A`pw1, w2q “ pb` b1qw1 ` pc` c1qw2 ´ pa` a1q
A´pw1, w2q “ pb´ b1qw1 ` pc´ c1qw2 ´ pa´ a1q.

(79.154)

We also denote by σ˘ the sign of t˘ y.
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A simple computation shows that T ` Y “ 0 when

s “ s` “ ´ t` y
A`pw1, w2q , (79.155)

and T ´ Y “ 0 when
s “ s´ “ ´ t´ y

A´pw1, w2q , (79.156)

The assumption is that the direction pw1, w2, 0q (and an open set in S1 with respect to pw1, w2q)
escapes the singularity, so that for every pw1

1, w
1
2q in a neighborhood of pw1, w2q, we have

σ˘A˘pw1
1, w

1
2q ě 0, (79.157)

which assures that the values of s which annihilate T ` Y and T ´ Y are negative or non existing.
Since we choose b ‰ ˘b1, the functions A˘ are nowhere constant, so we can find a direction pw1, w2q
such that σ˘A˘pw1, w2q ą 0. Notice that, by continuity, there exists a neighbourhood of pw1, w2q
in S1 which escapes the singularity.

We are now studying what happens when one looks at a neighbourhood of pw1, w2, 0q in S3.
The path (79.153) is replaced by

πpgesAdpkqE1q “

¨
˚̊
˚̊
˝

u . . . .
t a b c d
x . . . .
y a1 b1 c1 d1
z . . . .

˛
‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˝

1
´s

spw1 ` ϵ1q
spw2 ` ϵ2q

ϵ3

˛
‹‹‹‹‚
, (79.158)

and we consider

T pw1, w2, ϵ̄q “ t` s`bpw1 ` ϵ1q ` cpw2 ` ϵ2q ` dϵ3 ´ a
˘

Y pw1, w2, ϵ̄q “ y ` s`b1pw1 ` ϵ1q ` c1pw2 ` ϵ2q ` d1ϵ3 ´ a1˘ (79.159)

where ϵ̄ stands for ϵ1, ϵ2 and ϵ3. The same computations as before shows that T ` Y “ 0 when

s “ s` “ ´ t` y
A`pw1, w2q ` pb` b1qϵ1 ` pc` c1qϵ2 ` pd` d1qϵ3 , (79.160)

Since σ`Apw1, w2q ą 0, there exists a δ such that s` remains negative for every choice of ϵ̄ ă δ.
The same holds with T ´ Y which is zero when

s “ s´ “ ´ t´ y
A´pw1, w2q ` pb´ b1qϵ1 ` pc´ c1qϵ2 ` pd´ d1qϵ3 . (79.161)

Since σ´A´pw1, w2q ą 0, one can find a δ ą 0 such that ϵ̄ ă δ implies that this fraction remains
negative.

Thus, there exists a neighbourhood of pw1, w2, 0q in S2 of directions escaping the singularity
from the point v.

LemIntTroisQueatr

Lemma 79.42.
With the notations defined before, we have

ι
`

IntpF3q
˘ Ď Int

`
F4

˘
(79.162)

where Int stands for the interior. In other words,

AdhpBH4q X ιpAdS3q Ă ι
`

AdhpBH3q
˘
. (79.163)
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Proof. Let v “ ιpv1q R ι`AdhpBH3q
˘
, we also consider g1 a representative of v1 and g “ ιpg1q, which

is a representative of v. The element v1 is in the interior of the free zone: there exists an open set
of directions which do not intersect the singularity of AdS3 by theorem 79.40. In other words, the
set

t
ˆ
w1
w2

˙
P S1 tel que πg1

¨
˚̊
˝

1
´s
sw1
sw2

˛
‹‹‚XS3 “ Hu (79.164)EqwwswswUnEqwwswswUn

contains an open set of S1. On the other hand, the z-component of the latter vector is obviously
zero because g “ ιpg1q has the form

g “

¨
˚̊
˚̊
˝

. . . . 0

. . . . 0

. . . . 0

. . . . 0
0 0 0 0 1

˛
‹‹‹‹‚
, (79.165)

thus equation (79.164) can be “extended” and there exists an open set in S1 such that

πg

¨
˚̊
˚̊
˝

1
´s
sw1
sw2
0

˛
‹‹‹‹‚
X ιpS3q “ H. (79.166)

Now, lemma 79.41 shows that the set

t
¨
˝
w1
w2
w3

˛
‚P S2 tel que πg

¨
˚̊
˚̊
˝

1
´s
sw1
sw2
sw3

˛
‹‹‹‹‚
XS4 “ Hu (79.167)

contains an open subset of S2. That means that πpgq “ v belongs to the interior of F4.
PropFqTroisFt

Proposition 79.43.
We have F4 X ιpAdS3q Ă ιpF3q.
Proof. Let v P F4 X ιpAdS3q. With the same notations as above, we have

ιpg1q “

¨
˚̊
˚̊
˝

u . . . 0
t a b c 0
x . . . 0
y a1 b1 c1 0
0 0 0 0 1

˛
‹‹‹‹‚

(79.168)EqRepresSOiotagEqRepresSOiotag

The assumption is that, for every representative g1 of v1, there exists a direction pw1, w2, w3q P S2

such that the path

πιpg1q

¨
˚̊
˚̊
˝

1
´s
sw1
sw2
sw3

˛
‹‹‹‹‚

(79.169)EqGedgpudtEqGedgpudt



79.14. THE HORIZON OF THE BTZ BLACK HOLE 3883

only intersects the singularity fore negative values of s. The values of s that annihilate t2 ´ y2 in
the geodesic (79.169) are

s` “ ´ t` y
´pa` a1q ` pb` b1qw1 ` pc` c1qw2

s´ “ ´ t´ y
´pa´ a1q ` pb´ b1qw1 ` pc´ c1qw2

,
(79.170)

and these two values are either negative either non existing (vanishing denominator).
The work is now to find a direction pw1

1, w
1
2q P S1 such that the geodesic

π
`
g1

¨
˚̊
˝

1
´s
sw1

1
sw1

2

˛
‹‹‚
˘

(79.171)

does not intersect the singularity. The values of s for which the latter geodesics intersects the
singularity are

s1̀ “ ´ t` y
´pa` a1q ` pb` b1qw1

1 ` pc` c1qw1
2

s1́ “ ´ t´ y
´pa´ a1q ` pb´ b1qw1

1 ` pc´ c1qw1
2
.

(79.172)

If w3 “ 0, the proposition is true because one can choose pw1
1, w

1
2q “ pw1, w2q. If w3 ‰ 0, the vector

pw1, w2q does not belong to S1, and we have to find something else.
Let us consider the following two cases.

(1) there exists a representative (79.168) with a “ a1 “ 0,
(2) there exists a representative (79.168) with c “ c1 “ 0.

In the first case, we have
s1̆ “ ´ t˘ y

pb˘ b1qw1
1 ` pc˘ c1qw1

2
, (79.173)EqDenoAAnnulerspmEqDenoAAnnulerspm

and we can choose pw1
1, w

1
2q “ Npw1, w2q with N P R fixed in such a way that pw1

1, w
1
2q P S1. Thus

we have s1̆ “ 1
N s˘ and it is sufficient to choose N ą 0 in order to leave the denominators of

(79.173) of the right sign or zero.
In the second case, we have

s1̆ “ ´ t˘ y
´pa˘ a1q ` pb˘ b1qw1

1
, (79.174)

thus one has to choose w1
1 “ w1 and w1

2 “
a

1´ w2
1.

Let us now discuss the values of u, t, x and y for which the first or the second cases are enforced.
In order to be in the first case, we need to build a matrix of SOp2, 2q of the form

g1 “

¨
˚̊
˝

u α . .
t 0 . .
x β . .
y 0 . .

˛
‹‹‚. (79.175)

That requires α2 ´ β2 “ 1 and uα´ xβ “ 0, while, for the second case, we need to build a matrix
of SOp2, 2q of the form

g1 “

¨
˚̊
˝

u . α .
t . 0 .
x . β .
y . 0 .

˛
‹‹‚. (79.176)

That requires α2 ´ β2 “ ´1 and uα´ xβ “ 0.
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In both cases, we have β “ u
xα and α2 ´ β2 “ α2

´
1´ u2

x2

¯
. If |u| ą |x|, we can solve

α2 ´ β2 “ ´1, and if |u| ă |x|, then we can solve α2 ´ β2 “ 1.
The last possible situation is u “ ˘x. A point of AdS3 in that situation belongs to the horizon

by equation (79.143), while one knows that point of horizon do have some directions which escape
the singularity by corollary 79.38. Notice that in the latter situation, we do not use the assumption
that ιpv1q is free in AdS4.

CorBHBHHHHH

Corollary 79.44.
We have ιpBH3q Ă BH4 and ιpH3q ĂH4.

Proof. If ιpvq R BH4, we have ιpvq P F4 X ιpAdS3q Ă ιpF3q, which is not possible if v P BH3.
For the second part, we consider v P H3 Ă F3 (proposition 79.38). There is a direction

ˆ
w1
w2

˙
P S1 which escapes the singularity from v in AdS3. Of course, the direction

¨
˝
w1
w2
0

˛
‚ P S2

escapes the singularity from ιpvq in AdS4. Thus ιpvq P F4.
In every neighborhood of v, there exists a v̄ P BH3, and thus ιpv̄q P BH4. In other words, in

every neighborhood of ιpvq, there is that ιpv̄q which belongs to BH4. That proves that ιpvq belongs
to H4.

LemHinteridansH

Lemma 79.45.
We have H4 X ιpAdS3q Ă ιpH3q.
Proof. Let v P H4 X ιpAdS3q. Since H4 Ă F4, we have v P F4 X ιpAdS3q Ă ιpF3q (proposi-
tion 79.43), and then there exists a v1 P F3 such that v “ ιpv1q. Now, we have to prove that
v1 P H3. If v1 belongs to the interior of F3, lemma 79.42 implies that

v “ ιpv1q P ι` IntpF3q
˘ Ă IntpF4q, (79.177)

which disagrees with the fact that v P H4.
LemPresqueHOrQadp

Lemma 79.46.
Let v P H4 such that u and x are not both vanishing. In that case, v P GV · ιpH3q YGX · ιpH3q.
Proof. The assumption on u and x make that v P GV · pAdS3q Y GXιpAdS3q. In order to fix
ideas, let us suppose that v “ eαV ιpv1q with v1 P AdS3. Since the set of directions pw1, w2, w3q P S2

which save the points v, eαV v and eβXv are the same, the assumption that v P H4 implies that
ιpv1q PH4, which in turn proves that v1 P H3 by lemma 79.45. Thus v P GV · ιpH3q.

The same being true with X instead of V , the lemma is proved.
PropovHhnonXYzero

Proposition 79.47.
Let v1 “ pu1, t1, x1, y1, z1q PH4 with u1 and x1 not both vanishing. Then

v1 P GX0`
· ιpH3q YGX0´

· ιpH3q. (79.178)

Proof. As a first step, we want to solve the equation

eαX0`

¨
˚̊
˚̊
˝

u
t
x
y
0

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˚̋

α2pu´xq
2 ` u
t

α2pu´xq
2 ` x
y

´αpx´ uq

˛
‹‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

u1
t1
x1
y1
z1

˛
‹‹‹‹‚

(79.179)

with respect to u, t, x, y and α. The result is t “ t1, y “ y1 and

α “ z1

u1 ´ x1 , u “ u1 ´ z12

2pu1 ´ x1q , x “ z12

2pu1 ´ x1q ´ x
1. (79.180)
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We conclude that, as long as u1 ´ x1 ‰ 0, the point v1 belongs to GX0`
· ιpAdS3q. The same

computation shows that v1 P GX0´
· ιpAdS3q as long as x1 ` u1 ‰ 0. Let us observe that the

actions of the matrices eαX0` and eβX0´ do not change the t and y component of a vector in
R2,l´1, so that the set of directions for which v falls in the singularity is exactly the same as the
set of directions for which eαX0`v and eβX0´v fall in the singularity.

Now, let us suppose that v “ eαX0`ιpv1q PH4 with v1 P AdS3. We want to prove that ιpv1q PH4
(i.e. there is an element in the black hole in each neighbourhood of ιpv1q) because in that case,
lemma 79.45 would conclude that v1 P H3.

Let O be a neighbourhood of ιpv1q. The set eαX0`O is a neighborhood of v, and thus there
exists an element v̄ P eαX0`OXBH4. Now the element e´αX0` v̄ belongs to OXBH4, so that ιpv1q
belongs to H4.

LemPasLEsDerniersAQLemuxznonsing

Lemma 79.48.

The points of AdS4 of the form v “

¨
˚̊
˚̊
˝

0
t
0
y
z

˛
‹‹‹‹‚

do not belong to the horizon.

Proof. Since the horizon is A-invariant, we can reduce the lemma to the case of any element of the
form eηJ1v. We have

eηJ1

¨
˚̊
˚̊
˝

0
t
0
y
z

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

1 0 0 0 0
0 coshpηq 0 sinhpηq 0
0 0 1 0 0
0 sinhpηq 0 coshpηq 0
0 0 0 0 1

˛
‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˝

0
t
0
y
z

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

0
coshpηqt` sinhpηqy

0
sinhpηqt` coshpηqy

z

˛
‹‹‹‹‚

(79.181)

We annihilate the y component by choosing η “ ln
´
t´y
t`y

¯
. Notice that t2 ´ y2 ą 0, thus we have

|t| ą |y| and the expression in the logarithm is always positive.
A representative of p0, t, 0, 0, zq in SOp2, 2q is easy to find, and the geodesic in the direction

w̄ P S2 is given by ¨
˚̊
˚̊
˝

0 1 0 0 0
t 0 0 0 ´z
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
z 0 0 0 ´t

˛
‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˝

1
´s
sw1
sw2
sw3

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

.
t´ szw3

.
sw2
.

˛
‹‹‹‹‚
. (79.182)

It belongs to the singularity when s takes one of the values

s˘ “ t

w3z ˘ w2
. (79.183)

As long as |w2| ă |w3z|, the two values s˘ have the same sign, which can be decided by making w3
positive or negative. That provides an open set in S2 of directions which escape the singularity,
so that v R H4.

ThoHorQuatreInclusionHorTroisThoEqHorQCoore

Theorem 79.49.
The horizon of AdS4 is given by

H4 “ GX0`
· ιpH3q YGX0´

ιpH3q. (79.184)EqEqHOrGVGXQuatrEqEqHOrGVGXQuatr

i.e. an union of lateral classes of the horizon of AdS3 by one dimensional subgroups of N and N̄ .
The equation in the ambient R5 is H4 ” u2 ´ x2 ´ z2 “ 0.

Proof. We begin by the direct inclusion. If v “ pu, t, x, y, zq P H4 with u ‰ 0 or x ‰ 0, we proved
in proposition 79.47 that v has the form (79.184). Now, if u “ x “ 0, the lemma 79.48 shows that
v does not belongs to the horizon.

For the reverse inclusion, we know that elements of ιpH3q belong to H4 by corollary 79.44. If
v belong to H4, then eαX0`v and eβX0´v also belong to the horizon.
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79.15 Conclusion

The horizon of the BTZ black hole in AdS3 was already expressed in [978] as lateral classes of
one point under the action of the Iwasawa component of the isometry group of AdS3.

We proved that the simple inclusion map ι : AdS3 Ñ AdS4 transports the causal structure
(free zone, black hole, horizon) from AdS3 to AdS4. We studied in particular the way the horizon
changes when ones jumps from dimension 3 to dimension 4 and we obtained that the horizon in
AdS4 is expressed as lateral classes of the inclusion of the horizon of AdS3 in AdS4. In the same
time, we obtained a simple equation for the horizon seen as a subset of R5.

Although the results are quite satisfying, the method used here to prove them is quite unsatis-
factory because we didn’t used all the wealth structure of sop2, 3q and of its reductive decomposi-
tions G “ H‘Q “ K‘K. We plan, in a future work, to get a much deeper understanding of the
structure of G and Q, in such a way to provide simpler proofs, in the same time as a dimensional
generalization of the result of theorem 79.49. We would also like to define a class of homogeneous
spaces G{H which accept a BTZ-like black hole.

79.16 The algebras without matrices
SecRebuildStructRoot

We have two decompositions

G “ K θ“ P
G “ H σ“ Q

(79.185)

of G “ sop2, nq. From there, we will build the basis elements of A, N , N̄ with all the properties
we used so far. The explicit matrices (66.123) and (66.92) consist in a concrete realisation of what
we are about to do.

79.16.1 The structure theorem by Pyatetskii-Shapiro

We are going to use the Pyatetskii-Shapiro’s decompositions of normal j-algebra (66.292) and
(66.289).

Lemma 79.50.
We have

}pXαβqK} “ }pXαβqP}. (79.186)

Proof. We use the invariance of the Killing form:

B
`pXαβqK, pXαβqK

˘ “ 1
α
B
`pXαβqK, adpJ1qpXαβqP

˘

“ ´ 1
α
B
`

adpJ1qpXαβqK, pXαβqP
˘

“ ´B`pXαβqP , pXαβqP
˘
.

(79.187)

Lemma 79.51.
we have

}pXαβqK} “ }pXα,´βqK}. (79.188)

Proof. First, remark that Xα,´β “ σXαβ. We also know that rprojK, σs “ 0 because rσ, θs “ 0.
The conclusion now comes from the fact that σ is an isometry.
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79.17 Characterisation of the horizon (vanishing norm)
SecVanNormChar

In order to get the theorem 79.49, we used the equation of the singularity, S ” t2 ´ y2 “ 0,
which was proved in proposition 79.19. But subsection 79.8.3 provides an other characterisation
of the singularity, namely the loci of points rgs such that }J1̊ } “ 0.

79.18 Conclusions and perspectives
SecConcPerspAd

Higher-dimensional generalizations of the BTZ construction have been studied in the physics’
literature, by classifying the one-parameter subgroups of IsopAdSlq “ SOp2, l ´ 1q, see [984, 985,
986, 987, 988, 989]. Nevertheless, the approach we adopt here is conceptually different. We first
reinterpret the non-rotating BTZ black hole solution using symmetric spaces techniques and present
an alternative way to express its singularity. We saw the latter as the union of the closed orbits of
Iwasawa subgroups of the isometry group. As shown, this construction extends straightforwardly
to higher dimensional cases, allowing to build a non trivial black hole on anti de Sitter spaces of
arbitrary dimension l ě 3. From this point of view, all anti de Sitter spaces of dimension l ě 3
appear on an equal footing.

A natural question arising from this analysis is the following: given a semisimple symmetric
space, when does the set of closed orbits of the Iwasawa subgroups of the isometry group, seen as
singularity, define a non-trivial causal structure? We answered this question in the case of anti de
Sitter spaces, using techniques allowing in principle for generalization to any semisimple symmetric
space.

We also proved that performing a discrete quotient along the orbits of J1 makes the resulting
space causally inextensible (closed space-like curves appear in the singular part of the space), but
we did not address questions like: are there other vector fields defining singularities (in the three
dimensional case, we know that the answer is positive)? Can we identify a mass and an angular
momentum from these hypothetic vectors? Are all BTZ black holes obtainable in this way in
higher dimensions?

79.19 BTZ from the structure of sop2, nq

Abstract

In this section, we study the relevant structure of the algebra sop2, nq which makes the BTZ
black hole possible in the anti de Sitter space AdS “ SOp2, nq{SOp1, nq. We pay a particular
attention to the reductive Lie algebra structures of sop2, nq and we study how this structure
evolves when one increases the dimension.

We define the singularity as the closed orbits of the Iwasawa subgroup of the isometry group
of anti de Sitter, but we insist on an alternative (closely related to the original conception of
the BTZ black hole) way to describe the singularity as the loci where the norm of fundamental
vector field vanishes. We provide a manageable Lie algebra oriented formula which describes
the singularity and we use it in order to derive the existence of a black hole and to give a
geometric description of the horizon.

79.20 Introduction
LONGSecSumStructExist

79.20.1 Anti de Sitter space and the BTZ black hole

The anti de Sitter space (hereafter abbreviated by AdS or AdSl) is a static solution to the
Einstein’s equations that describes a universe without mass. It is widely studied in different
context in mathematics as well as in physics.

The BTZ black hole in AdS, initially introduced in [975, 976] and then described and extended
in various ways [989, 988, 986], is an example of black hole structure which does not derives from
a metric singularity, but from a causal issue.
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The point of view we consider here grown from the papers [974, 978] in the case of AdS3 and
insists on the homogeneous space structure and the action of Iwasawa groups, in particular the
singularity was described by looking at the closed orbits of the action of the Iwasawa group of
SOp2, 2q on AdS3. A dimensional generalization was then performed in [980] (see also [982] and
the references therein for for a longer review).

One of the motivation in going that way is to embed the study of BTZ black hole into the
noncommutative geometry and singleton physics [991, 981] since the deformation and the black
hole are defined in a compatible way. Indeed the deformation is performed using the action of the
same group as the groups which produce the singularity.

79.20.2 The way we describe the BTZ black hole

The anti de Sitter space AdSl is the surface in Rl`1 described by the equation

AdSl ” t2 ` u2 ´ x2
1 ´ . . .´ x2

l´1 “ 1. (79.189)

This space can be investigated in the framework of homogeneous spaces since it reads as the
following quotient of groups:

AdSl “ SOp2, l ´ 1q
SOp1, l ´ 1q “ G{H. (79.190)

We denote by G “ sop2, l ´ 1q and H “ sop1, l ´ 1q the Lie algebras and by π the projection
G Ñ G{H. The class of g will be written rgs or πpgq. We choose an involutive automorphism
σ : G Ñ G which fixes elements of H, and we call Q the eigenspace of eigenvalue ´1 of σ. Thus we
have the reductive decomposition

G “ H‘Q. (79.191)LONGEqIntroRedDecompHQLieAlgLONGEqIntroRedDecompHQLieAlg

The compact part of SOp2, l ´ 1q decomposes into K “ SOp2q ˆ SOpl ´ 1q. We denote by K
the Lie algebra of K. Let θ be a Cartan involution which commutes with σ, and consider the
corresponding Cartan decomposition

G “ K ‘ P, (79.192)LONGEqIntroRedDecompKPLieAlgLONGEqIntroRedDecompKPLieAlg

where K is the `1 eigenspace of θ and P is the ´1 eigenspace. A maximal abelian algebra A in P
has dimension two and one can choose a basis tJ1, J2u of A in such a way that J1 P H and J2 P Q.

Now we consider an Iwasawa decomposition

G “ K ‘A‘N , (79.193)

where K and A are the compact and abelian parts while N is the nilpotent part corresponding to
a choice of positivity on the set of roots. We denote by R the Iwasawa component R “ A‘N . We
are also going to use the algebra N̄ “ θN and the corresponding Iwasawa component R̄ “ A‘ N̄ .

The Iwasawa groups R “ AN and R̄ “ AN̄ are naturally acting on anti de Sitter by rrgs “ rrgs.
It turns out that each of these two action has exactly two closed orbits, regardless to the dimension
we are looking at. The first one is the orbit of the identity and the second one is the orbit of rkθs
where kθ is the element which generates the Cartan involution at the group level: kθgk´1

θ “ θpgq
(g P G). In a suitable choice of matrix representation, the element kθ is the block-diagonal element
which is ´1 on SOp2q and 1 on SOpl ´ 1q. The AN̄ -orbits of 1 and kθ are also closed. Moreover
we have

rAN̄kθs “ rkθAN s
rANkθs “ rkθAN̄ s

(79.194)

because A is invariant under the adjoint action of kθ and, by definition, θpNq “ N̄ . We define as
singular the points of the closed orbits of AN and AN̄ in AdS.

The Killing form of SOp2, l´ 1q induces a Lorentzian metric on AdS. The sign of the squared
norm of a vector thus divides the vectors into three classes:

}X}2 ą 0 Ñ time like,
}X}2 ă 0 Ñ space like,
}X}2 “ 0 Ñ light like.

(79.195)
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A geodesic is time (resp. space, light) like if its tangent vector is time like (resp. space, light).
If E1 is a nilpotent element in Q, then every nilpotent in Q are given by tAdpkqE1ukPSOpl´1q.

These elements are also all the light like vectors at the base point. A light like geodesic trough the
point πpgq in the direction AdpkqE1 is given by

πpgesAdpkqE1q. (79.196)

One says that points with s ą 0 are in the future of πpgq while points with s ă 0 are in the past
of πpgq.

We say that a point in AdSl belongs to the black hole if every light like geodesics trough that
point intersect the singularity in the future. We call horizon the boundary of the set of points in
the black hole. One says that there is a (non trivial) black hole structure when the horizon is non
empty or, equivalently, when there are some points in the black hole, and some outside.

All these properties can be easily checked using the matrices given in [982, 980]. In this optic,
I wrote a program using Sage[870] which checks all the properties that are shown in this paper. It
will be published soon.

As far as notations are concerned, we denote by Xαβ the basis of N and N̄ corresponding to
our choice of Iwasawa decomposition. That basis is chosen in such a way that adpJ1qXαβ “ αXαβ

and adpJ2qXαβ “ βXαβ.

79.20.3 Organization of the paper

The main goal of this paper is to reorganize all this structure in a coherent way. Then we use it
efficiently in order to define the singularity of the BTZ black hole, to prove that one has a genuine
black hole in every dimension, and to determine the horizon.

In section 79.21, we list the commutators of sop2, nq with respect to its root spaces and we
organize them in such a way to get a clear idea about the evolution of the structure when the
dimension increases. We prove that, when one passes from sop2, nq to sop2, n ` 1q, one gets four
new vectors in the root spaces and that these are Killing-orthogonal to the vectors existing in
sop2, nq (this is the “dimensional slice” described in subsection 79.21.3).

We give in subsection 79.21.4 an original way to describe the space Q without reference to
H. The space Q is usually described as a complementary of H. Here we show that it can be
described by means of the root spaces and the Cartan involution θ. The space H is then described
as H “ rQ,Qs. In some sense, we describe the quotient space AdS “ G{H directly by its tangent
space Q without passing trough the definition of H. Of course, the knowledge of H will be of
crucial importance later.

The subsection 79.21.5 is devoted to the proof of many properties of the decompositions G “
H‘Q and G “ K ‘ P.

The first important result is the proposition 79.59 that shows that the elements of Q are ad-
conjugate to each others: there exist elements of the adjoint group which are intertwining the
elements of Q.

Using that property, we compute the norm of these elements and we identify the nilpotent
vectors in Q (these are the light-like vectors). In the same time, we prove that the space G{H is
Lorentzian and we provide an orthogonal basis of Q.

The second central result is the fact that nilpotent elements in Q are of order two: if E P Q
is nilpotent, then adpEq3 “ 0. That result will be used in a crucial way in the proof of the black
hole existence, as well as in the study of its properties.

In section 79.22, we define and study the structure of the BTZ black hole in the anti de Sitter
space. First we identify the closed orbits of the Iwasawa group (theorem 79.92) and we define them
as singular. In a second time, we provide an alternative description the singularity: theorem 79.95
shows that the singularity can be described as the loci of points at which a fundamental vector
field has vanishing norm. We also provide in lemma 79.96 a convenient way to compute that norm
on arbitrary point of the space.

We prove, in section 79.22.3, that our definition of singularity gives rise to a genuine black hole
in the sense that there exists points from which some geodesics escape the singularity in the future
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and there exists some points from which all the geodesics are intersecting the singularity in the
future.

In section 79.24, we provide a geometric description of the horizon (theorem 79.110). We show
that, if we see AdSl as a subset of AdSl`1, the space AdSl`1 is generated by the action on AdSl
by a one parameter group which leaves the singularity invariant. This action thus leaves invariant
the whole causal structure and we are able to express the horizon in any dimension from the well
known horizon in AdS3.

79.21 Structure of the algebra
LONGSecProgressRidMatrices

79.21.1 The Iwasawa component

Our study of AdSl “ SOp2, l ´ 1q{SOp1, l ´ 1q will be based on the properties of the algebra
G “ sop2, l´1q endowed with a Cartan involution θ and an Iwasawa decomposition G “ A‘N‘K.
In this section we want to underline the most relevant facts for our purpose. The part we are mainly
interested in is the Iwasawa component A‘N where LONGEqLeANEnDimAlg

N “ tXk`0, X
k
0`, X``, X`´u (79.197a)

A “ tJ1, J2u, (79.197b)

where k runs 16 from 3 to l ´ 1. The commutator table is LONGEqTableSOIwa

rXk
0`, Xk1

`0s “ δkk1X`` rXk
0`, X`´s “ 2Xk`0 (79.198a)

rJ1, X
k`0s “ Xk`0 rJ2, X

k
0`s “ Xk

0` (79.198b)
rJ1, X`´s “ X`´ rJ2, X`´s “ ´X`´ (79.198c)
rJ1, X``s “ X`` rJ2, X``s “ X``. (79.198d)

We see that the Iwasawa algebra belongs to the class of j-algebras whose Pyatetskii-Shapiro de-
composition is

A‘N “ pA1 ‘ad Z1q ‘ad
`
A2 ‘ad pV ‘ Z2q

˘
, (79.199)

with

A1 “ xH1y A2 “ xH2y (79.200a)
Z1 “ xX`´y Z2 “ xX``y (79.200b)

V “ xXk
0`, Xk`0ykě3 (79.200c)

where
H1 “ J1 ´ J2

H2 “ J1 ` J2.
(79.201)

The general commutators of such an algebra are LONGsubEqsGenPySO

rH1, X`´s “ 2X`´ rH2, X
k
0`s “ Xk

0` rH1, V s Ă V (79.202a)
rH2, X

k`0s “ Xk`0 rX`´, V s Ă V (79.202b)
rH2, X``s “ 2X`` (79.202c)
rXk

0`, X l`0s “ ΩpXk
0`, X l`0qX`` (79.202d)

In the case of sop2, nq, we have the following more precise relations: LONGSubEqsPlusPresPySO

rH1, X
k
0`s “ ´Xk

0` (79.203a)
rX`´, Xk

0`s “ ´2Xk`0 (79.203b)

16. The “new” vectors which appear in AdSl with respect to AdSl´1 are Xl´1
0˘ and Xl´1

˘0 . Such an element appears
for the first time in AdS4 and is not present when one study AdS3.
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and the link between N and Ñ is given by LONGSubEqsThethaPySO

rθXk`0, X``s “ 2Xk
0` (79.204a)

rθXk
0`, Xk

0`s “ 2J2 (79.204b)
rθX``, X``s “ 4H2 “ 4pJ1 ` J2q (79.204c)
rθX``, Xk

0`s “ 2Xk´0 (79.204d)
rθX`´, X`´s “ 4H1 “ 4pJ1 ´ J2q (79.204e)
rθX`´, Xk`0s “ 2Xk

0`. (79.204f)

The relations between the higher dimensional root spaces are

rXi
0`, X

j
´0s “ ´δijX´`

rXi
0`, X

j
`0s “ δijX``

rXi`0, X
j
0`s “ ´δijX``

rXi`0, X
j
0´s “ δijX`´.

(79.205)

The space ZKpAq of the elements of K which commute with all the elements of A is given by the
elements rij “ 1

2 rXi
0`, X

j
0`s for every i, j ě 3, i ‰ j realise the sopl´ 1q algebra. We will say more

about them in subsection 79.21.2.
We deduce the following relations that will prove useful later

rθXk
0`, X``s “ ´2Xk`0

rθXk`0, X`´s “ ´2Xk
0´

rθX``, Xk`0s “ ´2Xk
0´

rX´`, Xk
0´s “ ´2Xk´0.

(79.206)

79.21.2 The compact part
LONGSubSec_Thecompactpart

The compact part of sop2, l´1q, the algebra sop2q‘sopl´1q is well known. What is interesting
from our point of view is to write the commutation relations between the elements of sopl´1q and
the roots.

We define the following elements that are non vanishing:

rXi
0`, X

j
0´s “ rXi

0´, X
j
0`s “ 2rij . (79.207)

One immediately has θrij “ rij , so that rij P K. We also have rij P G0 so that rij P ZKpAq and
they act on the root spaces. The action is given by

rrij , Xk`0s “ 0 if i, j, k are different (79.208a)LONGEqComsRRNLONGEqComsRRN

rrij , Xk
0`s “ 0 if i, j, k are different (79.208b)

rrij , Xj
`0s “ Xi`0 if i ‰ j (79.208c)

rrij , Xj
0`s “ ´Xi

0` if i ‰ j (79.208d)
rrij , X˘˘s “ 0. (79.208e)LONGsubeqrXpmpmLONGsubeqrXpmpm

The elements rij satisfy the algebra of sopnq.
Remarque 79.52.
If σ is an involutive automorphism which commutes with θ and such that σJ1 “ J1, σJ2 “ ´J2,
then one has σrij “ rij . We will see later that this fact makes rij P H.
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We know 17 that G “ G0 ‘N ‘ N̄ where G0 “ A‘ ZKpAq. Let us perform a dimension count
in order to be sure that the vectors rij generate ZKpAq. When we are working with AdSl, we have

dimpAq “ 2
dimpÑ2q “ 4

dimpà
k

Ñkq “ 4pl ´ 3q

dimpxrijyq “ 1
2pl ´ 4qpl ´ 3q.

(79.209)

The last line comes from the fact that we have the elements r34, r35,. . . ,r45,. . . The first such
element appears in AdS5. Making the sum, we obtain lpl`1q

2 , which is the dimension of sop2, l´ 1q.
Thus we have

G “ ZKpAq ‘A‘ Ñ2 ‘
à
k

Ñk (79.210)

where ZKpAq is generated by the elements rij .

79.21.3 Dimensional slices
LONGSubSecDimensionalSlices

Since the set ZKpAq of elements in K that commute with elements of A is a part of H (see
later), they will have almost no importance in the remaining 18. The most important part of G is

A‘N ‘ N̄ “ xJ1, J2, X˘,˘ylooooooomooooooon
for every dimension

‘xX4
0˘, X4˘0ylooooomooooon

for sop2,ě3q
‘ . . .‘ xX l

0˘, X l˘0ylooooomooooon
for sop2,l´1q

. (79.211)LONGEqDecomDimQlipmLONGEqDecomDimQlipm

We use the following notations in order to make more clear how does the algebra evolve when one
increases the dimension:

N2 “ xX`´, X``y, Nk “ xXk
0`, Xk`0y

N̄2 “ xX´`, X´´y, N̄k “ xXk
0´, Xk´0y

Ñ2 “ xN2, N̄2y, Ñk “ xNk, N̄ky
(79.212)

for k ě 3. The relations are

rÑ2, Ñ2s Ď A rÑ2, Ñks Ď Ñk

rÑk, Ñks Ď A‘ Ñ2 rÑk, Ñk1s Ă ZKpAq
(79.213)LONGEqsCommWithtsNDeuxkALONGEqsCommWithtsNDeuxkA

As a consequence of the splitting and the commutation relations, we have many Killing-
orthogonal subspaces in sop2, l ´ 1q:

Ñk K Ñk1 (79.214a)LONGEqtsnkperprtsnkpLONGEqtsnkperprtsnkp

A K Ñ2 (79.214b)LONGEqAperpNTroisLONGEqAperpNTrois

A K Ñk. (79.214c)LONGEqAperpNkLONGEqAperpNk

Ñ2 K Ñk (79.214d)LONGEqNTtroisperpNkLONGEqNTtroisperpNk

In order to check there relations, look at the trace of action of adpXq ˝ adpY q on the various
spaces:

adpAq ˝ adpÑ2q :

$
’’’’&
’’’’%

A Ñ Ñ2 Ñ Ñ2

Ñ2 Ñ A Ñ 0
Ñk Ñ Ñk Ñ Ñk

ZKpAq Ñ Ñ2 Ñ Ñ2,

(79.215)

17. See [821] for example.
18. We will however need them in the computation of the coefficients (79.445).
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and

adpAq ˝ adpÑkq :

$
’’’’&
’’’’%

A Ñ Ñk Ñ Ñk

Ñ2 Ñ Ñk Ñ Ñk

Ñk Ñ A‘ Ñ2 Ñ Ñ2

xrkly Ñ Ñl Ñ Ñl

(79.216)

and

adpÑ2q ˝ adpÑkq :

$
’’’’&
’’’’%

A Ñ Ñk Ñ Ñk

Ñ2 Ñ Ñk Ñ Ñk

Ñk Ñ A‘ Ñ2 Ñ Ñ2 ‘A
xrkly Ñ Ñl Ñ Ñl ‘A

(79.217)

and
adpJ1q2|Ñ2

“ adpJ2q2|Ñ2
“ Id |Ñ2

. (79.218)
As a consequence,

G “ ZKpAq ‘A‘ Ñ2
à
kě3

Ñk (79.219)LONGEqDecompGPourKillOrthoLONGEqDecompGPourKillOrtho

is a Killing-orthogonal decomposition of sop2, l ´ 1q.

79.21.4 Reductive decomposition
LONGSubSecReductiveDecompQ

Related to the decompositions (79.191) and (79.192) we introduce the following notations:
XK, XP will denote the K and P-components of the vector X with respect to the decomposition
G “ K ‘ P. We define XH and XQ similarly with respect to the decomposition G “ H ‘ Q. In
the same way we define XA, XZpKq and so on by the Iwasawa decomposition

G “ A‘N ‘K “ A‘N ‘ ZpKq ‘ sopl ´ 1q. (79.220)

Let Q be the following vector subspace of G:

Q “ @
ZpKq, J2, rZpKq, J1s, pXk

0`qP
D
kě3. (79.221)LONGEqDecQEspacesCoolsLONGEqDecQEspacesCools

Then we choose a subalgebra H of G which, as vector space, is a complementary of Q. In that
choice, we require that there exists an involutive automorphism σ : G Ñ G such that

σ “ pIdqH ‘ p´ IdqQ. (79.222)

In that case the decomposition G “ H‘Q is reductive, i.e. rQ,Qs Ă H and rQ,Hs Ă Q.
From definition (79.221), it is immediately apparent that one has a basis of Q made of elements

in K and P, so that one immediately has

rσ, θs “ 0. (79.223)

If X P G, the projections are given by

XH “ 1
2pX ` σXq, XK “ 1

2pX ` θXq,

XQ “ 1
2pX ´ σXq, XP “ 1

2pX ´ θXq.
(79.224)LONGEqProjHQPKsigmathetaLONGEqProjHQPKsigmatheta

In particular θH Ă H since θ and σ commute.
We introduce the following elements of Q:

q0 “ pX``qKQ
q1 “ J2

q2 “ ´rJ1, q0s “ ´pX``qPQ

qk “ pXk
0`qP .

(79.225)LONGAlignPRedDefQQLONGAlignPRedDefQQ
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In order to see that rJ1, q0s “ pX``qPQ, just write the PQ-component of the equality rJ1, X``s “
X``. We will prove later that this is a basis and that each of these elements correspond to one of
the spaces listed in (79.221).

Since XP “ pθX ´Xq{2, we have

rqi, qjs “ ´1
4
`rXi

0`, X
j
0´s ` rXi

0´, X
j
0`s

˘ “ rij . (79.226)

From equations (79.214b) and (79.214c), we have q1 K q2 and q2 K qk. Using the other per-
pendicularity relations K K P and (79.214a), (79.214b), (79.214c), we see that the set tqiu0ďiďl´1
is orthogonal.

The space H is defined as generated by the elements

J1 rk “ rJ2, qks
p1 “ rq0, q1s pk “ rq0, qks
s1 “ rJ1, p1s sk “ rJ1, pks.

(79.227)LONGAlignPremDefHHLONGAlignPremDefHH

Elements (79.225) and (79.227) will be studied in great details later.

79.21.4.1 Remark on the compact part
LONGSubSubSecRemCompPart

Elements of K are elements of the form X ` θX. A part of the elements inside ZKpAq, these
elements are of two kinds:

X`` `X´´ (79.228a)
X`´ `X´` (79.228b)

on the one hand, and

Xk
0` `Xk

0´ (79.229a)
Xk`0 `Xk´0 (79.229b)

on the other hand. The first two are commuting, so that ZpKq is two dimensional when one studies
AdS3. That correspond to the well known fact that the compact part of sop2, 2q is sop2q ‘ sop2q
which is abelian. These elements, however, do not commute with the two other. For example, the
combination `

X`` `X´´
˘´ `

X`´ `X´`
˘

(79.230)

does not commute with the elements of the second type. Now, one checks that the combination
`
X`` `X´´

˘` `
X`´ `X´`q (79.231)LONGEqZKChoixblablLONGEqZKChoixblabl

commutes with all the other, so that it is the generator of ZpKq for AdSě4. This corresponds to
the fact that the compact part of sop2, nq is sop2q ‘ sopnq. In other terms,

ZpKq “ xX`` `X´´ `X`´ `X´`y ‘ xX`` `X´´ ´X`´ ´X´`yloooooooooooooooooomoooooooooooooooooon
only for AdS3

. (79.232)LONGEqDecompZKenDeuxSuivantDimLONGEqDecompZKenDeuxSuivantDim

Notice that, for AdSě4, we can define q0 “ pX``qZpKq as K “ sop2q ‘ sopl ´ 2q for AdSl. The
case of AdS3 is particular because ZpKq is of dimension two and we have to set by hand what part
of ZpKq belongs to Q (the other part belongs to H). From what is said around equation (79.231),
we know that q0 is a multiple of X`` `X´´ `X`´ `X´`.

Dimension counting shows that dim Q “ l and general theory of homogeneous spaces shows
that Q has to be seen as the tangent space of the manifold G{H.
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79.21.5 Properties of the reductive decompositions
LONGSubSecPropRedDecompQH

We are considering the two reductive decompositions G “ H‘Q “ K‘P in the same time as
the root space decomposition (79.219). We are now giving some properties of them.

We know that KXQ “ xq0y belongs to Ñ2. As a consequence, the elements Xk
α0 and Xk

0α have
no KQ-components and

rJ2, ÑksPH “ 0
rJ2, ÑksPQ “ 0

projPQX
k
α0 “ 0

projPHXk
0α “ 0.

(79.233)

Since Xk
α0 and Xk

0α are not eigenvectors of θ, they have a non vanishing P-component. We deduce
that

projPHXk
α0 ‰ 0

projPQX
k
0α ‰ 0.

(79.234)LONGEqXalphazeroaduPHLONGEqXalphazeroaduPH

As a consequence of compatibility between θ and σ, we have

rJ1, pXαβqHs “ αpXαβqH
rJ1, pXαβqQs “ βpXαβqQ

(79.235)

and
rJ2, pXαβqHs “ βpXαβqQ
rJ2, pXαβqQs “ αpXαβqH.

(79.236)LONGSubEqsJdeuxXalphanetaLONGSubEqsJdeuxXalphaneta

So XQ itself is an eigenvector of adpJ1q. In the same way, we prove that

rJ1, pXαβqP s “ αpXαβqK
rJ1, pXαβqKs “ αpXαβqP

(79.237)LONGEqJUnXabPKLONGEqJUnXabPK

because J1 P P.
LONGCorHPHKQPQKXuu

Corollary 79.53.
The vector X`` has non vanishing components in HX P, HXK, QX P and QXK.

Proof. Since adpJ2q inverts the H and Q-components of X`` (equation (79.236)), they must be
both non zero. In the same way adpJ1q inverts the components P and K of vectors of H and Q
(equations (79.237)).

LONGLEmDesZPP

Lemma 79.54.
We have pXk

0`qKQ “ pXk
0`qPH “ 0 and consequently, pXk

0`qP “ pXk
0`qQ.

Proof. Consider the decomposition of the equality rJ1, Xk
0`s “ 0 into components PQ, PH, KQ,

KH. Since J1 P P XH, the KH and PQ components are

rJ1, pXk
0`qPHs “ 0 (79.238a)

rJ1, pXk
0`qKQs “ 0. (79.238b)

In the same way, using the fact that J2 P P XQ, we have LONGEqDeuxJUDzpKq

rJ2, pXk
0`qPHs “ pXk

0`qKQ (79.239a)
rJ2, pXk

0`qKQs “ pXk
0`qPH. (79.239b)LONGsubEqDeuxJUDzpKqbLONGsubEqDeuxJUDzpKqb

Since dimpK XQq “ 1, the component pXk
0`qKQ has to be a multiple of pX``qKQ. Thus we have

0 “ rJ1, pXk
0`qKQs “ λrJ1, pX``qKQs “ λpX``qPQ, (79.240)

but pX``qPQ ‰ 0, thus λ “ 0 and we conclude that pXk
0`qKQ “ 0. Now, equation (79.239b) shows

that pXk
0`qPH “ 0.
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LONGLemSigmaXzpBien

Lemma 79.55.
We have σXk

0` “ Xk
0´.

Proof. Since we know that σGαβ Ă Gα,´β, the work is to fix the sign in

σXk
0` “ ˘Xk

0´ “ ˘θXk
0`. (79.241)LONGEqsigmaXzppmthetaXzpLONGEqsigmaXzppmthetaXzp

Lemma 79.54 states that pXk
0`qP “ pXk

0`qQ. Thus the Q-component of θXk
0` is ´pXk

0`qQ, which
is also equal to the Q-component of σpXk

0`q. That fixes the choice of sign in equation (79.241).

The following is an immediate corollary of lemma 79.55 and the fact that θ fixes P and K while
σ fixes H and Q.

LONGCorXzpHQPKXzm

Corollary 79.56.
We have

pXk
0`qH “ pXk

0´qH (79.242a)
pXk

0`qQ “ ´pXk
0´qQ (79.242b)

pXk
0`qP “ ´pXk

0´qP (79.242c)
pXk

0`qK “ pXk
0´qK. (79.242d)

Proof. Since σ acts as the identity on H and changes the sign on Q, we have

σXk
0` “ σ

`pXk
0`qH ` pXk

0`qQ
˘ “ pXk

0`qH ´ pXk
0`qQ, (79.243)

but lemma 79.55 states that σXk
0` “ Xk

0´ “ pXk
0´qH`pXk

0´qQ. Equating the H and Q-component
of these two expressions of σXk

0` brings the two first equalities.
The two other are proven the same way. We know that θXk

0` “ Xk
0´, but

θXk
0` “ θ

`pXk
0`qP ` pXk

0`qK
˘ “ ´pXk

0`qP ` pXk
0`qK. (79.244)

The two last relations follow.

79.21.5.1 An interesting basis of Q
LONGSubSubSecInterestingBasisQ

Being the tangent space of AdS, the space Q is of a particular importance. Let us now have a
closer look at the vectors that we already mentioned in equations (79.225): LONGEqBasQQzi

q0 “ pX``qKQ (79.245a)
q1 “ J2 (79.245b)
q2 “ ´rJ1, q0s “ ´pX``qPQ (79.245c)
qk “ pXk

0`qQ lemma 79.54. (79.245d)

By lemma 79.54, and the discussion about ZpKq (equation (79.232)), we can express the ele-
ments qi without explicit references to Q itself and each element corresponds to a particular space
(once again, the choice of q0 is not that simple in AdS3): LONGEqBasQQziPlusMieux

q0 “ pX``qZpKq P K XQX Ñ2 (79.246a)
q1 “ J2 P QXA (79.246b)
q2 “ ´rJ1, q0s P P XQX Ñ2 (79.246c)LONGsubEqJUnQZQDeuxLONGsubEqJUnQZQDeux

qk “ pXk
0`qP P P XQX Ñk. (79.246d)

These elements correspond to the expression (79.221). The compact part isomorphic to sop2, l´1q
is then generated by the elements
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Remarque 79.57.
The space ZpKq is given by the structure of the compact part of sop2, nq, the elements pXk

0`qP
are defined from the root space structure of sop2, nq and the Cartan involution. The elements J1
and J2 are a basis of A. However, we need to know H in order to distinguish J1 from J2 that are
respectively generators of AH and AQ.

Thus the basis (79.246) is given in a way almost independent of the choice of H.
LONGCorQdansPetK

Corollary 79.58.
We have q0 P K and qi P P if i ‰ 0. The set tq0, q1, . . . , qlu is a basis of Q. Moreover we have
QX Ñk “ xqky.
Proof. The first claim is a direct consequence of the expressions (79.246). Linear independence is
a direct consequence of the spaces to which each vector belongs. A dimensional counting shows
that it is a basis of Q.

79.21.5.2 Magic intertwining elements

The vectors qi have the property to be intertwined by some elements of H. Namely, the adjoint
action of the elements LONGAlignDefMagicIntert

X1 “ p1 “ ´rJ2, q0s P P XHX Ñ2 (79.247a)
X2 “ s1 “ rJ1, X1s P K XHX Ñ2 (79.247b)

Xk “ ´rk “ ´rJ2, qks P K XHX Ñk (79.247c)LONGEqDefXkCommeCommLONGEqDefXkCommeComm

intertwines the qi’s in the sense of the following proposition.
LONGXUnALaTwistingSuperCool

Proposition 79.59 (Intertwining properties).
The elements defined by equation (79.247) satisfy

LONGEqCalculBBBJUnUnNirme

adpJ1qq0 “ ´q2 (79.248a)LONGEqCalculBBBJUnUnNirmeALONGEqCalculBBBJUnUnNirmeA

adpJ1qq2 “ ´q0. (79.248b)LONGEqCalculBBBJUnUnNirmeBLONGEqCalculBBBJUnUnNirmeB

LONGEqSubEqbXUnqZero

adpX1qq1 “ q0 (79.249a)LONGSubEqbXZeroqUnLONGSubEqbXZeroqUn

adpX1qq0 “ q1, (79.249b)LONGSubEqbXUnqZeroLONGSubEqbXUnqZero

adpX2qq2 “ q1 (79.250a)LONGSubEqXdeuxQdeuxaLONGSubEqXdeuxQdeuxa

adpX2qq1 “ ´q2 (79.250b)LONGSubEqXdeuxQunLONGSubEqXdeuxQun

LONGEqSubEqbXkqZero

adpXkqqk “ ´q1. (79.251a)LONGSubEqbXIMoinsqZeroLONGSubEqbXIMoinsqZero

adpXkqq1 “ qk (79.251b)LONGSubEqbXkQunQkLONGSubEqbXkQunQk

Proof. Equation (79.248a) is by definition while equation (79.248b) follows from the first one and
the fact that adpJ1q2 acts as the identity on Ñ2.

The equality (79.249a) is a direct consequence of the fact that adpJ2q2 is the identity on Ñ2,
so that

rX1, q1s “ ´
“rJ2, q0s, q1

‰ “ adpJ2q2q0 “ q0. (79.252)
For the relation (79.249b), first remark that, since q0 “ pX``qKQ, we have

X1 “ ´pX``qPH (79.253)

and we have to compute
rX1, q0s “ ´

“pX``qPH, pX``qKQ
‰

(79.254)
Using the projections (79.224), we have

pX``qPH “ 1
4pX`` ` σX`` ´ θX`` ´ σθX``q

pX``qKQ “ 1
4pX`` ´ σX`` ` θX`` ´ σθX``q

(79.255)
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We compute the commutator taking into account the facts that σ is an automorphism and that,
for example, rX``, σX``s “ 0 because σX`` P Gp`´q. What we find is

“pX``qPH, pX``qKP
‰ “ 1

4
1
2

´
rX``, θX``s ´ σrX``, θX``s

¯
“ 1

4 rX``, θX``sQ. (79.256)

Since rX``, X´´s “ ´4pJ1 ` J2q, we have rX1, q0s “ J2 “ q1 as expected.
For equation (79.250a) we use the Jacobi relation and the relation (79.248b).

rq2, X2s “
“
q2, rJ1, p1s

‰

“ ´“J1, rp1, q2s
‰´ “

p1, rq2, J1s
‰

“ ´rp1, q0s
“ ´q1

(79.257)

For equation (79.250b), we use the definition of X2, the Jacobi identity and the facts that rp1, J2s “
q0 and rJ1, q0s “ ´q2.

We pass now to the fourth pair of intertwining relations. By definition, qk “ pXk
0`qP , but

taking into account the fact that J2 P P we can decompose the relation rJ2, X0`s “ X0` into

rJ2, pX0`qP s “ pX0`qK (79.258a)LONGEqJdeuxXzpsPsKLONGEqJdeuxXzpsPsK

rJ2, pX0`qKs “ pX0`qP . (79.258b)

Equation (79.258a) tolds us that
Xk “ ´pX0`qK. (79.259)

Now we have to compute rXk, qks “ ´
“pX0`qK, pX0`qP

‰
. We know that rX0`, X0´s “ ´2J2 P P.

Thus corollary 79.56 brings

´2J2 “
“pX0`qK, pX0´qP

‰` “pX0`qP , pX0´qK
‰ “ ´2

“pX0`qK, pX0`qP
‰ “ 2rXk, qks, (79.260)

and the result follows.
For equation (79.251b), we have to compute rXk, q1s “ rJ2, pXk`0qKs. The P-component of

rJ2, Xk
0`s “ Xk

0` is exactly
rJ2, pXk

0`qKs “ pXk
0`qP “ qk. (79.261)

These intertwining relations will be widely used in computing the norm of the vectors qi in
proposition 79.62 as well as in some other occasions.

Let us now give a few words about the existence and unicity of these elements. The fact that
there exists an element X1 such that adpJ2qX1 “ q0 comes from the decomposition (79.276) and
the fact that each X˘˘ is an eigenvector of adpJ2q. It is thus sufficient to adapt the signs in
order to manage a combination of X``, X`´, X´` and X´´ on which the adjoint action of J2
creates q0. However, the fact that this element has in the same time the “symmetric” property
adpX1qq0 “ q1 could seem a miracle. See theorem 79.86.

Lemma 79.60.
An element X1 such that adpX1qq1 “ q0 can be chosen in P XH X Ñ2. Moreover, this choice is
unique up to normalisation.

Proof. Unicity is nothing else than the fact that dimpP X H X Ñ2q “ 1. Indeed, since G “
A‘ Ñ ‘ ZKpAq and A Ă P, we have K Ă Ñ . Dimension counting shows that dimpÑ2 XHq “ 2
(because dimpÑ2q “ 4 and q0, q2 P QX Ñ2). As we are looking in Ñ2, we are limited to elements in
sop2, 2q (not the higher dimensional slices), so that we can consider K “ sop2q‘sop2q. One of these
two sop2q factors belongs to H, so that dimpK XHX Ñ2q “ 1 and finally dimpP XHX Ñ2q “ 1.

Let now X1 be such that rX1, q1s “ q0. If X1 has a component in Q, that component has to
commute with q1 (if not, the commutator rX1, q1s would have a H-component). So we can redefine
X1 in order to have X1 P H.
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In the same way, a A-component has to be J1 (because J2 P Q) which commutes with q1.
We redefine X1 in order to remove its J1-component. We remove a component in Ñk because
rÑ2, Ñks Ă Ñk, and a K-component can also be removed since its commutator with q1 would
produce a P-component. We showed that X1 P P XHX Ñ2.

LONGLemChoixDeXk

Lemma 79.61.
An element Xk such that adpXkqq1 “ qk can be chosen in K XHX Ñk.

Proof. The proof is elementary in tree steps using the fact that q1 P P XQXA:
(1) A P-component can be annihilated because rP,Ps Ă K while qk P P,
(2) a Q-component can be annihilated because rQ,Qs Ă H while qk P Q,
(3) if k1 ‰ k, a Ñk1-component can be annihilated because rÑk1 ,As Ă Ñk1 while qk P Ñk.

79.21.5.3 Killing form and orthogonality

We define the norm of an element in G “ sop2, nq as

}X} “ ´ 1
2nBpX,Xq. (79.262)LONGEqDefNormeKillingSixLONGEqDefNormeKillingSix

Notice that q0 belongs to the compact part of G, so that its Killing norm is negative, so that }q0}
is positive.

LONGPropBaseQOrtho

Proposition 79.62.
We have }q0} “ 1 and }qi} “ ´1 (i ‰ 0). As a consequence, the space G{H is Lorentzian.

Proof. We begin by computing the norm of q1 “ J2. The Killing form BpJ2, J2q “ Tr
`

adpJ2q ˝
adpJ2q

˘
is the easiest to compute in the basis ZKpAq‘A‘N ‘ N̄ of eigenvectors of J2. If we look

at the matrix of adpJ2q ˝ adpJ2q, we have one 1 at each of the positions of X``, X`´, X´` and
X´´. Moreover, for each higher dimensional slice, we get additional 2 because of Xk

0` and Xk`0.
When one looks at sop2, nq we have n´ 2 higher dimensional slices, so that

BpJ2, J2q “ 4` 2pn´ 2q “ 2n. (79.263)

The result is that Bpq1, q1q “ 6, so that }q1} “ ´1.
We are going to propagate that result to other elements of the basis, using the“magic” inter-

twining elements X1, Xk and J1.
Using left invariance of the Killing form, we find

Bpq0, q0q “ B
`
q0,´ adpJ1qq2

˘ “ B
`

adpJ1qq0, q2
˘ “ ´Bpq2, q2q, (79.264)LONGEqCalculBBBqZeroqUnNirmeLONGEqCalculBBBqZeroqUnNirme

so that }q0} “ ´}q2}.
Now, the same computation with X1 and Xk instead of J1 show that }q0} “ ´}q1} and }q1} “

}qk}.
LONGRemBProdScal

Remarque 79.63.
Using the fact that the basis tqiu is orthonormal, we can decompose an element of Q by the Killing
form. One only has to be careful on the sign: if X “ aq0 `ř

ią0 biqi, we have

a “ BpX, q0q
bi “ ´BpX, qiq. (79.265)LONGEqsabKillProjCompLONGEqsabKillProjComp

LONGRemOrdreNilpotentQ

Remarque 79.64.
As a consequence, a light like direction reads, up to normalization, Epwq “ q0 `řl´1

i“1wiqi with
w P Sl´2.
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79.21.5.4 Other properties
LONGLemXZUAHetQ

Lemma 79.65.
We have σXαβ P Gpα,´βq. In particular, Xk

0` has non vanishing components in H and in Q.

Proof. If one applies σ to the equality rJ2, Xαβs “ βXαβ, we see that σXαβ is an eigenvector of
adpJ2q with eigenvalue ´β. The same with adpJ1q shows that σXαβ has `1 as eigenvalue. Thus
σXαβ P Gpα,´βq.

In particular, σXk
0` ‰ ˘Xk

0` so that it does not belongs to H nor to Q.

Notice that, as corollary, we have

σXα,β “ ˘Xα,´β. (79.266)
LONGLemSigmaXppEgalXPm

Lemma 79.66.
We have pX``qQ “ pX`´qQ or, equivalently, σX`` “ ´X`´.

Proof. Since q1 “ J2 P A and qk P Ñk, the Q-component of X`` and X`´ are only made of q0
and q2. We are going to prove the following three equalities. LONGItemBpmqDeux

(1) BpX`´, q2q “ BpX`´, q0q
(2) BpX``, q2q “ BpX``, q0q
(3) BpX``, q0q “ BpX`´, q0q

The first point is proved using the fact that q2 “ rq0, J1s and the ad-invariance of the Killing
form:

BpX`´, q2q “ ´B
`
X`´, adpJ1qq0

˘ “ B
`

adpJ1qX`´, q0
˘ “ BpX`´, q0q. (79.267)

One checks the second point in the same way. For the third equality, we know from decomposition
(79.232) that q0 is a multiple of X`` ` X´´ ` X`´ ` X´`. If the multiple is λ, BpX``, q0q “
λBpX``, X´´q and BpX`´, q0q “ λBpX`´, X´`q. Thus we have to prove that the traces of the
operators

γ1 “ adpX``q ˝ adpX´´q
γ2 “ adpX`´q ˝ adpX´`q (79.268)

are the same. That trace is straightforward to compute on the natural basis of G “ ZKpAq ‘A‘
N ‘ N̄ . The only elements on which adpX´´q is not zero are A, Xk

0`, Xk`0 and Xk``, while for
adpX´`q, the only non vanishing elements are A, Xk

0´, Xk`0 and X`´. From equation (79.208e),
we have γ1prijq “ γ2prijq “ 0. Using the commutation relations, we find

γ1J1 “ rX``, X´´s “ ´4pJ1 ` J2q (79.269a)
γ1J2 “ rX``, X´´s “ ´4pJ1 ` J2q (79.269b)

γ1X
k
0` “ 2rX``, Xk´0s “ ´4Xk

0` (79.269c)
γ1X

k`0 “ ´2rX``, Xk
0´s “ ´4Xk`0 (79.269d)

γ1X`` “ rX``, 4pJ1 ` J2qs “ ´8X``. (79.269e)

Thus Trpγ1q “ ´24. The same computations bring

γ2J1 “ rX`´, X´`s “ ´4pJ1 ´ J2q (79.270a)
γ2J2 “ rX`´, X´`s “ 4pJ1 ´ J2q (79.270b)

γ2X
k
0´ “ ´2rX`´, Xk´0s “ ´4Xk

0´ (79.270c)
γ2X`´ “ rX`´, 4pJ1 ´ J2qs “ ´8X`´ (79.270d)
γ2X

k`0 “ 2rX`´, Xk
0`s “ ´2Xk`0, (79.270e)

and Trpγ2q “ ´24. Thus we have

projZpKqpX``q “ projZpKqpX`´q. (79.271)
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Notice that the lemma is trivial if we consider that X`` ´X`´ belongs to H by definition of
H. From a AdS point of view, we define AdS “ G{H and we have to define H, so from that point
of view, lemma 79.66 is by definition. However, the direction we have in mind is to use the more
generic tools as possible. From that point of view, the fact to set ZpKq Ă Q is more intrinsic than
to set X`` ´X`´ P H.

LONGPropXmpXppqq

Proposition 79.67.
We have pX``qQ “ pX`´qQ “ q0 ´ q2.

Proof. Using the remark 79.63, the three Killing forms computed in the proof of lemma 79.66 are
expressed under the form

pX`´qq0 “ ´pX`´qq2 (79.272a)
pX``qq0 “ ´pX``qq2 (79.272b)
pX``qq0 “ pX`´qq2 . (79.272c)

Consequently, we have pX``qQ “ λpq0´ q2q and pX`´qQ “ λpq0´ q2q for a constant λ to be fixed.
It is fixed to be 1 by the facts that, by definition, q0 “ pX``qKQ and q2 P P.

LONGLemComJDeuxQ

Lemma 79.68.
We have

rJ2, q0s “ pX``qHP ‰ 0
rJ2, q1s “ 0
rJ2, q2s “ pX``qHK ‰ 0
rJ2, qks “ pXk

0`qH ‰ 0
rJ1, p1s “ ´pX``qKH ‰ 0

(79.273)

where k ě 3.

Proof. Using the fact that J2 P QXP and that X`` has non vanishing components “everywhere”
(corollary 79.53), we have

rJ2, q0s “ rJ2, pX``qKQs “ pX``qPH ‰ 0
rJ2, q2s “ rJ2, pX``qPQs “ pX``qKH ‰ 0
rJ1, p1s “ rJ1, pX``qPHs “ ´pX``qKH ‰ 0
rJ2, qks “ rJ2, pXk

0`qQs “ pXk
0`qH ‰ 0 lemma 79.65

(79.274)

LONGLemNonHXaz

Lemma 79.69.
If α ‰ 0, then Xk

α0 P H.

Proof. The element projQX
k
α0 is a combination of qi. Since adpJ2q projQX

k
α0 “ 0, we must have

pXk
α0qQ “ λJ2 by lemma 79.68. Using the fact that J1 P H, the Q-component of the equality

rJ1, Xk
α0s “ αXk

α0 becomes
rJ1, λJ2s “ αλJ2. (79.275)

The left-hand side is obviously zero, so that λ “ 0 which proves that Xk
α0 P H.

Applying successively the projections (79.224), and lemma 79.66, we write the basis elements
of Q in the decomposition G “ G0 ‘N ‘ N̄ : LONGEqsDecopmQXpmpm

q0 “ 1
4pX`` `X`´ `X´` `X´´q, (79.276a)

q1 “ J2, (79.276b)

q2 “ 1
4p´X`` ´X`´ `X´` `X´´q, (79.276c)

qk “ 1
2pX

k
0` ´Xk

0´q (79.276d)
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with k ě 3. Notice that none of them has component in ZKpAq.
These decompositions allow us to compute the commutators rqi, qjs and rqi, Jps. Instead of

listing here every commutation relations, we will only write the ones we use when we need them.
LONGLemQzQdeuxJun

Lemma 79.70.
We have rq0, q2s “ ´J1.

Proof. The proof is exactly the same as the one of equation (79.249b) in lemma 79.59. Here we
use

pX``qPQ “ 1
4
`
X`` ´ σX`` ´ θX`` ` σθX``

˘
(79.277)

and we find
rq0, q2s “ ´

“pX``qKQ, pX``qPQ
‰ “ ´1

4 rθX``, X``sH “ ´J1. (79.278)

Lemma 79.71.
We have

rX1, q2s “ rX1, qks “ 0 (79.279)LONGEqXunQdeuxcommutentLONGEqXunQdeuxcommutent

for k ě 3.

Proof. The proof is elementary:

rX1, q2s P rP XHX Ñ2,P XQX Ñ2s Ă K XQXA “ t0u
rX1, qks P rP XHX Ñ2,P XQX Ñks Ă K XQX Ñk “ t0u.

(79.280)

The following is a first step in the proof of theorem 79.76.
LONGCorAdQUncarreqi

Corollary 79.72.
We have adpJ1q|2Ñ2

“ adpJ2q|2Ñ2
“ Id and adpq1q2qi “ qi.

Proof. The action of adpq1q2 is to change two times the sign of the components Xα´. Thus
adpq1q2 “ Id on Ñ2. The result is now proved for i “ 0, 1, 2. For the higher dimensions, we use
the fact that J2 “ q1 and we find

qk “ rXk, q1s “ ´
“rq1, Xks, q1

‰ “ adpq1q2qk (79.281)

as claimed.
Moreover, the elements of Ñ2 are build of elements of the form X˘˘, so that adpJ1q2 changes

at most twice the sign.

LONGLemXkqzerozeroLONGLemXkJunzero

Lemma 79.73.
We have

rXk, q0s “ rXk, J1s “ rXk, q2s “ 0 (79.282a)
rJ1, qks “ 0. (79.282b)LONGEqJUnqkzeroLONGEqJUnqkzero

Proof. The first claim is proved in a very standard way:

rXk, q0s P rK XHX Ñk,K XQX Ñ2s Ă K XQX Ñk “ t0u. (79.283)

For the second commutator, we use the Jacobi identity and the definition Xk “ ´rJ2, qks:
“
J1, rJ2, qks

‰ “ ´“J2, rqk, J1s
‰´ “

qk, rJ1, J2sloomoon
“0

‰
, (79.284)LONGEqJ1J2qkzeroLONGEqJ1J2qkzero
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while
rqk, J1s P rP XQX Ñk,P XHXAs Ă K XQX Ñk “ t0u. (79.285)

That proves (79.282b) in the same time.
For the third commutator, remark that, since q2 “ rq0, J1s, we have

rXk, q2s “ ´
“
q0, rJ1, Xks

‰´ “
J1, rXk, q0s

‰
. (79.286)

which is zero by the two first claims.
LONGEtOrdreDeux

Proposition 79.74.
If E is nilpotent in Q, then adpEq3 “ 0.

Proof. If E1 is a nilpotent element of Q, then every nilpotent elements in Q are of the form
λAdpkqE1 for some k P K and λ P R[982]. It is then sufficient to prove that one of them is of
order two. The element

q0 ´ q2 “ 1
2pX`` `X`´q, (79.287)LONGEqDecqzmoinsqDeuxLONGEqDecqzmoinsqDeux

is obviously of order two because the eigenvalue for adpJ1q increases by one unit at each iteration
of adpq0 ´ q2q.
Lemma 79.75.
We have rJ1, qks “ 0.

Proof. The proof is standard:

rJ1, qks P rHX P XA,QX P X Ñks Ă QXK X Ñk “ t0u. (79.288)

The following theorem, which relies on the preceding lemmas, will be central in computing the
Killing form which appears in the characterization of theorem 79.95.

LONGThoAdESqqq

Theorem 79.76.
We have

adpqiq2qj “ qj (79.289)

if i ‰ j and i ‰ 0. If i “ 0, we have

adpq0q2qj “ ´qj . (79.290)

Proof. The case i “ 1 is already done in corollary 79.72.
We propagate that result to the other adpqiq2 with the intertwining elements J1, X1 and Xk.
Let us compute adpq0q2qi “ ad

`rX1, q1s
˘2
qi using twice the Jacobi identity and the properties

of X1 (in order to be more readable, we write XY for rX,Y s)

adpq0q2qi “ pX1q1q
´
pX1q1qqi

¯

“ ´pX1q1q
´
pq1qIqX1 ` pqiX1qq1

¯

“ pq1qiq
`
X1pX1q1q

˘` pqiX1q
`
q1pX1q1q

˘

`X1
`pX1q1qpq1qiq

˘` q1
`pX1q1qpqiX1q

˘

“ pq1qiqq1 ´ adpX1q2qi `X1
`
q0pq1qiq

˘` q1
`
q0pqiX1q

˘
.

(79.291)LONGEqAdqZsqqiLONGEqAdqZsqqi

If i “ 1, the only non vanishing term is ´ adpX1q2q1 “ ´q1. Thus adpq0q2q1 “ ´q1.
If i “ 2, the relation (79.279) annihilates the second and fourth terms while rq1, q2s commutes

with q0 because q0 P ZpKq. We are thus left with the term ´q2, and adpq0q2q2 “ ´q2.
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If i “ k ě 3, we find

adpq0q2qk “ ´ adpq1q2qk ´ adpX1q2qk `X1
`
q0pq1qkq

˘` q1
`
q0pqkX1q

˘
. (79.292)

Since rq1, qks P K, it commutes with q0. Using the fact that rX1, qks “ 0, we get adpq0q2qk “ ´qk.
Let us perform the same computations as in (79.291) with qk (k ě 3) instead of q0 and Xk

(equations (79.251)) instead of X1. What we get is

adpqkq2qi “ adpq1q2qi ´ adpXkq2qi `Xk

`
qkpq1qiq

˘` q1
`
qkpqiXkq

˘
. (79.293)

If we set i “ 0, taking into account the commutator rXk, q0s “ 0, we have

adpqkq2q0 “ adpq1q2q0 `Xk

`
qkpq1q0q

˘
. (79.294)LONGEqkdeuxqzerointerLONGEqkdeuxqzerointer

As already proved, the first term is q0. Now,
“
qk, rq1, q0s

‰ P K XQX Ñk “ t0u, (79.295)

so that the second term in (79.294) is zero. Thus we proved that adpqkq2q0 “ q0.
If we set i “ 1, taking into account the relations (79.251), we find

adpqkq2q1 “ ´ adpXkq2q1 ` q1
`
qkpq1Xkq

˘ “ q1. (79.296)

If we set i “ 2 and using the fact that rXk, q2s “ 0, we find

adpqkq2q2 “ q2 ´ qk
`
Xkpq1q2q

˘
. (79.297)

Using once again the Jacobi identity inside the big parenthesis, we find 2q2 ´ adpqkq2q2. This
proves that adpqkq2q2 “ q2.

We turn now our attention to adpq2q2qi. We perform the same computation, using the inter-
twining property (79.248) of J1. What we get is

adpq2q2qi “ pJ1qiqpq0q2q ´ adpq0q2qi ` q0
`
q2pJ1qiq

˘` J1
`
q2pqiq0q

˘
. (79.298)LONGEqadqqqDeuxIGeneLONGEqadqqqDeuxIGene

If we set i “ 1, we use the already proved property adpq0q2q1 “ ´q1, and we obtain

adpq2q2q1 “ pJ1q1qpq0q2q ` q1 ` q0
`
q2pJ1q1q

˘` J1
`
q2pq1q0q

˘
. (79.299)

We claim that all of these terms are zero except of q1. First,
“
q2, rq1, kks

‰ P “
Ñ2, rA, Ñ2s

‰ Ă A.
Thus the last term vanishes .The commutator rJ1, q1s vanishes because q1 “ J2. We are done with
adpq2q2q1 “ q1.

If we set i “ k (k ě 3) in (79.298), we use adpq0q2qk “ ´qk and what we find is

adpq2q2qk “ pJ1qkqpq0q2q ` qk ` q0
`
q2pJ1qkq

˘` J1
`
q2pqkq0q

˘
. (79.300)LONGEqadqqqdeuxkkLONGEqadqqqdeuxkk

We already know that rJ1, qks “ 0. We have
“
q2, rqk, q0s

‰ “ 0 because
“
q2, rqk, q0s

‰ P “P XQX Ñ2, rP XQX Ñk,K XQX Ñ2s
‰

Ă rP XQX Ñ2,P XHX Ñks
Ă K XQX Ñk “ t0u.

(79.301)

The remaining terms in (79.300) are adpq2q2qk “ qk.
In order to compute adpq2q2q0, we write q0 “ adpX1qq1. Using twice the Jacobi identity, we get

adpq2q2q0 “ X1
`pq1q2qq2

˘` q1
`pX1q2qq2

˘` pq1q2qpX1q2q ` pX1q2qpq2q1q. (79.302)

Using the fact that rX1, q2s “ 0, we are left with

adpq2q2q0 “ X1
`

adpq2q2q1
˘ “ rX1, q1s “ q0 (79.303)

as desired.
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79.21.6 A convenient basis for the root spaces and computations
LONGSubSecMOreConvBasisBlbla

The most natural basis of Ñ2 is

Ñ2 “ xX``, X`´, X´`, X´´y, (79.304)

but the multiple commutators of these elements with q0 reveal to require some work.
We provide in this section an other basis for Ñ that corresponds to the decomposition K‘P.

Since q0 is central in K, the exponential exq0X is trivial when X P K and, since q0 P K, the
commutator rq0, Xs remains in P when X P P.

Here is the new basis:

B “ tJ1, J2, q0, q2, p1, s1, qk, pk, rk, skuk“3,...,l´1. (79.305)LONGEqSuperBaseeBLONGEqSuperBaseeB

where LONGSubEqsBaseSuperTsNTroisLONGEqDecompqprskXX

q0 “ 1
4pX`` `X`´ `X´` `X´´q P K XQX Ñ2 (79.306a)

q2 “ rq0, J1s “ 1
4p´X`` ´X`´ `X´` `X´´q P P XQX Ñ2 (79.306b)

p1 “ rq0, q1s “ 1
4p´X`` `X`´ ´X´` `X´´q P P XHX Ñ2 (79.306c)LONGEqqzqupuDefLONGEqqzqupuDef

s1 “ rJ1, p1s “ 1
4p´X`` `X`´ `X´` ´X´´q P K XHX Ñ2 (79.306d)

qk “ 1
2pX

k
0` ´Xk

0´q P P XQX Ñk (79.306e)

pk “ rq0, qks “ 1
2pX

k´0 ´Xk`0q P P XHX Ñk (79.306f)

rk “ rJ2, qks “ 1
2pX

k
0` `Xk

0´q P K XHX Ñk (79.306g)

sk “ rJ1, pks “ ´1
2pX

k´0 `Xk`0q P K XHX Ñk (79.306h)

rij “ rqi, qjs P K XHX G0. (79.306i)

and

J1 P P XHXA (79.306j)
q1 “ J2 P P XQXA (79.306k)

Notice that the elements p1 and s1 are non vanishing by lemma 79.68. We have

P XQX Ñ2 “ xq2y K XQX Ñ2 “ xq0y (79.307a)
P XQX Ñk “ xqky K XQX Ñk “ H (79.307b)
P XQXA “ xJ2y K XQXA “ H (79.307c)

P XHX Ñ2 “ xp1y K XHX Ñ2 “ xs1y (79.307d)
P XHX Ñk “ xpky K XHX Ñk “ xrk, sky (79.307e)
P XHXA “ xJ1y K XHXA “ H (79.307f)

The decomposition of Ñ2 into K ‘ P is

Ñ2 “ xq0, s1y ‘ xq1, p1y. (79.308)LONGEqDecomptsNTroisKPLONGEqDecomptsNTroisKP

The decomposition of Ñk into K ‘ P is

Ñk “ xrk, sk, rijyk,i,jě3 ‘ xqk, pky. (79.309)LONGEqDecomptsNkKPLONGEqDecomptsNkKP

We are now going to compute all the Killing form and commutators in this basis.
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LONGPropBprsk

Proposition 79.77.
We have

Bppk, pkq “ ´Bpq0, q0q
Bprk, rkq “ Bpq0, q0q
Bpsk, skq “ Bpq0, q0q,

(79.310)

and then
´}pk}2 “ }rk}2 “ }sk}2 “ 1. (79.311)LONGeqNormInHigherDimensionalSlicesLONGeqNormInHigherDimensionalSlices

Proof. Using the definitions (79.306) and the theorem 79.76, we have LONGSubEqsBpprrssk

Bppk, pkq “ B
`

adpqkqq0, adpqkqq0
˘ “ ´B` adpqkq2q0, q0

˘ “ ´Bpq0, q0q, (79.312a)

and
Bprk, rkq “ B

`
adpq1qqk, adpq1qqk

˘ “ ´Bpqk, qkq “ Bpq0, q0q. (79.312b)

and
Bpsk, skq “ ´B

`
adpJ1q2pk, pk

˘ “ ´Bppk, pkq “ Bpq0, q0q. (79.312c)

Notice that we are not surprised by the positivity of the norms of rk and sk because they belong
to the compact part of the algebra.

Proposition 79.78.
The Killing norm in the space ZKpAq are given by

Bprij , rklq “
#
Bpq0, q0q if ti, ju “ tk, lu
0 otherwise.

(79.313)

Proof. First, we have
Bprij , rijq “ B

`rqi, qjs, rqi, qjs
˘

“ ´B` adpqiq2qj , qj
˘

“ ´Bpqj , qjq
“ Bpq0, q0q.

(79.314)

For the mixed case we have

Bprij , rikq “ ´B
`

adpqiq2qj , qk
˘ “ 0. (79.315)

We suppose now that i, j, k and l are four different numbers. The action of adprklq on A is zero
because rkl P ZpAq. From (79.208a), the action of adprijq˝adprklq on N is zero. Since the elements
rij satisfy the algebra of sopnq, we have adprijq˝adprklqrmn “ 0 when i, j, k and l are four different
numbers. Finally we have

Bprij , rklq “ 0. (79.316)

LONGLempunjdeuxqzero

Lemma 79.79.
We have rp1, J2s “ q0.

Proof. The lemma comes from theorem 79.76 because

rp1, J2s “ ´rq1, p1s “ adpq1q2q0 “ q0. (79.317)

LONGlemJDeuxqDeuxsUn

Lemma 79.80.
We have s1 “ rJ2, q2s.
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Proof. We use the definition p1 “ rq0, q1s and the Jacobi identity:

rJ1, p1s “
“
J1, rq0, q1s

‰ “ ´“q0, rq1, J1s
‰´ “

q1, rJ1, q0s
‰
. (79.318)

The first terms vanishes because q1 P A while rJ1, q0s “ ´q2 by definition.
LONGPropBJpsun

Proposition 79.81.
We have

BpJ1, J1q “ ´Bpq0, q0q
Bpp1, p1q “ ´Bpq0, q0q
Bps1, s1q “ Bpq0, q0q,

(79.319)

and then
´}J1}2 “ ´}p1}2 “ }s1}2 “ 1. (79.320)

Proof. Using J1 “ rq0, q2s (lemma 79.70) we find

BpJ1, J1q “ B
`

adpq2qq0, adpq2qq0
˘ “ ´B` adpq2q2q0, q0

˘ “ ´Bpq0, q0q. (79.321)

In much the same way, using the definition of p1 and s1 “ rq1, q2s (lemma 79.80), we findBpp1, p1q “
Bpq1, q1q and Bps1, s1q “ ´Bpq2, q2q.

LONGLemJunrkzero

Lemma 79.82.
We have rJ1, rks “ 0.

Proof. Using the definition of rk and the Jacobi identity,

rJ1, rks “
“
J1, rJ2, qks

‰ “ ´“J2, rqk, J1s
‰´ “

qk, rJ1, J2s
‰ “ 0 (79.322)

because of equation (79.282b) and the fact that A is abelian.

Now, the Killing norms of the basis B can be computed.
LONGThoBaisXXorthoigher

Theorem 79.83.
The basis

B “ tq0, q2, p1, s1, qk, pk, rk, sk, J1, J2u. (79.323)

given by the definitions (79.305) is orthonormal and

}J1}2 “ }q1}2 “ }q2}2 “ }p1}2 “ }qk}2 “ }pk}2 “ ´1
}rij} “ }q0}2 “ }s1}2 “ }rk}2 “ }sk}2 “ 1

(79.324)

Proof. The norms are given by the propositions 79.77, 79.81, and 79.62.
For the orthogonality, we know that P K K, Q K H (from general theory) as well as Ñ2 K Ñk,

Ñ2 K A and Ñk K A (equations (79.214a), (79.214b), (79.214c) and (79.214d)). Thus, among the
elements of the basis B, the two only ones that could not orthogonal are rk and sk. However, we
have Bprk, skq “ 0 because

Bprk, skq “ B
`
rk, adpJ1qpk

˘ “ ´B` adpJ1qrk, pk
˘ “ 0 (79.325)

by lemma 79.82.

It turns out that we are able to compute all the commutators using the following techniques
(1) the orthonormality of the basis, theorem 79.83 among with the ad-invariance of the Killing

form
(2) the Jacobi identity
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(3) the theorem 79.76 and the commutators of lemmas 79.79, 79.80 and 79.82.
Computing all the commutators that way is quite long and very few interesting. The interesting
point is that it is possible. You can immediately jump to subsection 79.21.8.

(1) adpq0qJ1 “ q2. Definition.
(2) adpq0qJ2 “ p1. Definition.
(3) adpp1qJ1 “ ´s1. Definition.
(4) adpq0qqk “ pk

LONGItemComqzpk. Definition.
(5) adpqkqJ2 “ ´rk. Definition.
(6) adppkqJ1 “ ´skLONGItemCompkJun. Definition.
(7) adpp1qJ2 “ q0

LONGItemCompunJdeux. Lemma 79.79.
(8) adpq2qJ2 “ ´s1. Lemma 79.80.
(9) adpJ1qrk “ 0LONGItemComJunrk. Lemma 79.82.

(10) adpq0qp1 “ ´J2
LONGItemComqzpun. We have adpq0qp1 “ adpq0q2q1 “ ´q1.

(11) adpq0qs1 “ 0. By the usual techniques, we get rq0, s1s P KXQXA “ t0u. The following few
are obtained in the same way.

(12) adpq0qrk “ 0LONGItemComqzrk.
(13) adpq0qsk “ 0.
(14) adpq2qp1 “ 0.
(15) adpqkqJ1 “ 0.
(16) adpq2qpk “ 0.
(17) adpq2qpk “ 0.
(18) adpp1qqk “ 0LONGItemCompunqk.
(19) adpJ2qpk “ 0.
(20) adpq2qs1 “ ´J2. We know that rq2, s1s P P XQXA “ xJ2y. Thus rq0, s1s is a multiple of J2.

The coefficient is given byB
`rq2, s1s, J2

˘{BpJ2, J2q. Using the ad-invariance of the Killing
form, we are left to compute Bps1, adpq2qJ2q. Lemma 79.80 shows then that the coefficient
we are searching if Bps1, s1q{BpJ2, J2q “ 1.

LONGItemComqdeuxqk

(21) adpq2qqk “ ´sk. The spaces show that rq2, qks P K X H X Ñk “ xrk, sky. Thus we have
to check the two possible components. First, B

`rq2, qks, rk
˘ “ ´B`q2, adpqkq2J2

˘ “ 0 by
theorem 79.76. For the second, we use the definition of sk and the Jacobi identity:

B
`rq2, qks, sk

˘ “ B
`rq2, qks, adpJ1qrq0, qks

˘

“ B
`rq2, qks,´ adpq0q rqk, J1sloomoon

“0

´ adpqkq rJ1, q0sloomoon
“´q2

˘

“ ´B` adpq2qqk, adpq2qqk
˘

“ B
`
qk, adpq2q2qk

˘

“ Bpqk, qkq.

(79.326)

Finally, what we have is

rq2, qks “ Bpq2, q2q
Bpsk, skqsk “ ´sk. (79.327)

(22) adpq2qrk “ 0. From the spaces, rq2, rks P xqky, but

B
`

adpq2qrk, qk
˘ “ ´B`rk, rq2, qks

˘ “ Bprk, skq “ 0. (79.328)
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(23) adpq2qsk “ ´qk. From the spaces, rq2, sks P P XQX Ñk “ xqky, so we compute

B
`rq2, sks, qk

˘ “ ´Bpsk, rq2, sksq “ Bpsk, skq, (79.329)

and
rq2, sks “ Bpsk, skq

Bpqk, qkqqk “ ´qk. (79.330)

(24) adpq2qrk “ 0. From the spaces, rqk, q2s P P XQX Ñk “ xqky. Thus we compute

B
`rq2, rks, qk

˘ “ ´B`rk, rq2, qks
˘ “ Bprk, skq “ 0 (79.331)

where we used the item (21).
LONGItemComjunpun

(25) adpJ1qp1 “ s1. From the spaces, rJ1, p1s P xs1y. We have

B
`rJ1, p1s, s1

˘ “ ´B`p1, rJ1, s1s
˘ “ ´B`p1, adpJ1q2p1

˘ “ ´Bpp1, p1q, (79.332)

thus
rJ1, p1s “ ´Bpp1, p1q

Bps1, s1q s1 “ s1. (79.333)
LONGItemComskqk

(26) adpskqqk “ ´q2. From the spaces, rsk, qks P xJ2, q2y. Thus we have two Killing forms to
compute. The first is

B
`rsk, qks, J2

˘ “ B
`
sk, rqk, J2s

˘ “ Bpsk, rkq “ 0 (79.334)

were we used the definition of rk. The second is

B
`rsk, qks, q2

˘ “ B
`
sk, rqk, q2s

˘ “ Bpsk, skq. (79.335)

where we used item (21). Thus we have

rsk, qks “ Bpsk, skq
Bpq2, q2q q2 “ ´q2 (79.336)

(27) adpskqJ2 “ 0. From the spaces, rsk, J2s P xqky, but

B
`

adpskqJ2, qk
˘ “ ´B`J2, rsk, qks

˘ “ ´BpJ2, q2q “ 0 (79.337)

where we used item (26).
(28) adpq2qsk “ ´qk. From the spaces, rq2, sks P xqky. We have

B
`

adpq2qsk, qk
˘ “ ´B`sk, adpq2qqk

˘ “ Bpsk, skq (79.338)

where we used item (21). Thus

rq2, sks “ Bpsk, skq
Bpqk, qkqqk “ ´qk. (79.339)

(29) adpp1qs1 “ ´J1. From the spaces, rp1, s1s P xJ1y. We have

B
`rp1, s1s, J1

˘ “ ´B`s1, rp1, J1s
˘ “ Bps1, s1q, (79.340)

where we used item (25). Thus,

rp1, s1s “ Bps1, s1q
BpJ1, J1qJ1 “ ´J1. (79.341)
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(30) adpp1qrk “ pk
LONGItemCompunrk. We use the definition of rk and Jacobi:

rp1, rks “
“
p1, rJ2, qks

‰ “ ´“J2, rqk, p1sloomoon
“0

‰´ “
qk, rp1, J2sloomoon

“q0

‰ “ ´rqk, q0s “ pk. (79.342)

where we used items (18), (7) and (4).
(31) adpqkqJ2 “ ´rkLONGItemComkJdeux. From the spaces, rqk, J2s P xrk, sky. First, we have

B
`rqk, q2s, sk

˘ “ ´B`J2, rqk, sksloomoon
“´q2

˘ “ 0 (79.343)

where we used item (26). Secondly we have

B
`rqk, J2s, rk

˘ “ B
`
qk, rJ2, rksloomoon

adpJ2q2qk

˘ “ Bpqk, qkq (79.344)

Thus
rqk, J2s “ Bpqk, qkq

Bprk, rkqrk “ ´rk. (79.345)

(32) adpp1qpk “ rk
LONGItemCompunpk. We use the definition of pk and the Jacobi identity:

rp1, pks “ ´
“
q0, rqk, p1sloomoon

“0

‰´ “
qk, rp1, q0sloomoon

“J2

‰

“ ´rqk, J2s
“ rk

(79.346)

where we used items (18), (10) and (31).
(33) adpp1qsk “ 0. From the spaces, rp1, sks P xpky. We have

B
`rp1, sks, pk

˘ “ ´B`sk, rp1, pksloomoon
“0

˘ “ 0 (79.347)

where we used the item (32).
(34) adps1qqk “ 0. From the spaces, rs1, qks P xqky. We have

B
`rs1, qks, qk

˘ “ B
`
s1, rqk, qks

˘ “ 0. (79.348)

(35) adps1qpk “ 0LONGItemComsunpk. From the spaces, rs1, pks P xpky. We have

B
`rs1, pks, pk

˘ “ B
`
s1, rpk, pks

˘ “ 0. (79.349)

(36) adps1qrk “ sk. From the spaces, rs1, qks P xrk, sky. Using Jacobi,

rs1, rks “
“rJ1, p1s, rk

‰

“ ´“ rp1, rksloomoon
“pk

, J1
‰´ “ rrk, J1sloomoon

“0

, p1
‰

“ ´rpk, J1s
“ sk

(79.350)

where we used items (30), (9) and the definition of sk.
(37) adps1qJ1 “ ´p1

LONGItemComsunJun. We have rs1, J1s “ ´ adpJ1q2p1 “ ´p1 by theorem 79.76.
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(38) adps1qsk “ ´rkLONGItemComsunsk. We use the definition of sk and Jacobi:

rs1, sks “
“
s1, rJ1, pks

‰

“ ´“J1, rpk, s1sloomoon
“0

‰´ “
pk, rs1, J1sloomoon

“´p1

‰

“ rpk, p1s
“ ´rk

(79.351)

where we used items (35), (37) and (32).
(39) adpJ2qsk “ 0. From the spaces, rJ2, sks P xqky. We have

B
`rJ2, sks, qk

˘ “ B
`
J2, rsk, qksloomoon

“´q2

˘ “ 0 (79.352)

where we used item (26).
(40) adpqkqpk “ ´q0. Using the definition of pk and the theorem 79.76,

rqk, pks “
“
qkrq0, qks

‰ “ ´ adpqkq2q0 “ ´q0. (79.353)

(41) adpqkqrk “ ´J2
LONGItemComqkrk. Using the definition of rk and theorem 79.76, we have

“
qk, rJ2, qks

‰ “ ´ adpqkq2J2 “ ´J2. (79.354)

(42) adppkqrk “ ´p1. Using the definition of rk and Jacobi,

rpk, rks “ ´
“
pk, rq0, qks

‰

“ “
q0, rqk, rksloomoon

“´J2

‰` “
qk, rrk, q0sloomoon

“0

‰

“ rJ2, q0s
“ ´p1

(79.355)

where we used the items (41), (12) and the definition of p1.
(43) adppkqsk “ ´J1. The spaces show that rpk, sks P xJ1, p1y. We have

B
`rpk, sks, J1

˘ “ ´B`sk, rpk, s1sloomoon
“´sk

˘ “ Bpsk, skq (79.356)

and
B
`rpk, sks, p1

˘ “ ´B`sk, rpk, p1sloomoon
“´rk

˘ “ 0 (79.357)

where we used the items (6) and (32). Thus

rpk, sks “ Bpsk, skq
BpJ1, J1qJ1 “ ´J1. (79.358)

(44) adprkqsk “ s1. From the spaces, rrk, sks P xs1y. We have

B
`rrk, sks, s1

˘ “ B
`
rk, rsk, s1sloomoon

“rk

˘ “ Bprk, rkq (79.359)

where we used item (38). Thus

rrk, sks “ Bprk, rkq
Bps1, s1qs1 “ s1. (79.360)
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(45) adpJ1qq2 “ ´q0. Using the definition of q2 and theorem 79.76,

rJ1, q2s “ ´ adpJ1q2q0 “ ´q0. (79.361)

(46) adpJ1qsk “ pk. From the spaces, rJ1, sks P xpky. We have

B
`rJ1, sks, pk

˘ “ ´B`sk, rJ1, pksloomoon
“sk

˘ “ ´Bpsk, skq (79.362)

where we used the definition of sk.
(47) adpJ2qp1 “ ´q0

LONGItemComJdeuxpun. Using the definition of p1 and theorem 79.76, rJ2, p1s “ ´ adpq1q2q0 “ ´q0.
(48) adpJ1qs1 “ q2. We use the definition of s1 and Jacobi:

rJ2, s1s “
“
J2, rJ1, p1s

‰

“ ´“J1, rp1, J2sloomoon
“q0

‰´ “
p1, rJ2, q1sloomoon

“0

‰

“ ´rJ1, q0s
“ q2

(79.363)

where we used item (47) and the definition of q2.
(49) adpJ2qrk “ qk. Using the definition of rk and theorem 79.76, rJ2, rks “ adpq1q2qk “ qk.

Proposition 79.84.
We have H “ rQ,Qs.
Proof. The inclusion rQ,Qs Ă H is by construction. Now every elements in the basis (79.227) can
be expressed in terms of commutators in Q because

J1 “ rq0, q2s (79.364a)
sk “ rqk, q2s (79.364b)
s1 “ rJ2, q2s (79.364c)LONGEqJdqdsuLONGEqJdqdsu

79.21.7 Properties of the basis

The basis B is motivated by the fact that adpq0q2qk “ ´qk, so that eadpxq0q is easy to compute
on qk and pk. Moreover, rk and sk belong to K, so that rq0, rks “ rq0, sks “ 0. The drawback of
that decomposition is that the basis elements do not belong to N or N̄ while it will be useful to
have basis elements in N and N̄ , among other for theorem 79.92.

At a certain point, we are going to compute the exponentials eadpxq0qX when X runs over N
and N̄ . We are going to extensively use the commutation relations listed in (79.202), (79.203) and
(79.204). A particular attention will be devoted to the projection over Q which will be central in
determining the open and closed orbits of AN in G{H.

LONGLemDecomptsNDanseB

Lemma 79.85.
The decomposition of Ñ2 with respect to B is LONGSubeqsDecompXqps

X`` “ q0 ´ q2 ´ p1 ´ s1 (79.365a)
X`´ “ q0 ´ q2 ` p1 ` s1 (79.365b)

and the decomposition of Ñk with respect to B is

Xk
0` “ qk ` rk Xk

0´ “ ´qk ` rk (79.366a)LONGsubEqqrkXzpegalLONGsubEqqrkXzpegal

Xk`0 “ ´pk ´ sk Xk´0 “ pk ´ sk (79.366b)
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Proof. Using known commutator and the fact that radpJ1q, adpJ2qs “ 0 on Ñ2, we find the following
commutators:

rJ1, q0s “ ´q2 rJ2, q0s “ ´p1 (79.367a)LONGsubEqJunqzJdeuxqzmoinspunLONGsubEqJunqzJdeuxqzmoinspun

rJ1, q2s “ ´q0 rJ2, q2s “ s1 (79.367b)LONGsubEqJunqzJdeuxqzmoinspdeuxLONGsubEqJunqzJdeuxqzmoinspdeux

rJ1, p1s “ s1 rJ2, p1s “ ´q0 (79.367c)
rJ1, s1s “ p1 rJ2, s1s “ q2. (79.367d)

From these properties, we deduce that q0´q2´p1´s1 is proportional to X``. Since, by definition,
q0 is the KQ-component of X``, the proportionality factor is 1. We also know that X`´ is
proportional to q0 ´ q2 ` p1 ` s1. Since q0 ´ q2 “ pX``qQ “ pX`´qQ (proposition 79.67), the
proportionality coefficient is 1. The relations (79.365) are now proved.

For the elements of Ñk, the commutation relations give

rJ1, qk ` rks “ 0 rJ1, pk ´ sks “ sk ´ pk (79.368a)
rJ2, qk ` rks “ qk ` rk rJ2, pk ´ sks “ 0 (79.368b)

so that
qk ` rk9Xk

0` P N
sk ` pk9Xk`0 P N
pk ´ sk9Xk´0 P N̄

(79.369)

We have rk “ rJ2, qks P K XH, so that the P-component of qk ` rk is qk. But qk “ pXk
0`qP is

the P-component of Xk
0`. The proportionality between qk`rk and Xk

0` together with the equality
of their P-component provide the equality (79.366a).

For the two other, let us suppose that

Xk`0 “ appk ` skq (79.370a)
Xk´0 “ bppk ´ skq. (79.370b)

In this case, we have

pXk`0qP “
1
2pX

k`0 ´ θXk`0q “
1
2
`pa´ bqpk ` pa` bqsk

˘
, (79.371)

so that a “ ´b because sk P K. Now let us look at the KQ-component of the equality rXk`0, X
k
0`s “

´X`` taking into account the fact that Xk`0 P H and pXk
0`qKQ “ 0. What we have is

“pXk`0qPH, pXk
0`qPQ

‰ “ ´q0, (79.372)

but pXk
0`qP “ qk and pXk`0qP “ apk, so that rapk, qks “ ´q0. If we replace pk by its definition

rq0, qks, we get
a
“rq0, qks, qk

‰ “ a adpqkq2q0 “ ´q0, (79.373)
so that a “ ´1.

The last point comes from Xk
0´ “ θXk

0`.

Notice that this result was already obvious from the decompositions given in (79.306).

79.21.8 Some exponentials
LONGSubSecSomeExpo

It will be important to compute the element eadpxq0qX when X runs over the vectors of B. The
action of exq0 on A is LONGSubEqsAdxqzJJ

eadpxq0qJ1 “ cospxqJ1 ` sinpxqq2 (79.374a)
eadpxq0qJ2 “ sinpxqp1 ` cospxqq1, (79.374b)
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on Ñ2 we have LONGSubEqsexpxzqpsdzuu

eadpxq0qq2 “ cospxqq2 ´ sinpxqJ1 (79.375a)
eadpxq0qq0 “ q0 (79.375b)
eadpxq0qp1 “ cospxqp1 ´ sinpxqq1 (79.375c)LONGEqAdqzpUnLONGEqAdqzpUn

eadpxq0qs1 “ s1, (79.375d)

and the action on Ñk is LONGEqExpAdqkpk

eadpxq0qqk “ cospxqqk ` sinpxqpk (79.376a)
eadpxq0qpk “ cospxqpk ´ sinpxqqk (79.376b)
eadpxq0qpk “ cospxqpk ´ sinpxqqk. (79.376c)

Combining with lemma 79.85, LONGEqExpoQzSurNk

eadpxq0qXk
0` “ eadpxq0qpqk ` rkq “ rk ` cospxqqk ` sinpxqpk (79.377a)LONGEqExpoQzSurNkaLONGEqExpoQzSurNka

eadpxq0qXk`0 “ ´eadpxq0qpsk ` pkq “ ´sk ´ cospxqpk ` sinpxqqk. (79.377b)LONGEqExpoQzSurNkbLONGEqExpoQzSurNkb

The same way, LONGEqExpoQzN

eadpxq0qX`` “ q0 ` sinpxqq1 ´ cospxqq2 ` sinpxqJ1 ´ cospxqp1 (79.378a)
eadpxq0qX`´ “ q0 ´ sinpxqq1 ´ cospxqq2 ` sinpxqJ1 ` cospxqp1. (79.378b)

The projections on Q of all these combinations are immediate.

79.21.9 Classification of the basis by the spaces

The basis (79.306) allows to generalize the theorem 79.76.
By very definition, we have adpPq2P Ă P, adpPq2K Ă K and the same for the couple pH,Qq.

The relations (79.213) say that the same is true with the triple pÑ2, Ñk,Aq, i.e. adpAq2Ñk Ă Ñk

and ÑkpÑ2q Ă Ñ2.
LONGThoAdSqIouZero

Theorem 79.86.
The basis B has the property to be stable under the commutators: rX,Y s P t0,˘Bu when X,Y P B.
Moreover, we have

adpXq2Y “

$
’&
’%

0 if adpXqY “ 0
Y if X P P
´Y if X P K.

(79.379)LONGEqadXsqYzYmYLONGEqadXsqYzYmY

Proof. This theorem can be immediately checked using the commutators. It is however instructive
to see that equation (79.379) can be checked from few considerations. First, remark that, if we
look at the decompositions G “ Q ‘ H “ P ‘ K “ ZKpAq ‘ A ‘ Ñ2 ‘ Ñk, the commutation
relations (79.213), we find

adpÑ2q ˝ adpÑ2q :

$
’&
’%

Ñ2 Ñ A Ñ Ñ2

Ñk Ñ Ñk Ñ Ñk

A Ñ Ñ2 Ñ A,
(79.380)

adpÑkq ˝ adpÑkq :

$
’&
’%

Ñ2 Ñ Ñk Ñ A‘ Ñ2

Ñk Ñ pA‘ Ñ2q Ñ A‘ Ñk

A Ñ Ñk Ñ A‘ Ñ2,

(79.381)
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adpAq ˝ adpAq :

$
’&
’%

Ñ2 Ñ Ñ2 Ñ Ñ2

Ñk Ñ Ñk Ñ Ñk

A Ñ 0.
(79.382)

Thus we have adpXq2Y “ λY whenever we are not in the cases pX,Y q P pÑk, Ñ2q and pX,Y q P
pÑk, Ñkq. We should check that these cases cannot bring a A-component. We should also check
that, since K XH X Ñk, is two dimensional, adpXq2rk has no sk-component as well as adpXq2sk
has no rk-component.

Let us suppose that the spaces fit. We have adpXq2Y “ λY and we still have to check the
values of λ. Since B is orthonormal, we have

λ “ B
`

adpXq2Y, Y ˘
BpY, Y q “ ´B

`
adpXqY, adpXqY ˘

BpY, Y q . (79.383)

First, remark that this is zero if and only if adpXqY “ 0. Now, there are 4 possibilities following
that X,Y belong to P or K because we know that B|K ă 0 and B|P ą 0. The result is that
λ is positive when X P P and negative when X P K. Now, the fact that B is stable under the
commutators implies that adpXq2Y P t0,˘Bu, so that λ P t0, 1,´1u.

79.22 The causally singular structure
LONGSecBlacHole

79.22.1 Closed orbits

The singularity in AdSl is defined as the closed orbits of AN and AN̄ in G{H. This subsection
is intended to identify them.

LONGPropCartanExtExpo

Proposition 79.87.
The Cartan involution θ : G Ñ G is an inner automorphism, namely it is given by θ “ Adpkθq
where kθ “ eπq0.

Proof. The operator Adpkθq acts as the identity on K because q0 is central in K by definition.
Looking at the decompositions (79.309) and (79.308), and taking into account that the result is
already guaranteed on K, we have to check the action of Adpkθq on J1, J2, qk, pk and p1. It is
done in setting x “ π in equations (79.374), (79.376) and (79.375c). What we get is that Adpkθq
changes the sign on P.

LONGPropKanUnicAbarN

Proposition 79.88.
For each an P AN , there exists one and only one k P K such that kan P AN̄ . There also exists
one and only one k P K such that ank P AN̄ .

Proof. For unicity, let an P AN and suppose that k´1
1 an and k´1

2 an both belong to AN̄ . Then
there exist a1, a2, n̄1 and n̄2 such that k´1

1 an “ a1n̄1 and k´1
2 an “ a2n̄2 and we have

an “ k1a1n̄1 “ k2a2n̄2. (79.384)

By unicity of the decomposition KAN̄ , we conclude that k1 “ k2.
For the existence, let an P AN and consider the KAN decomposition θpanq “ ka1n1. We claim

that k´1 answers the question. Indeed, θ is the identity on K, so that an “ kθpa1n1q, and then

k´1an “ θpa1n1q P AN̄. (79.385)

One checks the statement about ank P AN̄ in much the same way.

In the following results, we use the fact that the group K splits into the commuting product
K “ SOp2q ˆ SOpl ´ 1q.
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LONGLemExistxTqansAbarN

Lemma 79.89.
For every an P AN , there exists x P r0, 2πr such that ranexq0s P rAN̄ s.
Proof. Let k P K such that ank P AN̄ . The element k decomposes into k “ st with s “ exq0 P
SOp2q and t P SOpnq Ă H. Thus ranss P rAN̄ s.

LONGLemansse

Lemma 79.90.
If rans “ rss with s P SOp2q, then s “ e.

Proof. The assumption implies that there exists a h P H such that an “ sh. Using the KAN
decomposition of H, such a h can be written under the form h “ ta1n1 with t P SOpnq. Thus we
have an “ sta1n1. By unicity of the decomposition kan, we must have st “ e, and then s “ e.

LONGLemANksk

Lemma 79.91.
If an P AN and if rankθs “ rss with s P SOp2q, then s “ kθ.

The hypothessis implies that there exists a h P H such that ankθ “ sh. The element h can be
decomposed as

h “ hKhANkθ (79.386)

with hK P K and hAN P AN but with no warranty that hK or hAN belong to H. We have

an “ shKloomoon
PK

hAN , (79.387)

so that shK “ e by unicity of the KAN decomposition. In particular hK P SOp2q.
Now we want to prove that hK “ kθ because it would implies s “ kθ by the relation shK “ e.

If hK “ eyq0kθ we have
h “ hKhANkθ “ eyq0kθhANkθ “ eyq0hAN̄ . (79.388)

where hAN̄ “ AdpkθqhAN . By unicity of the KAN̄ decomposition in H, the latter relation shows
that eyq0 has to be the compact part of H and then belong to KH which is only possible when
y “ 0.

LONGThoOrbitesOuverttes

Theorem 79.92.
The closed orbits of AN in AdSl are rAN s and rANkθs where kθ is the element of K such that
θ “ Adpkθq. The closed orbits of AN̄ are rAN̄ s and rAN̄kθs. The other orbits are open.

Proof. Let us deal with the AN -orbits in order to fix the ideas. First, remark that each orbit of AN
pass trough rSOp2qs. Indeed, each ranks is in the same orbit as rks with k P K “ SOp2q b SOpnq.
Since SOpnq Ă H, we have rks “ rss for some s P SOp2q.

We are thus going to study openness of the AN -orbit of elements of the form rexq0s because these
elements are “classifying” the orbits. Using the isomorphism dLg´1 : TrgspG{Hq Ñ Q, we know that
a set tX1, . . . Xlu of vectors in Trexq0 sAdSl is a basis if and only if the set tdLe´xq0Xiui“1,...l is a
basis of Q. We are thus going to study the elements

dLe´xq0X
˚
rexq0 s “ dLe´xq0

d

dt

”
π
`
e´tXexq0

˘ı
t“0

“ d

dt

”
π
`

Adpe´xq0qe´tX˘ı
t“0

“ ´ projQ e
´ adpxq0qX

(79.389)

when X runs over the elements of A‘N and projQ stands for the projection on Q parallel to H.
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The projections on Q of equations (79.374), (79.377) and (79.378) are LONGSubEqsExpAdxqDivers

projQ
´
eadpxq0qJ1

¯
“ sinpxqq2 (79.390a)

projQ
´
eadpxq0qJ2

¯
“ cospxqq1 (79.390b)

projQ
´
exq0X``

¯
“ q0 ` sinpxqq1 ´ cospxqq2 (79.390c)

projQ
´
eadpxq0qX`´

¯
“ q0 ´ sinpxqq1 ´ cospxqq2 (79.390d)

projQ
´
eadpxq0qpsk ´ pkq

¯
“ sinpxqqk (79.390e)

projQ
´
eadpxq0qpqk ` rkq

¯
“ cospxqqk. (79.390f)

It is immediately visible that an orbit trough rexq0s is open if and only if sinpxq ‰ 0. It remains to
study the orbits of reπq0s and res. Lemma 79.90 shows that these two orbits are disjoint.

Let us now prove that rAN s is closed. A point outside πpANq reads πpansq where s is an
elements of SOp2q which is not the identity. Let O be an open neighborhood of ans in G such
that every element of O read a1n1s1t1 with s1 ‰ e. The set πpOq is then an open neighborhood of
πpansq which does not intersect rAN s. This proves that the complementary of rAN s is open. The
same holds for the orbit rAN̄ s.

The orbit rANkθs and rAN̄kθs are closed too because ANkθ “ kθAN̄ .

Lemma 79.93.
We have rAN s X rANkθs “ H.

Proof. A representative of an element in rAN s X rANkθs can be written an “ a1n1kθh, and then
we have kθh P AN . Decomposing h into its components hK P K and hAN P AN , we see that
kθhK P AN , which is impossible because kθ P SOp2q while KH “ SOpl ´ 1q.

LONGPropUniquexxxxANANbarktheta

Proposition 79.94.
Let an P AN . Then there exist unique x0, x1, x2, x3 in r0, 2πr such that

(1) ranex0q0s P rAN s, and anex0q0 “ an,
(2) ranex1q0s P rANkθs, and anex1q0 “ ankθ,
(3) ranex2q0s P rAN̄ s, and anex2q0 “ a1n̄hK (lemma 79.89),
(4) ranex3q0s P rAN̄kθs, and anex3q0 “ a1n̄kθhK .

These numbers satisfy x0 “ 0, x1 “ π and x3 “ x2 ` π modulo 2π.
Moreover if P does not belong to rAN s X rAN̄ s nor to rAN s X rAN̄kθs, these are four different

numbers.

Proof. Existence comes from lemma 79.89. Now we discuss the unicity.
(1) Let x1

0 such that ranex1
0q0s P rAN s. In that case, there exist a1n1 P AN and h P H such that

ex
1
0q0 “ a1n1. If we decompose h “ hANhK , unicity of the ANK decomposition show that

ex
1
0q0 “ hK , which is only possible when x1

0 “ 0 and hK “ e.
(2) If anex1

1q0 “ a1n1kθh, then there exist a2n2 such that ex1
1q0 “ a2n2kθh. Taking the class,

ra2n2kθs “ rex1
1q0s P rSOp2qs. Then ex

1
1q0 “ kθ by lemma 79.91.

(3) Let x2 such that anex2q0t “ a1n̄ with t P SOpl´ 1q (proposition 79.88), and suppose that we
have an other x1

2 such that ranex1
2s P rAN̄ s. We have the system

"
anex2q0t “ a1n̄ (79.391a)
anex

1
2q0 “ a2n̄1h. (79.391b)
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We extract an from the first equation and we put the result in the second one. Taking into
account the fact that t commutes with exq0 and that t P H and renaming h Ñ ht, if we
decompose h “ hAN̄hK we find

a1n̄epx1
2´x2qq0 “ a2n̄1hAN̄hK . (79.392)

By unicity of the decomposition AN̄K we find hK “ epx1
2´x2qq0 . The left hand side belongs

to SOpl ´ 1q and the right hand side belongs to SOp2q, so that one has to have x1
2 “ x2.

(4) If we consider x3 “ x2 ` π we have anex3q0t “ a1n̄kθ (with t P SOpl ´ 1q) and if we consider
an other x1

3 such that ranex1
3q0s P rAN̄kθs, we have the system

#
anepx2`πqq0t “ a1n̄kθ (79.393a)
anex

1
3q0 “ a2n̄1kθh. (79.393b)

Some manipulations including a redefinition of h to include t yield

epx1
3´x3qq0 “ kθa0n̄0kθh, (79.394)

but kθAN̄kθ Ă AN , thus
epx1

3´x3qq0 “ a1n1hANhK (79.395)

so that unicity of the decomposition ANK implies, epx1
3´x3qq0“hK , so that x1

3 “ x3.
Let us now prove the second part. We suppose that rP s does not belong to rAN s X rAN̄ s. If
x0 “ x2 “ 0, we have rP s P rAN s X rAN̄ s. If x0 “ x3, then we have an “ a1n̄kθhK , and then
rans P rAN s X rAN̄kθs since hK commutes with kθ.

If x1 “ x2, then an “ a1n̄kθhK , so that rans P rAN sXrAN̄kθs. If x1 “ x3, then ankθ “ a1n̄kθhK ,
so that an P rAN s X rAN̄ s.

79.22.2 Vanishing norm criterion

In the preceding section, we defined the singularity by means of the action of an Iwasawa group.
We are now going to give an alternative way of describing the singularity, by means of the norm of
a fundamental vector of the action. This “new” way of describing the singularity is, in fact, much
more similar to the original BTZ black hole where the singularity was created by identifications
along the integral curves of a Killing vector field[992]. The vector J1 in theorem 79.95 plays here
the role of that “old” Killing vector field.

Discrete identifications along the integral curves of J1 would produce the causally singular
space which is at the basis of our black hole.

What we will prove is the
LONGThosSequivJzero

Theorem 79.95.
We have S ” }J1̊ }rgs “ } projQ Adpg´1qJ1} “ 0.

Thanks to this theorem, our strategy will be to compute } projQ Adpg´1qJ1} in order to de-
termine if rgs belongs to the singularity or not. The proof will be decomposed in three steps. The
first step is to obtain a manageable expression for }J1̊ }.

LONGLemExpressionCoolNormJUn

Lemma 79.96.
We have }pJ1̊ qrgs} “ } projQ Adpg´1qJ1} for every rgs P AdSl.
Proof. By definition,

pJ1̊ qrgs “ d

dt

”
πpe´tJ1gq

ı
t“0

“ ´dπdRgJ1. (79.396)

The norm of this vector is the norm induced from the Killing form on G[919]. First we have to
put dRgJ1 under the form dLgX with X P g. One obviously has dRgJ1 “ dLg Adpg´1qJ1, and the
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norm to be computed is

}J1̊ }rgs “ }dπgdLg Adpg´1qJ1}rgs “ }dπgdLg projQ Adpg´1qJ1}rgs
“ }dLg projQ Adpg´1qJ1}g
“ } projQ Adpg´1qJ1}e

(79.397)

LONGPropPtpsSjzero

Proposition 79.97.
If p P S , then }J1̊ }p “ 0.

Proof. We are going to prove that projQ Adpg´1qJ1 is a light like vector in Q when g belongs
to rAN s or rAN̄ s. A general element of AN reads g “ a´1n´1 with a P A and n P N . Since
AdpaqJ1 “ J1, we have Adpg´1qJ1 “ AdpnqJ1. We are going to study the development

AdpeZqJ1 “ eadpZqJ1 “ J1 ` adpZqJ1 ` 1
2 adpZq2J1 ` . . . (79.398)

where Z “ lnpnq P N . The series is finite because Z is nilpotent (see theorem 79.74 for more
informations) and begins by J1 while all other terms belong to N . Notice that the same remains
true if one replaces N by N̄ everywhere.

Moreover, AdpeZqJ1 has no X0`-component (no X0´-component in the case of Z P N̄ ) because
rX0`, J1s “ 0, so that the term rZ, J1s is a combination of X`0, X`` and X`´. Since the action of
adpX`˘q on such a combination is always zero, the next terms are produced by action of adpX0`q
on a combination of X`0, X`` and X`´. Thus we have

AdpeZqJ1 “ J1 ` aX`` ` bX`´ ` ckXk`0 (79.399)LONGEqAdanJUnabckLONGEqAdanJUnabck

for some 19 constants a, b and ck.
The projection of AdpeZqJ1 on Q is made of a combination of the projections of X`0, X``

and X`´. From the definitions (79.245), we have projQX`` “ q0 ` q2, lemma 79.69 implies
projQX`0 “ 0 and lemma 79.66 yields projQX`´ “ ´σ projQX`` “ q0 ` q2. The conclusion
is that projQ

`
eadpZqJ1

˘
is a multiple of q0` q2, which is light like. The conclusion still holds with

N̄ , but we get a multiple of q0 ´ q2 instead of q0 ` q2.
Now we have AdpkθqJ1 “ J1 and Adpkθqpq0 ˘ q2q “ ´pq0 ˘ q2q, so that the same proof holds

for the closed orbits rANkθs and rAN̄kθs.
LONGRemANANbarYapas

Remarque 79.98.
The coefficients a, b and ck in equation (79.399) are continuous functions of the starting point
an P AN . More precisely, they are polynomials in the coefficients of X``, X`´, X0` and X0`
in Z. The vector projQ Adpg´1qJ1 “ pa ` bqpq0 ` q1q is thus a continuous function of the point
rgs P rAN s.

If rgs P rAN s X rAN̄ s, then projQ Adpg´1qJ1 has to vanish as it is a multiple of q0 ` q1 and of
q0 ´ q1 in the same time. We conclude that in each neighborhood in rAN s of an element of rAN s,
there is an element which does not belong to rAN̄ s.
Proposition 79.99.
If }J1̊ }p “ 0, then p P S.

Proof. As before we are looking at a point rgs “ rpanq´1s´1s with s “ exq0 . The norm }J1̊ }
vanishes if

} projQ Adpexq0qAdpanqJ1} “ 0. (79.400)

19. One can show that every combinations of these elements are possible, but that point is of no importance here.
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We already argued in the proof of proposition 79.97 that AdpanqJ1 is equal to J1 plus a linear
combination of X``, X`´ and X`0. Using the relations (79.390), we see that

projQ e
adpxq0qpJ1 ` aX`` ` bX`´ `

ÿ

k

ckX
k`0q

“ pa` bqq0 ` pa´ bq sinpxqq1 `
`

sinpxq ´ pa` bq cospxq˘q2 `
ÿ

k

ck sinpxqqk.
(79.401)LONGEqprQexpxqzXanrootsLONGEqprQexpxqzXanroots

The norm of this vector, as function of x, is given by

npxq “ pa` bq sinp2xq ` p4ab´ C2 ´ 1q`1´ cosp2xq˘, (79.402)

where C2 “ ř
k c

2
k. Using the variables u “ a` b and v “ p1` c2 ´ 4abq{2,

npxq “ u sinp2xq ` v cosp2xq ´ v. (79.403)

Following u “ 0 or u ‰ 0, the graph of that function vanishes two or four times between 0 and
2π, see figure 79.2. Points of rAN s are divided into two parts: the red points which correspond to
u ‰ 0, and the blue points which correspond to u “ 0. By continuity, the red part is open.

1
2 π π 3

2 π 2 π

1

2

Figure 79.2: In red, the function npxq with u ‰ 0 and in blue, the function with u “ 0.LabelFigRLuqsrr

Let P “ an P AN . By proposition 79.94, we consider the unique x0, x1, x2 and x3 in r0, 2πr
such that

rPex0q0s P rAN s (79.404a)
rPex1q0s P rANkθs (79.404b)
rPex2q0s P rAN̄ s (79.404c)
rPex3q0s P rAN̄kθs. (79.404d)

They satisfy x0 “ 0, x1 “ π and x3 “ x2 ` π modulo 2π. Now, we divide rAN s into two parts.
The elements of rAN s X rAN̄ s and rAN s X rAN̄kθs are said to be of type I, while the other are
said to be of type II. We are going to prove that type I points are exactly blue points, while type
II points are the red ones.

If P is a point of type II, we know that the xi are four different numbers so that the norm
function nP pxq vanishes at least four times on the interval r0, 2πr, each of them corresponding to
a point in the singularity. But our division of rAN s into red and blue points shows that nP pxq can
vanish at most four times. We conclude that a point of type II is automatically red, and that the
four roots of nP pxq correspond to the four values xi for which Pexiq0 belongs to the singularity.
The proposition is thus proved for points of type II.

Let now P be of type I (say P P rAN s X rAN̄ s) and let us show that P is blue. We consider a
sequence of points Pk of type II which converges to P (see remark 79.98). We already argued that
Pk is red, so that x0pPkq ‰ x2pPkq and x1pPkq ‰ x3pPkq, but

x0pPkq ´ x2pPkq Ñ 0 (79.405a)
x1pPkq ´ x3pPkq Ñ 0. (79.405b)
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The continuity of nQpxq with respect to both x P r0, 2πr and Q P rAN s implies that P has to be
blue, and then nP pxq vanishes for exactly two values of x which correspond to the points Pexq0 in
the singularity.

Let us now prove that everything is done. We begin by points of type I. Let P be of type
I and say P P rAN s X rAN̄ s. The curve nP pxq vanishes exactly two times in r0, 2πr. Now, if
Pex1q0 P rANkθs, thus x1 “ π and we also have Pex1q0 P rAN̄kθs, but P does not belong to
rANkθs, which proves that nP pxq vanishes at least two times which correspond to the points Pexq0

that are in the singularity. Since the curve vanishes in fact exactly two times, we conclude that
nP pxq vanishes if and only if Pexq0 belongs to the singularity.

If we consider a point P of type II, we know that the values of xi are four different numbers,
so that the curve nP pxq vanishes at least four times, corresponding to the points Pexq0 in the
singularity. Since the curve is in fact red, it vanishes exactly four times in r0, 2πr and we conclude
that the curve nP pxq vanishes if and only if Pexq0 belongs to the singularity.

The conclusion follows from the fact that

AdSl “
!
rPexq0s tel que P is of type I or II and x P r0, 2πr

)
. (79.406)

Proof of theorem 79.95 is now complete.

79.22.3 Existence of the black hole
LONGSubSecExistenceTrouNoir

We know that the geodesic trough rgs in the direction X is given by

π
`
gesX

˘
(79.407)

and that a geodesics is light-like when the direction X is given by a nilpotent element in Q[980].

‚o “ r1s

rSOp2qs

resEpwqexq0srexq0s

Figure 79.3: We are looking at a geodesics issued from one point of the line rSOp2qs “ texq0uxPr0,2πr.
Here, Epwq “ q0 ` w1q1 ` w2q2 `ř

kě3wkqk with
ř
k w

2
k “ 1. LabelFigDTIYKkP

Let us study the geodesics issued from the point re´xq0s, see figure 79.3. They are given by

lwx psq “ π
`
e´xq0esEpwq˘ (79.408)

where Epwq “ q0`ř
iwiqi with }w} “ 1. According to our previous work, the point lwx psq belongs

to the singularity if and only if

nwx psq “
›››projQ e

´ adpsEpwqqeadpxq0qJ1

›››
2 “ 0. (79.409)LONGEqNormAFaireZeroOuPasLONGEqNormAFaireZeroOuPas
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We already computed that eadpxq0qJ1 “ cospxqJ1 ` sinpxqq2. By construction, Epwq is nilpotent
and adpEq3 “ 0 by proposition 79.74. Using the fact that rQ,Hs Ă Q and rQ,Qs Ă H, we collect
the terms in Q in the development of the exponential. The Q component of

e´s adpEq` cospxqJ1 ` sinpxqq2
˘

(79.410)

is
ℓ “ s2

2 sinpxq adpEq2q2 ´ s cospxq adpEqJ1 ` sinpxqq2. (79.411)

The square norm of that expression is a priori a polynomial of order 4. Hopefully, the coefficient
of s4 contains

B
`

adpEq2q2, adpEq2q2
˘
, (79.412)

while the coefficient of s3 is given by

B
`

adpEqJ2, adpEq2q2
˘
. (79.413)

Both of these two expressions are zero because the ad-invariance of the Killing form makes appear
adpEq3. Equation (79.409) is thus the second order polynomial given by

nwx psq “ s2 sin2pxqB` adpEq2q2, q2
˘

` s2 cos2pxqB` adpEqJ1, adpEqJ1
˘

´ 2s cospxq sinpxqB` adpEqJ1, q2
˘

` sin2pxqBpq2, q2q.

(79.414)LONGEqnwxBBBLONGEqnwxBBB

The problem now reduces to the evaluation of the three Killing products in this expression. Let
us begin with B

`
adpEq2q2, q2

˘
. For this one, we need to know the q2-component of adpEq2q2. We

have to review all the possibilities adpqiq adpqjqq2 and determine which one(s) have a q2-component.
In this optic, let us recall that q2 is characterised by

q2 P P XQX Ñ2. (79.415)

All the combinations adpqiq2 work. Since G “ K‘P is reductive and since q0 is the only basis
element of Q to belong to K, none of the combinations adpqiq adpq0q or adpq0q adpqiq work. Using
the relations

q1 P P XQXA, rÑk, Ñ2s Ă Ñk

q2 P P XQX Ñ2, rÑ2, Ñ2s Ă A
qk P P XQX Ñk, rÑk, Ñks Ă A‘ Ñ2,

(79.416)

we check that the only working combinations are adpqiq2.
Thus, the only elements adpqiq adpqjqq2 which have a q2-component are adpqiq2q2, while the-

orem 79.76 says that this component is q2 for 2 ‰ i ‰ 0 and ´q2 for i “ 0. Therefore, the
q2-component of adpEq2q2 is

adpq0q2q2 ` w2
1 adpq1q2q2 `

ÿ

kě3
w2
k adpqkq2q2 “ ´w2

2q2 (79.417)

where we used the fact that
ř
iw

2
i “ 1. Thus we have

B
`

adpEq2q2, q2
˘ “ ´w2

2Bpq2, q2q. (79.418)LONGEqBeDeuxqqwDeuxLONGEqBeDeuxqqwDeux

Let us now search for the q2-component of adpEqJ1. We have rq1, J1s P rA,As “ 0, rqk, J1s “ 0
(equation (79.282b)), and rq2, J1s “ ´q0, rq0, J1s “ ´q2 (equation (79.248)). Then, we have

adpEqJ1 “ w2q0 ` q2. (79.419)

That implies
B
`

adpEqJ1, q2
˘ “ Bpq2, q2q, (79.420)
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and
B
`

adpEqJ1, adpEqJ1
˘ “ Bpq2, q2q ` w2

2Bpq0, q0q. (79.421)
Equation (79.414) now reads

nwx psq
Bpq2, q2q “

`
cos2pxq ´ w2

2
˘
s2 ´ 2 cospxq sinpxqs` sin2pxq. (79.422)

We have nwx psq “ 0 when s equals

s˘ “ cospxq sinpxq ˘ |w2 sinpxq|
cos2pxq ´ w2

2
. (79.423)

If w2 sinpxq ě 0, we have 20

s` “ sinpxq
cospxq ´ w2

and s´ “ sinpxq
cospxq ` w2

, (79.424)LONGEqRacinesellTNLONGEqRacinesellTN

and if w2 sinpxq ă 0, we have to exchange s` with s´.
If we consider a point exq0 with sinpxq ą 0 and cospxq ă 0, the directions w with |w2| ă | cospxq|

escape the singularity as the two roots (79.424) are simultaneously negative. Such a point does
not belong to the black hole. That proves that the black hole is not the whole space.

If we consider a point exq0 with sinpxq ą 0 and cospxq ą 0, we see that for every w2, we have
s` ą 0 or s´ ą 0 (or both). That shows that for such a point, every direction intersect the
singularity. Thus the black hole is actually larger than only the singularity itself.

The two points with sinpxq “ 0 belong to the singularity. At the points cospxq “ 0, sinpxq “ ˘1,
we have s` “ ´1{w2 and s´ “ 1{w2. A direction w escapes the singularity only if w2 “ 0 (which
is a closed set in the set of }w} “ 1).

‚‚

‚

‚
KHKH

Figure 79.4: Points in πpKq are classified by their angle in SOp2q. Red points are part of the
singularity, points in the black zone belong to the black hole and points in the green zone are free.
The upper and lower boundaries belong to the horizon. LabelFigSFdgHdO

79.23 Some more computations
LONGSecMoreComputations

As we saw, the use of theorem 79.95 leads us to study the function

nwrgspsq “ } projQ Ad
`
e´sEpwq˘X}2 “ 0 (79.425)LONGEqprSqbignorLONGEqprSqbignor

where Epwq “ q0 ` w1q1 ` ¨ ¨ ¨ ` wl´1ql´1 (w P Sl´2) and (see equation (79.399))

X “ eadpxq0q AdpnaqJ1 “ eadpxq0q`J1 ` aX`` ` bX`´ `
l´1ÿ

k“3
ckX

k`0
˘
. (79.426)

From proposition 79.74 we have adpEq3 “ 0 and the exponential in equation (79.425) contains
only three terms. Using the fact that projQ adpEqX “ adpEqXH and we are then lead to study
the norm of

XQ ´ s adpEqXH ` s2

2 adpEq2XQ. (79.427)

20. The solutions (79.424) were already deduced in [980] in a quite different way; these are equations (79.101).
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Notice that, since Q is Killing-orthogonal to H, we have BpXQ, YQq “ BpX,YQq. Thus we have

nwrgspsq “ } projQ Ad
`
e´sEpwq˘X}2 “ apEqs2 ` bpEqs` c (79.428)

where LONGSubEqsabcEBBB

apEq “ ´B` adpEqX,σ adpEqX˘
(79.429a)LONGEqCoefaEBXLONGEqCoefaEBX

bpEq “ ´2B
`
XQ, adpEqXH

˘
(79.429b)

c “ BpXQ, XQq. (79.429c)

It is convenient to decompose X into X “ X2 `ř
k ckXk with X2 P Ñ2 and Xk P Ñk as well as

E “ E2 `ř
k Ek. Using the decompositions (79.365), the first part is

X2 “ Adpexq0q`apq0 ´ q2q ` bpp1 ` s1q
˘

Xk “ Adpexq0qppk ` skq
(79.430)LONGEqXsiAdSTroisLONGEqXsiAdSTrois

where we have renamed a, b and ck. Using the exponentials (79.375) and (79.377b) we have

X2 “ aq0 ´ b sinpxqq1 ´ a cospxqq2 ` a sinpxqJ1 ` bs1 ` b cospxqp1 (79.431a)LONGsubEqXtroisdonneLONGsubEqXtroisdonne

Xk “ ´sk ´ cospxqpk ` sinpxqqk (79.431b)LONGsubEqXkdonneLONGsubEqXkdonne

Let us first look at the case we encounter in AdS3, i.e. with Xk “ 0 and Ek “ 0. In this case,
a general direction is given by

E2pwq “ Epθq “ q0 ` cospθqq1 ` sinpθqq2. (79.432)

We achieve the computation of eadpEpθqqX2 using the known commutators: LONGSubEqsEXtrois

adpE2qXQ “ J1
`
a sinpθq ` a cospxq˘

` p1
`´ a cospθq ´ b sinpxq˘

` s1
`
b sinpxq sinpθq ´ a cospxq cospθq˘.

(79.433a)

and
adpE2qXH “ q0

`
a sinpxq sinpθq ´ b cospxq cospθq˘

´ q1b
`

sinpθq ` cospxq˘

` q2
`
a sinpxq ` b cospθq˘.

(79.433b)

Putting together and writing
`

cospθq, sinpθq˘ “ pw1, w2q,
adpE2qX2 “ J1

`
a cospxq ` aw2

˘

p1
`´ b sinpxq ´ aw1

˘

s1
`´ a cospxqw1 ` b sinpxqw2

˘

q0
`´ b cospxqw1 ` a sinpxqw2

˘

q1
`´ bw2 ´ b cospxq˘

q2
`
bw1 ` a sinpxq˘

(79.434)LONGEqadEtroissurXtroisLONGEqadEtroissurXtrois

Using the expression (79.434) among with the norms and collecting the terms with respect to the
dependence in θ, we have

B
`

adpEqXQ, adpEqXQ
˘

Bpq0, q0q “ a2 cos2pxq ´ a2

` sinpθq`´ 2a2 cospxq˘

` cospθq`´ 2ab sinpxq˘

` cos2pθq`a2 cos2pxq ´ b2 sin2pxq˘

` sinpθq cospθq`´ 2ab sinpxq cospxq˘,

(79.435)LONGEqKillingEXQEXQLONGEqKillingEXQEXQ
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and
B
`

adpEqXH, adpEqXH
˘

Bpq0, q0q “ ´b2p1` cos2pxqq
` sinpθq`´ 2b2 cospxq˘

` cospθq`´ 2ab sinpxq˘

` cos2pθq`b2 cos2pxq ´ a2 sin2pxq˘

` sinpθq cospθq`´ 2ab sinpxq cospxq˘

(79.436)

and finally, in the case of AdS3 we have

apEq “ B
`

adpEqXH, adpEqXH
˘´B` adpEqXQ, adpEqXQ

˘

“ pa2 ´ b2q` cos2pxq ` sinpθq cospxq ` sin2pθq˘. (79.437)LONGEqaEdansAdsTroisLONGEqaEdansAdsTrois

For investigating the higher dimensional cases, we decompose adpEqX into the four parts
adpE2qX2, adpE2qXk, adpXkqX2 and adpEkqXk.

The action of E2 on Ñk is given by

adpE2qrk “ w1qk (79.438a)
adpE2qpk “ ´qk (79.438b)
adpE2qqk “ pk ` w1rk ´ w2sk (79.438c)
adpE2qsk “ ´w2qk. (79.438d)

Thus

adpE2qXk “ qk
`
w2 ` cospxq˘` pk

`
sinpxq˘` rk

`
w1 sinpxq˘` sk

`´ w2 sinpxq˘ (79.439)LONGadEsurXkiLONGadEsurXki

The same way we find

adpEkqX2 “
l´1ÿ

k“3

”
pkp´awkq ` rk

`
b sinpxqwk

˘` sk
`´ a cospxqwk

˘ı
. (79.440)

Using the relations
adpqkqXk “ ´q2 ` cospxqq0. (79.441)

and

adpEqq0 “ ´w1p1 ` w2J1 ´
lÿ

k“1
wkpk (79.442a)

adpEqq1 “ p1 ´ w2s1 ´
lÿ

k“3
wkrk (79.442b)

adpEqq2 “ ´J1 ` w1s1 `
lÿ

k“3
sk (79.442c)

adpEqqk “ pk ` w1rk ´ w2sk, (79.442d)

we find

adpEkqXk1 “
#
ck1wk sinpxq if k ‰ k1

´ckwk cospq0q ´ ckwkq2 if k “ k1 (79.443)
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Putting all together, we find

adpEqX “ J1
`
a cospxq ` aw2

˘

` p1
`´ b sinpxq ´ aw1

˘

` s1
`´ a cospxqw1 ` bw2 sinpxq˘

` q0
`´ bw1 cospxq ` aw2 sinpxq `

ÿ

k

ckwk cospxq˘

` q1
`´ bw2 ´ b cospxq˘

` q2
`
bw1 ` a sinpxq ´

ÿ

k

ckwk
˘

`
ÿ

k

qkck
`
w2 ` cospxq˘

`
ÿ

k

pk
`
ck sinpxq ´ awk

˘

`
ÿ

k

rk
`
ckw1 ` bwk

˘
sinpxq

`
ÿ
sk
`´ ckw2 sinpxq ´ awk cospxq˘

`
ÿ

kě3

ÿ

k1ąk
rkk1

`
ckwk1 ´ ck1wk

˘
sinpxq

(79.444)

It is quite easy but long to compute apEq, bpEq and c from that expression. The results areLONGEqCoefsabcBE

apEq
Bpq0, q0q “M

´
w2

2 ` cospxqw2 ` cos2pxq
¯

(79.445a)LONGEqCoeffaELONGEqCoeffaE

bpEq
Bpq0, q0q “ ´2M sinpxq`w2 ` cospxq˘q (79.445b)

c

Bpq0, q0q “M sin2pxq (79.445c)

where M “ `
a2´ b2´ř

k c
2
k

˘
. The important point to notice is that these expressions only depend

on the w2-component of the direction. Notice that c “ 0 if and only if the point rgs belongs to the
singularity because s “ 0 is a solution of (79.425) only in the case rgs P S .

We can avoid the computation of a certain number of terms by exploiting the properties of the
decomposition G “ ZKpAq ‘ Ñ2 ‘ Ñk ‘A. The dependence in w2

1 of apEq is given by the term

B
`

adpq1qX,σ adpq1qX
˘ “ B

`
adpq1q2X,σX

˘
. (79.446)

This is easily computed using the theorems 79.86 and 79.83. The result is that the coefficient of
w2

1 in apEq{Bpq0, q0q is
´ sin2pxqpa2 ´ b2 ´ C2q (79.447)

where C2 “ ř
kě3 c

2
k.

The term which does not depend on w is

B
`

adpq0qX,σ adpq0qX
˘ “ B

`
adpq0q2X,σX

˘
. (79.448)

The result is that the independent term in apEq{Bpq0, q0q is
`
1´ 2 cos2pxq˘pa2 ´ b2 ´ C2q. (79.449)

In the same way, the coefficient of w2
2 is B

`
adpq2q2X,σX

˘
and we find

´` sin2pxq ` 1
˘pa2 ´ b2 ´ C2q. (79.450)
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LONGRemImapoabcE

Remarque 79.100.
Importance of the coefficients (79.445). If v P Fl, there is a direction E0 in AdSl which escapes
the singularity from v. Thus the polynomial apE0qs2 ` bpE0qs ` c has only non positive roots.
From the expressions (79.445), we see that the polynomial corresponding to ιpvq is the same, so
that the direction E0 escapes the singularity from ιpvq as well. This is the main ingredient of the
next section.

79.24 Description of the horizon
LONGSecHorizonSansMatrices

79.24.1 Induction on the dimension

The horizon in AdS3 is already well understood [978]. We are not going to discuss it again.
We will study how does the causal structure (black hole, free part, horizon) of AdSl includes itself
in AdSl`1 by the inclusion map[993]

ι : AdSl Ñ AdSl`1. (79.451)

We will use the following notations. The symbols Sl, BHl, Fl and Hl respectively denote the
singularity, the black hole, the free part and the horizon in AdSl. If D Ă AdSl, then IntpDq and
AdhpDq are the interior and the closure of D.

LONGLemMemeQueLemQuatre

Lemma 79.101.
Let rgs P ιpAdS3q Ă AdSl be outside the singularity. We suppose that there is an open set O in
S1 of directions escaping the singularity from rgs. Then there exists an open set O1 in Sl´2 of
directions escaping the singularity.

Proof. The proof is a consideration about the coefficients (79.429). The hypothesis means that
the points

π
´
gesEpθq

¯
(79.452)

do not belong to S for s ě 0 when Epθq “ q0 ` cospθqq1 ` sinpθqq2 and θ belongs to the given
open set O Ă r0, 2πs. If apE0q ‰ 0 for some E0 P O, the solutions are given by

s˘ “ ´b˘
?
b2 ´ 4ac

2a . (79.453)

In such a direction, there are two values, both outside 21 of R`, of s such that rgesE0s P S . By
continuity, we can find a neighborhood of E0 in Sl´2 such that rgesEs belongs to the singularity
only for non positive numbers.

A problem arises when apEq “ 0 for every direction E in the open set O. In that case the
equation (79.425) has only one solution which is negative by hypothesis. But it could appear that
in every neighborhood of E, a second solution, positive, appears. If we write X “ Adpg´1qJ1,
what we have to prove is that the quantity

apEq “ B
`

adpEqX,σ adpEqX˘
(79.454)

is not constant when E runs over O, in particular, there exists a direction θ0 P O such that
apθ0q ‰ 0. We supposed that rgs P ιpAdS3q, so that X “ AdpanqJ1 is given by X3 of equation
(79.431a).

The function apEq (79.437) is analytic with respect to θ, thus if it vanishes on an open set O,
it has to vanish everywhere. This can only be achieved with a “ ˘b. Now, simple computation
show that

c “ a2 ´ b2 sin2pxq ´ a2 cos2pxq “ pa2 ´ b2q sin2pxq (79.455)

21. When we say “outside” of R`, we include the case of complex solutions.
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which vanishes when a “ ˘b, so that apEq can only be constant with respect to E on the singularity.
Thus we conclude that apEq is not constant with respect to E P S1 outside the singularity.

This concludes the proof of lemma 79.101.

Lemma 79.102.
The direction E0 in AdSl escapes the singularity from v P AdSl if and only if it escapes the
singularity from ιpvq in AdSl`1.

Proof. The fact for v to escape the singularity in the direction E0 means that the equation

avpE0qs2 ` bvpE0q ` cv “ 0 (79.456)

where the coefficients are given by (79.445) has no positive solutions with respect to s. Since these
coefficients are the same for v and ιpvq, the equation for ιpvq is in fact the same and has the same
solutions.

As a warm up, let us prove the following, which is a particular case of lemma 79.104.

Lemma 79.103.
Let rgs P AdSl be such that there exists an open set O P S1 of directions that escape the singularity.
Then there is an open set in Sl´1 that escapes the singularity from irgs P AdSl`1.

Proof. With the notations of section 79.23, we only have to compute apEq when E “ E2 and X
is general. So we pick the expression (79.445a) and we put w2 “ cospθq while wk “ 0 for every
k ě 3. What we have is

apEq “M
´

cos2pθq ` cospxq cospθq ` cos2pxq
¯

(79.457)

If apEq “ 0 for every θ P O, then M “ 0 which is impossible since we suppose that the starting
point does not belong to the singularity.

LONGLemDueiINtlIntlpu

Lemma 79.104.
We have

ι
`

IntpFlq
˘ Ă IntpFl`1q (79.458)

or, equivalently,
AdhpBHl`1q X ιpAdSlq Ă ι

`
AdhpBHlq

˘
. (79.459)

Proof. Let v1 P IntpFlq and O, an open set of directions in AdSl that escape the singularity. The
coefficient alpEq is not constant on O because the coefficient M “ a2 ´ b2 ´ C2 is only zero on
the singularity (see equation (79.445a)). Thus we can choose E0 P O such that alpE0q ‰ 0. We
consider al`1pE0q, the coefficient of s2 for the point ιpv1q in the direction E0. From the expression
(79.445a) we know that al`1pE0q “ alpE0q. The coefficients bpE0q and c are also the same for v1
and ιpv1q.

Since apE0q ‰ 0 and v1 P IntpFlq, we have two solutions to the equation apE0qs2`bpE0qs`c “ 0
and both of these are outsideR`

0 . This conclusion is valid for v1 P AdSl as well as for ιpv1q P AdSl`1.
Then there is a neighborhood of ιpv1q on which the two solutions keep outside R`

0 . That proves
that ιpv1q P IntpFl`1q.

For the second line, suppose that v P ιpAdSlq does not belong to ι
`

AdhpBHlq
˘
, thus v P

ι
`

IntpFlq
˘ Ă IntpFl`1q. In that case v does not belong to AdhpBHl`1q.

LONGProphFdanshF

Proposition 79.105.
We have

Fl`1 X ιpAdSlq Ă ιpFlq (79.460)
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Proof. If v “ ιpv1q P Fl`1, there is a direction E0 in AdSl`1 which escape the singularity from v.
That direction is given by a vector pw1, ¨ ¨ ¨ vlq P Sl. Since the coefficients apEq, bpEq and c do only
depend on w2, a direction pw1

1, ¨ ¨ ¨ , w1
l´1, 0q with w1

2 “ w2 escapes the singularity from v1. This
proves that v1 P Fl.

LONGLemHiH

Lemma 79.106.
We have

Hl`1 X ιpAdSlq Ă ιpHlq. (79.461)

Proof. First,
v P Hl`1 X ιpAdSlq Ă Fl`1 X ιpAdSlq Ă ιpFlq (79.462)

from proposition 79.105. Now, let’s take v1 P Fl such that v “ ιpv1q. We have to prove that
v1 P Hl. Let us suppose that v1 P IntpFlq, so v P IntpFl`1q because of lemma 79.104. This is in
contradiction with the fact that v P Hl`1.

LONGCorDeuxTrucsBHhH

Corollary 79.107.
We have

(1) ιpSlq Ă Sl`1,
(2) ιpFlq Ă Fl`1,

(3) ιpBHlq Ă BHl`1,
(4) ιpHlq ĂHl`1.

Proof. We have Ad
`
ιpg´1q˘J1 “ Adpg´1qJ1, so that the condition of theorem (79.95) is invariant

under ι. Thus one immediately has ιpSlq Ă Sl`1 and ιpFlq Ă Fl`1.
An element v which does not belong to BHl`1 belongs to Fl`1, but if v belongs to ιpAdSlq X

Fl`1, it belongs to ιpFlq by proposition 79.105 and then does not belong to ιpBHlq. Thus ιpBHlq Ă
BHl`1.

Now if v1 P Hl, let us consider O, a neighborhood of v “ ιpv1q in AdSl`1. The set ι´1`O X
ιpAdSlq

˘
contains a neighborhood O1 of v1 in AdSl. Since v1 P Hl, there is v̄ P O1 such that

v̄ P BHl. Thus ιpv̄q P O belongs to BHl`1 by the first item.

Let X P Gl`1 such that rX, J1s “ 0, and let R be the group generated by X. The following
results are intended to show that such a group can be used in order to transport the causal structure
from AdSl to AdSl`1

The key ingredient will be the fact that, since X commutes with J1, we have

Ad
`pgesEq´1˘J1 “ Ad

`peαXgesEq´1˘J1. (79.463)LONGEqAdOkSurJunLONGEqAdOkSurJun

LONGLemRSsubsetS

Lemma 79.108.
A group R as described above preserves the causal structure in the sense that

(1) R· S Ă S

(2) R·BH Ă BH

(3) R· F Ă F

(4) R· H Ă H .

Proof. From equation (79.463), we deduce that a direction E0 will escape the singularity from the
point rgs is and only if it escapes the singularity from the points rrgs for every r P R. The first
three points follow.

Now let v P H and r P R and let us prove that r· v P BH. By the third point, r· v P F . Let
now O be a neighborhood of r· v. The set r´1 · O is a neighborhood of v and we can consider
v̄ P BH X r´1 · O. By the second point, r· v̄ is a point of the black hole in O.

LONGRemdqnqRSlsubsetSlpu

Remarque 79.109.
Combining corollary 79.107 and lemma 79.108 we have
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(1) R· ιpSlq Ă Sl`1

(2) R· ιpFlq Ă Fl`1

(3) R· ιpBHlq Ă BHl`1

(4) R· ιpHlq ĂHl`1

where the dot stands for the action.
LONGThoCausalPasseParR

Theorem 79.110.
If moreover the one parameter group R has the property to generate AdSl`1 (in the sense that
R· ιpAdSlq “ AdSl`1), then we have

(1) R· ιpSlq “ Sl`1

(2) R· ιpFlq “ Fl`1 LONGItemStrucalpb

(3) R· ιpBHlq “ BHl`1

(4) R· ιpHlq “Hl`1.

Proof. The inclusions in the direct sense are already done in the remark 79.109.
Let r “ eαX be an element of R. Since, by assumption, we have rX, J1s “ 0, the action of r

leaves invariant the condition of theorem (79.95):

Ad
`pgesEq´1˘J1 “ Ad

`peαXgesEq´1˘J1. (79.464)LONGEqalpharjnagitpasLONGEqalpharjnagitpas

(1) Let rgs P Sl`1, there exists a r P R such that rrgs P ιpAdSlq. There exists an element
g1 P SOp2, l ´ 1q such that rg “ ιpg1q. Now rg1s P Sl because

Adpg1´1qJ1 “ Adpιpg1´1qqJ1 “ Ad
`prgq´1˘J1 “ Adpg´1qJ1, (79.465)

but by assumption the norm of the projection on Q of the right hand side is zero.
(2) If v is free in AdSl`1, there is a direction E0 escaping the singularity from v and an element

r P R such that v1 “ r· v P ιpAdSlq. The point v1 is also free in AdSl`1 as the direction E0
works for r· v as well as for v. Thus by proposition 79.105 we have

v1 P Fl`1 X ιpAdSlq Ă ιpFlq (79.466)

and v P R· ιpFlq.
(3) If v P BHl`1, the point r· v P ιpAdSlq also belongs to BHl`1. If r· v “ ιpv1q, then v1 P BHl

from if v1 P Fl, then ιpv1q P Fl`1.
(4) If v P Hl`1, there exists a r P R such that v1 “ r· v P ιpAdSlq and, moreover, v1 belongs to

the horizon in AdSl`1 since the horizon is invariant under R. Thus v1 belongs to ιpAdSlq X
Hl`1 Ă ιpHlq by lemma 79.106. Now, v P R· ιpHlq.

79.24.2 Examples of surjective groups

Theorem 79.110 describes the causal structure in AdSl by induction on the dimension provided
that one knows a group R such that AdSl`1 “ R· ιpAdSlq. Can one provide examples of such
groups? The following proposition provides a one.

LONGPropSurjectif

Proposition 79.111.
If R is the one parameter subgroup of SOp2, lq generated by rl,l`1, then we have

R· ιpAdSlq “ AdSl`1. (79.467)

Proof. If one realises AdSn as the set of vectors of length 1 in R2,n´1, AdSl is included in AdSl`1
as the set of vectors with vanishing last component and the element rl,l`1 is the rotation in the
plane of the two last coordinates. In that case, we have to solve

eαrl,l`1

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

u1
t1
x1

1
...

x1
l´2
0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

u
t
x1
...

xl´2
xl´1

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

(79.468)



79.24. DESCRIPTION OF THE HORIZON 3931

with respect to α, u1, t1 and x1
i. There are of course exactly two solution if x2

l´2 ` x2
l´1 ‰ 0.

In fact, many others groups are available, as the one showed at the end of [993]. In fact, since,
in the embedding of AdS in R2,n, the singularity is given by t2´y2 “ 0, almost every group which
leaves invariant the combination t2 ´ y2 can be used to propagate the causal structure. One can
found lot of them for example by looking at the matrices given in [982].

79.24.3 Backward induction

Using proposition 79.105, lemma 79.106, corollary 79.107 and the fact that the norm of J1̊ is
the same in AdSl as in ιpAdSlq Ă AdSl`1, we have

(1) ιpFlq “ Fl`1 X ιpAdSlq,
(2) ιpHlq “Hl`1 X ιpAdSlq,
(3) ιpSlq “ Sl`1 X ιpAdSlq.

These equalities hold for l ě 3. For l “ 2 we can take the latter as a definition and set
S2 “ tv P AdS2 tel que ιpvq P S3u. (79.469)

The Iwasawa decomposition of SOp2, 1q is given by A “ xJ2y, N “ xX`y, K “ xq0y where
X` “ p1´q0. Notice that we do not have ιpX`q “ X``. Instead we have ιpX`q “ 1

2pX```X´`q.
Thus S2 is not given by the closed orbits of AN in AdS2.

The light-like directions are given by the two vectors E “ q0 ˘ q1. In order to determine if the
point re´αJ2e´aX`e´xq0s belongs to the black hole, we follow the same way as in section 79.22.3:
we compute the norm ›› projQ e

´s adpEqex adpq0qea adpX`qeα adpJ2qJ1
›› (79.470)

and we see under which conditions it vanishes.
ea adpX`qJ1 “ J1 ` apq2 ` s1q, (79.471)

and then
X “ ex adpq0q`J1 ` apq2 ` s1q

˘

“ J1
`

cospxq ´ a sinpxq˘` q2
`

sinpxq ` a cospxq˘` as1.
(79.472)

With E “ q0 ` q1, we have

es adpEqJ1 “
`´ 1

2s
2 ` 1

˘
J1 ` sq2 ` 1

2s
2s1

es adpEqq2 “ ´sJ1 ` q2 ` ss1

es adpEqs1 “ ´1
2s

2J1 ` sq2 ` p12s
2 ` 1qs1.

(79.473)

Thus
projQ e

s adpEqX “
´`

cospxq ´ a sinpxq ` a˘s` psinpxq ` a cospxqq
¯
q2. (79.474)

Its norm vanishes for the value of s given by

s` “ a cospxq ` sinpxq`
sinpxq ´ 1

˘
a´ cospxq . (79.475)

The same computation with E “ q0 ´ q1 provides the value

s´ “ a cospxq ` sinpxq`
sinpxq ` 1

˘
a´ cospxq . (79.476)

For small enough a, the signs of s` and s´ are both given the sign of ´ tanpxq that can be either
positive or negative. Thus there is an open set of points in AdS2 which intersect the singularity
in every direction and an open set of points which escape the singularity.

As a side note, the singularity S2 described here is not given by the closed orbits of AN or
AN̄ . Indeed, we show that

} projQ AdpeaιpX`qqJ1}2 “ } projQpJ1 ` aq2 ` as1q} “ ´4a2 ‰ 0. (79.477)
Thus the points of N are not part of the singularity.
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79.25 Dirac operator on AdS2

Why to compute Dirac operator on anti de Sitter spaces? Let M “ AdS2 and R “ AN acts on
M . Let O be an open orbit of RˆM ÑM . In the specific case of AdS2, we have R “ O “ R·ϑ.
In larger dimensions, there is a SOp1, nq which causes that the orbit is not exactly the acting group.
It is

O “ R

RX SOp1, nq .

79.25.1 Clifford algebra and spin group

As definition, we retain

AdS2 ” t2 ` u2 ´ x2 “ 1

“ SOp2, 1q
SOp1, 1q .

(79.478)

Let V “ R1,1 and e0, e1 an orthonormal basis. We pose

f0 “ 1
2pe0 ` e1q g0 “ 1

2pe0 ´ e1q

and we define ρ̃ by

ρ̃pf0qα “ f0 ^ α (79.479a)
ρ̃pg0qα “ ´ipg0qα (79.479b)

where α P ΛW , W being the space spanned by f0. More explicitly we have:

ρ̃pf0q1 “ f0 ρ̃pf0qf0 “ 0 (79.480a)
ρ̃pg0q1 “ 0 ρ̃pg0qf0 “ ´ηpf0, g0q. (79.480b)

As element of ΛW , f0 stands for ηpf0, .q. If we choose the basis

1 “
ˆ

1
0

˙
, f0 “

ˆ
0
1

˙
,

the matrices of ρ̃ are given by

ρ̃pe0q “
ˆ

0 ´1{2
1 0

˙
, ρ̃pe1q “

ˆ
0 1{2
1 0

˙
.

Up to a change of basis,

γ0 “
ˆ

0 1
1 0

˙
, γ1 “

ˆ
0 ´1
1 0

˙
γ0γ1 “

ˆ
1 0
0 ´1

˙
,

and a general element of Clp1,1q reads

xγ0 ` yγ1 ` uR` vγ0γ1 “
ˆ
u` v x´ y
x` y u´ v

˙
.

With the change of basis e1 Ñ ie1, we write it under a more simple form:

Clp1,1q ;
ˆ
α β

β̄ ᾱ

˙
(79.481)

with α, β P C. In particular, an element of V , i.e. a combination of γ0 and γ1 is

V ;

ˆ
0 ξ
ξ 0

˙
. (79.482)
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Let
1 “

ˆ
1 0
0 1

˙
, a “

ˆ
i 0
0 ´i

˙
, b “

ˆ
0 1
1 0

˙
, c “

ˆ
0 i
´i 0

˙

Let us now determine α, the extension of ´ Id |V into an automorphism and τ , the extension of
Id |V into an anti-automorphism. We have αpbq “ ´b, αpcq “ ´c, τpbq “ b and τpcq “ c. We find
the others by virtue of relations bc “ ´a and b2 “ 1. Finally

αp1q “ 1 αpaq “ a

αpbq “ ´b αpcq “ ´c (79.483)

and
τp1q “ 1 τpaq “ ´a
τpbq “ b τpcq “ c.

(79.484)

The condition for s P Clp1,1q to belongs to Γp1,1q is that αpsqvs´1 P V for all v P V . If we

consider s “
ˆ
α β

β̄ ᾱ

˙
, we have

αpsq “
ˆ
α ´β
´β̄ ᾱ

˙
, and s´1 “ 1

|α|2 ´ |β|2
ˆ
ᾱ ´β
´β̄ α

˙
.

If we impose αpsqvs´1 to be of the form
ˆ

0 η
η̄ 0

˙
for all v of the form

ˆ
0 ξ

ξ̄ 0

˙
, we find Repᾱβξ̄q “ 0

and the ᾱβ “ 0. So generators of Γp1,1q are

Γp1,1q ;
ˆ
α 0
0 ᾱ

˙
,

ˆ
0 β

β̄ 0

˙
. (79.485)

Elements of Spinp1,1q are elements of Γ`
p1,1q such that τpsq “ s´1. So

Spinp1,1q ;
ˆ
α 0
0 ᾱ

˙
, such that |α|2 “ 1. (79.486)

We recognize Spinp1,1q “ Up1q.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 79.112
This is wrong: in fact Spinp1, 1q ‰ Up1q.

79.25.2 Relation between SUp1, 1q and SOp2, 1q

A general matrix of SUp1, 1q is

U “
ˆ
α β

β̄ ᾱ

˙
, U´1 “

ˆ
ᾱ ´β
´β̄ α

˙

with |α|2 ´ |β|2 “ 1. They are matrices which fulfil detU “ 1 and U`g “ gU´1. If we denote by

V the space of matrices of the form pr, zq “
ˆ
r z̄
z r

˙
with r P R and z P C, we have a bijection

ψ : R1,1 Ñ V given by ¨
˝
u
t
x

˛
‚ ÞÑ

ˆ
x t´ iu

t` iu x

˙
.

It becomes an isometry if we pose }pr, zq} “ zz̄ ´ r2 “ ´detpr, zq. The group SUp1, 1q has an
isometric action on V given by

Uv “ UvU :.
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We immediately remark that Uv “ p´Uqv. We define

T : SUp1, 1q Ñ SOp2, 1q

T pUq
¨
˝
u
t
x

˛
‚“ ψ´1`Uψ

¨
˝
u
t
x

˛
‚U :˘.

(79.487)

Now we want to know when T pUq “ T pŨq. Using the fact that U´1 “ gU :g in the condition
UvU : “ ŨvŨ :, we find

V vV : “ v

with V “ Ũ´1U . Then imposing
ˆ
r z̄
z r

˙
“
ˆ
α β

β̄ ᾱ

˙ˆ
r z̄
z r

˙ˆ
ᾱ β

β̄ α

˙
,

we find T pUq “ T pŨq ô Ũ “ ˘U . We have

T

ˆ
i
´i

˙
“
¨
˝
´1

´1
1

˛
‚.

The map T : SUp1, 1q Ñ SOp2, 1q is a double covering.
We are now going to explicitly compute the map T . First:

ˆ
α β

β̄ ᾱ

˙ˆ
r z̄
z r

˙ˆ
ᾱ β

β̄ α

˙
“

ˆ
ᾱpαr ` βzq ` β̄pαz̄ ` βrq βpαr ` βzq ` αpαz̄ ` βrq
ᾱpβ̄ ` ᾱzq ` β̄pβ̄z̄ ` ᾱrq βpβ̄r ` ᾱzq ` αpβ̄z̄ ` ᾱrq

˙
.

When we pose z “ 0 and r “ 1, i.e., when we look at

¨
˝

0
0
1

˛
‚, we find

ˆ
ᾱα` β̄β 2βα

2ᾱβ̄ ββ̄ ` αᾱ
˙

which corresponds to x “ ᾱα, t´ iu “ 2αβ and t` iu “ 2ᾱβ̄. We conclude that

T

ˆ
α β

β̄ ᾱ

˙
“
¨
˝
. . ipαβ ´ ᾱβ̄q
. . αβ ` ᾱβ̄
. . αᾱ` ββ̄

˛
‚.

Similar computations lead to

T

ˆ
α β

β̄ ᾱ

˙
“
¨
˝

ᾱ2`α2´β2´β̄2

2
i
2pα2 ´ ᾱ2 ` β2 ´ β̄2q ipαβ ´ ᾱβ̄q

i
2pβ2 ´ β̄2 ` ᾱ2 ´ α2q 1

2pα2 ` ᾱ2 ` β2 ` β̄2q αβ ` ᾱβ̄
ipᾱβ ´ β̄αq ᾱβ ` β̄α αᾱ` ββ̄

˛
‚ (79.488)

79.25.3 Spin structure on AdS2

We are going to build elements of the following spin structure:

Spinp1, 1q // SUp1, 1q φ //

π %%

SOpAdS2q

pyy

SOp2, 1qoo

AdS2
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First let tet, eu, exu be a basis of R1,1 with et P AdS2, et · et “ eu · eu “ ´ex · ex “ ´1. We
suppose that eu and ex span tangent space at et. Let T be a representation of SOp1, 1q on R2,1

which leaves et unchanged: T pAqet “ et for all A P SOp1, 1q. To each element B P SOpAdS2q, one
can associate an element of B1 P SOpAdS2q such that B has the form

B “ tB1eu, B1exuB1et . (79.489)eq_blaseAdSeq_blaseAdS

We define
ppBq “ B1et.

Now the action of A P SOp1, 1q on B P SOpAdS2q is defined, if B has the form (79.489), by

B·A “ tT pAqB1eu, T pAqB1exuB1et . (79.490)

The map φ : SUp1, 1q Ñ SOpAdS2q is given by
`
φpUq˘1 “ pT ˝ SqpUq, (79.491)

and the projection π : SUp1, 1q Ñ AdS2, π “ p ˝ φ.
The group Spinp1, 1q must act on SUp1, 1q; we define

U · s “ φ´1`φpUq·χpsq˘. (79.492)

We have πpU · sq “ πpUq because

πpU · sq “ p
`
φpUq·χpsq˘,“ “

φpUq·χpsq‰1
et “ φpUq ˝ T pχpsqqet “ φpUq1et “ πpUq.

We have used the fact that χpsq P SOp1, 1q and that, therefore, pT ˝ χqpsqet “ et.

79.25.4 Spinor bundle and connection

We define S “ ΛW where W is the (one dimensional) space spanned by f0 and we define

S “ SUp1, 1q ˆρ S (79.493)eq_mSSUrhoeq_mSSUrho

where ρ : Spinp1,1q ˆ ΛW Ñ ΛW is the representation of Spinp1,1q on SUp1, 1q given by

ρps, αq “ ρ̃psqα. (79.494)

Recall that α is either a scalar either a multiple of f0. The equivalence relation which arises in
equation (79.493) is

pU,αq „ pU · s, ρps´1qαq. (79.495)

The projection is
πSrpU,αqs “ πpUq.

For the connection on SOpAdS2q, we want that horizontal vector are tangent vectors to curves
formed by parallel transport. In other word, a path

Bpsq “ tB1psqeu, B1psqexuB1psqet

has horizontal tangent vector if B1psqei (i “ u, x) is a parallel transport of B1p0qei along the curve
B1psqee on AdS2. Here, B1psq denotes the matrix of SOp2, 1q associated with the basis Bpsq: the
prime doesn’t denotes a derivation. Let us define the sop1, 1q valued connection 1-form which
corresponds to this intuition. We consider bipsq the parallel transported along the curve B1psqet of
B1p0qei, and Apsq, the matrix of SOp1, 1q such that ApsqB1psqei “ bipsq (i “ u, x). The definition
is

ωp 9Bq “ d

ds

”
Apsq

ı
s“0

.
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Proposition 79.113.
It is a connection 1-form.

Proof. First we consider a fundamental vector field

XB̊ “
d

dt

”
B· e´tX

ı
t“0

“ d

dt

”
tT pe´tXqB1eu, T pe´tXqB1exuB1et

ı
t“0

.

The path in AdS2 on which this path in SOpAdS2q is build is constant: it is B1et. So the parallel
transport is constant and the path Apsq is given by

ApsqT pe´tXqB1eu “ B1eu

and ωpXB̊q “ X.
It remains to be proved that for all B P SOpAdS2q, g P SOp1, 1q and X P TB SOpAdS2q,

ω
`pdRgqBX

˘ “ Adpg´1qωBpXq. (79.496)

We give X by the path
Xpsq “ tB1psqeu, B1psqexuB1psqet

.

The differential dRg gives rise to the new path

pdRgXqpsq “ tgB1psqeu, gB1psqexuB1psqet
.

Let bipsq be the parallel transport of B1p0qei (i “ u, x) along the path B1psqet. We have to compute
ωBpXq with Apsq defined by ApsqB1psqei “ bi. The parallel transport of gB1p0qei is given by gbi.
Therefore ωpdRgXq is given by the path Agpsq which satisfies AgpsqgB1psqei “ gApsqB1psqei. So

Agpsq “ gApsqg´1

and
d

ds

”
Agpsq

ı
s“0

“ AdpgqωpXq.

79.25.5 Clifford algebra p1, 1q

We consider the left invariant vector fields

ẽJpr0q “ d

ds

”
r0e

´sJ
ı
s“0

“ ´r0J (79.497a)

ẽLpr0q “ d

ds

”
r0e

´sL
ı
s“0

“ ´r0L. (79.497b)

More precisely, we consider the vectors given by action of these matrices on the “base point”

¨
˝

0
1
0

˛
‚.

Hence

ẽJpr0q “ ´r0

¨
˝

0
0
1

˛
‚, ẽLpr0q “ ´r0

¨
˝

1
0
0

˛
‚ (79.498)

and
g “

ˆ
1
´1

˙
.

Remark that this metric is constant (it does not depend on r0) because r0 is an isometry. For
this reason, we now turn our attention to Clifford algebra and spin group for V “ R1,1. Following
matrices fulfill relation (68.23)

γJ “
ˆ

0 1
1 0

˙
, γL “

ˆ
0 ´1
1 0

˙
.
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The complete Clifford algebra has the following matrices too:

1 “
ˆ

1 0
0 1

˙
, γJL “

ˆ´1
1

˙
.

The Clifford algebra is nothing else than GLp2,Rq, the set of all real 2 ˆ 2 matrices. From
definitions, one can check that

αpJq “ ´J τpJq “ J

αpLq “ ´L τpLq “ L

αpJLq “ JL τpJLq “ ´JL
αp1q “ 1 τp1q “ 1

Inverse and α of general element in Clp1, 1q are given by
ˆ
p q
r s

˙´1
“ 1
ps´ qr

ˆ
s ´q
´r p

˙
, α

ˆ
p q
r s

˙
“
ˆ
p ´q
´r s

˙
.

A general element in R1,1 is
ˆ

0 α
β 0

˙
with α, β P R, so the condition to belongs to Γp1, 1q is that

1
ps´ qr

ˆ
p ´q
´r s

˙ˆ
0 α
β 0

˙ˆ
s ´q
´r p

˙

belongs to R1,1 for all α and β. It requires, among others, that qsβ ´ rpα “ 0 for all α and β.
Hence qs “ rp “ 0, but the alternatives p “ r “ 0 and q “ s “ 0 are ruled out because we want
the determinant ps´ qr to be non zero. Therefore, Γp1, 1q is generated by

Γp1, 1q;
ˆ
p 0
0 s

˙
,

ˆ
0 q
r 0

˙
.

The latter belongs to R1,1, so

Γ`p1, 1q;
ˆ
z ` c 0

0 z ´ c
˙
“ z1` cγJL.

From
τpz1` cγJLq “ z1´ cγJL,

elements in Spinp1, 1q are subject to the relation
ˆ
s 0
0 p

˙
“ 1
ps

ˆ
s 0
0 p

˙
.

As consequence, we find

Spinp1, 1q “ R0 ;

ˆ
1{p

p

˙
. (79.499)

If we put (see decomposition (53.313))

A “
ˆ
ea

e´a
˙
,

we have Spinp1, 1q “ A ˆ Z2. Let us check that Spinp1, 1q is a double covering of SO0p1, 1q. We
know that

SOp1, 1q “
ˆ

cosh ξ sinh ξ
sinh ξ cosh ξ

˙
ˆ Z2
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while SO0p1, 1q is

SO0p1, 1q “
ˆ

cosh ξ sinh ξ
sinh ξ cosh ξ

˙
“ R.

This structure of SOp1, 1q comes from the fact (true for all SOp1, nq) that |Λ0
0| ě 1 when Λ is a

Lorentz transformation. So 1 and ´1 cannot belong to the same connected component. Note that
cosh ξ ě 1. We see intuitively how to cover two times R with R0. Let us see how the map χ does
that. From definition, χpxqy “ αpxqyx´1, so it is easy to see that

χp1q “ χp´1q “ Id |R1,1

79.25.6 Parallel transport

We have a connection on the frame bundle of AdS2 and we wan to lift the vectors ẽJ and ẽL,
i.e. we consider a point

ξ0 “ pr0, v1, v2q P SOpAdS2q
where v1 and v2 form an orthonormal (in the sense of g) basis of Tr0AdS2. Then we have to find
a path s Ñ ξpsq in SOpAdS2q such that ξp0q “ ξ0, ωpξ1p0qq “ 0 and dpξ1p0q “ ẽa. The latter
condition allows us to compute rpsq in the expression

ξpsq “ prpsq, v1psq, v2psqq,
namely, rpsq is the path of ẽa. The condition to be horizontal imposes that vectors vipsq are
parallel transport of vi along ẽa. So we have to compute the different Tapẽbqpsq which is the
parallel transported of ẽb along the path of ẽa at a distance s; this is an element of TẽapsqAdS2. It
will be decomposed in the basis

ẽJ
`
ẽapsq

˘ “ ´r0e
´saJ

ẽL
`
ẽapsq

˘ “ ´r0e
´sJL.

where we imply the action on the base point

¨
˝

0
1
0

˛
‚. For notational simplicity, from now we write

apsq instead of ẽapsq. Various products are easy to compute; for example

ẽJpJpsqq· ẽLpJpsqq “ r0e
´sJJ · r0e

´sJL “ J ·L “
¨
˝

0
0
1

˛
‚·

¨
˝

1
0
0

˛
‚ “ 0

because r0e´sJ is an isometry. In general:

ẽa
`
cpsq˘· ẽb

`
cpsq˘ “ a· b

Now we pose in general
Tapẽbqpsq “ αpsqẽb

`
apsq˘` βpsqẽL

`
apsq˘,

and we want to find the (real valued) functions α and β. Parallel transport fulfils two conditions:
the norm and the angle with the path are constant. This leads us to two conditions:

Ta
`
ẽbpsq

˘
·Ta

`
ẽbpsq

˘ “ b· b (79.500a)
Ta
`
ẽbpsq

˘
· ẽa

`
apsq˘ “ b· a. (79.500b)

These equations extends to

βpsq2 ´ αpsq2 “ b· b (79.501a)
αpsqJ · a` βpsqL· a “ b· a. (79.501b)

There are four cases to be considered following that a “ J, L and b “ J, L. The result is that

Ta
`
ẽb
˘ “ ẽb, (79.502)

in other terms, the vectors ẽJ and ẽL are not only parallel vector fields, but each is parallel along
the path of the other.
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79.25.7 Covariant derivative

We will give the horizontal lift of ẽa at point

ξp0q “ tBb
1ẽb, B

c
2ẽcur0et

under the form of the path

ξpsq “ tBb
1ẽb

`
apsq˘, Bc

2ẽc
`
apsq˘uẽapsq.

We create a connection on the spinor bundle from the connexion via the formula

z∇E
Xψpξq “ Xξpψ̂q.

In our case, we take ψ : M Ñ S, or ψ̂ : SUp1, 1q Ñ ΛW such that

ψ̂pU · gq “ ρpg´1qψ̂pUq.
Since ω̃ “ φ˚ω, we have ω̃pXq “ ωpdφXq and

eaξ0 “ φ´1`ẽapsq, . . .
˘
.

Therefore
z∇aψpξ0q “ d

ds

”
pψ̂ ˝ φ´1qtBc

i ẽc
`
apsq˘uẽapsq

ı
s“0

(79.503)eq_whidpsinablaeq_whidpsinabla

where φ is defined by
φpUq “ tUẽJ , U ẽLuUr0et .

We have to find
φ´1tBc

i ẽc
`
apsq˘uẽa . (79.504)eq_varpBiceq_varpBic

Before to write down the inverse of φ, let us perform some computations.

J “
¨
˝

0
0 0 1

1

˛
‚, L “

¨
˝

0 1 1
´1
1

˛
‚,

and as far as we only wants to compute derivatives, we can write the exponentials as

esJ “ 1` sJ “
¨
˝

1
1 s
s 1

˛
‚ (79.505)

esL “ 1` sL “
¨
˝

1 s s
´s 1 0
s 0 1

˛
‚. (79.506)

The path are given by

ẽapsq “ r0e
´sa

¨
˝

0
1
0

˛
‚, (79.507)

in particular

ẽJpsq “ r0

¨
˝

0
1
´s

˛
‚, ẽLpsq “ r0

¨
˝
´s
1
0

˛
‚. (79.508)

For the various ẽb
`
apsq˘, we have

ẽb
`
apsq˘ “ d

dt

”
apsqe´tb

ı
t“0

¨
˝

0
1
0

˛
‚ “ d

dt

”
r0e

´sae´tb
ı
t“0

¨
˝

0
1
0

˛
‚ “ ´r0e

´sab

¨
˝

0
1
0

˛
‚. (79.509)
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Results are

ẽJ
`
Jpsq˘ “ ´r0

¨
˝

0
´s
1

˛
‚ ẽJ

`
Lpsq˘ “ ´r0

¨
˝
´s
0
1

˛
‚ (79.510a)

ẽL
`
Jpsq˘ “ ´r0

¨
˝

1
0
0

˛
‚ ẽL

`
Lpsq˘ “ ´r0

¨
˝

1
s
´s

˛
‚. (79.510b)

We finally have to know that

Bcẽc
`
Jpsq˘ “ ´r0

¨
˝

BL

´sBJ

BJ

˛
‚, Bcẽc

`
Lpsq˘ “ ´r0

¨
˝
´sBJ `BL

sBL

BJ ´ sBL

˛
‚.

Following equation (79.504), in order to write down z∇aψ, we have to find Upsq P SUp1, 1q such
that

(1) Ur0et “ ẽapsq,
(2) UẽJ “ Bc

1ẽc
`
apsq˘,

(3) UẽL “ Bc
2ẽc

`
apsq˘.

If f and g are vectors, solutions in U of equation Ur0f “ r0g are U “ Adpr0qB where B fulfils
Bf “ g. In the case of a “ J , the three conditions successively give

U “ Adpr0q
¨
˝
. 0 .
. 1 .
. ´s .

˛
‚ (79.511a)

U “ Adpr0q
¨
˝
. . BL

1
. . ´sBJ

1
. . BJ

1

˛
‚ (79.511b)

U “ Adpr0q
¨
˝
´BL

2 . .
sBJ

2 . .
BJ

2 . .

˛
‚. (79.511c)

Putting all together in equation (79.503) we find

z∇Jψpξ0q “ d

ds
ψ̂Adpr0q

¨
˝
´BL

2 0 BL
1

sBJ
2 1 ´sBJ

1
BJ

2 ´s BJ
1

˛
‚

“ dψ̂Adpr0q
¨
˝

0 0 0
BJ

2 0 ´BJ
1

0 ´1 0

˛
‚.

(79.512)eq_nabJmoieq_nabJmoi

The same with L instead of J leads to

z∇Lψpξ0q “ dψ̂Adpr0q
¨
˝
´BJ

2 ´1 BJ
1

BL
2 0 BL

1
´BL

2 0 ´BL
1

˛
‚. (79.513)eq_nabLmoieq_nabLmoi

However it should be shocking to get 3 ˆ 3 matrices in SUp1, 1q: we had abused between
SOp2, 1q and SUp1, 1q.
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79.25.8 Another way to write a section (wrong way to do)

The equivariant function ψ̂ : SUp1, 1q Ñ ΛW fulfills

ψ̂pU · gq “ ρpg´1qψ̂pUq
for all g P Spinp1, 1q; in particular with g “ ´1,

ψ̂p´Uq “ ´ψ̂pUq. (79.514)

This gives the idea that it is not impossible to define ψ̂ from its projection on SOp2, 1q: we want
to get ψ̃ : SOp2, 1q Ñ ΛW and define

ψ̂pUq “ ψ̃
`
T pUq˘.

More precisely, we parametrize SUp1, 1q by α and β such that |α|2 ´ |β|2 “ 1. Then we divide
SUp1, 1q into two parts: α “ x ` iy is green when x ą 0 and when x “ 0, y ă 0; α is red when
x ă 0 and when x “ 0, y ą 0. When α “ 0, we classify following β in the same way. The result is
that U is green if and only if ´U is red. For a map ψ̃ : SOp2, 1q Ñ ΛW , we define

ψ̂pUq “
#
ψ̃
`
T pUq˘ if U is green

´ψ̃`T pUq˘ if U is red
(79.515)

We define T´1 : SOp2, 1q Ñ SUp1, 1q as follows: T´1pAq is the green element of SUp1, 1q whose
image by T is A. In any cases we have

ψ̂ ˝ T´1 “ ψ̃.

The meaning of equations (79.512) and (79.513) is that Adpr0q is a matrix whose inverse image
by T should be given to ψ̂; the difficulty is to know which of the two. When U0 is green,

z∇aψpU0q “ d

ds

”
pψ̂ ˝ T´1qAdpr0q

´
¨ ¨ ¨

¯ı
s“0

“ d

ds

”
ψ̃Adpr0q

´
¨ ¨ ¨

¯ı
s“0

,

while when U0 is red,
z∇aψpU0q “ ´ d

ds

”
ψ̃Adpr0q

´
¨ ¨ ¨

¯ı
s“0

.

These two show that
Ć∇aψ

`
T pU0q

˘ “ d

ds

”
ψ̃Adpr0q

´
¨ ¨ ¨

¯ı
s“0

(79.516)

All this is only proved in the interior of the green and red regions so that the path Upsq keeps on
only one region.

79.25.9 Once again
pg_DiracADsdeux

We see AdS2 as 22 O “ AdpGqH and we consider a base point o “ Adpk0qH with G “
SLp2,Rq “ ANK. Let the principal bundle

A
R // G

π
��

O

with A acting on G by pa, gq ÞÑ ga and the projection

πprk0aq “ Adprk0aqH. (79.517)

22. Here, G “ SLp2,Rq
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where r P R and a P A. More precisely, the principal bundle we look at is

A
R // UG

π
��

U

(79.518)

where UG “ Rk0A and U “ πpUGq “ AdpRk0AqH “ AdpRk0qH “ AdpRqo. The UG is so defined
in order to be the π´1 of an orbit U “ AdpRqo.

We have a manifold isomorphism R » U given by

ϕ : r Ñ Adprqo.
How to see a left invariant vector field on R via this identification?

dϕX̃r “ dϕ
d

dt

”
retX

ı
t“0

“ d

dt

”
AdprqAdpetXqo

ı
t“0

.

This leads us to consider the following field for X P R. We define ξXprk0aq P Trk0aUG,

ξXprk0aq “ d

dt

”
retXk0a

ı
t“0

. (79.519)

Let’s see the projection:

dπrk0aξXprk0aq “ d

dt

”
πpretXk0aq

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpretXk0aqH

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpretXqo

ı
t“0

.

This gives us the idea to define X7 P TAdprk0aqHU “ Tπprk0aqU by

X7
rk0a

“ d

dt

”
AdpretXqo

ı
t“0

, (79.520)

which is a good definition because πprk0aq “ πpr1k0a1q only when r “ r1. We put the following
connection on UG:

αrk0apΣq “
”`
dL´1

rk0a

˘
rk0a

Σ
ı

A
. (79.521)

We hope ξX to be the horizontal lift 23 of X7; by construction dπξX “ X7. We have

αrk0apξXq “
“
dLprk0aq´1ξXprk0aq

‰
A

“ d

dt

”
a´1k´1

0 r´1retXk0a
ıA

t“0

“ d

dt

”
a´1 Adpk´1

0 qetXa
ıA

t“0
“ “

Adpa´1k´1
0 qX‰

A .

One can, by brute force computation 24, show that the difference Adpak0qX ´ Adpk0qX is skew-
diagonal when

X “
ˆ
a1 n
0 ´a1

˙
, k0 “

ˆ
cos a sin a
sin a cos a

˙
, a “

ˆ
a 0
0 1{p

˙
.

So Adpaq does not change the A-component of Adpk0qX. We conclude that

αpξXq “
“
Adpk´1

0 qX‰
A . (79.522)

23. We will see in proposition 79.114 that it is not the case, but for the moment, we hope it.
24. Or by remarking that A is abelian.
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When X P R, we consider X̃g “ pdLgqeX;

X̃rk0a “ dLrk0aX, (79.523)eq_defXtildeeq_defXtilde

in particular, X̃r “ d
dt

”
retX

ı
t“0

. We denote by τ the action

τg : O Ñ O
τg AdprqH “ AdpgrqH (79.524)

In particular

dπgdLgY “ d

dt

”
πpgetY q

ı
t“0

“ d

dt

”
adpgetYHq

ı
t“0

“ d

dt

”
τg AdpetY qH

ı
t“0

“ pdτgqHdπeY,

thus
dπ ˝ dL “ dτ ˝ dπ. (79.525)

With definition (79.523), we have αpX̃q “ XA because

α
`
dLrk0aX

˘ “ “
dLprk0aq´1dLrk0aX

‰
A “ XA.

We are now able to find some horizontal lift.
prop_horliftXdiz

Proposition 79.114.
The horizontal lift of X7 is

X7 “ ξX ´ ČrAdpk´1
0 qXsA.

Proof. First, we have

dπX7|rk0a “ dπξX ´ dπpdLrk0aqerAdpk´1
0 qXsA

“ d

dt

”
AdpretXoq

ı
t“0
´ dτ dπrAdpk´1

0 qXsA.

The first term is X7 while the second is zero because if A P A,

dπA “ d

dt

”
πpetAq

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpetAqH

ı
t“0

“ 0.

On the other hand,
αpX7q “ αpξXq ´ rAdpk0q´1XsA “ 0.

Now we prove that the function X7 · ψ̂ is equivariant, and therefore that the definition

{∇X7ψ “ X7 · ψ̂
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works. Using equivariance of ψ̂,

X7 · ψ̂pga1q “ d

dt

”
ψ̂pξXptq

ı
t“0
´ ψ̂`dLga1rAdpk´1

0 qXsA
˘

“ d

dt

”
ψ̂
`
retXk0aa1

˘ı
t“0
´ d

dt

”
ψ̂
`
ga1e

trAdpk´1
0 qXsA

˘ı
t“0

“ d

dt

”
ρpa1qψ̂

`
retXk0a

˘ı
t“0
´ d

dt

”
ρpa1qψ̂

`
getrAdpk´1

0 qXsA
˘ı
t“0

,

“ ρpa1qψ̂pξXq ´ d

dt

”
ρpa1qψ̂

` ČrAdpk´1
0 qXsA|g

˘ı
t“0

“ ρpa1qψ̂pξXq ´ ρpa1q ČrAdpk´1
0 qXsAψ̂pgq

“ ρpa1qpX7 · ψ̂qpgq.

(79.526)

for the third line, we used the fact that A is abelian

79.25.9.1 Clifford algebra for AdS2

Our basis of A‘N is
H “

ˆ
1 0
0 ´1

˙
and E “

ˆ
0 1
0 0

˙

and we choose
o “ Adpk0qH “ cosp2k0qH ` sinp2k0qpE ` F q.

Since (at first order in t) AdpetHqo “ cosp2k0q1` sinp2k0q
`
E ` 2tE ` F ´ 2tF

˘
,

H7
rk0a

“ 2 sinp2k0qAdprqpE ´ F q,
and

E7
rk0a

“ Adprq`´ 2 cosp2k0qE ` sinp2k0qH
˘
.

We have to compute the metric matrix for this basis; we know from equation (52.11), the Killing
form is Ad-invariant and pslp2,Rq, Bq » pR3, η21q. So the Adprq disappears in the computation of
BpX7, Y 7q. We get

BpH7, H7q “ 4 sin2p2k0qBpE ´ F,E ´ F q
“ ´32 sin2p2k0q

BpE7, E7q “ sin2p2k0qBpH,Hq
“ 8 sin2p2k0q

BpE7, H7q “ ´4 sinp2k0q cosp2k0qBpE,E ´ F q ` 2 sin2p2k0qBpH,E ´ F q
“ 16 sin2p2k0q cosp2k0q.

So the metric is in the basis tH7, E7u

g “
ˆ ´32 sin2p2k0q 16 sinp2k0q cosp2k0q

16 sinp2k0q cosp2k0q 8 sin2p2k0q
˙
. (79.527)

When we consider the orbit of E`F , we choose o “ E`F , i.e. cosp2k0q “ 0, sinp2k0q “ 1 so that

H7
rk0a

“ 2 AdprqpE ´ F q, E7
rk0a

“ AdprqH, (79.528)

and
g “

ˆ´32 0
0 8

˙
;

in the case of the orbit of ´pE ` F q, we get the same. The negative vector is H7 and the positive
one is E7.
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79.25.9.2 Identification Q Ø ΛW

We want a linear bijection ϕ : Q Ñ ΛW such that

ρpsqϕpXq “ ϕ
`
ρpsqX˘

where the left hand side action of Spin is the usual on ΛW while the right hand side one remains
to be defined. The implementation of this is easy: we can take any bijection between Q and ΛW
and define

ρpsqX “ ϕ´1`ρpsqϕpXq˘. (79.529)

Spinors on AdS2 are given by equivariant functions ψ̂ : UG Ñ ΛW which are now replaced by
ψ̃ : RÑ Q » ΛW by

ψ̂prk0aq “ ρpa´1qψ̃prq.
So the set of sections of the spinor bundle over U is

ΓU » C8pR,ΛW q.

79.25.9.3 Covariant derivative

The aim is now to compute

Č∇X7ψprq “ {∇X7ψprk0q
“ X7 · ψ̂|rk0

“ `
ξX ´ ČrAdpk´1

0 qXsA
˘

· ψ̂|rk0

“ d

dt

”
ψ̃pretXq

ı
t“0
´ d

dt

”
ρ
`
etrAdpk´1

0 qXsA
˘ı
t“0

ψ̃prq
“ X̃rψ̃prq ´ dρe

`rAdpk´1
0 qXsA

˘
ψ̃prq.

Our final formula for the covariant derivative is

Č∇X7ψprq “ X̃rψ̃ ´ dρ
`rAdpk´1

0 qXsA
˘
ψ̃. (79.530)

The Dirac operator will be a linear combination of vectors of the form

X̃ ` dρ`rAdpk´1
0 qXsA

˘
.

Notice that X̃ is left invariant and the second term is even independent of the point, so the whole
is left invariant.

79.26 Dirac operator on AdS3
PgDiracAdSTrois

The definition is
AdS3 “ SOp2, 2q

SOp1, 2q ,

and the group which acts is the AN of SOp2, 2q. The Lie algebra is given by

A “ tJ1, J2u
N “ tM,Lu

which has dimension 4. So there is a stabiliser. One can prove that for the open orbit of u “ˆ
0 1
´1 0

˙
, the stabiliser is teaJ2u, i.e.

reaJ2us “ rus. (79.531)
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For the spin group, we find
Spinp2, 1q » SL2̊pRq,

the group of 2 ˆ 2 matrices with determinant equals to ˘1 (cf [928]). Let us recall that the
isomorphism AdS3 » SLp2,Rq is given by

SLp2,Rq “
ˆ
t` x y ´ u
y ` u t´ x

˙

with u2 ` t2 ´ x2 ´ y2 “ 1. For sake of simplicity, we denote SLp2,Rq by G. It is explained in
[979] that the map

ψ : pGˆGq ˆAdS3 Ñ AdS3

pg1, g2qx “ g1xg
´1
2

(79.532)

provides a local isomorphism GˆG » Op2, 2q. Moreover we have locally:

GˆG
Z2

» SOp2, 2q.

At each point x P AdS3, we have an isomorphism

SOp2, 2qx » SOp2, 1q
where SOp2, 2qx is the stabiliser of x in SOp2, 2q. So we define the isomorphism

χx : Spinp2, 1q Ñ SOp2, 2qx
which is a double covering. If dψ : G‘G Ñ sop2, 2q is the isomorphism of [979], we define ψ : GˆGÑ
SOp2, 2q by

ψpeXq “ edψX ,

which is a good definition because the exponential is surjective on GˆG. For each x P AdS3, we
consider the isomorphism

ϕx : SOp2, 1q Ñ SOp2, 2qx
such that ϕx

`
SOp2, 1q˘ “ SOp2, 2qx.

We define χpsqi : Spinp2, 1q Ñ SOp2, 2q by

χpsq “ χpsq1vχpsq2.
The choice of χpsqi is not unique. So we define the action of Spinp2, 1q on GˆG by

pg, hq· s “ `
χpsq1g, χpsq´1

2 h
˘
. (79.533)

Therefore we have

ψ
`pg, hq· s

˘
x “ χpsq1gxh´1χpsq2
“ χpsq`gxh´1˘

“ χpsq`ψpg, hqx˘.

79.26.1 Spin structure on AdS3

From previous considerations, the first choice should be

P “ AN

S
ˆ Spinp2, 1q,

but it is easy to remark that R1 “ tJ1,M,Lu is a Lie algebra. So we use the corresponding Lie
group R instead of the homogeneous space AN{S (these two are isomorphic). Thus the choice is

P “ R1 ˆ Spinp2, 1q, (79.534)
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with the projection π : P Ñ AdS3,

π
`
r1, s

˘ “
„
r1
ˆ

0 1
´1 0

˙ȷ

We consider
θ : R1 Ñ U “ Ro

r1 ÞÑ ro “
„
r1
ˆ

0 1
´1 0

˙ȷ
.

(79.535)

The projection π : P Ñ U reads π “ θ ˝ proj1,

π
`
r1, s

˘ “ rros.

This definition works because for all a, there exists a h P H such that

eaJ2

ˆ
0 1
´1 0

˙
“
ˆ

0 1
´1 0

˙
h,

from construction of S. Then we look at the following:

Spinp2, 1q // R1 ˆ Spinp2, 1q φ //

π
&&

SO
`
U
˘

||

SOp2, 1qoo

U

The action of Spinp2, 1q on P is `
r1, s1˘· s “ `

r1, s1s
˘
.

In order to define φ, we consider the isomorphism

ϕx : SOp2, 1q Ñ SOp2, 2qx

between SOp2, 1q and the stabiliser of x in SOp2, 2q. This extends to an automorphism

ϕx : SOp2, 2q Ñ SOp2, 2q,

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 79.115
I’m not sure of that extension, but we do not use it here.

and we define the action of SOp2, 1q on SO
`
AdS3

˘
by

tbiux · g “ tϕxpgqbiux. (79.536)

Then we define
φ
`
r1, s

˘ “ tϕπr1

`
χpsq˘biuπr1 (79.537)

if tbiu is a reference basis at πrrs. So this construction implies the choice of a section of SO
`
AdS3

˘
.

Now, using the fact that both ϕx and χ are morphisms, we find

φ
`pr1, sq· s1˘ “ ␣

ϕπr1

`
χpss1q˘(

πr1

“ ␣
ϕπr1

`
χpsq˘bi

(
·χpsq

“ φpr1, sq·χps1q.
(79.538)

This proves that the construction gives a spin structure.
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79.26.2 Connection on the spinor bundle

A left invariant vector on U is of the form

X̃xo “ d

dt

”
xetXo

ı
t“0

“ d

dt

”
π
`
xetX , s

˘ı
t“0

for any s P Spinp2, 1q. On AdS3 (in fact on U) we consider the left invariant vector field

X7
rxs “

d

dt

”
rxetXs

ı
t“0

(79.539)

which leads us to consider the following field on P :

ξX
`
r1, s

˘ “ d

dt

”
r1etX , s

ı
t“0

P Tpr1,sqP. (79.540)

This defines a field which projects to the left invariant field on U :

dπξXpr1, sq “ X7
r1 . (79.541)eq_xiXprojXsharpeq_xiXprojXsharp

Lemma 79.116.
On the general vector

Σ “ d

dt

”
r1ptq, sptq

ı
t“0

, (79.542)eq_gebevectSigeq_gebevectSig

the formula
αpr1,s0qΣ “ ´ d

dt

”
s´1

0 sptq
ı
t“0

P spinp2, 1q (79.543)

where s0 “ sp0q defines a connection form.

Proof. First let A P spinp2, 1q and

Aξ̊ “
d

dt

”
ξ· e´tA

ı
t“0

.

We have

α
`
A˚

pr1q,s0

˘ “ α
d

dt

”
pr1, s0q· e´tA

ı
t“0

“ α
d

dt

”
pr1, s0e

´tAq
ı
t“0

“ ´ d

dt

”
s´1

0 s0e
´tA

ı
t“0

“ A.

Now we take back the vector Σ of equation (79.542), an element a P Spinp2, 1q and we compute

pdRaαqΣ “ α
d

dt

”`
r1ptq, sptq˘· a

ı
t“0

“ α
d

dt

”`
r1ptq, sptqa˘

ı
t“0

“ ´ d

dt

”
a´1sp0q´1sptqa

ı
t“0

“ ´Adpa´1q d
dt

”
sp0q´1sptq

ı
t“0

“ Adpa´1qαpΣq.

Thus that is a connection. This is however not the spin connection. Let β be the Levi-Civita
connection on the frame bundle SOpAdS3q. If

Σ “ d

dt

”
r1ptq, sptq

ı
t“0

,

we have
βdϕΣ “ ϕr1

`
χps0q

˘´1 d

dt

”
ϕr1ptq

`
χpstq

˘ı
t“0

ˇ̌
ˇ̌
H
. (79.544)eQbetadphiSigmaeQbetadphiSigma
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If we note ϕr1ptq
`
χpstq

˘ “ ϕ
`
r1ptq, χpsf q

˘
, the derivative in (79.544) with respect to t reads

d

dt

”
ϕ
`
r1ptq, χps0q

˘ı
t“0
` d

dt

”
ϕ
`
r1, χpstq

˘ı
t“0

. (79.545)

The second term of βdφΣ is

d

dt

”
ϕr1pχps0qq´1ϕr1pχpstqq

ı
t“0

ˇ̌
ˇ̌
H
“ d

dt

”
ϕr1

`
χps´1

0 stq
˘ı
t“0

ˇ̌
ˇ̌
H

“ dϕr1dχps´1
0 s1p0qqˇ̌H .

From all that we want to define

αSpr1,s0qΣ “ dϕdχ
`
s´1

0 s1p0q˘ˇ̌H ` ϕr1

`
χps0q

˘´1 d

dt

”
ϕr1ptqχps0q

ı
t“0

ˇ̌
ˇ̌
H
, (79.546)

and we would not have αSpξXq “ 0.

79.26.3 Horizontal lift

Since the spin component of the path of ξX is constant, we have αpξXq “ 0, so equation (79.541)
says that

X7 “ ξX . (79.547)

Let us recall that an equivariant function (which defined a section of an associated bundle) is

ψ̂ : P Ñ V

ψ̂pξ· gq “ ρpg´1qψ̂pξq. (79.548)

General definition of an equivariant derivative (theorem 56.77) leads to

{∇X7ψ “ X7 · ψ̂ “ ξX · ψ̂.

In our setting, the equivariance of ψ̂ reads, for all a P Spinp2, 1q,

ψ̂
`prrs, sq· a

˘ “ ψ̂
`rrs, sa˘ !“ ρpa´1qψ̂`rrs, s˘.

We check the equivariance of {∇X7ψ by the following computation:

{∇X7ψ
`prrs, sq· a

˘ “ {∇X7ψprrs, saq
“ pξX · ψ̂qprrs, saq
“ d

dt

”
ψ̂
`rretXs, sa˘

ı
t“0

“ d

dt

”
ρpa´1qψ̂`rretXs, s˘

ı
t“0

“ ρpa´1qpξX · ψ̂q`rrs, s˘

“ ρpa´1q{∇X7ψ
`rrs, s˘.

We define ψ̃ : AN{S Ñ ΛW by
ψ̃prrsq “ ψ̂prrs, eq,

so that
ψ̂prrs, sq “ ρps´1qψ̃prrsq. (79.549)
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We can conclude

Č∇X7ψprrsq “ {∇X7ψprrs, eq
“ ξX ψ̂prrs, eq
“ d

dt

”
ψ̂
`rretXs, e˘

ı
t“0

“ d

dt

”
ψ̃
`rretXs˘

ı
t“0

“ X̃rrsψ̃prrsq.

So
Č∇X7ψ “ X̃rrsψ̃. (79.550)

79.26.4 Spin structure on AdS3

79.26.4.1 Spin structure on the whole AdS3

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 79.117
The following seems to contradict what I find in Michelson-Donaldson

The central fact is that
Spinp2, 1q » ∆ » SLp2,Rq

where ∆ “ tpg, gq tel que g P SLp2,Rqu Ă G0. We take as notations: G0 “ SLp2,Rq and G “
G0 ˆG0.

Lemma 79.118.
We have the following homogeneous space isomorphism:

G{∆ » SLp2,Rq.

Proof. We have an action GˆAdS3 Ñ AdS3,

pg, hqx “ gxh´1 (79.551)EqActghgxhEqActghgxh

where x P SLp2,Rq is seen as in AdS3 by the usual isomorphism. Moreover we consider the
isomorphism

G{∆ » SLp2,Rq (79.552)
rx1, x2s ÞÑ x1x

´1
2 (79.553)

which is well defined because rx1g, x2gs ÞÑ x1gg´1x´1
2 “ x1x

´1
2 . In particular, rg, gs ÞÑ e P

SLp2,Rq. So G acts on SLp2,Rq and the elements which fix e are the one of ∆. It proves the
lemma.

We are going to take the following structure:

G
φ //

π ��

G{Z2

||
M

(79.554)EqScSpinAdSEqScSpinAdS

where M is G0 seen as M “ G{∆ » SLp2,Rq » AdS3, and the projection π : G Ñ M is given by
πpg, hq “ gh´1. The action of ∆ » Spinp2, 1q on G is given by formula pxg, gq· pa, aq “ pxga, gaq.
First, let us prove the following.
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Proposition 79.119.
The frame bundle over AdS3 can be seen as

SOpAdS3q » G{Z2

where G “ SLp2,Rq ˆ SLp2,Rq.
Proof. In the fiber bundle π : G Ñ M , the fibre over x P SLp2,Rq is the set of pg, hq such that
gh´1 “ x, or

Gx “ tpxg, gqu Ă G.

We will give a surjective map Gx Ñ SOpMqx, the fibre of the frame bundle over x P AdS3. For
this, we see a basis of AdS3 as an isometric map b : G0 Ñ TxM where G0 “ slp2,Rq, and we define

ψx : Gx Ñ SOpMqx
ψxpxg, gqpXq “ pdLxqe

`
Adpg´1qX˘ (79.555)

for all X P G0. Let us study the kernel of this map, i.e. elements such that ψpxg1, g1q “ ψpxg2, g2q.
It needs, for all X P slp2,Rq,

Adpg´1
1 qX “ Adpg´1

2 qX,
but we know that the requirement AdpgqX “ X is the fact the g is in the center of the group. In
our case, it results that g´1

2 g1 “ ˘ Id, so

ψpxg1, g1q “ ψp˘xg1,˘g1q
where the same ˘ has to be taken in both appearances of the right hand side. Now we put all the
ψx together to get ψ : GÑ SOpMq. Once again we look in which cases ψpg1, h1q “ ψpg2, h2q. We
put this condition under the form

ψpg1h
´1
1 h1, h1q “ ψpg2h

´1
2 h2, h2q

which immediately gives h1 “ ˘h2. But on the other hand the base point of ψpgih´1
i , hiq is

gih
´1
i , so that the condition also ask g1h

´1
1 “ g2h

´1
2 which in turn gives g1 “ ˘g2 with the same

˘ as in h1 “ ˘h2. We conclude that Z2 is the problem for the inverse of ψ. This proves the
proposition.

We will usually use the same notation, ψ, to denote the map from G and the one from G{Z2.
The following lemma will prove useful to study the actions of the structure groups in the picture
(79.554).

Lemma 79.120.
The map

SLp2,Rq Ñ SO0p1, 2q
g ÞÑ Adpgq. (79.556)

is a double covering.

Proof. No proof.

The action of a P SO0p1, 2q on pxg, gq P G{Z2 is defined by

ψ
`pxg, gq· a

˘ “ pdLxqe Adpa´1g´1q. (79.557)

On the other hand, let us see how does pa, aq P ∆ » Spinp2, 1q acts on G and how does it reflects
on the ψ level. Since pxg, gq· pa, aq “ pxga, gaq, we have

ψ
`rxg, gs· a

˘ “ ψ
`pxg, gq· pa, aq˘,

and then
φ
`pxg, gq· a

˘ “ pxg, gq· pa, aq.
This proves that our structure is a spin structure.



3952 CHAPTER 79. BTZ BLACK HOLES IN ANTI DE SITTER SPACES

79.26.4.2 Reduction to one open orbit

We will use this isomorphism between AdS3 and SLp2,Rq:
¨
˚̊
˝

u
t
x
y

˛
‹‹‚ ÞÑ

ˆ
u` x y ´ t
y ` t u´ x

˙
.

Then the famous point rus “
ˆ

0 1
´1 0

˙
P AdS3 corresponds to the element J :“

ˆ
0 1
´1 0

˙
P

SLp2,Rq. This is our base point of the open orbit. We could also take

k0 “
?

2
2

ˆ
1 1
´1 1

˙
P K0

where K0 is the “K” of SLp2,Rq.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 79.121
I think that J is also a complex structure. To be checked.

We have J “ k2
0 and following the action (79.551), we have J “ pk0, k

´1
0 qe. The subgroup

R Ă G acts on AdS3, and we want to know the stabilizer of J . The condition is pr, r1q· J “ J , or

r “ AdpJqr1,

but AdpJq “ θ (the Cartan involution). So an element pr, r1q P R stabilises J if it is of the form
pr, θrq, thus

s “ Lie algebra of the stabiliser of J “ tpX, θXq tel que X P R0u XR,

where the intersection with R is important because θ can send out of R0. Note that when X has
a N component, then θX has a N component, so pX, θXq P pA ‘N ,´A ‘N q where the minus
sign comes from the fact that θpAq “ ´A. Then X cannot have a N component and finally,

s “ RpH,´Hq P Q.

The group R1 is
R1 “ eR1 “ tpan, an1q tel que n, n1 P N0u (79.558)

because R1 is R minus the stabiliser, i.e. R1 “ RpH,Hq‘N . We have the identification r1 ÞÑ r1 · J
between R1 and the open orbit U . As usual, the action is pg, hq·x “ gxh´1 if r1 “ pg, hq. Notice
in particular that R1 ‰ R1

0 ˆR1
0.

Up to now we studied the fiber G Ñ M ; we are now able to restrict it to G|U Ñ U and to
establish an isomorphism with the trivial bundle R1 ˆG0 Ñ R1. The fiber over x P U is

Gx “ tpxg, gqu.
We define the isomorphism as follows:

τ : R1 ˆG0 Ñ G|U
pr1, gq ÞÑ pr1 · Jg, gq (79.559)

and we have the following picture:
R1 ˆG0

τ //

��

G|U
π
��

R1 τ // U
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in which are defines by
pr1, gq τ //

��

pr1 · Jg, gq
π
��

r1 τ // r1 · J

where the dotted line denotes the induced map from τ , which is denoted by the same symbol. The
map τ : R1 Ñ U is just the restriction of the original τ to g “ e. Notice that this τ provides a
diffeomorphism of the basis spaces R1 and U .

79.26.4.3 Spin connection

The spin connection on G|U is given by

αSpg,hqΣ “
“
dLpg,hq´1Σ

‰
H , (79.560)EqDefConnAdS3EqDefConnAdS3

or
αSpg,hq “ projH ˝

`
dLpg,hq´1

˘
pg,hq. (79.561)

Notice that when we write H, we think about ∆: the group by which quotient G in order to get
SLp2,Rq » AdS3. Our task now is to transfer this connection to R1 ˆG0 by defining α1 “ τ˚αS .
If Σ P Tpr1,gqpR1 ˆG0q, we define

α1
pr1,gqΣ “ αSpdτΣq. (79.562)

Let us take X P G0 and 0 P R1 and let us compute dτp0, Xq. More precisely, we consider

dτp0‘ X̃gqpr1,gq “ dτ
d

dt

”
r1, getX

ı
t“0

“ d

dt

”
r1 · JgetX , getX

ı
t“0

“ `
X̃pr1 · Jgq, X̃g

˘
.

The next step is to compute dτΣ in the case where Σ “ pY ‘ ´1qpr1,gq with Y P R1 Ă R0 ‘R0.
We have

dτΣ “ d

dt

”
τ
`
etY r1, g

˘ı
t“0

(79.563)

“ d

dt

”
petY r1 · Jqg, g

ı
t“0

(79.564)

where, if r1 “ pr1, r2q, we consider Y “ `pY 1qr1 , pY 2qr2

˘
. This appears to be difficult to be

computed. This reflects the fact that the connection should be complicated in the trivial bundle
R1 ˆG0.

But there are no fate. We remember that τ furnish a diffeomorphism between the basis spaces,
so one can consider the bundle

G|U
τ´1 ˝ π
��
R1

Vectors of H are of the form pX,Xq with X P slp2,Rq, thus A P Tpxg,gqG|U fulfils αSpAq “ 0 if and
only if

dLpxg,gq´1pAq “ pX,´Xq
for a certain X P slp2,Rq. All this makes that the horizontal space over pxg, gq is given by

horpxg, gq “ ␣pX̃xg,´X̃gq tel que X P G0 “ slp2,Rq(. (79.565)



3954 CHAPTER 79. BTZ BLACK HOLES IN ANTI DE SITTER SPACES

The strategy now is to project that on R1 and express Dirac operator in terms of the result. Let
us make this simple computation:

dπpX̃xg, X̃gq “ d

dt

”
π
`
xgetX , ge´tX˘ı

t“0

“ d

dt

”
xgetXetXg´1

ı
t“0

“ d

dt

”
xe2tAdpgqX

ı
t“0

“ 2pdLxqe AdpgqX.

This result has to be brought from U to R1 by τ´1. Now we take a Ỹ P XpR1q and we want to
know which is the corresponding X, i.e. the X P slp2,Rq such that

dτ´1dπpX̃xg,´X̃gq “ Ỹ .

From the previous computation, Ỹ “ 2dτ´1dLx AdpgqX, so

X “ 1
2 Adpg´1qdLx´1dτỸ . (79.566)EqXfracAdYEqXfracAdY

We now precise our idea:

Ỹpr1,r2q “
`pỸ1qr1 , pỸ2qr2

˘ “ d

dt

”
r1e

tY1 , r2e
tY2

ı
t“0

(79.567)EqtildeYrunrdeuxEqtildeYrunrdeux

for Yi P R1
0 and r1, r2 P R0. In this case, the “x” in equation (79.566) is pr1 · Jq´1. Let us begin

by taking s1 P R1 and compute Lpr1 · Jq´1τps1q. Remember that r1 · J “ r1Jr
´1
2 from the general

action (79.551), so if r1 “ pr1, r2q,
dLpr1 · Jq´1τps1q “ pr1 · Jq´1s1Js

´1
2

“ pr1Jr
´1
2 q´1s1Js

´1
2

“ ´r2Jr
´1
2 s1Js

´1
2 .

Now, we apply that result on computation of (79.566) with (79.567):

dLpr1 · Jq´1dτỸ “ d

dt

”
´ r2Jr

´1
1 r1e

tY1Je´tY2r´1
2

ı
t“0

“ d

dt

”
Adpr2q

`´ JetY1Je´tY2
˘ı
t“0

“ d

dt

”
Adpr2qe´tY2

ı
t“0
`Adpr2qAdpJqY1

“ ´Adpr2qY2 `Adpr2qθpY1q,
and finally,

X “ 1
2 Adpg´1qdLpr1 · Jq´1dτỸ

“ 1
2 Adpg´1q“Adpr2qθpY1q ´Adpr2qY2

‰
.

(79.568)EqValeurXAdthetaEqValeurXAdtheta

For this X, the horizontal lift of Ỹ P XpR1q is pX,´Xq P TG|U .

79.26.5 Left invariance of Dirac

Sections of the spin bundle over the open orbit U are given by equivariant functions ψ̂ : G|U Ñ
R2. The action of ∆ » Spinp2, 1q on G is

pg, hq· pa, aq “ pga, haq.
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We define ψ̃ by
ψ̃pgq “ ψ̂pg, eq (79.569)

for g P U . We get back the original ψ̂ by formula

ψ̂pg, hq “ ρph, hq´1ψ̃pgh´1q. (79.570)

Our intention is now to compute z∇Zψpξq “ Zξpψ̂q with ξ “ pxg, gq P G|U (hence x P U) and
Z P XpR1q. For instance we choose a left invariant Z “ Ỹ “ pỸ1, Ỹ2q for Y1, Y2 P R1

0. Recall that
Ỹ is given by equation (79.567). From definition of the covariant derivative associated with the
connection,

{∇ ˜ ψY pξq “ Ỹ ξpψ̂q “ Ỹ pxg,gqpψ̂q
where Ỹ pxg,gq is an horizontal vector at pxg, gq whose projection is Ỹ . From our previous work,

Ỹ xg,g “ pX̃xg,´X̃gq
with X “ 1

2 Adpg´1q`Adpr2qθY1´Adpr2qY2
˘
. Let us understand the link between pr1, r2q and g, x.

The vector pX̃xg, X̃gq actually projects to a vector at τ´1 ˝ πpxg, gq “ τ´1pxq. The fact that x P U
guarantees existence and uniqueness of pr1, r2q P R1 such that r1Jr

´1
2 “ x. We have

Č∇ ˜ ψY pxq “{∇ ˜ ψY px, eq
“ pX̃x,´X̃eqψ̂
“ d

dt
ψ̂
´
xetX , e´tX

¯ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
ρpetX , etXqψ̃pxe2tXq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

The first term of the derivation (the one with t “ 0 in the ρ) gives 2X̃xψ̃. This is left invariant.
The second is

d

dt
ρpetX , etXqψ̃pxq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

We want to test the condition (62.91) on this term. Let us pose

pEψ̃qpxq “ pX̃x, X̃eqψ̂ “ d

dt
ρpetX , etXqψ̃pxq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

with X given by equation (79.568). On the one hand,

LypEψ̃qpxq “ pEψ̃qpyxq “ d

dt
ρpetXa , etXaqψ̃pyxq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

(79.571a)

with
Xa “ 1

2

´
Adpr2qθY1 ´Adpr2q

¯
Y2 (79.571b)

where pr1, r2q is given by yx. On the other hand,

EpLyψ̃qpxq “ d

dt
ρpetXb , etXbqψ̃pyxq

ˇ̌
ˇ̌
t“0

(79.572a)

with
Xb “ 1

2
`

Adps2qθY1 ´Adps2qY2
˘

(79.572b)

where ps1, s2q is given by x.
The problem is that the choice of y is arbitrary, so that Xa and Xb could be too different. Ok.

That’s the proof that Dirac is not invariant. Here is the proof that Dirac is invariant.
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Following equation (79.560), the spin connection form is

αSpg,hqΣ “
`
dLpg,hq´1Σ

˘
H .

If Lpx,yq is the left translation by px, yq we have
`
L˚

px,yqα
˘

pg,hqΣ “ αpxg,yhq
`
dLpx,yqΣ

˘ “ `
dLpg,hq´1Σ

˘
H .

Thus we have L˚
px,yqα

S “ αS . Now we consider the formula {∇ ˜ ψY pξq “ pX̃xg,´X̃gqψ̂, and we will
check that `

Lηz∇Zψ
˘pξq “ {∇ZpLηψqpξq. (79.573)

with ξ “ pxg, gq and η “ pa, bq. On the one hand,
`
Lpa,bqz∇Zψ

˘pxg, gq “ z∇Zψpaxg, bgq
“ z∇Zψpaxgg´1b´1bg, bgq
“ `

X̃paxb´1qbg,´X̃bg

˘
ψ̂.

On the other hand,

{∇ZpLpa,bqψqpxg, gq “ pX̃xg,´X̃gq{Lpa,bqψ

“ d

dt
{Lpa,bqψ

`
xgetX , ge´tX˘

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt
ψ̂
`
axgetX , bge´tX˘

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ pX̃axg,´X̃bgqψ̂
“ pX̃paxb´1qbg,´X̃bgqψ̂.

79.27 Spin structure and Dirac operator on AdSl
SecDirADs

Construction of the frame bundle is a straightforward adaptation of theorem 2.2 (chapter
II) in [994], while connection issues are adapted from proposition 1.3 (chapter III). According
proposition 79.5, notations G and H stand for the identity components of SOp2, l´1q and SOp1, l´
1q.

79.27.1 Frame bundle and spin structure

An element of the frame bundle is a map from Q to T pG{Hq of the form 25 dµg ˝ A where
g P G and A P SO0pQq. By proposition 79.18, there exists a h P H for which A “ Adphq for every
A P SO0pQq so we have

dµg ˝A “ dπ ˝ dLg ˝Adphq “ dπ ˝ dLg ˝ dLh ˝ dRh “ dπ ˝ dLg ˝ dLh “ dµgh

hence in fact every element in the frame bundle reads dµg for some g P G. We conclude that the
fibre Brgs over rgs is made of maps of the form dτk with k P rgs. The action of H on the frame
bundle is given by

pdµgq·h “ dµg ˝Adphq.
Proposition 79.122.
The map

β : GÑ B

g ÞÑ dµg
(79.574)

25. See 66.2 for notations.
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is a principal bundle isomorphism between the frame bundle and the principal bundle

G

π
��

Hoo

G{H

(79.575)PrincHGGHPrincHGGH

where π is the natural projection, the action of H is the right one and the wavy line means “acts
on”.

Proof. Surjectivity of β is clear. For injectivity, suppose dµg “ dµg1 . In order for the two target
spaces to be equal, one needs g1 “ gh for a h P H. Now we have, for all qj P Q,

dµgqj “ dµghqj “ dπdRh´1dLgdLhqj “ dπdLg
`

Adphqqj
˘
, (79.576)

but dπ is an isomorphism from Qg, so we deduce that qj “ Adphqqj . Since we are using the
connected component of SOpQq, that implies that h “ e, and thus that g “ g1. The following
proves that β is a morphism:

βpghq “ dπdLgdLh “ dπdLgdLhdRh´1 “ dπdLg Adphq “ βpgq·h.

The following lemma provides a convenient way to express the tangent bundle over G{H as an
associated bundle to the principal bundle (79.575). We denote by G ˆρ Q the quotient of G ˆQ
by the equivalence relation pg,Xq „ pgh,Adph´1qXq for all h P H.

Lemma 79.123.
The map

β : Gˆρ Q Ñ TM

rg,Xs ÞÑ dτgdπX
(79.577)

with ρphqX “ Adph´1qX is diffeomorphic. LemBazHGGH

Proof. In order to check that β is well defined, first compute

βrgh,Adph´1qXs “ dτghdπAdph´1qX “ dπdLgh Adph´1qX,

and then using the fact that dπdRh “ dπ, the latter line reduces to dπdLgX “ βpg,Xq. For
injectivity, let βrg,Xs “ βrg1, X 1s. In order for these two to be vectors on the same point, there
must exists a h P H such that g1 “ gh. The equality becomes dπdLgdLhX 1 “ dπdLgX. Com-
muting dπ with dLg and using the fact that dτg is an isomorphism, we are left with the condition
dπdLhX

1 “ dπX.
An element of G{H is an equivalence class which contains exactly one element of Q. In the

right hand side of the condition, this element is X while the element of Q in the class dπdLhX is
AdphqX 1. Equating these two elements, we find the condition X 1 “ Adph´1qX, which proves that
rg,Xs “ rg1, X 1s and concludes the proof of the injectivity of β.

The following proposition will prove useful in order to identity the spin structure over AdS4.

Proposition 79.124.
If G is a connected Lie group and if Z is the center of G, then

(1) AdG is an analytic homomorphism from G to IntpGq, with kernel Z,
(2) the map rgs Ñ AdGpgq is an analytic isomorphism from G{Z to Intpgq (the class rgs is taken

with respect to Z).
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On the one hand that proposition together with the fact that Z
`

SPp2,Rq˘ “ Z2 proves that
the quotient SPp2,Rq{Z2 is isomorphic to Int

`
spp2,Rq˘. On the other hand one knows that

SO0p2, 3q has no center, so that SO0p2, 3q » Intpsop2, 3qq. But the subsection 55.8.2 provides an
isomorphism between sop2, 3q and spp2,Rq. Thus we have

SPp2,Rq{Z2 » SO0p2, 3q. (79.578)

We denote by φ : SPp2,Rq Ñ SO0p2, 3q the corresponding homomorphism with kernel Z2. In
particular the restriction φ|SLp2,Cq is a double covering of SO0p1, 3q. But χ is the same kind of
double covering, so universality of SLp2,Rq on SO0p1, 3q provides an automorphism f : SLp2,Cq Ñ
SLp2,Cq such that φ “ χ ˝ f . The spin structure to be considered on AdS4 is

Spinp1, 3q // SPp2,Rq

%%

φ // SO0p2, 3q

yy

SO0p1, 3qoo

AdS4

where the action of Spinp1, 3q on SPp2,Rq is given by a· s “ af´1psq where we identified Spinp1, 3q
with SLp2,Cq as subgroup of SPp2,Rq. One immediately has φpa· sq “ φpaqχpsq.

79.27.2 Connection

There are a lot of ways to express a vector field X : G{H Ñ T pG{Hq. From the identification
T pG{Hq “ G ˆρ Q, one has X : G{H Ñ G ˆρ Q. As section of an associated bundle, X can be
expressed by an equivariant function X̂ : G Ñ Q such that Xrgs “ rg, X̂pgqs. The H-equivariance
of X̂ means that X̂pghq “ Adph´1qX̂pgq. Let X P G and consider the function

ÂX : GÑ Q
g ÞÑ `

Adpg´1qX˘
Q

(79.579)EqDefhatAcolEqDefhatAcol

which is equivariant because the decomposition G “ H‘Q is reductive. The corresponding vector
field is

AXrgs “
“
g,
`

Adpg´1qX˘
Q
‰
;

or
AXrgs “ dτgdπ

`
Adpg´1qX˘

Q “ dπdLg
`

Adpg´1qX˘

because dπXQ “ dπX. It is easy to check that the form

ωgpXq “ ´
`
dLg´1X

˘
H

is a connection form on the principal bundle (79.575). We are going to determine the associated
covariant derivative of this connection on the tangent space, and prove that it is torsion free. The
horizontal lift of AXrgs is

AXpgq “ dLg
`

Adpg´1qX˘
Q “

d

dt

”
get projQ Adpg´1qX

ı
t“0

. (79.580)EqovlAprQhorEqovlAprQhor

The equivariant function associated with the covariant derivative of AY in the direction of AX is
given by pAXqgÂY . Using expressions (79.579) and (79.580) of ÂY pgq and AXpgq, we have

pĀXqgÂY “ d

dt

”
ÂY

`
get projQ Adpg´1qX˘

Q

ı
t“0

“ d

dt

” ´
Ad

`
e´t projQ Adpg´1qXg´1˘Y

¯
Q

ı
t“0

“
´

ad
`´ projQ Adpg´1qX˘

Adpg´1qY
¯

Q

“ ´
”`

Adpg´1qX˘
Q,Adpg´1qY

ı
Q
.
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This commutator is an expression of the form rZQ, Z 1
Q ` Z 1

HsQ. Using reducibility we find

pAXqgÂY “ ´
”`

Adpg´1qX˘
Q,

`
Adpg´1qY ˘H

ı
. (79.581)

The commutator produces

pAXqgÂY ´ pAY qgÂX “ ´ÂrX,Y spgq,
which by construction the equivariant function associated with the vector field ∇AX

AY ´∇AY
AX ;

so on the one hand we have

p∇AX
AY ´∇AY

AXqrgs “ ´dτgdπÂrX,Y spgq “ ´dτgdπ
`

Adpg´1qrX,Y s˘Q “ ´dπdRgrX,Y s.
On the other hand,

rAX , AY srgs “ dπrdRgX, dRgY s “ ´dπdRgrX,Y s,
which proves that the connection is torsion free.

We are now going to study the horizontal vector fields on SPp2,Rq with this connection and
the homomorphism h´1 of equation (55.123). We have to study for which elements Σa P SPp2,Rq
the expression

ωapΣaq “ ωh´1paq
`pdh´1qaΣa

˘ “ ´
´
dLh´1paq´1dh´1Σa

¯
H

(79.582)EqAtrouverdhemuEqAtrouverdhemu

vanishes. Every such element can of course be written under the form Σa “ dLaψX for some
X P sop2, 3q. So we are lead to consider the expression

pdh´1qapdLaqeψX. (79.583)EqdhemuconideEqdhemuconide

It is easy to deal with that expression in the case of a “ e:

pdh´1qeψpXq “ ψ´1ψX “ X.

In particular, if Σ P T , then dh´1Σ P Q and when Σ P I, we have dh´1Σ P H. This result
propagates to other elements a P SPp2,Rq using the general result

df ˝ dLg “
`
dlfpgq

˘ ˝ df
which holds for any group homomorphism f . Using that property with h´1 on the point a P
SPp2,Rq, we find pdh´1qa ˝ pdLaqe “

`
dLh´1paq

˘ ˝ pdh´1qe, and the expression (79.582) becomes

ωapdLaψXq “
´
dL`

h´1paq
˘´1dh´1dLaψX

¯
H
“ XH.

It is zero if and only if X P Q, so that the horizontal vectors on a are exactly the ones of
dLaψQ “ Ta.

79.27.3 Dirac operator

When ŝ : SPp2,Rq Ñ ΛW is the equivariant function associated with a spinor, the Dirac
operator reads

xDspaq “ gijγ
jz∇tispaq “ gijγ

jtipaqŝ “ gijγ
j t̃ipaqŝ (79.584)EqDiracAdsquatreEqDiracAdsquatre

where the metric g is the usual four-dimensional Minkowskian metric and the matrices γ are the
associated 4ˆ 4 Dirac matrices. The elements t̃ipaq “ dLati “ dLaψpqiq span the natural basis of
Ta, see appendix 55.8.3. The matrices γi are the usual 4ˆ 4 Dirac matrices for the 4-dimensional
Minkowskian metric.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 79.125
Et il serait aussi pas mal de préciser un peu une fois tout de suite ce qu’est l’espace ΛW .
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One can find a change of basis which express the Dirac operator in terms of vectors on R1. For
that, let tXiu be a basis of R1. We have

Xi̊ rus “
d

dt

”
re´tXius

ı
t“0

“ ´dπdRuXi

that is necessarily decomposable by corollary 66.6 as combinations of vectors of the form dπdLuqi
because rus belongs to an open orbit of the action of R1. That defines a matrix B by

dπdLuqi “ BijdπdRuXj ,

and then a vector Y P H by
qi “ Bij Adpu´1qXj ` Y. (79.585)

Now we have t̃ipaq “ dLaψ
`

Adpu´1qBijXj ` Y
˘
. We can go further using the fact that

ψ
´

Ad
`
h´1paq˘X

¯
“ AdpaqψpXq (79.586)

for every a P SPp2,Rq and X P G. Defining the vectors si “ Ad
`
hp´1q˘ψXi we find

t̃ipaq “ Bij s̃ipaq ` ĆψpY qpaq. (79.587)

79.27.4 Frame bundle

Construction of the frame bundle and the spin structure is a straightforward adaptation of
theorem 2.2 (chapter???) in [994], while Dirac operator and connection issues are adapted from
proposition 1.3 (chapter III)

A basis of a m dimensional vector space V is a free and generating part; it only has the
structure of a set. A frame of the vector space V is a nondegenerate map b : Rm Ñ V . Let us give
an example in three dimensions the difference. If tv1, v2, v3u is a basis of V , of course tv2, v1, v3u
is the same basis. Order has no importance. But if te1, e2, e3u is the canonical basis of R3, the
frames bpe1q “ v1, bpe2q “ v2, bpe3q “ v3 and cpe1q “ v2, cpe2q “ v1, cpe3q “ v3 are not the same.

Now we consider AdSl “ G{H “ SOp2, l ´ 1q{SOp1, l ´ 1q, the Lie algebra G has a reductive
homogeneous space decomposition G “ Q ‘H and we consider the canonical projection π : G Ñ
AdSl.

Let the map (see relation (79.51))

α : H Ñ SOpQq
h ÞÑ Adphq|Q. (79.588)

We consider, on G ˆ SOpQq, the equivalence relation pg,Aq „ pg1, A1q if and only if there exists
h P H such that g1 “ gh and A1 “ αph´1qA. We denote by G ˆα SOpQq the set of equivalence
classes. Now we have a principal bundle

SOpQq // Gˆα SOpQq
p

��
G{H

(79.589)EqPrincPreBEqPrincPreB

where prg,As “ rgs and the action is given by rg,As·B “ rg,As. The fact that the projection
fulfils p

`rg,As·B
˘ “ prg,As is evident, and the fact that the action is well defined is a simple

computation: if rg1, A1s “ rg,As, we have a h P H such that

rg1, A1s·B “ rg1, A1Bs “ rgh, αph´1qABs “ rg,ABs “ rg,As·B.
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Proposition 79.126.
Let τpgq : AdSl Ñ AdSl be the action of g P G on AdSl: τpgqrg1s “ rgg1s, and B be the frame
bundle. We also consider the map σ : R1,l´1 Ñ Q the isometry which sends the canonical basis of
R1,l´1 to the usual basis tq0, q1, . . . , ql´1u of Q. The map

β : Gˆα SOpQq Ñ B

rg,As ÞÑ dτpgqϑA ˝ σ
(79.590)

provides a principal bundle isomorphism between the principal bundle (79.589) and the frame bundle
over AdSl.

By abuse of notation, we will not always write the σ.

Proof. We have to prove first that the map β : G ˆ SOpQq Ñ B respects the classes. For that,
consider pg,Aq „ pg1, A1q and remark that

βpgh, αph´1qq “ dτpghqϑαph´1qA “ dτpgqdτphqdπAdph´1qdπ´1A

“ dτpgqdτphqdπAdph´1qdπ´1A “ dτpgqdπdRhdπ´1A

“ dτpgqϑA “ βpg,Aq.
where we used equation (79.13) and the fact that π ˝ Lg “ τpgq ˝ π. The frame bundle is

SOp1, l ´ 1q // B

p

��
G{H

(79.591)EqPrincBEqPrincB

where the fibre Brgs in B over rgs is the set of isometric maps R1,l´1 Ñ TrgspAdSlq. So an element
of B is of the form

`rgs, f̃ ˝ σ˘ where g P G and f̃ : Q Ñ TrgspAdSlq contains the main information
while σ is the previously explained isometry. The action of h P SOp1, l´1q on

`rgs, f̃ ˝σ˘ is defined
by means of any fixed isomorphism φ0 : SOp1, l ´ 1q Ñ SOpQq by

`rgs, f̃ ˝ σ˘·h “ `rgs, f̃ ˝ φ0phq ˝ σ
˘
. (79.592)

The map β is a morphism of principal bundle because

βrg,As·φ´1
0 pBq “ `rgs, dτpgqA ˝ σ˘·φ´1

0 pBq “ `rgs, dτpgqA ˝B ˝ σ˘ “ β
`rg,As·B

˘
.

It remains to be proved that β is a bijection. Surjectivity is natural: since dτpgq is an isometry,
dτpgqA runs over the whole SO

`
TrgspAdSlq

˘
when A runs over SOpQq. Injectivity is as follows;

let’s suppose βrg,As “ βrg1, A1s. It is immediate that in this case, Dh P H such that g1 “ gh.
Using the fact that dπ ˝ dRh´1 ˝ dπ´1 “ Id and dτphqdπ “ dπdLh, we have

dτpgqϑA “ dτpgqdτphqA1 “ dτpgqdτphqdπdRh´1dπ´1A1 “ dπAdphqdπ´1A1 “ αphqA1.

From now on, we identify Gˆα SOpQq with the frame bundle over AdSl.

79.27.5 Spin structure

We consider the principal bundle

Spinp1, l ´ 1q // Gˆα̃ Spinp1, l ´ 1q
p

��
G{H

(79.593)

where ˆα̃ is the following equivalence relation on G ˆ Spinp1, l ´ 1q. We say that pg, sq „ pg1, s1q
if and only if there exists a h P H such that
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(1) g1 “ gh,
(2) χps1q “ Adph´1qχpsq.

Notice that the second condition implies that Adphq P SO0pQq. It is easy to prove that the given
structure is well defined and is a principal bundle. Now we consider the spin structure as follows:

Spinp1, l ´ 1q // Gˆα̃ Spinp1, l ´ 1q

''

φ // Gˆα SOpQq

xx

SOpQqoo

G{H

(79.594)

where φrg, ss “ rg, χpsqs. It is well defined since when rg, ss “ rg1, s1s, there exists a h P H with
χps1q “ Adph´1qχpsq such that φrg1, s1s “ φrgh, s1s “ rgh, χps1qs “ rgh,Adph´1qχpsqs “ rg, χpsqs “
φrg, ss.

79.27.6 Reduction of the structural group

The case of AdSl can be seen in the setting of subsection 66.3.8. Let us show now that the
bundle

H0 // G

π
��

G{H

(79.595)EqPrincHzGMEqPrincHzGM

is a reduction to H0 (the identity component of SOpQq) of

G // rpGq
π

��
G{H.

(79.596)

Indeed, u : G Ñ rpGq given by upgq “ rpgq provides the reduction homomorphism: rpghqX “
dπdLghX while

`
rpgq·h

˘
X is the same.

Lemma 79.127.
The tangent space T pG{Hq is an associated bundle of rpGq trough the identification

β1 : rpGq ˆρ Q Ñ T pG{Hq
rrpgq, Xs ÞÑ rpgqX (79.597)

where ρphqX “ AdphqX, so that the quotient is given by rg,Xs “ rgh,Adph´1qXs.
Proof. The proof is entirely similar to the one of lemma 79.123.

79.28 Conclusion
In a first time we defined a black hole in anti de Sitter space. This construction is not related to

any metric divergence but is a dimensional generalization of a causal black hole whose singularity
is dictated by causal issues. The originality of our approach lies in the fact that our method uses
essentially group theoretical and symmetric spaces techniques. That result should be generalisable
to any semisimple symmetric space.

Then we proved that the physical domain of the black hole (the non singular part) is equivalent
to a group in the sense that there exists a group which acts freely and transitively by diffeomor-
phisms. So we identify the group with the manifold and it is easy to prove that the latter group is
a split extension of an Heisenberg group which happens to be quantizable by a twisted pull-back
of a previously known quantization of SUp1, nq.
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We also proved two somewhat out of subject small results. The first one is the fact that a
deformation of the half-plane by Unterberger can be transported to a deformation of the Iwasawa
subgroup of SLp2,Rq which can in turn deform (by the group action method) the dual of its Lie
algebra. We showed however that that deformation is not universal; indeed we pointed out two
different actions of the Iwasawa subgroup of SLp2,Rq on AdS2 for which the deformation by group
action method reveals to be unable to even multiply two compactly supported functions. An
interesting question is to know the precise point in the construction of Unterberger which makes
his product non universal.

The second small result is a proof of concept for quantization of the Iwasawa subgroup of
SOp2, nq by the method of the extension lemma. We wrote SOp2, nq as a symplectic split extension
of SUp1, nq by SUp1, 1q. The extension lemma then provided a kernel on SOp2, nq because kernels
were known on SUp1, 1q and SUp1, nq. Is that quantization equivalent in some sense to the one
that we performed in the main line of the black hole deformation? That question still has to be
solved.

As a final remark, I want to point out that the major challenge of this century is not quanti-
zation, but global warming.
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Chapter 80

General non commutative geometry

My main references for noncommutative geometry are [787, 914, 923, 902].

80.1 Non commutative differential forms

80.1.1 Universal differential forms

Let A be an associative unital algebra on C. We are going to define step by step the universal
algebra of differential forms

ΩA “à
p

ΩpA.

Existence the universal algebra will be proved by explicitly construction later. For unicity, we will
prove an universality property.

First of all, Ω0A “ A. Next, Ω1A is the left A-module generated by the symbols δa with a P A
and relations

δpabq “ pδaqb` aδb (80.1a)seq_deltaabiseq_deltaabi

δpαa` βbq “ αδa` βδb (80.1b)

for all a, b P A and α, β P C. A general element in Ω1A is of the form
ř
i aiδbi, with ai and bi in A.

Equation (80.1a) with a “ 1 gives pδ1qb “ 0 for all b P A, hence δp1q “ 0 and δpCq “ 0. So
Ω1A is a left A-module; we can give a structure of right A-module by defining

p
ÿ

i

aiδbiqc “
ÿ

i

aipδbiqc,

but equation (80.1a) gives pδaqc “ δpacq ´ aδc, therefore if ω “ ř
i aiδbi,

ωc “
ÿ

i

aiδpbicq ´
ÿ
aibiδc. (80.2)

The rule (80.1a) is Leibniz for the map δ : AÑ Ω1A, so we see δ as a derivation of A with values
in the bimodule Ω1A.

80.1.1.1 Universal properties

The following proposition gives an universal property of Ω1A; in a certain sense, it is unique.

Proposition 80.1.
Let M be a A-bimodule and ∆: AÑM a derivation, i.e.

∆pabq “ p∆aqb` a∆b.

3965
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There exists one and only one bimodule morphism ρ∆ : Ω1A Ñ M such that ∆ “ ρ∆ ˝ δ, i.e. the
following diagram commutes:

Ω1A

A
∆
//

δ

OO

M

ρ∆
bb

prop_modMununique

Proof. First, remark that any bimodule morphism ρ : Ω1A Ñ M makes ρ ˝ δ a derivation with
values in M. Indeed

pρ ˝ δqpabq “ ρ
`pδaqb` aδb˘ “ pρ ˝ δqpaqb` apρ ˝ δqb

Let us now prove the inverse: let ∆: A Ñ M be a derivation and ρ∆ : Ω1A Ñ M be such that
∆ “ ρ∆ ˝ δ. We want to prove unicity of this derivation. First, definition of ∆ makes

ρ∆pδaq “ ∆a. (80.3)eq_rhpoDeltaeq_rhpoDelta

This completely defines ρ∆ from ∆ because δ generates the whole Ω1A as left A-module. Indeed
the only way to extends ρ∆ from (80.3) as a morphism on Ω1A is

ρ∆
`ÿ

i

aiδbi
˘ “

ÿ

i

ai∆bi.

Now it is sufficient to prove that (80.3) is a bimodule morphism:

ρ∆
`
fp
ÿ
aiδbiqg

˘ “ ρ∆
`ÿ

i

fairδpbigq ´ biδgs
˘

“
ÿ
fair∆pbigq ´ bi∆gs

“
ÿ
faip∆biqg

“ f
`ÿ

ai∆bi
˘
g.

The space ΩpA is defined by
ΩpA :“ Ω1A . . .Ω1Aloooooomoooooon

ptimes

with multiplication rule

pa0δa1qpb0δb1q :“ a0pδa1qb0δb1 “ a0δpa1b0qδb1 ´ a0a1δb0δb1. (80.4)

This rule serves to show how to write elements of Ω2A under the form aδb1δb2. Elements of ΩpA
are linear combination of elements of the form

ω “ a0δa1δa2 . . . δap

with ak P A, and the product ΩpAˆ ΩqAÑ Ωp`qA is a juxtaposition and a rearrangement:

pa1δa1 . . . δapqpap`1δap`2 . . . δap`qq
:“ a0δa1 . . . pδapqap`1δap`2 . . . δap`q
“ a0δa1 . . .

“
δpapap`1q ´ appδap`1q

‰
δap`2 . . . δap`q

“ a0δa1 . . . δpapap`1qδap`2 . . . δap`q
´ a0δa1 . . .

“
δpap´1apq ´ ap´1δap

‰
δap`1 . . . δap`q.
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With p “ q “ 3 for example, we have

pa0δa1δa2qpa3δa4δa5q “ a0δa1pδa2qa3δa4δa5

“ a0δa1
“
δpa2a4q ´ a2δa3

‰
δa4δa5

“ a0δa1δpa2a3qδa4δa5

´ a0
“
δpa1a2q ´ a1δa2

‰
δa3 . . . δa5

“ a0δa1δpa2a3qδa4δa5

´ a0δpa1a2qδa3 . . . δa5

` a0a1δa2 . . . δa5,

and in general,

pa0δa1 . . . δapqpap`1δap`2 . . . δap`qq
“ p´1qpa0a1δa2 . . . δap`q

`
pÿ

i“1
p´1qp´ia0δa1 . . . δai´1δpaiai`1qδai`2 . . . δap`q.

(80.5)Eq_decmProdConnForDeltaEq_decmProdConnForDelta

So ΩA is a left A-module. We turn it into A-bimodule by defining

pa0δa1 . . . δapqb “ a0δa1 . . . pδapqb
“ p´1qpa0a1δa2 . . . δapb

`
p´1ÿ

i“1
p´1qp´ia0δa1 . . . δai´1δpaiai`1qδi`1 . . . δapδb

` a0δa1 . . . δap´1δpapbq.

(80.6)

Now we put a differential algebra structure on the A-bimodule ΩA by extending δ to

δ : ΩpAÑ Ωp`1A

δpa0δa1 . . . δapq :“ δa0δa1 . . . δap.
(80.7)

One checks that
δ2 “ 0

and
δpω1ω2q “ pδω1qω2 ` p´1qpω1δω2 (80.8)

for any ω1 P ΩpA and ω2 P ΩA.
If E is a A-module, an element α P EndApEq b Ω1A acts on an element of E bA ΩpA in the

following way. If α “ ř
i

`
Ai bA a

i
0δa

i
1
˘
, we define

α
`ÿ

j

ξj bA ωj
˘ “

ÿ

ij

`
Aiξj bA a

i
0δa

i
1ωj

˘ P E bA Ωp`1A (80.9)EqActallphaEOApEqActallphaEOAp

where Ai P EndApEq, aij P A, ξj P E and ωj P ΩpA. The element α acts in particular on E via the
identification ξ P E Ø ξ bA 1 P E bA Ω0A. In this case the result is denoted by αpξq.

The following proposition gives the same type of result as proposition 80.1.

Proposition 80.2.
Let pΓ,∆q a differential graded algebra and ρ : A Ñ Γ0, a morphism of unital algebras. There
exists one and only one extension of ρ into a differential graded algebra morphism ρ̃ : ΩAÑ Γ with
ρ̃ ˝ δ “ ∆ ˝ ρ̃:

Γp ∆ //

ρ̃
��

Γp`1

ρ̃
��

ΩpA
δ
// Ωp`1A

(80.10)eq_diagrhotrhoeq_diagrhotrho
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Proof. The map ρ : AÑ Γ0 being given, we define

ρ̃ : ΩpAÑ Γp

ρ̃pa0δa1 . . . δapq :“ ρpa0q∆pρpa1qq . . .∆pρpapqq. (80.11)

It well defines ρ̃ since ΩpA is generated by a0δa1 . . . δap. It sends products on products; for example
with p “ 2,

ρ̃
“pa0δa1qpb0δb1q

‰ “ ρpa0q∆ρpa1b0q∆ρb1

´ ρpa0a1q∆ρb0∆ρb1

“ “
ρpa0q∆ρpa1q

‰“
ρpb0q∆ρb1

‰
.

Commutativity of diagram (80.10) is as follows:

pρ̃ ˝∆qpa0δa1 . . . δapq “ ρ̃pδa0 . . . δapq
“ ∆ρa0 . . .∆ρap
“ ∆

`
ρpa0q∆ρa1 . . .∆ρap

˘

“ p∆ ˝ ρ̃qpa0δa1 . . . δapq.

80.1.1.2 Cohomology

From definition,
δpa0δa1 . . . δapq “ δa0 . . . δap.

If ω “ a0δa1 . . . δap, the only way to have δω “ 0 is a0 “ 1, i.e. ω “ δpa1δa2 . . . δapq. Then

HppΩAq “ 0

when p ‰ 0 because any closed form is exact. In the case p “ 0,

H0pΩAq “ C
because δpzq “ 0 for all z P C while z is not exact.

80.1.1.3 Isomorphisms

Lemma 80.3.
As bimodule, Ω1pAq is isomorphic to kerm where m : AbC AÑ A is the multiplication map. The
isomorphism is given by

φ : kermÑ Ω1pAq
ÿ

j

ai b bi ÞÑ
ÿ

j

aidbi.
(80.12)EqDEfphirovEqDEfphirov

Proof. First remark that kerm is generated by elements of the form 1 bC a ´ a bC 1. Indeed ifř
j ajbj “ m

`ř
i aj b bj

˘ “ 0, we have
ř
j aj bC bj “

ř
j ajp1bC bj ´ bj bC bjq.

Now consider the map
∆: AÑ kerm

∆a “ 1bC a´ abC 1
(80.13)

This map satisfies ∆pabq “ p∆aqb ` a∆b. Now we prove that the equation (80.12) is surjective:ř
j ajdbj “ φ

`ř
j ajp1b bj ´ bj b 1q˘ where indeed m

`ř
j ajp1b bj ´ bj b 1q˘ “ 0.

The injectivity is evident because φ
`ř

j aj b bj
˘ “ φ

`ř
j a

1
j b b1

j

˘
implies

ř
j ajdbj “

ř
j a

1
jdb

1
j .

The fact that φ provides an isomorphism of bimodule is

φ
`
cpai b biqy

˘ “ φ
`pxaiq b pbiq

˘ “ xaidpbiyq “ xaipdbiqy ` x aibiloomoon
“0

dy “ xφpai b biqy.
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80.1.1.4 Involution

If the algebra A has an involution (which is often the complex conjugation when A is a function
algebra), the universal algebra ΩA becomes an involutive algebra with the definition

pδaq˚ “ ´δpa˚q,
pa0δa1 ¨ ¨ ¨ δapq˚ “ pδapq˚ ¨ ¨ ¨ pδa1q˚a0̊ .

80.1.2 Connes differential forms

Proposition 80.4.
The formula

πpa0δa1 ¨ ¨ ¨ δanq “ a0rD, a1s ¨ ¨ ¨ rD, ans
defines a ˚-representation of the reduced universal algebra on H .

Proof. No proof.

Proposition 80.5.
Let J0 “ kerπ and J

pkq
0 “ tω P ΩkpAq tel que πpωq “ 0u. In this case, J :“ J0 ` δJ0 is a graded

differential two-sided ideal of Ω˚pAq.
Proof. The fact that J is differential comes from the fact that d2 “ 0, but one has to remark that
J0 is not differential by itself because there exists some junk form ω such that πpωq “ 0 and
πpdωq ‰ 0. In order to see that J is a left ideal, consider ω P J pkq:

ω “ ω1 ` δω2

with ω1 P J0 X Ωk and ω2 P J0 X Ωk´1. If ω1 P Ωl, we have

ωω1 “ `
ω1ω

1 ` p´1qkω2δω
1˘` δpω2ω

1q P J pk`lq.

The right side is proven in the same way.

Since J is an ideal, one can define

ΩD̊pAq “ Ω˚pAq{J.
One can prove that for all k P N, Ωk

DpAq » πpΩkpAqq{π`dpJ0 X Ωk´1q˘. We consider the product

xT1, T2y “ TrωpT2̊ T1|D|´dq (80.14)

on πpΩkq, and we define Hk as the completion of πpΩkq for this product. This provides a Hilbert
space in which π

`
dpJ0 X Ωk´1q˘ is a subspace. We denote by P the projection parallel to this

space.

Proposition 80.6.
For all ωi P π

`
ΩkpAq˘,

xPω1, ω2y “ xPω1, Pω2y.
Proof. No proof.

We denote by Λk the completion of Ωk
D with respect to this inner product. In fact, the

proposition shows that the inner product can be used on πpΩkq.
Let pA,H , Dq be a spectral triple, and ΩA, the universal algebra of A. We consider the map

π : ΩAÑ BpH q
a0δa1 . . . δap ÞÑ a0 ˝ rD, a1s ˝ . . . ˝ rD, aps (80.15)EqDEfpirepEqDEfpirep

for ai P A. Since the operations δ and D both are derivations, one can expect that π will be a
homomorphism.
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Proposition 80.7.
The operation π is a homomorphism.

Proof. We will just check it in the case of 1-forms. First, remark that

pa0δa1qpb0δb1q “ a0
`
δpa1b0q ´ a1δb0

˘
δb1

“ a0δpa1b0qδb1 ´ a0a1δb0δb1.

Thus we have
π
`pa0δa1qpb0δb1q

˘ “ a0rD, a1b0srD, b1s ´ a0a1rD, b0srd, b1s
“ a0rD, a1sb0rD, b1s
“ πpa0δa1qπpb0δb1q

80.1.2.1 Junk forms

One cannot define πpΩAq as differential forms because there exists some ω P ΩA such that
πpωq “ 0 and πpδωq ‰ 0. Such a form is said to be junk. We define

Jp0 “ tω P ΩpA tel que πpωq “ 0u (80.16)eq_defJConneseq_defJConnes

and J “ J0 ` δJ0. Then we define the Connes differential forms as

ΩDA “ ΩA{J. (80.17)

Proposition 80.8.
Let J0 “ À

p J
p
0 , the two-sided graded ideal of ΩA generated by (80.16). The set J “ J0{δJ is a

two-sided graded ideal of ΩA.

Proof. We begin by proving that J is a differential algebra for the same δ as for A; the fact that
δ2 “ 0 is not a question. We have to prove that δ is internal in J . A general element of J is
ω “ α ` δβ with πpαq “ πpβq “ 0. In this case, δω “ δα is of the same form. Now we want to
prove that J is a two-sided ideal. Let ω “ ω1 ` δω2 P Jp with ω1 P Jp0 and ω2 P Jp´1

0 and consider
η P ΩqA. We have

ωη “ ω1η ` pδω2qη “ ω1η ` δpω2ηq ´ p´1qp´1ω2δη.

The first term fulfil πpω1ηq “ πpω1qπpηq “ 0, the second one is the δ of something whose π is zero
while the π of the third one is zero. So ωη P J . In the same manner, we conclude that ηω P J
too.

Lemma 80.9.
We have

ΩA{J » πpΩAq{πpδJ0q. (80.18)
lem_OCAisomppiOA

Proof. On element of ΩA is of the form rωs „ rω ` ω1 ` δω2s with πpω1q “ πpω2q “ 0. We define

ψ : ΩA{J Ñ πpΩAq{πpδJ0q
rωs ÞÑ rπpωqsB (80.19)

where the class r¨ ¨ ¨ sB is modulo πpδJ0q, in other words when πpωq “ 0, we have rAsB “ rA`πpδωqs.
The map ψ is well defined because, when πpω1q “ πpω2q “ 0,

ψrω ` ω1 ` δω2s “ rπpω ` ω1 ` δω2qsB “ rπpωqsB ` rπpδω2qsB “ rπpωqs “ ψrωs.
First suppose that ψrωs “ 0, i.e ψrωs “ rπpδηqsB with πpηq “ 0. Then ω “ δη ` σ with

σ “ 0. This is the definition of rωs “ 0. This proves that ψ is injective. For surjectivity, consider
rωsB P πpΩAq{πpδJ0q and πpωq a representative in πpΩAq. For this ω, we have ψrωs “ rωsB.
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80.1.2.2 Grading the Connes differential forms
LemOmpmdDp

Lemma 80.10.
The isomorphism of lemma 80.9 induces a grading

Ωp
DA » ΩpA{Jp, (80.20)eq_OpDAsimeqOpAeq_OpDAsimeqOpA

and the differential
d : Ωp

DAÑ Ωp`1
D A

rωs ÞÑ rδωs (80.21)

is well defined. lem_isomgraODA

Proof. The well definiteness of the differential is because when πpω1q “ πpω2q,

drω ` ω1 ` δω2s “ rδω ` δω1 ` δ2ω2s “ rδωs.

The isomorphism (80.20) is given by ψrωps “ rπpωpq ` πpδηqs with πpηq “ 0 when rωps P ΩpA{Jp,
i.e. when ωp P ΩpA.

80.1.2.3 0-forms

We have J0 “ J X Ω0A “ J X A and J0 “ ta P A tel que πpaq “ 0u. As operators on H ,
J0 “ t0u. Therefore Ω0

DA “ Ω0A “ A.
Let us now briefly study the spaces of low degree forms.

80.1.2.4 1-forms

From the isomorphism of lemma 80.10, we begin to study δJ0
0

J0
0 “ tω P A tel que πpωq “ 0u.

The crucial point is that πpaq “ 0 implies a “ 0 when a P A (is is not true for any ω P ΩA!), so

Ω1A “ πpΩ1Aq (80.22)

and Connes 1-forms are of the form

ω1 “
ÿ

j

aj0rD, aj1s

with aji P A.

80.1.2.5 Example on the canonical triple

Now we will use the γ defined in subsection 68.4. When we consider the canonical triple
pA,H , Dq on a manifold M , A Ă FunpMq. We know that A acts on H by pfψqpxq “ fpxqψpxq,
so that rD, f sψ “ pγµBµfqψ. So we say that

rD, f s “ γµBµf “ γpdfq.

The Dirac operator act on functions as follows (see equation (68.99)):

pDfqpxq “ gαβpxqγβx peα · fq,

this definition is intended to get a Leibniz rule for Dpfψq. We have:

rD, f sψpxq “ Dpfψqpxq ´ fpxqDψpxq “ pDfqpxqψpxq,
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so rD, f sψ “ pDfqψ and as operator on H , rD, f s is the multiplicative operator by Df . When
we consider a local orthonormal basis eα, we have

pDfqpxq “ gαβpxqγβx peα · fq “ γµBµfpxq.
From all that we conclude that

rD, f s “ γµBµf,
and therefore that, on the canonical triple,

πpδfq “ rD, f s “ γµBµf. (80.23)

But γpdfq “ Bµfγpdxµq “ γµBµf “ πpδfq. We will soon define the differential d of ΩDA, so from
now we denote by dM the usual differential of M and we write πpδfq “ γpdMfq and finally,

πpf0δf1 . . . δfpq “ f0γpdMf1q . . . γpdMfpq. (80.24)

Note that dM P ΓpM,ClpMqq and, since γ is a morphism,

πpf0δf1 . . . δfpq “ f0γpdMf1 · . . . · dMfpq (80.25)EqpildotsdeltagamdMEqpildotsdeltagamdM

where · denotes the Clifford product.

80.1.2.6 Differential 0-forms

Lemma 80.11.

γpΛ1pMqq » Ω1
DA

Proof. A general 1-form has the form
ř
j f

j
0dMf

j
1 . Since γ : ΓpM,ClpMqq Ñ BpH q, we claim that

the isomorphism is given by
ψ
`
f0rD, f1s

˘ “ γ
`
f0dMf1

˘
.

Surjectivity poses no problems because f0dMf1 is the general form of an element of Λ1pMq. Now
suppose that ψpf0rD, f1sq “ γpf0dMf1q “ 0. From linearity of γ,

f0γ
µBµf1 “ 0.

At each point, either f0 “ 0 or rD, f1s “ 0, so globally f0rD, f1s “ 0.

80.1.2.7 Differential 1-forms

Let f P A and α “ 1
2
`
fδf ´ pδfqf˘. We have pfδfqpx, y, zq “ fpxqpδfqpy, zq “ fpxq`fpyq ´

fpzq˘, while
pδfqfpx, y, zq “ `

fpxq ´ fpyq˘fpzq.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 80.12
When we will speak about two points spaces, we will see that pfδgqpx, yq “ fpxq`gpyq ´ gpxq˘, and
more or less the same for pδfqg. Thus what is done here is wrong and the correct result is

2αpx, yq “ 2fpxqfpyq ´ fpxq2 ´ fpyq2.
This does not change the conclusion, but it asks for a precise definition of fδg. Notice that, f
being a zero-form, and δg a 1-form, the product should be a 1-form, and not a 2-form.

This proves that α ‰ 0. The following computation uses the fact that the Leibniz rule for δ is
graded

δα “ 1
2
`
δfδf ` fδ2f ´ pδ2fqf ` δfδf˘ “ δfδf,
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so, on the one hand,

πpδfq “ γµBµfγνBνf “ 1
2pγ

µγν ` γνγµqBµfBνf “ ´gµνBµfBνf12rN{2s

where 12rN{2s is the unit in the Clifford algebra of Rn. On the other hand,

πpαq “ 1
2
`
fγµBµf ´ pγµBµfqf

˘ “ 0.

This proves that α is a junk 1-form.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 80.13
It is also said that this is the general form of a junk, but I didn’t succeed to prove it.

80.1.2.8 Differential 2-forms

Let now take f1, f2 P A and look at

γ
`
dMf1 · dMf2

˘ “ γµγνBµf1jBνf2

“ 1
2
`
γµγν ` γµγν ´ γνγµ ` γνγµ˘Bµf1Bνf2

“ 1
2
`
γµγν ` γνγµ˘Bµf1Bνf2 ` 1

2
`
γµγν ´ γνγµ˘Bµf1Bνf2.

The first term is

´gµν1Bµf1Bνf2 “ ´gpdxµ, dxνqBµf1Bνf21 “ ´gpdMf1, dMf2q1.
For the second term, first recall that

dMf1 ^ dMf2 “ dMf1 b dMf2 ´ dMf2 b dMf1

where the b is, up to equivalence class, the product in Clifford. So the first term is

1
2γpdMf1 · dMf2 ´ dMf2 · dMf1q “ γpdMf1 ^ dMf2q.

Finally we have
γpdMf1 · dMf2q “ ´gpdMf1, dMf2q1` γpdMf1 ^ dMf2q. (80.26)EqGamgGamEqGamgGam

On the other hand, a general element of ^2pMq (the skew-symmetric differential 2-forms on M) is
ÿ

j

f j0 dMf
j
1 ^ f j2

with f j0 , f j1 , f j2 P A.

Lemma 80.14.

Ω2
DA » γ

`^2 pMq˘

Proof. We use the isomorphism

Ω2
DA » π

`
Ω2A

˘{π`δpJ0 X Ω1Aq˘.
where the elements of J0 XΩ1A are of the form αf “ 1

2
`
fδf ´ pδfqf˘. A general element of Ω2

DA
is a class of (sum of)

πpf0δf1δf2q,
so from equation (80.25), the idea is to define the candidate isomorphism ψ by

ψ
´“
γpf0dMf1 · dMf2q

‰¯ “ γ
`
dMf1 ^ dMf2

˘
, (80.27)
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and its linear extension. Let us compute ψr0s or ψrπδpαf qs. We have δαf “ δfδf , so

πδpαf q “ γpdMf · dMfq.
Thus

ψ
`rδπαf s

˘ “ ψ
´“
γpdMf · dMfq

‰¯ “ γpdMf ^ dMfq “ 0.

We conclude that ψ is well defined and injective. Surjectivity is clear.

One can also prove the following generalization.

Lemma 80.15.

Ωp
DA » ^ppMq. (80.28)

Proof. No proof.

80.1.3 Example: two points space
SubSecTripleDeuxPoints

Let Y “ t1, 2u, a space containing only two points. The space of continuous functions is
A “ C‘C and a continuous function is of the form f “ pf1, f2q with fi “ fpiq P C. We can build
an even spectral triple of dimension zero pA,H , D,Γq as follows. Let H1 and H2 be two finite
dimensional Hilbert space and H “ H1 ‘H2. We define the action of f P A on ψ P H by

f

ˆ
ψ1
ψ2

˙
“
ˆ
f1ψ1
f2ψ2

˙

if ψi P Hi. This operator f is clearly bounded on H . Let M : H1 Ñ H2 be a linear map and
define the operator D as

D “
ˆ

0 M˚
M 0

˙
.

We want rD, f s to be bounded, but

rD, f s
ˆ
ψ1
ψ2

˙
“ D

ˆ
f1ψ1
f2ψ2

˙
´
ˆ
f1pDψ1q
f2pDψq2

˙
.

The component pDψ1q1 does not affect the commutator; it is the reason why we had chosen an
anti-diagonal operator D.

As parity map Γ: H Ñ H , we choose

Γ “
ˆ

Id |H1
´ Id |H2

˙
.

Now consider f P A and compute the commutator

rD, f s
ˆ
ψ1
ψ2

˙
“
ˆ
f2M˚ψ2
f1Mψ1

˙
´
ˆ
f1M˚ψ2
f2Mψ1

˙

“ pf2 ´ f1q
ˆ
M˚ψ2
´Mψ1

˙

“ pf1 ´ f2q
ˆ

0 ´M˚
M 0

˙ˆ
ψ1
ψ2

˙
.

So
}rD, f s} “ |f1 ´ f2|λ

where λ is the larger eigenvalue of
?
MM˚. Hence the noncommutative distance between 1 and 2

is
dp1, 2q “ supt|f1 ´ f2| tel que }rD, f s} ď 1u “ 1

λ
.
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As real structure, one can take

J

ˆ
ψ1
ψ2

˙
“
ˆ
ψ2
ψ1

˙
.

Let Y “ t1, 2u, its triple pA,H , Dq with A “ C ‘C. We are going to study Ω1A. We define δf
as being the map

pδfqpx, yq “ fpxq ´ fpyq. (80.29)

The space Ω1A is a left A-module by the definition

pfδgqpx, yq “ fpxqδgpx, yq. (80.30a)SubEqfdeltagxyaSubEqfdeltagxya

Now the Leibniz rule imposes the following structure of right module:

pδfqgpx, yq “ pδfqpx, yqgpyq. (80.30b)SubEqfdeltagxybSubEqfdeltagxyb

Indeed pδfqg “ δpfgq ´ fδg, so that

pδfqgpx, yq “ δpfgqpx, yq ´ fpxqpδgqpx, yq
“ fpxqgpxq ´ fpyqgpyq ´ fpxqgpxq ` fpxqgpyq
“ `

fpxq ´ fpyq˘gpyq
“ pδfqpx, yqgpyq.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 80.16
I do not understand why things are like that, but if we look at an usual 1-form on RN , we need two
vectors in order to get a number. For the 1-form ω we need x and X in order to get ωxpXq P R.
As far as the multiplication by a function is concerned we write

pfωqxpXq “ fpxqωxpXq.

Thus we have something like pfωqpx,Xq “ fpxqωpx,Xq. This is more or less the philosophy of
(80.30a). For (80.30b), the fact that g takes the y instead of the x is difficult to understand.

It gives

pfδgqpx, yq “ fpxq`gpyq ´ gpxq˘ (80.31a)
pδfqgpx, yq “ `

fpyq ´ fpxq˘gpyq, (80.31b)

and thus

δpfgqpx, yq “ pδfqgpx, yq ` fpδgqpx, yq
“ fpyqgpyq ´ fpxqgpxq
“ pfgqpyq ´ pfgqpxq,

which is coherent.
The 1-forms are functions of two variables which are zero on the diagonal. In the case of our

two point space, they takes non zero values only at p1, 2q and p2, 1q, so a basis of Ω1A is given by
ω and η with

ωp1, 2q “ 1 ηp1, 2q “ 0 (80.32)
ωp2, 1q “ 0 ηp2, 1q “ 1. (80.33)

Such a basis can be constructed by defining ep0q “ 0, ep1q “ 1 and considering eδe and p1´eqδp1´
eq.
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80.1.4 Example: manifold

Let M be a compact spin Riemannian manifold and A the algebra of (continuous or more)
functions on M . We also consider D, the Dirac operator on H , the space of the square integrable
spinors over M . The algebra A acts on H by multiplication.

Let C be the vector bundle over M whose fibre are given by Cx “ ClCpTx̊Mq. It is possible to
define the notion of bounded measurable section of C. Let ρ : M Ñ C one of them.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 80.17
What is a bounded measurable section of C?

Since f P A is a function on M , the element df is a section of T ˚M and can, up to the quotient
(68.5), be seen as a section of C. When df is seen in this way, it is denoted by dcf and we have

πpf0df1q “ f0rD, f1s “ i´1γpf0dcf
1q.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 80.18
It is true that

rD, f s “ cpdfq
when c is a Clifford action on a vector bundle. I should try to understand it better.

80.2 Fredholm modules
Most of theory here and related topics is taken from [914, 787].
If X and Y are Banach spaces, an operator T : X Ñ Y is a Fredholm operator if there exists

a bounded linear operator S : Y Ñ X such that the operators

IdX ´ST (80.34a)
IdX ´TS (80.34b)

are compact.

80.2.1 Introductory example

Let M be a compact manifold and A “ CpMq the C˚-algebra of continuous functions on M .
We consider E˘, two Hermitian complex vector bundles on M and an elliptic pseudo-differential
operator of order 0, P : C8pM,E`q Ñ C8pM,E´q. Such an operator can be extended to an
operator

P : L2pM,E`q Ñ L2pM,E´q (80.35)

which has a parametrix Q. Consequently, P is a Fredholm operator (in fact, wikipedia says that
all elliptic operators can be extended to Fredholm operator.)

The algebra CpMq is naturally represented on L2pM,E˘q by π˘pfqpxqξ “ fpxqξpxq (pointwise
multiplication of ξ by f). Let us now consider the Hilbert space

H “ H ` ‘H ´ “ L2pM,E`q ‘ L2pM,E´q (80.36)

and its Z2-graduation

γ “
ˆ

1 0
0 ´1

˙
. (80.37)

We represent CpMq on H by

πpfq “
ˆ
π`pfq 0

0 π´pfq
˙
, (80.38)

and we pose

F “
ˆ

0 Q
P 0

˙
. (80.39)

http://en.wikipedia.org/wiki/Fredholm_operator
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In this case, the operators rF, πpfqs and F 2 ´ 1 are compact for every f P C8pMq because the
operators

π´P ´ Pπ` (80.40a)
π`Q´Qπ´ (80.40b)

are compact 1.

80.2.2 Definition

Let A be an involutive algebra over C. A odd Fredholm module over A is
(1) an involutive representation π of A on an Hilbert space H ,
(2) an operator F : H Ñ H such which satisfies

— F “ F ˚, F 2 “ 1,
— rF, πpaqs is a compact operator for each a P A

An even Fredholm modules is an odd Fredholm module with a Z{2 grading γ : H Ñ H
such that

— γ “ γ˚, γ2 “ 1,
— rγ, πpaqs “ 0 for all a P A,
— γF “ ´Fγ.

We will almost always write aξ instead of πpaqξ when the underlying representation is clear. The
Fredholm module pH , F q is said to be p-summable when @a P A,

rF, as P L ppH q.
One says that the Fredholm module pH , F q is θ-summable when rF, as P J1{2 for all a P A. The
set J1{2 is the two-sided ideal of compact operators T such that

µnpT q “ O
`plnnq´1{2˘.

80.2.3 Cycle associated with Fredholm module

Let pH , F q be a Fredholm module. We are going to build a cycle in the sense of section 54.12
associated with pH , F q. For the graded algebra Ω “ ‘kΩk, we begin by Ω0 “ A and for k ą 0,
we define Ωk as the vector space spanned by operators of the form

a0rF, a1s ¨ ¨ ¨ rF, aks
with aj P A. Except from a0, this is a product of k elements of L n`1 which belongs to L pn`1q{k
by equation (60.23). The fact that L q is an ideal makes that

Ωk Ă L pn`1q{kpH q.
The product in Ω is defined as the usual operator product.

Lemma 80.19.
If ω P Ωk and ω1 P Ωk1, ωω1 P Ωk`k1.

Proof. The fact that rF, .s is a derivation on A makes that

a0rF, a1s ¨ ¨ ¨ rF, aksak`1 “
kÿ

j“1
p´1qk´ja0rF, a1s ¨ ¨ ¨ rF, ajaj`1s ¨ ¨ ¨ rF, ak`1s

` p´1qka0a1rF, a2s ¨ ¨ ¨ rF, ak`1s.
1. I do not know why.
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This is the same computation as in equation (80.5). Since each term of this sum has the form
r0rF, r1s ¨ ¨ ¨ rF, rks, thus the product ωω1 reads

a0rF, a1s ¨ ¨ ¨ rF, aksb0loooooooooooomoooooooooooon
Sum of a0rF,r1s¨¨¨rF,rks

rF, b1s ¨ ¨ ¨ rF, bks

which belongs to Ωk`k1 .

From here we have a graded algebra Ω˚ with a product Ωj ˆ Ωk1 Ñ Ωk`k1 . As differential, we
choose

dω “ Fω ´ p´1qkωF “ rF, a0srF, a1s ¨ ¨ ¨ rF, aks. (80.41)EqFreddDefbelEqFreddDefbel

The second equality can be checked by virtue of F rF, as “ ´rF, asF . This differential is a graded
differential, i.e.

dpω1ω2q “ pdω1qω2 ` p´1qk1ω1dω2 (80.42)

for all ω1 P Ωk1 . Indeed,

dpω1ω2q “ Fω1ω2 ´ p´1qk1`k2ω1ω2F

“ Fω1ω2 ´ p´1qk1`k2ω1b
0rF, b1s ¨ ¨ ¨ rF, bk2sF

“ Fω1ω2 ´ p´1qk1ω1
`´ rF, b0s ` Fb0˘rF, b1s ¨ ¨ ¨ rF, bk2s

“ Fω1ω2 ` p´1qk1ω1dω2 ´ p´1qk1ω1Fω2

“ pdω1qω2 ` p´1qk1ω1dω2.

We also check that d2 “ 0 in the following way:

d2ω “ dpFω ´ p´1qkωF q
“ F

`
Fω ´ p´1qkωF ˘` p´1qk`Fω ´ p´1qkωF ˘

“ ω ´ p´1qkFωF ` p´1qkFωF ´ ω
“ 0

(80.43)

where we used the fact that F 2 “ 1.
The pair pΩ˚, dq is a graded differential algebra. We have to find a graded closed trace

Trs : Ωn Ñ C. Let T be an operator on H such that FT ` TF P L 1pH q. We begin to de-
fine

Tr1pT q “ 1
2 Tr

`
F pFT ` TF q˘.

When T P L 1, it makes sense to distribute the F in the trace, in such a way that we obtain
Tr1pT q “ TrpT q. In this case, we have Tr1pT q “ 1

2 Tr
`
F pFT ` TF q˘ “ 1

2 TrpT ` FTF q “ TrpT q.
Now de define the trace Trs : Ωn Ñ C,

Trs ω “
#

Tr1pωq if n is odd
Tr1pγωq if nis even.

It makes sense because when ω P Ωn, it fulfills Fω ` ωF “ dω P Ωn`1 Ă L pn`1q{pn`1q “ L 1, so
that we can use the usual trace. By the way, remark that the trace Trs reads 1

2 TrpFdωq when n
is odd and 1

2 TrpFγdωq when n is even.

Proposition 80.20.
The triple pΩ, d,Trsq is a n-dimensional cycle over A (see definition 54.60).

Proof. Most of the work is already done; it just remains to prove that Trs is a graded closed trace.
First, we know that d2 “ 0, so the fact that Trs only depends to dω gives Trspdωq “ 0. The form
is thus closed.
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Now we have to prove that it is a graded trace. If ω P Ωk and ω1 P Ωk1 with k ` k1 “ n (let us
assume n odd), we have

Trspωω1q “ 1
2 Tr

`
F pdωqω1 ` p´1qkFωdω1˘ “ 1

2 Tr
`p´1qk`1pdωqFω1 ` p´1qkpFωqdω1˘,

but the usual trace has the property that, when Tj P L j with 1
p1
` 1

p2
“ 1, TrpT1T2q “ TrpT2T1q.

So we have TrpFωdω1q “ Trpdω1Fωq because Fω P L pn`1q{k and dω1 P Ωk1`1 Ă L pn`1q{pk1`1q.
Thus we have

Trspωω1q “ 1
2
`p´1qk`1dωFω1 ` p´1qkdω1Fω

˘
.

This expression is symmetric or anti-symmetric with repsect to the inversion ω Ø ω1 following
that p´1qkk1 equals 1 or ´1. We conclude that (at least when n is odd) t

Trspωω1q “ p´1qkk1 Trspω1ωq.

The character is the cyclic cocycle

τnpa0, ¨ ¨ ¨ , anq “
#

Tr1 `a0rF, a1s ¨ ¨ ¨ rF, ans˘ if nis odd
Tr1 `γa0rF, a1s ¨ ¨ ¨ rF, ans˘ if nis aven.

(80.44)

80.3 Hochschild cohomology

Proposition 80.21.
Let pH , F q be a Fredholm module pn` 1q-summable over A. We suppose that this module has the
same parity as n. Then the characters τn`2q satisfy

τm`2 “ ´ 2
m` 2Sτm P HC

m`2pAq (80.45)

when m “ n` 2q, with q ě 0.

Proof. In order to see that τ P Cnλ pAq, we have to check that the equality τnpa1, ¨ ¨ ¨ , an, a0q “
p´1qnτnpa0, ¨ ¨ ¨ , anq holds for all ai P A. We have

τnpa0, ¨ ¨ ¨ , anq “ Tr1pa0da1 ¨ ¨ ¨ danq “ Tr1
´`
dpa0a1q ´ da0a1˘da2 ¨ ¨ ¨ dan

¯

in which the first term vanishes because d2 “ 0. We go on commuting da0 and we finally get
p´1qnτnpa1, ¨ ¨ ¨ , an, a0q.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 80.22
This proof is not finished.

80.4 Fredholm module and conformal structure

Let V be a compact, oriented even dimensional manifold endowed with a conformal struc-
ture. That is an equivalence class of metrics where g „ h if and only if there exists a positive
smooth function λ such that g “ λ2h.

Let H0 “ L2`V,Źn
CpT ˚V q˘ with the product (56.387). This becomes a C8pV q-module when

we define
pfωqppq “ fppqωppq (80.46)
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for every ω P H0, f P C8pV q and p P V . We can extend the graduation (56.383) to the Hilbert
space H0 by

pγωqppq “ γ
`
ωppq˘. (80.47)

Consider H0 “ L2`V,Źn
CpT ˚V q˘ be the space of square integrable sections of the bundleŹn

CpT ˚V q for the product
We can consider the complex space ^nCE and the operator γ :

ŹnE ÑŹnE,

γ “ p´1qnpn´1q{2in ˚ . (80.48)

This operator squares to 1, so that it creates a Z{2-graduation of
Źn
CE.

We have
1` γ

2 dp˚αn`1q “ 1
2

´
dp˚αn`1q ` p´1qsδαn`1

¯
(80.49)

where s is a sign. We used the fact that δ “ ´ ˚ d˚. Thus the elements of H0 of the form 1`γ
2 dα

are orthogonal to the harmonic forms.

80.5 Fredholm modules and K-cycles
Definition 80.23.
A K-cycle pH , Dq over an involutive algebra pA, ˚q is

(1) a ˚-representation of A on H ,
(2) a selfadjoint non bounded operator D with compact resolvent and such that rD, as is bounded

for each a P A.

Remarque 80.24.
The condition “compact resolvent” means that the operators pD´ λ1q´1 are compact for every λ
in Cz SpecpDq (lemma 60.71). In particular, the kernel of D is finite dimensional (corollary 60.70).

From a K-cycle on A we canonically build a Fredholm module pH 1, F q, the Fredholm module
associated with the K-cycle pH , Dq, in the following way.

(1) H 1 “ H ‘ kerpDq “ kerpDqK ‘ kerpDq ‘ kerpDq;
(2) apξ, ηq “ paξ, 0q for every ξ P H and η P kerpDq;
(3) F “ SignpDq ‘ F1.

The definition of F deserves some comments. First, SignpDq is the sign of D, that is the partial
isometry in the polar decomposition D “ V |D| of D. That acts on kerpDqK. The operator F1 is
the operator which exchanges the two copies of kerpDq. More explicitly, if ξ P H and η P kerpDq,

F pξ, ηq “ F pξ1 ` ξ0, ηq “ pV ξ1 ` η, ξ0q (80.50)

where ξ “ ξ1 ` ξ0 is the decomposition of ξ with respect to H “ kerpDq ‘ kerpDqK. In order to
prove that F 2 “ 1, we have to show that V 2 “ 1 and that V ξ1 P kerpDqK.

Since the part SignpDq only acts on kerpDqK, we can see this operator as in equation (60.48),
that is the sign of the operator D restricted to the space kerpDqK. This is an operator on kerpDqK,
so that V ξ1 P kerpDqK and V 2 “ IdkerpDqK .

80.6 Spectral triple

80.6.1 General spectral triple

A spectral triple is a triple pA,H , Dq where
— H is a Hilbert space,
— A is an involutive algebra of bounded operators on H ,
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— D is a self-adjoint (D “ D˚) operator on H such that
(1) the resolvent pD ´ λq´1, λ R R is a compact operator on H ,

item_DaDcirii

(2) rD, as :“ D ˝ a´ a ˝D is a bounded operator for all a.
In general condition (2) can only be imposed on a dense subalgebra of A.

DefDimSpec

Definition 80.25.
The dimension spectrum of the spectral triple pA,H , Dq is the set Π of complex numbers z such
that Repzq ě 0 and z is a singularity of the analytic function ζbpzq for b P B with positive real
part. Here B is the operator algebra generated by δkpaq and δkrD, as with a P A and δT “ r|D|, T s.
When b P B, the function ζ is given by

ζbpzq “ Trpb|D|´zq
which is well defined when Repzq ą m where m is the crude dimension of the triple.

We say that the dimension of the triple is simple id the poles of the functions ζb are at most
simple.

We say that the triple is even if there exists an operator Γ on H such that
(1) Γ “ Γ˚,
(2) Γ2 “ 1,
(3) rΓ, Ds “ 0 and rΓ, as “ 0 for all a P A.

If the triple is not even, it is odd. The triple pA,H , Dq is of dimension n ą 0 if |D|´1 is an
infinitesimal of order 1{n, in other words, if |D| ´ n is infinitesimal of order 1. A n-dimensional
spectral triple is sometimes said to be n-summable. A real structure on the spectral triple
pA,H , Dq is an antilinear isometry J : H Ñ H such that

J2 “ ϵpnq1 ra, b0s “ 0
JD “ ϵ1pnqDJ “rD, as, b0‰ “ 0
JΓ “ piqnΓJ

where b0 “ Jb˚J˚ and Γ is the Z2 graduation if the triple is even; if the triple is odd, then the
corresponding condition is removed. The functions ϵ and ϵ1 are periodic with period 8 and

ϵpnq “ p1, 1,´1,´1,´1,´1, 1, 1q
ϵ1pnq “ p1,´1, 1, 1, 1,´1, 1, 1q.

Notice that as direct consequence of the properties, we also have
“rD, b0s‰ “ 0. When we

consider a real spectral triple, we can endow H with a bimodule structure over A by

aξb “ πpaqJπpb˚qJ˚ξ.

The left module structure is the usual one while the right is well defined because J˚J “ 1, so that

ξpanq “ Jb˚a˚J˚ξ “ Jb˚J˚Ja˚J˚ξ “ pξaqb.
Two spectral triples pAi,Hi, πi, Diq are equivalent when there exists an unitary operator

U : H1 Ñ H2 such that Uπ1paqU˚ “ π2paq for every a P A and UD1U˚ “ D2. If the triple is even
or real, we ask moreover UΓ1U˚ “ Γ2 and UJ ` 1U˚ “ J2.

80.6.2 Commutative real triple

When A is commutative, the right action of a is equivalent to the left action of Ja˚J˚ in the
sense that

ξpabq “ pJa˚J˚qpJb˚J˚qξ
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80.6.3 Analysis on a spectral triple

The following is a direct computation.

Lemma 80.26.
The operator rD, · s is a derivation of A.

Lemma 80.27.

rD, as˚ “ ´rD, as (80.51)

Proof. It is nothing else than the fact that D “ D˚:

rD, as˚ “ pD ˝ aq˚ ´ pa ˝Dq˚ “ a˚D ´Da˚ “ ra,Ds “ ´rD, as.

From definition of the spectral triple, the operator pD ´ z1q exists for all non real z, so the
spectrum (definition 60.4.1) of D is real:

σpDq Ă R.
¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 80.28
The following statements need more theory about operators with compact resolvent.

The spectrum of D is discrete and the elements tλnu are eigenvalues of finite multiplicity.
Moreover characteristic values µn

`pD ´ 1q´1˘Ñ 0 when nÑ8 and so |λn| “ µnp|D|q Ñ 0.
When rD, as is bounded we say that a P A is Lipschitz. Let δ be the derivation on BpH q

defined (on a dense subspace) by
δpT q “ r|D|, T s.

This generates a one parameter group of automorphism of BpH q defined by

αspT q “ eis|D|Te´is|D|. (80.52)

We say that a P A is smooth and we write a P C8 if the map

sÑ αspaq
is smooth. The element a is of class Ck when sÑ αspaq is Ck.

Proposition 80.29.
An element a P A is smooth if and only if a P ŞnPN dompδnq.
Proof. If a is smooth, the existence of the derivative of s Ñ eis|D|ae´is|D| makes that a P dom δ
because the derivative of this map is precisely δ. A few computation shows that the second
derivative of this map is δ2.

If, on the other hand, a P ŞnPN dompδnq, we have existence of all the derivatives of sÑ αspaq
and continuity is given by derivability

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 80.30
Is that justification correct?

80.6.4 Spectral triple over a manifold

Let pM, gq be a Riemannian spin manifold of dimension n. The canonical triple on M is
(1) A “ C8pMq,
(2) H “ L2pM,Sq, the bundle of square integrable spinors on M .
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(3) D is the Dirac operator associated with the Levi-Civita connection of g.
The rank of the spinor bundle is 2rn{2s and the scalar product on H is given by

pψ, ϕq “
ż
ψpxqϕpxq dµpgq

where the bar denotes the complex conjugation, dµpgq is the measure associated with g and
ϕpxqϕpxq is the usual product in C2rn{2s. The space C8pMq is an algebra of operators on H
by simple multiplication:

pfψqpxq :“ fpxqpψpxq (80.53)
for all f P C8pMq “ A and ψ P H .

Most of the interest in spectral triples over manifold comes from the following theorem.

Theorem 80.31.
Let pA,H , Dq be the canonical triple on a manifold M . Then

(1) M is the structure space of the algebra A “ CpMq, the norm closure of A “ C8pMq,
(2) the geodesic distance between p, q PM is given by

dpp, gq “ supt|fppq ´ fpqq| tel que f P A and }rD, f s} ď 1u, (80.54)eq_defdtripleeq_defdtriple

(3) the Riemannian measure on M is given by
ż

M
f “ cpnqTrωpf |D|´nq (80.55)

where cpnq “ 2n´rn{2s´1πn{2nΓpn2 q.
See [787] for more complete proof and reference for even more complete proof.

Proof. The algebra A is an unital commutative C˚-algebra. So Gelfand theorem 72.15 says that
A » C

`
∆pAq˘, but by definition A “ CpMq, hence M “ ∆pAq. This proves the first point.

For the second point, we use the form (68.123) of Dirac operator, so

rD, f sψpxq “ Dpfψqpxq ´ fpxqDψpxq
“ γµpxq`pBµfqψ ` fBµψ ` fωSµψ

˘

´ fpxqγµpxq`Bµψ ` ωSµψ
˘

“ pγµBµfqψ.

(80.56)

Hence, as multiplicative operator on H , we have rD, f s “ γµBµf “ γpdfq for all f P A. The norm
of this operator is

}rD, f s} “ sup |pγµBµfqpγνBνfq˚| 1
2 .

One can prove (cf [787] for a reference) that this is the Lipschitz norm of f :

}f}Lip “ sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|
dγpx, yq

where dγ is the usual geodesic distance that we want to prove to be equals to d. The condition
}rD, f s ď 1} in the definition (80.54) retrains us to only looks at f such that

sup
x‰y

|fpxq ´ fpyq|
dγpx, yq ď 1.

If we fix x “ p and y “ q, this condition becomes |fppq ´ fpqq| ď dγpp, qq; hence dpp, qq ď dγpp, qq.
We have to work out the inverse inequality. For, we fix a point q and consider fγ,q “ dγpx, qq.

This function fulfils }rD, fγ,qs} ď 1 and using this function as lower bound for the supremum which
defines dpp, q0q, we find

dpp, qq ě |fγ,qppq ´ fγ,qpqq| “ dγpp, qq
because fγ,q “ dγpp, qq and fγ,qpqq “ 0.
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 80.32
The use of Gelfand’s theorem at the beginning of the proof requires M to be compact?

80.6.5 Distance over general triple

We will now show that formula (80.54) generalises to a distance formula between states, see
definition 72.58. The distance is the distance on SpAq given by

dpω, χq “ sup
aPA
t|ωpaq ´ χpaq| tel que }rD, as} ď 1u. (80.57)

When pA,H , Dq is a triple of dimension n, we define the integral of a P A by
ż
a :“ 1

V
Trωpa|D|´1q (80.58)

where V is a constant defined by µj ď V j´1 when j Ñ 8. Here, pµjq is the sequence of charac-
teristic values of |D|´1. Why does |D|´n appears? The operator a is just bounded on H , hence
the trace Trω a makes no sense. The multiplication by |D|´n gives rise to an infinitesimal of order
1 and Dixmier trace makes sense. On the other hand, the integral is normalised in the following
sense: ż

1 “ 1
V

Trω |D|´n “ 1
V

lim
NÑ8

N´1ÿ

j“1
µj
`|D|´n˘ ď lim

NÑ8

N´1ÿ

j“1

1
j
“ 1

because 1
V µjp|D|´nq ď j´1.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 80.33
This only proves that

ş
1 ď 1, but the second line is probably

1
V

lim
ω

N´1ÿ

j“1
µjp|D|´nq,

and we should define limω in such a way that

1
V

lim
NÑ8

N´1ÿ

j“1
V j´1.

After that, we still have to define limωpV q and prove that
ş
a does not depend on its choice, on the

choice of V and of limωpV q.

80.6.6 Real triple

Let pA,H , Dq be a spectral triple of dimension n. A real structure is an anti-linear isometry
J : H ÑH such that

(1) J2 “ ϵpnq Id,
(2) JD “ ϵ1pnqDJ ,
(3) GΓ “ inΓJ if n is even with the grading Γ,
(4) ra, b0s “ 0,
(5) rrD, as, b0s “ 0 where b0 “ Jb˚J˚.

The functions ϵ and ϵ1 are defined modulo 8:

ϵpnq “ 1, 1,´1,´1,´1,´1, 1, 1
ϵ1pnq “ 1,´1, 1, 1, 1,´1, 1, 1.
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80.6.7 Example: compact manifold

Let M be a compact spin Riemannian manifold. We consider the triple pA,H , Dq where
— H is the Hilbert space of L2 spinors on M ,
— D is the Dirac operator on H ,
— A is the abelian algebra of bounded measurable functions on M with the multiplicative action

on H .
Via the representation, space CpMq of continuous functions on M is seen as a subspace of the space
of linear operators on H . Hence, up to a closure, we have M “ ∆pAq and Gel’fand theorem 72.15
says that the compact topological space structure of M is given by A. A point of M is associated
with an element of ∆pAq, i.e. a homomorphism AÑ C.

Proposition 80.34.
Let a P A. The operator rD, as is

(1) defined on a dense subspace of H ,
(2) bounded if and only if a is almost everywhere equals to a Lipschitz function.

Proof. No proof.

A function f on the manifold M is Lipschitz if for all p, q PM ,

|fppq ´ fpqq| ď Cdpp, qq
where C is a constant and d denotes the geodesic distance on M . Any Lipschitz function is
continuous and the space of Lipschitz functions is dense in CpMq. Then CpMq is the closure of A
in L pH q.

80.7 Non commutative vector bundle

80.7.1 The category of complex vector bundles

In order to define the concept of noncommutative vector bundle, we have to get a more precise
comprehension of a commutative vector bundle. Let M be a compact manifold and C be the
category of complex vector bundle over M in which the arrows are the vector bundle isomorphisms,
i.e. maps of the form τ : E Ñ E1 such that π1 ˝ τ “ π and τx : Ex Ñ E1

x being a linear map with
obvious notations. One usually denote ΓpEq “ C8pM,Eq.

If τ : E Ñ E1 is an isomorphism of vector bundle, we denote by Γτ the map

Γτ : ΓpEq Ñ ΓpEq
pΓτqs ÞÑ“ τ ˝ s. (80.59)

Let A be a (not yet determined) dense subalgebra of C8pMq. For every a P A and x P M , the
map Γτ satisfies pΓτqpsaq “ pΓτqpsqa, so that Γτ is a morphism of right A-module.

Let C be the category of vector bundle over M in which the arrows are isomorphisms of vector
bundle, and D , the category of right A-modules. We define the functor Γ from C to D which to
each vector bundle make correspond the right A-module of its sections. An arrow τ : E Ñ E1 is
transformed into the arrow pΓτqpsq “ τ ˝ s.

That functor respects the tensor product in the sense that ΓpE b E1q “ ΓpEq bA ΓpE1q where
bA denotes the tensor product with the relation sa b s1 “ s b as1 for every s P ΓpEq, s1 P ΓpE1q
and a P A.

Proposition 80.35.
Any A-linear map from ΓpEq to ΓpE1q is of the form Γτ for an unique map τ : E Ñ E1.

Proof. No proof.
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Let us now study the image of the functor Γ: what are the A-modules of the form ΓpEq? First,
remark that, for the trivial bundle E “M ˆCr, then the image is the free A-module ΓpEq “ Ar.
Let us now take a more general vector bundle E. Compactness of M provide us partition of unity
ψi : Ui Ñ R with ψi ą 0 and ψ2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` ψ2
q “ 1. For sake of notational simplicity, we denote

Uij “ Ui X Uj . We suppose without loss of generality that E is trivial over each of the Ui. The
transition functions fij : Uij Ñ GLpr,Cq are subject to the relations fikfkj “ fij on Uijk. Let us
pose

pij “
#
ψifijψj in Uij
0 outside

(80.60)

One easily finds that ÿ

k

pijpkj “ pij ,

so that p is an element of MqrpAq with the property that p2 “ p. Now a section of E is given by
the local functions sj : Uj Ñ Cr given by si “ fijsj on Uij and can be seen as a column

s “

¨
˚̋
ψ1s1

...
ψqsq

˛
‹‚P C8pMqqr. (80.61)

Let us compute ps:

ppsqi “
ÿ

k

piksk “
ÿ

k

pikψksk

“
ÿ

k

ψifikψkψksk “
ÿ

k

ψifikψ
2
kfkisi

“ ψisi
ÿ

k

ψ2
k “ ψisi “ si,

so that ps “ s. Thus we identify ΓpEq with pAqr with r being the dimension of the vector
bundle and q, the number of open sets needed to have a partition of unity in the same time as a
trivialization of E. The Serre-Swan theorem provides the result in the inverse sense.

Theorem 80.36 (Serre-Swan).
Every right A-module of the form pAm with p, an idempotent element of MmpAq is of the form

ΓpEq “ C8`
MpAq, E˘

where the fibre over µ PMpAq is the vector space pAm bA pA{ kerµq whose dimension is the trace
of the matrix µppq PMmpCq.

So Γ is a functor between the category of complex vector bundle over M and the category of
finite projective C8pMq-modules. The content of the Serre-Swan theorem is that that functor has
an inverse, so that the two categories are equivalent.

That motivates the following definition

Definition 80.37.
A noncommutative vector bundle is a right finite projective module over an algebra which is
not specially commutative.

Most of time we study modules overs algebras whose are dense subalgebra of a C˚-algebra.

80.8 Hermitian structure and compatible connection

80.8.1 Hermitian structures

The motivation of the following definitions is the fact that when A is an involutive algebra
of functions on the manifold M , any vector bundle is characterised by its A-module E of sections
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which have the same regularity as the functions in A. If E is locally trivial and has finite dimension,
E is a direct sum of free modules AN and E is a finite projective bundle on A.

The data of an inner product x., .yx on each fibre Ex provides a sesquilinear form

x., .y : E ˆ E Ñ A

xξ, ηypxq “ xξpxq, ηpxqyx. (80.62)

This product fulfils the following relations for every ξ, η P E and for all a, b P A:
(1) xξa, ηby “ a˚xξ, ηyb,
(2) xξ, ξy ě 0,
(3) E is self-dual for the product.

The first comes from the following simple computation:

xξa, ηbypxq “ xξpxqapxq, ηpxqbpxqyx “ apxq˚bpxqxξpxq, ηpxqyx “
`pa˚bqxξ, ηy˘pxq

In the present case, the algebra A is commutative and a˚bxξ, ηy “ a˚xξ, ηyb, but since we will soon
pass to a more general case, the right hand side form is more natural.

Definition 80.38.
Let A be an unital involutive algebra and E, a finite projective module over A. An hermitian
structure on E is a sesquilinear map x., .y : E ˆ E Ñ A which fulfils the three conditions above.

Notice that an hermitian structure is not a map E ˆ E Ñ C because, in the noncommutative
picture, elements of E correspond to sections of E, not to elements of E. But on the sections
we have xs, s1ypxq “ xspxq, s1pxqy P C, so that the pairing of two sections is a functions, which
corresponds to an element of A.

A pre-C˚-module structure on a dense subalgebra A of the C˚-algebra A is a right module
E over A endowed with an Hermitian structure. If }.}A is the C˚-norm of A, we can put the norm

}s}E “
a}ps|sq}A (80.63)

on E . The completion of E for that norm gives rise to a C˚-module.
The typical example of that is a vector bundle E ÑM endowed with an hermitian structure,

i.e. a product x., .yx : Ex ˆEx Ñ C on each fibre. One consider the C8pMq-module E “ ΓpE,Mq
of sections and the product

x., .y : E ˆ E Ñ C8pMq
xη1, η2ypxq “ xη1pcq, η2pcqyx. (80.64)

One immediately checks that it fulfils the three conditions
(1) xη1a, η2by “ a˚xη1, η2yb,
(2) xη1, η2y˚ “ xη2, η1y,
(3) xη, ηy ě 0 and xη, ηy “ 0 if and only if η “ 0.

The dual module of the right module E is the module

E 1 “ tϕ : E Ñ A tel que ϕpηaq “ ϕpηqau.

The right module structure being defined by ϕa “ a˚ϕ P E 1. One says that the Hermitian structure
is nondegenerate when the map η ÞÑ xη, .y is an isomorphism between E and E 1. We denote by
UN pAq “ UpAN q the space of unitary endomorphisms of the free module AN .

The free A-module AN accepts the structure of pre-C˚-module by

pr|sq “
Nÿ

j“1
rj̊ sj . (80.65)EqHermCanNEqHermCanN



3988 CHAPTER 80. GENERAL NON COMMUTATIVE GEOMETRY

Lemqqstarherm

Lemma 80.39.
If q PMN pAq, the product (80.65) fulfills

pq˚ξ|ηq “ pξ|qηq

where q˚ is the matrix defined by pq˚qij “ pqjiq˚ where, in the right hand side, the star denotes the
involution on A.

Proof. The proof is a simple computation:

pp˚ξ|ηq “
ÿ

j

pp˚ξqj̊ “
ÿ

jk

`pp˚qjkξk
˘˚
ηj “

ÿ

jk

ξk̊ pp˚qj̊kηj “
ÿ

jk

ξk̊pkjηj “
ÿ

k

ξk̊ ppηqk “ pξ|pηq.

We suppose that the A-module E can be written as E “ pAN for a certain N P N and an
idempotent element 2 p P MN pAq. Since E is self-dual for the hermitian structure, the data of
xξ, ηy for all η P E defines ξ. So we can define an involution T ÞÑ T ˚ on EndApEq by the formula

xT ˚ξ, ηy “ xξ, Tηy

for all ξ,η P E .
What we want to do is to put the restriction of the canonical structure (80.65) to pAN (with

p2 “ p) as Hermitian structure on E .

Proposition 80.40.
The canonical structure (80.65) restricts to pAN only if p “ p˚.

Proof. We pose E “ pAN and

EK “ tu P AN tel que pu|ηq “ 0 for all η P Eu.

If u P EK, we have pua|ηq “ a˚pu|ηq “ 0, so that EK is a right A-module. Take u P AN and η P E ,
we have `p1´ p˚qu|η˘ “ `

u|p1´ pqη˘ “ 0,

so that p1 ´ p˚qAN Ď EK. Let us now try to express EK as qAN . For every ξ and η in AN , we
must have

0 “ pqξ|pηq “ pp˚qξ|ηq,
which proves that p˚q “ 0 because we suppose the hermitian structure to be nondegenerate.
The image of q is contained in the kernel of p˚, so that q “ rp1 ´ p˚q for a certain operator
r : kerpp˚q Ñ kerpp˚q. Since p1´ p˚qAN Ď qAN , the operator r must have an empty kenrel. So as
set, rp1´ p˚qAN “ p1´ p˚qAN . What we proved up to now is that

EK “ ppAN qK “ p1´ p˚qAN .

But the free module AN decomposes as AN “ pAN ‘p1´pqAN . The canonical hermitian structire
on AN restricts to pAN only if that decomposition is orthogonal with respect to the Hermitian
product, so the condition is p1´ pqAN “ ppAN qK “ p1´ p˚qAN , or p “ p˚.

From now we suppose the module E “ pAN to fullfil the condition p “ p2 “ p˚.

2. Notice that pAN
‰ AN in general because aA ‰ A in general. This situation is different of a group situation

where gG “ G for any element g P G.
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80.8.2 Morita equivalence

If E is a right A-module , we define its conjugate module as

Ē “ ts̄ tel que s P Eu (80.66)

with a left A-module structure pas̄q “ sa˚. When E “ pAN , we have Ē “ ANp and its elements
have to be seen as row-vectors.

Let E be a projective A-module of finite type. An operator on E is a ket-bra if it is of the
form

|η1y xη2| : E Ñ E
ξ ÞÑ η1pη2|ξq (80.67)

Since η1pη2|ξaq “ η1pη2|ξqa for every ξ, η1, η2 P E and a P A, the ket-bra commutes with the right
action of A on E , so that one can write

|η1y xη2|ξa
without ambiguities. The composition of ket-bra is still a ket-bra:

´
|ξ1y xξ2|

¯`|η1y xη2|
˘
σ “ |ξ1y xpη1|ξ2qη2|σ. (80.68)

The algebra of finite sums of ket-bras is an algebra that we denote by EndApEq.
If V is a vector space, it is a known fact that EndpV q “ V bV ˚. The same kind of identification

holds for modules.

Proposition 80.41.
The map

EndApEq Ñ E bA Ē
|ξ1y xξ2| ÞÑ ξ1 b ξ̄2

(80.69)

is an isomorphism.

Proof. Any element of E bA Ē can be written under the form pξ1aq bA ξ̄2, with eventually a “ 1.
We are going to prove that if

pξ1aq bA ξ̄2 “ η1 b η̄2, (80.70)EqhypunxiaotibarxiEqhypunxiaotibarxi

then |ξ1ay xξ2| “ |η1y xη2|. If (80.70) is true, then η1 “ ξ1 and η̄2 “ aξ̄2, or ξ1a “ η1 and ξ2 “ η2.
The conclusion is immediate in the second case. In the first case, we have

|ξ1ay xξ2|σ “ ξ1apξ1|σq “ ξ1pξ2a
˚|σq “ η1pη2|σq “ |η1y xη2|σ.

Now we pose B “ EndApEq, and E becomes a left B-module, so that one says that E is a
B-A-bimodule. We have B “ pMN pAqp, and we denote an element of B by φA “ pAp. We have
pφAq˚ “ φA˚ “ pA˚p because we assume p “ p˚. As particular case of lemme 80.39, we have
pξ|φAηq “ pφÅξ|ηq.

The algebra B “ EndApEq acts at right on Ē by

η̄φA “ φÅη. (80.71)

We are now able to consider the tensor product Ē bB E in which

η̄ bB pφAξq “ φÅη bB η. (80.72)EqDeftensoeurBEqDeftensoeurB

Proposition 80.42.
The map

ψ : Ē bB E Ñ A

η̄ bB ξ ÞÑ pη|ξq (80.73)

is an isomorphism of A-bimodule.
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Proof. The map ψ is well defined because of relation (80.72). For the surjectivity, we use the
assumption of non degenerate Hermitian structure. We have to prove that tpξ|ηq tel que ξ η P
Eu “ A. Pick any ξ0 P E and define a map ϕ : E Ñ A such that ϕpξ0q “ a and ϕpηbq “ ϕpηqb. In
this case, there exists a η P E such that ϕpξq “ pη|ξq. For this η we have pη|ξ0q “ a.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 80.43
I’m not able to prove injectivity.

80.8.3 Differential over a module

We have now to extend the definition of δ from A to E “ pAN . In that purpose we begin to
extend λ and p of page 3157 as

p : CN bC ΩpAÑ E bA ΩpA
ÿ

i

ei bC ωi ÞÑ
ÿ

i

ppfiq bA ωi
(80.74)

and
λ : E bA ΩpAÑ CN bC ΩpA

λpξ bA ωq “
ÿ

i

ei bC ξiω (80.75)

if λpξq “ ř
i ei bC ξi. Now we define pδ : E bA ΩpAÑ E bA Ωp`1A by

pδ “ p ˝ p1b δq ˝ λ.

In order to see what is going on, let us apply that on a general element of E bA ΩpA:
`
p ˝ p1b δq ˝ λ˘p`

ÿ

i

ei bC ωi
˘ “ p ˝ p1b δq`

ÿ

i

ei bC ωi
˘

“ p
`ÿ

i

ei bC δωi
˘

“
ÿ

i

ppfiq bA δωi.

The definition of pdξ is in the same way: if ξ “ p
`ř

i ei bC ωi
˘
, we pose

pdξ “
ÿ

i

ppfiq bA dωi. (80.76)

80.8.4 Connections over Hermitian modules

Definition 80.44.
Let E be a finite projective hermitian module on A. A connection is a linear map ∇ : E Ñ
E bA Ω1

DpAq such that
∇pξaq “ p∇ξqa` ξ b da (80.77)

for all ξ P E and a P A. Recall that da means rD, as in the operator representation. The connection
is said to be compatible with the hermitian structure if

xξ, ∇ηy ´ x∇ξ, ηy “ dxξ, ηy. (80.78)

We denote by CpEq the space of compatible connections.
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The latter deserve some comments. First, xξ, ηy P A, so that dxξ, ηy makes sense. Second, we
have to define x., .y when there are a component in Ω1pAq. We naturally define

xξ, φbA ωy “ xξ, φyloomoon
PA

ω.

which is a well defined element in Ω1
DpAq. There are no kind of left Leibniz rule in the definition

of a connection. There always exists a compatible connection. For example the Grassmann
connection defined by

∇0ξ “ pη (80.79)

if ηj “ dξj . That connection is compatible because

dxη, ξy “ d
` Nÿ

i“1
ηi̊ ξi

˘ “
ÿ
dηi̊ ξi `

ÿ
ηi̊ dξi “

ÿ
p´qpdηiq˚ξi `

ÿ
ηi̊ dξi

“ ´xdη, pξy ` xpη, dξy “ ´xpdη, ξy ` xη, pdξy “ ´x∇0η, ξy ` xη, ∇0ξy
(80.80)

where we used the fact that p “ p˚.
We denote by CpEq the space of compatibles connections on E , and the unitary group of E is

UpEq “ tu P EndApEq tel que uu˚ “ u˚u “ 1u.
This group acts by conjugation on CpEq following the formula γup∇q “ u∇u˚, or more explicitly:

pγu∇qξ “ u∇pu˚ξq. (80.81)

One easily checks that γup∇q is a compatible connection when ∇ is a compatible connection:

pγu∇qpξaq “ u∇pu˚ξaq “ u
`
∇pu˚ξqa` u˚ξ b da˘

“ u∇pu˚ξqa` ξ b da “ `
γup∇qξ

˘
a` ξ b da,

and, using the sesquilinearity,

xξ, pγu∇qηy ´ xpγu∇qξ, ηy “ xξ, u∇pu˚ηqy ´ xu∇pu˚ξq, ηy
“ xu˚ξ, ∇pu˚ηqy ´ x∇pu˚ξq, u˚ηy,

which gives the compatibility using the compatibility of ∇.

80.8.5 Universal compatible connection

An universal compatible connection on a finite projective Hermitian module E is a map
∇ : E Ñ E bA Ω1pAq such that

(1) ∇pξaq “ p∇ξqa` ξ b da,
(2) xξ,∇ηy ´ x∇ξ, ηy “ dxξ, ηy

for every ξ, η P E and a P A. A map which only fulfils the first condition is an universal
connection.

We denote by CCpEq the space of universal compatible connections. An universal compatible
connection extends in an unique way to a map

∇̃ : E bA ΩpAÑ E bA Ωp`1A

ξ b ω0 ÞÑ p∇ξqω0 ` ξ b dω0
(80.82)

with ξ P E and ω P ΩD̊. If ∇ξ “ η b ω0, the expression p∇ξqω means p∇ξqω “ η b pω0ωq. The
operation ∇̃ fulfils the Leibniz rule

∇̃pηωq “ p∇̃ηq ` p´1qηηdω



3992 CHAPTER 80. GENERAL NON COMMUTATIVE GEOMETRY

if η is homogeneous and ω P ΩD̊. Indeed the fact that η is homogeneous means that it reads ξbω0
with ω0 P Ωk

D for a certain k. Indeed,

∇̃pηωq “ ∇̃pξ b ω0ωq “ p∇ξqω0ω ` ξ b
`pdω0qω ` p´1qω0ω0dω

˘

“ `p∇ξqω0 ` pdω0q
˘
ω ` p´1qω0ξ b ω0dω “ ∇̃pξ b ω0qω ` p´1qηξ b ω0dω

“ p∇̃ηqω ` p´1qηηdω.

Most of time, we will make no difference between ∇ and ∇̃.

Lemma 80.45.
Every universal connection ∇ P CCpEq reads

∇ “ pδ ` α (80.83)EqDefConnpdaphaEqDefConnpdapha

for a certain α P pMNˆN pAqpbA Ω1A.

Proof. We can express the module as E “ pAN . If ∇1 and ∇2 are two universal connections, we
have

p∇1 ´∇2qpηaq “ p∇1ηqa` ηpδaq ´ p∇2ηqa´ ηpδaq “
`p∇1 ´∇2qη

˘
a,

so that ∇1´∇2 P EndApEqbAΩ1A » pMNˆN pAqpbAΩ1A. Taking in particular the Grassmannian
connection ∇0 as ∇1, we find that for any universal connection ∇ fulfils ∇ ´ pδ “ α with α P
MNˆN pAq b Ω1pAq satisfying α “ pα “ αp “ pαp.

When ∇ is given, the corresponding α is the gauge potential of ∇.
PropmCCmCsurjun

Proposition 80.46.
The representation π : ΩpAq Ñ BpH q given in equation (80.15) extends to

p1b πq : CCpEq Ñ CpEq
∇ ÞÑ p1b πq ˝∇ (80.84)

which is surjective.

As a particular case of the proposition, let us prove that the Grassmann connection belongs
to π

`
CCpEq˘. When one defines the Grassmann connection as p∇0ξq “ pη, the right hand side has

to be understood as pη bA 1 with the 1 of Ω1
DpAq. So the Grassmann connection is obtained by

applying π to the connection ∇1
0pξq “ pη bA 1 with the 1 of Ω1pAq.

In particular existence of that connection shows that every projective module accepts a con-
nection.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 80.47
The following proof is finished?

Proof. By construction, the map

p1b πq : EndApEq b Ω1pAq Ñ EndApEq bA Ω1
DpAq

is surjective.

Proposition 80.48.
A right module has a connection if an only if it is projective.

Proof. See proposition 7.4 in [787].
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80.8.6 Curvature

Now we define the curvature of ∇ by θp∇q “ ∇̃2.

Proposition 80.49.
This curvature is an endomorphism of Ẽ for its structure of right ΩD̊pAq-module.

Proof. If we consider ξ b ω0 P Ẽ and ω P ΩD̊ with ∇ξ “ η b ω1, it is just a computation to prove
that

∇̃2pξ b ω0ωq “
`p∇ηqω1ω0 ` η b dω1ω0

˘
ω,

and then to see that θ
`pξ b ω0qω

˘ “ θpξ b ω0qω.

From the formula
∇̃2pξ b ω0q “ p∇ηqω1ω0 ` η b dω1ω0, (80.85)

we see that θ “ ∇̃2 is completely determined by its restriction to E .
Let us compute ∇2pξ bA ω0q with ω0 P ΩpA and ξ P E . If ∇ξ “ η bA ω

1,

∇2pξ bA ω0q “ ∇
`p∇ξqω0 ` ξδω0

˘

“ p∇ηqω1ω0 ` p´1qηη bA δpω1ω0q ` p∇ξqδω0 ` ξδ2ω0

“ p∇ηqω1ω0 ` p´1qηηpδω1qω0 ` p´1qηηp´1qω1

δω0 ` pη bA ω
1qδω0

“ `p∇ηqω1 ` ηδω1˘ω ` pη bA ω
1 ´ η b ω1q.

We finally have
∇2pξ bA ω0q “

`p∇ηqω1 ` η bA δω
1˘ω0 (80.86)

if ∇ξ “ η b ω1. That shows that

θ
`pξ bA ω0qω

˘ “ θpξ bA ω0qω. (80.87)EqThetaCourbomegaEqThetaCourbomega

In terms of the gauge potential α, the curvature reads

θpξq “ ppδpδp` ppδαq ` α2qξ (80.88)EqConnPotalphaEqConnPotalpha

because α “ pα “ αp “ pαp and pξ “ ξ.

80.8.7 Transformation law under the unitary group

The unitary group (subsection 54.3.7) acts on an element ∇ P CCpEq by

pu· ∇qpξ bA ω0q “ u∇
`
u˚pξ bA ω0q

˘
, (80.89)

or in a more compact way u· ∇ “ ∇u “ u∇u˚. We want to know how does the curvature change
under such a transformation of the connection: we want to know θp∇uq in terms of ∇ and u. We
immediately have

θupΣq “ u∇
´
u˚`u∇u˚pξ b ω0q

˘¯ “ u∇u˚u∇
`
u˚pξ bA ω0q

˘ “ uθu˚pΣq
with Σ P E bA ΩA. So we have the covariant transformation law

θu “ uθu˚. (80.90)

Any connection can be written under the form (80.83): ∇ “ pδ`α. It is a simple computation to
find αu defined by ∇u “ pδ ` αu; using the notation Σ “ ξ bA ω0, we have

∇upξ bA ω0q “ uppδ ` αqu˚pξ bA ω0q
“ upδpu˚Σq ` uαpu˚σq
“ uppδu˚qΣ` upu˚δΣ` uαu˚Σ
“ ppδ ` puδu˚ ` uαu˚qΣ,

so the transformation law of the gauge potential reads

αu “ puδu˚ ` uαu˚. (80.91)
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80.8.8 Connection on bimodule

Let E be a left and right-projective A-bimodule with a right connection ∇ : E Ñ E bA Ω1A. If
σ : Ω1bA E Ñ E bA Ω1A is a bimodule isomorphism, we say that the couple p∇, σq is compatible
if we have the Leibniz rule

∇paξq “ p∇ξqa` σpδabA ξq. (80.92)

80.8.9 Connection on dual module

The pairing p., .q : E 1 ˆ E Ñ A defined by pϕ, ξq “ ϕpξq can be extended by two ways:
(1)

p., .q : `E 1 bA ΩA
˘ˆ E Ñ ΩA

pϕbA ω, ξq “ ω˚pϕ, ξq (80.93)

(2)
p., .q : E 1 ˆ `

E bA ΩA
˘Ñ ΩA

pϕ, ξ bA ωq “ pϕ, ξqω.
(80.94)

When one has a connection over E , one defines the dual connection ∇1 : E 1 Ñ E 1 bA Ω1A by

p∇1ϕ, ξq “ pϕ,∇ξq ´ δpϕ, ξq. (80.95)

The dual connection satisfies the Leibniz rule

∇1pϕaq “ ϕbA δa` p∇1ϕqa. (80.96)

Indeed,
`
∇1pϕaq, ξ˘ “ pϕa,∇ξq ´ δ pϕa, ξqloomoon

“a˚pϕ,ξq
“ pϕa,∇ξq ` pδaq˚pϕ, ξq ´ a˚`pϕ,∇ξq ´ p∇1ϕ, ξq˘

“ pδaq˚pϕ, ξq ` a˚p∇1ϕ, ξq
“ pϕbA δa, ξq `

`p∇1ϕqa, ξ˘.

80.8.10 Connections and Connes’ calculus

Let E be a projective A-module and let us consider the Connes’ calculus pΩDA, dq. In this
framework, a connection is a C-linear map ∇ : E bA Ωp

DAÑ E bA Ωp`1
D A such that

∇pΣωq “ p∇Σqω ` p´1qpΣ dω (80.97)

for every Σ P E bA Ωp
DA and ω P ΩDA. The composition ∇2 “ ∇ ˝ ∇ is ΩDA-linear and the

restriction to E is the curvature denoted by F p∇q. An interesting property of the curvature is its
C-linearity

F pξaq “ F pξqa, (80.98)

indeed

F pξaq “ ∇
`p∇ξqa` ξda˘ “ p∇2ξqa´ p∇ξqda`∇pξdaq

“ F pξqa´ p∇ξqda` p∇ξq da` ξ d2a.

More generally we have
∇2pξ bA ρq “ F pξqρ. (80.99)

The operator ∇2 can be seen as an element of EndApEqbAΩ2
DA and we have the Bianchi identities

r∇, F s “ 0 (80.100)
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because ∇ ˝∇2 “ ∇2 ˝∇.
In the same way as equation (80.88), we have

F “ ppdAq `A2 ` p dp p dp (80.101)

We say that the connection ∇ : E bA Ωp
DA Ñ E bA Ωp`1

D A is compatible with the hermitian
structure if for all ξ, η P E ,

´x∇η, ξy ` xη,∇ξy “ dxη, ξy. (80.102)

That definition relies on the following two extensions of the hermitian structure:

x., .y : `E bA Ω1
DA

˘ˆ E Ñ Ω1
DA

xξ bA ω, ηy “ ω˚xξ, ηy (80.103)

and
x., .y : E ˆ `

E bA Ω1
DA

˘Ñ Ω1
DA

xη, ξ bA ωy “ xη, ξyω.
(80.104)

Proposition 80.50.
The connection ∇ “ pd`A is compatible with the canonical hermitian structure xξ, ηy “ řN

j“1 ξjηj
if and only if A “ A˚.

80.8.10.1 The simplest example in the world
ConnEequalAsime

We will build the connection theory in the case of E “ A with the hermitian structure xa, by “
a˚b. A connection on that module is a map ∇ : A Ñ A bA Ω1

DA “ Ω1
DA such that ∇pabq “

p∇aqb` a db.
A connection has the form ∇ “ d`A with A PM1ˆ1pAqbAΩ1

DA “ Ω1
DA and the compatibility

reads A “ A˚. The curvature is given by F “ dA`A2.
In this particular case, one often write V instead of A and θ instead of F .

80.8.10.2 Action of the gauge group
PgSimplestwordl

If u P UpEq, we define the action of u on the connection ∇ by

∇u “ u∇u˚ (80.105)

in the sense that ∇upξq “ pu ˝ ∇qpu˚ξq. In order to find the transformation law for the vector
potential, we consider ∇ “ pd`A and we compute

∇uξ “ u∇pu˚ξq “ updpu˚ξq ` uAu˚ξ “ uppdu˚qξ ` upu˚dξ ` uAu˚ξ “ pupdu˚ ` pd` uAu˚qξ,

so that we have the transformation law

Au “ updu˚ ` uAu˚. (80.106)EqTransAjaugeEqTransAjauge

80.8.11 Scalar product on πpΩpAq and Hilbert structure

A spectral triple pA,H , Dq is tame if for all T P πpΩAq and S P BpH q, we have

TrωpST |D|´nq “ TrωpS|D|´nT q
where Trω is the Dixmier trace. In this case, we have

TrωpT1̊ T2|D|´nq “ TrωpT1̊ |D|´nT2q “ TrωpT2|D|´nT1̊ q :“ xT1, T2y. (80.107)

Second equality is the cyclic invariance of trace while the last one is a definition. Tameness assures
the symmetry: xT1, T2y “ xT2, T1y.
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Note that when T P πpΩpAq, we have T P BpH q. Indeed the definition of π is πpa0δa1q “
a0rD, a1s and the very definition of a spectral triple says that rD, a1s and a0 are bounded.

Notice that the definition
xT1, T2yp “ TrωpT1̊ |D|´nT2q (80.108)

only holds for T1, T2 P πpΩpAq. When T1 P πpΩpAq and T2 P πpΩqAq with p ‰ q, we define
xT1, T2y.

Let us now take H̃p, the completion of πpΩpAq for x., .yp. When a P A and T1, T2 P πpΩpAq,
using tameness and cyclic invariance, we find EqUnitRepHtilde

xaT1, aT2yp “ TrωpT1̊ a
˚|D|´naT2q “ TrωpaT2|D|´nT1̊ a

˚q “ TrωpT2|D|´nT1̊ a
˚aq, (80.109a)

and with the same computation

xT1a, T2ayp “ Trωpaa˚T1̊ |D|´nT2q. (80.109b)

We define the unitary group UpAq by

UpAq “ tu P A tel que u˚u “ uu˚ “ 1u. (80.110)

This group can be represented on H̃p by

LpaqT “ aT and RpaqT “ Ta.

Equations (80.109) show that R and L are unitary representations:

xLpaqT1, LpaqT2y “ xRpaqT1, RpaqT2y “ xT1, T2y.
Lemma 80.51.
The set

π
`
δpJ0 X Ωp´1Aq˘

is a two-sided submodule of πpΩpAq.
Proof. An element of πδpJ0 X ΩpAq has the form πδpωq with ω P ΩpA and ω P J0, i.e. πpωq “ 0.
Let a P A; from definition of π, we have aπδpωq “ πpaδωq. Then

πpaδωq “ π
`
δpaωq ´ δpaqω˘

in which the second term is πpδaqπpωq “ 0. The conclusion is that aπδpωq “ πpδpaωqq. In order
for πδpJ0XΩpAq to be a left sub-module of πpΩp`1Aq, it remains to be proved that aω P J0XΩpA
when ω P J0 X ΩpA. It is the case because πpaωq “ πpaqπpωq “ 0.

The right sub-module structure is left as an exercise.

Let us see that the closure of πδpJ0 X Ωp´1Aq in H̃ is invariant under the representations L
and R of UpAq. Let u P UpAq and ω P πδpJ0 X Ωp´1Aq, we want Rpuqπδω P πδpJ0 X Ωp´1Aq where
the bar denotes the closure. We have Rpuqπδω “ pπδωqu, but we just proved that πδpJ0XΩp´1Aq
is a right module, so pπδωqu still belongs to this set.

Proposition 80.52.
Let Pp be the projection parallel to πδpJ0 X Ωp´1Aq in H̃p. Then rLpaq, Pps “ 0.

Proof. Let x “ πδω ` y P H̃p with ω P J0 X Ωp´1A and y in the complement. We have

PpLpaqx “ Pppayq
because aπδω P πδJp´1

0 from the fact that πδJp´1
0 is a sub-module. On the other hand, LpaqPpx “

ay. It remains to be proved that Pppayq “ ay when, by construction, Ppy “ y. Indeed if ay has a
component in Jp´1

0 , the y has too because y “ a´1payq and Jp´1
0 is a submodule.
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80.9 Connections on modules and Yang-Mills functional

80.9.1 Potential vector and field strength

Let pA,H , Dq be a tame spectral triple of dimension b on which we build ΩDA “ ‘pΩp
DA. A

potential vector, or a gauge potential is a self-adjoint element of Ω1
DA. The field strength

corresponding to the potential vector V is

θ “ dV ` V 2,

to be compared with the expression (56.261) for the curvature.

Proposition 80.53.
The field strength is self-adjoint.

Proof. What does mean, at the class level, the fact to be self-adjoint? Remember that

ΩDA » ΩA{J » πpΩAq{πpδJ0q.
An element V P Ω1

DA is V “ rωs with ω P Ω1A and the class taken as rωs “ rω ` η1 ` δη2s for all
η1 P Ω1A and η2 P A such that πpη1q “ πpη2q “ 0. The condition V “ V ˚ means rωs “ rω˚s which
in turn doesn’t implies that ω “ ω˚.

Now let ω “ aδb, we have

dV ´ dV ˚ “ rδaδbs ´ rdpδb˚ a˚qs “ rδaδbs ` rδb˚δa˚s ‰ 0.

So we have rδpω ´ ω˚qs ‰ 0 although rω ´ ω˚s “ 0. That proves that ω ´ ω˚ is junk.
From definition, η is junk when πpηq “ 0 while πpδηq ‰ 0. The condition V “ V ˚ means

rωs “ rω˚s, and then rω ´ ω˚s “ 0. Therefore we can write ω ´ ω˚ “ η with πpηq “ 0 and
πpδηq ‰ 0. In conclusion we have

πpω ´ ω˚q “ 0 (80.111a)
πpδω ´ δω˚q ‰ 0. (80.111b)

Since dV “ rδωs and pdV q˚ “ rδω˚s,
dV ´ pdV q˚ “ rδω ´ δω˚s “ rδpω ´ ω˚qs.

The claim dV “ pdV q˚ needs to show that rδpω´ ω˚qs “ 0. It is the case because it is of the form
rδηs with πpηq “ 0.

80.9.2 Action of the gauge group

The element u P UpAq acts on the potential vector V by

V ÞÑ V u :“ uV u˚ ` urD,u˚s, (80.112)EqDefActGaugePotVecEqDefActGaugePotVec

to be compared with the expression given in proposition (56.261) of the transformation rule of a
connection under a gauge transformation.

Lemma 80.54.
When V is a potential vector, the element V u is still a potential vector.

Proof. Our work is to prove that V u´pV uq˚ “ 0 in the sense of classes. If V “ rωs, the definition
is rωsu “ ruωu˚s ` ruδu˚s, and thus

pV uq˚ “ ruωu˚s ` rδuu˚s.
So we have to prove that uδu˚ ´ δuu˚ P J . We have δp1q “ δpuu˚q “ δuu˚ ´ uδu˚, but πpδp1qq “
rD, 1s “ 0, so δp1q P J . It proves that V u “ pV uq˚.
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Lemma 80.55.
The transformation law of the field strength is

θu “ uθu˚. (80.113)LemTrFieldStrmLemTrFieldStrm

Proof. No proof.

80.9.3 Yang-Mills

The Yang-Mills functional is defined by
YMpV q :“ xdV ` V 2, dV ` V 2y. (80.114)

The product is a priori only defined on Ω2A, not on the classes. Let us prove that the Yang-
Mills functional is well defined. We have to prove that

Theorem 80.56.
The Yang-Mills functional

(1) is positive,
(2) is gauge invariant:

YMpV q “ YMpV uq, (80.115)
(3) and satisfies a minimal principle

YMpV q “ inftIpαq tel que πpαq “ V u (80.116)
where

Ipαq “ Trω
`
πpδα` α2q2|D|´n˘

for α P Ω1A.

Proof. From property of the Dixmier trace, TrωpT q ě 0 when T ě 0. In our case we are looking
on T “ θ˚θ|D|´n

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 80.57
This is for sure positive in some sense, but I have to formalise that concept.

The invariance of Yang-Mills under UpAq is easy:
YMpV uq “ YM

`
uV u˚ ` urD,u˚s˘ “ xuθu˚, uθu˚y “ Trωpθ2|D|´nq “ YMpV q. (80.117)

For the third claim, we begin by proving that I is positive and invariant under the transfor-
mation

α ÞÑ αu :“ uαu˚ ` uδu˚

in the space tα P Ω1A tel que α “ α˚u. Positivity comes from Dixmier trace while for invariance
first notice that lemma 80.113 says that under α ÞÑ uαu˚ ` uδu˚, we have the transformation
δα` α2 ÞÑ upδα` α2qu˚. Thus

Ipαuq “ Trω
”
π
`
upδα` α2qu˚˘2|D|´n

ı

“ Trω
”
π
`
upδα` α2q2u˚˘|D|´n

ı

“ Trω
“
πpδα` α2q2|D|´n‰

“ Ipαq.
Now we see ΩDA » πpΩAq{πpδJ0q, and we take a α P Ω1A such that rπpαqs “ V where the class
is taken modulo πpδJ0q. We are going to prove that

dV ` V 2 “ rPπpδα` α2qs. (80.118)EqDvVppiEqDvVppi

First, dV “ rπpδαqs, so dV ` V 2 “ rπpδα ` α2qs. From definition, P projects πpδJ0q on zero, so
from definition of the classes that precisely are modulo δJ0, we have for any ω, rπpωqs “ rPπpωqs.
In particular, for all α P Ω1A such that rπpαqs “ V , we have equation (80.118).
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80.9.4 Fermionic action

Let us first work out the case of the A-module E “ A described in page 3995.

Theorem 80.58.
If V P Ω1

DA is a gauge potential (i.e. if V “ V ˚), the quantity

IDirpV, ψq “ xψ, pD ` πpV qqψy (80.119)

with ψ P dompDq Ă H is invariant under the action of UpAq. That quantity is the fermionic
action.

Proof. First we have

πpV uqpuψq “ purD,u˚s ` uV u˚qpuψq “ uDpu˚uψq ´ uu˚Dpuψq ` uπpV qu˚uψ;

using the fact that uu˚ “ u˚u “ 1, we find
`
D ` πpV uq˘puψq “ Dpuψq ` uDψ ´Dpuψq ` uπpV qψ “ u

`
Dψ ` πpV qψ˘.

The claim now results from the fact that u is an isometry for the inner product.

Let A and B be two Morita equivalent algebras. If A acts on the Hilbert space H , then we
define

H 1 “ E bA H

where E is the module that implement the Morita equivalence. The algebra naturally acts on H 1.
If E has an hermitian structure with values in A which satisfies the conditions of an inner product
(including positivity), then

`
ξ1 b ψ1, ξ2 b ψ2

˘ “ xψ1, xξ1, ξ2yψ2y (80.120)

defines an Hilbert space structure on H 1. Since B acts on H 1 in the same way as A acts on H , we
want to define an associated Dirac operator. The most immediate choice is D1pξbAψq “ ξbADψ,
but it is not well defined because of the tensor product:

ξabA ψ “ ξ bA πpaqψ,

so that D1pξabA ψq “ ξ bA aDψ while D1pξ bA aψq “ ξ bA Dpaψq, but in general aDψ ‰ Dpaψq.
In order to build a suitable extension of D to H 1, we consider a connection ∇ : E Ñ E bA Ω1

DpAq
and we define

D∇pξ bA ψq “ ξ bA Dψ ` p∇ξqψ
where the second terms has to be understood as p∇ξqψ “ pη bA ωqψ “ η ˆ πpωqψ. In the case
where E “ A, we know from the simplest example in the world (page 3995) that a connection reads
d ` A, so that the fluctuation of the Dirac operator reads D ÞÑ D ` V where V is any potential
vector.

Let us now pass to a general hermitian projective finitely generated module E on A. For that,
we consider the space of gauged spinors EbA H . That space is endowed with the inner product

pξ1 bA ψ1, ξ2 bA ψ2q “ pψ1, xξ1, ξ2yψ2q. (80.121)

The action of an element of EndApEq extends to gauges spinors by

ϕpξ bA ψq “ ϕpξq bA ψ

for ϕ P EndApEq. In particular the action of UpEq is unitary:
`
upξ1 b ψ1q, upξ2 b ψ2q

˘ “ pξ2 b
ψ1, ξ2 b ψ2q.
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If ∇ : E Ñ E bA Ω1
DA is a compatible connection, we define the gauged Dirac operator

D∇ : E bA H Ñ E bA H

D∇pξ b ψq “ ξ bDψ ` `p1b πq∇unξ
˘
ψ

(80.122)

where ∇un is any universal connection projecting on ∇, πp∇unq “ ∇. Let ∇un “ pδ ` α with
α P EndApEqbA Ω1A. Using the action (80.9), the second term in the gauged Dirac operator reads

p1b πq∇unp
`ÿ

i

ei b ξi
˘ “ p1b πqppδ ` αq

ÿ

i

ppfiqξi

“ p1b πq`
ÿ

i

ppfiq bA δξ
i ` αpξq˘

“
ÿ

i

ppfiq bA rD, ξis ` πpαqξ

“ rD, ξs ` πpαqξ
“ dξ ` πpαqξ

in which the three last lines are notations. If we apply D∇ on Ψ “ ř
j ξj b ψj , we have

ÿ

j

ÿ

i

ppfiq bA rD, ξisψj “
ÿ

j

rD, ξsψj P E bA H

and

πpαqΨ “
ÿ

k

p1b πq`αpξq˘ψk

“
ÿ

ijk

p1b πq`Aiξj bA a
i
0δa

i
1
˘
ψk

“
ÿ

ijk

Aiξj bA a
i
0rD, ai0sψk P E bH .

The whole gives

D∇Ψ “ ξ bDψ ` `rD, ξs ` πpαqξ˘ψ
“ ξ bDψ ` pdξqψ ` πpαqψ
“ `

pD ` πpαq˘Ψ
where Dpξ b ψq “ ξ b Dψ ` dξψ. Remark that D∇ only depend on πpαq and not of the whole
choice of ∇un. Since πp∇1

unq “ πp∇2
unq only when πpα1q “ πpα2q, the gauged operator D∇ in fact

does not depend on the choice of ∇un in π´1p∇q.
Proposition 80.59.
The gauged Dirac action is

IDirp∇,Ψq “ xΨ, D∇Ψy. (80.123)
That action is invariant under the unitary group:

IDirp∇u, uΨq “ IDirp∇,Ψq
for every Ψ P E bA domD and ∇ P CpEq.
Proof. We know that ∇ “ pd`A and ∇u “ pd`Au. Using the fact that p1b πq commutes with
u and p1b πqα “ A,

p1b πqαu “ p1b πqpupδu˚ ` uαu˚q
“ up1b πqppδqu˚ ` up1b πqαu˚

“ updu˚ ` uAu˚

“ Au.



80.10. FORMS AND PHYSICS FORMALISM 4001

Thus, using up : pu, we have
`
pD ` πpαuq˘puΨq “ `

pD ` πpupδu˚ ` uαu˚q˘puΨq (80.124)
“ ppDqpuΨq ` updu˚puΨq ` uπpαqu˚puΨq (80.125)
“ ppDqpuΨq ` uprD,u˚spuΨq ` uπpαqpΨq (80.126)
“ upDpu˚uΨq ` uπpαqΨ (80.127)
“ u

`
pD ` πpαq˘Ψ. (80.128)

80.10 Forms and physics formalism

80.10.1 Unitary group

We consider a K-cycle pH , Dq over an involutive unital algebra A. Its unitary group is

UpAq “ tu P A tel que u˚u “ uu˚ “ 1u.
For such a u, we have uDu˚ “ D ` urD,u˚s. This shows that D is not invariant under UpAq,
but that its variation is of the form urD,u˚s. When one looks at equation (70.9), we want the
variation of D to be a vector potential. Hence we take the following definitions. A k-form on A
is an operator on H of the form

ωk “
ÿ

j

aj0rD, aj1s ¨ ¨ ¨ rD, ajks,

and a vector potential is a self-adjoint 1-form of the form

V “
ÿ

j

aj0rD, aj1s (80.129)EqPotVectVEqPotVectV

with ajk P A. The action of u P UpAq on the operator D ` V is

D ` V ÞÑ upD ` V qu˚ “ uDu˚ ` uV u˚ “ D ` urD,u˚s ` uV u˚.

For that reason, we define the action of u on a potential vector V by

V ÞÑ γupV q “ urD,u˚s ` uV u˚,

in such a way that D ` V ÞÑ D ` γupV q. The definition of V is tricky. Because of the ambiguity
of the way to write V under the form (80.129). From this form, in order to make the same
as in the Fredholm modules associated with a cycle (see equation (80.41)), we want to define
dV “ ř

jrD, aj0srD, aj1s. We defer a few the discussion about the ill definiteness of this definition.
Let us go on and study the consequence of that definition on the curvature θpV q “ dV {V 2.

If we replace V by γupV q, we have to compute θ
`
γupV q

˘ “ d
`
γupV q

˘` γupV q2. Since rD, .s is
a derivation we find

γupV q “ urD,u˚s `
ÿ

j

uaj0rD, aj1su˚ “ urD,u˚s `
ÿ

j

uaj0
`rD, aj1u˚s ´ aj1rD,u˚s˘,

so
d
`
γupV q

˘ “ rD,usrD,u˚s `
ÿ

j

rD,uaj0srD, aj1u˚s ´
ÿ

j

rD,uaj0aj1srD,u˚s,

Proposition 80.60.
We have the equality

d
`
γupV q

˘` γupV q2 “ updV ` V 2qu˚

as operator on H .
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Proof. No proof.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 80.61
What is a reduced algebra?

As far as we are considering a K-cycle over A, we can consider the graded universal reduced
algebra Ω˚pAq. In this algebra, we have Ω0pAq “ A while Ω1pAq is generated by the symbols da
(with a P A) and the rules

— dpabq “ pdaqb` apdbq,
— d1 “ 0.

If α P C, these two requirements imply that dpαaq “ pdαqa` αpdaq “ αpdaq. Hence if we suppose
the linearity, we find

dpαa` βbq “ αda` βdb.
Recall that the involution of A extends to Ω˚pAq by pdaq˚ “ ´da˚, and the differential is defined

by dpa0da1 ¨ ¨ ¨ danq “ da0da1 ¨ ¨ ¨ dan. It fulfills d2 “ 0 and dpω1ω2q “ pdω1qω2 ` p´1qω1ω1dω2.

80.11 Yang-Mills on the two point space
Let X “ ta, bu be a two point space; the space of functions on X is identified with C‘C. An

element f P A is given by pfa, fbq. We are going to define a K-cycle on X. First we consider a
finite dimensional Hilbert space H and we consider the following representation of A on H :

πpfq “
ˆ
fa1a

fb1b

˙

with respect to a direct space decomposition H “ Ha ‘Hb. The operator D is constrained by
commutators with elements of A. Since a diagonal part of D would vanish in commutators with
A, we can choose an off-diagonal operator D under the form

D “
ˆ

0 M˚
M 0

˙
(80.130)

with M : H1 Ñ H2. For the graduation, one can choose

Γ “
ˆ
1H1

´1H2

˙
.

The commutator rD,As reads

rD, f s “ pfb ´ faq
ˆ

0 M˚
´M 0

˙
(80.131)

The fact that D is self-adjoint on a finite dimensional space makes that there exists a basis of
eigenvectors and that the biggest eigenvalue of D is the square root of the one of D2. So if λ is
the biggest eigenvalue of |M | “ ?M˚M ,

}rD, f s} “ λ|fb ´ fa|.
Therefore the noncommutative distance between a and b is given by

dpa, bq “ supt|fb ´ fa| such that λ|fb ´ fa| ď 1u “ 1{λ. (80.132)

One can show that the map π : Ω1AÑ LpH q is injective, so that Ω1
DA “ Ω1A by lemma 80.10.

A general element of Ω1
DA has the form λede` µp1´ eqde. Under the representation π we have

πpeq “
ˆ
1

0

˙
πpdeq “ rD, es “

ˆ
0 ´M˚
M 0

˙

πpedeq “
ˆ

0 ´M˚
0 0

˙
π
`p1´ eqde˘ “

ˆ
0 0
M 0

˙
,
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so that
π
`
λede` µp1´ eqde˘ “

ˆ
0 ´λM˚
µM 0

˙
(80.133)EqElOmADEqElOmAD

We are now going to study two examples of modules on A and write down the corresponding
Yang-Mills theory.

80.11.1 The simplest module

As first example of module, we consider E “ A. We know a spectral triple and the space of
1-forms Ω1A on the two point space from 80.1.3. We know from 80.8.10.1 that a potential vector
is a self-adjoint element of Ω1

DA; using expression 80.133 we find

V “ ´Φede` Φp1´ eqde (80.134)

πpV q “
ˆ

0 ΦM˚
ΦM

˙
, (80.135)

where Φ is any complex number. The curvature is given by θ “ dV ` V 2 and is computed using
the relations

edep1´ eq “ ede epdeqe “ 0 p1´ eqdep1´ eq “ 0
e2 “ e dp1´ eq “ ´de. pdeqe “ p1´ eqde

ep1´ eq “ 0

We find the result
θpV q “ ´pΦ` Φqdede´ ΦΦdede (80.136)

The general formula YMp∇q “ Trω
`
πpθq2|D|´d˘ reduces to

YMpV q “ Tr
`
πpθq2˘

because the spectral triple is zero-dimensional and the Dixmier trace is the usual trace.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 80.62
The usual trace is used as Dixmier trace because the Hilbert space is finite dimensional?

We have
πpdedeq2 “

ˆ´M˚M 0
0 ´MM˚

˙
,

so that Tr
`
πpdedeq2˘ “ 2 TrpMM˚q2, and

πpθq “ ´`pΦ` Φq ` ΦΦ
˘ˆ 0 M˚

M 0

˙
.

What is interesting is the dependence in Φ in the Yang-Mills action:

YMpV q “ 2
`|Φ` 1|2 ´ 1

˘
Tr

`pM˚Mq2˘. (80.137)

If one sees that as a field equation for Φ, one concludes that the right field is Φ` 1 instead of Φ.
For that reason we perform the change of basis ϕ “ 1` Φ.

In our simple case E “ A, an element of UpEq is an element u P A such that uu˚ “ u˚u “ 1. If
we write u “ uae ` ubp1 ´ eq with ui P C, it is easy to see that the condition is uauå “ uåua “
ubub̊ “ ub̊ub “ 1, so that UpAq “ Up1q ˆ UpAq.

Let us now apply formula (80.106) on the gauge potential A “ V “ p1´ϕqede`pϕ´1qp1´eqde
and u “ uae` ubp1´ eq. A simple computation shows that

V u “ ede´ p1´ eqde´ uaubϕede` ubuaϕp1´ eqde.
Comparing the expression of V with the one of V u we see that the action of u is to replace
ϕÑ ubuaϕ.
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Chapter 81

Deformations: formal aspects

ChapDefo

81.1 Twists of module (co)algebras
SecTheoryTwist

We are going to follow [859] and use the notions of subsection 54.8.1.
DefTwist

Definition 81.1.
An element F P BbB is a twisting element based on B if it satisfies the two following conditions

ItemTwistUn

(1) pϵB b IdqF “ pIdbϵBqF “ 1b 1
ItemTwistDeux

(2)
“p∆B b IdqpF q‰pF b 1q “ “pIdb∆BqpF q

‰p1b F q.
If F is invertible, we have

“p∆B b IdqF ‰´1 “ p∆B b IdqF´1. (81.1)EqDelidFinveEqDelidFinve

In order to see that, first notice that the third component in the tensor product is F´1
2 in both

sides of (81.1) while the two first components are given by ∆BpF q´1 in the left hand side and by
∆BpF´1q in the right hand side. Using the coalgebra properties, we have

∆BpF q∆BpF´1q “ ∆BpFF´1q “ ∆Bp1q “ 1b 1. (81.2)

Thus if we take the inverse of the property (2) in the definition of a twist, we get

pF´1 b 1q“p∆B b IdqF´1‰ “ p1b F´1q“pIdb∆BqF´1‰´1 (81.3)EqFemuVaLeLemEqFemuVaLeLem

81.1.1 Twisting the module algebras

Let A be a B-module algebra with its multiplication µA. If F is a twist based on B, we can
define the new multiplication

µF “ µA ˝ Fl : AbAÑ A

ab a1 ÞÑ µApbab b1a1qa (81.4)

if F “ bbb1. In the same way, if C is a B-module coalgebra with comultiplication ∆C : C Ñ CbC,
we can deform it by

∆F “ Fr ˝∆C : C Ñ C b C. (81.5)
ThoTwistAlgEtCoalg

Theorem 81.2.
Let B be a bialgebra.

(1) If A is a left B-module algebra, then AF “ pµA ˝ Fl, 1Aq is an associative algebra on K.
(2) If C is a B-module coalgebra, then CF “ pFr ˝∆C , ϵCq is a coassociative K-coalgebra.

4005
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Proof. Coassociativity of AF means that for every a, b, c in A,

pµA ˝ Flq
`
ab pµA ˝ Flqpbb cq

˘ “ pµA ˝ Flq
`pµA ˝ Flqpab bq b c

˘
. (81.6)

In other terms,
pµA ˝ Flq ˝

`
IdbpµA ˝ Flq

˘ “ pµA ˝ Flq ˝ pµA ˝ Flq b Id (81.7)

as map from AbAbA to A. If we use the decomposition

IdbpµA b Flq “ pIdbµAq ˝ pIdbFlq, (81.8)

we see that we have to prove the commutativity of the diagram

AbAbA FlbId //

Id bFl

��

AbAbAµA˝Id // AbA
Fl

��
AbAbA
Id bFl

��

AbA
µA
��

AbA
Fl

// AbA µA
// A

(81.9)

We refer to [859] for the remaining of the proof.
LemRemakAecP

Lemma 81.3.
If P P B bB satisfies

pP b 1q“p∆B b IdqP ‰ “ p1b P q“pIdb∆BqpP q
‰
, (81.10)

then P twists the left B-modules coalgebras.

Proof. No proof.

Notice that, by equation (81.3), F´1 satisfies lemma 81.3 when it is invertible.

81.1.2 Twisting the bialgebra itself

Let F be an invertible twist base on the bialgebra B. We can deform B by

∆1
B “ F´1

l ˝ Fr ˝∆B. (81.11)

Theorem 81.4.
The structure

BF “ pµB,∆1
B, 1B, ϵBq (81.12)

is a K-bialgebra.

Proof. The second point of theorem 81.2 makes Fr ˝∆B coassociative since F is a twist. In order
to check that this is still a B-module coalgebra, we rewrite the diagram (54.137) with B instead
of C and ∆Bpbq by ∆BpbqF :

B bB B
Fr˝∆oo

B bB
Fr˝∆pbqr

OO

B
Fr˝∆oo

br

OO (81.13)

We see that the result of this diagram is the one of the non twisted one multiplied by F . For
example, the vertical left arrow is the mapping

cb c1 ÞÑ pcb c1q· ∆pbqF. (81.14)
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Thus the coalgebra B endowed with ∆ “ Fr ˝∆B is still a B-module coalgebra. Now, using the
lemma 81.3 and the fact that F´1 satisfies that lemma, the structure ∆1

B “ F´1
l ˝ Fr ˝ ∆B is

coassociative. We check that this structure is compatible with the multiplication:

∆1
Bpbb1q “ F´1∆Bpbb1qF

“ F´1∆Bpbq∆Bpb1qF
“ F´1∆BpbqFF´1∆Bpb1qF
“ ∆1

Bpbq∆1
Bpb1q.

(81.15)

81.1.3 Twisting the left module algebra

Theorem 81.5.
Let A be a left B-module algebra and F , an invertible twist based on B. Then

AF “ pA, µA ˝ Fl, 1Aq (81.16)

is a left B-module algebra.

Proof. We already proved that the product in AF is associative. Let us now prove that AF is a
BF -module. The action of BF on AF is unchanged: b· a if b P BF and a P AF . The first axiom
of definition 54.51, b·AA “ ϵpbq· 1A, remains because we didn’t change 1A neither ϵ. In the
present case, the second condition reads

AbAµA˝Fl //
`
F´1∆BpbqF

˘
l ��

A

bl

��
AbA

µA˝Fl

// A

(81.17)EqDiagCommdeThobmodalgtwistEqDiagCommdeThobmodalgtwist

Let us consider ab a1 P AbA and follow its evolution when we apply bl ˝ Fl ˝ µA.

ab a1 FlÑ F1ab F2a
1 ∆BpbqÑ

ÿ
bp1qF1ab bp2qF2a

1 F´1Ñ
ÿ
F´1

1 bp1qF1ab F´1
2 bp2qF2a

1

FlÑ
ÿ
bp1qF1ab bp2qF1a

1 µAÑ µA
` FlÑ

ÿ
bp1qF1ab bp2qF1a

1˘.
(81.18)

If we follow the other arrows, we find

ab a1 FlÑ F1ab F2a
1 µAÑ µA

`
F1ab F2a

1˘ blÑ bµA
`
F1ab F2a

1˘. (81.19)

Now, the commutativity of the untwisted diagram states that

bµApab aq “ µA
`ÿ

bp1qab bp2qa1˘. (81.20)

Thus the commutativity of diagram (81.17) is nothing else than the commutativity of the untwisted
diagram taken with F1ab F2a1 instead of ab a1.

81.2 Twist and star product
Let B be a connected Lie group with Lie algebra b and universal enveloping algebra Upbq.

Definition 81.6.
If ∆ and ϵ are the usual co-product and co-unit 1 on Upbq, then a twist based on based on Upbq
is an element F P Upbqrrhss b Upbqrrhss such that

pϵb IdqF “ 1b 1 “ pIdbϵqF (81.21a)subEqHpfunsubEqHpfun

“p∆b IdqpF q‰pF b 1q “ “pIdb∆qpF q‰p1b F q. (81.21b)subEqHpfcocssubEqHpfcocs

1. See definition 72.126.
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Remark in that definition the difference between “Id” which is the identity on Upbq and “1”
which is the constant function, and then the identity on C8pBq.
Definition 81.7.
A formal universal deformation formula based on Upgq is a twisting element F based on
Upbqrrhss which reads

F “ 1b 1` hF1 ` h2F2 ` ¨ ¨ ¨ ` hnFn ` . . . (81.22)

where Fi P
`
Upbq b Upbq˘rrhss.

Theorem 81.8.
The data of a formal universal deformation formula on Upbqrrhss is equivalent to the data of a left
invariant star product ‹ on B.

The correspondence is as follows. Let ‹ “ ř
k h

kCk where Ck are left invariant bidifferential
operators on B. So

F “
ÿ

k

hkCk (81.23)

is an element of Upbqrrhss b Upbqrrhss.
In that setting, F is a Drinfel’d twist and every Drinfel’d twists are produced in that way.

Proof. Let us make the correspondence more explicit. From proposition 62.54, we have

bi-DiffBpBq » Upbq b Upbq, (81.24)

the elements Ck can be seen in Upbq b Upbq and we define the Fk by Ck “ FLk where TL P
bi-DiffBpBq is the left invariant operator associated with T P Upbq b Upbq. Then one defines

F “
ÿ

k

tkFk P
`
Upbq b Upbq˘rrtss. (81.25)

What we have to proof is that the so defined F is a twist based on Upbq. We are going to prove
that the associativity of ‹ is equivalent to the condition (2) while the condition f ‹ 1 “ 1 ‹ f “ f
is equivalent to the condition (1) in definition 81.1.

Consider T P Upbq b Upbq as T “ ř
iXi b Yi where Xi, Yi P Upbq and the sum is finite.

Associativity of the product means that

T̃ ˝ pT̃ b Idq “ T̃ ˝ pIdbT̃ q. (81.26)

In our computations we are going to use the following rules:

(1) pX b Y qpf b gq “ Xf b Y g,
ItemOptimRuleDeux

(2) ČpX b Y qpf b gq “ pX̃gqpỸ gq P C8pBq,
(3) pX̃ b Ỹ qpf b gq “ X̃f b Ỹ g P C8pBq b C8pBq
(4) ČpX ·Y qf “ X̃pỸ fq where the dot denotes the product in Upbq.

with, as usual, the definition pX̃fqpxq “ X̃xf P R. As far as the product in Upbq is concerned, we
have
“pX1 b Y1 b Z1q· pX2 b Y2 b Z2q

‰ r pf b g b hq “ “
X1 ·X2 b Y1 ·Y2 b Z1 ·Z2

‰ r pf b g b hq
“ pX1X2q r pfqpY1Y2q r pgqpZ1Z2q r phq

(81.27)
where the dot · denotes the product in Upbq.
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Using these rules we have

T̃ ˝ pT̃ b 1qpf b g b hq “
ÿ

ij

pX̃i b Ỹjq ˝
´
pX̃i b Ỹjq b 1

¯
pf b g b hq

“
ÿ

ij

pX̃i b Ỹiq
´
pX̃j b Ỹjqpf b gq b h

¯

“
ÿ

ij

pX̃i b Ỹiq
´
pX̃jfqpỸjgq b h

¯

“
ÿ

ij

X̃i

´
pX̃jfqpỸjgq

¯
Ỹih.

(81.28)EqUneCyclTcondassEqUneCyclTcondass

Using the fact that ∆ is the usual coproduct on Upbq and the formula (62.107), the last line equals
ÿ

ij

Č∆pxiq
`pX̃jfq b pỸjgq

˘
Ỹih “

ÿ

ij

`Č∆pXiq b Ỹi
˘´pX̃jf b Ỹjgq b h

¯

“
ÿ

ij

”
p∆b IdqpXi b Yiq

ı r ´pX̃jf b Ỹjgq b h
¯

“
ÿ

j

“p∆b IdqT ‰ r ˝ “Xj b Yj b 1
‰ r pf b g b hq

“ “p∆b IdqT ‰ r ˝ “T b 1
‰ r pf b g b hq

“ “p∆b IdqpT q· pT b 1q‰ r pf b g b hq.

(81.29)EqExpijPqsDexEqExpijPqsDex

Equating the last line with the left hand side of (81.28), we get

T̃ ˝ pT̃ b 1q “ “p∆b Iq· pT b 1q‰ r (81.30)

Doing the same for each power of t, we get the same equation for F instead of T . The same way,
we also get

FL ˝ pI b FLq “ “pI b∆qpF q· p1b F q‰L, (81.31)

so that the associativity of ‹ is equivalent to the Hopf cocycle condition (81.21b).
Now, we prove that the fact that 1 is an unit for the star product is equivalent to the condition

(81.21a). Associativity means that for every function f we have

FLpf b 1q “ FLp1b fq “ f. (81.32)

Using the counit on Upbq (given by item (4) on page 3175), we have

TLpf b 1q “
ÿ

i

pXL
i fqpY L

i 1q

“
ÿ

i

pXL
i fqϵpYiq

“ pI b ϵqpT qLf.

(81.33)

By the same computation,
TLp1b fq “ pϵb IqpT qLf. (81.34)

Thus the equality 1‹f “ f ‹1 is equivalent to pIb ϵqT “ pϵb IqpT q. Now if we want
ř
i ϵpXiqY L

i f
to be equal to f for every f , we need Yi “ 1 whenever Xi “ 1. Thus T has to be of the form

T “ 1b 1`
ÿ

i

Xi b Yi (81.35)

where none of the Xi and Yi are 1. In other words, the only term containing 1 is the term 1b1.
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81.3 Formal Extension lemma
SecExtenLemK

The extension lemme was already presented in [982, 981]. A non-formal version is given in
section 83.3; here we follow the presentation of [860] and we give here more details from the formal
twist point of view.

Let B1 and B2 be two Lie groups and let us consider the direct product B “ B1 ˆR B2. In
particular, B » B1 ˆB2 as manifold, B1 is normal in B and B1 XB2 “ teu. The extension map
R is given by

Rxpyq “ xyx´1 (81.36)

for every x P B1 and y P B2.
Let now b, b1 and b2 be the respective Lie algebras and consider

ρ : b2 Ñ Derpb1q (81.37)

be the differential of R. At the Lie algebra level we have ρXpY q “ rX,Y s, but it can be extended
to the universal enveloping algebra by the formula

ρXpY q “ Xp1q ·Y ·SpXp2qq (81.38)

where S is the antipode in Upb2q and ∆pXq “ Xp1q bXp2q.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 81.9
Could be great to have a confirmation of that.

We have an action
r : B2 Ñ Autpb1q
rhpXq ÞÑ d

dt

”
RhpetXq

ı
t“0

(81.39)

for every h P B2 and X P b1. This action extends to Upb1q.
Lemma 81.10.
The action R can be retrieved from r by the formula

RhpeXq “ erhpXq. (81.40)

Proof. By definition, erhpXq “ epdRhqeX “ RhpeXq.
The map Rh can be extended to Upb1q by

rhpX ·Y q “ d

dt

d

ds

”
RhpetXqRhpesY q

ı
s“0
t“0

“ d

dt

d

ds

”
hetXesY h´1

ı
s“0
t“0

(81.41)

Let now denote by Upb1qB2 the set of the elements of Upb2q that are fixed by the action r, that
is the elements X P Upb1q such that rhpXq “ X for every h P B2.

Lemma 81.11.
Let X P Upb1q such that rhpXq “ X and Y P b2. Thus X ·Y “ Y ·X.

Proof. The condition rhpXq “ X means that d
dt

”
hetXh´1

ı
t“0

“ X for every h P B2. Let us take
a path Y psq in B2 and derive the equation rY psqX “ X with respect to s:

0 “ d

dt

d

ds

”
Y psqetXY psq´1

ı
s“0
t“0

“ d

dt

d

ds

”
Ad

`
Y psq˘etX

ı
s“0
t“0

“ rY,Xs (81.42)

Lemma 81.12.
We have DiffB1ˆB1,B2ˆB2pB1 ˆB1q » bi-DiffB1,B2pB1q.
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Proof. For the proof we show that both of the two sets can be identified with Upb1qb2 b Upb1qb2 .
The B2 ˆ B2-invariance of an operator P P DiffB1ˆB1pB1 ˆ B1q means that for every u P

C8pB1 ˆB1q and pb2, b1
2q P B2 ˆB2 we have

pPuqpb2b1, b
1
2b

1
1q “ P

`
Lpb2,b1

2qu
˘pb1, b

1
1q. (81.43)

Thus for each t, s P R, Z2, Z 1
2 P b2 we have

pPuq`etZ2b1, e
sZ1

2b1
1
˘ “ P

`
LpetZ2 ,esZ1

2 qu
˘pb1, b

1
1q (81.44)

If P corresponds to X b Y P Upb1q b Upb1q, the derivative with respect to t and s yields
“pZ2 b Z 1

2q· pX b Y qu‰pb1, b2q “
“pX b Y q· pZ2 b Z 1

2qu
‰pb1, b2q, (81.45)

that is the fact that Z2 and Z 1
2 respectively commute with X and Y . Thus the elements X and Y

have to belong to Upb1qb2 .
Let now c P bi-DiffB1pB1q be given by

cpub vqpb1q “
ÿ

ab

X̃a
b1puqX̃b

b1pvq (81.46)

with Xa, Xb P Upb1q. Now we want to impose it to be B2-invariant for the action Rypxq “ yxy´1.
So

pRẙcqpub vq “ c
`
RẙubRẙv

˘
, (81.47)

or more explicitly

cpub vqpyxy´1q “
ÿ

ab

`
X̃a
yxy´1u

˘`
X̃b
yxy´1v

˘ !“
ÿ

ab

X̃a
xpRẙuqX̃b

xpRẙvq. (81.48)EqCuvexplinvEqCuvexplinv

On the one hand
X̃a
xpRẙuq “

d

dt

”
pRẙuqpxetXq

ı
t“0

“ d

dt

”
u
`
yxetXy´1˘ı

t“0
,

(81.49)

and on the other hand
X̃a
yxy´1u “ d

dt

”
u
`
yxy´1etX

˘ı
t“0

. (81.50)

If we consider the relation (81.48) at x “ e we find the condition etXy “ yetX for every y. Taking
y “ esY and taking the derivative with respect to t and s we find the relation rX,Y s “ 0.

Consider the extension
b “ b2 ˆρ b1 (81.51)

and the associated group extension
B “ B2 ˆR R1 (81.52)

with R : B2 Ñ AutpB1q.
When A and B are C˚-algebra, the elements of AbB are limits of sums of the form

ř
i ai b bi

with ai P A and bi P B. In the case with A “ C8pAq and B “ C8pBq, we have

C8pAq b C8pBq » C8pAˆBq (81.53)EqCABsimeqCACBEqCABsimeqCACB

from section 72.17.
The product on B is given by

pb2, b1q· pb1
2, b

1
1q “

`
b2b

1
2, b1 ·Rpb2qb11

˘
. (81.54)

At the level of the regular left representation, we have

L˚
pb2,b1q “ Lb̊2 b Lb̊1 ˝Rpb2q. (81.55)Eq1507Lbdb1LoLEq1507Lbdb1LoL
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For sake of compactness we write
A “ Lb1 ˝Rpb2q. (81.56)

The identification (81.53) allows us to give a sense to the action of L˚
pb2,b1q on elements like pa b

uq b pb b vq. First, the expression pa b uq b pb b vq is associated to pa· bq b pu· vq and (81.55)
allows us to write

L˚
pb2,b1q

`
a· bb u· v

˘ “ Lb̊2pa· bq b `
Lb1 ˝Rpb2q

˘˚pu· vq
“ pLb̊2aq· pLb̊2bq b pA˚uq· pA˚vq
“ `

Lb̊2abA˚u
˘b `

Lb̊2bbA˚v
˘
,

(81.57)

where the last equality is the identification (81.53) in the reverse sense. Thus we define that L˚
pb2,b1q

acts on
´
C8pB2q b C8pB1q

¯
b
´
C8pB2q b C8pB1q

¯
as

L˚
pb2,b1qpab uq b pbb vq “

`
Lb̊2abA˚u

˘b `
Lb̊2bbA˚v

˘
(81.58)Eq1507LsurBBBBEq1507LsurBBBB

where A “ Lb1 ˝Rpb2q.
Consider the multiplications µ1 on C8pB1q, µ2 in C8pB2q and µ12 on C8pB2 ˆB1q.

Lem1607mualalmu

Lemma 81.13.
We have µ21 ˝ pLb2 bAq˚ b pLb2 bAq˚ “ pLb2 bAq˚ ˝ µ21.

Proof. The result comes essentially that A and Lb̊2
commute with the pointwise product of func-

tions:
A˚pu· vq “ A˚u·A˚v
Lb̊2pa· bq “ pLb̊2aq· pLb̊2bq.

(81.59)

We have

pLb2 bAq˚µ21pab uq b pbb vq “ pLb2 bAq˚pa· bb u· vq
“ µ21pLb̊2abA˚uq b pLb̊2bbA˚vq
“ µ21 ˝

´
pLb2jbAq˚ b pLb2 bAq˚

¯
pab uq b pbb vq.

(81.60)

The same kind of result.
Lem1607LmumuLotimes

Lemma 81.14.
We have

L˚
pb2,b1q ˝ µ21 “ µ21 ˝ `L˚

pb2,b1q b L˚
pb2,b1q

˘
. (81.61)

Proof. If f P C8pB2q and g P C8pB1q, seen as functions on £B2 ˆB1 which depend of only one
variable, we have

L˚
pb2,b1q ˝ µ21pf b gqpb1

2, b
1
1q “ L˚

pb2,b1qpf · gqpb1
2, b

1
1q

“ pL˚
pb2,b1qfqpb1

2, b
1
1qpL˚

pb2,b1qgqpb1
2, b

1
1q

“ µ21`L˚
pb2,b1q b L˚

pb2,b1qg
˘pb1

2, b
1
1q

“ µ21 ˝ pL˚
pb2,b1q b L˚

pb2,b1qqpf b gqpb1
2, b

1
1q.

(81.62)

A bidifferential operator on C8pB1q reads

P̃ “ µ1 ˝
ÿ

i

P̃ 1
i b P̃ 2

i (81.63)
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with P 1
i , P

2
i P Upb1q. From P̃ we define a bidifferential operator on C8pB2q b C8pB1q by

P̃ p1q “ µ21 ˝ pIdbP̃ 1q b pIdbP̃ 2q. (81.64)

That operator acts on (sums of) elements of the type pu1 b v1q b pu2 b v2q with ui P C8pB2q and
vi P C8pB1q with

pIdbP̃ 2qpu2 b v2q “ u2 b P̃ 2v2 P C8pB2q b C8pB1q. (81.65)

Thus

P p1qpu1 b v1q b pu2 b v2q “ µ21pu1 b P̃ v1q b pu2 b P̃ 2v2q “ u1u2 b P̃ 1v1P̃
2v2. (81.66)

In the same way, to every bidifferential operator L̃ we associate the bidifferential operator L̃p2q
on C8pB2 bB1q defined by

L̃p2q “ µ21 ˝ pL̃1 b Idq b pL̃2 b Idq. (81.67)

where a summation is understood.
The following proposition (as everything here) comes from [860].

PropPBBPtildeComm

Proposition 81.15.
Let P P Upb1q b Upb1q and P̃ the associated left invariant bidifferential operator on B1.

ItemPropPBBPtildeCommi

(1) For every g P B2 we have Rpgq ˝ P̃ “ P̃ ˝Rpgq bRpgq if and only if P P `Upb1q b Upb1q
˘b2.

The latter subalgebra of Upb1q b Upb1q being formed by the elements X1 b Y1 such that
ρpZqpX1 b Y1q “ 0 for every Z P b2.

ItemPropPBBPtildeCommii

(2) For every P P Upb1qb2 bUpb1qb2, the associated left invariant operator P p1q on C8pB2ˆB1q
is B-invariant. In other words we have

Lb̊2,b1 ˝ P̃ p1q “ P̃ p1q ˝ Lb̊2,b1 (81.68)

in the sense of the identification (81.53).
ItemPropPBBPtildeCommiii

(3) If L̃ is a left invariant bidifferential operator on C8pB2q, the associated bidifferential operator
L̃p2q on C8pBq is B-invariant, that is

L˚
pb2,b1q ˝ L̃p2q “ L̃p2q ˝ L˚

pb2,b1q. (81.69)

Proof. Let P “ X b Y with X,Y P b1. First we have Rpg´1q b Rpg´1q “ Rpg´1qX b Rpg´1qY ,
but by definition we have

RpgqX “ eρpZqX (81.70)

and eρpZqX “ X if and only if ρpZqX “ 0.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 81.16
Because etZX is a polynomial in t which can only be equal to X when the coefficients of all the
powers of t are zero??

Let us now prove that

Rpgq ˝ P̃ “ “
Rpg´1q bRpg´1qP ‰ r ˝Rpgq bRpgq, (81.71)

which is equivalent to the property (1) because of the property we just mentioned. We begin with
P “ X1 bX2 P b1 b b2. We write X “ X1 bX2.

Using the definitions,
`
Rpgq ˝ P̃ ˘pub vqpxq “ X̃pub vq`Rpgqx˘

“ d

dt

”
u
`
RpgqpxqetX1

˘ı
t“0

d

dt

”
v
`
RpgqpxqetX2

˘ı
t“0

.
(81.72)EqRgxtXunRgpTEqRgxtXunRgpT
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Since Rg P AutpB1q, we have pRgxqy “ RgpxRg´1yq, so that the right hand side of (81.72) becomes

d

dt

”
u
`
RgpxRg´1etX1q˘

ı
t“0

d

dt

”`
RgpxRg´1etX2q˘

ı
t“0

“ d

dt

”
pRg̊uq

`
xRg´1etX1

˘ı
t“0

d

dt

”
pRg̊vq

`
xRg´1etX2

˘ı
t“0

.

(81.73)EqDsdduRgXunguEqDsdduRgXungu

For sake of shortness, we write RgY “ d
dt

”
Rge

tY
ı
t“0

, so that we have

d

dt

”
w
`
xRg´1etX

˘ı
t“0

“ p ČRg´1Xqxpwq “ ČpRg´1Xqpwqpxq, (81.74)

and (81.73) becomes

p ČRg´1X1qpRg̊uqpxqp ČRg´1X2qpRg̊vqpxq “
”
pRg´1 bRg´1qpX1 bX2q

ı r `
Rg̊ubRg̊v

˘pxq
“ “pRg´1 bRg´1qX‰ r ˝ pRg bRgqpub vqpxq.

(81.75)

This concludes the proof of the point (1).
For point (2), we take ai, bj P C8pB2q and ui, vj P C8pB1q and we apply L˚

pb2,b1q ˝ P̃ p1q to the
combination

`ř
i aib ui

˘b `ř
j bj b vj

˘
. By linearity, we restrict ourself to only one term and we

denote by a single dot the pointwise function product:
`
L˚

pb2,b1q ˝ P̃ p1q˘`pab uq b pbb vq˘ “
L˚

pb2,b1q ˝ µ21`pab P̃ 1uq b pbb P̃ 2vq˘

“ L˚
pb2,b1q

`
a· bb P̃ 1u· P̃ 2v

˘

“ Lb̊2pa· bq b `
Lb1 ˝Rpb2q

˘˚pP̃ 1u· P̃ 2vq
“ pLb̊2aq· pLb̊2bq b

`
Lb1 ˝Rpb2q

˘˚
P̃ 1u·

`
Lb1 ˝Rpb2q

˘˚
P̃ 2v

“ µ12
”
pLb̊2aq b

`
Lb1 ˝Rpb2q

˘˚
P̃ 1u

ı
b
”
Lb̊2bb pLb1 ˝Rpb2qq˚P̃ 2v

ı
.

(81.76)EqLnnmuLBPP1507EqLnnmuLBPP1507

What lies in the first bracket is
´
Lb̊2 b

`
Lb1 ˝Rpb2q

˘˚¯pab P̃ 1uq “ L˚
pb2,b1qpab P̃ 1uq. (81.77)

Thus the last line of (81.76) provides
`
L˚

pb2,b1q ˝ P̃ p1q˘`pab uq b pbb vq˘

“ µ12 ˝ `L˚
pb2,b1q b L˚

pb2,b1q
˘pab P̃ 1uq b pbb P̃ 2vq

“ µ12 ˝ `L˚
pb2,b1q b L˚

pb2,b1q
˘ ˝ `pIdbP̃ 1q b pIdbP̃ 2q˘pab uq b pbb vq

(81.78)

Dropping the explicit reference to the functions a, b, u and v and using the formula (81.55), we
have

`
L˚

pb2,b1q ˝ P̃ p1q˘ “ µ21 ˝
”

Id ˝Lb̊2 b P̃ 1 ˝A
ı
b
”

Id ˝Lb̊2 b P̃ 1 ˝A
ı

“ µ21 ˝
”
pId b̃̃P 1q ˝ `Lb̊2 bA˚˘s b

”
pIdbP̃ 2q ˝ `Lb̊2 bA˚˘ı

“ µ21 ˝ pIdbP̃ 1q b pIdbP̃ 2q ˝ pLb̊2 bAq˚ b pLb̊2 bAq˚
“ P̃ p1q ˝ L˚

pb2,b1q

(81.79)

where we used the expression (81.58). This concludes the proof of (2).
For (3), the hypothesis of invariance is that for every a, b P C8pB2q,

L̃pLb̊2ab Lb̊2bq “ pLb̊2 ˝ L̃qpab bq. (81.80)
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From linearity and the density of C8pB2q b C8pB1q in C8pB2 ˆB1q, it is sufficient to study

L˚
pb2,b1qL̃

p2q
´
pab uq b pbb vq

¯
. (81.81)

We have

L˚
pb2,b1qL̃

p2q
´
pab uq b pbb vq

¯
“ L˚

pb2,b1q ˝ µ21pL̃1ab uq b pL̃2bb vq
“ L˚

pb2,b1qpL̃1a· L̃2bq b u· v

“ Lb̊2pP̃ 1a· L̃2bq bA˚pu· vq
“ µ21

”
Lb̊2P̃

1abA˚u
ı
b
”
Lb̊2L̃

2bbA˚v
ı

“ µ21 ˝ `pLb2 bAq˚ b pLb2 bAq˚
˘

˝ `pL̃1 b Idq b pL̃2 b Idq˘pab uq b pbb vq

(81.82)

The result now comes from the fact that

µ21 ˝ pLb2 bAq˚ b pLb2 bAq˚ “ pLb2 bAq˚ ˝ µ21. (81.83)

This is lemma 81.13.

Theorem 81.17 (formal extension lemma).
Let ‹j “ ř

k h
kCjk be left invariant products on C8pBjqrrhss, and suppose that ‹2 is invariant

under Rpgq for every g P B2. Then we define the product ‹ on C8pBqrrhss by

‹ “ ‹2 b ‹2 “
ÿ

k

hkCk (81.84)

with
Ckpab u, bb vq “

ÿ

k1`k2“k
C2
k1pa, bqC1

k2pu, vq. (81.85)

This product is left invariant under the action of B.

Proof. What we have to study is

L˚
pb2,b1q ˝ Ck

`pab uq, pbb vq˘ “
ÿ

k1`k2“k
L˚

pb2,b1qC
2
k1pa, bqC1

k2pu, vq, (81.86)

and by linearity, we can restrict ourself to study only one term in the sum:

L˚
pb2,b1qC

2
kpa, bqC1

l pu, vq “ L˚
pb2,b1q ˝ µ21C2

kpa, bq b C1
l pu, vq

“ µ21
”
L˚

pb2,b1qC
2
kpa, bq

ı
b
”
L˚

pb2,b1qC
1
l pu, vq

ı
.

(81.87)Eq1607LCCLCLCEq1607LCCLCLC

because here, µ21 has to be understood as in lemma 81.14, in particular it commutes with L˚
pb2,b1q.

We are going to study separately the content of the two brackets. For the first one we have

L˚
pb2,b1qC

2
kpa, bqpb1

2, b
1
1q “ C2

kpa, bqpb2b
1
2, b1Rb2b

1
1q, (81.88)

but a and b do not depend on the B1 component of the variable while C2 is B2-invariant, thus

C2
kpa, bqpb2b

1
2, b1Rb2b

1
1q “ C2

kpa, bqpb2b
1
2q “ C2

kpLb̊2a, Lb̊2bq. (81.89)Eq1607BrackUnMuEq1607BrackUnMu

For the second bracket of (81.87) we have

L˚
pb2,b1qC

1
l pu, vqpb1

2, b
1
2q “ C1

l pu, vq
`
b2b

1
2, b1Rpb2qb1

1
˘

“ pLb̊1C
1
l qpu, vq

`
., Rpb2qb1

1
˘

“ C1
l

`
Lb̊1u, Lb̊1v

˘p., Rpb2qb1
1q

“ C1
l

`
Rpb2q˚ ˝ Lb̊1u,A

˚v
˘

(81.90)1607BrackDeuxMu1607BrackDeuxMu
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Putting (81.89) and (81.90) into the brackets of (81.87) we find

L˚
pb2,b1qC

2
kpa, bqC1

l pu, vq “ µ21C2pLb̊2a, Lb̊2bq b C1
l pA˚u,A˚vq

“ µ21 ˝ pC2
k b C1

l qpLb̊2ab Lb̊2bq b pA˚ubA˚vq (81.91)

If we make the sum
ř
k1`k2“k of the latter equation, we find

ÿ

k1`k2“k
Ck

´
pLb̊2abA˚uq, pLb̊2bbA˚vq

¯
“

ÿ

k1`k2“k
Ck

´
L˚

pb2,b1qpab uq, L˚
pb2,b1qpbb vq

¯
. (81.92)

This was the extension lemma from the point of view of the formal star product. From the
point of view of the Drinfel’d twist, we have the following.

Proposition 81.18.
Let F pjq be formal twists based on Upbjqrrhss with

F p1q P
´

Upb1qrrhss b Upb1qrrhss
¯b2

. (81.93)

Then we define F P Upbqrrhss b Upbqrrhss by

F “ F p2q b F p1q. (81.94)

This is a Drinfel’d twist based on Upbqrrhss.
The article about deformation philosophy by Flato is [995].



Chapter 82

Deformations: non-formal aspects

82.1 Introduction to Moyal star product
app:Moyal

82.1.1 General definition of a star product

The symbol Arrνss denotes the set of formal series of power of ν with coefficients in A, i.e.

Arrνss “ t
8ÿ

k“0
akν

k with ai P Au.

For such formal series, the equality
ř8
k“0 akν

k “ ř8
k“0 bkν

k means ak “ bk for all k.
Let pM,P q be a Poisson manifold and C8pMq, the algebra of differentiable functions on M .

We know that it is associative and that it is a Lie algebra for the Poisson bracket.

Definition 82.1.
A formal star product on M is a bilinear map ˚ : C8pMq ˆ C8pMq Ñ C8pMqrrνss which can
be written as

u ˚ v “
8ÿ

k“0
νkCkpu, vq (82.1)

where the Ck : C8pMq Ñ C8pMq are bilinear maps such that
(1) the Rrrνss-linear extension ˚ to C8pMqrrνss ˆ C8pMqrrνss is associative:

u ˚ pv ˚ wq “ pu ˚ vq ˚ w, (82.2)

(2) the maps C0 and C1 are subject to

C0pu, vq “ uv usual product
C1pu, vq ´ C1pv, uq “ tu, vu Poisson bracket.

(82.3)

(3) 1 ˚ u “ u ˚ 1 “ u.
If moreover the Cr for r ě 1 are bidifferential operators on M , we say that ˚ is a differential
star product.

82.1.2 Definition of the Moyal star product

82.1.2.1 On Rn with constant P

We consider the Poisson manifold pR2m, P q with P “ 1
2
ř
ij P

ijBi ^ Bj where P ij are constant.
By definition, tu, vu “ P pu, vq.

We want to define a star product ˚ with exppP ijBi ^ Bjq, but expP ˝ expP makes no sense
because expP : C8pMq ˆ C8pMq Ñ C8pMq. So we write

pu ˚M vqpxq “ exp ν2 pP
ijByi ^ Bzj qpupyqvpzqq|y“z“x

“ upxqvpxq ` ν

2 tu, vu pxq ` . . .
(82.4)eq:Moyaleq:Moyal

4017
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The Moyal product reads

u ˚M v “ uv ` νtu, vu `
8ÿ

k“2

νk

k!
ÿ

i1...ik
j1...jk

Ωi1j1 . . .ΩikjkBi1 . . . Biku Bj1 . . . Bjkv. (82.5)EqDevStatrMoyalEqDevStatrMoyal

Let us consider the canonical form of P and a Darboux system of chart:

P “
ˆ

0 1

´1 0

˙
, x “

ˆ
xp
xq

˙
.

We define a twisted Fourier transform on C8pMq as follows. For u P C8pMq, û “ F puq P
C8pMq is defined by:

ûpxq “ F puqpyq “
ż
e´iP px,yqupxqdx. (82.6)

This satisfies some properties which looks like the true Fourier transform; inter alia, this posses
an associated “convolution” product:

pûˆ v̂qpyq “
ż
e´iP pξ,cqupc´ bqvpbqeiP py,bqdξ dc db “

ż
eiP py,bqup´bqvpbq db “ F puvq (82.7)1906r11906r1

where upxq “ up´xq.
Lemma 82.2.
The twisted Fourier transform has the following property with respect to the derivative:

xBiv “ iP ilylv̂.

Proof. First notice that the integration by part usually gives a “boundary” term, but in a dense
subset of C8pMq, the following computation is true:

ż
pBivqpxqe´iP px,yqdx “ ´

ż
vpxqBi

`
e´iPklxkyl˘

dx

“ iP ilyl
ż
vpxqe´P px,yqdx

“ iP ilylv̂pyq.

(82.8)

We state the following lemma without proof.

Lemma 82.3.

Biu “ ´Biu
Theorem 82.4.
The Moyal star product is associative.

Proof. Equation (82.7) allows us to write the first term of F pu ˚ vq; the two lemmas will help us
to deal with the others terms.

With an obvious multi-index notation, we can write:
F pP i1j1 . . .P ikjkBxi1 ...xikuBxj1 ...xjk vq

“ P IJpyBIuq ˆyBJv
“ P IJp´1qkyBIuˆyBJv
“ P IJp´1qkpiqkP ILrû· yLs ˆ P JM piqkrv̂· yM s
“ p´1qkPMLpûyLq ˆ pv̂yM q
“ p´1qk

ż
pz ´ yqLPMLzM ûpz ´ yqv̂pzqdz

“ p´1qk
ż
P pz ´ y, zqkûpz ´ yqv̂pzqdz.

(82.9)
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The last equality comes from the fact that aIP IJbJ “ P pa, bqk. It is the way to compute the
twisted Fourier transform of u ˚ v. If we put ν “ iλ The whole series gives:

F pu ˚ vqpyq “
ż

exp´ν2 pP pz ´ y, zqqûpz ´ yqv̂pzqdz

“
ż
eipλ{2qP pz, yqûpy ´ zqv̂pzqdz

“ pûˆλ v̂qpyq.

(82.10)

The operation ˆλ is called the twisted convolution. We can end the proof:

pûˆλ pv̂ ˆλ ŵqqpyq “
ż

exp iλ2P pz, yqûpu´ zq exp iλ2P pz
1, zqv̂pz ´ z1qŵpz1q

“ exp iλ2P pz, y ´ z
1qûpy ´ zqv̂pz ´ z1qŵpz1q.

(82.11)

Computing pûˆλ v̂q ˆλ ŵ, we find the same.

82.1.2.2 General Moyal product M

The true Moyal star product is nothing but to take a Darboux system of charts on M and to
put the Rn Moyal product on each.

Remarque 82.5.
The Moyal product of polynomials leads to finite sums because the multi-derivation always ends
with a zero.

82.2 Rieffel’s deformation by action of Rd

Let A be a Fréchet ˚-algebra and a strongly continuous action by ˚-homomorphisms α of Rd

on A. We suppose that A has a system of seminorms }.}k defining the topology of A and such that
αv is an isometry for each }.}k. The space A8 Ă A of smooth vectors of the action is a Fréchet
subalgebra of A with the seminorms

}a}k,µ “ sup
|β|ďµ

}Bβa}k (82.12)

where Bβa is defined by
Bβa “ d

dt

”
αteβ

paq
ı
t“0

(82.13)

when |β| “ 1. Here eβ is the vector of the canonical basis.
In this setting, Rieffel showed that if θ is an antisymmetric bilinear non degenerate on Rd and

if ℏ ą 0, then the formula

a ‹ℏ b “ 1
pπℏq2n

ż

V ˆV
αupaqαvpbqe 2i

ℏ θpu,vqdudv (82.14)

yields a well defined and continuous product on A8.

82.3 Weyl product
Let pV,Ωq be a symplectic vector space of dimension 2n. For u, v P C8

c pV q, we define the
Weyl product u ‹Wℏ v by the formula

pu ‹Wℏ vqpxq “ ℏ´2n
ż

V ˆV
e

2i
ℏ S

0px,y,zqupyqvpzq dy dz (82.15)eq_def_Weyleq_def_Weyl
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where S0px, y, zq “ Ωpx, yq ` Ωpy, zq ` Ωpz, xq.
In order to prove stability of Schwartz space S pV q under the Weyl product, we follow [996].

We begin by defining the following on S pV q:

pµjfqpuq “ ujfpuq Bif “ Bf
Bui

pτsfqpuq “ fpu´ sq pϵsfqpuq “ eiΩps,uqfpuq.
(82.16)

We also define

B̂jf “
#
Bj`Nf if 1 ď j ď N

´Bj´Nf if N ă j ď 2N.
(82.17a)

In other words, B̂i is a derivative with respect to the momentum associated with the position i.
If we denote by ı̄ the conhjugated variable of i and ϵi the corresponding sign, we can rewrite this
definition under the form

B̂i “ ϵiBı̄. (82.17b)
The change of variable s “ u´ v and t “ w ´ u gives

pf ‹Wℏ gqpuq “
ĳ

fpu´ sqgpt` uqe´iΩps,tq ds dt.

We define the twisted convolution

pf ˛ gqpuq “
ż
fpu´ tqgptqe´iΩpu,tq dt (82.18)

Proposition 82.6.
We have the formula

f ‹Wℏ g “ F´1pFf ˛ Fgq
where F denotes the Fourier transform.

Proof. The computation is as follows:

F´1pFf ˛ Fgqpuq “
ż
eiαupFf ˛ Fgqpαq dα

“
ż
eiαue´iΩpα,tqe´βpα´tqe´σtfpβqgpσq dβ dσ dt dα.

If J is the symplectic matrix, Ωpα, tq “ α· Jt; we use this fact to make appears Dirac delta’s with
the change of variable t1 “ Jt

“
ż
δpu´ β ´ t1qe´iJpβ´σq · t1fpβqgpσq dσ dβ dt1

“
ż
e´iJpβ´σq · pu´βqfpβqgpσq dσ dβ

“ pf ‹Wℏ gqpuq.
(82.19)

Theorem 82.7.
The Schwartz space is stable for the Weyl product: if f , g P S , then f ‹Wℏ g P S . Moreover the
map S ˆS Ñ S , pf, gq ÞÑ f ‹Wℏ g is a bilinear continuous map. The following equalities hold:

Bjpf ‹Wℏ gq “ Bij ‹Wℏ g ` f ‹Wℏ Big (82.20a)eq_pjstW_aeq_pjstW_a

µipf ‹Wℏ gq “ f ‹Wℏ µig ` iB̂ipf ‹Wℏ gq
“ µipf ‹Wℏ gq ´ if ‹Wℏ B̂ig.

(82.20b)eq_pjstW_beq_pjstW_b
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Proof. In order to prove equation (82.20a), we remark that the integral in the right hand side of
(82.15) converges uniformly with respect to u. So one can permute the derivative and the integral:

B
Bui

`pf ‹Wℏ gqpuq˘ “
ż
fpvqgpwq BBui

`
eirΩpu,vq`Ωpv,wq`ωpw,uqs˘ dv dw

“
ż
fpvqgpwqeirΩpu,vq`Ωpv,wq`ωpw,uqspϵivı̄ ´ ϵiwı̄q

where ϵi is a sign and ı̄ is the conjugated variable of i. An integration by part leads to (82.20a).
Definitions give

pf ‹Wℏ µigqpuq “
ż
fpu´ sqptj ` ujqgpt` uqe´iΩps,tq ds dt (82.21a)

pB̂jf ‹Wℏ gqpuq “
ż
ϵjpBı̄f qpu´ sqgpt` uqe´iΩps,tq ds dt (82.21b)

we integrate the second integral by part using formula

B
Bsȷ̄

`
e´iΩps,tq˘ “ iϵjtje

´iΩps,tq.

Then, combining with the first, we find equation (82.20b).
An induction argument using uniform convergence of the integral and Leibniz shows that f ‹Wℏ g

is smooth. The limit limuÑ8pf ‹Wℏ gqpuq is zero because 1

lim
uÑ8

ż
fpu´ uqeit dt “ 0.

An induction using formula (82.20b) shows that f ‹Wℏ g P S .
In order to prove continuity, we consider the upper bound

}f ‹Wℏ g}8 “ sup
u
|pf ‹Wℏ gqpuq|

ď
ż
|fpu´ sq| ds

ż
|gpt` uq| dt

“ }f}1}g}1

(82.22)

The topologies given by seminorms 2

qαγpfq “ }µαBγf}1
is equivalent to the one defined by the seminorms

pαγpfq “ }µαBγf}8.
So the equality

µαBγpf ‹Wℏ gq “
ÿ

βăα

ÿ

ϵăγ
p´iq|β|

ˆ
α

β

˙ˆ
γ

ϵ

˙
µα´βBγ´ϵf ‹Wℏ B̂βBϵg.

imply
pαγpf ‹Wℏ gq ď

ÿ

β

ÿ

ϵ

ˆ
α

β

˙ˆ
γ

ϵ

˙
qα´β,γ´ϵpfqq0,η`ϵpgq.

because }f ‹Wℏ g}8 ď }f}1}g}1. This proves that pf, gq ÞÑ f ‹Wℏ g is continuous.

1. J’espère que c’est vrai !
2. Il faut vérifier ce point
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82.4 The twisting map
We consider the elementary normal symplectic symmetric space S defined in section 66.9 and

its description of proposition 66.93. We follow the paper [860].
Let S̃ “ tpa, v, ξu “ R ˆR2n ˆR. The twisting map is the smooth family (with respect to

θ) of diffeomorphisms
ϕθ : S̃Ñ S̃

pa, v, ξq ÞÑ
´
a, cosh

ˆ
θ

4ξ
˙´1

v,
2
θ

sinh
ˆ
θ

2ξ
˙¯ (82.23)

with θ P R. We denote by φθ P DiffpRq the partial map

φθpξq “ 2
θ

sinhpθ2ξq. (82.24)

We denote by F the partial Fourier transform

pFuqpa, v, ξq “ ûpa, v, ξq “
ż
e´iξtupa, v, tqdt. (82.25)

The space Schwartz functions in the variables pa, v, tq is denoted by S and S̃ in the variables
pa, v, ξq. By general theory, the Fourier transform is an isomorphism

F : S Ñ S̃ (82.26)

Let us now consider the space of function

OC “ tf P C8pRmq tel que Dr ą 0 tel que @α P Nm, |Bαfpxq| ă Cαp1` |x|qru. (82.27)

Definition 82.8.
The space Θ is the space of functions θ : RÑ C8pRq denoted by τ : θ Ñ τθ such that

(1) For every θ, the functions x ÞÑ e˘τθpxq belong to OCpRq.
(2) We have pφθ̊τθq|θ“0 ” 0. More explicitly, for every ξ we have

lim
θÑ0
pφθ ˝ τθqpξq “ 0 (82.28)

82.5 Wigner function
The Weyl quantization formula is

`
Oppaqu˘pxq “

ĳ

RnˆRn

a

ˆ
x` y

2 , η

˙
e2πixx´y,ηyupyq dy dη (82.29)

when a P S 1pRn ˆRnq. It defines a continuous map Oppaq : S pRnq Ñ S 1pRnq. Let φ, the usual
gaussian function on Rn:

φptq “ 2n{4e´π|t|2 ,
and for all X “ px, ξq P Rn ˆRn,

φXptq “ φpt´ xqe2πixt´ x
2 ,ξy.

When u, v P L2pRnq, the scalar product is defined by

pu, vq “
ż
uptqvptq dt (82.30)

and Parseval equality leads to

pu, vq “
ż

Rn

pu, φXqpφX , vq dX (82.31)eq_intuvpXbeq_intuvpXb

because the integral of e2πixz´y,ξy over ξ gives rise to a Dirac delta δpz ´ yq. Equation (82.31) still
holds when u P S pRnq and v P S 1pRnq.

Without proof:
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 82.9
Il manque le reste de l’égalité. Énoncé imcomplet donc. À compléter.

Proposition 82.10.
If u P S 1pRnq and for all k P N, the equality

ż

R2n

p1` |X|q2|pu, φXq| dX

holds, then u P S pRnq.
The Wigner function WXX 1 is defined by

`
OppaqφX , φX 1

˘ “
ż
apY qWXX 1pY q dY. (82.32)

It can be developed under the form 3

WXX 1pY q “ 2ne´iπΩpX,X 1qe2πiΩpY,X 1´Xqe´2π
ˇ̌
ˇY ´ X`X1

2

ˇ̌
ˇ
2

(82.33)

where Ω is the symplectic form on Rn ˆRn defined by

Ω
`px, ξq, px1, ξ1q˘ “ ´xx, ξ1y ` xx1, ξy.

A weight function on R2n is a positive function m for which there exists c1 and n1 such that

mpXq ď c1mpX 1q“1` |X ´X 1|2‰n1

for all X,X 1 P R2n. A function a P C8pR2nq is a symbol of weight m if for all multi-index
α P N2n, the function m´1Dαa is bounded, i.e. if

sup
px,ξq

ˇ̌
ˇD

αapx, ξq
mpx, ξq

ˇ̌
ˇ ď 8.

Theorem 82.11.
Let a P S 1pR2nq. This is a symbol of weight m if and only if for all k P N, there exists a c ą 0
such that ˇ̌pOppaqφX , φX 1qˇ̌ ď c

`
1` |X ´X 1|2˘´k

m
´X `X 1

2

¯

for all X,X 1 P R2n.

82.6 Deformation by action of group
SecDefAction

The procedure of deformation by group action is described in [997]. Let G be a Lie group. We
suppose to know a subset AG of FunpG,Cq such that

(1) AG is invariant under the left regular representation of G on itself,
(2) AG is provided with a G-invariant product ‹G such that pAG, ‹Gq is an associative algebra.

The G-invariance means that @a, b P AG,

pLg̊aq ‹G pLg̊bq “ Lg̊ pa ‹G bq.

Notice that we do not impose any regularity condition on this product. The reason is that the
deformation by group action is a formal procedure which allows to guess a product on a manifold.
The “true” work to prove convergences and invariances has to be done on the level of the deformed
manifold.

3. Que je ne suis pas très bien parvenu à démonter.
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Now, let X be a manifold endowed with a right action τ : GˆX Ñ X of G. For u P FunpXq,
x P X and g P G, we consider αxpuq P FunpGq and αgpuq P FunpXq defined by

αxpuqpgq “ αgpuqpxq “ upτg´1pxqq, (82.34)EqDefalphaxuEqDefalphaxu

and the following functional space on X:

AX “ tu P FunpXq|αxpuq P AG @x P Xu.
For example, the AX corresponding to AG “ FunpGq is the whole FunpXq. For u, v P AX , we
define ‹X : AX ˆAX Ñ FunpXq

pu ‹X vqpxq “ `
αxpuq ‹G αxpvq˘peq (82.35)eq:def_stGeq:def_stG

where e is the identity of G.

Theorem 82.12.
The product (82.35) obtained by action of the group G on the manifold X fulfils the following
properties: itemthostG

(1) The operation αx intertwines the products ‹X and ‹G:

αxpu ‹X vq “ pαxuq ‹G pαxvq.
(2) AX is stable under ‹X ,
(3) pAX , ‹Xq is an associative algebra.

Proof. First remark that ατg´1 pxqu “ Lg̊α
xu because

pατg´1 pxquqphq “ u
`
τpghq´1pxq˘ “ pαxuqpghq “ `

Lg̊α
xu
˘phq,

It follows that

αxpu ‹X vqpgq “ pu ‹X vqpτg´1pxqq “ pατg´1 pxqu ‹G ατg´1 pxqvqpeq
“ “

Lg̊ pαxu ‹G αxvq
‰ peq “ pαxu ‹G αxvqpgq. (82.36)

The first point is proved.
Using the first point, we see that ατg´1 pxqu belongs to AG because αxu P GG and AG is stable

under Lg. So we have the second point. For the third one,

rpu ‹X vq ‹X wspxq “ `
αxpu ‹X vq ‹G αxpwq˘peq

“ `pαxu ‹G αxvq ‹G αxpwq˘peq.
The conclusion follows from associativity of ‹G.

Let us summarize what was done up to now. When G acts on X, and when we have a “good”
product on AG Ă FunpGq, we are able to build an associative product on AX Ă FunpXq. The
space AX is defined by A and the action. So a deformation of a group gives rise to a deformation
of any manifold on which the group acts. This is why we call it an “universal“ deformation. That
universal construction is the motivation to deform groups.

Lemma 82.13.
A function u belongs to AX if and only if there exists one y such that αypuq P AG in each g-orbit
in X. LemUnPtParOrbite

Proof. The necessary condition is direct because, when u P AX , the function αxpuq belongs to AG
for every x. For the sufficient condition, suppose αypuq P AG, then αg· ypuq “ L˚

g´1pαyuq P AG
for all g because AG is left invariant. If it holds for a y in each G-orbit, then αxu P AG for all
x P X.
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The content of this lemma is that if one wants to check if a given function u belongs to AX ,
one only has to check is αyu P AG for one y in each G-orbit.

The functions αxpuq are not “gentle” functions, even when u is. Let us give two examples of
pathology that can occur in αxpuq without to be present in u. Firstly, if the action is the identity,
the support of αxpuq is the whole G which can be non compact. So, even when u is compactly
supported, there are no guarantee with respect to the support of αxpuq.

Secondly, the function αxpuq is of course bounded; but the derivatives are not specially such.
Indeed, in order to fix ideas, suppose that the group G is a two parameter group and that the
manifold X is a two dimensional manifold. In this case, one can write

fpa, lq “ αxpuqpa, lq “ u
`
z1pa, lq, z2pa, lq

˘
(82.37)EqDefziDefAEqDefziDefA

where x is a parameter in the functions zi. Depending on the action, the function z can be very
odd. In particular, the derivatives

pBafqpa, lq “ pB1uqpz1, z2qpBaz1qpa, lq ` pB2uqpz1, z2qpBaz2qpa, lq

in which Bazi can be divergent. Even worse, the degree of the divergence can increase with the
degree of the derivation. Two examples of such a hill behaviour are given in section 85.1.

82.7 A first analysis question

The big work will be done in section 83.2,

82.7.1 A simple toy model

We consider the multiplicative action of R0 (i.e. R minus zero) on R and the induced one on
CpRq:

pr· fqpxq “ fprxq. (82.38)

We are searching for the functions f P CpRq such that the map ϕf : RÑ CpRq, ϕf prqx “ fprxq is
continuous. For, we consider the topology on CpRq given by a choice of a fundamental sequence
of compact sets pKmq and the open sets

O “ tg P CpRq tel que sup
xPKm

|f0pxq ´ gpxq| ă εu.

for any choice of f0 and ε. We want a f such that ϕ´1
f pOq is open in R0. We have

ϕ´1
f “ tz P R0 tel que sup

xPKm

|f0pxq ´ fpzxq| ă εu. (82.39)

Let us prove that fpxq “ ex makes ϕ´1
f pOq “ ϕ´1

exppOq open. Let z0 P ϕ´1
exp, i.e.

ÿ

xPKm

|f0pxq ´ ez0x| ă ε.

It just a little game to see that, by choosing |δ| small enough, we have z0 ` δ P ϕ´1
exp.

The important point to remark is that the chosen topology will accept 4 all functions which are
uniformly continuous on all compact. In particular, it will admit fpxq “ ex

2 . This is not the same
topology as the one used by Rieffel.

4. Est-ce le bon mot ?
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82.7.2 The case of interest

Let us now address a problem. Let R “ AN Ă SLp2,Rq and the coadjoint action of R on the
dual of its Lie algebra RˆR˚ Ñ R˚:

pr· ξqX “ `
Ad˚prqξ˘pXq “ ξ

`
Adpr´1qX˘

. (82.40)

for X P R, ξ P R˚ and r P R. We consider the following decomposition of R:

pa, lq “
ˆ
ea eal
0 e´a

˙
(82.41)eq:defeaealeq:defeaeal

which induces the group law

pa, lqpa1, l1q “ pa` a1, l1 ` e´2a1

lq (82.42)

and the inverse
pa, lq´1 “ p´a,´e2alq. (82.43)

Among other relations, we point out pa, 0q “ eaH , p0, lq “ elE , 1 “ p0, 0q and pa, lq “ pa, 0qp0, lq.
Let us compute explicitly the action of r “ pa, lq on ξ “ yHH

˚ ` yEE˚. For this, we consider
X “ xHH ` xEE and we compute

pr· ξqX “ rpa, lq· pyHH˚ ` yEE˚qspxHH ` xEEq
“ pyHH˚ ` yEE˚qpAdpa, lq´1pxHH ` xEEqq
“ pyHH˚ ` yEE˚qpxHH ` e´2apxE ` 2e2alxHqZEq
“ pyH ` 2yElqxH ` yEe´2axE .

(82.44)

So
r· ξ “ pyH ` 2yElqH˚ ` yEe´2aE˚. (82.45)

From a matrix point of view, the matrix of pa, lq on the basis
ˆ
H˚
E˚

˙
, we have

r “ pa, lq;
ˆ

1 2l
0 e´2a

˙
.

In particular, the determinant of this matrix is non zero (so the action of R on R˚ is always
bijective), the space spanned by H˚ is fixed 5, and the sign of the E˚ component doesn’t changes
under the action. Then the action has three orbits in R˚: two half plane of dimension 2 and one
linear subspace of dimension 1.

82.7.3 Smooth vectors of the action

For u P FunpR˚q, the actions we are looking at is

αξpuqprq “ αrpuqξ “ upαr´1pξqq
and we consider the map

fu : RÑ Fun R˚ r ÞÑ upαr´1pξqq. (82.46)
The question is: for which u P FunpRq, this map is smooth? As first question, we have to

precise the sense of a smooth map from R into FunpR˚q. The derivative of fu : R Ñ FunpR˚q is
defined by means of the map f̃ “ f ˝φ : R2 Ñ Fun R˚ where φ : R2 Ñ R is the chart (82.41). We
naturally forget the tilde. The quantity which have to be defined is

f 1
upxq “ lim

εÑ0

fupx` εq ´ fupxq
ε

.

It is natural to apply it to a ξ P R˚ and define

f 1
upξq :“ lim

εÑ0

fupX ` εqξ ´ fupxqξ
ε

“ lim
εÑ0

u
`
αpx`εq´1pξq˘´ u`αx´1pξq˘

ε
. (82.47)

5. each point of this space is fixed.
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82.7.4 Oscillatory definition on SLp2, Rq
subsec:Oscdefsl

The integral we have to study now is
ż

RˆR
F px1, x2qe2iSpx0,x1,x2qdx1dx2.

Where xi “ pai, liq. As usual, we begin to suppose that F has compact support so that integral
makes sense and integration by part does not produce boundary term.

We consider the phase function as

Spx0, x1, x2q “ l2 sinhpa0 ´ a1q ` l0 sinhpa1 ´ a2q ` l1 sinhpa2 ´ a0q. (82.48)

We have

Ba1S “ ´l2 coshpa0 ´ a1q ` l0 coshpa1 ´ a2q (82.49a)
B2
a1S “ l2 sinhpa0 ´ a1q ` l0 sinhpa1 ´ a2q (82.49b)
Ba2S “ ´l0 coshpa1 ´ a2q ` l1 coshpa2 ´ a0q (82.49c)
B2
a2S “ l0 sinhpa1 ´ a2q ` l1 sinhpa2 ´ a0q (82.49d)
Bl1S “ sinhpa2 ´ a0q (82.49e)
Bl2S “ sinhpa0 ´ a1q (82.49f)

It is easy to compute that, for each t in ta1, a2, l1, l2u
ż
pB2
tF qeiS “

ż
F riB2

t S ´ pBtSq2seiS

that we write under the form ż
p∆F qeiS “

ż
FLeiS (82.50)

with
L “

ÿ

t

riB2
t S ´ pBtSq2s.

Let us write it for F 1 “ F {p1´ Lq:
ż
p1´∆q

ˆ
F

1´ L
˙
eiS “

ż
FeiS .

Making an induction, one sees that
ż
FeiS “

ż
rp1´∆q ˝MKskFeiS (82.51)

where MKF “ F {p1´ Lq and K “ 1{p1´ Lq.
Let us suppose that F is a polynomial with respect to sinhpaiq and coshpaiq. We write Pa,b, a

polynomial of degree a in coshpa1q, sinhpa1q and of degree b in coshpa2q, sinhpa2q. For example,

Pa,b “ coshpa1qa sinhpa2qb´1 coshpa2q.
We will use any abuse of notation as

Ba1pPa,bq “ Pa,b

or P1,7 ` P4,2 “ P4,7 and so on. We have L “ iP1,1 ` P2,2 with real coefficients. One can see that

∆
ˆ
K
Pa,b
Pc,d

˙
“ K3

ˆ
Pa`4,b`4
Pc,d

˙

`K2
ˆ
Pa`2,b`2
Pc,d

` Pa`c`2,b`d`2
P2c,2d

` Pa`2c`2,b`2d`2
P3c,3d

˙

`K
ˆ
Pa`2c,b`2d
P3c,3d

` Pa`5c,b`5d
P6c,6d

˙
(82.52)
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which is for all terms two degrees lower than Pa,b

Pc,d
.

So by virtue of operator rp1´∆q ˝MKsk, we can get
ż
FeiS “

ż
Pa,b
Pc,d

eiS (82.53)

with c´ a and d´ b as large as we want.

82.7.4.1 First example

Let us perform the computation to prove the integrability of F “ coshpa1 ´ a2q. First,

rp1´∆q ˝MKs coshpa1 ´ a2q “ coshpa1 ´ a2q
1´ L ´∆

ˆ
coshpa1 ´ a2q

1´ L
˙
. (82.54)eq:umDelfraccheq:umDelfracch

As far as the first term is concerned, we write
››››
coshpa1 ´ a2q

1´ L
›››› ď

} coshpa1 ´ a2q}
}1´ L} .

We find an upper bound of it by forgetting the imaginary part of L and the three first terms of

Rep1´ Lq “ 1` rBa1Ss2 ` rBa2Ss2 ` sinh2pa2 ´ a0q ` sinh2pa0 ´ a1q.

Then ››››
coshpa1 ´ a2q

1´ L
›››› ď

coshpa1 ´ a2q
sinh2pa2 ´ a0q ` sinh2pa0 ´ a1q .

If one looks at it on the line a1 “ a2 “ x, then one finds coshpxq{2 sinhp2xq whose limit is 1{2.
So we have to take a second iteration of operator rp1´∆q ˝MKs. So let us continue computation
(82.54).

Since ∇F “ 0, we find ∆F “ 2 coshpa1 ´ a2q and

∆
ˆ

coshpa1 ´ a2q
1´ L

˙
“ ∆K coshpa1 ´ a2q ` 2K coshpa1 ´ a2q
“ coshpa1 ´ a2qp∆K ` 2Kq.

(82.55)

Simple computation shows that

rp1´∆q ˝MKs2 coshpa1 ´ a2q “ coshpa1 ´ a2qp3K2 ´K∆Kq
´∆pcoshpa1 ´ a2qp3K2 ´K∆Kqq. (82.56)

Lemma 82.14.
If the function F becomes larger than any exponential, the integral

ş
FeiS makes no sense.

Proof. The definition of
ş
FeiS is given by iteration of operator rp1´∆q ˝MKs, but

ż
FeiS “

ż
rp1´∆q ˝MKsFeiS

“
ż
MKFe

iS ´
ż

∆
ˆ
F

1L

˙
eiS

(82.57)

where the function KF in the first integral has same fundamental property as F .
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82.7.4.2 Functional spaces

From theory developed in 82.6, we have to study the set

AR˚ “ tu P FunpR˚q tel que αξ P AR @ξ P R˚u
where, by definition, pαξuqprq “ upr´1 · ξq. From our previous work in 82.7.4, we define AR as
the space of functions f : RÑ C for which there exists a m, n P N such that

pαξuqpa, lq´1 “ upyH ` 2yEl, yEe´2aq. (82.58)eq:alpxialeq:alpxial

In order the map pa, lq´1 Ñ upyH ` 2yEl, yEe´2aq to belongs to AR, we need

|upxH , xEq| ă |xE |n|xH |m. (82.59)

The point is the fact that a comes in (82.58) in an exponential.

82.8 Method improvement

82.8.1 Change of point of view for the integral

The product of two functions u, v P FunpRq reads

pu ‹R vqpxq “
ż

RˆR
Kpx, y, zqupyqvpzq dy dz (82.60)

where
— K is left invariant,
— the measure on R is left invariant,
— the action RˆAÑ A is the regular right action: αgpuqx “ upxgq.

Using these properties, we can transform the integral:

pu ‹R vqpxq “
ż
Kpx, y, zqupyqvpzq dy dz

“
ż
Kpe, x´1y, x´1zqupyqvpzq dy dz invariance of K

“
ż
Kpe, η, ζqupxηqvpxζq dη dζ measure invariance

“
ż
Kpe, η, ζqpRη̊uqpxqpRζ̊ vqpxq dη dζ

Then one can write

u ‹R v “
ż

RˆR
Kpe, η, ζqRη̊uRζ̊ v dη dζ (82.61)eq:intadefinireq:intadefinir

as a A-valued integral of a function RˆRÑ A. The problem now is to find a subset A Ă FunpRq
in which it is possible to give a sense to integral (82.61).

82.8.2 Adapted vector field and by part integration

In 82.7.4, we used derivation Ba1 , . . . to define the oscillatory integral. It was meaningful in the
case of the additive action of Rn in 62.2.1 and more generally in the case of Rieffel [913]. However,
these vector fields on R are not natural vector fields in this sense that it “fits” no structure. In
particular, it does not take account of the action. More natural vector fields are the invariant
vector fields for the action:

pX̃ ·uqpxq “ d

dt

”
αetXu

ı
t“0
pxq “ d

dt

”
upxetXq

ı
t“0

. (82.62)
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The middle expression shows that X̃ is a derivation of the action. Let us compute the corresponding
by part integration formula.

ż
pX̃ ·uqv “ d

dt

ż
pαetXuqpxqvpxq dx

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“ d

dt

ż
upxetXqvpxq dx

ˇ̌
ˇ̌
t“0

.

(82.63)

Now the non right invariance of the measure is painful because we want to effect a change of
variable y “ xetX . We introduce the modular function ∆ by

dpxgq “ ∆pg, xq dx. (82.64)
So x “ ye´tX implies dx “ ∆pe´tX , yq dy and the integral becomes

ż
pX̃ ·uqv “ d

dt

ż
upyqvpye´tXq∆pe´tX , yq dy

ˇ̌
ˇ̌
t“0

“
ż
upyqp´X̃qvpyq dy `

ż
upyqvpyq d

dt

”
∆pe´tX , yq dy

ı
t“0

(82.65)eq:eulereq:euler

and we finally write ż
pX̃ ·uqv “ ´

ż
uX̃ · v `

ż
uvµX (82.66)

where µX is defined as the last derivative. Note that in the whole computation, we would had
written

ş
d
dt instead of

ş
d
dt . Then there are in fact no inversion problem.

82.8.3 New way to express the problem

We are now able to give a better statement of our analysis problem. Let A be a topological
algebra (presently, a subspace of FunpRq) and a map F P C8pRˆR,Aq, presently

F px, yq “ coshpx1 ´ y1qαxuαyv. (82.67)eq:Fchxuneq:Fchxun

The purpose is to give a sense to ż
eiσpx,yqF px, yq dx dy (82.68)

as element in A.

Remarque 82.15.
In order the function (82.67) to be smooth, one needs in particular u and v to be smooth vector
of the action.

We denote by X̃p1qF the action of X̃ on the first variable of F . Thenż
X̃p1qFeiσ “ ´

ż
FX̃ · peiσq `

ż
Fµ

p1q
X eiσ

“ ´i
ż
F pX̃p1q ·σqeiσ `

ż
Fµ

p1q
X eiσ

“
ż
rµp1q
X ´ iX̃p1q ·σsFeiσ

(82.69)

where
pX̃p1q ·σqpx, yq “ d

dt

”
σpxetX , yq

ı
t“0

. (82.70)

When u, v P A, we look at
Φ: RˆRÑ A

px, yq ÞÑ Kpe, x, yqpαxuqpαyvqeiσpx,yq (82.71)

and we ask ourself if the integral ż

RˆR
Φ

exists or not.
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82.8.4 Topology choice

In order to define a Fréchet space, we want to put seminorms on A in such a way that the
action is isometric for each seminorm. For example, if K is a compact set in R,

pKpuq “ sup
xPK

|upxq|

doesn’t works because
pKpαguq “ sup

xPK
|upxgq| “ ´pgKpuq ‰ pKpuq.

We now suppose that A is a Banach algebra for the supremum norm and we are searching for
a topological structure on the subspace A8. So we can try the following seminorm:

p1
Xpuq “ }X ·u}A, (82.72)

but it does not work because

pX ·αguqpxq “ d

dt

”
pαguqpxetXq

ı
t“0

“ d

dt

”
upxetXgq

ı
t“0

“ d

dt

”
pαetXguqpxq

ı
t“0

“ d

dt

”
pαgAdpg´1qetXuqpxq

ı
t“0

“ d

dt

”
pα

get Adpg´1qXuqpxq
ı
t“0

“ αg Adpg´1q·u.

(82.73)

Then
p1
Xpαguq “ }αg Adpg´1qX ·u}A,

but the action is isometric with respect to }.}A because it is a supremum norm. It leads to

p1
Xpαguq “ pAdpg´1qXu

and there are no reason for }Adpg´1qX ·u}A to be equal to }X ·u}A.
Semi-norms in which the action is isometric are given by

pXpyq “ sup
gPR

}X ·αgpuq}A. (82.74)

We put on A8 the topology of these seminorms when X P UpRq, the enveloping algebra of R,
see 52.3. This is the quotient of the tensor algebra T pRq by relation X b Y ´ Y bX „ rX,Y s.

It is immediate to see that A8 is Hausdorff with this topology by taking X “ 1 P UpRq:

p1pwq “
ÿ

gPR
}αgpwq}A,

but
}αgw}A “

ÿ

xPR
|αgwpxq|C “ sup

xPR
|wpxgq|C (82.75)

which is zero only if w is identically zero.
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82.8.5 Convergence condition

Our strategy is to transform the integral over R ˆ R into an integral over R2 ˆ R2 and to
reduce the problem to a simple application of Rieffel’s method described in [913].

Let α be the regular right action of R on FunpRq and the integral
ĳ

RˆR
coshpa1 ´ a2qαx1puqαx2pvqeirsinhpa1ql2s´sinhpa2ql1 (82.76)

in which we perform the change of variable ξj “ sinhpajq, daj “ dξjb
1`ξ2

j

. The phase becomes

ξjl2´ξ2l1 “ ωpp1, p2q where ω is the usual symplectic form. Since coshpa1´a2q “
a

1` ξ2
1
a

1` ξ2
2 ,

the integral to be computed is
ż

R

ż

R2

a
1` ξ2

1
a

1` ξ2
2 ´ ξ1ξ1a

1` ξ2
1
a

1` ξ2
2

eiωpp1,p2qα̃p1puqα̃p2pvq

where
`
α̃ppuq

˘px, yq “ `
R˚

parcsinh ξ,lqu
˘px, yq “ upx` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξyq. (82.77)

This is not a bounded operator on C8pRq. It is easy to see that the fraction is a bounded function
and that all the derivatives are also bounded by studying the function βpξq “ ξ{a1` ξ2.

Let us see more precisely α̃puq:
pα̃pyqpx, yq “ u

`px, yqparcsinh ξ, lq˘

“ u
`
x` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξy

˘

“ u
`
x` arcsinh ξ, l ` yp

a
ξ2 ` 1´ ξq2˘.

(82.78)

Then

Bξpα̃puqpx, yq “ pBxuqp. . .q 1a
1` ξ2

` ypByuqp. . .q2p
a
ξ2 ´ 1qp ξa

ξ2 ` 1´ 2
q (82.79)

The conclusion is that

Bξpα̃puqpx, yq “ α̃ppBxuqpx, yqf1pξq
` α̃ppyByuqpx, yqf2pξq. (82.80)

where f1 and f2 are bounded functions with all derivative bounded, i.e. functions in the space of
Rieffel. In the same way,

pBlα̃uqpx, yq “ α̃ppByuq. (82.81)

If we put X “ Bx, Y “ yBy and Z “ By
We are studying the integral

ż

R2ˆR2
Bpξ1, ξ2qα̃p1puqα̃p2pvqeiωpp1,p2q dp1 dp2.

Since the phase function has the same form as the one of Rieffel, the condition that we have to
impose on u and v must be such that α̃ppuq fulfils Rieffel’s condition, namely Bξpα̃uq, Blpα̃uq and
so on must be bounded. This leads us to only consider functions u on R such that Bkxu and ynBmy u
are bounded for all k and m ě n.

Let us now more precisely the Fréchet algebra issues. For u, v P FunpRq, we pose

u ‹R v “
ż

RˆR
coshpa1 ´ a2qαx1puqαx2pvqer¨¨¨ s dx1 dx2

“
ż

R2ˆR2
Bpξ1, ξ2qα̃p1puqα̃p2pvqeiωpp1,p2q dp1 dp2.
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We want the function F : R2 ˆR2 Ñ FunpRq given by

F pp1, p2q “ α̃p1puqα̃p2pvq

We put the following seminorms on C8pRq:

}u}k “ sup
pa,lqPR

|lkupa, lq|; (82.82)

this is an increasing family. We say that A is the set of C8pRq functions which are bounded for
each of these seminorms. It is Fréchet because

}uv}k “ sup |lkupa, lqvpa, lq|
ď sup |lkupa, lq| sup |lkvpa, lq|
“ }u}k}v}k.

We have

pBXuqpx, yq “ d

dt

”`
α̃tXpuq

˘px, yq
ı
t“0

“ d

dt

”
u
`
x` arcsinhptXxq, tXy ` e´2 arcsinh tXxy

˘ı
t“0

“ Bxu` pByuq d
dt

”
yXy ` e´2 arcsinh tXxy

ı
t“0

“ Bxu`XypByuq ´ 2ypByuq.

(82.83)

82.8.6 Some inequalities in C8pRq

Lemma 82.16.
For each u P A8, we have

(1) }u}jk ď }u}pj`1qk,
(2) }Btu}jk ď ck}u}jpk`1q,
(3) }yu}jk ď }u}pj`1qk,

where t denotes x or y, and yu denotes the function px, yq ÞÑ yupx, yq. In particular

}yByu}jk ď ck}u}pj`1qpk`1q (82.84)

Proof. The first claim is immediate. For the second, remark that each term in }u}jpk`1q has a
corresponding term in }Btu}jk with a different coefficient. For example, the term supiďj }B2

xu}i in
}Bxu}jk corresponds to 1

2 supiďj }B2
xu}i in }u}jpk`1q. These coefficients are depend only on k and

can be majored by a constant ck. This proves the second inequality.
For the next inequality, computes

}yu}jk “ sup
iďj

ÿ

|µ|ďk

1
µ
}Bµpyuq}i

ď sup
iďj

ÿ

µ

1
µ
}yBµ}i

“ sup
iďj

ÿ

µ

1
µ
}Bµu}i`1.

(82.85)

The set on which the supremum is taken for }u}pj`1qk has the extra term
ř
µ

1
µ}Bµ}0. Then

}yu}jk ď }u}pj`1qk.



4034 CHAPTER 82. DEFORMATIONS: NON-FORMAL ASPECTS

Proposition 82.17.
For each X P V and u P C8pRq, we have

}α̃Xu}jk ď ckX}u}pj`1qpk`1q (82.86)

where ckX is a constant which only depend on X and k.

Proof. From definitions,

pα̃Xuqpx, yq “ d

dt

”
α̃tXupx, yq

ı
t“0

“ XξpBxuqpx, yq ` rXl ´ 2XξyspByuqpx, yq.
(82.87)

Then, using the lemma,

}α̃Xu}jk ď |Xξ|}Bxu}jk ` |Xl|}Byu}jk ` 2|Xξ|}yByu}jk
ď ck}u}pj`1qpk`1q.

(82.88)

Proposition 82.18.
Let u P A8 then Fu P CupV,A8q defined by

Fuppq “ α̃ppuq.
is a smooth vector for the action τ of V on CupV,A8q by translation:

pτrF qppq “ α̃p`rpuq.
Proof. Let

f : V Ñ CupV,A8q
r ÞÑ τrFu.

(82.89)

and
g : V Ñ AA8

r ÞÑ α̃rpuq. (82.90)

The map g is smooth by definition of A8. One can write

pτrFuqppq “ α̃p`rpuq “ gpp` rq “ pg ˝ p`rqqppq, (82.91)

so that
f “ g ˝ p`q,

where p`q : V Ñ TransV is the map which to v P V assign the translation by v. When we write
g ˝ p`q, we identify TransV with V itself. So by f “ g ˝ p`q, we mean the chain

V
p`qÑ TransV IdÑ V

gÑ CupC,A8q.
This is a composition of smooth maps.

82.8.7 Compactly supported function

When u P C8
c pRq, Fu is bounded:

}Fuppq}jk “ }α̃ppuq} “ sup
iďj

ÿ

µďk

1
µ!}Bµpα̃ppuqq}i

which is bounded because u is compact supported.
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Proposition 82.19.
The smooth compact supported functions on R are smooth vectors of the action α̃.

Proof. We are looking at
fprq “ α̃rpuq “ u

`
αpx, rq, βpx, rq˘

for certain functions α and β. Let us, for an induction argument a map g : V Ñ C8pRq,
gprqpx, yq “ a

`
γpx, yq, δpy, rq˘ (82.92)eq_formfindeq_formfind

where a is smooth and compactly supported and γ and δ are smooth but not special compactly
supported and neither bounded. We suppose however that γ and δ are bounded on every bounded
set. We have

pBXgqprqpx, yq “ d

dt

”
gpr ` tXqpx, yq

ı
t“0

“ d

dt

”
a
`
γpx, r ` tXq, δpy, r ` tXq˘

ı
t“0

“ pBxaq
`
γpx, rq, δpy, rq˘`XξpBξγqpx, rq `XlpBlγqpx, rq

˘

` pByaq
`
γpx, rq, δpy, rq˘`XξpBξδqpy, rq `XlpBlδqpy, rq

˘
.

(82.93)

The functions pBxaq and Bya are compact supported and the whole expression is bounded. Then
the element pBXgqprq is a sum and product of functions of the type of g itself. By induction, any
derivative of f will be of the same type.

We have now to prove that g : V Ñ C8pRq is continuous. Let O be an open subset of C8pRq:
O “ th P C8pRq tel que sup

px,yqPR
|yjhpx, yq| ď ε@j ě j0u.

Let gprq P O. We want to prove that gpr ` ε1q belongs to O too when ε1 is small enough. From
continuity, taking a suitable t P V , we can get

ˇ̌
yja

`
γpx, rq, δpy, rq˘´ yja`γpx, r ` tq, δpy, r ` tq˘ˇ̌ ď ε1

Then

sup
px,yqPR

ˇ̌
ˇyja

`
γpx, r ` tq, δpy, r ` tq˘

ˇ̌
ˇ “ sup

px,yqPR

ˇ̌
ˇyja

`
γpx, r ` tq, δpy, r ` tq˘

´ yja`γpx, rq, δpy, rq˘

` yja`γpx, rq, δpy, rq˘
ˇ̌
ˇ

ď sup
px,yqPR

ˇ̌
ˇyja

`
γpx, r ` tq, δpy, r ` tq˘

´ yja`γpx, rq, δpy, rq
ˇ̌
ˇ

` sup
px,yqPR

ˇ̌
ˇyja

`
γpx, rq, δpy, rq

ˇ̌
ˇ

ď ε1 ` ε.

(82.94)

We conclude that a map of the form (82.92) is continuous and the induction proves that any
compact supported smooth function on R is a smooth vector for the action α̃.

82.9 The construction
We consider the Fréchet algebra A “ C8

XY ZpRq, the space of smooth function which are
bounded for the following seminorms:

}u}j “ sup
px,yqPR

|yjupx, yq|. (82.95)



4036 CHAPTER 82. DEFORMATIONS: NON-FORMAL ASPECTS

We consider the action α̃ of V “ R2 on A defined by

α̃pξ,lqpuqpx, yq “ u
`
x` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξy

˘
(82.96)

Lemma 82.20.
This action is intern on A, i.e. for all p P V and u P A, α̃ppuq P A.

Proof. We have to prove that, for each j, the quantity

}α̃ppuq}j “ sup
px,yq

|yjupx` C,B `Ayq|

is bounded for arbitrary constants 6 A, B, C P R with A ‰ 0. We can completely forget C because
of the sup on x, but we have to take care about A and B because y appears one time under the
form Ay`B and one under the form yj . So we have to perform the change of variable z “ Ay`B
in the sup:

}α̃ppuq}j “ sup
px,zq

ˇ̌
ˇ̌
´z ´B

A

¯j
upx, zq

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ 1
A

ˇ̌
ˇ
j

sup
px,zq

|pz ´Bqjupx, zq|

“
ˇ̌
ˇ 1
A

ˇ̌
ˇ
j

sup
px,zq

|rzj ´ jBzj´1 ˘ ¨ ¨ ¨ supx, zq|

ď
ˇ̌
ˇ 1
A

ˇ̌
ˇ
j
«

sup
px,zq

|zju| ´Bj sup
px,zq

|zj´1u| ˘ ¨ ¨ ¨
ff

“
ˇ̌
ˇ 1
A

ˇ̌
ˇ
j“}u}j ´Bj}u}j´1 ˘ ¨ ¨ ¨

‰

(82.97)

where each term is finite because u P C8
XY ZpRq.

Now we consider A8, the Fréchet algebra of smooth vectors of the action α̃ endowed with the
seminorms

}u}jk “
ÿ

iďj

ÿ

|α|ďk

1
α!}Bαu}i (82.98)

where
BXu “ d

dt

”
α̃tXpuq

ı
t“0

.

Lemma 82.21.
Let suppose that the map α̃ : AÑ A is continuous for each p P V . If u P A8, then BXu P A8.

Proof. Let g : V Ñ A given by gprq “ α̃rpBXuq. Our purpose is to prove that g is smooth. The
derivative BY g is given by

pBY gqprq “ d

dt

”
gpr ` tY q

ı
t“0

“ d

dt

”
α̃r`tY

d

ds

”
α̃sXu

ı
s“0

ı
t“0

“ d

dt

d

ds

”
α̃r`tY `sXu

ı
s“0
t“0

“ pBXY fqprq

where f is smooth because it is the function fppq “ α̃pu. The continuity of α̃p we used when we
inverted α̃r`tY and d{ds.

6. In fact, A and B are related but it doesn’t matter here.
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82.9.1 The problem with Rieffel

Let A be a C˚-algebra on which R has a strongly continuous action α̃. The integral that we
consider is ż

R2ˆR2
eiωpp,qqBpp, qqα̃ppaqα̃qpbq dp dq

where a P A. The theorem of convergence of oscillatory integrals says that

Theorem 82.22.
Let F P C8pRN ,Aq such that there exists a m P R with property that for all multi-index α, there
exists a Cα such that

|BαηF pηq| ď Cαp1` |η|qm´|α|, (82.99)eq_def_symb_meq_def_symb_m

then the integral ż

RN ˆRN

eip· qF pp, qq dp dq

makes sense.

When F checks condition (82.99), we say that F P S pRN ,Aq.
Definition 82.23.
We say that a P A is a symbolic vector of order m is the map x ÞÑ α̃xpaq belongs to SmpR2,Aq.

We denote by Apmq the set of all symbolic vectors of order m on A. The question is to know
if A8 :“ Ť

mPRApmq is at least dense in A.
Let us consider the case A “ C0pRq: the functions which decrease to zero at infinity with the

right regular action
pαraqpr1q “ apr1rq.

Since the group law is
pa, lqpa1, l1q “ pa` a1, l ` e´2a1

lq,

we find
`
α̃pξ,lqa

˘px, yq “ a
`
x` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξy

˘
. (82.100)

When we want to perform
ş
Feiω with methods from Rieffel, we are led to integrate derivatives

and among others, we have to integrate over pξ, lq the expression

Bξ
`
α̃pξ,lqa

˘px, yq “ Bξa
`
x` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξy

˘

“ 1a
1` ξ2

pBxaqpx` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξyq

` 2y
˜

´ξa
ξ1 ´ 1

¸
`a

ξ2 ` 1´ ξ˘ˆ

ˆ pByaqpx` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξyq
“ α̃pBxaqpx, yqf1pξq ` yα̃ppByaqpx, yqf2pξq.

(82.101)

Since we want to integrate it with respect to p as function R Ñ A, we have to regroup the
dependence in x and y in order to show some bound in the supremum norm. Using formula

e´2 arcsinhx “ `a
x2 ` 1´ x˘2

,
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we find α̃pξ,lqy “ l ` ypaξ2 ´ xq2 and then

Bξ
`
α̃pξ,lqa

˘px, yq “ pBxaqpx` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξyqf1pξq (82.102a)
` pByaqpx` arcsinh ξ, l ` e´2 arcsinh ξyqˆ (82.102b)

ˆ 2y
`a

ξ2 ` 1´ ξ˘
˜

1
2

2ξa
ξ2 ` 1

´ 1
¸

(82.102c)

“ ´2a
ξ2 ` 1

”
α̃pξ,lqpByaq

`
α̃pξ,lqy

˘´ α̃ppByaql
ı

(82.102d)

Using the fact that α̃ is a representation,

Bξpα̃pξ,lqaq “ α̃pBxaqf1pξq
´ 2a

ξ2 ` 1

”
α̃ppyByaq ´ α̃ppByaql

ı

whatever the (semi)norms in A are, one cannot hope a better upper bound that something like

|Bξα̃pa| ď |f1pξq|}α̃pBxaq}k ` |f2pξq|}α̃ppyByaq}k ´ |l||f2pξq|}α̃Bya}k
The presence of the l factor dooms any attempt to perform the integral with Rieffel methods.

FIN

82.10 Klein-Gordon calculus

82.10.1 Affine space primer

Let V be a vector space. The affine space ApV q is the set V endowed with the notion of line
(inherited from V as lateral classes of one dimensional vector subspace), parallel lines (inherited
from V ) and of the section ratio, i.e. a function ρ : ApV q3 Ñ R such that if a, b and c are aligned,

c´ a “ ρpa, b, cqpb´ aq.
A localised vector in ApV q is a pair pa, bq P ApV q2. We put the following equivalence relation

on the set of localised vectors: pa, bq „ pc, dq if and only if b ´ a “ d ´ c. Although expressions
b ´ a and d ´ c need the vector space structure of V , one can prove that this relation can be
expressed only in terms of the affine structure. An equivalence class is a free vector (in the sense
of freedom). We denote by ÝÑab the class of pa, bq. For each ÝÑab and c P ApV q, there exists one and
only one d P ApV q such that ÝÑab “ ÝÑcd. So a free vector defines a permutation of points in M; we
say that it is a translation.

If A is a linear transformation of V , we define the action of A on a free vector by

ApÝÑabq “ ÝÝÝÝÝÝÑpAaqpAbq
This definition doesn’t depends on the choice of a and b because linearity of A gives P̃ b1 ´ P̃ a1 “
P̃ b´ P̃ a and thus P̃ pÝÑa1b1q “ ÝÝÝÝÑP̃ a1P̃ b1 “ ÝÝÝÑP̃ aP̃ b.

82.10.2 Space-time structure

Let n ě 1. The Minkowski space or space-time M is a real affine space of dimension n` 1
endowed with a quadratic form on the free vector space that, from a physical usage, we denote by
ds which has signature ´,`, . . . ,`. The quantity dspv, vq is usually written as ds2pvq.

The Poincaré group P is the group of isometries whose identity component is denoted by
P0. The vector space of translations in M is M̃. When P P P, P̃ is the linear part of P . The
Lorentz group is

L “ tP̃ tel que P P Pu.
An unrestricted observer is a triple ω “ px, T,Eq where



82.10. KLEIN-GORDON CALCULUS 4039

— x PM,
— T and E are vector subspaces endowed with an orientation with dimT “ 1 and dimE “ n,
— ds|T is positive definite and ds|E is negative definite,
— dspT,Eq “ 0.

For the two last items, we have to define dspP,Qq when P and Q are translations in M, i.e. are
free vectors. For, we choose a PM and then Pa, Qa such that P “ ÝÝÑaPa and Q “ ÝÝÑaQa and we define
dspP,Qq “ dspPa, Qaq. In order to prove that it doesn’t depends on the choice of a, we remark
that Pb “ Pa ´ a` b and that ds, being an affine notions, is invariant under translations. So

dspPa ´ a` b,Qa ´ a` bq “ dspÝÑbapPa ´ a` bq,ÝÑbapQa ´ a` bqq “ dspPa, Qaq.
Note that the orientations are part of the definition of an observer. So it is possible to have

px, T1, E1q ‰ px, T2, E2q as observers but T1 “ T2 and E1 “ E2 as (non oriented) vector spaces.
The Poincaré group acts on the space of unrestricted observers by

P · px, T,Eq “ pPx, P̃T, P̃Eq (82.103)

where we endow P̃ T and P̃E with orientations such that P̃ is positive. This action is transitive
and the stabilizer of px, T,Eq is canonically isomorphic to the group O`pEq of rotations in E 7.

Let ω “ px, T,Eq. The spacial symmetry Pω of the observer ω is the unique affine transfor-
mation of M such that

— Pωx “ x,
— P̃ωz “ z if z P T and P̃ωz “ ´z if z P E.

Let us prove the unicity. For, we pick a y P M and we write P “ ÝÑab ˝ P̃ where P̃ is Lorentz and
PÝÑ
ab

is a translation. A z P E is a translation and can be written under the form z “ ÝÑxz for a
certain z PM. From definitions,

P̃ωpÝÑxzq “
ÝÝÝÝÝÑ
P̃ωxP̃ωz “

ÝÝÝÑ
xP̃ωz

Therefore P̃ωpÝÑxzq “
ÝÝÝÑ
xP̃ωz “ ˘ÝÑxz with the minus sign when z P T and the plus sign when z P E.

A general y PM can be decomposed as y “ yT ` yE , and finally, we find

Pωy “ x` projT pÝÑxyq ´ projEpÝÑxyq (82.104)eq_PomegaprTeq_PomegaprT

where projT pÝÑxyq is a translation in M identified with a point in M by ÝÑab » r if ÝÑab “ ÝÑxr.
If n is odd, the spacial symmetry Pω has a negative determinant and therefore does not belong

to P0.

82.10.3 Observer

We now fix a reference unrestricted observer ω0 “ px0, T0, E0q. Then an observer is an
unrestricted observer of the form ω “ P ·ω0 with P P P0. We denote by Ω the space of all
observers. By restricting ds to T0 and ´ds to E0, we build euclidian spaces T0 and E0. Let us
write }.}0 the norm on E0.

We denote by ϵ0 the positive unit vector in T0. Let P P P; we can write P̃ ϵ0 “ αϵ0 ` w with
α ą 0 (because P0 is orthochrone) and α2 ´ }w}20 “ 1. Indeed

ds2pP̃ ϵ0q “ dspαϵ0,`w,αϵ0 ` wq
“ ds2pαϵ0q ` ds2pwq from dspE0, T0q “ 0
“ α2 ´ }w}20

because ds2pϵ0q “ 1 and }.}0 is the restriction of ´ds to E0.

7. Moi je crois que ce O`, c’est SOp3q parce que c’est des rotations qui doivent garder l’orientation.
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We define vP̃ “ α´1w which is an element of E0 of norm ď 1 because

}vP̃ }20 “ α´2}w}20 “ α´2pα2 ´ 1q “ 1´ 1
α2 .

When P runs over P, vP̃ spans the unit open ball BE0po, 1q. We say that vP̃ is the velocity of the
observer P ·ω0 with respect to ω0 in the frame of ω0.

Proposition 82.24.
Let ω0 “ px0, T0, E0q P Ω. The map

Ω “ P0{O`pE0q ÑMˆBE0po, 1q

given by the quotient of P ÞÑ pPx0 ´ x0, vP̃ q is bijective.

Proof. The action of P0 on Ω is transitive and the stabilizer of ω0 is O`, so as homogeneous
spaces, Ω “ P0{O`pE0q. For the remaining, let us choose a positive oriented orthonormal basis
which allows us to identify M and M̃. For this, we choose o “ x0, ds2 “ dt2 ´ dx2 in such a way
that TO “ Rˆ t0u and E0 “ t0u ˆRn. The spatial symmetry Pω0 is given by

Jpt, pxqq “ pt,´pxqq

and the Lorentz group is made up with matrices M which satisfies

M tJM “ J.

The vector ϵ0 is the first vector of the chosen basis pϵiqiě0 of Rn`1. The group O`pE0q “ t1u ˆ
SOpnq is the subgroup of P0 which leaves ϵ0 unchanged. In fact, P0 is the semi-direct product

P0 “ Rn`1 ˆρ L0 (82.105)

with ρM pa1q “Ma1.
A boost is an selfadjoint positive definite matrix of L . This is automatically in L0 and

antisymmetric (because we consider real spaces). These are “rotations” in mixed space-times
planes. One can show that any element M in L can be decomposed into M “ AK where A is a
boost and K a matrix of SOpnq. Now we ask ourself which elements of P define the same observer.
For a given pa,Mq PP, which are the pa1,M 1q such that pa,Mq·ω0 “ pa1,M 1q·ω0? In order to
find E “ E1 and T “ T 1, we have to put a “ a1. Then we need Mϵ0 “ M 1ϵ0 and ME0 “ M 1E0
which in turn imposes M and M 1 to differ only by a matrix of SOpnq: there exists S P SOpnq such
that M “M 1S. It proves that Ω is parametrized by translations and boosts. It remains to prove
that MˆBpE0q can too.

From now, we take the convention to put a bar over vectors in Rn in order to distinguish them

from vectors in Rn`1. A vector ξ P Rn`1 is thus written
ˆ
ξ0
ξ

˙
with ξ0 P R and ξ P Rn.

To a v P Rn with |v| ă 1 we associate

p1´ |v|2q1{2

¨
˚̊
˚̋

1
v1
...
vn

˛
‹‹‹‚P R

n`1.

Now we prove that formula

A

¨
˚̊
˚̋

1
0
...
0

˛
‹‹‹‚“ p1´ |v|

2q´1{2

¨
˚̊
˚̋

1
v1
...
vn

˛
‹‹‹‚ (82.106)
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defines a bijection between the boosts A and the |v| ă 1. It is first clear that this formula gives
only one v for each boost A. Now let K0 P SOpnq and µ P R such that v “ tanhµK0ϵ1, or

¨
˚̋
v1
...
vn

˛
‹‚“ ptanhµqK0

¨
˚̊
˚̋

1
0
...
0

˛
‹‹‹‚.

It is possible because one can always find a matrix in SOpnq which places ϵ1 in the right direction
and since tanh is surjective on s ´ 1, 1r, it is a suitable function to rescale K0ϵ1. Let

K “
ˆ

1 0
0 K0

˙
,

we have
K´1AKϵ0 “ K´1Aϵ0 “ K´1p1´ |v|2q´1{2

ˆ
1
v

˙

and p1´ |v|2q´1{2 “ coshµ. It leads to

K´1AKϵ0 “ coshµpK´1ϵ0q ` coshµpK´1vq
“ coshµϵ0 ` sinhµϵ1.

Therefore the first column of K´1AK is

¨
˚̊
˚̋

coshµ
sinhµ

0
...

˛
‹‹‹‚and finally the form of K´1AK is fixed by

K´1AK “
¨
˝

coshµ sinhµ
sinhµ coshµ

1

˛
‚.

This concludes the proof.

The latter matrix is called boost in direction of B1. It represent a “rotation” in the plane pt, x1q.

82.10.4 Action of P0 on Ω

We want now to describe the action of P0 on Ω in the realization Ω “ Rn`1 ˆ Bn where
Bn “ tv P Rn tel que |v| ă 1u. Let ω “ pN, xq·ω0 and suppose that it is described by px, vq
(recall that xo “ o, thus pN, xq must be of the form px, .q). Our aim is to express v in terms of ω0
and N . If ϵT is the positive unit vector in T ,

ϵT “ Nϵ0 “ ASϵ0 “ Aϵ0 “ p1´ |v|2q´1{2
ˆ

1
v

˙
(82.107)eq_epsTveq_epsTv

from definition of v. Now, take ω “ px, T,Eq, pM,aq P P0 and ω1 “ pM,aq·ω corresponds to
px1, v1q. We have x1 “Mx` a and

ϵT 1 “MϵT “Mp1´ |v|2q´1{2
ˆ

1
v

˙
.

On the other hand,

ϵT 1 “ p1´ |v1|2q´1{2
ˆ

1
v1

˙
.
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We want to establish a link between v and v1 with M . Suppose in a first time that M “
ˆ

1 0
0 K0

˙

with K0 P SOpnq. In this case,

p1´ |v|2q´1{2
ˆ
A
K0v

˙
“ p1´ |v1|2q´1{2

ˆ
1
v1

˙
.

The first component of this equation gives |v| “ |v1| while the others leads to v1 “ K0v. Now
suppose that M is a boost of velocity w “ tanhµ in the direction B1. It gives

p1´ |v|2q´1{2

¨
˝

coshµ sinhµ
sinhµ coshµ

1

˛
‚

¨
˚̊
˚̋

1
v1
...
vn

˛
‹‹‹‚p1´ |v

1|2q´1{2
ˆ

1
v1

˙
. (82.108)eq_sysumv2eq_sysumv2

The components 0 and 1 of this equation give the system

p1´ |v1|2q´1{2v1
1 “ p1´ |v|2q´1{2psinhµ` v1 coshµq (82.109a)

p1´ |v1|2q´1{2 “ p1´ |v1|2q´1{2pcoshµ` v1 sinhµq (82.109b)

Substituting the p1´ |v1|2q´1{2 of the second equation into the left hand side of the first, we find

v1
1 “

sinhµ` v1 coshµ
coshµ` v1 sinhµ.

The kth component of (82.108) with x “ tanhµ leads 8 to

v1
1 “

w ` v1
1` wv1

and v1
k “

vk
?

1´ w2

1` v1w
.

82.10.5 The spacial symmetry Pω

We want to express Pω in terms of px, vq. Let us recall that z P E if and only if dspz, ϵT q “ 0,
but dspx, yq “ xx, Jyy where x., .y is the usual euclidian inner product on Rn`1; the space E is
characterised by equation xz, JϵT y “ 0. We begin to express the linear part P̃ω of Pω. We have
P̃ωz “ z on T and P̃ω “ ´z on E. Then

P̃ω “ ´z ` 2xz, JϵT yϵT , (82.110)

or

projT z “ xz, JϵT yϵT (82.111a)
projE z “ z ´ xz, JϵT yϵT . (82.111b)

Lemma 82.25.
Suppose ω “ px, T,Eq and ω1 “ px1, T, Eq, i.e. among others, ϵT “ ϵT 1 or ϵ1

T . Then Pω “ P 1
ω is

and only if x´ x1 is a multiple of ϵT .

Proof. Equating formula (82.104) for Pω and P 1
ω,

x` projT py ´ xq ´ projEpy ´ xq “ x1 ` projT py ´ x1q ´ projEpy ´ xq
which is true if and only if

x´ x1 “ projT px´ x1q ´ projEpx´ x1q. (82.112)

The projection of this equation on T gives nothing while the projection on E leads to 2 projEpx´
x1q “ 0, which proves the proposition.

8. We use formula
coshµ “ 1{

b
1 ´ tanh2 µ
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Proposition 82.26.
If ω “ px, vq·ω0 and ω1 “ px1, v1q·ω0, then Pω “ P 1

ω if and only if

x´ tv “ x1 ´ tv1, (82.113a)
v “ v1. (82.113b)

In other words, Pω depends only on px´ tv; vq.
Proof. We begin to explicit the condition Pω “ Pω0 . For this, we need ϵT “ ϵ0 and thus v “ 0.
Since x0 “ o, the condition x´ x0 „ ϵ0 is equivalent to x “ o.

For the same reason, it is cleat that v “ v1 is a condition in order to get Pω “ P 1
ω. Now the

condition x´ x1 „ ϵT is equivalent to the existence of a λ P R such that
ˆ
t
x

˙
“ λp1´ |v1|2q´1{2

ˆ
1
v1
˙
`
ˆ
t1
x1
˙
.

Taking v “ v1 into account, we find the system

t “ λp1´ |v|2q´1{2 ` t1 (82.114a)
x “ λp1´ |v|2q´1{2v1 ` x. (82.114b)

Taking the difference, we find x´ tv “ x1 “ t1v1. The converse is also true: if x´ tv “ x1´ tv1, the
λ “ p1´ |v|2q´1{2pt´ t1q is a solution.

82.10.6 Momentum

Let M̃˚ be the dual of M̃ on which we consider the dual coordinates of M̃. We call it the
energy-momentum space and we write the elements as line matrices: p “ `

p0, p
˘
. The mass

hyperboloid is the set

M “ tp P M̃˚ tel que p0 ą 0 and p1´ |p|2q1{2u. (82.115)

There is a bijection f : M Ñ Bn by the formula

p “ p1´ |fppq|2q´1{2 `1 ´fppqt˘ . (82.116a)

From now we denote this fppqt by v,and the latter equations is best written

p “ p1´ |v|2q´1{2
ˆ

1
´v

˙
. (82.116b)

Comparing this equation with expression (82.107) of ϵT , one sees that

ϵT “ Jp. (82.117)

We have an action of L0 on Bn given by σM : Bn Ñ Bn,

p1´ |v|2q´1{2M

ˆ
1
v

˙
“ p1´ |σM pvq|2q´1{2

ˆ
1

σM pvq
˙

Let us study how this σ acts on M : let M P L0, p P M and compute pf´1 ˝σM ˝ fqppq. As usual,
we denote fppq by v: they are related by

p1´ |v|2q´1{2
ˆ

1
´v

˙
“
ˆ
p0
p

˙
.

The first component of this equality is p1´|v|2q´1{2 “ p0 while the other gives vt “ ´pp1´|v|2q´1{2.

fppq “ ´p{p0 (82.118)
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Now we compute v1 “ σM pfppqq whose definition is

p1´ |fppq|2q´1{2M

ˆ
1

fppq
˙
“ p1´ |v1|2q´1{2

ˆ
1
v1
˙
.

Using definition of p0 in terms of p and the fact that p0 ą 0, we find

p0M

ˆ
1

fppq
˙
“ p1´ |v1|2q´1{2

ˆ
1
v1
˙
,

but ˆ
1

fppq
˙
“
ˆ

1
´p{p0

˙
“ 1
p0

ˆ
p0
´p

˙
“ 1
p0
Jp,

therefore

JMJp “ p1´ |v1|2q´1{2
ˆ

1
´v1

˙
. (82.119)

The latter proves that f´1pv1qJMJp. Finally the action of L0 on M is given by

p ÞÑM t´1
p.

The observer space Ω is now renamed phase space and is seen as

Ω “ Rn`1 ˆM . (82.120)

The action of P0 on Ω is given by

pM,aq· px; pq “ pMx` a; JMJpq. (82.121)eq_Maxpeq_Maxp

lem_boost_inverse

Lemma 82.27.
The boost associated with the momentum ´p is the inverse or the one associated with p.

Proof. It is first clear that if v is associated with p, then the boost of ´p is the one of ´v. So we
have

Aϵ0 “ p1´ |v|2q´1{2
ˆ
A
v

˙
(82.122a)

and

A1ϵ0 “ p1´ |v|2q´1{2
ˆ

1
´v

˙
. (82.122b)

If K0 and µ are such that v “ tanhµK0ϵ0, then, as far as upper left corner is concerned,

K´1AK “
ˆ

coshµ sinhµ
sinhµ coshµ

˙
,

but ´v “ tanhp´µqK0ϵ0, then

K´1A1K “
ˆ

coshµ ´ sinhµ
´ sinhµ coshµ

˙

and K´1AKK´1A1K “ 1. This proves that AA1 “ 1.
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82.10.7 Invariant measure

General measure theory is given in section 61.2. A more complete discussion and construction
of the present measure on M is given in the book [998] We will prove that p´1

0 dp is an invariant
measure on M , but we begin to give a sense to expressions like

ż

M
fppqp´1

0 dp.

First, M is parametrized by

pÑ
ˆa

1` p2

p

˙
,

and we know that dp is an invariant measure on R4 under the group L0 because the determinant
is 1. Let f P C8pM q, there exists (at least everywhere locally) an extension f̂ of f on an open
set around M . We parametrize R4 by pp, yq where y “ }y}2, dp0 “ 1

2p
´1
0 dy and we are leads to

consider ż

R4
f̂pp, yq dy2p0

dp

where dy
2p0
dp is an invariant measure. The mass hyperboloid is given by equation y “ m2 (we

usually set m “ 1). The variable y is invariant under LoL0, so we define “p´1
0 dp” by the expression

ż

M
fppqp´1

0 dp “
ż

R4
f̂pp, yqδpy ´m2q dy dpa

m2 ` p2
(82.123)

where the δ has to be taken in the sense of distributions. When we integrate this expression with
respect to y, we find ż

R3
f̂pp,m2qp´1

0 dp

and f̂pp,m2q is exactly what one wants to call fppq.

82.10.8 Sobolev setting, Bargmann and Wigner representation

We consider the following action of P0 on S 1pRn`1q; if T P S 1pRn`1q and pM,aq P P0, the
distribution UpM,aq acts on φ P S pRn`1q as

xUpM,aqT, φy “ xT, φ ˝ pM,aqy (82.124)

where in the right hand side pM,aq is seen as a map Rn`1 Ñ Rn`A. Let PÒ be the maximal
subgroup of P containing P0 and not the temporal symmetry pt, xq Ñ p´t, xq. This is the
orthochoneous Poincaré group. The action U extends by the same to PÒ and becomes the
so-called Wigner-Bargmann representation. We define in particular

σω “ UpPωq (82.125)

We are here interested in the Sobolev space H1{2 defined in 31.13, and more precisely, in the
pseudo differential operator of example at page 3460. Using all that, here is some ways to write
the scalar product in H1{2

pu, vq1{2 “ pFu, FvqĤ1{2

“
ż
pxi2 ` 1q1{2pFuqpξqFvpξq dξ

“
ż

M
ûpξqv̂pξqξ0 dξ.

(82.126)

We define G : H1{2pRnq Ñ L2pM q by

pGuqppq “ p0ûppq; (82.127)
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this is isometric because

}u}21{2 “
ż

M
ûpxiqûpξqξ0 dξ

“
ż

M

1
ξ0
pGuqpξq 1

ξ0
Gupξqξ0 dξ

“
ż

M
|Gupξq|2ξ´1

0 dξ

“ }Gu}L2pM q.

Now, for u P H1{2pRnq, we pose

ũpxq “
ż

M
e2iπx· xx,pypGuqppqp´1

0 dp “
ż

M
e2iπxx,pyûppq dp. (82.128)

We have ũp0, xq “ upxq. An other important notion is the d’Alembert operator

l “ B2
t ´∆

on Rn`1.

Proposition 82.28.
The prolongation ũ of u P H1{2pRnq is solution of the Klein-Gordon equation:

lũ “ ´4π2ũ

Proof. One can invert derivatives and integrals because H1{2 is a completion of S , so

plũqpxq “
ż

M
l

´
e2iπxx,pypGuqppqp´1

0

¯
dp

“
ż

M
e2iπxx,pyp2iπq2pp2

0 ´ p2qGuppqp´1
0 dp

“ ´4π2
ż

M
e2iπxx,pyp0ûppqp´1

0 dp

“ ´4π2ũpxq.

An other way to state the same equation is to write 9

p2iπq´1Btũpxq “
ż

M
Btpe2iπxx,pyqûppq dp

“
ż

M
2iπp0e

2iπxx,pyûppq dp

using p0 “ p1´ |p|2q´1{2 on M and equation (61.150),

“
ż

M
2iπe2iπxx,pyp1´ |p|2q1{2ûppq dp

“ 2iπ Čr1´ p2πq2∆s1{2upxq
Proposition 82.29.
Let ũ and ṽ be prolongations of the elements u and v of H1{2pRnq. If ṽ “ UpM,aqũ, then

pGvqppq “ e´2iπxa,pypGuqpM tq. (82.129)
9. On n’obtient pas le résultat obtenu: le tilde est beaucoup trop large.
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Proof. The condition ṽ “ UpL, aqũ is to be taken in the sense of distributions, i.e., for each
φ P S pRn`1q, ż

Rn`1
ṽpxqφpxq dx “

ż

Rn`1
ũpxqφpMx` aq.

It leads us to the equality
ĳ

Rn`1ˆM

e2iπxx,pypGvqppqφpxqp´1
0 dp dx

“
ĳ

Rn`1ˆM

e2iπxx,pyGuppqp´1
0 φpMx` aq dp dx

“
ĳ

Rn`1ˆM

e2iπxx,pye´2iπxa,pyGupM´1pqφpxq dx p´1
0 dp.

It is an equality of the form
ż
e2iπxx,pyfppqφpxq “

ż
e2iπxx,pygppqφpxq dx

that must be satisfied for all φ. It implies fppq “ gppq and the claim.

The correspondence u ÞÑ ũ allows us to identify H1{2pRnq to a subspace of S 1pRn`1q. The
representation U can be restricted to the subspace of S 1 made up with elements of the form ũ for
a u P H1{2. In other words, for all u P H1{2, there exists a v P H1{2 such that UpM,aqũ “ ṽ. Such
a v is obtained by formula

v̂ppq “ pM
´1pq0
p0

ûpM´1pqe´2iπxa,py.

How does UpP q acts on u P H1{2pRnq? This action is defined via the extension ũ P S pRn`1q
and the diagram

u //

��

ũ

��
v :“ UpP qu UpP qũ “: ṽoo

Since vpxq “ ṽp0, xq, we have UpP qupxq “ UpP qũp0, xq. When functions make sense, the distribu-
tion UpP qu applied to φ gives

pUpP qũqφ “
ż

Rn`1
ũpxqφpPxq dx “

ż

Rn`1
ũpP´1yqφpyq dy;

then pUpP qũqpxq “ ũpP´1xq. Finally,

UpP qupxq “ ũ

ˆ
P´1

ˆ
0
x

˙˙
. (82.130)eq_Upxuxbeq_Upxuxb

82.10.9 Back to operator Pω

We consider an observer ω “ px; pq and its spatial symmetry Pω. We know from (82.104) that
Pωy “ x` projT py ´ xq ´ projEpy ´ xq and that the linear part of Pω is given by P̃ω “ Jv where
v is the velocity associated with the momentum p. Let us search for the non linear part of Pω. We
have

Pωo “ x´ projT x` projE x
“ x´ Jvx.

Finally, Pω can be written under the form pM,aq as

Pω “ pJv, x´ Jvxq.
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Proposition 82.30.

pGσωuqpp1q “ GupSpp1qe2iπx· pSpp1´p1q (82.131)eq_mGsiguSpeq_mGsiguSp

where Sp is the transposed matrix of Jv.

Proof. We know that σω “ UpPωq acts on u P H1{2pRnq with formula (82.130). From definition of
G, we have

Gpσωuqpp1q “ p1
0yσωupp1q.

Since ṽ “ UpM,aqũ and more precisely ṽ “ σωũ, we see that

Gpσωuqp1 “ e´2iπa· p1GupP̃´1
ω p1q (82.132)eq_mGsigomeeq_mGsigome

where pa, P̃ωq is the representation of Pω under the form pa,Mq, i.e. P̃´1
ω “ J´1

v and a “ x´ Jvx.
This a fulfils

a· p1 “ x· p1 ´ Jvx· p1 “ x· pp1 ´ Spp1q;
it allows us to rewrite (82.132) as

pGσωuqpp1q “ e2iπx· pp1´Spp1qGupSpp1q.

82.10.10 Passive symbol

Let A be a trace operator (see subsection 62.9.4) on H1{2pRnq its passive symbol in the sense
of Klein-Gordon is the function g : Ω Ñ R,

gpωq “ 2n TrpAσωq (82.133)

This is an admissible function: its value at pt, x; vq only depends on px ´ tv; vq. In the px; pq
parametrization of Ω, it means that it only depends on px` x0p

´1
0 p; pq.

Proposition 82.31.
The Klein-Gordon calculus is covariant under the action of P0, i.e. for all P P P0 and trace
operator A,

UpP qAUpP´1q “ g ˝ P´1

Proof. From now, Jp denotes Jv with the corresponding p Ø v. We know that ϵT “ Jp and that
Jvz “ ´z ` 2xz, JϵT yϵT ; therefore

Jpz “ ´z ` 2xz, pyJp
and if M P L0, we have

M´1JpM “ JMtp. (82.134)eq_Memuapreq_Memuapr

Indeed we know that
JMtpz “ ´z ` 2xz,M tpyJM tp,

but J “M´1JM t´1 because M P L and on the other hand,

M´1JpMz “M´1`´Mz ` 2xMz, pyJp˘

“ ´z ` 2xMz, pyM´1Jp.

Since x., .y denotes the euclidian scalar product on Rn`1, we have xM., .y “ x.,M t.y, then

M´1JpMz “ ´z ` 2xz,M tpyM´1Jp.

Relation (82.134) follows because JM tp “ M´1Jp which comes from the fundamental relation
M tJ “ JM´1.
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Let now consider Pω “ pJp, x´ Jpxq, pM,aq in P0 and y P Rn`1. First, one can check that

pM,aq´1 “M´1`JppMy ` aq ` x´ Jpx´ a
˘
,

then We have

pM,aq´1PωpM,aqy “ pM,aq´1`JppMy ` aq ` x´ Jpx
˘

“ JMtpy `M´1px´ aq `M´1Jppa´ xq
“ JMtpy `M´1px´ aq ´ JMtpM

´1px´ aq.
On the other hand, if ω “ px; pq, we know that Pω “ pJp, x´ Jpxq. Finally,

pM,aq´1PωpM,aqy “ PpM´1px´aq,Mtpqy; (82.135)

This observer, pM´1px´aq,M tpq, can be written under a more elegant way using formula (82.121).
We find

pM,aq´1PωpM,aq “ PpM,aq´1 ·ω.

Since σω “ UpPωq, we conclude that

UpM,aq´1σωUpM,aq “ σpM,aq´1 ·ω. (82.136)

Remarque 82.32.
If pM,aq don’t belong to LoP0, pM,aq´1 ·ω is not an observer because it is not linked to ω0 by a
transformation of P0.

82.10.11 The spacial bundle

The spacial bundle E is the following part of Ω:

E “ tpx; pq P Ω tel que xx, py “ 0u
where, we insist once again, the product xx, py is the euclidian one on Rn`1. When p P M is fixed,
Ep denote the hyperplane xx, py “ 0. In particular,

E0 “ tx P Rn`1 tel que x0 “ 0u » Rn.

Proposition 82.33.
The space Ep is the spacial component of the observer whose velocity is v “ ´p´1

0 p with respect to
the reference observer ω0.

Proof. The spacial component is given by x· ϵT (Minkowskian product) and ϵT “ Jp where p is
related to v by v “ ´p´1

0 p. But equation xx, py “ 0 is precisely x· Jp “ x· ϵt “ 0.

The group L0 acts on E: if x P Ep, then Mx P EMt´1p.

Proposition 82.34.
The bundle E admits a canonical trivialization as R3 ˆR3: an element of E is parametrized by
an element of E0 and a boots which is itself given by p or v.

Proof. We will prove that, as x runs over E0, y “ Λpx runs over Ep if Λp is the boost associated
with p. Let Λ be a boost and consider p such that

Jp “ Λe0. (82.137)eq_condJpEpeq_condJpEp

For each x P Ep, we have

0 “ xx, py “ x· Jp “ x· Λe0 “ Λ´1x· e0.
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So x P Ep if and only if pΛ´1xq0 “ 0. This shows that Ep “ ΛE0.
On the other hand, if we pick a p, then equation (82.137) gives as Λ the map x ÞÑ y defined

by eq_transofI

y0 “ p0x0 ´ xp, xy (82.138a)
y “ x´ x0p` p1´ |p|2q´1xp, xyp. (82.138b)

It is easy to see that this transformation effectively gives Λe0 “ Jp “
ˆ
p0
´p

˙
. To prove that this

is a boost is nos as easy. First, check that y2
0 ´ y2 “ x2

0 ´ x2 by developing the left hand side
and use the fact that p2 “ pp0 ` 1qpp0 ´ 1q. So (82.138) defines a Lorentz transformation. One
can check that it is selfadjoint from its explicit matricial representation. In order to check that
transformation (82.138) is positive defined, one checks that for all x P Rn`1, xx,Axy ą 0 where A
is the transformation. For this, consider xx,Axy as a polynomial with respect to x0. Since p0 ą 1,
it goes to infinity when x0 goes to ˘8. It remains to be proved that it doesn’t vanishes. For this,
solve a second degree polynomial as usual using Cauchy-Schwarz |xp, xy|2 ď p2x2 and finds for the
determinant a second degree polynomial with respect to p0 which admits no roots with p0 ą 1.

From the representation (82.138) of Λ in function of p, we see that when x0 “ 0, y runs over
Ep.

82.10.12 Measures on spacial bundle

From system (82.138), one easy see that

Byj
Bxk “ δjk ` p1` p0q´1pjpk,

from which we derive

dy “ dx` p1` p0q´1p2 dx

“ p0 dx
(82.139)

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 82.35
Dans cette dérivation ainsi que les autres mesures qui vont suivre, je ne comprends pas le raisone-
ment d’Unterberger.

There is another way to parametrize Ep with E0. For this, we projects E0 on E, the spacial
component of the observer ω. This projection is given by projE x “ x´ xx, JϵT yϵT , or

z “ projE x “ x´ xx, pyJp. (82.140)eq_xtozzeqeq_xtozzeq

This gives a bijection x ÞÑ z between E0 and Ep. Indeed if x P E0, then xz, py “ xx, py ´ xx, py ´
xJp, py “ 0. This is injective because x´ xx, pyJp “ x1 ´ xx1, pyJp implies x´ x1 “ xx´ x1, pyJp.
But x, x1 P E0, then x0 “ x1

0 “ 0 and pJpq0 “ 0 which should implies p0 “ 0 which is impossible.
Let us now prove that (82.140) is surjective: for all z P Rn`1 such that xz, py “ 0, there exists

a x P E0 such that z “ x ´ xx, pyJp. First, we remark that x “ z ` aJp works for all a P R as
far as condition projE x “ z is concerned. It is therefore easy to fix a in order to get x0 “ 0: it is
a “ ´p0{z0 where we know that z0 ‰ 0 because (82.140) should imply p0 “ 0.

If dx is the measure on E0, which is the corresponding measure dz on Ep?

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 82.36
Toujours le même truc d’Unterbeger que je ne comprends pas sur sa façon de trouver les dz en
fonction des dx.

The answer is
dz “ p1` p2q dx “ p2

0 dx. (82.141)
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The measure p´2
0 dx dp is invariant under pure spacial rotations. Now equality Λpx; pq “ py; qq

means that Λx “ y and Λ´1p “ q because momentum transform with M t´1 and here Λt “ Λ
because Λ is a boost. So we look at a boost Λp1 related to the momentum p1 and we will prove
that p´2

0 dx dp is invariant under this boost. In other words, we want q´2
0 dy dq “ p´2

0 dx dp.
By lemma 82.27 and system (82.138) , we find q0 “ pΛ´1q0 “ p1

0p0`xp1, py. On the other hand,
x P Ep, so x0 “ ´p´1

0 xx, py and formula

y “ x´ x0p
1 ` p1` p1

0q´1xp1, xyp1

gives dy{dx “ p´1
0 which proves that dy “ p´1

0 q0 dx. But we know from a long time that measure
p´1

0 dp is invariant, then dq “ q0p
´1
0 dp.

Lemma 82.37.
The function fpx; pq defined on Ω depends only on px`x0p

´1
0 p; pq if and only if fulfils the differential

equation
p0
Bf
Bx0

f “
ÿ

j

Bf
Bxj . (82.142)

Proof. When one computes B0f , one remark that fpx0 ` t, x; pq only contains x0 under the form
x` px0 ` tqp´1

0 p “ x` x0p
´1
0 p` tp´1

0 p, then

fpx0 ` t, x; pq “ fpx0, x` tp´1
0 p; pq.

This leads to the conclusion.

82.10.13 Active symbol

Let f be an admissible function on Ω which fulfils
ż

E

|fpx; pq|p´2
0 dx p ă 8.

The operator Oppfq of active symbol f is the operator on H1{2pRnq defined by

Oppfq “ 2n
ż

E

fpx; pqσpx;pqp´2
0 dx dp. (82.143)

One can prove that it is a bounded operator 10.
prop_symbadj

Proposition 82.38.
The active or passive symbol of the adjoint of an operator is the complex conjugated of the corre-
sponding symbol.

We begin by proving a lemma:

Lemma 82.39.
The operator σω is involutive.

Proof of the lemma. Formula (82.131) with σ2
ω gives

pGσ2
ωuqpqq “ pGσωuqpSpqqe2iπx· pSpq´qq

“ Gupqq,

taking into account S2
p “ 1.

Remark that an unitary involutive operator is selfadjoint.

10. Saut que moi, je n’y parviens pas.
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Proof of proposition 82.38 . LetA be a trace operator; its passive symbol is the function g : Ω Ñ C,

gApωq “ 2n TrpAσωq,
therefore

gA˚pωq “ 2nTrpAσtωq
“ 2n TrpAσω̊q
“ 2n TrpAσωq
“ gApωq.

We now turn our attention to ative symbol. We prove that
`

Oppfqu, v˘1{2 “
`
u,Oppfqv˘1{2.

by the following computation:
`

Oppfqu, v˘1{2 “
ż

M
ξ0 {Oppfqupξqv̂pξq dξ

“ 2n
ż

M

ż

Rn

ξ0

ż

E

e´2iπxξ,yyfpx; pqσpx;pqupyqv̂pξqp´1
0

dx dy dξ dp,

but integral over y leads to the Fourier transform of σpx;pqu at ξ, so

“ 2n
ż

E

`
σpx;pqu, v

˘
1{2fpx; pqp´1

0 dx dp

“ 2n
ż

E

`
u, fpx; pqσpx;pqv

˘
1{2p

´1
0 dx dp

“ `
u,Oppfqv˘1{2.

82.10.14 The operator ∇λ

Let f be a continuous function on Ω which grows slowly with respect to the variable x. We
denote by F1f the Fourier transform of f with respect to this variable and we suppose that the
support of pF1fqpξ, pq is space-like: for all ξ P SuppF1f , we have ξ2 ´ ξ2

0 ě 0. In the same way
that we defined p1`∆qs in section 61.8, we define

∇s “ `
1` p4πq´2l

˘s{2

by formula
F1p∇sfqpξ, pq “ `

1` 1
4pξ

2 ´ ξ2
0q
˘s{2pF1fqpξ, pq. (82.144)

When s “ 2, we find back the d’Alembert operator l “ B2
t ´

ř
j B2

j . If f is admissible, it fulfils
equation xJp, Bxfy “ 0 where we defined pBf{Bxqi “ Bf{Bxi. Let us prove that xJp, ξy “ 0 on the
support of F1f . Standard result (61.146) leads to

xJp, Bxfy “ 2iπF´1
1

`xJp, ξyF1f
˘pxq “ 0,

which imposes xJp, ξy “ 0 on the support of F1f . So p0ξ0 “ xp, ξy ď |p||ξ|, and thus on the support
of F1f , we have ξ2

0 ď p´2
0 p2ξ

2, but 1´ p´2
0 p2 “ p´2

0 pp2
0 ´ p2q “ p´2

0 and finally,

ξ
2 ´ ξ0 ě p´2

0 ξ
2 ě 1

2p
´2
0 ξ

2
.



Chapter 83

WKB quantization

Abstract

Deformation is a main theme of research in the present work. We begin here to describe
WKB quantization and a general method to guess deformations of function algebras. The role
of Darboux charts and momentum maps appears clearly. A careful example is given by the
deformation of SLp2,Rq.

We prove a useful result (from [981]), the extension lemma, which allows to deform a split
extension when one knows a deformation of the two components of the extension. The kernel
is simply the product of the two kernels.

Then we see the principle of deformation by action of group: when a Lie group is deformable,
one can find a deformation of any manifold on which the group acts. Universal formulas exist
in some cases. This is why deformations of groups are studied. An application of that extension
lemma to the Iwasawa subgroup of SOp2, nq is given in chapter 85.

83.1 WKB quantization
subsec:WKB

More details can be found in the article [999]. A manifold M is given with its usual commutative
and associative algebra pC8pMq, · q of smooth functions. A deformation, or a quantization 1,
of M is the data of a new product ‹Mℏ on a functional space over M .

Let G be a Lie group acting on a manifold M . We consider FunpM,Cq, the space of all the
maps from M to C, without any regularity conditions. The regular left representation of G
on M is the representation of G on FunpMq given by

rLg̊ paqsphq “ apghq (83.1)

for all a P FunpMq, g, h P G.
A G-invariant WKB quantization of M is a product on a space of functions AM on M of the

form
pu ‹Mℏ vqpxq “

ż

MˆM
aℏpx1, x2, xqe i

ℏSpx1,x2,xqupx1qvpx2q dx1 dx2

for which we require, among other conditions, (see complete definition 83.2)

— AM Ă FunpMq is invariant under the regular left representation of G and contains at least
the smooth compactly supported functions,

— the pair pAM , ‹Mℏ q is an associative algebra,
— the functions aℏ and S are invariant under the left regular action of G,

1. In fact, we make a difference between these two words. A deformation is only the fact to find a new product
from an old one; the new product depends on a parameter and has to reduce to the old one when the parameter
goes to zero. A quantization is a deformation in which the first order term (whatever it means) of the new product
contains the symplectic structure as in condition (83.4) below.

4053
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— @x PM and @u, v P AM the product accepts an asymptotic expansion compatible with the
symplectic structure in the following sense:

pu ˚ℏ vqpxq „ upxqvpxq ` ℏ
i
c1pu, vqpxq ` opℏ2q

where c1 satisfies c1pu, vq ´ c1pv, uq “ 2tu, vu.
The main property of this product is its G-invariance:

Lgpu ‹Mℏ vq “ pLguq ‹Mℏ pLgvq.

83.1.1 Definitions and general setting

Let pM,ω,∇q be an affine symplectic manifold, i.e. a 2n-dimensional symplectic manifold
pM,ωq endowed with a torsion-free connection ∇ such that ∇ω “ 0. The automorphism group
AutpM,ω,∇q is defined as

AutpM,ω,∇q “ Affp∇q X Symppωq
where Affp∇q is the group of affine transformations of the affine manifold pM,∇q and Symppωq is
the group of symplectomorphisms of pM,ωq.
¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 83.1
Non mais; où intervient ∇ dans cette définition ? D’après Pierre, il est contenu dans les troisième
ordre, mais il faudrait une référence. ProbNablades

Let R be a subgroup of AutpM,ω,∇q. The following definition of a R-invariant WKB quanti-
zation can be found in [922].

Definition 83.2.
A R-invariant WKB quantization of pM,ω,∇q is the data of a product

pu ‹θ vqpxq “ 1
θ2n

ż

MˆM
aθpx, y, zqe i

θ
Spx,y,zqupyqvpzq dy dz (83.2)EqFormeWKBdelEqFormeWKBdel

(where dy dz is the Liouville measure ωn{n!) with the following constrains:
(1) For each θ, we have a space Aθ containing the space C8

c pMq of compactly supported smooth
functions. The product ‹θ extends to Aθ in such a way that pAθ, ‹θq becomes a one-parameter
family of associative ˚-algebras.

(2) The product ˚0 on A0 is the usual pointwise product and pA0, ˚0q is a Poisson subalgebra of
C8pMq for the induced Poisson structure from the symplectic form ω.

(3) @θ ě 0, the space Aθ is a ˚-vector subspace of C8pMq such that

C8
c pMq Ă A0 Ă Aθ

where the involution ˚ on C8pMq is the usual complex conjugation.
(4) S is a real valued smooth function S : MˆMˆM Ñ R such that for all x0 PM , the function

Spx0, ., .q P C8pM ˆMq has a nondegenerate critical point at px0, x0q.
(5) The functions aθ are positive real-valued:

aθ : M ˆM ˆM Ñ R`.

(6) The functions S and aθ are invariant under the diagonal action of R on M ˆM ˆM .
(7) @x PM and @u, v P C8

c pMq with support in a suitably small neighbourhood of x, a stationary
phase method yields the extension

pu ‹θ vqpxq „ upxqvpxq ` θ

i
c1pu, vqpxq ` opθ2q (83.3)

where c1 satisfies
c1pu, vq ´ c1pv, uq “ 2tu, vu. (83.4)EqExigSymplePremOrdEqExigSymplePremOrd
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DefWKBCompl

We emphasize the fact that the functional space AM is stable under ‹θ: this is a strict quanti-
zation in contrast to a formal star product which only stabilises the space of formal power series
of θ.

An example of WKB quantization is the Weyl product which is nothing but an integral refor-
mulation of the Moyal star product:

pf ‹Wℏ gqpxq “ 1
ℏ2n

ż

R2nˆR2n

e
2i
ℏ S

0px,y,zqfpyqgpzq dy dz

where S0px, y, zq “ Ωpx, yq ` Ωpy, zq ` Ωpz, xq, and Ω denotes the usual symplectic form on R2n.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 83.3
Ce serait bien d’avoir une référence pour cette affirmation. Et aussi de savoir s’il faut un 1{ℏ2n

devant l’intégrale. ProbWeylMoy

The function K “ aθe
i
θ
S is the kernel of the product ‹θ. The associativity of ‹θ on the

functional space Aθ is the fact that the equality
`pu ‹θ vq ‹θ r

˘pxq “ `
u ‹θ pv ‹θ rq

˘pxq

holds for every u, v, r P Aθ and x P M . That condition translates under an integral form to the
following relation

ż

MˆM
Kpx, y, zq

„ż

MˆM
Kpy, t, squptqvpsqµM pt, sq

ȷ
rpzqµM py, zq

“
ż

MˆM
Kpx, y, zqupyq

„ż

MˆM
Kpz, t, sqvptqrpsqµM pt, sq

ȷ
µM py, zq

(83.5)EqCondAssocEqCondAssoc

where µM py, zq “ µM pyqµM pzq is the Liouville measure on M . Performing formal manipulations
(such as a Fubini theorem), one can express this condition as

ż

M
Kpx, y, tqKpt, p, qqµptq “

ż

M
Kpx, τ, qqKpτ, y, pqµpτq. (83.6)EqAssosssensEqAssosssens

That form is easier to handle and to check, but it is meaningless in general.
The fact to have a left invariant kernel on a groupGmeans that the kernelK : GˆGˆGÑ C

has the property Lg̊K “ K, or

Kpgh1, gh2, gh3q “ Kph1, h2, h3q (83.7)

for every g P G. The following lemma allows us to use group isomorphisms to push forward a
kernel from a group to another.

Lemma 83.4.
Let G1 and G2 be two symplectic Lie groups and K1, a left invariant kernel on G1 which provides
an associative product on the functional space A1. Let ϕ : G2 Ñ G1 be a symplectic Lie group
isomorphism. Then the kernel K2 “ ϕ˚K1 is invariant and gives rise to an associative product on
A2 “ ϕ˚A1. LemKerINvarIsom

Proof. By definition,
pϕ˚K1qph1, h2, h3q “ K1

`
ϕph1q, ϕph2q, ϕph3q

˘
.

Therefore, using the left invariance of K1, we have

Lg̊ϕ
˚K2 “ pϕ ˝ Lgq˚K2 “ pLg ˝ ϕq˚K2 “ ϕ˚L˚

ϕpgqK1 “ ϕ˚K1.
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That proves left invariance of ϕ˚K1 on G2. Now we prove the associativity of K2, this is to check
condition (83.5). We have

ż

G2ˆG2

K2px, y, zq
«ż

G2ˆG2

K2py, t, sqpϕ˚uqptqpϕ˚vqpsqµ2pt, sq
ff

pϕ˚rqpzqµ2py, zq

“
ż

G2ˆG2

K1pϕx, ϕy, ϕzq
«ż

G2ˆG2

K1pϕy, ϕt, ϕsqupϕtqvpϕsqµ2pt, sq
ff

rpϕzqµ2py, zq.
We perform in this integral the change of variables τy “ ϕy, τt “ ϕt, τz “ ϕz and τs “ ϕs. This
does not affect the measure because ϕ is a symplectomorphism and µi are the Liouville measures
on Gi, so that for example, µ2ptq “ µ2pϕ´1τtq “ µ1pτtq. The previous integral becomes

ż

G1ˆG1

K1pϕx, τy, τzq
«ż

G1ˆG1

K1pτy, τt, τsqupτtqvpτsqµ1pτt, τsq
ff

rpτzqµ1pτy, τzq.
Using now the associativity of K1 on G1 and performing the inverse change of variables, we find

ż

G2ˆG2

K2px, y, zqpϕ˚uqpyq
«ż

G2ˆG2

K2pz, t, sqpϕ˚vqptqpϕ˚rqpsqµ2pt, sq
ff

µ2py, zq,
which proves the associativity of K2 on ϕ˚A1.

Notice that condition (83.6) can be checked in much the same way.

The proposition 88.8 gives an improved form of this lemma. Unfortunately, this generalization
revealed to be a mistake. It is worth noticing that lemma 83.4 needs a group isomorphism while
one often only has a Lie algebra isomorphism. Due to Campbell-Backer-Hausdorff formula, it may
be very difficult to find a group isomorphism from an algebra one. An example of this difficulty is
in subsection 83.5.6.

Remarque 83.5.
Most of the time, the symplectic condition (83.4) does not have to be checked because we just
define the symplectic form ω2 on G2 as ω2 “ ϕ˚ω1 where ω1 is the symplectic form on G1.

Definition 83.6.
When α : GˆAÑ A is an action of a Lie group G on a vector space A, one says that the element
a P A is a differentiable vector of α if the map g ÞÑ αgpaq is a differentiable map from G into
A.

We are now interested in the regular left representation L : R ˆ Aθ Ñ Aθ defined as usual by`
Lrpuq

˘pxq “ upr·xq. A function u P Aθ is a differentiable vector of L when the map

αu : RÑ Aθ

r ÞÑ Lrpuq (83.8)

is differentiable. The differential of αu is what we will denote by dL in the next few pages:
dLpXqu “ pdαuqeX. By definition,

pdαuqeX “ d

dt

”
αupetXq

ı
t“0

“ d

dt

”
LetX puq

ı
t“0

,
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and the element pdαuqeX P Aθ applied to x PM is

`
dLpXqu˘pxq “

´
pdαuqX

¯
pxq “ d

dt

”
LetX puqx

ı
t“0

“ d

dt

”
upetX ·xq

ı
t“0

. (83.9)

We denote by A8
θ the space of differentiable vectors of the representation L.

If one particularises to Aθ Ă C8pRq (the manifold M being R itself), the vector fields of R
naturally act on Aθ. In particular, if u : RÑ C and X P R we have

`
X˚puq˘prq “ Xr̊ puq “

d

dt

”
u
`
e´tXr

˘ı
t“0

“ `
dLp´Xqu˘prq,

so that
dLpXq “ ´X˚ (83.10)

holds on the space of differentiable vectors A8
θ .

Definition 83.7.
A formal star product ˚G : C8pMqrrνss ˆ C8pMqrrνss Ñ C8pMqrrνss is said to be G-covariant
if for all X, Y P G,

rλX , λY s˚G “ 2νtλX , λY u (83.11)

where rλX , λY s˚G :“ λX ˚G λY ´ λY ˚G λX . In other words the start product is G-covariant when
the expected terms of higher order in the right hand side are zero.

A crucial use of G-covariance will be done in proposition 83.9 in order to build a map ρν that
fulfils the following proposition (instead of dL itself).

Proposition 83.8.
In the setting of definition 83.2, the map dL is a representation by derivation of R on A8

θ . prop:dL_reprez

Proof. We will not pay attention on the domain Aθ. Its definition will come later. First, we prove
that dL : R Ñ EndA8

θ is a representation. Indeed,

dLprX,Y squ “ d

dt

´
L˚

expp´trX,Y squ
¯
t“0

“ d

dt

´
rL˚

expp´tXq, L
˚
expp´tY qsu

¯
t“0

“ “
dLpXq, dLpY q‰u.

(83.12)

Next, LR-invariance of ˚θ yields
`
Le̊xp ´tXu

˘ ˚θ
`
Le̊xp ´tXv

˘ “ Le̊xp ´tXpu ˚θ vq.
If we derive this equality with respect to t at t “ 0, we find

dLpXqu ˚θ v ` u ˚θ dLpXqv “ dLpXqpu ˚θ vq.

83.1.2 Deformation of Iwasawa subgroups

The motivation in deforming (or quantizing) groups resides in the method of deformation by
group action (section 82.6) which states that if one can deform a group, one can write a formula
for a deformed product on any manifold on which the group acts.

Let first describe the next few steps in the construction of WKB quantizations of groups. Let
G be a semisimple Lie group with its Iwasawa decomposition G “ ANK. The group R “ AN
is solvable and can be seen as the homogeneous space R “ G{K. We consider the canonical
multiplicative action τ : G ˆ R Ñ R which we restrict to τ : R ˆ R Ñ R. We are interested in a
R-invariant quantization of R. Here is a summary of the notations that will be used.

— ˚M is the Moyal star product on Rn endowed with its canonical symplectic form,
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— ‹Rθ is the product we are searching for. It has to be defined at least on C8
c pRq and should

be extended to C8pRq,
— AR Ă FunpR,Cq must contain C8

c pRq. The purpose is pAR, ‹Rθ q to be an associative algebra
and AR to be invariant under the left regular representation of R,

— Aν “ C8pRqrrνss is an intermediary space which serves to guess ‹Rθ and perform formal
manipulations with ρν and dL,

— ˚RM is the pull-back of Moyal to Aν . It serves to formal manipulations in order to guess the
twist that defines ˚Rν ,

— ˚Rν is the product on Aν . The problem of determining that product is formal. When this
problem is solved, we have to prove that in a well chosen AR, taking ˚Rν Ñ ‹Rθ yields a
solution to the problem. As previously noticed, in order to make sense, one has to apply
dL on the subspace A8

ν of differentiable vector of the regular left representation. We will
however not take care of this issue in the formal manipulations.

The main steps are the following:
(1) In the case of a WKB product we saw in proposition 83.8 that dL is a representation of R

on A8
ν . Hence we will try to build a formal product for which dL is a representation by

derivation. From this point of view, the manipulation with ρν is only a trick designed to
guess a product formula.

(2) We suppose that the group R —the one that we are trying to quantize— has a symplectic
structure ω and we consider ϕ : R2n Ñ R, a Darboux chart; i.e. ω “ ϕ˚Ω where Ω is the
canonic symplectic form on R2n.

(3) We suppose that the left action of R on itself is strongly hamiltonian and we denote by λX
the momentum maps. We suppose that the Moyal product is G-covariant 2.

(4) We pose ρνpXq “ 1
2ν ad˚R

M
pλXq. The R-covariance of ˚RM is used in order to prove that ρν is

a representation by derivations of R on pAν , ˚RM q.
(5) If one can find an intertwining operator between dL and ρν (i.e. if they are equivalent

representations), we define ˚Rν as the pull-back of ˚RM by this intertwining operator. In this
case, we prove that dL is a representation by derivations of the product ˚Rν .

It is time to read appendix 82.1 about the Moyal star-product.
We try now to find a formal product ˚Rν on A8

ν such that dL is a representation by derivations.
For this purpose we suppose R to accept a symplectic structure ω and ϕ : R2n Ñ R to be a Darboux
chart, i.e. ω “ ϕ˚Ω where Ω denotes the canonical symplectic form on R2n. Then we bring the
Moyal product of R2n to R by the usual formula

pu ˚RM vq “ pu ˝ ϕ ˚M v ˝ ϕq ˝ ϕ´1. (83.13)

We suppose that product to be G-covariant 3:

rλX , λY s˚R
M
“ 2νtλX , λY uR. (83.14)

Now we consider the left action of R on itself and we suppose that this is an Hamiltonian action
for the symplectic structure ω “ ϕ˚Ω with dual momentum maps λX : RÑ C. We define, for each
X P R, a linear map, ρνpXq : Aν Ñ Aν by

ρν : R Ñ EndAν

X ÞÑ 1
2ν ad˚R

M
pλXq

(83.15)

Notice that the formal series of rλX , us˚R
M

begins with order one, so the division by ν make sense
in the space of formal series. The main interest of ρν is to be as we want dL to be. So it will be
used to guess how to twist the product in order to make dL work as ρν .

2. In fact, we only need the R-covariance.
3. Only the R-covariance will be actually used.



83.1. WKB QUANTIZATION 4059

Proposition 83.9.
The map ρν is a representation of R on Aν , and ρνpXq is a derivation of pAν , ˚RM q for each X P R.
Proprhonureprez

Proof. The proof that ρν is a representation is only to check that the relation rρνpXq, ρνpY qsf “
ρνprX,Y sqf holds for any X, Y P R and f P Aν . Using the G-covariance and the Jacobi identity,

ρνprX,Y sqf “ 1
4ν2 ad˚R

M
p2νλrX,Y sqf “ 1

4ν2 ad˚R
M
prλX , λY s˚R

M
qf

“ 1
4ν2 rrλX , λY s˚R

M
, f s˚R

M

“ 1
4ν2 pad˚R

M
λX ˝ ad˚R

M
λY ´ ad˚R

M
λY ˝ ad˚R

M
λXqf

“ rρνpXq, ρνpY qsf.

(83.16)

It remains to check that ρνpXqpu ˚RM vq “ ρνpXqu ˚RM v ` u ˚RM ρνpXqv for every X P R. This is
once again just a computation.

ρνpXqu ˚RM v ` u ˚RM ρνpXqv “ 1
2ν pλX ˚

R
M u´ u ˚RM λXq ˚RM v

` 1
2ν u ˚

R
M pλX ˚RM v ´ v ˚RM λXq

“ 1
2ν ad˚R

M
λXpu ˚RM vq.

(83.17)

Notice that the G-covariance of ˚RM was used to prove that ρν is a representation. Now, if we
could show that ρν “ dL, then the answer to our deformation problem would be Aθ “ A8

ν and
‹θ “ ˚RM . But instead of that we have ρν “ dL` opνq because

ρνpXqu “ 1
2ν rλX , us˚R

M
“ 1

2ν 2νtλX , uu ` opνq “ X˚puq ` opνq
“ ´dLpXqu` opνq

(83.18)

where the notion of fundamental field X˚ is taken for the regular left representation (which is
Hamiltonian). That shows that ρν is something like a deformation of dL. As a consequence, one
has dLpXq “ XλX

, or
dLpxqu “ XλX

puq “ tλX , uu (83.19)eq:dL_et_Poissoneq:dL_et_Poisson

(see subsection 59.1.3).
Since ρν is not dL, the hope is to see if ρν and dL should be equivalent representations. As next

proposition shows, the fact to find an equivalence between ρν and dL actually solves the problem
to find a product for which dL is a representation by derivation.

Proposition 83.10.
Let T : Aν Ñ Aν be an intertwining operator between dL and ρν :

T ρνpXqT ´1 “ dLpXq. (83.20)eq:TrnTeq:TrnT

If we define the star product ˚Rν by

u ˚Rν v “ TνpT ´1
ν u ˚RM T ´1

ν vq, (83.21)Eq_candprodANSLEq_candprodANSL

dL becomes a derivation of ˚Rν . prop:def_stn

Proof. If we develop the expression of dLpXqpu ˚RM vq, we find T ρνpXqpT ´1u ˚RM T ´1vq, using the
fact that ρν is a derivation of ˚RM , one easily finds dLpXqu ˚RM v ` u ˚Rν dLpXqv.
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83.2 Deformation of SLp2,Rq

sec:unifsl

Abstract

This section shows in some detail an instructive example of deformation of an Iwasawa
subgroup: the Iwasawa subgroup of SLp2,Rq. In this section we will use the parametrization
(53.314) of SLp2,Rq, as well as the notations G “ SLp2,Rq and G “ slp2,Rq. Here are the
main steps that will be performed:

(1) The Iwasawa component R “ AN “ G{K provides a double covering onto O “ AdpGqZ
where Z is any element of K (which is one dimensional). The adjoint orbit O being
endowed with a canonical symplectic form described in subsection 59.1.4, we consider on
R the corresponding symplectic structure.

(2) The map pa, lq ÞÑ AdpeaHelEqZ turns out to be a global Darboux chart and induces the
diffeomorphism

R » O » R2.

Under these identifications, the adjoint action of R on O becomes the simple multiplication
of R in itself, which is strongly hamiltonian.

(3) The Moyal product is slp2,Rq-covariant for the action of SLp2,Rq on R2.
(4) We explicitly build the intertwining operator between ρν and dL and we write down a

product (see proposition 83.10).
(5) A theorem is stated in which we list the properties of the so constructed product.

83.2.1 Actions and Symplectic structure

For our purpose, we consider the Ad˚-invariant 2-form ξ0 P G˚ and rO “ Ad˚pGqξ0. As seen
in 59.1.4, the orbit rO is a symplectic manifold with

rωξpX˚, Y ˚q “ xξ, rX,Y sy (83.22)EqAStrucSympCoAdjEqAStrucSympCoAdj

and the dual momentum maps are λXpξq “ xξ,Xy.
In the present framework, we can work with adjoint orbits instead of the coadjoint ones because

the group G “ SLp2, Rq is semisimple. Indeed, in this case, the Killing form B : G ˆ G Ñ R gives
a AdpGq-equivariant isomorphism between G and G˚. In order to see that, recall that a basic
property of the Killing form is

B
`padXqY, Z˘ “ ´B`Y, padXqZ˘, (83.23)eq:B_ad_invareq:B_ad_invar

and when the group is semisimple, B is nondegenerate. The isomorphism is given by B1 : G Ñ G˚,
B1pXqY “ BpX,Y q. The fact that B is nondegenerate makes B1 an isomorphism, and the property
(83.23) gives the adpGq-equivariance of B1:

B1`padXqY ˘Z “ ´B1pY q`padXqZ˘.

Here, in contrast with the case studied in 59.1.4, we are working with adjoint orbits (and not
the coadjoint orbits), so the subalgebra to be studied is no more rO but

O “ AdpGqZ,

where Z is the generator of K and the symplectic form is not exactly (59.14), but

ωXpA˚, B˚q “ BpX, rA,Bsq. (83.24)eq:omega_Geq:omega_G

The action of G on O is g·X “ AdpgqX. The corresponding notion of fundamental field is given
by

X˚
ϕpa,lq “

d

dt

”
Adpe´tXqϕpa, lq

ı
t“0

.
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The Iwasawa theorem 51.188 claims that G{K “ AN and that we have global diffeomorphism
A ‘N Ñ AN , pa, nq Ñ eaen; A Ñ A, a Ñ ea; N Ñ N , n Ñ en. We define R “ A ‘N and the
global diffeomorphism

ϕ : A‘N Ñ O
aH ` lE ÞÑ AdpeaHelEqZ. (83.25)EqDefphiaHlEZEqDefphiaHlEZ

That map can also be seen as
ϕ : R2 Ñ O
pa, lq ÞÑ AdpeaHelEqZ. (83.26)

In this way, we identify A‘N and R2 as two dimensional space.

Proposition 83.11.
As homogeneous space, there is a double covering

ψ : G{K Ñ O
rgs ÞÑ AdpgqZ. (83.27)

Proof. The map ψ is well defined and injective (up to the double covering) because the stabilizer
of K is K from theorem 51.191. The surjective condition is clear. The double covering is expressed
by the fact that ψprgsq “ ψprg1sq if and only if g “ ˘g1.

The symplectic 2-form ω on O induces a symplectic form

Ω “ ϕ˚ω

on A‘N » R2.

Proposition 83.12.
The 2-form ϕ˚ω is constant and its value is

Ω :“ ϕ˚ω “ ´2BpF,Eqda^ dl “ βda^ dl;
in other words, ϕ is a global Darboux chart for O. prop:Omega

Proof. We have to compute

Ωpa,lqpBa, Blq “ ωϕpa,lq
`pdϕqpa,lqBa, pdϕqpa,lqBl

˘
.

First, we show that dϕpBaq “ ´Hϕ̊ :

dϕpa,lqBa “ d

dt

”
ϕpa` t, lq

ı
t“0

“ d

dt

”
Adpepa`tqHelEqZ

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpetHeaHelEqZ

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpetHqϕpa, lq

ı
t“0

“ ´H˚
ϕpa,lq.

In the same way, we find dϕpBlq “
`

AdpeaHqE˘˚
ϕ
:

dϕpa,lqBl “ d

dt

”
AdpeaHel`tEqZ

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpeaHetEe´aHeaHelEqZ

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpeaHetEe´aHqϕpa, lq

ı
t“0

“ d

dt

”
AdpetAdpeaH qEqϕpa, lq

ı
t“0

“ ´`AdpeaHqE˘˚
ϕpa,lq.

Using formula (83.24) for the symplectic form,

Ωpa,lqpBa, Blq “ B
`
ϕpa, lq, r´H,´AdpeaHqEs˘

“ B
`

AdpeaHqAdpelEqZ,AdpeaHqrH,Es˘

“ 2B
`
Z,Adpe´lEqE˘

“ 2BpZ,Eq.

(83.28)
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Defining β “ ´2BpE,F q we write it as

Ω “ ϕ˚ω “ ´2BpF,Eqda^ dl “ βda^ dl. (83.29)

So, as symplectic manifold, pO, ωq is nothing but pR2, da ^ dlq, the diffeomorphism being ϕ.
The symplectic structure Ω induces a Poisson structure P given by equation (59.6). In the present
case, it reads

pΩijq “ β

ˆ
0 1
´1 0

˙
pP q “ β´1

ˆ
0 ´1
1 0

˙
(83.30)

and
tf, gu “ β´1pBlfBag ´ BafBlgq. (83.31)eq:Poissoneq:Poisson

The action of G on O can be turned into an action on R2 using the chart ϕ. It is done by
defining τ : GˆR2 Ñ R2,

τ “ ϕ´1 ˝Ad ˝ϕ, (83.32)

or τgpa, lq “ ϕ´1`Adpgqϕpa, lq˘. The notion of fundamental field at x “ pa, lq P R2 is thus given
by

Xx̊ “
d

dt

”
e´tX ·x

ı
t“0

“ d

dt

”
ϕ´1`Adpe´tXqϕpa, lq˘

ı
t“0

, (83.33)

for which we will often use the path representation

Xx̊ ptq “ ϕ´1`Adpe´tXqϕpa, lq˘.
From Ad-invariance of ω,

τ˚Ω “ τ˚ϕ˚ω “ pϕ ˝ ϕ´1 ˝Ad ˝ϕq˚ω “ ϕ˚pAdq˚ω “ ϕ˚ω “ Ω.

Thus the symplectic form is G-invariant:

τ˚Ω “ Ω, (83.34)eq:tau_s_Omegaeq:tau_s_Omega

That implies in particular that τ satisfies theorem 59.2.

Proposition 83.13.
The action τ of G on the symplectic space pR2,Ωq is Hamiltonian and the dual momentum maps
λ1
X : R2 Ñ R are given by (cf .59.4)

λ1
Xpa, lq “ ´B

`
X,ϕpa, lq˘ (83.35)

for each X P G. prop:lambda_X

Proof. We have first to check the identity ipX˚qΩ “ ipX˚qpϕ˚ωq “ dλ1
X . Let us apply both sides

on the vector 4 Ax̊, with A P G and x “ pa, lq P R2. On the one hand

ipXx̊ qΩxpAx̊q “ ωϕpxq
`
dϕxXx̊ , dϕxAx̊

˘
,

but
dϕxXx̊ “

d

dt

”
ϕpXx̊ ptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
Adpe´tXqϕpaH, lEq

ı
t“0

“ ´X˚
ϕpa,lq. (83.36)

The same being true for A,

ipXx̊ qΩxpAx̊q “ ωϕpxqpX˚
ϕpxq, A

˚
ϕpxqq “ Bpϕpxq, rX,Asq.

4. Existence comes from lemma 53.19.
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On the other hand,

pdλ1
XqxpAx̊q “

d

dt

”
pλ1
X ˝ ϕ´1q

´
AdpetAqϕpa, lq

¯ı
t“0

“ d

dt

”
B
´
X,AdpetAqϕpa, lq

¯ı
t“0

“ B
´ d
dt

”
AdpetAqϕpxq

ı
t“0

, X
¯

B is linear

“ B
´
padAqϕpxq, X

¯

“ ´B`ϕpxq, padAqX˘
B is Ad´invariant

“ Bpϕpxq, rX,Asq.

(83.37)

That proves that ipX˚qΩ “ dλ1
X . The second part of the proof is to see that condition (59.8b)

holds. Using the fact that Xλ1
Y
“ Y ˚, we find

tλ1
X , λ

1
Y upa, lq “ ´ΩpXλ1

X
, Xλ1

Y
q “ ´Ωpa,lqpX˚, Y ˚q

“ ´ωϕpa,lqpX˚, Y ˚q “ ´BprX,Y s, ϕpa, lqq
“ λ1

rX,Y spa, lq

where the star refers to the action on O. Explicit computations of Poisson bracket between λ1
X ’s

at page 4064 will confirm that result.

We are now able to furnish explicit formulas for λ1
H , λ1

E and λ1
F by virtue of the latter propo-

sition. The first computation is:

λ1
Hpa, lq “ ´BpH,AdpelEqZq “ ´BpAdpe´lEqH,Zq

“ ´BpH ` r´lE,Hs ` . . . , Zq “ ´BpH,Zq `Bpr´lE,Hs, Zq
“ ´2lBpE,F q,

(83.38)

so
λ1
Hpa, lq “ ´βl. (83.39)EqlamHalEqlamHal

Second,

λ1
Epa, lq “ ´BpAdpe´aHqE,AdpelEqq “ ´e´2aBpAdpe´lEqE,Zq “ ´β2 e

´2a. (83.40)

Then,
λ1
Epa, lq “ ´

β

2 e
´2a. (83.41)EqlamEalEqlamEal

The last one is

λ1
F pa, lq “ ´B

`
AdpelEqZ, e´aHF

˘ “ ´e2aB
`
Z,Adpe´lEqF ˘

“ ´e2aB
`
Z,F ´ lrE,F s ` l2

2 rE, rE,F ss ` . . .
˘

“ ´e2a
„
BpZ,F q ´ lBpZ,Hq ´ l2

2 BpZ, 2Eq
ȷ

“ ´e2a`BpZ,F q ` l2BpF,Eq˘

“ ´e2a`´ β

2 ´ l
2β

2
˘ “ e2aβ

2 pl
2 ` 1q.

(83.42)

Finally,
λ1
F pa, lq “

β

2 e
2apl2 ` 1q. (83.43)EqlamFalEqlamFal



4064 CHAPTER 83. WKB QUANTIZATION

Using formula (59.7) for the Poisson bracket, one can check that the required relations (59.8b) are
satisfied: pg:explic_com_lamb

tλ1
H , λ

1
Eu “ 2λ1

E (83.44a)
tλ1

H , λ
1
F u “ ´2λ1

F (83.44b)
tλ1

E , λ
1
F u “ λ1

H . (83.44c)

This confirms the fact that our action of SLp2,Rq on AN is Hamiltonian.
Using the global diffeomorphism (83.25), and the map

j : AN Ñ O
r ÞÑ AdprqZ (83.45)

we identify
R » O » R2.

The action of R on itself induced from the adjoint action of R on O is

r· s “ j´1`r· jpsq˘ “ j´1`AdprsqZ˘ “ rs.

It is the left multiplicative action required in definition 83.2. The Lie group R is endowed with
the symplectic form

ωR “ j˚ϕ´1˚Ω.
The notion of fundamental vector for the action of R on itself is given by

Xr̊ “
d

dt

”
e´tX · r

ı
t“0

“ d

dt

”
j´1`e´tX · jprq˘

ı
t“0

“ dj´1X˚
jprq, (83.46)

but we know that
e´tX · jprq “ Adpe´tXrqZ “ rϕ ˝ τpe´tXrq ˝ ϕ´1sZ,

then
Xr̊ “ dj´1 ˝ dϕX˚

r·ϕ´1pZq.

If r “ eaHelE , then r·ϕ´1pZq “ pa, lq and

Xr̊ “ pdj´1 ˝ dϕqX˚
pa,lq (83.47)

where the fundamental field of the right hand side is taken in the sense of the action of R on R2.
The following proposition shows that the explicit form of λ and λ1 are the same up to natural

identifications.

Proposition 83.14.
The left multiplicative action of R on itself is Hamiltonian and the dual momentum maps are given
by λX : RÑ C,

λX “ λ1
X ˝ ϕ´1 ˝ j. (83.48)

for each X P R. PropMomslR

Proof. Once again, the proof is just a verification of the two properties of a momentum map. The
first one is

ipXr̊ qωRY “ ωRr pdj´1dϕX˚
pa,lq, Y q “ Ωpϕ´1˝jqprq

`
X˚

pa,lq, dϕ
´1djrY

˘

“ pλ1
X ˝ dϕ´1 ˝ djqY “ dλXY.

(83.49)

For the second condition, we consider r “ eaHelE and

tλX , λY uprq “ Xr̊ pλY q “ pdj´1dϕX˚
pa,lqqpλ1

Y ˝ ϕ´1 ˝ jq
“ X˚

pa,lqpλ1
Y q “ λ1

rX,Y spa, lq P C
(83.50)

while
λrX,Y sprq “ λ1

rX,Y s ˝ ϕ´1 ˝ jprq “ λ1
rX,Y spa, lq.
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83.2.2 Guessing the star product

The Moyal star product is invariant under the action of R2 on itself Lxy “ x` y in the sense
that if we pose pLẙfqpxq “ fpx` yq it is clear that

pLs̊f ˚M Ls̊gqpxq “ exp
”ν

2P
ijpByi ^ Bzj q

ı
fpy ` sqgpz ` sq|y“z“x

“ Ls̊ pf ˚M gqpxq.
(83.51)

We are however not interested by that action on R2. The action which we look at is the one of
SLp2, Rq.
Proposition 83.15.
The product ˚M is slp2,Rq-invariant at order 0 and 1.

Proof. The invariance at order zero is given with some concise notations by

pguqpgvqpxq “ upgxqvpgxq “ puvqpgxq,

The action τg of an element g P G satisfies τg̊ Ω “ Ω (equation (83.34)), so theorem 59.2 gives
tu ˝ τg, v ˝ τgu “ tu, vu ˝ τg. Since Poisson bracket is the first term of the Moyal product, at first
order

τg̊ pu ˚M vq “ τg̊ u ˚M τg̊ v.

Proposition 83.16.
The product ˚M is slp2,Rq-covariant for the homomorphism given by proposition 83.13 or equiva-
lently by equations (83.39), (83.41), and (83.43).

Proof. The Moyal star product can be written as

u ˚M v “
ÿ νk

k! Pkpu, vq

with Pkpu, vq “ ΩIJBIuBJv where I and J are summed over k-uple of 0 and 1, including a sum
over k itself (x0 “ a, x1 “ l). For a given I, there is only one J such that ΩIJ ‰ 0. There are

`
k
m

˘

multi-indices I providing the term BI “ Bm0 Bn1 with n `m “ k. For each of them, ΩIJ “ p´1qn.
Therefore

Pkpu, vq “
kÿ

m“0
p´1qk´m

ˆ
k

m

˙
Bm0 Bn1u Bn0 Bm1 v. (83.52)eq:P_keq:P_k

For example,
P1pu, vq “ ´B1uB0v ` B0uB1v “ tu, vu.

If k is even, the expression (83.52) is symmetric with respect of u and v, so that these terms will
not contribute in the computation of the commutators ru, vs˚M . We are left with

rλ1
X , us˚M “ 2

8ÿ

k“0

ν2k`1

p2k ` 1q!P2k`1pλ1
X , uq. (83.53)eq:comm_lambda_Xeq:comm_lambda_X

First we compute rλ1
H , us˚M :

P2k`1pλ1
H , uq “ δk0p´B1λ

1
HB0u` B0λ

1
HB1uq “ δk0tλ1, uu, (83.54)

thus

rλ1
H , us˚M “ 2νP1pλ1

H , uq “ 2νtλ1
H , uu “ 2νβBau. (83.55)
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By the way, we point out the relation

ad˚M λ1
H “ 2νβBa.

Now, we turn our attention to the commutator rλ1
E , us˚M :

P2k`1pλ1
E , uq “ ´

kÿ

n“0
p´1qm

ˆ
2k ` 1
m

˙ˆ
2k ` 1
m

˙
pBm0 Bn1λ1

Eq pBn0 Bm1 uq

“ B2k`1
a

`´ β

2 e
´2a˘B2k`1

l u “ β22ke´2aB2k`1
l u,

(83.56)

thus

rλ1
E , us˚M “ 2

8ÿ

k“0

ν2k`1

p2k ` 1q!β22ke´2aB2k`1
l u “ βe´2a sinhp2νBlqu, (83.57)eq:comm_lambda_Eeq:comm_lambda_E

so that
ad˚M λ1

E “ βe´2a sinhp2νBlq.
Last we check rλ1

E , λ
1
F s˚M “ 2νtλ1

E , λ
1
F u. When u “ 0, the only non vanishing term in the sum

(83.57) is k “ 0. Since B3
l λ

1
F “ 0,

rλ1
E , λ

1
F s˚M “ 2νβe´2aBlλ1

F ,

but
2νtλ1

E , λ
1
F u “ 2νpBaλ1

EBlλ1
F ´ Blλ1

EBaλ1
F q “ 2νβe´2aBlλ1

F . (83.58)

Before to go on, let us compute the operator ad˚M λ1
F in order to complete our collection. We

take once again the formula (83.52), with λ1
F and u:

P2k`1pλ1
F , uq “ ´

2k`1ÿ

m“0
p´1qm

ˆ
2k ` 1
m

˙
Bma Bnl λ1

F BnaBml u. (83.59)

It is clear that λ1
F can be derived only two times with respect of l and as much as we want with

respect of a. Then possible n are n “ 0, 1, 2, whose corresponding m are 2k ´ 1, 2k, and 2k ` 1.
Some computations lead to

P2k`1pλ1
F , uq “ ´kp2k ` 1qβ22k´1e2aB2

aB2k´1
l u

` p2k ` 1qβ22klBaB2k
l u

´ β22kp1` l2qe2aB2k`1
l u.

(83.60)

Replacing into the series (83.53), we find

rλ1
F , us˚M “ e2a

!ÿ ν2k`1

p2k ` 1q!βp´kqp2k ` 1q2
2k`1

2 B2
aB2k´1
l u

`
ÿ ν2k`1

p2k ` 1q!p2k ` 1q22k`1lBaB2k
l u

β
ÿ ν2k`1

p2k ` 1q!2
2k`1p1` l2qB2k`1

l u
)

“ ´βe2aB2
a

8ÿ

k“1

p2νq2k
p2kq! kνB

2k´1
l

` 2βνe2aBa ˝ coshp2νBlq
´ βe2ap1` l2q sinhp2νBlq.



83.2. DEFORMATION OF SLp2,Rq 4067

Finally,

ad˚M λ1
F “ ´ν2βe2aB2

a ˝ sinhp2νBlq
` 2νβe2alBa ˝ coshp2νBlq
´ e2ap1` l2q sinhp2νBlq.

(83.61)

Corollary 83.17.
The star product ˚RM on R defined for u, v P C8pRq by

pu ˚RM vqprq “ pu ˝ T´1 ˚M v ˝ T´1qT prq (83.62)

where T “ ϕ´1 ˝ j is covariant for the functions λ of proposition 83.14.

Remark that from general theory of star products, the so-defined ˚R is a formal star product
on R.

Proof. From definition of ˚RM , on the one hand

pλX ˚RM λY qprq ´X Ø Y “ pλ1
X ˚M λ1

Y qT prq ´X Ø Y “ 2νtλ1
X , λ

1
Y uR2T prq,

while on the other hand, ωR “ T ˚Ω, so that point (2) of theorem 59.2 gives

tλ1
X , λ

1
Y uR2 ˝ T “ tλ1

X ˝ T, λ1
Y ˝ T uR “ tλX , λY uR.

All that makes the theory developed earlier (in particular proposition 83.10) valid here. So we
pose

ρν : R Ñ End
`
C8pRqrrνss˘

X ÞÑ 1
2ν ad˚R

M
pλXq;

(83.63)

using the explicit expressions of ad˚M pλ1
Xq, we find

ρνpHq “ βBa, ρνpEq “ β

2ν e
´2a sinhp2νBlq. (83.64)

Using (83.19) with λH “ ´βl, it is clear that dLpHq “ ´βtl, uu “ βBau. Therefore

ρνpHq “ dLpHq, (83.65)

but the requested identity ρνpEq “ dLpEq will not hold. The problem is that dLpXq “ XλX
is

a vector field, while ρνpEq comes with (infinitely) multiple derivatives, hence this is not a vector
field. Conclusion: the operator T of equation (83.20) must not act on the variable a.

First we consider a partial Fourier transform F :

pFuqpa, αq “ ûpa, αq :“ 1?
2π

ż
e´iαlupa, lqdl, (83.66)

the inverse being given by
pF´1ûqpa, lq “ 1?

2π

ż
eilαûpa, αqdα. (83.67)

It is clear that FρνpHqF´1 “ ρνpHq, but FρνpEqF´1 “ β
2ν e

´2a sinhp2iναq. Indeed, if we define
v̂pa, αq “ sinhp2iναqûpa, αq,

pρνpEqF´1ûqpa, lq “ β

2ν e
´2a 1?

2π
sinhp2νBlq

ż
eilαûpa, αqdα

“ β

2ν e
´2a 1?

2π

ż
eilα sinhp2iανqûpa, αqdα

“ β

2ν e
´2apF´1v̂qpa, lq.

(83.68)
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This is nothing but the fact that the Fourier transform turns a derivation into a multiplication.
As can be seen on an asymptotic expansion, the deformation ν parameter is necessarily purely

imaginary, then we can here pose ν “ iθ with θ P R, so that

FρνpEqF´1 “ βi

2θe
´2a sinhp2αθq. (83.69)eq:FrnEFeq:FrnEF

Using (83.19), we find
dLpEq “ βe´2aBl. (83.70)eq:dLEeq:dLE

Comparing it with the expression of FρνpEqF´1, we see that (up to constant factor) we have to act
in such a way that sinhp2αθq is converted into a derivation. This is done by a Fourier transform.
We pose ξ “ sinhp2θαq and

f̃pa, ξq “ 1?
2π

ż
eiξpfpa, pqdp.

As usual,
ĄBαf “ ´iξf̃ .

This suggests us to consider the change of variable

ϕθpa, αq “ pa, 1
2θ sinhp2θαqq,

and finally,
Tθ :“ F´1 ˝ ϕθ̊ ˝ F , (83.71)

where ϕθ̊ is defined by pϕθ̊uqpa, αq “ upa, 1
2θ sinhp2θαqq. The result of our construction is the

following which proves that we are in the situation of proposition 83.10.

Theorem 83.18.

Tθ ˝ ρνpEq ˝ T ´1
θ “ βe´2aBl “ dLpEq.

Proof. Notice that pϕθ̊Fuqpa, αq “ ûpa, sinhp2θαqq, and then define v̂pa, αq “ ûpa, sinhp2θαqq;
equation (83.69) is

pFρνpEqF´1v̂qpa, αq “ βi

2θe
´2a sinhp2θαqv̂pa, αq.

Applying pϕ˚q´1 on the right hand side, we find βi
2θe

´2a2θαûpa, αq. This allows us to compute

pTθρνpEqT ´1
θ qupa, lq “ βie´2aF´1pαûqpa, lq

“ βie´2a 1?
2π

ż
ûpa, αqp´iqBleilαdα

“ βe´2apBluqpa, lq.

83.2.3 Formula for the product

The fact the Tθ intertwines ρν and dL makes that the candidate to be a product on the AN of
SLp2,Rq can be computed using formula (83.21). Computations are rather long and done in the
articles [922] and [1000] (see particularly point 4), so we will not give them here. We will also not
precise the functional space of convergence for the resulting product.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 83.19
Il faut voir si ça entrelace effectivement ces deux cocos, ou bien juste ρνpEq et dLpEq. Probintertw
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We are searching for a function ρ : RÑ R such that
ż

R
fprqρprqdr “

ż

R
fpbrqρprqdr, (83.72)eq:1s15eq:1s15

where dr “ da ^ dl. We consider the multiplication map ϕ : R ˆ R Ñ R, ϕpr, r1q “ rr1, and
its partial derivatives Aij “ Bϕi

Brj . We will perform the change of variable s “ br in (83.72). So,
si “ ϕipb, rq, and if we pose , we have drk “ pA´1qki dsi. We find

ż

R
fprqρprqdr “

ż

R
fpsqρpb´1sq detpA´1qds.

In the right-hand side, we rename s to r and we impose the equality to be correct for all functions
f : RÑ C. Then for all r, k P R,

ρprq “ ρpk´1rqdetpA´1q.
In order to compute the value of detpAq, we have to write

`
dLpa,bq

˘
pa1,l1q in a matrix form. If we

consider v “ pa1ptq, l1ptqq, we have

`
dLpa,bq

˘
pa1,l1qv “

d

dt

ˆ
ea`a1ptq ea`a1ptqpl1ptq ` e´2a1ptqlq

0 e´a´a1ptq

˙

t“0
, (83.73)

but we know that v can be written as

v “
ˆ
da1

dt e
a1 da1

dt e
a1

l1 ` ea1 dl1

dt

0 ´da1

dt e
a1

˙

Now, if we want to write
`
dLpa,bq

˘
pa1,l1q as

ˆ
A B
C D

˙
, we obtain: A “ ea, C “ 0, D “ e´a, and thus

detpAq “ 1.
So we can use ρprq “ 1 for all r P R, and the integral of f : RÑ C over R can be written as

ż

R
fprqdr

with dr “ da^ dl.
In the parametrization

pa, lq “
ˆ
ea eal
0 e´a

˙
,

of R “ AN the form da^ dl is a left invariant measure, so the integral of the function f : RÑ R

on R is given by ż

R
f “

ż

R2
fpa, lqda dl.

Remark that da dl is the Liouville measure by proposition 83.12. It is important for definition 83.2.
We consider a subset A Ă FunpRq, and we define the product ‹Rθ on A by

pa ‹R tbqpa0, l0q “
ż

RˆR
KR
θ

`pa0, l0q, pa1, l1q, pa2, l2q
˘

apa1, l1qbpa2, l2qda1dl1da2dl2.

(83.74)eq:star_Req:star_R

where
KA
θ pg0, g1, g2q “ 1

θ2 ARpg0, g1, g2qeiθSRpg0,g1,g2q

with

ARpg0, g1, g2q “
à
0,1,2

coshpa1 ´ a2q (83.75a)

SRpg0, g1, g2q “
à
0,1,2

sinhp2pa0 ´ a1qql2. (83.75b)
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Here, the symbol
À

0,1,2 stands for a cyclic sum over the indices 0, 1, 2. These functions are
invariant under the SLp2, Rq left action: when x, y, z, g P SLp2, Rq,

ARpgx, gy, gzq “ ARpx, y, zq and SRpgx, gy, gzq “ SRpx, y, zq. (83.76)

The first equality is clear; let us show the second. If x “ pax, lxq (the same for y and z) and
g “ pa, lq, the computation of SRpgx, gy, gzq is the one of SRpx, y, zq with the replacements

ax Ñ ax ` l (83.77a)
lx Ñ lx ` e´2ax l, (83.77b)

and the same for y and z. Using the formula sinh t “ 1
2pet´ e´tq, one finds the right cancellations.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 83.20
Il faut trouver l’article où ce résultat se trouve, et citer le théorème exact. ProbEnonSLdef

83.2.3.1 Remark on (formal) star product
subsec:rem_on_sp

Since proposition 83.10, we know that the star product to be used is

pu ‹θ vq “ TθpT´1
θ u ˚M T´1

θ vq

with Tθ “ F´1 ˝ ϕθ̊ ˝ F and ϕθpa, αq “ pa, 1
2θ sinhp2αθqq. One easily finds that

pT´1
θ uqpa, lq “ pF´1 ˝ ϕθ̊ ˝ Fuqpa, lq

“ 1
2π

ż
eiαldα

ż
e
´im 1

2θ sinhp2αθq
upa,mqdm

“ 1
2π

ż
e
irαl ´ 1

2π sinhp2θαql1s
upa, l1qdl1dα.

(83.78)

From this expression, we have to find an integral expression for the product ‹θ and see that it is
a WKB product. In order to do it, we have to write the Moyal star product into an integral form.
So we have to develop a theory in which one can write oscillatory integrals and power expansions
which give the usual Moyal expansion (82.4). This is our subject of concern now.

An other way to state the same problem is to consider pV,Ωq, a symplectic vector space of
dimension 2n. The Weyl product of u, v P C8

c pV q at x P V is defined by

pu ‹W vqpxq “ θ´2n
ż

V ˆV
e

2i
θ
S0px,y,zqupyqvpzqdyz

where S0px, y, zq “ Ωpx, yq `Ωpy, zq `Ωpz, xq. With the definition ν “ θ{2i, it can be asymptoti-
cally developed by

u ‹Wθ v „ uv ` νtu, vu `
8ÿ

k“2

νk

k! ΩIJBIuBJv.

How can we give a sense to this expansion?
One can find a definition of an asymptotic expansion for oscillating integrals in [912] under the

form
Iλ “

ż
epi{λqSpxqϕpxq „

ÿ

n

λncn.

It can be shown that such a expansion used on (83.74) gives rise of a formal star product:

pa ‹R bqpgq „ apgqbpgq ` θ

2ita, bupgq ` opθ
2q. (83.79)EqDevFedForEqDevFedFor
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83.3 Non formal Extension lemma
SecExtLem

Let psi,Ωiqi“1,2 be symplectic Lie algebras and pSi, ωiq the respective Lie groups with left
invariant symplectic forms: pωiqg “ pLgq˚Ωi. We suppose to know a homomorphism ρ : s1 Ñ
Derps2q X sppΩ2q and a Darboux chart ϕi : si Ñ Si for each of the two symplectic Lie groups. Our
first purpose is to build a Darboux chart on the split extension

s :“ s1 ‘ρ s2.

Remarque 83.21.
Most of the time we are in the inverse situation: we have an algebra s which turn out to be a split
extension s1 ‘ad s2 for which we have to check that adps1q is a symplectic action of s1 on ps2,Ω2q.
See the example of section 85.2.

Proposition 83.22.
In this setting, the map ϕ : sÑ S,

ϕpX1, X2q “ ϕ2pX2qϕ1pX1q (83.80)

is a Darboux chart. prop:Darboux

Proof. An element X P Tϕ´1pgqps1 ‘ s2q “ s1 ‘ s2 is denoted by X “ pX1, X2q with Xi P si, and
the symplectic form on s1 ‘ s2 is given by

Ω
`pA1, A2q, pB1, B2q

˘ “ Ω1pA1, B1q ` Ω2pA2, B2q (83.81)eq:Omegaeq:Omega

where we identify si and Tesi. Let A and B belongs to Tϕ´1pgqps1‘ s2q. We have to show that the
quantity

ωg

´
pdϕqϕ´1pgqA, pdϕqϕ´1pgqB

¯

“ ωe

´
pdLg´1qgpdϕqϕ´1pgqA, pdLg´1qgpdϕqϕ´1pgqB

¯ (83.82)eq:omega_g_et_omega_eeq:omega_g_et_omega_e

does not depend on g.
The vector A is represented by a path Aptq “ pA1ptq, A2ptqq with Aiptq P si. In order to

characterise that path, we want first to know precisely what is Aip0q. Since A P Tϕ´1pgqs, the path
must fulfil ϕpA1p0q, A2p0qq “ g, or

ϕ2pA2p0qqϕ1pA1p0qq “ g. (83.83)

We denote Aip0q “ Gi P si and ϕipGiq “ gi. The relation between g1 and g2 is g2g1 “ g. In
particular, it is wrong to say “A1p0q “ ϕ´1pgq, thus ϕ1pA1p0qq “ g”. This point being clear,

pdϕqϕ´1pgqA “ d

dt

”
ϕpAptqq

ı
t“0

“ d

dt

”
ϕ2pA2ptqqϕ1pA1ptqq

ı
t“0

. (83.84)

If one particularises to the case A P s2, that is A1ptq “ cst “ G1,

pdϕqϕ´1pgqA “ pdRg1qg2pdϕ2qG2A2. (83.85)

Since g “ g1g2, we have Lg´1 “ Lg´1
1
˝Lg´1

2
, and the first argument of ωe in equation (83.82) is

pdLg´1
1
qg1pdLg´1

2
qg2g1pdRg1qg2pdϕ2qG2A2.

If we write that in terms of the derivative of the path A2ptq, what we get in the derivative is

g´1
1 g´1

2 ϕ2pA2ptqqg1 “ Adg´1
1

´
g´1

2 ϕ2pA2ptqq
¯
. (83.86)
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Since g´1
2 ϕ

`
A2p0q

˘ “ g´1
2 ϕ2pG2q “ e, the derivative of that term is

pdLg´1qgpdϕqϕ´1pgqA “ Adg´1
1

´
pdLg´1

2
qg2pdϕ2qG2A

¯
(83.87)

with some abuse between A P s and A2 P s2. Doing the same computation with B P s1 (so that
B2ptq “ cst “ G2), we find

pdϕqϕ´1pgqB “ d

dt

”
g2ϕ1pB1ptqq

ı
t“0

“ pdLg2qg1pdϕ1qG1B1, (83.88)

and what appears in ωe reads
pdLg´1qgpdLg2qg1pdϕ1qG1B “ pdLg´1

1
qg1pdϕ1qG1B. (83.89)

Finally, for A P s2 and B P s1,
ωg

`pdϕqϕ´1pgqA, pdϕqϕ´1pgqB
˘

“ ωe

´
Adg´1

1

“pdLg´1
2
qg2pdϕ2qG2A

‰
, pdLg´1

1
qg1pdϕ1qG1B

¯
.

(83.90)eq:gros_omega_eeq:gros_omega_e

The first argument belongs to T s2 (because g2 P s2) while the second belongs to T s1. Hence
definition (83.81) makes the right hand side vanishing.

If we want to compute equation (83.90) with A, B P s2,

ωe

´
Adg´1

1

“pdLg´1
2
qg2pdϕ2qG2A

‰
,Adg´1

1

“pdLg´1
2
qg2pdϕ2qG2B

‰¯

“ Ωp. . .q “ Ω1p. . .qloomoon
“0

`Ω2p. . .q

“
´

Ad˚
g´1

1
Ω2

¯´
pdLg´1

2
qg2pdϕ2qG2A, . . . B

¯
(83.91)

At this point, notice that Adg̊1 Ω2 “ Ω2. Indeed the exponential exp: s1 Ñ S1 being surjective,
there exists a X1 P s1 such that Adpg1q “ eadpX1q. Now, adpX1q P sppΩ2q by assumption, so that
Adpg1q P SPpΩ2q. The previous expression becomes

Ω2ppdLg´1
2
qg2pdϕ2qG2A, . . . Bq “ pω2qg2ppdϕ2qg2A, . . . Bq

“ pϕ2̊ω2qG2pA,Bq
“ Ω2pA,Bq.

(83.92)

The last line is the fact that ϕ2 is a Darboux chart: ϕ2̊ω2 “ Ω2. The case with A, B P s1 yields to
compute

ωe

´
pdLg´1

1
qg1pdϕ1qG1A, pdLg´1

1
qg1pdϕ1qG1B

¯
.

It is done by the same way as the previous cases.

A direct computation shows the following extension lemma.
EXT

Lemma 83.23 (Extension lemma).
Let Ki P FunpS3

i q be a left invariant three point kernel on Si (i “ 1, 2). Assume that K2 b 1 P
FunpS3q is invariant under conjugation by elements of S1. Then K :“ K1 bK2 P FunpS3q is left
invariant (under S).

Proof. Every element of S can be written under the form g1g2 with gi P Si. The multiplication
is given by pg1g2qpa1a2q “ pg1a1qpg2a2q. Using this rule, the definition of the tensor product, and
the left invariance of both Ki,`

Lg1g2pK1 bK2q
˘pa1a2, b1b2, c1c2q
“ pK1 bK2q

`pg1g2qpa1a2q, pg1g2qpb1b2q, pg1, g2qpc1c2q
˘

“ K1pg1a1, g1b1, g1c1qK2pg2a2, g2b2, g2c2q
“ K1pa1, b1, c1qK2pa2, b2, c2q
“ pK1 bK2qpa1a2, b1b2, c1c2q.



83.4. DEFORMATION OF SUp1, Nq 4073

This lemma shows that if one has kernels on S1 and S2 satisfying the above hypotheses,
their tensor product provides a kernel for an associative left invariant kernel on S “ S1 bρ S2.
Proposition 83.22 allows us to hope that the product on S will satisfy the same kind of symplectic
compatibility as the products on Si; in particular when the latter were constructed using Darboux
chart in the same way as the product described in section 83.2.

83.4 Deformation of SUp1, nq
SecDefSURme

Before going on with the construction of a deformation of one dimensional split extensions of
Heisenberg algebras, we have to recall a result on deformation in SUp1, nq. The product on the
extension of Heisenberg algebra will be nothing else than a transport of this one.

The article [1000] provides a formal universal deformation formula for the actions of the Iwasawa
component R0 :“ A0N0 of SUp1, nq under an oscillatory integral form. It turns out (see [999]) that
this deformation formula is in fact non-formal for proper actions on topological spaces.

Here is the precise result. The Iwasawa decomposition of SUp1, nq induces the identification
R0 “ SUp1, nq{Upnq. The group R0 is endowed with a (family of) left invariant symplectic struc-
ture(s) 5 ω. If we denote by R0 “ A0 ‘N0 the Lie algebra of R0, the map

ϕ0 : R0 Ñ R0

pa, nq ÞÑ exppaq exppnq (83.93)DARBOUXDARBOUX

reveals to be a global Darboux chart for pR0, ωq. The nilpotent component appears to accept a
decomposition N0 “ V ˆRZ in which the Lie bracket reads

rpx, zq , px1, z1qs “ ΩV px, x1qZ;

the full Iwasawa component is now parametrized by R0 “ tpa, v, zq | , a, z P R;x P V u. The interest
of this situation resides in the fact that the algebra R0 turns out to be a one dimensional split
extension of an Heisenberg algebra; namely,

R0 “ Fp1, 0, 2q.

The deformation result is the following.
ThoDefHeizsansB

Theorem 83.24.
For every non-zero θ P R, there exists a Fréchet function space Eθ satisfying the inclusions
C8
c pR0q Ă Eθ Ă C8pR0q, such that, defining for all u, v P C8

c pR0q

pu ‹θ vqpa0, x0, z0q :“ 1
θdim R0

ż

R0ˆR0

coshp2pa1 ´ a2qq

rcoshpa2 ´ a0q coshpa0 ´ a1q sdim R0´2

ˆ exp
´2i
θ
φpr0, r1, r2q

¯

ˆ upa1, x1, z1q vpa2, x2, z2q da dx dz;

(83.94)PRODUCTPRODUCT

where

φpr0, r1, r2q “SV
`

coshpa1 ´ a2qx0, coshpa2 ´ a0qx1, coshpa0 ´ a1qx2
˘

´ à
0,1,2

sinhp2pa0 ´ a1qqz2

with SV px0, x1, x2q :“ ΩV px0, x1q ` ΩV px1, x2q ` ΩV px2, x0q is the phase for the Weyl product on
C8
c pV q and

À
0,1,2 stands for cyclic summation, one has:

5. This is done using the hermitian symmetric structure, cf proposition 1.1 in [1000].
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tBMi

(1) u‹θ v is smooth and the map C8
c pR0qˆC8

c pR0q Ñ C8pR0q extends to an associative product
on Eθ. The pair pEθ, ‹θq is a (pre-C‹) Fréchet algebra.

tBMii

(2) In coordinates pa, x, zq the group multiplication law reads

Lpa,x,zqpa1, x1, z1q “
ˆ
a` a1, e´a1

x` x1, e´2a1

z ` z1 ` 1
2ΩV px, x1qe´a1

˙
.

The phase and amplitude occurring in formula (83.94) are both invariant under the left action
L : R0 ˆ R0 Ñ R0. tBMiii

(3) Formula (83.94) admits a formal asymptotic expansion of the form:

u ‹θ v „ uv ` θ

2itu, vu `Opθ
2q;

where t , u denotes the symplectic Poisson bracket on C8pR0q associated with ω. The full
series yields an associative formal star product on pR0, ωq denoted by ‹̃θ.

The setting and (1) and (2) may be found in [1000], while (3) is a straightforward adaptation
to R0 of [999].

83.5 One dimensional split extensions of Heisenberg algebras
SecExtHeiz

83.5.1 Introduction

The one dimensional extensions of Heisenberg algebras are classified by triples pX,µ, dq. The
quantization in the case pId, 0, µq reveals to be a particular case of the one studied in [1000] (see also
section 83.4),while quantization of other extensions can be found using symmetries of the kernel.
Here we are reporting results of [981] and most of proofs (in particular the trick of subsection 83.5.5
which allows to extend the known product to every one dimensional split extensions) are due to
Y. Voglaire. It is to be published in his future PhD thesis.

The kernel of the quantization of [1000] will be denoted by K. Then we will give a way to
twist K in order to obtain a kernel K 1 on any extension of the form pX, 0, 2q. Quantizations of
other extensions can be obtained by composing with Lie group isomorphisms. The kernel for an
arbitrary extension is denoted by K0pX,µ, dq, or simply K0 when there are no possible ambiguity.

When we will deal with the anti de Sitter situation, our starting point will be this K0 that we
will have to adapt to another symplectic form that δE˚ invoking lemma 83.35.

83.5.2 General definitions

Let Hn “ V ‘RE be the Heisenberg algebra of dimension 2n` 1, with a natural symplectic
structure defined from the Heisenberg algebra structure:

rv, ws “ Ωpv, wqE

for all v, w P V . Now we consider a one dimensional algebra A “ RA generated by an element A,
and we build the split extension of Hn by A:

Fpρq “ A‘ρ Hn (83.95)

where the split homomorphism is an action by derivation ρ : A Ñ DerpHnq. The so obtained
algebra is what we call a one dimensional extension of Heisenberg algebra. Let us study
the possibilities for ρpAq. From linearity, its general form is

ρpAqpv, zq “ ρpAqpv, 0q ` ρpAqp0, zq “ pXv, µpvqq ` pzv0, 2dzq
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with X P EndpV q, µ P V ˚, v0 P V and d P R. Since RE “ rHn,Hns, the fact that ρpAq is a
derivation of Hn, implies that v0 “ 0 because

ρpAqRE “ ρpAqrHn,Hns “ rρpAqHn,Hns ` rHn, ρpAqHns Ă RE. (83.96)

Thus we have
ρpAqpv, zq “ pXv, µpvq ` 2dzq. (83.97)EqrhoBmudzEqrhoBmudz

All that is summarized on the short exact sequence

0 //Hn
i // R r // A

i
oo // 0

where the two i are injections and r is the projection. Of course r ˝ i “ Id. From commutation
relations in Hn, we easily find

rpv, zq, pv1, z1qs “ rv, v1s “ Ωpv, v1qE.

Applying ρpAq to this equality, and using the fact that this is a derivation, we find

ΩpX, v1qE ` Ωpv,X 1qE “ ρpAqΩpv, v1qE “ 2dΩpv, v1qE

which can be rewritten as

Ω
`pX ´ d1qv, v1˘` Ω

`
v, pX ´ d1qv1˘ “ 0. (83.98)

In conclusion, the endomorphism ρpAq is given by a triple pX,µ, 2dq with pX ´ d1q P sppV,Ωq,
µ P V ˚ and d P R. Using this result, we write the general commutator on R “ A‘ρHn under the
form

“pa, v, zq, pa1, v1, z1q‰ “ `
0, Xpav1 ´ a1vq, µpav1 ´ a1vq ` 2dpaz1 ´ a1zq ` Ωpv, v1q˘ (83.99)EqGeneExtHeizComEqGeneExtHeizCom

where we adopted the notation
pa, v, zq “ aA` v ` zE. (83.100)

83.5.3 Symplectic structure

The following proposition gives a symplectic structure on F .

Proposition 83.25.
The algebra pX,µ, dq endowed with

ΩF “ ´δE˚ “ E˚pr., .sq (83.101)

where the star denotes the Chevalley cocycle defined by (59.33) is symplectic if and only if d ‰ 0. PropSymplestarEG

Proof. It is evident that ΩF is closed because it is exact. For non-degeneracy, we compute

ΩF “ E˚r., .s “ aµpv1q ´ a1µpvq ` 2dpaz1 ´ a1zq ` Ωpv, v1q

“
¨
˝

0 µ 2d
´µt Ω 0
´2d 0 0

˛
‚

whose determinant is det ΩF “ ´4d2 det Ω which is non vanishing if and only if d ‰ 0.
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This symplectic algebra is denoted by FΩpX,µ, dq, or simply F when there are no possible
confusions.

Since we are only interested in symplectic algebras, we suppose d ‰ 0 and we look at extensions
of type pdX, dµ, 2dq with X ´ d1 P sppV,Ωq. The bracket is given by

“pa, v, zq, pa1, v1, z1q‰ “ `
0, dXpa1v ´ a1vq, dµpav1 ´ a1vq ` 2dpaz1 ´ a1zq ` Ωpv, v1q˘. (83.102)EqCommGeneFEqCommGeneF

Then we consider F , the corresponding group and the left invariant symplectic form

ωgpXg, Ygq “ ΩpdLg´1Xg, dLg´1Ygq.

By construction, Lg̊ω “ ω. One can prove that the Iwasawa coordinates

I : F Ñ F

pa, nq ÞÑ eaAen
(83.103)

is not a Darboux chart, but one can find a twist.

Proposition 83.26.
The chart

Ĩ : F Ñ F

Ĩpa, v, zq “ eaAeve

`
z` 1

4 ΩpvXq
˘
E

(83.104)

is Darboux for the symplectic group pF, ωq. In other words,

Ĩ˚ω “ Ω.

Proof. No proof.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 83.27
The proof of this is in the Yannick’s master thesis. ProbMemYan

This chart provides an action of F on F by

τgpXq “ pĨ´1 ˝ Lg ˝ ĨqpXq

for X P F , g P F .

Proposition 83.28.
The action τ is symplectic and strongly hamiltonian. The momentum maps are EqAppMomHamActSPHm

λApXq “ dµpvq ` 2dz, (83.105a)

λwpXq “ µ

˜
e´2da ´ edaX
dp2´Xq w

¸
´ Ωpv, e´daXwq, (83.105b)

λEpXq “ e´2da. (83.105c)

Proof. The action τ is symplectic because I˚ω “ Ω and Lg̊ω “ ω.

Proposition 83.29.
The Moyal product on pF ,ΩF q is F-covariant.

Proof. Using the expansion (82.5) of the Moyal product and the explicit form (83.105) of the
momentum maps, we remark that the higher order terms in λX ˚M λY are vanishing.
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83.5.4 Isomorphisms
SubsecIsomsdX

The extension obtained by the derivation D “ pX,µ, dq is a priori not the same as the one
obtained by D1 “ pX 1

, µ1, d1q. Two extensions are isomorphic when there exists a linear bijection
dL : FD Ñ FD1 such that 6

dL
`rX,Y sD1

˘ “ “
dLpXq, dLpY q‰

D1 (83.106a)
pdLq˚ΩD1 “ ΩD. (83.106b)

We find the following isomorphisms: SubEqsIsommud

— FpdX, dµ, 2dq » FpX,µ, dq by

dLpa, v, zq “ pda, v, zq, (83.107a)

— FpX,µ, 2q » FpX, 0, 2q by
dLpa, v, zq “ pa, v ` au, zq, (83.107b)

where u is the vector of V satisfying ipuqΩ “ µ,
— FpX, 0, 2q » FpX 1

, 0, 2q by
dLpa, v, zq “ pa,Mpvq, zq (83.107c)

where M P SPpV,Ωq fulfills MXM´1 “ X
1 or, equivalently,

MpX ´ 1qM´1 “ X
1 ´ 1.

The third isomorphism only gives the equivalence between X´1 and X 1´1 when they belongs to
the same orbit of the adjoint action of SPpV,Ωq. In particular, there are no isomorphisms between
the identity and anything else.

Let us prove the second isomorphism. If D “ pX,µ, 2q, D1 “ pX, 0, 2q, Y “ pa, v, zq P F and
Y 1 “ pa1, v1, z1q P F , we have

dL
`rY, Y 1sD

˘ “ dL
`
0, Xpav1 ´ a1vq, µpav1 ´ a1vq ` 2paz1 ´ a1zq ` Ωpv, v1q˘

“ `
0, Xpav1 ´ a1vq, µpav1 ´ a1vq ` 2paz1 ´ a1zq ` Ωpv, v1q˘, (83.108)EqPrIsoDDtildeEqPrIsoDDtilde

while
“
dLpY q, dLpY 1q‰

D1 “
´

0, X
`
apv1 ` a1uq ´ a1pv ` auq˘, 2paz1 ` a1zq ` Ωpv ` au, v1 ` a1uq

¯
,

but
Ωpv ` au, v1 ` a1uq “ Ωpv, v1q ` µpav1 ´ a1vq,

thus we find the same as in equations (83.108).
The theorem 83.24 together with the isomorphisms given in 83.5.4 only provide a product on

extensions of type pd1, 0, 2dq. But we saw that the extensions pX, 0, 2dq with X ‰ 1 are different.
Hence the generalization of this result to other extensions is not straightforward. We address now
this question.

83.5.5 Extensions with non trivial X
subsecTrick

The group F p1, 0, 2q is provided with a kernel K : F ˆ F ˆ F Ñ C by theorem 83.24. The
symplectic group SPpV,Ωq acts on F by

Φ: SPpV,Ωq ˆ F Ñ F

pM, Ipa, v, zqq ÞÑ ΦM pIpa, v, zqq :“ Ipa,Mpvq, zq (83.109)

where
I : F Ñ F

pa, nq ÞÑ eaAen
(83.110)

is the Iwasawa coordinate on F .
6. the reason why we write dL instead of L comes from the fact that we will be interested in the corresponding

group isomorphism later.
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Proposition 83.30.
The kernel K is invariant under this action: ΦM̊K “ K. PropkernelinvarSp

Proof. We are looking on the kernel in expression (83.94). The amplitude of K, i.e. all what lies
outside the exponential, and the cyclic sum in the phase only depend on the ai’s. So ΦM does not
act on them. As far as S0 is concerned, up to coefficients which only depend on the ai’s, it is a
sum of elements of the form ΩpMvi,Mvjq “ Ωpvi, vjq.

Let X be a matrix such that X̄ “ X ´ 1 P sppV,Ωq and F 1 “ F 1pX, 0, 2q. We consider S, the
one dimensional subalgebra of sppV,Ωq generated by X̄ and we define

G “ S ‘ρ F (83.111)

with
ρpX̄qpa, v, zq “ p0, X̄v, 0q.

We denote by G and S the corresponding groups. We have in particular F » G{S. An element of
G has the form

pkX̄, a, v, zq “ kX̄ ` aA` v ` zE. (83.112)EqDefkavzGEqDefkavzG

Proposition 83.31.
The group F 1 is a subgroup of G.

Proof. We will prove that F 1 is isomorphic to a subalgebra of G, namely, the subalgebra L Ă S‘ρF ,

L “ RpA` X̄q ‘σ pV `REq
where σ is the splitting homomorphism (83.97) of F , which in the present case reads σpA `
X̄qp0, v, zq “ p0, Xv, 2zq. In other words, the algebra L is made of elements of the form (83.112)
with k “ a. The isomorphism is

ϕ : L Ñ F 1pX, 0, 2q
apA` X̄q ` v ` zE ÞÑ aA` v ` zE. (83.113)

Indeed, using formula (83.102) with d “ 1 and µ “ 0, we find
”
ϕ
`
apA` X̄q ` v ` zE˘, ϕ`a1pA` X̄q ` v1 ` z1E

˘ı
pX,0,2q

“ “
aA` v ` zE, a1A, v1 ` z1E

‰

“ Xpav1 ´ a1vq ` `
2paz1 ´ a1zq ` Ωpv, v1q˘E

“ ϕ
`
Xpav1 ´ a1vq, 2paz1 ´ a1z ` Ωpv, v1qq˘

“ ϕ
“
apA` X̄q ` v ` zE, a1pA` X̄q ` v1 ` z1E

‰
.

From now on, we identify F 1 with L by the isomorphism ϕ which will no longer be explicitly
written. Image of F 1 in G by the isomorphism are elements of the form

g1 “ eapA`X̄qev`zE .

Since the elements eA and eX commute in G, we can decompose an element ϕ´1pg1q as

eaX̄loomoon
PS

eaAev`zEloooomoooon
PF

.

The element apA` X̄q ` v ` zE seen in S ‘ρ F will be denoted by pa, v, zq as well

pa, v, zq “ ϕ´1paA` v ` zEq.
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We consider the following coordinate on F 1:

J : F 1 Ñ F 1

pa, v, zq ÞÑ eapA`X̄qev`zE .
(83.114)

Proposition 83.32.
The group F 1 is diffeomorphic to the homogeneous space F » G{S.

Proof. We will prove that F 1 acts simply transitively on G{S. Let us look at

g1 “ Jpa, v, zq “ eapA`X̄qlooomooon
g1

S

ev`zEloomoon
g1

F

. (83.115)EqgpJSFEqgpJSF

Noticing that eaX̄res “ reaX̄s “ res we find

g1res “ eaX̄eaAev`zEe´aX̄eaX̄res “ AdpeaX̄q`eaAev`zE˘res.

In G “ S ‘ρ F , by definition of ρ, we successively have

adpaX̄qpa, v, zq “ p0, aX̄v, 0q (83.116a)

AdpeaX̄qpa, v, zq “ pa, eeX̄v, zq (83.116b)

AdpeaX̄q`eaAev`zE˘ “ eaAee
aX̄v`zE , (83.116c)

thus g1res “ eaAee
aX̄v`zEres “ rIpa, eaX̄v, zqs. So, in order to get the element rIpa, v, zqs P G{S,

we have to act on res with the element g1 “ Jpa, e´aX̄v, zq. All that proves that the map

H : F 1 Ñ G{S
pa, v, zq ÞÑ “

Ipa, eaX̄v, zq‰
(83.117)

is a diffeomorphism.

The work done up to now provides a diffeomorphism

φ : F 1 Ñ F

φ
`
Jpa, v, zq˘ “ Ipa, eaX̄v, zq

(83.118)

which has suitable properties listed in the proposition below.

Proposition 83.33.
This map φ : F 1 Ñ F has the following properties:

(1) if g1 “ Jpa, v, zq “ g1
Sg

1
F in the sense of decomposition (83.115),

φ ˝ Lg1 “ Adpg1
Sq ˝ Lg1

F
˝ φ “ Φ

eaX̄
˝ Lg1

F
˝ φ “ Φg1

S
˝ Lg1

F
˝ φ, (83.119)

(2) the differential fulfils
dpφ ˝ Jqp0,0,0q “ dIp0,0,0q, (83.120)

(3) if ω is the left invariant symplectic form on F and ω1 the one on F 1, we have

φ˚ω “ ω1,

in other words, φ is a symplectomorphism.
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Proof. The first point is a computation:
φ
`
Lg1

Sg
1
F
pgsgEq

˘ “ φ
`
g1
SgS Adpg´1

S qpg1
F qgF

˘

“ Adpg1
SgSq

`
Adpg´1

S qpg1
F qgF

˘

“ Adpg1
Sq
`
g1
F AdpgSqpgF q

˘

“ `
Adpg1

Sq ˝ Lg1
F

˘`
φpgSgF q

˘
.

When g1 “ g1
Sg

1
F “ Jpa, v, zq, we have g1

S “ exppaXq and g1
F “ Ipa, v, zq, so the result is given by

Adpg1
Sqpg1

F q “ eAdpaXqIpa, v, zq “ Ipa, eaXv, zq “ Φ
eaX Ipa, v, zq.

That concludes the proof of the first point. For the second statement, we have pφ ˝ Jqpa, v, zq “
Φ
eaX Ipa, v, zq, so

dpφ ˝ Jqp0,0,0qpYa, Yv, Yzq “ d

dt

”
ΦetYa IptYa, tYv, tYzq

ı
t“0

“ d

dt

”
I
`
tYa, e

tYaXtYv, tYz
˘ı
t“0

“ dIp0,0,0qpYa, Yv, Yzq.

(83.121)

For the third point, we denote by e and e1 the neutral of F and F 1. On the one hand,

pφ˚ωqg1 “ ωφpg1q ˝ dφg1 “ ωe ˝ d
`
Lφpg1q´1 ˝ φ˘

g1 ;

on the other hand, ω1
g1 “ ω1

e1 ˝ d`Lpg1q´1qg1 . Hence, in order to have φ˚ω “ ω1, it is necessary that

ω1
e1 ˝ dJp0,0,0q “ ωe ˝ d

`
Lφpg1q´1 ˝ φ ˝ Lg1

˘
e1 ˝ dJp0,0,0q.

But, for g1 “ g1
Sg

1
F , we have

Lφpg1q´1 ˝ φ ˝ Lg1pgq “ φpg1q´1φpg1gq
“ φpg1q´1 Adpg1

Sq
`
g1
Fφpgq

˘

“ Ad
`pg1

F q´1˘Adpg1
Sq
`
g1
Fφpgq

˘

“ `
Adpg1

Sq ˝ φ
˘pgq.

The first property yields

d
`
Lφpg1q´1 ˝ φ ˝ J˘p0,0,0q “ Adpg1

Sq ˝ dIp0,0,0q “ dpΦ
eaX qe ˝ dIp0,0,0q.

Since ωe is invariant under Φ
eaX , it remains to be proved that ω1

e1 ˝ dJp0,0,0q “ ωe ˝ dIp0,0,0q. This is
true because, in these coordinates, both sides applied on vectors pYa, Yv, Yzq and pZa, Zv, Zzq give

2pYaZz ´ ZaYzq ` ΩpYv, Zvq,
so φ is a symplectomorphism.

Now, if K is the kernel on F , we define the kernel on F 1 by
K 1 : F 1 ˆ F 1 ˆ F 1 Ñ C

K 1 “ φ˚K.
(83.122)EqKerRprimeEqKerRprime

Theorem 83.34.
The kernel K 1 is

— left invariant under F 1,
— associative on F 1. ThoDefoHeizAvecB

Proof. For left invariance, let g1 “ Jpa, v, zq. We have

Lg̊1K 1 “ `
φ ˝ LJpa,v,zq

˘˚
K “ `

Φ
eaX ˝ Lg1

F
˝ φ˘˚

K “ φ˚L˚
g1

F
Φ˚
eaX

K “ K 1,

because of left invariance of K under F and its invariance under Φ. Associativity can be checked
in much the same way as in lemma 83.4.
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83.5.6 Get the µ back
SubSecRemetreMu

Equation (83.122) provides a kernel on F 1, the group generated by the algebra

F 1 “ RA‘pX,0,2q Hn.

Now we try to find a kernel for the group corresponding to the algebra

F1 “ RA‘pdX,dµ,2dq Hn.

The algebra isomorphism is know from equations (83.107), it is

dL : RA‘pdX,dµ,2dq Hn Ñ RA‘pX,0,2q Hn

dLpaA` v ` zEq “ daA` pv ` auq ` zE (83.123)

where u is characterised by
ipuqΩ “ µ.

The problem is to find the group isomorphism L. Since L must be an isomorphism, we have

LpeaAev`zEq “ LpeaAqLpev`zEq “ edaA`auev`zE

that we want to write under the form ea
1Aev

1`z1E . So we write

edaA`au “ edaA e´daAedaA`aulooooooomooooooon
to be traeated

.

Let F “ F p1, 0, 2q and F 1 “ F 1pX, 0, 2q. By proposition 83.30, the kernel K on F is invariant
under SPpV,Ωq, i.e. ΦM̊K “ K for all M P SPpV,Ωq. The action of SPpV,Ωq on F is given by

ΦM

`
Ipa, v, zq˘ “ Ipa,Mv, zq.

Define the map Φ1
M : F 1 Ñ F 1,

Φ1
M

`
Jpa, v, zq˘ “ J

`
a, e´aX̄MeaX̄v, z

˘
(83.124)EqDefPhiprimeMEqDefPhiprimeM

which fulfils
ΦM ˝ φ “ φ ˝ Φ1

M .

Thus, using the SPpV,Ωq-invariance of K, we have

ϕ1
M

˚K 1 “ pφ ˝ ϕ1
M q˚K “ pϕM ˝ ϕq˚K “ φ˚K “ K 1.

This proves that K 1 is also invariant under SPpV,Ωq too.

83.5.7 Jump from one kernel to another

We know the deformation of SUp1, nq described in section 83.4.
We have a kernel for the extensions FδE˚pd1, 0, 2dq and FδE˚pX, 0, 2q. We can consider the

isomorphism L : F pX, 0, 2q Ñ F pdX, dµ, 2dq which is the lift of

dL : FpX, 0, 2q Ñ FpdX, dµ, 2dq
pa, v, zq ÞÑ pda, v ` au, zq. (83.125)

If K 1 is a kernel on FδE˚pdX, dµ, 2dq, then

K0 “ L˚K 1

is a kernel on FδE˚pX, 0, 2q.
An action Φ0pMq : F pdX, dµ, 2dq Ñ F pdX, dµ, 2dq is given by

Φ0pMq “ L´1 ˝ Φ1pMq ˝ L (83.126)

where Φ1pMq : F pX, 0, 2q Ñ F pX, 0, 2q is given by equation (83.124). By lemma 83.4, the kernel
K0 is left invariant under the action of F and invariant under the following action of SPpV,Ωq:

Φ0pMq˚K0 “ K0.
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LemJumpCoadOrb

Lemma 83.35.
Let δη˚ and δξ˚ be two exact forms on F such that ξ˚ and η˚ belong to the same coadjoint orbit:
there exists a g P F such that

ξ˚ ˝Adpgq “ η˚. (83.127)

A solution of the problem to find an automorphism σ : F Ñ F such that

δη˚
σphq

`
dσhXh, dσhYh

˘ “ δξh̊pXh, Yhq (83.128)EqHypLemSigmaADEqHypLemSigmaAD

for all h P F and Xh, Yh P ThF is given by σ “ Adpg´1q.
Proof. Transported to the identity, the condition (83.128) becomes:

δη˚`dLσphq´1dσhXh,dLσphq´1dσhYh
˘ !“ δξ˚`dLh´1Xh, dLh´1Yh

˘

“ δη˚`Adpg´1qdLh´1Xh,Adpg´1qdLh´1Yh
˘
.

If Xh “ d
dtXhptq

ˇ̌
t“0, we are searching for a σ such that

d

dt

”
σphq´1σ

`
Xhptq

˘ı
t“0

“ d

dt

”
Adpg´1q`h´1Xhptq

˘ı
t“0

.

Since σ is a group isomorphism, σphq´1 “ σph´1q and the constraint on σ becomes

σ
`
h´1Xhptq

˘ “ g´1`h´1Xhptq
˘
g.

A solution is therefore
σ “ Adpg´1q. (83.129)



Chapter 84

Deformation of anti de Sitter spaces

ChDefoBH

Abstract

We are now going to apply deformation theory to the physical part of the AdS4 black hole.
The first idea was to deform the AN of SOp2, l´1q and to deform AdSl by action of this group
(see section 82.6 for an introduction to deformation by group action). We show in section 85.2
that this procedure is possible.

Instead of that, we will only deform an open orbit of AN in the four dimensional case 1.
There are two reasons for that. First a physical domain of the black hole is contained in an
open orbit of AN ; and second it reveals possible to deform such a domain by action of a four
dimensional group. Deforming a four dimensional space by a four dimensional group instead of
a six dimensional one is a matter of “no waste” of dimensions.

The main lines of the construction are the following:
— We pick an open orbit U of AN in AdS4, and we select a point rus P U .
— We compute the stabilizer S of rus in AN , in such a way that, as homogeneous space,

U “ AN{S. We consider the “remaining group” R1 of R when one removes S from R.
— We prove that R1 acts freely and transitively on U , so that U is globally of group type

(definition 84.1).
— It turns out that R1 does not accept any symplectic structure; hence we will search for

other groups acting transitively on U , and show that one and only one of them accepts a
symplectic structure.

— The latter group turns out to be a split extension of an Heisenberg group (see ap-
pendix 83.5) for which we know a deformation.

This part is published in [981].

84.1 Group structure on the open orbits
SecGpStructOuvertOrb

84.1.1 Global structure

The following definition formalises the idea for a manifold to be “like a group”. We will prove
that the physical domain of our anti de Sitter black hole is of this type.

Definition 84.1.
A m-dimensional homogeneous space M is locally of (symplectic) group type if there exists a
Lie (symplectic) subgroup R of the group of automorphisms of M which acts freely on one of its
orbits in M . The homogeneous space is globally of group type if R has only one orbit. In this
case, for every choice of a base point ϑ in M , the map RÑM : g ÞÑ g.ϑ is a diffeomorphism. DefGlobGpType

Lie groups are themselves examples of symmetric spaces (globally) of group type. In the
symplectic situation, however, a symplectic symmetric Lie group must be abelian ([1001], page
12). We will see in what follows other non-abelian examples.

1. But the structure of algebra (66.125), promises easy higher dimension generalisation.

4083
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In the context of our anti de Sitter black hole (in particular when one has causal issues in
mind), it is not important to deform the whole space but it is sufficient 2 to only deform one open
orbit of AN . Indeed, if an observer begins his life somewhere in the physical space (hence in an
open orbit of AN), he will never exit the orbit because one open orbit of AN is bounded by closed
orbit of AN which are singular.

Let us recall that the solvable part of the Iwasawa decomposition of sop2, 3q may be realized
with a nilpotent part N and an abelian one A with elements

A “ tJ1, J2u N “ tW,V,M,Lu (84.1a)

and the commutator table EqTableRappelSO

rV,W s “M rV,Ls “ 2W (84.2a)
rJ1,W s “W rJ2, V s “ V (84.2b)
rJ1, Ls “ L rJ2, Ls “ ´L (84.2c)
rJ1,M s “M rJ2,M s “M, (84.2d)

where we know that that W , J1 P H, and J2 P Q. We pick the point

rus “
«¨
˝

0 1
´1 0

13ˆ3

˛
‚
ff
.

This is an element of K which, as already mentioned in page 3863, therefore does not belong to
a closed orbit of AN , neither to a one of AN̄ . Hence rus lies in the physical part of AdS4. We
denote by U the AN -orbit of rus.

Elements of the stabilizer of rus in SOp2, 3q are elements r such that r· rus “ rus, i.e. elements
for which there exists h in H such that ru “ uh. It is easy to see that J2 once again belongs to the
Lie algebra of the stabilizer. The new element for AdS4 is V . Indeed V 3 “ 0, so the exponential
is a three term sum:

eaV “

¨
˚̊
˚̊
˝

b` 1 0 ´b 0 a
0 1 0 0 0
b 0 1´ b 0 a
0 0 0 1 0
a 0 ´a 0 1

˛
‹‹‹‹‚

where b “ a2{2. We hope that reaV us “ rus, i.e. that

eaV u “ uh

for a certain h P H. A direct computation of h “ u´1eaV u gives

h “

¨
˚̊
˚̊
˝

1 0 0 0 0
0 b` 1 ´b 0 a
0 b 1´ b 0 a
0 0 0 1 0
0 a ´a 0 1

˛
‹‹‹‹‚

which is a matrix of H because it leaves unchanged the first basis vector.
The stabilizer cannot contain more than two generators because an open orbit must be four

dimensional. The stabilizer of rus in G “ SOp2, 3q is thus the group generated by eaJ2 and ebV

plus eventually a discrete set making S non connected. The group S is in fact connected because

S “ tr P R tel que r· rus “ rusu “ tr P R tel que Adpu´1qr P Hu. (84.3)

2. We will however point out in the perspectives (section 79.18) that a quantization of the whole space has a real
interest.
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Since R is an exponential group, we have S “ exp S where

S “ tX P R tel que Adpu´1qX P Hu “ AdpuqH.

The set S being connected (because it is the image by a continuous map of the connected set H),
S is connected too.

The open orbit that we are studying is thus realised as the homogeneous space U “ AN{S.
An important result is the fact that what we obtain by simply removing J2 and V from the table
(84.2) is still an algebra. The orbit U is therefore isomorphic to the group R1 generated by the Lie
algebra R1 “ tJ1,W,M,Lu. The table of R1 is

rJ1,W s “ ´W (84.4a)
rJ1, Ls “ L (84.4b)
rJ1,M s “M. (84.4c)

From construction, R1 X S “ teu. Unfortunately, using the conditions (59.4), we find that in
order to be compatible with the Lie algebra structure, the form ω of the algebra must satisfy
ωpW,Mq “ ωpW,Lq “ ωpM,Lq “ 0, so that it is degenerate. The action of R1 on U enjoys
however some remarkable properties.

Proposition 84.2.
The action

τ : R1 ˆ U Ñ U
rrr0us “ rrr0us (84.5)

is free and simply transitive. PropURsimptra

Proof. First, we prove that the action of R1 is transitive. As an algebra, R is a split extension
R “ S ‘ad R1. Hence, as group, R “ SR1, or equivalently R “ R1S. That proves that the action
is transitive.

If the action is not simply transitive, there exists x P U and r, r1 P R1 such that τrx “ τr1x.
Since the action of R1 is transitive, we have a r1 P R1 such that x “ r1rus. In this case, the
element r´1

1 r´1r1 of R1 fixes rus, but R1 X S “ teu. Then one deduces that r1 “ rr1, so that
rrr1us “ rr1r1us “ rrr2

1us. It follows that r1 fixes rus, and thus that r1 “ e, so that r “ r1.
For freeness remark that, in a neighbourhood of e, the neutral e itself is the only element

trivially acting on rus.

As corollary, the orbit U is locally of group type R1.
PropmUsimpl

Proposition 84.3.
The orbit U is simply connected.

Proof. The fibration S Ñ RÑ U induces the long exact sequence of cohomology groups

H0pUq Ñ H0pRq Ñ H0pSq Ñ H1pUq Ñ H1pRq Ñ . . .

The group R being connected and simply connected, the sequence shows that H0pSq » H1pUq,
but we already mentioned that S is connected, so H1pUq “ 0.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 84.4
Il faut une citation pour le coup de la suite qui découle de la fibration. ProbFibra

Corollary 84.5.
The open orbit U is globally of group type. CormUgloGppasSym

http://en.wikipedia.org/wiki/Fibration
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Proof. It is immediately apparent from proof of proposition 84.2. Since

R1rus “ R1Srus “ Rrus “ U ,

the group R1 acts freely on U and has only one orbit.

Remark that it remains to be proved that U is globally of symplectic group type. For that, there
should be a symplectic form on R1. Exploiting the fact that SpantW,M,Lu is a three-dimensional
abelian subalgebra of R1, it is easy to see that R1 does not accept a symplectic form. Hence
corollary 84.5 does not prove that U is globally of symplectic group type. The lack of symplectic
form on the algebra reflects on U as manifold by the following lemma, and motivates the search
for other four-dimensional groups than R1 acting transitively on U .

Lemma 84.6.
The open orbit U “ R· rus does not admit any R-invariant symplectic form.

Proof. Let ωU be such an invariant symplectic form and ωR1 be the pull-back of ωU by the action:
ωR

1 “ τ˚ωU . We have dτ ˝ dLr1 “ dLr1 ˝ dτ because τpr1Xptqq “ rr1Xptqus “ r1τpXptqq, thus

Lr̊1ωR
1 “ pτ ˝ Lr1q˚ωU “ pLr1 ˝ τq˚ωpUq “ ωR

1

,

so that ωR1 is a R1-invariant symplectic form on R1. But we saw that such a form does not exist.

Proposition 84.7.
The R-homogeneous space U admits a unique structure of globally group type symplectic symmetric
space. The latter is isomorphic to pR0, ω, sq described in appendix 83.4. GT

The next few pages are dedicated to prove this proposition and to give explicit algebra whose
group gives the answer. We are searching for 4-dimensional groups R̃ which

— has a free and simply transitive action on U , i.e. R̃rus “ Rrus,
— admits a symplectic structure,

and we want it to be unique. As already mentioned, the algebra R1 fails to fulfil the symplectic
condition. The algebra R̃ “ SpantA,B,C,Du of a group which fulfils the first condition must at
least act transitively on a small neighbourhood of rus and thus be of the form EqGeneAlgabcd

A “ J1 ` aJ2 ` a1V (84.6a)
B “W ` bJ2 ` b1V (84.6b)
C “M ` cJ2 ` c1V (84.6c)
D “ L` dJ2 ` d1V. (84.6d)

Indeed, in a first attempt, we choose an algebra for which each of A, B, C and D contains a
combination of J1, W , M and L. We consider the matrix of coefficients of J1, W , M and L in
A, B, C and D. If the determinant of this matrix is zero, then one of the lines can be written as
combination of the three others. In this case the action can even not be locally transitive because
the algebra only spans three directions actually acting (J2 and V have no importance here). So
the determinant is non vanishing. In this case, the inverse of this matrix is a change of basis which
puts A, B, C and D under the form (84.6).

The problem is now to fix the parameters a, a1, b, b1, c, c1, d, d1 in such a way that the space
SpantA,B,C,Du becomes a Lie algebra (i.e. it closes under the Lie bracket) which admits a
symplectic structure and whose group acts transitively on U . We will begin by proving that the
surjectivity condition imposes b “ c “ d “ 0. Then the remaining conditions for R̃ to be an
algebra are easy to solve by hand.

First, remark that A acts on the algebra SpantB,C,Du because J1 does not appear in rR,Rs.
Hence we can write R̃ “ RA ‘ad SpantB,C,Du and, a subalgebra of a solvable exponential Lie
algebra being a solvable exponential algebra, a general element of the group R̃ reads r̃pα, β, γ, δq “
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eαAeβB`γC`δD. Our strategy will be to split this expression in order to get a product SR1 (which
is equivalent to a product R1S). As Lie algebra, SpantB,C,Du Ă RJ2 ‘ad tW,M,L, V u. Hence
there exist functions w, m, l, v and x of pα, β, γ, δq such that

eβB`γC`δD “ exJ2ewW`mM`lL`vV . (84.7)EqGeneRiEqGeneRi

We are now going to determine lpα, β, γ, δq and study the conditions needed in order for l to be
surjective on R. Since J2 does not appear in any commutator, the Campbell-Baker-Hausdorff
formula yields x “ βb` γc` δd. From the fact that rJ2, Ls “ ´L, we see that the coefficient of L
in the left hand side of (84.7) is ´lp1´ e´xq{x. The V -component in the exponential can also get
out without changing the coefficient of L. We are left with r̃pα, β, γ, δq “ eαAexJ2eyV ew

1W`m1M`lL
where w1 and m1 are complicated functions of pβ, γ, δq and l is given by

lpβ, γ, δq “ ´δpβb` γc` δdq1´ e´βb´γc´δd , (84.8)

which is only surjective when b “ c “ d “ 0. Taking the inverse, a general element of R̃rus reads“
e´wW´mM´lMej1J1u

‰
, where the range of l is not the whole R. Since the action of R1 is simply

transitive, R̃ is not surjective on Rrus when lpα, γ, δq is not surjective on R.
When b “ c “ d “ 0, the conditions for (84.6) to be an algebra are easy to solve, leaving only

two a priori possible two-parameter families of algebras.
(1) The first one is the following: PgAlgUn

A “ J1 ` 1
2J2 ` sV rA,Bs “ B ` sC

B “W rA,Cs “ 3
2C

C “M rA,Ds “ 2sB ` 1
2D

D “ L` rV rB,Ds “ ´rC.
with r ‰ 0. The general symplectic form on that algebra is given by

ω1 “

¨
˚̊
˝

0 ´α ´β ´γ
α 0 0 2βr

3
β 0 0 0
γ ´2βr

3 0 0

˛
‹‹‚, (84.10)

detω “
ˆ

2βr
3

˙2
,

Conditions: β ‰ 0, r ‰ 0. That algebra will be denoted by R1. The analytic subgroup of R
whose Lie algebra is R1 is denoted by R1. One can eliminate the two parameters in algebra
R1 by the isomorphism

ϕ “

¨
˚̊
˝

1 0 0 0
0 1 0 4s
0 2sr 1{r 4s2{r
0 0 0 1

˛
‹‹‚ (84.11)EqIsomRUnrsEqIsomRUnrs

which fixes s “ 0 and r “ 1. The algebra R1 is thus isomorphic to

rA,Bs “ B rA,Cs “ 3
2C

rA,Ds “ 1
2D rB,Ds “ ´C.

(84.12)

Comparing with equation (83.97), one recognizes the one-dimensional extension of Heisenberg

algebra with parameters d “ 3{4, µ “ 0 and X “
ˆ

1 0
0 1{2

˙
. Hence R1 is isomorphic to R0

and, by the way, we have a product on that group (see appendix 83.5).
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(2) The second algebra whose group acts simply transitively on U is:

A “ J1 ` rJ2 ` sV rA,Bs “ B ` sC
B “W rA,Cs “ pr ` 1qC
C “M rA,Ds “ 2sB ` p1´ rqD.
D “ L

There is no way to get a nondegenerate symplectic form on that algebra.

From proposition 83.25, the symplectic structure to be chosen on R1 is δC˚ and lemma 83.35
shows that we are able to quantize 3 R1 with any symplectic form in the coadjoint orbit δ

`
C˚ ˝

Adpgq˘ with g P R1. The coadjoint adjoint action of R1 on R1 can be computed using the fact
that R1 splits into four parts; the non trivial results are

AdpedDAq “ A´ d

2D AdpeaAqB “ eaB

AdpecCqA “ A´ 3c
2 C AdpeaAqC “ e3a{2C

AdpebBqD “ D ´ bC AdpeaAqD “ ea{2D

AdpebBqD “ D ´ bC.

Direct computations show that

Ad
`
eaAebBecCedD

˘pxAA` xBB ` xCC ` xDDq
“ xAA` eapxB ´ xAbqB
` e3a{2

´
xC ´ 3xAc

2 ´ bxD ` bdxA
2

¯
C

` ea{2
´
xD ´ dxA

2

¯
D,

(84.13)

so that, with more compact notations,

`
C˚ ˝Adpgq˘pXq “ `

xC ´ 3xAc´ bxD ` bdxA
2

2
˘
e3a{2, (84.14)

and the symplectic forms that we are able to deform are given by δ
`
C˚ ˝ Adpgq˘. It provides a

two-parameter familly of symplectic forms

ωg1 “

¨
˚̊
˝

0 0 β γ
0 0 0 ´2β{3
´β 0 0 0
´γ 2β{3 0 0

˛
‹‹‚, (84.15)

detωg1 “
4β4

9 .

It turns out that the action of the group R1 has good properties that are given in the following
proposition.

Proposition 84.8.
The action of R1 on U is free and simply transitive. PropCRunXXX

Proof. First remark that the algebra R1 can be written as a split extension:

R1 “ RA‘ad RD ‘ad SpantB,Cu,
3. by opposition to deform: there are no symplectic condition in deformation.
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hence a general element of R1 reads

r1pa, b, c, dq “ eaAedDebW ecM . (84.16)

The work is now to expand it by replacing A, B, C, D by their values in function of J1, W ,
M , L, J2 and V , and then to try to put all elements of S on the left. This is done by virtue
of Campbell-Baker-Hausdorff formula. The fact that SpantW,M,N, V u is nilpotent dramatically
reduces the difficulty. We have

lnpedrV edLewW emM q “ drV ` dL` pd2r ` wqW ` p16d
2r2 `m` 1

2drwqM.

One can find m and w (functions of d) such that the right hand side reduces to drV ` dL. Hence
we have, for some auxiliary functions w and m,

edrV `dL “ edrV edLewpdqW empdqM

and a general element of R1 reads

easV ` a
2J2edrV eaJ1edLe

`
wpdq`b

˘
W e

`
mpdq`c

˘
M “ spa, dqr1pa, b, c, dq (84.17)

with s P S and r1 P R1 which defines a bijective map r1 ÞÑ r1 from R1 to R1. This proves the
transitivity of the action of R1.

For freeness, just remark that in a neighbourhood of e, no element of R1 (but e) leaves rus
unchanged.

The conclusion is that R1 is the group R̃ that we were searching for and that it is unique (up
to the two-parameter isomorphism (84.11)) as symplectic subgroup of AN acting transitively on
U . It concludes the proof of proposition 84.7.

84.1.2 Alternative more intrinsic proofs
subSecAltreintr

Proposition 84.9.
Let J P ZpKq whose associated conjugation coincides with the Cartan involution: AdpJq “ θ and
u P SOp2, l ´ 1q such that u2 “ J and u P eQ XK. Then the AN -orbit of rus is open.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 84.10
Il faut prouver cela. Pour cela, je crois que ce qu’il faut faire, c’est dire que Helgason ou Loos
assure l’existence d’un J P ZpKq tel que θ “ AdpJq pour le groupe, et θ “ AdpJq pour l’algebre.
Ensuite, vu que les orbites fermées de AN et AN̄ sont ˘AN et ˘AN̄ , évidement un élément d’une
orbite fermée ne peut pas avoir son carré dans K. ProbAdJthetaj

Proof. Let us find the Lie algebra S of the stabilizer S of rus. First, the Cartan involution
X ÞÑ ´Xt is implemented as AdpJq with

J “
ˆ´12ˆ2

13ˆ3

˙

which satisfies u2 “ J and σpuq “ u´1 because u P Q. Now, Adpu´1qr P H if and only if
σ
´

Adpu´1qr
¯
“ Adpu´1qr. Using the fact that σ is an involutive automorphism, we see that this

condition is equivalent to
θσr “ r. (84.18)

On the one hand the Cartan involution θ restricts on A to θ|A “ ´ Id because A Ă P; and on
the other hand, σpAq “ A because J1 P H and J2 P Q. So σ splits A into two parts: A “ A`‘A´
with A` “ AXH “ RJ1 and A´ “ AXQ “ RJ2. Let β1, β2 P A˚ be the dual basis: βipJjq “ δij .
We know that W P Gβ1 , V P Gβ2 , L P Gβ1´β2 , and M P Gβ1`β2 . The set of simple roots is given by

∆ “ tα “ β1 ´ β2, β “ β2u,
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and the positive roots are
Φ` “ tα, β, α` β, α` 2βu,

in terms of whose, the space N is given by

W P Gα`β V P Gβ
L P Gα M P Gα`2β.

Since pσ˚βqph1J1 ` h2J2q “ β2ph1J1 ´ h2J2q “ ´h2, we find we find

σ˚β “ ´β
σ˚α “ α` 2β

σ˚pα` βq “ α` β
σ˚pα` 2βq “ α.

We are now able to identify the set S “ tX P A‘N tel que σθX “ Xu. Let us takeX P R “ A‘N
and apply σθ:

X “ X` `X´ `Xα `Xβ `Xα`β `Xα`2β,

θX “ ´X` ´X´ ` Y´α ` Y´β ` Y´β ` Y´pα`βq ` Y´pα`2βq,
σθX “ ´X` `X´ ` Z´pα`2βq ` Zβ ` Z´pα`βq ` Z´α

(84.19)

where Xφ, Yφ and Zφ denote elements of Gφ, and X˘ denote the component A˘ of X.
It is immediately apparent that σθX´ “ X´, so that X´ P S. The only other component

common to X and σθX is in Gβ, but it is a priori not clear that Xβ “ Zβ. We know however
that σθV “ αV because Gβ has only one dimension. Using the fact that σ and θ are commuting
involutions, it is apparent that α “ ˘1. Decomposing V into V “ VH ` VQ, we have θσV “
θpVH ` VQq which has to be equal to V or ´V . Thus there are only two possibilities

θVH “ VH or θVH “ ´VH
θVQ “ ´VQ θVQ “ VQ.

If one compares the commutator table of SOp2, 3q with the one of SOp2, 2q, one sees that V is
not present in SOp2, 2q. Since H possesses every purely spatial rotation generators, the orthogonal
complement Q contains the time-time rotation as only rotations. Other components of Q are
boost. In particular, VQ is zero or a boost generator. In the latter case, θVQ “ ´VQ, and the
conclusion is that σθV “ V . In the other case, VQ “ 0 implies that V P H which is impossible
because rJ2, V s “ 0 while J2 P Q and rQ,Hs Ă Q.

The stabilizer S is thus generated by J2 and Gβ “ RV , i.e.

S “ SpantJ2, V u. (84.20)

The stabilizer of rus being two-dimensional, the orbit of rus is four-dimensional and is then open
in AdS4.

Notice that in contrast to the first way to find S, this time we have no eventually double
covering problems.

Let R̃ be a subgroup of R whose Lie algebra is a complement of S in R, i.e. R̃ ‘ S “ R.
This group does not act transitively on U if and only if the boundary of R̃rus is non empty. Let
x0 “ τr1

0
rus belong to that boundary with r1

0 P R1. On that point, the fundamental fields of R̃ are
not surjective on the tangent space of U :

ker
“
R̃ Ñ Tx0U

‰ ‰ t0u
Y ÞÑ Yx̊0 .
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Let Y P R̃ belongs to this kernel: Yx̊0 “ 0. Since the linear map
`
dτr1´1

0

˘
x0

is nondegenerate, Yx̊0

vanishes if and only if
`
dτr1´1

0

˘
x0
pYx̊0q “ 0, but

`
dτr1´1

0

˘
x0
pYx̊0q “ ´

d

dt

”
r1´1

0 etY r1
0rus

ı
t“0

“ `
Adpr1´1

0 qY ˘˚
rus

“ projR̃
`

Adpr1´1
0 qY ˘

(84.21)

because, on the point rus, the action to take the fundamental field is nothing else than the projection
parallel to S. Hence the group R̃ is not surjective if and only if

`
AdpR1qS˘X R̃ ‰ t0u.

We are now going to determine AdpR1qS. Let X “ X´ ` Xβ P S and act with an element of
R1 “ exp

`
A` ‘ Gα ‘ Gα`β ‘ Gα`2β

˘
:

AdpeH``Yα`Yα`β`Yα`2β qpX´ `Xβq “ X´ `Xβ

` “
H` ` Yα ` Yα`β ` Yα`2β, X

´ `Xβ

‰
looooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooon

N 1

` 1
2
“
H` ` Yα ` Yα`β ` Yα`2β, N

1‰

` . . .
The computation of N 1 is as follows:

rH`, X´s “ 0 rH`, Xβs “ 0
rYα, X´s “ ´αpX´qYα rYα, Xβs “ Zα`β

rYα`β, X´s “ ´pα` βqpX´qYα`β “ 0 rYα`β, Xβs “ Zα`2β

rYα`2β, X
´s “ ´pα` 2βqpX´qZ 1

α`2β rYα`2β, Xβs “ 0,

so N 1 “ ´αpX´qYα ` Zα`β ´ Zα`2β ´ pα ` 2βqpX´qZ 1
α`2β. Since βpH`q “ 0, the computation

of rH`, N 1s, produces terms like rH`, Xα`βs “ pα ` βqpH`qXα`β “ αpH`qXα`β. Therefore,
rH`, N 1s “ αpH`qN 1 and

AdpeH``Y qpX´ `Xβq “ X `N 1 `
ÿ

kě1

1
pk ` 1q!αpH

`qkN 1

“ X ` eαpH`q ´ 1
αpH`q N 1

(84.22)EqElsInterditsSuEqElsInterditsSu

What we have proven is the following result.

Proposition 84.11.
The group R̃ acts transitively on U if and only if the Lie algebra R̃ does not contain elements of
the form

X ` eαpH` ´ 1
αpH`q N 1

with X P S and Y P R1; the element N 1 being given by

N 1 “ ´αpX´qYα ` Zα`β ´ Zα`2β ´ pα` 2βqpX´qZ 1
α`2β

where X “ X´`Xβ is the decomposition of an element of S and Zφ are elements of their respective
root spaces Gφ.

One can distinguish three case: the first is X “ X´ P A´, the second is X “ Xβ P Gβ and the
last one is X “ X´ `Xβ (X´ ‰ 0 ‰ Xβ).
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In the first case, formula (84.22) forbids R̃ to contains elements of the form

X´ ` Gα ‘α`2β . (84.23)

The second case forbids elements of the form

Xβ ` Gα`β ‘ Gα`2β, (84.24)

and the third case forbids
X´ `Xβ ‘ Gα ‘ Gα`β ‘ Gα`2β. (84.25)

We can extract constraints on the coefficients of algebra (84.6) from that analysis. The third
interdiction makes that a linear combination of J2 and V in an element of R̃ can only occur in A,
so that

bb1 “ cc1 “ dd1 “ 0.
The second interdiction says that B and C cannot contain V alone, so b1 “ c1 “ 0. Finally, the first
condition imposes c “ d “ 0 because C and D cannot contain J2 alone. The remaining constraints
for (84.6) to be an algebra are easy to solve by hand. The results are the same two algebras as
previously found.

84.1.3 Local group structure

We saw in proposition 84.8 that the open orbit U can be identified with the group generated
by the algebra tJ1,W,M,Lu.

We want to find an algebra (whose group is) acting transitively on a neighbourhood of rus
in the AN orbit of rus and which admits a symplectic form. Let A,B,C,D be a basis of this
algebra. For local transitivity, each of them must contains at least one of J1,W,M and L. As in
the previous case, the most general algebra to be studied is EqAlgGEnennsy

A “ J1 ` aJ2 ` a1V (84.26a)
B “W ` bJ2 ` b1V (84.26b)
C “M ` cJ2 ` c1V (84.26c)
D “M ` dJ2 ` d1V. (84.26d)

Among such algebras, we will have to check surjectivity of the action and the possibility to endow
with a symplectic form.

If we impose that SpantA,B,C,Du is a subalgebra for the bracket inherited from sop2, 3q, we
find a lot of conditions on the coefficients a, b, c, d, a1, b1, c1 and d1. If, for example, we look at
rA,Bs, we find

rA,Bs “W ` a1M ` ab1V ´ a1bV.

In this combination, the coefficient of W is 1 and the one of M is a1, so the only possibility is
rA,Bs “ B ` a1C. This leads to the following conditions (equating coefficients of J2 and V ): SubEqSystemeAlgTN

b` a1c “ 0 (84.27a)
b1 ` a1c1 “ ab1 ´ a1b. (84.27b)

Proceeding in a similar way for the six different commutators, we find:
For rA,Cs

ac1 ´ a1c “ pa` 1qc1 (84.27c)
pa` 1qc “ 0, (84.27d)

for rA,Ds
p1´ aqd` 2a1b “ 0 (84.27e)

ad1 ´ a1d “ 2a1b1 ` p1´ aqd1, (84.27f)
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for rB,Cs
pb´ c1qc “ 0 (84.27g)
pb´ c1qc1 “ bc1 ´ b1c, (84.27h)

for rB,Ds
´d1c` 2b1b´ bd “ 0 (84.27i)

´d1c1 ´ bd1 ` 2pb1q2 “ bd1 ´ b1d, (84.27j)

for rC,Ds
cd1 “ c1b1 (84.27k)
cd “ c1b. (84.27l)

Solutions of these equations 4, parametrized by reals r and s and the corresponding commutators
are listed below.

The next step is to determine which of these algebras admit a compatible symplectic structure
in the sense of definition 59.1. For this, we just have to consider a general skew-symmetric matrix

ω “

¨
˚̊
˝

0 ´α ´β ´γ
α 0 ´δ ´σ
β δ 0 ´ϵ
γ σ ϵ 0

˛
‹‹‚

and, for each algebra, solve the four constrains. In the first algebra (see below), we find for example

ω1prA,Bs, Cq ` ω1prB,Cs, Aq ` ω1prC,As, Bq “ ´´5ω1pC,Bq
2

!“ 0,

so that ω1pC,Bq “ 0. Full results are listed below (the symplectic matrices are written in the basis
tA,B,C,Du). We see in particular that most of the solutions reduce to the canonical algebra, Rc

given by

ra, bs “ b ra, cs “ 2c rc, ds “ c.

Let us compute the metric on these groups too. Let GL be one of these groups (the groups
corresponding to algebras one to seven, see below). We have a diffeomorphism between GL and
the orbit U of rus P AdS4,

ϕ : GL Ñ U
r ÞÑ rrus. (84.28)

We define the metric on GL at e by

gepA,Bq :“ Bϕpeq
`
dϕpAq, dϕpBq˘ (84.29)EqgeABBphiEqgeABBphi

where
dϕpAq “ d

dt

”
ϕ
`
Aptq˘

ı
t“0

“ d

dt

”`
π ˝Ru

˘`
Aptq˘

ı
t“0

“ dπ dRuA.

By definition of the metric on the cosets (cf equation (66.40)) we have

BrgspdπX, dπY q “ BgpprojX, projY q
“ BepdLg´1 projX, dLg´1 projY q

Using that in equation (84.29), we find (e is the neutral of GL):

BepA,Bq “ BruspdπdRuA, dπdRuBq
“ Bupproj dRuA, proj dRuBq
“ BepdLu´1 projQu

dRuA, dLu´1 projQu
dRuBq

where proj is the projection on Qu “ dLuQ. The latter formula allows to easily compute the
metric on the various groups.

4. from now until the determination of symplectic forms, all results are computed by Maxima [1002].
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(1) As first solution, we find of course the same algebra R1 as the one of page 4087.
(2) The second solution is also the same as the previously found one.
(3) The third solution is

A “ J1 ` J2 ` sV rA,Bs “ B ` sC
B “W ´ r

2V rA,Cs “ 2C

C “M rA,Ds “ 2sB
D “ L` rJ2 rB,Ds “ ´rB

rC,Ds “ ´rC,

ω “

¨
˚̊
˝

0 ´α ´β ´γ
α 0 0 βrs´2αr

2
β 0 0 βr

2
γ ´βrs´2αr

2 ´βr
2 0

˛
‹‹‚, (84.30)

detω “ β4r2s2

4 ´ αβ3r2s

2 ` α2β2r2

4 ,

Conditions: r ‰ 0, β ‰ 0 and α ‰ βr. The map ϕ3 : R3 Ñ Rc

ϕ3 “

¨
˚̊
˝

1 0 0 r
0 1{2s 0 1
0 s 1 s2

0 0 0 r

˛
‹‹‚.

(detϕ3 “ r{2s) provides an isomorphism between R3 and the canonical algebra.
(4) The fourth solution is

A “ J1 ` J2 ` sV rA,Bs “ B ` sC
B “W rA,Cs “ 2C
C “M rA,Ds “ 2sB
D “ L` rJ2 ` rsV rB,Ds “ ´rsC

rC,Ds “ ´rC,

ω “

¨
˚̊
˝

0 ´α ´β ´γ
α 0 0 βrs

2
β 0 0 βr

2
γ ´βrs

2 ´βr
2 0

˛
‹‹‚, (84.31)

detω “ β4r2s2

4 ´ αβ3r2s

2 ` α2β2r2

4 .

Conditions: r ‰ 0, β ‰ 0 and α ‰ βs. The map ϕ4 : R4 Ñ Rc

ϕ4 “

¨
˚̊
˝

2 0 0 ´r
0 1 1{s rs
0 1 0 2rs
3 0 0 ´r

˛
‹‹‚

(detϕ4 “ ´r{s) provides an isomorphism between R4 and the canonical algebra.
(5) The fifth solution is

A “ J1 ´ J2 ` sV rA,Bs “ B ` sC
B “W ´ rsJ2 ` rs2V rA,Ds “ 2sB ` 2D
C “M ` rJ2 ´ rsV rB,Ds “ 2rs2B ` rs3C ` rsD
D “ L` rs2J2 ´ rs3V rC,Ds “ ´2rsB ´ rs2C ´ rD,
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ω “

¨
˚̊
˚̋

0 ´α ´β βrs2`2αrs`2ϵ
r

α 0 0 ϵs
β 0 0 ´ϵ

´βrs2`2αrs`2ϵ
r ´ϵs ϵ 0

˛
‹‹‹‚ (84.32)

detω “ β2ϵ2s2 ` 2αβϵ2s` α2ϵ2, (84.33)

Conditions: r ‰ 0, ϵ ‰ 0, α ‰ ´βs. The map ϕ5 : R5 Ñ Rc

ϕ5 “

¨
˚̊
˝

1 0 0 0
0 1 0 2s
0 0 0 ´1
0 ´rs r rs2

˛
‹‹‚ (84.34)

(detϕ5 “ r) provides an isomorphism between R5 and the canonical algebra.
(6) The sixth solution is

A “ J1 ` J2 rA,Bs “ B

B “W rA,Cs “ 2C
C “M rC,Ds “ ´rC,
D “ L` rJ2

ω “

¨
˚̊
˝

0 ´α ´β ´γ
α 0 0 0
β 0 0 βr

2
γ 0 ´βr

2 0

˛
‹‹‚, (84.35)

detω “
ˆ
αβr

2

˙2
, (84.36)

Conditions: α ‰ 0, β ‰ 0 and r ‰ 0. This algebra is isomorphic to the next one.
(7) The seventh solution is

A “ J1 ´ J2 rA,Bs “ B

B “W rA,Ds “ 2D
C “M ` rJ2 rC,Ds “ ´rD,
D “ L

ω “

¨
˚̊
˝

0 ´α ´β ´γ
α 0 0 0
β 0 0 γr

2
γ 0 ´γr

2 0

˛
‹‹‚, (84.37)

detω “ ˘
´αγr

2

¯
, (84.38)

and the conditions are α ‰ 0, γ ‰ 0, r ‰ 0. The map ϕ7 : R7 Ñ Rc

ϕ7 “

¨
˚̊
˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 r 0

˛
‹‹‚

(detϕ7 “ ´r) provides an isomorphism between R7 and the canonical algebra.

All these algebras are solvable of order two (the commutators of commutators vanish) — but not
nilpotent.
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Proposition 84.12.
Surjectivity of the action of the group R3.

Proof. The Lie algebra R3 can be written as a sequence of split extensions

R3 “ RA‘ad RD ‘ad SpantB,Cu,
thus a general element of R3 reads

r3pa, b, c, dq “ eaJ1`aJ2`asV edL`drJ2ebW´ br
2 V ecM . (84.39)Eqelgener31Eqelgener31

When rX,Y s “ sY , one has the formula

lnpeXeY q “ X ` 1´ es
s

Y. (84.40)

This allows us to write
lnpexJ2eyLq “ xJ2 ´ 1´ e´x

x
yL,

and to conclude that we can make the splitting

edL`drJ2 “ edrJ2efpdqL

where fpdq “ d2r{pe´dr ´ 1q. The general element (84.39) becomes

r3pa, b, c, dq “ eaJ2`asV edrJ2eaJ1efpdqLebW´brV {2ecM .

Up to redefinition of c, we can split ebW´brV {2 into ebW e´brV {2, and a new redefinition allows us
to commute e´brV {2 and ebW . Up to new redefinitions we are left with

r3pa, b, c, dq “ spa, b, dqeaJ1efpdqLebW ecM

where spa, b, dq is an element of S which depends on a, b and d. So a general element of R3rus is

recMebW e´fpdqLeaJ1us (84.41)

where f fails to be surjective.

84.2 Deformation of AdS4

Abstract
Ceci contient les rebuts de démonstrations et de choses non retenues pour la ligne droite de

ma thèse.

A description of the black hole construction is given in section 79.8. As far as Iwasawa decom-
position is concerned, we recall that we fix choices in such a way that we have

N “ tWi, Vj ,M,Lu i “ 5, . . . , l ` 1 (84.42a)
A “ tJ1, J2u (84.42b)

with the commutator table

rVi,Wjs “ δijM rVj , Ls “ 2Wj (84.43a)
rJ1,Wjs “Wj rJ2, Vis “ Vi (84.43b)
rJ1, Ls “ L rJ2, Ls “ ´L (84.43c)
rJ1,M s “M rJ2,M s “M (84.43d)

where N is the nilpotent part of SOp2, l ´ 1q and A the abelian one. Notice that W,J1 P H, and
J2 P Q.



84.2. DEFORMATION OF ADS4 4097

PropRsurSglobgroup

Proposition 84.13.
The homogeneous space U “ R{S is globally of group type.

Proof. The fact that J2 and V do not act on rus makes that locally the group corresponding to
the algebra SpantJ1,W,M,Lu is diffeomorphic to U . It is however not clear that the action will
be globally transitive.

We know that u “ exp q0 and

rq0, rq0, J2ss “
´π

2

¯2
J2, (84.44a)EqqqJ2aEqqqJ2a

projQrq0, rq0, V ss “
´π

2

¯2
projQ V, (84.44b)EqqqVbEqqqVb

Now, r belongs to S when there exists a h P H such that ru “ uh, or when Adpuqr P H. Thus we
are lead to compute thinks like

Adpeq0qr
and check for which r this belongs to H. We will prove that this condition is satisfied for eaJ2 and
ebV . We have to study the Q-component of eadpq0qX , and eX will belong to S when this component
vanishes. Since J2 P Q, we see that, in the expansion of eadpq0qJ2, the even terms are in Q while
the odd ones are in H. Now equation (84.44a) makes that the odd terms provide the expansion of
cospπ{2q “ 0.

For V , we remark that it has a component VQ and VH, the fact that rq0, V s P H makes that
once again the odd terms does not pose any problem. Equation (84.44b) gives the expansion of
cospπ{2q for the even terms.

So the stabilizer of rus is the group generated by eaJ2 and ebV . We denote by S the Lie algebra:

S “ SpantJ2, V u.
The stabilizer cannot be larger because R has 6 dimensions while U has 4 dimensions. Now we
consider

R1 “ SpantJ1,W,M,Lu,
and the first important remark is that it is an algebra. So it is immediately clear that locally, U
has the structure of the corresponding group R1. Let us prove that the action of R1 on U is globally
transitive, i.e. R1rus “ Rrus. For that, just remark that S acts on R1, so

R “ S ‘ad R1

and, as far as groups are concerned, we conclude that R “ SR1 and hence that R “ R1S. This
proves that R1 acts transitively on U . We will see later that this group is not satisfactory because
it does not posse a symplectic form.

We know that R1 acts on U “ R{S freely because none of the elements of R1 acts as identity on
rus. This proves that U is locally of group type. It is also globally of group type because U “ R1rus
is only the orbit of rus.

We try to deform the open orbit of AdS4 seen as the group of the first algebra (see page 4087).
We rewrite this algebra, that we name R1, as SubEqTablealgun

rp, qs “ ´rE r ‰ 0 (84.45a)
rA, ps “ p` sE (84.45b)

rA,Es “ 3
2E (84.45c)

rA, ps “ 2sp` 1
2q, (84.45d)
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because we are going to see it as a split extension of the Heisenberg algebra spanned by tp, q, Eu.
The first work is to identity the parameters pdX, dµ, 2dq of the derivation which extends the
Heisenberg algebra to R1. The condition is that the commutator

raA` v1p` v2q ` zE, a1A` v1
1p` v1

2q ` z1EspdX,dµ,2dq
seen as split extension (equation (83.99))

dX
`
apv1

1p´ v1
2qq ´ a1pv1p´ v2qq

˘` dµ`apv1
1p` v1

2qq ´ a1pv1p` v2qq
˘
E

` 2dpaz1 ´ a1zqE
` Ωpv1p` v2q, v

1
1p` v1

2qqE
equals the same commutator given by the table (84.45):

p
`
av1

1 ` 2sav1
2 ´ a1v1 ´ 2a1v2s

˘` q`a2v
1
2 ´

a1

2 v2
˘

` E`sav1
1 `

3a
2 z

1 ´ a1v1s´ v1v
1
2r ` v2v

1
1r ´

3a1

2 z
˘
.

Equating the terms with z in the coefficient of E, we find

d “ 3{4. (84.46)

The terms with p and q give the matrix X by

dX

ˆ
av1

1 ´ a1v1
av1

2 ´ a1v2

˙
“
ˆ
av1

1 ´ a1v1 ` 2spav1
2 ´ a1v2q

1
2pav1

2 ´ a1v2q
˙
,

from what it follows that
X “

ˆ
4{3 8s{3
0 2{3

˙
. (84.47)

When we pose v2 “ v1
2, we find

µppq “ 4s{3 (84.48)
and with v1 “ v1

1 “ 0, we find
µpqq “ 0. (84.49)

The symplectic form on V “ Spantp, qu is

Ω “
ˆ

0 ´r
r 0

˙
. (84.50)

One can check that the condition ΩpId´Xq ` pId´XqtΩ “ 0 is satisfied, so that X̄ P sppV,Ωq.
Therefore, the algebra R1 is a split extension of Hn in the sense of section 83.5. The symplectic
form on R1 is given by proposition (83.25):

ω1 “

¨
˚̊
˝

0 ´α ´β ´γ
α 0 0 2βr

3
β 0 0 0
γ ´2βr

3 0 0

˛
‹‹‚, (84.51)

and the symplectic form on R1 seen as extension of Heisenberg algebra is given by equation (83.25)
which in the present case reads, in the basis tA, p,E, qu,

´δE˚ “

¨
˚̊
˝

0 s 3{2 0
´s 0 0 ´r
´3{2 0 0 0

0 r 0 0

˛
‹‹‚. (84.52)

We see that the latter is a particular case of the general one with β “ ´3{2, α “ ´s and γ “ 0.
In order to prove that ω1 is a Chevalley coboundary for the trivial representation, we search for
an element ξ P R1 such that δξ˚ “ ω1, see equation (66.240). We pose

ξ “ ξAA` ξpp` ξEE ` ξqq
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¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 84.14
. . . we search for an element. . . est-ce qu’il faut vraiment le for??

and we impose that
δξ˚pX,Y q “ ´ξ˚prX,Y sq “ ω1pX,Y q. (84.53)

A resolution with Maxima (see appendix 88.2) gives the result

ξp “ 2βs´ 3α
3 , ξE “ ´2β

3 , ξq “ ´6γ ` 8βs2 ´ 12αs
3 , (84.54)EqSolxialgunEqSolxialgun

while ξA has no constrains 5. This proves that ω1 is a Chevalley 2-coboundary.
A problem is now to adapt the results of theorem 83.24 and 83.34 to the new symplectic form

which is not the one of proposition 83.25.
First, we fix the element g P R1 such that PgAdgXEbbekl

pAdpgq˚δξ˚qpXq “ E˚pXq, or ξ˚pAdpgqXq “ E˚pXq. (84.55)

We search g under the form
g “ eaAev1p`v2q`zE

Let us begin with X “ E: ξ˚pAdpgqEq “ 1. Using the commutation relations, AdpgqE “
eadpaAqE “ e3a{2E. It fixes the value of a:

a “ ´2
3 ln

`´ 2β
3
˘
, (84.56)EqleadegxistarEqleadegxistar

if β ă 0. The parameters v1 and v2 are more difficult:

Adpgqp “ eadpaAqpp` rEq
“ eadpaAqp` rv2e

3a{2E

The first terms of eadpaAqp are EqPremtermsAdgp

p (84.57a)
app` sEq (84.57b)

a2

2 pp` sE ` s
3
2Eq “

a2

2 p`
a2

2
`
1` 3

2
˘
sE (84.57c)

a3

3! pp` sE ` s
3
2Eq `

a3

3! s
3
2E “

a3

3! p`
a3

3
`
1` 3

2 `
3
2

3
2
˘
sE. (84.57d)

At each step, the first term gives the expansion of eap and the term with sE of rA, ps can be
regrouped with the other to give, in the term of an,

`
1` 3

2 ` ¨ ¨ ¨ `
`3

2
˘n´1˘

sE.

Using the well know sum formula Snpxq “ 1`x`¨ ¨ ¨`xn “ xn`1 ´ 1
x´ 1 , the term with E in eadpaAqp

is
an

n! Sn´1
`3

2
˘
sE “ an ´ 1

x´ 1
where x “ 3{2. Putting all terms together,

eadpaAqp “ eap` 2
8ÿ

n“0

an

n! x
nsE ´ 2

8ÿ

n“0

an

n! sE

“ eap` 2e3a{2sE ´ 2easE.

5. This is clear because A does not appear in the commutators.
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Computations with Maxima give:

Adpgqp “ gpg´1 “ eap` 2e3a{2sE ´ 2easE ` v2re
3a{2E,

which must satisfy ξ˚`Adpgqp˘ “ E˚ppq “ 0. So v2 is given by the equation

eaξp ` 2sξE
`
e3a{2 ´ ea˘` ξEv2re

3a{2 “ 0 (84.58)

where a is given by equation (84.56). For Adpgqq, we find that v1 is solution of

4sξppea ´ ea{2q ` ξE
`´ e3a{2rv1 ` 4e3a{2s2 ´ 8eas2 ` 4ea{2s2˘` ξqea{2 “ 0. (84.59)

84.2.1 Isomorphism with R
Let H1 “ V ‘RE be the Heisenberg algebra and its extension Fp1, 0, 2q, i.e.

adpAq “
¨
˝

1
1

2

˛
‚

on H1. We extend F by a two dimensional algebra E “ SpantE1, E2u with

rE1, E2s “ 2E2

and
adpE1q

ˆ
p
q

˙
“
ˆ
p
´q

˙
, adpE2q

ˆ
p
q

˙
“
ˆ
q
0

˙
. (84.60)

All this produces a new algebra

E ‘ρ F “ SpantE1, E2, A, p, q, Eu
whose full commutator table is

rE1, E2s “ 2E2 rA, ps “ p rE2, qs “ p

rE1, ps “ p rA, ps “ p rp, qs “ E

rE1, qs “ ´q rA,Es “ 2E

One can check that the following is an isomorphism α : E ‘ρ F Ñ R: EqDefalphaisomRF

αpE1q “ J1 ´ J2 αpE2q “ L{2 (84.61a)
αpAq “ J1 ` J2 αppq “W (84.61b)
αpqq “ ´V αpEq “M. (84.61c)

Trough this isomorphism, we say that R “ E ‘ρ F . The projection R Ñ F is given by E1 Ñ 0,
E2 Ñ 0 or, trough α, LÑ 0 and J1 ´ J2 Ñ 0. After projection, the table (66.125) becomes

rV,W s “M rH2,W s “W (84.62a)
rH2, V s “ V rH2,M s “ 2M, (84.62b)

which is the table of Fp1, 0, 2q. Projections of algebras Rj are:

84.2.1.1 Algebra 1

AÑ 3
4H2 ` rV

B ÑW

C ÑM

D Ñ sV.

Not surjective on F when s “ 0.
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84.2.1.2 Algebra 3

AÑ H2 ` sV
B ÑW ´ r

2V

C ÑM

D Ñ r

2H2.

Not surjective on F when s “ 0.

84.2.1.3 Algebra 4

AÑ H2 ` sV
B ÑW

C ÑM

D Ñ r

2H2 ` rsV.

Not surjective on F when s “ 0.

84.2.1.4 Algebra 5

AÑ sV

B ÑW ´ rs

2 H2 ` rs2V

C ÑM ` r

2 ´ rsV

D Ñ rs2

2 H2 ´ rs3V.

Not surjective on F when s “ 0.
The pathologic cases are R3, R4, R5 and R6 with s “ 0. They are each isomorphic to the

algebra generated by tA,B,C,Du and subject to the relations

rA,Bs “ B

rA,Cs “ 2C
rC,Ds “ ´rC.

We consider the map
φj : Rj Ñ F p1, 0, 2q
φjprjq “ Adprj1qrj0 (84.63)

where rj0 and rj1 are defined by the condition αprj1rj0q “ rj . This map actually takes its values
in F because, by construction, adpEqF Ă F .

Theorem 84.15.
The map φj is bijective.

Proof. Let us first assume that φjprjq “ φjpsjq. In this case, we have

rj1rj0r
´1
j1 “ sj1sj0s

´1
j1 ,
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but rj1rj0 “ α´1prjq and sj1sj0 “ α´1psjq, thus

α´1ps´1
j rjq “ s´1

j1 rj1,

or
rjs

´1
j “ αps´1

j1 rj1q
The left-hand side of the latter equation is an element of Rj while the right-hand side is an element
of αpEq, i.e. of the group generated by J1´J2 and L. One can check that the intersection between
Rj and E reduces to t0u, so rj “ sj . This proves injectivity.

84.2.2 The symplectic issue

When one pull back the kernel from F p1, 0, 2q to Rj , there is no reason why the symplectic form
δE˚ on F maps to the general symplectic form on Rj . The issue is to push forward the symplectic
form ωj of Rj to F by the diffeomorphism φj and find a kernel on F for this new symplectic form
instead if the canonical one.

We have the following two maps:

φj : Rj Ñ F p1, 0, 2q
dα : E ‘ρ F Ñ R

where dα is the isomorphism (84.61). The new symplectic form on F is defined by

ΩjpX0, X
1
0q “ ωj

`
dφ´1

j X0, dφ
´1
j X 1

0
˘

(84.64)

with X0, X 1
0 P F Ă E ‘ρ R. First, remark that when X1 P E and X0 P F , we have

d

dt

”
α
`
etX1etX0

˘ı
t“0

“ dαpX1 `X0q (84.65)

which is surjective on dαpE ‘ρ Fq. Second, dφj is the projection because

dφj

ˆ
d

dt

”
αpetX1etX0q

ı
t“0

˙
“ d

dt

”
AdpetX1etX0q

ı
t“0

“ X0.

We conclude that
dφ´1

j pX0q “ dαpX1 `X0q P Rj

where the “P Rj” is part of the formula: this fixes the choice of X1 P E .
Let us compute for example dφ´1

1 pAq. Using the value of dαpAq, we find

dφ´1
1 pAq “ dαpX1q ` J1 ` J2

where X1 P E must be chosen in such a way that the whole belongs to R1.
Let us for example compute dφ´1

1 pAq “ dαpX1q ` J1 ` J2 P R1. In order to fix X1, we we
suppose X1 “ xE1 ` yE2, we write

dαpX1q “ xJ1 ´ xJ2 ` y

2L

and we solve
dαpX1q ` J1 ` J2 “ aA` bB ` cC ` dD

with respect to x, y, a, b, c, d. This is a linear system of 6 equations for 6 variables. The solution is
b “ c “ 0, x “ 1{3, a “ 4{3, d “ ´4rs{3 and y “ ´8rs{3. So we have

dφ´1
1 pAq “ 4

3J1 ` 2
3J2 ´ 4rs

3 L “ 4
3A´

4rs
3 D. (84.66)
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84.3 Isospectral deformations of M

In this section, we present a modified version of the oscillatory integral product (83.94) leading
to a left invariant associative algebra structure on the space of square integrable functions on R0.
Why is it better that the initial product defined over smooth compactly supported functions? The
motivation of considering the square integrable functions is the fact that the spectral triple defined
in noncommutative geometry contains the space of square integrable spinors (see the book [914]).
The fact to stabilize the space of square integrable functions is then an indispensable step in order
to put our results in the framework of spectral geometry.

Theorem 84.16.
Let u and v be smooth compactly supported functions on R0. Define the following three-point
functions:

S :“SV
`

coshpa1 ´ a2qx0, coshpa2 ´ a0qx1, coshpa0 ´ a1qx2
˘

´ à
0,1,2

sinh
`
2pa0 ´ a1q

˘
z2; (84.67)

and

A :“
”

cosh
`
2pa1 ´ a2q

˘
coshp2pa2 ´ a0qq coshp2pa0 ´ a1qq

“
coshpa1 ´ a2q coshpa2 ´ a0q coshpa0 ´ a1q

‰dimR0´2
ı 1

2
.

Then the formula
u ‹p2q

θ v :“ 1
θdimR0

ż

R0ˆR0

Ae
2i
θ
Sub v (84.68)HILBHILB

extends to L2pR0q as a left invariant associative Hilbert algebra structure. In particular, one has
the strong closedness property: ż

u ‹p2q
θ v “

ż
uv.

thmL2

Proof. The oscillatory integral product (83.94) may be obtained by intertwining the Weyl product
on the Schwartz space S (in the Darboux global coordinates (83.93)) by the following integral
operator [1000]:

τ :“ F´1 ˝ pϕ´1
θ q‹ ˝ F,

F being the partial Fourier transform with respect to the central variable z:

F puqpa, x, ξq :“
ż
e´iξzupa, x, zqdz;

and ϕθ the one parameter family of diffeomorphism(s):

ϕθpa, x, ξq “ pa, 1
coshp θ2ξq

x,
1
θ

sinhpθξqq.

Set J :“ |pϕ´1q‹Jacϕ|´ 1
2 and observe that for all u P C8 X L2, the function J pϕ´1q‹u belongs to

L2. Indeed, one has ż
|J pϕ´1q‹u|2 “

ż
|ϕ‹J |2 |Jacϕ| |u|2 “

ż
|u|2.

Therefore, a standard density argument yields the following isometry:

Tθ : L2pR0q ÝÑ L2pR0q : u ÞÑ F´1 ˝mJ ˝ pϕ´1q‹ ˝ F puq,
where mJ denotes the multiplication by J . Observing that Tθ “ F´1 ˝ mJ ˝ F ˝ τ , one has
‹p2q
θ “ F´1 ˝mJ ˝ F p‹θq. A straightforward computation (similar to the one in [922]) then yields

the announced formula.
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Let us point out two facts with respect to the above formulas:
(1) The oscillating three-point kernel A exp

`2i
θ S

˘
is symmetric under cyclic permutations.

(2) The above oscillating integral formula gives rise to a strongly closed, symmetry invariant,
formal star product on the symplectic symmetric space pR0, ω, sq.

(3) Importance of left invariance will be explained in the subsection 84.3.1.

Proposition 84.17.
The space L2pR0q8 of smooth vectors in L2pR0q of the left regular representation closes as a
subalgebra of pL2pR0q, ‹p2q

θ q.
Proof. First, observe that the space of smooth vectors may be described as the intersection of the
spaces tVnu where Vn`1 :“ pVnq1, with V0 :“ L2pR0q and pVnq1 is defined as the space of elements
a of Vn such that, for all X P R0, X.a exists as an element of Vn (we endow it with the projective
limit topology).

Let thus a, b P V1. Then, pX.aq ‹ b ` a ‹ pX.bq belongs to V0. Observing that D Ă V1
and approximating a and b by sequences tanu and tbnu in D, one gets (by continuity of ‹):
pX.aq ‹ b ` a ‹ pX.bq “ limpX.an ‹ bn ` an ‹ pX.bnqq “ limX.pan ‹ bnq “ X.pa ‹ bq. Hence a ‹ b
belongs to V1. One then proceeds by induction.

84.3.1 Complement: importance of left invariance
subsecImpLeftInvarDstar

This complement intends to shortly explain why to express the Dirac operator under the form
of left invariant vectors (the t̃i in equation (79.584)).

Let R be a Lie group with a simply transitive action on the manifold M , and suppose that the
Dirac operator on M reads

D|M “ σiX̃i

where σi are constant and X̃i a basis of R of left invariant vector fields.

Proposition 84.18.
In this setting, if ‹R is a right invariant product on R, the operator D is a derivation.

Proof. Take u P FunpMq and a spinor φ. First X̃i acts by derivation on the right invariant product
‹R. Indeed proposition 83.10 says that if one defines u ˚ν v “ TνpT´1

ν u ˚M T´1
ν vq, then X̃ is a

derivation of ˚ν when Tν is chosen in such a way that TνρνpXqT´1
ν “ X̃. Hence have

Dpu ‹R φq “ σiX̃i · pu ‹R φq
“ σipX̃i ·uq ‹R φ` σiu ‹R X̃i ·φ

“ pDuq ‹R φ` u ‹R Dφ.

This result implies in turn that the operator rD,us is bounded because it is the multiplication
operator by Du. Indeed

rD,us‹Rφ “ Dpu ‹R φq ´ u ‹R Dφ
“ pDuq ‹R φ` u ‹R Dφ´ u ‹R Dφ
“ pDuq ‹R φ.

84.4 Perspectives
A main achievement of spectral non-commutative geometry is the ability of retrieving the

original Riemannian manifold from the data of the spectral triple. Such a result does not exist in
the case of AdS because the latter is a non-compact pseudo-Riemannian manifold. The main lines
of such a reconstruction method can however be foreseen in the case of anti de Sitter space.
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— Knowing the family of products ‹p2q
θ , we know in particular the usual commutative product

of functions. That should allow us to find back the manifold AdS4.
— It is possible to extract the data of the curvature of the manifold from the data of its Dirac

operator as the non-differential part of its square. That part will of course appear to be
constant and negative (because we know that we were starting from anti de Sitter).

We only quantized an open orbit of AdS4 because it is a whole physical domain. Quantization of
the full space could be very interesting because of a special effect of the noncommutative product:
two functions with disjoint supports can have a non vanishing product. What about the physical
significance of that property when one multiplies a function supported in the singularity by a
function supported in the physical part?

There is another reason to study the quantization of the full space. We will show in section 85.2
that a deformation of the full space by action of the Iwasawa component of SOp2, l´1q is possible.
That quantization has the advantage of deforming the space by the action of the group which is
precisely defining the singularity. In other words the same group can describe a singularity and a
quantization. A work to be done is to try and recover the special causal structure from the data
of the quantized manifold. That structure must be in some way contained in the spectral triple.

84.5 Spin structure on the black hole
The group R1 defines the open orbit with the simple action τprqrr1us “ rrr1us which fulfills

π ˝ Lg “ τpgq ˝ π. So we will first study the spin frame and spin bundle over R1, and then bring
the structure over the open orbit U .

84.5.1 Frame bundle over R1

A frame at r P R1 is an isometry between R1,3 and TrR1. Since dLr is such an isometry, any
isometry between R1 and TrR1 reads a “ dLra

1 with a1 P SOpR1q. So we consider an isometry
σ : R1,3 Ñ R1 and a basis at r reads

bpvq “ dLr ˝ σapvq (84.69)EqDefBaseGenebvR1EqDefBaseGenebvR1

with a P SOp1, 3q. The basis defined by equation (84.69) will be denoted by baprq. Here, we will
restrict our bundle to a P SO0p1, 3q. The fact that ba is a global section of the frame bundle
indicates us that the bundle is trivial by theorem 56.55. The trivialization map is

β : BpR1q Ñ R1 ˆ SO0p1, 3q
baprq ÞÑ pr, aq. (84.70)

84.5.2 Frame bundle over U
The frame bundle over rrus P U is the set of isometries R1,3 Ñ TrrusU . If σ̃ is a given isometry

σ̃ : R1,3 Ñ TrusU

(for example a numeration of the fundamental fields), the fiber over rrus is given by maps of the
form

b̃aprqv “ dτprqσ̃av. (84.71)

This is isomorphic to R1 ˆ SO0p1, 3q, in consequence of what we conclude that the frame bundles
over U and R1 are the same.
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Chapter 85

Two notes for further developments

ChapNoteDev

Abstract

This chapter contains two directions that were explored during my thesis and that were not
finished for different reasons.

In the first section, we state a result of Unterberger in [1003] which provides a deformation
of the complex half-plane, and we show how to translate it as a new noncommutative product
on the group ax ` b, i.e. the Iwasawa subgroup of SLp2,Rq. The technique of deformation
by group action described in appendix 82.6 then induces a deformed product on the dual of
its Lie algebra. We do not study the properties (symmetries, maximal functional space of
convergence, symplectic condition to be a true quantization, . . . ) of this product, but we
show that Unterberger’s result assures the existence of at least one good functional space.
Unfortunately the formula reveals not to be universal; we show the lack of universality on two
examples of actions of the group ax ` b on AdS2. The failure is due to divergences of the
derivatives of the functions zi (see equation (82.37)).

This study is motivated by the fact that recent work (not published yet) of P. Bieliavsky
provides an universal deformation of the AN of SLp2,Rq. We are thus allowed to say that the
latter new product is “better” than the one of Unterberger. We do not address the question to
know the precise point that makes the lack of universality in Unterberger.

The second section is an application of the extension lemma (lemma 83.23). We show that
all the ingredients needed to deform the AN of SOp2, nq are present. The idea was to deform
the AdS black hole using the action of the so-deformed AN . That should provide an alternative
way to deform AdS to the one presented in chapter 84, and a quantization of AdSl using the
same group as the group which defines a black hole. That method would use the deformation
by group action machinery described in appendix 82.6. The arising question is naturally to
know if that quantization is in some sense equivalent to the one given in chapter 84 or not.
That question is not answered yet.

85.1 Formula of Unterberger on SLp2,Rq

SecEplolUnter

The following results come from [1003] (from page 1219) and provide a deformation 1 of the
half-plane

D “ tpξ, ηq tel que η ą 0u Ă R2.

Before to give the precise statement that will be used, we need some definitions. A first product
is defined by (we will precise the functional space later):

pf ˝ gqpξ, ηq “
ÿ

α,β

p´1qα
α!β! p4iπq

´α´βpBαq Bβp f̃qp0, 0qpBβq Bαp g̃qp0, 0q (85.1)

where
f̃pp, qq “ f

´
p` ξ`q `

a
1` q2

˘
, η
`
q `

a
1` q2

˘¯
,

1. or, at least, a new noncommutative product.

4107
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and the same for g̃. In particular,

pf ˝ gqp0, 1q “ 4
ż
f
`
Ψpq1, p1q

˘
g
`
Ψpq2, p2q

˘
e´4iπp´q1p2`q2p1q dq1 dp1 dq2 dp2.

with
Ψpp, qq “ `

p, q `
a

1` q2
˘

Definition 85.1.
Let r1, r2 and n be real numbers with r1 ě 0. We denote by Σn

r1,r2 the space of functions f P C8pDq
such that for all pj, kq P NˆN, there exists a C ą 0 such that

ˇ̌
ˇ
ˆ B
Bξ

˙j ˆ
η
B
Bη

˙k
fpξ, ηq

ˇ̌
ˇ ď Cηr1p1` ηqr2p1` |ξ|qn´j . (85.2)

Now, theorem 8.2 in [1003] states

Theorem 85.2.
Let f P Σn

r1,r2 and g P Σn1

r1
1nr

1
2
. For each N P N0, the function

hN “ f ˝ g ´
ÿ

α`βďN´1

p´1qα
α!β! p4iπq

´α´β ÿ

j,k,j1,k1

Cj,kβ,αC
j1,k1

α,β pej1ek2fqpej
1

1 e
k1

2 gq (85.3)

belongs to the space Σn`n1´N
r1`r1

1,r2`r1
2

if constants Cj,kα,β are defined by the requirement that

pϵβ2 ϵα1 fqpξ0, η0q “
ÿ

j,k

Cj,kα,βpej1ek2fqpξ0, η0q

for every smooth function f and pξ0, η0q P D when j`k ď α`β and j ě α and Cj,kα,β “ 0 otherwise.
The operators ϵi are defined by ϵ1 “ e1 “ Bξ and ϵ2 “ 2

“
1` `

η0
η

˘2‰´1pξ0Bξ ` η0Bηq. ThoUnterSigmaStable

For our purpose, the point is that there exists a product on FunpDq and that theorem 85.2
provides a functional space stabilized by the product. We are now going to translate this result in
terms of the Iwasawa subgroup R “ AN of SLp2,Rq that is parametrized (see (53.314)) by

pa, lq “
ˆ
ea lea

0 e´a
˙
.

The map
j : RÑ R1

pa, lq ÞÑ pe2a, le2aq (85.4)

provides an isomorphism between R and the group

R1 “
"
pα, βq “

ˆ
α β
0 1

˙
, α ą 0

*
.

The inverse of j is j´1pα, βq “ plnα1{2, βα´1q. The group R1 acts on D by

pα, βq· pξ, ηq “ pξ ` βα´1η, α´1ηq (85.5)

which is a freely transitive action. For each choice of “reference point” pξ0, η0q P D we build an
identification i : D Ñ R1 by the requirement ipξ, ηq· pξ0, η0q “ pξ, ηq, that is

ipξ, ηq “
ˆ
η0
η
,
ξ ´ ξ0
η

˙
. (85.6)
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Now we can identify D to R by k : D Ñ R, k “ j´1 ˝ i. For the choice pξ0, η0q “ p0, 1q, we find
kpξ, ηq “ pkapξ, ηq, klpξ, ηqq where

kapξ, ηq “ ´1
2 ln η, klpξ, ηq “ ξ (85.7)EqkaklexpEqkaklexp

and the function f on R corresponds to the function f̃ “ f ˝ k on D.
The result of Unterberger is that the function f “can be quantized” if

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˆ B
Bξ

˙j ˆ
η
B
Bη

˙k
f̃pξ, ηq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď Cηr1p1` ηqr2p1` |ξ|qn´j (85.8)eq_condeUnterDeq_condeUnterD

where n, r1 and r2 are real numbers and r1 ě 0. We want to see what condition has to be imposed
on f in order for f̃ to fulfil this condition. In other words, we want to express the operator

Aij “
ˆ B
Bξ

˙j ˆ
η
B
Bη

˙k

in terms of the coordinates on R. For that we compute Bξ f̃ and pηBηqf̃ in terms of Blf and Baf .
Let us precise that, when we write expressions like ηBη, we mean for example

pηBηf̃qpξ, 2q “ 2pBηfqpξ, 2q.
For Bξ f̃ we have:

pBξ f̃qpξ, ηq “ pBlfq ˝ kpξ, ηqpBξkkqpξ, ηq
` pBafq ˝ kpξ, ηqpBξkaqpξ, ηq,

using the formula (85.7), we find pBξ f̃qpξ, ηq “ pBlfq ˝ kpξ, ηq and we conclude that

Bξ f̃ “ pBlfq ˝ k. (85.9)

For pηBηqf̃ , we find

pηBηqpf ˝ kqpξ, ηq “ η
`Bηpf ˝ kq

˘pξ, ηq
“ ηpBafq ˝ kpξ, ηqpBηkaqpξ, ηq
` ηpBlfq ˝ kpξ, ηqpBηklqpξ, ηq

“ ´1
2pBafq ˝ kpξ, ηq,

and we conclude that
pηBηqpf ˝ kq “ ´1

2pBafq ˝ k. (85.10)

So the operator Aij , expressed on R, reads

Aijpf ˝ kq “
ˆ
´1

2

˙j
pBjaBilfq ˝ k, (85.11)

and condition (85.8), with pξ, ηq “ k´1pa, lq “ pl, e´2aq reads now
ˇ̌
ˇ̌ 1
2k pB

k
aBjl fqpa, lq

ˇ̌
ˇ̌ ď Ce´2r1ap1` e´2aqr2p1` |l|qn´j (85.12)eq_condUReq_condUR

with r1 ě 0 and r2, being any real number. From now on this regularity condition will be referred
as the Unterberger’s condition. That condition characterises a stable functional space for the
Unterberger product on R.

We want now to test the deformation of manifold by action of R. A somewhat deceiving result
that will be shown is that Unterberger’s deformation of R is not an universal deformation in the
sense that we will find some action of R on manifold for which the action deformation does not
provide a deformation of the manifold.
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85.1.1 Action on the dual of its Lie algebra

The action if given by

pa, lq· ξ “ pyH ` 2yElqH˚ ` yEe´2aE˚

where ξ “ yHH
˚ ` yEE

˚ is any point in R˚. The question is to know if the product pu ‹R˚ vq
makes sense when u and v are compactly supported smooth functions on R˚. In order to address
this question, we have to check if for every ξ in R˚, the function

pαξuqpa, lq “ u
`pa, lq´1 · ξ

˘ “ u
`pyH ´ 2yEe´2alq, yEe2a˘

fulfils condition (85.12). So we consider

fpa, lq “ u
` pyH ´ 2yEe´2alqlooooooooomooooooooon

zH pa,lq
, yEe

´2aloomoon
zEpa,lq

˘
,

and we compute

pBlfqpa, lq “ pBHuqpzH , zEqBlpyH ´ 2yEe´2alq
` pBEuqpzH , zEqBlpyEe´2aq

“ pBHuqpzH , zEqp´2yEe´2aq,
so

pBjl fqpa, lq “ pBjHuqpzH , zEqp´2yEe´2aqj . (85.13)

The combination yEe
´2a which goes out is precisely zE which remains in the derivative of u. But

the derivative of u has compact support. Hence, in fact, the coefficient yEe´2a remains constrained
in the domain where the derivative of u does not vanishes. The point is that the coefficient which
go out with derivatives is exactly made of zH and zE .

So R˚ is as deformable as D. More precisely, a deformation of R˚ by action of R is induced
by the deformation of D by Unterberger.

85.1.2 First action on the two dimensional anti de Sitter space

We see AdS2 as in 78.1.2 and we consider the following action of AN on AdS2:

r· AdpgqH “ Adpgr´1qH.
It is easy to see what does this action become in terms of the cylinder:

`
eyAHeyNE

˘
· Ad

`
exKT exNE

˘ “ Ad
`
exKT exNE´yNEeyAH

˘
H

where the adjoint action of eyAH on H is of course trivial. Thus we have

pyA, yN q· pxK , xN q “ pxK , xN ´ yN q. (85.14)

Notice that only one dimension of AN really acts. This action is thus not a natural one, and
has to be seen as an interesting warm up. Using the notations of coordinates (78.2), we consider
x “ ϕpθ, hq P AdS2 and u P C8

c pCylq, a compact supported function on AdS2 and we compute

pαxuqpa, lq “ u
`pa, lq´1 ·x

˘ “ u
`p´a,´le2aq·x

˘ “ u
`
θ, h` le2a˘,

so that if we pose fpa, lq “ u
`
θ, h` le2a˘, we have

pBlfqpa, lq “ e2apB2uqpθ, le2aq.
When one makes a Ñ 8 and l Ñ 0 in such a way that le2a remains constant, the function pBlfq
diverges in an exponential way with respect to a. It contradicts Unterberger’s condition (85.12).
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85.1.3 Second action on the two dimensional anti de Sitter space

Let us now study the more natural action

r· AdpgqH “ AdprgqH. (85.15)

It is in general very difficult to find, for given yA, yN , xK and xN , the numbers (unique by
construction) zK and zN such that

AdpeyAHeyNEexKT exNEqH “ AdpezKT ezNEqH.
In order to simplify the computations, we use the lemma 82.13 which states that we only have to
perform the computation for one pxK , xN q in each orbit. We begin by xK “ xN “ 0, i.e. the orbit
of H itself. First, computations show that

AdpezKT ezNEqH “` cosp2zKq ´ sinp2zKqzN
˘
H

´ 2
`

cosp2zKqzN ` sinp2zKq
˘
E

`
´`

cosp2zKq ´ 1
˘
zN ` sinp2zKq

¯
T.

Next,

AdpeaHelEqH “
ˆ

1 ´2e2al
0 ´1

˙
“ H ´ 2e2alE.

Comparing with the general form, we find that

AdpeaHelEqH “ Adpele2aEqH, (85.16)

or pa, lq· p0, 0q “ p0, le2aq. What is important in our deformation problem is the function

pαHuqpa, lq “ u
`p´a,´le2aqq·H

˘ “ up0,´lq.
This function of course satisfies the Unterberger condition when u has a compact support.

The second orbit that we study is the one of V “ AdpeπT {4qH “ ´2E ` T . One has

AdpeaHelEqV “ ´lH ` e´2ape4al2 ´ e4a ´ 1qE ` e´2aT.

If we pose c “ cosp2zKq, s “ sinp2zKq and b “ e2a, we have to solve the system
$
’’’’’’&
’’’’’’%

c´ szN “ ´l (85.17a)

´2czN ´ 2s “ 1
b
pb2l2 ´ b2 ´ 1q (85.17b)

pc´ 1qzN ` s “ 1
b

(85.17c)

c2 ` s2 “ 1 (85.17d)

with respect to c, s and zN . One can check that the following is a solution:

c “ b2l2 ´ 2b2l ` b2 ´ 1
b2l2 ´ 2b2l ` b2 ` 1 (85.18a)

s “ 2bp1´ lq
b2l2 ´ 2b2l ` b2 ` 1 (85.18b)

zN “ b2p1´ l2q ´ 1
2b . (85.18c)

If we pose z̄Kpa, lq “ zKp´a,´le2aq and z̄N pa, lq “ zN p´a,´le2aq, we have

z̄Kpa, lq “ 1
2 arcsin

ˆ
2e´2ap1` le2aq

l2 ` 2le´2a ` e´4a ` 1

˙
(85.19)

2z̄N pa, lq “ e´2a ´ e2apl2 ` 1q. (85.20)



4112 CHAPTER 85. TWO NOTES FOR FURTHER DEVELOPMENTS

The principle of deformation by action of group leads us to deal with the function

fpa, lq “ upz̄Kpa, lq, z̄N pa, lqq,

which should satisfies Unterberger’s condition when u is compactly supported. Notice that zK is a
compact variable, so that u can be non vanishing for all values of zK without violate the compact
support requirement. The derivative of f with respect to a uses the chain rule, and it is apparent
the higher order derivatives have to use the Leibniz formula:

Bf
Ba pa, lq “ pB1uqpz̄K , z̄N qBz̄KBa pa, lq ` pB2uqpz̄K , z̄N qBz̄NBa pa, lq.

In order to give an idea of what is going on, here is the first derivative of z̄K with respect to a:

pBaz̄Kqpa, lq “ 2e2a

e4al2 ` 2e2al ` e4a ` 1 .

Let us look at the limit a Ñ ´8 on the line l “ e´2a. If one performs multiple derivatives of
fpa, lq with respect to a, Leibniz rules yields a lot of terms of the form

pBp1Bq2uq
`
z̄Kpa, lq, z̄N pa, lq

˘pBiaz̄Kqpa, lqjpBka z̄N qpa, lqm. (85.21)EqTermGeederrauEqTermGeederrau

On the line l “ e´2a, the numerator of pBiaz̄Kqpa, lq is pe4a` 4q2i while the numerator is a sum and
product of monomials of the form pe4a `Nq with N ą 0. At the limit, this factor in (85.21) goes
to a finite number. The factor pBka z̄N qpa, lq is very different because

pBka z̄N qpa, lq “ p´1qk2k´1e´2a ´ 2k´1e2apl2 ` 1q.

which becomes
2k´1e´2a`p´1qk ´ 1

˘´ 2k´1e2a

on l “ e´2a. It goes to zero when a Ñ ´8 and k is even, but is goes to ´8 at the same limit
when k is odd. The highest divergence in all the terms of type (85.21) in pBnafq is expected for
maximal m, so when i “ j “ 0. This is a divergence as

x ÞÑ e2pn´1qx.

Notice that this divergence increases when the order of derivative increases. Hence it contradicts
Unterberger’s condition which works with parameters r1 and r2 who are constant with respect to
the order of the derivative.

85.2 Deformation of SOp2, nq
SecUnifSOdn

85.2.1 Applying the extension lemma with old Iwasawa

One purpose of this section is to prove that

SOp2, nq A‘N“ SUp1, 1q ‘ SUp1, n´ 1q.

For that purpose, we will decompose the Iwasawa algebra of sop2, nq as a (symplectic) direct sum
and we will compare the root spaces decomposition of each of the two parts with the ones of
sup1, 1q and sup1, nq. Hence prescription on s1 is to be two dimensional and to contains one and
only one element of A. This condition will impose a change of variable in the “new” Iwasawa.

The first point is to decompose the Lie algebra R :“ A‘N (from the Iwasawa decomposition
of sop2, nq) into two parts s1 and s2 such that, as Lie algebras,

R “ s1 ‘ρ s2
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where ρ is the adjoint action in sop2, nq. Recall that

A‘N “ tH1, H2,M,N, Vi,Wju.
From symplectic considerations which will appear further, we want s1 and s2 to be even dimen-
sional. One can easily remark that

s1 “ tH1, Nu
s2 “ tH2,M, Vi,Wju (85.22)

works. What one has to check is that s1 and s2 are closed under ad: rs, ts P si if s, t P si, and that
s1 acts on s2: rA, ss P s2 if A P s1 and s P s2. This is a rather strong constraint.

Let us now explore systematically the possibilities. In a first time, we will not pay attention
to the symplectic part. The question is to explicitly find all the possibilities of si such that A‘N
is semi-direct product of s1 and s2.

As notational convention, when one write E “ tWiu, we mean that all the Wi are in the set
E. If we want to say that one particular Wa is in E, we use the indices a, b, c . . ..

If H1 P s2, one can only finds H2 and M in s1 because in

s1 “ tWi, N, Vi, . . .u
s2 “ tH1, . . .u, (85.23)

the Lie algebra s1 doesn’t acts on s2. So with H1 P s2, the only possibility is

s1 “ tH2,Mu
s2 “ tH1, Vi,Wi, Nu. (85.24)

But s2 is not closed for ad. First conclusion: H1 P s1.
Let us consider the case H2 P s2. In this case, one can only put H1 and N in s1: H2 P s2

implies

s1 “ tH1, Nu
s2 “ tH2,M, Vi,Wju. (85.25)

From now, the question becomes “who can belong to s1 in the same time as H1¿‘
The first step is to show that M can’t. Let us consider H1, M P s1. Since rVi,Wjs “ δijM , in

order for s2 to be closed for ad, one has to put some Va and (or) Wb in s1. If Wa P s1, Va must also
belongs to s1 because s1 must acts on s2. For the same reason, Va P sA implies Wa P s1. Thus,
M P s1 imply at least

tH1,M, Vi,Wju Ă s1.

Now, it is also clear that N P s2 is not possible because of the action: rWi, N s “ ´2Vi. We are
left with

s1 “ tH1,M,N, Vi,Wju
s2 “ tH2u, (85.26)

but we want even dimensional spaces. Conclusion: H1, M P s1 is not possible.
Our second point is to show that H1, Va P s1 is also not possible. For, let us consider that one

actually has H1, Va P s1, ant let us explore the consequences. It is clear that Wa and N can’t be in
s2 in the same time. If Wa P s1, M must also be in s1 in order to close under ad. But we just see
that it was impossible. On the other hand, if N belongs to s1, since rN,Was “ 2Va P s1, Wa can’t
belongs to s2. Then we are left with the precedent case: Wa P s1. We conclude that H1, Va P s1 is
not possible. From now, one sees that the only possibility with H1, N P s1 is

s1 “ tH1, Nu
s2 “ tH2,M, Vi,Wju. (85.27)
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The two last cases to explore are H2 or (and) Wa in s1 with H1. If Wa P s1, then H2 P s1
because of the action of s1 on s2 and rWa, H2s “ ´Wa P s1. On the other hand we had yet seen
that Vi P s2. So we are left with

s1 “ tH1, H2,Wa,Wbu
s2 “ tM,N,W‰a,b, Viu,

(85.28)

and more generally, one can take in s1 any even number of Wi.
One checks that the latest possibility (which is a special case of the previous) works:

s1 “ tH1, H2u
s2 “ tM,N,Wi, Viu. (85.29)

The decomposition of A‘N as semi-direct product of s1 and s2 are:

s1 “ tH1, H2,Wa, . . . ,Wblooooomooooon
even or zero

u

s2 “ tM,N,W..., Viu,
(85.30)

and
s1 “ tH1, Nu
s2 “ tH2,M, Vi,Wju. (85.31)

The symplectic conditions

Let us now turn our attention to the symplectic matter. There are two symplectic constraint
on the choice of the si. The first one is that each one must be a symplectic Lie algebra: if Ωi

is the symplectic 2-form on si, then for any x, y, z P si,
Ωiprx, ys, zq ` Ωipry, zs, xq ` Ωiprz, xs, yq “ 0. (85.32)eq:symple_Lieeq:symple_Lie

The second one is the fact that the action of s1 on s2 must be symplectic in the sense that
@X P s1, adX P sppΩ2q. So one has to check that

Ω2
`

AdsA,AdsB
˘ “ Ω2pA,Bq (85.33)

for any s P S1 and A, B P s2. This fact was crucially used in the proof of proposition 83.22.
We first check that

s1 “ tH1, H2,Wa, . . . ,Wbu
s2 “ tM,N,W..., Viu (85.34)

doesn’t works. Indeed, one must have

Ω2
´
eadH1M, eadH1N

¯
“ Ω2pM,Nq,

but rH1,M s “ 0, rH1, N s “ 2N and exppadH1q “ id` rH1, .s ` . . ., then

Ω2
´
eadH1M, eadH1N

¯
“ Ω2pM, e2Nq,

so that Ω2pM,Nq “ 0. Note that this is more general: Ω2pM, sq “ 0 for all s P s2 such that
rH1, ss “ αs because

Ω2pM, sq !“ Ω2peadH1M, eadH1sq “ Ω2pM, eαsq.
This imposes

Ω2pM,Viq “ 0
Ω2pM,Nq “ 0

Ω2pM,Wiq “ 0.
(85.35)
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Thus Ω2 is degenerate. Now, we check that the second works:

s1 “ tH1, Nu
s2 “ tH2,M, Vi,Wju. (85.36)

The condition (85.32) gives

Ω2pV,Mq “ 0
Ω2pW,Mq “ 0

2Ω2pV,W q ` Ω2pM,H2q “ 0.
(85.37)

When s P s2 is such that rH1, ss “ αs, Ω2pH2, sq “ 0. Now the matrix of Ω2 looks like

Ω2 “

¨
˚̊
˚̊
˝

H2 M Vi Wj

H2 0 0 0
M 0 0 0
Vi 0 0 0
Wj 0 0 0

˛
‹‹‹‹‚

(85.38)

We have to check that the last entries keep free.

Ω2pM,H2q !“ Ω2
´
eadH1M, eadH1H2

¯

!“ Ω2
´
eadNM, eadNH2

¯
.

(85.39)

Since rH1,M s “ rH1, H2s “ rN,M s “ rN,H2s “ 0, these two conditions are fulfilled. On the other
hand,

Ω2pVa,Wbq !“ Ω2
´
eadH1Va, e

adH1Wb

¯

“ Ω2peVA, e´1Wbq
“ Ω2pVa,Wbq
!“ Ω2

´
eadNVa, e

adNWb

¯

“ Ω2pVa,Wb ` 2Vbq.

(85.40)

Thus Ω2pVa,Wbq has no constraints and Ω2pVa, Vbq “ 0. Finally, it is easy to see that

Ω2pWa,Wbq !“ Ω2
´
eadH1Wa, e

adH1Wb

¯

“ e´2Ω2pWa,Wbq,
(85.41)

so that Ω2pWa,Wbq “ 0. Now, one can write the possible form for Ω2 as

Ω2 “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

H2 M V1 V2 W1 W2
H2 0 a 0 0 0 0
M ´a 0 0 0 0 0
V1 0 0 0 0 a{2 a{2
V2 0 0 0 0 a{2 a{2
W1 0 0 ´a{2 ´a{2 0 0
W2 0 0 ´a{2 ´a{2 0 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

(85.42)

85.2.2 Decomposition as split extension

When we try to decompose A ‘ N as symplectic direct sum with a strict respect to chosen
basis matrices, there are only two possibilities:

s1 “ tJ1, J2,

evenhkkkkikkkkj
Va, . . . , Vbu

s2 “ tL,M,Wi, V...u
(85.43)
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and

s1 “ tJ2,

oddhkkkkikkkkj
Va, . . . , Vbu

s2 “ tJ1,Wj ,M,L, V...u.
(85.44)

In the first possibility, s1 is not symplectic (because it is abelian); while the second one only works
in low dimensional cases: there must not be any Va. This fact leads us to consider the change of
basis (66.126) in A: H1 “ J1 ´ J2 and H2 “ J1 ` J2.

If H1 P s2, then L, Vi,Wi P s2 because s1 must act on s2. Hence M P s2 and H2 remains alone
in s1. That proves that H1 P s1. If we suppose that H2 P s2, we find

s1 “ tH1, Lu
s2 “ tH2, Vi,Wj ,Mu. (85.45)eq_HLsseq_HLss

The case H1, H2 P s1 leads to

s1 “ tH1, H2,

evenhkkkikkkj
Va, . . . Vbu

s2 “ tM,L,Wi, Vothersu.
(85.46)Eq_HHVaMLWEq_HHVaMLW

The symplectic condition excludes the second decomposition. Indeed for each s such that rH1, ss “
αs (i.e. s “ Vi,Wj , L), we have

Ω2
`
eadH1M, eadH1s

˘ “ eαΩ2pM, sq !“ Ω2pM, sq.
Hence Ω2pM, sq “ 0. This proves that the decomposition (85.46) imposes the symplectic form Ω2
to be degenerate. We are left with decomposition (85.45).

Root space decomposition of SUp1, nq can be found on pages 314–315 of [832]: it has dim A “ 1,
dim G2f “ 1 and dim Gf “ 2pn´ 1q. In s2, we have Vi P G1, Wj P G1, M P G2, and when we look at
AdSl “ SOp2, l ´ 1q{SOp1, l ´ 1q, we have l ´ 3 matrices Vi and Wj . Therefore s2 is nothing else
than the A‘N of sup1, l ´ 2q (recall l ě 3). The analysis shows that s1 is the A‘N of sup1, 1q.

85.2.3 Conclusion and perspectives

For our AdSl black hole, the algebra of the group which defines the singularity is the split
extension

pA‘N qsop2,l´1q “ pA‘N qsup1,1q ‘ad pA‘N qsup1,l´2q.

A deformation of the corresponding groups is given in [1000]. The extension lemma 83.23 yields
an oscillatory integral universal deformation formula for proper actions of the Iwasawa subgroup
of SOp2, l ´ 1q. That remark provides an alternative way to deform the black hole to the one
presented in section 84.1.

The availability of a quantization of AdSl by action of AN is an opportunity to embed our
black hole toy model in the framework of noncommutative geometry. Indeed, the quantization of
AdSl is the data of the anti de Sitter manifold and the action of the group AN ; that is precisely the
data which defines the black hole of chapter 79. So we would be able to “see” the causal issue from
the data of the deformed spectral triple. Remark that a causal structure (in the physical meaning
of the term) is a special property of pseudo-Riemannian manifolds for which spectral geometry
does not exist yet.

An important remaining problem with that method is the fact that the extension lemma does
not assure the existence of a stable functional space for the new product. So there is still a lot of
analytic work to be done.



Chapter 86

Gravitation and noncommutative
geometry

References about gravitation and noncommutative geometry are [923, 787, 914, 902]. About
the spectral action, one can consult [1004], with a prediction for the Higgs mass! I also would
like to give the reference [1005] arguing that topos are the right direction to deal with quantum
gravity.

86.1 Inner and outer automorphisms
Let M be a paracompact smooth manifold. When A is any unital ˚-algebra (as C8pMq), we

define AutpAq as the set of maps α : AÑ A such that

αpabq “ αpaqαpbq, αp1q “ 1 αpa˚q “ αpaq˚. (86.1)

Proposition 86.1.
The group DiffpMq of diffeomorphism of M is diffeomorphic to the group Aut

`
C8pMq˘. The

isomorphism is given by φ ÞÑ αφ with

αφpfqpxq “ f
`
φ´1pxq˘.

Proof. No proof.

For each u P UpAq, we define the inner automorphism associated with u by

αupaq “ uau˚. (86.2)

It satisfies αu˚ ˝ αu “ αu ˝ αu˚ “ Id. We denote by InnpAq the subgroup of inner automorphisms:

InnpAq “ tαu tel que u P UpAqu.
One can show that InnpAq is a normal subgroup of AutpAq: for every u P UpAq and φ P AutpAq, the
automorphism φ´1˝αu˝φ belongs to InnpAq. So we can define the group of outer automorphism
as

OutpAq “ AutpAq{ InnpAq,
and we have the short exact sequence

1AutpAq // InnpAq // AutpAq // OutpAq // 1InnpAq. (86.3)

In the case of a commutative algebra, InnpAq reduces to identity, so that AutpAq “ OutpAq.
Proposition 86.2.
In the particular case of A “ C8pMq for a smooth manifold M , we have

Aut
`
C8pMq˘ “ Out

`
C8pMq˘ “ DiffpMq.

4117
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Proof. By proposition 72.14, every character of C8pMq is of the form ωx for a certain x P M . If
α is an automorphism of C8pMq, then α´1pωxq defined by

α´1pωxqf “ ωx
`
α´1pfq˘

is still a character. Thus, there exists a y P M such that α´1pωxq “ ωy. That correspondence
provides a continuous bijection ϕ : M ÑM defined by

α´1pω ` xq “ ωϕpxq.

Applying a function f P C8pMq to that equality, we find

α´1pfqpxq “ f
`
ϕpxq˘,

or
αpfqpxq “ f

`
ϕ´1pxq˘. (86.4)

Using the chain rule on that expression and the fact that α and f are smooth, we find that ϕ is
itself smooth. What we found is that α Ø ϕ is a group isomorphism between Aut

`
C8pMq˘ and

DiffpMq.
Since OutpAq is the group of diffeomorphism in the commutative case, we want the remaining

(InnpAq in the noncommutative case) to be the group of internal automorphisms of the theory,
namely the gauge transformations.

Of course, taking a diffeomorphism in general changes the metric, so that we have to use a
principle to choose the correct physical metric of the theory. That principle is the minimizing of
an action, namely the Einstein-Hilbert action

SEH “
ż

M
rpxqagpxqdx

where r is the scalar curvature up to some constant factor. In the case of a boson theory, the
correct action reveals to be the Yang-Mills one

SYM “
ż
F ‹ F

where F is a curvature form.
Let pA,H , π,D, Jq be a real spectral triple (the representation π of A on H is explicitly

written). If αu is an element of InnpAq, we define a new representation of A on H by

πu “ π ˝ αu,

and we have the adapted Dirac operator

Du “ D `A` ϵJAJ˚ (86.5)

where A “ urD,u˚s. That Dirac operator is “adapted” in the sense of the following lemma.

Lemma 86.3.
For every unitary element u of A, the spectral triples pA,H , π,D, Jq and pA,H , πu, Du, Jq are
equivalent and the unitary operator which provides the equivalence is U “ uJuJ˚ where

Du “ D ` urD,u˚s ˘ JurD,u˚sJ˚

with the sign ˘ is taken as ´ if and only if n “ 1 mod 4.

Proof. No proof.
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More generally a inner fluctuation of the metric a transformation of the form

D ÞÑ DA “ D `A` JAJ˚

where A is any gauge potential. The spectral action principle claims that the gravitation
coupled with the inner degrees of freedom is given by the action

SBpD,Aq “ TrH χ

ˆ
D2
A

Λ2

˙
(86.6)EqBozSpectralActEqBozSpectralAct

where Tr is the usual trace on the Hilbert space H , Λ is a mass scale parameter and χ is a function
which cuts the eigenvalues of D2

A larger than Λ2. Here the index B refers to “boson”.

Proposition 86.4.
The spectral action (86.6) remains unchanged under inner fluctuations

A ÞÑ Au “ uAu˚ ` urD,u˚s
for every u P InnpAq.
Proof. No proof.

That lemma has the consequence that A ` JAJ˚ “ 0, so that there are no inner fluctuation
of the metric in the case of commutative triple. If A “ ř

j ajrD, bjs, using the fact that JJ˚ “ 1
and JrD, bjsJ˚ “ rD,JbjJ˚s, we find

JAJ˚ “
ÿ

j

JajJ
˚rD,JbjJ˚s,

and with the identification JaJ˚ “ aj̊ , we find JAJ˚ “ ´A˚, so that the commutative case does
not have inner fluctuations.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 86.5
Here we have JAJ˚ acting on the right as A˚. Maybe because of something like Ja “ a˚, so that

JAJ˚a “ JApa˚q “ JpAa˚q “ aA˚.

This makes the action of JAJ˚ commute with the one of B which is on the left.

We know that the right representation of A on H is defined by ξb “ b0ξ. Now, for u P UpAq
we define the adjoint representation of u by

Adpuqξ “ uξu˚ (86.7)

Proposition 86.6.
Let pA,H , D, Jq be a real spectral triple. For all gauge potential A P Ω1

DpAq and for all u P UpAq,
we have

AdpuqpD `A` ϵ1JAJ´1qAdpu˚q “ D ` γupAq ` ϵ1JγupAqJ´1 (86.8)
where γupAq “ urD,u˚s ` uAu˚.

Proof. No proof.

Moreover a inned fluctuation of an inner fluctuation is an inner fluctuation by the following
proposition.

Proposition 86.7.
Let pA,H , Dq be a spectral triple and DA “ D ` A for some potential vector A. Then for every
B P Ω1

DA
pAq with B “ B˚ (i.e. for every potential vector with respect to the new Dirac operator

DA) we have
DA `B “ D `A1 (86.9)

with A1 “ A`B P Ω1
DpAq.
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Remark that the inner fluctuation D ÞÑ D`A`ϵ1JAJ´1 has to be seen as a two times process.
First, we have the fluctuation D ÞÑ D`A which is a fluctuation relative to A and then we have the
fluctuation D`A ÞÑ D`A` ϵ1JAJ´1 which is a fluctuation relative to the action of A0 “ JAJ˚.
The result D1 “ D `A` ϵ1JAJ´1 is the most general operator such that JD1J´1 “ ϵD1.

86.2 Spectral action

One speaks about spectral action and its applications to physics in [1006, 1004, 1007]
The only observables quantities in gravitation are the ones which are invariant under the full

diffeomorphism group (that is the principle of gauge invariance). For example, if K is the scalar
curvature, and F any function, the quantity

ż

M
F pKq?gdx

is an observable. That quantity is of course almost impossible to observe in real world experiments
because it needs a knowledge of curvature on the hole space. That observable is highly non local.

The spectral action principle claims that the action to be used at the level of the functional
intergral for quantum gravity after Wick rotation is given by

Tr f
ˆ
D

Λ

˙
(86.10)

where D is the Dirac operator, f is an even positive function and Λ a real parameter.

86.3 Gauge theory

In order to build a gauge theory over M for the group G, we begin by building a G-principal
bundle over M and we define AutpP q as the group of automorphisms of P , i.e. the diffeomorphisms
of P which commute with the action of G. We consider GV , the group of vertical automorphism
of P . We have the short exact sequence

1 // GV // AutpP q // DiffpMq // 1 (86.11)

where the arrow α : AutpP q Ñ DiffpMq is defined by φ ÞÑ αφ,

αφpxq “ π
`
φpπ´1xq˘

which is well defined because πpξq “ πpξ1q implies πpφξq “ πpφξ1q. The map φ belongs to the
kernel of that arrow when αφpxq “ x for every x. That map φ must satisfies φpπ´1xq P π´1x,
so that φ P GV . Now the way to build a gauge theory for the group G in the noncommutative
geometry setting is as follows

(1) we search for an algebra A such that InnpAq » GV ,
(2) we build a spectral triple over A,
(3) we compute the spectral action SBpD,Aq.

Let M be a Riemannian spin 4-dimensional manifold and pA,H , Dq be its spectral triple.

Proposition 86.8.
The spectral action

SGpD,Λq “ TrH χ

ˆ
D2

Λ2

˙
q

only depends on the spectrum of D.

Proof. No proof.
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We denote by SpecpM,Dq the spectrum of the Dirac operator with eigenvalues repeated as
many times as their multiplicity. Two manifolds are said to be isospectral when SpecpM,Dq “
SpecpM 1, D1q. The proposition says that the spectral action is a spectral invariant. Notice that
there exists isospectral manifold that are not isometric, so one cannot heard the shapes of a drum.
If D and D1 are two isospectral Dirac operators corresponding to different metrics g and g1, we
have

SBpDq “ SBpD1q,
but

SEHpgq ‰ SEHpg1q.
Thus the spectral invariance which leads to the spectral action SB is stronger than the usual
diffeomorphism invariance which leads to the Einstein-Hilbert action SEH .

86.4 Scalar curvature
Let pA,H , Dq be a spectral triple of metric dimension 4. We define the scalar curvature as

the function over A

Rpaq “ ´
ż
aD´2. (86.12)EqDefScalCurTripleEqDefScalCurTriple

That definition is motivated by the following theorem.

Theorem 86.9.
Let pA,H , Dq be the spectral triple of a 4-dimensional spin Riemannian manifold. Then

Rpfq “ 1
24π2

ż

M
fpxqspxq?gdx

where s “ ´R is the scalar curvature.

Let us now study how does the curvature (86.12) changes under fluctuations of the form D ÞÑ
D`A. In the expansion of Tr

`
fpD{Λq˘, the coefficient of Λ2 is given by

ş́ |D|´2, so that we have
to look at the integral

ş́pD `Aq2.

Proposition 86.10.
If we suppose that

—
ş́
AD´3 “ 0 for all A P Ω1

DpAq,
— Rpaq “ ş́

ads2 is a trace on A,
then

(1) the term
ş́pD `Aq´2 is independent of A,

(2) the functional R is invariant under the inner fluctuation D ÞÑ D `A.

86.5 Boundary conditions and heat kernel expansion
SecGravBoundCC

86.5.1 Example

As example of using the spectral action with heat kernel expansions and formulas (67.17), let
us perform the “warm up” that Connes and Chamseddine propose in [926], this is the usual Dirac
operator

D “ γipBi ` ωiq (86.13)EqFormgenDiracDEqFormgenDiracD

Let pM, gq be a compact four dimensional Riemannian manifold and V , a vector bundle which
carries a Clifford module structure, i.e. a map γ : ClpMq Ñ EndpV q. If teiu is a local basis of
V , we define γi “ γpeiq where we choose the basis teiu in such a way that γi are constant, cf
lemma 68.40. In that case, we pose ∇i “ Bi ` ωi and we have D “ γi∇i as well as

D2 “ γiγj∇i∇j .
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In order to make the link with the general Dirac type operator (62.126), we notice that what we do
here is only to put ourself in a case where the element r of ΓpEndV q reads ωiγi with ωi P C8pMq.

The computation of r∇i,∇js with ∇i “ Bi ` ωi produces

r∇i,∇js “ pBiωjq ´ pBjωiq
where pBiωjq denotes the multiplication operator by the function Biωj . Thus we have

D2 “ γiγj∇` i∇j

“ p´2gij ´ γjγiqpBiωj ´ Bjωi `∇j∇iq
“ ´2gij∇j∇i ´ γjγipBiωj ´ Bjωiq ´ γjγi∇j∇iloooomoooon

“D2

.
(86.14)

Thus we have
D2 “ ´gij∇i∇j ´ 1

2γ
iγjpBiωj ´ Bjωiq. (86.15)

This is a general form for the square of operator of the form (86.13). The operator we look at now
is the one given by a form ω which satisfies the differential equation

γiγjpBiωj ´ Bjωiq “ R

2 , (86.16)

so that D2 “ ´pgij∇i∇j ´ 1
4Rq, which immediately gives us E “ ´1

4R in the formulas (67.17).
Using proposition 67.4 on our present Dirac operator (here, ϕ “ 0) we find

S “ ´1
2Π`

`
γnγa∇aχ

˘
Π`. (86.17)

We also have ∇ “ ∇1 and Φ “ 0 as well as ∇1
aχ “ Kabχγ

nγb where Kab is the extrinsic curvature
defined by

Kab “ Γnab.

We also define the scalar quantity K “ habKab and it is easy to see that γaγbKab “ ´K. Using
these formulas,

S “ ´1
2Π`pγnγa∇1

aχqΠ` “ ´1
2pγnγ

aKabχγ
nγbqΠ`

“ 1
2Π`pγnγaKabγ

bχγnqΠ` “ ´1
2Π`pKγnχγnqΠ`

“ 1
2Π`Kγnγnχ “ ´1

2Π`KχΠ`,

where we used the commutation relations γnγb “ ´γbγn, χγb “ γbχ, χγn “ γnχ and γnγ
n “ ´1.

Using now the definition Π` “ 1
2pId`χq and the property χ2 “ Id, we conclude

S “ ´1
2KΠ`. (86.18)

Since we are working on a four dimensional space, TrpIdq “ 4, and TrpSq “ ´1
2J TrpΠ`q “ ´K

because Π` is a projector on a space which has half of the dimension of the total space and K
is a scalar. For the same reason, TrpEq “ ´1

4 TrpRq “ ´1
4RTrpIdq “ ´R. The formulas (67.17)

reduce to

a0p∆, χq “ 1
4π2

ż

M

?
gd4x, (86.19a)

a2p∆, χq “ ´ 1
48π2

ˆż

M
R
?
gd4x` 2

ż

BM
K
?
hd3x

˙
. (86.19b)

We are interested in the following case.
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ThoExpActSpect

Theorem 86.11.
Let pA,H , Dq be a spectral triple such that the expansion (67.7) holds. Then the spectral action
S “ Tr

`
fpD{Λq˘ can be expanded with respect to Λ in the following way:

Tr
`
fpD{Λq˘ „

ÿ

βPΠ
fβΛβ´

ż
|D|´β ` fp0qζDp0q ` . . . (86.20)

where the sum is taken over the dimension spectrum of the triple. The function fβ is given by

fβ “
ż 8

0
fpvqvβ´1dv. (86.21)EqfbetaintdonneEqfbetaintdonne

Notice that from the definition of the dimension spectrum, we have Repβq ě 0 and the negatives
power involve all the Taylor expansion of f at zero.

Proof. Let us act on a test function kpuq that we expand as

kpuq “
ż 8

0
e´suhpsqds,

and we formally write kpt∆q “ ş8
q e´st∆hpsqds, so that from the hypothesis we have

Tr
`
kpt∆q˘ „

ÿ

alpha

tα
ż 8

0
sαhpsqds. (86.22)

When α ă 0, we have the formula

sα “ 1
Γp´αq

ż 8

0
e´svv´α´1dv,

so that
ż 8

0
sαhpsqds “ 1

Γp´αq
ż 8

0

ż 8

0
e´svv´α´1dv hpsqds “ 1

Γp´αq
ż 8

0
kpvqv´α´1dv.

That shows the asymptotic expansion

Tr
`
kpt∆q˘ „

ÿ

α

aαt
α 1

Γp´αq
ż 8

0
kpvqv´α´1dv. (86.23)EqTrktDeldvEqTrktDeldv

By result (67.9), the term α “ 0 reduces to

ζDp0q
ż 8

0
kpvqv´1dv.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 86.12
Cela devrait être ζDp0qfp0q, mais je ne vois pas trop comment . . .

Using now the fact that 2aα{Γp´αq “ Ress“´2α ζDpsq, expression (86.23) becomes

Tr
`
kpt∆q˘ „

ÿ

α

tα
1
2 Ress“´2α ζDpsq

ż 8

0
kpvqv´α´1dv. (86.24)EqinterExptrbiftDEqinterExptrbiftD

Let us study the terms with α ą 0 in the expansion (86.24). The summation set in the expansion
(67.7) can be very big, but equation (86.24) shows that only the α on which we have pole are to
be taken into account, so from definition 80.25 of dimension spectrum, the sum over α reduces to
a sum over α P Π.

If we pose s1 “ s` 2α, we have

Ress“´2α Tr
`|D|´s˘ “ Ress1“0 Tr

`|D|2α|D| ´ s1˘ “ ´
ż
|D|2α

If we pose β “ ´2α, we find
ş́ |D|´β.
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Let us summarize what we obtained up to here. Let D be an elliptic operator on M and
suppose BM “ H. If we pose ∆ “ D2, the Mellin transform provides the following relation
between Trp∆´zq (with z P C) and Trpe´t∆q:

Trp∆´zqΓpzq “ 1?
π

ż 8

0
Trpe´t∆qtz´1dt. (86.25)EaIntDevuspiEaIntDevuspi

We know an heat kernel expansion for Trpe´t∆q and we know, from theorem 86.11 (expression
(86.21)), the values of aα when Trpe´tD2q „ ř

α aαt
α. So we know what to put into the inte-

gral 86.25.

86.6 Boundary
The spectral action principle is given by S “ Tr

`
fpD{Λq˘ with an even function f : R Ñ R

such that fp0q “ 1. For practical computations, the simplest is to take fpxq “ e´x2 and to male
an heat kernel expansion:

Tr
`
fpD{Λq˘ „ Λpn{2qV olpMq ` Λpn{2q´1

ż

M
rpxqdx` Λpn{2q´2 . . .

If the manifold M has boundary, we pose the elliptic conditions

dompDq “ ts tel que Ts|BM “ s|BMu (86.26)

where T “ γcpnq. Here γ is the parity and cpnq is the multiplication by the normal vector to the
boundary. In particular T 2 “ Id. When such conditions are imposed, one still have an heat kernel
expansion under the form

Tr
`
fpD{Λq˘ „ Λpn{2qV olpMq (86.27)

` Λpn´1q{2 · 0 this term is zero for some reasons (86.28)

` Λpn{2q{2
ż

M
scalar curvature (86.29)

` Λpn´3q{2
ż

BM
mean curvature. (86.30)

One can prove that the two latter terms are divergent on an asymptotically flat space.



Chapter 87

Levy Processes and such

Source: [1008].

87.1 Lévy process
Let G be a semigroup and pΩ,F ,Pq a probability space. Here F is a σ-algebra and P is a

probability measure on Ω.

Definition 87.1.
A Lévy process is, for each s and t such that 0 ď s ď t ă 8, a map Xst : pΩ,F ,Pq Ñ pG,Bq
where B is the Borel σ-algebra on G such that

(1) PpXss “ eq “ 1,
(2) Xss “ limtŒsXst

(3) XstXtu “ Xsu,
(4) if s1 ď t1 ď s2 ď t2 ď . . . ď tn, then the random variables Xs1t1, Xs2t2, . . . , Xsntn are

independent.
(5) Xs`h,t`h “ Xst in the sense that

PXst “ PXs`h,t`h
(87.1)

where PXpAq “ P
`
X´1pAq˘.

If G is a group, we add the condition Xst “ X´1
s Xt.

The map X : Ω Ñ G gives rise to the map

jX : L8pG,Bq Ñ L8pΩ,F ,Pq
jXpfq “ f ˝X (87.2)

Now we can look at the properties of a Lévy process on j instead of X. Firstly, jX is a ˚-algebra
homomorphism such that jXp1q “ 1.

87.2 Quantum probability space and stochastic processes
Definition 87.2.
A quantum probability space is a pair pA,Φq is an unital ˚-algebra A and a state Φ on A. A
quantum random variable j over a quantum probability space pA,Φq on a ˚-algebra B is an
homomorphism j : B Ñ A of ˚-algebras.

Definition 87.3.
A quantum stochastic process is a family of quantum random variables pjjqtPI . Its marginal
distribution is the set of maps

φj : B Ñ C

φj “ Φ ˝ jt. (87.3)

4125
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Definition 87.4.
An operator process if a family of elements pXtqtPI of a quantum probability space (Xt P A).

From an operator process and a choice of b P B, we can define a stochastic process on Cxb, b˚y
by defining

jtpbq “ Xt (87.4)
and extend it to Cxb, b˚y as ˚-homomorphism.

On the other hand, if tjt : B Ñ AutPI is a stochastic process, we define an operator process by
choosing x P B and defining

Xt “ jtpxq. (87.5)

Definition 87.5.
We say that maps fi : B Ñ A are tensor, or boson independent with respect to Φ if

(1) Φ
`
f1pb1q ¨ ¨ ¨ fnpbnq

˘ “ Φ
`
f1pb1q

˘
. . .Φ

`
fnpbnq

˘
for every bi P B,

(2) the images commute: rfkpbkq, flpblqs “ 0 for every k ‰ l.

If j1, j2 : B Ñ A are maps from B to an algebra A, we define the convolution by

j1 ˚ j2 “ mA ˝ pj1 b j2q ˝∆. (87.6)

Notice that, if j1 and j2 are homomorphisms, it is not guaranteed in general that the convolution
j1 ˚ j2 is an homomorphism. In the case of independent variables, however, it is true: if j1 and j2
are independent random variables, then j2 ˚ j2 is still a random variable because

pj1 ˚ j2qpabq “ mA ˝ pj1 b j2q
`
ap1qbp1q b ap2qbp2q

˘

“ j1pap1qqj1pbp1qqj2pap2qqj2pbp2qq
“ j1pap1qqj2pap2qqj1pbp1qqj2pbp2qq
“ pj1 ˚ j2qpaqpj1 ˚ j2qpbq.

(87.7)

where ap1qbp1q stands for pabqp1q.

87.3 Lévy process
Definition 87.6.
Let pB,∆, ϵq be a bialgebra. A Lévy process on pB,∆q over the quantum probability space pA,Φq
is a quantum stochastic process pjstq0ďsďt which satisfies the following requirements
Increment property We have

jrs ˚ jst “ jrt for all 0 ď r ď s ď t (87.8a)
jttpbq “ ϵpbq1A for all 0 ď t, b P B (87.8b)

Independence of increments for every n P N and 0 ď s1 ď t1 ď s2 ď . . . ď sn ď tn, the maps
js1t1, . . . jsntn are independent with respect to Φ.

Stationarity of the increments the distribution φst “ jst ˝ jst depends only on the difference
t´ s, in other words we have φs`h,t`h “ φst for every 0 ď s ď t and h ě 0.

Weak continuity limtŒs jstpaq “ jsspaq for every a P A.

One say that the process jst : B Ñ pA,Φq and kst : B Ñ pA1,Φ1q are equivalent if

Φ
`
js1t1pb1q . . . jsntnpbnq

˘ “ Φ1`ks1t1pb1q . . . ksntnpbnq
˘
, (87.9)

that is if all the expectation values that we could compute are equal.
If pjstq is a Lévy process, we define

φt´s “ Φ ˝ jst (87.10)

for 0 ď s ď t. This is well defined from the stationarity of increments. We can as well write
φt “ Φ ˝ j0t.
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87.4 Schürmann triple

Proposition 87.7.
Let B be an involutive coalgebra and pφtqtě0, a convolution semigroup of linear functionals on B.
If we define

L “ lim
tŒ0

1
t
pφt ´ ϵq, (87.11)

then the following are equivalents:
(1) the maps φt are states on B;
(2) the map L : B Ñ C satisfies Lp1Bq “ 0 and is hermitian and conditionally positive.

Lemma 87.8.
If we define φt “ φ0t “ Φ ˝ j0t, we get a convolution semigroup.

Proof. The first condition comes from

φ0pbq “ Φ
`
j00pbq

˘ “ Φ
`
ϵpbq1A

˘ “ ϵpbqΦp1Aq “ ϵpbq (87.12)

since Φp1Aq “ 1 because Φ is a state on A.
Using the fact that j0,s`t “ j0s ˚ js,s`t, we have

φs`tpaq “ φ0,s`tpaq “ Φ
`pj0s ˚ js,s`tqpaq

˘
. (87.13)EqvpsptaUnEqvpsptaUn

But,
pj0s ˚ js,s`tqpaq “ m ˝ pj0s b js,s`tqpap1q b ap2qq “ j0spap1qqjs,s`tpap2qq. (87.14)

Thus, since the intervals 0, s and s, s` t are independent, the equation (87.13) becomes

φs`tpaq “ Φ
`
j0spap1qqjs,s`tpap2qq

˘

“ Φ
`
j0spap1qq

˘
Φ
`
js,s`tpa2q

˘

“ φspap1qqφtpap2qq
“ pφs b φtq∆a
“ pφs ˚ φtqpaq.

(87.15)

It remains to be justified that Φ
`
js,s`tpaq

˘ “ φtpaq. This comes from the fact that φs`h,t`h “ φst,
so that φs,s`t “ φ0`s,s`t “ φ0,t.

A linear functional ω on a bialgebra B is conditionally positive if ωpa˚aq ě 0 for every a
such that ϵpaq “ 0. The functional is Hermitian if ωpa˚q “ ωpaq.

In our case, we know that the functionals φt are in fact states. We define

L “ lim
tŒ0

1
t
pφt ´ ϵq. (87.16)

This is conditionally positive because

Lpa˚aq “ lim
tŒ0

1
t

`
φtpa˚aq ´ ϵpa˚aq˘ “ lim

tŒ0

φtpa˚aq
t

ě 0 (87.17)

because φt is a state and thus positive.

Definition 87.9.
Let B be an unital ˚-algebra with an unital hermitian character ϵ : B Ñ C. A Schürmann triple
on pB, ϵq is a triple pρ, η, Lq with

(1) ρ : B Ñ LpDq is a ˚-representation of B on a pre-Hilbert space D.
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(2) The map η : B Ñ D is linear and

ηpabq “ ρpaqηpbq ` ηpaqϵpbq, (87.18)

such a map is called a ρ-ϵ-1-cocycle.
(3) The map L : B Ñ C is an hermitian linear functional whose ϵ´ ϵ´2´coboundary is the map

pa, bq ÞÑ ´xηpa˚q, ηpbqy, (87.19)

that means that

´xηpa˚q, ηpbqy “ pBLqpa, bq “ ϵpaqLpbq ´ Lpabq ` Lpaqϵpbq (87.20)EqCondFiffAssetaLEqCondFiffAssetaL

for every a, b P B.
ItemPropCorSchr

Corollary 87.10.
A Schürmann triple has the following immediate properties.

(1) ηp1q “ 0.
(2) Lp1q “ 0.

ItemPropCorSchriii

(3) The condition (87.20) is equivalent to ask

Lpabq “ ´xηpa˚q, ηpbqy (87.21)EqConsSimplAssetaLEqConsSimplAssetaL

for every a, b P K1.

Proof. (1) Using the cocycle property and the fact that ρp1q is the identity,

ηp1 · 1q “ ρp1qηp1q ` ηp1qϵp1q “ 2ηp1q. (87.22)

(2) Now, writing the compatibility relation (87.20) with a “ b “ 1 and taking into account
ηp1q “ 0 we have

0 “ ϵp1qLp1q ´ Lp1 · 1q ` Lp1qϵp1q “ Lp1q. (87.23)

(3) If a and b belong to K1, the relation (87.20) reduces to (87.21). Now suppose that the
condition (87.21) holds for every a and b in K1. Taking any a, b P B we consider a ´ ϵpaq1
and b´ ϵpbq1 that are elements of K1. Taking into account the fact that Lp1q “ 0, we have

Lpabq ´ ϵpbqLpaq ´ ϵpaqLpbq “ xηpa˚q, ηpbqy. (87.24)

Let pπ, η, Lq be a Schürmann triple on the compact quantum group Aq (see section 73.2). The
map η : Aq Ñ L pDq satisfies the cocycle condition

ηpabq “ πpaqηpbq ` ηpaqϵpbq. (87.25)
PropCocycleDeteretavjnmu

Proposition 87.11.
The cocycle η is determined by its values on the elements vj̊ with j “ 1, . . . , n´ 1.

Proof. Since ϵp1q “ 1, we have

ηp1q “ πp1qηp1q ` ηp1qϵp1q “ `
πp1q ` 1

˘
ηp1q. (87.26)

Since the representation is nondegenerate we have πp1q “ Id. The only possibility is thus ηp1q “ 0.
If a and b belong to K1 we have ηpabq “ πpaqηpbq. Since each element in Aq is a polynomial in

uij and ui̊j , we only have to fix the value of η on these elements.
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First, ηpuj̊jq “ ηpvj̊ q because ηp1q “ 0. Using lemma 73.6, taking the adjoint,

qηpul̊lui̊jq “ ηpui̊jul̊lq. (87.27)

Using the cocycle property and the fact that ϵpul̊lq “ 1,
`
qπpul̊lq ´ Id

˘
ηpui̊jq “ πpui̊jqηpul̊lq. (87.28)

The operator qπpul̊iq ´ Id is invertible because of lemma 73.14 and q ă 1. Thus, when i ‰ j and
i, j ď n´ 1,

ηpui̊jq “
`
qπpuliq˚ ´ Id

˘´1
πpui̊jqηpul̊lq. (87.29)

Let us now compute ηpvjq for j “ 1, . . . , n´ 1. Taking the relation (73.52),

0 “ ηp1q “
nÿ

p“1
ηpujpuj̊pq

“ ηpujjuj̊jq `
ÿ

p‰j
ηpujpuj̊pq

“ πpujjqηpuj̊jq ` ηpujjq ϵpuj̊jqloomoon
“1

`
ÿ

p‰j
ηpujpuj̊pq,

(87.30)

so that
ηpvjq “ ηpujjq “ ´πpujjqηpuj̊jq ´

ÿ

p

πpujjqηpuj̊pq. (87.31)EqetaujjpiuEqetaujjpiu

Thus the vectors ηpujjq and ηpvjq are fixed for j ď n´ 1.
We are going to compute ηpuijq with i ‰ j and i, j ď n ´ 1 using the lemma 73.7. We pose

k “ maxpi, jq. Since ϵpukkq “ 1 and ϵpuijq “ 0, the relation ηpuijukkq “ qηpukkuijq leads to

πpuijqηpukkq “ qπpukkqηpuijq. (87.32)

What we obtain is
ηpuijq “ ´

`
Id´qπpukkq

˘´1
πpuijqηpukkq. (87.33)

In order to compute the value of ηpvn̊q, we start from the definition (73.49) of the involution.
Taking into account the fact that in our case D “ 1,

un̊n “ Dnn “
ÿ

σ : t1...n´1uÑt1,...,n´1u
p´1q|σ|u1σp1q . . . un´1,σpn´1q. (87.34)

Taking η and using the cocycle property we have

ηpvn̊q “ ηpun̊nq
“

ÿ

σpn´1q‰n´1
p´1q|σ|π

`
u1σp1q . . . un´2,σpn´1q

˘
ηpun´1,σpn´1qq

`
ÿ

σpn´1q“n´1
p´1q|σ|π

`
u1σp1q . . . un´2,σpn´2q

˘
ηpun´1,n´1q

`
ÿ

σpn´1q“n´1
p´1q|σ|η

`
u1σp1q . . . un´2,σpn´2q

˘
ϵpun´1,n´1qlooooomooooon

“1

(87.35)

Applying many times the cocycle the term η
`
u1σp1q . . . un´2,σpn´2q

˘
decomposes into basic elements

containing ηpuiσpiqq. This fixes ηpvn̊q.
Taking the equation (87.31) with j “ n we have

ηpvnq “ ηpunnq “ ´πpunnqηpun̊nq ´
nÿ

p“1
πpunnqηpun̊pq. (87.36)
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That fixes ηpvnq. Now we consider the previously proved equation

ηpuijq “
`
qπpukkq ´ Id

˘´1
πpuijqηpvkq (87.37)

with i ‰ j and n “ maxpi, jq. Then

ηpuijq “
`
qπpunnq ´ Id

˘´1
πpuijqηpvnq. (87.38)

This fixes ηpuinq and ηpunjq.

87.5 A representation
PropReprezThetasuqn

Proposition 87.12.
The following is a one dimensional representation of SUqpnq if

ř
k θk “ 1:

πpujkq “ eiθjδjk (87.39)

Proof. First we have

πpDq “
ÿ

σPSpnq
p´qq|σ|eiθ1δ1σp1q . . . eiθnδnσpnq “ eipθ1`¨¨¨`θnq “ 1. (87.40)

Equations (73.33) all reduce to 0 “ 0 because of the Kronecker delta’s and the condition on the
indices.

Since the condition D “ 1 imposes the sum of the θ’s to be zero, we will write the representation
π by

ϵθ1...θn´1puijq “ eiθjδjk. (87.41)

Notice that the counit ϵ is ϵ0,...,0. We define

ϵ1
k “

B
Bθk ϵθ1...θn´1

ˇ̌
ˇ̌
θk“0

. (87.42)

As an example, in SUqp3q we have

ϵθ1θ2 “
¨
˝
eiθ1 0 0
0 eiθ2 0
0 0 e´ipθ1`θ2q

˛
‚ (87.43)

in the sense that ϵθ1θ2puikq “
`
ϵθ1θ2

˘
ik

. Thus we have

ϵ1
θ1puikq “

d

dθ1

”
ϵθ1θ2puikq

ı
θ1“0

“ d

dθ1

¨
˝
eiθ1 0 0
0 eiθ2 0
0 0 e´ipθ1`θ2q

˛
‚
ik

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
θ1“0

“
¨
˝
i 0 0
0 0 0
0 0 ´i

˛
‚.

(87.44)

Higher order derivative are defined the same way:

ϵ2
kl “

B
Bθk

B
Bθl ϵθ1...θn´1

ˇ̌
ˇ̌
θk“0
θl“0

. (87.45)
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87.5.1 Ideals

Let Aq be the Hopf C˚-subalgebra of SUqpnq generated by t1, uiju, and a Schürmann triple
pπ, η, Lq where π is a representation of Aq on BpH q. We define the ideal

K1 “ kerpϵq Ă Aq. (87.46)

The ideal K1 is generated by the elements of the form uij (i ‰ j) and uii ´ 1. Then we define

K2 “ Spantab tel que a, b P K1u (87.47)

and more generally
Kn “ Spanta1 . . . an tel que ai P K1u. (87.48)

We also define
K8 “

č

mě1
Km. (87.49)

Each of these Km is a two-sided ideal since

ba1 . . . am “ pba1qa2 . . . am (87.50)

belongs to Km if a1 . . . am belongs to Km.
We define

vj “ ujj ´ 1

dj “
vj ´ vj̊

2i
(87.51)

Since ϵp1q “ 1, the unit does not belong to K1, but the elements uij , ui̊j , vj and dj belong to K1
when i ‰ j.

Lemuijvkkuij

Lemma 87.13.
If k “ maxpi, jq we have

uijvk ´ qvkuij “ pq ´ 1quij . (87.52)

Proof. This is a computation:

uijvk “ uijukk ´ uij
“ qukkuij ´ uij because k “ maxpi, jq
“ pqukk ´ 1quij
“ pqukk ´ qquij ` pq ´ 1quij
“ qvkuij ` pq ´ 1quij .

(87.53)

The proof is completed.
Lesvjvjvuuuujjiiv

Lemma 87.14.
We have

vjvj̊ “ ujjuj̊j ´ vj ´ vj̊ ´ 1. (87.54)

Proof. This is a computation:

vjvj̊ “ pujj ´ 1qpuj̊j ´ 1q
“ ujjuj̊j ´ ujj ´ uj̊j ` 1
“ ujjujjj ˚ ´vj ´ uj̊j ` 1´ 1
“ ujjuj̊j ´ vj ´ vj̊ ´ 1.

(87.55)
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PropuudansKKiii

Proposition 87.15.
We have

(1) uij P K8 if i ‰ j;
ItemuudansKKii

(2) 1´ ujjuj̊j P K8;
ItemuudansKKiii

(3) uiiujj ´ ujjuii P K8;
ItemuudansKKiv

(4) uiiuj̊j ´ uj̊juii P K8;
(5) vj ` vj̊ P K2;
(6)

ř
k vk P K2;

ItemPropuudansKKiiiavii

(7)
řn
k“1 dk P K2.

Proof. (1) Since ϵpuijq “ δij , we have uij P K1 when i ‰ j

Now, using lemma 87.13 we have

uij “ pq ´ 1q´1puijvk ´ qvkuijq. (87.56)

(2) Since ϵpujjq “ 1 we have 1´ ujjuj̊j P K1. Using formula (73.52), we have

1´ ujjuj̊j “ δjj ´ ujjuj̊j
“
ÿ

k

ujkuj̊k ´ ujjuj̊j

“
ÿ

k‰j
ujkuj̊k.

(87.57)

Since each of the terms in that sum belong to K8, we have the result.
(3) The combination uiiujj´ujjuii belongs to kerpϵq “ K1. Let us suppose i ă j (if not, consider

change the sign). Using the relation (73.33d), we have

uiiujj ´ ujjuii “ pq ´ q´1quujuji P K8. (87.58)

(4) Let’s begin with i “ j. We have

uiiui̊i ´ ui̊iuii “ uiiui̊i ´ 1` 1´ ui̊iuii P K8 (87.59)

where we used the point (2).
If i ‰ j, we use the relation (73.53a) which says that uiiuj̊j “ uj̊juii, so that the combination
we are looking at is zero.

(5) Lemma 87.14 shows that
vj ` vj̊ “ ujjuj̊j ´ 1´ vjvj̊ (87.60)EqvvuiiujjvvEqvvuiiujjvv

The fact that vj P K1 and item (2) show that the right hand side belong to K2.
(6) Let us decompose the sum defining the determinant:

1 “
ÿ

σPSn

p´qq|σ|u1σp1q . . . unσpnq “ u11 . . . unn `
ÿ

σ‰Id
p´qq|σ|u1σp1q . . . unσpnq. (87.61)

The last sum belongs to K8 since there is at least one k with k ‰ σpkq. Thus, replacing ujj
by vj ` 1, we have

1 “ pv1 ` 1q . . . pvn ` 1q ` k8. (87.62)EqinteunvuvuuvnldotsEqinteunvuvuuvnldots

The product can be written under the form

pv1 ` 1q . . . pvn ` 1q “
nÿ

p“1

ÿ

i1ă...ăip
vi1 . . . vip ` 1. (87.63)
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In the latter sum, a part of the term p “ 1, each term belongs to K2, so equation (87.62)
reads

1 “
ÿ

i1

vi1 ` k2 ` k8, (87.64)

and we conclude that
ř
i vi “ k2 ` k8 P K2.

(7) We know that v1̊ ` ¨ ¨ ¨ ` vn̊ P K2, so that

d1 ` ¨ ¨ ¨ ` dn “ 1
2i
`pv1 ` . . . vnq ´ pv1̊ ` ¨ ¨ ¨ ` vn̊q

˘ P K2. (87.65)

Proposition 87.16.
We have

Aq{K8 » CpSn´1q (87.66)

Proof. Since uij belongs to K8 when i ‰ j, the algebra Aq{K8 is generated by the elements ujj
and uj̊j as well as 1. That algebra is commutative from points (3) and (4) of proposition 87.15.

We consider the following map 1:

φ : Sn´1 Ñ ∆pAq{K8q
t1, . . . tn´1 ÞÑ ωt1,...tn´1

(87.67)

where ωt : Aq{K8 Ñ C (t P Sn´1) is defined by

ωtpukkq “
#
eitk if k ‰ n

e´ipt1`¨¨¨`tn´1q if k “ n
(87.68)

and ωtp1q “ 1. Notice that the value of ωt on unn is imposed by the fact that ωtp1´u11 . . . unnq “ 0
and the fact that ωt has to be multiplicative.

The map φ is injective because the value of φpt1, . . . , tn´1q on the element ukk fixes the values
of tk.

It is also surjective because 1 ´ ujjuj̊j belongs to K8; thus each ω in ∆pAq{K8q satisfies
ωpukkuk̊kq “ 1 and

ωpukkqωpukkq˚ “ 1, (87.69)

so that there exists a unique tk P r0, 2πr such that ωpukkq “ eitk .
Now we conclude the proof using the Gelfand theorem 72.15 which states that for every C˚-

algebra A, we have A » C
`
∆pAq˘. Indeed, we just proved that

Sn´1 » ∆pAq{K8q. (87.70)

Thus we have
CpSn´1q » C

`
∆pAq{K8q

˘ » Aq{K8. (87.71)

87.5.2 Decomposition

Proposition 87.17.
Every element x P Aq decomposes into

x “ c01`
n´1ÿ

j“1
cjdj `

ÿ

1ďiďjďn
xijvivj̊ ` k3 (87.72)

for some c0, cj , cij P C and k3 P K3.
1. Here ∆pAq{K8q stands for the structure space of Aq{K8, see definition 72.1.
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Proof. First, x is a complex polynomial in the variables uij and ui̊j . If we replace ujj by vj ` 1,
we have a polynomial

x “ ppvj , vj̊ , uij , ui̊jq (87.73)
with i ‰ j. We know that uij P K8 (proposition 87.15), so that, modulo elements of K3, we can
neglect the terms with uij (i ‰ j). It remains a polynomial in the variables vj and vj̊ . The terms
of order m belong to Km, so that we only have to consider the first two terms. What we have is
then a polynomial of degree 2 in vj and vj̊ :

x “ c01`
nÿ

j“1
pαjvj ` βjvj̊ q `

nÿ

i,j“1

ÿ

ϵ1,ϵ2Pt1,˚u
γϵ1,ϵ2ij vϵ1i v

ϵ2
j ` k3. (87.74)EqxSumvvdgammaUnEqxSumvvdgammaUn

Here the sum over ϵi means that we have the terms vivj , vivj̊ , vi̊ vj and vi̊ vj̊ .
The first degree terms are of the form

αjvj ` βjvj̊ “ c̃pα, βqvj ` vj̊2 ` cpα, βqvj ´ vj̊2i . (87.75)

Since
dn “ d1 ` ¨ ¨ ¨ ` dn´1 ` k2, (87.76)

up to changing the coefficients of the dk’s (j ď n´1) and in the higher order terms, we can reduce
the sum to

řn´1
j“1 dj .

So let’s say that
nÿ

j“1
cjdj P K1{K2. (87.77)

From element (7) of proposition 87.15, we know that there exists an element k2 P K2 such that

dn “ k2 ´ d1 ´ . . .´ dn´1, (87.78)

so that in K1{K2 we have dn “ ´řn´1
j“1 dj and a basis of K1{K2 is

B1 “ td1, . . . , dj´1u. (87.79)

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 87.18
Ok, this is a generating part for K1{K2. Why is it free? In what sense?

The decomposition (87.74) reads now

x “ c01`
n´1ÿ

j“1
cjdj `

nÿ

j“1
c̃jpvj ` vj̊ q `

nÿ

i,j“1

ÿ

ϵ1,ϵ2

γϵ1,ϵ2ij vϵ1i v
ϵ2
j ` k3. (87.80)EqxSumvvdgammaDeuxEqxSumvvdgammaDeux

Using relation (87.60),
vj ` vj̊ “ vjvj̊ ` 1´ ujjuj̊jloooomoooon

PK8

, (87.81)

We can replace
řn
j“1 c̃jpcj ` vj̊ q by

řn
j“1 c̃jvjvj̊ .

Let us prove that modulo elements in K3, the elements

vivj , vi̊ vj , vi̊ vj̊ (87.82)

can be written as combinations of vivj̊ . Since vi ` vi̊ P K2, we have

pvi ` vi̊ qvj P K3, (87.83)

so that vivj “ vi̊ vj ` k3. Making the same with pvi ` vi̊ qvj̊ and vipvj ` vj̊ q, we have

ÿ

ϵ1,ϵ2

γϵ1,ϵ2ij vϵ1i v
ϵ2
j “

nÿ

i,j“1
cijvivj̊ ` k3. (87.84)
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We can continue the simplification because vivj̊ “ vj̊ vi in K2{K3. Indeed

vivj̊ ´ vj̊ vi “ puii ´ 1qpuj̊j ´ 1q ´ puj̊j ´ 1qpuii ´ 1q “ uiiuj̊j ´ uj̊juii P K8. (87.85)

Thus we have for example:
v2v1̊ “ v1̊v2 “ v1v2̊ , (87.86)

and (up to redefinition of cij),

nÿ

i,j“1
cijvivj̊ “

ÿ

1ďiďjďn
cijvivj̊ ` k3. (87.87)

Since v1̊ ` ¨ ¨ ¨ ` vn̊ P K2, we have

viv1̊ ` ¨ ¨ ¨ ` vivn̊´1 ` vivn̊ P K3, (87.88)

so that the term vivn̊ is a combination of the terms vivj with j ă n. Finally the sum (87.80)
reduces to

x “ c01`
n´1ÿ

j“1
cjdj `

ÿ

1ďiďjďn´1
cijvivj̊ ` k3. (87.89)

The left hand side belongs to K1 while the first term in the right hand side belongs to K2 (see
proposition 87.15).

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 87.19
Why does it prove that dj P K1{K2?

(1) Km is not a vector space. So when we write Ki{Ki`1, do we mean the set difference or the
class with respect to

x „ x` ki`1 (87.90)

or
x „ xki`1 ? (87.91)

(2) Why K1{K2 could not be empty?
(3) Why αvj ` βvj̊ does not belong to K2?

The decomposition leads us to decompose a basis of Aq into

B “ t1u YB1 YB2 YB3 (87.92)

where
B1 “ tdi tel que 1 ď i ď n´ 1u
B2 “ tvivj̊ tel que 1 ď i ď j ď n´ 1u (87.93)

and B3 is a basis of whatever remains. We have B1 Ă K1, B2 Ă K2 and B3 can be chosen as a
subset of K3.

We have the homomorphisms ϵθ : SUqpnq Ñ C and we define the derivatives

ϵ1
k “

B
Bθk ϵθ|θk“0

ϵ2
kl “

B
Bθl

B
Bθk ϵθ|θk“θl“0

(87.94)

Proposition 87.20.
The functionals ϵ, ϵ1

k and ϵ2
kl with 1 ď k ď j ď n separate the points 1, d1, . . . , dn´1, vivj̊ with

1 ď i ď j ď n´ 1.
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Proof. We have to prove that for each x in the enumerated elements, there exist a functional ω in
the list such that ωpxq ‰ 0 and ωpyq ‰ 0 for y ‰ x where x, y P t1, di, vivj̊ u1ďiďjďn´1.

Let us begin with x “ 1. For him, the functional is ω “ ϵ. We have ϵp1q “ 1 and ϵpdiq “
ϵpvivj̊ q “ 0. Let us pass to x “ dj . We prove that ω “ ϵ1

k with k ‰ j works. We have

ϵθpdjq “ 1
2i
`
ϵθpujjq ´ ϵθpuj̊jq

˘ “ 1
2i
`
eiθj ´ e´iθj

˘
. (87.95)

If k ‰ j, we have ϵ1
kpdjq “ 0 while, if j “ k, we have

ϵ1
jpdjq “

1
2i
B
Bθj

`
eiθj ´ e´iθj

˘
θj“0 “ 1. (87.96)

In summary,
ϵ1pdjq “ δkj . (87.97)

In order to see that ϵ1
k separates dk, we still have to prove that ϵ1

kpvivj̊ q “ 0 for every i and j.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 87.21
It seems to me that the functional we are looking at are ϵ and its derivatives. We are not working
with arbitrary θ1, . . . , θn´1. For arbitrary θ, we have

ϵ1
kpabq “

B
Bθk

`
ϵθpaqϵθpbq

˘ “ ϵ1
kpaqϵθpbq ` ϵθpaqϵ1

kpbq. (87.98)

We consider the functionals
a ÞÑ ϵpθ, aq “ ϵθpaq (87.99)

and the derivatives
ϵ1
lpθ, aq “

B
Bθl

`
ϵpθ, aq˘

ϵ2
klpθ, aq “

B
Bθk

B
Bθl

`
ϵpθ, aq˘

(87.100)

We have the Leibniz rules

ϵ1
lpθ, abq “

B
Bθl

`
ϵpθ, aqϵpθ, bq˘

“ ϵ1
lpθ, aqϵpθ, bq ` ϵpθ, aqϵ1

lpθ, bq,
(87.101)

and
ϵ2
klpθ, abq “ ϵ2

klpθ, aqϵpθ, bq ` ϵ1
lpθ, aqϵ1

kpθ, bq
` ϵ1

kpθ, aqϵ1
lpθ, bq ` ϵpθ, aqϵ2

klpθ, bq.
(87.102)EqLeibnizepsppklEqLeibnizepsppkl

We are interested in computing them on the basics elements 1, dj , vivj̊ that are generating SUqpnq
modulo K3. Computations show that

ϵpθ, 1q “ 1

ϵpθ, djq “ 1
2
`
eiθj ´ e´iθj

˘
ϵp0, djq “ 0

ϵpθ, vjq “ eiθj ´ 1 ϵp0, vjq “ 0
ϵpθ, vivj̊ q “ peiθi ´ 1qpe´iθj ´ 1q ϵp0, vivj̊ q “ 0.

(87.103)

Taking the derivative,

ϵ1
lpθ, 1q “ 0

ϵ1
lpθ, djq “

1
2 iδljpe

iθl ` e´iθlq ϵ1
lp0, djq “ iδlj

ϵ1
lpθ, vjq “ iδkle

iθj ϵ1
lp0, vjq “ iδlj

ϵ1
lpθ, vivj̊ q “ δkie

iθipe´iθj ´ 1q ` peiθi ´ 1qδkje´iθj ϵ1
lp0, vivj̊ q “ 0.

(87.104)
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¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 87.22
Pourquoi dans ϵ1

lpθ, djq, y’a pas un i qui descend à cause de la dérivée ?

Taking once again the derivative,

ϵ2
klpθ, 1q “ 0

ϵ2
klpθ, djq “

1
2δljδklpe

iθl ´ e´iθj q ϵ2
klp0, djq “ 0

ϵ2
klpθ, vjq “ δljδkje

iθj ϵ2
klp0, vjq “ δljδkj

(87.105)

and

ϵ2
klpθ, vivj̊ q “ ´δkiδlieiθipe´iθj ´ 1q ` δliδkjeiθie´iθj (87.106a)

´ δkjδlje´iθj peiθi ´ 1q ` δljδkie´iθjeiθi (87.106b)SubEqepsppsurvvsSubEqepsppsurvvs

From these results, we deduce the following proposition.

Proposition 87.23.
The functional family

a ÞÑ ϵpaq
a ÞÑ ϵ1

lpaq
a ÞÑ ϵ2

klpaq
(87.107)

with 1 ď k ď l ď n´ 1 separates the points 1, dj, vjvj̊ with 1 ď i ď j ď n´ 1.

Proof. For each point x P t1, dj , vivj̊ u, we have to find a functional ω in the given family such that
ωpyq ‰ 0 if and only if y “ x.

For x “ 1, the functional ϵ makes the work:

ϵp1q ‰ 0, ϵpdjq “ 0, ϵpvivj̊ q “ 0. (87.108)

The functional ϵ1
l separates dl, indeed

ϵ1
lp0, 1q “ 0, ϵ1

lp0, djq “ δlj , ϵ1
lp0, vivj̊ q “ 0. (87.109)

And finally the functional ϵ2
kl separates vkvl̊ because

ϵ2
klp0, 1q “ 0, ϵ2

klp0, djq “ 0, ϵ2
klp0, vivj̊ q “ δliδkj ` δkiδkj . (87.110)

The last is nonzero if and only if k “ i and l “ j.
PropDecompxczepsApp

Proposition 87.24.
The decomposition

x “ c01`
n´1ÿ

j“1
cjdj `

ÿ

1ďiďjďn´1
cijvivj̊ ` k3 (87.111)

is unique and c0 “ ϵpxq, cj “ ϵ1
jpxq and cij “ ϵ2

ijpxq.
Proof. Applying ϵ to x we get ϵpxq “ c0. We also have

ϵ1
lpxq “

n´1ÿ

j“1
cj ϵ

1
lpdjqloomoon
δlj

“ cl (87.112)

and
ϵ2
klpxq “

ÿ

iďiďjďn´1
cijδljδkj “ ckl. (87.113)

Then the element k3 is unique as the difference

k3 “ x´ c01´
ÿ
cjdj ´

ÿ
cijvivj̊ . (87.114)
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We define the map
P : Aq Ñ K2

x ÞÑ x´ ϵpxq1´
n´1ÿ

j“1
ϵ1
jpxqdj .

(87.115)

This map satisfies because

ϵ
`
P pxq˘ “ ϵpxq ´ ϵpxq “ 0

ϵ1
k

`
P pxq˘ “ ϵ1

kpxq ´
ÿ
ϵ1
jpxqϵ1

kpdjq “ ϵ1
kpxq ´ ϵ1

kpxq “ 0,
(87.116)

so that
P
`
P pxq˘ “ P pxq. (87.117)

87.6 Gaussian process

We follow [1008].

Proposition 87.25.
If L is conditionally positive and hermitian, then the following conditions are equivalent:

(1) η “ 0
(2) L|K2 “ 0
(3) L is a ϵ-derivation, that means

Lpabq “ ϵpaqLpbq ` Lpaqϵpbq (87.118)

for every ab, P A.
(4) The states φt are homomorphisms: φtpabq “ φtpaqφtpbq for every a, b P A and t ě 0.

A Schürmann triple with such a L is a drift.
PropProcessusGaussien

Proposition 87.26.
Let L be an hermitian conditionally positive linear functional on A. The following conditions are
then equivalent:

(1) L|K3 “ 0;
(2) η|K2 “ 0;
(3) Lpb˚bq “ 0 for every b P K2;
(4) ηpabq “ ϵpaqηpbq ` ηpaqϵpbq for every a, b P A;
(5) πpaq “ ϵpaq1 for every a P A.

We say that the triple pπ, η, Lq with a L satisfying the above conditions describes a Gaussian.

Proposition 87.27.
A generator of a Gaussian process satisfies

L “
ÿ
αkϵ

1
k `

ÿ
Bijϵ

2
ij (87.119)

where the ϵ1
k and ϵ2

ij are the derivatives of the representation defined in proposition 87.12.

We suppose now that π is not Gaussian (that is π is not ϵ1), but

π “ π1 ‘ π2 (87.120)

where π1 is Gaussian.
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¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 87.28
Il est dit que l’espace sur lequel π agit est

H1 “
č

αPK1

kerπpaq. (87.121)

Cependant par définition de K1, ϵpaq “ 0 dès que a P K1, donc π1paq “ 0.
Comment ça marche ?

87.6.1 Poisson process
PropDefPoissonnL

Proposition 87.29.
Let L : A Ñ C be a linear hermitian conditionally positive functional. Then the following condi-
tions are equivalent:

(1) there exists a state φ : A Ñ C and a real λ ą 0 such that

Lpbq “ λ
`
φpbq ´ ϵpbq˘ (87.122)

for every b P A;
(2) there exists a Schürmann triple pπ, η, Lq such that the cocycle is trivial, that is there exists a

h P H such that
ηpbq “ `

πpbq ´ ϵpbq˘h. (87.123)

A generator L satisfying these properties is a Poisson generator. The map η is the cobound-
ary of h.

¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 87.30
Il faut expliquer cette histoire d’opérateurs O.

87.6.2 Gaussian cocycle

Definition 87.31.
Let π be a representation of A on an Hilbert space H. We define

Hϵ “
č

aPK1

kerπpaq. (87.124)

The restriction of π on Hϵ is the Gaussian part of π.

In order to see that this definition makes sense, we have to prove that πpxqf P Hϵ whenever
x P A and f P Hϵ. If a P K1, we have πpaqπpxqf “ πpaxqf “ 0 because K1 is an ideal.

LempiepsHepsUni

Lemma 87.32.
The representation respects the decomposition H “ Hϵ ‘HK

ϵ . Namely,
(1) The representation acts as the counit on its Gaussian part:

πpaq|Hϵ “ ϵpaq Id |Hϵ . (87.125)

(2) We have πpAqqHK
ϵ Ă HK

ϵ .

Proof. (1) Let f P Hϵ. We use proposition 87.24 taking into account the fact that πpdjqf “
πpvj̊ qf “ πpk3qf “ 0. It remains πpxqf “ c0f “ ϵpxqf .

(2) Let h P HK
ϵ . For every v P Hϵ we have xv, hy “ 0. If x P Aq, we have

xv, πpxqhy “ xπpx˚qv, hy “ 0 (87.126)

since πpx˚qv “ ϵpx˚qv P Hϵ.
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Proposition 87.33.
Let w “ řn

j“1 vj̊ vj. Then

Hϵ “ kerπpwq “
nč

j“1
kerπpvjq. (87.127)

Proof. Let f P Hϵ. Since πpvjqf “ 0 for every j, taking the sum we have πpwqf “ 0. Thus
Hϵ Ă kerπpwq. Let now f P kerπpwq. We have

0 “ xf, πpwqfy

“
nÿ

j“1
xπpvjqf, πpvjqfy

“
ÿ

j

}πpvjqf}2.
(87.128)

Thus for every j we have }πpvjqf} “ 0 and f P kerπpvjq. That proves the inclusion

kerπpwq Ă
nč

j“1
kerπpvjq. (87.129)EqkerpiwinclucapkervjEqkerpiwinclucapkervj

Let f P kerπpvjq and i ă j. We have πpujjqf “ f and from (73.33b) we know that

πpuijqf “ πpuijqπpujjqf “ qπpujjqπpuijqf, (87.130)

in other words, “
Id´qπpujjq

‰
πpuijqf “ 0. (87.131)EQooCPTHooZsrqeqEQooCPTHooZsrqeq

From corollary 73.15, the operator Id´qπpujjq is invertible. Applying the inverse on the equation
(87.131) brings πpuijqf “ 0 and then f P Şiăj kerπpuijq. Thus we have

kerπpvjq Ă
č

iăj
kerπpuijq. (87.132)EqketpivjsubipyjketpiuijEqketpivjsubipyjketpiuij

Combining with (87.129), we have

kerπpwq Ă
č

1ďiăjďn
kerπpuijq. (87.133)EqIntSubSintkerkeraEqIntSubSintkerkera

Let us now prove that
nč

j“1
kerπpvjq Ă

č

1ďjăiďn
kerπpuijq. (87.134)

For that consider f P H such that πpvjqf “ 0 for every j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n and apply π to the relation
(73.52). For each i we have

Id “
nÿ

s“1
πpus̊iqπpusiq. (87.135)

Applying to f and cutting the sum in three parts,

f “
ÿ

săi
πpus̊iqπpusiqf ` πpui̊iqπpuiiqf `

ÿ

sąi
πpus̊iqπpusiqf. (87.136)

The inclusion (87.132) shows that πpusiqf “ 0 when s ă i; in the same time πpuiiqf “ f . We are
thus left with

0 “
ÿ

sąi
πpus̊iqπpusiqf (87.137)

That implies in particular that

0 “
ÿ

sąi
xf, πpusiq˚πpusiqfy “

ÿ

sąi
}πpusiqf}, (87.138)
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and that πpusiqf “ 0. What we just proved is that
nč

j“1
kerπpvjq Ă

č

1ďjăiďn
kerπpuijq. (87.139)

Combining with (87.133), we have
nč

j“1
kerπpvjq Ă

č

i‰j
kerπpuijq. (87.140)

Since K1 is made of uij (i ‰ j) and vj , we also have

nč

j“1
kerπpvjq Ă Hϵ (87.141)EqInclkerpivjHespEqInclkerpivjHesp

and then kerπpwq Ă Hϵ because of (87.129). The inclusion (87.141) also shows that the intersectionŞn
j“1 kerπpvjq is equal to Hϵ. This concludes the proof.

Proposition 87.34.
Let h1, . . . , hn P H. If pπ, η, Lq is a Gaussian triple and if η satisfies ηpvj̊ q “ hj for j “ 1, . . . , n´1,
then η reads

η : Aq Ñ H

a ÞÑ
n´1ÿ

k“1
iϵ1
kpaqhk.

(87.142)EqDefEtaCocyGaussUEqDefEtaCocyGaussU

Proof. The first point to be shown is that the given η is a Gaussian π-ϵ-1-cocycle. For that we
have

ηpabq “
n´1ÿ

k“1
i
´
ϵ1
kpaqϵpbq ` ϵpaqϵ1

kpbq
¯
hk

“ ηpaqϵpbq ` ϵpaqηpbq.
(87.143)

Since π is part of a Gaussian triple, it satisfies ϵpaq “ πpaq. Thus we obtain the cocycle condition
ηpabq “ πpaqηpbq` ηpaqϵpbq. The fact for a cocycle to be Gaussian is η|K2 “ 0 (proposition 87.26).
Here, since ϵ1

kpabq “ ϵ1
kpaqϵpbq ` ϵpaqϵ1

kpbq, we have

ηpabq “ 0 (87.144)

whenever a and b belong to K1. We proved that the map η of equation (87.142) is a Gaussian
cocycle.

Since vj “ ujj ´ 1, we have

ϵ1
kp0, vj̊ q “

B
Bθk

“
ϵpθ, vj̊ q

‰
θ“0

“ B
Bθk

“
ϵpθ, uj̊jq ´ ϵpθ, 1q

‰
θ“0

“ B
Bθk

“
e´iθj

‰

“ ´iδkj ,

(87.145)

so that

ηpvj̊ q “
n´1ÿ

k“1
ip´iqδkjhk “ hj . (87.146)

Since proposition 87.11 states that a cocycle is determined by its values on the elements vj̊ (j “
1, . . . n´ 1), the formula (87.142) determines the unique cocycle such that ηpvj̊ q “ hj .
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PropGaussCocycle

Proposition 87.35.
Every Gaussian cocycle reads

ηpaq “
n´1ÿ

k“1
iϵ1
kpaqhk (87.147)

with hk “ ηpvj̊ q.
Proof. For each x P Aq we have the decomposition

x “ ϵpxq1`
n´1ÿ

j“1
ϵ1
jpxqdj ` k2. (87.148)

Applying η and taking into account ηp1q “ ηpk2q “ 0 (the second equality is because η is Gaussian),
we have

ηpxq “
n´1ÿ

k“1
ϵ1
kpxqηpdkq. (87.149)

It remains to be proven that ηpdjq “ iηpvj̊ q. We have

ηpvj̊ q “ ηpuj̊jq “
n´1ÿ

k

ϵ1
kpuj̊jqηpdkq

“ ´
n´1ÿ

k“1
iδjkηpdkq

“ ´iηpdjq.

(87.150)

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 87.36
Ici, Anna fait un truc plus compliqué.

87.6.3 Gaussian generator

Following proposition 87.29, a Gaussian generator has to vanish on K3 and being hermitian,
conditionally positive.

Let us begin to investigate linear functional ψ vanishing on K3. Since an element of Aq

decomposes into

x “ ϵpxq1`
n´1ÿ

j“1
ϵ1
jpxqdj `

ÿ

1ďiďjďn´1
ϵ1
ijpxqvivj̊ ` k3, (87.151)

the functional ψ is determined by its values on the elements 1, dj (j “ 1, . . . , n ´ 1) and vivj̊
(1 ď i ď j ď n´ 1). But the functionals ϵ, ϵ1

k and ϵ2
kl are separating these points, so

ψ “ α0ϵ`
n´1ÿ

k“1
αkϵ

1
k `

n´1ÿ

k,l

βklϵ
2
kl. (87.152)

Since ϵ2
kl is symmetric with respect to k, l, we can choose βkl “ βlk.

Propproppsidefposhermconsdpos

Proposition 87.37.
Let ψ be of the form

ψ “ α0ϵ`
n´1ÿ

k“1
αkϵ

1
k `

n´1ÿ

k,l

βklϵ
2
kl (87.153)EqproppsidefposhermconsdposEqproppsidefposhermconsdpos

and denote by B the matrix made of the numbers βij. Then
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(1) ψp1q “ 0 if and only if α0 “ 0.
(2) The functional ψ is hermitian if and only if αi P R and βij P R.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 87.38
Et α0 aussi doit être réel pour que ψ soit hermitienne ?

(3) If the matrix B is positive defined, the functional ψ is conditionally positive.
(4) If ψ is conditionally positive and hermitian, then B is positive defined.

Proof. (1) Since ϵ1
kp1q “ ϵ2

klp1q “ 0 and ϵp1q “ 1, we have ψp1q “ α0.
(2) Let us begin with the elements of B1. If a belongs to the span of B1,

ψpa˚q “
n´1ÿ

k“1
αkϵ

1
kpa˚q “

n´1ÿ

k“1
αkϵ

1
kpaq, (87.154)

so ψpa˚q “ ψpaq if and only if αk P R.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 87.39
Il me semble qu’il faut aussi prendre α0 P R.

For elements in B2, we use the formula (87.106b):

ψ
`pvkvl̊ q˚

˘ “
n´1ÿ

i,j“1
Bijϵ

2
ijpvlvk̊ q

“
ÿ

i,j

Bijpδjlδik ` δjkδilq

“ Bkl `Blk
“ 2Bkl

(87.155)

because B is symmetric. On the other hand we have similarly

ψpvkvl̊ q “ 2Bkl, (87.156)

so that Bkl has to be real when ψ is Hermitian.
(3) Let a P K1. Using Leibniz rule we have

ϵpa˚aq “ 0
ϵ1
ipa˚aq “ 0

ϵ2
ijpa˚aq “ ϵ1

jpa˚qϵ1
ipaq ` ϵ1

ipa˚qϵ1
ipaq.

(87.157)

Thus
ψpa˚aq “ 2

ÿ

ij

Bijϵ
1
ipa˚qϵ1

jpaq “ 2
ÿ

ij

Bijϵ1
ipaqϵ1

jpaq. (87.158)eqpsiaasBijeqpsiaasBij

Let us notice that ϵ1
ipaqϵ1

jpaq is a general product xixj with x P Rn´1 because, if a “ ř
k xkdk,

ϵipaq “
ÿ

k

xkϵ
1
ipdkq “ ixi, (87.159)

so that ϵ1
ipaqϵ1

jpaq “ p´iqixixj “ xixj . By definition if B is positive defined, the right hand
side of equation (87.158) is positive and ψ is conditionally positive.

(4) If ψ is Hermitian, we already see that Bij are real. Now positivity of
ÿ

ij

Bijϵ1
ipaqϵ1

jpaq (87.160)

shows that B is positive defined.
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¡¡ Avertissement/question au lecteur !! 87.40
Que signifie une matrice «définie positive» ?

Corollary 87.41.
If ψ is a Gaussian generator, there exist reals numbers α1, ¨ ¨ ¨ , αn´1 and a symmetric positive
defined matrix B such that

ψ “
n´1ÿ

k“1
αkϵ

1
k `

n´1ÿ

i,j“1
Bijϵ

2
ij . (87.161)

Proof. By definition, a Gaussian generator is Hermitian, conditionally positive and vanishes on
K3. We already know that it is of the form

ψ “ α0ϵ`
n´1ÿ

k“1
αkϵ

1
k `

n´1ÿ

k,l

Bklϵ
2
kl. (87.162)EqFormgenpsiGaussEqFormgenpsiGauss

If ψ is Hermitian, αi “ 0 and Bij P R. If ψ is Hermitian and conditionally positive, then B is
positive definite.

¡¡ Avertissement/question à la lectrice !! 87.42
Pourquoi α0 “ 0 ? C’est-à-dire : pourquoi ψp1q “ 0 ?

Proposition 87.43.
consider the Gaussian cocycle (proposition 87.35)

ηpaq “
n´1ÿ

k“1
iϵ1
kpaqhk. (87.163)

(1) If the numbers xhk, hly are real, then the formula

ψ “ 1
2

n´1ÿ

k,l“1
xhk, hlyϵ2

kl (87.164)

defines a conditionally positive Hermitian functional associated with the cocycle η.
(2) If one of xhk, hly is not real, then there are no Hermitian functional associated with η.

Proof. (1) We denote αkl “ xhk, hly. If these numbers are real, we have αkl “ αlk since xhk, hly “
xhl, hky. From corollary 87.10(3), the functional ψ is associated with η if

´xηpa˚q, ηpbqy “ ϵpaqψpbq ´ ψpabq ` ψpaqϵpbq. (87.165)

Using the Leibniz rule (87.102) (reduced by the fact that a and b belong to K1), we have

ψpabq “ 1
2
ÿ

kl

αklϵ
2
klpabq

“ 1
2αkl

`
ϵ1
lpaqϵ1

kpbq ` ϵ1
kpaqϵ1

lpbq
˘

“
ÿ

kl

xhk, hlyϵ1
kpaqϵ1

lpbq

“
ÿ

kl

xϵ1
kpaqhk, ϵ1

lpbqhly

“ xηpa˚q, ηpbqy.

(87.166)

The functional ψ is hermitian because it is of form (87.153) with αi “ 0 and αkl P R.
Moreover the matrix Bkl “ xhk, hly is symmetric and real and defines a Gaussian cocycle, so
that the functional ψ is Hermitian.
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(2) The number xhk, hly decomposes in real and imaginary parts as

xhk, hly “ βkl ` idkl (87.167)

with
βkl “ 1

2
`xhk, hly ` xhl, hky

˘

dkl “ ´i2
`xhk, hly ´ xhl, hky

˘ (87.168)

If ψ is Hermitian, for a and b in K1 we have

ψpabq “ xηpa˚q, ηpbqy
“
ÿ

kl

xϵ1
kpa˚qhk, ϵ1

lpbqhly

“
ÿ

kl

ϵ1
kpa˚qϵ1

lpbqxhk, hly

“
ÿ

kl

ϵ1
kpaqϵ1

lpbqxhk, hly

(87.169)

Computing that way ψpvivjq and ψpvj̊ vi̊ q and taking into account the formula ϵ1
kpviq “ iδki,

we found that ψ is only Hermitian if

xhi, hjy “ xhj , hiy, (87.170)

which means that xhi, hjy is real.

Let π be the representation of Aq on H and

H “ Hϵ ‘HK
ϵ (87.171)

be the decomposition of H into Gaussian and non-Gaussian parts. The Schürmann triple is
completed by ψ : Aq Ñ C and η : Aq Ñ H. We consider the corresponding decomposition of η:

η “ ηϵ ‘ ηK (87.172)

where ηϵ “ projHϵ
˝η and ηK “ projHK

ϵ
˝η. Let us denote by hϵ the projection of h on Hϵ. We

want to see under which conditions η is a cocycle associated with a generator.
A Gaussian generator reads

ηpaq “
n´1ÿ

k“1
iϵ1
kpaqhk (87.173)

where hi “ ηpvi̊ q. A condition to have a generator is to have xhi, hjy P R. Now, the Gaussian part
of the cocycle reads

ηϵpaq “
ÿ

k

iϵ1
kpaq projϵ hk. (87.174)

It will accept a generator if and only if

xprojϵ hi, projϵ hjy (87.175)

is real.
On the other hand, we can check that ηϵ is a cocycle for the representation π, i.e.

ηϵpabq “ πpaqηϵpbq ` ηϵpaqϵpbq, (87.176)

or
projϵ ηpabq “ πpaq projϵ ηpbq ` projϵ ηpaqϵpbq. (87.177)

From lemma 87.32 we have πpaqηϵpbq “ ϵpaqηϵpbq. We write the second term under the form

projϵ
´
πpaq`ηϵpbq ` ηKpbq˘

¯
“ ϵpaqηϵpbq ` projϵ πpaqηK. (87.178)

The last term vanishes by lemma 87.32.
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Chapter 88

Complements

88.1 Alternative formalism for the quantum mechanics
app:Wigner

We can a little reformulate the axioms of the quantum mechanics. Since we are in a Hilbert
space H we can speak about orthogonal projections; if ϕ P R, we can consider the projection on
the space spanned by ϕ:

Pϕek “ xϕ, eky}ϕ} ϕ

where teiu is a basis of H . It is pretty clear that

TrpPϕPψq “ |xψ, ϕy|
2

}ψ}}ϕ} . (88.1)

If ψ P R and ϕ P R1 are unimodular, then

P pR Ñ R1q “ TrpPϕPψq, (88.2)

so we can express the axioms in terms of projections instead of rays. For notational convenience,
we put

H1 “ tψ P H tel que }ψ} “ 1u. (88.3)

We denote by S the space of the projections into one dimensional subspaces of H (in other
words S is the space of physical states) and for P , Q P S , the transition probability is P ·Q “
TrpPQq. Now a quantum symmetry is a map T : S Ñ S 1 such that pTP q· pTQq “ P ·Q.

One can prove the following:

Theorem 88.1.
If T : S Ñ S 1 is a quantum symmetry, then there exists an operator U : H Ñ H 1 such that

(1) PUϕ “ TPϕ,
(2) Upξ ` ηq “ Upξq ` Upηq,
(3) xUξ, Uηy “ κpxξ, ηyq item:cond_3

where Pψ is the projection onto the one dimensional space spanned by ψ and κ : C Ñ C fulfils
κpλq “ λ or κpλq “ λ and

(1) Upλξq “ κpλqξ.
tho:pre_Wigner

Here is why this implies Wigner’s theorem as given by theorem 69.2. Let us consider some
φi P H such that }φi} “ 1 and Pφi , the corresponding projections. Let

∆pP1, P2, P3q “ xφ1, φ2yxφ2, φ3yxφ3, φ1y.

4147
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It is clear that this expression doesn’t depend on the choice of φi in its ray. We have

∆pTP1;TP2, TP3q “ ∆pPUφ1 , PUφ2 , PUφ3q
“ xUφ1, Uφ2yxUφ2, Uφ3yxUφ3, Uφ1y
“ κpxUφ1, Uφ2yqκpxUφ2, Uφ3yqκpxUφ3, Uφ1yq
“ κ

`
∆pP1, P2, P3q

˘
.

(88.4)eq:Delta_Teq:Delta_T

We can see from this that the choice of κpλq “ λ or κpλq “ λ is determined by the data of T if
dim H ě 2. In the case where dim H “ 1, ∆ is always equals to 1 and the equality (88.4) don’t
give any informations. In the case dim H ě 2, we can choice φ1 and φ2 such that xφ1, φ2y takes
any value z P C with }z} ď 1. Taking φ3 “ φ1 ` φ2, we find

∆pP1, P2, P3q “ zp1` zq2.
which is easily non real for a suitable choice of z P C. Let us suppose that we have an operator U
which satisfies the theorem 88.1. If κpλq “ λ, then

Upzψ ` z1ϕq “ Upzψq ` Upz1ϕq “ zUpψq ` zUpϕq (88.5)

and
xUψ,Uϕy “ κpxψ, ϕyq “ xψ, ϕy, (88.6)

so that U is linear. If κpλq “ z, then
Upzψq “ zUψ (88.7)

and
xUξ, Uηy “ κpxξ, ηyq “ xξ, ηy. (88.8)

88.2 Description of Maxima computations
SecAppMaxima

This appendix is devoted to the description of the Maxima implementation of my computation
related to groups acting on the open orbit. I will adopt mixed notation between the full correct
syntax of Maxima and a more suitable mathematical notation.

Fist of all I explicitly gave to Maxima the full 6 ˆ 6 matrices J1,W,M,L, J2 and V . The
commutator between two matrices is naturally defined by

compX,Y q “ XY ´ Y X.

88.2.1 Projections and decompositions

In order to compute projection of a matrix on a basis (or on a sub-space), we introduce a scalar
product on the matrices space:

pprodpX,Y q “
Jÿ

k,l“1
XklYkl (88.9)EqDefMaxpprodEqDefMaxpprod

when X and Y are 6ˆ 6 matrices. Now projection of a matrix X on Y is given by

projpX,Y q “ pprodpX,Y q
pprodpY, Y q . (88.10)

Now the decomposition of the matrix X in the basis J1,W,M,L, J2, V is given by a set of six
numbers:

decomp6pXq “ rprojpX,J1q, ¨ ¨ ¨ , projpX,V qs.
This decomposition works in the sense that the following equality is satisfied:

X “ decomp6pXqr1sJ1 ` ¨ ¨ ¨ ` decomp6r6sV (88.11)EqMaxPropDecEqMaxPropDec
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Because the set tJ1,W,M,L, J2, V u is orthogonal for the product (88.9). A function is also defined
in order to easily compute the table of commutators:

table6pX,Y q “ decomp6pcompX,Y qq.

The function table6c returns the same as table6 plus a check of equality (88.11):

table6cpX,Y q “ r table6pX,Y q,
table6pX,Y qr1s ˚ J1` table6pX,Y qr2s ˚W
` table6pX,Y qr3s ˚M ` table6pX,Y qr4s ˚ L
` table6pX,Y qr5s ˚ J2` table6pX,Y qr6s ˚ V
´ compX,Y qs;

(88.12)

it must return six numbers and a vanishing matrix.
The function combi6 creates a matrix whose coefficients are given under the form of a vector

v of length 6:
combi6pvq “ vr1sJ1 ` ¨ ¨ ¨ ` vr6sV.

Functions decomp4, table4 and table4c are the same as the 6 corresponding ones, but they
decompose into the basis tA,B,C,Du instead of tJ1,W,M,L, J2, V u. Notice however that the
matrices A, B, C and D are not necessary orthogonal in the sense of product (88.9). So we cannot
compute the projection of X on A as projpX,Aq. In order to correct this problem, we remark
that A is the only element containing J1, so the projection of X on A is the coefficient of J1 in X.
So we implement the following:

decomp4pXq “ rprojpX, J1q, projpX,W q, projpX,Mq, projpX,Lqs.

88.2.2 Symplectic computations

The script mesmatrices contains the general symplectic matrix

omega “

¨
˚̊
˝

0 ´α ´β ´γ
0 ´δ ´σ

0 ´ϵ
0

˛
‹‹‚.

The command symplepX,Y q returns ωpX,Y q. As we are searching for ω in the basis tA,B,C,Du,
it is implemented as

symplepX,Y q “
4ÿ

k“1

4ÿ

l“1
omegark, ls decomp4pXqrks decomp4pY qrls.

The command cycle computes cyclic sums which appears in the definition of a symplectic algebra
(see equation (59.4)):

cyclepX,Y, Zq “ symplepcompX,Y q, Zq`symplepcompY, Zq, Xq`symplepcompZ,Xq, Y q. (88.13)

When matrices A, B, C and D are given, the symplectic form is fixed by solving the condition
cyclepX,Y, Zq “ 0. This is done by the Maxima function solve:

solve
´
rcyclepA,B,Cq “ 0, cyclepA,B,Dq “ 0, cyclepC,A,Dq “ 0, cyclepB,D,Cq “ 0s
, rα, β, γ, δ, σ, ϵs

¯
.
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88.2.3 Adpgq˚pδξ˚q “ E˚

For the computations with ξ˚ (see equation 84.54), we begin to define the function xistar
which computes ξ˚pXq:

xistarpXq :“ ξA˚decomp4pXqr1s`ξB ˚decomp4pXqr2s`ξC ˚decomp4pXqr3s`ξD˚decomp4pXqr4s,

and then we define the function delxistar which computes δξ˚pX,Y q “ ξ˚prX,Y sq:

delxistarpX,Y q :“ ξA ˚ decomp4pcompX,Y qqr1s ` ξB ˚ decomp4pcompX,Y qqr2s
` ξC ˚ decomp4pcompX,Y qqr3s ` ξD ˚ decomp4pcompX,Y qqr4s;

In order to accelerate computation of the g such that Adpgq˚δξ˚ “ E˚ (see page 4099), we compute
by Maxima products as

eaApe´aA,

using the extensions linalg-utilities.lisp and matrixexp.lisp for the matrix exponential.
We apply ξ˚ to the result — this operation does not require Maxima.

88.3 Some of my favourite mistakes

In this appendix, we explain a lot of mistakes and false ideas that one can commit.
err:decomp

Error 88.2.
The reasoning at page 3507 which deduce Xptq “ e from rXptqs “ cst is not a particular case of
lemma 53.60, nor a re-proof of it. Here, we decompose Xptq “ gkptq with kptq in the “right space”
from arguments which are true in our case but not in general.

err:Intt_Aut

Error 88.3.
Since adpaq is a subalgebra of Bpaq, it is the Lie algebra of an unique Lie subgroup of Autpaq from
theorem 53.7. Then we deduce that Intpaq is a Lie subgroup of Autpaq. There is a topological
problem: Intpaq is defined as an analytic subgroup of GLpaq. There is no evidence that the topology
of the subgroup of Autpaq given by 53.7 is the one of Intpaq.

So theorem 53.7 is not applicable to find relations between Intpaq and Autpaq.
err:gross

Error 88.4.
An easy (but false) counter example. If G is a Lie group and H, a closed Lie subgroup of G on
which we consider the trivial topology (the open subsets of H are H itself and H). Then it is clear
that ι : H Ñ H 1 is not continuous, so that H is not a topological subgroup. So the second item of
theorem 53.111 is false.

In the definition of a Lie subgroup, we want H to be a submanifold. But proposition 49.92 says
that a submanifold has at least the induced topology. So a Lie subgroup with the trivial topology
doesn’t exist. See also the example at page 3083.

err:gp_meme_alg

Error 88.5.
We can say that eXeY can be written as eZ for a certain Z P g “ h given by the Campbell-Backer-
Hausdorff formula. Since the Lie algebras are the same, the CBH formula of G and H are the
same. Then we can forget the assumption which says that H is a subgroup of G. Thus two groups
which have the same algebra are the same on a neighbourhood of e. This is false because there
are no guaranties for X, Y P A that rX,Y s still belongs to A.

err:f_dege

Error 88.6.
If gK “ g, then f is degenerate. But we said in the assumptions that f were nondegenerate. So
g “ 0. Be careful: we had shown that if f is nondegenerate, then f “ λB. Here we pose f “ Tr
and we have to show that it is nondegenerate in order to prove that B “ λTr.
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Error 88.7.

ProperrProdInvarDiffeo

Proposition 88.8.
Let ϕ : G1 Ñ G2 be a Lie group diffeomorphism such that

ϕ ˝ Lg “ Lg1 ˝ ϕ. (88.14)EqerrphideformdiffEqerrphideformdiff

If K is a left invariant kernel on G1, then K 1 “ ϕ˚K is a left invariant kernel on G2.

Proof. Just a computation using left invariance of K:

Lg̊K
1 “ pϕ ˝ Lgq˚K
“ pLg1 ˝ ϕq˚K
“ ϕ˚Lg̊1K

“ ϕ˚K
“ K 1.

The mistake is the fact that equation (88.14) should better be written

ϕ ˝ Lgphq “ Lg1 ˝ ϕphq
where g1 depends on h. But the kernel is a three points function.

88.4 Frequently asked questions

88.4.1 Are open orbits simply connected?

Yes, they are! See 84.3.

88.4.2 Why not de Sitter?
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Chapitre 89

Matlab

(1) Les corrigés sont rédigés pour Octave. De petites différences avec Matlab existent.
(2) Les exercices des séances sont tirés des notes « Introduction au logicile Matlab » qui fut

donné à Louvain-la-Neuve sous le nom BIR1200. Les exercices des tests sont dûs à Laurent
Claessens et Yannick Voglaire.

(3) Merci à J.J. pour m’avoir signalé que VerbatimInput créait des problèmes avec hyperref,
puis à Tanguy Briançon et Jean-Côme Charpentier pour les avoir résolu.

(4) Merci de me signaler toute erreur ou imprécision. Plus vous vous plaignez, plus les étudiants
de l’année prochaine auront un document de qualité :)

89.1 Exercices des séances

89.1.1 Bases et calcul matriciel

Exercise 19 exoSC_serie1-0001

Évaluez ba|x| ` 1
`

sinpexpx3q ` 1
˘

arctanpx2q `
´

ln
`a|x| ` 1

˘¯3{2 (89.1)

pour x “ ´1.2. corrSC_serie1-0001

Correction of the exercise 19
Pour produire ce genre d’expressions complexes, une bonne idée est de la diviser en plusieurs

morceaux afin d’éviter de devoir travailler avec trop de parenthèses en même temps.

1 function y = ma_fonction (arg)
2 sq = sqrt( abs (arg))+1;
3 a = sqrt(sq);
4 b = sin( exp(arg .^3) +1 );
5 numerateur = a*b; % 1.3371
6 c = atan(arg .^2);
7 d = (log(sq)) .^(3/2) ;
8 denominateur = c+d; % 1.6001
9 y = numerateur / denominateur ; % 0.83566

10 end
11

12 reponse = ma_fonction ( -1.2)

tex/matlab/SC_exo_1–1.m

4155
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Exercise 20 exoSC_serie1-0002

Donner une instruction pour construire le vecteur

v “ p100.5, 90.5, . . . , 10.5, 0.5q. (89.2)
corrSC_serie1-0002

Correction of the exercise 20
Une bonne lecture est

http://en.wikibooks.org/wiki/Octave_Programming_Tutorial/Vectors_and_matrices.

1 v = 100.5: -10:0.5

tex/matlab/SC_exo_1–2.m

La subtilité de cet exercice est que l’on peut demander un pas négatif.
Exercise 21 exoSC_serie1-0003

Quelques manipulations de matrices.
(1) Construire une matrice A “ paijq de genre 6ˆ 6, définie par

A “ I ` utu{4 (89.3)

où u “ p1, 2, 3, 4, 5, 6q.
(2) Ajouter 2 à l’élément a23 et multiplier par 1 lnp2q la deuxième colonne de A ; on appellera B

la nouvelle matrice ainsi obtenue.
(3) Calculer la matrice inverse de B et vérifier que le produit BB´1 donne (approximativement)

l’identité.
(4) Résoudre le système Ax “ ut et vérifier que la colonne x obtenue est bien solution.

corrSC_serie1-0003

Correction of the exercise 21

1 u = 1:6 # u = 1:1:6 fait la même chose .
2 A = eye (6) +( u ’* u ) /4
3

4 B = A
5

6 B (2 ,3) = A (2 ,3) +2
7 B (: ,2) = log (2) * B (: ,2) # B (: ,2) r e p r é s e n t e la d e u x i è m e c o l o n e Ðâ

de B
8

9 C = inv ( B ) * B
10 c o m p a r a i s o n = eye (6) -C
11

12 e r r e u r _ m a x = max ( max ( abs ( c o m p a r a i s o n ) ) )
13 # max a p p l i q u é à une m a t r i c e r e t o u r n e le v e c t e u r
14 # qui c o n t i e n t le plus grand de c h a q u e c o l o n n e .
15 # Donc il faut a p p l i q u e r deux fois max pour p r e n d r e le max de ces Ðâ

max
16

17 s o l u t i o n = A \ u ’
18

19 verification = A* solution - u ’
20 e r r e u r _ m a x = max ( abs ( v e r i f i c a t i o n ) )

tex/matlab/SC_exo_1–3.m

1. Matlab donne-t-il le logarithme en base e ou en base 10 ?

http://en.wikibooks.org/wiki/Octave_Programming_Tutorial/Vectors_and_matrices
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Exercise 22 exoSC_serie1-0004

Quelques exercices sur les matrices.
(1) Donner des instructions (les plus simples possibles) pour produire la matrice A de genre

10ˆ 10 ayant la forme suivante :

A “

¨
˚̊
˚̊
˚̋

π 0 0 ¨ ¨ ¨ ´1
0 π 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 0 π ¨ ¨ ¨ 0
... . . . . . . . . . ...
1 ¨ ¨ ¨ 0 0 π

˛
‹‹‹‹‹‚

(89.4)

. Remarque : les éléments représentés par des pointillés sont tous nuls sauf sur la diagonale
principale de A.

(2) Calculer les trois premiers éléments de la diagonale principale de A´1 et A5.
corrSC_serie1-0004

Correction of the exercise 22

1 A = pi*eye (10)
2 A(1 ,10) = -1
3 A(10 ,1) = 1
4

5 inverse = inv(A)
6 puissance = A^5
7

8 diag( inverse )(1:3)
9 %0.28903

10 %0.31831
11 %0.31831
12

13

14 diag( puissance )(1:3)
15 %11.665
16 %306.020
17 %306.020

tex/matlab/SC_exo_1–4.m

Exercise 23 exoSC_serie1-0005

On considère la combustion du propane

C3H5 ` 5O2 ` pair en excèsq Ñ 3CO2 ` 4H20` pair en excèsq (89.5)

en présence d’un excès d’air de 25%, ce qui signifie que l’air fournit est égal à 125% de ce qui est
requis pour une combustion complète. On demande de calculer le nombre de moles d’air nécessaires
à l’entrée pour 100 moles de gaz sortant (celui-ci étant composé de CO2, de H20, de O2 et de N2).
Pour répondre à cette question, on notera

— P le nombre de moles de propane entrant ;
— A le nombre de moles d’air entrant ;
— C le nombre de moles de CO2 sortant ;
— W le nombre de moles de H2O sortant ;
— N le nombre de moles de N2 sortant ;
— X le nombre de moles O2 sortant ;
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toutes ces quantités sont pour 100 moles de gaz sortant.
(1) Montrer que ces quantités sont liées par les équations suivantes :

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

3P “ C (89.6a)
4P “W (89.6b)

0.21A “ C ` W

2 `X (89.6c)

0{79A “ N (89.6d)
0.21A “ p1.25qp5P q C `W `N `X “ 100 (89.6e)

(on considère que l’air entrant est composé de 21% de O2 et de 79% de N2).
(2) Résoudre ce système et déterminer en particulier A.

corrSC_serie1-0005

Correction of the exercise 23
En ce qui concerne l’équation chimique, on a

P pC3H8q ` ¨ ¨ ¨O2 `Ap0.21O2 ` 0.79N2q Ñ CpCO2q `W pH2Oq ` N

0{79p0.21O2 ` 0.79N2q (89.7)

Le N{0.79 sert à faire qu’il y ait N moles de N2 qui sortent, comme demandé. À partir de là,
il faut comprendre que le nombre de moles de O2 qui sortent est p0.21q ˚ pN{0.79q. Cela est X.

Les trois petits points signifie que ce O2 est « virtuel ». En réalité il est inclus dans l’air, et
donc dans le A

— bilan carbone : 3P “ C

— bilan hydrogène : 8P “ 2W
— bilan azote : 0.79A “ N

En ce qui concerne le bilan d’oxygène, il y a deux choses à faire.
— D’abord le 5O2 doit venir de l’air, et on sait qu’il en fait 5P , donc on peut croire que

0.21A “ 5P . Hélas, les choses ne sont pas aussi simple : le A fournit un excès d’air. Donc le
0.21A n’est en réalité pas 5P , mais 125% de 5P . Nous avons donc 0.21A “ p1.25q ˚ p5P q

— Le bilan oxygène (à compter en atomes, et non en molécules O2 ! !) s’écrit 0.21A “ C `
pW {2q `X

Enfin, on impose qu’il y ait exactement 100 moles qui sortent, c’est-à-dire C `W `B `X “ 100.
Le reste du problème est pour Matlab.

1 M=
2 [3 0 -1 0 0 0
3 4 0 0 -1 0 0
4 (1.25) *5 -0.21 0 0 0 0
5 0 0.21 -1 -0.5 0 -1
6 0 0 1 1 1 1
7 0 0.79 0 0 -1 0
8 ]
9 u = [0 0 0 0 100 0]

10

11 reponse = M\u ’
12 % 3 . 1 4 8 4
13 % 9 3 . 7 0 3 1
14 % 9 . 4 4 5 3
15 % 1 2 . 5 9 3 7
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16 % 7 4 . 0 2 5 5
17 % 3 . 9 3 5 5
18

19 air = r e p o n s e (2) % Parce qu ’on a mis A dans la 2ième colone de M
20 %93.703

tex/matlab/SC_exo_1–5.m

89.1.2 Vecteurs à éléments équidistants

Exercise 24 exoSC_serie2-0001

Pour calculer une somme.
(1) Construire le vecteur p1, 1

2 ,
1
3 ,

1
4 , . . . ,

1
1000q.

(2) En déduire le vecteur p1, 1
4 ,

1
9 ,

1
16 , . . . ,

1
106 q

(3) Utiliser ce dernier vecteur pour calculer
ř1000
k“1

1
k2 .

corrSC_serie2-0001

Correction of the exercise 24

1 longueur = 1000
2 a = 1:1: longueur
3 b = 1./a
4 c = b.^2
5

6 sum (c) %1.6439

tex/matlab/SC_exo_2–1.m

Notez que l’on s’est bien garder de coder « en dur » le nombre 1000. Nous avons une fois pour
toutes posé longueur=1000 et puis nous avons utilisé la variable.

Il est fortement conseillé de travailler d’abord avec longueur=4 pour voir si tout va bien. Au
moins jusqu’à 4 vous devriez être capables de faire les calculs à la main et détecter des erreurs si
il y en a.

Exercise 25 exoSC_serie2-0002

Calculer
100ÿ

n“0
sinnpxq (89.8)

pour x “ π{5. corrSC_serie2-0002

Correction of the exercise 25

1 function y = somme(arg)
2 taille = 10
3 v = 0: taille
4 w = sin(arg).^v
5 # L ’ a s t u c e est de faire a .^ v pour faire [ a ^ i for i in v ]
6 y = sum (w)
7 end
8

9 somme(pi /5) %2.4189

tex/matlab/SC_exo_2–2.m
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Exercise 26 exoSC_serie2-0003

Donner un tableau de valeurs de la fonction fpxq “ exppsin2pxqq pour 20 valeurs de x équidis-
tantes de 0 à π{2. corrSC_serie2-0003

Correction of the exercise 26

1 debut = 0
2 fin = pi/2
3 nombre = 20
4

5 v = debut :(fin -debut)/( nombre -1):fin
6

7 # Juste pour rire : v é r i f i c a t i o n que c ’ est bien é q u i d i s t a n t :
8 for i = 2: length (v) # l e n g t h ( v ) donne la l o n g u e u r du v e c t e u r v
9 v(i)-v(i -1)

10 endfor
11

12 function y = f(x)
13 y = exp(sin(x).^2)
14 endfunction
15

16 f(v)
17 %1.0000
18 %1.0068
19 %...
20 %2.6998
21 %2.7183

tex/matlab/SC_exo_2–3.m

Exercise 27 exoSC_serie2-0004

Représenter les graphes des fonctions suivantes :
(1) f : r0, 2πs Ñ R, x ÞÑ sinpxq ` 1

3 sinp3xq ` 1
5 sinp5xq ` 1

7 sinp7xq,
(2) f : r´3, 3s Ñ R, x ÞÑ 3

a
x2|x´ 2|,

(3) f : r10´2, πs Ñ R, x ÞÑ ?
x sinp1{xq.

corrSC_serie2-0004

Correction of the exercise 27

1 function y = f1(x)
2 y = sin(x)+sin (3*x)/3+ sin (5*x)/5+ sin (7*x)/7
3 end
4

5 function y = f2(x)
6 y = (x.^2.* abs (x -2)) .^(1/3)
7 end
8

9 function y = f3(x)
10 y = sqrt(x).* sin (1./x)
11 end
12

13 # Créer un v e c t e u r avec les v a l e u r s où on va c a l c u l e r la f o n c t i o n
14 echantillon = 0:0.1:2* pi
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15 # Créer le v e c t e u r avec les v a l e u r s de la f o n c t i o n
16 v = f1( echantillon )
17 # Créer le g r a p h i q u e
18 plot( echantillon ,v)
19 # E n r e g i s t r e r le g r a p h i q u e dans e x o 2 4 _ f 1 . ps
20 print -dps exo24_f1 .ps
21

22 echantillon = -3:0.1:3
23 v = f2( echantillon )
24 plot( echantillon ,v)
25 print -dps exo24_f2 .ps
26

27 echantillon = 10^( -2) :0.1: pi
28 v = f3( echantillon )
29 plot( echantillon ,v)
30 print -dps exo24_f3 .ps
31

32 # Notez la d i f f é r e n c e avec ce zoom sur la p a r t i e 0 - >0.5
33 # avec un pas de 0.001 au lieu de 0.1
34

35 echantillon = 10^( -2) :0.001:0.4
36 v = f3( echantillon )
37 plot( echantillon ,v)
38 print -dps exo24_f3_zoom .ps
39

40 # Il y a une o s c i l l a t i o n i n f i n i e qu ’ on d e v i n e m a i n t e n a n t
41 # mais qui était p r e s q u e i n v i s i b l e sur le g r a p h i q u e avec un pas deÐâ

0.1.

tex/matlab/SC_exo_2–4.m

Exercise 28 exoSC_serie2-0005

Dans un problème d’écoulement turbulent d’un fluide, l’équation

1 “ ?cf
`´ 0.4` 1.74 lnpRe?cf q

˘
(89.9)EqReynEqReyn

relie le coefficient de friction cf au nombre de Reynolds Re. Pour Re “ 104, représenter la fonction
qui, à cf , associe le second membre de l’équation (89.9), cf allant de 0 à 0.05. corrSC_serie2-0005

Correction of the exercise 28

1 function y = f(fric)
2 Re = 10^4
3 y = sqrt(fric) .*(0.4 +1.74.* log(Re.* sqrt(fric) ) )
4 end
5

6

7 debut = 0
8 fin = 0.05
9 pas = (fin -debut)/1000

10 echantillon = debut+pas:pas:fin
11 % On ne commence pas à zéro parce que le log n ’y a pas de sens .
12

13 v a l e u r s = f ( e c h a n t i l l o n )
14
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15 plot ( echantillon , v a l e u r s )
16 print - dps exo2 -5. ps

tex/matlab/SC_exo_2–5.m

89.1.3 Polynômes et approximations au sens des moindres carrés

Exercise 29 exoSC_serie3-0001

Trouver les racines du polynôme z8 ` z ` 1 et les représenter dans le plan complexe.corrSC_serie3-0001

Correction of the exercise 29
Un polynôme est donné par un vecteur qui contient les coefficients. Ainsi, le polynôme x2´2x`3

sera représenté par p “ r1,´2, 3s. Attention : dans la tête de Matlab, ce p reste un vecteur. Lui
demander de faire plot(p) ne va pas du tout lui faire tracer le graphe du polynôme.

En ce qui concerne le tracé, il se fait que Matlab place automatiquement les nombres complexes
dans le plan complexe. Ainsi, si z est un nombre complexe, plot(z) affichera le point du plan qui
correspond à z.

1 p = [1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,1]
2 racines = roots(p)
3

4 plot(racines , ’* ’) % Le * est pour que les points soient des Ðâ

petites étoiles .
5 print -dps exo31.ps

tex/matlab/SC_exo_3–1.m

Exercise 30 exoSC_serie3-0002

Le tableau ci-dessous donne la force électromotrice E (en volts) d’une pile, en fonction de la
température absolue T en K.

T 290 300 310 320 330
E 1.15053 1.14950 1.14788 1.14656 1.14527

On estime que les valeurs de la force électromotrice peuvent être approchées par les valeurs d’un
polynôme du troisième degré

E “ aT 3 ` bT 2 ` cT ` d. (89.10)

(1) Déterminer les constantes a, b, c et d.
(2) Représenter, dans un même diagramme, le graphe du polynôme et les points correspondant

aux données.
(3) Estimer la valeur de E pour T “ 316 K.

corrSC_serie3-0002

Correction of the exercise 30

1 % Ici , nous avons des données expérimentales , et puis une courbe Ðâ

théorique
2 % La stratégie sera la suivante :
3 % 1. Nous mettons les données expérimentales dans les vecteurs x Ðâ

et y.
4 % 2. Nous calculerons la courbe théorique avec un polyfit .
5 % 3. Pour tracer la courbe théorique , nous allons procéder comme Ðâ

d ’ h a b i t u d e .
6 % Nous c o m m e n c e r o n s par créer un v e c t e u r d ’ abcisse X
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7 % et puis nous calculerons le vecteur d ’ o r d o n n é e s c o r r e s p o n d a n t Ðâ

Y .
8

9 x = [290 ,300 ,310 ,320 ,330]
10 y = [ 1 . 1 5 0 5 3 , 1 . 1 4 9 5 0 , 1 . 1 4 7 8 , 1 . 1 4 6 5 6 , 1 . 1 4 5 2 7 ]
11

12 % Pour t r o u v e r le p o l y n ô m e de degré 3 qui passe le mieux par les Ðâ

p o i n t s
13 % d o n n é s par les v e c t e u r s x et y , il faut u t i l i s e r la c o m m a n d e Ðâ

p o l y f i t .
14 p = p o l y f i t (x ,y ,3)
15 % 5 . 1 6 6 7 e -08 -4.8093 e -05 1 . 4 7 7 0 e -02 -3.4821 e -01
16

17 % Juste pour s ’ amuser à voir à quoi ressemble le polynôme , Ðâ

écrivons -le :
18 polyout (p," T ")
19

20 X = 250:350
21 Y = polyval (p,X)
22 % polyval est la commande pour évaluer un polynôme en un point.
23 % Ici , on l ’ é v a l u e en tous les p o i n t s d ’ abscisse qu ’ on veut t r a c e rÐâ

.
24

25 plot (X ,Y , ’: ’ ,x ,y , ’o ’)
26 print - dps exo32 . ps
27 % Noter que je trace de 250 à 350 de façon très a r b i t r a i r e .
28 % Rien dans les d o n n é e s e x p é r i m e n t a l e s ne m o n t r e la c r o i s s a n c e de Ðâ

la
29 % f o n c t i o n entre 250 et 280 , ni celle entre 340 et 350.
30 % D ’un point de vue scientifique , la méfiance est de rigueur Ðâ

lorsq u ’ on
31 % e x t r a p o l e des d o n n é e s en - d e h o r s du d o m a i n e des e x p é r i e n c e s .
32

33 % Pour é v a l u e r la v a l e u r de p au point 316 :
34 p o l y v a l (p ,316) % 1 . 1 4 7 0

tex/matlab/SC_exo_3–2.m

Exercise 31 exoSC_serie3-0003

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de l’énergie E consommée par différents animaux dans
la course, en liaison avec la masse m de ces animaux.

Animal souris écureil rat chien (petit) chien (gros) mouton cheval
Masse en gramme m 21 236 384 2.6ˆ 103 1.8ˆ 104 3.9ˆ 104 5.8ˆ 105

Énergie (cal{g{km) 13 3.7 4.4 1.7 0.92 0.58 0.15

Dans le plan plnpEq, lnpmqq, trouver une droite qui passe approximativement par les points donnés ;
quelle est la pente de cette droite ? Représenter, dans un même diagramme, cette droite et les points
correspondants aux données. corrSC_serie3-0003

Correction of the exercise 31
Dans cet exercice, la subtilité est d’utiliser les logarithmes des données expérimentales, et non

les données elles-mêmes. Nous commençons donc par créer les vecteurs lnx et lny qui contiennent
les logarithmes des données expérimentales.
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1 x = [21 ,236 ,384 ,2.6*10^3 ,1.8*10^4 ,3.9*10^4 ,5.8*10^5]
2 y = [13 ,3.7 ,4.4 ,1.7 ,0.92 ,0.58 ,0.15]
3

4 lnx = log(x)
5 lny = log(y)
6

7 % Une droite , est un polynôme de degré 1.
8 droite = polyfit (lnx ,lny ,1)
9 % -0.42109 3.84651

10

11 abcisses = [2 ,15]
12 ordonnees = polyval (droite , abcisses )
13

14 plot(abcisses ,ordonnees , ’: ’,lnx ,lny , ’o ’)
15 print -dps exo33.ps

tex/matlab/SC_exo_3–3.m

Exercise 32 exoSC_serie3-0004

Le tableau ci-dessous donne la conductivité molaire Λ (en Ω´1cm2{mol) de l’acide chlorhy-
drique, en fonction de la concentration c (en mol{dm3),

c 0.0005 0.001 0.005 0.01 0.02 0.05
Λ 422.74 421.36 415.80 412.24 407.24 399.09

On considère que la relation entre Λ et c est donnée approximativement par une formule du type
Λ “ a0 ` a1c

1{2. (89.11)EqLLamazauEqLLamazau

Trouver les coefficients a0 et a1 à partir des données et représenter dans un même diagramme les
valeurs donnes et le graphe de la fonction définie par (89.11).

Indication : Le second membre de (89.11) peut être vu comme un polynôme du premier degré
en c1{2. corrSC_serie3-0004

Correction of the exercise 32

1 x = [0.0005 ,0.001 ,0.005 ,0.01 ,0.02 ,0.05]
2 y = [422.74 ,421.36 ,415.80 ,412.00 ,407.24 ,399.09]
3

4 p = polyfit (sqrt(x),y ,1) % -118.00 424.64
5 polyout (p," x ")
6

7 abcisses = 0.0005:0.0001:0.05
8 ordonnees = p(1)*sqrt( abcisses )+p(2)
9

10 plot(abcisses ,ordonnees , ’: ’,x,y, ’o ’)
11 print -dps exo34.ps

tex/matlab/SC_exo_3–4.m

89.1.4 Intégration numérique et résolution d’équations différentielles

Exercise 33 exoSC_serie4-0001

La chaleur spécifique Cv (en J{K{mol) d’un solide monoatomique varie en fonction de la tem-
pérature absolue T suivant la loi

CV “ 9R
x3
m

ż xm

0

exx4

pex ´ 1q2dx (89.12)
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où R “ 8.314J{K{mol et xm “ ΘD{T , ΘD étant la température de Debye, qui dépend du solide
considéré. Déterminer la chaleur spécifique pour T “ 300K, dans le cas du cuivre, pour lequel
ΘD “ 313K. corrSC_serie4-0001

Correction of the exercise 33

1 function y=f(x)
2 y = (exp(x)*x.^4) /( exp(x) -1) .^2;
3 endfunction
4

5 % La fonction suivante donne la valeur de l ’ i n t é g r a l e
6 % de la f o n c t i o n d e m a n d é e entre 0 et xm .
7 f u n c t i o n y = I n t e g r a l e ( xm )
8 y = quad ( ’f ’ ,0 , xm ) ;
9 e n d f u n c t i o n

10

11 R = 8 . 3 1 4 ;
12 xm = 3 1 3 / 3 0 0 ;
13

14 r e p o n s e = (9* R / xm ^3) * I n t e g r a l e ( xm ) % 2 3 . 6 3 6

tex/matlab/SC_exo_4–1.m

Notez que les fonctions qui sont destinées à être intégrées doivent accepter des entrées vecto-
rielles. D’où le fait qu’il ne faille pas oublier de mettre des points un peu partout.

Exercise 34 exoSC_serie4-0002

La fonction
fpxq “ e´x2

ż x

0
et

2
dt (89.13)

est appelée intégrale de Dawson.

(1) Calculer fp1q
(2) Déterminer une solution de l’équation fpxq “ 0.5. (Indication : cette solution est proche de

0.7)
corrSC_serie4-0002

Correction of the exercise 34
Le point à comprendre est que fzero ne permet que de résoudre fpxq “ 0. Or ici nous avons

besoin de fpxq “ 0.5. C’est pour cela que nous définissons la fonction intermédiaire Dawsonbis qui
vaut fpxq ´ 0.5.

1 function y= Integrande (t)
2 y = exp(t.^2);
3 end
4

5 % La fonction qui à x fait correspondre l ’ i n t é g r a l e de f entre 0 Ðâ

et x
6 f u n c t i o n y = I n t e g r a l e ( x )
7 y = quad ( ’ Integrande ’ ,0 , x ) ;
8 end
9

10 % La f o n c t i o n D a w s o n de l ’ énoncé
11 function y= Dawson (x)
12 y=exp(-x.^2)* Integrale (x);
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13 end
14

15 reponseA = Dawson (1) % 0.53808
16

17 function y= Dawsonbis (x)
18 y= Dawson (x) -0.5;
19 end
20

21 reponseB = fzero( ’ D a w s o n b i s ’ ,0.7) % 0.66607

tex/matlab/SC_exo_4–2.m

Exercise 35 exoSC_serie4-0003

On considère le problème
"
y1 “ 1` y2 (89.14a)
yp0q “ 0. (89.14b)

(1) Calculer la solution sur l’intervalle r0, 1.5s.
(2) La solution exacte de ce problème est ypxq “ tanpxq. Représenter dans un même diagramme

la solution exacte et la solution approchée calculée plus haut.
corrSC_serie4-0003

Correction of the exercise 35
Nous suivons le plan suivant

— Nous commençons par définir la fonction qui donne le problème de Cauchy, c’est-à-dire
fpx, yq “ 1` y2. Notez qu’il faut bien définir une fonction de deux variables x et y, même si
on n’en utilise une seule.

— Ensuite, nous résolvons le système en mettant la solution dans les vecteurs x et y.
Notez que j’ai l’impression que pour ode45, la syntaxe est notablement différente entre Octave
et Matlab.

— La commande print -dps exo43.ps sert à enregistrer le graphique dans le fichier exo43.ps.

1 function retour = Cauchy (x,y)
2 retour = 1+y.^2;
3 end
4

5 [x,y] = ode45(@Cauchy ,[0 1.5] ,0)
6

7 X = 0:0.001:1.5;
8 Y = tan(X);
9

10 plot(x,y, ’o ’,X,Y)
11 print -dps exo43.ps

tex/matlab/SC_exo_4–3.m

Exercise 36 exoSC_serie4-0004

On considère le problème
"
y1 “ x2 ` y2{4 (89.15a)
yp0q “ 0.2. (89.15b)

(1) Calculer la solution sur l’intervalle r0, 1.5, s.
(2) Représenter, dans un même diagramme, le graphe de la solution y et celui de sa dérivée y1.

http://octave.sourceforge.net/doc/f/ode45.html
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corrSC_serie4-0004

Correction of the exercise 36
Par définition, si on connait un point px0, y0q du graphe de la solution au problème de Cauchy,

la valeur de la dérivée en ce point est donnée par f 1px0q “ x2
0`y2

0{4. Nous pouvons donc facilement
calculer f 1 sur les abscisses X où Matlab a fournit la solution parce que nous y connaissons le y
correspondant.

De plus, la formule qui donne f 1px0q en fonction de x0 et y0 est précisément celle qui définit le
problème de Cauchy. Pas besoin de la retaper.

1 function retour = Cauchy (x,y)
2 retour = x.^2+(y.^2) /4;
3 end
4

5 [X,Y] = ode45(@Cauchy ,[0 1.5] ,0.2);
6

7 z = Cauchy (X,Y)
8

9 plot(X,Y,X,z, ’o ’)
10 print -dps exo44.ps

tex/matlab/SC_exo_4–4.m

89.1.5 Exercices variés

Exercise 37 exoSC_serie5-0001

On considère la suite txnu définie par

x1 “ 0
xn “

a
2` xn´1.

(89.16)

(1) Écrire un programme permettant de calculer x12.
(2) Écrire une fonction permettant de calculer xn en fonction de n.

corrSC_serie5-0001

Correction of the exercise 37

1 % Cette fonction donne x_{n+1} en fonction de x_n.
2 function y = recurrence (x)
3 y=sqrt (2+x);
4 end
5

6 n = 12
7 x = 0;
8

9 % On va appliquer n fois la récurrence
10 for i = 1:n
11 x = recurrence (x);
12 endfor
13

14 x
15

16 % Pour faire une fonction qui calcule le terme n, il suffit de Ðâ

faire
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17 % une fonction qui contient n fois la récurrence .
18 function y = xn(n)
19 x = 0;
20 for i = 1:n
21 x = recurrence (x);
22 endfor
23 y = x;
24 end
25

26 % Pour calculer le terme numéro 100 de la suite :
27 TermeCent = xn (100)

tex/matlab/SC_exo_5–1.m

Exercise 38 exoSC_serie5-0002

Écrire une programme permettant de construire à partir des vecteurs donnés

x “ px1, x2, . . . , xnq
y “ py1, y2, . . . , ynq
z “ pz1, z2, . . . , znq

(89.17)

la matrice ¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

x1 z1 0 ¨ ¨ ¨ 0
y1 x2 z2

. . . ...
0 y2 x3

. . . 0
... . . . . . . . . . zn´1
0 ¨ ¨ ¨ 0 yn´1 xn

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
. (89.18)

Considérons maintenant la matrice
¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

2 ´1 0 ¨ ¨ ¨ 0
´1 2 ´1 . . . ...
0 ´1 2 . . . 0
... . . . . . . . . . ´1
0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1 2

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚
. (89.19)

de genre nˆ n. En utilisant le programme qui précède, écrivez un programme qui permettant de
représenter, en fonction de n variant de 1 à 20, le déterminant de la matrice A. corrSC_serie5-0002

Correction of the exercise 38
<++>
Exercise 39 exoSC_serie5-0003

Reprenons notre intégrale de Dawson

fpxq “ e´x2
ż x

0
et

2
dt. (89.20)

(1) Calculer fp1q ;
(2) Représenter le graphe de f sur l’intervalle r0, 0.5s.

corrSC_serie5-0003

Correction of the exercise 39
<++>
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Exercise 40 exoSC_serie5-0004

Étant donnés deux vecteurs x “ px1, x2, . . . , xnq et y “ py1, y2, . . . , ynq, écrivez un programme
donnant le vecteur z “ pz1, z2, . . . , znq dont la composante numéro i est celui des deux nombres
xi, yi qui est le plus grand en valeur absolue. corrSC_serie5-0004

Correction of the exercise 40

1 % La fonction suivante retourne le plus grand en valeur absolue Ðâ

de a et b.
2 function y= maxvalabs (a,b)
3 if abs (a)> abs (b)
4 y = a;
5 else
6 y = b;
7 end
8 end
9

10 % deux vecteurs de tests.
11 x = [1,4,8,-4,-4];
12 y = [-2,3,7,-5,5];
13

14 % On crée le vecteur z qui a la m\ême longueur que x.
15 % Peu importe ce qu ’ il y a d e d a n s parce qu ’on va le redéfinir Ðâ

juste après.
16 z = 1: length (x)
17

18 for i = 1: length (x)
19 z(i) = maxvalabs (x(i),y(i));
20 endfor
21

22 z

tex/matlab/SC_exo_5–4.m

Exercise 41 exoSC_serie5-0005

Représenter le graphe de la fonction

f : r1, 10s Ñ R

x ÞÑ
#
plnpxq ` 2q2 si lnpxq ´ x` 2 ě 0
x2 ´ 4x si lnpxq ´ x` 2 ă 0.

(89.21)

corrSC_serie5-0005

Correction of the exercise 41
Quelques éléments de technique :

— Pour définir la fonction, vu que le test d’égalité ne semble pas exister dans Matlab, il ne faut
pas dire que la fonction vaut x2 ´ 4x si lnpxq ´ x` 2 ă 0 (strict) et

`
lnpxq ` 2

˘2 sinon.
— Pour tracer, la procédure habituelle serait de faire Y “ fpXq après avoir définit un vecteur

d’abscisses X. Hélas, f ne s’applique pas bien à un vecteur (à cause du fait que x arrive dans
un if). Il faut donc faire à la main le passage de composante à composante. C’est à cela que
sert la boucle for.

1 function y=f(x)
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2 if log(x)-x+2 < 0
3 y = x.^2 -4*x;
4 else
5 y = (log(x)+2) .^2 -4*x;
6 endif
7 endfunction
8

9 X = 1:0.1:10;
10

11 Y = 1: length (X);
12 for i=1: length (X)
13 Y(i)=f(X(i));
14 endfor
15

16 plot(X,Y)
17 print -dps exo55.ps

tex/matlab/SC_exo_5–5.m

Exercise 42 exoSC_serie5-0006

Rechercher la solution sur l’intervalle r0, 6, s du problème
"
y1 “ fpx, yq (89.22a)
yp0q “ ´1 (89.22b)

si

fpx, yq “
#
´y2 ` x si y ě 0
´y ` x2 si y ă 0

(89.23)

corrSC_serie5-0006

Correction of the exercise 42
<++>

89.2 Anciens tests et examens
89.2.0.1 BIR1200 en 2009

Exercise 43 exoMatlab0001

Représenter le graphe de la fonction

f : r´3, 3s Ñ R

x ÞÑ p1` xqe´x2`3x cospxq ´ p1` x4q2 sinpxq. (89.24)

corrMatlab0001

Correction of the exercise 43

1 function y=f(x)
2 y=(1+x).* exp(-x .^2+2* x.* cos(x)) -(1+x.^4) .^2.* sin(x)
3 end
4

5 X = -3:0.1:3
6 Y = f(X)
7 plot(X,Y)
8

9
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10 print -dps exo0001 .ps

tex/matlab/exo0001.m

Exercise 44 exoMatlab0002

Calculez
100ÿ

k“1

1
sinpkq .

Note : Étymologiquement, c’est cette somme qui a donné son nom aux assiettes gyros spéciales
avec frites. corrMatlab0002

Correction of the exercise 44

1 u = 1:100
2 v = 1./ sin(u)
3

4 reponse = sum (v) % -60.588

tex/matlab/exo0002.m

Exercise 45 exoMatlab0003

Le roi, pour remercier l’inventeur de l’assiette gyros avec frites de sa belle invention, lui a dit
qu’il mettrait 1 euro sur la première frite, 1/4 euros sur la seconde, et cætera jusqu’à la centième
frite. Calculez

100ÿ

k“1

1
k2

pour savoir combien tout cela va coûter au trésor royal. corrMatlab0003

Correction of the exercise 45

1 u = 1:100
2 v = 1./u.^2
3

4 reponse = sum (v) % 1.635

tex/matlab/exo0003.m

Exercise 46 exoMatlab0004

Calculez
100ÿ

k“1
2k.

corrMatlab0004

Correction of the exercise 46

1 u = 1:100
2 v = 2.^u
3

4 reponse = sum (v) % 2.5353 e+30

tex/matlab/exo0004.m

Exercise 47 exoMatlab0005

Tracer le graphe du polynôme P pxq “ x7 ´ 5x2 ` 2 entre ´2 et 2. corrMatlab0005

Correction of the exercise 47
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1 p = [1 0 0 0 0 -5 0 2]
2

3 X = -2:0.1:2
4 Y = polyval (p,X)
5

6 plot(X,Y)
7 print -dps exo0005 .ps

tex/matlab/exo0005.m

Exercise 48 exoMatlab0006

Pour quelle valeur proche de zéro est-ce que cospxq “ x ? corrMatlab0006

Correction of the exercise 48

1 function y=f(x)
2 y=cos(x)-x
3 endfunction
4

5 fzero( ’f ’ ,0) % 0.73909

tex/matlab/exo0006.m

Exercise 49 exoMatlab0007

Pour quelle valeur proche de zéro est-ce que lnpxq “ sinpxq ? corrMatlab0007

Correction of the exercise 49
<++>
Exercise 50 exoMatlab0008

Lorsqu’on achète une assiette gyros spéciale avec frites, on observe les prix suivants, en fonction
du nombre de frites :

(1) avec 20 frites, 5.2 euros ;
(2) avec 50 frites, 7.5 euros ;
(3) avec 73 frites, 9.6 euros ;
(4) avec 100 frites, 14 euros.

En supposant une progression linéaire du prix en fonction du nombre de frites, estimez combien
coûterait une assiette gyros avec 307 frites. corrMatlab0008

Correction of the exercise 50
<++>
Exercise 51 exoMatlab0009

Représentez dans le plan complexe les racines du polynôme

z9 ` z8 ` z7 ` ¨ ¨ ¨ ` z2 ` z ` 1 (89.25)

en les marquant d’un rond.
Représentez ensuite le polynôme pour z allant de 0 à 3. corrMatlab0009

Correction of the exercise 51
<++>
Exercise 52 exoMatlab0010

Thorgal, XIII, Kid Paddle et Gaston se rendent dans un Kebab. Thorgal prend 8 assiettes
gyros spéciales, 10 frites et 6 boissons. Il paie 43 euros. XIII mange 2 frites et deux boissons, mais
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ne prend pas d’assiette gyros spéciale, et il paie 9 euros. Kid Paddle se contente d’une assiette
gyros spéciale et d’une boisson et paie 4.5 euros.

Gaston voudrait prendre une assiette gyros spéciale avec frites. Combien devra-t-il payer ?
Indice : si A, F et B désignent les prix des assiettes, des frites et des boissons, il faut résoudre

le système
$
&
%

8A` 6B ` 10F “ 43
2B ` 2F “ 9
A`B “ 4.5

et en déduire la valeur de A` F . corrMatlab0010

Correction of the exercise 52
<++>
Exercise 53 exoMatlab0011

Représentez sur le même diagramme les graphes des fonctions

sinhpxq “ ex ´ e´x

2
et

coshpxq “ ex ` e´x

2
sur l’intervalle r´2, 2s. corrMatlab0011

Correction of the exercise 53
<++>
Exercise 54 exoMatlab0012

Donnez une valeur approximative de
ż π{2

0
sinp7xq cosp5xqdx (89.27)

corrMatlab0012

Correction of the exercise 54
<++>
Exercise 55 exoMatlab0013

Considérez la fonction
fpxq “

ż x

0
cos

`
sinptq˘dt. (89.28)

(1) Trouvez une valeur de x proche de 0.3 telle que fpxq “ 1
4 . Nous nommons x0 cette valeur.

(2) Tracez le graphe de f sur un intervalle raisonnable autour de x0, et marquez le point px0,
1
4q

par un petit cercle.
corrMatlab0013

Correction of the exercise 55

1 function y= intergrande (t)
2 y=cos(sin(t));
3 end
4

5 function y=f(x)
6 y=quad( ’ i n t e r g r a n d e ’ ,0,x) -1/4;
7 end
8
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9 reponse = fzero( ’f ’ ,0.3) % 0.25265
10

11 X = 0:0.1:5;
12 Y = f(X);
13 plot(X,Y, ’o ’)
14 print -dps exo0013 .ps

tex/matlab/3nov14h00–q1.m

Exercise 56 exoMatlab0014

Un restaurateur prétend que ses ventes d’assiettes gyros spéciales avec frites ont progressé avec
le temps selon la courbe donnée par la fonction

gptq “ ecosptq sinpt´ 1q2 ` 2
a
t3 ` 7t. (89.29)

Représentez cette courbe sur un graphique pour l’intervalle de temps t P r0, 10s. corrMatlab0014

Correction of the exercise 56

1 function y=f(t)
2 y=exp(cos(t)).* sin(t -1) .^2+2* sqrt(t .^3+7* t)
3 end
4

5 X = 0:0.1:10
6 Y = f(X)
7 plot(X,Y)
8 print -dps exo3novQ2 .ps

tex/matlab/3nov14h00–q2.m

Exercise 57 exoMatlab0015

Résolvez le problème de Cauchy
"
y1 “ ´px2 ` y2q (89.30a)
yp0q “ 1. (89.30b)

Calculez et tracez la solution sur l’intervalle r0, 2s. corrMatlab0015

Correction of the exercise 57

1 function z=f(x,y)
2 z=-(x.^2+y.^2)
3 end
4

5 [x,y] = ode45(@f ,[0 ,2] ,1)
6 plot(x,y)
7

8 print -dps exo3novQ3 .ps

tex/matlab/3nov14h00–q3.m

Exercise 58 exoMatlab0016

En relativité, on démontre que si la longueur d’un objet est l0, alors un observateur en mouve-
ment à la vitesse v mesurera une longueur donnée par

lpvq “ l0

c
1´ v2

c2 (89.31)
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où c “ 3 · 108 m{s est une constante physique.
Tracez le graphe de la longueur lpvq observée en fonction de v dans le cas d’un objet de taille

l0 “ 1.3 m, pour v allant de 0 à 3 · 108 m{s. corrMatlab0016

Correction of the exercise 58

1 function y=l(lz ,v)
2 c =3*10^8
3 y=lz*sqrt (1-(v.^2/c^2))
4 end
5 c =3*10^8
6 lz = 1.3
7 X = 0:10000: c
8 Y = l(lz ,X)
9 plot(X,Y)

10 print -dps exo3novQ4 .ps

tex/matlab/3nov14h00–q4.m

Exercise 59 exoMatlab0017

La production mondiale de pétrole, en milliers de barils par jours, de la dernière décennie est
donnée par

Année 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004
Production 72231 73588 72377 74916 74847 74478 77031 80326

Année 2005 2006 2007
Production 81255 81659 81533

(1) Donnez les valeurs correspondantes, en milliards de barils par an. Nous vous rappelons que
le facteur de conversion est de 365 jours par an, et de 106 milliers par milliards. Enregistrez
le résultat dans le vecteur consommation.

(2) Trouvez les meilleurs constantes a et b telles que le vecteur consommation soit approximé
par la droite

aT ` b (89.32)

où T est l’année.
(3) Tracez, dans un même diagramme, les données et la droite trouvée, et prolonger la droite jus-

qu’en 2050. Quelle consommation mondiale serait atteinte selon cette prolongation linéaire ?
Questions bonus (à ne faire que si il vous reste du temps, ne comptent pas pour des points) :

(1) Comparez les résultats obtenus avec la réserve globale de pétrole qui reste sous nos pieds en
2009 : environ 1240 milliards de barils. En particulier, calculez la somme

2050ÿ

T“2009
aT ` b. (89.33)

(2) Où peut-on trouver des assiettes gyros spéciales avec frites à Louvain-la-Neuve ?
corrMatlab0017

Correction of the exercise 59

1 annee = [1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007]
2 cons = [72231 73588 72377 74916 74847 74478 77031 80326 81255 Ðâ

81659 81533]
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3

4 consommation = cons *365/(10^6)
5 p = polyfit (annee , consommation ,1)
6

7 long_terme = 1997:2050
8 theorie = polyval (p, long_terme )
9

10 plot(annee , consommation , ’o ’,long_terme , theorie )
11 print -dps petrole .ps
12

13 % Consomation extrapolée année par année :
14 extracons = polyval (p ,2009:2050)
15 % Consomation en 2050 :
16 polyval (p ,2050)
17

18 % Somme de notre consommation entre 2009 et 2050 :
19 sum ( extracons )

tex/matlab/exo0017.m

Les assiettes gyros spéciales avec frites se trouvent uniquement à Louvain la Neuve au Coup
de théâtre situé sur la place de l’université, à gauche de l’entrée du bâtiment de dons de sang.

Exercise 60 exoMatlab0018

Représentez le graphe de la fonction

fpxq “ p1` xe3q sinpx3q ` cosp3xq
sur l’intervale r´3, 2s. corrMatlab0018

Correction of the exercise 60
<++>
Exercise 61 exoMatlab0019

Représentez le graphe de la fonction

fpxq “ 37 tanpx2q sinpx3q ` cosp3xq
sur l’intervale r´3, 2s. corrMatlab0019

Correction of the exercise 61
<++>
Exercise 62 exoMatlab0020

(1) Représentez dans un même diagramme les fonctions sinpxq et 1{x entre 0.2 et π.
(2) Trouvez les deux premières solutions positives de l’équation

sinpxq “ 1{x
après avoir repéré approximativement ces solutions à l’aide du diagramme de la sous-question
précédente.

(3) Représentez dans le même diagramme les deux fonctions, et les deux racines marquées d’une
croix ou d’un rond.

corrMatlab0020

Correction of the exercise 62
<++>
Exercise 63 exoMatlab0021

http://www.openstreetmap.org/?lat=50.669925&lon=4.615377&zoom=18&layers=B000FTFT
http://www.openstreetmap.org/?lat=50.669925&lon=4.615377&zoom=18&layers=B000FTFT
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(1) Représentez dans un même diagramme les fonctions sinpx2q et exppxq{4 entre 0 et 2.
(2) Trouvez les deux premières solutions positives de l’équation

sinpx2q “ exppxq{4
après avoir repéré approximativement ces solutions à l’aide du diagramme de la sous-question
précédente.

(3) Représentez dans le même diagramme les deux fonctions, et les deux racines marquées d’une
croix ou d’un rond. corrMatlab0021

Correction of the exercise 63

1 function y=f1(x)
2 y=sin(x.^2)
3 endfunction
4

5 function y=f2(x)
6 y=exp(x)/4
7 endfunction
8

9 function y=f(x)
10 y=f1(x)-f2(x)
11 endfunction
12

13 X = 0:0.05:2
14 Y1 = f1(X)
15 Y2 = f2(X)
16

17 t1 = 0.7
18 t2 = 1.3
19

20 r1 = fzero( ’f ’,t1)
21 r2 = fzero( ’f ’,t2)
22

23 r1 %0.74452
24 r2 %1.3525
25

26 plot(X,Y1 ,X,Y2 ,r1 ,f1(r1), ’o ’,r2 ,f1(r2), ’o ’)
27 print -dps exo2 -1. ps

tex/matlab/exo2–1.m

Exercise 64 exoMatlab0022

(1) Construisez une fonction assiettegyrosspeciale d’une variable x qui renvoie la valeur du
polynôme

3x8 ` 6x5 ´ 2x4 ` 6x3 ´ x` 1
au point x (utilisez le vecteur des coefficients du polynôme).

(2) Construisez une fonction avecfrites de deux variables a et b qui renvoie comme résultat
l’intégrale de a à b de la fonction définie ci-dessus.

(3) Donnez la valeur de la fonction avecfrites lorsque a “ 2 et b “ 5.
corrMatlab0022

Correction of the exercise 64
<++>
Exercise 65 exoMatlab0023
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(1) Calculez le polynôme p, de degré égal à 10, vérifiant les conditions

ppxq “ p´1qx pour x “ 0, 1, . . . , 10.

(2) Représentez ce polynôme, en marquant d’une croix les points du graphe correspondant aux
données.

(3) Déterminez les racines du polynôme.
corrMatlab0023

Correction of the exercise 65
<++>
Exercise 66 exoMatlab0024

On considère la fonction f : r´1, 1s Ñ R : x ÞÑ 1{p1` 25x2q.
(1) Créez une fonction Matlab pour f .
(2) Construisez le vecteur v contenant 11 points équidistants entre ´1 et 1, les extrémités ´1 et

1 faisant partie de ces points.
(3) Donnez (sous forme du vecteur de ses coefficients) le polynôme d’approximation de degré 11

pour les données v, fpvq.
(4) Représentez dans un même diagramme les graphes de la fonction f et de son polynôme

d’approximation.
corrMatlab0024

Correction of the exercise 66
<++>
Exercise 67 exoMatlab0025

Le professeur Gyros a observé, pendant 12 jours, la croissance d’une population de bactéries
dans une assiette de frites. Malheureusement il a égaré une partie des résultats et voudrait les
reconstituer à partir du tableau partiel suivant (on ne se préoccupera pas des unités dans lesquelles
est exprimée la taille de la population).

Jour pjq 1 3 6 7 10 12
Population pP pjqq 12 16 30 35 63 90

En supposant que la croissance de population obéisse à peu près à une loi du type P pjq “ Ceλj ,
trouvez les coefficients C et λ et utilisez ces estimations pour compléter le tableau ci-dessus.

Indication : L’approximation demandée revient à une approximation par un polynôme du pre-
mier degré pour lnpP pjqq. corrMatlab0025

Correction of the exercise 67
<++>
Exercise 68 exoMatlab0026

Définissez une fonction qui, à un entier n, associe la matrice An suivante, de genre pn ` 1q ˆ
pn` 1q :

An “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 1 0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
1

pnq3 0 1
p2q4 0

...

0 1
pn´1q3 0 1

p3q4
...

0 0 1
pn´2q3 0 . . . 0

... . . . . . . 1
pn´1q4 0

... 1
p2q3 0 1

pnq4

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 0 1 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Indication : Utilisez la commande diag(v,k). Si vous n’arrivez pas à créer la fonction, construi-
sez simplement la matrice pour n “ 7 (elle est alors de genre 8ˆ 8). corrMatlab0026
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Correction of the exercise 68
<++>
Exercise 69 exoMatlab0027

Définissez une fonction qui, à un entier n, associe la matrice An suivante, de genre pn ` 1q ˆ
pn` 1q :

An “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 1 0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
1

pnq4 0 1
p2q3 0

...

0 1
pn´1q4 0 1

p3q3
...

0 0 1
pn´2q4 0 . . . 0

... . . . . . . 1
pn´1q3 0

... 1
p2q4 0 1

pnq3

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 0 1 0

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Indication : Utilisez la commande diag(v,k). Si vous n’arrivez pas à créer la fonction, construi-
sez simplement la matrice pour n “ 7 (elle est alors de genre 8ˆ 8). corrMatlab0027

Correction of the exercise 69
<++>
Exercise 70 exoMatlab0028

Un restaurateur aimerait connaitre le nombre de cuivre, c’est-à-dire l’épaisseur idéale d’une
tranche de viande pour ses gyros. Pour ce faire, il a effectué des tests de découpe à différentes
épaisseurs et les a fait gouter à un échantillon de 3 personnes représentatives de la société belge.
Après avoir obtenu ses données et effectué de long calculs, il est arrivé au fait que le nombre de
cuivre devait être égal au déterminant de la matrice

A “ pvt.vq2 ` 42pvt.vq ´ 2I

où le vecteur v contient les épaisseurs allant de 0.7 à 8.76 millimètres en exactement 13 valeurs
extrémités comprises, et où I est la matrice identité de genre 13ˆ 13.

Bonne âme que vous êtes, vous décidez de l’aider, et vous
(1) construisez en une opération le vecteur v ;
(2) construisez la matrice A en un tournemain ;
(3) donnez fièrement la valeur du nombre de cuivre 2.

corrMatlab0028

Correction of the exercise 70
<++>
Exercise 71 exoMatlab0029

(1) Construisez en une opération le vecteur v dont les 5 composantes sont équidistantes et com-
prises dans l’intervalle rπ, 2πs, π et 2π étant les première et dernière composantes de v.

(2) Construisez une matrice A “ paijq de genre 5ˆ 5, définie par

A “ pvt.vq3 ` 4I

où I est la matrice identité de genre 5ˆ 5.
corrMatlab0029

Correction of the exercise 71
<++>
Exercise 72 exoMatlab0030

2. et vous rendez compte qu’il s’est royalement planté dans ses calculs et que vous ne connaitrez jamais la valeur
du nombre de cuivre.
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(1) Construisez la matrice A donnée par
A “ vt.v

où v “ p10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1q.
(2) Construisez le vecteur u défini par

u “ w.A3 ` 4v

où I est la matrice identité de genre 10 ˆ 10 et w est le vecteur de même taille que v dont
les composantes sont le carré des composantes correspondantes de v.

(3) Remplacez la troisième composante de u par le nombre 7.
corrMatlab0030

Correction of the exercise 72
<++>
Exercise 73 exoMatlab0031

Un échantillon contenant trois substances radioactives voit son activité décroître suivant une
loi du type

fptq “ ae´λ1t ` be´λ2t ` ce´λ3t.

On suppose que λ1 “ 1.23, λ2 “ 0.26, λ3 “ 0.1, le temps t étant exprimé en jours.
(1) En résolvant un système linéaire de trois équations à trois inconnues, calculez a, b et c sachant

que
fp0q “ 100, fp2q “ 62, fp6q “ 32.

(2) Avec les valeurs de a, b, c obtenues ci-dessus, définissez la fonction f dans un fichier et utilisez
cette définition pour représenter le graphe de f sur l’intervalle r0, 8s.

(3) Trouvez τ P r0, 6s tel que fpτq “ 50.
corrMatlab0031

Correction of the exercise 73
<++>
Exercise 74 exoMatlab0032

Dans le jargon du métier, le système suivant s’appelle « l’équation de l’assiette gyros spéciale
avec frites ».

3x` 7y “ 3
6x` 3y ` 2z “ ´2

5x` 2z “ 9.

Pour votre culture générale, et pour réussir l’examen, résolvez-le. corrMatlab0032

Correction of the exercise 74

1

2 A = [3 ,7 ,0 ,5;6 ,3 ,2 , -2;3 ,0 ,1 ,4;0 ,6 ,5 , -7]
3 u= [3 ,-2,9,1]
4 x = inv(A)*u ’
5

6 % -0.58003
7 % -0.61881
8 % 3 . 4 8 2 6 7
9 % 1 . 8 1 4 3 6

tex/matlab/exo3novQ6.m
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Exercise 75 exoMatlab0033

Résolvez le système linéaire suivant :

3x` 7y ` 5t “ 3
6x` 3y ` 2z ´ 2t “ ´2

3x` 1z ` 4t “ 9
6y ` 5z ´ 7t “ 1.

corrMatlab0033

Correction of the exercise 75
<++>
Exercise 76 exoMatlab0034

(1) Construisez une fonction qui prend comme variables deux vecteurs lignes v et w de même
longueur, et qui en renvoie le produit scalaire.

(2) Calculez le produit scalaire du vecteur v “ psinp1q, sinp2q, . . . , sinp100qq par le vecteur w “
p1{1, 1{2, . . . , 1{100q.

corrMatlab0034

Correction of the exercise 76
<++>
Exercise 77 exoMatlab0035

(1) Construisez une fonction qui prend comme variables deux vecteurs v et w à trois composantes,
et qui en renvoie le produit vectoriel

v ˆ w “ pv2w3 ´ v3w2, v3w1 ´ v1w3, v1w2 ´ v3w2q.

(2) Construisez une fonction qui à un réel x associe la norme du produit vectoriel des vecteurs
v “ p1, 2, xq et w “ p4, 5, 6q.

(3) Donnez la valeur de cette fonction au point x “ 2.
corrMatlab0035

Correction of the exercise 77
<++>
Exercise 78 exoMatlab0036

(1) Construisez la fonction

f : RÑ R : x ÞÑ
#
x2 si x ă 0,
x3 si x ě 0,

de manière qu’elle puisse prendre comme argument un vecteur x (utilisez for et if).
(2) Représentez la fonction f sur l’intervalle r´3, 3s.

corrMatlab0036

Correction of the exercise 78
<++>
Exercise 79 exoMatlab0037

Entourez la ou les syntaxes correctes pour
(1) résoudre le système linéaire Ax “ b :

Ax=b, A*x=b, x=b/A, b=A\x, x=b\A, x=A\b, x=solve(A,b)

(2) créer un vecteur v à 10 composantes équidistantes entre a et b (a, b P R, a ă b) :

v=a:10:b, v=a:b:10, v(10)=a:b, v=a:(b-a)/10:b, v=a:(b-a)/9:b
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(3) constuire un vecteur contenant les composantes 3 à 5 d’un vecteur v à 7 composantes :

v(3,4,5), [v(3):v(5)], [v(3) v(4) v(5)], v(3:5), v[3:5], v(3,5)
corrMatlab0037

Correction of the exercise 79
<++>
Exercise 80 exoMatlab0038

La différence entre le nombre de frites dans une assiette gyros spéciale et le nombre de frites
hors d’une telle assiette dans le monde est donnée en fonction du temps (en années du calendrier
courant) par le polynôme

´7 815 222 954x` 11 815 611x2 ´ 5 954x3 ` x4. (89.34)

(1) Trouvez les dates auxquelles il y a eu, dans le monde, autant de frites dans et hors d’une
assiette gyros spéciale.

(2) Déduisez-en que l’an 0 fut une année très spéciale.
corrMatlab0038

Correction of the exercise 80
<++>
Exercise 81 exoMatlab0039

Calculez la somme
1000ÿ

k“1
sinpexpppk ´ 1q2q.

corrMatlab0039

Correction of the exercise 81
<++>
Exercise 82 exoMatlab0040

Pour quelle valeur proche de zéro est-ce que lnpxq “ sinpxq ? corrMatlab0040

Correction of the exercise 82
<++>
Exercise 83 exoLCexoMatlab0001

Résolvez le problème de Cauchy
#
y1 “ ´3py2 ` 1q
ypπ4 q “ 5

entre π
4 et 3π

4 .
La solution exacte est donnée par ypxq “ 3 cotpxq ` 2. Représentez dans un même diagramme

cette solution exacte et l’approximation trouvée. corrLCexoMatlab0001

Correction of the exercise 83
<++>
Exercise 84 exoLCexoMatlab0002

Si vous aimez les assiettes gyros spéciales avec frites, résolvez le système d’équations suivant :
$
&
%

x` y ` z “ 0
x “ 3y
5z “ 8` x.

Si vous ne les aimez pas, résolvez-le également.
Dans les deux cas, donnez le déterminant de la matrice du système et définissez une variable

gyros qui contient la valeur de y après résolution. corrLCexoMatlab0002
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Correction of the exercise 84
<++>
Exercise 85 exoLCexoMatlab0003

Calculez la profondeur en mètres à laquelle il faut enterrer une assiette gyros spéciale avec
frites pour ne plus sentir ses douces effluves. Autrement dit, calculez

100ÿ

n“1

`
cospnq ` sinpnq˘.

Note purement informative : C’est un nombre négatif. corrLCexoMatlab0003

Correction of the exercise 85
<++>
Exercise 86 exoLCexoMatlab0004

Tracez le graphe de fpxq “ sinpxq
x pour x P r´20, 20s. corrLCexoMatlab0004

Correction of the exercise 86
<++>
Exercise 87 exoLCexoMatlab0005

Calculer la valeur de ż 7

´7

`
7x11 ´ 5x3 ` π sinpxq˘.

corrLCexoMatlab0005

Correction of the exercise 87
<++>
Exercise 88 exoLCexoMatlab0006

Optimiser des situations commerciales revient régulièrement à résoudre des équations diffé-
rentielles. En cherchant à optimiser la section des frites pour la préparation des assiettes gyros
spéciales avec frites, un ingénieur en machines à découper les frites doit résoudre le problème de
Cauchy suivant pour x P r0, 2s :

"
y1 “ ´ sinpxqy
yp0q “ e.

Enregistrez la solution dans les vecteurs x et y. La solution exacte du problème est donnée par
ypxq “ ecospxq. Tracez cette solution exacte et la solution approchée dans un même diagramme.corrLCexoMatlab0006

Correction of the exercise 88

1 function z= cauchy (x,y)
2 z= -sin(x)*y
3 end
4

5 function y=exact(x)
6 y=exp(cos(x))
7 end
8

9 e = exp (1)
10 [x,y]= ode45(@cauchy ,[0 ,2] ,e)
11

12 X = 0:0.1:2
13 Y = exact(X)
14 plot(x,y, ’o ’,X,Y)
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15 print -dps exo3novQ5 .ps

tex/matlab/exo3novQ5.m

Exercise 89 exoLCexoMatlab0007

En regardant dans les nuages, Chuck Norris en a observé un qui avait la forme d’une assiette
gyros spéciale avec frittes, et un autre qui avait la forme du graphe de

fpxq “ u cospxq ` v sin2pxq
où u “ 9.81 et v “a

π{2.
En ce qui concerne l’assiette gyros, Chuck Norris l’a obtenue dans un restaurant végérarien

sans problèmes. En ce qui concerne le graphe de la fonction, il te demande
(1) de tracer le graphe de cette fonction lorsque x P r´5, 5s,
(2) de trouver pour quelle valeur non loin de x “ 1, est-ce que fpxq “ 6.

corrLCexoMatlab0007

Correction of the exercise 89
<++>
Exercise 90 exoLCexoMatlab0008

Un jour, Cauchy était en train de manger une assiette gyros spéciale avec frites quand il s’est
demandé quelle fonction vérifiait les conditions

"
y1 “ 2xy
yp0q “ 0.

Hélas, Cauchy ne disposait pas d’un ordinateur, et ne connaissait donc que la solution exacte
ypxq “ ex

2 ´ e. Trouvez, grâce à Matlab, une solution approchée au problème de Cauchy et tracez-
la entre 0 et 5 sur le même diagramme que la solution exacte. corrLCexoMatlab0008

Correction of the exercise 90
<++>
Exercise 91 exotestMAT1151-G210001

Dessiner la fonction ypxq “ xe´x{a entre ´2 et 10 pour la valeur du paramètre a “ 3. Mettre,
sur le même graphe, un petit rond sur le maximum de la fonction.

Pour information, la dérivée de y est

y1pxq “ ´1
3xe

´x{3 ` e´x{3.

corrtestMAT1151-G210001

Correction of the exercise 91

1 function y=f(x)
2 a=3
3 y=x.* exp(-x/a)
4 endfunction
5

6 function y=fp(x)
7 y= -(1/3)*x.* exp(-x/3)+exp(-x/3)
8 endfunction
9

10 X= -2:0.1:10
11 Y=f(X)
12

13 xmax=fzero( ’ fp ’ ,2)
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14 ymax=f(xmax)
15 plot(X,Y,xmax ,ymax , ’o ’)
16

17 print -dps G21 -1. ps

tex/matlab/G21–1.m

Exercise 92 exotestMAT1151-G210002

Donner
1000ÿ

i“5

1
sinpiq

corrtestMAT1151-G210002

Correction of the exercise 92

1 v =5:1000
2 w=sin(v)
3 x=1./w
4 sum (x)

tex/matlab/G21–2.m

Exercise 93 exotestMAT1151-G210003

Abusons des extrapolations. . .J’ai regardé les deux derniers chiffres du code barre de mes 4
derniers achats. Le résultat est :

Numéro de l’article 1 2 3 4
Fin du code barre 82 96 98 90

En utilisant une approximation polynomiale d’ordre 3, deviner les deux derniers chiffres du prochain
article que j’achèterai. corrtestMAT1151-G210003

Correction of the exercise 93

1 x=[1 ,2 ,3 ,4]
2 y=[82 ,96 ,98 ,90]
3

4 P= polyfit (x,y ,3)
5 polyval (P ,5)

tex/matlab/G21–3.m

Exercise 94 exotestMAT1151-G220001

Écrire la matrice

A “

¨
˚̊
˝

4 0 0 1
0 4 0 1
0 0 4 1
0 0 0 1

˛
‹‹‚

avec un minimum de commandes. corrtestMAT1151-G220001

Correction of the exercise 94
Exercise 95 exotestMAT1151-G220002

Le travail d’une grue qui soulève un bloc de masse m d’une hauteur h à la surface de la Terre
est donné par

W phq “
ż R`h

R

GMm

r2 dr (89.39)
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où R “ 6.500.000 mètres est le rayon de la Terre et le produit GM vaut environ 4.144 · 1014

Tracer le graphique du travail nécessaire pour monter une masse m “ 1 à la hauteur h en
fonction de h entre h “ 0 et h “ 10.000.

Questions bonus (ne comptent pas pour des points)
(1) Quelles sont les unités de W dans le SI ?
(2) Est-ce que vous êtes capables d’interpréter le résultat ?
(3) Essayez de tracer le graphique beaucoup plus loin que h “ 10000.

corrtestMAT1151-G220002

Correction of the exercise 95

1 function y=f(x)
2 y =4.144*(10^(14) )./x.^2
3 endfunction
4

5 function y=W(x)
6 R =6500000
7 y=quad(@f ,R,R+x)
8 endfunction
9

10 h =10000
11

12 X =0:100:10000
13 Y=1: length (X)
14 for i=1: length (X)
15 Y(i)=W(X(i))
16 endfor
17 plot(X,Y)
18 print -dps G22 -2. ps

tex/matlab/G22–2.m

Exercise 96 exotestMAT1151-G220003

Calculer
90ÿ

k“30
e´k{10.

corrtestMAT1151-G220003

Correction of the exercise 96

1 v =30:90
2 w=-v./10
3 x=exp(w)
4 sum (x)

tex/matlab/G22–3.m

Exercise 97 exotestMAT1151-G310001

Il y a un proverbe qui dit que celui qui calculera

250ÿ

j“4

1?
j

cospxjq (89.40)
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pour x “ 0 gagnera des points à son test de Matlab.
Vérifier le proverbe, c’est-à-dire donner la valeur de la somme. corrtestMAT1151-G310001

Correction of the exercise 97

1 u = 4:250
2 v = 1./ sqrt(u)
3 reponse = sum (v) % 27.910

tex/matlab/G31–1.m

Exercise 98 exotestMAT1151-G310002

Chuck Norris, un p’ti blond aux yeux bleus et une étudiante en Matlab sont dans un bateau.
Après avoir percuté un iceberg, le pt’it blond se jette à l’eau en jurant que

2x` 3y ´ z ´ 20 “ 0; (89.41)

Chuck Norris termine le trajet à la nage jusqu’au Texas d’où il envoie un SMS à l’étudiante disant
que

y ` z “ 4. (89.42)

Après avoir trouvé un bateau de rechange, l’étudiante découvre dans sa poche un papier sur lequel
il est écrit que

´2x` y ` z “ 0. (89.43)

Comment va elle s’y prendre pour calculer les nombres x, y et z en sachant qu’elle n’utilise que
Matlab ?

(1) Prouver que le système a une solution unique en donnant le déterminant de la matrice
correspondante.

(2) Donner les valeurs de x, y et z qui résolvent le système.
corrtestMAT1151-G310002

Correction of the exercise 98

1 A = [2 ,3 , -1;0 ,1 ,1; -2 ,1 ,1]
2 u = [20 ,4 ,0]
3

4 deter = det(A)
5 v = A\u ’

tex/matlab/G31–2.m

Exercise 99 exotestMAT1151-G310003

Nous considérons la fonction

fpxq “ x2
ż x

0

?
t cosptqdt. (89.44)

(1) Donner fp1q,
(2) tracer f pour x P r0, 3s,

corrtestMAT1151-G310003

Correction of the exercise 99

1 function retour =phi(t)
2 retour = sqrt(t)*cos(t);
3 end
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4

5 function retour = f(x)
6 retour = x.^2* quad( ’ phi ’ ,0,x);
7 end
8

9 f(1) # 0 . 5 3 1 2 0
10 X =0:0.1:3
11 Y=[]
12 for i = 1: length (X)
13 Y(i)=f(X(i)) ;
14 end
15

16 plot(X,Y)
17 print -dps G31 -3. ps

tex/matlab/G31–3.m

Exercise 100 exotestMAT1151-G320001

Cauchy est un petit garçon plein de problèmes. L’un d’entre eux est de trouver la fonction
f : r0, 4s Ñ R telle que pour chaque x P R on ait

f 1pxq “ 1
2fpxq ` 2ex{2 cosp2xq, (89.45)

et telle que
fp0q “ 0. (89.46)

Le petit Augustin Cauchy serait très content que tu lui traces une solution approchée (trouvée par
Matlab) sur le même graphique que la solution exacte donnée par

ypxq “ sinp2xqex{2. (89.47)
corrtestMAT1151-G320001

Correction of the exercise 100

1 function retour = Cauchy (x,y)
2 retour = y/2 + 2* exp(x/2) .* cos (2*x)
3 end
4

5 function retour = solution (x)
6 retour = sin (2*x).* exp(x/2)
7 end
8

9 [x,y]= ode45(@Cauchy ,[0 ,4] ,0)
10

11 X = 0:0.1:4
12 Y= solution (X)
13 plot(x,y,X,Y)
14 print -dps G32 -1. ps

tex/matlab/G32–1.m

Exercise 101 exotestMAT1151-G320002

Dora l’exploratrice voudrais explorer la convergence de la série
ř8
n“1 2cospnq. Sa carte lui a dit

quelque chose en anglais, mais comme Dora ne comprends pas tellement bien cette langue, elle a
(comme toujours) besoin de ton aide. Voici ce que tu dois faire :

(1) Donne
ř100
n“1 2cospnq,
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(2) Définis la fonction spNq “ řN
n“1 2cospnq et donne les valeurs de spkq pour tous les k entiers

entre 100 et 200.
(3) Prouve que la série ne converge pas.

Note : Si tu fais seulement le point 1, Dora sera très contente et son cousin Diego fera le reste
lui-même. En d’autres termes : les secondes et troisièmes partie sont facultatives et ne
comptent pas pour des points. corrtestMAT1151-G320002

Correction of the exercise 101

1 u =1:100;
2 v=2.^( cos (2*u));
3 sum (v) % 111.89
4

5 function retour =s(N)
6 u=1:N;
7 v=2.^( cos (2*u));
8 retour = sum (v);
9 end

10

11 for i =100:200
12 s(i)
13 end
14 % Le dernier est 223.88

tex/matlab/G32–2.m

Pour prouver que la série ne converge pas, montrons que la suite des 2cospnq ne tend pas vers
zéro. Pour cela, considérons la suite xi des développements décimaux de 2π à i décimales, puis
prenons yi “ xi · 10i. Cela est juste la suite 6, 6.2, 6.28, . . .

Vu que le cosinus est une fonction croissante entre 6 et 2π, nous avons cospyiq ě cosp6q, et donc
2cospyiq ě 2cosp6q. Cela fournit une sous-suite des 2cospnq qui ne tend pas vers zéro.

Exercise 102 exotestMAT1151-G320003

Blanche Neige a mesuré ses sept nains, mais le Schtroumpf farceur a effacé certains résultats
(en plus de lui avoir fait un paquet cadeau qui lui a détruit la coiffure dont elle était super fière).
Voici les résultats qui restent :

Numéro du nain 1 2 3 4 5 6 7
Taille 130 120 ? 123 114 ? 131 (89.48)

Trouver un polynôme de degré 3 qui correspond le mieux possible aux données restantes, et donner
une approximation de la taille des nains numéros 3 et 6. corrtestMAT1151-G320003

Correction of the exercise 102

1 num = [1 ,2 ,4 ,5 ,7]
2 tailles = [130 ,120 ,123 ,114 ,131]
3

4 P= polyfit (num ,tailles ,3)
5 % P = 1.1404e -01 -2.5063e -02 -5.9937e+00 1.3451 e+02
6

7 polyval (P ,3) % 119.39
8 polyval (P ,6) % 122.28

tex/matlab/G32–3.m
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89.3 Conseils généraux

89.3.1 Écriture d’une fonction

Lorsque vous créez une fonction, veillez aux éléments suivants
(1) La première ligne doit être de la forme

function retour=nom_de_fonction(x)

La valeur de la fonction sera celle de la variable retour lorsqu’on arrivera à la fin de la
fonction. De plus, cette fonction doit être sauvée dans le fichier nom_de_fonction.m.

Noms des fichiers
(1) Tenez vous en à l’alphabet latin et aux chiffres arabes (et non le contraire).
(2) Le nom de fichier ne peut pas commencer par des chiffres
(3) Évitez absolument de mettre des caractères spéciaux qui peuvent avoir un sens mathéma-

tique : « ( », « ’ »,« - »,« + »,. . .
(4) Évitez de mélanger les majuscules et les minuscules.
(5) Ne mettez pas de points dans le nom de vos fichiers (à part .m).

89.3.2 Conception des fonctions

Une fonction doit prendre un nombre (ou une matrice) en entrée et sortir un nombre à la fin.
Une fonction doit seulement générer des nombres (ou des matrices). Vous ne devez pas mettre
de commandes comme plot dans une fonction. Même si cela fonctionne de temps en temps, ce
n’est pas une bonne idée. En principe, vous devez concevoir vos fonctions de telle façon qu’elles
n’affichent rien.

Les commandes qui doivent afficher des résultats se mettent dans un script (blank M-file).
Créez un tel script par exercice, même si l’exercice se décompose en sous-questions.

89.3.3 Autres

Si un résultat dépend d’un calcul intermédiaire, ne faites jamais le calcul dans la fenêtre
principale pour en copier-coller le résultat dans votre script. Faites faire le calcul dans votre script,
et enregistrez le résultat dans une variable. Ainsi vous gardez toutes les décimales que Matlab avait
calculées sans les afficher. Et cela, même si ladite réponse intermédiaire est un nombre entier.
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Chapitre 90

Mathématique générale pour le
starter SVT (Besançon)

Contributeurs :
L’équipe SVT Rédaction de la plupart des exercices.
Laurent Claessens LATEX, corrections et publication
Carlotta Donadello LATEX, corrections
Pauline Klein détectrice de coquilles.

Nous avons effectué une certaine « classification » des exercices en y ajoutant des petits sym-
boles.

(1) Le symbole dd marque les exercices à faire à tout prix. Il faut les faire tous.
(2) Le symbole aa signifie que l’exercice ne va en principe pas apporter de nouvelles techniques.

Ces exercices sont à faire après avoir fait les exercices de type dd, si on a encore des doutes.
(3) Le symbole ff indique que l’exercice sera plus difficile et qu’il vaut mieux l’éviter avant

d’avoir bien compris les exercices de type dd.
(4) Le symbole ;m est appliqué aux exercices qui sont des compléments de la matière, mais qui

ne sont pas à faire de façon obligatoire.

90.1 Théorie

90.1.1 Suites
Propufulimite

Proposition 90.1.
Soit punqnPN, une suite définie par récurrence par

un`1 “ fpunq (90.1)

où f est une fonction suffisamment gentille 1. Si la suite punqnPN converge vers un nombre réel u,
alors u est une solution de l’équation u “ fpuq.

Lorsque u est une solution de u “ fpuq on dit que u est un point fixe de f . Attention : la
proposition (90.1) ne garantit pas l’existence de la limite, ni que toute solution de u “ fpuq soit
une limite. D’ailleurs l’équation u “ fpuq peut avoir plusieurs solutions sans que la suite n’ai de
limites finis. Cela est le cas lorsque la suite diverge vers ˘8.

Exemple 90.2.
Soit la suite définie par #

un`1 “ u2
n

u0 “ 2.
(90.2)

1. Nous ne rentrons pas dans les détails des hypothèses exactes. Sachez qu’il faut au moins que la fonction soit
continue et bien définie.

4193
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Les premiers termes sont u0 “ 2, u1 “ 22 “ 4, u3 “ 42 “ 16, etc. Cette suite diverge. Pourtant
l’équation u “ u2 a des solutions : u “ 0 et u “ 1.

Si au lieu d’avoir u0 “ 2, on avait eu u0 “ 1
2 , alors nous aurions u2 “ 1

4 , u3 “ 1
16 , etc. Cette

suite converge vers 0, qui est bien solution de u “ fpuq. △
Propsuiteborncv

Proposition 90.3.
Toute suite monotone et bornée converge. En particulier, si une suite est décroissante et bornée
vers le bas, alors elle converge. De même, si une suite est croissante et bornée vers le haut, alors
elle converge.

90.1.2 Techniques pour majorer et minorer

Dans de nombreux exercices sur les suites, une difficulté est de majorer ou minorer des expres-
sions contenant un sachant que un est dans un certain intervalle. La technique la plus puissante
pour ce faire demande une utilisation intensive des dérivées ; nous n’allons pas parler de cela ici,
mais sachez que ça existe.

Exemple 90.4.
Trouver des bornes pour la quantité

an “ un
`
1´ lnpunq

˘
(90.3)EqExpuumulnuBEqExpuumulnuB

sachant que 1 ă un ă e.
Trouvons une borne supérieure pour l’expression (90.3), c’est-à-dire, trouvons M tel que nous

soyons certain d’avoir an ă M . Pour ce faire, nous remplaçons tous les un par la valeur qui rend
l’expression la plus grande possible. Le premier un doit être remplacé par e. Le un qui se trouve
dans le logarithme doit par contre être remplacé par 1 parce qu’il arrive dans terme qui se soustrait ;
pour minorer, il faut soustraire la quantité la plus petite possible. Nous pouvons donc dire que

an ă ep1´ lnp1qq “ e. (90.4)

De la même façon, si nous voulons minorer an, c’est-à-dire trouver un m tel que m ă an, nous
devons remplacer les un par les valeurs qui rendent an le plus petit possible. Le premier un doit
être remplacé par 1, tandis que le second doit être remplacé par e (pour soustraire le plus possible).
Nous trouvons

an ą 1p1´ lnpeqq “ 0. (90.5)

Nous avons donc
0 ă un

`
1´ lnpunq

˘ ă e (90.6)

dès que 1 ă un ă e.
Notez que cela ne sont pas les bornes optimales. Il est possible (en travaillant plus) de prouver

que, sous les mêmes hypothèses, un ď 1. △

90.2 Rappels : exponentielles et logarithmes

Définition 90.5.
Soit a ą 0 un nombre réel. La fonction exponentielle en base a est la fonction définie par x ÞÑ ax.

Le domaine de x ÞÑ ax est R. La fonction exponentielle est croissante si a ą 1, décroissante si
0 ă a ă 1, constante si a “ 1. Son image est

— s0,`8r si a ‰ 1,
— t1u si a “ 1.
La fonction exponentielle satisfait les propriétés suivantes pour tous x et y dans R :

— a0 “ 1 ;
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— ax`y “ axay ;

— ax´y “ ax

ay
;

— axy “ paxqy.
Si a ‰ 0 la fonction exponentielle est strictement monotone sur R et par conséquence elle

admet une fonction réciproque. D’ où la définition suivante

Définition 90.6.
Soit a ą 0, a ‰ 1. La fonction logarithme de base a, loga, est définie par la relation x “ aloga x.

La fonction logarithme satisfait les propriétés suivantes pour tous x et y dans R :
— loga 1 “ 0 ;
— loga x` loga y “ logapxyq ;

— loga x´ loga y “ loga
ˆ
x

y

˙
;

— logapxyq “ y loga x.
En outre, la formule suivante permet de «changer de base» :

logapxq “
logb x
logb a

. (90.7)

Cela est particulièrement important parce que nous permet d’établir la relation entre le logarithme
en base a et le logarithme népérien (de base e).

90.3 Exponentielles et logarithmes
Exercise 103 exologarithme-0003

Une marque bien connue de céréales pour commencer la journée en pleine forme contient 0.4 g
de sel dans chaque portion de 30 g. Cela représente 30% des repères nutritionnels journaliers.

(1) Combien de grammes de sel faudrait-il manger par jour pour suivre ces fameux repères
nutritionnels ?

(2) Combien de grammes de sel contient une boîte de 375 g ?
Note : cet exercice n’a rien à voir avec les logarithmes. corrlogarithme-0003

Correction of the exercise 103
(1) 4{2 » 1.3
(2) 5.

Exercise 104 dd exologarithme-0001

Calculez sans calculatrice
(1) log2 8 ;
(2) log10 10000 ;

(3) log4
1
16 ;

(4) log9 27 ;
corrlogarithme-0001

Correction of the exercise 104
(1) 3 parce que 23 “ 8 ;
(2) 4 parce que 104 “ 10000 ;
(3) ´2 en utilisant le fait que 1{16 “ 16´1 et que log4px´1q “ ´ log4pxq, puis le fait que 16 “ 42 ;
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(4) 3
2 parce que 27 “ 33 “ p?9q3 “ 93{2.

Exercise 105 exologarithme-0002

Calculer sans utiliser de calculatrices : e´3 lnp8q corrlogarithme-0002

Correction of the exercise 105
Nous utilisons le fait que axy “ paxqy. Cela nous permet de mettre le ´3 en puissance du tout.

Ensuite nous utilisons la formule elnpaq “ a :

e´3 lnp1{8q “ `
elnp1{8q˘´3 “ p1{8q´3 “ 83 “ 512. (90.8)

90.4 Fonctions et graphes

Exercise 106 dd exoTD1_1

Déterminer l’ensemble de définition de la fonction x ÞÑ fpxq dans les cas suivants :

(1) fpxq “ lnpx` 1q ;
(2) fpxq “ lnp|x| ` 1q ;
(3) fpxq “ lnp|x` 1|q ;

(4) fpxq “
a
x2 ` x ;

(5) fpxq “a
cospxq ;

(6) fpxq “ tanpx2 ` 1q ;

(7) fpxq “
?

2x` 1´ 3?
5´ x´ 1

;

(8) fpxq “ p1` xqx.

Exercise 107 ff exoTD1_2

Dessiner le graphe et signaler la périodicité et les symétries éventuelles de la fonction x ÞÑ fpxq
dans les cas suivants :

(1) fpxq “ 1` cosp2xq ;

(2) fpxq “ tan
´
x` π

2

¯
;

(3) fpxq “
"
x2 ´ x´ 1 si x ď 1,
´x si x ą 1.

Exercise 108 ;m exoTD1_3

Soient fpxq “ x2 ´ 3 et gpxq “ lnp1 ` xq. Écrivez les expressions explicites et trouvez les
domaines des fonctions composées h1pxq “ f ˝ gpxq et h2pxq “ g ˝ fpxq.

Exercise 109 aa exoTD1_4

Soit f la fonction x ÞÑ x3. Dessinez les graphes des fonctions

(1) fpxq ´ 1 ;
(2) fpx` 3q ;
(3) fpx´ 1q ;
(4) ´fpxq ;
(5) fp´xq ;
(6) |fpxq| ;
(7) mintfpxq, 0u ;
(8) maxt1, fpxqu.
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90.5 Limites du côté de l’infini
Exercise 110 exoSVT-0001

Déterminer lorsqu’elles existent les limites suivantes
(1) lim

xÑ`8x
2 ;

(2) lim
xÑ`8x

2 ´ x4 ;

(3) lim
xÑ`8

x2 ´ 2
x` 1 ;

(4) lim
xÑ`8

x` 1
x3 ;

(5) lim
xÑ`8 sin x ;

(6) lim
xÑ´8 2x ;

(7) lim
xÑ`8

x?
x2 ` 1

;
corrSVT-0001

Correction of the exercise 110
(1) 8
(2) x2 ´ x4 “ x2p1´ x4q Ñ ´8.
(3) 8
(4) 0
(5) Non déterminé.
(6) 0
(7) Par mise en évidence de x2 sous la racine,

x?
x2 ` 1

“ x

x
b

1` 1
x2

“ 1b
1` 1

x2

Ñ 1. (90.9)

La limite est donc 1.
Exercise 111 exoTD3-0003

Déterminer les limites des suites suivantes.
(1) un “ n2`3n`1

1`n2`n3 ,

(2) un “ | sinpnq|
n`1 ,

(3) un “ 2n

n5`3n`1 ,
(4) un “ pn4 ` 1qpn3 ` 2qe´n,
(5) un “ lnpnq

n`1 ,
(6) un “

?
n2 ` n` 1´?n2 ´ n` 1,

(7) un “
a
n`?n2 ` 1´

a
n`?n2 ´ 1 (pour n P N0),

(8) un “ n´?
n2`1

n´?
n2´1 (pour n ‰ 0).

corrTD3-0003

Correction of the exercise 111
(1) Mettons le plus haut degré en évidence au numérateur et au dénominateur :

un “ n2 `1` 2n
n2 ` 1

n2

˘

n3
´

1` 1
n3 ` n2

n3

¯ “ 1` 3
n ` 1

n2

n
`
1` 1

n3 ` 1
n

˘ . (90.10)

Cette dernière expression montre que le limite est zéro lorsque nÑ8.
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(2) C’est le produit d’une suite bornée (| sinpnq|) par une suite qui tend vers zéro ( 1
n`1). Cette

suite converge donc vers zéro.
(3) Il s’agit d’une exponentielle en base deux (2n) divisée par un polynôme ; la limite est donc

8 parce que l’exponentielle va toujours plus vite.
(4) Il faut se rappeler que e´n “ 1

en . La formule donnée est donc un polynôme divisée par une
exponentielle. Le résultat tend vers zéro.

(5) Ici encore il s’agit d’une limite remarquable. Le logarithme au numérateur tend vers l’infini
moins vite que le polynôme au dénominateur. Le résultat est que la limite est zéro.

(6) Il faut multiplier et diviser par le binôme conjugué. Nous avons

un “
`?
n2 ` n` 1´?n2 ´ n` 1

˘ `?
n2 ` n` 1`?n2 ´ n` 1

˘
?
n2 ` n` 1`?n2 ´ n` 1

“ pn2 ` n` 1q ´ pn2 ´ n` 1q?
n2 ` n` 1`?n2 ´ n` 1

“ 2n?
n2 ` n` 1`?n2 ´ n` 1

.

(90.11)

Maintenant il faut mettre la plus haute puissance de n en évidence dans le dénominateur.
La manipulation à faire est

a
n2 ` n` 1 “

d
n2

ˆ
1` 1

n
` 1
n2

˙

“ |n|
c

1` 1
n
` 1
n2

“ n

c
1` 1

n
` 1
n2

(90.12)

où nous avons pu enlever la valeur absolue parce que nous considérons que nÑ8. Ce n est
donc certainement positif. Nous avons donc

un “ 2n?
n2 ` n` 1`?n2 ´ n` 1

“ 2n

n
b

1` 1
n ` 1

n2 ` n
b

1´ 1
n ` 1

n2

.
(90.13)

À ce moment nous pouvons simplifier par n. Il reste 2 au numérateur tandis que le dénomi-
nateur tend vers 2. La limite est donc 1.

(7) Ici il faut commencer par multiplier et diviser par le binôme conjugué, c’est-à-dire par
b
n`

a
n2 ` 1`

b
n`

a
n2 ´ 1. (90.14)

Nous trouvons
b
n`

a
n2 ` 1´

b
n`

a
n2 ´ 1 “

?
n2 ` 1´?n2 ´ 1

?
n

c
1`

b
1` 1

n `
?
n

c
1`

b
1´ 1

n

. (90.15)EqtdtzzztsqgEqtdtzzztsqg

Maintenant le dénominateur tend clairement vers l’infini tandis que le numérateur est en-
core une forme indéterminée. Il faut donc le traiter encore une fois avec le coup du binôme
conjugué :

a
n2 ` 1´

a
n2 ´ 1 “ n2 ` 1´ n2 ` 1?

n2 ` 1`?n2 ´ 1
. (90.16)

Par conséquent le numérateur de (90.15) tend vers zéro lorsque nÑ8. Au final, nous avons

lim
nÑ8

b
n`

a
n2 ` 1´

b
n`

a
n2 ´ 1 “ 0 (90.17)
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(8) Nous multiplions et divisons par le binôme conjugué des du numérateur et du dénominateur.
Nous trouvons alors

un “ pn´
?
n2 ` 1qpn`?n2 ` 1qpn`?n2 ´ 1q

pn´?n2 ´ 1qpn`?n2 ` 1qpn`?n2 ´ 1q
“

`
n2 ´ pn2 ` 1q˘`n`?n2 ´ 1

˘
`
n`?n2 ` 1

˘`
n2 ´ pn2 ´ 1q˘

“ ´n´
?
n2 ´ 1

n`?n2 ` 1

“
´n´ n

b
1´ 1

n2

n` n
b

1` 1
n2

“
´1´

b
1´ 1

n2

1`
b

1` 1
n2

,

(90.18)

et la dernière ligne tend vers 1 lorsque nÑ8.
Remarquez qu’on a effectué la manipulation

a
n2 ´ 1 “

d
n2

ˆ
1´ 1

n2

˙
“ n

c
1´ 1

n2 (90.19)

avant de simplifier par n.

90.6 Limite de suites
Exercise 112 exoTD3-0001

Vrai ou faux ?
(1) Une suite est toujours soit majorée soit minorée.
(2) Toute suite convergente est monotone.
(3) Toute suite convergente est bornée.
(4) Si une suite est monotone et bornée, alors elle converge.
(5) Si une suite converge, alors elle est monotone et bornée.
(6) Une suite positive qui converge vers zéro est décroissante à partir d’un certain rang.
(7) Si la suite p|xn|qnPN converge vers ℓ, la suite pxnqnPN converge vers ℓ ou vers ´ℓ.
(8) Si la suite pxnqnPN converge vers ℓ, la suite px2n`n2q converge vers ℓ.
(9) Si la suite pxn ´ ynqnPN converge vers 0, les suites pxnqnPN et pynqnPN convergent vers la

même limite.
(10) Le produit d’une suite qui converge vers 0 et d’une suite quelconque converge vers 0.
(11) Toute suite encadrée par deux suites convergentes est convergente.
(12) La différence de deux suites équivalentes converge vers 0.
(13) Le quotient de deux suites équivalentes non nulle tend vers 1.

corrTD3-0001

Correction of the exercise 112
Il faut souvent penser à la suite un “ p´1qn qui est un exemple de suite qui ne converge pas

tout en restant bornée et qui prend « presque tout le temps » les mêmes valeurs.
(1) Faux. Par exemple la suite p´1qnn. Les termes pairs tendent vers l’infini et les termes impairs

vers moins l’infini. Les premiers termes sont

0,´1, 2,´3, 4,´5, . . . . (90.20)
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ItemTD31b

(2) Faux. La suite p´1qn

n tend vers zéro, mais oscille entre les positifs et les négatifs. Les premiers
termes sont

´1, 1
2 ,´

1
3 ,

1
4 ,´

1
4 , . . . . (90.21)

(3) Vrai. À partir d’un certain moment, la suite doit se « stabiliser » autour de la valeur de la
limite.

(4) Vrai. C’est la proposition 90.3.
(5) Faux. Même exemple que pour le point (2). Cette suite n’est ni monotone croissante ni

monotone décroissante.
(6) Faux. Nous prenons presque le même exemple. Prenons la suite

0, 1, 0, 1
2 , 0,

1
3 , 0,

1
4 , 0,

1
5 , ¨ ¨ ¨ (90.22)

C’est la suite des 1
n dans laquelle nous avons inséré des 0 à une place sur deux. Cette suite

n’est décroissante à partir d’aucun moment parce qu’elle n’arrête pas de passer de 0 à un
nombre strictement positif.

(7) Faux. Si nous prenons la suite un “ p´1qn, nous avons p|un|q “ 1. Cette dernière suite
converge vers 1, mais la suite de départ ne converge pas.

(8) Vrai. Une sous-suite d’une suite convergente converge vers la même limite.
(9) Faux. Prenons les suites xn “ n et yn “ n, c’est-à-dire deux fois la même suite. Évidemment,

pxn ´ ynq “ 0 est une suite qui converge vers 0, pourtant aucune des deux suites de départ
ne converge.

(10) Faux. La suite xn “ 1
n converge vers 0. Mais si nous la multiplions par yn “ 4n, le produit

est xnyn “ 4 qui converge vers 4.
(11) Faux. À ne pas confondre avec le résultat qui dit qu’une suite encadrée par deux suites qui

convergent vers la même limite est convergente. Prenons par exemple les suites xn “ ´2 et
yn “ 2. Ce sont deux suites convergentes qui encadrent la suite zn “ p´1qn. Cette dernière
ne converge pas.

(12) Faux. Les deux suites peuvent être équivalentes et ne pas converger, penser à un “ n2`n et
vn “ n2.
Par contre si les deux suites convergent, alors elles convergent vers la même limite. Supposons
pxn Ñ ℓq et pyn Ñ ℓ1q ; dans ce cas les règles de calcul de limites s’appliquent et nous avons

lim
nÑ8

un
vn
“ ℓ

ℓ1 . (90.23)

Mais si cette limite doit valoir 1, alors nous devons avoir ℓ “ ℓ1.
(13) Faux. Si la suite que l’on met au dénominateur s’annule, alors la quotient n’a pas de sens.

Attention à la différence entre « suite non nulle » et « suite qui ne s’annule jamais ».
Exercise 113 exoTD3-0002

Modèle malthusien (ou géométrique). Soit la suite punqnPN définie par
#
un`1 “ aun @n P N0

u0 “ x,
(90.24)

où a et x ě 0 sont deux nombres réels.
(1) Montrer que un “ xan pour tout n P N0.
(2) Soient a “ 1

2 et x “ 1000, en supposant que n représente un nombre de mois et un un nombre
d’individus, dans combien de temps la population sera inférieure à 1 (cas d’extinction) ?
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(3) Soient a “ 2 et x “ 2, en supposant que n représente un nombre de mois et un un nombre
d’individus, dans combien de temps la population atteindra 1000 individus ?

corrTD3-0002

Correction of the exercise 113

(1) Pour u0, nous avons u0 “ x “ xa0 ; pour rappel, a0 “ 1 pour tout a.
Supposons que la formule soit vraie pour uk, c’est-à-dire que nous avons uk “ xak pour un
certain k. Dans ce cas, nous avons

uk`1 “ auk “ axak “ xak`1 (90.25)

parce que aak “ ak`1. Donc la formule proposée est également correcte pour uk`1. Par
récurrence, elle est donc correcte pour tous les k.

(2) Nous avons

un “ 1000
2n . (90.26)

Il faut donc savoir à partir de quel n nous avons 2n ě 1000. La réponse est n “ 10 (210 “
1024).

(3) Dans le cas présent, un “ 22n “ 2n`1. Cette suite dépasse 1000 pour n` 1 “ 10, c’est-à-dire
n “ 9.

Exercise 114 exoTD3-0004

Modèle arithmétique. Soit la suite punqnPN définie par
#
un`1 “ un ` b @n P N0

u0 “ x
(90.27)

où b et x ě 0 sont deux nombres réels. Montrer que un “ bn` x pour tout n. corrTD3-0004

Correction of the exercise 114
Lorsque n “ 0, la formule est vraie parce que u0x “ bn` x si n “ 0.
Supposons maintenant que la formule soit vraie pour un certain k, c’est-à-dire que uk “ kb`x.

Dans ce cas, le terme suivant de la suite vaut

uk`1 “ uk ` b “ bk ` x` b “ pk ` 1qb` x, (90.28)

ce qui est bien la formule demandée pour le terme uk`1.
Par récurrence, la formule est vraie pour tous les termes de la suite.
Exercise 115 exoTD3-0005

Modèle malthusien contrôlé. Soit la suite punqnPN définie par
#
un`1 “ aun ` b, pour tous n P N, n ą 0
u0 “ x

où a ‰ 1, b et x ě 0 sont des nombres réels.

(1) Calculer les premiers 4 termes de la suite si a “ 2 et x “ 10.
(2) Montrer que un “ anpx` b

a´1q ´ b
a´1 pour tout n P N.

(3) En supposant que a “ 2 et x “ 100 trouver b tel que la population se stabilise, c’est-à-dire
telle que la population tende vers une valeur finie ou nulle.



4202CHAPITRE 90. MATHÉMATIQUE GÉNÉRALE POUR LE STARTER SVT (BESANÇON)

corrTD3-0005

Correction of the exercise 115
Pour les premiers termes nous avons

u0 “ 100
u1 “ 20` b
u2 “ 2p20` bq ` b “ 40` 3b
u3 “ 2p40` 3bq ` b “ 80` 7b
u4 “ 2p80` 7bq ` b “ 160` 15b.

(90.29)

Une façon de voir le concept de récurrence est de considérer que nous avons deux suites. La
première est celle de l’énoncé :

#
un`1 “ aun ` b @n P N0

u0 “ x,
(90.30)

et la seconde est
vn “ an

ˆ
x` b

a´ 1

˙
´ b

a´ 1 . (90.31)

Ce que nous devons faire est de montrer que un “ vn pour tout n.
Pour n “ 0, cela est vrai parce que un “ x (par définition) tandis qu’en posant n “ 0 dans la

définition de vn nous trouvons

v0 “ a0
ˆ
a` b

a´ 1

˙
´ b

a´ 1 “ x (90.32)

parce que a0 “ 1.
Supposons que pour un certain k, nous ayons un “ vn, et montrons qu’alors uk`1 “ vk`1.

Notre supposition nous dit que

uk “ vk “ ak
ˆ
x` b

a´ 1

˙
´ b

a´ 1 . (90.33)

Maintenant, nous utilisons la formule de définition de uk`1 :

uk`1 “ auk ` b
“ a

„
ak

ˆ
x` b

a´ 1

˙
´ b

a´ 1

ȷ
` b

“ ak`1
ˆ
x` b

a´ 1

˙
´ ab

a´ 1 ` b

“ ak`1
ˆ
x` b

a´ 1

˙
` ´ab` bpa´ 1q

a´ 1

“ ak`1
ˆ
x` b

a´ 1

˙
` ´b
a´ 1

“ vk`1.

(90.34)

Donc nous avons bien trouvé que uk`1 “ vk`1 sous l’hypothèse que uk “ vk.
La preuve par récurrence est terminée : nous sommes maintenant sûr que un “ vn pour tout

n.
Exercise 116 exoTD3-0006

Dynamique des populations : modélisation.
On considère une population de dix mille micro-organismes. Parmi ces micro-organismes, cer-

tains portent un gène qui les rend phosphorescents. La population X est celle portant ce gène et
Y est le reste de la population.
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Chaque jour, on mesure la taille de chaque population et on constate que 20% des micro-
organismes de X mutent vers Y alors que 5% des micro-organismes de Y mutent vers X.

Sachant qu’au jour 0, un quart des micro-organismes est phosphorescent et en supposant que
le nombre de ces micro-organismes reste constant, quelle est la population de X et de Y au bout
de 1 jour, 2 jours, 5 jours et 10 jours ? corrTD3-0006

Correction of the exercise 116
Nous notons N la quantité totale de micro-organismes (c’est-à-dire N “ 10000), puis Xn la

quantité des micro-organismes phosphorescents au jour n, et Yn la quantité de ceux qui ne le sont
pas, nous avons

X0 “ N

4 (90.35a)

Y0 “ 3N
4 , (90.35b)

et la loi d’évolution est

Xn`1 “ Xn ´ 20Xn

100 ` 5Yn
100 (90.36a)

Yn`1 “ Yn ` 20Xn

100 ´ 5Yn
100 . (90.36b)

En simplifiant les fractions,
Xn`1 “ 4

5Xn ` 1
20Yn. (90.37)EqunevolXnTnEqunevolXnTn

Étant donné que la quantité totale de micro-organismes est constante et vaut N , nous avons
toujours Xn ` Yn “ N . Nous pouvons donc remplacer Yn par pN ´ Xnq dans l’équation (90.37)
pour trouver

Xn`1 “ 3
4Xn ` N

20 . (90.38)

Et nous sommes maintenant dans un modèle, pour Xn, du même type que celui de l’exercice 115
avec a “ 3

4 , b “ N
20 et x “ X0 “ N

4 . L’évolution de Xn est donc donnée par

Xn “
ˆ

3
4

˙n˜
X0 ` N{20

3
4 ´ 1

¸
´ N{20

3
4 ´ 1

“
ˆ

3
4

˙nˆN
4 ´ 4N20

˙
` 4N20

“
ˆ

3
4

˙n N
20 `

N

5

(90.39)EqrefXnnformEqrefXnnform

où nous avons utilisé le fait que X0 “ N
4 . À partir de cette expression, nous pouvons retrouver Yn

simplement en calculant Xn et en faisant Yn “ N ´Xn.
Pour trouver la population de type X au bout de 1 jour, il suffit de poser n “ 1 dans l’expression

(90.39). Le résultat est 19
80N “ 2375. Au bout de deux jours il en reste X2 “ 2281.25, X5 “ 2118.65

et X10 “ 2028.16.
Exercise 117 exoTD3-0007

Modèle à ressources limitées (compétition). Soit la suite punqnPN définie par
#
un`1 “ unfpunq @n P N0

u0 “ x,
(90.40)

où x ě est un nombre réel et f : r0,8rÑ r0, as est la fonction définie par

fpyq “
#
a si y ă 2
2a
y si y ě 2.

(90.41)

Déterminer la limite de la suite punqnPN dans les cas suivants.
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(1) x “ 3 et a “ 1
2 . Conseil : commencer par montrer que 0 ă un ă 2 pour tout n ě 1.

(2) x “ 1 et a “ 2.
corrTD3-0007

Correction of the exercise 117
Ici nous ne pouvons pas utiliser la proposition 90.1 pour trouver des candidats limites parce

que la fonction qui lie un`1 à un n’est pas continue.
(1) Nous avons u0 “ 3 et

fpyq “
#

1
2 si y ă 2
1
y si y ě 2.

(90.42)

Calculons quelques termes.

u0 “ 3

u1 “ fpu0qu0 “ fp3q· 3 “ 1
33 “ 1

u2 “ fpu1qu1 “ fp1q “ 1
2

u3 “ fpu2qu2 “ fp12q
1
2 “

1
4 .

(90.43)

Ce que nous remarquons est que, à partir du moment où la suite passe en dessous de 1, le
nombre est divisé par deux à chaque pas. Cela est à cause du fait que dès que un ă 1, alors
un`1 “ fpunqun “ 1

2un.
La suite tend donc vers zéro.

(2) Cette fois nous avons

fpyq “
#

2 si u ă 2
4
y si y ě 2

(90.44)

Calculons quelques termes :
u0 “ 1
u1 “ 2u0 “ 2

u2 “ fp2qu2 “ 4
22 “ 4

u3 “ fp4q· 4 “ 1 · 4 “ 4.

(90.45)

La suite reste alors bloquée à 4. En effet si un “ 4, alors

un`1 “ fpunqun “ 4
un

· 4 “ 4
4 · 4 “ 4. (90.46)

La limite est donc 4.
Notez que dans cet exercice nous avons eu de la chance : rien qu’en calculant les premiers

termes, nous avons pu comprendre comment se comporte la suite et déterminer la limite . . . ce ne
sera pas toujours le cas.

Exercise 118 exoTD3-0008

Modèle à ressources limitées (partage). Soit la suite punqnPN définie par
#
un`1 “ unfpunq @n P N0

u0 “ x,
(90.47)

où x ě 0 est un nombre réel et f : r0,8rÑ r0, as est la fonction définie par

fpyq “
#
a si y ă 2
0 si y ě 2

(90.48)
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(1) Déterminer la limite de la suite punqnPN dans les cas suivants :
(1a) a “ 1

2 et x ě 0 quelconque,
(1b) a “ 1 et x “ 1,
(1c) a “ 1 et x “ 3,
(1d) a “ 2 et x ě 0 quelconque.

(2) On considère x “ 1 avec pour unité le million d’individus et le mois comme unité de temps.
Au bout de combien de temps la population sera-t-elle intérieure à 100.000 individus dans le
cas où a “ 9

10 ?
Même question dans le cas a “ 11

10 .
corrTD3-0008

Correction of the exercise 118
(1) Commençons par dire quelque chose de valable dans tous les cas : si un “ 0, alors un`1 “ 0

parce que
un`1 “ unfpunq (90.49)

qui vaut zéro lorsque un “ 0.
D’autre part, si un ě 2, alors un`1 “ unfpunq “ 0. Par conséquent, dès que la suite dépasse
2, elle retombe immédiatement à zéro.
(1a) Les cas x “ 0 et x ě 2 sont traités par la remarque que nous venons de faire.

Il reste à voir ce qui se passe si x P s0, 2r. Si un P s0, 1r, alors fpunq “ 1
2 , et donc

un`1 “ un
2 . (90.50)

Par conséquent, dès que la suite entre dans l’intervalle s0, 2r, la suite y reste (parce que
dans ce cas, un

2 est encore entre 0 et 2) et est décroissante (la moitié à chaque pas).
Nous en déduisons que dans ce cas, la suite tend vers 0.
En conclusion, pour tous les x ě 0, la suite va tendre vers 0.

(1b) Nous avons

fpyq “
#

1 si y ă 2
0 si y ě 2

(90.51)

Le calcul des premiers termes est immédiat : u0 “ 1, u1 “ 1 · fp1q “ 1, et puis la suite
reste en fait constante égale à 1.

(1c) Cette fois, nous partons de u0 “ 3. Donc fpu0q “ 0, et la suite tombe immédiatement
à zéro et y reste. Elle converge donc vers zéro.

(1d) Si u0 ě 2, alors fpu0q “ 0 et la suite est immédiatement zéro.
Si u0 ă 2, alors u1 “ 2u0 ą u1. Tant que la suite reste plus petite que 2, la valeur est
doublée à chaque pas. À un moment donné, elle va dépasser 2, et à ce moment, elle
retombe immédiatement à zéro. La suite tend donc vers zéro.

(2) Dans cette question, nous partons avec u0 “ 1, et on demande pour que n nous aurons
un ď 0.1. (cent mille, c’est zéro virgule un million) Afin de comprendre comment les choses
se passent, calculons les premiers termes. La fonction f est donnée par

fpyq “
#

9
10 si y ă 2
0 si y ě 2

(90.52)EqLaFnfcandaadEqLaFnfcandaad

donc
u0 “ 1

u1 “ 9
10u0 “ 9

10

u2 “ 9
10u1 “ 9

10 · 9
10 “

ˆ
9
10

˙2

u3 “ 9
10u2 “

ˆ
9
10

˙3
,

(90.53)
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etc. Nous voyons que
un “

ˆ
9
10

˙n
. (90.54)

La question revient à trouver pour quel n nous avons
ˆ

9
10

˙n
“ 0.1, (90.55)

la réponse est donnée par
n “ log9{10p0.1q “ 21.8, (90.56)

et il faut donc 22 mois pour passer en dessous de la limite des 100 mille.
Si par contre nous prenons a “ 11{10, alors nous avons, pour les premiers termes la suite

un “
ˆ

11
10

˙n
, (90.57)

et la suite est croissante. Mais dès que la suite dépasse la valeur 2, elle retombe à zéro parce
que

fpyq “
#

11
10 si y ă 2
0 si y ě 2

(90.58)

En calculant
n “ log11{10p2q, (90.59)

nous trouvons que la suite dépasse 2 en u8. Par conséquent u9 “ 0.
Exercise 119 exoTD3-0009

Modèle de Hassel.
Soit la suite punqnPN définie par

#
un`1 “ aun

p1`unqb @n P N0

u0 “ x,
(90.60)

où a, b et x ě 0 sont des nombres réels.
(1) On suppose que a “ 1

2 et que b et x sont des nombres positifs quelconques. Montrer que
un ě 0 pour tout n P N et que la suite punq est décroissante. En déduire que limnÑ8 un “ 0.

(2) On suppose que a “ 2, b “ 1 et x “ 2. Montrer que limnÑ8 un “ 1.
(3) On suppose que a “ 2, b “ 1 et x “ 1

2 . Montrer que limnÑ8 un “ 1.
(4) On suppose que a “ 2, b “ 1

2 et x “ 2. Montrer que limnÑ8 un “ 3.
corrTD3-0009

Correction of the exercise 119
C’est la combinaison des propositions 90.1 et 90.3 qui va nous permettre de nous en sortir.
Lorsque un`1 est donné directement en fonction de un, c’est-à-dire lorsque un`1 “ fpunq, les

« candidats limites » sont les nombres u tels que

u “ fpuq. (90.61)

Dans le cas qui nous intéresse ici, les candidats seront donnés par l’équation

u “ au

p1` uqb . (90.62)EquauupbpEquauupbp

La première solution à cette équation est u “ 0. Afin de trouver les solutions différentes de zéro,
nous pouvons simplifier l’équation (90.62) par u :

1 “ a

p1` uqb , (90.63)
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et donc p1` uqb “ a, c’est-à-dire
u “ a1{b ´ 1. (90.64)

Dans tous les cas nous savons donc que la limite de la suite (si elle existe !) sera donnée par zéro
ou par a1{b ´ 1.

(1) Nous allons prouver que la suite est décroissante et bornée vers le bas par zéro. Cela prouvera
qu’elle est convergente. Après, il faudra déterminer si la limite est zéro ou bien a1{b ´ 1.
Montrons que un ą 0 pour tout n. Nous faisons cela par récurrence. D’abord l’énoncé dit
que u0 est positif. Ensuite, si un est positif, alors

un`1 “ 1
2

un
p1` unqb (90.65)

est également positif.
Pour prouver la décroissance, nous calculons

un`1
un

“ a

p1` unqb “
1
2

1
p1` unqb . (90.66)

Maintenant, le truc est de remarquer que si un ą 0, alors, 1` un ą 1 et donc p1` unqb ą 1.
Cela fait que la fraction est plus petite que 1 et donc que

un`1
un

ă 1. (90.67)

Cela signifie que un ą un`1 et donc que la suite est décroissante.
Nous savons maintenant que la suite est convergente. Les deux candidats à être limite sont
0 et a1{b´ 1 “ p1

2q1{b´ 1 ă 0. Étant donné que nous avons prouvé que la suite reste positive,
le second candidat limite n’est pas possible (il est strictement négatif parce que p1

2q1{b est
toujours négatif). La limite est donc zéro.

(2) Si a “ 2, b “ 1 et u0 “ 2, nous avons comme candidats les nombres 0 et 21 ´ 1 “ 1. Notre
but est donc de montrer que la suite est convergente et d’écarter la possibilité que la limite
soit zéro.
La stratégie sera donc de montrer que la suite est toujours plus grande ou égale à 1, et de
montrer qu’elle est décroissante. Comme ça elle sera convergente (décroissante et bornée vers
le bas), et la limite ne pourra pas être 0.
Supposons que un ą 1. Alors un`1 “ 2un

1`un
ą 1. En effet, 2un´ p1` unq “ un´ 1 ą 0, ce qui

signifie que 2un ą p1` unq et donc que 2un
1`un

ą 1. La suite est donc bornée vers le bas par 1.
Elle est également décroissante parce que

un`1
un

“ 2
1` un ă 1 (90.68)

si un ą 1.
La suite est donc décroissante, bornée vers le bas par 1 (donc convergente) et ses candidats
limites sont 0 et 1. La seule limite possible est donc 1.

(3) La suite est donnée par
un`1 “ 2un

1` un (90.69)

et u0 “ 1
2 . Les candidats limites sont u “ 0 et u “ a1{b ´ 1 “ 2´ 1 “ 1. Étant donné que la

suite part de 1
2 , nous devrions montrer que la suite est croissante et bornée par le haut.

Pour la croissance, supposons que u ď 1 et calculons

un`1
un

“ 2
1` un ě

2
1` 1 “ 1. (90.70)

Donc tant que la suite est plus petite que 1, elle est croissante.
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Pour prouver que la suite est bornée par 1, nous allons prouver que si 1
2 ď un ď 1, alors

un`1 ď 1. En effet demander un`1 ď 1 est équivalent à demander

2un ď 1` un, (90.71)

parce que 1 ` un ą 0. C’est-à-dire un ď 1. Donc par récurrence tous les termes de la suite
sont plus petits ou égaux à 1. Or nous venons de dire que tant que la suite est plus petite
que 1, elle est croissante. La suite est donc toujours croissante.
La suite étant croissante et bornée par 1,elle est convergente. Mais comme les deux seuls
candidats sont 0 et 1, vu qu’on part de 1

2 , la seule limite possible est 1.
(4) Les candidats limites sont u “ 0 et u “ 21{p1{2q ´ 1 “ 22 ´ 1 “ 3. La suite part de 2. Donc si

nous pouvions montrer que la suite est croissante et bornée, ce serait gagné.
La suite est donnée par

un`1 “ 2un?
1` un (90.72)

Nous montrons que tant que un ď 3, la suite est croissante. Il existe plusieurs possibilités.

(4a) Nous avons la majoration

un`1
un

“ 2?
1` un ě

2?
1` 3

“ 1. (90.73)EqmaktzzzncnEqmaktzzzncn

La suite est donc croissante tant qu’elle est en dessous de 3. Il peut encore arriver que
la suite dépasse 3. Nous montrons à présent qu’il n’en est rien. Nous allons montrer que
si un est plus petit que 3, alors un`1 est encore plus petit que 3.
Pour cela nous considérons la fonction

fpxq “ 2x?
1` x. (90.74)

C’est une fonction croissante pour les x positifs parce que sa dérivée vaut

2?
1` x ´

x

p1` xq3{2 “
2px` 1q ´ x
px` 1q3{2 “ x` 2

px` 1q3{2 ě 0. (90.75)

Donc la plus grande valeur de fpxq pour x P r0, 3s est fp3q “ 3. En particulier, la plus
grande valeur que pourrait prendre

un`1 “ 2un?
1` un “ fpunq (90.76)

lorsque un est plus petit que 3 est 3. La suite est donc bornée par 3.
(4b) Une autre façon de prouver le fait que la suite soit bornée par 3 est de procéder par

l’absurde en supposant que la suite passe par une valeur plus grande que 3. Tout d’abord
nous pouvons perfectionner la majoration (90.73) en écrivant

un`1
un

“ 2
p1` unq1{2 . (90.77)

Si un ą 3, la suite est décroissante. Supposons que un ă 3, un`1 ą 3 et calculons un`2.
Nous nous attendons à avoir un`2 ă un`1 parce que un`1 ą 3. Calculons :

nn`2 “ 2un`1
p1` un`1q1{2

“ un`1
2p1` unq1{4

`p1` unq1{2 ` 2un
˘1{2

looooooooooooomooooooooooooon
A

. (90.78)



90.6. LIMITE DE SUITES 4209

Nous allons montrer que si un ă 3, alors A ą 1, ce qui signifierais que un`2 ą un`1 et
contredirait le fait que la suite est croissante tant que un ą 3. Demander A ą 1 revient
à demander

2p1` unq1{4 ă `p1` unq1{2 ` 2un
˘1{2

. (90.79)
En élevant deux fois au carré nous trouvons l’inéquation

´4u2
n ` 9un ` 9 ą 0. (90.80)EqzztzzznqunAEqzztzzznqunA

Le polynôme du membre de gauche n’est positif que entre ´3{4 et 3. Donc si un ą 3,
l’inégalité (90.80) n’est jamais satisfaite. Par conséquent A ă 1 et un`2 ă un`1, ce qui
contredit le fait que un ą 3.

Exercise 120 exoTD3-0010

Contrôle par introduction d’une population stérile.
Soit la suite punqnPN définie par

#
u0 “ 1
un`1 “ 2un

1`un

un
un`s @n P N0

(90.81)

où s est un nombre réel positif.
(1) Montrer que, pour s ě 2, un P r0, 1s pour tout n P N.
(2) Montrer que, pour s ě 2, la suite punq est décroissante.
(3) En déduire que, en choisissant s ě 2, on amène la population vers l’extinction.

corrTD3-0010

Correction of the exercise 120
(1) On démontre ce premier point par récurrence. D’abord par définition u0 “ 1, donc u0 P r0, 1s.

Ensuite si un P r0, 1s pour touts indices n entre 0 et k alors on a

uk`1 “ 2uk
1` uk

uk
uk ` s ď

2
1

1
s
ď 1.

La première inégalité est obtenue en observant que pour majorer une fraction il faut majorer
le numérateur et minorer le dénominateur. Dans notre cas, le numérateur est toujours ď 2 · 1
parce que uk ď 1 et le dénominateur est supérieur à s, parce que uk ě 0.

(2) Pour démontrer la décroissance, nous écrivons
un`1
un

“ 2un
p1` unqps` unq ď

2un
pun ` sq (90.82)

parce que un P r0, 1s, donc en remplaçant dans le dénominateur p1 ` unq par 1, la fraction
diminue. De la même manière, si nous remplaçons dans le dénominateur un par zéro et s par
2, nous agrandissons la fraction :

2un
un ` s ď

2un
2 “ un ď 1. (90.83)

Par conséquent la suite est décroissante.
Une méthode alternative pour montrer la décroissance est de remarquer que la récurrence
définissant la suite peut être écrite sous la forme

un`1 “ ungpunq (90.84)

avec
gpxq “ 2x

p1` xqpx` sq . (90.85)

Cette fonction est une fonction rationnelle. Pour la majorer il faut majorer son numérateur
et minorer sont dénominateur, en sachant que x P r0, 1s. On obtient alors

gpxq ď 2
s
ď 1. (90.86)

Nous avons donc un`1 “ gpunqun ď un ď 1.
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(3) La suite est bornée et décroissante. Elle est donc convergente. Rien n’oblige cependant que
la limite soit exactement zéro. Pour le montrer, nous allons chercher les candidats limites, et
montrer que seul 0 convient. Il y a plusieurs façons de procéder.

(3a) Pour cela, écrivons la suite sous la forme

un`1 “ ungpunq (90.87)

avec
gpxq “ 2x

p1` xqpx` sq . (90.88)

Le premier candidat limite est u “ 0. Les autres s’obtiennent en résolvant l’équation
gpxq “ 1. D’abord nous remarquons que gp0q “ 0. Ensuite, en passant à la dérivée, nous
voyons que la fonction g est croissante :

g1pxq “ 2px` 1qps` xq ´ 2xpx` 1q ´ 2xps` xq
px` 1q2px` sq2 . (90.89)

Le dénominateur est certainement positif. Le numérateur vaut ´2x2 ` 2s. Étant donné
que nous considérons x P r0, 1s et s ą 2, nous avons g1pxq ą 0. Le maximum de la
fonction g entre 0 et 1 est alors

gp1q “ 1
s` 1 ă 1. (90.90)

La fonction g ne passe donc jamais par 1 entre x “ 0 et x “ 1.
Le seul candidat limite est donc zéro.

(3b) La recherche directe des points fixe revient à résoudre l’équation

x “ 2x2

px` 1qpx` sq . (90.91)

La solution x “ 0 est évidente. Cherchons les autres solutions. Elles reviennent à ré-
soudre

x2 ` xp1` s´ 2q ` s “ 0. (90.92)
Les racines sont

x “ ´ps´ 1q ˘aps´ 1q2 ´ 4s
2 . (90.93)

Ce qui se trouve dans la racine carrée est automatiquement plus petit que ps´ 1q2, par
conséquent la racine carrée est plus petite que ps´ 1q et la combinaison ´ps´ 1q˘?¨ ¨ ¨
est négative. Par conséquent les derniers candidats limites sont négatifs et donc à rejeter
parce que nous savons que la suite est positive.

Étant donné que nous savons que la suite est convergente, nous savons qu’elle converge vers
zéro.

Exercise 121 exoTD3-0011

Les lapins de Fibonacci.
On considère des couples de lapins tels que, chaque mois, chaque couple donne naissance à un

nouveau couple qui devient lui-même productif dès l’âge de deux mois. Après n mois, leur nombre
un est donné par la suite $

’&
’%

un`2 “ un`1 ` un @n P N
u0 “ 0
u1 “ 1.

(90.94)

(1) Montrer que pour tout n P N,

un “ 1?
5

”ˆ1`?5
2

˙n
´
ˆ

1´?5
2

˙n ı
. (90.95)
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(2) Justifier, dans ce cas très idéalisé, le modèle ci-dessus. Expliquer pourquoi a-t-on un`2 “
un`1 ` un.

corrTD3-0011

Correction of the exercise 121
(1) Supposons que la formule soit vraie pour tous les termes jusqu’à k ` 1, et prouvons qu’elle

est encore vraie pour le terme numéro k ` 2. Pour simplifier la notation, nous notons

A “ 1`?5
2 B “ 1´?5

2 . (90.96)

En utilisant la définition de uk`2 et en supposant que uk`1 “ 1?
5pAk`1 ´ Bk`1q et uk “

1?
5pAk ´Bkq, nous avons

uk`2 “ uk`1 ` uk
“ 1?

5
pAk`1 `Ak ´Bk`1 ´Bkq

“ 1?
5
`
AkpA` 1q ´BkpB ` 1q˘.

(90.97)EqFiboUnMOcheABEqFiboUnMOcheAB

Nous voudrions obtenir
uk`2 “ 1?

5
pAk`2 ´Bk`2q. (90.98)

En comparant avec l’expression (90.97), nous devons prouver que A`1 “ A2 et B`1 “ B2.
Cela est vrai parce que

A` 1 “ 1`?5
2 “ 3`?5

2 , (90.99)

mais

A2 “
ˆ

1`?5
2

˙2
“ 1` 5` 2

?
5

4 “ 3`?5
2 . (90.100)

Il en va de même pour B : B ` 1 “ 3´?
5

2 , et

B2 “ 1` 5´ 2
?

5
4 “ 6´ 2

?
5

4 “ 3´?5
2 . (90.101)

(2) Faisons un petit schéma. Les ♡ désignent les couples en âge de se reproduire tandis que les
♣ désignent les couples qui viennent de naître.

♣

��
♡

ww ''♡

ww ��

♣

��
♡

�� ��

♣

��

♡

�� ��
♡ ♣ ♡ ♡ ♣

(90.102)

À chaque nouvelle étape, les ♡ restent, mais chaque ♡ donne naissance à un ♣, tandis que
les ♣ deviennent des ♡. Donc à l’étape n, le nombre de ♡ est égal au nombre de ♡ de l’étape
n´ 1 plus le nombre de ♣ de l’étape n´ 1. Mais le nombre de ♣ de l’étape n´ 1 est égal au
nombre de ♡ de l’étape n´ 2. Par conséquent un “ un´1 ` un´2.
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Exercise 122 exoTD3-0012

Modèle logistique.
Soit la suite punqnPN définie par

#
un`1 “ 2unp1´ bunq @n P N0

u0 “ x,
(90.103)

où b ą 0 et x ě 0 sont des nombres réels.

(1) Montrer que si x P t0, 1
b u, alors limnÑ8 un “ 0.

(2) Montrer que si x P s0, 1
2b s, alors limnÑ8 un “ 1

2b .
(3) Montrer que si x P r 1

2b ,
1
b r, alors limnÑ8 un “ 1

2b .
corrTD3-0012

Correction of the exercise 122
Avant de nous lancer dans l’action, nous pouvons déterminer quelles sont les limites possibles.

Le « candidats limites » sont les u tels que

u “ 2up1´ buq. (90.104)

La première solution est u “ 0. Ensuite nous pouvons simplifier l’équation par u, ce qui donne
l’équation 1 “ 2 ´ 2bu, et donc la solution u “ 1

2b . Nous retenons que les limites possibles de la
suite punq sont zéro et 1

2b .

(1) Si u0 “ 0, alors la suite reste nulle tout le temps parce que un est en facteur dans la définition
de un`1. Si par contre u0 “ 1

b , alors 1´ bu0 “ 0, et par conséquent u1 “ 0. Dès que u1 “ 0,
tous les termes suivants de la suite seront nuls.

(2) Nous savons que les limites possibles (si la suite est convergente) sont 0 et 1
2b . Dans le cas

où u0 est strictement entre 0 et 1
2b , si nous voulons prouver que la limite existe et vaut 1

2b .
La stratégie sera de prouver que la suite est croissante et bornée. En effet, si elle est croissante
et borné, elle converge. Mais si le premier terme est plus grand que 0 et qu’elle est croissante,
elle ne peut pas converger vers 0. Elle devra donc converger vers 1

2b .

Bornée Montrons que si uk ă 1
2b , alors uk`1 ă 1

2b . Demander

2ukp1´ bukq ă 1
2b (90.105)

revient à demander
´2bu2

k ` 2uk ´ 1
2b ă 0. (90.106)

Étudions donc la fonction fpxq “ ´2bx2` 2x´ 1
2b . C’est une fonction qui s’annule pour

les valeurs suivantes de x :

´2˘
b

4´ 4p´2bq `´ 1
2b
˘

´4b “ 1
2b . (90.107)

C’est une parabole (fonction du second degré) qui ne s’annule qu’une seule fois, et qui
est donc toujours positive ou bien toujours négative. Dans notre cas, elle est toujours
négative parce que fp0q “ ´ 1

2b ă 0.
Cela est une très bonne nouvelle parce que nous avons démontré que quelle que soit la
valeur de uk, nous avons toujours uk`1 ă 1

2b . Ce qui nous intéresse pour l’instant est
que la suite soit bornée par 1

2b .
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Bornée, alternative Calculons la différence un`1´ 1
2b et montrons que cette différence est

toujours négative. Nous avons

un`1 ´ 1
2b “ 2unp1´ bunq ´ 1

2b (90.108a)

“ ´2bu2
n ` 2un ´ 1

2b (90.108b)

“ ´ 1
2b
`
4b2u2

n ´ 4bun ` 1
˘

(90.108c)

“ ´ 1
2bp2bun ´ 1q2, (90.108d)

qui est effectivement toujours négatif. Par conséquent un`1 ´ 1
2b ă 0 et un`1 ă 1

2b .
Croissante Calculons

uk`1
uk

“ 2p1´ bukq ą 2
ˆ

1´ b 1
2b

˙
“ 1. (90.109)

Pour cette majoration, nous avons utilisé le fait que 1 ´ buk ą 1 ´ b 1
2b parce que si

uk ă 1
2b , alors 1´ uk ą 1´ 1

2b .
Conclusion Lorsque un est entre 0 et 1

2b , nous avons montré qu’elle est croissante et bornée.
Elle est donc convergente. Or les seules bornes possibles sont 0 et 1

2b . La suite ne peut
donc converger que vers 1

2b .

(3) La bonne surprise est que si uk ą 1
2b , alors uk`1 ă 1

2b , parce que nous avons déjà vu que de
toutes façons la fonction ´2bu2

n ` 2un ne retourne que des valeurs plus petites que 1
2b . Donc

si u0 ą 1
2b , il n’en reste pas moins que u1 ă 1

2b , et que par conséquent la suite converge vers
1
2b par le point précédent.

Exercise 123 exoTD3-0013

Modèle de Gompertz.
Soit la suite punqnPN définie par

#
un`1 “ un ´ un lnpunq @n P N0

u0 “ x.
(90.110)

Montrer que si x P s0, er, alors limnÑ8 un “ 1. corrTD3-0013

Correction of the exercise 123
Candidats limite Comme d’habitude, nous commençons par trouver les limites possibles en ré-

solvant l’équation
u “ u´ u lnpuq. (90.111)EquumulnuEquumulnu

Notez que u “ 0 pourrait être une limite parce que la fonction u ´ u lnpuq n’est pas définie
en u “ 0, donc la proposition 90.1 ne peut pas conclure. Quoi qu’il en soit, les autres limites
possible se trouvent en simplifiant l’équation (90.111) par u. Nous tombons sur l’équation
1 “ 1´ lnpuq, c’est-à-dire lnpuq “ 0 et donc u “ 1.
Deux limites possibles : 0 et 1.

Croissance En ce qui concerne la croissance de la suite, nous avons
un`1
un

“ 1´ lnpunq. (90.112)

Ici nous voyons une différence entre un P s0, 1r et un P s1, er.
(1) Si un P s0, 1r, alors 1´ lnpunq ą 1 et la suite est croissante. En d’autres termes, un ă 1

implique un`1 ą un.
(2) Si un P s1, er, nous avons un`1

un
ă 1 et la suite est donc décroissante. En d’autres termes,

si un ą 1, alors un`1 ă un.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Mod%C3%A8le_de_Gompertz
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Bornes La fonction qui définit la récurrence est

fpxq “ x´ x lnpxq. (90.113)

La dérivée vaut f 1pxq “ ´ lnpxq.
(1) Nous commençons par considérer le cas où la suite prend au moins une valeur en dessous

de 1.
Si x ă 1, nous avons f 1pxq ą 0. Cela signifie que la fonction est croissante et que parmi
les x P s0, 1r, celui qui rend fpxq la plus grande possible est x “ 1. Donc si un ă 1, nous
avons

un`1 “ fpunq ă fp1q “ 1 (90.114)

La conclusion est que si un ă 1, alors un`1 ă 1. Dès que la suite passe par une valeur
plus basse que 1, elle y reste. Nous avons par ailleurs montré que pour les un ă 1, la
suite était croissante. Dès que la suite prend une valeur plus petite que 1, elle est donc
bornée et croissante et par conséquent convergente. Les seuls candidats étant 0 et 1, la
suite converge vers 1.

(2) Traitons à présent du cas où la suite reste toujours au dessus de 1. Nous avons déjà vu
que si un ą 1, alors un`1 ă un.
Si x ą 1, nous avons f 1pxq ă 0 et f est donc une fonction décroissante. Son minimum
parmi les x plus grands que 1 est donc atteint pour x “ 1. C’est-à-dire que

fpxq ă fp1q “ 1 (90.115)

pour tout x ą 1. En ce qui concerne notre suite, si un ą 1, nous avons

un`1 “ fpunq ă fp1q “ 1. (90.116)

Si la suite passe par une valeur supérieure à 1, elle retourne instantanément à une valeur
inférieure à 1.

En conclusion, si x P s0, 1r nous avons u0 ă 1 et la suite reste constamment inférieure à 1. Dans
ce cas elle converge vers 1.

Si par contre x P s1, er, nous avons u0 P s1, 0r et par conséquent u1 ă 1. La suite converge donc
également vers 1.

Exercise 124 exoTD3-0014

Modèle avec prédation et prélèvement.
Soit punqnPN définie par #

un`1 “ a u2
n

u2
n`b2 ´ Eun @n P N

u0 “ x,
(90.117)

où a ą 0, b et E ą 0 sont des réels.
(1) Chercher les limites possibles d’une telle suite.
(2) Si E “ 0 et a2 ą 4b2, en utilisant la question précédente et le fait que la fonction t ÞÑ at2

t2`b2

est croissante, montrer que pour 0 ă x ă a´?
a2´4b2
2 , alors

0 ă a
un

u2
n ` b2 ă 1 (90.118)

pour tout n P N.
(3) Si E “ 0 et a2 ą 4b2, montrer que si 0 ă x ă a´?

a2´4b2
2 alors la suite punq converge vers 0.

(4) Si a ą 2 et b “ 1, montrer que si E ą pa ´ 2q{2, alors la suite est décroissante et si x ą 0,
elle converge vers 0.

(5) Quelle est la morale de cette dernière question ?
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corrTD3-0014

Correction of the exercise 124
(1) La suite punqnPN est définie par une formule de récurrence du type un`1 “ gpunq, donc si

sa limite est un nombre ce nombre sera un point fixe de la fonction qui apparaît dans la
définition de la suite.
La fonction qu’on doit considérer est alors

gpxq “ a
x2

x2 ` b2 ´ Ex.

Les points fixes de g satisfont l’équation

ℓ “ a
ℓ2

ℓ2 ` b2 ´ Eℓ,

qui est équivalente à
pE ` 1qℓpℓ2 ` b2q ´ aℓ2 “ 0,

et encore
ℓ
`pE ` 1qpℓ2 ` b2q ´ aℓ˘ “ 0.

Le produit de deux facteurs est zéro si et seulement si au moins un entre les deux facteurs
est nul. Les solutions sont alors 0, ℓ1 et ℓ2, où ℓ1 et ℓ2 sont les racines du polynôme pE `
1qpℓ2 ` b2q ´ aℓ.

ℓ1 “ a`a
a2 ´ 4pE ` 1q2b2

2pE ` 1q , ℓ2 “ a´a
a2 ´ 4pE ` 1q2b2

2pE ` 1q .

Itemtzziqtrois

(2) Supposons maintenant que E “ 0 et que a2 ą 4b2. On aura alors

ℓ1 “ a`?a2 ´ 4b2

2 , ℓ2 “ a´?a2 ´ 4b2

2 .

Notez que la deuxième de ces hypothèses veut dire simplement que les racines ℓ1 et ℓ2 sont
bien deux nombres réels distincts. En fait, il est facile de voir que 0 ă ℓ2 ă ℓ1.
On a

aun
u2
n ` b2 ă 1 si et seulement si aun ă u2

n ` b2,

ce qui peut s’écrire aussi comme

u2
n ´ aun ` b2 ą 0.

Cette dernière condition est satisfaite pour un ă ℓ2 ou un ą ℓ1. Il nous faut alors démontrer
que si le premier terme de la suite u0 est entre r0, ℓ2s touts les termes suivantes sont contenus
dans le même intervalle.
Notons d’abord que si 0 ă u0 ă ℓ2 alors 0 ă au0

u2
0 ` b2 ă 1 et par conséquent 0 ă u1 ă u0.

Supposons maintenant que les termes un soient dans l’intervalle r0, ℓ2s pour tous les indices
n entre 0 et k alors on aura

0 ă uk`1 “ auk
u2
k ` b2uk ă uk ă ℓ2.

Méthode alternative : la condition que t ÞÑ at2

t2`b2 est croissante implique que la suite
punqnPN est monotone. Autrement dit, cela implique que soit

aun
u2
n ` b2 ă 1 pour tout n,
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soit
aun

u2
n ` b2 ą 1 pour tout n,

Il nous faut simplement vérifier laquelle entre les deux inégalités est vérifiée lorsque n “ 0.
Notez que l’égalité est vérifié si et seulement si un “ ℓ1 ou un “ ℓ2. Dans ce deux cas la suite
devient constante.

(3) Les candidats limites de la suite se trouvent en résolvant l’équation

x “ ax2

x2 ` b2 . (90.119)

La première solution est x “ 0. Pour trouver les autres solutions, nous simplifions l’équation
par x pour trouver ax “ x2 ` b2 ou encore x2 ´ ax` b2 dont les solutions sont

a˘?a2 ´ 4b2

2 . (90.120)

Montrons que le seul candidat possible est zéro. D’abord par la question (2) nous savons que

un`1
un

“ aun
u2
n ` b2 ă 1. (90.121)

La suite est donc décroissante. D’autre part à part zéro, le plus petit candidat limite est

a´?a2 ´ 4b2

2 , (90.122)

mais par hypothèse, nous avons

0 ă x ă a´?a2 ´ 4b2

2 , (90.123)

ce qui signifie que la suite commence déjà en dessous de ce candidat limite. Une suite dé-
croissante ne peut pas converger vers une limite plus grande que son premier terme. Donc le
seul candidat limite est zéro.

(4) Dans les nouvelles conditions a ą 2, b “ 1 et E ą pa´ 2q{2 nous avons

un`1 “ a
u2
n

u2
n ` 1 ´ Eun “

ˆ
a

un
u2
n ` 1 ´ E

˙
un. (90.124)

Décroissante Il nous suffit de prouver que pour tout indice n dans N la quantité

a
un

u2
n ` 1 ´ E

est inférieure à 1. L’hypothèse sur E nous permet d’écrire

a
un

u2
n ` 1 ´ E ă a

un
u2
n ` 1 ´

pa´ 2q
2 .

En mettant au même dénominateur, nous avons

a
un

u2
n ` 1 ´ E ă

2aun ´ au2
n ´ a` 2u2

n ` 2
2pu2

n ` 1q “ ´a pun ´ 1q2
2pu2

n ` 1q ` 1 ă 1. (90.125)

bornée Nous montrons maintenant que la suite est bornée inférieurement par zéro.
PROBLÈME : avec E “ 1000, a “ 3, u0 “ 1, c’est un contre-exemple ! !
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90.7 Étude de fonctions, première partie

Exercise 125 dd exoTD2-1

Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

(1) lim
xÑ1

x2 ` x´ 2
x2 ` 2x´ 3 ;

(2) lim
xÑ0

?
x` 1´ 1

x
;

(3) lim
xÑ0

sin x
x

;

(4) lim
xÑ0

ln x?
x

;

(5) lim
xÑ0

ex

1` x5 ;

(6) lim
xÑ0

ex
2 ´ 1

sin2pxq ;

(7) lim
xÑ0

ˆ
1

lnpxq ´
1

x´ 1

˙
;

(8) lim
xÑ0

1´ cosx
x2 ;

(9) lim
xÑ0

ˆ
1` 1

x2

˙x
.

ExobgEPck

(10) lim
xÑ8

ˆ
1` 1

x2

˙x
.

corrTD2-1

Correction of the exercise 125

(1) En utilisant sage,

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=(x**2+x-2)/(x**2+2*x-3)
sage: f.limit(x=1)
x |--> 3/4

Si nous voulons la calculer à la main, nous commençons par remarquer qu’en remplaçant
x par 1 nous tombons sur l’indétermination 0{0. L’idée est de factoriser le numérateur et
le dénominateur. Pour cela nous cherchons les racines. Pour le numérateur, les racines sont
données par

x˘ “ ´1˘a
1´ 4 · p´2q

2 “ ´1˘ 3
2 , (90.126)

c’est-à-dire ´2 et 1. Le numérateur se factorise donc en px` 2qpx´ 1q. De la même façon le
dénominateur se factorise en px´ 1qpx` 3q. Nous avons donc

x2 ` x´ 2
x2 ` 2x´ 3 “

px´ 1qpx` 2q
px´ 1qpx` 3q “

x` 2
x` 3 . (90.127)

Maintenant en remplaçant x par 1 nous trouvons le résultat 3{4.

http://www.sagemath.org
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(2) Nous utilisons la technique du binôme conjugué :
?
x` 1´ 1

x
“

`?
x` 1´ 1

˘ `?
x` 1` 1

˘

x
`?
x` 1` 1

˘ “ 1?
x` 1` 1

. (90.128)

La limite lorsque xÑ 0 vaut alors 1{2.
(3) Ceci est une limite de base qu’il faut connaitre : la limite est 1.
(4) En remplaçant, nous obtenons ´8

0 , et donc la limite est ´8 sans indétermination.
(5) Ici il n’y a pas d’indéterminations : en remplaçant on trouve 1

1`0 “ 1.
(6) Lorsqu’il y a un sinus tout seul, un truc courant est de diviser et multiplier par x. Ici nous

avons sin2pxq, donc nous allons multiplier et diviser par x2 :

x2pex2 ´ 1q
x2 sin2pxq . (90.129)

Lorsqu’on prend la limite pour xÑ 0 nous savons que x2

sin2pxq tend vers 1. Nous nous retrou-
vons donc à devoir calculer

lim
xÑ0

ex
2 ´ 1
x2 “ lim

yÑ0

ey ´ 1
y

, (90.130)

où nous avons posé y “ x2. La dernière limite est une des limites remarquables. Il est
également possible de la faire en utilisant la règle de l’Hospital :

lim
xÑ0

ex
2 ´ 1
x2 “ lim

xÑ0

2xex2

2x “ lim
xÑ0

ex
2 “ 1. (90.131)

(7) Ici il n’y a pas tellement d’indéterminations non plus : lorsque x Ñ 0, le logarithme tend
vers ´8, et le premier terme tende vers zéro. En même temps, le second terme tend vers

1
0´1 “ ´1, donc la différence tend vers 1.

(8) Nous multiplions et divisons par le binôme conjugué 1` cospxq, et nous trouvons

1´ cospxq
x2 “

`
1´ cospxq˘`1` cospxq˘

x2
`
1` cospxq˘ “ 1´ cos2pxq

x2
`
1` cospxq˘ “

sin2pxq
x2

1
1` cospxq . (90.132)

La limite du premier facteur est une limite remarquable qui vaut 1. Le second facteur tend
vers 1

2 . La limite du tout vaut par conséquent 1
2 .

(9) Nous allons calculer le logarithme de la limite à calculer :

♠ “ ln
„ˆ

1` 1
x2

˙xȷ
“ x ln

ˆ
1` 1

x2

˙
. (90.133)EqBtkUpeEqBtkUpe

Maintenant en posant t “ 1
x2 , nous avons

♠ “ 1?
t

lnp1` tq, (90.134)

dont nous devons prendre la limite lorsque t Ñ 8. Cela est une des limites remarquables,
qui vaut zéro 2.
Donc la limite que nous cherchons est

lim
xÑ0

e♠ “ e0 “ 1. (90.135)

La limite (90.133) peut également être calculée en utilisant la règle de l’Hospital :

x ln
ˆ

1` 1
x2

˙
“ ln

`
1` 1

x2

˘

1{x , (90.136)

2. Le logatithme tend plus vite vers 8 que les puissances.



90.7. ÉTUDE DE FONCTIONS, PREMIÈRE PARTIE 4219

en prenant la dérivée du numérateur et du dénominateur nous devons calculer

lim
xÑ0

´2´
1` 1

x2

¯
x2

´1{x2 “ lim
xÑ0

2
1` 1

x2
“ 0. (90.137)

(10) Nous refaisons la même manipulation que pour le point (10). Maintenant nous devons calculer

lim
tÑ0

lnp1` tq?
t

. (90.138)

Cette limite peut être déterminée à l’aide de la règle de l’Hospital. Les dérivées du numérateur
et du dénominateur sont respectivement 1

1`t et 1
2

?
t
, par conséquent

lim
tÑ0

lnp1` tq?
t

“ lim
tÑ0

2
?
t

1` t “ 0. (90.139)

La limite demandée est donc e0 “ 1.
Exercise 126 dd exoTD2A-2Il faut connaître les valeurs des limites suivantes :

Sinus x sur x : lim
xÑ0

sin x
x

“ 1 ;

Nombre de Néper : lim
xÑ˘8

ˆ
1` 1

x

˙x
“ e.

Un adage fort utile est « l’exponentielle va plus vite et le logarithme va moins vite ». Cela se
traduit par les limites suivantes :

(1) limxÑ0 x lnpxq “ 0

(2) limxÑ0
?
x lnpxq “ 0

(3) limxÑ8
lnpxq
x

“ 0

(4) limxÑ8
lnpxq?
x
“ 0

(5) limxÑ8
ex

x
“ 8

(6) limxÑ´8 xex “ 0

En utilisant ces limites (dites remarquables, en raison de leur importance) nous pouvons calculer
des autres limites importantes :

(1) lim
xÑ0

1´ cosx
x2 “ 1

2 ;

(2) lim
xÑ˘8

´
1` a

x

¯x “ ea ;

(3) lim
xÑ0

p1` xq 1
x “ e ;

(4) lim
xÑ0

lnp1` xq
x

“ 1 ;

(5) lim
xÑ0

ex ´ 1
x

“ 1.

Exercise 127 aa exoTD2B_1

Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :
(1) lim

xÑ`8x
2 ;

(2) lim
xÑ`8x

2 ´ x4 ;

(3) lim
xÑ`8

x2 ´ 2
x` 1 ;

(4) lim
xÑ`8

x` 1
x3 ;

(5) lim
xÑ`8 sin x ;

http://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A8gle_de_L'H%C3%B4pital
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(6) lim
xÑ´8 2x ;

(7) lim
xÑ`8

x4 ` x´ 1
2x4 ´ x ;

(8) lim
xÑ`8

x?
x2 ` 1

.

Exercise 128 dd exoTD2_2

Déterminer dans chaque cas le domaine de définition, la périodicité et/ou les symétries éven-
tuelles et les limites aux extrêmes du domaine. Calculer ensuite la dérivée de la fonction, la où elle
est définie.

(1) f1pxq “ lnpx4q ;
(2) f2pxq “ ln4pxq ;
(3) f3pxq “ lnp4xq ;
(4) f4pxq “ px2 ´ 2xqex ;
(5) f5pxq “

a
x2 ´ 2 ;

(6) f6pxq “ sin x` cosx
sin x´ cosx ;

(7) f7pxq “ ex
3{2 ;

(8) f8pxq “
a
ex3 ;

(9) f9pxq “ e
?

3`cosx ;

(10) f10pxq “ x2 ` 1
px` 1q3 ;

90.8 Étude de fonctions, suite
Exercise 129 exoTD4-0001

Déterminer dans les cas suivants les intervalles de R sur lesquels la fonction f est bijective et
donner dans chaque cas l’expression de la bijection réciproque.

(1) fpxq “ 1
1´x ,

ItemexoTD1ii

(2) fpxq “ x2 ´ 2x` 1.
corrTD4-0001

Correction of the exercise 129
(1) La fonction fpxq “ 1

1´x est représentée sur la figure 90.1. Elle a deux intervalles de monotone
(dé)croissance : s´8, 1r et s1,8r. Elle va donc être bijective sur ces deux intervalles.
Sur l’intervalle s´8, 1r, la fonction f prend toutes les valeurs de s0,8r, tandis que sur
l’intervalle s1,8r, elle prend les valeurs s´8, 0r ; en formules,

f
`s´8, 1r˘ “ s0,8r (90.140a)
f
`s1,8r˘ “ s´8, 0r. (90.140b)

Trouver l’application inverse revient à trouver pour quel x nous avons fpyq “ y. L’équation
à résoudre est

y “ 1
1´ x, (90.141)

à résoudre par rapport à x pour un y donné. La solution est

x “ y ´ 1
y

. (90.142)

Donc f´1pyq “ y´1
y .
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´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5 6

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

Figure 90.1: Le graphe de la fonction x ÞÑ 1
1´x .

LabelFigGrapheunsurunmoinsx

Une autre façon de voir cela est d’écrire la définition de la fonction réciproque :

f
`
f´1pyq˘ “ y, (90.143)

et donc
1

1´ f´1pyq “ y, (90.144)

et résoudre cette équation par rapport à f´1pyq en fonction de y.
(2) Cette fois, le graphe est plus difficile à tracer, donc nous allons calculer la dérivée pour savoir

sur quel(s) intervalle(s) la fonction est monotone. Nous avons

fpxq “ x2 ´ 2x` 1 (90.145a)
f 1pxq “ 2x´ 2. (90.145b)

La dérivée est donc positive pour x ą 1 et négative sur x ă 1. Elle va donc être une bijection
sur s´8, 1s et sur r1,8r. Il reste à voir sur quelle est l’image de ces intervalles par f . Étant
donné que fp1q “ 0, nous avons

f
`r1,8r˘ “ r0,8r (90.146a)

f
`s´8, 1s˘ “ r0,8r. (90.146b)

Pour information, nous avons tracé la fonction à la figure 90.2.
Cette fois pour trouver la fonction inverse, il faut résoudre l’équation fpxq “ y, c’est-à-dire

x2 ´ 2x` 1 “ y

x2 ´ 2x` p1´ yq “ 0.
(90.147)

Cette équation est à résoudre par rapport à x en fonction de y. La solution est

x “ 1˘?y. (90.148)
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‚
y

‚‚

‚
x`

‚
x´

Figure 90.2: La fonction de l’exerice 129.(2). Remarquer la symétrie autour du sommet, comme
toute fonction du second degré. Pour un y donné, il y a deux x sur lesquels fa fonction vaut y.LabelFigExoCUd

La question est de savoir si il faut choisir le signe plus ou le signe moins.
Si nous choisissons le signe moins, nous obtenons x ď 1, et donc nous tombons dans l’intervalle
de bijection de gauche, tandis qu’avec le signe plus, nous avons x ě 1, et donc nous sommes
dans l’intervalle de droite.
La fonction inverse de

f : r1,8r Ñ r0,8r
x ÞÑ x2 ´ 2x` 1

(90.149)

est f´1pyq “ 1´?y, tandis que la fonction inverse de

f : s´8, 1s Ñ r0,8r
x ÞÑ x2 ´ 2x` 1

(90.150)

est f´1pyq “ 1`?y.
Exercise 130 exoTD4-0002

Les fonctions trigonométriques réciproques.
(1) Montrer que la fonction sinus est une bijection croissante de r´π

2 ,
π
2 s dans r´1, 1s.

(2) On note arcsin (se prononce « arc sinus ») sa bijection réciproque : arcsin : r´1, 1s Ñ r´π
2 ,

π
2 s.

Montrer que arcsin est dérivable sur s´1, 1r avec

`
arcsinpxq˘1 “ 1?

1´ x2 . (90.151)

Conseil : utiliser la formule cos2ptq ` sin2ptq “ 1 pour tout t P R.
(3) Montrer que la fonction cosinus est une bijection décroissante de r0, πs dans r´1, 1s. On note

arccos (prononcer « arc cosinus ») sa bijection réciproque

arccos : r´1, 1s Ñ r0, πs. (90.152)

Montrer que arccos est dérivable sur s´1, 1r avec

`
arccospxq˘1 “ ´ 1?

1´ x2 . (90.153)

(4) Montrer que la fonction tan est une bijection croissante de s´π{2, π{2r dans R. On note
arctan (prononcer « arc tangente ») sa bijection réciproque. Montrer que arctan est dérivable
sur R et que `

arctanpxq˘1 “ 1
1` x2 . (90.154)
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corrTD4-0002

Correction of the exercise 130
(1) La dérivée est cosinus. Or cospxq est strictement positive x P s´π

2 ,
π
2 r. La fonction sinus est

donc strictement croissante sur cet intervalle et par conséquent elle y est bijective. Nous
avons donc prouvé que

sin : s´π2 ,
π

2 r Ñ s´1, 1r (90.155)

est une bijection. Quid des derniers deux points ? cosp´π{2q “ ´1 et cospπ{2q “ 1, et ce sont
les seuls points sur lesquels les valeurs 1 et ´1 sont prises. Nous pouvons donc les ajouter au
domaine de bijectivité.

(2) Pour calculer la dérivée d’une fonction inverse, le truc est dériver la définition en utilisant
la règle de dérivation des fonctions composées. C’est-à-dire, pour calculer la dérivée de f´1,
nous écrivons

f
`
f´1pyq˘ “ y, (90.156)

et nous dérivons par rapport à y, ce qui donne

f 1`f´1pyq˘pf´1q1pyq “ 1. (90.157)

De là, si nous savons la dérivée de f , nous pouvons trouver la dérivée de f´1 en isolant
f´1pyq.
En ce qui concerne arcsin, nous écrivons

sin
`

arcsinpxq˘ “ x, (90.158)

et nous dérivons par rapport à x :

cos
`

arcsinpxq˘ arcsin1pxq “ 1 (90.159)eqcosasnpueqcosasnpu

Oui, mais pour tout ♡ entre ´π{2 et π{2, nous avons cosp♡q “a
1´ sin2p♡q, donc 3

cos
`

arcsinpxqloooomoooon
♡

˘ “
d

1´ sin2 ` arcsinpxqloooomoooon
♡

˘
. (90.160)

En sachant que sin2parcsinpxqq “ x2, nous avons donc

cos
`

arcsinpxq˘ “
a

1´ x2. (90.161)

En reportant cela dans l’équation (90.159), nous trouvons
a

1´ x2 arcsin1pxq “ 1, (90.162)

et par conséquent
arcsin1pxq “ 1?

1´ x2 . (90.163)

(3) En ce qui concerne la tangente, nous devons savoir la formule

tan1pxq “ 1
cos2pxq , (90.164)

et alors nous avons successivement, en dérivant et en isolant : Eqsubatantancos

tan
`

arctanpxq˘ “ x (90.165a)
tan1 ` arctanpxq˘ arctan1pxq “ 1 (90.165b)
arctan1pxq “ cos2 ` arctanpxq˘. (90.165c)EqsubatantancosddQZLeEqsubatantancosddQZLe

Il faut maintenant trouver ce que vaut cos
`

arctanpxq˘.
3. Si ♡ n’est pas entre ´π{2 et π{2, le cosinus peut être négatif, et la formule serait fausse.
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Méthode conseillée Nous utilisons la formule cos2p♡q ` sin2p♡q “ 1 avec ♡ “ arctanpxq :

cos2 ` arctanpxq˘` sin2 ` arctanpxq˘ “ 1. (90.166)

Nous divisons par cos2 ` arctanpxq˘ pour faire apparaitre la tangente :

1` sin2 ` arctanpxq˘
cos2

`
arctanpxq˘ “

1
cos2

`
arctanpxq˘

1` tan
`

arctanpxq˘2 “ 1
cos2parctanpxqq

1` x2 “ 1
cos2

`
arctanpxq˘ .

(90.167)

Méthode alternative Afin d’exprimer cos
`

arctanpxq˘, il serait bon d’exprimer cospxq en
termes de tanpxq, de façon que cos

`
arctanpxq˘ s’exprime en termes de tan

`
arctanpxq˘ “

x. Pour cela, nous partons de la définition de la tangente :

tanpxq “ sinpxq
cospxq “

a
1´ cos2pxq

cospxq . (90.168)

Par conséquent,

tan2pxq “ 1´ cos2pxq
sinpxq , (90.169)

et donc
cos2pxq` tan2pxq ` 1

˘ “ 1, (90.170)

et au final,

cos2pxq “ 1
tan2pxq ` 1 . (90.171)

Nous retournons maintenant à notre dernière expression ((3)) :

cos2 ` arctanpxq˘ “ 1
tan2 ` arctanpxq˘` 1

“ 1
x2 ` 1 . (90.172)

Quelle que soit la méthode choisie, nous avons

cos2 ` arctanpxq˘ “ 1
1` x2 , (90.173)

et nous concluons en reprenant la formule (90.165c) :

arctan1pxq “ 1
1` x2 . (90.174)

Exercise 131 exoTD4-0003

On considère les fonctions f1 et f2 définies par

f1 : x ÞÑ arctan x?
1´ x2

f2 : x ÞÑ arcsinpxq.
(90.175)

(1) Déterminer les ensembles de définitions de ces deux fonctions et calculer leurs dérivées.
(2) En déduire une relation entre f1 et f2.



90.9. INTÉGRATION 4225

corrTD4-0003

Correction of the exercise 131
En ce qui concerne les domaines, pour la première nous devons avoir x P s´1, 1r à cause de la

racine et du dénominateur. Étant donné que la fonction tangente peut prendre n’importe quelle
valeur, il n’y a pas de conditions sur la fonction arctan.

Pour le domaine de f2, c’est x P r´1, 1s parce que ce sont les seules valeurs possibles pour la
fonction sinus.

En utilisant les règles de dérivation composées et les résultats de l’exercice 130, nous voyons
que f 1

1pxq “ f 1
2pxq “ 1?

1´x2 .
Les deux fonctions ont la même dérivée, de plus, elles ont la même valeur en 0 parce que

f1p0q “ arctanp0q “ 0 (90.176)

tandis que
arcsinp0q “ 0 (90.177)

parce que c’est en zéro que le sinus vaut zéro. Ce sont deux fonctions qui ont le même domaine (à
part les points extrêmes) et qui sont égales en un point. Elles sont donc égales sur leur domaine
commun, c’est-à-dire sur s´1, 1r.

Exercise 132 exoTD4-0004

On considère maintenant la fonction

gpxq “ arcsin x?
1` x2 . (90.178)

Simplifier l’expression de g.
Conseil : utiliser les résultats de l’exercice 131. corrTD4-0004

Correction of the exercise 132
<+CorrTD4-0004+>
Exercise 133 exoTD4-0005

<+ExoTD4-0005+> corrTD4-0005

Correction of the exercise 133
<+CorrTD4-0005+>

90.9 Intégration

Exercise 134 exoTD5-00001

Calculer les intégrales suivantes

(1)
ż 1

0
x5 ` 3x2 ` 3 dx ;

(2)
ż 2

1
x1{3 ` 4x1{2 dx ;

(3)
ż 2

1
x1{3 ` 4x1{2 dx ;

(4)
ż 0

´π
cospxq dx ;

(5)
ż 1

´2
ex dx ;

(6)
ż 1

0

1?
x
dx.
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corrTD5-00001

Correction of the exercise 134
Il suffit d’appliquer la formule (14.830) et d’utiliser la linéarité de l’intégrale et le tableau des

primitives des fonctions fondamentales.

(1)
ż 1

0
x5 ` 3x2 ` 3 dx “

„
1
6x

6 ` x3 ` 3x
ȷ1

0
“ 1

6 ` 4 “ 25
6 ;

(2)
ż 2

1
x1{3 ` 4x1{2 dx “

„
3
4x

4
3 ` 42

3x
3
2

ȷ2

1
“ 3

22
1
3 ` 16

3 2
1
2 ´ 41

12 ;

(3)
ż 0

´π
cospxq dx “ rsinpxqs0´π “ 0 ;

(4)
ż 1

´2
ex dx “ rexs1´2 “ e´ e´2 ;

(5)
ż 1

0

1?
x
dx “

ż 1

0
x´1{2 dx “

”
2x

1
2

ı1

0
“ 2.

Exercise 135 exoTD5-00002

Calculer les intégrales suivantes par la méthode du changement de variable

(1)
ż π{3

0
sinp3xq dx ;

(2)
ż ´11

´13
e4x dx ;

(3)
ż 2

1

1
x` 1 dx ;

(4)
ż 0

´π{2
sin2pxq cospxq dx. Conseil : le meilleur changement de variable dans ce cas est y “

sinpxq ;

(5)
ż π

1

4x3

x4 ` 5 dx.
corrTD5-00002

Correction of the exercise 135

(1) I1 “
ż π

1

4x3

x4 ` 5 dx “
“
lnpx4 ` 5q‰π1 “ ln

ˆ
π4 ` 5

6

˙
.

(2) On utilise le changement de variable u “ 4x`1. On a alors du “ 4dx, les bornes du domaine
d’intégration deviennent up0q “ 1 et up1q “ 5 et notre intégrale s’écrit de la forme suivante

I2 “
ż 1

0

1
p4x` 1q4 dx “

ż 5

1

1
4u4 du “

„
´ 1

12u3

ȷ5

1
“ ´ 1

12ˆ 125 `
1
12 “

31
375 .

(3) Ici on vise à écrire la fonction à intégrer comme 1
u2`1 , pour avoir arctanpuq ` C comme

primitive. Pour ainsi faire, nous devons utiliser le changement de variable u “ x?
5 . On a alors

du “ 1?
5dx, les bornes du domaine d’intégration deviennent up0q “ 0 et up?5q “ 1

I3 “
ż ?

5

0

1
x2 ` 5 dx “

ż 1

0

?
5

5pu2 ` 1q du “
1?
5
rarctanpuqs10 “

π

4
?

5
.

(2) On utilise le changement de variable u “ sinpxq, qui comporte du “ cospxq dx, up´π{2q “ ´1

et up0q “ 0. Nous avons alors que I4 “
ż 0

´1
u2 du “

„
u3

3

ȷ0

´1
“ 1

3 .
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(5) Le bon changement de variable nous est donné par l’énoncé. On a du “ exdx, les bornes
d’intégration deviennent up0q “ e0 “ 1 et up1q “ e et notre intégrale sera

I5 “
ż 1

0

ex

e2x ` 4 dx “
ż e

1

1
u2 ` 4 du.

Il faut maintenant travailler comme dans le point précédent de cet exercice. Soit t “ u
2 alors

I5 “
ż e{2

1{2

2
4pt2 ` 1q dt “

1
2

„
arctan

´e
2

¯
´ arctan

ˆ
1
2

˙ȷ
.

(6) Le bon changement de variable nous est donné par l’énoncé. On a p1` tan2puqqdu “ dx, les
bornes d’intégration deviennent arctanp0q “ 0 et arctanp1q “ π{4 et notre intégrale sera

I6 “
ż 1

0

1
p1` x2q 3

2
dx “

ż π{4

0

1` tan2puq
p1` tan2puqq 3

2
du “

ż π{4

0

1
p1` tan2puqq 1

2
du.

On observe alors que
1

p1` tan2puqq 1
2
“ cospuq,

et donc
I6 “

ż π{4

0
cospuq du “

?
2

2 .

(3) On utilise le changement de variable x “ a sinpuq, qui comporte dx “ a cospuq du et, en
utilisant la fonction upxq “ arcsinpx{aq, upaq “ π{2 et up0q “ 0. On obtient

I7 “
ż π{2

0

b
a2 ´ a2 sin2puqa cospuq du “ a2

ż π{2

0
| cospuq| cospuq du.

Cette dernière intégrale est égale à a2
ż π{2

0
cos2puq du, car toutes les valeurs prises par la

fonction cosinus lorsque x varie entre 0 et π{2 sont positives. En intégrant par parties on
trouve que ż π{2

0
cos2puq du “

ż π{2

0
sin2puq du,

d’où on peut écrire
ż π{2

0
cos2puq du “

ż π{2

0

sin2puq ` cos2puq
2 du “ π

4 .

La velauer de l’intégrale I7 est a2 π
4 .

(8) On intègre par parties

I8 “
ż 0

´π
ex sinpxq dx “ rex sinpxqs0´π ´

ż 0

´π
ex cospxq dx

“ 0´ rex cospxqs0´π ´
ż 0

´π
ex sinpxq dx “ ´1´ e´π ´ I8

On conclut que I8 “ ´1´e´π

2 .
(9) On intègre par parties

I9 “
ż 2

1
x2 lnp2xq dx “

„
x3

3 lnp2xq
ȷ2

1
´
ż 2

1

x2

3 dx

“
„

8
3 lnp4q ´ 1

3 lnp2q
ȷ
´
„

8
9 ´

1
9

ȷ
“ ln

˜
48{3

21{3

¸
´ 7

9 “ ln p32q ´ 7
9 .
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(10) Il faut réduire la fraction rationnelle en élément simples à intégrer. Pour le faire on commence
par regarder le dénominateur et remarquer qu’il peut s’écrire comme x3px2`1q. Notre objectif
sera alors d’écrire x4`1

x5`x3 comme une somme entre deux fractions rationnelles de dénominateur
respectif x3 et x2`1. Comme le polynôme au numérateur a degré 4 il faut prévoir un polynôme
de degré 2 au numérateur de x3 et un polynôme de degré 1 au numérateur de x2 ` 1. On a
alors

x4 ` 1
x5 ` x3 “

Ax2 `Bx` C
x3 ` Dx` E

x2 ` 1 .

Cela va nous donner un système de 5 équations pour les 5 inconnues A, B, C, D, E. On
trouve que A “ ´1, B “ 0, C “ 1, D “ 2, E “ 0.

I10 “
ż 2

1

x4 ` 1
x5 ` x3 dx “

ż 2

1

´x2 ` 1
x3 ` 2x

x2 ` 1 dx “
ż 2

1

´1
x
` 1
x3 `

2x
x2 ` 1 dx.

Par un calcul désormais immédiat on trouve I10 “ lnp5{4q ` 3{8.

(4) I11 “
ż 0

´3

1
x2 ´ 3x` 2dx. Il est facile de vérifier que 1

x2´3x`2 “ ´ 1
x´1 ` 1

x´2 . En écrivant la
fonction à intégrer comme la somme de deux termes nous avons alors

I11 “ ´
ż 0

´3

1
x´ 1 dx`

ż 0

´3

1
x´ 2 dx “ r´ lnp|x´ 1|q ` lnp|x´ 2|qs0´3 “ ln

ˆ
8
5

˙
.

(5) Par parties : I12 “
ż 2

1
ln2pxqdx “ “

x ln2pxq‰2
1 ´

ż 2

1
2 lnpxqdx “ “

x ln2pxq ´ 2x lnpxq ` 2x
‰2

1 “
2
`
ln2p2q ´ 2 lnp2q ` 1

˘
.

(13) On va essayer le changement de variable u “ ex ` 1. On a alors du “ ex dx et on pourra
écrire ex “ u´ 1. Les bornes d’intégration deviennent up0q “ 2 et up1q “ e` 1.

I13 “
ż 1

0

ex ´ 1
ex ` 1dx “

ż e`1

2

u´ 2
upu´ 1q du.

La fonction de u à intégrer peut s’écrire comme la somme de deux fractions rationnelles plus
simples de dénominateur respectif u et u´ 1 : pour le faire nous devons trouver A et B dans
R tels que

u´ 2
upu´ 1q “

A

u
` B

u´ 1
On obtient A “ 2 et B “ ´1, donc notre intégrale devient

I13 “
ż e`1

2

2
u
´ 1
u´ 1 du “ ln

ˆpe` 1q2
4e

˙
.

(14) Nous utilisons le changement de variable u “ 1`2e´x. On a alors du “ ´2e´xdx et 1
1´udu “

dx.

I14 “
ż 2

1

e´2x

p1` 2e´xq2 dx “
ż 1`2{e2

1`2{e

ˆ
u´ 1

2

˙2 1
u2p1´ uq dx “ ´

ż 1`2{e2

1`2{e
u´ 1
4u2 dx

“ 1
4

„
lnpxq ` 1

x

ȷ1`2{e

1`2{e2
“ 1

4

„
ln
ˆ
e` 2
e2 ` 2

˙
` e

e` 2 ´
e2

e2 ` 2

ȷ
.

(15) Le bon changement de variable nous est donné par l’énoncé. On a dt “ 2xdx, les bornes
d’intégration deviennent tp0q “ 1 et tp1q “ 2 et notre intégrale sera

I15 “
ż 1

0

x3

x2 ` 1dx “
ż 2

1

t´ 1
2t dt “

„
t

2 ´
1
2 lnptq

ȷ2

1
“ 1

2 p1´ lnp2qq .
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Exercise 136 exoTD5-00003

Calculer par parties les intégrales suivantes.

(1)
ż π

0
x cospxq dx ;

(2)
ż 2

1
x2ex dx ;

(3)
ż 2

1
lnpxq dx ;

(4)
ż 0

´π
ex sinpxq dx ;

(5)
ż π{2

0
cos2pxq dx ;

(6)
ż 2

1
x2 lnp2xq dx.

Exercise 137 exoTD5-a-0001

Calculer les intégrales suivantes

(1)
ż 1

0
x5 ` 3x2 ` 3 dx ;

(2)
ż 2

1
x1{3 ` 4x1{2 dx ;

(3)
ż 0

´π
cospxq dx ;

(4)
ż 1

´2
ex dx ;

(5)
ż 1

0

1?
x
dx.

corrTD5-a-0001

Correction of the exercise 137
(1) Lorsqu’on a une somme à intégrer, on peut prendre l’intégrale terme à terme :

ż 1

0
x5 ` 3x2 ` 3 dx “

ż 1

0
x5 ` 3

ż 1

0
x2 ` 3

ż 1

0
1dx

“
„
x6

6

ȷ1

0
` 3

„
x3

3

ȷ1

0
` 3 rxs10

“ 25
6 .

(90.179)

Nous avons utilisé le fait que
ş
xn “ xn`1

n`1 . Par exemple, une primitive de x5 est x6

6 .

(2) Ici nous utilisons la même technique, par exemple
ş
x1{3dx “ x4{3

4{3 “ 3
4x

4{3. La réponse est

´21{3

24
`
4122{3 ´ 128 · 21{6 ´ 36

˘
. (90.180)

(3) Une primitive de cospxq est sinpxq. Donc nous avons
ż 0

´π
cospxqdx “ rsinpxqs0´π “ sinp0q ´ sinp´πq “ 0. (90.181)

(4) Une primitive de ex est la fonction ex elle-même. Nous avons donc
ż 1

´2
exdx “ rexs1´2 “ e´ e´2. (90.182)
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(5) Étant donné que 1?
x
“ x´1{2, nous pouvons utiliser la formule usuelle d’intégration de puis-

sance de x : ż 1

0

1?
x
dx “

«
x1{2

1{2

ff1

0

“ 2. (90.183)

Exercise 138 exoTD5-a-0002

Calculer les intégrales suivantes par la méthode du changement de variable

(1)
ż π{3

0
sinp3xq dx ;

(2)
ż ´11

´13
e4x dx ;

(3)
ż 2

1

1
x` 1 dx ;

(4)
ż 0

´π{2
sin2pxq cospxq dx. Conseil : le meilleur changement de variable dans ce cas est y “

sinpxq ;

(5)
ż π

1

4x3

x4 ` 5 dx.
corrTD5-a-0002

Correction of the exercise 138

(1) 2
3 ;

(2) ´ e´52

4 ` e´44

4 ;
(3) lnp3q ´ lnp2q ;
(4) 1

3 ;
(5) lnpπ4 ` 5q ´ lnp6q.

Exercise 139 exoTD5-a-0003

Calculer par parties les intégrales suivantes.

(1)
ż π

0
x cospxq dx ;

(2)
ż 2

1
x2ex dx ;

(3)
ż 2

1
lnpxq dx ;

(4)
ż 0

´π
ex sinpxq dx ;

(5)
ż π{2

0
sin2pxq dx ;

(6)
ż 2

1
x2 lnp2xq dx.

corrTD5-a-0003

Correction of the exercise 139

(1) ´2 ;
(2) 2e2 ´ e ;
(3) 2 lnp2q ´ 1 ;
(4) ´1

2e
´π ´ 1

2 ;
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(5) Étant donné que c’est une intégrale qui va revenir plus tard, essayons de la faire d’abord
avec des bornes générales a et b. Soit donc à calculer

ż b

a
sin2pxqdx. (90.184)

Nous faisons par partie :
f “ sinpxq g1 “ sinpxq
f 1 “ cospxq g “ ´ cospxq. (90.185)

Nous avons donc ż b

a
sin2pxq “ r´ sinpxq cospxqsba `

ż b

a
cos2pxqdx. (90.186)EqRelccscintabEqRelccscintab

Ajoutons la quantité
şb
a sin2pxqdx des deux côtés de cette équation. Dans le membre de gauche

nous trouvons 2
şb
a sin2pxqdx. Dans le membre de droite, nous avons par contre

r´ sinpxq cospxqsba `
ż b

a
cos2pxqdx`

ż b

a
sin2pxqdx. (90.187)

La somme des deux intégrales est en réalité
şb
a cos2pxq ` sin2pxqdx “ şb

a 1dx “ b´ a.
Au final, nous avons

2
ż b

a
sin2pxqdx “ r´ sinpxq cospxqsba ` pb´ aq. (90.188)

À partir de là, nous pouvons trouver aussi (gratuitement) la valeur de
şb
a cos2pxqdx en sub-

stituant dans l’équation (90.186).
Pour être plus schématique, ce que nous avons fait est la chose suivante. Si nous notons
A “ şb

a sin2pxqdx, B “ şb
a cos2pxqdx et c “ r´ sinpxq cospxqsba, la relation (90.186) nous dit

que
A “ c`B. (90.189)

Mais nous savons que

A`B “
ż b

a
sin2pxqdx` cos2pxqdx “ b´ a. (90.190)

Nous devons donc simplement résoudre le système
"
A “ c`B (90.191a)
A`B “ b´ a. (90.191b)

Si nous trouvons A et B en termes de c et pb ´ aq, nous avons trouvé toutes les intégrales
qui nous intéressent. En substituant la valeur de A donné par la première équation dans la
seconde, nous trouvons

c`B `B “ pb´ aq, (90.192)
c’est-à-dire

B “ 1
2pb´ aq ´

c

2 . (90.193)

En remettant cette valeur de B dans la première, nous trouvons la valeur de A :

A “ c`B “ c` 1
2pb´ aq ´

c

2 “
1
2pb´ aq `

c

2 . (90.194)

Au final, ce que nous avons trouvé est que
ż b

a
sin2pxqdx “ 1

2pb´ aq `
1
2 r´ sinpxq cospxqsba (90.195a)subEqIntsincdxabsubEqIntsincdxab

ż b

a
cos2pxqdx “ 1

2pb´ aq ´
1
2 r´ sinpxq cospxqsba . (90.195b)subEqIntcoscdxabsubEqIntcoscdxab
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Dans le cas de cet exercice, nous devons trouver
şπ{2
0 cos2pxqdx, c’est-à-dire poser a “ 0 et

b “ π{2 dans l’équation (90.195b) :
ż π{2

0
cos2pxqdx “ 1

2
π

2 ´
1
2

´
´ sinpπ{2q cospπ{2qlooomooon

“0

` sinp0qloomoon
“0

cosp0q
¯
“ π

4 . (90.196)

(6) ´ lnp2q
3 ` 8 lnp4q

3 ´ 7
9 “ 5 lnp2q ´ 7

9 .

Exercise 140 exoTD5-0001

Calculer les intégrales suivantes.

(1)
ż 2π

0
| cospxq|dx.

(2)
ż 1

´1
x|x|dx.

(3)
ż π

0
cosp2xqdx.

(4)
ż ´1

´2

1
x
dx.

(5)
ż 1

0

1
1` 4x2dx.

(6)
ż 1

0

x2 ´ 1
x2 ` 1dx.

(7)
ż 1

0

a
4´ x2dx.

Conseil : poser x “ 2 cosptq, avec t P rπ3 , π2 s.
corrTD5-0001

Correction of the exercise 140

´3 ´2 ´1 1 2 3

´3

´2

´1

1

2

3

Figure 90.3: La surface achurée à gauche est la même que la surface achurée à droite. Seul le
signe change lorsqu’on veut calculer l’intégrale. LabelFigUnSurxInt

(1) La technique usuelle pour intégrer une fonction dans laquelle se trouve une valeur absolue
est de diviser l’intervalle d’intégration en sous-intervalles sur lesquels nous sommes sûr du
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signe. Dans le cas de la fonction cosinus entre 0 et 2π, nous divisons de la façon suivante :

r0, 2πs “ r0, π2 sloomoon
cospxqě0

Yrπ2 ,
3π
2 slooomooon

cospxqď0

Yr3π2 , 2πslooomooon
cospxqě0

. (90.197)

Sur les intervalles où cospxq ě 0, nous avons | cospxq| “ cospxq et sur les intervalles où
cospxq ď 0, nous avons | cospxq| “ ´ cospxq. L’intégrale se découpe donc de la façon suivante :

I “
ż π{2

0
cospxqdx`

ż 3π{2

π{2
p´q cospxqdx`

ż 2π

3π{2
cospxqdx

“ rsinpxqsx“π{2
x“0 ´ rsinpxqsx“3π{2

x“π{2 ` rsinpxqsx“2π
x“3π{2

“ p1´ 0q ´ p´1´ 1q ` p0´ p´1qq
“ 4.

(90.198)

(2) Encore une fois, nous décomposons l’intervalle d’intégration en morceaux de telle manière
que le signe de x soit constant sur chacun des morceaux :

ż 1

´1
x|x|dx “

ż 0

´1
p´x2qdx`

ż 1

0
x2dx

“
„
´x

3

3

ȷ0

´1
`
„
x3

3

ȷ1

0

“ 0´
ˆ
´1

3

˙
` 1

3 ´ 0

“ 2
3 .

(90.199)

(3) En posant y “ 2x, nous trouvons dy “ 2dx, et par conséquent dx “ dy
2 . En ce qui concerne

les bornes, si x “ 0, alors y “ 0 et si x “ π, alors y “ 2π. L’intégrale à calculer devient
ż π

0
cosp2xqdx “

ż 2π

0
cospyqdy2 “ 0. (90.200)

(4) L’erreur à ne pas faire est de se souvenir que lnpxq est une primitive de 1
x , et de dire

ż ´1

´2

1
x
dx “ rlnpxqs´1

´2 “ lnp´1q ´ lnp´2q. (90.201)

À moins que vous sachiez comment définir le logarithme d’un nombre négatif, ce calcul n’a
pas de sens.
En regardant la figure 90.3, nous voyons que les aires à gauche sont les mêmes que les aires
à droite, sauf que le signe change. Nous pouvons donc écrire

ż ´1

´2

1
x
dx “ ´

ż 2

1

1
x
dx “ ´

´
lnp2q ´ lnp1q

¯
“ lnp1q ´ lnp2q. (90.202)

Notez que le résultat est négatif comme le dessin l’indique (la fonction est négative entre ´2
et ´1).
Une autre façon de faire est de retenir l’intégrale

ż 1
x
dx “ ln |x| (90.203)

avec les valeurs absolues.



4234CHAPITRE 90. MATHÉMATIQUE GÉNÉRALE POUR LE STARTER SVT (BESANÇON)

(5) L’intégrale la plus ressemblante que nous connaissons « par cœur »
ş 1

1`x2dx “ arctanpxq. Le
truc est de poser y “ 2x de façon que 4x2 se transforme en y2. Nous avons dx “ dy{2, et en
ce qui concerne les bornes, si x “ 0, y “ 0 et y “ 2 lorsque x1. Par conséquent,

ż 1

0

dx

1` 4x2 “
1
2

ż 2

0

dy

1` y2 “
1
2 rarctanpyqs20 “

1
2 arctanp2q. (90.204)

Notez que arctanp0q “ 0.
(6) Lorsque le numérateur et le dénominateur sont des polynômes du même degré, il faut faire

apparaitre le dénominateur au numérateur en ajoutant et en enlevant ce qu’il faut. Dans
notre cas, nous avons

x2 ´ 1
x2 ` 1 “

x2 ` 1´ 2
x2 ` 1 “ x2 ` 1

x2 ` 1 ´
2

x2 ` 1 “ 1´ 2 1
x2 ` 1 . (90.205)

Par conséquent ż 1

0

x2 ´ 1
x2 ` 1 “

ż 1

0
1dx´ 2

ż 1

0

dx

x2 ` 1
“ rxs10 ´ 2 rarctanpxqs10
“ 1´ 2 arctanp1q
“ 1´ π

2 .

(90.206)

Le fait que arctanp1q “ π
4 vient du fait qu’en π{4, nous avons sinpπ{4q “ cospπ{4q et donc

tanpπ{4q “ 1.
(7) Le changement de variable x “ 2 cosptq est donné dans le sens inverse de l’habitude, mais ce

n’est pas grave. Nous avons dx “ ´2 sinptqdt. Pour avoir x “ 0, il faut t “ π{2 et pour avoir
x “ 1, il faut cosptq “ 1

2 , et donc t “ π{3. L’intégrale à calculer est donc
ż 1

0

a
4´ x2dx “

ż π{3

π{2

a
4´ 4 cos2ptqp´2q sinptqdt. (90.207)

Pour pouvons simplifier l’expression à intégrer en sortant ce qu’on peut sortir de la racine
carrée :

a
4´ 4 cos2ptq “

b
4
`
1´ cos2ptq˘ “ 2

a
1´ cos2ptq “ 2

b
sin2ptq. (90.208)

Est-ce que nous pouvons dire
a

sin2ptq “ sinptq ? Étant donné que nous regardons l’intégrale
avec t entre π{2 et π{3, le sinus est toujours positif, et par conséquent nous pouvons écrirea

sin2ptq “ sinptq. Au final, l’intégrale que nous devons faire est

´4
ż π{3

π{2
sin2ptqdt. (90.209)

Cette intégrale est « connue » parce qu’elle a déjà été calculée : elle est donnée à l’équation
(90.195a). En remplaçant a par π{2 et b par π{3 nous trouvons

´4
ż π{3

π{2
sin2pxqdx “ ´41

2

´π
3 ´

π

2

¯
´ 41

2 r´ sinpxq cospxqsπ{3
π{2

“ ´2
´
´π6

¯
´ 2

´
´ sinpπ{3qlooomooon

“?
3{2

cospπ{3qlooomooon
“1{2

` sinpπ{2q cospπ{2qlooomooon
“0

¯

“ π

3 ´ 2
ˆ
´
?

3
2

1
2

˙

“ π

3 `
?

3
2 .

(90.210)
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Exercise 141 exoTD5-0002

Calculer l’aire de la surface limitée par les droites d’équations y “ 0, x´ “ 0, x “ 2 et la
parabole d’équation y “ x2 ´ x. Faire un dessin. corrTD5-0002

Correction of the exercise 141
<+CorrTD5-0002+>
The result is on figure 90.4.

´1 1 2 3
´1

1

2

3

4

5

6

Figure 90.4: <+Type your caption here+> LabelFigAireParabole

Exercise 142 exoTD5-0003

Calculer les intégrales suivantes.

(1)
ż 0

´3

1
x2 ´ 3x` 2dx. Conseil : écrire la fraction sous la forme a

x´1 ` b
x´2 .

(2)
ż 2

1
ln2pxqdx.

(3)
ż 1

0

ex ´ 1
ex ` 1dx.

(4)
ż 2

1

e´2x

p1` 2e´xq2dx.

(5)
ż 1

0

x3

x2 ` 1dx. Conseil : poser t “ x2 ` 1.
corrTD5-0003

Correction of the exercise 142
<+CorrTD5-0003+>
Exercise 143 exoTD5-0004

Calculer les intégrales suivantes.

(1)
ż 1

0
xexdx

(2)
ż 1

0
x2exdx

(3)
ż 2

1
arctanpxqdx
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(4)
ż 1

´1
x

˜
cos10pxq ` sin4pxq ´ ex2 ` 1a|x|

¸
dx.

corrTD5-0004

Correction of the exercise 143

(1) 1
(2) e´ 2
(3) ´π

4 ` lnp2q
2 ´ lnp5q

2 ` 2 arctanp2q
(4)

Exercise 144 exoTD5-0005

Calculer les primitives suivantes. Itemintizcxexsq

(1)
ş
te´t2dt.

ItemTDczcii

(2)
ş 3t2`2

t3 .
corrTD5-0005

Correction of the exercise 144

(1) Cette intégrale se fait par changement de variables en posant u “ t2. En ce qui concerne la
dérivée,

du

dt
“ 2t (90.211)

et par conséquent dt “ du
2t . En remplaçant dans l’intégrale demandée,

I “
ż
te´udu

2t . (90.212)

Les deux t restants se simplifient et il reste

1
2

ż
e´udu “ ´1

2e
´u ` C “ ´1

2e
´t2 ` C (90.213)

où nous avons fait le changement de variable inverse afin d’exprimer la réponse en termes de
la variable originale t.
Notez que pour bien obtenir toutes les primitives, nous devons écrire «`C » dans la réponse.
Cela signifie que pour tout choix de constante C, la fonction

F ptq “ ´1
2e

´t2 ` C (90.214)

est une primitive de la fonction
fptq “ te´t2 . (90.215)

(2) Nous pouvons couper la fraction en deux :

3t2 ` 2
t3

“ 2t2
t3
` 2
t3
“ 3
t
` 2t´3. (90.216)

Pour rappel, t´3 “ 1
t3 . L’intégrale à calculer devient donc

ż 3t2 ` 2
t3

dt “ 3
ż 1
t
dt` 2

ż
t´3dt

“ 3 lnptq ` 2 t
´2

´2 ` C

“ 3 lnptq ´ 1
t2
` C.

(90.217)
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90.10 Équations différentielles
Exercise 145 exoSVT-0004

Vérifier que xptq “ sinptq est une solution de l’équation différentielle

x2 “ ´x. (90.218)EqRNBDxbEqRNBDxb

Pour quelles valeurs des paramètres A et B la fonction xptq “ A sinptq`B cosptq est-elle solution
de l’équation (90.218) ? corrSVT-0004

Correction of the exercise 145
<+CorrSVT-0004+>
Exercise 146 exoSVT-0003

Nous considérons l’équation différentielle

dx

dt
“ ´x lnpc{2πq sinptq ` x

t
. (90.219)

(1) Vérifier que la fonction
xptq “ telnpc{2πq cosptq (90.220)

avec c ą 0 est une solution.
(2) Calculer la limite limtÑ8 xptq.
(3) Calculer xp0q.
(4) Pour quelle valeur(s) de t avons nous xptq “ c ?

corrSVT-0003

Correction of the exercise 146
(1) En dérivant la fonction proposée par rapport à t, nous trouvons

x1ptq “ ´telnpc{2πq cosptq lnpc{2πq sinptq ` elnpc{2πq cosptq. (90.221)

Nous vérifions maintenant l’équation différentielle

x1ptq “ ´x lnpc{2πq sinptq ` x

t
(90.222)

en remplaçant x et x1 par leurs valeurs.

´telnpc{2πq cosptq lnpc{2πq sinptq ` elnpc{2πq cosptq ?“ ´telnpc{2πq cosptq lnpc{2πq sinptq ` telnpxq cosptq

t
(90.223)

Un peu de calcul montre que cela est correct.
(2) Lorsque t Ñ 8, le facteur exponentiel ne tend vers rien de précis (parce que cosptq oscille).

Il est cependant toujours positif et inférieur à c{2π. Le facteur t par contre tend vers l’infini.
Nous avons par conséquent

lim
tÑ8xptq “ 8. (90.224)

(3) t “ 2π.
Exercise 147 exoTD6A-0002

(1) Vérifier que la fonction x1ptq “ sinptq est une solution de l’équation différentielle

dx

dt
“
a

1´ x2, (90.225)arcsinarcsin

pour t dans l’intervalle s ´ π

2 ,
π

2 r.
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(2) Vérifier que les deux fonctions constantes x2ptq “ 1 et x3ptq “ ´1 sont des solutions de
(90.225) pour tout t.

(3) Dessiner les trajectoires des trois solutions.
(4) Est-il possible de prolonger la solution x1 après t “ π

2 ? Avant t “ ´π
2 ? Discuter.

(5) Est-il possible de trouver une solution si la donnée de départ est xp0q “ 2 ?
(6) Est-il possible de trouver une solution si la donnée de départ est xp0q “ α, avec α quelconque

dans l’intervalle r´1, 1s ? Ce point est difficile si on ne connaît pas la méthode de séparation
de variables.

(7) Dessiner “toutes” les trajectoires trouvées.
corrTD6A-0002

Correction of the exercise 147
(1) Si x1ptq “ sinptq nous avons

dx1
dt

“ cosptq, (90.226)

et b
1´ x2

1ptq “
b

1´ sin2ptq “a
cos2ptq “ cosptq. (90.227)

Attention : en général
a

cos2ptq “ | cosptq|. Ici nous pouvons enlever les valeurs absolues
parce que cosptq ą 0 lorsque t P s´π{2, π{2r.

(2) La vérification est immédiate parce que la dérivée des solutions constante est nulle.
(3) Voir la figure figure 90.5.

´1
2 π 1

2 π

´1

1

Figure 90.5: Trois de solutions à l’équation différentielle de l’exercice 147.LabelFigSolsEqDiffSin

(4) Non parce que l’équation différentielle x1ptq “a
1´ xptq2 dit que x1 doit toujours être posi-

tive. Mais si nous prolongeons x1ptq “ sinptq en dehors de l’intervalle s´π{2, π{2r, la dérivée
devient négative.
Il est cependant possible de la prolonger sur r´π{2, π{2s.

(5) Étant donné que l’équation que doit satisfaire xptq (pour tout t) contient
a

1´ xptq2, le
nombre xptq doit rester entre ´1 et 1 pour tout t.

(6) La méthode de séparation des variables consiste à mettre tous les x d’un côté (y compris dx)
et tous les t de l’autre, y compris dt. Nous trouvons

dx?
1´ x2 “ dt. (90.228)

Nous prenons l’intégrale des deux côtés en n’oubliant pas la constante d’intégration :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x)=1/sqrt(1-x**2)
sage: f.integrate(x)
x |--> arcsin(x)
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Notez que Sage ne vous donne constante d’intégration 4 ni domaines 5 (nous y reviendrons).
Nous avons :

t “ arcsinpxq ` C. (90.229)

Par conséquent,
xptq “ sinpt` Cq. (90.230)

Ici nous avons changé C en ´C pour la commodité d’écriture.
Nous demandons d’avoir xp0q “ α, c’est-à-dire

xp0q “ sinpCq “ α, (90.231)

ou encore C “ arcsinpαq. La solution de l’équation que nous cherchons est donc

xptq “ sin
`
t` arcsinpαq˘. (90.232)

Maintenant nous devons réfléchir sur les domaines. . .Regardons donc encore une fois la condi-
tion d’existence x1ptq ě 0 :

x1ptq “ cospt` Cq ě 0 (90.233)

implique t` C P r´π
2 ,

π
2 s et par conséquent

t P r´π2 ´ arcsinpαq, π2 ´ arcsinpαqs. (90.234)

Notons que le domaine dépend de α ! Nous prenons aussi la convention que arcsinpαq est le
nombre z entre ´π

2 et π
2 tel que sinpzq “ α.

(7) Quelques solutions sont dessinées à la figure 90.6.

´π ´1
2 π

´1

1

Figure 90.6: Des solutions pour l’équation différentielle de l’exercice 147.LabelFigSolsSinpA

Exercise 148 exoTD6A-0003

(1) Vérifier que le système d’équation différentielles systWVHnZx

$
’&
’%

dx

dt
“ y (90.235a)

dy

dt
“ ´x (90.235b)

est équivalent à l’équation différentielle de deuxième degré

d2x

dt2
“ ´x, (90.236)eq2degeq2deg

au sens que xptq “ gptq est une solution de (90.236) si et seulement si xptq “ gptq, yptq “ g1ptq
est une solution de ((1)).

(2) Trouver les solutions constantes de ((1)).

4. Vous pouvez voir votre cours de math comme un cours d’anticipation des fautes que vous commettriez si vous
vous fiiez trop facilement à votre calculatrice ou votre ordinateur.

5. Il ne peut pas savoir quel est le contexte dans lequel vous êtes en train de calculer !

http://sagemath.org
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(3) Vérifier que la fonction xptq “ A cosptq ` B sinptq est une solution de (90.236) pour tous A,
B dans R. Nous acceptons que toutes les solutions de l’équation ((1)) sont de cette forme.

(4) Dessiner sur le plan x-y les trajectoires des solutions pxptq, yptqq.
(5) Trouver toutes les solutions de (90.236) telles que xp0q “ 1. Trouver sur le plan x-y les trajec-

toires correspondantes. Comment faut-il faire pour choisir une unique solution de (90.236) ?
Discuter. corrTD6A-0003

Correction of the exercise 148
(1) Soit g une fonction qui satisfait g2ptq “ ´gptq. Si nous posons

xptq “ gptq (90.237a)
yptq “ g1ptq (90.237b)

alors le couple px, yq est une solution du système SubesqoSZWaq

"
x1ptq “ y (90.238a)
y1ptq “ ´x. (90.238b)

En effet d’une part x1ptq “ g1ptq “ yptq, et d’autre part y1ptq “ dg1{dt “ g2ptq “ ´gptq “ xptq.
Dans le sens inverse si le couple de fonctions 6 px, yq satisfait au système (90.238), alors en
posant gptq “ xptq nous obtenons une fonction g qui satisfait g2 “ ´g.

(2) Si x est une fonction constante, x1 “ 0 et la première équation du système donne y “ 0. À
ce moment, la seconde équation du système donne xptq “ 0. La seule solution constante est
p0, 0q.

(3) En dérivant nous obtenons successivement :

xptq “ A cosptq `B sinptq (90.239a)
x1ptq “ ´A sinptq `B cosptq (90.239b)
x2ptq “ ´A cosptq ´B sinptq. (90.239c)

Nous avons donc x2 “ ´x et la fonction proposée est donc une solution de l’équation.
(4) La trajectoire à dessiner est la courbe d’équation paramétrique

"
xptq “ A cosptq `B sinptq (90.240a)
yptq “ ´A sinptq `B cosptq (90.240b)

Le calcul montre que pour tout t nous avons

xptq2 ` yptq2 “ A2 `B2, (90.241)

ce qui montre que nous avons un cercle de rayon
?
A2 `B2.

Les trajectoires possibles sont donc de deux natures : d’abord il y a la trajectoire constante
px, yq “ p0, 0q et ensuite il y a des cercles de tous les rayons.
Encore une fois remarquons que les constantes A et B ne jouent pas un rôle mineur. En effet
la solution avec A “ 2, B “ 3 est :

"
x1ptq “ 2 cosptq ` 3 sinptq (90.242a)
y1ptq “ ´2 sinptq ` 3 cosptq. (90.242b)

C’est un cercle de rayon
?

13. La solution avec A “ 3, B “ 2 est
"
x2ptq “ 3 cosptq ` 2 sinptq (90.243a)
y2ptq “ ´3 sinptq ` 2 cosptq. (90.243b)

6. Nous n’insisterons jamais assez sur le fait que x et y sont ici des fonctions.
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C’est le même cercle ! Il y a par contre une différence de point de départ :
ˆ
x1p0q
y1p0q

˙
“
ˆ

2
3

˙
(90.244)

tandis que ˆ
x2p0q
y2p0q

˙
“
ˆ

3
2

˙
. (90.245)

Ces deux solutions parcourent la même orbite, mais ne partent pas du même points !
Fixer les constantes A et B permet de fixer à la fois le rayon de l’orbite et son point de
départ.

(5) Demander xp0q “ 1 impose A “ 1, mais B reste libre. Nous avons mis quelques trajectoires
sur la figure 90.7.

‚

‚

‚

‚

´1 1 2
´1

1

2

Figure 90.7: Les trajectoires sont tracées pour t entre 0 et 1. Les points correspondent à t “ 0.
La courbe rouge correspond à B “ ´1. Nous voyons qu’elle est sur la même trajectoire que B “ 1,
mais elle ne part pas du même point. LabelFigTrajs

Exercise 149 exoTD6b-0001

Pour quelles valeur(s) des constantes a et b la fonction fpxq “ x4e2x est-elle une solution de
l’équation différentielle

y1 ´ ay “ bx3e2x ? (90.246)
corrTD6b-0001

Correction of the exercise 149
En injectant la forme de y proposée dans l’équation, le membre de gauche devient

y1 ´ ay “ 4x3e2x ` 2x4e2x ´ ax4e2x, (90.247)

tandis que le membre de droite devient bx3e2t.
Nous devons donc voir pour quelles valeurs de a et b ces deux grandeurs sont égales pour tout

x. En simplifiant par e2x (qui ne s’annule jamais),

4x3 ` 2x4 ´ ax4 “ bx3e2x, (90.248)

et donc a “ 2, b “ 4.
Exercise 150 exoTD6b-0002

Déterminez l’ensemble des fonctions qui satisfont les équations différentielles suivantes.
(1) y1 “ pt3 ` tqe´y

(2) y1 “ 1` y2

(3) y1 “ cosptq
1`ey

(4) y1 “ y2

(5) y1 “ y
1
3
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corrTD6b-0002

Correction of the exercise 150
La technique de base est toujours la même : écrire y1 sous la forme dy{dt et puis rassembler

d’un côté les termes en y et de l’autre ceux en t.
(1) Nous avons successivement

dy

dt
“ t3 ` t, (90.249a)

eydy “ pt3 ` tqdt (90.249b)

ey “ t4

4 `
t2

2 ` C. (90.249c)

La dernière ligne est simplement le fait d’avoir intégré des deux côtés. Nous isolons y en
passant au logarithme :

yptq “ ln
ˆ
t4

4 `
t2

2 ` C
˙
. (90.250)

Une méthode alternative à résoudre soi-même est de demander à un ordinateur de le faire :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: t=var(’t’)
sage: y=function(’y’,t)
sage: DE=diff(y,t)-(t**3+t)*exp(-y)
sage: desolve(DE,[y,t])
e^y(t) == 1/4*t^4 + 1/2*t^2 + c + 1/4

Notez qu’il ne termine pas complètement le travail parce qu’il ne fait pas le logarithme pour
isoler y. Par contre, il faut avouer que le gros est fait. Notez aussi qu’un peu naïvement, il
écrit c` 1

4 alors que c est une constante arbitraire ; on peut simplement écrire c.
(2) Nous avons à intégrer les deux membres de

dy

1` y2 “ dt, (90.251)

ce qui donne arctanpyq “ t` C. La solution est

yptq “ tanpt` Cq. (90.252)

Tant qu’aucun contexte n’est donné, nous n’avons pas grand chose à dire sur le domaine (et
pourtant il y aurait des choses à dire !).

(3) Nous devons intégrer
p1` eyqdy “ cosptqdt. (90.253)

La solution est
y ` ey “ sinptq ` C. (90.254)

Il n’y a pas de moyen simples de résoudre cette équation pour isoler y. Voici donc un exemple
d’équation différentielle que nous ne pouvons pas résoudre explicitement.

(4) À intégrer :
dy

y2 “ dt, (90.255)

solution :
y “ ´ 1

t` C . (90.256)
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(5) Dans le même ordre d’idée que le précédent :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: t=var(’t’)
sage: y=function(’y’,t)
sage: DE=diff(y,t)-y**(1/3)
sage: desolve(DE,[y,t])
3/2*y(t)^(2/3) == c + t

Sage nous dit que
3
2y

2{3 “ C ` t (90.257)

La solution recherchée est donc

yptq “
ˆ

2
3pC ` tq

˙´3{2
. (90.258)

Exercise 151 exoTD6b-0003

Trouver les fonctions qui satisfont les équations et les conditions suivantes :

(1) y1 “ pt3 ` tqe´y, yp1q “ 1
(2) y1 “ 1` y2, yp0q “ 0
(3) y1 “ 1` y2, yp0q “ 1

(4) y1 “ cosptq
1`ey , ypπ2 q “ 3

(5) y1 “ y2, yp1q “ 2
(6) y1 “ y2, yp1q “ 0
(7) y1 “ y

1
3 , yp0q “ ´1

(8) y1 “ y
1
3 , yp0q “ 0

corrTD6b-0003

Correction of the exercise 151
Ce sont les mêmes équations que pour l’exercice 150. Nous repartirons donc de la solution, et

nous fixerons la constante.
(1) En plaçant t “ 1 dans la solution nous avons

yp1q “ ln
ˆ

3
4 ` C

˙
, (90.259)

et par conséquent, pour avoir yp1q “ 1, nous demandons

C “ e´ 3
4 . (90.260)

(2) Nous avons yp0q “ tanpCq. Demander yp0q “ 0 demande tanpCq “ 0 c’est-à-dire C “ kπ.
Les solutions sont donc

ykptq “ tanpt` kπq. (90.261)

(3) C’est la même équation que la précédente. La condition sur C s’écrit sinpCq “ cospCq,
c’est-à-dire C “ π

4 ` kπ. Les solutions sont donc

ykptq “ tanpt` kπ ` π

4 q. (90.262)

(4) Pour cette équation nous n’étions pas parvenu à écrire une solution explicite, mais nous
pouvons tout de même fixer la constante :

ypπ{2q ` eypπ{2q “ sinpπ{2q ` C, (90.263)
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mais ypπ{2q “ 3 et sinpπ{2q “ 1, donc

2` e3 “ C. (90.264)

L’équation qui donne y (et que nous ne savons pas résoudre) est alors

y ` ey “ sinptq ` 3` e3. (90.265)

(5) La solution en t “ 1 est
yp1q “ ´ 1

1` C . (90.266)

Pour obtenir yp1q “ 2 nous avons besoin de C “ ´3{2. La solution est donc

yptq “ ´ 1
t´ 3

2
. (90.267)

(6) Cette fois nous devons avoir
´ 1

1` C “ 0, (90.268)

ce qui est impossible. Voici donc un exemple d’équation différentielle avec condition initiale
impossible.

(7) L’équation à résoudre pour C est

yp0q “
ˆ

2
3C

˙´2{3
“ ´1. (90.269)

Cela est impossible. Notez que

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: solve(x**(-2/3)==-1,x)
[x == I, x == -I]

Sage trouve des solutions parmi les nombres complexes. Si vous voulez utiliser un ordinateur
pour travailler, il faut pouvoir interpréter ses réponses !

(8) Ici nous devons résoudre ˆ
2
3C

˙´2{3
“ 0, (90.270)

ce qui donne C “ 0 et par conséquent

yptq “
ˆ

2t
3

˙´2{3
. (90.271)

Exercise 152 dd exoTD6b-0004

Résoudre les problèmes suivants
(1) y1 ´ 2ty “ t yp1q “ e´ 1

2

(2) y1 ` y tanptq “ sinp2tq yp0q “ 6
(3) y1 ` y cosptq “ 0 yp0q “ 10
(4) fft3y1 ` p2´ 3t2qy “ t3

(5) y1 ´ y “ t

http://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_complexe
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corrTD6b-0004

Correction of the exercise 152
(1) L’équation homogène correspondante est

y1
H ´ 2tyH “ 0. (90.272)EqsqeqhomiEqsqeqhomi

En remplaçant y1
H par dyH

dt et en passant tous les t à droite et tous les y à gauche,

dyH
y
“ 2tdt. (90.273)

En intégrant des deux côtés (c’est-à-dire en prenant les primitives et en n’oubliant pas la
constante d’intégration), nous trouvons lnpyHq “ t2 ` C. Nous avons donc

yHptq “ et
2
eC . (90.274)

Afin de simplifier les notations, nous allons écrire

yH “ Ket
2 (90.275)

avec K “ eC . Pour chaque K P R, la fonction yHptq “ Ket
2 vérifie l’équation homogène

(90.272).
Pour résoudre l’équation complète (non homogène), nous utilisons la méthode de variations
des constantes, c’est-à-dire que nous cherchons les solutions sous la forme yptq “ Kptqet2 .
Nous remplaçons cette expression pour y dans l’équation de départ :

K 1et2 ` 2tet2 ´ 2tKet2 “ t (90.276)

où nous avons utilisé le fait que y1 “ K 1et2 ` 2Ktet2 . Après simplifications, nous trouvons

K 1 “ te´t2 . (90.277)

La fonction K est donc une primitive de la fonction te´t2 , c’est-à-dire

K “
ż
te´t2dt. (90.278)

Cette intégrale est l’intégrale de l’exercice 144.(1). La réponse est

Kptq “ ´1
2e

´t2 ` C. (90.279)

La solution de l’équation différentielle proposée est donc

yptq “ Kptqet2 “ `´ 1
2e

´t2 ` C˘et2 , (90.280)

ou encore, après simplifications,
yptq “ ´1

2 ` Ce
t2 . (90.281)

Nous pouvons vérifier que cela est bien la solution de l’équation proposée en remplaçant dans
l’équation de départ. D’abord y1 “ 2tCet2 , donc

y1 ´ 2ty “ 2tCet2 ´ 2t
`´ 1

2 ` Ce
t2
˘ “ 2tCet2 ` t´ 2tCet2 “ t, (90.282)

ce qu’il fallait. Nous avons donc bien, pour chaque C, une solution de l’équation différentielle
y1 ´ 2ty “ t.
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Maintenant, nous demandons en plus que yp1q “ e´1{2. Le point à comprendre est que nous
avons une solution à l’équation différentielle sans contrainte pour chaque C. Nous pouvons
fixer C de telle manière à avoir une solution qui satisfait la contrainte :

yp1q “ ´1
2 ` Ce

1 “ ´1
2 ` eC. (90.283)

Si nous voulons que cela soit égal à e´1{2, nous devons résoudre l’équation

´1
2 ` eC “ e´1{2. (90.284)

La solution est
C “ e´1`e´1{2 ` 1

2
˘
. (90.285)

(2) ----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: t=var(’t’)
sage: y=function(’y’,t)
sage: DE=diff(y,t)+y*tan(t)-sin(2*t)
sage: desolve(DE,[y,t])
(c - 2*cos(t))/sec(t)

La solution est
yptq “ `´ 2 cosptq ` C˘ cosptq. (90.286)

Pour obtenir la valeur de la constante C nous utilisons la condition initiale :

yp0q “ p´2` Cq “ 6 (90.287)

par conséquent C “ 8.
(3) Ici nous avons seulement une équation homogène. Il ne faudra donc pas utiliser la méthode

de la variation des constantes. D’abord nous écrivons l’équation différentielle sous la forme

dy

dt
“ ´y cosptq, (90.288)

ensuite nous remettons tous les y à gauche et tous les t à droite :

dy

y
“ ´ cosptqdt. (90.289)

En intégrant des deux côtés, nous avons

lnpyq “ ´ sinptq ` C (90.290)

et donc
y “ Ke´ sinptq (90.291)EqsbzqiiikesintEqsbzqiiikesint

où nous avons posé K “ eC .
Pour vérifier le résultat, nous commençons par calculer la dérivée :

y1 “ ´K cosptqe´ sinptq, (90.292)

et ensuite nous remettons dans l’équation :

y1 ` y cosptq “ ´K cosptqe´ sinptq `Ke´ sinptq cosptq “ 0, (90.293)
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comme il se doit.
Nous devons maintenant trouver pour quelle valeur de la constante K nous avons yp0q “ 10.
Pour cela nous posons t “ 0 dans l’équation (90.291) :

yp0q “ Ke´ sinp0q “ K. (90.294)

Il faut donc poser K “ 10 pour obtenir yp0q “ 10. La réponse est donc

yptq “ 10e´ sinptq. (90.295)

(4) L’équation homogène à résoudre est

t3y1
H ` p2´ 3t2qyH “ 0. (90.296)

En séparant les variables,
dyH
yH

“ ´2´ 3t2
t3

. (90.297)EqsbzqdyHivEqsbzqdyHiv

La primitive du membre de droite est presque l’exercice 144.(2). En intégrant (90.297), nous
trouvons

lnpyHq “ 3 lnptq ` t´2 ` C, (90.298)
donc

yHptq “ Ke3 lnptq`t´2 “ K
´
elnptq

¯3
et

´2 “ Kt3e1{t2 . (90.299)

Cela est la solution générale de l’équation homogène associée à notre problème.
En ce qui concerne le problème non homogène (c’est-à-dire avec le second membre), la tech-
nique de variation des constantes nous indique de chercher une fonction Kptq pour laquelle
la solution serait sous la forme

yptq “ Kptqt3et´2
. (90.300)EqsbzqivyKtEqsbzqivyKt

Afin de trouver la fonction K, nous injectons (90.300) dans l’équation différentielle à ré-
soudre : nous calculons t3y1 ` p2 ´ 3t2qy et nous imposons que le résultat soit t3. Pour la
dérivée de y nous avons

y1 “ K 1t3et´2 `K
´
t3et

´2
¯1

“ K 1t3et´2 `K
´

3t2et´2 ` t3p´2qt´3et
´2
¯

“ et
´2“

K 1t3 `Kp3t2 ´ 2q‰.

(90.301)

Maintenant nous pouvons calculer l’équation

t3y1 ` p2´ 3t2qy “ t3et
´2“

K 1t3 `Kp3t2 ´ 2q‰` p2´ 3t2qKt3et´2

“ t3et
´2
t3K 1.

(90.302)

La fonction K est donc contrainte par la relation t3et
´2
t3K 1 “ t3, c’est-à-dire

K 1 “ e´t´2
t´3. (90.303)

La fonction K est donc donné par l’intégrale

K “
ż
e´t´2

t´3dt (90.304)

qui s’obtient en posant u “ t´2, dt “ du
´2t´3 . Le résultat est que

Kptq “ 1
2

´
e´t´2 ` C

¯
(90.305)

Maintenant la solution générale de notre équation différentielle s’écrit

yptq “ Kptqt3et´2 “ t3 ` Ct3et´2

2 . (90.306)

Remarquons que cette solution n’est pas valable en t “ 0.
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Exercise 153 exoSVT-0005

Nous vous suggérons de regarder la vidéo
http://www.youtube.com/watch?v=XYjUUGQhehs

qui explique comment s’obtient l’équation différentielle du circuit électrique RC.
Le résultat est que si on impose une tension V aux bornes du circuit comprenant une résistance

R et un condensateur de capacité C, l’équation qui régit la tension uC aux bornes du condensateur
est

V “ RC
duC
dt

` uC . (90.307)EqnmKoooEqnmKooo

La charge sur le condensateur est donnée par qptq “ CuCptq.
Déterminer la fonction uCptq en résolvant l’équation différentielle (90.307). En déduire la fonc-

tion qptq en supposant que qp0q “ 0. Calculer limtÑ8 qptq. corrSVT-0005

Correction of the exercise 153
Histoire d’avoir des notations qui ressemblent à ce qu’on a d’habitude, nous écrivons y pour

uC et nous mettons l’équation différentielle sous la forme

y1 “ ´ y

RC
` V

RC
. (90.308)EqHUhHWZEqHUhHWZ

Cela est une équation différentielle « presque » à variables séparée. Nous commençons par résoudre
l’équation homogène associée

y1 “ ´ y

RC
. (90.309)

Nous avons successivement

y1 “ ´ y

RC
(90.310a)

dy

y
“ ´ 1

RC
dt (90.310b)

lnpyq “ ´ t

RC
`A (90.310c)

yptq “ Ke´t{RC . (90.310d)

Afin de trouver la solution de l’équation complète nous utilisons la méthode de variation des
constantes. Nous posons

yptq “ Kptqe´t{RC (90.311)

et nous récrivons l’équation (90.308) :

K 1e´t{RC ´ 1
RC

Ke´t{RC “ ´ 1
RC

Ke´t{RC ` V

RC
(90.312a)

K 1 “ V

RC
et{RC (90.312b)

K “ V et{RC `B (90.312c)

où nous avons noté B la constante d’intégration. La solution complète s’écrit donc

yptq “ `
V et{RC `B˘e´t{RC “ V `Be´t{RC (90.313)

où B est une constante arbitraire. La fonction qptq est obtenue en multipliant par C la fonction
uCptq :

qptq “ V C `BCe´t{RC . (90.314)

Afin d’avoir qp0q “ 0 nous devons fixer B “ V , c’est-à-dire

qptq “ V Cp1` e´t{RCq. (90.315)

http://www.youtube.com/watch?v=XYjUUGQhehs
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Cela est la quantité de charges électriques sur le condensateur après un temps t. Nous avons

lim
tÑ8 qptq “ V C, (90.316)

qui correspond à la formule connue de la charge d’un condensateur lorsque le système est à l’équi-
libre.

Exercise 154 exoTD6-0001

On considère pour t P R, l’équation différentielle

y1ptq ` sinptqyptq “ exppcosptqq. (90.317)EqEqdiffexoysyecEqEqdiffexoysyec

(1) Déterminer la primitive F de t ÞÑ sinptq qui s’annule en π{2.

(2) Montrer que y est solution de (90.317) si et seulement si
´
yptq exp

`
F ptq˘

¯1 “ 1.
La fonction t ÞÑ exp

`
F ptq˘ est appelée facteur intégrant associé à (90.317).

(3) En déduire toutes les solutions de (90.317).
(4) Déterminer la solution de (90.317) telle que yp0q “ 0.

corrTD6-0001

Correction of the exercise 154
(1) Les primitives de la fonction t ÞÑ sinptq sont les fonctions F ptq “ ´ cosptq`C où C est n’im-

porte quelle constante. Il y a une primitive par choix de constante. Nous voulons sélectionner
celle qui vérifie F pπ{2q “ 0 :

F pπ{2q “ ´ cospπ{2q ` C “ C. (90.318)

Afin que cela vaille zéro, nous avons besoin de C “ 0. La fonction F dont nous parlons dans
cet exercice est donc

F ptq “ ´ cosptq. (90.319)

(2) Explicitons la condition pyeF q1 “ 1 en utilisant la règle de dérivation de produit :

pyeF q “ y1eF ` yF 1eF “ eF
`
y1 ` y sinptq˘. (90.320)

En imposant que cela soit 1, nous trouvons la condition

eF ptq`y1ptq ` yptq sinptq˘ “ 1, (90.321)

en passant eF ptq de l’autre côté, et en remplaçant F ptq par sa valeur ´ cosptq, nous trouvons

y1ptq ` yptq sinptq “ ecosptq, (90.322)

c’est-à-dire l’équation de départ.
(3) Étant donné que pyeF q1 “ 1, il existe une constante C telle que yeF “ t`C (c’est la primitive

de 1). Nous avons donc comme solution générale :

yptq “ ecosptqpt` Cq. (90.323)EqszzuyecttCEqszzuyecttC

(4) Parmi toutes les solutions données par l’équation (90.323), nous devons sélectionner celle
telle que yp0q “ 0. En posant t “ 0 dans la formule générale de yptq, nous trouvons que

yp0q “ 0. (90.324)

Pour que cela soit zéro, il faut sélectionner C “ 0. La solution de l’équation de départ qui
s’annule en zéro est donc

yptq “ tecosptq. (90.325)
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Exercise 155 exoTD6-0002

Résoudre les équations différentielles suivantes.
(1) y1pxq “ ypxq ` x pour x P R.
(2) xpx` 1qy1pxq ` p1` xqypxq “ 1 pour x P s´1, 0r.
(3) xy1pxq ´ ypxq “ x2 arctanpxq pour x P s0,8r.
(4) xy1pxq ´ px` 2qypxq ` xpx` 1q “ 0 pour x P s´8, 0r.

corrTD6-0002

Correction of the exercise 155
<+CorrTD6-0002+>
Exercise 156 exoTD6-0003

Étude de la suite punq définie par un “
şπ{4
0

`
tanpxq˘ndx. corrTD6-0003

Correction of the exercise 156
<+CorrTD6-0003+>
Exercise 157 exoTD6-0004

Soit m un entier naturel. Calculer l’intégrale Im “
şπ{2
0

`
sinptq˘mdt. corrTD6-0004

Correction of the exercise 157
<+CorrTD6-0004+>
Exercise 158 exoTD6A-0001

Soient α et k deux nombres réels positifs fixés. Vérifier que la fonction

xptq “ kelnpC
k qe´αt (90.326)

est une solution de l’équation différentielle

dx

dt
“ αx ln

ˆ
k

x

˙
, (90.327)

pour tout choix de C ą 0, C P R.
Calculez la limite de xptq lorsque t tend vers `8 et vérifiez que la constante C est la valeur de

la fonction xptq à l’instant t “ 0. corrTD6A-0001

Correction of the exercise 158

90.11 Révisions
Exercise 159 aa exorevisions-0001

Calculer
(1) log6p216q
(2) log3

1
9

(3) log16 4.
corrrevisions-0001

Correction of the exercise 159
<+Corrrevisions-0001+>
Exercise 160 aa exorevisions-0002

Donner l’ensemble de définition des fonctions suivantes.
(1) fpxq “ lnp|x|q
(2) fpxq “ cosp 1

xq
(3) fpxq “ ?x2 ´ 1
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corrrevisions-0002

Correction of the exercise 160
<+Corrrevisions-0002+>
Exercise 161 aa exorevisions-0003

Tracer les fonctions suivantes :
(1) fpxq “ lnp|x|q
(2) fpxq “ cospx` 1q
(3) fpxq “ cospxq ` 1

corrrevisions-0003

Correction of the exercise 161
<+Corrrevisions-0003+>
Exercise 162 aa exorevisions-0004

Calculer les limites

(1) lim
xÑ2

x2 ` x´ 6
4px2 ´ 4q

(2) limxÑ8 lnpx` 1q
(3) lim

xÑ0

sinpxq
x

(4) limxÑ8 x3 ´ 2x2.
corrrevisions-0004

Correction of the exercise 162
<+Corrrevisions-0004+>

90.12 Anciennes interrogations
Pour rappel, toutes les interrogations, devoirs surveillés et examens se font avec uniquement

du papier et de quoi écrire (pas de notes, pas de calculatrices ou autre équipements). Les réponses
doivent être justifiées un minimum.

90.12.1 Septembre 2010

Exercise 163 exointerro-0002

(1) Dessiner le graphe de la fonction x ÞÑ fpxq dans les cas suivants :
(1a) fpxq “ ex ;

(1b) fpxq “
"
x2 ` 1 si x ď 0,
px` 1q2 si x ą 0. ;

(1c) fpxq “ |x| ;
(1d) fpxq “ log2p2x´1q.

(2) Donner un exemple de fonction paire et un exemple de fonction impaire.
corrinterro-0002

Correction of the exercise 163
Les graphes sont tracés sur la figure 90.8.

(1) (1a) La constante e est juste un nombre (qui vaut approximativement 2.718). La fonction
est donc une simple droite de coefficient angulaire e.

(1b) Remarquez que à droite, elle est plus pentue qu’à gauche.
(1c) La fonction valeur absolue est une fonction de base.
(1d) Nous avons toujours logapabq “ b. Donc ici il s’agit seulement de la fonction y “ x´ 1

qui est une droite.
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(2) De nombreux exemples sont possibles. Citons les plus courantes.
Fonctions paires cospxq, x2, x4, toutes les fonctions constantes.
Fonctions impaires sinpxq, x3, x, x5, la fonction constante zéro.
Notez que la fonction constante y “ 0 est une fonction paire et impaire en même temps. La
fonction x3 ` 1 n’est pas une fonction impaire.
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(c) La fonction y “ x2
` 1 à gauche et px ` 1q

2 à
droite.
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(d) La fonction y “ log2p2x´1
q

Figure 90.8: Les fonctions de la question 163. LabelFigTracerUn
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Exercise 164 exointerro-0003

Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

(1) lim
xÑ3

x2 ´ 9
x2 ´ 2x´ 3 ;

(2) lim
xÑ`8

x2 ´ 2x
2x´ 3 ;

(3) lim
xÑ0

1´ cosx
sin2 x

;

(4) lim
xÑ`8

ˆ
1` 3

x

˙x
. Conseil : essayer la substitution y “ x{3 ;

(5) lim
xÑ0

x?
x` 4´ 2

.
corrinterro-0003

Correction of the exercise 164
(1) En remplaçant, nous trouvons 0

0 , donc il y a une indétermination à lever. Pour cela, nous
factorisons le numérateur et le dénominateur. Le numérateur est un produit remarquable :
a2´ b2 “ pa` bqpa´ bq, et donc x2´ 9 “ px` 3qpx´ 3q. En ce qui concerne le dénominateur,
nous avons x2 ´ 2x´ 3 pour

x “ 2˘a
4´ 4 · 1 · p´3q

2 “ 2˘?16
2 “ 2˘ 4

2 , (90.328)

et donc x “ 3 ou x “ ´1.
Par conséquent le dénominateur s’écrit

x2 ´ 2x´ 3 “ px´ 3qpx` 1q, (90.329)

et px´ 3q se simplifie dans la fraction. Par conséquent nous devons calculer la limite

lim
xÑ3

x` 3
x` 1 “

6
2 “ 3. (90.330)

(2) Nous mettons x2 en évidence au numérateur et x au dénominateur. Cela donne

x2 ´ 2x
2x´ 3 “ x2 `1´ 2

x

˘

x
`
2´ 3

x

˘ . (90.331)

Lorsque nous prenons la limite pour x Ñ 8, les fractions 2
x et 3

x tendent vers zéro, tandis
qu’après simplification par x, il reste

lim
xÑ8

x

2 “ 8. (90.332)

(3) En remplaçant, nous trouvons 0
0 , ce qui est une indétermination à lever. Ici le truc est de

multiplier et diviser par le binôme conjugué p1` cospxqq :

1´ cospxq
sin2pxq “

`
1´ cospxq˘`1` cospxq˘

sin2pxq`1` cospxq˘

“ 1´ cos2pxq
sin2pxq`1` cospxq˘

“ 1
1` cospxq

(90.333)

où nous avons utilisé le fait que 1 ´ cos2pxq “ sin2pxq, et simplifié par sin2pxq. Maintenant
nous pouvons conclure le calcul :

lim
xÑ0

1
1` cospxq “

1
2 . (90.334)



90.12. ANCIENNES INTERROGATIONS 4255

(4) Lorsque nous posons y “ x
3 , nous remplaçons 3

x par 1
y et x par 3y. D’autre part, lorsque x

tend vers l’infini, la nouvelle variable y tend aussi vers l’infini, donc nous avons

lim
yÑ8

ˆ
1` 1

y

˙3y
“
„ˆ

1` 1
y

˙yȷ3
. (90.335)

La limite de ce qu’il y a dans le crochet est une limite connue : elle vaut e. Donc nous avons

lim
yÑ8

„ˆ
1` 1

y

˙yȷ3
“ e3 (90.336)

(5) Ici encore le truc est de multiplier et diviser par la binôme conjugué de
?
x` 4 ´ 2. Nous

avons
x?

x` 4´ 2
“ x

`?
x` 4` 2

˘
`?
x` 4´ 2

˘`?
x` 4` 2

˘ “ x
`?
x` 4` 2

˘

x` 4´ 4 . (90.337)

Après simplification par x, nous restons avec le calcul

lim
xÑ0

?
x` 4` 2 “ 4. (90.338)

Exercise 165 exointerro-0004

Calculer :
(1) log9 3 ;
(2) log10 100 ;

(3) log2
1
4 .

corrinterro-0004

Correction of the exercise 165
Pour rappel la définition du logarithme est logapxq “ y lorsque ay “ x. Encore pour rappel,

nous avons
?
a “ a1{2, et 1

a “ a´1.
(1) Nous aurons log9p3q “ y si 9y “ 3. Quelle valeur de y ? Nous savons que

?
9 “ 3, et donc

91{2 “ 3, c’est-à-dire que log9p3q “ 1
2 .

(2) Nous aurons log10p100q “ y si 10y “ 100. Or 102 “ 100, donc log10p100q “ 2.
(3) Ici, nous devons nous rendre compte que 1

4 “ 4´1. Donc nous restons avec la question : pour
que y est-ce que 2y “ 4´1 ? La réponse est y “ ´2, donc log2

1
4 “ ´2.

Exercise 166 exointerro-0005

Déterminer l’ensemble de définition de la fonction x ÞÑ fpxq dans les cas suivants :
(1) fpxq “ lnpx´ 2q ;

(2) fpxq “ 1
πx

;

(3) fpxq “ 1
lnpxq ;

(4) fpxq “ ?x` 1.
corrinterro-0005

Correction of the exercise 166
(1) Ce qui se trouve dans le logarithme doit être positif (strictement), donc ici x´ 2 ą 0, et par

conséquent x ą 2. L’ensemble de définition est donc s2,8r.
(2) Le dénominateur doit être non nul, donc πx ‰ 0, c’est-à-dire x ‰ 0. Le domaine de définition

est donc R0.
(3) Ici nous avons deux éléments à problèmes. D’abord nous avons un dénominateur qui demande

lnpxq ‰ 0, et ensuite nous avons un logarithme qui demande x ą 0. Le domaine de la fonction
sont les x qui satisfont aux deux conditions en même temps. Nous avons lnpxq “ 0 si x “ 1,
donc le domaine sera tous les x positifs différents de 1 : s0,8rzt1u.
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(4) Nous avons une racine, donc ce qui se trouve dedans doit être positif (ou nul). Nous posons
donc x ` 1 ě 0, et par conséquent x ě ´1. Le domaine de définition est par conséquent le
domaine est r1,8r.

Exercise 167 exointerro-0007

Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :
(1) lim

xÑ´8x
3 ;

(2) lim
xÑ`8

x´ 2
2x´ 3 ;

(3) lim
xÑ0

x´ 2
2x´ 3 ;

(4) lim
xÑ2

x2 ´ 4
px´ 2qpx` 1q ;

(5) lim
xÑ`8

sinpxq
2 .

corrinterro-0007

Correction of the exercise 167
(1) Il n’y a pas d’indétermination : lorsque x tend vers l’infini, x3 tend vers ´8.
(2) Mise en évidence de x au numérateur et au dénominateur et simplification par x :

x´ 2
2x´ 3 “

x
`
1´ 2

x

˘

x
`
2´ 3

x

˘ “ 1´ 2
x

2´ 3
x

. (90.339)

Lorsque nous faisons la limite x Ñ 8, les fractions 2
x et ´ 3

x tendent vers zéro et il ne reste
que

lim
xÑ8

1´ 2
x

2´ 3
x

“ 1
2 . (90.340)

(3) Ici par contre, il n’y a pas d’indéterminations : si on remplace x par zéro, nous obtenons
immédiatement 2

3 .
(4) En remplaçant, nous avons 0

0 , et par conséquent une indétermination à lever. Nous pouvons
factoriser le numérateur en x2 ´ 4 “ px` 2qpx´ 2q et simplifier la fraction par x´ 2 :

x2 ´ 4
px´ 2qpx` 1q “

px` 2qpx´ 2q
px´ 2qpx` 1q “

x` 2
x` 1 , (90.341)

et
lim
xÑ2

x` 2
x` 1 “

4
3 . (90.342)

(5) La fonction sinpxq
2 est une fonction périodique et oscille donc tout le temps. Elle n’a pas de

limite.
Exercise 168 exointerro-0008

Soient fpxq “ x2 ´ 2x et gpxq “ 1{p1 ` xq. Écrivez les expressions explicites et trouvez les
domaines des fonctions composées h1pxq “ f ˝ gpxq et h2pxq “ g ˝ fpxq. corrinterro-0008

Correction of the exercise 168
(1) Nous avons

pf ˝ gqpxq “ f
`
gpxq˘ “ gpxq2 ´ 2gpxq “ 1

p1` xq2 ´
2

1` x. (90.343)

Le domaine de définition est donné par x ‰ 1 à cause du dénominateur.
(2) Nous avons

pg ˝ fqpxq “ g
`
fpxq˘ “ 1

1` fpxq “
1

x2 ´ 2x` 1 . (90.344)

Le domaine de définition est donné par R moins les x tels que x2 ´ 2x` 1 “ 0. Étant donné
que x2 ´ 2x` 1 “ px´ 1q2, le domaine est x ‰ 1.
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90.12.2 DS octobre 2010, un

Exercise 169 exoDS2010-1-0001

Soient fpxq “ ?x´ 1 et gpxq “ 1
lnpxq .

(1) Trouvez les domaines de définition de f et de g.
(2) Écrivez les expressions explicites et trouvez les domaines de définition des fonctions composées

h1pxq “ f ˝ gpxq et h2pxq “ g ˝ fpxq.
corrDS2010-1-0001

Correction of the exercise 169
(1) La racine

?
x´ 1 demande x´ 1 ě 0, donc pour la fonction f , le domaine est x P r1,`8r.

En ce qui concerne la fonction g, il faut penser à deux choses. La première est le dénomina-
teur : lnpxq ‰ 0. La seconde est le logarithme : x ą 0.
La première condition demande x ‰ 1. Donc en combinant les deux, nous avons tous les
nombres strictement plus grands que zéro, sauf 1 : x P s0,8rzt1u.

(2) (2a) D’abord nous avons

pf ˝ gqpxq “ f
`
gpxq˘ “a

gpxq ´ 1 “
d

1
lnpxq ´ 1. (90.345)

Ensuite nous regardons les conditions pour le domaine. Il y en a trois parce qu’il y a
une racine carrée, un dénominateur et un logarithme.

(2a.i) Pour la racine carrée, 1
lnpxq ´ 1 ě 0, ce qui donne l’inéquation

1
lnpxq ě 1. (90.346)

Attention : le logarithme peut être négatif. Il n’est donc pas exact de faire directe-
ment passer le lnpxq de l’autre côté :

1 ě lnpxq. (90.347)

Ce passage n’est vrai que si lnpxq ą 0. Mais si lnpxq ă 0, nous n’avons certainement
pas 1

lnpxq ě 1. Par conséquent, les conditions sont 1 ě lnpxq et lnpxq ą 0. Cela
donne x ą 1 et x ď e.

(2a.i) Pour le dénominateur, lnpxq ‰ 0 implique x ‰ 1.
(2a.i) Pour le logarithme, nous devons avoir x ą 0.

Maintenant nous devons regarder l’intersection de ces trois conditions. Nous devons
avoir x ą 1, x ą 0, x ď e et x ‰ 1. Cela fait donc

x P s1, es. (90.348)

(2b) Nous avons
pg ˝ fqpxq “ g

`
fpxq˘ “ 1

ln
`
fpxq˘ “

1
ln
`?
x´ 1

˘ . (90.349)

Encore une fois, nous avons trois conditions : un dénominateur, un logarithme et une
racine carrée.

(2b.ii) Pour le dénominateur, il faut ln
`?
x´ 1

˘ ‰ 0, ce qui donne
?
x´ 1 ‰ 1, et donc

x´ 1 ‰ 1, et finalement x ‰ 2.
(2b.ii) Pour la racine, nous demandons x´ 1 ě 0, et par conséquent x ě 1.
(2b.ii) Pour le logarithme, nous avons besoin de

?
x´ 1 ą 0, c’est-à-dire x ą 1. Pour

rappel, la valeur d’une racine carrée n’est jamais négative, mais elle est nulle sur
l’argument est zéro.
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En remettant tout ensemble, nous devons avoir simultanément x ą 1, x ‰ 2 et x ě 1,
c’est-à-dire

x P s1,8rzt2u. (90.350)

Exercise 170 exoDS2010-1-0002

Indiquez le graphe correspondant à chacune des fonctions suivantes (figure 90.9). Justifiez vos
réponses

(1) lnpxq ;
(2) lnpx2q ;
(3) lnp|x|q ;

(4) | lnpxq| ;
(5) lnpx` 1q ;
(6) lnpxq ` 1 ;

(7)
a

lnpxq.

1 2

´2

´1

1

LabelFigACUooQwcDMZssLabelSubFigACUooQwcDMZ0

(a) logarithme

´2 ´1 1 2

´2

´1

1

LabelFigACUooQwcDMZssLabelSubFigACUooQwcDMZ1

(b) lnvalabsolue

´1 1 2

´2

´1

1

LabelFigACUooQwcDMZssLabelSubFigACUooQwcDMZ2

(c) lnxplusun

1 2
´1

1

2

LabelFigACUooQwcDMZssLabelSubFigACUooQwcDMZ3

(d) valabsolueln
1 2 3

1

2

LabelFigACUooQwcDMZssLabelSubFigACUooQwcDMZ4

(e) unplusln

1 2 3

1

LabelFigACUooQwcDMZssLabelSubFigACUooQwcDMZ5

(f) sqrtln

´2 ´1 1 2

´4

´3

´2

´1

1

LabelFigACUooQwcDMZssLabelSubFigACUooQwcDMZ6

(g) lnsqrt

Figure 90.9: Les graphes à considérer de la question 170. LabelFigACUooQwcDMZ

corrDS2010-1-0002

Correction of the exercise 170
Chaque graphique de la figure 90.9 a sa petite particularité qui lui permet de se distinguer des

autres.
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(1) Le graphique 90.9(a) est le graphique bien reconnaissable de lnpxq : en fait le domaine de
cette fonction est s0,`8r et lnp1q “ 0.

(2) Le graphique 90.9(b) est le même que le logarithme, mais symétrique par rapport à l’axe
vertical. C’est donc lnp|x|q.

(3) Le graphique 90.9(c) est le même que lnpxq, mais décalé de 1 vers la gauche (il tend vers ´8
en ´1 au lieu de zéro). C’est donc le lnpx` 1q.

(4) Le graphique 90.9(d) est le logarithme décalé de 1 vers le haut, c’est donc lnpxq ` 1.
(5) Le graphique 90.9(e) est | lnpxq| parce que c’est le même que le logarithme pour x ě 1, et il

est le symétrique par rapport à l’axe horizontal de lnpxq là où lnpxq est négatif.
(6) Le graphique 90.9(f) est

a
lnpxq. La façon de le voir est de remarquer que le graphe commence

en 1. Il n’existe pas avant x “ 1, ce qui signifie qu’il n’existe pas là où lnpxq est négatif.
(7) Le graphique 90.9(g) est lnpx2q parce qu’il est symétrique, mais plus pentu que lnp|x|q.

Notez que lnpx2q et lnp|x|q se ressemblent parce que tant le carré que la valeur absolue on pour
effet de « rendre positif les nombres négatifs ». Cependant comme x2 avance plus vite que x, c’est
lui qui est le plus penché.

Exercise 171 exoDS2010-1-0003

Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

(1) lim
xÑ4

px´ 4q2
x2 ´ 16 ;

(2) lim
xÑ´8

x36 ´ 2x25 ´ 12
2x27 ´ 3x12 ` 1200 ;

(3) lim
xÑ0

sinp2xq
x

;

(4) lim
xÑ`8

sinpxq
x

;

(5) lim
xÑ0

?
x?

4´ x´?4` x ;

(6) lim
xÑ`8

lnpxq
x1{1234 .

corrDS2010-1-0003

Correction of the exercise 171
Pour les limites des fonctions rationnelles (c’est-à-dire, des fractions de polynômes), il y a deux

techniques à ne pas confondre. La première est la factorisation et simplification ; la seconde est la
mise en évidence du plus haut degré au numérateur et au dénominateur.

La mise en évidence se fait lorsqu’on a des limites en ˘8. La factorisation se fait pour les
limites en des nombres.

(1) Ici il faut factoriser le dénominateur et simplifier.

lim
xÑ4

px´ 4q2
x2 ´ 16 “ lim

xÑ4

px´ 4q2
px´ 4qpx` 4q “ lim

xÑ4

px´ 4q
px` 4q “

0
8 “ 0. (90.351)

(2) Ici, il faut mettre en évidence la plus haute puissance de x au numérateur et au dénominateur.

lim
xÑ´8

x36 ´ 2x25 ´ 12
2x27 ´ 3x12 ` 1200 “ lim

xÑ´8
x36

´
1´ 2x25

x36 ´ 12
x36

¯

x27
´

2´ 3x25
x27 ´ 12

x27

¯

“ x9 `1´ 2
x11 ´ 12

x36

˘

2´ 3
x15 ` 1200

x27

“ lim
xÑ´8

x9

2
“ ´8.

(90.352)
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(3) La limite que l’on connaît est celle limxÑ0
sinp2xq

2x “ 1. Ici le problème est que nous avons
juste x au dénominateur. L’astuce est de multiplier et diviser par 2 :

lim
xÑ0

sinp2xq
x

“ lim
xÑ0

2 sinp2xq
2x “ 2. (90.353)

(4) La fonction sinpxq est bornée, et nous la divisions par quelque chose qui tend vers l’infini. La
limite est donc 0. Plus formellement on peut dire

0 ď
ˇ̌
ˇ̌sinpxq

x

ˇ̌
ˇ̌ ď 1

|x| , (90.354)

tandis que 1
x Ñ 0 si xÑ8.

(5) Ici l’astuce est de multiplier et diviser par le « binôme conjugué » du dénominateur, à savoir
?

4´ x`?4` x. (90.355)

Cela fait apparaitre au dénominateur le produit

p?4´ x´?4` xqp?4´ x`?4` xq “ p4´ xq ´ p4` xq (90.356)

par le produit remarquable p♠´♣qp♠`♣q “ ♠2 ´♣2. La limite à calculer est donc

lim
xÑ0

?
x
`?

4´ x`?4` x˘
p4´ xq ´ p4` xq “ lim

xÑ0

4
?
x

´2x “ lim
xÑ0

´2?
x
“ ´8. (90.357)

(6) Ici nous utilisons le fait que « le logarithme est le moins fort ». Donc le logarithme du
numérateur tend moins vite vers l’infini que la puissance de x qui est au dénominateur. Nous
avons donc

lim
xÑ8

lnpxq
x1{1234 “ 0. (90.358)

Exercise 172 exoDS2010-1-0004

Soit punqnPN la suite définie par
"
un`1 “ un ` 2n,
u0 “ 0. (90.359)

(1) Démontrer que un “ 2n ´ 1.
(2) Calculer, si elle existe, la limite de la suite punqn.

corrDS2010-1-0004

Correction of the exercise 172
(1) Il faut prouver par récurrence. D’abord la formule proposée est vraie pour n “ 0 parce que

20´1 “ 0 “ u0 (pour rappel, a0 “ 1 pour tout a ‰ 0). Ensuite, il faut vérifier que la formule
est correcte pour k ` 1 en supposant qu’elle soit correcte pour k. En posant n “ k ` 1 dans
la formule à démontrer, nous avons

uk`1 “ 2k ` uk “ 2k ` 2k ´ 1 “ 2k`1 ´ 1, (90.360)

ce qui est bien la formule avec n “ k ` 1.
(2) La limite est donc limnÑ8 un “ 8 parce que 2n Ñ8 ; c’est une exponentielle.

Exercise 173 exoDS2010-1-0005

Considérons la suite définie par
un “ p´1qn ` 1

n
, (90.361)

pour n ě 1, n P N.
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(1) Calculer la valeur des termes u1, u2, u3 et u4.
(2) Démontrer que la suite punqnPN˚ est bornée.
(3) Est-ce que la suite punqnPN˚ est monotone ?
(4) On admet que la suite p|un|qnPN˚ est convergente. Calculer sa limite.
(5) Calculer la valeur des premiers 3 termes des sous-suites pu2nqnPN˚ (sous-suite des indices

pairs) et pu2n´1qnPN˚ (sous-suite des indices impairs), pour n ě 1.
(6) Est-ce que la suite punqnPN˚ est convergente ? Et les suites pu2nqnPN˚ et pu2n´1qnPN˚ ?

corrDS2010-1-0005

Correction of the exercise 173

(1) Pour rappel,

p´1qn “
#

1 si n est pair
´1 si n est impair.

(90.362)

Les premiers termes sont donc

u1 “ p´1q ` 1 “ 0

u2 “ p´1q2 ` 1
2 “

3
2

u3 “ p´1q3 ` 1
3 “ ´

2
3

u4 “ p´1q4 ` 1
4 “

5
4 .

(90.363)

(2) Comme 1{n est surement compris entre 0 et 1, la suite punqn est majorée par 2 et minorée
par ´1.
Méthode alternative : nous avons

ˇ̌
ˇ̌p´1qn ` 1

n

ˇ̌
ˇ̌ ď |p´1qn| `

ˇ̌
ˇ̌ 1
n

ˇ̌
ˇ̌ ď 1` 1

n
. (90.364)

Or 1
n est une suite qui tend vers zéro, ce qui fait que 1` 1

n est bornée.
(3) La suite est croissante entre u1 et u2, et décroissante entre u2 et u3. Plus généralement, les

termes pairs seront positifs tandis que les termes impairs seront négatifs ; elle n’arrête donc
pas de monter et descendre au dessus de zéro et en dessous de zéro.

(4) La valeur absolue de un est ˇ̌
ˇ̌p´1qn ` 1

n

ˇ̌
ˇ̌ “ 1` p´1qn

n
. (90.365)

La suite p´1qn

n tend vers 0, comme on a vu au cours. La limite de p|un|qn est donc 1.
Méthode alternative : si la suite p|un|q converge, elle converge vers la même limite que n’im-
porte quelle de ses sous-suites. La sous-suite des termes pairs est facile :

|u2n| “
ˇ̌
ˇ̌p´1q2n ` 1

n

ˇ̌
ˇ̌ “ 1` 1

n
, (90.366)

et cela tend vers 1.
(5)

u2 “ 3
2 , u1 “ 0,

u4 “ 5
4 , u3 “ ´2

3 ,

u6 “ 7
6 , u5 “ ´4

5 .

(90.367)
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(6) La suite des termes pairs est (rappel : pour tout n, le nombre 2n est pair et donc p´1q2n “ 1)

u2n “ p´1q2n ` 1
2n “ 1` 1

2n. (90.368)

Cette suite tend vers 1 parce que 1
2n tend vers zéro.

La suite des termes impairs par contre vaut

u2n`1 “ p´1q2n`1 ` 1
2n` 1 “ ´1` 1

2n` 1 , (90.369)

et cette suite tend vers ´1.
Nous avons donc trouvé deux sous-suites de punq qui tendent vers des limites différentes. La
suite punq elle-même ne converge donc pas.

90.12.3 DS octobre 2010, deux

Exercise 174 exoDS2010bis-0001

Soient fpxq “ 1
1´ x2 et gpxq “ lnpxq.

(1) Trouvez les domaines de définition de f et de g.
(2) Écrivez les expressions explicites et trouvez les domaines de définition des fonctions composées

h1pxq “ f ˝ gpxq et h2pxq “ g ˝ fpxq.
corrDS2010bis-0001

Correction of the exercise 174
(1) Pour la fonction f , nous avons un dénominateur qui ne peut pas s’annuler : 1 ´ x2 ‰ 0,

c’est-à-dire x2 ‰ 1. Le domaine est donc

Domainepfq “ Rzt´1, 1u. (90.370)

Pour rappel, x2 “ 1 lorsque x “ 1 ou x “ ´1.
En ce qui concerne la fonction g, la seule condition est que x ą 0 à cause du logarithme.

(2) (2a) Pour f ˝ g, nous avons

pf ˝ gqpxq “ f
`
gpxq˘ “ 1

1´ gpxq2 “
1

1´ lnpxq2 . (90.371)

Dans cette expression nous voyons une fraction et un logarithme. Il y aura donc deux
conditions.

(2a.i) Pour le dénominateur, 1 ´ lnpxq2 ‰ 0. Cela demande lnpxq2 ‰ 1, et donc les deux
conditions

lnpxq ‰ 1
lnpxq ‰ ´1.

(90.372)

La première demande x ‰ e, tandis que la seconde demande x ‰ ´e.
(2a.i) Pour le logarithme, la condition est x ą 0.

En résumé, nous devons avoir x ą 0 en même temps que x ‰ e et x ‰ ´e. Le domaine
de f ˝ g est donc

Domaine
`
f ˝ g˘ “ s0,8rzteu. (90.373)

Notez que la condition x ‰ ´e est redondante par rapport à la condition x ą 0.
(2b) Pour g ˝ f , nous avons

pg ˝ fqpxq “ g
`
fpxq˘ “ ln

`
fpxq˘ “ ln

ˆ
1

1´ x2

˙
. (90.374)

Ici nous voyons une fraction et un logarithme. Il y aura donc deux conditions.
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(2b.ii) Pour la fraction, le dénominateur ne peut pas s’annuler : 1´x2 ‰ 0. Cela demande
x ‰ 1 et x ‰ ´1.

(2b.ii) Pour le logarithme, nous devons avoir 1
1´x2 ą 0, c’est-à-dire 1´ x2 ą 0.

Le domaine est donc
Domainepg ˝ fq “ s´1, 1r. (90.375)

Exercise 175 exoDS2010bis-0002

Indiquez le graphe correspondant à chacune des fonctions suivantes (figure 90.10). Justifiez vos
réponses

(1) cospxq ;
(2) cospx` π{2q ;
(3) cospexq ;

(4) cospxq ` 1 ;
(5) cosp4xq ;
(6) | cospxq| ;

(7)
a

cospxq.

corrDS2010bis-0002

Correction of the exercise 175
Chaque fonction a sa particularité qu’il faut reconnaitre.

(1) La fonction cospxq elle-même est celle qui vaut 1 en 0, qui s’annule en π
2 et qui oscille. C’est

donc le graphe 90.10(a).
(2) La fonction cospx` π

2 q est la même que la fonction cosinus, mais décalée de π
2 vers la gauche.

C’est le graphe 90.10(d).
(3) La fonction cospexq est une fonction qui oscille de plus en plus vite parce que ce qui se trouve

dans le cosinus (c’est-à-dire ex) monte de plus en plus vite. Le graphe qui correspond est
90.10(e).

(4) Le graphe de la fonction cospxq ` 1 est le même que celui de cospxq, mais décalé de 1 vers le
haut. C’est le graphe 90.10(c).

(5) La fonction cosp4xq oscille quatre fois plus vite que le cosinus (parce que 4x avance 4 fois
plus vite que x). C’est donc le graphe 90.10(g).

(6) La fonction | cospxq| est la même que cospxq sauf que partout où cospxq est négatif, il devient
positif. C’est le graphe 90.10(b)

(7) La fonction
a

cospxq est reconnaissable au fait qu’elle n’est pas définie là où le cosinus est
négatif. Il y a donc des « trous » dans son domaine. C’est le graphe 90.10(f)

Exercise 176 exoDS2010bis-0003

Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

(1) lim
xÑ3

px´ 3qpx` 15q
x2 ´ 9 ;

(2) lim
xÑ´8

x50 ´ 3200x5 ` 1
5x17 ´ 3x` 4 ;

(3) lim
xÑ0

sinpxq
x

;

(4) lim
xÑ`8x sinp1

x
q. Conseil : essayer la substitution y “ 1{x ;

(5) lim
xÑ0

?
1´ x2 ´?1` x2

5x ;

(6) lim
xÑ`8x

´3 lnpxq.
corrDS2010bis-0003

Correction of the exercise 176
Pour les limites des fonctions rationnelles (c’est-à-dire : des fractions de polynômes), il y a deux

techniques à ne pas confondre. La première est la factorisation et simplification ; la seconde est la
mise en évidence du plus haut degré au numérateur et au dénominateur.

La mise en évidence se fait lorsqu’on a des limites en ˘8. La factorisation se fait pour les
limites en des nombres.
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(1) Ici il faut factoriser le dénominateur et simplifier.

lim
xÑ3

px´ 3qpx` 15q
x2 ´ 9 “ lim

xÑ3

px´ 3qpx` 15q
px´ 3qpx` 3q “ lim

xÑ3

x` 15
x` 3 “ 18

6 “ 3. (90.376)

(2) Ici, il faut mettre en évidence la plus haute puissance de x au numérateur et au dénominateur.

lim
xÑ´8

x50 ´ 3200x5 ` 1
5x17 ´ 3x` 4 “

“ lim
xÑ´8

x50 `1´ 3200
x45 ` 1

x50

˘

x17
`
5´ 3

x16 ` 4
x17

˘ “

“ lim
xÑ´8

x33 `1´ 3200
x45 ` 1

x50

˘
`
5´ 3

x16 ` 4
x17

˘ “

“ ´8.

(90.377)

(3) On connaît la limite remarquable limxÑ0
sinpxq
x “ 1.

(4) Après le changement de variable on trouve la même limite que au point précédent.

lim
xÑ`8x sinp1

x
q “ lim

yÑ0

sinpyq
y

“ 1. (90.378)

(5) Ici l’astuce est de multiplier et diviser par le « binôme conjugué » du numérateur, à savoir
a

1´ x2 `
a

1` x2. (90.379)

par le produit remarquable p♠´♣qp♠`♣q “ ♠2 ´♣2, cela fait apparaitre au numérateur
le produit

p
a

1´ x2 ´
a

1` x2qp
a

1´ x2 `
a

1` x2q “ 1´ x2 ´ 1´ x2 “ ´2x2. (90.380)

La limite à calculer est donc

lim
xÑ0

?
1´ x2 ´?1` x2

5x “ lim
xÑ0

´2x2

5xp?1´ x2 `?1` x2q
“ lim

xÑ0

´2x
5p?1´ x2 `?1` x2q

“ 0
10

“ 0.

(90.381)

(6) La fonction dont on veut calculer la limite peut s’écrire comme

fpxq “ x´3 lnpxq “ lnpxq
x3 . (90.382)

Nous utilisons le fait que « la croissance du logarithme est lente ». Donc le logarithme du
numérateur tend moins vite vers l’infini que la puissance de x qui est au dénominateur. Nous
avons donc

lim
xÑ8

lnpxq
x3 “ 0. (90.383)

Exercise 177 exoDS2010bis-0004

Soit punqnPN la suite définie par
"
un`1 “ un ` n` 1,
u0 “ 0. (90.384)
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(1) Démontrer que un “ npn` 1q
2 .

(2) Calculer, si elle existe, la limite de la suite punqn.
corrDS2010bis-0004

Correction of the exercise 177
(1) Il faut prouver par récurrence. D’abord la formule proposée est vraie pour n “ 0 parce que

0p0 ` 1q{2 “ 0. Ensuite, il faut vérifier que la formule est correcte pour k ` 1 en supposant
qu’elle soit correcte pour tous indices n entre 0 et k. En posant n “ k ` 1 dans la formule à
démontrer, nous avons

uk`1 “ uk ` k ` 1 “ kpk ` 1q
2 ` k ` 1 “ pk ` 1qpk ` 2q

2 , (90.385)

ce qui est bien la formule avec n “ k ` 1.
(2) La limite est donc limnÑ8 un “ 8 parce que un est la somme de tous les nombres entiers

positifs entre 0 et n, donc c’est une suite monotone croissante qui n’est pas bornée.
Exercise 178 exoDS2010bis-0005

Considérons la suite définie par
un “ p´1qnn

n` 1 , (90.386)

pour n ě 1, n P N.
(1) Calculer la valeur des termes u1, u2, u3 et u4.
(2) Démontrer que la suite punqnPN˚ est bornée.
(3) Est-ce que la suite punqnPN˚ est monotone ?
(4) On admet que la suite p|un|qnPN˚ est convergente. Calculer sa limite.
(5) Calculer la valeur des premiers 3 termes des sous-suites pu2nqnPN˚ (sous-suite des indices

pairs) et pu2n´1qnPN˚ (sous-suite des indices impairs), pour n ě 1.
(6) Est-ce que la suite punqnPN˚ est convergente ? Et les suites pu2nqnPN˚ et pu2n´1qnPN˚ ?

corrDS2010bis-0005

Correction of the exercise 178
(1) Pour rappel,

p´1qn “
#

1 si n est pair
´1 si n est impair.

(90.387)

Les premiers termes sont donc

u1 “ p´1q11
2 “ ´1

2

u2 “ p´1q22
3 “ 2

3

u3 “ p´1q33
4 “ ´3

4

u4 “ p´1q44
5 “ 4

5 .

(90.388)

(2) Nous avons ˇ̌
ˇ̌p´1qnn
n` 1

ˇ̌
ˇ̌ “ n

n` 1 . (90.389)

Or n
n`1 est inférieur à 1 pour tout n entier positif. Ce qui fait que p´1qnn

n`1 est bornée entre
´1 et 1.

(3) La suite est croissante entre u1 et u2, et décroissante entre u2 et u3. Plus généralement, les
termes pairs seront positifs tandis que les termes impairs seront négatifs ; elle n’arrête donc
pas de monter et descendre au dessus de zéro et en dessous de zéro.
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(4) La suite p|un|q converge vers 1. Pour le voir on peut calculer la limite de la fonction fpxq “ x
x`1

lorsque x tend vers `8.
(5)

u2 “ 2
3 , u1 “ ´1

2 ,

u4 “ 4
5 , u3 “ ´3

4 ,

u6 “ 6
7 , u5 “ ´5

6 .

(90.390)

(6) La suite des termes pairs est (rappel : pour tout n, le nombre 2n est pair et donc p´1q2n “ 1)

u2n “ 2n
2n` 1 . (90.391)

Cette suite tend vers 1.
La suite des termes impairs par contre vaut

u2n`1 “ ´2n` 1
2n` 2 , (90.392)

et cette suite tend vers ´1.
Nous avons donc trouvé deux sous-suites de punq qui tendent vers des limites différentes. La
suite punq elle-même ne converge donc pas.

Exercise 179 exoDS_2010_1Calculer :
(1) log8 2 ;
(2) log6 1 ;

(3) log3
1
9 .

Exercise 180 exoDS_2010_2bis

Soient fpxq “ 1
1´ x2 et gpxq “ lnpxq.

(1) Trouvez les domaines de définition de f et de g.
(2) Écrivez les expressions explicites et trouvez les domaines de définition des fonctions composées

h1pxq “ f ˝ gpxq et h2pxq “ g ˝ fpxq.
Exercise 181 exoDS_2010_4bis

Déterminer, lorsqu’elles existent, les limites suivantes :

(1) lim
xÑ3

px´ 3qpx` 15q
x2 ´ 9 ;

(2) lim
xÑ´8

x50 ´ 3200x5 ` 1
5x17 ´ 3x` 4 ;

(3) lim
xÑ0

sinpxq
x

;

(4) lim
xÑ`8x sinp1

x
q. Conseil : essayer la substitution y “ 1{x ;

(5) lim
xÑ0

?
1´ x2 ´?1` x2

5x ;

(6) lim
xÑ`8x

´3 lnpxq.
Exercise 182 exoDS_2010_6bis

Soit punqnPN la suite définie par
"
un`1 “ un ` n` 1,
u0 “ 0. (90.393)
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(1) Démontrer que un “ npn` 1q
2 .

(2) Calculer, si elle existe, la limite de la suite punqn.
Exercise 183 exoDS_2010_5bis

Considérons la suite définie par
un “ p´1qnn

n` 1 , (90.394)

pour n ě 1, n P N.
(1) Calculer la valeur des termes u1, u2, u3 et u4.
(2) Démontrer que la suite punqnPN˚ est bornée.
(3) Est-ce que la suite punqnPN˚ est monotone ?
(4) On admet que la suite p|un|qnPN˚ est convergente. Calculer sa limite.
(5) Calculer la valeur des premiers 3 termes des sous-suites pu2nqnPN˚ (sous-suite des indices

pairs) et pu2n´1qnPN˚ (sous-suite des indices impairs), pour n ě 1.
(6) Est-ce que la suite punqnPN˚ est convergente ? Et les suites pu2nqnPN˚ et pu2n´1qnPN˚ ?
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´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5
´1

1

LabelFigExerciceGraphesbissscosinus

(a)

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

1

LabelFigExerciceGraphesbisssvalabsoluecosinus

(b)

´4´3´2´1 1 2 3 4 5´1

1
2

LabelFigExerciceGraphesbissscosxplusun

(c)

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5
´1

1

LabelFigExerciceGraphesbissssinus

(d)

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5
´1

1

LabelFigExerciceGraphesbissscosex

(e)

´2 ´1 1 2 3 4 5 6

1

LabelFigExerciceGraphesbissssqrtcos

(f)

´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5
´1

1

LabelFigExerciceGraphesbissscosquattrox

(g)

Figure 90.10: Les graphes à considérer de la question 175.LabelFigExerciceGraphesbis
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90.12.4 Épreuve complémentaire décembre 2010

90.12.4.1 A traiter

Exercise 184 exoExamenDecembre2010-0001

(1) Tracer le graphe de la fonction fpxq “ x pour x entre 0 et 5.

(2) Calculer l’intégrale
ż 5

0
x dx, qui correspond à l’aire de la région entre l’axe des x et le graphe

de f .
(3) Tracer le graphe de la fonction partie entière x ÞÑ rxs, définie par

rxs “ le plus grand nombre entier qui est plus petit de x.

Exemples : r4.67s “ 4, r2s “ 2, r0.34s “ 0.

(4) Calculer l’intégrale
ż 5

0
rxs dx. Conseil : écrire cette intégrale comme la somme de 5 intégrales

ş1
0 . . .` ¨ ¨ ¨ `

ş5
4 . . ..

(5) Tracer le graphe de la fonction mantisse, mpxq “ x´ rxs, pour x entre 0 et 5.

(6) Calculer l’intégrale
ż 5

0
x´ rxs dx.

corrExamenDecembre2010-0001

Correction of the exercise 184
(1) Le graphique est un segment de droite entre les points p0, 0q et p5, 5q.
(2) ż 5

0
xdx “

„
x2

2

ȷ5

0
“ 25

2 ´ 0 “ 25
2 . (90.395)

(3) La fonction partie entière est tracée sur la figure 90.11.

´2 ´1 1 2 3

´2

´1

1

2

3

Figure 90.11: La fonction partie entière. LabelFigPartieEntiere

(4) En découpant l’intervalle d’intégration, nous avons le calcul suivant :
ż 5

0
rxsdx “

ż 1

1
0dx`

ż 2

1
1dx`

ż 3

2
2dx`

ż 4

3
3dx`

ż 5

4
4dx

“ 1` 2` 3` 4 “ 10.
(90.396)

Notez que rxs “ 2 pour x entre 2 et 3. C’est pour cela que nous avons
ż 3

2
rxsdx “

ż 3

2
2dx. (90.397)
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1 2 3 4 5

1

Figure 90.12: La fonction mantisse. Remarquez que du point de vue de la surface, ce sont des
petits triangles. LabelFigMantisse

(5) La fonction mantisse est tracée sur la figure 90.12.
(6) Nous pouvons utiliser les résultats précédents :

ż 5

0
x´ rxsdx “

ż 5

0
xdx´

ż 5

0
rxsdx “ 25

2 ´ 10 “ 5
2 . (90.398)

Une autre façon est de se souvenir que cette intégrale représente la surface sous la courbe
(voir figure 90.12). Cette surface est formée de cinq triangles dont les surfaces valent 1

2 ; pour
rappel, la surface d’un triangle est donnée par baseˆhauteur

2 . Donc la surface totale est de 5
2 .

Exercise 185 exoECdecembre2010-0001

Modèle malthusien contrôlé. Soit la suite punqnPN définie par
#
un`1 “ aun ` b, pour tous n P N, n ą 0
u0 “ x

où a ‰ 1, b et x ě 0 sont des nombres réels.
(1) Calculer les premiers 4 termes de la suite si a “ 2 et x “ 10.
(2) Montrer que un “ anpx` b

a´1q ´ b
a´1 pour tout n P N.

corrECdecembre2010-0001

Correction of the exercise 185
Voir la correction de l’exercice 115.
Exercise 186 exoECdecembre2010-0002

Calculer les dérivées des fonctions suivantes
(1) fpxq “ tanpxq. Rappel : tanpxq “ sinpxq{ cospxq ;
(2) gpxq “ 5 sinpexq ;
(3) hpxq “ lnpxq cospx2q.

corrECdecembre2010-0002

Correction of the exercise 186
<+CorrECdecembre2010-0002+>
Exercise 187 exoECdecembre2010-0003

Trouver la solution générale de l’équation

y1 “ yx1{2. (90.399)
corrECdecembre2010-0003

Correction of the exercise 187
<+CorrECdecembre2010-0003+>
Exercise 188 exoECdecembre2010-0004

<+ExoECdecembre2010-0004+> corrECdecembre2010-0004

Correction of the exercise 188
<+CorrECdecembre2010-0004+>
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90.12.5 Examen décembre 2010

Exercise 189 exoExamen-0001

(1) Tracer le graphe de la fonction fpxq “ x pour x entre 0 et 5.

(2) Calculer l’intégrale
ż 5

0
x dx, qui correspond à l’aire de la région entre l’axe des x et le graphe

de f .
(3) Tracer le graphe de la fonction partie entière x ÞÑ rxs, définie par

rxs “ le plus grand nombre entier qui est plus petit de x.

Exemples : r4.67s “ 4, r2s “ 2, r0.34s “ 0.

(4) Calculer l’intégrale
ż 5

0
rxs dx. Conseil : écrire cette intégrale comme la somme de 5 intégrales

ş1
0 . . .` ¨ ¨ ¨ `

ş5
4 . . ..

(5) Tracer le graphe de la fonction mantisse, mpxq “ x´ rxs, pour x entre 0 et 5.

(6) Calculer l’intégrale
ż 5

0
x´ rxs dx.

Exercise 190 exoExamenDecembre2010-0002

Calculer les limites suivantes :

(1) lim
xÑ`8

x3 ` 4x` 13
x` x5 ` 2 ;

(2) lim
xÑ0

x3 ` 4x` 13?
x` x5 ` 2 ;

(3) lim
xÑ0

sin2pxq
x

;

(4) lim
xÑ5

x2 ´ 25
x´ 5 ;

(5) lim
xÑ`8

ex

x5 ` 1 ;

(6) lim
xÑ´8

ex

x5 ` 1 .
corrExamenDecembre2010-0002

Correction of the exercise 190
(1) Nous mettons en évidence la plus grande puissance de x au numérateur et au dénominateur.

Attention : celle du dénominateur est 5 :

x3 ` 4x` 13
x` x5 ` 2 “ x3 `1` 4

x2 ` 12
x3

˘

x5
` 1
x4 ` 1` 2

x5

˘ . (90.400)

À ce moment, nous simplifions par x3, et nous nous souvenons qu’à la limite x Ñ 8, les
termes du type 4

x2 tendent vers 0. Il reste donc limxÑ8 1
x2 “ 0.

La réponse est donc zéro.
(2) Ici, en remplaçant simplement x par zéro dans l’expression, nous ne tombons sur aucune

indétermination : 13
2 .

(3) La limite très connue est limxÑ0
sinpxq
x “ 1. Ici nous écrivons

sin2pxq
x

“ sinpxqsinpxq
x

. (90.401)

Nous avons alors
lim
xÑ0

sinpxqsinpxq
x

“ lim
xÑ0

sinpxq lim
xÑ0

sinpxq
x

(90.402)
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(4) En remplaçant x par 5, nous tombons sur l’indétermination 0
0 . Nous parvenons à la lever en

factorisant le numérateur et en simplifiant :

x2 ´ 25
x´ 5 “ px´ 5qpx` 5q

x´ 5 “ x` 5. (90.403)

Maintenant, la limite vaut limxÑ5 x` 5 “ 10.
(5) Nous avons vu que, pour les limites en l’infini, l’exponentielle « avance plus vite que tout

polynôme ». La limite est donc 8.
(6) En remplaçant nous trouvons 0

´8 . Cela n’est pas une indétermination : ça vaut 0.
Exercise 191 exoExamenDecembre2010-0003

On considère les trois suites suivantes, définies pour n ě 1,

un “ 1
n
, vn “ 1

n` 1 , wn “ unvn.

(1) Écrire les premiers 4 termes de chaque suite.
(2) Montrer que la suite punqn est bornée et décroissante.
(3) Les trois suites convergent. Trouver la limite de chaque suite.

(4) Monter que wn “
ż n`1

n

1
x2 dx, pour tout n ě 1.

(5) Esquisser le graphe de la fonction 1{x2 pour x dans r1, 4s. Donner une intérpretation gra-
phique des intégrales w1, w2, w3.

(6) On définit la suite psnqn par sn “ w1 ` w2 ` ¨ ¨ ¨ ` wn. Démontrer, par récurrence que
sn “

şn`1
1

1
x2 dx.

(7) Calculer la limite de psnqn. Conseil : calculer l’intégrale du point précédent.
corrExamenDecembre2010-0003

Correction of the exercise 191
<+CorrExamenDecembre2010-0003+>
Exercise 192 exoExamenDecembre2010-0004

Calculer les intégrales suivantes

(1)
ż 1

0
x7 ` x1{3 dx ;

(2)
ż 2π

π{2
cospxq dx ;

(3)
ż 1

0

4
4x` 1 dx ;

(4)
ż π{2

0
x2 sinpxq dx. Conseil : intégrer par parties ;

(5)
ż 1

0
ex
?

1` ex dx. Conseil : essayer le changement de variable y “ 1` ex.
corrExamenDecembre2010-0004

Correction of the exercise 192
<+CorrExamenDecembre2010-0004+>
Exercise 193 exoExamenDecembre2010-0005

On considère l’équation différentielle linéaire

y1 “ ´xy ` x. (90.404)nonhomognonhomog

(1) On commence par considérer l’équation homogène associée

y1 “ ´xy. (90.405)homoghomog
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(1a) Dire si l’équation (90.405) a une solution constante. Si oui, la trouver.
(1b) Trouver la solution générale de l’équation (90.405).

(2) Trouver une solution particulière P pxq de (90.404) de la forme P pxq “ ax ` b, avec a et b
dans R.

(3) Vérifiez que la fonction 1´ 3e´x2{2 est une solution du problème suivant
"
y1 “ ´xy ` x,
y
`a

lnp3q˘ “ 1´?3. (90.406)

corrExamenDecembre2010-0005

Correction of the exercise 193
(1) (1a) Dire que ypxq est une constante, c’est dire que ypxq “ C pour un certain C P R. Dans

ce cas y1pxq “ 0 et l’équation devient 0 “ ´xC pour tout x. Le seul choix de constante
C qui convient est C “ 0.
Par conséquent, la fonction ypxq “ 0 est une solution constante de l’équation y1 “ xy.

(1b) Pour trouver la solution générale, nous écrivons y1 “ dy{dx et nous mettons tous les y
à gauche et tous les x à droite :

dy

dx
“ ´xy

dy

y
“ ´xdx

lnpyq “ ´x
2

2 ` C.

(90.407)

Pour obtenir la dernière ligne, nous avons intégré des deux côtés de l’équation. Nous
prenons maintenant l’exponentielle des deux membres afin d’isoler le y :

ypxq “ e´ x2
2 `C “ e´x2{2eC “ Ke´x2{2 (90.408)

où nous avons posé K “ eC .
(2) Si ypxq “ ax` b, alors y1pxq “ a. En mettant cela dans l’équation (90.404), nous trouvons

a “ ´xpax` bq ` x, (90.409)

ou encore
´ax2 ` p1´ bqx´ a “ 0. (90.410)EqPouraetbÃľzuzcEqPouraetbÃľzuzc

Attention : cette équation n’est pas une équation pour trouver x, mais une équation pour a
et b qui doit être vérifiée pour tout x. Lorsque x “ 0, cette équation devient a “ 0. Nous
devons donc avoir a “ 0. L’équation (90.410) devient alors

p1´ bqx “ 0 (90.411)

qui doit encore être vraie pour tout x. Avec x “ 1, nous avons la condition b´ 1 “ 0 et donc
b “ 1. Les valeurs de a et b telles que P pxq “ ax` b soit solution sont donc a “ 0 et b “ 1.
C’est donc P pxq “ 1.

(3) Nous avons

ypxq “ 1´ 3e´x2{2y1pxq “ ´3p´xqe´x2{2 “ 3xe´x2{2. (90.412a)

En remplaçant ces valeurs de y et y1 cela dans l’équation y1 “ ´xy ` x, nous avons

3xe´x2{2 “ ´x`1´ 3e´x2{2˘` x. (90.413)
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En distribuant le x dans le membre de droite, nous trouvons que cette équation est bien
vérifiée pour tout x.
En remplaçant x par

a
lnp3q dans la formule de ypxq, nous avons

y
`a

lnp3q˘ “ 1´ 3e´
`?

lnp2q
˘2{2

“ 1´ 3e´ lnp3q{2

“ 1´ 3
a
e´ lnp3q

(90.414)

où nous avons utilisé le fait que ea{2 “ ?ea. Maintenant en appliquant la formule e´a “ 1
ea

avec a “ lnp3q, nous trouvons

y
`a

lnp3q˘ “ 1´ 3
c

1
3 “ 1´

c
9
3 “ 1´?3. (90.415)
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90.12.6 DS décembre 2011

Exercise 194 exoExosenvrac-0001(5 points)

Compléter le tableau suivant en considérant α ‰ ´1, α ‰ ´2.

Primitive
ş
fpxq dx Function fpxq Dérivée f 1pxq

sinpxq ` C . . . . . .

. . . sinp3xq . . .

. . . . . . ´ 1
x2

. . . lnpxq . . .

. . . . . . pα` 1qxα

e5x

5 ` C . . . . . .

. . . tanpxq “ sinpxq
cospxq . . .

. . . arcsinpxq . . .

(90.416)

corrExosenvrac-0001
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Correction of the exercise 194

Primitive
ş
fpxq dx Fonction fpxq Dérivée f 1pxq

sinpxq ` C cospxq ´ sinpxq

´1
3 cosp3xq ` C sinp3xq 3 cosp3xq

lnpxq ` Cx`D 1
x ` C ´ 1

x2

x lnpxq ´ x` C lnpxq 1
x

xα`2

α`2 ` Cx`D xα`1 ` C pα` 1qxα

e5x

5 ` C e5x 5e5x

´ ln
`| cospxq|˘` C tanpxq “ sinpxq

cospxq tan2pxq ` 1 “ 1
cos2pxq

x arcsinpxq ` ?1´ x2 ` C arcsinpxq 1?
1´x2

(90.417)

Exercise 195 exoExosenvrac-0015(6 points)
Déterminer dans chaque cas le domaine de définition, la périodicité et/ou les symétries éven-

tuelles et les limites aux extrêmes du domaine. Calculer ensuite la dérivée de la fonction, la où elle
est définie.

(1) f1pxq “ x3 ´ 1 ;
(1a) Domaine de définition : . . .

(1b) La fonction est périodique ? Si oui, trouver sa période.

(1c) La fonction est paire ? Impaire ? Expliquer.

(1d) Limites aux extrêmes du domaine : . . .

(1e) Dérivée : . . .

(2) f2pxq “ ecospxq ;
(2a) Domaine de définition : . . .

(2b) La fonction est périodique ? Si oui, trouver sa période.
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(2c) La fonction est paire ? Impaire ? Expliquer.

(2d) Limites aux extrêmes du domaine : . . .

(2e) Dérivée : . . .

(3) f3pxq “ x

x´ 2 ;

(3a) Domaine de définition : . . .

(3b) La fonction est périodique ? Si oui, trouver sa période.

(3c) La fonction est paire ? Impaire ? Expliquer.

(3d) Limites aux extrêmes du domaine : . . .

(3e) Dérivée : . . .
corrExosenvrac-0015

Correction of the exercise 195
(1) fpxq “ x3 ´ 1.

(1a) Le domaine est R.
(1b) La fonction n’est pas périodique.
(1c) La fonction n’est ni paire ni impaire :

fp´xq “ p´xq3 ´ 1 “ ´x3 ´ 1, (90.418)

qui n’est ni fpxq ni ´fpxq.
(1d) Les bords du domaine sont ˘8. Les limites sont

lim
xÑ8x

3 ´ 1 “ 8 (90.419a)

lim
xÑ´8x

3 ´ 1 “ ´8. (90.419b)

(1e) La dérivée est f 1pxq “ 3x2.
(2) fpxq “ ecospxq

(2a) Le domaine est R entier.
(2b) La fonction est périodique de période 2π.
(2c) Elle est paire parce que

fp´xq “ ecosp´xq “ ecospxq “ fpxq. (90.420)

Ici ce qui joue est cosp´xq “ cospxq.
(2d) Les bords du domaine sont x “ ˘8. La fonction cosinus oscillant sans fin entre 1 et

´1, la fonction oscille entre e1 et e´1. Les limites n’existent donc pas.
(2e) La dérivée :

f 1pxq “ ´ sinpxqecospxq. (90.421)
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(3) f3pxq “ x
x´2 .

(3a) Le domaine est Rzt2u.
(3b) La fonction n’est pas périodique.
(3c) Ni paire ni impaire :

fp´xq “ ´x
´x´ 2 “

x

x` 2 , (90.422)

qui est ni fpxq ni fp´xq.
(3d) Les bords du domaine sont x “ ˘8 et x “ 2. Nous avons les limites

lim
xÑ´8 f3pxq “ 1 (90.423a)

lim
xÑ8 f3pxq “ 1 (90.423b)

lim
xÑ2

f3pxq “ n’existe pas. (90.423c)

La troisième limite n’existe pas parce que la limite à gauche et à droite ne coïncident
pas.

(3e) La dérivée est
f 1

3pxq “
1

x´ 2 ´
x

px´ 2q2 “
´2

px´ 2q2 . (90.424)

Exercise 196 exoExosenvrac-0015A(2 points)
Trouver les intervalles sur lesquels les fonctions f1pxq “ x3 ` 1 et f2 “ x

x´ 2 sont strictement
monotones et déterminer leurs fonctions réciproques. corrExosenvrac-0015A

Correction of the exercise 196
(1) La fonction f1 est partout strictement croissante parce que sa dérivée, f 1

1pxq “ 3x2, est
partout positive. Notez que f 1p0q “ 0, mais comme cela n’arrive qu’à un seul point et la
dérivée ne change pas de signe à droite et à gauche de x “ 0, la fonction reste strictement
croissante.
La fonction réciproque se trouve en résolvant par rapport à x l’équation

y “ x3 ` 1. (90.425)

La solution est
x “ 3

a
y ´ 1. (90.426)

(2) La fonction f2 demande immédiatement x ‰ 2. En ce qui concerne la dérivée,

f 1
2pxq “

1
x´ 1 ´

x

px´ 2q2 “
´2

px´ 2q2 . (90.427)

La fonction est toujours décroissante (sauf évidemment en x “ 2 où la fonction n’existe pas).
En ce qui concerne la fonction réciproque, il faut résoudre

y “ x

x´ 2 (90.428)

pour obtenir y en fonction de x. Nous avons successivement

y “ x

x´ 2 (90.429a)

ypx´ 2q “ x (90.429b)
yx´ 2y ´ x “ 0 (90.429c)

xpy ´ 1q “ 2y (90.429d)

x “ 2y
y ´ 1 (90.429e)

La fonction réciproque est donc
f´1

2 pyq “ 2y
y ´ 1 . (90.430)
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Exercise 197 exoExosenvrac-0006(3 points)
Résoudre par séparation des variables l’équation différentielle

x1 “ tx2. (90.431)eqexo6eqexo6

Une fois obtenue la solution générale de l’équation (90.431) trouver son unique solution qui
satisfait la condition xp2q “ 1. corrExosenvrac-0006

Correction of the exercise 197
L’équation x1 “ tx2 peut se résoudre par séparation de variables parce que le membre de droite

de l’équation est le produit d’une fonction de t, à l’occurrence l’identité, et une fonction qui ne
dépend explicitement que de x : x2.

La seule solution constante de l’équation est xptq “ 0.
Si x n’est pas nulle on peut écrire l’équation sous la forme

1
x2x

1 “ t, (90.432)

et intégrer par rapport à t les deux côtés. Suite au changement de variable classique x “ xptq dans
l’intégrale à gauche, on obtient ż 1

x2 dx “
ż
t dt, (90.433)

et donc
´1
x
“ t2

2 ` C, C P R. (90.434)

La solution générale de l’équation est alors xptq “ ´ 1
t2
2 ` C

.

La solution du problème de Cauchy
#
x1 “ tx2,

xp2q “ 1,
(90.435)

n’est pas la solution constante. Il faut alors supposer qu’elle soit de la forme xptq “ ´ 1
t2
2 ` C

et calculer xp2q “ ´ 1
2` C . La condition ´ 1

2` C “ 1 nous permet de trouver la valeur de la
constante C qui détermine l’unique solution du problème de Cauchy. Ici : C “ ´3. Exercise
198 exoExosenvrac-0009(4 points)

Calculer les intégrales suivantes.

(1)
ż 1

0
cos

´
x
π

2

¯
` x4 dx ;

(2)
ż 1

0
xex

2
dx, par changement de variable ;

(3)
ż 1

0
x2ex dx, par parties.

(4) Utiliser le fait que
ż π

π{2
sin2pxq dx “ π

4 pour calculer la valeur de
ż π

π{2
cos2pxq dx.

corrExosenvrac-0009

Correction of the exercise 198

(1)
ż 1

0
cos

´
x
π

2

¯
` x4 dx “

„
2
π

sin
´
x
π

2

¯
` x5

5

ȷ1

0
“ 2
π
` 1

5 ;

(2) Le changement de variable à utiliser est y “ x2. On obtient
ż 1

0
xex

2
dx “

ż 1

0

ey

2 dy “ e´ 1
2 ;
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(3)
ż 1

0
x2ex dx “ “

x2ex
‰1

0´
ż 1

0
2xex dx “ “

x2ex
‰1

0´r2xexs10` 2
ż 1

0
ex dx “ e´ 2e` 2e´ 2 “ e´ 2.

(4) La valeur de
ż π

π{2
cos2pxq dx est π4 . Il y a plusieurs méthodes pour obtenir ce résultat mais celle

qui nous parait la plus rapide est de se souvenir du fait que cos2pxq ` sin2pxq “ 1 et intégrer
les deux côtés de cette égalité par rapport à x. On obtient alors

ż π

π{2
cos2pxq dx` π

4 “
π

2 .

90.12.7 Épreuve complémentaire, 15 décembre 2010

Exercise 199 exoEC-0003

Calculer les dérivées des fonctions suivantes
(1) fpxq “ tanpxq. Rappel : tanpxq “ sinpxq{ cospxq ;
(2) gpxq “ 5 sinpexq ;
(3) hpxq “ lnpxq cospx2q.

Exercise 200 EC-0004

Trouver la solution générale de l’équation

y1 “ yx1{2.



Chapitre 91

Géométrie analytique (Besançon)

91.1 Espaces vectoriels normés

91.1.1 Normes

Exercise 201 dd exoEspVectoNorme0001

On considère l’espace vectoriel Rn muni de la norme euclidienne.
(1) Montrer que la norme euclidienne est convexe c’est-à-dire que quels que soient x, y P Rn et

t P r0, 1s on a
}tx` p1´ tqy} ď t}x} ` p1´ tq}y}. (91.1)

(2) Montrer que la norme est lipschitzienne de constante 1, c’est-à-dire quels que soient x, y P Rn

on a
| }x} ´ }y} | ď }x´ y}. (91.2)

(3) Montrer l’identité du parallélogramme : quels que soient x, y P E on a

}x´ y}2 ` }x` y}2 “ 2}x}2 ` 2}y}2. (91.3)
corrEspVectoNorme0001

Correction of the exercise 201

(1) D’abord, en utilisant l’inégalité triangulaire,

}tx` p1´ tqy} ď }tx} ` ››p1´ tqy››. (91.4)

Ensuite, étant donné que t P r0, 1s, nous avons t ą 0 et 1 ´ t ą 0, donc nous pouvons les
sortir de la norme sans mettre de valeur absolue (voir le point (3) de la définition 7.152 et le
fait que nous sachions, par ailleurs, que la norme euclidienne est une norme).
Notez que ce point est valable pour toute norme : nous n’avons utilisé que des propriétés de
définition des normes.

(2) Ce point est valable pour toute les normes en vertu de la proposition 7.153.
(3) Utilisons le fait que la norme euclidienne découle du produit scalaire 1 : }x}2 “ x·x. Nous

avons donc
}x´ y}2 ` }x` y}2 “ px´ yq· px´ yq ` px` yq· px` yq

“ x·x´ x· y ´ y·x` y· y

` x·x` x· y ` y·x` y· y

“ 2x·x` 2y· y

“ 2}x}2 ` 2}y}2.

(91.5)

1. Nous mentionnons ce fait autour de la définition 11.8.

4281
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Exercise 202 exoGeomAnal-0040

Soit }.}p la norme p sur Rn. Si A est une matrice, montrer que

}A}p “ sup
}x}p“1

}Ax}. (91.6)

Voir la définition 11.51. corrGeomAnal-0040

Correction of the exercise 202
Nous allons montrer que les ensembles sur lesquels ont prend le supremum sont en réalité les

mêmes : " }Ax}p
}x}p tel que x ‰ 0

*

looooooooooooomooooooooooooon
A

“ t}Ax}p tel que }x}p “ 1ulooooooooooooooomooooooooooooooon
B

. (91.7)

Attention : ce sont des sous-ensembles de réels ; pas de sous-ensembles de MpRq ou des sous-
ensembles de Rn.

Pour la première inclusion, prenons un élément de A, et prouvons qu’il est dans B. C’est-à-dire
que nous prenons x P Rn et nous considérons le nombre }Ax}p{}x}p. Le vecteur y “ x{}x} est un
vecteur de norme 1, donc la norme de Ay est un élément de B, mais

}Ay}p “ }Ax}p}x}p . (91.8)

Nous avons donc A Ă B.
L’inclusion B Ă A est immédiate.
Exercise 203 ff exoGeomAnal-0041

On va montrer que pour p “ 8, la norme matricielle p vérifie pour tout A “ pai,jq PMnpRq :

}A}8 “ max
1ďiďn

nÿ

j“1
|aij | (91.9)zzquGAAPzzquGAAP

(1) Soit x P Rn tel que ||x||8 “ 1. On pose b “ Ax (on a donc ||Ax||8 “ max1ďiďn |bi|).
(1a) Montrer que |bi| ď řn

j“1 |aij | pour tout i P t1, .., nu.
(1b) En déduire que

||Ax||8 ď max
1ďiďn

nÿ

j“1
|aij |

puis que

||A||8 ď max
1ďiďn

nÿ

j“1
|aij |

(2) On va montrer l’inégalité inverse. Pour cela soit i˚, l’indice correspondant à l’égalité suivante :
nÿ

j“1
|ai˚j | “ max

iPt1,...,nu

nÿ

j“1
|aij |. (91.10)

L’indice i˚ est donc le numéro de la ligne qui réalise le maximum dont on parle dans le
membre de droite. Soit par ailleurs x˚ le vecteur de norme ||x||8 “ 1 défini par :

xj̊ “
"

1 si ai˚j ě 0
´1 si ai˚j ă 0

(2a) Monter que ai˚jxj̊ “ |ai˚j |, sans sommation sur j (ni sur i ni sur i˚).
(2b) Montrer que

||Ax˚||8 ě max
1ďiďn

ÿ

j“1
|aij |.



91.1. ESPACES VECTORIELS NORMÉS 4283

(2c) En déduire le résultat (91.9).
corrGeomAnal-0041

Correction of the exercise 203

(1) Par définition de l’action d’une matrice sur un vecteur, nous avons

bi “
ÿ

k

aikxk. (91.11)

En prenant la valeur absolue, nous trouvons

|bi| ď
ÿ

k

|aik||xk| ď
ÿ

k

|aik| (91.12)

parce que |xk| ď 1.
Pour chaque x P Rn tel que }x}8 “ 1 nous avons

}Ax}8 “ max
1ďiďn |bi| ď max

1ďiďn
ÿ

k

|aik|. (91.13)

Donc en ce qui concerne la norme de A, nous avons

}A}8 “ sup
}x}8“1

}Ax}8, (91.14)

mais tous les éléments de l’ensemble sur lequel le supremum est pris sont plus petit que
max

ř
k |aik|.

(2) Nous passons à présent à l’inégalité inverse.
(2a) Le vecteur x˚ est fait exprès pour mettre un signe moins lorsque ai˚j est négatif et un

signe plus là où ai˚j est positif. L’effet est donc de rendre ai˚jxj̊ toujours positif.
(2b) Par définitions,

}Ax˚}8 “ max
iPt1,...,nu

|pAx˚qi| “ max
i

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

k

aikxk̊

ˇ̌
ˇ̌
ˇ . (91.15)

Nous pouvons majorer en remplaçant i par i˚ en effet, le membre de droite prend un
maximum sur tous les i possibles alors que i˚ est un i possible. Nous avons alors

}Ax˚}8 ě
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

k

ai˚kxk̊

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

k

|ai˚k|
ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ÿ

k

|ai˚k|. (91.16)

Maintenant la définition de i˚ nous permet de dire

}Ax˚}8 ě max
iPt1,...,nu

ÿ

k

|aik|. (91.17)

Par conséquent
}A}8 ě max

iPt1,...,nu
ÿ

k

|aik|. (91.18)

Ayant obtenu les inégalités dans les deux sens, les quantités sont égales.
Exercise 204 ff exoGeomAnal-0042

Montrer que la norme matricielle }.}1 satisfait la formule

||A||1 “ max
1ďjďn

nÿ

i“1
|aij | (91.19)

pour tout A PMnpRq. corrGeomAnal-0042
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Correction of the exercise 204
Nous suivons essentiellement les mêmes étapes et astuces que pour l’exercice 203. Soit x P Rn

avec }x}1 “ 1 et b “ Ax. Alors nous avons

}Ax}1 “ }b}1 “
nÿ

i“1
|bi| (91.20a)

“
ÿ

i

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

j“1
aijxj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (91.20b)

ď
ÿ

i

ÿ

j

|aijxj | (91.20c)

“
ÿ

j

|xj |
ÿ

i

|aij | (91.20d)

À ce moment nous ne pouvons pas remplacer
ř
j |xj | par }x}1 “ 1 parce que la somme sur j se

poursuit dans le reste de la formule ! Nous devons donc faire une étape supplémentaire :

}Ax}1 ď
ÿ

j

|xj |
ÿ

i

|aij | (91.21a)

ď
ÿ

j

|xj |
˜

max
jPt1,...,nu

ÿ

i

|aij |
¸

(91.21b)

“ max
j

ÿ

i

|aij |. (91.21c)

Pour l’inégalité inverse, nous considérons j˚, le j qui réalise le maximum maxj
ř
i |aij |, c’est-

à-dire
max
j

ÿ

i

|aij | “
ÿ

i

|aij˚ |, (91.22)

et nous considérons le vecteur x˚ donné par

xj̊ “
#

1 si aij˚ ě 0
´1 si aij˚ ă 0.

(91.23)

Dans ce cas nous avons

}Ax˚}1 “
ÿ

i

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

j

aijxj̊

ˇ̌
ˇ̌
ˇ (91.24a)

“
ÿ

i

ÿ

j

|aij | (91.24b)

“
ÿ

j

ÿ

i

|aij | (91.24c)

ě max
j

ÿ

i

|aij | (91.24d)

La dernière majoration est le fait qu’une somme d’éléments positifs est plus grande que le plus
grands de ses éléments. Nous avons donc prouvé que

}A}1 “ sup
}x}1“1

}Ax}1 ě max
j

ÿ

i

|aij |. (91.25)

Exercise 205 exoGeomAnal-0043

Trouver les normes matricielles 1,2 et 8 de la matrice :

A “
¨
˝

2 1 1
2 3 2
1 1 2

˛
‚
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corrGeomAnal-0043

Correction of the exercise 205
Les normes 1 et 8 sont relativement simples :

}A}1 “ maxt5, 5, 5u “ 5 (91.26)

et
}A}8 “ maxt4, 7, 4u. (91.27)

Pour la norme }A}2, nous devons calculer le rayon spectral de AtA. La première chose à faire
est de calculer les valeurs propres. Ce sont des calculs à faire à l’ordinateur.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: A=matrix(3,3,[2,1,1,2,3,2,1,1,2])
sage: M=A.transpose()*A
sage: M
[ 9 9 8]
[ 9 11 9]
[ 8 9 9]
sage: M.characteristic_polynomial()
x^3 - 29*x^2 + 53*x - 25
sage: solve( x^3 - 29*x^2 + 53*x - 25,x)
[x == -3*sqrt(19) + 14, x == 3*sqrt(19) + 14, x == 1]

Les valeurs propres de cette matrice M “ AtA sont

tλiu “ t1, 14` 3
?

19, 14´ 3
?

19u. (91.28)

La plus grande valeur propre est donc 14` 3
?

19, et la norme 2 de la matrice est

}A}2 “
a
ρpAtAq “

b
14` 3

?
19 » 5.203 (91.29)

Exercise 206 exoGeomAnal-0044

Soit }.} une norme algébrique sur MnpRq. Montrer que pour toute matrice A PMnpRq, on a

ρpAq ď }A}. (91.30)

Indices :
(1) Montrer que si une matrice B vérifie }B} ă 1 alors 1´B est inversible. Pour cela, considérez

la série
ř8
k“0B

k, montrez qu’elle converge vers un inverse de B. Par convention, B0 “ 1.
(2) Si λ est valeur propre de A, que peut-on dire de A´ λ1 ?

corrGeomAnal-0044

Correction of the exercise 206
Nous considérons l’espace vectoriel normé

`
MnpRq, }.}

˘
. (91.31)

Nous acceptons que cet espace est complet, c’est-à-dire que toute suite de Cauchy dans cet espace
converge vers un élément de cet espace.
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(1) Soit la suite des sommes partielles dans MnpRq

xn “
nÿ

k“0
Bk. (91.32)

Nous allons prouver que cette suite est de Cauchy : xn ´ xm “ řm
k“nBk, nous avons

}xn ´ xm} ď
mÿ

k“n
}Bk} ď

mÿ

k“n
}B}k. (91.33)

Étant donné que }B} est un réel plus petit que 1, nous sommes dans le cas d’une série de
puissance réelles et nous savons que pour tout ϵ ą 0, il existe N P N tel que n,m ě N
implique

mÿ

k“n
}B}k ă ϵ. (91.34)

Nous savons donc que la suite pxnq est de Cauchy, et nous acceptions que cela prouve qu’elle
converge vers un élément de MnpRq.
Prouvons à présent que

ř8
k“0B

k est l’inverse de 1´B. Pour cela, remarquons que

p1´Bq
Nÿ

k“0
Bk “

Nÿ

k“0
Bk ´

N`1ÿ

k“1
Bk (91.35a)

“ B0 ´BN`1 (91.35b)
“ 1´BN`1. (91.35c)

Par conséquent

p1´Bq
8ÿ

k“0
Bk “ lim

NÑ8p1´Bq
Nÿ

k“0
Bk

“ lim
NÑ81´B

N`1.

(91.36)

Mais nous avons limNÑ8 BN`1 “ 0 parce que }BN`1} ď }B}N`1 Ñ 0.
(2) Si λ est une valeur propre de A, alors la matrice A ´ λ1 n’est pas inversible. Évidement si

λ “ 0 nous avons λ ă }A}. Nous supposons que λ ‰ 0. La matrice

1´ A

λ
(91.37)

n’est pas non plus inversible, ce qui implique que
››››
A

λ

›››› ě 1, (91.38)

et par conséquent }A} ě λ.

91.1.2 Topologie

Exercise 207 dd exoEspVectoNorme0004

Soit pxnqnPN une suite convergente dans RN .
(1) Montrer que pxnqnPN est bornée.
(2) Montrer que la suite de réels p}xn}qnPN est convergente. Examiner la réciproque.

corrEspVectoNorme0004

Correction of the exercise 207
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(1) Si la suite pxnqnPN n’est pas bornée alors pour tout M P N il existe nM tel que }xnM } ąM .
La sous-suite pxnM qMPN ne converge pas dans R, donc pxnqnPN n’est pas convergente. Cela
veut dire que être bornée est une condition nécessaire pour la convergence.

(2) Soit L P RN la limite de la suite pxnqnPN. Alors pour chaque ε ą 0 fixé il existe un n̄ tel que
si n ě n̄

}xn ´ L} ď ε. (91.39)

La suite p}xn}qnPN est convergente parce que pour tout n ě n̄ on a

|}xn} ´ }L}| ď }xn ´ L} ď ε. (91.40)

On a utilisé la proposition 7.153.
Notez que la suite }xn} peut être convergente sans que la suite pxnq soit elle-même conver-
gente. Par exemple, la suite xn “ p´1qn n’est pas convergente, tandis que la suite des normes
}xn} “ 1 est constante, et donc convergente.

Exercise 208 dd exoEspVectoNorme0005

On définit dans R2 la suite punq “ pxn, ynq par
"
xn`1 “ x2

n ` y2
n (91.41a)

yn`1 “ 2xnyn (91.41b)

avec comme valeur initiale px0, y0q “ p1{2, 1{2q. Montrer que la suite punq est convergente et
calculer sa limite. corrEspVectoNorme0005

Correction of the exercise 208
Nous commençons par calculer le premier terme de la suite,

px1, y1q “
ˆ

1
4 `

1
4 , 2

1
4

˙
“
ˆ

1
2 ,

1
2

˙
“ px0, y0q. (91.42)

La suite pxn, ynq est donc la suite constante. Sa limite est p1{2, 1{2q.
Exercise 209 dd exoEspVectoNorme0006

Dans R2 on considère l’ensemble A “ tpx, yq P R2 | x ą 0, y ą 0 et xy “ 1u. Montrer que A
est un fermé de R2. corrEspVectoNorme0006

Correction of the exercise 209

Première méthode Soit pxn, ynqnPN une suite dans A convergente dans R2 et appellons px̄, ȳq sa
limite. Comme le produit est une application bilinéaire continue on a limn xnyn “ x̄ȳ, donc
x̄ȳ “ 1. En outre, comme toutes les normes de R2 sont équivalentes, nous pouvons écrire que
la convergence de pxn, ynqnPN signifie que pour tout ε ą 0 fixé il existe un n̄ tel que si n ě n̄
alors

}pxn, ynq ´ px̄, ȳq}8 ď ε, (91.43)

cela implique la convergence des suites pxnqn et pynqn vers x̄ et ȳ respectivement, parce que
pour tout n ě n̄

|xn ´ x̄| ď maxt|xn ´ x̄|, |yn ´ ȳ|u “ }pxn, ynq ´ px̄, ȳq}8 ď ε, (91.44)

le même calcul étant valable pour }yn ´ ȳ}. Le point px̄, ȳq est donc dans dans la fermeture
de la region x ą 0, y ą 0, qui est r0,8rˆr0,8r. De plus la condition x̄ȳ “ 1 nous dit que ni
x̄ ni ȳ est égal à zéro, donc x̄ ą 0 et ȳ ą 0. Bref, le point px̄, ȳq est dans A. Nous disons alors
que A est fermé parce qu’il contient tous ses points d’accumulation.
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Deuxième méthode L’ensemble A est la branche d’hyperbole y “ 1{x située dans la partie
x ą 0 du plan. La méthode usuelle pour prouver qu’un ensemble est fermé est de prouver
que son complémentaire est ouvert, et la méthode usuelle pour prouver qu’un ensemble est
ouvert est de montrer qu’autour de chaque point de l’ensemble, il existe une boule contenue
dans l’ensemble.
Les points du complémentaire de A sont les points pa, bq de R2 qui satisfont une des trois
propriétés suivantes

a ď 0 (91.45a)
b ď 0 (91.45b)

ab ‰ 1. (91.45c)subEqxyneq106subEqxyneq106

Si ab ‰ 1, il existe une boule autour de pa, bq dans laquelle tout px, yq satisfait xy ‰ 1. En
effet, nous pouvons considérer la fonction fpx, yq “ xy ´ 1. Si cette fonction est strictement
positive en un point, alors elle reste strictement positive dans une boule (proposition 12.475).
Le problème est déjà réglé pour tous les points px, yq qui satisfont à la propriété (91.45c).
Si un point pa, bq est hors de A parce que a ď 0, alors soit a “ 0 (dans ce cas, ab ‰ 1 et nous
retombons dans le cas précédent), soit a ă 0. Dans ce dernier cas, il existe une boule centrée
en pa, bq qui reste dans le demi-plan x ă 0.
Le cas b ă 0 se traite de la même manière. Nous avons donc montré qu’autour de chaque
point hors de A, il existe une boule qui n’intersecte pas A. Cela signifie que le complémentaire
de A est ouvert, et donc que A est fermé.

Exercise 210 ff exoEspVectoNorme0007

Soit A une partie non vide de RN et soit x P RN .
(1) Montrer qu’il existe infyPA }x´ y}. On pose dpx,Aq “ infyPA }x´ y}.
(2) Montrer que dpx,Aq “ 0 si et seulement si x P A.

La fonction d ainsi définie donne la distance entre un point et un ensemble. Cet exercice justifie la
définition (7.223). corrEspVectoNorme0007

Correction of the exercise 210

(1) La proposition 1.444 nous indique que l’ensemble t}x ´ y} tel que y P Au aura un infimum
si et seulement si il est borné par le bas. Cela est certainement le cas parce que c’est un
ensemble de nombres positifs, qui accepte donc zéro pour minorant.

(2) Si x n’est pas dans Ā, il existe une boule de rayon δ autour de x qui n’intersecte pas A. Or,
par définition,

Bpx, δq “ ty P RN tels que }y ´ x} ă δu, (91.46)

donc tous les points de A sont à distance au moins égale à δ de x (les points à distance moins
de δ seraient dans la boule). Donc δ est un minorant de l’ensemble t}x´ y} tels que y P Au,
et l’infimum de cet ensemble ne peut pas avoir zéro comme infimum.
Montrons à présent que les points x de Ā sont tels que dpx,Aq “ 0. Si x P Ā, nous avons une
suite pxnq dans A qui converge vers x. Cette convergence signifie que lim }x ´ xn} “ 0 (ne
pas confondre lim xn “ x qui est une limite dans RN et lim }xn ´ x} “ 0 qui est une limite
dans R).
Pour tout ε, il existe donc un xn dans A tel que }xn ´ x} ď ε, et donc infyPA }x ´ y} ď ε.
Cela prouve que cet infimum est zéro (parce que nous savons par ailleurs qu’il est positif ou
nul).

Exercise 211 ff exoEspVectoNorme0009

On identifie MnpRq avec Rn2 ; plus précisément, on identifie une matrice

A “ pai,jq1ďiďn,1ďjďn (91.47)
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avec le vecteur x “ px1, x2, . . . , xn2q P Rn2 , où ai,j “ xpn´1qi`j . Soit GLnpRq l’ensemble des
matrices nˆ n inversibles. Montrer que GLnpRq est un ouvert de Rn2 . corrEspVectoNorme0009

Correction of the exercise 211
L’identification entre les vecteurs et les matrices consiste simplement à « déplier » la matrice

pour en faire un vecteur. Par exemple, en dimension deux,

ˆ
1 2
3 4

˙
ÞÑ

¨
˚̊
˝

1
2
3
4

˛
‹‹‚P R4. (91.48)

En dimension 3,

¨
˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛
‚ ÞÑ

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

1
2
3
4
5
6
7
8
9

˛
‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‹‚

P R9. (91.49)

Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Or le déterminant
est un polynôme en les composantes de la matrice. En dimension deux, nous avons

det
ˆ
a b
c d

˙
“ ad´ bc, (91.50)

mais en écriture « dépliée », nous pouvons aussi bien écrire

det

¨
˚̊
˝

a
b
c
d

˛
‹‹‚“ ad´ bc. (91.51)

En dimension 3, le déterminant est donc un polynôme des 9 variables qui apparaissent dans le
vecteur « déplié ». En général, dans Rn2 , nous considérons donc le polynôme det : Rn2 Ñ R qui
à un vecteur X P Rn2 fait correspondre le déterminant de la matrice obtenue en « repliant » le
vecteur X.

Donc dans Rn2 , l’ensemble des matrices inversibles est donné par l’ensemble des vecteurs sur
lesquels le polynôme det ne s’annule pas, c’est-à-dire

tX P Rn2 tels que detpXq ‰ 0u. (91.52)

Mais le déterminant est un polynôme, et donc une fonction continue. Cet ensemble est par consé-
quence ouvert par le corolaire 12.476.

Exercise 212 exoOutilsMath-0002

Prouver que pour tout vecteur X et tout scalaire λ, nous avons

}λX} “ |λ|}X}. (91.53)
corrOutilsMath-0002

Correction of the exercise 212
<+CorrOutilsMath-0002+>
Exercise 213 exoOutilsMath-0003

Prouver que sinp30˝q “ 1
2 et cosp30˝q “

?
3

2 en vous inspirant de la figure 91.1. corrOutilsMath-0003
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60

30

‚
A

‚B ‚ C‚
H

Figure 91.1: Un triangle équilatéral de côté 1. LabelFigTriangleRectangle

Correction of the exercise 213
Le segment AC a une longueur 1, et le segment HC une longueur 1

2 parce que nous sommes
dans un triangle équilatéral. Si nous nommons x la longueur de la hauteur AH, le théorème de
Pythagore dit que ˆ

1
2

˙2
` x2 “ 12, (91.54)

donc x2 “ 1´ 1
4 “ 3

4 , d’où le fait que

sinp60˝q “
?

3
2 . (91.55)

Afin de trouver le cosinus de 30˝ nous utilisons la relation

sin2p30q ` cos2p30q “ 1, (91.56)

donc cos2p30˝q “ 1
4 , et le résultat en découle.

Exercise 214 exoOutilsMath-0005

Donner les coordonnées cylindriques des points suivants :
(1) px, y, zq “ p6, 6, 8q.

corrOutilsMath-0005

Correction of the exercise 214
(1) pr, θ, zq “ p6?2, π{4, 8q

Exercise 215 exoOutilsMath-0006

Dessiner la trajectoire d’un mobile dont la position en fonction du temps est donnée en coor-
données cylindriques par

φptq “ pR, t, tq. (91.57)
corrOutilsMath-0006

Correction of the exercise 215
<+CorrOutilsMath-0006+>

91.2 Courbes et surfaces
Exercise 216 exoCourbesSurfaces0001

Les courbes qui ont les mêmes graphes ne sont pas toujours équivalentes. Quelques exemples.
(1) On considère les courbes planes pr0, 1s, fq et pr´1, 1s, gq définies par

fptq “ pt, tq et gptq “ pt2, t2q. (91.58)

Montrer que les deux courbes ont le même graphe (image), mais ne sont pas équivalentes.
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(2) Même question avec les courbes pr0, 2πs, f1q et pr0, 6πs, g1q définies par f1ptq “ pcos t, sin tq
et g⃗1ptq “ pcos t, sin tq.

(3) Montrer que les courbes ps´π, πr, fq et pR, gq définies par

fptq “ pcos t, sin tq et gptq “
ˆ

1´ t2
1` t2 ,

2t
1` t2

˙
(91.59)

sont équivalentes.
Indice : parmi les formules de trigonométries, nous rappelons

1´ tan2 `x
2
˘

1` tan2 `x
2
˘ “ cospxq (91.60a)

sinp2xq “ 2 sinpxq cospxq. (91.60b)
corrCourbesSurfaces0001

Correction of the exercise 216
(1) Nous devons prouver que Graphpfq “ Graphpgq. Si pt, tq P Graphpfq, alors pt, tq “ gp?tq

où
?
t existe parce que t ě 0. Nous avons donc Graphpfq Ă Graphpgq. Inversement, si

pt2, t2q P Graphpgq, alors pt2, t2q “ fpt2q où t2 P r0, 1s lorsque t P r´1,´1s.
Les graphes sont donc identiques. Si ils étaient équivalents (définition 21.35), alors il y aurait
une application inversible θ : r´1, 1s Ñ r0, 1s telle que gptq “ f

`
θptq˘, c’est-à-dire

pt2, t2q “ `
θptq, θptq˘. (91.61)

Cela impose θptq “ t2, mais cette fonction n’est pas inversible sur r´1, 1s.
(2) Les deux graphes sont évidement les mêmes parce que les valeurs de t entre 2π et 6π ne créent

aucun nouveau points (périodicité de sinus et cosinus). En ce qui concerne l’équivalence des
deux courbes, nous devons avoir une application θ : r0, 6πs Ñ r0, 2πs telle que

`
cosptq, sinptq˘ “ `

cos θptq, sin θptq˘, (91.62)

ce qui impose θptq “ t ` 2kπ pour un certain k entier. Aucune de ces fonctions n’est une
bijection entre r0, 2πs et r0, 6πs.

(3) Il nous faut une fonction θ : s´π, πr Ñ R telle que g
`
θptq˘ “ fptq, c’est-à-dire

ˆ
1´ θ2ptq
1` θ2ptq ,

2θptq
1` θ2ptq

˙
“ `

cosptq, sinptq˘. (91.63)

En résolvant pour la première composante, nous trouvons

θptq “ ˘
d

1´ cosptq
1` cosptq (91.64)EqthetafromunzzzucsEqthetafromunzzzucs

où le signe est à discuter en fonction du signe de sinptq. En utilisant l’indice, nous savons que
cela se récrit avantageusement sous la forme

θptq “ tan
ˆ
t

2

˙
. (91.65)

Sous cette forme, il est immédiatement apparent que c’est un difféomorphisme. Il reste à
vérifier que

sinptq “ 2θptq
1` θ2ptq . (91.66)

En utilisant θ sous la forme (91.64), cela se vérifie très facilement.
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Exercise 217 dd exoCourbesSurfaces0002

Trouver le domaine de définition des fonctions xptq et yptq, et tracer les courbes suivantes :
CourbSDi

(1) xptq “ t` 1
t
,

yptq “ t` 1
2t2 CourbSDii

(2) xptq “ cos2ptq ,
yptq “ cos3ptq sinptq

CourbSDvii

(3) xptq “ sinp2tq,
yptq “ sinp3tq

corrCourbesSurfaces0002

Correction of the exercise 217
Pour esquisser le graphe d’une courbe paramétrique il faut d’abord étudier

(1) les ensembles de définition des fonctions xptq et yptq,
(2) la périodicité, la parité de ces fonctions,
(3) le sens de variation de x et de y,
(4) les points particuliers correspondant à des valeurs remarquables de t, les tangentes en ces

points (s’il y en a),
(5) les éventuels points d’inflexion et/ou de rebroussement,
(6) les branches infinies (s’il y en a) et l’existence des asymptotes.

Parfois, si la courbe est compliquée, il faut aussi calculer en quelques points la tangente et
la normale. La normale est la perpendiculaire à la tangente, et comme expliqué dans la section
21.11, la concavité est tournée dans le sens de la normale dirigée dans le même sens que la dérivée
seconde. Itemzzdexoi

(1) Les fonctions xptq et yptq sont définies sur le même domaine Rzt0u. Cela veut dire que les
équations décrivent l’union de deux courbes. La fonction xptq est une fonction impaire et
xptq “ xp1{tq. La fonction yptq n’a pas de symétries évidentes. L’étude des dérivées

x1ptq “ 1´ 1
t2
,

y1ptq “ 1´ 1
t3
,

(91.67)

nous donne plusieurs indices. La fonction x est croissante pour |t| ą 1 et décroissante si
|t| ă 1. La fonction y est croissante pour t ă 0 et pour t ą 1, sinon elle est décroissante. Le
point t “ 1 est le minimum global pour les deux fonctions. Cela veut dire que la courbe de
support s0,`8r n’est jamais ni à gauche de x “ 2 ni au dessus de y “ 3{2. Le point t “ ´1
est un point de maximum global pour la fonction x (la courbe passe par le point p´2,´1{2q).
La courbe de support s ´ 8, 0r n’est jamais à droite de x “ ´2.
Les limites aux extrêmes du domaine sont les suivantes

limtÑ0˘ xptq “ ˘8, limtÑ˘8 xptq “ ˘8,
limtÑ0˘ yptq “ `8, limtÑ˘8 yptq “ ˘8. (91.68)

Les courbes ne sont donc pas bornées. On peut étudier leur comportement asymptotique. Si
t est très grand les termes 1{t et 1{p2t2q sont très faibles. La courbe ressemble fort à la droite
x “ y lorsque t est grand. La même chose arrive quand t est négatif et |t| est très grand.
Au contraire, si t et positif et proche de zéro, les termes 1{t et 1{p2t2q deviennent dominants.
Le comportement de la courbe est alors très proche du comportement de la fonction y “ x2{2
pour x ą 0. Si t est négatif et de valeur absolue petite alors la courbe ressemble encore
beaucoup à y “ x2{2, pour x ă 0. Bien que yptq ne soit pas une fonction paire elle devient
« presque » paire là où son terme dominant est 1{p2t2q, qui est pair.
Le résultat est sur la figure 91.2.
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Figure 91.2: La courbe de l’exercice 217(1) LabelFigCbCartTui

Une difficulté de l’exercice est de déterminer, pour les t entre zéro et un, quelle branche est
au dessus de l’autre ? Comment justifier le sens des flèches dans la figure 91.3 ?
Si ℓ ą 2, il y a deux valeurs de t P s0,8r pour lesquelles xptq “ ℓ ; elles sont données par

t1 “ ℓ`?ℓ2 ´ 4
2 ą 1, t2 “ ℓ´?ℓ2 ´ 4

2 ă 1. (91.69)

Nous pouvons calculer :

ypt1q ´ ypt2q “
a
ℓ2 ´ 4` ´2ℓ

?
ℓ2 ´ 4

pℓ2 ´ 2q2 ´ ℓ2pℓ2 ´ 4q “
a
ℓ2 ´ 4´ ℓ

?
ℓ2 ´ 4
2 . (91.70)

Étant donné que ℓ ą 2, le second terme est plus grand que le premier et la différence est
négative. Par conséquent,

ypt1q ă ypt2q, (91.71)

et donc la branche des t ą 1 est en dessous de la branche des y ă 1, ce qui justifie le sens
des flèches. Itemzzdexoii

(2) Le domaine des fonctions xptq et yptq est R. Les deux fonctions sont périodique de période
π. Pour le voir il suffit de remarquer que 2yptq “ xptq sinp2tq. Étant donnée la périodicité,
nous considérons seulement la portion du domaine r0, πs. On peut déjà calculer xp0q “ 1 et
yp0q “ 0. La fonction x est toujours positive. Cela veut dire que la courbe est toute à droite
de l’axe des y. La fonction y est positive pour t dans r0, π{2s et négative pour t dans rπ{2, πs.
Les dérivées sont

x1ptq “ ´2 cosptq sinptq,
y1ptq “ ´3 cos2ptq sin2ptq ` cos4ptq. (91.72)

On remarque que la droite tangente à la courbe est verticale pour t “ 0 et t “ π.
La valeur t “ π{2 est critique pour les deux fonctions, xpπ{2q “ ypπ{2q “ 0. La fonction x
est décroissante pour t Ps0, π{2r et croissante pour t Psπ{2, πr. La valeur t “ π{2 n’est pas
une valeur de maximum ou de minimum pour y.
Trouvons les autres points critiques de la fonction y, c’est-à-dire résolvons y1ptq “ 0. Les
points correspondants à cosptq “ 0 ayant déjà été discutés, nous pouvons simplifier par
cos2ptq et résoudre

´3 sin2ptq ` cos2ptq “ 0. (91.73)
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Il y a au moins deux façons de procéder. La première consiste à remplacer cos2ptq par 1 ´
sin2ptq et puis résoudre par rapport à sinptq. Dans ce cas nous tombons sur 2 sinptq “ ˘1

2
et par conséquent t1 “ π{6 et t2 “ 5π{6. La seconde méthode consiste à encore diviser par
cos2ptq et tomber sur tan2ptq “ 1

3 . Nous trouvons évidement les mêmes solutions.
Un calcul montre que y est croissante sur r0, t1s et rt2, π{2s, sinon elle est décroissante.
Lorsque t s’approche de π{2 la valeur sinptq s’approche de 1. Cela veut dire que yptq devient
presque cos3ptq et la courbe ressemble à y “ x3{2 si cosptq est positif et à y “ ´x3{2 si cosptq
est négatif.
Le résultat est à la figure 91.3.

1

Figure 91.3: La courbe de l’exercice (2). LabelFigCbCartTuii

Itemzzdexoiii

(3) La période de xptq est π et la période de yptq est 2π{3. La période de la courbe qu’on va
tracer sera alors 2π qui est le plus petit multiple commun et non nul de π et de 2π{3.
Afin de simplifier les calculs, nous pouvons remarquer que

xpt` πq “ xptq (91.74a)
ypt` πq “ ´yptq. (91.74b)

La courbe a donc une symétrie par rapport à l’axe horizontal, et il est suffisant d’étudier la
courbe entre 0 et π. Le reste se déduisant par symétrie. Voir la figure 91.4.

´1 1

´1

1

Figure 91.4: Le graphique de la courbe de l’exercice 217(3). La courbe en bleu représente les
valeurs du paramètre entre 0 et π tandis qu’en rouge nous avons tracé le paramètre entre π et 2π.LabelFigExoParamCD

Dans cette correction nous allons cependant faire « comme si » nous n’avions pas remarqué
la symétrie.
Une simple, mais longe, étude des signes de x et y nous dit que la courbe γptq “ pxptq, yptqq
sera dans le premier quadrant pour t contenu dans l’union des intervalles

I1 “
”
0, π3

ı
, I6 “

„
4π
3 ,

3π
2

ȷ
.

2. Nous nous sommes restreints à t P r0, πs.
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De mm̂e γptq est dans le deuxième quadrant si t est dans

I4 “
„

2π
3 , π

ȷ
, I8 “

„
5π
3 , 2π

ȷ
,

γptq est dans le troisième quadrant si t est dans

I3 “
„
π

2 ,
2π
3

ȷ
, I7 “

„
3π
2 ,

5π
3

ȷ
,

et enfin γptq est dans le quatrième quadrant si t est dans

I2 “
”π

3 ,
π

2

ı
, I5 “

„
π,

4π
3

ȷ
.

Il faut donc trouver tous les 9 points d’intersection de γ avec les axes

γp0q “
ˆ

0
0

˙
γ
`
π
3
˘ “

ˆ
sin

`2π
3
˘

0

˙
γ
`
π
2
˘ “

ˆ
0
´1

˙

γ
`2π

3
˘ “

ˆ
sin

`4π
3
˘

0

˙
γpπq “

ˆ
0
0

˙
γ
`4π

3
˘ “

ˆ
sin

`8π
3
˘

0

˙

γ
`3π

2
˘ “

ˆ
0
1

˙
γ
`5π

3
˘ “

ˆ
sin

`10π
3
˘

0

˙
γp2πq “

ˆ
0
0

˙
(91.75)

L’étude des dérivées premières "
x1ptq “ 2 cosp2tq,
y1ptq “ 3 cosp3tq, (91.76)

nous dit que la fonction x a quatre points critiques dans r0, 2πs
π
4 pmaxq 3π

4 pminq 5π
4 pmaxq 7π

4 pminq, (91.77)

et que la fonction y en a six
π
6 pmaxq π

2 pminq 5π
6 pmaxq

7π
6 pminq 3π

2 pmaxq 11π
6 pminq. (91.78)

Les points critiques de x correspondent aux points de γ où la droite tangente est verticale.
De même les points critiques de y correspondent aux points de γ où la droite tangente est
horizontale. Pour bien tracer la courbe il faut calculer le points de γ pour tous ces dix valeurs
de t (omis).
Il faut aussi trouver les droites tangentes à γ aux points d’intersection avec les axes. Ces
information sont suffisantes pour esquisser γ.
Le résultat est sur la figure 91.5.

Exercise 218 ff exoCourbesSurfaces0003

On fait rouler sans glissement un cercle de rayon 1 sur l’axe pOxq. Déterminer et tracer la
courbe décrite par un point du cercle (cette courbe est appelée cycloïde). corrCourbesSurfaces0003

Correction of the exercise 218
Si nous supposons une vitesse angulaire ω, la roue avance horizontalement d’une longueur ωt en

un temps t. Si le centre du cercle se trouve en p0, 1q au départ, cela signifie que le centre de la roue
décrit le mouvement Cptq “ pωt, 1q. Un point du cercle décrit un cercle autour de ce centre. Si nous
suivons le point P situé en p0, 1q au départ, nous avons l’équation P ptq “ Cptq``

cospωtq, sinpωtq˘.
En posant ω “ 1, nous avons

"
xptq “ t` cosptq (91.79a)
yptq “ 1` sinptq. (91.79b)
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´1 1

´1

1

Figure 91.5: Le dessin de l’exercice (3). LabelFigCbCartTuiii
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LabelFigSubfiguresCDUTraceCycloidessSS1TraceCycloide

(a) Quelques points de repères

‚ ‚

‚

‚
‚‚

‚ ‚
1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

LabelFigSubfiguresCDUTraceCycloidessSS2TraceCycloide

(b) La courbe

Figure 91.6: La cycloïde de l’exercice 218. LabelFigSubfiguresCDUTraceCycloide

Il est facile de trouver quelques points. Les dérivées premières et secondes donnent des indices :
"
x1ptq “ 1´ sinptq (91.80a)
y1ptq “ cosptq. (91.80b)

et
"
x2ptq “ ´ cosptq (91.81a)
y2ptq “ ´ sinptq. (91.81b)

Nous voyons que la fonction xptq est toujours croissante. La courbe que nous cherchons n’aura
donc pas d’auto-intersections. La dérivée seconde donne la concavité ; ses valeurs remarquables
sont évidement tous les multiples de π{2.

Nous avons mis sur la figure 91.6(a) la tangente, la dérivée seconde et la normale intérieure en
divers points. La courbe est tracée à la figure 91.6(b).
Exercise 219 exoCourbesSurfaces0005

Étudier (comme dans l’exercice 217) les courbes définies en coordonnées polaires pr, θq par :
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(1) ddCSCi
rpθq “ 1` cos θ (la cardioïde)

(2) ddCSCii
rpθq “ sinp2θq

(3) ffCSCiii
rpθq “ sinpθq

θ
.

(4) ffCSCiv
rpθq “ θ ´ 1

θ ` 1
(5) ffCSCv

rpθq “ cospθq ´ cosp2θq
(6) ddCSCvi

rpθq “ cospθq
1` sinpθq

corrCourbesSurfaces0005

Correction of the exercise 219

‚‚

´2 ´1 1 2

´2

´1

1

2

Figure 91.7: La cardioïde de l’exercice 219.(1). LabelFigCardioideexo

(1) La courbe est périodique de période 2π. La fonction rpθq est symétrique au sens que rpθq “
rp2π ´ θq. Cela est une conséquence du fait que la fonction cosptq est paire. Donc nous
trouvons une courbe symétrique par rapport à l’axe Ox. Nous avons ensuite rpπq “ 0, ce
qui nous pousse à étudier la courbe seulement sur l’intervalle r0, πs. Nous avons rp0q “ 2 et
rpπ{2q “ 1 ; cela nous fait déjà deux points. Comme la dérivée r1pθq “ ´ sinpθq est négative
sur r0, πs, la distance entre la courbe et l’origine est monotone décroissante. Il est intéressant
de remarquer que rpπ4 q “ 1 ` 1?

2 ą
?

2, ce qui fait que la courbe passe au dessus du carré
qui passerait par p1, 1q, voir figure 91.7.

(2) Une première chose à faire est de trouver quelles sont les valeurs acceptables de θ. Vu que
r doit être positif, nous devons avoir θ P r0, π{2s or θ P r3π{2, 2πs. La fonction rpθq est
périodique de période π, donc la courbe correspondant au deuxième intervalle n’est que une
rotation de π de la première courbe. Pour cette raison, nous considérons ici seulement le cas
θ P r0, π{2s. La fonction r est monotone croissante sur θ P r0, π{4s et décroissante sinon. Nous
avons rp0q “ 0, rpπ4 q “ 1 et rpπ2 q “ 0. La courbe est dessinée sur la figure 91.8

‚

´1 1
´1

1

Figure 91.8: La courbe de l’exercice 219.(2). LabelFigCSCii

Notez qu’en θ “ π{4 nous avons r “ 1, et que par conséquent la courbe passe au-dessous du
point p1, 1q.

(3) La courbe ici n’est pas périodique. Pour décrire de façon efficace une courbe en coordonnées
polaires il faut permettre au paramètre θ de prendre ses valeurs dans tout R et pas seulement
dans l’intervalle r0, 2πs, par contre le rayon r ne pourra jamais être négatif. Le domaine de
définition de la fonction r est donc l’union de tous les intervalles sur lesquels la fonction sin
est positive moins le point θ “ 0

Domainer “ tr2kπ, p2k ` 1qπs : k P Zuzt0u. (91.82)
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Étant donné que rp´θq “ rpθq, la courbe est symétrique par rapport à l’axe Ox. Nous
pouvons donc nous concentrer sur les valeurs positives de θ. Notre courbe se divisera donc
en une infinité de branches. La première sera s0, πs, la seconde sera r2π, 3πs, etc.
Le « point de départ » de la la première branche est θ “ 0. Certes, rp0q n’est pas défini, mais
la limite existe :

lim
θÑ0

rpθq “ lim
θÑ0

sin θ
θ

“ 1. (91.83)

La courbe part donc du point p1, 0q.
En ce qui concerne la dérivée de r, nous avons

r1pθq “ cospθq
θ

´ sinpθq
θ2 . (91.84)

Cette fonction n’est jamais nulle dans l’intervalle s0, πs, par conséquent on sait que r sera une
fonction monotone (décroissante) sur la première branche de la courbe. Calculons quelques
valeurs. D’abord, limθÑ0 rpθq “ 1, rpπ2 q “ 2

π ă 1 et rpπq “ 0. Nous avons aussi rpπ4 q “ 2
?

2
π ă

1. La fonction r1pθq est a un zéro dans chaque intervalle de la forme r2kπ, p2k ` 1qπs pour
k ą 0, en fait rpnπq “ 0 pour tout n ą 0 dans N. Trouver ces points critiques est un peu plus
difficile, mais on comprend sans difficulté est que la valeur du maximum locale de r est un
nombre de plus en plus petit. Ces branches sont dont des courbes de longueur décroissante.
Le résultat est sur la figure 91.9.

1
2

1

1
2

LabelFigCSCiiissLabelSubFigCSCiii0

(a) La première branche pour les angles
positifs.

´ 1
20

1
20

1
10

LabelFigCSCiiissLabelSubFigCSCiii1

(b) Quelques autres branches pour les
angles positifs.

1
2

1

´1
2

1
2

LabelFigCSCiiissLabelSubFigCSCiii2

(c) Le dessin au complet

Figure 91.9: La courbe de l’exercice 219.(3). Les deux premières branches sont dessinées. Notez
que la seconde est beaucoup plus petite que la première, et qu’elle part de p0, 0q. LabelFigCSCiii

See also the subfigure 91.9(a) See also the subfigure 91.9(b) See also the subfigure 91.9(c)
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(4) La première chose à faire est d’étudier le signe de la fonction rpθq et de considérer le domaine
où elle est positive. Un tableau de signe montre que r est positive lorsque θ P s´8,´1r Y
r1,8r. Commençons par le second morceau.
Pour θ “ 1 nous avons rpθq “ 0. La courbe commence donc à l’origine et part directement
selon un angle d’un peu moins de 90 degrés (1 radian est moins de l’angle droit). Ensuite, le
rayon n’arrête pas d’augmenter, et la limite limrÑ8 rpθq “ 1. Nous avons donc une spirale
qui devient de plus en plus dense lorsqu’elle s’approche du rayon 1.
En ce qui concerne l’autre partie, nous avons limrÑ´1´ rpθq “ 8, donc la courbe part vers
l’infini en tendant vers la droite d’angle ´1. D’autre par la limite limrÑ´8 rpθq “ 1. La
courbe est donc une spirale qui vient s’accumuler autour du cercle de rayon 1 (mais depuis
l’extérieur, cette fois).
Cette double spirale est dessinée à la figure 91.10.

´2 ´1 1

´5

´4

´3

´2

´1

1

2

Figure 91.10: La courbe de l’exercice 219.(4). LabelFigCSCiv

1 2 3 4 5 6

´2

´1

1

LabelFigCSCvssLabelSubFigCSCv0

(a) Le graphique de rpθq

1
´1

1

LabelFigCSCvssLabelSubFigCSCv1

(b) La courbe po-
laire correspondante

Figure 91.11: La courbe de l’exercice 219.(5). LabelFigCSCv

(5) La chose la plus compliquée dans cet exercice est en réalité de tracer la courbe rpθq dans le
plan pr, θq. Elle est tracée à la figure 91.11(a). Nous trouvons les points d’annulation de rpθq
en remplaçant cosp2θq par sin2pθq ´ cos2pθq “ 1´ 2 cos2pθq. Ainsi nous avons l’équation

rpθq “ ´2 cos2pθq ` cospθq ` 1. (91.85)

En posant y “ cospθq, cette fonction s’annule pour y “ 1 ou y “ ´1
2 , ce qui correspond aux

valeurs θ “ 0, θ “ 2π{3 et θ “ 4π{3.
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´2 ´1 1 2

1

2

3

4

5

LabelFigCSCvissLabelSubFigCSCvi0

(a) Le graphique de rpθq

1 2

´5

´4

´3

´2

´1

LabelFigCSCvissLabelSubFigCSCvi1

(b) La courbe polaire correspondante

Figure 91.12: La courbe de l’exercice 219.(5). LabelFigCSCvi

La courbe demandée est sur la figure 91.11(b).
(6) Étant donné que le dénominateur est toujours positif (ou nul), le domaine de variation

acceptable de θ est la domaine sur lequel cospθq est positif. Nous allons donc étudier la
courbe pour θ : ´ π

2 Ñ π
2 . Lorsque θ tend vers ´π

2 par des valeurs supérieures, rpθq tend vers
l’infini tandis que lorsque θ vaut zéro, le rayon rp0q “ 1.
La fonction rpθq est tracée sur la figure 91.12(a), et la courbe paramétrique correspondante
est sur la figure 91.12(b).

Exercise 220 exoCourbesSurfaces0006

Quelques longueurs de courbes.

(1) Déterminer la longueur de la courbe y “ ?xp1´ x
3 q pour 0 ď x ď 3.

(2) Calculer la longueur de la néphroïde représentée paramétriquement par
"
xptq “ 3 cos t´ cosp3tq (91.86a)
yptq “ 3 sin t´ sinp3tq (91.86b)

où t P r0, 2πs.
corrCourbesSurfaces0006

Correction of the exercise 220

(1) Comme expliqué à la page 1927, nous voyons le graphe de la fonction y “ fpxq comme le
chemin γptq “ `

t, fptq˘. Nous avons donc

γptq “ `
t,
?
tp1´ t

3q
˘

γ1ptq “ `
1, 1´ t

2
?
t

˘
,

(91.87)

et par conséquent l’élément de longueur à intégrer est

}γ1ptq} “
c

1` p1´ tq
2

4t “ t` 1
2
?
t
, (91.88)

et la longueur de l’arc considéré vaut
ż 3

0
}γ1ptq} “

„
1
3 t

3{2 ` t1{2
ȷ3

t“0
“ 1

333{2 `?3 “ 2
?

3. (91.89)

http://en.wikipedia.org/wiki/Nephroid
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(2) En calculant les dérivées, nous trouvons

}γ1ptq}2 “ 18
`
1´ sinptq sinp3tq ´ cosptq cosp3tq˘ (91.90)

que l’on peut simplifier en utilisant des formules de trigonométrie

}γ1ptq}2 “ 36 sin2ptq. (91.91)

Nous allons devoir intégrer la racine carrée de cela entre 0 et 2π. Il ne faut pas dire quea
sin2ptq “ sinptq et ensuite calculer

?
36

ż 2π

0
sinptqdt, (91.92)

parce que sinptq est négatif entre π et 2π. Ce qu’il faut faire est
a

sin2ptq “ | sinptq| et profiter
du fait que | sinptq| est symétrique par rapport à π :

l “ 2
?

36
ż π

0
sinptqdt “ 4

?
36 “ 24. (91.93)

Exercise 221 exoCourbesSurfaces0007

On considère une courbe plane prθ1, θ2s, γ⃗q définie, en coordonnées polaires, par

γ⃗pθq “ `
rpθq cos θ, rpθq sin θ

˘
, (91.94)

où r est une fonction C1 sur rθ1, θ2s.
Quelques applications de la formule.

(1) Est-ce que γ⃗ est rectifiable ?
(2) Montrer que la longueur de cet arc est donné par

ℓpγ⃗q “
ż θ2

θ1

a
r2pθq ` pr1q2pθq dθ. (91.95)EqFormDemExotLpolaEqFormDemExotLpola

(3) Calculer la longueur de la courbe d’équation (en coordonnées polaires) rpθq “ cos2 θ, θ P
r0, πs.

(4) Calculer la longueur de la cardioïde, définie en coordonnées polaires par rpθq “ 1´ cos θ, où
θ P r´π, πs.

corrCourbesSurfaces0007

Correction of the exercise 221

(1) Le théorème 21.9 nous renseigne qu’un arc paramétré compact C1 est automatiquement recti-
fiable. Dans notre cas, la fonction γ est effectivement de classe C1 parce que ses composantes
sont des produits de rpθq et d’une fonction trigonométrique.

(2) En suivant la formule (21.29) du même théorème 21.9, nous avons lpγq “ şθ2
θ1
}γ1ptq}dt. Il

reste simplement à calculer la norme :

γ1ptq “ `
r1ptq cosptq ´ rptq sinptq, r1ptq sinptq ` rptq cosptq˘. (91.96)

Nous trouvons alors
}γ1ptq} “a

rptq2 ` r1ptq2, (91.97)

et par conséquent la formule annoncée.
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(3) En utilisant la formule, nous devons calculer l’intégrale

l “
ż π

0

b
cos2pθq ` 4 cos2pθq sin2pθqdθ

“ 2
ż π{2

0
cospθq

b
1` 4 sin2pθqdθ

“ 2
ż 1

0

a
1` 3u2du

“ 2
”1

2
ap4x2 ` 1qx` 1

4 arcsinhp2xq
ı1

0

(91.98)

où nous avons utilisé le changement de variable u “ sinpθq. La dernière intégrale se calcule
en utilisant la formule (18.89). Le résultat est

l “ ?5` arcsinhp2q
2 . (91.99)

(4) En utilisant la même formule (91.95), nous tombons sur l’intégrale

l “ ?2
ż π

´π

a
1´ cospθqdθ. (91.100)

Nous utilisons la formule 1´ cospθq “ 2 sin2 θ
2 et nous effectuons le changement de variables

u “ θ{2 :

l “ 4
ż π{2

´π{2
| sinpuq|du. (91.101)

Attention à ne pas oublier la valeur absolue : sans elle l’intégrale est nulle, ce qui serait
absurde pour une longueur. Au final nous avons l “ 8.

Exercise 222 exoCourbesSurfaces0008

On considère le cercle CR de rayon R centré à l’origine qui a l’équation paramétrique fptq “
pR cos t, R sin tq, où t P r0, 2πs.

(1) Déterminer l’abscisse curviligne du point fptq par rapport au point A “ pR, 0q. Calculer la
longueur de CR.

(2) Déterminer le vecteur tangent unitaire τptq, le vecteur unitaire normal νptq en fptq, la cour-
bure cptq et le rayon de courbure Rptq de CR en fptq.

(3) Le vecteur νptq pointe vers l’intérieur ou vers l’extérieur du disque de rayon R ? Que se
passe-t-il lorsqu’on remplace f par le paramétrage équivalente

gptq “ `
R cosp´tq, R sinp´tq˘, (91.102)

où t P r0, 2πs ?
corrCourbesSurfaces0008

Correction of the exercise 222
(1) Nous reprenons les indications des équations (21.132) et (21.133) pour construire les coor-

données normales. Vu que γp0q “ A, nous pouvons faire commencer l’intégrale qui définit ϕ
en zéro :

ϕptq “
ż t

0
}f 1puq}du “

ż t

0
Rdu “ tR. (91.103)

Le point fptq a donc pour abscisse curviligne le nombre Rt. Nous pouvons aller plus loin en
écrivant complètement le paramétrage. D’abord, ϕ´1psq “ s

R , par conséquent

γN psq “ pγ ˝ ϕ´1qpsq “ γp s
R
q “

´
R cosp s

R
q, Rpsin s

R
q
¯
. (91.104)
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Ensuite il faut savoir la longueur de la courbe pour savoir sur quel intervalle varie le paramètre
s. Cette longueur est donné par lpfq qui se calcule par

lpfq “
ż 2π

0
}f 1ptq}dt “ R

ż π

0
1dt “ 2πR. (91.105)

À partir de maintenant, nous passons de façon simple des coordonnées f (c’est-à-dire les
radians) aux coordonnées normales par l’égalité fptq “ γN pRtq. Cela est une égalité dans
R2.

(2) En ce qui concerne le vecteur tangent, c’est le corolaire 21.51 (et même en fait le 21.52) qui
nous indique la marche à suivre. Notez que lorsqu’on demande quelque chose au point fptq,
nous pouvons faire nos calculs avec les coordonnées normales en considérant le point γN pRtq
(qui est le même). Quoi qu’il en soit, nous allons utiliser les coordonnées f et calculer

τptq “ f 1ptq
}f 1ptq} “

`´ sinptq, cosptq˘. (91.106)

Pour le reste, c’est la définition 21.59 qui joue. Nous devons donc travailler en coordonnées
normales. Nous posons donc s “ Rt et nous calculons tous les éléments au point γN psq. Nous
avons

γ1
N psq “

´
´ sinp s

R
q, cosp s

R
q
¯

(91.107a)

γ2
N psq “

1
R

´
´ cosp s

R
q,´ sinp s

R
q
¯
. (91.107b)

Donc
νpsq “ ´

´
cosp s

R
q, sinp s

R
q
¯
. (91.108)

En terme des coordonnées fptq, nous avons νptq “ ´ pcosptq, sinptqq.
La courbure du cercle en γN psq vaut cpsq “ }γ2

N psq} “ 1
R , et son rayon de courbure vaut

alors R . . .ce n’est peut-être pas pour rien que cela se nomme « rayon de courbure ».
(3) Le vecteur νpsq pointe vers l’intérieur du cercle. Il est même exactement l’opposé du rayon

partant du centre.
Si nous prenons le paramétrage g, il ne se passe rien pour la direction de la courbure. En
effet, le vecteur tangent change de signe, mais lorsque nous prenons la dérivée seconde, le
signe moins sort deux fois et par conséquent le vecteur normal ν continue à pointer vers
l’intérieur.

Exercise 223 exoGeomAnal-0019

(1) Donner la formule qui permet de calculer la longueur de la courbe γ paramétrée pas la
fonction r : r3, 5s Ñ R3, r : t ÞÑ pxptq, yptq, zptqq.

(2) Soit D le cube de sommets A “ p0, 0, 0q, B “ p0, 1, 0q, C “ p1, 1, 0q, D “ p1, 0, 0q, E “
p0, 0, 1q, F “ p0, 1, 1q, G “ p1, 1, 1q et H “ p1, 0, 1q.
(2a) Dessiner D dans l’espace.
(2b) Paramétrer les trois courbes suivantes d’extrêmes A et G :

(2b.ii) γ1 est l’union des deux morceaux de droite entre A et B et entre B et G ;
(2b.ii) γ2 est l’union des trois morceaux de droite entre A et B, entre B et F et entre F

et G ;
(2b.ii) γ3 est l’union des deux morceaux de droite entre A et P “ p0, 1, 1{2q et entre P et

G.
(2c) Calculer la longueur de la courbe qui vous parait la plus courte (motiver votre choix).

Vous pouvez donner la valeur de l’intégrale sans calculer des intégrales si vous n’avez
pas pu trouver le bon paramétrage au point précédent, mais il faudra la motiver à l’aide
d’un dessin pour qu’elle soit prise en compte.
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corrGeomAnal-0019

Correction of the exercise 223
<+CorrGeomAnal-0019+>
Exercise 224 exoGeomAnal-0038

Trouver le paramétrage normal du cercle de rayon R centré dans l’origine.
Un paramétrage de cette courbe est pR cos θ,R sin θq. corrGeomAnal-0038

Correction of the exercise 224
<+GeomAnal-0038+>

91.3 Limite et continuité
Exercise 225 dd exoLimiteContinue0001

On considère la fonction fpx, yq “ xy
x2`y2 pour px, yq “ p0, 0q. Montrer que f est constante sur

les droites passant par p0, 0q. La fonction f a-t-elle une limite en p0, 0q ? corrLimiteContinue0001

Correction of the exercise 225
En coordonnées paramétriques, une droite passant par l’origine est de la forme γptq “ pat, btq

pour des constantes a et b. Sur cette droite, la fonction vaut

f
`
γptq˘ “ fpat, btq “ abt2

a2t2 ` b2t2
“ ab

a2 ` b2 . (91.109)

Nous voyons donc que le long de la droite de paramètres a, b, la fonction est constante et vaut
ab{pa2 ` b2q.

Note : pour obtenir ce résultat sans utiliser d’équations paramétrique, on pouvait poser y “
px`m, et traiter le cas particulier de la droite verticale à part.

Le corolaire 12.223 montre alors que la fonction n’a pas de limite pour px, yq Ñ p0, 0q parce
que nous avons trouvé toute une série de chemins le long desquels les limites sont différentes. Par
exemple pour a “ 0 et b “ 1, nous avons limtÑ0 fpγptqq “ 0 et avec a “ b “ 1, nous avons
limtÑ0pf ˝ γqptq “ 1

2 .
Exercise 226 aa exoLimiteContinue0002

Calculer les limites suivantes, ou indiquer si elles n’existent pas.
(1) limpx,yqÑp0,0q x

x2`y2 ;

(2) limpx,yqÑp0,0q
px`2yq3

x2`y2 .
corrLimiteContinue0002

Correction of the exercise 226
(1) Si nous considérons le chemin γptq “ pt, tq, nous avons pf ˝ γqptq “ t

2t2 “ 1
2t , et la limite

tÑ 0 n’existe pas. En vertu du corolaire 12.224, la limite de f en p0, 0q n’existe pas.
Ceci est un cas typique d’un fait qui arrive souvent : lorsqu’on a une fraction de polynômes
dont le dénominateur est de plus haut degré que le numérateur, alors il n’y a pas de limites
(parce que le dénominateur tend plus vite vers zéro que le numérateur). Attention toutefois
à ne pas en faire une règle générale.

(2) Nous voyons que le degré du numérateur est plus haut que celui du dénominateur. Cela
nous incite à croire que la limite va exister et valoir 0. En effet, en passant aux coordonnées
polaires,

fpr cos θ, r sin θq “ rpcos θ ` 2 sin θq3 ă r33 “ 27r. (91.110)
La limite de cela lorsque r Ñ 0 est vaut 0. La limite de la fonction est donc zéro.
Notez qu’il est important de borner fpr cos θ, r sin θq par un nombre qui ne dépend pas de θ
avant de tester la limite r Ñ 0. Ici, nous avons borné cos θ` 2 sin θ par 3, et 27r est le sr de
la proposition 18.242.
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Exercise 227 dd exoLimiteContinue0003

Soit
f : R2ztp0, 0qu Ñ R

px, yq ÞÑ x2y2

x2y2 ` px´ yq2 .
(91.111)

Montrer que
lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq “ lim
xÑ0

lim
yÑ0

fpx, yq “ 0, (91.112)

mais que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq n’existe pas. corrLimiteContinue0003

Correction of the exercise 227
Il faut d’abord bien comprendre ce que signifie la notation

lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq. (91.113)

Lorsque nous écrivons limxÑ0 fpx, yq, nous considérons fpx, yq comme fonction de la seule variable
x ; la variable y est alors traitée comme un paramètre. Pour considérer y comme un paramètre, il
y a deux cas à traiter : y “ 0 et y ‰ 0. Dans le cas y “ 0, la fonction f se réduit à la fonction
constante 0. Nous devons donc considérer la fonction

gpxq “ 0 (91.114)

dont le domaine est x ‰ 0. Évidement, la limite de g lorsque x Ñ 0 est zéro. Dans le ces y ‰ 0
nous considérons la fonction

gpxq “ x2y2

x2y2 ` px´ yq2 , (91.115)

dont le domaine est R. Nous trouvons que limxÑ0 gpxq “ 0.
Tout cela pour dire que limxÑ0 fpx, yq “ 0. Par conséquent, limyÑ0 limxÑ0 fpx, yq “ 0.
De la même façon, nous avons limyÑ0 fpx, yq “ 0.
Étudions maintenant la limite simultanée limpx,yqÑp0,0q fpx, yq. Une bonne astuce pour regarder

plusieurs chemins d’un coup est de considérer le chemin γptq “ pt, ktq. Cela teste toute les droites
(sauf une, laquelle ?) en un seul calcul. Nous avons

fpt, ktq “ k2t4

k2t4 ` t2p1´ kq2 “
k2t2

k2t2 ` p1´ kq2 . (91.116)

La limite de cela lorsque t Ñ 0 vaut 0
p1´kq2 “ 0 pour tout k sauf pour k “ 1. Le chemin qui

correspond à k “ 1 apparaît donc spécial. Regardons le de plus près. Nous avons

fpt, tq “ t4

t4
“ 1, (91.117)

et donc la limite le long de ce chemin est 1. Nous avons donc trouvé deux chemins de limites
différentes, et nous concluons que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq n’existe pas.

Exercise 228 dd exoLimiteContinue0004

Soit
f : R2 Ñ R

fpx, yq “
#
px` yq sin 1

x sin 1
y si xy ‰ 0

0 sinon
(91.118)

Montrer que les deux limites itérées

lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq (91.119a)

lim
xÑ0

lim
yÑ0

fpx, yq (91.119b)
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n’existent pas, mais que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq existe et est égale à 0. corrLimiteContinue0004

Correction of the exercise 228
Pour calculer limxÑ0 fpx, yq, nous coupons la fonction en deux termes :

fpx, yq “ x sin 1
x

sin 1
y
` y sin 1

x
sin 1

y
. (91.120)EqLC4fffssusxusyEqLC4fffssusxusy

Ne pas oublier que y est une simple constante différente de zéro ; en particulier sin 1
y et y sin 1

y sont
deux simples constantes.

Le premier terme du membre de droite de (91.120) a une limite pour xÑ 0. En effet,

0 ď |x sin 1
x
| ă |x| (91.121)

parce que sin 1
x ă 1. Par conséquent, limxÑ0 x sin 1

x “ 0. Le second terme de (91.120) n’a par
contre pas de limite lorsque xÑ 0 parce que sin 1

x oscille sans fin entre ´1 et 1.
Nous en déduisons que limxÑ0 fpx, yq n’existe pas.
En ce qui concerne la limite simultanée,

0 ď |fpx, yq| “ |x` y|| sin 1
x
|| sin 1

y
| ď |x` y| Ñ 0. (91.122)

La fonction |fpx, yq| est donc coincée entre 0 et la fonction |x`y|. Évidement, chacune de ces deux
fonctions tend vers zéro lorsque px, yq Ñ p0, 0q.

Notez que pour montrer que les limites itérées n’existaient pas, ce qui a joué est que nous
avions deux termes dont un avait une limite et l’autre pas. Si nous avions deux termes dont aucun
n’avait une limite, nous n’aurions pas pu conclure.

Exercise 229 dd exoLimiteContinue0005

Étudier l’existence des limites suivantes :

ex_limcont_0005_uno

(1) lim
px,yqÑp0,0q

x2y

x` y ;

(2) lim
px,y,zqÑp0,0,0q

xyz ` z3

2x3 ` yz2 ;

(3) lim
px,yqÑp0,0q

|x| ` |y|
x2 ` y2 ;

(4) lim
px,yqÑp0,0q

x4y

x2 ´ y2 ;

(5) lim
px,y,zqÑp0,0,0q

xy ` yz
x2 ` 2y2 ` 3z2 .

corrLimiteContinue0005

Correction of the exercise 229

(1) Nous essayons les chemins pt, ktq. Ce que nous trouvons est

fpt, ktq “ kt2

1` k Ñ 0 (91.123)EqLC5ftktEqLC5ftkt

si k ‰ ´1. Mais si k “ ´1, nous ne sommes pas dans le domaine de f . Le calcul (91.123) ne
nous a donc pas apporté grand chose. Il nous a cependant appris que lorsque k Ñ ´1, nous
avons un zéro qui arrive au dénominateur. Nous essayons donc un chemin « plus dynamique »,
où au lieu de considérer un k fixé, nous prenons kptq de telle façon que le dénominateur tende
vers zéro plus vite que le numérateur, c’est-à-dire par exemple 1´k “ t3. Cela donne le calcul

f
`
t, pt3 ´ 1qt˘ “ t3 ´ 1

t
. (91.124)

Et nous voyons que la fonction f n’admet pas de limites le long de ce chemin parce que
limtÑ0pt3 ´ 1q{t n’existe pas.
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(2) Nous essayons les chemins pt, at, btq. Nous trouvons

fpt, at, btq “ ab` b3

2` ab2 , (91.125)

si 2 ` ab2 ‰ 0. On voit que les limites faites sur des chemins différents sont différentes. Par
exemple, si a “ b “ 1 on a lim fpt, t, tq “ 2{3 et si b “ 0 on a fpt, at, 0q “ 0. La fonction f
n’a donc pas une limite en l’origine.

(3) Nous passons aux coordonnées polaires

lim
px,yqÑp0,0q

|x| ` |y|
x2 ` y2 “ lim

rÑ0

rp| cos θ| ` | sin θ|q
r2 ď lim

rÑ0

2
r
. (91.126)

Donc si nous considérions `8 comme une limite valide alors la limite de f en l’origine serait
`8. En fait, dans la proposition 9.254 à propos de limite, il est explicitement dit que la
limite doit être un élément de R et cela n’est pas le cas de `8. Pas conséquent nous devons
conclure que la limite de f n’existe pas (ou mieux : que elle n’existe pas dans R ).

(4) Ce point peut être résolu de la même manière que le point (1). La fonction f est définie
dehors des lignes x “ y et x “ ´y. Nous essayons d’abord la limite sur les droites pt, ktq, pour
k ‰ ˘1, et nous trouvons que si une limite existe elle sera zéro. Ensuite nous trouvons une
courbe passant par l’origine sur laquelle le dénominateur décroît plus vite que le numérateur,
par exemple pt, tp1` t4qq et voyons que la limite de f n’existe pas.

(5) Ce point peut être fait encore une fois par la méthode des chemins. Cependant, nous l’utilisons
comme une excuse pour présenter les coordonnées ellipsoïdales. L’équation décrivant une
ellipsoïde E centrée en l’origine et dont les axes sont parallèle aux axes coordonnés prend la
forme

x2

a2 `
y2

b2 `
z2

c2 “ 1, (91.127)EllissoideEllissoide

où a, b et c sont les longueurs des demi-axes. Vous pouvez vérifier que tout point de la forme

x “ a cos θ sinϕ
y “ b sin θ sinϕ
z “ c cosϕ,

(91.128)

avec θ dans r0, 2πr et ϕ dans r0, πs, est dans E. En fait E coïncide avec l’ensemble des points
de cette forme. Multiplions maintenant les deux côtés de (91.127) par un scalaire ρ ą 0.
Cela revient à dilater (si ρ ą 1) ou contracter (si ρ ă 1) E tout en gardant ses proportions.
La réunion de toutes les contractions et les dilatations possibles de E est l’espace R3. Avec
cette justification intuitive, nous introduisons les coordonnées suivantes, dont les coordonnées
sphériques sont un cas particulier (pour quels a, b et c retrouvons-nous les coordonnées
sphériques ?)

R` ˆRˆR Ñ R3

pρ, θ, ϕq ÞÑ px “ aρ cos θ sinϕ, y “ bρ sin θ sinϕ, z “ cρ cosϕq. (91.129)

ce changement de variables est un difféomorphisme de la bande R` ˆ r0, 2πrˆr0, πs dans
R3ztp0, 0qu.
En ce qui concerne notre limite, si nous passons aux coordonnées ellipsoïdales avec a “ 1,
b “ 1{?2 et c “ 1{?3 nous trouvons

lim
px,y,zqÑp0,0,0q

xy ` yz
x2 ` 2y2 ` 3z2 “ lim

ρÑ0

1?
2

cos θ sin θ sin2 ϕ` 1?
6

sin θ sinϕ cosϕ. (91.130)

La quantité à droite ne dépend même pas de ρ et prend des valeurs différentes sur les différents
droites par l’origine, la limite n’existe donc pas.

Exercise 230 aa exoLimiteContinue0006

Étudier les limites suivantes :
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(1) lim
px,yqÑp1,0q

lnpx` eyqa
x2 ` y2

;

(2) lim
px,yqÑp0,0q

x3y

x4 ` y4 ;

(3) dd lim
px,yqÑp0,0q

px2 ` y2q2
x2 ´ y2 ;

(4) lim
px,yqÑp0,0q

1´ cosxy
y2 ;

(5) lim
px,yqÑp0,0q

sin x
cos y ´ cosh x .

corrLimiteContinue0006

Correction of the exercise 230
(1) La fonction à considérer est le rapport de deux fonctions continues f1 “ lnpx ` eyq et f2 “a

x2 ` y2. Les deux fonctions sont bornées en p1, 0q, et f2 ne s’annule pas au voisinage de
p1, 0q. La limite donc existe et est le rapport entre les deux limites : ln 2.

(2) Passez aux coordonnés polaires. La limite n’existe pas.
(3) En passant aux coordonnés polaires, nous avons

px2 ` y2q2
x2 ´ y2 “ r4

r2
`

cos2pθq ´ sin2pθq˘ “
r2

cos2pθq ´ sin2pθq “
r2

cosp2θq . (91.131)

Certes, pour chaque θ, cette fraction tend vers zéro lorsque r tend vers zéro. Mais faire la
limite avec θ constant revient à faire la limite le long d’une droite. Cependant, si en même
temps que faire r Ñ 0, nous prenons un angle qui tend vers 45 degrés, nous faisons tendre
cosp2θq vers zéro. Cela reviendrait à suivre une spirale.
Nous voyons que la fonction n’a pas de limite en suivant le chemin rptq “ t et θptq tel
que cos

`
2θptq˘ “ t3. Est-ce qu’un tel chemin existe ? Oui parce que si nous prenons θptq “

arccospt3q
2 , nous avons bien cos

`
2θptq˘ “ t3. Ce chemin est tracé à la figure 91.13.

Figure 91.13: Un chemin possible le long duquel calculer une limite. rptq “ t, θptq “ arccospt3q{2.LabelFigSpiraleLimite

Pour rappel, nous sommes intéressés par tÑ 0, donc le fait que arccospt3q n’existe pas pour
|t| ą 1 ne nous embête pas.

(4) Dans ce point et le suivant il faut utiliser les développements asymptotiques (de Taylor) pour
le calcul des limites.
La fonction cospxyq admet le développement suivant :

cosxy “ 1´ pxyq2 ` oppxyq3q.
Nous écrivons alors la limite sous la forme

lim
px,yqÑp0,0q

1´ cospxyq
y2 “ lim

px,yqÑp0,0q
pxyq2
y2 “ lim

px,yqÑp0,0q
x2 “ 0. (91.132)

(5) Il existe des fonctions a P opx2q, b P opy4q et c P opx4q telles que

sinpxq “ x` apxq (91.133a)
cospyq “ 1´ y2 ` bpyq (91.133b)

coshpxq “ 1` x2 ` cpxq. (91.133c)

Pourquoi développer le numérateur à l’ordre 1 et le dénominateur à l’ordre 2 ? Parce que
le dénominateur est une différence. Nous développons jusqu’à l’ordre qu’il faut pour avoir
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quelque chose de non nul. En l’occurrence dans cospyq ´ coshpxq, à l’ordre zéro nous avons
1´ 1 “ 0 tandis qu’à l’ordre 2 nous avons ´px2 ` y2q qui est non nul. Nous écrivons donc la
fonction donnée sous la forme

fpx, yq “ ´ x` apxq
x2 ` y2 ` bpyq ` cpxq . (91.134)

À ce moment, nous comprenons que la limite ne va pas exister parce que le degré du déno-
minateur est plus grand que celui du numérateur. Pour le montrer rigoureusement, prenons
le chemin γptq “ pt, tq :

fpt, tq “ ´ t` aptq
2t2 ` bptq ` cptq “ ´

1` aptq
t

2t` bptq
t ` cptq

t

. (91.135)

Lorsque nous faisons la limite tÑ 0, nous avons, par construction,

lim
tÑ0

aptq
t
“ lim

tÑ0

bptq
t
“ lim

tÑ0

cptq
t
“ 0, (91.136a)

et par conséquent la limite limtÑ0 fpt, tq “ 1
0 n’existe pas.

Exercise 231 aa exoLimiteContinue0007

Soit
f : R2 Ñ R

fpx, yq “
$
&
%

x lnp1` yq
exy ´ 1 si x ‰ 0, y ‰ 0

1 si x “ 0 ou y “ 0

(91.137)

Calculer limpx,yqÑp0,0q fpx, yq. corrLimiteContinue0007

Correction of the exercise 231
Encore une fois on peut calculer la limite à l’aide des développements asymptotiques.

lim
px,yqÑp0,0q

x lnp1` yq
exy ´ 1 “ lim

px,yqÑp0,0q
xy

1` xy ´ 1 “ 1. (91.138)

Exercise 232 dd exoLimiteContinue0008

Soit
f : R2 Ñ R

fpx, yq “
#

x2y
x4`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q

(91.139)

(1) Montrer que limxÑ0plimyÑ0 fpx, yqq “ limyÑ0plimxÑ0 fpx, yqq “ 0.
(2) Montrer que pour tout pv1, v2q P R2 on a limtÑ0 fptv1, tv2q “ 0.
(3) Montrer que f n’est pas continue en p0, 0q.

corrLimiteContinue0008

Correction of the exercise 232

(1) Comme pour les exercices 227 et 228

lim
xÑ0

ˆ
lim
yÑ0

x2y

x4 ` y2

˙
“ lim

xÑ0

0
x4 “ 0, (91.140)

de même pour l’autre limite.
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(2) Nous calculons la limite de la fonction sur chaque droite passant par l’origine. Soit pv1, v2q
un vecteur fixé, alors

lim
tÑ0

fptv1, tv2q “ lim
tÑ0

v2
1v2t3

t2pv4
1t

2 ` v2
2q
“ lim

tÑ0
t

v2
1v2

v4
1t

2 ` v2
2loooomoooon

A

, (91.141)

cette limite existe et sa valeur est zéro, parce que A est une fonction bornée de t.
(3) Il est suffisant de remarquer que la limite pour t Ñ 0 de f restreinte à la parabole pt, t2q

n’est pas zéro. En fait

lim
tÑ0

fpt, t2q “ lim
tÑ0

t4

t4 ` t4 “
1
2 . (91.142)

Exercise 233 aa exoLimiteContinue0009

Étudier la continuité des fonctions suivantes :

(1) fpx, yq “
#

x4y
x4`y6 si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.

(2) fpx, yq “
#

xy4

x4`y6 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

(3) fpx, yq “
"
y2 sin x

y si y ‰ 0
0 sinon.

(4) fpx, yq “
"
xearctan y

x si x ‰ 0
0 sinon.

corrLimiteContinue0009

Correction of the exercise 233
Pour rappel, une fonction est continue en pa, bq si limpx,yqÑpa,bq fpx, yq “ fpa, bq. Donc si, comme

c’est souvent le cas dans cet exercice, fp0, 0q “ 0, nous devons vérifier si la limite de fpx, yq lorsque
px, yq tend vers p0, 0q est égale à zéro ou non. Si oui, la fonction est continue, si non, la fonction
n’est pas continue.

(1) Cette fonction est continue en l’origine. Pour le voir nous passons aux coordonnées polaires

lim
px,yqÑp0,0q

x4y

x4 ` y6 “ lim
rÑ0

r5 cos4 θ sin θ
r4pcos4 θ ` r2 sin6 θ

“

“ lim
rÑ0

r5 cos4 θ sin θ
r4pcos4 θ ` r2 sin6 θ

“

“ lim
rÑ0

r
sin θ

1` r2 tan4 θ sin2 θlooooooooooomooooooooooon
A

.

(91.143)

Pour faire le dernier passage nous avons supposé cos θ ‰ 0, cela ne pose pas de problèmes
parce que nous pouvons considérer l’axe vertical séparément et il est facile de voir que
limyÑ0 fp0, yq “ 0. La fonction A est borné dans l’intervalle r´1, 1s, donc la limite de f
existe et vaut zéro.

(2) Cette fonction n’est pas continue en l’origine. Il suffit de considérer la limite le long de la
courbe pt3{2, tq

lim
tÑ0

t4`3{2

2t6 (91.144)

n’est clairement pas zéro.
(3) Cette fonction doit être testée en tous les points de la forme pa, bq “ pa, 0q parce que c’est en

ces points que l’on a un « problème », à savoir un zéro dans un dénominateur.
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La fonction f est le produit de y2 et d’une fonction bornée. On a alors

0 ď |y2|
ˇ̌
ˇ̌sin x

y

ˇ̌
ˇ̌ ď |y|2. (91.145)

Quand y tend vers zéro, |f | est coincée entre deux fonctions qui tendent vers zéro, elle ; ne
peut pas s’échapper et donc doit tendre vers zéro. Ce théorème est dit «des deux gendarmes»
(«dei due carabinieri» en italien) ou «de l’étau».

(4) Passons aux coordonnées polaires : fpr cos θ, r sin θq “ r cos θeθ. La fonction f est le produit
de x et d’une fonction qui prends ses valeurs entre ´e2π et e2π et est donc continue partout.

Exercise 234 ff exoLimiteContinue0010

On définit la fonction f sur R2ztpx, xq tel que x P Ru par

fpx, yq “ sin x´ sin y
x´ y . (91.146)

Peut-on prolonger f en une fonction continue sur R2 ? corrLimiteContinue0010

Correction of the exercise 234
Le but de l’exercice est de déterminer la limite limpx,yqÑpa,aq fpx, yq pour tout a. Le théorème

des accroissements finis en une dimension nous enseigne que pour chaque x et y, il existe un nombre
ξpx, yq tel que

sinpyq “ sinpxq ` cos
`
ξpx, yq˘py ´ xq. (91.147)

Cela est le théorème 12.190. Donc la fonction f peut être écrite sous la forme

fpx, yq “ ´ cos
`
ξpx, yq˘py ´ xq
x´ y “ cos

`
ξpx, yq˘. (91.148)

Ceci est une composée de fonctions. Il nous faut trouver la limite limpx,yqÑpa,aq ξpx, yq. Nous savons
que pour tout x et y, le nombre ξpx, yq est strictement compris entre x et y, donc

ˇ̌
ξpx, yq ´ aˇ̌ ď max

␣|x´ a|, |y ´ a|(. (91.149)

Par conséquent, limpx,yqÑpa,aq ξpx, yq “ a, et

lim
px,yqÑpa,aq

fpx, yq “ cospaq. (91.150)

Nous pouvons donc prolonger f par continuité en posant

fpx, yq “
$
&
%

sinpxq ´ sinpyq
x´ y si x ‰ y

cospxq si x “ y
(91.151)

Exercise 235 dd exoLimiteContinue0011

Étudier la continuité des applications suivantes :

(1) f : R2 Ñ R, fpx, yq “
$
&
%

sinpxyqa
x2 ` y2

si px, yq ‰ p0, 0q,
0 si px, yq “ p0, 0q.

(2) g : R3 Ñ R, gpx, y, zq “
$
&
%

4xyz
x2 ` y2 ` z2 si px, y, zq ‰ p0, 0, 0q,

0 si px, y, zq “ p0, 0, 0q .
corrLimiteContinue0011

Correction of the exercise 235
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(1) Lorsqu’on a le sinus d’une fonction qui tend vers zéro, il est souvent bon de multiplier et
diviser par la fonction afin de faire apparaitre la limite connue limxÑ0

sinpxq
x “ 1. Cela permet

de simplifier les expressions. Ici, on a

sinpxyq “ xy sinpxyq
xy

. (91.152)

Le calcul de la limite s’effectue donc de la façon suivante :

lim
px,yqÑp0,0q

sinpxyqa
x2 ` y2

“ lim
px,yqÑp0,0q

sinpxyq
xy

xya
x2 ` y2

“ lim
px,yqÑp0,0q

xya
x2 ` y2

“ 0. (91.153)

Le fait que la limite finale soit zéro peut être vu en passant aux coordonnées polaires. La
fonction f est donc continue à l’origine.

(2) La fonction est continue, pour le voir il suffit de passer aux coordonnées sphériques.

Exercise 236 exoExamDec2011-0002

Soient f : RÑ R une fonction continue et a P R tels que fpaq ą 0.
(1) Montrer que l’ensemble tx P R tel que fpxq ą 0u est ouvert.
(2) Soit A un ouvert contenant a. Montrer que

ż

A
fpxqdx ą 0 (91.154)

corrExamDec2011-0002

Correction of the exercise 236
<+CorrExamDec2011-0002+>
Exercise 237 exoGeomAnal-0035

Soit f : R2 Ñ R la fonction

fpx, yq “
#
y sin2p2xq

x si x ‰ 0
0 sinon.

(91.155)

(1) Montrer que f est une fonction continue sur R2.
(2) Calculer les dérivées partielles de f au point pπ{6, 4q.
(3) Calculer les dérivées partielles de f au point p0, 2q.
(4) Les dérivées partielles sont-elles continues au point p0, 2q ?
(5) La fonction f est-elle différentiable au point p0, 2q ?

corrGeomAnal-0035

Correction of the exercise 237
<+GeomAnal-0035+>

91.4 Calcul différentiel

91.4.1 Dérivées partielles

Exercise 238 exoCalculDifferentiel0001

Étudier la continuité de la fonction f : R2 Ñ R, l’existence et la continuité des dérivées
partielles premières dans les cas suivants :

(1) aafpx, yq “
$
&
%
px2 ` y2q sin

ˆ
1

x2 ` y2

˙
si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.



91.4. CALCUL DIFFÉRENTIEL 4313

(2) ddfpx, yq “
$
&
%

x3 ´ y3

x2 ` y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

(3) aafpx, yq “
$
&
%

x|y|a
x2 ` y2

si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

(4) ddfpx, yq “
$
&
%

x sin y ´ y sin x
x2 ` y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.

(5) aafpx, yq “
$
&
%

sinpxyq
|x| ` |y| si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.

(6) aafpx, yq “
"
e1{px2`y2´1q si x2 ` y2 ă 1

0 sinon.

(7) ddfpx, yq “
#
y2 sin x

y
si y ‰ 0

0 sinon.

(8) ddfpx, yq “
" px2 ` y2qx si px, yq ‰ p0, 0q

1 sinon.
(9) aafpx, yq “ sinp|xy|q

(10) aafpx, yq “
"

1´ x2 ´ y2 si x2 ` y2 ď 1
0 sinon.

(11) ddfpx, yq “
"
x2 si |x| ą y
y2 sinon.

corrCalculDifferentiel0001

Correction of the exercise 238

(1) L’apparition de la combinaison x2` y2 est un signal impérieux pour passer aux coordonnées
polaires :

fpρ cos θ, ρ sin θq “ ρ2 sin 1
ρ2 . (91.156)

Cela est une fonction qui ne dépend pas de θ et donc le fait que limρÑ0 f “ 0 implique que
limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0. La fonction est donc continue parce que fp0, 0q “ 0.
En ce qui concerne les dérivées partielles,

Bf
Bx px, yq “ 2x sin

ˆ
1

x2 ` y2

˙
´ 2x cos

ˆ
1

x2 ` y2

˙
1

x2 ` y2 . (91.157)EqCDundsdfxEqCDundsdfx

En regardant par exemple la fonction (91.157) le long du chemin γptq “ pt, tq, nous voyons
que la limite limpx,yqÑp0,0q Bxfpx, yq n’existe pas. La dérivée partielle n’est donc pas continue.

(2) En ce qui concerne la continuité, le passage en polaire est conseillé parce que nous avons une
fraction de polynômes :

fpr cos θ, r sin θq “ rpcos3 θ ´ sin3 θq. (91.158)

Avec les notations de la proposition 18.242, nous avons donc

Er “ tρpcos3 θ ´ sin3 θq tels que ρ P r0, rs, θ P r0, 2πsu. (91.159)

Vu que la fonction cos3 θ´ sin3 θ est une fonction bornée de θ par exemple par 2, nous avons

sr ă 2r. (91.160)
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Par conséquent limrÑ0 sr “ 0, ce qui prouve que limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0. La fonction est
donc continue.
En ce qui concerne la dérivabilité,

Bxfpx, yq “ x4 ` 3x2y2 ` 2xy3

px2 ` y2q2 . (91.161)

Cette fonction n’a pas de limite lorsque px, yq Ñ p0, 0q parce que par exemple pour les
chemins γptq “ pt, ktq nous avons

Bxfpt, ktq “ 2k3 ` 3k2 ` 1
k4 ` 2k2 ` 1 , (91.162)

qui dépend clairement de k et donc du chemin choisit. La dérivée par rapport à x n’est donc
pas continue en p0, 0q. Cependant, cette dérivée partielle existe :

Bxfp0, 0q “ lim
xÑ0

x3

x2 ´ 0
x

“ 1. (91.163)EqcddzuiiDifcyEqcddzuiiDifcy

De la même façon, Byfp0, 0q “ ´1.
(3) La fonction f est continue en p0, 0q parce que en polaires elle s’écrit

fpρ, θq “ ρ cos θ| sin θ|. (91.164)

Cette fonction est toujours en norme plus petite que ρ, et par conséquent nous avons
limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0. En ce qui concerne la dérivée, nous avons

Bxfpx, yq “ |y|a
x2 ` y2

ˆ
1´ x2

x2 ` y2

˙
. (91.165)

Sur la droite pt, ktq nous avons

|t||k|
|t|?1` k2

ˆ
1´ t2

t2p1` k2q
˙
“ |k|?

1` k2

ˆ
1´ 1

1` k2

˙

“ |k|?
1` k2

ˆ
1` k2 ´ 1

1` k2

˙

“ |k|k2

p1` k2q3{2 .

(91.166)

Cela ne dépend pas de t. La limite n’existe donc pas. La dérivée selon x n’est donc pas
continue en p0, 0q.
La dérivée dans la direction de x au point p0, 0q existe et vaut

Bxfp0, 0q “ lim
xÑ0

0?
x
´ 0
x

“ 0. (91.167)EqCCDZUpxfEqCCDZUpxf

En ce qui concerne la dérivée par rapport à y aux point autres que p0, 0q, nous avons

Byfpx, yq “ |y|a
x2 ` y2

´ |y|x2

px2 ` y2q3{2 . (91.168)

La dérivée Byfp0, 0q se calcule en utilisant le même type de calcul que celui donné dans
l’équation (91.167).
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(4) Cette fonction qui mélange des fonctions trigonométriques et des polynômes est la candidate
parfaite pour utiliser un développement. La théorie du polynôme de Taylor nous enseigne
qu’il existe une fonction a P opx5q (c’est-à-dire limxÑ0

apxq
x5 “ 0) telle que

sinpxq “ x´ x3

3! ` apxq

sinpyq “ y ´ y3

3! ` apyq.
(91.169)

En substituant dans la définition de f , nous avons

fpx, yq “ xy ´ xy3

3 ` xapyq ´ yx` yx3

3 ´ yapxq
x2 ` y2

“ xy

6
x2 ´ y2

x2 ` y2 `
xapyq ´ yapxq

x2 ` y2 .

(91.170)

La limite de la première partie est zéro, comme expliqué dans l’exemple 18.244.
Pour la seconde partie, nous avons

0 ď
ˇ̌
ˇ̌ xapyq
x2 ` y2

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌xapyq
y2

ˇ̌
ˇ̌ . (91.171)

Cela peut être vu comme le produit de la fonction x par la fonction apyq{y2, dont les limites
valent zéro. Nous avons donc montré que

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ 0, (91.172)

et par conséquent que la fonction est continue en p0, 0q.
Passons aux dérivées partielles. En ce qui concerne la dérivée Bxf , nous avons

Bf
Bx px, yq “

sinpyq ´ y cospxq
x2 ` y2 ` 2x

`
x sinpyq ´ y sinpxq˘
px2 ` y2q2 . (91.173)

Encore une fois nous remplaçons les fonctions trigonométriques par leur développements.
Pour rappel, en ce qui concerne le cosinus, il existe une fonction b telle que

cospxq “ 1´ x2

2 ` bpxq (91.174)

avec limxÑ0
bpxq
x4 “ 0. En remplaçant les différentes expressions pour cospxq, sinpxq et sinpyq,

nous trouvons
Bf
Bx px, yq “

y

x2 ` y2

ˆ
x2

2 ´ y2

6

˙
` apyq ´ ybpxq

x2 ` y2

` 2xxy6
y2 ´ x2

px2 ` y2q2 ` 2xxapyq ´ yapxqpx2 ` y2q .

(91.175)

Nous pouvons montrer terme à terme que le tout tend vers 0 lorsque px, yq Ñ p0, 0q.
En passant aux polaires, le premier terme devient 1

6r sinpθq`3 cos2pθq ´ sin2pθq˘. Cela est r
multiplié par une fonction bornée de θ. La limite est donc 0. L’autre terme polynomial se
traite de la même manière. En ce qui concerne le terme

apyq ´ ybpxq
x2 ` y2 , (91.176)

nous avons
0 ď

ˇ̌
ˇ̌ ybpxq
x2 ` y2

ˇ̌
ˇ̌ ă

ˇ̌
ˇ̌ybpxq
x2

ˇ̌
ˇ̌ . (91.177)



4316 CHAPITRE 91. GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE (BESANÇON)

La limite de ce qui se trouve à droite est zéro par la propriété de bpxq. Au final nous avons
prouvé que

lim
px,yqÑp0,0q

Bxfpx, yq “ 0. (91.178)

Attention : cela ne prouve pas que Bxf soit une fonction continue. Il faut encore vérifier si
Bxfp0, 0q est nul ou non. Cela se fait en utilisant directement la définition :

Bf
Bx p0, 0q “ lim

tÑ0

fpt, 0q ´ fp0, 0q
t

. (91.179)

Étant donné que fpt, 0q ´ fp0, 0q “ 0 pour tout t, la limite est nulle, ce qui prouve que
Bxfp0, 0q “ 0 et par conséquent que Bxf est continue en p0, 0q.
Vu que dans la fonction x et y arrivent de façon symétrique, la même chose sera vrai pour
Byf . Les deux dérivées partielles étant continues en p0, 0q, la fonction est donc différentiable
en p0, 0q par la proposition 12.292.

(5) Nous avons ˇ̌
ˇ̌ sinpxyq
|x| ` |y|

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇ̌sinpxyq
|x|

ˇ̌
ˇ̌ “ |y|

ˇ̌
ˇ̌sinpxyq

xy

ˇ̌
ˇ̌ (91.180)

où nous avons multiplié et divisé par |y| pour faire apparaitre la combinaison sinpxyq{xy dont
nous savons que la limite est 1. Nous avons donc limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0.
En ce qui concerne les dérivées partielles, nous rappelons que la dérivée de |x| vaut sgnpxq,
c’est-à-dire 1 si x est positif et ´1 si x est négatif. Nous avons

Bxfpx, yq “ y cospxyq
|x| ` |y| `

sgnpxq sinpxyq
p|x| ` |y|q2 . (91.181)EqCD15diffcEqCD15diffc

Nous utilisons encore une fois les développements. La majorité des termes tendent vers zéro ;
par exemple,

y cospxyq
|x| ` |y| “

1
|x| ` |y|

ˆ
y ´ y3x2

2 ` bpxyq
˙
. (91.182)

En passant aux polaires, le terme central disparaît, et le terme en bpxyq disparaît parce que,
proche de p0, 0q, nous avons évidement |xy| ă |x| et par conséquent |bpxyq| ă bpxq. En faisant
le même genre de jeux avec l’autre terme de (91.181), nous devons calculer

lim
px,yqÑp0,0q

y

|x| ` |y| ` sgnpxq xy

p|x| ` |y|q2 . (91.183)

Si on passe en coordonnées polaires, on voit que cette limite dépend de θ, et donc n’existe
pas. La dérivée partielle Bxf n’est en particulier pas continue en p0, 0q. Le nombre Bxfp0, 0q
existe pourtant :

Bxfp0, 0q “ lim
xÑ0

fpx, 0q ´ fp0, 0q
x

“ lim
xÑ0

sinp0q
|x|`0 ´ 0

0 “ 0. (91.184)

(6) Pour cette fonction la zone à problème n’est pas le point p0, 0q. Les points à étudier sont les
points sur le cercle x2 ` y2 “ 1.
Heureusement, l’exercice est assez vite fait parce que la fonction donnée est à symétrie radiale.
En coordonnées polaires, un point du cercle est de la forme p1, θq.
Un bon exemple de chemin, en polaires, est

`p1 ´ tq, θ˘. Note : le chemin choisit doit aller
vers le point à tester lorsque t Ñ 0. Ici, le chemin

`p1 ´ tq, θ˘ tend vers le point p1, θq qui
est bien un point sur le cercle, c’est-à-dire un point à tester. Dans les coordonnées polaires,
nous avons x2 ` y2 “ r, et le long de notre chemin nous avons r “ 1´ t. Nous avons donc

fpr, θq “
#
e1{pr2´1q si r ă 1
0 si r ě 1.

(91.185)
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Nous avons
lim
rÑ1´

e1{pr2´1q “ 0, (91.186)eqSYoHJKeqSYoHJK

par conséquent la fonction est continue. Insistons sur le fait que la limite (91.186) est calculée
avec r ă 1. Si nous avions calculé r Ñ 1, la limite n’aurait pas existé.
En ce qui concerne la dérivée par rapport à x, nous devons considérer trois zones bien
distinctes du plan. La première est constituée des points intérieurs au cercle r “ 1, la seconde
est le cercle lui-même et la troisième est l’extérieur du cercle.
Commençons par considérer un point px, yq du cercle r “ 1 et calculons

Bf
Bx px, yq “ lim

ϵÑ0

fpx` ϵ, yq ´ fpx, yq
ϵ

. (91.187)

Nous supposons x ą 0 (le même calcul sera vrai avec x ă 0). Alors fpx` ϵ, yq “ 0 tant que
ϵ ą 0 ; nous devons donc calculer

Bf
Bx px, yq “ lim

ϵÑ0´
e1{ppx`ϵq2`y2´1q “ 0. (91.188)

La dérivée partielle par rapport à x vaut donc zéro sur le pourtour du cercle.
Si px, yq est à l’extérieur du cercle, nous avons bien évidemment Bxfpx, yq “ 0.
Pour px, yq à l’intérieur du cercle nous utilisons les règles de dérivation pour obtenir

Bf
Bx px, yq “ 2x e1{px2`y2´1q

px2 ` y2 ´ 1q . (91.189)

La continuité de Bxf consiste à voir si cette expression tend vers zéro lorsque px, yq tend vers
un point du cercle.
En passant aux polaires, la limite en suivant la droite du rayon du cercle revient à étudier la
limite

lim
rÑ1´

e1{pr2´1q

r2 ´ 1 . (91.190)

En passant au logarithme,

ln
˜
e1{pr2´1q

r2 ´ 1

¸
“ 1
r2 ´ 1 ´ lnpr2 ´ 1q. (91.191)

Une façon de voir cette limite est de considérer le chemin rpϵq “ ?1´ ϵ (avec ϵ ą 0) et de
regarder la limite

lim
ϵÑ0

1
ϵ
´ lnpϵq. (91.192)

En mettant au même dénominateur et en appliquant la règle de l’Hospital,

lim
ϵÑ0

1
ϵ
´ lnpϵq “ lim

ϵÑ0`

1´ ϵ ln ϵ
ϵ

“ lim
ϵÑ0

´ lnpϵq ´ 1 “ `8. (91.193)

Nous avons donc vu que en calculant la limite px, yq Ñ p1, θ0q 3 le long du le chemin

γptq “ `
rptq, θptq˘ “ p?1´ t, θ0q, (91.194)

nous avons
lim
tÑ0

Bf
Bx

`
γptq˘ “ `8. (91.195)

La dérivée partielle dans la direction de x n’est donc pas continue.

3. Ici px, yq est le point qui bouge, donné en cartésiennes et p1, θ0q avec θ0 fixé est un point du cercle donné en
polaires.
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(7) La fonction y2 sin
´
x
y

¯
a des problèmes sur tous les points du type pa, 0q. Pour voir la conti-

nuité, nous devons donc calculer

lim
px,yqÑpa,0q

y2 sin
ˆ
x

y

˙
. (91.196)

Nous traitons cela de façon classique :

0 ď |fpx, yq| ď |y2| Ñ 0. (91.197)

Par la règle de l’étau nous avons la continuité de la fonction.
Il s’agit maintenant d’étudier la continuité des dérivées partielles. La dérivée partielle par
rapport à x vaut

Bf
Bx px, yq “

#
y cos xy si y ‰ 0
0 sinon.

(91.198)

Pour la seconde ligne, nous avons utilisé le calcul direct
Bf
Bx pa, 0q “ lim

tÑ0

fpa` t, 0q ´ fpa, 0q
t

“ 0. (91.199)

Par le même raisonnement que précédemment, limpx,yqÑpa,0q y cos xy “ 0, donc la dérivée Bxf
est continue aux points pa, 0q.
Pour la dérivée partielle par rapport à y nous avons

Bf
By px, yq “

#
2y sin

´
x
y

¯
´ x cos

´
x
y

¯
si y ‰ 0

0 sinon.
(91.200)

Encore une fois, la seconde ligne provient d’un calcul utilisant directement la définition :
Bf
By pa, 0q “ lim

tÑ0

fpa, tq ´ fpa, 0q
t

“ lim
tÑ0

t sin
´a
t

¯
“ 0. (91.201)

Afin de voir la continuité de Byf , il faut simplement calculer la limite limpx,yqÑpa,0q Bf
By px, yq

et voir si c’est égal à 0 :
lim

px,yqÑpa,0q
2y sin x

y
´ x cos x

y
. (91.202)EqcCDusellcyEqcCDusellcy

Le premier terme tend vers 0, tandis que le second est un produit d’une fonction qui tend
vers a (la fonction x) par la fonction cos xy qui n’a pas de limite. Si a ‰ 0, la limite (91.202)
n’existe pas. La fonction Byf est donc continue en p0, 0q.
En résumé, la domaine de continuité de Byf est R2zty “ 0u Y tp0, 0qu.

(8) Lorsque nous devons calculer une limite d’une fonction exposant une autre fonction, le passage
au logarithme est toujours une bonne idée :

px2 ` y2qx “ ex lnpx2`y2q. (91.203)

En passant aux polaires, il est vite vu que

lim
px,yqÑp0,0q

x lnpx2 ` y2q “ 0, (91.204)

et donc limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ e0 “ 1. La fonction est donc continue en p0, 0q.
En ce qui concerne la dérivée par rapport à x par contre, elle n’existe même pas en p0, 0q
parce que

Bf
Bx p0, 0q “ lim

tÑ0

fpt, 0q ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0

pt2qt ´ 1
t

“ lim
tÑ0

et lnpt2q ´ 1
t

. (91.205)

Cette limite se fait en utilisant la règle de l’Hospital. La dérivée du numérateur vaut
`

lnpt2q ` 2
˘
et lnpt2q, (91.206)

dont la limite n’existe pas lorsque tÑ 0.



91.4. CALCUL DIFFÉRENTIEL 4319

(9) En tant que composée de fonctions continues, la fonction fpx, yq “ sinp|xy|q est continue.
Pour la dérivée, nous avons

Bxfpx, yq “

$
’&
’%

y cospxyq si xy ą 0
´y cospxyq si xy ă 0
? dans les autres cas.

(91.207)

Nous n’avons pas besoin de savoir ce qu’il se passe dans les autres cas (ce sont les points sur
les axes). En effet, si nous essayons de voir la limite vers le point p0, 1q en suivant le chemin
pt, 1q, la limite n’existe pas parce que nous avons 1 lorsqu’on considère t ą 0 et ´1 avec t ă 0.
Remarque : la fonction f peut être vue comme la composée de px, yq ÞÑ xy, de t ÞÑ |t| et de
u ÞÑ sinpuq. La fonction valeur absolue n’étant pas dérivable en 0, on pouvait s’attendre à ce
que la fonction f ne soit pas dérivable aux points où xy “ 0.

(10) Dans cet exercice, les points à étudier sont ceux du cercle x2` y2 “ 1. La continuité se règle
en coordonnées polaires parce que la fonction vaut simplement fpρ, θq “ 1´ρ2 dont la limite
vaut bien 0 lorsque ρÑ 1.
En ce qui concerne la dérivée par rapport à x nous avons

Bxfpx, yq “

$
’&
’%

´2x si x2 ` y2 ă 1
0 si x2 ` y2 ą 1
? dans les autres cas.

(91.208)

Cette fonction n’est évidement pas continue sur les points du cercle tels que x ‰ 0.
(11) Les points de raccordement entre les deux zones sont les points p´a, aq et pa, aq avec a ě 0.

Évidement, x2 “ y2 en tous ces points, donc la fonction est continue. Pour les dérivées,

Bxfpx, yq “
#

2x si |x| ą y

0 sinon.
(91.209)

Parmi les points du type p´a, aq et pa, aq, seul au point p0, 0q cette fonction est continue.

Exercise 239 exoCalculDifferentiel0002

Déterminer l’ensemble de définition puis calculer les dérivées partielles des fonctions définies
par

(1) fpx, yq “ arctanpxyq
(2) gpx, yq “ arctan

´
x
y

¯

(3) hpx, y, zq “ e
x
y ` e z

y

(4) φpx, yq “ x2 sinpyq
(5) ψpx, yq “a

1´ x2 ´ y2

(6) θpx, yq “ lnpx` yq
Étudier la différentiabilité de ces fonctions. corrCalculDifferentiel0002

Correction of the exercise 239
En ce qui concerne les ensembles de définition, les règles les plus courantes sont

(1) lnpxq demande x ą 0 (stricte) ;
(2) 1{x demande x ‰ 0 ;
(3)

?
x demande x ě 0 (non stricte).

C’est parti . . .
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(1) Il n’y a pas de conditions d’existence. Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “

y

1` pxyq2 (91.210a)

Bf
By “

x

1` pxyq2 . (91.210b)

(2) L’arc tangente est bien définie pour tous les réels. La seule condition est donc x ‰ 0. Les
dérivées partielles sont

Bf
Bx “

´y
x2 ` y2 (91.211a)

Bf
By “

x

x2 ` y2 . (91.211b)

Pour rappel, parctanpxqq1 “ 1
1`x2 .

(3) Nous avons les fractions x{y et z{y. Toutes deux demandent y ‰ 0. C’est la seule condition.
Le domaine est donc tout R2 moins la droite y “ 0. Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “

1
y
ex{y, (91.212a)

Bf
By “ ´

x

y2 e
x{y ´ z

y2 e
z{y, (91.212b)

Bf
Bz “

1
y
ez{y. (91.212c)

(4) Le domaine est R2. Les dérivées sont

Bf
Bx “ 2x sinpyq
Bf
By “ x2 cospyq.

(91.213)

Cette fonction est différentiable en tant que produit de fonctions différentiables.
(5) Condition : 1´ x2 ´ y2 ě 0, c’est-à-dire x2 ` y2 ď 1, c’est-à-dire la boule centrée en p0, 0q et

de rayon 1, y compris le bord. Les dérivées sont

Bf
Bx “

´xa
1´ x2 ´ y2

(91.214a)

Bf
By “

´ya
1´ x2 ´ y2

. (91.214b)

Il faut vérifier la différentiabilité sur le bord du domaine, c’est-à-dire sur les points de la
forme pa, bq avec a2 ` b2 “ 1. Étant donné que les dérivées partielles ne sont pas continues
en ces points, la fonction n’est pas différentiable sur le bord.

(6) Condition : x ` y ą 0. C’est le demi-plan strictement au dessus de la droite y “ ´x.
Bxfpx, yq “ 1{px` yq et Byfpx, yq “ 1{px` yq.
Le domaine de la fonction étant ouvert (ne contient pas la droite), ça n’a pas de sens de se
demander si la fonction est différentiable sur les points de la droite x “ ´y. En chaque point
du domaine, il existe un voisinage sur lequel les dérivées partielles sont continues, donc la
fonction est différentiables (proposition 12.292).

91.4.2 Différentielles

Exercise 240 dd exoCalculDifferentiel0003

Soit L une application linéaire de Rn dans R.
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(1) Montrer que L est continue.
(2) Montrer que L admet des dérivées partielles premières que l’on explicitera.
(3) Montrer que L est différentiable et expliciter sa différentielle.

corrCalculDifferentiel0003

Correction of the exercise 240
La première chose à faire est de savoir la forme générale d’une application linéaire de Rn dans

R. Tout vecteur x P Rn s’écrit sous la forme x “ řn
i“1 xiei où teiu est la base canonique de Rn.

En utilisant la linéarité de L,

Lpxq “
ÿ

i

Lpxieiq “
ÿ

i

xiLpeiq “
ÿ

i

aixi (91.215)

où nous avons nommé ai “ Lpeiq. Maintenant L est continue parce que c’est une somme de
fonctions continues (dont les projections x ÞÑ xi). En ce qui concerne les dérivées partielles, nous
calculons en utilisant Lpxq “ ř

i aixi et en utilisant la linéarité de la dérivée :

BL
Bxk pxq “

ÿ

i

ai
Bxi
Bxk

“
ÿ

i

aiδik

“ ak

(91.216)

parce que la dérivée de xi par rapport à xk vaut 1 si i “ k et vaut zéro si i ‰ k.
Pour montrer qu’elle est différentiable, nous allons procéder en deux étapes. D’abord nous allons

trouver un candidat pour la différentielle, et ensuite nous allons voir que ce candidat fonctionne.
Le candidat est donné par les formules du lemme 12.253 :

dLpxq.u “
ÿ

i

BL
Bxi pxqui “

ÿ

i

aiui “ Lpuq. (91.217)

Cela nous dit que si L est différentiable, alors sa différentielle est L elle-même. Testons donc cela
dans le critère (11.655) :

lim
hÑ0

}Lpa` hq ´ Lpaq ´ T phq}
}h} (91.218)

où T est notre candidat différentielle, c’est-à-dire T phq “ Lphq. En utilisant la linéarité de L, nous
voyons que Lpa` hq “ Lpaq `Lphq et donc le numérateur est identiquement nul. Cela prouve que
L est différentiable et que la différentielle est bien celle que nous avons devinée.

Exercise 241 exoCalculDifferentiel0004

On considère l’application f : R2 Ñ R définie par

fpx, yq “
#

x3y
x4`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q (91.219)

(1) Étudier la continuité de f au point px, yq “ p0, 0q (indication : remarquer que 2x2y ď x4`y2).
(2) Montrer que f admet des dérivées partielles premières au point p0, 0q mais n’est pas diffé-

rentiable en p0, 0q.
corrCalculDifferentiel0004

Correction of the exercise 241

(1) La petite formule 2x2y ď x4 ` y2 est un cas particulier de la formule a2 ` b2 ě 2ab qui vient
simplement du fait que a2´2ab`b2 “ pa´bq2 ě 0. Tester la continuité de f en p0, 0q revient
à calculer sa limite lorsque px, yq Ñ p0, 0q et puis de regarder si la limite est égale à la valeur
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de la fonction en p0, 0q. Ici, fp0, 0q “ 0, donc nous devons voir si limpx,yqÑp0,0q fpx, yq “ 0 ou
non. Étant donné que

2x2y

x4 ` y2 ď 1, (91.220)

nous avons toujours

0 ď |fpx, yq| ď
ˇ̌
ˇ̌ x3y

x4 ` y2

ˇ̌
ˇ̌ ď

ˇ̌
ˇx2

ˇ̌
ˇÑ 0. (91.221)

Le nombre |fpx, yq| est par conséquent coincé entre 0 et une fonction qui tend vers zéro. La
règle de l’étau conclut que la limite existe au vaut zéro.

(2) Les dérivées partielles en p0, 0q se calculent par la définition :

Bxfp0, 0q “ lim
hÑ0

fph, 0q ´ fp0, 0q
h

“ 0, (91.222)

et
Byfp0, 0q “ lim

hÑ0

fp0, hq ´ fp0, 0q
h

“ 0. (91.223)

Donc les deux dérivées partielles existent et sont nulles. Le « candidat » différentiel est donc
T puq “ 0. Nous testons le critère de différentiabilité (11.655) avec T “ 0 :

lim
ph1,h2qÑp0,0q

|f`p0, 0q ` ph1, h2q
˘´ fp0, 0q ´ T ph1, h2q|

}ph1, h2q}R2

“ lim
ph1,h2qÑp0,0q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

h3
1h2

ph4
1 ` h2

2q
1a

h2
1 ` h2

2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ .

(91.224)

En suivant le chemin pt, tq, nous trouvons la limite zéro. Par contre en suivant le chemin pt, t2q,
nous trouvons la limite 1

2 . La limite n’existe donc pas et la fonction n’est pas différentiable
en p0, 0q.

Exercise 242 exoCalculDifferentiel0021

Étudier la différentiabilité des fonctions suivantes. Elles proviennent de l’exercice 238.

(1) fpx, yq “
$
&
%
px2 ` y2q sin

ˆ
1

x2 ` y2

˙
si px, yq ‰ p0, 0q

0 sinon.

(2) fpx, yq “
$
&
%

x3 ´ y3

x2 ` y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

corrCalculDifferentiel0021

Correction of the exercise 242

(1) Nous avons vu autour de l’équation (91.163) que Bxfp0, 0q “ 1 et Byfp0, 0q “ ´1. Par
conséquent la différentielle de f en p0, 0q, si elle existe, vaut T px, yq “ 0. Afin de voir si cela
est bien la différentielle, nous calculons

lim
px,yqÑp0,0q

x3´y3

x2´y2 ´ px´ yqa
x2 ` y2

“ lim
px,yqÑp0,0q

´xy2 ` yx2

px2 ` y2q3{2

“ lim
rÑ0

r3 cos θ sin θpcos θ ´ sin θq
r3 .

(91.225)

Cette dernière limite étant dépendante de θ, nous en déduisons que la limite qui définit la
différentielle n’existe pas. La fonction n’est donc pas différentiable en p0, 0q.
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91.4.3 Dérivée d’applications composées

Exercise 243 exoCalculDifferentiel0006

On considère l’application φ : R3 Ñ R3 définie par

φpx, y, zq “ px2 ´ y2, y2 ´ z2, z2 ´ x2q (91.226)

et une application f : R3 Ñ R de classe C1. Écrire, en termes des dérivées partielles de f ,
(1) la matrice jacobienne de l’application g “ f ˝ φ : R3 Ñ R ;

(2) le nombre BgBxpt, t, tq `
Bg
By pt, t, tq `

Bg
Bz pt, t, tq pour tout réel t.

corrCalculDifferentiel0006

Correction of the exercise 243
Nommons u, v et w les variables de f . La matrice jacobienne de la fonction g : R3 Ñ R est la

matrice colonne ¨
˚̊
˚̊
˝

Bg
Bxpx, y, zqBg
By px, y, zqBg
Bz px, y, zq

˛
‹‹‹‹‚
. (91.227)

Les dérivées de g se calculent en termes de celles de f en utilisant la règle des fonctions composées :
Bg
Bxpx, y, zq “

Bf
Bu

`
φpx, y, zq˘ BφuBx px, y, zqloooooomoooooon

“2x

` BfBv
`
φpx, y, zq˘ BφvBx px, y, zqloooooomoooooon

“0

` Bf
Bw

`
φpx, y, zq˘ BφwBx px, y, zqloooooomoooooon

“´2x

“ 2x
`Bufpφq ` Bwfpφq

˘

(91.228)

où nous avons noté, sur la dernière ligne, simplement φ au lieu de φpx, y, zq pour alléger la notation.
De la même façon pour les autres nous trouvons

Bygpx, y, zq “ 2y
`´ Bufpφq ` Bvfpφq

˘

Bzgpx, y, zq “ 2z
`´ Bvfpφq ` Bwfpφq

˘
.

(91.229)

Nous calculons maintenant la somme de ces trois expressions en posant x “ y “ z “ t. Les
termes partent deux à deux et il ne reste que zéro. Exercise 244 exoCalculDifferentiel0007

Soit f : R2 Ñ R une fonction de classe C2. On pose gpx, yq “ fpx2 ´ y2, 2xyq. Calculer ∆g en
fonction de ∆f , où ∆ “ B2

Bx2 ` B2

By2 est l’opérateur laplacien.
corrCalculDifferentiel0007

Correction of the exercise 244
Il s’agit d’un exercice de dérivation de fonction composée ; une des choses importantes est de

bien noter à quel point sont calculées les dérivées partielles : certaines sont calculées en px, yq et
d’autre en px2 ´ y2, 2xyq.

Écrivons
gpx, yq “ pf ˝ φqpx, yq (91.230)

avec φpx, yq “ px2 ´ y2, 2xyq. Étant donné que nous allons en avoir beaucoup besoin, calculons
directement les dérivées de φ :

Bφ1
Bx “ 2x Bφ2

Bx “ 2y
Bφ1
By “ ´2y Bφ2

By “ 2x.
(91.231)
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En utilisant la formule donné au théorème 12.298, nous avons
Bg
Bxpx, yq “

Bf
Bx1

`
φpx, yq˘Bφ1

Bx px, yq `
Bf
Bx2

`
φpx, yq˘Bφ2

Bx px, yq

“ 2x BfBx1

`
φpx, yq˘` 2y BfBx2

`
φpx, yq˘.

(91.232)

Afin de trouver B2g
Bx2 px, yq, il s’agit maintenant de calculer la dérivée de Bg

Bxpx, yq par rapport à x.
Pour ce faire, nous voyons l’expression

Bf
Bx1

`
φpx, yq˘ (91.233)

comme la fonction composée de Bf
Bx1

et de φ. Par souci de simplification des notations, nous allons
adopter les notations suivantes :

B1f “ Bf
Bx1

B2f “ Bf
Bx2

B2
11f “

B2f

Bx2
1

B2
22f “

B2f

Bx2
2

B2
12f “

B2f

Bx1Bx2
B2

21f “
B2f

Bx2Bx1
.

(91.234)

Étant donné que la fonction f est C2, nous avons B2
12f “ B2

21f par le théorème 12.340. En utilisant
en même temps la formule de dérivation de produit,

B2g

Bx px, yq “ 2x BBx
ˆ Bf
Bx1

`
φpx, yq˘

˙

` 2 BfBx1

`
φpx, yq˘

` 2y BBx
ˆ Bf
Bx2

`
φpx, yq˘

˙

“ 2x
ˆ B2f

Bx1Bx1

`
φpx, yq˘Bφ1

Bx px, yq `
B2f

Bx2Bx1

`
φpx, yq˘Bφ2

Bx px, yq
˙

` 2 BfBx1

`
φpx, yq˘

` 2y
ˆ B2f

Bx1Bx2

`
φpx, yq˘Bφ1

Bx px, yq `
B2f

Bx2Bx2

`
φpx, yq˘Bφ2

Bx px, yq
˙

“ 4x2B2
11f

`
φpx, yq˘` 8xyB2

12f
`
φpx, yq˘` 2B1f

`
φpx, yq˘` 4y2B2

22f
`
φpx, yq˘.

(91.235)

En ce qui concerne le calcul de B2g
By2 px, yq, nous avons le même genre de jeu :

Bg
By px, yq “ ´2y BfBx1

`
φpx, yq˘` 2x BfBx2

`
φpx, yq˘. (91.236)

La dérivée de cela par rapport à y donne

B2g

By2 px, yq “ ´2B1f
`
φpx, yq˘´ 2y BBy

ˆ Bf
Bx1

`
φpx, yq˘

˙
` 2x BBy

ˆ Bf
Bx2

`
φpx, yq˘

˙

“ ´2B1f
`
φpx, yq˘` 4y2B2

11f
`
φpx, yq˘´ 8xyB2

12f
`
φpx, yq˘` 4x2B2

22f
`
φpx, yq˘.

(91.237)

En effectuant la somme, nous trouvons

∆gpx, yq “ B2g

Bx2 `
B2g

By2 “ 4px2 ` y2q∆fpx2 ´ y2, 2xyq. (91.238)

Notez que nous n’avons pas ∆g “ 4px2 ` y2q∆f .
Exercise 245 exoCalculDifferentiel0008

Trouver toutes les fonctions f de R2 dans R telles que
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(1) ddBf
Bx px, yq “ ´ sin x sin y et Bf

By px, yq “ cosx cos y.

(2) aaBf
Bx px, yq “ 2xy ` y3 et Bf

By px, yq “ x2 ` 3y2x. Comparer B
Bx

´Bf
By
¯

et B
By

´Bf
Bx
¯

.

(3) ddMême question avec Bf
Bx px, yq “ ´y et Bf

By px, yq “ x.

(4) aaMême question avec Bf
Bx px, yq “ y ` cosx et Bf

By px, yq “ x2 ` y2.
corrCalculDifferentiel0008

Correction of the exercise 245
Notez que dans tous les points de cet exercice, les dérivées données sont des fonctions C8. Donc

les fonctions qu’on cherche sont également C8 ; elles vérifient en particulier le théorème 12.340.
Une façon de s’assurer qu’un énoncé est impossible est de vérifier que B2

xyf ‰ B2
yxf . Si les dérivées

partielles croisées ne sont pas égales, alors il est impossible de trouver une fonction qui satisfait les
contraintes.

(1) Le fait de vérifier Bxfpx, yq “ ´ sinpxq sinpyq implique que

fpx, yq “
ż
´ sinpxq sinpyqdx “ sinpyq cospxq ` c1pyq. (91.239)

La subtilité à comprendre est que la constante d’intégration est une fonction qui ne dépend
pas de x, mais qui peut dépendre de y ! Ce qui nous avons donc obtenu est qu’il existe une
fonction c1pyq telle que

fpx, yq “ sinpyq cospxq ` c1pyq. (91.240)CD81fc1CD81fc1

Pour voir ce que nous dit la seconde condition, nous pouvons calculer Byf en utilisant la
forme (91.240) :

Bf
By px, yq “ cospyq cospxq ` c1

1pyq. (91.241)

Si nous voulons que cela soit toujours égal à cospyq cospxq, il faut c1
1pyq “ 0 et donc que c1

soit une constante. Toutes les fonctions répondant à la question sont donc de la forme

fpx, yq “ sinpyq cospxq ` C (91.242)

pour une constante C.
(2) La condition sur Bxf dit que

fpx, yq “ x2y ` xy3 ` cpyq (91.243)

pour une certaine fonction c. La condition sur Byf nous dit alors que c1pyq “ 0 et donc que
c est constante.
En dérivant 2xy ` y3 par rapport à y, nous trouvons

B
By
Bf
Bx “ 2x` 3y2, (91.244)

tandis qu’en dérivant x2 ` 3xy2 par rapport à x nous trouvons

B
Bx
Bf
By “ 2x` 3y2, (91.245)

qui est la même chose.
Nous avons donc, dans ce cas, B2

yxf “ B2
xyf par le thé.

(3) La condition Bxf “ ´y impose fpx, yq “ ´yx` c1pyq, tandis que la condition Byfpx, yq “ x
impose fpx, yq “ yx ` c2pxq. Les deux sont incompatibles. Il n’y a donc pas de solutions à
cet exercice.
À noter que B2

yxfpx, yq “ ´1 tandis que B2
xyfpx, yq “ 1. Les deux dérivées secondes sont dont

différentes.
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(4) Encore une fois les deux conditions sont incompatibles parce que nous trouvons

fpx, yq “ xy ` sinpxq ` c1pyq
fpx, yq “ x2y ` y3

3 ` c2pxq.
(91.246)

Il est certes possibles d’arranger les fonctions c1pyq et c2pxq pour obtenir les termes sinpxq et
y3

3 , mais il n’est cependant pas possible de les arranger pour obtenir les termes xy et x2y.
Ici encore, les dérivées secondes ne sont pas égales : B2

yxf “ 1 tandis que Bxyf “ 2x.
Exercise 246 ff exoCalculDifferentiel0009

Trouver toutes les fonctions f : R2 Ñ R, C1 sur R2 telles que

Bf
Bx px, yq ´

Bf
By px, yq “ 0 (91.247)

pour tout px, yq P R2. On pourra effectuer le changement de variables x “ u` v, y “ u´ v.corrCalculDifferentiel0009

Correction of the exercise 246
Nous allons montrer deux méthodes pour résoudre cet exercice.

Première méthode Commençons par écrire le changement de variable de façon très explicite et
dans les deux sens :

xpu, vq “ u` v (91.248a)
ypu, vq “ u´ v (91.248b)

et

upx, yq “ 1
2px` yq (91.249a)

vpx, yq “ 1
2px´ yq (91.249b)

Nous introduisons la fonction f̃ qui est la fonction f « dans les coordonnées pu, vq » :

f̃pu, vq “ f
`
xpu, vq, ypu, vq˘. (91.250)

La fonction f s’exprime en termes de f̃ de la façon suivante :

fpx, yq “ f̃
`
upx, yq, vpx, yq˘. (91.251)

Nous pouvons donc écrire les dérivées partielles de f en termes de celles de f̃ en utilisant la
règle de dérivation des fonctions composées :

Bf
Bx px, yq “

Bf̃
Bu

`
upx, yq, vpx, yq˘BuBxpx, yq `

Bf̃
Bv

`
upx, yq, vpx, yq˘BvBxpx, yq

Bf
By px, yq “

Bf̃
Bu

`
upx, yq, vpx, yq˘BuBy px, yq `

Bf̃
Bv

`
upx, yq, vpx, yq˘BvBy px, yq.

(91.252)

Les dérivées de u et v par rapport à x et y sont connues. Nous avons donc

Bf
Bx px, yq “

1
2
Bf̃
Bu

`
upx, yq, vpx, yq˘` 1

2
Bf̃
Bv

`
upx, yq, vpx, yq˘

Bf
By px, yq “

1
2
Bf̃
Bu

`
upx, yq, vpx, yq˘´ 1

2
Bf̃
Bv

`
upx, yq, vpx, yq˘.

(91.253)

En substituant ces valeurs dans l’équation pour f , nous trouvons la condition suivante pour
f̃ :

Bf̃
Bv

`
upx, yq, vpx, yq˘ “ 0, (91.254)
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c’est-à-dire que f̃ ne dépend pas de v. Il existe donc une fonction ψ telle que f̃pu, vq “ ψpuq.
Cela donne, sur f , la forme suivante :

fpx, yq “ f̃
`
upx, yq, vpx, yq˘ “ ψ

`
upx, yq˘ “ ψ

`px` yq{2˘. (91.255)

La conclusion est que la fonction f ne peut être qu’une fonction de x` y, ou encore que les
variables x et y ne peuvent apparaitre que sous la combinaison x` y.
Par exemple les fonctions suivantes sont bonnes :

fpx, yq “ x` y (91.256a)

fpx, yq “ cospx` yq
px` yq2 . (91.256b)

Mais la fonction fpx, yq “ x2 ` y2 n’est pas bonne.

Exercise 247 exoCalculDifferentiel0010

Trouver toutes les fonctions f : R2 Ñ R, C1 sur R2 telles que

Bf
Bx px, yq ` 2xBfBy px, yq “ 0 (91.257)eCDuzEqareseCDuzEqares

pour tout px, yq P R2. On pourra effectuer le changement de variables x “ u, y “ v ` u2.corrCalculDifferentiel0010

Correction of the exercise 247
Nous effectuons le changement de variable suivant :

xpu, vq “ u upx, yq “ x

ypu, vq “ v ` u2 vpx, yq “ y ´ x2.
(91.258)

Nous allons avoir besoin des dérivées de ce changement de variable :

Bu
Bx “ 1 Bv

Bx “ ´2x
Bu
By “ 0 Bv

By “ 1.
(91.259)

Maintenant nous considérons la fonction f̃ comme étant la fonction f « vue dans les variables u
et v », c’est-à-dire

f̃pu, vq “ f
`
xpu, vq, ypu, vq˘. (91.260)

Nous pouvons aussi voir f comme donnée en termes de f̃ par la formule inverse :

fpx, yq “ f̃
`
upx, yq, vpx, yq˘. (91.261)

Nous calculons les dérivées de f en termes de celles de f̃ en utilisant la formule de dérivation de
fonctions composées :

Bf
Bx px, yq “

Bf̃
Bu pu, vq

Bu
Bxpx, yqlooomooon

“1

`Bf̃Bv pu, vq
Bv
Bxpx, yqlooomooon

“´2x

“ Buf̃pu, vq ´ 2xBvf̃pu, vq.
(91.262)

De la même façon,
Bf
By px, yq “

Bf̃
Bu pu, vq

Bu
By px, yq `

Bf̃
Bv pu, vq

Bv
By px, yq

“ Bvf̃pu, vq.
(91.263)
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Il est sous-entendu que lorsque nous écrivons Bvf̃pu, vq, nous entendons

Bf̃
Bv

`
upx, yq, vpx, yq˘, (91.264)

en tant que fonction de x et y.
L’équation (91.257) devient donc Buf̃ ´ 2xBvf̃ ` 2xBvf̃ “ 0, c’est-à-dire simplement

Bf̃
Bu pu, vq “ 0. (91.265)

La résolution de cette équation est qu’il doit exister une fonction ψ : RÑ R telle que

f̃pu, vq “ c` ψpvq. (91.266)

La fonction f donnée en termes des variables x et y devient

fpx, yq “ f̃
`
upx, yq, vpx, yq˘ “ c` ψ`vpx, yq˘ “ c` ψpy ´ x2q. (91.267)

Notez que l’on peut écrire plus simplement fpx, yq “ ψpy ´ x2q parce que la fonction ψ étant
arbitraire, on peut la redéfinir pour inclure la constante.

Exercise 248 exoCalculDifferentiel0011

Trouver toutes les fonctions f : R2 Ñ R de classe C1 sur R2ztp0, 0qu, continues sur R2 telles
que

x
Bf
Bx px, yq ` y

Bf
By px, yq “

a
x2 ` y2 (91.268)EqeCDuueqaresEqeCDuueqares

pour tout px, yq P R2ztp0, 0qu. On pourra effectuer le changement de variables x “ r cos θ, y “
r sin θ avec r ą 0 et θ P R. corrCalculDifferentiel0011

Correction of the exercise 248
Passons aux coordonnées polaires, c’est-à-dire posons

x “ r cospθq r “ px2 ` y2q1{2

y “ r sinpθq θ “ arctan
´y
x

¯
.

(91.269)

Nous considérons la fonction f̃ définie par

f̃pr, θq “ f
`
xpr, θq, ypr, θq˘, (91.270)EqeCDchemuudevarfftrtxyEqeCDchemuudevarfftrtxy

et ensuite nous voyons f̃ comme une fonction composée. Nous avons

Bf
Bx “

Bf̃
Br
Br
Bx `

Bf̃
Bθ
Bθ
Bx

“ Brf̃ xa
x2 ` y2

` Bθf̃ 1
1` `

y
x

˘2

´
´ y

x2

¯

“ Brf̃ xa
x2 ` y2

´ Bθf̃ y

x2 ` y2 .

(91.271)

En ce qui concerne la dérivée par rapport à y, nous faisons

Bf
By “ Brf̃

ya
x2 ` y2

` Bθ x

x2 ` y2 . (91.272)

Nous pouvons maintenant chercher à résoudre l’équation (91.268). Nous l’écrivons sous la forme

1 “ xa
x2 ` y2

Bf
Bx `

ya
x2 ` y2

Bf
By . (91.273)
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Nous avons donc
1 “

ˆ
x2

x2 ` y2 `
y2

x2 ` y2

˙
Brf̃ `

ˆ ´yx` xy
px2 ` y2q3{2

˙
Bθf̃ (91.274)

L’équation se réduit donc à
Bf̃
Br “ 1, (91.275)EqeCDuueqsimpEqeCDuueqsimp

et par conséquent
f̃pr, θq “ r ` cpθq. (91.276)

Pour obtenir cela, nous avons pris l’intégrale de (91.275) par rapport à r et nous avons considéré
que la constante d’intégration pouvait dépendre de θ. Nous trouvons maintenant la forme générale
de f en utilisant la définition (91.270) « à l’envers » :

fpx, yq “ f̃
`
rpx, yq, θpx, yq˘ “ rpx, yq ` c`θpx, yq˘ “

a
x2 ` y2 ` c` arctan

´y
x

¯ ˘
. (91.277)

Au final, ce que nous avons prouvé, c’est que pour toute fonction c : RÑ R, la fonction

fpx, yq “
a
x2 ` y2 ` c` arctan

´y
x

¯ ˘
(91.278)

est une solution de l’équation proposée. De plus, toutes les solutions s’écrivent de cette manière
pour une certaine fonction c.

Étant donné que nous demandons des fonctions C1, nous demandons que la fonction c soit C1.
Exercise 249 dd exoCalculDifferentiel0012

Trouver toutes les fonctions f : R2 Ñ R, de classe C2 sur R2 qui vérifient

(1) B
2f

Bx2 “ 0

(2) B2f

BxBy “ 0

(3) aaB
2f

Bx2 “ cospx` yq
Pour chaque exercice, donner quelques exemples explicites. corrCalculDifferentiel0012

Correction of the exercise 249
(1) Cette équation décrit le mouvement d’une particule dans le plan dont nous savons qu’elle ne

subit aucune accélération dans la direction x et dont nous n’avons aucune information sur le
mouvement dans la direction y.
L’équation

B
Bx

ˆBf
Bx

˙
“ 0 (91.279)

signifie que la fonction Bf
Bx px, yq ne dépend pas de x. Il existe donc une fonction ψ telle que

Bf
Bx px, yq “ ψpyq. (91.280)

En intégrant les deux membres par rapport à x nous trouvons

fpx, yq “ xψpyq ` φpyq. (91.281)

Dans cette formule, φ est la constante d’intégration. Vu que nous avons effectué une intégrale
par rapport à x, cette constante d’intégration ne peut pas dépendre de x. Elle peut cependant
dépendre de y.
Note : la fonction φpyq est n’importe quelle fonction de y, et peut en particulier avoir une
partie constante. Les fonctions suivantes sont bonnes :

fpx, yq “ xy ` 1
fpx, yq “ cospyq c’est à dire ψpyq “ 0 et φpyq “ cospyq (91.282)
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(2) Nous avons B
Bx

´Bf
By
¯
“ 0, et donc Byf “ ψpyq pour une certaine fonction. En intégrant par

rapport à y nous trouvons

fpx, yq “
ż
ψpyqdy ` φpxq ` C (91.283)

où φpxq ` C est la constante d’intégration. Étant donné que
ş
ψpyqdy peut être n’importe

quelle fonction (nous ne sommes intéressés qu’aux fonctions C2), nous avons la forme générale

fpx, yq “ ψpyq ` φpxq. (91.284)

Les fonctions qui répondent à la question sont donc des fonctions qui ont une partie en
x et une partie en y complètement séparées. En autres exemples, les fonctions suivantes
fonctionnent :

fpx, yq “ cospyq ` sinpxq ´ 4

gpx, yq “ x` y
xy

.
(91.285)

La seconde peut paraitre étonnante, mais ce n’est rien d’autre que 1
x ` 1

y .
(3) Nous avons

B
Bx

ˆBf
Bx

˙
“ cospx` yq, (91.286)

et par conséquent,
Bf
Bx “

ż
cospx` yqdx “ sinpx` yq ` ψpyq (91.287)

où ψ est la constante d’intégration par rapport à x. En intégrant encore,

fpx, yq “ ´ cospx` yq ` xψpyq ` φpyq. (91.288)

Exercise 250 aa exoCalculDifferentiel0013

Résoudre l’équation

2B
2f

Bx2 px, yq ´ 5 B
2f

BxBy px, yq ` 2B
2f

By2 px, yq “ 0 (91.289)

avec f : R2 Ñ R de classe C2 en utilisant le changement de variables u “ x` 2y, v “ x` 1
2y.corrCalculDifferentiel0013

Correction of the exercise 250
Nous effectuons le changement de variables

u “ x` 2y

v “ x` 1
2y,

(91.290)

avec les dérivées partielles
Bu
Bx “ 1 Bu

By “ 2

Bv
Bx “ 1 Bv

By “
1
2 .

(91.291)

Nous posons
fpx, yq “ f̃

`
upx, yq, vpx, yq˘, (91.292)

et puis nous écrivons l’équation demandée en termes de f̃ . Nous avons

Bf
Bx “ Buf̃ ` Bvf̃ , (91.293)EqeCDzzutEqderuncxEqeCDzzutEqderuncx
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donc
B2f

Bx2 “ B2
uuf̃

Bu
Bx ` B

2
vuf̃

Bv
Bx ` B

2
uvf̃

Bu
Bx ` B

2
vvf̃

Bv
Bx

“ B2
uuf̃ ` 2B2

uvf̃ ` B2
vvf̃ .

(91.294)

Pour calculer B2
xyf , nous pouvons calculer B2

yxf et donc dériver par rapport à y l’équation (91.293) :

B2f

BxBy “
B
By

`Buf̃ ` Bvf̃
˘

“ 2B2
uuf̃ `

5
2B

2
uvf̃ `

1
2B

2
vvf̃

(91.295)

où nous avons utilisé le fait que B2
uvf̃ “ B2

vuf̃ . En ce qui concerne les dérivées par rapport à y,

Bf
By “ 2Buf̃ ` 1

2Bvf̃ (91.296)

et
B2f

By2 “ 2B2
uuf̃

Bu
By ` 2Bvuf̃ BvBy `

1
2B

2
uvf̃

Bu
By `

1
2B

2
vvf̃

Bv
By

“ 4B2
uuf̃ ` 2B2

uvf̃ `
1
4B

2
vvf̃ .

(91.297)

En écrivant l’équation à résoudre avec ces expressions, nous trouvons ´ 9
12B2

uvf̃ “ 0, c’est-à-dire

B
Bu

ˆBf̃
Bv

˙
“ 0. (91.298)

Étant donné que la dérivée de Bvf̃ par rapport à u est nulle, nous savons qu’il existe une fonction
ψ de v uniquement telle que

Bf̃
Bv “ ψpvq. (91.299)

En intégrant par rapport à v, et en se souvenant que la constante d’intégration peut être une
fonction de u, nous trouvons qu’il existe une fonction φ de u telle que

f̃pu, vq “
ż
ψpvqdv ` φpuq. (91.300)

La fonction ψ étant arbitraire, sa primitive est arbitraire. Quitte à redéfinir ψ, nous écrivons

f̃pu, vq “ ψpvq ` φpuq. (91.301)

Nous exprimons maintenant la réponse en termes de x et y :

fpx, yq “ f̃
`
upx, yq, vpx, yq˘ “ ψpx` 1

2yq ` φpx` 2yq. (91.302)

Exercise 251 exoCalculDifferentiel0015

Soient f, g : RN Ñ R deux applications différentiables en x0 P RN .
(1) Montrer que les applications f ` g et fg sont différentiables en x0 et que

Dpf ` gqpx0q “ Dfpx0q `Dgpx0q (91.303a)
Dpfgqpx0q “ fpx0qDgpx0q ` gpx0qDfpx0q. (91.303b)

(2) En déduire que pour tout n P N0 nous avons

Dfnpx0q “ nfn´1px0qDfpx0q. (91.304)
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corrCalculDifferentiel0015

Correction of the exercise 251
Les deux premières égalités sont respectivement la proposition 12.266 et le lemme 12.267. En

ce qui concerne la différentielle de la puissance n de f , nous procédons par récurrence. Si la formule
est valable pour n, alors

F pfn`1qpx0q “ Dpffnqpx0q
“ fpx0qDfnpx0q ` fnpx0qDfpx0q
“ fpx0qnfn´1px0qDfpx0q ` fnpx0qDfpx0q
“ nfnpx0qDfpx0q ` fnpx0qDfpx0q
“ pn` 1qfnpx0qDfpx0q.

(91.305)

Exercise 252 exoCalculDifferentiel0016

Soit f : RN Ñ R une application différentiable sur RN telle que pour tout x P RN ,

dfpxq “ 0. (91.306)

Montrer qu’il existe une constante C P R telle que fpxq “ C. corrCalculDifferentiel0016

Correction of the exercise 252
Cet exercice est une partie de la proposition 12.312.
Exercise 253 ff !ff exoCalculDifferentiel0017

Soit f : RN Ñ R une application deux fois différentiable sur RN telle que

d2fpxq “ 0 (91.307)

pour tout x P RN . Montrer qu’il existe a P RN et b P R tels que

fpxq “ a·x` b. (91.308)
corrCalculDifferentiel0017

Correction of the exercise 253
Il faut d’abord bien comprendre ce que signifie d2pfq parce que déjà df est une application

linéaire. En ce qui concerne les espaces, nous avons

f : RN Ñ R

df : RN Ñ LpRN ,Rq
dpdfq : Rn Ñ L

`
RN ,LpRN ,Rq˘.

(91.309)

En général, nous avons toujours, si f : AÑ B, alors df : AÑ LpA,Bq. Nous avons juste appliqué
ce principe à f puis à df lui-même.

La proposition 12.312 dit que lorsque df est nulle, f est constante. En extrapolant un peu ce
résultat, nous acceptons que si dpdfq est nulle, alors df est constante en tant que application de
RN dans LpRN ,Rq. Il existe donc T P LpRN ,Rq tel que

T “ dfpxq (91.310)CD17dfxTCD17dfxT

pour tout x. Si nous considérons la base canonique teiu, nous pouvons expliciter (91.310) en
l’appliquant le vecteurs ek :

T pekq “ dfpxq.ek “
ÿ

i

Bf
Bxi pxqδik “

Bf
Bxk pxq (91.311)

parce que pekqi “ δik. Nous notons ak “ T pekq ; c’est un réel bien défini. Maintenant nous avons
l’équation

Bf
Bxk pxq “ ak (91.312)
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pour tout x P RN . Si nous l’intégrons par rapport à xk, nous trouvons

fpxq “ xkak ` φpx1, . . . , x̂k, . . . , xN q (91.313)EqCD17fxxkaEqCD17fxxka

où φ est la « constante » d’intégration. Elle dépend de tous les xi sauf de xk (c’est le sens du
chapeau que nous avons mis sur xk). L’équation (91.313) est valable pour chaque k. Nous avons
donc en réalité N équations. En dimension deux, nous aurions les équations

fpx1, x2q “ x1a1 ` φ1px2q (91.314a)
fpx1, x2q “ x2a2 ` φ2px1q. (91.314b)

La seule façon de choisir le fonction φ1 et φ2 de telle façon à avoir les deux égalités en même temps
est de prendre φ1px2q “ a2x2 ` C et φ2px1q “ a1x1 ` C. La même chose se passe en dimension
plus grande : la seule façon de choisir les fonctions φk de façon à satisfaire toutes les équations
(91.313) en même temps est de prendre

φkpx1, . . . , x̂k, ¨ ¨ ¨ , xN q “ a1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` ak´1xk´1 ` ak`1xk`1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNxN ` C, (91.315)

et donc nous devons avoir,
fpxq “ a1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` aNxN ` C, (91.316)

c’est-à-dire exactement fpxq “ a·x` C où C est une constante.
Exercise 254 exoCalculDifferentiel0019

Soient f : R2 Ñ R et g : R2 Ñ R et h : RÑ R définies par

gpx, yq “ fpy, xq
hpxq “ fpx, xq (91.317)

pour tout x et y dans R. Calculer les dérivées partielles premières de g et h en fonction de celles
de f , en supposant f de classe C1 sur R2.

corrCalculDifferentiel0019

Correction of the exercise 254
Le plus simple est de calculer à partir des définitions. Nous avons

Bg
Bxpx, yq “ lim

tÑ0

gpx` t, yq ´ gpx, yq
t

“ lim
tÑ0

fpy, x` tq ´ fpy, xq
t

“ BfBy py, xq;

(91.318)

ensuite Bg
By px, yq “ lim

tÑ0

gpx, y ` tq ´ gpx, yq
t

“ lim
tÑ0

fpy ` t, xq ´ fpy, xq
t

“ BfBx py, xq.

(91.319)

Pour h, le plus simple est de considérer h comme une fonction composée :

hpxq “ pf ˝ φqpx, yq (91.320)

où φ : R2 Ñ R2 est donnée par φpx, yq “ px, xq. En utilisant la formule de dérivation des fonctions
composées,

h1pxq “ B1f
`
φpx, yq˘ Bφ1

Bx px, yqloooomoooon
“1

`B2f
`
φpx, yq˘ Bφ2

Bx px, yqloooomoooon
“1

“ BfBx px, xq `
Bf
By px, xq.

(91.321)
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Exercise 255 exoCalculDifferentiel0020

Soient f : RÑ R de classe C2 et g : R2 Ñ R définie par

gpx, yq “
$
&
%

fpxq ´ fpyq
x´ y si x ‰ y

f 1pxq si x “ y
(91.322)

Montrer que g est de classe C1 sur R2. corrCalculDifferentiel0020

Correction of the exercise 255
Nous devons montrer que g est continue, et puis que ses dérivées partielles existent et sont

également continues.
Commençons par prouver que g est continue. Nous devons prouver que pour tout h P R,

lim
px,yqÑph,hq

fpxq ´ fpyq
x´ y “ f 1phq. (91.323)EqeCDzvgtllyEqeCDzvgtlly

Étant donné que f est de classe C2, nous pouvons effectuer un développement en suivant la formule
(12.1272).

fpxq “ fphq ` f 1phqpx´ hq ` αpxqpx´ hq (91.324a)EqeCDzzszfxEqeCDzzszfx

fpyq “ fphq ` f 1phqpy ´ hq ` αpyqpy ´ hq (91.324b)

où la fonction α a la propriété que limxÑh αpxq “ 0. En substituant ces expressions dans la limite
à calculer (91.323), nous trouvons

lim
px,yqÑph,hq

fpxq ´ fpyq
x´ y “ f 1phq ` lim

px,yqÑph,hq
`
αpxq ´ αpyq˘ “ f 1phq, (91.325)

ce qu’il fallait. La fonction g est donc continue. Il s’agit maintenant de prouver la continuité des
dérivées partielles aux points ph, hq (la fonction f étant C2, le quotient qui définit g est certainement
C1 aux points autres que ph, hq).

En vertu du théorème 12.291, pour prouver que g est C1, il suffit de prouver que les dérivées par-
tielles existent et sont continues. Nous devons donc vérifier que limpx,yqÑph,hq Bxfpx, yq “ Bxfph, hq
(et idem pour y). D’abord, si px, yq n’est pas de la forme ph, hq, nous avons

Bxgpx, yq “ f 1pxqpx´ yq ´ `
fpxq ´ fpyq˘

px´ yq2 . (91.326)EqzzdzpxgxyunEqzzdzpxgxyun

Ensuite,

Bxfph, hq “ lim
tÑ0

gph` t, hq ´ gph, hq
t

“ lim
tÑ0

fph`tq´fphq
ph`tq´h ´ f 1phq

t
. (91.327)

Pour effectuer cette limite, il ne suffit pas d’écrire fph`tq en substituant x par h`t dans (91.324a).
En effet, simplifications, il reste

lim
tÑ0

f 1phqt`αph`tqt
t ´ f 1phq

t
“ lim

tÑ0

αph` tq
t

. (91.328)

Cette dernière limite est indéterminée ; il faut donc développer jusqu’à un ordre supérieur :

fph` tq “ fphq ` tf 1phq ` t2

2 f
2phq ` βptqt2 (91.329)

En effectuant le calcul, nous trouvons que

Bxfph, hq “ 1
2f

2phq. (91.330)
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Nous calculons par ailleurs limpx,yqÑph,hq Bxgpx, yq en substituant le développement (voir (12.1273))

fpyq “ fpxq ` f 1pxqpy ´ xq ` f2pxqpy ´ xq
2

2 ` βpy ´ xqpy ´ xq2 (91.331)

dans l’équation (91.326) :

lim
px,yqÑph,hq

Bxgpx, yq

“ lim
px,yqÑph,hq

f 1pxqpx´ yq ´
´
´ f 1pxqpy ´ xq ´ f2pxq py´xq2

2 ´ αpy ´ xqpy ´ xq2
¯

px´ yq2

“ lim
px,yqÑph,hq

f2pxq
2 ´ αpy ´ xq

“ f2phq
2 .

(91.332)
Étant donné que limpx,yqÑph,hq Bxgpx, yq “ Bxgph, hq, nous avons la continuité de la dérivée première
dans la direction de x. La dérivée dans la direction de y se traite de la même façon, et nous obtenons
la continuité.

La fonction g est donc C1 par le théorème 12.291 parce que ses dérivées partielles sont continues.

91.5 Intégrales multiples
Exercise 256 dd exoIntegralesMultiples0001

Soit D “ r0, 1s2. Calculer
ĳ

D

dx dy

px` y ` 1q2 .
corrIntegralesMultiples0001

Correction of the exercise 256
Nous décomposons l’intégrale double en deux intégrales simples en utilisant le théorème de

Fubini (voir les théorèmes 20.174 et 20.26.8) :

I “
ĳ

r0,1sˆr0,1s

1
px` y ` 1q2dxdy “

ż

r0,1s

«ż

r0,1s
1

px` y ` 1q2dx
ff
dy. (91.333)

La première intégrale à faire est l’intégrale
ş

r0,1s
1

px`y`1q2dx. Cela est une intégrale par rapport à x
dans laquelle nous devons considérer y comme constante. Cela est donc une intégrale de la formeş1
0

1
px`aq2 avec a “ y ` 1. Ce type d’intégrale s’effectue en posant t “ x` a.
Nous posons donc t “ x` y ` 1, et nous calculons :

ż 1

0

1
px` y ` 1q2dx “

ż y`2

y`1

1
t2
dt “

„
´1
t

ȷy`2

y`1
“ 1
y ` 1 ´

1
y ` 2 . (91.334)

Maintenant nous pouvons poursuivre :

I “
ż 1

0

ˆ
1

y ` 1 ´
1

y ` 2

˙
dy “ 2 lnp2q ´ lnp3q. (91.335)

Pour obtenir cela, nous avons intégré séparément les deux termes, en utilisant les changements de
variables t1 “ y ` 2 et t2 “ y ` 1. Ne pas oublier que

ş
dx
x “ lnpxq.

Exercise 257 exoIntegralesMultiples0002

Calculer les intégrales suivantes sur les domaines donnés.

(1) ddI1 “
ĳ

D

px` yqe´xe´ydxdy où D “ ␣px, yq P R2 tels que x, y ě 0, x` y ď 1
(
.
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(2) ddItemexoIntegralesMultiples0002ii
I2 “

ĳ

D

px2 ` y2qdxdy où D “ ␣px, yq P R2 tels que x2 ` y2 ă x, x2 ` y2 ą y
(
.

(3) ddItemexoIntegralesMultiples0002iii
I3 “

ĳ

D

xy

1` x2 ` y2dxdy où D “ ␣px, yq P r0, 1s2 tels que x2 ` y2 ě 1
(
.

(4) aaI4 “
ĳ

D

1
x` xy ` y ` 1dxdy où D “ r0, π2 s ˆ r0, 1

2 s.

(5) ddI5 “
¡

D

z dxdydz où D “ ␣px, y, zq P pR`q3 tels que y2 ` z ď 1, x2 ` z ď 1
(
.

(6) aaI5 “
ĳ

D

xy dxdy où D “
!
px, yq P R2 tels que x, y ą 0, x2

a2 ` y2

b2 ď 1
)

avec a, b ą 0.

corrIntegralesMultiples0002

Correction of the exercise 257
La véritable difficulté de l’exercice est de décomposer le domaine correctement. Après, ce sont

des intégrales à effectuer.
(1) Dans le domaine, x peut prendre n’importe quelle valeurs entre 0 et 1. Mais une fois que x

est fixé, la variable y ne peut varier qu’entre 0 et 1´ x. Nous décomposons donc l’intégrale
de la façon suivante :

I1 “
ż 1

0

„ż 1´x

0
px` yqe´xe´ydy

ȷ
dx “

ż 1

0

`px` 1qe´x ´ 2e´1˘dx “ 2´ 5e´1. (91.336)

(2) La combinaison x2 ` y2 nous incite à passer en polaires. Le domaine est donné par les
inéquations

"
r2 ă r cospθq (91.337a)
r2 ą r sinpθq. (91.337b)

Étant donné que r est toujours positif, on peut simplifier ces inéquations par r sans toucher
au sens des inégalités. Le domaine sera donc sinpθq ă r et r ă cospθq. Notons que quand
sinpθq ă 0, alors le domaine de variation de r est r0, cospθqr (et non s sinpθq, cospθqr). Il faudra
donc intégrer séparément la partie du domaine avec sinpθq ă 0 et celle avec sinpθq ą 0.
Si sinpθq ă 0 la condition cospθq ą r ě 0 nous dit que θ varie entre ´π{2 et 0.
Si sinpθq ą 0 la condition cospθq ą r ą sinpθq nous dit que θ varie entre 0 et π{4.
L’intégrale à effectuer est donc

I2 “
ż 0

´π{2

ż cos θ

0
r3 drdθ

looooooooooomooooooooooon
“ 3π

64

`
ż π{4

0

ż cos θ

sin θ
r3 drdθ

loooooooooomoooooooooon
“ 1

8

“ 3π
64 `

1
8 . (91.338)

Le dessin du domaine est lui aussi très intéressant à étudier. L’équation x2 ` y2 “ x est un
cercle parce que, en reformant le carré, nous avons successivement

x2 ´ x` y2 “ 0
ˆ
x´ 1

2

˙2
´ 1

4 ` y
2 “ 0

ˆ
x´ 1

2

˙2
` y2 “

ˆ
1
2

˙2
,

(91.339)

ce qui est l’équation du cercle de rayon 1{2 et de centre p1
2 , 0q. Par conséquent l’inéquation

x2 ` y2 ă x correspond à l’intérieur de ce cercle.
De la même façon, l’inéquation x2 ` y2 ą y correspond à l’extérieur du cercle de rayon 1

2 et
de centre p0, 1

2q. Le domaine est dessiné sur la figure 91.14. On y voit que pour la partie en
dessous de y “ 0, il n’y a pas de contraintes sur le rayon (à part de rester dans le cercle).
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1

1

Figure 91.14: Domaine d’intégration pour l’exercice 257.(2). LabelFigDeuxCercles

‚

‚

1

1

LabelFigIntTroisssLabelMauvais

(a) Intégrer en carté-
siennes.

‚ ‚
‚
‚

1

1

LabelFigIntTroisssLabelBon

(b) Intégrer en polaires.

Figure 91.15: Domaine d’intégration pour l’exercice 257.(3). LabelFigIntTrois

(3) Nous devons intégrer sur la partie du carré de côté 1 qui ne se trouve pas dans le cercle.
Nous pourrions, pour chaque x entre 0 et 1, pour y entre

?
1´ x2 et 1, comme indiqué sur

la figure 91.15(a), mais nous pouvons aussi intégrer en polaires comme indiqué sur la figure
91.15(b).
Dans le cas des polaires, on intègre θ de 0 à π{2, et puis pour r, le début de l’intégration est
en r “ 1 tandis que la fin de l’intégration est donnée par l’intersection entre la droite d’angle
θ et soit le côté vertical soit le côté horizontal du carré selon que θ soit plus petit ou plus
grand que π{4.
Pour θ ă π{4, si ρ est la valeur de r à laquelle la droite d’angle θ intersecte le côté vertical, et
y “ ρ sin θ la hauteur à laquelle ça se passe, nous avons ρ2 “ 1`y2, c’est-à-dire ρ “ 1{ cospθq.
Pour les angles entre π{4 et π{2, ce que nous obtenons est ρ “ 1{ sin θ.
L’intégrale à calculer en polaire est donc

I3 “
ż π{4

0

ż 1{ cos θ

1
f
`
r cos θ, r sin θ

˘
r drdθ `

ż π{2

π{4

ż 1{ sin θ

1
f
`
r cos θ, r sin θ

˘
r drdθ. (91.340)

Bonne chance.
En cartésiennes, les choses se révèlent plus facile. En effet nous devons faire

I3 “
ż 1

0

ż 1

?
1´x2

xy

1` x2 ` y2 dydx. (91.341)

Il faut bien comprendre que nous commençons par intégrer par rapport à y en traitant x
comment une « vulgaire » constante que nous pouvons même sortir de l’intégrale :

I3 “
ż 1

0
x

„ż 1

?
1´x2

y

p1` x2q ` y2dy

ȷ
dx

“
ż 1

0
x

„
1
2 lnpx2 ` y2 ` 1q

ȷ1

?
1´x2

dx

“ 1
2

ż 1

0

´
x lnpx2 ` 2q ´ x lnp2q

¯
dx.

(91.342)
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Nous avons utilisé la primitive classique
ş
y{pa ` y2q “ lnpy2 ` aq{2 lorsque a est positif, ce

qui est le cas de 1` x2. À partir de là, nous sommes sur une intégrale usuelle, très similaire
à (18.79). Le résultat est :

I3 “ 3
4 ln

ˆ
3
2

˙
´ 1

4 . (91.343)

Une des morales de cet exercice est qu’il y a des situations dans lesquelles la façon de
paramétrer le domaine change radicalement la difficulté du calcul effectif des intégrales. Ici
c’est nettement plus simple en cartésiennes.

(4) Attention à l’ordre des intégrales. Ceci est faux :

I4 “
ż π{2

0

ż 1{2

0

1
x` xy ` y ` 1dxdy. (91.344)

En effet dans cette écriture c’est x qu’on intègre de 0 à 1
2 , or dans le domaine la variable x

est dans r0, π2 s. Ce qui est correct est

I4 “
ż 1{2

0

ż π{2

0

1
x` xy ` y ` 1dxdy. (91.345)

La première chose à faire est de factoriser le dénominateur : x` xy` y` 1 “ px` 1qpy` 1q.
Ensuite, nous pouvons diviser l’intégrale en deux intégrales indépendantes en sortant 1

y`1 de
l’intégrale sur x :

I4 “
ż 1{2

0

1
y ` 1dy

ż π{2

0

1
x` 1dx “ ln

´π
2 ` 1

¯
ln
ˆ

3
2

˙
. (91.346)

(5) Une façon de paramétrer le domaine est le suivant :

z : 0 Ñ 1
y : 0 Ñ ?

1´ z
x : 0 Ñ ?

1´ z.
(91.347)

Nous laissons donc aller z de 0 à 1, et pour chacune des valeurs de z, nous contraignons x
et y en fonction de z par les équations y2 ` z ď 1 et x2 ` z ď 1. L’intégrale est donc, en se
rappelant que

ş
z dx “ xz,

I4 “
ż 1

0

ż ?
1´z

0

ż ?
1´z

0
z dxdydz

“
ż 1

0

ż ?
1´z

0
rxzsx“?

1´z
x“0 dydz

“
ż 1

0

ż ?
1´z

0
z
?

1´ z dydz

“
ż 1

0
ryz?1´ zs

?
1´z

0 dz

“
ż 1

0
zp1´ zq dz

“ 1
6 .

(91.348)

(6) Nous avons envie d’utiliser une version un peu modifiée des coordonnées polaires : x “
ar cospθq, y “ br sinpθq, de telle façon à épouser les formes du domaine. Pour intégrer, il faut
comprendre et utiliser le théorème 14.292. Ici,

ϕpr, θq “ `
ar cospθq, br sinpθq˘, (91.349)
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et l’intégrale devient
ż

D
fpx, yqdxdy “

ż

ϕ´1pDq
f
`
ϕpr, θq˘|Jϕpr, θq|drdθ. (91.350)

Le jacobien est donné par

|Jϕpr, θq| “ det
ˆBϕ1

Br
Bϕ1
BθBϕ2

Br
Bϕ2
Bθ

˙
“
ˆ
a cospθq ´ar sinpθq
b sinpθq br cospθq

˙
“ abr. (91.351)

Notez que dans le cas particulier a “ b “ 1, nous retrouvons le jacobien usuel r des coor-
données polaires. Il faut trouver ϕ´1pDq. Pour parcourir le quart d’ellipse proposé, il faut
r : 0 Ñ 1 et θ : 0 Ñ π{2. Nous devons calculer

I5 “
ż

r0,1sˆr0,π
2 s
par cos θqpbr sin θqabr drdθ

“ a2b2
ż π{2

0

ż 1

0
r3 cos θ sin θ drdθ

“ a2b2

8

(91.352)

où nous avons utilisé l’intégrale (18.87).
Exercise 258 exoIntegralesMultiples0003

Soit D le disque de centre p0, 1q et de rayon 1 du plan. Calculer
ĳ

D

px2 ` y2qdxdy. (91.353)

corrIntegralesMultiples0003

Correction of the exercise 258
L’équation qui décrit le cercle D en coordonnées polaires est r “ 2 sinpθq. Dans l’intégrale il

faut donc faire varier r entre 0 et 2 sinpθq et θ entre 0 et π. L’intégrale à calculer devient
ż π

0

ż 2 sinpθq

0
2r2 sinpθq drdθ “

ż π

0

“2r3

3 sinpθq‰r“2 sinpθq
r“0 dθ

“
ż π

0

`16 sin4pθq
3

˘
dθ

“ 2π.

(91.354)

Exercise 259 exoIntegralesMultiples0004

Soit D “ tx2 ` y2 ď 1, 0 ď z ď 1´ px2 ` y2qu Ă R3. Calculer le volume de D.corrIntegralesMultiples0004

Correction of the exercise 259
En coordonnées cylindriques, les bornes d’intégration sont données par

$
’&
’%

r P r0, 1s (91.355a)
z P r0, 1´ r2s (91.355b)
θ P r0, 2πs. (91.355c)

La fonction à intégrer est 1 (pour le volume) qu’il faut multiplier par le jacobien des coordonnées
cylindriques (r) : ż 1

0

ż 1´r2

0

ż 2π

0
r dθdzdr “ ´2π

ż 1

0
rpr2 ´ 1q dr “ π

2 . (91.356)
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Exercise 260 exoIntegralesMultiples0005

Soit D “ tx ě 0, y ě 0, z ě 0, x` y ` z ď 1u. Calculer :
ĳ

D

dx dy dz

p1` x` y ` zq3 . (91.357)

corrIntegralesMultiples0005

Correction of the exercise 260
Le domaine d’intégration est donné par les bornes

$
’&
’%

x P r0, 1s (91.358a)
y P r0, 1´ xs (91.358b)
z P r0, 1´ x´ ys. (91.358c)

L’intégrale à calculer devient

I “
ż 1

0

ż 1´x

0

ż 1´x´y

0

1
p1` x` y ` zq3dzdydx. (91.359)

L’intégrale selon z se fait avec la formule
ş 1

pa`tq3dt “ ´1
2

1
pa`tq2 avec a “ 1` x` y. Il vient

I “
ż 1

0

ż 1´x

0

„
´1

2
1

p1` x` y ` zq2
ȷz“1´x´y

z“0
dydx “ lnp2q

2 ´ 5
16 . (91.360)

Exercise 261 exoIntegralesMultiples0006

Soit D “ tpx, yq;x ě 0, y ě 0, x2 ` y2 ď 1u. Calculer
ĳ

D

p4´ x2 ´ y2q dxdy.
corrIntegralesMultiples0006

Correction of the exercise 261
Le domaine est le quart de disque de rayon 1 et de centre p0, 0q. Il est donc conseillé de passer

aux coordonnées polaires. En comptant le jacobien r, l’intégrale à effectuer est

I “
ż π{2

0

ż 1

0
p4´ r2qr drdθ “ 7π

8 . (91.361)

Exercise 262 exoIntegralesMultiples0007

Identifier les ensembles suivants et calculer leur aire s’ils sont dans R2, leur volume s’ils sont
dans R3.

(1) D “
!
px, yq P R2 | x2

a2 ` y2

b2 ď 1
)

avec a, b ą 0 ;

(2) D “
!
px, y, zq P R3 | x2

a2 ` y2

b2 ` z2

c2 ď 1
)

avec a, b, c ą 0 ; qu’obtient-on dans le cas particulier
où D est la boule unité de R3 ?

(3) D “ ␣px, y, zq P R3 | x2 ` y2 ď R , 0 ď z ď h
(

avec R, h ą 0 ;
(4) D “ ␣px, y, zq P R3 | x ě 0 , y ě 0 , z ě 0 , x` y ` z ď 1

(
;

(5) D “ ␣px, y, zq P R3 | x2 ` y2 ď z2{h2 , 0 ď z ď h
(

avec h ą 0.
corrIntegralesMultiples0007

Correction of the exercise 262
(1) Ceci est une ellipse de demi-grands axes a et b. Les coordonnées qui s’invitent d’elles mêmes

sont
"
x “ ar cospθq (91.362a)
y “ br sinpθq, (91.362b)

dont le jacobien est abr.

A “
ż 1

0

ż 2π

0
abr dθdr “ abπ. (91.363)

Notez que si a “ b “ R, c’est le cercle de rayon R et nous avons la formule habituelle πR2

pour l’aire.
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(2) Ici c’est la même chose, mais avec trois variables. On prend les coordonnées sphériques
modifiées $

’&
’%

x “ aρ cospθq sinpϕq (91.364a)
y “ bρ sinpθq sinpϕq (91.364b)
z “ cρ cospϕq, (91.364c)

dont le jacobien vaut abcρ2 sinpϕq. L’intégrale à calculer est donc

V “ abc

ż 1

0

ż π

´π

ż π

0
ρ2 sinpϕq dϕdθdρ “ 4π

3 abc. (91.365)

Si a “ b “ c “ R, nous avons la sphère de rayon R, et nous retrouvons la formule classique
du volume de la sphère V “ 4

3πR
3.

(3) L’ensemble proposé est un cylindre plein de rayon R et de hauteur h. Les coordonnées
cylindriques sont là pour ça :

V “
ż R

0

ż h

0

ż 2π

0
rdθdzdr “ πR2h. (91.366)

(4) Il s’agit du volume contenu en dessous du plan x` y` z ´ 1 “ 0 dans le premier octant. En
fait, il s’agit de la même pyramide qu’on a déjà rencontrée dans l’exercice 260. L’intégrale à
faire est

V “
ż 1

0

ż 1´x

0

ż 1´x´y

0
dzdydx “ 1

6 . (91.367)

(5) Ceci est un cône posé sur sa pointe et de hauteur h. En effet, passons aux coordonnées
cylindriques, nous avons r2 ă z2{h2, et donc r ă z{h parce que r est toujours positif. À
chaque hauteur z, nous avons donc un disque de rayon z{h. Pour calculer le volume, c’est
l’intégrale

V “
ż h

0

ż z{h

0

ż 2π

0
r dθdrdz “ πh

3 . (91.368)

Exercise 263 exoIntegralesMultiples0008

Quel est le volume délimité par deux cylindres de révolution d’axes pOxq et pOyq et de même
rayon R ą 0 ? corrIntegralesMultiples0008

Correction of the exercise 263
Les équations du domaine sont

"
x2 ` z2 ď R2 (91.369a)
y2 ` z2 ď R2. (91.369b)

Vu que z est la variable qui arrive dans les deux équations, le plus simple est de faire varier z
d’abord et de faire varier x et y en fonction :

z P r´R,Rs
x P r´

a
R2 ´ z2,

a
R2 ´ z2s

y P r´
a
R2 ´ z2,

a
R2 ´ z2s.

(91.370)

L’intégrale à calculer devient

V “
ż R

´R

ż ?
R2´z2

´?
R2´z2

ż ?
R2´z2

´?
R2´z2

1 dydxdz

“ 2
ż R

´R

ż ?
R2´z2

´?
R2´z2

a
R2 ´ z2 dxdz

“ 4
ż R

´R
pR2 ´ z2q dz

“ 16
3 R

3.

(91.371)



4342 CHAPITRE 91. GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE (BESANÇON)

Exercise 264 exoIntegralesMultiples0009

Soit D “ tpx2 ` y2q2 ď xyu. Calculer la surface du domaine, ainsi que l’intégrale
ĳ

D

?
xy dx dy. (91.372)

corrIntegralesMultiples0009

Correction of the exercise 264
En coordonnées polaires, le domaine d’intégration est r2 ă sinpθq cospθq. L’angle θ ne peut donc

prendre que les valeurs telles que sinpθq cospθq ě 0, c’est-à-dire de 0 à π{2 et puis de π à 3π{2.
En ce qui concerne la surface, nous avons

S “ 2
ż π{2

0

ż ?sinpθq cospθq

0
r drdθ “ 2

ż π{2

0

1
2 sinpθq cospθqdθ “ 1

2 . (91.373)

En ce qui concerne l’intégrale, la fonction que nous devons intégrer étant la même en px, yq
qu’en p´x,´yq, nous pouvons simplement intégrer une des deux parties, et multiplier par deux :

I “ 2
ż π{2

0

ż?sinpθq cospθq

0
r2acospθq sinpθq drdθ. (91.374)

Ne pas oublier qu’il y a un r qui provient du jacobien des coordonnées polaires. Nous avons

I “ 2
ż π

0

a
sinpθq cospθq

„
r3

3

ȷ?cospθq sinpθq

0

“ 2
3

ż π

0
cos2pθq sin2pθqdθ.

(91.375)

Cette dernière intégrale se fait comme indiqué par la formule (18.90). Nous trouvons

I “ 2
3

„
θ

8 ´
4θ
32

ȷπ

0
“ π

12 . (91.376)

Exercise 265 exoIntegralesMultiples0010

Soient des nombres a, b, c et d tels que 0 ă a ď b et 0 ă c ď d. Calculer l’aire de D “ tax2 ď
y ď bx2, cx ď y ď d

xu. Indication : poser u “ y
x2 et v “ xy. corrIntegralesMultiples0010

Correction of the exercise 265
L’intégrale à calculer est ż

D
1dA.

Comme vous pouvez voire dans la figure, la region D n’est pas une region du premier ou du
deuxième type. Cependant D jouit d’une certaine régularité parce que son bord est donné par
deux morceaux d’hyperbole et deux morceaux de parabole. En fait, la méthode la plus simple
pour décrire D est d’introduire des nouvelles variables adaptées à sa geométrie. Nous choisissons
u “ y{x2 et v “ xy. On peut alors écrire D “ tpu, vq : u P ra, bs, v P rc, dsu.

La transformation inverse, qui nous donne x et y en fonction de u et v, est x “ pv{uq1{3 et
y “ puv2q1{3. Il faut bien comprendre que ces deux transformations sont définies et de classe C1

seulement hors de l’origine, d’où l’importance des hypothèses 0 ă a ď b et 0 ă c ď d. Le jacobien
à considérer est

J “ det
ˆ Bx

Bu
Bx
BvBy

Bu
By
Bv

˙
“ 1

3u. (91.377)

Notre intégrale est donc ż b

a

ż d

c

1
3u dvdu “

d´ c
3 ln

ˆ
b

a

˙
.

Exercise 266 exoIntegralesMultiples0011

En utilisant un changement de variables, calculer l’intégrale de f sur D avec
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(1) D “ tpx, yq P R2 | π2 ă x2 ` y2 ď 4π2u et fpx, yq “ sin
a
x2 ` y2 ;

(2) D “
!
px, yq P R2 | x2

a2 ` y2

b2 ď 1
)

avec a, b ą 0 et fpx, yq “ x2 ` y2 ;

(3) D “ tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ď 1 , 0 ď z ď hu avec h ą 0 et fpx, y, zq “ z ;
(4) D “ tpx, y, zq P R3 | 1 ď x2 ` y2 ` z2 ď 4u et fpx, y, zq “ px2 ` y2 ` z2qα.
(5) D “ tpx, yq P R2 | 0 ă x2 ď y ď 2x2 , 1{x ď y ď 2{xu et fpx, yq “ x ` y (changement de

variable u “ y{x2, v “ xy) ;
(6) D “ tpx, y, zq P R3 | x ě 0 , y ě 0 , z ě 0 , x2 ` y2 ` z2 ď 1u et fpx, y, zq “ xyz.

corrIntegralesMultiples0011

Correction of the exercise 266

(1) Nous passons aux coordonnées polaires x “ r cospθq et y “ r sinpθq. Le domaine d’intégration
est alors D “ tpr, θq : r P rπ, 2πs, θ P r0, 2πsu. Il s’agit d’une couronne circulaire.

ż 2π

0

ż 2π

π
sinprq r drdθ “

ż 2π

0

ˆ
r´r cosprqs2ππ `

ż 2π

π
cosprq

˙
dθ “

“
ż 2π

0
´3π ` rsinprqs2ππ dθ “ ´6π2.

(91.378)

(2) Nous passons aux coordonnées elliptiques x “ ar cospθq et y “ br sinpθq. La description du
domaine est alors très simple D “ r0, 1sˆr0, 2πs. La fonction à intégrer devient a2r2 cos2pθq`
b2r2 sin2pθq. Le jacobien du changement de variable est le détermiant∣∣∣∣∣Bx

Br
Bx
BθBy

Br
By
Bθ

∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣a cospθq ´ar sinpθq
b sinpθq br cospθq

∣∣∣∣∣ “ abr. (91.379)

On a ż 2π

0

ż 1

0

`
a2r2 cos2pθq ` b2r2 sin2pθq˘ abr drdθ “

“ ab
1
4

ż 2π

0

`
a2 cos2pθq ` b2 sin2pθq˘ dθ “

“ ab
a2

4

ż 2π

0
cos2pθqdθ ` b2

4

ż 2π

0
sin2pθqdθ

“ ab
pa2 ` b2qπ

4 .

(91.380)

(3) Il faut passer aux coordonnées cylindriques x “ r cospθq, y “ r sinpθq et z “ z. Le domaine
d’intégration est D “ tpr, θ, zq : r P r0, 1s, θ P r0, 2πs, z P r0, hsu. Le jacobien de cette
transformation est r comme pour les coordonnées polaires

ż 2π

0

ż 1

0

ż h

0
z r dzdrdθ “

“
ż 2π

0

ż 1

0

rh2

2 drdθ “

“ πh2

2 .

(91.381)

(4) Le domaine d’intégration est le volume entre deux sphères centrées dans l’origine. Leur
rayons respectifs sont 1 et 2. Il est donc naturel de travailler ici en coordonnées sphériques.
Le jacobien est ρ2 sinpϕq et la fonction à intégrer est ρ2α. Remarque : toute puissance de ρ
est intégrable dans l’intervalle r1, 2s. Cependant il faut écrire séparément les cas α “ ´3{2
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et α ‰ ´3{2. Si α ‰ ´3{2 alors
ż π

0

ż 2π

0

ż 2

1
ρ2pα`1q sinpϕq dρdθdϕ “

“ 2π
«

ρ2pα`1q`1

2pα` 1q ` 1

ff2

1

ż π

0
sinpϕqdϕ “

“ 4π
2pα` 1q ` 1

´
22pα`1q`1 ´ 1

¯
.

(91.382)

Si α “ ´3{2 alors ż π

0

ż 2π

0

ż 2

1
ρ´1 sinpϕq dρdθdϕ “ 4π lnp2q. (91.383)

(5) Voir l’exercice 265.
(6) Le domaine d’intégration est l’huitième de la sphère unitaire contenu dans le premier octant.

On peut utiliser des coordonnées sphériques ou cylindriques. Ce corrigé est en coordonnées
cylindriques, mais vous pouvez essayer les sphériques pour voir si vous obtenez le même
résultat. On décrit le domaine d’intégration de la façon suivante :

z P r0, 1s
r P r0,?1´ z2s
θ P r0, π{2s.

(91.384)

Le jacobien est simplement r et l’intégrale devient
ż 1

0

ż π{2

0

ż ?
1´z2

0
r3z cospθq sinpθq drdθdz “

“ 1
4

ż 1

0

ż π{2

0
p1´ z2q2z cospθq sinpθq dθdz “

“ 1
4

ż 1

0
p1´ z2q2z dz

ż π{2

0
cospθq sinpθq dθ

(91.385)

Avec les changements de variables z̃ “ 1´ z2 et t “ sinpθq on obtient enfin

1
4

„
1
6 z̃

3
ȷ1

0

„
t2

2

ȷ1

0
“ 1

48 . (91.386)

Exercise 267 exoIntegralesMultiples0012

Soit R ą 0, DR “ tx2 ` y2 ď R2, x ą 0, y ą 0u et KR “ r0, Rs2. Montrer que :
ĳ

DR

e´px2`y2q dx dy ď
ĳ

KR

e´px2`y2q dx dy ď
ĳ

D2R

e´px2`y2q dx dy. (91.387)gaussiangaussian

En déduire l’existence et la valeur de

lim
RÑ`8

ż R

0
e´t2 dt. (91.388)

corrIntegralesMultiples0012

Correction of the exercise 267
La première inégalité est vérifiée parce que la fonction fpξq “ eξ est positive pour tout ξ dans

R et DR a une aire inférieure à l’aire de KR. Les deux intégrales peuvent être considérées comme
le volumes des régions solides entre le plan x-y et le graphe de e´x2`y2 au dessus de DR et de KR

respectivement
ĳ

DR

ż e´px2`y2q

0
1 dz dx dy ď

ĳ

KR

ż e´px2`y2q

0
1 dz dx dy. (91.389)
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Les deux solides sont égaux au dessus de DR mais l’un de deux continue à l’extérieur de DR : son
volume sera alors plus importante.

La deuxième inégalité se démontre de la même façon. Il faut juste remarquer que l’exponentielle
est une fonction positive et que l’aire de KR est inférieure à l’aire de D2R.

Nous voulons maintenant résoudre la deuxième partie de l’exercice. Il faut d’abord comprendre
le lien entre le trois intégrales dans l’inégalité et l’intégrale

ż R

0
e´t2 dt.

En fait, ce dernier est la racine carrée de l’intégrale au milieu
ĳ

KR

e´px2`y2q dx dy “
ż R

0
e´x2

dx

ż R

0
e´y2

dy “
ˆż R

0
e´t2 dt

˙2
. (91.390)

Les intégrales sur DR et D2R sont simples à calculer en coordonnées polaires
ĳ

DR

e´px2`y2q dx dy “
ż 2π

0

ż R

0
e´r2

r dr dθ “ πre´r2sR0 . (91.391)

Comme les inégalités (91.387) sont valides pour tout R la limite qu’on veut calculer est coincée
entre deux limites identiques

lim
RÑ`8

´
πpe´R2 ´ 1q

¯1{2 ď lim
RÑ`8

ż R

0
e´t2 dt ď lim

RÑ`8

´
πpe´4R2 ´ 1q

¯1{2
. (91.392)

Nous obtenons alors
lim

RÑ`8

ż R

0
e´t2 dt “ ?π. (91.393)

Exercise 268 exoIntegralesMultiples0013

Soient a,R ą 0. Dans le plan pyOzq, soit D le disque de centre p0, a, 0q et de rayon a. En
tournant autour de l’axe pOzq, le disque D engendre un domaine T (appelé un tore plein). Calculer
le volume de T (c’est-à-dire l’intégrale triple

ţ
T dx dy dz). corrIntegralesMultiples0013

Correction of the exercise 268
On peut décrire ce solide en coordonnées sphériques. Considérons d’abord la section de T

contenue dans le plan y-z, pour y ą 0. Il s’agit du cercle D de rayon a centré au point p0, a, 0q.
Les points de D correspondent aux points pρ, θ, ϕq tels que

θ “ π
2 ,

ϕ P r0, πs
ρ P r0, 2a sinpϕqs .

(91.394)

On obtient tous les autres points dans T en faisant tourner D autour de l’axe vertical : cela
correspond à faire varier θ dans l’intervalle r0, 2πs.

L’intégrale à calculer est alors
ż 2π

0

ż π

0

ż 2a sinpϕq

0
ρ2 sinpϕq dρ dϕ dθ “ 16a3π

3

ż π

0
sin4pϕq dϕ “ 2a3π2. (91.395)

Exercise 269 exoGeomAnal-0050

Soit C1 le disque de rayon 2 centré en p´1, 0q et C2 le disque de rayon 2 centré en p1, 0q.
Calculer l’aire de l’intersection entre C1 et C2.

Indice : faire un dessin et exploiter les symétries. corrGeomAnal-0050
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Correction of the exercise 269
L’intégrale à calculer est ż 1

0

a
4´ px` 1q2. (91.396)

Nous pouvons faire le changement de variables u “ x` 1 puis u “ 2 cos θ. Ce faisant nous devons
calculer

4
ż π{3

0
sin2pθqdθ “ 2π

3 ´
?

3
2 . (91.397)

Exercise 270 exoIntegralesMultiples0014

Calculer les intégrales suivantes à l’aide de la formule d’intégration par parties
ż `8

0
e´y sinp3yqdy et

ż `8

0
e´y cosp3yqdy. (91.398)

En utilisant la périodicité des fonctions trigonométriques et un changement de variable, en déduire
les valeurs des intégrales

ż `8

2π
e´y sinp3yqdy et

ż `8

2π
e´y cosp3yqdy. (91.399)

corrIntegralesMultiples0014

Correction of the exercise 270
<+CorrIntegralesMultiples0014+>
Exercise 271 exoIntegralesMultiples0015

On note par pImqmPN les intégrales Im “ 1?
2π

ş`8
´8 xme´ x2

2 dx, m P N.
(1) Que peut-on dire des valeurs Im avec m impair ?
(2) Exprimer I2m`2 en fonction de I2m.
(3) En déduire une expression pour I2m en fonction de m.

corrIntegralesMultiples0015

Correction of the exercise 271
<+CorrIntegralesMultiples0015+>
Exercise 272 exoIntegralesMultiples0016

Soit C le cercle de rayon 1 et de centre p1, 0q. Calculer l’aire de

C X tpx, yq P R2 tel que y ą 1{2u. (91.400)
corrIntegralesMultiples0016

Correction of the exercise 272
<+CorrIntegralesMultiples0016+>
Exercise 273 exoIntegralesMultiples0017

<+ExoIntegralesMultiples0017+> corrIntegralesMultiples0017

Correction of the exercise 273
<+CorrIntegralesMultiples0017+>
Exercise 274 exoIntegralesMultiples0018

<+ExoIntegralesMultiples0018+> corrIntegralesMultiples0018

Correction of the exercise 274
<+CorrIntegralesMultiples0018+>
Exercise 275 exoIntegralesMultiples0019

<+ExoIntegralesMultiples0019+> corrIntegralesMultiples0019

Correction of the exercise 275
<+CorrIntegralesMultiples0019+>
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Exercise 276 exoIntegralesMultiples0020

<+ExoIntegralesMultiples0020+> corrIntegralesMultiples0020

Correction of the exercise 276
<+CorrIntegralesMultiples0020+>
Exercise 277 exoIntegralesMultiples0021

<+ExoIntegralesMultiples0021+> corrIntegralesMultiples0021

Correction of the exercise 277
<+CorrIntegralesMultiples0021+>
Exercise 278 exoIntegralesMultiples0022

<+ExoIntegralesMultiples0022+> corrIntegralesMultiples0022

Correction of the exercise 278
<+CorrIntegralesMultiples0022+>
Exercise 279 exoIntegralesMultiples0023

<+ExoIntegralesMultiples0023+> corrIntegralesMultiples0023

Correction of the exercise 279
<+CorrIntegralesMultiples0023+>
Exercise 280 exoIntegralesMultiples0024

<+ExoIntegralesMultiples0024+> corrIntegralesMultiples0024

Correction of the exercise 280
<+CorrIntegralesMultiples0024+>
Exercise 281 exoIntegralesMultiples0025

<+ExoIntegralesMultiples0025+> corrIntegralesMultiples0025

Correction of the exercise 281
<+CorrIntegralesMultiples0025+>
Exercise 282 exoIntegralesMultiples0026

<+ExoIntegralesMultiples0026+> corrIntegralesMultiples0026

Correction of the exercise 282
<+CorrIntegralesMultiples0026+>
Exercise 283 exoIntegralesMultiples0027

<+ExoIntegralesMultiples0027+> corrIntegralesMultiples0027

Correction of the exercise 283
<+CorrIntegralesMultiples0027+>
Exercise 284 exoIntegralesMultiples0028

<+ExoIntegralesMultiples0028+> corrIntegralesMultiples0028

Correction of the exercise 284
<+CorrIntegralesMultiples0028+>
Exercise 285 exoIntegralesMultiples0029

<+ExoIntegralesMultiples0029+> corrIntegralesMultiples0029

Correction of the exercise 285
<+CorrIntegralesMultiples0029+>
Exercise 286 exoIntegralesMultiples0030

<+ExoIntegralesMultiples0030+> corrIntegralesMultiples0030

Correction of the exercise 286
<+CorrIntegralesMultiples0030+>
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91.6 Autres exercices
Cette section contient entre autres des exercices donnés à des devoirs, interrogations et DS.
Exercise 287 exodevoir1-0004

(1) Trouver les domaines de définition des fonctions suivantes :

(1a) f1px, yq “ lnpx2 ` y2 ´ 2q ;

(1b) f2px, yq “ x2 ´ y2

x´ y ;

(1c) f3px, y, zq “ 1a
z2 ´ x2 ´ y2

.

(2) Dessiner les graphes et quelques courbes de niveau des fonctions suivantes :
(2a) g1px, yq “ x` y ;
(2b) g2px, yq “ 1´ x2 ´ y2 ;
(2c) g3px, yq “ x´ y2.

corrdevoir1-0004

Correction of the exercise 287
(1) (1a) La fonction f1 est une fonction composée. Soit gpx, yq “ x2`y2´2 et hpξq “ lnpξq, alors

f1 “ h ˝ gpx, yq. La fonction g est définie partout sur R2, et le domaine du logarithme
est tξ P R : ξ ą 0u. Le domaine de f1 est alors l’ensemble des points px, yq tels que
gpx, yq ą 0, c’est-à-dire le complémentaire du disque fermé de rayon

?
2 centré dans

l’origine.
(1b) La fonction f2 est le rapport entre deux polynômes. Les fonctions polynomiales sont

définies partout, mais le rapport est bien défini seulement où le dénominateur est non
nul. Le domaine de f2 est donc l’ensemble R2zx “ y.

(1c) La racine carrée est une fonction définie sur l’ensemble des nombres positifs et en zéro.
Ici, comme la racine est au dénominateur, la valeur zéro doit être exclue. Le domaine
de définition de f3 est alors donné par la relation tpx, y, zq : z2 ´ x2 ´ y2 ą 0u. Il s’agit
de l’intérieur d’un cône.

(2) (2a) g1px, yq “ x` y, 91.19(a), 91.16. ;
(2b) g2px, yq “ 1´ x2 ´ y2, 91.19(b), 91.17. ;
(2c) g3px, yq “ x´ y2, 91.19(c), 91.18.

´3 ´2 ´1 1 2 3

´3

´2

´1

1

2

3

Figure 91.16: LabelFigMCQueGF
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Figure 91.17: LabelFigPHTVjfk
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Figure 91.18: LabelFigIWuPxFc

Exercise 288 exodevoir1-0005

Soit f : R2 Ñ R la fonction

fpx, yq “
#
px3 ` yq sin

´
x

x2`y2

¯
, si px, yq ‰ p0, 0q

0, sinon.
(91.401)

Est-elle une fonction continue ? corrdevoir1-0005

Correction of the exercise 288
La fonction f est continue. Il suffit d’observer que la fonction sinus est bornée et écrire

´|x3 ` y| ď
ˇ̌
ˇ̌px3 ` yq sin

ˆ
x

x2 ` y2

˙ˇ̌
ˇ̌ ď |x3 ` y|. (91.402)

Figexoquatreuna

(a)

Figexoquatreunb

(b)

Figexoquatreunc

(c)

Figure 91.19: Des dessins pour l’exercice 287
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La limite de |x3 ` y| lorsque px, yq Ñ p0, 0q est zéro (pour le voir on peut passer en coordonnées
polaires) et donc, par la règle de l’étau, la limite de fpx, yq en l’origine est zéro.

Exercise 289 exodevoir1-0006

Soit f : R2ztp0, 0qu Ñ R la fonction

fpx, yq “ x3y

x6 ` 3y2 . (91.403)

(1) Montrer que lim
xÑ0

lim
yÑ0

fpx, yq “ lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq “ 0.

(2) Montrer que lim
tÑ0

fpt, atq “ 0, pour toute constante a P R.

(3) Montrer que la fonction f n’admet pas de limites en p0, 0q.
corrdevoir1-0006

Correction of the exercise 289

(1) La limite double lim
yÑ0

lim
xÑ0

fpx, yq est nulle parce que

lim
xÑ0

fpx, yq “ lim
xÑ0

x3y

x6 ` 3y2 “ 0, (91.404)

et limyÑ0 0 “ 0. De même lim
xÑ0

lim
yÑ0

fpx, yq est zéro parce que

lim
yÑ0

fpx, yq “ lim
yÑ0

x3y

x6 ` 3y2 “ 0, (91.405)

et limxÑ0 0 “ 0.
(2)

lim
tÑ0

fpt, atq “ lim
tÑ0

at4

t6 ` 3a2t2
, (91.406)

le terme dominant au dénominateur lorsque t Ñ 0 est 3a2t2, qui tend vers zéro moins vite
que t4. La valeur de la limite est donc zéro.

(3) Pour montrer cela on calcule la limite le long de la courbe t ÞÑ pt, t3q :

lim
tÑ0

fpt, t3q “ 1{4 ‰ 0. (91.407)

L’existence de la limite serait en contradiction avec le théorème d’unicité de la limite. Par
conséquent la limite n’existe pas.

Exercise 290 exodevoir2-0002

Soit f : R2 Ñ R la fonction définie par fpx, yq “ x cospyq. Calculer
(1) les dérivées partielles de f ;

(2) la dérivée de f suivant le vecteur ÝÑv “
ˆ

1?
2
,´ 1?

2

˙
au point p1, πq.

Écrire l’équation du plan tangent au graphe de f au point p1, π,´1q.
[Bonus :] Trouver le vecteur normal à ce plan. corrdevoir2-0002

Correction of the exercise 290

(1) Les dérivées partielles de f sont :

Bxfpx, yq “ cospyq, Byfpx, yq “ ´x sinpyq.

(2) ∇fpx, yq· v “ cospyq?
2
` x sinpyq?

2
. La valeur de cette fonction au point p1, πq est ´ 1?

2 .
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(3) Comme on a vu à la section 4.4 du poly le plan tangent au graphe de f au point p1, πq est
le graphe de la fonction Tp1,πq

Tp1,πqpx, yq “ fp1, πq `∇fp1, πq· px´ 1, y ´ πq “ ´1´ px´ 1q “ ´x.
Cela veut dire que le plan tangent est l’ensemble T Ă R3,

T “ tpx, y, zq P R3 | z “ ´xu,
L’équation x` z “ 0 est l’équation du plan T .

Le vecteur normal au plan T un vecteur de norme 1 qui est orthogonal à tous les vecteurs contenus
dans T . Dans cet exemple le vecteur normal est ÝÑn :“ 1?

2
p1, 0, 1q, parce que l’équation du plan

nous dit que si le point P :“ px, y, zq appartient à T alors P ·ÝÑn “ 0. En général, le vecteur
normal est le vecteur qui a pour composantes les coefficients de x, y et z dans l’équation du plan.
Pour comprendre comment ça arrive il faut un peu réfléchir sur comment on définit un plan.

Soit P “ pp1, p2, p3q un point du plan et ÝÑn “ pn1, n2, n3q le vecteur normal au plan. Si Q “
px, y, zq est un autre point du plan alors le vecteur P̄Q est dans le plan. On a alors pQ´P q·ÝÑn “ 0,
c’est-à-dire n1x`n2y`n3z “ n1p1`n2p2`n3p3. Le terme de droite est un nombre réel et il nous
donne la distance entre le plan et l’origine. À gauche on voit que les coefficients de x, y et z sont
bien les composantes de ÝÑn . Voici un exercice supplémentaire (facultatif ! !) sur les plans.

Exercice : C’est connu depuis l’antiquité que pour trouver un plan il nous suffit une des
combinaisons suivantes :

— trois points du plan ;
— un point du plan et une droite contenue dans le plan qui ne passe pas par le point ;
— deux droites parallèles dans le plan ;
— deux droites qui ont un point en commun dans le plan.

On vient de dire que pour trouver un plan il nous faut un point du plan P et un vecteur normal
au plan ÝÑn . Démontrer que chacune des combinaisons proposées est équivalente à la couple «point
du plan ` vecteur normal». Pour la preuve on peut utiliser la proposition B.2 du poly.

Exercise 291 exodevoir2-0003

Soit f : R2 Ñ R une fonction différentiable en l’origine. On sait que fpx, xq “ 2x, et fpx,´xq “
0, pour tout x P R. Trouver ∇fp0, 0q. corrdevoir2-0003

Correction of the exercise 291
Soient g1 et g2 deux fonctions de RÑ R2, g1pxq “ px, xq et g2pxq “ px,´xq.
On a alors que fpx, xq “ f ˝ g1pxq et fpx,´xq “ f ˝ g2pxq. On peut calculer les dérivées de ces

deux fonctions scalaires
dpf ˝ g1q

dx
p0q “ 2, dpf ˝ g2q

dx
p0q “ 0.

D’autre part la définition de dérivée d’une fonction composée nous dit que

dpf ˝ g1q
dx

p0q “ ∇fp0, 0q· dg1
dx
p0q,

et
dpf ˝ g2q

dx
p0q “ ∇fp0, 0q· dg2

dx
p0q.

On obtient alors le système de deux équations
#
Bxfp0, 0q ` Byfp0, 0q “ 2
Bxfp0, 0q ´ Byfp0, 0q “ 0.

(91.408)

La seule solutions de ce système est Bxfp0, 0q “ Byfp0, 0q “ 1.
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Cet exercice est très difficile si on ne connaît pas la méthode de résolution. Cependant, la
méthode n’est pas trop compliquée une fois qu’on a vu la solution et peut s’avérer utile en plusieurs
situations. Exercise 292 exodevoir2-0004

Soient f : R2 Ñ R3, fps, tq “ pcos s, sin t, s` tq, et g : R3 Ñ R2, gpx, y, zq “ px2 ` y2, z2xq.
Trouver la matrice jacobienne F “ g ˝ f au point pπ, 3q. corrdevoir2-0004

Correction of the exercise 292
Il y a deux façons de résoudre cet exercice. La première consiste à trouver d’abord une formule

explicite pour F , l’utiliser pour calculer le gradient ∇F px, yq et enfin évaluer cette fonction au
point pπ, 3q. La deuxième consiste à appliquer ce qu’on a étudié à la section 4.3.3 du poly sur
la différentielle des fonctions composées. Il nous faut alors calculer les matrices ∇gpfpπ, 3qq et
∇fpπ, 3q et les multiplier entre elles dans cet ordre.

Le résultat est
∇F pπ, 3q “

ˆ
0 2 cosp3q sinp3q

´2pπ ` 3q ´2pπ ` 3q
˙
. (91.409)

Exercise 293 exodevoir2-0005

Soit f : R2 Ñ R la fonction définie par

fpx, yq “
" xy

|x|`y2 , px, yq ‰ p0, 0q,
0, px, yq “ p0, 0q.

(1) Calculer les dérivées partielles de f en p0, 0q.
(2) Montrer que f n’est pas différentiable.

corrdevoir2-0005

Correction of the exercise 293
(1) Les dérivées partielles de f en l’origine sont

Bxfp0, 0q “ lim
hÑ0

fph, 0q ´ fp0, 0q
h

“ lim
hÑ0

0
hp|h| ` 0q “ 0, (91.410)

et
Byfp0, 0q “ lim

hÑ0

fp0, hq ´ fp0, 0q
h

“ lim
hÑ0

0
hp0` h2q “ 0. (91.411)

(2) Si f est différentiable en l’origine alors sa fonction différentielle est nulle. Cela veut dire que
f est différentiable en l’origine si et seulement si

lim
px,yqÑp0,0q

|fpx, yq|a
x2 ` y2

“ 0.

En fait, il est facile de voir que cette limite n’existe pas. Pour le démontrer nous allons utiliser
la méthode des chemins. Soit λ un nombre réel.

lim
tÑ0

|fpt, λtq|
|t|?1` λ “ lim

tÑ0

|λt2|
||t| ` λ2t2||t|?1` λ. (91.412)

Le terme dominant dans la limite est |λt2|
t2
?

1` λ “
|λ|?
1` λ . Comme cette quantité dépends

de λ la limite n’existe pas et la fonction f n’est pas différentiable en l’origine.
Exercise 294 exodevoir2-0006

Trouver, si elle existe, une fonction g : R3 Ñ R telle que

Bxgpx, y, zq “ 3x2y sinpyzq ` 3y
x
,

Bygpx, y, zq “x3 sinpyzq ` x3yz cospyzq ` 3 lnpxq,
Bzgpx, y, zq “ x3y2 cospyzq ` 6z.

(91.413)
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Figure 91.20: Les projections sur le plans z-x et x-y de la région décrite dans l’exercice 6.1.(a)exo6devoir2

corrdevoir2-0006

Correction of the exercise 294
On commence par intégrer par rapport à la variable x la dérivée partielle de g par rapport à

x. Cette procédure nous permet de trouver la fonction f à moins d’une fonction K1 qui ne dépend
pas de x et joue le rôle de «constante d’intégration». Nous avons

fpx, y, zq “
ż
Bxgpx, y, zq dx “ x3y sinpyzq ` 3y lnpxq `K1py, zq. (91.414)parrapportaxparrapportax

De même, en intégrant par rapport à y et z les dérivées partielles correspondantes on obtient

fpx, y, zq “
ż
Bygpx, y, zq dy “ x3y sinpyzq ` 3y lnpxq `K2px, zq, (91.415)parrapportayparrapportay

fpx, y, zq “
ż
Bzgpx, y, zq dz “ x3y sinpyzq ` 3z2 `K3px, yq. (91.416)parrapportazparrapportaz

Pour compléter notre exercice il nous faut maintenant trouver des fonctions K1, K2 et K3 telles
que les équations (91.414), (91.415) et (91.416) soient vérifiées simultanément.

On a alors K1 “ K2 “ 3z2 et K3 “ 3y lnpxq.
Exercise 295 exodevoir2-0007

(1) Traduire les équations suivantes du système de coordonnées donné (cartésiennes, cylindriques,
sphériques) vers chacun des deux autres. Esquisser les volumes ou les surfaces correspondants.

(a) (Cartésiennes) ´a9´ x2 ´ y2 ď z ď 9´ x2 ´ y2, x ą 0, y ă 0 ;
(b) (Sphériques) cos θ sinϕ` cosϕ “ 0.

(2) Traduire les équations suivantes, données en coordonnées cylindriques, en coordonnées car-
tésiennes. Dessiner le volume correspondant.

´1 ď z ď 1,
a

1´ z2 ď r ď 1.
corrdevoir2-0007

Correction of the exercise 295

(1) (a) La région à décrire ressemble à un quart d’œuf. En coordonnées cylindriques θ P
r´π{2, 0s à cause des inégalités x ą 0 et y ă 0 et z P r´?9´ r2, 9´ r2s. L’intersection
entre la boule de rayon 3 centrée en l’origine et le paraboloïde elliptique z “ 9´ r2 est
le disque de rayon 3, centre p0, 0, 0q sur le plan x-y. Dans la figure, il faut faire attention
parce que les échelles des deux axes ne sont pas les mêmes.
Les équations en coordonnées sphériques sont θ P r´π{2, 0s, ρ cospϕq ď 9 ´ ρ2 sin2pϕq,
pour ϕ dans l’intervalle r0, π{2s et ρ ď 3 pour ϕ dans l’intervalle rπ{2, πs.
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Figure 91.21: La surface décrite dans l’exercice 6.1.(b) exo6devoir2un

(b) Il suffit de multiplier l’équation par ρ pour comprendre que il s’agit de l’équation du
plan x` z “ 0. En coordonnées cylindriques on peut l’écrire comme r cospθq ` z “ 0.

(2) Les inéquations en coordonnées cylindriques sont
$
’&
’%

´1 ď z ď 1,?
1´ z2 ďa

x2 ` y2,a
x2 ` y2 ď 1.

(91.417)

On peut enlever les racines carrées dans la deuxième et la troisième. On voit alors que la
région à décrire est bornée entre la boule de centre p0, 0, 0q et rayon 1 et le cylindre de base
x2 ` y2 ď 1, symétrique par rapport à l’axe des z centré en l’origine et de hauteur totale 2.

Exercise 296 exodevoir2-0008

Soit S la partie de R2 bornée par les courbes xy “ 1, xy “ 2, y “ 3 et y “ 4. Évaluer l’intégrale
ż ż

S
sinpxyq dA,

à l’aide d’un changement de variables. corrdevoir2-0008

Correction of the exercise 296
On introduit les nouvelles variables s “ xy et t “ y. Le domaine d’intégration est un rectangle

dans le plan s-t : S “ r1, 2sˆ r3, 4s. La fonction à intégrer devient une fonction de la seule variable
s : sinpxyq “ sinpsq. Pour compléter l’intégrale il faut encore calculer le déterminant de la matrice
Jacobienne de la transformation ps, tq ÞÑ px, yq. On écrit x “ s{t et y “ t, donc la matrice
Jacobienne est ˆ1

t ´ s
t2

0 1

˙
, (91.418)

et son déterminant est 1{t.
On a alors

ż 2

1

ż 4

3

sinpsq
t

dt ds “
ż 2

1
sinpsq ds

ż 4

3

1
t
dt “ p´ cosp2q ` cosp1qq plnp4q ´ lnp3qq . (91.419)

Exercise 297 exodevoir2-0009

Calculer les intégrales suivantes :
(1) le volume de la région solide bornée inférieurement par la sphère x2 ` y2 ` z2 “ 4 et supé-

rieurement par x2 ` y2 ` z2 “ 4z. Conseil : utiliser les coordonnées sphériques.

(2)
ż ż ż

E
x dV , où E est la région bornée par les plans x` y ´ z “ 0, z “ 2, x “ 0, y “ 0.

corrdevoir2-0009

Correction of the exercise 297
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Figure 91.22: Les deux sphères exo8devoir2

(1) On voit sur le dessin que l’intersection entre les deux sphères x2 ` y2 ` z2 “ 4 et x2 `
y2 ` pz ´ 2q2 “ 4 est un cercle. Pour trouver ses équations on passe d’abord en coordonnées
sphériques : x2 ` y2 ` z2 “ 4 devient ρ “ 2 et x2 ` y2 ` pz ´ 2q2 “ 4 devient ρ “ 4 cospϕq.
L’intersection est donnée par le sicles de rayon 2 et de ϕ “ arccosp1{2q “ π{3. La région dont
on veut calculer le volume est alors donnée par ϕ P r0, π{3s, ρ P r2, 4 cospϕqs et θ P r0, 2πs. Le
volume est donné par la valeur de l’intégrale suivante
ż 2π

0

ż π{3

0

ż 4 cospϕq

2
1 ρ2 sinpϕq dρ dϕ dθ “ 2π

ż π{3

0

p4 cospϕqq3 ´ 23

3 sinpϕq dϕ “

“ 2π
3 42 `´ cos4pπ{3q ` cos4p0q˘` 2π

3 23 pcospπ{3q ´ cosp0qq “

“ 2π
3 p´1` 16´ 4q “ 22π

3 .

(91.420)

(2) Le domaine d’intégration E est une pyramide renversée. Le rôle joué par les trois variables
est symétrique. Les côtés de la pyramide sont des morceaux de droite entre les sommets
p0, 0, 0q, p0, 0, 2q p0, 2, 2q et p2, 0, 2q. La pyramide est dont contenue dans le premier octant.
On peut choisir librement une variable de départ : ici je choisis z. On voit tout de suite que
z est dans l’intervalle r0, 2s. Ensuite, je considère z fixée et je dois décrire le triangle qui
est la section de la pyramide à la hauteur z. Les sommet de cet triangle sont donnés par
p0, 0, zq, p0, z, zq et pz, 0, zq. Encore une fois on peut choisir la variable qu’on on veut traiter
en première. Je choisis y, elle parcourt l’intervalle r0, zs. Soient maintenant fixées z et y : la
variable x parcourt un petit morceau de droite entre 0 et z ´ y. Maintenant nous écrivons
l’intégrale : comme l’intervalle d’intégration pour x dépend de z et de y il faut intégrer
d’abord par rapport à x. Ensuite, comme z apparaît dans la borne de y il faut intégrer par
rapport à y. La variable dont les bornes sont simplement des nombres réels est toujours la
dernière.

ż 2

0

ż z

0

ż z´y

0
x dx dy dz “ 1

2

ż 2

0

ż z

0
pz ´ yq2 dy dz “ 1

6

ż 2

0
z3 dz “ 1

2416 “ 2
3 . (91.421)

Exercise 298 exoCourbesSurfaces0004

Tracer la courbe paramétrique définie par :
$
&
%
xptq “ t2 ` 2t (91.422a)

yptq “ 1` 2t
t2

. (91.422b)
corrCourbesSurfaces0004

Correction of the exercise 298
La fonction x est définie pour toute valeur de t, mais y n’est pas définie en t “ 0. Notre courbe

sera alors l’union de deux branches, la première définie pour t ą 0 et l’autre pour t ă 0. On



4356 CHAPITRE 91. GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE (BESANÇON)

Figure 91.23: Le domaine E exo8devoir2deuxieme

Figure 91.24: La courbe de l’exercice 298 figdevoir3exo1

remarque tout de suite que les limites de x et y lorsque t Ñ 0˘ sont, respectivement, 0˘ et `8
(la courbe ressemble à p2t, 1{t2q). Par contre, lorsque tÑ ˘8 on a xÑ `8 et y Ñ 0˘ (la courbe
ressemble à pt2, 2{tq).

Ni x ni y ont des symétries remarquables.
On cherche tout de suite les intersections avec les axes : xptq “ 0 pour t “ 0 et t “ ´2. Comme

t “ 0 ne fait pas partie du domaine la seule intersection avec l’axe verticale est p0, yp´2q “ ´3{4q.
Le seul zéro de y est t “ ´1{2, l’intersection avec l’axe horizontale correspondante est pxp´1{2q “
´3{4, 0q.

Les dérivées de x et de y sont 9xptq “ 2t ` 2 et 9yptq “ ´2{t3 ´ 2{t2. Le point t “ ´1 est donc
un point critique pour les deux fonctions. Plus précisément, il s’agit d’un minimum pour x et y :
xp´1q “ ´1, yp´1q “ ´1.

Il faut bien comprendre qu’il s’agit d’un minimum pour la branche qui correspond à t ă 0 mais
que pour t ą 0 y pourrait bien prendre des valeurs encore plus petits. Pourriez-vous dire pourquoi
cela ne peut pas arriver à x ? On peut voir un exemple de ce comportement dans le deuxième
exercice de ce devoir. Nous pouvons observer que pour t ą 0 x est strictement croissante et y
strictement décroissante.

Les deux branches de cette courbe sont tracées dans la figure 91.24.
Exercise 299 exodevoir3-0002

Trouver le domaine de définition des fonctions xptq et yptq, et tracer la courbe

xptq “ t2 ` 2
t
, yptq “ t` 1

t
.

corrdevoir3-0002
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Figure 91.25: La courbe de l’exercice 299 figdevoir3exo2

Correction of the exercise 299
Le domaine de définition de x et y est Rzt0u. On aura donc une courbe en deux morceaux.

Le comportement de pxptq, yptqq au voisinage de t “ 0˘ est proche au comportement de la droite
p2z, zq pour z Ñ ˘8 et que lorsque t Ñ ˘8 la courbe rassemble à la parabole pt2, tq. On aura
donc l’impression que les deux branches soient symétriques par rapport à l’axe horizontale lorsque
|t| est grand.

On remarque que la fonction y est impaire yp´tq “ ´yptq. La fonction x n’as pas de symétries
évidentes.

On cherche les intersections avec les axes : xptq “ 0 pour t “ ´21{3, mais yptq “ 0 n’a pas de
solutions. La seule intersection de la courbe pxptq, yptqq avec les axes est le point p0, yp´21{3qq.

On voit que 9xptq “ 2t ´ 2{t2 est nulle au point t “ 1, positive si t ą 1 et négative sinon. La
valeur xp1q “ 3 est donc la plus petite valeur prise par x dans dans la branche de t ą 0. Dans
l’autre branche x est une fonction décroissante de t.

Pour ce qui concerne la dérivée 9yptq “ 1´ 1{t2, est nulle aux points t “ ˘1, positive si |t| ą 1
et négative sinon. La dérivée seconde de y est `2{t3, cela veut dire que 1 est un point de minimum
de y et ´1 est un point de maximum.

Les deux branches de cette courbe sont tracées dans la figure 91.25.
Exercise 300 exoCourbesSurfaces0009

Considérer l’ellipse d’équation paramétrique γptq “ pa cos t, b sin tq, où a, b ą 0 et t P r0, 2πs.
Calculer l’abscisse curviligne par rapport au point A “ pa, 0q, puis par rapport au point B “ p0, bq.corrCourbesSurfaces0009

Correction of the exercise 300
Nous cherchons le point σpsq tel que la longueur d’arc entre σpsq et A “ pa, 0q soit égale à s.

Si X et Y sont des points de l’ellipse, nous allons noter

dpX,Y q (91.423)

la longueur d’arc entre X et Y , parcourue dans le sens trigonométrique.
La fonction qui joue un rôle fondamental dans cet exercice est la fonction

ϕptq “
ż t

0
}γ1puq}du. (91.424)

Il se fait que, dans le cas de l’ellipse, cette fonction est compliquée à calculer 4. Nous allons donc
simplement l’appeler « ϕ ». Par définition et parce que γp0q “ A,

dpA, γptqq “ ϕptq. (91.425)

4. Elle est même impossible à exprimer à l’aide des fonctions simples.
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Par conséquent
d
´
A, γ

`
ϕ´1psq˘

¯
“ ϕ

`
ϕpsq˘ “ s. (91.426)

Le paramétrage à choisir est donc
σA “ γ ˝ ϕ´1. (91.427)

Cela est un résultat déjà trouvé dans le cours.
En ce qui concerne le point B, nous avons t P r0, 2πs et

γBptq “
ˆ
a cospt` π

2 q
b sinpt` π

2 q
˙
. (91.428)

Cela est le paramétrage de l’ellipse dont le « premier » point est B. Le lien entre γB et γ est

γBptq “ γpt` π

2 q. (91.429)

La réponse peut donc être donné en considérant la fonction

ϕBptq “
ż t

0
}γ1
Bpuq}du, (91.430)

et ensuite
σBpsq “ γB ˝ ϕ´1

B (91.431)EqReponseSigmaBEqReponseSigmaB

Pour le sport, nous allons exprimer cela en termes de γ et ϕ. En suivant le même raisonnement
que précédemment, et en effectuant le changement de variable v “ u` π{2,

d
`
B, γBptq

˘ “
ż t

0
}γ1
Bpuq}du

“
ż t

0
}γ1
A

`
u` π

2
˘}du

“
ż t`π{2

π{2
}γ1pvq}dv

“ ϕ
`
t` π

2
˘´ ϕ`π2

˘
.

(91.432)

À partir de là, nous pouvons calculer ϕ´1
B en termes de l’inverse de ϕ de la façon suivante. Nous

avons
t “ ϕ´1

B psq (91.433)

si et seulement si (en prenant ϕB des deux côtés) :

s “ ϕpt` π

2 q ´ ϕp
π

2 q. (91.434)

D’où nous déduisons successivement :

s` ϕpπ2 q “ ϕpt` π

2 q
ϕ´1

´
s` ϕpπ2 q

¯
“ t` π

2
t “ ϕ´1

´
s` ϕpπ2 q

¯
´ π

2 .

(91.435)

Nous avons donc prouvé que
ϕ´1
B psq “ ϕ´1

´
s` ϕpπ2 q

¯
´ π

2 . (91.436)

Le sens de la réponse (91.431) est que le point

γB
`
ϕ´1
B psq

˘
(91.437)
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est à la distance s du point B. Autrement dit :

d
´
B, γB

`
ϕ´1
B psq

˘¯ “ s. (91.438)

Cela peut s’exprimer maintenant en termes de ϕ et de γ de la façon suivante :

γB
`
ϕ´1
B psq

˘ “ γ
`
ϕ´1
B psq `

π

2
˘

“ γ
´
ϕ´1`s` ϕpπ2 q

˘¯ (91.439)

Exercise 301 exodevoir3-0004

Calculer la longueur de chacune des courbes suivantes.
(1) ÝÑr ptq “ p2 sinptq,´2 cosptq, 2tq pour t dans l’intervalle r0, 2πs ;
(2) ÝÑr ptq “ pe´t cosptq, e´t sinptq, e´tq pour t dans l’intervalle r0, 2s ;
(3) ÝÑr ptq “ pt2, 4t` 3,´4 lnptqq pour t dans l’intervalle r1, 2s.

corrdevoir3-0004

Correction of the exercise 301
Soit L la courbe de Rn paramétrée par tÑ rptq “ pr1ptq, . . . , rnptqq, pour t dans l’intervalle I.

Pour calculer la longueur de L il nous faut utiliser la formule

Longueur de L “
ż

I
|ÝÑr1 ptq| dt “

ż

I

dˆ
dr1ptq
dt

˙2
` ¨ ¨ ¨ `

ˆ
drnptq
dt

˙2
dt. (91.440)

On obtient alors :
(1)

ÝÑ
r1 ptq “ p2 cosptq, 2 sinptq, 2q, et t dans r0, 2πs,

Longueur de la première courbe “
ż 2π

0

b
4 cos2ptq ` 4 sin2ptq ` 4 dt “ 4

?
2π. (91.441)

(2)
ÝÑ
r1 ptq “ p´e´t cosptq ´ e´t sinptq,´e´t sinptq ` e´t cosptq,´e´tq et t dans r0, 2s,

Longueur de la deuxième courbe “
ż 2

0

a
e´2tpcosptq ` sinptqq2 ` e´2tpcosptq ´ sinptqq2 ` e´2tdt “

ż 2

0

?
3e´2t dt “ ?3p1´ e2q.

(91.442)

(3)
ÝÑ
r1 ptq “ p2t, 4,´4{tq pour t dans l’intervalle r1, 2s.

Longueur de la troisième courbe “
ż 2

1

c
4t2 ` 16` 16

t2
dt “

ż 2

1
2t` 4

t
dt “ 3` 4 lnp2q.

(91.443)

Exercise 302 exocontrolecontinu0001

Pour chacun des ensembles suivants, trouver son intérieur, son adhérence, sa frontière et l’en-
semble de ses points d’accumulation. Préciser si ces ensembles sont ouverts, fermés, bornés. Faire
un dessin de chaque situation.

(1) A1 “ tpx, yq P R2 | x2 ă y ď ?1´ x2, x P r´2, 0.5ru;
(2) A2 “ tpx2, yq P R2 | x P N, y P Ru.

corrcontrolecontinu0001

Correction of the exercise 302
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(1) D’abord remarquons que la fonction
?

1´ x2 n’est définie que pour |x| ď 1. Nous devons
donc restreindre le domaine de x P r´1, 1

2 r. Afin de trouver les points d’intersection entre x2

et
?

1´ x2, nous commençons par résoudre l’équation au carré :

x4 “ 1´ x2 (91.444)

en posant u “ x2, c’est-à-dire l’équation u2 ` u´ 1 “ 0. Nous ne retenons que les solutions
avec u ě 0 et ce que nous trouvons est x “ ˘x0 avec

x0 “
a?

5´ 1
2

?
2. (91.445)

Étant donné que
?

5 est un peu plus grand que 2, ces solutions sont en valeur absolues plus
petites que 1. L’intersection x “ ´x0 est donc certainement importante : c’est à partir de là
que x2 devient plus petit que

?
1´ x2. Étant donné que x0 ą 1{2, l’autre intersection n’est

pas importante.
Un dessin de la situation est à la figure 91.26.

‚

‚́
x0´1

1

Figure 91.26: Pour l’exercice 302 LabelFigexamssepti

Le domaine n’est pas ouvert parce que les points sur le bord du dessus (y “ ?1´ x2) sont
dans le domaine ; le domaine n’est pas non plus fermé parce que les points sur le bord droit
x “ 1{2 ne sont pas dans le domaine.
Le domaine est borné.
L’intérieur est donné par les équations x2 ă y ă ?1´ x2 avec x P s´1, 1

2 r. Notez que le point
d’intersection à gauche n’est pas dans l’intérieur. L’adhérence est donnée par les équations
x2 ď y ď ?1´ x2 avec x P r´1, 1

2 s.
La frontière est constituée du graphe des deux fonctions x2 et

?
1´ x2 entre x “ ´1 et x “ 1

2
ainsi que du segment x “ 1

2 avec y entre 1
4 et 3

4 .
(2) Ceci est un exercice très similaire à l’exemple 10.78. Pour chaque x P N nous avons toute la

droite verticale correspondante, voir la figure 91.27.
L’ensemble est non borné, il est fermé (et non ouvert). Sa fermeture est lui-même, et son
intérieur est vide. Sa frontière est lui-même.

Exercise 303 exocontrolecontinu0002

(1) Trouver le domaine de définition de la fonction

fpx, yq “
?
y ´ 3

lnpx` yq . (91.446)

(2) Tracer, si elles existent, les courbes de niveau de la fonction fpx, yq “ x2 ` py ´ 3q2 aux
niveaux ´1, 0 et 1.

corrcontrolecontinu0002

Correction of the exercise 303
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

´2

´1

1

2

Figure 91.27: Pour l’exerice 302. LabelFigexamsseptii

(1) Le domaine de définition de la fonction

fpx, yq “
?
y ´ 3

lnpx` yq . (91.447)

est la partie de R déterminée par le conditions

y ě 3, , x` y ą 0, lnpx` yq ‰ 0.

cette dernière condition peut s’écrire aussi x` y ‰ 1.
(2) La courbe de niveau ´1 n’existe pas, celle de niveau 0 est donnée par le point p0, 3q, la courbe

de niveau 1 est un cercle de rayon 1 centrée au point p0, 3q.
Exercise 304 exocontrolecontinu0003

Soit f : R2 Ñ R la fonction

fpx, yq “
#

y sin2p2xq
x , si x ‰ 0

0, sinon.
(91.448)

(1) Montrer que f est une fonction continue sur R2.
(2) Calculer les dérivées partielles de f au point pπ{6, 4q.
(3) Calculer les dérivées partielles de f au point p0, 2q.
(4) Les dérivées partielles sont-elles continues au point p0, 2q ?
(5) La fonction f est-elle différentiable au point p0, 2q ?

corrcontrolecontinu0003

Correction of the exercise 304
(1) Les points où la continuité n’est pas assurée sont les points de la forme p0, aq avec a P R.

Nous devons donc calculer, pour tout a la limite

lim
px,yqÑp0,aq

y sin2p2xq
x

(91.449)

Nous pouvons calculer séparément les deux limites

lim
px,yqÑp0,aq

y “ 0 (91.450a)

lim
px,yqÑp0,aq

sin2p2xq
x

“ 0. (91.450b)

Étant donné que les deux limites existent, la limite du produit est égale au produit des limites
(proposition 12.6). Notre limite vaut donc zéro et la fonction est continue (parce que la limite
vers p0, aq) est égale à la valeur en p0, aq.
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(2) Le calcul montre que SubeqsDerpartGAzztc

Bf
Bx “

4y sinp2xq cosp2xq
x

´ y sin2p2xq
x2 (91.451a)

Bf
By “

sin2p2xq
x

. (91.451b)

En posant x “ π
6 , y “ 4 nous trouvons

Bf
Bx p

π

6 , 4q “
24
?

3
π

´ 108
π2 (91.452a)

Bf
By p

π

6 , 4q “
9

2π . (91.452b)

(3) Le point p0, 2q n’étant pas dans le domaine sur lequel la fonction est « facile », nous devons
utiliser la définition de la dérivée directionnelle :

Bf
Bx p0, 2q “ lim

tÑ0

fpt, 2q ´ fp0, 2q
t

(91.453a)

“ lim
tÑ0

2 sin2p2tq
t2

(91.453b)

“ 2 lim
tÑ0

2 sinp2tq
2t

2 sinp2tq
2t (91.453c)

“ 8. (91.453d)

Dans ce calcul, nous avons multiplié le numérateur et le dénominateur par 4. La dérivée selon
y est plus simple parce que fp0, 2` tq “ fp0, 2q “ 0, ce qui donne

Bf
By p0, 2q “ lim

tÑ0

fp0, 2` tq ´ fp0, 2q
t

“ 0. (91.454)EqAGzztczdttozfracEqAGzztczdttozfrac

(4) Nous devons vérifier si en prenant la limite px, yq Ñ p0, 2q des fonctions (91.451) sont bien
les nombres Bxfp0, 2q et Byfp0, 2q. La première limite à calculer est

lim
px,yqÑp0,2q

4y sinp2xq cosp2xq
x

´ y sin2p2xq
x2 . (91.455)EqlimxyAGzztcqymyfracEqlimxyAGzztcqymyfrac

En décomposant et en sachant que limxÑ0 sinp2xq{x “ 2, nous trouvons que la limite (91.455)
vaut zéro, ce qui ne correspond pas à la valeur de Bxfp0, 2q donnée par (91.454). La dérivée
partielle par rapport à x n’est donc pas continue en p0, 2q. En ce qui concerne la dérivée par
rapport à y, nous avons

lim
px,yqÑp0,2q

sin2p2xq
x

“ 0, (91.456)

cette dérivée directionnelle est donc continue.
Exercise 305 exocontrolecontinu0004

Tracer le domaine d’intégration de l’intégrale
ż 2

0

ż ?
2x´x2

0

a
x2 ` y2 dy dx,

et calculer sa valeur (à l’aide des coordonées polaires). corrcontrolecontinu0004

Correction of the exercise 305
Le domaine d’intégration est donné par une moitié du cerce de centre p1, 0q et de rayon 1, plus

précisement la moitié contenue dans le premier quadrant.
L’équation de ce cercle en coordonnées polaires est r “ 2 cospθq. Le fait qu’on ne considère que

la partie contenue dans le premier quadrant se traduit par θ P r0, π{2s.
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Notre intégrale est alors
ż π{2

0

ż 2 cospθq

0
r2 dr dθ “ 8

3

ż π{2

0
cos3pθq dθ.

La valeur de cette intégrale est 16{9. Une méthode pour le voir est la suivante (on utilise plusieurs
fois l’intégration par parties)

ż π{2

0
cos3pθq dθ “ sinpθq cos2pθqˇ̌π{2

0 ` 2
ż π{2

0
sin2pθq cospθq dθ

“ 2 sin3pθqˇ̌π{2
0 ´ 4

ż π{2

0
sin2pθq cospθq dθ.

(91.457)

Cela nous dit que

2 sin3pθqˇ̌π{2
0 “ 6

ż π{2

0
sin2pθq cospθq dθ “ 3

ż π{2

0
cos3pθq dθ (91.458)

c’est-à-dire ż π{2

0
cos3pθq dθ “ 2

3 .

Exercise 306 exocontrolecontinu0005

Calculer la longueur de la courbe

γ : r0, 4πs Ñ R3

t ÞÑ
´
t cosptq, t sinptq, 2

?
2

3 t3{2
¯
.

(91.459)

corrcontrolecontinu0005

Correction of the exercise 306
La longueur de la courbe γ est donnée par la formule

Longueur “
ż 4π

0
}γ1ptq} dt. (91.460)

La norme de γ1ptq est
apcosptq ´ t sinptqq2 ` psinptq ` t cosptqq2 ` 2t “

a
1` t2 ` 2t “ 1` t.

La longueur de γ est alors ż 4π

0
1` t dt “ 4π ` 8π2.

Exercise 307 exocontrolecontinu0006

Soit f la fonction fpx, yq “ x2 ´ 3x´ 5y3. Calculer la dérivée de f suivant le vecteur

1?
5

ˆ
1
2

˙
, (91.461)

au point p2, 3q. corrcontrolecontinu0006

Correction of the exercise 307
La fonction f est différentiable, parce que c’est un polynôme. Le gradient de f est ∇fpx, yq “

p2x ´ 3,´15y2q, qui au point p2, 3q vaut p1,´135q. La dérivée de f suivant le vecteur donné au
point p2, 3q est

1?
5

∇fp2, 3q·
ˆ

1
2

˙
“ 1?

5
p1´ 270q “ ´269

5 . (91.462)

Exercise 308 exocontrolecontinu0007

Soient f : R2 Ñ R, fpx, yq “ x lnpyx2q, et g : RÑ R2, gptq “ pt, etq.
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Trouver la matrice jacobienne F “ g ˝ f au point pπ{2, 1q. corrcontrolecontinu0007

Correction of the exercise 308
La méthode la plus rapide pour compléter l’exercice est de calculer d’abord les matrices jaco-

biennes de f et g, ou pour mieux dire, le gradient de f et le jacobien de g.

∇fpx, yq “
´

lnpyx2q ` 2 x
y

¯
, (91.463)

d

dt
gptq “

ˆ
1
et

˙
. (91.464)

La fonction F “ g ˝ f est une fonction de R2 dans R2. Sa matrice jacobienne doit alors être
une matrice 2ˆ 2. On la trouve par la formule

∇F pπ{2, 1q “ ∇gpfpπ{2, 1qq· ∇fpπ{2, 1q “
ˆ

1`
π
2
˘π
˙

·
`
lnpπ2{4q ` 2 π

2
˘ “

ˆ
lnpπ2{4q ` 2 π

2`
π
2
˘π plnpπ2{4q ` 2q `

π
2
˘π`1

˙
(91.465)

Exercise 309 exocontrolecontinu0008

Trouver, si elle existe, une fonction g : R3 Ñ R telle que

Bxgpx, y, zq “ yz ` y cospxyq,
Bygpx, y, zq “ xz ` x cospxyq,
Bzgpx, y, zq “ xy,

gp0, 1, 2q “ 5.

(91.466)

corrcontrolecontinu0008

Correction of the exercise 309
Une telle fonction existe et est unique. Pour la trouver il faut d’abord calculer les integrales

partielles
gpx, y, zq “

ż
Bxgpx, y, zq dx “ xyz ` sinpxyq ` f1py, zq,

gpx, y, zq “
ż
Bygpx, y, zq dy “ xyz ` sinpxyq ` f2px, zq,

gpx, y, zq “
ż
Bzgpx, y, zq dz “ xyz ` f3px, yq.

(91.467)

On obtient alors gpx, y, zq “ xyz ` sinpxyq ` f1py, zq “ xyz ` sinpxyq ` f2px, zq “ xyz ` f3px, yq.
Cela nous dit que gpx, y, zq “ xyz ` sinpxyq `K, où K est une constante. Pour trouver la valeur
de K nous utilisons la dernière condition. Comme

gp0, 1, 2q “ K,

c’est évident que K doit être 5. Exercise 310 exocontrolecontinu0009

Soit f la fonction de R2 dans R

fpx, yq “
$
&
%

px3`y2q?
x2`y2 sin

´
x

x2`y2

¯
, si px, yq ‰ p0, 0q,

0, sinon.
(91.468)

(1) Calculer les dérivées partielles de f au point p0, 0q.
(2) Établir si la fonction f est différentiable au point p0, 0q.
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Figure 91.28: La région E

Exercise 311 exocontrolecontinu0010

Soit E la partie de R2 delimitée par les courbes y “ sinpxq et y “ 2
πx dans le premier quadrant.

Dessiner E et calculer l’intégrale ż

E
x` 2y dS.

corrcontrolecontinu0010

Correction of the exercise 311
Voici un dessin de la région E. La courbe y “ sinpxq est dessinée en bleu et la courbe y “ 2

πx en
rouge. Le points d’intersection des deux courbes dans le premier quadrant sont p0, 0q et pπ{2, 1q.

ż

E
x` 2y dS “

ż π{2

0

ż sinpxq

2x{π
x` 2y dy dx

“
ż π{2

0
x sinpxq ´ 2

π
x2 ` sin2pxq ´ 4x2

π2 dx

“
ż π{2

0
x sinpxq ´ p2π ` 4q

π2 x2 ` sin2pxq dx.

(91.469)

Cette intégrale peut être calculée en considérant un terme à la fois. D’abord on obtient
ż π{2

0
x sinpxq dx “ ´x cospxq|π{2

0 `
ż π{2

0
cospxq dx “ 1;

et
´
ż π{2

0

p2π ` 4q
π2 x2 dx “ ´pπ

2 ` 2πq
12 .

Enfin, on observe
ż π{2

0
sin2pxq dx “ ´ cospxq sinpxq|π{2

0 `
ż π{2

0
cos2pxq dx,

ce qui nous permet d’écrire
ż π{2

0
sin2pxq ` cos2pxq dx “ 2

ż π{2

0
sin2pxq dx,

et donc ż π{2

0
sin2pxq dx “ π

4 .

Exercise 312 exocontrolecontinu0011
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(1) Donner la définition de norme.
(2) La fonction d de R2 ˆR2 vers R, dpx, yq “ maxt|x1 ´ y1|, |x2 ´ y2|u est la distance induite

par la norme supremum dans R2. Vérifier que d est invariante par translations, c’est-à-dire
que

dpx´ z, y ´ zq “ dpx, yq,
pour tout choice de x, y et z dans R2.

corrcontrolecontinu0011

Correction of the exercise 312
(1) Pour la définition de norme, voir le cours.
(2) pour tout choice de x, y et z dans R2 on a

dpx´ z, y ´ zq “maxt|px1 ´ z1q ´ py1 ´ z1q|, |px2 ´ z2q ´ py2 ´ z2q|u
“ maxt|px1 ´ y1q ` pz1 ´ z1q|, |x2 ´ y2| ` pz2 ´ z2qu
“ maxt|x1 ´ y1|, |x2 ´ y2|u “ dpx, yq.

(91.470)

Exercise 313 exocontrolecontinu0012

Trouver le paramétrage normal du cercle de rayon R centré dans l’origine.
Un paramétrage de cette courbe est pR cos θ,R sin θq. corrcontrolecontinu0012

Correction of the exercise 313
Le paramétrage « usuelle » du cercle est

σptq “ pR cosptq, R sinptqq. (91.471)

Les formules qui donnent le paramétrage normal sont les formules (21.132) et (21.133). Nous devons
donc d’abord calculer

ϕptq “
ż 2πR

0
}σ1puq}du “ Rt. (91.472)

Ensuite, γN psq “ pσ ˝ ϕ´1qpsq où
ϕ´1psq “ s

R
. (91.473)

Donc le paramétrage normal est

γN psq “ σ
´ s
R

¯
“
ˆ
R cos

`
s
R

˘

R sin
`
s
R

˘
.

˙
(91.474)

Exercise 314 exocontrolecontinu0013

Calculer le volume de la partie E de R3 dans le premier octant entre les deux sphères x2`y2`
z2 “ 1 et x2 ` y2 ` z2 “ 4 et au dessus du cône z “

c
x2 ` y2

2 . Conseil : passer aux coordonées
sphèriques.

Bonus : Dessiner E. corrcontrolecontinu0013

Correction of the exercise 314
Il nous faut calculer

ş
E 1 dV . Le volume E peut être décrit en coordonnées sphèriques de la

façon suivante. D’abord E est contenu dans le premier octant, c’est-à-dire que les valeurs de θ à
considérer sont entre 0 et π{2, et que z ne peut que être positif. De plus, E est contenu entre les
deux sphères centrées dans l’origine de rayons 1 et 2. Cela nous dit que 1 ă r ă 2 pour tous le
points de E. Enfin on traduit léquation du cône en coordonées sphèriques et on obtient

2 cos2pϕq “ sin2pϕq,
soit tanpϕq “ ?2. À chaque point de E correspond un valeur de ϕ compris entre 0 et arctanp?2q.
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L’intégrale à calculer est alors
ż arctanp?

2q

0

ż π{2

0

ż 2

1
r2 sinϕdr dθ dϕ “ 7π

6 pcosparctanp?2qq ´ 1q.

Exercise 315 exoGeomAnal-0015

Pour chacun des ensembles suivants, trouver son intérieur, son adhérence, sa frontière et l’en-
semble de ses points d’accumulation. Préciser si ces ensembles sont ouverts, fermés, bornés. Faire
un dessin de chaque situation.

(1) A1 “ tpx, yq P R2 | x´ 1 ď y ď sinpxq, x Ps0, π{2su;
(2) A2 “ tpcospπxq, yq P R2 | x P N, y P r0,`8ru.

corrGeomAnal-0015

Correction of the exercise 315
<+CorrGeomAnal-0015+>
Exercise 316 exoGeomAnal-0016

(1) Trouver le domaine de définition de la fonction

fpx, yq “ y3 ` 2011
lnpx{50q?x´ 34

. (91.475)

(2) Tracer, si elles existent, les courbes de niveau de la fonction fpx, yq “ px`1q2`y aux niveaux
´1, 0 et 1.

corrGeomAnal-0016

Correction of the exercise 316
<+CorrGeomAnal-0016+>
Exercise 317 exoGeomAnal-0018

(1) Montrer que la limite

lim
px,yqÑp0,0q

x´ y2

x` y2 , (91.476)

n’existe pas.
(2) Calculer, si elle existe, la valeur de la limite

lim
px,yqÑp0,0q

x2 ´ y2

x` y . (91.477)

corrGeomAnal-0018

Correction of the exercise 317
<+CorrGeomAnal-0018+>
Exercise 318 exoGeomAnal-0021

Soit f la fonction fpx, y, zq “ sinpxq lnp5yq ` 120zex. Trouver le domaine de f et calculer sont
gradient au point P “ pπ, 0.2, 0.05q. Calculer la dérivée de f au point P suivant le vecteur

1?
3

¨
˝

1
1
1

˛
‚. (91.478)

corrGeomAnal-0021

Correction of the exercise 318
<+CorrGeomAnal-0021+>
Exercise 319 exoGeomAnal-0023

Calculer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ y sur la région de R2 bornée par la parabole
y2 “ 2x` 6 et la droite y “ x´ 1. Commencer par faire un dessin du domaine d’intégration.corrGeomAnal-0023
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Correction of the exercise 319
<+CorrGeomAnal-0023+>
Exercise 320 exoGeomAnal-0027

Calculer la longueur de la courbe ρpθq “ 1` cospθq (cardioïde).
Rappel : cospθq “ cos2pθ{2q ´ sin2pθ{2q pour tout t. corrGeomAnal-0027

Correction of the exercise 320
<+CorrGeomAnal-0027+>
Exercise 321 exoGeomAnal-0017

(1) Expliquer pourquoi il n’existe pas une fonction f : R2 Ñ R telle que

Bxfpx, yq “ 3x` y, Byfpx, yq “ 4 sinpxyq. (91.479)

(2) Soit h : R3 Ñ R une fonction dont les dérivées partielles existent partout dans R3. Nous
savons que Bzh est continue sur R3ztp0, 1, 0qu et que Bxh et Byh sont continue partout dans
R3. Qu’est-ce que pouvons nous dire de la différentiabilité de h ?

corrGeomAnal-0017

Correction of the exercise 321
(1) Étant donné que Bxfpx, yq “ 3x` y, nous savons que fpx, yq doit être de la forme

fpx, yq “ 3
2x

2 ` yx` apyq (91.480)EqGAzzusuiEqGAzzusui

où apyq est une fonction seulement de y. Aucune fonction de ce type n’a 4sinpx, yq comme
dérivée par rapport à y. En effet, la dérivée de (91.480) par rapport à y est

3x` y ` a1pyq, (91.481)EqGAzzuuiiEqGAzzuuii

et il n’y a aucun choix de fonction apyq tel que (91.481) se réduise à 4 sinpxyq.
(2) Vu que toutes les dérivées partielles de h sont continues sur R3zt0, 1, 0u, la fonction h y est

différentiable (proposition 12.292)
Exercise 322 exoGeomAnal-0020

(1) Calculer la valeur de l’intégrale

I “
ż 2

0

ż y

0
ex`5ypx´ yq dx dy.

(2) On veut récrire I dans le nouvelles variables s “ x` 5y et t “ x´ y.
(2a) Trouver le domaine d’intégration dans le nouvelles variables. Faire un dessin ;
(2b) Trouver le Jacobien du changement de variables ;
(2c) Écrire la fonction à intégrer par rapport aux nouvelles variables.

corrGeomAnal-0020

Correction of the exercise 322
<+CorrGeomAnal-0020+>
Exercise 323 exoGeomAnal-0022

Trouver, si elle existe, une fonction g : R3 Ñ R telle que

Bxgpx, y, zq “ 3 sin2pzq
x

` 2ypxy ´ zq,
Bygpx, y, zq “ 2xpxy ´ zq,
Bzgpx, y, zq “ 3 sinp2zq lnpxq ´ 2pxy ´ zq,
gp0, 1, πq “ 5.

(91.482)
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corrGeomAnal-0022

Correction of the exercise 323
<+CorrGeomAnal-0022+>
Exercise 324 exoGeomAnal-0024

Soit f la fonction de R2 dans R

fpx, yq “
$
&
%

px3`y2q?
x2`y2 sin

´
x

x2`y2

¯
, si px, yq ‰ p0, 0q,

0, sinon.
(91.483)

(1) Calculer les dérivées partielles de f au point p0, 0q.
(2) Établir si la fonction f est différentiable au point p0, 0q.

corrGeomAnal-0024

Correction of the exercise 324
<+CorrGeomAnal-0024+>
Exercise 325 exoGeomAnal-0025

Soit E la partie de R3 délimitée par le paraboloïde z “ x2 ` y2 ´ 3 et le cône z “ 1
2
a
x2 ` y2.

(1) Dessiner E ;

(2) le décrire en coordonnées sphériques et cylindriques ;

(3) calculer son volume.
corrGeomAnal-0025

Correction of the exercise 325
<+CorrGeomAnal-0025+>
Exercise 326 exoGeomAnal-0026

(1) Soit A une partie de R2.
Donner la définition de l’adhérence, de l’intérieur et de la frontière de A.

(2) Est-ce que l’adhérence d’un ensemble corresponds toujours à l’union de la frontière et de
l’intérieur d’un ensemble ? Si non, donnez un exemple.

corrGeomAnal-0026

Correction of the exercise 326
<+CorrGeomAnal-0026+>
Exercise 327 exoDS2011-0001

Pour chacun des ensembles suivants, trouver son intérieur, son adhérence, sa frontière. Préciser
si ces ensembles sont ouverts, fermés, bornés. Faire un dessin de chaque situation.

(1) A1 “ tpx, yq P R2 | 3´ y ă x ďa
9´ y2, y ą 1u ;

(2) A3 “ tpn, 2n` 1q P R2 | n P Nu.
corrDS2011-0001

Correction of the exercise 327
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(1)

‚
A

‚
B

´3 ´2 ´1 1 2 3 4

´3

´2

´1

1

2

3

4

Les deux points d’intersection A et B s’obtiennent en posant y “ 1 dans les équations
x “ 3´ y et x “a

9´ y2. Les résultats sont A “ p2, 1q et B “ p2?2, 1q
L’intérieur et l’adhérence s’obtiennent en mettant respectivement les inégalités strictes et
non strictes dans la définition. L’ensemble n’est ni ouvert, ni fermé. Il est borné. Sa frontière
s’écrit comme l’union de trois pièces :

BA1 “ tpx, 1q tel que x P r2, 2?2su
Y tx “ 3´ y tel que x P r0, 2su
Y tx “

a
9´ y2 tel que x P r0, 2?2su.

(91.484)

(2) L’ensemble A2 est une suite de points dans R2. Son intérieur est vide, son adhérence est
lui-même, il n’est pas ouvert, il est fermé, et il est non borné.

<++>
Exercise 328 exoDS2011-0002

Calculer la longueur de la courbe paramétrée pr0, 1s, γq, où γ est la fonction

γ : R Ñ R3

t ÞÑ
¨
˝

2
3 t

3

4
t2

2 ´ t4

4

˛
‚ . (91.485)

corrDS2011-0002

Correction of the exercise 328
Nous avons la dérivée du chemin :

γ1ptq “
¨
˝

2t2
0

t´ t3

˛
‚, (91.486)

puis la norme
}γ1ptq} “

a
t2 ` t6 ` 2t4 “ t` t3. (91.487)

Attention, ici pour enlever la racine carrée dans l’égalité
apt` t3q2 “ t` t3, (91.488)EqsqrtttpteEqsqrtttpte

il faut bien justifier qu’avec t P r0, 1s, t` t3 ą 0. L’égalité (91.488) n’est pas vraie pour toute valeur
de t.
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En ce qui concerne la longueur,

lpγq “
ż 1

0
pt` t3qdt “ 3

4 . (91.489)

Exercise 329 exoDS2011-0003

Quelques calculs sur les normes et les fonctions à valeurs vectorielles.
(1) Soit v “ p2, 1, 6q. Calculer les normes }v}1, }v}2, }v}8.
(2) Trouver un vecteur w1 P R2 de norme 1 par rapport à la norme }· }8 qui a la même direction

du vecteur w “ p2, 3q. Dessiner les vecteurs w, w1 et la boule unitaire de }· }8.

(3) Soit F : RÑ R3 la fonction de composantes f1pxq “ x, f2pxq “ 1
lnpx` 1q , f3pxq “

?
x2 ´ 4.

Trouver le domaine de définition de F et ses limites aux extrêmes du domaine, si elles existent.
corrDS2011-0003

Correction of the exercise 329
(1) 9,

?
41, 6.

(2) Un vecteur qui a la même direction que p2, 3q est un vecteur de la forme λp2, 3q pour un
certain λ. Nous fixons λ afin que la norme soit 1, c’est-à-dire

maxt|2λ|, |3λ|u “ 1 (91.490)

Nous trouvons λ “ 1{3 et par conséquent w1 “ p2
3 , 1q.

(3) Nous avons les restrictions suivantes sur le domaine :
$
’&
’%

lnpx` 1q ‰ 0 (91.491a)
x` 1 ą 0 (91.491b)
x2 ´ 4 ě 0. (91.491c)

L’intersection des trois conditions est x ě 2. Cela est donc le domaine de notre fonction. Les
limites du domaine sont donc x “ 2 et x “ 8. Nous avons

lim
xÑ2

¨
˝

x
1{ lnpx` 1q?

x2 ´ 4

˛
‚“

¨
˝

2
1{ lnp3q

9

˛
‚. (91.492)

La limite en l’infini n’existe pas parce que dans la définition de limite, nous demandons que
le vecteur limite ait une norme finie. Autant pour les fonctions R Ñ R, nous avons donné
un sens à une expression du type limxÑ8 fpxq “ 8, dans le cas de fonctions RÑ R3, nous
n’avons pas donné de sens à des expressions du type

lim
xÑ2

¨
˝

x
1{ lnpx` 1q?

x2 ´ 4

˛
‚“

¨
˝
8
0
8

˛
‚. (91.493)EqLimhqnsDSEqLimhqnsDS

La réponse (91.493) est donc fausse.
Exercise 330 exoDS2011-0004

Considérons courbe paramétrée ps0, π{2s, γpolpθqq, où la fonction γpol est la fonction de s0, π{2s
dans R2 γpolpθq “ prpθq “ 2 cospθq, θq (coordonnées polaires).

(1) Trouver un paramétrage du même arc géométrique de la forme γcartpxq “ px, ypxqq (coor-
données cartésiennes). Conseil : essayez d’écrire d’abord l’équation cartésienne de la courbe.

(2) La courbe est une partie d’un cercle. Trouver son centre, son rayon et dessiner la courbe dans
le plan cartésien x-y.

(3) Déterminer la longueur de la courbe. Vous pouvez utiliser quelconque méthode qui vous vient
à l’esprit quitte à la justifier.
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Bonus : Dessiner la courbe dans le demi-plan ρ-θ.
corrDS2011-0004

Correction of the exercise 330
En termes du paramètre θ, la courbe s’écrit

γpθq “
ˆ
rpθq cospθq
rpθq sinpθq

˙
“
ˆ

2 cos2pθq
2 cospθq sinpθq

˙
. (91.494)

Étant donné que sur θ P r0, π{2s la fonction 2 cos2pθq est injective, il est possible d’utiliser xx
comme paramètre. Nous avons x “ 2 cos2pθq, c’est-à-dire

cospθq “
c
x

2 (91.495a)

sinpθq “
c

1´ x

2 . (91.495b)

Pour la seconde ligne, nous avons utilisé la formule sinpθq “a
1´ cos2pθq. Une fois de plus, cette

formule se justifie par le fait que θ P r0, π{2s et que sinpθq y est toujours positive. Nous avons au
final

γpxq “
˜

x

2
b

x
2
`
1´ x

2
˘
.

¸
(91.496)

avec x P r0, 2s. Note : préciser l’intervalle de x n’est pas facultatif.
De nombreux étudiants ont cru malin d’écrire

θ “ arccos
c
x

2 (91.497)

et

γpxq “
ˆ

x
2
a

x
2 sin

`
arccos

a
x
2
˘
˙
. (91.498)EqCartfgxygammaqnnEqCartfgxygammaqnn

Quelques remarques à propos de cette idée :
(1) Ce n’était pas la réponse attendue parce qu’elle est triviale. Si vous avez une fonction en

termes du paramètre t donnée par

γptq “
ˆ
fptq
gptq

˙
, (91.499)

vous pouvez toujours poser t “ f´1ptq et puis répondre

γpxq “
ˆ

x
g
`
f´1pxq˘

˙
. (91.500)

La réponse en arccos n’était pas attendue, mais elle reste néanmoins correcte. Soyons géné-
reux. Pour un prochain (ou examen), essayez de ne pas recommencer. De notre côté, nous
essayerons de formuler la question de façon à vous empêcher de répondre ainsi ;)

(2) Lorsque vous utiliser la fonction inverse d’une fonction non injective (par exemple cosinus),
vous devez préciser les domaines ! Dans le cas présent, vous devez considérer la fonction

arccos : r0, 1s Ñ r0, π2 s, (91.501)

et justifier que lorsque x P r0, 2s, la fonction
a

x
2 reste entre 0 et 1.
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Pour comprendre de quel cercle il s’agit, nous pouvons partir de l’équation (91.498) et calculer
r2 en sommant les carrés des deux composantes. Le résultat est que

x2 ` y2 “ x2 ` 4x2

´
1´ x

2

¯
, (91.502)

et l’équation de notre cercle est x2 ` y2 “ 2x. Pour trouver le centre et le rayon, le mieux est de
compléter le carré :

x2 ´ 2x “ px´ 1q2 ´ 1 (91.503)

et par conséquent
px´ 1q2 ` y2 “ 1. (91.504)

Cela est l’équation d’un cercle de centre p1, 0q et de rayon 1. Étant donné que dans le contexte
de cet exercice nous avons y ě 0 5, nous n’avons en réalité que la moitié supérieure du cercle. Sa
longueur vaut donc π.

Il y avait aussi moyen de calculer la longueur en utilisant une des équations paramétriques
(polaires, ou cartésiennes) et en considérant la formule correspondante.

Exercise 331 exoGeomAnal-0045

Soit f : R2 Ñ R la fonction fpx, yq “ x2y5

4x4 ` y10 .

(1) Montrer que lim
tÑ0

fpt, atq “ 0, pour tout a P R.

(2) Montrer que f n’admet pas de limites en p0, 0q.
corrGeomAnal-0045

Correction of the exercise 331
Nous avons

fpt, atq “ t7a5

4t4 ` a10t10 “
t3a5

4` a10t6
Ñ 0. (91.505)

Il y a plusieurs façons de trouver des chemins sur lesquels la limite ne vaut pas zéro. Une façon
(pas la plus simple) est de chercher un chemin de la forme γptq “ pt, aptqtq et résoudre l’équation

t3a5

4` a10t6
“ α (91.506)

pour trouver aptq. La résolution est un peu longuette, et en posant y “ a5 nous trouvons

y “ t5 ˘a
t6p1´ 16α2q
2αt6 . (91.507)

Si α est assez petit cela existe et définit bien aptq. Le long du chemin ainsi construit nous aurons
limtÑ0 fpt, aptqtq “ α.

Sinon avec un peu de flair on peut essayer pt, t2{5q pour qui la limite est 1{5.

---------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x**2*y**5/(4*x**4+y**10)
sage: t=var(’t’)
sage: f(t,t**(5/2))
t^(29/2)/(t^25 + 4*t^4)
sage: f(t,t**(5/2)).limit(t=0)
0
sage: f(t,t**(2/5)).limit(t=0)
1/5

5. Pouvez-vous justifier cela en lisant l’énoncé ?
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Exercise 332 exoGeomAnal-0046

Soit f : R3 Ñ R la fonction fpx, y, zq “ x2 ` sinpyzq ` yex.
(1) Trouver les dérivées partielles de f .
(2) Calculer le gradient de f au point p1, π, 1{2q.
(3) Trouver la dérivée de f suivant le vecteur ÝÑv “ p1{2, 1{2, 1{3q au point p1, π, 1{2q.
(4) Justifier la différentiabilité de f sur R3.

corrGeomAnal-0046

Correction of the exercise 332
Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “ 2x` yex (91.508a)
Bf
By “ z cospyzq ` ex (91.508b)

Bf
Bz “ y cospyzq. (91.508c)

Le gradient consiste à mettre les dérivées partielles en colonne :

∇fp1, π, 1
2q “

¨
˝
πe` 2
e
0

˛
‚. (91.509)

De nombreux étudiants se sont lancés dans le calcul de la dérivée directionnelle avec la définition
en termes de limites. La réponse est évidemment correcte, mais ce n’est pas le plus simple.

Il ne faut utiliser les définitions des limites, dérivées ou différentielles qu’aux points où il y a
des problèmes : bord de domaine, dérivée partielles non continues, des infinis, . . .

Dans les cas où la fonction est C8 (polynômes, sinus, cosinus et composées), le plus simple est
d’utiliser les dérivées partielles et d’utiliser les formules du lemme 12.253. Dans notre cas, nous
écrivons la dérivée directionnelle en tant que produit scalaire avec le gradient :

Bf
Bv “ ∇f · v “ pπe` 2q12 ` e

1
2 ` 01

3 “
1
2pπe` 2q ` e

2 . (91.510)

Pour justifier la différentiabilité, il y a plusieurs façons. Dans l’ordre de simplicité :
(1) Il s’agit d’une composée de fonctions différentiables (sans dénominateurs qui s’annulent).
(2) Les dérivées partielles sont continues partout, et en particulier au voisinage de n’importe

quel point. La proposition 12.292 conclut alors que la fonction est différentiable en chaque
point.

(3) Le candidat différentielle est

T puq “ p2x` yexqu1 ` pz cospyzq ` exqu2 ` py cospyzqqu3. (91.511)

En substituant cela dans la définition, et en calculant la limite, nous obtenons zéro.
C’est la seconde méthode qui est « conseillée ». En effet la première est trop simpliste et risque
de provoquer des erreurs de temps en temps. La troisième est trop sophistiquée et amène des
calculs dans lesquels il est facile de se tromper. Il est cependant important de comprendre les trois
méthodes parce qu’il y a des exercices dans lesquels il n’y a pas de choix. Exercise 333 exoGeomAnal-0047

(1) Trouver, si elle existe, une fonction f : R2 Ñ R qui satisfait les conditions suivantes :

Bxfpx, yq “ cospxq ` y2,

Byfpx, yq “ y sinpxq ` 2y,
fpπ, 2q “ 4.

(91.512)
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(2) Trouver le gradient au point p0, 0q d’une fonction g : R2 Ñ R telle que gpx, 2xq “ 2x, et
gpx,´xq “ ´2x.

corrGeomAnal-0047

Correction of the exercise 333
(1) Il n’y a pas de fonctions répondant aux conditions parce qu’elle devrait satisfaire

B2f

ByBy “ 2y (91.513)

et
B2f

BxBy “ 0. (91.514)

Ces deux fonctions n’étant pas égales, il n’y a pas de fonctions f .

Remarque 91.1.
Beaucoup d’étudiants se sont lancés avec plus ou moins de succès dans l’intégration des deux
conditions. On obtient alors

fpx, yq “ ´ sinpxq ` xy2 ` αpyq (91.515a)
fpx, yq “ y cospxq ` 2xy ` βpxq. (91.515b)

Il faut alors justifier qu’il n’existe pas de fonctions α et β qui rendent égales ces deux expres-
sions.
Dans ce cas ci, cela n’était pas la méthode la plus simple.

(2) Ici le « truc » est de calculer les dérivées partielles de g dans les directions u “ p1, 2q et
v “ p1,´1q. D’abord gp0, 0q “ 0, ensuite

Bg
Bup0, 0q “ lim

tÑ0

gpt, 2tq ´ gp0, 0q
t

“ lim
tÑ0

2t
t
“ 2 (91.516)

et Bg
Bv “ lim

tÑ0

gpt,´tq
t

“ ´2. (91.517)

Les dérivées directionnelles étant les combinaisons linéaires des dérivées partielles nous ob-
tenons le système d’équations

" Bf
Bx p0, 0q ` 2BfBy p0, 0q “ 2BfBx p0, 0q ´

Bf
By p0, 0q “ ´2 (91.518a)

pour les nombres Bxfp0, 0q et Byfp0, 0q. Le résultat est

Bf
Bx “ ´

2
3

Bf
By “ 4

3 . (91.519)

Nous avons donc
∇fp0, 0q “ ´2

3

ˆ
1
0

˙
` 4

3

ˆ
0
1

˙
“ 2

3

ˆ´1
3

˙
. (91.520)

Exercise 334 exoGeomAnal-0048

Calculer les intégrales suivantes.

(1)
ż ż

D
px ` yq3 dA, où D est la partie bornée de R2 délimitée par les droites : y “ 0, x “ 2,

x “ y.
(2) L’aire à l’intérieur de la cardioïde rpθq “ 1` cospθq.
(3) Le volume du cylindre rectangle de hauteur 3 qui a comme base inférieure le cercle px`1q2`

y2 “ 1 dans le plan z “ 0. Passer aux coordonnées cylindriques. La réponse V olume “ 3π
ne vaut pas de points si on ne calcule pas l’intégrale multiple en coordonnées cylindriques.
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corrGeomAnal-0048

Correction of the exercise 334
(1) La variable x va de 0 à 2 tandis que pour chaque x, la variable y va de 0 à x. Nous devons

donc effectuer l’intégrale ż 2

0

ż x

0
px` yq3dy dx. (91.521)

Cela est un peu de calcul et la réponse est 24 :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.7.1, Release Date: 2011-08-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=(x+y)**3
sage: f.integrate(y,0,x).integrate(x,0,2)
(x, y) |--> 24

(2) Les bornes d’intégration sont θ : 0 Ñ 2π et r : 0 Ñ 1 ` cospθq. L’intégrale en coordonnées
polaires est donc ż 2π

0
dθ

ż 1`cospθq

0
r dr dθ. (91.522)

Ne pas oublier le jacobien qui vaut r en coordonnées polaires. Une fois encore c’est un peu
de calcul et la réponse est 3

2π :

sage: f(r,t)=r
sage: f.integrate(r,0,1+cos(t)).integrate(t,0,2*pi)
(r, t) |--> 3/2*pi

(3) L’équation px`1q2`y2 “ 1 décrit un cercle centré en p´1, 0q. Le volume étant invariant par
translation nous allons considérer le cylindre de même hauteur, mais dont la base est centrée
en p0, 0q. En coordonnées cylindriques,

$
’&
’%

x “ r cospθq (91.523a)
y “ r sinpθq (91.523b)
z “ z, (91.523c)

les équations qui définissent le cylindre sont r ď 1, 0 ď z ď 3. Nous avons donc l’intégrale

V “
ż 1

0
dr

ż 3

0
dz

ż 2π

0
dθ r. (91.524)

Le résultat est celui attendu :

sage: f(r,theta,z)=r
sage: f.integrate(theta,0,2*pi).integrate(z,0,3).integrate(r,0,1)
(r, theta, z) |--> 3*pi

Exercise 335 exoGeomAnal-0049

Démontrer la proposition suivante.
Soit U Ă Rm un ouvert connexe par arcs. Soit f : U Ñ Rn. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
(1) f est constante ;
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(2) les dérivées partielles B1f, . . . , Bmf existent et sont nulles sur U ;
(3) f est différentiable et dfpaq “ 0 pour tout a P U .

corrGeomAnal-0049

Correction of the exercise 335
Il s’agit de la proposition 12.312 dont la clef est le théorème des accroissements finis 12.311.

91.7 Exercices pour aller plus loin
Exercise 336 exoGeomAnal-0001

Montrer que la définition d’arc géométrique compact a un sens, c’est-à-dire que si pI, γq est un
arc compact, alors tous les arcs équivalents sont également compacts. corrGeomAnal-0001

Correction of the exercise 336
<+CorrGeomAnal-0001+>
Exercise 337 exoGeomAnal-0002

Durant la démonstration du théorème 21.39, nous avons supposé que θ était strictement crois-
sante. Cela avait permis de rentrer θ1psq dans la norme. Comment doit on adapter la preuve si on
suppose que θ est strictement décroissante ? corrGeomAnal-0002

Correction of the exercise 337
<+CorrGeomAnal-0002+>
Exercise 338 exoGeomAnal-0003

Nous avons montré durant l’exemple 21.44 que les angles exprimés en radians forment des coor-
données normales pour le cercle. Quid des degrés ? Refaire l’exemple en supposant un paramétrage
fptq “ `

cosptq, sinptq˘ où t représente maintenant l’angle en degré : t P r0, 360s. Avons nous encore
un paramétrage normal ? corrGeomAnal-0003

Correction of the exercise 338
<+CorrGeomAnal-0003+>
Exercise 339 exoGeomAnal-0004

Pourquoi l’équation (21.90) est ce qu’on obtient en posant θ1ptq “ 1 dans l’équation (21.86) ?corrGeomAnal-0004

Correction of the exercise 339
<+CorrGeomAnal-0004+>
Exercise 340 exoGeomAnal-0005

Prouver que l’application }.}8 sur R3 donnée par

}x}8 “ max
1ďiď3

|xi| (91.525)

est bien une norme. Dessiner la boule unité qui lui correspond. corrGeomAnal-0005

Correction of the exercise 340
Nous avons quatre propriétés à vérifier. Dans la suite v est un élément de R3.

(1) L’application }.}8 sur R3 prends ses valeurs en R` :
— la valeur absolue est une fonction non négative : pour tout r dans R on a |r| “ r si r

est positif et |r| “ ´r si r est négatif. Il est clair que |r| “ 0 si et seulement si r “ 0 ;
— le maximum parmi trois nombres ě 0 ne peut que être ě 0.

(2) }v}8 “ 0 si et seulement si v “ p0, 0, 0qt.
— }p0, 0, 0qt}8 “ maxt0, 0, 0u “ 0 ;
— soit v un vecteur non nul tel que }v}8 “ 0. Si v est non nul au moins une parmi les

composantes de v est non nulle. Sans perdre en généralité on dira qu’il s’agit de v1.
Alors |v1| ą 0. La définition de maximum nous dit que |v1| ď }v}8. On a obtenu la
suite d’inégalités 0 ě v1 ą 0. Absurde.
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(3) Pour tout λ in R on a }λv}8 “ |λ|}v}8.
— soit v “ pv1, v2, v3qt, alors λv “ pλv1, λv2, λv3qt. Nous savons que |λvi| “ |λ||vi| et que

la multiplication fois un nombre positif ne change pas le sens des inégalités : si a et b
sont dans R et a ă b, alors |λ|a ă |λ|b. On obtient alors

}λv}8 “ maxt|λ||v1|, |λ||v2|, |λ||v3|u “ |λ|maxt|v1|, |v2|, |v3|u “ |λ|}v}8.
(4) Inégalité triangulaire : }v ` w}8 ď }v}8 ` }w}8.

— soient v et w deux vecteurs dans R3. La somme v ` w est un vecteur de composantes
pv1 ` w1, v2 ` w2, v3 ` w3q. On a alors

}v ` w}8 “ max
1ďiď3

t|vi ` wi|u.

Pour fixer les idées nous pouvons supposer que le maximum soit |v1`w1|. Une propriété
de la valeur absolue nous dit que |v1 `w1| ď |v1| ` |w1|. Pour conclure il nous suffit de
remarquer que |v1| ď maxt|v1|, |v2|, |v3|u “ }v}8 et, de même, |w1| ď }w}8.

La boule unité est un cube centré dans l’origine et de côté 2.
Exercise 341 exoGeomAnal-0006

Montrer que la frontière d’une partie A d’un espace vectoriel normé peut s’exprimer de la façon
suivante :

BA “ A` IntpAq Y IntpAAq˘. (91.526)
corrGeomAnal-0006

Correction of the exercise 341
Soit A une partie d’un espace vectoriel normé. Un point P est dans la frontière de A si pour

tout r ą 0 dans R` la boule BpP, rq de centre P et rayon r a intersection non nulle avec A et avec
son complémentaire AA. La boule BpP, rq contient des points de A et des points de AA

Cela veut dire qu’il n’existe pas un seul r̄ dans R`
ą0 tel que BpP, r̄q Ă IntA, parce que l’inter-

section entre IntpAq et AA est nulle. Le point P est donc dans le complémentaire de IntpAq. De
même on voit que P est dans le complémentaire de IntpAAq. Le premier lemme dans l’annexe A
nous permet de conclure

A pIntpAAqq X A pIntpAqq “ A pIntpAAq Y IntpAqq .
Exercise 342 exoGeomAnal-0007

Les ensembles suivants sont-ils des pavés ? Écrire les pavés comme produits d’intervalles.
(1) Le graphe de fpxq “ 2x dans R2.
(2) tp3, yq tel que y P Ru Ă R2.
(3) tp3, yq tel que y P s1, 7su Ă R2.
(4) tpx, y, 0q tel que x P R, y P r0, 1su Ă R3.

corrGeomAnal-0007

Correction of the exercise 342
<+CorrGeomAnal-0007+>
Exercise 343 exoGeomAnal-0008

Montrer que Ā est le plus petit fermé qui contient A. corrGeomAnal-0008

Correction of the exercise 343
Soit B un fermé tel que A Ă B. Nous voulons prouver que Ā Ă B. Soit a P Ā ; par le corolaire

7.247, il existe une suite pxnq dans A telle que a “ lim an. Mais an P A Ă B, donc la suite panq est
une suite dans B, et sa limite appartient alors à B̄ “ B. Nous avons donc montré que a P B, et
par conséquent que Ā Ă B, ce qu’il fallait démontrer.

Exercise 344 exoGeomAnal-0009

Montrer que si A est une partie d’un espace vectoriel normé V et si B est une partie d’un
espace vectoriel normé W , alors AˆB “ Āˆ B̄. corrGeomAnal-0009
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Correction of the exercise 344
Nous commençons par prouver que AˆB Ă Ā ˆ B̄. Un élément pa, bq dans AˆB peut

toujours être vu comme la limite d’une suite dans A ˆ B. Soit donc pan, bnq une suite telle que
limpan, bnq “ pa, bq avec an P A et bn P B. Par le lemme 11.68, nous avons une convergence
« composante par composante » : an Ñ a et bn Ñ b. Mais la suite panq est contenue dans A, donc
sa limite, a, est dans Ā. De la même manière, b P B̄. Par conséquent pa, bq P Āˆ B̄.

Il faut maintenant prouver l’inclusion inverse. Soit pa, bq P Ā ˆ B̄. Nous avons des suites panq
et pbnq dans A et B respectivement qui convergent vers a et b. En utilisant à nouveau le lemme
11.68 (mais cette fois dans le sens inverse), nous avons

lim pan, bnqloomoon
PAˆB

“ pa, bq P AˆB. (91.527)

La dernière appartenance est simplement le fait qu’une suite convergente contenue dans A ˆ B
converge dans AˆB.

Exercise 345 exoGeomAnal-0010

On considère l’ensemble A “ t 1
n

tel que n P N0u. Déterminer les points d’accumulation de A
dans R. Montrer que A n’est ni fermé ni ouvert. corrGeomAnal-0010

Correction of the exercise 345
<+CorrGeomAnal-0010+>
Exercise 346 exoGeomAnal-0011

Soient A et B deux ensembles de RN . Montrer que :
(1) AYB “ AYB.
(2) AXB Ă AXB et donner un exemple où cette inclusion est stricte.
(3) L’intérieur de AXB est égal à l’intersection des intérieurs de A et B. Que peut-on affirmer

de l’intérieur de AYB ?
(4) L’intérieur de AA est AA.

corrGeomAnal-0011

Correction of the exercise 346
Démontrer que la fonction f : R2 Ñ R

fpx, yq “
#
px2 ` y2q sin

´
1

x2`y2

¯
si px, yq ‰ p0, 0q,

0, si px, yq “ p0, 0q (91.528)

est différentiable à tout point deR2 (et par conséquence est continue partout), mais que ses dérivées
partielles ne sont pas définies en p0, 0q.

Cet exercice est assez difficile. Sur R2zp0, 0q on peut utiliser le la proposition 12.292. Pour
prouver la différentiabilité en l’origine il faut utiliser la définition.

Exercise 347 exoGeomAnal-0012

Démontrer la règle de différentiation des produits en utilisant la règle de la chaine et le lemme
12.271. Indice : trouver une forme bilinéaire B telle que pfgqpxq “ B

`
fpxq, gpxq˘, et ensuite trouver

une fonction s : Rm Ñ Rn ˆRn telle que fg “ B ˝ s. corrGeomAnal-0012

Correction of the exercise 347
<+CorrGeomAnal-0012+>
Exercise 348 exoGeomAnal-0013

Nous avons donné une démonstration du théorème de Weierstrass 7.141 (toute fonction sur
un compact de Rm est bornée et atteint ses bornes). Pouvons nous prouver le cas plus général
où on remplace Rm par un espace vectoriel normé en nous contentant de recopier mot à mot en
remplaçant Rm par V ? Quelles sont les étapes qui demandent un surplus de justification ?

Cet exercice est difficile. Effectuer lesdits « surplus de justification » l’est encore plus parce
qu’il faut vérifier quels sont les lemmes et propositions antérieures qui tiennent en remplaçant Rm
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par V dans les énoncés et les démonstration. Sachez pour votre culture générale que quasiment
tout ce que nous disons sur les fonctions continues de Rm dans R est valable à peu près mot à mot
pour des fonctions continues d’un espace vectoriel normé quelconque dans R (et même souvent
vers un autre espace vectoriel normé quelconque). corrGeomAnal-0013

Correction of the exercise 348
<+CorrGeomAnal-0013+>
Exercise 349 exoGeomAnal-0014

Donner un exemple de sous-ensemble A de R3 tel que Ā n’est pas égal à l’ensemble des points
d’accumulation de A. corrGeomAnal-0014

Correction of the exercise 349
<+CorrGeomAnal-0014+>
Exercise 350 exoCalculDifferentiel0005

Soit f : R2 Ñ R une fonction C1.
(1) Montrer que si f admet un minimum global au point px0, y0q (c’est-à-dire que pour tout

px, yq P R2, nous avons fpx, yq ě fpx0, y0q), alors
Bf
Bx px0, y0q “ 0 et Bf

By px0, y0q “ 0. (91.529)

Pour ce faire, considérer les fonctions d’une variable réelle f1ptq “ fpx0 ` t, y0q et f2ptq “
fpx0, y0 ` tq.

(2) Montrer que fpx, yq “ x2 ` 2xy ` y2 ` x n’admet pas de minimum.
(3) Montrer que fpx, yq “ x2 ´ y2 n’admet pas de minimum.
(4) Montrer que si fpx, yq “ 2x2 ` 2xy ` y2 ` x` 3y admet un minimum alors ce minimum est

atteint au point px0, y0q “ p1,´5{2q. Montrer que f admet effectivement un minimum en ce
point.
Indice : remarquer que pour tous réels h et k, fp1` h,´5{2` kq ´ fp1,´5{2q ě 0.

corrCalculDifferentiel0005

Correction of the exercise 350
<+CorrCalculDifferentiel0005+>
Exercise 351 exoCalculDifferentiel0014

Résoudre l’équation
2xyBfBx px, yq ` p1` y

2qBfBy px, yq “ 0 (91.530)

où f : tpx, yq P R2 tel que x ą 0u Ñ R est une fonction de classe C1. On pourra effectuer le
changement de variables x “ pu2 ` v2q{2, y “ u{v avec v ą 0. corrCalculDifferentiel0014

Correction of the exercise 351
<+CorrCalculDifferentiel0014+>
Exercise 352 exoCalculDifferentiel0018

Une application f : U Ñ R de classe C2 sur un ouvert U de R3 est dite harmonique si et
seulement si ∆f “ 0, où

∆f “ B
2f

Bx2 `
B2f

By2 `
B2f

Bz2 (91.531)

est le laplacien de f .
(1) Montrer que si f est harmonique sur R2 et de classe C3 alors Bf

Bx et y Bf
Bx ´ xBf

By sont harmo-
niques. Note : deviner quelle est la formule du laplacien sur R2.

(2) Vérifier que l’application f : R3 Ñ R définie par

fpx, y, zq “ arctan y
x
` arctan z

y
` arctan x

z
(91.532)

est harmonique sur R3.
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corrCalculDifferentiel0018

Correction of the exercise 352
<+CorrCalculDifferentiel0018+>
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Chapitre 92

Exercices d’analyse numérique
(Louvain-la-Neuve)

Exercise 353 exoSerieUn0002

Donner un exemple de problème stable de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C0pRqzC1pRq.
Justifier. corrSerieUn0002

Correction of the exercise 353
La fonction

xpdq “
#

0 si x ě 0
x si x ą 0

(92.1)

est continue, mais pas C1 (non dérivable en x “ 0). La dérivée est partout bornée par 1, et donc
le problème est stable.

Un autre exemple très classique serait de prendre xpdq “ |d|. Dans ce cas, on peut prendre
n’importe que η et K “ 1. Le calcul est que

|xpdq ´ xpd0q| ă K|d´ d0| (92.2a)ˇ̌|d| ´ |d0|
ˇ̌ ă |d´ d0|. (92.2b)

Cette dernière inéquation est correcte, comme on peut le voir en mettant au carré les deux membres.
Exercise 354 exoSerieUn0003

Donner un exemple de problème instable de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C0pRq.
Justifier corrSerieUn0003

Correction of the exercise 354
Un exemple assez classique de fonction dont la dérivée n’est pas bornée sans pour autant que

la fonction aie un comportement immoral 1 est x ÞÑ ?
x. Afin d’avoir une fonction définie sur R

tout entier, nous regardons la fonction

xpdq “a|d|. (92.3)

Si nous considérons maintenant d0 “ 0 et n’importe quel η, nous avons

|xpdq ´ xpd0q|
|d´ d0| “

?
d

d
“ 1?

d
. (92.4)

Il n’est pas possible de trouver un K qui majore ce rapport. Le problème est donc mal conditionné.
Attention : dans ce calcul nous avons supposé d ą 0. Pensez à adapter au cas d ă 0.
Exercise 355 exoSerieUn0001

Démontrer que tout problème de la forme x “ xpdq avec d P R et x P C1pRq est stable.corrSerieUn0001

1. Penser à x ÞÑ x sinp1{xq.

4383
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Correction of the exercise 355
Il faut démontrer qu’une fonction C1 sur R vérifie automatiquement la condition 34.26(2) de la

définition de la stabilité. Pour cela, remarquons qu’une fonction C1 possède une dérivée continue,
et donc bornée sur tout compact 2

Prenons η ą 0 et d0 P R et puis un d tel que |d´d0| ă η. Par le théorème des bornes atteintes,
la fonction x1 est bornée sur l’intervalle rd0 ´ η, d0 ` ηs. Appelons K un majorant de x1 sur cet
intervalle. La fonction

fpdq “ xpd0q `K|d´ d0| (92.5)

majore xpdq, et donc on a ˇ̌
xpdq ´ xpd0q

ˇ̌ ď K|d´ d0|. (92.6)

Attention : vérifier si ce raisonnement est correct avec d0 ą d, et adapter au besoin.
Exercise 356 exoSerieUn0004

Montrer que l’évaluation de xpdq “ cospdq est bien conditionnée près de d “ 0. corrSerieUn0004

Correction of the exercise 356
Proche de zéro, la dérivé de cospdq est petite. Nous allons donc prendre d0 proche de 0 et un ϵ

et choisir η suffisamment petit pour que

| cospdq ´ cospd0q|
|d´ d0| ă ϵ (92.7)

tant que |d´ d0| ă ϵ. Dans ce cas, nous avons que Kη
abspd0q ă ϵ, et donc que

Kη
relpdq “ ϵ

d

cospdq . (92.8)

Lorsque d est proche de zéro, la fraction reste proche de zéro.
Ce que nous concluons est que Kη

relpdq peut être rendu aussi petit que l’on veut (prendre ϵ
petit) en choisissant d dans un petit voisinage de 0 et η suffisamment petit pour ne pas déborder
du voisinage.

Exercise 357 exoSerieUn0005

Exprimer le conditionnement relatif du problème composé x “ fpdq avec f “ f1 ˝ f2 en termes
des conditionnements relatifs des problèmes composants xi “ fipdiq i “ 1, 2. corrSerieUn0005

Correction of the exercise 357
Le conditionnement absolu est donné par la norme de la dérivée. En ce qui concerne le condi-

tionnement relatif, nous avons

Kf1˝f2pdq “ |pf1 ˝ f2q1pdq| |d|
|pf1 ˝ f2qpdq|

“ f 1
1
`
f2pdq

˘
g1pdq |d|

|pf1 ˝ f2qpdq|
(92.9)EqSUZCKfgEqSUZCKfg

Mais le conditionnement de f1 au point f2pdq est donné par

Kf1

`
f2pdq

˘ “ f 1
1
`
f2pdq

˘ |f2pdq|
|f1

`
f2pdq

˘| , (92.10)

nous pouvons faire apparaitre cette expression dans (92.9) en multipliant et divisant par f2pdq.
Ainsi nous avons

Kf1˝f2pdq “ Kf1

`
f2pdq

˘
f 1

2pdq
|d|
f2pdq “ Kf1

`
f2pdq

˘
Kf2pdq. (92.11)

2. Un compact est un ensemble fermé et borné, typiquement un intervalle du type ra, bs.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Conditionnement_%28psychologie%29
http://fr.wikipedia.org/wiki/Conditionnement_%28psychologie%29
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Cependant, pour cette formule nous avons besoin que les fonctions f1 et f2 soient telles que
l’approximation du conditionnement par la dérivée fonctionne.

Exercise 358 exoSerieUn0006

Que peut on dire du conditionnement du problème consistant a retrancher un nombre d de 1 ?corrSerieUn0006

Correction of the exercise 358
Le conditionnement absolu est simple avec xpdq “ 1´ d :

sup
|d´d0|ăη

|xpdq ´ xpd0q|
|d´ d0| “ 1. (92.12)

Le conditionnement relatif est donc

Kη
relpdq “

|d|
|d´ 1| . (92.13)

C’est donc autour de d “ 0 que le problème est bien conditionné.
Exercise 359 exoSerieUn0007

Calculer le conditionnement relatif pour
(1) x´ ad “ 0 avec a ą 0.
(2) d´ x` 1 “ 0.

corrSerieUn0007

Correction of the exercise 359
(1) Nous supposons que a est une constante et nous devons calculer

K “ sup
|d´d0|ăη

|ad ´ ad0 |
|d´ d0| . (92.14)

Si a ą 1, l’expression dans le supremum est croissante en d 3 et donc le supremum est atteint
lorsque d “ d0 ` η et le conditionnement absolu vaut

Kη
abs “

|ad0paη ´ 1q|
η

. (92.15)

Dans ce cas, le conditionnement relatif vaut

Krelpdq “ |dpa
η ´ 1q|
η

. (92.16)

Nous pouvons obtenir une majoration de Krel en utilisant le théorème des accroissements
finis. En effet, il existe un c P rd, d0s tel que

ad “ ad0 ` f 1pcqpd´ d0q (92.17)

où fpxq “ ax et f 1pcq “ lnpaqac. Donc

Kabs “ sup
|d´d0|ăη

lnpaqac. (92.18)

Lorsque a ą 1, la fonction lnpaqac est croissante en c et donc nous avons

Kabspd0q ď lnpaqad0`η (92.19)

et
Krelpdq ď lnpaqdaη. (92.20)

3. Je ne vois pas pourquoi, mais en la traçant, ça a l’air d’être le cas.
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Il y a encore une troisième façon de travailler, en utilisant le corolaire 34.33. Nous savons
alors que Kabspdq » |x1pdq|, c’est-à-dire

Kabspdqη » | lnpaqad| (92.21)

lorsque η est petit. Le conditionnement relatif vaut alors

Krel » d| lnpaq|. (92.22)

Donc plus a est proche de 1, mieux le problème est conditionné, et plus d est petit, mieux
c’est aussi.

(2) Lorsque xpdq “ d` 1, nous avons

Kη
abspd0q “ sup

|d´d0|ăη
|xpdq ´ xpd0q|
|d´ d0| “ 1, (92.23)

et donc
Kη
rel “

|d|
|d` 1| . (92.24)

Exercise 360 exoSerieUn0008

Étudier le conditionnement de la formule par radicaux donnant la plus grande racine de P pxq “
x2 ` 2px´ q. corrSerieUn0008

Correction of the exercise 360
Nous voulons utiliser le corolaire 34.33. Pour cela, nous devons d’abord montrer que le problème

est stable. De la même manière que, avant, nous prouvions la stabilité en montrant que la dérivée
de x est bornée, ici nous allons argumenter que la norme du gradient est bornée pour dire que le
problème est stable 4.

Supposons que q ą ´p2. La plus grande des deux racines de x2 ` 2px´ q “ 0 est donnée par

xpp, qq “ ´p`
a
p2 ` q. (92.25)

Nous avons donc
Bx
Bp “ ´1` pa

p2 ` q “
´xpp, qqa
p2 ` q (92.26)

et Bx
Bq “

1
2
a
p2 ` q , (92.27)

et la norme du gradient est donc

}∇xpp0, q0q} “
a

4x2pp0, q0q ` 1
2
a
p2

0 ` q0
. (92.28)

Cette quantité reste bornée au voisinage de tout point vérifiant q ą ´p2. Nous pouvons donc
utiliser le corolaire 34.33. En fait, en calculant la norme de ∇x, nous avons fait coup double :
d’une part nous avons validé les hypothèses du corolaire, et d’autre part, nous en avons calculé la
conclusion.

Pour η suffisamment petit nous avons donc

Kabs
`pp0, q0q, η

˘ „ }∇xpp0, q0q} “
a

4x2pp0, q0q ` 1
2
a
p2

0 ` q0
. (92.29)

4. Nous n’allons pas entrer dans les détails de la preuve que la stabilité est impliquée par la borne sur le gradient,
mais c’est un bon exercice.
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Le conditionnement relatif vaut quant à lui

Krelp
`
p0, q0q, η

˘ “ Kabs
`pp0, q0q, η

˘ap2
0 ` q2

0
|xpp0, q0q| „

a
4x2pp0, q0q ` 1
|xpp0, q0q|

a
p2

0 ` q2
0

2
a
p2

0 ` q0
. (92.30)

On en déduit que le problème est mal conditionné quand q0 est proche de ´p2
0, c.-à-d. quand les

deux racines sont proches l’une de l’autre, ou quand xpp0, q0q “ 0 (pourquoi ? ?).
Exercise 361 exoSerieUn0009

Que peut-on dire du conditionnement de x “ pd´ 1q2 ? corrSerieUn0009

Correction of the exercise 361
Nous devons d’abord calculer le supremum de

|pd´ 1q2 ´ pd0 ´ 1q2|
|d´ d0| “ |pd` d0 ´ 2qpd´ d0q|

|d´ d0|
“ |d` d0 ´ 2|.

(92.31)

Si d´ 2 ą 0, alors le supremum est atteint en d “ d0 ` η et alors on a

Kabs “ 2d0 ` η ´ 2 (92.32)

et
Krel “ d0p2d0 ` η ´ 2q

pd0 ´ 1q2 . (92.33)

Si on a d´ 2 ă 0, alors le supremum est atteint en d “ d0 ´ η et alors

Kabs “ |2d0 ´ η ´ 2|. (92.34)

Notez que dans ce cas ci, nous n’avons pas de garanties sur le signe de ce qui se trouve dans la
valeur absolue.

Exercise 362 exoSerieTrois0002

On considère le problème de Cauchy suivant (a P R) :
"
x1ptq “ x0eatpa cos t´ sin tq t ą 0
xp0q “ x0.

(92.35)

Étudier le conditionnement de ce problème en fonction de la donnée initiale. corrSerieTrois0002

Correction of the exercise 362
Nous allons noter f au lieu de x la fonction recherchée parce que sinon il y a des problèmes

de notation à n’en plus finir parce que la donnée est notée x0. Nous nous voyons mal écrire des
expressions comme xpxqptq. Au lieu de ça, nous écrivons fx0ptq la solution au temps t du problème
avec x0 comme paramètre.

La solution exacte du problème est donnée par

fx0ptq “ x0e
at cosptq. (92.36)

Pour trouver le conditionnement absolu, il faut étudier le rapport

}fx ´ fx0}
|x´ x0| (92.37)

où la norme du numérateur est la norme sur l’espace de fonctions considéré (par exemple la norme
supremum). Nous avons que

fxptq ´ fx0ptq “ px´ x0qeat cosptq, (92.38)
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et donc
}fx ´ fx0} “ |x´ x0|· }t ÞÑ eat cosptq} (92.39)

parce que les normes sont R-linéaire nonobstant une valeur absolue. Nous trouvons donc

Kabspx0q “ }t ÞÑ eat cosptq}. (92.40)

Notons que cela est infini pour la norme supremum si a ą 0 et si on considère R comme domaine
de variation de t. Quoi qu’il en soit, pour le conditionnement relatif,

}fx0} “ |x0|· }t ÞÑ eat cosptq}, (92.41)

et donc
Krelpx0q “ }t ÞÑ eat cosptq}· |x0|

}fx0}
“ 1. (92.42)

Au passage, il y a une simplification par l’infini si a ą 0.
Exercise 363 exoSerieDeux0001

Démontrer que la norme opérateur | |op définit bien une norme sur l’espace LinpR2,R2q des
applications linéaires de R2 vers R2. corrSerieDeux0001

Correction of the exercise 363
Nous devons vérifier les trois conditions de la définition 7.152.

(1) Si sup|x|“1t|αpxq|u “ 0, c’est que αpxq “ 0 pour tout x de norme 1, et nous en déduisons que
αpxq “ 0 pour tout x.

(2) Nous avons
}λα} “ supt|pλαqpxq|u

“ supt|λ|· |αpxq|u
“ |λ| supt|αpxq|u
“ |λ|· }α}.

(92.43)

(3) Nous avons
}α` β} “ sup

|x|“1
t|αpxq ` βpxq|u

ď supt|αpxq| ` |βpxq|u
ď supt|αpxq|u ` supt|βpxq|u
“ }α} ` }β}.

(92.44)

Dans ces calculs, notez qu’on a utilisé le fait que la valeur absolue est une norme sur R.
Exercise 364 exoSerieDeux0002

Calculer |α|op lorsque α est
ItemExoDeuxDeuxa

(1) une homothétie de rapport λ ‰ 0 dans Rn,
(2) une rotation d’angle θ centrée en l’origine du plan R2,
(3) une rotation d’angle θ autour de l’axe supporté par p1, 1, 1q dans R3.

corrSerieDeux0002

Correction of the exercise 364
(1) Si αpxq “ λx, nous devons faire le calcul

sup
|x|“1

t|λx|u “ |λ|. (92.45)

(2) Si A est une rotation, par définition la norme de Ax est la même que celle de x, donc

sup
|x|“1

t}Ax}u “ 1. (92.46)

Il est à noter que la norme }.} dans le supremum est la norme sur R2.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Norme_%28math%C3%A9matiques%29


4389

(3) Si nous prenons une base orthonormée dans laquelle un des vecteurs est p1, 1, 1q, nous retom-
bons sur le cas précédent. Souvenez vous qu’on peut passer d’une base orthonormée à une
autre avec des isométries. Le changement de base n’affecte donc pas la norme dont on prend
le supremum.

Exercise 365 exoSerieDeux0003

Calculer les différentielles f‹p (comme applications linéaires) des fonctions f suivantes aux
points p donnés.

(1) f : RÑ R : x ÞÑ x3 ; p “ 2.
(2) f : R3 Ñ R : x ÞÑ xαpxq, p1, 2, 0qy avec p “ pa, b, cq, où α est la rotation autour de l’axe

p1, 1, 1q.
(3) f : Rn Ñ R : x ÞÑ xαpxq, w0y avec p P Rn, où α P LinpRn,Rnq et où w0 P Rn est un vecteur

fixé.
(4) f : R2 Ñ R3, fpx, yq “ px, y, x2 ` y2q au point p “ p1, 1q.

corrSerieDeux0003

Correction of the exercise 365
(1) En dimension 1, la différentielle est l’application linéaire de coefficient directeur donné par

la dérivée. Dans le cas de fpxq “ x3, nous avons que

df2pxq “ f 1p2qx “ 12x. (92.47)

(2) L’application proposée est une application linéaire. Elle est donc égale à sa différentielle.
Nous allons le voir explicitement dans l’exercice (3).

ItemExoDeuxTroisc

(3) Nous supposons que l’application α s’écrive αpxq “ ř
ij αijxjei, et nous supposons que w0 “ř

k wkek. En omettant les sommes sous-entendues, nous pouvons écrire la fonction f sous la
forme

fpxq “ xαpxq, w0y
“ xαijxjei, wkeky
“
ÿ

ijk

αijxjwk xei, ekyloomoon
“δik

“
ÿ

ij

αijxjwi

(92.48)

Les dérivées partielles s’écrivent

Bf
Bxk “

ÿ

ij

wiαij
Bxj
Bxkloomoon
“δjk

“
ÿ

i

wiαik.

(92.49)

Notez que ces coefficients sont constants. Cela est le fait que la différentielle d’une application
linéaire est linéaire. Vérifions maintenant qu’elle est même égale à elle même. Appliquons df
au vecteur v “ vkek :

dfpvq “
ÿ

k

Bf
Bxk vk

“
ÿ

ki

wi αikvkloomoon
“αpvqi

“
ÿ

i

wiαpvqi

“ xw,αpvqy.

(92.50)

Nous retombons donc bien sur la fonction f de départ.
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(4) La matrice de la différentielle est donnée par
¨
˚̋

Bf1
Bx p1, 1q Bf1

By p1, 1qBf2
Bx p1, 1q Bf2

By p1, 1qBf3
Bx p1, 1q Bf3

By p1, 1q

˛
‹‚ (92.51)

où f1px, yq “ x, f2px, yq “ y et f3px, yq “ x2 ` y2. En calculant les dérivées partielles nous
trouvons la matrice ¨

˝
1 0
0 1
2 2

˛
‚, (92.52)

et donc son action sur un vecteur est donnée par

dfp1,1q
ˆ
vx
vy

˙
“
¨
˝

vx
vy

2vx ` 2vy

˛
‚. (92.53)EqActionDiffddeuxtroisEqActionDiffddeuxtrois

Exercise 366 exoSerieDeux0004

Calculer les normes opérateurs des différentielles de l’exercice 365. corrSerieDeux0004

Correction of the exercise 366

(1) La différentielle dfpxq “ 12x est une homothétie de rapport 12 et sa norme est donc 12 en
vertu de ce que nous avons dit à l’exercice 364(1).

(2) Il est préférable de lire d’abord la résolution du point (3). Au vu de ce qui y est dit, il faut
calculer }αtpwq} lorsque α est la rotation et w “ p1, 2, 0q. Si α est une rotation, c’est une
matrice orthogonale et sa transposée est égale à son inverse. En particulier, αt est encore un
opérateur de rotation autour de l’axe p1, 1, 1q. Cette rotation ne change évidement 5 pas la
norme de w, et donc la norme de la différentielle est égale à

}p1, 2, 0q} “ ?5. (92.54)
ItemCDeuxquatre

(3) Oublions un instant l’application α et voyons la norme de l’application x ÞÑ xx,wy. Nous
devons calculer

sup
|x|“1

t|xx,wy|u. (92.55)

Le produit scalaire est maximum lorsque x est parallèle à w. Dans ce cas, elle vaut |w| parce
que }x} “ 1.
Que se passe-t-il lorsque l’on met maintenant l’application α ? Il n’est évidement plus du
tout garanti que αpxq sera parallèle à w lorsque x est parallèle à w. Nous pouvons par contre
écrire ceci :

xαpxq, wy “ xx, αtpwqy (92.56)

en utilisant la transposée. Nous tombons donc dans le même cas que si α n’était pas là, mais
avec le vecteur αtpwq au lieu de w. La norme recherchée est donc

|αtpwq|. (92.57)

(4) Nous devons calculer le supremum de la norme du vecteur (dans R3) donné par l’équation
(92.53) lorsque }pvx, vyq} “ 1, c’est-à-dire

}dfp1,1q} “ sup
x2`y2“1

tx2 ` y2 ` 4px` yq2u. (92.58)

5. Évidemment ?

http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_orthogonale


4391

Pour maximiser la fonction x2 ` y2 ` 4px ` yq2 sur le cercle, nous passons en coordonnées
polaires : x “ cospαq et y “ sinpαq. Nous trouvons

5` 8 sinpαq cospαq “ 5` 4 sinp2αq. (92.59)

Cette fonction prend son maximum lorsque sinp2αq “ 1 et donc la norme vaut

}dfp1,1q} “ 9. (92.60)

Exercise 367 exoSerieDeux0005

Considérons le problème consistant a trouver la plus grande racine ξ du polynôme P pxq “
x2 ` ax` b où a, b ď 1. Estimer le conditionnement relatif Krelpa, bq. Interpréter le résultat.corrSerieDeux0005

Correction of the exercise 367
La plus grande racine est donnée, en fonction de pa, bq P R2, par

ξpa, bq “ ´a`
?
a2 ´ 4b

2 . (92.61)

Le gradient de cette fonction se calcule facilement :

pBaξqpa, bq “ ´1
2

ξpa, bq?
a2 ´ 4b

pBbξqpa, bq “ ´ 1?
a2 ´ 4b

.

(92.62)

La norme du gradient vaut

}∇ξpa, bq} “
a
ξ2 ` 4

2
?
a2 ´ 4b

» Kη
abspa, bq (92.63)

si η est assez petit. Nous trouvons ensuite le conditionnement relatif

Krel »
a
ξ2 ` 4

?
a2 ` b2

ξ
?
a2 ´ 4b

. (92.64)

Pour que le conditionnement soit bon, il faut que pa, bq Ñ p0, 0q. Il faut étudier cette limite.
Exercise 368 exoSerieDeux0006

Appliquer la méthode de Newton au problème précédant, étudier le comportement des diffé-
rentes suites obtenues

Aide : raisonner sur un dessin avant de vous lancer dans un démonstration rigoureuse.corrSerieDeux0006

Correction of the exercise 368
La formule d’itération de Newton est construite pour que xn`1 soit l’abscisse d’intersection

entre la tangente à f en xn et l’axe des x. Faisons une petit dessin à la figure 92.1 avec a ă 0 et
b ą 0 pour se fixer les idées.

Supposons d’abord que xn ă r0. Alors le point est sur la partie décroissante de P , et la dérivée
est de plus en plus petite (en valeur absolue) jusqu’au sommet S “ pr0 ` r1q{2. Cela fait que
xn`1 ą xn. La suite des xi ainsi obtenue est donc croissante.

D’un autre côté, nous avons P pxnq ą 0 et P 1pxnq ă 0, mais pour tout x P rxn, r0s, nous avons
P 1pxq ă P pxnq, donc xn`1 ă r0. Nous avons donc xn`1 P rxn, r0, s de telle sorte que la suite des xi
soit bornée et croissante et donc convergente.

Supposons maintenant que xn P sr0, S, r. Dans ce cas, nous avons xn`1 ă r0 et donc on repasse
tout de suite au cas précédent.

Regardez ce qu’il se passe quand xn “ S et puis essayez de refaire tous les raisonnements pour
les cas où xn se trouve à droite de C.

http://www.sagemath.org
http://www.sagemath.org/doc/reference/sage/plot/plot_field.html
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Julia-set_N_z3-1.png
https://github.com/LaurentClaessens/phystricks
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‚
xn

‚
xn`1

‚
yn

‚
r1

‚
S

1 2

1

Figure 92.1: La méthode de Newton pour une parabole LabelFigMethodeNewton

Exercise 369 exoSerieTrois0001

Soit x “ xpdq un problème C1 en dimension un. Soit txn “ xnpdnqu un algorithme fortement
consistant. Démontrer que sous ces hypothèses, si l’algorithme est stable alors il est nécessairement
convergent. corrSerieTrois0001

Correction of the exercise 369
L’étude de la convergence passe par l’étude de la quantité

|xpdq ´ xnpdnq| (92.65)

qui devrait être petite quand dn est proche de d. En ajoutant et retranchant xnpdq
|xpdq ´ xnpdnq| “

ˇ̌
xpdq ` xnpdq ´ xnpdq ´ xnpdnq

ˇ̌

ď ˇ̌
xpdq ´ xnpdq

ˇ̌` ˇ̌
xnpdq ´ xnpdnq

ˇ̌ (92.66)EqtroiszerounbasptEqtroiszerounbaspt

Nous allons étudier les deux termes séparément.
D’abord, Fn est un problème stable. Cela implique que Fnpxn, dnq “ 0 a une unique solution

xpdq. Or nous avons que
Fnpx, dnq “ 0
Fnpxn, dnq “ 0.

(92.67)

La première ligne est la forte consistance et la seconde est la définition de xn comme solution de
Fnpxn, dnq. L’unicité de la solution implique donc que x “ xn en tant que fonctions. Le premier
terme de la somme (92.66) est donc nul.

Pour le second terme, nous savons que la fonction xn est continue au point dn parce que xn
est solution du problème stable Fn. Donc il existe un δ qui fait que

ˇ̌
xnpdq ´ xnpdnq

ˇ̌ ď ϵ lorsque
|d´ dn| ď δ.

Exercise 370 exoSerieTrois0004

Vérifier la convergence (au sens de la définition 34.70) de la méthode de Newton dans le cas de
la recherche de la plus grande racine de x2 ` ax` b “ 0 (a, b ě 1).

Lire la section 34.6 peut d’avérer utile pour comprendre. Comprendre la résolution de l’exercice
368 est aussi un atout. corrSerieTrois0004

Correction of the exercise 370
En vertu de la remarque 34.71, nous devons simplement considérer la suite numérique txnu et

en prouver la convergence vers la solution cherchée.
Nous avons déjà montré à l’exercice 368 que la suite de ces xn était de toute façon convergente

(parce que bornée et croissante ou bien bornée et décroissante d’après le côté). Cette limite est
obligatoirement xpa0, b0q parce que ce dernier est l’unique solution à l’équation

ℓ “ ℓ´ fpℓq
f 1pℓq . (92.68)eqellsollimTrtreqellsollimTrtr
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ATTENTION : remarquez que ce dernier point n’est pas tout à fait exact. Il y a deux solutions
à l’équation (92.68). En regardant cependant attentivement la façon dont la suite des xn évolue
dans l’exercice 368, tu dois pouvoir te convaincre que celle dont nous parlons ici est la correcte, si
nous commençons la récurrence du bon côté, c’est-à-dire du côté de la plus grande racine.

Exercise 371 exoSerieTrois0003

Prouver la stabilité et estimer le conditionnement relatif asymptotique correspondant au pro-
blème de Newton de l’exercice 371.

Relire la section 34.6 devient de plus en plus utile. corrSerieTrois0003

Correction of the exercise 371
La stabilité de l’algorithme revient à la stabilité de tous les problèmes intermédiaires. Le pro-

blème numéro n est le problème qui consiste à trouver xn`1 en termes de la donnée de la fonction
(a et b). Dans notre cas, l’équation (34.118) s’écrit

Fnpxn`1, xn, pa, bqq “ xn`1 ´ xn ` x2
n ` axn ` b
2xn ` a . (92.69)EqProbNDeNewtonTTEqProbNDeNewtonTT

La solution (unique) de ce problème est

xn`1pa, bq “ xn ´ x2
n ` axn ` b
2xn ` a (92.70)EqSolNewtonTTEqSolNewtonTT

Le problème (92.69) a une solution unique donnée par (92.70). Cette solution est une fonction de a
et b après substitution de xn par sa valeur en termes de xn´1 puis xn´2, etc. En tant que composée
de fonctions C1 (chacune des fonctions xipxi´1, a, bq), la fonction xn`1pa, bq est C1, de telle sorte
que le résultat de l’exercice 353 montre que le problème est stable. Notons que cela n’est pas vrai
si xn est sur le sommet de la parabole, mais nous avons vu dans l’exercice 368 que si x0 n’était
pas sur le sommet, alors les xn n’y seraient pas non plus.

Le conditionnement absolu peut être approximé par la norme du gradient de la fonction xn`1 :

BFn
Ba “ x2

n ´ b
p2xn ` aq2

BFn
Bb “ 1

2xn ` a.
(92.71)

En prenant la norme nous trouvons

Kabs »
apx2

n ´ bq2 ` p2xn ` aq2
p2xn ` aq2 , (92.72)

et donc nous avons le conditionnement relatif

Krel “ Kabs ·
?
a2 ` b2

|xn`1pa, b, xnq|
“

apx2
n ´ bq2 ` p2xn ` aq2

?
a2 ` b2

|2xn ` a|· |xn`1pa, b, xnq|
(92.73)EqKReltroitrotiEqKReltroitroti

où xn`1pa, b, xnq est donné par la formule (92.70).
Si l’algorithme converge 6, alors les xn convergent vers la solution exacte. Or nous savons la

solution exacte du problème depuis le jardin d’enfance ; nous avons donc :

lim xn “ 1
2
`´ a`

a
a2 ´ 4b

˘
. (92.74)EqSilimExisteTroistroisEqSilimExisteTroistrois

Le conditionnement relatif asymptotique est obtenu en substituant (92.74) dans l’expression
(92.73) parce que quand une suite a une limite, sa limite supérieure est égale à sa limite.

6. Voir exercice 370
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Exercise 372 exoSerieQuatre0001

Si b “ 10, n “ 3, m “ 6 et s “ 0 que représente le nombre représenté en virgule fixe
r0012, 200000s ? Même question si b “ 3. corrSerieQuatre0001

Correction of the exercise 372
Le s “ 0 indique qu’on a affaire à des nombres positifs. Dans le cas de la base 10 (b “ 10), le

nombre r0012, 200000s représente

0 · 103 ` 0 · 102 ` 1 · 101 ` 2 · 100 ` 2 · 10´1 ` 0 · 10´2 ` ¨ ¨ ¨ ` 0 · 10´6 “ 12.2. (92.75)

C’est le 12.2 usuel comme on apprend à l’écrire au jardin d’enfants.
En base 3, c’est le même jeu, sauf qu’on remplace les 10 par des 3. Nous avons donc

1 · 31 ` 2 · 30 ` 2 · 3´1 “ 3` 2` 2
3 “

17
3 . (92.76)

Exercise 373 exoSerieQuatre0002

En virgule flottante, que signifient les nombres suivants ?
(1) tr34s, e “ 2, b “ 10, s “ 0u
(2) tr10001s, e “ 6, b “ 2, s “ 0u

corrSerieQuatre0002

Correction of the exercise 373
Ici, comme dans l’exercice 372, le s “ 0 signifie qu’on parle de nombre positifs. La formule

utilisée pour les nombres à virgule flottante est :

x “ p´1qsbe
tÿ

j“1
ajb

´j . (92.77)EqRepreFlotNOrmEqRepreFlotNOrm

Cela pourrait ne pas être la même que celle donnée dans la définition 34.6.

(1) Nous écrivons le nombre en suivant la formule (92.77) :

102 ·
`
3 · 10´1 ` 4 · 10´2˘ “ 102 · 0.34 “ 34. (92.78)

(2) Le premier 1 est le a1, et le denier est a5. La formule (92.77) devient donc

26 · p1 · 2´1 ` 1 · 2´5q “ 26`1
2 `

1
25
˘ “ 25 ` 2 “ 34. (92.79)

Exercise 374 exoSerieQuatre0003

Représenter le réel 234, 5 en virgule flottante avec b “ 2. corrSerieQuatre0003

Correction of the exercise 374
La première chose à faire pour ce genre d’exercice est d’écrire le nombre en somme de puissances

de deux :
235.5 “ 27 ` 26 ` 25 ` 23 ` 2` 2´1, (92.80)EaQTdecunEaQTdecun

ensuite on met la plus grande puissance de 2 en évidence 7

Nous écrivons maintenant la suite des 0 et 1 en fonction des coefficients des puissances de 2 :
111010101. Les zéros correspondent aux puissances 4, 2 et 0 qui ne sont pas présentes dans la
décomposition (92.80). Au final, le nombre s’écrit

tr111010101s, 2, 7, 0u. (92.81)

Le 7 est la puissance mise en évidence, le 2 est la base et le 0 indique qu’on a un nombre positif.

7. Si on avait précisé un L et que la plus grande puissance dépassait L, l’exercice serait impossible.
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Exercise 375 exoSerieQuatre0004

Combien de nombres réels peut-on représenter en virgule flottante avec b “ 4, L “ ´2, U “ 2,
t “ 2 ? corrSerieQuatre0004

Correction of the exercise 375
Calculons la quantité de nombres réels positifs représentables, et multiplions la par deux. Le

nombre zéro ne pose pas de problèmes parce qu’il n’est de toutes façons pas représentable.
Pour un e donné, les nombres représentables sont les sommes possibles

tÿ

j“1
ajb

´j , (92.82)

c’est-à-dire toutes les combinaisons valides des aj . Le coefficient a1 peut prendre les valeurs entre 1
et b´1, tandis que les autres vont de 0 à b´1. Ici, on a b “ 4 et t “ 2, c’est-à-dire les combinaisons
10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 33 y a donc 12 possibilités.

En ce qui concerne e, il y a les possibilités de L “ ´2 à U “ 2, c’est-à-dire 5 possibilités. En
tout nous pouvons donc écrire 12ˆ 5 “ 60 nombres positifs, et donc 120 nombres en tout.

Exercise 376 exoSerieQuatre0005

Une machine représente les nombres en virgule flottante en base b “ 10 et avec t “ 4 chiffres
significatifs. On considère le problème x “ F pdq “ d´ 1 avec d “ 1, 00098. L’erreur relative après
codage par d̂ “ flpdq “ 0, 1001.101 est approximativement ϵd » 1

50000 . Or la résolution machine,
livre une solution approchée x̂ “ 1.10´3 dont l’erreur relative s’élève à

ϵx “
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
F pd̂q ´ x

x

ˇ̌
ˇ̌
ˇ »

1
50 . (92.83)

Expliquer ce phénomène de propagation en termes du conditionnement de F . corrSerieQuatre0005

Correction of the exercise 376
Certes, le nombre d rentre très bien dans la machine, mais nous allons voir que le nombre 1´d,

lui, rendre nettement plus mal. En effet, une des choses importantes vues au cours théorique est
que

F pd̂q „ F pdqp1`Krelpdqρdq (92.84)

où Krel est le conditionnement relatif du problème F tandis que ρd est l’écart relatif entre d et d̂ :
ρd “ pd̂´ dq{d. Dans notre cas, nous avons

ρd “ 1.001´ 1.00098
1.00098 “ 0.00001998 . . . „ 1

50000 . (92.85)

Par contre, l’erreur relative sur F pdq est donnée par le nombre

F pd̂q ´ F pdq
F ´ d “ Krelpdqρd. (92.86)EqEcartRelSurFEqEcartRelSurF

Nous devons évaluer Krelpdq. D’abord nous calculons le conditionnement absolu

Kabspdq » |F 1pdq| “ |1´ d|1 “ 1. (92.87)

Ensuite le relatif est donné par

Krelpdq “ |d|
|1´ d| “

1.00098
1´ 1.00098 „ 1021. (92.88)

L’erreur relative sur F pdq est donc environ 1000 fois plus grande que celle sur d.
Exercise 377 exoSerieQuatre0006

Pour approximer lnp1, 02q par une série de Taylor tronquée, combien de termes faut-il sommer
pour que l’erreur de troncature soit inférieure a 10´5 ? corrSerieQuatre0006
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Correction of the exercise 377
Ceci est un exercice classique qui devrait être tout à fait du type de ceux fait aux exercices

d’analyse. Faites moi signe si il y a un problème.
Exercise 378 exoSerieQuatre0007

Supposons que x̂ “ 0, 937 ait trois décimales exactes par rapport a x. Majorer l’erreur relative.
Si fpxq “ ?1´ x, majorer l’erreur relative commise en remplaçant fpxq par fpx̂q. corrSerieQuatre0007

Correction of the exercise 378
Nous ne connaissons pas x, mais nous savons que son écriture décimale commence par 0.937,

et donc est dans r0.937, 0.938r. L’erreur relative est donnée par

ρpxq “
ˇ̌
ˇ̌x´ x̂
x

ˇ̌
ˇ̌ “ x´ x̂

x
(92.89)

dont il faut trouver une majoration. Il s’agit donc de trouver pour quelle valeur de x cette expression
est la plus grande possible. Nous avons

ρ1pxq “ x̂

x2 (92.90)

qui est toujours positive. Donc la fonction ρ est une fonction positive de x et la majoration se fait
en prenant la plus grande valeur possible pour x. Au final nous trouvons

ρx ď 0.938´ 0.937
0.938 . (92.91)

Nous notons α ce nombre.
Maintenant nous voulons étudier la différence entre fpxq et fpx̂q pour la fonction fptq “ ?1´ t.

Pour ce faire, nous reprenons la formule (92.86) en utilisant f . Un premier pas est de majorer ρx
par la constante α :

ρfpx̂q » Krelpxqρpxq ď Krelpxqα (92.92)EqQSrholeqaEqQSrholeqa

Nous devons maintenant évaluer Krelpxq. D’abord

Kabspxq » |f 1pxq| “ 1
2
?

1´ x, (92.93)

et ensuite
Krelpxq “ 1

2

ˇ̌
ˇ̌ x

x´ 1

ˇ̌
ˇ̌ “ x

2p1´ xq . (92.94)

Hélas ce n’est pas terminé parce que nous ne savons pas la valeur de x. Afin de terminer nos
majoration de l’équation (92.92), nous devons majorer Krelpxq en fonction de x. Encore une fois,
cela se fait en utilisant la dérivée. Le résultat est que Krelpxq est maximum pour x “ 0.938.

Donc la majoration que nous pouvons faire est

ρfpx̂q ď 0.938´ 0.937
0.938 · 0.938

2p0.938´ 1q “
0.001
0.124 » 0.008. (92.95)

Exercise 379 exoSerieQuatre0008

Pour les évaluations suivantes quels sont les problèmes mal conditionnés ?
(1) cospxq pour x » π

2
(2)

?
x` 1´?x pour x grand

(3) 6?1` x´ 1 pour x » 0.
corrSerieQuatre0008

Correction of the exercise 379
Le code suivant (à copier-coller dans un fenêtre Sage) résout l’exercice. Il utilise le module

outilsMAT1151 disponible sur gitorious.

http://www.gitorious.org/math1151
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# -*- coding: utf8 -*-
import outilsMAT1151

var(’x’)
fa(x) = cos(x)
fb(x) = sqrt(x+1)-sqrt(x)
fc(x) = (1+x)**(1/6)-1
print outilsMAT1151.ConditionnementRelatif(fa,pi/2)
print outilsMAT1151.ConditionnementRelatif(fb,oo)
print outilsMAT1151.ConditionnementRelatif(fc,0)

Les réponses retournées sont

+Infinity
1/2
1

Donc le premier est mal conditionné, le second est plutôt bien conditionné et le troisième est
un peu moins bien.

Exercise 380 exoSerieCinq0001

On considère la suite de nombres

In :“
ż 1

0

xn

x` 10dx (92.96)

(1) Donner une formule de récurrence sur les tInu (aide : quel faut il faire quand le numérateur
a un degré plus haut que le dénominateur ?)

(2) Étudier la propagation des erreurs pour l’évaluation machine de IN pour N grand.
corrSerieCinq0001

Correction of the exercise 380
(1) Nous pouvons calculer I0 directement en effectuant l’intégrale :

I0 “
ż 1

0

1
x` 10dx “ lnp11q ´ lnp10q. (92.97)

Nous devons maintenant chercher à exprimer In en fonction de In´1.
Par division euclidienne, on obtient

xn

x` 10 “ xn´1 ´ 10 xn´1

x` 10 .

Dès lors,

In “
ż 1

0
xn´1 dx´ 10In´1 “

„
xn

n

ȷ1

0
´ 10In´1 “ 1

n
´ 10In´1.

(2) Le conditionnement relatif κn de l’application In´1 ÞÑ In “ 1
n ´ 10In´1 vaut environ

κn „ 10In´1
In

.

L’erreur de propagation à l’étape n est donnée par

κ1κ2 . . . κnρ0 „ 10n I0
I1

I1
I2
¨ ¨ ¨ In´1

In
ρ0 “ 10n I0

In
ρ0, (92.98)EqCUkkkrhoEqCUkkkrho

où ρ0 est l’erreur relative sur I0. En effet, afin de lancer l’algorithme, nous devons mettre
la valeurs de I0 « à la main », et cette erreur se propage à cause des conditionnements des
différents problèmes de l’algorithme.
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Comment se comporte l’équation (92.98) lorsque n Ñ 8 ? À cause du 10n, la seule chance
que la propagation de l’erreur ne tende pas vers l’infini est que In Ñ8. Nous allons voir que
ce n’est pas le cas.
Sur l’intervalle r0, 1s, nous avons xn ď xn´1, donc In ď In´1 ; la suite des In est donc une
suite décroissante. Étant bornée vers le bas par 0, nous savons que c’est une suite convergente.
Donc la propagation d’erreur tend bien vers l’infini lorsque n est grand, ce qui montre que
l’algorithme par récurrence est très mauvais pour évaluer l’intégrale pour des grands n.

Exercise 381 exoSerieCinq0002

Soit A une matrice carrée de taille N . Démontrer que

detA “
ÿ

σPSympNq
ϵpσqA1σp1q...ANσpNq. (92.99)

corrSerieCinq0002

Correction of the exercise 381
Nous pouvons décomposer le groupe SympN ` 1q en N ` 1 classes de la façon suivante :

P1 “
ˆ

1 2 3 . . . N ` 1
1 · · . . . ·

˙

P2 “
ˆ

1 2 3 . . . N ` 1
2 · · . . . ·

˙

...

PN`1 “
ˆ

1 2 3 . . . N ` 1
N ` 1 · · . . . ·

˙
.

(92.100)

La première classe contient toutes les permutations qui envoient 1 sur 2, le second toutes les
permutations qui envoient 1 sur 2, etc. Nous avons « évidement » l’union disjointe

SympN ` 1q “
N`1ď

i“1
Pi. (92.101)

Pour une matrice A d’ordre N , nous posons

F pAq “
ÿ

σPSympNq
ϵpσqA1σp1q . . . ANσpNq. (92.102)

Le but est de prouver que la fonction F est le déterminant.
Pour N “ 2, nous avons

ÿ

σPSymp2q
ϵpσqA1σp1qA2σp2q “ A11A22 ´A12A21 “ detpAq,

puisque Symp2q “ tId, p1, 2qu avec ϵpIdq “ 1 et ϵp1, 2q “ ´1.
Si maintenant A est d’ordre N`1, nous calculons F pAq en décomposant la somme sur SympN`

1q en sommes sur les classes Pi :

F pAq “
ÿ

σPP1

ϵpσqA1σp1qA2σp2q . . . AN`1,σpN`1q

`
ÿ

σPP2

ϵpσqA1σp1qA2σp2q . . . AN`1,σpN`1q

...
`

ÿ

σPPN`1

ϵpσqA1σp1qA2σp2q . . . AN`1,σpN`1q

(92.103)EqCDsommeSymFAEqCDsommeSymFA
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Commençons par étudier la première ligne. Par définition de P1, nous avons σp1q “ 1 pour tous
les σ de la somme. Par conséquent, le facteur A11 peut se mettre en évidence. La première ligne
vaut donc

A11
ÿ

σPP1

ϵpσqA2σp2q . . . AN`1,σpN`1q “ A11F pBq (92.104)EqCDPremierParqEqCDPremierParq

où

B “

¨
˚̊
˚̋

1 0 . . . 0
0 A22 . . . A2,N`1
...

... . . . ...
0 AN`1,2 . . . AN`1,N`1

˛
‹‹‹‚. (92.105)

En effet, parmi les éléments B1k, seul B11 n’est pas nul et vaut 1. Par conséquent, dans le cas de
la matrice B, la somme sur tout SympN ` 1q se réduit à la somme sur P1.

Afin d’utiliser l’hypothèse de récurrence, il suffit de remarquer que pour toute matrice M , nous
avons

F pMq “ F

ˆ
1 0
0 M

˙
. (92.106)

Pour ce remarquer, considérons la matrice

M “

¨
˚̊
˚̋

1 0 0 . . .
0 B11 B12 . . .
...

... . . . ...
0 BN,1 BN,2 BNN

˛
‹‹‹‚, (92.107)

et étudions la somme
F pMq “

ÿ

σPP1

ϵpσqM2σp2q . . .MN`1,σpN`1q. (92.108)

Nous avons une bijection
φ : SympNq Ñ P1

φpηqpnq “ ηpn´ 1q ` 1.
(92.109)

Cette bijection vérifie ϵ
`
φpηq˘ “ ϵpηq. En utilisant cette bijection, nous avons

F pMq “
ÿ

ηPSympNq
ϵ
`
φpηq˘M2,φpηqp2q . . .MN`1,φpηqpN`1q

“
ÿ

ηPSympNq
ϵpηqM2,ηp1q`1 . . .MN`1,ηpNq`1

“
ÿ

ηPSympNq
ϵpηqB1,ηp1q . . . BN,ηpNq

“ F pBq.

(92.110)

La formule (92.104) est donc bien A11 fois le déterminant du mineur correspondant, c’est-à-dire le
premier terme du développement du déterminant de A en suivant la première ligne.

Nous regardons maintenant le second terme de la somme (92.103). Dans cette somme nous
avons toujours σp1q “ 2 et donc nous pouvons factoriser A12, et nous devons étudier

A12
ÿ

σPP2

ϵpσqA2σp2q . . . AN`1σpN ` 1q “ A12F pBq (92.111)

où

B “

¨
˚̊
˚̋

0 1 0 . . . 0
A21 0 A23 ¨ ¨ ¨ A2,N`1

...
...

... . . . ...
AN`1,1 0 AN`1,3 . . . AN`1,N`1

˛
‹‹‹‚. (92.112)
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Cette fois pour utiliser la relation de récurrence, nous devons prouver que permuter deux colonnes
revient à changer le signe de F . De cette façon nous pouvons nous ramener au cas précédent, plus
un signe, comme il se doit lorsqu’on calcule un déterminant.

Considérons ηkl la permutation de k et l qui laisse invariant tous les autres nombres. Nous
considérons la matrice N dont les éléments sont

Nij “Mi,ηklpjq, (92.113)

c’est-à-dire la matrice M dont nous avons permuté les colonnes k et l. L’application σ ÞÑ σ ˝ η est
une bijection à l’intérieur de SympNq et de plus ϵ

´
σ ˝ η

¯
“ ´ϵpσq. Nous avons donc

F pNq “
ÿ

σPSympnq
ϵpσqN1σp1q . . . Nn,σpnq

“
ÿ

σ

ϵpσqM1,pσ˝ηqp1q . . .Mn,pσ˝ηqpnq

“
ÿ

σ

ϵpσ ˝ ηqM1σp1q . . .Mnσpnq

“ ´F pMq.

(92.114)

Pour obtenir l’avant-dernière ligne, nous avons changé la sommation de σ vers σ ˝ η.
Exercise 382 exoSerieCinq0003

En utilisant la méthode de Gauss, calculer la matrice inverse de

A “
¨
˝

1 2 3
0 1 2
4 2 1

˛
‚. (92.115)

corrSerieCinq0003

Correction of the exercise 382
Il s’agit d’utiliser la méthode de la matrice compagnon. Faites moi signe si cela pose un pro-

blème.
Exercise 383 exoSerieCinq0004

Soit V un vectoriel réel de dimension finie et V ˆ V Ñ R : pu, vq ÞÑ xu, vy un produit scalaire
euclidien sur V . Exprimer la norme opérateur d’une application linéaire α : V Ñ V telle que
xαu, vy “ xu, αvy en termes de son spectre. corrSerieCinq0004

Correction of the exercise 383
Le fait que l’application α vérifie xαu, vy “ xu, αvy implique que la matrice de α est une matrice

symétrique (pourquoi ?). Elle possède par conséquent une base orthonormale de vecteurs propres.
Notons fi cette base :

αfi “ λifi. (92.116)

Certains de λi peuvent être nuls, ce n’est pas un problème.
La norme de α est donnée par

}α} “ sup
}x}“1

t|αpxq|u. (92.117)

Si nous décomposons x dans la base choisie des vecteurs propres de αi, nous avons x “ xifi (somme
sous-entendue sur les i) avec la contrainte

ÿ

i

x2
i “ 1. (92.118)

Nous avons
αx “ xiαfi “ xiλifi, (92.119)
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et comme la base des fi est orthonormale, nous avons

|αpxq|2 “
ÿ

i

x2
iλ

2
i . (92.120)

Nous devons donc trouver pour quel x sur la sphère unité la somme
ř
i x

2
iλ

2
i est la plus grande.

Les coefficients λi étant fixés, il est intuitivement clair que le maximum est atteint lorsque les
composantes de x sont toutes nulles sauf celle qui correspond à la valeur propre la plus grande.
Par conséquent, la norme de l’opérateur α serait égal à la valeur absolue de sa plus grande valeur
propre.

Prouvons cela.
D’abord le supremum est bien un maximum parce que nous faisons un supremum sur une

sphère (
ř
x2
i “ 1) et que la sphère est compacte 8.

Pour trouver un extrémum sous contrainte, nous utilisons la méthode des multiplicateurs de
Lagrange. Dans le cas qui nous occupe, le lagrangien est

Lpxi, σq “
ÿ

i

x2
iλ

2
i ` σpx2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
n ´ 1q. (92.121)

Le système d’équations à résoudre est donné par ∇L “ 0 :
$
’&
’%

BL
Bxi “ 2xipλ2 ` σq (92.122a)

BL
Bσ “ x2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
n ´ 1. (92.122b)

Si il existe au moins deux λi différents, alors nous ne pouvons fixer σ que pour annuler 2λi ´ σ
pour un seul des λi. Les xi de toutes les autres valeurs propres doivent alors être zéro.

Les extrémums sont donc donnés par les vecteurs x dont toutes les composantes sont nulles sauf
celles qui correspondent à une valeur propre donnée. Par conséquent, la norme de α est donnée
par

}α} “ maxt|λ1|, . . . , |λn|u, (92.123)

et est donc bien égal à la plus grande valeur propre.
Exercise 384 exoSerieCinq0006

Démontrer qu’une matrice symétrique définie positive peut s’écrire sous la forme T tT où T est
triangulaire. corrSerieCinq0006

Correction of the exercise 384
Notons d’abord que la matrice T tT est toujours symétrique parce que pT tT qt “ T tT .
Prouvons maintenant par récurrence que la matrice A peut être écrite sous la forme T tT où T

est triangulaire. Supposons que A puisse être écrite sous la forme

A “

¨
˚̊
˚̋ T t0T0

x1
...
xn

x1 . . . xn xn`1

˛
‹‹‹‚ (92.124)

où T0 est une matrice triangulaire. Nous allons chercher la matrice triangulaire T telle que T tT “ A
sous la forme

T “

¨
˚̊
˚̋

˚ ˚ ˚ t1

0 ˚ ˚ ...
0 0 a tn
0 0 0 tn`1

˛
‹‹‹‚ (92.125)

où les ˚ (ainsi que le a) forment la matrice T0.

8. Cela n’est pas vrai en dimension infinie.
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En égalisant A “ T tT , nous trouvons d’abord

t2n`1 “ xn`1. (92.126)EqCCtnpuxnpuEqCCtnpuxnpu

Mais nous avons vu que xn`1 ą 0 en tant qu’élément diagonal de A. Par conséquent la relation
(92.126) déterme bien tn`1. Nous avons même le choix du signe. Quel luxe !

Ensuite nous trouvons xn “ tnpa` tn`1q, ce qui fournit tn sous la forme

tn “ xn
a` tn`1

. (92.127)

Nous avons dit que nous avions le choix du signe pour tn`1. Nous le choisissons positif. Comment
prouver que le dénominateur n’est pas nul ? En fait a est l’élément en bas à droite de la matrice
T0 qui est la matrice qui réalise T t0T “ A0, et donc nous pouvons supposer que a est strictement
positif exactement comme nous venons de prendre tn`1 strictement positif. En effet, a n’est rien
d’autre que le « tn`1 » du pas de récurrence précédent.

Exercise 385 exoSerieCinq0005

Démontrer que pour une matrice réelle A symétrique définie positive, la méthode de triangu-
lation de Gauss ne nécessite pas de permutations de lignes. (aide : ne pas chercher à utiliser le
résultat de l’exercice précédent) corrSerieCinq0005

Correction of the exercise 385
Lorsqu’on applique la méthode de Gauss, ne pas vouloir faire de permutations de lignes revient

à demander qu’à chaque étape, l’élément en haut à gauche puisse servir de pivot, c’est-à-dire qu’il
soit non nul.

La matrice étant symétrique, elle est diagonalisable par une matrice orthogonale et toutes
ses valeurs propres sont strictement positives parce qu’on suppose que A est définie positive. Par
conséquent nous avons

A “ BtDB (92.128)

où B est orthogonale et D est la matrice diagonale qui contient les valeurs propres sur sa diagonale.
Nous en déduisons que les éléments diagonaux de A sont positifs :

Aii “ Bt
ik Dklloomoon

δklλl

Bli “ Bt
ilλlBli “

ÿ

l

pBilq2λl ą 0. (92.129)

En ce qui concerne le premier pas de la méthode de Gauss, c’est donc facile : nous venons de
prouver que les éléments diagonaux sont non nuls, en particulier A11 est non nul et peut servir de
pivot.

En ce qui concerne la seconde étape, l’élément A22 a changé, il est devenu

A22 ´A12
A21
A11

(92.130)EqCCnouvelhgEqCCnouvelhg

qu’il convient de prouver être non nul. Pour cela nous allons utiliser une récurrence pour prouver
que, après chaque pas de Gauss, la matrice « cofacteur » qui reste est encore symétrique et sans
valeurs propres nulles.

En effet, si nous nommons B la matrice obtenue après une étape de Gauss, les éléments qui
ont changés ont changé de la façon suivante :

Bij “ Aij ´A1j
A1i
A11

“ Aij ´ A1jA1i
A11

. (92.131)

En utilisant le fait que A est symétrique, nous avons alors que

Bji “ Aji ´ A1iA1j
A11

“ Bij . (92.132)
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Donc la matrice qui reste est encore symétrique. Attention : toute la matrice n’est pas symétrique :
¨
˝

1 2 3
2 5 4
3 4 6

˛
‚Ñ

¨
˝

1 2 3
0 1 ´2
0 ´2 ´3

˛
‚. (92.133)

La matrice symétrique dont nous parlons est la petite
ˆ

1 ´2
´2 ´3

˙
.

Étant donné que le méthode de Gauss ne change pas le rang d’une matrice (mais elle change
ses valeurs propres !), la nouvelle matrice ne peut pas avoir de valeurs propres nulles, et donc rentre
dans les hypothèse qui font en sorte que tous ses éléments diagonaux sont non nuls.

Par récurrence, nous avons prouvé qu’à chaque étape de l’algorithme de Gausse, tous les élé-
ments diagonaux sont non nuls pourvu que la matrice de départ était symétrique et définie positive.

Remarque 92.1.
Nous pouvons prouver que le second pas de Gauss fonctionne bien de façon directe en utilisant
le résultat de l’exercice 384 de la façon suivante. Exprimons l’élément (92.130) en termes de la
matrice triangulaire T . Nous avons toujours

Aij “ pT tT qij “ T tikTkj “
ÿ

k

TkiTkj . (92.134)EqCCsumkTTAEqCCsumkTTA

Notez que, la matrice T étant triangulaire, la somme sur les k dans l’équation (92.134) est souvent
assez courte. Par exemple parmi les T1k, seul T11 est non nul, et

ř
k Tk2 “ T12 ` T22.

Le nombre (92.130) devient alors, avec les sommes sous-entendues

Tk2Tk2 ´ Ti1Ti2Tj2Tj1
Tl1Tl1

“ Tk2Tk2 ´ T11T21 ·T12T11
T11T11

“ T12T12 ` T22T22 ´ T12T12

“ T22T22 ‰ 0.

(92.135)

La diagonale de T ne peut pas contenir d’éléments nuls, sinon son déterminant serait nul, alors
que 0 ‰ detA “ pdetT q2. Cela n’est hélas pas suffisant pour conclure l’exercice parce que nous
manquons encore de vision sur ce qu’il se passe au pas suivant (que devient l’élément A33 ?).

Les exercices qui suivent proviennent d’examens d’années précédentes.
Exercise 386 exoexamens-0000

On définit les problèmes suivants :

F1px1, d1q “ x1 ´ 1
4 sin2pd1q “ 0, (92.136)

et
F2px2, d2q “ x2

2 ´ x2 ` d2 (92.137)

pour x2 ě 1
4 et d P r0, 1

4 s. Nous considérons alors le problème composite

F px, dq “ F2px, x1pdqq “ 0 (92.138)EqProbCompoExamzEqProbCompoExamz

où x1pdq est solution du premier problème.

(1) Le problème composite (92.138) est-il stable ?
(2) Exprimer le conditionnement relatif du problème composite du problème composite en fonc-

tion de ceux des deux problèmes.
(3) Pour quelles valeurs de d le problème (92.138) est-il bien conditionné ?
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correxamens-0000

Correction of the exercise 386
Pour être un problème stable, il faut d’abord avoir une solution unique. Explicitons le problème

composite :
F px, dq “ x2 ´ x` 1

4 sin2pdq. (92.139)

Les solutions de F px, dq “ 0 sont données par

xpdq “ 1˘a
1´ sin2pdq

2 . (92.140)

Attention à ne pas oublier la valeur absolue :
b

1´ sin2pdq “a
cos2pdq “ | cospdq| ‰ cospdq, (92.141)

donc
xpdq “ 1˘ | cospdq|

2 (92.142)

Étant donné que nous cherchons uniquement les solutions x ě 1
2 , nous ne gardons que la solution

avec un plus. Au final l’unique solution au problème composite est

xpdq “ 1` | cospdq|
2 . (92.143)

À cause de la valeur absolue, cette fonction n’est pas C1, mais sa dérivée reste bornée, donc elle
vérifie la seconde condition de la stabilité. Vérifiez que l’exercice 355 tient encore si nous remplaçons
« C1 » par « dérivée bornée ».

À cause de la formule de dérivation des fonctions composées, le conditionnement relatif du pro-
blème composite est le produit des conditionnements relatifs, voir exercice 357. Plus précisément :

Kf1˝f2pdq “ K1
`
f2pdq

˘
K2pdq, (92.144)

et non K1pdqK2pdq.
Calculons les deux conditionnements relatifs.

K
p1q
abspdq “

1
2 | sinpdq cospdq|

K
p1q
rel pdq “ 2d cospdq

sinpdq .
(92.145)

et, étant donnée que

x2pdq “ 1`?1´ 4d2

2 , (92.146)EqComposeK0examEqComposeK0exam

nous avons
K

p2q
abspdq “

2d?
1´ 4d2

K
p2q
rel pdq “

4d?
1´ 4d2

`
1`?1´ 4d2

˘ .
(92.147)

En utilisant la formule (92.146), nous avons

Krelpdq “ 2d sinpdq
1` | cospdq| , (92.148)

et le problème est bien conditionné lorsque d est petit ou bien lorsque sinpdq est petit.
Pour trouver le conditionnement relatif du problème composite, nous pouvions aussi directe-

ment partir de la solution
xpdq “ 1` | cospdq|

2 . (92.149)
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Pour la dérivée, attention que | cospxq|1 ‰ | sinpxq|, mais grâce au fait que la formule du condition-
nement absolue elle-même aie des valeurs absolues, nous avons quand même

Kabspdq “ | sinpdq|2 , (92.150)

et donc
Krelpdq “ | sinpdq|2 · d

1`| cospdq|
2

“ d sinpdq
1` | cospdq| . (92.151)

Exercise 387 exoexamens-0001

Pour tout entier n positif, on définit la quantité

In “
ż 1

0

1
p1` x2qndx. (92.152)

(1) Donner une formule de récurrence pour les In. (aide : exprimer le numérateur comme 1 “
1 ` x2 ´ x2, décomposer en somme de deux intégrales et utiliser une intégration par partie
sur l’un des deux termes).

(2) Étudier la propagation des erreurs pour l’évaluation machine de In pour n grand.
correxamens-0001

Correction of the exercise 387
En utilisant l’aide, nous avons

In “
ż 1

0

1
p1` x2qndx “

ż 1

0

1
p1` x2qn´1dx´

ż 1

0

x2

p1` x2qndx. (92.153)

Dans le premier terme, nous reconnaissons In´1 ; c’est donc bien parti pour la récurrence. Le second
terme est plus compliqué à traiter. L’aide propose de faire une intégrale par partie. Il y a beaucoup
de façons de diviser x2

p1`x2qn en produit de deux facteurs. Presque toutes se heurtent à une primitive
très difficile à calculer. Il se fait que la bonne façon de couper la fonction en deux est de poser

u “ x

v1 “ x

p1` x2qn .
(92.154)

La raison est que dans v1, nous voyons la dérivée du dénominateur apparaitre au dénominateur.
En intégrant nous trouvons

v “ 1
2p1´ nqp1` x2qn´1 . (92.155)

L’intégration par partie donne
ż 1

0

x2

p1` x2qn “
„

x

2p1´ nqp1` x2qn´1

ȷ1

0
´
ż 1

0

1
2p1´ nqp1` x2qn´1dx

“ 1
2p1´ nq2n´1 ´

1
2p1´ nqIn´1.

(92.156)

La formule de récurrence devient donc

In “ In´1 ´ 1
2np1´ nq `

1
2p1´ nqIn´1, (92.157)

c’est-à-dire
In “ 3´ 2n

2p1´ nqIn´1 ´ 1
2np1´ nq . (92.158)

En ce qui concerne les conditionnements, le conditionnement du pas numéro n est donné par la
dérivée de In par rapport à In´1 :

K
pnq
abs “ |

3´ 2n
2p1´ nq |, (92.159)
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et donc
K

pnq
rel “ |

3´ 2n
2p1´ nq

In´1
In

|. (92.160)

En prenant le produit des conditionnements pour tous les pas, nous avons

Krel “ |
nź

k“1

ˆ
3´ k

2p1´ kq
˙
I0
In
| (92.161)EqExpKrePartEqExpKrePart

où il n’est pas compliqué de voir que I0 “ 1 en partant directement de la définition. Il est facile de
voir que le produit est plus petit que 1 ; hélas il est également facile de voir que In est également
plus petit que 1 directement par la définition (la fonction qu’on intègre est plus petite que 1).

Nous ne pouvons donc rien conclure de l’expression (92.161). Cela est différent de ce qu’il se
passait dans l’exercice 380, dans lequel la formule analogue avait permis de conclure.

Pour conclure, il faut donc un peu repartir en arrière, et écrire le problème du pas numéro n
en détail :

Inpdq “ 3´ 2n
2p1´ nqd´

1
2np1´ nq (92.162)

en gardant à l’esprit que n est grand et que d ď 1. Nous trouvons

K
pnq
abspdq “

ˇ̌
ˇ̌ 3´ 2n
2p1´ nq

ˇ̌
ˇ̌ , (92.163)

et, après mise au même dénominateur et simplifications,

K
pnq
rel pdq “

3´ 2n
2p1´ nq · d

p3´2nqd
2p1´nq ´ 1

2np1´nq

“
ˇ̌
ˇ̌ p3´ 2nqd
p3´ 2nqd´ 1

ˇ̌
ˇ̌ .

(92.164)

N’oublions pas que n est grand, donc en réalité 3´ 2n est négatif et cette fraction est plus petite
que 1. Nous avons donc prouvé que pour tout n (plus grand que 3), le conditionnement relatif est
plus petit que 1. Notons aussi que pour aucun n ce conditionnement n’est nul.



Chapitre 93

Pour des ingénieurs
(Louvain-la-Neuve)

93.1 Déterminants et systèmes d’équations
Exercise 388 exoINGE1121La0007

En n’utilisant que les propriétés des déterminants, démontrer l’égalité

det

¨
˝

1 a a2

1 b b2

1 c c2

˛
‚. (93.1)

Ce déterminant est le déterminant de Vandermonde. corrINGE1121La0007

Correction of the exercise 388
Pour calculer le déterminant, il faut échelonner la matrice de façon usuelle et faire quelques

mises en évidence en utilisant des produits remarquables :

det

¨
˝

1 a a2

1 b b2

1 c c2

˛
‚“ det

¨
˝

1 a a
0 b´ a a2 ´ b2

0 c´ a c2 ´ a2

˛
‚

“ pb´ aqpc´ aq det

¨
˝

1 a a2

0 1 ´pa` bq
0 1 ´pc` bq

˛
‚

“ pb´ aqpc´ aq det

¨
˝

1 a a2

0 1 ´pa` bq
0 0 ´c` a

˛
‚

“ pb´ aqpc´ aqpa´ cqdet

¨
˝

1 a a2

0 1 ´pa` bq
0 0 1

˛
‚

(93.2)

Le déterminant de la dernière matrice est 1 parce que le déterminant d’une matrice triangulaire
supérieure est égale au produit de ses éléments diagonaux.

Exercise 389 exoLineraire0029

Calculer les déterminants des matrices suivantes

a “
ˆ

4 5
3 7

˙
b “

ˆ
0 5
7 2

˙

c “
¨
˝

5 3 2
1 2 3
6 7 9

˛
‚ d “

¨
˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛
‚

(93.3)

corrLineraire0029
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http://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_de_Vandermonde
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Correction of the exercise 389
<+Lineaire0029+>
Exercise 390 exoLineraire0030

Montrer, sans effectuer, que

det

¨
˝
bc a2 a2

b2 ac b2

c2 c2 ab

˛
‚“ det

¨
˝
bc ab ca
ab ca bc
ca bc ab

˛
‚

det

¨
˝
a1 ` b1 a2 ` b2 a3 ` b3
b1 ` c1 b2 ` c2 b3 ` c3
c1 ` a1 c2 ` a2 c3 ` a3

˛
‚“ 2 det

¨
˝
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

˛
‚.

(93.4)

corrLineraire0030

Correction of the exercise 390
<+Lineaire0030+>
Exercise 391 exoLineraire0031

Calculer le plus simplement possible

det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˚̋

a 1 1 1 ¨ ¨ ¨ 1 1
1 a 1 1 ¨ ¨ ¨ 1 1
1 1 a 1 ¨ ¨ ¨ 1 1
...

...
...

...
...

...
...

1 1 1 1 . . . a 1
1 1 1 . . . 1 a

˛
‹‹‹‹‹‹‹‚

(93.5)

corrLineraire0031

Correction of the exercise 391
<+Lineaire0031+>
Exercise 392 exoINGE1121La0006

Calculer le déterminant des matrices suivantes.

(1) C “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1
0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
0 5 4 3 2 1
6 5 4 3 2 1

˛
‹‹‹‹‹‹‚

.

corrINGE1121La0006

Correction of the exercise 392
(1) La matrice C est triangulaire inférieure, donc son déterminant n’est pas le produit des

éléments diagonaux. Il y a une subtilité sur les signes. Si nous développons le déterminant
selon la première ligne, seul le 1 reste, mais il vient avec un signe :

det

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 2 1
0 0 0 3 2 1
0 0 4 3 2 1
0 5 4 3 2 1
6 5 4 3 21

˛
‹‹‹‹‹‹‚
“ p´1q det

¨
˚̊
˚̊
˝

0 0 0 0 2
0 0 0 3 2
0 0 4 3 2
0 5 4 3 2
6 5 4 3 2

˛
‹‹‹‹‚

(93.6)

Nous développons ce déterminant en suivant sa première ligne, et il ne reste que le 2, qui
vient avec un signe `. Notez que ce 2, dans la matrice originale était sur une case qui aurait
eut un signe moins.
En continuant de la sorte, le déterminant à calculer est

p´1q· 2 · p´3q· 4 · p´5q· 6 “ ´720. (93.7)

Exercise 393 exoLineraire0001

Exercice 5, page 85. Résoudre les systèmes
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(1)
"
x` 2y “ 4
2x` y “ 5

(2)

$
&
%

x1 ` 2x2 ` 3x3 “ 0
2x1 ` x2 ` 3x3 “ 0
3x1 ` 2x2 ` x3 “ 0

(3)

$
&
%

x` y ` z ´ 3t “ 2
x´ 2y ` 2z ` 15t “ ´3
x` y ´ z ´ 9t “ 0

(4)

$
’’&
’’%

x` 4y ` z “ 12
x` y ´ z “ 0
2x` y “ 4
x` z “ 4

(5)
"

2x` y ´ 3z ´ t “ 1
x´ 4y ` 3z ` 4t “ ´4

corrLineraire0001

Correction of the exercise 393

(1) x “ 2, y “ 1.
(2) Le système se met sous forme de matrice et puis se manipule de la façon suivante.

¨
˝

1 2 3 0
2 1 3 0
3 2 1 0

˛
‚„

¨
˝

1 2 3 0
0 ´3 ´3 0
0 ´4 ´8 0

˛
‚„

¨
˝

1 2 3 0
0 1 1 0
0 2 4 0

˛
‚„

¨
˝

1 2 3 0
0 1 1 0
0 0 2 0

˛
‚. (93.8)

En pratique, il n’est pas nécessaire de continuer, parce que maintenant la solution se lit
facilement. En effet, la dernière ligne dit z “ 0. La seconde ligne dit y ` z “ 0, (donc y “ 0)
et la première ligne dit x` 2y ` 3z “ 0, donc x “ 0.

(3) Ce système a 3 équations pour 4 inconnues. Nous ne nous attendons donc pas à pouvoir le
résoudre complètement. La stratégie va donc être de tout exprimer en termes de la dernière
variable. Nous n’allons donc pas essayer de mettre de zéros dans la dernière ligne.

¨
˝

1 1 1 ´3 2
1 ´2 2 15 ´3
1 1 ´1 ´9 0

˛
‚„

¨
˝

1 1 1 ´3 2
1 ´2 2 15 ´3
0 0 ´2 ´6 ´2

˛
‚„

¨
˝

1 1 1 ´3 2
0 ´3 1 18 ´5
0 0 ´2 ´6 ´2

˛
‚

(93.9)
À partir d’ici, nous pouvons exprimer toutes les variables en fonction de t. La dernière ligne
dit que ´2z ´ 6t “ ´2, ce qui donne

z “ 1´ 3t. (93.10)

La seconde ligne dit que ´3y` z ` 18t “ ´5. En injectant dedans la valeur z “ 1´ 3t, nous
trouvons

y “ 2` 5t, (93.11)

Et enfin, la première ligne dit que x` y ` z ´ 3t “ 2. En injectant les valeurs déjà trouvées
de y et z en fonction de t, nous trouvons

x “ t´ 1. (93.12)

Notons qu’il y a quand même moyen de se simplifier un peu la vie en ajoutant encore plus
de zéros dans la matrice (tout en en cassant aucun !). En effet, on peut utiliser la troisième
ligne pour mettre des zéros sur la colonne des z des premières et deuxièmes lignes, et puis
utiliser la deuxième ligne pour mettre un zéro sur la colonne des y dans la première ligne :

¨
˝

1 1 0 ´6 1
0 ´3 0 15 ´6
0 0 1 3 1

˛
‚„

¨
˝

1 0 0 ´1 ´1
0 ´1 0 5 ´2
0 0 1 3 1

˛
‚. (93.13)

Sur cette dernière matrice, les solutions se lisent encore plus facilement.
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(4) Cette fois, il y a plus d’équations que d’inconnues. Nous nous attendons donc à ce qu’il n’y
ait soit pas de solutions, soit qu’il y ait une ligne « en trop ». Nous pouvons commencer par
mettre des zéros sur la colonne du z de la première et seconde ligne en utilisant la troisième.

¨
˚̊
˝

1 4 1 12
1 1 ´1 0
2 1 0 4
1 0 1 4

˛
‹‹‚„

¨
˚̊
˝

0 4 0 8
2 1 0 4
2 1 0 4
1 9 1 4

˛
‹‹‚. (93.14)

La deuxième et la troisième ligne sont identique. Nous pouvons donc simplement barrer une
des deux et continuer comme si nous avions que trois équations. Il est toujours bien de
simplifier la première ligne par 4. Cette première ligne ne contient qu’un seul coefficient non
nul. Elle donne donc tout de suite y “ 2. À partir de là, le système est simple à résoudre.
Nous avons $

&
%

y “ 2
2x` y “ 4
x` z “ 4.

(93.15)

Sachant que y “ 2, la seconde équation donne x “ 1, et sachant que x “ 1, la troisième
donne 1` z “ 4, c’est-à-dire z “ 3.

(5) Il y a deux équations pour 4 inconnues, donc on va pouvoir laisser deux variables non résolues.
Exprimons x et z en termes de y et t (tout autre choix est bon). La somme des deux équations
donne tout de suite 3x` 3y ` 3t “ ´3, et donc

x “ ´1´ y ´ t. (93.16)

En remettant cela dans la première équation, nous avons ´2 ´ 2y ´ 2t ` y ´ 3z ´ t “ 1, ce
qui donne

z “ 3` y ` 3t
3 . (93.17)

Exercise 394 exoINGE1121La0016

(INGE1121, 1.1) Résoudre les systèmes d’équations suivants :

(1)

$
&
%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 2x4 “ 0
3x1 ´ 7x2 ´ 2x3 ` 4x4 “ 0
4x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 2x4 “ 0

(2)

$
&
%

2x1 ` x2 ´ 2x3 ` 3x4 “ 0
3x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 “ 4
3x1 ` 3x2 ` 3x3 ´ 3x4 “ 9

(3)

$
&
%

x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
3x1 ´ x2 ´ 4x3 “ 0

(4)

$
’’&
’’%

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 7x3 “ 0
x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 0

(5)

$
’’&
’’%

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0
x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 4
x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ ´4
x1 ´ x2 ` x3 ` x4 “ 2

(6)

$
&
%

x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 1
x1 ` 3x2 ` 4x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 3x3 “ 3

(7)

$
&
%

x1 ´ 3x2 ` 2x3 “ ´6
´3x1 ` 3x2 ´ x3 “ 17
2x1 ´ x2 “ 3

(8)

$
&
%

x1 ´ 2x2 ` 3x3 ´ 2x4 “ 0
3x1 ´ 7x2 ´ 2x3 ` 4x4 “ 0
4x1 ` 3x2 ` 5x3 ` 2x4 “ 0

(9)

$
&
%

2x1 ` x2 ´ 2x3 ` 3x4 “ 0
3x1 ` 2x2 ´ x3 ` 3x4 “ 4
3x1 ` 3x2 ` 3x3 ´ 3x4 “ 9

(10)

$
&
%

x1 ` 2x2 ´ 3x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
3x1 ´ x2 ´ 4x3 “ 0

(11)

$
’’&
’’%

x1 ` 2x2 ´ x3 “ 0
2x1 ` 5x2 ` 2x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 7x3 “ 0
x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 0

(12)

$
’’&
’’%

x1 ` x2 ` x3 ` x4 “ 0
x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 4
x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ ´4
x1 ´ x2 ` x3 ` x4 “ 2
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(13)

$
&
%

x1 ` 3x2 ` 3x3 “ 1
x1 ` 3x2 ` 4x3 “ 0
x1 ` 4x2 ` 3x3 “ 3

(14)

$
&
%

x1 ´ 3x2 ` 2x3 “ ´6
´3x1 ` 3x2 ´ x3 “ 17
2x1 ´ x2 “ 3

corrINGE1121La0016

Correction of the exercise 394
Nous résolvons les systèmes en utilisant Sage avec le script suivant.

# -*- coding: utf8 -*-
"""
Ce script Sage résout un certain nombre
de systèmes d’équations linéaires du cours INGE1121
"""

import outilsINGE

def exercise_1_1_bcdefhi():
# Exercice 1.1.b (INGE1121)
A=matrix([ [1,-2,3,-2,0],[3,-7,-2,4,0],[4,3,5,2,0] ])
v=vector((0,0,0,0,0))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
# Exercice 1.1.c (INGE1121)
A=matrix([ [2,1,-2,3],[3,2,-1,3],[3,3,3,-3] ])
v=vector((0,4,9))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
# Exercice 1.1.d (INGE1121)
A=matrix([ [1,2,-3],[2,5,2],[3,-1,-4] ])
v=vector((0,0,0))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
# Exercice 1.1.e (INGE1121)
A=matrix([ [1,2,-1],[2,5,2],[1,4,7],[1,3,3] ])
v=vector((0,0,0,0))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
# Exercice 1.1.f (INGE1121)
A=matrix([ [1,1,1,1],[1,1,1,-1],[1,1,-1,1],[1,-1,1,1] ])
v=vector((0,4,-4,2))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
# Exercice 1.1.h (INGE1121)
A=matrix([ [1,3,3],[1,3,4],[1,4,3] ])
v=vector((1,0,3))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
# Exercice 1.1.i (INGE1121)
A=matrix([ [1,-3,2],[-3,3,-1],[2,-1,0] ])
v=vector((-6,17,3))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)

Le résultat est le suivant :

The given matrix corresponds to the system
x1 - 2*x2 + 3*x3 - 2*x4 == 0
3*x1 - 7*x2 - 2*x3 + 4*x4 == 0
4*x1 + 3*x2 + 5*x3 + 2*x4 == 0
And the solutions are
[
[x1 == -23/16*r19, x2 == -5/16*r19, x3 == 15/16*r19, x4 == r19, x5 == r18]
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]
The given matrix corresponds to the system
2*x1 + x2 - 2*x3 + 3*x4 == 0
3*x1 + 2*x2 - x3 + 3*x4 == 4
3*x1 + 3*x2 + 3*x3 - 3*x4 == 9
And the solutions are
[
[x1 == 3*r20 - 7, x2 == -4*r20 + 11, x3 == r20, x4 == 1]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 2*x2 - 3*x3 == 0
2*x1 + 5*x2 + 2*x3 == 0
3*x1 - x2 - 4*x3 == 0
And the solutions are
[
[x1 == 0, x2 == 0, x3 == 0]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 2*x2 - x3 == 0
2*x1 + 5*x2 + 2*x3 == 0
x1 + 4*x2 + 7*x3 == 0
x1 + 3*x2 + 3*x3 == 0
And the solutions are
[
[x1 == 9*r21, x2 == -4*r21, x3 == r21]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + x2 + x3 + x4 == 0
x1 + x2 + x3 - x4 == 4
x1 + x2 - x3 + x4 == -4
x1 - x2 + x3 + x4 == 2
And the solutions are
[
[x1 == 1, x2 == -1, x3 == 2, x4 == -2]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 + 3*x2 + 3*x3 == 1
x1 + 3*x2 + 4*x3 == 0
x1 + 4*x2 + 3*x3 == 3
And the solutions are
[
[x1 == -2, x2 == 2, x3 == -1]
]
The given matrix corresponds to the system
x1 - 3*x2 + 2*x3 == -6
-3*x1 + 3*x2 - x3 == 17
2*x1 - x2 == 3
And the solutions are
[
[x1 == 37, x2 == 71, x3 == 85]
]

Exercise 395 exoLineraire0002

Exercice 7, page 86. Discuter les systèmes suivants
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(1)
"
mx` y “ 1
x`my “ 1

(2)

$
&
%

λx` y `m “ 1
x` λy ` z “ 1
x` y ` λz “ 1

corrLineraire0002

Correction of the exercise 395
<+Lineraire0002+>
Exercise 396 exoINGE1121La0010

Pour chacun des systèmes suivants A·X “ B,

(1) Résoudre le système par échelonnement,
(2) Calculer A´1,
(3) Vérifier votre réponse en calculant A´1B. Qu’êtes-vous censé obtenir ?

Les énoncés sont

(1)

A “
¨
˝

2 1 ´2
3 2 2
5 4 3

˛
‚, B “

¨
˝

10
1
4

˛
‚ (93.18)

corrINGE1121La0010

Correction of the exercise 396
Nous utilisons Sage pour fournir la réponse. Le code suivant résout le système et donne l’inverse

de la matrice :

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_1_3():
A=matrix([[2,1,-2],[3,2,2],[5,4,3]])
v=vector((10,1,4))
print outilsINGE.SolveLinearSystem(A,v)
print "Matrice inverse :"
print A.inverse()

La sortie est ici :

The given matrix corresponds to the system
2*x1 + x2 - 2*x3 == 10
3*x1 + 2*x2 + 2*x3 == 1
5*x1 + 4*x2 + 3*x3 == 4
And the solutions are
[
[x1 == 1, x2 == 2, x3 == -3]
]
Matrice inverse :
[ 2/7 11/7 -6/7]
[ -1/7 -16/7 10/7]
[ -2/7 3/7 -1/7]
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Exercise 397 exoINGE1121La0009

Discuter et résoudre le système
¨
˚̊
˝

1 2 3 4
2 ´1 1 ´1
3 1 r 3
´2 6 4 s

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

x1
x2
x3
x4

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

y1
y2
y3
y4

˛
‹‹‚. (93.19)

corrINGE1121La0009

Correction of the exercise 397
Nous échelonons la matrice de façon usuelle. Tellement usuelle que nous en confions les calculs

à Sage.

# -*- coding: utf8 -*-

def exercise_1_5():
var(’r,s,y1,y2,y3,y4’)
A=matrix([[1,2,3,4,y1],[2,-1,1,-1,y2],[3,1,r,3,y3],[-2,6,4,s,y4]])
A[3]=A[3]+A[1]
A[1]=A[1]-2*A[0]
A[2]=A[2]-3*A[0]
print A
A[2]=A[2]-A[1]
A[3]=A[3]+A[1]
print A

D’un point de vue technique, remarquez que la numérotation des lignes et colonnes commence
à zéro, et non à un ! C’est comme ça dans beaucoup de langages de programmation.

La sortie est

[ 1 2 3 4 y1]
[ 0 -5 -5 -9 -2*y1 + y2]
[ 0 -5 r - 9 -9 -3*y1 + y3]
[ 0 5 5 s - 1 y2 + y4]
[ 1 2 3 4 y1]
[ 0 -5 -5 -9 -2*y1 + y2]
[ 0 0 r - 4 0 -y1 - y2 + y3]
[ 0 0 0 s - 10 -2*y1 + 2*y2 + y4]

À partir d’ici, nous pouvons discuter un petit peu. D’abord, la dernière ligne donne deux cas
(1) s “ 10. Dans ce cas, il y a deux sous-cas

(1a) ´2y1 ` 2y2 ` y4 “ 0. Ici, on peut simplement barrer la dernière ligne, et continuer. Il y
aura une infinité de solutions.
En continuant, nous tombons sur la troisième ligne. Il y a une discussion à faire selon
que r “ 4 ou non.

(1b) ´2y1 ` 2y2 ` y4 ‰ 0. Ici, la dernière ligne dit qu’il n’y a pas de solutions.
La troisième ligne donne une discussion similaire selon que r “ 4 ou non en fonction de

´y1 ´ y2 ` y3. Les cas avec des solutions sont
(1) s “ 10, r “ 4, ´2y1 ` 2y2 ` y4 “ 0, ´y1 ´ y2 ` y3 “ 0. Dans ce cas, le système devient

ˆ
1 2 3 4 y1
0 ´5 ´5 ´9 ´2y1 ` y2

˙
. (93.20)
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La solution de ce système comporte deux paramètres et est

x1 “ ´2
5α´ β ` y1 ` 2

5y2

x2 “ ´9
5α´ β `

1
5y2

x3 “ β

x4 “ α.

(93.21)EqSolsUn15EqSolsUn15

Notez que les y ne sont pas des paramètres. Ce sont des données du problème.
(2) s “ 10, r ‰ 4, ´2y1 ` 2y2 ` y4 “ 0, ´y1 ´ y2 ` y3 ‰ 0. Dans ce cas, seule la dernière ligne

doit être barrée dans le système. Il reste un système de trois équations.
¨
˝

1 2 3 4 y1
0 ´5 ´5 ´9 ´2y1 ` y2
0 0 r ´ 4 0 ´y1 ´ y2 ` y3

˛
‚. (93.22)

Les solutions sont les mêmes que celles (93.21), mais x3 n’est plus un paramètre :

β “ x3 “ ´y1 ´ y2 ` y3
r ´ 4 . (93.23)

(3) s ‰ 10, r “ 4, ´2y1 ` 2y2 ` y4 “‰, ´y1 ´ y2 ` y3 “ 0. Ce cas-ci est similaire au précédent.
(4) s ‰ 10, r ‰ 4, ´2y1 ` 2y2 ` y4 ‰ 0, ´y1 ´ y2 ` y3 ‰ 0. Ici, c’est un système complet de 4

équations à 4 inconnues à résoudre.

Un problème de Bachet (XVIIème siècle) Exercise 398 exoLineraire0003

Trois hommes ont chacun certaine somme d’écus. Le premier donne des siens aux deux autres
autant qu’ils en ont chacun ; en après le second en donne aux deux autres autant qu’ils en ont
chacun ; finalement le troisième en donne aux deux autres autant qu’ils en ont chacun : cela fait,
chacun se trouve 8 écus. On demande combien chacun en avait du commencement.

Extrait des Problèmes plaisants et délectables qui se font par les nombres, publié en 1612.corrLineraire0003

Correction of the exercise 398
Disons qu’au début, ils ont respectivement x, y et z écus. Lorsque le premier donne, il en donne

y au second et z au troisième. Leurs avoirs sont donc

x´ y ´ z
2y
2z.

(93.24)

À ce moment, le second donne x´ y ´ z au premier et 2z au troisième. Ils ont donc

2px´ y ´ zq
2y ´ px´ y ´ zq ´ 2z

4z.
(93.25)

En simplifiant :
2px´ y ´ zq

3y ´ x´ z
4z.

(93.26)

Maintenant, le troisième donne 2px´ y ´ zq au premier et 3y ´ x´ z au second. Ils se retrouvent
donc avec

4px´ y ´ zq
2p3y ´ x´ zq
´x´ y ` 7z.

(93.27)



4416 CHAPITRE 93. POUR DES INGÉNIEURS (LOUVAIN-LA-NEUVE)

Petite vérification : la somme des trois vaut bien x ` y ` z. Il faut maintenant juste maintenant
résoudre le système donné en égalant ces trois quantités à 8. La solution est donnée par x “ 13,
y “ 7 et z “ 4.

Un problème stupide (XXième siècle) Exercise 399 exoLineraire0004

Un père a 25 ans de plus que son fils. Dans 7 ans, il aura 5 fois l’âge de son fils. Que fait le
père ? corrLineraire0004

Correction of the exercise 399
<+Lineraire0004+>

93.2 Opérations sur les matrices
Exercise 400 exoLineraire0005

On donne les matrices

A “
¨
˝

1 2
3 4
5 6

˛
‚, B “

¨
˝
´3 ´2
1 ´5
4 3

˛
‚. (93.28)

Déterminer la matrice D telle que A`B ´D “ 0. corrLineraire0005

Correction of the exercise 400
Si A`B ´D “ 0, alors D “ A`B. Petit calcul :

D “
¨
˝

1 2
3 4
5 6

˛
‚`

¨
˝
´3 ´2
1 ´5
4 3

˛
‚“

¨
˝
´2 0
4 ´1
9 9

˛
‚. (93.29)

Exercise 401 exoLineraire0006

Si A “
ˆ

1 ´1
2 ´1

˙
et B “

ˆ
1 1
4 ´1

˙
, montrer que pA`Bq2 “ A2 `B2.

corrLineraire0006

Correction of the exercise 401
En général, nous avons

pA`Bq2 “ pA`BqpA`Bq “ A2 `AB `BA`B2. (93.30)

Il n’est pas vrai de dire AB “ BA, parce que ce n’est pas toujours le cas avec des matrices. Ici,
nous voulons que pA ` Bq2 “ A2 ` B2, c’est-à-dire AB ` BA “ 0. Calculons les produits AB et
BA avec les matrices proposées :

AB “
ˆ

1 ´1
2 ´1

˙ˆ
1 1
4 ´1

˙
“
ˆ´3 2
´2 3

˙
, (93.31)

tandis que

BA “
ˆ

3 ´2
2 ´3

˙
. (93.32)

Nous avons donc bien AB `BA “ 0 dans ce cas ci.
Exercise 402 exoLineraire0007

Montrer que les matrices

A “
¨
˝

0 1 ´1
4 ´3 4
3 ´3 4

˛
‚ B “

¨
˝
´1 0 a
0 ´1 b
0 0 1

˛
‚ , (93.33)

avec a, b P R sont involutives, c’est-à-dire telles que X2 “ 1. corrLineraire0007



93.2. OPÉRATIONS SUR LES MATRICES 4417

Correction of the exercise 402
Il s’agit de calculer et de voir que

AA “ BB “
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛
‚. (93.34)

Exercise 403 exoLineraire0008

Soit
A “

ˆ
2 1
2 1

˙
. (93.35)

Trouver toutes les matrices X telles que AX “ A. corrLineraire0008

Correction of the exercise 403
Nous cherchons la matrice X sous la forme

X “
ˆ
a b
c d

˙
. (93.36)

Le produit AX vaut ˆ
2 1
2 1

˙ˆ
a b
c d

˙
“
ˆ

2a` c 2b` d
2a` c 2b` d

˙
. (93.37)

Les équations pour a, b, c et d sont donc
"

2a` c “ 2
2b` d “ 1. (93.38)

La matrice X générale est donc de la forme

X “
ˆ

a b
2´ 2a 1´ 2b

˙
. (93.39)

Exercise 404 exoLineraire0009

Démontrer que si les matrices A et B sont telles que AB “ A et BA “ B, alors A2 “ A et
B2 “ B. corrLineraire0009

Correction of the exercise 404
Par définition, A2 “ AA. En remplaçant le premier A par AB, nous avons

A2 “ ABA. (93.40)

Maintenant, nous remplaçons BA par B, ce qui donne

A2 “ AB, (93.41)

et nous savons par hypothèse que AB “ A. Le même genre de petit jeu donne B2 “ B.
Exercise 405 exoLineraire0010

Montrer que ˆ
λ λ
0 λ

˙n
“
ˆ
λn nλn

0 λn

˙
(93.42)

pour tout λ P R et tout n P N0. corrLineraire0010

Correction of the exercise 405
Cet exercice se fait par récurrence. Lorsque n “ 1, c’est vrai. Supposons que ce soit vrai pour

n, et montrons que c’est vrai pour n` 1. Nous avons
ˆ
λ λ
0 λ

˙n`1
“
ˆ
λ λ
0 λ

˙ˆ
λ λ
0 λ

˙n
. (93.43)
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En remplaçant la dernière matrice par l’hypothèse de récurrence, et en effectuant le produit, on
trouve ce qu’il faut.

Exercise 406 exoLineraire0011

À quelles conditions sur les matrices A et B peut-on écrire
(1) pA´Bq2 “ A2 `B2

(2) pA`BqpA´Bq “ A2 ´B2.
corrLineraire0011

Correction of the exercise 406
(1) pA´Bq2 “ A2 ´AB ´BA` b2, cela vaut A2 `B2 lorsque AB “ ´BA.
(2) pA`BqpA´Bq “ A2 ´AB `BA´B2, cela vaut A2 ´B2 lorsque AB “ BA.

Exercise 407 exoLineraire0012

Trouve toutes les matrices B qui commutent avec la matrice

A “

¨
˚̊
˝

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

˛
‹‹‚ (93.44)

corrLineraire0012

Correction of the exercise 407
Si nous posons

X “

¨
˚̊
˝

a b c d
e f g h
i j k l
m n o p

˛
‹‹‚, (93.45)

nous trouvons

AX “

¨
˚̊
˝

e f g h
i j k l
m n o p
0 0 0 0

˛
‹‹‚,

XA “

¨
˚̊
˝

0 a b c
0 e f g
0 i j k
0 m n o

˛
‹‹‚.

(93.46)

En égalisant les deux, nous trouvons

j “ e “ i “ m “ n “ o “ 0, (93.47)

ainsi que f “ a, b “ g, h “ c, j “ e, k “ f , l “ g, n “ i, o “ j, p “ k “ f . Étant donné que
e “ i “ 0, nous avons directement j “ n “ 0. Remarquez que certaines variables arrivent dans
plusieurs équations. Après avoir bien posé toutes les égalités, le résultat est

¨
˚̊
˝

a b c d
0 a b c
0 0 a b
0 0 0 a

˛
‹‹‚. (93.48)

Exercise 408 exoINGE1121La0008

Soit A “
ˆ

1 1
0 1

˙
. Montrer par récurrence que An “

ˆ
1 n
0 1

˙
.

corrINGE1121La0008

Correction of the exercise 408
Lorsque n “ 1, la proposition est évidente. Supposons maintenant que la proposition soit vraie

pour un certain entier k, et prouvons qu’alors c’est vrai pour k ` 1.
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Nous devons calculer
Ak`1 “ AkA “

ˆ
1 k
0 1

˙ˆ
1 1
0 1

˙
. (93.49)EqRecur18INGEEqRecur18INGE

Pour écrire cela, nous avons utilisé l’hypothèse de récurrence

Ak “
ˆ

1 k
0 1

˙
. (93.50)

En effectuant le produit matriciel dans (93.49), nous trouvons

Ak`1 “
ˆ

1 k ` 1
0 1

˙
, (93.51)

ce qui est bien ce que nous voulions.

93.3 Espaces vectoriels

Exercise 409 exoLineraire0013

Exercice 1, page 79. Quels sont parmi les ensembles suivants qui ont une structure d’espace
vectoriel réel ?

(1) L’ensemble des polynômes à coefficients réels en une indéterminée, de degré ď 3,
(2) L’ensemble des polynômes à coefficients réels en une indéterminée, de degré 3.
(3) L’ensemble des triplets pa, b, cq de nombres réels tels que a` 2b´ c “ 0.
(4) L’ensemble des triplets pa, b, cq de nombres réels tels que a2 ` b2 ` c2 “ 1.
(5) L’ensemble des triplets pa, b, cq de nombres réels tels que a´ b “ 1.
(6) L’ensemble des triplets pa, b, cq de nombres réels tels que a` b “ 0 et a` c “ 0.
(7) L’ensemble des couples de nombres entiers.
(8) L’ensemble des couples pa, bq de réels tels que a2 ` b2 ‰ 0.

corrLineraire0013

Correction of the exercise 409

(1) oui.
(2) Non, et la différence avec le précédent est que la somme de deux polynômes de degré trois

peut n’être que de degré deux : px3 ` x2q ´ px3 ` xq “ x2 ´ x par exemple.
(3) Oui, c’est un plan. Si pa, b, cq et pa1, b1, c1q vérifient la condition, regardons que pa ` a1, b `

b1, c` c1q vérifie la condition :

pa` a1q ` 2pb` b1q ´ pc` c1q “ 0. (93.52)

(4) Non, par exemple p1, 0, 0q est dans l’ensemble, mais pas p2, 0, 0q qui est le double.
(5) Non, c’est un plan afin. Par exemple p2, 1q ` p5, 4q “ p7, 5q, mais p7´ 5q ‰ 1, alors que p2, 1q

et p5, 4q vérifient la condition.
(6) Oui, c’est l’intersection de deux plans. Si pa, b, cq et pa1, b1, c1q vérifient les deux conditions,

c’est facile de voir que pa` a1, b` b1, c` c1q vérifie les deux conditions.
(7) Non, si pn,mq P N2, il suffit de le multiplier par

?
2 et ce n’est plus dans N2.

(8) Non, par exemple pa, bq ´ pa, bq “ p0, 0q et évidement, p0, 0q n’est pas dans l’ensemble.

Exercise 410 exoLineraire0014

Exercice 2, page 19. Dans R3, calculer la somme vectorielle 5p´3
?

2, 1
10 , 2q ´ p2,´1, 3

5q `
7p?2, 0, 2q. corrLineraire0014
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Correction of the exercise 410
On commence par calculer les produits à part :

5p´3
?

2, 1
10 , 2q “ p´14

?
2, 2

2 , 10q
7p?2, 0, 2q “ p7?2, 0, 14q,

(93.53)

et puis on fait la somme

p´14
?

2, 2
2 , 10q ´ p2,´1, 3

5q` “ p7
?

2, 0, 14q “ p´8
?

2´ 2, 3
2 ,

117
5 q. (93.54)

Exercise 411 exoLineraire0018

Exercice 3, page 79. Le vecteur p1, 2, 3q de R3 est-il combinaison linéaire des vecteurs p1, 1, 1q,
p3, 5, 2q et p1, 3, 0q ? Même question pour le vecteur p0,´2, 1q. corrLineraire0018

Correction of the exercise 411
En général, il faut trouver les coefficients λ1, λ2 et λ3 tels que

λ1

¨
˝

1
1
1

˛
‚` λ2

¨
˝

3
5
2

˛
‚` λ3

¨
˝

1
3
0

˛
‚“

¨
˝
a
b
c

˛
‚. (93.55)

Cela revient à résoudre le système
$
&
%

λ1 ` 3λ2 ` λ3 “ a
λ1 ` 5λ2 ` 3λ3 “ b
λ1 ` 2λ2 “ c

(93.56)

Nous résolvons cela en termes de matrices :
¨
˝

1 3 1 a
1 5 3 b
1 2 0 c

˛
‚„

¨
˝

0 1 1 a´ c
0 2 2 b´ a
1 2 0 c

˛
‚ (93.57)

Au niveau des coefficients, la seconde ligne est juste le double de la première, donc pour avoir
une solution, il faut absolument que le terme indépendant de la seconde soit également la moitié :
b´ a “ 2pa´ cq. Nous pouvons continuer et tomber sur la matrice suivante :

¨
˝

0 0 0 3a´ b´ 2c
0 2 2 b´ a
1 2 0 c

˛
‚. (93.58)

Lorsqu’on regarde le vecteur ¨
˝
a
b
c

˛
‚“

¨
˝

1
2
3

˛
‚, (93.59)

on a la condition 3a ´ b ´ 2c “ 3 ´ 2 ´ 6 ‰ 0, donc ce vecteur ne peut pas être écrit comme
combinaison des trois vecteurs donnés. Avec l’autre, par contre, ça fonctionne mieux :

¨
˝
a
b
c

˛
‚“

¨
˝

0
´2
1

˛
‚, (93.60)

donne le système "
λ1 ` 2λ2 “ 1
2λ2 ` 2λ3 “ ´2. (93.61)
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Comme ce sont deux équations avec 3 inconnues, il n’y a pas d’espoir de trouver une seule solution.
Nous résolvons donc par rapport à λ1 et λ3 en laissant λ2 comme paramètre. Nous trouvons
λ1 “ 1´ 2λ2 et λ3 “ ´1´ λ2.

Pour chaque λ2, cela donne un triple pλ1, λ2, λ3q tel que

λ1

¨
˝

1
1
1

˛
‚` λ2

¨
˝

3
5
2

˛
‚` λ3

¨
˝

1
3
0

˛
‚“

¨
˝

0
´2
1

˛
‚. (93.62)

Prenez par exemple, λ2 “ 0, on trouve λ1 “ 1 et λ3 “ ´1.
Exercise 412 exoLineraire0015

Exercice 5, page 80. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur les nombres réels a, b,
et c pour que les vecteurs p0, 1,´1q, p5,´2, 1q et pa, b, cq forment une partie liée de R3.corrLineraire0015

Correction of the exercise 412
Une condition très intéressante pour savoir si trois vecteurs forment une base et de les mettre

dans une matrice et de voir le déterminant. Si il est non nul, c’est une base ; si il est nul, ce n’est
pas une base. Ici, on a ∣∣∣∣∣∣∣

0 5 a
1 ´2 b
´1 1 c

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´5pc` bq ` ap1´ 2q. (93.63)

La condition pour que les trois soient non libres est que le déterminant soit nul, c’est-à-dire

a` 5pb` cq “ 0. (93.64)

Exercise 413 exoLineraire0016

Exercice 6, page 80. Les parties suivantes de R3 sont-elles libres ?
(1) tp1, 2, 1q, p1, 1, 1qu,
(2) tp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1qu,
(3) tp0, 0, 0q, p3, 2, 1qu,
(4) tp2, 1,´3q, p1, 4, 0q, p4, 9,´3qu,
(5) tp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1q, p0, 1, 1q, p1, 0, 1q, p1, 1, 0qu,
(6) tp1, 0, 1q, p0,´8, 0q, p1, 7,´2qu,
(7) tp´1, 0, 1qu

corrLineraire0016

Correction of the exercise 413
(1) Oui parce que deux vecteurs dans R3, il devraient être multiples l’un de l’autre pour ne pas

être libres.
(2) Oui, base canonique
(3) Oui : tout les vecteurs sont libres avec p0, 0, 0q.
(4) On utilise la critère du déterminant (voir exercice 412). Ici nous avons∣∣∣∣∣∣∣

2 1 4
1 4 9
´3 0 ´3

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´3p1 · 9´ 4 · 4q “ 0. (93.65)

Donc le système n’est pas libre.
(5) Plus de 3 vecteur dans R3 ne peuvent pas être libres.
(6) Le déterminant ∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1
0 ´5 7
1 0 ´2

∣∣∣∣∣∣∣ (93.66)

est non nul, donc la partie est libre.
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(7) Un seul vecteur, c’est toujours libre.
Exercise 414 exoLineraire0017

Exercice 7, page 80. Dans l’espace vectoriel E0, déterminer l’ensemble des points qui sont
combinaisons linéaire des points des parties suivantes de E0 :

(1) Une sphère de centre 0.
(2) Une droite ne passant pas par o.
(3) Un point distinct de o.
(4) Un plan passant par o.
(5) Un plan ne passant pas par o.
(6) La réunion de deux droites, à discuter suivant les positions relatives de ces deux droites.

corrLineraire0017

Correction of the exercise 414
(1) Tous parce que, en particulier, la base canonique est contenue dans la sphère
(2) Non parce qu’une droite est donné seulement par deux vecteurs. Tous les points de D sont

de la forme
a` λpb´ aq (93.67)

si a, b P D. En faisant des combinaisons de tels vecteurs, on ne peut pas faire d’autre choses
que des combinaisons des vecteurs a et pb´ aq.

(3) Avec un seul point, on ne génère qu’une seule droite
(4) On ne génère que le plan (qui est, lui-même, un espace vectoriel).
(5) oui

Exercise 415 exoLineraire0019

Exercice 8, page 80. Parmi les sous-ensembles suivants, lesquels sont des parties génératrices
de R3 ? Lesquels sont des bases de R3 ?

(1) tp1, 2, 1q, p1, 1, 1qu,
(2) tp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1qu,
(3) tp0, 0, 0q, p3, 2, 1qu,
(4) tp2, 1,´3q, p1, 4, 0q, p4, 9,´3qu,
(5) tp1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1q, p0, 1, 1q, p1, 0, 1q, p0, 0, 1qu,
(6) tp1, 0, 1q, p0,´5, 0q, p1, 7,´2qu,
(7) tp´1, 0, 1qu.

corrLineraire0019

Correction of the exercise 415
<+Lineraire0019+>
Exercise 416 exoLineraire0020

Exercice 9, page 81. Quelles sont les composantes du vecteur p1, 2q P R2 dans les bases sui-
vantes ?

(1) tp1, 0q, p0, 1qu,
(2) tp0, 1q, p1, 0qu,
(3) tp1, 2q, p1, 1qu,
(4) tp1, 1q, p2, 1qu,
(5) tp´1, 3q, p4, 0qu

corrLineraire0020

Correction of the exercise 416
(1) C’est la base canonique, donc le vecteur a pour composantes p1, 2q.
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(2) Il faut résoudre

λ1

ˆ
0
1

˙
` λ2

ˆ
1
0

˙
“
ˆ

1
2

˙
. (93.68)

Facile, la réponse est que les coordonnées pλ1, λ2q “ p2, 1q.
(3) À résoudre, le système "

a` b “ 1
2a` b “ 2 . (93.69)

La solution est a “ 1 et b “ 0, donc les coordonnées sont p1, 0q.
(4) À résoudre :

λ1

ˆ
1
1

˙
` λ2

ˆ
2
1

˙
“
ˆ

1
2

˙
, (93.70)

la solution est pλ1, λ2q “ p1, q1.
(5) Le système est " ´a` 4b “ 1

3a “ 2 , (93.71)

donc p2{3,´5{12q.
Exercise 417 exoLineraire0021

Exercice 10, page 81. Quel est le vecteur de R3 qui a pour composante p1, 2,´1q dans la base
e1 “ p1, 1, 1q, e2 “ p0, 1, 2q, e3 “ p0,´1, 0q de R3 ? corrLineraire0021

Correction of the exercise 417
Le vecteur qui a pour composante pλ1, λ2, λ3q dans la base e1, e2, e3 est le vecteur λ1e1`λ2e2`

λ3e3. Ici il s’agit de

1

¨
˝

1
1
1

˛
‚` 2

¨
˝

0
1
2

˛
‚` p´1q

¨
˝

0
´1
0

˛
‚“

¨
˝

1
4
5

˛
‚. (93.72)

Exercise 418 exoLineraire0022

Exercice 11, page 81. Donner une base de R2 dans laquelle les composantes du vecteur p1, 2q
sont p0, 1q. corrLineraire0022

Correction of the exercise 418
On demande une base dans lequel le second vecteur de base est

ˆ
1
2

˙
. Presque n’importe quoi

est bon comme premier vecteur (juste pas un multiple de celui qu’on a déjà choisit). Par exemple
ˆ

1
0

˙
et

ˆ
1
2

˙
. (93.73)

Exercise 419 exoLineraire0023

Décrire une base de R3 dans laquelle les composantes des vecteurs p7,´5, 2q et p?3, 29,´8q
sont aussi simples que possible. corrLineraire0023

Correction of the exercise 419
Dans la base ¨

˝
7
´5
2

˛
‚ et

¨
˝
?

3
29
´8

˛
‚, (93.74)

les deux vecteurs donnés ont évidement les coordonnées
ˆ

1
0

˙
et

ˆ
0
1

˙
.

Exercise 420 exoLineraire0024

Exercice 13, page 81. Dans R2, on donne les bases

E “
"
e1 “ p1, 0q
e2 “ p0, 1q F “

"
f1 “ p1, 1q
f2 “ p1, 2q G “

"
g1 “ p1, 2q
g2 “ p2, 1q. (93.75)
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(1) Quelles sont les composantes du vecteur pa, bq dans les bases E, F et G ?
(2) Quelles sont les composantes du vecteur 7e1 ´ 2e2 dans les bases F et G ?
(3) Quelles sont les composantes du vecteur f1 ` 3f2 dans les bases E et F ?
(4) Quelles sont les composantes du vecteur g1 dans les bases E et F ?

corrLineraire0024

Correction of the exercise 420

(1) La base E étant la base canonique, le vecteur
ˆ
a
b

˙
a pour coordonnées pa, bq. Pour la base

F , il faut résoudre le système
ˆ
a
b

˙
“ λ1

ˆ
1
1

˙
` λ2

ˆ
1
2

˙
. (93.76)

La résolution donne donc p2a ´ b, b ´ aq. Pour trouver les coordonnées de ce même vecteur
dans la base G, il faut résoudre "

λ1 ` 2λ2 “ a
2λ1 ` λ2 “ b.

(93.77)

Cela se résous facilement par substitution, et le résultat est λ1 “ 2b´a
3 et λ2 “ 2a´b

3 .

(2) Nous avons d’abord 7e1 ´ 2e2 “
ˆ

7
´2

˙
. Ensuite, nous devons résoudre

ˆ
7
´2

˙
“ λ1

ˆ
1
2

˙
` λ2

ˆ
2
1

˙
. (93.78)

Cela donne p´11{3, 16{3q.
Exercise 421 exoLineraire0025

Dans l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré ď 2, trouver une base du
sous-espace engendré par les polynômes 5x2`3x`2, ´5x2`9x`8, ´10x2`18x`12 et x2`9x`6.corrLineraire0025

Correction of the exercise 421
<+Lineraire0025+>
Exercise 422 exoLineraire0026

Exercice 15, page 82. Les fonctions ex, sinpxq et cospxq sont-elles une partie libre de l’espace
vectoriel des fonctions continues de R vers R ? Même question pour les fonctions sin2pxq, cos2pxq,
sinp2xq et cosp2xq. corrLineraire0026

Correction of the exercise 422
Il faut essayer de trouver des constantes a, b, c P R telles que la fonction

bex ` b sinpxq ` c cospxq (93.79)

soit nulle, c’est-à-dire telle que cette somme soit zéro pour tout x. Cela n’est pas possible (et donc
la partie est libre). En effet, comme ex Ñ8, de toutes façons, il faut a “ 0. Maintenant, en x “ 0,
sinpxq “ 0 et cospxq “ 1, nous devons donc avoir c “ 0. De là, b “ 0.

Exercise 423 exoLineraire0027

Dans l’espace vectoriel F des fonctions de R dans R, on considère le sous-ensemble L des
fonctions f de la forme

fpxq “ Apxq cospxq `Bpxq sinpxq (93.80)
où Apxq et Bpxq sont deux polynômes en x de degré ď 1.

(1) Montrer que L est un sous-espace de F ,
(2) Montrer que les fonctions f1pxq “ cospxq, f2pxq “ sinpxq, f3pxq “ x cospxq, f4pxq “ x sinpxq

est une base de L. corrLineraire0027

Correction of the exercise 423
<+Lineraire0027+>
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93.3.1 Orthogonalité

Exercise 424 exoLineraire0028

Exercice 17, page 82. On donne les vecteurs x “ p1
3 ,

2
3 ,

´2
3 q et y “ p2

3 ,
1
3 ,

2
3q de R3.

(1) Montrer qu’ils sont orthogonaux,
(2) Construire un vecteur z perpendiculaire à x et y.
(3) Donner une base orthonormée de R3 qui contient le vecteur v “ 1?

6p1, 2, 1q.
corrLineraire0028

Correction of the exercise 424
(1) Pour voir qu’ils sont orthogonaux : produit scalaire.

x· y “
¨
˝

1{3
2{3
´2{3

˛
‚·

¨
˝

2{3
1{3
2{3

˛
‚“ 1

9 `
2
9 ´

4
9 “ 0, (93.81)

donc ils sont orthogonaux.
(2) Le produit vectoriel de x et y donne un vecteur perpendiculaire à la fois à x et à y :

xˆ y “
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
1{3 2{3 ´2{3
2{3 1{3 2{3

∣∣∣∣∣∣∣ “ 2e1 ´ 2e2 ´ e3. (93.82)

Exercise 425 exoINGE1121La0001

Calculer une base orthonormée du sous-espace de R4 défini par

V “ tpα, α` β, 2α` β ´ 2γ, β ` 2γq tel que α, β, γ P Ru. (93.83)
corrINGE1121La0001

Correction of the exercise 425
Étant donné que l’espace V est donné avec 3 paramètre, il peut être au plus de dimension 3.

Nous trouvons 3 vecteurs de cet espace en posant successivement α “ 1, β “ 1 et γ “ 1 en laissant
à chaque fois les deux autres paramètres à zéro. Les trois vecteurs trouvés sont :

v1 “ p1, 1, 2, 0q
v2 “ p0, 1, 1, 1q
v3 “ p0, 0,´2, 2q

(93.84)

Afin de vérifier que ces trois vecteurs sont linéairement indépendants, nous les mettons dans une
matrice et nous vérifions que le rang de la matrice est bien 3 :

A “

¨
˚̊
˝

1 0 0
1 1 0
2 1 ´2
0 1 2

˛
‹‹‚. (93.85)

Le rang de cette matrice est bien 3 parce que par exemple le déterminant de la sous-matrice
¨
˝

1 0 0
1 1 0
2 1 ´2

˛
‚ (93.86)

est non nul.
Les vecteurs vi trouvé forment donc une base de V . Nous trouvons une base orthogonale en

appliquant la méthode de Gram-Schmidt. Le résultat est

w1 “ p1, 1, 2, 0qw2 “ p´1{2, 1{2, 0, 1qw1 “ p2{3, 2{3,´2{3, 2q, (93.87)
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dont les normes sont respectivement
?

6,
a

3{2 et 4{?3. Une base orthonormée est donnée par les
vecteurs wi divisés par leurs normes.

Exercise 426 exoINGE1121La0002

Calculer une base orthonormée du sous-espace de R4 défini par les équations

x1 ` x2 ` x3 ´ x4 “ 0
x1 ´ 2x2 ` 2x3 “ 0.

(93.88)

corrINGE1121La0002

Correction of the exercise 426
La première chose à faire est de trouver les vecteurs de l’espace V . Pour ce faire, nous résolvons

le système donné par la matrice ˆ
1 1 1 ´1
1 ´2 2 0

˙
. (93.89)

Le rang de cette matrice étant 2, nous savons que l’espace des solutions sera de dimension donnée
par

dimV “ dimpR4q ´ 2 “ 2. (93.90)

Il est assez facile de trouver deux vecteurs linéairement indépendants dans V , par exemple en
posant x3 “ 1 et x4 “ 0 et puis x3 “ 0 et x4 “ 1. Les vecteurs ainsi trouvés sont

v1 “ p´4
3 ,

1
3 , 1, 0q

v2 “ p23 ,
1
3 , 0, 1q.

(93.91)

Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants parce que la matrice qu’ils forment est de rang
deux.

La méthode de Gram-Schmidt appliqué à ces deux vecteurs fournit

w1 “ p´4
3 ,

1
3 , 1, 0q

w2 “ p 4
13 ,

11
26 ,

7
26 , 1q,

(93.92)

et leurs normes sont
?

26{3 et
a

35{26.
Exercise 427 exoINGE1121La0003

Soit E le sous-espace de R3 engendré par

tp1, 1, 0q, p1, 2,´2q, p´2,´3, 2q, p´3,´4, 2qu. (93.93)

Donner une base orthonormée de E. Compléter le cas échéant cette base en une base orthonormée
de R3. corrINGE1121La0003

Correction of the exercise 427
Ici, la tentation est d’appliquer la méthode de Gram-Schmidt. Cela n’est pas directement

possible parce qu’avant d’appliquer Gram-Schmidt, il nous faut une partie libre. La matrice formée
par les vecteurs donnés est de rang deux :

¨
˝

1 1 ´2 ´3
1 2 ´3 ´4
0 ´2 2 2

˛
‚. (93.94)

En substituant les lignes L2 Ñ L2´L1 et L3 Ñ L3{2, nous trouvons que la deuxième et la troisième
ligne deviennent les mêmes, de telle sorte qu’il reste

ˆ
1 1 ´2 ´3
0 1 ´1 ´1

˙
, (93.95)
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dont le rang est deux.
Nous savons donc maintenant que dimpEq “ 2. Prenons donc deux vecteurs linéairement indé-

pendants dans E et appliquons leur Gram-Schmidt. Un choix possible est

v1 “ p1, 1, 0q
v2 “ p1, 2,´2q (93.96)

dont le Gram-Schmidt est
w1 “ p1, 1, 0q
w2 “ p´1

2 ,
1
2 ,´2q (93.97)

Exercise 428 exoINGE1121La0004

En utilisant les propriétés de l’inverse et de la transposée d’un produit, démonter que
(1) si A et B sont orthogonales, alors AB est orthogonale,
(2) si A est orthogonale et si B “ AT avec T inversible, alors TB´1 est orthogonale.

corrINGE1121La0004

Correction of the exercise 428
Dans les deux cas, il faut utiliser le fait que pABq´1 “ B´1A´1 et pABqt “ BtAt.

(1) Calculons le produit pABqtpABq :

pABqtpABq “ Bt AtAloomoon
1

B “ BtB “ 1 (93.98)

parce que AAt “ BBt “ 1 du fait que A et B soient orthogonales.
(2) La matrice TB´1 est T pAT q´1 “ TT´1A´1 “ A´1. Mais on sait que si A est orthogonale,

alors A´1 est également orthogonale.
Exercise 429 exoINGE1121La0005

Soit W “ tpx1, x2, x3, x4q tel que x1 ` 2x2 ` x3 ` 3x4 “ 0u.
(1) Montrer que W est un sous-espace de R4. Déterminer sa dimension et une base.
(2) Construire le sous-espace vectoriel WK orthogonal à W . Déterminer sa dimension et une

base.
corrINGE1121La0005

Correction of the exercise 429
Afin de vérifier que W est un espace vectoriel, il faut faire trois choses

(1) Prouver que p0, 0, 0, 0q PW . La vérification est immédiate : 0` 2 · 0` 0` 3 · 0 “ 0.
(2) Si x et y sont dans W , il faut que x` y soient dans W . Testons donc l’équation de définition

de W sur le vecteur
x` y “ px1 ` y1, x2 ` y2, x3 ` y3, x4 ` y4q. (93.99)

Il faut vérifier que la combinaison suivante est nulle :

px1 ` y1q ` 2px2 ` y2q ` px3 ` y3q ` 3px4 ` y4q (93.100)

En regroupant les termes en x et en y, on obtient

x1 ` 2x2 ` x3 ` 3x4loooooooooooomoooooooooooon
xPWñ“0

` y1 ` 2y2 ` y3 ` 3y4looooooooooomooooooooooon
yPWñ“0

. (93.101)

(3) Si x PW , il faut que λx PW pour tout λ P R. La démonstration est similaire à la précédente.
Il suffit d’écrire la condition pour le vecteur λx et de mettre λ en évidence pour obtenir zéro.
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Les points du plan sont les points px1, x2, x3, x4q P R4 qui vérifient l’équation

x1 ` 2x2 ` x3 ` 3x4 “ 0. (93.102)

La matrice de cette équation est la toute bête matrice
`
1 2 1 3

˘
, (93.103)

dont le rang est un. La dimension de l’espace de solutions d’un système de rang un dans R4 est 3.
L’espace W est donc de dimension 3.

Supposons avoir trouvé une base orthogonale w1, w2, w3 de W . Les vecteurs de WK perpendi-
culaires à w1, w2 et w3. Ils sont donc linéairement indépendants de ceux de W (par la proposition
11.14). Si w1

1, ¨ ¨ ¨ , w1
l sont une base orthonormale de WK, nous avons alors 3` l vecteurs linéaire-

ment indépendants dans R4. Nous en déduisons que l “ 1. Donc dimpWKq “ 1.
Trouvons une base de W . Par définition les vecteurs de W s’écrivent sous la forme

p´2x2 ´ x3 ´ 3x4, x2, x3, x4q (93.104)

où x2, x3 et x4 sont des paramètres. Pour trouver trois vecteurs de base de cet espace, posons
successivement x2 “ 1, x3 “ 1 et x3 “ 1. Les vecteurs trouvés sont

v1 “ p´2, 1, 0, 0q
v2 “ p´1, 0, 1, 0q
v3 “ p´3, 0, 0, 1q.

(93.105)EqLesTroisviEqLesTroisvi

Pour vérification que ces trois vecteurs sont bien linéairement indépendants, nous pouvons les
mettre dans une matrice ¨

˚̊
˝

´2 ´1 ´3
1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛
‹‹‚ (93.106)

et puis vérifier que le rang de cette matrice est bien 3.
Nous savons que WK est de dimension 1. En trouver une base revient à trouver un vecteur

perpendiculaire aux trois vecteurs vi donnés en (93.105). Nous pouvons bien entendu chercher ce
vecteur sous la forme x “ px1, x2, x3, x4q et résoudre le système d’équation donné par

$
’&
’%

xx, v1y “ 0 (93.107a)
xx, v2y “ 0 (93.107b)
xx, v3y “ 0 (93.107c)

Heureusement, il y a un « truc » pour trouver. Il suffit de prendre l’équation de W et de prendre
comme vecteur x le vecteur dont les coordonnées sont les coefficients dans l’équation de W . Ici,
l’équation de W est

x1 ` 2x2 ` x3 ` 3x4 “ 0. (93.108)

Je prétends donc que le vecteur p1, 2, 1, 3q est perpendiculaire aux trois. La vérification est aisée.

93.4 Valeurs propres et vecteurs propres
Exercise 430 exoLineraire0032

Exercice 1, page 88. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres des matrices suivantes.

(1) A “
ˆ

1 2
0 3

˙

(2) B “
¨
˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛
‚
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(3) E “
¨
˝

1 3 5
0 1 0
2 0 10

˛
‚.

Sont-elles diagonalisables ? corrLineraire0032

Correction of the exercise 430
(1) Nous avons

A “
ˆ

1 2
0 3

˙
, (93.109)

et donc
A´ λ1 “

ˆ
1´ λ 2

0 4´ λ
˙
, (93.110)

dont le déterminant est p1´ λqp3´ λq. Les seules valeurs propres possibles sont donc

λ1 “ 1
λ2 “ 3.

(93.111)

Il faut maintenant regarder, pour chacune de ces valeurs si il y a vraiment des vecteurs qui
correspondent. Pour λ1 “ 1, nous devons résoudre

ˆ
0 2
0 2

˙ˆ
x
y

˙
“
ˆ

0
0

˙
. (93.112)

La réponse est que tous les vecteurs de la forme
ˆ
x
0

˙
sont des vecteurs propres de la matrice

A pour la valeur propre 1. Pour λ2, nous faisons le calcul

pA´ 31q
ˆ
x
y

˙
“
ˆ´2 2

0 0

˙ˆ
x
y

˙
“
ˆ

0
0

˙
, (93.113)

dont les solutions sont données par x “ y, c’est-à-dire par tous les vecteurs multiples de
ˆ

1
1

˙
.

Vérifions, juste pour le fun que la matrice A multiplie bien le vecteur
ˆ

2
2

˙
par 3. En effet,

ˆ
1 2
0 3

˙ˆ
2
2

˙
“
ˆ

2` 4
0` 6

˙
“
ˆ

6
6

˙
. (93.114)

Bien joué !
(2) Passons à la matrice

B “
¨
˝

0 1 0
1 0 0
0 0 1

˛
‚. (93.115)

Le déterminant de B ´ λ1 est donné par∣∣∣∣∣∣∣
´λ 1 0
1 ´λ 0
0 0 1´ λ

∣∣∣∣∣∣∣ “ p1´ λqpλ2 ´ 1q. (93.116)

Donc les valeurs propres sont données par λ “ ˘1.
Commençons par λ “ 1. Nous devons résoudre

¨
˝
´1 1 0
1 ´1 0
0 0 0

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

0
0
0

˛
‚. (93.117)
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Donc ´x`y “ 0 et x´y “ 0. La seule contrainte est x “ y. Il y a deux vecteurs linéairement
indépendants qui vérifient cette contrainte :

¨
˝

1
1
1

˛
‚,et

¨
˝

1
1
0

˛
‚. (93.118)

Pour λ “ ´1, on doit résoudre
¨
˝

1 1 0
1 1 0
0 0 2

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

0
0
0

˛
‚. (93.119)

La résolution donne x ` y “ 0 et z “ 0. L’espace des vecteurs qui vérifient cette condition

est engendré par le vecteur

¨
˝

1
´1
0

˛
‚.

Les matrices A et B sont diagonalisables parce qu’elles possèdent une base de vecteurs
propres.

(3) Passons à la matrice

E “
¨
˝

1 3 5
0 1 0
2 0 10

˛
‚. (93.120)

Nous avons

detpE ´ λ1q “ p1´ λq2p10´ λq ´ 10p1´ λq “ ´λpλ´ 1qpλ´ 11q. (93.121)

Il faudra donc passer en revue les trois valeurs possibles λ “ 0, λ “ 1 et λ “ 11. Pour λ “ 0,
nous avons à résoudre ¨

˝
1 3 5
0 1 0
2 0 10

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

0
0
0

˛
‚, (93.122)

ce qui donne x` 5z “ 0 et y “ 0, donc on a l’espace engendré par le vecteur

¨
˝

1
0

´1{5

˛
‚. Pour

la valeur propre λ “ 1, on trouve le vecteur

¨
˝
´9{2
´5{3

1

˛
‚, et enfin pour λ “ 11, il faut résoudre

le système $
’&
’%

x` 3y ` 5z “ 11x
y “ 11y
2x` 10z “ 11z

, (93.123)

ce qui donne immédiatement y “ 0 et puis 2x ´ z “ 0. L’espace propre correspondant est

engendré par le vecteur

¨
˝

1{2
0
1

˛
‚. Vérification :

¨
˝

1 3 5
0 1 0
2 0 10

˛
‚
¨
˝

1{2
0
1

˛
‚“

¨
˝

11{2
0
11

˛
‚. (93.124)

Exercise 431 exoLineraire0033

Exercice 5, page 89. Si λ1, λ2,. . ., λn sont les valeurs propres et v1, v2,. . ., vn sont des vecteurs
propres correspondants d’une matrice nˆn A , quelles sont les valeurs propres et vecteurs propres
des matrices
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(1) αA pour α P R,
(2) Ak pour k P N0,
(3) A´1 si elle existe.

corrLineraire0033

Correction of the exercise 431
Si v est une vecteur propre de valeur propre λ, c’est que l’équation suivante est vérifiée :

Av “ λv. (93.125)

(1) Calculons pαAqv “ αpAvq “ αλv, donc v est vecteur propre de αA pour la valeur αλ.
(2) Nous avons

A2v “ AAv “ Aλv “ λAv “ λλv “ λ2v. (93.126)

Le vecteur v est donc vecteur propre de A2, de valeur propre λ.
(3) Essayons de voir si nous avons une égalité A´1v “ µv pour un certain µ. En appliquant A

des deux côtés, nous avons v “ µAv “ µλv, donc nous avons µ “ 1
λ .

Noter que λ “ 0 n’est pas possible parce qu’on a supposé que A est inversible.
Exercise 432 exoLineraire0034

Exercice 6, page 89. Si y est un vecteur propre de B “ R´1AR correspondant à la valeur propre
λ, démontrer que x “ Ry est un vecteur propre de A. corrLineraire0034

Correction of the exercise 432
Nous devons calculer ApRyq, en sachant que R´1ARy “ λy. En appliquant R des deux côtés,

nous avons
ApRyq “ λpRyq, (93.127)

ce qui prouve que le vecteur Ry est vecteur propre de A pour la valeur propre λ.
Exercise 433 exoLineraire0035

Exercice 9, page 90. On donne 1 la matrice

M “
¨
˝

a 0 c
2 a 3pb´ 1q
´3b c a

˛
‚. (93.128)

(1) Déterminer les valeurs c pour que detM “ 0 quand a “ 1.
(2) Pour ces valeurs de c, déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de M . Dans

quel(s) cas existe-t-il une base formée de vecteurs propres ?
corrLineraire0035

Correction of the exercise 433
En posant a “ 1, le déterminant de la matrice est∣∣∣∣∣∣∣

1 0 c
2 1 3pb´ 1q
´3b c 1

∣∣∣∣∣∣∣ “ 2c2 ` 3c` 1, (93.129)

qui s’annule lorsque c “ ´1{2 ou bien lorsque c “ ´1.
Lorsque c “ ´1, les valeurs propres sont données par l’équation∣∣∣∣∣∣∣

1´ λ 0 ´1
2 1´ λ 3pb´ 1q
´3b ´1 1´ λ

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´pλ´ 3qλ2 “ 0. (93.130)

1. si si, on vous la donne, vous pouvez la garder.
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Les valeurs propres sont λ1 “ 0 et λ ´ 2 “ 3. Noter que valeur λ1 est une racine double. Afin de
trouver les vecteurs propres pour la valeur λ1 “, nous résolvons maintenant l’équation Mv “ 0 :

¨
˝

1 0 ´1 0
2 1 3pb´ 1q
´3b ´1 1

˛
‚„

¨
˝

1 0 ´1 0
2´ 3b 0 3pb´ 1q ` 1
1´ 3b ´1 0 0

˛
‚. (93.131)

Nous voyons que la deuxième ligne est p2 ´ 3bq fois la première, donc elle saute. Il reste z “ x et
y “ p1´ 3bqx, et donc l’espace engendré par le vecteur

¨
˝

1
1

1´ 3b

˛
‚. (93.132)

Nous passons maintenant à λ2 “ 3, c’est-à-dire à résoudre l’équation Mv “ 3v. Sous forme
matricielle nous avons ¨

˝
´2 0 ´1 0
2 ´2 3pb´ 1q 0
´3b ´1 ´2 0

˛
‚, (93.133)

dont la solution fournit le vecteur ¨
˝

´1{2
p3b´ 4q{2

1

˛
‚. (93.134)

Le fait qu’il n’y ait que deux vecteurs propres linéairement indépendants fait qu’il n’y a pas de
bases de vecteurs propres, et donc la matrice n’est pas diagonalisable.

Exercise 434 exoLineraire0036

Exercice 12, page 91. Les matrices complexes

A “
ˆ

1 0
0 i

˙
et B “

ˆ
1 1
0 i

˙
(93.135)

sont-elles diagonalisables ? Si oui, donner pour chacune d’entre elles une base (du vectoriel complexe
C2) dans laquelle elle est diagonale. corrLineraire0036

Correction of the exercise 434
Nous avons

det
ˆ

1´ λ 0
0 i´ λ

˙
“ p1´ λqpi´ λq, (93.136)

et donc les deux valeurs propres sont 1 et i. Pour λ “ 1, on résou
ˆ

0 0
0 i´ 1

˙ˆ
x
y

˙
“
ˆ

0
0

˙
, (93.137)

donc x est libre et pi´ 1qy “ 0, c’est-à-dire que nous avons le vecteur
ˆ

1
0

˙
. (93.138)

Pour la valeur propre λ “ i, par contre, nous résolvons
ˆ

1´ i 0
0 0

˙ˆ
x
y

˙
, (93.139)

donc y est libre et p1´ uqx “ 0, c’est-à-dire x “ 0. Le vecteur propre associé est donc
ˆ

0
1

˙
. (93.140)
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Il y a deux vecteurs linéairement indépendants, donc c’est une base et la matrice est diagonalisable.
Faisons maintenant la matrice

B “
ˆ

1 1
0 i

˙
. (93.141)

Ses valeurs propres sont encore λ1 “ 1 et λ2 “ i. Pour λ1 “ 1, il faut résoudre Av “ v, c’est-à-dire
ˆ

1 1
0 i

˙ˆ
x
y

˙
“
ˆ
x
y

˙
, (93.142)

et la solution est x` y “ x et iy “ y. Cela donne y “ 0 et x libre, c’est-à-dire qu’une base de cet

espace propre est
ˆ

1
0

˙
. Pour λ2 “ i, on doit résoudre Av “ iv, c’est-à-dire x ` y “ ix et iy “ it.

Pas de contraintes sur y, mais x “ y{p1´ iq. Nous avons donc le vecteur propre
ˆ

1{p1´ iq
1

˙
“
ˆ
i` 1

2

˙
. (93.143)

Exercise 435 exoLineraire0037

Exercice 14, page 91. Soit

A1 “
¨
˝

3 ´1 1
´1 5 ´1
1 ´1 3

˛
‚

A2 “
¨
˝

2 0 1
0 3 0
1 0 2

˛
‚.

(93.144)

Trouver une matrice orthogonale P qui transforme A en une matrice diagonale. corrLineraire0037

Correction of the exercise 435
Comme ce sont des matrices symétriques, il existe une base dans laquelle elles sont diagonales.

Et de plus, cette base est elle-même orthonormale, donc le changement de base est donné par une
matrice orthogonale.

Voyons les vecteurs propres de la matrice

A “
¨
˝

3 ´1 1
´1 5 ´1
1 ´1 3

˛
‚, (93.145)

Nous avons detp1´λ1q “ ´pλ´6qpλ´3qpλ´2q. Nous devons résoudre successivement les systèmes
Av “ 6v, Av “ 3v et Av “ 2v. Les vecteurs trouvés sont respectivement

¨
˝

1
´2
1

˛
‚,

¨
˝

1
1
1

˛
‚,

¨
˝

1
0
´1

˛
‚. (93.146)

En calculant les produits scalaires, il est vite vu que ces trois vecteurs sont deux à deux orthogo-
naux. La matrice qui fait passer de la base canonique à la base de ces trois vecteurs s’obtient en
mettant simplement ces trois vecteurs en colonnes :

¨
˝

1 1 1
´2 1 0
1 1 ´1

˛
‚. (93.147)

Hélas, cette matrice n’est pas orthogonale parce que les trois vecteurs obtenus ne sont pas de
norme 1. Il faut donc un peu les modifier. La norme du premier est

?
12 ` 4 “ 1 “ ?6, donc en
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divisant le vecteur par
?

6, nous avons un vecteur de norme 1. La norme du second est
?

3 et celle
du troisième est

?
2, donc la matrice orthogonale recherchée est

¨
˝

1{?6 1{?3 1
?

2
´2{?6 1{?3 0
1{?6 1{?3 ´1{?2

˛
‚. (93.148)

Exercise 436 exoLineraire0038

Quelques questions d’interprétation géométrique des matrices.
(1) Écrire la matrice A de la symétrie par rapport au plan x “ ´z de R3.
(2) Écrire la matrice B de la symétrie par rapport au plan x “ ´y de R3.
(3) Faire le calcul de C “ BA et décrire géométriquement la transformation représentée par la

matrice C.
(4) Donner les valeurs propres réelles et les vecteurs propres correspondants de C.

corrLineraire0038

Correction of the exercise 436
(1) La symétrie par rapport au plan x “ ´z doit laisser invariante les vecteurs qui sont dans le

plan, c’est-à-dire les vecteurs tels que x “ ´z :
¨
˝

0
1
0

˛
‚, et

¨
˝

1
0
´1

˛
‚. (93.149)

En même temps, la symétrie doit changer le signe du vecteur

¨
˝

1
0
1

˛
‚ qui est perpendiculaire

au plan donné. Afin d’écrire la matrice de l’application, il faut trouver l’image des vecteurs
de bases e1, e2 et e3. Pour cela, il faut décomposer ces vecteurs de la base canonique dans la
base donnée par ¨

˝
0
1
0

˛
‚,

¨
˝

1
0
´1

˛
‚, et

¨
˝

1
0
1

˛
‚. (93.150)

Nous trouvons ¨
˝

1
0
0

˛
‚“ 1

2

¨
˝

1
0
´1

˛
‚` 1

2

¨
˝

1
0
1

˛
‚, (93.151)

donc, en nous rappelant quel vecteur reste inchangé par A et quel doit changer de signe,

Ae1 “ A

¨
˝

1
0
0

˛
‚“ 1

2A

¨
˝

1
0
´1

˛
‚` 1

2A

¨
˝

1
0
1

˛
‚“ 1

2

¨
˝

1
0
´1

˛
‚´ 1

2

¨
˝

1
0
1

˛
‚“

¨
˝

0
0
´1

˛
‚. (93.152)

Vu que nous avons dit que e2 ne changeait pas, nous avons tout de suite

Ae2 “
¨
˝

0
1
0

˛
‚. (93.153)

Et enfin,

Ae3 “ A

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ ´1

2A

¨
˝

1
0
´1

˛
‚` 1

2A

¨
˝

1
0
1

˛
‚“ ´1

2

¨
˝

1
0
´1

˛
‚` 1

2

¨
˝
´1
0
´1

˛
‚“

¨
˝
´1
0
0

˛
‚. (93.154)

Nous pouvons maintenant écrire la matrice de la symétrie en écrivant simplement les vecteurs
Ae1, Ae2 et Ae3 en colonne :

A “
¨
˝

0 0 ´1
0 1 0
´1 0 0

˛
‚. (93.155)
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(2) La symétrie par rapport au plan x “ ´y laisse inchangés les vecteurs

f1 “
¨
˝

0
0
1

˛
‚, etf2 “

¨
˝

1
´1
0

˛
‚, (93.156)

tandis qu’elle change le signe de

f3 “
¨
˝

1
1
0

˛
‚. (93.157)

Pour écrire la matrice, il faut d’abord calculer Ae1, Ae2 et Ae3. Pour ce faire, nous décom-
posons e1, e2 et e3 dans la base tf1, f2, f3u :

e1 “ 1
2pf3 ` f3q

e2 “ 1
2pf3 ´ f2q

e3 “ f1,

(93.158)

donc

Ae1 “ 1
2pf2 ´ f3q “

¨
˝

0
´1
0

˛
‚

Ae2 “ 1
2p´f3 ´ f2q “

¨
˝
´1

0

˛
‚

Ae3 “ f1 “
¨
˝

0
0
1

˛
‚.

(93.159)

La matrice de la symétrie se note alors
¨
˝

0 ´1 0
´1 0 0
0 0 1

˛
‚. (93.160)

(3) La matrice produit est

AB “
¨
˝

0 0 ´1
´1 0 0
0 1 0

˛
‚. (93.161)

Tout vecteur perpendiculaire à un des deux plans doit être retourné par cette matrice, et
tout vecteur dans les deux plans en même temps doit être laissé inchangé. Il s’agit donc de
la symétrie par rapport à la droite intersection des deux plans. Calculer les vecteurs propres
et valeurs propres pour s’en convaincre.

Exercise 437 exoLineraire0039

Exercice 16, page 92. On considère la matrice

M “
ˆ

a 1´ b
1´ a b

˙
(93.162)

avec a, b P R.
(1) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de M
(2) Pour quelle(s) valeur(s) de a et de b la matrice M possède-t-elle deux directions propres

orthogonales ?
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corrLineraire0039

Correction of the exercise 437
<+Lineaire0039+>
Exercise 438 exoLineraire0040

Exercice 17, page 93. Dans R2, on considère les transformations suivantes :
(1) La symétrie par rapport à la droite y “ 2x,
(2) la rotation d’angle α ‰ 0 autour de l’origine,
(3) la symétrie par rapport à l’origine.

Calculer les valeurs et les vecteurs propres de ces transformations et, si possible, donner pour
chacune d’elles une base de R2 dans laquelle sa matrice est diagonale. corrLineraire0040

Correction of the exercise 438
(1) Le vecteur qui est sur cet axe ne bouge pas, tandis que celui qui est perpendiculaire change

de signe. Ces deux vecteurs sont donc des vecteurs propres, de valeurs propres 1 et ´1
respectivement.

(2) Dans une rotation, aucune direction n’est conservée, sauf cas exceptionnels comme α “ 2π
(où rien ne bouge) ou bien α “ π qui renverse tout.

(3) Tous les vecteurs sont renversés. En particulier Ae1 “ ´e1 et Ae2 “ ´e2. Donc la matrice
est diagonale dans la base canonique, avec ´1 comme valeur propre double.

Exercise 439 exoLineraire0041

Exercice 18, page 93. Sans calculer, déterminer les valeurs et vecteurs propres des transforma-
tions suivantes de R3.

(1) La symétrie orthogonale par rapport au plan passant par les points p0, 0, 0q, p0, 1, 1q et
p1, 0, 1q.

(2) Le symétrie orthogonale par rapport à la droite d’équation x “ ´y
3 “ ´ z

2 .
corrLineraire0041

Correction of the exercise 439
(1) Les deux vecteurs directeurs du plan sont conservés, et le vecteur perpendiculaire est retourné.

Les conservés sont ceux qui sont vecteurs propres de valeur propre 1, et ce sont
¨
˝

0
1
1

˛
‚ et

¨
˝

1
0
1

˛
‚. (93.163)

Pour trouver un vecteur perpendiculaire au plan, il faut un vecteur perpendiculaire aux deux
vecteurs directeurs du plan. Pour ce faire, on calcule le produit vectoriel. C’est

¨
˝

1
1
´1

˛
‚. (93.164)

Ce dernier est un vecteur propre de valeur propre ´1.
(2) Les vecteurs sur la droite sont conservés. À multiple près, il y en a un seul et c’est

¨
˝

1
´3
´2

˛
‚. (93.165)

Celui-là est de valeur propre 1. Tous ceux qui lui sont perpendiculaires (le plan perpendicu-
laire à cette droite) sont de valeur propre ´1.
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Exercise 440 exoLineraire0042

Exercice 19, page 93. On considère la transformation linéaire A de R3 dont la matrice dans la
base canonique est ¨

˝
1 1 ´2
2 1 ´2
3 1 ´4

˛
‚. (93.166)

(1) Chercher les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
(2) Cette matrice est-elle diagonalisable ? Si oui, donner la matrice d’un changement de base qui

permet de la diagonaliser.
(3) On donne le vecteur v1 “ p1, 1, 2q. Calculer v2 “ Av1 et v3 “ A2v1.
(4) Montrer que les vecteurs v1, v2 et v3 forment une base de R3.
(5) Donner les composantes du vecteur propre de A de norme 2

?
6 correspondant à la plus grande

valeur propre de A dans la base tv1, v2, v3u.
corrLineraire0042

Correction of the exercise 440
Je n’ai pas corrigé cet exercice. Mais si tu as une correction à proposer, n’hésite surtout pas à

me l’envoyer.
Exercise 441 exoINGE1121La0020

Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
¨
˝

2 0 α
0 ´1 0
0 0 2

˛
‚ (93.167)

où α est un paramètre réel. Discuter selon les valeurs de α. corrINGE1121La0020

Correction of the exercise 441
Pour les valeurs propres, nous calculons le polynôme caractéristique :

PApλq “ det

¨
˝

2´ λ 0 α
0 ´1´ λ 0
0 0 2´ λ

˛
‚“ ´p2´ λq2p1` λq. (93.168)

Cela fournit les valeurs propres λ1 “ 2 (de multiplicité 2) et λ2 “ ´1.
Commençons par trouver les vecteurs propres correspondants à la valeur propre λ2 “ ´1 “.

Pourquoi nous commençons par celle-là ? Parce qu’il n’y a pas de discussion sur α pour lui. La
matrice du système est ¨

˝
3 0 α
0 0 0
0 0 3

˛
‚. (93.169)

La troisième ligne dit tout de suite que z “ 0m et donc la première ligne donne x “ 0 (sans
discussions). Ensuite, y est sans contraintes. L’espace propre de la valeur propre ´1 est donc
toujours engendré par

v´1 “
¨
˝

0
1
0

˛
‚. (93.170)

En ce qui concerne l’espace propre pour la valeur λ1 “ 2, nous avons le système de matrice
¨
˝

0 0 α
0 ´3 0
0 0 0

˛
‚. (93.171)

La seconde ligne dit que y “ 0. La première dit que αz “ 0. Il y a donc deux possibilités :
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(1) α ‰ 0. Alors z “ 0 est obligatoire et l’espace propre est engendré par

v2 “
¨
˝

1
0
0

˛
‚. (93.172)

Dans ce cas, même si la valeur propre était de multiplicité deux, il n’y a que une seule
dimension de vecteurs propres.

(2) Si α “ 0, alors on ne va pas discuter longtemps : la matrice est déjà diagonale depuis le
début. On lit tout de suite dessus que les vecteurs propres sont les trois vecteurs de la base
canonique.

Exercise 442 exoexoMatrices-0001

Si la matrice A est d’ordre 3 et de rang 2, que pouvons nous dire des valeurs propres de A et
de leur multiplicité. correxoMatrices-0001

Correction of the exercise 442
D’abord le fait que le rang soit plus petit que l’ordre implique que le déterminant est nul, et

que nous avons une valeur propre nulle. La multiplicité de cette valeur propre ne peut être que 1.
Si elle était de multiplicité deux, le rang n’aurait été que de un.

En ce qui concerne les autres valeurs propres, on ne peut rien dire. En effet n’importe quelle
matrice de la forme ¨

˝
0 0 0
0 a 0
0 0 b

˛
‚ (93.173)

avec a et b non nuls est dans les hypothèses de l’exercice.

93.5 Triangularisation
Exercise 443 exoINGE1121La0021

Pour chacune des matrices A suivantes, expliquer si il existe ou non une matrice inversible B
telle que la matrice B´1AB soit diagonale.

Si une telle matrice existe, pouvez-vous la choisir orthogonale ?

(1) A “
ˆ

3 1
1 5

˙
,

(2) B “
ˆ

1 ´2
2 1

˙
,

(3) C “
ˆ

1 0
1 1

˙
,

(4) D “
ˆ

1 2
1 2

˙
.

corrINGE1121La0021

Correction of the exercise 443
(1) La matrice A est symétrique. Il existe donc une matrice orthogonale qui la diagonalise.
(2)
(3)
(4) Le polynôme caractéristique est donné par

det
ˆ

1´ λ 2
1 2´ λ

˙
“ p1´ λqp2´ λq ´ 2. (93.174)

Les solutions sont λ1 “ 0 et λ2 “ 3.
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Pour trouver le vecteur propre correspondant à la valeur zéro, on résous le système homogène
de la matrice ˆ

1 2
1 2

˙
. (93.175)

La réponse est donnée par le vecteur v1 “
ˆ´2

1

˙
et tous ses multiples.

Pour trouver les vecteurs de la valeur 3, nous résolvons le système de
ˆ´2 2

1 ´1

˙
, (93.176)

et la réponse est v2 “
ˆ

1
1

˙
.

Les deux vecteurs v1 et v2 n’étant pas orthogonaux, il n’est pas possible de trouver une
matrice orthogonale qui diagonalise la matrice de départ.

Exercise 444 exoINGE1121La0011

Déterminer les valeurs propres des matrices suivantes :

(1) A “
ˆ

1 1
0 2

˙
,

(2) B “
ˆ

1 0
0 0

˙
,

(3) R “
ˆ

1 1
1 1

˙
,

(4) D “
¨
˝

1 2 1
1 2 1
0 1 2

˛
‚.

Pour chacune des valeurs propres, rechercher l’ensemble des vecteurs propres correspondants
et donner la dimension de l’espace vectoriel engendré par ces vecteurs propres. corrINGE1121La0011

Correction of the exercise 444
<+INGE1121La0011+>

93.6 Formes quadratiques

Exercise 445 exoINGE1121La0012

(INGE1121, 6.1) Réduire les formes quadratiques suivantes en somme pondérée de carrés par
la méthode des valeurs propres et des vecteurs propres. Donner le genre des formes quadratiques.

(1) ppXq “ 2x1x3 ` 2x3x4.
(2) ppXq “ 2x2

1 ´ x2
2 ` 2x2

3 ` 4x1x2 ` 8x1x3 ` 4x2x3

(3) ppXq “ x1x2 ` x1x3 ` x2x3

(4) ppXq “ 2x2
1 ´ 2x1x2 ` 2x2

2 ` 2x2
3

(5) ppXq “ x2
1 ` x1x2 ` 2x2

2
corrINGE1121La0012

Correction of the exercise 445

(1) Il s’agit d’abord de remplir la matrice A correspondante à la forme quadratique. Le terme
en x1x3 correspond aux cases p1, 3q et p3, 1q de la matrice. Comme le coefficient est 2, nous
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mettons 1 dans chaque case. De la même manière, le terme 2x3x4 fait venir un 1 dans les
cases p3, 4q et p4, 3q. La matrice est donc

A “

¨
˚̊
˝

0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 1
0 0 1 0

˛
‹‹‚. (93.177)

Cette façon de construire la matrice fournit toujours une matrice symétrique. Cette dernière
aura donc une base de vecteurs propres. Si nous avions mit simplement 2 dans les cases
p1, 3q et p2, 4q, nous n’aurions pas eut la symétrie. Cela est l’intérêt de mettre la moitié dans
chacune des deux cases.
Nous pouvons maintenant nous lancer dans la recherche des valeurs propres de cette matrice :

detpA´ λ1q “ det

¨
˚̊
˝

´λ 0 1 0
0 ´λ 0 0
1 0 ´λ 1
0 0 1 ´λ

˛
‹‹‚

“ ´λ det

¨
˝
´λ 1 0
1 ´λ 1
0 1 ´λ

˛
‚

“ ´λ2 det
ˆ´λ 1

1 ´λ
˙
´ λ det

ˆ
1 0
1 ´λ

˙

“ ´λ2pλ2 ´ 2q.

(93.178)

Les valeurs propres sont donc 0 (de multiplicité deux) et ˘?2. Nous savons donc qu’il existe
des nouvelles variables yi telles que la forme quadratique s’écrive

?
2py2

1 ´ y2
2q. (93.179)exoLa0012quddiafyexoLa0012quddiafy

Afin d’exprimer ces nouvelles coordonnées en fonction des xi, nous devons trouver les vecteurs
propres de la matrice.
Pour la valeur propre

?
2, nous devons résoudre le système donné par la matrice

¨
˚̊
˝

´?2 0 1 0
0 ´?2 0 0
1 0 ´?2 1
0 0 1 ´?2

˛
‹‹‚ (93.180)

La deuxième ligne dit tout de suite que x2 “ 0. En prenant x4 “ µ comme paramètre, nous
trouvons ensuite

x3 “
?

2µ, (93.181)

et ´?2x1 ` x3 “ 0, ce qui donne
?

2pµ´ x1q “ 0 et donc

x1 “ µ. (93.182)

Une base de l’espace propre pour la valeur propre
?

2 est alors donné par
¨
˚̊
˝

1
0?
2

1

˛
‹‹‚. (93.183)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_propre_%28synth%C3%A8se%29
http://fr.wikipedia.org/wiki/Valeur_propre_%28synth%C3%A8se%29
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De la même manière, nous trouvons les espaces propres pour les valeurs ´?2 et 0. Les
réponses sont

?
2 ;

¨
˚̊
˝

1
0?
2

1

˛
‹‹‚, ´?2 ;

¨
˚̊
˝

1
0

´?2
1

˛
‹‹‚

0 ;

¨
˚̊
˝

1
0
0
´1

˛
‹‹‚,

¨
˚̊
˝

0
1
0
0

˛
‹‹‚.

(93.184)

Notez que tous ces vecteurs sont deux à deux orthogonaux (était-ce prévisible ?).
Une erreur à ne pas faire est de croire que la matrice orthogonale qui diagonalise A est la
matrice obtenue en mettant ces quatre vecteurs en colonnes. En effet, ces vecteurs ne sont
pas normés. Pour obtenir la bonne matrice, il faut les d’abord diviser chacun de ces vecteurs
par leur norme. Ce que nous obtenons est

B “

¨
˚̊
˝

1{2 1{2 1{?2 0
0 0 0 1

´?2{2 ?
2{2 0 0

1{2 1{2 ´1{?2 0

˛
‹‹‚. (93.185)

La forme quadratique a la forme (93.179) dans les variables Y données par X “ BY , c’est-
à-dire ¨

˚̊
˝

x1
x2
x3
x4

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

1{2 1{2 1{?2 0
0 0 0 1

´?2{2 ?
2{2 0 0

1{2 1{2 ´1{?2 0

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

y1
y2
y3
y4

˛
‹‹‚. (93.186)

Tu paries que si on substitue les valeurs

x1 “ 1
2py1 ` y2q ` y3?

2
x2 “ y4

x3 “ 1?
2
py2 ´ y1q

x4 “ 1
2py1 ` y2q ´ y3?

2

(93.187)

dans l’expression 2x1x3 ` 2x3x4, on obtient bien
?

2py2
2 ´ y2

1q ?
En ce qui concerne le genre de la forme quadratique, il est indéterminé parce qu’il y a une
valeur propre strictement négative et une strictement positive.

(2) La matrice est

A “
¨
˝

0 1{2 1{2
1{2 0 1{2
1{2 1{2 0

˛
‚. (93.188)

Ses valeurs et vecteurs propres sont

1 Ñ v1 “ p1, 1, 0q
´1{2 Ñ v2 “ p1, 0, 1q
´1{2 Ñ v3 “ p1,´1,´1q.

(93.189)

La matrice suivante est formée des vecteurs d’une base orthonormale de vecteurs propres :

B “

¨
˚̋

1
2
?

2 1
2
?

2 0
1
3

b
3
2 ´1

3

b
3
2

2
3

b
3
2

1
3
?

3 ´1
3
?

3 ´1
3
?

3

˛
‹‚ (93.190)
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Étant donné les valeurs propres, la matrice n’a aucun genre particulier.
Exercise 446 exoINGE1121La0013

(INGE1121, 6.2)Donner le genre de la forme quadratique associée à la matrice

A “
¨
˝

3 ´1 ´1
´1 3 1
´1 1 3

˛
‚. (93.191)

corrINGE1121La0013

Correction of the exercise 446
Nous pourrions évidement calculer les valeurs propres de la matrice et en regarder les signes.

Hélas, la matrice étant de taille 3, le polynôme caractéristique sera de degré trois, et il n’est pas
certain que nous serons capables de le résoudre.

Heureusement, en ce qui concerne la recherche du genre d’une application quadratique, les
mineurs principaux font autant l’affaire que les valeurs propres. Ici les mineurs principaux sont

m1 “ det

¨
˝

3 ´1 ´1
´1 3 1
´1 1 3

˛
‚, m2 “ det

ˆ
3 ´1
´1 3

˙
, m3 “ detp3q. (93.192)

Les calculs vite faits bien faits donnent m1 “ 20, m2 “ 10 et m3 “ 3, de telle sorte qu’ils sont tous
strictement positifs. Le genre est donc défini positif.

Exercise 447 exoINGE1121La0017

(INGE 1121, 6.3) Soit p la forme quadratique associée à la matrice

A “

¨
˚̊
˝

2 0 ´2 0
0 5 0 ´1
´2 0 2 0
0 ´1 0 5

˛
‹‹‚. (93.193)

(1) Calculer le range de A.
(2) Sachant que p1, 1,´1, 1q est vecteur propre de A, diagonaliser A au moyen d’une matrice

orthogonale.
(3) Écrire la forme quadratique XtAX comme somme pondérée de carrés en fonction des xi.
(4) Déterminer le genre de la forme quadratique X ÞÑ XtAX.
(5) Écrire p comme somme pondérée de carrés en fonction de x1, x2, x3 et x4.

corrINGE1121La0017

Correction of the exercise 447
Pour trouver le rang, faisons un tout petit peu d’échelonnement :

L3 Ñ L2 ` L1

L4 Ñ 5L4 ` L2
(93.194)

donne ¨
˚̊
˝

2 0 ´2 0
0 5 0 ´1
0 0 0 0
0 0 0 24

˛
‹‹‚. (93.195)

Après avoir barré la troisième ligne, nous trouvons facilement une sous-matrice de taille 3ˆ 3 qui
a un déterminant non nul. Par conséquent, la rang de la matrice A est 3.

Le polynôme caractéristique est de degré 4, mais nous savons que 0 est une valeur propre, donc
nous n’aurons en réalité que du degré 3 à résoudre. Mais comme nous savons un vecteur propre
(donné dans l’énoncé), nous allons savoir une seconde valeur propre et le degré du polynôme
caractéristique sera seulement deux.

http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9thode_de_Cardan
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Pour savoir la valeur propre du vecteur donné, il suffit de lui appliquer la matrice, on trouve
¨
˚̊
˝

2 0 ´2 0
0 5 0 ´1
´2 0 2 0
0 ´1 0 5

˛
‹‹‚.

¨
˚̊
˝

1
1
´1
1

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

4
4
´4
4

˛
‹‹‚, (93.196)

et donc 4 est une valeur propre de vecteur propre p1, 1,´1, 1q.
Après quelques laborieux calculs, le polynôme caractéristique se factorise en

PApλq “ pλ´ 4qpλ´ 6qλpλ´ 4q, (93.197)

donc les valeurs propres sont t4, 6, 0u et 4 est double.
Pour les vecteurs propres, nous résolvons les systèmes d’équations correspondants et les ré-

ponses sont
6 Ñ p0, 1, 0,´1q
0 Ñ p1, 0, 1, 0q
4 Ñ p1, 0,´1, 0q
4 Ñ p0, 1, 0, 1q

(93.198)EqVectosDSPropsEqVectosDSProps

Notez que l’espace propre pour la valeur 4 étant de dimension 2, il y a de nombreuses autres
possibilités : toute les combinaisons linéaires des deux vecteurs proposés ici 2 sont corrects. Pour
les autres valeurs, seuls les multiples sont corrects.

La méthode de Gram-Schmidt (ne pas oublier de normaliser après) appliquée aux vecteurs
(93.198) fournit la base orthonormée

p0,?22, 0,´?2{2q
p?2{2, 0,?2{2, 0q
p?2{2, 0,´?2{2, 0q
p0,?2{2, 0,?2{2q

(93.199)

La matrice B qui diagonalise A est la matrice obtenue en mettant ces quatre vecteurs en colonne,
et nous avons

B “

¨
˚̊
˝

0
?

2{2 ?
2{2 0?

2{2 0 0
?

2{2
0

?
2{2 ´?2{2 0

´?2{2 0 0
?

2{2

˛
‹‹‚ (93.200)

et puis

BTAB “

¨
˚̊
˝

6 0 0 0
0 0 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4

˛
‹‹‚. (93.201)

Les coordonnées qui font que la forme quadratiques est belle sont données par X “ BY , et donc
par

x1 “ ?2y2{2`
?

2y3{2
x2 “ ?2y1{2`

?
2y4{2

x3 “ ?2y2{2´
?

2y3{2
x4 “ ´?2y11{2`?2y4{2

(93.202)

Dans ces coordonnées, la forme quadratique devient simplement une somme des carrés des yi avec
les valeurs propres comme coefficients :

ppXq “ 6y2
1 ` 4y2

3 ` 4y2
4. (93.203)

2. Ce sont ceux que me donne mon ordinateur. J’insiste : soyez capable de résoudre les exercices à l’ordinateur ;
vous n’allez pas trainer toute votre vie à faire des calculs à la main.
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Notez que cela ne dépend pas de y2 ; cela correspond au fait qu’une des valeurs propres est nulle.
Le genre de la forme quadratique est semi-définie positive parce que toutes ses valeurs propres

sont positives ou nulles.
Exercise 448 exoINGE1121La0014

(INGE1121, 6.4) Soit la forme quadratique

ppXq “ 2x1x2 ´ x1x3 ` x1x4 ´ x2x3 ` x2x4 ´ ”x3x4. (93.204)

(1) Calculer le rang et le déterminant de la matrice symétrique associée A :
(2) Qu’en déduire concernant les valeurs propres de A ?
(3) ´1 est une valeur propre de A. Calculer sa multiplicité dans le polynôme caractéristique de

A.
(4) Construire une matrice orthogonale B telle que BtAB soit diagonale.

corrINGE1121La0014

Correction of the exercise 448
La matrice correspondante est

A “

¨
˚̊
˝

0 1 ´1{2 1{2
1 0 ´1{2 1{2

´1{2 ´1{2 0 ´1
1{2 1{2 ´1 0

˛
‹‹‚. (93.205)

Afin de trouver le rang de cette matrice, nous échelonnons un petit peu. Il y a plusieurs façons de
procéder. On peut par exemple faire L2 Ñ L2 ´ 2L4 et L3 Ñ L3 ` L4 :

A “

¨
˚̊
˝

0 1 ´1{2 1{2
0 ´1 3{2 1{2
0 0 ´1 ´1

1{2 1{2 ´1 0

˛
‹‹‚, (93.206)

et ensuite L2 Ñ L2 ` L1 :

A “

¨
˚̊
˝

0 1 ´1{2 1{2
0 0 1 1
0 0 ´1 ´1

1{2 1{2 ´1 0

˛
‹‹‚. (93.207)

À partir de là, nous voyons que la deuxième et la troisième ligne sont égales au signe près, donc le
déterminant de la matrice est nul et le rang ne peut pas être 4. Pour prouver que le rang est 3, il
suffit de prendre à peu près n’importe quelle sous-matrice de taille 3 et de calculer le déterminant.
Par exemple la matrice obtenue en enlevant la troisième ligne et la troisième colonne :

det

¨
˝

0 1 1{2
0 0 1

1{2 1{2 0

˛
‚“ 1{2 ‰ 0. (93.208)

Le rang de la matrice est donc 3.
Le fait que le déterminant soit nul montre qu’il y aura une valeur propre nulle. Mais le fait que

le rang soit 3 dit également que la valeur propre nulle sera seulement de multiplicité un. Il y aura
donc 3 valeurs propres non nulles.

Pour les valeurs propres, il faut calculer et résoudre le polynôme caractéristique

PApλq “ det

¨
˚̊
˝

´λ 1 ´1{2 1{2
1 ´λ ´1{2 1{2

´1{2 ´1{2 ´λ ´1
1{2 1{2 ´1 ´λ

˛
‹‹‚. (93.209)
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Les solutions avec les multiplicités sont t´1,´1, 0, 2u, et les vecteurs propres correspondants sont

2 Ñ p1, 1,´1, 1q
0 Ñ p1, 1, 1,´1q
´1 Ñ p1,´1, 0, 0q
´1 Ñ p0, 0, 1, 1q

(93.210)

La forme quadratique n’a pas de genre particulier. Notre ami Gram-Schmidt, suivit d’une renor-
malisation,nous fournit la base orthonormale suivante :

p1{2, 1{2,´1{2, 1{2q
p1{2, 1{2, 1{2,´1{2q

p
?

2
2 ,´

?
2

2 , 0, 0q

p0, 0,
?

2
2 ,

?
2

2 q

(93.211)

En mettant ces vecteurs en colonne, on obtient la matrice de changement de variables

x1 “
?

2
2 y3 ` 1

2y1 ` 1
2y2

x2 “ ´
?

2
2 y3 ` 1

2y1 ` 1
2y2

x3 “ 1?
2
y4 ´ 1

2y1 ` 1
2y2

x4 “
?

2
2 y4 ` 1

2y1 ´ 1
2y2

(93.212)

En mettant ces valeurs dans ppXq, nous trouvons bien

p
`
XpY q˘ “ 2y2

1 ´ y2
3 ´ y2

4, (93.213)

qui est bien la forme dont les valeurs propres de A sont les coefficients.
Cette forme n’est pas d’un genre particulier 3.
Exercise 449 exoINGE1121La0018

(INGE1121, 6.5) Sachant que p´1, 0, 1, 0q est un vecteur propre de la matrice

A “

¨
˚̊
˝

2 1 ´1 1
1 0 1 1
´1 1 2 1
1 1 1 0

˛
‹‹‚ (93.214)

(1) Diagonaliser A au moyen d’une matrice orthogonale
(2) Écrire la forme quadratique XtAX sous forme d’une somme pondérée de carrés.

corrINGE1121La0018

Correction of the exercise 449
Calculons Av afin de savoir la valeur propre associée au vecteur donné :

¨
˚̊
˝

2 1 ´1 1
1 0 1 1
´1 1 2 1
1 1 1 0

˛
‹‹‚

¨
˚̊
˝

´1
0
1
0

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

´3
0
3
0

˛
‹‹‚. (93.215)

La valeur propre est donc 3. Nous savons donc que pλ´ 3q pourra être factorisé dans le polynôme
caractéristique.

Pour le reste de l’exercice c’est standard et c’est résolu de la façon suivante :

3. À part d’être le genre qui peut arriver à l’examen.
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# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_6_5():
A=matrix(QQ,4,4,[2,1,-1,1,1,0,1,1,-1,1,2,1,1,1,1,0])
x=outilsINGE.QuadraticForm(A)
print x

qui retourne

Hi guy; I’m the quadratic form associated with the matix
[ 2 1 -1 1]
[ 1 0 1 1]
[-1 1 2 1]
[ 1 1 1 0]
My eigenvalues and eigenvectors are :
3 -> (1, 0, -1, 0)
3 -> (0, 1, 2, 1)
-1 -> (1, 0, 1, -2)
-1 -> (0, 1, 0, -1)
I’ve the following orthonormal basis of eigenvectors :
(1/2*sqrt(2), 0, -1/2*sqrt(2), 0)
(1/2, 1/2, 1/2, 1/2)
(1/6*sqrt(6), 0, 1/6*sqrt(6), -1/3*sqrt(6))
(-1/2*sqrt(1/3), 3/2*sqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3), -1/2*sqrt(1/3))
A matrix B such that B^tAB is diagonal is
[ 1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 0 3/2*sqrt(1/3)]
[ -1/2*sqrt(2) 1/2 1/6*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
[ 0 1/2 -1/3*sqrt(6) -1/2*sqrt(1/3)]
I’m quite pretty in the following variables ...
x1 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2*sqrt(2)*y1 + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
x2 = 3/2*sqrt(1/3)*y4 + 1/2*y2
x3 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 - 1/2*sqrt(2)*y1 + 1/6*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
x4 = -1/2*sqrt(1/3)*y4 - 1/3*sqrt(6)*y3 + 1/2*y2
Look at me when I wear my cool variables
3*y1^2 + 3*y2^2 - y3^2 - y4^2

Un point délicat peut être la résolution du polynôme caractéristique. Nous trouvons

p1` λqλ3 ´ 5λ2 ` 3λ` 9 “ 0, (93.216)EqDHpolycarEqDHpolycar

mais nous savons que λ “ 3 est une solution, donc nous pouvons diviser (Euclide) le membre de
gauche de (93.216) par λ´ 3 et trouver

p1` λqpλ´ 3qpλ2 ´ 2λ´ 3q “ 0 (93.217)

dont les solutions sont 3 et ´1, chacune étant de multiplicité deux.
Conseil technique : on peut utiliser Gram-Schmidt séparément sur les deux vecteurs de valeur

propre ´1 et sur les deux de valeur propre 3. En effet, ces deux « paquets » de vecteurs propres
sont orthogonaux.

Exercise 450 exoINGE1121La0015

(INGE1121, 6.6)Donner le genre de la forme quadratique

ppXq “ 9x2
1 ` 17x2

2 ` 10x2
3 ´ 6x1x2 ` 12

?
2x1x3 ` 4

?
2x2x3. (93.218)
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corrINGE1121La0015

Correction of the exercise 450
Une façon économique de procéder est de calculer les mineurs principaux de la matrice associée.

Nous avons

m1 “ det

¨
˝

9 ´3 6
?

2
´3 17 2

?
2

6
?

2 2
?

2 10

˛
‚“ det

¨
˝

9 ´3 6
?

2
0 48 12

?
2

0 2
?

2{2

˛
‚“ 0, (93.219)

puis

m2 “ det
ˆ

9 ´3
´3 17

˙
“ 9 · 17´ 9 “ 144, (93.220)

et enfin
m3 “ detp9q “ 9. (93.221)

Deux strictement positifs et un nul, cela fait semi définie positive.
Exercise 451 exoINGE1121La0019

(INGE1121, 6.7) Déterminer le genre des formes quadratiques associées aux matrices suivantes
en utilisant au maximum les propositions relatives aux mineurs, mineurs principaux primaires, . . .

(1)

A “
¨
˝
´6 1 ´2
1 ´3 1
´2 1 ´1

˛
‚ (93.222)

(2)

A “
¨
˝

5 2 10
2 ´7 3
10 3 0

˛
‚. (93.223)

corrINGE1121La0019

Correction of the exercise 451
(1) Nous y allons avec la méthode des mineurs principaux primaires : detpAq “ ´3,

det
ˆ´6 1

1 ´3

˙
“ 17 (93.224)

et detp´6q “ 6.
Nous sommes dans le cas où les mineurs principaux primaires d’ordre impairs sont plus petits
que zéros tandis que ceux d’ordre pair sont plus grands que zéro. La forme quadratique
correspondante est dont définie négative.

(2) Dans ce cas, les mineurs principaux primaires sont 775, ´39 et 5. La forme quadratique est
de genre indéfinie.

93.7 Interrogation de mars 2010
Exercise 452 exoMars20100001

Donner un exemple de matrice de rang 2 dont le déterminant est nul. corrMars20100001

Correction of the exercise 452
Si on veut un rang égal à deux, il faut que la matrice contienne une sous-matrice 2 ˆ 2 de

déterminant non nul (le plus simple est la matrice identité). Le plus simple pour obtenir un
déterminant nul est d’avoir une ligne de zéros.

On peut donc considérer cette matrice :
¨
˝

1 0 0
0 1 0
0 0 0

˛
‚. (93.225)

Il y a énormément d’autres exemples possibles. En tout cas, il faut une matrice carré (pour que le
concept de déterminant ait un sens) de taille au moins égale à trois.
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Exercise 453 exoMars20100002

Résoudre le système suivant, en discutant selon les valeurs du paramètre k P R.
$
’&
’%

2x´ y ` 4z “ 1 (93.226a)
2y ´ 6z “ 8 (93.226b)
´4x` 4y ` pk ´ 11qz “ 6 (93.226c)

corrMars20100002

Correction of the exercise 453
La matrice « augmentée » du système est

¨
˝

2 ´1 4 1
0 2 ´6 8
´4 4 pk ´ 11q 6

˛
‚. (93.227)

Diviser la seconde ligne par deux est toujours une bonne idée pour y voir plus clair. Ensuite on
commence à échelonner en faisant L3 Ñ L3 ` 2L1 :

¨
˝

2 ´1 4 1
0 1 ´3 4
0 2 k ´ 3 8

˛
‚. (93.228)

Ensuite on fait L3 Ñ L3 ´ 2L2 pour mettre un dernier bon zéro où il faut :
¨
˝

2 ´1 4 1
0 1 ´3 4
0 0 k ` 3 0

˛
‚. (93.229)

Sur cette matrice, on voit tout de suite que la discussion portera sur k “ ´3 ou k ‰ ´3. D’ailleurs,
en calculant le déterminant de la matrice initiale, on aurait vu qu’il était un multiple de k ` 3,
donc le déterminant est nul si et seulement si k “ ´3.

Commençons par k “ ´3.
Dans ce cas, la dernière ligne devient 0 “ 0 et on peut la barrer. Il reste deux équations pour

trois inconnues. Posons z “ λ, c’est-à-dire que nous prenons z comme paramètre. Alors la seconde
ligne devient y´3λ “ 4, c’est-à-dire y “ 4`3λ. La première ligne devient alors 2x´4´3λ`4λ “ 1,
c’est-à-dire x “ p5´ λq{2. Les solutions sont donc

¨
˝

5´λ
2

4` 3λ
λ

˛
‚. (93.230)

Pour chaque λ P R, il y a une solution. Il y a donc une infinité de solutions qui correspondent au
cas de déterminant nul.

Prenons maintenant k ‰ ´3.
Dans ce cas, la dernière ligne devient pk`3qz “ 0, c’est-à-dire z “ 0. Les autres lignes donnent

alors y “ 4 et x “ 5{2. L’unique solution correspondant aux cas de déterminant non nul est
¨
˝

5{2
4
0

˛
‚. (93.231)

Exercise 454 exoMars20100003

Soit A une matrice carré d’ordre 5. Montrer que si la somme des éléments de chaque ligne de
A est le même réel α, alors α est une valeur propre de A.

Donner le vecteur propre de A associé à la valeur propre α. corrMars20100003
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Correction of the exercise 454
Si on n’a aucune idée de la solution, le mieux est d’essayer sur un petit exemple pour se donner

une idée. Prenons par exemple cette petite matrice dont la somme des éléments de chaque ligne
est 4 : ˆ

1 3
2 2

˙
. (93.232)

Cherchons les vecteurs propres pour la valeur propre 4. Le système à résoudre est
ˆ

1 3
2 2

˙ˆ
x
y

˙
“ 4

ˆ
x
y

˙
, (93.233)

dont les solutions sont x “ y, c’est-à-dire les multiples de
ˆ

1
1

˙
. Qu’est-ce qu’on parie que dans le

cas de l’exercice la réponse sera que le vecteur propre est
¨
˚̊
˚̊
˝

1
1
1
1
1

˛
‹‹‹‹‚

? (93.234)

Regardons donc le produit
¨
˚̊
˚̊
˝

a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a22 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55

˛
‹‹‹‹‚

¨
˚̊
˚̊
˝

1
1
1
1
1

˛
‹‹‹‹‚
“

¨
˚̊
˚̊
˝

a11 ` a12 ` a13 ` a14 ` a15
a21 ` a22 ` a23 ` a24 ` a25
a31 ` a32 ` a33 ` a34 ` a35
a41 ` a42 ` a43 ` a44 ` a45
a51 ` a52 ` a53 ` a54 ` a55

˛
‹‹‹‹‚
. (93.235)

Par hypothèse, le vecteur du membre de droite vaut
¨
˚̊
˚̊
˝

α
α
α
α
α

˛
‹‹‹‹‚
“ α

¨
˚̊
˚̊
˝

1
1
1
1
1

˛
‹‹‹‹‚
, (93.236)

donc on a bien un vecteur propre de valeur propre α.
Exercise 455 exoMars20100004

Soit E le sous-espace de R3 engendré par tp1, 3, 2q, p0, 2,´1q, p3, 7, 7q, p2, 2, 6qu.
(1) Donner une base orthonormée de E.
(2) Déterminer la dimension de E.

corrMars20100004

Correction of the exercise 455
Vu qu’on est dans R3, l’espace E est au maximum de dimension 3. Il est directement évident

que les deux premiers sont linéairement indépendants. Donc dimpEq ě 2. La question est de savoir
si il est de dimension 2 ou 3.

Nommons v1, v2, v3 et v4 les quatre vecteurs proposés.
Il y a de nombreuses façons de procéder. Une façon est de considérer la matrice formée par

les 4 vecteurs proposés et de voir, en l’échelonnant, quelle est la matrice carré de taille maximum
qu’on peut trouver dedans. En partant de

¨
˝

1 0 3 2
3 2 7 2
2 ´1 7 6

˛
‚, (93.237)
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on peut arriver à ¨
˝

1 0 3 2
1 0 3 2
2 ´1 7 6

˛
‚. (93.238)

Dans cette matrice, c’est tout de suite visible qu’il n’y a aucune matrice de taille 3 de déterminant
non nul parce que toute la première ligne est égale à la seconde.

Une autre façon de procéder (plus piétonne) est de vérifier si les vecteurs v3 et/ou v4 sont des
combinaisons de v1 et v2. Si ils sont de telles combinaisons, alors les deux premiers génèrent tout
E. Si en revanche v3 n’est pas une combinaison de v1 et v2, alors ce sont ces trois vecteurs v1, v2
et v3 qui généreront tout E.

Vérifier si trois vecteurs dans R3 sont linéairement indépendants revient à calculer le déter-
minant de la matrice formée par ces trois vecteurs. Dans notre cas, on doit vérifier les deux
déterminants

det

¨
˝

1 0 3
3 2 7
2 ´1 7

˛
‚ (93.239)

et

det

¨
˝

1 0 2
3 2 2
2 ´1 6

˛
‚. (93.240)

Le calcul montre que ces deux déterminants sont nuls, donc chacun des deux vecteurs v3 et v4
n’est combinaison linéaire de v1 et v2.

Une base de E est donc donnée par tv1, v2u. La dimension est donc 2.
Pour trouver une base orthogonale, on utilise Gram-Schmidt. Nous posons f1 “ v1, et puis

f2 “ v2 ´ xv2, f1y
xf1, f1yf1 “

¨
˝

0
2
´1

˛
‚´ 4

14

¨
˝

1
3
2

˛
‚“ 1

7

¨
˝
´2
8
´11

˛
‚. (93.241)

Une base orthogonale de E est donc donnée par

f1 “
¨
˝

1
3
2

˛
‚, et f2 “

¨
˝
´2
8
´11

˛
‚. (93.242)

Vérification : xf1, f2y “ ´2`24´22 “ 0. Notez que j’ai « oublié » le 1
7 dans f2 parce que de toutes

façons, il n’est pas encore normé.
Une base orthonormale se trouve en divisant par la norme :

g1 “ 1?
14

¨
˝

1
3
2

˛
‚, et g2 “ 1

3
?

21

¨
˝
´2
8
´11

˛
‚. (93.243)



Chapitre 94

Pour les géographes (Bruxelles)

Exercise 456 exoJanvier001

Esquisser dans le système d’axes le graphe de la fonction indiquée :
(1) x2 ` 1
(2) x3

(3) tanpxq
(4) log2pxq
(5) | lnpxq|
(6) ln |x|
(7) sinpx` 1q
(8) sinp2πxq
(9) e´x.

corrJanvier001

Correction of the exercise 456
Exercise 457 exoJanvier002

Calculer p1`?3iq39 et en donner l’expression la plus simple possible. corrJanvier002

Correction of the exercise 457
Commençons par mettre le nombre proposé sous forme trigonométrique ρeiθ. La norme de

1`?3 est
b

1` p?3q2 “ 2. Afin de trouver l’angle θ, nous savons que

1`?3i “ 2p12 `
?

3
2 iq, (94.1)

qui doit être égal à 2eiθ. L’angle θ est donc l’angle qu’il faut pour que cospθq “ 1
2 et sinpθq “

?
3

2 ,
c’est-à-dire θ “ π{3.

Nous devons donc calculer
`
2eiπ{3˘39 “ 239e39iπ{3 “ ´239, parce que 39π

3 “ 12π, et que l’angle
12π est le même que l’angle π et que eiπ “ ´1.

Exercise 458 exoJanvier003

Soient n P N0 et a0, a1,. . ., an P R (an ‰ 0). Vérifier que si z P C est solution de l’équation
anx

n ` an´1xn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1x` a0 “ 0, alors z̄ l’est également. corrJanvier003

Correction of the exercise 458
On sait que z est solution, c’est-à-dire

anz
n ` ¨ ¨ ¨ ` a1z ` a0 “ 0

donc en prenant la conjugué des deux membres de l’équation, on obtient

anzn ` ¨ ¨ ¨ ` a1z ` a0 “ 0̄

4451
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et, comme z1z2 “ z1z2 et z1 ` z2 “ z1 ` z2 pour tout z1, z2 P C, on en déduit

ānz̄
n ` ¨ ¨ ¨ ` ā1z̄ ` ā0 “ 0̄

c’est-à-dire, comme ā “ a pour tout a P R,

anz̄
n ` ¨ ¨ ¨ ` a1z̄ ` a0 “ 0

ce qui montre que z̄ est solution de l’équation.
Exercise 459 exoJanvier004

(1) Énoncer un critère de convergence (au choix) pour les séries et en donner le nom.
(2) La série

ř8
k“2

1
plnpkqqk converge-t-elle ? Justifier brièvement.

corrJanvier004

Correction of the exercise 459

(1) Nous pouvons par exemple donner le critère de la racine. Soit
ř
k ak une série dont les

termes sont positifs. Supposons que la limite

lim
kÑ8

k
?
ak

existe et vaut α, alors si α ă 1, la série converge, et si α ą 1 la série diverge.
(2) Cette série converge par application du critère de la racine ; en effet, dans ce cas ci ak “ 1

lnpkqk

et donc
lim
kÑ8

k
?
ak “ lim

kÑ8
1

lnpkq “ 0 ă 1.

Exercise 460 exoJanvier005

Montrer par l’absurde que
?

2 R Q. corrJanvier005

Correction of the exercise 460
Supposons

?
2 soit un rationnel. Alors il existe p, q des entiers positifs tels que

?
2 “ p

q

soit une fraction irréductible.
On en déduit que 2q2 “ p2 donc p2 est pair, et donc p est pair. En posant p “ 2r, on obtient alors

2q2 “ 4r2, et par conséquent q2 “ 2r2 est pair également, et de même pour q. On en déduit que la
fraction p

q n’était pas irréductible puisque p et q sont tous les deux divisibles par 2. Contradiction.
Exercise 461 exoJanvier006

Donner l’aire d’un hexagone régulier de côté a. corrJanvier006

Correction of the exercise 461
Un hexagone régulier de côté a est la réunion de 6 triangles équilatéraux de côté a. Chacun

de ces triangles a une base a et une hauteur
b
a2 ´ a2

4 “
?

3a
2 (par Pythagore), donc l’aire de

l’hexagone est :

3a
?

3a
2 “ 3

?
3

2 a2

Exercise 462 exoJanvier007

Charles-Édouard souhaite repeindre sa voiture. Pour ce faire, il dispose de pots de peinture
verte, jaune, bleue, rouge et noire en suffisance. Il souhaite cependant repeindre séparément le
coffre, le capot, le pare-choc, le toit et chacune des quatre portières. De combien de façons différentes
peut-il le faire sachant qu’il souhaite qu’au moins une des portières soit verte et que le pare-choc
ne peut pas être bleu ? Justifier brièvement. corrJanvier007
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Correction of the exercise 462
Charly a cinq couleurs a disposition, et a huit éléments à repeindre.
En ce qui concerne les portières, sans tenir compte de la restriction, il a 54 possibilités diffé-

rentes. Or il faut qu’au moins une des portières soit verte, ce qui exclut les 44 cas où cette couleur
n’est pas utilisée. Soit 54 ´ 44 possibilités.

Pour le pare-chocs, il a 4 possibilités, et pour chacun des trois autres éléments, 5 possibilités.
Au total, il y a donc 4ˆ 53ˆp54´ 44q possibilités pour barioler la voiture de Charles-Edouard.
Exercise 463 exoJanvier008

Soit f la fonction définie par fpxq “ 1
2´x pour tout x P Rzt2u. Montrer par récurrence que

fnpxq “ n´ pn´ 1qx
pn` 1q ´ nx (94.2)

pour tout n P N0.
Rappel : fnpxq “ f ˝ . . . ˝ floooomoooon

n

pxq.
corrJanvier008

Correction of the exercise 463
Pour n “ 1, c’est évident. Supposons pour n fixé

fnpxq “ n´ pn´ 1qx
pn` 1q ´ nx

et calculons :
fn`1pxq “ fpfnpxqq

“ f

ˆ
n´ pn´ 1qx
pn` 1q ´ nx

˙

“ 1
2´ n´pn´1qx

pn`1q´nx

“ pn` 1q ´ nx
2ppn` 1q ´ nxq ´ pn´ pn´ 1qxq

“ pn` 1q ´ ppn` 1q ´ 1qx
ppn` 1q ` 1q ´ pn` 1qx

ce qui est bien la formule pour fn`1pxq.
Exercise 464 exoJanvier009

Soit f : RÑ R, une fonction dérivable.
(1) Donner la définition de f 1pxq.
(2) En utilisant la définition de f 1pxq, en déduire que si f et g sont deux fonctions de R dans R

dérivables, alors
pfgq1 “ f 1g ` fg1. (94.3)

corrJanvier009

Correction of the exercise 464
(1) La dérivée de la fonction f est donnée par

f 1pxq “ lim
hÑ0

fpx` hq ´ fpxq
h

(2) Soit x P R, alors

pfgq1pxq “ lim
hÑ0

pfgqpx` hq ´ pfgqpxq
h

“ lim
hÑ0

fpx` hqgpx` hq ´ fpxqgpx` hq ` fpxqgpx` hq ´ fpxqgpxq
h

“ lim
hÑ0

pfpx` hq ´ fpxqqgpx` hq ` fpxqpgpx` hq ´ gpxqq
h

“ f 1pxqgpxq ` fpxqg1pxq
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en ayant utilisé la règle « la limite du produit est le produit des limites lorsque celles-ci
existent ».

Exercise 465 exoJanvier010

Énoncer le théorème des accroissements finis, et l’illustrer par un dessin. corrJanvier010

Correction of the exercise 465
Soit f : ra, bs Ñ R une fonction continue et dérivable sur sa, br. Alors il existe c P sa, br tel que

f 1pcq “ fpbq ´ fpaq
b´ a . (94.4)

Exercise 466 exoJanvier011

Énoncer la règle de l’Hospital. corrJanvier011

Correction of the exercise 466
Si f et g sont deux fonctions dérivables en a et telles que fpaq “ gpaq “ 0, et si de plus la

limite
lim
xÑa

f 1pxq
g1pxq (94.5)

existe. Alors
lim
xÑa

fpxq
gpxq “ lim

xÑa

f 1pxq
g1pxq (94.6)

Exercise 467 exoJanvier012

À une soirée avec n personnes, il y a au moins deux personnes ayant le même nombre d’amis
présents à la soirée. Vrai ou faux ? Justifier brièvement. corrJanvier012

Correction of the exercise 467
Soit f : P Ñ t0, 1, . . . , n´ 1u la fonction qui a chaque personne (les éléments de P ) associe son

nombre d’amis présents à la soirée.
Supposons d’abord que tout le monde ait au moins un ami. Alors f est à valeurs dans t1, . . . , n´

1u qui contient n´ 1 éléments. Or il y a n personnes dans P , donc f n’est pas injective (principe
des tiroirs). Ceci montre qu’au moins deux personnes ont le même nombre d’amis dans ce cas.

Si par contre un des convives n’a aucun ami présent à la soirée, alors soit il n’est pas seul dans
ce cas (auquel cas il y a bien deux personnes qui ont le même nombre d’amis : zéro), soit il est
seul dans ce cas, et les n´ 1 personnes restantes ont toutes au moins un ami, ce qui nous ramène
au premier cas.

Exercise 468 exoJanvier013

Pour quelles valeurs du paramètre a, les courbes d’équations y “ e2x ` 1 et y “ 2aex ont-elles
des points d’intersection ? Pour quelle(s) valeur(s) de a n’ont-elles qu’un seul point d’intersection ?
Vérifier qu’alors, elles possèdent la même tangente en ce point. corrJanvier013

Correction of the exercise 468
Les intersections se trouvent en résolvant e2x ` 1 “ 2aex ce qui se fait en posant par exemple

t “ ex, et donc il faut résoudre (pour t ą 0) l’équation

t2 ´ 2at` 1 “ 0

dont les solutions existent si |a| ě 1 (car le discriminant est 4pa2 ´ 1q) et sont alors données par

t “ a˘
a
a2 ´ 1.

Comme
?
a2 ´ 1 ă |a| dès que |a| ą 1, on en déduit que t ă 0 si a ď ´1, et t ą 0 si a ě 1, ce qui

montre qu’il n’y a d’intersection que pour a ě 1.
De plus, le calcul du discriminant et la discussion précédente montrent que l’intersection est

unique si a “ 1, et cette intersection a lieu en x “ lnp1q “ 0.
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Il reste à voir que la dérivée de e2x` 1 (en x “ 0) est égale à la dérivée de 2aex (en x “ 0). Or
la première dérivée est 2e2x, et la deuxième est 2aex, ce qui donne 2 dans les deux cas pour a “ 1
et x “ 0.

Exercise 469 exoJanvier014

On considère un fil (de fer, par exemple) de longueur 10 cm que l’on coupe en morceaux. On
utilise le premier morceau pour former un carré. Avec le second, on construit un cercle. Où faut il
couper le fil pour que la somme des aires de ces deux figures géométriques soit minimales ?corrJanvier014

Correction of the exercise 469
L’aire d’un carré de périmètre a est a2

16 ; l’aire d’un cercle de circonférence C est C2

4π . On cherche
à maximiser

fpa,Cq “ a2

16 `
C2

4π
sous la contrainte a` C “ 10.

On définit
gpaq “ 16πfpa, 10´ aq “ πa2 ` 4p10´ aq2

qu’on cherche à maximiser. Dès lors on résout g1paq “ 0 et on trouve a “ 40
π`4 , d’où b “ 10π

π`4 . Il
faut donc couper à a centimètres du bord (ou à b centimètres).
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Chapitre 95

Pour les pharmaciens (Bruxelles)

page 33, 2e quadri, séance 3

ex 23 D’après la page 16bis, une fonction sinusoïdale est une fonction de la forme fpxq “
a sinpωx`φq. Pour avoir fp0q “ 0, on peut par exemple choisir φ “ 0. Par ailleurs, le maximum de
la fonction sinus est 1, donc la maximum de fpxq est a ; choisissons donc a “ 2. Reste à déterminer
ω pour qu’un maximum soit atteint en x “ 1. Or on sait qu’un maximum de la fonction sinus est
atteint en π

2 par exemple ; choisissons donc ω “ π
2 , de sorte que si x “ 1, on obtient 2 sinpπ2 q “ 2

qui est bien le maximum de f .
La fonction choisie est donc f définie par fpxq “ 2 sinpπ2xq.

ex 25 Notons f la fonction définie par

fpxq “ x2` px` q2
x

et calculons
f 1pxq “ x2´ q2

x2
de sorte que f 1pxq “ 0 si et seulement si x “ ˘q (avec q ‰ 0, pour que la dérivée ait un sens). On
remarque également, par le signe de la dérivée, que l’extrémum obtenu en ´|q| est un maximum,
l’autre étant un minimum.

Dès lors nous aurons deux cas possibles : si on impose fp´qq “ 0 et fpqq “ 4, on obtient q “ 1
et p “ 2, et si on impose fp´qq “ 4 et fpqq “ 0, on obtient q “ ´1 et p “ 2.

Dans les deux cas, les extrémas sont p´1, 0q (maximum) et p1, 4q (minimum).

ex 29 Si le carton fait a de largeur et b de hauteur, alors la surface imprimable –tenant
compte des marges– est pa ´ 3qpb ´ 2q et est fixée à 54. On veut donc minimiser la surface de
carton, donnée par ab, sachant que a “ 3` 54

b´2 .
Définissons fpbq “ 3b` 54b

b´2 , et trouvons-en le minimum. Sa dérivée est

f 1pbq “ 3` 54pb´ 2q ´ 54b
pb´ 2q2 “ 3pb´ 2q2´ 108

pb´ 2q2
et s’annule pour b “ ´4 (à rejeter, n’a pas de sens pour une longueur) ou b “ 8. D’après le signe
de la dérivée, b “ 8 fournit bien un minimum.

En conclusion, b “ 8 et a “ 12.

ex 30 Soient a et b ces nombres. On sait a, b ě 0 et a` b “ 12, donc b “ 12´ a.
(1) On veut minimiser a2`b2 “ a2`p12´aq2 “ fpaq. La dérivée f 1paq “ 2a´2p12´aq s’annule

pour a “ 6. La solution est donc a “ b “ 6.

4457
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(2) On veut maximiser ab2 (ou ba2, mais il suffit d’échanger les nombres pour retomber sur le
premier cas). On définit fpaq “ ap12´ aq2, et la dérivée

f 1paq “ p12´ aq2´ 2ap12´ aq
s’annule lorsque a “ 12 (mais alors b “ 0, à rejeter, ceci n’est pas un maximum) ou lorsque
a “ 4 ; les solutions sont donc p4, 8q et le symétrique p8, 4q.

(3) On veut maximiser ba3 (même remarque que ci-dessus), donc on définit fpaq “ p12 ´ aqa3
dont la dérivée est

f 1paq “ ´a3` 3p12´ aqa2

et s’annule pour a “ 0 (pas un maximum) ou 9 “ a ; donc les solutions sont p9, 3q et p3, 9q.

ex 32 On cherche px, yq tel que y2 “ 4ax et minimisant la distance

d “ }px, yq ´ p2a, aq} “apx´ 2aq2` py ´ aq2 “
dˆ

y2
4a ´ 2a

˙
2` py ´ aq2

Remarquons que minimiser d revient à minimiser d2, donc posons

fapyq “
ˆ
y2
4a ´ 2a

˙
2` py ´ aq2

et calculons la dérivée

f 1
apyq “ 2

ˆ
y2
4a ´ 2a

˙
y

a
` 2py ´ aq “ y3

4a2 ´ 2a

qui s’annule lorsque y “ 2a. Donc la solution est px, yq “ pa, 2aq

ex 33 Soit x la distance “sur le rivage” par rapport au premier bateau où sera débarqué le
passager (x est entre 0 et 5). Alors il s’agit de minimiser

dpxq “ ?9` x2`ap5´ xq2` 81

donc on calcule la dérivée

d1pxq “ x?
9` x2

´ 5´ xap5´ xq2` 81
“ x

ap5´ xq2` 81` px´ 5q?9` x2?
9` x2

ap5´ xq2` 81

qui s’annule lorsque 3|x| “ |x´ 5| càd lorsque 3x “ 5´ x (car x P r0, 5s), donc x “ 5
4 .

Le trajet minimal du bateau est donc dp5
4q “ 13.

Une autre de manière de voir le problème est de considérer le principe de réflexion : le trajet
minimal est alors donné par

?
52` 122 “ 13.

95.1 Outils math
Exercise 470 exoOutilsMath-0001

Montrer que si X et Y sont orthogonaux, alors

}X ` Y }2 “ }X}2 ` }Y }2. (95.1)

Montrer sur un dessin pourquoi cette équation n’est rien d’autre que le théorème de Pythagore.corrOutilsMath-0001

Correction of the exercise 470
<+CorrOutilsMath-0001+>
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Exercise 471 exoOutilsMath-0004

Vérifier graphiquement et par calcul que tanpθ ` πq “ tanpθq. corrOutilsMath-0004

Correction of the exercise 471
<+CorrOutilsMath-0004+>
Exercise 472 exoOutilsMath-0007

Donner les coordonnées sphériques des points
(1) px, y, zq “ p3,´3, 3

?
2q

(2) px, y, zq “ `1
4 ,

?
3

4 ,
?

3
2
˘

(3) px, y, zq “ p0, 0,´5q
corrOutilsMath-0007

Correction of the exercise 472
Détaillons le premier exercice. Le changement de variable pour les coordonnées sphériques est

donné par les équations (18.805) :

x “ ρ sinpθq cospφq “ 3 (95.2a)
y “ ρ sinpθq sinpφq “ ´3 (95.2b)

z “ ρ cospθq “ 3
?

2. (95.2c)

La première chose à calculer est la coordonnées radiale ρ. Elle est donnée par

ρ “
a
x2 ` y2 ` z2 “ 6. (95.3)

Maintenant nous pouvons trouver θ en écrivant l’équation pour z :

6 cospθq “ 3
?

2. (95.4)

Nous trouvons cospθq “ ?2{2. De là, θ vaut soit π
4 soit ´π

4 . Nous devons choisir θ “ π
4 parce que

par définition des coordonnées polaires, nous avons toujours θ P r0, πs.
Écrivons maintenant l’équation pour y :

5
?

2
2 sinpφq “ ´3, (95.5)

donc sinpφq “ ´ 1?
2 . L’angle φ vaut alors soir ´π

4 soit 5π
4 . Pour choisir, nous regardons l’équation

pour x qui nous indique que cospφq doit être positif. Par conséquent nous choisissons φ “ ´π
4 . Par

convention, nous prenons toutefois l’angle φ entre 0 et 2π, donc nous ne prenons pas φ “ ´π
4 mais

l’angle équivalent φ “ 7π
4 .

Les coordonnées pr, θ, ϕq sont :
(1) pρ, θ, φq “ p6, π4 , 7π

4 q ;
(2)

`
2, π2 ,´π

3
˘

;
(3)

`
1, π6 ,

π
3
˘

;
(4) p5, π, 0q.

Exercise 473 exoOutilsMath-0008

Trouver les coordonnées cartésiennes des points suivants :
(1) pr, θq “ p6, 3π

4 q ;
(2) pr, θq “ p1,´π

6 q ;
(3) pr, θq “ p?2,´πq.
(4) pρ, θ, φq “ p3, π4 , π6 q,
(5) pr, θ, zq “ p8, 2π

3 ,´3q
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corrOutilsMath-0008

Correction of the exercise 473

(1) px, yq “ p´3
?

2, 3
?

2q
(2) px, yq “ p?3{2,´1{2q
(3) px, yq “ p´?2, 0q
(4) px, y, zq “ pp3?2

?
3{4, 3?2{4, 3?2{3qq

(5) px, y, zq “ p´4, 4
?

3,´3q.
Exercise 474 exoOutilsMath-0009

Dessiner la trajectoire d’un mobile dont les équations du mouvement en coordonnées sphériques
sont

P ptq “ p1, π2 , tq. (95.6)
corrOutilsMath-0009

Correction of the exercise 474
<+CorrOutilsMath-0009+>
Exercise 475 exoOutilsMath-0010

Donner l’équation cartésienne d’une sphère centrée à l’origine et de rayon R. Quelle est son
équation en coordonnées sphériques ? corrOutilsMath-0010

Correction of the exercise 475
En coordonnées cartésiennes, l’équation de la sphère centrée en p0, 0, 0q est x2 ` y2 ` z2 “ R2.

En coordonnées sphériques, la sphère prend la forme plus simple

ρ “ R. (95.7)

Exercise 476 exoOutilsMath-0011

Donner l’équation cartésienne d’un cylindre infini de rayon R et d’axe ÝÑOZ. Quelle est son
équation en coordonnées cylindriques ? corrOutilsMath-0011

Correction of the exercise 476
Le cylindre est composé de cercles horizontaux de rayon R. Son équation cartésienne est donc

x2 ` y2 “ R2. Il n’y a pas de contraintes sur z.
En coordonnées cylindriques, l’équation devient

r “ R. (95.8)

Exercise 477 exoOutilsMath-0012

Donner les coordonnées polaires du point dont les coordonnées cartésiennes sont px, yq “
p?3, 1q. corrOutilsMath-0012

Correction of the exercise 477
Nous avons représenté la situation sur la figure 95.1. Tout d’abord nous trouvons la longueur

du segment qui joint l’origine au point P “ p?3, 1q. Nous avons l “
b
p?3q2 ` 12 “ 2.

p?3, 1ql

θ

Figure 95.1: Il s’agit de trouver l et θ en sachant que x “ ?3 et y “ 1.LabelFigExoPolaire
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Nous savons donc déjà que la coordonnée radiale sera r “ 2. Afin de trouver l’angle, nous
utilisons par exemple le fait que le sinus de θ est la hauteur divisée par l’hypoténuse :

sinpθq “ 1
2 . (95.9)

Cela nous permet de savoir que π
6 ou bien π

6 ` π. Nous choisissons π
6 parce que l’angle π

6 ` π
donnerait des coordonnée négatives.

Exercise 478 exoOutilsMath-0013

Donner les coordonnées cartésiennes du point dont les coordonnées polaires sont pr, θq “ `
4, π4

˘
.corrOutilsMath-0013

Correction of the exercise 478
Nous utilisons le changement de variable (18.751) :

$
&
%
x “ r cos π4 “ 2

?
2 (95.10a)

y “ r sin π4 “ 2
?

2 (95.10b)

Les coordonnées cartésiennes du point sont donc p2?2, 2
?

2q.
Exercise 479 exoOutilsMath-0014

Donner l’équation cartésienne du cercle de centre p´1, 2q et de rayon 1. corrOutilsMath-0014

Correction of the exercise 479
Nommons S le cercle de centre p´1, 2q et de rayon 1. Nous avons px, yq P S si et seulement si

la distance entre px, yq et p´1, 2q vaut exactement 1 :

f
`px, yq, p´1, 2q˘ “ 1. (95.11)

L’équation du cercle S est donc

p´1´ xq2 ` p2´ yq2 “ 12, (95.12)

c’est-à-dire
px` 1q2 ` py ´ 2q2 “ 1. (95.13)

Exercise 480 exoOutilsMath-0015

Donner l’équation polaire du cercle de centre p0, 0q et de rayon 3. corrOutilsMath-0015

Correction of the exercise 480
Un point appartient au cercle si et seulement si sa distance à l’origine vaut 3. L’équation du

cercle est donc
r “ 3 (95.14)

et pas de contraintes sur la coordonnée angulaire θ.
Morale : les coordonnée polaires sont très pratiques pour travailler sur des cercles centrés en

l’origine.
Exercise 481 exoOutilsMath-0016

(1) Donner un vecteur orthogonal à p1, 2, 3q. Merci de ne pas répondre « le vecteur nul ».
(2) Quel est l’équation du lieu géométrique des vecteurs orthogonaux à p1, 1, 1q ?

corrOutilsMath-0016

Correction of the exercise 481

(1) Il s’agit de trouver n’importe quel vecteur dont le produit scalaire avec

¨
˝

1
2
3

˛
‚ est nul. Par

exemple le vecteur

v “
¨
˝

1
´1{2

0

˛
‚ (95.15)

fait l’affaire.
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(2) Un vecteur px, y, zq est perpendiculaire à p1, 1, 1q si le produit scalaire est nul. Dans ce cas,
l’équation est ¨

˝
x
y
z

˛
‚·

¨
˝

1
1
1

˛
‚“ x` y ` z “ 0. (95.16)

Cela est un plan. C’est le plan perpendiculaire au vecteur p1, 1, 1q.
Exercise 482 exoOutilsMath-0017

Donner la projection du vecteur 1?
3p1, 1, 1q sur la droite qui contient le vecteur 2?

2p1, 0, 1q.corrOutilsMath-0017

Correction of the exercise 482

‚
projwpAqw

‚
P pλq

‚
A

Figure 95.2: Pour l’exercice 482. À partir du point A, il faut trouver quel vecteur tombe perpen-
diculairement à la droite contenant w. LabelFigExoProjection

Étant donné que la projection est une application linéaire, nous commençons par déterminer
le vecteur projp1,0,1qp1, 1, 1q ; ensuite il suffira de multiplier la réponse par 1{?3.

La projection dont nous parlons sera certainement un multiple de p1, 0, 1q. Tout l’exercice se
réduit à savoir quel multiple. Soit

P pλq “ λ

¨
˝

1
0
1

˛
‚. (95.17)

Il faut trouver λ de telle manière que le vecteur qui joint p1, 1, 1q à P pλq soit perpendiculaire à
p1, 0, 1q, voir figure 95.2.

Si nous nommons vpλq le vecteur qui va de p1, 1, 1q à P pλq, nous avons

vpλq “
¨
˝

1
1
1

˛
‚´

¨
˝
λ
0
λ

˛
‚“

¨
˝

1´ λ
1

1´ λ

˛
‚ (95.18)

Nous devons donc résoudre l’équation

vpλq·

¨
˝

1
0
1

˛
‚“ 0, (95.19)

c’est-à-dire p1´ λq ` p1´ λq “ 0, et par conséquent λ “ 1. La projection de p1, 1, 1q est finalement

projp1,0,1qp1, 1, 1q “ P p1q “
¨
˝

1
0
1

˛
‚ (95.20)

et

projp1,0,1q
1?
3

¨
˝

1
1
1

˛
‚“ 1?

3
P p1q “ 1?

3

¨
˝

1
0
1

˛
‚ (95.21)
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Exercise 483 exoOutilsMath-0018

Donner l’équation polaire de la droite qui passe par les points p1, 0q et p0, 1q. corrOutilsMath-0018

Correction of the exercise 483
Il s’agit de la droite d’équation cartésiennes x` y “ 1. L’équation en coordonnées polaires est

obtenue en remplaçant x par r cospθq et y par r sinpθq :

r cospθq ` r sinpθq “ 1, (95.22)

ou encore, en factorisant,
r
`

cospθq ` sinpθq˘ “ 1. (95.23)

Cela est l’équation, mais maintenant il faut préciser le domaine de variation des variables. En effet
si nous prenons par exemple θ “ π, nous voyons ´r “ 1. Mais le rayon doit toujours être positif.
Tous les angles ne sont donc pas acceptables. D’ailleurs sur un dessin nous voyons tout de suite
que la droite ne passe pas par tous les angles.

Les angles acceptables sont ceux tels que cospθq ` sinpθq ą 0. L’équation

cospθq “ ´ sinpθq (95.24)

a pour solutions les angles θ1 “ 3π
4 et θ2 “ ´π

4 . Les angles acceptables sont donc ceux entre θ1 et
θ2. L’équation complète de la droite est alors

r
`

cospθq ` sinpθq˘ “ 1, (95.25)

avec θ P s´π
4 ,

3π
4 r.

Exercise 484 exoOutilsMath-0019

Donner l’équation polaire de la courbe d’équation y “ 1
x . corrOutilsMath-0019

Correction of the exercise 484
En remplaçant x par r cospθq et y par r sinpθq, nous trouvons immédiatement l’équation

r2 “ 1
sinpθq cospθq . (95.26)

Il faut trouver le domaine de variation de θ. Étant donné que r2 doit être positif, seuls les θ tels
que sinpθq cospθq ą 0 sont éligibles. Nous avons donc le domaine de variation

θ P s0, π2 r Y sπ,
3π
2 r. (95.27)

En confirmation, le graphique de la figure 95.3 montre bien que la courbe n’est présente que dans
les premiers et troisièmes quadrants.

Exercise 485 exoOutilsMath-0020

Soient X et Y , deux vecteurs dans R3. Si P “ projX Y , que vaut pY ´ P q·X ?corrOutilsMath-0020

Correction of the exercise 485
Par construction, la projection d’un point P sur la droite de X se fait le long de la droite

perpendiculaire à X qui passe par P . Le vecteur Y ´P sera donc perpendiculaire à X et le produit
scalaire sera nul. Faire un dessin sur lequel on visualise P , X et X ´ P .

Nous pouvons obtenir le résultat par calcul. Nous savons que

} projX Y } “
X ·Y

}X} . (95.28)

Donc le vecteur projX Y est le vecteur de norme X ·Y {}X} parallèle à X. Par conséquent

projX Y “
X ·Y

}X}
X

}X} . (95.29)
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´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

4

Figure 95.3: La fonction y “ 1{x. LabelFigExoUnSurxPolaire

Donc
pY ´ projX Y q·X “ Y ·X ´ X ·Y

}X}2 X ·X

“ Y ·X ´ Y ·X

“ 0

(95.30)

Exercise 486 exoOutilsMath-0021

Donner les vecteurs de norme 1 parallèles à p´1, 3, 6q. corrOutilsMath-0021

Correction of the exercise 486
Il s’agit de trouver les multiples de v “ p´1, 3, 6q qui ont une norme 1. La norme de v est

}p´1, 3, 6q} “ ?1` 9` 36 “ ?47. (95.31)

Les multiples de norme 1 seront donc

˘ 1?
47

¨
˝
´1
3
6

˛
‚. (95.32)

Exercise 487 exoOutilsMath-0022

Calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :
(1) fpx, yq “ cospxyq
(2) fpx, yq “a

R2 ´ x2 ´ y2.
corrOutilsMath-0022

Correction of the exercise 487
(1) Bf

Bx “ ´y sinpxyq, Bf
By “ ´x sinpyq.

(2)
BaR2 ´ x2 ´ y2

Bx “ ´xa
R2 ´ x2 ´ y2

BaR2 ´ x2 ´ y2

By “ ´ya
R2 ´ x2 ´ y2

(95.33)
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sage: f(x,y)=cos(x*y)
sage: f.diff(x)
(x, y) |--> -y*sin(x*y)
sage: f.diff(y)
(x, y) |--> -x*sin(x*y)
sage: var(’R’)
R
sage: f(x,y)=sqrt(R^2-x^2-y^2)
sage: f.diff(x)
(x, y) |--> -x/sqrt(R^2 - x^2 - y^2)
sage: f.diff(y)
(x, y) |--> -y/sqrt(R^2 - x^2 - y^2)

Notez l’utilisation de f.diff(x) pour la dérivée partielle dans la direction x et f.diff(y) pour
celle dans la direction y.

Notez aussi qu’il a fallu utiliser var(’R’) pour déclarer que R sera une variable.
Exercise 488 exoOutilsMath-0023

Donner les points suivants en coordonnées polaires :
(1) px, yq “ p1, 1q ;
(2) px, yq “ p2?3,´2q ;
(3) px, yq “ p´1, 1q.

corrOutilsMath-0023

Correction of the exercise 488
(1) pr, θq “ p?2, π{4q ;
(2) pr, θq “ p4,´π{6q ;
(3) pr, θq “ p?2, 3π{4q.

Exercise 489 exoOutilsMath-0024

Donner en coordonnées cylindriques l’équation du cône de sommet p0, 0, 1q et de rayon à la
base R. corrOutilsMath-0024

Correction of the exercise 489
En coordonnées cylindriques, il est souvent pratique de penser en termes de « tranches » ho-

rizontales. Ici à la hauteur h nous avons un cercle de rayon Rp1 ´ hq. L’équation de ce cercle est

"
r “ p1´ hqR (95.34a)
z “ h. (95.34b)

Cela est pour une tranche. L’équation du cône est alors

r “ p1´ zqR (95.35)

avec z P r0, 1s.
Exercise 490 exoOutilsMath-0025

Donner en coordonnées sphériques l’équation de l’équateur de la sphère de rayon R centrée en
p0, 0, 0q. corrOutilsMath-0025

Correction of the exercise 490
L’équateur est le cercle horizontal de rayon R. Son équation est alors

#
r “ R (95.36a)
θ “ π

2 . (95.36b)
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Imposer la valeur de θ à π
2 est ce qu’il faut pour dire que nous voulons être dans le plan horizontal

z “ 0.
Exercise 491 exoOutilsMath-0026

Soit S la sphère de rayon 1?
3 centrée en p0, 0, 0q. Donner en coordonnées sphériques l’équation

de la partie de S dont la hauteur est plus grande que 1
2 . corrOutilsMath-0026

Correction of the exercise 491
Pour que nous soyons sur la sphère de rayon 1{?3, il faut certainement imposer ρ “ 1?

3 . Afin
d’être à une hauteur plus haute que 1

2 , il faut imposer que z ą 1
2 , c’est-à-dire

ρ cospθq ą 1
2 , (95.37)

ou encore : θ ă π
6 . L’équation recherchée est

$
’&
’%

r “ 1?
3

(95.38a)

θ P r0, π6 s. (95.38b)

Exercise 492 exoOutilsMath-0027

Quelle est l’équation de la tangente de la fonction fpxq “ 1{x au point a “ 2 ? corrOutilsMath-0027

Correction of the exercise 492
Pour trouver le coefficient directeur de la tangente, il faut étudier le rapport

fpxq ´ fp2q
x´ 2 “

1
x ´ 1

2
x´ 2

“ 2´ x
2xpx´ 2q

“ ´ 1
2x.

(95.39)

En prenant la limite xÑ 2 nous trouvons ´1
4 comme coefficient directeur.

Il s’agit donc de trouver la droite de coefficient directeur ´1
4 et qui passe par le point

`
2, fp2q˘ “

p2, 1
2q. Si nous écrivons la droite sous la forme y “ ax`b, la première chose est que a “ ´1

4 . Ensuite,
il faut que l’équation

y “ ´1
4x` b (95.40)

soir vérifiée pour le point px, yq “ p2, 1
2q. Nous trouvons l’équation pour b :

´1
4 · 2` b “ 1

2 , (95.41)

donc b “ 1 et l’équation de la tangente recherchée est

y “ ´1
4x` 1. (95.42)

Exercise 493 exoOutilsMath-0028

Donner une approximation de lnp1.0001q sachant que lnp1q “ 0. corrOutilsMath-0028

Correction of the exercise 493
Nous utilisons l’approximation (12.392) avec les paramètres suivants :

x “ 1 ∆, x “ 0.0001

fpxq “ lnpxq, f 1pxq “ 1
x
.

(95.43)

Nous avons donc
lnp1.0001q » lnp1q ` 0.0001 “ 0.0001. (95.44)

Confirmation par Sage :
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----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.5.3, Release Date: 2010-09-04 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: numerical_approx(ln(1.0001))
0.0000999950003332973

Exercise 494 exoOutilsMath-0029

Donner une approximation de
?

4.01. corrOutilsMath-0029

Correction of the exercise 494
Il s’agit d’utiliser la formule fpx`∆xq » fpxq ` f 1pxq∆x avec

x “ 4, ∆x “ 0.01

fpxq “ ?x, “ f 1pxq “ 1
2
?
x
.

(95.45)

Nous avons alors ?
4.01 » ?4` 0.01 · 1

2
?

4
“ 2` 1

400 “ 2.0025. (95.46)

Confirmation par Sage :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.5.3, Release Date: 2010-09-04 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: numerical_approx(sqrt(4.01))
2.00249843945008

Exercise 495 exoOutilsMath-0030

Calculer les différentielles des fonctions suivantes :
(1) fpx, yq “ x2y ` x3y au point p1, 2q ;
(2) fpx, yq “ sinpxyq ` cospx2 ` y4q au point p0, 0q ;
(3) fpx, y, zq “ x2yz ` y2z2 ` exyz au point p1, 0, 1q.

Vous devez dans chacun de cas donner la valeur de dfpa,bq
ˆ
u1
u2

˙
(à adapter pour les cas de f : R3 Ñ

R). corrOutilsMath-0030

Correction of the exercise 495
(1) D’abord les dérivées partielles :

Bf
Bx px, yq “ 2xy ` 2x2y (95.47a)
Bf
By px, yq “ x2 ` x3. (95.47b)

Donc
dfpa,bq

ˆ
u1
u2

˙
“ BfBx pa, bqu1 ` BfBy pa, bqu2

“ p2ab` 3a2bqu1 ` pa2 ` a3qu2.

(95.48)

(2) Les dérivées partielles :

Bf
Bx px, yq “ ´2x sinpx2 ` y4q ` y cospxyq
Bf
By px, yq “ ´4y3 sinpx2 ` y4q ` x cospxyq

(95.49)
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Nous avons de toutes façons que les deux sont nulles lorsque x “ y “ 0, dont la différentielle
est nulle :

dfp0,0q
ˆ
u1
u2

˙
“ 0. (95.50)

(3) Les dérivées partielles sont
Bf
Bx “ 2xyz ` yzexyz
Bf
By “ x2z ` 2yz2 ` xzexyz

Bf
Bz “ x2y ` 2y2z ` xyexyz.

(95.51)

Si on pose x “ 1, y “ 0 et z “ 1, nous trouvons que seule Byf est non nulle et vaut deux.
Donc

dfp1,0,1q

¨
˝
u1
u2
u3

˛
‚“ 2u2. (95.52)

Exercise 496 exoOutilsMath-0031

Dans quelle direction pu1, u2q la pente de la fonction

fpx, yq “ x2 ` 2xy (95.53)

est-elle maximale au point p´1, 1q ? corrOutilsMath-0031

Correction of the exercise 496
<+CorrOutilsMath-0031+>
Exercise 497 exoOutilsMath-0032

Montrer que la force de gravitation dérive d’un potentiel. En d’autres termes, montrer que le
champ de vecteur

F prq “ k
r

}r}3 (95.54)

est un champ de gradients.
Attention : ici le symbole « r » représente le vecteur position. Ce n’est pas le r des coordonnées

polaires ! corrOutilsMath-0032

Correction of the exercise 497
Nous devons trouver une fonction V px, y, zq telle que ∇V prq “ k r

}r}3 , c’est-à-dire telle que

∇V

¨
˝
x
y
z

˛
‚“ k

px2 ` y2 ` z2q3{2

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (95.55)

Cette équation revient aux trois équations suivantes :

BV
Bx px, y, zq “

kx

px2 ` y2 ` z2q3{2

BV
By px, y, zq “

ky

px2 ` y2 ` z2q3{2

BV
Bz px, y, zq “

kz

px2 ` y2 ` z2q3{2 .

(95.56)

Il est facile de voir que la fonction

V px, y, zq “ ´ka
x2 ` y2 ` z2

(95.57)
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fait l’affaire. Nous pouvons aussi l’écrire

V prq “ ´k 1
}r} . (95.58)

Exercise 498 exoOutilsMath-0033

Soit F un champ de vecteurs et σ1 un chemin. Montrer que si σ2 est le chemin opposé, alors la
circulation de F le long de σ1 a le signe opposé à celle le long de σ2, c’est-à-dire

ż

σ1

F “ ´
ż

σ2

F. (95.59)

corrOutilsMath-0033

Correction of the exercise 498
<+CorrOutilsMath-0033+>
Exercise 499 exoOutilsMath-0034

Prouver que ∇ · p∇ˆ F q “ 0. corrOutilsMath-0034

Correction of the exercise 499
<+CorrOutilsMath-0034+>
Exercise 500 exoOutilsMath-0035

Soit f , une fonction et si F est un champ de vecteurs ? Parmi les combinaisons suivantes,
lesquelles sont des fonctions, des champs de vecteurs, ou n’existent pas ?

(1) ∇p∇fq
(2) ∇p∇ · fq
(3) ∇p∇ˆ fq
(4) ∇ · p∇fq
(5) ∇ · p∇ · fq
(6) ∇ · p∇ˆ fq

(7) ∇ˆ p∇fq
(8) ∇ˆ p∇ · fq
(9) ∇ˆ p∇ˆ fq

(10) ∇p∇F q
(11) ∇p∇ ·F q
(12) ∇p∇ˆ F q

(13) ∇ · p∇F q
(14) ∇ · p∇ ·F q
(15) ∇ · p∇ˆ F q
(16) ∇ˆ p∇F q
(17) ∇ˆ p∇ ·F q
(18) ∇ˆ p∇ˆ F q

corrOutilsMath-0035

Correction of the exercise 500
Étant donné que f est une fonction, ∇ · f et ∇ ˆ f n’ont pas de sens. Donc seul ∇f a un

sens et est un champ de vecteurs. Par conséquent, ∇ˆ p∇fq et ∇ · p∇fq ont un sens tandis que
∇p∇fq n’a pas de sens.

Étant donné que F est un champ de vecteurs, ∇F n’a pas de sens tandis que ∇ˆ F et ∇ ·F
ont un sens. Le premier est un nouveau champ de vecteurs tandis que le second est une fonction.
En ce qui concerne ∇ˆ F ,

(1) ∇p∇ˆ F q, non ;
(2) ∇ · p∇ˆ F q, oui ;
(3) ∇ˆ p∇ˆ F q, oui.

En ce qui concerne ∇ˆ F qui est une fonction,
(1) ∇p∇ ·F q, oui ;
(2) ∇ · p∇ ·F q, non ;
(3) ∇ˆ p∇ ·F q, non.

Exercise 501 exoOutilsMath-0036

Est-ce qu’il existe un champ de vecteur A tel que F “ ∇ˆA si

F px, y, zq “
¨
˝
x2y
z
xyz

˛
‚? (95.60)
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corrOutilsMath-0036

Correction of the exercise 501
Si F “ ∇ˆA, alors ∇ ·F “ 0. Vérifions cela :

∇ ·F “ BFxBx ` BFyBy ` BFyBy “ 2xy ` 0` xy ‰ 0. (95.61)

Étant donné que la divergence de F n’est pas nulle, il n’existe pas de champ A tel que F “ ∇ˆA.
Exercise 502 exoOutilsMath-0037

Montrer qu’il n’existe pas de fonction f : R3 Ñ R telle que
¨
˝

cospxq
sinpxq
xy

˛
‚“ ∇f. (95.62)

corrOutilsMath-0037

Correction of the exercise 502
Si la fonction f existait, nous aurions ∇ˆ F “ ∇ˆ p∇fq “ 0. Vérifions donc que ∇ˆ F ‰ 0 :

∇ˆ
¨
˝

cospxq
sinpxq
xy

˛
‚“

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz

cospxq sinpxq xy

∣∣∣∣∣∣∣
“ px´ 0qex ´ py ´ 0qey `

`
cospxq ´ 0

˘
ez

“
¨
˝

x
´y

cospxq

˛
‚‰ 0.

(95.63)

Exercise 503 exoOutilsMath-0038

Donner en coordonnées cylindriques l’équation de la droite verticale passant par le point
px, y, zq “ p1, 1, 0q.

Par « verticale », nous voulons dire perpendiculaire au plan XY . corrOutilsMath-0038

Correction of the exercise 503
Le point donné a comme coordonnée cylindriques

p?2, π4 , 0q. (95.64)

La droite verticale qui passe par ce point est contrainte par le fait de ne pas pouvoir changer r ni
θ ; seule la variable z est sans contraintes. L’équation est donc en deux morceaux :

$
&
%
r “ ?2 (95.65a)
θ “ π

4 . (95.65b)

Exercise 504 exoOutilsMath-0039

Soit la fonction fpxq “ x cosp2xq. Donner l’équation de la tangente au graphe de f en x “ π
2 .corrOutilsMath-0039

Correction of the exercise 504
Le coefficient directeur de la tangente est donné par la valeur de la dérivée en π{2.

sage: f(x)=x*cos(2*x)
sage: (f.diff(x))(pi/2)
-1
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Si vous voulez voir le détail :

sage: f.diff(x)
x |--> -2*x*sin(2*x) + cos(2*x)

Notre tangente sera donc de la forme
y “ ´x` b (95.66)

et il faut encore trouver la constante b. Pour cela nous savons que la tangente doit passer par le
point pπ2 , fpπ2 qq. Donc

f
´π

2

¯
“ ´π2 ` b. (95.67)

Étant donné que fpπ{2q “ ´π{2, nous avons b “ 0 et au final

y “ ´x. (95.68)

Exercise 505 exoOutilsMath-0040

Une personne au haut d’une colline de hauteur h0 ą 0 lance verticalement une masse avec une
vitesse (verticale) v0 ą 0. La hauteur de la masse en fonction du temps est donnée par

hptq “ h0 ´ gt2

2 ` v0t.

(1) Pour quelle valeur de t la hauteur est-elle maximale ?
(2) Quelle est la hauteur maximale atteinte ?

Les réponses peuvent évidemment dépendre de h0, g et v0. corrOutilsMath-0040

Correction of the exercise 505
La dérivée de la hauteur en fonction du temps est

h1ptq “ ´gt` v0, (95.69)

cette dérivée s’annule en t “ v0
g qui correspond à un maximum parce que v0 et g sont positifs (faire

un tableau de signe de la dérivée).
La hauteur maximale atteinte est donnée par

h

ˆ
v0
g

˙
“ h0 ` v2

0
2g . (95.70)

sage: var(’h0,g,v0,t’)
(h0, g, v0, t)
sage: h(t)=h0-g*t**2/2+v0*t
sage: solve(h.diff(t)==0,t)
[t == v0/g]
sage: h(v0/g)
1/2*v0^2/g + h0

Notez que la fonction solve retourne une liste de solutions. Ici la liste se réduit à un seul élément.
Si on ne veut pas recopier à la main la solution, on peut faire comme ceci :

sage: h( solve(h.diff(t)==0,t)[0].rhs() )
1/2*v0^2/g + h0
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Ici nous avons écrit [0] pour indiquer que nous voulions la première solution (la numérotation
des listes commence à zéro, et non à un !), et ensuite nous avons utilisé .rhs() pour demander le
membre de droite de la solution.

Exercise 506 exoOutilsMath-0041

Calculer les dérivées directionnelles de la fonction fpx, yq “ x2´y2 dans les directions suivantes :
(1) u “ p0, 1q
(2) u “ p1, 0q
(3) u “ p1, 1q{?2

Pour quels points la dérivée dans la direction p1, 1q s’annule ? corrOutilsMath-0041

Correction of the exercise 506
(1) Commençons par u “ p0, 1q.

Bf
Bu px, yq “ lim

tÑ0

fpx` 0t, y ` tq ´ fpx, yq
t

“ lim
tÑ0

x2 ´ py ` tq2 ´ px2 ´ y2q
t

“ lim
tÑ0

´2ty ´ t2
t

“ ´2y.

(95.71)

(2) De la même manière, nous trouvons Bufpx, yq “ 2y lorsque u “ p0, 1q.
(3) Prenons maintenant u “ p1, 1q{?2. Nous avons

Bf
Bu px, yq “ lim

tÑ0

f
`
x` t?

2 , y ` t?
2
˘´ fpx, yq

t

“ lim
tÑ0

`
x2 ` 2 xt?

2 ` t
2
˘´ `

y2 ` 2yt?
2 ` t2

2
˘´ x2 ` y2

t

“ ?2px´ yq.

(95.72)

Remarque 95.1.
Cet exemple nous illustre deux principes plus généraux :

(1) La dérivée directionnelle dans la direction p1, 0q est exactement la dérivée partielle Bx, et la
dérivée directionnelle dans la direction p0, 1q est exactement la dérivée partielle By.

(2) La dérivée directionnelle dans une direction pu1, u2q est la moyenne pondérée des dérivées
partielles.

Exercise 507 exoOutilsMath-0042

Calculer la dérivée directionnelle de fpx, yq “ x2 ` y2 dans la direction u “
ˆ

0
´1

˙
. Comparer

le résultat avec Byf . corrOutilsMath-0042

Correction of the exercise 507
le calcul est habituel :

lim
tÑ0

fpx, y ´ tq ´ fpx, yq
t

“ ´2y. (95.73)

Cela est ´Byfpx, yq.
Encore une fois nous avons trouvé la dérivée directionnelle comme « pondération » par u1 et

u2 des dérivées partielles. Ici u1 “ 0 et u2 “ ´1.
Exercise 508 exoOutilsMath-0043

Soit la fonction fpx, yq “ xy cospx` yq. Calculer les dérivées partielles ainsi que

Bf
Bu p

π

5 ,
2π
15 q (95.74)
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où u “ 1?
2

ˆ
1
´1

˙
.

corrOutilsMath-0043

Correction of the exercise 508
Les dérivées partielles sont données par

Bf
Bx px, yq “ y cospx` yq ´ xy sinpx` yq
Bf
By px, yq “ x cospx` yq ´ xy sinpx` yq.

(95.75)

Étant donne que ce sont des fonctions continues, nous pouvons utiliser la formule de la dérivée
directionnelle en termes des dérivées partielles :

Bf
Bu pa, bq “ u1

Bf
Bx pa, bq ` u2

Bf
By pa, bq. (95.76)

Ici pa, bq “ `
π
5 ,

2π
15
˘
. Nous avons alors

Bf
Bx p

π

5 ,
2π
15 q “

2π
15 cospπ3 q ´

2π2

75 sinpπ3 q “
π

15 ´
?

3π2

75
Bf
By p

π

5 ,
2π
15 q “

π

10 ´
?

3π2

75 .

(95.77)

Donc
Bf
Bu p

π

5 ,
2π
15 q “

1?
2

„
π

15 ´
?

3π2

75 ´ π

10 `
?

3π2

75

ȷ
. (95.78)

En calculant, le résultat est ´ π
30

?
2 .

Exercise 509 exoOutilsMath-0044

Soit fpx, yq “ x2ecospyq, et u, le vecteur de direction π{6. Calculer

Bf
Bu p1, 2q (95.79)

corrOutilsMath-0044

Correction of the exercise 509
Les dérivées partielles sont données sont

Bf
Bx “ 2xecospyq

Bf
By “ ´x

2 sinpyqecospyq.
(95.80)

En ce qui concerne la dérivée directionnelle, il faut d’abord comprendre que la « direction » d’angle
π{6 est le vecteur

u “
ˆ

cos π6
sin π

6

˙
(95.81)

et par conséquent,

Bf
Bu px, yq “ u1

Bf
Bx ` u2

Bf
By

“ cos
´π

6

¯
2xecospyq ´ sin

´π
6

¯
x2 sinpyqecospyq.

(95.82)

En remplaçant x “ 1 et y “ 2, nous trouvons

Bf
Bu p1, 2q “

?
3ecosp2q ´ 1

2 sinp2qecosp2q. (95.83)
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Exercise 510 exoOutilsMath-0045

Donner un vecteur simultanément perpendiculaire aux vecteurs u “ p´1, 0, 0q et v “ p0, 1, 1q.corrOutilsMath-0045

Correction of the exercise 510
<+CorrOutilsMath-0045+>
Exercise 511 exoOutilsMath-0046

Donner l’équation du plan tangent à la fonction fpx, yq “ a
R2 ´ x2 ´ y2 aux points situés à

la verticale de
(1) pa, bq “ p0, 0q ;
(2) pa, bq “ pR2 , R3 q
(3) pa, bq “ p0, Rq. Ici le calcul ne fonctionne pas. Faites les calculs et un dessin pour comprendre

pourquoi.
: corrOutilsMath-0046

Correction of the exercise 511
<+CorrOutilsMath-0046+>
Exercise 512 exoOutilsMath-0047

Soit v “ p1, 2, 3q.
(1) Donner un vecteur non nul perpendiculaire à v ;
(2) Donner un vecteur de norme 1 perpendiculaire à v.

corrOutilsMath-0047

Correction of the exercise 512
Le vecteur px, y, zq sera perpendiculaire à p1, 3, 3q si (et seulement si) x` 2y ` z “ 0. On peut

par exemple prendre

w “
¨
˝
´2
1
0

˛
‚. (95.84)

En ce qui concerne un vecteur de norme 1, il suffit de prendre w{}w}, c’est-à-dire

1?
5

¨
˝
´2
1
0

˛
‚. (95.85)

Il y a évidemment de nombreuses autres possibilités.
Exercise 513 exoOutilsMath-0048

Donner la tangente au graphe de la fonction

fpxq “ cospxq sin
`
x` π

4
˘

(95.86)

au point d’abscisse x “ π
2 . corrOutilsMath-0048

Correction of the exercise 513
La première chose à faire est de calculer la dérivée de f :

f 1pxq “ ´ sinpxq sin
`
x` π

4
˘` cospxq cos

`
x` π

4
˘
. (95.87)

Le coefficient directeur de la droite que nous cherchons est donc donné par

f 1
´π

2

¯
“ ´ sin π2 sin 3π

4 ` cos π2 cos 3π
4 “ ´

?
2

2 . (95.88)

L’équation de la droite est donc de la forme

y “ ´
?

2
2 x` b (95.89)
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où la constante b est encore à fixer. Nous fixons cette constante en imposant

y
´π

2

¯
“ f

´π
2

¯
. (95.90)

Étant donné que fpπ{2q “ 0, nous devons poser

b “
?

2π
4 (95.91)

et par conséquent

y “ ´
?

2
2 x`

?
2π
4 . (95.92)

Exercise 514 exoOutilsMath-0049

Donner en coordonnées cylindriques l’équation du cercle horizontal centré en p0, 0, 1q et de
rayon

?
2. corrOutilsMath-0049

Correction of the exercise 514
Étant donné que le cercle demandé est horizontal de hauteur 1, il est certain qu’il faut imposer

z “ 1. À part cela, il s’agit simplement des équations en coordonnées polaires du cercle de rayon?
2, c’est-à-dire r “ ?2. Au final les équations demandées sont

"
z “ 1 (95.93a)
r “ ?2. (95.93b)

Exercise 515 exoOutilsMath-0050

Au lancer du poids, si on lance le poids avec une vitesse initiale v0 ą 0 et un angle α, alors on
atteint une distance

dpαq “ 2v2
0
g

cospαq sinpαq. (95.94)

(1) Avec quel angle faut-il lancer le poids afin d’obtenir le meilleur résultat possible ?
(2) À quelle distance arrive le poids dans ces conditions ?

Pour rappel, g est une constante positive. Pour des raisons physiques évidentes (faire un dessin de
la situation), la réponse doit être un angle α P r0, π{1s. Les autres solutions éventuelles doivent
être rejetées. corrOutilsMath-0050

Correction of the exercise 515
L’exercice revient à maximiser la fonction d donnée. Pour ce faire, on dérive :

d1pαq “ 2v2
0
g

`
cos2pαq ´ sin2pαq˘. (95.95)

Note : ne pas croire que la parenthèse fait 1. Nous avons d1pαq “ 0 si

cospαq “ ˘ sinpαq. (95.96)

Si nous ne considérons que les angles α P r0, π2 s, la seule solution est α “ π
4 . Afin d’être certain que

cet angle donne un maximum (et non un minimum ou un point d’inflexion), il faut faire le tableau
de signe de d1 pour α entre 0 et π

2 .
Étant donné que pour α “ 0, nous avons cospαq ą sinpαq et que pour α “ π{2 nous avons

sinpαq ą cospαq, nous voyons que α “ π
4 est bien un maximum de d.

La distance atteinte est donc donnée par

d
`π

4
˘ “ 2v2

0
g

cos π4 sin π4 “
v2

0
g
. (95.97)
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Exercise 516 exoOutilsMath-0051

Quel est le travail nécessaire pour soulever une masse m à la hauteur h en suivant le chemin
σptq “ `

cosptq, sinptq, t˘, t P r0, hs ? corrOutilsMath-0051

Correction of the exercise 516
Le champ de force est donné par

F px, y, zq “
¨
˝

0
0

´mg

˛
‚, (95.98)

et le chemin suivit est donné par

σptq “
¨
˝

cosptq
sinptq
t

˛
‚. (95.99)

La première chose à faire est de calculer la vitesse du chemin (c’est-à-dire sa dérivée) :

σ1ptq “
¨
˝
´ sinptq
cosptq

1

˛
‚. (95.100)

Ensuite, la quantité à intégrer est le produit scalaire F
`
σptq˘·σ1ptq :

¨
˝

0
0

´mg

˛
‚·

¨
˝
´ sinptq
cosptq

1

˛
‚“ ´mg. (95.101)

Par conséquent le travail est donné par

W “
ż h

0
´mgdt “ ´mgh. (95.102)

Exercise 517 exoOutilsMath-0052

Quel est le travail d’un satellite qui fait un demi-tour de la Terre en suivant une orbite de rayon
R autour de l’équateur ? corrOutilsMath-0052

Correction of the exercise 517
Le champ de gravitation est donné par

F px, y, zq “ ´1
px2 ` y2 ` z2q3{2

¨
˝
x
y
z

˛
‚, (95.103)

et le chemin est

σptq “
¨
˝
R cosptq
R sinptq

0

˛
‚ (95.104)

où R est le rayon de l’orbite.
Nous avons

σ1ptq “
¨
˝
´R sinptq
R cosptq

0

˛
‚ (95.105)
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et

F
`
σptq˘ “ ´1

`
R2 cos2ptq `R2 sin2ptq˘3{2

¨
˝
R cosptq
R sinptq

0

˛
‚

“ R

R3

¨
˝

cosptq
sinptq

0

˛
‚

“ 1
R2

¨
˝

cosptq
sinptq

0

˛
‚.

(95.106)

Le produit scalaire est facile à calculer :

F
`
σptq˘·σ1ptq “ 0. (95.107)

Donc le travail est nul, quel que soit le morceau de trajet parcouru. C’est pour cela que les satellites
peuvent tourner indéfiniment sans avoir besoin de propulsion. Si ce n’était pas le cas, la Terre serait
déjà tombée sur le Soleil depuis longtemps.

Exercise 518 exoOutilsMath-0053

Calculer le rotationnel de

F px, y, zq “
¨
˝

cospxyq
sinpyzq
exz

˛
‚. (95.108)

corrOutilsMath-0053

Correction of the exercise 518
Il s’agit simplement d’utiliser la formule

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
Bx By Bz

cospxyq sinpyzq exz

∣∣∣∣∣∣∣
“ ex

`
0´ y cospyzq˘´ ey

`
zexz ´ 0

˘` ez
`
0` x sinpxyq˘

“ ´y cospyzqex ´ zexzey ` x sinpxyqez

“
¨
˝
´y cospyzq
´zexz
x sinpxyq

˛
‚.

(95.109)

Exercise 519 exoOutilsMath-0054

Calculer les dérivées partielles premières des fonctions

fpx, yq “ x2y2 lnpx2 ` y2q
gpx, yq “ xy sin 1

x2 ` y2 .
(95.110)

corrOutilsMath-0054

Correction of the exercise 519
Ceci est un pur calcul comme un ordinateur peut le faire :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x**2*y**2*log(x**2+y**2)
sage: f.diff(x)
(x, y) |--> 2*x^3*y^2/(x^2 + y^2) + 2*x*y^2*log(x^2 + y^2)



4478 CHAPITRE 95. POUR LES PHARMACIENS (BRUXELLES)

sage: f.diff(y)
(x, y) |--> 2*x^2*y^3/(x^2 + y^2) + 2*x^2*y*log(x^2 + y^2)

sage: g(x,y)=x*y*sin(1/(x**2+y**2))
sage: g.diff(x)
(x, y) |--> -2*x^2*y*cos(1/(x^2 + y^2))/(x^2 + y^2)^2 + y*sin(1/(x^2 + y^2))
sage: g.diff(y)
(x, y) |--> -2*x*y^2*cos(1/(x^2 + y^2))/(x^2 + y^2)^2 + x*sin(1/(x^2 + y^2))

Exercise 520 exoOutilsMath-0055

Quelle est la différentielle de la fonction

fpx, y, zq “ ex cospyzq ` xyz (95.111)

au point p0, π{2, 1q ?
Calculer la dérivée directionnelle de f en ce point dans la direction du vecteur p1, 1, 1q.corrOutilsMath-0055

Correction of the exercise 520
La première chose à faire est de calculer les dérivées partielles et de les évaluer au point donné :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=exp(x)*cos(y*z)+x*y*z
sage: f.diff(x)
(x, y, z) |--> y*z + e^x*cos(y*z)
sage: f.diff(y)
(x, y, z) |--> -z*e^x*sin(y*z) + x*z
sage: f.diff(z)
(x, y, z) |--> -y*e^x*sin(y*z) + x*y
sage: f.diff(x)(0,pi/2,1)
1/2*pi
sage: f.diff(y)(0,pi/2,1)
-1
sage: f.diff(z)(0,pi/2,1)
-1/2*pi

Nous avons donc Bf
Bx p0,

π

2 , 1q “
π

2
Bf
By p0,

π

2 , 1q “ ´1

Bf
Bz p0,

π

2 , 1q “ ´
π

2

(95.112)

Notez que lorsque Sage écrit 1/2*pi il veut dire 1
2π et non 1

2π .
Maintenant nous utilisons les super formules qui lient les dérivées partielles à la différentielle

et aux dérivées directionnelles :
Bf
Bu pa, b, cq “ ∇fpa, b, cq·u

“ u1
Bf
Bx pa, b, cq ` u2

Bf
By pa, b, cq ` u3

Bf
Bz pa, b, cq

“ dfpa,b,cqpuq.

(95.113)
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Quelques remarques sur ces formules :
(1) La première égalité tient uniquement pour }u} “ 1. Les trois autres expressions sont par

contre égales pour n’importe quel vecteur.
(2) En termes de calculs, c’est évidemment l’expression du milieu qu’on utilise.
(3) Elles sont importantes à retenir.

En ce qui concerne la différentielle nous avons

dfp0,π
2 ,1q

¨
˝
u1
u2
u3

˛
‚“ π

2u1 ´ u2 ´ π

2u3. (95.114)EqomzzccdfabcEqomzzccdfabc

En ce qui concerne la dérivée directionnelle dans la direction du vecteur p1, 1, 1q, il faut prendre
u “ p1, 1, 1q{?3 parce que nous voulons un vecteur de norme 1. Donc nous utilisons (95.114) avec
u1 “ u2 “ u2 “ 1{?3 :

Bf
Bu p0,

π

2 , 1q “ dfp0,π
2 ,1q

¨
˝

1{?3
1{?3
1{?3

˛
‚“ ´1?

3
. (95.115)

Exercise 521 exoOutilsMath-0056

Donner une approximation de la fonction

fpx, y, zq “ xex ` yey ` zez (95.116)

au point p1.0001; 1.999; 2.98q.
Vous pouvez garder e, e2 et e3 dans la réponse. corrOutilsMath-0056

Correction of the exercise 521
Nous utilisons la formule d’approximation (12.655) avec trois variables au lieu de deux. Nous

avons l’approximation

fp1.0001, 1.999, 2.98q “ fp1, 2, 3q ` 0.0001BfBx p1, 2, 3q

´ 0.0001BfBy p1, 2, 3q

´ 0.02BfBz p1, 2, 3q.

(95.117)

Les dérivées partielles se calculent facilement

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: a(x)=x*exp(x)
sage: f(x,y,z)=a(x)+a(y)+a(z)
sage: f
(x, y, z) |--> x*e^x + y*e^y + z*e^z
sage: f(1,2,3)
e + 2*e^2 + 3*e^3
sage: f.diff(x)(1,2,3)
2*e
sage: f.diff(y)(1,2,3)
3*e^2
sage: f.diff(z)(1,2,3)
4*e^3
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Notez la petite astuce de définir a(x)=x*exp(x) pour ne pas devoir taper trois fois la même
expression. Nous avons donc comme approximation :

e` 2e2 ` 3e3 ` 2e
10000 ´

3e2

10000 ´
2

1004e3 “ 5001
5000e`

19997
10000e

2 ` 77
25e

3. (95.118)

Exercise 522 exoOutilsMath-0057

Donner l’équation du plan tangent au graphe de la fonction

fpx, yq “ x2 ´ y2 (95.119)

au point p2, 1, 3q. Trouver un vecteur orthogonal à ce plan. corrOutilsMath-0057

Correction of the exercise 522
Les dérivées partielles de f au point p2, 1q sont calculables comme d’habitude :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x**2-y**2
sage: f(2,1)
3
sage: f.diff(x)(2,1)
4
sage: f.diff(y)(2,1)
-2

Nous utilisons la formule du plan tangent

Tp2,1qpx, yq “ fp2, 1q ` BfBx p2, 1qpx´ 2q ` BfBy p2, 1qpy ´ 1q
“ 3` 4px´ 2q ` 3py ´ 1q
“ 4x` 3y ´ 12.

(95.120)

Pour trouver une vecteur perpendiculaire à ce plan, il suffit de trouver deux vecteurs parallèles à
ce plan et puis de trouver une vecteur qui est simultanément perpendiculaire à ces deux vecteurs.

Le plan passant par l’origine et étant parallèle à notre plan tangent est le plan d’équation

z “ 4x` 3y. (95.121)

Il possède par exemple les deux vecteurs suivants :

v1 “
¨
˝

1
0
4

˛
‚ v2 “

¨
˝

0
1
3

˛
‚. (95.122)

Un vecteur px, y, zq simultanément perpendiculaire à v1 et à v2 doit vérifier
"
x` 4z “ 0 (95.123a)
y ` 3z “ 0. (95.123b)

Vu qu’il y a moins d’équations que d’inconnues, on peut par exemple choisir x “ 1 et puis les
équations fixent z “ ´1{4 et y “ 3{4. Par conséquent un vecteur perpendiculaire au plan est

¨
˝

1
´1{4
3{4

˛
‚. (95.124)

Exercise 523 exoOutilsMath-0058

Pour chacun des champs de vecteurs suivants,
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(1) calculer le rotationnel

(2) donner un potentiel scalaire.

Gpx, yq “
ˆ

3x2y
x3 ` y3

˙
,

Hpx, y, zq “
¨
˝

2x
2y
2z

˛
‚

F px, yq “
ˆ
y cospxyqexy ` sinpxyqyexy ` 1
x cospxyqexy ` sinpxyqxexy

˙

(95.125)

Les champs F et G sont vus dans R3 avec zéro comme troisième composante. corrOutilsMath-0058

Correction of the exercise 523
Tous les rotationnels sont nuls (sinon on ne demanderait pas un potentiel scalaire). En ce qui

concerne les potentiels,

(1) VG “ x3y ` y4{4,

(2) VH “ x2 ` y2 ` z2 ;

(3) VF “ sinpxyq ` exy ` x.

Exercise 524 exoOutilsMath-0059

Montrer que le champ de vecteurs

F px, yq “
¨
˝

x2 sinpxyq
y2 ` x sinpy2q

0

˛
‚ (95.126)

n’est pas un champ de gradient (c’est-à-dire qu’il ne dérive pas d’un potentiel). corrOutilsMath-0059

Correction of the exercise 524
Si F était le gradient de la fonction f , alors le rotationnel de F serait nul : ∇ ˆ p∇fq “ 0.

Calculons le rotationnel de F :

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
Bx By Bz

x2 sinpxyq y2 ` x sinpy2q 0

∣∣∣∣∣∣∣ “
`

sinpy2q ´ x3 cospxyq˘ez. (95.127)

Cela n’est donc pas nul et nous en déduisons qu’il n’existe pas de fonctions f telles que F “ ∇f .
Exercise 525 exoOutilsMath-0060

Calculer la circulation du champ de vecteurs F px, yq “ px2, xyq le long du carré de sommets
p0, 0q, p1, 0q, p1, 1q, p0, 1q parcouru dans le sens direct (le sens trigonométrique). corrOutilsMath-0060

Correction of the exercise 525
La difficulté de cet exercice est de paramétrer le chemin. Cela se fait en quatre morceaux :

σ1ptq “ pt, 0q
σ2ptq “ p1, tq
σ3ptq “ p1´ t, 0q
σ4ptq “ p0, 1´ tq.

(95.128)
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L’intégrale se fait donc en quatre parties. La première est

I1 “
ż 1

0
F pt, 0q·

ˆ
1
0

˙
dt

“
ż 1

0

ˆ
t2

0

˙
·

ˆ
1
0

˙
dt

“
ż 1

0
t2dt

“ 1
3 .

(95.129)

La seconde :
I2 “

ż 1

0
F p1, tq·

ˆ
0
1

˙
dt

“
ż 1

0
tdt

“ 1
2 .

(95.130)

La troisième :
I3 “

ż 1

0
F p1´ t, 0q·

ˆ´1
0

˙
“ ´

ż 1

0
p1´ tq2dt “ ´1

3 . (95.131)

Et la quatrième :

I4 “
ż 1

0
F p0, 1´ tq·

ˆ
0
´1

˙
dt “ 0. (95.132)

Au final, l’intégrale cherchée vaut
1
3 `

1
2 ´

1
3 “

1
2 . (95.133)

Exercise 526 exoOutilsMath-0061

Calculer la longueur de la courbe paramétrée

σ : r1, 2s Ñ R3

t ÞÑ
¨
˝

t
lnptq
2
?

2t

˛
‚.

(95.134)

corrOutilsMath-0061

Correction of the exercise 526
Il faut intégrer la norme du vecteur tangent. Ici c’est

σ1ptq “
¨
˝

1
1{t?
2{?t

˛
‚, (95.135)

et donc

}σ1ptq} “
c
t2 ` 1` 2t

t2
“ t` 1

t
. (95.136)

Nous avons alors
lpσq “

ż 2

1

t` 1
t

dt “ 1` lnp2q. (95.137)

Exercise 527 exoOutilsMath-0062

Soit
V px, y, zq “ 1a

x2 ` y2 ` z2
. (95.138)
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(1) Déterminer F “ ∇V .
(2) Calculer la circulation de F le long du segment de droite joignant les points p1, 2, 3q et p3, 4, 5q.
(3) Si σ est un chemin général joignant ces deux mêmes points, que vaut

ş
σ F ?

corrOutilsMath-0062

Correction of the exercise 527
Le gradient de V est le champ de vecteurs

F px, y, zq “ ´1
px2 ` y2 ` z2q3{2

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (95.139)

Il n’est toutefois pas utile de le savoir pour calculer la circulation de F étant donné que nous
connaissons le potentiel.

Quel que soit le chemin σ reliant le point a au point b, nous aurons
ş
σ F “ V pbq ´ V paq. Ici

nous avons donc ż

σ
F “ V p3, 4, 5q ´ V p1, 2, 3q “ 1?

50
´ 1?

14
. (95.140)

Exercise 528 exoOutilsMath-0063

Calculer la circulation de

F px, y, zq “
¨
˝

cospzq
ex

ey

˛
‚ (95.141)

le long du chemin σ : r0, 2s Ñ
¨
˝

1
t
et

˛
‚.

corrOutilsMath-0063

Correction of the exercise 528
Nous avons

F
`
σptq˘ “ F p1, t, etq “

¨
˝

cospetq
e1

et

˛
‚, (95.142)

et

σ1ptq “
¨
˝

0
1
et

˛
‚, (95.143)

et le produit scalaire est
F
`
σptq˘·σ1ptq “ e` e2t. (95.144)

Par conséquent la circulation que nous cherchons vaut

I “
ż 2

0
pe` e2tqdt “ 2e`

„
1
2e

2t
ȷ2

0
“ 2e` 1

2pe
4 ´ 1q. (95.145)

Exercise 529 exoOutilsMath-0064

Calculer la circulation du champ

F px, y, zq “
¨
˝
x2

xy
1

˛
‚ (95.146)

le long de σptq “ pt, t2, 1q pour t P r0, 1s. corrOutilsMath-0064
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Correction of the exercise 529
Nous avons les trois choses usuelles à calculer :

F
`
σptq˘ “

¨
˝
t2

t3

1

˛
‚, σ1ptq “

¨
˝

1
2t
0

˛
‚

F
`
σptq˘·σ1ptq “ t2 ` 2t4.

(95.147)

L’intégrale à calculer est donc ż 1

0
pt2 ` 2t4q “ 11

15 . (95.148)

Exercise 530 exoOutilsMath-0065

Soient F px, y, zq “ ´yex ` xey et

Gpx, y, zq “ F px, y, zq
x2 ` y2 . (95.149)

Calculer le rotationnel et la divergence des champs F et G. corrOutilsMath-0065

Correction of the exercise 530
Le champ de vecteurs F est

F px, y, zq “
¨
˝
´y
x
0

˛
‚, (95.150)

sa divergence est nulle, et son rotationnel est

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
´y x 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ 2ez. (95.151)

En ce qui concerne G, la divergence est également nulle et

∇ˆG “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
Bx By Bz

´ u
x2`y2

x
x2`y2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ 0 (95.152)

Exercise 531 exoOutilsMath-0066

Soit f : R3 Ñ R une fonction de classe C1, et un champ de vecteurs F : R3 Ñ R3. Vérifier que

∇ · pfF q “ f∇ ·F ` F · ∇f. (95.153)
corrOutilsMath-0066

Correction of the exercise 531
<+CorrOutilsMath-0066+>
Exercise 532 exoOutilsMath-0067

Soit le champ de vecteurs

rpx, y, zq “
¨
˝
x
y
z

˛
‚. (95.154)

Calculer ∇p}r}q et ∇ · p}r}rq. corrOutilsMath-0067

Correction of the exercise 532
Nous avons }r} “a

x2 ` y2 ` z2. Par conséquent,

∇
`}r}˘ “

¨
˚̊
˝

x?
x2`y2`z2

y?
x2`y2`z2

z?
x2`y2`z2

˛
‹‹‚“

1
}r}r (95.155)
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D’autre part,

}r}r “
¨
˝

a
x2 ` y2 ` z2xa
x2 ` y2 ` z2ya
x2 ` y2 ` z2z

˛
‚, (95.156)

et les calculs montrent que

∇ · p}r}rq “ 2x2 ` y2 ` z2
a
x2 ` y2 ` z2

` x2 ` 2y2 ` z2
a
x2 ` y2 ` z2

` x2 ` y2 ` 2z2
a
x2 ` y2 ` z2

“ 4px2 ` y2 ` z2qa
x2 ` y2 ` z2

“ 4
a
x2 ` y2 ` z2

“ 4}r}.

(95.157)

Exercise 533 exoOutilsMath-0068

Soit
F px, yq “

ˆ
2x2y ` y
x` 2xy2

˙
ex

2`y2
. (95.158)

(1) Montrer que ∇ˆ F “ 0.
(2) Montrer que F dérive d’un potentiel scalaire.
(3) Calculer la circulation de F le long du demi-cercle unité centré en p0, 0q parcouru de p1, 0q à

p´1, 0q dans le sens trigonométrique.
corrOutilsMath-0068

Correction of the exercise 533

(1) Ce point est juste un calcul. Tout se simplifie.
(2) Nous devons avoir en même temps

BV
Bx px, y, zq “ yp2x2 ` 1qex2`y2 (95.159)

et BV
By px, y, zq “ xp1` 2y2qex2`y2

. (95.160)

Cherchons un potentiel sous la forme

V px, yq “ fpx, yqex2`y2
. (95.161)

Nous avons BV
Bx “

Bf
Bxe

x2`y2 ` 2xfex2`y2
. (95.162)

Nous devons donc trouver f telle que

Bf
Bx ` 2xf “ yp2x2 ` 1q. (95.163)

La fonction fpx, yq “ xy fonctionne.
Il suffit donc de vérifier que le potentiel

V px, y, zq “ xyex
2`y2 (95.164)

est bien tel que ∇V “ F .
(3) Nous avons V p1, 0q “ V p´1, 0q “ 0, par conséquent, quel que soit le chemin les reliant, nous

avons toujours que la circulation le long d’un chemin joignant p1, 0q à p´1, 0q est nulle.
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Exercise 534 exoOutilsMath-0069

Trouver un vecteur simultanément orthogonal à

¨
˝

1
1
0

˛
‚ et à

¨
˝

0
1
1

˛
‚.

corrOutilsMath-0069

Correction of the exercise 534
<+0069+>
Exercise 535 exoOutilsMath-0070

Trouver l’aire du triangle dont les sommets sont les points p0, 0q, p2, 1q et p´1, 1q.corrOutilsMath-0070

Correction of the exercise 535
L’aire du triangle est le moitié de celle du parallélogramme construit sur les deux vecteurs

v “ p´1, 1q et v “ p2, 1q. Cette dernière aire vaut

det
ˆ

2 1
´1 1

˙
“ 2´ p´1q “ 3. (95.165)

Donc l’aire du triangle vaut 3
2 .

Exercise 536 exoOutilsMath-0071

Déterminer l’équation du plan passant par le point

¨
˝

1
4
7

˛
‚et orthogonal au vecteur

¨
˝

2
1
5

˛
‚.

corrOutilsMath-0071

Correction of the exercise 536
Trouvons d’abord le plan passant par p0, 0, 0q qui est perpendiculaire au vecteur donné. Ce la

est z “ ax` by. Nous cherchons donc a et b tels que
¨
˝

x
y

ax` by

˛
‚·

¨
˝

2
1
5

˛
‚“ 0 (95.166)

pour tout x et y. L’équation est

p2` 5aqx` p1` 5bqy “ 0. (95.167)

Nous devons donc avoir a “ ´2{5 et b “ ´1{5.
Maintenant nous cherchons le plan de la forme

z “ ´2
5x´

1
5y ` c (95.168)

qui passe par le point p1, 4, 7q. Il faut donc

7 “ ´2
51´ 1

54` c, (95.169)

ce qui donne c “ 41
5 .

Exercise 537 exoOutilsMath-0072

Déterminer l’équation du plan passant par le point

¨
˝

1
2
3

˛
‚et parallèle aux vecteurs

¨
˝

2
6
1

˛
‚et

¨
˝

1
4
7

˛
‚.

corrOutilsMath-0072

Correction of the exercise 537
<+CorrOutilsMath-0072+>
Exercise 538 exoOutilsMath-0073

Calculer le volume du parallélépipède formé par les vecteurs ex, 3ey ´ ez et 4ex ` 2ey ´ ez.corrOutilsMath-0073
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Correction of the exercise 538
Le volume est donné par la valeur absolue du déterminant construit sur les trois vecteurs :

det

¨
˝

1 0 0
0 3 ´1
4 2 ´1

˛
‚“ det

ˆ
3 ´1
2 ´1

˙
“ ´3´ p´2q “ ´1. (95.170)

Le volume est donc V “ 1.
Exercise 539 exoOutilsMath-0074

Trouver l’équation du plan passant par les points

a “
¨
˝

1
2
0

˛
‚ b “

¨
˝

0
1
´2

˛
‚ c “

¨
˝

4
0
1

˛
‚. (95.171)

corrOutilsMath-0074

Correction of the exercise 539
Nous commençons par trouver le plan passant par p0, 0, 0q parallèle aux vecteurs b´a et c´a.

Les vecteurs ¨
˝

1
1
2

˛
‚,

¨
˝

3
´2
1

˛
‚ (95.172)

doivent appartenir à z “ ax` by. Le système est
" 2 “ a` b (95.173a)

1 “ 3a´ 2b, (95.173b)

et la solution est le plan z “ x` y.
Maintenant nous trouvons le plan z “ x` y ` c qui passe par p4, 0, 1q. La solution est c “ ´3.

Le plan cherché est donc
z “ x` y ´ 3. (95.174)

Pour vérification, si fpx, yq “ x` y ´ 3, nous avons bien fp1, 2q “ 0, fp0, 1q “ ´2 et fp4, 0q “ 1.
Exercise 540 exoOutilsMath-0075

En mécanique classique, le moment M d’une force F par rapport à un point O est le produit
de la forme }F } par la distance d entre O et la ligne qui porte F , voir figure 95.4.

Le vecteur moment M est le vecteur de taille M et orthogonal au plan défini par O et par F .
Vérifier que M “ Rˆ F où R est le vecteur qui lie O à l’origine de F , voir figure

‚
O

R

F

d

Figure 95.4: Moment de force. LabelFigMomentForce

corrOutilsMath-0075

Correction of the exercise 540
En ce qui concerne la direction, c’est correct : c’est perpendiculaire au plan qui contient les

vecteurs R et f . En ce qui concerne la norme, il faut vérifier que

}F ˆR} “ }F }d. (95.175)

En regardant le dessin, on voit immédiatement que }F }d est bien la surface du parallélogramme
construit sur F et R.



4488 CHAPITRE 95. POUR LES PHARMACIENS (BRUXELLES)

Remarque 95.2.
En réalité pour la direction il reste une ambigüité parce que nous n’avons pas fixé le sens. Le
moment pourrait autant être Rˆ F que F ˆR.

Exercise 541 exoOutilsMath-0076

Soient deux milieux d’indice de réfraction n1 et n2 et séparés par une surface plane perpendi-
culaire à un vecteur unitaire N . D’après la loi de Snell, on a

sinpθ1q
sinpθ2q “

n2
n1

(95.176)

où θ1 et θ2 sont les angles d’incidence (par rapport à N) d’un rayon lumineux et son angle de
réfraction.

Vérifier que
n1pN ˆ aq “ n2pN ˆ bq (95.177)

où a et b désignent deux vecteurs unitaires le long des rayons d’incidence et de réfraction.
Voir la situation sur la figure 95.5.

N

θ1

θ2

Figure 95.5: Angles de réfraction et de réflexion. LabelFigRefraction

corrOutilsMath-0076

Correction of the exercise 541
Les vecteurs N ˆ a et N ˆ b sont dans le même sens. Il faut voir leur normes. En utilisant la

formule de la proposition 18.55, la norme de N ˆ a est sinpθ1q parce que N et a sont de norme 1.
Nous avons donc

" }N ˆ a} “ sinpθ1q (95.178a)
}N ˆ b} “ sinpθ2q (95.178b)

La loi de Snell montre alors que }N ˆ a}n1 “ }N ˆ b}n2.
Exercise 542 exoOutilsMath-0077

Soit gpx, y, zq “ px` yqax2 ` y2 ` z2. Considérons

g̃pρ, θ, φq “ pg ˝ fqpρ, θ, φq (95.179)

où f est le changement de coordonnées sphériques :

f

¨
˝
ρ
θ
φ

˛
‚“

¨
˝
ρ sinpθq cospφq
ρ sinpθq sinpφq

ρ cospθq

˛
‚. (95.180)

Déterminer les fonctions Bg̃
Bρ,

Bg̃
Bθ ,

Bg̃
Bφ. (95.181)

corrOutilsMath-0077
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Correction of the exercise 542
La fonction g̃ est donnée par

g̃pρ, θ, φq “ ρ2 sin θ
`

cosφ` sinφ
˘
. (95.182)

Les dérivées partielles sont
Bg̃
Bρ “ 2ρ sinpθq` cospφq ` sinpφq˘

Bg̃
Bθ “ ρ2 cospθq` cospφq ` sinpφq˘

Bg̃
Bφ “ ρ2 sinpθq` cospφq ´ sinpφq˘

(95.183)

Exercise 543 exoOutilsMath-0078

Prouver que les coordonnées cylindriques forment un système curviligne orthogonal.corrOutilsMath-0078

Correction of the exercise 543
Les coordonnées cylindriques sont données par le changement de variables

Mpr, θ, zq “
¨
˝
r cospθq
r sinpθq

z

˛
‚. (95.184)

Les dérivées de M par rapport aux coordonnées cylindriques sont
BM
Br “ BxBr ex `

By
Br ey `

Bz
Br ez

“ cospθqex ` sinpθqey
BM
Bθ “ BxBθ ex `

Bθ
Br ey `

Bz
Bθ ez

“ ´r sinpθqex ` r cospθqey
BM
Bz “ BxBz ex `

By
Bz ey `

Bz
Bz ez

“ ez.

(95.185)

Les vecteurs de la base locale des coordonnées cylindriques sont donc donnés en normalisant ces
trois vecteurs :

er “ cospθqex ` sinpθqey
eθ “ ´ sinpθqex ` cospθqey
ez “ ez

(95.186)

Le fait que cette base locale soit orthogonale signifie que ces trois derniers vecteurs sont orthogo-
naux. Vérification :

er · eθ “
¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚·

¨
˝
´ sin θ
cos θ

0

˛
‚“ 0

er · ez “
¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚·

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ 0

eθ · ez “
¨
˝
´ sin θ
cos θ

0

˛
‚·

¨
˝

0
0
1

˛
‚“ 0.

(95.187)

Exercise 544 exoOutilsMath-0079

Un fil électrique rectiligne suivant l’axe z est parcouru d’un courant électrique Iez où I est une
constante. Soit p P R3. Le valeur du champ magnétique en p est donnée par

Bppq “ I ˆ d
}d}2 (95.188)
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où d est le vecteur qui relie le point p au fil.
(1) Faire un dessin de la situation ; indiquer le vecteur d.
(2) Calculer le la divergence et le rotationnel de B.

corrOutilsMath-0079

Correction of the exercise 544
Le dessin est sur la figure 95.6.

I
d
‚pr, θ, zq

Figure 95.6: La façon naturelle de décrire la situation sont les coordonnées cylindriques.LabelFigExoMagnetique

Écrire la situation en coordonnées cylindriques est relativement facile. D’abord le vecteur cou-
rant est Iez. Le vecteur d est un multiple de er parce que ce dernier est exactement fait pour pointer
vers l’axe vertical. En ce qui concerne le multiple à fixer, la longueur de d est r (par définition
de la coordonnées cylindrique r) et sa direction est du fil vers le point, c’est-à-dire dans la même
direction que er. Nous avons donc

d “ rer. (95.189)
Nous avons par conséquent

Bpr, θ, zq “ rer ˆ ez
r2 “ eθ

r
. (95.190)

N’oubliez pas de vérifier pourquoi erˆez “ eθ. Calculer la divergence et le rotationnel de ce champ
se fait en utilisant les formules (24.123) et (24.136) en posant Br “ 0, Bθ “ ´1

r et Bz “ 0. Nous
trouvons

∇ ·B “ 0
∇ˆB “ 0.

(95.191)

Remarque 95.3.
La divergence d’un champ magnétique est toujours nulle. Le fait que le rotationnel soit nul par
contre est juste une propriété du cas particulier que nous regardons ici.

Exercise 545 exoOutilsMath-0080

Soit le champ de vecteurs donné en coordonnées polaires suivant :

F pr, θq “ r sinpθqer ` 2eθ. (95.192)

Exprimer ce champ en coordonnées cartésiennes. corrOutilsMath-0080

Correction of the exercise 545
La difficulté est d’exprimer les vecteurs de la base locale ter, eθu en termes des vecteurs de la

base cartésienne tex, eyu. Nous savons que les vecteurs de la base locale des coordonnées polaires
sont donnés par

"
er “ cospθqex ` sinpθqey (95.193a)
eθ “ ´ sinpθqex ` cospθqey. (95.193b)

En utilisant les formules x “ r cospθq et y “ r sinpθq, nous avons immédiatement

cospθq “ x

r
“ xa

x2 ` y2
(95.194)
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et
sinpθq “ y

r
“ ya

x2 ` y2
. (95.195)

Par conséquent
$
’’&
’’%

er “ 1a
x2 ` y2

pxex ` yeyq (95.196a)

eθ “ 1a
x2 ` y2

p´yex ` xeyq. (95.196b)

En remplaçant cela dans la formule de F ,

F px, yq “ yer ` 2eθ

“ ya
x2 ` y2

pxex ` yeyq ` 2 1a
x2 ` y2

p´yex ` xeyq

“ 1a
x2 ` y2

`pyx´ 2yqex ` py2 ` 2xqey
˘
.

(95.197)

Exercise 546 exoOutilsMath-0081

Soit la fonction
fpx, y, zq “ z

x2 ` y2 . (95.198)

(1) Écrire cette fonction en coordonnées cylindriques.
(2) Calculer le gradient de f .
(3) Si G est le gradient de f , que vaut ∇ˆG ?

corrOutilsMath-0081

Correction of the exercise 546
Le passage en cylindriques se fait en remplaçant x2 ` y2 par r :

f̃pr, θ, zq “ z

r
. (95.199)

Le gradient est alors donné par
∇f̃ “ ´z

r
er ` 1

r
ez. (95.200)

Le rotationnel de ce gradient est nul parce que le rotationnel d’un gradient est toujours nul.
Exercise 547 exoOutilsMath-0082

Trouver les fonctions harmoniques radiales. C’est-à-dire les fonctions f ne dépendant que de
ρ et telles que ∆f “ 0. corrOutilsMath-0082

Correction of the exercise 547
Étant donné que f ne dépend que de ρ, la formule (24.130) du laplacien se réduit à

∆f “ 1
ρ2 sin θ

B
Bρ

ˆ
ρ2 sin θBfBρ

˙
. (95.201)

Demander que cela soit nul revient à poser l’équation

2BfBρ ` ρ
B2f

Bρ2 “ 0. (95.202)

Histoire de retomber sur des notations habituelles, nous cherchons une fonction fpxq telle que
2f 1pxq ` xf2pxq “ 0. Nous posons d’abord gpxq “ f 1pxq. L’équation pour g est

2gpxq ` xg1pxq “ 0, (95.203)
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c’est-à-dire
g1

f
“ ´2

x
. (95.204)

En intégrant des deux côtés,
ln
`
gpxq˘ “ ´2 lnpxq ` C. (95.205)

Les fonctions g qui satisfont l’équation sont donc

gpxq “ Kx´2. (95.206)

Étant donné que g “ f 1, une intégration donne

fpxq “ ´K
x
` C, (95.207)

et donc les fonctions harmoniques radiales sont les fonctions de la forme

fpρq “ ´K
ρ
` C. (95.208)

Exercise 548 exoOutilsMath-0083

Un vent se dirige vers le sud, mais la force de Coriolis le détourne un peu vers l’est. En termes
de coordonnées sphériques sur la Terre (de rayon R), le vent est donné par

upρ, θ, φq “ sinpφqeθ ` eφ. (95.209)

(1) Calculer ∇ ·u et ∇ˆ u.
(2) Est-ce qu’il existe une fonction ppρ, θ, φq telle que u “ ∇p ?

corrOutilsMath-0083

Correction of the exercise 548
Nous avons Fρ “ 0, Fθ “ sinpφq et Fφ “ 1. Par conséquent,

∇ ·u “ 1
ρ2 sinpθq

ˆ B
Bθ pρ sin θ sinφq ` B

Bφpρq
˙

“ sinφ cos θ
R sin θ .

(95.210)

Notez qu’on a le droit de remplacer ρ par R après avoir fait les dérivées.
Pour le rotationnel,

∇ˆ u “ 1
R sin θ pcos θ ´ cosφqeρ ` 1

R
eθ ` sinφ

R
eφ. (95.211)

Étant donné que le rotationnel de u n’est pas nul, il n’existe pas de fonction dont le gradient est
u.

Exercise 549 exoOutilsMath-0084

Soit le champ de vecteurs

F px, y, zq “ 1
x2 ` y2

¨
˝
´y
x
4

˛
‚. (95.212)

(1) Écrire F en coordonnées cylindriques.
(2) Donner la divergence de F .

corrOutilsMath-0084

Correction of the exercise 549
En coordonnées cartésiennes le champ donné est

F px, y, zq “ 1
r2 p´yex ` xey ` 4ezq. (95.213)
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Étant donné que nous avons vu que eθ “ 1
r p´yex ` xeyq, nous avons

F pr, θ, zq “ 1
r2 preθ ` 4ezq. (95.214)

Nous avons donc Fr “ 0, Fθ “ 1{r et Fz “ 4{r2. En utilisant la formule nous trouvons

∇ ·F “ 0. (95.215)

Cela est logique étant donné que ce champ de vecteurs décrit un mouvement qui est la superposition
d’un écoulement à vitesse constante le long de l’axe z et d’une rotation autour de cet axe. Les
écoulements à vitesse constante et les rotations sont des mouvements de fluides incompressibles.

Exercise 550 exoOutilsMath-0085

(1) Exprimer, en coordonnées polaires dans le plan, l’équation d’une demi-droite partant de
l’origine.

(2) Exprimer, en coordonnées sphériques de l’espace R3, les équations d’une demi-droite de R3

passant par l’origine, puis l’équation d’une droite passant par l’origine.
(3) Équations d’une droite passant par l’origine en coordonnées cartésiennes ?

corrOutilsMath-0085

Correction of the exercise 550
<+CorrOutilsMath-0085+>
Exercise 551 exoOutilsMath-0086

On pose, pour tout px, yq P R2, fpx, yq “ sinpxyq ` cospx2 ` y4q.
(1) Écrire les deux dérivées partielles Bf

Bx px, yq et Bf
By px, yq au point px, yq P R2.

(2) Écrire le gradient ∇fp0,0q de la fonction f au point p0, 0q.
(3) Écrire l’équation (cartésienne) du plan tangent au graphe de f au point p0, 0, 1q.

corrOutilsMath-0086

Correction of the exercise 551
<+CorrOutilsMath-0086+>
Exercise 552 exoOutilsMath-0087

On pose, pour tout px, y, zq P R3, fpx, y, zq “ xy`exy sinpyzq. Calculer la dérivée directionnelle
de f au point p0, 0, 0q dans la direction du vecteur U0 “ p1{?3, 1{?3, 1{?3q, puis du vecteur
U1 “ p0, 0, 1q. corrOutilsMath-0087

Correction of the exercise 552
<+CorrOutilsMath-0087+>
Exercise 553 exoOutilsMath-0088

Soit la fonction fpx, yq “ x sin
`
y lnp2xq˘.

(1) Donner l’équation du plan tangent au graphe de f au point pe, 0q.
(2) Donner trois points distincts situés dans ce plan.

Note : vous remarquerez avec étonnement que la dérivée de la fonction x ÞÑ lnpaxq ne dépend
pas de a ! corrOutilsMath-0088

Correction of the exercise 553
Les dérivées partielles de f se calculent :

Bf
Bx “ y cos

`
y lnp2xq˘` sin

`
y lnp2xq˘

Bf
By “ x lnp2xq cos

`
y lnp2xq˘.

(95.216)
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Au point pe, 0q nous avons
Bf
Bx pe, 0q “ 0
Bf
By pe, 0q “ e lnp2eq.

(95.217)

Le plan a donc pour équation
Tpe,0qpx, yq “ ye lnp2eq (95.218)

parce que fpe, 0q “ 0.
Pour trouver trois points dans ce plan, il suffit d’écrire

`
x, y, Tpe,0qpx, yq

˘
pour n’importe quel

choix de x et y. Par exemple p0, 0, 0q, p0, 1, e lnp2eqq et p1, 0, 0q.
Exercise 554 exoOutilsMath-0089

Calculer Bf
Bupa, b, cq où fpx, y, zq “ xy`sinpzq et u est la direction donnée par le vecteur p1, 1, 2q.

Ici a et b sont deux réels quelconques. corrOutilsMath-0089

Correction of the exercise 554
Les dérivées partielles de f sont Bf

Bx “ y, Bf
By “ x et Bf

Bz “ cospzq.
Attention : lorsqu’on cherche une dérivée directionnelle, il faut s’assurer que le vecteur « direc-

tion » soit de norme 1. Ici nous devons donc considérer u “ p1, 1, 2q{?6. Le calcul est donc

1?
6

¨
˝

1
1
2

˛
‚·

¨
˝

b
a

cospcq

˛
‚“ 1?

6
`
b` a` 2 cospcq˘. (95.219)

Exercise 555 exoOutilsMath-0090

Soit
fpx, y, zq “ z

x2 ` y2 . (95.220)

(1) Calculer ∇fpa, b, cq· v si v “ p1, 2,´3q.
(2) Donner dfpa,b,cqpvq.
(3) Calculer la circulation du champ de vecteurs ∇f le long du cercle σptq “ `

2 cosptq, 5, 2 sinptq˘
avec t P r0, 2πs.

corrOutilsMath-0090

Correction of the exercise 555
Les dérivées partielles sont données par

Bf
Bx “

´2xz
px2 ` y2q2 ,

Bf
By “

´2yz
px2 ` y2q2 ,

Bf
Bz “

1
x2 ` y2 . (95.221)

Nous avons donc

∇fpa, b, cq “

¨
˚̋

´2ac
pa2`b2q2

´2bc
pa2`b2q2

1
a2`b2

˛
‹‚ (95.222)

et le produit scalaire avec p1, 2,´3q est alors

∇fpa, b, cq·

¨
˝

1
2
´3

˛
‚“ ´2ac

pa2 ` b2q2 ` 2 ´2bc
pa2 ` b2q2 ´ 3 1

a2 ` b2 . (95.223)

La valeur de dfpa,b,cqpvq est exactement la même.
La circulation de ∇f le long d’un chemin σ : ra, bs Ñ R3 est donnée par f

`
σpbq˘´ f`σpaq˘. Ici

nous avons donc ż

σ
∇f “ f

`
σp2πq˘´ f`σp0q˘ “ 0. (95.224)

La circulation d’un champ de vecteur conservatif le long d’un chemin fermé est toujours nulle.
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Exercise 556 exoOutilsMath-0091

Soit le champ de vecteurs

F px, y, zq “
¨
˝

sinpyzq
xz cospyzq
xy cospyzq

˛
‚. (95.225)

(1) Calculer la circulation de ce champ de vecteurs le long du segment de droite qui joint le point
p0, 0, 0q et le point p4, 1, 0q.

(2) Donner le champ de vecteurs ∇ˆ F .
(3) Calculer le nombre p∇ ·F q` 1?

3 , π,
1
4
˘
.

corrOutilsMath-0091

Correction of the exercise 556
Ici, il était possible de remarquer que le champ de vecteur proposé dérivait du potentiel

V px, y, zq “ x sinpyzq. En remarquant cela, la réponse à la première question est V p4, 1, 0q ´
V p0, 0, 0q “ 0´ 0 “ 0. Le rotationnel est également automatiquement nul.

Si on ne remarque pas que le champ dérive d’un potentiel, il faut un peu plus travailler.

(1) Le chemin est σptq “ p4t, t, 0q, et la dérivée vaut σ1ptq “ p4, 1, 0q. Nous avons aussi

F
`
σptq˘ “

¨
˝

0
0

4t2

˛
‚. (95.226)

Nous avons donc
F
`
σptq˘·σ1ptq “ 0 (95.227)

et l’intégrale est donc nulle.
(2) Le rotationnel est donné par le déterminant

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
Bx By Bz

sinpyzq xz cospyzq xy cospyzq

∣∣∣∣∣∣∣ . (95.228)

En calculant les dérivées, on remarque que tout s’annule.
(3) En ce qui concerne la divergence,

∇ ·F “ ´xz2 sinpyzq ´ xy2 sinpyzq, (95.229)

et par conséquent

p∇ ·F q` 1?
3
, π,

1
4
˘ “ ´1

2

c
2
3

ˆ
1
16 ` π

2
˙
. (95.230)

Note. Pour calculer la divergence à l’aide de Sage, on peut faire comme ceci :

sage: var(’x,y,z’)
(x, y, z)
sage: fx=sin(y*z)
sage: fy=x*z*cos(y*z)
sage: fz=x*y*cos(y*z)
sage: expression=symbolic_expression(fx.diff(x)+fy.diff(y)+fz.diff(z))
sage: divergence=expression.function(x,y,z)
sage: divergence(1/sqrt(3),pi,1/4)
-1/6*pi^2*sqrt(2)*sqrt(3) - 1/96*sqrt(2)*sqrt(3)
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Exercise 557 exoOutilsMath-0092

Intégrer la fonction fpx, yq “ 1
x2`y2 sur la couronne de rayon interne R1 et de rayon externe

R2 corrOutilsMath-0092

Correction of the exercise 557
En coordonnées polaires, le domaine proposé est donné par θ : 0 Ñ 2π et r : R1 Ñ R2. La

fonction, elle, est donnée par fpr, θq “ 1
r2 . Donc l’intégrale est

I “
ż R2

R1

ż 2π

0

1
r2 r dθdr “ 2π

ż R2

R1

dr

r
“ 2π

`
lnpR2q ´ lnpR1q

˘
. (95.231)

Exercise 558 exoOutilsMath-0093

Soit T le domaine triangulaire déterminé par les points p1, 1q, p3, 1q et p1, 5q.
(1) Écrire ce domaine sous forme de domaine « vertical ».
(2) Écrire ce domaine sous forme de domaine « horizontal ».
(3) En calculer la surface en utilisant une intégrale double.
(4) En calculer la surface en calculant un déterminant.

corrOutilsMath-0093

Correction of the exercise 558
<+CorrOutilsMath-0093+>
Exercise 559 exoOutilsMath-0094

Calculer
I “

ż

B
epx2`y2`z2q3{2

dxdydz (95.232)

où B est la boule unité de R3 centrée à l’origine. corrOutilsMath-0094

Correction of the exercise 559
Tant la forme de la fonction que celle du domaine d’intégration demandent de passer aux

coordonnées sphériques. Cédant à la pression, nous passons aux sphériques. Le domaine est donné
par

ρ : 0 Ñ 1
θ : 0 Ñ π

φ : 0 Ñ 2π.
(95.233)

La fonction quant à elle vaut
fpρ, θ, φq “ eρ

3
. (95.234)

Nous devons donc effectuer l’intégrale

I “
ż 2π

0
dφ

ż π

0
sinpθqdθ

ż 1

0
eρ

3
r2dρ “ 3π

3

ż 1

0
eρ

33ρ2dρ. (95.235)

Pour effectuer la dernière intégrale, nous faisons le changement de variable u “ ρ3, du “ 3ρ2dρ :

I “ 4π
3

ż 1

0
eudu “ 4π

3 pe´ 1q. (95.236)

Exercise 560 exoOutilsMath-0095

On considère la fonction

f : px, y, zq P R2 Ñ x2yz ` 2y2 sinpxyzq. (95.237)

(1) Calculer les dérivées partielles premières de f .
(2) Quelle est la différentielle de f au point p1, 1, πq ?
(3) Donner une approximation de fp1` 10´2, 1´ 10´3, π ` 10´4q.
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(4) Soit ÝÑF px, y, zq “ ∇fpx, y, zq le gradient de f au point px, y, zq. Que vaut la circulation de ÝÑF
le long d’une courbe d’extrémités p1, 2, πq et p1, 1, π2 q. corrOutilsMath-0095

Correction of the exercise 560
Les dérivées partielles de f sont :

Bf
Bx “ 2y3z cospxyzq ` 2xyz
Bf
By “ 2xy2z cospxyzq ` x2z ` 4y sinpxyzq
Bf
Bz “ 2xy3 cospxyzq ` x2y.

(95.238)

Nous avons donc
Bf
Bx p1, 1, πq “ 0, Bf

By p1, 1, πq “ ´π,
Bf
Bz p1, 1, πq “ ´1. (95.239)

La différentielle est donc donnée par

dfp1,1,πqpuq “ ´πu2 ´ u3. (95.240)

L’approximation est

fp1` 10´2, 1´ 10´3, π ` 10´4q » fp1, 1, πq ´ 10´3p´πq ` 10´4p´1q
“ πp1` 10´3q ´ 10´4.

(95.241)

En ce qui qui concerne la circulation de ∇f , nous avons un potentiel (f) est donc pas de
problèmes :

ż

σ
∇f “ fp1, 1, π2 q ´ fp1, 2, πq “

π

2 ` 2´
ˆ
´3π

2 ` 2
˙
“ ´3π

2 ` 2. (95.242)

Les calculs peuvent être faits avec Sage :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y,z)=x**2*y*z+2*y**2*sin(x*y*z)
sage: f.diff(x)
(x, y, z) |--> 2*y^3*z*cos(x*y*z) + 2*x*y*z
sage: f.diff(y)
(x, y, z) |--> 2*x*y^2*z*cos(x*y*z) + x^2*z + 4*y*sin(x*y*z)
sage: f.diff(z)
(x, y, z) |--> 2*x*y^3*cos(x*y*z) + x^2*y
sage: f.diff(x)(1,1,pi)
0
sage: f.diff(x)(x=1,y=1,z=pi)
0
sage: f.diff(x)
sage: f.diff(y)(x=1,y=1,z=pi)
-pi
sage: f.diff(z)(x=1,y=1,z=pi)
-1
sage: f(1,1,pi)
pi
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sage: f(1,1,pi/2)
1/2*pi + 2
sage: f(1,2,pi)
2*pi
sage: f(1,1,pi/2)-f(1,2,pi)
-3/2*pi + 2

Notez les deux possibilités pour calculer Bxfpa, b, cq. On peut écrire f.diff(x)(a,b,c) ou bien
f.diff(x)(x=a,y=b,z=c).

Exercise 561 exoOutilsMath-0096

On considère le champ de vecteurs de classe C1 sur R2ztp0, 0qu

F px, yq “
ˆ

u

x2 ` y2 ,
´x

x2 ` y2

˙
. (95.243)

(1) Calculer le rotationnel de F .
(2) Soit σ : t P r0, 2πs Ñ `

cosptq, sinptq˘ le cercle unité parcouru une fois dans le sens direct.
Calculer la circulation de F le long de σ.

(3) Le champ F peut-il dériver d’un potentiel scalaire sur R2ztp0, 0qu ?
corrOutilsMath-0096

Correction of the exercise 561

(1) Le rotationnel s’écrit

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz
y

x2`y2
´x

x2`y2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “
ˆBFy
Bx ´ BFxBy

˙
ez. (95.244)

En ce qui concerne les dérivées partielles, nous avons

BFy
Bx “ x2 ´ y2

px2 ` y2q2
BFx
By “ x2 ´ y2

px2 ` y2q2 ,
(95.245)

et par conséquent ∇ˆ F “ 0.
(2) Nous avons

F
`
σptq˘ “ F

`
cosptq, sinptq, 0˘ “

¨
˝

sinptq
´ cosptq

0

˛
‚, (95.246)

et

σ1ptq “
¨
˝
´ sinptq
cosptq

0

˛
‚. (95.247)

Il faut donc intégrer ż

σ
F “

ż 2π

0
p´1qdt “ ´2π. (95.248)

(3) Le fait que l’intégrale de F le long d’un chemin fermé ne soit pas nulle implique que le champ
ne dérive pas d’un potentiel. En effet, dès qu’un champ dérive d’un potentiel, son intégrale
sur un chemin fermé vaut zéro.

Exercise 562 exoOutilsMath-0097
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(1) Montrer que le champ de vecteurs sur R2

F px, yq “
ˆ

6xy ` 4x3y4

3x2 ` 4x4y3

˙
(95.249)

dérive d’un potentiel scalaire. Donner un tel potentiel.
(2) Quel est le rotationnel de F ?
(3) Montrer que le champ de vecteurs sur R2

F px, yq “
ˆ
y sinpxyq
´x sinpxyq

˙
(95.250)

n’est pas un champ de gradients, c’est-à-dire qu’il ne dérive pas d’un potentiel scalaire.
corrOutilsMath-0097

Correction of the exercise 562

(1) Le potentiel V px, y, zq doit vérifier les deux équations

BV
Bx “ 6xy ` 4x3y4

BV
By “ 3x2 ` 4x4y3.

(95.251)

Il est facile de voir que la fonction V px, y, zq “ 3x2y` x4y4 satisfait à ces deux équations en
même temps.

(2) Étant donné que le champ dérive d’un potentiel, son rotationnel est nul :

∇ˆ F “ ∇ˆ p∇V q “ 0. (95.252)

(3) Le rotationnel du champ proposé est donné par

∇ˆ F “
¨
˝

ex ey ez
Bx By By

y sinpxyq ´x sinpxyq 0

˛
‚“ ´2xy cospxyq ` 2 sinpxyq. (95.253)

(4) Le fait que le rotationnel de F soit nul implique que F ne peut pas être un champ de gradients.

Exercise 563 exoOutilsMath-0098

Soit la courbe paramétrée de R2

σ : r0, π{2s Ñ R2

σptq “
ˆ

cos3ptq
sin3ptq

˙
.

(95.254)

(1) Montrer que }σ1ptq} “ 3 sinptq cosptq
(2) Calculer la longueur de cette courbe.

corrOutilsMath-0098

Correction of the exercise 563
Nous avons d’abord

σ1ptq “
ˆ´3 cos2ptq sinptq

3 sin2ptq cosptq
˙
. (95.255)

Par conséquent,

}σ1ptq}2 “ 9 cos2ptq sin2ptq` cos2ptq ` sin2ptq˘ “ 9 cos2ptq sin2ptq. (95.256)
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En ce qui concerne la longueur,

lpσq “
ż π{2

0
3 sinptq cosptqdt. (95.257)

Cette intégrale se règle avec le changement de variables u “ sinptq, du “ cosptqdt. Lorsque t “ 0,
u “ 0 et lorsque t “ π{2, u “ 1. Par conséquent

lpσq “ 3
ż 1

0
udu “ 3

2 . (95.258)

Une autre façon de résoudre l’intégrale est d’écrire sinptq cosptq “ sinp2tq
2 . Nous nous retrouvons

alors avec
lpσq “ 3

2

ż π{2

0
sinp2tqdt. (95.259)

Une primitive de sinp2tq est facile à trouver : c’est ´ cosp2tq{2.
Une troisième façon de calculer

I “
ż π{2

0
cosptq sinptqdt (95.260)

est de faire par parties :
u “ cosptq u1 “ ´ sinptq
v1 “ sinptq v “ ´ cosptq. (95.261)

De la sorte,

I “ “´ cos2ptq‰π{2
0 ´

ż π{2

0
sinptq cosptqdt, (95.262)

c’est-à-dire I “ ´1´ I, et par conséquent I “ ´1{2.
Exercise 564 exoOutilsMath-0099

Nous considérons les points du plan A “ p1, 1q, B “ p2, 3q et C “ p5, 2q.
(1) Calculer les composantes des vecteurs ÝÝÑAB et ÝÑAC.
(2) Calculer l’aire du parallélogramme déterminé par ces deux vecteurs.

corrOutilsMath-0099

Correction of the exercise 564
Les coordonnées des vecteurs sont ÝÝÑAB “ p2, 3q ´ p1, 1q “ p1, 2q et ÝÑAC “ p5, 2q ´ p1, 1q “ p4, 1q.

L’aire du parallélogramme déterminé par deux vecteurs est la valeur absolue du déterminant formé
par les deux vecteurs : ∣∣∣∣∣1 2

4 1

∣∣∣∣∣ “ 1´ 8 “ ´7. (95.263)

La surface demandée est donc 7.
Exercise 565 exoOutilsMath-0100

On pose pour tout x P s´1,8r, fpxq “ x lnpxq. Écrire l’équation (cartésienne) de la droite
tangente au graphe de la fonction f au point px0, y0q “ p1, ln 2q. corrOutilsMath-0100

Correction of the exercise 565
<+CorrOutilsMath-0100+>
Exercise 566 exoOutilsMath-0101

Calculer l’intégrale de la fonction fpx, yq “ xy2 sur les domaines suivants :
(1) D “ tpx, yq P R2 tel que 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1u ;
(2) D “ tpx, yq P R2 tel que x ě 0, y ě 0, x` y ď 1u ;
(3) D “ tpx, yq P R2 tel que 0 ď x ď 1, 0 ď y ď x2u.
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corrOutilsMath-0101

Correction of the exercise 566
(1) Les bornes sont

"
x : 0 Ñ 1 (95.264a)
y : 0 Ñ 1 (95.264b)

et l’intégrale est ż 1

0

ż 1

0
xy2dxdy “

ż 1

0
y2

„
x2

2

ȷ1

0
dy “

ż 1

0

y2

2 “ 1
6 . (95.265)

(2) Cette fois les bornes sont
"
x : 0 Ñ 1 (95.266a)
y : 0 Ñ 1´ x, (95.266b)

et l’intégrale à calculer est ż 1

0

ż 1´x

0
xy2 dy dx. (95.267)

L’intégrale sur y est ż 1´x

0
xy2dy “ x

„
y3

3

ȷ1´x

0
“ x

3 p1´ xq
3. (95.268)

L’intégrale sur x restante à faire est alors
ż 1

0

x

3 p1´ xq
3 “ 1

60 . (95.269)

(3) Les bornes sont
"
x : 0 Ñ 1 (95.270a)
y : 0 Ñ x2, (95.270b)

et l’intégrale est ż 1

0

ż x2

0
xy2 dydx “ 1

3

ż 1

0
x7dx “ 1

24 . (95.271)

Vérification :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x*y**2
sage: f.integrate(y,0,x**2).integrate(x,0,1)
(x, y) |--> 1/24

Exercise 567 exoOutilsMath-0102

Calculer l’intégrale de f sur le domaine D dans les cas suivants :
(1) fpx, yq “ x, D “ tpx, yq P R2 tel que y ě 0, x´ y ě 0, x` 2y ´ 4 ď 0u ;
(2) fpx, yq “ x` y, D “ tpx, yq P R2 tel que 0 ď x ď 1, x2 ď y ď xu ;
(3) fpx, yq “ cospxyq, D “ tpx, yq P R2 tel que 1 ď x ď 2, 0 ď xy ď π

2 u ;
(4) fpx, yq “ xy, D “ tpx, yq P R2 tel que x ě 0, y ě 0, xy ` x` y ď 1u ;
(5) fpx, yq “ 1{px` yq3, D “ tpx, yq P R2 tel que 1 ď x ď 3, y ě 2, x` y ď 5u.
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corrOutilsMath-0102

Correction of the exercise 567
(1) Pour cet exercice, vous devriez faire un petit dessin. Le domaine d’intégration est le triangle

de sommets p0, 0q, p4
3 ,

4
3 , p4, 0q. Nous le décomposons en deux parties. Celle de gauche est

$
&
%
x : 0 Ñ 4

3 (95.272a)

y : 0 Ñ x. (95.272b)

et celle de droite est
$
’&
’%

x : 4
3 Ñ 4 (95.273a)

y : 0 Ñ 2´ x

2 . (95.273b)

L’intégrale à calculer est donc
ż 4{3

0

ż x

0
x dydx`

ż 4

4{3

ż 2´x{2

0
x dydx “ 64

81 `
320
81 “ 128

27 . (95.274)

sage: f(x,y)=x
sage: f.integrate(y,0,x).integrate(x,0,4/3)
(x, y) |--> 64/81
sage: f.integrate(y,0,2-x/2).integrate(x,4/3,4)
(x, y) |--> 320/81
sage: 64/81+320/81
128/27

Exercise 568 exoOutilsMath-0103

Soit le domaine

D “ tpx, yq P R2 tel que ´ 1 ď x ď 1, x2 ď y ď 4´ x3u. (95.275)

Calculer l’aire de D. corrOutilsMath-0103

Correction of the exercise 568
<+CorrOutilsMath-0103+>
Exercise 569 exoOutilsMath-0104

On pose D “ tpx, yq P R2 tel que 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, x2 ` y2 ě 1u. Calculer
ĳ

D

xy

1` x2 ` y2dxdy. (95.276)

corrOutilsMath-0104

Correction of the exercise 569
<+CorrOutilsMath-0104+>
Exercise 570 exoOutilsMath-0105

Calculer l’intégrale double ĳ

D

1
1` x2 ` y2dxdy (95.277)

où D “ tpx, yq P R2 tel que 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, x2 ` y2 ď 1u. corrOutilsMath-0105

Correction of the exercise 570
<+CorrOutilsMath-0105+>
Exercise 571 exoOutilsMath-0106

Soit D “ tpx, yq P R2 tel que x2 ` y2 ´ 2x ď 0u.
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(1) Montrer que D est un disque. Préciser le centre et le rayon.
(2) Calculer

ť
D

a
x2 ` y2dxdy.

corrOutilsMath-0106

Correction of the exercise 571
<+CorrOutilsMath-0106+>
Exercise 572 exoOutilsMath-0107

Calculer l’intégrale double
ť
D fpx, yqdxdy dans les cas suivants :

(1) D “ tpx, yq P R2 tel que x ě 0, y ě 0, 1 ď x2 ` y2 ď 4u et

fpx, yq “ xy

x2 ` y2 . (95.278)

(2) D “ tpx, yq P R2 tel que x ě 0, 1 ď x2 ` y2 ď 2yu et

fpx, yq “
a
x2 ` y2. (95.279)

corrOutilsMath-0107

Correction of the exercise 572
<+CorrOutilsMath-0107+>
Exercise 573 exoOutilsMath-0108

Soit la fonction, donnée en coordonnées polaires, fpr, θq “ θ. Intégrer cette fonction sur le
cercle de rayon R. corrOutilsMath-0108

Correction of the exercise 573
Le chemin sur lequel on intègre est σptq “ pR cosptq, R sinptqq. L’astuce à comprendre pour cet

exercice est que
f
`
σptq˘ “ t, (95.280)

étant donné que t est l’angle correspondant au point
`
R cosptq, R sinptq˘. L’intégrale à calculer est

donc ż

σ
fdσ “

ż 2π

0
t}σ1ptq}dt “ R

ż 2π

0
t dt “ 2Rπ2. (95.281)

Exercise 574 exoOutilsMath-0109

Soit le champ de vecteurs

F px, yq “
ˆ
y cospxq
xy

˙
. (95.282)

Intégrer la fonction px, yq ÞÑ ∇ ·F px, y, zq sur le carré de sommets p0, 0q, p1, 0q, p1, 1q, p0, 1q.corrOutilsMath-0109

Correction of the exercise 574
La fonction à intégrer est fpx, yq “ ∇ ·F px, yq “ ´y sinpxq ` x, et le domaine d’intégration

est r0, 1s ˆ r0, 1s, c’est-à-dire

I “
ż 1

0
dx

ż 1

0

`´ y sinpxq ` x˘dy “
ż 1

0

`
x´ sinpxq

2
˘
dx “ cosp1q

2 . (95.283)

Exercise 575 exoOutilsMath-0110

Calculer le flux du champ de vecteurs

F px, y, zq “ ex (95.284)

au travers du cylindre de rayon R et de hauteur h autour de l’axe z.
Même question si le cylindre est autour de l’axe x.
Remarque : ces cylindres sont considérés avec leur « couvercles ». corrOutilsMath-0110
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Correction of the exercise 575
Un paramétrage du cylindre autour de l’axe z est

ϕpθ, zq “
¨
˝
R cos θ
R sin θ
z

˛
‚. (95.285)

Les vecteurs tangents sont

Tθ “
¨
˝
´R sin θ
R cos θ

0

˛
‚, Tz “

¨
˝

0
0
1

˛
‚. (95.286)

Le vecteur normal est donc

Tθ ˆ Tz “ R cospθqex `R sinpθqey. (95.287)

C’est un vecteur dirigé vers l’extérieur.
Le champ de vecteurs considéré est constant : F pθ, zq “ ex. Nous avons donc

F pθ, zq· pTθ ˆ Tzq “ R cospθq (95.288)

et le flux vaut
Φ “

ż 2π

0
dθ

ż h

0
R cospθqdz “ 0. (95.289)

En ce qui concerne les couvercles haut au bas, ils sont paramétrés par

ϕ1pr, θq “
¨
˝
R cospθq
R sinpθq

h

˛
‚, ϕ2pr, θq “

¨
˝
R cospθq
R sinpθq

0

˛
‚. (95.290)

Les vecteurs normaux correspondants sont dans la direction de ez, de façon que le produit scalaire
avec F pr, θq soit nul. Le flux total est donc nul.

Regardons maintenant le cylindre le long de l’axe x. Un paramétrage est

ϕpθ, xq “
¨
˝

x
R cospθq
R sinpθq

˛
‚, (95.291)

et le vecteurs tangents sont

Tθ “
¨
˝

0
´R sin θ
R cos θ

˛
‚, Tx “

¨
˝

1
0
0

˛
‚. (95.292)

Le vecteur normal est alors donné par

Tθ ˆ Tx “ R cospθqey `R sinpθqez. (95.293)

Nous avons par conséquent F pθ, xq· pTθ ˆ Txq “ 0. Pas de flux par le côté du cylindre.
Regardons les « couvercles ». Le premier est donné par le paramétrage

ϕ1pr, θq “
¨
˝

0
r cospθq
r sinpθq

˛
‚. (95.294)

Le vecteur normal serait Tr ˆ Tθ “ rex, et le flux

Φ “
ż 2π

0
dθ

ż R

0
r dr “ πR2. (95.295)
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Le second couvercle est donné par

ϕ2pr, θq “
¨
˝

h
r cospθq
r sinpθq

˛
‚. (95.296)

Le vecteur normal est encore rex, et le flux est à nouveau πR2.
Le flux total serait donc 2πR2.
Cela n’est pas possible parce que tous les vecteurs qui « rentrent » d’un côté doivent « sortir »

de l’autre côté. L’erreur est le le premier vecteur normal est un vecteur qui pointe vers l’intérieur
du cylindre, tandis que le second pointe vers l’extérieur. Si nous choisissons, par convention, de
prendre uniquement les vecteurs extérieurs, il faut changer le vecteur normal du premier couvercle
en ´rex. Le premier flux vaudra donc

´πR2, (95.297)

de telle sorte que le flux total sera nul.
Exercise 576 exoOutilsMath-0111

Soit le champ de vecteurs
F px, y, zq “ 1

|x|ex. (95.298)

Calculer son flux au travers du cube de côté 2 dont le point le plus proche de l’origine est p1, 1, 1q.corrOutilsMath-0111

Correction of the exercise 576
Seules les deux faces x “ 1 et x “ 3 sont perpendiculaires au champ de vecteurs donné. Les

quatre autres faces sont parallèles et donc de flux nul.
La première face prend le paramétrage

ϕ1py, zq “
¨
˝

1
y
z

˛
‚ (95.299)

avec pu, zq P r1, 3sˆr1, 3s. Le vecteur normal est ex, mais comme nous voulons suivre la convention
de prendre des vecteurs normaux extérieurs, nous prenons ´ex. Nous avons aussi F

`
ϕ1py, zq

˘ “ ex,
donc

Φ1 “
ż 3

1
dy

ż 3

1
ex · p´exqdz “ ´4. (95.300)

La seconde face est donnée par

ϕ2py, zq “
¨
˝

3
y
z

˛
‚. (95.301)

Le vecteur normal est ex, et il pointe vers l’extérieur. Nous avons F
`
ϕ2py, zq

˘ “ 1
3ex, et donc le

second flux est
Phi2 “

ż 3

1
dy

ż 3

1

1
3ex · pexq “ 4

3 . (95.302)

Le flux total au travers du cube est donné par la somme :

Φ “ ´4` 4
3 “ ´

8
3 . (95.303)

Exercise 577 exoOutilsMath-0112

Soit α P r0, 2πs et a P R`, et le champ de vecteurs

F px, y, zq “ a cospαqex ` a sinpαqey. (95.304)

Calculer le flux de F au travers du carré centré à l’origine, dans le plan x “ 0 et de côté 2c.corrOutilsMath-0112
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Correction of the exercise 577
Le carré a pour paramétrage

ϕpy, zq “
¨
˝

0
y
z

˛
‚ (95.305)

avec y, z : ´ cÑ c. Le vecteur normal est ex. Nous avons donc comme produit scalaire :

F
`
ϕpy, zq˘· ex “ a cospαq, (95.306)

et par conséquent un flux

Φ “
ż c

´c
dy

ż c

´c
dza cospαq “ 4c2a cospαq. (95.307)

Exercise 578 exoOutilsMath-0113

Intégrer la fonction fpx, y, zq “ |z| sur l’ellipsoïde (pleine)

x2

4 ` y2

16 `
z2

36 ď 9. (95.308)

Le paramétrage « recommandée » est

ϕpρ, θ, φq “
¨
˝

2ρ sinpθq cospφq
4ρ sinpθq sinpφq

6ρ cospθq

˛
‚. (95.309)

Ensuite, refaire tous les calculs qu’on a fait pour les coordonnées sphériques. corrOutilsMath-0113

Correction of the exercise 578
Dans le paramétrage recommandée,

ϕpρ, θ, φq “
¨
˝

2ρ sinpθq cospφq
4ρ sinpθq sinpφq

6ρ cospθq

˛
‚, (95.310)

les paramètres ont comme domaines :
ρ : 0 Ñ 3
θ : 0 Ñ π

φ : 0 Ñ 2π.
(95.311)

Les vecteurs tangents sont :

Tρ “
¨
˝

2 sin θ cosφ
4 sin θ sinφ

6 cos θ

˛
‚,

Tθ “
¨
˝

2ρ cos θ cosφ
4ρ cos θ sinφ
´6ρ sin θ

˛
‚,

Tφ “
¨
˝
´2ρ sin θ sinφ
4ρ sin θ cosφ

0

˛
‚.

(95.312)

Ici il est question d’intégrer sur un volume. L’élément de volume se crée avec le produit mixte. Un
calcul (le faire 1 ! !) utilisant la formule (11.94) donne

Tρ · pTθ ˆ Tφq “ 2 · 4 · 6 · ρ2 sinpθq “ 48ρ2 sinpθq. (95.313)

1. Oui, vraiment, fais le.
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Ça, c’est pour le paramétrage de notre volume.
La fonction à intégrer est

f
`
ϕpρ, θ, φq˘ “ |6ρ cospθq|. (95.314)

Étant donné que ρ est toujours positif, nous pouvons retirer la valeur absolue de ρ. Par contre
sur l’intervalle d’intégration, cospθq change de signe. Il faudra donc y penser. Quoi qu’il en soit,
l’intégrale à effectuer est

ż

V
f “

ż 3

0
dρ

ż π

0
dθ

ż 2π

0
dφ 48 · 6 · ρ| cospθq|· ρ2 sinpθq

“ 6 · 48 · 2π
ż 3

0
ρ3dρ

ż π

0
sinpθq| cospθq|.

(95.315)

L’intégrale sur ρ vaut 81
4 . Celle sur θ se coupe en deux :

ż π{2

0
sinpθq cospθq ´

ż π

π{2
sinpθq cospθq “ 1. (95.316)

Au final, l’intégrale vaut
6 · 2 · 48 · 81π

4 “ 11664π. (95.317)

Exercise 579 exoOutilsMath-0114

Donner un paramétrage ϕ : r0, 2πs ˆR Ñ R3 du cylindre (creux) infini de rayon 2 autour de
l’axe x. En déduire l’équation du plan tangent à ce cylindre au point p´1, 1,´?3q. corrOutilsMath-0114

Correction of the exercise 579
Un paramétrage du cylindre situé autour de l’axe x est donné par une adaptation des coordon-

nées cylindriques :

ϕpx, θq “
¨
˝

x
2 cos θ
2 sin θ

˛
‚. (95.318)

Pour trouver le plan tangent, la meilleur façon est souvent de trouver deux vecteurs tangents,
et d’en déduire un vecteur normal en prenant le produit vectoriel. Les vecteurs tangents à le
paramétrage sont

Tθ “
¨
˝

0
´2 sin θ
2 cos θ

˛
‚, Tx “

¨
˝

1
0
0

˛
‚. (95.319)

Afin de savoir quels sont les vecteurs tangents au point demandé, il faut trouver à quels x et θ
correspond le point p´1, 1,´?3q. Manifestement, x “ ´1. En ce qui concerne θ, nous avons

2 cos θ “ 1
2 sin θ “ ´?3.

(95.320)

Cela fait θ “ ´π{3. Les vecteurs tangents (et donc les générateurs du plan tangent) sont alors

Tθp´1,´π3 q “
¨
˝

0?
3

1

˛
‚, Txp´1,´π3 q “

¨
˝

1
0
0

˛
‚. (95.321)

Un vecteur normal au cylindre au point ϕp´1,´π{3q est donné par∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
0

?
3 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ ey ´
?

3ez “
¨
˝

0
1

´?3

˛
‚. (95.322)
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L’équation du plan tangent est donc de la forme

y ´?3z ` d “ 0 (95.323)

pour un certain d à fixer. Nous le fixons en imposant que ce plan passe par le point p´1, 1,´?3q.
Nous demandons donc que

1´?3p´?3q ` d “ 0, (95.324)

ce qui fait d “ ´4. Le plan est donc

y ´?3z ´ 4 “ 0. (95.325)

Exercise 580 exoOutilsMath-0115

Soit la région D Ă R2 paramétrée par

ϕ : r0, πs ˆ r1, 2s Ñ R2

px, hq ÞÑ
ˆ

x
sinpxq ` h

˙
.

(95.326)

Dessiner le domaine et calculer ż

D
fpx, yqdS (95.327)

où fpx, yq “ y cospxq. corrOutilsMath-0115

Correction of the exercise 580
En ce qui concerne le domaine, pour chaque x, la coordonnée y varie de sinpxq` 1 à sinpxq` 2.

Le domaine est donc celui de la figure 95.7.

1 2 3

1

2

3

Figure 95.7: Le domaine d’intégration LabelFigExSinLarge

La formule d’intégrale à utiliser est
ż

D
f dS “

ż π

0

ż 2

1
f̃px, hq}Tx ˆ Th} dh dx (95.328)

où Tx “ p1, cospxqq et Th “ p0, 1q. Nous avons donc Tx ˆ Th “ ez et par conséquent }Tx ˆ Th} “ 1.
En ce qui concerne la fonction, nous devons exprimer fpx, yq “ y cospxq en termes de x et y.

Le changement de variables px, yq Ñ px, hq est donné par
"
x “ x (95.329a)
y “ sinpxq ` h, (95.329b)

par conséquent
f̃px, hq “ `

sinpxq ` h˘ cospxq. (95.330)

Nous restons donc avec l’intégrale
ż

D
f dS “

ż π

0

ż 2

1

`
sinpxq ` h˘ cospxq dh dx (95.331)
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à calculer. Cette intégrale est nulle parce que la fonction de x à intégrer est antisymétrique par
rapport à π{2. Si on ne voit pas cela, il y a moyen de calculer l’intégrale en suivant les mêmes pas
que ceux décrits dans la correction de l’exercice 563.

Exercise 581 exoOutilsMath-0116

Soit le volume V Ă R3 donné par le paramétrage

ϕpr, θ, zq “
¨
˝
R
h zr cospθq
R
h zr sinpθq

z

˛
‚ (95.332)

où R et h sont des constantes positives et les domaines de variations des variables sont r P r0, 1s,
θ P r0, 2πs, z P r0, hs.

Décrire le domaine et en calculer le volume. corrOutilsMath-0116

Correction of the exercise 581
Des trois variables r, θ et z, la plus facile à comprendre est z. Cette variables correspond au

z usuel. Le problème revient donc à comprendre quelle forme géométrique nous avons à chaque
hauteur z. Pour chaque z et r, nous avons un cercle de rayon

R

h
zr (95.333)

situé à la hauteur z. Lorsque r varie de 0 à 1, ce rayon varie de 0 à R
h z. Notre volume V consiste

donc en un disque plein de rayon Rz{h à chaque hauteur. Lorsque z “ 0, ce rayon est 0 et lorsque
z “ h, ce rayon devient R. Nous avons donc un cône de hauteur h posé sur la pointe.

Le volume est donné par

V “
ż 1

0
dr

ż 2π

0
dθ

ż h

0
dz|Tz · pTr ˆ Tθq| (95.334)

où

Tr “ BϕBr “
¨
˝
R
h z cospθq
R
h z sinpθq

0

˛
‚

Tθ “ BϕBθ “
¨
˝
´R
h zr sinpθq

R
h zr cospθq

0

˛
‚

Tz “ BϕBz “
¨
˝
R
h r cospθq
R
h r sinpθq

1

˛
‚.

(95.335)

Le calcul donne

Tz · pTr ˆ Tθq “
∣∣∣∣∣∣∣
R
h z cos θ R

h z sin θ 0
´R
h zr sin θ R

h zr cos θ 0
R
h r cos θ R

h r sin θ 1

∣∣∣∣∣∣∣
“ R3

h3

∣∣∣∣∣∣∣
z cos θ z sin θ 0
´zr sin θ zr cos θ 0
r cos θ r sin θ h{R

∣∣∣∣∣∣∣
“ R2

h2
`
z2r cos2pθq ` z2r sin2pθq˘

“ R2

h2 z
2r.

(95.336)

L’intégrale qui donne le volume est au final :

V “
ż 1

0

ż 2π

0

ż h

0

R2

h2 z
2r dz dθ dr “ πR2h

3 . (95.337)
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Exercise 582 exoOutilsMath-0117

Intégrer la fonction fpx, y, zq “ |z| sur l’ellipsoïde (creuse)

x2

4 ` y2

16 `
z2

36 “ 9. (95.338)

À la différence de l’exercice 578, c’est ici une intégrale de surface. corrOutilsMath-0117

Correction of the exercise 582
Nous utilisons le paramétrage avec ρ “ 3, c’est-à-dire

ϕpθ, φq “
¨
˝

6 sinpθq cospφq
12 sinpθq sinpφq

18 cospθq

˛
‚ (95.339)

avec θ P r0, πs et φ P r0, 2πs. La fonction à intégrer est f
`
ϕpθ, φq˘ “ 18| cospθq|. Nous écrivons donc

ż

ϕ
f “ 18

ż π

0

ż 2π

0
| cospθq||Jϕ|dφdθ. (95.340)

Pour déterminer Jϕ nous calculons le produit vectoriel

Tθ ˆ Tφ “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
6 cospθq cospφq 12 cospθq sinpφq ´18 sinpθq
´6 sinpθq sinpφq 12 sinpθq cospφq 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ 216 sinpθq
¨
˝

sinpθq cospφq
sinpθq sinpφq

cospθq

˛
‚. (95.341)

Le jacobien est la norme de cela :

}Tθ ˆ Tφ} “ 216 sinpθq
b

sin2pθq cos2pφq ` sin2pφq sin2pθq ` cos2pθq (95.342a)
“ 216| sinpθq| (95.342b)
“ 216 sinpθq. (95.342c)

Notons que nous avons enlevé la valeur absolue parce que θ P r0, 2πs. L’intégrale à calculer est

I “ 18 · 216
ż π

0

ż 2π

0
| cospθq| sinpθqdφdθ. (95.343)

Nous n’enlevons pas la valeur absolue sur le cosinus parce que cospθq n’est pas de signe constant
sur θ P r0, πs. Nous devons donc couper l’intégrale en deux parties avant d’intégrer. Le gros de
l’intégrale se calcule comme suit :

sage: f(x)=sin(x)*cos(x)
sage: f.integrate(x)
x |--> -1/2*cos(x)^2
sage: f.integrate(x,0,pi/2)-f.integrate(x,pi/2,pi)
x |--> 1

Si vous vous demandez comment on trouve une primitive de sinpθq cospθq, pensez à faire par partie.
En collant les bouts,

I “ 3888 · 2π “ 7776π. (95.344)

Exercise 583 exoOutilsMath-0118

(1) Calculer l’intégrale double ĳ

Ω

px2y `?xy2q dxdy (95.345)

où Ω “ r0, 1s ˆ r1, 2s.
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(2) Soit Ω la région du plan délimitée par les droites d’équations y “ 0, x “ 0, x “ 1 et la courbe
d’équation y “ x2. Calculer l’intégrale double

ĳ

Ω

px2 ` xq?y dxdy. (95.346)

corrOutilsMath-0118

Correction of the exercise 583

(1) Lorsqu’on écrit Ω “ r0, 1s ˆ r1, 2s, cela signifie que x va de 0 à 1 et que y va de 1 à 2.
L’intégrale à calculer est donc

ż 1

0
dx

ż 2

1
dypx2y `?xy2q “ 37

18 . (95.347)

(2) L’intervalle de x est
x : 0 Ñ 1. (95.348)

Pour chaque x, la variable y est limitée par x2, donc

y : 0 Ñ x2. (95.349)

D’où l’intégrale

ż 1

0
dx

ż x2

0
dypx2 ` xq?y “

ż 1

0
dxpx2 ` xq

„
2
3y

3{2
ȷy“x2

y“0

“ 2
3

ż 1

0
px2 ` xqx3

“ 11
45 .

(95.350)

Attention : il ne peut pas rester de x ou de y dans la réponse finale ! Ici l’ordre d’intégration
est important.

Exercise 584 exoOutilsMath-0119

On considère la transformation

T :
ˆ
u
v

˙
P r1, 2s ˆ r1, 3s Ñ

ˆ
x
y

˙
“
ˆ
u2 ´ v2

2uv

˙
. (95.351)

Soit
R “

"
T

ˆ
u
v

˙
;
ˆ
u
v

˙
P r1, 2s ˆ r1, 3s

*
(95.352)

l’image de T . On admettra que T : r1, 2s ˆ r1, 3s Ñ R est bijective.
(1) Calculer le déterminant de la matrice jacobienne de T .
(2) Calculer l’aire de R en utilisant un changement de variable (un paramétrage) que l’on pré-

cisera.
corrOutilsMath-0119

Correction of the exercise 584

(1) Le déterminant de la matrice jacobienne est donné par∣∣∣∣∣ Bx
Bu

Bx
BvBy

Bu
By
Bv

∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣2u ´2v
2v 2u

∣∣∣∣∣ “ 4pu2 ` v2q. (95.353)
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(2) Nous paramétrons la surface par ϕpu, vq “ T pu, vq. L’aire est donnée par
ż 2

1
du

ż 3

1
dv}Tu ˆ Tv}. (95.354)

La norme }Tu ˆ Tv} est la jacobien que nous venons de calculer. D’où l’intégrale

Aire “
ż 2

1
du

ż 3

1
dvp4u2 ` 4v2q “ 160

3 . (95.355)

Exercise 585 exoOutilsMath-0120

Soit
Ω “ tpx, yq;x ě 0, y ě 0, 1 ď x2 ` y2 ď 4u. (95.356)

Dessiner Ω puis calculer

I “
ĳ

Ω

xy2 ` 1a
x2 ` y2

dxdy (95.357)

en utilisant les coordonnées polaires. corrOutilsMath-0120

Correction of the exercise 585
La surface est représentée à la figure 95.8. C’est la surface contenue entre les cercles de rayon

1 et 2, dans le cadrant où x et y sont positifs.

1 2

1

2

Figure 95.8: La surface de l’exercice 585. LabelFigCouroneExam

En coordonnées polaires cette surface est paramétrée par

r : 1 Ñ 2

θ : 0 Ñ π

2 .
(95.358)

En comptant le jacobien r des coordonnées polaires, l’intégrale à calculer est

I “
ż 2

1
dr

ż π{2

0
dθ
r3 cospθq sin2pθq ` 1

r
r. (95.359)

La partie de l’intégrale qui peut poser problème est celle sur θ :
ż π{2

0
cospθq sin2pθqdθ. (95.360)

On pose u “ sinpθq, et cela devient ż 1

0
u2du “ 1

3 . (95.361)

Au final, le résultat est
I “ π

2 `
5
4 . (95.362)

Exercise 586 exoOutilsMath-0121

Soit V la région de l’espace R3 déterminée par les conditions 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1 et
0 ď z ď xy.
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(1) Calculer le volume de V .
(2) Calculer l’intégrale triple

ţ
V px` yq dxdydz. corrOutilsMath-0121

Correction of the exercise 586
Le volume que l’on considère est paramétré par

$
’&
’%

x : 0 Ñ 1 (95.363a)
y : 0 Ñ 1 (95.363b)
z : 0 Ñ xy. (95.363c)

(1) Le volume est alors donné par

V “
ż 1

0
dx

ż 1

0
dy

ż xy

0
dz1 “

ż 1

0
dx

ż 1

0
xy dy “ 1

4 . (95.364)

(2) L’intégrale à calculer est
ż 1

0
dx

ż 1

0
dy

ż xy

0
px` yq “

ż 1

0
dx

ż 1

0
dypx` yqrzsxy0

“
ż 1

0
dx

ż 1

0
xypx` yqdy

“ 1
3 .

(95.365)

Exercise 587 exoOutilsMath-0122

Soient a ą 0, b ą 0, c ą 0 et soit l’ellipsoïde

E “
"
px, y, zq; x

2

a2 `
y2

b2 `
z2

c2 ď 1
*
. (95.366)

(1) On considère l’application

T :

¨
˝
u
v
w

˛
‚P R3 Ñ

¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
au
bv
cw

˛
‚P R3. (95.367)

Monter que lorsque pu, v, wq décrit la boule unité de R3, alors T pu, v, wq décrit l’ellipsoïde
E.

(2) Calculer le déterminant de la matrice jacobienne de T . Calculer le volume de l’ellipsoïde E.
corrOutilsMath-0122

Correction of the exercise 587
(1) Prouvons que T est une bijection entre la boule unité et E. Si px, y, zq P E, alors l’unique

élément de R3 dont l’image par T est px, y, zq est le vecteur

¨
˝
x{a
y{b
z{c

˛
‚. En effet,

T

¨
˝
x{a
y{b
z{c

˛
‚“

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (95.368)

De plus si px, y, zq P E, on a
x2

a2 `
y2

b2 `
z2

c2 ď 1, (95.369)

c’est-à-dire que le point

¨
˝
x{a
y{b
z{c

˛
‚ est dans la boule unité.
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(2) La matrice jacobienne de T est la matrice

J “
¨
˝

Bx
Bu

Bx
Bv

Bx
BwBy

Bu
By
Bv

By
BwBz

Bu
Bz
Bv

Bz
Bw

˛
‚“

¨
˝
a 0 0
0 b 0
0 0 c

˛
‚. (95.370)

Son déterminant vaut abc.
Afin de trouver le volume de E, nous pouvons utiliser les sphériques modifiées de l’exercice
578.
Une façon plus rapide est d’utiliser la formule du changement de variable du théorème 18.251.
Par rapport aux notations de ce théorème, nous avons fpx, y, zq “ 1. Nous avons donc

V “
ż

E
1 dxdudz “

ż

T pBouleq
1 dxdydz “

ż

Boule
|JT pu, v, wq|dudvdw. (95.371)

Ici nous venons de voir que JT pu, v, wq était la constante abc qui peut sortir de l’intégrale.
Donc

V “ abc

ż

Boule
1 dudvdw “ abc

4π
3 . (95.372)

La dernière intégrale était simplement le volume de la sphère.
Exercise 588 exoOutilsMath-0123

Soit D “ tpu, vq P R2;u2 ` v2 ď 1u le disque unité centré à l’origine. Vérifier que la surface
paramétrée

Φ: pu, vq P D Ñ
¨
˝
u´ v
u` v
uv

˛
‚P R3 (95.373)

est régulière. Calculer l’aire de cette surface. corrOutilsMath-0123

Correction of the exercise 588
Au vu de la définition 20.55, il faut vérifier que les vecteurs Tu et Tv sont non nuls et non

colinéaires. Les vecteurs tangents à le paramétrage sont vite calculés :

Tu “
¨
˝

1
1
v

˛
‚ Tv “

¨
˝
´1
1
u

˛
‚. (95.374)

Ils ne sont évidemment jamais nuls et ne sont jamais colinéaires parce qu’il n’existe pas de multiples
de Tu qui soit égal à Tv.

La surface S sont nous devons calculer l’aire est l’image par Φ du disque unité. Le bon para-
métrage de la surface est donc Φ: D Ñ S. Nous devons donc calculer

Aire “
ż

D
}Tu ˆ Tv} dudv. (95.375)

Un petit calcul montre que

Tu ˆ Tv “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 1 v
´1 1 u

∣∣∣∣∣∣∣ “ pu´ vqex ´ pu` vqey ` 2ez. (95.376)

Nous devons donc calculer l’intégrale de la fonction

}Tu ˆ Tv} “
a

2u2 ` 2v2 ` 4 (95.377)

sur le disque D ” u2`v2 ď 1. Nous faisons cela en polaires : nous posons u “ r cospθq, v “ r sinpθq,
et nous n’oublions pas le jacobien des polaires :

Aire “
ż 2π

0
dθ

ż 1

0
r
a

2r2 ` 4dr. (95.378)
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En posant t “ 2r2 ` 4, nous avons

Aire “ 2π
ż 6

4

?
t
dt

4

“ π

2

ż 6

4

?
tdt

“ π

3 p6
?

6´ 8q.

(95.379)

Exercise 589 exoOutilsMath-0124

On considère la fonction

f : px, y, zq P R3 Ñ x2yz ` 2y2 sinpxyzq. (95.380)

(1) Calculer les dérivées partielles premières de f .
(2) Quelle est la différentielle de f au point p1, 1, πq ?
(3) Donner une approximation de fp1` 10´2, 1´ 10´3, π ` 10´4q.

corrOutilsMath-0124

Correction of the exercise 589

(1) En oubliant pas la règle de Leibniz, les dérivées partielles sont données par Subeqsderpartzutz

Bf
Bx “ 2y3z cospxyzq ` 2xyz (95.381a)
Bf
By “ 2xy2z cospxyzq ` x2z ` 4y sinpxyzq (95.381b)

Bf
Bz “ 2xy3 cospxyzq ` x2y. (95.381c)

(2) Étant donné que ces dérivées partielles sont continues, la différentielle de f au point p1, 1, πq
est l’application

dfp1,1,πqpu1, u2, u4q “ BfBx p1, 1, πqu1 ` BfBy p1, 1, πqu2 ` BfBz p1, 1, πqu3. (95.382)

Ici en remplaçant x “ 1, y “ 1 et z “ π dans les équations (95.381) nous trouvons

Bf
Bx p1, 1, πq “ 0 (95.383a)
Bf
By p1, 1, πq “ ´π (95.383b)

Bf
Bz p1, 1, πq “ ´1 (95.383c)

(95.383d)

(3) En ce qui concerne l’approximation nous avons

fp1` 10´2, 1´ 10´3, π ` 10´4 » fp1, 1, πq ` 10´3π ´ 10´4 (95.384)

avec fp1, 1, πq “ π.

Exercise 590 exoOutilsMath-0125

On considère la fonction
f : px, yq P R2 Ñ px´ iyq2 (95.385)

où i “ ?´1.
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(1) Vérifier que les parties réelles et imaginaires de fpx, yq sont données par

Re fpx, yq “ x2 ´ y2

Imfpx, yq “ ´2xy.
(95.386)

(2) Montrer que le champ

F px, yq “
ˆ
Re fpx, yq
Imfpx, yq

˙
(95.387)

est à divergence nul et rotationnel nul.
corrOutilsMath-0125

Correction of the exercise 590
Nous avons

fpx, yq “ x2 ´ 2ixy ` piyq2 “ x2 ´ y2 ´ 2ixy. (95.388)

La partie réelle est donc bien x2 ´ y2 et la partie imaginaire est 2xy. Le champ de vecteurs que
nous regardons est donc

F px, yq “
ˆ
x2 ´ y2

´2xy

˙
. (95.389)

La divergence est

∇ ·F “ BF1
Bx ` BF2

By “ 2x´ 2x “ 0. (95.390)

Le rotationnel est

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
Bx By Bz

x2 ´ y2 ´2xy 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ p´2y ` 2yqez “ 0. (95.391)

Exercise 591 exoOutilsMath-0126

On considère la courbe paramétrée (cycloïde)

σ : t P r0, 2πs Ñ σptq “
ˆ
t´ sinptq
1´ cosptq

˙
. (95.392)

(1) Déterminer le vecteur vitesse σ1ptq.
(2) Calculer la norme euclidienne de σ1ptq.
(3) Calculer la longueur de la courbe paramétrée. (on pourra utiliser l’identité 1 ´ cosp2tq “

2 sin2pt{2q).
corrOutilsMath-0126

Correction of the exercise 591
Le vecteur vitesse est la dérivée composante par composante :

σ1ptq “
ˆ

1´ cosptq
sinptq

˙
. (95.393)

Nous avons

}σ1ptq}2 “ 1` cos2ptq ´ 2 cosptq ` sin2ptq “ 2p1´ cosptqq “ 4 sin2
ˆ
t

2

˙
, (95.394)

et par conséquent

}σ1ptq} “ 2 sin
ˆ
t

2

˙
. (95.395)
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La longueur est l’intégrale de cela :

lpσq “
ż 2π

0
2 sin

ˆ
t

2

˙
dt

“ 4
ż 2π

0
sin

ˆ
t

2

˙
dt

2

“ 4
ż π

0
sinpuqdu

“ ´4rcospuqsu“π
u“0

“ 8

(95.396)

où nous avons posé u “ t{2.
Exercise 592 exoOutilsMath-0127

Soit F le champ de vecteurs

F : px, y, zq P R3 Ñ
¨
˝
yz ` 3x2

xz ` 3y2

xy ` 3z2

˛
‚P R3. (95.397)

(1) Montrer que F dérive d’un potentiel scalaire que l’on déterminera.
(2) En déduire la circulation du champ F le long d’un chemin joignant les points p0, 1, 2q et

p1, 0, 2q.
corrOutilsMath-0127

Correction of the exercise 592
On vérifie facilement que la fonction suivante est un potentiel :

fpx, y, zq “ xyz ` 3px2 ` y2 ` z2q. (95.398)

La circulation d’un champ de vecteur dérivant d’un potentiel le long d’un chemin est égale à la
différence de potentiel aux extrémités. Ici nous avons

W “ fp0, 1, 2q ´ fp1, 0, 2q “ 15´ 15 “ 0. (95.399)

Exercise 593 exoOutilsMath-0128

(1) Vérifier que y lnpyq ´ y est une primitive de lnpyq.
(2) Calculer l’intégrale double ĳ

D

x lnpyq dxdy (95.400)

où
D “ tpx, yq tel que x P r0, 1s, ex ď y ď e2xu. (95.401)

ImtemzuhtE

(3) Soient 0 ă a ă b donnés. Dessiner le quart de couronne de la partie tpx, yq tel que x ě 0, y ě
0u du plan et situé entre les cercles de rayon a et b.

(4) Calculer, en passant aux coordonnées polaires, l’intégrale double
ĳ

E

lnpx2 ` y2q dxdy (95.402)

où E est l’ensemble dessiné au point (3).
corrOutilsMath-0128

Correction of the exercise 593
(1) La vérification se fait en dérivant.
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(2) Le calcul de l’intégrale est

I “
ż 1

0
dx

ż e2x

ex

x lnpyqdy

“
ż 1

0
p2x2e2x ´ xe2x ´ x2ex ` xexq.

(95.403)

Calculons séparément les quatre primitives à savoir pour cette intégrale. Elles se font toutes
par partie selon le modèle A “ ş

xexdx. On pose u “ x, dv “ ex, et nous avons

A “
ż
xexdx “ xex ´

ż
ex “ xex ´ ex. (95.404)

Ensuite, ż
x2ex “ x2ex ´ 2

ż
xex “ x2ex ´ 2xex ` 2ex. (95.405)

De la même façon, ż
xe2xdx “ e2x

ˆ
x

2 ´
1
4

˙
(95.406)

et ż
x2e2xdx “ x2

2 e
2x ´

ż
2x1

2e
2x “ e2x

ˆ
x2

2 ´ x

2 `
1
4

˙
. (95.407)

En remettant les bouts ensemble, nous trouvons

I “ e2

4 ´ e`
9
4 . (95.408)

(3) Le dessin est à la figure 95.9.

‚
a

‚a

‚
b

‚b

Figure 95.9: Le dessin de l’exerice 593. LabelFigratrap

(4) L’intégrale à calculer (en n’oubliant pas le jacobien) est
ż b

a
dr

ż 2π

0
dθr lnpr2q “ 2π

ż b

a
lnpr2qrdr (95.409a)

“ 2π1
2

ż b2

a2
lnpuqdu (95.409b)

“ π ru lnpuq ´ usb2

a2 . (95.409c)

Exercise 594 exoOutilsMath-0129

(1) Calculer le jacobien de la transformation
¨
˝
r
θ
z

˛
‚ ÞÑ

¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
r cospθq
r sinpθq

z

˛
‚. (95.410)
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(2) En déduire la valeur de l’intégrale triple
ż

D
px2 ` y2 ` z2qdxdydz (95.411)

où D est le cylindre
D “ tpx, y, zq;x2 ` y2 ď 1, 0 ď z ď 1u. (95.412)

corrOutilsMath-0129

Correction of the exercise 594
La transformation proposée est celle des coordonnés cylindriques. Pour le jacobien, le calcul

est dans le cours, et le résultat est J “ r. En ce qui concerne le calcul de l’intégrale,

I “
ż 1

0
dz

ż 2π

0
dθ

ż 1

0
drpr2 ` z3qr (95.413a)

“ 2π
ż 2

0
dz

„
r4

4 ` z
3 r

2

2

ȷ
(95.413b)

“ 2π
„
z

4 `
z4

ą 8

ȷ1

0
(95.413c)

“ 3π
4 . (95.413d)

Exercise 595 exoOutilsMath-0130

Est-ce qu’il existe une fonction f telle que

∇f “
ˆ

cospyq
´x sinpyq

˙
(95.414)

corrOutilsMath-0130

Correction of the exercise 595
<+130+>
Exercise 596 exoOutilsMath-0131

Soit la fonction fpx, yq “ x2 sinpyq ` ecospxq.
(1) Calculer dfapuq avec a “ pπ,´π{4q et u “ p1, 5q.
(2) Calculer ∇ · p∇fqpaq.

corrOutilsMath-0131

Correction of the exercise 596
Les dérivées partielles sont classiques. En ce qui concerne ∇ · p∇fqpaq, il faut comprendre qu’il

y a implicitement des parenthèses de la façon suivante :

p∇ · p∇fqq paq. (95.415)

Cela donne

∇ · ∇f “ ∇ ·
˜Bf

BxBf
By

¸
“ B

2f

Bx2 `
B2f

By2 , (95.416)

c’est-à-dire que nous devons calculer la somme des dérivées secondes.
Voici comment on peut faire les calculs avec Sage.

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.8, Release Date: 2012-01-20 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: f(x,y)=x**2*sin(y)+exp(cos(x))
sage: f.diff(x)
(x, y) |--> 2*x*sin(y) - e^cos(x)*sin(x)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:Westmalle_Tripel.jpg
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sage: f.diff(y)
(x, y) |--> x^2*cos(y)

sage: f.diff(x)(pi,-pi/4)
-pi*sqrt(2)
sage: f.diff(y)(pi,-pi/4)
1/2*pi^2*sqrt(2)

sage: f.diff(x)(pi,-pi/4)+5*f.diff(y)(pi,-pi/4)
5/2*pi^2*sqrt(2) - pi*sqrt(2)

sage: D=f.diff(x,2)+f.diff(y,2)
sage: D
(x, y) |--> -x^2*sin(y) + e^cos(x)*sin(x)^2 - e^cos(x)*cos(x) + 2*sin(y)
sage: D(pi,-pi/4)
1/2*pi^2*sqrt(2) - sqrt(2) + e^(-1)

Vous noterez la notation f.diff(x,2) pour calculer la dérivée seconde de f par rapport à x.
Les résultats sont

dfapuq “ 5
2π

2?2´ π?2, (95.417)

puis
∇ · p∇fq “ ´x2 sinpyq ` ecospxq sin2pxq ´ ecospxq cospxq ` 2 sinpyq. (95.418)

En calculant cela au point a nous trouvons

∇ · p∇fqpaq “ 1
2π

2?2` e´1. (95.419)

Exercise 597 exoOutilsMath-0132

Soit en coordonnées polaires F pr, θq “ 1
r2 er. Calculer en coordonnées polaires l’intégrale

ş
C F

où C est le cercle de rayon R centré à l’origine.
Calculer ∇ˆ F et ∇ ·F . corrOutilsMath-0132

Correction of the exercise 597
Ce champ de vecteurs est donné en coordonnées polaires. Pour l’intégrale, si γ est le chemin

qui parcourt le cercle, ż

γ
F “

ż

0J2π

F
`
γptq˘· γ1ptqdt “ 0 (95.420)

parce que le champ de vecteurs est toujours dans la direction er (c’est-à-dire radial) alors que γ1
est toujours dans la direction eθ qui lui est perpendiculaire.

En ce qui concerne le rotationnel et la divergence, les résultats sont

∇ˆ F “ 0 (95.421a)

∇ ·F “ 1
r

ˆ B
Br

1
r

˙
“ ´ 1

r3 . (95.421b)

Exercise 598 exoOutilsMath-0133

Soient F , un champ de vecteur, x, u des éléments de R3 et f , une fonction f : R3 Ñ R.
Déterminer si les choses suivantes sont des vecteurs, des fonctions, des champs de vecteurs, des
nombres ou autre chose :

(1) ∇ˆ F pxq
(2) f∇ ·F
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(3) Bf
Bu .

corrOutilsMath-0133

Correction of the exercise 598
(1) Il faut comprendre le parenthèsage implicite p∇ ˆ F qpxq parce que ∇ ˆ pF pxqq n’a pas de

sens. ∇ˆ F est un champ de vecteurs ; donc ∇ˆ F pxq est un vecteur.
(2) ∇ ˆ F est une fonction ; le produit de deux fonctions est une fonction. Le tout est une

fonction.
(3) Bf

Bu est une fonction.
Exercise 599 exoOutilsMath-0134

Soit

F px, yq “
¨
˝

y ` cospyq
´x sinpyq ` x

0

˛
‚. (95.422)

(1) Calculer ∇ˆ F
(2) Soit σptq “ `

t, sinpt2q, 1˘ avec t P r0,?πs. Calculer
ş
σ F .

corrOutilsMath-0134

Correction of the exercise 599
Le calcul du rotationnel donne immédiatement ∇ ˆ F “ 0. En ce qui concerne l’intégrale, le

plus simple est de chercher un potentiel (qui existe parce que le rotationnel est nul). Nous trouvons
le potentiel

fpx, y, zq “ xy ` x cospyq. (95.423)
Nous avons alors ż

σ
F “ fp?π, 0, 1q ´ fp0, 0, 1q “ ?π. (95.424)

Exercise 600 exoOutilsMath-0135

Soit en coordonnées cylindriques la fonction fpr, θ, zq “ rz2. Calculer l’intégrale de f sur le
volume délimité par le cylindre de rayon R et de hauteur h. corrOutilsMath-0135

Correction of the exercise 600
Les bornes du cylindre (plein) en coordonnées cylindriques sont :

$
’&
’%

r : 0 Ñ R (95.425a)
z : 0 Ñ h (95.425b)
θ : 0 Ñ 2π. (95.425c)

L’intégrale à calculer est donc, en n’oubliant pas le jacobien,
ż R

0
dr

ż h

0
dz

ż 2π

0
dθr2z2 “ 2

9πR
3h3 (95.426)

Exercise 601 exoOutilsMath-0136

Soit la transformation T : R3 Ñ RˆRˆ s´π{2, π{2r donnée par

T

¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝

xy
x` y

arctanpzq

˛
‚ (95.427)

Donner la matrice jacobienne de cette transformation et déterminer si T est une bijection ou non.corrOutilsMath-0136

Correction of the exercise 601
La matrice jacobienne se calcule facilement :

¨
˝
y x 0
1 1 0
0 0 1

1`z2

˛
‚. (95.428)
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L’application T n’est pas une bijection parce que ce n’est pas injectif. Par exemple T p1, 2, 0q “
T p2, 1, 0q. Plus généralement vu que x et y ont des rôles symétriques dans T , nous avons toujours
T px, y, zq “ T py, x, zq.

Beaucoup d’étudiants ont pris l’initiative de calculer le déterminant de la matrice jacobienne,
bien que ce n’était pas demandé. Le voici :

JT “ det

¨
˝
y x 0
1 1 0
0 0 1

1`z2

˛
‚“ y ´ x

1` z2 . (95.429)

Bien entendu, ceux qui se sont vautrés dans le calcul ont perdu des points : si vous prenez l’initiative
de me montrer que vous n’êtes pas capable de calculer un déterminant, j’apprécie l’initiative à sa
juste valeur.

Exercise 602 exoOutilsMath-0137

Calculer la matrice jacobienne de

f : R3 Ñ R3
¨
˝
x
y
z

˛
‚ ÞÑ

¨
˝
xeyz

yezx

zexy

˛
‚.

(95.430)

corrOutilsMath-0137

Correction of the exercise 602
<+CorrOutilsMath-0137+>
Exercise 603 exoOutilsMath-0138

On note }X} la norme euclidienne du vecteur X “ px, y, zq P R3. Calculer le gradient ∇fX0 où
X0 “ px0, y0, z0q ‰ p0, 0, 0q de l’application

f : R3ztp0, 0, 0qu Ñ R

X ÞÑ fpXq “ 2
?

2
}X} .

(95.431)

corrOutilsMath-0138

Correction of the exercise 603
<+CorrOutilsMath-0138+>
Exercise 604 exoOutilsMath-0139

Soit le plan x` y` z “ 1. Intégrer la fonction fpx, y, zq “ xy2 sur la portion de ce plan donnée
par |x| ă 2 et ´x ă y ă x. corrOutilsMath-0139

Correction of the exercise 604
La surface est paramétrée par

ϕpx, yq “
¨
˝

x
y

1´ x´ y

˛
‚, (95.432)

les bornes étant données par
"
x : 0 Ñ 2 (95.433a)
y : ´ xÑ x. (95.433b)

Pourquoi x part de zéro au lieu de ´2 ? Parce que pour x ă 0, il n’y a pas de y vérifiant la
condition ´x ă y ă x. L’intégrale à calculer est celle de la fonction f sur la surface paramétrée
par ϕ, c’est-à-dire ż

ϕ
f “

ż 2

0
dx

ż x

´x
dy xy2}BϕBx ˆ

Bϕ
By }. (95.434)
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L’élément de surface est calculé par

dS “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 ´1
0 1 ´1

∣∣∣∣∣∣∣ “
¨
˝

1
1
1

˛
‚. (95.435)

La norme vaut
?

3 et l’intégrale recherchée est
ż

ϕ
f “ ?3

ż 2

0

ż x

´x
xy2dydx “ ?364

15 . (95.436)

Exercise 605 exoOutilsMath-0140

Calculer l’intégrale de fpx, yq “ y sinpxq sur le rectangle r2, 3s ˆ r0, πs. corrOutilsMath-0140

Correction of the exercise 605
L’intégrale à calculer est

ż 3

2

ż π

0
y sinpxqdydx “ π2

2
`

cosp2q ´ cosp3qq. (95.437)

Exercise 606 exoOutilsMath-0141

Calculer ∇ˆ F avec

F px, y, zq “
¨
˝
x` y
sinpzq
eyz

˛
‚. (95.438)

Est-ce que F dérive d’un potentiel ? corrOutilsMath-0141

Correction of the exercise 606
Le rotationnel vaut

∇ˆ F “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
Bx By Bz

x` y sinpzq eyz

∣∣∣∣∣∣∣ “
¨
˝
zeyz ´ cospzq

0
´1

˛
‚. (95.439)

Ce rotationnel étant non nul, le champ ne dérive pas d’un potentiel.
Exercise 607 exoOutilsMath-0142

Soit le domaine D défini par

0 ď x` y ď 5 (95.440a)
´2 ď x´ y ď 3. (95.440b)

Calculer
ş
Dpx2 ´ y2qdxdy.

Note : x2´y2 est un produit remarquable. L’auteur de ces lignes vous recommande chaudement
d’y penser et d’effectuer un changement de variables (ou de choisir un paramétrage) sensé.corrOutilsMath-0142

Correction of the exercise 607
Le changement de variable qui s’invite est

"
u “ x` y (95.441a)
v “ x´ y. (95.441b)

Ce qui nous intéresse est surtout d’avoir x et y en fonction de u et v, c’est-à-dire
$
’&
’%

x “ u` v
2 (95.442a)

y “ u´ v
2 (95.442b)
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Nous utilisons donc le paramétrage

ϕpu, vq “
ˆ
u`v

2
u´v

2

˙
(95.443)

et les bornes u : 0 Ñ 5, v : ´ 2 Ñ 3. Le jacobien en est donné par la norme du vecteur

Bϕ
Bu ˆ

Bϕ
Bv “

∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1
2

1
2 0

1
2 ´1

2 0

∣∣∣∣∣∣∣ “
¨
˝

0
0

´1{2

˛
‚. (95.444)

Nous avons aussi f
`
ϕpu, vq˘ “ uv par le produit remarquable x2´ y2 “ px` yqpx´ yq “ uv. Bref,

l’intégrale à calculer est ż

ϕ
f “

ż 5

0
du

ż 3

´2
dv

1
2puvq “

125
8 . (95.445)

Exercise 608 exoOutilsMath-0143Épreuve complémentaire mai 2012.

On considère le champ de vecteurs

F px, yq “
ˆ

2xy ` y2

2xy ` x2

˙
. (95.446)

(1) Calculer directement (en utilisant seulement la définition) la circulation de F le long du
chemin

σ : f P r0, 1s Ñ
ˆ
t
t2

˙
. (95.447)

(2) Montrer que F dérive d’un potentiel scalaire que l’on précisera.
(3) Retrouver alors la valeur de la circulation de F le long du chemin σ.

corrOutilsMath-0143

Correction of the exercise 608
Nous avons d’abord

σ1ptq “
ˆ

1
2t

˙
, (95.448)

et ensuite
F
`
σptq˘ “ F pt, t2q “

ˆ
2t3 ` t4
2t3 ` t2

˙
. (95.449)

Du coup l’intégrale demandée vaut
ż 1

0
F
`
σptq˘·σ1ptqdt “

ż 1

0

ˆ
2t3 ` t4
2t3 ` t2

˙
·

ˆ
1
2t

˙
dt “

ż 1

0
p2t3 ` t4q ` 2tp2t3 ` t2qdt “ 2. (95.450)

En ce qui concerne le potentiel, nous devons trouver une fonction fpx, yq telle que
$
’’&
’’%

Bf
Bx “ 2xy ` y2 (95.451a)
Bf
By “ 2xy ` x2. (95.451b)

En intégrant la première il est vite vu que la fonction

fpx, yq “ x2y ` xy2 (95.452)

fait l’affaire. L’intégrale vaut alors
ż

σ
f “ f

`
σp1q˘´ f`σp0q˘ “ fp1, 1q ´ fp0, 0q “ 2´ 0 “ 2. (95.453)

Cela confirme le résultat obtenu plus haut.
Exercise 609 exoOutilsMath-0144Épreuve complémentaire mai 2012.
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(1) Calculer l’intégrale double ĳ

Ω

px3y2 ` x2y3qdxdy (95.454)

où Ω “ r0, 1s ˆ r0, 2s.
(2) Soit ∆ le triangle délimité par les droites d’équations respectives x “ 0, y “ 0 et y “ ´x`1.

Représenter ∆ puis calculer l’intégrale double
ĳ

∆

x3ydxdy. (95.455)

corrOutilsMath-0144

Correction of the exercise 609
La première intégrale est très simple. Il faut intégrer

ż 2

0

ˆż 1

0
px3y2 ` x2y3qdx

˙
dy. (95.456)

Attention au fait que les bornes r0, 2s sont bien pour l’intégrale vis-à-vis de y, et non de x.

sage: f(x,y)=x**3*y**2+x**2*y**3
sage: f.integrate(x,0,1).integrate(y,0,2)
(x, y) |--> 2

La réponse est donc 2.
Pour la seconde, le domaine est le triangle de sommets p0, 1q, p0, 0q et p1, 0q. Les bornes sont

donc
"
x : 0 Ñ 1 (95.457a)
y : 0 Ñ 1´ x. (95.457b)

L’intégrale à calculer est alors ż 1

0
dx

ˆż 1´x

0
x3y dy

˙
. (95.458)

Notez l’importance de l’ordre des bornes. Nous avons

sage: f(x,y)=x**3*y
sage: f.integrate(y,0,1-x).integrate(x,0,1)
(x, y) |--> 1/120

La réponse est donc 1{120.
Exercise 610 exoOutilsMath-0145

Épreuve complémentaire de mai 2012.
Soit

D “ tpx, yq P R2 tel que x ě 0, y ě 0, 1 ď x2 ` y2 ď 4u. (95.459)

(1) Représenter D.
(2) Calculer l’intégrale double ĳ

D

cospx2 ` y2qdxdy (95.460)

en utilisant les coordonnées polaires.
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corrOutilsMath-0145

Correction of the exercise 610
Le domaine est la couronne de rayon interne 1 et de rayon externe 2 prise dans le quart de

plan. Les bornes polaires sont donc
#
r : 1 Ñ 2 (95.461a)
θ : 0 Ñ π

2 , (95.461b)

et en n’oubliant pas le jacobien r, l’intégrale à calculer est
ż π{2

0
dθ

ż 2

1
r cospr2qdr. (95.462)

L’intégrale sur θ revient à multiplier par π
2 . En ce qui concerne celle sur r, un bon changement de

variable est u “ r2 avec quoi il reste

π

2

ż 4

1
cospuqdu2 “ π

4
`

sinp4q ´ sinp1q˘. (95.463)

Exercise 611 exoOutilsMath-0146

Examen mai 2012.
On considère la courbe paramétrée (la cycloïde)

σ : t P r0, 2πs Ñ σptq “
ˆ
t´ sin t
1´ cos t

˙
. (95.464)

(1) Déterminer le vecteur vitesse σ1ptq
(2) Calculer la norme euclidienne de σ1ptq
(3) Calculer la longueur de la courbe paramétrée. (on pourra utiliser l’identité 1 ´ cos t “

2 sin2p t2q) corrOutilsMath-0146

Correction of the exercise 611
Le vecteur vitesse est le vecteur dérivé :

σ1ptq “
ˆ

1´ cos t
sinptq

˙
. (95.465)

La norme est

}σ1ptq} “
b
p1´ cos tq2 ` sin2ptq (95.466a)

“ ?2´ 2 cos t (95.466b)
“ ?2

a
1´ cosptq (95.466c)

“ 2

d
sin2

ˆ
t

2

˙
(95.466d)

“ 2 sin
ˆ
t

2

˙
(95.466e)

où nous avons utilisé la formule rappelée dans l’énoncé. Nous notons que sinpt{2q est positif lorsque
t P r0, 2πs ; c’est pour cela que nous avons pu enlever la racine carrée sans mettre de valeur absolue
dans la dernière ligne. En ce qui concerne la longueur nous avons alors

lpσq “
ż 2π

0
2 sinpt{2qdt “ 8. (95.467)

Exercise 612 exoOutilsMath-0147

Examen mai 2012.
On considère les trois points du plan A “ p1, 1q, B “ p2, 3q et C “ p5, 2q.
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(1) Calculer les composantes des vecteurs ÝÝÑAB et ÝÑAC.
(2) Calculer l’aire du parallélogramme déterminé par ces deux vecteurs.

corrOutilsMath-0147

Correction of the exercise 612
Les vecteurs demandés sont

ÝÝÑ
AB “ B ´A “ p2, 3q ´ p1, 1q “ p1, 2q (95.468a)
ÝÑ
AC “ p5, 2q ´ p1, 1q “ p4, 1q. (95.468b)

L’aire du parallélogramme est donnée par la norme du produit vectoriel :

p1, 2q ˆ p4, 1q “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 2 0
4 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´7ez. (95.469)

L’aire demandée vaut donc 7.

95.2 Autres retrouvés
Exercise 613 exoDerive-0003

Montrer que la tangente à un cercle est perpendiculaire au rayon. corrDerive-0003

Correction of the exercise 613
Nous avons déjà vu dans la correction de l’exercice 616 que pour un cercle

y1pxq “ ´x?
R2 ´ x2 . (95.470)

Un point général du cercle a pour abscisse x “ R cospθq. En remplaçant nous trouvons le coefficient
directeur suivant pour la tangente :

y1`R cospθq˘ “ ´ 1
tanpθq . (95.471)

Par conséquent une droite perpendiculaire à la tangente aurait comme coefficient directeur le
nombre tanpθq. Or cela est bien le coefficient directeur du rayon qui joint le point p0, 0q au point`
R cospθq, R sinpθq˘.

Exercise 614 exoDerive-0001

Donner la dérivée des fonctions suivantes :
(1) x2 ´ x4 ;
(2) cosp2xq
(3) x2 ´ 2

x` 1 ;

(4) x` 1
x3 ;

(5) sin x ;
(6) tanpxq ;

(7) x2 ` 1
x

;

(8) 2x ;

(9) x?
x2 ` 1

;

(10) 1
x2 ´ 4 ;
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(11) 1
|x2 ´ 4| .

corrDerive-0001

Correction of the exercise 614
Le programme suivant par Sage résout l’exercice :

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 var( ’x ’)
7 f=x**2-x**4
8 print f.diff(x)
9 f=cos (2*x)

10 print f.diff(x)
11 f=(x**2 -2) /(x+1)
12 print f.diff(x)
13 f=(x+1) /(x**3)
14 print f.diff(x)
15 f=tan(x)
16 print f.diff(x)
17 f=x **2+1/ x
18 print f.diff(x)
19 f=2**x
20 print f.diff(x)
21 f=x/sqrt(x **2+1)
22 print f.diff(x)
23 f=sin(x)
24 print f.diff(x)
25 f=1/(x**2 -4)
26 print f.diff(x)
27 f=1/ abs (x**2 -4)
28 print f.diff(x)

tex/sage/corrDerive_0001.sage

Le résultat est :

-4*x^3 + 2*x
-2*sin(2*x)
2*x/(x + 1) - (x^2 - 2)/(x + 1)^2
-3*(x + 1)/x^4 + 1/x^3
tan(x)^2 + 1
2*x - 1/x^2
2^x*log(2)
-x^2/(x^2 + 1)^(3/2) + 1/sqrt(x^2 + 1)
cos(x)
-2*x/(x^2 - 4)^2
-2*(x^2 - 4)*x/abs(x^2 - 4)^3

Notez
(1) la syntaxe a**b pour signifier ab ;
(2) la syntaxe abs(x) pour la valeur absolue ;
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(3) la fonction log dans Sage 2 est le logarithme népérien, c’est-à-dire en base e. Le logarithme
que vous utilisez pour définir le PH d’une solution acide, lui, est en base 10 !

Donnons quelques détails sur certains.
(1) Pour calculer la dérivée de la tangente, on écrit

tanpxq “ sinpxq
cospxq , (95.472)

et ensuite on utilise la formule du quotient :

tan1pxq “ cospxq cospxq ´ sinpxq`´ sinpxq˘
cos2pxq “ 1

cos2pxq . (95.473)

Notez que cela est bien égal à tan2pxq`1. Parfois la même fonction peut s’écrire de plusieurs
façons différentes.

(2) La fonction 2x n’est pas à confondre avec x2. Le truc pour trouver la dérivée de 2x est de se
souvenir que le logarithme est la fonction inverse de l’exponentielle. Donc

2x “ elnp2xq “ ex lnp2q. (95.474)

Nous avons utilisé le fait que lnpabq “ b lnpaq. Par conséquent,

p2xq1 “ lnp2qex lnp2q “ lnp2q2x. (95.475)

Cette astuce de faire fpxq “ elnpfpxqq est très classique pour calculer la dérivée de fonctions
dans lesquelles le x apparaît dans une puissance.

(3) La fonction

fpxq “ 1
|x2 ´ 4| (95.476)

requiert une attention particulière à cause de la valeur absolue. La fonction valeur absolue
est définie par

|p|xq “
#
x si x ě 0
´x si x ă 0.

(95.477)

Donc nous avons
ˇ̌1 ˇ̌ pxq “

#
1 si x ą 0
´1 si x ă 0.

(95.478)EqDerivDeValAbsEqDerivDeValAbs

Notez que cette fonction n’a pas de dérivée en zéro parce que son graphe fait un angle ! La
formule (95.478) peut être écrite sous la forme

ˇ̌1 ˇ̌ pxq “ x

|x| . (95.479)

C’est cette dernière formule qui est manifestement utilisée par Sage. La dérivée de la fonction,
après simplification, est donc

f 1pxq “
# ´2x

px2`4q2 si ´ 2 ă x ă 2
2x

px2`4q2 sinon.
(95.480)

La fonction n’est pas dérivable aux point x “ 2 et x “ ´2.

2. Comme dans tous les systèmes sérieux.
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Exercise 615 exoDerive-0006

Pour quelle(s) valeur(s) du paramètre a la fonction fpxq “ x` a
x est-elle croissante autour du

point x “ 1
10 ? corrDerive-0006

Correction of the exercise 615
La croissance de la fonction revient à la positivité de la dérivée. La dérivée de f est donnée par

f 1pxq “ 1´ a

x2 , (95.481)

et donc
f 1
ˆ

1
10

˙
“ 1´ 100a. (95.482)

Nous devons donc résoudre l’inéquation

1´ 100a ą 0 (95.483)

par rapport à a. La solution est
a ă 1

100 (95.484)

Comment faire avec Sage ?

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: var(’x,a’)
(x, a)
sage: f=x+a/x
sage: derive=f.diff(x)
sage: derive(1/10)
/home/moky/Sage/local/lib/python2.6/site-packages/IPython/iplib.py:2073:
DeprecationWarning: Substitution using function-call syntax and unnamed
arguments is deprecated and will be removed from a future release
of Sage; you can use named arguments instead,like EXPR(x=..., y=...)
exec code_obj in self.user_global_ns, self.user_ns -1/10/x^2 + 1
sage: derive(x=1/10)
-100*a + 1
sage: solve(derive(x=1/10)>0,a)
[[a < (1/100)]]

Notes :
(1) Il faut dire que a va être une variable. C’est pour cela qu’on a commencé par var(’x,a’).

Étant donné que Sage comprend tout seul que x est une variable, on aurait pu ne pas déclarer
x.

(2) Lorsqu’on veut dériver, il faut dire par rapport à quelle variable on veut dériver. Exemple :

sage: f
x + a/x
sage: f.diff(a)
1/x

C’est pour cela qu’il faut taper f.diff(x).
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(3) Le long message d’erreur DeprecationWarning est dû à une faute de ma part. En effet la
fonction derive est une fonction de deux variables : x et a. C’est pour cela que je dois préciser
que je veux l’évaluer avec x=1/10 et en laissant a comme variable. Exemples :

sage: derive
-a/x^2 + 1
sage: derive(a=5)
-5/x^2 + 1
sage: derive(a=x)
-1/x + 1

(4) Enfin, vous noterez la fonction solve qui sert à résoudre des équations et inéquations.
Exercise 616 exoDerive-0004

Quelle est l’équation de la tangente au cercle de rayon R au point d’angle π{4 ? corrDerive-0004

Correction of the exercise 616
La partie du cercle dans le premier quadrant est donnée par la fonction

ypxq “
a
R2 ´ x2 (95.485)

dont la dérivée vaut
y1pxq “ ´x?

R2 ´ x2 . (95.486)EqzqDeryEqzqDery

Le point du cercle qui correspond à l’angle π
4 est le point qui correspond à x “ R cospπ{4q “ R?

2 .
En mettant cette valeur de x dans l’expression (95.486) nous trouvons

y1` R?
2
˘ “ ´1. (95.487)

Notez que le R s’est simplifié.
La tangente que nous cherchons est donc la droite de coefficient directeur ´1 qui passe par

px, yq “ `
R 1?

2 , R
1?
2
˘
. Si y “ ax ` b, nous avons immédiatement a “ ´1 Ensuite b se trouve par

l’équation
R?
2
“ ´ R?

2
` b, (95.488)

d’où nous tirons b “ R
?

2. En définitive,

y “ ´x`R?2. (95.489)

Exercise 617 exoDerive-0008Épreuve complémentaire mai 2012

On considère la fonction

f : px, y, zq P R3 Ñ x2yz ` 2y2 sinpxyzq. (95.490)

(1) Calculer les dérivées partielles premières de f .
(2) Soit F px, y, zq “ ∇fpx, y, zq (le gradient de f au point x, y, z). Que vaut le rotationnel de

F ?
(3) Que vaut la circulation du champ de vecteurs F le long d’une courbe reliant les points p1, 2, πq

et p1, 1, π2 q. corrDerive-0008

Correction of the exercise 617
Les dérivées partielles premières sont un calcul usuel :
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sage: f(x,y,z)=x**2*y*z+2*y**2*sin(x*y*z)
sage: f.diff(x)
(x, y, z) |--> 2*y^3*z*cos(x*y*z) + 2*x*y*z
sage: f.diff(y)
(x, y, z) |--> 2*x*y^2*z*cos(x*y*z) + x^2*z + 4*y*sin(x*y*z)
sage: f.diff(z)
(x, y, z) |--> 2*x*y^3*cos(x*y*z) + x^2*y

C’est-à-dire

Bf
Bx “ 2xyz ` 2y3z cospxyzq (95.491a)
Bf
By “ x2z ` 4y sinpxyzq ` 2xy2z cospxyzq (95.491b)

Bf
Bz “ 2xy3 cospxyzq ` x2y. (95.491c)

Le rotationnel de F “ ∇f est nul parce c’est la dérivée d’un potentiel (même pas besoin de faire
des calculs).

En ce qui concerne la circulation, nous utilisons le fait que nous connaissons le potentiel :
ż

σ
∇f “ fp1, 1, π2 q ´ fp1, 2, πq “ ´

3π
2 ` 2. (95.492)

Exercise 618 exoDerive-0005

Donner une approximation de cosp46˝q. corrDerive-0005

Correction of the exercise 618
L’angle proche de 46˝ dont nous connaissons le cosinus est 45˝. En passant aux radians,

cosp46˝q “ cos
`π

4 `
π

180
˘
. (95.493)

Nous pouvons donc donner une approximation de cosp46˝q en partant de la fonction cosinus en π
4

et de sa dérivée :
cos

`π
4 `

π

180
˘ » cos

`π
4
˘´ π

180 sin
`π

4
˘

“
?

2
2 ´ π

180

?
2

2
“ 1?

2

´
1´ π

180

¯
.

(95.494)

Notez toutefois que la technique a ses limites. Nous avons certes réussi à exprimer le cosinus en
faisant disparaitre les fonctions trigonométriques ; mais il n’en reste pas mois que pour avoir une
réelle approximation numérique, il faut encore être capable de calculer

?
2 et π.

Pour vérification :

----------------------------------------------------------------------
| Sage Version 4.6.1, Release Date: 2011-01-11 |
| Type notebook() for the GUI, and license() for information. |
----------------------------------------------------------------------
sage: x=23*pi/90
sage: exacte=cos(x)
sage: approximation=(1/sqrt(2))*(1-pi/180)
sage: numerical_approx(exacte-approximation)
-0.000107069232665902
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La valeur exacte est donc un peu plus petite que la valeur calculée. Cela s’explique par le fait que,
si on regarde la courbe de cosinus (figure 95.10), on voit que la pente s’accélère 3, ce qui a pour
effet que la tangente a tendance à surévaluer la fonction.

‚P

1
4 π

1
2 π

3
4 π

π

´1

1

Figure 95.10: La fonction cosinus autour de π
2 . LabelFigFnCosApprox

Exercise 619 exoDerive-0009

Soit
fpx, yq “ x2 expp3y sin xq. (95.495)

(1) Déterminer la différentielle de f au point pπ4 , 0q.
(2) Quelle est la dérivée directionnelle de f au point pπ4 , 0q dans la direction

˜ 1?
2

´ 1?
2 .

¸
(95.496)

corrDerive-0009

Correction of the exercise 619
Pour les calculs, pas de complications :

sage: f(x,y)=x**2*exp(3*y*sin(x))
sage: f.diff(x)
(x, y) |--> 3*x^2*y*e^(3*y*sin(x))*cos(x) + 2*x*e^(3*y*sin(x))
sage: f.diff(y)
(x, y) |--> 3*x^2*e^(3*y*sin(x))*sin(x)
sage: f.diff(x)(x=pi/4,y=0)
1/2*pi
sage: f.diff(y)(x=pi/4,y=0)
3/32*pi^2*sqrt(2)

C’est-à-dire que

Bf
Bx p

π

4 , 0q “
π

2 (95.497a)
Bf
By p

π

4 , 0q “
3
32π

2?2. (95.497b)

La différentielle est donc
dfpπ{4,0q “ π

2 dx`
3
32π

2?2dy. (95.498)

3. En effet, la dérivée de la dérivée est ´ cospxq qui à cet endroit est négatif, donc la dérivée, c’est-à-dire la pente
de la tangente, devient de plus en plus négative.
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En ce qui concerne la dérivée directionnelle, nous faisons

Bf
Bu p

π

4 , 0q “ dfpπ{4,0qpuq “ π

2
1?
2
´ 3

32π
2?2 1?

2
“ π

2
1?
2
´ 3

32π
2. (95.499)

Exercise 620 exoDerive-0007

Soit f : R Ñ R une fonction continue. Soient F et G deux primitives de f . Montrer que le
nombre F pbq ´F paq “ Gpbq ´Gpaq. En d’autres termes, le nombre F pbq ´F paq ne dépend pas du
choix de la primitive de f . corrDerive-0007

Correction of the exercise 620
<+CorrDerive-0007+>
Exercise 621 exoDerive-0002

Dériver les fonctions suivantes.
(1) sin

`
lnpxq˘

(2) sin x
x

;

(3) ex
2

(4) cospxqsinpxq
corrDerive-0002

Correction of the exercise 621
Le programme suivant par Sage résout l’exercice :

1 # ! / usr / bin / sage - p y t h o n
2 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
3

4 from sage. all i m p o r t *
5

6 var( ’x ’)
7 f=sin(ln(x))
8 print f.diff(x)
9 f=sin(x)/x

10 print f.diff(x)
11 f=exp(x**2)
12 print f.diff(x)
13 f=cos(x)**( sin(x))
14 print f.diff(x)

tex/sage/corrDerive_0002.sage

Le résultat est :

cos(log(x))/x
cos(x)/x - sin(x)/x^2
2*x*e^(x^2)
(log(cos(x))*cos(x) - sin(x)^2/cos(x))*cos(x)^sin(x)



Chapitre 96

Exercices de calcul différentiel et
intégral 1

96.1 Prérequis
Cette section contient quelques exercices du type de ce qui est plus ou moins censé être connu

à l’entrée de l’université dans diverses sections scientifiques 1.
Exercise 622 exoINGE1114-0006

Déterminer l’ensemble des x qui satisfont
(1) |x| ď 2
(2)

ˇ̌
5´ 1

x

ˇ̌ ă 1
(3) 1

|x`2| ą 1
|x´1|

(4) |x2 ´ 2| ď 1
(5) |3´ 2x| ă 1.

corrINGE1114-0006

Correction of the exercise 622
Une technique de base dans ces exercices est de savoir que

|truc| ă machin (96.1)

implique la double inégalité
´machin ă truc ă machin, (96.2)EqmactrucmachEqmactrucmach

lorsque machin ą 0.
(1) x P r´2, 2s.
(2) Ici, nous appliquons la règle (96.2) :

´1 ă 5´ 1
x
ă 1. (96.3)

Nous résolvons les deux inégalités ´1 ă 5 ´ 1
x et 5 ´ 1

x ă 1 séparément. Les solutions du
problème seront l’intersection des solutions de chacune des deux inégalités.
La première donne ´5 ă ´1{x, et donc 6 ą 1{x. Cette inégalité est certainement vraie pour
les x négatifs. Pour les x ą 0, elle est vraie quand x ą 1{6. Les solutions de cette première
inégalité sont donc s´8, 0r Y s1

6 ,8r.
La seconde inégalité donne 1

x ą 4. Cette inégalité n’est valable pour aucun négatif. Pour les
positifs, les solutions sont x P s0, 1

4 r.
La solution de l’exercice est donc donnée par

´
s´8, 0r Y s16 ,8r

¯
X s0, 1

4 r. (96.4)

C’est-à-dire x P s1
6 ,

1
4 r.

1. Ils proviennent surtout d’un cours pour ingénieur de Louvain-la-Neuve.

4535
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(3) Étant donné que les valeurs absolues sont positives, nous pouvons inverser les fractions (en
changeant le sens de l’inégalité) et nous avons

|x` 2| ă |x´ 1|. (96.5)

Nous décomposons cette inégalité en quatre possibilités selon que x`2 et x´1 soient positifs
ou négatifs :
(3a) x` 2 ě 0 et x´ 1 ě 0, conditions remplie lorsque x ě 1
(3b) x` 2 ě 0 et x´ 1 ď 0, conditions remplie lorsque x P r´2, 1s
(3c) x` 2 ď 0 et x´ 1 ě 0, conditions jamais remplie.
(3d) x` 2 ď 0 et x´ 1 ď 0, conditions remplie lorsque x ď ´2
Résolvons l’inéquation dans les quatre cas. Le premier cas donne |x` 2| “ x` 2 et |x´ 1| “
x´ 1, et donc

x` 2 ă x´ 1 (96.6)

Cette inéquation n’est jamais satisfaite et ne fournit donc aucune solutions.
Le second cas donne |x` 2| “ x` 2 et |x´ 1| “ ´x` 1, et donc

x` 2 ă ´x` 1, (96.7)

ce qui donne x ă ´1{2. Ces solutions ne sont des vraies solutions de l’exercice que lorsque
x P r´2, 1s. Ce second cas fournit donc les solutions x P r´2,´1

2 r.
Le troisième cas n’est pas à traiter.
Le quatrième cas donne

´x´ 2 ă ´x` 1, (96.8)

qui est toujours satisfaite. Les solutions fournies par ce cas sont donc x P s´8,´2s.
Au final, les solutions de l’exercice sont

x P s´8,´1
2 rzt´2u. (96.9)

Pourquoi retirer ´2 ? Simplement parce que ´2 est exclu dès le départ par les conditions
d’existence.

(4)
(5) Nous traduisons le problème en

´1 ď x2 ´ 2 ď 1. (96.10)

La première inégalité est x2 ´ 1 ě 0. (un petit tableau de signe pour ce binôme ?). Les
solutions sont x P s´8,´1s Y r1,8r.
Les solutions de la seconde sont x P r´?3,

?
3s.

L’intersection des solutions des deux inégalités est

x P r´?3,´1s Y r1,?3s. (96.11)

(6)
(7) Ici encore, on coupe en deux inégalités

´1 ă 3´ 2x ă 1. (96.12)

Les solutions sont respectivement 2 ą x et x ą 1 et donc x P s1, 2r.
Exercise 623 exoINGE1114-0008

Trouver les supremum, infimum, maximum et minimum, si ils existent dans chacun des en-
sembles suivants.

(1) t 1
n tel que n P N˚u.
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(2) t0u Y t 1
n tel que n P N˚u.

(3)
(4)
(5) tx tel que 0 ď x ď ?2, x P RzQu.
(6) t 1

n ` p´1qn tel que n P N˚u
(7)
(8)
(9)

corrINGE1114-0008

Correction of the exercise 623
(1) supE “ 1 et 1 P E, donc maxE “ 1. Par contre, inf E “ 0 et 0 R E, donc il n’y a pas de

minimum.
(2) Ici, 0 est dans l’ensemble, donc la différence avec le précédent est que minE “ 0.
(3)
(4)
(5) Pour rappel, 0 P Q et

?
2 R Q. Il n’y a donc pas de minimum (parce que 0 n’est pas dans

l’ensemble), mais inf E “ 0 et maxE “ supE “ ?2.
(6) Dans la suite des 1

n ` p´1qn, un terme sur deux s’approche de 1 et l’autre terme sur deux
s’approche de ´1 (dessiner sur un graphe les cinq ou six premiers termes pour s’en persuader).
Nous avons donc inf E “ ´1 et maxE “ supE “ 1

2 ` 1 “ 3
2 . Il n’y a pas de minimum.

Exercise 624 exoINGE1114-0009

Montrer que si a et b sont des nombres réels, alors

supta, bu “ 1
2
`
a` b` |a´ b|˘ (96.13a)

infta, bu “ 1
2
`
a` b´ |a´ b|˘. (96.13b)SubEqsupexoSerUnabSubEqsupexoSerUnab

corrINGE1114-0009

Correction of the exercise 624
Prouvons l’égalité (96.13b). Il n’y a que deux possibilités. Soit a ą b, soit a ă b. Si a ą b, alors

|a´ b| ą 0 et nous pouvons supprimer les valeurs absolues. Ce que nous avons est alors

1
2pa` b` a´ bq “ a, (96.14)

et effectivement, quand a ą b, nous avons supta, bu “ a. Par contre, si nous supposons que a ă b,
nous savons que |a´ b| “ ´pa´ bq et donc

1
2pa` b` |a´ b|q “

1
2pa` b´ a` bq “ b. (96.15)

Exercise 625 exoSerieUn0010

Soit A, un ensemble non vide tel que supA “ inf A. Que pouvez-vous dire de A ? corrSerieUn0010

Correction of the exercise 625
L’ensemble A est alors un singleton. En effet, si A possédait deux éléments différentsx et y, il

y aurait forcément un des deux qui est plus grand que l’autre. Supposons que x ą y. Dans ce cas,

inf A ď y ă x ď supA, (96.16)

ce qui serait contraire à l’hypothèse.
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Exercise 626 exoSerieUn0011

Soit A, un ensemble non vide minoré avec inf A ą 0. Montrer que

supt1
x

tel que x P Au “ 1
inf A. (96.17)

corrSerieUn0011

Correction of the exercise 626
Nommons B “ t 1

x tel que x P Au. Nous allons procéder en plusieurs étapes. D’abord, nous
montrons que 1{ inf A est un majorant de B, et ensuite, nous montrerons que 1{ inf A est plus
petit que tous les majorants.

Pour tout x dans a, nous avons inf A ď x, et donc

1
inf A ě 1

x
. (96.18)

Étant donné que inf A ą 0, nous pouvons inverser les deux membres en retournant le sens de
l’inégalité :

1
inf A ě y (96.19)

pour tout y P B, ce qui signifie que 1{ inf A est un majorant de B.
Soit maintenant m, un majorant de B. Nous voulons prouver que m ě 1{ inf A, ou encore que

1{m ď inf A. Étant donné que m est un majorant de B, nous avons que pour tout x P A,

m ě 1
x

1
m
ď x

1
m
ď inf A.

(96.20)

Exercise 627 exoSerieUn0012

Montrer que si A et B sont des ensembles bornés tels que A Ď B, alors

inf B ď inf A ď supA ď supB. (96.21)
corrSerieUn0012

Correction of the exercise 627
Remarquons pour commencer que inf et inf B existent parce que A et B sont bornés. Prouvons

que inf B ď inf A. Par définition, inf B ď x pour tout x P B. Étant donné que A Ď B, nous avons
en particulier que inf B ď x pour tout x P A. Cela prouve que inf B est un minorant de A, et donc
que inf B ď inf A.

Exercise 628 exoSerieUn0016

Montrer que
1` 3` 5` ¨ ¨ ¨ ` p2n´ 1q “ n2. (96.22)

corrSerieUn0016

Correction of the exercise 628
Vérifions avec n “ 2 :

1` 3 “ 4 “ 22, (96.23)

c’est bon.
Supposons maintenant avoir prouvé la thèse pour un certain n. Nous allons montrer qu’alors

la thèse est encore vraie pour n` 1. En écrivant la formule pour n` 1, nous avons

1` 3` 5` ¨ ¨ ¨ ` p2n´ 1qloooooooooooooooomoooooooooooooooon
“n2

`2pn` 1q ´ 1 “ n2 ` 2n` 2´ 1 “ pn` 1q2, (96.24)
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ce qu’il fallait. Pour information, le fait que les termes entre accolades valent n2 est l’hypothèse de
récurrence.

Exercise 629 exoSerieUn0017

Montrer que
1

1 · 2 `
1

2 · 3 ` ¨ ¨ ¨ `
1

npn` 1q “
n

n` 1 . (96.25)
corrSerieUn0017

Correction of the exercise 629
Supposons avoir réussi pour n, et regardons ce que devient la formule proposée avec n` 1 en

utilisant l’hypothèse de récurrence :
1

1 · 2 ` ¨ ¨ ¨ `
1

npn` 1qlooooooooooooomooooooooooooon
n{pn`1q

` 1
pn` 1qpn` 2q . (96.26)

En mettant au même dénominateur, nous trouvons
npn` 2q ` 1
pn` 1qpn` 2q “

n2 ` 2n` 1
pn` 1qpn` 2q “

n` 1
n` 2 , (96.27)

comme il le fallait.
Exercise 630 exoSerieUn0018

Montrer par récurrence que pour tout n ě 1 et pour tout x ě 0, on a p1` xqn ě 1` nx.corrSerieUn0018

Correction of the exercise 630
Pour n “ 1, on a 1` x ě 1` n, ce qui est manifestement vrai. Pour n` 1, nous avons

p1` xqn`1 “ p1` xqp1` xqn ě p1` xqp1` nxq
“ 1` nx` x` nx2loomoon

ě0

ě 1` xpn` 1q,
(96.28)

ce qui est bien la thèse avec n` 1.
Exercise 631 exoINGE11140023

Trouver les réels x qui satisfont l’équation

e2x ´ 2e´2x “ 1. (96.29)
corrINGE11140023

Correction of the exercise 631
Étant donné que l’inconnue x apparaît seulement dans la combinaison e2x, il est naturel de

poser y “ e2x. Nous avons alors e´2x “ 1
y et l’équation à résoudre devient

y ´ 2
y
´ 1 “ 0 (96.30)

où nous savons que y ‰ 0 parce qu’une exponentielle ne s’annule jamais. En multipliant par y,
nous trouvons une équation du second degré y2 ´ y ´ 2 “ 0, dont les solutions sont

y “ 1˘ 3
2 , (96.31)

c’est-à-dire y “ 2 ou y “ ´1. La seconde possibilité doit être rejetée parce qu’elle ne correspond à
aucune solution en x : e2x “ ´1 est impossible. La seconde solution, y “ 2, donne

e2x “ 2
2x “ lnp2q
x “ lnp2q

2 .

(96.32)

La solution de l’exercice est donc x “ lnp2q{2. Cette solution peut aussi être exprimée sous la
forme lnp?2q.
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Remarque 96.1.
Une erreur classique est de prendre le logarithme des deux membres de l’équation et d’écrire

lnpe2xq ´ 2 lnpe´2xq “ lnp1q. (96.33)

La fonction logarithme n’est pas une fonction linéaire. Il n’est donc pas vrai que lnpa ` 2bq “
lnpaq ` 2 lnpbq.

Parmi les variantes de cette erreur, notons l’oubli de prendre le logarithme du second membre :
laisser le 1 inchangé est une circonstance aggravante. Si on prend le logarithme du membre de
gauche, il faut aussi prendre celui du membre de droite. Il est également faux de croire que lnp1q “ 1
ou que lnp1q “ e. Que vaut le logarithme de 1 ?

Exercise 632 exoINGE11140024

Résoudre les équations et inéquations suivantes :
(1) 2x “ 8
(2) 2x´1 ´ 2x´3 “ 23´x ´ 21´x

(3) ex ` 5e´x “ 6
(4) 2x ą 4x`1

(5)
`9

4
˘x ´ 8

27 “ 0
(6) 2 log2pxq ` logxp2q “ 3
(7) log4p1´ xq ă 0
(8)

`1
3
˘3x ă `1

3
˘2x´9.

corrINGE11140024

Correction of the exercise 632
(1) x “ 3.
(2) On peut poser y “ 2x´1 et alors 2x´3 “ y{4, 23´x “ 4{y et 21´x “ 1{y. Ainsi, on a l’équation

suivante pour y :
y ´ y

4 “
4
y
´ 1
y
. (96.34)

Étant donné que y “ 0 n’est pas possible, on peut multiplier tout par y et obtenir une
équation du second degré en y :

3y2

4 ´ 3 “ 0, (96.35)

ou encore y2 ´ 4 “ 0, ce qui donne les solutions y “ 2 et y “ ´2. La solution y “ 2 donne
2x´1 “ 2, et donc x “ 2. La solution y “ ´2 donne 2x´1 “ ´2 qui est impossible. La solution
de l’exercice est donc x “ 2.
Noter qu’on peut également poser y “ 2x ou bien y “ 2x´3. Ces substitutions mènent à des
calculs un peu différents, mais c’est tout aussi bien.

(3) En posant y “ ex, nous tombons sur l’équation

y2 ´ 6y ` 5 “ 0, (96.36)

dont les solutions sont y “ 1 et y “ 5. Les solutions en x sont donc x “ lnp1q “ 0 et x “ lnp5q.
(4)
(5)
(6) Le problème de cet exercice est le logarithme en base x. Notez déjà les conditions d’exis-

tence : x ne peut pas être négatif, ni nul, ni égal à un. Ensuite, nous utilisons la formule de
changement de base des logarithmes pour transformer logx en log2 :

logxp2q “
log2p2q
log2pxq

. (96.37)
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La fraction se simplifie du fait que log2p2q “ 1. L’équation que nous devons regarder devient
donc :

2 log2pxq `
1

log2pxq
“ 3. (96.38)

La bonne idée est de poser y “ log2pxq et de trouver l’équation

2y2 ´ 3y ` 1 “ 0, (96.39)

dont les solutions sont y “ 1 et y “ 1{2. La solution log2pxq “ 1 donne x “ 2 et la solution
log2pxq “ 1

2 donne x “ ?2.
(7) Avant de commencer, notez les conditions d’existence 1 ´ x ą 0 qui demande x ă 1. Nous

savons que log4pAq ă 0 lorsque A ă 1. Cela est valable pour toute expression A, tant que la
base du logarithme est plus grande que 1. Donc les solutions de l’équation sont données par
x ą 0. En tenant compte des conditions d’existence

x P s0, 1r. (96.40)

(8) La fonction

x ÞÑ
ˆ

1
3

˙x
(96.41)

étant décroissante, l’équation est vraie quand

3x ą 2x´ 9, (96.42)

c’est-à-dire pour x ą ´9.
Exercise 633 exoINGE11140025

Résoudre les équations et inéquations suivantes :
(1) cospxq “ 1
(2) 2 sin x

2 “ 1
2

(3) cospπ2 ´ xq “
?

3
2

(4) sinpxq “ ´ cospxq
(5) ´3 cos2p3xq ` 5

2 cosp3xq ´ 1 “ 0
(6) tanp2xq “ 3 tanpxq
(7) sinpx´ π

3 q ą sinpxq
(8) sinp2xq “ 0
(9) cosp40xq “ 4

(10) sinpxq “ cospxq
(11) sin2pxq ` cos2pxq “ 1

2
(12) | cosp2xq| ă 1

2
(13) arcsinpxq “ ´π

4 corrINGE11140025

Correction of the exercise 633
(1) Dans le cercle trigonométrique, nous avons cospxq “ 1 lorsque x “ 0. Les solutions sont donc

x P t. . . ,´4π,´2π, 0, 2π, 4π, . . .u “ t2kπukPZ. (96.43)

(2)
(3)
(4)
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(5) Comme à chaque fois que l’inconnue se trouve dans une fonction spéciale (cosinus, logarithme,
exponentielle), un petit changement de variable est tout indiqué. Dans ce cas ci nous posons
y “ cosp3xq, et nous trouvons l’équation

´y2 ` 5
2y ´ 1 “ 0, (96.44)

dont les solutions sont y “ 2 et y “ 1{2.
La solution y “ 2 correspond à cosp3xq “ 2, qui n’a aucune solution. La solution y “ 1{2 par
contre correspond à cosp3xq “ 1

2 . Cela donne les solutions suivantes pour x :

x “ π

6 `
2kπ

3 (96.45a)

x “ π

2 `
2kπ

3 (96.45b)

(6)
(7)
(8) Nous savons que sinp2xq “ 0 lorsque 2x “ kπ, c’est-à-dire

x “ kπ

2 . (96.46)

Ici, comme partout nous sous-entendons k P Z.
(9) La fonction cosinus ne passe jamais par la valeur 4.

(10) Sur le cercle trigonométrique, nous avons sinpxq “ cospxq lorsque x “ π
4 , mais aussi lorsque

x “ 5π
4 . Les solutions sont donc

x “ π

4 ` k
π

2 . (96.47)

(11) La somme cos2pxq ` sin2pxq fait toujours 1, il n’y a donc pas de solutions.
(12) Nous savons que cospyq “ 1

2 lorsque y “ π{3 et ´π{3. Pour toutes les valeurs intermédiaires,
cospyq ă 1

2 . Étant donné que nous regardons la valeur absolue, les valeurs de y entre 2π{3 et
4π{3 sont également à prendre. Au final,

2x P s´π3 ,
π

3 r ` 2kπ Y s2π3 ,
4π
3 r ` 2kπ

“ s´π3 ,
π

3 r ` kπ.
(96.48)

(13) Prenons le sinus des deux membres de arcsinpxq “ ´π
4 . Le premier membre devient x, tandis

que le second membre devient sinp´π{4q “ ´1{?2. La solution est donc

x “ ´ 1?
2
. (96.49)

Exercise 634 exoINGE11140027

Construire les fonctions inverses des fonctions suivantes sur leur domaine de définition.
(1) fpxq “ 5?x` 1
(2) gpxq “ 3x´1

x`4 .
corrINGE11140027

Correction of the exercise 634
Pour rappel, l’inverse de la fonction f est donnée par

f´1pyq “ tx tel que fpxq “ yu. (96.50)

Cela est une fonction pour les valeurs de y où l’ensemble se réduit à un singleton.
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(1) L’équation à résoudre est
5?x` 1 “ y. (96.51)

Donc nous avons f´1pyq “ y5 ´ 1. Notez que cette fonction est définie partout, mais la
fonction de départ f ne prend que des valeurs positives. Par conséquent, la fonction f´1 ne
doit être vue que entre 0 et 8.

(2) Cette fonction a une asymptote verticale en x “ ´4 et prend toutes les valeurs réelles sauf 3.
Son inverse va donc à priori être définie sur Rzt3u. Résolvons l’équation qui donne g´1pyq :

y “ 3x´ 1
x` 4 (96.52)

par rapport à x. La réponse est que

g´1pyq “ 1` 4y
3´ y . (96.53)

Notez la condition d’existence y ‰ 3. La fonction de départ ne prenant jamais la valeur 3,
cette condition d’existence n’en est pas vraiment une parce que f´1 n’était déjà définie que
sur Rzt3u.

96.2 Limites et continuité
Exercise 635 exoINGE11140028

Calculer les limites suivantes ou prouver leur non-existence.
(1)

lim
xÑ8

sinpxq cospxq
x

(96.54)

(2)
lim
xÑ8

x` sinpxq
x´ sinpxq (96.55)

(3)

lim
xÑ8 sinpxqx

2 ` 2x` 3
x

. (96.56)

Comment résoudre cet exercice avec Sage ? Les lignes de code à rentrer pour résoudre la pre-
mière limite sont dans l’ordre ItemSageGenda

(1) var(’x’) ItemSageGendb

(2) f(x)=sin(x)*cos(x)/x ItemSageGendc

(3) limit(f(x),x=oo)
La ligne (1) déclare que la lettre x désignera une variable. La ligne (2) définit la fonction f . Notez
que la multiplication est notée par la petite étoile *. Pour la ligne (3), notez que l’infini est écrit
par deux petits « o ».

La fonction fpxq “ x2`2x`3 s’encode avec f(x)=x**2+2*x+3. Le symbole pour faire l’exposant
est la double étoile **. corrINGE11140028

Correction of the exercise 635
(1) Cette fonction est une très bonne candidate à l’utilisation de l’étau. En effet, nous avons

une fonction trigonométrique (sinpxq cospxq) multipliée par une fonction qu’on connait bien
(1{x). Pour tout x ą 0, nous avons les inégalités

´1
x
ď sinpxq cospxq

x
ď 1
x

(96.57)

Les deux fonctions ˘ 1
x tendent vers zéro lorsque x va vers l’infini ; par conséquent la fonction

au milieu tend vers zéro. Note que l’on a utilisé le fait que ´1 ď sinpxq cospxq ď 1.
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ItemB40028ex

(2) Nous commençons par faire les manipulations suivantes :

x` sinpxq
x´ sinpxq “

x
´

1` sinpxq
x

¯

x
´

1´ sinpxq
x

¯ “ 1` sinpxq
x

1´ sinpxq
x

. (96.58)

En utilisant la règle de l’étau, nous savons que limxÑ8 sinpxq
x “ 0. Par conséquent nous avons

lim
xÑ8

x` sinpxq
x´ sinpxq “ 1. (96.59)

Remarque que, à côté de fonctions qui tendent vers l’infini, le sinus peut être considéré comme
une constante.

Exercise 636 exoINGE11140029

Une fonction périodique admet-elle une limite lorsque x tend vers l’infini ? corrINGE11140029

Correction of the exercise 636
Non, sauf si elle est constante.
Exercise 637 exoINGE11140030

Calculer les limites suivantes en utilisant les règles de calcul.
(1) limxÑ˘8

?
x2 ` 1´?x2 ´ 1

(2) limxÑ0
?
x`4´2
x .

corrINGE11140030

Correction of the exercise 637
(1) Ici, il faut multiplier et diviser par la binôme conjugué et d’appliquer le produit remarquable

pour faire disparaitre les racines du numérateur.

a
x2 ` 1´

a
x2 ´ 1 “

`?
x2 ` 1´?x2 ´ 1

˘ `?
x2 ` 1`?x2 ´ 1

˘
`?
x2 ` 1`?x2 ´ 1

˘

“ x2 ` 1´ px2 ´ 1q`?
x2 ` 1`?x2 ´ 1

˘

“ 2`?
x2 ` 1`?x2 ´ 1

˘ .

(96.60)

À partir de cette dernière expression, il est clair que

lim
xÑ˘8 “ 0. (96.61)

(2) Ici, l’astuce est de multiplier et diviser par le binôme conjugué de ce qui se trouve au numé-
rateur : ?

x` 4´ 2
x

“
`?
x` 4´ 2

˘ `?
x` 4` 2

˘

x
`?
x` 4` 2

˘ . (96.62)

L’avantage de cette façon de faire est qu’on peut maintenant utiliser le produit remarquable
pA`BqpA´Bq “ A2 ´B2 au numérateur pour faire disparaitre la racine. Après simplifica-
tions, nous nous retrouvons avec

1?
x` 4` 2

, (96.63)

dont la limite pour xÑ 0 est 1
4 .

Exercise 638 exoINGE11140031

Calculer les limites suivantes en utilisant les règles de calcul.
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ItemexoINGE_11140031xsinusx

(1) limxÑ0 x sinp 1
xq.

(2) limxÑ8
´

x
x`1

¯x`2
.

ItemexoINGE_11140031

(3) limxÑ0
sinpαxq
sinpβxq .

Pour effectuer cet exercice avec Sage, il faut taper les lignes suivantes :
(3a) var(’x,a,b’)
(3b) f(x)=sin(a*x)/sin(b*x)
(3c) limit(f(x),x=0)
Noter qu’il faut déclarer les variables x, a et b.

(4) limxÑ8
`
1` a

x

˘x.

(5) limxÑ˘8
?
x2`1´x
x´2

Les lignes pour résoudre par Sage sont :
(5a) f(x)=(sqrt(x**2+1))/(x-2)
(5b) limit(f(x),x=oo)
(5c) limit(f(x),x=-oo)
Noter la commande pour la racine carré : sqrt. Étant donné que cette fonction diverge en
x “ 2, si tu veux la tracer, il faut procéder en deux fois :
(5a) plot(f,(-100,1.9))
(5b) plot(f,(2.1,100))
La première ligne trace de ´100 à 1.9 et la seconde de 2.1 à 100. Ces graphiques vous
permettent déjà de voir les limites. Attention : ils ne sont pas des preuves ! Mais ils sont de
sérieux indices qui peuvent vous inspirer dans vos calculs.

(6) limxÑ2
?
x`2´2?
x`7´3 .

(7) limhÑ0
px`hq3´x2

h .
corrINGE11140031

Correction of the exercise 638

(1) Cet exercice, comme beaucoup qui contiennent un cosinus ou un sinus en facteur, se traite
avec la règle de l’étau. En effet, étant donné que sinp 1

xq est coincé entre ´1 et 1, nous avons
toujours les inéquations

´x ď x sinp1
x
q ď x. (96.64)

Or, nous savons que ´x et x tendent tous les deux vers zéro lorsque x tend vers zéro. Nous
concluons que ce qui se trouve au milieu tend également vers zéro lorsque xÑ 0.

(2) Ce genre d’exercices avec un x dans l’exposant d’une fraction doit faire penser à la limite qui
définit le nombre e. Commençons par inverser la fraction en mettant un signe dans l’exposant,
et séparons en deux facteurs :

ˆ
x

x` 1

˙x`2
“
ˆ
x` 1
x

˙´x´2
“
ˆ
x` 1
x

˙´xˆx` 1
x

˙´2
(96.65)

Le second facteur tend vers 1 lorsque x tend vers l’infini. Pour le second,
ˆ
x` 1
x

˙´x
“
ˆ

1` 1
x

˙´x
“
ˆˆ

1` 1
x

˙x˙´1
. (96.66)

La limite du tout fait donc e´1.



4546 CHAPITRE 96. EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 1

(3) La subtilité de cet exercice est de faire apparaitre la limite limxÑ0 sinpxq{x “ 1 que l’on
connaît. Pour ce faire, on commence par multiplier et diviser par x :

sinpαxq
sinpβxq “

x

x

sinpαxq
sinpβxq (96.67)

À ce niveau, nous avons les combinaisons sinpαxq{x et x{ sinpβxq qui apparaissent. Ce n’est
pas encore tout à fait ce que l’on veut. Nous multiplions et divisons par αβ pour mettre tout
comme il faut :

sinpαxq
sinpβxq “

x

x

αβ

αβ

sinpαxq
sinpβxq (96.68)

La limite de cette expression se décompose en trois morceaux. D’abord la constante α{β, et
ensuite les deux limites

lim
xÑ0

βx

sinpβxq Ñ 1 (96.69a)

lim
xÑ0

sinpαxq
αx

Ñ 1. (96.69b)

La réponse est donc que
lim
xÑ0

sinpαxq
sinpβxq “

α

β
. (96.70)

(4) Pour cet exercice et les autres avec les exponentielles, voir la sections 97.3.
(5) Pour cet exercice, on peut mettre le plus haut degré de x en évidence en sortant le x2 de

la racine. Ce dernier sort sous la forme de la valeur absolue :
?
x2 “ |x|. De plus, lors de

la simplification par x, la valeur absolue se transforme en ˘x suivant que x est positif ou
négatif. Nous avons

?
x2 ` 1´ x
x´ 2 “

|x|
b

1` 1
x ´ x

xp1´ 2
xq

“
˘
b

1` 1
x2 ´ 1

1´ 2
x

. (96.71)

Lorsqu’on fait la limite x Ñ ˘8, le dénominateur tend de toutes façons vers un. Le nu-
mérateur tend, lui, vers zéro si le signe est positif et vers ´2 si le signe est négatif. Donc

lim
xÑ8 “ 0 (96.72a)

lim
xÑ´8 “ ´2 (96.72b)

(6) Il s’agit d’utiliser l’astuce du binôme conjugué tant pour le numérateur que pour le dénomi-
nateur. Il faut donc multiplier et diviser par

?
x` 2j ` 2 et par

?
x` 7` 3 en même temps.

En utilisant les produits remarquables, et en simplifiant par px´ 2q, on trouve
?
x` 7` 3?
x` 2` 2

, (96.73)

dont la limite vaut
lim
xÑ2

“ 3
2 . (96.74)

(7) Si on développe le px` hq3, nous trouvons au numérateur

x3 ` 3hx2 ` 3xh2 ` h3 ´ x3. (96.75)

Les x3 se simplifient et il ne reste plus que des termes qui contiennent h. En écrivant la
fraction complète, les h se simplifient avec le dénominateur et nous tombons sur

lim
hÑ0

2x2 ` x2 “ 3x2 (96.76)

qui ne dépend plus de h.
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Exercise 639 exoINGE11140032

Étudier le domaine de définition et la continuité des fonctions définies ci-dessous.

(1) fpxq “
#

sinpxq
x si x ‰ 0

1 si x “ 0

(2) fpxq “
#
x sinp 1

xq si x ‰ 0
0 si x “ 0

(3) fpxq “
#?

x`1?
x

si x ‰ 0
1 si x “ 0

(4) fpxq “
#
x`1
x sinp x

x`1q si x ‰ 0 et x ‰ ´1
0 si x “ 0 ou x “ ´1.

(5) fpxq “ p1` |x|qe|x|.
(6) fpxq “ lnp1` |x|q.

corrINGE11140032

Correction of the exercise 639
Pour la continuité, ces exercices se réduisent à calculer la limite des fonctions en le point à

problème, et vérifier si cette limite est égale ou non à la valeur de la fonction en ce point, en vertu
du théorème qui lie la limite et la continuité.

(1) Cette fonction est définie partout, et vu que sinpxq{xÑ 1, elle est continue partout.
(2) Elle est définie partout, et elle est continue parce que

lim
xÑ0

x sinp1
x
q “ 0. (96.77)

Cette limite a été calculée à l’exercice 638(1).
(3) La fonction n’est définie que pour x ě 0. De plus, Nous avons que

lim
xÑ0

?
x` 1
x

“ 8, (96.78)

donc cette fonction n’est pas continue en 0.
(4) La fonction est définie sur toutR. Il faut maintenant regarder les deux points de discontinuité

possibles. Le premier revient à calculer la limite

lim
xÑ0

x` 1
x

sin
ˆ

x

x` 1

˙
, (96.79)

qui est un cas du type sinpAq
A avec A qui tend vers zéro. Nous savons que cette limite vaut 1.

Nous avons donc que limxÑ0 fpxq “ 1, mais fp0q “ 0. La fonction n’est donc pas continue
en 0.
Pour le second point, nous devons calculer

lim
xÑ´1

x` 1
x

sin
ˆ

x

x` 1

˙
. (96.80)

Pour cette limite, nous utilisons la règle de l’étau. Le sinus reste borné entre ´1 et 1, tandis
que le facteur x`1

x tend vers zéro. Nous avons donc limxÑ´1 fpxq “ 0 et donc la fonction est
continue en ´1.

(5) Cette fonction est définie et continue sur tout R parce qu’elle est une composée de fonctions
continues : la valeur absolue et l’exponentielle.

(6) Cette fonction est définie tant que 1` |x| ą 0, ce qui est toujours le cas. Elle est également
continue partout.
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96.3 Suites numériques
Exercise 640 exoINGE11140033

Calculer la limite des suites suivantes.
(1) sn “ 1

n

(2) sn “ 2n´1
3n`2

(3) sn “ p´1qn

n corrINGE11140033

Correction of the exercise 640
(1) Cette suite est la suite type qui tend vers zéro. En effet, prenons n’importe quel ϵ ą 0, et

trouvons à partir de quel moment dans la suite, sn ă ϵ. Nous cherchons dons les n pour
lesquels 1

n ă ϵ. Cette inéquation est facile à résoudre : la réponse est

n ą 1
ϵ
. (96.81)

Prenons par exemple ϵ “ 0.1. Effectivement, dès que n ą 10, nous avons sn “ 1
n ă 0.1.

(2) Cette suite ressemble à une fonction, donc nous allons appliquer à peu près les mêmes recettes.
D’abord nous mettons n en évidence au numérateur et au dénominateur et nous simplifions :

sn “ 2
3´ 2

n

´ 1{n
3´ 2

n

. (96.82)

À ce moment nous appliquons le théorème qui dit que limpan ´ bnq “ limpanq ´ limpbnq
(quand les limites existent). Ici,

an “ 2
3´ 2

n

bn “ 1{n
3´ 2

n

. (96.83)

En décomposant encore une fois chacun des deux termes en utilisant le théorème qui dit que
limpan{bnq “ lim an

lim bn
, et en utilisant le fait que 1

n Ñ 0, nous avons que le limite du tout vaut
2
3 , comme nous nous y attendions depuis le début.

(3) Nous pouvons utiliser la technique de l’étau en écrivant que pour tout n,

´ 1
n
ď p´1qn

n
ď 1
n
. (96.84)

Les deux suites extrêmes tendent vers 0, donc celle du milieu tend vers zéro.
Exercise 641 exoINGE11140034

Prouver que la suite sn “ 2n`7
3n`2 est croissante et bornée, donc qu’elle admet une limite. Calculer

cette limite. corrINGE11140034

Correction of the exercise 641
Afin de prouver la croissance, nous calculons sn`1 ´ sn, et nous prouvons que cette différence

est toujours positive. En mettant au même dénominateur et en simplifiant, nous trouvons

sn`1 ´ sn “ 2pn` 1q ´ 7
3pn` 1q ` 2 ´

2n´ 7
3n` 2 “

25
9n2 ` 21n` 1 , (96.85)

qui est toujours positif quand n est positif. Note qu’ici, on ne considère que les n ą 0. Nous
travaillons avec des suites, pas avec des fonctions ! Nous pouvons prouver que cette suite est
majorée de la façon suivante :

sn “ 2n´ 7
3n` 2 ă

2n
3n` 2 ă

2n
3n “

2
3 . (96.86)
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Les inégalités sont vraies parce que on ajoute 7 au numérateur et on enlève 2 au dénominateur.
La suite est donc majorée par 2

3 .
Maintenant que nous savons que la suite est majorée et croissante, nous savons qu’elle est

convergente. Le calcul de la limite se fait de façon usuelle, et le résultat est 2
3 .

Exercise 642 exoINGE11140035

La suite s “ tsnunPNzt0u définie par s1 “ 1 et sn “ ?3sn´1 pour tout n ą 1 est croissante et
bornée. Le prouver. Quelle en est la limite ? corrINGE11140035

Correction of the exercise 642
Pour prouver que la suite est croissante, nous calculons sn

sn´1
, et nous prouvons que cette fraction

est plus grande que 1 pour tout n. Nous avons

sn
sn´1

“
?

3sn´1
sn´1

“
?

3?
sn´1

. (96.87)

Pour que cela soit plus grand que 1, il faut d’abord s’assurer que sn´1 ă 3. Cela se fait par
récurrence. En effet, si sk ă 3, alors

sk`1 “
?

3sk ă
?

3 · 3 “ 3. (96.88)

Nous avons donc bien que tous les éléments de la suite sont plus petits que 3, et donc que la suite
est croissante et bornée.

La borne se trouve en utilisant l’astuce suivante. Nous savons que pour tout n,

sn`1 “
?

3sn. (96.89)EqLimPresNsqrttroisEqLimPresNsqrttrois

Si nous notons l “ lim sn, et si nous prenons la limite des deux côtés de (96.89), nous trouvons

l “ ?3l, (96.90)

dont la solution est l “ 3.
Exercise 643 exoINGE11140036

Les suites suivantes sont-elles bornées, croissantes, décroissantes, convergentes ? Dans le cas où
elles sont convergentes, calculer leur limite.

(1) sn “ 2´ n´1
10

(2) sn “ p´1qnn
(3) sn “ p´1qn´1

n`1 .
corrINGE11140036

Correction of the exercise 643
(1) Étant donner que multiplier une suite par un nombre constant ou l’additionner à un nombre

constant ne change par le fait qu’elle soit bornée ou non, la suite sn “ 2 ´ n´1
10 sera bornée

si et seulement si n´1
10 est bornée, ce qui arrivera si et seulement si n ´ 1 est bornée. Or on

sait bien que la suite n´ 1 n’est pas bornée.
Comme la suite n’est pas bornée, elle ne peut pas être convergente. Étudions la (dé)croissance
en calculant la différence entre deux termes consécutifs :

sn`1 ´ sn “ 2´ pn` 1q ´ 1
10 ´

ˆ
2´ n´ 1

10

˙
“ ´ 1

10 . (96.91)

La différence étant négative, la suite est décroissante.
(2) La convergence de cette suite se règle par l’étau :

´ 1
n` 1 ă

p´1qn´1

n` 1 ă 1
n` 1 . (96.92)

La suite proposée converge donc vers zéro.
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(3) Cette suite n’est ni croissante ni décroissante (parce qu’elle est positive et négative un élément
sur deux). Elle ne converge pas non plus parce qu’elle n’est pas bornée.

Exercise 644 exoINGE11140037

Étudier la convergence des suites suivantes en écrivant une expression formelle pour le terme
général.

(1)
?

2,
a

2
?

2,
b

2
a

2
?

2, . . .
(2) 0.2, 0.23, 0.233, 0.2333,. . .

corrINGE11140037

Correction of the exercise 644

(1) Cette suite a pour formule de récurrence s1 “
?

2 et sn`1 “ ?2sn. Sa convergence se traite
exactement comme ce qui a été fait pour l’exercice 642.

(2) La formule qui donne la suite est s1 “ 0.2 et sn`1 “ sn ` 3
10n .

96.4 Limites

Exercise 645 exoGeneral0010

Calculer les limites suivantes (0
0 , 8

8 , 8´8,0 ·8).

(1) limxÑ2
x2`x´6
x2´4 .

(2) limxÑ π
4

1´tanpxq
cosp2xq .

(3) limxÑ π
2

secpxq
tanpxq .

(4) limxÑ0
x4´2x3

2x´sinp2xq .
(5) limxÑ˘8 x?

1`x2 .

(6) limxÑ0
ax´bx

x .
(7) limxÑ0

ex´e´x

sinpxq .

(8) limxÑ1
´

x
x´1 ´ 1

lnpxq
¯

.

(9) limxÑ0
ex´esinpxq

x´sinpxq .

(10) limxÑ0
x`sinp2xq
x´sinp2xq .

(11) limxÑ0
´

1
sinpxq ´ cospxq

sinpxq
¯

.

(12) limxÑ0
?
x`9´3
x .

(13) limxÑ0
tanpxq
x .

(14) limxÑą0 xm lnpxq.
(15) limxÑă

π
2

`
tanp3xq ´ tanpxq˘.

(16) limxÑ8 x sinpa{xq.

(17) limxÑ π
2

ln
`

sinpxq
˘

pπ´2xq2 .

Ici, a et b sont des réels positifs, et m est un entier positif. corrGeneral0010

Correction of the exercise 645

(1) Le numérateur et le dénominateur s’annulent en x “ 2, donc nous pouvons certainement
simplifier la fraction par px ´ 2q. En effet, une simple factorisation du second degré nous
montre que x2`x´6 “ px´2qpx`3q, tandis que le dénominateur est un produit remarquable :
x2 ´ 4 “ px` 2qpx´ 2q. Il reste donc

lim
xÑ2

px´ 2qpx` 3q
px´ 2qpx` 2q “ lim

xÑ2

x` 3
x` 2 “

5
4 . (96.93)

(2) En utilisant la règle de l’Hospital, nous trouvons

lim
xÑ π

4

1´ tanpxq
cosp2xq “ lim

xÑ π
4

´1{ cos2pxq
´2 sinp2xq lim

xÑ π
4

1
2 sinp2xq cos2pxq “ 1. (96.94)

(3)
(4)
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(5) Pour rappel : paxq1 “ ax lnpxq. En sachant cela, la règle de l’Hospital montre que

lim
xÑ0

ax ´ bx
sinpxq “ lim

xÑ0

ax lnpaq ´ bx lnpbq
cospxq “ lnpaq ´ lnpbq. (96.95)

(6)
(7)
(8)
(9)

(10) Règle de l’Hospital immédiate :

lim
xÑ0

1´ cospxq
sinpxq “ lim

xÑ0

sinpxq
cospxq “ 0. (96.96)

(11)
(12)
(13) On a un produit de type 0 ˆ 8. Afin d’utiliser la règle de l’Hospital, nous la écrivons

xm lnpxq “ lnpxq{px´mq, et nous trouvons

lim
xÑ0

lnpxq
x´m “ lim

xÑ0

1{x
´mx´m´1 “ lim

xÑ0

1
´mx´m “ 0. (96.97)

(14)
(15)
(16)
(17)
(18)

Exercise 646 exoGeneral0011

Calculer les limites suivantes (18, 80, 00).

(1) limxÑ0 cospxqcotgpxq

(2) limxÑ1p2´ xq1{px´1q

(3) limxÑą1
` 1
x

˘tanpxq

(4) limxÑą0p2 cospxq ´ exqlnpxq

(5) limxÑą0 xsinpxq

(6) limxÑą0
`

sinpxq˘sinpxq

(7) limxÑ0pex ` xq1{x

(8) limxÑ8px2 ` x` 1q1{x

(9) limxÑą0 x2x

(10) limxÑ8
` 2
x ` 1

˘x

(11) limxÑ1 lnpxqpx´1q

(12) limxÑă
π
2
ptan xqcospxq

(13) limxÑą0 cotgpxq 1
lnpxq

(14) limxÑ8
`
cospaxq ` β sinpaxq

˘x.
corrGeneral0011

Correction of the exercise 646
En règle générale, pour calculer des limites de fonctions qui se présentent sous la forme fpxqgpxq,

il faut faire la manipulation suivante :

fpxqgpxq “ eln
`
fpxqgpxq

˘
“ egpxq ln

`
fpxq

˘
. (96.98)EqManipExpLnlimiteEqManipExpLnlimite

À partir de là, nous devons calculer la limite de gpxq ln
`
fpxq˘, et puis prendre l’exponentielle en

justifiant par le faire que l’exponentielle est une application continue (et donc commute avec la
limite).

(1)
(2)
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(3)
(4)
(5) En vertu de la manipulation (96.98), nous devons calculer

lim
xÑ0

sinpxq lnpxq “ lim
xÑ0

lnpxq
1{ sinpxq “ lim

xÑ0

1{x
´ cospxq{ sinpxq2 “ ´ lim

xÑ0

1
x

sinpxq2
cospxq . (96.99)EqPassageEEqPassageE

Nous éliminons un des sinus et le 1
x en utilisant la limite limxÑ0

sinpxq
x “ 1. La limite (96.99)

vaut en définitive zéro, de telle sorte que

lim
xÑą0

xsinpxq “ e0 “ 1. (96.100)

(6)
(7)
(8)
(9)

(10) Nous avons

lim
xÑ8

ˆ
2
x
` 1

˙x
“ lim

xÑ8 exp
ˆ
x lnp2

x
` 1q

˙
. (96.101)

La limite à calculer est donc la suivante qui se traite par l’Hospital :

lim
xÑ8x ln

ˆ
2
x
` 1

˙
“ lim

xÑ8
p´2{x2q{` 2

x ` 1
˘

´1{x2 “ 2. (96.102)

La limite recherchée est donc e2.
(11) Après avoir fait le coup de l’exponentielle, nous devons calculer la limite

lim
xÑ1

px´ 1q ln
`

lnpxq˘ “ lim
xÑ1

“ lim
xÑ

ln
`

lnpxq˘
1

x´1
“ ´ lim

xÑ
px´ 1q2
x lnpxq “ lim

xÑ1

2px´ 1q
1{x “ 0.

(96.103)
La réponse attendue est donc e0 “ 1.

(12)
(13)
(14)
(15)

Exercise 647 exo0013

Vrai ou faux (démontrez ou donnez un contre-exemple) :
ItemAExo0013

(1) Si un est telle que u2n Ñ 0 et u2n`1 Ñ 0, alors un Ñ 0.
(2) Si un est telle que u2n Ñ 0 et u3n Ñ 0 et u4n Ñ 0, et . . ., alors un Ñ 0.
(3) D une suite qui prend une infinité de fois les valeurs 1,2.
(4) D une suite qui prend une infinité de fois les valeurs 1,2,3.

ItemEnumiE13

(5) D une suite qui prend une infinité de fois toutes les valeurs entières.
(6) Toute suite périodique et convergente est constante.
(7) Si }xk} Ñ }x}, alors xk Ñ x.
(8) Toute suite monotone qui a une sous-suite bornée converge.
(9) Il existe une suite telle que limnÑ8 un “ 8 mais qui n’est jamais monotone.

corr0013

Correction of the exercise 647
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(1) Tout nombre entier peut être écrit sous la forme 2n ou 2n`1. Soit ϵ ą 0, et K tel que k ą K
implique que x2k et x2k`1 soient plus petit que ϵ. Dans ce cas, à partir de 2K, la suite des
xk est plus petite que ϵ.

(2) Si pi est la suite des nombres premiers, alors une suite qui a les propriétés imposées peut très
bien avoir xpi “ 1.

(3) Oui : la suite 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .
(4) idem.
(5) La suite ´1, 0, 1,´2,´1, 0, 1, 2,´3,´2,´1, 0, 1, 2, 3, . . . qui consiste à énumérer de ´n à n

puis de ´pn` 1q à n` 1 et ainsi de suite.
(6) Soient a ą b, deux valeurs atteintes une infinité de fois par la suite. Soit r P R. Prouvons

que la suite ne peut pas converger vers r. Disons que r ‰ a, dans ce cas, si |r´ a| “ σ, pour
tout K ą 0, il existe un k ą K tel que xk “ a et donc tel que |xk ´ r| ď ϵ pour ϵ “ σ{2 par
exemple. Même raisonnement si r ‰ b.
Donc une suite périodique qui converge ne peut pas prendre deux valeurs distinctes (ici : a
et b). Nous en déduisons qu’elle doit être constante.

(7) faux, comme le montre le contre-exemple de la suite constante xk “ ´1. Nous avons }xk} Ñ
|1| et pourtant xk ne converge pas vers 1.

(8) La sous-suite bornée est monotone et bornée, donc elle converge. Soit a sa limite. Supposons
pour fixer les idées que la suite est monotone croissante. La suite xk ne peut pas prendre de
valeurs plus grande que a. En effet si elle prend la valeur a ` δ, elle ne peut plus, ensuite,
prendre de valeurs intermédiaires entre a et a` δ parce qu’elle est monotone croissante. Par
conséquent, il n’est pas possible d’avoir une sous-suite convergente parce que cette dernière
devrait avoir des termes tels que |a´ xk| ă δ{2.
La suite elle-même est donc bornée par a et converge donc.

(9) Pour trouver un exemple, il suffit de trouver une suite qui fait deux pas en avant et un pas
en arrière. Par exemple un “ n` p´1qn. Nous avons

un`1 ´ un “
#
´1 si nest pair
3 si nest impair,

(96.104)

donc cette suite n’est jamais monotone.

Exercise 648 exo0017

Déterminez le supremum (sauf pour l’exercice (7)), l’infimum (sauf pour l’exercice (7)), la
limite, les limites supérieure et inférieure (s’ils existent) de chacune des suites ci-dessous.

(1) p1
2 ,

´2
3 ,

3
4 ,

´4
5 ,

5
6 , . . .q

(2) p0, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, 2, 3, 4, 5, . . .q
(3) 1` p´1qk

k

(4) ik

k

(5) cospπ4 ` k π2 q
(6) p1` 25

k2 q
ItemGExo0017

(7) sinpkq
k

(8) t 15
7`k uk2 ` p1´ t 15

7`k uq 1
k

où tru désigne le plus grand entier inférieur à r. Ainsi t2, 5u = 2 et t´2, 5u = -3. corr0017

Correction of the exercise 648
Pour les questions où la suite est définie en termes de k, nous supposons qu’elle commencent à

k “ 1 (et non k “ 0).
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(1) Cette suite contient une sous-suite qui tend vers 1 et une qui tend vers ´1. Tous les termes
sont, par ailleurs, plus petit que 1 en norme.

sup “ 1, inf “ ´1, lim sup “ 1, lim inf “ ´1, lim “ NAN (96.105)

(2) Étant donné que le nombre 1 est présent dans toutes les queues de suites (et que c’est le plus
petit), nous avons que la limite inférieure est 1.

sup “ NAN, inf “ 0, lim sup “ NAN, lim inf “ 1, lim “ NAN (96.106)

(3) Cette suite oscille autour de 1, avec des sauts de plus en plus petits. Le plus grand terme de
la suite est celui avec k “ 2, le plus petit est avec k “ 1.

sup “ 1` 1
2 , inf “ 0, lim sup “ 1, lim inf “ 1, lim “ 1 (96.107)

(4) Étant donné que nous n’avons pas considéré de relations d’ordre sur C, les concepts d’in-
fimum, supremum et de limites supérieures et inférieures n’ont pas de sens. Le concept de
limite, lui, par contre a encore un sens. Comme la norme de ik est constamment 1, la limite
est zéro.

sup “ NAN, inf “ NAN, lim sup “ NAN, lim inf “ NAN, lim “ 0 (96.108)

(5) Cette suite n’est rien d’autre qu’une alternance de cospπ{4q et ´ cospπ{4q.
sup “ cos π4 , inf “ ´ cos π4 , lim sup “ cos π4 , lim inf “ ´ cos π4 , lim “ NAN

(96.109)
(6) Cette suite étant strictement décroissante, il n’y a pas de limite supérieure et nous avons

sup “ 1` 25, inf “ 1, lim sup “ NAN, lim inf “ 1, lim “ 1 (96.110)

(7) Pour calculer la limite supérieure, remarquons que nous avons toujours

0 ă suptxk tel que k ě lu ď 1
l
. (96.111)

Pour cette raison, la limite supérieure est nulle. La limite inférieure est également nulle, pour
la même raison. Une autre manière de le voir est de voir que

ˇ̌
ˇ̌sinpkq

k

ˇ̌
ˇ̌ ă 1

k
, (96.112)

et que donc la limite de la suite est zéro. Par la proposition de la page 44 du cours (point
(ii)), la limite est, dans ce cas, égale à la limite supérieure et à la limite inférieure.

(8) Il faut remarquer qu’à partir de k “ 9, la valeur de t 15
7`k u est nulle. Pour les grands k, la suite

n’est donc rien d’autre que k ÞÑ 1{k qui tend vers zéro. Cela donne que zéro est la limite
inférieure, supérieure et la limite tout court.
L’infimum de la suite est donc zéro et le supremum est atteint en k “ 8 et vaut 64. Ce terme
est le dernier pour lequel la valeur entière vaut 1.

Exercise 649 exo0016

Soient panq une suite convergente dans R et σ : NÑ N une fonction injective. Posons bn “ aσpnq.
Prouvez que pbnq converge et que lim bn “ lim an. corr0016

Correction of the exercise 649
La première chose à remarquer est que la suite xn “ σpnq tend vers l’infini. Maintenant, si

nous désignons par a la limite de la suite panq, et si nous prenons ϵ ą 0, nous avons un N tel
que n ą N implique |an ´ a| ď ϵ. Prenons K tel que k ą K implique σpkq ą N . Dans ce cas,
|bk ´ a| “ |aσpkq ´ a| ď ϵ, ce qui prouve que pbnq converge vers la même limite que panq.
Other resolution
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Remarque 96.2.
Pour résoudre cet exercice, il faut bien comprendre la définition de la limite : celle-ci dit qu’à ϵ fixé,
il n’y a qu’un nombre fini de termes de la suite qui sont « ϵ-loin » de la limite. Toute la question
de l’exercice est de savoir combien de ces termes « problématiques » on met dans bn. L’injectivité
de σ assure que chaque terme « problématique » ne peut apparaitre qu’une fois au maximum, et
donc qu’ils sont en nombre fini.

Notons a la limite de la suite panq, et montrons que pbn def“ aσpnqq converge vers a. Par définition
de la convergence de panq, on sait que

@ϵ ą 0 DK 1 tel que pk1 ě K 1 ñ |ak1 ´ a| ă ϵq

Pour ϵ ą 0 fixé, notons
E “ ␣

i
ˇ̌
σpiq ă K 1( et K “ 1`maxE

qui existe bel et bien, car l’ensemble E est fini d’après l’injectivité de σ. Si k ě K, alors k R E et
donc σpkq ě K 1 et

|bk ´ a| “
ˇ̌
aσpkq ´ a

ˇ̌ ă ϵ

ce qui prouve la convergence de pbkq vers a.
Exercise 650 exo0024

Déterminez si les limites suivantes existent et dans l’affirmative calculez les.
(1) limxÑ0 x sinp 1

xq
(2) limxÑ0

sinpsinpxqq
x

(3) limxÑ`8plnpxqq
1

1´lnpxq

corr0024

Correction of the exercise 650

(1) Nous avons
´|x| ď x sinp1

x
q ď |x|, (96.113)

et donc limxÑ0 x sinp 1
xq “ 0 par la règle de l’étau.

(2) limxÑ0
sinpsinpxqq

x “ 1 par l’Hospital.
(3) Nous avons

lnpxq 1
1´lnpxq “ elnplnpxq1{p1´lnpxqqq “ e

ln
`

lnpxq

˘
1´lnpxq . (96.114)

Par la règle de l’Hospital, nous trouvons que

lim
xÑ8

ln
`

lnpxq˘
1´ lnpxq “ ´ lim

xÑ8
1

lnpxq “ 0. (96.115)

Nous avons donc
lim
xÑ8 e

lnplnpxqq

1´lnpxq “ e0 “ 1. (96.116)

96.5 Dérivées et optimisation

Exercise 651 exoGeneral0012

Déterminer les extréma des fonctions suivantes :
(1) y “ 2 sinpxq ` cosp2xq
(2) y “ x2 ` 250{x
(3) y “ ex{x.
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corrGeneral0012

Correction of the exercise 651
La stratégie est toujours de dériver la fonction, et puis de chercher les zéros de la dérivée.

(1) ypxq “ 2 sinpxq ` cosp2xq. Nous avons, en utilisant une petite formule de trigonométrie

y1pxq “ 2 cospxq ´ 2 sinp2xq “ 2 cospxq ´ 2 sinpxq cospxq (96.117)

Cette dérivée s’annule si cospxq “ 0, ou bien si sinpxq “ 1
2 . Les valeurs, entre π et 2π, qui le

font sont
π

2 ,
3π
2 ,

π

6 ,
2π
3 . (96.118)

Les extrémums globaux sont x “ 3π{2 et x “ π{6 où la fonction vaut respectivement ´3 et
3{2.

(2) ypxq “ x2 ` 250
x , la dérivée est

y1pxq “ 2x´ 250
x
. (96.119)

Pour résoudre y1 “ 0, nous commençons par multiplier l’équation par x2 pour trouver 2x3 ´
250 “ 0, dont la seule solution réelle est x “ 5.

(3) ypxq “ ex{x, la dérivée est

y1pxq “ px´ 1qex
x2 , (96.120)

qui s’annule pour x “ 1. Rappelez vous que ex ne s’annule jamais.

Exercise 652 exoGeneral0013

Que vaut la dérivée de la fonction y “ 2 ln2 `p2xq2˘ ? corrGeneral0013

Correction of the exercise 652
Exercice de dérivation de fonctions composées, en n’oubliant pas de se simplifier la vie avec la

formule lnpa2q “ 2 lnpaq. La réponse est

y1pxq “ 8 lnp4x2q
x

. (96.121)

Cette fonction peut également être dérivée par Sage avec les commandes suivantes :
(1) var(’x’)
(2) f(x)=2*log( (2*x)**2 )**2
(3) f.diff(x)

Sage donne la réponse sous forme d’une fonction de x.
Exercise 653 exoGeneral0014

La fonction xx avec x ą 0 possède un minimum. Donner la position de ce minimum.corrGeneral0014

Correction of the exercise 653
Afin de dériver xx, il faut écrire

xx “ elnpxxq “ ex lnpxq, (96.122)

dont la dérivée vaut `
lnpxq ` 1

˘
ex lnpxq. (96.123)

Cela s’annule lorsque lnpxq “ ´1, c’est-à-dire en x “ 1{e.
Exercise 654 exoGeneral0015

Dans le plan euclidien, on considère le point c “ p3, 5q. Par ce point, on trace une droite D qui
coupe l’axe Ox en un point a d’abscisse positive et l’axe Oy en un point b d’ordonnée positive.
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Comment doit être la droite D pour que le triangle Oab ait une aire minimum ? (interrogation
de janvier 1973) corrGeneral0015

Correction of the exercise 654
La droite D passe par p3, 5q, par p0, bq et par pa, 0q. Étant donné que deux points fixent la

droite, la connaissance de b fixe a. Nous commençons par chercher la surface du triangle qui passe
par p0, bq et par p3, 5q.

La droite est
y “ 5´ b

3 x` b, (96.124)

et elle coupe l’axe Ox en x “ ´ 3b
5´b . Le triangle a donc une base de longueur ´3b{p5 ´ bq et de

hauteur b, donc la surface est

Spbq “ ´3b2

5´ b , (96.125)

qu’on va essayer de maximiser. La dérivée est

S1pbq “ 3b2 ´ 30b
b2 ´ 10b` 25 , (96.126)

et s’annule pour b “ 10.
Exercise 655 exoGeneral0016

Un bateau mouille l’ancre à 3 km du rivage. En face d’un point situé 4 km plus loin le long de
la côte, un autre bateau est ancré à 9 km du rivage. Un canot du premier bateau doit conduire un
passager au rivage et aller ensuite rejoindre l’autre bateau. Quel est le trajet minimum du canot ?corrGeneral0016

Correction of the exercise 655
La situation est représentée sur la figure 96.1.
Cet exercice peut être résolu de façon simple en remarquant que le canot doit aller de A vers

I puis de I vers B. Ce trajet est le même que celui qui consiste à aller de A vers I puis de I vers
B1, si B1 est le symétrique de B par rapport à la côte. Ce qu’il faut faire est donc simplement fixer
x pour que le trajet AIB1 soit une droite.

La réponse est x “ 1.
Sans cette astuce, la distance à parcourir, en fonction de x s’exprime avec Pythagore :

dpxq “
a
x2 ` 9`ap4´ xq2 ` 81, (96.127)

dont la dérivée est
d1pxq “ x?

x2 ` 9
´ 4´ xap4´ xq2 ` 81

. (96.128)

Après mise au même dénominateur, nous voyons que cela s’annule en x “ 1, comme précédemment
déduit.

96.6 Primitives et intégration
Exercise 656 exoGeneral0017

Calculer les primitives suivantes (exercice 1, page 40)

(1)
şpx`?xqdx

(2)
ş ´ 3?

x
´ x

?
x

4

¯
dx

(3)
ş
dx
4?x

(4)
ş 1

3x´7dx

(5)
ş

tanp2xqdx

(6)
ş 1

cos2p7xqdx
(7)

ş
cotgpx{3qdx

(8)
ş
e´ sinpxq cospxqdx

(9)
ş

tanpxq sec2pxqdx
(10)

ş
x?

2x2`3dx

(11)
ş arctanpxq

1`x2 dx

(12)
ş cospxq

16`sin2pxqdx

(13)
ş 1
x lnpxqdx

(14)
ş 1?

9´x2dx

(15)
ş 1

4´9x2dx

(16)
ş 1?

x2`9dx
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‚
A 4 km

9 km

3 km

‚ I

‚
B

‚
B1

xkm

Figure 96.1: Petit dessin pour l’exercice 649. LabelFigBateau

(17)
ş 1
x
?

1´ln2pxqdx

(18)
ş sinp2xq?

1`cos2pxqdx

(19)
ş

ex?
1´e2xdx

(20)
ş arccos2pxq?

1´x2 dx

(21)
ş

2x2
xdx

(22)
ş

x?
1´x4dx

(23)
ş

ex

1`e2xdx

(24)
ş 1
a2x2´b2dx

(25)
ş 1

cos2pxq
?

tanpxq´1
dx

(26)
ş cosplnpxqq

x dx

(27)
ş

ex{2?
ex´1

(28)
şb

ex

1´exdx

(29)
ş 5x4`3

cos2px5`3xqdx

(30)
ş ?1`lnpxq

x dx

(31)
ş 1´arctanpxq

1`x2 dx

(32)
ş

cotgpxq ln
`

sinpxq˘dx
(33)

ş
x2p1´ x3q2dx

corrGeneral0017

Correction of the exercise 656
Il y a deux types d’intégrales remarquables. Le premier est

ż
f 1

f
“ lnpfq (96.129)

pour toute fonction f .
Le second est ż

ff 1 “ f2

2 (96.130)

pour toute fonction f . Cette formule se prouve simplement faisant le changement de variable u “ f ,
donc du “ f 1dx. Avec ce changement de variable, nous trouvons

ş
ff 1dx “ ş

udu “ u2

2 .
Afin de se ramener à une de ces deux, il faut soit faire un changement de variable, soit essayer

de voir si une partie de la fonction à intégrer ne ressemble pas à une autre partie.
(1) Utiliser la formule

ş
xn “ xn`1

n`1 , et trouver
ż
px`?xqdx “ x2

2 ` 2
3x

3{2. (96.131)

(2)
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(3)
(4) Faire le changement de variable u “ 3x´ 7, du “ 2dx, ce qui amène

ż
dx

3x´ 7 “
1
3

ż
du

u
“ lnpuq

3 “ 1
3 lnp3x´ 7q. (96.132)

ItemIntCinq

(5) Après avoir effectué le changement de variable u “ 2x, il nous reste à faire

I “
ż

tanp2xq “ 1
2

ż sinpuq
cospuqdu. (96.133)

La subtilité est de voir que le numérateur sinpuq est la dérivée (au signe près) du dénominateur
cospuq, donc nous sommes dans le cas de l’intégrale remarquable f 1{f avec fpxq “ cospxq :

I “ ´1
2 ln

`
cospuq˘ “ ´1

2 ln
`

cosp2xq˘. (96.134)

(6) Nous savons que
`

tanpxq˘1 “ 1{ cos2pxq, donc nous posons u “ 7x, du “ du{7 et nous
trouvons

I “
ż

dx

cos2p7xq “
1
7

ż
du

cos2puq “
1
7 tanp7xq. (96.135)

(7) Même idée que (5).
(8) Ici, la bonne idée est de poser upxq “ ´ sinpxq, de telle manière à avoir dx “ ´du{ cospxq.

L’intégrale devient ż
e´ sinpxq cospxqdx “

ż
eup´duq “ ´e´ sinpxq. (96.136)

(9) Nous savons que
`

tanpxq˘1 “ sec2pxq, donc nous sommes dans le cas remarquable
ş
ff 1 avec

f “ tanpxq. La réponse est donc

I “ tanpxq2
2 . (96.137)

(10) Le truc à voir, c’est que
`?

2x2 ` 3
˘1 “ 2x?

2x2`3 , donc

I “ 1
2

ż 2x?
2x2 ` 3

“ 1
2

ż `a
2x2 ` 3

˘1 “
?

2x2 ` 3
2 . (96.138)

(11) La formule à repérer est
`

arctanpxq˘1 “ 1{p1 ` x2q, donc nous sommes encore dans le cas
remarquable

ş
ff 1 avec fpxq “ arctanpxq. La réponse est donc tout de suite

I “ fpxq2
2 “ 1

2 arctanpxq2. (96.139)

(12) Lorsque nous avons des combinaisons simples de fonctions trigonométriques, effectuer un
changement de variable où u est une des fonctions. Ici, le changement u “ sinpxq fait l’affaire :

ż cospxq
1` sin2pxq “

ż
du

16` u2 “
1
4 arctan

´u
4

¯
“ 1

4 arctan
ˆ

sinpxq
4

˙
. (96.140)

(13) Cette intégrale est un cas remarquable
şpf 1{fq avec fpxq “ lnpxq.

ItemdixseptUnQuatre

(14) sage: var(’x’)
sage: f(x)=1/sqrt(9-x**2)
sage: f.integrate(x)
x |--> arcsin(1/3*x)

(15) sage: f(x)=1/(4-9*x**2)
sage: f.integrate(x)
x |--> -1/12*log(3*x - 2) + 1/12*log(3*x + 2)
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(16) sage: f(x)=1/sqrt(x**2+9)
sage: f.integrate(x)
x |--> arcsinh(1/3*x)
Noter ici le sinus hyperbolique dû au signe différent par rapport au point (14).

Item001717

(17) Ici, c’est le changement de variable u “ lnpxq qui fonctionne parce qu’il amène gratuitement
du “ dx{x, c’est-à-dire le x du dénominateur :

ż
dx

x
b

1´ ln2pxq
“
ż

du?
1´ u2 “ arcsinpuq “ arcsin

`
lnpxq˘. (96.141)

(18) sage: f(x)=sin(2*x)/sqrt(1+cos(x)**2)
sage: f.integrate(x)
x |--> -2*sqrt(cos(x)^2 + 1)

(19) Ici, afin de faire la même chose que dans le numéro (17), on peut être tenté de poser u “ e2x

parce que c’est ce qui arrive dans la racine. Hélas, ça ne fonctionne pas (essayez pour voir).
Le bon changement est u “ ex, et du “ exdx, de telle manière à obtenir

ż
exdx?
1´ e2x “

ż
du?

1´ u2 “ arcsinpexq. (96.142)

(20) sage: f(x)=acos(x)**2/sqrt(1-x**2)
sage: f.integrate(x)
x |--> -1/3*arccos(x)^3

(21) Le dénominateur ressemble à la formule connue de l’intégrale
ş 1?

1´x2 . Hélas, nous avons
x4 au lieu de x2. Du coup, nous allons essayer un changement de variable qui fait que
u2 “ x4, comme ça nous aurons

?
1´ u2 au dénominateur, comme dans la formule connue.

Le changement est u “ x2, du “ 2xdx. Il vient :
ż

xdx?
1´ x4 “

1
2

ż
du?

1´ u2 , (96.143)

que nous savons faire.
(22)
(23) Ici, il s’agit de trouver un changement de variable qui amène sur u2 ´ 1, pour cela, nous

commençons par récrire le dénominateur de la façon suivante :

a2x2 ´ b2 “ b2pa
2

b2 x
2 ´ 1q, (96.144)

et puis nous faisons le changement de variable u “ ax{b, qui donne

I “ 1
b2

ż pb{aqdu
u2 ´ 1 “ ´ 1

ab

1
2 ln

ˇ̌
ˇ̌1` u
1´ u

ˇ̌
ˇ̌ . (96.145)

(24) Ici, il faut voir que 1{ cos2pxq est la dérivée de tanpxq, donc le changement de variable u “
tanpxq amène l’intégrale ż

du?
u´ 1

(96.146)

(25) Le x au dénominateur et la présence d’un logarithme indiquent le changement de variable
u “ lnpxq, qui amène à

ż cos
`

lnpxq˘dx
x

“
ż

cospuqdu “ sinpuq “ sin
`

lnpxq˘. (96.147)

(26)
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(27) En écrivant l’intégrale sous la forme
ż

ex{2dx?
1´ ex , (96.148)

le changement de variable u “ ex{2 se propose tout seul. Nous avons dx “ 2e´x{2du et il reste
à intégrer ż 2du?

1´ u2 . (96.149)

(28)
(29) Encore une fois, la présence d’un x au dénominateur et d’un logarithme suggère de poser

u “ lnpxq. Il reste

I “
ż a

1` lnpxq
x

dx “
ż ?

1` udu, (96.150)

cette dernière intégrale se règle par le changement de variable v “ 1` u, et nous trouvons

I “ v3{2

3{2 “
2
3p1` uq

3{2 “ 2
3
`
1` lnpxq˘3{2

. (96.151)

(30)

(31) Chose à remarquer :
´

ln
`

sinpxq˘
¯1 “ cotgpxq, donc on est dans le cas

şpf 1fq avec f “
ln
`

sinpxq˘, et donc

I “ fpxq2
2 “ 1

2 ln2 ` sinpxq˘. (96.152)

(32) Le changement de variable u “ 1´ x3 amène

1
3

ż
u2du “ 1

3
u3

3 “ 1
9p1´ x

3q3. (96.153)

Exercise 657 exoGeneral0018

Quelques fractions rationnelles à intégrer (exercice 2.1, page 41, numéros 1, 2 et 10).
(1)

ş
dx

3x2´2x`4

(2)
ş 1
x2`3x`1dx

(3)
ş 3x`1

1´4x2dx

(4)
ş 7x`1

6x2`x´1dx
corrGeneral0018

Correction of the exercise 657
Le secret pour intégrer une fraction avec un second degré au dénominateur est de faire ap-

paraitre une combinaison de la forme pαx2 ` Aq ` B au dénominateur, à la place du binôme
donné.

(1) Nous cherchons A et B pour que 3x2 ´ 2x ` 4 “ p?3x ` Aq2 ` B. Pour ce faire, nous
développons le carré (produit remarquable) et nous égalisons les termes de degré égaux :

p?3x`Aq2 “ 3x2 ` 2A
?

3x`A2, (96.154)

doit être égalé à 3x2 ´ 2x` 4. Nous en déduisons que A “ ´1{?3 et B “ 11{3. L’intégrale
à calculer se récrit donc

ż
dx

3x2 ´ 2x` 4 “
ż

dx
`b

3´ 1?
3
˘2 ` 11

3

. (96.155)
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Nous posons maintenant u “ ?3x´ 1{?3 et nous avons

1?
3

ż
du

u2 `
´b

11
3

¯2 , (96.156)

qui se résous par la formule usuelle.
(2)
(3) Cette intégrale se coupe en deux :

I “
ż 3x

1´ 4x2 `
ż 1

1´ 4x2 . (96.157)

Le deuxième morceau est usuel : il se traite avec le changement de variable v “ 2x. Pour
le premier morceau, on a un x au numérateur, et un dénominateur dont la dérivée contient
juste un terme en x. Nous posons donc u “ 1´ 4x2, du “ ´8xdx. Nous avons alors

I “
ż 3x

`´du
8x
˘

u
`
ż

dv{2
1´ v2 “ ´

3
8 lnpuq ` 1

4 ln
ˇ̌
ˇ̌1` v
1´ v

ˇ̌
ˇ̌ . (96.158)

(4) Encore une fois, nous écrivons le dénominateur sous la forme pαx`Aq2 `B. Nous trouvons
que

6x2 ` x´ 1 “ `?
6x` 1

2
?

6
˘2 ´ 25

24 . (96.159)

Le changement de variable u “ ?6x` 1
2

?
6 amène du “ ?6dx et

x “
u´ 1

2
?

6?
6

(96.160)

donc

I “
ż 7u´ 7

2
?

6?
6

1?
6du

u2 ´
´b

25
24

¯2 (96.161)

Cette intégrale se coupe en deux. Une de la forme
ş
u{pu2´A2q, et une de la forme

ş
1{pu2´

A2q. Ces deux ont déjà été traitées.

Exercise 658 exoGeneral0019

Quelques intégrations par partie (exercice 3, page 42).
(1)

ş
xexdx

(2)
ş
x2 lnpxqdx

(3)
ş

arcsinpxqdx
(4)

ş
ex sinpxqdx

corrGeneral0019

Correction of the exercise 658

(1) Ceci est une intégrale par parie tout ce qu’il y a de plus traditionnel. Nous posons

u “ x dv “ exdx

du “ dx v “ ex,
(96.162)

nous trouvons alors
I “ xex ´

ż
exdx “ px´ 1qex. (96.163)
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(2) Étant donné qu’intégrer lnpxq ne nous ragoute pas trop, mais que le dériver serait du meilleur
effet en société, nous essayons par partie avec les choix suivants :

u “ lnpxq dv “ x2

du “ 1
x

v “ x3

3 .
(96.164)

Nous obtenons
I “ x3 lnpxq

3 ´
ż
x3

3 “ x3 lnpxq
3 ´ x3

9 . (96.165)

(3) Pour celui-ci, il se passe que l’on sait dériver arcsinpxq, donc nous allons faire
ş

arcsinpxqdx “ş
1 · arcsinpxqdx, et poser

u “ arcsinpxq dv “ dx

du “ 1?
1´ x2 v “ x,

(96.166)

ce qui amène à

I “ x arcsinpxq ´
ż

xdx?
1´ x2 “ x arcsinpxq ´

a
1´ x2. (96.167)

(4) Celle-ci est un exemple typique de ce qu’il se passe quand on a deux fonctions « cycliques »,
c’est-à-dire deux fonctions dont les dérivées bouclent. Posons

u “ ex dv “ sinpxqdx
du “ exdx v “ ´ cospxq, (96.168)

ce qui amène
I “ ´ex cospxq “

ż
cospxqex, (96.169)

dont l’intégrale n’a pas l’air plus sympathique que celle de départ. Si nous refaisons par
partie,

u “ ex dv “ cospxqdx
du “ exdx v “ sinpxq, (96.170)

nous tombons sur
I “ ex

`
sinpxq ´ cospxq˘´

ż
sinpxqex. (96.171)

L’intégrale qui reste est exactement celle que nous devons calculer. Donc

I “ ex
`

sinpxq ´ cospxq˘´ I, (96.172)

ou encore
I “ 1

2e
x
`

sinpxq ´ cospxq˘. (96.173)

Exercise 659 exoGeneral0020

Exercice 5, page 47. Soit fpxq, une fonction définie et dérivable sur ra, bs. Déterminer
(1)

şb
a f

1pxqdx,
(2) la dérivée au point t “ b de la fonction

F ptq “
ż t

a
f 1pxqdx, (96.174)

(3) la dérivée au point t “ b de la fonction

F ptq “
ż t

a
fpxqdx. (96.175)
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corrGeneral0020

Correction of the exercise 659

(1) La fonction f est évidement une primitive de f 1, donc
ż b

a
f 1pxqdx “ fpbq ´ fpaq. (96.176)

(2) Par construction, F ptq est une primitive de f 1, donc sa dérivée en t “ b vaut f 1pbq.
(3) Cette fois, F est une primitive de f , donc sa dérivée en b vaut fpbq.

Exercise 660 exoGeneral0021

Exercice 6, page 48. Soit F pxq “ şx
´8 e´t2dt. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont

vraies ? Justifier.

(1) F est croissante
(2) F est décroissante
(3) F n’est ni croissante ni décroissante
(4) F ne s’annule jamais
(5) F est impaire

(6) F est paire

(7) F admet un maximum en x “ 0

(8) F admet un minimum en x “ 0

(9) F admet un point d’inflexion en x “ 0.

Classer par ordre croissant les nombres suivants :

0, 1,
ż 3

2
e´x2

dx,

ż 1

0
e´x2

dx,

ż ´2

´3
e´x2

dx. (96.177)

corrGeneral0021

Correction of the exercise 660

(1) VRAI : sa dérivée est positive. On peut aussi justifier en disant que c’est la surface sous une
courbe toujours positive, donc plus on prend un domaine large, plus la surface est grande.

(2) FAUX
(3) FAUX
(4) VRAI parce que la fonction est strictement croissante avec limxÑ8 fpxq “ 0.
(5) FAUX : une fonction croissante n’est ni impaire, ni paire
(6) FAUX
(7) FAUX : fonction croissante
(8) FAUX
(9) Calculons la dérivée seconde. D’abord, F 1ptq “ e´t2 , ensuite F 2ptq “ ´2te´t2 . La dérivée

seconde change effectivement de signe en t “ 0, donc il y a un point d’inflexion.

Pour classer les nombres dans l’ordre, remarquons que la fonction est une surface sous une
fonction positive, donc les nombres proposés sont toujours positifs (donc zéro est le plus petit).
D’autre part, la fonction est toujours plus petite que 1, donc les intégrales sur des domaines de
taille 1 sont toujours plus petites que 1. Reste à classer les autres nombres.

Parce que la fonction est paire, la surface entre ´3 et ´2 est la même qu’entre 2 et 3. De plus,
la fonction est décroissante lorsqu’on s’éloigne de 0, donc la surface proche de zéro est plus grande
que les deux autres.

Exercise 661 exoGeneral0022

Exercice 1, page 49. Calculer l’aire de la surface comprise entre les deux paraboles y “ 6x´x2

et y “ x2 ´ 2x. corrGeneral0022
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Correction of the exercise 661
Les courbes s’intersectent en x “ 0 et x “ 4. La surface entre les deux est

S “
ż 4

0
y1pxq ´

ż 4

0
y2pxq “

ż 4

0
p8x´ 2x2q “

„
8x2

2 ´ 2x
3

3

ȷ4

0
“ 64´ 128

3 “ 64
3 . (96.178)

Note : nous avons calculé
şpy1 ´ y2q, mais en réalité, c’est un coup de bol. Si la fonction y2 avait

été au dessus de y1, nous aurions dû calculer
şpy2 ´ y1q. Heureusement, il y a un truc : il suffit

de voir si le résultat final est positif ou négatif. Si nous avions eut un résultat négatif, alors c’est
qu’il fallait calculer l’autre possibilité (ça ne change qu’un signe, donc il ne faut même pas refaire
le calcul).

Exercise 662 exoGeneral0023

Exercice 2, page 49. Calculer l’aire de la surface comprise entre les courbes xy “ 12 et x`y “ 8.corrGeneral0023

Correction of the exercise 662
Les courbes s’intersectent en x “ 6 et x “ 2. L’intégrale à calculer est

ż 6

2

12
x
´ p8´ xq “

„
12 lnpxq ` x2

2 ´ 8x
ȷ6

2
“ 12 lnp3q ´ 16. (96.179)

Étant donné que c’est négatif, en fait nous savons qu’il fallait calculer le contraire : la surface est
16´ 12 lnp3q.

Exercise 663 exoGeneral0024

Exercice 2, page 49. Calculer l’aire de la surface comprise entre les deux courbes x2 ` y2 “ 4
et x2 ` y2 “ 4x. corrGeneral0024

Correction of the exercise 663
Trouver les intersections entre les deux courbes est aisé : il suffit de résoudre le petit système

"
x2 ` y2 “ 4 (96.180a)
x2 ` y2 “ 4x, (96.180b)

dont on déduit immédiatement que 4 “ 4x, et donc que x “ 1. Ensuite, y “ ˘?3. Les deux
courbes s’intersectent donc en p1,˘?3q. Nous allons calculer la surface au dessus de l’axe, et puis
multiplier par deux. Avant que la courbe x2 ` y2 “ 4x ne quitte le cercle, c’est-à-dire entre 0 et 1,
la surface est donné par cette courbe. Après, entre 1 et 2, elle est donné par le cercle lui-même.

Nous décomposons la surface à calculer en plusieurs intégrales à effectuer :

S1 “
ż 1

0

a
4x´ x2dx, S2 “

ż 2

1

a
4´ x2dx, (96.181)

et la surface totale à faire vaut
S “ 2pS1 ` S2q. (96.182)

L’intégrale S2 se règle en posant u “ x{2, ce qui amène à
?

4´ 4u2 “ 2
?

1´ u2. L’intégrale de
cette fonction se calcule en posant u “ cospvq, et en utilisant le fait que

a
1´ cos2pvq “ sinpvq. Ce

que nous avons est donc
ż a

1´ u2du “
ż a

1´ cos2pvq`´ sinpvq˘dv “ ´
ż

sin2pvq. (96.183)

La dernière intégrale s’effectue en utilisant la formule de trigonométrie 2 sin2 x
2 “ 1´ cospxq.

L’intégrale S1 est plus problématique. Il faut faire apparaitre quelque chose de la forme u2`B.
Cherchons donc A et B tels que

4x´ x2 “ ´px`Aq2 `B. (96.184)
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La solution est A “ ´2 et B “ 4, et la première intégrale devient

S1 “
ż 1

0

a´px´ 2q2 ´ 4 “
ż ´1

´2

a
´u2 ` 4 “ S2 (96.185)

en posant le changement de variable u “ x´ 2.
Note : en remarquant que la seconde courbe est en réalité aussi un cercle de même rayon,

centré en p0, 2q, on peut considérablement simplifier le calcul parce que les surfaces rouges et cyan
sont en réalité les mêmes. Cela se voit dans le calcul : au final la difficulté est levée en faisant un
changement de variable u “ x´2 (ce qui est une translation), et on retombe sur la même intégrale
que la simple.

Exercise 664 exoGeneral0025

Exercice 13, page 49. Calculer le volume du solide engendré par la rotation autour de Ox de
la surface comprise entre la courbe y “ ?xex, l’axe Ox et la droite x “ 1. corrGeneral0025

Correction of the exercise 664
La fonction est y “ ?xex, qui n’existe pas en dessous de x “ 0, qui vaut 0 en x “ 0 et qui est

croissante. En utilisant la formule générale du solide de révolution,

V “ π

ż 1

0
xe2xdx, (96.186)

qui est à intégrer par partie. Nous trouvons

V “ π

„p2x´ 1qe2x

4

ȷ1

0
“ π

ˆ
e2

4 `
1
4

˙
. (96.187)

Exercise 665 exoGeneral0026

Exercice 14, page 50. Quel est le volume du solide engendré par la rotation autour de Ox de la
surface située dans le premier quadrant entre le système d’axe et la courbe y “ 2´x. Pour quelle
section perpendiculaire à l’axe Ox ce volume sera-t-il partagé en deux parties égales ? corrGeneral0026

Correction of the exercise 665
Comme d’habitude, nous écrivons 2´x “ e´x lnp2q avant même de commencer à réfléchir. L’in-

tégrale est assez facile :

V “ π

ż 8

0
e´2 lnp2qx “

«
´π

˜
e´2 lnp2qx

2 lnp2q

¸ff8

0

“ π

a
. (96.188)

Par contre, si nous n’intégrons que de 0 à d, nous trouvons

´π
«
e´2 lnp2qx

2 lnp2q

ffd

0

“ ´πe
´2 lnp2qd

a
` π

2 lnp2q . (96.189)

Pour que l’un soit la moitié de l’autre, il faut

1´ e´2 lnp2q “ 1
2 , (96.190)

c’est-à-dire d “ 1
2 .

Exercise 666 exoGeneral0027

Exercice 17, page 50. La parabole d’équation y “ x2{3 partage le disque d’équation x2`y2 ď 4
en deux régions. Calculer le volume de révolution engendré par la plus petite de ces régions

(1) autour de l’axe Ox,
(2) autour de l’axe Oy.
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corrGeneral0027

Correction of the exercise 666
La parabole « sort » du disque aux points p˘?3, 1q. La partie plus petite est celle qui est au

dessus de l’axe Ox. En faisant tourner autour de Ox, nous calculons

V “ 2π
ż ?

3

0

ˆ
p4´ x2q ´ x2

9

˙
“ 28

?
3

5 . (96.191)

Pour calculer la rotation dans l’autre sens, il faut regarder sa feuille dans l’autre sens, c’est-
à-dire inverser x et y dans les formules. De y “ x2

3 , nous tirons la nouvelle fonction y “ ?3x, et
nous intégrons ça entre 1 et 0 :

V “ π

ż 1

2
p4´ x2q ` π

ż 0

1
3x “ 19π

6 . (96.192)

96.6.1 Longueur d’un arc de courbe

Exercise 667 exoInter0012

Exercice 23, page 51. Calculer la longueur des arcs de courbe suivants.
(1) y “ lnp1´ x2q pour 0 ď x ď 1

2

(2) y “ x3{2 pour 0 ď x ď 5
(3) y “ lnpxq pour 1 ď x ď 2

?
2.

corrInter0012

Correction of the exercise 667
À tous les coups, la formule à utiliser est la formule (20.447), la seule vraie difficulté est de

calculer l’intégrale.
(1) Ici, y1pxq “ ´2x{p1´ x2q, et nous devons calculer l’intégrale

l “
ż 1{2

0

d
1` 4x2

p1´ x2q2

“
ż 1{2

0

d
px2 ` 1q2
p1´ x2q2

“
ż 1{2

0

x2 ` 1
1´ x2 .

(96.193)

La division euclidienne de x2 ` 1 par ´x2 ` 1 donne que

x2 ` 1
1´ x2 “ ´1` 2

1´ x2 , (96.194)

de telle sorte que la longueur demandée vaut

l “
ż 1{2

0
´1`

ż 1{2

0

2
1´ x2

“ rlnp1` xq ` 1´ x´ lnp1´ xqs1{2
0

“ lnp3q ´ 1
2 .

(96.195)

(2) La longueur d’arc de y “ x3{2 avec 0 ď x ď 5. L’intégrale à calculer est

l “
ż 5

0

d
1`

ˆ
3
2x

1{2
˙2
dx “

ż 5

0

c
1` 9x

4 dx. (96.196)



4568 CHAPITRE 96. EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 1

Cette intégrale s’effectue en faisant le changement de variables t “ 1` 9x
4 , dx “ 4

9dx, ce qui
amène à ż ?

t
4
9dt “

4
9
t3{2

3{2 “
8
27

ˆ
1` 9x

4

˙3{2
, (96.197)

et donc

l “ 8
27

«ˆ
1` 9x

4

˙3{2
ff5

0

“ 335
27 . (96.198)

Exercise 668 exoInter0013

Exercice 27, page 51. Déterminer a pour que la longueur d’arc de la cycloïde

x “ apt´ sin tq
y “ ap1´ cos tq (96.199)

vaille 8. Astuce : penser aux petites formules de trigonométrie pour vous simplifier la vie.corrInter0013

Correction of the exercise 668
La difficulté est de savoir entre quelle et quelle borne du paramètre t se situe un « arc » de

cycloïde. Manifestement, la fonction xptq n’est pas périodique, et même croissante. La fonction
yptq, par contre, est périodique de période 2π. Notez que la vitesse de la courbe

v “ p 9xptq, 9yptqq “ ap1´ cosptq, sinptqq (96.200)

a pour norme
}v} “ 2a2`1´ cosptq˘, (96.201)

s’annule précisément tous les 2π. Nous prenons donc cela comme un bras de cycloïde.
En utilisant la formule de trigonométrie 1´ cosptq “ 2 sin2 x

2 , et la formule de la longueur d’arc
(20.449), nous avons la longueur donnée par

l “ |a|?2
ż 2π

0

a
1´ cosptq “ 2|a|

ż π

0
| sinpuq|2du “ 4|a|

ż π

0
sinpuqdu (96.202)

où nous avons utilisé le changement de variable u “ x
2 , ainsi que supprimé la valeur absolue parce

que la fonction sinus est toujours positive entre 0 et π. La longueur de l’arc est donc

l “ 4a r´ cospuqsπ0 “ 8a, (96.203)

et donc a “ 1 répond à la question.

96.6.2 Aire d’une surface de révolution

Exercise 669 exoInter0015

Exercice 36, page 52. Trouver l’aire du cône engendré par la rotation du segment de droite
y “ 2x autour de Ox pour 0 ď x ď 2. corrInter0015

Correction of the exercise 669
La surface demandée est donnée par

S “ 2π
ż 2

0

?
1` 4 2xdx “ 2π2

?
5
„
x2

2

ȷ2

0
“ 8π

?
5. (96.204)

Exercise 670 exoInter0014

Trouver l’aire des surfaces engendrées par la rotation des arcs de courbes suivants
(1) 4y “ x3 pour 0 ď x ď 1, autour de Ox
(2) y2 ` 4x “ 2 lnpyq pour 1 ď y ď 3 autour de Oy.
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corrInter0014

Correction of the exercise 670
(1) La courbe 4y “ x3 s’écrit tout aussi bien y “ x3

3 , et la surface de révolution correspondante
est

S “ 2π
ż 1

0

d
1`

ˆ
3x2

4

˙2x3

4 dx (96.205)

Le changement de variable miracle qu’il faut voir est u “ 1 ` 9x4

16 , parce que dx “ 16
27

1
x3du,

ce qui fait que les x3 se simplifient et l’intégrale à calculer devient

2π
ż ?

udu “ 8π
27
u3{2

3{2 “
π

3 · 27

ˆ
1` 9x4

16

˙3{2
. (96.206)

Nous avons donc

S “ 4π
27

„ˆ
1` 9x4

16

˙ȷ1

0
“ 61π

432 . (96.207)

(2) La courbe donnée est

x “ 2 lnpyq ´ y2

4 . (96.208)

Il est important d’écrire x “ xpyq, et non y “ ypxq comme d’habitude, parce que nous allons
maintenant faire une rotation le long de l’axe Oy au lieu de Ox. Cela fait qu’il faut changer
xØ y dans toutes les formules utilisées d’habitude.

Ipyq “
ż
gffe1`

˜ 2
y ´ 2y

4

¸2
2 lnpyq ´ y2

4 du

“
ż
y2 ` 1

2y

ˆ
2 lnpyq ´ y2

4

˙
dy

“
ż
y lnpyq

4 dy `
ż lnpyq

4y dy ´ y3

8 ´ y

8 .

(96.209)

La seconde intégrale est une intégrale remarquable : c’est
ş
ff 1 avec f “ ln, donc l’intégrale

vaut lnpyq2

2 . La seule difficulté qui reste est de calculer

J “
ż
y lnpyqdy. (96.210)

Pour cela, nous faisons par partie :

u “ lnpyq dv “ y

du “ 1
y
dy v “ y2

2 .
(96.211)

Alors, nous avons

J “ y2 lnpyq
2 ´ 1

2

ż
ydy “ y2 lnpyq

2 ´ y2

4 . (96.212)

En remettant les bouts ensemble,

Ipyq “ y2 lnpyq
8 ´ y2

8 ` lnpyq2
8 ´ y4

32 , (96.213)

et la surface demandée vaut

S “ 2π
`
Ip3q ´ Ip1q˘ “ π

4
`

lnp3q2 ` 9 lnp3q ´ 28
˘
. (96.214)
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Exercise 671 exoInter0016

Soit y “ 1{x avec x ě 1. Calculer l’aire sous la courbe et le volume de révolution ; en déduire
que pour peindre la surface plane (infinie), il suffit de remplir le volume (fini) . . .et qu’on peut
même récupérer une grande partie de la peinture après. Où est l’erreur ? corrInter0016

Correction of the exercise 671
La surface générée par la révolution de la courbe y “ 1{x autour de l’axe Ox entre 1 et l’infini

est donnée par

S “ 2π
ż 8

0

d
1`

ˆ
´ 1
x2

˙2 1
x
dx “ 2π

ż 8

0

?
x4 ` 1
x3 dx. (96.215)

Lorsque x est grand, x4` 1 est à peu près comme x4, et donc le numérateur est à peu près comme
x2. Donc, lorsque x est grand, la fonction sous l’intégrale se comporte comme 1{x, dont l’intégrale
diverge.

Nous concluons que la surface est infinie.
En ce qui concerne le volume, le calcule est simple :

V “ π

ż 8

0

1
x2dx “ π

„
´1
x

ȷ8

1
“ π, (96.216)

donc il y a un volume fini, entouré par une surface infinie.

96.7 Équations différentielles

96.7.1 Équations à variables séparées

Exercise 672 exoEquaDiff0001

Résoudre les équations suivantes pour ypxq.
(1) y1?1´ x2 ` xy “ 0,
(2) p1´ y2qdy ´ ydx “ 0.

corrEquaDiff0001

Correction of the exercise 672

(1) En mettant tous les y à gauche et tous les x à droite, et en utilisant le fait que y1 “ dy{dx,
nous trouvons

y1

y
“ ´ x?

1´ x2
dy
dx

y
“ ´ x?

1´ x2

dy

y
“ ´ x?

1´ x2dx

(96.217)

En prenant l’intégrale des deux côtés, nous avons

lnpyq “
a

1´ x2 ` C, (96.218)EqDiff001presolEqDiff001presol

donc la solution s’écrit
ypxq “ e

?
1´x2`C “ Ke

?
1´x2

, (96.219)

si K “ eC .
Remarque : étant donné que K “ eC , on pourrait croire que la solution n’est valable que
pour K positif. En réalité il n’en est rien parce que l’équation (96.218) devrait contenir une
valeur absolue de y.
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(2) L’équation p1´ y2qdy ´ ydx se récrit sous la forme

1´ y2

y
dy “ dx, (96.220)

qui peut être intégrée des deux côtés :

x “
ż 1´ y2

y
dy “ lnpyq ´ y2

2 , (96.221)

donc la solution est 2 lnpyq ´ y2 “ 2x` C.
Note : nous n’avons pas la solution sous la forme y “ ypxq, mais sous la forme x “ xpyq. . .la
vie ne peut pas être parfaite !

96.7.2 Équations homogènes

Exercise 673 exoEquaDiff0002

Résoudre les équations suivantes.
(1) 4ydy ` xdy “ 0.
(2) p2x` 3yqdx` px´ yqdy “ 0,

corrEquaDiff0002

Correction of the exercise 673

(1) L’équation est
y1 “ ´4y

x
. (96.222)

En posant y “ xz et y1 “ z ` xz1, nous trouvons

z ` xz1 “ ´4xz
x

“ ´4z

xz1 “ ´5z
z1

z
“ ´5

x
,

(96.223)

ce qui fait lnpzq “ ´5 lnpxq ` C, que l’on remet dans la variable y :

y “ Kx´4. (96.224)

(2) En divisant par dx, l’équation devient p2x`3yq` py´xqy1 “ 0, que l’on remet sous la forme

y1 “ 3y ` 2x
x´ y . (96.225)

Comme indiqué dans la méthode générale pour ce genre d’équations, il faut poser u “ y{x,
c’est-à-dire y “ ux et y1 “ u` xu1, ce qui donne

u` xu1 “ 3ux` 2x
x´ ux “ 3u` 2

1´ u
xu1 “ 3u` 2

1´ u ´ u

x
du

dx
“ u2 ` 2u` 2

1´ u .

(96.226)

Ici, la subtilité est de remettre tous les u d’un côté et tous les x de l’autre, y compris les du
et dx. Ce que l’on obtient est

1´ u
u2 ` 2u` 2du “

dx

x
, (96.227)
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qui peut être intégré 2 des deux côtés :

lnpxq `K “ 2 arctanpu` 1q ´ 1
2 lnpu2 ` 2u` 2q. (96.228)

Nous remettons maintenant les y au lieu des u et, en utilisant les propriétés des logarithmes,

K “ lnpy2 ` 2xy ` 2x2q ´ 4 arctan
ˆ
y ` x

2

˙
. (96.229)

Il est à remarquer qu’il n’est pas possible d’isoler y dans cette expression. Nous ne pouvons
donc pas donner la solution sous le forme explicite y “ ypxq. Cela arrive souvent dans le
cadre des équations différentielles.

96.7.3 Équations linéaires

Exercise 674 exoEquaDiff0003

Résoudre les équations suivantes.
(1) y1 ` 2xy “ 4x
(2) px´ 2qy1 “ y ` 2px´ 2q2
(3) y1 ` y cotgpxq “ 5ecospxq, avec la condition initiale x0 “ π

2 , y0 “ ´4.
corrEquaDiff0003

Correction of the exercise 674
(1) Nous commençons par résoudre l’équation homogène

y1
H

yH
“ 1
x´ 2 (96.230)

dont la solution générale est
yHpxq “ Cpx´ 2q. (96.231)

Nous trouvons la solution générale de cette éqiation non homogène en appliquand la méthode
de variation des constantes. Nous trouvons l’équation différentielle C 1 “ 2px ´ 2q pour la
fonction Cpxq. La solution est Cpxq “ x2 ´ 4x`K et donc nous avons

ypxq “ px2 ´ 4x`Kqpx´ 2q. (96.232)

(2) L’équation homogène, y1
H ` yH cotgpxq “ 0, se résous en sachant qu’une primitive de cotgpxq

est ln
`

sinpxq˘. La solution de l’homogène est donc

yHpxq “ K

sinpxq . (96.233)

La méthode de variation des constantes demande donc de substituer

ypxq “ Kpxq
sinpxq

y1pxq “ K 1pxq
sinpxq ´

Kpxq cospxq
sin2pxq

(96.234)

dans l’équation non homogène. Encore une fois, les termes en K non dérivés se simplifient
et nous restons avec

K 1pxq “ 5 sinpxqecospxq, (96.235)
donc la solution est Kpxq “ ´5ecospxq. La solution au problème posé est donc

ypxq “ ´5ecospxq

sinpxq . (96.236)

2. Voir le rappel 18.2.2.
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96.7.4 Problèmes divers

Exercise 675 exoEquaDiff0004

Soit l’équation différentielle
dy

dx
` yfpxq “ sinpxq. (96.237)

(1) Déterminer fpxq de telle manière que cette équation accepte y “ cospxq comme solution
particulière.

(2) Quelle est la solution générale de l’équation différentielle obtenue en remplaçant fpxq par la
fonction obtenue ?

(3) Quelle est la solution particulière qui admet un extrémum en un point d’abscisse π
4 ?

corrEquaDiff0004

Correction of the exercise 675

(1) Nous substituons ypxq “ cospxq et y1pxq “ ´ sinpxq dans l’équation, et nous trouvons

´ sinpxq ` cospxqfpxq “ sinpxq, (96.238)

d’où nous déduisons fpxq “ 2 tanpxq.
(2) Nous avons donc l’équation différentielle

y1 ` 2y tanpxq “ sinpxq (96.239)

à résoudre. C’est une équation linéaire, donc nous commençons par l’homogène associée :
y1
H ` 2yH tanpxq “ 0 qui se transforme en

y1
H

yH
“ ´2 tanpxq, (96.240)

et dont la solution est
yHpxq “ Ke´2 lnp1{ cospxqq “ K cos2pxq. (96.241)

Nous trouvons la solution générale de l’équation non homogène par la méthode de variations
des constantes. Nous posons dons

ypxq “ Kpxq cos2pxq, y1pxq “ K 1 cos2pxq ´ 2K cospxq sinpxq (96.242)

et nous injectons cette fonction dans l’équation de départ. Après simplifications, il ne reste
qu’une équation pour K :

K 1pxq “ sinpxq
cos2pxq , (96.243)

dont la solution est Kpxq “ 1
cospxq ` C, ce qui donne la solution générale de l’équation de

départ :

ypxq “
ˆ

1
cospxq ` C

˙
cos2pxq “ cospxq`1` C cospxq˘. (96.244)

(3) Un tout petit peu de calcul montre que

y1pπ{4q “ ´ 1?
2
´ C, (96.245)

qui s’annule lorsque C “ ´ 1?
2 . La solution demandée est donc

ypxq “ cospxq`1` cospxq?
2

˘
. (96.246)
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Exercise 676 exoEquaDiff0005

Déterminer, sans résoudre l’équation, le lieu des minimums et maximums des solutions de

y1 “ xy ´ 1. (96.247)

Montrer que toutes les courbes solutions coupent les axes sous un angle constant. corrEquaDiff0005

Correction of the exercise 676
Les minimums et maximums de ypxq sont là où y1pxq “ 0, donc dans la partie du plan où

xy “ 1. L’angle sous lequel ypxq coupe l’axe Oy est donné par la dérivée en 0, c’est-à-dire par
y1p0q. Par l’équation, nous voyons que y1p0q “ ´1.

L’angle sous lequel la solution ypxq coupe l’axe Ox est donné par y1px0q où x0 est tel que
ypx0q “ 0. Nous avons y1px0q “ x0ypx0q ´ 1 “ ´1.

Exercise 677 exoEquaDiff0006

Dans quelle région du plan les fonctions solutions de l’équation différentielle

y1 “ sinpx2 ` y2q (96.248)

sont-elles croissantes, décroissantes ? corrEquaDiff0006

Correction of the exercise 677
Les solutions passant par le point px, yq seront croissantes en ce point si y1pxq ą 0, c’est-à-dire

si sinpx2 ` y2q ą 0.
Exercise 678 exoEquaDiff0007

Montrer que la substitution y “ t{x réduit l’équation différentielle

yp1´ xyqdx´ xp1` xyqdy “ 0 (96.249)

à une équation à variables séparables. Résoudre cette équation. corrEquaDiff0007

Correction of the exercise 678
Le changement de fonction inconnue ypxq “ tpxq

x induit le changement suivant pour la dérivée :

y1pxq “ 1
x

ˆ
t1 ´ t

x

˙
, (96.250)

que nous substituons dans l’équation proposée 3. Nous trouvons

t

x
p1´ tq ´ xp1` tq1

x

ˆ
t1 ´ t

x

˙
“ 0

t´ t2
x

´ p1` tqpxt
1 ´ tq

x
“ 0

´xt1p1` tq ` 2t “ 0
p1` tq

2t t1 “ 1
x
.

(96.251)

où nous avons fait une simplification par x. La solution que nous allons obtenir n’est donc pas
censée être valable en x “ 0. Ici, et dans tout le chapitre sur les équations différentielles, nous ne
discutons pas le domaine de validité des solutions.

En passant le dx de l’autre côté, et en intégrant des deux côtés,
ż p1` tq

2t dt “
ż
dx

x
. (96.252)

Nous avons donc lnpxq`C “ lnptq
2 ` t

2 . Ici, nous allons faire quelque chose de subtil. La constante C
peut valoir n’importe quoi, donc il n’y a pas de mal à changer de constante et écrire C “ lnpKq où

3. Le verbe « proposer » est évidement un euphémisme.
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K est une nouvelle constante. Alors, dans le membre de gauche nous avons lnpxq`lnpKq “ lnpKxq.
Cette manipulation a fait « rentrer » la constante dans le logarithme.

Nous faisons de même avec le dénominateur 2 du membre de droite : nous le faisons passer à
gauche, et nous le rentrons dans le logarithme sous forme d’un carré, nous avons donc

lnpKx2q “ lnptq ` t, (96.253)

donc, en prenant l’exponentielle des deux côtés,

Kx2 “ elnptqet “ xyexy

Kx “ yexy.
(96.254)

Encore une fois, nous ne pouvons pas écrire la solution sous forme explicite y “ ypxq.
Exercise 679 exoEquaDiff0008

Chercher la solution de l’équation

y1 ` y

1` x “ x (96.255)

telle que y1p0q “ 1. corrEquaDiff0008

Correction of the exercise 679
L’équation donnée étant une équation linéaire nous résolvons d’abord l’équation homogène

associée :
y1
H `

yH
1` x “ 0. (96.256)

En remettant les yH d’un côté et les x de l’autre et en intégrant, nous trouvons la solution générale
de l’homogène sous la forme

yHpxq “ C

1` x. (96.257)

La méthode de variation des constantes demande d’introduire

ypxq “ Cpxq
1` x

y1pxq “ C 1pxq
1` x ´

Cpxq
p1` xq2

(96.258)

dans l’équation de départ. Les termes en C non dérivés se simplifient, et nous restons avec

C 1pxq “ xp1` xq, (96.259)

que nous intégrons immédiatement : Cpxq “ x2

2 ` x3

3 `K, et donc

ypxq “ 3x2 ` 2x3 `K
6p1` xq . (96.260)EqDol008SScAuEqDol008SScAu

Nous pouvons résoudre les conditions initiales sans dériver (96.260). En effet, l’équation de
départ dit que y1p0q ` yp0q

1`0 “ 0. En demandant y1p0q “ 1, cette équation dit que yp0q “ K{6. Nous
posons maintenant x “ 0 dans (96.260) et nous demandons que le résultat soit ´1. Ce que nous
trouvons est k “ ´6, et donc la solution

ypxq “ 3x2 ` 2x3 ´ 6
6p1` xq . (96.261)

Exercise 680 exoEquaDiff0009

En tout point d’une courbe d’équation y “ ypxq, le carré de la pente de la tangente est égal au
produit de l’abscisse et de l’ordonnée du point. Trouver l’équation de cette courbe, sachant qu’elle
passe par le point p1, 1q. corrEquaDiff0009
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Correction of the exercise 680
L’équation différentielle à résoudre est y1pxq2 “ xy. Cela se résous en prenant la racine carrée

des deux côtés, et en ramenant les y d’un côté et les x de l’autre :

dy?
y
“ ˘?xdx. (96.262)

Cette équation peut être intégrée des deux côtés. Cela donne

ypxq “
˜
x3{2

3 ` C
¸2

. (96.263)

En particulier, yp1q “ `1
3 ` C

˘2, donc pour que yp1q “ 1, il faut C “ 2
3 ou bien C “ ´4

3 .

96.7.5 Équations différentielles du second ordre

Exercise 681 exoEquaDiff0010

Exercice II.1, page 59. Déterminer la solution générale de chacune des équations différentielles
suivantes.

(1) y2 ´ 2y1 ´ 3y “ 0
(2) y2 ` 4y1 ` 4y “ 0
(3) y2 ´ 4y1 ` 5y “ 0
(4) y2 ´ 4y1 ` 3y “ 0
(5) 2y2 ´ y1 “ 0

(6) y2 ` 4y “ 0
(7) y2 ` y1 ` y “ 0
(8) y2 ` 2y1 ` y “ 0
(9) y2 ´ 7y1 ` 10y “ 0

(10) 4y2 ` 12y1 ` 9y “ 0
corrEquaDiff0010

Correction of the exercise 681
(1) Le polynôme caractéristique est x2 ´ 2x´ 3 “ 0, et ses solutions sont

λ1 “ 3
λ2 “ ´1,

(96.264)

donc les solutions de l’équation sont données par

ypxq “ Ae3x `Be´x (96.265)

avec A, B P R.
(2) Le polynôme caractéristique est x2 ` 4x` 4 “ 0, et sa racine est

λ1 “ λ2 “ ´2. (96.266)

C’est une racine double. Dans le cas d’une racine double, les solutions « de base » de l’équation
différentielle sont y1pxq “ eλx et y2pxq “ xeλx. Dans notre cas,

ypxq “ Ae´2x `Bxe´2x. (96.267)

(3) Cette fois, les racines du polynôme caractéristique λ2 ´ 4λ` 5 “ 0 sont complexes :

4˘?16´ 20
2 “ 2˘ i. (96.268)

Les solutions de base de l’équation différentielle sont donc y1pxq “ ep2`iqx et y2pxq “ ep2´iqx.
Ce sont des solutions complexes, et il existe une astuce pour en extirper les solutions réelles.
D’abord, nous séparons les parties réelles et imaginaires dans les exponentielles :

ep2`iqx “ e2xeix, (96.269)
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et ensuite, nous utilisons la formule d’Euler eiωx “ cospωxq ` i sinpωxq :

y1pxq “ e2x` cospxq ` i sinpxq˘

y2pxq “ e2x` cospxq ´ i sinpxq˘. (96.270)

Nous savons que toutes les combinaisons de y1 et y2 sont des solutions de l’équation différen-
tielle. Les combinaisons qui nous intéressent sont les combinaisons qui ne contiennent plus
de nombres complexes. Il n’est pas très difficile de les trouver :

y1pxq ` y2pxq “ 2e2x cospxq, (96.271)

et
i
`
y1pxq ´ y2pxq

˘ “ ´2e2x sinpxq. (96.272)

Les solutions réelles de l’équation sont donc

ypxq “ Ae2x cospxq `Be2x sinpxq. (96.273)

(4)
ypxq “ Ae3x `Bex (96.274)

(5) Les racines du polynôme caractéristique sont λ1 “ 1{2 et λ2 “ 0. Pour rappel, e0 “ 1, donc
la seconde racine ne donne pas lieu à une exponentielle dans la solution :

ypxq “ Aex{2 `B (96.275)

(6) Les solutions complexes sont
y1pxq “ e´2i

y2pxq “ e2i (96.276)

Nous en extirpons les solutions réelles en en prenant la somme et la différence multipliée par
i. Nous avons donc la solution réelle générale

ypxq “ A cosp2xq `B sinp2xq. (96.277)

(7) Cet exemple est justement traité dans une introduction à Maxima 4. Les solutions complexes
sont données par

y1pxq “ exp
`´1`?3i

2 x
˘

y2pxq “ exp
`´1´?3i

2 x
˘ (96.278)

Les solutions réelles sont
y1pxq “ e´x{2 cosp

?
3

2 xq

y2pxq “ e´x{2 sinp
?

3
2 xq

(96.279)

(8) Le polynôme caractéristique admet la racine double λ “ ´1. La solution générale est donc

ypxq “ Ae´x `Bxe´x. (96.280)

(9) Nous avons λ1 “ 5 et λ2 “ 2, donc

ypxq “ Ae5x `Be2x. (96.281)

(10) Racine double λ “ ´3{2, donc

ypxq “ Ae´3x{2 `Bxe´3x{2. (96.282)
4. http://michel.gosse.free.fr/documentation/introduction/node6.html

http://michel.gosse.free.fr/documentation/introduction/node6.html
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Exercise 682 exoEquaDiff0011

Exercice II.2, page 59. Pour chacune des équations différentielles suivantes, déterminer la solu-
tion particulière répondant aux conditions initiales indiquées.

(1) y2 ` 10y1 ` 16y “ 0, CI : x0 “ 0, y0 “ 1, y1
0 “ ´12

(2) y2 ´ 6y1 ` 10y “ 0, CI : x0 “ 0, y0 “ 1, y1
0 “ 4

(3) y2 ` 9y “ 0, CI : x0 “ π
3 , y0 “ 0, y1

0 “ 1
(4) y2 ´ 6y1 ` 9y “ 0, CI : x0 “ 1

3 , y0 “ 0, y1
0 “ e.

corrEquaDiff0011

Correction of the exercise 682
(1) Le polynôme caractéristique est

λ2 ` 10λ` 16 “ 0, (96.283)

dont les racines sont λ1 “ ´8 et λ2 “ ´2. La solution générale s’écrit donc

ypxq “ ae´8x `Be´2t. (96.284)

Il faut maintenant fixer les paramètres A et B pour que yp0q “ 0 et y1p0q “ 12. Pour ce faire,
nous calculons ypxq :

y1pxq “ ´8Ae´8x ´ 2Be´2x. (96.285)

Nous avons donc les contraintes suivantes sur A et B : yp0q “ A ` B “ 1 et y1p0q “
´8A ´ 2B “ 12. Cela est un petit système de deux équations à deux inconnues que nous
résolvons facilement :

A “ ´7
3

B “ 10
3

(96.286)

La solution répondant aux conditions posées est donc

56
3 e

´8x ´ 20
3 e

´2x. (96.287)

(2) Les solutions du polynôme caractéristique sont λ1 “ 3` i et λ2 “ 3´ i. La première chose à
faire est de trouver les solutions réelles qui en découlent. Elles sont

ypxq “ Ae3x sinpxq `Be3x sinpxq. (96.288)

Il faut maintenant fixer A et B pour que yp0q “ 1 et y1p0q “ 4. Le système d’équation à
résoudre est

"
B “ 1 (96.289a)
3B `A “ 4. (96.289b)

La réponse est A “ 1 et B “ 1.
(3) L’équation caractéristique est λ2 ` 9 “ 0, et les racines sont λ “ ˘3i. Les solutions de

l’équation différentielle sont donc les fonctions de la forme

ypxq “ A cosp3xq `B sinp3xq. (96.290)

Étant donné que ypπ3 q “ 0, nous trouvons ´A “ 0 et la condition y1pπ3 q “ 1 donne ´3B “ 0,
donc en réalité A “ B “ 0 et la solution à l’équation répondant aux conditions posées est la
fonction identiquement nulle :

ypxq “ 0. (96.291)

Exercise 683 exoEquaDiff0012

Exercice II.3, page 59. Déterminer la solution générale de chacune des équations différentielles
suivantes :
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(1) y2 ´ 5y1 ` 4y “ 3´ 2x
(2) y2 ´ 6y1 ` 13y “ 39

(3) y2 ´ 2y1 ` y “ 6ex

(4) y2 ` 4y “ cosp2xq
corrEquaDiff0012

Correction of the exercise 683

(1) La solution à l’équation sans second membre est yHpxq “ Aex `Be4x. Nous devons mainte-
nant trouver une solution particulière à l’équation avec un second membre. Comme le second
membre est un polynôme, nous essayons un polynôme, soit yP pxq “ ax` b. Nous calculons

ypxq “ ax` b
y1pxq “ a

y2pxq “ 0,
(96.292)

et nous remettons dans l’équation de départ :

0´ 5a` 4pax` bq “ 3´ 2x. (96.293)

Cela est une équation pour a et b dont la solution est a “ ´1{2 et b “ 1{8. La solution
particulière que nous avons trouvée est

yP pxq “ ´x2 `
1
8 , (96.294)

d’où nous déduisons que la solution générale à l’équation donnée est

ypxq “ Aex `Be4x ´ x

2 `
1
8 . (96.295)

(2) Le polynôme caractéristique de l’équation sans second membre est λ2 ´ 6λ ` 13 “ 0, et ses
racines sont 3˘ 2i. La solution réelle générale de l’équation sans second membre est

yHpxq “ e3x`A cosp2xq `B sinp2xq˘. (96.296)

Nous devons encore trouver une solution particulière de l’équation homogène. Étant donné
que le second membre est une constante, nous essayons une constante. Il est facile de voir
que la fonction constante yP pxq “ 3 fonctionne.

(3) La solution générale de l’équation sans second membre est

yHpxq “ Aex `Bxex (96.297)

Le second membre étant une exponentielle, nous sommes incités à essayer aex comme solution
particulière. Hélas, cela ne fonctionne pas parce que cela est une solution de l’équation sans
second membre. Alors nous devons trouver quelque chose de plus complexe. L’essai que nous
faisons est

yP pxq “ pax2 ` bx` cqex. (96.298)

Étant donné que ex et xex sont des solutions de l’équation sans second membre, il est couru
d’avance que les termes pbx`cqex ne vont pas jouer. Nous pouvons donc déjà poser b “ c “ 0.
Nous avons donc

yP pxq “ ax2ex

y1
P pxq “ 2axex ` ax2ex

y1
P pxq “ p2ax` 2a` ax2 ` 2axqex.

(96.299)

En remettant tout ça dans l’équation de départ, nous trouvons une équation pour a que nous
résolvons. La réponse est que une solution particulière est donnée par yP pxq “ 3x2ex.
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(4) L’équation sans second membre est y2`4y “ 0, dont l’équation caractéristique est λ2`4 “ 0.
Les solutions sont ˘2i, et donc les solutions réelles sont

yHpxq “ A cosp2xq `B sinp2xq. (96.300)

Il s’agit maintenant de trouver une solution particulière. Comme le second membre est
cosp2xq, nous voudrions essayer

yP pxq “ a cosp2xq ` b sinp2xq, (96.301)

mais cela ne va pas fonctionner parce que sinp2xq et cosp2xq sont déjà des solutions de
l’équation sans second membre. Nous essayons alors

yP pxq “ ax cosp2xq ` bx sinp2xq. (96.302)

Afin de fixer les constantes a et b, nous injectons cette fonction dans l’équation. Pour cela
nous commençons par en calculer les dérivées :

y1
P pxq “ sinp2xqp´2ax` bq ` cosp2xqp2bx` aq, (96.303)

et
y2
P pxq “ sinp2xqp´4bx`´4aq ` cosp2xqp´4ax` 4bq. (96.304)

L’équation devient donc

y2
P pxq ` 4y1

P pxq “ ´4pa sinp2xq ´ b cosp2xqq “ cosp2xq. (96.305)

Il faut donc choisir a “ 0 et b “ 1{4. La solution particulière que nous venons de construire
est donc

yP pxq “ x

4 cosp2xq, (96.306)

et la solution générale à l’équation qui nous intéresse est

ypxq “ A cosp2xq `B sinp2xq ` x

4 cosp2xq. (96.307)

Exercise 684 exoEquaDiff0013

Exercice 6, page 60. Déterminer la courbe solution de chacune des équations différentielles
suivantes, répondant aux conditions imposées.

(1) y2´2y1 “ 2x. On demande que la tangente au point p0, 2q soit parallèle à l’axe des abscisses.
(2) y2 ´ 6y1 ` 9y “ x2e3x.

(2a) la tangente au point p0, 1q a un coefficient directeur nul,
(2b) la tangente au point p1, 0q a une pente égale à e3{4.

corrEquaDiff0013

Correction of the exercise 684
(1) La solution générale de l’équation différentielle sans second membre est

yHpxq “ A`Be2x. (96.308)

Pour trouver une solution particulière de l’équation avec second membre, nous essayons
yP pxq “ ax2 ` bx. En injectant cet essai dans l’équation différentielle, nous trouvons une
équation pour a et b dont la solution donne

yP pxq “ ´x
2

2 ´ x

2 . (96.309)

La solution générale de l’équation différentielle avec second membre est donc

ypxq “ A`Be2x ´ x2

2 ´ x

2 . (96.310)
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La première condition à poser sur A et B est yp0q “ B ` A “ 2. Pour la seconde, nous
commençons par calculer y1pxq :

y1pxq “ 2e2xB ´ t´ 1
2 . (96.311)

La second condition à imposer est donc

y1p0q “ 2B ´ 1
2 “ 0. (96.312)

En résolvant ce petit système algébrique, nous trouvons les valeurs de A et B qui conviennent :
A “ 3{4 et B “ 1{4.

(2) La solution de l’équation différentielle sans second membre est yHpxq “ Ae3x `Bxe3x. Pour
trouver une solution particulière, il est certain que pax ` bqe3x ne va pas fonctionner parce
que c’est solution de l’équation sans second membre. Il faut donc prendre un degré plus haut.
On essaye donc yP pxq “ ax4 ` bx3. En remettant dans l’équation de départ, nous trouvons
les valeurs de a et b :

yP pxq “ x4

12 . (96.313)

La solution générale à l’équation donnée est donc

ypxq “ Ae3x `Bxe3x ` x4

12e
3x. (96.314)

Nous devons maintenant trouver les bonnes constantes A et B dans les situations demandées.
(2a) Nous voulons une tangente au point p0, 1q, donc en particulier il faut que la courbe passe

par là. Donc nous posons la première contrainte : yp0q “ 1. Ensuite, nous demandons
que le coefficient directeur de la tangente en ce point soit nul, c’est-à-dire que y1p0q “ 0.
Cela pose la seconde contrainte :

y1p0q “ 0 “ 1
12p12Bq, (96.315)

donc B “ 1. La solution demandée est donc

ypxq “ e3x ` xe3x ` x4

12e
3x. (96.316)

(2b) Cette fois, il faut résoudre les contraintes

yp1q “ 0

y1p1q “ e3

4 .
(96.317)

La réponse est que A “ 0 et B “ ´1{12, et la solution demandée à l’équation différen-
tielle est

xe3x

12 px3 ´ 1q. (96.318)

Exercise 685 exoEquaDiff0015

Quelle est la courbe passant par l’origine et admettant en chaque point une pente égale au
triple de l’abscisse du point ? corrEquaDiff0015

Correction of the exercise 685
<+EquaDiff0015+>

Exercise 686 exoEquaDiff0014

Déterminer les fonctions nulles à l’origine et telles que leur dérivée première soit égale à l’opposé
de la dérivée seconde. corrEquaDiff0014
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Correction of the exercise 686
<+EquaDiff0014+>

Exercise 687 exoEquaDiff0016

En tout point d’une courbe, l’angle formé par la tangente en ce point et l’axe des abscisses est
complémentaire de l’angle formé par la droite joignant le point à l’origine et l’axe des abscisses.
Quelles sont ces courbes ? corrEquaDiff0016

Correction of the exercise 687
Considérons un point

`
x, ypxq˘ sur la courbe. Nous nommons β l’angle que fait la droite joignant

ce point à l’origine, par définition,
tanpβq “ ypxq

x
. (96.319)

Si α est l’angle que fait la tangente avec l’axe Ox, alors

tanpαq “ y1pxq. (96.320)

La condition imposée est α` β “ 90. Un peu de trigonométrie montre que

tanpβq “ tanp90´ αq “ 1
tanpαq , (96.321)

et donc
y1pxq “ x

fpxq (96.322)

est l’équation différentielle à résoudre. Nous la remettons sous la forme

dy

dx
“ x

y
, (96.323)

ou encore : ydy “ xdx, d’où la solution

y2 “ x2 ` C. (96.324)

96.8 Fonctions de deux variables réelles

96.8.1 Tracer

Exercise 688 exoFoncDeuxVar0001

Représenter les courbes de niveaux des surfaces suivantes correspondant aux cotes z “ 0, z “ 1,
z “ ´1, z “ h.

(1) z2 “ x2 ` y2

(2) x` y ` z “ 5
(3) z “ xy

(4) z “ x2 ` y2

(5) 4x2 ` y2 “ 4.
corrFoncDeuxVar0001

Correction of the exercise 688
<+FoncDeuxVar0001+>

96.8.2 Limites à deux variables

Exercise 689 exoFoncDeuxVar0010

Calculer les limites suivantes :
(1) limpx,yqÑp0,0q x´y

x`y
(2) limpx,yqÑp0,0q

pxyq2

px`yq2`px´yq2
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(3) limpx,yqÑp0,0q xy3

x2`y2

(4) limpx,yqÑp0,0q
x sinpyq?
x2`y2

corrFoncDeuxVar0010

Correction of the exercise 689

(1) Ici la méthode des chemins pour est particulièrement éclairante. Regardons d’abord la fonc-
tion sur la droite x “ y. Nous avons

fpx, yq “ x´ x
2x “ 0. (96.325)

Donc la fonction est nulle sur toute la ligne.
Si nous regardons maintenant la ligne verticale x “ 0, nous avons

fp0, yq “ ´y
y
“ ´1, (96.326)

donc la fonction vaut ´1 sur toute la ligne verticale.
(2)
(3) Regardons la technique des coordonnées polaires. Nous remplaçons x par r cospθq et y par

r sinpθq :

fpr, θq “ r4 cospθq sin3pθq
r2 “ r2 cospθq sin3pθq. (96.327)

Cette fonction tend vers zéro quand r Ñ 0. Nous avons donc

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ 0. (96.328)

Pour cet exercice nous pouvons aussi utiliser la règle de l’étau en écrivant d’abord

0 ď |fpx, yq| ď |x||y3|
|x2 ` y2| . (96.329)

Mais on a |x| ďa
x2 ` y2, |y| ďa

x2 ` y2 et |x2 ` y2| “ `a
x2 ` y2

˘2, donc

0 ď |fpx, yq| ď
a
x2 ` y2

`a
x2 ` y2

˘3

`a
x2 ` y2

˘2 “ `a
x2 ` y2

˘2 Ñ 0. (96.330)

(4) En passant aux polaires, nous avons

fpr, θq “ r cos θ sin
`
r sin θ

˘

r
“ cospθq sin

`
r sin θ

˘
. (96.331)

La limite de cette dernière fonction lorsque r Ñ 0 vaut zéro.
Une autre façon de procéder consiste à multiplier et diviser par y de telle façon à faire
apparaitre sinpyq{y dont nous connaissons la limite :

fpx, yq “ sinpyq
y

· xya
x2 ` y2

. (96.332)

La limite du premier facteur est 1, tandis que le second peut être traité de façon classique
en prenant la valeur absolue et en majorant |x| par

a
x2 ` y2.
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Exercise 690 exoFoncDeuxVar0011

(INGE1121, 8.2) L’énoncé suivant est-il vrai ou faux ? Justifier.
Si la limite en pa, bq de fpx, yq existe sur une infinité de chemins différents passant par pa, bq et

vaut chaque fois le même nombre ℓ, alors limpx,yqÑpa,bq fpx, yq existe et vaut ℓ. corrFoncDeuxVar0011

Correction of the exercise 690
L’énoncé est faux. Pensez à une fonction dont « tous les chemins sauf un » ont la même limite.

Par exemple

fpx, yq “
#

1 si y ‰ 0
0 si y “ 0

(96.333)

Cette fonction vaut 1 partout sauf sur une droite. Il y a donc une infinité de chemins suivant
lesquels on a une limite en p0, 0q qui vaut 1 (tous les chemins qui ne passent pas par y “ 0). Mais
on a un chemin pour lequel la limite est zéro (le chemin horizontal y “ 0).

Donc cette fonction n’a pas de limite en p0, 0q.
Essayez de trouver d’autres exemples. Trouvez un exemple de fonction pour lequel on a une

infinité de chemins pour lesquels la limite est 1 et en même temps une infinité de chemins pour
lesquels la limite est

?
2.

Exercise 691 exoFoncDeuxVar0012

(INGE1121 8.3) Étudier la continuité des fonctions suivantes :
(1)

fpx, yq “
#

2xy
x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q (96.334)

(2)

fpx, yq “
#
y2´x2

y4`x2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q (96.335)

(3)

fpx, yq “
#
y cosp 1

y q si y ‰ 0
0 si y “ 0

(96.336)

corrFoncDeuxVar0012

Correction of the exercise 691
L’énoncé « étudier la continuité de » revient à demander « vérifier si la limite est égale à la

valeur ». Dans le cadre de cet exercice, nous devons simplement calculer les limites des fonctions
et voir si ces limites sont égales à la valeur donnée.

(1) Regardons la ligne x “ y, c’est-à-dire le chemin px, yq “ pt, tq. La limite de f le long de ce
chemin vaut

lim
tÑ0

2t2
t2 ` t2 “ 1, (96.337)

tandis que le long du chemin x “ 0 (c’est-à-dire p0, tq) nous avons

lim
tÑ0

0
t2
“ 0. (96.338)

Les deux limites n’étant pas égales, la limite de f pour px, yq Ñ p0, 0q n’existe pas et a
forciori la fonction n’est pas continue.

(2) Elle n’est pas continue parce que la limite n’existe même pas. Prenez par exemple le chemin
vertical x “ 0. Le long de ce chemin, la fonction vaut fp0, yq “ 1

y2 qui n’a certainement pas
de limites pour y Ñ 0.
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(3) En valeur absolue, cosp1{yq est borné par 1, donc

0 ď |fpx, yq| ď |y| (96.339)

et donc elle tend vers zéro lorsque px, yq Ñ p0, 0q. Cette fonction est donc continue.

Exercise 692 exoFoncDeuxVar0013

(INGE 1121, 8.4) Dessiner les courbes de niveau de la fonction

fpx, yq “ x2

y
(96.340)

et calculer limpx,yqÑp0,0q fpx, yq. corrFoncDeuxVar0013

Correction of the exercise 692
Les courbes de niveau sont données par

y “ x2

C
, (96.341)

sauf la courbe de hauteur zéro qui est l’axe x “ 0. Les points y “ 0 ne font pas partie du domaine.
Étant donné que toutes les courbes de niveau s’intersectent en p0, 0q, la limite n’existe pas.
Exercise 693 exoFoncDeuxVar0014

(INGE 1121, 8.5) Calculer

lim
px,yqÑp0,0q

sinpxq
xy

. (96.342)
corrFoncDeuxVar0014

Correction of the exercise 693
La fonction proposée est le produit de sinpxq{x qui reste bornée (et ne tend pas vers zéro 5) au

abords de p0, 0q par la fonction 1
y qui n’est pas bornée, et qui n’a pas de limite en p0, 0q.

La limite de f n’existe donc pas.
Exercise 694 exoFoncDeuxVar0015

(INGE 1121, 8.6) Calculer

lim
px,yqÑp0,0q

sin
`a

x2 ` y2
˘

ln
`a

x2 ` y2
˘
. (96.343)

corrFoncDeuxVar0015

Correction of the exercise 694
Lorsqu’un a un sinus de quelque chose qui tend vers zéro et qu’on ne sait pas très bien quoi

faire, une bonne idée est toujours de multiplier et diviser par ce qui est dans le sinus. De cette
façon, le sinus disparaît. Ici, nous avons

fpx, yq “ sin
a
x2 ` y2

a
x2 ` y2

·
a
x2 ` y2 · ln

a
x2 ` y2. (96.344)

Lors de la limite, le premier morceau est la limite bien connue qui fait 1. Il reste à trouver la limite
de la fonction a

x2 ` y2 ln
a
x2 ` y2. (96.345)

Cette fonction est la composée fpx, yq “ pg ˝ rqpx, yq où

rpx, yq “
a
x2 ` y2

gptq “ t lnptq. (96.346)

5. Vers quoi elle tend ?
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Évidement, la limite de r lorsque on tend vers p0, 0q est zéro. Voyons la limite de gptq lorsque tÑ 0.
Cela se règle en utilisant la règle de l’Hopital :

lim
tÑ0

t lnptq “ lim
tÑ0

lnptq
1{t “ lim

tÑ0

1{r
´1{r2 “ lim

tÑ0
´t “ 0. (96.347)

Donc
lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yq “ 0. (96.348)

Exercise 695 exoFoncDeuxVar0016

(INGE 1121 8.7) Soit la fonction

fpx, yq “ x2 ` y2

x` y . (96.349)

(1) Donner le domaine de définition de f ,
(2) montrer que les courbes de niveau sont des cercles et esquisser les graphes des courbes de

niveau de hauteur ´2, ´1, 1 et 2,
(3) calculer la limite de f lorsque px, yq tend vers p0, 0q.

corrFoncDeuxVar0016

Correction of the exercise 695
Le domaine de définition de f est manifestement l’ensemble de px, yq tels que x ‰ ´y. L’équa-

tion de la courbe de niveau de hauteur C est

x2 ` y2

x` y “ C, (96.350)

c’est-à-dire
x2 ´ Cx` y2 ´ Cy “ 0. (96.351)

Afin de mettre cela sous une forme qui ressemble plus à un cercle, nous reformons les carrés parfait
à partir de x2 ` Cx et y2 ` Cy. Pour cela, nous cherchons a et b tels que

x2 ´ Cx “ px` aq2 ` b. (96.352)EqCourbeCxSeizeEqCourbeCxSeize

Égalisant les termes de degrés égaux en x, nous trouvons a “ ´C{2 et b “ ´C2{4. L’équation de
la courbe de niveau (96.352) se met donc sous la forme

`
x´ C

2
˘2 ´ C2

4 ` `
y ´ C

2
˘2 ´ C2

4 “ 0 (96.353)

Cette dernière équation se récrit avantageusement sous la forme
ˆ
x´ C

2

˙2
`
ˆ
y ´ C

2

˙2
“ C2

2 , (96.354)

ce qui est le cercle de rayon |C|?
2 et de centre pC2 , C2 q. Notez la valeur absolue dans le rayon.

dˆ
C

2

˙2
`
ˆ
C

2

˙2
“ |C|?

2
(96.355)

de l’origine. Il est donc hors de question que la limite existe quand px, yq Ñ p0, 0q.
Exercise 696 exoFoncDeuxVar0018

(INGE1121, 8.8)Calculer les limites suivantes ou monter qu’elles n’existent pas.
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(1)

lim
px,yqÑp0,0q

2xy2

x4 ` 2y4 .

(2)
lim

px,yqÑp2,3q
x` y
2´ y

(3)
lim

px,y,zqÑp0,0,0q
2xy ` yz

x2 ` y2 ` z2 .

(4)
lim

px,yqÑp π
2 ,2q

xy ` 1
2` cospxq .

(5)

lim
px,y,zqÑp0,0,0q

2x2 ` y2 ´ z2

x2 ` y2 ` z2

(6)

lim
px,yqÑp1,´1q

y2 ` x
px´ 1qpy ` 2q

(7)

lim
px,y,zqÑp0,0,0q

x2 ` y3 ` 2z3

xyz2 .

(8)

lim
px,yqÑp0,0q

x4 ´ y4

x2 ` y2 .

(9)

lim
px,yqÑp0,0q

xy2

x2 ` 2y2 .

(10)

lim
px,yqÑp0,0q

x3 ´ 2x2y ` 3y2x´ y3

x2 ` y2 .

(11)

lim
px,yqÑp0,0q

x2y3

y5 ´ x5 .

(12)

lim
px,y,zqÑp0,0,0q

x2 ´ z2

x3 ´ z3 .

(13)
lim

px,yqÑp1,´1q
e´xy2

.

(14)
lim

px,yqÑp0,0q
ln
a

1´ x2 ´ y2

(15)

lim
px,yqÑp0,0q

x2 ´ 2xy ` 2y2

x2 ` 2y2 .

(16)

lim
px,yqÑp2,´1q

ln 1` x` 3y
3y2 ´ x

(17)

lim
px,yqÑp0,0q

exy sin2pxyq
xy

.

(18)

lim
px,yqÑp´2,1q

x2 ´ 4x` 4
xy ` 2y ´ x´ 2

(19)

lim
px,yqÑp0,0q

exp
ˆ ´1
x2 ` y2

˙

corrFoncDeuxVar0018

Correction of the exercise 696
(1) Le degré du dénominateur est plus grand que celui du numérateur. Nous nous attendons

donc à avoir une limite qui n’existe pas. Prenons le chemin pt, tq par exemple :

fpt, tq “ 1
t
, (96.356)

et dont la limite le long de ce chemin n’existe pas.
(2) Le point p2, 3q est à l’intérieur du domaine de continuité de la fonction, donc sa limite est

égale à la valeur de la fonction au point donné, c’est-à-dire ´5. En pratique, il s’agit juste
de remplacer x et y par les valeurs 2 et 3.

(3) Un bon chemin à tenter est toujours pt, kt, ktq. Nous avons

fpt, kt, ktq “ k2 ` 2k
1` 2k2 , (96.357)

et donc la limite dépend de k. Deux k différents correspondent donc à deux chemins le long
desquels la limite est différente.
La limite n’existe donc pas.
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(4) Le domaine de continuité de cette fonction est R2 tout entier parce que c’est une fraction de
fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. Il n’y a donc aucune indétermina-
tions et la limite s’obtient en remplaçant par les valeurs : pπ ` 1q{2.

(5) C’est une limite de polynômes dont le numérateur et le dénominateurs ont le même degré.
Utiliser le chemin pt, kt, ktq est en général une bonne idée : le résultat a de bonnes chances
de dépendre de k et donc la limite de ne pas exister. Ici nous avons

fpt, kt, ktq “ 2
1` 2k2 . (96.358)

Cette expression dépend effectivement de k et donc deux k différents correspondent à deux
chemins le long desquels la limite de f est différente.

(6) Le domaine de continuité de cette fonction est tous les points de R2 sauf les points avec
x “ 1 ou y “ ´2. Étant donné que la limite que l’on demande n’est pas vers un de ces points,
nous la calculons en remplaçant les valeurs :

lim
px,yqÑp´1,1q

y2 ` x
px´ 1qpy ` 2q “

0
´6 “ 0. (96.359)

J’insiste : 0{6 n’est pas une indétermination.
(7) Si nous prenons le chemin pt, kt, ktq, nous trouvons

lim
tÑ0

fpt, kt, ktq “ lim
tÑ0

1` 3k3t

k3t2
“ 8. (96.360)

La limite de la fonction n’existant pas le long de ces chemins, la fonction n’a pas de limite
en p0, 0, 0q.

(8) Grâce au produit remarquable x4´y4 “ px2´y2qpx2`y2q, nous pouvons simplifier la fraction
et obtenir fpx, yq “ x2 ´ y2, dont la limite vaut zéro.

(9) Le degré du numérateur (3) est plus grand que celui du dénominateur, donc nous partons
avec l’idée que la limite va exister et sera zéro. Prouvons cela. D’abord

0 ď |fpx, yq| “ |x||y|2
x2 ` 2y2 . (96.361)

Ensuite nous utilisons les majorations quasi classiques (mais un peu adaptées au 2y2) |x| ďa
x2 ` y2 et |y| ďa

x2 ` 2y2. Donc

0 ď
a
x2 ` 2y2

`a
x2 ` 2y2

˘2

`a
x2 ` y2

˘2 “
a
x2 ` 2y2, (96.362)

mais la limite de l’expression à droite vaut manifestement zéro. Donc la limite de la fonction
est zéro.

(10) Prouvons que la limite est nulle (parce que le degré du numérateur est plus grand que celui
du dénominateur). Nous majorons la valeur absolue du numérateur par

|x3 ´ 2x2y ` 3y2x´ y3| ď |x|3 ` 2x2|y| ` 3y2|x| ` |y|3. (96.363)

Ensuite nous utilisons la majoration |x| ď a
x2 ` y2 (idem pour y) et après simplification

nous trouvons
0 ď |fpx, yq| ď 9

2
a
x2 ` y2, (96.364)

dont la limite vaut zéro.
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(11) ATTENTION : il ne suffit pas de dire que sur le chemin pt, tq la limite n’existe pas. En
effet, dans la technique des chemins, on demande que les chemins soient compris dans le
domaine de définition de la fonction. Or aucun point de la forme pt, tq n’est dans le domaine
de définition de f .
Pour cette fonction, les droites pt, ktq fonctionnent très bien (penser à rejeter k “ 1). En
effet,

fpt, ktq “ k3t5

t5pk5 ´ 1q “
k3

k5 ´ 1 , (96.365)

qui dépend de k. Nous avons donc tout plein de chemins qui ont des limites différentes.
(12) En utilisant une division euclidienne, nous factorisons le numérateur en

x3 ´ y3 “ px´ zqpx2 ` xz ` z2q, (96.366)

tandis que le numérateur se factorise en px` zqpx´ zq. Après simplification nous trouvons

fpx, yq “ x` z
x2 ` xz ` z2 , (96.367)

dont le domaine de continuité contient maintenant le point p1, 1, 1q. La limite se trouve donc
en remplaçant x, y et z par leurs valeurs. La réponse est 2{3.

(13) Nous voyons cette fonction comme composée f “ h ˝ g avec

gpx, yq “ ´xy2

hptq “ et.
(96.368)

Ce sont deux fonctions qui sont partout continues, donc la fonction f est partout continue.
De ce fait, la limite se calcule simplement en remplaçant les valeurs. Nous avons e´1.

(14) Le domaine d’existence de la fonction est donné par x2 ` y2 ă 1. Le point proposé est bien
à l’intérieur de ce domaine, donc il suffit de remplacer par les valeurs, on obtient donc

ln
?

1 “ lnp1q “ 0. (96.369)

(15) Le chemin pt, 0q donne t2

t2 Ñ 1. Mais le chemin pt, tq donne t2

3t2 Ñ 1
3 . La limite de la fonction

n’existe donc pas.
(16) C’est la composée de gpx, yq “ p1 ` x ` 3yq{p3y2 ´ xq et de hptq “ lnptq. Nous avons que

limpx,yqÑp2,´1q gpx, yq “ 0, et que la limite du logarithme pour t Ñ 0 est moins l’infini. La
limite n’existe donc pas.

(17) Cette fonction est la composée fpx, yq “ h
`
gpx, yq˘ où gpx, yq “ xy et

hptq “ et sin2ptq
t

. (96.370)

Il faut donc calculer la limite
lim
tÑ0

et sin2ptq
t

. (96.371)

Pour ce faire, nous faisons la manipulation suivante :

et sin2ptq
t

“ et sin2ptq
t

t

t
“ tet

ˆ
sinptq
t

˙2
. (96.372)

Lorsque nous faisons la limite tÑ 0, la grande parenthèse tend vers 1, tandis que tet Ñ 0.
Nous avons donc que la limite de f vaut zéro.
Une autre façon de résoudre cet exercice est de multiplier et diviser par xy, de telle façon à
faire apparaitre le terme ˆ

sinpxyq
xy

˙2
(96.373)

dont la limite est 1.
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(18) En remplaçant les valeurs de x et y nous trouvons 16{0, ce qui n’existe pas. Afin de prouver
que la limite n’existe effectivement pas, prenons un chemin. Le chemin pt ´ 2, 1 ` tq fait
l’affaire :

fpt´ 2, 1` tq “ pt´ 2q2 ´ 4pt´ 2q ` 4
pt´ 2qp1` tq ` 2p1` tq ´ pt´ 2q ´ 2 “

t2 ´ 8t` 16
t2

, (96.374)

dont la limite tÑ 0 est 8. La limite de cet exercice n’existe donc pas.
(19) Nous pouvons voir la fonction comme composée f “ h ˝ g avec

gpx, yq “ 1
x2 ` y2hptq “ e´t. (96.375)

Dans ce cas, la limite de g vaut 8 et ensuite, e´8 “ 0. Cela fournit la bonne réponse mais l
théorème 12.469 sur lequel se base la méthode des composées ne permet pas de passer l’infini
de g à h aussi facilement. La solution pour être plus rigoureux est de poser

gpx, yq “ x2 ` y2hptq “ e´1{t. (96.376)

D’ailleurs, lorsque x et y n’arrivent que dans la combinaison x2`y2, c’est toujours une bonne
idée de faire une composée de cette façon.
Maintenant, la limite de g est zéro et limxÑ0 e´1{t “ 0.

96.8.3 Dérivées partielles, différentielles totales

Exercise 697 exoFoncDeuxVar0002

Calculer les dérivées partielles Bxf , Byf , B2
xf , B2

xyf , B2
yxf et B2

yf des fonctions suivantes.

(1) 2x3 ` 3x2y ´ 2y2

(2) lnpxy2q
(3) tanpx{yq
(4) xy2

x`y
corrFoncDeuxVar0002

Correction of the exercise 697
Le script Sage suivant (exoDV002.sage) résout l’exercice :

# -*- coding: utf8 -*-

def LesCalculs(f):
print "Pour la fonction %s"%str(f)
print "d_x",f.diff(x).simplify_full()
print "d_y",f.diff(y).simplify_full()
print "d^2_x",f.diff(x).diff(x).simplify_full()
print "d_xd_y",f.diff(x).diff(y).simplify_full()
print "d_yd_x",f.diff(y).diff(x).simplify_full()
print "d^2_y",f.diff(y).diff(y).simplify_full()
print ""

def exercise_DV002():
var(’x,y’)
fa(x,y)=2*x**3+3*x**2*y-2*y**2
fb(x,y)=ln(x*y**2)
fc(x,y)=tan(x/y)
fd(x,y)=x*y**2/(x+y)
LesCalculs(fa)
LesCalculs(fb)
LesCalculs(fc)
LesCalculs(fd)
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La sortie est :

Pour la fonction (x, y) |--> 2*x^3 + 3*x^2*y - 2*y^2
d_x (x, y) |--> 6*x^2 + 6*x*y
d_y (x, y) |--> 3*x^2 - 4*y
d^2_x (x, y) |--> 12*x + 6*y
d_xd_y (x, y) |--> 6*x
d_yd_x (x, y) |--> 6*x
d^2_y (x, y) |--> -4

Pour la fonction (x, y) |--> log(x*y^2)
d_x (x, y) |--> 1/x
d_y (x, y) |--> 2/y
d^2_x (x, y) |--> -1/x^2
d_xd_y (x, y) |--> 0
d_yd_x (x, y) |--> 0
d^2_y (x, y) |--> -2/y^2

Pour la fonction (x, y) |--> tan(x/y)
d_x (x, y) |--> 1/(y*cos(x/y)^2)
d_y (x, y) |--> -x/(y^2*cos(x/y)^2)
d^2_x (x, y) |--> 2*sin(x/y)/(y^2*cos(x/y)^3)
d_xd_y (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y^3*cos(x/y)^3)
d_yd_x (x, y) |--> -(2*x*sin(x/y) + y*cos(x/y))/(y^3*cos(x/y)^3)
d^2_y (x, y) |--> 2*(x^2*sin(x/y) + x*y*cos(x/y))/(y^4*cos(x/y)^3)

Pour la fonction (x, y) |--> x*y^2/(x + y)
d_x (x, y) |--> y^3/(x^2 + 2*x*y + y^2)
d_y (x, y) |--> (2*x^2*y + x*y^2)/(x^2 + 2*x*y + y^2)
d^2_x (x, y) |--> -2*y^3/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d_xd_y (x, y) |--> (3*x*y^2 + y^3)/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d_yd_x (x, y) |--> (3*x*y^2 + y^3)/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)
d^2_y (x, y) |--> 2*x^3/(x^3 + 3*x^2*y + 3*x*y^2 + y^3)

Exercise 698 exoFoncDeuxVar0003

Si z “ x2y ´ 3y, calculer ∆z et dz. corrFoncDeuxVar0003

Correction of the exercise 698
<+FoncDeuxVar0003+>

96.8.4 Différentiabilité, accroissements finis

Exercise 699 exoFoncDeuxVar0019

(INGE1121, 9.1) Étudier la différentiabilité en p0, 0q des fonctions suivantes
(1)

fpx, yq “
#

8x3y3

4x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q (96.377)

(2)

fpx, yq “
#
x3´y3

x2`y2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 si px, yq “ p0, 0q (96.378)

(3)

fpx, yq “
#
x ln

a
x2 ` y2 si px, yq ‰ p0, 0q

0 si px, yq “ p0, 0q (96.379)
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corrFoncDeuxVar0019

Correction of the exercise 699
Pour prouver la différentiabilité, nous allons prouver que les dérivées partielles Bxf et Byf sont

continues. La fonction sera alors différentiable par le théorème 12.471.
(1) Calculons

Bf
Bx “

24x2y3p4x2 ` y2q ´ 64x4y3

p4x2 ` y3q2

“ 8x2y3p4x2 ` 3y2q
p4x2 ` y2q .

(96.380)

Cette fonction est continue partout en dehors du point p0, 0q (parce que c’est une fraction de
polynômes). Au point p0, 0q, elle est également continue parce qu’elle a une limite qui vaut
zéro.
Attention : ce qui fait la continuité de la dérivée n’est pas le fait que la limite de Bxf soit zéro,
mais simplement le fait que cette limite existe. Le fait qu’ici la dérivée vaille numériquement
la même chose que la fonction elle-même est une coïncidence.
En ce qui concerne l’autre dérivée partielle nous avons la même chose.
Les dérivées partielles étant continues, la fonction est différentiable.

(2) Pas différentiable.
(3) La dérivée partielle dans la direction x est

Bf
Bx “ ln

a
x2 ` y2 ` 2x2

a
x2 ` y2

. (96.381)

La limite du premier terme a l’air problématique, et le second terme tendant simplement
vers zéro, il n’y a aucune chance qu’il compense. Pour en être sûr, prenons le chemin pt, tq et
calculons

lim
tÑ0

lnp|t|q ` 2?
2
t. (96.382)

Cette limite n’existe pas.
La fonction proposée n’est pas différentiable en p0, 0q. Pas besoin de calculer la dérivée
partielle par rapport à y.

Exercise 700 exoMaximisation-0001

Soit la fonction

fpx, yq “
#

x2ya

px2`y2q2 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon.

(96.383)

Prouver que f admet des dérivées partielles seulement si a ą 0. corrMaximisation-0001

Correction of the exercise 700
En ce qui concerne Byf , il n’y a aucun problème parce que

Bf
By p0, 0q “ lim

tÑ0

fp0, tq ´ fp0, 0q
t

“ 0 (96.384)

parce que fp0, tq “ fp0, 0q “ 0 pour tout t ‰ 0.
La dérivée par rapport à x est plus douteuse parce que fpt, 0q existe (et vaut 0) lorsque a ą 0

du fait que ya “ 0 se trouve au numérateur, mais fpt, 0q n’existe pas lorsque a ă 0 parce que
ya “ 0 se trouve au dénominateur. La limite ne peut donc pas être calculée et la dérivée partielle
Bxfp0, 0q n’existe pas.

Exercise 701 exoFoncDeuxVar0026

(INGE1121, 9.2) Démontrer que les fonctions suivantes sont différentiables sur leur domaine
de définition.
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(1)
fpx, yq “ xy

y2 ´ x2 (96.385)

(2)
fpx, y, zq “ xyz

x´ y . (96.386)
corrFoncDeuxVar0026

Correction of the exercise 701

(1)
(2) Cette fonction n’existe pas sur la droite x “ y. Ailleurs elle est un quotient de polynômes et

est donc différentiable.

Exercise 702 exoFoncDeuxVar0021

(INGE1121 9.3) Soit la fonction f de R2 dans R3 définie par

fpx, yq “ `
y sinpxq, exy2, x2y

˘
. (96.387)

(1) Donner la matrice jacobienne de f .
(2) Calculer fp0, 1q et utiliser la jacobienne pour approcher fp0.01, 1.02q.

corrFoncDeuxVar0021

Correction of the exercise 702
(IGNE 1121, 9.3) La fonction f proposée est formée des trois fonctions

f1px, yq “ y sinpxq
f2px, yq “ exy2

f3px, yq “ x2y.

(96.388)

Il s’agit maintenant de calculer toutes les dérivées partielles au point p0, 1q et puis de les mettre
en matrice. Nous avons les dérivées partielles

Bf1
Bx “ y cospxq Bf1

By “ sinpxq
Bf2
Bx “ exy2 Bf2

By “ 2yex

Bf3
Bx “ 2xy Bf3

By “ x2.

(96.389)

En évaluant tout ça au point p0, 1q la matrice jacobienne devient

Jf p0, 1q “
¨
˝

1 0
1 2
0 0

˛
‚. (96.390)

Lorsqu’on calcule fpx` a, x` bq où l’on suppose que a et b sont petits, on a la notation compacte

fpx` a, y ` bq “ fpx, yq ` Jpx, yq·
ˆ
a
b

˙
. (96.391)

Ici nous avons évidement x “ 0, y “ 1, a “ 0.01 et b “ 0.02 et donc

fp0` 0.01, 1` 0.02q » fp0, 1q ` p0.01, 0.05, 0q “ p0.01, 1.05, 0q. (96.392)

Exercise 703 exoFoncDeuxVar0022

(INGE1121, 9.4) Donner la jacobienne des fonctions suivantes
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(1)
fpx, yq “ xy sinpxyq (96.393)

(2)
fpx, yq “ 4x´ 5y (96.394)

(3)
fpx, yq “ x

2x` 5x (96.395)

(4)
fpx, y, zq “ xy

z
(96.396)

corrFoncDeuxVar0022

Correction of the exercise 703
Pour les fonctions à valeurs réelles, la jacobienne n’est autre que le vecteur gradient, c’est-à-dire

les différentes dérivées partielles mises les unes à côté des autres.
(1) Ici nous avons

Bf
Bx “ y sinpxyq ` xy2 cospxyq
Bf
By “ x2y cospxyq ` x sinpxyq,

(96.397)

et la matrice jacobienne est la matrice ligne
`
y sinpxyq ` xy2 cospxyq x2y cospxyq ` x sinpxyq.˘ (96.398)

(2)
(3)

Exercise 704 exoFoncDeuxVar0023

(INGE1121, 9.5) Pour la fonction

gpu, v, wq “ uv ´ pcosuqv ` u2w, (96.399)

donner une approximation de gpr, 1` s, tq pour r, s et t petits. corrFoncDeuxVar0023

Correction of the exercise 704
Nous partons du point p0, 1, 0q et nous faisons un pas pr, s, tq. La nouvelle valeur de la fonction

sera approximée par

gp0, 1, 0q ` r BgBup0, 1, 0q ` s
Bg
Bv p0, 1, 0q ` w

Bg
Bw p0, 1, 0q. (96.400)

Nous avons
gp0, 1, 0q “ ´1

Bg
Bu “ v ` sinpuqv ` 2uv “ 1
Bg
Bv “ u´ cospuq “ ´1
Bg
Bw “ u2 “ 0.

(96.401)

Au final,
gpr, 1` s, tq “ ´1` r ´ s. (96.402)

Exercise 705 exoDerrivePartielle-0000

(INGE1121, 9.6) Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer la dérivée directionnelle au
point P dans la direction du vecteur u.

(1) fpx, yq “ 2x` y, P ´ p3, 1q, v “ p2,´3q.
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(2)
(3)
(4) fpx, yq “ x lnpyq, P “ p2, 2q, p1,´1q.
(5) fpx, y, zq “ sinpxyzq, P “ pπ, 1, 1q, v “ p2, 1, 2q.

corrDerrivePartielle-0000

Correction of the exercise 705
(1) Les dérivées partielles sont faciles :

Bf
Bx “ 2
Bf
By “ 1.

(96.403)

Pour dériver dans une direction, il faut considérer le vecteur de norme 1 dans la direction
donnée. Ici }v} “ ?4` 9 “ ?13, et la dérivée demandée vaut

Bf
Bv “

2?
13
Bf
Bx `

´3?
13
Bf
By “

1?
13
. (96.404)

(2)
(3)
(4) Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “ lnpyq
Bf
By “

x

y
.

(96.405)

En y substituant le point x “ 2, y “ 2, nous avons BxfpP q “ lnp2q et ByfpP q “ 1.
Le vecteur normalisé dans la direction v est p1{?2,´1{?2q. Donc nous avons

Bf
Bv pP q “

1?
2

lnp2q ´ 1?
2
. (96.406)

(5) Les dérivées partielles sont

Bf
Bx “ yz cospxyzq Bf

Bx pP q “ ´1
Bf
By “ xz cospxyzq Bf

By pP q “ ´π
Bf
Bz “ xy cospxyzq Bf

Bz pP q “ ´π

(96.407)

Le vecteur normé dans la direction donnée est v “ p2{3, 1{3, 2{3q, et la dérivée directionnelle
est Bf

Bv pP q “ ´
2
3 ´ π. (96.408)

Exercise 706 exoDerrivePartielle-0001

(INGE1121, 9.7) Soit f une fonction de classe C1 vérifiant fpx, yq “ fpy, xq pour tout x, y P R.
Montrer au moyen d’un exemple que l’une des égalités suivantes est fausse, et démontrer l’autre :

Bf
Bx pa, bq “

Bf
Bx pb, aq (96.409a)subEqDPZUasubEqDPZUa

Bf
Bx pa, bq “

Bf
By pb, aq (96.409b)subEqDPZUbsubEqDPZUb

(96.409c)
corrDerrivePartielle-0001
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Correction of the exercise 706
La fonction fpx, yq “ xy est un exemple qui fonctionne bien parce que

Bf
Bx px, yq “ y. (96.410)

Nous avons alors Bxfpa, bq “ b et Bxfpb, aq “ a qui ne sont pas égaux. Cela prouve que la relation
(96.409a) n’est pas correcte.

Prouvons maintenant que la relation (96.409b) est vraie. En écrivant la définition de la dérivée
partielle, nous avons

Bf
Bx “ lim

hÑ0

fpa` h, bq ´ fpa, bq
h

“ lim
hÑ0

fpb, a` hq ´ fpb, aq
h

“ BfBy pb, aq

(96.411)

où nous avons utilisé le fait que fpa` h, bq “ fpb, a` hq.
Exercise 707 exoFoncDeuxVar0025

(INGE1121, 9.8) La production d’une société est donnée par QpK,Lq “ 60K1{2L1{3, où K
représente le capital investi (une unité correspondant à 1000 euros) et où L désigne le travail
mesuré en heures de travail. On suppose que K “ 900.000 et L “ 1000. Estimer l’effet de l’addition
de 1000 euros au capital. corrFoncDeuxVar0025

Correction of the exercise 707
Nous voulons voir ce que ça donne sur f d’ajouter 1 à x pour la fonction

fpx, yq “ 60x1{2y1{3 (96.412)

lorsque x “ 900.000 et y “ 1000. Nous utilisons la formule des accroissements finis avec les dérivées
partielles :

fp900.000` 1, 1000q “ p900.000, 1000q ` 1 · Bf
Bx p900.000, 1000q. (96.413)EqDVVCqccfEqDVVCqccf

La dérivée partielle vaut
Bf
Bx “

60
2
?
x
y1{3. (96.414)

En remplaçant avec le nombres donnés, la formule (96.413) donne

fpx, yq “ 60 · 300
?

10 · 10 “ 18.000
?

10

pBxfqp900.000, 1000q “ 60 · 10
2 · 300

?
10
“ 1?

10
.

(96.415)

Donc en ajoutant 1000 euros au capital, on n’augmente que de 1{?10 la productivité.

96.8.5 Plan tangent

Exercise 708 exoFoncDeuxVar0027

(INGE1121, 9.10) Chercher les équations du plan tangent et de la droite normale au point P
aux graphes de la fonction f dans les cas suivants

(1) fpx, yq “ 4x2 ` 9y2, avec P “ p´2,´1, 25q
(2) fpx, yq “ 2e´x cospyq avec P “ p0, π3 , 1q
(3) fpx, yq “ ln x`y

2y avec P “ p0, 2, lnp1{2qq.
corrFoncDeuxVar0027

Correction of the exercise 708

http://fr.wikipedia.org/wiki/Le_Capital
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(1) Calculer les dérivées partielles au point px, yq “ p´2,´1q :

Bf
Bx “ 8x “ ´16
Bf
By “ 18y “ ´18.

(96.416)

Le plan tangent est donné par

Tp´2,´1qpx, yq “ 25`´16px` 2q ´ 18py ` 1q
“ ´16x´ 18y ´ 25.

(96.417)

En guise de petite vérification, noter que Tp´2,´1qp´2,´1q “ 25 “ fp´2,´1q.
Des vecteurs directeurs du plan peuvent être trouvés en prenant deux vecteurs dans le plan
translaté à l’origine :

Upx, yq “ ´16x´ 18y. (96.418)

Deux points dans le plan U sont par exemple

P1 “ p1, 0,´16q
P2 “ p0, 1,´18q. (96.419)

Pour trouver un vecteur perpendiculaire au plan U nous prenons le produit vectoriel de P1
et P2 :

v “ P1 ˆ P2 “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 ´16
0 1 ´18

∣∣∣∣∣∣∣ “
¨
˝

16
18
1

˛
‚. (96.420)

Toute droite normale au plan est parallèle à ce vecteur.
Afin de trouver la droite normale au plan T passant par le point p´2,´1, 25q nous faisons
une translation :

rpλq “
¨
˝
´2
´1
25

˛
‚` λ

¨
˝

16
18
1

˛
‚“

¨
˝

16λ´ 2
18λ´ 1
λ` 25

˛
‚. (96.421)

(2)
(3) Nous commençons par calculer les dérivées partielles qui serviront de « coefficients angu-

laires » pour le plan tangent. En l’occurrence les dérivées partielles sont

Bf
Bx “

1
x` y

Bf
By “

´x
xy ` y2 .

(96.422)

Nous évaluons ces dérivées partielles en px, yq “ p0, 2q :

pBxfqp0, 2q “ 1
2

pByfqp0, 1q “ 0.
(96.423)

L’équation du plan tangent est alors

TP px, yq “ fpP q ` x· Bf
Bx pP q ` py ´ 2qBfBy pP q. (96.424)

Le second terme est nul et il reste

Tp0,2qpx, yq “ ln
ˆ

1
2

˙
` x

2 . (96.425)
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Pour trouver la normale, nous allons trouver deux vecteurs dans le plan et en prendre le
produit vectoriel. Attention cependant : il faut réellement prendre des vecteurs dans le plan, ce
qui est délicat pour ce plan parce qu’il ne passe pas par l’origine. Pour éviter tout problèmes,
nous commençons par prendre le plan

Upx, yq “ x

2 . (96.426)

Deux vecteurs de ce plan sont par exemple

v “ p1, 0, 1
2q

w “ p0, 1, 0q.
(96.427)

Le vecteur perpendiculaire est alors donné par le produit vectoriel

uˆ w “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 1{2
0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣ “
¨
˝
´1{2

0
1

˛
‚. (96.428)

La droite que nous recherchons est celle qui est parallèle à ce vecteur et qui passe par le point
P “ p0, 2, 1q. L’équation paramétrique est donnée par

rpλq “
¨
˝

0
2
1

˛
‚` λ

¨
˝
´1{2

0
1

˛
‚“

¨
˝
´λ{2

2
1` λ

˛
‚. (96.429)

Exercise 709 exoDerrivePartielle-0002

(INGE1121, 9.11) En quels points de la surface z “ 4x2 ` 9y2 la normale est-elle parallèle à la
droite passant par les deux points P “ p´2, 4, 3q et Q “ p5,´1, 2q ? corrDerrivePartielle-0002

Correction of the exercise 709
Le vecteur directeur qu’on nous donne est

v “ P ´Q “ p´7, 5, 1q. (96.430)

Nous devons trouver un point du graphe où le vecteur normal est parallèle à v. Pour ce faire, nous
calculons le vecteur normal au point

`
x, y, zpx, yq˘ pour un px, yq quelconque, et puis nous fixerons

x et y.
Les dérivées partielles de z par rapport à x et y sont

Bz
Bx “ 8x
Bz
By “ 18y.

(96.431)

Au point px, yq cela donne les deux vecteurs tangents

t1 “ p1, 0, 8xq
t2 “ p0, 1, 8yq. (96.432)

Le vecteur normal est donné par

n “ t1 ˆ t2 “
∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez
1 0 8x
0 1 18y

∣∣∣∣∣∣∣ “
¨
˝
´8x
´18y

1

˛
‚. (96.433)

Afin que n soit parallèle à v (c’est-à-dire soit un multiple) nous cherchons à résoudre l’équation
¨
˝
´7
5
1

˛
‚“ λ

¨
˝
´8x
´18y

1

˛
‚. (96.434)
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Il faut résoudre cela par rapport à λ, x et y. Il n’y a cependant que x et y qui nous intéressent.
La dernière ligne montre que λ “ 1 ensuite les deux autres lignes fournissent les équations

" ´7 “ ´8x (96.435a)
5 “ ´18y, (96.435b)

et donc le point recherché est p7
8 ,´ 5

18q.

96.8.6 Dérivées de fonctions composées

Exercise 710 exoDerrivePartielle-0003

(INGE1121, 9.12) Calculer Bw
Bx et Bw

By dans les cas suivants :
(1) w “ u cospvq, u “ x2 ` y2, v “ xy.
(2) w “ 2uv ` 3v2, u “ x sinpyq, v “ y sinpxq.

corrDerrivePartielle-0003

Correction of the exercise 710
(1) La formule de dérivation des fonctions composées, dans ce cas, devient

Bw
Bx “

Bw
Bu

`
upx, yq, vpx, yq˘BuBxpx, yq `

Bw
Bv

`
upx, yq, vpx, yq˘BvBxpx, yq. (96.436)

Les calculs donnent

2x cospvq ´ u sinpvq “ 2x cospx, yq ´ px2 ` y2q sinpxyq. (96.437)

En ce qui concerne la dérivée dans le sens de y nous avons

Bw
By px, yq “ ´px

2 ` y2qx sinpxyq ` 2y cospxyq (96.438)

(2) Ici c’est le même jeu, les réponses sont

Bw
Bx “ 2xy sinpyq cospxq ` 6y2 sinpxq cospxq ` 2y sinpxq sinpyq
Bw
By “ 2xy sinpxq cospyq ` 2x sinpxq sinpyq ` 6y sin2pxq

(96.439)

Exercise 711 exoFoncDeuxVar0017

(INGE1121, 9.13) Calculer Bw
Br et Bw

Bs dans les cas suivants :
(1) w “ u2 ` uv, u “ r2, v “ 2r ` s,
(2) w “ exy, y “ r ` s, x “ rs.

corrFoncDeuxVar0017

Correction of the exercise 711
(1)
(2) En ce qui concerne les dérivées de w nous avons

Bw
Bx “ yexy

Bw
By “ xexy

(96.440)

En utilisant la formule de dérivée de fonctions composées, nous trouvons

Bw
Br “ p2rs` s

2qer2s`rs2

Bw
Bs “ pr

2 ` 2rsqer2s`rs2
(96.441)
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Exercise 712 exoDerrivePartielle-0004

(INGE1121, 9.15) Calculer Br
Bu , Br

Bv et Br
Bt lorsque r “ x lnpyq, x “ 3u` vt et y “ uvt.corrDerrivePartielle-0004

Correction of the exercise 712
La formule de dérivation des fonctions composées s’écrit

Br
Bu “

Br
Bx

`
xpu, v, tq, ypu, v, tq˘BxBupu, v, tq

` BrBy
`
xpu, v, tq, ypu, v, tq˘ByBupu, v, tq,

(96.442)

et le même genre de formules pour Br
Bv et Br

Bt .
Les résultats sont Br

Bu “ 3 lnpuvtq ` 3` vt

u
,

Br
Bv “ t lnpuvtq ` 3u

v
` t,

Br
Bt “ v lnpuvtq ` 3u

t
` v

(96.443)

Exercise 713 exoDerrivePartielle-0005

(INGE1121, 9.16) Calculer dw{dt lorsque w “ lnpu` vq, u “ e´t, v “ t3 ´ t2.corrDerrivePartielle-0005

Correction of the exercise 713
Nous utilisons la formule de dérivation des fonctions composées (ici c’est un cas classique qui

n’a même pas plusieurs variables). En utilisant la formule
`

lnpfq˘1 “ f 1{f , nous avons

`
lnpu` vq˘1 “ u1 ` v1

u` v “ ´e
´t ` 3t2 ` 2t
t3 ` t2 ` e´t . (96.444)

Exercise 714 exoFoncDeuxVar0030

(INGE1121, 9.17) Calculer dz{dt si z “ 3x2 ` xy ` 2 avec x “ 3t` sinptq et y “ t3 ` t.corrFoncDeuxVar0030

Correction of the exercise 714
Il s’agit d’une dérivation de fonctions composée. Par exemple la dérivée de x2 par rapport à t

est 2xx1. Nous avons alors

d

dt
p3x2 ` xyq “ 6xx1 ` x1y ` xy1 “ 6xp3` cosptqq ` `

3` cosptq˘pt3 ` tq ` xp3t2 ` tq. (96.445)

Exercise 715 exoFoncDeuxVar0024

(INGE1121, 9.18)Soit F : R2 Ñ R définie par F pρ, θqéf`xpρ, θq, ypρ, θq˘ avec

fpu, vq “ lnpu´ vq
xpρ, θq “ ρ cospθq
ypρ, θq “ ρ sinpθq.

(96.446)

(1) Calculer BF
Bρ et BF

Bθ à la fois par la formule de dérivation des fonctions composées, et en
explicitant F pρ, θq.

(2) Calculer BF
Bρ p1, 0q.

corrFoncDeuxVar0024

Correction of the exercise 715
Si nous notons u et v les variables de f , nous écrivons la formule générale

BF
Bρ “

Bf
Bu

`
xpρ, θq, ypρ, θq˘BxBρ pρ, θq` “ fracBfBv`xpρ, θq, ypρ, θq˘ByBρpρ, θq (96.447)
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Nous avons Bf
Bu pu, vq “

1
u´ v

Bf
Bv pu, vq “

´1
u´ v

Bx
Bρ “ cospθq By

Bρ “ sinpθq,
(96.448)

et donc BF
Bρ pρ, θq “

1
x´ y cospθq ` ´1

x´ y sinpθq

“ cospθq
ρpcos θ ´ sin θq ´

sinpθq
ρpcos θ ´ sin θq

“ 1
ρ
.

(96.449)EqVQdFdthoEqVQdFdtho

Avec le même genre de calculs ;

BF
Bθ “

sinpθq ` cospθq
sinpθq ´ cospθq . (96.450)

En substituant ρ “ 1 et θ “ dans l’équation (96.449), nous avons

BF
Bρ p0, 1q “

1
1 “ 1. (96.451)

Exercise 716 exoFoncDeuxVar0020

(INGE1121, 9.19) Calculer les dérivées partielles en p0, 0q de la fonction F px, yq “ f
`
gpx, yq, y˘

sachant que
gp0, 0q “ 1 Bg

Bxp0, 0q “ ´1 Bg
By p0, 0q “ 3

fp0, 0q “ 2 Bf
Bx p0, 0q “ ´1 Bf

By p0, 0q “ 7

fp2, 0q “ 3 Bf
Bx p1, 0q “ ´2 Bf

By p1, 0q “ 8

fp0, 2q “ 4 Bf
Bx p0, 1q “ ´4 Bf

By p0, 1q “ 9.

(96.452)

corrFoncDeuxVar0020

Correction of the exercise 716
En notant u et v les variables de f nous avons

BF
Bx p0, 0q “

Bf
Bu

`
gp0, 0q, 0˘BgBxp0, 0q `

Bf
Bv

`
gp0, 0q, 0˘ByBx. (96.453)

Le second terme disparaît parce que Bxy “ 0. En remplaçant chaque morceau par sa valeur, nous
trouvons Bf

Bu p1, 0q
Bg
Bxp0, 0q “ ´2 · p´1q “ 2. (96.454)

Ici, il faut remarquer que les notations de l’énoncé sont faites pour induire en erreur : lorsqu’il est
écrit Bf

Bx , on veut dire « la dérivée de f par rapport à sa première variable ». Ce n’est donc pas le
même x que les autres.

En ce qui concerne la dérivée de F par rapport à y, il faut faire le même raisonnement en
tenant compte du fait que Byy “ 1. Le résultat est

BF
By p0, 0q “ 2. (96.455)

Exercise 717 exoDerrivePartielle-0006

(INGE1121, 9.20) Si fpx, yq et y “ gpxq sont des fonctions de classe C2, déterminer w1pxq “ dw
dx

et w2pxq “ d
dx

`
dw
dx

˘ pxq sachant que w est la fonction définie par wpxq “ f
`
x, gpxq˘.corrDerrivePartielle-0006
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Correction of the exercise 717
La première dérivée est standard :

w1pxq “ BfBu
`
x, gpxq˘` BfBv

´
x, gpxq

¯
g1pxq (96.456)

où nous avons implicitement utilisé les faits que Bx
Bx “ 1 et Bg

Bx “ g1pxq parce que g est une authen-
tique fonction de une seule variable.

Pour calculer w2pxq, nous devons calculer la dérivée de tout cela. Allons y petit bout par petit
bout. D’abord „Bf

Bu
´
x, gpxq

¯ȷ1
“ B

2f

Bu2

´
x, gpxq

¯
` B2f

BvBu
´
x, gpxq

¯
g1pxq. (96.457)

Ensuite, pour le second terme nous utilisons la règle de Leibniz (càd puvq1 “ u1v ` v1u) :
„Bf
Bv

´
x, gpxq

¯
g1pxq

ȷ1
“
„Bf
Bv

´
x, gpxq

¯ȷ1
g1pxq

` BfBv
´
x, gpxq

¯
g2pxq.

(96.458)

Enfin, „Bf
Bv

´
x, gpxq

¯ȷ1
“ B
Bu

ˆBf
Bv

˙´
x, gpxq

¯

` B
Bv

ˆBf
Bv

˙´
x, gpxq

¯
g1pxq

“ B2f

BuBv
´
x, gpxq

¯
` B

2f

Bv2

´
x, gpxq

¯
g1pxq.

(96.459)

La réponse est obtenue en recollant tous les morceaux.

96.8.7 Dérivées de fonctions implicites

Exercise 718 exoFoncDeuxVar0004

Dériver les fonctions implicites suivantes

(1) y3 ` 2y2 ` xy ´ 4 “ 0
corrFoncDeuxVar0004

Correction of the exercise 718
<+FoncDeuxVar0004+>
Exercise 719 exoFoncDeuxVar0005

Les surfaces x2y2 ` 2x ` z3 “ 16 et 3x2 ` y2 ´ 2z “ 9 ont le point p2, 1, 2q situé dans leur
courbe d’intersection. Quelles sont les équations des plans tangents respectifs aux deux surfaces
en ce point ? Quel est l’angle formé par les deux normales ? corrFoncDeuxVar0005

Correction of the exercise 719
<+FoncDeuxVar0005+>
Exercise 720 exoFoncDeuxVar0006

Soit la surface d’équation px` 1qpy ` 1q “ z ` 1. On demande
(1) l’équation du plan tangent à l’origine
(2) de décrire l’intersection du plan tangent et de la surface,
(3) la nature de cette surface.

corrFoncDeuxVar0006

Correction of the exercise 720
<+FoncDeuxVars0006+>
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Exercise 721 exoFoncDeuxVar0007

Écrire les équations de la droite tangente à la courbe
"

3x2y ` y2z “ 2 (96.460a)
2xz ´ x2y “ 3 (96.460b)

au point p1,´1, 1q. corrFoncDeuxVar0007

Correction of the exercise 721
<+FoncDeuxVar0007+>

96.8.8 Extrema

Exercise 722 exoFoncDeuxVar0008

Rechercher les points de la surface z2 “ x2`y2`xy`x`y`1 les plus rapprochés de l’origine.corrFoncDeuxVar0008

Correction of the exercise 722
<+FoncDeuxVar0008+>
Exercise 723 exoFoncDeuxVar0009

Partager le nombre positif a en trois parties telles que leur produit soit maximum.corrFoncDeuxVar0009

Correction of the exercise 723
<+FoncDeuxVar0009+>
Exercise 724 exoFoncDeuxVar0029

(INGE1121, 10.1) Rechercher les extrémums des fonctions suivantes

(1) fpx, yq “ 2´a
x2 ` y2

(2) fpx, yq “ x3 ` 3xy2 ´ 15x´ 12y

(3) fpx, yq “ x3

3 ` 4y3

3 ´ x2 ´ 3x´ 4y ´ 3
corrFoncDeuxVar0029

Correction of the exercise 724
Les corrigés sont créés par le script Sage exo101.sage

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_1_A():
var(’x,y’)
f(x,y)=2-sqrt(x**2+y**2)
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_1_B():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3+3*x*y**2-15*x-12*y
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_1_C():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3/3+4*y**3/3-x**2-3*x-4*y-3
print outilsINGE.Extrema(f)

Des réponses :
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(1) The function :
(x, y) |--> -sqrt(x^2 + y^2) + 2
Derivative x and y :
(x, y) |--> -x/sqrt(x^2 + y^2)
(x, y) |--> -y/sqrt(x^2 + y^2)
Hessian matrix :
[-sqrt(x^2 + y^2)*y^2/(x^4 + 2*x^2*y^2 + y^4) x*y/(x^2 + y^2)^(3/2)]
[ x*y/(x^2 + y^2)^(3/2) -sqrt(x^2 + y^2)*x^2/(x^4 + 2*x^2*y^2 + y^4)]
Critical points :
(0, 0)
At (0,0), the Hessian is

power::eval(): division by zero

Ici nous voyons que Sage a du mal à calculer la matrice hessienne en p0, 0q. En effet, nous
tombons sur une division par zéro. Pour résoudre l’exercice, il faut se rendre compte que
la fonction px, yq ÞÑ a

x2 ` y2 est toujours positive et est nulle seulement au point p0, 0q.
Donc f est toujours plus petite ou égale à deux tandis que fp0, 0q “ 2. Le point est donc un
maximum global.

(2) The function :
(x, y) |--> x^3 + 3*x*y^2 - 15*x - 12*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> 3*x^2 + 3*y^2 - 15
(x, y) |--> 6*x*y - 12
Hessian matrix :
[6*x 6*y]
[6*y 6*x]
Critical points :
(2, 1)
(1, 2)
(-1, -2)
(-2, -1)
At (2,1), the Hessian is

(12, 6)
(6, 12)
Primary principal minors are [108, 12]
Hessian positive defined
local minimum

At (1,2), the Hessian is
(6, 12)
(12, 6)
Primary principal minors are [-108, 6]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-1,-2), the Hessian is
(-6, -12)
(-12, -6)
Primary principal minors are [-108, -6]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-2,-1), the Hessian is
(-12, -6)
(-6, -12)
Primary principal minors are [108, -12]
Hessian negative defined



96.8. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES RÉELLES 4605

local maximum

Petite note sur la façon dont on trouve les points critiques. Le système est
"

3x2 ` 3y2 ´ 15 “ 0 (96.461a)
6xy ´ 12 “ 0. (96.461b)

De la seconde équation, nous isolons x : x “ 2{y. Précisons qu’il n’y a pas de solutions avec
y “ 0. En remettant le x trouvé en fonction de y dans la première équation nous trouvons

12
y2 ` 3y2 ´ 15 “ 0, (96.462)

ce qui revient à l’équation bicarrée

3y4 ´ 15y2 ` 12 “ 0. (96.463)

En posant u “ y2 nous avons u “ 4 ou u “ 1 (résolution d’une équation du second degré
pour u). Nous avons alors les quatre possibilités y “ ˘2 et y “ ˘1. Pour chacune de ces
possibilités, la formule x “ 2{y fournit le x correspondant.

(3) The function :
(x, y) |--> 1/3*x^3 - x^2 + 4/3*y^3 - 3*x - 4*y - 3
Derivative x and y :
(x, y) |--> x^2 - 2*x - 3
(x, y) |--> 4*y^2 - 4
Hessian matrix :
[2*x - 2 0]
[ 0 8*y]
Critical points :
(3, 1)
(-1, 1)
(3, -1)
(-1, -1)
At (3,1), the Hessian is

(4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [32, 4]
Hessian positive defined
local minimum

At (-1,1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, 8)
Primary principal minors are [-32, -4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (3,-1), the Hessian is
(4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [-32, 4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-1,-1), the Hessian is
(-4, 0)
(0, -8)
Primary principal minors are [32, -4]
Hessian negative defined
local maximum
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Exercise 725 exoFoncDeuxVar0028

Déterminer les valeurs extrêmes et les points de selle des fonctions suivantes.

(1) fpx, yq “ x2 ` 4x` y2 ´ 2y.
(2) fpx, yq “ ex

2`xy.
(3) fpx, yq “ ex sinpyq.

corrFoncDeuxVar0028

Correction of the exercise 725
Certains corrigés de cet exercice ont étés réalisés par Sage. Le script utilisé est exo103.sage

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_3_A():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**2+4*x+y**2-2*y
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_3_H():
var(’x,y’)
f(x,y)=exp(x**2+x*y)
print outilsINGE.Extrema(f)

def exercise_10_3_Q():
var(’x,y’)
f(x,y)=exp(x)*sin(y)
print outilsINGE.Extrema(f)

Des réponses :
(1) The function :

(x, y) |--> x^2 + y^2 + 4*x - 2*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> 2*x + 4
(x, y) |--> 2*y - 2
Hessian matrix :
[2 0]
[0 2]
Critical points :
(-2, 1)
At (-2,1), the Hessian is

(2, 0)
(0, 2)
Primary principal minors are [4, 2]
Hessian positive defined
local minimum

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
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(8) The function :
(x, y) |--> e^(x^2 + x*y)
Derivative x and y :
(x, y) |--> (2*x*e^(x^2) + y*e^(x^2))*e^(x*y)
(x, y) |--> x*e^(x^2 + x*y)
Hessian matrix :
[(4*x*y*e^(x^2) + y^2*e^(x^2) + 2*(2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y) (x*y*e^(x^2) + (2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y)]
[ (x*y*e^(x^2) + (2*x^2 + 1)*e^(x^2))*e^(x*y) x^2*e^(x^2 + x*y)]
Critical points :
(0, 0)
At (0,0), the Hessian is

(2, 1)
(1, 0)
Primary principal minors are [-1, 2]
Undefinite Hessian
«selle» point

(9)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17) The function :

(x, y) |--> e^x*sin(y)
Derivative x and y :
(x, y) |--> e^x*sin(y)
(x, y) |--> e^x*cos(y)
Hessian matrix :
[ e^x*sin(y) e^x*cos(y)]
[ e^x*cos(y) -e^x*sin(y)]
Critical points :

I’m not able to solve these equations.
I’m not able to solve these equations.

At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equations.

At ( ,I), the Hessian is
I’m not able to solve these equations.

Ici, Sage n’est pas capable de résoudre les équations qui annulent le jacobien. Les équations
à résoudre sont pourtant faciles :

"
ex cospyq “ 0 (96.464a)
ex sinpyq “ 0 (96.464b)

Étant donné que l’exponentielle ne s’annule jamais, il faudrait avoir en même temps cospyq “
0 et sinpyq “ 0, ce qui est impossible. La fonction n’a donc aucun extrémum local.

(18)
(19)
(20)
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Exercise 726 exoDerrivePartielle-0007

Considérons la fonction
fpx, yq “ xy2e´px2`y2q{4. (96.465)

(1) Montrer qu’il y a une infinité de points critiques.
(2) Déterminer leur nature.

corrDerrivePartielle-0007

Correction of the exercise 726
Voici la fonction Sage qui fournit les informations :

1 # -* - c o d i n g : utf8 -* -
2

3 i m p o r t outilsINGE
4

5 def exercise_10_4 ():
6 var( ’x , y ’)
7 f(x,y)=x*y**2* exp (-(x**2+y**2) /4)
8 print outilsINGE . Extrema (f)

tex/sage/exo104.sage

La sortie est

The function :
(x, y) |--> x*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
Derivative x and y :
(x, y) |--> -1/2*(x^2 - 2)*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
(x, y) |--> -1/2*(x*y^3 - 4*x*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)
Hessian matrix :
[ 1/4*(x^3 - 6*x)*y^2*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2) 1/4*((x^2 - 2)*y^3 - 4*(x^2 - 2)*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)]
[1/4*((x^2 - 2)*y^3 - 4*(x^2 - 2)*y)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2) 1/4*(x*y^4 - 10*x*y^2 + 8*x)*e^(-1/4*x^2 - 1/4*y^2)]
Critical points :
(r17, 0)
(-sqrt(2), -2)
(sqrt(2), -2)
(-sqrt(2), 2)
(sqrt(2), 2)
At (r17,0), the Hessian is

(0, 0)
(0, 2*r17*e^(-1/4*r17^2))
Primary principal minors are [0, 0]
Hessian positive semidéfinite
I don’t conclude
Hessian negative semidefinite
I don’t conclude

At (-sqrt(2),-2), the Hessian is
(4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, 4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), 4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum

At (sqrt(2),-2), the Hessian is
(-4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e^(-3/2))



96.8. FONCTIONS DE DEUX VARIABLES RÉELLES 4609

Primary principal minors are [32*e^(-3), -4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

At (-sqrt(2),2), the Hessian is
(4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, 4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), 4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian positive defined
local minimum

At (sqrt(2),2), the Hessian is
(-4*sqrt(2)*e^(-3/2), 0)
(0, -4*sqrt(2)*e^(-3/2))
Primary principal minors are [32*e^(-3), -4*sqrt(2)*e^(-3/2)]
Hessian negative defined
local maximum

Notez la présence de r1 comme paramètres dans les solutions. Tous les points avec y “ 0 sont
des points critiques. Cependant, Sage 6 ne parvient pas à conclure la nature de ces points px, 0q.

Notons que le nombre fpx, yq a toujours le signe de x parce que y2 et l’exponentielle sont
positives. Toujours ? En tout cas lorsque x ‰ 0. Prenons un point pa, 0q avec a ą 0. Dans un
voisinage de ce point, nous avons fpx, yq ą 0 parce que si a ą 0, alors x ą 0 dans un voisinage de
a. Le point pa, 0q est un minimum local parce que 0 “ fpa, 0q ď fpx, yq pour tout px, yq dans un
voisinage de pa, 0q.

De la même façon, les points pa, 0q avec a ă 0 sont des maximums locaux parce que dans un
voisinage, la fonction est négative.

Le point p0, 0q n’est ni maximum ni minimum local. C’est un point de selle.
Exercise 727 exoMaximisation-0002

Soit la fonction
gpx, yq “ px4 ` 1qp2` cospyqq. (96.466)

Prouver que le point p0, 0q est un point de selle. corrMaximisation-0002

Correction of the exercise 727
Le calcul de la matrice hessienne donne

Hpx, yq “
ˆ

12x2pcospyq ` 2q ´4x3 sinpyq
´4x3 sinpyq ´px4 ` 1q cospyq

˙
. (96.467)

En p0, 0q, cette matrice est semi-définie positive, et nous ne pouvons rien conclure. Il faut donc
trouver autre chose.

Afin de prouver qu’un point est un point de selle, la méthode la plus directe est de trouver,
dans chaque voisinage, un point où la fonction est plus grande et un point où la fonction est plus
petite.

Dans le cas qui nous occupe, gp0, 0q “ 3. Est-ce qu’on peut trouver un point px, yq très proche
de p0, 0q tel que gpx, yq ą 3 ? Et un autre tel que gpx, yq ă 3 ? Supposons que ϵ est petit. Alors

gpϵ, 0q “ 3pϵ4 ` 1q ą 3, (96.468)

tandis que
gp0, ϵq “ 2` cospϵq ă 3. (96.469)

Exercise 728 exoDerrivePartielle-0008

(INGE1121, 10.5) Partager le nombre 1000 en trois nombres dont le produit soit maximum.corrDerrivePartielle-0008

6. ou, plus précisément, le programme que j’ai écrit avec Sage.
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Correction of the exercise 728
Juste pour rester général, nous allons noter 1000 “ A. Ainsi nous verrons si le résultat dépend

du nombre à partager. Si x, y et z sont les nombres, nous avons

z “ A´ x´ y (96.470)

et nous devons maximiser fpx, yq “ xyz “ xypA´ x´ yq.
Cela se fait avec les méthodes habituelles et la fonction

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_5():
var(’x,y,A’)
assume(A>0)
f(x,y)=x*y*(A-x-y)
print outilsINGE.Extrema(f)

Notez la présence de la ligne

assume(A>0)

qui dit à Sage que A est un nombre positif (ici c’est 1000).
La sortie est :

The function :
(x, y) |--> (A - x - y)*x*y
Derivative x and y :
(x, y) |--> A*y - 2*x*y - y^2
(x, y) |--> A*x - x^2 - 2*x*y
Hessian matrix :
[ -2*y A - 2*x - 2*y]
[A - 2*x - 2*y -2*x]
Critical points :
(0, 0)
(0, A)
(A, 0)
(1/3*A, 1/3*A)
At (0,0), the Hessian is

(0, A)
(A, 0)
Primary principal minors are [-A^2, 0]
Hessian negative semidefinite
I don’t conclude

At (0,A), the Hessian is
(-2*A, -A)
(-A, 0)
Primary principal minors are [-A^2, -2*A]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (A,0), the Hessian is
(0, -A)
(-A, -2*A)
Primary principal minors are [-A^2, 0]
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Hessian negative semidefinite
I don’t conclude

At (1/3*A,1/3*A), the Hessian is
(-2/3*A, -1/3*A)
(-1/3*A, -2/3*A)
Primary principal minors are [1/3*A^2, -2/3*A]
Hessian negative defined
local maximum

Il faut faire un peu le ménage dans toutes les solutions trouvées. Les points avec x ou y qui
sont nuls sont à rejeter parce qu’ils ne vont certainement pas maximiser le produit xyz. Reste la
solution x “ A{3, y “ A{3, qui est un maximum local.

La solution du problème est donc px, y, zq “ pA3 , A3 , A3 q. Il faut couper en trois parts égales, et
cela ne dépend pas du nombre choisi.

Exercise 729 exoDerrivePartielle-0009

(INGE1121, 10.6) Quelles sont les dimensions d’une boîte parallélépipédique rectangulaire de
volume fixé V dont la surface soit la plus petite possible. corrDerrivePartielle-0009

Correction of the exercise 729
Si x, y et z sont les dimensions de la boîte, la contrainte est xyz “ V . La surface est donnée

par
Spx, y, zq “ 2xy ` 2xz ` 2yz, (96.471)

et en posant z “ V {xy, nous devons minimiser la fonction

fpx, yq “ xy ` V

y
` V

x
. (96.472)

La maximisation de cette fonction se fait comme d’habitude. Le code Sage est

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_6():
var(’x,y,V’)
assume(V>0)
f(x,y)=x*y+V/y+V/x
print outilsINGE.Extrema(f)

La sortie est :

The function :
(x, y) |--> x*y + V/x + V/y
Derivative x and y :
(x, y) |--> (x^2*y - V)/x^2
(x, y) |--> (x*y^2 - V)/y^2
Hessian matrix :
[2*V/x^3 1]
[ 1 2*V/y^3]
Critical points :
(-2*V^(1/3)/(I*sqrt(3) + 1), 1/2*(I*sqrt(3) - 1)*V^(1/3))
(2*V^(1/3)/(I*sqrt(3) - 1), 1/2*(-I*sqrt(3) - 1)*V^(1/3))
(V^(1/3), V^(1/3))
At (-2*V^(1/3)/(I*sqrt(3) + 1),1/2*(I*sqrt(3) - 1)*V^(1/3)), the Hessian is

(-1/4*(I*sqrt(3) + 1)^3, 1)
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(1, 16/(I*sqrt(3) - 1)^3)
Primary principal minors are [-4*(I*sqrt(3) + 1)^3/(I*sqrt(3) - 1)^3 - 1, -1/4*(I*sqrt(3) + 1)^3]
Hessian positive defined
local minimum
Hessian negative defined
local maximum

At (2*V^(1/3)/(I*sqrt(3) - 1),1/2*(-I*sqrt(3) - 1)*V^(1/3)), the Hessian is
(1/4*(I*sqrt(3) - 1)^3, 1)
(1, 16/(-I*sqrt(3) - 1)^3)
Primary principal minors are [4*(I*sqrt(3) - 1)^3/(-I*sqrt(3) - 1)^3 - 1, 1/4*(I*sqrt(3) - 1)^3]
Hessian positive defined
local minimum
Hessian negative defined
local maximum

At (V^(1/3),V^(1/3)), the Hessian is
(2, 1)
(1, 2)
Primary principal minors are [3, 2]
Hessian positive defined
local minimum

Notez la présence de I qui est la façon dont Sage note le nombre imaginaire
?´1. Les solutions

complexes étant à rejeter, nous ne devons garder que la dernière : x “ y “ z “ 3?V
Exercise 730 exoDerrivePartielle-0010

(INGE1121, 10.9) Notons fpx, y, zq le carré de la distance du point p0, 0, 2q à un point de la
surface z “ xy. Déterminer les extrémums locaux. corrDerrivePartielle-0010

Correction of the exercise 730
En utilisant le théorème de Pythagore, la fonction f s’écrit

fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` pz ´ 2q2, (96.473)

mais comme nous ne nous intéressons qu’aux points tels que z “ xy, nous regardons la fonction

fpx, yq “ x2 ` y2 ` pxy ´ 2q2. (96.474)

Nous devons étudier les extrémums de cette fonction.
Le code Sage qui fait les calculs est :

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_9():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**2+y**2+(x*y-2)**2
print outilsINGE.Extrema(f)

La sortie :

The function :
(x, y) |--> (x*y - 2)^2 + x^2 + y^2
Derivative x and y :
(x, y) |--> 2*x*y^2 + 2*x - 4*y
(x, y) |--> 2*(x^2 + 1)*y - 4*x
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Hessian matrix :
[2*y^2 + 2 4*x*y - 4]
[4*x*y - 4 2*x^2 + 2]
Critical points :
(I*sqrt(3), -I*sqrt(3))
(-I*sqrt(3), I*sqrt(3))
(-1, -1)
(1, 1)
(0, 0)
At (I*sqrt(3),-I*sqrt(3)), the Hessian is

(-4, 8)
(8, -4)
Primary principal minors are [-48, -4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-I*sqrt(3),I*sqrt(3)), the Hessian is
(-4, 8)
(8, -4)
Primary principal minors are [-48, -4]
Undefinite Hessian
«selle» point

At (-1,-1), the Hessian is
(4, 0)
(0, 4)
Primary principal minors are [16, 4]
Hessian positive defined
local minimum

At (1,1), the Hessian is
(4, 0)
(0, 4)
Primary principal minors are [16, 4]
Hessian positive defined
local minimum

At (0,0), the Hessian is
(2, -4)
(-4, 2)
Primary principal minors are [-12, 2]
Undefinite Hessian
«selle» point

Il faut rejeter les solutions qui contiennent le nombre imaginaire I. Pour le reste, la solution
est là.

Le point délicat est de résoudre les équations
" py2 ` 1qx´ 2y “ 0 (96.475a)
px2 ` 1qy ´ 2x “ 0. (96.475b)

Nous isolons x dans la première équation :

x “ 2y
py2 ` 1q , (96.476)

et nous le remettons dans la seconde :
ˆ

4y2

py2 ` 1q2 ` 1
˙
y ´ 4y

y2 ` 1 “ 0. (96.477)



4614 CHAPITRE 96. EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 1

La première solution qu’on voit est y “ 0 qui implique x “ 0. Le point p0, 0q est donc un point
critique.

Si y ‰ 0 nous pouvons simplifier par y et mettre au même dénominateur py2 ` 1q2 :

4y2 ` py2 ` 1q2 ´ 4py2 ` 1q “ 0. (96.478)

En simplifiant nous trouvons une équation bicarrée : y4 ` 2y2 ´ 3 “ 0. Nous posons u “ y2 et
nous trouvons l’équation u2 ` 2u ´ 3 “ 0. En ce qui concerne u nous avons les solutions u “ 1
et u “ ´3. La solution u “ ´3 est à rejeter parce que u “ y2 (c’est sans doute ici qu’arrivent les
solutions complexes trouvées par Sage). Reste donc y “ ˘1.

Exercise 731 exoMaximisation-0000

(INGE1121, 10.11) Soit fpx, yq “ x3 ´ 3xy2.
(1) Montrer que le seul point critique est p0, 0q et déterminer la nature de la matrice hessienne

en ce point.
(2) Déterminer la nature du point critique en considérant le comportement de la fonction sur les

droites passant par l’origine.
corrMaximisation-0000

Correction of the exercise 731
Cette fois, les calculs ne sont pas compliqués. Le code Sage est :

# -*- coding: utf8 -*-

import outilsINGE

def exercise_10_11():
var(’x,y’)
f(x,y)=x**3-3*x*y**2
print outilsINGE.Extrema(f)

La sortie est :

The function :
(x, y) |--> x^3 - 3*x*y^2
Derivative x and y :
(x, y) |--> 3*x^2 - 3*y^2
(x, y) |--> -6*x*y
Hessian matrix :
[ 6*x -6*y]
[-6*y -6*x]
Critical points :
(0, 0)
At (0,0), the Hessian is

(0, 0)
(0, 0)
Primary principal minors are [0, 0]
Hessian positive semidéfinite
I don’t conclude
Hessian negative semidefinite
I don’t conclude

Il n’est pas capable de conclure, mais les informations sont intéressantes quand même et ré-
pondent à la première question.

D’abord, notons que fp0, 0q “ 0.
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Si nous prenons la droite 7 pt, ktq et calculons f dessus :

fpt, ktq “ t3 ´ 3kt3 “ t3p1´ 3kq. (96.479)

Cela change de signe quand t change de signe. Dans tout voisinage de p0, 0q, il y a donc des points
avec f ą 0 et des points avec f ă 0. Nous concluons que le point p0, 0q est un point de selle.

Lorsque nous demandons d’étudier une fonction, nous demandons les éléments suivants : do-
maine de définition, croissance, extrémums, points d’inflexion, asymptote et dessiner le graphe.

Exercise 732 exo1

Calculer
(1) f 1p2q si fpxq “ lnpx2 ` 1q
(2) g1peq si gpxq “ xx

(3) h1pπ6 q si hpxq “ xesinpxq

(4) ℓ1pπ3 q si ℓpxq “ x
5`cospxq .

corr1

Correction of the exercise 732

(1) fpxq “ lnpx2 ` 1q, utiliser la formule plnpuqq1 “ u1

u ,

f 1pxq “ 2x
x2 ` 1 , (96.480)

f 1p2q “ 4
5 .

(2) gpxq “ xx, passer au logarithme :

xx “ elnpxxq “ ex lnpxq. (96.481)

À partir de là, nous utilisons la formule peuq1 “ u1eu avec upxq “ x lnpxq. Ce que nous
trouvons est

g1pxq “ xxplnpxq ` 1q, (96.482)

g1peq “ 2ee.
(3) hpxq “ xesinpxq, cela est un produit de x par esinpxq. Chacun des deux facteurs est relativement

facile à dériver. Ce que nous trouvons à la fin est

h1pxq “ x cospxqesinpxq ` esinpxq, (96.483)

h1pπ6 q “ π
?

3
12
?
e`?e.

(4) ℓpxq “ x
5`cospxq , c’est une fraction sans surprises :

ℓ1pxq “ x sinpxq`
cospxq ` 5

˘2 `
1

cospxq ` 5 , (96.484)

ℓ1pπ3 q “ 2π
?

3
363 ` 2

11 .

Exercise 733 exo2

Une population de bactéries croît selon la loi pptq “ a2bt. Au temps t “ 2, on mesure pp2q “ 640,
et au temps t “ 3, on mesure pp3q “ 5120.

(1) Calculer a et b.
(2) En combien de temps la population est-elle doublée ?

7. Notez que ce chemin ne donne pas toutes les droites lorsque k varie : il manque la droite verticale p0, tq.
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corr2

Correction of the exercise 733
Nous avons pptq “ a2bt, et nous mesurons

pp2q “ a22b “ 640 et pp3q “ a23b “ 5120. (96.485)

Ce qu’il nous faut, c’est trouver les nombres a et b qui satisfont les équations
#
a22b “ 640 (96.486a)
a23b “ 5120. (96.486b)

Afin de résoudre ce système, la subtilité est de prendre le rapport des deux équations pour éliminer
le a :

pp2q
pp3q “

a22b

a23b “
640
5120 “

1
8 . (96.487)

Cela fait 22b´3b “ 1{8, ou encore 2´b “ 1{8, ce qui revient à 2b “ 8. Nous trouvons b “ 3.
L’équation a22b “ 64 devient alors a26 “ 640, et donc a “ 10. L’équation pour pptq est maintenant

pptq “ 10 · 23t, (96.488)

et en particulier,
ppt` T q “ 23T pptq, (96.489)

et donc on résous l’équation 23T “ 2 pour trouver le temps de doublement de population : T “ 1
3 .

Exercise 734 exo3

On désire construire une boîte cylindrique, avec couvercle, de volume V donné. Quelles sont les
dimensions de la boîte la plus économique (c’est-à-dire celle dont la surface totale est minimum) ?corr3

Correction of the exercise 734
Les paramètres de la boîte sont le rayon R et la hauteur h qui sont contraints par V “ πR2h,

et on veut minimiser
SpR, hq “ 2πRh` 2πR2. (96.490)

Cela ressemble à une fonction à deux variables (R et h), mais ce n’en est pas une. En effet, dès
que R est choisi, h est automatiquement choisit à cause de la contrainte V “ πR2h. Nous pouvons
donc remplacer h par V {πR2 dans la fonction SpR, hq, et nous trouvons la surface en fonction de
R tout seul :

SpRq “ 2V
R
` 2πR2. (96.491)

Pour minimiser, nous cherchons l’annulation de la dérivée

S1pRq “ ´2V
R2 ` 4πR. (96.492)

Nous trouvons S1pRq “ 0 pour

R “
ˆ
V

2π

˙1{3
, (96.493)

qui est la seule solution réelle. Nous croyons que cela est un minimum et non un maximum parce
que SpRq Ñ 8 pour R Ñ ˘8. Nous retrouvons la hauteur que l’on cherche en remettant cette
valeur de R dans l’équation qui lie R et h :

h “ V

πR2 “ 2´1{3
ˆ
V

π

˙4{3
. (96.494)

Exercise 735 exo4

Étudier la fonction définie par fpxq “ lnpx2 ` 5
9q. corr4
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Correction of the exercise 735
La fonction lnpx2 ` 5

9q est définie tant que x2 ` 5
9 ą 0, c’est-à-dire toujours. La dérivée est

f 1pxq “ 2x
x2 ` 5

9
, (96.495)

qui a le signe de x. Donc
(1) fpxq est croissante pour x ą 0,
(2) fpxq est décroissante pour x ă 0.

Nous calculons la dérivée seconde :

f2pxq “ ´ 162x2 ´ 9
81x4 ` 9x2 ` 25 . (96.496)

Le dénominateur est toujours positif, donc cette dérivée a le signe de 9 ´ 162x2. Il y a un point
d’inflexion en

x “ ˘ 1
3
?

2
. (96.497)

Il y a un extrémum en f 1pxq “ 0, c’est-à-dire en x “ 0, et c’est un minimum (regarder la croissance
pour le voir).

Il n’y a aucune asymptote parce que fpxq Ñ 8 pour xÑ ˘8, et

lim
xÑ8

fpxq
x

“ 0, (96.498)

voir page 65 du cours.
Exercise 736 exo5

Étudier la fonction fpxq “ e´x2 . corr5

Correction of the exercise 736
La fonction est gpxq “ e´x2 , dont le domaine est R. La dérivée est

g1pxq “ ´2xe´x2
. (96.499)

Étant donné que l’exponentielle est toujours positive, cela a le signe opposé à x, donc
(1) Croissante pour x ă 0,
(2) décroissante pour x ą 0,

et maximum pour x “ 0.
La dérivée seconde est

g2pxq “ p4x2 ´ 2qe´x2
, (96.500)

qui s’annule quand x “ ˘
b

1
2 , ce sont les points d’inflexion. Il y a asymptote horizontale y “ 0 en

˘8.
Exercise 737 exoTP40001

On fait tourner autour de l’axe Ox la région du plan comprise entre la courbe y “ ex
?

2x` 1
et les deux axes. Que vaut le volume du solide obtenu ? corrTP40001

Correction of the exercise 737
D’abord, la fonction ne commence à exister qu’à partir de x “ ´1{2, donc il faut calculer le

volume entre ´1{2 et 0. En utilisant la formule V “ π
şb
a fpxq2dx, nous devons calculer

V “
ż 0

´1{2
e2xp2x` 1qdx. (96.501)
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Cela se fait par partie. Nous posons

u “ 2x` 1 dv “ e2x

du “ 2 v “1
2e

2x.
(96.502)

Donc l’intégrale à calculer est

I “
ż
e2xp2x` 1q “ 1

2e
2xp2x` 1q ´

ż
e2x “ xe2x, (96.503)

et le volume est
V “ πrxe2xs0´1{2 “

π

2e. (96.504)

Exercise 738 exoTP40002

Déterminer la solution de l’équation différentielle

y1 ` 2y tanpxq “ cospxq (96.505)

qui s’annule en x “ π. corrTP40002

Correction of the exercise 738
L’équation homogène est

y1
H ` 2yH tanpxq “ 0, (96.506)

qui donne
y1
H

yH
“ ´2 tanpxq. (96.507)

En intégrant des deux côtés,
yHpxq “ K cos2pxq. (96.508)

Afin de trouver la solution générale de l’équation non homogène, nous posons

ypxq “ Kpxq cos2pxq, (96.509)

dont la dérivée est
y1 “ K 1 cos2pxq ` ´2K sinpxq cospxq. (96.510)

En remettant le tout dans l’équation de départ, nous trouvons l’équation suivante pour K :

K 1pxq 1
cospxq . (96.511)

Cette intégrale se règle en posant u “ sinpxq, donc cospxq “ ?1´ u2, donc
ż 1?

1´ u2
du

cospxq “
ż

du?
1´ u2

?
1´ u2 . (96.512)

Nous avons donc
Kpxq “ 1

2 ln
ˆ

sinpxq ` 1
sinpxq ´ 1

˙
` C. (96.513)

Au final, la solution générale de l’équation différentielle est

ypxq “ cos2pxq
2 ln

ˇ̌
ˇ̌sinpxq ` 1
sinpxq ´ 1

ˇ̌
ˇ̌` C cos2pxq. (96.514)

I s’agit maintenant de trouver la solution qui vaut zéro lorsque x “ π. Pour cela, nous calculons
ypπq. Ce sont les valeurs absolues du logarithme qui nous sauvent la vie, et on trouve qu’avec C “ 0,
le tout vaut zéro.
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Exercise 739 exoTP40003

Calculer la longueur d’arc de la courbe d’équations
"
x “ et cosptq
y “ et sinptq, (96.515)

0 ď t ď 4π. Dessiner cet arc de courbe. corrTP40003

Correction of the exercise 739
Nous avons les fonctions

xptq “ et cosptq
yptq “ et sinptq, (96.516)

et donc les dérivées
x1ptq “ et cosptq ´ et sinptq
y1ptq “ et sinptq ` et cosptq. (96.517)

Maintenant nous allons utiliser la formule L “ şt1
t0

a
x1ptq2 ` y1ptq2dt. En développant les carrés et

en regroupant, nous trouvons

L “ ?2
ż 4π

0
et “ ?2pe4π ´ 1q. (96.518)

Reste le délicat point de dessiner la fonction.
Exercise 740 exoTP40004

On donne la surface d’équation z “ 100 ´a
x2 ` y2. Calculer l’aire de la portion de cette

surface située à l’intérieur du cylindre d’équation x2 ` y2 “ 4x. corrTP40004

Correction of the exercise 740
<+TP40004+>
Exercise 741 exoTP40005

Une équipe de biologistes et de géographes part en expédition vers une île lointaine. Leur
navire devra parcourir d kilomètres. Parmi les coûts du voyage, il y a ceux du carburant et ceux du
personnel. Le coût par heure en carburant est directement proportionnel au carré de la vitesse, de
la forme kv2. Quant au coût pas heure en personnel, il est évidemment indépendant de la vitesse,
soit p le cout par heure en personnel.

Calculer, en fonction des constantes k et p, la vitesse v en km{h à laquelle il faut naviguer
pour minimiser le coût total du voyage. corrTP40005

Correction of the exercise 741
Le coût total de l’expédition est le coût du personnel plus celui du carburant. Afin d’exprimer

le tout en fonction de v, il faut se rendre compte que la durée de l’expédition est la distance à
parcourir divisée par la vitesse : d{v. À partir de là, la prix du carburant est

kv2
ˆ
d

v

˙
“ kdv, (96.519)

et le prix du personnel est
p

ˆ
d

v

˙
, (96.520)

ce qui donne le coût total en fonction de la vitesse sous la forme

Cpvq “ kdv ` pd

v
. (96.521)

Pour en trouver le maximum, il faut trouver la valeur de v où la dérivée de cette fonction s’annule.
La dérivée vaut

C 1pvq “ kd´ pd

v2 , (96.522)
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et cela vaut zéro pour

v “ ˘
c
p

k
. (96.523)

La solution négative est évidement à rejeter. La vitesse optimale est donc

v “a
p{k. (96.524)

Il est intéressant de noter que cette vitesse ne dépend pas de la distance à parcourir.
Exercise 742 exoTP50001

Espace vectoriel de polynômes, bases et matrices.
(1) Montrer que les vecteurs

B “ t1, 1´ x, 1` x´ x2, 1` x` x2 ´ x3u (96.525)

forment une base de l’espace vectoriel des polynômes de degré ď 3 en x.
(2) Calculer les composantes du polynôme 1` x` x2 ` x3 dans la base B.
(3) Chercher la matrice de l’application linéaire φ définie par

φ
`
ppxq˘ “ p1pxq (96.526)

pour tout polynôme ppxq dans cette base B.
corrTP50001

Correction of the exercise 742

(1) Montrons que la partie est génératrice, c’est-à-dire que tout polynôme de la forme

ax3 ` bx2 ` cx` d (96.527)EqpolyatrouverEqpolyatrouver

peut être écrit sous la forme
λ1p1q
` λ2p1´ xq
` λ3p1` x´ x2q
` λ4p1` x` x2 ´ x3q.

(96.528)EqPOlycofLLEqPOlycofLL

Pour ce faire, nous égalisons les coefficients des termes en chaque puissance de x entre le
polynôme (96.527) et (96.528). Nous trouvons

x3 ; a “ ´λ4

x2 ; b “ λ4 ´ λ3

x; c “ λ4 ` λ3 ´ λ2

terme indépendant ; d “ λ4 ` λ3 ` λ3 ` λ1,

(96.529)

d’où nous déduisons que
λ4 “ ´a
λ3 “ ´b´ a
λ2 “ ´c´ b´ 2a
λ3 “ d` c` 2b` 4a.

(96.530)EqSolspolyTPcEqSolspolyTPc

Cela montre que chaque vecteur de l’espace considéré s’écrit de façon unique comme combi-
naison des vecteurs de la partie B. Ceci est exactement dire que B est une base.

(2) Trouver les coefficients de 1`x`x2`x3 est facile : il suffit de reprendre la solution (96.530)
avec a “ b “ c “ d “ 1. Cela fait λ4 “ ´1, λ3 “ ´2, λ2 “ ´4, λ1 “ 8.
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(3) C’est ici que les choses compliquées commencent. Il s’agit d’abord de voir les polynômes de
base comme des vecteurs. Cela se fait par l’identification suivante :

1 “

¨
˚̊
˝

1
0
0
0

˛
‹‹‚, 1´ x “

¨
˚̊
˝

0
1
1
1

˛
‹‹‚, 1` x´ x2 “

¨
˚̊
˝

0
0
1
0

˛
‹‹‚, 1` x` x2 ´ x3 “

¨
˚̊
˝

0
0
0
1

˛
‹‹‚. (96.531)

Maintenant nous devons voir comment la dérivation transforme ces vecteurs les uns en com-
binaisons des autres. En effet, dans la matrice de φ, la première colonne sera les composantes
de l’image du premier vecteur, et ainsi de suite pour les autres colonnes. Nous avons

φ

¨
˚̊
˝

1
0
0
0

˛
‹‹‚“ p1q1 “ 0 “

¨
˚̊
˝

0
0
0
0

˛
‹‹‚,

φ

¨
˚̊
˝

0
1
0
0

˛
‹‹‚“ p1´ xq1 “ ´1 “

¨
˚̊
˝

´1
0
0
0

˛
‹‹‚,

φ

¨
˚̊
˝

0
0
1
0

˛
‹‹‚“ p1` x´ x2q1 “ ´2x` 1 “ 2p1´ xq ´ 1

“ 2

¨
˚̊
˝

0
1
0
0

˛
‹‹‚´

¨
˚̊
˝

1
0
0
0

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

´1
2
0
0

˛
‹‹‚,

φ

¨
˚̊
˝

0
0
0
1

˛
‹‹‚“ p1` x` x2 ´ x3q1 “ 3p1` x´ x2q ` p1´ xq ´ 3

“ 3

¨
˚̊
˝

0
0
1
0

˛
‹‹‚`

¨
˚̊
˝

0
1
0
0

˛
‹‹‚´ 3

¨
˚̊
˝

1
0
0
0

˛
‹‹‚“

¨
˚̊
˝

´3
1
3
0

˛
‹‹‚.

(96.532)

La matrice de φ consiste à mettre les images de φ en colonnes, c’est-à-dire
¨
˚̊
˝

0 ´1 ´1 ´3
0 0 2 1
0 0 0 3
0 0 0 0

˛
‹‹‚. (96.533)

Exercise 743 exoTP50002

Trouver toutes les solutions du système
$
&
%

x` 2y ` z ´ t “ 3
2x´ y ` t “ 2
5y ` 2z ´ 3t “ 4

(96.534)

en utilisant la méthode de Gauss. corrTP50002

Correction of the exercise 743
Étant donné que nous avons seulement 3 équations pour 4 inconnues, nous savons que nous

allons pouvoir résoudre en laissant (au moins) une variable dans la solution. Étant donné qu’il
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n’y a pas de zéros dans la colonne du t, je propose de choisir celle-là : c’est la colonne la moins
appétissante, donc autant la choisir. Au départ, le système s’écrit sous la forme

¨
˝

1 2 1 ´1 3
2 ´1 0 1 2
0 5 2 ´3 4

˛
‚. (96.535)

Nous allons essayer de ne pas casser les zéros déjà présents. La première chose à faire est d’annuler
la première case de la première ligne en utilisant la seconde : L1 Ñ L1 ´ L2{2. Nous trouvons

¨
˝

0 5{2 1 ´3{2 2
2 ´1 0 1 2
0 5 2 ´3 4

˛
‚. (96.536)

Ensuite, nous pouvons annuler la case du z dans la première ligne en utilisant la troisième :
L1 Ñ L1 ´ L3{2. Nous avons alors

¨
˝

0 0 0 0 0
2 ´1 0 1 2
0 5 2 ´3 4

˛
‚. (96.537)

La première ligne est maintenant complètement nulle, on peut la barrer. Il ne reste donc que deux
équations pour quatre inconnues, et nous pouvons donc choisir une seconde variable par rapport
à laquelle nous ne voulons pas résoudre le système (une variable qui va être reléguée au rang
de simple paramètre dans la solution). Étant donné que la colonne des y est sans zéros, nous
choisissons celle-là. Le système est donc

" 2x´ y ` t “ 2 (96.538a)
5y ` 2z ´ 3t “ 4. (96.538b)

Comme nous avons décidé de laisser y et t, ce système est résolu. La première équation donne
directement

x “ 1
2py ´ t` 2q (96.539)

et la seconde donne
z “ 1

2p3t´ 5y ` 4q. (96.540)

Exercise 744 exoTP50003

Donner toutes les valeurs propres et vecteurs propres des applications linéaires E Ñ E sui-
vantes.

(1) Une rotation de 180 degrés autour de
"
x “ y
y “ z

(96.541)

(2) Une rotation de 90 degrés autour de l’axe Ox.
(3) La symétrie par rapport à x` y ` z “ 0.
(4) La symétrie par rapport à l’axe Oz composé avec l’homothétie de rapport 5.

corrTP50003

Correction of the exercise 744
Une bonne idée est de lire le point 9.18.1 avant de se lancer dans cet exercice.

(1) Nous savons que le vecteur

f1 “
¨
˝

1
1
1

˛
‚ (96.542)
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est sur la droite, et donc ne va pas bouger. Ce vecteur est donc un vecteur propre de valeur
propre 1. Les vecteurs perpendiculaires à la droite vont changer de signe. Il n’est pas très
difficile d’en trouver deux linéairement indépendants. Un premier qui est perpendiculaire à
f1 est par exemple

f2 “
¨
˝

1
0
´1

˛
‚. (96.543)

Pour vérifier qu’il est perpendiculaire, penser au produit scalaire. Pour en trouver f3 qui est
à la fois perpendiculaire à la droite et à f2, prenons le produit vectoriel :

f3 “ f1 ˆ f2 “
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
1 1 1
1 0 ´1

∣∣∣∣∣∣∣ “ ´e1 ` 2e2 ´ e3 “
¨
˝
´1
2
´1

˛
‚. (96.544)

Par définition, si A est la rotation demandée, nous avons

Af1 “ f1

Af2 “ ´f2

Af3 “ ´f3

(96.545)

Ce sont donc tous les trois des vecteurs propres, de valeurs propres respectivement 1, ´1 et
´1.
Au cas où vous voudriez savoir la matrice de la rotation, il faut d’abord exprimer e1, e2 et
e3 en termes de f1, f2 et f3 :

e1 “ 1
3f1 ` 1

2f2 ´ 1
6f3

e2 “ 1
3f1 ` 1

3f3

e3 “ 1
3f1 ´ 1

2f2 ´ 1
6f3

(96.546)

Maintenant, trouver Ae1, Ae2 et Ae3 revient à changer quelques signes dans ces équation, et
nous trouvons

A “ 1
3

¨
˝
´1 2 2
2 ´1 2
2 2 ´1

˛
‚. (96.547)

Vous pouvez même vous amuser à trouver les valeurs propres et vecteurs propres de cette
matrice (vous les savez déjà !).

(2) La rotation de 90 degrés autour de Ox laisse ex invariant, puis fait ey Ñ ez et ez Ñ ´ey (ne
pas oublier ce signe, faire un dessin !). Nous avons donc

A

¨
˝

1
0
0

˛
‚“

¨
˝

1
0
0

˛
‚,

A

¨
˝

0
1
0

˛
‚“

¨
˝

0
0
1

˛
‚,

A

¨
˝

0
0
1

˛
‚“

¨
˝

0
´1
0

˛
‚,

(96.548)

et donc la matrice est

A “
¨
˝

1 0 0
0 0 ´1
0 1 0

˛
‚. (96.549)
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C’est certain que e1 est vecteur propre de valeur propre 1. Pour les autres, voyons l’équation
caractéristique : ∣∣∣∣∣∣∣

1´ λ 0 0
0 ´λ ´1
0 1 ´λ

∣∣∣∣∣∣∣ “ p1´ λqpλ2 ` 1q “ 0. (96.550)

Seul λ “ 1 est solution, et comme cette racine est une racine simple, il n’y a que un seul
vecteur propre correspondant. Nous concluons que e1 (et ses multiples) est l’unique vecteur
propre. Nous pouvons cependant le vérifier en résolvant l’équation

¨
˝

1 0 0
0 0 ´1
0 1 0

˛
‚
¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
x
y
z

˛
‚. (96.551)

Le système correspondant est $
’&
’%

x “ x

´z “ y

y “ z.

(96.552)

Les deux dernières équations imposent y “ z “ 0, tandis que la première laisse x libre. Nous
avons donc bien que les multiples de e1.

(3) Trouvons d’abord deux vecteurs linéairement indépendants dans le plan x`y`z “ 0. Prenons
par exemple

f1 “
¨
˝

1
´1
0

˛
‚ (96.553)

et

f2 “
¨
˝

1
0
´1

˛
‚. (96.554)

Noter qu’ils ne sont pas perpendiculaires, mais ce n’est pas important. L’important est que
ces deux vecteurs soient linéairement indépendants et qu’ils restent inchangés par la symé-
trie considérée. Ils sont donc vecteurs propres de valeur propre 1. Pour trouver un vecteur
perpendiculaire au plan (et qui sera donc vecteur propre de valeur propre ´1), nous prenons
le produit vectoriel :

f3 “ f1 ˆ f2 “
∣∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3
1 ´1 0
1 0 ´1

∣∣∣∣∣∣∣ “ e1 ` e2 ` e3 “
¨
˝

1
1
1

˛
‚. (96.555)

Cela est un troisième vecteur propre. Sa valeur propre est ´1.
(4) La symétrie autour de l’axe Oz fait en sorte que ez ne change pas, et que les deux autres

changent de signe. Ensuite, la dilatation de facteur 5 multiplie tout par 5. Nous avons donc
au final ¨

˝
0
0
1

˛
‚Ñ

¨
˝

0
0
5

˛
‚

¨
˝

0
1
0

˛
‚Ñ

¨
˝
O
´5
0

˛
‚

¨
˝

1
0
0

˛
‚Ñ

¨
˝
´5
0
0

˛
‚.

(96.556)

Ce sont les trois vecteurs propres, de valeurs propres 5, ´5 et ´5.
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Exercise 745 exoTP50004

On donne la matrice

M “
¨
˝
a 0 b
b a 0
b 0 a

˛
‚ (96.557)

avec a, b P R.
(1) La matrice M est-elle inversible ? Discuter suivant les valeurs de a et b si nécessaire.
(2) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de M .
(3) Pour quelles valeurs de a et de b la matrice M est-elle diagonalisable ?

corrTP50004

Correction of the exercise 745
Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant est non nul. Ici, le déterminant

vaut
detpMq “ apa2 ´ b2q. (96.558)

La matrice M sera donc non inversible si a “ 0 ou bien si a “ ˘b. Dans tous les autres cas, elle
est inversible.

Pour les vecteurs et valeurs propres, nous regardons l’équation caractéristique∣∣∣∣∣∣∣
a´ λ 0 b
b a´ λ 0
b 0 a´ λ

∣∣∣∣∣∣∣ “ pa´ λq
`pa´ λq2 ´ b2˘ “ 0. (96.559)

La première valeur propre évidente est λ1 “ a. Les deux autres sont les solutions de pa´ λq2 ´ b2,
qui est une équation usuelle du second degré. Les solutions sont a` b et a´ b. Au final :

λ2 “ a

λ2 “ a` b
λ3 “ a´ b.

(96.560)

La proposition 14.8 de la page 202 du cours dit que si une matrice a trois valeurs propres distinctes,
alors elle est diagonalisable. Ici, c’est le cas tant que b ‰ 0. Si b “ 0, alors les choses sont moins
claires. Lorsque a “ 0, l’équation caractéristique devient

pa´ λq3 “ 0, (96.561)

dont la solution λ “ a est une racine triple. Il y a donc de fortes chances qu’il y ait trois vecteurs
propres correspondants. En effet, dans le cas b “ 0, la matrice M se réduit à

Mb“0 “
¨
˝
a 0 0
0 a 0
0 0 a

˛
‚. (96.562)

Là, c’est bien clair que les trois vecteurs de base e1, e2 et e3 sont vecteurs propres de valeur propre
a (sauf si a “ 0). En résumé, la matrice M est diagonalisable tout le temps sauf si a “ 0 et b “ 0
en même temps.

96.8.9 Quelques fautes usuelles

Pour l’exercice 737, les fautes les plus souvent commises sont
(1) f 1 “ e2x implique f “ 1

2e
x. Cela n’est pas vrai. La dérivée de e2x est 2e2x. Le 2 reste dans

l’exponentielle.
(2) Lorsqu’on intègre par partie, il faut aussi mettre les bornes pour le morceau qui n’est pas

dans la nouvelle intégrale : ż b

a
fg1 “ rfgsba ´

ż b

a
f 1g. (96.563)
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Pour l’exercice 738, les fautes les plus souvent commises sont
(1) Lorsqu’on a trouvé la solution générale ykpxq qui dépend du paramètre k (ou C), il faut

encore trouver la valeur du paramètre k telle que ykpπq “ 0.
Pour l’exercice 739, les fautes les plus souvent commises sont

(1) Ne pas oublier que e0 “ 1.

96.9 Intégrales de surface, Stokes et Green

Exercice 6

paq La suite rk Ñ 1
k s est convergente.

Nous allons montrer que cette suite converge vers 0. Il faut donc prouver la chose suivante :

@ϵ ą 0 DKϵ P N tq @k ě Kϵ, |xk ´ x| ă ϵ (96.564)eqn1eqn1

Remarque : On pourrait également montrer que cette suite est de Cauchy pour prouver qu’elle est
convergente sans devoir déterminer sa limite.

Pour prouver que (96.564) s’applique bien à la suite des 1
k il nous faut montrer que

@ϵ ą 0 DKϵ P N tq @k ě Kϵ,
1
k
ă ϵ (96.565)eqn2eqn2

Ceci est une conséquence immédiate de l’exercice précédent. On peut également le montrer de la
manière suivante : à ϵ positif donné, si nous arrivons à déterminer l’indice Kϵ de (96.565) tel que
@k ě Kϵ,

1
k ă ϵ, il est clair que la suite satisfait à la définition. Or, 1

k ă ϵØ 1
ϵ ă k. Donc si nous

prenons Kϵ :“ x1{ϵy` 1, on a bien que @k ě Kϵ, 1
k ă ϵ, ce qui est ce qu’il fallait démontrer.

pbq La suite p1, 1
2 ,´1

3 ,
1
4 ,´1

5 , . . .q est convergente.

On remarque que cette suite tend vers zéro. (Il suffit de voir que le numérateur est borné et que le
dénominateur tend vers l’infini). Si on l’écrit sous la forme standard, on obtient :

x1 “ 1, xk “ p´1qk
k

@k ě 2

Donc, ce que nous voulons voir est que xk ÝÑkÑ8 0, i.e. :

@ϵ ą 0 DKϵ P N tq @k ě Kϵ, | p´1qk
k

| ă ϵ (96.566)eqn3eqn3

Étant donné que |p´1qk| “ 1@k, il est clair que l’équation (96.566) est la même que l’équation
(96.565), et donc que l’on peut affirmer que pour tout ϵ ą 0, il suffit de prendre K ě 1

ϵ et la
condition est satisfaite.
Exercice 7

Ici il est demandé de prouver de nouvelles règles de calcul en repartant de la définition de la
convergence vers l’infini :

xk ÝÑ 8 si @M ą 0 DKM P N tq @k ě KM , xk ěM (96.567)eqnconvinfGeneeqnconvinfGene

(a) limpxk ` ykq “ `8.
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On veut voir la chose suivante :

@M ą 0 DKM P N tq @k ě KM , xk ` yk ěM (96.568)eqnconvinfCasAeqnconvinfCasA

Soit M ą 0. Comme xk et yk convergent à l’infini, on sait que
" DKx

M P N tq @k ě Kx
M , xk ě M

2
DKy

M P N tq @k ě Ky
M , yk ě M

2 ,

et donc il suffit de prendre KM “ maxpKx
M ,K

y
M q dans (96.568) pour s’assurer que la définition est

satisfaite.

(b) limpxkykq “ `8.

On veut voir la chose suivante :

@M ą 0 DKM P N tq @k ě KM , xkyk ěM (96.569)eqnconvinfprodeqnconvinfprod

Soit M ą 0. Comme xk et yk convergent à l’infini, on sait que
" DKx

M P N tq @k ě Kx
M , xk ě

?
M

DKy
M P N tq @k ě Ky

M , yk ě
?
M,

et donc il suffit de prendre KM “ maxpKx
M ,K

y
M q dans (96.569) pour s’assurer que la définition est

satisfaite.

(d) Soit zk une suite tendant vers un réel a strictement positif. Prouvez que limpxkzkq “
`8.

Le but de l’exercice est toujours le même, c’est-à-dire de prouver que

@M ą 0 DKM P N tq @k ě KM , xkzk ěM (96.570)eqnconvinfzeqnconvinfz

Soit M ą 0. On sait que :
" @M̃ ą 0 DKx

M̃
P N tq @k ě Kx

M̃
, xk ě M̃

@ϵ ą 0 DKz
ϵ P N tq @k ě Kz

ϵ , |zk ´ a| ă ϵ,
(96.571)eqn12eqn12

Prenons un ϵ tel que a ´ ϵ ą 0. Par la deuxième partie de (96.571) on voit qu’il existe un indice
Kz
ϵ tel que @k ě Kz

ϵ , zk ą a´ ϵ ą 0.
Prenons un M̃ tel que M “ M̃pa ´ ϵq. Par la première partie de (96.571) on voit qu’il existe un
indice Kx

M̃
tel que @k ě Kx

M̃
, xk ě M̃ .

et donc il suffit de prendre KM “ maxpKx
M̃
,Kz

ϵ q dans (96.570) pour avoir que

@k ě KM , xkzk ě M̃pa´ ϵq “M.

Exercice 8

Une suite xk est bornée si DN ą 0 tel que @k, |xk| ă N .
On veut voir que xk

yk
ÝÑ 0, i.e.

@ϵ ą 0 DKϵ P N tq @k ě Kϵ, |xk
yk
| ă ϵ (96.572)eqnconvborneeqnconvborne

Soit ϵ ą 0. Comme la suite xk est bornée, on a |xk
yk
| ă N

|yk| @k. On utilise maintenant le fait que
yk ÝÑ 8. Prenons M “ N

ϵ . On peut écrire que DKM tel que @k ě KM , yk ě M “ N
ϵ , et donc si

dans (96.572) on prend Kϵ “ KM on a :

@k ě Kϵ, |xk
yk
| ă N

|yk| ă
N

N{ϵ “ ϵ.
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Exercice 9

Pour cet exercice, on peut utiliser les règles de calcul. Il faut faire attention que ces règles ne
s’appliquent que si toutes les limites existent !

(a) xk “ k`2
k cospkπq

On voit que cette suite va dans deux directions différentes, `1 et ´1 à cause du facteur cospkπq “
p´1qk. Elle ne converge donc pas. Pour le prouver, on peut prendre deux suites partielles de la
suite xk qui convergent vers des limites différentes.
Choisissons #

yk “ x2k “ p2kq`2
2k p´1q2k

zk “ x2k`1 “ p2k`1q`2
2k`1 p´1q2k`1

Comme xk “ k`1
k “ 1` 1

k et que 1
k Ñ 0, nous pouvons appliquer les règles de calcul et en déduire

que xk Ñ 1. On fait la même chose pour yk.

(c) xk “ k3`k`1
5k3`2

Nous avons que

@k, xk “ pk
3

k3 q
1` 1

k ` 1
k3

5` 2
k3

“ 1` 1
k ` 1

k3

5` 2
k3

Comme
@k ě 1 1

k3 ď 1
k2 ď 1

k

et comme 1
k Ñ 0, nous pouvons appliquer la règle de l’étau pour voir que

1
k3 Ñ 0 et 1

k2 Ñ 0.

En appliquant les règles de calcul à la suite xk transformée, on voit donc que xk Ñ 1
5 .

(d) xk “ k`p´1qk

k´p´1qk

On peut le voir par exemple par la règle de l’étau :

@k ě 0, k ´ 1
k ` 1 ď

k ` p´1qk
k ´ p´1qk ď

k ` 1
k ´ 1 .

Or, comme les deux suites qui bornent la suite xk convergent toutes les deux vers 1, il est clair que
xk converge aussi vers 1.

(d) xk “ x2
k´1 ` 1, x1 “ 1

Suite définie par récurrence. Ses premiers éléments sont

1, 2, 5, 26, 677, . . .

Toute limite admissible réelle finie l de cette suite doit satisfaire à

l “ l2 ` 1

ce qui implique qu’elle ne peut avoir de limite réelle finie. En regardant ses premiers éléments, on
remarque immédiatement qu’elle semble converger à l’infini. Nous allons le prouver en utilisant la
définition.
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Soit M ą 0. On a
xk ě k @k.

En effet (par récurrence sur k) : il est clair que x1 ě 1. Supposons que xk ě k. Ceci implique t-il
que xk`1 ě k ` 1 ? Par définition des xk, xk`1 “ x2

k ` 1. Par l’hypothèse de récurrence, on a donc
xk`1 ě pkq2 ` 1 ě k ` 1 ce qui prouve le résultat. Comme la suite yk “ k converge à l’infini, il en
est de même pour la suite xk.

96.10 Continuité de fonctions réelles

Travaux Personnels

BAC2 en sciences mathématiques et physiques

Exercice 1. Calculer les limites suivantes
a
¯
) lim
nÑ8

ˆ
1` 2

n´ 4

˙n

b) lim
nÑ8

ˆ
1` 1

n

˙?
n

c) lim
xÑ8

´
1` α

x

¯x

d) lim
xÑ0

log p1` αxq
x

e) lim
xÑ8

a0 ` a1x` ¨ ¨ ¨ ` anxn
b0 ` b1x` ¨ ¨ ¨ ` bmxm où aj , bj P C et n,m ě 0

f) lim
xÑ0

?
1´ cosx
x

Exercice 2. Prouver que

a) lim
xÑ8x

1
x “ lim

xÑ0`
xx “ 1

b) lim
xÑ8

xlnx

ex “ 0 càd ex croit plus vite que xlnx

Exercice 3. Prouver que

cosh 2x “ cosh2 x` sinh2 x, sinh 2x “ 2 sinh x cosh x

Exercice 4. Prouver que

a) 1` cos z ` cos 2z ` ¨ ¨ ¨ ` cosnz “ cos nz2 · sinpn` 1qz{2
sin z{2

b) 1` sin z ` sin 2z ` ¨ ¨ ¨ ` sinnz “ sin nz2 · sinpn` 1qz{2
sin z{2

Aide :
nÿ

k“0
eikz “ 1´ eipn`1qz

1´ eiz “ einz{2 · eipn`1qz{2 ´ e´ipn`1qz{2

eiz{2 ´ e´iz{2

Rappelons qu’une fonction f : C Ą D Ñ C est uniformément continue si pour tout ϵ ą 0 il
existe un δ ą 0 tel que

|x´ y| ă δ ùñ |fpxq ´ fpyq| ă ϵ pour tout x, y P D.

Prouver que la fonction f : RÑ R, x ÞÑ x2 est continue, mais n’est pas uniformément continue.
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96.11 Intégrales, longueur de courbes, EDO’s linéaires
Exercice 2. Soient n,m P NY t0u. Calculer

ż 1

0
xnp1´ xqm dx et

ż 1

´1
p1` xqnp1´ xqm dx

Solution : Posons In,m :“ ş1
0 x

np1´ xqm dx. Intégration par partie donne la formule récursive

In,m “ m

n` 1In`1,m´1.

Avec In`m,0 “ 1
n`m`1 nous obtenons

In,m “ n!m!
pn`m` 1q!

La substitution x :“ 2t´ 1 fournit
ż 1

´1
p1` xqnp1´ xqm dx “ 2n`m`1

ż 1

0
tnp1´ tqm dt “ 2n`m`1 · In,m.

Exercice 3. Soient a, b ą 0. Calculer
ż π{2

0

dφ

a2 sin2 φ` b2 cos2 φ

Solution :
“

ż π{2

0

1{ cos2 φ

a2 tan2 φ` b2dφ “
ż 8

0

dt

a2t2 ` b2 “
π

2ab
Exercice 4. Calculer la longueur de l’arc de la parabole y “ x2, x P r0, bs.
Solution :

s “
ż b

0

a
1` 4x2 dx “ b

2
a

1` 4b2 ` 1
4 ln

´
2b`

a
1` 4b2

¯

Exercice 5. La parabole de Neil ν est la courbe définie par νptq “ pt2, t3q, pour t P R.

a) Esquisser la parabole de Neil.

b) Quelle est la signification du paramètre t ?

Solution : t “ tanα

c) Calculer la longueur de l’arc tνptq | t P r0, τ su.
Solution :

s “
ż τ

0

a
4t2 ` 9t4 dτ “ 8

27

˜ˆ
1` 9

4τ
2
˙3{2

´ 1
¸

Exercice 6. La hélice γ de pas 2πh est la courbe dans R3 définie par

γptq “ pr cos t, r sin t, htq .

a) Esquisser la hélice.

b) Expliquer le mot “pas”.

c) Calculer la longueur de l’arc sur la hélice si on fait un tour.

Solution :
ş2π
0
?
r2 ` h2 dt “ 2π

?
r2 ` h2



96.11. INTÉGRALES, LONGUEUR DE COURBES, EDO’S LINÉAIRES 4631

Exercice 7. Calculer un système fondamental réel pour

a) yp4q ´ y “ 0,

b) yp4q ` 4y2 ` 4y “ 0,

c) yp4q ´ 2yp3q ` 5y2 “ 0.

Solution :

a) ex, e´x, cosx, sin x

b) cos
?

2x, x cos
?

2x, sin
?

2x, x sin
?

2x

c) 1, x, ex cos 2x, ex sin 2x

Exercice 8. Déterminer une solution particulière de l’équation y2 ` y “ q pour

a) q “ x3,

b) q “ sinh x,

c) q “ 1{ sin x.

Solution :

a) x3 ´ 6x

b) 1
2 sinh x

c) sin x· ln | sin x| ´ x cosx

Exercice 9. L’équation différentielle m:y “ mg ´ k 9y décrit la chute d’un corps soumit à la
gravitation si la friction est proportionnelle à la vitesse (“un homme tombant de l’avion”).

Calculer la solution avec yp0q “ 0, 9yp0q “ 0. Calculer la “vitesse finale” v8 “ lim
tÑ8 9yptq.

Solution :

L’équation homogène :y ` k{m· y “ 0 possède les solutions c1 ` c2e´k{m· t, où c1, c2 P R.
L’équation inhomogène :y ` k{m· y “ g possède comme solution particulière une fonction

lineaire, càd yp “ pmg{kqtq. En tenant compte des conditions initiales nous obtenons

yptq “ mg

k

´
t´ m

k
p1´ e´k{m· tq

¯
.

En particulier, v8 “ mg{k.

Exercice 10. Regardons l’ensemble des solutions de l’équation différentielle P pDqy “ 0.
Montrer l’équivalence entre les propositions suivantes :

(1) Pour toute solution y on a lim
tÑ8 yptq “ 0

(2) Pour toute racine z du polynôme caractéristique on a Re z ă 0.

Dans ce cas, l’équation différentielle est appelé asymptotiquement stable.

Solution : On a lim
tÑ8 yptq “ 0 pour toute solution y ssi c’est vrai pour tout élément d’un

système fondamental. On a lim
tÑ8 t

keglt “ 0 ssi Re gl ă 0, d’où l’affirmation suit.
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96.12 Calcul de limites

Exercice 11. Déterminez si les limites suivantes existent et dans l’affirmative calculez les en
utilisant, s’il y a lieu, la règle de l’Hospital ou la règle de l’étau.

(1) limxÑ`8 x`1
x2`2

(2) limxÑ`8 sinpxq
x

(3) limxÑ0
sinpxq
x

(4) limxÑ`8 xn

ex

(5) limxÑ`8p1` a
xqx

(6) limxÑ0p 1
sinpxq ´ 1

xq
(7) limxÑ`8 cosp2πxq
(8) limxÑ`8 1

sinpxq`2pxq ` lnpxq cospxq
(9) limxÑ`8 lnpxqpsinpxq`2q

x

(10) limxÑ`8 x
1
x

Exercice 12. Déterminez si les limites suivantes existent et dans l’affirmative calculez-les.
(1) limxÑ0 x sinp 1

xq
(2) limxÑ0

sinpsinpxqq
x

(3) limxÑ`8plnpxqq
1

1´lnpxq

Exercice 13. Calculez les limites suivantes :
(1) limxÑ`8 lnpxq

xa

(2) limxÑ`8 lnpxqa

xb

(3) limxÑ`8 ax

(4) limxÑ`8 a
1
x

où a et b sont des réels positifs.
Exercice 14. Déterminez, pour chacune des suites suivantes, si elle converge et dans l’affirma-

tive calculez sa limite.
(1) k Ñ cosp2πkq
(2) k Ñ cospπ3kq
(3) k Ñ kpa 1

k ´ 1q
où a est une réel.

Exercice 15. Calculez les limites suivantes si elles existent.
(1) limxÑ`8 cosx
(2) limxÑ˘8

?
2x4 ` 3´ x2

Exercice 16. Déterminez si la limite de chacune des suites suivantes existe et dans l’affirmative
calculez la.

(1) limkÑ`8pak`1
k qk

(2) limkÑ`8 1
sinp π

6 kq`1pkq ` lnpkq cospπ5kq
(3) limkÑ`8

lnpkqpsinp π
3 kq`1q

k

(4) limkÑ`8 3k
?
kp1` 1

3k q3k
où a est un réel.
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96.13 Dérivabilité

Exercice 17. Déterminez l’ensemble des points où les fonctions suivantes sont continues et
celui où elles sont dérivables. Prouvez soigneusement vos résultats.

(1) xÑ xs
(2) xÑ |x|
(3) xÑ

" 1
x si x “ 0
0 sinon

(4) xÑ x2

Exercice 18. Étudiez la dérivabilité et la continuité de la dérivée de chacune des fonctions
suivantes :

(1) xÑ
"

0 si x “ 0
1 sinon

(2) xÑ
"

sinp 1
xq si x “ 0

0 sinon

(3) xÑ
"
x sinp 1

xq si x “ 0
0 sinon

(4) xÑ
"
x2 sinp 1

xq si x “ 0
0 sinon

Le but de cet exercice est aussi d’exhiber des exemples illustrant les différents types de com-
portements possibles, relativement à la continuité et la dérivabilité, d’une fonction en un point.

Exercice 19. Étudiez la dérivabilité et la continuité de la dérivée de chacune des fonctions
suivantes :

(1) xÑ
# 2x`a

1`e 1
x

si x “ 0
0 sinon

(2) xÑ
" sinpxq

x si x “ 0
1 sinon

(3) xÑ
#
e

´1
x si x ą 0

0 sinon

(4) r´1
2 ,

1
2 s Ñ R : xÑ

" p sinp2xq
x qx`1 si x “ 0

1 sinon
où a et b sont des réels.

Exercice 20. Considérons la fonction

f : RÑ R : x ÞÑ fpxq “
"
x si x est rationnel
0 si x est irrationnel

Vérifiez que f est continue en 0 mais n’est ni dérivable à gauche ni dérivable à droite en 0.
Exercice 21.

(1) Soit pX, dq un espace métrique et f : pX, dq Ñ R une application continue. Montrer que
l’ensemble

tx | fpxq “ 0u
est fermé.

(2) Soit f : RÑ R une application continue. Montrer que l’ensemble

tx P R | fpxq “ xu

des points fixes de f est fermé.
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Exercice 22. Soit A un sous-ensemble de l’espace métrique pX, dq. Montrer que la fonction

distA : X Ñ R, x ÞÑ inf
aPA dpa, xq

est continue.
Exercice 23. Soient pX, dXq, pY, dY q deux espaces métriques. Une application f : X Ñ Y est

Lipschitzienne si il il existe une constante L ě 0 telle que

dY
`
fpxq, fpx1q˘ ď LdXpx, x1q pour tout x, x1 P X.

Dans ce cas, on dit que f est L-Lipschitzienne.

(1) Montrer qu’une application Lipschitzienne est continue.
(2) Montrer qu’une application f : R Ñ R, x ÞÑ ax ` b est Lipschitzienne. Quelle est la plus

petite constante L qui convienne ?
(3) Montrer que les fonctions z ÞÑ |z|, z ÞÑ z, z ÞÑ Re z et z ÞÑ Im z de C dans R sont

Lipschitziennes. Quelle sont les plus petites constantes L qui conviennent ?
(4) Montrer que la fonction distA : X Ñ R de l’Exercice 13 est Lipschitzienne.

96.14 Intégration

Exercice 24. Soient n,m P NY t0u. Calculer

ż 1

0
xnp1´ xqm dx et

ż 1

´1
p1` xqnp1´ xqm dx

Exercice 25. Soient a, b ą 0. Calculer

ż π{2

0

dφ

a2 sin2 φ` b2 cos2 φ

Exercice 26. Calculer la longueur de l’arc de la parabole y “ x2, x P r0, bs.
Exercice 27. La parabole de Neil ν est la courbe définie par νptq “ pt2, t3q, t P Rn.

(1) Esquisser la parabole de Neil.
(2) Quelle est la signification du paramètre t ?
(3) Calculer la longueur de l’arc tνptq | t P r0, τ su.

Exercice 28. Une hélice γ de pas 2πh est une courbe dans pRnq3 définie par

γptq “ pr cos t, r sin t, htq .

(1) Esquisser γ et expliquer le mot “pas”.
(2) Calculer la longueur de l’arc sur la hélice si on fait un tour.

Exercice 29. Calculez la longueur des arcs de courbe suivants :

(1) y “ lnp1´ x2q 0 ď x ď 1
2

(2) y “ x3{2 0 ď x ď 5
(3) y “ 1´ lnpcosxq 0 ď x ď π

4

(4) l’arc de cubique déterminé par y “ x3 ` x2 ` x` 1 avec 0 ď x ď 1.
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96.15 Quelques corrections
Ce qui suit sont des corrections d’exercices donnée sur les feuilles distribuées au début de

l’année.
31.

(1) dfp1,1q et dgp?
2,π

4 q
Bf
Bx px, yq “ 1

y lnpxy qe
x
y ` 1

xe
x
y

Bf
Bx p1, 1q “ e
Bf
By px, yq “ ´ x

y2 lnpxy qe
x
y ´ xex

y

Bf
Bx p1, 1q “ e

Par les règles de calcul, f est différentiable en p1, 1q. La différentielle dfp1,1q est donc repré-
sentée dans les bases canoniques de R2 et R par la matrice jacobienne (ici gradient) :

dfp1,1q “ pe ´ eq

Bg1
Br pr, θq “ cospθq Bg1

Bθ pr, θq “ ´r sinpθq
Bg1
Br p
?

2, π4 q “
?

2
2

Bg1
Bθ p
?

2, π4 q “ ´1
Bg2
Br pr, θq “ sinpθq Bg2

Bθ pr, θq “ r cospθq
Bg2
Br p
?

2, π4 q “ ´
?

2
2

Bg2
Bθ p
?

2, π4 q “ 1

La fonction g est également différentiable en p?2, π4 q et sa matrice Jacobienne est :

dgp?
2,π

4 q “
˜ ?

2
2 ´1?
2

2 1

¸

(2) f̃ “ ecospθq lnpcospθqq.
(3) On voit d’abord que gp?2, π4 q “ p1, 1q. Donc

df̃p?
2,π

4 q “ dfgp?
2,π

4 q ˝ dgp?
2,π

4 q
“ dfp1,1q ˝ dgp?

2,π
4 q

et la matrice jacobienne de la différentielle de la composée est donc :

df̃p?
2,π

4 q “ pe ´ eq
˜ ?

2
2 ´1?
2

2 1

¸
“ p0 ´ 2eq

32.
(1) Bg

Bu “ ev Bf
Bx p‹, ‹q ` 2uv Bf

By p‹, ‹q
(2) Bg

Bv “ uev Bf
Bx p‹, ‹q ` p1` u2qBf

By p‹, ‹q
où p‹, ‹q “ puev, vp1` u2qq.

33.

Soit g : R2 Ñ R : px, yq Ñ fpx2 ´ y2q. Dérivées partielles de :

px, yq Ñ ypBxgqpx, yq ` xpBygqpx, yq?
Nommons cette fonction h.

(1) Bxgpx, yq “ 2xf 1px2 ´ y2q
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(2) Bygpx, yq “ ´2yf 1px2 ´ y2q
et donc hpx, yq “ 0@px, yq P R2.

34.

hptq “ fpt, gpt2qq.

(1) h1ptq “ Bf
Bx p‹, ‹q ` Bf

By p‹, ‹q2tg1pt2q

(2) h2ptq “ B2f
Bx p‹, ‹q ` 4tg1pt2q B2f

BxBy p‹, ‹q ` 4t2pg1pt2qq2 B2f
By2 p‹, ‹q

`r2g1pt2q ` 4t2g2pt2qsBf
By p‹, ‹q

où p‹, ‹q “ pt, gpt2qq.

35.
h : R2 Ñ R : pu, vq Ñ fpgpuevq, gpvqp1` u2qqgpu`vq

Comme toujours il vaut mieux faire ce genre d’exercices prudemment. Renommons donc les di-
verses composantes de cette fonction.

Soit lpu, vq “ fpgpuevq, gpvqp1` u2qq. On a alors :
(1) Bl

Bupu, vq “ Bf
Bx p‹, ‹qg1puevqev ` Bf

By p‹, ‹qgpvq2u
(2) Bl

Bv pu, vq “ Bf
Bx p‹, ‹qg1puevquev ` Bf

By p‹, ‹qg1pvqp1` u2q
où p‹, ‹q “ pgpuevq, gpvqp1` u2qq.

Alors hpu, vq “ lpu, vqgpu`vq “ egpu`vq lnplpu,vqq qui est facile à dériver :

(1) Bh
Bu “ rg1pu` vq lnplpu, vqq ` gpu`vq

lpu,vq
Bl
Bupu, vqslpu, vqgpu`vq

(2) Bh
Bv “ rg1pu` vq lnplpu, vqq ` gpu`vq

lpu,vq
Bl
Bv pu, vqslpu, vqgpu`vq

26.
(1) px, yq Ñ 3x2 ` x3y ` x.

Combinaison linéaire de fonctions continues et différentiables sur R2 (Exercice : prouver
rigoureusement que les polynômes sont bien des fonctions continues et différentiables sur
R2).

(2) px, yq Ñ
#
e si xy ‰ 0
ex`y sinon

N.B. : Il est toujours utile de se représenter le domaine de chacune

des fonctions.
La première remarque est que cette fonction est clairement continue et différentiable en tout
point hors de txy “ 0u (fonction constante). Sur txy “ 0u ?
(2a) Continuité :

Prenons un point dans txy “ 0u, par exemple le point pa, 0q (Remarquez que le cas
p0, bq est réglé par symétrie). Pour voir si la fonction est continue en ce point il faut voir
si

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ fp0, 0q “ ea.

Si on prend deux manières différentes d’aller vers pa, 0q (y “ 0 puis x “ a) on voit que
si a ‰ 1 la fonction ne peut pas être continue. Et en p1, 0q ? Si on px, yq Ñ p1, 0q avec
d’abord y “ 0 puis y ‰ 0 on aura regardé toutes les manières de tendre vers p1, 0q.
Or dans les deux cas les limites valent e “ fp1, 0q, ce qui prouve que la fonction est
continue en p1, 0q (et p0, 1q par symétrie).
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(2b) Différentiabilité :
Comme la fonction est discontinue en tout point pa, 0q et p0, bq avec a ‰ 1 et b ‰ 1
elle est aussi non différentiable en chacun de ces points. Il reste donc les points p1, 0q et
p0, 1q. Comme toujours, nous regardons d’abord les dérivées directionnelles en p1, 0q :

Bf
Bu p1, 0q “ lim

tÑ0

fp1` tu1, tu2q ´ e
t

Il y a deux possibilités : u2 “ 0 et donc u “ p˘1.0q ouu2 ‰ 0 (pourquoi ne regarde-t-on
que ces deux cas ?).

(2b.ii) si u ‰ p˘1, 0q.
Bf
Bup1, 0q “ limtÑ0

e´e
t “ 0.

(2b.ii) si u “ p˘1, 0q, i.e. si u “ p1, 0q “ e1
Bf
Bup1, 0q “ Bf

Bx p1, 0q “ limtÑ0
fp1`t,0q´e

t “ limtÑ0
e1`t´e

t “H 0.

Conclusion :
Si f était différentiable en p1, 0q, on aurait que sa différentielle prendrait la forme suivante :

dfp1,0qu “ Bf
Bx p1, 0qu1 ` Bf

By p1, 0qu2
“ eu1 @u P R2

Sa différentielle satisferait également à :

dfp1,0qu “ BfBu p1, 0q “ 0 @u ‰ p˘1, 0q P R2

Les deux propriétés étant contradictoires, la fonction f ne peut être différentiable en p1, 0q
(ni en p0, 1q par symétrie).

(3) Ñ
#
x
y si y ‰ 0
0 sinon

Continue et différentiable sur R´ ty “ 0u. Sur l’axe y “ 0 elle n’est pas continue.

(4) Ñ
#
x` ay si x ą 0
x sinon

Si a “ 0 fonction continue et différentiable sur R2. Si a ‰ 0, fonction

continue et différentiable partout en dehors de l’axe x “ 0. Sur cet axe, elle est discontinue
en tout point sauf en p0, 0q où elle est continue. Mais elle n’est pas différentiable en p0, 0q car
toutes ses dérivées directionnelles n’y sont pas définies.

(5) Ñ
#

xy5

x6`y6 si x ‰ y

0 sinon
Fonction continue et différentiable partout en dehors de la droite x “ y.

La fonction est discontinue en chacun des points de cette droite.
30.

(1) pu, vq Ñ u3 ` 12u2v ´ 5v3

(1a) Bf
Bu “ 3u2 ` 24uv

(1b) Bf
Bv “ 12u2 ´ 15v2

(2) pu, vq Ñ fpu2q lnpvq

(2a) Bf
Bu “ 2uf 1pu2q lnpvq

(2b) Bf
Bv “ fpu2q

v

(3) px, yq Ñ tanpx` y2q

(3a) Bf
Bx “ 1

cos2px`y2q
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(3b) Bf
Bv “ 2y

cos2px`y2q

(4) pr, θq Ñ rθ

(4a) Bf
Br “ θrθ´1

(4b) Bf
Bθ ă `` ą“ lnprqrθ

(5) px, yq Ñ px` 3qex

(5a) Bf
Bx “ expx` 4q

(5b) Bf
By “ 0

(6) pu, vq Ñ lnpfpuvqq

(6a) Bf
Bu “ vf 1puvq

fpuvq

(6b) Bf
Bv “ uf 1puvq

fpuvq



96.16. INTÉGRATION 4639

32.
(1) Bg

Bu “ ev Bf
Bx p‹, ‹q ` 2uv Bf

By p‹, ‹q
(2) Bg

Bv “ uev Bf
Bx p‹, ‹q ` p1` u2qBf

By p‹, ‹q
où Bf

Bx p‹, ‹q “ Bf
Bx puev, vp1` u2qq et Bf

By p‹, ‹q “ Bf
By puev, vp1` u2qq.

34. hptq “ fpt, gpt2qq.

(1) h1ptq “ Bf
Bx p‹, ‹q ` Bf

By p‹, ‹q2tg1pt2q

(2) h2ptq “ B2f
Bx2 p‹, ‹q ` 4tg1pt2q B2f

BxBy p‹, ‹q ` 4t2pg1pt2qq2 B2f
By2 p‹, ‹q

`r2g1pt2q ` 4t2g2pt2qsBf
By p‹, ‹q

où p‹, ‹q “ pt, gpt2qq.

96.16 Intégration

96.16.1 Série A

Exercice 11
(1)

ş
x3`3x`1

x dx “ x3

3 ` 3x` lnpxq
(2)

ş
x2dx “ x3

3
(3)

ş
3px2 ` 1q2dx “ ş

3x4 ` 6x2 ` 3dx “ 3
5x

5 ` 2x3 ` 3x
(4)

şp3x2 ´ 6xq3px´ 1qdx “ 1
12p3x2 ´ 6xq4

Exercice 12
(1)

ş
sin2px2 ` 1q cospx2 ` 1qxdx “ 1

6 sinpx2 ` 1q3
(2)

ş
tanpxqdx “ ´ ln |cospxq|

(3)
ş 1

p2`?
xq?

x
dx “ 2 lnp2`?xq

(4)
ş lnpxq
xp1´ln2pxqdx “ 1

2 ln
ˇ̌
1´ ln2pxqˇ̌

Travaux perso 2 —————
1. Soient deux réels x et y vérifiant 0 ă x ă y. On veut montrer que pour tout naturel k ě 2,

on a
0 ă k

?
y ´ k

?
x ă k

?
y ´ x.

La première inégalité vient de l’inégalité x ă y élevée à la puissance 1
k .

On peut ré-écrire la deuxième, sachant que x ą 0, en divisant par k
?
x pour obtenir

k

c
y

x
´ 1´ k

c
y

x
´ 1 ă 0 avec x

y
ą 1 (96.573)

ce qui s’écrit encore fptq ă 0 en posant fptq def“ k
?
t´ k

?
t´ 1´ 1. On peut alors étudier la fonction

f . Étant donné que fp1q “ 0, il suffirait que f soit strictement décroissante sur s1;8r pour qu’on
ait l’inégalité voulue, à savoir fptq ă 0 dès que t ą 1.

Pour le montrer, on voit que

f 1ptq “ 1
k

´
t

1´k
k ´ pt´ 1q 1´k

k

¯

d’où on tire les équivalences suivantes

f 1ptq ă 0 (96.574)

ðñ t
1´k

k ă pt´ 1q 1´k
k (96.575)

ðñ t1´k ă pt´ 1q1´k (96.576)
ðñ t ą t´ 1 (96.577)
ðñ 0 ą ´1 (96.578)
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où la dernière inégalité est manifestement vraie, ce qui prouve la première inégalité et achève
l’exercice.

2.

Exercice 1
(1) Par exemple, Bpx, rq avec x P Rn et r ą 0.
(2) On utilise la densité de Q dans R pour voir que Bpq, rq (q P Qn et r ą 0) est également une

base.
On observe ensuite que seuls les r « petits » sont utiles, donc on se restreint aux boules de
la forme Bpq, 1{nq (q P Qn et n P N0). Cet ensemble de boules est une base dénombrable dePourquoi ?
la topologie usuelle sur Rn.

96.17 Équations différentielles du premier ordre

96.17.1 Exercices

Exercice 104. En remplaçant y dans l’équation par fptq “ t4e2t, l’équation devient, après
simplifications `pb` 4 a` 4q t4 ` p8 a` 16q t3˘ “ 0
qui doit être vraie pour toute valeur de t. Un polynôme est nul si et seulement chacun des coefficients
est nul, donc l’équation se ramène au système

#
b` 4a` 4 “ 0
8a` 16 “ 0

dont l’unique est solution est pa, bq “ p´2, 4q.

Exercice 105.
(1) yptq “ lnp t44 ` t2

2 `Kq
(2) yptq “ tanpt`Kq
(3) L’intégration directe donne la relation

yptq ` eyptq “ sinptq `K (96.579)eqyplusexpyeqyplusexpy

et il faut encore justifier l’éventuelle existence et/ou unicité d’un tel yptq. Pour ce faire, nous
aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 96.3.
La fonction f : RÑ R : z ÞÑ z ` ez est une bijection.

Démonstration. La dérivée de f est strictement positive, donc f est strictement croissante,
donc f est injective.
Par ailleurs, étant donné que

lim
zÑ´8 fpzq “ ´8 et lim

zÑ`8 fpzq “ `8,

le théorème des valeurs intermédiaires (qui affirme que l’image d’une fonction continue est
un intervalle) dit que l’image de f contient n’importe quel intervalle arbitrairement grand,
donc contient R entier. Ceci prouve la surjectivité de f .

Ce lemme montre qu’il existe une (unique) fonction g : RÑ R qui est réciproque de f . On
en déduit, en récrivant l’équation (96.579) sous la forme

fpyptqq “ sinptq `K
et en lui appliquant g, que yptq “ gpsinptq `Kq existe et est univoquement définie.
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(4) L’équation y1 “ y2 pourrait poser un problème pour trouver des solutions y pour lesquelles
il existe t tel que yptq “ 0, car on ne peut alors pas diviser par y2.
On commence par remarquer que yptq “ 0 (fonction identiquement nulle) est une solution
de l’équation.
Si y ne s’annule pas sur un certain intervalle fixé, l’équation s’y écrit

y1

y2 “ 1

dont les solutions sont de la forme yptq “ ´1
t`K (où K est une constante). Une telle solution ne

peut pas tendre vers 0, dès lors une solution définie sur un intervalle est soit identiquement
nulle, soit ne s’annule pas du tout.
Si on ne s’intéresse qu’à des fonctions définies sur des intervalles, il n’y a donc que ces
solutions : soit yptq “ 0, soit yptq est de la forme ´1

t`K pour une certaine constante K.
La solution générale sur un domaine quelconque s’obtient en prenant l’union sur des inter-
valles disjoints de solutions du type précédent.

(5) L’équation y1 “ y
1
3 pose le même problème que l’équation précédente, mais la solution est

différente.
On remarque à nouveau que la fonction nulle est solution, et on s’intéresse aux autres solu-
tions.
Si y est une solution qui ne s’annule pas sur un certain intervalle fixé, elle satisfait

y1

y 1{3 “ 1

et donc est de la forme yptq “ ˘p2x
3 `Kq2{3. Une telle solution est définie pour x ě 3K{2 et

tend vers 0 lorsque x Ñ 3K{2, et donc peut se recoller avec une solution nulle « sur le bord
gauche de l’intervalle » (sur le bord droit, la solution tend vers ˘8).
La solution générale sur un intervalle est donc une solution de la forme

yptq “
#

0 si x ď 3K{2
˘p2x

3 `Kq2{3 si x ą 3K{2
pour un certaine constante K, ou alors yptq est identiquement nulle.

(6) L’équation est équivalente à
yy1

y2 ` 1 “ ´ sinptq
ce qu’on intègre pour obtenir

1
2 lnpy2 ` 1q “ ´ cosptq `K

c’est-à-dire y2 “ ´1 `Ke´2 cosptq pour une certaine constante (positive) K. Selon la valeur
de K, ces solutions sont définies ou non sur tout R :
(6a) Si K ą e2, le membre de droite est strictement positif pour tout t et on peut en prendre

la racine (solution sur R)
(6b) Si K ă e2, le membre de droite est négatif pour certaines valeurs de t et on ne peut pas

en prendre la racine.
(6c) Si K “ e2, le choix d’une racine du membre de droite (positive ou négative) donne

une fonction qui n’est pas dérivable aux points où elle est nulle (car la racine n’est pas
dérivable en ces points). Par contre, si on change de choix de signe pour la racine à
chaque fois que le membre de droite s’annule, la fonction obtenue est dérivable.

Ces trois cas seraient plus clairs sur une illustration.
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Exercice 106. Il s’agit ici de reprendre les solutions générales de l’exercice ci-dessus en sélec-
tionnant la ou les solutions qui satisfont au problème de Cauchy. Dans les cas agréables cela revient
simplement à déterminer la constante. Dans les autres cas, il faut vérifier l’existence et l’unicité de
la solution.

Exercice 116. Dans chacun de ces exercices, il s’agit d’intégrer la fonction donnée sur un domaine
précisé.

(1) Le domaine d’intégration est un rectangle, le choix des bornes est donc simple :
ż 2

0

ˆż 1

0
p4´ x2 ´ y2qdx

˙
dy “

ż 2

0

„
4x´ x3

3 ´ y2x

ȷx“1

x“0
dy

“
ż 2

0
4´ 1

3 ´ y
2dy

“
„ˆ

4´ 1
3

˙
y ´ y3

3

ȷ2

0

“ 8´ 10
3

(2)

96.18 Théorème de la fonction implicite

96.18.1 Exercices

Exercice 129.
(1) Une telle fonction Z doit vérifier F p1, 1, Zp1, 1qq “ 0, donc en particulier, en notant z0 “

Zp1, 1q, il faut z0 ` lnpz0q “ 1. Une solution évidente est z0 “ 1.
Montrons que cette solution est unique : la fonction auxiliaire g : R`

0 Ñ R : z ÞÑ z` lnpzq est
strictement croissante (sa dérivée est strictement positive sur son domaine) et en particulier
injective. L’équation en z0 se réécrit sous la forme gpz0q “ 1, et l’injectivité nous assure
l’unicité de la solution.
Au point px0, y0, z0q “ p1, 1, 1q on peut appliquer le théorème de la fonction implicite puisque
BF
Bz p1, 1, 1q “ 1 ` 1 “ 2 ‰ 0, et donc on a un voisinage U de p1, 1q et une unique fonction
Z : U Ñ R satisfaisant à la condition énoncée.

(2) Notons Z “ Zpx, yq pour la simplicité. Pour tout px, yq dans U , nous avons donc Z` lnpZq´
xy “ 0. En particulier on peut dériver cette identité par rapport à x et à y, d’où

BZ
Bx `

1
Z

BZ
Bx ´ y “ 0

BZ
By `

1
Z

BZ
By ´ x “ 0

pour tout px, yq P U , et on en tire (on note Bx au lieu de B
Bx)

BxZ “ y

1` 1
Z

“ yZ

1` Z et ByZ “ x

1` 1
Z

“ xZ

1` Z
On peut enfin dériver l’une ou l’autre de ces égalités pour obtenir les dérivées secondes, en
remplaçant ensuite les occurrences de BxZ et ByZ par leur expression ci-dessus, par exemple

B2
xyZ “

pxBxZ ` Zqp1` Zq ´ xZBxZ
p1` Zq2

“ pxyZ ` Zp1` Zq
2q

p1` Zq3
où B2

xy désigne la dérivée partielle seconde par rapport à y puis par rapport à x.
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Exercice 130. Si x “ 1, l’équation nous donne 1 “ y, donc la fonction doit vérifier Y p1q “ 1.
Montrons d’abord qu’une telle fonction existe : on considère

F : R`
0 Ñ R`

0 : px, yq ÞÑ xy ´ yx

et on vérifie que ByF p1, 1q “ ´1 ‰ 0. Le théorème de la fonction implicite s’applique, et fournit
effectivement un voisinage U de 1 et une unique fonction Y : U Ă R Ñ R vérifiant Y p1q “ 1 et
vérifiant l’équation xY pxq ´ Y pxqx.

Pour calculer la dérivée, on peut ré-écrire l’équation (en notant Y “ Y pxq pour simplifier la
notation) sous la forme

Y lnpxq “ x lnpY q
et en dérivant par rapport à x on obtient

Y 1 lnpxq ` Y 1
x
“ lnpY q ` xY

1

Y

d’où on tire en réarrangeant les termes

Y 1pxq “ Y

x

x lnpY q ´ Y
Y lnpxq ´ x “

lnpY q ´ Y
x

lnpxq ´ x
Y

Exercice 131. L’équation implicite pour px, yq “ p0, 0q devient zez “ 0 dont l’unique solution
est z “ 0, donc une telle fonction Z doit vérifier Zp0, 0q “ 0. Pour vérifier l’existence et l’unicité
de la fonction Z, on considère la fonction

F : R3 Ñ R : px, y, zq ÞÑ zez ´ x´ y.
On calcule BzF p0, 0, 0q “ 1 ‰ 0, de sorte que le théorème de la fonction implicite s’applique et
fournit une unique fonction Z telle que demandée.

Pour écrire le polynôme de Taylor il suffit de calculer les dérivées de Z, ce qu’on fait en utilisant
la relation ZeZ “ x` y :

BxZp1` ZqeZ “ 1 ñ BxZ “ e´Z

1` Z
ByZp1` ZqeZ “ 1 ñ ByZ “ e´Z

1` Z
où on note comme toujours Z “ Zpx, yq pour simplifier l’écriture. On calcule également les dérivées
secondes :

B2
xxZ “ B2

yxZ “ B2
yyZ “ ´

Z ` 2
p1` Zq3 e

´2Z

et donc le polynôme de Taylor à l’ordre 2 s’écrit

Zpx, yq “ x` y ´ x2 ´ 2xy ´ y2 ` op}px, yq}2q

Exercice 132. Pour x “ 3{4, l’équation F p3{4, y, zq “ 0 devient le système
#

9
16 ` y2 ` z2 ´ 1 “ 0
9
16 ` y2 ´ 3

4 “ 0

qui a exactement les quatre solutions py, zq “ p˘
?

3
4 ,˘1

2q.
Le jacobien partiel de F par rapport à py, zq est donné par∣∣∣∣∣2y 2z

2y 0

∣∣∣∣∣ “ ´4yz (*)exo132-jacobienpartielexo132-jacobienpartiel
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et donc est non-nul en chacun des quatre points p˘
?

3
4 ,˘1

2q, ce qui permet d’appliquer le théorème
de la fonction implicite. Ceci prouve l’existence des quatre fonctions φ demandées, correspondant
chacune à un des points ci-dessus.

Pour calculer les dérivées, on sait que ces fonctions vérifient
#
x2 ` Y pxq2 ` Zpxq2 “ 1
x2 ` Y pxq2 “ x

pour tout x dans un voisinage de 3{4. En particulier on peut dériver ces deux équations pour obtenir
(on note Y “ Y pxq et Z “ Zpxq pour alléger la notation) :

#
2x` 2Y Y 1 ` 2ZZ 1 “ 0
2x` 2Y Y 1 “ 1

d’où on tire #
Z 1 “ ´1

2Z
Y 1 “ 1´2x

2Y

où on remarque que la division par Y et par Z est bien définie si x est assez proche de 3{4 puisque
le jacobien partiel (*) est non nul.

Remarque 96.4.
La formule donnant la dérivée ne dépend pas explicitement du point autour duquel on fait le calcul,
mais dépend bien sûr encore de la valeur de Z en ce point.

Exercice 133. Étant donnée la relation, on vérifie que la fonction Y définie implicitement par

eyx ´ 1 “ x2 ` y
doit satisfaire à Y p0q “ 0. Une première tentative montre que la limite demandée est donc du type
indéterminé « 0

0 ». Afin d’appliquer la règle de L’hospital on veut d’abord vérifier que la fonction
Y est bien dérivable autour de 0.

Pour ce faire, on considère

F : R2 Ñ R : px, yq ÞÑ exy ´ 1´ x2 ´ y
et on a ByF p0, 0q “ ´1 ‰ 0, donc le théorème de la fonction implicite s’applique et assure l’existence
d’une fonction Y de classe C8 autour de 0 vérifiant

exY ´ 1 “ x2 ` Y
où on note Y “ Y pxq pour alléger la notation. En particulier sa dérivée doit satisfaire à l’équation

exY pY ` xY 1q “ 2x` Y 1

et donc, pour x “ 0 on obtient
Y p0q “ Y 1p0q

ce qui montre que la dérivée s’annule en 0.
La limite devient donc

lim
xÑ0

Y pxq
cospxq ´ 1 “ lim

xÑ0

Y 1pxq
´ sinpxq

et est à nouveau du type indéterminé « 0
0 ».

Dérivons à nouveau l’équation satisfaite par Y 1 pour obtenir

exY pY ` xY 1q2 ` exY pY 1 ` Y 1 ` xY 2q “ 2` Y 2
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ce qui, pour x “ 0, donne
Y p0q2 ` 2Y 1p0q “ 2` Y 2p0q

et donc Y 2p0q “ ´2 puisque Y p0q “ Y 1p0q “ 0.
La limite devient donc

lim
xÑ0

Y pxq
cospxq ´ 1 “ lim

xÑ0

Y 2pxq
´ cospxq “ 2

et la réponse attendue est donc 2.

Exercice 134. Au voisinage du point p0, 1q la courbe peut s’écrire sous la forme y “ Y pxq par
application du théorème de la fonction implicite (le vérifier !). La tangente à la courbe est alors
donnée par l’équation

y ´ 1 “ Y 1p0qpx´ 0q
ce qui implique de calculer Y 1p0q.

Par définition Y pxq vérifie Y pxq2 ` sinpxY pxqq “ 1 et donc sa dérivée vérifie

2Y pxqY 1pxq ` cospxY pxqqpY pxq ` xY 1pxqq “ 0

et donc en x “ 0, on obtient
2Y p0qY 1p0q ` Y p0q “ 0

ce qui donne Y 1p0q “ ´1{2 puisque sachant que Y p0q “ 1.

Exercice 135. Nous savons que pour une surface donnée sous forme implicite F px, y, zq “ k, le
vecteur gradient ∇F en un point de la surface est normal à cette surface.

Dans le cadre de cet exercice, on est donc ramené à chercher les points sur la surface dont le
gradient est un multiple de p1,´2, 2q (qui est le vecteur normal au plan donné).

Le gradient au point px, y, zq est donné par p8x, 32y, 16zq, et on veut qu’il existe λ ‰ 0 tel que
p8x, 32y, 16zq “ pλ,´2λ, 2λq. Cette condition combinée à la condition d’appartenance à la surface
fournit une équation pour λ qu’il suffit de résoudre.

La fin de l’exercice dépend de la manière de compléter l’énoncé, puisqu’il faut expliciter l’équa-
tion des plans tangents.

Exercice 136.
(1) Étant donné que M “ F´1p0, 0q et que tp0, 0qu est un ensemble fermé (ne contient qu’un seul

point !), on en déduit que M est l’image réciproque par une fonction continue d’un fermé,
donc M est un ensemble fermé (vérifier !). Par ailleurs, M est complètement contenue dans
la sphère de rayon 1, donc est bornée. Ces deux propriétés fournissent la compacité.
L’ensemble M est donné sous forme implicite par l’annulation de deux fonctions, dont les gra-
dients sont p1, 1, 1q et p2x, 2y, 2zq. Ces deux vecteurs linéairement dépendant si et seulement
si x “ y “ z, ce qui n’est pas possible pour un point de M . On en déduit que les gradients
sont indépendants sur M , et donc que M est une variété C1 de dimension 3´ 2 “ 1.
En fait, c’est l’intersection d’une sphère et d’un plan, c’est donc un cercle.

(2) Pour y “ 0, on observe qu’il faut que Xp0q ` Zp0q “ 0 et Xp0q2 ` Zp0q2 “ 1. On en déduit
que pXp0q, Zp0qq vaut soit

?
2

2 ,´
?

2
2 q, soit p´

?
2

2 ,
?

2
2 q. Pour chacun de ces points le théorème

de la fonction implicite s’applique et fournit donc deux paires de fonctions pX1, Z1q (avec
X1p0q “

?
2

2 ) et pX2, Z2q (avec X2p0q “ ´
?

2
2 ).

(3) La meilleure approximation polynomiale de degré 1 est donnée par le polynôme de Mc Laurin
d’ordre 1, donc on calcule la dérivée première des fonctions X1 et X2.
En dérivant les équations qui définissent X1 et Z1 (et X2 et Z2 également, ce sont les mêmes !),
on obtient les relations #

X 1
1 ` 1` Z 1

1 “ 0
2X1X 1

1 ` 2y ` 2Z1Z 1
1 “ 0
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ce qui, pour y “ 0, fournit X 1
1p0q “ Z 1

1p0q “ ´1{2. Et en mettant un indice 2 partout, on
obtient la même chose X 1

2p0q “ Z 1
2p0q “ ´1{2.

Le polynôme de Mc Laurin pour X1 et X2 s’écrit donc

X1pyq “
?

2
2 ´ 1

2y ` op|y|q

X2pyq “ ´
?

2
2 ´ 1

2y ` op|y|q

Exercice 137.
(1) Considérons l’application F : RˆR2 Ñ R2 : pt, vq ÞÑ v´φtpvq. On sait que F p0, v0q “ 0 par

définition de v0. On sait également que pour t “ 0, la différentielle de l’application partielle
R2 Ñ R2 : v ÞÑ F pvq vaut Id´dφ0 et est donc inversible par hypothèse sur le spectre. On en
déduit que le théorème de la fonction implicite s’applique, et qu’il existe un voisinage s´ϵ, ϵr
de t “ 0, un voisinage U de v “ v0 et une unique application

V : s´ϵ, ϵr Ñ U

telle que F pt, V ptqq “ 0 pour tout t P s´ϵ, ϵr. C’est-à-dire V ptq “ φtpV ptqq pour t P s´ϵ, ϵr,
et donc V ptq est un point fixe de φt.

(2) Les applications φt : px, yq ÞÑ px ` t, yq n’ont pas de point fixe, sauf pour t “ 0. A titre
d’information, on dit que c’est une action (la variable t « agit » puisqu’elle translate vers la
droite) libre (sans point fixe autre que t “ 0) de la droite R sur le plan R2.

96.19 Intégrales curvilignes

96.19.1 Exercices

Exercice 1441

(1) Un paramétrage est donné, il reste à intégrer
ż 2π

0

››γ1ptq›› dt

où γ1ptq “ pap1´ cosptqq, a sinptqq, c’est-à-dire
ż 2π

0
a
a

2´ 2 cosptqdt “ 8a

où on a utilisé l’égalité trigonométrique

1´ cosptq “ 2 sin2
ˆ
t

2

˙
.

(2) On sait qu’on peut paramétriser cet astroïde par
#

3
?
x “ 3

?
a cosptq

3
?
y “ 3

?
a sinptq

ce qui donne le chemin

γptq “ pa cos3ptq, a sin3ptqq ñ γ1ptq “ p´3a cos2ptq sinptq, 3a sin2ptq cosptqq
et l’intégrale devient, grace aux relations trigonométriques,

ż 2π

0
3a
b

sin2ptq cos2ptqdt “ 3a
2

ż 2π

0
|sinp2tq| dt

où il faut encore faire attention au signe. Par périodicité et par symétrie, on se ramène à

6a
ż π

2

0
sinp2tqdt “ 6a
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(3) Le chemin peut être paramétrisé de la manière suivante

γptq “

$
’&
’%

pt` 1, 0q ´1 ď t ď 0
p1´ t, tq 0 ď t ď 1
p0, 2´ tq 1 ď t ď 2

c’est un chemin C1 par morceaux. On a

γ1ptq “

$
’&
’%

p1, 0q ´1 ă t ă 0
p´1, 1q 0 ă t ă 1
p0,´1q 1 ă t ă 2

et donc
››γ1ptq›› “

$
’&
’%

1 ´1 ă t ă 0?
2 0 ă t ă 1

1 1 ă t ă 2

et l’intégrale devient donc
ż 0

´1
pt` 1qdt`

ż 1

0

?
2dt`

ż 2

1
p2´ tqt. “ 1`?2

Exercice 143 = 1451.
(1) Il faut calculer

ż 1
2

0

d
1` 4x2

p1´ x2q2dx

(2) Calculer ż 5

0

c
1` 9

4xdx

(3) Calculer ż π
4

0

b
1` tan2pxq dx “

ż π
4

0

1
cospxqdx

Exercice 1461

(1) On paramétrise ce cercle de la façon usuelle mais en prenant attention au sens

γptq “ pcosp´tq, sinp´tqq “ pcosptq,´ sinptqq t P r0, 2πs

d’où on tire γ1ptq “ p´ sinptq,´ cosptqq et l’intégrale devient
ż 2π

0
p´ sin3ptq ´ cos3ptqqdt “ 0.

L’intégrale est nulle parce que ces deux fonctions (sin3 et cos3) possèdent un centre de
symétrie, et qu’on les intègre sur une période complète.

(2) Le chemin se paramétrise par

γptq “ pcosptq, sinptqq ñ γ1ptq “ p´ sinptq, cosptqq

et donc l’intégrale devient
ż 2π

0

@
Gpγptqq, γ1ptqD dt “

ż 2π

0

`´ sin3ptq ` cos3ptq˘ dt “ 0

Cette intégrale est nulle pour les même raisons que ci-dessus.
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(3) Le paramétrage est donnée, et on a

γ1ptq “ p´a sinptq, a cosptq, bq
donc l’intégrale devient

ż 2π

0

”`
a sinptq ´ bt˘p´a sinptqq ` `

bt´ a sinptq˘a cosptq

` abpcosptq ´ sinptqq
ı
dt

(96.580)

et vaut ´πapa` 2bq après calculs.
(4) Sur le chemin donné, l’intégrale vaut

ż

γ
´xdx´ ydy ´ zdz “

ż

γ
´1

2df

où fpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2. Cette intégrale est donc nulle puisque le chemin γ est fermé
(c’est un cercle).
On peut même aller plus loin : sur la sphère f ” 1 donc df “ 0.

Exercice 144 = 1471. Ayant y “ x3`x2`x`1 on a dy “ p3x2`2x`1qdx donc il faut calculer
ż 1

0
pxp3x2 ` 2x` 1q ` x3 ` x2 ` x` 1qdx

Exercice 145 = 1481. Il faut calculer
(1) ż 2

0
px2 ` x2

2 qdx

(2) ż 2

0
px

3

2 ` x3

2 qdx

(3) ż 1

0
p16y4 ` 4y4qdy

(4) La ligne brisée est un peu inutile...
Ces quatres résultats sont identiques, ce qui laisse penser qu’en réalité la 1-forme ω “ 2xydx`x2dy
est une forme exacte. En effet, on vérifie aisément que ω “ dpx2yq.

Exercice 146 = 1491. On peut paramétriser l’hélice par les équations
$
’&
’%

x “ cosp2πtq
y “ sinp2πtq
z “ t

t P r0; 1s

et l’intégrale devient ż 1

0

`´2π sin2p2πtq ` 2π cos2p2πtq ` t2˘ dt “ 1
3

On pouvait aussi remarquer que

ydx` xdy ` z2dz “ df où fpx, y, zq “ xy ` 1
3z

3

et donc l’intégrale vaut bien fp1, 0, 1q ´ fp1, 0, 0q “ 1{3.
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96.20 Intégrales de surface
Exercice 147.

(1) La sphère est paramétrisée en coordonnées sphériques (avec un rayon r constant) par
$
’&
’%

x “ r cospuq sinpvq
y “ r sinpuq sinpvq
z “ r cospvq

avec
#
u P r0; 2πr
v P r0;πr

c’est-à-dire le paramétrage est

F : r0; 2πr ˆ r0;πr Ñ R3 : pu, vq ÞÑ pr cospuq sinpvq, r sinpuq sinpvq, r cospvqq
et on calcule que l’élément de surface vaut

››››
BF
Bu ^

BF
Bv

›››› dudv “ r2 sinpvqdudv

Dès lors, la surface de la sphère vaut
ż π

0

ż 2π

0
r2 sinpvqdudv “ 2r2π

”
´ cospvq

ıπ
0
“ 4πr2

(2) En coordonnées cylindriques pρ, θ, zq, le cylindre plein de rayon r tel qu’il est décrit a pour
équation

ρ ď r cospθq
et la sphère s’écrit ρ2 ` z2 “ r2. On peut donc paramétriser la surface demandée via

F1 ” x “ ρ cos θ
F2 ” y “ ρ sin θ
F3 ” z “ ˘

a
r2 ´ ρ2

où le signe ˘ indique qu’il y a deux morceaux de surface.
On peut calculer le produit vectoriel

BF
Bθ ^

BF
Bρ “

∣∣∣∣∣∣∣
ÝÑex ÝÑey ÝÑez

´ρ sin θ ρ cos θ 0
cos θ sin θ ˘ ´ρ

r2´ρ2

∣∣∣∣∣∣∣ “ p˘
´ρ2 cos θ
r2 ´ ρ2 ,˘´ρ

2 sin θ
r2 ´ ρ2 ,´ρq

dont la norme donne l’élément de surface

dσ “ rρa
r2 ´ ρ2

dρdθ

ce qui permet de calculer l’intégrale sur l’un des morceaux :
ż π

2

´ π
2

ż r cos θ

0

rρa
r2 ´ ρ2

dρdθ “ r

ż π
2

´ π
2

”
´
a
r2 ´ ρ2

ır cos θ

0
θ

“ r

ż π
2

´ π
2

p´r |sin θ| ` rq

“ dθ “ πr2 ´ 2r2 “ r2pπ ´ 2q

(3) Le morceau de cône se accepte le paramétrage suivant en coordonnées cylindriques :

ρ “ |z| 0 ă z ă b
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et puisque z ą 0, on a z “ ρ. On peut donc expliciter le changement de coordonnées :
$
’&
’%

F1 ” x “ ρ cos θ
F2 ” y “ ρ cos θ
F3 ” ρ “ ρ

avec 0 ă ρ ă b

l’élément de surface peut alors se calculer comme suit

BF
Bρ ^

BF
Bθ “

∣∣∣∣∣∣∣
ÝÑex ÝÑey ÝÑez

cos θ sin θ 1
´ρ sin θ ρ cos θ 0

∣∣∣∣∣∣∣ “ p´ρ cos θ,´ρ sin θ, ρq,

donc dσ “ |ρ| ?2 “ ρ
?

2, et l’intégrale devient
ż b

0

ż 2π

0
ρ2?2dθρ “ 2

?
2π

3 b3

(4) La sphère se paramétrise en coordonnées sphériques par
$
’&
’%

x “ cosu sin v
y “ sin u sin v
z “ cos v

avec
#
u P r0, 2πr
v P r0, πr

dont l’élément de volume a déjà été calculé et vaut sinpvqduv. .
L’équation du cône devient

cos2 v “ sin2 v

c’est-à-dire sin v “ |cos v| (car sin v ě 0), donc les choix possibles sont

v “ π

4 ou v “ 3π
4

Étant donné qu’on veut être dans le cône, il faut

v P
”
0, π4

ı
Y
„

3π
4 , π

„

et donc l’intégrale devient
ż 2π

0

˜ż π
4

0
sinpvqdv `

ż π
3π
4

sinpvqdv
¸
du “

ż 2π

0
p2´?2qdu “ 2πp2´?2q.

(5) En coupant le cylindre le long de la droite
#
x “ 0
y “ 1

on remarque que la surface limitée par l’hélice
$
’&
’%

x “ sin t
y “ cos t
z “ t

2π

est un triangle dont la base est la circonférence du cylindre et la hauteur est le pas de l’hélice,
c’est-à-dire son aire vaut 1

2p2π· 1q “ π.
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Exercice 150.
(1) Si P px, yq “ 2px2` y2q et Qpx, yq “ px` yq2, l’intégrale demandée rentre dans les conditions

du théorème de Green, puisque le domaine est le périmètre γ d’un triangle plein T , dont le
bord admet clairement en chaque point un vecteur normal extérieur. Dès lors

ż

γ
2px2 ` y2qdx` px` yq2dy “

ĳ

T

p2x´ 2yqdxdy

“
ż 2

1

ż y

1
2px´ yqdxdy

“
ż 2

1

”
x2 ´ 2xy

ıy
1
dy

“
ż 2

1
p´y2 ´ 1` 2yqdy “ ´1

3

(2) Le théorème de Green s’applique, et il s’agit donc d’intégrer

´
ĳ

S

4xydxdy

où S est le disque de rayon R. Par passage en coordonnées polaires, on trouve

´
ż 2π

0

ż R

0
4ρ3 sin θ cos θdρdθ “ ´R4 1

2

”
sin2pθq

ı2π

0
“ 0

ce qu’on aurait pu deviner en utilisant les symétries du problème.
(3) D’après le théorème de Green, on a

ż

γ
dx` xdy “

ż 1

0

ż ?
y

y2
dxdy “ 1

3

(4) Tout le monde sait que l’ellipse E a pour aire πab. On peut aussi le calculer en utilisant le
théorème de Green : ĳ

E

dxdy “
ż

γ
pdx` xdyq

mais c’est plus compliqué.
(5) Par le théorème de Green, cette intégrale vaut

´
ĳ

D

x2 ` y2 “ ´
ż 2π

0

ż 1

0
ρ3dρdθ “ ´π2

où D est le disque unité. Ne pas oublier le signe qui vient du fait que l’on demande de tourner
dans le sens horloger, alors que

ş
BD ω n’est égal à

ş
γ ω que lorsque γ parcours BD dans le

sens trigonométrique, c’est-à-dire dans l’autre sens.

Exercice 151.
(1) Si on applique le théorème de Stokes dans le plan z “ 0, cela revient en fait à appliquer

le théorème de Green, en effet le rotationnel vaut p0, 0, 2x ´ 2yq et le vecteur normal vaut
p0, 0, 1q. L’intégrale devient donc une intégrale sur le disque D unité dans le plan z “ 0

ĳ

D

∇ˆG· dS “
ĳ

D

p2x´ 2yqdxdy

et elle vaut zéro par les symétries (ou par calcul).
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Si on applique le théorème de Stokes à la demi-sphère unité, on se rappelle que le rotationnel
vaut

∇ˆG “ p0, 0, 2x´ 2yq
et que pour calculer le flux de ∇ ˆ G au travers de la demi-sphère S, on peut utiliser le
théorème de la divergence. En effet, celui-ci établit que

ĳ

D

∇ˆG· dS `
ĳ

S

∇ˆG· dS “
¡

V

∇ · ∇ˆG

où V est la demi-sphère unité pleine. Or ∇ · ∇ ˆ G “ 0. On en déduit que l’intégrale est
nulle. D’après le calcul ci-dessous, nous avons donc

ĳ

S

∇ˆ · dS “ 0´ 0 “ 0.

(2) Soit γptq “ pcosptq, sinptq, 0q. L’intégrale demandée est
ż 2π

0
pcos3ptq sinptq ` sin3ptq cosptqqdt “ 0

ou, par la formule de stokes :
ĳ

D

xp0, 2, 0q, p0, 0, 1qy dxdy “ 0

où p0, 0, 1q représente le vecteur normal au disque unité D dans le plan z “ 0.
(3) Utilisons le théorème de Stokes. Le rotationnel deG “ py`z, z`x, x`yq vaut ∇ˆG “ p0, 0, 0q.

Voilà qui est réglé.
(4) Le rotationnel de G “ py, z, xq vaut p´1,´1,´1q. Le vecteur normal au disque x2 ` z2 “ a2

dans le plan y “ 0 (ordre des paramètres : px, zq)vaut p1, 0, 0q^p0, 0, 1q “ p0,´1, 0q. On peut
donc calculer l’intégrale de ĳ

D

dxdy “ πa2

puisque
ť
D dxdy est l’aire du disque de rayon a. On en conclut que

ż

γ
ydx` zdy ` xdz “ πa2

où γ est le cercle donné, orienté par le vecteur p0, 0, 1q au point p1, 0, 0q.



Chapitre 97

Exercices de calcul différentiel et
intégral 2

97.1 Supremum, maximum

Exercise 1 exo0001

Déterminez, s’ils existent, les supremum, infimum, maximum et minimum dans R des sous-
ensembles de R ci-dessous.

(1) s10, 36s
(2) r10, 36r
(3) s5,`8r
(4) s8, 9r
(5) t1

2 ,
´2
3 ,

3
4 ,

´4
5 ,

5
6 , ...u

(6) t1
2 ,

1
3 ,

1
4 ,

1
5 ,

1
6 , ...u itemexo1g

(7) t 1
k | k P N0u itemexo1h

(8) t p´1qkk
k`1 | k P eN0u

(9) tsinp πk100q | k P Zu
(10) tsinpπk3 q | k P Zu itemexo1k

(11) tx2 | x Ps ´ 1, 1
2 ru

(12) ImageprxÑ exsq :“ tex | x P eRu
(13) Imagepexcospxqq :“ texcospxq | x P Ru
(14) Imagepφpxqq :“ tφpxq | x P r´1, 1su
(15) Imagep|φpxq|q :“ t|φpxq| | x P r´1, 1su

où

φ “
" ?

1´ x2 x ď 0
x´ 2 x ą 0

corr0001

Correction of the exercise 1

Par convention, si le supremum n’existe pas, nous disons qu’il vaut l’infini. Cela est logique
pour la raison suivante : étant donné que toute partie majorée de R a un supremum, le fait de ne
pas en avoir signifie que la partie considérée n’est pas majorée. Dans ce cas, il est logique de dire
que son supremum est infini. (bien que cela ne soit pas vrai au sens strict de la définition)

4653
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num sup inf max min
a 36 10 36 NAN
b 36 10 NAN 10
c 8 5 NAN NAN
d 9 8 NAN NAN
e 1 ´1 NAN NAN
f 1{2 0 1{2 NAN
g 1 0 1 NAN
h 1 ´1 NAN NAN
i 1 ´1 1 ´1
j sin π{3 sin 4π{3 sin π{3 sin 4π{3
k 1 0 NAN 0
l 8 0 NAN NAN
m 8 ´8 NAN NAN
n 1 ´2 1 NAN
o 2 0 NAN 0

Exercise 2 exo0002

Reprenez les exercices (7), (8) et (11), et justifiez soigneusement vos réponses. corr0002

Correction of the exercise 2
Pour le (7), la suite est décroissante, donc le maximum est atteint (et est le premier terme), et

l’infimum sera la limite si elle existe. Cette limite sera le minimum si elle est atteinte. Ici, la limite
est zéro, et n’est évidement pas atteinte.

Pour le (8), la suite est alternée. Il faut donc bien se garder de prendre le plus petit en norme
comme étant le minimum. La limite des termes positifs est 1, et celle des termes négatifs est ´1.
Ce sont les candidats supremum et infimum. Étant donné que ces deux sous-suites sont croissantes
en norme, ils sont effectivement supremum et infimum. Comme ils ne sont pas atteints, il n’y a
pas de maximum, ni de minimum. En effet, quand il y a un supremum, un maximum ne peut que
lui être égal.

La fonction présente dans l’exercice (11) est paire et toujours positive ou nulle. Le minimum (et
donc infimum) est donc zéro : il est atteint et aucune valeurs négatives n’est atteinte. La fonction
x ÞÑ x2 est une fonction croissante de |x|, donc il faut chercher le supremum sur le point du
domaine le plus éloigné de zéro, c’est-à-dire les points arbitrairement proches de ´1. Prouvons que
1 est le supremum de l’ensemble considéré. En effet, pour tout ϵ, le nombre 1 ` ϵ n’est pas dans
l’ensemble parce qu’il serait l’image de ˘?1` ϵ qui n’est pas dans s ´ 1, 1

2 r.
Exercise 3 exo0003

Soient A et B des sous-ensembles bornées de R
(1) Prouver que si A Ă B alors suppAq ď suppBq. Que peut on dire pour inf ?
(2) Est il vrai que si A Ă B et A “ B alors suppAq ă suppBq ?
(3) Établir des relations liant suppAq et suppBq à suppAYBq d’une part, et à suppAXBq d’autre

part (si AXB “ H).
corr0003

Correction of the exercise 3 itemCorr3a

(1) Étant donné que A Ă B, nous avons que, si sB “ suppBq, alors @x P B, x ď sB, et en
particulier,

@x P A, x ď sB. (97.1)EqForallsAsBgeqEqForallsAsBgeq

Si maintenant, sA “ suppAq et sA ą sB, alors il existe un ϵ ą 0 tel que sB “ sA ´ ϵ, et donc
Dy P A tel que y ą sB, ce qui contredirait (97.1).
De la même manière, si A Ă B, alors infpAq ě infpBq.

(2) Non. Par exemple A “ t2u et B “ t1, 2u.
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(3) Nous avons
suppAYBq “ maxtsuppAq, suppBqu. (97.2)

En effet, appelons m ce maximum. Pour tout x P AYB, nous avons x ď m, et d’autre part,
si ϵ ą 0, alors m ´ ϵ est soit plus petit que sA, soit plus petit que sB (soit les deux). Si
m ă sA, alors il existe un x P A Ă A Y B tel que x ą m ´ ϵ, et, de la la même manière, si
m ă sB, alors il existe un x P B Ă AYB tel que x ą m´ ϵ.
Nous n’avons par contre pas de rapport direct entre suppAq, suppBq et suppAXBq, comme
le montre l’exemple A “ t1, 5u et B “ t1, 7u. Par contre, nous avons que

suppAXBq ď mintsuppAq, suppBqu. (97.3)

En effet, en utilisant les résultats du point (1), et en tenant compte du fait que que AXB Ă A,
nous avons suppAq ě suppAXBq et supB ě suppAXBq.

Exercise 4 exo00035Si A`B “ ta` b tel que a P A, b P Bu, prouver que

suppA`Bq “ suppAq ` suppBq. (97.4)

corr00035

Correction of the exercise 4
Une propriété fondamentale du supremum est la suivante : pour tout ϵ ą 0,

Da P A tel que a ě suppAq ´ ϵ{2
Db P B tel que b ě suppBq ´ ϵ{2. (97.5)

Pour tout ϵ, nous avons donc, pour a et b bien choisis dans A et B,

suppAq ` suppBq ´ ϵ ď a` b ď suppA`Bq. (97.6)

Par conséquent 1, nous avons

suppAq ` suppBq ď suppA`Bq. (97.7)EqAplusBsupAsupBIneqPremEqAplusBsupAsupBIneqPrem

Afin d’obtenir l’inégalité dans l’autre sens, regardons ce que l’on peut dire de suppA`Bq´ ϵ. Nous
écrivons la propriété fondamentale du supremum :

Dx P A`B tel que suppA`Bq ´ ϵ ă x, (97.8)

en d’autres termes (puisque x P A`B), il existe a P A et b P B tels que

suppA`Bq ´ ϵ ď a` b ď suppAq ` suppBq. (97.9)EqAplusBsupAsupBEqAplusBsupAsupB

La dernière équation est juste le fait que a ď suppAq et b ď suppBq. Les inégalités (97.9) étant
vraies pour tout ϵ, nous avons

suppA`Bq ď suppAq ` suppBq. (97.10)

Ceci combiné à l’inégalité (97.7) donne l’égalité attendue.
Exercise 5 exo0004

Soient deux fonctions bornées f et g de E vers R.

f, g : E Ñ R

Prouvez que

suptfpxq ` gpxq | x P Eu ď suptfpxq | x P Eu ` suptgpxq | x P Eu
1. Il est important que vous méditiez sur le fait que si x` ϵ ě y pour tout ϵ ą 0, alors x ě y.
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Montrer par un exemple que l’égalité n’a pas toujours lieu. corr0004

Correction of the exercise 5
Nous avons

suptfpxq tel que x P Eu ` suptgpyq tel que y P Eu
“ suptfpxq ` gpyq tel que px, yq P E ˆ Eu
ě suptfpxq ` gpyq tel que px, yq P E ˆ E, x “ yu
“ suptfpxq ` gpxq tel que x P Eu.

(97.11)
La première inégalité semble un peu mystérieuse. Elle n’est en réalité qu’une application de l’exer-
cice 4 avec

A “ tfpxq tel que x P Eu
B “ tgpyq tel que y P Eu. (97.12)

Intuitivement, l’égalité n’aura lieu que quand f et g prennent leur supremum au même point.
Prenons par exemple E “ r0, 1s et puis fpxq “ x et gpxq “ 1 ´ x. Le supremum de f et g sont
tout deux 1, tandis que le supremum de la somme est la constante 1. Donc suptf ` gu “ 1 tandis
que suptfu ` suptgu “ 2.

Preuve alternative. . .due à un étudiant en séance d’exercices.
Prenons M “ suptfpxq tel que x P Eu. Par définition du supremum, M ě fpxq pour tout

x P E. De la même manière, nous prenons M̃ “ suptgpyq tel que y P Eu. Pour tout x P E, nous
avons

fpxq ` gpxq ďM ` M̃, (97.13)

c’est-à-dire que M ` M̃ est un majorant de l’ensemble tfpxq ` gpxq tel que x P Eu. Étant donné
que le supremum est le minimum de l’ensemble des majorants, nous en déduisons que

suptfpxq ` gpxq tel que x P Eu ďM ` M̃. (97.14)

Exercise 6 exo0005

Soit E un sous-ensemble de R. Prouver que si

x “ lim xk

où xk P E pour tout k, et si x P MajpEq avec 2

MajpEq “ ty tel que y ě e, @e P Eu, (97.15)

alors x “ suppEq. corr0005

Correction of the exercise 6
Il faut prouver que @ϵ ą 0, Dy P E tel que y ą x´ ϵ. Étant donné que x “ lim xk, il existe un

xk tel que |x´ xk| ă ϵ, mais vu que x PMpEq, nous avons xk ă x et donc x´ xk ă ϵ, ou encore :
x´ ϵ ă xk.

97.2 Suites
Exercise 7 exo0006

Donner quand c’est possible un exemple de suite

(1) convergente
(2) périodique (non constante)

2. Vous reconaitrez l’ensemble des majorants de E.



97.2. SUITES 4657

(3) ayant une limite infinie
(4) n’ayant pas de limite
(5) à valeurs entières convergeant vers π
(6) croissante et bornée
(7) bornée mais non convergente
(8) bornée, monotone décroissante
(9) bornée, monotone croissante mais non convergente

(10) croissante et n’ayant pas de limite
(11) décroissante divergente ayant une sous-suite convergente

corr0006

Correction of the exercise 7
(1) xk “ 1 pour tout k,
(2) xk “ p´1qk
(3) xk “ k,
(4) xk “ p´1qk,
(5) Impossible parce que pour ϵ “ 0.01, il n’y a pas d’entiers n tels que |n´ π| ď ϵ,
(6) xk “ 1´ 1

k ,
(7) xk “ p´1qk,
(8) xk “ 1

k ,
(9) impossible par le théorème de la page 43,

(10) impossible, en effet, par le point précédent, il faudrait une suite non bornée. Donc pour tout
M , il existe un K tel que xK ąM . Mais, étant donné que la suite est croissante, pour tout
k ą K, xk ě xK ąM . Cela prouve que la suite a l’infini comme limite.

(11) Impossible parce que décroissant et divergent implique non bornée. Donc @M ă 0, il existe
un K tel que k ą K implique xk ă M . Toute sous-suite « converge » donc également vers
´8.

Exercise 8 exo0007

Démontrez que les suites suivantes sont convergentes :
(1) k ÞÑ 1

k

(2) p1, 1
2 ,

´1
3 ,

1
4 ,

´1
5 ,

1
6 , . . .q

(3) xk “ piqk

k

(4) xk “ 1
k2

(5) k ÞÑ 1
k`3

corr0007

Correction of the exercise 8
(1) La suite k ÞÑ 1

k est monotone décroissante, bornée vers le bas par zéro, elle est donc conver-
gente. Il n’est pas compliqué de prouver qu’elle converge vers zéro.

(2) Le candidat limite est 0, et en effet,
››››
p´1qk
k

´ 0
›››› “

ˇ̌
ˇ̌p´1qk

k

ˇ̌
ˇ̌ “ 1

k
Ñ 0, (97.16)

donc le critère de convergence s’applique.
(3) Étant donné que |in| “ 1 dans C, le raisonnement du point précédent s’applique.
(4) 1

k2 est une sous-suite de 1
k qui converge,
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(5) k ÞÑ 1
k`3 est également une sous-suite (décalée de 3).

Exercise 9 exo0008

Une suite réelle tanu satisfait la propriété @N, Dn1, n2 ą N tel que |an1 | ă 5 et |an2 | ą 5.
Construire une suite convergente et une suite divergente ayant cette propriété. corr0008

Correction of the exercise 9
Une suite convergente vers 5 est faisable. Par exemple

k ÞÑ 5` p´1qk
k

. (97.17)

Pour une suite divergente, simplement prendre 4, 6, 4, 6, . . .
Exercise 10 exo0009

On considère deux suites croissantes, txnu et tynu. Démontrez ou infirmez à l’aide d’un contre-
exemple,

(1) la suite txn ` ynu est croissante.
(2) la suite txn.ynu est croissante.

corr0009

Correction of the exercise 10

(1) vrai.
(2) faux. Le secret pour construire un contre-exemple est de faire intervenir la suite ´1{k qui

est croissante tout en restant négative. Avec cela, nous construisons les suites xk “ ´ 1
k et

yk “ x3. Le produit vaut pxyqk “ ´x2 qui est décroissante.

Exercise 11 exo0010

Soient xk et yk deux suites tendant vers `8 et zk une suite tendant vers un réel a strictement
positif (a ą 0). Démontrez que :

(1) limpxk ` ykq “ `8
(2) limpxkykq “ `8
(3) limpxk ` zkq “ `8
(4) limpxkzkq “ `8
(5) limp´xkq “ ´8

corr0010

Correction of the exercise 11

(1)
(2) Soient M ą 1 et K,L tels que k ą K et l ą L impliquent xk ą M et yk ą M . Dans ce cas,

m ą maxtK,Lu implique pxyqm ąM2 ąM .
(3) Soient M ą 0, K tel que k ą K implique xk ąM`1 et L tel que l ą L implique |zl´a| ă 1

2 .
Alors m ą maxtK,Lu implique px` zqk ąM ` 1˘ 1

2 ąM ` 1
2 ąM .

(4) Soient M ą 0 et K tels que k ą K implique xk ą M
a ` 1, et zk ą a ´ ϵ. Un tel k peut être

trouvé pour tout choix de ϵ. Nous choisissons ϵ de façon à avoir a´ ϵ ą 0, et nous minorons

xkzk ą
ˆ
M

a
` 1

˙
pa´ ϵq “M ` a´ ϵM

a
´ ϵ. (97.18)

Si nous prenons ϵ assez petit pour que a´ ϵM
a ´ ϵ, nous trouvons xkzk ąM .

(5) Soit M ă 0, il faut trouver un K tel que ´xk ăM dès que k ą K. Évidement, le K tel que
xk ą ´M fonctionne.
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Exercise 12 exo0011

Soit xk une suite bornée et yk une suite tendant vers `8. Démontrez que la suite rk Ñ xk
yk
s

tend vers 0. corr0011

Correction of the exercise 12
Nous prouvons que |xk{yk| Ñ 0. La suite xk étant bornée, nous pouvons dire que

ˇ̌
ˇ̌xk
yk

ˇ̌
ˇ̌ ă M

yk
(97.19)

où nous considérons (quitte à passer à une queue de suite) que yk est toujours positif. Notez que
le M est prit indépendant de k. À partir d’ici, l’exercice revient à montrer que si xk Ñ 8, alors
p1{xkq Ñ 0.

Exercise 13 exo0012

Les suites suivantes convergent elles et si oui vers quel nombre ? Démontrez soigneusement
toutes vos affirmations.

(1) xk “ k`2
k cospkπq

(2) k ÞÑ
1

k3 ` 1
k

`1
5

k3 `2

(3) k ÞÑ k3`k`1
5k3`2

(4) k`p´1qk

k´p´1qk

(5) xk “ ik

(6) k ÞÑ k2 ` 2
(7) xk “ x2

k´1 ` 1, x1 “ 1
corr0012

Correction of the exercise 13

(1) Nous savons que pk ` 2q{k Ñ 1. Prenons donc K tel que k ą K implique pk ` 2q{k ą 1
2 .

D’autre part, cospkπq “ p´1qk`1, donc à tout moment de la suite, il y a un élément plus
petit que ´1{2 et un autre plus grand que 1{2. Il n’y a donc pas de convergence parce qu’une
telle suite ne peut pas être de Cauchy.

(2) On utilise la proposition de la page 39 du cours qui dit que la limite d’un quotient est le
quotient des limites. Or, la suite 1

k3 ` 1
k ` 1 tend vers 1 et la suite 5

k3 ` 2 tend vers 2. La
suite proposée tend donc vers 1{2.

(3) Le secret est de mettre en évidence le terme de plus haut degré, et de simplifier :

xk “ k3p1` 1
k2 ` 1

k3 q
5` 2

k3
, (97.20)

ensuite on se souvient que la limite du quotient est le quotient des limites (quand elles
existent, ce qui est le cas après simplification par k3). Nous obtenons donc convergence vers
1{5.

(4) En mettant k en évidence et en simplifiant, nous tombons sur la suite

xk “ 1` p´1qk

k

1´ p´1qk

k

, (97.21)

où les limites du numérateur et du dénominateur existent indépendamment. La limite est
donc le quotient des limites, c’est-à-dire 1.

(5) Cette suite est dans C. La sous-suite i4k est constante (et vaut 1), tandis que la sous-suite
i4k`1 est constante et vaut i. Cette suite n’est donc pas de Cauchy.

(6) Cette suite diverge (tend vers l’infini).
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(7) Nous avons x2 “ 2, et ensuite xk ą 2p2kq. Cela se prouve par récurrence, en effet si xk ą 2p2kq,

xk`1 “ x2
k ` 1 ą

´
2p2kq

¯2 ` 1 ą 2p2k`1q. (97.22)

Étant donné que la suite yk “ 2p2kq tend vers l’infini, la suite des xk (qui est toujours plus
grande) tend également vers l’infini.

Other resolution
Considérons la suite xk`1 “ x2

k`1. Si cette suite a une limite x, alors la suite x ÞÑ x2
k a pour

limite limite x2. Pour chaque k, nous avons xk`1´x2
k “ 1, de sorte que la suite k ÞÑ xk`1´x2

k

est constante et a 1 pour limite. Mais la différence de deux suites convergentes a pour limite
la différence des limites, de telle sorte qu’en passant à la limite, la suite x ÞÑ xk`1 ´ x2

k a
pour limite x´ x2.
En d’autres termes, si nous supposons que xk Ñ x, alors nous passons à la limite dans la
relation de récurrence

xk`1 “ x2
k ` 1, (97.23)

et nous trouvons l’équation
x “ x2 ` 1 (97.24)

que doit satisfaire le candidat limite x. Mais il est vite vu que cette équation n’a pas de
solution réelle. La suite des xk ne peut donc pas converger.
Nous referons abondamment usage de cette technique pour résoudre l’exercice 19.

Exercise 14 exo0015

Construire une suite txnu telle que pour tout a P Rn, il existe une sous-suite txnk
u qui converge

vers a. corr0015

Correction of the exercise 14
Étant donné qu’il n’y a qu’une quantité dénombrable de rationnels, une simple adaptation de

la question (5) de l’exercice 647 donne une suite qui contient une infinité de fois chaque ration-
nel. Toute suite de rationnels est une sous-suite de cette suite, et en particulier si r est un réel
quelconque, une suite de rationnels qui converge vers r est une sous-suite de la suite considérée.

Other resolution
En réalité, toute suite qui énumère tous les rationnels convient. Il ne faut pas spécialement que

tous les rationnels arrivent chacun une infinité de fois. En effet, soient r P R, et B “ Bpr, ϵq, une
boule de rayon ϵ autour de r. Si xk est une suite qui énumère tous les rationnels, pour tout N , il
existe une infinité de xn P B (b ą N), parce que cette boule contient une infinité de rationnels, qui
ne peuvent donc pas être tous énumérés avant le N ième élément de la suite xk.

Exercise 15 exo0018

Reprenez les réponses a, b, c, e et g de l’exercice précédent et justifiez les soigneusement.corr0018

Correction of the exercise 15
Il faut toujours justifier soigneusement. Cet exercice n’est donc pas à proprement parler un

exercice. Si vous avez quelque chose à faire ici, c’est que vous avez mal fait quelque chose plus haut
. . .pas bien :p

Exercise 16 exo0019

Soient xk et yk deux suites bornées de nombres réels.
(1) Prouvez que lim suppxk ` ykq ď lim suppxkq ` lim suppykq.
(2) Donnez un exemple dans lequel l’inégalité précédente est stricte.
(3) Prouvez que si l’une des deux suites est convergente, il y a égalité.
(4) Donnez un exemple pour lequel lim suppxkykq ą lim suppxkq lim suppykq.
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(5) Trouvez une condition suffisante pour que

lim suppxkykq ď lim suppxkq lim suppykq. (97.25)EqLimSupxyLeqLSxLSyEqLimSupxyLeqLSxLSy

(6) Donnez un exemple où cette dernière inégalité est stricte.
(7) Prouvez que si

xk, yk ě 0 @k,
alors dès que l’une des deux suites converge, on a l’égalité.

corr0019

Correction of the exercise 16
(1) Formellement, une suite pxkqkPN est une fonction f : N Ñ R : k ÞÑ xk, et le résultat de

l’exercice 5 s’applique. On en déduit que pour tout indice j, nous avons

suptxk ` yk tel que k ě ju ď suptxk tel que k ě ju ` suptyk tel que k ě ju.
Ici, pour chaque j, nous avons pris Ej “ tk tel que k ě ju en guise de E de l’exercice 5. Il
suffit maintenant de passer à la limite pj Ñ8q pour obtenir le résultat.

(2) Prendre xk “ p´1qk et yk “ ´xk. L’inégalité devient 0 ă 2.
(3) Si l’une des suites, disons xk, converge, alors

lim suppxkq “ limpxkq “ ´ limp´xkq “ ´ lim supp´xkq
et on en déduit que

lim suppykq “ lim suppyk ` xk ` p´xkqq
ď lim suppyk ` xkq ` lim supp´xkq
“ lim suppyk ` xkq ´ lim suppxkq

ce qui fournit l’inégalité inverse de celle obtenue au premier point, d’où l’égalité.
(4) Prendre xk “ p´1, 0,´1, 0, . . .q et yk “ xk. L’inégalité devient 1 ą 0.
(5) Ce qui a fait fonctionner l’exemple du point précédent, c’est qu’un produit de nombres

négatifs a donné un nombre positif, ce qui a permis, dans le produit, de passer au dessus
de zéro, tandis que dans chacune des suites séparément, la limite supérieure était zéro. Ce
stratagème ne fonctionne pas sans nombres négatifs.
Nous allons voir que la condition xk, yk répond à la question posée. Soit l P N fixé. Pour tout
k ě l, nous savons

0 ď xk ď suptxi tel que i ě lu et 0 ď yk ď suptyi tel que i ě lu
et on en déduit

0 ď xkyk ď suptxi tel que i ě lu suptyi tel que i ě lu
et donc

suptxkyk tel que k ě lu ď suptxi tel que i ě lu suptyi tel que i ě lu
d’où le résultat attendu en prenant la limite pour lÑ `8.

(6) Prendre xk “ p1, 0, 1, 0, . . .q et yk “ p0, 1, 0, 1, 0, . . .q, c’est-à-dire la même suite décalée d’un
indice pour que le produit soit la suite nulle. L’inégalité devient 0 ă 1.

(7) Supposons que l’une des suites converge, par exemple pxkq Ñ r. Discutons deux cas : si r ‰ 0,
on a

lim suppxkq “ limpxkq “ 1
limp 1

xk
q “

1
lim supp 1

xk
q (97.26)



4662 CHAPITRE 97. EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 2

et on en déduit

lim suppykq “ lim suppyk ·xk{xkqq
ď lim suppykxkq lim sup

ˆ
1
xk

˙

“ lim suppykxkq
lim suppxkq

(97.27)

ce qui fournit l’inégalité inverse de (97.25), d’où l’égalité. Lorsque r “ 0, l’inégalité déjà
obtenue est en fait

lim suppxkykq ď 0 (97.28)

mais d’après la condition sur xk et yk, on sait aussi que

0 ď lim suppxkykq (97.29)

et on en déduit l’égalité.

Exercise 17 exo0020

On considère la suite de nombres réels k ÞÑ xk “ p1` 1
k qk Item0020a

(1) Montrez que cette suite est convergente (pour ce faire prouvez qu’elle est monotone croissante
et bornée).

Item0020beborne

(2) Prouvez que sa limite e def“ lim xk est supérieure à 2 et inférieure à 3.
(3) Déterminez

(3a) limp1` 1
k qk`1

(3b) limp1` 1
k q

k
2

(3c) limp1` 1
2k qk

(3d) limp1´ 1
k qk

en termes de e. corr0020

Correction of the exercise 17
Nous considérons la suite xk “

`
1` 1

k

˘k

(1) Montrons que pxkq est croissante. Pour cela, utilisons la formule du binôme de Newton :
ˆ

1` 1
k

˙k
“

kÿ

i“0

ˆ
k

i

˙
1p1´iq

ˆ
1
k

˙i

“
kÿ

i“0

k· pk ´ 1q· . . . · 2 · 1
i! · pk ´ iq· pk ´ i´ 1q· . . . · 2 · 1

1
ki

“
kÿ

i“0

k· pk ´ 1q· . . . · pk ´ i` 1q
i!

1
ki

“
kÿ

i“0

1
i! · k

k
· k ´ 1

k
· k ´ 2

k
· . . . · k ´ pi´ 1q

k

“
kÿ

i“0

1
i! · 1 ·

ˆ
1´ 1

k

˙
·

ˆ
1´ 2

k

˙
· . . . ·

ˆ
1´ i´ 1

k

˙

Afin de soulager la notation, écrivons

Akpiq “ 1
i! · 1 ·

ˆ
1´ 1

k

˙
·

ˆ
1´ 2

k

˙
· . . . ·

ˆ
1´ i´ 1

k

˙
, (97.30)
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de façon à avoir xk “ řk
i“0Akpiq. Manifestement, tant que i ă k ` 1 (ce qui est toujours le

cas dans les sommes considérées), Akpiq ě 0 et Ak`1piq ´ Akpiq ě 0 pour tout k et tout i.
Donc

xk`1 ´ xk “
kÿ

i“0
pAk`1piq ´Akpiqq `Ak`1pkq ě 0. (97.31)

Cela prouve que la suite est croissante.
Par ailleurs, on observe que la suite est majorée par 3 : on peut majorer les facteurs du type
1´ ·

k par 1, et on en déduit que

xk ď
kÿ

i“0

1
i! “

kÿ

i“0

1
1 · 2 · 3 · . . . · i

ď
kÿ

i“0

1
1 · 2 · 2 · . . . · 2loooooooomoooooooon

i´1fois

“ 1`
kÿ

i“1

1
2i´1 ă 1` 2 “ 3

(97.32)

où on utilise le fait que les sommes partielles de la série géométrique de raison 1
2 sont plus

petites que la somme de cette série, c’est-à-dire 2.
(2) Le premier point prouve déjà que la limite, notée e est inférieure à 3. De plus, la suite étant

croissante on a forcément
e ě x1 “ 2

ce qui est le résultat annoncé.
(3) Dans l’ordre : e,

?
e,
?
e, 1{e.

(3a) Nous pouvons écrire
`
1` 1

k

˘k`1 “ `
1` 1

k

˘
·

`
1` 1

k

˘k, et puis utiliser le produit de
deux suites convergentes.

(3b) Il faut utiliser le fait que si xk est convergente, lim?xk “
?

lim xk. Nous allons prouver
cela « à la main » mais sachez que c’est une conséquence de la continuité de la fonction
t ÞÑ ?

t. Si la suite pxkq converge vers r ‰ 0, alors nous pouvons faire la manipulation
suivante en supposant que k est assez grand pour que |xk ´ r| ď ϵ :

|?xk ´
?
r| “

ˇ̌
ˇ̌p
?
xk ´?rqp?xk `?rq?

xk `?r
ˇ̌
ˇ̌

“
ˇ̌
ˇ̌ xk ´ r?
xk `?r

ˇ̌
ˇ̌

ď |xk ´ r|?
r

ď ϵ?
r

(97.33)EqInegssqrtLimCOnEqInegssqrtLimCOn

où nous avons tenu compte du fait que ?xk ` ?r ě ?r. Pour tout ϵ ą 0, il existe un
K tel que k ą K implique les inégalités (97.33). Si ϵ1 est donné, il suffit de prendre
ϵ ă ?rϵ1 pour obtenir

|?xk ´
?
r| ď ϵ1. (97.34)

(3c) Si nous comparons les suites

xk “
ˆ

1` 1
k

˙k
et yk “

ˆ
1` 1

2k

˙k
, (97.35)

nous voyons que x2k “
`
1` 1

2k
˘2k, et donc yk “ ?x2k. Or, il est évident que la limite

de la suite px2kq est la même que la limite de la suite pxkq.
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(3d) Il faut essayer de transformer 1´ 1
k en 1` 1

k . Pour cela, on voit que

yk “
ˆ

1´ 1
k

˙k
“
ˆ
k ´ 1
k

˙k
“
ˆ

k

k ´ 1

˙´k
. (97.36)

Étant donné que k ą k ´ 1, nous exprimons k
k´1 sous la forme 1` x, et nous trouvons

yk “
ˆ

1` 1
k ´ 1

˙´k
“
ˆ

1` 1
k ´ 1

˙´k`1 ˆ
1` 1

k ´ 1

˙´1
Ñ 1{e (97.37)

par la règle du produit de deux suites convergentes, et le fait que limp1{xkq “ 1{ limpxkq.

97.2.1 Suites définies par récurrence

Exercise 18 exo0021

Soient a et b deux nombres réels fixés. Définissons la suite pxnq comme suit : x1 “ a, x2 “ b et,
pour n ą 2, xn est la moyenne des deux termes précédents, c’est-à-dire, xn “ 1

2 pxn´2 ` xn´1q.
(1) Faites un dessin (Aide : supposez a ă b et pensez aux points milieux).
(2) Prouvez (par induction) que

xn`1 ´ xn “
ˆ
´1

2

˙n´1
pb´ aq

(3) Montrez que

xn`1 ´ x1 “
«

nÿ

k“1

ˆ
´1

2

˙k´1
ff
pb´ aq

(4) Prouvez que xn Ñ pa`2bq
3 .

corr0021

Correction of the exercise 18Dessin, un jour peut-
être. . . (1)

(2) Nous avons

xn`2 ´ xn “ xn ´ xn`1
2 ´ xn`1 “ ´1

2pxn`1 ´ xnq. (97.38)

(3) Nous avons

xn`1 ´ x1 “ xn`1 ´ xn ` xn ´ xn´1 ` xn´1 ´ . . .` x3 ´ x2 ` x2 ´ x1 (97.39)

que l’on regroupe deux à deux pour obtenir le résultat.
(4) Si nous posons q “ ´1{2, nous avons, en utilisant le résultat précédent, que

xn`1 “
˜
n´1ÿ

k“0
qk

¸
pb´ aq ` a (97.40)

où nous avons utilisé le fait que
řn
k“1 q

k´1 “ řn´1
k“0 q

k. Maintenant, il faut savoir prendre
la limite, c’est-à-dire sommer cette série géométrique. Cela se fait en lisant wikipedia : la
somme d’une série géométrique de raison q est 1{p1´ qq. De là, la conclusion vient aisément.

Correction alternativeToujours pas de des-
sin :-( (1)

http://fr.wikipedia.org/wiki/S�rie_g�om�trique
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(2) Nous voulons montrer pour tout n ě 1 la proposition

P pnq ” xn`1 ´ xn “
ˆ
´1

2

˙n´1
pb´ aq.

La proposition P p1q est vraie, on trouve b´ a “ b´ a. Supposons P piq vraie pour i ě 1 fixé.
Nous avons alors successivement

xi`2 ´ xi`1 “ 1
2pxi ` xi`1q ´ xi`1

“ ´1
2 pxi`1 ´ xiq

“ ´1
2

ˆ
´1

2

˙i´1
pb´ aq car P pi` 1q est supposée vraie

“
ˆ
´1

2

˙i
pb´ aq

ce qui est exactement la relation P pi` 1q. Par le principe de récurrence, P pnq est vraie pour
tout naturel n ě 1, ce qu’on voulait démontrer.

(3) On veut une égalité sur xn`1´x1, cest-à-dire la différence entre deux termes éloignés dans la
suite. L’astuce usuelle dans ce cas est de faire apparaitre les différences des termes successifs :

xn`1 ´ x1 “ xn`1 ` p´xn ` xnq ` p´xn´1 ` xn´1q ` . . .
` p´x3 ` x3q ` p´x2 ` x2q ´ x1

“ pxn`1 ´ xnq ` pxn ´ xn´1q ` pxn´1 ` . . .
´ x3q ` px3 ´ x2q ` px2 ´ x1q

“
nÿ

i“1
pxi`1 ´ xiq

“
nÿ

i“1

«ˆ
´1

2

˙i´1
pb´ aq

ff

“
nÿ

i“1

«ˆ
´1

2

˙i´1
ff
pb´ aq

ce qui prouve l’égalité souhaitée.
(4) On se rappelle de la formule de la série géométrique

iÿ

k“0
qk “ 1´ qi`1

1´ q

ce qui, appliquée au cas qui nous intéresse, donne (avec q “ ´1{2)

xn`1 “ x1 `
nÿ

i“1

«ˆ
´1

2

˙i´1
ff
pb´ aq (regardez bien les indices !)

“ x1 ` 1´ p´1
2qn

1´ p´1
2q
pb´ aq

“ x1 ` 1´ p´1
2qn

3
2

pb´ aq

et, étant donné que
ˇ̌´1

2
ˇ̌ ă 1, en passant à la limite on a

lim
nÑ8p´

1
2q
n “ 0
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ce qui montre que

lim
nÑ8pxn`1q “ x1 ` 1´ 0

3
2
pb´ aq “ a` 2

3pb´ aq “
2
3b`

1
3a

qui est le résultat attendu.
Exercise 19 exo0022

Démontrez que la suite définie par la récurrence suivante est convergente et calculez sa limite

xk “ 1
1` xk´1

, x1 “ 1. (97.41)

Pour ce faire, ItemAExo0022

(1) Trouvez un candidat limite en passant à la limite dans la relation de récurrence,
(2) déterminez quels termes de la suite sont plus grands ou plus petit que le candidat,
(3) montrez que la suite des termes plus grands et la suite des termes plus petits convergent

toutes deux vers la même limite,
(4) déduisez en que le candidat trouvé en (1) est bien la limite des xk. corr0022

Correction of the exercise 19
On obtient des candidats limite en appliquant les règles de calculs sur la relation de récurrence

xkp1 ` xk´1q “ 1. En effet, en supposant que la suite pxkq converge vers un réel x, alors ce réel
doit satisfaire xp1` xq “ 1 puisque les suites k ÞÑ xk et k ÞÑ xk´1 convergent toutes les deux vers
x. Ceci donne les deux candidats limite solutions de cette équation :

x´ “ ´1´?5
2 et x` “ ´1`?5

2 . (97.42)

Par récurrence, on prouve aisément (le faire !) que tous les termes de la suite sont strictement
positifs. Cela exclu la possibilité x´ qui est strictement négatif 3. Nous savons donc que si la limite
de la suite existe, alors cette limite est x`.

Vérifions d’abord si la suite ne serait pas bornée vers le haut ou vers le bas par x`. Supposons
que xk ă x`. Note que au moins x1 satisfait cette condition, donc nous ne travaillons pas dans le
vide. Nous avons alors 1` xk ě 1` x`, et donc

xk`1 “ 1
1` xk ď

1
1` x`

. (97.43)

Mais x` est justement solution de l’équation 1{p1` xq “ x, donc 1{p1` x`q “ x` et nous avons

xk`1 ď x` (97.44)

dès que xk ě x`. Inversement, nous trouvons que

xk`1 ě x` (97.45)

dès que xk ě x`. Donc la suite oscille en réalité autour de x`. Les termes impairs seront tous plus
petits que x` et les termes pairs seront tous plus grand que x`. Les suites px2kq et px2k`1q sont
donc à regarder séparément. Calculons pour voir si ces suites sont croissantes ou décroissantes :

xk`2 “ 1
1` 1

1`xk

“ xk ` 1
xk ` 2 , (97.46)EqNombreOrxkPlusDeuxEqNombreOrxkPlusDeux

et donc
xk`2 ´ xk “ ´x

2
k ` xk ´ 1
xk ` 2 . (97.47)

3. Une suite de réels strictement positifs peut avoir une limite nulle, mais pas strictement négative. . .méditez là
dessus.
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Le dénominateur est toujours positif, tandis que le signe du numérateur dépend de xk, et la valeur
de changement de signe n’est autre que x`. Pas mal hein !

Nous avons que
xk ą x` ñ xk`2 ă xk

xk ă x` ñ xk`2 ą xk
(97.48)

Donc la suite des px2kq est plus grande que x` et décroissante, tandis que la suite des x2k`1 est plus
petite que x` et décroissante. Or nous savons qu’une suite bornée et monotone est convergente.
Donc les deux suites sont convergentes.

D’après l’équation (97.46), nous avons xk`2pxk ` 2q “ xk ` 1, et donc la seule limite possible
vérifie xpx` 2q “ x` 1, dont la seule solution acceptable est, encore une fois, x`.

Nous sommes maintenant dans le cas d’une suite xk donc les deux sous-suites x2k et x2k`1 sont
convergentes et convergent vers la même limite, c’est-à-dire le cas de la question (1) de l’exercice
647 : la suite des xk converge vers x`.

97.3 Calcul de limites
SecCalcLimFHtQNu

Exercise 20 exo0023

Déterminez si les limites suivantes existent et dans l’affirmative calculez les en utilisant, si il y
a lieu, la règle de l’Hospital ou la règle de l’étau.

(1) limxÑ`8 x`1
x2`2

(2) limxÑ`8 sinpxq
x

(3) limxÑ0
sinpxq
x

(4) limxÑ`8 xn

ex

(5) limxÑ`8p1` a
xqx

(6) limxÑ0p 1
sinpxq ´ 1

xq
(7) limxÑ`8 cosp2πxq

Item0023h

(8) limxÑ`8 x
sinpxq`2 ` lnpxq cospxq

(9) limxÑ`8 lnpxqpsinpxq`2q
x

(10) limxÑ`8 x
1
x

(Sont présentés ici différents types de problèmes auxquels on peut être confronté lors du calcul
de limites de fonctions. Cet exercice est un exercice de drill : n’essayez pas de justifier à fond
chaque étape du calcul.) corr0023

Correction of the exercise 20
Nous allons faire un usage intensif (et sans justifications trop poussées) des choses dites autour

de la règle de l’Hospital.

(1) Nous commençons par mettre en évidence le plus haut degré de x au numérateur et au
dénominateur :

x` 1
x2 ` 2 “

x
`
1` 1

x

˘

x2
`
1` 2

x2

˘ “ 1` 1
x

x
`
1` 2

x2

˘ . (97.49)

Fixons ϵ ą 0, et considérons X1 tel que x ą X1 implique 1` 1
x ă 1` ϵ. Nous pouvons aussi

choisir X2 tel que x ą X2 implique x
`
1` 2

x2

˘
. En prenant le maximum de X1 et X2, nous

trouvons
1` 1

x

x
`
1` 2

x2

˘ ă 1` ϵ
M

. (97.50)

En prenant M arbitrairement grand, nous pouvons rendre cette fraction arbitrairement pe-
tite. La limite cherchée est donc zéro.

Other resolution
En utilisant la règle de l’Hospital, nous trouvons tout de suite

lim
xÑ8

x` 1
x2 ` 2 “ lim

xÑ8
1

2x “ 0. (97.51)
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(2) Le candidat limite n’est pas compliqué à deviner : c’est zéro parce que sinpxq reste borné
tandis que le x au dénominateur vient l’écraser. Nous avons très vite une majoration

ˇ̌
ˇ̌sinpxq

x

ˇ̌
ˇ̌ ă 1

x
Ñ 0. (97.52)

La limite est donc zéro. Notez que nous ne pouvons pas applique la règle de l’Hospital parce
que la limite limxÑ8 sinpxq n’existe pas.

(3) Ici par contre, la règle de l’Hospital fonctionne parce que limxÑ0 sinpxq existe, et vaut zéro.
Nous avons donc

lim
xÑ0

sinpxq
x

“ lim
xÑ0

cospxq
1 “ 1. (97.53)

(4) Si n est un entier positif, nous trouvons

lim
xÑ8

xn

ex
“ lim

xÑ8
nxn´1

ex
“ . . . “ lim

xÑ8
n!
ex
“ 0, (97.54)

en appliquant n fois la règle de l’Hospital. Dans le cas où n est un entier négatif, nous tombons
sur un cas 0 · 0 “ 0.

(5) Le changement de variable u “ x{a donne
´

1` a

x

¯x “
ˆ

1` 1
u

˙au
“
„ˆ

1` 1
u

˙uȷa
. (97.55)

En utilisant le fait que limtÑ8
`
1` 1

t

˘t “ e (voir la remarque à la page 141), nous trouvons
alors

lim
xÑ8

´
1` a

x

¯x “ ea. (97.56)

(6) En mettant au même dénominateur, nous trouvons un cas 0
0 qui peut se traiter en utilisant

deux fois la règle de l’Hospital :

lim
xÑ8

ˆ
1

sinpxq ´
1
x

˙
“ lim

xÑ0

ˆ
x´ sinpxq
x sinpxq

˙

“ lim
xÑ0

1´ cospxq
x cospxq ` sinpxq

“ lim
xÑ0

sinpxq
´x sinpxq ` cospxq ` cospxq

“ 0
2 “ 0.

(97.57)

(7) La limite n’existe pas parce que @X ą 0, Dx0, x1 ą X tels que cosp2πx0q “ 1 et cosp2πx1q “ 0.
(8) Nous savons que sinpxq ` 2 P r1, 3s, donc

x

sinpxq ` 2 ` lnpxq cospxq ą x

3 ` lnpxq cospxq ą x

3 ´ lnpxq, (97.58)

qui est un cas 8´8. Étudions la fonction

fpxq “ x

3 ´ lnpxq. (97.59)Eq0023ffracEq0023ffrac

La dérivée de f vaut f 1pxq “ 1
3´ 1

x ą 1
4 . La fonction fpxqmajore donc une droite de coefficient

directeur 1
4 et tend donc vers l’infini.

(9) Nous majorons d’abord | sinpxq ` 2| par 3, et puis nous appliquons la règle de l’Hospital :

lim
xÑ8

ˇ̌
ˇ̌ lnpxq

`
sinpxq ` 2

˘

x

ˇ̌
ˇ̌ ă lim

xÑ8 3lnpxq
x

“ lim
xÑ8

1{x
1 “ 0. (97.60)
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(10) Pour ce dernier, nous utilisons le passage par y “ elnpyq :

x1{x “ elnpx1{xq “ e
1
x

lnpxq. (97.61)

Mais nous savons déjà que limxÑ8 1
x lnpxq “ 0, donc la limite cherchée est e0 “ 1.

Other resolution
(1)

(2) lim
xÑ8

sinpxq
x

Par la règle de l’étau : ´1
x ď sinpxq

x ď 1
x . Comme 1

x tend vers 0 quand x tend vers 8, on a
limxÑ8 sinpxq

x “ 0
(3) limxÑ0

sinpxq
x

Un cas 0
0 . On peut donc appliquer la règle de l’Hospital :

lim
xÑ0

sinpxq
x

“H lim
xÑ0

cospxq
1 “ cosp0q “ 1

où dans la dernière limite on utilise le fait que la fonction cospxq est continue en 0.
(4) limxÑ8 xn

ex

Un cas 8
8 . On peut donc appliquer la règle de l’Hospital :

lim
xÑ8

xn

ex
“H lim

xÑ8
nxn´1

ex

“H lim
xÑ8

npn´ 1qxn´2

ex

“H . . .

“H lim
xÑ8

n!
ex

“ 0

(97.62)

où dans la dernière limite on utilise le fait que la fonction ex Ñ8 quand xÑ8, et n! reste
borné.

(5) limxÑ8p1` a
xqx

Ici, on transforme : p1` a
xqx “ ex lnp1` a

x
q. Comme l’exponentielle est continue, on peut passer

à la limite dans l’exponentielle, et l’exercice devient de calculer :

lim
xÑ8x lnp1` a

x
q “ lim

xÑ8
lnp1` a

xq
1
x

qui est un cas 0
0 . On a donc, par l’Hospital :

lim
xÑ8

lnp1` a
xq

1
x

“H lim
xÑ8

1{p1` a
xq´a

x2
´1
x2

“ a lim
xÑ8

1
p1` a

xq
“ a

Cet argument est valable quel que soit a, et le résultat final est donc

lim
xÑ8p1`

a

x
qx “ ea

(6)
(7) limxÑ8 cosp2πxq

On voit que cette fonction ne peut converger en l’infini. Pour le prouver, on peut par exemple
prendre deux manières différentes d’aller vers l’infini qui donneront deux limites différentes
de la fonction. Si on prend xk “ k, et yk “ 2k`1

2 , les deux suites tendent vers l’infini, mais
limkÑ8 cosp2πxkq “ 1 alors que limkÑ8 cosp2πykq “ ´1, ce qui prouve que la fonction ne
converge pas quand x tend vers l’infini.
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(8)
(9) limxÑ8 lnpxqpsinpxq`2q

x

Par la règle de l’étau :

lnpxq
x

ď lnpxqpsinpxq ` 2q
x

ď 3lnpxq
x

@x

et, limxÑ8 lnpxq
x “H limxÑ8 1{x

1 “ 0.
Exercise 21 exo0025

Calculez les limites suivantes :
(1) limxÑ`8 lnpxq

xa

(2) limxÑ`8 lnpxqa

xb

(3) limxÑ`8 ax

(4) limxÑ`8 a
1
x

où a et b sont des réels positifs. (Le but de ces exercices est, aussi, d’acquérir un peu de culture.
On y compare la croissance du logarithme et des polynômes) corr0025

Correction of the exercise 21

(1) limxÑ`8
lnpxq
xa

Si a ą 0 alors, par l’Hospital, nous trouvons limxÑ8 1
axa , dont la limite est nulle. Si a ď 0,

elle vaut tout aussi clairement l’infini.

(2) limxÑ`8
lnpxqa
xb

Dans le cas où a ou b est nul, le résultat ne fait aucun doute. Si a et b n’ont pas le même
signe, le numérateur et le dénominateur vont dans le même sens, et il n’y a aucun problèmes
non plus. Il ne reste donc qu’à étudier le cas où a et b sont strictement positifs (le cas négatif
se traite en passant à l’inverse). Pour tout x nous avons alors les inégalités

lnpxqtau

xb
ď lnpxqa

xb
ď lnpxqras

xb
. (97.63)Eq0025EtauGrandEq0025EtauGrand

où tau représente le plafond du réel a, et ras, son plancher. On calcule la limite du terme le
plus à gauche en appliquant tau fois la règle de l’Hospital. Ce qu’il faut calculer devient :

lim
xÑ`8

apa´ 1qpa´ 2q . . . pa´ ptau´ 1qq lnpxqa´tau

btauxb
.

On peut maintenant utiliser l’étau, en sachant que pour x suffisamment grand

0 ď lnpxqa
xb

ď lnpxq
xb

et nous avons vu à l’exercice précédent que cette dernière tend vers 0. Le terme le plus à
droite de (97.63) se traite de la même façon, et sa limite est également nulle. La règle de
l’étau conclut que

lim
xÑ`8

lnpxqa
xb

“ 0 (97.64)

lorsque a et b sont des réels strictement positifs.
(3) limxÑ`8 ax

Il y a trois cas possibles (on suppose a positif). Quels autres cas y aurait-il eu si on avait
admis a négatif ?

(3a) a ă 1. Nous avons xx ă ϵ dès que x ą logapϵq “ lnpϵq
lnpaq . La dernière expression est plus

grande que zéro dès que ϵ ă 1 et a ă 1.
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(3b) a “ 1. limxÑ`8 ax “ 1
Trivial

(3c) a ą 1. La dérivée de x ÞÑ ax est ax lnpaq. Étant donné que a ą 1, nous avons lnpaq ą 0
et ax ą 1 (dès que x est assez grand). La dérivée de ax majore donc lnpaq, et il existe
une constante c telle que la fonction x ÞÑ ax ` c soit plus grande que xÑ lnpaqx. Donc
limxÑ8 ax “ 8 lorsque a ą 1.

Other resolution
Pour le cas a ą 1. Par l’étau : ax “ p1` bqx ě 1` nx pour x ě n.

Exercise 22 exo0026

Déterminez, pour chacune des suites suivantes, si elle converge et dans l’affirmative calculez sa
limite.

(1) k ÞÑ cosp2πkq
(2) k ÞÑ cospπ3kq
(3) k ÞÑ kpa 1

k ´ 1q
où a est une réel. corr0026

Correction of the exercise 22

(1) La suite k ÞÑ cosp2kπq n’est en réalité autre que la suite constante xk “ 1. Elle converge
donc vers 1.

(2) Parmi les sous-suites de la suite k ÞÑ cospπ3πq, se trouvent les sous-suites constantes xk “
cospπ3 ` 2kπq et yk “ cosp4π

3 ` 2kπq ă 0. La suite ne peut donc pas converger.
(3) Nous étudions la limite de la fonction

fpxq “ x
`
a1{x ´ 1

˘
(97.65)

lorsque xÑ8. Nous tombons sur une indétermination 8ˆ 0 qui se lève en utilisant la règle
de l’Hospital. Attention : la règle de l’Hospital ne peut pas être utilisée telle quelle : il faut
utiliser fg “ f{p1{gq afin de retrouver un cas de type 0

0 . Le calcul est donc le suivant :

lim
xÑ8x

`
a1{x ´ 1

˘ “ lim
xÑ8

pa1{x ´ 1q
1{x

“ lim
xÑ8

´a1{x lnpaq
x2

´1{x2

“ lim
xÑ8 a

1{x lnpaq
“ lnpaq.

(97.66)

Exercise 23 exo0027

Déterminez si la limite de chacune des suites suivantes existe et dans l’affirmative calculez la.
(1) limkÑ`8pak`1

k qk
(2) limkÑ`8 k

sinp π
5 kq`1 ` lnpkq cospπ5kq

(3) limkÑ`8
lnpkqpsinp π

3 kq`1q
k

(4) limkÑ`8 3k
?
kp1` 1

3k q3k
où a est un réel. corr0027

Correction of the exercise 23
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(1) limkÑ8
`
ak`1
k

˘k. Cette limite se calcule en essayant de se ramener à la limite qui définit
l’exponentielle. Pour ce faire, nous calculons

lim
kÑ8

ˆ
ak ` 1
k

˙k
“ lim

kÑ8

ˆ
a
`
1` 1{a

k

˘˙k “ e1{a lim
kÑ8 a

k. (97.67)

Si |a| ă 1, alors ak Ñ 0 et la limite est zéro. Si a ă ´1, l’alternance de signe empêche de
trouver une limite. Dans ce cas, nous ne pouvons que déterminer une limite supérieure et
une limite inférieure. Si a ą 1, nous avons ak Ñ8 et donc la limite recherchée est l’infini.
Ici nous avons implicitement utilisé les résultats de l’exercice 11.

(2) limkÑ`8 k
sinp π

5 kq`1 ` lnpkq cospπ5kq. Étant donné que sinpπk{5q n’est jamais égal à ´1, le
premier terme est toujours bien défini, et toujours positif. En réalité, ce premier terme est
même toujours plus grand que k

2 . Le limite que nous cherchons est donc plus grande que celle
de k

2 ` lnpkq cos
`
πk
5
˘
. Cette dernière limite vaut l’infini par la règle de l’étau :

k

2 ´ lnpkq ď k

2 ` lnpkq cos
ˆ
kπ

5

˙
ď k

2 ` lnpkq. (97.68)

L’expression la plus à droite tend clairement vers l’infini, tandis que celle la plus à gauche
tend également vers l’infini en vertu du travail fait en dessous de l’équation (97.59) dans la
correction de la question (8) l’exercice 20.

(3) limkÑ`8
lnpkq

`
sinp π

3 kq`1
˘

k . Si nous majorons la quantité sinpxq ` 1 par 2, et nous trouvons

lim
kÑ8

lnpkq psinpkπ{3q ` 1q
k

ď lim
kÑ8

2 lnpkq
k

“ 0. (97.69)

(4) limkÑ`8 3k
?
kp1 ` 1

3k q3k. D’abord, la suite
`
1` 1

3k
˘3k est une sous-suite de

`
1` 1

l

˘l qui
converge vers e. Ensuite, nous avons 3k

?
k “ 3

a
k
?
k, dont la limite est 1 en vertu de la

troisième suite particulière de la page 47 du cours.
Au final, la limite est e.

97.3.1 Limites à deux variables

Exercise 24 exo0028

Déterminez si les limites suivantes existent et dans l’affirmative calculez les.

(1) limpx,yqÑp0,0q x2y
x4`y6`1

(2) limpx,yqÑp0,0q xy5

x6`y6

(3) limpx,yqÑp0,0q x
2´xy`3y3?
x2`y2

(4) limpx,yqÑp0,0q
lnp3x4`x2`y2q

x2`y2
Item0028e

(5) limpx,yqÑp0,1q
sinp3x3`x2`y2´2y`1q

x2`y2´2y`1

(6) limpx,yqÑp0,0q x´y
lnpx2`y2`1q

(7) limpx,yqÑp1,1q x´y
lnpx2`y2´1q

(8) limpx,yqÑp0,0q xy2

x2`y4
corr0028

Correction of the exercise 24

(1) limpx,yqÑp0,0q
x2y

x4 ` y6 ` 1
Cette fonction est le quotient de deux polynômes. Le polynôme au dénominateur est non nul
en p0, 0q, donc la fonction est continue en p0, 0q, et

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ fp0, 0q “ 0. (97.70)

Nous avons utilisé le fait qu’une fonction est continue en un point si et seulement si elle vaut
sa limite en ce point.
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(2) limpx,yqÑp0,0q
x2 ´ xy ` y3
a
x2 ` y2

On va appliquer la règle de l’étau trois fois, aux trois fonctions :

x2
a
x2 ` y2

,
|xy|a
x2 ` y2

,
|y3|a
x2 ` y2

x2
a
x2 ` y2

ď x2 ` y2
a
x2 ` y2

“ a
x2 ` y2 ÝÑpx,yqÑp0,0q 0

|xy|a
x2 ` y2

ď |y|ax2 ` y2
a
x2 ` y2

“ |y| ÝÑpx,yqÑp0,0q 0

|y|3a
x2 ` y2

ď |y|px2 ` y2qa
x2 ` y2

“ |y|ax2 ` y2 ÝÑpx,yqÑp0,0q 0

ce qui prouve que limpx,yqÑp0,0q
x2 ´ xy ` y3
a
x2 ` y2

“ 0

Other resolution
Considérons une boule de rayon ϵ autour de p0, 0q. Tout point à l’intérieur de cette boule est
de la forme pr cos θ, r sin θq avec r P r0, ϵs et θ P r0, 2πs. Sur un tel point, la fonction vaut

ˇ̌
ˇ̌r

2 cos2 θ ´ r2 cos θ sin θ ` 3r3 sin3 θ

r

ˇ̌
ˇ̌ “ r

ˇ̌
cos2 θ ´ cos θ sin θ ` 3r sin3 θ

ˇ̌

ď 5r ď 5ϵ.
(97.71)

La fonction est donc bornée par 5ϵ dans la boule de rayon ϵ, et converge donc vers zéro.

(3) limpx,yqÑp0,0q
x´ y

lnpx2 ` y2 ` 1q
Nous allons appliquer la méthode décrite au point 12.19. L’ensemble des valeurs que f atteint
dans une boule de rayon δ autour de p0, 0q se calcule en utilisant les coordonnées polaires. En
effet, tout point de cette boule s’écrit sous la forme px, yq “ pr cos θ, r sin θq pour r P r0, δs et
θ P r0, 2πs. Nous avons donc

Eδ “
␣rpcos θ ´ sin θq

lnpr2 ` 1q
(
rPs0,δs
θPr0,2πs

. (97.72)

Remarquez que nous avons volontairement écrit r Ps0, δs en excluant le 0 de l’intervalle. De
toutes façons, f n’existe pas en p0, 0q. Notons tout de suite que pour tout δ, la valeur 0 est
dans Eδ, en prenant sin θ “ cos θ.
Voyons ce que nous pouvons trouver d’autre dans cet ensemble. Il est assez naturel, pour des
questions de facilité, d’essayer avec sin θ “ 0 et cos θ “ 1. Pour tout δ, l’ensemble Eδ contient
tout les nombres

r

lnpr2 ` 1q (97.73)

avec r Ps0, δs. Il n’est pas très difficile, en utilisant la règle de l’Hopital de voir que

lim
rÑ0

r

lnpr2 ` 1q “ 8. (97.74)

L’ensemble Eδ contient donc des valeurs arbitrairement élevées en même temps que 0. Il ne
peut donc pas y avoir convergence.

Other resolution
Bien que x

lnpxq ÝÑxÑ0` 1, on va voir que la limite n’existe pas ici. Prenons deux manières

de tendre vers p0, 0q qui donneront deux limites pour f différentes. Ceci suffira pour prouver
que la fonction n’admet pas de limite en p0, 0q.

http://fr.wikipedia.org/wiki/R�gle_de_L'H�pital
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x “ 0, y Ñ 0` limpx,yqÑp0,0q
x´ y

lnpx2 ` y2 ` 1q “ ´ limyÑ0`

y

lnp1` y2q
“H ´ lim 1` y2

2y “ ´8
xÑ 0`, y “ 0 limpx,yqÑp0,0q

x´ y
lnpx2 ` y2 ` 1q “ limxÑ0`

x

lnp1` x2q
“H lim 1` x2

2x “ `8

(4) limpx,yqÑp1,1q
x´ y

lnpx2 ` y2 ´ 1q
Passer en coordonnées polaires demande de poser x “ 1 “ r cos θ et y “ 1 ` r sin θ. Nous
trouvons donc l’expression suivante pour fpr, θq (où le centre des coordonnées polaires est
p1, 1q, et non p0, 0q) :

rpcos θ ´ sin θq
ln
`
r2 ` 2rpcos θ ` sin θq ` 1

˘ . (97.75)

Avec θ “ π{4, nous trouvons que cela vaut toujours 0, ce qui prouve que dans tout voisinage
de p1, 1q, la fonction fpx, yq prend la valeur zéro. En prenant cos θ “ 1 et sin θ “ 0, nous
trouvons par contre

fprq “ r

lnpr2 ` 2r ` 1q “
r

2 lnpr ` 1q , (97.76)

donc la limite pour r Ñ 0 vaut 1. Cela prouve que, en choisissant un voisinage de p1, 1q assez
petit, la fonction f prend des valeurs arbitrairement proches de 1. Cela rend impossible la
condition (12.510) pour quelque l que ce soit.

Other resolution
Prenons deux manières de tendre vers p1, 1q qui donneront deux limites pour f différentes.
Ceci suffira pour prouver que la fonction n’admet pas de limite en p1, 1q.

x “ 1, y Ñ 1 limpx,yqÑp1,1q
x´ y

lnpx2 ` y2 ´ 1q “ limyÑ1
1´ y
lnpy2q

“H lim ´1
´2y{y2 “ 1

2

xÑ 1, y “ 1 limpx,yqÑp1,1q
x´ y

lnpx2 ` y2 ´ 1q “ limxÑ1
x

lnpx2q
“H lim 1

´2x{x2 “ ´1
2

(5) limpx,yqÑp0,0q
xy2

x2 ` y4

Prenons deux manières de tendre vers p0, 0q qui donneront deux limites pour f différentes.
Ceci suffira pour prouver que la fonction n’admet pas de limite en p0, 0q.

x “ y2 limpx,yqÑp0,0q
xy2

x2 ` y4 “ limyÑ0
y4

2y4 “ 1
2

x “ 0, y Ñ 0 limpx,yqÑp0,0q
xy2

x2 ` y4 “ limyÑ0
0
y4 “ 0

Exercise 25 exo0029

Démontrer que les limites suivantes n’existent pas :
(1) limpx,yqÑp0,0q x2y

x3`y3

(2) limpx,yqÑp1,1q tanpπpxy2 qq
(3) limpx,yqÑp1,0q 1

2x`y2´2

(4) limpx,yqÑp1,0q cos
´

1
|x´1|y

¯
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corr0029

Correction of the exercise 25
(1) Nous avons fp0, yq “ 0, tandis que fpx, xq “ 1{2, donc il n’y a pas convergence.
(2) La tangente de π{2 n’est pas définie, mais on sait que la limite à gauche vaut `8, tandis

que la limite à droite vaut ´8. Nous allons jouer là-dessus pour prouver que la limite
proposée n’existe pas. Ce qu’il faut faire, c’est trouver deux chemins γi : r0, 1s Ñ R2 tels que
γ1p1q “ γ2ptq “ p1, 1q, mais tels que limtÑ1pf ˝ γ1qptq ‰ limtÑ1pf ˝ γ2qptq.
Les chemins

γ1ptq “ p1, tq
γ2ptq “ p1, 2´ tq (97.77)

font l’affaire. Toute la subtilité était de mettre y Ñ 1 avec dans un cas y ą 1 et dans l’autre
cas, t ă 1.

(3) Ici encore, on peut trouver un chemin qui fait tendre vers `8 et un autre qui fait tendre
vers ´8. Cela est d’ailleurs souvent le cas lorsqu’on est en présence d’un cas 1{0 : on peut
souvent trouver un chemin qui fait 1{ ` 0 et un chemin qui fait 1{ ´ 0.
Ici, nous prenons γ1ptq “ pt, 0q, donc

f
`
γ1ptq

˘ “ 1
2t´ 2 Ñ ´8, (97.78)

tandis qu’avec γ2ptq “ p2´ t, 0q, nous trouvons

pf ˝ γ2qptq “ 1
2p2´ tq ´ 2 Ñ8. (97.79)

(4) Cette fois, le x ne peut rien pour faire basculer le signe du dénominateur. Nous prenons donc
un chemin où y Ñ 0 par les négatifs, et un chemin avec y Ñ 0 par les positifs, par exemple
γ1ptq “ pt, 1´ tq et γ2ptq “ pt,´1` tq.

Exercise 26 exo0030

Calculer les limites suivantes si elles existent (un changement de variables peut vous simplifier
la vie) :

(1) limpx,yqÑp1,3q
sinppx´1q4`px´1q2`y2´6y`9q

px´1q2`py´3q2

(2) limpx,yqÑp1,1q
px´yqpx`yq

x3`x2y´y2x`y3`2

(3) limpx,yqÑp0,0q x2`y2

2x2`y2`x3

(4) limpx,yqÑp0,0q tan
”
π
2

2x2`2y2

x2`y2`x3

ı

corr0030

Correction of the exercise 26
(1) Le changement de variable est assez visible : u “ x ´ 1 et v “ y ´ 3. Dans les nouvelles

variables, la limite à trouver est

lim
pu,vqÑp0,0q

´ sinpu4 ` u2 ` v2q
u2 ` v2 . (97.80)

Cet exercice est maintenant similaire à l’exercice 24(5). Afin de faire apparaitre sinpxq{x,
nous multiplions et divisons l’expression par u4 ` u2 ` v2, et nous arrivons sur

lim
pu,vqÑp0,0q

u4 ` u2 ` v2

u2 ` v2 “ lim u4

u2 ` v2 ` lim u2 ` v2

u2 ` v2looooomooooon
“1

. (97.81)

La première limite se calcule comme d’habitude, par passage aux coordonnées polaires, et
elle vaut 0. Au final, nous nous retrouvons avec 1 · p1` 0q “ 1.
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(2) Ici, le dénominateur vaut 4 en px, yq “ p1, 1q, donc la fonction est continue dans un voisinage
de ce point. Pas de problèmes, la limite est zéro.

(3) Un passage en polaire et une simplification par r2 amène l’expression

1
cos2pθq ` 1` r cos3pθq . (97.82)

Remarquons que quelle que soit la valeur de r, avec θ “ π{2, nous trouvons que cela vaut 1,
tandis qu’avec θ “ 0, cette expression est plus petite que 1{2. Donc, dans n’importe quelle
boule centrée en p0, 0q, la fonction prend au moins une fois la valeur 1 et une fois une valeur
plus petite que 1{2. Cela prouve que la limite n’existe pas.

(4) Regardons ce qu’il se passe dans la tangente. En passant aux coordonnées polaires, nous
trouvons que

lim
px,yqÑp0,0q

2px2 ` y2q
x2 ` y2 ` x3 “ lim

rÑ0

2
1` r cos3pθq “ 2. (97.83)

Étant donné que celle limite existe (et vaut 2), la limite demandée vaut tanpπq “ 0.
Exercise 27 exoLimSup0001

Supposons que ai (i “ 1, 2, 3, 4) sont des fonctions C8 de R2 dans R. Pour les fonctions
suivantes, représentez dans le plan leur domaine de définition(s) et écrivez les limites qu’il faudra
étudier pour déterminer leur continuité sur R2 :

(1)

fpx, yq “
#
a1 si x ą 0
a2 si x ď 0

(97.84)

(2)

fpx, yq “
#
a1 si x ą 0
a2 sinon

(97.85)

(3)

fpx, yq “
#
a1 si x “ y

a2 sinon
(97.86)

(4)

fpx, yq “
#
a1 si x ą ey

a2 sinon
(97.87)

(5)

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

a1 si x ą 0, y ą 0
a2 si x ě 0, y ď 0
a3 si x ă 0, y ă 0
a4 sinon

(97.88)

(6)

fpx, yq “

$
’&
’%

a1 si xy ą 0
a2 si xy ă 0
a3 sinon

(97.89)

97.4 Limite et continuité
Exercise 28 exocontinueSupl1

Donner quand c’est possible un exemple de fonction
(1) continue sur r0, 1s
(2) continue sur s0, 1r et non continue sur r0, 1s
(3) continue sur r0, 1s telle que f |s0,1s “ 1

x

(4) continue nulle part sur r0, 1s
corrcontinueSupl1

Correction of the exercise 28
(1) La fonction constante fpxq “ 0
(2) La fonction

fpxq “
#

1 si x “ 0 ou six “ 1
0 sinon.

(97.90)
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(3) Impossible : quelle que soit la valeur réelle mise en zéro, il y aura toujours un point où fpxq
sera plus grande que cette valeur dans tout voisinage de x “ 0.

(4) La fonction

fpxq “
#

1 si x P Q
0 si x R Q (97.91)EqSupl1DirichEqSupl1Dirich

Celle-là, c’est un classique, ne l’oubliez pas !

Exercise 29 exocontinueSupl2

Donner une définition précise et illustrer par un exemple.
(1) f n’est pas continue en a.
(2) g est un prolongement continu de f .
(3) limxÑa fpxq n’existe pas.

corrcontinueSupl2

Correction of the exercise 29
Pour les définitions précises, voir cours. Voici des exemples.

(1) N’importe quelle fonction qui fait un saut en la valeur a, ou qui y tend vers l’infini. Par
exemple fpxq “ 1

x´a .

(2) La fonction fpxq “ x2´1
x´1 n’existe pas en x “ 1. La fonction gpxq “ x` 1, toutefois, est égale

à f partout et est continue en x “ 1.
(3) La fonction (97.91) fait évidement l’affaire. Moins tordu, on peut prendre n’importe quelle

fonction non continue en a.
Exercise 30 exo0031

A partir de la définition, prouver la continuité des fonctions suivantes :

cosx, sin x, ex, ln x

Indice : utiliser : 1´ nx ď p1´ xqn ď 1´ nx
1`pn´1qx si 0 ă x ă 1.

corr0031

Correction of the exercise 30
Pas de corrections pour cet exercice. Ça fait appel à des séries et tout ça . . . La marge est trop étroite pour ré-

pondre à ces questions, mais c’est
une chose à creuser.Au delà de l’exercice de calcul qu’il représente, cet énoncé donne l’occasion de réfléchir au sens

de la vie de ce qu’on fait quand on démontre quelque chose. Le point crucial de cet exercice est
« à partir des définitions ». Mais quelle est la définition de cospxq ? Quelle est la définition de « un
angle de x radians » ? Quelle est la définition de la longueur d’un arc de courbe ou de l’aire d’une
surface définie par une telle courbe ?

Exercise 31 exo0032

Déterminez l’ensemble des points où les fonctions suivantes sont continues et celui où elles sont
dérivables. Prouvez soigneusement vos résultats.

(1) xÑ x

(2) xÑ |x|
(3) xÑ

" 1
x si x “ 0
0 sinon

(4) xÑ x2
corr0032

Correction of the exercise 31

(1) La fonction R Ñ R : x ÞÑ x est partout dérivable et partout continue. Cela a été démontré
à titre d’exemple dans la partie rappels.
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(2) La fonction x ÞÑ |x| est continue sur R et dérivable sur Rzt0u. Commençons par montrer la
non-dérivabilité en 0.
Analysons la limite suivante

lim
xÑ0

|x| ´ |0|
x´ 0 “

$
&
%

limxÑ0
xą0

|x|
x “ limxÑ0

xą0
x
x “ limxÑ0

xą0
1 “ 1

lim
xÑ0
xă0

|x|
x “ limxÑ0

xă0
´x
x “ limxÑ0

xă0
´1 “ ´1 (97.92)

On observe que deux restrictions de cette limite fournissent deux valeurs différentes, ce qui
montre que la limite n’existe pas ; la fonction n’est donc pas dérivable en 0.
Montrons la continuité en 0, c’est-à-dire

lim
xÑ0

|x| “ |0| “ 0

ce qui, par définition, équivaut à

@ϵ ą 0, Dδ ą 0 : @x P R |x´ 0| ă δ ñ ||x| ´ |0|| “ |x| ă ϵ

qui est vérifiée pour δ def“ ϵ.
Reste à voir la dérivabilité en x “ a ‰ 0. Pour fixer les idées, prenons a ă 0 et choisissons
une boule B autour de a, complètement contenue dans R´ (c’est possible car a ă 0). La
notion de limite étant locale, nous avons :

lim
xÑa

|x| ´ |a|
x´ a “ lim

xÑa
xPB

´x´ p´aq
x´ a “ ´1

où on a utilisé le fait que a, x P R´ pour avoir |x| “ ´x et |a| “ ´a. Dès lors la dérivée en
a ă 0 existe et vaut ´1 ; un argument similaire montre que la dérivée en a ą 0 existe et vaut
1.

(3) Voyons que la fonction, notons-la f , n’est pas continue (donc pas dérivable) en 0. En effet,
la limite

lim
xÑ0
xą0

fpxq “ lim
xÑ0
xą0

1
x
“ `8

n’est pas égale à fp0q “ 0.
Il n’est pas nécessaire de tester la dérivabilité en zéro : si elle n’est pas continue, elle n’est
pas dérivable. Pour les curieux, calcul suivant prouve néanmoins directement que la fonction
n’est pas dérivable en zéro :

lim
ϵÑ0

fpϵq ´ fp0q
ϵ

“ lim
ϵÑ0

ϵ sinp1
ϵ q ´ 0
ϵ

“ lim
ϵÑ0

sinp1
ϵ
q, (97.93)

qui n’est pas définie.
Par contre, f est dérivable en tout point a P Rzt0u, car dans une boule assez petite autour
de a, fpxq “ 1

x est dérivable. Or la dérivabilité est une notion locale, donc f est dérivable en
a ‰ 0, et donc également continue.

(4) Montrons que x ÞÑ x2 est dérivable sur R2. En effet si a P R, alors

lim
xÑa
x‰a

x2 ´ a2

x´ a “ lim
xÑa
x‰a
px` aq “ 2a

donc la dérivée existe en tout point a P R et vaut 2a.
Remarquons que cela colle avec la formule usuelle :

px2q1 “ 2x
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Exercise 32 exo0033

Quelques questions sur les polynômes.
(1) Prouver que les seules fonctions polynomiales (à coefficients réels) prxs telles que, pour tout

x ą 0, prxs{x2 P r2, 3s sont de la forme prxs “ Ax2 pour A une constante réelle.
(2) Donner un exemple de fonction continue f : r0,8q Ñ Rn qui n’est pas un polynôme mais

telle que, @x ą 0,
2 ď fpxq

x2 ď 3.
corr0033

Correction of the exercise 32
(1) Notons

ppxq “ a0 ` a1x` a2x
2 ` a3x

3 ` ¨ ¨ ¨ ` anxn
avec an ‰ 0, de sorte que (en appliquant les règles de calculs)

lim
xÑ0
xą0

ppxq
x2 “

#
˘8 si a0 ou a1est non-nul
a2 si a0 “ a1 “ 0

Dans le premier cas, le signe ˘ dépend des signes de a0 et a1. De la même manière (en
mettant le terme de plus haut degré en évidence pour pouvoir calculer la limite)

lim
xÑ`8
xą0

ppxq
x2 “

$
’&
’%

`8 si n ą 2etan ą 0
´8 si n ą 2 et an ă 0
a2 si n “ 2

Ceci montre que la fonction ppxq ˜ x prendra des valeurs arbitrairement grande (en valeur
absolue) en s’approchant de 0 et de `8, sauf si a0 “ a1 “ 0 et n “ 2, c’est-à-dire si
ppxq “ a2x2.

(2) Par exemple x2 sinpxq`5
2 .

Exercise 33 exo0034

Soit f une fonction continue de Rn dans Rn. Supposons que (i) fp1q “ 1 et que (ii) fpx` yq “
fpxq ` fpyq pour tout x et y réel.

(1) Prouver que fpxq “ x pour tout rationnel x ą 0.
(2) Prouver que fp0q “ 0 et que fp´xq “ ´fpxq pour tout x dans Rn.
(3) Prouver que fpxq “ x pour tout x réel.

corr0034

Correction of the exercise 33
(1) Si p

q est un quotient d’entiers strictement positifs, alors

qfpp
q
q “ fpp

q
q ` ¨ ¨ ¨ ` fpp

q
q

loooooooooomoooooooooon
q fois

“ fpp
q
` . . .` p

qlooooomooooon
q fois

q

“ fpq p
q
q “ fppq “ fp1` . . .` 1looooomooooon

p fois

q

“ fp1q ` ¨ ¨ ¨ ` fp1qlooooooooomooooooooon
p fois

“ p fp1q “ p

donc fppq q “ p
q .
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(2) On trouve fp0q “ fp0 ` 0q “ fp0q ` fp0q “ 2fp0q donc fp0q “ 0. Par ailleurs, pour x P R,
on a

0 “ fp0q “ fpx` p´xqq “ fpxq ` fp´xq.
(3) On a montré que si r ă 0 est un rationnel, alors ´r ą 0 donc fp´rq “ ´r d’après le premier

point, or fprq “ ´fp´rq d’après le point précédent, donc fprq “ r. Par ailleurs, si x est un
réel quelconque, il existe une suite pr1, r2, . . .q de rationnels qui tend vers x. Dès lors

x “ lim
iÑ`8 ri “ lim

iÑ`8 fpriq “ f

ˆ
lim
iÑ`8 ri

˙
“ fpxq,

parce que la continuité de f permet d’inverser la limite et f . Ceci prouve le résultat demandé.

Exercise 34 exo0036

Étudiez la continuité, la dérivabilité et la continuité de la dérivée de chacune des fonctions
suivantes :

(1) x ÞÑ
# 2x`a

1`e 1
x

si x “ 0
0 sinon

(2) x ÞÑ
" sinpxq

x si x “ 0
1 sinon

(3) x ÞÑ
#
e

´1
x si x ą 0

0 sinon

(4) r´1
2 ,

1
2 s Ñ R : xÑ

" p sinp2xq
x qx`1 si x “ 0

1 sinon
où a et b sont des réels. corr0036

Correction of the exercise 34
Comme pour l’exercice précédent, toutes ces fonctions sont clairement continues, dérivables et

à dérivée continue sur R0 (attention cependant à la dernière fonction !). La question intéressante
est donc de savoir ce qu’il se passe en 0.

(1) Notons f cette fonction. On observe que

lim
xÑ0

fpxq “
$
&
%

limxÑ0
xą0

2x`a
1`e 1

x
“ 0

limxÑ0
xă0

2x`a
1`e 1

x
“ a

en utilisant les règles de calculs. La différence entre les deux résultats provient du fait que
limxÑ0 e1{x vaut soit 8 soit 0 suivant que xÑ 0 en venant par les positifs ou par les négatifs.
Donc f est continue en 0 si et seulement si le paramètre a “ 0.
Regardons la dérivabilité de f en 0 lorsque a “ 0. On obtient :

lim
xÑ0

fpxq
x

“
$
&
%

limxÑ0
xą0

2
1`e 1

x
“ 0

limxÑ0
xă0

2
1`e 1

x
“ 2

et donc la fonction n’est pas dérivable en 0.
(2) Notons f cette fonction. On sait déjà que

lim
xÑ0
x‰0

fpxq “ lim
xÑ0
x‰0

sin x
x

“ 1 “ fp0q

ce qui prouve que f est continue en 0.
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En fait f est dérivable en 0 puisque, en utilisant deux fois la règle de l’Hopital,

lim
ϵÑ0

fpϵq ´ fp0q
ϵ

“ lim
ϵÑ0

sinpϵq ´ ϵ
ϵ2

“ lim
ϵÑ0

cospϵq ´ 1
ϵ

“ lim
ϵÑ0

´ sinpϵq
1

“ 0,

(97.94)

c’est-à-dire f 1p0q “ 0.
Par ailleurs si x ‰ 0, les formules usuelles de dérivation donnent

f 1pxq “ x cospxq ´ sinpxq
x2

et la continuité de la dérivée revient alors à étudier la continuité de

f 1pxq “
#
x cospxq´sinpxq

x2 si x ‰ 0
0 si x “ 0

via les méthodes usuelles. Calculons donc grâce à l’Hospital :

lim
xÑ0
x‰0

x cospxq ´ sinpxq
x2 “ lim

xÑ0
x‰0

cospxq ´ x sinpxq ´ cospxq
2x “ lim

xÑ0
x‰0

´ sinpxq
2 “ 0

ce qui prouve que f 1 est bien continue en 0.
En fait, la fonction sinpxq

x est même infiniment dérivable en 0, et analytique.
(3) Notons f cette fonction. Montrons que f est dérivable en 0. En effet, en appliquant encore

la règle de l’Hospital (notez l’astuce de calcul pour éviter de tourner en rond) :

lim
xÑ0
x‰0

fpxq
x

“
$
&
%

limxÑ0
xą0

e
´1
x

x “ limxÑ0
xą0

1
x

e
1
x
“ limxÑ0

xą0
1
e

1
x
“ 0

limxÑ0
xă0

0 “ 0

ce qui prouve bien la dérivabilité en 0.
Par ailleurs, on trouve évidemment avec les règles de calculs :

f 1pxq “
#

1
x2 e

´1
x si x ą 0

0 si x ď 0

et, toujours grâce à l’Hospital (avec la même astuce de calcul), on voit que cette fonction est
également continue en 0.
En fait, cette fonction est indéfiniment dérivable, et toutes ses dérivées en 0 sont nulles malgré
que la fonction elle-même soit non nulle pour x ą 0 ; en d’autres termes c’est une fonction
qui est très plate autour de 0, mais pas constante.

(4) Au lieu de calculer lim fpxq, nous calculons lim eln fpxq (qui est égal, bien entendu) :

lim
xÑ0
x‰0

ˆ
sinp2xq
x

˙px`1q
“ lim

xÑ0
x‰0

exp px` 1q ln
ˆ

sinp2xq
x

˙

“ exp lim
xÑ0
x‰0

px` 1q ln
ˆ

sinp2xq
x

˙

“ exp
`
1 · lnp2q˘ “ 2

où on a utilisé la continuité des fonctions exp et ln , les règles de calculs 4 et la règle de
l’Hospital. Comme 2 ‰ fp0q “ 1, la fonction n’est pas continue en 0.

4. Es-tu capable de justifier le fait que limxÑ0
sinp2xq

x
“ 2 ?
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Exercise 35 exoreserve0001

Prouver que la fonction f : RÑ R

fpxq “ sinhpxq
x

(97.95)

est de classe C8. corrreserve0001

Correction of the exercise 35
Le seul problème se trouve éventuellement en x “ 0. En utilisant la règle de l’Hospital, nous

voyons très vite que f y est continue. En ce qui concerne f 1, nous avons

f 1pxq “ x coshpxq ´ sinhpxq
x2 . (97.96)

Encore une fois, la règle de l’Hospital nous dit que cette fonction est continue en x “ 0.
Pour passer aux dérivées d’ordre supérieur, nous remarquons qu’elles peuvent toujours s’écrire

sous la forme
f pnqpxq “ P pxq sinhpxq `Qpxq coshpxq

xn`1 . (97.97)Eq1907fnchshQEq1907fnchshQ

Cela se voit par récurrence en utilisant la règle de Leibniz pour la dérivation de produits. La limite
de (97.97) lorsque x Ñ 0 se calcule en faisant n ` 1 fois la règle de l’Hospital. À ce moment, le
dénominateur est devenu 1 et le numérateur est toujours une combinaison de polynômes, de sinus
et cosinus hyperboliques.

Exercise 36 exo0037

Montrez que la fonction
f : RÑ R

x ÞÑ fpxq “
#

1 si x P Q
0 si x ‰ Q

(97.98)

est discontinue sur R et que la fonction f : QÑ R, x ÞÑ 1 est continue sur Q. corr0037

Correction of the exercise 36
Pour un même réel a, on peut trouver une suite pqiqiPN de rationnels et une suite priqiPN

d’irrationnels qui tendent toutes deux vers a. Mais alors fpqiq “ 1 et fpriq “ 0 pour tout i. Donc
fpqiq Ñ 1 et fpriq Ñ 0, ce qui montre que la limite

lim
xÑa

fpxq

n’existe pas.
Par contre, restreinte à Q comme proposé, la fonction devient constante... Il devient alors clair

que, pour tout a P Q,

@ϵ, Dδ : @x P Q : |x´ a| ă δ ñ |fpxq ´ fpaq| ă ϵ

puisque |fpxq ´ fpaq| “ 0 (donc la condition est satisfaite pour n’importe quel δ).
Exercise 37 exo0038

Définissons f : r0, 1s Ñ r0, 1s comme suit. Si x est irrationnel, alors fpxq “ 0. Si x “ 0 est
rationnel, posons x “ m

n avec pgcdpm,nq “ 1, et fpxq “ 1
n . Finalement, fp0q “ 0.

Prouvez que f est continue en tout irrationnel et en 0, et discontinue en tout rationnel non nul.corr0038

Correction of the exercise 37
Remarquons d’abord que si x est irrationnel ou nul, et que pqiq est une suite de rationnels qui

tend vers x, alors fi def“ fpqiq tend vers 0.
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En effet, par l’absurde, supposons qu’il existe N P N0 et une sous-suite pfikq telle que pour
tout k, fik ą 1

N . Mais alors N !qik est toujours un entier (car le dénominateur de qik est inférieur
à N , donc divise N !) et

lim
kÑ8N !qik “ N !xñ x “ 1

N ! lim
kÑ8N !qik

ce qui montre que x est rationnel, car une suite d’entiers convergente est toujours constante à partir
d’un certain rang (et possède une limite entière). Ceci est une contradiction avec « x irrationnel ».
Par ailleurs, si x “ 0, alors qik “ 0 à partir d’un certain k, mais alors fik “ fpqikq “ 0 est une
contradiction avec fik ą 1

N . D’où la thèse.
Il est maintenant clair que si a est irrationnel ou nul, la limite

lim
xÑa

fpxq “
$
&
%

limxÑa
xPQ fpxq “ 0

lim xÑa
xPRzQ fpxq “ lim xÑa

xPRzQ 0 “ 0

est nulle, donc f est continue en a. Par ailleurs, si a est rationnel

lim
xÑa

fpxq n’existe pas car lim
xÑa
xPRzQ

fpxq “ 0 ‰ fpaq

donc f n’est pas continue en a.
Exercise 38 exo0039

Donnez un exemple d’une fonction f : R Ñ R partout discontinue et d’une fonction non
constante et partout continue g : R Ñ R telles que g ˝ f est partout continue (Aide : considé-
rez gpxq “ |x|). corr0039

Correction of the exercise 38
Posons gpxq “ |x| et

fpxq “
#
´1 si x P Q
1 sinon.

alors gpfpxqq “ 1 pour tout x, donc g ˝ f est continue.
Exercise 39 exo0040

Considérons la fonction

f : RÑ R

x ÞÑ fpxq “
#
x si x est rationnel
0 si xest irationnel

(97.99)

Vérifiez que f est continue en 0 mais n’est ni dérivable à gauche ni dérivable à droite en 0. corr0040

Correction of the exercise 39
On a clairement pour tout x P R,

0 ď |fpxq| ď |x|
or le membre de droite tend vers 0 quand xÑ 0, donc la règle de l’étau s’applique et limxÑ0 fpxq “
0 “ fp0q.

Par contre

lim
xÑ0
x‰0

fpxq
x

“

$
’’&
’’%

limxÑ0
xă0
xPQ

fpxq
x “ 1

lim xÑ0
xă0

xPRzQ

fpxq
x “ 0

ce qui montre que la limite à gauche n’existe pas. Idem pour la limite à droite.
Exercise 40 exocontinueSup0003

Étudier la continuité des fonctions suivantes :
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(1) fpx, yq “
#
xy si x ą 0
x2y2 si x ď 0

(2) fpx, yq “
#

txyu si x ą 0, y ą 0
xy sinon

(3) fpx, yq “
#
ex´y2 si x “ y

e sinon

(4) fpx, yq “
#

1 si x ą ey

1´ px` yq sinon

(5) fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

xy si x ą 0, y ą 0
px´ 1q si x ě 0, y ď 0
xpy ´ 1q si x ă 0, y ă 0
px´ 1qpy ´ 1q sinon

Exercise 41 exocontinueSup0004

Prouver que les fonctions sinus et cosinus sont continues et dérivables. corrcontinueSup0004

Correction of the exercise 41

(1) Il suffit de prouver que ces fonctions sont continues en 0.
en effet : Supposons qu’on ait que limxÑ0 sin x “ 0, limxÑ0 cosx “ 1. Regardons la limite
en a réel quelconque

lim
xÑa

sin x “ lim
tÑ0
rsinpa` tqs “ sin a lim

tÑ0
rcos ts ` cos a lim

tÑ0
rsin ts “ sin a

en utilisant les formules d’addition des arcs. Le même raisonnement s’applique à cosx.
(2) limtÑ0 sin t “ 0 ?

Affirmation | sin x| ď |x|, @x P Rn.
en effet Si |x| ě 1, c’est évident.
Pour les réels |x| ď 1, considérons juste les valeurs de x positives (c’est suffisant), et regardons
ce que ça donne dans le cercle trigonométrique.

‚sinpxq

‚
cospxq ‚A

‚T
‚ P

Figure 97.1: Dessin qui permet de calculer quelques limites. LabelFigDessinLim

L’inégalité suivante est claire sur la figure 97.1 :

Aire triangle OAP ď Aire portion de disque OAP

Or, l’aire du triangle OAP est en fait 1
2baseˆhauteur “ 1

2 ˚ 1 ˚ sin x. Et celle de la portion
de disque OAP est en fait 1

2r
2θ “ 1

2 ˚ 1 ˚ x. Ceci implique immédiatement que

1
2 sin x ď 1

2x

ce qui nous donne le résultat.
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(3) limtÑ0 cos t “ 1 ?

On sait que 1 ě cos2 x “ 1´ sin2 x ě 1´ x2 par le point (ii). Donc,
a

1´ x2 ď cosx ď 1

ce qui par la règle de l’étau nous donne le résultat.
(4) Les fonctions cos et sin sont dérivables partout.

Note : Il aurait été beaucoup plus efficace de prouver directement qu’elles sont dérivables et
d’en déduire qu’elles sont continues.
Regardons en a P Rn :

lim
xÑa

cosx´ cos a
x´ a “ lim

xÑa

´2 sinpx`a
2 q sinpx´a

2 q
x´ a “ ´ sin a

„
lim
xÑa

sinpx´a
2 q

x´a
2

ȷ

lim
xÑa

sin x´ sin a
x´ a “ lim

xÑa

2 cospx`a
2 q sinpx´a

2 q
x´ a “ cos a

„
lim
xÑa

sinpx´a
2 q

x´a
2

ȷ

Ceci nous montre que, à condition que nous arrivions à prouver que limtÑ0
sin t
t “ 1, nous

aurons montré que
pcospxqq1|x“a “ ´ sinpaq,
psinpxqq1|x“a “ cospaq,

ce qui prouve que cos et sin sont dérivables en tout point, et même qu’elles sont dérivables
une infinité de fois et que chacune de ces dérivées est elle-même continue.
Il reste donc à prouver que limtÑ0

sin t
t “ 1. Prenons une fois de plus x ą 0. Si nous reprenons

le graphe de la figure 97.1, nous pouvons écrire les inégalités

Aire ∆OAP ď Aire portion de disque OAP ď Aire ∆OAT

Sachant que la longueur du segment AT est en fait égale à la tangente de l’angle qui le
sous-tend, nous avons donc les inégalités :

1
2 sin x ď 1

2x ď 1
2 tan x

ñ 1 ă x

sin x ă
1

cosx

ñ 1 ą sin x
x

ą cosx

et cette dernière égalité permet d’utiliser l’étau et d’obtenir notre résultat.

Exercise 42 exocontinueSup0005

Prouver que la fonction x ÞÑ ex est continue. corrcontinueSup0005

Correction of the exercise 42
(1) Il suffit de prouver qu’elle est continue en 0.
(2) Affirmation @x P r0, 1s,@n,

1´ nx ď p1´ xqn ď 1´ nx

1` pn´ 1qx
en effet :
(2a) 1´ nx ď p1´ xqn, @x P r0, 1s,@n, par induction directe sur n.
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(2b) p1´ xqn ď 1´ nx
1`pn´1qx , @x P r0, 1s,@n.

Réécrivons la autrement :

p1´ xqn ď 1´x
1`pn´1qx

ðñ
p1` pn´ 1qxqp1´ xqn ď 1´ x

Et, à nouveau par induction directe sur n.
(3) limxÑ0 ex “ 1?

Nous allons nous restreindre, sans perte de généralité (pourquoi ?), à regarder les x P r0, 1s. Il
suffit pour cela de montrer que limxÑ0 e´x “ 1 (pourquoi ?). Nous savons que, par définition,

e´x “ lim
nÑ8p1´

x

n
qn.

En utilisant l’affirmation au point (ii), @n, @x P r0, 1s

1´ x ď p1´ x

n
qn ď 1´ x

1` p1´ 1
nqx

.

et donc en passant à la limite,

1´ x ď e´x ď 1´ x

1` x
ce qui par la règle de l’étau, suffit à prouver le résultat.

(4) ex est dérivable une infinité de fois et chacune de ses dérivées est continue et égale à ex.
Ceci se prouve facilement en utilisant les mêmes inégalités qu’au point précédent.

97.5 Dérivées partielles et différentiabilité
Exercise 43 exo0042

Déterminez l’ensemble des points où les fonctions sont continues et celui où elles sont différen-
tiables.

(1) px, yq ÞÑ 3x2 ` x3y ` x

(2) px, yq ÞÑ
"
e si xy “ 0
ex`y sinon

(3) px, yq ÞÑ
" x

y si y “ 0
0 sinon

(4) px, yq ÞÑ
#

x´y
lnpx2`y2`1q si px, yq “ p0, 0q
0 sinon

(5) px, yq ÞÑ
"
x` ay si x ą 0
x sinon

(6) px, yq ÞÑ
#

xy5

x6`y6 si x “ y

0 sinon
corr0042

Correction of the exercise 43
(1) C’est une fonction polynomiale à deux variables, elle est différentiable (et donc continue) en

tout point de R2 par les règles de calcul. Vous devriez essayer de prouver rigoureusement
que tout polynôme est différentiable.

(2) Sur l’ouvert des points pa, bq vérifiant ab ‰ 0, la fonction est constante, donc différentiable
et continue.
Il faut maintenant vérifier la continuité et la différentiabilité en les points pa, bq vérifiant
ab “ 0, c’est-à-dire que a ou b est nul. Traitons le cas a “ 0 (le cas b “ 0 étant identique par
symétrie).
Si a “ 0 et b ‰ 1, alors

fpa, bq “ fp0, bq “ eb et lim
px,yqÑp0,bq

y“b
fpx, yq “ e
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or fpa, bq ‰ e donc la fonction n’est pas continue.
Si a “ 0 et b “ 1, la fonction est continue. En effet, nous avons l’inégalité

0 ď |fpx, yq ´ e| “
#
|ex`y ´ e|
0

ď ˇ̌
ex`y ´ eˇ̌

et le membre de droite tend vers 0 quand px, yq Ñ p0, 1q par continuité de ex`y. Dès lors
fpx, yq tend vers e “ fp0, 1q par l’étau.
En ce qui concerne la différentiabilité, il suffit de voir ce qui se passe en p0, 1q et on voit
qu’elle n’est pas différentiable en calculant les dérivées directionnelles.

(3) Autour de tout point pa, bq avec b ‰ 0, on peut choisir une boule sur laquelle la fonction est
le quotient de deux fonctions différentiables dont le dénominateur ne s’annule pas, donc est
différentiable.
Pour les points du type pa, 0q, la fonction n’est pas continue car la limite restreinte

lim
yÑ0
x“a`y

a` y
y

n’existe pas si a ‰ 0, et vaut 1 ‰ 0 “ fpa, 0q si a “ 0.
(4) Sur R2ztp0, 0qu, la fonction est quotient de fonctions différentiables dont le dénominateur ne

s’annule pas, donc est différentiable.
Pour voir que la fonction n’est pas continue en p0, 0q, nous calculons grâce à la règle de
l’Hospital :

lim
xÑ0
y“0
xă0

x

lnpx2 ` 1q “ lim
xÑ0
y“0
xă0

x2 ` 1
2x “ ´8 ‰ 0

ce qui prouve que la limite
lim

px,yqÑp0,0q
x´ y

lnpx2 ` y2 ` 1q
ne vaut pas 0.

(5) Clairement si le paramètre a est nul, la fonction (notons-la f) est différentiable (donc conti-
nue) partout. Supposons donc a ‰ 0 dans la suite.
Par ailleurs, si on considère le point pb, cq avec b ą 0, il existe une boule autour de pb, cq sur
laquelle la fonction s’écrit fpx, yq “ x` ay, et donc est différentiable.
De la même manière autour de pb, cq avec b ă 0, il y a une petite boule sur laquelle la fonction
s’écrit fpx, yq “ x, et donc est différentiable.
Considérons un point de la forme p0, cq. Alors nous avons

lim
px,yqÑp0,cq

fpx, yq

$
’&
’%

limpx,yqÑp0,cq
xď0

x “ 0

limpx,yqÑp0,cq
xą0

x` ay “ ac

donc la limite du membre de gauche existe si et seulement si ac “ 0, c’est-à-dire si et
seulement si c “ 0.
Reste à étudier la différentiabilité en p0, 0q. Voyons la dérivée directionnelle suivante :

Bf
Bp1, 1qp0, 0q “ lim

hÑ0
h‰0

fp0` h, 0` hq ´ fp0, 0q
h

“
$
&
%

limhÑ0
hą0

fph,hq
h “ limhÑ0

hą0
h`ah
h “ 1` a

limhÑ0
hă0

fph,hq
h “ limhÑ0

hă0
h
h “ 1

(97.100)

Cette dérivée directionnelle n’existe pas, donc la fonction n’est pas différentiable en p0, 0q.
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(6) Notons f cette fonction. En les points pa, bq avec a ‰ b, la fonction est le quotient de fonctions
différentiables (dont le dénominateur ne s’annule pas) donc est différentiable.
Regardons la continuité en un point de la forme pa, aq. Pour s’approcher de pa, aq sans croiser
la droite x “ y, on choisit de s’approcher via la perpendiculaire x` y “ 2a, et on calcule

lim
yÑa

x“2a´y
y‰a

fpx, yq “ lim
yÑa

p2a´ yqy5

p2a´ yq6 ` y6 “
#

1
2 si a ‰ 0
´1

2 si a “ 0

qui dans aucun cas n’est égale à fpa, aq “ 0, donc la fonction n’est continue en aucun de ces
points.

Other resolution
(1) Cette fonction est différentiable et continue partout. En effet, la candidate différentielle est

donnée par la formule
dfapuq “ BfBx paqux `

Bf
By paquy, (97.101)

que l’on peut calculer et injecter dans la définition (11.655), afin de vérifier si ça fonctionne.
Item0042b

(2) Nous testons la continuité en étudiant les limites. Lorsque xy ‰ 0, alors cette condition est
également satisfaite dans un voisinage de px, yq. Dans toute cette partie, la fonction est donc
continue et différentiable (parce que constante). Nous étudions donc la continuité sur l’axe
Y , c’est-à-dire

lim
px,yqÑp0,aq

fpx, yq. (97.102)

Le long du chemin γ1ptq “ p0, p1 ´ tqaq, la fonction vaut eta, et donc la limite est ea. Le
long du chemin γ2ptq “ p1´ t, aq, la fonction est constante et vaut e. La limite ne peut donc
exister que si e “ ea, c’est-à-dire a “ 1.
Première conclusion : sur les axes, la fonction est au mieux continue en p0, 1q et 5 p1, 0q. Il
n’est pas très compliqué de voir que, en fait, f est continue en ces points.
Pour la différentiabilité, elle est assurée dans la zone xy ‰ 0. Sur les axes, elle ne peut avoir
lieu que en p1, 0q ou p0, 1q parce qu’ailleurs, elle n’est pas continue. Cherchons la différentielle
de f en p1, 0q en partant de sa dérivée directionnelle.

Bf
Bu p1, 0q “ lim

tÑ0

fp1` tu1, tu2q ´ e
t

. (97.103)

La valeur de fp1 ` tu1, tu2q dépend de si u2 est nul ou non. Ce que nous trouvons (il faut
utiliser la règle de l’Hopital une fois) est

Bf
Bu p0, 1q “

#
0 si u2 “ 0
epu1 ` u2q si u2 ‰ 0.

(97.104)Eq0042DiffuEq0042Diffu

En posant u “ p1, 0q et puis u “ p0, 1q, nous en déduisons en particulier les dérivées partielles

Bf
Bx p1, 0q “ 0
Bf
By p1, 0q “ e.

(97.105)

Par conséquent, si dfp1,0q existe, nous avons

dfp1,0q “ edx1

dfp1,0qpuq “ eu1.
(97.106)Eq0042CandidatUnEq0042CandidatUn

5. Parce qu’il est évident que tout ce que nous faisons sur l’axe Y est valable sur l’axe X.
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Par ailleurs, la formule (97.104) nous donne directement une autre expression pour la diffé-
rentielle, si elle existe :

dfapuq “ BfBu p0, 1q “
#

0 si u2 “ 0
epu1 ` u2q si u2 ‰ 0.

(97.107)Eq0042CandidatDeuxEq0042CandidatDeux

Si les expressions (97.106) et (97.107) coïncident, nous ne pouvons rien dire. Mais si elles ne
sont pas les mêmes, alors nous pouvons conclure que la différentielle de f en p0, 1q n’existe
pas.
Mais ces deux expressions ne sont manifestement pas égales sur u “ pa, 0q quand a ‰ 0 : la
première vaut ea, tandis que la seconde vaut 0.

(3) La fonction est évidement continue et différentiable lorsque y ‰ 0. La question est de savoir
ce qu’il se passe sur les axes. L’exercice (2) était du même genre, mais ce qui sauvait deux
points sur les axes, c’était le fait que la fonction était égale sur ces points à ce qu’elle vaut
en dehors des axes.
Nous étudions donc ce qu’il se passe sur l’axe y “ 0. La limite

lim
px,yqÑpa,0q

fpx, yq (97.108)

n’existe pas quand a ‰ 0. En effet, si on s’approche de pa, 0q en suivant un chemin horizontal,
on trouve zéro, tandis qu’en suivant un chemin vertical, on trouve l’infini. De plus, même en
p0, 0q, la limite n’existe pas, comme en témoignent les chemins γ1ptq “ pt, tq et γ2ptq “ p2t, tq.
Cette fonction n’étant continue nulle part sur l’axe y “ 0, il ne sert à rien de tester sa
différentiabilité.

(4)
(5) Nous supposons, bien entendu que a ‰ 0, sinon c’est de la triche. Sur les points x ‰ 0, c’est

continu et différentiable. Vérifions ce qu’il se passe en p0, y0q. Voyons avec un chemin qui
vient de la gauche, et un qui vient de la droite (les deux limites suivantes sont prises avec
t ą 0) :

lim
tÑ0

f
`´ t, y0

˘ “ 0, (97.109)

mais
lim
tÑ0

f
`
t, y0

˘ “ ay0 (97.110)

Donc la fonction peut être continue en y0 “ 0, mais nulle part ailleurs. Il n’est pas très
compliqué de vérifier que, effectivement, f est continue au point p0, 0q. Nous ne devons donc
étudier la différentiabilité qu’en p0, 0q.
Si la différentielle de f en p0, 0q existait, alors Bf

Bup0, 0q existerait aussi. Calculons cette dérivée
directionnelle par sa définition :

Bf
Bu p0, 0q “ lim

tÑ0

fptu1, tu2q
t

. (97.111)EqLimdsduf0042EqLimdsduf0042

Si u1 ‰ 0, prendre la limite avec t ą 0 donne u1`au2, tandis que la limite avec t ă 0 est égale
à u1. Par conséquent, la limite (97.111) n’existe pas, et la fonction n’est pas différentiable en
p0, 0q.

(6)

Other resolution
(1) px, yq Ñ 3x2 ` x3y ` x.

Combinaison linéaire de fonctions continues et différentiables sur R2 (Exercice : prouver
rigoureusement que les polynômes sont bien des fonctions continues et différentiables sur
R2).
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(2)

px, yq ÞÑ
#
e si xy ‰ 0
ex`y sinon

(97.112)

N.B. : Il est toujours utile de se représenter le domaine de chacune des fonctions.
La première remarque est que cette fonction est clairement continue et différentiable en tout
point hors de txy “ 0u (fonction constante). Sur txy “ 0u ?
(2a) Continuité :

Prenons un point dans txy “ 0u, par exemple le point pa, 0q (Remarquez que le cas
p0, bq est réglé par symétrie). Pour voir si la fonction est continue en ce point il faut voir
si

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq “ fp0, 0q “ ea.

Si on prend deux manières différentes d’aller vers pa, 0q (y “ 0 puis x “ a) on voit que
si a ‰ 1 la fonction ne peut pas être continue. Et en p1, 0q ? Si on px, yq Ñ p1, 0q avec
d’abord y “ 0 puis y ‰ 0 on aura regardé toutes les manières de tendre vers p1, 0q.
Or dans les deux cas les limites valent e “ fp1, 0q, ce qui prouve que la fonction est
continue en p1, 0q (et p0, 1q par symétrie).

(2b) Différentiabilité :
Comme la fonction est discontinue en tout point de la forme pa, 0q avec a ‰ 1 et p0, bq
avec b ‰ 1 elle est aussi non différentiable en chacun de ces points. Il reste donc les points
p1, 0q et p0, 1q. Comme toujours, nous regardons d’abord les dérivées directionnelles en
p1, 0q :

Bf
Buj p1, 0q “ lim

tÑ0

fp1` tu1, tu2q ´ e
t

Il y a deux possibilités : u2 “ 0 et donc u “ p˘1.0q ouu2 ‰ 0 (pourquoi ne regarde-t-on
que ces deux cas ?).

(2b.ii) si u ‰ p˘1, 0q.
Bf
Bup1, 0q “ limtÑ0

e´e
t “ 0.

(2b.ii) si u “ p˘1, 0q, i.e. si u “ p1, 0q “ e1
Bf
Bup1, 0q “ Bf

Bx p1, 0q “ limtÑ0
fp1`t,0q´e

t “ limtÑ0
e1`t´e

t “H 0.
Conclusion :
Si f était différentiable en p1, 0q, on aurait que sa différentielle prendrait la forme suivante :

dfp1,0qu “ Bf
Bx p1, 0qu1 ` Bf

By p1, 0qu2
“ eu1 @u P R2

Sa différentielle satisferait également à :

dfp1,0qu “ BfBu p1, 0q “ 0 @u ‰ p˘1, 0q P R2

Les deux propriétés étant contradictoires, la fonction f ne peut être différentiable en p1, 0q
(ni en p0, 1q par symétrie).

(3)

px, yq ÞÑ
#
x
y si y ‰ 0
0 sinon

(97.113)

Continue et différentiable sur R´ ty “ 0u. Sur l’axe y “ 0 elle n’est pas continue.
(4)

px, yq ÞÑ
#
x` ay si x ą 0
x sinon

(97.114)
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Si a “ 0 fonction continue et différentiable surR2. Si a ‰ 0, fonction continue et différentiable
partout en dehors de l’axe x “ 0. Sur cet axe, elle est discontinue en tout point sauf en
p0, 0q où elle est continue. Mais elle n’est pas différentiable en p0, 0q car toutes ses dérivées
directionnelles n’y sont pas définies.

(5)

px, yq ÞÑ
#

xy5

x6`y6 si x ‰ y

0 sinon
(97.115)

Fonction continue et différentiable partout en dehors de la droite x “ y. La fonction est
discontinue en chacun des points de cette droite.

Exercise 44 exo0043

Supposons que a1, a2, a3 et a4 soient des fonctions C8 de R2 dans R. Pour les fonctions
suivantes, représentez dans le plan leur domaine de définition(s) et écrivez les limites qu’il faudra
étudier pour déterminer leur continuité sur R2 :

(1)

fpx, yq “
#
a1 si x ą 0
a2 si x ď 0

(97.116)

(2)

fpx, yq “
#
a1 si x ą 0, y ą 0
a2 sinon

(97.117)

(3)

fpx, yq “
#
a1 si x “ y

a2 sinon
(97.118)

(4)

fpx, yq “
#
a1 si x ą ey

a2 sinon
(97.119)

(5)

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

a1 si x ą 0, y ą 0
a2 si x ě 0,ď 0
a3 si x ă 0, y ă 0
a4 sinon

(97.120)

(6)

fpx, yq “

$
’&
’%

a1 si xy ą 0
a2 si xy ă 0
a3 sinon

(97.121)

Note : ici et dans ces exercices, lorsque nous écrivons « a1 », nous sous-entendons bien entendu
« a1px, yq ». Le but de cet exercice est de permettre aux étudiants de cerner rapidement quelles
sont les zones à problèmes. corr0043

Correction of the exercise 44
Il suffit de dessiner les « zones à problèmes », qui sont les frontières entre les zones (c’est-à-dire

les points qui ne sont pas dans l’intérieur d’une des zones). Cela est dessiné à la figure 97.2.
Exercise 45 exo0044

Étudier la continuité et la différentiabilité des fonctions suivantes :
(1)

fpx, yq “
#
xy si x ą 0
x2y2 si x ď 0

(97.122)

Item0044b

(2)

fpx, yq “
#

sinpxyq si x ą 0
xy sinon

(97.123)

(3)

fpx, yq “
#
ex´y2 si x “ y

e sinon
(97.124)
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LabelFigQQassLabelSubFigQQa0

(a) Exer-
cice
numéro 1

LabelFigQQassLabelSubFigQQa1

(b) Exercice numéro 2

LabelFigQQassLabelSubFigQQa2

(c) Exercice numéro 3

LabelFigQQassLabelSubFigQQa3

(d) Exercice numéro 4

LabelFigQQassLabelSubFigQQa4

(e) Exercice numéro 5

LabelFigQQassLabelSubFigQQa5

(f) Exercice numéro 6

Figure 97.2: Les zones à problèmes pour l’exercice 44. LabelFigQQa

(4)

fpx, yq “
#

1 si x ą ey

1´ px` yq sinon
(97.125)

(5)

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

xy si x ą 0, y ą 0
px´ 1qy si x ě 0, y ď 0
xpy ´ 1q si x ă 0, y ă 0
px´ 1qpy ´ 1q sinon

(97.126)

corr0044

Correction of the exercise 45

(1) La fonction est différentiable et continue en tout point hors de la droite x “ 0 car tant xy
que x2y2 sont des fonctions polynomiales. Sur la droite x “ 0 la fonction est continue partout
mais n’est différentiable qu’en p0, 0q.
Étudions plus précisément la continuité en p0, aq, et pour cela regardons ce qu’il se passe
dans la boule B

`p0, aq, r˘. D’une part, si x ą 0, alors

|xy| ă |x|· |a` r| ă r|a` r| Ñ 0 (97.127)

quand r Ñ 0. Et d’autre part, si x ă 0, alors

|x2y2| ă |x2|· |a` r|2 ă r2|a` r|2 Ñ 0. (97.128)
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La fonction est donc continue en p0, aq. Faut voir maintenant si elle y est différentiable. Afin
de tester la différentiabilité en p0, aq, nous calculons Bxfp0, aq :

Bf
Bx p0, aq “ lim

tÑ0

fpt, aq ´ fp0, aq
t

. (97.129)

Si t ą 0, alors cette limite vaut limtÑ0
ta
t “ a. Si par contre t ă 0, alors la limite vaut

limtÑ0
t2a2

t “ 0. La dérivée partielle n’existe donc que si a “ 0. Donc f n’est différentiable
en aucun point de la forme p0, aq avec a ‰ 0.
Il est assez facile de calculer que

Bf
Bx p0, 0q “

Bf
By p0, 0q “ 0, (97.130)

donc le candidat différentielle en p0, 0q est Tp0,0qpuq “ 0. Voyons si cette forme linéaire satisfait
la définition :

lim
px,yqÑp0,0q

fpx, yq ´ fp0, 0q ´ Tp0,0qpx´ 0q
}px, yq} “ lim

px,yqÑp0,0q
fpx, yqa
x2 ` y2

. (97.131)

Nous étudions cette limite en coordonnées polaires. À gauche, fpr, θq “ r4 cos2pθq sin2pθq, et
à droite, fpr, θq “ r2 cospθq sinpθq. Dans les deux cas, limrÑ0 fpr, θq{r “ 0.
La fonction f est donc différentiable en p0, 0q, et sa différentielle est l’application linéaire
identiquement nulle.

(2) La fonction de cet exercice est représentée sur la figure 97.3.

xy sinpxyq

xyxy

Figure 97.3: La fonction de l’exercice 45(2). En rouge, les zones où la fonction n’est pas triviale-
ment différentiable. LabelFigQCb

Sur les axes, la fonction est nulle, mais sinp0q “ 0, donc c’est une fonction continue partout.
Calculons les dérivées partielles en pa, 0q. La dérivée partielle par rapport à x ne pose pas de
problèmes et vaut 0 :

Bf
Bx pa, 0q “ 0. (97.132)

Celle par rapport à y demande de traiter les cas t ă 0 et t ą 0 séparément :

Bf
By pa, 0q “ lim

tÑ0

fpa, tq
t

“
#

limtÑ0
sinptaq
t “ a limtÑ0

sinptaq
ta “ a si t ą 0

limtÑ0
ta
t “ a si t ă 0.

(97.133)

Donc la candidate différentielle en pa, 0q est

T pu1, u2q “ au2, (97.134)

ou encore T “ ady. Il faut maintenant vérifier dans la définition. D’abord, T
`px, yq´pa, 0q˘ “

T px´ a, yq “ ay, et fpa, 0q “ 0 donc nous vérifions si la limite suivante est zéro ou non :

lim
px,yqÑpa,0q

fpx, yq ´ ayapx´ aq2 ` y2 . (97.135)Eqd0044Eqd0044
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Il faut calculer différemment suivant que y ą 0 ou y ă 0.
Si y ą 0, alors nous utilisons le fait que

sinpxyq ´ ay “ ay

ˆ
sinpayq
ay

´ 1
˙

(97.136)

La limite (97.135) devient donc

lim ayapx´ aq2 ` y2

ˆ
sinpxyq
ay

´ 1
˙
. (97.137)Eq0044PPEq0044PP

En utilisant les coordonnées polaires autour de pa, 0q, nous voyons que
ayapx´ aq2 ` y2 “

a

2 sinpθq. (97.138)

Pour calculer ce qui se trouve dans la parenthèse de (97.137), nous faisons

sinpxyq
ay

“ x sinpxyq
axy

Ñ x

a
. (97.139)

En recollant les bouts,
lim ayapx´ aq2 ` y2looooooooomooooooooon

“ a
2 sinpθq

´ sinpxyq
aylooomooon
Ñ x

a

´1
¯
. (97.140)

Le tout tend donc vers zéro. Ceci conclut le calcul de (97.135) lorsque y ą 0.
Faisons maintenant le calcul de (97.135) pour t ă 0. En utilisant les coordonnées polaires
x “ a` r cospθq et y “ r sinpθq, nous trouvons

lim
px,yqÑp0,0q

xy ´ ayapx´ aq2 ` y2 “ lim
rÑ0

r2 cospθq sinpθq
r

“ 0. (97.141)

Donc la fonction considérée est différentiable en pa, 0q.
C’est un bon exercice d’écrire la différentielle, et de refaire tous les calculs sur le point p0, aq.

(3) En un point pa, bq avec a ‰ b, la fonction est constante donc différentiable et continue.
En un point de type pa, aq, on a :

lim
px,yqÑpa,aq

fpx, yq “

$
’&
’%

limpx,yqÑpa,aq
x‰y

fpx, yq “ e

limpx,yqÑpa,aq
x“y

fpx, yq “ ea´a2

Donc la fonction f est continue en pa, aq si et seulement si a “ a2 ` 1, c’est-à-dire jamais.
(4) La « zone à problèmes » est formée de points du type peb, bq. En dehors, la fonction est

différentiable.
Le calcul de limite montre que la fonction est continue en peb, bq si et seulement si eb` b “ 0 ;
cette équation possède une unique solution, notons-la b0. Clairement b0 ă 0.
Pour vérifier la différentiabilité en peb0 , b0q, calculons

Bf
Bp1, 0qpe

b0 , b0q “ lim
hÑ0
h‰0

fpeb0 ` h, b0q ´ fpeb0 , b0q
h

“
$
&
%

limhÑ0
hą0

1´1
h “ 0

limhÑ0
hă0

1´peb0 `h`b0q´1
h “ ´1

(97.142)

où on a bien sûr utilisé le fait que eb0 ` b0 “ 0. Étant donné que cette limite, qui donne la
dérivée partielle, n’existe pas la fonction n’est pas différentiable.
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(5) La « zone à problèmes » est formée par la réunion des deux axes. Considérons le point pa, bq
sur les axes.
Point de vue continuité : si b “ 0, alors la fonction est continue pour a ą 0, non-continue si
a ă 0. Lorsque a “ 0, la fonction est continue si b “ 1, non-continue sinon.
Elle n’est nulle part différentiable sur les axes.

Exercise 46 exo0045

La figure 97.4 représente le domaine d’une fonction f : R2 Ñ R, et sur chacune des parties,
elle est définie différemment.

xy x´ y

x2y x` y

Figure 97.4: La fonction de l’exercice 46. LabelFigExoXLVL

Donner l’expression de cette fonction sous la forme

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

. . . si . . .

. . . si . . .

. . . si . . .

. . . si . . .

(97.143)

Ensuite, étudier la continuité et la différentiabilité de cette fonction sur R2. corr0045

Correction of the exercise 46
L’expression de f est ici

fpx, yq “

$
’’’’&
’’’’%

xy si x ă 0, y ą 0
x´ y si x ě 0, y ě 0
x2y si x ą 0, y ă 0
x` y sinon.

On note que les deux axes forment une zone à problèmes. La zone hors des axes est un ouvert
sur lequel f est différentiable car composée de polynômes. Analysons chacun des points de la forme
pa, bq dans la zone à problèmes (c’est-à-dire si ab “ 0).

Si a “ 0 et b ą 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe verticale, dans la moitié supérieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ą 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xě0

x´ y “ 0´ b “ ´b
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avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yą0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yą0
xă0

xy “ 0b “ 0

qui sont différentes puisque b est supposé non-nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ą 0.

Si a “ 0 et b ă 0 Un tel point p0, bq est sur l’axe verticale, dans la moitié inférieure. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert y ă 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xě0

x2y “ 02b “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑp0,bq
yă0
xă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,bq

yă0
xă0

x` y “ 0` b “ b

qui sont différentes puisque b est supposé non-nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type p0, bq avec b ă 0.

Si a ą 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié droite. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ą 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yě0

x´ y “ a´ 0 “ a

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xą0
yă0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xą0
yă0

x2y “ a20 “ 0

qui sont différentes puisque a est supposé non-nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ą 0.

Si a ă 0 et b “ 0 Un tel point pa, 0q est sur l’axe horizontal, dans la moitié gauche. Pour
calculer la limite de f en ce point, on peut restreindre notre étude au demi-plan ouvert x ă 0, ce
qui revient à comparer la limite

lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yą0

xy “ a0 “ 0

avec la limite
lim

px,yqÑpa,0q
xă0
yď0

fpx, yq “ lim
px,yqÑpa,0q

xă0
yď0

x` y “ a` 0 “ a

qui sont différentes puisque a est supposé non-nul.
Conclusion : f n’est pas continue en un point du type pa, 0q avec a ă 0.
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Si a “ 0 et b “ 0 Le cas du point p0, 0q est particulier, puisque il est adhérent aux quatre
composantes du domaine où la fonction est définie différemment. Pour étudier la continuité, il faut
donc étudier quatre limites. Ces limites ont déjà été étudiées ci-dessus et valent toutes 0, ce qui
prouve la continuité de f en p0, 0q.

En ce qui concerne la différentiabilité, on sait qu’il est nécessaire que toutes les dérivées direc-
tionnelles existent. Calculons la dérivée dans la direction p0, 1q (au point p0, 0q) :

lim
tÑ0
t‰0

fpp0, 0q ` tp0, 1qq ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“ . . .

qu’on sépare en deux cas, car fp0, tq possède une formule différente si t ă 0 ou si t ě 0 :

lim
tÑ0
t‰0

fp0, tq
t

“
$
&
%

limtÑ0
tă0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tă0
0`t
t “ 1

limtÑ0
tě0

fp0,tq
t “ limtÑ0

tě0
0´t
t “ ´1

ce qui prouve que la limite n’existe pas, donc que la dérivée directionnelle n’existe pas, et finalement
que la fonction n’est pas différentiable.

Conclusion : La fonction donnée est continue hors des axes et au point p0, 0q, mais discontinue
partout ailleurs sur les axes. Elle est différentiable hors des axes, mais ne l’est pas sur les axes.

Exercise 47 exo0046

Prouvez que toutes les dérivées directionnelles en p0, 0q de la fonction suivante existent mais
que cette même fonction n’est pas différentiable en p0, 0q car elle n’est pas continue en p0, 0q.

px, yq ÞÑ
#

xy2

x2`y4 si px, yq ‰ p0, 0q
0 sinon

(97.144)

corr0046

Correction of the exercise 47
Pour prouver que cette fonction n’est pas continue en p0, 0q, il suffit de prouver que sa limite

n’est pas égale à sa valeur . . .ou tout simplement que la limite n’existe pas, c’est bon aussi. Si je
passe en polaire,

fpr, θq “ r cospθq sinpθq2
cospθq2 ` r2 sinpθq4 . (97.145)

Si nous prenons la limite r Ñ 0 avec θ constant, cette limite vaut zéro. Mais nous pouvons
également prendre une limite sur un chemin plus subtil . . .un chemin en polaire. Prenons n’importe
que rptq Ñ 0, et choisissons θptq tel que cos

`
θptq˘ “ rptq. Étant donné que rptq ă 1, un tel θ existe

toujours. Une conséquence est que sin
`
θptq˘ Ñ 1. Nous avons (nous ne recopions pas toujours

toutes les dépendances en t) :

lim
tÑ0

f
`
rptq, θptq˘ “ lim

tÑ0

rptq cos
`
θptq˘ sin

`
θptq˘2

cos
`
θptq˘2 ` rptq2 sin

`
θptq˘4

“ lim
tÑ0

cospθq2 sinpθq2
cospθq2 ` cospθq2 sinpθq4

“ lim
tÑ0

sinpθq2
1` sinpθq4

“ 1
2 .

(97.146)

Donc, la limite en p0, 0q de f n’existe pas, ce qui entraîne que la fonction n’est pas continue et
qu’elle n’est donc pas différentiable.

Une autre façon, plus simple si on y pense, de déduire la non continuité de f en p0, 0q est de
regarder la limite le long du chemin γptq “ pt2, tq. Pourquoi ce chemin ? Parce que le dénominateur
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est égal à x2 ` y4. En utilisant ce chemin, nous avons alors les même degrés dans les deux termes
du dénominateur. Nous calculons

lim
tÑ0
pf ˝ γqptq “ lim

tÑ0

t2 · t2

t4 ` t4 “
1
2 . (97.147)

Ce résultat avait déjà été déduit dans l’exemple 12.263 du rappel théorique.

Other resolution
Soit pu, vq un vecteur fixé. Calculons la dérivées directionnelles de la fonction, au point p0, 0q,

dans cette direction :

Bf
Bpu, vqp0, 0q “ lim

tÑ0
t‰0

fptu, tvq ´ fp0, 0q
t

“ lim
tÑ0
t‰0

tut2v2

tpt2u2 ` t4v4q

“ lim
tÑ0
t‰0

uv2

u2 ` t2v4

“
#
uv2

u2 “ v2

u si u ‰ 0
0 sinon

donc, quel que soit le vecteur pu, vq, la dérivée directionnelle existe. Mais la fonction n’est pas
continue car :

lim
px,yqÑp0,0q

x“y2

y‰0

fpx, yq “ lim
px,yqÑp0,0q

x“y2

x‰0

y2y2

y4 ` y4 “ lim
px,yqÑp0,0q

x“y2

x‰0

1
2 “

1
2

et 1
2 ‰ fp0, 0q “ 0.
Exercise 48 exo0047

Prouvez que la fonction suivante f est continue en p0, 0q, que toutes les dérivées directionnelles
en p0, 0q de cette fonction existent mais qu’elle n’est pas différentiable en p0, 0q car l’application qui
envoie un vecteur u sur la dérivée de la fonction f dans la direction u en p0, 0q n’est pas linéaire.

f : px, yq Ñ
"
x xy ą 0
y xy ď 0

corr0047

Correction of the exercise 48
La continuité en p0, 0q est évidente parce que fpr, θq est majorée par r dans la boule Bp0, rq.

Calculons la dérivée directionnelle de f dans la direction u au point p0, 0q. Ce que nous trouvons
est

Bf
Bu p0, 0q “ lim

tÑ0

fptu1, tu2q
t

“
#
u1 si u1u2 ą 0
u2 si u1u2 ď 0

(97.148)

Voyons si cette application est linéaire par rapport à u (une application définie par morceau, c’est
toujours un peu mal parti pour être linéaire). Afin d’alléger la notation, nous notons A cette
application.

Nous avons
A
`p1, 2q ` p´3, 4q˘ “ Ap´2, 6q “ 6, (97.149)

tandis que
Ap1, 2q `Ap´3, 4q “ 5 ‰ 6. (97.150)

L’application A n’est donc pas linéaire, ce qui fait que f n’est pas différentiable en p0, 0q.
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Exercise 49 exo0048

Prouvez que la fonction suivante f est continue en p0, 0q, que toutes les dérivées directionnelles
en p0, 0q de cette fonction existent, que l’application qui envoie un vecteur u sur la dérivée de
la fonction f dans la direction u en p0, 0q est linéaire mais que cette même fonction n’est pas
différentiable en p0, 0q.

px, yq Ñ
#

x2y
?
x2`y2

x4`y2 si px, yq “ p0, 0q
0 sinon

(aide : pour vérifier que f est continue en p0, 0q prouvez que x2y
x4`y2 est borné ; pour prouver que

x2y
x4`y2 est borné considérez les courbes de niveaux de f)

corr0048

Correction of the exercise 49
Exercise 50 exo0049

Calculez les dérivées partielles premières par rapport à la première variable et à la seconde
variable des fonctions suivantes

(1) pu, vq ÞÑ u3 ` 12u2v ´ 5v3

(2) pu, vq ÞÑ fpu2q lnpvq
(3) px, yq ÞÑ tgpx` y2q

(4) pr, θq ÞÑ rθ

(5) px, yq ÞÑ px` 3qex
(6) pu, vq ÞÑ lnpfpuvqq

où f est une fonction de classe C1 de R dans R. corr0049

Correction of the exercise 50

(1) pu, vq ÞÑ u3 ` 12u2v ´ 5v3.
Bf
Bu “ 3u2 ` 24uv
Bf
Bv “ 12u2 ´ 15v2

(97.151)

(2) pu, vq ÞÑ fpu2q lnpvq.
Bf
Bu “ 2uf 1pu2q lnpvq
Bf
Bv “

fpu2q
v

(97.152)

(3) px, yq ÞÑ tanpx` y2q.
Bf
Bx “

1
cos2px` y2q

Bf
Bv “

2y
cos2px` y2q

(97.153)

(4) pr, θq ÞÑ rθ

Bf
Br “ θrθ´1

Bf
Bθ “ lnprqrθ

(97.154)

(5) px, yq ÞÑ px` 3qex
Bf
Bx “ expx` 4q
Bf
By “ 0

(97.155)

http://abstrusegoose.com/26


4700 CHAPITRE 97. EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 2

(6) pu, vq ÞÑ lnpfpuvqq.
Bf
Bu “

vf 1puvq
fpuvq

Bf
Bv “

uf 1puvq
fpuvq

(97.156)

Exercise 51 exo0050

Soient
f : R`

0 ˆR`
0 Ñ R

px, yq ÞÑ ex{y lnpx
y
q (97.157)

et
g : s0,8rˆs0, π2 r Ñ R2

pr, θq ÞÑ pr cospθq, r sinpθqq.
(97.158)

(1) Calculez dfp1, 1q et dgp?2, π4 q
(2) Calculez f̃ def“ f ˝ g
(3) Calculez df̃p?2, π4 q à partir de df et dg.

corr0050

Correction of the exercise 51
La différentielle dfp1,1q existe parce que dans un voisinage de ce point, la fonction est parfaite-

ment C8. Pour la calculer, nous calculons les dérivées partielles. D’une part

Bf
Bx p1, 1q “

„
1
y
ex{y lnpx

y
q ` ex{y 1

x{y
1
y

ȷ

p1,1q
“ e lnp1q ` e “ e. (97.159)

De la même manière,
Bf
By p1, 1q “ ´e, (97.160)

ce qui nous donne
dfp1,1q “ epdx´ dyq, (97.161)

c’est-à-dire
dfp1,1qpuq “ epu1 ´ u2q. (97.162)

Juste pour le plaisir, nous allons calculer les dérivées partielles de g en utilisant la définition, mais
vous devriez remarquer qu’il est tout à fait suffisant d’appliquer les règles de calcul composante
par composantes, sans vous laisser effrayer par le fait que les variables s’appellent r et θ au lieu
des habituelles x et y.

Bg
Br pr, θq “ lim

tÑ0

gpr ` t, θq ´ gpr, θq
t

“ lim
tÑ0

`pr ` tq cospθq, pr ` tq sinpθq˘´ `
r cospθq, r sinpθq˘

t

“ lim
tÑ0

`
t cospθq, 0˘

t

“ `
cospθq, sinpθq˘.

(97.163)

En utilisant la même technique, ou les règles usuelles de calcul,

Bg
Bθ “

`´ r sinpθq, r cospθq˘. (97.164)

Magie ! Remarque que si tu fais le produit scalaire entre Bθg et gpr, θq, tu obtiens zéro. En effet,
g est la fonction qui transforme des coordonnées polaires en cartésiennes. Mais un déplacement
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infinitésimal de θ (c’est-à-dire Bθg) correspond à un vecteur tangent au cercle de rayon r. Cette
tangente est perpendiculaire au rayon.

Nous avons donc, au point demandé :

Bg
Br p
?

2, π4 q “
ˆ

1?
2
,

1?
2

˙
,

Bg
Bθ p
?

2, π4 q “ p´1, 1q.
(97.165)EqDiffPArtg0050EqDiffPArtg0050

En remplaçant gpr, θq par sa valeur dans f , nous trouvons

f̃pr, θq “ e1{ tanpθq ln
ˆ

1
tanpθq

˙
. (97.166)

Remarquons que cette fonction ne dépend que de l’angle. Afin de calculer maintenant la différen-
tielle de la composée, analysons la formule donnée dans le cours :

dpf ˝ gqpaq “ df
`
gpaq˘ ˝ dgpaq. (97.167)

En notant cela avec nos notations plus habituelles,

dpf ˝ gqapuq “ dfgpaq
`
dgapuq

˘
. (97.168)

Dans notre cas, nous avons que gp?2, π4 q “ p1, 1q, c’est-à-dire précisément le point où nous avons
déjà calculé la différentielle de f . Cool, nous n’avons pas perdu notre temps. Écrite dans le langage
des formes, les équations (97.165) signifient ceci :

dgp?
2,π

4 q “
ˆ

1{?2
1{?2

˙
dr `

ˆ´1
1

˙
dθ. (97.169)

En déballant un peu tout,

dpf ˝ gqp?
2,π

4 qpur, uθq “ dfgp?
2,π

4 q

ˆ
ur

ˆ
1{?2
1{?2

˙
` uθ

ˆ´1
1

˙˙

“ pedx´ edyq
˜
ur?

2 ´ uθ
ur?

2 ` uθ

¸

“ e

ˆ
ur?

2
´ uθ

˙
´ e

ˆ
ur?

2
` uθ

˙

“ ´2euθ.

(97.170)

Exercise 52 exo0051

Calculez les différentielles en p0, 0q des fonctions suivantes :

(1) f1px, yq “
$
&
%

sinpπp15x3 ` x2 ` py ´ 2q2qq
πpx2 ` py ´ 2q2q quand le dénominateur est non nul

1 ailleurs
(2) f2px, yq “ px` 1qx`y

(3) g1 : pRnq2 ÝÑ pRnq2 : pu, vq ÝÑ plnpsin2puq ` 1q, uvq
(4) g2 : R ÝÑ R3 : pu, vq ÝÑ plnptan2puq ` 1q, uv ´ π, cospcospuvqqq
(5) h “ f1 ˝ g1

corr0051

Correction of the exercise 52
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(1) Le dénominateur ne s’annule qu’au point p0, 2q. Étudions ce qu’il se passe ailleurs. Les dérivées
partielles par rapport à x et y ne sont pas compliquées à calculer (quoiqu’un peu long) :

Bf1
Bx p0, 0q “ 0, (97.171)

et
Bf1
By p0, 0q “ ´1, (97.172)

donc si la différentielle existe (et elle existe),

df1p0,0q “ ´dy. (97.173)

(2) f2px, yq “ px` 1qx`y. Nous avons

Bf2
Bx px, yq “ px` 1qx`y

ˆ
x` y
x` 1 ` lnpx` 1q

˙
,

Bf2
By px, yq “ px` 1qx`1 lnpx` 1q,

(97.174)

donc
df2p0,0q “ 0. (97.175)

Exercise 53 exo0052

Donner les équations des plans tangents en p0, 0q aux graphes des fonctions f1, f2 et h de
l’exercice 52. corr0052

Correction of the exercise 53
Exercise 54 exo0053

Soit f une fonction C1 de R2 vers R. Donnez une expression des dérivées partielles de la
fonction g, définie ci-dessous, en fonction des dérivées partielles de la fonction f .

g : R2 Ñ R : pu, vq Ñ fpuev, vp1` u2qq
corr0053

Correction of the exercise 54
Exercise 55 exo0054

Soit f une fonction C1 de R vers R. Donnez une expression de la fonction suivante en fonction
de la dérivée de f .

px, yq Ñ ypBxgqpx, yq ` xpBygqpx, yq
si

g : R2 Ñ R : px, yq Ñ fpx2 ´ y2q
corr0054

Correction of the exercise 55
Exercise 56 exo0055

Soient f : R2 Ñ R une fonction de classe C2 et soit g : R Ñ R une autre fonction de classe
C2. On définit la fonction h : RÑ R par la formule suivante

hptq def“ fpt, gpt2qq

Calculez la dérivée première et la dérivée seconde de la fonction h en fonction des dérivées partielles
de la fonction f et des dérivées de la fonction g. corr0055
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Correction of the exercise 56
Exercise 57 exo0056

Soit f une fonction C1 de R2 vers R et g une fonction de classe C1 de R dans R. Donnez
une expression des dérivées partielles de la fonction h, définie ci-dessous, en fonction des dérivées
partielles de la fonction f et des dérivées de la fonction g.

h : R2 Ñ R : pu, vq Ñ fpgpuevq, gpvqp1` u2qqgpu`vq
corr0056

Correction of the exercise 57
Exercise 58 exo0057

Soient f : R Ñ R, g : R2 Ñ R , h : R3 Ñ R2 “ ph1, h2q. Calculer les gradients (ou matrices
Jacobiennes) des fonctions suivantes en termes des dérivées (partielles) de f, g, h.

(1) w1px, yq “ gpx` y, 1´ fpxyqq.
(2) w2ptq “ fpgp1` t, 1´ ttqq.
(3) w3px, yq “ hpgpx, yq, fpx` lnpxyqq, yq.
(4) w4px, y, zq “ ph1px, y, zq, h2px, y, zq, fpx` y ` zqq.

corr0057

Correction of the exercise 58
Exercise 59 exo0058

Soit
f : R2 Ñ R : px, yq Ñ 4x2 ` y2

(1) Calculez les dérivées partielles p B
Bxfqpa, bq et p B

Byfqpa, bq de la fonction f par rapport à sa
première et par rapport à sa seconde variable au point pa, bq Donnez en une interprétation
géométrique

(2) Calculez l’équation du plan tangent au graphe de f au point pa, b, fpa, bqq.
(3) Calculez la différentielle pdfqpa, bq de f au point pa, bq. Quel lien y a-t-il entre ce plan tangent

et le graphe de dfpa, bq ?
(4) Calculez la dérivée directionnelle de f au point p1, 2q dans la direction p1

2 ,
?

3
2 q.

(5) Calculez le gradient ∇f de f au point pa, bq. Donnez en une interprétation géométrique.
(6) Dessinez quelques ensembles de niveau de la fonction f . Calculez ∇fp1, 1q et écrire l’équation

de la tangente à la courbe
tpx, yq | 4x2 ` y2 “ 5u

au point p1, 1q.
corr0058

Correction of the exercise 59
Les dérivées partielles sont

pBxfqpa, bq “ 8a, et pByfqpa, bq “ 2b. (97.176)

Nous voyons tout de suite que la fonction monte donc plus vite en suivant la direction x (coefficient
8) qu’en suivant la direction y (coefficient 2).

Le plan tangent à f en
`
a, b, fpa, bq˘ est donné par

Tpa,bqpx, yq “ fpa, bq ` BfBx pa, bq·
`px, yq ´ pa, bq˘

x
` BfBy pa, bq·

`px, yq ´ pa, bq˘
y

“ 4a2 ` b2 ` 8apx´ aq ` 2bpy ´ bq
“ 8ax` 2by ´ 4a2 ´ b2.

(97.177)

Petite vérification : Tpa,bqpa, bq “ fpa, bq.
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La différentielle dfpa,bq existe parce que f est polynomiale. En utilisant les dérivées partielles,

dfpa,bqpu1, u2q “ 8au1 ` 2bu2. (97.178)

En termes de matrices,

dfpa,bq “
ˆ

8a
2b

˙
. (97.179)

La différentielle est l’application linéaire dont la matrice est formée des « coefficients angulaires »
du plan tangent.

On demande de calculer Bf
Bupa, bq avec u “ p1

2 ,
?

3
2 q et pa, bq “ p1, 2q. Étant donné que f est

différentiable, nous avons

Bf
Bu pa, bq “ dfpa,bqpuq “ BfBx pa, bqu1 ` BfBy pa, bqu2

“ 8au1 ` 2bu2

“ 4` 2
?

3.

(97.180)

Le gradient est encore une variation sur le même thème :

∇fpa, bq “
´Bf

Bx pa, bq Bf
By pa, bq

¯
“ `

8a 2b
˘
, (97.181)

c’est le vecteur qu’il faut suivre en partant de pa, bq pour voir la fonction f monter le plus vite
possible. Nous avons, juste en remplaçant, que

∇fp1, 1q “ p8, 2q. (97.182)

Afin de comprendre le lien entre la tangente à une courbe de niveau et le plan tangent, il faut
lire la page 94 du cours, ou alors les notes idéologiques de la sous-section 12.25.3.

Le vecteur tangent à la courbe de niveau 4x2 ` y2 “ 5 en p1, 1q est un vecteur qui est perpen-
diculaire à ∇fp1, 1q “ p8, 2q. Le vecteur 1,´4 par exemple fait l’affaire. Nous cherchons donc la
droite qui passe par p1, 1q et dont le vecteur directeur est p1,´4q. L’équation de cette droite est

y “ ´4x` 5. (97.183)

Exercise 60 exo0059

Considérons la fonction :

fpx, yq “
$
&
%

tanpπp15x5 ` x2 ` py ´ 2q2qq
πpx2 ` py ´ 2q2q quand le dénominateur est non nul

1 ailleurs

(1) Cette fonction est-elle différentiable en p0, 0q ? Si oui, calculez ∇fp0, 0q et dfp0,0qp2, 3q.
(2) Écrivez l’équation du plan tangent au graphe de f en p0, 0, fp0, 0qq.
(3) Soit g : R2 ÝÑ R2 : pu, vq ÝÑ plnpsin2puqq, uv ´ πq. Calculez gpπ2 , 2q. Calculez dpf ˝ gqp π

2 ,2q
à partir de df et dg.

(4) Étudiez la continuité et la différentiabilité de f .
corr0059

Correction of the exercise 60
Exercise 61 exo0060

Soit F : R2 Ñ R2, px, tq ÞÑ F px, tq une fonction de classe C2. On dit que F satisfait l’équation
des cordes vibrantes (ou équation des ondes), si

B2F

Bt2 “ c2 B2F

Bx2 (97.184)EqONde0060EqONde0060

où c représente la vitesse de propagation de l’onde.
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(1) Prouvez que si f et g sont deux solutions de l’équation et a et b deux réels alors af ` bg est
encore une solution de l’équation. (l’ensemble des solutions de l’équation est un sous-espace
vectoriel de l’espace vectoriel des fonctions C2 de R2 vers R)

(2) Vérifiez que si ϕ et ψ sont deux fonctions de classe C2 de R dans R alors

F : R2 Ñ R : px, tq Ñ ϕpx` ctq ` ψpx´ ctq
est une solution de l’équation.

(3) Soit le changement de variable "
ξ “ x` ct
η “ x´ ct

Écrivez l’équation dans ces nouvelles variables et prouvez que les solutions exhibées au point
précédent sont les seules possibles.

(4) Si vous êtes étudiant en physique, vous devriez être capable d’expliquer pourquoi le paramètre
c de l’équation d’onde est la vitesse de l’onde. Si vous êtes étudiant en mathématique, cela
ne vous dispense moralement pas de vous poser la question. Remarquez l’analogie entre
l’équation d’onde (97.184) et l’équation

lψpx̄, tq “ 0 (97.185)

où l “ 1
c2

B2

Bt2 ´∆.
corr0060

Correction of the exercise 61
Le fait que l’ensemble des solutions soit un espace vectoriel découle de la linéarité de l’opération

de dérivation.
Calculons maintenant les dérivées par rapport à x et à t F px, tq “ ϕpx` ctq ` ψpx´ ctq. Cela

est un exercice de dérivation partielle usuelle :

BF
Bx px, tq “ ϕ1px` ctq ` ψpx´ ctq,
B2F

Bx2 px, tq “ ϕ2px` ctq ` ψ2px´ ctq.
(97.186)

De la même manière, mais en tenant compte du signe et du coefficient c, nous trouvons

BF
Bt px, tq “ cϕ1px` ctq ´ cψpx´ ctq,
B2F

Bt2 px, tq “ c2ϕ2px` ctq ` c2ψ2px´ ctq.
(97.187)

En comparant, nous trouvons directement que B2
tF “ c2B2

xF .
Posons

Gpξ, ηq “ F
`1

2pξ ` ηq,
1
2cpξ ´ ηq

˘
, (97.188)

tandis que, pour simplifier la notation, nous notons A “ `1
2pξ ` ηq, 1

2cpξ ´ ηq˘. Toujours exercice
de dérivation partielle :

BG
Bξ pξ, ηq “

BF
Bx pAq· 1

2 `
BF
Bt pAq· 1

2c , (97.189)

et puis
B2G

BηBξ pξ, ηq “
1
4
B2F

Bx2 pAq ´
1

4c2
B2F

Bt2 pAq. (97.190)

L’équation d’onde est donc en fait exactement

B2G

BηBξ “ 0. (97.191)EqOndeNouvVariableEqOndeNouvVariable
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En particulier, BξG est une constante par rapport à η, nous écrivons donc

BG
Bξ “ apξq. (97.192)

Étant donné que G est C2, nous savons que a est C1 ; par conséquent, cette fonction admet une
primitive C2 que nous notons ϕ. L’équation d’onde dans les nouvelles variables (97.191) a pour
solution

Gpξ, ηq “ ϕpξq ` C (97.193)

où C est une constante par rapport à ξ, c’est-à-dire que C peut dépendre de η. Au final,

Gpξ, ηq “ ϕpξq ` ψpηq, (97.194)

ce qu’il fallait démontrer.
Exercise 62 exo0061

Soit f : R2 Ñ R : px, yq Ñ fpx, yq une fonction de classe C2. On définit le laplacien de f par
la formule suivante :

∆f def“ B2

Bx2 f `
B2

By2 f

(1) Calculez le laplacien en coordonnées polaires. Autrement dit, posez

f̃pr, θq def“ fpr cospθq, r sinpθqq (97.195)

et prouvez que :

p∆fqpr cospθq, r sinpθqq “ p B
2

Br2 f̃qpr, θq `
1
r
p BBr f̃qpr, θq `

1
r2 p

B2

Bθ2 f̃qpr, θq

(2) Vérifiez que la fonction suivante F : px, yq Ñ lnpax2 ` y2q est une solution de l’équation
aux dérivée partielles ∆f “ 0

corr0061

Correction of the exercise 62

97.6 Séries et séries de puissances

Exercise 63 exo0062

Donner quand c’est possible un exemple de série ne contenant pas une infinité de termes nuls
(sinon c’est facile)

(1) absolument convergente,
(2) dont la somme vaut deux,
(3) de somme infinie mais dont le terme principal tend vers 0,
(4) divergente (et pas de somme infinie),
(5) qui converge simplement mais pas absolument,
(6) convergente mais dont le terme principal ne tend pas vers 0.

corr0062

Correction of the exercise 63

(1) La série
8ÿ

i“1

1
n2

converge absolument.
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(2) On connaît la somme de la série géométrique de raison q, on en déduit que
8ÿ

i“0

1
2i “

1
1´ 1

2
“ 2

comme demandé.
(3) La série harmonique

8ÿ

i“0

1
i

est l’exemple standard de cette situation.
(4) Un exemple simple est

8ÿ

i“0
p´1qi

dont la suite des sommes partielles est p1, 0, 1, 0, 1, . . .q.
(5) La série harmonique alternée

8ÿ

i“0
p´1qi 1

i

est un bel exemple.
(6) Ceci est impossible : si la suite des sommes partielles converge, elle doit être de Cauchy, et

en particulier la différence entre deux de ses termes successifs, c’est-à-dire le terme général,
doit pouvoir être rendue aussi petite que voulu (voir la proposition 11.89).

Exercise 64 exo0063

Supposer que
ř8
n“1 an est une série convergente à termes positifs. Montrer qu’il existe une sérieř8

n“1 ãn telle que

ãn ą 0, lim
nÑ8

ãn
an

“ 0, et
8ÿ

n“1
ãn ă 8. (97.196)

(Dans l’ensemble des séries convergentes à termes positifs, il n’y a pas de plus lent) corr0063

Correction of the exercise 64
La suite ãn “ an{n fait l’affaire.
Exercise 65 exo0064

Montrez que la série convergente

1
2 ´

1
2 `

1
3 ´

1
3 `

1
4 ´

1
4 ` ¨ ¨ ¨ (97.197)

admet un réarrangement divergent

1
2 ´

1
2 `

1
3 `

1
4 ´

1
3 `

1
5 `

1
6 `

1
7 `

1
8 ´

1
4 ` ¨ ¨ ¨

corr0064

Correction of the exercise 65
Si hk désigne le kième terme de la série harmonique, la somme proposée n’est autre que

ř
kphk´

hkq. Nous pouvons le réarranger en espaçant les ´hk de telle manière à laisser la série monter de
1 entre deux arrivée d’un terme négatif. Plus précisément,

h1, . . . , hS1 ,´h1, hS1`1, . . . , hS2 ,´h2, hS2`1, . . . , hS3 , . . . (97.198)EqSerieArran0064EqSerieArran0064

où les indices Sk sont définis de telle sorte à avoir

p
Sk`1ÿ

i“Sk

hiq ´ hk ą 1. (97.199)
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De cette façon, la série des sommes partielles de (97.198) est divergente.
Exercise 66 exo0065

Soient
ř
an une série convergente dans R et σ : N Ñ N une fonction injective. Posons bn “

aσpnq.
ř
bn converge telle toujours dans R ? Si non, quand a-t-on cette convergence ? corr0065

Correction of the exercise 66
Prenons

ř
k

p´1qk

k . Cette somme converge (critère des séries alternées). Considérons maintenant
l’application injective σpkq “ 2k. La série

ř
k

p´1qσpkq

σpkq , par contre, diverge (le montrer !).
Exercise 67 exo0066

Déterminez si les séries ci-dessous sont absolument convergentes, convergentes ou divergentes.

(1)
ř8
k“1

1
3k

(2)
ř8
k“2

1
plnpkqqk

(3)
ř8
k“1

k!
kk

(4)
ř8
k“1

1
kpk`1q

(5)
ř8
k“1

1
k2´cospkq

(6)
ř8
k“1 k

3e´3k

(7)
ř8
k“1

p´1qk lnpkq
k

(8)
ř8
k“1

p´1qk

ka

(9)
ř8
k“1

cospkq`i sinpkq
k2

(10)
ř8
k“1

cosp kπ
2 q`i sinp kπ

2 q
ka

où a est un nombre réel. corr0066

Correction of the exercise 67
(1)

ř
kp1{3kq. C’est une série de puissances avec q “ 1{3. Étant donné que |q| ă 1, nous avons

convergence absolue.
(2)

ř
kp1{ lnpkqkq. Cette somme est toute désignée pour faire fonctionner le critère de la racine.

Nous avons
k

d
1

lnpkqk “
1

lnpkq , (97.200)

et bien entendu, la limite supérieure de cette suite est zéro. Donc, convergence.

Other resolution
Nous pouvons aussi dire que

1
lnpkqk ă

1
lnp3qk , (97.201)

et maintenant nous pouvons comparer avec une série de puissance de raison 1{ lnp3q.
Remarquez que la majoration 1{ lnpkqk ă 1{ lnp2qk n’est pas suffisante parce que lnp2q ă 1.
En effet, le logarithme est croissant, et lnpeq “ 1, alors que e ą 2 en vertu de l’exercice 17(2).

(3)
ř
kpk!{kkq. Une fois n’est pas coutume, nous avons une suite qui croît plus vite que la facto-

rielle. Appliquons le critère du quotient :

ak`1
ak

“ pk`q!
pk ` 1qk`1

kk

k! “
pk ` 1qkk
pk ` 1qk`1 “

kk

pk ` 1qk “
ˆ

k

k ` 1

˙k
. (97.202)

Le truc est maintenant de voir que cette suite n’est pas loin d’être la suite qui définit le
nombre e, pour rappel ˆ

1` 1
k

˙k
Ñ e. (97.203)

Nous avons ˆ
k

k ` 1

˙k
“
ˆ
k ` 1
k

˙´k
“
«ˆ

k ` 1
k

˙kff´1

Ñ 1{e ă 1. (97.204)

Donc la série converge absolument.
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(4)
ř
kp1{kpk ` 1qq. Chaque terme de cette série est plus petit que 1

k2 . Or la série des 1{k2

converge, donc le critère de comparaison donne la convergence.
(5)

ř
kp1{pk2 ´ cospkqqq. D’abord, remarquons que tous les termes de cette série sont positif.

Ensuite, Nous avons
1

|k2 ´ cospkq| ă
1

|k2 ´ 1| ă
1

pk ´ 1q2 . (97.205)

La dernière inégalité est due au fait que k2 ´ 1 “ pk ` 1qpk ´ 1q.
(6)

ř
kpk3e´3kq. Nous faisons le quotient :

pk ` 1q4e´3pk`1q

k3e´3k “ e´3
ˆ
k ` 1
k

˙3
Ñ e´3 ă 1, (97.206)

donc la série converge.
(7)

ř
k

`p´1qk lnpkq˘{k. C’est une série alternée construite sur une série dont le terme général
tend vers zéro. Il y a donc convergence. Il faut voir maintenant si la convergence est absolue
ou non. Cela est vite réglé par comparaison :

8ÿ

k“1

lnpkq
k

ą
ÿ

k

1
k
, (97.207)

qui diverge. Il y a donc convergence simple mais pas absolue.
(8)

ř
k

`p´1qk{ka˘. Lorsque a ă 0, la série diverge. Cela ne veut pas dire, cependant, qu’elle tend
vers ˘8. Lorsque a ą 0, il y a convergence simple par le critère des séries alternées. Il faut
encore étudier dans quel cas il y a convergence absolue. Pour ce faire, nous regardons la série
non alternée 8ÿ

k“1

1
ka
, (97.208)

qui converge si et seulement si a ą 1. En résumé, nous avons
(8a) Diverge si a ă 0,
(8b) Converge simplement mais pas absolument si 0 ď a ď 1,
(8c) converge absolument quand a ą 1.

(9)
ř
kpcospkq`i sinpkqq{k2. La norme du numérateur vaut tout le temps 1, donc la série converge

absolument, et donc simplement.
(10) La série converge absolument quand a ą 1. Si a ď 0, alors la série diverge parce que le terme

général ne tend pas vers zéro. Lorsque 0 ă a ď 1, il n’y a pas de convergence absolue parce
que nous tombons sur la série de Riemann (11.322). Par contre, le critère d’Abel assure la
convergence simple sur cet intervalle. En résumé :

(10a) si a ď 0, alors la série diverge,
(10b) si 0 ă a ď 1, il y a convergence simple,
(10c) si a ą 1, alors il y a convergence absolue.

Exercise 68 exo0067

Déterminez et représentez dans le plan de Gauss le domaine de convergence des séries suivantes :

(1)
ř8
k“1 z

k

(2)
ř8
k“1

pz`1qk

k

(3)
ř8
k“1

k!pz`iqk

kk

(4)
ř8
k“1

zk

k!

(5)
ř8
k“1pk ` 1qapz ´ 5` iqk

(6)
ř8
k“1

p´1qk`1?
k`3pz`1´iqk

pk`2q2

(7)
ř8
k“1

p´z`2qk

2k`lnpkq
corr0067

Correction of the exercise 68
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(1) La série
8ÿ

k“0
zk

est une série de puissance de coefficients ck “ 1 et de centre z0 “ 0. Pour trouver le rayon de
convergence, nous utilisons la formule (15.67)

lim sup k
a|ck| “ lim sup k

?
1 “ 1.

Le rayon de convergence est donc donné par R “ 1{1 “ 1.
Si z vérifie |z| “ 1, alors

ˇ̌
zk
ˇ̌ “ 1 et

lim
kÑ8 z

k ‰ 0

ce qui prouve que la série ne converge pas sur le bord du disque de convergence.
Remarquons que cette série est en réalité la série géométrique de raison z, dont on connaît
la somme explicitement depuis la proposition 11.122.

(2) La série
8ÿ

k“1

pz ` 1qk
k

est une série de puissance de coefficients ck “ 1
k et centrée en z0 “ ´1. Nous calculons

α “ lim sup k

c
1
k
“ lim sup 1

k
?
k
“ 1, (97.209)

donc le rayon de convergence est R “ 1{α “ 1. Le théorème 15.25 dit tout ce qu’on veut
savoir dans tout le plan complexe 6, sauf sur le cercle de rayon 1 centré en ´1.
Étudions la convergence absolue sur le bord du disque, c’est-à-dire pour les points z tels que
|z ` 1| “ 1. Le terme général de la série devient

|z ` 1|k
k

“ 1
k
, (97.210)

qui n’est autre que le terme général de la série harmonique. Donc la série des modules (qui
donne la convergence absolue) est la série harmonique. On en déduit que la série ne converge
pas absolument sur le bord du disque de convergence.
Pour appliquer Abel, toujours pour z tel que |z ` 1| “ 1, majorons les sommes partielles
suivantes

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

k“1
pz ` 1qk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ´1`

nÿ

k“0
pz ` 1qk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ´1` 1´ pz ` 1qn`1

1´ pz ` 1q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď 1`
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
1´ pz ` 1qn`1

´z

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď 1`
1`

ˇ̌
ˇpz ` 1qn`1

ˇ̌
ˇ

|z|
“ 1` 1` |pz ` 1q|n`1

|z|
“ 1` 2

|z|
6. N’hésitez pas à faire un petit dessin de la solution, afin de vous assurer que vous voyez bien qui sont z, z0, R

et le disque de convergence.
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ce qui fournit une majoration (indépendante de n) pour tout z vérifiant z ‰ 0 et |z ` 1| “ 1.
On peut alors appliquer le critère de Abel, puisque la suite 1

k est clairement décroissante et
tend vers 0.
Le point z “ 0 reste à analyser. Si on récrit la série de l’énoncé avec cette valeur de z, on
retrouve la série harmonique (qui est divergente).
Conclusion : Si |z ` 1| ą 1 ou si z “ 0, la série diverge ; si |z ` 1| “ 1 et z ‰ 0, la série
converge simplement ; si |z ` 1| ă 1, la série converge absolument (et simplement).

(3) La série
8ÿ

k“1

k!pz ` iqk
kk

(97.211)eqseriepuissances-exo-ceqseriepuissances-exo-c

est une série de puissances de coefficients ck “ k!
kk et de centre z0 “ ´i. La formule

α “ lim sup k

c
k!
kk

(97.212)

ne nous ragoute pas trop. Nous utilisons donc plutôt la formule alternative (15.68) :

lim
kÑ8

pk ` 1q!
pk ` 1qk`1

kk

k! “ lim
kÑ8

kk

pk ` 1qk “ lim
kÑ8

1
`
1` 1

k

˘k “
1
e

(97.213)

qui montre que le rayon de convergence est R “ e.
Pour z tel que |z ` 1| “ e, on observe que le module du terme général est donné par

ak “ k!ek
kk

(97.214)

Nous voulons donc vérifier si la série
ř
k
k!
kk e

k converge. Pour ce faire, nous calculons

ak`1
ak

“ pk ` 1qekk
pk ` 1qk`1 “ e

kk

pk ` 1qk . (97.215)EqCalculPuiss0067eeEqCalculPuiss0067ee

La suite
`
k{pk ` 1q˘k tend vers 1, donc la suite des ak`1{ak tend vers 1. Nous pouvons

cependant dire plus. En vertu de l’exercice 17(1), la suite xk “
`
k`1
k

˘k qui définit e est
monotone croissante, donc la suite (97.215) est une suite monotone décroissante qui tend
vers 1. Chacun de ses termes est donc plus grand que 1.
Le fait que ce rapport soit plus grand que 1 montre que ak`1 ě ak, c’est-à-dire que la suite
ak est croissante. En particulier, le terme général de la série (97.211) ne peut pas tendre vers
0 sur le bord du disque de convergence.
Notez que nous avons bien prouvé que la série ne converge pas sur le bord, et non seulement
qu’elle ne converge pas absolument.

(4) La série
8ÿ

k“0

zk

k!

est de la forme ci-dessus, avec ck “ 1{k! et z0 “ 0. Calculons la limite

lim
kÑ8

ck`1
ck

“ lim
kÑ8

k!
pk ` 1q! “ lim

kÑ8
1

k ` 1 “ 0

qui montre que la série possède un rayon de convergence infini, c’est-à-dire qu’elle converge
absolument quel que soit z P C.
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(5) La série dépendant des paramètres a P R et z P C
8ÿ

k“1
pk ` 1qapz ´ 5` iqk

est une série de puissance (en z) de coefficients ck “ pk ` 1qa et centrée en z0 “ 5 ´ i. Le
calcul de la limite

lim
kÑ8

pk ` 2qa
pk ` 1qa “ 1a “ 1

montre que le rayon de convergence vaut R “ 1, indépendamment de a.
Si |z ´ 5` i| “ 1, alors la série des modules, qui permet d’établir la convergence absolue,
devient 8ÿ

k“1
pk ` 1qa

et est manifestement équivalente à la série de Riemann
ř8
k“1 k

a. La série de l’énoncé est donc
absolument convergente si et seulement si a ă ´1.
Par ailleurs, le module du terme général étant pk ` 1qa (toujours pour z sur le bord du
disque), il tend vers 0 si et seulement si a ă 0. On en déduit que la série diverge dès que
a ě 0.
Pour ´1 ď a ă 0, le « critère de Riemann » a échoué, et nous savons qu’elle ne converge pas
absolument. Nous essayons donc d’utiliser le critère d’Abel pour savoir si la série convergerait
simplement. Étant donnée la condition sur a, le facteur pk ` 1qa forme une suite décroissant
vers 0. On peut donc essayer de majorer les sommes partielles suivante :

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

k“1
pz ´ 5` iqk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ´1` 1´ pz ´ 5` iqn`1

1´ pz ´ 5` iq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď 1`
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
1´ pz ´ 5` iqn`1

1´ pz ´ 5` iq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď 1`
1`

ˇ̌
ˇpz ´ 5` iqn`1

ˇ̌
ˇ

|1´ pz ´ 5` iq|
“ 1` 2

|1´ pz ´ 5` iq|
ce qui est valable dès que 1´ pz´ 5` iq ‰ 0. On en déduit que la série converge simplement
sur le disque |z ´ 5` i| “ 1 dès que ´1 ď a ă 0 et z ‰ 6´ i.
Si z “ 6´ i, la série initiale devient la série

8ÿ

k“1
pk ` 1qa

et elle ne converge que si a ă ´1 (qui est un cas déjà étudié) et diverge sinon.
Conclusion : Indépendamment de a, le rayon de convergence vaut 1, et la série converge
absolument si |z ´ 5` i| ă 1 ; diverge si |z ´ 5` i| ą 1. En ce qui concerne les points z
vérifiant |z ´ 5` i| “ 1, la série y converge absolument si et seulement si a ă ´1 ; converge
simplement si a ă 0 et z ‰ 6´ i ; diverge si a ě 0 ou si (0 ą a ě ´1 et z “ 6´ i).

(6) Pour le rayon de convergence, nous calculons la limite

α “ lim
kÑ8

ˇ̌
ˇ̌p´1qk`2?k ` 4

pk ` 3q2 · pk ` 2q2
p´1qk`1

?
k ` 3

ˇ̌
ˇ̌ “ lim

kÑ8

ˆ
k ` 2
k ` 3

˙2 ck ` 4
k ` 3 “ 1 (97.216)

Le rayon de convergence est donc 1 sans discussions.
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Sur le bord, |z ` 1´ i| “ 1, la convergence absolue est étudiée par la série
ÿ

k

?
k ` 1

pk ` 2q2 , (97.217)

qui se compare à la série
ř
k´3{2 , qui converge. Il y a donc convergence absolue sur le bord

du disque de convergence.
(7) Ce qui est tout à fait boulversifiant dans la série

8ÿ

k“1

p´z ` 2qk
2k ` lnpkq ,

c’est le signe devant le z. Qu’à cela ne tienne, nous faisons simplement la manipulation
suivante pour mettre ce signe en évidence :

p´z ` 2qk “ `´ pz ´ 2q˘k “ p´1qkpz ´ 2q. (97.218)

Nous sommes donc avec une série de puissances de coefficients ck “ p´1qk

2k`lnpkq , et centrée en
z0 “ 2. Le calcul de la limite

lim
kÑ8

ˇ̌
ˇ̌ck`1
ck

ˇ̌
ˇ̌ “ lim

kÑ8
2k ` lnpkq

2pk ` 1q ` lnpk ` 1q “ 1

montre que le rayon de convergence est R “ 1.
Pour un point z vérifiant |z ´ 2| “ 1, la série des modules (permettant d’analyser la conver-
gence absolue) devient

8ÿ

k“1

1
2k ` lnpkq

qui est équivalente à la série harmonique, et donc diverge. Il n’y a donc pas convergence
absolue sur le bord du disque. Rien n’est perdu cependant, il est toujours possible que nous
ayons une convergence simple.
Pour analyser la convergence simple, toujours sur le bord du disque, utilisons le critère
d’Abel : la suite 1

2k`lnpkq est clairement décroissante et tend vers 0. On écrit :
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

k“1
p´z ` 2qk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ´1`

nÿ

k“0
p´z ` 2qk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ď 1`
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
nÿ

k“1
p´z ` 2qk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

“ 1` |1´ p´z ` 2qn`1|
| ´ 1` z ´ 2|

ď 1` 1` |z ´ 2|n`1

|z ´ 1|
“ 1` 1

|z ´ 1| .

(97.219)

Cela nous fournit une borne pour les sommes partielles, tant que z ‰ 1. Nous avons donc
prouvé la convergence (non absolue) sur le disque de convergence moins le point z “ 1. Ce
dernier point reste à étudier.
Pour analyser le point z “ 1, reprenons l’énoncé initial : on retrouve la série

8ÿ

k“1

1
2k ` lnpkq

qui est équivalente à la série harmonique et donc diverge.
Conclusion : La série converge absolument si z vérifie |´z ` 2| ă 1 ; converge simplement si
|´z ` 2| “ 1 et z ‰ 1 ; diverge si |´z ` 2| ą 1 ou si z “ 1.

http://www.youtube.com/watch?v=5O2bOElnbOQ
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97.7 Exercices de topologie
Si An est une suite d’ensemble, le symbole

8č

n“1
An (97.220)

désigne l’ensemble des éléments qui sont dans An pour tout n P N. Remarquez que l’infini n’est
pas un élément de N ! L’intersection se fait donc de n “ 1 à l’infini ; l’infini non compris.

Prenons comme exemple le cas du point (6) de l’exercice 70. Étant donné que An “ s´ 1
n ,

1
n r,

on pourrait croire que A8 “ s0, 0r “ H, et que par conséquent, l’intersection
Ş8
n“1 est vide.

97.7.1 Exercices ultra basiques

Exercise 69 exo0071

Donner si possible un exemple d’espace
(1) Ouvert dans R2.
(2) Fermé dans R3.
(3) Fermé et ouvert.
(4) Compact ne contenant que 8 points.
(5) Fermé non borné.
(6) Fermé, ouvert et borné.

corr0071

Correction of the exercise 69
(1) Une boule ouverte tpx, yq P R2 tel que x2 ` y2 ă 1u
(2) Un cercle tpcosptq, sinptq, 1q tel que t P Ru
(3) Pour un exemple non trivial, il faut être dans un espace topologique non connexe. Par exemple

dans l’hyperboloïde à deux nappes d’équation x2`y2 “ z2´1 vu comme espace topologique,
la nappe z ą 0 est ouverte et fermée. L’hyperboloïde lui-même est également un ouvert fermé
de lui-même (c’est vrai pour n’importe quel espace topologique).
Plus généralement, dans un espace topologique non connexe, les composantes connexes sont
ouvertes et fermées.

(4) Dans Rn, n’importe quel ensemble de 8 points est compact (fermé et borné). Nous pouvons
aussi montrer que n’importe quel espace topologique qui possède un nombre fini de points
est compact.
En effet, soit l’ensemble A “ ta1, . . . anu, et prenons un recouvrement de cet ensemble par des
ouverts Oα. Comme c’est un recouvrement, nous avons A Ď Ť

α Oα. Soit α1 tel que a1 P Oα1

(ceci existe parce que a1 est dans un des Oα). Plus généralement, nous prenons i tel que ai
soit dans Oαi pour i “ 1, . . . n.
Maintenant, A Ď Ťn

i“1 Oαi , ce qui fait que nos Oαi forment un sous-recouvrement fini de A.
(5) Une hélice tpcosptq, sinptq, tq tel que t P Ru dans R3. Une simple droite dans R2 est bon

aussi.
(6) Pour obtenir un exemple non trivial (pasH dans un espace métrique, ni un espace topologique

métrique borné vu comme sous-espace de lui-même), il faut se placer dans un espace non
connexe. Par exemple dans l’espace topologique formé de l’une union disjointe de deux sphères
S2 \ S2, chaque sphère est ouverte, fermée et bornée.

Exercise 70 exo0072

Déterminez l’intérieur, l’adhérence et la frontière des sous-ensembles de R suivants (Précisez
si l’ensemble est ouvert, fermé, borné, compact).

(1) s ´ ?3,
?

3rYr10, 11s
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Item72b

(2) r2, 3rzteu
(3) Z
(4) Q
(5) t1

i | i P Z0u ItemF0072

(6)
Ş8
n“1s ´ 1

n ,
1
n r corr0072

Correction of the exercise 70
Quelques remarques. N’oubliez pas que l’adhérence d’un ensemble non vide n’est jamais vide :

l’ensemble lui-même est toujours dans son adhérence.
(1)
(2)
(3) L’ensemble Z n’a pas d’intérieur. En effet, prenons n P Z et considérons la boule Bpn, eq.

Cette boule contient évidement des éléments qui ne sont pas dans Z. Nous avons donc prouvé
qu’aucune boule centrée en n n’est entièrement comprise dans Z. Cela prouve que Z n’as pas
d’intérieur.
L’adhérence de Z est réduite à Z lui-même parce que si x R Z, il existe un r tel que Bpx, rqX
Z “ H, ce qui prouve que x n’est pas adhérent à Z.

(4) L’ensemble Q n’as pas d’intérieur pour la même raison que Z : il existe un élément hors de
Q aussi proche que l’on veut de tout rationnel. L’adhérence de Q, par contre est tout R. En
effet, si x P R et si r ą 0, la boule Bpx, rq intersecte toujours Q.

(5)
(6) Notez que

8č

n“1
s´ 1
n
,

1
n
r “ t0u. (97.221)

Les réponses complètes sont dans le tableau suivant. Parmi les propriétés d’être ouvert, fermé,
borné, compact ou connexe par arcs (c.p.a), les ensembles cités jouissent des propriétés mentionnées
mais pas des autres.

(a) Intérieur s ´ ?3,
?

3r Y s10, 11r
Adhérence r´?3,

?
3s Y r10, 11s

Frontière t´?3,
?

3, 10, 11u
Propriétés borné

(b) Intérieur s2; 3rzteu
Adhérence r2; 3s
Frontière t2, e, 3u
Propriétés borné

(c) Intérieur H
Adhérence Z
Frontière Z
Propriétés fermé

(d) Intérieur R
Adhérence R
Frontière H
Propriétés ouvert, fermé, connexe par arcs.

(e) Intérieur H
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Adhérence t1{i tel que i P Z0u Y t0u
Frontière t1{i tel que i P Z0u Y t0u
Propriétés

(f) Intérieur H
Adhérence t0u
Frontière t0u
Propriétés fermé,b borné, compact, connexe par arcs.

Exercise 71 exo0073

Soit pE, ||.||q un espace vectoriel normé, et xn une suite convergente dans E dont x est la limite.
Montrer que txnuŤtxu est compact. corr0073

Correction of the exercise 71
Prenons un recouvrement par des ouverts. Parmi tous les ouverts, il y en a au moins un qui

contient x, disons A1. Cet ouvert contient une boule de rayon r. Prenons maintenant K P N tel
que n ą K implique |xn´ x| ď r. Tous les éléments de la suite à partir de K (y compris la limite)
sont donc contenus dans A1.

Il ne reste plus que K éléments à mettre dans un nombre finis d’ouverts. Ça c’est facile : on
prend un ouvert par point.

Si cet exercice t’a plu, alors l’exercice 86 va sûrement te donner tout plein de plaisir.
Exercise 72 exo0074

Considérons intervalles
An “

”´3n` 2
n

,
2n2 ´ n
n2

ı
.

Que pouvez-vous dire de
Ť8
n“1An ? Et de

Ş8
n“1An ? corr0074

Correction of the exercise 72
On observe que

An “
”
´ 3` 2

n
, 2´ 1

n

ı

où ´3 ` 2
n est une suite décroissante, et 2 ´ 1

n est croissante. On a donc une suite d’intervalles
emboîtés

A1 Ă A2 Ă A3 . . .

donc la réunion vaut s ´ 3, 2r et l’intersection vaut A1 “ r´1, 1s. On remarque que chaque An est
fermé, mais la réunion est ouverte.

Exercise 73 exo0075

Démontrez les lois de de Morgan : si An Ă Ω @n, alors
˜ď

n

An

¸c

“
č

n

Acn,

˜č

n

An

¸c

“
ď

n

Acn

où Ac est le complémentaire de A dans Ω. corr0075

Correction of the exercise 73
Montrons la première relation : soit x P Ω. Alors nous avons les équivalences suivantes :

x P
˜ď

n

An

¸c

ðñ ␣
˜
x P

ď

n

An

¸
ðñ ␣pDn tel que x P Anq

ðñ @n,␣px P Anq ðñ @n, x P pAnqc ðñ x P
č

n

pAnqc

où ␣ désigne la négation logique (et n est élément de N).
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La deuxième relation se traite de façon similaire. On peut également la déduire de la première
relation de la manière suivante : pour montrer que pŞnAnqc “

Ť
npAncq, il suffit de poser Bn “ Acn,

de prendre le complémentaire dans les deux membres et d’utiliser le fait que pXcqc “ X pour se
ramener à la première relation.

Exercise 74 exo0076

Représentez dans le plan les sous-ensembles de R2 suivants et déterminez leur intérieur, leur
adhérence et leur frontière (précisez si l’ensemble est ouvert, fermé, borné, compact ou 7 connexe
par arcs).

Item76a

(1) tpx, yq | 3x` 4y “ 2u
Item76b

(2) tpx, yq | 1´ xy ą 0u
Item76c

(3) tpx, yq | |x| “ 1, |y| ‰ 1u
Item76d

(4) tpx, yq | px´ 3q2 ` py ` 2q2 ď 4u
Item76e

(5) tpx, yq | x2 ´ 2x` y2 ` 4y ´ 5 ď 0u
Item76f

(6) tpx, yq | x2 ` y2 ď 3 et ´ 1 ď y ă 1u
Item76g

(7) tpcosptq, sinptqq | t P Ru
Item76h

(8) tpv cospuq, v sinpuqq | u P R et v Ps ´ 2, 1su
Item76i

(9) tpx0, y0qp1´ tq ` tpx1, y1q | t P r0, 1su Item76j

(10) tpt, tk q | t P r0, 1s et k P N0u Item76k

(11) tpt, tk q | t Ps0, 1s et k P N0u Item76l

(12)
Ť
ně1t 1

nu ˆ r0, 1s corr0076

Correction of the exercise 74
Quelques notes

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)

(10) Le point p0, 0q est dans l’ensemble, et donc dans l’adhérence. L’adhérence peut donc être
notée indifféremment E Y r0, 1s ˆ t0u ou E Y s0, 1s ˆ t0u.

(11) Dans ce cas ci, par contre, le point p0, 0q n’est pas dans l’ensemble, donc l’adhérence doit
être écrite E Y r0, 1s ˆ t0u.

(12)
Parmi les propriétés d’être ouvert, fermé, borné, compact ou connexe par arcs (c.p.a), les

ensembles cités (toujours noté E) jouissent des propriétés mentionnées mais pas des autres.
sdf

7. ce « ou » n’est évidement pas exclusif.
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Pour l’ensemble (5), remarquez que x2 ´ 2x` y2 ` yy ´ 5 “ px´ 1q2 ` py ` 2q2 ´ 10 ; c’est le
coup classique de reformer les carrés.

Parmi les propriétés d’être ouvert, fermé, borné ou compact, les ensembles considérés jouissent
des propriétés citées et pas des autres.

(1) Fermé (droite).
(2) Fermé (hyperbole).
(3) Aucune propriété (union disjointe de deux demi-droites et de deux segments ouverts).
(4) Fermé, borné, compact (disque).
(5) Idem.
(6) Borné (morceau de disque)
(7) Fermé, borné, compact (cercle).
(8) Ouvert, borné (disque ouvert de rayon 2).
(9) Fermé, borné, compact (segment de droite ou point).

(10) Borné (bouquet infini de segments)
(11) Idem (idem sans le point 0).
(12) Borné (union disjointe d’une infinité de segments).

Exercise 75 exo0077

Représentez vous dans l’espace les sous-ensembles de R3 suivants et déterminez leur intérieur,
leur adhérence et leur frontière (précisez si l’ensemble est ouvert, fermé, borné, compact).

(1) tpx, y, zq | px´ 3q2 ` pyq2 ` z2 ď 9u
(2) tpx, y, zq | x2 ` y2 ď 7u

Item0077c

(3) tpx, y, zq | x2 ď 3u
(4) tpx, y, zq | x ă yu
(5) tpcosptq, sinptq, tq | t P Ru

corr0077

Correction of the exercise 75
Même esprit que l’exercice précédent.

(1) Fermé, borné, compact (sphère).
(2) Fermé (cylindre plein).
(3) Fermé (pavé infini).
(4) Ouvert (demi espace).
(5) Fermé (hélice).

Exercise 76 exo0078

Justifiez soigneusement l’exercice (2) de l’exercice 70. corr0078

Correction of the exercise 76
Soit A “ r2, 3rzteu et vérifions que IntA “ s2, 3rzteu :

(1) Vérifions d’abord que 2 n’est pas un point intérieur à A. En effet, si on considère la boule
Bp2, ϵq autour de 2, le point 2´ ϵ{2 est bien dans cette boule mais 2´ ϵ{2 ă 2 (car ϵ ą 0),
donc 2´ ϵ{2 R A.

(2) De plus, s2, 3rzteu est la réunion des ouverts s2, er et se, 3r, c’est donc un ouvert, qui est
contenu dans A.

On en déduit que s2, 3rzteu est le plus grand ouvert contenu dans A, c’est donc bien l’intérieur
de A.

Similairement, pour l’adhérence, on veut montrer que AdhA “ r2, 3s :
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(1) Notons d’abord que pour n assez grand, les quantités e ` 1{n et 3 ´ 1{n sont dans A. Les
suites correspondantes, xn “ e` 1{n et yn “ 3´ 1{n, tendent vers e et 3 respectivement. On
en déduit que e et 3 doivent être dans l’adhérence de A.

(2) D’autre part, l’ensemble r2, 3s étant fermé, c’est forcément le plus petit fermé contenant A.

Le fait que A n’est pas ouvert ni fermé résulte des définitions car A n’est ni égal à son adhérence,
ni égal à son intérieur. Le fait que A n’est pas connexe par arcs peut se justifier comme suit : A
est inclus dans la réunion s´8, er Y se,`8r. Ces deux ouverts s´8, er et se,`8r sont disjoints,
et aucun d’eux ne contient entièrement A. Donc A n’est pas connexe, et en particulier n’est pas
connexe par arcs.

Exercise 77 exo0079

Justifier soigneusement l’exercice (3) de l’exercice 75. corr0079

Correction of the exercise 77
Soit E “ tpx, y, zq tel que x2 ď 3u. Prouvons que E est fermé, car si ppkq est une suite de points

(pk “ pxk, yk, zkq) de E (c’est-à-dire pxkq2 ď 3) convergente dans R3 vers une limite p “ px, y, zq,
alors en particulier la suite xk tend vers x. Comme pxkq2 ď 3, on peut passer à la limite dans
l’inégalité et donc x2 ď 3, ce qui prouve que p “ px, y, zq est dans E, et donc AdhE Ă E. Comme
par ailleurs E Ă AdhE, on a bien l’égalité.

Remarque 97.1.
De manière plus générale, si f : Rn Ñ Rm est continue, et si F Ă Rm est un fermé de Rm, alors
l’ensemble

f´1pF q def“ tp P Rn tel que fppq P F u
est un ensemble fermé dans Rn. Par ailleurs, si on suppose F ouvert au lieu de fermé, alors f´1pF q
est ouvert.

Dans ce cas ci, f : R3 Ñ R : px, y, zq ÞÑ x2 est continue, et F “ r3,`8r est fermé. L’ensemble
E est bien l’ensemble des points p P R3 tels que fppq P F .

Prouvons que IntE “ tpx, y, zq tel que x2 ă 3u. Tout d’abord, par la remarque ci-dessus, on
observe que tpx, y, zq tel que x2 ă 3u est ouvert (image réciproque de l’ouvert s3,`8s) et donc
est inclus dans l’intérieur de E. Par ailleurs, les points px, y, zq vérifiant x2 “ 3 ne sont pas dans
l’intérieur : si Bpp3, y, zq, ϵq désigne la boule de centre p3, y, zq et de rayon ϵ, le point p3` ϵ{2, y, zq
appartient à cette boule mais n’est pas dans E ; donc aucune boule centrée en p3, y, zq ne peut être
contenue entièrement dans E. Ce qui prouve le résultat.

Prouvons que E est connexe par arcs. Si px, y, zq et pa, b, cq sont des points de E, alors le chemin

γ : r0, 1s Ñ R3 : t ÞÑ tpx, y, zq ` p1´ tqpa, b, cq

est continu (il paramétrise le segment de droite joignant pa, b, cq à px, y, zq). La condition pour être
dans E s’écrit |x| ď 3 et |a| ď 3. Par l’inégalité triangulaire, on sait que

|tx` p1´ tqa| ď |t| |x| ` |1´ t| |a| ď t
?

3` p1´ tq?3 “ ?3

où on a utilisé le fait que t ě 0 et 1 ´ t ě 0 (car t P r0, 1s). Ceci prouve que γptq P E pour tout
t P r0, 1s, et on a donc bien un chemin continu reliant px, y, zq et pa, b, cq contenu dans E.

Exercise 78 exo0080

Prouver que R0 n’est pas un sous-espace connexe de R. corr0080

Correction of the exercise 78
L’ensemble R0 n’est pas un sous-espace connexe de R parce que R0 “ R´

0 YR`
0 est la réunion

de deux ouverts non vides.
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97.7.2 Exercices simplement basiques

Les exercices qui suivent ne seront en principe pas vus aux séances (faute de temps, plus que
faute d’envie), mais ils sont certainement très intéressants à regarder pour celles et ceux qui désirent
en savoir un peu plus sur la topologie.

Exercise 79 exo0081

Deux métriques à peine bizarres. . .

(1) Pour tout ensemble non vide X (par exemple l’ensemble des habitants de Mars, l’ensemble
des étoiles fixes dans la voie lactée, ou l’ensemble des bouteilles de bière à Bruxelles) nous
définissons la « métrique discrète » par

dpx, yq :“
#

0 si x “ y,

1 si x ‰ y.

Expliquer pourquoi le nom est approprié. Montrer qu’il s’agit bien d’une métrique. Décrire
Brpxq pour tout r ą 0 et pour tout x P X.

(2) Dans X “ R2 nous regardons la « métrique bureaucratique » (ou la « métrique SNCF »)
définie par

dpx, yq :“
#
|x´ y| si x, y sont linéairement dépendants,
|x| ` |y| si x, y sont linéairement indépendants.

Expliquer pourquoi le nom est approprié. Montrer qu’il s’agit bien d’une métrique.
corr0081

Correction of the exercise 79

(1) La topologie associée est la topologie discrète (les singletons sont ouverts, car une boule
ouverte de rayon 1 (ou 1

2) ne contient qu’un seul point.
(2) C’est la distance usuelle si x et y sont sur une même droite (même ligne de chemin de fer),

mais dans les autres cas il faut repasser par le centre.

Exercise 80 exo0082

Soit pX, dq un espace métrique. Prouver l’inégalité quadrilatère

|dpa, bq ´ dpu, vq| ď dpa, uq ` dpb, vq (97.222)

pour tout a, b, u, v P X. corr0082

Correction of the exercise 80
Pour tous a, b, u, v on a, par l’inégalité triangulaire

dpa, bq ď dpa, uq ` dpu, vq ` dpv, bq et dpu, vq ď dpu, aq ` dpa, bq ` dpb, vq

d’où on tire

dpa, bq ´ dpu, vq ď dpa, uq ` dpv, bq et dpu, vq ´ dpa, bq ď dpu, aq ` dpb, vq

ce qui montre l’inégalité annoncée.
Exercise 81 exo0083

Montrer que pour tout x P Rn et tout r ą 0 la boule

Bpx, rq :“ ␣
y P Rn | |x´ y| ă r

(

est ouverte. corr0083
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Correction of the exercise 81
Afin de prouver que la boule est ouverte, nous allons utiliser le théorème 7.8 : nous prenons un

point p P Bpx, rq, et nous allons montrer qu’il existe une boule autour de p qui est contenue dans
Bpx, rq.

Étant donné que p P Bpx, rq, nous avons dpp, xq ă r. Prouvons que la boule B
`
p, r´dpp, xq˘ est

contenue dans Bpx, rq. Pour cela, nous prenons p1 P B`p, r´ dpp, xq˘, et nous essayons de prouver
que p1 P Bpx, rq. En effet, en utilisant l’inégalité triangulaire,

dpx, p1q ď dpx, pq ` dpp, p1q ď dpx, pq ` r ´ dpp, xq “ r. (97.223)

Exercise 82 exo0084

Soient f : pX, dXq Ñ pY, dY q et g : pY, dY q Ñ pZ, dZq des applications continues entre espaces
métriques. Montrer que la composition g ˝ f : pX, dXq Ñ pZ, dZq est continue. corr0084

Correction of the exercise 82
Soit ϵ ą 0, on sait qu’il existe η tel que

dpfpxq, fpyqq ă η ñ dpgpfpxqq, gpfpyqqq ă ϵ

par la continuité de g en fpxq. Or on sait qu’il existe δ tel que dpfpxq, fpyqq ă η est vrai dès que
dpx, yq ă δ par continuité de f en x. Donc si dpx, yq ă δ, on a bien dpgpfpxqq, gpfpyqqq ă ϵ.

Exercise 83 exo0085

Soit f : E Ñ R, une fonction continue sur l’espace métrique E.
(1) Montrer que l’ensemble des x tels que fpxq “ 0 est fermé.
(2) Montrer que l’ensemble des points fixes 8 de f est fermé.

corr0085

Correction of the exercise 83

(1) Il suffit de regarder le complémentaire, c’est-à-dire l’ensemble S des x vérifiant fpxq ‰ 0.
Vérifions que pour tout x P S, on peut placer une boule ouverte centrée en x complètement
incluse à S. Soit ϵ “ |fpxq|. Alors il existe δ ą 0 tel que si dpx, yq ă δ, on a dpfpxq, fpyqq “
|fpxq ´ fpyq| ă ϵ. La boule ouverte ty P X tel que dpx, yq ă δ est alors une boule incluse
dans S : l’image d’un point y ne peut pas être nulle, sinon l’inégalité |fpxq ´ fpyq| “ ϵ ă ϵ
n’est pas satisfaite.

(2) On utilise le premier point sur la fonction g définie par gpxq “ fpxq ´ x.

Exercise 84 exo0086

Soit E, un espace métrique et A Ă E. La distance entre A et x P E est définie par

dpA, xq “ inf
aPA dpa, xq. (97.224)

Prouver que la x ÞÑ dpA, xq définit une fonction continue (pourquoi est-ce que cette fonction est
bien définie ?). corr0086

Correction of the exercise 84
D’abord, on voit que cette fonction est bien définie, puisque la distance est toujours minorée

par 0 donc l’infimum existe toujours.
Pour la continuité, prenons x P X et ϵ ą 0. On veut trouver δ ą 0 tel que

dpx, yq ă δ ñ
ˇ̌
ˇ inf
aPA dpa, xq ´ inf

aPA dpa, yq
ˇ̌
ˇ ă ϵ

8. C’est-à-dire les points x tels que fpxq “ x.
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Pour tout a P A, on a successivement

dpx, aq ď dpa, yq ` dpx, yq ñ inf
aPA dpx, aq ď inf

aPA
`
dpa, yq ` dpx, yq˘

ñ inf
aPA dpx, aq ď inf

aPA dpa, yq ` dpx, yq
ñ inf

aPA dpx, aq ´ inf
aPA dpa, yq ď dpx, yq

et de même en échangeant les rôles de x et y, ce qui conduit à

inf
aPA dpy, aq ´ inf

aPA dpa, xq ď dpx, yq

donc on en déduit la majoration
ˇ̌
ˇ inf
aPA dpy, aq ´ inf

aPA dpa, xq
ˇ̌
ˇ ď dpx, yq (97.225)eqex13eqex13

dès lors le choix δ “ ϵ conduit à l’inégalité désirée.
Exercise 85 exo0087

À propos de fonctions Lipschitziennes.
(1) Montrer qu’une application Lipschitzienne est continue.
(2) Montrer qu’une application f : R Ñ R, x ÞÑ ax ` b est Lipschitzienne. Quelle est la plus

petite constante L qui convienne ?
(3) Montrer que les fonctions z ÞÑ |z|, z ÞÑ z, z ÞÑ Re z et z ÞÑ Im z sont Lipschitziennes. Quelle

sont les plus petites constantes L qui conviennent ?
(4) Montrer que la fonction dpA, · q : X Ñ R de l’exercice 84 est Lipschitzienne.

corr0087

Correction of the exercise 85

(1) Soit ϵ ą 0, on choisit δ “ ϵ
L , on a ce qu’il faut.

(2) On note que |ax` b´ pay ` bq| “ |a| |x´ y|. La plus petite constante est donc L “ |a|.
(3) (3a) On note que ||z| ´ |z1|| ď |z ´ z1| donc L “ 1 convient. Ce choix est minimal (prendre

z “ 2 et z1 “ 1).
(3b) On note que

ˇ̌
z̄ ´ z̄1 ˇ̌ “ ˇ̌ ¯z ´ z1 ˇ̌ “ |z ´ z1| donc L “ 1 convient et est minimal.

(3c) On note que |ℜz ´ ℜz1| “ |ℜpz ´ z1q| ď |z ´ z1|. Dès lors L “ 1 convient et est minimal
(prendre z “ 2 et z1 “ 1).

(3d) Idem (prendre z “ 2i et z1 “ i).
(3e) Cela découle directement de l’inégalité (97.225) utilisée pour montrer la continuité.

Exercise 86 exo0088

Nous considérons l’ensemble R̄ “ RY t8u. Un sous-ensemble de R̄ qui ne contient pas 8 est
dit ouvert si et seulement si il est ouvert pour R, et un sous-ensemble contenant 8 sera ouvert si
son complémentaire est compact dans R.

(1) Prouver que ces ouverts définissent bien une topologie sur R̄.
(2) Prouver que R̄ est un espace compact.

Rendez vous compte que R est non compact, mais qu’on l’a rendu compact en ajoutant un point
en plus. L’espace topologique ainsi défini est le compactifié d’Alexandroff de l’ensemble des réels
R. corr0088

Correction of the exercise 86
Exercise 87 exo0089

Montrer que l’ensemble t 1
n | n P Nu n’est ni ouvert ni fermé. corr0089

http://fr.wikipedia.org/wiki/Compactifi�_d'Alexandroff
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Correction of the exercise 87
L’ensemble proposé n’est évidement pas ouvert, parce que le point 1 ne satisfait pas au théorème

7.8.
Pour qu’il soit fermé, il faudrait que le complémentaire soit ouvert. Hélas, le complémentaire

n’est pas ouvert parce que 0 (qui n’est pas dans l’ensemble) ne satisfait pas au théorème : dans
tout ouvert autour de 0, il y a des points de la forme 1{n.

97.8 Fonctions d’une variable réelle (suite)

Exercise 88 exo0090

Déterminer l’image des fonctions suivantes et prouvez soigneusement vos réponses.
(1) f : RÑ R : xÑ sinpxq
(2) f : r0, 3s Ñ R : xÑ xex

(3) f :sπ,`8rÑ R : y Ñ y sinpyq
corr0090

Correction of the exercise 88

(1) r´1, 1s,
(2) L’image est r0, 3e3s par ce que la fonction est strictement croissante (vérifier la dérivée).
(3) L’image est R parce que si M P R, il existe x0 ąM tel que sinpy0q “ 1, et pour ce y0, nous

avons fpy0q “ y0 ą M , donc f prend des valeurs arbitrairement élevées. De la même façon,
en prenant y0 tel que sinpy0q “ ´1, nous trouvons que f prend des valeurs arbitrairement
basses. La continuité et le théorème des valeurs intermédiaires font le reste.

Exercise 89 exo0091

Prouvez que si f :sa, brÑ R est une fonction dérivable sur sa, br et que f 1 :sa, brÑ R : xÑ f 1pxq
est bornée sur sa, br alors f est uniformément continue sur sa, br.

Qu’est-ce qu’il se passe si nous considérons l’intervalle sa,8r au lieu de sa, br ? corr0091

Correction of the exercise 89
Le théorème des accroissements finis nous dit qu’entre x et y, il existe un c tel que

fpxq ´ fpyq “ f 1pcqpx´ yq ăMpx´ yq (97.226)

si M est une majoration de f 1 sur sa, br.
Si maintenant on me donne un ϵ, il me suffit de prendre δ ă ϵ

M , et j’ai

|fpxq ´ fpyq| ă ϵ (97.227)

pour tout x et y tels que |x´ y| ă δ.
Exercise 90 exo0092

Prouvez que si une fonction f définie sur sous-ensemble de R est uniformément continue sur
I1 et sur I2, deux intervalles qui se chevauchent alors elle est uniformément continue sur I1 Y I2.corr0092

Correction of the exercise 90
Soit ϵ ą 0. Il faut trouver un δ tel que |fpxq ´ fpyq| ă ϵ dès que x, y P I1 Y I2 et |x´ y| ă δ.

Nous savons qu’il existe un tel δ1 pour I1 et un δ2 pour I2.
Dans ce genre d’exercice, il est d’usage de choisi δ “ mintδ1, δ2u, afin que δ fonctionne à la

fois pour I1 et pour I2. Cependant, cela n’est pas suffisant ici parce que nous n’avons aucune
garantie sur ce qu’il se passerait sir x P I1zI2 et y P I2zI2 (c’est-à-dire si aucun des deux n’est dans
l’intersection de I1 et I2).
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La solution, pour empêcher cette situation est de prendre, en plus, δ plus petit que la moitié 9

de la taille de l’intersection entre I1 et I2. De cette manière, deux éléments x et y tels que |x´y| ď δ
sont automatiquement tous les deux dans I1 ou tous les deux dans I2.

Exercise 91 exo0093

Cet exercice sera utile dans la suite.

(1) Soient a, b P R, a ă b et f : ra, brÑ R une fonction continue. Prouver que f est uniformément
continue sur ra, br si et seulement si f peut être prolongée par continuité au point b.

(2) Montrer que la fonction fpxq “ 1
x n’est pas uniformément continue sur s0,8r mais qu’elle

l’est sur ra,8r pour tout a ą 0.

(Aide : pour ñ, prouver que si pbnq Ă ra, br et lim bn “ b alors la limite lim fpbnq existe dans R.)corr0093

Correction of the exercise 91

(1) Si la fonction f peut être prolongée par continuité sur ra, b, s, alors la nouvelle fonction est
une fonction continue sur un compact, et est donc uniformément continue. La fonction f
est alors la restriction à ra, br d’une fonction uniformément continue, ce qui fait que f est
elle-même uniformément continue.

Exercise 92 exo0094

Déterminer si les fonctions suivantes sont uniformément continues

(1) r0, bs Ñ R : x ÞÑ x2

(2) s0, brÑ R : x ÞÑ x2

(3) s0, 1s Ñ R : x ÞÑ x sinp 1
xq

(4) r0,`8rÑ R : x ÞÑ x2

(5) ra, 1s Ñ R : x ÞÑ sinp 1
xq

(6) s0, 1s Ñ R : x ÞÑ sinp 1
xq

(7) r0,8rÑ R : x ÞÑ sinpx2q

(8) r0, 2s Ñ R : x ÞÑ ?
x

(9) r1,`8rÑ R : x ÞÑ ?
x

(10) r0,`8rÑ R : x ÞÑ ?
x

(11) s0, 1rÑ R : x ÞÑ xx

(12) s0, 1s Ñ R : x ÞÑ lnpxq
(13) r1,8rÑ R : x ÞÑ lnpxq

où b P R` et où a Ps0, 1r. corr0094

Correction of the exercise 92

(1) La fonction est continue sur un compact, donc uniformément continue.
(2) Cette fonction est une restriction d’une fonction uniformément continue.
(3) Nous considérons la fonction

f : s0, 1s Ñ R

x ÞÑ x sinp1
x
q. (97.228)

Étant donné que limxÑ0 fpxq “ 0 (le prouver), la fonction

g : r0, 1s Ñ R

x ÞÑ
#
fpxq si x ‰ 0
0 si x “ 0

(97.229)

est continue sur r0, 1s et y est donc uniformément continue. Maintenant, la fonction f est la
restriction de g au domaine s0, 1s, et y est donc uniformément continue.

(4) Vue sur l’intervalle ra, 1s, la fonction x ÞÑ sinp 1
xq est continue sur un compact, et donc

uniformément continue.o
9. En réalité, prendre exactement la taille de l’intersection est ne pose problème qu’au cas où les deux intervalles

sont ouverts et que un point est à l’infimum de l’intersection et l’autre au supremum.
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(5) Pour tout δ ą 0, il existe un choix de x et y avec |x ´ y| ď δ, mais avec 1
x “ π

2 ` 2kπ et
1
y “ 3π

2 ` 2k1π. Pour un tel choix, nous avons
ˇ̌
ˇ̌sinp1

x
q ´ sinp1

y
q
ˇ̌
ˇ̌ “ 2, (97.230)

donc nous n’avons pas uniforme convergence.
(6) Cette fonction n’est pas uniformément continue parce que si ϵ est donné, nous allons montrer

qu’aucun choix de δ ne convient. Il suffit en effet de prendre x assez grand pour que |x2 ´
px` δq2| ą 2π, et alors, dans la boule Bpx, δq, il y a un endroit où la fonction sinpx2q prend
la valeur 1 et un endroit où elle prend la valeur ´1.

(7) La fonction est continue sur un compact.
(8) Nous savons que la dérivée de

?
x est bornée sur r1,8r, donc la fonction y est uniformément

continue en vertu de l’exercice 89.
(9) La fonction

?
x étant uniformément continue sur r0, 2s et sur r1,8r, elle est uniformément

continue sur r0,8r par le principe des intervalles chevauchant, exercice 90.
(10) En utilisant l’astuce (habituelle) xx “ elnpxxq “ ex lnpxq, nous pouvons montrer que

lim
xÑ0`

xx “ 1. (97.231)

Nous pouvons donc prolonger par continuité la fonction xx sur l’intervalle compact r0, 1s en
disant qu’elle vaut 1 en x “ 0. Cette prolongation est uniformément continue, et donc la
fonction de départ est uniformément continue.

(11) Étant donné que limxÑ0 lnpxq “ ´8, pour tout δ, il existe x et y tels que |x´ y| ă δ et avec
| lnpxq ´ lnpyq| ą 1.

(12) Cette fonction est uniformément continue parce que sa dérivée est bornée.

Exercise 93 exo0095

Soit P une fonction polynomiale de degré n de R dans R. Supposons que P ait exactement n
zéros distincts.

(1) Démontrez que la fonction dérivée P 1 possède exactement n´ 1 zéros distincts si n ě 1.
(2) Quel est le nombre de zéros distincts de P pkq, où k P N ?
(3) Prouver que P est uniformément continue si et seulement si degpP q ď 1.

corr0095

Correction of the exercise 93
Par le théorème de Rolle, il y a un zéro de la dérivée entre deux zéros de la fonction. Comme

la fonction possède n zéros, la dérivée en possède au moins n´ 1. Nous savons par ailleurs que la
dérivée est un polynôme de degré n ´ 1 et possède donc au plus n ´ 1 zéros. La combinaison des
deux donne la conclusion.

Par récurrence, la dérivée kième a n´ k zéros distincts.
Si P est de degré 0 ou 1, alors elle est uniformément continue parce que linéaire (ou affine). Si

le degré est plus grand ou égal à 2, il faut encore montrer que le polynôme n’est pas uniformément
continue.

Il y a au plus n`pn´ 1q` ¨ ¨ ¨` 1 point distincts où P ou une de ses dérivées s’annule. Au delà
de ces points, P et ses dérivées ne changent plus de signe, et sont donc toutes positives ou toutes
négatives. En particulier, P 1 est une fonction qui tend soit vers l’infini soit vers moins l’infini (c’est
ici que nous utilisons le fait que le degré est plus grand ou égal à 2). Soit x dans cette zone, et
notons m, le minimum de P 1 sur Bpx, δq, alors

|P pxq ´ P px` δq| ą mδ, (97.232)

et il suffit de prendre x assez grand pour que m ą ϵ{δ pour contredire l’uniforme continuité.



97.8. FONCTIONS D’UNE VARIABLE RÉELLE (SUITE) 4727

Exercise 94 exo0096

Soit f une fonction continue de r´1, 1s dans R, dérivable sur s ´ 1, 1r et telle que fp´1q “
fp1q “ 0. En utilisant la fonction auxiliaire gpxq “ eλxfpxq montrez que pour tout λ P R, il existe
a Ps ´ 1, 1r tel que f 1paq ` λfpaq “ 0. corr0096

Correction of the exercise 94
Nous cherchons deux points x1 et x2 tels que

fpx2q ´ fpx1q
x2 ´ x1

“ ´λfpaq. (97.233)

Étant donné que gp´1q “ gp1q “ 0, le théorème des accroissements finis dit qu’il y a un point a
dans s´1, 1r tel que g1paq “ 0. Mais

g1pxq “ λeλxfpxq ` eλxf 1pxq, (97.234)

donc la condition g1paq “ 0 dit que f 1paq “ ´λfpaq.
Exercise 95 exo0097

Soit f une fonction inversible définie sur un sous-ensemble connexe par arc I de R à valeurs
dans R. Démontrez que si f est continue sa réciproque l’est aussi.

Indication : commencer par prouver que f est monotone croissante ou décroissante. corr0097

Correction of the exercise 95
Prouvons que f est nécessairement monotone, c’est-à-dire que fpyq ´ fpxq a un signe constant

tant que y ą x. L’application px, yq ÞÑ fpyq ´ fpxq est une application continue de I ˆ I vers R
qui ne passe par zéro que lorsque x “ y (parce que f est inversible), donc elle ne peut pas changer
de signe dans la partie y ą x.

Maintenant, le théorème de la bijection 12.51 prouve l’exercice.
Exercise 96 exo0098

Montrez que dans le théorème précédent l’hypothèse de connexité de l’ensemble I est capitale.
Trouvez une fonction f définie sur un ensemble non connexe par arc dont la réciproque existe mais
n’est pas continue. corr0098

Correction of the exercise 96
La fonction

fpxq “
#
x si x ă 1
3´ x si 1 ă x ď 2

(97.235)

Elle vérifie f´1p1q “ 2, mais limyÑ1´ f´1pyq “ 1, ce qui prouve que f´1 n’est pas continue.
Exercise 97 exo0099

Soit f une fonction définie sur tout R qui satisfait les trois propriétés suivantes :
(1) f est dérivable et f 1 “ f

(2) fp0q “ 1
(3) fpx` yq “ fpxqfpyq @x, y P R

Démontrez que Impfq “ R`
0 . corr0099

Correction of the exercise 97
D’abord, remarquons que f 1p0q “ 1, donc f 1 ą 0 sur un voisinage de 0. Donc, si ϵ est dans ce

voisinage, fpϵq ą 1. Disons fpϵq “ 1` δ. En utilisant la propriété d’additivité, nous avons

fpϵ` ϵq “ fpϵq2 “ p1` δq2 ą 1, (97.236)

et plus généralement,
fpnϵq “ p1` δqn. (97.237)
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Évidement, p1 ` δqn tend vers l’infini lorsque n tend vers l’infini. Nous en déduisons que r1,8rĂ
Imagepfq.

Reste à voir que les valeurs entre 0 et 1 sont dans l’image et que les valeurs négatives n’y
sont pas. Afin de voir que les valeurs entre 1 et 0 sont dans l’image de f , nous prenons le même
argument que précédemment, mais en utilisant le fait que fp´ϵq “ 1 ´ δ et que p1 ´ δqn Ñ 0
lorsque nÑ8.

Montrons que fpxq ď 0 n’est pas possible. Bien entendu, fpxq “ 0 n’est pas possible parce que
nous aurions, pour tout y l’identité fpx` yq “ fpxqfpyq “ 0, et donc f “ 0.

Si fpx0q ă 0, alors il existe x1 ą x tel que fpx1q “ 0 (parce que nous avons déjà montré que
fpnϵq Ñ 8 quand nÑ8). Prenons

x1 “ inftx ą x0 tel que fpxq “ 0u. (97.238)

Étant donné que f est continue sur rx0, x1s, il existe c P sx0, x1r tel que f 1pcq ą 0. Mais, par
définition de x1, nous avons fpcq ă 0, cela contredit la propriété f 1 “ f .

Exercise 98 exo0100

Montrer que toute fonction Lipschitzienne sur R est uniformément continue. La réciproque
est-elle vraie ?

97.9 Développements de Taylor et Maclaurin
Exercise 99 exoDevel0001

Afin de se familiariser avec la notion de fonction de type opxnq.
(1) Donner un exemple de fonction satisfaisant :

(1a) fpxq P op|x3|q,
(1b) fpxq P op|x´ 1|q,
(1c) fpxq P opsin xq.

(2) Vrai ou faux ? (Justifier ou donner un contre-exemple) :
(2a) Si fpxq P opxq alors xfpxq P opx2q.
(2b) Si fpxq P opxq alors fpxq

x P opxq.
(2c) Si fpxq P opx3q alors fpxq P opx2q, fpxq P opxq, et fpxq P op1q.

corrDevel0001

Correction of the exercise 99
(1) Pour la première vague, nous avons

(1a) fpxq “ x4 fait l’affaire parce que x4

x3 Ñ 0
(1b) Sous-entendu, nous demandons une fonction dans o

`|x ´ 1|˘ pour x Ñ 1. La fonction
fpxq “ px´ 1q2 fonctionne.

(1c) La fonction fpxq “ x sinpxq.
(2) Pour la deuxième vague,

(2a) Nous avons
lim
xÑ0

xfpxq
x2 “ lim

xÑ0

fpxq
x

“ 0, (97.239)

donc VRAI.
(2b) Nous avons limxÑ0 fpxq{x2 ‰ 0, mais x2 P opxq, donc FAUX.
(2c) En utilisant l’hypothèse limxÑ0 fpxq{x3, nous trouvons

lim
xÑ0

fpxq
x2 “ lim

xÑ0
x
fpxq
x

“ 0

lim
xÑ0

fpxq
x

“ lim
xÑ0

x2 fpxq
x3 “ 0

lim
xÑ0

fpxq
1 “ lim

xÑ0
x3 fpxq

x3 “ 0.

(97.240)
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Exercise 100 exoDevel0002

Soit fpxq “ ex.
(1) Déterminez les développements de Taylor d’ordre 1 et 2 de la fonction f autour de 0.
(2) Esquissez le graphe de f et de ces deux développements de Taylor.
(3) Calculez e0,1 avec une erreur inférieure à 0, 001

corrDevel0002

Correction of the exercise 100
Nous devons écrire

P px´ aq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq ` f2pxq
2! px´ aq2 (97.241)

avec a “ 0 et fpxq “ ex. Étant donné que les dérivées de tout ordre de l’exponentielle sont ex,
nous avons toujours f pkqp0q “ 1, et donc

P pxq “ 1` x` x2

2 . (97.242)

Les graphes sont sur la figure 97.5.

´2 ´1 1 2

1

2

3

4

5

Figure 97.5: En bleu : la fonction x ÞÑ ex, en cyan l’approximation d’ordre 0, en vert son
développement d’ordre 1 et en rouge celui d’ordre 2. LabelFigLaurin

Afin d’évaluer l’erreur commise entre e0,1 et P p0, 1q, nous calculons le reste donné par la
proposition 12.453. Il existe un c entre 0 et 0, 1 tel que

R2pxq “ ec

3 · 0, 001, (97.243)

où c est entre 0 et 0, 1. La valeur de ec est bornée par e ă 3, et donc

R2p0, 1q ă 0, 001, (97.244)

et l’estimation
e0,1 “ 1` x` x2

2 “ 1` 0, 1` 0, 01
2 “ 1, 105 (97.245)

est acceptable. En effet, la valeur « exacte » est 1, 10517.
Exercise 101 exoDevel0003

En utilisant un développement de Taylor de la fonction rxÑ lnpxqs autour de 1
(1) Calculez lnp1, 2q avec une erreur inférieure à 0, 0001.
(2) Estimez l’erreur commise dans le calcul de lnp1, 2q si on remplace lnpxq par son développement

de Taylor d’ordre 384 autour de 1.
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corrDevel0003

Correction of the exercise 101
Le développement du logarithme autour de 1 est donné par

P px´ 1q “ x´ 1´ px´ 1q2
2! ` px´ 1q3

3! , (97.246)EqDevLnEqDevLn

et est supposé approximer la fonction lnpxq autour de x “ 1. En posant x “ 1 dans (97.246), nous
trouvons 0, ce qui est la valeur exacte du logarithme en x “ 1. Notons toutefois qu’en remplaçant
avec x “ 0, nous trouvons un nombre qui est, en norme, borné par e, ce qui est une nettement
plus mauvaise approximation de lnp0q “ ´8.

L’erreur commise en remplaçant lnpxq par le développement à l’ordre 384 est donné par

R384p1, 2q “ lnp384qpcq
p385q! · p0, 2q385 “ 384!

c384
1

385! · p0, 2q385 (97.247)

pour un certain c P s1, 1.2r. Cette valeur est majorée par

p0, 2q385

385 . (97.248)

Exercise 102 exoDevel0004

Donnez le développement de Taylor d’un polynôme autour de a P R à l’ordre k.
Exercise 103 exoDevel0009

D’autres exercices pour comprendre les fonctions du type o.
(1) Prouver que si f P opxkq, alors f ˝ φ P o`φpxqk˘ lorsque limxÑ0 φpxq “ 0.
(2) Si f P opxkq, montrer que fpxqn P opxknq.
(3) Montrer que f P opxnq et si g P opxkq, alors f ˝ g P opxknq.

corrDevel0009

Correction of the exercise 103
(1)
(2) Cela est juste un calcul :

lim
xÑ0

fpxqn
xkn

“ lim
xÑ0

ˆ
fpxq
xk

˙n
“ 0. (97.249)

(3) Nous avons

lim
xÑ0

f
`
gpxq˘
xkn

“ lim
xÑ0

gpxqn
xkn

f
`
gpxq˘
gpxqn . (97.250)EqLimFcirtcGknEqLimFcirtcGkn

Le premier point montre que limxÑ0 f
`
gpxq˘{gpxqn “ 0, et le second point montre que

gpxqn P opxknq, donc la limite (97.250) est nulle.
Exercise 104 exoDevel0005

Déterminez les séries de Mc Laurin (séries de Taylor autour de 0) des fonctions suivantes

(1) x ÞÑ sinpxq
(2) y ÞÑ cospyq
(3) t ÞÑ et

(4) x ÞÑ lnp1` xq
(5) t ÞÑ ?

1` t
(6) y ÞÑ 1

1`y
corrDevel0005

Correction of the exercise 104
(1)
(2)
(3)
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(4)
(5)

?
1` t “ 1` x

2 ´ x2

8 ` x3

16 ` opx3q
Exercise 105 exoDevel0006

Déterminez les développements de Mc Laurin jusqu’à l’ordre 3 des fonctions suivantes (utilisez
les résultats de l’exercice 104).

(1) t ÞÑ 3t4 ` t3 ` t2 ` t
(2) x ÞÑ cospxq´1

x

(3) x ÞÑ cosp2xq
sinpxq`1

(4) y ÞÑ y2`y
cospyq

(5) x ÞÑa
cosp2xq

corrDevel0006

Correction of the exercise 105
Ici, le point crucial qui joue est l’unicité du polynôme dont il est question dans la proposition

12.452. Nous utiliserons aussi toutes les propriétés de combinaisons des o.
(1) Le principe d’unicité dit qu’il existe un seul polynôme P ptq d’ordre 3 tel que

3t4 ` t3 ` t2 ` t “ P ptq ` opt3q, (97.251)EqCondPOlupolyTayEqCondPOlupolyTay

mais 3t4 P opt3q, donc en fait le polynôme P ptq “ t3 ` t2 ` t “ vérifie la condition (97.251).
C’est donc lui, le développement de Taylor d’ordre 3 de 3t4 ` t3 ` t2 ` t.

(2) Nous reprenons le développement de cospxq ´ 1 de l’exercice 104. Nous avons

cospxq ´ 1 “ ´x
2

2 ` x4

4! ` opx
4q, (97.252)

donc
cospxq ´ 1

x
“ ´x

3

2 ` x3

4! `
opx4q
x

(97.253)

Étant donné que opx4q{x “ opx3q, nous avons que

cospxq ´ 1
x

“ ´x
3

2 ` x3

4! ` opx
3q. (97.254)

Par unicité,

´x
3

2 ` x3

4! (97.255)

est le développement de Taylor de la fonction proposée.
(3)
(4)
(5) Étant donné les solutions de l’exercice 105, nous savons que

b
1` `

cospxq ´ 1
˘ “

c
1` `´ 2x2 ` 2x4

3 ` opx4q˘

“ 1` A

2 ´
A2

8 ` A3

16 ` opA
3q,

(97.256)

si nous appelons A la quantité ´2x2` 2x4

3 `opx4q. Nous ne cherchons que l’ordre 3, donc nous
voulons débusquer tous les termes en opx3q, et les rassembler sous le seul symbole «`opx3q ».
En réalité, A “ ´2x2 ` opx3q, donc A2 P opx3q, et opA3q P opx3q, il ne reste que

b
1` `

cospxq ´ 1
˘ “ 1´ x2 ` opx3q. (97.257)

Note : si nous avions cherché les termes jusqu’à l’ordre 4, alors il aurait fallu par exemple
garder le terme en x4 dans A2, et au final,

b
1` `

cospxq ´ 1
˘ “ 1´ x2 ´ x4

4 ` opx4q. (97.258)
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Exercise 106 exoDevel0007

Déterminez les développements de Taylor jusqu’à l’ordre 2 des fonctions suivantes.
(1) px, yq ÞÑ p1` x` yq2 autour de p0, 0q
(2) px, yq ÞÑ p1` x` yq2 autour de p´1, 0q
(3) pu, vq ÞÑ pu` vqeu autour de p0, 1q
(4) pu, vq ÞÑ cospuvq autour de p0, 0q
(5) pu, vq ÞÑ sinpvu2qv3 autour de p0, 0q

Exercise 107 exoDevel0008

Supposons que f P opt23q et gptq P opt3q. Montrer que

(1) fpxq
x5 P opx18q

(2) x3gpxq P opx6q
(3) fptqgptq P opt26q
(4) fpt2q P opt46q

(5) fpgptqq P opt69q
(6) opt9q Ă opt5q
(7) pu` vqfpuq P op}pu, vq}24q
(8) fpuvq P op}pu, vq}46q

corrDevel0008

Correction of the exercise 107

(1)
(2) Considérons la fonction (continue) F donnée par

F ptq “
#
fptq
tk

si t ‰ 0
0 si t “ 0.

(97.259)

La fonction que nous étudions est pF ˝ φqpxq. Étant donné la continuité de F , nous avons

lim
xÑ0

pF ˝ φqpxq “ F
`

lim
xÑ0

φpxq˘ “ F p0q “ 0. (97.260)

Exercise 108 exoreserve0002

Calculer
lim

px,yqÑpt,tq
sinpxq ´ sinpyq

x´ y (97.261)

pour chaque t P R. Peut-on prolonger f par continuité sur la droite x “ y ? Conseil : utiliser la
formule des accroissements finis pour la différence sinpxq ´ sinpyq. corrreserve0002

Correction of the exercise 108
Nous nous mettons dans une boule B centrée en pt, tq de rayon suffisamment petit pour que

tous les x et y soient dans la même période de la fonction sinus. Pour chaque px, yq, il existe un
ξ P rx, ys tel que

sinpxq ´ sinpyq “ cospξqpx´ yq. (97.262)

Un tel ξ existant pour chaque couple px, yq nous pouvons considérer une fonction ξ définie sur
B telle que sinpxq ´ sinpyq “ cos

`
ξpx, yq˘px ´ yq. Certes, il existe plusieurs telles fonctions (en

particulier n’importe quelle valeur convient en ξpt, tq), mais nous en considérons une. Nous avons
donc

sinpxq ´ sinpyq
x´ y “ cos

`
ξpx, yq˘. (97.263)

Étant donné que ξpx, yq P rx, ys lorsque x ‰ y, nous avons la limite

lim
px,yqÑpt,tq

ξpx, yq “ t. (97.264)
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En effet, soient ϵ ă 0 et δ tels que pour tout px, yq P B`pt, tq, δ˘, nous ayons |x ´ y| ă ϵ. Nous
avons alors ˇ̌

ξpx, yq ´ xˇ̌ ă |y ´ x| ă ϵ. (97.265)

Notez que nous avons établi une limite pour ξ en ayant aucune idée de sa continuité ! Finalement
nous avons

lim
px,yqÑpt,tq

fpx, yq “ lim
px,yqÑpt,tq

cos
`
ξpx, yq˘ “ cos

`
lim

px,yqÑpt,tq
ξpx, yq˘ “ cosptq. (97.266)

La fonction
fpx, yq “ sinpxq ´ sinpyq

x´ y (97.267)

peut donc être continument prolongée par cospxq sur la ligne x “ y.

97.10 Optimisation sans contraintes

Exercise 109 exoOptimSS0001

Déterminez les extrémums locaux et globaux des fonctions suivantes

(1) RÑ R : x ÞÑ ex cospxq
(2) R`

0 Ñ R : x ÞÑ lnpxq
x

(3) RÑ R : t ÞÑ sin3ptq
(4) RÑ R : t ÞÑ p1´ cosptqq2
(5) s ´ 3, 3rÑ R : t ÞÑ t3 ´ 3t` 2

(6) r´3, 3s Ñ R : t ÞÑ t3 ´ 3t` 2

(7) r´2, 5rÑ R : y ÞÑ 3x5 ´ 10x3 ´ 45x` 7

(8) RÑ R : x ÞÑ |x`1|
p2`2x`x2q

(9) RÑ R : x ÞÑ 3?
x2

corrOptimSS0001

Correction of the exercise 109

(1) La fonction ex cospxq n’a pas d’extrémum globaux, mais la dérivée

f 1pxq “ ex
`

cospxq ´ sinpxq˘ (97.268)

s’annule en ai “ π
4 `2kπ et bi “ 5π

4 `2kπ. Étant donné que f2pxq “ ´2ex sinpxq, les premiers
points ai sont des maximums locaux, et les points bi sont des minimums locaux.

(2) La dérivée de f est f 1pxq “ 1´lnpxq
x2 et s’annule en x “ e, qui et un point de maximum global.

(3)
(4)
(5) La dérivée de f s’annule en t “ ˘1, où la dérivée seconde vaut respectivement 6 et ´6, ce qui

fait que 1 est minimum local, et ´1 est maximum local. Ils ne sont cependant pas extrémum
globaux.

(6) Idem que le point précédent, mais ´3 est minimum global et 3 est maximum global.
(7)
(8) Le dénominateur ne s’annule jamais, donc c’est une fonction qui s’étudie de façon usuelle

pour x ą 1 et pour x ă ´1 séparément (à cause de la valeur absolue). Il faut cependant
étudier le point x “ ´1 de façon séparée, parce que la fonction n’y est pas dérivable.
Nous avons fp´1q “ 0, alors que la fonction est toujours strictement positive ailleurs. Nous
concluons que x “ ´1 est minimum global.

Exercise 110 exoOptimSS0002

Soit f : ra, bs Ñ R. Démontrez que si f 1pbq ą 0 alors b est un maximum local de la fonction f .corrOptimSS0002
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Correction of the exercise 110
La définition de la dérivée sur le bord du domaine de définition (voir page 74) est

f 1pbq “ lim
ϵÑ0
ϵą0

fpb´ ϵq ´ fpbq
ϵ

. (97.269)

L’hypothèse dit que ce nombre est strictement positif, donc Dϵ0 tel que ϵ ă ϵ0 implique

fpb´ ϵq ´ fpbq
ϵ

ą 0, (97.270)

et donc fpb´ ϵq ´ fpbq ą 0, ce qui fait que f est un maximum.
Exercise 111 exoOptimSS0003

Déterminez les extrémums locaux et globaux des fonctions suivantes
(1) R2 Ñ R : px, yq ÞÑ x3 ´ y3 ` 3x2 ` 3y2 ´ 9x
(2) R2 Ñ R : px, yq ÞÑ x3 ` y3 ` 3xy ` 43
(3) tpx, yq P R2 | x ą 0, y ą 0, x` y ă 1u ÞÑ R : px, yq ÞÑ x3 ´ 3y2 ` x´ 2y ´ 1
(4) tpx, yq P R2 | x ě 0, y ě 0, x` y ď 1u ÞÑ R : px, yq ÞÑ x3 ´ 3y2 ` x´ 2y ´ 1

corrOptimSS0003

Correction of the exercise 111
(1) Notons tout de suite que la fonction f n’adment pas d’extrémum globaux. En effet nous

avons la limite limxÑ˘8 fpx, 0q “ ˘8. La différentielle de f est donnée par

dfpx, yq “ p3x2 ` 6x´ 9,´3y2 ` 6yq, (97.271)

qui s’annule en p´3, 0q, p´3, 2q, p1, 0q, p1, 2q. Ce sont donc ces seuls points qui sont suscep-
tibles d’être des extrémums locaux. La matrice des dérivées secondes est

d2fpx, yq “
ˆ

6x` 6 0
0 ´6y ` 6

˙
. (97.272)

Les valeurs propres sont données par l’équation

det
`
d2fpx, yq ´ λ1˘ “

∣∣∣∣∣6x` 6´ λ 0
0 ´6y ` 6´ λ

∣∣∣∣∣ , (97.273)

dont les solutions sont λ1px, yq “ 6x` 6 et λ2px, yq “ ´6y ` 6.
Il suffit maintenant de calculer λ1 et λ2 pour les différents points critiques. Nous avons

"
λ1p´3, 0q “ ´12 (97.274a)
λ2p´3, 0q “ 6, (97.274b)

"
λ1p´3, 2q “ ´12 (97.275a)
λ2p´3, 2q “ ´6, (97.275b)

"
λ1p1, 0q “ 12 (97.276a)
λ2p1, 0q “ 6, (97.276b)

"
λ1p1, 2q “ 12 (97.277a)
λ2p1, 2q “ ´6, (97.277b)

Le point p1, 0q est donc minimum local parce que d2f y est définie positive, et le point p´3, 2q
est maximum local parce que d2f y est définie négative.
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(2) La différentielle est
df “ p3x2 ` 3y; 3y2 ` 3xq, (97.278)

donc les points critiques sont donnés par le système
"
x2 ` y “ 0 (97.279a)
y2 ` x “ 0, (97.279b)

dont les solutions réelles sont p0, 0q et p´1,´1q. La matrice des dérivées secondes est donnée
par

d2fpx, yq “
ˆ

6x 3
3 6y

˙
, (97.280)

dont nous devons chercher les valeurs propres. L’équation detpA´ λ1q “ 0 est

p6x´ λqp6y ´ λq ´ 9 “ 0, (97.281)

et les solutions sont

λ˘px, yq “ 3px` yq ˘ 3
a
y2 ´ 2xy ` y2 ` 1. (97.282)

Étant donné que λ˘p0, 0q “ ˘3, ce point n’est ni un maximum ni un minimum local.
L’autre point critique est par contre un maximum local strict parce que λ`p´1,´1q “ ´3
et λ´p´1,´1q “ ´9, ce qui fait que d2fp´1,´1q est définie négative.

(3) La différentielle vaut
df “ p3x2 ` 1,´6y ´ 2q, (97.283)

qui ne s’annule jamais. Il n’y a donc aucun extrémum local. Notons aussi que pour tout
px, yq P R2, nous avons, pour tout ϵ ą 0

fpx` ϵ, yq ą fpx, yq
fpx´ ϵ, yq ă fpx, yq, (97.284)

le domaine étant ouvert, il n’y a donc pas d’extrémum global.
(4) Cette fois, le domaine est compact, et il existe certainement un maximum et un minimum

global, qu’il faut aller chercher sur les bords.
Exercise 112 exoOptimSS0004

Soit tpxi, yiq P R2 | 1 ď i ď nu un ensemble fini de points de R2.
(1) Déterminez la droite D pour laquelle la somme des carrés des distances entre les points et

leurs projection parallèlement à l’axe y sur la droite D est minimale.
(2) Appliquez le point un aux données suivantes px1, y1q “ p1, 1

2q, px2, y2q “ p3, 1q, px2, y2q “
p5, 2q.

corrOptimSS0004

Correction of the exercise 112
Une droite verticale n’est solution que si tous les points donnés sont alignés verticalement. Nous

cherchons donc une droite oblique sous la forme y “ ax` b, où a et b sont les paramètres inconnus
que nous voulons optimiser.

Le point pxi, yiq se projette verticalement sur la droite sur le point pxi, axi ` bq, et la distance
est donc yi ´ axi ´ b. La fonction à minimiser est donc

fpa, bq “
ÿ

i

pyi ´ axi ´ bq2. (97.285)

Les différentielles sont
Bafpa, bq “ 2

ÿ

i

pyi ´ axi ´ bqp´xiq

Bbfpa, bq “ 2
ÿ

i

pyi ´ axi ´ bqp´1q
(97.286)
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Les points critiques sont donnés par la solution du système d’équation
$
’’&
’’%

p
ÿ

i

x2
i qa` p

ÿ

i

xiqb “
ÿ

i

yixi (97.287a)

p
ÿ

i

xiqa` nb “
ÿ

i

yi. (97.287b)

Exercise 113 exoOptimSS0005

Calculez le volume de la plus spacieuse boîte de forme parallélépipède rectangle dont trois côtés
sont sur les axes, dont un coin est l’origine du système d’axes orthonormés 0xyz et dont le coin
opposé px, y, zq est dans le morceau de plan tpx, y, zq P pR`

0 q3 | x2 ` y
3 ` z

4 “ 1u. corrOptimSS0005

Correction of the exercise 113
La fonction à minimiser est V px, y, zq “ xyz, qui se réduit à un problème à deux variables en

utilisant la contrainte,
V px, yq “ 4xy ´ 2x2y ´ 4

3xy
2, (97.288)

qui est une fonction usuelle de R2 vers R à maximiser. Les équations pour les points critiques sont

BxV “ 4y ´ 4xy ´ 4
3y

2 “ 0

ByV “ 4x´ 2x2 ´ 8
3xy “ 0.

(97.289)

Évidement, nous refusons toute solution avec x ou y nuls, donc nous pouvons simplifier la première
par y et la seconde par x, ce qui donne le système

$
’&
’%

2´ 2x´ 2
3y “ 0 (97.290a)

2´ x´ 4
3y “ 0. (97.290b)

La solution est p2
3 , 1q. Étant donné que nous regardons V sur un compact, et que le maximum n’est

certainement pas sur un des bords (V s’y annule), le maximum global (qui existe par compacité)
doit être à l’intérieur, et donc sur un maximum local. Il ne peut donc être que p2

2 , 1q.
Nous pouvons le vérifier directement :

d2V px, yq “
ˆ ´4y 4´ 4x´ 8

3y
4´ 4x´ 8

3y ´8
3x,

˙
(97.291)

donc
d2V p33 , 1q “ 4

ˆ ´1 ´1{9
´1{9 ´2{3

˙
, (97.292)

et ses valeurs propres sont

λ˘ “ ´15˘?13
18 , (97.293)

qui sont, effectivement, toutes deux négatives, ce qui prouve un maximum global.
Exercise 114 exoOptimSS0006

Déterminer les extrémums (locaux et globaux) et points de selle éventuels de la fonction

fpx, yq “ px´ 1qypy ´ xq (97.294)

dans le domaine fermé D Ă R2 limité par les droites y “ x, y “ 0 et x “ 1. corrOptimSS0006

Correction of the exercise 114
D’abord, remarquer que f ” 0 sur le bord du domaine. La fonction est également toujours

positive à l’intérieur du domaine. Nous avons donc minimum global sur les bords, et nous ne
recherchons que des minimums locaux à l’intérieur. Les équations pour les points critiques sont

" Bxfpx, yq “ ypy ´ 2x` 1q “ 0 (97.295a)
Byfpx, yq “ px´ 1qp2y ´ xq “ 0, (97.295b)
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dont les solutions sont les points p0, 0q, p2
3 ,

1
3q, p1, 0q, p1, 1q. Parmi eux, seul p2

3 ,
1
3q n’est pas sur le

bord, donc c’est lui le maximum local.

97.11 Équations différentielles

97.11.1 Équations différentielles du premier ordre

Exercise 115 exoEqsDiff0001

Pour quelles valeurs des constantes a et b la fonction t ÞÑ t4e2t est-elle une solution de l’équation
différentielle

y2 ` 2ay1 ` by “ 12t2e2t
corrEqsDiff0001

Correction of the exercise 115
En calculant les dérivées successives de la solution imposée, nous trouvons

yptq “ t4e2t

y1ptq “ p2t4 ` 4t3qe2t

y2ptq “ p4t4 ` 16t3 ` 12t2qe2t.

(97.296)

En injectant le tout dans l’équation, nous trouvons l’équation

p4` 4a` bqt4 ` p16` 8aqt3 “ 0. (97.297)

Cette équation doit être vraie pour tout t, donc nous en déduisons a “ ´2 et b “ 4.
Exercise 116 exoEqsDiff0002

Déterminez l’ensemble des fonctions qui satisfont les équations différentielles suivantes.

ItemaEqsDiff00002

(1) y1 “ pt3 ` tqe´y

(2) y1 “ 1` y2

(3) y1 “ cosptq
1`ey

(4) y1 “ y2zero

(5) y1 “ y
1
3

unique

ItemfEqsDiff00002

(6) yy1 ` p1` y2q sinptq “ 0crasse

corrEqsDiff0002

Correction of the exercise 116
(1) Nous manipulons un tout petit peu l’équation en utilisant y1 “ dy{dt :

eyy1 “ pt3 ` tq
eydy “ pt3 ` tqdt, (97.298)

que nous intégrons des deux côtés pour trouver ey “ t4

4 ` t2

2 ` C. De là, nous déduisons la
solution générale :

yptq “ ln
ˆ
t4

4 `
t2

2 ` C
˙
. (97.299)

(2) y1 “ 1` y2. Nous avons uptq “ 1 et fpyq “ 1` y2 qui ne s’annule jamais, donc I “ J “ R.
Petit calcul :

Gpyq “
ż

dy

1` y2 “ arctanpyq. (97.300)

La solution est donc implicitement donnée par arctan
`
yptq˘ “ t` C, et donc explicitement

par
yptq “ tanpt` Cq. (97.301)

Notons que, dans ce cas ci, nous sommes parvenu à isoler yptq dans l’équation G
`
yptq˘ “

Uptq ` C. Cela n’est pas toujours possible, comme nous le verrons dans d’autres exercices.
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(3) Nous avons uptq “ cosptq et fpyq “ 1
1`ey , et donc Uptq “ sinptq et Gptq “ y ` ey. La solution

se présente sous forme implicite

y ` ey “ sinptq ` C. (97.302)

Il n’est pas possible de résoudre cette équation pour isoler y, donc nous devons nous contenter
de cette forme. Toutefois, nous pouvons nous demander sur quel domaine cette formule définit
correctement la fonction yptq. Il faudrait trouver les domaines I et J telles que la fonction
z ÞÑ z ` ez soit bijective entre I et J .
Démontrons que la fonction f : z Ñ z`ez est bijective sur R. D’abord, elle est sur surjective
parce que limzÑ˘8 fpzq “ ˘8. Ensuite, elle est injective parce que sa dérivée est toujours
strictement positive. Si nous notons g son inverse, alors

yptq “ g
`

sinptq ` C˘ (97.303)

est la solution.
(4) y1 “ y2. Nous avons uptq “ 1, donc I “ R et fpyq “ y2, donc deux possibilités de domaines

connexes où f ne s’annule pas : J1 “ R´
0 et J2 “ R`

0 . Nous trouvons immédiatement que

Gpyq “ ´1
y

Uptq “ t, (97.304)

donc
yptq “ ´1

t` C (97.305)EqSol105dEqSol105d

sont les solutions qui ne s’annulent pas.
Dès que ypt0q ‰ 0, nous avons yptq “ ´1{pt ` Cq sur un voisinage de t0. Cependant, cette
fonction ne s’annule jamais. Donc une fonction qui ne s’annule pas en un point ne s’annule
jamais. La seule solution qui s’annule en un point est la solution identiquement nulle yptq “ 0
pour tout t.
La solution (97.305) est valable sur les intervalles I1 “ s´8,´Cr et I2 “ s´C,8, r. Une
constante différente peut être choisie sur ces deux domaines, vu que nous n’avons de toutes
façon pas la continuité en t “ ´C.
La solution générale consiste à découper R en une suite d’intervalles Ik et de poser

yptq “

$
’&
’%

´ 1
t`Ck

ou bien
0

(97.306)

sur l’intervalle Ik. La seule contrainte sur le choix du découpage et des constantes Ck est que
´Ck R Ik. Il y a donc énormément de solutions, si on n’impose pas d’être continue sur un
intervalle maximum.

(5) y1 “ y1{3. Nous avons y1{y1{3 “ 1, et donc, si ypt0q ‰ 0, alors sur un voisinage de t0, la
solution est donnée par 3

2y
2{3 “ t` C,

yptq “
ˆ

2t
3 ` C

˙3{2
. (97.307)

L’étude du domaine de cette solution est intéressante. Ce domaine est à priori l’intervalle
A “ s´3C

2 ,8r. Pourquoi ne pas mettre le point ´3C{2 dans le domaine ? Parce que y “ 0
en ce point, et nous avons dès le départ écarté les solutions avec y “ 0.
Cependant, même si y1 n’est pas défini en ´3C{2, il n’en reste pas moins que nous pouvons
raccorder yptq avec la solution yptq ” 0 en ce point :

yptq “
#

0 si t ď ´3C{2`2t
3 ` C

˘3{2 si t ą ´3C{2 (97.308)

Cela est une solution continue de l’équation différentielle donnée, dont la dérivée n’existe pas
en un seul point.
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(6) Nous remettons l’équation sous la forme

y1 “ ´1` y2

y
sinptq. (97.309)

Nous avons fpyq “ ´1`y2

y qui ne s’annule pas, mais qui n’est pas continue en y “ 0. Donc
une fonction y : RÑ R`

0 ou y : RÑ R´
0 est solution de l’équation proposée si et seulement

si
1
2 lnpy2 ` 1q “ cosptq ` C, (97.310)

c’est-à-dire
yptq “ ˘

a
Ke2 cosptq ´ 1. (97.311)EqSolGeneRacExpCisEqSolGeneRacExpCis

Cela fait une double infinité de solutions : pour chaque K P R et pour chaque choix de ˘,
nous avons une solution.
Ici encore, le domaine vaut le coup d’œil. Notons tout de suite que lorsque K ă 0, le domaine
est vide. L’expression e2 cosptq varie entre e´2 et e2, donc
(6a) Si K ă e´2, alors le domaine est vide.
(6b) Si K ą e2, alors le domaine est tout R.
(6c) Si K P se´2, e2r, alors la solution n’existe pas pour tous les t, et le domaine est une suite

d’intervalles.
(6d) Si k “ e2, alors ypt0q “ 0 lorsque cospt0q “ ´1, mais la solution continue à exister après

t0, parce que l’expression sous la racine redevient strictement positive. Cependant, la
dérivée de la fonction

yptq “
a
Ke2 cosptq ´ 1 (97.312)

en le point t0 n’existe pas : elle vaut ´1 à gauche et 1 à droite (voir le calcul de la
sous-section 18.241). Il y a cependant moyen d’écrire une solution dont la dérivée existe
en faisant

yptq “
#a

Ke2 cosptq ´ 1 si t ď t0

´
a
Ke2 cosptq ´ 1 si t ą t0

(97.313)

C’est-à-dire, en combinant plusieurs choix de signes ˘ à différents points de l’intervalle.
Exercise 117 exoEqsDiff0003

Trouvez la ou les solutions maximales des problèmes de Cauchy suivants, à chaque fois décrivez
la famille de fonctions et les intervalles de R sur lesquels elles sont définies (en général une fonction
et un intervalle par problème de Cauchy). Démontrez soigneusement vos résultats.

(1) y1 “ pt3 ` tqe´y, yp1q “ 1
(2) y1 “ 1` y2, yp0q “ 0
(3) y1 “ 1` y2, yp0q “ 1
(4) y1 “ cosptq

1`ey , ypπ2 q “ 3
(5) y1 “ y2, yp1q “ 2

(6) y1 “ y2, yp1q “ 0

(7) y1 “ y
1
3 , yp0q “ ´1

(8) y1 “ y
1
3 , yp0q “ 0

(9) yy1 ` p1` y2q sinptq “ 0, yp0q “ 1
corrEqsDiff0003

Correction of the exercise 117
(1) Nous avons vu dans l’exercice 116(1) que si il existe une solution, elle doit s’écrire sous la

forme
yptq “ ln

ˆ
t4

4 `
t2

2 ` C
˙

(97.314)

où le domaine est déterminé par la valeur de la constante par l’inégalité

t4

4 `
t2

2 ` C ą 0. (97.315)
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Nous demandons yp1q “ 1, c’est-à-dire

yp1q “ ln
ˆ

1
4 `

1
2 ` C

˙
“ 1, (97.316)

ce qui permet de fixer la constante C “ e´ 3
4 .

(2) Nous avons déjà trouvé que yptq “ tanpt ` Cq. La condition de Cauchy dit que yp0q “
tanpCq “ 0, donc C P t0, πu. Il y a donc les deux solutions

y1ptq “ tanptq
y2ptq “ tanpt` πq. (97.317)

(3) La même avec yp0q “ 1. La condition 1 “ tanpCq demande C P tπ4 , 5π
4 u, et donne deux

solutions
y1ptq “ tanpt` π

4 q

y2ptq “ tanpt` 5π
4 q,

(97.318)

dont les domaines de définitions respectifs sont

I 1
1 “ s´π ´

π

4 , π ´
π

4 r

I 1
2 “ s´π ´

5π
4 , π ´ 5π

4 r.
(97.319)

Une bonne question à se poser est de comprendre pourquoi cela ne viole pas le théorème
d’unicité de la solution.

(4) Nous savons déjà que la solution est donnée par la formule implicite

y ` ey “ sinptq ` C. (97.320)

La condition de Cauchy se traduit en 3 ` e3 “ sinpπ2 q ` C, ce qui donne C “ 2 ` e3. La
fonction z ÞÑ z ` ez étant bijective sur tout R, cette formule définit bien yptq pour tout t.

(5) Nous avons deux solutions mutuellement exclusives : yptq “ ´1{pt`Cq et y ” 0. La condition
de Cauchy yp1q “ 2 demande d’utiliser la première. Le calcul détermine que C “ ´3{2.
Cette solution n’existe pas en t “ 3

2 . Donc on peut mettre n’importe quelle solution sur
s´8,´3

2 r, et puis la solution yptq “ ´1
t´ 3

2
sur s3

2 ,8r.
(6) Seule la solution identiquement nulle satisfait à la condition.
(7) La condition de Cauchy amène la condition yp0q “ C3{2 “ 1, donc C “ 1. La solution

continue maximale est donc

yptq “
#

0 si x ď 3
2`2x

3 ` 1
˘3{2 si x ą 3

2
(97.321)

(8) La solution y ” 0 fait l’affaire, mais il y en a une autre : celle avec C “ 0 qui est

yptq “
#`2x

3
˘3{2 si x ą 0

0 si x ď 0
(97.322)

La seconde ligne de la définition est importante parce qu’on donne une condition de Cauchy
en t “ 0, donc nous voulons des solutions qui soient au moins dérivables en zéro, sinon le
problème n’a pas de sens. Le fait que la fonction y ainsi définie soit continue est évident. Il
faut vérifier qu’elle est aussi dérivable en t “ 0. Pour cela, il suffit de voir que

lim
xÑ0`

yp0q ´ ypxq
x

“ 0, (97.323)

ce qui n’est pas très compliqué.
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(9) En vertu de la solution (97.311) déjà trouvée , nous devons résoudre l’équation ˘?Ke2 ´ 1 “
1 par rapport à K, donc nous devons faire le choix du signe positif et prendre K “ 2e´2, qui
est plus petit que e2, mais plus grand que e´2, donc la solution existe, mais n’est pas partout
définie.

Exercise 118 exoEqsDiff0004

Résolvez les problèmes de Cauchy suivants
(1) y1 ´ 2ty “ t yp1q “ e´ 1

2

(2) y1 ` y tanptq “ sinp2tq yp0q “ 6
(3) y1 ` y cotpxq “ 5ecospxq ypπ2 q “ ´4
(4) y1 ` y cosptq “ 0 yp0q “ 10
(5) x3y1 ` p2´ 3x2qy “ x3

(6) y1 ´ 2y cotp2xq “ 1´ 2x cotp2xq ´ 2 cscp2xq
corrEqsDiff0004

Correction of the exercise 118
(1) y1 ´ 2ty “ t est une équation linéaire non homogène, donc nous résolvons d’abord l’équation

homogène y1
H “ 2tyH , qui amène

lnpyHq “ t2 ` C, (97.324)

c’est-à-dire
yHptq “ Cet

2
. (97.325)

La méthode de variation des constantes nous dit de chercher la solution du système non
homogène sous la forme yptq “ Cptqet2 . En remplaçant dans l’équation, nous trouvons C 1ptq “
te´t2 , c’est-à-dire

Cptq “ ´1
2e

´t2 `K, (97.326)

et donc
yptq “ p´1

2e
´t2 `Kqet2 “ ´1

2 `Ke
t2 . (97.327)

Le problème de Cauchy dit de résoudre

yp1q “ ´1
2 `Ke “ e´1{2, (97.328)

donc de prendre K “ e´3{2 ` 1
2e .

(2) Nous commençons par résoudre l’équation homogène y1
H ` yH tanptq “ 0. Cela donne

lnpyHq “ ´ ln
ˆ

1
cosptq

˙
` C. (97.329)

Ici, nous effectuons un changement de nom pour la constante : C Ñ lnpCq, et nous utilisons
la formule de somme des logarithmes. Nous obtenons lnpyHq “ lnpC cospyqq, et donc

yHptq “ C cosptq (97.330)

comme solution générale de l’équation homogène. En ce qui concerne la solution de l’équation
non homogène, nous posons

yptq “ Kptq cosptq
y1ptq “ K 1 cosptq ´K sinptq, (97.331)

que nous remettons dans l’équation de départ :

K 1 cosptq ´K sinptq ` K cosptq sinptq
cosptq “ sinp2tq. (97.332)

http://fr.wikipedia.org/wiki/M�thode_de_variation_des_constantes
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Les deux termes en K non dérivé se simplifient et il reste

K 1ptq “ sinp2tq
cosptq . (97.333)

En utilisant la formule sinp2tq “ 2 sinptq cosptq, cette équation s’intègre facilement. La réponse
est :

Kptq “ ´2 cosptq ` C, (97.334)

et la solution du problème non homogène est

yptq “ Kptq cosptq “ `
C ´ 2 cosptq˘ cosptq. (97.335)

La résolution du problème de Cauchy est yp0q “ ´2` C “ 6, donc C “ 8.
(3) y1 ` y cotgpxq “ 5ecospxq. L’équation homogène associée est y1

H ` yH cotgpxq “ 0, dont la
solution est donnée par

lnpyHq “ ´ ln
`
C sinpxq˘, (97.336)

et donc par
yHptq “ C

sinptq (97.337)

où nous avons renommé C Ñ C´1. La méthode de variations des constantes demande de
substituer ceci dans l’équation :

yptq “ Kptq
sinptq

y1ptq “ K 1

sinptq ´K
cosptq
sin2ptq .

(97.338)

Nous trouvons
K 1

sinptq ´K
cosptq
sin2ptq `

K

sinptq cotgptq
looooooooooooooomooooooooooooooon

“0

“ 5ecosptq (97.339)

où, comme toujours, les termes en K se simplifient, et il reste K 1ptq “ 5 sinptqecosptq, d’où
Kptq se trouve. La solution finale est alors

yptq “ ´5ecosptq`C

sinptq . (97.340)

La condition de Cauchy demande ypπ2 q “ ´5`C
1 “ ´4, et donc C “ ´1. La solution est donc

yptq “ ´5ecosptq ´ 1
sinptq . (97.341)

(4)
(5) x3y1 ` p2´ 3x2qy “ x3. Nous allons commencer par diviser l’équation par x3. Nous devrons

discuter à la fin ce qu’il se passe en x “ 0. L’équation homogène est y1
H{yH “ p3x2 ´ 2q{x3,

et la solution est
yHptq “ Kx3e´x2

. (97.342)

Nous appliquons la méthode de variation des constantes, et nous mettons

ypxq “ Kpxqx3e1{x2

y1pxq “ K 1x3e1{x2 `Kp3x2 ´ 2qe1{x2 (97.343)
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dans l’équation de départ. Après simplification nous trouvons

K 1pxq “ x´3e´1{x2

Kpxq “ 1
2e

´1{x2 ` C
(97.344)

La solution à l’équation non homogène est donc

ypxq “ x3

2 ` x3e1{x3
. (97.345)

Cette solution n’est pas définie en x “ 0, et, pire, limxÑ0 ypxq ‰ 0. Donc la seule solution
possible qui passe par x “ 0 est la solution identiquement nulle.

(6) L’équation homogène est y1
H{yH “ 2 cotgp2xq, dont la solution est

yHpxq “ K sinp2xq. (97.346)

Exercise 119 exoEqsDiff0005

Soit pptq le nombre d’individus d’une population à l’instant t. Un modèle de population classique
et très simple est celui régi par p1 “ Kp où K P R est le taux de croissance de la population (taux
de natalité moins le taux de mortalité). La résolution de cette équation différentielle montre que
la croissance de la population est exponentielle, ce qui est généralement satisfaisant tant qu’il
n’y a pas de problèmes de surpopulation (territoire et ressource illimités). Pour tenir compte de
tels problèmes, on suppose plutôt que p est régie par l’équation différentielle p1 “ KppM ´ pq où
M P R`

0 est le seuil de surpopulation.
(1) Sachant que pp0q “ p0 déterminez pptq.
(2) Déterminez le comportement de pptq lorsque t tend vers `8.
(3) Dessiner le champ de pentes correspondant à cette équation et en déduire l’allure des solutions

sans utiliser la résolution de l’équation différentielle. Remarquez que p “M est une solution
stable, alors que p “ 0 est instable.

97.11.2 Équations différentielles du second ordre

Exercise 120 exoEqsDiff0006

Trouvez toutes les solutions des équations différentielles suivantes et des problèmes de Cauchy
lorsqu’ils sont spécifiés.

(1) y2 ´ 2y1 “ 0
yp0q “ 0, y1p0q “ 1

(2) 3y2 ` 4y1 ` y “ 0
(3) y2 ´ 6y1 ` 9y “ 0

yp1q “ 0, y1p1q “ 1

(4) y2 ´ 4y1 ` 4y “ 0
(5) y2 ` y “ 0

yp3q “ 0, y1p3q “ 1
(6) y2 ´ 2y1 ` 3y “ 0
(7) y4{ ´ 2y3 ´ 3y2 ` 8y1 ´ 4y “ 0

corrEqsDiff0006

Correction of the exercise 120
(1) Le polynôme caractéristique est x2 ´ 2x “ 0, donc x “ 0 et x “ 2. La solution générale est

donc
yptq “ A`Be2t. (97.347)

Les dérivées se calculent aisément :
y1ptq “ 2Be2t

y2ptq “ 4Be2t.
(97.348)

Les données de Cauchy demandent de résoudre le système
"
yp0q “ A`B “ 0 (97.349a)
y1p0q “ 2B “ 1, (97.349b)

donc A “ ´1
2 et B “ 1

2 .
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(2) Polynôme caractéristique : 3x2 ` 4x` 1 “ 0, solutions : x “ ´1
3 et x “ ´1, donc l’équation

différentielle est résolue par
yptq “ Ae´x{3 `Be´x. (97.350)

(3) Cette fois, le polynôme caractéristique a une racine double x “ 3. Le système fondamental
de solutions est alors donné par

y1ptq “ e´3t

y2ptq “ te´3t,
(97.351)

par la proposition 2 de la page 331. La donnée de Cauchy est résolue avec

yptq “ Ay1ptq `By2ptq (97.352)

et A “ e3

6 et B “ ´ e3

6 .
(4) Le polynôme caractéristique est x2 ´ 4x ` 4 “ 0, qui accepte une racine double en x “ 2,

donc la solution générale de l’équation est

yptq “ Ae2t `Bte2t. (97.353)

(5) Le polynôme caractéristique est x2`x “ 0, et ses solutions sont x “ 0 et x “ ´1. La solution
générale est donc

yptq “ A`Be´t. (97.354)

La donnée de Cauchy se résous par le système
"
yp3q “ A`Be´3 “ 0 (97.355a)
y1p3q “ ´Be´3 “ 1, (97.355b)

qui a pour solution A “ 1 et B “ ´e3.
(6) Le polynôme caractéristique est donné par x2´2x`3 “ 0, dont les deux solutions complexes

conjuguées sont
x1 “ 1`?2i
x2 “ 1´?2i.

(97.356)

Un ensemble fondamental de solutions complexes est donné par

y1ptq “ ep1`?
2iqt

y2ptq “ ep1´?
2iqt (97.357)

Les combinaisons linéaires 1
2py1 ` y2q et 1

2ipy1 ´ y2q donnent les solutions réelles :

yptq “ Aet cosp?2tq `Bet sinp?tq. (97.358)

En effet, epa`biqt “ eateit “ eat
`

cospbtq ` i sinpbtq˘.
(7) Le polynôme caractéristique se factorise en

px´ 2qpx´ 1q2px` 2q, (97.359)

donc la solution générale est

yptq “ Ae2t `Be´t ` Cte´t `De´2t. (97.360)

Exercise 121 exoEqsDiff0007

Trouvez toutes les solutions des équations différentielles suivantes et des problèmes de Cauchy
lorsqu’ils sont spécifiés. (Pour chacun des membres de droite des équations suivantes il existe un
sous-espace de fonctions de dimension finie stable par dérivation.)
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(1) y2 ´ 2y1 “ et sinptq
yp0q “ 0, y1p0q “ 1

(2) y2 ` y “ ´2 sinptq ` 4t cosptq
(3) y2 ´ y “ et ` 2

yp3q “ 0, y1p3q “ 1

(4) y2 ´ 2y1 ` 3y “ t3 ` sinptq
(5) y2 ´ 4y1 ` 4y “ t3e2t ` te2t

yp0q “ 0, y1p0q “ 1
(6) y3´ y2´ 4y1` 4y “ 2t2´ 4t´ 1` 2t2e2t`

5te2t ` e2t
corrEqsDiff0007

Correction of the exercise 121
(1) y2 ´ 2y1 “ et sinptq. Un système fondamental pour l’équation homogène est donné par

"
y1 “ 1
y2 “ e2t.

(97.361)

Étant donné que le second membre contient et, il est naturel de mettre et dans un essai de
solution particulière. Ensuite, la présence de sinptq nous incite à mettre A cosptq ` B sinptq.
Donc nous essayons

yP ptq “ et
`
A cosptq `B sinptq˘. (97.362)

Un petit calcul de dérivation avec cette fonction montre que
y2
P ´ 2y1

P ´ et sinptq
“ et

`
sinptqp´2B ´ 2pA´Bq ´ 1q ` cosptqp2A´ 2pB `Aqq˘, (97.363)

que nous devons égaler à zéro pour trouver A et B. Le système à résoudre est
" ´2B ´ 2pA´Bq ´ 1 “ 0

2A´ 2pB `Aq “ 0, (97.364)

et la solution est A “ ´1
2 , B “ 0. Nous avons donc pour solution particulière

yP ptq “ ´1
2e

t sinptq. (97.365)

(2) y2 ` y “ ´2 sinptq ` 4t cosptq. L’équation caractéristique est x2 ` 1 “ 0, et donc x “ ˘i. Un
système fondamental de solutions réelles est donné par

"
y1 “ cosptq
y2 “ sinptq. (97.366)

Nous notons P l’opérateur f ÞÑ P pxq défini par

P pfqpxq “ f2pxq ` fpxq ` 2 sinpxq ´ 4x cospxq. (97.367)

La fonction yP pxq est solution particulière de l’équation si P pyP q “ 0. Le second membre
contenant du sinus et du cosinus, nous allons essayer une solution qui sera une combinaison de
sinus et cosinus. Au niveau des coefficients, nous allons mettre des polynômes. Nous essayons

yP pxq “ pax3 ` bx2 ` cx` dq cospxq ` pa1x3 ` b1x2 ` c1x` dq sinpxq. (97.368)

Les termes d et d1 correspondent à cospxq et sinpxq, qui sont solutions de l’homogène. Ils ne
vont donc pas contribuer à obtenir le second membre ; nous pouvons donc directement les
oublier et essayer

yP pxq “ pax3 ` bx2 ` cxq cospxq ` pa1x3 ` b1x2 ` c1xq sinpxq. (97.369)

Le calcul montre que

P
`
yP pxq

˘ “ `´ 6ax2 ` p6a1 ´ 4bqx´ 2c` 2b1 ` 2
˘

sinpxq
` `

6a1x2 ` p4b1 ` 6a´ 4qx` 2c1 ` 2b
˘

cospxq. (97.370)

Afin que cela soit zéro, il faut a “ a1 “ 0, b “ 0, b1 “ 1, c1 “ 0 et b1 “ 1. Une solution
particulière de l’équation non homogène est donc donnée par

yP pxq “ 2x cospxq ` x2 sinpxq. (97.371)
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(3) y2 ´ y “ et ` 2. Un système fondamental pour l’homogène est
"
y1 “ ex

y2 “ e´x. (97.372)

Étant donné que ex est déjà une solution de l’homogène, nous ne mettons pas ex dans un
essai de solution particulière, mais nous essayons plutôt axex, donc nous essayons

yP pxq “ axex ´ 2. (97.373)

Le ´2 est là pour obtenir le 2 du membre de droite. En remettant dans l’équation, nous
trouvons p2a´ 1qex, qui s’annule pour a “ 1{2, donc

yP pxq “ x

2 e
x ´ 2, (97.374)

et la solution générale de l’équation recherchée est

ypxq “ Aex `Bex ` x

2 e
x ´ 2. (97.375)

En ce qui concerne le problème de Cauchy, nous devons calculer la dérivée :

y1p3q “ ´Be´3 `Ae3 ` 3
2e

3 ` 1
2e

3, (97.376)

et nous voyons que les conditions imposent

A “ ´e
´3p7e3 ´ 6q

4 , B “ e6 ` 2e3

4 . (97.377)

(4) y2 ´ 2y1 ` 3y “ t3 ` sinpxq. Un système fondamental de solutions réelles est
"
y1pxq “ ex cosp?2xq
y2pxq “ ex sinp?2xq (97.378)

Nous allons chercher une solution particulière en deux parties. Une pour obtenir x3 et une
pour obtenir sinpxq. Afin d’obtenir x3, nous essayons un polynôme :

yP1 “ ax3 ` bx2 ` cx` d
y1
P1 “ 3ax2 ` 2bx` c

y2
P1 “ 6ax` 2b

(97.379)

Afin que y2
P1 ´ 2y1

P1 ` 3yP1 “ x3, nous devons choisir

a “ 1
3 , b “ 2

3 , c “ 2
9 , d “ ´ 8

27 .
(97.380)

Nous cherchons le second morceau de telle façon à avoir y2
P2 ´ 2y1

P2 ` 3yP2 “ sinpxq. Pour
cela, nous regardons yP2pxq “ A cospxq`B sinpxq et il est vite vu que A “ B “ 1

4 . La solution
particulière ainsi construite est

yP pxq “ x3

3 ` 2x2

3 ` 2x
9 ´ 8

27 `
1
4 cospxq ` 1

4 sinpxq. (97.381)

Exercise 122 exoEqsDiff0008

Trouvez toutes les solutions des équations différentielles suivantes et des problèmes de Cauchy
lorsqu’ils sont spécifiés. (A l’inverse de l’exercice précédent, ici, les membres de droite des équations
ne sont pas inclus dans des sous-espaces de fonctions de dimension finie stables par dérivation.)
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(1)
"
y2 ´ 6y1 ` 9y “ e3x

x2

yp0q “ 0, y1p0q “ 1
(2) y2 ´ y “ e´t sinpe´tq ` cospe´tq

(3) y2 ` y “ cscptq
(4)

"
y3 ` y “ ex{2

yp2q “ 0, y1p2q “ 4, y2p2q “ 8
corrEqsDiff0008

Correction of the exercise 122
(1) y2 ´ 6y1 ` 9y “ e3x

x2 . Le polynôme caractéristique de l’homogène a une racine double x “ 3,
donc un système fondamental est donné par

y1pxq “ e3x

y2pxq “ xe3x.
(97.382)

Le Wronskien est
W “ det

ˆ
e3xx xe3x

3e3x e3x ` 3xe3x

˙
“ e6x, (97.383)

et les deux autres qu’il faut calculer sont

W1 “ det
ˆ

0 xe3x

e3x

x2 e3xp1` 3xq
˙
“ ´e

6x

x
,

W2 “ det
ˆ
e3x 0
3e3x e3x

x2

˙
“ e6x

x2 .

(97.384)

En utilisant la méthode usuelle, nous trouvons

c1
1 “

W1
W

“ ´1
x

c1
2 “

W2
W

“ 1
x2 ,

(97.385)

ce qui donne c1pxq “ ´ lnpxq et c2pxq “ ´1{x. Une solution particulière est donc donnée par

yP pxq “ ´ lnpxqe3x ´ e3x. (97.386)

Notons que le deuxième morceau est même une solution de l’équation homogène, nous pou-
vons donc l’oublier dans la solution particulière. En fin de compte, la solution générale est

ypxq “ Ae3x `Bxe3x ´ lnpxqe3x. (97.387)

Il n’y a pas de solutions au problème de Cauchy parce que yp0q n’est pas définie. Remarquez
que le vpxq est e3x{x2, donc 0 est en dehors du domaine de continuité de vpxq, et donc les
théorèmes ne s’appliquent pas. Il n’est donc pas choquant qu’il n’y ait pas de solutions.

(2) y2´t “ e´t sinpe´tq`cospe´tq. L’équation homogène a pour système fondamental y1pxq “ ex

et y2pxq “ e´x. Les déterminants à calculer sont

W “ det
ˆ
ex e´x
ex ´e´x

˙
“ ´1´ 1 “ ´2,

W1 “ det
ˆ

0 e´x
e´x sinpe´xq ` cospe´xq ´e´x

˙
“ ´e´2x sinpe´xq ` e´x cospe´xq,

W2 “ det
ˆ
ex 0
ex e´x sinpe´xq ` cospe´xq

˙
“ sinpe´xq ` ex cospe´xq.

(97.388)

De là, nous déduisons

c1
1 “

e´2x

2
`

sinpe´xq ` ex cospe´xq˘

c1
2 “ ´

1
2
`

sinpe´xq ` ex cospe´xq˘.
(97.389)

La seconde s’intègre assez facilement et donne c2pxq “ ex cospe´xq{2, tandis que pour trouver
c1, il faut changer de variable et poser u “ e´x pour trouver

c1 “ ´1
2

ż `
u sinpuq ` cospuq˘ “ ´1

2

ż `
u sinpuq˘1 “ ´1

2e
´x sinpe´xq. (97.390)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Wronskien


4748 CHAPITRE 97. EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 2

(3) y2 ` y “ 1{ sinpxq. Le polynôme caractéristique admet les deux solutions complexes ˘i, et
donc nous avons le système fondamental réel

y1 “ cospxq
y2 “ sinpxq. (97.391)

Les calculs sont assez simples :

W “ det
ˆ

cospxq sinpxq
´ sinpxq cospxq

˙
“ 1

W1 “ det
ˆ

0 sinpxq
1

sinpxq cospxq
˙
“ ´1

W2 “ det
ˆ

cospxq 0
´ sinpxq 1

sinpxq

˙
“ tanpxq.

(97.392)

Après une séance d’intégration, nous trouvons la solution de l’équation différentielle sous la
forme

ypxq “ ´x cospxq ` ln
`

sinpxq˘ sinpxq `A cospxq `B sinpxq. (97.393)

(4) y3 ` y “ ex{2. Le polynôme caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées :

x “ 1˘?2i
2 , (97.394)

en plus de la solution réelle x “ ´1. Un système fondamental de solutions réelle est donné
par

y1 “ e´x

y2 “ ex{2 cospωxq
y2 “ ex{2 sinpωxq

(97.395)

où nous avons posé ω “ ?3{2. Le Wronskien est

W “∣∣∣∣∣∣∣
e´x ex{2 cospωxq ex{2 sinpωxq
´e´x ´1

2
“?

3ex{2 sinpωxq ´ ex{2 cospωxq‰ ´1
2
“?

3ex{2 sinpωxq ` ex{2 cospωxq‰
e´x ´1

2
“?

3ex{2 sinpωxq ` ex{2 cospωxq‰ ´1
2
“?

3ex{2 sinpωxq ´ ex{2 cospωxq‰

∣∣∣∣∣∣∣
“ 3ω.

(97.396)

Les autres calculs ne sont pas plus faciles et donnent

W1 “ ωe3x{2

W2 “ ´1
2
`
3 sinpωxq ` ?3 cospωxq˘

W3 “ ´1
2
`
3 sinpωxq ` ?3 cospωxq˘.

(97.397)

Nous trouvons ensuite facilement que

c1pxq “ 2
9e

3x{2. (97.398)

Nous trouvons aussi
c1

2pxq “ ´
3 sinpωxq ` ?3 cospωxq

3
?

3

c1
3pxq “ ´

?
3 sinpωxq ´ 3 cospωxq

3
?

3

c2pxq “ ´ 1
3
?

3
`
2 sinpωxq ´ 2

?
3 cospωxq˘

c3pxq “ ´ 1
3
?

3
`
2
?

3 sinpωxq ` 2 cospωxq˘.

(97.399)
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Exercise 123 exoEqsDiff0009

La solution générale d’une équation différentielle du second ordre est typiquement une famille à
deux paramètres de fonctions. Le problème de « Cauchy » consiste à chercher dans cette famille une
fonction dont la valeurs en un point et la valeur de la dérivée en ce même point sont spécifiées. Le
problème des « valeur aux limites » consiste à chercher dans cette même famille une fonction dont
les valeurs en deux points distincts sont spécifiées. Étudiez l’existence et l’unicité des solutions
de ce problème dans le cadre des équations différentielles linéaires à coefficients constants. En
particulier donnez un exemple de tel problème qui ne possède pas de solutions.

97.11.3 Équations différentielles : modélisation

Exercise 124 exoEqsDiff0010

Lorsqu’on étire un ressort, la force de rappel est proportionnelle à l’allongement du ressort.
Nous allons décrire le mouvement d’une masse m fixée à l’extrémité d’un ressort qu’on étire d’une
longueur y0 et qu’on lâche. On suppose qu’il n’y a aucun effet d’amortissement. On rappelle que
l’on a le théorème fondamental de la dynamique F “ mγ, liant l’accélération γ et la somme des
forces F appliquées à la masse m.

(1) Les forces en présence sont : le poids pmgq et la force de rappel du ressort ´ky. On suppose
que la position de l’extrémité du ressort est y relativement à la position d’équilibre du ressort
avec la masse en son extrémité. Établir que l’on a l’équation différentielle my2 “ ´ky, et
la résoudre pour obtenir la position yptq de la masse à l’instant t. Quel type de mouvement
obtient on ?

(2) On suppose maintenant que la masse est plongée dans un liquide (amortisseur) et que la
force de friction est proportionnelle à la vitesse et vaut ´cy1. Écrire l’équation régissant le
mouvement de la masse, puis résoudre en distinguant 3 cas suivant la valeur de c2 ´ 4km.
Quel type de mouvement obtient on dans chacun des cas ?

Exercise 125 exoEqsDiff0011

Régulateur de Foucault.
Un point P de masse m est accroché à un fil sans masse enroulé autour d’un cylindre homogène
de rayon R, de masse M et d’axe horizontal fixe. La chute du point P entraîne la rotation du
cylindre. Ce cylindre, muni d’ailettes est soumis à la résistance de l’air que l’on représentera par
un couple de frottement ´fθ1, où ω “ θ1 représente la vitesse de rotation du cylindre. Le système
étant abandonné sans vitesse initiale, on veut déterminer la fonction ω. On note z la longueur
parcourue par le point P .

La mise en équation fait apparaitre les relations suivantes :
(1) - en appliquant le théorème du moment cinétique

Jθ2 “ ´fθ1 `RT,
où J “MR2{2 est le moment d’inertie du cylindre et T est une force.

(2) - en appliquant le principe fondamental de la dynamique pour le point P

mz2 “ mg ´ T
(1) Quelle est la longueur ∆z parcourue par M lorsque le cylindre tourne d’un angle ∆θ ? En

déduire une relation entre z2 et θ2.
(2) Trouver une équation différentielle vérifiée par ω.
(3) Résoudre cette équation. Que peut-on conclure pour le mouvement de la poulie lorsque t

devient grand ?
Exercise 126 exoEqsDiff0012

On cherche à modéliser l’évolution dans le temps de la quantité d’une substance (par exemple
la pénicilline) contenue dans le sang lors d’une injection en continu. La substance est injectée
à raison de I grammes par minute. Par ailleurs la substance est éliminée du sang à une vitesse
proportionnelle à la quantité de substance présente au temps t.
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(1) Justifier que la quantité de substance y présente dans le sang au temps t satisfait l’équation
différentielle

y1 “ ´ky ` I,
pour une certaine constante k ą 0.

(2) Chercher une expression de y en fonction de t, sachant qu’au temps t “ 0 (début de l’injec-
tion), on a y “ 0. Calculer la limite de y quand t tend vers l’infini. Interprétation.

Exercise 127 exoEqsDiff0013

L’équation différentielle m:y “ mg ´ k 9y décrit la chute d’un corps soumit à la gravitation si la
friction est proportionnelle à la vitesse.

(1) Calculer la solution avec yp0q “ 0, 9yp0q “ 0.
(2) Calculer la « vitesse finale » v8 “ lim

tÑ8 9yptq.
Exercise 128 exoEqsDiff0014

Calculer un système fondamental réel pour
(1) yp4q ´ y “ 0
(2) yp4q ` 4y2 ` 4y “ 0
(3) yp4q ´ 2yp3q ` 5y2 “ 0

Exercise 129 exoEqsDiff0015

Déterminer une solution particulière de l’équation y2 ` y “ q pour
(1) q “ x3

(2) q “ sinh x
(3) q “ 1{ sin x

Exercise 130 exoEqsDiff0016

Regardons l’ensemble des solutions de l’équation différentielle P pDqy “ 0. Montrer que cette
équation différentielle est asymptotiquement stable, c’est-à-dire que pour toute solution y, on
a limtÑ8 yptq “ 0 si et seulement si pour toute racine z du polynôme caractéristique on a Re z ă 0.

97.12 Intégrales multiples
Exercise 131 exoIntMult0001

Intégrez les fonctions suivantes sur les domaines spécifiés
(1) 4´ x2 ´ y2 sur tpx, yq P R2 | 0 ă x ă 1, 0 ă y ă 2u
(2) x2 ` y2 sur tpx, yq P R2 | 0 ă x ă y ă 2u
(3) ex`y sur tpx, yq P R2 | 1 ă supt|x|, |y|u ă 2u
(4) xyz sur tpx, y, zq P R3 | 0 ă x, 0 ă y, 0 ă z, x` y ` z ă 1u
(5)

a
1´ x2 ´ y2 sur la région du plan délimitée par les courbes y “ x et x2 ` y2 “ y.

corrIntMult0001

Correction of the exercise 131
(1) Comme expliqué dans les rappels (page 1858), nous utilisons Fubini :

ż

r0,2sˆr0,1s
fpx, yq “

ż 2

0

ż 1

0
p4´ x2 ´ y2q dxdy

“
ż 2

0

„
4x´ x3

3 ´ y2x

ȷ1

0
dy

“
ż 2

0

ˆ
4´ 1

3 ´ y
2
˙
dy

“ 14
3 .

(97.400)
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(2) Cet exercice a été fait à la page 1859. L’intégrale à calculer est
ż 2

0

ˆż y

0
px2 ` y2qdx

˙
dy “ 16

3 . (97.401)

(3) Un dessin du domaine d’intégration est donné à la figure 97.6. Une stratégie consiste à
intégrer la fonction sur tout le grand carré, et ensuite soustraire l’intégrale sur le petit. Pour
cela, nous utilisons la sous-additivité de l’intégrale.

Figure 97.6: Un domaine d’intégration. LabelFigIntDeuxCarres

L’intégrale sur le grand carré vaut
ż 2

´2

ˆż 2

´2
ex`ydx

˙
dy “

ż 2

´2
eyrexs2´2dy “ pe2 ´ e´2q2, (97.402)

tandis que l’intégrale sur le petit carré central vaut
ż 1

´1

ˆż 1

´1
exeydx

˙
dy “ `rexs1´1

˘2 “ `
e´ e´1˘2

. (97.403)

Au final, ż

E
f “ pe2 ´ e´2q2 ´ pe´ e´1q2. (97.404)

(4) Nous commençons par intégrer verticalement. Le domaine va de z “ 0 à z “ 1. Pour chacun
de ces z, la variable y peut varier de 0 à 1´ z, et pour chacun de ces pz, yq fixés, la variable
x peut varier de 0 à 1´ z ´ y, donc l’intégrale à calculer est

I “
ż 1

0
dz
` ż 1´z

0
dy

ż 1´z´y

0
dx pxyzq˘

“
ż 1

0
dz

ż 1´z

0

„
x2

2 yz
ȷ1´z´y

0

“ 1
2

ż 1

0
dz

ż 1´z

0
yzpz2 ` 2yz ´ 2z ` y2 ´ 2y ` 1qdy

“ 1
2

ż 1

0
dz

ż 1´z

0
rypz3 ´ 2z2 ` zq ` y2p2z2 ´ 2zq ` y3zsdy

“ 1
2

ż 1

0
zp1´ zq4

ˆ
1
2 `

2
3 `

1
4

˙
dz

“ 17
24

ż 1

0
zp1´ zq4dz.

(97.405)EqLongCalzxyzIntEqLongCalzxyzInt

Cette dernière intégrale s’effectue en changeant de variable en posant u “ 1 ´ z. Nous
tombons 10 sur

I “ 17
24

ż 1

0
pu4 ´ u5qdu “ 1

720 . (97.406)

10. Je crois qu’il y a une faute de coefficient dans le calcul (97.405) ; en tout cas la réponse 1{720 est correcte,
parce que c’est ce que dit maxima.
integrate( integrate(integrate(x*y*z,x,0,1-z-y),y,0,1-z) ,z,0,1 ).

http://fr.wikipedia.org/wiki/Maxima
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(5) Cet exercice est fait comme exemple à la page 1740, l’intégrale à calculer est donnée à
l’équation (18.853). Le résultat est

I “ 3π ´ 5
?

2
36 . (97.407)

Exercise 132 exoIntMult0002

Intégrez les fonctions suivantes sur les domaines spécifiés. Un changement de variables peut
grandement vous simplifier la vie.

(1) y ´ x tpx, yq P R2 | ´3 ă y ´ x ă 1, 1 ă y ` x ă 5u
(2) eapx2`y2q tpx, yq P R2 | x2 ` y2 ă R2u
(3) z2 tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ` z2 ă 1u
(4)

a
x2 ` y2 ` z2 tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ` z2 ă 1u

(5) z tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ă z2, 0 ă z ă 1u
où a est un réel et R un réel positif. corrIntMult0002

Correction of the exercise 132

(1) Nous utilisons le changement de variable
"
x “ pu` vq{2
y “ pu´ vq{2 (97.408)

dont le jacobien est donné par ˆ
1{2 1{2
1{2 ´1{2

˙
“ ´1

2 . (97.409)

Nous devons donc calculer
ż

E
fpx, yq “

ż

E
py ´ xq “

ż

g´1pEq
´v· 1

2 . (97.410)

Ne pas oublier que le jacobien doit être pris en valeur absolue. Le domaine d’intégration est
donné par ´1 ă v ă 3 et 1 ă u ă 5. Donc l’intégrale à calculer est

I “ ´
ż 3

´1
dv

ż 5

1
du
v

2 “ ´8. (97.411)

(2) En passant aux coordonnées polaires, nous devons simplement calculer l’intégrale

ż 2π

0
dθ

ż R

0
eaR · r dr “ 2π

«
ear

2

2a

ffR

0

“ π

a
peaR2 ´ 1q. (97.412)

(3) Nous passons en coordonnées cylindriques, dans lesquelles le domaine d’intégration s’écrit
r2 ` z2 ă 1, donc nous devons calculer

ż 2π

0
dθ

ż 1

0
dr

ż ?
1´r2

´?
1´r2

z2r dr “ 4π
15 . (97.413)

Il est également possible de faire cet exercice en coordonnées sphériques.
(4) La fonction fpx, y, zq “a

x2 ` y2 ` z2 et le domaine x2`y2`z2 ă 1 se prêtent parfaitement
bien aux coordonnées sphériques. Il faut donc intégrer

I “
ż 2π

0
dθ

ż π

0
dφ

ż 1

0
r· r2 sinφdr “ π. (97.414)
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(5) Nous calculons en coordonnées cylindriques. Le domaine est r2 ă z2 et 0 ă z ă 1, donc

I “
ż 1

0
dz

ż 2π

0
dθ

ż z

0
zr dr “ π

4 . (97.415)

Calculer le volume ou la surface d’un domaine revient à intégrer la fonction constante 1 sur le
domaine. Si nous effectuons un changement de variables, le jacobien intervient toutefois.

Exercise 133 exoIntMult0003

Calculez l’aire de la région du plan délimitée par les droites θ “ 0, θ “ π
4 et l’arc de circonférence

ρ “ cos θ intercepté par ces deux droites. corrIntMult0003

Correction of the exercise 133
Nous intégrons en polaires. L’angle θ va de 0 à π{4 (x “ y), et pour chacun de ces angles, le

rayon va de 0 à cospθq. L’intégrale est donc

I “
ż π{4

0
dθ

ż cospθq

0
r dr “ π ` 2

16 (97.416)

où nous avons utilisé la primitive
ş

cospθq2dθ “ sinp2θq`2θ
4 .

Exercise 134 exoIntMult0004

Calculez l’aire délimitée par la courbe ρ2 “ a2 cos 2θ. corrIntMult0004

Correction of the exercise 134
ρ2 “ a2 cosp2θq. La surface délimitée par cette courbe contient deux parties : une à gauche de

l’axe vertical et une à droite. Nous allons calculer l’aire de la partie à droite. Afin d’obtenir l’aire
totale, il faudra multiplier par deux.

Pour chaque θ, le rayon du domaine va de 0 à a
a

cosp2θq. Étant donné que r est toujours
positif, les angles ne vont que de ´π{4 à π{4, donc

I “
ż π{4

´π{4
dθ

ż a?cosp2θq

0
r dr “ a2

2 . (97.417)

L’aire totale vaut donc a2.
Exercise 135 exoIntMult0005

Calculez les volumes des domaines suivants
(1) Ellipsoïde. tpx, y, zq P R3 | x2

a2 ` y2

b2 ` z2

c2 ă 1u
(2) Tranche d’ellipsoïde. tpx, y, zq P R3 | x2

4 ` y2

9 ` z2

4 ă 1, 0 ă z ă 1u
(3) Intersection de deux cylindres. tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ă 1, y2 ` z2 ă 1u

corrIntMult0005

Correction of the exercise 135
(1) Le domaine

x2

a2 `
y2

b2 `
z2

c2 (97.418)

se prête bien au changement de variables
$
&
%

x “ au
y “ bv
z “ cs

, (97.419)

dont le jacobien est

J “ det

¨
˝
a 0 0
0 b 0
0 0 c

˛
‚“ abc. (97.420)

Nous devons donc intégrer
ż

u2`v2`s2ă1
abc du dv ds “ 4πabc

3 . (97.421)
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(2) Nous refaisons le même changement de variable :
$
&
%

x “ 3u
y “ 3v
z “ 2s

, (97.422)

dont le jacobien vaut 12. Le domaine devient u2 ` v2 ` s2 ă 1, limité par 0 ă s ă 1
2 . Le

volume cherché est donc 12 fois le volume du morceau de sphère contenu entre les hauteurs
0 et 1

2 .
Il faut donc intégrer ż 1{2

0
Spzqdz (97.423)

où Spzq “ πrpzq2 est la surface de la section de la sphère à la hauteur z. Le rayon rpzq est
donné par Pythagore : z2 ` rpzq2 “ 1. Nous avons donc

V “ 12
ż 1{2

0
πp1´ z2qdz “ 11π

2 . (97.424)

(3) Intersection de deux cylindres. Ici, si nous passons en coordonnées cylindriques, nous pouvons
simplifier l’expression d’un des deux cylindres, mais nous compliquerions l’expression de
l’autre. Nous restons donc en cartésiennes. Les contraintes x2 ` y2 ă 1 et y2 ` z2 ă 1 font
que le plus simple est de laisser y varier de ´1 à 1 et de faire z et x s’adapter :

V “
ż 1

´1

´ ż ?1´y2

´
?

1´y2

` ż
?

1´y2

´
?

1´y2
dx

˘
dz
¯
dy. (97.425)

L’avantage de cet ordre d’intégration est que les intégrales sur x et sur z donnent le même
résultat : 2

a
1´ y2. Il reste donc à calculer

ż 1

´1
4p1´ y2qdy “ 16

3 . (97.426)

Exercise 136 exoIntMult0006

Calculez le volume du solide limité par z2 “ x2 ` y2 ; x2 ` y2 “ 2x et z “ 0. corrIntMult0006

Correction of the exercise 136
Pour votre culture générale, et parce que c’est important dans d’autres exercices, sachez que

l’équation x2 ` y2 “ 2x décrit un cercle. En coordonnées cylindriques, le domaine devient
$
&
%

z2 “ r2

r2 “ 2r cospθq
z “ 0.

(97.427)

Dès que cospθq ă 0, le r a un problème, donc le domaine d’intégration en θ se limite à s´π
2 ,

π
2 r, et

l’intégrale à calculer est ż π{2

´π{2
dθ

ż 2 cospθq

0
dr

ż r

0
rdz “ 32

9 . (97.428)

Exercise 137 exoIntMult0007

Calculez le volume commun à la sphère x2 ` y2 ` z2 “ 4 et au cylindre x2 ` y2 “ 1.corrIntMult0007

Correction of the exercise 137
Ici nous passons encore en cylindriques 11 et le domaine d’intégration devient

"
r2 ` z2 “ 4
r2 “ 1, (97.429)

11. Il ne faut pas sauter sur les sphériques dès qu’on voit une sphère !
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donc

V “
ż 2π

0
dθ

ż 1

0
dr

ż ?
4´r2

´?
4´r2

rdz “ 2
ˆ

8
3 ´

?
3
˙

· 2π. (97.430)

Exercise 138 exoIntMult0008

Calculez le volume délimité par les paraboloïdes z “ x2 ` y2 et z “ 1
2px2 ` y2q ` 2.corrIntMult0008

Correction of the exercise 138
Nommons les paraboloïdes P1 ” z “ x2` y2 et P2 ” 1

2px2` y2q` 2, et passons en coordonnées
cylindriques :

P1 ” z “ r2

P2 ” z “ 1
2r

2 ` 2.
(97.431)

La paraboloïde P2 est plus haute que la paraboloïde P1 jusqu’à r “ 2 (solution de l’équation
r2 “ 1

2r
2 ` 2). Nous allons donc calculer le volume contenu entre les deux paraboloïdes en faisant

la différence ż

rď2
P2 ´

ż

rď2
P1, (97.432)

c’est-à-dire
ż 2π

0
dθ

ż 2

0
dr

ż pr2{2q`2

0
dz· r ´

ż 2π

0
dθ

ż 2

0
dr

ż r2

0
dz· r “ 12π ´ 8π “ 4π. (97.433)

Exercise 139 exoIntMult0009

Calculez les intégrales suivantes. Représenter le domaine et effectuer un changement de variable
peut être utile.

(1)
ż 1

0
p
ż ?

1´x2

0
e
?
x2`y2

dyqdx (97.434)

(2) ż 4

0
p
ż 2

?
y
yex

5
dxqdy (97.435)

corrIntMult0009

Correction of the exercise 139

(1) Il s’agit d’intégrer la fonction px, yq ÞÑ e
?
x2`y2 sur un quart de disque de rayon 1. Le passage

en polaire s’impose donc. L’intégrale à calculer est

I “
ż π{2

0
dθ

ż 1

0
rerdr. (97.436)

L’intégrale sur r se fait par partie en posant u “ r et dv “ erdr. Nous avons alors

I “
ż π{2

0
rrer ´ ers10dθ “

π

2 . (97.437)

(2) Cette intégrale devient subitement plus facile si on intègre d’abord par rapport à y et puis
par rapport à x :

ż 4

0

˜ż 2

?
y
yex

5
dx

¸
dy “

ż 2

0
dx

ż x2

0
yex

5
dy “ e32 ´ 1

10 . (97.438)
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Exercise 140 exoIntMult0011

Soit f : ra, bs Ă RÑ R une fonction continue et positive. Calculer le volume de la région limitée
par la surface de révolution obtenue par rotation de la courbe tpx, y, zq P R3 | y “ fpxq, z “ 0u
autour de l’axe Ox et par les plans tpx, y, zq | x “ au et tpx, y, zq | x “ bu. corrIntMult0011

Correction of the exercise 140
Le volume d’un domaine est l’intégrale de la fonction constante 1 sur le domaine. Nous passons

aux coordonnées cylindriques « autour de x »
$
&
%

x “ x
y “ r cospθq
z “ r sinpθq

, (97.439)

dont le jacobien vaut r. Nous avons donc à calculer :

V “
ż b

a
dx

ż 2π

0
dθ

ż fpxq

0
rdr “ 2π

ż b

a

1
2fpxq

2 “ π

ż b

a
f2, (97.440)

formule que certains étudiants ont probablement déjà vue.
Exercise 141 exoIntMult0012

Intégrer la fonction px, y, zq ÞÑ x`y sur le domaine délimité par les surfaces suivantes tpx, y, zq |
y “ 1´ x2u, tpx, y, zq | z “ 0u, tpx, y, zq | z “ 2u et tpx, y, zq | y “ 1´ xu. corrIntMult0012

Correction of the exercise 141
Ce qui est déjà certain, c’est que l’intégrale sur z va de 0 à 2. Les solutions de l’équation

1 ´ x2 “ 1 ´ x, étant x “ 0 et x “ 1, l’intégrale sur x va de 0 à 1. Pour chaque x, la variable t
prend les valeurs de 1´ x à 1´ x2. L’intégrale à calculer est donc

I “
ż 2

0
dz

ż 1

0
dx

ż 1´x2

1´x
px` yqdy “

ż 2

0
“ 2

ż 1

0

„
xy ` y2

2

ȷ1´x2

1´x
dx “ 11

30 . (97.441)

Exercise 142 exoIntMult0013

Intégrer les fonctions 1 et px, y, zq Ñ y2 sur le domaine délimité par les surfaces suivantes
tpx, y, zq | x2 ´ y4

4 ` z2 “ 1u, tpx, y, zq | y “ 0u et tpx, y, zq | y “ 2u. corrIntMult0013

Correction of the exercise 142
Nous passons à des coordonnées presque cylindriques :

$
&
%

x “ r cospθq
y “ ?2u
z “ r sinpθq

, (97.442)

dont le jacobien est
?

2r. Les bornes du domaine deviennent 0 ă u ă ?2 et r2 ´ u4 “ 1, donc les
intégrales à calculer sont

ż ?
2

0
du

ż 2π

0
dθ

ż ?
1`u4

0

?
2rfpr, θ, uqdr. (97.443)

(1) L’intégrale de la fonction 1 est très simple et donne 18π
5 .

(2) La fonction y2 “ 2u2 demande le calcul suivant :

ż ?
2

0
du

ż 2π

0
dθ

ż ?
1`u4

0
2u2?2rdr “ 152π

21 . (97.444)
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97.13 Théorème de la fonction implicite

Exercise 143 exoImplicite0001

Soit F : R2 ˆR`
0 Ñ R : px, y, zq ÞÑ z ` lnpzq ´ xy

(1) Prouver qu’il existe une fonction Zpx, yq dans un voisinage de p1, 1q telle que

F px, y, Zpx, yqq “ 0 (97.445)

Prouver l’unicité d’une telle fonction.
(2) Calculer pBxZqpx, yq, pByZqpx, yq et pB2

xyZqpx, yq en fonction de x, y, Zpx, yq.
corrImplicite0001

Correction of the exercise 143
Nous considérons la fonction

F : R2 ˆR`
0 Ñ R

px, y, zq ÞÑ z ` lnpzq ´ xy, (97.446)

et nous nous intéressons à la fonction Zpx, yq définie au voisinage de px, yq “ p1, 1q par la condition

F
`
x, y, Zpx, yq˘ “ 0. (97.447)

Nous pouvons facilement trouver z0 “ Zp1, 1q, étant donné que sa définition est que

z0 ` lnpz0q ´ 1 “ 0. (97.448)

Facile de voir que z0 “ 1 remplit la condition. Dans les notations du théorème de la fonction
implicite, nous avons donc x̃ “ p1, 1q et ỹ “ z0. Le déterminant à vérifier pour le théorème est une
matrice 1ˆ1 parce qu’il n’y a que une seule variable z que l’on veut exprimer en termes des autres
(x et y) :

BF
Bz p1, 1, z0q “ 1` 1

z0
. (97.449)

Cela n’est pas nul parce que z0 “ 1. Il existe donc un voisinage U de p1, 1q dans R2 et un voisinage
V de z0 dansR tels que @px, yq P U , il existe un et un seul Zpx, yq solution de F

`px, yq, Zpx, yq˘ “ 0.
Pour calculer les dérivées de Z, il faut bien se rendre compte que, pour chaque x et y, nous

avons l’égalité
Zpx, yq ` ln

`
Zpx, yq˘´ xy “ 0. (97.450)

Nous pouvons dériver cette égalité partiellement par rapport à x pour obtenir 12

pBxZqpx, yq ` pBxZqpx, yq
Zpx, yq ´ y “ 0. (97.451)EqPartialXZexoIEqPartialXZexoI

Nous pouvons aisément isoler pBxZqpx, yq dans cette équation :

BZ
Bx “

yZ

Z ` 1 . (97.452)

Notez que la fonction « inconnue » apparaît dans l’expression de la dérivée. C’est la vie, et c’est
pourquoi ce chapitre parle de fonctions implicite.

De la même manière, nous trouvons

BZ
By “

xZ

Z ` 1 . (97.453)

12. Nous n’allons plus, dans l’avenir, toujours écrire explicitement les dépendances en x et y
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Pour la dérivée seconde BxyZ, d’abord nous savons que Z est une fonction C2 13, donc l’ordre des
dérivées n’a pas d’importance. Dérivons donc par rapport à x l’expression de ByZ :

B2Z

BxBy “
Z

Z ` 1 ` x
ˆ BxZ
Z ` 1 ´ Z

BxZ
pZ ` 1q2

˙
. (97.454)

Nous devons encore substituer BxZ par sa valeur (97.451) pour trouver la réponse finale

B2Z

BxBy px, yq “
Z

z ` 1 ` x
ˆ

yZ

pZ ` 1q2 ´
yZ2

pZ ` 1q2
˙
. (97.455)

Exercise 144 exoImplicite0002

Calculer Y 1 où Y : D Ă RÑ R est définie implicitement dans un voisinage de 1 par l’équation
yx “ xy. corrImplicite0002

Correction of the exercise 144
À faire.
Exercise 145 exoImplicite0003

Écrire le développement de Taylor d’ordre 2 en p0, 0q de la fonction Z : D Ă R2 Ñ R définie
implicitement par l’équation zez “ x` y. Prouver l’unicité de Z. corrImplicite0003

Correction of the exercise 145
Nous avons f

`px, yq, z˘ “ zez ´ x´ y. Évidemment, zp0, 0q “ 0, et pour que le théorème de la
fonction implicite fonctionne, il faut que

BF
Bz

`p0, 0q, 0˘ “ pzez ` ezqx“y“z“0 ‰ 0. (97.456)

Cette condition est vérifiée. Le développement de zpx, yq à l’ordre 2 autour de p0, 0q est donné par

zp0, 0q ` xBxzp0, 0q ` yByzp0, 0q ` x2

2 B
2
xzp0, 0q `

y2

2 B
2
yzp0, 0q ` xyB2

xyzp0, 0q. (97.457)

Tout l’exercice se réduit donc à calculer les dérivées partielles de zpx, yq par rapport à x et à y
jusqu’à l’ordre 2, et de les évaluer en p0, 0q. La relation de définition de zpx, yq est

zpx, yqezpx,yq ´ x´ y “ 0. (97.458)EqDefZxyImpIIEqDefZxyImpII

Nous en extrayons la valeur de zp0, 0q “ 0. Pour le reste, nous dérivons la relation F
`
x, y, zpx, yq˘ “

0, et nous évaluons en p0, 0q. Par exemple pour Bxzp0, 0q, nous commençons par écrire

pB1F qp0, 0, zp0, 0qq ` pB3F qp0, 0, zp0, 0, 0qq BzBxp0, 0q “ 0. (97.459)

Dans cette équation, B1F dénote la dérivée de F par rapport à sa première variable. Celle-là est
toujours égale à ´1 parce que F px, y, zq “ zez ´ x´ y. D’autre part,

pB3F qpx, y, zq “ zez ` ez, (97.460)

donc, en isolant Bxzp0, 0q, nous avons

Bz
Bxp0, 0q “

1
ezp0,0qpzp0, 0q ` 1q “ 1. (97.461)

Le même genre de raisonnements amène les autres dérivées. Pour la dérivée par rapport à y, nous
écrivons BF

Bx1

Bx1
Byloomoon
“0

` BFBx2

Bx2
Byloomoon

“´1

` BF
Bx3loomoon

“zez`ez

Bz
By “ 0. (97.462)

13. parce que F est C2, voir l’énoncé du théorème.
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Les résultats sont Bz
Bxp0, 0q “ 1
Bz
By p0, 0q “ 1

B2z

Bx2 p0, 0q “ ´2

(97.463)

Exercise 146 exoImplicite0004

Soit F : R3 Ñ R2 : px, y, zq Ñ px2 ` y2 ` z2 ´ 1, x2 ` y2 ´ xq
(1) Prouver qu’il existe 4 fonctions φ “ x Ñ pY pxq, Zpxqq définie dans un voisinage de 3

4 telles
que F px, Y pxq, Zpxqq “ 0.

(2) Calculer Y 1pxq, Z 1pxq et Y 2pxq.
corrImplicite0004

Correction of the exercise 146
Cet exercice est particulièrement facile parce que l’équation

F px, y, zq “ px2 ` y2 ` z2 ´ 1, x2 ` y2 ´ xq “ p0, 0q (97.464)

peut être résolue explicitement pour Y pxq et Zpxq. En effet, la deuxième composante dit que

x2 ` Y pxq2 ´ x “ 0, (97.465)

donc
Y p˘qpxq “ ˘

a
x´ x2. (97.466)

Pour chacune de ces deux solutions possibles, l’équation pour la première composante devient

Zpxq2 “ 1´ x, (97.467)

de telle façon à avoir
Zp˘qpxq “ ˘?1´ x. (97.468)

Il y a donc bien 4 possibilités.
Exercise 147 exoImplicite0005

Calculez
lim
xÑ0

ypxq
cospxq ´ 1

où y est la fonction définie implicitement au voisinage de 0 par la relation eyx ´ 1 “ x2 ` y.corrImplicite0005

Correction of the exercise 147
La relation de définition de ypxq est

F
`
x, ypxq˘ “ exy ´ 1´ x2 ´ y “ 0. (97.469)

Nous trouvons que yp0q “ 0, ce qui fournit une indétermination dans la limite à calculer. Afin
d’utiliser la règle de l’Hospital, nous devons trouver la dérivée de y au point x “ 0.

Pour cela, nous savons que

BF `x, ypxq˘
Bx “ pB1F q

`
x, ypxq˘` pB2F q

`
x, ypxq˘y1pxq, (97.470)

donc
y1pxq “ ´pB1F qpx, yq

B2F px, yq . (97.471)
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Nous calculons par ailleurs facilement que

BF
Bx1

px, yq “ yexy ´ 2x

BF
Bx2

px, yq “ xexy ´ 1,
(97.472)

donc
y1pxq “ ´ye

xy ´ 2x
xexy ´ 1 . (97.473)

Nous devons donc calculer
lim
xÑ0

y1pxq
´ sinpxq . (97.474)

Hélas, nous tombons encore une fois sur une indétermination parce que

y1p0q “ yp0qe0yp0q ´ 2 · 0
0 · e0 · yp0q ´ 1

. (97.475)

Nous devons donc utiliser encore une fois la règle de l’Hospital. C’est encore un peu de calcul et
la réponse est

y2p0q “ 2, (97.476)

ce qui fait qu’au final,
lim
xÑ0

ypxq
cospxq ´ 1 “ lim

xÑ0

y2pxq
´ cospxq “ ´2. (97.477)

Exercise 148 exoImplicite0006

Écrire l’équation de la droite tangent à la courbe

y2 ` sinpxyq ´ 1 “ 0

au point p0, 1q. Donner les coordonnées d’un point où la tangente à cette courbe est horizontale.corrImplicite0006

Correction of the exercise 148
La définition de la fonction ypxq est que

y2 ` sinpxyq ´ 1 “ 0 (97.478)EqNNDerImpliSixEqNNDerImpliSix

pour tout x.
Nous vérifions que yp0q “ 1 résous bien cette équation et que le théorème de la fonction implicite

s’applique dans un voisinage de x “ 0 et y “ 1.
Nous dérivons cette équation par rapport à x (qui apparaît dans le y) :

y1`2y ` x cospxyq˘ “ ´y cospxyq. (97.479)EqDerrSixImpliEqDerrSixImpli

Pour savoir le coefficient directeur de la tangente au point p0, 1q, nous devons poser x “ 0 et y “ 1
dans cette équation. En tenant compte du fait que cosp0q “ 1, nous trouvons

y1p0q “ 1
2 . (97.480)

La droite recherchée est celle qui passe par le point p0, 1q et qui a ´1{2 comme coefficient direc-
teur 14.

Trouver une tangente horizontale est un petit peu plus subtil. Si nous posons y1pxq “ 0 dans
la relation (97.479), nous trouvons l’équation suivante pour x :

ypxq cos
`
xypxq˘ “ 0. (97.481)EqRechercheTgHorSixEqRechercheTgHorSix

14. Si vous ne savez pas comment en déduire une équation paramétrique ou cartésienne de la droite, demandez à
madame Aude.
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La première chose que nous voulons faire est de trouver un x tel que ypxq “ 0. Hélas, la relation de
définition (97.478) donne 0 “ ´1 lorsqu’on pose y “ 0. Cela montre que la fonction y ainsi définie
ne passe jamais par zéro.

La seconde chose à faire pour annuler le membre de gauche de (97.481) est d’essayer de trouver
x tel que xypxq “ π

2 . Cela demanderais y “ π{2x. Encore une fois, cet essai échoue si on remplace
dans l’équation (97.478).

Le troisième essai est de chercher un x tel que xypxq “ ´π{2. Cette fois, en remplaçant dans
(97.478), ça fonctionne. Nous trouvons

π2

4x2 “ 2, (97.482)

ce qui fait x “ ˘ π
2

?
2 .

Nous ne sommes, cependant, pas sorti de l’auberge pour autant. En effet, nous avons prouvé
que la fonction ypxq existait dans un voisinage de x “ 0 et y “ 1. Rien ne prouve que ce voisinage
va jusqu’à ˘π{2?2. Nous devons donc rappliquer le théorème de la fonction implicite pour prouver
que la relation (97.478) définit bien une fonction ypxq dans un voisinage de px̃, ỹq “ pπ{2?2,´?2q.
Il est d’abord vrai que F px̃, ỹq “ 0, et ensuite,

BF
By px̃, ỹq “ 2ỹ ` x̃ cospx̃ỹq “ ´2

?
2 ‰ 0, (97.483)

donc la fonction y est bien définie au voisinage du point que nous avons sélectionné.
Exercise 149 exoImplicite0007

Quelles sont les équations des plans tangents à la surface

4x2 ` 16y2 ` 8z2 “ 1,

parallèles au plan x´ 2y ` 2z ` 7 “ 0 ? corrImplicite0007

Correction of the exercise 149
La relation 4x2 ` 16y2 ` 8z2 “ 1 définit bien zpx, yq pourvu que z ‰ 0, en effet

BF
Bz “ 16z. (97.484)

En procédant comme d’habitude, nous pouvons trouver les dérivées partielles Bxz et Byz. Nous
pouvons même utiliser la formule explicite

zpx, yq “ ˘
c

1´ 4x2 ´ 16y2

8 . (97.485)

Ce faisant, nous avons oublié une série de points : ceux où z “ 0. Pour traiter ces points, nous
savons que si y ‰ 0, alors nous avons l’expression

ypx, zq “
c

1´ 4x2 ´ 8z2

16 (97.486)

qui permet de trouver les plans tangents. Il reste enfin les points avec y “ z “ 0 donnés par
x “ ˘1{4 qui doivent être traités séparément.

Exercise 150 exoImplicite0008

Soit la fonction

F : R3 Ñ R2 : px, y, zq ÞÑ px` y ` z, x2 ` y2 ` z2 ´ 1q. (97.487)

On définit M Ă R3 comme l’ensemble

M “ tpx, y, zq P R3 tels que F px, y, zq “ p0, 0qu. (97.488)

(1) Montrer que M est compact. Montrer que M est une variété C1 dans R3. Quelle est sa
dimension ?
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(2) Prouver qu’il existe des fonctions ϕ : RÑ R2 : y ÞÑ pXpyq, Zpyqq définies dans un voisinage
V de y “ 0 telles que F pXpyq, y, Zpyqq “ p0, 0q @y P V .

(3) Donner une approximation des fonctions y Ñ Xpyq autour de y “ 0 par un polynôme du
premier degré en une indéterminée.

corrImplicite0008

Correction of the exercise 150
Un point px, y, zq est dans M lorsque

"
x` y ` z “ 0
x2 ` y2 ` z2 “ 1. (97.489)

La seconde équation est celle d’une sphère de rayon 1, donc M est inclus dans la sphère et est
donc bornée. D’autre part, tant la première équation (un plan dans R3) que la seconde définissent
des ensembles fermés. En tant qu’intersection de fermés, l’ensemble M est fermé. Maintenant que
nous savons que M est ferme et borné, nous savons que M est compact.

Maintenant nous posons

F : R3 Ñ R2

px, y, zq ÞÑ px` y ` z, x2 ` y2 ` z2q. (97.490)

Les relations de définition pour Xpyq et Zpyq sont
"
Xpyq ` y ` Zpyq “ 0
Xpyq2 ` y2 ` zpyq2 ´ 1 “ 0. (97.491)EqHuitEqsqDefXZEqHuitEqsqDefXZ

Étant donné que ∣∣∣∣∣BF1Bx
BF1BzBF2Bx
BF2Bz

∣∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣ 1 1
2x 2z

∣∣∣∣∣ “ 2pz ´ xq. (97.492)

Si y “ 0, les équations deviennent "
x` z “ 0
x2 ` y2 “ 1, (97.493)

de façon que z ´ x ‰ 0. Donc le condition F
`
Xpyq, y, Zpyq˘ “ 0 définit bien les fonctions X et Z

au voisinage de y “ 0 et de px, zq “ p0, 0q.
L’approximation de Xpyq cherchée est évidemment Taylor, c’est-à-dire

Xp0q ` ypByXqp0q. (97.494)

Pour trouver Xp0q, nous devons résoudre le système
"
Xp0q ` Zp0q “ 0
Xp0q2 ` Zp0q2 “ 1, (97.495)

donc les solutions sont Xp0q “ ˘1{2 et Zp0q “ ´Xp0q. Nous avons donc le choix de travailler
autour de deux points différents :

px, y, zq “ p12 , 0,´
1
2q (97.496)EqPossXYzeroUnEqPossXYzeroUn

ou bien
px, y, zq “ p´1

2 , 0,
1
2q. (97.497)EqPossXYzerodeuxEqPossXYzerodeux

Nous trouvons X 1p0q en dérivant les deux équations de définition (97.491) par rapport à y et en
résolvant le système par rapport à X 1p0q. Le système à résoudre est

"
X 1pyq ` 1` Z 1pyq “ 0
2XpyqX 1pyq ` 2y ` 2ZpyqZ 1pyq “ 0. (97.498)



97.14. VARIÉTÉS ET EXTRÉMUMS LIÉS 4763

La résolution donne
X 1pyq “ ´2y ` 2Zpyq

2Xpyq ´ 2Zpyq . (97.499)

Étant donné que nous connaissons les valeurs de Xp0q et Zp0q données par (97.496), nous trouvons

X 1p0q “ ´1
2 . (97.500)

Dans ce cas, l’approximation est
Xpyq „ 1

2 ´
1
2y. (97.501)

Si nous avions choisit de travailler avec la possibilité (97.497), alors nous aurions obtenu

Xpyq „ ´1
2 ´

1
2y. (97.502)

Exercise 151 exoImplicite0009

Soit Φ : RˆR2 Ñ R2 : pt, vq Ñ Φpt, vq “: φtpvq une famille à un paramètre de difféomorphismes
de R2 (φt : R2 Ñ R2 : v Ñ φtpvq est un difféomorphisme de R2 pour t P R).

(1) Montrer que si φ0 possède un point fixe v0 et que le spectre de pdφ0qpv0q ne contient pas 1
(le réel 1 n’est pas une valeur propre de l’opérateur pdφ0qpv0q de R2) alors il existe ε ą 0 tel
que pour t Ps ´ ε, εr le difféomorphisme φt possède aussi un point fixe.

(2) Montrer en exhibant un exemple que l’hypothèse sur le spectre de pdφ0qpv0q est essentielle.
corrImplicite0009

Correction of the exercise 151
À faire.

97.14 Variétés et extrémums liés
Exercise 152 exoVariete0001

Les ensembles suivants sont ils des variétés ? Si oui déterminer leur dimension et leur espace
tangent (en un point arbitraire)

(1) tpx, yq P R2 | x2 ` y2 “ 1u
(2) tpx, yq P R2 | x2 ´ y2 ă 1u
(3) tpx, yq P R2 | x2 ´ y2 ď 1u
(4) tpx, yq P R2 | |x| ` |y| “ 1u
(5) tpx, yq P R2 | x2 ` y2 ă 1u
(6) tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 “ 1u
(7) tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 “ z2u
(8) tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ` z2 “ 1u
(9) tpx, y, zq P R3 | ppx´ 1q2 ` y2qppx` 1q2 ` y2q “ zu

(10) tpx, yq P R2 | ppx´ 1q2 ` y2qppx` 1q2 ` y2q “ 1u
corrVariete0001

Correction of the exercise 152
(1) Si nous prenons un point px, yq différent du pôle sud S, alors nous avons une carte autour

du point donnée par
F1 : s´π2 ,

3π
2 r Ñ R2

θ ÞÑ `
cospθq, sinpθq˘.

(97.503)

La différentielle de cette application est

dF1pθq “
`´ sinpθq, cospθq˘, (97.504)
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qui est toujours de rang maximum (c’est-à-dire 1) parce qu’il n’arrive jamais que dF1pθq “
p0, 0q.
Autour du point S, nous pouvons prendre la carte F2 : s´π, 0, r Ñ R2 définie de la même
manière.
Les cartes F1 et F2 forment un atlas pour le cercle (de nombreux autres choix sont évidement
possibles). Notons toutefois qu’il n’est pas possible de trouver une seule carte qui paramétrise
tout le cercle parce que le cercle est fermé alors que les cartes doivent partir d’ensembles
ouverts.

(2)
(3)
(4) Il est apparent que cela ne va pas être une variété à cause des coins. Étudions donc ce qu’il

s’y passe en regardant la figure 97.7

‚N

‚t1 ‚t2

Figure 97.7: Ceci n’est pas une variété. Même pas le dessin d’une variété.LabelFigCoinPasVar

Supposons avoir une carte
t ÞÑ F

`
xptq, yptq˘. (97.505)

Il y a un seul t0 tel que F pt0q “ N . Si t1 est tel que fpt1q est à gauche de N , nous avons

xpt1q
ypt1q “ ´1, (97.506)

et si t2 est tel que F pt2q est à droite de N , alors

xpt2q
ypt2q “ 1. (97.507)

Il n’y a donc que (au maximum) un seul point (t0) où le rapport xptq{yptq ‰ ˘1. Il n’est
donc pas possible d’avoir xptq et yptq continues parce que yptq ne s’annulant pas, si xptq et
yptq étaient continues, alors le rapport serait continu.

(5)
(6) L’ensemble x2 ` y2 “ 1 dans R3 est un cylindre dont l’équation en coordonnées cylindrique

est r “ 1. Pour avoir un atlas, il faut donc simplement prendre le même atlas que le cercle
de rayon 1, et de le « multiplier » par R.

(7) L’ensemble donné par l’équation x2 ` y2 “ z2 est un cône. Nous avons donc des doutes
quant au fait que ce serait une variété, à cause du sommet. Nous allons montrer que ce
n’est pas une variété parce que nous pouvons trouver trois vecteurs tangents linéairement
indépendants en p0, 0, 0q, alors qu’une variété de dimension deux ne peut pas en avoir plus
que deux (proposition 7.330). Nous considérons les trois chemins

γ1ptq “ p´t, 0, tq
γ2ptq “ pt, 0, tq
γ3ptq “ p0, t, tq.

(97.508)
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Il n’est pas très compliqué de prouver que ces trois chemins sont contenus dans l’ensemble.
Les vecteurs tangents correspondants sont

γ1
1p0q “ p´1, 0, 1q
γ1

2p0q “ p1, 0, 1q
γ1

2p0q “ p0, 1, 1q.
(97.509)

Ces trois vecteurs sont linéairement indépendants et génèrent tout R3.
(8) Cet ensemble est la sphère. Pour créer un atlas, il ne faut pas oublier de mettre deux cartes

par angles. Il est facile de trouver une carte, centrée en le pôle nord, qui ne contient ni le
pôle nord ni le pôle sud en donnant un angle et une distance. Ensuite, il suffit de prendre
une seconde carte centrée au pôle ouest et qui ne contient ni le pôle est ni le pôle ouest (mais
bien les deux autres pôles).

(9) Nous allons utiliser la caractérisation de la proposition 20.7 avec la fonction

Gpx, y, zq “ `px´ 1q2 ` y2˘`px` 1q2 ` y2˘´ z “ 0. (97.510)

Il est certain que G “ 0 est exactement l’ensemble considéré. Il faut encore vérifier que la
fonction G satisfait aux hypothèses de la proposition, c’est-à-dire que la différentielle dG est
de rang maximum. Ici, le rang maximum est 1. Nous avons

dGpx, y, zq “
¨
˝

4xpy2 ` x2 ´ 1q
4ypy2 ` x2 ` 1q

´1

˛
‚. (97.511)

Grâce au ´1, c’est toujours de rang 1. Donc oui, l’ensemble considéré est une variété.
(10) Cette fois, le ´1 n’apparaît pas, donc nous ne pouvons pas utiliser la même fonction pour

prouver que G “ 0 est une variété.
Autour de x “ 0, nous pouvons résoudre par rapport à y :

y “ ˘
ba

4x2 ` 1´ x2 ´ 1. (97.512)

Ces deux courbes sont représentées à la figure 97.8.

´1 1

Figure 97.8: Ce à quoi ça ressemble. En bleu la partie sans le signe, et en rouge avec le signe
moins. LabelFigExoVarj

En prenant un chemin bleu à gauche et rouge à droite, puis un autre chemin rouge à gauche
et bleu à droite, on a deux chemins qui ont des vecteurs tangents linéairement indépendants.
En n’importe quel autre point, il n’y a qu’un seul vecteur tangent. Donc l’ensemble proposé
n’est pas une variété.

Exercise 153 exoVariete0002

Trouver les extrémums de f : R3 Ñ R : px, y, zq ÞÑ x2y relativement à la sphère tpx, y, zq P
R3 | x2 ` y2 ` z2 “ 1u. corrVariete0002
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Correction of the exercise 153
Nous avons fpx, y, zq “ x2y et Gpx, y, zq “ x2 ` y2 ` z2 ´ 1. Le système à résoudre est

$
’’&
’’%

2xy ` 2λx “ 0
x2 ` 2λy “ 0
2λz “ 0
x2 ` y2 ` z2 ´ 1 “ 0.

(97.513)

Il y a directement deux cas à séparer : λ “ 0 et λ ‰ 0.
Commençons par λ “ 0, alors x “ 0 et y2`z2 “ 1. Cela fait tout un cercle de points candidats.

Sur ce cercle, la fonction vaut zéro, et en dehors du cercle, le signe de la fonction est le signe de
y. Donc les points du cercle avec y ą 0 sont des minimums locaux (parce que dans un voisinage,
la fonction est positive), et les points du cercle avec y ă 0 sont des minimums locaux. Les deux
points avec y “ 0 ne sont ni l’un ni l’autre.

Analysons maintenant ce qu’il se passe si λ ‰ 0. Dans ce cas, z “ 0 et le système devient
$
&
%

2xpy ` λq “ 0
x2 ` 2λy “ 0
x2 ` y2 ´ 1 “ 0.

(97.514)

Si x “ 0, alors y “ ˘1 et λ “ 0, ce qui fait rejeter la possibilité x “ 0. Donc x ‰ 0 et y “ ´λ. Il
reste les équations "

x2 ´ 2λ2 “ 0
x2 ` λ2 ´ 1 “ 0. (97.515)

Il y a quatre solutions : x “ ˘a2{3 et y “ ˘a1{3. Ces points sont maximums et minimums
locaux.

Exercise 154 exoVariete0003

Trouver les extrémums de la fonction f : R3 Ñ R : px, y, zq ÞÑ xy2z3 relativement à la portion
de plan S :“ tpx, y, zq P R3 | x` y ` z “ 12, x, y, z ą 0u.

Aide : reconsidérer le même problème relativement à sa fermeture

S :“ tpx, y, zq P R3 | x` y ` z “ 12, x, y, z ě 0u,

qui est compacte mais plus une variété, pour prouver que le point que vous obtenez par la méthode
de Lagrange est bien un maximum. corrVariete0003

Correction of the exercise 154
Nous avons

Lpx, y, z, λq “ xy2z3 ` λpx` y ` z ´ 12q. (97.516)

Les équations à résoudre sont $
’’&
’’%

y2z3 ` λ “ 0
2xyz3 ` λ “ 0
3xy2z2 ` λ “ 0
x` y ` z ´ 12 “ 0,

(97.517)

avec la contrainte que x, y et z doivent être plus grand ou égaux à zéro. La solution est x “ 2, y “ 4
et z “ 6. Ce point est un candidat, et il faut savoir si il est réellement minimum ou maximum,
local ou global.

Si nous relaxons la condition x, y, z ą 0, et que nous demandons seulement x, y, z ě 0, alors
le domaine est compact et la fonction a certainement un minimum et un maximum local. Sur le
bord du nouveau domaine (c’est-à-dire là où une des coordonnées est nulle), la fonction vaut zéro,
tandis qu’elle est strictement positive ailleurs. Le minimum global est donc atteint sur le bord.
Il existe alors un maximum global à l’intérieur du domaine. Étant donné que p2, 4, 6q est le seul
candidat, l’existence d’un maximum prouve que ce point est maximum global.
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Exercise 155 exoVariete0004

Trouver les extrémums de la fonction d : R6 Ñ R : pv, v1q ÞÑ }v ´ v1}2, c’est-à-dire

px, y, z, x1, y1, z1q ÞÑ px´ x1q2 ` py ´ y1q2 ` pz ´ z1q2 (97.518)

relativement au plan S :“ tpx, y, z, x1, y1, z1q P R6 | x “ y “ z, x1 “ 1, y1 “ 0u.
Aide : reconsidérer le même problème relativement à l’ensemble S X C où

C :“ tpx, y, z, x1, y1, z1q P R6 | px´ x1q2 ` py ´ y1q2 ` pz ´ z1q2 ă 10u (97.519)

qui est borné et à sa fermeture S X C qui est compact mais n’est plus une variété, pour prouver
que le point que vous obtenez par la méthode de Lagrange est bien un minimum. corrVariete0004

Correction of the exercise 155
La portion d’espace est donnée par les fonctions

G1 “ x´ y
G2 “ x´ z
G3 “ x1 ´ 1
G4 “ y1.

(97.520)

Les gradients sont
∇G1 “ p1,´1, 0, 0, 0, 0q
∇G2 “ p1, 0,´1, 0, 0, 0q
∇G3 “ p0, 0, 0, 1, 0, 0q
∇G4 “ p0, 0, 0, 0, 1, 0q,

(97.521)

qui sont linéairement indépendants. Les candidats seront donc uniquement les points tels que
∇L “ 0 où

Lpx, y, z, x1, y1, z1, λ1, λ2, λ3q
“ px´ x1q2 ` py ´ y1q2 ` pz ´ z1q2 ` λ1px´ yq ` λ2px´ yq ` λ3px1 ´ 1q ` λ4y

1.
(97.522)

La résolution du système d’équations est donnée par l’unique point

px, y, z, x1, y1, z1q “ p12 ,
1
2 ,

1
2 , 1, 0,

1
2q, (97.523)

et la fonction vaut 1
2 en ce point.

Si au lieu de regarder la fonction sur tout le domaine S, nous ne la regardons seulement sur la
fermeture de l’intersection avec l’ensemble

C “ tpx, y, z, x1, y1, z1q tel que px´ x1q2 ` py ´ y1q2 ` pz ´ z1q2 ď 10u, (97.524)

alors il y a un minimum et un maximum. La fonction vaut 10 sur le bord de S X C, tandis qu’elle
est plus petite que 10 à l’intérieur. Le minimum n’est donc pas sur le bord. Il y a un seule candidat
à être minimum à l’intérieur, c’est le point trouvé.

Ce point est donc minimum global de f relativement à l’ensemble S X C, et même relativement
à SXC. Le fait que ce soit un minimum local par rapport à S découle maintenant du lemme 17.79.

Exercise 156 exoVariete0005

Trouver les extrémums de la fonction

f : R3 Ñ R

px, y, zq ÞÑ x2 ` y2 ` z2 (97.525)

relativement à la surface S :“ tz2 “ x2 ` y2 ` xy ` x` y ` z ` 1u. corrVariete0005
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Correction of the exercise 156
Attention : exercice difficile 15 !
Le lagrangien du problème est

Lpx, y, z, λq “ x2 ` y2 ` z2 ` λpx2 ` y2 ` xy ` x` y ` z ´ 1´ z2q, (97.526)

et les équations à résoudre sont
$
’’&
’’%

2x` 2λx` λy ` λ “ 0
2y ` 2λy ` λx` λ “ 0
2z ` λ´ 2λz “ 0
x2 ` y2 ` xy ` x` y ` z ´ 1´ z2 “ 0.

(97.527)

Il est possible de résoudre les trois premières équations pour x, y et z :

x “ ´ λ

2λ` 2 , y “ ´ λ

3λ` 2 , z “ λ

2λ´ 2 .
(97.528)

En remettant dans la dernière équation, cela donne une équation épouvantable pour λ :

33λ4 ´ 22λ3 ´ 44λ2 ´ 8λ` 16 “ 0. (97.529)

En réfléchissant beaucoup, on peut prouver que les solutions sont sont comprises entre 1{2 et 3{2.
Cela fait que |x| ă 3

7 , |y| ă 3
7 et |z| ă 3

2 , et donc que

fpx, y, zq ă 513
196 » 2.61. (97.530)

97.15 Intégrales curvilignes
Exercise 157 exoVariete0006

Calculez la longueur des arcs de courbe suivants :
(1) y “ lnp1´ x2q pour 0 ď x ď 1

2

(2) y “ x3{2 pour 0 ď x ď 5
(3) y “ 1´ lnpcosxq pour 0 ď x ď π

4 corrVariete0006

Correction of the exercise 157
(1) Il s’agit d’appliquer la formule (21.62). Il faut donc intégrer

L “
ż 1{2

0

d
1`

ˆ
2x

1´ x2

˙2
“
ż 1{2

0

x2 ` 1
x1 ´ 1 . (97.531)

La division euclidienne de x2 ` 1 par x2 ´ 1 donne 1 comme quotient et 2 comme reste,
c’est-à-dire que x2 ` 1 “ px2 ´ 1q ` 2. Cela suggère de découper la fraction comme

x2 ´ 1
x2 ´ 1 `

2
x2 ´ 1 “ 1` 2

x2 ´ 1 . (97.532)

Ces deux fractions sont dans le formulaire. Après calcul, la réponse est lnp3
4q ´ 11

6 .
(2)

L “
ż 5

0

c
1` 9

4x “
335
27 . (97.533)

Notez que pour effectuer l’intégrale, le changement de variable u “ 1` 9x{4 est conseillé.

15. Si vous trouvez une méthode plus simple, merci de me le faire savoir
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(3) L’intégrale sur laquelle on tombe est
ş 1

cospxqdx. Il faut savoir 16 que 1{sinpxq “ cosecpxq.
Cette intégrale est donc dans le formulaire.

Exercise 158 exoVariete0007

Calculez
ş
γ xdy`ydx où γ est l’arc de cubique déterminé par y “ x3`x2`x`1 avec 0 ď x ď 1.

corrVariete0007

Correction of the exercise 158
Comme d’habitude quand on donne un chemin par une équation y “ ypxq, le chemin est

paramétré par t ÞÑ pt, yptqq. Ici nous avons

γptq “ pt, t3 ` t2 ` t` 1q (97.534)

avec 0 ď t ď 1. Le vecteur tangent à ce chemin est donné par

γ1ptq “ p1, 3t2 ` 2t` 1q, (97.535)

et il faut calculer
ż 5

0
ωγptq

`
γ1ptq˘ “

ż 5

0
tdy

ˆ
1

3t2 ` 2t` 1

˙
` pt3 ` t2 ` t` 1qdx

ˆ
1

3t2 ` 2t` 1

˙
. (97.536)

Maintenant, il faut se rendre compte que dy
ˆ

1
3t2 ` 2t` 1

˙
“ 1 et que dx

ˆ
1

3t2 ` 2t` 1

˙
. L’inté-

grale à calculer est finalement
ż 5

0

“
tp3t2 ` 2t` 1q ` pt3 ` t2 ` t` 1q1‰ “ 780. (97.537)

Exercise 159 exoVariete0008

Calculez
ş
γ 2xydx`x2dy le long des différents chemins suivants joignant l’origine p0, 0q au point

a “ p2, 1q
(1) la droite y “ x

2

(2) la parabole y “ x2

4
(3) la parabole y2 “ x

2
(4) la ligne brisée Oba où b “ p0, 1q

Donnez une interprétation de ces résultats. Pour ce faire, sachez qu’en physique, il y a un adage qui
dit que le travail d’une force conservative ne dépend pas du chemin suivit. En mathématique, il y
a un théorème qui dit la même chose. Citer ce théorème et prouver que la forme ω “ 2xydx`x2dy
vérifie les hypothèses de ce théorème. corrVariete0008

Correction of the exercise 159
(1) Le chemin proposé est γptq “ pt, t{2q, et l’intégrale est

ż 2

0
t2dx

ˆ
1

1{2
˙
` t2dy

ˆ
1

1{2
˙
“
ż 2

0

ˆ
t2 ` t2

4

˙
“ 4. (97.538)

(2) Le nouveau chemin est

γptq “ pt, t
2

4 q, (97.539)

et le chemin dérivé est γ1ptq “ p1, t{2q. L’intégrale est
ż 2

0
ωγptq

ˆ
1
t{2

˙
“
ż 2

0
p t

3

2 `
t3

2 q “ 4 (97.540)

16. oui oui, c’est une notation qui s’utilise de temps en temps.
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(3) Afin de ne pas s’ennuyer avec des racines carrés, il est plus facile de paramétrer le chemin en
regardant x comme fonction de y, c’est-à-dire

γptq “ p2t2, tq, (97.541)

avec t parcourant l’intervalle r0, 1s. Nous trouvons

ωγptq “ 4t3dx` 4t4dy. (97.542)

L’intégrale est alors ż 1

0
ωγptq

ˆ
4t
1

˙
“
ż 1

0
16t4 ` 4t4 “ 4. (97.543)

(4) Le premier chemin est vertical et est γ1ptq “ p0, tq, tandis que le second est horizontal à la
hauteur 1 et est γ2ptq “ pt, 1q. Pour le premier, t P r0, 1s, tandis que pour le second, t P r0, 2s.
Nous avons ωγ1ptq “ 0, donc le premier chemin ne compte pas. Il reste à intégrer

ωγ2ptq “ 2tdx` t2dy, (97.544)

donc ż 2

0
p2tdx` t2dyq

ˆ
1
0

˙
“ 4. (97.545)

Toutes les intégrales valent 4. La raison est que la forme ω est exacte,et que l’intégrale d’une forme
différentielle exacte entre deux points ne dépend pas du chemin suivit. Afin de prouver que ω est
exacte, il faut trouver une fonction fpx, yq pour laquelle ω “ df . Il faut donc que

Bf
Bx “ 2xy et Bf

By “ x2. (97.546)

La première équation montre, par simple intégration par rapport à x, que fpx, yq “ x2y` cpyq. La
fonction cpyq est la constante d’intégration ; elle est constante par rapport à x, mais peut dépendre
de y. La seconde équation fixe cette constante en fonction de y. Nous avons que cpyq doit être une
constante. Donc

ω “ dpx2y ` cq (97.547)

pour n’importe quel c P R. Un simple calcul montre que fp2, 1q ´ fp0, 0q “ 4.
Exercise 160 exoVariete0009

Calculez
ş
γ ydx` xdy ` z2dz où γ est une hélice de pas 1 tracée sur le cylindre x2 ` y2 “ 1.

corrVariete0009

Correction of the exercise 160
Pour l’hélice, il faut quelque chose qui tourne dans le plan xy, et qui monte dans la direction

z. Le paramétrage
γptq “ `

cosptq, sinptq, t{2π˘ (97.548)

est parfaite. Nous avons

ωγptq “ sinptqdx` cosptqdt` t2

4π2dz, (97.549)

et donc ż

γ
ω “

ż 2π

0

`´ sinptq2 ` cosptq2 ` t2

8π3
˘ “ 1

3 . (97.550)

Notons que la forme ω est exacte. En effet, il faut une fonction f telle que

Bf
Bx “ y,

Bf
By “ x,

Bf
Bz “ z2.

(97.551)
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La dernière nous dit que fpx, y, zq “ z3

3 ` cpx, yq. La seconde équation dit donc que cpx, yq “
xy ` hpyq, et enfin la première équation montre que h “ 0. En résumé, ω “ df avec

fpx, y, zq “ xy ` z3

3 . (97.552)

Maintenant, on a
ż

γ
ω “ pf ˝ γqp2πq ´ pf ˝ γqp0q “ fp1, 0, 1q ´ fp1, 0, 0q “ 1

3 . (97.553)

Exercise 161 exoVariete0010

Calculer les intégrales suivantes
(1)

ş
γ 1ds où γ est l’arc de cycloïde donné par

γptq “ pa pt´ sinptqq, a p1´ cosptqqq 0 ď t ď 2π.

(2)
ş
γ 1ds où γ est l’astroïde d’équation x

2
3 ` y 2

3 “ a
2
3 et où a est un réel positif.

(3) ż

γ
px` yqds (97.554)

où γ est le contour du triangle ABO de sommets

A “ p1, 0q B “ p0, 1q O “ p0, 0q.
corrVariete0010

Correction of the exercise 161
Il faut diviser le chemin en trois morceaux. Attention à l’ordre : nous intégrons sur le chemin

parcourant le triangle dans le sens ABC et non dans le sens inverse ACB.

Le chemin σ1 joint A à B : σ1ptq “ p1´ tqA` tB “
ˆ

1´ t
t

˙
. L’intégrale à effectuer est donc

ż

σ1

px` yqdσ1 “
ż 1

0
p1´ tq ` t dt “ 1. (97.555)

Le chemin qui joint B à C est σ2ptq “ p0, 1´ tq et l’intégrale le long de ce chemin vaut
ż

σ2

px` yqdσ2 “
ż 1

0
p1´ tqdt “ 1

2 . (97.556)

La troisième intégrale est sur σ3ptq “ pt, 0q :
ż

σ3

px` yqdσ3 “
ż 1

0
t dt “ 1

2 . (97.557)

L’intégrale de x` y le long de tout le triangle vaut donc 1` 1
2 ` 1

2 “ 2.
Exercise 162 exoVariete0011

Calculer les intégrales suivantes :
(1) ż

γ
y2dx` x2dy (97.558)

où γ est le cercle de rayon 1 centré en l’origine et parcouru dans le sens horlogique.
(2) ż

γ
G (97.559)

où G est le champs de vecteurs qui vaut py2, x2q en px, yq et où γ est le cercle de rayon 1
centré en l’origine et parcouru dans le sens trigonométrique.
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(3) ż

γ
py ´ zqdx` pz ´ yqdy ` px´ yqdz (97.560)

où γ est l’arc d’hélice

tpa cosptq, a sinptq, btq tel que 0 ď t ď 2πu

et où a et b sont des réels positifs.
(4) ż

γ
py ` zqdx` pz ` xqdy ` px` yqdz (97.561)

où γ est le cercle à l’intersection de la sphère unité de R3 et du plan d’équation x`y`z “ 0,
parcouru dans le sens indiqué par le vecteur p1, 1,´2q au point p

?
2

2 ,´
?

2
2 , 0q. corrVariete0011

Correction of the exercise 162

(1)
(2)
(3)
(4) Cet exercice est intéressant parce qu’il est difficile de trouver une bonne expression pour le

chemin. Heureusement, cela n’est pas nécessaire. En effet, dans le plan, P ” x ` y ` z “ 0,
nous avons

ω|P px, y, zq “ ´xdx´ ydy ´ zdz. (97.562)

Si maintenant nous considérons la forme ω1 “ ´xdx´ ydy ´ zdz, il est facile de voir qu’elle
est exacte et que ω1 “ df avec

fpx, y, zq “ ´x
2

2 ´ y2

2 ´ z2

2 . (97.563)

Étant donné que le chemin γ considéré est contenu dans le plan P , nous avons
ż

γ
ω “

ż

γ
ω1 “ 0 (97.564)

parce que l’intégrale d’une forme exacte sur un chemin fermé est nulle.

97.16 Intégrales de surface, Stokes et Green

Exercise 163 exoVariete0012

Quelques calculs d’aires.
(1) Calculez la surface de la sphère de rayon R centrée à l’origine p0, 0, 0q.
(2) Calculez

şş
SXC 1dσ où S est la sphère de rayon R centrée à l’origine p0, 0, 0q et C le cylindre

circulaire de diamètre pp0, 0, 0q, pR, 0, 0qq parallèle à 0z.
(3) Calculez

şş
S

a
x2 ` y2dσ où S est la surface latérale du cône S :“ tpx, y, zq | x2 ` y2 ´ z2 “

0, 0 ă z ă bu et où b est un réel positif.
(4) Calculez l’aire de la calotte sphérique découpée par le cône z2 “ x2`y2 dans la sphère unité.
(5) Calculez l’aire de la portion de surface cylindrique x2` y2 “ 1 limitée par l’hélice de pas un,

la droite x “ 0, y “ 1 et la surface z “ 0.
corrVariete0012

Correction of the exercise 163
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(1) La sphère est une variété de dimension 2 dans R3. Nous avons donc besoin de cartes pour
intégrer dessus. Les coordonnées sphériques sont une carte qui recouvrent toute la sphère
sauf un bout de mesure nulle (voir page 486). Nous allons donc considérer

F : R`zt0u ˆ s0, 2πr ˆ s0, πr Ñ R3

pr, θ, φq ÞÑ
¨
˝
R cospθq sinpφq
R sinpθq sinpφq

R cosφ

˛
‚.

(97.565)

Les vecteurs tangents à ce paramétrage sont

BF
Bθ “

¨
˝
´R sin θ sinφ
R cos θ sinφ

0

˛
‚, BF

Bφ “
¨
˝
R cos θ cosφ
R sin θ cosφ
´R sinφ

˛
‚, (97.566)

et l’élément de surface est la norme de

BθF ˆ BφF “
∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3
´R sin θ sinφ R cos θ sinφ 0
R cos θ cosφ R sin θ cosφ ´R sinφ

∣∣∣∣∣∣∣
“ p´R2 cos θ sin2 φqe1 ´ pR2 sin θ sin2 φqe2 ` p´R2 sinφ cosφqe3.

(97.567)

La norme du tout vaut
dσpθ, φq “ }BθF ˆ BφF } “ R2 sinφ. (97.568)

Donc l’intégrale à calculer est
ż 2π

0

ż π

0
R2 sinφdφdθ “ 2πR2r´ cosφsπ0 “ 4πR2. (97.569)

(2) Un point px, yq est sur le cercle lorsque px ´ R
2 q2 ` y2 “ R2

4 . En passant aux coordonnées
polaires, l’intérieur du cercle est

r2 ´Rr cos θ ă 0, (97.570)
que l’on peut simplifier par r parce que r est toujours strictement positif. Le cylindre (plein)
dont on parle est donc donné par

r ă R cos θ (97.571)
en coordonnées cylindriques. En coordonnées cylindriques, la sphère s’écrit

r2 ` z2 “ R2. (97.572)

Ce sur quoi nous intégrons est le morceau de sphère au dessus (et en dessous) du cercle. Il est
donc naturel d’utiliser ce dernier pour paramétriser la surface sur laquelle on veut intégrer.
La carte est donc

F pr, θq “
¨
˝

r cos θ
r sin θ?
R2 ´ r2

˛
‚ (97.573)EqParmsCylSphereEqParmsCylSphere

à prendre sur l’ouvert r ă R cos θ. Un peu de calcul montre que

}BrF ˆ BθF } “ rR?
R2 ´ r2 . (97.574)

Il faut intégrer cela avec θ P s´π{2, π{2r et r P s0, R cos θr :

I “
ż π{2

´π{2

ż R cos θ

0

rR?
R2 ´ r2drdθ “ R2pπ ´ 2q. (97.575)

Ce résultat doit encore être multiplié par deux pour tenir compte de la partie de surface en
dessous. Le résultat est donc

2R2pπ ´ 2q. (97.576)
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(3) Une carte pour le cône (à part le sommet) est donnée par le cercle sur lequel il se projette :

F pr, θq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ
r

˛
‚, (97.577)

avec r : 0 Ñ b et θ : 0 Ñ 2π. Nous avons

BF
Br “

¨
˝

cos θ
sin θ

0

˛
‚, BF

Bθ “
¨
˝
´r sin θ
r cos θ

0

˛
‚, (97.578)

et
dσpr, θq “ r

?
2. (97.579)

Nous devons donc calculer l’intégrale
ż b

0

ż 2π

0
rdσpr, θq “

ż b

0

ż 2π

0
r2?2 “ π

?
2b

3

2 . (97.580)

(4) Encore une fois, le cône va vers le haut et vers le bas. Il y aura donc lieu de multiplier
le résultat par deux. Cherchons à quelle hauteur le cône coupe la sphère. Lorsque y “ 0,
nous avons les équations z “ x et x2 ` z2 “ 1, ce qui donne la hauteur z “ 1{?2. Nous
devons donc intégrer sur le morceau de sphère qui flotte au dessus du cercle de rayon 1{?2.
Nous reprenons le paramétrage en coordonnées cylindrique donnée par (97.573), dont nous
connaissons déjà l’élément de surface, et nous devons simplement calculer

ż 1{?
2

0

ż 2π

0

r?
1´ r2dθdr “ 2πp1´ 1?

2
q. (97.581)

Après multiplication par deux, nous avons la réponse

S “ 2πp2´?2q. (97.582)

(5) Une bonne carte pour le cylindre est donnée par

F pθ, zq “
¨
˝

cos θ
sin θ
z

˛
‚ (97.583)

Nous voyons avec un tout petit peu de calcul que dσpr, θq “ 1, de façon que la surface
demandée soit ż 2π

0

ż θ{2π

0
1dzdθ “ π. (97.584)

Cela est exactement la surface du triangle de hauteur 1 et de base donnée par la circonférence
de la base du cylindre, un peu comme si le cylindre n’était pas vraiment courbé, ce qui est
confirmé par le fait que l’élément de surface est la constante 1.

Exercise 164 exoVariete0013

Calculer les flux des champs de vecteurs suivants à travers les surfaces suivantes :
(1) G “ px2, y2, z2q où S est la surface extérieure du cube 0 ď x, y, z ď a.
(2) G “ px`y, y` z, z`xq où S est la surface totale du cylindre x2`y2 “ 1 limité par les plans

z “ 0 et z “ 1.
(3) G “ py2, x2, z2q où S est la surface du paraboloïde x2 ` y2 “ z limité par le plan z “ 1.

Indice : la réponse n’est pas 2π{3.
corrVariete0013

Correction of the exercise 164
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(1) Soient C le cube et B le cube plein dont C est le bord. Par le théorème de la divergence,
ĳ

C

G· dS “
¡

B

∇ ·G

or la divergence de G se calcule aisément puisque

∇ ·G “ 2px` y ` zq

et donc l’intégrale recherchée est
ż a

0

ż a

0

ż a

0
2px` y ` zqdxdydz “ 3a4.

(2) La surface totale S borde un cylindre plein C. Le théorème de la divergence s’applique, et
l’intégrale recherchée est ĳ

S

G· dS “
¡

C

∇ ·G “
¡

C

3

ce qui revient à calculer le triple du volume du cylindre. Ce volume vaut π, et la réponse
attendue est donc 3π.

(3) Ici la surface S du paraboloïde ne délimite pas un volume fermé. Néanmoins, il semble plus
facile de calculer le flux au travers du « couvercle » C d’équations z “ 1, x2 ` y2 ď 1 que le
flux au travers de S. On va donc appliquer le théorème de la divergence sous la forme :

ĳ

S

G· dS `
ĳ

C

G· dS “
ĳ

SYC
G· dS “

¡

V

∇ ·G

où V est le volume délimité par la surface S et son couvercle C.
La divergence de G vaut 2z, et donc en passant en coordonnées cylindriques on trouve

¡

V

∇ ·G “
ż 2π

0

ż 1

0

ż ?
z

0
2zρdρdzdθ “ 2π

3 .

Sur le couvercle, G “ py2, x2, 1q et le couvercle est paramétrisé par
$
’&
’%

x “ ρ cosptq
y “ ρ sinptq
z “ 1

avec pour vecteur normal unitaire extérieur p0, 0, 1q. Donc le flux au travers de C vaut
ĳ

C

@py2, x2, 1q, p0, 0, 1qD “
ĳ

C

1 “
ż 2π

0

ż 1

0
ρdρdθ “ π

ce qui n’est pas insensé puisqu’on a intégré la fonction 1 sur un disque, donc on retrouve
l’aire de ce disque.
En conclusion, l’intégrale recherchée au départ vaut

ĳ

S

G· dS “
¡

V

∇ ·G´
ĳ

C

G· dS “ 2π
3 ´ π “ ´π3
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Exercise 165 exoVariete0014

Soit D Ă R3 un ouvert borné dont le bord BD est une variété de dimension deux. Soit ν un
champ de vecteurs unitaire normal à BD en tout points. Soit G : BD Ñ R3 un champ de vecteurs
constant et soit c : BD Ñ R la fonction définie sur BD qui associe à v le cosinus de l’angle entre
Gpvq et νpvq. Calculez

ş
BD cpvqdσ. corrVariete0014

Correction of the exercise 165
Soit D ouvert borné dans l’espace, dont le bord est une variété de dimension 2 ayant un champ

de vecteurs unitaire normal ν. Soit G un champ de vecteurs constant et c : BD Ñ R la fonction
définie sur BD qui associe au point v P BD le cosinus de l’angle entre Gpvq et νpvq.

Par définition du produit scalaire, on sait que

cpvq “ xGpvq, νpvqy
}Gpvq} }νpvq} “

xGpvq, νpvqy
}Gpvq}

où }Gpvq} est une constante (puisque le champ G est constant). Dès lors nous avons
ĳ

BD
cpvq “ 1

}G}
ĳ

BD
xGpvq, νpvqy

où la dernière intégrale est, par définition, le flux de G au travers de BD. Comme G est constant,
sa divergence vaut 0, et l’intégrale est donc nulle par le théorème de la divergence.

Exercise 166 exoVariete0015

Calculer le flux du champ de vecteurs Gpx, y, zq “ py, x , yzq à travers le cornet de glace limité
par l’ellipsoïde

x2

16 `
y2

9 ` z2

16 “ 1 (97.585)

lorsque y ě 0 et par le cône d’équation x2` z2 “ py` 4q2 lorsque y ă 0. Faire un dessin peut vous
aider. corrVariete0015

Correction of the exercise 166
Le cornet de glace S délimite un volume fermé V constitué d’un demi-ellipsoïde E et d’un bout

de cône C. Notons que les deux bouts se recollent bien en y “ 0 parce que sur ce plan, l’ellipsoïde
et le cône ont tous les deux pour équation x2 ` y2 “ 16.

Le théorème de la divergence s’applique, et l’intégrale recherchée vaut
ĳ

S

G· dS “
¡

E

y `
¡

C

y

puisque ∇ ·G “ y.
Pour calculer l’intégrale sur le demi-ellipsoïde, prenons des coordonnées sphériques un peu

modifiées : $
’&
’%

x “ 4r cosϕ sin θ
y “ 3r cos θ
z “ 4r sinϕ sin θ

dont le jacobien vaut 48r2 sin θ. L’intégrale vaut 17

¡

E

y “
ż 2π

0

ż π
2

0

ż 1

0
144r3 sin θ cos θdrdθdϕ “ 1441

4
1
22π “ 36π.

Afin de calculer l’intégrale sur le cône, nous utilisons les coordonnées cylindriques :
$
’&
’%

x “ ρ cos t
y “ ỹ ´ 4
z “ ρ sin t

17. Pouvez-vous justifier le fait que le rayon va de 0 à 1 ?
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dont le jacobien vaut ρ. L’intégrale vaut
¡

C

y “
ż 2π

0

ż 4

0

ż ỹ

0
ỹ ´ 4dρdỹdt “ ´64π

3

L’intégrale recherchée au départ vaut donc 44π
3 .

Exercise 167 exoVariete0016

Calculer.
(1)

ű
γ 2px2`y2qdx`px`yq2dy où γ est le périmètre du triangle dont les sommets sont les points
a “ p1, 1q, b “ p2, 2q et c “ p1, 2q.

(2)
ű
γ xy

2dx´ x2ydy où γ est la circonférence x2 ` y2 “ R2.
(3)

ű
γ dx` xdy où γ est le cycle formé par y “ x2 et y2 “ x.

(4) l’aire de l’ellipse x “ a cos θ, y “ b sin θ.
(5)

ű
γ ´x2ydx` xy2dy où γ est le cercle de rayon 1 centré en l’origine p0, 0q et parcouru dans le

sens horlogique.
corrVariete0016

Correction of the exercise 167
(1) Lorsqu’on ne précise rien, c’est qu’on demande que le chemin est dans le « bon » sens. Il n’y

a donc pas de problèmes de sens, on peut appliquer le théorème de Green les yeux fermés.
Tout ce que nous avons à faire est d’intégrer la fonction

BQ
Bx ´

BP
By (97.586)

où P px, yq “ 2px2 ` y2q et Qpx, yq “ px` yq2 sur le triangle. Cela se fait ainsi :

2
ż 2

1
dy

ż y

1
dxpx´ yq “ ´1

3 . (97.587)

(2) Juste pour rappel, le bon sens est le sens trigonométrique. Si D est le disque, l’intégrale à
faire est

´4
ż

D
xy dx dy “

ż 2π

0

ż R

0
r2 cos θ sin θdrdθ “ 0. (97.588)

(3) La forme est ω “ dx ` xdy, donc P “ 1 et Q “ x, ce qui donne que la fonction à intégrer
sur la surface est 1. L’intégrale est donc

ż 2

0

ż ?
x

x2
dydx “ 1

3 . (97.589)

(4) Nous avons repéré au point précédent que la forme ω “ dx` xdy donnait 1 comme fonction
en prenant le passage à Green. Ici, nous devons intégrer la fonction 1 sur l’ellipse. Nous
allons donc intégrer la forme ω “ dx`xdy sur le contour. Le chemin (dans le bon sens !) qui
paramètre l’ellipse est donné par

γptq “
ˆ
a cosptq
b sinptq

˙
(97.590)

où t : 0 Ñ 2π. La dérivée du chemin (son vecteur tangent) est donné par

γ1ptq “
ˆ´a sinptq
b cosptq

˙
. (97.591)

Nous devons donc intégrer
ż 2π

0
pdx` a cosptqdyq

ˆ´a sinptq
b cosptq

˙
“
ż 2π

0

`´ a sinptq ` ab cosptq˘dt

“ ab

ż 2π

0
cos2ptqdt

“ πab.

(97.592)
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(5) Cette fois, le sens de parcours est prescrit, et il est le sens inverse de celui où Green fonctionne.
Nous devons donc ajouter un signe :

ż

γ
´x2ydx` xy2dy “ ´

ż

D
px2 ` y2qdxdy “ ´

ż 1

0

ż 2π

0
r3dθdr “ ´π2 . (97.593)

Exercise 168 exoVariete0017

Calculer.
(1)

ű
γ y

2dx` z2dy`x2dz où γ est le périmètre du triangle de sommets p1, 0, 0q, p0, 1, 0q, p0, 0, 1q,
(2)

ű
γ y

2dx`x2dy`z2dz où γ est la circonférence x2`y2 “ 1, z “ 0. On prendra comme surfaces
successivement le disque dans le plan z “ 0 et la sphère unité,

(3) la circulation du champ de vecteurs Gp´x3, y3, 2x` z2q le long du cercle
"

z “ 0
x2 ` y2 “ 1

directement et ensuite par la formule de Stokes.
(4) ¿

γ

py ` zqdx` pz ` xqdy ` px` yqdz

où γ est le cercle γ :“ tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ` z2 “ 1, x` y` z “ 0u parcouru dans le sens
indiqué par le vecteur p1, 1,´2q au point p 1?

2 ,
1?
2 , 0q,

(5) ¿

γ

ydx` zdy ` xdz (97.594)

où γ est l’intersection de x2 ` y2 ` z2 “ a2 et y “ 0.
corrVariete0017

Correction of the exercise 168
(1) Le chemin γ est dans le cadre d’application du théorème de Stokes puisqu’il est le bord d’un

triangle T , dès lors ż

γ
y2dx` z2dy ` x2dz “

ĳ

T

∇ˆG· dS

où G “ py2, z2, x2q. Le rotationnel vaut

∇ˆG “
∣∣∣∣∣∣∣
e⃗x ÝÑey ÝÑez
Bx By Bz
y2 z2 x2

∣∣∣∣∣∣∣ “ p´2z,´2x,´2yq

Paramétrons le triangle via

F pu, vq “
¨
˝

1´ u´ v
u
v

˛
‚ (97.595)

avec u P s0, 1r et v P s0, 1´ ur. Le dessin de la figure 97.9 montre que le paramétrage choisie
a la bonne orientation vis-à-vis de la convention prise par le théorème de Green.
Le vecteur normal à la surface, de ce paramétrage, vaut

BF
Bu ^

BF
Bv “ p1, 1, 1q

et donc l’intégrale devient ż 1

0

ż 1´u

0
´2dvdu “ ´1
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eu

ev

νT

Figure 97.9: Question d’orientation. La base pν, T q a la même orientation que la base p1u, 1vq.
Cela fait que la carte choisie est de bonne orientation. LabelFigTriangleUV

(2) Le rotationnel de G vaut

∇ˆG “ 2

¨
˝

0
0

x´ y

˛
‚. (97.596)

Le paramétrage du cercle, en coordonnées cylindriques, est

F pr, θq “
¨
˝
r cos θ
r sin θ

0

˛
‚. (97.597)

Nous devons donc intégrer ż 1

0

ż 2π

0
x∇ˆG,Npr, θqydθdr. (97.598)EqEtapeUn153EqEtapeUn153

Il est vite vu que

Npr, θq “ BFBr ˆ
BF
Bθ “

¨
˝

0
0
r

˛
‚, (97.599)

donc le produit scalaire dans l’intégrale (97.598) donne à intégrer 2r2pcos θ ´ sin θq. La sy-
métrie de la fonction cos θ ´ sin θ fait que son intégrale sur r0, 2πs est nulle.
Si nous voulons utiliser Stokes en considérant la demi-sphère au lieu du cercle, c’est plus
compliqué. Ce que nous devons calculer est le flux du champ de vecteur ∇ˆG au travers de
la demi-sphère. Nous venons de voir que ce flux au travers du « couvercle » est nulle. Donc
nous pouvons appliquer le théorème de la divergence et dire

ż

demi-sphere
∇ˆG`

ż

couvercle
∇ˆG “

ż

volume
∇ · p∇ˆGq “ 0 (97.600)

parce que la divergence d’un rotationnel est toujours nulle.
(3) Nous devons calculer ż

γ
xG, 9γy (97.601)

où

γptq “
¨
˝

cosptq
sinptq

0

˛
‚ γ1ptq “

¨
˝
´ sinptq
cosptq

0

˛
‚ (97.602)

et t : 0 Ñ 2π. Le produit scalaire entre γ1 et G vaut x3 sinptq ` y3 cosptq, donc nous devons
calculer ż 2π

0

“
x3 sinptq ` y3 cosptq‰ dt “ 0. (97.603)
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Si nous voulons faire cela en utilisant Stokes, nous remarquons que

∇ˆG “ ´2

¨
˝

0
1
0

˛
‚, (97.604)

tandis que le vecteur normal est toujours

¨
˝

0
0
1

˛
‚. Le produit scalaire entre les deux étant

toujours nul, nous retrouvons le résultat comme quoi l’intégrale demandée est nulle.
(4) Le rotationnel de ce champ de vecteurs est toujours nul.
(5) L’équation x2 ` z2 “ a2, y “ 0 est un cercle dans le plan px, zq. Nous utilisons Stokes :

ż

cercle
xG,T y “

ż

disque
x∇ˆG,NydσF (97.605)

avec le paramétrage

F px, zq “
¨
˝
x
0
z

˛
‚ (97.606)

Le vecteur normal est donné par

N “ BFBx ˆ
BF
Bz “ ´

¨
˝

0
1
0

˛
‚. (97.607)

N’oubliez pas de faire des petits dessins en 3D pour montrer que le bon ordre des variables
est bien px, zq. Le rotationnel du champ de vecteur est donné par

∇ˆG “ ∇ˆ
¨
˝
y
z
x

˛
‚“ ´

¨
˝

1
1
1

˛
‚. (97.608)

Le produit scalaire de ∇ ˆ G avec N est la constante 1. La réponse est donc la surface du
cercle de rayon a : πa2.

Exercise 169 exoVariete0018

Soit γ la courbe d’équations x2

2 ` y2

2 ` z2 “ 1, x2 ` y2 “ y, z ě 0 où γ est parcourue dans le
sens indiqué par le vecteur p1, 0, 0q au point p0, 0, 1q. Calculez

ż

γ
y3dx` pxy ` 3xy2qdy ` z4dz

(1) directement
(2) en appliquant la formule de Stokes

corrVariete0018

Correction of the exercise 169
<+Variete0018+>
Exercise 170 exoVariete0019

Même question pour
ż

γ
2zdx` xdy ` ydz

où γ est la courbe d’équations x2 ` y2 “ z, z “ y et est parcourue dans le sens indiqué par le
vecteur p1, 0, 0q au point p0, 0, 0q. corrVariete0019
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Correction of the exercise 170
<+Variete0019+>
Exercise 171 exoVariete0020

Considérons sur R3 le volume V : R3 ˆR3 ˆR3 Ñ R

V pu, v, wq “ 1
3!

ÿ

σPS3

ϵpσquσp1qvσp1qwσp1q

où ϵpσq est la signature de la permutation σ. Soient R ą 0 et 0 ă a ă R. Soit

Ma “
#
px1, x2, x3q P R3 |

3ÿ

i“1
x2
i “ R2 et x3 ą ´a

+

(1) Démontrez que Ma est une variété dans pRnq3.
(2) Démontrez que, si l’on définit pour deux vecteurs tangents à Ma au point x PMa :

ωxpA,Bq “ V px,A,Bq @A,B P TxpMaq
on obtient une 2-forme différentielle ω sur Ma.

(3) Calculer
ş
Ma

ω.
(4) Que vaut limaÑR

ş
Ma

ω ?
(5) Retrouvez ce résultat par le théorème de Stokes.

corrVariete0020

Correction of the exercise 171
<+Variete0020+>

97.17 Autres
Exercise 172 exoTP20090001

Un ensemble Ω Ă Rn est dit étoilé par rapport à x0 P Ω si pour tout y P Ω, le segment

rx0, ys def“ tp1´ tqx0 ` ty tel que t P r0, 1su
est inclus dans Ω. Un ensemble Ω étoilé par rapport à un de ses points est dit étoilé.

(1) Soit f : A Ă RÑ R une fonction dérivable sur l’ensemble connexeA. Montrer que si f 1paq “ 0
pour tout a P A, alors f est constante sur A.

(2) Soit f : Ω Ă Rn Ñ R où Ω est étoilé. Montrer que si f P C1pΩ,Rq est telle que dfa “ 0 pour
tout a P Ω, alors f est constante.

corrTP20090001

Correction of the exercise 172
(1) Un connexe dans R est un intervalle. Prouvons d’abord que si f est dérivable sur sa, br avec

f 1pxq “ 0 pour tout x P sa, br, alors f est constante sur sa, br. En effet, si x, y P sa, br, alors
le théorème des accroissements finis (page 184) montre qu’il existe un c P sx, yr tel que

fpyq ´ fpxq “ f 1pcqpy ´ xq. (97.609)

Étant donné que f 1pcq “ 0, nous en déduisons que fpxq “ fpyq.
La propriété est donc prouvée dans le cas où A est un intervalle ouvert. Si l’ensemble A
est un intervalle de la forme ra, bs, alors on peut utiliser la continuité pour prouver que si
f est continues en a et b et constante sur sa, br, alors elle est constante sur ra, bs. Pour s’en
convaincre, supposons que fpxq “ y0 sur sa, br et que fpaq “ y1. Dans ce cas, étant donné que
f est continue en a, il existe un voisinage de a dans lequel f prend ses valeurs uniquement
dans Bpy1, ϵq. Si nous choisissons ϵ de telle manière à exclure y0 de la boule (ce qui est
possible si y1 ‰ y0), alors nous contredisons la continuité de f en a parce que tout voisinage
de a contient un point de sa, br où f vaut y0.
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(2) Considérons a0, un point par rapport auquel Ω est étoilé. Soit a P Ω. Considérons le segment
de droite γ : r0, 1s1 Ñ Ω tel que γp0q “ a0 et γp1q “ a. Nous considérons maintenant la
fonction

g : r0, 1s Ñ R

t ÞÑ pf ˝ γqptq. (97.610)

Cette fonction sert à ramener le problème sur Ω à un problème sur une droite. Nous avons
que

g1ptq “ dg

dt
ptq “ d

dt

“
f
`
γptq˘‰ “

ÿ

i

Bf
Bxi

`
γptq˘· Bγi

Bt ptq. (97.611)

Par hypothèse, df “ 0, ce qui veut dire que Bf
Bxi
ppq “ 0 pour tout p P Ω, et en particulier

Bf
Bxi

`
γptq˘ “ 0 (97.612)

pour tout t P r0, 1s. Donc nous avons prouvé que g1ptq “ 0, et donc que g est une constante
sur r0, 1s. Pour tout a P Ω nous avons donc que fpaq “ fpa0q. Cela finit de prouver que f est
une constante.

Exercise 173 exoTP20090002

Soit T : A Ă Rn Ñ A une application. Supposons qu’il existe un entier p ą 1 tel que T p def“
T ˝ T ˝ . . . ˝ Tlooooooomooooooon

p fois

soit une application contractante.

(1) Si A est fermé, prouver à l’aide du théorème de Banach que T possède un unique point fixe.
(2) Montrer qu’il existe un ensemble A Ă R2 et une application T : A Ñ A qui n’est pas une

contraction, mais telle que T 2 est une contraction.

Remarque 97.2.
Cet énoncé est utilisé dans la démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz 17.43.

corrTP20090002

Correction of the exercise 173
Étant donné que T p est contractante, elle possède un unique point fixe. Si x0 est un point fixe

de T , alors il est point fixe de T p, en effet, pour tout k ą 1, nous avons

T kpx0q “ T k´1T px0q “ T k´1px0q. (97.613)

Donc le point fixe de T p est l’unique candidat point fixe de T . Montrons que si a est le point fixe
de T p, alors a est aussi un point fixe de T . Par définition,

T ppaq “ a. (97.614)

En appliquant T des deux côtés et en tenant compte du fait que T ˝ T k “ T k ˝ T , nous avons

T p
`
T paq˘ “ T paq, (97.615)

ce qui prouve que T paq est lui-même un point fixe de T p. Mais le point fixe de T p étant unique,
cela implique que T paq “ a, et donc que a est un point fixe de T .

En ce qui concerne les exemples, une multitude d’exemples sont possibles. Le plus facile est de
prendre une application T : R2 Ñ R2 qui envoie tous les points de R2 sur p0, 0q, sauf quelques-uns
qui vont vers un autre point, en choisissant cet autre point de telle manière que T l’envoie sur
p0, 0q. De cette manière T n’est pas une contraction parce qu’elle n’est pas continue, et T 2 est une
contraction parce que T 2 “ 0.

Exercise 174 exoTP20090003

Considérons un tore T dans R3, c’est-à-dire la surface de révolution engendrée par la rotation
d’un cercle de rayon r autour d’un axe coplanaire et disjoint de ce cercle, à distance R du centre
du cercle.
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Figure 97.10: Les cercles du tore, figure de wikipedia. FigToreWiki

(1) Donner un paramétrage du tore en fonction de deux angles φ et θ bien choisis (la figure 97.10
devrait vous aider).

(2) Donner une carte autour d’un point px0, y0, z0q sur le tore et vérifier les conditions de la
définition de variété sous forme paramétrique.

(3) Écrire l’équation du plan tangent au tore au point px0, y0, z0q.
(4) Calculer le volume intérieur au tore.

corrTP20090003

Correction of the exercise 174

Équations paramétriques Soit C le cercle d’équation px´Rq2` z2 “ r2, avec r ă R. Il s’écrit
sous forme paramétrique (avec φ P R) :

$
’&
’%

x “ R` r cosφ
y “ 0
z “ r sinφ

Considérons la rotation de R3 d’angle θ autour de l’axe 0z (qui est bien disjoint et coplanaire à
C) : c’est une transformation linéaire dont la matrice est

Rθ “
¨
˝

cos θ ´ sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

˛
‚.

Le tore T peut alors s’obtenir par rotation des points du cercle C sous l’action de Rθ (θ P R) :

Rθ

¨
˝
R` r cosφ

0
r sinφ

˛
‚“

¨
˝

cos θ ´ sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

˛
‚
¨
˝
R` r cosφ

0
r sinφ

˛
‚“

¨
˝
pR` r cosφq cos θ
pR` r cosφq sin θ

r sinφ

˛
‚

d’où les équations paramétriques

T ”

$
’&
’%

x “ pR` r cosφq cos θ
y “ pR` r cosφq sin θ
z “ r sinφ

où φ, θ P R (97.616)torus_parameqtorus_parameq

Ces équations ne fournissent évidemment pas une bijection entre l’ensemble des paramètres φ, θ
et les points du tore. C’est un revêtement.

Mentionnons au passage l’existence d’une équation sous forme implicite : le système
ci-dessus est équivalent à

#a
x2 ` y2 ´R “ r cosφ

z “ r sinφ

et donc équivalent à pax2 ` y2 ´ Rq2 ` z2 “ r2. Le tore a donc pour équation, en
éliminant la racine,

px2 ` y2 ` z2 `R2 ´ r2q2 “ 4R2px2 ` y2q.

http://fr.wikipedia.org/wiki/Tore
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Cartes et atlas Il y a bien entendu une infinité d’atlas faisant du tore une variété, et un seul
suffit à notre bonheur. Nous allons néanmoins donner plusieurs possibilités, pour montrer plusieurs
approches du problème.

Version 1 Étant donné le point p0 “ px0, y0, z0q, nous allons définir une carte pU,Fp0q, où
U sera un ouvert (relativement au tore) bien choisi autour de p0, et Fp0 une restriction de le
paramétrage ci-dessus.

L’idée est que la formule qui donne le paramétrage du tore, ci-dessus, est un bon
candidat “carte”, mais trois problèmes s’enchainent alors :
D’abord, ce n’est pas une bijection. Pour pallier à ce problème, nous allons restreindre
l’espace des paramètres φ, θ jusqu’à ce qu’on puisse “inverser” la formule.
Deuxième problème, c’est qu’il est difficile d’inverser explicitement des formules conte-
nant des sinus et cosinus. Nous allons donc appliquer le théorème de la fonction réci-
proque pour nous “simplifier la vie” (tout est question de point de vue).
Troisième problème : le théorème de la fonction réciproque ne fonctionne que d’un
ouvert de Rn dans un ouvert de Rn, avec le même “n”. Le tore “vit” dans R3 mais n’en
est pas un ouvert, nous allons donc l’épaissir (en laissant varier le petit rayon r) pour
obtenir des “coordonnées toriques” valables dans un voisinage du tore. Ces coordonnées
toriques seront inversibles, et nous permettrons de nous en sortir.

Soit F l’application “coordonnées toriques” définie par
F : R`

0 ˆRˆRÑ R3

pρ, φ, θq ÞÑ
¨
˝
pR` r cosφq cos θ
pR` ρ cosφq sin θ

ρ sinφ

˛
‚ (97.617)

(de sorte que le tore T est obtenu en fixant ρ “ r et en laissant varier φ, θ). Le déterminant de la
matrice jacobienne de F , donné par J “ ´ρpR ` ρ cosφq, est non nul sur le tore T puisqu’alors
ρ “ r ą 0 et R´ ρ cosφ ě R´ ρ “ R´ r ą 0.

Soit p0 “ px0, y0, z0q un point du tore, et soit pφ0, θ0q un couple de réels tels que F pr, φ0, θ0q “
p0. Alors la différentielle de F en pr, φ0, θ0q est un isomorphisme linéaire (car le déterminant de
la jacobienne est non-nul), et le théorème de la fonction réciproque nous fournit alors un ouvert
W̃ Ă R`

0 ˆRˆR autour de pr, φ0, θ0q et un ouvert Ũ Ă R3 autour de p0 tels que F|W̃ : W̃ Ñ Ũ

est un difféomorphisme. Notons G : Ũ Ñ W̃ sa réciproque.
Soit Fp0 la restriction de F|W̃ à ρ “ r, c’est-à-dire

Fp0 : W Ă R2 Ñ R3 : pφ, θq ÞÑ F pr, φ, θq
où W “ tpφ, θq P R2 tel que pr, φ, θq P W̃ u, et soit U “ F pW q “ Ũ X T . Alors pU,Fp0q est une
carte autour de p0 :

(1) Fp0 est continue, car c’est une restriction de F (qui est continue).
(2) Fp0 est une injection de W dans U , car c’est une restriction de F|W̃ (qui est un difféomor-

phisme, donc en particulier injective).
(3) Fp0 est une surjection, par définition de U .
(4) Par les deux derniers points, Fp0 est une bijection ; de plus sa réciproque est continue car

c’est la restriction de G à U (et G est différentiable donc en particulier continue).
(5) Fp0 est de classe C1 (comme application d’un ouvert de R2 dans R3) car est composée

d’applications différentiables (sinus, cosinus, produits d’applications différentiables,. . .).
(6) Le rang de la différentielle de Fp0 est maximal, car sa matrice jacobienne (en pφ0, θ0q) est la

matrice jacobienne de F (en pr, φ0, θ0q) dont on a enlevé la première colonne (correspondant
aux dérivées par rapport à ρ). Or cette dernière était de rang trois, il reste donc une matrice
de rang deux.

Ceci prouve qu’on a bien une carte autour de p0, et comme on l’a fait en un point arbitraire
du tore, on a bien une variété de dimension 2 dans R3.
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Version 2 L’atlas ci-dessus est composé de cartes données par le théorème de la fonction
implicite. On peut bien sûr choisir nous même la carte qu’on veut autour d’un point p0 fixé sur le
tore.

Notons f le paramétrage du tore :

f : RˆRÑ R3

pφ, θq ÞÑ
¨
˝
pR` r cosφq cos θ
pR` r cosφq sin θ

r sinφ

˛
‚ (97.618)

et donnons nous pφ0, θ0q tels que p0 “ fpφ0, θ0q.
On définit

W “ sφ0 ´ π;φ0 ` πr ˆ sθ0 ´ π; θ0 ` πr
et on pose U “ fpW q.

Montrons que fW : W Ñ U est une bijection : c’est évidemment une surjection par définition
de U , et il reste à montrer qu’elle est injective. Supposons avoir pu, vq et px, yq dans W tels que
fpu, vq “ fpx, yq. C’est-à-dire :

pR` r cosuq cos v “ pR` r cosxq cos y
pR` r cosuq sin v “ pR` r cosxq sin y

r sin u “ r sin x
(97.619)

En sommant les carrés des deux premières équations on obtient

pR` r cosuq2 “ pR` r cosxq2
ce qui montre que cosu “ cosx (car r ă R ñ R ` r cosx ą 0). D’autre part, on sait que
sin u “ sin x. Deux angles dans un intervalle de longueur 2π n’ont même sinus et même cosinus
que s’ils sont égaux, ce qui prouve que u “ x. Avec cette information, les deux premières équations
donnent alors v et y ont également même sinus et même cosinus, donc v “ y. On en déduit
pu, vq “ px, yq, et l’injectivité.

Les autres points à montrer pour avoir une carte (continûment différentiable, inverse continue,
de rang maximal) s’obtiennent de la même manière que dans la première version.

Version 2 bis Plutôt que de construire une carte autour d’un point donné du tore, on peut
définir un atlas de quelques cartes bien choisies recouvrant la totalité du tore. C’est par exemple
le cas si on définit les ouverts (f désigne le paramétrage, comme ci-dessus)

W1 “ s0; 2πr ˆ s0; 2πr U1 “ fpW1q
W2 “ s´π;πr ˆ s´π;πr U2 “ fpW2q
W3 “ s´π2 ; 3π

2 r ˆ s´
π

2 ; 3π
2 r U3 “ fpW3q

Dans cette situation, U1, U2 et U3 recouvrent bien le tore. L’application de carte est dans
chaque cas la restriction de f à Wi, c’est-à-dire fi : Wi Ñ Ui. Pour vérifier que chaque pUi, fiq
définit une carte, on peut procéder comme ci-dessus.

Version 3 Une autre manière de construire des cartes se base sur l’idée qu’un tore dont on
enlève un cercle bien choisi est un cylindre. Et un cylindre est homéomorphe à un anneau : si on
se donne le cylindre

C ” tpx, y, zq tel que x2 ` y2 “ 1, 1 ă z ă 2u
et l’anneau

A ” tpx, yq tel que 1 ă x2 ` y2 ă 4u
on a l’homéomorphisme :

C Ñ A : px, y, zq ÞÑ pxz, yzq
Il n’est alors pas très dur de construire des cartes basées sur ce principe.
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Version 4 [Idée de Patrick Weber] Toujours sur l’idée que construire une carte revient
à enlever des points au tore et obtenir une surface qu’on sait déplier, on peut se baser sur le
paramétrage

f : RˆRÑ R3

pφ, θq ÞÑ
¨
˝
pR` r cosφq cos θ
pR` r cosφq sin θ

r sinφ

˛
‚ (97.620)

et enlever le cercle φ “ θ. Posons

W1 “ tpφ, θq tel que 0 ă φ ă 2πetφ ă θ ă φ` 2πu
W2 “ tpφ, θq tel que 0 ă φ ă 2πetφ´ π ă θ ă φ` πu

et Ui “ fpWiq. Alors pour i “ 1, 2, f est un homéomorphisme entre Wi et Ui, et on obtient un
atlas à deux cartes.

Plan tangent

Version 1 Ayant l’équation du tore sous forme implicite, on peut l’utiliser pour déterminer
le plan tangent au tore en un point p0 “ px0, y0, z0q : il est donné par l’équation

4px02` y02` z02´R2´ r2qx0px´ x0q
` 4px02` y02` z02´R2´ r2qy0py ´ y0q
` 4px02` y02` z02`R2´ r2qz0pz ´ z0q “ 0.

(97.621)

Ceci n’est valable que si la forme implicite est “la bonne” (il faut que le gradient soit non-nul en
chaque point du tore), ce qui est vrai mais est à démontrer.

Version 2 On sait que le plan tangent sera le plan perpendiculaire au “petit rayon” du tore.
Ce dernier est le vecteur qui relie (en notant encore F les “coordonnées toriques” définites ci-dessus)
le point F p0, φ0, θ0q et le point F pr, φ0, θ0q. Ce vecteur a pour composantes

F pr, φ0, θ0q ´ F p0, φ0, θ0q “
`
r cosφ cos θ, r cosφ sin θ, r sinφ

˘

et donc le plan tangent a pour équation

cosφ cos θpx´ pR` r cosφq sin θq ` cosφ sin θpy ´ pR` r cosφq cos θq ` sinφpz ´ r sinφq “ 0

Volume du tore

Version 1 Utilisons les “coordonnées toriques” définies ci-dessus pour écrire le changement
de coordonnées $

’&
’%

x “ pR` ρ cosφq cos θ
y “ pR` ρ cosφq sin θ
z “ ρ sinφ

pour 0 ă ρ ă r, 0 ă φ ă 2π et 0 ă θ ă 2π. Ceci paramétrise l’intérieur du tore (à un ensemble de
mesure nulle près), et la valeur absolue du jacobien de cette transformation est ρpR` ρ cosφq. Le
volume du tore est donc l’intégrale

ż 2π

0

ż 2π

0

ż r

0
ρpR` ρ cosφqdρdφdθ

“
ż 2π

0

ż 2π

0

ˆ
1
2Rr

2 ` 1
3r

3 cosφ
˙
dφdθ

“
ż 2π

0
πRr2dθ

“2π2Rr2
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avec la remarque que c’est exactement le volume d’un cylindre de hauteur 2πR et de rayon r,
correspondant au tore qu’on aurait tranché comme un saucisson pour le redresser.

Version 2 Une autre approche consiste à coup le tore “horizontalement”. La mesure d’une
tranche horizontale est l’aire d’un anneau dont le grand rayon est R`?r2 ´ z2 et le rayon intérieur
est R´?r2 ´ z2 annulaires, et à intégrer pour z entre ´r et r. C’est-à-dire

ż r

´r

´
πpR`

a
r2 ´ z2q2 ´ πpR´

a
r2 ´ z2q2

¯
dz “ π

ż r

´r
4R

a
r2 ´ z2dz

“ 4πR
ż r

´r

a
r2 ´ z2dz

(97.622)

où l’intégrale qui reste à calculer est exactement l’aire d’un demi-disque de rayon r, c’est-à-dire
1
2πr

2. On en déduit que le volume du tore est 2π2r2R.

Bonnes vacances !

97.18 Suites de fonctions
Exercise 175 exo111

On considère les fonctions
fnpxq “ p1´ x4qn (97.623)

pour n P N.
(1) La suite tfnu converge-t-elle sur r´1, 1s ? Si oui, vers quelle fonction ?
(2) La suite tfnu converge-t-elle uniformément sur r´1, 1s ?
(3) La suite tfnu converge-t-elle uniformément sur tout compact de r´1, 1s ?

corr111

Correction of the exercise 175
(1) La suite de fonctions proposée converge (ponctuellement) vers la fonction

fpxq “
#

0 si x ‰ 0
1 si x “ 0

(97.624)

(2) En vertu du théorème 12.354, si la convergence était uniforme, la fonction limite devrait être
continue, ce qui n’est pas le cas. La convergence n’est donc pas uniforme sur r´1, 1s.

(3) Soit K, un compact dans s0, 1s, et appelons a son minimum. Soit ϵ ą 0, et choisissons N tel
que fnpaq ă ϵ dès que n ą N . Étant donné que fpxq “ 0 sur K et que toutes les fonctions
en jeu sont positives, nous avons :

}fnpxq ´ fpxq} “ fnpxq ď fnpaq ă ϵ, (97.625)

ce qui prouve que la suite de fonctions est uniformément convergente sur tout compact de
s0, 1s.

Exercise 176 exo112

On considère les fonctions

fnpxq “

$
’&
’%

0 si 1
n ď x ď 1

1 pour x “ 0
1´ nx si 0 ă x ă 1

n

(97.626)

(1) La suite tfnu converge-t-elle sur r0, 1s ? Si oui, vers quelle fonction ?
(2) La suite tfnu converge-t-elle uniformément sur r0, 1s ? Et sur s0, 1s ?
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(3) La suite tfnu converge-t-elle uniformément sur tout compact de s0, 1s ?
corr112

Correction of the exercise 176

(1) La suite converge sur r0, 1s vers la fonction

fpxq “
#

1 si x “ 0
0 si x ‰ 0.

(97.627)

(2) La convergence n’est pas uniforme parce que la limite n’est pas continue. Sur s0, 1s, la conver-
gence n’est pas uniforme non plus parce que @n, il existe x Ps0, 1s tel que fnpxq “ 1

2 et
fpxq “ 0, à cause du théorème des valeurs intermédiaires.

(3) Soit a, le minimum du compact K. On a que |fnpxq| ď |fnpaq| pour tout x P K. Autrement
dit,

}fn}8 ď |fnpaq|. (97.628)

Or, la suite numérique |fnpaq| tends vers zéro lorsque nÑ 8, donc nous avons convergence
uniforme sur le compact K.

Exercise 177 exo113

Soit

fnpxq “
#

1 pour n ă x ă n` 1
0 sinon.

(97.629)

(1) La suite tfnu converge-t-elle sur R ?
(2) La suite tfnu converge-t-elle uniformément sur R ?
(3) La suite tfnu converge-t-elle uniformément sur tout compact de R ?

corr113

Correction of the exercise 177

(1) La suite converge vers fpxq “ 0 sur R.
(2) Pas de convergence uniforme surR parce que pour tout n, il existe un x P R tel que fnpxq “ 1,

par exemple x “ n` 1
2 .

(3) Soit K, un compact de R et M , un majorant entier de K. @n ą M , on a fnpxq “ 0, donc
la convergence uniforme sur tout compact est triviale (pour chaque compact, il existe un
moment où la suite ne bouge même plus).

Exercise 178 exo114Soit

fnpxq “

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

0 pour |x| ą 2
x` 2 pour ´ 2 ď x ď ´1
1 pour ´ 1 ă x ď ´1{n
´nx pour ´ 1{n ă x ă 1{n
´1 pour 1{n ď x ă 1
x´ 2 pour 1 ď x ă 2

(97.630)

Montrer que la suite tfnu converge sur R, qu’elle ne converge pas uniformément sur R et qu’elle
ne converge pas uniformément sur tout compact de R. corr114

Correction of the exercise 178

(1)
(2) Pour cause de discontinuité de la limite f en 0, nous n’avons pas de convergence uniforme,

ni sur R, ni sur tout compact de R.
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Exercise 179 exo115

Montrer que la suite
fnpxq “ sinpnxq

n
(97.631)

converge uniformément sur r0, 2πs. corr115

Correction of the exercise 179
Nous avons que

|fnpxq| “ | sinpnxq|
n

ď 1
n
. (97.632)

Si ϵ ą 0 et N “ 1{ϵ, nous avons que @n ą N ,

| sinpnxq|
n

ď 1
n
ă 1
n
ă ϵ, (97.633)

ce qui prouve l’uniforme convergence de la suite vers f “ 0.
Exercise 180 exo116

Étudier la convergence sur r0, 1s de la suite fnpxq “ nxe´nx2 . Calculer

lim
nÑ8

ż 1

0
fnpxqdx et

ż 1

0
lim
nÑ8 fnpxqdx. (97.634)

corr116

Correction of the exercise 180
La première chose à faire est d’un peu regarder à quoi ressemble la fonction, et en particulier,

calculer sa dérivée qui va nous permetre de trouver le maximum de la fonction :

f 1
npxq “ ne´nx2p1´ 2nx2q. (97.635)

D’autre part, pour tout x P r0, 1s, on a évidement limnÑ8 fnpxq “ 0, donc fn Ñ 0. Pour l’uniforme
convergence, nous calculons

sup
xPr0,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ sup
xPr0,1s

|fnpxq| “ max
xPr0,1s

fnpxq “ e´1{2
c
n

2 . (97.636)

Dans ce calcul, le suprémum de la valeur absolue est devenu le maximum sans valeur absolue parce
que fn est positive et continue, or une fonction continue sur un compact atteint ses bornes. En
conclusion, il n’y a pas convergence uniforme sur r0, 1s.

Une primitive de fn est donnée par

Fnpxq “ ´e
´nx2

2 , (97.637)

et on vérifie que

lim
nÑ8

ż 1

0
fnpxqdx “ 1

2 mais
ż 1

0
lim
nÑ8 fnpxqdx “ 0. (97.638)

Le fait qu’il n’y ait pas égalité nous permet de vérifier immédiatement que la suite ne converge pas
uniformément, en vertu du théorème 14.200. En particulier, nous notons que

ż 1

0
fnpxqdx “ 1

2p1´ e
´nq. (97.639)EqintfexpemoinEqintfexpemoin

Exercise 181 exo117

Trouver un exemple de suite de fonctions tfnpxqu qui converge sur r0, 1s, ne converge pas
uniformément, et telle que

(1) limnÑ8
ş1
0 fnpxqdx “ 8
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(2) limnÑ8
ş1
0 fnpxqdx “ A ‰ ş1

0 limnÑ8 fnpxqdx “ 8
(3) limnÑ8

ş1
0 fnpxqdx “ A “ ş1

0 limnÑ8 fnpxqdx “ 8
corr117

Correction of the exercise 181
(1) La fonction fnpxq “ nxe´nx2 de l’exercice 180 fait presque ce qu’il faut, mais ce serait bien

que la formule (97.639) diverge un peu plus vis-à-vis de n. Essayons donc fnpxq “ n2xe´nx2 .
Par construction, nous avons

lim
nÑ8

ż 1

0
fnpxqdx “ 8, (97.640)

et, étant donné que pour tout x nous avons limnÑ8 fpxq=0, la permutation de la limite avec
l’intégrale donne ż 1

0
lim
n
fn “ 0. (97.641)

Le simple fait que les deux intégrales ne coïncident pas prouve que la suite des fn ne converge
pas uniformément sur r0, 1s.

(2) La suite de fonctions de l’exercice 180 répond à la question.
(3) Faisant les calculs, nous voyons que pour la suite de fonctions de l’exercice 176, nous avons

lim
nÑ8

ż 1

0
fnpxqdx “

ż 1

0
lim
nÑ8 fnpxqdx “ 0. (97.642)

Il est intéressant de remarquer ce, dans ce cas, on peut permuter la limite et l’intégrale sans
changer la valeur de l’intégrale.

Exercise 182 exo118

Étudier la convergence sur s0, πr de la suite de fonctions

fnpxq “ 1´ cospnxq
nx2 . (97.643)

corr118

Correction of the exercise 182
Pour tout x Ps0, πr, nous avons

|fnpxq| “ |1´ cospnxq|
nx2 ď 2

nx2 , (97.644)

donc nous avons que fn Ñ 0. En ce qui concerne l’uniforme convergence, nous avons, en utilisant
le résultat limxÑ0 sinpxq{x “ 1 :

lim
xÑ0

1´ cospnxq
nx2 “ lim

xÑ0

n sinpnxq
2nx “ n

2 lim
xÑ0

sinpnxq
x

“ n

2 , (97.645)

donc supxPs0,πr
ˇ̌
ˇ1´cospnxq

nx2

ˇ̌
ˇ ě n

2 . Cela empêche la convergence uniforme vers fpxq “ 0 : pour l’avoir,
il faudrait au moins que ce supprémum tende vers zéro quand n tend vers l’infini.

Cependant, lorsque x ě a ą 0, nous avons fnpxq ď 2
na2 , ce qui donne la convergence uniforme

sur tout compact.
Exercise 183 exo1182

On considère les fonctions fnpxq “ n2xp1` n2x2q´1, n P N.
(1) Montrer que la suite tfnu converge pour tout x P R et déterminer la fonction f “ limnÑ8 fn.

Item1182ii

(2) la suite tfnu converge-t-elle uniformément sur R ?
Item1182iii

(3) la suite tfnu converge-t-elle uniformément sur s0,8r ?
Item1182iv

(4) la suite tfnu converge-t-elle uniformément sur tout compact de s0,8r ?
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Justifier les réponses aux point (2), (3), (4). corr1182

Correction of the exercise 183

(1) Lorsque x ‰ 0, nous avons que

lim
nÑ8

n2x

1` n2x2 “
1
x
, (97.646)

et fnp0q “ 0 pour tout n. Par conséquent, la limite de la suite des fonctions fn est

fpxq “
#

1
x si x ‰ 0
0 si x “ 0.

(97.647)

(2) Le fait que la limite soit discontinue fait qu’il n’y a pas convergence uniforme sur R (plus
généralement, il n’y a pas convergence uniforme sur aucun ouvert contenant zéro).

(3) Nous avons que pfn´fqpxq “ ´ 1
xpn2x2`1q Ñ ´8 pour xÑ 0, donc il n’y a pas de convergence

uniforme sur s0,8r.
(4) Étant donné que sur s0,8r, la fonction |fn ´ f | est décroissante, si a est le minimum du

compact K, alors
sup
xPK

|fn ´ f | “ 1
ap1` n2a2q . (97.648)

Pour cette raison, limnÑ8 }fn´f}8 “ 0, et on a une convergence uniforme sur tout compact
de s0,8r.

Exercise 184 exo119

Étudier la convergence sur r0, 1s de la suite de fonctions

fnpxq “
#

0 pour x P r0, 1´ 1
n`1 s

1
xn ´ 1 pour x Ps1´ 1

n`1 , 1s
(97.649)

corr119

Correction of the exercise 184
Remarquons d’abord que toutes les fonctions fn sont discontinues en 1´ 1

n`1 , et que pour tout
n, nous avons fnp1q “ 0. D’autre part, le domaine r0, 1´ 1

n`1 s sur lequel fn est nulle est croissant
(avec n) et tend vers r0, 1s entier. Donc, pontuellement, nous avons la convergence fn Ñ 0.

La convergence uniforme sur r0, 1s demande d’avoir

lim
nÑ8 }fn ´ f}8 “ 0. (97.650)

Le calcul de cette quantité est aisé :

lim
nÑ8 }fn ´ f}8 “ lim

nÑ8 sup
xPr0,1s

|fn| “ lim
nÑ8

¨
˝ 1´

1´ 1
n`1

¯n ´ 1

˛
‚, (97.651)

où la limite se calcule en remarquant que 1´ 1
n`1 “ n

n`1 “
`
1` 1

n

˘´1, et donc nous nous retrouvons
avec la limite

lim
nÑ8

ˆ
1` 1

n

˙n
´ 1 “ e´ 1 ‰ 0. (97.652)

Il n’y a donc pas convergence uniforme sur r0, 1s.
La suite converge par contre uniformément sur tout compact de r0, 1r. En effet, soit b le maxi-

mum du compact K Ă r0, 1r. Dès que 1´ 1
n`1 ą b, nous avons fn|K “ 0.
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97.19 Séries de fonctions
Exercise 185 exo_I-1-10

Sur r0, 1s, on considère les fonctions

fnpxq “
#

1
n pour 1

2n ă x ď 1
2n´1

0 ailleurs.
(97.653)

La série
ř8
n“1 fnpxq converge-t-elle

(1) ponctuellement ?
(2) uniformément ?
(3) normalement ?

corr_I-1-10

Correction of the exercise 185
(1) D’abord, fnp0q “ 0 pour tout n, donc fp0q “ 0. Maintenant, pour p P N et x Ps 1

2p ,
1

2p´1 s, si
n ě p, alors

nÿ

k“1
fkpxq “ 1

p
, (97.654)

donc limnÑ8
ˇ̌
ˇ
řn
k“1 fkpxq ´ 1

p

ˇ̌
ˇ “ 0, et nous avons donc convergence ponctuelle vers la fonc-

tion

fpxq “
#

1
p si 1

2p ă x ď 1
2p´1

0 en x “ 0.
(97.655)

(2) Pour la convergence uniforme, remarquer que
ˇ̌
ˇ̌
ˇfpxq ´

nÿ

k“1
fkpxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă

1
n` 1 , (97.656)

donc @ϵ ą 0, DN tel que n ą N implique

}f ´
nÿ

k“1
fk}8 ă ϵ, (97.657)

en l’occurrence, le N qui fonctionne est donné par 1
N`1 ă ϵ. Nous avons donc convergence

uniforme.
(3) Étant donné que }fk}8 “ 1{k, la série numérique

ř8
k“1 }fk} “

ř8
k“1

1
k diverge et nous n’avons

pas de convergence normale.
Nous avons donc un exemple du fait que la convergence uniforme n’implique pas la convergence

normale.
Exercise 186 exo_I-1-11

Montrer que la fonction de Riemann

ζpxq “
8ÿ

n“1

1
nx

(97.658)

est C8 pour x ą 1.
Exercise 187 exo_I-1-12

Étudier la convergence de la série
ř8
n“1

p´1qn

nx . Est-ce que cette somme définit une fonction
continue ? corr_I-1-12

Correction of the exercise 187
En x “ 0, nous avons la série

ř
np´1qn qui ne converge pas. En x ă 0, le terme général de la

série ne converge pas vers zéro, donc il y a divergence de la série. Travaillons donc avec x ą 0.
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Prenons un compact K dans s0,8r, nommons α son minimum. Pour tout x P K, nous avons
1
nx
ď 1
nα
. (97.659)

Sur le compact, la suite de fonctions bnpxq “ 1
nx converge uniformément vers zéro, de telle sorte

que le critère d’Abel (théorème 12.364) conclue à la convergence uniforme. Nous avons donc la
convergence uniforme sur tout compact dans s0,8r. Le théorème 12.367 dit alors que

fpxq “
8ÿ

n“1

p´1qn
nx

(97.660)

est une fonction continue sur s0,8r.
Exercise 188 exo_I-1-13

Sur r1
2 , 1s, étudier la convergence de la série

fpxq “
8ÿ

n“1

1
n

ˆ
x´ 1
x

˙n
. (97.661)

Étudier la convergence de la série dérivée ; en déduire que
8ÿ

n“1

p´1qn´1

n
“ lnp2q. (97.662)

Exercise 189 exo_I-1-14

Pour x P r1, 3s, soit

fpxq “
8ÿ

n“1

1
n

ˆ
x´ 3
2x` 1

˙n
. (97.663)

Montrer que
df

dx
“ 7
p2x` 1qpx` 4q (97.664)

en justifiant les différentes étapes du calcul. corr_I-1-14

Correction of the exercise 189
Par le critère des séries de puissances (poser y “ px´ 3q{p2x` 1q), nous avons la convergence

uniforme de fpxq pour
ˇ̌
ˇ x´3
2x`1

ˇ̌
ˇ ă 1, donc pour x P r1, 3s. La série des dérivées se somme en utilisant

la même technique que pour l’exercice 188 :

gpxq “
8ÿ

n“1

ˆ
x´ 3
2x` 1

˙n´1 2x` 1´ 2px´ 3q
p2x` 1q2

“ 7
p2x` 1q2

8ÿ

n“1

ˆ
x´ 3
2x` 1

˙n´1

“ 7
p2x` 1q2

8ÿ

n“0

ˆ
x´ 3
2x` 1

˙n

“ 7
p2x` 1q2

1
1´ x´3

2x`1

“ 7
px` 4qp2x` 1q .

(97.665)

Étant donné que la série
ř8
n“0

´
x´3
2x`1

¯n
converge uniformément sur r1, 3s, sur cet intervalle, gpxq

est effectivement la dérivée de fpxq.
Exercise 190 exo_I-1-15

Soit f : ra, bs Ñ ra, bs, une fonction appartenant à C1`ra, bs˘, et soit tfnu, la suite des fonctions
itérées définies par

f0pxq “ x, fnpxq “ f
`
fn´1pxq

˘
. (97.666)
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(1) Montrer que si supxPra,bs |f 1pxq| ă 1, alors la série

8ÿ

k“1

`
fkpxq ´ fk´1pxq

˘
(97.667)

converge uniformément.
(2) En déduire que la suite des fonctions fn converge uniformément vers une fonction constante

C, que fpCq “ C et que C est unique.
(Indication : utiliser la formule des accroissements finis). corr_I-1-15

Correction of the exercise 190
Afin de majorer la différence |fkpxq ´ fk´1pxq| “ |f

`
fk´1pxq

˘ ´ f
`
fk´2pxq

˘|, nous utilisons la
formule des accroissements finis sur f : pour tout x1, x2 P ra, bs, il existe un x˚ P rx1, x2s tel que
fpx2q ´ fpx1q “ f 1px˚qpx2 ´ x1q. Nous obtenons successivement

|fkpxq ´ fk´1pxq| “
ˇ̌
ˇf
`
fk´1pxq

˘´ f`fk´2pxq
˘ˇ̌
ˇ

“
ˇ̌
ˇf 1px˚q`fk´2pxq ´ fk´1pxq

˘ˇ̌
ˇ

ď λ
ˇ̌
fk´2pxq ´ fk´1pxq

ˇ̌

ď λ2 ˇ̌fk´3pxq ´ fk´2pxq
ˇ̌

...
ď λk´1 ˇ̌fk´kpxq ´ fk´pk´1qpxq

ˇ̌
.

(97.668)

où λ “ supra,bs |f 1pxq|. Nous avons donc la majoration

|fkpxq ´ fk´1pxq| ď λk´1|fpxq ´ x|. (97.669)

Si M est le maximum de |fpxq ´ x| sur le compact ra, bs, alors

|fkpxq ´ fk´1pxq| ďMλk´1, (97.670)

mais si λ ă 1, la série
ř
k λ

k converge. Le critère de Weierstrass (théorème 12.369) montre alors
que la série

gpxq “
8ÿ

k“1

`
fkpxq ´ fk´1pxq

˘
(97.671)EqSeriegfkmoinsfkmoinsunEqSeriegfkmoinsfkmoinsun

converge uniformément sur ra, bs. La suite des sommes partielles de la série (97.671) est donnée
par f1 ´ f0, ´f0 ` f2, ´f0 ` f3,. . .c’est-à-dire que

gpxq “ ´x` lim
nÑ8 fnpxq. (97.672)

On peut exprimer ce résultat autrement en disant que gpxq est la limite de ses sommes partielles
qui sont données par gnpxq “ ´x ` fnpxq. Nous avons démontré que le membre de gauche a une
limite uniforme, donc le membre de droite possède également une limite uniforme. Ceci prouve que
la suite de fonctions tfnpxqu converge uniformément vers une certaine fonction Cpxq.

Afin de prouver que la fonction Cpxq est constante, nous majorons la différence de fn prise en
deux points différents :

ˇ̌
fnpx1q ´ fnpx2q

ˇ̌ “
ˇ̌
ˇf
`
fn´1px1q

˘´ f`fn´1px2q
˘ˇ̌
ˇ

“ ˇ̌
f 1px1̊q

ˇ̌ˇ̌
fn´1px1q ´ fn´1px2q

ˇ̌

...
“ ˇ̌

f 1px1̊q
ˇ̌
. . .

ˇ̌
f 1pxn̊q

ˇ̌|x1 ´ x2
ˇ̌

(97.673)
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où les points ni̊ sont des points donnés par le théorème des accroissements finis. La norme |x1´x2|
est évidement majorée par |b´a|, tandis que les nombres |f 1pxj̊ q| sont tous majorés par λ ă 1. Au
final, nous avons ˇ̌

fnpx1q ´ fnpx2q
ˇ̌ ď λn|b´ a|. (97.674)

En prenant n assez grand, cela peut être rendu aussi petit que souhaité. La fonction Cpxq est donc
constante.

L’unicité de C en tant que point fixe de f est facile : en effet, si F est un point fixe de f , alors
f1pF q “ f2pF q “ . . . Donc le point F est un point fixe de la limite des fn. Donc seule la limite
vers laquelle fn tend peut être un point fixe de f .

Prouvons maintenant que C est effectivement un point fixe de f . Par définition, nous avons
fnpCq “ f

`
fn´1pCq

˘
. Soit ϵ ą 0. En vertu de la continuité des fonctions fn, il existe un N tel que

n ą N implique
fnpCq “ C ` ϵ1

fn´1pCq “ C ` ϵ2 (97.675)

avec |ϵ1| et |ϵ2| plus petits que ϵ. Pour un tel n, nous avons alors C ` ϵ1 “ fpC ` ϵ2q. Par la
continuité de f , il existe un ϵ3 avec |ϵ3| ă ϵ tel que fpC ` ϵ2q “ fpCq ` ϵ3 (choisir n suffisamment
grand pour que ϵ2 soit suffisamment petit. Nous avons donc

fpCq “ C ` ϵ1 ` ϵ3 (97.676)

où ϵ1 et ϵ3 peuvent être arbitrairement petits.
Exercise 191 exo_I-1-16

Théorème de Borel Soient tCnu, une suite quelconque de nombres réels et f une fonction
C8 de R dans r0, 1s, égale à 1 dans r´1

2 ,
1
2 s et à 0 dans le complémentaire de r´1, 1s. On considère

la série
upxq “

8ÿ

n“0
f

ˆ
x

tn

˙
xn

n! Cn. (97.677)

(1) Montrer que par un choix convenable de la suite des nombres tn ą 0, la série converge pour
tout x P R et que pour tout entier m ě 1, la série des dérivées mièmes

dm

dxm

„
f

ˆ
x

tn

˙
xn

n!

ȷ
Cn (97.678)

est uniformément convergente sur R.
(2) En déduire que la fonction u est C8 sur R et que

dm

dxm
u

ˇ̌
ˇ̌
x“0

“ Cm (97.679)

pour tout m P N.
corr_I-1-16

Correction of the exercise 191
Cet exercice est énoncé (de façon un peu différente) et corrigé sur le site bibmath.net 18. La

présente correction s’en inspire largement.
Nous posons

unpxq “ Cn
n! x

nfp x
tn
q. (97.680)

Prouvons que la série des un converge normalement (ce qui est plus fort que uniformément). Pour
cela, nous majorons |unpxq| pour tout x. Si |x{tn| ě 1, il n’y a pas de problèmes : unpxq “ 0. Sinon,
nous avons

|unpxq| ď |Cn|
n! }f}8|tn|

n (97.681)EqMajorationBorel16EqMajorationBorel16

18. L’énoncé : http://www.bibmath.net/exercices/bde/analyse/distrib/testeno.pdf,
et la correction : http://www.bibmath.net/exercices/bde/analyse/distrib/testcor.pdf

http://www.bibmath.net
http://www.bibmath.net/exercices/bde/analyse/distrib/testeno.pdf
http://www.bibmath.net/exercices/bde/analyse/distrib/testcor.pdf
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où la norme supremum }f}8 existe parce que f est à support compact. Nous choisissons les nombres
tn de telle manière à avoir en même temps tn ď 1 et |Cn|tn ď 1. Pour cela, nous posons

tn “
#

1 si |Cn| ď 1
1{|Cn| si |Cn| ě 1

(97.682)

Nous avons donc
|unpxq| ď }f}8 1

n! (97.683)

qui est le terme général d’une série convergente. La série u “ ř
n un étant normalement convergente,

elle est uniformément convergente. Afin de prouver que nous pouvons la dériver terme à termes,
nous prouvons que pour tout m, la série

ř
n u

pmq
n converge normalement. D’abord, remarquons que

}f pmq}8 existe parce que f pmq est à support compact.
En utilisant la règle de Leibniz, nous trouvons la série des dérivées mièmes :

upmq
n pxq “

mÿ

l“0

ˆ
l

m

˙
xn´l

pn´ lq!
Cn
tm´l
n

f pm´lqp x
tn
q. (97.684)

Afin de majorer cela de la même façon que nous avons trouvé la majoration (97.681), nous écrivons

Cnx
n´l

tm´l
n

“ Cn
tn

xn´l

tn´l
n

tn´m´1
n (97.685)EqPreMajBorelEqPreMajBorel

dont chacun des trois facteurs est plus petit ou égal à 1 lorsque n ą m. Comprenons bien que nous
nous fixons un degré de dérivation m, et puis que nous voulons sommer sur n la série

ř
n u

pkqpxq.
Les m premier termes valent quelque chose qui ne nous intéresse pas (dans les séries, nous pouvons
toujours modifier les premiers termes sans changer la convergence), tandis que les termes suivants
se majorent grâce au fait que (97.685) est plus petit ou égal à 1 pour ces termes :

|upmq
n pxq| ď

mÿ

l“0

ˆ
l

m

˙
}f pk´lq}8 1

pn´ lq! . (97.686)

Il suffit de poser M1 “ maxt}f pm´lq}8ul“0,...,m et M2 “ maxt` lm
˘ul“0,...,m pour trouver la borne

|upmq
n pxq| ď kM1M2

1
pn´mq! , (97.687)

dont la série converge. Ce que nous avons donc prouvé est que

}upmq
n }8 ďM pmq

n (97.688)

où la somme
ř
nM

pmq
n converge. La série

ř
n u

pmq
n converge donc normalement et uniformément

(voir remarque 1 de la page I.17).
Nous pouvons donc dériver terme à terme. Il reste à déterminer la valeur de la mième dérivée

en x “ 0. Fixons un ordre m de dérivation et prouvons que pour tout ϵ ą 0, nous avons |upmqp0q´
Cm| ď ϵ. Soit donc ϵ ą 0 et prenons un entier N ą m tel que pour tout x,

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

něN
upmq
n pxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ϵ. (97.689)

Maintenant, nous considérons un voisinage de zéro dans lequel

upmq
n pxq “ Cn

xn´m

pn´mq! (97.690)

pour tout n ă N . À ce moment, nous avons pour tout x dans ce voisinage
ˇ̌
ˇ̌
ˇu

pmqpxq ´
ÿ

năN

xn´m

pn´mq!Cn
ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ÿ

něN
upmq
n pxq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď ϵ. (97.691)
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En particulier, en x “ 0 nous avons

|upmqp0q ´ Cm| ď ϵ. (97.692)

Nous en déduisons que upmqp0q “ Cm.
Note Dans le corrigé que j’ai suivit, il est dit que sur un voisinage de zéro, unpxq “ Cn

n! x
n. Il

me semble que cela n’est pas toujours vrai parce que si Cn Ñ 8, alors tn Ñ 0 et tout voisinage
de zéro contiendra un x tel que pour un certain n, nous ayons |x{tn| P r1

2 , 1s sur lequel f ne vaut
pas 1. C’est pour cela que je fais appel à un N et un ϵ afin de prouver que la différence entre
unpxq “ Cn

n! x
n et la réalité n’est pas si grande que ça.

Après avoir fait le théorème de Borel, essayons de voir ce qu’il dit. Le théorème de la page I.29
nous donne facilement, sous forme de séries de puissances, une fonction C8 sur un intervalle dont
les dérivées en zéro sont données à l’avance. L’exercice que nous venons de faire nous permet de
trouver une fonction C8 sur tout R dont les dérivées sont données à l’avance.

97.20 Existence d’intégrales

En vertu des différents théorèmes, l’étude de la convergence et de l’existence d’une intégrale
d’une fonction sur ra,8r se fait dans l’ordre suivant :

— si l’intégrale de f existe, alors elle converge,
— si la fonction est positive et que son intégrale n’existe pas, alors elle ne converge pas,
— si le signe de la fonction est variable et que l’intégrale n’existe pas, alors elle peut converger

ou non, selon les cas.
Exercise 192 exo_I-2-1

Utiliser les critères des fonctions tests pour étudier l’existence des intégrales suivantes :
ExoPointPremierIdeuxUn

(1)
ş8
0 p1` 2x2q´1{2 dx,

(2)
ş8
0 P pxqe´x2

dx où P pxq est un polynôme,
(3)

ş8
2 xαe´x lnβ x dx, en fonction de α et β,

ItemDExoI21

(4)
ş2
1

?
x

lnxdx,

(5)
ş1
0

dx
ex´1 ,

(6)
ş8
2

lnpxq
p1`x3q1{pdx, en fonction de p,

(7)
ş8
2

dx
x2´1 .

corr_I-2-1

Correction of the exercise 192
Nous donnons systématiquement deux preuves. La première utilise les fonctions test, tandis

que la seconde utilise une majoration (ou minoration) explicite qui donne le résultat. Notez qu’à
chaque fois, les deux méthodes reviennent au même.

(1) Intuitivement, le résultat est clair parce que, pour des grands x, la fonction fpxq “ p1 `
2x2q´1{2 se comporte comme 1{x (compter les degrés de x), alors que 1{x ne s’intègre pas
vers l’infini. La réponse est donc que l’intégrale ne converge pas, et il faudra la comparer à
une fonction de type 1{x.
En effet, nous utilisons le corolaire 20.91 avec α “ 1 :

L “ lim
xÑ8

x?
1` 2x2 “

1?
2
‰ 0. (97.693)

L’intégrale n’existe donc pas.

http://www.bibmath.net/exercices/bde/analyse/distrib/testcor.pdf
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Justification alternative Nous cherchons directement une fonction de type a{x qui majore
fpxq pour les grands x. Posons gpxq “ a{x. Nous avons

fpxq ´ gpxq “ x´ a?1` 2x2

x
?

1` 2x2 , (97.694)

dont le dénominateur est toujours positif ou nul dans l’ensemble considéré. Dès que a ă 1{?2,
il existe un x0 tel que @x ą x0, nous avons fpxq ą gpxq. Pour prouver cela, remarquez que

lim
xÑ8

`
x´ a

a
1` 2x2

˘ “ lim
xÑ8xp1´

?
2aq “ ˘8 (97.695)

où le ˘ est fixé par la valeur de a. Nous utilisons le théorème 20.193 pour conclure à la non
existence.

(2) Nous avons limxÑ8 x2P pxqe´x2 “ 0, d’où nous concluons à l’existence de l’intégrale.
Justification alternative Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que P pxq est
positif. En effet, pour x assez grand, un polynôme ne change plus de signe, et nous pouvons
éventuellement considérer ´P pxq au lieu de P pxq. Soit Q, un polynôme de degré deux plus
haut que P , que nous prenons positif. Une propriété de l’exponentielle est que Dx0 ą 0 tel
que x ą x0 implique e´x2 ą Qpxq et Qpxq ą P pxq, et donc

P pxq
Qpxq ą P pxqe´x2 (97.696)

pour x ą x0. Mais, la fraction rationnelle P {Q est intégrable sur rx0,8r parce qu’elle peut
être majoré par une fonction de la forme a{x2, comme dans l’exercice (1). Le théorème 20.193
conclut à l’intégrabilité de f sur r0,8r.

(3) Pour tout α et β, nous avons
lim
xÑ8x

αe´x lnpxqβ “ 0, (97.697)

d’où l’existence de l’intégrale s’ensuit.
Justification alternative La fonction fpxq “ xαe´x lnβpxq est positive sur l’ensemble
considéré. Étant donné que lnpxq ă x (pour x assez grand), lorsque β ą 0, nous pou-
vons majorer fpxq par e´xxα`β. Une fois de plus, l’exponentielle fait son travail : la fonction
gpxq “ e´xxα`β est intégrable quel que soient α et β.
Si β ă 0, alors lnpxqβ est même majorée par 1, et c’est la conclusion est encore plus simple.

ItemDCorrI21

(4) Le changement de variable t “ 1{ lnpxq mène à étudier l’existence de
ż 8

1{ lnp2q
t´1e´1{2tdt. (97.698)

Étant donné que limtÑ8 t1t´1e´1{2t “ 1, cette intégrale n’existe pas.
Justification alternative La fonction fpxq “ ?x{ lnpxq est bornée sur tout intervalle de
la forme r1` ϵ, 2s ; nous ne sommes donc intéressés que par l’intégrale sur r1, 1` ϵs. Sur cet
intervalle, nous avons lnpxq ă x´ 1, et donc

?
x

lnpxq ą
?
x

x´ 1 ą
1
2

1
x´ 1 (97.699)

où 1
2 est une minoration de

?
x entre 1 et 1` ϵ. L’intégrale de 1{px´ 1q ne converge pas en

x “ 1.
Notez qu’un changement de variable t “ lnpxq fait tout aussi bien le travail : nous tombons
sur ż lnp2q

0

1
t
e3t{2dt (97.700)

dans laquelle e3t{2 peut être minorée par 1, alors que l’intégrale de 1{x en x “ 0 n’existe pas.
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(5) Le changement de variable u “ 1{pex ´ 1q donne
ż 8

e´1

1
1` udu, (97.701)

mais limuÑ8 u{p1` uq “ 1, donc cette intégrale n’existe pas.
Justification alternative Lorsque x est proche de zéro et si a est suffisamment négatif,
nous avons ex ´ 1 ă ax. Donc, nous avons la majoration

1
ex ´ 1 ą ´

1
ax
, (97.702)

alors que la fonction 1{x n’est pas intégrable.
(6) Prenons α quelconque et calculons

Lppαq “ lim
xÑ8x

α lnpxq
p1` x3q1{p “ lim

xÑ8x
α´ 3

p lnpxq “
#
8 si α´ 3{p ě 0
0 si α´ 3{p ă 0

(97.703)

L’intégrale existera si α ą 1 et si L ‰ 8, c’est-à-dire si α ă 3{p. L’intégrale existe donc si
on a un α tel que 1 ă α ă 3

p . Au contraire, l’intégrale n’existera pas si il existe un α tel que
3
p ď 1 ď α ď 1. En d’autres termes, l’intégrale existe si 3

p ą 1, et n’existe pas si 3
p ď 1.

En définitive, l’intégrale existera si et seulement si p Ps0, 3r.
Justification alternative Prouvons que l’intégrale

ż 8

2

lnpxq
x1`ϵ (97.704)

converge pour tout ϵ ą 0. Pour tout α ą 0, nous avons

lim
xÑ8

lnpxq
xα

“ lim
xÑ8

1{x
αxα´1 “ lim

xÑ8
1
αxα

“ 0, (97.705)

donc la fonction x ÞÑ lnpxq{xα est bornée pour tout α ą 0. Maintenant,

lnpxq
x1`ϵ “

lnpxq
xϵ{2 · 1

x1`ϵ{2 (97.706)

où le premier terme peut être majoré par une certaine constante M . Par conséquent,

lnpxq
x1`ϵ ăM

1
x1`ϵ{2 , (97.707)

dont le membre de droite a une intégrale qui converge sur r2,8r pour tout ϵ ą 0. Nous avons
donc existence de l’intégrale lorsque 3{p ą 1.

(7) Prenons α “ 3
2 ą 1. Nous avons

lim
xÑ8

x
3
2

x2 ´ 1 “ 0, (97.708)

donc l’intégrale existe.
Justification alternative Il est évident que pour tout M , l’intégrale

şM
2 fpxqdx ne pose

pas de problèmes. Nous sommes donc en train de chercher une fonction g qui majore f pour
les grands x. Afin d’avoir la bonne puissance au dénominateur, il faut chercher gpxq “ a{x2.
On vérifie que a ą 1 fait l’affaire. En effet, la quantité

a

x2 ´
1

x2 ´ 1 “
x2pa´ 1q ´ a

x2px´ 1qpx` 1q . (97.709)

est positive pour tout x assez grand dès que a ą 1.
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Exercise 193 exo_I-2-2

Soit
I “

ż 8

1

sinpxq
xβ

dx. (97.710)

Montrer que
(1) I existe si β ą 1,
(2) I ne converge pas si β ď 0 (utiliser le critère de Cauchy pour montrer que la suite In “şnπ

1 n´β sinpxqdx ne converge pas),
(3) I converge mais n’existe pas pour 0 ă β ď 1 (s’inspirer de la démonstration du cours p.I.60).

corr_I-2-2

Correction of the exercise 193
(1) Si β ą 1, nous devons étudier l’intégrale

ş8
1

ˇ̌
ˇ sinpxq
xβ

ˇ̌
ˇ dx. La fonction gpxq “ 2{xβ majore

l’intégrante alors que l’intégrale
ş8
1 gpxqdx converge.

(2) Si β ă 0, calculons la différence entre deux termes successifs de la suite

In “
ż nπ

1
x´β sinpxqdx. (97.711)EqInACaclDiffEqInACaclDiff

Selon la définition (20.323) de la convergence d’une intégrale et le fait qu’une suite numérique
ne peut converger que si elle est de Cauchy, pour que I converge, la différence In`1´ In doit
tendre vers zéro lorsque n tend vers l’infini. (voir le théorème de la page 46 de première année :
dans R ou Rn, une suite est convergente si et seulement si elle est de Cauchy) Supposons
pour simplifier que n est pair (donc sinpxq est positive)

In ´ In`1 “
ż pn`1qπ

nπ

sinpxq
xβ

dx ą pnπq´β
ż pn`1qπ

nπ
sinpxqdx “ 2pnπq´β. (97.712)

Cela ne converge pas vers zéro quand n Ñ 8. Donc l’intégrale I ne converge pas quand
β ď 0. Elle n’existe donc pas non plus.

Pour résumer, nous avons toutes les situations possibles :
— intégrale qui existe (et donc converge),
— intégrale qui n’existe pas et qui converge 19

— intégrale qui ne converge pas (et qui n’existe donc pas).
Exercise 194 exo_I-2-3

Étudier l’existence de ż b

a

P pxq
Qpxqdx (97.713)

où P pxq et Qpxq sont des polynômes sans zéros communs, Qpaq “ 0, Qpxq ‰ 0 pour x Psa, bs.corr_I-2-3

Correction of the exercise 194
L’intégrante est bornée sur l’intervalle ra` ϵ, bs, donc nous nous bornons 20 à étudier l’intégrale

ż a`ϵ

a

ˇ̌
ˇ̌P pxq
Qpxq

ˇ̌
ˇ̌ dx. (97.714)

Étant donné que Qpaq “ 0, il existe un entier q ě 1 et un polynôme Spxq ne s’annulant pas en a
tels que

Qpxq “ px´ aqqSpxq. (97.715)

19. La terminologie « existe » provient du cas de dimension plus que un, et n’est effectivement pas très heureuse
ici.

20. Il n’y a pas que les intégrales qui sont bornées.
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Par continuité, si ϵ est assez petit, le polynôme S ne s’annule pas sur ra, a ` ϵs. Si M est une
minoration de |P pxq{Spxq| sur l’intervalle considéré, nous avons

ż a`ϵ

a

ˇ̌
ˇ̌P pxq
Qpxq

ˇ̌
ˇ̌ dx “

ż a`ϵ

a

|P pxq|
px´ aqq|Spxq|dx ěM

ż a`ϵ

a

1
px´ aqq dx. (97.716)

Étant donné que, par construction, q ě 1, cette dernière intégrale n’existe jamais.
Exercise 195 exo_I-2-4

Lorsqu’un point matériel pesant est assujetti à décrire une courbe polie d’équations

s ÞÑ `
xpsq, ypsq, zpsq˘ (97.717)

où s est la longueur d’arc, le mouvement est décrit par (expression du temps de parcours) :

t´ t0 “
ż s

s0

dsa
2gph´ zpsqq (97.718)

où g est l’accélération de la pesanteur et h une constante. Étudier l’existence de l’intégrale
ż s1

s0

dsa
2gph´ zpsqq (97.719)

lorsque zps1q “ h, en supposant que zpsq est de classe C2. corr_I-2-4

Correction of the exercise 195
Nous pouvons supposer que zpsq ‰ h en dehors de s “ s1, et nous faisons le changement de

variable ϵ “ s1 ´ s. Nous obtenons donc l’intégrale
ż 0

s1´s0

´dϵa
2gph´ zps1 ´ ϵqq

(97.720)

dans laquelle nous remplaçons (en vertu du théorème 1, page 206 du cours de première)

zps1 ´ ϵq “ zps1q ` aϵ` bϵ2 ` opϵ2q (97.721)

où a “ z1ps1q et b “ z2ps1q2{2. Lorsque a ‰ 0 et que ϵ est petit,

1a
2gpaϵ` bϵ2 ` opϵ2qq ă

M?
ϵ

(97.722)

pour une certaine constante M . Nous déduisons donc que l’intégrale existe lorsque la dérivée
première de zpsq en s1 n’est pas nulle. Pour le même genre de raisons, l’intégrale n’existe pas
quand f 1ps1q “ 0, ce qui correspond à une situation où la courbe zpsq « s’arrête » sur la valeur h.

97.21 Fonctions définies par des intégrales
Exercise 196 exo_I-3-1

Soient f une fonction continue et

F pxq “
ż a`x

a´x
fptqdt. (97.723)

Calculer dF
dx . corr_I-3-1

Correction of the exercise 196
Nous vérifions facilement que toutes les hypothèses de la proposition 17.25 sont satisfaites avec

Bf{Bx “ 0, φpxq “ a´ x et ψpxq “ a` x. La formule donne alors

dF

dx
“ fpa` xq ` fpa´ xq. (97.724)
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Une autre possibilité est de séparer l’intégrale en deux parties :

F pxq “
ż a

a´x
fptqdt`

ż a`x

a
fptqdt (97.725)

et d’appliquer le théorème fondamental de l’analyse :

dF

dx
“ d

dpa` xq
ż a`x

a
fptqdt` d

dpa´ xq
ˆ
´
ż a´x

a
fptqdt

˙
p´1q

“ fpa` xq ` fpa´ xq.
(97.726)

Le dernier signe moins vient du changement de variable x ÞÑ a´ x fait pour calculer la dérivée.
Exercise 197 exo_I-3-2

Soit f , une fonction continue sur ra, bs. Montrer que la solution ypxq de l’équation différentielle

dny

dxn
“ fpxq (97.727)

telle que ypaq “ y1paq “ . . . “ yn´1paq “ 0, peut s’écrire

ypxq “
ż x

a

px´ tqn´1

pn´ 1q! fptqdt. (97.728)EqSolPropoEqDiffExEqSolPropoEqDiffEx

corr_I-3-2

Correction of the exercise 197
Lorsque n “ 1, la solution proposée (97.728) devient

ypxq “
ż x

a
fptqdt, (97.729)

donc y1pxq “ fpxq et ypaq “ 0. Il faut maintenant étudier le cas où n ą 1. En utilisant la formule
(17.100), nous trouvons

dy

dx
“
ż x

a

B
Bx

ˆpx´ tqn´1

pn´ 1q! fptq
˙
dt`

„px´ tqn´1

pn´ 1q! fptqdt
ȷ

t“xlooooooooooooomooooooooooooon
“0

· 1

“
ż x

a

px´ tqn´2

pn´ 2q! fptqdt.
(97.730)

Si n “ 2, nous avons donc dy
dx “

şx
a fptqdt, ce qui fait y2pxq “ fpxq et ypaq “ y1paq “ 0. Par

récurrence,
dpy

dyp
“
ż x

a

px´ tqn´pp`1q
`
n´ pp` 1q˘!fptqdt, (97.731)

et en particulier,
dn´1y

dxn´1

ż x

a
fptqdt, (97.732)

ce qui donne immédiatement ynpxq “ fpxq et ypaq “ y1paq “ . . . “ yn´1paq “ 0.

97.22 Convergence, continuité et dérivation sous le signe intégral
Exercise 198 exo_I-3-4

Étudier la convergence uniforme des intégrales suivantes :
(1)

ş8
1

sinpxq
x2 dx,

(2)
ş8
0 xe´xtdt pour x P r0, 1s,



97.22. CONVERGENCE, CONTINUITÉ ET DÉRIVATION SOUS LE SIGNE INTÉGRAL4803

(3)
ş1
0
`

lnpxtq˘1{3
dt pour x P r1, 3s,

(4)
ş8
0

sinpxtq
1`t2 dt,

(5)
ş8
0

t cospxtq
1`t2 dt,

(6)
ş8
0

sinpxtq
t dt.

corr_I-3-4

Correction of the exercise 198
Nous allons utiliser le critère de Weierstrass, théorème 17.12.

(1) La fonction t ÞÑ 10
t2 majore | sinpxtq{t2|, or l’intégrale

ş8
0

10
t2 dt existe.

(2) Le théorème 17.17 affirme que si l’intégrale était uniformément convergente, alors la fonction

Ipxq “
ż 8

0
xe´xtdt (97.733)

serait continue. Nous allons vérifier cela. D’abord, si x “ 0, nous avons évidement Ip0q “ 0.
Si x ‰ 0, alors

Ipxq “ lim
TÑ8

ż T

0
xe´xtdt “ lim

TÑ8
`´ e´xT ` 1

˘ “ 1. (97.734)

Cette fonction I n’est donc pas continue en 0 et il ne peut donc pas y avoir de convergence
uniforme sur l’intervalle r0, 1s.
Ce résultat peut également être vu directement sur la définition. Pour avoir uniforme conver-
gence, il faudrait que @ϵ ą 0 DT0 (indépendant de x) tel que T ě T0 implique

ˇ̌
ˇ̌
ż 8

T
xe´xtdt

ˇ̌
ˇ̌ ă ϵ (97.735)

pour tout x. Or, nous savons que

ż 8

T
xe´xtdt “

#
e´xT si x ‰ 0
0 si x “ 0,

(97.736)

donc supxPr0,1s
ş
0 18xe´xtdt “ 1, et un T0 convenable ne peut pas être trouvé.

Nous avons toutefois convergence uniforme sur tout compact de s0, 1s parce que si x0 est le
minimum du compact, alors T0 “ ´ lnpϵq{x0 fonctionne.

(3) Nous pouvons majorer la norme de lnpxtq de façon indépendante de x de la façon suivante :

| lnpxtq| “ | lnpxq ` lnptq| ď | lnpxq| ` | lnptq| ď lnp3q ´ lnptq “ lnp3{tq (97.737)

où nous avons utilisé le fait que | lnptq| “ ´ lnptq dans l’intervalle considéré. Maintenant,
pour t P r0, 1s, nous avons lnp3{tq ă 3{t, et au final, nous avons

| lnpxtq|1{3 ă 31{3

t1{3 , (97.738)

tandis que ż 1

0

31{3

t1{3 (97.739)

existe.
(4) La norme | sinpxtq{p1` t2q| se majore par 1{p1` t2q dont l’intégrale existe.
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(5) L’intégrale n’existe pas en x “ 0 parce que l’intégrale de t{p1 ` t2q ne converge pas. Notez
la différence avec l’exercice précédent où l’absence d’un t au numérateur faisait converger
l’intégrale. En ce qui concerne le cas x ‰ 0, nous utilisons le critère d’Abel avec φpx, tq “
cospxtq et ψpx, tq “ 1{p1` t2q.
Nous avons

|
ż T

0
cospxtqdt| “ 1

|x| sinpxT q ď 1
|x| . (97.740)

Si x est restreint à un compact de ne contenant pas 0, alors cette quantité peut être bornée
uniformément en x par un certain nombreM . D’autre part, nous avons que limtÑ8 ψpx, tq “ 0
de façon uniforme en x (parce que x n’apparaît même pas dans la fonction).
Le critère d’Abel conclut à l’uniforme convergence sur tout compact ne contenant pas 0.

(6) Si nous posons
F pxq “

ż 8

0

sinpxtq
t

dt, (97.741)

nous trouvons F p0q “ 0 et, via le changement de variable u “ xt : F pxq “ F p1q quand x ą 0,
et F pxq “ F p´1q pour x ă 0. Donc, si nous voulons que l’intégrale converge uniformément,
il faut que F p1q “ F p´1q “ 0. Nous verrons cependant que

ż 8

0

sinptq
t

dt “ π

2 (97.742)EqIntSinSurtEqIntSinSurt

dans lemme 2, page III.21 (attention : preuve difficile). L’intégrale ne convergera donc uni-
formément sur aucun intervalle contenant zéro.
Sans utiliser le résultat (97.742), nous pouvons utiliser le critère d’Abel avec

φpx, tq “ sinpxtq, ψpx, tq “ 1
t
. (97.743)

Nous obtenons facilement que

|
ż T

0
φpx, tqdt| ď 1

|x|M (97.744)

si M est choisi assez grand. Cette quantité peut être majorée de façon uniforme par rapport
à x quand x est restreint à un compact ne contenant pas zéro. Le critère d’Abel fournit donc
la convergence uniforme sur tout compact ne contenant pas zéro.

Exercise 199 exo_I-3-5

Sur l’intervalle s0, 1r la fonction

F pxq “
ż 1

0

et

sinpxtq1{3 dt (97.745)

est-elle continue ? Est-elle C1 ? Justifier. corr_I-3-5

Correction of the exercise 199
Nous considérons la fonction

fpx, tq “ et

sinpxtq1{3 . (97.746)

La stratégie que nous allons suivre est la suivante :
(1) montrer que

ş1
0 fpx, tqdt existe @x Ps0, 1r,

(2) on montre que F pxq est continue par le coup du compact pour x Ps0, 1r,
(3) pour étudier la dérivabilité, on pose

Gpxq “
ż 1

0

Bf
Bx px, tqdt, (97.747)

dont on prouve d’abord l’existence et ensuite l’uniforme convergence.
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D’abord, montrons que pour tout x Ps0, 1s, l’intégrale de la fonction fx : t ÞÑ fpx, tq par rapport
à t existe. Pour cela nous allons utiliser le corolaire 20.92. En nous souvenant que la page 191 du
cours de première dit que limxÑ0 sinpxq{x “ 1, nous avons

lim
tÑ0

t1{3fpx, tq “ lim
tÑ0

ˆ
xt

sinpxtq
˙ 1

3 et

x1{3 “
1
x1{3 ă 8. (97.748)

Nous appliquons le corolaire 20.92 chaque fonction fxptq “ fpx, tq, dont nous concluons que pour
tout x ‰ 0, ż 1

0
fxptqdt (97.749)

existe. Ceci montre que la fonction F pxq est bien définie. Nous étudions maintenant sa continuité.
Nous faisons le coup du compact. Soit donc un compact de s0, 1s dont le minimum est x0 ą 0,
nous avons la majoration

fpx, tq ď et

sinpx0tq1{3 , (97.750)

dont l’intégrale existe : ce n’est autre que F px0q dont nous venons de prouver l’existence. Par le
critère de Weierstrass, l’intégrale

ş1
0 fpx, tq dt est uniformément convergente sur le compact consi-

déré. Par le coup du compact et le théorème 17.17, la fonction F est alors continue sur l’ensemble
s0, 1s.

Nous pouvons maintenant étudier la dérivabilité sous le signe intégral de F . Pour cela, consi-
dérons

Gpxq “
ż 1

0

Bf
Bx px, tqdt “ ´

ż 1

0

tet

3
cospxtq

sinpxtq4{3 . (97.751)EqIntPartialAvUtCorr35EqIntPartialAvUtCorr35

Nous allons prouver que cette intégrale existe et qu’elle converge uniformément en x sur tout
compact de s0, 1. Ainsi, elle sera la dérivée de F et continue, ce qui prouve que F est C1.

Pour prouver l’existence, nous procédons comme pour F :

lim
tÑ0

t1{3
ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx

ˇ̌
ˇ̌ “ et

3
cospxtq
x4{3

ˆ
xt

sinpxtq
˙ 4

3 “ 1
3x4{3 . (97.752)

Nous en déduisons que l’intégrale (97.751) existe pour tout x ‰ 0.
Maintenant, nous voudrions bien borner cospxtq

sinpxtq4{3 de façon indépendante de x pour x P K Ă
s0, 1r. Nous serions donc content que cette fonction soit soit croissante soit décroissante sur s0, 1r.
En réalité, elle est décroissante parce que si nous posons

lpyq “ cospyq
sinpyq4{3 , (97.753)

alors
l1pyq “ ´sinpyq cospyq4{3 ` 4

3 sinpyq1{3 cospyq
sinpyq8{3 , (97.754)

qui est négatif tant que y P r0, π2 s. Nous pouvons donc majorer la dérivée de f comme ceci :
ˇ̌
ˇ̌Bf
Bx

ˇ̌
ˇ̌ px, tq ď tet

3
cospx0tq

sinpx0tq4{3 . (97.755)

L’intégrale du membre de droite existe : c’est Gpx0q dont nous venons de prouver l’existence. Donc
Gpxq converge uniformément sur tout compact de s0, 1s. Cela prouve deux choses. Premièrement,
Gpxq est la dérivée de F pxq, et secondement G est continue. Ces deux points sont exactement le
fait que F est C1 sur s0, 1s.

Exercise 200 exo_I-3-6Sachant que pour x ą 0,
ż 8

0

x

x2 ` t2dt “
π

2 , (97.756)EqPredicI36EqPredicI36
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montrer que pour x ą 0, ż 8

0

dt

px2 ` t2q2 “
π

4x3 . (97.757)
corr_I-3-6

Correction of the exercise 200
L’intégrale peut être calculée explicitement pour chaque x :

F pxq “
ż 8

0

x

x2 ` t2dt “ lim
TÑ8

ż T

0

x

x2 ` t2dt “ lim
TÑ8

„
arctan t

x

ȷT

0
. (97.758)

D’où nous déduisons

F pxq “

$
’&
’%

π
2 si x ą 0
0 si x “ 0
´π

2 si x ă 0
(97.759)

Voyons maintenant comment se comporte la dérivée de cette fonction. Pour cela, nous regardons
l’intégrale de la dérivée, et nous allons prouver sa convergence uniforme sur tout compact. Nous
avons Bx

´
x

x2`t2
¯
“ pt2 ´ x2q{px2 ` t2q2, donc

ˇ̌
ˇ̌ B
Bx

ˆ
x

x2 ` t2
˙ˇ̌
ˇ̌ ď t2 ` x2

px2 ` t2q2 ď
1

x2 ` t2 (97.760)

et l’intégrale de cette dernière expression converge uniformément sur tout compacts de Rzt0u.
Mais sur chacun de ces compacts, F pxq est constante, c’est-à-dire que pour tout x ‰ 0,

Gpxq “
ż 8

0

B
Bx

ˆ
x

x2 ` t2
˙
dt “ dF

dx
“ 0. (97.761)

Par ailleurs, Gpxq peut être écrite en termes de F pxq et de l’intégrale que l’on cherche :

0 “ Gpxq “
ż 8

0

x2 ` t2 ´ 2x2

px2 ` t2q2 dt “ 1
x
F pxq ´ 2x2

ż 8

0

dt

px2 ` t2q2 . (97.762)

Donc pour x ‰ 0,
ż 8

0

dt

px2 ` t2q2 “
F pxq
2x3 “

#
π

4x3 si x ą 0
´ π

4x3 si x ă 0.
(97.763)

Exercise 201 exo_I-3-7

Sachant que pour m ě 0,

Jpmq “
ż 8

0

cospmxq
1` x2 dx “ π

2 e
´m, (97.764)

calculer pour m ě 0,

Ipmq “
ż 8

0

x sinpmxq
1` x2 dx, (97.765)

en justifiant les différentes étapes du calcul. corr_I-3-7

Correction of the exercise 201
Le développement de cet exercices est semblable à celui de l’exercice 200. D’abord, nous étudions

la convergence de l’intégrale de la dérivée

B
Bm

ˆ
cospmxq
1` x2

˙
“ ´x sinpmxq

1` x2 . (97.766)



97.22. CONVERGENCE, CONTINUITÉ ET DÉRIVATION SOUS LE SIGNE INTÉGRAL4807

Pour cela, nous utilisons le critère d’Abel avec

φpm,xq “ ´ sinpmxq
ψpm,xq “ x

1` x2 .
(97.767)

Une primitive de sinpmxq est donnée par ´ cospmxq
m , donc

ż X

0
sinpmxqdx “ 1

m

`
1´ cospmXq˘ (97.768)EqPrimIntI378EqPrimIntI378

qui ne peut pas être bornée indépendamment de m. Le critère d’Abel ne peut donc être appliqué
que dans un compact. Nous faisons donc à nouveau le coup du compact, et nous appliquons Abel
sur chaque compact (en la variable m, pas x ! !) de s0,8r. Le cas m “ 0 devra donc être traité à
part. Si m est borné vers le bas par m0, alors nous pouvons borner (97.768) par

|
ż X

0
sinpmxqdx| ď 2

m0
. (97.769)

Par ailleurs, les fonctions m ÞÑ ψpm,xq sont constantes (et valent x{p1`x2q) et tendent uniformé-
ment vers zéro quand x tend vers l’infini. Le critère d’Abel s’applique donc sur le compact dont le
minimum est m0 et nous trouvons que l’intégrale

ż 8

0

x sinpmxq
1` x2 dx (97.770)

est uniformément convergente sur tout compact. Nous en concluons que Ipmq “ ´ BJ
Bmpmq est

continue. Et nous avons

Ipmq “
#
π
2 e

´m si x ą 0
0 si x “ 0.

(97.771)

Exercise 202 exo_I-3-8

La fonction
x ÞÑ

ż 8

π

e´xt sinptq
pt´ πq 1

2
dt (97.772)

est-elle continue sur s0, 1r ? corr_I-3-8

Correction of the exercise 202
Grâce à l’exponentielle décroissante, la fonction tend vers zéro à l’infini assez vite pour que

l’intégrale converge de ce côté. En ce qui concerne l’éventuel problème en π, nous calculons

lim
tÑπ

e´xt sinptq?
t´ π “ e´πx lim

tÑπ

sinptq?
t´ π “ lim

tÑπ
2
?
t´ π cosptq “ 0, (97.773)

il n’y a donc pas de singularité en π, contrairement à ce que l’on aurait pu craindre à première
vue.

La fonction fpx, tq sous le signe intégral est une fonction continue et bornée (comme toute
fonction continue sur un compact) sur le compact x P r0, 1s et t P rπ, π` 1s. Nous la majorons par
une constante sans importance. L’important est que pour l’intervalle non compact t P rπ ` 1,8r,
nous pouvons faire la majoration ˇ̌

ˇ̌
ˇ
e´xt sinptq
pt´ πq 1

2

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď e´xt. (97.774)

Sur x ą 0, nous avons
ş8
π e

´xtdt “ e´πx

x , qui est un nombre bien défini tant que x ą 0. Le théorème
17.12 (critère de Weierstrass) conclut que F pxq converge uniformément sur tout compact de s0, 1s.
Elle y est donc continue.



4808 CHAPITRE 97. EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 2

Exercise 203 exo_I-3-9

La fonction
F pxq “

ż 8

0

sinpxtq ` cospxtq
1` t2 dt (97.775)

est-elle continue sur R ? Est-elle dérivable sur s0,8r ? corr_I-3-9

Correction of the exercise 203
Utilisons le critère d’Abel sur tout compact. Lorsque x est restreint à parcourir un compact,

nous pouvons borner ż T

0

“
sinpxtq ` cospxtq‰dt (97.776)

de façon indépendante de T et x. La fonction ψpx, tq “ 1{p1 ` t2q vérifie ce qu’il faut pour Abel.
La convergence uniforme sur tout compact implique la continuité de F sur R.

Pour la dérivabilité, nous regardons l’intégrale de la dérivée :

Gpxq “ ´
ż 8

0
t
sinpxtq ´ cospxtq

t2 ` 1 dt. (97.777)

Sur chaque compact de s0,8r, le critère d’Abel donne la convergence uniforme. Donc F est dérivable
sur cet ensemble, et sa dérivée y vaut G.

Exercise 204 exo_I-3-10

Soit la fonction d’Euler
Γpxq “

ż 8

0
e´ttx´1dt. (97.778)

(1) démontrer que Γpxq P C8`s0,8r˘,
(2) prouver la relation

Γpx` 1q “ xΓpxq, (97.779)EqGammaFactoEqGammaFacto

en déduire que Γpnq “ pn´ 1q! pour tout entier n ě 1.
(3) montrer que Γp1

2q “ 2
ş8
0 e´u2

du,
(4) montrer que

`
Γp12q

˘2 “ lim
RÑ8

ĳ

D

e´pu2`v2qdu dv (97.780)

où D est un disque de rayon R centré à l’origine. En déduire que Γp1
2q “

?
π.

(5) Calculer ż 8

0
e´t?tdt. (97.781)

(6) montrer que ż 1

0
xpln xq´1{3dx “ ´21{3

2 Γp23q. (97.782)
corr_I-3-10

Correction of the exercise 204
Certains résultats de cet exercice sont aussi à voir dans le cours, à la page I.78.

(1) Afin d’étudier la nième dérivée de Γpxq, nous divisons l’intégrale en deux parties :

Inpxq “
ż 1

0

Bn
Bxn

`
e´ttx´1˘ dt “

ż 1

0
e´ttx´1plnptqqndt, (97.783)

et
Jnpxq “

ż 8

0

Bn
Bxn

`
e´ttx´1˘ dt “

ż 8

0
e´ttx´1plnptqqndt, (97.784)
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avec n ě 0. Afin d’étudier la convergence de I et de J , nous posons

L “ lim
tÑ0
tą0
|e´ttx´1płtqn|tα “ lim

tÑ0
tą0

tα`x´1| ln t|n “ p´1qn lim
tÑ0
tą0
pln tqntα`x´1, (97.785)

et nous utilisons le critère des fonctions tests, corolaire 20.91. Dès que α ď 1´x, nous avons
L “ 8. Donc si x ď 0, nous prenons α “ 1 et nous concluons à ce que Inpxq n’existe pas. Si,
par contre, α` x´ 1 ą 0, alors L “ 0. Donc dès que x ą 0, nous pouvons trouver un α ă 1
tel que α` x´ 1 ą 0, et donc Inpxq existe quand x ą 0.
En conclusion, Inpxq existe si et seulement si x ą 0. Maintenant que nous savons l’existence
de Inpxq, nous étudions sa convergence quand x ą 0.
Sur un compact dont le minimum est ϵ, nous avons

|e´ttx´1pln tqn| ă e´ttϵ´1| ln t|n, (97.786)

mais l’intégrale du membre de droite entre 0 et 1 existe (c’est Inpϵq), donc Inpxq converge
uniformément sur tout compact de s0,8r. En conséquence de quoi, nous avons
(1a) Inpxq est continue,
(1b) Inpxq “ dn

dxn pI0pxqq
pour tout n ě 1. Cela prouve que I0pxq est C8 sur s0,8r.
Nous passons maintenant à l’étude de Jnpxq. En utilisant l’astuce (15.346), nous avons

lim
tÑ8 |e

´ttx´1pln tqn|tα “ 0, (97.787)

de telle sorte que Jnpxq existe. Son type de convergence est étudiée sur un compact en x dont
le maximum est A. Si t ě 1, nous avons

e´ttx´1pln tqn ď e´ttA´1pln tqn. (97.788)

(2) Le calcul de Γpx` 1q revient au le calcul de
ż 8

0
e´ttx, (97.789)

qui peut s’intégrer par partie en posant u “ tx et dv “ e´tdt. Le résultat est

Γpx` 1q “ 0` x
ż 8

0
e´ttx´1dt “ xΓpxq. (97.790)

(3) Le calcul de Γp1
2q est un simple changement de variable dans l’intégrale. En posant u “ t1{2,

nous trouvons
Γp12q “

ż 8

0
e´tt´

1
2dt “ 2

ż 8

0
e´u2

du. (97.791)

(4) Nous avons
Γp12q

2 “ Γp12qΓp
1
2q “ 4

ż 8

0
e´u2

du

ż 8

0
e´v2

dv. (97.792)

La fonction pu, vq ÞÑ e´pu2`v2q étant intégrable sur r0,8rˆr0,8r, le théorème de Fubini
14.304, et en particulier la formule (14.986) s’appliquent et nous avons

I “ 1
4Γp12q

2 “
ĳ

uą0
vą0

e´pu2`v2qdudv. (97.793)

Cette intégrale se calcule en effectuant le changement de variable polaire : u “ r cos θ,
v “ r sin θ :

I “
ĳ

rą0
0ďθď π

2

e´r2
rdrdθ “

ż π{2

0

ˆż 8

0
e´r2

rdr

˙
dθ “ π

2

ż 8

0

1
2e

´udu “ π

4 (97.794)

où nous avons effectué un changement de variable u “ r2 pour effectuer la dernière intégrale.
La formule Γp1

2q “
?
π est maintenant prouvée.
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(5) Il suffit de remarquer que l’intégrale que nous devons calculer n’est autre que Γp3
2q. En

utilisant la formule (97.779), nous trouvons
ż 8

0
e´t?tdt “ Γp12 ` 1q “ 1

2Γp12q “
?
π

2 . (97.795)

(6) Un premier changement de variable u “ ln x donne

I “
ż 1

0
xpln xq´1{3dx “

ż 0

´8
euu´1{3eudu “ ´

ż 8

0
e2uu´1{3. (97.796)

À partir de là, le changement de variable t “ ´2u fourni la solution.

Exercise 205 exo_I-3-11

Soit la fonction β d’Euler

βpx, yq “
ż 1

0
tx´1p1´ tqy´1dt. (97.797)

(1) montrer que βpx, yq existe si et seulement si x ą 0 et y ą 0
(2) montrer que la fonction β est symétrique : βpx, yq “ βpy, xq
(3) montrer que

βpx, yq “
ż 8

0

ux´1

p1` uqx`y du (97.798)

et en déduire la valeur de ż 8

0

u2

p1` uq5du. (97.799)

corr_I-3-11

Correction of the exercise 205

(1) Nous allons étudier l’existence de l’intégrale proposée en utilisant le corolaire 20.92. Pour
cela, remarquons d’abord que tx´1 peut avoir un problème en t “ 0, tandis que p1 ´ tqy´1

peut avoir un problème en t “ 1. Pour cette raison, nous étudions séparément l’intégrale sur
r0, 1

2 s et sur r1
2 , 1s.

Pour étudier l’existence de

I “
ż 1

2

0
tx´1p1´ tqy´1, (97.800)

nous calculons
lim
tÑ0

tα`x´1p1´ tqy´1 “ lim
tÑ0

tα`x´1 “ L. (97.801)

Pour avoir L ă 8, nous avons besoin de α ă 1 ´ x. Si x ą 0, il suffit de prendre α ă 1, et
nous avons L “ 0, ce qui prouve l’existence de l’intégrale. Mais si x ď 0, en prenant α entre
1 et 1 ´ x, nous avons L “ 8 et α ą 1, donc pas d’existence de l’intégrale. Pour la même
raison, nous trouvons que l’intégrale n’existe que si y ą 0. En conclusion, βpx, yq existe si et
seulement si x ą 0 et y ą 0.
Notez que ce résultat pouvait être deviné très simplement en comptant les degrés : si x ď 0,
autour de 0, le facteur p1´ tqy´1 reste borne (pour toute valeur de y), tandis que tx´1 croit
plus vite que 1

t , ce qui donne la divergence. Dès que x ą 0, la fonction tx´1 ne croit plus
aussi vite que 1

t en zéro, et il y a convergence. Idem pour y.
(2) Le changement de variable 1´ t “ u dans l’intégrale

βpy, xq “
ż 1

0
ty´1p1´ tqx´1dt “ ´

ż 0

1
ux´1p1´ uqy´1du “ βpx, yq. (97.802)
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(3) Pour commencer, le changement de variable t “ u{p1` 1q et dt “ du{p1` uq2 fait le travail :

βpx, yq “
ż 1

0
tx´1p1´ tqy´1dt “

ż 8

0

ˆ
u

1` u
˙x´1 ˆ 1

1` u
˙y´1 du

p1` uq2

“
ż 8

0

ux´1

p1` uqx`y du.
(97.803)

L’intégrale que nous devons calculer maintenant n’est autre que βp3, 2q. En utilisant la for-
mule

ΓpxqΓpyq “ βpx, yqΓpx` yq (97.804)
de la page I.80 nous trouvons βp3, 2q “ Γp3qΓp2q{Γp5q. Nous utilisons maintenant le lien
entre Γ et la factorielle :

βp3, 2q “ Γp3qΓp2q
Γp5q “ 2!1!

4! “ 1
12 . (97.805)

97.23 Quelques propriétés des espaces fonctionnels
Exercise 206 exo_I-4-1

Étudier la convergence au sens L2pMq sur R de la suite de fonctions de l’exercice 178 :

fnpxq “

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

0 pour |x| ą 2
x` 2 pour ´ 2 ď x ď ´1
1 pour ´ 1 ă x ď ´1{n
´nx pour ´ 1{n ă x ă 1{n
´1 pour 1{n ď x ă 1
x´ 2 pour 1 ď x ă 2

(97.806)

corr_I-4-1

Correction of the exercise 206
Il est aisé de voir que

lim
nÑ8

ż 8

´8
|fn ´ f |2dx “ 0; (97.807)

pour cela, tracez la fonction, et regardez-en l’aire Nous disons que fn converge vers f en moyenne
quadratique. Nous avons

fnpxq ´ fpxq “

$
’&
’%

0 pour |x| ą 1
n

´nx´ 1 pour ´ 1
n ď x ă 0

1´ nx pour 0 ă x ď 1
n

(97.808)

Exercise 207 exo_I-4-2

Donner un exemple de suite de fonctions qui converge uniformément sur R et qui ne converge
pas sur R en moyenne quadratique. corr_I-4-2

Correction of the exercise 207
Il suffit de trouver une suite de fonctions qui s’écrase sur zéro tout en gardant une surface

constante. Par exemple

fnpxq “
#

0 si |x| ą n2

1
n sinon

(97.809)

La convergence uniforme vers zéro est évidente parce que }fn}8 “ 1
n . Cette suite ne converge

toutefois pas en moyenne quadratique parce que

}fn}L2 “
ż `8

´8
f2
npxqdx “

ż n2

´n2

1
n2dx “ 2. (97.810)
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Il est intéressant de noter que ce contre-exemple ne tient pas si on demande d’étudier la
convergence sur ra, bs au lieu de R. En réalité, la convergence uniforme sur ra, bs implique la
convergence L2 sur ra, bs parce que la convergence uniforme fn Ñ f dit que dès que n ě N ,
|fnpxq ´ fpxq| ă ϵ, et donc

}fn ´ f}L2 “
ż b

a
|fnpxq ´ fpxq|2dx ď ϵpb´ aq. (97.811)

Exercise 208 exo_I-4-3

Pour une suite de fonctions fn : RÑ R, donner avec justification les liens entre
(1) la convergence uniforme
(2) la convergence uniforme sur tout compact
(3) la convergence au sens L2.

corr_I-4-3

Correction of the exercise 208
La convergence uniforme implique l’uniforme sur tout compact, mais l’inverse n’est pas vrai

comme le montre l’exemple

fnpxq “
#

1 si n ă x ă n` 1
0 sinon.

(97.812)

La convergence uniforme n’implique pas la convergence en moyenne quadratique, comme nous
l’avons vu à l’exercice 207.

Afin de voir que la convergence L2 n’implique pas la convergence uniforme sur tout compact,
reprenons l’exemple de l’exercice 178.

La différence entre la limite et les fonctions fn est composée des deux triangles de base 1
n et de

hauteur 1. La surface en dessous de pfn ´ fq2 n’est donc autre que

2
ˆ

1
n

1
2

˙2
“ 1

2n2 Ñ 0. (97.813)

Il y a donc convergence au sens L2, mais même pas uniforme sur tout compact, et a fortiori pas
uniforme.

97.24 Équations différentielles

97.24.1 Équations différentielles résolubles

Exercise 209 exo_II-1-01

Déterminer la solution générale de l’équation

y1 “ tey. (97.814)

Déterminer la solution telle que yp0q “ 0. corr_II-1-01

Correction of the exercise 209
Ceci est une équation à variables séparées, c’est-à-dire du type y1 “ uptqfpyq. Ici, nous avons

uptq “ t et fpyq “ ey, et la primitive de 1{f est donnée par

Gpyq “
ż
e´y “ ´e´y. (97.815)

La fonction y est une solution de l’équation que nous regardons si et seulement si il existe une
constante c P R telle que

´e´y “ t2

2 ` C. (97.816)Eq101EyCEq101EyC
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Étant donné qu’une exponentielle est toujours positive, une solution yC ne peut exister que lorsque
|t| ă ?

2C. En renommant C Ñ C{2 et en prenant le logarithme de la relation (97.816), nous
trouvons

yCptq “ ´ ln
ˆ
C ´ t2

2

˙
, (97.817)

qui est valable sur l’intervalle |t| ă ?C. Afin de trouver celle qui vérifie yCp0q “ 0, nous devons
résoudre

ycp0q “ ´ ln
ˆ
C

2

˙
“ 0 (97.818)

par rapport à C, dont la solution est évidement C “ 2. La solution recherchée est donc

y2 : s ´ ?2,
?

2r Ñ R

t ÞÑ ´ ln
ˆ

2´ t2
2

˙
.

(97.819)

Exercise 210 exo_II-1-02

Déterminer la solution générale de
y1 “ 3y2{3, (97.820)

déterminer la solution telle que yp0q “ 27. Étudier le cas où yp0q “ 0. corr_II-1-02

Correction of the exercise 210
Ceci est encore une équation à variables séparées, dont la solution se recherche en suivant la

même méthode que pour l’exercice 209. En suivant la même notation, nous avons uptq “ 1 et
fpyq “ 3y2{3, ce qui donne Uptq “ t et Gpyq “ y1{3. Il faut faire ici une remarque : dans la
proposition 1 de la page 311, nous demandons que fpηq ‰ 0 pour tout η P J où J est l’ensemble
d’arrivée de la fonction y. Les solutions que nous allons trouver devront donc être restreintes au
domaine yptq ‰ 0. Nous y reviendrons.

La solution générale est donc fournie par l’équation y1{3 “ t` C, c’est-à-dire

yptq “ pt` Cq3. (97.821)EqGen102EqGen102

La solution telle que yp0q “ 27 est donc

y : RÑ R

t ÞÑ pt` 3q3. (97.822)

Toute solution y tel que ypτq ‰ 0 pour un certain τ a la forme (97.821) sur Rzt´Cu. Cette
solution s’étend immédiatement à R tout entier. La seule solution que le théorème nous a donc
fait oublier est la solution identiquement nulle.

À part la solution identiquement nulle, la condition yp0q “ 0 accepte la solution yptq “ t3, qui
est celle avec C “ 0.

Exercise 211 exo_II-1-03

Résoudre
y1 “ pt3 ` tqe´y (97.823)

et déterminer la solution telle que yp1q “ 1. corr_II-1-03

Correction of the exercise 211
En suivant le notations usuelles, nous avons uptq “ t3 ` t et fpyq “ e´y. La solution générale

est donnée par
G
`
yptq˘ “ Uptq ` C (97.824)

U est une primitive de u et G est une primitive de 1{f . En l’occurrence,

yptq “ ln
ˆ
t4

4 `
t2

2 ` C
˙
. (97.825)
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Lorsque C “ e´ 3
4 , nous avons yp1q “ 1, et la solution est

yptq “ ln
ˆ
t4 ` 2t2 ` 4e´ 3

4

˙
, (97.826)

qui existe sur tout R.
Exercise 212 exo_II-1-04

Résoudre
y1 ` y cotgptq “ ´ t

sin t (97.827)

avec 0 ă t ă π, et déterminer la solution telle que ypπ{2q “ ´π2{8. corr_II-1-04

Correction of the exercise 212
À résoudre :

y1 ` cotgptq “ ´ t

sinptq . (97.828)

Ceci est une équation linéaire. Nous commençons par résoudre l’équation homogène y1`y cotgptq “
0, dont la solution est

yHptq “ K

sinptq . (97.829)

Afin de résoudre l’équation non homogène, nous utilisons la méthode de variations des constantes :
nous disons maintenant que K est une fonction de t, et nous remettons le tout dans l’équation de
départ pour trouver Kptq. Nous regardons donc

yptq “ Kptq
sinptq . (97.830)

Ce que nous trouvons est

K 1

sinptq ´K
cosptq
sin2ptq `

K cotgptq
sinptq “ ´ t

sinptq , (97.831)

c’est-à-dire, après simplifications, K 1 “ ´t. Nous avons donc pour solution finale :

yptq “ 1
sinptq

ˆ
C ´ t2

2

˙
. (97.832)

La solution telle que ypπ{2q “ ´π2{8 est donnée par C “ 0.
Exercise 213 exo_II-1-05

Résoudre les équations différentielles suivantes :
(1) sinp2tqy1 ` y2 “ 1,
(2) y1 ` y

t`1 “ sinptq,
(3) y1 ´ a

t y “ etta, où a est une constante,
(4) yy1 ` p1` y2q sinptq “ 0,
(5) y2 ` 2y1 ` y “ e´t ln |t|.

corr_II-1-05

Correction of the exercise 213

(1) sinp2tqy1 ` y2 “ 1. Ceci est une équation à variables séparée qui s’écrit sous forme plus
traditionnelle

y1 “ 1
sinptqp1´ y

2q. (97.833)
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En suivant les notations du cours de première, nous avons uptq “ 1{ sinptq et fpyq “ 1´ y2.
Si 1 ´ y2 “ 0, nous trouvons les deux solutions constantes y “ ˘1, sinon nous pouvons
continuer la méthode et trouver

Uptq “ 1
2 lnptanptqq

Gptq “
ż

dy

1´ y2 “ ´
1
2 ln

ˆ
y ` 1
y ´ 1

˙
.

(97.834)

L’équation implicite donnant y est donc

´1
2 ln

ˆ
y ` 1
y ´ 1

˙
“ 1

2 lnptan tq ` C. (97.835)

(2) y1 ` y{pt ` 1q “ sinptq. C’est une équation linéaire, dont on cherche d’abord la solution
générale de l’homogène associée. Cette solution est

yHptq “ K

t` 1 . (97.836)

Nous appliquons maintenant le technique de la variation des constantes pour trouver la
solution générale de l’équation proposée. Maintenant K “ Kptq, et nous avons

y1ptq “ K 1ptq
t` 1 ´

Kptq
pt` 1q2 (97.837)

que nous remettons dans l’équation de départ pour trouver une équation différentielle pour
Kptq. Ce que nous trouvons est

K 1ptq “ sinptqpt` 1q, (97.838)

dont la solution se ramène au calcul d’une primitive. Le résultat est

Kptq “ sinptq ´ cosptqpt` 1q ` C, (97.839)

ce qui donne la réponse finale :

yptq “ sinptq ` C
t` 1 ´ cosptq. (97.840)

(3) y1 ´ ay{t “ etta. Ceci est une équation différentielle linéaire qui peut aussi s’écrire y1t´a ´
ata´1y “ et, ce qui met l’équation de départ sous la forme

pt´ayq1 “ et, (97.841)

ce qui donne tout de suite t´ay “ et ` C, et donc la solution

yptq “ pet ` Cqta. (97.842)

(4) yy1`p1`y2q sinptq “ 0. Cela est une équation à variables séparée, mais elle peut être simplifiée
en remarquant que yy1 “ py2q1{2. Nous avons alors

1
2
py2q1

1` y2 “ ´ sinptq, (97.843)

que nous récrivons
p1` y2q1
1` y2 “ ´2 sinptq. (97.844)

Cela entraîne que la solution est donnée par l’équation

1` y2 “ Ce2 cosptq. (97.845)
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(5) y2 ` 2y1 ` y “ e´t lnptq. C’est une équation linéaire à coefficients constants, dont l’équation
homogène est

y2 ` 2y1 ` y “ 0. (97.846)

Son polynôme caractéristique est r2 ` 2r ` 1 “ 0, dont l’unique solution est r “ ´1, de
multiplicité 2. En vertu de la théorie générale la solution générale à l’équation homogène est

yH “ pAt`Bqe´t (97.847)

pour certaines constantes A et B.
Maintenant, nous utilisons la méthode de la variation des constantes pour trouver la solution
générale de l’équation non homogène. Nous posons donc

yptq “ `
Aptqt`Bptq˘e´t. (97.848)

Toujours en vertu de ce qui a été vu en première, les fonctions A et B ne sont pas complè-
tement indépendantes, mais peuvent être choisies de façon à vérifier la condition (32.77)

A1t`B1 “ 0. (97.849)EqII105ConditionVCEqII105ConditionVC

Cette condition va considérablement simplifier le calcul qui suit. D’abord, nous avons

y1 “ pA1t`A`B1 ´At´Bqe´t, (97.850)

dans lequel nous utilisons la condition (97.849) pour trouver

y1 “ pA´At´Bqe´t. (97.851)

En dérivant encore une fois, il vient

y2 “ pA1 `A1t´ 2A´B1 `At`Bqe´t, (97.852)

dans laquelle il n’y a pas de dérivées secondes de A et B, grâce à l’utilisation de (97.849).
Nous pouvons maintenant écrire l’équation y2 ` 2y1 ` y “ e´t ln |t| qui est maintenant une
équation différentielle pour A et B. Étant donné que (97.849) tient toujours, nous avons en
réalité le système

"
A1 ´A1t´B1 “ ln |t| (97.853a)
A1t`B1 “ 0. (97.853b)

En introduisant la seconde équation dans la première, nous trouvons A1 “ ln |t|, dont nous
déduisons

Aptq “ t
`

ln |t| ´ 1
˘`A0. (97.854)

La seconde équation nous dit par ailleurs que B1 “ ´A1t “ ´t ln |t|, dont l’intégration donne

Bptq “ ´ t
2

4
`
2 ln |t| ´ 1

˘`B0. (97.855)

Exercise 214 exo_II-1-06

On considère l’équation différentielle

y2 ` y “ cospωtq (97.856)

où ω est une constante positive. ItemII106a

(1) Déterminer sa solution générale lorsque ω ‰ 1 et exprimer cette solution en fonction des
conditions initiales y0 “ yp0q et y1

0 “ y1p0q.
ItemII106b

(2) Déterminer sa solution générale pour ω “ 1 et l’exprimer en fonction de y0 et y1
0.
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(3) Montrer que lorsque ω tend vers 1, la solution obtenue en (1) tend vers la solution obtenue
en (2).

corr_II-1-06

Correction of the exercise 214
L’équation homogène est y2 ` y “ 0, dont la solution est yH “ A cosptq ` B sinptq. Afin de

trouver une solution particulière de l’équation non homogène, nous essayons

y “ α cospωtq, (97.857)

ce qui mène à l’équation ´ω2α` α “ 1, donc

α “ 1
1´ ω2 . (97.858)

Si ω ‰ 1 (on a supposé que ω ě 0), les solutions sont donc

yptq “ A cosptq `B sinptq ` 1
1´ ω2 cospωtq. (97.859)

Étant donné que yp0q “ A` 1
1´ω2 et y1p0q “ B, nous trouvons

yA “
ˆ
y0 ´ 1

1´ ω2

˙
cosptq ` y1

0 sinptq ` 1
1´ ω2 cospωtq. (97.860)

Par contre, si ω “ 1, cette solution ne fonctionne pas, et nous cherchons une solution particulière
de l’équation non homogène sous la forme yptq “ αt cosptq ` βt sinptq. En dérivant deux fois et en
remplaçant dans l’équation départ, nous trouvons

sinptqp´2α´ βt` βtq ` cosptqp´αt` 2β ` αtq “ cosptq, (97.861)

donc α “ 0 et β “ 1
2 . Dans le cas ω “ 1, la solution est donc

y “ A cosptq `B sinptq ` t

2 sinptq. (97.862)

Dans ce cas-ci, nous avons yp0q “ A et y1p0q “ B, donc

yB “ y0 cosptq ` y1
0 sinptq ` t

2 sinptq. (97.863)

Prouver la convergence de limωÑ0 yA “ yB, nous calculons yA ´ yB :

yA ´ yB “ cospωtq ´ cosptq
1´ ω2 ´ t

2 sinptq. (97.864)

Nous calculons donc (avec la règle de l’Hospital par rapport à ω)

lim
ωÑ1

cospωtq ´ cosptq
1´ ω2 ´ t

2 sinptq “ lim
ωÑ1

´t sinpωtq
2 ´ t

2 sinptq “ 0. (97.865)

97.24.2 Équation de Bernoulli

Exercise 215 exoreserve0004

Résoudre les équations suivantes :
(1) ty1 ` y “ ty2,
(2) y1 “ y

t

`
y ln |t| ´ 1

˘
,

ItemCII107

(3) y ´ cosptqy1 “ cosptq`1´ sinptq˘y2.
corrreserve0004

Correction of the exercise 215
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(1) ty1 ` y “ ty2.
Évidement, y “ 0 est solution. Si ypt0q ‰ 0, nous pouvons chercher une solution non triviale
dans un voisinage de t0. En vertu de la méthode générale exposée en 32.10.2, nous posons
z “ 1{y, ce qui donne y1 “ ´y2z1. Après aménagements (diviser par y2), nous trouvons

´tz1 ` z “ t, (97.866)EqII107LinEqII107Lin

qui est une équation linéaire. La solution générale de l’équation homogène associée est

zHptq “ At. (97.867)

Nous utilisons maintenant la méthode de variation des constantes pour trouver la solution
générale de (97.866). Nous posons donc zptq “ Aptqt que nous remplaçons dans l’équation de
départ ty1 ` y “ ty2. Nous tombons sur l’équation

A1 “ ´1
t

(97.868)

dont la solution générale est Aptq “ ln
`
C
t

˘
. En définitive, la solution à notre problème est

zptq “ t ln
ˆ
C

t

˙
, (97.869)

et donc
yptq “ 1

t ln
`
C
t

˘ . (97.870)

N’oublions pas de mentionner que y “ 0 est aussi solution (qui correspond à C Ñ 0).
(2) y1 “ ´1

t y ` ln |t|
t y2.

Nous posons z “ 1{y, et nous récrivons l’équation sous la forme

z1 ´ 1
t
z “ ´ ln |t|

t
(97.871)

qui est une équation linéaire. L’équation linéaire est

z1
H “

zH
t

(97.872)

et la solution est zh “ At. Nous utilisons encore la méthode de la variation des constantes
en posant zptq “ Aptqt. L’équation différentielle à laquelle doit satisfaire Aptq est alors

A1 “ ´ lnptq
t2

. (97.873)

Trouver une primitive de ln |t|
t2 n’est pas trop aisé (ça se fait par partie), mais la solution est

Aptq “ 1
t

`
lnptq ` 1

˘` Ct, (97.874)

donc
zptq “ lnptq ` 1` Ct. (97.875)

(3) y ´ cosptqy1 “ cosptq`1´ sinptq˘y2.
Encore une fois, y “ 0 est solution. En posant z “ 1{y, nous trouvons l’équation

z ` cosptqz1 “ cosptq`1´ sinptq˘ (97.876)EqII107EqpourZEqII107EqpourZ

à laquelle z doit satisfaire. L’équation homogène est

z1
H “ ´

zH
cosptq . (97.877)
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Nous résolvons cette équation en utilisant la méthode des équations à variable séparées de
la section 32.4. Nous posons donc

uptq “ 1
cosptq ,

fpzq “ ´z,
Uptq “ ln

„
tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙ȷ
(voir formulaire),

Gpzq “ ln
ˆ

1
z

˙
.

(97.878)EqufUGII107EqufUGII107

La solution zH est donnée par l’équation

ln
ˆ

1
z

˙
“ ln

„
K tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙ȷ
, (97.879)

c’est-à-dire
zHptq “ K

tan
`
π
4 ` t

2
˘ . (97.880)

Nous appliquons maintenant la méthode de variation des constantes sur cette solution afin
de trouver la solution générale de l’équation (97.876). En utilisant la règle de Leibniz, z1 “
K 1zH `Kz1

H , nous trouvons

K

tan
`
π
4 ` t

2
˘ ` cosptq

ˆ
K 1

tan
`
π
4 ` t

2
˘ ´ K

2 sin2 `π
4 ` t

2
˘
˙
“ cosptq`1´ sinptq˘. (97.881)

Malgré leurs apparences, les deux termes en K se simplifient. En effet, en vertu de l’équation
z1
H “ ´zH

cosptq , nous avons
´K

2 sin2 `π
4 ` t

2
˘ “ ´K

cosptq tan
`
π
4 ` t

2
˘ . (97.882)

Le travail de voir quel est le lien entre sin2 `π
4 ` t

2
˘
, tan

`
π
4 ` t

2
˘

et cosptq est en réalité fait
dans votre formulaire au moment où vous l’avez utilisé pour intégrer u pour obtenir le Uptq
de (97.878).
Après cette simplification durement méritée, nous trouvons l’équation suivante pour Kptq :

K 1

tan
`
π
4 ` t

2
˘ “ 1´ sinptq. (97.883)EqFracII107exoVVprbEqFracII107exoVVprb

Résoudre cela revient à trouver la primitive de

`
1´ sinptq˘ tan

ˆ
π

4 `
t

2

˙
, (97.884)

ce qui est relativement compliqué. La réponse est

Kptq “ ln
ˆ

sin
ˆ

2x` π
4

˙
` 1

˙
` ln

ˆ
sin

ˆ
2x` π

4

˙
´ 1

˙

` 2 ln sec
ˆ

2x` π
4

˙
` 2 sin2

ˆ
2x` π

4

˙ (97.885)

Nous pouvons un peu simplifier en utilisant le fait que lnpa` bq ` lnpa´ bq “ lnpa2 ´ b2q :

Kptq “ ln
ˆ
´ cos2

ˆ
2x` π

4

˙˙
` 2 ln sec

ˆ
2x` π

4

˙
` 2 sin2

ˆ
2x` π

4

˙
. (97.886)

Il me semble toutefois qu’il faudrait prendre des valeurs absolues pour les logarithmes.



4820 CHAPITRE 97. EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL 2

Exercise 216 exo_II-1-08

Lorsqu’on étudie le mouvement d’un point matériel pesant soumis à une résistance de l’air
fonction de la vitesse, on peut montrer que l’équation différentielles de l’hodographe des vitesses
est

1
r

dr

dθ
“ sin θ `Rprq

cos θ (97.887)

où r, θ sont les coordonnées polaires et R est la fonction caractérisant le type de résistance.
Résoudre l’équation différentielle pour Rprq “ krα. Quelle est la nature de l’hodographe des

vitesses lorsque Rprq “ kr ? corr_II-1-08

Correction of the exercise 216
Afin de mieux suivre les notations de la théorie (Bernoulli, page 2451) nous allons écrire β au

lieu de α. Nous pouvons directement régler son compte au cas β “ 0. En effet, nous trouvons

dr

r
“
ˆ

tanpθq ` k

cospθq
˙
dθ, (97.888)

d’où nous tirons rpθq moyennant une simple primitive.
Si β ‰ 0, nous trouvons l’équation

r1 “ r tanpθq ` k

cospθqr
β`1 (97.889)

qui est de la forme (32.337) avec
apθq “ tanpθq
bpθq “ k{ cospθq
α “ β ` 1.

(97.890)

En suivant la méthode générale, poser z “ r´β fournit l’équation linéaire

z1 “ ´β tanpθqz ` k

cospθq . (97.891)EqII108LinPourzEqII108LinPourz

L’équation homogène associée, z1
H ` β tanpθqzH “ 0 (qui est à variable séparées), a pour solution

zH “ K cosβpθq. (97.892)

Nous utilisons maintenant la méthode de variations des constantes, c’est-à-dire que nous posons
zpθq “ KpθqzHpθq. En remettant dans l’équation 97.891, et en effectuant la simplification qui se
présente, nous trouvons l’équation suivante pour K :

K 1 “ ´ βk

cosβ`1pθq . (97.893)

Nous avons donc
Kpθq “ ´βk

ż θ

0
cos´pβ`1qptqdt, (97.894)

qui n’est pas une intégrale facile à calculer.
Lorsque β “ 1, les choses sont plus simples parce que nous savons que

ż
dx

cos2pxq “ tanpxq. (97.895)

Donc Kpθq “ ´βk tanpθq `K, et en refaisant le changement de variable vers r, nous trouvons la
solution

rpθq “ 1
K cospθq ´ k sinpθq . (97.896)

http://fr.wikipedia.org/wiki/Hodographe
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Ceci est une équation polaire pour une courbe que nous devons identifier. Nous la récrivons sous
la forme

1 “ Kr cospθq ´ kr sinpθq, (97.897)

et nous identifions les coordonnés cartésiennes x “ r cospθq et y “ r sinpθq, donc

1 “ Kx´ ky, (97.898)

qui est l’équation d’une droite.

97.24.3 Équations de Ricatti

Exercise 217 exo_II-1-09

Résoudre les équations suivantes :
(1) py ´ sinptqq1 ´ y`y ´ sinptq˘,
(2) y1 “ y2´t2y´2t

1´t3 .
Pour la seconde, cherchez des solutions particulières sous la forme y “ at2 ` bt` d. corr_II-1-09

Correction of the exercise 217
Nous suivons la méthode expliquée en 32.10.3. La première chose à faire est de voir si nous

pouvons deviner des solutions particulières.
(1) Ici, nous voyons tout de suite que y1ptq “ sinptq est une solution. Nous posons donc

yptq “ sinptq ` 1
u
, (97.899)

et nous trouvons l’équation différentielle

u1 ` sinptqu “ 1. (97.900)EqII109DiffPouruEqII109DiffPouru

Note : en suivant les notations du rappel théorique, nous avons

aptq “ 1,
bptq “ ´ sinptq,
cptq “ cosptq.

(97.901)

L’équation (97.900) est du type de (32.79). Dans ces notations, nous cherchons donc K qui
vérifie l’équation K 1ptq “ gptq{uHptq, c’est-à-dire

K 1ptq “ ´ 1
ecosptq . (97.902)

Cette primitive n’est absolument pas simple à calculer. La solution à notre équation diffé-
rentielle est donc

zptq “ ´ecosptq
ż t

0
e´ cospuqdu. (97.903)

Pour la petite histoire, l’intégrateur en ligne de Wolfram ne trouve pas de forme pour cette
intégrale.

97.24.4 Équations homogènes

Exercise 218 exo_II-1-10

Résoudre :
(1) y1 “ y

y´t
(2) y1 “ y

t´2ptyq1{2 .

http://integrals.wolfram.com/index.jsp
http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/IntegralsThatCanAndCannotBeDone.html
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corr_II-1-10

Correction of the exercise 218

(1) y1 “ y{py ´ tq.
Nous posons, conformément à (32.335) y “ tz, donc y1 “ z ` tz1, et nous trouvons

tz1 “ z ´ z2 ` z
z ´ 1 “ zpz ´ 2q

1´ z . (97.904)

Si zpz ´ 2q “ 0, alors nous avons les solutions particulières zptq “ 0 et zptq “ 2 qui corres-
pondent aux solutions yptq “ 0 et yptq “ 2t. Si zpz ´ 2q ‰ 0, alors nous pouvons faire la
manipulation suivante :

z1p1´ zq
zpz ´ 2q “

1
t
. (97.905)

Remarquez que le numérateur est à peu près la dérivée du numérateur. En posant u “ zpz´2q,
nous récrivons l’équation sous la forme plus simple

´u1{2
u

“ 1
t
. (97.906)

En écrivant u1 “ du{dt et en faisant passer le dt de l’autre côté, nous avons

du

u
“ ´2dt

t
(97.907)

que nous intégrons des deux côtés :

lnpuq “ lnpKt´2q, (97.908)

ce qui amène au final
yptq “ t

`
1˘

a
1`Kt´2

˘
. (97.909)

(2) y1 “ y{pt´ 2ptyq1{2q.
Nous posons y “ tz, et après quelques manipulations algébriques nous remettons tout sous
la forme

z1p1´ 2z1{2q
2z3{2 “ 1

t
. (97.910)EqII110EqPourzEqII110EqPourz

Nous utilisons l’astuce de la section 32.2, en commençant par écrire

1´ 2z1{2

2z3{2 “ dt

t
, (97.911)

dont nous intégrons les deux membres :

´ lnpzq ´ 1?
z
“ ln |t| ` C, (97.912)

où nous avons mit toutes les constantes dans C. Ensuite, nous remettons l’ancienne variable :

ln |t| “ ´ ln |y
t
| ´ 1a

y{t ` C, (97.913)

ou encore
ln |y| `

c
t

y
` C “ 0. (97.914)

Cela est une équation implicite pour yptq.
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97.24.5 Équations différentielles exactes. Facteurs intégrants

Exercise 219 exo_II-1-11

Résoudre
(1) y1pt` y2q ` py ´ t2q “ 0,
(2)

`
y ` ty ` sinpyq˘dt` `

t` cospyq˘dy “ 0,

(3) y1 “ ´ 3t2y`8ty2

t3`8t2y`12y2 .
corr_II-1-11

Correction of the exercise 219
Nous suivons les méthodes et notations du point 32.10.4.

(1) y1pt` y2q ` py ´ t2q “ 0.
Ici, nous avons

P pt, yq “ y ´ t2
Qpt, yq “ t` y2.

(97.915)

Nous vérifions que l’équation est bien exacte : ByP “ BtQ “ 1. Nous pouvons donc nous lancer
à la recherche d’une fonction fpt, yq telle que df “ Pdt ` Qdy. Nous pouvons la deviner :
en intégrant P par rapport à t, nous avons fpt, yq “ yt ´ t3

3 ` C où C est une constante
par rapport à t. Donc C peut dépendre de y. Il n’est pas très difficile de fixer Cpyq pour que
Byf “ Q. Nous trouvons

fpt, yq “ 1
3py

3 ´ t3q ` ty. (97.916)EqII111FonctionIntfEqII111FonctionIntf

Un simple calcul montre que cette fonction fonctionne.
Ce résultat peut également être calculé en intégrant la forme Pdt`Qdy le long d’un chemin
qui relie p0, 0q à pt, yq. En tant que chemin, nous choisissons la composée de

γ1puq “ p0, uyq
γ2puq “ put, yq. (97.917)

Nous trouvons, en appliquant la définition d’une intégrale de forme différentielle 21 sur un
chemin, nous trouvons

fpt, yq “
ż

γ1˝γ2

pPdt`Qdyq

“
ż 1

0
pPdt`Qdyq`γ1puq

˘`
γ1

1puq
˘
du

`
ż 1

0
pPdt`Qdyq`γ2puq

˘`
γ1

2puq
˘
du

“
ż 1

0

`pP ˝ γ1qpuqdt` pQ ˝ γ1qpuqdy
˘ˆ0

y

˙

`
ż 1

0

`pP ˝ γ2qpuqdt` pQ ˝ γ2qpuqdy
˘ˆt

0

˙

“
ż 1

0
yQp0, uyqdu`

ż 1

0
tP put, yqdu

“ y3

3 ` ty ´ t3

3 .

(97.918)

Voilà qui confirme la formule (97.916). Nous avons donc maintenant Q “ Bf
By et P “ Bf

Bt . La
solution de l’équation différentielle est donc donnée par l’équation implicite

1
3py

3 ´ t3q ` ty “ C. (97.919)
21. Juste pour être sûr que vous ayez compris : vous savez la différence entre une forme et une forme différentielle ?
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(2)
`
y ` ty ` sinpyq˘dt` `

t` cospyq˘dy “ 0.
Nous avons

P pt, yq “ y ` ty ` sinpyq
Qpt, yq “ t` cospyq. (97.920)

Un rapide calcul montre que cette équation n’est pas exacte. Nous faisons donc le coup du
facteur intégrant (32.351) pour la rendre exacte. L’équation pour Mpt, yq est

M
`
t` cospyq˘ “ `

t` cospyq˘BMBt ´
`
y ` ty ` sinpyq˘BMBy . (97.921)

Une très mauvaise idée serait d’essayer de la résoudre en général : tout ce dont nous avons
besoin est d’une solution à cette équation. Étant donné que le coefficient devant M est égal à
celui devant BtM , ce serait bien que le terme en ByM soit nul. Cherchons donc une solution
qui ne soit pas fonction de y, mais seulement de t. Dans ce cas, nous trouvons à résoudre

M
`
t` cospyq˘ “ `

t` cospyq˘BMBt , (97.922)

c’est-à-dire M “ BtM . Une solution est Mpt, yq “ et.
Nous regardons donc maintenant l’équation différentielle

et
`
y ` ty ` sinpyq˘dt` et`t` cospyq˘dy “ 0, (97.923)

qui est exacte (vous pouvez le vérifier, si vous ne faites pas confiance en le calcul que nous
venons de faire). La fonction qui intègre cette forme est

fpt, yq “ et
`

sinpyq ` yt˘. (97.924)

La solution implicite au problème est donc

et
`

sinpyq ` yt˘ “ C. (97.925)

Exercise 220 exo_II-1-12

Soit l’équation différentielle
P pt, yq `Qpt, yqy1 “ 0. (97.926)

(1) Montrer que si les fonctions P et Q sont homogènes de degré n, il existe un facteur intégrant
M homogène de degré m “ ´p1` nq. Indication : utiliser la formule d’Euler

t
BP
Bt ` t

BP
By “ nP. (97.927)

(2) Montrer que si P “ ypptyq et Q “ yqptyq, il existe un facteur intégrant M “Mptyq.
(3) Vérifier que dans chacun des cas précédents, il existe une autre façon de résoudre l’équation

différentielle.
Juste pour le plaisir, prouvons la formule d’Euler. Le fait que P et Q sont homogènes de degré

n signifie que
P pλt, λyq “ λnP pt, yq
Qpλt, λyq “ λnQpt, yq. (97.928)

Nous considérons fpλ, t, yq “ P pλt, λyq, et nous calculons pdf{dλqp1, t, yq.
df

dλ
p1, t, yq “ BPBt pt, yq

dpλtq
dλ

p1q ` BPBy pt, yq
dpλyq
dλ

“ BPBt pt, yqt` y
B
By pt, yq. (97.929)

D’autre part, par hypothèse, fpλ, t, yq “ λnP pt, yq, donc

df

dλ
p1, t, yq “ `

nλn´1P pt, yq˘
λ“1 “ nP pt, yq. (97.930)
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Cela conclut la démonstration de la formule d’Euler. corr_II-1-12

Correction of the exercise 220
Récrivons l’équation du facteur intégrant (32.351) :

MpByP ´ BtQq “ QpBtMq ´ P pByMq. (97.931)EqFactIntGenII112EqFactIntGenII112

(1) Nous allons prouver que l’équation du facteur intégrant accepte une solution lorsque M est
homogène de degré ´pn` 1q, c’est-à-dire quand M satisfait l’équation

tBtM ` yByM “ ´pn` 1qM. (97.932)

Nous remplaçons dans (97.931) toute les dérivées par rapport à y par des dérivées par rapport
à t en utilisant les formules d’Euler :

ByP Ñ 1
y
pnP ´ tBtP q

ByM Ñ 1
y

`´ pn` 1qM ´ tBtM
˘
.

(97.933)

En remettant les termes ensembles, nous trouvons

MP

y
` t

y
BtpMP q ` BtpMQq. (97.934)

Les deux premiers termes du membre de gauche peuvent être mit en une seule dérivée par
rapport à t en remarquant que

MP

y
` t

y
BtpMP q “ Bt

ˆ
tMP

y

˙
. (97.935)

Ce que nous trouvons alors est Bt
´
tMP
y `MQ

¯
“ 0, et donc

MpQ` tP {yq “ C. (97.936)

Attention : la constante est une constante par rapport à t, elle peut dépendre de y. Ce que
nous avons est

M “ Cpyq
tP `Qy (97.937)

où Cpyq est une fonction de y. Cela est la forme que doit avoir M pour satisfaire à l’équation
du facteur intégrant. Pour que M soit, de plus homogène de degré ´pm` 1q, il faut en plus
que

Mpλt, λyq “ λ´m´1Mpt, yq, (97.938)

ce qui va imposer des restrictions sur Cpyq. Le but de l’exercice est de prouver que cette
restriction peut être satisfaire par un choix convenable de Cpyq. En utilisant l’homogénéité
de P et Q, nous trouvons

Mpλt, λyq “ Mpλyq
λn`1ptP ` yQq . (97.939)

Donc, nous en déduisons que pour tout y et pour tout λ, Cpyq “ Cpλyq. Une fonction
constante satisfait à cette exigence. Donc nous avons un facteur intégrant sous la forme

Mpt, yq “ 1
tP ` yQ. (97.940)
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(2) Nous reprenons l’équation P`Qy1 “ 0, et nous posons v “ ty. L’équation du facteur intégrant
devient

M
´
By
`
ypptyq˘´ Bt

`
tqptyq˘

¯
“ QpBtMq ´ P pByMq. (97.941)

Nous utilisons la règle de Leibniz et la règle de la dérivation de fonctions composées pour
effectuer les dérivations. Le membre de gauche devient

M
`
p´ q ` vBvpp´ qq

˘
, (97.942)

tandis que pour calculer le membre de droite, nous nous souvenons de l’hypothèse M “
Mptyq “Mpvq, et nous pouvons donc écrire ByM “ pBvMqt, ce qui mène à l’équation

M
`
p´ q ` vBvpp´ qq

˘ “ ´vBMBv pp´ qq. (97.943)

Si f “ p´ q, nous avons donc l’équation

M

BvM “ Bvf
f
, (97.944)

dont les solutions sont M “ k{f .
(3) Dans le premier cas, si P et Q sont homogènes de même degré, alors l’équation P ` qy1 “ 0

se récrit y1 “ ´P {Q, qui est homogène de degré zéro, et nous pouvons suivre la méthode
donnée au point 32.10.1.
Dans le second cas, nous avons l’équation

yppvqdt` tqpvqdy “ 0, (97.945)

et l’hypothèse nous permet de dire que ydt “ dv ´ tdy, ce qui met l’équation sous la forme

pdv ´ tdyqp` tqdy “ 0, (97.946)

dans laquelle il n’y a plus de dt. Cette équation peut être mise sous la forme

dy

y
“ p

vpp´ qq
dv

v
, (97.947)

qui se résout par quadrature.

97.24.6 L’équation y1 “ f
´

at`by`c
a1t`b1y`c1

¯

Exercise 221 exo_II-1-13

Résoudre ItemII113a

(1) y1 “ t`2y`1
2t´3 ,

ItemII113b

(2) y1 “ t`2y`1
2t`4y`3 ,

(3) y1 “ p2t` 3y ` 5q2.
corr_II-1-13

Correction of the exercise 221
(1) y1 “ pt` 2y ` 1q{p2t´ 3q. Le déterminant∣∣∣∣∣1 2

2 0

∣∣∣∣∣ “ ´4 ‰ 0. (97.948)

Nous devons donc résoudre le système
"
t̄` 2ȳ ` 1 =0 (97.949a)
2t̄´ 3 =0. (97.949b)
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La solution est t̄ “ 3{2 et ȳ “ ´5{4. Nous posons donc τ “ t´ 3
2 , et upτq “ yptq` 5

4 . Essayons
d’effectuer ce changement de variable de façon la plus explicite qui soit. Nous avons

du

dτ
pτq “ d

dτ

`py ˝ tqpτq˘ “ y1`tpτq˘· dt

dτ
“ y1`tpτq˘ (97.950)

où y1 est la dérivée de y. Nous pouvons écrire l’équation différentielle qui nous intéresse au
point tpτq :

u1pτq “ y1`tpτq˘ “ tpτq ` 2y
`
tpτq˘` 1

2tpτq ´ 3 “ τ ` 2upτq
2τ . (97.951)EqII113AvecTauHomEqII113AvecTauHom

C’est cette équation que nous allons résoudre pour upτq. C’est une équation homogène, donc
nous posons zpτq “ upτq{τ , et nous avons u1pτq “ τ2z1pτq`zpτq, et l’équation 97.951 devient

z1pτq “ 1
2τ , (97.952)

ce qui donne z “ 1
2 lnpkτq, et donc

upτq “ 1
2τ lnpkτq. (97.953)

Maintenant nous pouvons en tirer yptq en utilisant le fait que

upt´ 3
2q “ yptq ` 5

4 , (97.954)

parce que yptq ` 5
4 “ upτq.

(2) y1 “ t`2y`1
2t`4y`3 . Ici, le déterminant est nul, et nous écrivons l’équation en faisant apparaitre le

numérateur au dénominateur (opération possible parce que déterminant est nul) :

y1ptq “ 2` 2t` 1
2pt` 2t` 1q ` 1 , (97.955)

et nous effectuons le changement de variable uptq “ t` 2yptq ` 1 qui donne immédiatement
y1 “ pu1 ´ 1q{2. L’équation se met alors sous la forme

u1 “ 4u` 1
2u` 1 , (97.956)

qui est une équation à variables séparées. Pour la résoudre, il faut trouver une primitive de
p2u` 1q{p4u` 1q, et la réponse est

t` 1
2

ˆ
1
4 lnp4u` 1q ` u

˙
“ C. (97.957)

C’est une formule implicite pour uptq, et donc pour yptq.
(3) y1 “ p2t` 3y ` 5q2. En posant simplement u “ 2t` 3y ` 5, nous trouvons

u1

3 ´
2
3 “ u2, (97.958)

qui est une équation à variables séparées pour laquelle il faut une primitive de 1{p3u2 ` 2q
par rapport à u. La réponse est

1?
6

arctan
ˆ

3u?
6

˙
“ t` C. (97.959)
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97.24.7 Équation d’Euler

Exercise 222 exo_II-1-14

Résoudre les équations différentielles
ItemII114a

(1) y2 ` 3y1

t`1 ` y
pt`1q2 “ 0,

ItemII114b

(2) y2 ` 3y1

t`1 ` y
pt`1q2 “ 1,

(3) y2 “ a`b´1
t y1 ´ ab

t2 y

où a et b sont des constantes. corr_II-1-14

Correction of the exercise 222

(1) y2 ` 3y1

t`1 ` y
pt`1q2 “ 0. Après multiplication par pt ` 1q2, nous avons l’équation sous forme

usuelle :
y2pt` 1q2 ` 3y1pt` 1q ` y “ 0 (97.960)EqEulerSSFormeII114EqEulerSSFormeII114

Nous posons τ “ lnpt`1q. Ici, afin d’éviter des confusions entre les dérivations par rapport à
t et celles par rapport à τ , il est bon de changer également de nom pour la fonction inconnue :

zpτq “ y
`
tpτq˘, (97.961)

ou bien
z
`
τptq˘ “ yptq. (97.962)

Maintenant nous calculons y1ptq et y2ptq. Pour la première dérivée, nous avons

y1ptq “ d

dt

`
yptq˘

“ d

dt

`
z
`
τptq˘˘

“ z1`τptq˘dτ
dt
ptq

“ z1`τptq˘ 1
t` 1 ,

(97.963)

et pour la seconde, nous utilisons Leibniz :

y2ptq “ d

dt

ˆ
z1`τptq˘
t` 1

˙

“ 1
pt` 1q2

”
z2`τptq˘´ z1`τptq˘

ı
.

(97.964)

En remplaçant cela et yptq “ z
`
τptq˘, l’équation de départ devient alors

z2 ` 2z1 ` z “ 0. (97.965)

Pour résoudre cette équation, nous calculons les racines du polynôme caractéristique r2 `
2r ` 1 “ 0, qui n’a qu’une racine double : r “ ´1. Le système fondamental de solutions est
donc z1pτq “ e´τ et z2pτq “ τe´τ . Nous trouvons donc

zpτq “ Ae´τ `Bτe´τ . (97.966)

Nous pouvons maintenant effectuer le changement de variable inverse en utilisant yptq “
z
`
τptq˘ :

yptq “ pA`Bτptqqe´τptq, (97.967)

et donc yptq “ `
B lnpt` 1q `A˘pt` 1q´1.
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(2) y2 ` 3y1

t`1 ` y
pt`1q2 “ 1. Cette équation ne diffère de la précédente que par le second membre.

Nous repartons donc de l’équation (97.960) dans laquelle il faut modifier le second membre :

y2pt` 1q2 ` 3y1pt` 1q ` y “ pt` 1q2. (97.968)

Nous connaissons déjà la solution générale de l’équation homogène associée. Il reste à trouver
une particulière. Avec la variable τ , le second membre est e2τ . L’équation dont il nous faut
une solution particulière est

z2 ` 2y1 ` y “ e2τ . (97.969)

On essaye zP pτq “ ae2τ . C’est très vite vu que a “ 1
9 est ce qu’il faut.

(3) y2 “ a`b´1
t y1 ´ ab

t2 y. Nous posons τ “ lnptq, et nous tombons sur l’équation

z2 ´ pa` bqz1 ` abz “ 0. (97.970)

L’équation caractéristique a comme solutions r1 “ a et r2 “ b. Si a ‰ b, alors ce sont deux
solutions distinctes.

(3a) Si a ‰ b. Dans ce cas, nous avons yptq “ z
`
τptq˘ “ Aeaτptq `Bebτptq, et donc

yptq “ Ata `Btb. (97.971)

(3b) Si a “ b, alors zpτq “ Aeaτ `Bebτ , et donc

yptq “ `
A`B lnptq˘ta. (97.972)

97.24.8 Équation dont on peut réduire l’ordre

Exercise 223 exo_II-1-15

On considère l’équation différentielle

y2 “ ´k
2

y2 (97.973)

où k est une constante positive.

(1) Déterminer à une quadrature près, la solution générale de cette équation.
(2) Résoudre pour cette équation les problèmes de Cauchy suivants :

(2a) yp0q “ 1, y1p0q “ ?2k,
(2b) yp0q “ 1, y1p0q “ 2k,
(2c) yp0q “ 1, y1p0q “ k,
(2d) yp0q “ 1, y1p0q “ 0.

corr_II-1-15

Correction of the exercise 223
Nous posons z “ y1, c’est-à-dire

y1ptq “ z
`
yptq˘. (97.974)

La dérivée seconde est donnée par

y2ptq “ z1`yptq˘y1ptq “ z1`yptq˘z`yptq˘, (97.975)

qui peut encore être écrit sous la forme ingénieuse

y2ptq “ 1
2
d

dy

”
z2pyq

ı
yptq

. (97.976)
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Si nous notons u la variable de z, nous avons

z2pyq “ 2k
2

u
` C, (97.977)

et donc

zpuq “ ˘
c

2k
2

u
` C. (97.978)

Donc, pour refaire le passage vers les anciennes variables

z
`
yptq˘ “ ˘

ˆ
2k2

yptq ` C
˙1{2

“ y1ptq. (97.979)EqEqPourPrimeII115EqEqPourPrimeII115

L’équation (très implicite) pour y prend alors la forme (voir l’astuce de la page 2409)

t´ t0 “ ˘
ż y

ypt0q

ˆ
2k2

ξ
` C

˙´1{2
dξ. (97.980)EqGeneII115IntCsolEqGeneII115IntCsol

Le jeu est maintenant de trouver le C, ainsi que le signe ˘ à choisir et effectuer l’intégrale dans
les différents cas proposés. Calculons donc cette intégrale :

I “
ż d

ξ

Cξ ` k2dξ. (97.981)

Commençons par le changement de variable

u “a
ξ{pCξ ` k2q, dξ “ du

u

k2
a

2pCξ ` k2q2 “
2
k2upCξ ` k2q2du. (97.982)

L’intégrale à calculer devient alors

I “ 2k2
ż

u2

p1´ Cu2q2du, (97.983)

qui se traite avec le changement de variable

v “ 1
1´ Cu2 , du “ p1´ Cu

2q2
2uC dv. (97.984)

Ce sur quoi nous tombons est

I “ k2

C

ż
udv “ k2

C

ˆ
u

1´ Cu2 ´
ż

du

1´ Cu2

˙
. (97.985)IntII115avecCIntII115avecC

Cette intégrale dépend de la valeur de C.
Nous cherchons la valeur de C en reprenant la formule (97.979) pour y1ptq. Nous trouvons

y1p0q “ ?2k “ ˘
ˆ

2k2

yp0q ` C
˙1{2

. (97.986)

Étant donné que yp0q “ 1, nous en déduisons C “ 0. Le signe à choisir est ` parce que k ą 0. Les
conditions initiales données étant en zéro, nous avons t0 “ 0, et nous nous retrouvons à calculer

t “
ż y

1

c
ξ

2k2dξ “
2
3

1?
2k

`
y3{2 ´ 1

˘
. (97.987)

De là, sortir yptq est une opération algébrique simple :

yptq “
„

3
?

2k
2

´
t` 2

3
1?
2k

¯ȷ2{3
“
ˆ

3k?
2
t` 1

˙2{3
. (97.988)

Cherchons maintenant les valeurs de C pour les autres données de Cauchy.
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(2) yp0q “ 1, y1p0q “ 2k. L’équation (97.979) nous donne C :

2k “ ˘
ˆ

2k2

1` C
˙1{2

, (97.989)

donc C “ 2k2. Il faut prendre le signe ` parce que k est positif.
(3) 2k2 ` C “ k2, donc C “ ´k2,
(4) 2k2 ` C “ 0, donc C “ ´2k2.

Dans ces trois cas, la formule générale (97.980) devient

t “ rIsy0 (97.990)EqtIyII115EqtIyII115

parce que t0 “ 0 dans les trois cas.
Passons à la résolution du second problème de Cauchy. L’intégrale (97.985) peut être calculée :

I “ k2

C

ˆ
u

1´ k2u2 ´
ż

du

1´ k2u2

˙
“ u

1´ k2u2 ´
1
2k ln

ˇ̌
ˇ̌ku` 1
ku´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (97.991)

Il faut maintenant faire les changements de variables inverse :

u “ 1
k

d
ξ

ξ ` 1 . (97.992)EqufracII115ciciEqufracII115cici

L’équation (97.990) donne
„
k2

C

ˆ
u

1´ k2u2 ´
ż

du

1´ k2u2

˙
“ u

1´ k2u2 ´
1
2k ln

ˇ̌
ˇ̌ku` 1
ku´ 1

ˇ̌
ˇ̌
ȷy

0
(97.993)

dans laquelle il faut remettre (97.992). Après quelques calculs, nous trouvons

´
?

2
k
´ 1

2k ln
ˇ̌
ˇ̌
?

2` 1?
2´ 1

ˇ̌
ˇ̌ . (97.994)

Passons au second problème de Cauchy. Cette fois,

I “ ´u
1` k2u2 `

1
k

arctanpkuq, (97.995)

et

u “ 1
k

d
ξ

1´ ξ . (97.996)

Encore une fois, il faut utiliser la formule t “ rIst0, et puis remplacer.
Faisons le troisième problème de Cauchy. Cette fois, C “ ´2k2. Étant donné que y1p0q “ 0 et

yp0q “ 1, l’équation de départ devient

y2p0q “ ´k2, (97.997)

qui est négative. Mais comme y1p0q “ 0, la dérivée y1ptq est négative, en tout cas pour les petits t.
Par conséquent, 0 ă yptq ă 1 sur un voisinage de 0 (parce que yp0q “ 1), donc la fraction dans

y1ptq “ ˘
ˆ

2k2 ´ 2k2yptq
yptq

˙
(97.998)

est positive, et il faut choisir le signe ´ afin que y1ptq soit négatif. Nous devons donc, cette fois,
utiliser la formule

t “ ´rIsyptq
0 , (97.999)

et tout ce qui s’ensuit.
Exercise 224 exo_II-1-16

Résoudre
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(1) y2 “ py1q2 ` y2,
(2) ayy2 ` bpy1q2 ` cy2 “ 0

où a et b sont des constantes réelles. corr_II-1-16

Correction of the exercise 224
(1) y2 “ y12 ` y2. Étant donné que la variable t n’intervient pas dans l’équation, poser

z
`
yptq˘ “ y1ptq (97.1000)

permet de diminuer l’ordre de l’équation. Le calcul de y1 et y2 en termes de z est usuel, et il
faut encore utiliser l’astuce

y2ptq “ 1
2
d

dy

´
z2pyq

¯
y“yptq

. (97.1001)

L’équation à résoudre devient

1
2
d

dy

´
z2pyq

¯
y“yptq

“ z
`
yptq˘2 ` yptq2, (97.1002)

où maintenant nous voyons yptq comme variable indépendante, ce qui fait que la fonction
zpuq vérifie l’équation

1
2
d

du
pz2q “ z2 ` u2. (97.1003)

Pour résoudre cela, nous posons vpzq “ z2, et alors v doit vérifier v1

2 “ v`u2, dont la solution
est

vpuq “ Ce2u ´ pu2 ` u` 1
2q. (97.1004)

Nous trouvons donc l’équation suivante pour y1 :

y1ptq “ `
Ce2y ´ y2 ´ y ´ 1

2
˘
, (97.1005)

que nous pouvons résoudre à quadrature près :

t´ t0 “
ż y

y0

dy`
Ce2y ´ y2 ´ y ´ 1

2
˘ . (97.1006)

(2) ayy2` by12` cy2. Dans ce cas-ci, poser z
`
yptq˘ “ y1ptq n’est pas suffisant ; nous posons plutôt

z
`
yptq˘ “ y1ptq2. (97.1007)

La dérivation par rapport à t de cette équation donne

z1`yptq˘y1ptq “ 2y1ptqy2ptq (97.1008)EqDerrtChII116EqDerrtChII116

où z1 désigne la dérivée de z par rapport à sa variable (c’est-à-dire y, et non t). Simplifions 22

par y1ptq, et remplaçons dans l’équation de départ :

ayptq12z
1`yptq˘` bz`yptq˘` cyptq2 “ 0. (97.1009)

Si nous voyons maintenant yptq comme variable de la fonction z, la fonction zpyq vérifie
l’équation différentielle

auz1 ` 2bz ` 2cu2 “ 0, (97.1010)

qui est une équation linéaire. L’équation homogène a pour solution

zHpuq “ Au´2b{a. (97.1011)

22. Je ne sais pas très bien ce qu’il se passe si y1 vaut zéro en un point.
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La méthode de variation des constantes va fournir la solution générale à l’équation non
homogène. L’équation différentielle que nous trouvons pour Apuq est

A1puq “ ´2c
a
u1` 2b

a . (97.1012)EqPourAVarCtII116EqPourAVarCtII116

Avant d’écrire Apuq, il faut distinguer deux cas. En effet, uα s’intègre différemment suivant
que α “ ´1 ou non. Les deux cas à distinguer sont
(2a) 1` 2b{a “ ´1, c’est-à-dire a “ ´b,
(2b) 1` 2b{a ‰ ´1, c’est-à-dire a ‰ ´b.
Dans le premier cas, le plus simple est en fait de remonter à l’équation de départ et d’y
mettre a “ ´b. Ce que nous trouvons est

yy2 ´ y12

y2 “ ´ c
a
. (97.1013)

Si on remarque que le membre de gauche est
`

ln |y|˘2, alors on trouve

ln |y| “ ´ c

2at
2 `At`B, (97.1014)

ou encore
yptq “ α exp

´
´ c

2at
2 `At

¯
(97.1015)

où α est une constante positive parce qu’elle provient de eB.
Pour le second cas (a ‰ ´b), nous continuons en résolvant (97.1012) :

Apuq “ ´ c

a` bu
2p1`b{aq ` L, (97.1016)EqExpAvarII116EqExpAvarII116

et zpuq “ Apuqu´2b{a. En substituant l’expression (97.1016) dans zpuq,

zpuq “ ´ c

a` bu
2 ` Lu´2b{a. (97.1017)

Maintenant nous nous souvenons que z
`
yptq˘ “ y1ptq2, donc nous trouvons une nouvelle

équation pour yptq :
y1ptq2 “ ´ c

a` byptq
2 ` Lypyq´2b{a. (97.1018)

Cette équation est du type
fpy, y1q “ gpyqy12 ` hpyq, (97.1019)

avec gpyq “ 1, fpy, y1q “ 0 et hpyq “ ´ c
a`by

2 ` Ly´2b{a. Il y a une méthode pour elle à la
page II.79, mais je propose d’arrêter ici.

97.24.9 Quelques exemples d’équations résolubles

Exercise 225 exo_II-1-17

Résoudre (éventuellement à quadrature près)
(1) ty1 ´ y ` y lnpyq “ t lnptq,
(2) 3y2y1 ´ ay3 “ 1` t avec a ‰ 0,
(3) py cosptqq1 “ ky3,
(4) 2tyy1 ´ y2 ´ t2 “ 0,
(5) y1 “ typt` yq ´ tp1` tq,
(6) t2y1 ` y2 ´ yt´ t2 “ 0,
(7) p7y2 ´ 4t´ 3ty ´ 3t2qy1 “ yp2` 3t` yq,
(8) y2 “ y1p2` y1 tanpyqq,
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(9) y1 “ ´ty
t2`y2 .

corr_II-1-17

Correction of the exercise 225
(1) Si nous récrivons l’équation sous la forme

y1 “ l lnptq ` y ´ t lnpyq
t

, (97.1020)

nous voyons que l’équation est homogène. Si nous posons v “ yt, nous trouvons

lnptq “
ż

dv

lnpvq , (97.1021)

qui est résolue à quadrature près.
(2) C’est une équation de Bernoulli, sous la forme

3y1 ´ ay “ p1` tqy´2. (97.1022)

En suivant les notations de l’équation (32.337),

aptq “ a

bptq “ 1` t
3

α “ ´2.

(97.1023)

Nous posons z “ y3, et nous avons l’équation différentielle

z1 ´ 3au “ 1` t
3 , (97.1024)

qui est linéaire. La solution pour y est donnée par

y3 “ Ceat ´ 1
a2 pat` a` 1q. (97.1025)

(3) Après avoir utilisé une règle de Leibniz pour dériver y cosptq, nous mettons l’équation sous
la forme

y1 “ ky3

cosptq `
y sinptq
cosptq , (97.1026)

qui est une équation de Bernoulli avec

aptq “ tanptq
bptq “ k

cosptq
α “ 3.

(97.1027)

La solution est

z “ 1
y2 “ C cosptq2 ´ k

2 cosptq2 ln
ˇ̌
ˇ̌1` sinptq
1´ sinptq

ˇ̌
ˇ̌´ k sinptq. (97.1028)

(4) 2tyy1 ´ y2 ´ t2 “ 0. En posant z “ y2, on trouve z1 “ 2yy1, et donc

tz1 ´ z “ t2, (97.1029)

qui est une équation linéaire. Cette équation peut soit se résoudre comme une équation
linéaire, soit en écrivant

tz1 ´ z
t2

“ 1, (97.1030)

et en remarquant que le membre de gauche n’est autre que pz{tq1. Donc z
t “ t` C, et

z “ y2 “ t2 ` Ct. (97.1031)
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(5) y1 “ typt` yq ´ tp1` tq. C’est une équation de Ricatti avec

aptq “ t

bptq “ t2

cptq “ ´tp1` tq,
(97.1032)

dont on devine la solution particulière yptq “ 1. En suivant le schéma général, nous posons
yptq “ 1` 1

uptq , et nous trouvons l’équation linéaire

u1 “ ´p2t` t2qu´ t (97.1033)

pour u. L’équation homogène a pour solution

uH “ K exp
`´ t2 ` t3

3
˘
. (97.1034)

La méthode de variation des constantes donne K sous la forme

K “ ´
ż

exp
`
t2 ` t3

3
˘
. (97.1035)

(6) t2y1 ` y2 ´ yt´ t2 “ 0. Cette équation est Ricatta (avec y “ t comme solution particulière),
mais elle est également une équation homogène. En posant y “ tv, nous trouvons l’équation

tv1 ` v2 “ 1, (97.1036)

qui est une équation à variables séparées.
(7) p7y2 ´ 4t´ 3ty ´ 3t2qy1 “ yp2` 3t` yq. C’est une équation presque exacte, dont M “ y est

un facteur intégrant. Solution :

y2`7
4y

2 ´ 2t´ ty ´ 3
2 t

2˘ “ C. (97.1037)

(8) y2 “ y1p2 ` y1 tanpyqq. La variable t n’entre n’intervient pas explicitement dans l’équation,
donc nous posons z

`
yptq˘ “ y1ptq. Par calcul de dérivation,

y2ptq “ dz

dy

`
yptq˘· y1ptqloomoon

“z
, (97.1038)

et l’équation de départ s’écrit
dz

dy

`
yptq˘· z

`
yptq˘ “ z

`
yptq˘·

´
2` z`yptq˘` tan

`
yptq˘

¯
. (97.1039)

L’équation pour zpuq est donc
z1z “ z

`
2` z tanpuq˘. (97.1040)

Une simplification par z (ce qui revient à perdre les solutions constantes pour y) mène à
l’équation z1 “ 2` z tanpuq, dont les solutions sont données par

z “ 2 tanpyq ` 2K
cospyq , (97.1041)

qu’il faut maintenant identifier y1. L’équation que nous trouvons alors pour y est

y1 “ 2
`

sinpyq `K˘

cospyq , (97.1042)

que nous pouvons récrire sous la forme
`

sinpyq `K˘1 “ 2
`

sinpyq `K˘
, (97.1043)

et dont les solutions sont donc données par

sinpyq `K “ Le2t. (97.1044)
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(9) y1 “ ´ty{pt2 ` y2q. C’est une équation homogène, donc on pose vptq “ yptq{t et on trouve
l’équation

tv1 ` v “ ´ v

1` v2 (97.1045)

que l’on peut remettre sous la forme

1
t

dt

dv
“ 1` v2

vp2` v2q , (97.1046)

ou encore
dt

t
“ 1` v2

vp2` v2qdv. (97.1047)

Afin d’intégrer le second membre, nous décomposons mettons la fraction en fractions simples
que nous cherchons sous la forme

1` v2

vp2` v2q “
A

v
` B

2` v2 . (97.1048)

Un calcul montre que
1` v2

vp2` v2q “
1
2v `

v

2p2` v2q . (97.1049)

L’intégrale est maintenant aisée, et nous trouvons

ln
ˇ̌
ˇ̌1
t

ˇ̌
ˇ̌ “ 1

2 ln |v| ` 1
4 ln |2` v2| ` C. (97.1050)

En manipulant les logarithmes, nous trouvons

ln
ˇ̌
ˇ̌`y

2

t2
` 2

˘` `y
t

˘2
ˇ̌
ˇ̌ “ ln |Ct´4|. (97.1051)

Étant donné que le logarithme est injectif sur R, nous pouvons les simplifier. Le résultat est

y2py2 ` 2t2q “ C. (97.1052)

97.24.10 L’équation différentielle linéaire du second ordre

Exercise 226 exo_II-1-20

On considère l’équation différentielle

tp2´ 3tqpt´ 1qy2 ´ 2p2t´ 1qy1 ´ 2p1´ 3tqy “ 0. (97.1053)

(1) Montrer qu’il existe un seul réel a tel que y “ ya soit solution de l’équation différentielle.
(2) Montrer que le changement de fonction inconnue y “ tax permet de déterminer la solution

générale de l’équation.
corr_II-1-20

Correction of the exercise 226
Exercise 227 exo_II-1-21

On considère l’équation différentielle linéaire du second ordre

Aptqy2 `Bptqy1 ` Cptqy “ 0. (97.1054)

(1) Montrer que si l’on possède une solution y1ptq de cette équation, on peut en déduire la
solution générale par « double quadrature ». S’inspirer de l’exercice 226.
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(2) Montrer que l’équation différentielle peut se ramener à la forme
`
pptqy1˘1 ` qptqy “ 0 (97.1055)

et que si y1ptq en est une solution, sa solution générale est :

yptq “ y1ptq
´
C1 ` C2

ż t

t0

dξ

ppξqy2
1pξq

¯
. (97.1056)

(3) Montrer que si l’on connaît une solution y1 de l’équation
`
pptqy1˘1 ` qptqy “ 0, (97.1057)

on peut déterminer la solution générale de
`
pptqy1˘1 ` qptqy “ rptq. (97.1058)

(4) Résoudre l’équation différentielle

tp2´ 3tqpt´ 1qy2 ´ 2p2t´ 1qy1 ´ 2p1´ 3tqy “ 1. (97.1059)
corr_II-1-21

Correction of the exercise 227
Exercise 228 exo_II-1-22

Monter que le changement de fonction inconnue

zptq “ exp
`´

ż
aptqyptqdt˘ (97.1060)

ramène l’équation de Ricatti
y1 “ aptqy2 ` bptqy ` cptq (97.1061)

à une équation différentielle linéaire du second ordre en la fonction zptq. Quelle propriété de l’équa-
tion de Ricatti peut-on alors déduire de l’exercice 227 ? corr_II-1-22

Correction of the exercise 228
Exercise 229 exo_II-1-23

Résoudre
y2 “ p1` t2qy. (97.1062)

corr_II-1-23

Correction of the exercise 229
Exercise 230 exo_II-1-24

Résoudre par développement en série autour de t “ 0 les équations suivantes :

(1) p1´ t2qy2 ´ 4ty1 ´ 2y “ 0,
(2) y2 ` 2ty1 ` 2y “ 0,

(3) p1´ t2

2 qy2 ` 4ty1 ´ 10y “ 0.
corr_II-1-24

Correction of the exercise 230
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97.24.11 Équation différentielle implicite du premier ordre

Exercise 231 exo_II-1-18

Considérons la famille de droites données sous forme paramétrique (z est le paramètre)
"
x “ z ` 4 (97.1063a)
y “ 6z ` C (97.1063b)

Laquelle de ces droites passe par le point p9, 32q ?
Résoudre les équations différentielles

(1) t “ a`by12

y1

(2) y “ a`by12

y1

où a et b sont des constantes réelles. Discuter, pour chacune des équations, le nombre de solutions
au problème de Cauchy ypt0q “ y0 ; comparer en particulier les cas a “ b “ 1 et a “ b “ ´1.corr_II-1-18

Correction of the exercise 231
La solution de ce type d’équation est donnée sous forme paramétrique aux pages II.82 et II.84

du cours.
(1) Nous posons zptq “ y1ptq, ce qui implique

tpzq “ a` bz2

z
“ fpzq. (97.1064)

Cette équation doit être vue comme t donné en termes du paramètre z. Le jeu est maintenant
de trouver y en fonction du même paramètre z. Ainsi nous aurons la courbe yptq sous forme
paramétrique. Afin d’utiliser la formule du cours, nous calculons

f 1pzq “ bz2 ´ a
z2 , (97.1065)

et nous posons
y “ y0 `

ż z

z0

ξf 1pξqdξ ` C

“ y0 `
ż z

z0

pbξ ` a

ξ
qdξ ` C

“ y0 ` b
ˆ
z2

2 ´ z2
0
2

˙
´ a ln |z{z0| ` C.

(97.1066)

Dans cette expression pour ypzq, nous pouvons rassembler toutes les constantes arbitraires
(y0, C et z0) en une seule :

ypzq “ b

2z
2 ´ a lnpzq ` C. (97.1067)

Pour le problème de Cauchy ypt0q “ y0, il faut d’abord voir pour quelle valeur du paramètre
z nous avons tpzq “ t0. Cela se fait en résolvant l’équation

t0 “ a` bz2
0

z0
(97.1068)

par rapport à z0. Les solutions sont données par

z0 “ t0 ˘
a
t20 ´ 4ab
2b . (97.1069)

Noter que si b “ 0, alors l’équation différentielle de départ est évidente 23, nous supposons
donc que b ‰ 0.
Si a “ b “ 1, nous avons les possibilités

23. Prouvez-vous qu’elle est évidente en écrianve toutes les solutions ! !
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(1a) Si |t0| ą 2, deux solutions,
(1b) Si |t0| ă 2, pas de solutions,
(1c) Si |t0| “ 2, une seule solutions.
Si par contre a “ ´1 “ b, alors nous avons

z0 “ t0 ˘
a
t20 ` 4

´2 , (97.1070)

et donc toujours deux solutions.
Dans tous les cas, la solution se trouve sous forme paramétrique

$
’&
’%

tpzq “ a` bz2

z
, (97.1071a)

ypzq “ b

2z
2 ´ a lnpzq ` C. (97.1071b)

Une fois que z0 est trouvé en fonction de t0, il convient de résoudre ypz0q “ y0 pour fixer la
constante C.

(2) En posant z “ y1, nous écrivons

y “ fpzq “ a` bz2

z
, (97.1072)

qui doit, encore une fois, être vue comme une équation paramétrique. Pour appliquer la
formule du cours, nous calculons

f 1pzq “ bz2 ´ a
z2 , (97.1073)

et nous posons

t “ t0 `
ż z

z0

bξ2 ´ a
ξ3 dξ ` C

“ t0 ` b lnp|z{z0|q ` 2a
ˆ

1
z2 ´

1
z2

0

˙
` C

(97.1074)

Encore une fois, il est important de regrouper toutes les constantes arbitraires (z0, t0 et C)
en une seule :

tpzq “ b lnpzq ` 2a
z2 ` C. (97.1075)

Pour résoudre le problème de Cauchy ypt0q “ y0, nous commençons par trouver pour quelle
valeur z0 du paramètre z nous avons tpz0q “ t0. L’équation à résoudre est

y0 “ a` bz2
0

z0
, (97.1076)

et les solutions sont
z0 “ y0 ˘

a
y2

0 ´ 4ab
2b . (97.1077)

Si a “ b “ 1, nous avons les possibilités
(2a) Si |y0| ă 2, alors il y a deux solutions,
(2b) Si |y0| ą 2, alors il n’y a pas de solutions,
(2c) Si |y0| “ 2, alors il y a une seule solution.
Si a “ ´b “ 1, par contre, il y a toujours deux solutions.

Other resolution
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(1) Nous commençons par dilater les données y “ az et y “ a|ab|u, de telle façon à mettre
l’équation sous la forme

u “ 1` ϵz12

z1 (97.1078)EqII118ufraczzEqII118ufraczz

où ϵ “ ˘1, selon les valeurs de a et b. La solution de l’équation (97.1078) est donné sous
forme paramétrique à la page II.82 du cours :

$
’’&
’’%

upλq “ 1` ϵλ2

λ
(97.1079a)

zpλq “ C `
ż λ

λ0

ξf 1pξqdξ (97.1079b)

où fpξq “ 1`ϵξ2

ξ . L’intégrale n’est pas très compliquée à effectuer :

zpλq “ C `
„
ϵξ2

2 ´ lnpξq
ȷλ

λ0

“ C ` ϵ

2pλ
2 ´ λ2

0q ` ln
ˆ
λ0
λ

˙
. (97.1080)

Le C peut être redéfini pour englober toutes les termes contenant λ0 (qui est une constante
arbitraire). Nous avons donc

$
’’&
’’%

upλq “ 1` ϵλ2

λ
(97.1081a)

zpλq “ C ` ϵλ2

2 ´ lnpλq.EqParmPpurzII118 (97.1081b)

Résolvons le problème de Cauchy zpu0q “ z0. Pour cela, cherchons la valeur λ0 du paramètre
pour lequel upλq “ u0. Il vient l’équation

ϵλ2
0 ´ u0λ` 1 “ 0, (97.1082)

dont la solution est
λ0 “ u0 ˘

a
u2

0 ´ 4ϵ
2ϵ . (97.1083)

Il suffit maintenant de remplacer cette valeur dans l’équation (97.1081b) de zpλq. Il faut
distinguer les cas ϵ “ ˘1.
Étudions d’abord le cas ϵ “ ´1. Dans ce cas,

a
u2

0 ´ 4ϵ existe toujours (c’est-à-dire pour tout
u0). Nous trouvons donc deux valeurs pour la constante C dans (97.1081b), données par

Cpiq “ z0 ´ ϵpλpiq
0 q2
2 ´ lnpλpiq

0 q (97.1084)

où
λ

p1q
0 “ ´u0 ´

a
u2

0 ` 4
2 , λ

p2q
0 “ ´u0 `

a
u2

0 ` 4
2

(97.1085)

Dans le cas où ϵ “ 1, la racine n’existe pas toujours.
(1a) Si ´2 ă u0 ă 2, il n’y a aucune solutions.
(1b) Si u0 “ ˘2, il y a une seule solution.
(1c) Si u0 ą 2 ou u0 ă ´2, il y a deux solutions.
Toutes ces solutions s’obtiennent par la même méthode que plus haut.
Cette multiplicité de solutions peut être vue en récrivant l’équation de départ (97.1078) sous
la forme

z1 “ u˘?u2 ` 4ϵ
2ϵ , (97.1086)

qui sont réellement deux équations différentielles différentes qui peuvent être résolues moyen-
nant le calcul de l’intégrale

ş?
u2 ` 4ϵdu.
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(2) y “ pa ` by12q{y1. Comme précédemment, nous écrivons l’équation sous la forme y “ p1 `
ϵy12q{y1 avec ϵ “ ˘1. Cette fois, la forme paramétrique de la solution est donné à la page
II.84 :

$
’’&
’’%

ypλq “ 1` ϵλ2

λ
(97.1087a)

tpλq “ t0 `
ż λ

λ0

f 1pξq
ξ

dξ (97.1087b)

où fpξq “ p1` ϵξ2q{ξ. L’intégrale n’est pas très difficile à effectuer, et nous avons
$
’&
’%

ypλq “ 1` ϵλ2

λ
(97.1088a)

tpλq “ C ` ϵ lnpλq ` 1
2λ2 . (97.1088b)

Encore une fois, il y avait moyen de résoudre cette équation par une autre voie : yy1 “ 1` ϵy12
peut être résolue algébriquement en fonction de y1 pour donner

y1 “ y ˘a
y2 ` 4ϵ

2ϵ , (97.1089)

qui sont deux équations à variables séparées.
Exercise 232 exo_II-1-19

Résoudre l’équation différentielle

y “ p1` y12q1{2. (97.1090)

Représenter graphiquement les solutions. Donner les solutions correspondant aux conditions ini-
tiales suivantes :

(1) yp0q “ coshp1q,
(2) yp0q “ 1,
(3) yp0q “ 0.

corr_II-1-19

Correction of the exercise 232
y “ p1`y12q1{2. Avant de passer en paramétrique, il faut vérifier que y1 n’est pas une constante.

En effet, si tel était le cas, alors l’équation ypλq “ p1` λ2q1{2 ne serait valable que pour une seule
valeur du paramètre (λ “ C), ce qui est un peu pas trop bien pour une équation paramétrique.

Quoi qu’il en soit, la seule solution avec y1 “ C est y1 “ 0 et donc y “ 1.
Les autres solutions sont obtenues de façon paramétrique :

$
’&
’%

ypλq “ p1` λ2q1{3 (97.1091a)

tpλq “ t0 `
ż λ

λ0

f 1pξq
ξ

dξ (97.1091b)

où fpξq “ p1` ξ2q1{2. Nous devons donc intégrer 1{a1` ξ2. Le formulaire donne
ż

dv?
v2 ˘ a2 “ ln |v `

a
v2 ˘ a2| ` C. (97.1092)

Lemme 97.3.
Nous avons la formule

arcsinhpaq “ lnpa`
a
a2 ` 1q (97.1093)

pour l’inverse du sinus hyperbolique.
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Démonstration. Nous avons x “ arcsinhpaq, lorsque ex ´ e´x “ 2a. Posons y “ ex, et résolvons

y ` 1
y
“ 2a (97.1094)

par rapport à y. Il y a deux solutions : y “ a˘?a2 ` 1. La solution a´?a2 ` 1 est à rejeter parce
que y “ ex ą 0. Donc il ne reste que

x “ lnpa`
a
a2 ` 1q. (97.1095)

Par conséquent,
tpλq “ t0 ` arcsinhpλq ´ arcsinhpλ0q. (97.1096)

Cette relation peut être inversée pour connaitre λ en fonction de t :

λptq “ sinhpt´ Cq (97.1097)

où nous avons, comme toujours, regroupé toutes les constantes dans une seule constante C. De
cette façon, nous pouvons donner une forme explicite pour yptq :

yptq “ y
`
λptq˘ “ `

1` λptq2˘1{2 “ coshpt´ Cq. (97.1098)

Nous avons donc comme solution générale de l’équation différentielle : yptq “ coshpt´ Cq.

Other resolution
Nous pouvons résoudre y “ p1` y12q1{2 algébriquement par rapport à y1ptq :

y1ptq “ ˘
a
y2 ´ 1, (97.1099)

ce qui mène à
dya
y2 ´ 1

“ ˘dt, (97.1100)

et donc yptq “ ˘ coshpt ´ Cq. Le choix de ˘ se fixe en remontant à l’équation de départ : y “
p1` y12q1{2 demande y ą 0, et donc le choix de y “ coshpt` Cq.

Nous pouvons à présent résoudre quelques problèmes de Cauchy.
(1) yp0q “ coshp1q. Nous avons coshpCq “ coshp1q, donc C “ ˘1 (je rappelle que le cosinus

hyperbolique est une fonction paire), et donc deux solutions :

yptq “ coshpt˘ 1q. (97.1101)

(2) yp0q “ 1. Nous trouvons facilement C “ 0 et donc y “ coshptq. Ne pas oublier la solution
y “ 1 que nous avons mentionné plus haut.

(3) yp0q “ 0, pas de solutions.
Exercise 233 exo_II-1-28

Résoudre l’équation de Clairaut
y “ ty1 ` 1

y12 (97.1102)

et les problèmes de Cauchy suivants :
(1) yp1q “ 2,
(2) yp2q “ 3,
(3) yp0q “ 1,
(4) yp0q “ ´1,
(5) yp3q “ ´2.
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corr_II-1-28

Correction of the exercise 233
La théorie se trouve à la page II.85 du cours. En suivant ces notations, nous avons ici fpy1q “

1{y12, dont l’ensemble de définition est R0. Donc pour tout c P R0, la droite

ycptq “ ct` 1
c2 (97.1103)EqII128lignesEqII128lignes

est solution. Nous trouvons les constantes c qui correspondent au problème de Cauchy ypt0q “ y0
en résolvant l’équation

c2y0 ´ c3t0 ´ 1 “ 0. (97.1104)EqTrouverFDroitesII128EqTrouverFDroitesII128

En vertu de ce qui est écrit au bas de la page II.86, l’enveloppe est donnée paramétriquement par
"
tpλq “ ´f 1pλq (97.1105a)
ypλq “ ´f 1pλqλ` fpλq (97.1105b)

où fpλq “ 1{λ2. En remplaçant,
$
’&
’%

tpλq “ 2
λ3 (97.1106a)

ypλq “ 3
λ2 . (97.1106b)

La relation tpλq peut être inversée : λ “ 3
a

2{t, et donc

yptq “ 3
ˆ

2
t

˙´2{3
. (97.1107)

Cette dernière équation est plus belle sous la forme

y3
Eptq “

27
4 t

2. (97.1108)

Étudions maintenant les problèmes de Cauchy proposés.
(1) yp1q “ 2. Étant donné que le point p1, 2q n’est pas sur yE , regardons si il ne serait pas sur

une des droites, c’est-à-dire : résolvons ycp1q “ 2 par rapport à c. Nous trouvons les solutions

c1 “ 1 c2 “ ´
?

5` 1
2 c3 “

?
5` 1
2 . (97.1109)

Les trois solutions correspondantes s’obtiennent en mettant ci dans l’équation des droites
(97.1103).

(2) yp2q “ 3. Le point p2, 3q est sur l’enveloppe, et l’équation (97.1104) à résoudre pour trouver
les droites est

3c2 ´ 2c3 ´ 1 “ 0, (97.1110)

les solution sont alors c “ ´1
2 et c “ 1. Les droites solutions sont donc

$
&
%
y1ptq “ 1

2 t` 4 (97.1111a)

y2ptq “ t` 1. (97.1111b)

(3) yp0q “ 1. Le point p0, 1q n’est pas sur l’enveloppe, et les droites sont données par c “ ˘1.
(4) yp0q “ ´1. Ce n’est pas sur l’enveloppe, et il n’y a pas de solutions à l’équation (97.1104).

Pas du tout de solutions dans ce cas-ci.
(5) yp3q “ ´2. Cela n’est pas sur l’enveloppe, et une seule droite c “ ´1, c’est-à-dire y “ ´t`1.
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Exercise 234 exo_II-1-25

Résoudre l’équation de Lagrange
y “ y1 ` ty2. (97.1112)

corr_II-1-25

Correction of the exercise 234
Exercise 235 exo_II-1-26

Appliquer le principe d’intégration par différentiation (cf. 5.f, page II.89) pour résoudre l’équa-
tion

ty12 ` pt´ yqy1 ´ y “ 0. (97.1113)
corr_II-1-26

Correction of the exercise 235
Exercise 236 exo_II-1-27

Dans un plan rapporté à des coordonnées cartésiennes Oxy, déterminer les courbes telles qu’en
tout point de la courbe, le segment de sa tangente en ce point, compris entre les axes de coordonnées,
ait une longueur constante. corr_II-1-27

Correction of the exercise 236

97.25 Systèmes différentiels linéaires à coefficients constants

Exercise 237 exo_II-2-01

Résoudre les systèmes différentiels suivants :
(1)

"
x1 ` x` y “ 0 (97.1114a)
y1 ´ 2x´ y “ 0. (97.1114b)

(2)
"
x1 ` x` y “ 0 (97.1115a)
y1 ´ x` 3y “ 0. (97.1115b)

(3)
$
’&
’%

x1 “ 2x` y ` z (97.1116a)
y1 “ x` 2y ` z (97.1116b)
z1 “ x` y ` 2z (97.1116c)

(4)
$
’’’&
’’’%

x1
1 “ x3 (97.1117a)
x1

2 “ 2x1 ` x4 (97.1117b)
x1

3 “ ´x1 ` 2x4 (97.1117c)
x1

4 “ 0. (97.1117d)

(5)
$
’’’&
’’’%

x1 “ 1
2px´ y ` zq (97.1118a)

t1 “ 1
2py ´ zq (97.1118b)

z1 “ x (97.1118c)
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(6)
"
x1 “ x´ y ` et (97.1119a)
y1 “ x` y ` e2t. (97.1119b)

corr_II-2-01

Correction of the exercise 237

(1) Le système s’écrit sous la forme
ˆ
x1
y1
˙
“
ˆ´1 ´1

2 1

˙ˆ
x
y

˙
. (97.1120)

Les valeurs propres de la matrice sont données par l’annulation du déterminant∣∣∣∣∣´1´ λ ´1
2 1´ λ

∣∣∣∣∣ “ 0. (97.1121)

Les solutions sont λ “ ˘i. Le vecteur propre pour la valeur propre i est donné par

v1 “
ˆ

1
´i´ 1

˙
(97.1122)

Le vecteur propre pour la valeur ´i est le complexe conjugué 24 de v1 :

v2 “ v1̊ “
ˆ

1
i´ 1

˙
. (97.1123)

Les deux valeurs propres sont donc dans le cas (3) de la recette de la page 2417. La solution
du système s’écrit donc comme une combinaison linéaire

ˆ
x
y

˙
“ C1

ˆ
1

´i´ 1

˙
eit ` C2

ˆ
1

i´ 1

˙
e´it (97.1124)

où C1, C2 P C.
Cette solution est réelle si et seulement si C1 “ C̄2. Si C1 “ a ` bi et C2 “ a ´ bi, alors les
solutions prennent la forme

"
xptq “ a cosptq ` b sinptq (97.1125a)
yptq “ ´pa` bq cosptq ` pa´ bq sinptq. (97.1125b)

Other resolution
Il y a moyen de résoudre cet exercice en calculant explicitement l’exponentielle de

A “
ˆ´1 ´1

2 1

˙
. (97.1126)

D’abord, nous considérons M1, la matrice qui agit comme l’identité sur le vecteur propre de
λ1 et qui donne zéro sur le vecteur propre de λ2, et M2, le contraire 25. Dans ce cas, pour toute
fonction analytique (c’est-à-dire pour toute fonction qui se définit par un développement en
série de puissances), nous avons

fpAq “ fpλ1qM1 ` fpλ2qM2. (97.1127)EqfAII201EqfAII201

24. Parce que si Av “ λv, alors A˚v˚ “ λ˚v˚, tandis que A˚
“ A et que les deux valeurs propres sont complexes

conjuguées.
25. Notez déjà que cela n’est possible que parce que nous avons une base de vecteurs propres.
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En faisant fpxq “ x0, nous avons fpAq “ 1 et fpλ1q “ fpλ2q “ 1, donc

1 “M1 `M2. (97.1128)EqMMII201aEqMMII201a

En prenant d’autre part fpxq “ x´ i, nous avons

A´ i1 “ ´2iM2. (97.1129)EqMMII201bEqMMII201b

En combinant (97.1128) et (97.1129), nous trouvons

M1 “ 1
2p1´ iAq

M2 “ 1
2p1` iAq.

(97.1130)

Donc, en utilisant la formule (97.1127) avec f “ exp, nous avons

etA “ eit
1
2p1´ i1q ` e

´it 1
2p1´ iAq. (97.1131)EqExpMatrAII201EqExpMatrAII201

Maintenant, la solution du système est donnée par
ˆ
x
y

˙
“
ˆ

cosptq ´ sinptq ´ sinptq
2 sinptq cosptq ` sinptq

˙ˆ
x0
y0

˙
. (97.1132)

Tu sais comment vérifier que (97.1131) est bien l’exponentielle de tA ? En utilisant la pro-
position 1 de la page II.40. Dérivons donc l’équation (97.1131) par rapport à t, et posons
t “ 0.

d

dt

`
eit

1
2p1´ iAq ` e

´it 1
2p1` iAq

˘
t“0 “

1
2pi1`A´ i1`Aq “ A. (97.1133)

(2) Dans ce système,

A “
ˆ´1 ´1

1 ´3

˙
, (97.1134)

et le polynôme caractéristique est

ppλq “ λ2 ` 4λ` 4 “ 0. (97.1135)

Cela a une solution unique λ “ ´2 de multiplicité deux. Il n’y a hélas que un seul vecteur
propre (à multiple près) :

v “
ˆ
a
a

˙
. (97.1136)

Nous sommes donc dans le cas où il y a un seul vecteur pour une valeur propre multiple,
c’est-à-dire le point (5) de la page 2418. Nous cherchons donc des solutions sous la forme

ˆ
at` c
at` d

˙
e´2t (97.1137)

où l’on a, conformément à la recette, prit le vecteur
ˆ
a
a

˙
comme coefficient de eλt. Nous

injections cette solution dans le système pour tenter de fixer a, c et d. Après quelques calculs
et après simplification par e´2t, nous tombons sur le système

"
a´ c` d “ 0 (97.1138a)
a´ c` d “ 0, (97.1138b)

donc a “ c´ d. La solution du système est donc
ˆ
x
y

˙
“
ˆpc´ dqt` c
pc´ dqt` d

˙
e´2t. (97.1139)
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Cette solution peut être rendue un peu plus jolie en changeant le nom des constantes :
ˆ
x
y

˙
“
ˆ

at` b
at` pb´ aq

˙
e´2t. (97.1140)

Cette solution est réelle lorsque a, b P R.

Other resolution
Nous pouvons, ici aussi, résoudre le système en calculant l’exponentielle de la matrice. Le
problème est cependant plus compliqué parce que nous avons un seul vecteur propre. Il n’est
donc pas possible de définir les matrices M1 et M2 de l’équation (97.1127).
C’est pour parer à cette carence de vecteurs propres qu’on a inventé la forme de Jordan.
Prenons une matrice B, et mettons la sous la forme B “ λ1`N , c’est-à-dire

B “

¨
˚̊
˝

λ 1
λ 1

λ 1
λ

˛
‹‹‚, (97.1141)

et

N “

¨
˚̊
˝

1
1

1

˛
‹‹‚. (97.1142)

Il est vite vu qu’en calculant les puissances de N , la diagonale de 1 se décale. Dans le cas de

matrices 2 ˆ 2, nous avons B “
ˆ

0 1
0 0

˙
, et N2 “ 0. Donc, B2 “ pλ1 `Nq2 “ λ21 ` 2λN .

En calculant la puissance suivante de B, nous trouvons

B3 “ B2pλ1`Nq “ λ21` 3λ2N, (97.1143)

et aucun terme en N2 pacque N2 “ 0. Par conséquent, lorsque B est sous forme de Jordan,

fpBq “ fpλq1` f 1pλqN. (97.1144)EqExpBJordanII201EqExpBJordanII201

Dans le problème qui nous occupe, A n’est pas sous forme de Jordan. Au lieu d’avoir
(97.1144), nous avons

fpAq “ fpλqM1 ` f 1pλqM2 (97.1145)

où M1 et M2 sont des matrices à déterminer. Nous trouvons facilement que M1 “ 1 et
M2 “ A` 21.

(3) C’est un système 3ˆ 3, avec pour matrice

A “
¨
˝

2 1 1
1 2 1
1 1 2

˛
‚. (97.1146)

L’équation caractéristique est

´λ3 ` 6λ2 ´ 9λ` 4 “ pλ´ 1qp´λ2 ` 5λ´ 4q “ 0. (97.1147)

Les solutions sont λ1 “ 4 et λ2 “ 1. La seconde est de multiplicité deux. La valeur propre 4

a pour vecteur propre

¨
˝
a
a
a

˛
‚, et la valeur double 1 a deux vecteurs propres :

¨
˝
b
0
´b

˛
‚et

¨
˝

0
c
´c

˛
‚.
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Nous sommes donc dans un cas où toutes les valeurs propres ont leur bon nombre de vecteurs
propres, et la solution est simplement

¨
˝
x
y
z

˛
‚“

¨
˝
a
a
a

˛
‚e4t `

¨
˝
b
0
b

˛
‚et `

¨
˝

0
c
´c

˛
‚et. (97.1148)

Other resolution
Il y a une autre façon de résoudre ce système. Remarquons en effet que x1`y1`z1 “ 4px`y`zq,
donc

x` y ` z “ Ke4t. (97.1149)
Par conséquent, nous avons

x1 “ 2x` y ` p´x´ y `Ke4tq
y1 “ c` 2y ` p´x´ y `Ke4tq. (97.1150)

Nous en déduisons que
x1 “ x`Ke4t

y1 “ y `Ke4t,
(97.1151)

et donc
x “ Cet ` K

3 e
4t

y “ Det ` K

3 e
4t.

(97.1152)

(4) La matrice est

A “

¨
˚̊
˝

0 0 1 0
2 0 0 1
´1 0 0 2
0 0 0 0

˛
‹‹‚. (97.1153)

Vu qu’il y a une ligne de zéros, le déterminant de cette matrice est nul, et il y aura certai-
nement λ “ 0 comme valeur propre. Le polynôme caractéristique est en effet λ4 ` λ2, et les
valeurs propres sont λ1 “ i, λ2 “ ´i et λ3 “ λ4 “ 0. Les vecteurs propres sont

v1 “

¨
˚̊
˝

1
´2i
i
0

˛
‹‹‚, v2 “

¨
˚̊
˝

1
2i
´i
0

˛
‹‹‚, v3 “

¨
˚̊
˝

0
a
0
0

˛
‹‹‚. (97.1154)

Il n’y a que un seul vecteur propre pour la valeur propre zéro. Les deux valeurs propres
« comme il faut » fournissent les solutions

x̄ “ C1

¨
˚̊
˝

1
´2i
i
0

˛
‹‹‚e

it ` C2

¨
˚̊
˝

1
2i
´i
0

˛
‹‹‚e

´it. (97.1155)

Les solutions correspondantes à la troisième valeur propre sont à chercher sous la forme

x̄ “ pāt` b̄qeiλ3t où ā “

¨
˚̊
˝

0
a
0
0

˛
‹‹‚ et λ3 “ 0. Nous cherchons donc x̄ sous la forme

x̄ “

¨
˚̊
˝

0` b1
a2t` b2
0` b3
0` b4

˛
‹‹‚. (97.1156)
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Le système pour les constantes a2 et bi est
$
’’’&
’’’%

0 “ b3 (97.1157a)
a2 “ 2b1 ` b4 (97.1157b)
0 “ ´b1 ` 2b4 (97.1157c)
0 “ 0. (97.1157d)

Nous en déduisons donc la solution générale du système proposé :

x̄ “ C1

¨
˚̊
˝

1
´2i
i
0

˛
‹‹‚e

it ` C2

¨
˚̊
˝

1
2i
´i
0

˛
‹‹‚e

´it `

¨
˚̊
˝

2a{5
at` b2

0
a{5

˛
‹‹‚ (97.1158)

avec C1, C2, a et b2 comme constantes.
(5) La matrice est

A “
¨
˝

1{2 ´1{2 1{2
0 1{2 ´1{2
1 0 0

˛
‚, (97.1159)

dont le polynôme caractéristique est detpA´λ1q “ ´λ3`λ2` λ
4 . Les solutions sont λ1 “ 0,

λ2 “ 1`?
2

2 et λ3 “ 1´?
2

2 ; les vecteurs propres correspondants sont

v1 “
¨
˝

0
1
1

˛
‚, v2 “

¨
˝
´

?
2

2 ´ 1
1

´?2

˛
‚, v3 “

¨
˝

?
2

2 ´ 1
1?
2

˛
‚. (97.1160)

La solution du système s’écrit donc sous la forme

x̄ “ A

¨
˝

0
1
1

˛
‚`B

¨
˝
´

?
2

2 ´ 1
1

´?2

˛
‚eλ2t ` C

¨
˝

?
2

2 ´ 1
1?
2

˛
‚eλ3t. (97.1161)

(6) Pour un système non homogène, il y a la proposition 1 de la page II.35 qui dit qu’il faut trouver
la solution générale du système homogène associé, et lui ajouter une solution particulière du
système non homogène. Dans le cas présent, le système homogène a pour solutions

x̄H “ C1

ˆ
1
´i

˙
ep1`iqt ` C2

ˆ
1
i

˙
e1´it. (97.1162)

Pour le système non homogène, nous essayons une solution de la forme

x̄P “
ˆ
αet ` βe2t

γet ` δe2t

˙
, (97.1163)

qu’on injecte dans l’équation

x̄1
P “

ˆ
1 ´1
1 1

˙
x̄P `

ˆ
et

e2t

˙
. (97.1164)

Après un certain nombre de calculs, nous trouvons

α “ 0
β “ ´1{2
γ “ 1
δ “ 1{2,

(97.1165)

et donc la solution particulière est

x̄P “
ˆ ´1

2e
2t

et ` 1
2e

2t.

˙
. (97.1166)
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Exercise 238 exo_II-2-02

Trouver, par la méthode de variation des constantes, les solutions réelles du système
"
x1 “ ay ´ 2a (97.1167a)
y1 “ ´ax` a. (97.1167b)

Montrer qu’il existe une façon plus facile d’obtenir la solution. corr_II-2-02

Correction of the exercise 238
La matrice du système homogène est

ˆ
0 a
´a 0

˙
, et les valeurs propres sont λ “ ˘ia. Les

vecteurs propres correspondants sont

v1 “
ˆ

1
i

˙
, v2 “

ˆ
1
´i

˙
. (97.1168)

Le système homogène a donc comme solutions

xH “ C1

ˆ
1
i

˙
eiat ` C2

ˆ
1
´i

˙
e´iat. (97.1169)

Les solutions réelles sont
xH “

ˆ
A
B

˙
cospatq `

ˆ
B
´A

˙
sinpatq. (97.1170)

Le principe de la variation des constantes consiste à poser A “ Aptq et B “ Bptq. La dérivation de
x ne pose pas trop de problèmes :

x1 “
ˆ
A1 ` aB
B1 ´ aA

˙
cospatq `

ˆ
B1 ´ aA
´A1 ´ aB

˙
sinpatq, (97.1171)

que l’on remet dans le système de départ. Ce que nous obtenons est
"
A1 cospatq `B1 sinpatq “ ´2a (97.1172a)
B1 cospatq ´A1 sinpatq “ a. (97.1172b)

Afin de trouver les fonctions inconnues A et B, nous commençons par résoudre ce système algé-
briquement par rapport à A1 et B1. Nous obtenons

"
A1ptq “ ´a sinpatq ´ 2a cospatq (97.1173a)
B1ptq “ ´2a sinpatq ` a cospatq. (97.1173b)

Ces deux équations sont maintenant solubles par simple quadrature.
"
Aptq “ cospatq ´ 2 sinpatq ` C1 (97.1174a)
Bptq “ 2 cospatq ` sinpatq ` C2. (97.1174b)

La solution générale du système est donc

x “
ˆ

cospatq ´ 2 sinpatq ` C1
2 cospatq ` sinpatq ` C2

˙
cospatq `

ˆ
2 cospatq ` sinpatq ` C2
´ cospatq ` 2 sinpatq ´ C1

˙

“
ˆ

1` C2 sinpatq ` C1 cospatq
2` C2 cos1patq ´ C1 sinpatq

˙
.

(97.1175)

Ceci est pour la variation des constantes. Il y a cependant une façon plus facile de résoudre le
système.

D’abord, le système se récrit
"
x1 “ apy ´ 2q (97.1176a)
y1 “ ´apx´ 1q, (97.1176b)
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ce qui nous incite à faire le changement de variable u “ x´ 1 et v “ y ´ 2. Le système devient
"
u1 “ av (97.1177a)
v1 “ ´au. (97.1177b)

En dérivant la première équation, u2 “ ´a2u, ce qui donne tout ce suite

u “ C1 cospatq ` C2 sinpatq. (97.1178)

Ensuite v se trouve en faisant v “ u1{a.
Exercise 239 exo_II-2-03

corr_II-2-03

Correction of the exercise 239
Exercise 240 exo_II-2-04

corr_II-2-04

Correction of the exercise 240
Exercise 241 exo_II-2-05

corr_II-2-05

Correction of the exercise 241
Exercise 242 exo_II-2-06

corr_II-2-06

Correction of the exercise 242
Exercise 243 exo_II-2-07

corr_II-2-07

Correction of the exercise 243
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Chapitre 98

Exercices pour analyse CTU

98.1 TD 1 : Fonctions monotones, bijections

Exercise 244 exoanalyseCTU-0020

(1) Donner le tableau de variations de la fonction exponentielle.
(2) Expliciter les renseignements fournis par ce tableau de variations.
(3) Donner l’allure de la courbe représentative de la fonction exponentielle.

corranalyseCTU-0020

Correction of the exercise 244
Le tableau de variations de la fonction exponentielle :

x ´8 `8
`8

ex Õ
0

Le tableau indique les limites limxÑ´8 ex “ 0, limxÑ8 ex “ 8. De plus la flèche indique que
la fonction est strictement monotone croissante.

Le graphe de la fonction exponentielle (qui doit être absolument connu) est comme ceci :

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2

1

2

3

4

5

Exercise 245 exostarterST-0002

Soit f la fonction définie sur R par : fpxq “
$
&
%

x` 1 si x ă ´1
2x si ´1 ď x ď 1

4´ x si x ą 1

(1) La fonction f est-elle monotone sur R ?
(2) Tracer la représentation graphique de f .

4853
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(3) La fonction f est-elle continue sur R ?
(4) Déterminer les antécédents éventuels de 1 par la fonction f .

corrstarterST-0002

Correction of the exercise 245
La fonction n’est pas monotone parce qu’elle est tantôt croissante (les parties x ` 1 et 2x),

tantôt décroissante (la partie 4´ x).
Le graphe de la fonction f est en trois parties :

‚

‚

‚
Z1

‚Z2

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2 3 4 5

´4

´3

´2

´1

1

2

3

Les points bleus représentent des points sur le graphe de la fonction. Le graphe se poursuit à l’infini
tant à gauche qu’à droite.

Il est visible qu’elle n’est pas continue en x “ ´1 et x “ 1. La justification précise est que

lim
xÑ´1

fpxq (98.1)

n’existe pas parce que limxÑ´1´ fpxq “ limxÑ´1 x`1 “ 0 alors que limxÑ´1` fpxq “ limxÑ´1 2x “
´2.

La fonction f admet deux antécédents de ´1 : x “ 1
2 et x “ 3. Ils sont visibles sur le graphe

aux points Z1 et Z2. Formellement, il s’agit de résoudre l’équation

fpxq “ 1. (98.2)

Exercise 246 exoanalyseCTU-0022

On pourra répondre en proposant une représentation graphique possible des fonctions.
(1) On sait que la fonction f1 est strictement croissante sur chacun des intervalles ra, bs et sb, cs.

Peut-on affirmer qu’elle est strictement croissante sur l’intervalle ra, cs ?
(2) Déterminer une fonction f2 et un intervalle I tels que la fonction f2 ne soit pas bijective de

I dans f2pIq.
(3) Déterminer une fonction f3 et un intervalle J tels que la fonction f3 soit bijective de J dans

f3pJq, mais non monotone.
corranalyseCTU-0022

Correction of the exercise 246
(1) Non : la fonction peut « faire un saut » et redescendre juste en b. Par exemple la fonction

fpxq “
#
x si ´ 1 ď x ď 5
x´ 8 si x ą 5

(98.3)EqKZMooQyBmFNEqKZMooQyBmFN

est croissante sur r´1, 5s et sur s5, 10s mais fp4q “ 4 alors que fp6q “ ´2.
Il est recommandé de faire un dessin de la fonction (98.3).
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(2) Une fonction f est toujours surjective vers l’intervalle fpIq. Nous devons donc chercher une
fonction qui ne soit pas injective. La fonction sinus en est le parfait exemple. Nous pouvons
donc proposer f2pxq “ sinpxq et I “ R.

(3) Voici le graphique d’une fonction bijective de r0, 1s vers lui-même :

‚

o

‚

‚

1

1

Le point blanc indique un point qui n’est pas sur le graphe. Ici fp1{2q “ 1 et non fp1{2q “ 1{2.
Soyez capable d’en donner une expression analytique.

Exercise 247 exoautoanalyseCTU-1Soit f la fonction définie sur R par : fpxq “

$
’&
’%

x

2 si x ă 0
3p1´ xq si 0 ď x ď 1

3x si x ą 1

(1) Tracer la représentation graphique de f et donner son tableau de variations.

(2) On note y un nombre réel, déterminer les antécédents éventuels de y par la fonction f .
corrautoanalyseCTU-1

Correction of the exercise 247

‚

‚o

o

´5 ´4 ´3 ´2 ´1 1 2

´3

´2

´1

1

2

3

4

5

6
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Le tableau de variations est ceci :

x ´8 0´ 0 1 1` 8
`8

Õ
3 3

fpxq Œ
0 0

Õ
´8

les colonnes 0´ et 1` ne correspondent pas à des valeurs effectivement atteintes par la fonction,
mais seulement les limites.

En ce qui concerne les antécédents, nous avons de la chance : la fonction est injective. Aucun
nombre ne possède plusieurs antécédents. Il est donc possible d’écrire la fonction réciproque f´1

de la façon suivante :

f´1pyq “

$
’&
’%

2y si y P s´8, 0r
1´ y

3 si y P r0, 3s
`y

3 si y P s3,8r.
(98.4)

Exercise 248 exoautoanalyseCTU-2

Soit f la fonction définie sur R par fpxq “ x3 ` x` 1.
(1) Étudier les variations de f .
(2) Justifier que f est une bijection de R dans un intervalle que l’on précisera.
(3) Soit g la bijection réciproque de f . Préciser l’ensemble de définition de g et calculer g1p3q.

corrautoanalyseCTU-2

Correction of the exercise 248

(1) La fonction dérivée de f est f 1pxq “ 3x2 ` 1. Il s’agit d’une fonction positive définie sur R.
La fonction f est donc strictement monotone croissante.

(2) Par le point précédent nous savons que f est strictement monotone sur son ensemble de
définition, qui est R tout entier. La fonction f est donc une bijection de R dans son image.
Pour trouver l’image de f nous nous rappelons que limxÑ˘8 fpxq “ ˘8 et que f est continue
(toute fonction polynomiale est continue). Le théorème des valeurs intermédiaires 10.91 nous
dit alors que l’image de f est R tout entier.

(3) Il n’est pas aisé d’écrire g, la bijection réciproque de f , sous une forme analytique explicite.
Par conséquent nous sommes obligés à répondre aux questions de ce point en utilisant les
informations que nous avons sur f . D’abord, l’ensemble de définition de g est l’image de f ,
qui est R. Ensuite, la dérivée de g en x “ 3 peut être calculée à partir de la formule (12.450)

g1p3q “ 1
f 1pgp3qq “

1
3pgp3qq2 ` 1 .

La valeur de gp3q est la solution de fpxq “ 3, c’est-à-dire x3 ` x ` 1 “ 3, on peut écrire
xpx2 ` 1q “ 2 et remarquer que x “ 1 est une solution de cette équation. C’est d’ailleurs la
seule solution, car f est une bijection. On a donc g1p3q “ 1{4.

Exercise 249 exodevoir1ajout

Soit f la fonction définie sur R˚ par fpxq “ ´x3 ` 1
x ` 2.

(1) Étudier les variations de f .
(2) Justifier que f est une bijection de R˚,` dans un intervalle que l’on précisera.
(3) Soit g la bijection réciproque de f . Préciser l’ensemble de définition de g et calculer g1p2q.
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98.2 TD 2 : Dérivation, fonction composées

Exercise 250 exostarterST-0006

Soient fpxq “ ?x´ 1 et gpxq “ 1
lnpxq .

(1) Trouvez les domaines de définition de f et de g.
(2) Écrivez les expressions explicites et trouvez les domaines de définition des fonctions composées

h1pxq “ f ˝ gpxq et h2pxq “ g ˝ fpxq.
(3) Trouvez l’expression des fonctions dérivées de h1 et h2, h1

1 et h1
2.

corrstarterST-0006
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(1) On a Domainef “ tx P R tels que x´ 1 ě 0u “ r1,`8r et Domaineg “ tx P R tels que x ą
0, et lnpxq ‰ 0u “s0, 1rYs1,`8r.

(2) Les expressions explicites de h1 et h2 sont

h1pxq “ f ˝ gpxq “
d

1
lnpxq ´ 1,

et
h2pxq “ g ˝ fpxq “ 1

ln
`?
x´ 1

˘ .

Leurs ensembles de définition sont

Domaineh1 “
"
x P R tels que lnpxq ‰ 0 et 1

lnpxq ´ 1 ě 0
*

“ tx P R tels que 0 ă lnpxq ď 1u “s1, es.
et

Domaineh2 “
␣
x P R tels que

?
x´ 1 ą 0, et lnp?x´ 1q ‰ 0

(

“ tx P R tels que x ą 1 et x´ 1 ‰ 1u “s1, 2rYs2,`8r.
(3) Pour trouver l’expression des fonctions dérivées de h1 et h2, il faut utiliser les formules de la

proposition 12.169.
h1

1pxq “ ´
1

2x ln2pxq
b

1
lnpxq ´ 1

,

h1
2pxq “ ´

1
2px´ 1q ln2p?x´ 1q .

Exercise 251 exoDS2012-1-0001

La figure 98.1 répresente le graphe de la fonction fpxq “ sinpxq, pour x P r´π, πs.
(1) Est-ce que la fonction f1pxq “ sinpx2q est paire ? Impaire ? Périodique ? Si elle est périodique

trouver sa période. Justifier au mieux vos réponses.
(2) Esquisser le graphe des fonctions suivantes

‚ f1pxq “ sinp2xq ;
‚ f2pxq “ 2 sinpxq ;

‚ f3pxq “ sin2pxq ;
‚ f4pxq “ sinpx´ 1q ;

‚ f5pxq “ sinpxq ´ 1.

corrDS2012-1-0001
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Figure 98.1: Le graphe de la fonction sinus

graphesin

(2)
(a) f1pxq “ sinp2xq (b) f2pxq “ 2 sinpxq (c) f3pxq “ sin2

pxq

(d) f4pxq “ sinpx´ 1q (e) f5pxq “ sinpxq ´ 1

Figure 98.2: Les graphes des fonctions f1, . . . , f5

(1) La fonction sinpx2q est paire, parce que p´xq2 “ x2 et donc sinpp´xq2q “ sinpx2q.
Une fonction paire non nulle ne peut pas être impaire.
La fonction sinpx2q n’est pas périodique : si elle l’était il y aurait T ą 0 tel que sinppx `
T q2q “ sinpx2q pour tout x dans R. Cela veut dire que, pour tout x, px ` T q2 ´ x2 est un
multiple entier de 2π, parce que la fonction sinus est périodique de période 2π. Mais alors
T “ ´x `?2kπ ` x2, ce qui est impossible parce que la période d’une fonction périodique
ne peut pas dépendre de x.

Exercise 252 exoDS2012-2-0001

La figure 98.3 répresente le graphe de la fonction fpxq “ cospxq, pour x P r´π, πs.
(1) Est-ce que la fonction fpxq “ cospxq ` x2 est paire ? Impaire ? Périodique ? Si elle est pério-

dique, trouver sa période. Justifier au mieux vos réponses.
(2) Esquissez le graphe des fonctions suivantes pour x P r´π, πs.

‚ f1pxq “ cosp2xq ;
‚ f2pxq “ cospxq

4 ;
‚ f3pxq “ cospxq ´ 2 ;
‚ f4pxq “ | cospxq|.

corrDS2012-2-0001

Correction of the exercise 252
(1) La fonction cospxq ` x2 est paire car elle est la somme de deux fonctions paires. La seule

fonction qui est paire et impaire en même temps est la fonction nulle, donc cospxq ` x2 n’est
pas impaire.
Cette fonction n’est pas périodique non plus : si elle l’était il y aurait T ą 0 tel que cospx`
T q` px`T q2 “ cospxq`x2 pour tout x dans R. Cela voudrait dire que cospT q`T 2 “ 1 (on
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Figure 98.3: Le graphe de la fonction cosinus

graphecos

prend x “ 0), cosp2T q` 4T 2 “ cospT q`T 2 (on prend x “ T ), et plus en générale, pour tout
k entier positif cospkT q ` k2T 2 “ 1. Cela n’est pas possible car 1´ cospkT q est borné par 2
alors que k2T 2 peut devenir aussi grand qu’on veut quitte à prendre k assez grand.

(2) f1

(a) f1pxq “ cosp2xq

f2

(b) f2pxq “
cospxq

4

f3

(c) f3pxq “ cospxq ´ 2

f5

(d) f4pxq “ | cospxq|

Figure 98.4: Les graphes des fonctions f1, . . . , f4

Exercise 253 exoanalyseCTU-0024

Soit f la fonction définie sur R par : fpxq “ 2
3x

3 ´ 1
2x

2 ´ 6x` 58
6 .

(1) Montrer que l’équation fpxq “ 0 admet une unique solution réelle.
(2) Donner un encadrement de cette solution par deux entiers consécutifs.

corranalyseCTU-0024
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(1) Pour répondre à cette question on commence par calculer la fonction dérivée de f , qui

est f 1pxq “ 2x2 ´ x ´ 6. L’étude du signe de f 1 ne présente aucune difficulté : c’est une
fonction négative entre x “ ´3{2 et x “ 2 et positive ailleurs. Du coup, la fonction f est
strictement monotone sur les trois intervalles I1 “s´8,´3{2r , I2 “s´3{2, 2r et I3 “s2,`8r,
croissante sur I1 et I3 et décroissante sur I2. Il est facile de vérifier que limxÑ˘8 fpxq “ ˘8,
fp´3{2q “ 15, 2916̄ et fp2q “ 1. Puisque f est une fonction continue, le théorème des valeurs
intermédiaires nous dit que la valeur 0 sera atteinte une seule fois, pour un x qui est dans
l’intervalle I1.

(2) Il faut calculer fp´3q et fp´4q et remarquer que fp´3q est positive et fp´4q négative. La
valeur de x pour laquelle fpxq “ 0 est donc comprise entre ´4 et ´3.

Exercise 254 exoautoanalyseCTU-52

Soit f la fonction définie par fpxq “ lnp1` xq ´ x
x2 .



4860 CHAPITRE 98. EXERCICES POUR ANALYSE CTU

(1) Déterminer l’ensemble de définition de f .
(2) Montrer que f peut-être prolongée par continuité en 0.

corrautoanalyseCTU-52
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(1) L’ensemble de définition de f est Domainef “ tx P R tels que x ‰ 0 et 1 ` x ą 0u “

s ´ 1, 0rYs0,`8r.
(2) Il faut calculer la limite de f lorsque xÑ 0. Pour le faire nous avons besoin du théorème de

de L’Hôpital

lim
xÑ0

fpxq “ lim
xÑ0

lnp1` xq ´ x
x2 “ lim

xÑ0

1
1`x ´ 1

2x “ lim
xÑ0

´x
2xp1` xq “ ´

1
2 .

La fonction qui prolonge f en x “ 0 est

f̃pxq “
#
fpxq, si x ‰ 0;
´1

2 , si x “ 0.

98.3 TD 3 : Rappels de trigonométrie
Exercise 255 exoautoanalyseCTU-3

Résoudre dans R les équations : a/ sinpxq “ 1
2 b/ cospxq “ ´1

2 .
corrautoanalyseCTU-3
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‚‚
π{6π{6

Les valeurs usuelles et les graphes sont autour de l’équation 1611.
Pour résoudre sinpxq “ 1

2 , la première chose est de se souvenir que sinpπ{6q “ 1
2 . Il faut ensuite

trouver les autres angles du cercle trigonométrique donnant le même sinus. Un dessin peut vraiment
aider.

Nous avons donc les solutions x “ π{6 et x “ 5π{6 dans le cercle trigonométrique (c’est-à-dire
entre 0 et 2π). L’ensemble des solutions dans R s’obtient en ajoutant les solutions obtenues par la
périodicité de la fonction sinus :

x P
!π

6 ` 2kπ tel que k P Z
)
Y
"

5π
6 ` 2kπ tel que k P Z

*
. (98.5)

En ce qui concerne l’équation cospxq “ ´1
2 , nous voyons dans les tables de valeurs usuelles que

cospπ{3q “ 1{2. Donc cosp2π
3 q “ cosp4π

3 q “ ´1
2 . Les solutions entre 0 et 2π sont donc x “ 2π{3 et

x “ 4π{3. Les solutions dans R sont au final

x P
"

2π
3 ` 2kπ tel que k P Z

*
Y
"

4π
3 ` 2kπ tel que k P Z

*
. (98.6)

Exercise 256 exostarterST-0009
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(1) (1a) Exprimer cosp2xq et sinp2xq en fonction de cospxq et sinpxq.
(1b) Exprimer tanp2xq en fonction de tanpxq.
(1c) Déterminer les valeurs exactes de cos

´π
8

¯
et sin

´π
8

¯
.

(2) (2a) Déterminer les valeurs exactes de cos
´ π

12

¯
, sin

ˆ
7π
12

˙
et tan

ˆ
5π
12

˙
.

(2b) Déterminer un réel A et un réel φ tels que :

(2b.ii) 1
2 cospxq ´

?
3

2 sinpxq “ cospx` φq ;

(2b.ii) cospxq ` sinpxq “ A cospx` φq.
corrstarterST-0009
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(1) (1a) C’est un cas particulier d’utilisation des formules, qui devraient être bien connues, pour
les valeurs de cosinus et de sinus d’une somme ou d’une différence d’angles.

À retenir 98.1

cospα˘ βq “ cospαq cospβq ¯ sinpαq sinpβq; (98.7)

sinpα˘ βq “ sinpαq cospβq ˘ cospαq sinpβq. (98.8)

Nous obtenons

À retenir 98.2

cosp2xq “ cos2pxq ´ sin2pxq; (98.9)

sinp2xq “ 2 sinpxq cospxq. (98.10)

(1b) On sait que tanpxq “ sinpxq
cospxq , par conséquent, les formules du point précédent nous

donnent

tanp2xq “ sinp2xq
cosp2xq “

2 sinpxq cospxq
cos2pxq ´ sin2pxq “

2 cos2pxq tanpxq
cos2pxq `1´ tan2pxq˘ “

2 tanpxq
1´ tan2pxq .

(1c) L’angle π

8 est la moitié de l’angle π

4 , dont on connaît les valeurs de sinus et cosinus :

sin
´π

4

¯
“ cos

´π
4

¯
“
?

2
2 . Pour trouver cos

´π
8

¯
et sin

´π
8

¯
nous écrivons alors un

système de deux équations
#?

2
2 “ cos2 `π

8
˘´ sin2 `π

8
˘
,?

2
2 “ 2 cos

`
π
8
˘

sin
`
π
8
˘
.

Ensuite on utilise la relation cos2pxq` sin2pxq “ 1, pour tout x P R, ce qui nous donne,

dans la première équation cos
´π

8

¯
“
ˆ

1
2 `

?
2

4

˙1{2
et ensuite sin

´π
8

¯
“
ˆ

1
2 ´

?
2

4

˙1{2
.

Il est possible (mais demande un peu plus de travail) de ne pas utiliser du tout la relation
cos2pxq ` sin2pxq “ 1 car le système nous donne déjà suffisamment d’information.
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(2) (2a) Ici aussi, il suffit d’écrire les angles π

12 , 7π
12 et 5π

12 comme sommes ou différences d’angles
dont on connaît les valeurs de cos, sin et tan. Les formules vues dans les premiers points
de cet exercice nous permettrons de conclure. Une possibilité est la suivante π

12 “
π

3´
π

4 ,
5π
12 “

π

4 `
π

6 , 7π
12 “

π

4 `
π

3 .

(2b)(2b.ii) Dans la première équation il faut juste chercher un angle φ tel que cospφq “ 1
2 et

sinpφq “
?

3
2 . La réponse est donc φ “ π

6
(2b.ii) Dans cette deuxième équation il faut que cospφq “ ´ sinpφq “ 1

A . On trouve alors
A “ ?2 et φ “ ´π

4 .

98.4 TD 4 : Fonction trigonométriques réciproques

Exercise 257 exostarterST-0010-0011

(1) Résoudre les équations : a/ arcsinpxq “ π

4 b/ arcsinpxq “ 3π
4

(2) sin
3π
4 “

?
2

2 . Que vaut arcsinp
?

2
2 q ? Peut-on comparer arcsinpsinpxqq et x ?

(3) Résoudre les équations : a/ arccospxq “ π

4 b/ arccospxq “ 3π
4

(4) cos
5π
4 “ ´

?
2

2 . Que vaut arccosp´
?

2
2 q ? Peut-on comparer arccospcospxqq et x ?

corrstarterST-0010-0011
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(1) La fonction arcsin est une bijection définie sur l’intervalle r´1, 1s qui prend ses valeurs dans

l’intervalle
„´π

2 ,
π

2

ȷ
. Il existe donc une seule solution de la première équation, qui est x “

?
2{2. La deuxième équation, par contre, n’a pas de solution.

(2) On peut toujours comparer arcsinpsinpxqq et x, mais la relation arcsinpsinpxqq “ x sera

satisfaite uniquement si x appartient à l’intervalle
„´π

2 ,
π

2

ȷ
. Dans les autres cas, on saura

seulement que soit x “ arcsinpsinpxqq`2Kπ ou x “ ´ arcsinpsinpxqq`p2K`1qπ, avec K P Z.
(3) La fonction arccos est une bijection définie sur l’intervalle r´1, 1s qui prend ses valeurs dans

l’intervalle r0, πs. Il existe donc une seule solution de la première équation, qui est x “ ?2{2
et une seule solution de la deuxième, qui est x “ ´?2{2.

(4) On peut toujours comparer arccospcospxqq et x, mais la relation arccospcospxqq “ x sera
satisfaite uniquement si x appartient à l’intervalle r0, πs. Dans les autres cas, on saura seule-
ment que soit x “ arccospcospxqq ` 2Kπ ou x “ ´ arccospcospxqq ` 2Kπ, pour un K P Z à
déterminer.

Exercise 258 exostarterST-0012

(1) La fonction arcsin est-elle paire ou impaire ?
(2) La fonction arccos est-elle paire ou impaire ? Exprimer arccosp´xq en fonction de arccospxq.
(3) Montrer que pour tout réel x de [-1 ; 1] : arccospxq ` arcsinpxq “ π

2
corrstarterST-0012
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(1) La fonction arcsin est impaire. Pour le voir il suffit d’utiliser la relation arcsinpsinpxqq “ x,

qui est satisfaite pour tout x dans l’intervalle
„´π

2 ,
π

2

ȷ
. On a donc que pour tout y dans le
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domaine de arcsin, il existe un x dans
„´π

2 ,
π

2

ȷ
tel que y “ sinpxq. On a alors arcsinp´yq “

arcsinp´ sinpxqq “ arcsinpsinp´xqq “ ´x “ ´ arcsinpyq, ce qui revient à dire que arcsin est
impaire.

(2) La fonction arccos prend se valeurs sur un intervalle qui n’est pas symétrique par rapport à
0, par conséquent, cos n’est ni paire ni impaire. On peut tout de même essayer d’exprimer
arccosp´yq en fonction de arccospyq, en se disant que si y est dans le domaine de arccos
alors il existe un x entre 0 et π tel que y “ cospxq. Alors arccosp´yq “ arccosp´ cospxqq “
arccospcospπ´xqq “ π´arccospyq. Dans cette dernière suite d’égalités on a utilisé la formule
pour le cosinus d’une différence d’angles.

(3) Pour tous les x dans l’intervalle r´1, 1s on a, par définition, cosparccospxqq “ x et

cos
´
´ arcsinpxq ` π

2

¯
“ cosparcsinpxqq cos

´π
2

¯
` sinparcsinpxqq sin

´π
2

¯
(98.11a)

“ sinparcsinpxqq (98.11b)
“ x. (98.11c)

Donc arccospxq “ ´ arcsinpxq ` π

2 .

Exercise 259 exomazhe-0006

On considère les fonctions f1 et f2 définies par

f1 : x ÞÑ arctan
ˆ

x?
1´ x2

˙

f2 : x ÞÑ arcsinpxq.
(98.12)

(1) Déterminer les ensembles de définitions de ces deux fonctions et calculer leurs dérivées.
(2) En déduire une relation entre f1 et f2.

corrmazhe-0006
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(1) L’ensemble de définition de f2 a été donné dans le cours, il s’agit de l’intervalle r´1, 1s. Pour
la fonction f1 on commence par dire que la racine carrée est définie si 1 ´ x2 ě 0 et que à
son tour la fraction rationnelle est définie uniquement si

?
1´ x2 ‰ 0. La fonction arctan

par contre est définie sur R tout entier. En somme nous avons que Domainef2 “s ´ 1, 1r.
La dérivée de f2 a été donné dans le cours, il s’agit de x ÞÑ 1?

1´ x2 . Pour calculer la dérivée
de f1 il faut appliquer à plusieurs reprises la formule de dérivation des fonctions composées

f 1
1pxq “

1

1`
´

x?
1´x2

¯2 ·

?
1´ x2 ` x2?

1´x2

1´ x2 “

“ 1´ x2

p1´ x2q ` x2 ·
p1´x2q`x2?

1´x2

1´ x2 “ 1?
1´ x2 .

Les deux fonctions ont donc la même dérivée. Il faut aussi remarquer que les ensembles de
définitions de dérivées sont égaux.

(2) On peut en conclure que la fonction différence entre f1 et f2, définie sur la partie commune du
domaine s´1, 1r, est une constante (c’est-à-dire, une fonction qui a dérivée nulle). Laquelle ?
Il suffit de calculer f1pxq ´ f2pxq pour une valeur de x : si on prend par exemple x “ 0 on a
f1p0q ´ f2p0q “ 0. Cela nous dit que f1 et f2 sont égales sur l’intervalle s ´ 1, 1r. On ne peut
pas les comparer aux points x “ ˘1, car f1 n’est pas définie à ces points.
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Exercise 260 exomazhe-0007

On considère maintenant la fonction

gpxq “ arcsin x?
1` x2 . (98.13)

Simplifier l’expression de g.
Conseil : utiliser les résultats de l’exercice 259. corrmazhe-0007

Correction of the exercise 260
L’ensemble de définition de g est R tout entier. Cela arrive parce que 1` x2 ą 0 pour tout x,?

1` x2 ą 1 pour tout x et
ˇ̌
ˇ̌ x?

1` x2

ˇ̌
ˇ̌ ď 1, pour tout x P R.

Cette dernière inégalité est facile à démontrer si on utilise le fait que |x| “apxq2 pour tout x P R.
La dérivée de g est

g1pxq “ 1c
1´

´
x?

1`x2

¯2
·

?
1` x2 ´ x2?

1`x2

1` x2 “

“
?

1` x2
ap1` x2q ´ x2 ·

p1`x2q´x2?
1`x2

1` x2 “ 1
1` x2 .

Les fonctions g et arctan ont donc la même dérivée et le même ensemble de définition. On
peut en conclure que la fonction différence entre g et arctan est une constante. On trouve gp0q ´
arctanp0q “ 0. Les deux fonctions sont donc égales.

Exercise 261 exoautoanalyseCTU-10

On considère la fonction f définie par fpxq “ tanp2 arctanpxqq.
(1) Déterminer l’ensemble de définition de f .

(2) Montrer que pour tout x de l’ensemble de définition, fpxq “ 2x
1´ x2 .

corrautoanalyseCTU-10
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(1) On sait que arctanpxq P ‰´π
2 ,

π
2
“

et par conséquent 2 arctanpxq P s´π, πr. Or, la fonction tan
n’est pas définie en ˘π

2 , donc il faut éviter les valeurs de x pour lesquels 2 arctanpxq “ ˘π
2 ,

c’est-à-dire qu’il faut imposer la condition x ‰ ˘1. Le domaine de la fonction f est donc
Rzt˘1u.

(2) Pour plus de lisibilité on appelle gpxq la fonction 2x
1´x2 .

La façon classique de résoudre ce type d’exercice comporte deux pas :

— remarquer que gp0q “ 0 et fp0q “ 0 c’est-à-dire que les graphes des fonctions f et g se
croisent en correspondance à x “ 0 ;

— calculer les dérivées de f et de g, montrer qu’elles sont égales et conclure que la fonction
différence f´g est constante (et donc il s’agit de la fonction nulle, par le point précédent).

Dans cet exercice en particulier, cette méthode n’est pas très performante, parce que l’ex-
pression de la dérivée de f est compliquée.



98.5. TD 5 : TRIGONOMÉTRIE HYPERBOLIQUE 4865

Nous allons donc utiliser la définition de la fonction tangente, les formules pour calculer sinus
et cosinus de 2x et la définition de arctan.

fpxq “ tanp2 arctanpxqq “ sinp2 arctanpxqq
cosp2 arctanpxqq

“ 2 sinparctanpxqq cosparctanpxqq
cos2parctanpxqq ´ sin2parctanpxqq

“
2 sinparctanpxqq

cosparctanpxqq
1´ sin2parctanpxqq

cos2parctanpxqq
“ 2 tanparctanpxqq

1´ tan2parctanpxqq

“ 2x
1´ x2 “ gpxq,

pour tout x dans l’ensemble de définition de f .

98.5 TD 5 : Trigonométrie hyperbolique

Exercise 262 exostarterST-0015

Remarque 98.3.
Les points 4, 5 et 6 de cet exercice sont donnés en devoir.

On appelle sinus hyperbolique psinhq et cosinus hyperbolique pcoshq les fonctions définies sur R
par

sinhpxq “ ex ´ e´x

2 ; coshpxq “ ex ` e´x

2 . (98.14)defcoshetsinhdefcoshetsinh

(1) Trouver les domaines de définition de sinh et cosh, étudier leur parité.
(2) Ces fonctions sont continues et dérivables sur tout leur domaine. Trouver sinh1pxq et cosh1pxq.
(3) Montrer que pour tout x P R on a cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1. Que peut-on en déduire sur

l’image de cosh ?
(4) Démontrer les formules suivantes :

(4a) sinhpx` yq “ sinhpxqcoshpyq ` coshpxqsinhpyq ;
(4b) coshpx` yq “ coshpxqcoshpyq ` sinhpxqsinhpyq.

(5) Donner des expressions de coshp2xq et sinhp2xq en fonction de coshpxq et sinhpxq.
(6) Simplifier l’expression fpxq “ cosh

´
lnpx`?x2 ´ 1q

¯
en utilisant la définition (98.14).

corrstarterST-0015
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(1) Les fonctions sinh et cosh sont définies sur R tout entier. La fonction sinh est impaire, car

sinhp´xq “ e´x ´ e´p´xq

2 “ e´x ´ ex
2 “ ´ sinhpxq.

En procédant de la même manière on trouve que cosh est paire.
(2)

sinh1pxq “ ex ´ p´e´xq
2 “ ex ` e´x

2 “ coshpxq,

cosh1pxq “ ex ` p´e´xq
2 “ ex ´ e´x

2 “ sinhpxq.
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(3) On calcule directement en utilisant les formules (98.14). Pour tout x P R

cosh2pxq ´ sinh2pxq “
ˆ
ex ` e´x

2

˙2
´
ˆ
ex ´ e´x

2

˙2
(98.15a)

“ 1
4
“pe2x ` e´2x ` 2q ´ pe2x ` e´2x ´ 2q‰ (98.15b)

“ 1. (98.15c)

par la définition on savait déjà que la fonction cosh est strictement positive, cette nouvelle
relation nous dit que coshpxq ą 1 pour tout x P R.

(4) Nous allons simplement utiliser les définitions de sinh et cosh.

sinhpx` yq “ ex`y ´ e´px`yq

2 ;

sinhpxq coshpyq` coshpxq sinhpyq “ ex ´ e´x

2
ey ` e´y

2
ex ` e´x

2
ey ´ e´y

2

“ ex`y ` ex´y ´ e´x`y ´ e´px`yq

4 ` ex`y ´ ex´y ` e´x`y ´ e´px`yq

4

“ ex`y ´ e´px`yq

2 .

L’autre égalité peut se montrer de façon analogue.
(5) Par le point précédent, en prenant y “ x : coshp2xq “ cosh2pxq ` sinh2pxq et sinhp2xq “

2 coshpxq sinhpxq.
(6)

fpxq “ cosh
´

lnpx`
a
x2 ´ 1q

¯

“ elnpx`?
x2´1q ` e´ lnpx`?

x2´1q

2 “ 1
2

ˆ
x`

a
x2 ´ 1` 1

x`?x2 ´ 1

˙
“ x

98.6 TD 6 : Calcul intégral, introduction
Exercise 263 exomazhe-0008

Calculer l’aire de la surface limitée par les droites d’équations y “ 0, x “ 0, x “ 2 et la parabole
d’équation y “ x2 ´ x` 1. Faire un dessin. corrmazhe-0008

Correction of the exercise 263
La fonction fpxq “ x2 ´ x` 1 ne prends que de valeurs positives quand x est dans l’intervalle

r0, 2s. En effet, la dérivée f 1pxq “ 2x ´ 1 ne vaut zéro que en x “ 1{2, est négative sur r0, 1{2r et
positive sur s1{2, 2s. Cela veut dire que fp1{2q “ 1{4 ´ 1{2 ` 1 “ 3{4 est le minimum de f sur
r0, 2s.

La valeur de l’aire à calculer est donc l’intégrale de f sur l’intervalle r0, 2s
ż 2

0
x2 ´ x` 1 dx “

„
1
3x

3 ´ 1
2x

2 ` x
ȷ2

0
“ 8

3 ´
4
2 ` 2 “ 8

3 .

Exercise 264 exostarterST-0017

(1) Soit f la fonction définie sur R par fpxq “ x` 2.
(1a) Déterminer la primitive F1 de f qui s’annule en 2.
(1b) Tracer les représentations graphiques de f et de F1.

(2) (2a) Déterminer l’ensemble des primitives de la fonction tan sur l’intervalle
ı
´π2 ; π2

”
.

(2b) Déterminer la primitive sur l’intervalle
ı
´π2 ; π2

”
de la fonction tan qui s’annule en π

3 .
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corrstarterST-0017

Correction of the exercise 264
(1) L’ensemble des primitives de f est

ż
x` 2 dx “ 1

2x
2 ` 2x` C, C P R.

Pour répondre à la question il faut trouver une valeur de C telle que si F1pxq “ 1
2x

2`2x`C
alors F1p2q “ 0, c’est-à-dire que C est la solution de 6 ` C “ 0. On a alors C “ ´6 et
F1pxq “ 1

2x
2 ` 2x´ 6.

À retenir 98.4
Dans cette deuxième partie de l’exercice nous sommes obligés à préciser dans quel in-
tervalle sera définie la primitive que nous intéresse. Cela est du au fait que l’ensemble
de définition de la fonction tan consiste en une réunion d’intervalles disjoints. Cela ne
veut pas dire qu’on calcul l’intégrale de tan sur l’intervalle

ı
´π2 ; π2

”
! !

(2) L’ensemble des primitives que nous intéresse est donc
ż

tanpxq dx “
ż sinpxq

cospxq dx “ ´ ln p| cospxq|q ` C “ ln
ˆ

1
cospxq

˙
` C,

pour C P R, et x dans l’intervalle
ı
´π2 ; π2

”
.

Le choix de l’intervalle nous à permis d’omettre la valeur absolue, car la fonction cos est
toujours positive sur

ı
´π2 ; π2

”
.

Pour déterminer la primitive qui s’annule en π

3 il faut résoudre l’équation ln
´

1
cospπ{3q

¯
`C “

0. On trouve C “ lnp2q et donc la primitive cherchée est F pxq “ ln
´

1
cospxq

¯
` lnp2q “

ln
´

2
cospxq

¯
.

Exercise 265 exoanalyseCTU-0002

La proposition 15.91 nous a montré que le logarithme était une primitive de la fonction inverse

i : s0,8r Ñ R

x ÞÑ 1
x

(98.16)

Trouver une primitive de la fonction
i : Rzt0u Ñ R

x ÞÑ 1
x
.

(98.17)

En d’autres termes, nous demandons une primitive de la fonction inverse sur les négatifs.corranalyseCTU-0002

Correction of the exercise 265
Le fait que x ÞÑ lnpxq soit une primitive de 1

x se traduit par le fait que

lnpxq “
ż x

1

1
t
dt. (98.18)

La primitive de la fonction x ÞÑ 1 1
x pour les x négatifs sera la fonction de x donnée par

ż x

´1

1
t
dt “

ż ´x

1

1
´up´duq “

ż ´x

1

1
u
du “ lnp´xq. (98.19)
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Dans ce calcul x est une constante négative.
Donc pour les x négatifs, la primitive choisie de 1

x est la fonction x ÞÑ lnp´xq.
Pour toutes les valeurs de x nous avons que la primitive de 1

x est lnp|x|q.
Exercise 266 exomazhe-0010

Calculer les intégrales suivantes

(1)
ż 1

0
x5 ` 3x2 ` 3 dx ;

(2)
ż 2

1
x1{3 ` 4x1{2 dx ;

(3)
ż 0

´π
cospxq dx ;

(4)
ż 1

´2
ex dx ;

(5)
ż 1

0

1?
x
dx.

corrmazhe-0010

Correction of the exercise 266
Il suffit d’appliquer la formule (14.830) et d’utiliser la linéarité de l’intégrale et le tableau des

primitives des fonctions fondamentales.

(1)
ż 1

0
x5 ` 3x2 ` 3 dx “

„
1
6x

6 ` x3 ` 3x
ȷ1

0
“ 1

6 ` 4 “ 25
6 ;

(2)
ż 2

1
x1{3 ` 4x1{2 dx “

„
3
4x

4
3 ` 42

3x
3
2

ȷ2

1
“ 3

22
1
3 ` 16

3 2
1
2 ´ 41

12 ;

(3)
ż 0

´π
cospxq dx “ rsinpxqs0´π “ 0 ;

(4)
ż 1

´2
ex dx “ rexs1´2 “ e´ e´2 ;

(5)
ż 1

0

1?
x
dx “

ż 1

0
x´1{2 dx “

”
2x

1
2

ı1

0
“ 2.

Exercise 267 exodevoir2ajout

Calculer l’aire de la region du plan comprise entre les graphes de fpxq “ x2 ´ 2x et gpxq “
´x2 ` x.

98.7 TD 7 : Recherche de primitives
Exercise 268 exostarterST-0018

Déterminer les ensembles de primitives suivants :

(1) F1pxq “
ż
xpx2 ` 3qdx

(2) F2pxq “
ż
x
a

1` x2 dx

(3) F3pxq “
ż

x2

1` x3 dx

(4) F4pxq “
ż
xex dx

(5) F5pxq “
ż

arcsinpxq dx

(6) F6pxq “
ż
x2ex dx

(7) F7pxq “
ż

lnpxqdx

(8) F8pxq “
ż

arctanpxqdx

(9) F9pxq “
ż
x sinpxq dx

(10) F10pxq “
ż

sin2pxq dx

(11) F11pxq “
ż lnpxq

x
dx

(12) F12pxq “
ż

x

1` x4 dx

(13) F13pxq “
ż

dx

x2 ` 4x` 5

(14) F14pxq “
ż 8x dx
x2 ` 4x` 5

(15) F15pxq “
ż

dx

x
a

1´ lnpxq
(poser t “ 1´ lnpxq).

corrstarterST-0018

Correction of the exercise 268

(1) Par parties : F1pxq “
ż
xpx2`3q dx “ x

ˆ
x3

3 ` 3x
˙
´
ż
x3

3 `3x dx “ x4

4 `
3x2

2 `C . À l’aide

du changement de variable u “ x2 ` 3 : on a du “ 2xdx et donc F1pxq “
ż
xpx2 ` 3q dx “
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1
2

ż
u du “ u2

4 ` C “ 1
4
`
x4 ` 6x2 ` 9

˘ ` C “ x4

4 ` 3x2

2 ` C. Bien entendu, la constante C

a absorbé le 9
4 dans le dernier passage.

(2) À l’aide du changement de variable u “ x2 ` 1 : on a du “ 2xdx et donc F2pxq “ż
x
a

1` x2 dx “ 1
2

ż ?
u du “ 1

3u
3{2 ` C “ 1

3px
2 ` 1q3{2 ` C.

(3) À l’aide du changement de variable u “ x3 ` 1 : on a du “ 3x2dx et donc F3pxq “ż
x2

1` x3 dx “
1
3

ż 1
u
du “ 1

3 lnp|u|q ` C “ 1
3 lnp|x3 ` 1|q ` C.

(4) Par parties : F4pxq “
ż
xex dx “ xex ´

ż
ex dx “ px´ 1qex ` C.

(5) Il faudra utiliser ici l’intégration par parties (comme dans 20.134) et ensuite un changement de
variable. On commence par calculer F5pxq “

ż
1ˆarcsinpxq dx “ x arcsinpxq´

ż
x?

1´ x2 dx.

Ensuite on pose u “ 1 ´ x2 et on obtient F5pxq “ x arcsinpxq ` 1
2

ż 1?
u
du “ x arcsinpxq `

a
1´ x2 ` C.

(6) Il faudra utiliser ici l’intégration par parties deux fois de suite. F6pxq “
ż
x2ex dx “ x2ex ´

2
ż
xex dx “ x2ex ´ 2

ˆ
xex ´

ż
ex dx

˙
“ ex

`
x2 ´ 2x` 2

˘` C.

(7) Cette primitive a été calculée dans l’exemple 20.134.

(8) Par parties : F8pxq “
ż

arctanpxq dx “ x arctanpxq ´
ż

x

x2 ` 1 dx “ x arctanpxq ´ 1
2 lnpx2 `

1q ` C.

(9) Par parties : F9pxq “
ż
x sinpxq dx “ ´x cospxq `

ż
cospxq dx “ ´x cospxq ` sinpxq ` C.

(10) Le calcul se fait, comme dans l’exemple 20.141, en s’appuyant sur des formules de trigono-
métrie.
Première possibilité : F10pxq “

ż
sin2pxq dx “

ż 1´ cosp2xq
2 dx “ 1

2x´
sinp2xq

4 ` C.

Deuxième possibilité (avec une intégration par parties d’abord) : on écrit

F10pxq “
ż

sin2pxq dx “ ´ cospxq sinpxq `
ż

cos2pxq dx (98.20)

et ensuite on remarque que en intégrant une deuxième fois par parties on n’avance pas du
tout. On utilise alors la formule 1 “ cos2pxq ` sin2pxq et on a F10pxq “ ´ cospxq sinpxq `ż

1 ´ sin2pxq dx. On a alors que
ż

sin2pxq dx “ 1
2 p´ cospxq sinpxq ` xq ` C. Le résultat est

le même qu’on a obtenu ci-dessus, parce que sinp2xq “ 2 cospxq sinpxq.
(11) Par parties on a

F11pxq “
ż lnpxq

x
dx “ ln2pxq ´

ż lnpxq
x

dx,

d’où on déduit que F11pxq “ 1
2 ln2pxq ` C.

(12) À l’aide du changement de variable u “ x2 : on a du “ 2xdx et donc F12pxq “
ż

x

1` x4 dx “
1
2

ż 1
1` u2 du “

1
2 arctanpuq ` C “ 1

2 arctanpx2q ` C.

(13) On observe que F13pxq “
ż 1
x2 ` 4x` 5 dx “

ż 1
px` 2q2 ` 1 dx. Le changement de variable

t “ x` 2 nous donne F13pxq “
ż 1
t2 ` 1 dt “ arctanptq ` C “ arctanpx` 2q ` C.
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(14) Pour calculer cette primitive on voudrait écrire convenablement le polynôme au dénominateur
de 8x

x2 ` 4x` 5 . On peut d’abord essayer d’en chercher les racines, mais une fois vu qu’elle
ne sont pas réelles nous devons abandonner l’espoir de décomposer la fonction rationnelle.
Ici nous pouvons observer que le numérateur est de degré 1 et le dénominateur de degré
2. Il faut donc chercher à trouver une fonction à intégrer (par changement de variable)
de la forme u1{u. La dérivée de x2 ` 4x ` 5 et 2x ` 4 donc F14pxq “ 4

ż 2x` 4
x2 ` 4x` 5 ´

4
x2 ` 4x` 5 dx “ 4 ln

`|x2 ` 4x` 5|˘ ´ 16
ż 1
x2 ` 4x` 5 dx. L’intégrale qui reste n’est pas

encore banale. L’astuce standard dans ce cas consiste à écrire x2 ` 4x ` 5 dans la forme
1`pun carréq et ensuite utiliser un changement de variable pour se ramener à la dérivée de la
fonction arctan. En somme

ż 1
x2 ` 4x` 5 dx “

ż 1
1` px` 2q2 dx et nous pouvons le calculer

facilement à l’aide du changement de variable u “ x` 2 :
ż 1
x2 ` 4x` 5 dx “

ż 1
1` u2 du “

arctanpuq`C “ arctanpx`2q`C. Finalement, F14pxq “ 4 ln
`|x2 ` 4x` 5|˘´16 arctanpx`

2q ` C.

(15) Le changement de variable conseillé nous donne F15pxq “
ż 1
e1´t?t p´e

1´tqdt “ ´
ż 1?

t
dt “

´2
?
t` C “ ´2

a
1´ lnpxq ` C.

98.8 TD 8 : Intégrale définie

Exercise 269 exomazhe-0011

Calculer les intégrales suivantes

(1) I1 “
ż π

1

4x3

x4 ` 5 dx ;

(2) I2 “
ż 1

0

1
p4x` 1q4 dx ;

(3) I3 “
ż ?

5

0

1
x2 ` 5 dx ;

(4) I4 “
ż 0

´π{2
sin2pxq cospxq dx. Prendre u “

sinpxq ;

(5) I5 “
ż 1

0

ex

e2x ` 4 dx. Prendre u “ ex ;

(6) I6 “
ż 1

0

1
p1` x2q 3

2
dx. Prendre x “ tan u ;

(7) I7 “
ż a

0

a
a2 ´ x2 dx, a P r0 ; `8r.

Prendre x “ a sinpuq.
(8) I8 “

ż 0

´π
ex sinpxq dx ;

(9) I9 “
ż 2

1
x2 lnp2xq dx.

(10) I10 “
ż 2

1

x4 ` 1
x5 ` x3 dx.

(11) I11 “
ż 0

´3

1
x2 ´ 3x` 2dx. Conseil : écrire

la fraction sous la forme a
x´1 ` b

x´2 .

(12) I12 “
ż 2

1
ln2pxqdx.

(13) I13 “
ż 1

0

ex ´ 1
ex ` 1dx.

(14) I14 “
ż 2

1

e´2x

p1` 2e´xq2dx.

(15) I15 “
ż 1

0

x3

x2 ` 1dx. Conseil : poser t “
x2 ` 1.

corrmazhe-0011

Correction of the exercise 269

(1) I1 “
ż π

1

4x3

x4 ` 5 dx “
“
lnpx4 ` 5q‰π1 “ ln

ˆ
π4 ` 5

6

˙
.

(2) On utilise le changement de variable u “ 4x`1. On a alors du “ 4dx, les bornes du domaine
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d’intégration deviennent up0q “ 1 et up1q “ 5 et notre intégrale s’écrit de la forme suivante

I2 “
ż 1

0

1
p4x` 1q4 dx “

ż 5

1

1
4u4 du “

„
´ 1

12u3

ȷ5

1
“ ´ 1

12ˆ 125 `
1
12 “

31
375 .

(3) Ici on vise à écrire la fonction à intégrer comme 1
u2`1 , pour avoir arctanpuq ` C comme

primitive. Pour ainsi faire, nous devons utiliser le changement de variable u “ x?
5 . On a alors

du “ 1?
5dx, les bornes du domaine d’intégration deviennent up0q “ 0 et up?5q “ 1

I3 “
ż ?

5

0

1
x2 ` 5 dx “

ż 1

0

?
5

5pu2 ` 1q du “
1?
5
rarctanpuqs10 “

π

4
?

5
.

(2) On utilise le changement de variable u “ sinpxq, qui comporte du “ cospxq dx, up´π{2q “ ´1

et up0q “ 0. Nous avons alors que I4 “
ż 0

´1
u2 du “

„
u3

3

ȷ0

´1
“ 1

3 .

(5) Le bon changement de variable nous est donné par l’énoncé. On a du “ exdx, les bornes
d’intégration deviennent up0q “ e0 “ 1 et up1q “ e et notre intégrale sera

I5 “
ż 1

0

ex

e2x ` 4 dx “
ż e

1

1
u2 ` 4 du.

Il faut maintenant travailler comme dans le point précédent de cet exercice. Soit t “ u
2 alors

I5 “
ż e{2

1{2

2
4pt2 ` 1q dt “

1
2

„
arctan

´e
2

¯
´ arctan

ˆ
1
2

˙ȷ
.

(6) Le bon changement de variable nous est donné par l’énoncé. On a p1` tan2puqqdu “ dx, les
bornes d’intégration deviennent arctanp0q “ 0 et arctanp1q “ π{4 et notre intégrale sera

I6 “
ż 1

0

1
p1` x2q 3

2
dx “

ż π{4

0

1` tan2puq
p1` tan2puqq 3

2
du “

ż π{4

0

1
p1` tan2puqq 1

2
du.

On observe alors que
1

p1` tan2puqq 1
2
“ cospuq,

et donc
I6 “

ż π{4

0
cospuq du “

?
2

2 .

(3) On utilise le changement de variable x “ a sinpuq, qui comporte dx “ a cospuq du et, en
utilisant la fonction upxq “ arcsinpx{aq, upaq “ π{2 et up0q “ 0. On obtient

I7 “
ż π{2

0

b
a2 ´ a2 sin2puqa cospuq du “ a2

ż π{2

0
| cospuq| cospuq du.

Cette dernière intégrale est égale à a2
ż π{2

0
cos2puq du, car toutes les valeurs prises par la

fonction cosinus lorsque x varie entre 0 et π{2 sont positives. En intégrant par parties on
trouve que ż π{2

0
cos2puq du “

ż π{2

0
sin2puq du,

d’où on peut écrire
ż π{2

0
cos2puq du “

ż π{2

0

sin2puq ` cos2puq
2 du “ π

4 .

La velauer de l’intégrale I7 est a2 π
4 .
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(8) On intègre par parties

I8 “
ż 0

´π
ex sinpxq dx “ rex sinpxqs0´π ´

ż 0

´π
ex cospxq dx

“ 0´ rex cospxqs0´π ´
ż 0

´π
ex sinpxq dx “ ´1´ e´π ´ I8

On conclut que I8 “ ´1´e´π

2 .
(9) On intègre par parties

I9 “
ż 2

1
x2 lnp2xq dx “

„
x3

3 lnp2xq
ȷ2

1
´
ż 2

1

x2

3 dx

“
„

8
3 lnp4q ´ 1

3 lnp2q
ȷ
´
„

8
9 ´

1
9

ȷ
“ ln

˜
48{3

21{3

¸
´ 7

9 “ ln p32q ´ 7
9 .

(10) Il faut réduire la fraction rationnelle en élément simples à intégrer. Pour le faire on commence
par regarder le dénominateur et remarquer qu’il peut s’écrire comme x3px2`1q. Notre objectif
sera alors d’écrire x4`1

x5`x3 comme une somme entre deux fractions rationnelles de dénominateur
respectif x3 et x2`1. Comme le polynôme au numérateur a degré 4 il faut prévoir un polynôme
de degré 2 au numérateur de x3 et un polynôme de degré 1 au numérateur de x2 ` 1. On a
alors

x4 ` 1
x5 ` x3 “

Ax2 `Bx` C
x3 ` Dx` E

x2 ` 1 .

Cela va nous donner un système de 5 équations pour les 5 inconnues A, B, C, D, E. On
trouve que A “ ´1, B “ 0, C “ 1, D “ 2, E “ 0.

I10 “
ż 2

1

x4 ` 1
x5 ` x3 dx “

ż 2

1

´x2 ` 1
x3 ` 2x

x2 ` 1 dx “
ż 2

1

´1
x
` 1
x3 `

2x
x2 ` 1 dx.

Par un calcul désormais immédiat on trouve I10 “ lnp5{4q ` 3{8.

(4) I11 “
ż 0

´3

1
x2 ´ 3x` 2dx. Il est facile de vérifier que 1

x2´3x`2 “ ´ 1
x´1 ` 1

x´2 . En écrivant la
fonction à intégrer comme la somme de deux termes nous avons alors

I11 “ ´
ż 0

´3

1
x´ 1 dx`

ż 0

´3

1
x´ 2 dx “ r´ lnp|x´ 1|q ` lnp|x´ 2|qs0´3 “ ln

ˆ
8
5

˙
.

(5) Par parties : I12 “
ż 2

1
ln2pxqdx “ “

x ln2pxq‰2
1 ´

ż 2

1
2 lnpxqdx “ “

x ln2pxq ´ 2x lnpxq ` 2x
‰2

1 “
2
`
ln2p2q ´ 2 lnp2q ` 1

˘
.

(13) On va essayer le changement de variable u “ ex ` 1. On a alors du “ ex dx et on pourra
écrire ex “ u´ 1. Les bornes d’intégration deviennent up0q “ 2 et up1q “ e` 1.

I13 “
ż 1

0

ex ´ 1
ex ` 1dx “

ż e`1

2

u´ 2
upu´ 1q du.

La fonction de u à intégrer peut s’écrire comme la somme de deux fractions rationnelles plus
simples de dénominateur respectif u et u´ 1 : pour le faire nous devons trouver A et B dans
R tels que

u´ 2
upu´ 1q “

A

u
` B

u´ 1
On obtient A “ 2 et B “ ´1, donc notre intégrale devient

I13 “
ż e`1

2

2
u
´ 1
u´ 1 du “ ln

ˆpe` 1q2
4e

˙
.
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(14) Nous utilisons le changement de variable u “ 1`2e´x. On a alors du “ ´2e´xdx et 1
1´udu “

dx.

I14 “
ż 2

1

e´2x

p1` 2e´xq2 dx “
ż 1`2{e2

1`2{e

ˆ
u´ 1

2

˙2 1
u2p1´ uq dx “ ´

ż 1`2{e2

1`2{e
u´ 1
4u2 dx

“ 1
4

„
lnpxq ` 1

x

ȷ1`2{e

1`2{e2
“ 1

4

„
ln
ˆ
e` 2
e2 ` 2

˙
` e

e` 2 ´
e2

e2 ` 2

ȷ
.

(15) Le bon changement de variable nous est donné par l’énoncé. On a dt “ 2xdx, les bornes
d’intégration deviennent tp0q “ 1 et tp1q “ 2 et notre intégrale sera

I15 “
ż 1

0

x3

x2 ` 1dx “
ż 2

1

t´ 1
2t dt “

„
t

2 ´
1
2 lnptq

ȷ2

1
“ 1

2 p1´ lnp2qq .

98.9 TD 9 : Équations différentielles : généralités

Exercise 270 exostarterST-0019

Vérifier que ypxq “ ´?x2 ` 1 est l’unique solution sur R de l’équation

2yy1 ´ 2x “ 0, (98.21)

qui satisfait la condition initiale yp0q “ ´1. corrstarterST-0019

Correction of the exercise 270
Il nous faut montrer d’abord que la fonction y satisfait l’équation et ensuite que elle vérifie la

condition initiale.
On calcule à part la fonction dérivée y1

y1pxq “ ´
´a

x2 ` 1
¯1 “ ´

´
px2 ` 1q1{2

¯1 “ ´1
2px

2 ` 1q´1{22x “ ´ x?
x2 ` 1

,

et on substitue y1 et y dans le membre de gauche de l’équation par leurs expressions analytiques.
On obtient

2
´
´
a
x2 ` 1

¯ˆ
´ x?

x2 ` 1

˙
´ 2x “ 2x´ 2x “ 0,

ce qui veut dire que y satisfait l’équation différentielle.
Ensuite nous devons calculer yp0q et montrer qu’il vaut ´1 : on a yp0q “ ´?02 ` 1 “ ´?1 “

´1.
Exercise 271 exostarterST-0020

(1) Déterminer une fonction polynomiale qui soit solution sur R de l’équation différentielle

y1 ´ 4y “ 4x3 ´ 15x2 ` 2x´ 3. (98.22)

(2) On considère l’équation différentielle

y1 ´ 2y “ sinpxq. (98.23)

Trouver une solution sur R de cette équation sous la forme a cospxq ` b sinpxq, où a et b sont
des constantes réelles.

corrstarterST-0020

Correction of the exercise 271
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(1) La solution cherchée est une fonction polynomiale de degré au plus 3. Il s’agit donc d’une
fonction de la forme ypxq “ ax3`bx2`cx`d avec a, b, c, d réels à déterminer. Nous calculons
la dérivée de cette fonction, y1pxq “ 3ax2 ` 2bx ` c, et ensuite nous faisons la substitution
dans l’équation

`
3ax2 ` 2bx` c˘´ 4

`
ax3 ` bx2 ` cx` d˘ “ 4x3 ´ 15x2 ` 2x´ 3.

Cette équation ne peut être vérifiée que si les coefficients des termes du même degré sont
égaux. Pour trouver les bonnes valeurs de a, b, c, d dans R il suffit donc d’écrire un système
comme le suivant
$
’’’’&
’’’’%

´4a “ 4, ici on impose que les coefficients des termes de degré 3 soient égaux ;
3a´ 4b “ ´15, ici on impose que les coefficients des termes de degré 2 soient égaux ;
2b´ 4c “ 2, ici on impose que les coefficients des termes de degré 1 soient égaux ;
c´ 4d “ ´3, ici on impose que les coefficients des termes de degré 0 soient égaux.

On a alors a “ ´1, b “ 3, c “ 1 et d “ 1. La solution polynomiale de l’équation différentielle
est ypxq “ ´x3 ` 3x2 ` x` 1.

(2) Ici aussi il faut procéder par substitution. La dérivée de ypxq “ a cospxq` b sinpxq est y1pxq “
´a sinpxq ` b cospxq, donc on obtient

´a sinpxq ` b cospxq ´ 2 pa cospxq ` b sinpxqq “ sinpxq
Cette équation doit être satisfaite pour tout valeur de x. En particulier, si x vaut 0 alors tous
les termes avec sinpxq sont nuls et si x vaut π{2 alors tous les termes avec cospxq sont nuls.
Cela permet d’écrire un système de deux équations pour déterminer les deux inconnues a et
b : #

b´ 2a “ 0 ici on prend x “ 0
´a´ 2b “ 1 ici on prend x “ π{2

Exercise 272 exostarterST-0021

On considère, sur R, l’équation différentielle

y1 “ y ` x. (98.24)nonhomnonhom

(1) Soient y1 et y2 deux solutions de l’équation (98.24). Montrer que la fonction différence yh “
y1 ´ y2 est une solution de

y1 “ y. (98.25)

(2) Trouver une solution de (98.24) de la forme ax` b, où a et b sont des nombres réels.
(3) Comment trouve-t-on la solution générale de (98.24) ?

corrstarterST-0021

Correction of the exercise 272
(1) Soient y1 et y2 deux solutions de l’équation (98.24). La fonction différence yh “ y1 ´ y2 est

dérivable et sa dérivée est donné par y1
h “ y1

1 ´ y1
2, ce qui implique que

y1
h “ y1

1 ´ y1
2 “ py1 ` xq ´ py2 ` xq “ y1 ´ y2 “ yh.

(2) On remplace y dans l’équation (98.24) par une fonction de la forme yp “ ax ` b, où a et b
sont des nombres réels, et on obtient des conditions sur a et b

y1
p “ yp ` x ñ a “ pa` 1qx` b, pour tout x P R.

On a alors que a “ b et b “ ´1, donc yppxq “ ´x´ 1.
(3) La solution générale de l’équation (98.24), Y, est donnée par la somme de yp et de la solution

générale de l’équation y1 “ y. Cette dernière équation a comme solution générale Yh “
tCex : C P Ru, donc on a Y “ tCex ´ x´ 1 : C P Ru.
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98.10 TD 10 : Équations différentielles : résolution
Exercise 273 exoautoanalyseCTU-32

Équations différentielles à variables séparables
(1) Déterminer la solution f de l’équation différentielle pE1q : p1 ` yqy1 “ 4x3, qui vérifie la

condition initiale fp5q “ 14.
(2) Déterminer la solution g de l’équation différentielle pE2q : y1 “ xy2 qui vérifie la condition

initiale gp1q “ ´1
2 .

(3) On considère l’équation différentielle pE3q : y2y1 “ x2.
(3a) Déterminer la forme générale des solutions.
(3b) Déterminer les solutions φ1, φ2 et φ3 qui vérifient respectivement : φ1p0q “ 0, φ2p0q “ 1

et φ3p0q “ ´1.
corrautoanalyseCTU-32

Correction of the exercise 273
(1) On commence par trouver la solution générale de pE1q. Comme l’équation est à variables

séparables nous allons intégrer de deux côtés par rapport à la variable x.
ż
p1` ypxqqy1pxq dx “

ż
4x3 dx.

Nous faisons le changement de variable y “ ypxq dans le membre de gauche pour obtenir une
expression facile à intégrer ż

p1` yq dy “
ż

4x3 dx.

et finalement nous avons
y ` y2

2 “ x4 ` C.
Il n’est pas possible de trouver une forme explicite pour y sans prendre en compte la condition
initiale, car la fonction y ÞÑ y2

2 `y n’admet pas de réciproque. Il vaut mieux, dans ce cas, dire
que la solution générale de l’équation est l’ensemble de toutes les fonctions y qui satisfont
y ` y2

2 “ x4 ` C pour un quelque C dans R.
Pour déterminer la solution particulière f nous devons remplacer x par 5 et y par 14 dans
y` y2

2 “ x4`C. Cela nous permet de fixer une valeur de C : 14` p14q2

2 “ p5q4`C implique
C “ ´513.
La forme explicite de f est donnée par la formule suivante :

fpxq “ ´2` 2
a

1` 2px4 ´ 513q
2 ,

où le fait de connaître la valeur de f en x “ 5 nous a permis de choisir entre les deux racines

r1pxq “ ´2` 2
a

1` 2px4 ´ 513q
2 (98.26a)

r2pxq “ ´2´ 2
a

1` 2px4 ´ 513q
2 . (98.26b)

(2) On commence par traiter le cas où y “ 0 : on aurait alors que y1 “ 0 et la seule solution
possible de l’équation différentielle serait la fonction qui vaut toujours zéro. Cette fonction
ne satisfait pas la condition initiale et par conséquent nous pouvons supposer que gpxq ‰ 0
pour tout x. Cela nous permet de diviser par y2 les deux membres de l’équation différentielle
et de séparer ainsi les variables

y1

y2 “ x.
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En intégrant des deux côtés nous obtenons la solution générale 1
y “ ´

ˆ
x2

2 ` C
˙

avec C P R,

qu’on peut expliciter par y “ ´2
x2`C . La valeur de C qui correspond à g est facile à trouver :

´1
2 “ ´2

1`C implique C “ 3, c’est-à-dire gpxq “ ´2
x2`3 .

(3) (2a) En intégrant des deux côtés de l’équation nous obtenons y
3

3 “ x3

3 ` C, donc la forme

explicite de la la solution générale de cette équation est y “ `
x3 ` C˘1{3.

(2b) La solution particulière qui satisfait la condition ϕ1p0q “ 0 est ϕ1pxq “ x car la constante
C doit être nulle et

`
x3˘1{3 “ x. La solution particulière qui satisfait la condition

ϕ2p0q “ 1 est ϕ2pxq “
`
x3 ` 1

˘1{3, celle qui satisfait la condition ϕ3p0q “ ´1 est
ϕ3pxq “

`
x3 ´ 1

˘1{3.
Exercise 274 exoautoanalyseCTU-33

Équations différentielles linéaires du premier ordre sans second membre
(1) Résoudre sur R l’équation différentielle y1 ´ xy “ 0 et déterminer la solution φ de cette

équation qui vérifie φp1q “ 2.
(2) Résoudre sur s0 ; `8r l’équation différentielle xy1 ´ y “ 0 et déterminer la solution φ de

cette équation qui vérifie φp1q “ 2.

(3) Résoudre sur s0 ; `8r l’équation différentielle y1 ´
ˆ

2
x2

˙
y “ 0.

corrautoanalyseCTU-33

Correction of the exercise 274
Dans cet exercice nous allons utiliser la formule (32.396). Si vous oubliez la formule vous

pouvez vous en sortir sans problèmes en utilisant la méthode de résolution pour les équations à
variables séparables, dont les équations linéaires du premier ordre sans second membre sont un cas
particulier.

(1) Dans ce cas, apxq “ 1 et bpxq “ ´x donc la formule nous donne

Y “
!
Ke

ş
x dx “ Kex

2{2, K P R, x P R
)
.

Pour déterminer la solution φ nous utilisons la condition donnée dans l’énoncé, ce qui nous
donne K “ 2e´1{2.

(2) Ici apxq “ x et bpxq “ ´1 donc la formule nous donne

Y “
!
Ke

ş 1
x
dx “ Kelnpxq “ Kx, K P R, x Ps0 ; `8r

)
.

Pour déterminer la solution φ nous utilisons la condition donnée dans l’énoncé, ce qui nous
donne K “ 2. Il faut observer que dans la formule nous avons pu intégrer 1{x sans crainte et
ensuite omettre la valeur absolue parce que l’énoncé nous dit que l’intervalle sur lequel nos
solutions sont définies est s0 ; `8r.

(3) Par la formule de résolution présentée dans le cours la solution générale de cette équation est

Y “
!
Ke

ş 2
x2 dx “ Ke´2{x, K P R, x Ps0 ; `8r

)
.

Exercise 275 exoautoanalyseCTU-34bis

(1) On cherche à résoudre sur I “s0 ; `8r l’équation différentielle pEq : y1 ´ 3
x
y “ x.

(1a) Résoudre l’équation homogène pHq associée à pEq sur I.
(1b) Utiliser la méthode de variation de la constante pour trouver une solution particulière

de pEq.
(1c) En déduire l’ensemble des solutions de pEq sur l’intervalle I.
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(1d) Déterminer la solution de pEq qui prend la valeur 2 en 1.
(2) Résoudre sur s0 ; `8r l’équation différentielle xy1 ` 2y “ x

x2 ` 1 .
corrautoanalyseCTU-34bis

Correction of the exercise 275
La différence entre les deux points de cet exercice est que dans l’énoncé du premier on a détaillé

chaque passage de la résolution, alors que l’énoncé du deuxième est plus synthétique. En pratique,
comme on verra, on demande essentiellement la même chose.

(1) (1a) L’équation homogène pHq associée à pEq sur I est

y1 ´ 3
x
y “ 0.

Sa solution générale est donnée par la formule (32.396)

Yh “
!
Ke

ş 3
x
dx “ Kx3 : K P R, x P I

)
.

(1b) La méthode de variation de la constante consiste à remplacer la constante K dans Yh
par une fonction x ÞÑ Kpxq à déterminer et ensuite injecter la fonction “candidate”
solution yp “ Kpxqx3 dans pEq à la place de l’inconnue y. Nous avons donc

K 1pxqx3 ` 3Kpxqx2 ´ 3
x
pKpxqx3q “ x,

c’est-à-dire
K 1pxqx3 “ x, ou encore K 1pxq “ 1

x2 .

L’ensemble des primitives de 1{x2 est P “ ´1{x ` C, avec C P R donc une solution
particulière yp est ´x2 (il suffit de prendre C “ 0).

(1c) L’ensemble des solutions de pEq sur l’intervalle I est la somme entre la solution générale
Yh et yp.

Y “ ␣´x2 `Kx3 : C P R, x P I( . (98.27)solgenexo34bis1solgenexo34bis1

Remarque 98.5.
On peut aussi écrire Y comme le produit entre l’ensemble des primitives de K 1 et la
fonction x3, on écrirait alors Y “

"ˆ
´1
x
` C

˙
x3 : C P R, x P I

*
.

(1d) On doit simplement trouver la bonne valeur de K dans (98.27). Si x “ 1 on a y “
´12 `K · 13 “ ´1`K Donc yp1q “ 2 si et seulement si K “ 3.

(2) Résoudre sur s0 ; `8r l’équation différentielle xy1` 2y “ x
x2`1 . Ici aussi nous devons trouver

d’abord la solution générale de l’équation homogène associé xy1 ` 2y “ 0, qui est, par la
formule (32.396)

Yh “
"
Ke´ ş 2

x
dx “ K

x2 : K P R, x P I
*
.

Ensuite nous appliquons la méthode de variation de la constante pour déterminer les solutions
de l’équation de départ. Il faut injecter dans l’équation la “candidate” solution Kpxq

x2 , ce qui
donne

x

ˆ
K 1pxq
x2 ´ 2Kpxq

x3

˙
` 2K

x2 “
x

x2 ` 1 ,

K 1pxq “ x2

x2 ` 1 ,

Pour trouver les primitives de K 1 nous pouvons utiliser le fait que x2

x2 ` 1 “ 1 ´ 1
x2 ` 1 , et

obtenir Kpxq “ x´ arctanpxq ` C pour C P R. La solution générale de l’équation est donc

Y “
"
x´ arctanpxq ` C

x2 ` : C P R, x P I
*
.
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Exercise 276 exoautoanalyseCTU-36

Équations différentielles linéaires du second ordre sans second membre
(1) (1a) Déterminer la solution générale de l’équation différentielle pH1q : y2 ´ 5y1 ` 6y “ 0.

(1b) Déterminer la solution particulière φ1 qui vérifie φ1p0q “ ´2 et φ1
1p0q “ ´2.

(2) (2a) Déterminer la solution générale de l’équation différentielle pH2q : y2 ` 2y1 ` 2y “ 0.
(2b) Déterminer la solution particulière φ2 qui vérifie φ2p0q “ ´2 et φ1

2p0q “ ´2.
(3) (3a) Déterminer la solution générale de l’équation différentielle pH3q : y2 ´ 4y1 ` 4y “ 0.

(3b) Déterminer la solution particulière φ3 qui vérifie φ3p0q “ ´2 et φ1
3p0q “ ´2.

corrautoanalyseCTU-36

Correction of the exercise 276
(1) (1a) Le polynôme caractéristique de l’équation pH1q est r2 ´ 5r ` 6, dont les racines sont 2

et 3. Nous sommes donc dans le cas où les deux racines sont réelles et distinctes. La
solution générale de cette équation est donc, en appliquant la formule (32.407)

Yh “
␣
C1e

2x ` C2e
3x : C1, C2 P R

(
.

(1b) L’ensemble des deux conditions nous permet d’écrire un système de des équations pour
déterminer les deux inconnues C1 et C2.

#
C1 ` C2 “ ´2 qui correspond à la condition φ1p0q “ ´2,
2C1 ` 3C2 “ ´2 qui correspond à la condition φ1

1p0q “ ´2.

On a donc C1 “ ´4 et C2 “ 2.
La solution particulière φ1 est donc φ1pxq “ ´4e2x ` 2e3x.

(2) (2a) Le polynôme caractéristique de l’équation pH2q est r2 ` 2r` 2, qui admet deux racines
complexes conjuguées : ´1 ` i et ´1 ´ i. La solution générale réelle de l’équation est
déterminée à partir de la formule (32.409)

Yh “
␣
e´x pC1 cospxq ` C2 sinpxqq : C1, C2 P R

(
. (98.28)exoautoanal36part2exoautoanal36part2

(2b) Comme on a fait pour l’équation pH1q, il faut utiliser les deux conditions pour écrire un
système de deux équations dans les inconnues C1 et C2.

#
C1 “ ´2 qui correspond à la condition φ2p0q “ ´2,
´C1 ` C2 “ ´2 qui correspond à la condition φ1

2p0q “ ´2.

On a donc C1 “ ´2 et C2 “ ´4.
La solution particulière φ2 est donc φ2pxq “ ´2e´x pcospxq ` sinpxqq.

(3) (3a) Le polynôme caractéristique de l’équation pH3q est r2´ 4r` 4, qui a une racine double
r “ 2. La solution générale réelle de l’équation est déterminée à partir de la formule
(32.410)

Yh “
␣pC1 ` C2xqe2x : C1, C2 P R, x P I

(
.

(3b) En travaillant comme dans les deux cas précédents nous obtenons C1 “ ´2 et C2 “ 2.
La solution particulière φ3 est donc φ3pxq “ 2p´1` xqe2x.

Exercise 277 exoautoanalyseCTU-37

Équations différentielles linéaires du second ordre avec second membre
Résoudre sur R chacune des équations différentielles suivantes, puis donner la solution avec la

condition initiale yp0q “ 0 et y1p0q “ 0.
(1) y2 ` 2y1 ` 2y “ 6e´x

(2) (2a) y2 ´ 2y1 ` 5y “ cosx
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(2b) y2 ´ 2y1 ` 5y “ x

(2c) y2 ´ 2y1 ` 5y “ x` cosx
corrautoanalyseCTU-37

Correction of the exercise 277

(1) On connaît la solution générale de l’équation homogène associé à y2 ` 2y1 ` 2y “ 6e´x pour
l’avoir trouvée dans l’exercice 276. Ici notre préoccupation principale sera donc de trouver
une solution particulière de l’équation non homogène. Comme le terme de droite de l’équation
est une exponentielle nous allons chercher une solution de la forme yppxq “ Ce´x. On obtient

Ce´x ´ 2Ce´x ` 2Ce´x “ 6e´x,

ce qui implique que C “ 6. La solution particulière yp est donc yp “ 6e´x. La solution
générale de l’équation en examen est alors la somme entre la solution générale de l’équation
homogène associée, (98.28), et yp :

Y “ ␣
e´x pC1 cosp2xq ` C2 sinp2xq ` 6q : C1, C2 P R

(
.

les conditions initiales fixées nous permettent d’écrire le système de deux équations en deux
inconnues C1 et C2

#
C1 ` 6 “ 0, qui correspond à la condition yp0q “ 0,
´pC1 ` 6q ` 2C2 “ 0 qui correspond à la condition y1p0q “ 0.

On trouve alors C1 “ ´6 et C2 “ 0, et ypxq “ 6e´x p1´ cosp2xqq.
(2) (2a) Le polynôme caractéristique de l’équation homogène y2´2y1`5y “ 0 est r2´2r`5, dont

les racines sont les nombres complexes conjugués 1` i2 et 1´ i2. La solution générale
de l’équation homogène est donc Yh “ tex pC1 cosp2xq ` C2 sinp2xqq : C1, C2 P Ru .
On cherche une solution particulière yp de l’équation non homogène y2 ´ 2y1 ` 5y “
cospxq. Comme le membre de droite est la fonction cosinus, yppxq sera de la forme
A cospxq `B sinpxq. En injectant yp dans l’équation nous obtenons

´pA cospxq `B sinpxqq ´ 2 pB cospxq ´A sinpxqq ` 5 pA cospxq `B sinpxqq “ cospxq,
qui correspond au système de deux équations pour les deux inconnues A et B

#
´A´ 2B ` 5A “ 1, ces sont les coefficients de cosinus,
´B ` 2A` 5B “ 0, ces sont les coefficients de sinus.

On a alors A “ 1{5 et B “ ´1{10, et yp “ 1
5 cospxq ´ 1

10 sinpxq.
La solution générale de l’équation y2 ´ 2y1 ` 5y “ cospxq est la somme de Yh et yp,
c’est-à-dire

Y “
"
ex pC1 cosp2xq ` C2 sinp2xqq ` 1

5 cospxq ´ 1
10 sinpxq : C1, C2 P R

*
.

Les conditions initiales fixées nous donnent le système suivant pour trouver les valeurs
de C1 et C2 correspondants à la solution particulière demandée :

#
C1 ` 1

5 “ 0, qui correspond à la condition yp0q “ 0,
C1 ` 2C2 ´ 1

10 “ 0 qui correspond à la condition y1p0q “ 0.

Donc C1 “ ´1{5 et C2 “ 3{20 et ypxq “ ex
`´1

5 cosp2xq ` 3
20 sinp2xq˘ ` 1

5 cospxq ´
1
10 sinpxq.
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(b) On a établi plus tôt dans l’exercice que la solution générale de l’équation homogène est
donc Yh “ tex pC1 cosp2xq ` C2 sinp2xqq : C1, C2 P Ru .
On cherche une solution particulière yp de l’équation non homogène y2 ´ 2y1 ` 5y “ x.
Comme le membre de droite est un polynône de degré un, yppxq sera de la forme Ax`B.
En injectant yp dans l’équation nous obtenons

´2A` 5 pAx`Bq “ x,

qui correspond au système de deux équations pour les deux inconnues A et B

5A “ 1, et, ´ 2A` 5B “ 0,

On a alors A “ 1{5 et B “ 2{25, et yp “ 1
5x`

2
25 .

La solution générale de l’équation y2´2y1`5y “ x est la somme de Yh et yp, c’est-à-dire

Y “
"
ex pC1 cosp2xq ` C2 sinp2xqq ` 1

5x`
2
25 : C1, C2 P R

*
.

Les conditions initiales fixées nous donnent le système suivant pour trouver les valeurs
de C1 et C2 correspondants à la solution particulière demandée :

#
C1 ` 2

25 “ 0, qui correspond à la condition yp0q “ 0,
C1 ` 2C2 ` 1

5 “ 0 qui correspond à la condition y1p0q “ 0.

Donc C1 “ ´2{25 et C2 “ ´3{50 et ypxq “ ex
`´ 2

25 cosp2xq ´ 3
50 sinp2xq˘` 1

5x` 2
25 .

(c) Pour obtenir une solution particulière de cette équation il suffit de sommer les solutions
particulières trouvées pour les équations des points (Z.a) et (2.b) de cet exercice (on
exploite ici le fait que l’équation soit linéaire). La solution générale de cette équation
est donc

Y “
"
ex pC1 cosp2xq ` C2 sinp2xqq ` 1

5 cospxq ´ 1
10 sinpxq ` 1

5x`
2
25 : C1, C2 P R

*
.

Les conditions initiales fixées nous donnent le système suivant pour trouver les valeurs
de C1 et C2 correspondants à la solution particulière demandée :

#
C1 ` 7

25 “ 0, qui correspond à la condition yp0q “ 0,
C1 ` 2C2 ` 1

10 “ 0 qui correspond à la condition y1p0q “ 0.

Donc C1 “ ´7{25 et C2 “ 9{100 et

ypxq “ ex
ˆ
´ 7

25 cosp2xq ` 9
100 sinp2xq

˙
` 1

5 cospxq ´ 1
10 sinpxq ` 1

5x`
2
25 .

98.11 TD 11 : Développements limités
Exercise 278 exoautoanalyseCTU-40

(1) (1a) Déterminer un développement limité de e3x à l’ordre 2 en 0.

(1b) En déduire : lim
xÑ0

e3x ´ 1
x

.

(2) (2a) Déterminer un développement limité de lnp1` xq à l’ordre 4 en 0.

(2b) Déterminer : lim
xÑ0

lnp1` xq
x

.
corrautoanalyseCTU-40
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(1) (1a) Nous allons utiliser la formule de Taylor-Young (12.1311). Soit fpxq “ e3x, alors le
développement cherché est

fpxq “ fp0q ` f 1p0qx` f2p0q
2 x2 ` x2αpxq “ 1` 3x` 9

2x
2 ` x2αpxq.

Remarque 98.6.
Un développement similaire a été fait dans le cours dans l’exemple 15.119 en utilisant
la règle de développement d’une fonction composée.

(1b)

lim
xÑ0

e3x ´ 1
x

“ lim
xÑ0

3x` 9
2x

2 ` x2αpxq
x

“ 3.

(2) (2a) Ce développement limité est dans le tableau des développements limités à connaître.
Pour le calculer on peut utiliser encore une fois la formule de Taylor-Young (12.1311).
Soit fpxq “ lnp1` xq, on a

fpxq “fp0q ` f 1p0qx` f2p0q
2 x2 ` f3p0q

3! x3 ` f p4qp0q
4! x4 ` x4αpxq “

“ 0` x´ x2

2 ` x3

3 ´ x4

4 ` x4αpxq.

(2b)

lim
xÑ0

lnp1` xq
x

“ lim
xÑ0

x´ x2

2 ` x3

3 ´ x4

4 ` x4αpxq
x

“ 1.

Exercise 279 exoautoanalyseCTU-42

(1) Déterminer le développement limité à l’ordre 5 en 0 de la fonction f définie par fpxq “
cospxq ` sinpxq.

(2) (2a) Déterminer, par la règle de développement des produits de fonctions, le développement
limité à l’ordre 3 en 0 de la fonction g définie par gpxq “ cospxq sinpxq.

(2b) En déduire g1p0q, g2p0q et gp3qp0q. (Comparer le développement obtenu au point précé-
dent avec la formule de Taylor-Young).

corrautoanalyseCTU-42
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(1) Il suffit de sommer terme à terme les développements connus de cosinus et de sinus. On
obtient

fpxq “ 1` x´ x2

2 ´ x3

3! `
x4

4! `
x5

5! ` x
5αpxq.

(2) (2a) On fait le produits des développements limités à l’ordre 3 des fonctions sinus et cosinus

gpxq “
ˆ

1´ x2

2

˙ˆ
x´ x3

3!

˙
` x3αpxq “ x´ x3

2 ´ x3

3! ` x
3αpxq “ x´ 2x3

3 ` x3αpxq.

(2b) Par comparaison avec la formule de Taylor-Young nous avons que g1p0q “ 1, g2p0q “ 0
et gp3qp0q “ ´4.

Exercise 280 exoautoanalyseCTU-43

(1) Déterminer le développement limité de : x ÞÑ ex à l’ordre 4 en 1.

(2) Déterminer le développement limité de : x ÞÑ sin x à l’ordre 4 en π

2 .

(3) Déterminer le développement limité de : x ÞÑ lnp1` xq?
1` x à l’ordre 3 en 0.
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(1) Nous pouvons soit utiliser la formule générale de Taylor-Young, (12.1311), soit se ramener
à un développement limité au voisinage de zéro par une translation, ce qui veut dire, dé-
velopper au voisinage de zéro la fonction gpxq “ e1`x. Les deux méthodes sont absolument
équivalentes.
Nous allons essayer la première, car il y a des exemples de la deuxième méthode dans le
chapitre sur les développements limités. Remarquez que pexqpmq “ ex pour tout m P N˚,
donc on pourra mettre à facteur e, qui est la valeur de la dérivée de l’exponentielle calculée
en x “ 1. Il faut d’abord appliquer la formule et ensuite faire tous les calculs nécessaires à
simplifier au maximum l’expression obtenue

ex “e
ˆ

1` px´ 1q ` px´ 1q2
2 ` px´ 1q3

3! ` px´ 1q4
4!

˙
` px´ 1q4αpx´ 1q

“ e

ˆ
1` px´ 1q ` x2 ` 2x` 1

2 ` x3 ´ 3x2 ` 3x´ 1
6 ` x4 ´ 4x3 ` 6x2 ´ 4x` 1

24

˙

` px´ 1q4αpx´ 1q
“ e

ˆ
12´ 4` 1

24 ` 3x´ x
6 ` x2

4 ` x4

24

˙
` px´ 1q4αpx´ 1q

“ e

ˆ
3
8 `

x

3 `
x2

4 ` x4

24

˙
` px´ 1q4αpx´ 1q.

(2) Le développement à trouver est égale au développement autour de zéro de la fonction x ÞÑ
sinpx ` π{2q. On sait que sinpx ` π{2q “ cospxq sinpπ{2q ` cospπ{2q sinpxq “ cospxq, et le
développement de la fonction cosinus est connu (voir le tableau des développements dans le
cours).

(3) Il faudra utiliser ici la règle pour trouver le développement d’un rapport entre fonctions. Nous
pouvons commencer par calculer les développements à l’ordre 3 en 0 des fonctions lnp1` xq
et
?

1` x. Ces deux développements sont dans la liste des développements à connïtre, mais
on les rappelle ici pour plus de lisibilité :

lnpx` 1q “ x´ x2

2 ` x3

3 ´ x4

4 ` . . . ;
?

1` x “ p1` xq1{2 “ 1` x

2 ´
x2

8 ` x3

16 ` . . . .

Nous allons donc procéder à une division pour déterminer le développement du rapport
lnp1` xq?

1` x .

x ´ x2

2 ` x3

3 ´ x4

4 1` x
2 ´ x2

8 ` x3

16
´
´

x ` x2

2 ´ x3

8 ` x4

16

¯
x´ x2 ` 23x3

24

´ x2 ` 11x3

24 ´ 5x4

16
´
´
´ x2 ´ x3

2 ` x4

8

¯

23x3

24 ´ 7x4

16
´
´

23x3

24 ` x4

48

¯

´ 11x4

24

Le développement cherché est donc lnp1` xq?
1` x “ x´ x2 ` 23x3

24 ` x3αpxq.
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Exercise 281 exoautoanalyseCTU-44

On considère la fonction f définie par fpxq “ cospxq
1´ x .

(1) Donner l’ensemble de définition de f .
(2) Déterminer le développement limité à l’ordre 3 en 0 de la fonction f .
(3) En déduire les valeurs de f 1p0q, f2p0q et f p3qp0q.
(4) On note pCq la courbe représentative de f . Déterminer l’équation de la tangente T à pCq au

point d’abscisse 0.
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On considère la fonction f définie par fpxq “ cospxq

1´ x .

(1) Domainef “ Rzt1u.
(2) Le développement de la fonction cosinus est connu

cospxq “ 1´ x2

2 ` x4

4! ` . . . .

Pour trouver le développement au voisinage de 0 de la fonction f nous utilisons la règle pour
calculer le développement d’un rapport

1 ´ x2

2 ` x4

24 1´ x
´
´

1 ´ x
¯

1` x` x2

2 ` x3

2

` x ´ x2

2
´
´
` x ´ x2

¯

` x2

2 ` x4

24
´
´

x2

2 ´ x3

2

¯

` x3

2 ` x4

24
´
´
` x3

2 ´ x4

2

` 13x4

24

Le développement limité à l’ordre 3 en 0 de la fonction f est 1` x` x2

2 ` x3

2 ` x3αpxq.

Remarque 98.7.
Il était possible aussi de calculer ce développement comme le produit entre le développement
de cos et de 1

1´ x au voisinage de 0.

(3) Par la formule de Taylor-Young on a f 1p0q “ 1, f2p0q “ 1 et f p3qp0q “ 3.
(4) L’équation de la tangente T à pCq au point d’abscisse 0 est y “ 1 ` x. L’équation de la

tangente est toujours l’approximation d’ordre 1 de la fonction f au voisinage de 0.
Exercise 282 exoautoanalyseCTU-51

Calculer les limites suivantes à l’aide des développements limités

(1) lim
xÑ0

ˆ
lnp1` xq ´ sinpxq

x

˙
;

(2) lim
xÑ0

˜
p1` xq 1

x ´ e
x

¸
;

(3) lim
xÑ π

3

ˆ
sinp3xq

1´ 2 cospxq
˙

.
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(1) On calcule d’abord

lnpx` 1q ´ sinpxq “ x´ x2

2 ` x3

3 ´ x4

4 ´ x` x3

6 ` x4αpxq “ ´x
2

2 ` x2αpxq,

ce qui nous dit que au voisinage de zéro la fonction lnp1` xq ´ sin x
x

a le même comportement
que ´x{2. La valeur de la limite est donc zéro.

(2) L’expression px ` 1q1{x est par définition dans ce cours équivalente à e
1
x

lnpx`1q, ce qui
veut dire que son développement limité sera obtenu par la règle de développement d’une
fonction composée.
On calcule d’abord

1
x

lnpx` 1q “ 1
x

ˆ
x´ x2

2 ` x3

3 ´ x4

4 ` . . .
˙
“ 1´ x

2 `
x2

3 ´ x3

4 ` . . .

On a alors que e 1
x

lnpx`1q « e1´ x
2 ` x2

3 ´ x3
4 `... « e1´ x

2 lorsque x est proche ce 0.

Remarque 98.8.
Le développement de l’exponentielle autour de 1 à été calculé dans l’exercice 280, il donc est
possible d’utiliser le résultat pour terminer le calcul de cette limite, mais pour des raisons
pédagogiques nous allons continuer le calcul.

e1´ x
2 “ e` ex

2 ` . . .
Nous avons alors que

lim
xÑ0

˜
p1` xq 1

x ´ e
x

¸
“ lim

xÑ0

ˆ ex
2
x

˙
“ e

2 .

(3) Le développement limité de sinp3xq lorsque x est dans un voisinage de π{3 est le développe-
ment limité au voisinage de 0 de la fonction gpxq “ sin p3x´ πq

gpxq “ gp0q ` g1p0qx` . . . “ sinp´πq ` 3 cosp´πq
´
x´ π

3

¯
` . . . “ ´3

´
x´ π

3

¯
` . . . .

Le développement de cos au voisinage de π{3 a été calculé dans l’exemple 18.31, nous avons
donc

cospxq “ 1
2 ´

?
3

2

´
x´ π

3

¯
` . . . .

La limite a calculer devient alors

lim
xÑ π

3

ˆ
sinp3xq

1´ 2 cospxq
˙
“ lim

xÑ π
3

´3
`
x´ π

3
˘

?
3
`
x´ π

3
˘ “ ´?3.

98.12 Interrogations des années précédentes
Exercise 283 exoanalyseCTU-0010

Soit f la fonction définie sur R par fpxq “ x3 ` 5x´ 10.
(1) Que vaut fp2q ?
(2) Étudier les variations de f .
(3) Justifier que f est une bijection de R dans un intervalle que l’on précisera.
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(4) Soit g la bijection réciproque de f . Préciser l’ensemble de définition de g et calculer g1p8q.
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<+CorranalyseCTU-0010+>
Exercise 284 exoanalyseCTU-0011

(1) (Question de cours) Donner le domaine de définition, la dérivée et l’aspect de la représen-
tation graphique de la fonction arcsin.

(2) Soit f1 la fonction définie par f1pxq “ cosparcsinpxqq.
(2a) Déterminer l’ensemble de définition de f1.

(2b) Calculer f 1
1pxq pour ´1 ă x ă 1. Montrer que f 1

1pxq “ ´
x?

1´ x2 .

(3) Soit f2 la fonction définie par f2pxq “
?

1´ x2.
(3a) Déterminer l’ensemble de définition de f2.
(3b) Calculer f 1

2pxq pour ´1 ă x ă 1. Montrer que f 1
1pxq “ f 1

2pxq.
(4) Donner une expression simplifiée de f1pxq valable pour x Ps ´ 1, 1r.

corranalyseCTU-0011
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<+CorranalyseCTU-0011+>
Exercise 285 exoanalyseCTU-0012

(1) (Question de cours) Donner le domaine de définition, la dérivée et l’aspect de la représen-
tation graphique de la fonction arcsin.

(2) On considère la fonction f définie par fpxq “ arcsinp2x2 ´ 1q.
(2a) Déterminer l’ensemble de définition de f .

(2b) Calculer f 1pxq pour 0 ă x ă 1. Montrer que f 1pxq “ 2?
1´ x2 .

(3) Montrer que pour tout x de l’intervalle r0 ; 1r, fpxq “ 2 arcsin x´ π

2 .
corranalyseCTU-0012
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<+CorranalyseCTU-0012+>
Exercise 286 exoanalyseCTU-0013

(1) Compléter le tableau suivant.

Primitive
ş
fpxq dx Fonction fpxq Dérivée f 1pxq

. . . ex . . .

. . . 1
x . . .

. . . cospxq . . .

. . . xα . . .

(98.29)

(2) Calculer les intégrales suivantes
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(2a)
ż 1

0
x3 ` x1{3 dx ;

(2b)
ż 3π{2

π
5 sinpxq dx ;

(2c)
ż 2

1
ex ` 1

x
dx.

(3) Calculer l’intégrale suivante par la méthode du changement de variable
ż 2

1

3x2

x3 ` 17 dx.

corranalyseCTU-0013
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<+CorranalyseCTU-0013+>
Exercise 287 exoanalyseCTU-0014

(1) Compléter le tableau suivant.

Primitive
ş
fpxq dx Function fpxq Dérivée f 1pxq

. . . x3 . . .

. . . x1{5 . . .

. . . cospxq . . .

. . . 1
1`x2 . . .

(98.30)

(2) Calculer les intégrales suivantes

(2a)
ż 3

2

1
px´ 1qpx` 2q dx ;

(2b)
ż 1{2

0

1?
1´ x2 dx ;

(2c)
ż π{2

0
ecospxq sinpxq dx. Conseil : utiliser un changement de variable.

(3) Calculer, par parties, les primitives suivantes

(3a)
ż

lnpxq dx ;

(3b)
ż
x sinpxq dx.
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<+CorranalyseCTU-0014+>
Exercise 288 exoanalyseCTU-0015

Dans tout le problème on se place dans l’intervalle I “s0,`8r.
On considère l’équation différentielle suivante

xy1 ` y “ x2. (98.31)nonhomCnonhomC
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(1) De quel type est l’équation (98.31) ?
(2) Vérifier que ypxq “ 1

3x
2 ` 1

x est l’unique solution de (98.31) qui satisfait la condition initiale
yp1q “ 4

3 .
(3) Vérifier que ypxq “ 1

3x
2 est l’unique solution de (98.31) qui satisfait la condition initiale

yp1q “ 1
3 .

(4) Quel rapport y a-t-il entre l’équation (98.31) et l’équation différentielle

xy1 ` y “ 0 ? (98.32)homChomC

(5) Trouver l’unique solution de (98.32) qui satisfait la condition initiale yp1q “ 1.
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<+CorranalyseCTU-0015+>
Exercise 289 exoanalyseCTU-0016

On considère l’équation différentielle suivante

y1 ` sinpxqy “ 0, x P R. (98.33)nonhomDnonhomD

(1) De quel type est l’équation (98.33) ?
(2) Déterminer la solution générale de (98.33).
(3) Quel rapport y a-t-il entre l’équation (98.33) et l’équation différentielle

y1 ` sinpxqy “ ecospxq

1` x2 ? (98.34)homDhomD

(4) Déterminer la solution générale de (98.34) en utilisant la méthode de variation de la constante.
corranalyseCTU-0016
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<+CorranalyseCTU-0016+>
Exercise 290 exoanalyseCTU-0017

(1) On considère l’équation différentielle suivante

2y2 ` 2y1 ` 5y “ 0, x P R. (98.35)nonhomAnonhomA

(1a) De quel type est l’équation (98.35) ?
(1b) Déterminer la solution générale de (98.35).
(1c) Déterminer la solution de (98.35) qui vérifie la condition initiale yp0q “ 2, y1p0q “ 2.

(2) On considère maintenant l’équation différentielle :

2y2 ` 2y1 ` 5y “ 25x´ 5, x P R. (98.36)homAhomA

(2a) Quel est le type de cette équation différentielle (98.36) ? Quel lien y a-t-il entre l’équation
(98.36) et l’équation (98.35) ?

(2b) Déterminer une solution particulière f de (98.36) sous la forme fpxq “ αx` β.
(2c) Déterminer la solution générale de (98.36).

corranalyseCTU-0017
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<+CorranalyseCTU-0017+>
Exercise 291 exoanalyseCTU-0018

(1) On considère l’équation différentielle suivante

xy1 ` y “ 0, x Ps0,`8r. (98.37)nonhomBnonhomB
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(1a) De quel type est l’équation (98.37) ?
(1b) Déterminer la solution générale de (98.37).

(2) On considère maintenant l’équation différentielle :

xy1 ` y “ cospxq, x Ps0,`8r. (98.38)homBhomB

(2a) Quel rapport y a-t-il entre l’équation (98.38) et l’équation (98.37) ?
(2b) Déterminer la solution générale de (98.38) en utilisant la méthode de variation de la

constante.
corranalyseCTU-0018
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<+CorranalyseCTU-0018+>
Exercise 292 exoanalyseCTU-0019

(1) Question de cours : Écrire la formule de Taylor-Young pour le développement limité à
l’ordre 3 au voisinage de 0 d’une fonction g qu’on suppose continue et au moins 3 fois
dérivable.

(2) Donner le développement limité à l’ordre 3 de x ÞÑ cospxq et de x ÞÑ sinpxq.
(3) En déduire développement limité à l’ordre 3 de fpxq “ cospxq sinpxq au voisinage de 0.

corranalyseCTU-0019
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<+CorranalyseCTU-0019+>

98.13 Autres exercices
Exercise 293 exomazhe-0012

Calculer par parties les intégrales suivantes.

(1)
ż π

0
x cospxq dx ;

(2)
ż 2

1
x2ex dx ;

(3)
ż 2

1
lnpxq dx ;

(4)
ż 0

´π
ex sinpxq dx ;

(5)
ż π{2

0
cos2pxq dx ;

(6)
ż 2

1
x2 lnp2xq dx.

corrmazhe-0012
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<+Corrmazhe-0012+>
Exercise 294 exomazhe-0013

Remarque 98.9.
Cet exercice est donné en devoir.

Calculer les intégrales suivantes.

(1)
ż 0

´3

1
x2 ´ 3x` 2dx. Conseil : écrire la frac-

tion sous la forme a
x´1 ` b

x´2 .

(2)
ż 2

1
ln2pxqdx.

(3)
ż 1

0

ex ´ 1
ex ` 1dx.

(4)
ż 2

1

e´2x

p1` 2e´xq2dx.

(5)
ż 1

0

x3

x2 ` 1dx. Conseil : poser t “ x2 ` 1.
corrmazhe-0013
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<+Corrmazhe-0013+>
Exercise 295 exomazhe-0014

Calculer les intégrales suivantes.
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(1)
ż 1

0
xexdx

(2)
ż 1

0
x2exdx

(3)
ż 2

1
arctanpxqdx

(4)
ż 1

´1
x

˜
cos10pxq ` sin4pxq ´ ex2 ` 1a|x|

¸
dx.

corrmazhe-0014
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<+Corrmazhe-0014+>
Exercise 296 exomazhe-0015

Déterminer dans chaque cas le domaine de définition, la périodicité et/ou les symétries éven-
tuelles et les limites aux extrêmes du domaine. Calculer ensuite la dérivée de la fonction, la où elle
est définie.

(1) f1pxq “ x3 ´ 1 ;
(2) f2pxq “ ecospxq ;

(3) f3pxq “ x

x´ 2 .
corrmazhe-0015
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<+Corrmazhe-0015+>
Exercise 297 exomazhe-0016

Montrer que la fonction tan est une bijection croissante de s´π{2, π{2r dans R. On note arctan
(prononcer « arc tangente ») sa bijection réciproque. Montrer que arctan est dérivable sur R et
que

`
arctanpxq˘1 “ 1

1` x2 . (98.39)
corrmazhe-0016
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<+Corrmazhe-0016+>
Exercise 298 exoautoanalyseCTU-31

Notion d’équation différentielle

(1) Déterminer une fonction polynôme qui soit solution sur R de l’équation différentielle :
y1 ´ 4y “ 4x3 ´ 15x2 ` 2x´ 3.

(2) Déterminer une équation différentielle du premier ordre telle que la fonction φ définie sur
s0 ; `8r par φpxq “ x lnpxq soit une solution.

(3) On considère l’équation différentielle : y1 ´ 2y “ sin x. Trouver une solution sur R de cette
équation sous la forme a cosx` b sin x, où a et b sont des constantes réelles.

corrautoanalyseCTU-31
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<+CorrautoanalyseCTU-31+>
Exercise 299 exoautoanalyseCTU-34

Équations différentielles linéaires du premier ordre avec second membre

(1) On cherche à résoudre sur R l’équation différentielle pEq : y1 ` x2y “ x2.
(1a) Résoudre l’équation homogène pHq associée à pEq.
(1b) Trouver une solution évidente de pEq.
(1c) En déduire l’ensemble des solutions de pEq.
(1d) Déterminer la solution de pEq qui prend la valeur 4 en 0.

(2) Résoudre sur s0 ; `8r l’équation différentielle 2xy1 ` y “ 1
1` x .
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corrautoanalyseCTU-34

Correction of the exercise 299
<+CorrautoanalyseCTU-34+>
Exercise 300 exoautoanalyseCTU-47

Calculer les primitives suivantes :ż dx
p2x` 1q3

ż du?
1` u

ż
t

1` t2 dt
ż dt

1` t2
ż

x

p1` x2q2 dx
ż
t` 1
4` t2 dt

ż
arctan 2x dx

ż
x lnpx` 1qdx

ż
xe2x dx

ż 1
x
?

1´ ln x
dx (poser t “ 1´ ln x)

corrautoanalyseCTU-47

Correction of the exercise 300
<+CorrautoanalyseCTU-47+>
Exercise 301 exoautoanalyseCTU-50

(1) Déterminer le développement limité de : x ÞÑ ex à l’ordre 4 en 1.

(2) Déterminer le développement limité de : x ÞÑ sin x à l’ordre 4 en π

2 .

(3) Déterminer, de deux façons différentes, le développement limité de : x ÞÑ lnp1` xq
1´ x à l’ordre

4 en 0.

(4) Déterminer le développement limité de : x ÞÑ lnp1` xq?
1` x à l’ordre 3 en 0.

corrautoanalyseCTU-50

Correction of the exercise 301
<+CorrautoanalyseCTU-50+>
Exercise 302 exoautoanalyseCTU-16

Calculer les intégrales suivantes :

J1 “
ż 1

0
p4x ` 2qpx2 ` x ` 1q dx J2 “

ż 1

0
xex

2 dx J3 “
ż π

4

0
sin 3x dx J4 “

ż π
2

0

cosx
2` sin x dx

corrautoanalyseCTU-16

Correction of the exercise 302
<+CorrautoanalyseCTU-16+>
Exercise 303 exoautoanalyseCTU-17

(1) Déterminer l’ensemble des primitives de la fonction tan sur l’intervalle
ı
´π2 ; π2

”
.

(2) Déterminer la primitive sur l’intervalle
ı
´π2 ; π2

”
de la fonction tan qui s’annule en π

3 .
corrautoanalyseCTU-17

Correction of the exercise 303
<+CorrautoanalyseCTU-17+>
Exercise 304 exoautoanalyseCTU-18

Soit f la fonction définie sur R par fpxq “ |2x´ 1|.
(1) Justifier que la fonction f admet des primitives sur R.
(2) Déterminer la primitive F1 de f qui s’annule en 2.
(3) Tracer les représentations graphiques de f et de F1.

corrautoanalyseCTU-18

Correction of the exercise 304
<+CorrautoanalyseCTU-18+>
Exercise 305 exoautoanalyseCTU-20

Déterminer les ensembles de primitives suivants :
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F1pxq “
ż
xpx2 ` 3qdx F2pxq “

ż
x
a

1` x2 dx F3pxq “
ż

x2

1` x3 dx
corrautoanalyseCTU-20

Correction of the exercise 305
<+CorrautoanalyseCTU-20+>
Exercise 306 exoautoanalyseCTU-21

Déterminer les ensembles de primitives suivants :
G1pxq “

ż
lnpxqdx G2pxq “

ż
arctanpxqdx G3pxq “

ż
x sinpxq dx

G4pxq “
ż
xex dx G5pxq “

ż
arcsinpxq dx G6pxq “

ż
x2ex dx

corrautoanalyseCTU-21

Correction of the exercise 306
<+CorrautoanalyseCTU-21+>
Exercise 307 exoautoanalyseCTU-28

Déterminer les ensembles de primitives suivants :
F1pxq “

ż
sin2 x dx F2pxq “

ż
px2 ` x` 1qex, dx F3pxq “

ż ln x
x

dx F4pxq “
ż ln x

x3 dx

F5pxq “
ż
x sinpxq dx F6pxq “

ż
x

1` x4 dxF7pxq “
ż 1
x2 ` 4x` 5 dxF8pxq “

ż 8x
x2 ` 4x` 5 dx

corrautoanalyseCTU-28

Correction of the exercise 307
<+CorrautoanalyseCTU-28+>
Exercise 308 exoautoanalyseCTU-4

(1) (1a) Rappeler les formules de trigonométrie que vous connaissez.

(1b) Déterminer les valeurs exactes de cos π12 , sin 7π
12 et tan 5π

12 .

(1c) Déterminer un réel A et un réel φ tels que :
a/ cosx´?3 sin x “ A cospx` φq b/ cosx` sin x “ A cospx` φq

(2) (2a) Exprimer cosp2xq et sinp2xq en fonction de cospxq et sinpxq.
(2b) Exprimer tanp2xq en fonction de tanpxq.
(2c) Déterminer les valeurs exactes de cos π8 et sin π8 .

corrautoanalyseCTU-4

Correction of the exercise 308
<+CorrautoanalyseCTU-4+>
Exercise 309 exoautoanalyseCTU-7

(1) La fonction arcsin est-elle paire ou impaire ?
(2) La fonction arccos est-elle paire ou impaire ? Exprimer arccosp´xq en fonction de arccospxq.
(3) Montrer que pour tout réel x de [-1 ; 1] : arccospxq ` arcsinpxq “ π

2
corrautoanalyseCTU-7

Correction of the exercise 309
<+CorrautoanalyseCTU-7+>
Exercise 310 exoautoanalyseCTU-8

Simplifier les écritures suivantes en précisant à chaque fois le domaine de validité de la formule.
a/ sinparcsin xq b/ cosparccosxq c/ sinparccosxq corrautoanalyseCTU-8

Correction of the exercise 310
<+CorrautoanalyseCTU-8+>
Exercise 311 exoautoanalyseCTU-9

On considère les fonctions f et g définies respectivement par fpxq “ arccospcosxq et gpxq “
arcsinpsin xq.
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(1) Donner l’ensemble de définition des fonctions f et g.
(2) Représenter graphiquement les fonctions f et g.

corrautoanalyseCTU-9

Correction of the exercise 311
<+CorrautoanalyseCTU-9+>
Exercise 312 exoautoanalyseCTU-13

(1) Démontrer les formules suivantes :
(1a) cosh2 x´ sinh2 x “ 1
(1b) sinhpx` yq “ sinhpxq coshpyq ` coshpxq sinhpyq
(1c) coshpx` yq “ coshpxq coshpyq ` sinhpxq sinhpyq

(2) Donner des expressions de coshp2xq et sinhp2xq en fonction de coshpxq et sinhpxq.
corrautoanalyseCTU-13

Correction of the exercise 312
<+CorrautoanalyseCTU-13+>

98.14 Exercices en réserve

Exercise 313 exosession1-0001
corrsession1-0001

Correction of the exercise 313
Exercise 314 exomazhe-0017

Soit f la fonction fpxq “ ex ´ 2
ex ` 1 .

(1) Préciser l’ensemble de définition, les variations et les limites aux bords du domaine de f .
(2) Montrer que pour tout x dans l’ensemble de définition de f on a

f 1pxq “ ´1
3
`
f2pxq ` fpxq ´ 2

˘
. (98.40)EQooCHQSooPtlbVZEQooCHQSooPtlbVZ

(3) Montrer que f réalise une bijection de son domaine vers un intervalle que l’on précisera.
(4) Soit g la bijection réciproque de f . Quel est l’intervalle de définition de g ?
(5) Rappeler la formule qui donne la dérivée de la fonction réciproque.
(6) Utiliser l’équation (98.40) pour montrer que la dérivée de g est g1pyq “ ´ 3

y2`y´2 .

(7) Déterminer l’expression explicite de g.
corrmazhe-0017

Correction of the exercise 314

(1) L’ensemble de définition de f est R, les limites aux bords du domaine sont

lim
xÑ´8 fpxq “ ´2, lim

xÑ`8 fpxq “ 1.

La dérivée de f est

f 1pxq “ expex ` 1q ´ expex ´ 2q
pex ` 1q2 “ 3ex

pex ` 1q2 ,

qui est une fonction strictement positive. La fonction f est continue et f 1 est strictement
positive, f est donc strictement croissante entre les valeurs ´2 et 1.
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(2) Nous pouvons calculer explicitement

´ 1
3
`
f2pxq ` fpxq ´ 2

˘ “ ´1
3
pex ´ 2q2 ` pex ´ 2qpex ` 1q ´ 2pex ` 1q2

pex ` 1q2
“ ´1

3
´9ex

pex ` 1q2 “
3ex

pex ` 1q2 .

Cette expression est identique à l’expression de f 1 trouvée au point précédent.
(3) La fonction f est définie sur R, continue et strictement croissante entre les valeurs ´2 et 1.

Elle réalise donc une bijection de R vers s ´ 2, 1r.
(4) L’intervalle de définition de g est s ´ 2, 1r.
(5) La formule qui donne la dérivée de la fonction réciproque est

g1pyq “ 1
f 1pgpyqq .

(6) Nous avons
g1pyq “ 1

f 1pgpyqq “
´3

pf2pgpyqq ` fpgpyqq ´ 2q “
´3

y2 ` y ´ 2 .

(7) Pour trouver l’expression explicite de g nous trouvons d’abord l’ensemble des primitives de
g1 ż

g1pyq dy “
ż ´3
y2 ` y ´ 2 dy “

ż ´3
py ` 2qpy ´ 1q dy

On a ´3
py ` 2qpy ´ 1q “

1
py ` 2q ´

1
py ´ 1q ,

et donc
ż
g1pyq dy “

ż 1
py ` 2q dy ´

ż 1
py ´ 1q dy “ lnp|y ` 2|q ´ lnp|y ´ 1|q ` C.

Il faut trouver maintenant la valeur de la constante C qui correspond à g (car g est une
primitive particulière de g1). Il suffit de calculer la valeur de f à un point, par exemple
fp0q “ ´1{2. Ensuite forcement gp´1{2q “ 0, donc

lnp| ´ 1{2` 2|q ´ lnp| ´ 1{2´ 1|q ` C “ 0

et on trouve C “ lnp1q “ 0. La fonction g est gpyq “ lnp|y ` 2|q ´ lnp|y ´ 1|q.
Exercise 315 exoanalyseCTU-0101

(1) Montrer que pour tout y P r´1, 1s nous avons

cosparcsinpyqq “ sinparccospyqq. (98.41)

(2) Soit la fonction f définie par

fpyq “ arctanpyq ` arctan
ˆ

1
y

˙
. (98.42)

(2a) Trouver l’ensemble de définition de f .
(2b) Montrer que la dérivée de f est nulle pour tout y dans le domaine de f .
(2c) En déduire que pour tout y ă 0,

arctanpyq ` arctan
ˆ

1
y

˙
“ ´π2 . (98.43)
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(2d) Est-il vrai que la fonction f est constante ? Expliquer votre réponse.
corranalyseCTU-0101

Correction of the exercise 315

(1) Pour tout y P r´1, 1s nous avons

rcosparcsinpyqqs2 “ 1´ rsinparcsinpyqqs2 “ 1´ y2,

et analoguement
rsinparccospyqqs2 “ 1´ rcosparccospyqqs2 “ 1´ y2.

Les deux expressions sont donc équivalentes.
(2) (2a) L’ensemble de définition arctan est R, mais l’ensemble de définition 1{x est Rzt0u. Par

consequent l’ensemble de définition de f est Rzt0u.
(2b) Nous pouvons calculer la dérivée de f , on a

f 1pyq “ 1
1` y2 `

1

1`
´

1
y

¯2
´1
y2 “

1
1` y2 ´

1
1` y2 “ 0,

pour tout y dans le domaine de f .
(2c) On peut calculer fp´1q, en sachant que sa valeur est la valeur de f pour tout y ă 0,

arctanp´1q ` arctanp 1
´1q “ 2

´
´π4

¯
“ ´π2 . (98.44)

(2d) La fonction f n’est pas constante sur son domaine, car elle prend des valeurs différents
dans les intervalles s0,`8r et s ´ 8, 0r. Pour y ą 0 on a en effet fpyq “ fp1q “ π{2.

Exercise 316 exoanalyseCTU-0102

(1) Montrer que la fonction sinh admet une fonction réciproque.
(2) Montrer que fpyq “ lnpy `a

y2 ` 1q est la fonction réciproque de sinh.
(3) Calculer f 1pyq d’abord en utilisant son expression analytique et ensuite en utilisant la formule

de dérivation d’une fonction composée et les propriétés des fonctions sinh et cosh vues dans
l’exercice 19

corranalyseCTU-0102

Correction of the exercise 316

(1) La fonction sinh est dérivable (donc continue) et sa dérivée est cosh, qui est une fonction
strictement positive. Donc sinh admet une fonction réciproque par le théorème de la bijection.

(2) Pour montrer que fpyq “ lnpy`a
y2 ` 1q est la fonction réciproque de sinh nous considérons

les fonctions composées y ÞÑ sinhpfpyqq et x ÞÑ fpsinhpxqq. La fonction f est la réciproque
de sinh si et seulement si ces deux fonctions sont respectivement l’indentité de y et de x.

sinhpfpyqq “ 1
2

˜
y `

a
y2 ` 1´ 1

y `a
y2 ` 1

¸
“ 2y2 ` 2y

a
y2 ` 1

2py `a
y2 ` 1q “ y;

fpsinhpxqq “ ln

¨
˝ex ´ e´x

2 `
dˆ

ex ´ e´x
2

˙2
` 1

˛
‚

“ ln

¨
˝ex ´ e´x

2 `
dˆ

ex ` e´x
2

˙2
˛
‚“ ln

ˆ
2ex
2

˙
“ x.



98.14. EXERCICES EN RÉSERVE 4895

(3) Calculons f 1pyq en utilisant son expression analytique

f 1pyq “ 1
y `a

y2 ` 1

˜
1` ya

y2 ` 1

¸
“ y `a

y2 ` 1
py `a

y2 ` 1qay2 ` 1
“ 1a

y2 ` 1
.

La formule de dérivation d’une fonction composée nous dit que

f 1pyq “ 1
coshpfpyqq

ensuite on sait que f est la fonction réciproque de sinh et les propriétés des fonctions sinh et
cosh vues dans l’exercice 19 nous disent que cosh2pxq ´ sinh2pxq “ 1. On a donc

coshpfpyqq “
b

1` sinh2pfpyqq “
a

1` y2.

Exercise 317 exoanalyseCTU-0103

(1) Soit f : RÑ R une fonction paire. Déterminer si les fonctions suivantes sont paires, impaires
ou aucun des deux. Justifier chaque affirmation par une petite démonstration ou un contre-
exemple.

f1pxq “ fp´xq, (98.45a)
f2pxq “ fpxq ´ 1, (98.45b)

f3pxq “
#
fpxq si x ą 0,
fp´xq si x ď 0,

(98.45c)

f5pxq “
apfpxqq2, (98.45d)

f6pxq “ |fpxq| ` fpxq, (98.45e)
f7pxq “ xfpxq, (98.45f)
f8pxq “ gpfpxqq, où g est une fonction impaire. (98.45g)

(2) Refaire la première partie de cet exercice en supposant maintenant que f est impaire.
corranalyseCTU-0103

Correction of the exercise 317
(1) Soit f : RÑ R une fonction paire.

(1a) f1pxq “ fp´xq est paire parce que f1p´xq “ fp´p´xqq “ fp´xq “ f1pxq.
(1b) f2pxq “ fpxq ´ 1 est paire parce que f2p´xq “ fp´xq ´ 1 “ fpxq ´ 1 “ f2pxq.

(1c) f3pxq “
#
fpxq si x ą 0,
fp´xq si x ď 0,

est paire parce que f3pxq “ fp|x|q, donc f3p´xq “ fp|´x|q “
fp|x|q “ f3pxq

(1d) f5pxq “
apfpxqq2 est paire parce que f5pxq “ |fpxq|, donc f5p´xq “ |fp´xq| “ |fpxq| “

f5pxq.
(1e) f6pxq “ |fpxq| ` fpxq est paire comme somme de deux fonctions paires.
(1f) f7pxq “ xfpxq est impaire comme produit d’une fonction paire et une impaire : f7p´xq “

´xfp´xq “ ´xfpxq “ ´f7pxq.
(1g) f8pxq “ gpfpxqq avec g impaire. Le tout est paire parce que f8p´xq “ gpfp´xqq “

gpfpxqq “ f8pxq.
(2) Soit f : RÑ R une fonction impaire.

(2a) f1pxq “ fp´xq est impaire et f1p´xq “ fp´p´xqq “ ´fp´xq “ ´f1pxq
(2b) f2pxq “ fpxq ´ 1 n’est ni paire ni impaire et f2p´xq “ fp´xq ´ 1 “ ´fpxq ´ 1. Elle est

paire si et seulement si fpxq “ 0 pour tout x.
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(2c) f3pxq “
#
fpxq si x ą 0,
fp´xq si x ď 0,

est paire parce que f3pxq “ fp|x|q. Donc f3p´xq “ fp| ´
x|q “ fp|x|q “ f3pxq

(2d) f5pxq “
apfpxqq2 est paire parce que f5pxq “ |fpxq|, donc f5p´xq “ |fp´xq| “ | ´

fpxq| “ f5pxq
(2e) f6pxq “ |fpxq|`fpxq n’est ni paire ni impaire parce que f6p´xq “ |fpxq|´fpxq ‰ f6pxq

et ´f6pxq. f6 est paire si et seulement si fpxq “ 0 pour tout x.
(2f) f7pxq “ xfpxq est paire parce qu’elle est le produit de deux fonctions impaires : f7p´xq “

´xfp´xq “ xfpxq “ f7pxq.
(2g) f8pxq “ gpfpxqq où g est impaire. Le tout est impair parce que f8p´xq “ gp´fpxqq “

´gpfpxqq “ ´f8pxq
Exercise 318 exosession1-0002

Calculer les intégrales et les primitives suivantes

(1)
ż
x´4 ` x1{5 dx ;

(2)
ż

lnpxq dx ;

(3)
ż
x sin2pxq dx ;

(4)
ż π{4

´π{4
tanpxq dx ;

(5)
ż 1

0

1
4ex ` e´x dx. Utiliser le changement de

variable t “ ex ;

(6)
ż 1{2

0

c
arcsinpxq

1´ x2 dx. Utiliser le change-
ment de variable t “ arcsinpxq.

corrsession1-0002

Correction of the exercise 318

(1)
ż
x´4 ` x1{5 dx “ ´x

´3

3 ` 5
6x

6{5 ` C ;

(2)
ż

lnpxq dx “ x lnpxq ´
ż
xˆ 1

x
dx “ x lnpxq ´ x` C ;

(3) ż
x sin2pxq dx “

ż
x

1´ cosp2xq
2 dx

“ x2

4 ´
ż
x

2 cos p2xq dx

“ x2

4 ´ x

4 sin p2xq `
ż sin p2xq

4 dx

“ x2

4 ´ x

4 sin p2xq ´ cos p2xq
8 ` C ;

(4)
ż π{4

´π{4
tanpxq dx “ 0 car tan est une fonction impaire et r´π{4, π{4s est symétrique par rapport

à l’origine. Si on veut vérifier ce résultat il suffit d’écrire tanpxq comme sinpxq
cospxq et utiliser la

formule pour les primitives des fonctions du type U 1{U . On aura alors que les primitives de
tan sont ´ lnp| cospxq|q ` C.

(5) On veut utiliser le changement de variable t “ ex. On a donc dt “ exdx, ce qu’on peut écrire
aussi comme 1

t dt “ dx.
ż 1

0

1
4ex ` e´x dx “

ż e1“e

e0“1

1
4t` 1

t

1
t
dt

“
ż e

1

1
4t2 ` 1 dt “

1
2 rarctanp2tqst“et“1

“ 1
2 parctanp2eq ´ arctanp2qq .
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(6) On veut utiliser le changement de variable t “ arcsinpxq, donc dt “ 1?
1´x2dx. On peut écrire

l’intégrale comme il suit
ż 1{2

0

c
arcsinpxq

1´ x2 dx “
ż 1{2

0

a
arcsinpxq 1?

1´ x2 dx

“
ż arcsinp1{2q“π{6

arcsinp0q“0

?
t dt “

„
2
3 t

3{2
ȷπ{6

0
“ 2

3

´π
6

¯3{2
.

Exercise 319 exosession1-0003
corrsession1-0003

Correction of the exercise 319
<+Corrsession1-0003+>
Exercise 320 exosession1-0004

corrsession1-0004

Correction of the exercise 320
<+Corrsession1-0004+>
Exercise 321 exosession1-0005

Déterminer la solution générale Y de l’équation différentielle

9y2 ` y “ 4x` 1,

ainsi que la solution particulière yp qui vérifie yp0q “ 2, y1p0q “ 1. corrsession1-0005

Correction of the exercise 321
Nous trouvons facilement par substitution que une solution particulière de l’équation différen-

tielle est ȳpxq “ 4x` 1.
Pour trouver la solution générale de l’équation homogène associée, Yh, nous écrivons d’abord

le polynôme caractéristique de l’équation, qui est

9r2 ` 1,

et nous cherchons les racines de 9r2 ` 1 “ 0 dans C. On a r1,2 “ ˘ i
3 , donc la solution générale est

Yh “
!
A cos

´x
3

¯
`B sin

´x
3

¯
, A, B P R

)
.

La solution générale Y de l’équation différentielle d’origine est alors

Y “
!
A cos

´x
3

¯
`B sin

´x
3

¯
` ȳpxq, A, B P R

)
.

La solution particulière yp qui vérifie yp0q “ 2, y1p0q “ 1 correspond aux valeurs des coefficients
A “ 1 et B “ ´9, en fait

A cos p0q`B sin p0q ` ȳp0q “ A` 1
donc la condition yp0q “ 2 devient A` 1 “ 2

´A3 sin p0q`B3 cos p0q ` ȳ1p0q “ B

3 ` 4

donc la condition y1p0q “ 1 devient B3 ` 4 “ 1.

L’unique solution du système #
A` 1 “ 2,
B
3 ` 4 “ 1,

est A “ 1, B “ ´9.
Exercise 322 exosession1-0007

Soit f la solution du problème de Cauchy
#
y1 “ ´2x` 2xy2,

yp0q “ 1
2 .
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(1) Pourriez-vous écrire une équation différentielle du deuxième ordre dont f est la solution ?
(2) Déterminer un développement limité de f à l’ordre 2 en 0 en utilisant l’équation différentielle

et la formule de Taylor-Young. Remarque : il n’est pas nécessaire de résoudre l’équation
différentielle pour répondre à cette question.

corrsession1-0007

Correction of the exercise 322
(1) Une équation différentielle du deuxième ordre dont f est la solution est obtenue en dérivant

les deux côtés de l’équation par rapport à x

y2 “ ´2` 2y2 ` 4xyy1.

(2) Par la formule de Taylor-Young le développement limité de f à l’ordre 2 en 0 a la forme

fpxq “ fp0q ` f 1p0qx` x2

2 f
2p0q ` x2εpxq,

oú ε est une fonction dont la limite pour x qui tends vers 0 est nulle.
En utilisant le calcul fait au point précèdent et la condition initiale donnée nous avons

fpxq “ 1
2 ` 0`

ˆ
´2` 1

2

˙
x2

2 ` x2εpxq “ 1
2 ´

3
4x

2 ` x2εpxq.

Exercise 323 exosession1-0006

Trouver l’unique solution du problème de Cauchy
#
y1 “ ´2x` 2xy2,

yp0q “ 1
2 .

corrsession1-0006

Correction of the exercise 323
L’équation n’est pas linéaire mais à variables séparables. Si ypxq est égale à ˘1 pour un x inR

alors y1 “ 0 et la solution est constante. Ce cas ne nous intéresse pas car ces solutions ne satisfont
pas la condition initiale imposée. Supposons donc que y soit différent de ˘1. Nous pouvons procéder
comme il suit : d’abord

y1 “ 2xp´1` y2q ñ y1

p´1` y2q “ 2x,

ensuite, nous cherchons les primitives (par rapport à x) des deux côtés de l’équation
ż

y1

p´1` y2q dx “
ż

2x dx,
ż 1
py ´ 1qpy ` 1q dy “ x2 ` C, pour C P R

1
2

ż 1
py ´ 1q ´

1
py ` 1q dy “ x2 ` C,

ln
˜d

|y ´ 1|
|y ` 1|

¸
“ x2 ` C,

y ´ 1
y ` 1 “ Ke2x2

, pour K P Rzt0u.

À partir d’ici on peut trouver une expression analytique explicite pour la solution générale de
l’équation différentielle

Y “
#
ypxq “ 1`Ke2x2

1´Ke2x2 , K P R
+
Y typxq “ ´1u.

La valeur de K qui correspond à la condition initiale est trouvée par substitution et vaut K “ ´1{3.
Exercise 324 exosession1-0008
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(1) Calculer à l’aide de la formule de Taylor-Young, le développement limité à l’ordre 7 de la
fonction fpxq “ cosp2xq au voisinage de zéro.

(2) Calculer par une méthode de votre choix le développement limité à l’ordre 7 des fonctions
gpxq “ cos2pxq et hpxq “ sin2pxq au voisinage de zéro.

(3) Calculer, à l’aide des développements limités, la valeur de la limite

lim xÑ 0e
x ´ 1´ x
sin2pxq .

corrsession1-0008

Correction of the exercise 324
(1) La fonction fpxq “ cosp2xq est paire, donc son développement limité au voisinage de zéro ne

contient que les termes d’ordre paire

fpxq “ fp0q ` x2

2 f
2p0q ` x4

4! f
p4qp0q ` x6

6! f
p6qp0q ` x7εpxq.

Les dérivées de f sont faciles à calculer : f pnqpxq “ 2n cospnqp2xq. Par conséquent

fpxq “ 1´ 2x2 ` 2x4

3 ´ 4x6

45 ` x7εpxq.

(2) La fonction gpxq “ cos2pxq est égale à 1`cosp2xq
2 , donc nous avons

gpxq “ 1` cosp2xq
2 “ 1´ x2 ` x4

3 ´ 2x6

45 ` x7εpxq.

Analogue ment, hpxq “ sin2pxq est égale à 1´ cospxq, donc

hpxq “ 1´ cospxq “ x2 ´ x4

3 ` 2x6

45 ` x7εpxq.

(3)

lim xÑ 0e
x ´ 1´ x
sin2pxq “ lim xÑ 0

x2

2
x2 “

1
2 .

Exercise 325 exosession2-0001

Soit f la fonction définie par fpxq “ arccosp?1´ x2q
(1) Déterminer l’ensemble de définition de f , Df , et étudier la parité de f .
(2) Calculer fp0q, fp1{2q, fp1q.
(3) Calculer f 1pxq pour 0 ă x ă 1 ; on montrera que dans ce cas, f 1pxq “ 1?

1´ x2 .

(4) En déduire une expression simplifiée de fpxq pour x Ps0, 1r. Cette expression est-elle encore
valable pour x “ 0 et pour x “ 1 ?

Exercise 326 exosession2-0002

Calculer les intégrales et les primitives suivantes

(1)
ż
xpx´1{2 ` x1{5q dx ;

(2)
ż lnpxq

x
dx ;

(3)
ż

arcsinpxq dx ;

(4)
ż π

π{2

cospxq ` 1
sinpxq ` x dx ;
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(5)
ż 2

1

cosp4` lnpxqq
x

dx. Utiliser le changement de variable t “ 4` lnpxq ;

(6)
ż 1

0

x3

1` x2 dx. Utiliser le changement de variable t “ x2 ` 1.

Exercise 327 exosession2-0003

On considère l’équation différentielle linéaire

y1 ` 2y “ 2
3x

3 ´ x2 ` 1. (98.46)eq:exo3eq:exo3

(1) Déterminer une fonction polynomiale qui est solution de l’équation différentielle (98.46).
(2) Déterminer la solution générale Y de l’équation (98.46).

Exercise 328 exosession2-0006

Soit f la solution du problème de Cauchy
#
xy1 ´ p1` xqy “ 0, pour tout x P p0,`8q,
yp1q “ 1

2 .

(1) Montrer que f est aussi une solution de l’équation de deuxième ordre

xy2 ´ p2` xqy “ 0, pour tout x P p0,`8q,
(2) Soit g la fonction définie par gpxq “ fpx ` 1q. Déterminer un développement limité de g à

l’ordre 2 en 0 en utilisant l’équation différentielle et la formule de Taylor-Young. Remarque :
il n’est pas nécessaire de résoudre l’équation différentielle pour répondre à cette question.

Exercise 329 exosession2-0005

Déterminer la solution générale Y de l’équation différentielle

y2 ` 2y1 ` 17y “ 4x` 1,

ainsi que la solution particulière yp qui vérifie yp0q “ 2, y1p0q “ 1.
Exercise 330 exosession2-0004

Trouver l’unique solution du problème de Cauchy
#
xy1 ´ p1` xqy “ 0, pour tout x P p0,`8q,
yp1q “ 1

2 .

Exercise 331 sujetjanvier2016ODE1

(1) Résoudre sur l’intervalle s ´ 1 ; 1r l’équation différentielle

px´ 1qy1 ` y “ 1?
1´ x2 . (98.47)equa1equa1

(2) Déterminer l’unique solution φ de (98.47) telle que φp0q “ 1{?2.
Exercise 332 sujetjanvier2016ODE2

(1) Montrer que la fonction fpxq “ 3ex
x2 sur l’intervalle s0 ; `8r est une solution de l’équation

différentielle
x2y2 ` 4xy1 ´ px2 ´ 2qy “ 0. (98.48)equa2equa2

(2) On veut résoudre l’équation différentielle (98.48). Pour ce faire il faut effectuer le changement
de variable z “ x2y.

Exercise 333 sujetjanvier2016ODE3

Nous considérons l’équation différentielle

y2 ´ 3y1 ´ 10y “ 2x. (98.49)equa3equa3



98.14. EXERCICES EN RÉSERVE 4901

(1) Déterminer la solution générale YH de l’équation homogène associée à (98.49).
(2) Trouver une solution particulière, yP , de la forme ax` b, de l’équation (98.49).
(3) En déduire la solution générale de l’équation (98.49).
(4) Existe-t-il une solution y de (98.49) pour laquelle nous avons limxÑ8 ypxq “ 0 ?
(5) Déterminer l’unique solution de (98.49) qui satisfait les conditions yp0q “ 10 et y1p0q “ 1.

Exercise 334 sujetjanvier2016DL

(1) Rappeler le développement limité à l’ordre 6 au voisinage de 0 de la fonction cosinus.
(2) Calculer le développement limité à l’ordre 6 au voisinage de 0 de la fonction

fpxq “ 1` ax2

1` bx2 ,

où a et b sont des réels (leur valeurs exacte n’a pas d’importance pour l’instant).
(3) Déterminer les valeurs de a et b pour lesquelles

lim
xÑ0

cospxq ´ fpxq
x5 “ 0.

Exercise 335 exoanalyseCTU-0023

(1) Donner un exemple de fonction bijective de I dans J pour :

(1a) I “ r0, 1s, J “ r1, 2s
(1b) I “s0, 1r, J “ R
(1c) I “ R`, J “ r0, 1r.

(2) Donner un exemple d’intervalles I et J pour que f soit bijective de I dans J lorsque :

(2a) fpxq “ x2

(2b) fpxq “ lnpx2q
corranalyseCTU-0023

Correction of the exercise 335
<+CorranalyseCTU-0023+>
Exercise 336 exoautoanalyseCTU-11

On considère la fonction f définie par fpxq “ arcsinp2x2 ´ 1q.
(1) Déterminer l’ensemble de définition de f .
(2) Montrer que la fonction f est dérivable sur les intervalles s ´ 1 ; 0r et s0 ; 1r, et déterminer

l’expression de f 1pxq.
(3) Montrer que pour tout x de l’intervalle r0 ; 1r, fpxq “ 2 arcsin x´ π

2 .

(4) Tracer la courbe représentative de f .
corrautoanalyseCTU-11

Correction of the exercise 336
<+CorrautoanalyseCTU-11+>
Exercise 337 exoautoanalyseCTU-29

Pour tout n de N, on note : In “
ż π

2

0
sinn tdt.

(1) Calcculer I0, I1, I2.
(2) Établir une relation de récurrence entre In et In`2.
(3) En déduire I2p et I2p`1 pour tout p P N.



4902 CHAPITRE 98. EXERCICES POUR ANALYSE CTU

corrautoanalyseCTU-29

Correction of the exercise 337
<+CorrautoanalyseCTU-29+>
Exercise 338 exoautoanalyseCTU-30

On définit pour tout n P N la fonction fn sur R` par fnpxq “ xne´x.
Soit a ą 0, on pose : Inpaq “

ż a

0
fnpxq dx

(1) Déterminer I0paq.
(2) Montrer que I0paq admet une limite lorsque aÑ `8.

On notera cette limite
ż `8

0
f0pxq dx.

(3) Déterminer une relation de récurrence entre Inpaq et In`1paq.
(4) Montrer que pour tout n, Inpaq admet une limite lorsque a tend vers `8.

On notera cette limite
ż `8

0
fnpxq dx.

(5) Démontrer que :
ż `8

0
xne´x dx “ n !

corrautoanalyseCTU-30

Correction of the exercise 338
<+CorrautoanalyseCTU-30+>
Exercise 339 exoautoanalyseCTU-46

Soit la fonction f de la variable réelle x définie par fpxq “ arctanpxq ´ arctanp3xq.
(1) Déterminer l’ensemble de définition, les variations et les limites aux bords du domaine de la

fonction f .

(2) En utilisant le point précédent, montrer que f est une bijection de I “
ȷ
´8,´ 1?

3

ȷ
vers un

intervalle que l’on précisera.

(3) Démontrer que pour tout réel x, fpxq “ ´ arctan
ˆ

2x
1` 3x2

˙
.

(4) Trouver une expression de la fonction réciproque de f sur I à partir de l’expression donné
dans le point précédent.

(5) La fonction f réalise aussi une bijection de
ȷ
´ 1?

3
,

1?
3

„
vers

ı
´π6 ,

π

6

”
. Est-il possible d’uti-

liser entre ces deux intervalles la fonction réciproque trouvée au point précédent ? Motiver
votre réponse.

corrautoanalyseCTU-46

Correction of the exercise 339
<+CorrautoanalyseCTU-46+>
Exercise 340 exoanalyseCTU-0008

Déterminer le prolongement par continuité de la fonction

fpxq “ sinpxq
x

(98.50)

en x “ 0.
Indice : suivre l’exemple 18.240. corranalyseCTU-0008

Correction of the exercise 340
<+CorranalyseCTU-0008+>
Exercise 341 exoanalyseCTU-0009

Nous considérons les fonctions suivante.
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(1) f1pxq “ lnpxq ;
(2) f2pxq “ lnpx2q ;
(3) f3pxq “ lnp|x|q ;

(4) f4pxq “ | lnpxq| ;
(5) f5pxq “ lnpx` 1q ;
(6) f6pxq “ lnpxq ` 1 ;

(7) f7pxq “
a

lnpxq.

(1) Déterminez leur domaines de définition.
(2) Indiquez le graphe correspondant à chacune des fonctions (figure 98.5). Justifiez vos réponses

corranalyseCTU-0009

Correction of the exercise 341
<+CorranalyseCTU-0009+>
Exercise 342 exostarterST-0014modif

Soit fpxq “ arccos
´ 2
?
x

1` x
¯

. Déterminer l’ensemble de définition, le domaine de dérivabilité, et
l’expression de f 1pxq.

Exercise 343 exoautoanalyseCTU-14

Simplifier les expressions suivantes :
(1) fpxq “ cosh

´
lnpx`?x2 ´ 1q

¯

(2) fpxq “ sinh
´

lnpx`?x2 ´ 1q
¯

corrautoanalyseCTU-14

Correction of the exercise 343
<+CorrautoanalyseCTU-14+>
Exercise 344 exoanalyseCTU-0005

Pour s’exercer à manipuler les fonctions trigonométrique inverses
(1) Montrer que pour tout y P R nous avons

cos
`

arctanpyq˘ “ 1a
1` y2

(98.51)

et
sin

`
arctanpyq˘ “ ya

1` y2
. (98.52)

(2) Montrer que pour tout y ą 0,

arctanpyq ` arctanp1
y
q “ π

2 . (98.53)

(3) En déduire que pour tout y ă 0,

arctanpyq ` arctanp1
y
q “ ´π2 . (98.54)

corranalyseCTU-0005

Correction of the exercise 344
<+CorranalyseCTU-0005+>
Exercise 345 exoautoanalyseCTU-48

Calculer les intégrales suivantes :

I1 “
ż 4

1

1?
x

dx I2 “
ż 4

1
x ln x dx I3 “

ż π

0
x sin 3x dx

I4 “
ż ?

3´1
3

0

1
9x2 ` 6x` 2 dx (poser t “ 3x` 1)I5 “

ż π
2

π
4

1´ cosx
1` cosx sin x dx (poser t “ cosx)

corrautoanalyseCTU-48

Correction of the exercise 345
<+CorrautoanalyseCTU-48+>
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Exercise 346 exoautoanalyseCTU-45

On considère la fonction f de la variable réelle x, définie par fpxq “ arcsin
ˆ

2x
1` x2

˙
´

2 arctanpxq.
(1) Déterminer l’ensemble de définition de f .
(2) Étudier la parité de f .
(3) Calculer fp0q, fp1q, fp?3q et lim

xÑ`8 fpxq .
(4) Justifier que f est dérivable sur chacun des intervalles s ´8 ; ´1r, s ´ 1 ; 1r et s1 ; `8r, puis

calculer l’expression de f 1pxq .
(5) En déduire l’expression de fpxq.
(6) Établir le tableau de variations de f .
(7) Tracer la courbe représentative de f .

corrautoanalyseCTU-45

Correction of the exercise 346
<+CorrautoanalyseCTU-45+>
Exercise 347 exoautoanalyseCTU-15

Calculer les intégrales suivantes :

I1 “
ż π

4

´ π
4

tan2 x dx I2 “
ż 1

0
px3 ´ 7x` 15q dx I3 “

ż ´1

´2

dt
t4

I4 “
ż 8

2

?
x dx

I5 “
ż 1

0

dt
1` t2 I6 “

ż ´2

´8

dt
t

I7 “
ż ?

3
2

1
2

dx?
1´ x2

corrautoanalyseCTU-15

Correction of the exercise 347
<+CorrautoanalyseCTU-15+>
Exercise 348 exoautoanalyseCTU-53

(1) Calculer le développement limité en 0 et à l’ordre 2 des fonctions x ÞÑ sinp2xq et x ÞÑ
lnp1´ 2xq.

(2) En déduire le développement limité en 0 et à l’ordre 2 de f définie par fpxq “ lnp1´ 2xq ´
sinp2xq.

(3) En déduire les valeurs f 1p0q et f2p0q.
(4) On note pCf q la courbe représentative de f .

(4a) Déterminer l’équation de la tangente à pCf q au point d’abscisse 0.
(4b) Préciser la position relative de pCf q par rapport à sa tangente.

corrautoanalyseCTU-53

Correction of the exercise 348
<+CorrautoanalyseCTU-53+>
Exercise 349 exoautoanalyseCTU-38

Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
(1) y2 ` 2y1 ` y “ xex

(2) y2 ` y1 ´ 2y “ xex
corrautoanalyseCTU-38

Correction of the exercise 349
<+CorrautoanalyseCTU-38+>
Exercise 350 exoautoanalyseCTU-35

(1) Résoudre sur l’intervalle s ´ 1 ; 1r l’équation différentielle (E1) : px´ 1qy1 ` y “ 1?
1´ x2 .

(2) Résoudre sur l’intervalle s0 ; `8r l’équation différentielle (E2) : xy1 ´ 2y “ x4.
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(3) (3a) Résoudre l’équation différentielle (E3) : yy1 ` 2x “ 0.

(3b) Déterminer la solution φ de (E3) telle que φp0q “ ´2.
corrautoanalyseCTU-35

Correction of the exercise 350
<+CorrautoanalyseCTU-35+>
Exercise 351 exoautoanalyseCTU-39

(1) (1a) Résoudre sur R l’équation : p1` x2qy2 ` 2xy1 “ 0

(1b) Déterminer la solution φ de cette équation telle que φp1q “ 0 et φ1p0q “ 2.

(2) Résoudre sur l’intervalle s0 ; `8r l’équation différentielle : x2y2 ` 4xy1 ´ px2 ´ 2qy “ 0
On pourra poser z “ x2y.

corrautoanalyseCTU-39

Correction of the exercise 351
<+CorrautoanalyseCTU-39+>
Exercise 352 exoautoanalyseCTU-41

La fonction f est la solution de l’équation différentielle y1 ` 2xy “ 2xy3 qui prend la valeur 1
2

en 0.
Déterminer un développement limité de f à l’ordre 2 en 0. corrautoanalyseCTU-41

Correction of the exercise 352
<+CorrautoanalyseCTU-41+>
Exercise 353 exoautoanalyseCTU-49

(1) Résoudre sur s ´ 1 ; `8r l’équation différentielle (E1) : px` 1qy1 ´ p2x` 3qy “ e2x

(2) Résoudre sur s ´ 1 ; `1r l’équation différentielle (E2) : y1 ´ y cospxq “ esinx
?

1´ x2

(3) (3a) Résoudre sur R l’équation différentielle (E3) : y2 ´ 6y1 ` 13y “ 0.

(3b) Déterminer la solution φ de (E3) qui vérifie la condition initiale φp0q “ 1 et φ1p0q “ 1.

(4) Résoudre sur R l’équation différentielle (E4) : y2 ´ 4y1 ` 13y “ 10 cosp2xq ` 25 sinp2xq.
corrautoanalyseCTU-49

Correction of the exercise 353
<+CorrautoanalyseCTU-49+>
Exercise 354 exoautoanalyseCTU-27

Calculer les intégrales suivantes :

I1 “
ż 2

´2

et

et ` 3 dt I2 “
ż π

2

0
cosnpxq sinpxqdx (n P N) I3 “

ż 1

0

1?
4´ x2 dx I4 “

ż 2

´2
sinh x dx

I5 “
ż π

2

π
4

sin t
1` cos2 t

dt I6 “
ż 4

2

1
x2 ´ 1 dx I7 “

ż 2

0

t` 1
t2 ` 4 dt I8 “

ż π
4

0
x cosp2xqdx

corrautoanalyseCTU-27

Correction of the exercise 354
<+CorrautoanalyseCTU-27+>
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Exercise 355 exomazhe-0009

Completer le tableau suivant.

Primitive
ş
fpxq dx Function fpxq Dérivée f 1pxq

sinpxq ` C . . . . . .

. . . sinp3xq . . .

. . . . . . ´ 1
x2

. . . lnpxq . . .

. . . . . . pα` 1qxα

e5x

5 ` C . . . . . .

. . . tanpxq “ sinpxq
cospxq . . .

. . . arcsinpxq . . .

(98.55)

corrmazhe-0009

Correction of the exercise 355
<+Corrmazhe-0009+>
Exercise 356 exoautoanalyseCTU-19

Calculer les intégrales et les primitives suivantes

(1) K1 “
ż 2π

π
4

1
x1{4 ` cosp3xq dx ;

(2) K2 “
ż
x3plnpxq ´ 1qdx ;

(3) K3 “
ż

x2 ` 15
xpx` 1qpx` 5q dx ;

(4) K4 “
ż

x?
x2 ´ 1

arctan
a
x2 ´ 1 dx ;

(5) K5 “
ż π

π
4

1` cospxq ` cos2pxqdx ;

(6) K6 “
ż π

π
2

sinpxq ` sin3pxqdx.

corrautoanalyseCTU-19

Correction of the exercise 356
<+CorrautoanalyseCTU-19+>
Exercise 357 exoautoanalyseCTU-22

Calculer les intégrales suivantes :

J1 “
ż 3

2

dx
x` 5 J2 “

ż 3

2

dx
3x` 5 J3 “

ż 3

2

dx
p2x` 5q2
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J4 “
ż 1

0

dx
p4x` 1q4 J5 “

ż 2

0

x

x2 ` 5 dx J6 “
ż ?

5

0

dx
x2 ` 5corrautoanalyseCTU-22

Correction of the exercise 357
<+CorrautoanalyseCTU-22+>
Exercise 358 exoautoanalyseCTU-23

Calculer les intégrales suivantes en utilisant le changement de variable proposé :

I1 “
ż 1

0

ex

e2x ` 4 dx (prendre t “ ex) I2 “
ż 2

1
x
a

1` x2 dx (prendre t “ x2)

I3 “
ż 1

0

dx
p1` x2q 3

2
(prendre x “ tan t) I4 “

ż a

0

a
a2 ´ x2 dx (a P r0 ; `8r, poser

x “ a sin t) corrautoanalyseCTU-23

Correction of the exercise 358
<+CorrautoanalyseCTU-23+>
Exercise 359 exostarterST-0007

Indiquez le graphe correspondant à chacune des fonctions suivantes (figure 98.6). Justifiez vos
réponses

(1) cospxq ;
(2) cospx` π{2q ;
(3) cospexq ;

(4) cospxq ` 1 ;
(5) cosp4xq ;
(6) | cospxq| ;

(7)
a

cospxq.

corrstarterST-0007

Correction of the exercise 359
<+CorrstarterST-0007+>

98.15 Autres
Exercise 360 exoanalyseCTU-0001

Quelques questions à propos d’intervalles et de croissance.
(1) Donner un intervalle ouvert contenant le nombre ´4.
(2) Donner un exemple de fonction décroissante mais non strictement décroissante.
(3) Supposons que la fonction f dont le graphe est donné ci-dessous soit dérivable. Dresser le

tableau de signe de la dérivée de f .

´2 ´1 1 2 3 4 5

1

2

corranalyseCTU-0001

Correction of the exercise 360
<+CorranalyseCTU-0001+>
Exercise 361 exoanalyseCTU-0003

Reprendre le dessin de la figure 18.3 et y dessiner également la fonction sinus de façon à mettre
en évidence la symétrie. corranalyseCTU-0003

Correction of the exercise 361
<+CorranalyseCTU-0003+>
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Chapitre 99

GNU Free Documentation License

Version 1.3, 3 November 2008
Copyright © 2000, 2001, 2002, 2007, 2008 Free Software Foundation, Inc.

http://fsf.org/

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but
changing it is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful
document “free” in the sense of freedom : to assure everyone the effective freedom to copy and
redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily,
this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their work, while not
being considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works of the document must
themselves be free in the same sense. It complements the GNU General Public License, which is a
copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free
software needs free documentation : a free program should come with manuals providing the same
freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals ; it can be
used for any textual work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed
book. We recommend this License principally for works whose purpose is instruction or reference.

APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice
placed by the copyright holder saying it can be distributed under the terms of this License. Such
a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work under
the conditions stated herein. The “Document”, below, refers to any such manual or work. Any
member of the public is a licensee, and is addressed as “you”. You accept the license if you copy,
modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a
portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or translated into another language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document
that deals exclusively with the relationship of the publishers or authors of the Document to the
Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall directly
within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secon-
dary Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter of historical
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connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial, philosophical, ethical
or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being
those of Invariant Sections, in the notice that says that the Document is released under this License.
If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to be designated as
Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify
any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts
or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Document is released under this License. A
Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a
format whose specification is available to the general public, that is suitable for revising the docu-
ment straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic paint
programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input
to text formatters or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text
formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or absence of
markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not
Transparent. An image format is not Transparent if used for any substantial amount of text. A
copy that is not “Transparent” is called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup,
Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML using a publicly available DTD,
and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification.
Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include
proprietary formats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML or
XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the machine-
generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages
as are needed to hold, legibly, the material this License requires to appear in the title page. For
works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means the text near the
most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

The “publisher” means any person or entity that distributes copies of the Document to the
public.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either is pre-
cisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text that translates XYZ in another language.
(Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as “Acknowledgements”,
“Dedications”, “Endorsements”, or “History”.) To “Preserve the Title” of such a section
when you modify the Document means that it remains a section “Entitled XYZ” according to this
definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this
License applies to the Document. These Warranty Disclaimers are considered to be included by
reference in this License, but only as regards disclaiming warranties : any other implication that
these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.

VERBATIM COPYING

You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommer-
cially, provided that this License, the copyright notices, and the license notice saying this License
applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions what-
soever to those of this License. You may not use technical measures to obstruct or control the
reading or further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept com-
pensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you must also
follow the conditions in section 3.
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You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display
copies.

COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the
Document, numbering more than 100, and the Document’s license notice requires Cover Texts, you
must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts : Front-Cover
Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly
and legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present the full title
with all words of the title equally prominent and visible. You may add other material on the covers
in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the
Document and satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first
ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover, and continue the rest onto adjacent
pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must
either include a machine-readable Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or
with each Opaque copy a computer-network location from which the general network-using public
has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the
Document, free of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent
steps, when you begin distribution of Opaque copies in quantity, to ensure that this Transparent
copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time
you distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the
public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before
redistributing any large number of copies, to give them a chance to provide you with an updated
version of the Document.

MODIFICATIONS

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of
sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified Version under precisely this Li-
cense, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and
modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do
these things in the Modified Version :

A. Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document,
and from those of previous versions (which should, if there were any, be listed in the History
section of the Document). You may use the same title as a previous version if the original
publisher of that version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship
of the modifications in the Modified Version, together with at least five of the principal
authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five), unless they
release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
D. Preserve all the copyright notices of the Document.
E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright

notices.
F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission

to use the Modified Version under the terms of this License, in the form shown in the
Addendum below.
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G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts
given in the Document’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.
I. Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it an item stating at

least the title, year, new authors, and publisher of the Modified Version as given on the Title
Page. If there is no section Entitled “History” in the Document, create one stating the title,
year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item
describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Trans-
parent copy of the Document, and likewise the network locations given in the Document
for previous versions it was based on. These may be placed in the “History” section. You
may omit a network location for a work that was published at least four years before the
Document itself, or if the original publisher of the version it refers to gives permission.

K. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, Preserve the Title of the
section, and preserve in the section all the substance and tone of each of the contributor
acknowledgements and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their
titles. Section numbers or the equivalent are not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be included in the
Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to conflict in title with
any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.
If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Se-

condary Sections and contain no material copied from the Document, you may at your option
designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of In-
variant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any
other section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements
of your Modified Version by various parties—for example, statements of peer review or that the
text has been approved by an organization as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to
25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover Texts in the Modified Version.
Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or through
arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same
cover, previously added by you or by arrangement made by the same entity you are acting on
behalf of, you may not add another ; but you may replace the old one, on explicit permission from
the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use
their names for publicity for or to assert or imply endorsement of any Modified Version.

COMBINING DOCUMENTS
You may combine the Document with other documents released under this License, under the

terms defined in section 4 above for modified versions, provided that you include in the combination
all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them all as
Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their
Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant
Sections may be replaced with a single copy. If there are multiple Invariant Sections with the same
name but different contents, make the title of each such section unique by adding at the end of
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it, in parentheses, the name of the original author or publisher of that section if known, or else a
unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in
the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in the various original
documents, forming one section Entitled “History” ; likewise combine any sections Entitled “Ack-
nowledgements”, and any sections Entitled “Dedications”. You must delete all sections Entitled
“Endorsements”.

COLLECTIONS OF DOCUMENTS

You may make a collection consisting of the Document and other documents released under
this License, and replace the individual copies of this License in the various documents with a
single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License for
verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under
this License, provided you insert a copy of this License into the extracted document, and follow
this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent docu-
ments or works, in or on a volume of a storage or distribution medium, is called an “aggregate” if
the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the compilation’s
users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate,
this License does not apply to the other works in the aggregate which are not themselves derivative
works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then
if the Document is less than one half of the entire aggregate, the Document’s Cover Texts may be
placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic equivalent of
covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that
bracket the whole aggregate.

TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the
Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sections with translations requires
special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all
Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include
a translation of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty
Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License and the
original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation
and the original version of this License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”, or “History”, the
requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will typically require changing the actual
title.

TERMINATION

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided
under this License. Any attempt otherwise to copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and
will automatically terminate your rights under this License.
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However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright
holder is reinstated (a) provisionally, unless and until the copyright holder explicitly and finally
terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify you of the
violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the
copyright holder notifies you of the violation by some reasonable means, this is the first time you
have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder, and
you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who
have received copies or rights from you under this License. If your rights have been terminated
and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material does not give
you any rights to use it.

FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documen-
tation License from time to time. Such new versions will be similar in spirit to the present version,
but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/ .

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies
that a particular numbered version of this License “or any later version” applies to it, you have
the option of following the terms and conditions either of that specified version or of any later
version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document
does not specify a version number of this License, you may choose any version ever published (not
as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document specifies that a proxy can decide
which future versions of this License can be used, that proxy’s public statement of acceptance of
a version permanently authorizes you to choose that version for the Document.

RELICENSING

“Massive Multiauthor Collaboration Site” (or “MMC Site”) means any World Wide Web server
that publishes copyrightable works and also provides prominent facilities for anybody to edit
those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server. A “Massive
Multiauthor Collaboration” (or “MMC”) contained in the site means any set of copyrightable
works thus published on the MMC site.

“CC-BY-SA” means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published by
Creative Commons Corporation, a not-for-profit corporation with a principal place of business in
San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license published by that same
organization.

“Incorporate” means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of another
Document.

An MMC is “eligible for relicensing” if it is licensed under this License, and if all works that were
first published under this License somewhere other than this MMC, and subsequently incorporated
in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant sections, and (2) were thus
incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-SA
on the same site at any time before August 1, 2009, provided the MMC is eligible for relicensing.

ADDENDUM : How to use this License for your documents

To use this License in a document you have written, include a copy of the License in the
document and put the following copyright and license notices just after the title page :

http://www.gnu.org/copyleft/
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Copyright © YEAR YOUR NAME. Permission is granted to copy, distribute and/or
modify this document under the terms of the GNU Free Documentation License, Ver-
sion 1.3 or any later version published by the Free Software Foundation ; with no Inva-
riant Sections, no Front-Cover Texts, and no Back-Cover Texts. A copy of the license
is included in the section entitled “GNU Free Documentation License”.

If you have Invariant Sections, Front-Cover Texts and Back-Cover Texts, replace the “with . . .
Texts.” line with this :

with the Invariant Sections being LIST THEIR TITLES, with the Front-Cover Texts
being LIST, and with the Back-Cover Texts being LIST.

If you have Invariant Sections without Cover Texts, or some other combination of the three,
merge those two alternatives to suit the situation.

If your document contains nontrivial examples of program code, we recommend releasing these
examples in parallel under your choice of free software license, such as the GNU General Public
License, to permit their use in free software.
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